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ПРЕ ДИСЛОВИЕ 

Три кита лежат в основе любой вычислительной задачи : Сущест
в ование , Един ственность, Алгоритм. В этом смысле не состав
ляет исключение и задача безусловной минимизации не прерыв
н ой ограниченной функции . 

Первый вопрос , на который необходимо ответить , прежде 
чем начинать поиск минимума, - имеет ли задача минимизации 
решение?. Другими словами, достигает ли функция св оей ниж
ней грани? 

Второй вопр ос .  В общем случае неизвестно, является ли ми
нимизируемая функция одноэкстремальн ой ;  поэт ому, опреде
лив точку локальног о минимума, не обходимо выяснить, един
ствен ли найденный локальный минимум, и если нет, является 
ли он то чкой глобального минимума функции. 

Нак он ец, третья проблема - построить сходящийся эффек
тивный алгоритм нахождения хотя бы одного л окального ми
нимума функции. 

До сих пор основные усилия в области оптимизации бь mи 
направлены на решение третьего круга проблем - построение 
алгоритмов минимизации. Первые два вопроса фактически не 
за трагивались в работах по теории оптимизации. При этом проб
лемы существования и единственности часто снимались рассмот
рением класса выпуклых функций . Разумеется, в общем случае 
трудно дать конструктивный ответ на вопрос существования ре
шения оптимизационн ой задачи и его единственности. Здесь 
существует один путь - ограничит ься рассмотрением некоторого 
класса функций . При этом должен быть выдержан извечный ма
тематический к омпромисс : и зучае мь iй класс . не дол Жен быть 
очень широким, чтобы результаты не бь mи тривиальными, в то 
же время он должен быть и не очень узким, чтобы соответству ю
щее исследование имело практический интерес .  В качестве тако
го класса функций рассматривается класс сумм квадратов откл о
нений, возникающих при применении метода наименьших квад
ратов в нелинейной регрессии, и его обобщения - класс так 
называемых декомпозиционных функций. 
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В книге не рассматриваются вопросы численного нахождения 
глобального минимума, этому во просу посвящена своя, достаточ 
но обширная литература . Практика автора показывает, что в ре 
альных задачах число локальных минимумов , как правило, не 
велико (от одного до двух-трех) . В этом случае не так важно 
иметь эффективный (и трудоемкий) алгоритм поиска глобаль
ного м инимума, как критерий, по которому можно определить , 
является ли найде иный локальный минимум г Лобальным. Именно 
неуверенность в том, что минимум не является глобальным, зас
тавляет нас продолжать поиск ! 

Надеюсь, эта книга привлечет внимание специалистов к затра
гиваемым , проблемам, окончате льное решение которых - дело 
бу дущего . 

В за ключение хочу поблагодарить всех друзей и коллег , при
нявших .участие в обсуждении различны х частей книги . Особую 
благодарность выражаю Б .Т .  Поляку , Г.Б. Клейнеру и А.В.  На
зину . 



ВВЕдЕНИЕ 

Данная работа посвящена теоретическому анализу задачи оптимизации 

F(x)•min, xERm, ( 1) 

где F (х) - непрерывная ограниченная функция на R т, и в част� ости, 
задачи минимизации суммы квадратов отклонений (невязок) и ее обоб
щению - декомпозиционной функции (см. ниже) . Эти классы функций 
служат основным иллюстрирующим материалом предлагаемых общих 
подходов исследования существования, единственности реш�ния задачи 
( 1) и построения оригинальных алгоритмов минимизации. 

Минимизация суммы квадратов возникает, например, в задачах ап
проксимации (подгонки) , обработки результатов эксперимента, оцени
вания параметров регрессионных зависимостей и т.п. 

Итак, пусть У1 , у2, • • •  , Уп Е R1 - наблюдения или просто числа (дан
ные) . Эти наблюдения аппроксимируются соответствующими функциями 
/1 (а), /2 (а), ... , fп (а), rде а -неизвестный, в общем случае многомер
ный параметр, а Е Rm, т EO;n. За критерий качества аппроксимации, под
гонки берем сумму квадратов невязок 

n 
Q (а)= 1: (у, - fi (а))2. (2) t= 1 

Естественно, лучшая подrонка соответствует минимуму значения крите
рия (2) . Таким образом, приходим к задаче оптимизации 

Q(a)•min, aERm. (3) 
Аппроксимирующие функции !1 (а) считаем непрерьшными на Rm, доста
точное число раз дифференцируемыми. К задаче (3) можно подойти и со 
статистических позиций. Допустим, наблюдение у1 представляет собой 
сумму регулярной детерминированной составляющей fi (а) и случайной 
помехи: 

y,=ft (a)+e1 , i= 1 , ... ,n ,  (4) 

где а- неизвестный параметр, а Е Rm; е1 -помехи (случайные перемен
ные) ; е1 имеют нулевое математическое ожидание, постоянную дисперсию 
и не коррелируют друг с другом. Уравнение (4) можно интерпретировать 
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Рис. 1. Геометрия минимизации сум
мы квадратов; n = 3, т = 2 

как уравнение регрессии слу'!ай
ной переменной у на факторы х 1 , 
x2, ... , xk, гдеу1 =<Р(Хн, . . . , х1k; 
а) + е1, i - номер наблюдения, 
р - функция регрессии . Обозна· 
чая <Р(Хн, ... , Xtk; а) = f1 (a), 
приходим к ( 4) . В дальнейшем 
уравнение ( 4) будем назьmать 
моделью нелинейной регрессии. 
Задача состоит в оцепивании 
неизвестного параметра а. В ка
честве метода оценивания, как 
правило, берут· метод наимень
ших квадратов (МНК), который 

и приводит к задаче (3). При этом значение а, являющееся решением 
(3) , называют оценкой МНК, а функции fi (а) - функциями регрессии 
или оmлика. Именно этой терминологией мы и будем пользоваться далее . 
Задача (3) имеет наглядную геометрическую интерпретацию. Система 
функций [(а) = ([1 (а), [2 (а), . . . , fп (а)) задает отображение простран
ства Rm в пространство Rn. Образом этого отображения является т-мер
ная поверхность [(а) в п-мерном пространстве, поверхность регрессии. 
Поэтому задача (3) эквивалентна поиску на поверхности регрессии точ
ки, наименее удаленной от точки у = (у 1 , . . • , Уп) Е R n, - см. рис . 1. 

Декомпозиционная функция, вводимая в гл . 4, - естественное обоб
щение суммы квадратов (2) . Функция F (х) называется декомпозицион
ной , если она допускает декомпозицию вида: F (x) = V(f(x) ) ,  где [: Rm -+ 
-+ Rn - инЪективное отображение, n ;;;э. т, V - выпуклая функция на Rn. 

n 
Для функции (2) V(e) = V(e1 , е2, • • •  , еп) = 1: е12 , где е1 = Yi- f;(a). 

1 
Условно книгу можно разбить на три части . 
1. Критерии досmжимосm нижней грани непрерывной функции на не

комnактиом множестве. Очевидно, в общем случае минимизируемая 
функция F (x) может не достигать своей нижней грани на Rm. Таким оЧ
раэом, необходимы критерии проверки корректности задачи минимиза
ции ( 1) , т.е . существования решения этой задачи. Им посвящена первая 
глава книги. Критерии достижимости нижней грани основаны на понятии 
так называемой нижней грани функции F (х) на Щ!сконечности ( § 1) . 
Предлагаемый подход иллюстрируется примерами конкретных нелиней
ных регрессий встречающихся в практических исследованиях. Разобран
ные примеры позволяют сделать следующий общий вывод: оценка МНК 
существует, если данные и аппроксимирующие функции имеют похожие 
качественные характеристики (положительность, монотонность, выпук
лость и т.п.) . Таким образом, критерии достижимости нижней грани сум
мы квадратов могут в определенной степени служить критериями адек
ватности модели регрессии. 
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11. Критерии одноэкстремальносm и глобальносm. Эта тема - централь
ная, ей nосвящена nочти nоловина книги . Прелюдией к nроблеме много
экстремальности служит вторая глава . В ней nоказывается , что фактически 
для любой нелинейной регрессии сумма квадратов может быть много
экстремальной . Третья и четвертая главы и nосвящены собственно nроб
леме nостроения конструктивных критериев одноэкстремальности и гло
бальности . Сначала критерии строятся для суммы квадратов (2) . Основ
ная задача ставится следующим образом: nостроить критерии nроверки 
того, что найденный локальный минимум Q (a:) является глобальным. К 
решению nоставленной задачи мы двигаемся nостеnенно. Сначала строят
ся критерии локальной выnуклости (nоложительной оnределенности гес
сиана Q (а:)) - гл . 3. Затем nредлагаются критерии одностационарности 
(существование единственной стационарной точки) - гл . 4, § 1. Нако
нец, в § 2 четвертой главы решается nоставленная задача - соответствую
щие критерии nозволяют выяснить глобальную экстремальность или вы
nуклость суммы квадратов .  Все критерии устроены по следующему едино
му образцу . В результате аналитического исследования функции регрес
сии находятся некоторые nороговые значения суммы квадратов,  которые 
соответствуют желаемому свойству Q (a:) .  Это свойство (nоложительная 
оnределенность гессиана , локальная одноокстремальность или выnуклость) 
выпоJшяется для всех а: Е Rm, для которых сумма квадратов меньше най
денного nорогового уровня . Так , 

если существует такое а:0 Е Rm, что Q (a:0 ) < QE - пороговый уровень, 
соответствующий существованию оценки МНК (нижняя грань суммы квад
ратов на бесконечности) , то нижняя грань суммы квадратов на Rm дости
гается (задача (3) имеет решение) ; 

если Q (a:0 ) < QLc - nороговый уровень локальной выnуклости, то в 
точке о:0 гессиан Q(o:) положительно оnределен; 

если Q (a:0 ) < Qc - пороговый уровень выпуклости , то гессиан Q (a:) 
JJ точке о:0 nоложительно определен , а множество уровня Sc = {а: Е Rm: 
Q (o:) < Qc} выnукло и Q (a:) выnукла на Sc• 

Всего предпагается шесть подобных уровней,  они образуют иерар
хию (этажерку) уровней.  Чем "сильнее" свойство суммы квадратов ,  тем 
ниже уровень, тем уже соответствующее множество уровня . 

Естественно, для того чтобы исnользовать nредлагаемый подход на 
nрактике, необходимо для данной модели регрессии аналитическим путем 
nопучить соответствующие nороговые уровни (оценки снизу) . Примеры 
построения подобных оценок для некоторых нелинейных регрессий nри
водятся в книге , однако автор хотеп бы предостеречь читателя от излиш
него оnтимизма : получение этих оценок - дело не nростое, часто выливаю
щееся в самостоятельное исследование . В этом смысле может быть nоле
зен один nростой и достаточно общий метод получения и доказательства 
чисповых неравенств , основанный на методе множителей Лагранжа -
гл. 3, § 2. В частности, на nротяжении всей книги активно используются 
nолученные матричные обобщения некоторых классических неравенств : 
матричные аналоги неравенства Коши-Буняковекого с ограничениями 
и без ограничений, неравенство Гёльдера. 

В конце четвертой главы делается nоnытка обобщить критерии на более 
широкие классы функций. Сначала ( § 3) это делается для декомnозици-
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онных функций, а затем и для любых функций, для которых известны 
мажорирующий и/или минорирующий квазивыпуклый функционал. 

Пятая глава замыкает изложение вопросов, связанных с многоэкстре
мальностью суммы квадратов. Для больщинства нелинейных регрессий 
существуют такие "благоприятные" наблюдения (соответствующие об
ласти в Rn), при которых Q(a) выпукла или одноэкстремальна. Поиску 
таких областей и посвящена эта глава. 

III. Алгоритмы оmимиэации (локальные) - традиционные вопросы 
теории оптимизации. Этой проблеме посвящены две последние главы. 
Специфика минимизируемой функции, в данном случае суммы квадратов 
(2) и декомпозиционной функции, позволяет строить более эффектив
ные и экономные методы минимизации. Классически� методом мини
мизации суммы квадратов является метод Ньютона-Гаусса. Ему, его 
различным модификациям и другим вопросам посвящена щестая гла
ва книги. 

Учитывая специфику уже самой нелинейной регрессии, можно строить 
еще более экономные, специальные методы минимизации Q(a) . Некото
рые общие рекомендации построения таких методов предлагаются в нача
ле седьмой главы. Они иллюстрируются конкретными примерами неко
торых моделей регрессии: робастная регрессия - минимизация суммы 
функций невязок, логлинейна.я: регрессия, производственная функция 
СЕSи т.д. 



ГЛАВА 1 
КРИТЕРИИ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

Рассмотрим задачу безусловной оптимизации 

F(x)=> min 
xER m 

Относительно функции F здесь и далее будем предполагать, что она не
прерывна и ограничена снизу. Разумеется,. на некомпактном множестве 
(в данном случае R m )  непрерывная функция может не достигать своей 
нижней грани, позтому задача минимизации в этом случае может оказать
ся некорректной. Чтобы избежать этого, часто предполагают, что сущест
вует начальное приближение х0 такое, что множество 

S0 = { х E Rm :  F(x)�F(x0 ) }  

ограничено (а значит, и компактно в силу непрерывности функции F (х) ) .  
Очевидно, тогда нижняя грань F (x) на Rm достижима, т.е. существует 
х. Е Rm , для которого 

F(x.)  = inf F(x), 
xER m 

причем х. E S0 • 
Остается, однако, открытым вопрос о существовании такого началь

ного приближения х0, для которого множество S0 ограничено. Предлагае
мый в этой главе подход основан на вычислении так называемой нижней 
грани функции на бесконечности (этот подход далее обобщается и на слу
чай минимизации функции на части пространства Rm ) и иллюстрируется 
на примере суммы квадратов. Вычисление нижней грани суммы квад· 
ратов на бесконечности позволяет строить критерии корректности задачи 
минимизации на R m (т.е. достижимости функцией своей нижней грани) , 
другими словами, существования оценки метода наименьших квадратов. 
Часто исследование минимизируемой функции на бесконеЧН!JСТИ оказы
вается конструктивным и позволяет находить удовлетворительные началь
ные приближения х0, для которых множество уровня S0 компактно. В 
§ 1 вводится определение нижней грани функции на бесконечности и 
доказываются соответствующие результаты. Там же это понятие обобща
ется на случай минимизации на множестве, не совпадающем со всем про
странством. Изложение иллюстрируется примерами нелинейных регрессий 
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экспоненциального вида. В § 2 собраны воедино некоторые сведения 
из теории конусов. Соответствующие понятия и факты будут неоднократно 
использоваться нами по ходу изложения книги, поэтому было решено 
обыщинить их в отдельный параграф. В § 3 вопрос о вычислении нижней 
грани суммы квадратов на бесконеЧ!fОСТИ и построении соответствующих 
критериев ее достижимости решается для одного , достаточно распростра
ненного на практике класса нелинейных регрессий, так называемых квази
линейных регрессий (совпадающих с линейными с точностью до некото
рого монотонного преобразования) . В § 4 этой главы на основе предлагае
мого подхода 'Строятся критерии существования оценки МНК для таких 
весьма часто встречающихся при экономическом и технико-экономичес
ком моделировании нелинейных регрессий, как модифицированная экспо
нента, логистическая кривая и др. Последний параграф этой главы пос
вящен производственным функциям. 

§ 1.  Критерий достижимосrи IIИЖIIeй гр8101 функЦIПI 
на некомпактном мнржестве 

Предположим сначала, что область минимизации совпадает со всем прост
ранством. Итак , пусть F = F(x) - ограниченная снизу, непрерывная функ
ция, х Е Rm. Не теряя общности можно считать F(x) � О. Нижней гра11ью 
функции 'на бесконечности назовем 1 ) 

FE = lim inf F(x). ( 1.1 )  
r-> оо 11 х 11 > r 

Предел ( 1.1) всегда существует (либо равен +оо) , так как функция 
inf F (х), llx 11 � r является неубывающей для r > О. Соответственно гово
рим, что F (х) ограничена снизу на бесконечности числом В, если В < F Е· 

Теорема 1.1. Пусть F (х) непрерывна на R т. Если gществует (началь
ное приближение) х0 Е R:"', для которого F(x0) < FE, то нижняя грань 
функции F (х) на Rm достигается, а .множество 

S0= {xERm: F(x)�F(x0)} 
компактно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Множество S0 является замкнутым в силу не
прерывности функции F(x). Докажем, что оно к тому же и ограничено. 
Допустим противное, т .е .  для пекоторой последовательности xk Е So, 
llxk 11 -+ оо, k -+ оо, Положим rk = max{llx111, ... , llxk 11}. Тогда в силу 
неравенства F(xk) �F(xo) 

inf F(x) � F(xk) � F(xo)· 
llxll>rk · 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при k -+ оо, получим F Е � 
� F(x0), что противоречит условию теоремы. Таким образом, F(x) на 
S0 достигнет своей нижней грани, скажем, в точке х •. Эта точка является 

1 ) Индекс Е - первая буква от анrлийского Exisience - существование (см. сле
дУЮщую теорему). 
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глобальным минимумом на всем пространстве Rm: при х Е S0 по опре
делению F(x.) � F(x) , при х Ё S0, т.е. F(x) > F(x0), имеем F(x.) � 
�F(x0) < F(x) -теорема доказана. 

Для суммы квадратов 
n 

Q(a:) = � (у;-[; (а:)) 2
' а: ERm' 

i= 1 
эта теорема переформулируется следующим образом. Найдем для данной 
модели регрессии нижнюю грань суммы квадратов на бесконечности Qв. 
Тогда если существует такое начальное приближение параметров а0, для 
которого Q(a0) < Qв, то оценка метода наименьших квадратов существу
ет, а множество 

( 1 .2) 
компактно. 

Множества вида ( 1 .2) в дальнейшем будут играть важную роль в ис
следовании суммы квадратов. Множество 

S(Q*)= {a:ERm: Q(a:)�Q*} 
называем множеством уровня, а Q* - коэффициентом уровня или просто 
уровнем. Иногда под множеством уровня будем понимать открытое мно
жество { а: Е Rm: Q(a:) < Q*} . Каждый раз это будет оговариваться особо. 

Проиллюстрируем предпагаемый критерий на экспоненциальном трен
п 

де f1(a:) = exp(a:t), t = 1 ,  . . . , n. Очевидно, здесь Qв =�У,, причем Q(a:) -+ 
1 

-+ Qв при а: -+ -оо . Покажем, что если Yt > О, t = 1 ,  .. . , n ,  то оценка МНК 
существует. Найдем 

. lnyt lnYto nnn--=-- =ао. t t t0 

Тогдаа0t< ln y1 для всех t = 1 ,  ... , n  и 

Q(ao) =�(у,_ еао t ) 2 = � (yt _ еао t)2 � � yJ < Qв. 
t . t*to t*t0 

По теореме 1 . 1 оценка МНК существует, а множество ( 1 .2) компактно. 
Обратим внимание читателя на то, что теорема 1 . 1  дает лишь достаточ

ный (не необходимый и достаточный) критерий достижимости инфимума 
функции. В частности, дня экспоненциального тренда условие Yt > О, t = 
= 1 ,  . . .  , n , может быть, по-видимому, ослаблено. В § 1 гл. 2 предлагается 
некоторый подход к построению критериев недостижимости инфимума 
суммы квадратов. 

Практическое вычисление нижней грани функции на бесконечности по 
формуле ( 1 . 1 )  может оказаться не всегда удобным. Покажем, что имеет 
место 'Следующее равенство: 

Fв = inf limF(xk) · ( 1 .3) llxkll-+co k 
Другими сл?вами, нижняя грань функции на бесконечности есть нижняя грань 
нижних пределов значений функции по всем последовательностям, уходящим 
в бесконечность. Доказатепьстю несложно. Обозначим правую часть ( 1.3) че-
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рез Р;. Из определения ( 1 . 1 ) следует существование последовательности 
11 xk 11 -+ оо такой, что F(xk) -+ F Е при k -+ оо; поэтому F Е � Р;. Обратно, 
пусть 8 > О  - любое . Тогда по определению FБ найдется такая последо
вательность llxk 11 t оо, что liтF (xk) �Fн + 8 .  Положим в формуле ( 1. 1) 
rk = llxk 11. тогда inf F (x) � F(xk) и FE � Fн + 8. Так как пocлeД-

IIxll> rk 
нее неравенство имеет место для любого 8 > О, получаем FE � Fн, что 
окончательно доказывает ( 1. 3) . 

Последовательность 11 xk 11 -+ оо называем асимптотической,  если F(xk) -+ 
-+ const < оо, k -+ оо. Асимптотическую последовательность назьmаем глав 
ной , если F (хk) ->;FE. 

Процедура нахождения уровня FE с учетом ( 1 . 3) , таким образом, сво
дится к нахождению среди всех асимптотических последовательностей 
(если таковые существуют) таких, которые дают минимальное значение 
предела F(xk) . 

Пусть х 1, х 2 , . • • - пекоторая последовательность из R rn ; нормируем ее 
элементы: vk = xk/ ll xмll, xk=I=O,  k = 1 ,  2, . . . Поскольку vkESm - сфера 
в Rm (компактное множество) , последовательность vk имеет хотя бы одну 
предельную точку. Обозначим ее v• и назовем направлением последователь
ности. Главное асимптотическое направление v• соответствует главной 
асимптотической последовательности х 1, х2 , • • • Это направление характер
но тем, что для любого 8 > О найдется такое направление v ,  достаточно 
близкое к v *, на котором существует точка xk : 1 F(xk) - F Е 1 � 8 .  

Главная асимптотическая последовательность определяет некоторую 
(ломаную) кривую, которая, "уходя в бесконечность", дает минимальное 
предельное значение функции. Иногда подобной кривой служит луч. Таким 
образом, луч Л v  + s, где Л> О, 11 v 11 = 1 , v - направление луча, s - начало 
луча, назьmается главным асимптотическим, если 

lim inf F(Л v+s) = FE. 
r-+ оо Л;;. r 

После вычисления нижней грани функции на бесконечности имеет смысл 
найти условия достижимости инфимума. Один способ доказательства 
достижимости дается теоремой 1 .1. Поиск _удовлетворительного начально
го приближения (т .е . такого , что F(x0) < Fв) передко будет основан на 
исследовании функции вдоль главного асимптотического луча. Пусть , 
например , F(Л v+ s)-+ Fв при Л-+ 00• Тогда, если будет доказано , что послед
няя сходимость имеет место снизу, то существует Л0, т .е .  х0 = Л0v +s, для 
которого F(x0) < F Е• - инфимум достижим .  Эта идея будет неоднократно 
использоваться нами в дальнейшем. 

Введенные понятия без изменения переносятся на случай , когда миними
зируемой функцией является сумма квадратов отклонений Q(a). Дополни
тельно дадим следующее определение . Говорим, что нелинейпая регрессия 
имеет бесконечные хвосты, если 11 [(а) 1 1-+ оо при 11 а 1 1-+ 00 • Наоборот, если 
существует такая последовательность 11 ak 11-+ 00, ЩIЯ которой 11 f(ak) 11 � 
� d < 00, то говорим, что регрессия имеет конечный хвост. Легко видеть, 
что ЩIЯ того чтобы регрессия имела бесконечные хвосты, необходимо и 
достаточно , чтобы QE = 00• 
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Рис. 2. Асимптотические направления регрессни-экспоненты (1.4) 

Проиллюстрируем предлагаемый метод нахождения нижней грани сум
мы квадратов отклонений на примере регрессии - экспоненты с неизвест
ным масштабным множителем : 

[,(at 'а2) = eal +а. t, - оо < at , а2 < оо. (1.4) 
Обозначим1) xt=(1, t)тER2, t = 1 , . . .  , n . Эти векторы образуют 

конус К, ребрами которого являются х1 и Хп· Заметим прежде всего , что 
эта регрессия имеет конечный хвост, так как при а1 = const, а2 � - оо 
имеем ft(a1, а2) � О, t = 1, .. .  , n. Значит, QE < 00• Будем искать асимпто
тические направления (рис. 2) . Пусть ll akll2 = а�k+а�k� оо при k �· 00, 
Pk = ak / 11 ak 11. Если хотя бы с одним Xt векторы Pk, k = 1, 2, . . . , образуют 
острый угол, тqft(ak) � оо и Q(ak) � 00, 11 ak 11 � 00 • Таким образом, мно
жеством асимптотических лучей будет конус 2) 

к-={аЕR2: (а, х,)�О. t=1, .. . , n}. 
Для лучей , являющихся внутренними для К -, предельным значением Q 

n 
является 1; у;, так как для всех t = 1, .. . , n exp(a1k + t a2k) � О  при k � 00• 

1 ' 
Рассмотрим направления, соответствующие ребрам конуса К-:· (- n , 1 )т = 
;, х� и (1, -1) т = х1*. Первый луч : Лх� + s, что соответствует а1 = - Лп + s 1 , 

1 ) Здесь и далее "т" в верхнем индексе означает знак транспонирования. 

2) Здесь и далее (и, v) обозначает скалярное произведение векторов и и v, эквива-
ленmая: запись vтu = uтv. · 
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<Xz =Л+ Sz, где s = (s1, Sz)т . Тогда (а, х,) =-Лп + s1 + t (Л + s2) =-Л(п - t)  + 
+ s1 +tsz . Для всех 1 �t� n - 1 ·ехр(а1 +a2t)-+O ; для t =n имеем 
fп(al, az) = s1 + Sz. Если Yn >О, то начало луча можно подобрать так, чтобы 
exp(s1 + S:z) = Yn· Аналогично, если у1 >О, начало луча с направлением 

n 2 ( 1 , - 1 )  т можно выбрать так, чтобы сумма l: Yt сократилась на  член у � . 1 
Итак, окончательно для регрессии ( 1 .4) находим 

Qн= 
1 I

n
1 y�, если тах(уl,Уп)�О. 

l:y� -max2(y1,Yn), если max(yl,Yп)>O. 1 

( 1 .5 )  

Найдем теперь условия, при которых оценка МНК существует, т .е . инфи
мум Q(a) достигается. Очевидно , если в се наблюдения неположительны, 
то оценка МНК не существует, так как для любого а ER2 

n n n 
Q(a) = l: (у,-[, (а))2 = l: (е а, +az t- у,)2 > l: у� = Q = inf Q (a). 1 t 1 1 Е 

aER2 

Пусть теперь max(y1, Уп)> 0 1 ) . Докажем, что оценка МНК существует, 
если выполнено одно из условий : у 1 >Уп· Yz >О или Уп >у1, Уп-1 > О. 
Рассмотрим второй случай (первый доказьmается аналогично) . Тогда, как 

n-1 
следует из ( 1 .5 ) , QE = l: у� ,  а главным асимптотическим лучом будет 1 
а1 = - Лп + ln Уп, а2 =Л , где Л> О. Легко видеть, что сумма квадратов 
как функцИя Л равна 

n n-1 
Q (Л) = l; (Yt- Yn е-Л(п-t) )2-+ l; у� = QE , Л-++ оо . 1 1 
ДОкажем, что сходимость имеет место снизу. Рассмотрим разность 

n n 
Q(Л) _ QE = у� _ 2yn 1: у,е-Л(п-t) +у� 1; e-2Л(n-t) = 

1 1 
n-1 n-1 

=-2Yn l; Yt"-'
n-t+y� l; "-'2(n-t)= 

1 1 
n-1 n-1 

=упс..>(-2 l: Yt"-'
n-t-1 + Уп l: "-'2(п-t)-1)=Уп"-'Р2п-з(с..>), 1 1 

где "-' = ехр(- Л) > О, P2n-3(w) - многочлен от"-' степени 2n- 3. Понятно , 
что знак этой разности при Лt +00определяется знаком Р2п-з(с..>) при 
w-1- О, т .е .  знаком P2n-3(0). Но P2n _ 3(0) =-2YnYn-1 < О. Поэтому если 
Уп >О и Yn-1 >О, то сходимость Q(Л) к QE имеет место снизу. А это ведет 
к существованию такого приближения а0 , для которого Q (ao) < QE . По 
теореме 1 . 1 тогда инфимум Q(a) достигается, а множество ( 1 .2) ком
пактно . 

1 ) Случай, когда одновременно у,.;; О и Yn .;; О, является неестественным в рамках 
э кспоненциальной модели ( 1 .4). Если а2 > О, то вероятнее Yn > у1, если, наоборот. 
а2 < О, то у1 > Yn· 
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Разберем теперь случай, когда априорное множесmо параметров А не 
совпадает со всем пространсmом R т и, вообще говоря, не является ком
пактным. Итак, пусть fi(a) - непрерьmные функции на не котором подмно
жестве А С Rт с иенустой внутренностью. На практике Л. как правило, 
представляет собой обобщенный прямоугольник. Оценкой метода наимень
ших квадратов нелииейной регрессии назьmается 

а =  Arg min Q (a) . 
а. ЕЛ 

Дадим условия корректности этой записи аналогично случаю А = R т. 
Обозначим оА - границу множесmа А (бесконечные точки принадлежат 

о о 
границе), А- его внутренность (по условию А =l=ф). Как и прежде, изло
жение будем вести для произвольной ограниченной снизу, непрерьmной на 
А фу.нкции F(x) . 

Нижней гранью функции F на границе А назьmаем 

FE= lim Ч,lf . 
F(x) , ( 1. 6) k-+ со хЕЛ\Лk 

где Ak - семейсmо расширяющих с я открытых подмножесm Л, т .е. Ak С 
о 

CAk+t СА, причемоАk nоЛ=ф и UAk=A. k 
Поясним свойсmа последовательности подмножеств { Ak} . Прежде 

всего отметим, что если А= Rт, то выбор Ak ={ х Е Rт: ll x 11 < rk} , 
rk t оо при k -? оо приводит к 

о 
A\Ak = { х Е Rт: 11 х 11;;;. rk } , 

что сооmетствует определению ( 1. 1) .  Не трудно далее понять, что если Ak 
и А имеют общие граничные точки, то эти точки могут не принадлежать о 
множесmу А \Ak. Если к тому же эти точки "оmечают минимуму функ
ции", то ( 1.6) не будет соответсmовать нижней грани функции на А. о 
Использование А вместо А в формуле ( 1. 6) не является принципиальным. 

Докажем, что величина ( 1. 6) не зависит от выбора последовательности 
Ak. Пусть { Ak} и { Ak} - расширяющиеся последовательности множеств, 
удовлетворяющие перечисленным выше условиям. Предположим, что 
первая последовательность приводит к значению F Е• а вторая - к Fi. -, .. -Докажем, что FE <:. F Е· Для этого достаточно по казать, что для любого k 

inf F(x) <:. lim inf F(x) . 
х Е Л\ Лk Р -+ 00 х Е Л\ Л р 

А для этого в свою очередь достаточно по казать, что для любого k найдется 
такой номер р, что Ak С А�. 

Допустим противное. Тогда сущесmует такое Ak, что для всех А� Akg 
cf. А�, т.е. сущесmует такая последовательность х1, х2, • . • , что хр Е Ak, 
но Хр Е л�.р = 1, 2, . . . Рассмотрим случай, когда последовательность { Хр} 
ограничена. Тогда можно выбрать сходящуюся подпоследовательность; 

о 
не теряя общности можно считать, что Хр-? х •. Покажем, что х. Е А. Дей
ствительно, в противном случае найдется номер р, для которого х. Е А�. 
Но поскольку Л�- открытое множество, то х. содержится в А� вместе 
2. Е.З. Дсмиденко 17 



с не которой окрестностью, т .е .  вместе со всей последовательностью { Хр } , 
начиная с некоторого номера, а это противоречит Хр Е Лр для любого р . 

- о 
Далее , х. Е Лk , так как в противном случае х. Е Л. Таким образом, полу-
чили противоречие: х .является граничной точкой как для Л, так и для Лk. 

Если последовательность { хр} не ограничена , то условно можно записать 
хР � х !.!,где 3.- бесконечно удаленн� точка , и рассуждения по..!! тор'!!.�· 
Итак, Fв �Fв. Меняя местам� Лk и Лр, приходим к неравенству Fв �Fв, 
откуда Fв =F�. 

Из доказанной независимости F Е от выбора последовательности Лk, 
в частности для разобранного выше случая Л= Rm, следует, что в ( 1 . 1 )  
не обязательно в качестве Лk брать шары { 1 1 х 1 1 < r } . Эти множества могут 
иметь произвольную форму , лишь бы они удовлетворяли перечисленным 
выше условиям. 

Нижнюю грань функции на границе аналогично ( 1 .3) можно определить 
на языке последовательностей . Докажем их эквивалентность , т .е .  покажем, 
что 

Fв = inf lim F(xk) . (1 .7)  
' Xk�x.E дА k 

В случае неограниченного Л запись 1 1 xk 11 � оо эквивалентна записи xk � х. Е 
Е ал. Обозначим через Fi пра�:�ую часть ( 1 .7) ; покажем, что Fв ;;;э. Fi. 
Пусть { Лk } - расширяющаяся последовательность открытых множеств, 

о 
не имеющих общих граничных точек с Л, U Лk =А Для любого k выберем 

k 
xk Е Л \Лk так, чтобы 

1 
F(xk)- � F(x)� k · 

х Е Л\ Лk 
( 1 . 8) 

Докажем, что если xk � х •, то х.- граничная точка А Для этого очевид-
. о о 

но достаточно показать, что х. Е Л. Допустим противное: х. Е Л. Тогда 
х. Е Лk для некоторого k. Но поскольку Лk является открытым множест
вом, оно содержит х • вместе с пекоторой окрестностью V(x.), т .е . xk Е Лk, 
k ;;;э. К. Поэтому из ( 1.8) следует неравенство 

Fв = Iim inf F(х);;;э. 
k� 00 х Е А\Лk 

;;;э:!im F(xk);;;э. inf lim F(xk)=F;. 
k хk�х. Е д Л k 

Докажем теперь противоположное неравенство, т .е . что Fв �FБ. Выбе-
<> 

рем произвольное [j > О. Для каждого k найдем такой элемент xk Е Л\ Лk, 
ЧТО 

F(xk)� inf F(x)+ [). 
х Е А\ Лk 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при k � оо, получим 
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Рассмотрим подпоследовательность {xk '} последовательности {xk } , для 
которой F(xk ') -+-lim F(xk) .  Эта подпоследовательность может быть либо 
сходящейся, либо расходящейся. Во втором случае 11 х k ' 11-+- 00, т .е. можно 
считать, что х k ' -+- х .  Е а Л. Отсюда следует, что 

lim F(xk •) = lim F(xk) � FF;, 
а значит, с учетом ранее полученного неравенства лолучаем F* � FE + Б, 
т.е . FF: � FE. Рассмотрим теперь первый случай , пусть 11 Xk ' 11 �А < 00• Тогда 
из этой последовательности можно в ьщелить сходящуюся подпоследова
тельность { х k " } , причем х k " -+- х * Е R т. Докажем, что х * Е а Л. Дейсmи-

о о 
тельно , х k .. Е Л, причем х. = lim х k .. Е Л, так как в противном случае не о 
будет выполняться условие совпадения Л и U Лk . Отсюда следует, что 

о 
х. Е л их. Е ал. Поэтому limF(xk ") � FF:. т .е .  опять FF: �FE +Б, а значит, 
FF:�FE· 

На основе понятия нижней грани функции на границе Л может быть 
построен критерий достижимости нижней грани функции, аналогичный 
случаюЛ = Rт. о 

Теорема 1.2. Пусть F(x) непреры вна на Л С R т, Л =1= ф. Если сущес твует 
(начшzьное приближение) х0 Е Л, для ко торого F(x0 ) < F Е• где F Е -
н ижняя грань F (х) на гр анице А, то н ижняя гр ань фун кции F на Л дос ти 
гается, �но Jrество 

S0 = { х Е Л: Е(х) � F(x0) }  
ко �пактно, не сод ерJrит граничных точек А, а точка, д ос та вля ющ ая inf F(x), 
х Е Л, я вляется внутренней для А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем, что S0 замкнуто . Пусть дана последо
вательность точек xk-+- х., xk Е S0. Если х.  Е Л, то в силу непрерьmности F 
на Л F(x.)�F(x0) и х. E S0. Пусть теперь х. Е Л, т .е .  х. Е дА. Тоrда по 
определению lim F(xk) ��. что противоречит условию F(хk) �F(x0) < FE. 
Одновременно мы доказали, что точки S 0 - внутренние для Л. Ограничен
ность множесmа S 0 следует из не принадлежности ему граничных (в том 
числе бесконечно удаленных) точек Л. Теорема доказана. 

Как и в случае Л = Rт, можно ввести понятие асимптотической и глав 
ной асимптотической кривой (луча) . 

Проиллюстрируем вышеизложенное примерами . Начнем с экспоненты 
f1(a) = exp(at) . Пусть известно , что а > О, т.е . Л = { а > О } . Тогда, каi" легко 

n 
убедиться, QE = Q (O) = � (у, - 1)2• Для того чтобы инфимум Q(a) на 

1 

множестве Л достигался, т.е. чтобы inf Q(a)=I= Q (O) , достаточно , чтобы ct>O 
Q'(O) < О .  Но Q'(O) = - 2 �(у, - l)t, поэтому оценка МНК на Л существует, 

n 
если �y,t > n(n + 1 ) /2. 

1 

Рассмотрим теперь двухпараметрический пример с моделью { 1.4). 
Будем считать а2 > О, т .е .  Л = { {а1 , a2)ER2 : - оо < а1 < оо, а2 > О } . Для 
простоты предположим, что Yt > О , t = 1, . . .  , n .  Пусть ak-+-а. Е ал. Если 
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последовательность 11 o:k 11 ограничена по k, то o:2k � О. В таком случае 
выберем о:1 так, чтобы 

Q (o: 1 , О) = �( Yk - еа, )2 � min .  
C'tl 

Очевидно , поскольку у t > О , решение этой задачи есть ln У, где у= � Y1/n. 
n 

Тогда Q (o:k) � � (у , - У)2• Если 11 o:k 11 � 00, то множесmом асимптотических 
1 

лучей служит конус , натянутый на векторы х� = (- n ,  l)т и х ; = (1, -l)т-

см . рис. 2. Наименьшим предельным значением суммы квадратов будет 
n-1 

� у�. Окончательно при о:2 > О 
1 

n -1 n 
QE = min { � у �, � ( у, - у)2}. 

1 1 n-1 - � 2 Найдем условия существования оценки МНК при о:2 > О. Если QE = Yt• 1 
то оценка МНК сущесmует ; это следует из доказательства сущесmования 

- " 
этой оценки в случае без ограничений . Пусть QE = � ( у, - Yi. Очевидно 

oQ( lпy, О) _ п _ 
= - 2у � ( y, - y ) t. 

00:2 1 

1 

Поэтому если L (у ,  -у) t > О, то oQ( lп  у, 0)/ до:2 < О и в окрестности точки 
(ln у, О) в верхней полуплоскости существуют точки с суммой квадратов , 
меньшей Q( lп у, О) = QE, значит, инфимум Q (o:) достижим. Условие 
L(y1 - y)t >  О можно интерпретировать так : временной ряд наблюдений 
Yt должен иметь положительный линейный тренд. Другими словами, если 
ряд у 1 , • • •  , Уп по методу наименьших квадратов выравнивать по линейной 
функции 0:1 + 0:2 t, то необходимо, чтобы оценка а2 мнк параметра 0:2 
бьmа положительной. Это следует из того , что знак а2 определяется знаком 

L(Yt - y)(t - t) = L( Yt - У) t - tL( Yt - у ) = L( Yt - y ) t, 

где 7 = (n + 1) /2. 
В заключение остановимся на одном приеме, который иногда позволяет 

упростить задачу минимизации и, в частности , оценивание параметров. 
Пусть F (x) - непрерывная, ограниченная снизу функция, х Е Л С Rm. 
Задача заключается в нахождении х. Е Л, для которото 

F(x. )  = inf F(x) . (1.9) хЕЛ 
Переобозначим аргументы функции ; другими словами, пустьg : Л � Л' cRm 
и х 1 = g(x) ' причем g(Л) = л'. Пусть в новых обозначениях найден MUHU.МU· 
затор х: Е Л', для которого 

F(x:) = in f F(x) . хЕА 
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Тогда )JJIЯ всех х. Eg-1(x�) С Л имеет место (1.9) (Л- прообраз миними
затора х �). Этот прием в дальнейшем будем назьmать методом переобо зна 
чен ия. Иногда удачным переобозначением задачу (1.9) можно существенно 
упростить . 

Например, допустим, необходимо оценить методом наименьших квадра
тов регрессию 

У;=а1хн +a�a2xi2 + €;, i= 1, . . .  , n , 

где а= (а1, а2) Е Л= R2• При этом оценка МНК есть 
n 

а =  arg min � ( у; - а1хн-a�a2xi2)�. 
а 1 ,а2 1 

Переобозначим �1 = а1, (32 =а� а2• Нетрудно проверить,  что в этом случае Л 
есть R2 с выколотой прямой (31 = О, за исключением точки (0, О). Таким 
образом, пользуясь методом переобозначения, приходим к задаче нахож
дения 

(b1,b2)=arg min �(Y;-(31xн-f32xi2)2, 
{3,,(32 

решение которой не представляет труда. К старым переменным переходим 
по следующему правилу : 

{ а1 = Ь1, а2 = Ь2/Ьi, если Ь1 =F= О , 
(а 1, а2 ) = 

а1 =0, а2 =0, если Ь1 =0. 

В третьей главе будет особо выделен класс нелинейных регрессий, сводя
щихся некоторым иреобразованием к линейным. 

§ 2. Конусы 

В этом параграфе мы ирервем исследование, связанное с построением крите
риев достижимости функцией своей нижней грани на некомпактном множе
сmе, и рассмотрим конструкцию "конус", к которой не раз будем прибе
гать по ходу книги. При этом основное внимание будет сосредоточено ЛИlllЬ 
на малоизвестных и новых понятиях и фактах. Стандартное изложение 
темы "конусы" можно найти, например, в книгах [8, 9, 54]. 

Конусом в Rmобычно назьmается множесmо векторов К таких, что если 
х Е К, то Лх Е К )JJIЯ любого Л �  О. В дальнейшем мы будем рассматривать 
только выпуклые конусы. Таким образом, по нашему определению множе
ство К С Rm назьmается кону сом ( выпуклым) , если : а) х Е К влечет 
Лх Е К )JJIЯ любого Л � О; б) х, у Е К влечет х + у Е К. Нетрудно проверить, 
что такое множесmо действительно является выпуклым. 

Конус К называем з амкну тым , если множество К замкнуто ; конус К 
назьmаем открытым, если открыто множество К\{0}. Как правило , мы 
будем рабо,тать с замкнутыми конусами. 

Конус К назьmается заостренным , если он не содержит одновременно 
х Е К и -х Е К (х =F= О) . Незаостренный конус может совпадать с некото
рым линейным подпространсmом R т или иметь форму клина. Из теоремы 
об отделимости [8, 9] следует, что если конус К не совпадает со всем 
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пространством, то найдется такой вектор v =/= О, что К лежит в полупрост
ранстве { х Е R т : (v, х) � О}. В частности, для заостренного конуса найдет
ся такой вектор v, что для всех х Е К имеет место строгое неравенство 
(v,x) >О. Вектор v в этом случае называем направляющей конуса . 

Говорим, что множество К'  ест ь  конус с вершиной в точке 1Г, если К' = 
= К + 1Г, где К - конус. Многие из излагаемых ниже резул ьтатов обобщают
ся на конусы с вершиной. Мы, однако ,  для простоты ограничимся рассмот
ре нием обычных конусов ,_ т .е .  конусов , вершина которых совпадает с на
чалом координат . .  

Угло м. между вектор ами х, у Е Rт (х =/= О,  у =/= О) назьшаем 
arccos (x, y )/( l lxl l l ly l l ); угол между векторами обозначаем (х,лу). П о  
определению О :Е;; (х ,л у )  :Е;; 1Г. 

Докажем неравенство треугольника для углов : для любых иенулевых 
х, у, z Е Rт 

(х� у ) :Е;; (y �z) + (i�x) , (2. 1) 

причем равенсТво достигается тол ько для компланарных (лежат в одн ой 
плоскости) векторов х, у, z. Допустим сначала, что векторы х, у, z ком
планарны. Тогда неравенство (2 . 1) переходит в равенство ,  если вектор z 
"лежит между" вект орами х и у. Предп ол ожим теперь, чт о векторы не при
надлежат одной плоскости. Опустим из конца вектора z перпендикуляр 
на плоскост ь, натянутую на векторы х, у. Обозначим проекцию вектора z 
через и .  Тогда (z - и , х) = (z - и , у) = О, и =  Л1 х + Л2у . Докажем, что 

л 1\ л л ) (z, х) >(и ,  х) и (z, у ) > (и , у . Очевидно , для этого достаточно показать, 
что cos(z�x), < соs(и ; х) ;  cos(z;y ) < соs(и ; у ) . Не теряя общности можн о  
считать l lx 11 = IIY 11 = l lz 11 = 1. Тогда cos (z� x) < соs (и ;х) эквивалентно 
(z, х) < (и , x) f l l и 11. Но l l и 11 < 1, п оскольку в силу орт огональности 

z - и lx и l lz - и l l > Ополучаем 

11 и 112 + 11 z - и 112 = 11 z 112 = 1. 

Наконец, 
(z,x) = (и , х) + (z - и , х) = (и , х) ,  

откуда с учетом l l и 11 < 1 следует неравенство (z, .х) <(и, x) f  ll и  11. Совер
шенно аналогично доказьшается неравенство (z ,л у) > (и ; у). Итак, 

(x�z) + (z�y ) > (х � и) + (z� и) � (x�z) , 

поско льку векторы х, и ,  z компланарны, что и требовал ось п оказать. 
Говорим, что конус К имеет угол раствора 'У, если 

� (х�) = � �� х,у Е К 
Очевидно, конус будет заостренным тогда и тольк о тогда, к огда его уго л 
раствора О :Е;; 'У< 1Г; К назьшаем остроугольны м., если О :Е;; 'У< 1Г/2. 

Пусть М - некоторое подмножество из R т � Конусной оболочкой 
это го множества назовем "минимал ьный" конус, содержащий М. 
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Другими сповами, 

Ко (М) = n К, 
мск 

где Ко(М) - конусная обопочка множестваМ; Ко (М) есть конус, посколь
ку пересечение любого числа конусов есть конус. Вместе с тем, если К :J М, 
то К :J Ко (М) . Если М - выпуклое множество, то ветрудно показать, что 

Ко (М) = { х Е R т : х=ЛХ0 , Л�О . Хо ЕМ}, 

которое совпадает с множеством лучей , "про ходящих" через М. 
Наиболее простым nримером конусной оболочки служит конус, порож-

денный конечной системой векторов х 1 , • • •  , xk; очевидно, в этом случае 

Ко (х 1 , • • •  , xk) = 
= { х  Е R т : х = 'У1 Х1 + 'У2Х2 + . . . + 'YkXk; 'У1 , ... , 'Yk � О}. (2.3) 

Конус (2.3) называем м ногогранным . Ниже будет дано другое , экви-
валентное определение многогранного конуса как множества решений 
системы линейных неравенств . В том случае, когда { х1 }совпадают с вектор
осями координат R т , конус (2 .3) наэъmаемпрямоугольным . 

Введем для остроугольного конуса понятие сечения . Итак , nусть К -
заостренный конус с углом раствора 'У. О <: 'У <  тr/2 . Выберем любой эле
мент конуса z =1= О и любое Б > О.  Построим гиперплоскость П = { х Е R т : 
(х, z) = Б}. Сечением заостренного конуса К называется S = П n К. Мно
жество S выпукло как пересечение двух вьmуклых множеств , оно лежит 
в линейном многообразии размерности т - 1. Покажем, что конусной 
оболочкой S -является сам конус. Для этого достаточно показать, что если 
х Е К, то найдется такое Ло >О, что Л0х Е S. Положим Ло = Б/(х, z) ; по
скольку в силу остроугольностй (х , z) > О, имеем Л0 >О, nричем 
(Л0х,z) =Б, т .е . Л0 х Е S. 

· 
Пусть О =1= z Е Rт, О <: 1{) < тr/2 ; круговым конусом называется мно

жество. 

К= { хЕRт: (x�z) <: I(J}. (2.4) 
Термин "круговой" объясняется тем, что этот конус совпадает с конусной 
оболочкой (т - 1)-мерного шара (в случае т= 3- круга) . Действительно, 
выберем в качестве секущей гиперплоскости плоскость П = { х Е R т : 
(z, х) = Б}, Б > О. Конус (2.4) может быть описан как { х: (x , z) � 
� 11 х 11 11 z 11 cos 1{)}, поэтому его сечением плоскостью П будет шар { х Е П: 
llx 1 1  <: Б/11 z 1 1  cosi{J} в линейном многообразии П размерности т - 1.  Век
тор z называем осью кругового конуса. Угол 'У= 21{)- угол раствора круго
вого конуса. Последнее следует из неравенства треугольника для углов: 
пустьх,у лежат в конусе (2.4), тогда по (2.1) 

(х�у) <: (x;'z) + (y�z) <: 21(). 

Введем следующее определение . Система векторов х 1 , х2,  • • • , xk назы
вается о днонаправленной , еСли существует такой вектор v Е R т , что 
(v, х1) >О, i = 1, . . . , k . Система векторов , не являющаяся однонаправ
ленной, назьmается раз нонаправленной ; таким образом, х1 , х2, • • •  , xk 
разнонаправлены, если для любого v Е Rт найдется такое 1 E;;;j <: k, что 
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(v, х1) � О. Векторы х 1 , . . . , xk назьmаем строго разнонаправленными, 
если для любого v -=1= О найдется такое 1 � j � k, чrо (v, х1 ) < О. Нетрудно 
показать, чrо векторы х 1 , • . • , xk будут однонаправлены, если одна из 
координат для всех векторов будет либо положительна, либо отрицатель
на (для доказательства в качестве v необходимо взять единичный вектор, 
у которого на месте этой координаты стоит соответственно 1 или - 1 ,  
а остальные координаты - нули) .  

Докажем, чrо х 1 , • • •  , х k однонаправлены тогда и только тогда, когда 
конус (2.3) , натянутый на эти векторы, является заостренным. Допустим, (2 .3) не является заостренным, т.е . -и , и Е Ко {х 1 , • • . , Хп), и -=1= О. Допус
тим в то же время, чrо х 1 , • . • , xk однонаправлены,  т.е . чrо при 
v ERm (v, x1) >0, i = 1 ,  . . .  , k. Тоща для х Е Ко (х 1 , • • •  , xk) 

(v, x) = :I: 'Y; {v, х;) > О, 
если 'Yt > О хотя бы для одного i = 1 , . . .  , п ,  т .е . х -=1= О. В частности, посколь
ку -и , и Е Ко , то ( -и�v) < 'f!/2, (и �v) < тr/2, отсюда и из неравенства 
треугольника для углов следует 

тr = (и � -и) � (и�v) + (-и>) < тr 

противоречие. Допустим теперь, чrо конус Ко {х 1 , • • • , xk) заострен; 
докажем, чrо тогда х 1 , • • •  , xk однонаправлены. Как было указано в нача
ле параграф а, для заостренного конуса найдется такое v Е R т, чrо для лю
бого и Е Ко (х 1 , . . .  , Хп) (и ,  v) >О. В частности, (х1, v) >О для всех 
i = 1 ,  . . .  , k. А это и означает однонаправленность системы векторов 
Xt '  . . • , xk . 

Можно доказать, чrо Ко(х 1 , • • •  , xk) совпадает со всем пространст
вом R m  тогда и только тогда, когда векторы х 1 , • • •  , xk строго разно
направлены . 

Положительно сопряженным конусом К +  к конусу К назьmаем 
множество 

К + = { x ER m : (х, у) ;;;. О ,  'Vy Е К } . 

Если К натянут на векторы х 1 , • • •  , xk , то конусом, положительно сопря
женным к Ко (х 1 , . . . , xk) , будет 

Ко + = { x E Rm : (х, х;) ;;;. О, i = 1, . . . , k}. 

Очевидно, К ++ ::> К, причем К++ = К, если К - замкнутый конус. 
Введем понятие отрицательно сопряженного конуса 1 ) . Пусть К - конус. 

Отрицательно сопряженным к нему назовем конус 
к - = { x ER m : {х , у ) � О , 'Vy Е К } . 

Очевидно, К - == -К+. Нетрудно проверить, чrо если К С R m  - заострен
ный конус, то К - - выпуклое тело , т.е . не лежит в пространстве размер-

1 ) В литературе положительно сопряженный конус называют, как правило, двойст
венным конусом, отрицательно сопряженный конус иногда называют просто сопря
женным [8 , 9 ] . Мы отошли несколько от припятой терминологии, потому что в даль
нейшем часто будем одновременно использовать пару конструкций к+ и К ·. 
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ности, меньшей m .  В том случае , когда К = Ко {х 1 , • • •  , xk) , 

Ко - = { x E R m : (x , xt) :Е;; О, i = l ,  . . .  , k } .  

Если х 1 , . . . , х k стр(>го разнонаправлены, Ко - вырождается в { О } . 
Открытым отрицательно сопряженным конусом к конусу К называем 

множество { х :  (х , у )  < О, у Е К } . Если К - замкнутый конус, то откры
тый отрицательно сопряженный конус К - будет открытым множеством. 
Аналогичным образом определяем открытый положительно сопряженный 
конус. Надеемся, что векоторая возникающая при этом двусмысленность 
не приведет к недоразумениям. 

Изложение теории многогранных конусов можно вести на языке линей
ных однородных неравенств . Пусть а1 , а2 , • • •  , ak Е Rm  (не теряя общнос
ти можно считать, что среди этих векторов отсутствуют нулевые) . Найдем 
множество решений системы k линейных неравенств 

(а1 , х) :Е;; О, i = t ;  . . .  , k. (2.5) 

Можно показать, что множеством решений этой системы линейных не
равенств относительно х является многогранный конус вида (2.3) и наобо
рот, каждый конус вида (2 .3) может быть представлен как множество 
решений векоторой конечной системы линейных неравенств . 

Система неравенств (2 .5) имеет нетривиальное решенИе х -=1= О, если 
векторы а 1 , а2 , • • • , ak однонаправлены. В этом случае множество реше
ний (2.5) есть конус, отрицательно сопряженный к Ко (а1 , . • . , ak ) . Если 
векторы а1 , а2 , • • •  , ak строго разнонаправлены, то (2.5) имеет единствен
ное решение х = О. Для доказательства первогQ утверждения заметим, 
что множество решений (2 .5) по определению содержит луч -Лv, где Л ;;.  О, 
(v, х1) > О . Отсутствие нетривиального решения (2.5) для строго разно
направленных векторов означало бы существование х -=1= О, (а1 , х) :Е;; О 
противоречие с условием строгой разнонаправленности . 

Перейдем теперь к системам неоднородных линейных неравенств 
(а1 ,  х) :Е;; Ь;, i = 1 ,  . . .  , k. (2.6) 

Решением системы (2 .6) будет выпуклый многогранник . Докажем, что 
множество решений (2 .6) , если оно не пусто , является ограниченным 
(по норме) тогда и только тогда , когда векторы а1 , а2 , . • • , ak строго 
разнонаправлены. Если же а1 , а2 , • . •  , ak однонаправлены, то множество 
решений (2.6) является неограниченным. 

Обозначим множество решений (2.6) через Е. Допустим, что Е -=1= ф 
и ограничено , пусть х0 Е Е. Покажем тогда, что а1 , . • • , ak строго разно
направлены. Пусть v Е R m  - любое, v -=1= О ; для строгой разнонаправлен
ности достаточно доказать, что существует а; , (v , а;) > О. Допустим про
тивное : существует такое v -=1= О, что (v, а;) :Е;; О, i = 1 , . . . .  , k. Тогда луч 
х0 + Лv С Е, Л ;>  О, поскольку 

(х0 + Лv, ад =  (х0 , а;) + Л(v, а;) :Е;; Ь;, 

- противоречие с ограниченностью Е. 
Предположим теперь, что Е не ограничено . Можно показать, что выпук

лое множество не ограничено тогда и только тогда, когда оно содержит 
луч х0 + Лv,  Л ;> О, х0 Е Е, v -=1= О [5 ] .  Это значит, что ( х0 , а;) +  Л{v, а;) :Е;; 
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Е;;; Ь; для любых Л � О, i = 1, . . .  , k . Это в свою очередь возможно только 
при условии, если (v, а;) Е;;; О, а это и значит, что векторы а1 , • . • , ak не явля
ются строго разнонаправленными. 

Теперь обратимся к вопросу о построении отрицательно и положительно 
сопряженных конусов . Поскольку к · = -К -. ТО достаточно ограничиться 
построением отрицательно сопряженного конуса . Этот вопрос решим для 
двух важнейших случаев , когда исходный конус К круговой или много
гранный. Итак , пусть К - круговой заостренный конус с осью z :  

К = { x E R m : (x�z) Е;;; 4р) ,  
где О Е;;; 4р < tr/2 . Тогда отрицательно сопряженным к нему будет опять же 
круговой конус - { т л 1r } 

К = х E R  : (х ,  -z) Е;;; "2 - 41' • 
Действительно, если х Е К, у Е к- ,  то по неравенству треугольника для 
углов 

(у�) � (x�z) - (y�z) = 
= 1r - [(х ,  �z) + (y�z)] � 1r - ( 41' + � - 41' ) = � .  
Рассмотрим теперь случай многогранного конуса. Допустим, он зада

ется системой линейных не равенств 
(а; , х) � О, i = 1, . . . , k .  (2 .7) 

Тогда положительно сопряженным конусом 'к + будет конус, порожденный 
векторами а1 , а2 , • • •  , ak . Действительно, для каждого ребра К + и для каж
дого х Е К по определению имеет место (2.7) . Отсюда следует, что для 
любого а Е к •, где а =  'l;Л1а1 , Л 1 � О, имеет место (а , х) � О, х Е К. Не
трудно доказать обратное - если а : (а, х) � О  для всех х ЕК, то а =  
= 'l;Лt at , Лt � О. 

Допустим, что многогранный конус задается в виде конусной оболочки 
конечного числа векторов х 1 , х2 , • • •  , xk Е R m . Будем для простоты счи
тать эту систему векторов однонаправленной, т .е .  конус Ко заостренным 
(k > т) . Не теряя общности можно предположить, что каждый из векто
ров х1 задает ребро конуса (в противном случае этот вектор может бьпь 
удален из системы) . Переберем все комбинации по т - 1 векторов из 
системы векторов {х1 , i = 1, . . .  , k } ; всего таких комбинаций будет Cf:' - l . 
Поскольку х1 , • • •  , xk - ребра конуса, то каждая такая комбинация будет 
линейно независимой. Найдем единичный вектор, ортогональный этой сис
теме из т - 1 векторов ; с точностью до направления он будет единствен
ным: е или - е. "Знак" выбираем из условия, чтобы со всеми остальными 
векторами системы х 1 , • • •  , xk вектор е (или -е) имел неотрицательное 
скалярное произведение (возможны ситуации, в которых этим свойством 
ие будет обладать ни один из векторов ±е; тогда переходим к следующей 
комбинации из т - 1 векторов) . Обозначим этот вектор через а1 • Постро
им таким образом k векторов а1 , а2 , • • •  , ak . Конус, натянутый на эти 
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векторы, и есть положительно сопряженный к исходному.  Действительно , 
по определению (а; . х1) ;:;;. О, i, j = 1 ,  . . .  , k, значит , (а; , х) ;:;;. О , где х Е 
Е Ко (х 1 , • • • , xk) .  Обратно,  можно показать, что если а : (а, х1) ;:;;. О,  
i =  1 ,  . . .  , k, то а = � ">ч оt. Л1 ;:;;. О. 

Вопрос о построении для многогранного конуса положительно сопряжен
ного тесно связан с вопросом о представлении конуса , задаваемого (2 .3) ,  
в виде системы неравенств (2 .7) . А именно , задача ставится таким образом:  
пусть конус К задается в виде (2.3) , требуется найти векторы а 1 , а2 , • • •  
. . . , ak , которые по рождают зтот конус в смысле системы неравенств (2.7) . 
Другими словами ,  необходимо представить конечную конусную оболочку 
в виде системы линейных неравенств . Построим для данной системы векто· 
ров х 1 , . • .  , xk векторы а 1 , . . . , ak по правилу построения положительно 
сопряженного конуса , описанному выше . Тогда , как следует из вышеизло 
женного , 

Ко (х 1 , • • • , xk) = { x E R m : (а1 , х) ;:;;. О, i = 1 ,  . . .  , k}, 
что и требовалось установить . 

Проиллюстрируем изложение примерами конусов , которые будут неод
нократно использоваться нами в дальнейшем.  Допустим, конус К в R т 
задается системой n неравенств 

и1 ;:;;. О, иz - и 1 ;:;;. О, . . .  , ип - ип _ 1 ;:;;. О. (2.8) 

Требуется найти конус, положительно сопряженный к К, и выразить его 
также в терминах не равенств . Введем обозначения : 

т1 = { 1 , О, О, . . .  , О), 
т2 = ( - 1 ,  1 ,  О, . . .  , О), 

Тз = {0 , - 1 ,  1 ,  О ,  . . . , О), 

Tn = {0, . . .  , 0 , - 1 , 1 ) . 

Тогда конус, задаваемый системой неравенств (2.8) , записьшается в виде 
К = { и Е R m : (и ,  т1 ) ;:;;. О ,  i = 1 ,  . . .  , n } . Положительно сопряженным кону
сом к К будет конус, натянутый на в�кторы т1 , • • •  , т n . Выразим его в виде 
линейных неравенств . Рассмотрим систему из n - 1 векторов (т2 , • • • , т� ) .  

Ортогональным вектором к этой системе будет ± ( 1 ,  . . .  , 1 ) . Берем знак + 
из условия неотрицательности скалярного произведения с т1 • Таким обра-
зом, а1 = ( 1 , . . . , 1 ). Затем рассматриваем следующую систему (r1 , тз , . .  . 
. . . , тп) . Ортогональным вектором для этой системы будет а2 = {0, 1 ,  . . . 
. . . , 1 ), для следующей аз = {0 ,  О, 1 ,  . . .  , 1 ) и т .д .  Таким образом, положи
тельно сопряженным конусом к (2.8) будет конус, задаваемый следующей 
системой линейных неравенств : 

х 1 + х2 + . . . + Xn ;:;;. О, 

х2 + . . .  + Xn ;:;;. О, 

Xn ;:;;. О. 
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Очевидно , отрицательно сопряженный конус задается противоположной си
стемой неравенств (знаки � необходимо заменить на знаки Е;; ) .  

Теперь обратимся к другой задаче, которая неоднократно будет в стре
чаться нам на протяжении книги .  Часто данный заостренный конус необхо
димо аппроксимировать "сверху" круговым конусом. В этом случае ко
нус К называем описанным круговым конусом К9 • Более точно, круговой 
(замкнутый) конус К9 называем описанным вокруг заостренного замкну
того конуса К ,  если К9 :::> К ,  причем К9 имеет минимальный угол раствора. 
Как будет показано далее ,  задача построения для данного заостренного 
конуса описанного кругового сводится к задаче построения для данногО' 
ограниченного множества Е С Rn описанной сферы, которую мы и 
рассмотрим. 

Итак , пусть Е С Rn - некоторое ограниченное множество, 

sup 1 1  и - v 1 1  = d < со 
и, v Е Е 

d - диаметр множества. Центром ограниченного множества Е называем 
св Е R n , дпя которого фующия от и0 

D(и0 ) = sup 11 и - ио 11 
и Е Е 

(2 .9) 

достигает своей нижней грани на Rn (очевидно, св - центр описанной с.фе· 
ры) . Определение центра множества корректно , поскольку нетрудно пока· 
зать, что D (и0 ) -+ оо при 11 и0 11 -+ со и D (и0 ) - непрерывная функция 
и0 Е Rn . Докажем, что для пюбого ограниченного множества существует 
единственный центр. Прежде всего докажем, что функция (2.9) является 
выпуклой на Rn . Для этого заметим, что для любых и, и�,  иg Е Rn, 
О ЕО; Л ЕО; 1 

11 и - Л иА - ( 1 - Л) и� 11 = 11 Л(и - иА )  + ( 1  - Л)(и - иg) 11 Е;; 
Е;; 11 Л (и - иA ) II + 11 (1 - Л) (и - и� ) l l  = 

= Л 11 и - иА 11 + ( 1  - Л ) 11 и - иб 11 . 

Используем далее неравенство 

max (f1 (e) + [2 (е)) Е;; max f1 (e) + max fz (e) ,  
е Е Е е Е Е е Е Е 

где Е - компактное множество в Rn, [1 , [2 - действительные непрерыв
ные функции на Е, причем знак неравенства .заменяется на знак равенства 
тогда и топько тогда, когда существует е • : 

f1 (e. ) = max f1 (e), fz (e. ) = max fz (e) .  
е Е Е е Е Е 

Далее заметим, что в рамках нашей задачи для простоты можно считать 
ограниченно� множество Е замкнутым (т .е .  компактом) . Пусть uJ , 
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и� Е Rn , О .s;;; Л .s;;; 1 ,  тогда 

D(ЛиЪ + ( 1 - Л) и� ) = max 11 и - ЛиА - (1 - Л) иб 11 .s;;; 
и Е В  

.s;;; Л max 11 и - и Ъ  11 + (1 - Л) max 11 и - иб 11 = 
и Е В и Е В  

= ЛD(и А )  + ( 1 

что доказывает в ьшуклость функции D (и0) . Докажем теперь единствен
ность центра множества Е. Допустим, он неединствен, т.е . существуют 
два центра и1

• 
-:/= и� , 

D (и� )  = D (и� ) = min D (и0) . 
u 0  E Rn 

Петрудно видеть, что тогда в силу в ьmуклости функции D · 11дя всеJ\ 
О .s;;; Л .s;;; 1 будем иметь D ( Л и� + (1 - Л ) и� ) = D (и� ) . Но последнее нера
венство может превратиться в равенство,  только если и� = и� , - противоре
чие, единственность центра о граниченного множества доказана. 

Из нt:равенства Юнга ( 20, с. 92) следует, что если св - центр множест
ва Е с диаметром d, то 

l l и - cв l l  .s;;; d j __ п __ 
2(n + 1 )  

и Е Е. 

При фиксированном d это неравенство достигается на множестве , совпа
дающем с правильным тетраэдром с 11диной ребра d. Правая часть неравен
ства есть радиус сферы в Rn , описанной вокруг этого тетраэдра. Замеча-

тельно, что радиус сферы при n � оо стремится к d / ..f2. 
По аналогии с центром ограниченного множества введем определение 

оси заостренного конуса К С Rn . Для заданного k0 Е Rn, k0 -:/= О положим 
л 

С ( k0 ) = inf cos ( k, k 0 ) • 
k E K 

Осью конуса К назьmаем луч Л k. , Л > О, где k. -:/= О  доставляет максимум 
функции С ( k0) . Существование и единственность оси 11дя данного заост
ренного конуса следует из существования и единственности центра о грани
ченного множества, если заметить, что 

л 2 cos (k, k0) = 1 - 11 k - ko 11 / 2 , 11 k 11 = 11 ko 11 = 1 . (2. 1 0) 

Из этой формулы, в частности, следует, что в качестве направляющей оси 
конуса К можно взять центр множества 

Е = { _ и Е Rn : и = k/ 11 k 11 , k Е К } . 
За описанный конус тогда берем круговой конус с осью Л k. = Л ев и 
косинусом угла раствора С ( k • ) . 
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Как и ранее, используя неравенство Юнга, можно построить оценку снизу 
для косинуса уrла раствора описанного кругового конуса на основе оценки 
снизу для косинуса угла между любыми векторами из этого конуса. 
Итак , допустим 

л 
cos (k1 , k2 ) ;;;;. т, 

Тогда существует такой вектор k. =1= О ( Л  k * - ось конуса) , что 

л [ 1 + (n - 1) т ] 1 1 2 
cos (k, k.) ;;;;. 

n 
, 

при условии, что т ;;;;. - 1 /  (п - 1 ) . 

k Е К, (2 . 1 1 )  

В частности, дл я  конуса К С Rn , у которого (и, v ) ;;;;. О дл я  любых 

и, v Е К, существует такой вектор k. , что для в сех и Е К имеем 

л 1 
соs (и, k. ) ;;;;. -- . (2 . 1 2) 

Гп 
Пусть К - заостренный конус, К8 - круговой конус, который описы· 

вает К; допустим, его ось есть Л z ,  косинус половины уrла раствора 
cos '(18 • Пусть к+ - положительно сопряженный конус к конусу К. 
Тогда можно по казать, что о сь кругового конуса, описанного вокруг К+ , 

совпадает с осью конуса К8 , а его косинус равен J 1 - cos 2 1{18 , как коси
нус дополнительного угла. Это замечание может быть полезно при построе· 
нии· описанного конуса, когда исходный конус задается системой линейных 
неравенств (2 .7) .  Ранее бьmо покаэано , что ребра положительно сопряжен
ного конуса к конусу (2.7) е сть сами векторы ограничений а 1 , . . . , а k · 
Поэтому нет нужды находить ребра конуса (2 .7) ,  проще работать с а1 , 
а2 , • • •  , ak как с ребрами положительно сопряженного конуса. 

Теперь рассмотрим некоторые наиболее важные примеры. Самая простая 
задача из этого класса сводится к следующему. В евклидовом пространст
ве Rn имеется n + 1 точка а о , а. 1 , . . .  ' an ' (a i =1= а; '  i =1= j ) . Необходимо ПО· 
строить шар минимального радиуса, который бы содержал эти точки. 
При этом будем считать, что если множество А = { а0 , . . . , an } лежит в ли: 
нейном многообразии Mk размерности k ,  то соответствующий шар строим 
в Mk .  Таким образом, не теряя общности можно считать, что размерность 
множества А - и при л юбом и есть n (в этом случае говорят, что векто
ры а0 , . . . , an находятся в общем положении) . Далее можно покаэать, что 
описанная сфера в нашем случае проходит через все точки множества А . 
ПосЛеднее можно записать как 

11 и - ао 1 1 2 = 11 и - а 1 1 1 2 = . . .  = 11 и - an 1 1 2 
ИЛИ 

11 и - а1 1 1 2 - 1 1 и - ао 1 12 = 1 1  а 1  1 1 2 - 1 1 ао 1 1 2 - 2(al - ао ,  и) = О , 

1 1  и - an 1 1 2 - 1 1 и - ао 1 1 2 = 11 an 1 1 2 - 1 1 ао 1 1 2 - 2(ап - ао , и) = О , 
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где и - центр сферы. Обозначим через Ь вектор-столбец', i-я координата ко
торого есть Ь; = ( 1 1  а; 1 1 2 - 1 1  а0 1 1 2 ) /2, а через Р матрицу порядка n Х n , 

i-я вектор-строка которой есть (а1 - а0 )т . Тогда последнюю систему ра-· 
венств можно записать в матричном виде : 

Ри = Ь {2 . 1 3) 
- система линейных уравнений относительно неизвестного центра и иско
мой описанной сферы. Далее замечаем, что поскольку векторы а0 ,  • • •  , an 
находятся в общем положении, то rank Р = n , поэтому система (2. 1 3) разре
шима и имеет единственное решение и =  p - t Ь - центр искомой сферы. 

Перейдем теперь к другой похожей задаче : имеется многогранный ко
нус в Rn с .  ребрами а 1 , • • •  , а n . Требуется вокруг него описать круговой 
конус и,  в частности, найти его косинус угла раствора. Не теряя общности 
можно считать векторы а1 нормированными, т . е . 11 а; 11 = 1 ,' i = 1 , . . .  , n . 

Далее считаем, что исходный конус К невырожден, т.е .  векторы { а1 }  ли
нейно независимы. ' Нетрудно показать, что описанный круговой конус 
в качестве своих р�бер имеет, в частности, векторы { а; } , чем он и задается. 
Как и в предыдущей задаче, определим систему линейных уравнений, 
которая в настоящей задаче имеет вид 

(а2 · - а1 , и ) =  О, . . .  , (ап - а1 , и ) = О , 

- система из n - 1 линейных уравнений с n неизвестными (заметим, что 
векторы а2 - а 1 , • • • , an - а 1 линейно независимы) . Эта система в качестве 
решения имеет линейное подпространство Л и0 ,  где и0 - какое-либо реше
ние этой системы (можно считать ( и0 , а.1 ) > О, -оо < Л < оо ) . Характер
ной особенностью этого луча является то , что он составляет одинаковый 
угол со всеми векторами а 1 , . • •  , а n , поскольку при Л > О 

л л (а; , ио )  (а. , ио )  
cos (а; , Ли0) = cos (а; , и0 ) = = , i � 2 .  

. 11 иl) 11 11 и о 1 1  

Таким образом, за  ось  кругового конуса берем луч Л и0 ,  Л > О;  косинус 
по11овины угла раствора этого конуса равен (а 1 ,  и0) / 1 1  и0 1 1 . 

Найдем описанный круговой конус вокруг кону�. задаваемого систе
мой неравенств (2.8) . Как ранее бьmо отмечено, ось описанного конуса 
совпадает с осью кругового конуса, описанного вокруг положительно со
пряженного к (2.8) . Ребрами к+ после их нормировки будут : 

а2 - а1 =( 1 + )r , - � , ?· . . . , о) . 

о, . . . , о) . 
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Нетрудно проверить, что вектором u0 , удовлетворяющим системе 
(a i - а 1 , и0 ) = 0, i � 2, будет вектор 

и0 = ( 1 ,  v'2 + 1 ,  2 v'2 + 1 ,  . . . , (п - 1 ) у'2 + 1 )  

с нормой 

11 Ио 11 = [ п� + v'2 (п - 1) + 
(п - 1)� п - 1))] 1 1 2 

Таким образом, о сью кругового описанного конуса вокруг (2.8) 
вектор (2. 1 4) . Косинус половины угла раствора этого конуса равен 

(п - 1) V2 + 1 
COS �9 = --------------�------------------

[ 
п
(<п - 1 )�2 п - 1) 

+ v'2 (п - 1 ) + 
�г2 

- д. 
п 

(2 . 1 4) 

будет 

(2 . 1 5) 

Конструкция "конус" позволяет строить частичный порядок в много
мерных пространствах (23] . Существенно , что такой способ введения 
�орядка в определенном смысле включает в себя все многообразие спосо
бов частичного упорядочивания пространства. 

Итак , пусть В - баяахово пространство с частичным порядком � .  
Таким образом,  для некоторых а, Ь Е В имеем а � Ь .  Естественно рас
смотреть порядок, который обладает важнейиm:ми свойствами естествен
ного порядка Е;;; на прямой . Порядок на В называем линейным, е сли поми
мо стандартных свойств : 1) а � а ,  2) а � Ь и Ь � с влечет а � с ,  
3) а � Ь ,  Ь � а влечет а = Ь , он о бладает двумя другими свойствами : 
4) а _:t. Ь и с " d влекут а + с :i. Ь + d ,  5) а � Ь и Л � О влекут 
/\а Е;;; 1\ Ь. Порядок наз ьшаем непрерывным, е сли для последовательностей 
an ,  bn, п = 1 ,  2, . . .  , таких, что an :i. bn и an � а, bn � ь. имеем а � Ь. 
Линейный непрерьшный частичный порядок в баяаховом пространстве 
наследует наиболее в ажные свойства естественного порядка на прямой . 

С помощью конуса петрудно дать определение монотонной последова
тельности Xn Е R m , n = 1 ,  2, . . .  [49] 1 ) . Итак, пусть К - заостренный 
в ьmуклый замкнутый конус в Rm ; говорим, что последовательность 
х1 , х2 , • • •  возрастает по конусу К ,  если Xn+ 1 - Xn Е К ,  что обозначаем как 
Xn Е;;; Xn+ 1 ( mod К) для п = 1 ,  2, . . . Аналогично вводится понятие убываю
щей последовательности по конусу К. Возрастающую или убьшающую 
последовательность по конусу к назьшаем монотонной по этому конусу. 

Введем еще одно определение . По следовательность х1 , х2 , • • •  Е Rm на
. зываем монотонной,  если существует заостренный в ьmуклый замкнутый 
конус, по которому эта nоследовательность является возрастающей. 
Можно предложить следующий простой признак монотонности последова
тельности в евклидовом многомерном пространстве : последовательность 
{ хп }  является монотонной тогда и только тогда, когда существуют v Е R m 

1 ) Для простоты ограничимся конечномерным евклидовым простраиством. 
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(направление последовательности) и Б Е R1 такие , что 

(Хп+ 1 - Хп , v) 
� l) > О , 

1 1 X n+ 1 - X n 1 1  
п = 1, 2, . . .  ' 

в случае Xn = Xn+ 1 отношение в левой части полагаем равным 11 v 1 1 . 

(2.16) 

Доказательство несложно . Допустим, { Xn } - монотонная последова
тельность, т .е .  Xn+ l - Xn Е К, п = 1, 2, . . .  , где К - заостренный выпуклый 
замкнутый конус в Rm. В силу его заостренности и замкнутости в Rm 
существует вектор v такой, что ( v ,  х) / 1 1  х 1 1  � Б > О для всех х Е К .  
Это же имеет место и дл я  вектора (Xn+ t - Хп) f 1 1  Xn+ l - Xn 1 1 . т.е . (2.16) 
выполнено для всех п = 1, 2, . . . Обратно, пусть (2.16) имеет место . 
Рассмотрим множество 

К = z Е Rm:  -- � l) , { 
(z , v) } 
11 z 1 1  

Б > О;  

легко проверить, что э:rо множество является круговым заостренным 
замкнутым в ыпуклым конусом. По определению Xn+ l - Xn Е К, значит, 
по следовательность { х n } монотонна. 

Последовательность называем прямонаправленной , если она монотонна 
по прямому конусу К ,  т .е .  если этот конус порожден т ортогональными 
векторами е 1 , е 2 , . . . , е т . В частно м  случае , когда е 1 совпадают с вектор
осями Rm, монотонность векторной последовател ьности о значает покоор
динатную монотонность . 

Прямонаправленные последовательности о бладают свойством возраста
ния по норме. А именно , для таких последовательностей при любых 
k ое;; s ое;; t имеет место неравенство 11 Xs - Xk 11 ое;; 11 Xt - Xk 1 1 . Для доказа
тельства соединим точки xk, Xs ,  Xt отрезками прямых. Докажем, что 
угол , образованный отрезками [xk , Xs ]  и [xt, Xs ] ,  не является о стрым. 
Для этого заметим, что (xs - Xk, Xt - Xs ) � О, поскольку Xs - xk Е К ,  

Xt - Xs Е К ,  причем К - прямой конус. Отсюда следует, что угол между 
векторами xk - Xs и Xt - Xs не является о стрым, значит, 11 Xt - Xk 11 � 
� 1 1  Xs - Xk 1 1 , поскольку сторона в треугол ьнике , лежащая против неостро
го угла, иревосходит другие. 

Основное свойство монотонных последовательностей в многомерных 
пространствах является обобщением известной теоремы на прямой : 
монотонная ограниченная (по норме) последовательность х1 , х2 , . . .  сходит
ся по норме, т. е. имеет единственный предел. Доказательство этого фунда
ментального факта несложно . В силу ограниченности последовательность 
{ хп } имеет хотя бы одну предел ьную точку. Надо лишь доказать, что она 
единственна. Допустим, их более о дной, скажем, е сть две предельных точ
ки х! и х; . Пусть XN (n) -+ х� при п -+ оо ,  где N(п) - целочисленная 
возрастающая функция на множестве натуральных чисел ; аналогично 

Хк (п)  -+ х2 • . Для последовательности N(п) по�троим возрастающую после

довательность R (п) такую, что R (п) > N(п) , причем R (п) Е { N(п) , 
п = 1, 2, . . . } . Тогда по-прежнему XR (n ) -+х; , причем XR (n ) - XN(n)  Е К ,  

n = 1 ,  2, . . .  , поскол ьку R (n) > N(п) . В силу замкнутости К ,  перехо-
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дя к пределу, получаем х� - х� Е К. Аналогично доказываем, что 
х� - х: Е К, откуда в силу заостренности К следует х�  = х� .  что и требо
валось показать. 

ВоспользовавlШfсь условием монотонности последовательности в ви
де (2. 1 6) ,  можно утверждать, что если последовательность { Xn } ограниче
н;а, причем существуют такие v Е Rm , б Е R1 , для которых (2 . 1 6) имеет 
место , то эта последовательность сходится . 

С помощью частичного порядка петрудно дать определение монотонного 
отображения [ 10, 29] . Итак, пусть f: Rm -+- Rm - отображение . Говорим, 
что оно является возрастающим по конусу К, где К - заостренный замкну
тый вьmуклый конус, если х ЕО;у (mod К) влечет f(x) ЕО; f(y) (mod К) . 

Рассмотрим один важный пример возрастающего линейного отображе
ния. Итак, пусть f(x) = Ах, где А - матрица т Х т . В качестве К возьмем 
положительный ортант R': = { х Е Rm : х1 � О } .  Таким образом, если 
с помощью этого конуса установить частичный порядок, то хЕО;у (mod R': ), 
если х1 ЕО; у, , i. = 1 ,  . . .  , т .  Легко видеть, что если A ij � О (в этом случае 
говорят, что матрица А неотрицательна [36] ) ,  то отображение Ах является 
возрастающим по R': . 

Возрастающие отображения широко используются в решении оператор
ных уравнений [ 10] . Действительно, допустим, необходимо решить некото
рую систему нелинейных уравнений Р (х) = О, х Е Rm, Р : Rm -+- Rm . 
Допустим, это уравнение приводимо к виду 

х = f(x ) , 
где f - возрастающее непрерывное отображение по пекоторому заострен
ному замкнутому вьmуклому конусу К. Пусть х0 - начальное приближе
ние ; положим х1 = f(x0) ,  х2 = f(x1 ) и т .д. Тогда если х1 ЕО; х0 (mod К) 
или Хо ЕО; х1 (mod К) и последовательность { хп }  ограничена, то она сходит
ся к корню уравнения Р (х) = О, который является неподвижной точкой 
отображения f(x) . Действительно, если х0 - х1 Е К, то f(x0 ) - f(x1 ) = 
= х1 - х2 Е К, т . е . х2 ЕО; х1 , Хз ЕО; х2 (mod К) и т .д .  Таким образом,  можно 
считать, что Xn ЕО; Xn + l (mod К) . В силу ограниченности последовательности 
{ Хп } она сходится . Переходя к пределу при n -+- оо в равенстве Xn+ l = f( хп), 
получаем, что соответствующий предел х. удовлетворяет уравнению 
х • = f (х • ) , -т .е . является неподвижной точкой отображения f (х) . Анало
гично доказывается сходимость в случае х0 � х 1 (mod К) . 

Способы решения систем нелинейных уравнений на основе сведения 
к возрастающим отображениям могут быть применены и в задаче миними
зации суммы квадратов (см. гл .  7) .  

§ 3 . Квазилинейные модели регрессии 

ПростейlШfм видом нелинейных статистических моделей являются квази
линейные модели регрессии . Они с точностью до монотонного преобр2зова
ния совпадают с линейными. Итак, пусть g - непрерывная , достаточное 
число раз дифференцируемая функция действительного переменного , 
g ' ( s ) =1= О, s Е R 1 • Не теряя общности, будем считать g строго возрастаю-
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щей . Квазилинейной регрессией называется регрессия с функцией 

ft( a )  = g((a , x;)), i = 1 ,  . . .  ' п , (3 . 1 )  

где а Е R m  (априорное множество параметров совпадает со всем простран
ством) , х; Е Rm - векторы наблюдений независимых переменных (детер
минированные величины) , (а,  х1 ) - скалярное произведение . 

Определение. Модель регрессии Yt = /; (а) + е; , i = 1 , . . .  , n , называем 
идентифицируемой , еслt� ft ( а1 ) = ft ( а2 ) , i = 1 , . . . , n , влечет а1 = а2 . 

Легко показать, что для идентифицируемости квазилинейной регрессии 
достаточно , чтобы матрица Х порядка n Х т , составленная из векторов 
х1 , х2 , • • •  , Xn , имела ранг т. Это означает, что среди n векторов х1 , • . .  , Xn 
можно выбрать т линейно независимых. В дальнейшем это условие будем 
считать выполненным. 

Цель данного параграфа - найти условия, при которых функция 
n 

Q(a) = � [ У; - g((a, х;))]2 , 
i = 1 

достигает своей нижней грани на Rm . 
На ирактике при рабо се с квазилинейными регрессиями часто путем 

обратного иреобразования задачу подгонки сводят к линейной регрессии 

i = 1 ,  . . .  , n , (3 .2) 

после чеrо параметры а оцениваются линейным методом наименьших квад
ратов . Использование обратного преобразования, очевидно, требует , чтобы 
наблюдения Yt принадлежали области изменения функции g . Следует пом
нить, что формально подобное сведение возможно лишь в случае, если 
исходная статистическая модель имеет вид 

У; = g((a, xt) + е;) , i = 1 ,  . . .  , n . 

Если же в исходной модели отклонения аддитивны, т . е . Yt =g ((a , х; )) + е; , 

а именно такие модели мы рассматриваем, редукция (3 .2) становится 
неправомерной [ 1 5 ] . Применеине метода наименьших квадратов к ли
неаризованному уравнению (3 .2) предполагает минимизацию квадратичной 
функции 

n 
Q ( a )  = � [ g- 1 (Y;)  - (а, х;) ]2 ' 

i = 1 
которая , естественно, не совпадает с исходной Q (a) . Вместе с тем оценки 
МНК линейной регрессии (3 .2) могут служить иногда хорошими начальны
ми приближениями для итерациоНного процесса минимизации Q( а ). 

В целях устранения смещения, связанного с иреобразованием g- 1 , к урав
нению регрессиИ (3 .2) применяют взвешенный МНК [ 1 5 ) .  Веса .выбирают 
из следующих соображений . При условии, что е1 достаточно малы, 

g-1 (g((a , x1) + е;)) � (a, xt) + e;(g-1 (у;)) ' .  
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Поэтому в качестве альтернативного начального приближения можно 
взять оценку МНК линейной регрессии 

V; = (а , W;) + €;, 
где 

V; :;:: g -1 ( y;)f ( g -1 ( y;)) ', W; = X;/ ( g- l ( Y;)) ' . 

К сожалению, ни первая , ни вторая оценки не гарантируют суммы квад
ратов , меньшей предельного значения ilE . Начальное приближение с таким 
свойством будет предложено нами в конце этого нараграфа. 

Вернемся к нашей задаче вычисления нижней грани суммы квадратов 
на бесконечности для квазилинейной регрессии . Здесь принципиальное 
значение имеет наличие у функции g асимптот. Таким образом,  рассмотрим 
следующие случаи . 

А .  Функция g не ограничена ни сверху, ни снизу, т .е .  g (s ) -+<><> при s --+- 00  
и g (s )  --+- - оо при s --+- - 00 • 

Б .  Функция g ограничена снизу (левосторонняя асимптота) , т .е . g ( s )  --+- оо 
при s --+- оо и g (s ) --+- g при s --+- - оо . 

В .  Функция g ограничена сверху (правосторонняя асимптота) , т .e . g (s ) --+
--+- g при s --+- оо и g (s ) --+- - оо при s --+- - оо .  

Г . Функция g ограничена (левосторонняя и правосторонняя а·симптоты) , 
т .е .  g(s) --+- g  при s --+- oo  и g(s) --+- g при s --+- - oo. 

Мы изучим первые два случая .  Третий практически не отличается от 
в1.:орого . Исследование случаев В и Г можно проводить по схеме исследова
ния случая Б . 

С л у ч а й А .  Докажем, что тогда ilE = + оо .  Это следует из не равенства 
� (а, х;)2 = };. атх1х[ а  = ат � х1х{ а = aт xт xa � l l a i i 2 Л m in (Xт X) , 

где Лmin (  · ) - минимальное собственное число.  Поскольку по предположению 
rank X = т , то Л m i n (XтX) > О. Поэтому для любой последовательности 
параметров 11 ak 1 1  --+- оо из этого неравенства следует 

k --+- oo . 
т .е .  хотя бы для одного i имеем 1 (a k, х1 ) 1 --+- оо . Последнее в свою очередь 
приводит к тому , что g( (a k, х1 )) --+- оо и Q( ak) --+- 00 • Итак , если функция g 
не ограничена ни сверху, ни снизу, оценка МНК всегда существует, а .мно
жество ( 1 .2) компактно для любого начального приближения. 

С л у ч а й  Б .  Теперь следует различать, является ли система векторов 
х 1 , • • • , Xn разнонаправленной или однонаправленной (см . предыдущий 
параграф) . Допустим,  что эти векторы строго разнонаправлены. Докажем , 
что в этом случае опять же QE = оо .  Пусть 11 ak 11 --+- 00 , обозначим направле
ние этой последовательности через v •. Не теряя общности можно считать, 
что a k/1 1  ak 1 1  --+- v • при k --+- 00• Из разнонаправленности векторов следует 
существование некоторого j, для которого (v *, х1 ) > О. Значит , для всех k, 
начиная с некоторого номера, (a i , x1)/11 ak 1 1  � 8 > О. Поэтому 

(ak, xf) � 8 1 1  ak 1 1  --+- оо , k --+- оо 

т .e . g((a k, х1)) --+- 00 и Q(a k) --+- 00 ,  что и требовалось показать . 
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Исследуем теперь случай , когда векторы х 1 , • • •  , Xn строго однонаправ
лены. Частный случай с функцией g = ехр бьm рассмотрен нами ранее в 
§ 1 (регрессия-экспонента ( 1 .4) ) . Для иллюстрации последующего из
ложения отсьmаем читателя к рис. 2 . 

Итак , пусть 11 а: k 11 � оо . Найдем асимптотические направления . Построим 
конус, отрицательно сопряженный к (2 .3) : 

к- = { a: E Rm : {a: , z) :,.;; 0, z Е Ко } = 
= { а: Е Rm : (а, х;) ..;;; О, i = 1 ,  . . .  , n } , 

где Ко = Ko (xt . 'х2 , . . . ' Хп ) . Из § 2 следует, что к- =F ф, к- =F Rm, 
Ко n к- = { О } - начало координат . Докажем, что асимптотические на
правления лежат в конусе к-. Действительно, пусть 11 a:k 1 1  � оо и v • -
направление этой последовательности . Рассмотрим случай , когда v • Е к-. 
Это значит , существует j ,  для которого (v •, xi) > О. Это в свою оче
редь ведет к тому , что для любого k начиная с некоторого номера 
(a k, xi ) /1 1  ak 11 ;;;.:э. Б > О. Как и в случае разнонаправленных векторов,  
это ведет к тому , что Q(ak) � 00 • Пусть теперь v • � внутренняя точка к-. 
Тогда , начиная с некоторого номера, (a k , х1 ) ! 1 1  a k 11 ..;;; -Б < О для в сех 
i =  1 ,  . . . , n .  Поэтому 

g((ak, х;)) � ! при k � оо , i = 1 ,  . . . , n, 
и Q(ak) � � (у, - !. У .  

Рассмотрим подробнее случай, когда v • - граничная точка конуса к-, 
в частности , совпадает с одним из его ребер. Пусть конус К, порожден
ный векторами х1 , • • •  , Xn , имеет l ребер х1 , , х12 , • • •  , х11 • Поскольку 
ранг системы векторов х 1 , • • • , Xn равен т, то l ;;;.:э. т. Для простоты 
будем считать, что остальные векторы не принадлежат граням Ко. Обозна
чим 1 = { i1 , i2 • • • • •  i1 } - множество индексов . Будем выбирать из 1 груп
пы индексов из (т - 1 )  -го элемента и строить к соответствующей систе
ме векторов ортогональный вектор (для простоты предполагаем,  что эти 
векторы линейно независимы) . Таким образом, определяем ребра отри
цательно сопряженного конуса к- (см. предыдущий параграф) . Пусть 
S 1 , S2 , • • •  , S1 - те группы из т  - 1  индексов , S1 C 1, i = 1 ,  . . .  , l , кото
рые определяют ребра сопряженного конуса к·. 

Допустим теперь, что направление асимптотической последователь
ности 11 a: k 1 1 � 00 , k � оо, совпадает с одним из ребер конуса к-, обозначим 
его v 1 • Допустим, что это ребро определяется группой векторов-ребер 
s l . т .е . 

(v1 , x;) = О , i Е S1 , 
i Е [ 1 ,  п] \ S1 , (3.3) 

где [ 1 ,  п] = { 1 ,  2 ,  . . .  , n }. Последние неравенства приводят к тому, что 
1im g((ak, х;))  = g, i Е S1 •  k .... 00 

Поэтому 

lim 
n 
� (Yt - g((ak, xt)))2 ;;;.:э. � (Yt - ! )2 • i = l i ё S1 

(3 .4) 
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Для простоты рассмотрим случай, когда все наблюдения завис!fМОЙ 
переменной , которые отвечают ребрам конуса К, имеют значения у1 > g , 
i Е /. Докажем тогда, что специальным выбором асимптотической после
довательности с направлением v 1 мgжно добиться того , чтобы перавенет
во (3 .4) обратилось в равенство.  Пусть элементы последовательности ak 
лежат на луче , имеющем направление v 1 и начало r Е Rm, т.е . ak = Лkv 1 + r ,  
Лk  t оо • Легко показать, что направлением этой последовательности 
будет v 1 • Далее, 

(ak, x;) = Лk (v1 , x;) + (r, x1) = (r, x1), i Е S1 • 
Начало луча выберем так , чтобы g ( (r, х1) ) = у1 , i Е S 1 . Это всегда можно 
сделать. Действительно, последнюю систему можно переписать как (r, х1 )  = 
= g -1 ( y1) , так как У; > g . Далее , по условию векторы { х1 , i Е S 1 } ли
нейно независимы, поэтоМ}' последняя система представляет собой систе
му линейных уравнений с т неизвестными и т - 1 уравнениями, которая 
является разрешимой. Такой выбор начала луча приведет к тому, что т - 1 
квадратов в сумме Q( а) занулятся, а неравенство (3 .4) превратится в ра
венство. Перебирая таким способом все направления v 1 ,  v2 , • • • , v i, совпа
дающие с ребрами сопряженного конуса к-. найдем минимальное предель
ное значение Q(ak) . Окончательно с учетом сделанных предположений 
можно записать 

(3.5) 

На ос�ве (3.5 )  можно построить более удобные для практики формулы 
оценки Qв снизу. А именно, пусть наблюдения ранжированы : У ( 1 ) :Е;; 
:Е;; у (2 ) :Е;; • • •  :Е;; у (n ) . Тогда из (3.5 ) следует, что 

n - т + 1 
Qв � � (Y(i ) - g )2 • i = 1 - (3 .6) 

Используя найденное значение нижней .rрани суммы квадратов на бесr<о
нечности (3 .5 ) , докажем, что если У; > g длл всех i = 1, . . . , n, то оценка 
МНК существует. Предлагаемое доказательство можно считать обобще
нием доказательства существования оценки МНК для регрессии-экспонен
ты ( §  1 ) . 

Не теряя общности можно считать, что минимальное значение (3.5 ) 

достигается на множестве индексов S 1 • Таким образом, главной асимптоти
ческой кривой будет луч Лv 1 + r, где (v 1 ,  Xt) = O, i  Е S1 ; (v 1 , x1 ) < О, 
i E S1 ; (r, x,) = g-1 ( yt) ,  i E S1 • Рассмотрим разность 
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где т; = (v 1 , х;) ,  8 ;  = (r , х1 ) , i = 1 , . . . , n .  Последнее выражение стремит
ся к нулю при Л � + со , так как т; < О для всех i Е S 1 и g (s ) � g при 
s � - со. Докажем, что сходимость к нулю имеет место снизу. По условию 
g является возрастающей функцией ; пусть для определенности т1 = max т 1 , 
i Е S1 . Предыдущее выражение иреобразуем следующим образом : 

Q(Л) - Qн = ( g(Лт1 + 8,) - g ]  [ 
Q(Л)

- Qн ] = g(Лт1 + 8 ,) - g 
= [ g(Лт1 + 8,) - ! )Р(Л), 

где 

Р(Л) = -2 1: ( У; - g )  
g(Лт; + 8 ;) - g + i e S 1 · . - g(Лт1 + 8 ,) - ! 

+ 1: ( g(Лт; + 81 ) - g ]2 
i e S 1 g(Лт1 + 8 ,) - ж_  

Нетрудно показать, что члены последней суммы стремятся к нулю при 
Л � + со. Действительно, для достаточно больiiiИх Л для всех i Е S 1 
Лт1 + 81 > Лт1 + 8; , поэтому в силу монотонности g имеем 

[ g(Лт1 + 8;) - g ]2 
0 ..;;; ..;;; g(Лт; + 8 ;) - g  � 0 ,  Л � + со, i Е S1 . 

g(Лт1 + 8,) - ж_ -
Заметим теперь , что каждый член второй суммы в выражении Р( Л) имеет 
более. высокий порядок малости по сравнению с соответствующим членом 
первой суммы. Таким образом, для достаточно больших Л разность 
Q(Л) - Qн отрицательна. Это значит, найдется такое Л0 , т.е . а0 = Л0v 1 + 
+ r 1 Е Rm , что Q (a0) < Qн. А это по теореме 1 . 1  влечет существование 
оценки МНК, т .е .  достижимость Q(a) своего инфимума нa Rm .  

Найдем геометрическую интерпретацию существования оценки МНК 
в квазилинейной регрессии. Она будет нами неоднократно использовать
ся в дальнейшем при нахоЖдении начальных приближений,_ дающих сумму 
квадратов , меньшую Qн. Как и прежце, будем считать, что минимальное 
значение (3 .5 ) достигается на первой грани, которая порождается вектора
ми Х;1 , х;. , · · · , Xtm _ 1 . Тогда v 1 - главное асимптотическое направление, 
а Лv 1 + r 1 - главный асимптотический луч.  Напомним, что начало луча r 1 
бьmо выбрано так, чтобы (r 1 , х1)  = g -1 ( y;) .  i Е S 1 • Как только что до
казано , существует такое Л 0 > О, что Q(Л0v 1 + r 1 ) < Qн. Геометрически 
это может быть истолкQвано следующим образом. Рассмотрим n точек 
(х; , g �1 ( j; ) ) ,  i = 1 ,  . . . , n, в пространстве Rm + 1 . Отберем первые т - 1 
из них и проведем через них гиперплоскость так , чтобы все остальные 
точки оказались "выше". Формально это означает нахожцение такого 
(3 Е Rm, что ({3, Х;) = g -1 ( Y;) , i Е S 1 = { i1 , . . .  , im - 1 }  и ((3, Х; ) ..;;;g -1 ( Y; ) , 
i Ё S 1 • Докажем, что такая гиперплоскость (т.е . (3 Е Rm ) существует. 
Будем искать (3 в классе (3 = Лv 1 + r 1 • где v 1 , r 1 определены выше. У ело
вне "прохожцения" соответствующей гиперплоскости через первые т - 1 
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точек из Rm + 1 тем самым в ьmолнено.  Далее , легко видеть,  что 

({3, Х;) = (Лv 1  + r1 , Х;) = Л(vl , Х;) + (r1 , xt) .  

Но по условию (v 1 , х;) < О для в�х i Е S 1 • По этому при Л � +  со. послед
нее выражение для всех i Е S 1 стремится к - со. . Поэтому существует 
Л0 > О, для которого ({3, х;) � g -1 ( y;) . i Е S 1 , что и требовалось до
казать . 

Таким о бразом, нами построено начальное приближение а0 , которое 

удовлетворяет неравенству Q (a0 )  < Qв. Значит, множество ( 1 .2) для 
этого приближения компактно. В следующем параграфе для некоторых 
моделей трендов предложенное прибнижение будет конкретизировано . 

§ 4. Не1U1Нейные тренды экспоненциального типа 

Одним из центральных моментов статистического анализа нестационарных 
временных рядов является процедура выравнивания (вьщеления тренда) . 
Предполагается, что наблюдения во времени представляют собой сумму 
тренда, известного с точностью до конечного числа параметров , и случай
ной составляющей.  Таким о бразом, статистическая модель тренда имеет 
вид нелинейной регрессии 

(4. 1 )  

где t - время ( t  = 1 ,  2 ,  . . .  , п) , E t - случайные отклонения, которые мож
но считать стационарными . Как и прежде , оценкой метода наименьших 
квадратов считаем то значение параметров , которое доставляет сумме 
квадратов отклонений минимум. 

Разнообразие видов . нелинейных трендов,  встречающихся в практике,  
достаточно велик о .  К сожалению, их широкому использованию мешают 
трудности вычислительного плана, связанные с задачей минимизации соот
ветствующей суммы квадратов . Это порой приводит к тому, что и сследо
вание ограничивается линейными трендами, что суще ственно о,бедняет 
анализ. В этом параграфе мы ограничимся некоторыми нелинейными 
трендами , в которых присутствует экспоненциальный член вида exp(a t) . 
Такие тренды часто в стречаются в экономических приложениях. Если не 
оговорено осо бо , наблюдения у 1 , у2 , • • •  , Уп считаем Положительными . 

Рис. З. Начальное приближение для простой экспоненты 
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1. Простая экспонента. Этот вид тренда бьm уже исследован ранее в § 1 ; 

функция тренда имеет вид ( 1 .4) . Нижняя грань суммы квадратов на бес
конечности равна ( 1 .5 ) . Этот вид нелинейной регрессии представляет собой 
частный случай квазилинейной регрессии с g = ехр и х, = ( 1 ,  t) т, t = 
= 1 ,  . . .  , n .  В предыдущем параграфе бьmо доказано, что в условиях по
ложительных наблюдений оценка МНК существует, т .е .  можно найти та-
кое приближение а0 , что Q (a0 ) < Qв. Найдем это приближение. Пусть, 

n - 1 
например, Уп ;;;;;, у1 • Тогда Qв = � у� . Нанесем точки (t ,  ln y, ) , t = 

1 
= 1 , . . .  , n , на плоскость (рис. 3) . Проведем через точку (п , ln уп ) прямую 
так , чтобы она проnта еще через другую точку (k , ln yk), а все остальные 
точки бьmи не ниже . Легко убедиться , что это всегда можно сделать . Итак , 

1 ) -
если Уп ;;;,у 1 , то 

max 
1 .;;; r < n t - n 

Тогда по условию аА 1 + taA 2 ..;; In y, , причем аА 1 + na A 2  = ln y п и 
аА 1 + kaA 2  = ln yk ,  k =F n .  Отсюда следует, что 

n 1 1 n - 1 n - 1 
Q(aA ) = � ( у, - eao 1 + a 0 2 ti ".;; � у� < � у; =  Qв . 

1 t = 1 t = 1 
t * k 

Пусть теперь у 1 > Yn · В этом случае проводим прямую так ,  чтобы она 
проnта �ерез точки ( l , ln y 1 )  · и (k, ln yk) ,  а все остальные точки (t ,  ln y1 ) 
были не ниже этой прямой. Очевидно, для этого необхоДимо положить 

ln y, - lny 1  
t - l 

Как и в предыдущем случае , петрудно показать, что Q(aA ) < Qв. 
Для экспоненциальной модели ( 1 .4) можно предложить массу других 

способов "приближенного оценивания". Например, следующим приемом 
часто пользуются практики-экономисты. Среднегодовой темп оценивается 
по крайним точкам. Таким образом, а� 2 = 1 /  (n - 1 )  ln·{ у п!У 1 ) • Эта про
цедура равносильна проведению прямой в плоскости (t ,  ln y1) через две 
крайние точки { l , ln y 1 )  и (п, ln уп) . Очевидно , в этом случае 

n ln y 1  - In yп 

n - 1  

Простей111Ий способ - положить а� 2 = О , тогда за "оптимальное" значе
ние параметра масштаба необходимо взять а� 1 = ln у, где у = � Yr/n. Оче
видно, Q (a� ) = � ( Yr - у )2

• 

1 ) Ниже будут предложены другие начальные приближения, поэтому они сопро
вождаются верхним порядковым номером. 
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Наконец, можно использовать идею обратного преобразования. Ло
гарифмируя уравнение экспо.ненциальной регрессии, получаем 

In yt = а 1 + a2 t + �t · 
Начальное приближение, которое соответствует оценкам МНК этой линей
ной регрессии, обозначим через а� . Аналогично взвешенный МНК приводит 
нас к оцениванию регрессии 

Yt ln yt = atYt + a2 t.Yr + ut .  
Последний вектор оценок обозначим через а� . 

К сожалению, ни одно из начальных приближений, за исключением 
первого , не гарантирует неравенства Q (ab ) < Qн . Понятно, что вторая 
оценка может привести к противоположному неравенству, если наблюде
ния образуют "яму", так что основная масса наблюдений у 1 ,  у2 , • • • , Уп 
лежит намного ниже экспоненты, проходящей через крайние точки у 1 
и Yn · Третья оценка также может дать значение Q (a� ) � Qн. Например, 
если Уп > у 1 ,  то это будет иметь место , если Уп l  (Vn + 1 )  � у 1  = 

n - 1 
= }.; Yrl(n - 1 ) . Возможны ситуации, при которых сумма квадратов 

1 
для четвертой и пятой оценок также будет больше Qн. 

В целях выяснения качества предлагаемых оценок с точки зрения 
минимума суммы квадратов бьm проделан следующий машинный 
эксперимент. Фиксировались "истинные" значения параметров экспо
ненциальной кривой а1 и а2 и стандартного отклонения а. Затем гене
рировались псевдослучайные нормально распределенные отклонения 
E t - N(O, а 2 ) ,  на основе которых строились "наблюдения" Yt = 
= ехр (а1 + a2 t) + E t . Для каждой такой выборки вычислялись пять на
чальных приближений, соответствующие им значения суммы квад-
ратов и Qн. 

Таким образом, бьmо проделано 1 00 испьпаний. Параметры а 1 , а2 , 
о варьировались в широких пределах. Не будем приводить соответствую
щие таблицы, остановимся только на выводах. Если о мало (высокая 
степень адекватности данных модели) , то все приближения давали значе
ния суммы квадратов меньше Qн . При высоких значениях а (и малых 
значениях а2 ) повьnuается доля наблюдений близких к О ; в подобных 
ситуациях четвертая и пятая оценки не удовлетворяли неравенству 
Q (a0 } < Qн . Проведенный статистический эксперимент позволяет сде
лать следующий вьmод. В подавляющем большинстве случаев оценка а� 
является наилучшей .  Однако в экстремальных ситуациях она может не 
удовлетворять неравенству Q (a� ) < Qн . поэтому перед началом процес
са минимизации необходимо иметь в запасе оценку а А , для которой по 
построению Q(aA ) < Qн . 

В заключение рассмотрим ситуацию с отрицательными наблюдения
ми . Итак , пусть в ряду наблюдений у 1 , у2 , • • •  , Уп есть отрицательные. 
Если все наблюдения отрицательны, инфимум суммы квадратов не дости
гаетс.!J . Пусть , например, Уп > у 1 ,  Уп > О .  Тогда, как ранее бьmо доказано, 
при дополнительном условии Уп- 1 > О оценка МНК регрессии-экспоненты 
( 1 .4) существует .  
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Рассмотрим этот случай более подробно . Найдем начальное приближение 
ао такое, что Q(ao)  < Qн. Как и прежде, это приближение будем искать 
на луче Ctt = -'Лп + ln Yn • et2 = -'Л ,  'Л -+ + 00 • Как бьmо покаэано в § 1 .  

Q('Л) - Qн = Yn WP'J. n - э (w), 
n - 1 n - 1 

P2n - э(w) = -2 � y,wn - t- 1 + Уп � 
t = 1 t = 1 

w2 (n - t) - 1 . 
где w = ехр (-'Л) -+ О. Допустим, Yk = min Yt < О .  Будем искать О <  w < 1 ,  

t 
которое приводит к Q('Л) - Qн < О .  Следующее неравенство очевидно : 

где P2 (w) = w2 (2Yn - 1 - 2yk) + w ( уп - 2yk) - 2 Yn - 1 · Тогда для всех 
О < w < w, где w - наибольший корень уравнения Р2 ( w) = О, имеем 
Q('Л) < Qн . Легко вычислить 

w =  
4 Yn - 1 

В качестве начального приближения а0 , удовлетворяющего неравенству 
Q (a0) < Qн. можно, например , взять а0 = (-'Л0п + ln yn , -'Л0 ) , где 
'Л0 = -ln ( w/2) . Друrие начальные прибЛижения, не гарантирующие не-
равенства Q (a0 ) < Qн. можно получать отбрасыванием отрицательных 
наблюдений . 

2. Экспоненциальная парабола. Этот вид тренда представляет собой 
очевидное обобщени� предыдущего . Функция тренда имеет вид 

t = 1 ,  о о о ,  n ;;;, 3 0 (4.2) 

Выделение тренда по простой (линейной) экспоненте предполагает ги
nотезу о приблизительно постоянном темпе прироста (его оценкой явля
ется а2 ) • Если же предположить, что темп прироста непостоянен, а из-о 1 
меняется со временем по линейному закону, придем к зависимости 
(402) .  Тогда темп прироста равен а2 + 2a3 t o 

Регрессия ( 4о2) представляет собой частный случай квазилинейной ре
грессии с g = ехр и однонаправленными Xr = ( 1 ,  t .  t 2 ) т .  Вычислим на 
основе предыдущего параграфа значение Qн о Рассмотрим плоскость в 
R3 , параллельную координатной плоскости ( а2 ,  а3 ) , проходящую через 
точку ( 1 ,  О , О) . В этой плоскости построим параболу (t , t 2 ) о Тогда точки 
на этой параболе , отвечающие t = 1 ,  2, . . . , n, будут концами векторов 
х1 , • • • , Xn . Конус Ко натянут на эти векторы. Поско�ьку парабола 
выпукла по t , каждый вектор х, будет ребром конуса . Число граней t<ону
са Ко равно n. Юtждая грань порождается парами векторов (х1 , х2 ) ,  • • •  

(Xn - l •  Хп) , (х 1 , Хп ) и не содержит векторов , кроме ее порождающих. 
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Рис. 4. Начальное приближение для (4. 2) ,  удовлетворяющее неравенству Q (а0 )  < 

< Qн 

На основе предьщущего параграфа можно утверждать, что для экспонен
циальной параболы 

n 
· Qн = � у; - max ( у; +у; + 1 ) , 

t = 1 t 

где формально считаем у n + 1 = у 1 . 

(4.3) 

Теперь покажем, как на основе ( 4.3) ,  используя общую идею из преды
дущего параграфа , �йти начальное приближение а0 , удовлетворяющее не-
равенству Q(a0 )  < Qв . Пусть 

max ( у; + Y;+ l ) = Yi + Yi+ l ·  
t 

Нанесем точки (t ,  1n у,) на плоскость . Утверждаем,  что для любых двух 
точек (k, ln. yk) и (k + 1 , ln Yk+ t ) существует такая третья точка 
( р, ln yp) . для которой можно подобрать параболу P(t) = а1 + a2 t + a3 t

2 

так , чтобы она пpoiiUla через эти три точки ,  а все остальные лежали не 
ниже . Другими словами , существует такое а0 = (а0 1 , а0 2 , а0 3 ) , 1 � р � п. 
что P (k) = 1n Yk· P (k + 1 ) = 1n Yk+ 1 , Р(  р) = 1n Ур . P(t) � ln у, , 1 � t � n 

(рис. 4) . Доказательство этого элементарного факта предоставляем чита
телю.  Тогда , как и в случае простой экспоненты, 

n 
Q(ao ) = � 

t = 1 

t * k 

t Ф k + 1 , t Ф p  

Как и в случае простой экспоненты, для модели ( 4.2) можно предложить 
массу других начальных приближений .  

3 .  Модифицированная экспонента . ''Модификация" заключается в адди
тивном сдвиге простой экспоненты на некоторую величину. Таким обра
зом, функция модифицированной экспоненты имеет вид 

[, (а1 , а; , а3 )  = а 1 + а; еа з t, t = 1 , 2 ,  . . . , n � 3 , 

44 



где а 1 - параметр сдвига . Эта модель тренда в зависимости от знака а; 
используется , как правило, в двух вариантах. Первый соответствует а; > 0 :  

[, (а 1 , а2 , аз ) = а1 + eo:. + a , t ; (4.4) 

второй - а� < 0 :  

fr (at , a2 , aз ) = а 1 - eo: z + & з t . (4.5 ) 
Оба тренда имеют разную форму в зависимости от знака аз : если аз > О, 

то тренд ( 4.4) имеет резко выраженный растущий характер, и при доста
точно больших t он мало отличается от простой экспоненты (вклад пара
метра сдвига а1 ничтожен) ; если аз < О,  то зависимость (4.4) от t имеет 
убывающий характер с асимптотой а 1 . Наибольший интерес в рамках 
модели модифицированной экспоненты имеет случай (4.5 ) с аз <  О. Это 
модель возрастающего ряда с верхней асимптотой (насыщением) . В эконо
мике эта модель часто используется при моделировании количества потреб
ления некоторого товара на душу населения {например, количества мяса, 
пар обуви и т .п .) . Модели с насьпцением имеют большое приложение и в 
технико-экономических исследованиях, при прогнозировании [ 5 1 ]  . 

Начнем исследование существования оценки МНК с функции ( 4.4) . 
Найдем сначала для нее нижнюю грань суммы квадратов на бесконечно
сти .  Пусть 11 а 1 1 2 = ai + а� + а; � оо (индекс k для простоты опускаем) . 
П ри этом может быть три возможности : 

1 )  а1 � ± 00, сумма а� + а� ограничена ; 
2) al � ± оо , а� + а; � оо ; 
3) параметр а 1 ограничен,  а� + а; � оо 
Исследуем каждый из случаев в отдельности . Легко видеть, что в пер

вом случае при 1 а1 1 � оо  Q(a) � 00 , так как [, (а) � 00 • Во втором случае , 
если а 1 � + оо , то [, ( а) = а1 + ехр (а2 + аз t )  > а 1 � + оо и Q( a) � + 00 • 
Пусть теперь а 1 � - оо и а� + а; � оо .  Для того чтобы предел Q( а) не был 
равен бесконечности, необходимо и достаточно,  чтобы ft (а) было ограни
ченным для любого t = 1 ,  . . . , n. Для этого в свою очередь необходимо , 
чтобы асимптотические направления в плоскости (а2 , аз ) с каждым век
тором ( 1 ,  t )  составляли острый угол . Нетрудно догадаться , что направ
ление будет асимптотическим , только если на соответствующем луче 
аз = О . Тогда а2 � 00 , а 1 � - 00 , причем их можно выбрать так , чтобы сум
ма а 1 + ехр (а2 )  бьmа равна любому наперед заданному числу. Для того 
чтобы предельное значение суммы квадратов бьmо минимальным, за это 
число нужно взять у = а1 + ехр (а2 ) , где У = "i:. y,jn .  Тогда предельное 
значение суммы квадратов равно ( 4 .6) (см. ниже) . 

Наконец , рассмотрим третий случай . Как и при исследовании простой 
экспоненты, построим конус К, натянутый на векторы ( 1 ,  t) . Ребрами 
сопряженного конуса к- будут х� = ( -n , 1 )  и ( 1 , - 1 )  = х i . Если напраJJ · 
ление луча является внутренним для к-. то ехр (а2 + аз t )  � О  для всех 
t = 1 ,  . . . , n. Поэтому оптимальным значением параметра сдвига являет
ся а1 = у. Минимальное предельное значение Q(a) тогда равно 

n 
Q l = "i:. ( Yr - .УУ · (4.6) 

t = 1 
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Исследуем теперь ситуацию, когда направление луча совпадает с одним 
из ребер сопряженного конуса. Начнем с x r .  Тогда вдоль такого луча 
ехр (а2 + аз t) -+ О для всех t = 2 , . . • , n. Выберем оптимальное начало 
луча s = (s 1 , s 2 ) .  Очевидно, его нужно взять таким, чтобы минимизиро
вать квадратичную форму 

n 
( Y t - f3i + :Е ( Yr - at i .  

2 
(4.7) 

где {3 = а1 + exp (s 1 + s 2 ) > а1 • Безусловный минимум (4.7) достигается 
л n 

при выборе {3 = Y t • а1 = Уп = :Ey, / (n - 1 ) . ЕСЛИ У t > Jin , то минимум квад-
2 

ратичной формы (4.7) при ограничении {3 > а1 совпадает с �зусловным 
минимумом и равен 

n - - 2 
Qз = :Е  ( Уr - Уп)  · 

2 

Если же у 1 � Уп · то инфимум (4.7) достигается при § = а 1 = у. Соответ
ствующее значение при этом равно ( 4.6) . 

Аналогичные рассужцения имеют место , когда направление луча совпада· 
n - 1 

ет с х� : при Уп > )i 1  = :Е Yrl  (п - 1 )  минимальным пределом Q(a) явля· 
ется 

n - 1 
Q2 = :Е ( у, - .Yt i .  1 

в противном случае получаем сумму ( 4.6) 
Резюмируя результаты с учетом того , что Q1 � Q2 и Q1 � Q3 , формулу 

для нижней грани суммы квадратов модифицированной экспоненты (4.4) 
можно записать в виде 1 Qt . если Yt  � Уп . Уп � Yt • 

= �2 · если Yt � Yn· Уп > Yt . 
Qз . если Yt  > Уп. Уп � Yt • 
min (Q2 . Qз) . если Y t > Уп . Уп > Yt · 

(4.8) 

На основе формулы ( 4 .8) можно предлагать различные достаточные 
условия существования оценки МНК . .  Охарактеризуем каждый случай фор
мулы вычисления Qн ( 4.8) с точки зрения формы расположения наблюде
ний у 1 , у2 , . . .  , Уп (рис. 5 ) . В первом случае наблюдения имеют выпуклую 
вверх форму ; концы у1 и Yn опущены (рис. 5 , а) . Во втором случае левый 
конец у1 опущен, а правый Уп загнут (рис. 5 ,  б: .  В третьем случае, наобо
рот, левый конец приподнят, а правый опущен (рис. 5 ,  в) . На1:онец, в 
последнем случае форма наблюдений имеет вид чаши: оба конца приподня
ты (рис. 5 ,  г) . 

С точки зрения целесообразности подгонки по модели ( 4.4) наиболее 
естествен второй и третий случаи расположения наблюдений. Во втором 
случае следует ожидать аз > О, в третьем - аз < О. Остановим ·свое внима
ние сначала на втором случае . Итак , пусть Уп > )i1 , у 1 � Уп · Докажем, что 
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Рис. 5. Разные формы расположения наблюдений в модифицированной экспоненте 

если вдобавок Yn - 1 > у1·, то оценка МНК в модели (4.4) существует. 
Вспомним условие существования оценки МНК в экспоненте ( 1 .4) с воз
можно отрицательными наблюдениями. Положнм а0 1 = Yt · Z r = у, - Yt · 
По условию Zn > О . Докажем, что в рассматриваемом случае Z n > z 1 , т .е .  

n - 1 
что Уп > у 1 • Обозначим S = � у, , тогда неравенства Yn > у1 и у 1  � Уп 

2 

переписываются как (п - l )уп >У 1 + S и  (n - l )y 1 �Уп + S. Вычитая одно 
неравенство из другого , получаем требуемое . Как следует из § 1 ,  Д)IЯ 
модели ( 1 .4) , если z n- 1 > О, существует такая пара (а0 2 ,  а0 3 ) ,  что 

n 
Q(ao) = � (zr - еао  2 + ао э t )2 = 

1 
n 

= � ( y, - a t o - ea o 2 + a o • t i < 
1 

Это означает, что начальное приближение а0 приводит к значению суммы 
квадратов , меньшему предельного, т.е . оценка МНК существует, а мно
жество ( 1 .2) компактно . Конкретно , пара (а0 2 ,  а0 3 )  находится тем же 
методом, что в случае простой экспоненциальной модели с отрицатель
ными наблюдениями {z 1 } . 
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Аналогично в третьем случае , если к условиям у 1 > Ym Уп .;;;; Ji 1 до· 
бавляется У2 > Yn· оценка МНК в .модифицированной экспоненте (4.4) 
существует. 

Обратимен теперь к функции ( 4.5 ) . Предоставляем читателю проверить, 
ЧТО ДЛИ: ЭТОГО ТреНда 

1 Q1 , если У1 � Уп. 
- Q2 . если У 1 < Уп. 
Qн = -1 Q3 , если У1  � Уп. Уп < У1 • 

t min (Q2 . Q3 ) , если У1 < Уп. Уп < У 1 · 

(4.9) 

Как и в формуле ( 4.8) , здесь каждому условию вычислении· Qн соответ
ствует определенная фopl'da расположении: наблюдений. Из четырех случаев 
наибольший интерес представляет третий (первый и четвертый неудовлет
варительны по тем же причинам, что и в модели ( 4 .4) ) ; при втором варианте 
следует ожидать о:3 > О, т .е .  ft -+ - оо при t -+ оо . Можно показать, что если 
к условиям Уп < )i 1 , у 1 � Уп вдобавок имеет .место Yn- l < Ji1 , то оценка 
МНК существует. Начальное приближение а0 , удовлетворяющее неравенст-
ву Q (a0 )  < Qн. находится аналогично предыдущему случаю. 

Существует многообразие других "приближенных" методов о ценивании , 
параметров модифицированной экспоненты (см . , например, [5 1 ] ) .  К со
жалению, ни одно из них не гарантирует того , что соответствующая сумма 
квадратов будет меньше нижней грани на бесконечности. Мы не будем 
останавливаться на них подробно . Отметим лишь, что начальные приближе
нии: дцн функции ( 4.4) , например ,  в случае о:3 > О можно находить сле
дующим образом. Зададим несколько значений о:1 < min Yt · Оценим дли: t 
каждого з�ачении: о:1 параметры линейной регрессии ln ( Yt - о:1 ) = о:2 + 
+ o:3 t + � t · Окончательно в качестве "оптимального" начального приближе-· 
нии: выберем ту тройку параметров , которая приводит к наименьшей 
сумме квадратов . Можно ограничиться одним значением о:1 , тогда за сле-
дующее ,  подправленное значение можно взять � ( Yt - ехр (а2 + a2 t ) ) /n , 
где а2 и а3 - оценки МНК линейной регрессии ln ( у t - о:1 ) = о:2 + о:2 t + � t .  
Аналогично можно найти начальные приближении: в случае модели ( 4.5 ) . 

Практически при расчетах параметров модифицированной экспоненты ме
тодом наименьших квадратов хорошо иметь достаточно полный запас на
чальных приближений. Среди них необходимо выбрать то , которое при
водит к наименьшему значению Q (а0 )  • 

4. Лоmстическая кривая.  При подгонке данных, имеющих асимптоту, 
помимо модифицированной экспоненты, иногда используют так называе
мую логистическую кривую (или кривую Перла) .  Ее функции: имеет вид 

0: 1 
ft (o:1 , o:2 , o:3 ) = , t = 1 , 2 ,  . . .  , n � 3 . 

1 + ехр (о:2 - o:3 t) 
(4. 1 0) 

Наибольший интерес представляет случай о:3 > О .  Дли: положительных 
наблюдений также естественно считать о:1 > О. Очевидно, при t -+ оо 

fr( о:1 , 0:2 , о:3) -+ 0:1 .:.... уровень насыщении: (рис. 6) . Так же как и моди
фицированная экспонента, логистическая кривая содержит три неиз-
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Рис. б. Логистическая кривая 

вестных параметра. Однако последняя имеет более ги:бкую форму. Для 
t ЕО;; t в логистическая кривая выпукла вниз, для t ;;;.._ t в - вьmукла вверх, 
т .е .  tв - точка перегиба : d 2fr (tв ) /dt 2 = О. Легко найти tв = Ot2 /0t3 • Ло
гистическая кривая отражает три фазы развития. Первая фаза - фаза под
готовки, формирование базы (медленный рост) : t ЕО;; t А .  Вторая фаза -
фаза интенсивного роста : t А ЕО;; t .е;;; t С · Наконец, третья фаза - фаза на
сьпцения (медленный рост) : t ;;;;.. tc .  Формально точки tA и tc определим 
как те, которые обращают d2fr/dt 2 соответственно в максимум и минимум. 
Таким образом по определению d 3[, (tA ) /dt 3 = d3ft (tc) /dt 3 = О. Не утом
ляя читателя выкладками, сразу приведем окончательный результат : 

Ot2 - ln [7(5 + 3 V2 )] Ot2 - 0,280 
tA = � 

Оtз Оtз 
Ot2 + ln [ 7(5 -- 3 V2 )] Ot2 + 2 ,224 

tc = � 
Оtз Оtз 

Найдем для функции (4. 1 0) нижнюю грань суммы квадратов на бес
конечности ( У 1  > О, у2 > О, . . . , Уп > О) . Ка� и для модифицированной 
экспоненты, рассмотрим следующие три возможuости: 

1) Ot1 -+ 00, сумма Ot� + Ot� ограничена ; 
2) Ot1  - оо , Ot� + Ot�  -+ оо ; 
3) параметр Ot 1 ограничен, Ot� + Ot� -+ оо .  

· очевидно, в первом случае Q(Ot) -+ оо .  Во  втор :>м случае ,  если Ot1 -+ - оо , 
n 

то ft ЕО;; О и lim Q(Otk) ;;;;.. � у:. Если Ot 1 -+ + ,.., то 
. 1 

4. Е.З.  Демиденко 

---------- _" ехр (ln Ot1  - 0t2 + ot3 t ) . 
1 

- + ехр (0t2 - ln Ot1 - Ot3 t) 
Ot l 
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Поэтому наименьumм предельным значением суммы квадратов в этом 
случае будет 

n - - �  2 2 2 Q. - "' У1 - max ( y l , уп) · 
1 

(4. 1 1 )  

Наиболее интересен последний,  третий случай . Рассуждения здесь похожи 
на ·те ,  , что были приведены для модифицированной экспоненты. Если 
асимптотические направления в плоскости (о:2 , о:3 ) являются внутренни
ми для к-. то предельным значением суммы квадратов является 

n 
Q2 = � ( у, - ji)2 . 

1 
(4 . 1 2) 

При совпадении асимптотического направления (о:2 , о:3 ) с ребром ( 1 , -1 )  
минимальный предел Q равен 

n 
inf [(13 - У1 )2 + � ( у, - o:1 i J . 

13 < 0! 1 2 

n 

(4. 1 3) 

Если у1 > Уп = � y1 / (n - 1 ) ,  то (4. 1 3) равно (4. 1 2) ; если имеет место 
2 

обратное,  то ( 4. 1 3) равно 

(4. 1 4) 

Аналоmчные рассуждения проводятся и тогда, когда асимптотическое 
направление ( о:2· ;  о:3 ) совпадает с ребром ( -n, 1 ) .  Обозначим 

n - 1 
rде У1 = � y1/(n - 1 ) , и  

1 

Q =  

1 Q2 , если У1  � .Yn . Уп � у. , 

Qэ , если У1 � .Yn . Уп < .У • • 
Q4 ,  если У1 <.Уп. Yn � у. , 

min (Q3 ,  Q4), если У1 < .Уп. Уп <У1 ·  

Тогда нижняя грань суммы квадратов лоmстической кривой (4. 1 0) равна 

Qв = min (Q1 , Q). (4 . 1 5) 

Так же как и для модифицированной экспоненты, на основе формулы 
(4. 1 5) можно строить различные достаточные критерии существования 
оценки МНК. Используя начальное приближение для экспоненциальной 
модели ( 1 .4) с отрицательными наблюдениями, предложенное в § 1 , для 
лоmстической кривой можно найти такое начальное приближение а0 , 
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что Q (а0 )  < Qв . Б ыло предложено большое количе ство приближенных 
методов оцепивании параметров логнетической к ривой. С некоторыми из 
них можно ознакомиться по книге [5 1 ] . Однако, по-видимому, ни один 
из этих методов не дает начального приближения, которое удовлетворяет 
желаемому неравенству Q (а0 ) < Qв .  Мы предлагаем в качестве простой 
процедуры приближенного оцепивании параметров задавать сетку пара
метра а1 , каждый раз оценивая линейную регрессию ln (а1 /у1 - 1 )  = а2 -
- азt  + �t · 

§ S. Производсtвеиные функции 
В этом параграфе мы рассмотрим еще один класс нелинейных регрессий , 
на котором проиллюстрируем методы доказательства существования 
оценки МИК и выбор удовлетворительных начальных приближений . Птюиз
водственная функция (ПФ) 1 ) - одно из важных понятий математической 
экономики - связывает количество используемых ресурсов Х1 , • • •  , ХР 
с в ыпуском продУКции У. Таким образом, по определению ПФ есть функ
циональная зависимость У = F (X1 , • • • , Хр) · Для нас важно, что проиэ
водственные функции часто содержат неизвестные параметры, которые 
необходимо оценить на основе имеющейся статистической информации . 
Таким образом, задача верификации ПФ сводится к задаче оцепивании 
нелинейной регрессии . Как и прежде ,  оценку будем производить по ме
тоду наименьших квадратов . Мы ограничиваемся случаем р = 2 .  В ка<Юстве 
факторов проиэводства рассматриваются Х1 = К - капитал (основные 
фонды) , Х2 = L - труд (занятые или отработанные человеко-часы) . По 
условию У >  О, К >  О, L > О . 

1 .  Производсtвеиные функции типа Кобба-Дугласа. Этот класс функ
ций является наиболее простым и распространенным. Оцениванне ПФ 
rипа Кобба-Дуrласа сводится к оцениванию параметров кваэилинейных 
регрессий с g = ехр, поэтому для них имеют место все результаты, полу-
ченные в § 3 . Здесь мы только конкретизируем формулы вычисления Qв.  

Необходимо сделать следующее важное замечание.  Вычислительная 
проблема оценивания параметров для этого типа ПФ кардинальным обра
зом зависит от того , считаем ли мы отклонения мулыипликативными или 
аддитивными. В первом случае операция логарифмирования регрессии 
корректна ; она приводит нас к линейной регрессии - вы�слительной 
проблемы не возникает.  Во втором случае регрессия является существен
но нелинейной , так как к линейной не сводится .  На ирактике во избе
жании серьезных вычислительных трудностей ПФ Кобба-Дуrласа рас
сматривают в логарифмах, неявно предлолагая, что отклонения мулыи
пликативны. Мы, наоборот, считаем, что они аддитивны. 

Простейшим представителем рассматриваемого класса производствен
ных функций является ПФ Кобба-Дугласа 

У =  A Kot L1 - a ,  (5 . 1 )  

где А >  О - коэффициент масшrаба, а - эластичность по капиталу, 1 - а -

1 ) Более подробно с теорией производственных функций читатель может позна
комиться по книгам [4. 2 1 ,  2 6 ] . 
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эластичность цо труду; параметры А и а неизвестны и по,идежат статисти
ческому оцениванию на основе п набл юдений троек . ( У1 ,  К1 ,  L1 ) ,  i = 1 ,  . .  , n .  
Индекс i может соответствовать как моменту времени (динамиче ская 
ПФ) , так и какому-либо предприятию, отрасли и т.п. (статическая ПФ) . 
В эконо мике отношения именуются следующим образом :  Y/L - произ
водительность труда, У/К - фондоотдача, К/ У - фондоемкость, K/L - фон
довооружепность. 

Обозначи!V! Х; = ln (Kt /L1) , тогда предположение об  а,uдитивности ошиб
ки приводит нас к нелинейной регрессии 

У; = L1 exp(a1 + a2 xt) + e; , i = 1 ,  . . .  , n. (5 .2) 

Обозначим далее z; = ( 1 , х; ) Е R2 • Эти векторы однонаправлены, так 
как z i 1  = 1 > О для в сех i = 1 ,  . . .  , n. Пусть 

Xj = minx; , Ха = max Х; . i i 
Предположим, что j и s единственны. Тогда векторы ( 1 , xi ) и (1 , х8 )  
являются ребрами конуса Ко ( § 3) . Нетрудно проверить, что присутствие 
в функции регрессии постоянного положительного множителя L1 не меняет 
системы рассуждений § 3, а все результаты остаются в силе . Так как по 
условию У1 > О, то нижняя грань Q (a) для ПФ (5 . 1 )  равна 

n - 2 2 2\ QE = !: У; - тах(У i • У sJ•  1 
и оценка МНК существует . Хорошим начал ьным приближение м  является 
оценка МНК линейной , "прологарифмированной" регрессии 

У; К; 
ln - = а1 + а2 ln - + �� . 

Lt L; 

Однако она может не удовлетворять неравенству Q (a0 ) < QE .  Поэто му 
в запасе необходимо иметь оценку, гарантирующую это неравенство 
(см. § 3) . 

В рассмотренной ПФ эффект от увеличения масштаба производства 
отсутствует, т .е .  увеличение ресурсов капитала и труда в некоторое чис
ло раз приводит к увеличению выпуска в то же самое число раз. Можно 
отказаться от этой гипотезы. Тогда придем к функции 

У = А К" Lfl. 

Очевидные переобозначения сведут задачу оценивания параметров этой 
ПФ к квазилинейной регрессии . Так же просто сводятся к квазилинейным 
регрессиям две другие разновидности динамических ПФ 

Yr = A e-rrкrL� . Yr = A e-r rкrц - " .  
Здесь t - момент времени,  t = 1 ,  . . . , n ;  r - темп прироста в ьmуска , ас
социируемый с научно -техническим прогрессом. В дальнейше м при рас
смотрении динамических производственных функций вместо индекса 
i будем испол ьзовать t .  

Прежде чем переходить к рассмотрению следующего класса проиэвод
ственных функций , введем следующий достаточно часто встречающийся 
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тип нелинейных регрессий . Говорим, что в нелинейной регрессии часть 
параметров линейна ,  если функцию регрессии можно записать в виде 

[(а) = F(tr)"f, (5 . 3) 
где а =  (fiт , 'У т) т , (3 - вектор собственно нелинейных параметров k Х 1 , 
'У - вектор линейных параметров р Х 1 (т =  k + р) , [(а) - вектор-функ
ция n Х 1 ,  F ((3) - матрица n Х р. Коротко нелинейную регрессию с функ
цией (5 .3) будем называть регрессией с линейной частью. Как и прежде, 
для простот ы  будем считать, что априорное множество параметров а сов 
падает c Rm . 

Допустим,  и меет место следУющее не равенство : 

F т ((3)F((3) � 0lm , (3 E Rk , 8 > 0. (5 .4) 

Это неравенство требует,  что бы матрица F ((3) бьиа полно го ранrа не только 
для всех конк ретных (3 Е Rk ,  но и для "предел ьных значений" 1 1 (31 1 -но . 
Если условие (5 .4) имеет место , то при 1 1  1 l l  �оо сумма квадратов Q (a) � 
� 00 • Это следУет из  неравенства 

l l f (a) l l 2  = "(тFт (fi) F (tr) "t � 8 i l"t l l 2 � 00, l l "t l l � oo. 

Пусть 1 1  al l 2  = 1 1  (31 1 2  + 1 1  1 l l 2  � 00 • Для того чтобы Q (a) не стремилась к 
бесконечности , необходимо ,  чтобы линейные параметры бьии ограниче
ны. Таким о бразо м, при вычислении нижней грани Q на бесконечности 
параметры (3 и 'У можно рассматривать изолированно , поэто му 

Qн = min Q(j("t), (5 . 5 )  
'У 

где Qн - нижняя грань Q (a) на бесконечности (для регрессии с линейной 
частью (5 . 3) ) , Q(J ("t) - нижняя грань суммы квадратов на бесконечно
сти регрессии (5 .3) при фиксированных линейных параметрах 'У· Напри
мер ,  в случае, когда Q[j ("t) достигается для матрицы F, не зависящей от "f, 

Qн = min l l y - F"t i l 2  = l l y - Fg i l 2 = yт (/ - F (F т F ) - 1 F т ) y ,  ( 5 . 6) 
'У 

где 
g = (F т F ) -- 1 F т у. 

Обратимость матрицы Fт F есть следствие неравенства (5 .4) . 
Рассмотрим еще один класс регрессий - регрессии с аддитивной линей

ной частью 

[(а) = F1 + �Р(/3), 
где F - нев ырожденная матрица n Х р, IP (f3) - вектор-функция n Х 1 . Бу
дем считать, что IP ((3) ограничена : 

I I �P(/3) 1 1  ..;;; r, (3 Е Rk. 

Тогда ,  если 1 1  "f 1 1  � 00 , то 1 1  [ (а) 1 1  � 00 , поэтому формула (5 .5 ) остается 
в силе .  В частно сти, если k = 1 и 

lim IP(f3) = IPt , lim IP(f3) = IP2 , (j __,. + oo  (j__,. - oo  
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то 

где 

Qi = min l l y - cpj - P.t l l 2 = 
'У 

= (у - IPj)T (/ - F(FT F) - 1 F T )(y - IPj). j = 1 , 2 .  

Этот прием с некоторыми модификациями будет использоваться далее .  
2. Проиэводственные функции с постоянной эласти101остью замены 

(CES) .  Это - один из интересных классов нелинейных регрессий с богатым 
экономическим содержанием. Более подробно заинтересованftый читатель 
может познакомиться с этими функциями по книгам [4, 2 1 , 26] . Простей· 
IШIM представителем этого класса является производстенная функ
ция вида 

У= А (а:К-Р + (1 - a) L- P)- 1 /P , (5 .7) 

где А, Ot, р - неизвестные параметры, подлежащие оцениванию. Функция 
(5 .7) не сводится к линейной, как в предьщущем случае, поэтому задача 
оценивания ее параметров является существенно нелинейной.  Как и ранее, 
могут быть рассмотрены две ситуации. В первой отклонения мультипли
кативны, tю второй аддитивны. Мы будем считать отклонения мультипли
кативными; это требование для ПФ CES не является принципиально 
отличным от случая аддитивных отклонений, как это имело место для 
ПФ Кобба - Дугласа . Оно лишь упрощает изложение . Таким образом, по 
условию 

- р - р  - 1 /Р е .  У; ;: А (а:К; + (1 - a) L; )  е ' , о о;;;; а о;;;; 1 .  
Возьмем логарифм от обеих частей, т.е . сведем регрессию к регрессии с 
аддитивными отклонениями 1 ) : 

. 

1 {;(Ot1 ,  Ot2 , 0tэ) = Ot1 + - ln (a2 e a , x ; + 1 - 0t2 ), (5 .8) 
Оtэ 

или /;(а1 , 0t2 , а3 ) = Ot1 + cp;(0t2 , а3 ) ,  где 

1 а х 
') cp1(a2 , a� ) = - In (a2 e 3 1 + I - a2 ), (5 .8 Оtэ 

Y; = ln (2) · x; = ln (�; ) .  a1 = ln A ,  а2 = а, а3 = - р .  
Эта регрессия имеет аддитивную линейную часть в виде первого парамет· 
ра а1 •  

Докажем, что для идентифицируемости регрессии с функцией (5 .8) 
(см . § 3) необходимо и достаточно, чтобы последовательность х 1 , х2 , . . . , Хп 
принимала не менее трех различных значений . Пусть f; (a1 , · а2 , а.э) = 

1 )  По определению nолагаем l(l ; (a, , О) = lim l(l ; (a3 , а3 ) = O<, Xf. Таким образом, 
аз _,.О 

часmым случаем ПФ CES являетСJI ПФ Кобба - Дугласа (5. 1 ) . 
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= [;(v 1 , v2 , v3) для всех i = 1 , . . .  , n. Докажем, что а; = v; .  j = 1 , 2 ,  3. Обозна
чим 

1 а х 1 
р (х) = - ln ( а.2 е 3 + 1 - 0:2 )  - - ln (v2 е v 3 х + 1 - v2 ). 

аз Vэ . 

По кажем, что при о:3 =1= v 3 уравнение р (х) = const имеет не более двух реше
ний . Имеем 

Очевидно, знак р' совпадает со знаком величины х а.2 еа з х(v2 е v э х  + 1 - v2 ) - v2 e vэ x (а2 е а з х  + 1 - о:2 )  = 

= 0:2 ( 1 - v2 ) е а з  х - v2 (1 - 0:2 )  е v э х .  
Поэтому р ' > О тогда и только тогда, когда х v2 ( 1 - о:2 )  (о:э - Vэ )Х > 1п . 0:2 ( 1 - v2 ) 
Не теряя общности можно считать, что о:3 > v 3 • Тогда на интервале 
(- оо, х0) функция р (х) будет возрастающей, а на интервале (х0 ,  оо) -
убьmающей, где х0 - решение уравнения р '(х) = О, а это и значит, что урав
нение р(х) = const имеет не более двух решений . Равенсmо [1 {о:1 , 0:2 ,  о:3) = 
= ft (v 1 ,  v 2 , v 3 )  эквивалентно p(xt) = v 1 _:_ о:1 .  Если в последовательности 
х 1 , • • •  , х n сущесmует три разных элемента, то из доказанного следует 
о:3 = v 3 • Отсюда уже легко получить о:1 = v 1 , 'а.2 = v2 , что и требовалось 
доказать . 

Обратно , если последовательность х 1 , . • • , Xn принимает только два 
значения, можно подобрать такие параметры (о:1 ,  � ,  о:3) � (v 1 , v 2 , v 3) , что 
[;(а.1 ,  0:2 ,  о:3) = [;(v1 , v2 , v3 ) , i = 1 , . . . , n, - уmерждение полностью до
казано . 

Таким образом, в дальнейшем при исследовании регрессии (5 .8) будем 
предполагать, что последовательность х 1 , • • •  , Xn принимает не менее трех 
различных значений . Относительно параметров будем предполагать в ьmол
ненным единсmенное ограничение О � о:2 � 1 . Другими словами, априорное 
множество параметров для (5 .8) будет 

Л = { (0:1 , 0:2 , О:э) E R 3 : -оо < O:t < 00, О � 0:2 � 1 , -оо < о:э < оо } · 
Далее неоднократно будем пользоваться следующим очевидным нера

венством : 

min(O, a.3x;) � lп (o:2 ea 3 x ; + 1 - о:2 ) � max(O, о:зх;) . (5 .9) 

Итак , пусть ak = (o:l k ,  o:2 k , азk) � ал, т .е . либо a.2 k � о  (a2 k � 1 ) ,  либо 
a� k + a;k � оо (нижний индекс k далее опускаем) . Рассмотрим последнюю 
возможность . Здесь имеют место три случая : 

1 )  1 о:1 1 � 00, параметр о:3 ограничен; 

2) 1 о:1 1 � оо, l aэ l � oo; 
3) параметр о:1 ограничен, 1 о:3 1 � 00• 
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В первом случае в силу неравенства (5 .9) !1 = ei 1 + 1{)1 � со , поэтому 
Q (a) � со . Во втором случае также Q (a) � со . Это следует, например, при 
а3 � со  иэ неравенства 

1 а х min(O, xt) oE;; - In(a2 e 3 1 + 1 - a2 ) oE;; max (O , x,) . 
<rз 

Наибольший интерес представляет третий случай . 
Сначала фиксируем О < � < 1 .  Пусть а3 � + со, тогда по правилу Лоли

таля при Xt > О  

lim In (a2 e a , x ;  + 1 - <r2 )  --��--------� = lim a2xi e a э x t  
-----=---=--------- - х а х .  - i 

а , .-.. оо <rз а, .... оо а2 е а r + 1 - <r2 
(при х1 оЕ;; О предел очевидно равен нулю) . Аналогично 

lim In ( a2 e a 3 x 1 +  1 - а2) . 
_:......: ____ � = mш(О, х1). 

а1 .... -оо <rз 
Обозначим 

v; = у1 - max(O, х,), w1 = у1 - min(O , х1), r; = У; - ;с1 •  
Тогда, если а3 � + со и а2 фиксировано, то наименьшим предельным '1наче
нием суммы квадратов будет 

б.t ":: min � (v; - <lt )2 = � (v; - vi . · a l 
Если а3 � - со ,  то минимальным предельным значением будет 

Q2 = min � (w; - <rt i = };  (w; - wf . 
al 

Если � = О, то 

б.э = min � (Yt - <rt i · = � (Yt - у)• ' 
a l  

а если а2 = 1 , то 

� = min � (r; - <lt i = � (r; - rr . 
a l 

Интересно отметить, что при а3 � - со  ПФ с постоянной эластичностью 
замены вырождается в так наэьiваемую производственную фун:кцию 

В. Леонтьева 1 ) : 
F(K, L) = min(AK, AL) = A min(K, L) . 

При а3 � + со получаем другое .предельное значение ПФ (5 .7) , которое 

1 ) В литературе по производстве!ПIЪiм функциям указьmается, что производствен
ная функция В.Леонтьева нижевыписанного вида есть результат предельного перехода 
в ПФ СЕ�. Иногда бездоказательно утверждается, что из СЕS -функции предельным 
переходом при а3 .... - оо можно получить двухпараметрическую ПФ Леонтьева 
У = min(AK, BL) . В конце параграфа приводиТся строгое доказательство этого 
факта, при этом предельный переход а3 .-.. - оо осуществляется одновременно с 
� -+. О или � .-.. 1 (см. ннже) . 
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соответствует ПФ 

F(K, L) = max(AK, AL) = А  max (K, L) . 

Итак, найдем для функции (5 .8) нижнюю грань суммы квадратов на 
границе Л .  Найдем минимальные предельные значения Q (o:) при условии, 
что (� , о:з ) стремится к "углам" полосы в трехмерном пространстве 
О � о:2 � 1 ,  - оо < о:1 , о:3 < оо . Четыре угла соответствуют следующим че
тырем случаям сходимости : 

А) о:з -+ + оо, о:2 -+ О; 
Б) О:з -+ + оо, 0:2 -+ 1 ; 
В) о:з -+ - оо, о:2 -+ О; 
Г) о:з -+ - оо, о:2 -+ 1 .  

Каждому из этих четырех случаев сходимости отвечают три варианта 
относительной скорости сходимости : 
при о:2 -+ О 

а) 1n о:2 = о  (о:1 ) ,  б) о:3 = o (ln 0:2 ) , в) ln о:2 = О(о:з) ; 
при о:2 -+ 1 

а') 1n( l  - о:2 )  = о (о:з), б') о:з = o (ln( l  - 0:2 )), в ' ) ln (l - о:2 ) = О(о:з). 
Случай а) рассмотрим подробно . Итак, пусть вариантом сходимости 

будет а) , т .е . ln о:2 = о (о:3) . Тогда, если Xf < О, то ln 0:2 + О:эХt -+ -оо, r.p1 -+ 

-+О. Если Xf > О, то 1n o:2 + а3х1 -+ +оо,  поэтому r.p1 - ln (G:J% e01 3 xi ) fa3-+x/ ) . 
Таким образом, в случае а) предельной ПФ будет 

ft = 0:1 + mах (О , хд, i = 1 ,  . . .  , n ,  

а соответствующим минимальным предельным значением Q (о:) будет 
значение Q1 • 

Рассмотрим теперь случай б) , т .е . когда о:3 = o (ln о:2 ) . Теперь для любого 
х1 имеем ln о:2 ! а3х1 -+ - 00, поэтому r.p1 -+ О, значит, предельной ПФ в этом 
случае будет !1 = о: 1 , а соответствующим предельным значением Q (о:) 
будет значение Q3 • 

В случае А) наиболее интересен последний вариант в) . Не теряя общ
ности можно считать, что о:2 = cxp (-{Jo:3), {J > О. Тогда если {J <х1, то 

1 (х - (j) 01 'Pt "' - 1n е i э = Xt - {J. 
О:э 

Если {J ;;.. x1, в частности, если х1 < О, то 

e (xi - (J)Cl з + 1 - е-РСl з -+ 1 '  

откуда r.p1 � О. Так, собирая воедино результаты, можно считать, что в этом 
случае в условиях сходимости в) имеем 

ft(a1 , 0:2 , о:з ) -+ ft(a1 ,  (t) = 0:1 + min(xt - {J, О) (5 . 1 0) 

- предельная ПФ на грающе, где {J "' - ln о:2 /о:3 > О, i = 1 ,  . . . , n .  

1 )  Запись А -В означает А/В -+  J .  
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Таблица 5.1.  Предельные ПФ и соответствующие суммы квадратов 

Случай Вариант 
_ , 

Предельная функция t, 1 МинимальнЩJ предельное 

сходи- сходимости i значение Q (O!) 
мости 

А) ln a, = о (С�3 ) 11! 1 +' max(O,  х;) О1 
0!. -+ +  .. 013 = o (ln O!� ) 0! 1 Q, 
а, --> 0 ln а, /013 --t-{3 , 011 + max (x; - /3, 0) QA= min QA(01 1  • /3) 

13 > 0  
Olp /3> 0  

Б) ln(l - 01� ) =o (013 ) 01 + max (O , х;) Ql 
аз -+ + оо 013 =о  (ln(1  - 012 )) 0/1 + х; Q4 

О!� --t- 1 ln( 1 - 01� )/а<3  __.. {3 а<1 -1 max (x;, -{3) Qв = min Ов<011 . Ю 
{3 > 0 0/1 , /3 > 0  

В) ln 01� = о (013 ) 0< 1 + min(O,  х1) Q� 

аз ...,. _оо 013 = o (ln a, ) 0/1 Q, 
0/, - о  ln 01� fa3 -+.13 011 + min (x; + /3, 0) Qв = min Qв(О/1 ' {3)  

{3 > 0 
0/1 ' {J > о  

Г) ln(l - 0/2 )  = о (а<э )  0<1 + min (O ,  Х;) Q2 

а, -+ - оо 013 = о  (ln(1  - 012 )) 0/1 + х; Q4 

а, --t- 1 ln( l  - 012 )/01э __.. 13 011 + min(x1 - {3, О) Qг = min Qг (0<1 . {3) 
{J > O 

0/1 ' (f >  о 

Предельное значение суммы квадратов при фиксированных о:1 и {3 > О 
равно 

QA (0:1 , iЗ) = l: (У1 - 0:1- max (x; - {3, 0))2 , 
i 

а минимальное предельное значение Q (о:) в случае А) равно 

QA = inf QA (o:1 , �). (5 . 1 1 ) 

О! р /3 > 0  

Мы не будем расписывать подробно все случаи сходимости, так как они 

получаются аналогичным образом. Приведем поэтому лишь окончательные 

результаты, которые сведены в таблицу 5 . 1 ; Qв {о:1 , {3) , Qв (о:1 , {3) и 

Q г (о:1 , {3) - суммы квадр�тов отклонений наблюдений у1 от соответствую

щих предельных функций [1 • 
Нетрудно заметить , что случаи А) , Б) и В) , Г) можно объединить . Дейст

вительно , предельные производственные функции в случае А) и Б) можно 

записать как 

[;(о:1 , {3) = о:1 + max (x1, {3), - оо < {3 < + оо, 

а в случае В) и Г) 

[;(о:1 , �) = о:1  + min(x;, {3), - оо < {3 < + оо. 
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Обозначим 

Qлв (о:1 , /3) = � (Yt - 0:1 - max(xt, 13)f ,  i 
Qвг (о:1 ,  Р> = � (yt - о:1 - min(xi, 13)f ,  i 
Qлв = inf Qлв(о:1 , �), 

а . , р 
(5 . 1 4) 

Qв г = inf Qв г (о:1 ,  �). (5 . 1 5) 
01 1 , р 

Понятно , что нижней гранью суммы квадратов на границе априорного 
множества Л для ПФ CES будет 

Qв = min(Qлв . Qв г ) . (5 . 1 6) 

Как находить это значение, т .е .  как вычислить Q лв и Q вг? Ранжируем 
наблюдения в порядке возрастания х1 : х 1 :е;;; х2 :е;;; . . . :е;;; Хп · Рассмотрим, 
например, задачу (5 . 1 4) . Дело осложняется тем, что 13 - нелинейвый пара
метр. Разобьем числовую ось на n + 1 интервал (- со, х1 ] , [х 1 , х2 ] , • • •  
. . . , [хт со). Заметим, что если 13 :е;;;х 1 ,  то в случае АБ 

n Q(o:1 , Р) = � (yi - 0:1 - 13f . 
1 

Если х 1 � 13 :е;;; х2 , то 
n . ( 2 � 2 Q(o:1 , /3) =  У 1  - х1 - 0:1 ) + .. (yt - o:1 - 13) , 
2 

и т.д. Для того чтобы вычислять минимумы этих в ыражений, можно 
воспользоваться следующим фактом. 

Лемма S . l .  Пусть и 1 , . . . , ип - некоторая последовательность. Обозначим 
n n 

iil k = � Uj /k, 
1 

Ukn = � ut f(n - k), 
k + 1  

k n 
Q(т , v) = � (щ - тf + � (щ - т + vf ,  

1 k + 1 
где - со < т < +  со, v 1 :е;;; v :е;;; v2 • Тогда 

min Q(т, v) = 
- оо < т < + оо  
v 1 < v < v2 

_ \ Q(Ui k, ul k - ukп), 

- Q(т1 , v ,_ ), 
Q (т,. , v1 ) , 

где 
1 n 

если /11 :е;;; ii1 k - Ukn :е;;; v,_ , 
если ii1 k - iikп > 112 , 
если ii1 k - iikп < v 1 ,  

т 1 = - [ � ut + (n - k) v2 ] , n 1 

1 n 
т,_ = - [ � ut + (n - k) 111 ]. n 1 

Доказательство леммы следует из того , что если точка глобального ми
нимума квадратичной формы не принадлежит системе линейных ограниче
ний , то ее минимум лежит на границе. 
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Аналогично находится значение Q в г · Хотя на каждом интервале xk < (3 < 
< xk + 1 , функция Q (a1 ,  �) является квадратичной, а значит, унимодальной, 
она может не быть таковой для (3 Е (- оо, + оо) . 

Разумеется , трудно ожидать существования оценки параметров ПФ CES 
по методу наименьlШfх квадратов без каких-либо ограничений на наблю
дения . Ниже будут предложены условия, в рамках которых сумма квадра
тов в ПФ CES достигает своего инфимума. 

Определение. Последовательность и 1 , u2 , • • •  , ип называем возрастаю
щей в среднем, если для любого k = 1 ,  . . .  , n 

1 k 
uk > - � и; . 

k 1 

Пусть далее (и, , и,) - последовательность пар, причем щ =/= ui при i =/= j. 
Говорим, что последовательность и 1 , u2 , • • •  , ип является возрастающей 
в среднем по { щ }, если она является возрастающей в среднем после пере
нумерации пар в соответствии с возрастанием щ. Последовательность 
t1 , t2 , • • •  , tn назьmаем убывающей в среднем, если для любого k = 1 ,  . . .  , n 

1 n 
tk > ---- � ti . 

n - k + 1 i = k 
Последовательность пар (t1 , щ) назьmаем убывающей в среднем по { щ }, 
если она является убывающей в среднем после перенумерации пар в соот
ветствии с возрастанием щ .  

Содержание введенных определений раскрывается в следующей лемме. 
Лемма 5.2. Пусть и 1 ,  • • •  , ип - возрастающая в среднем, а t1 , • • • , tn -

убывающая в среднем последовательности. Тогда для любых k = 1 ,  . . . , n 
и r = 1 ,  . . .  , n - k  

1 k 
а) Uk + r > - � и;. 

k 1 

1 k + r  1 k 
-- � щ > - � ut 
k + r t =  1 k 1 

и любого r' = 1 ,  . . .  , k - 1 
1 n 

б) tk- r' > --- � ft , 
n - k + 1  i = k 

n 1 n 
----:-,-- � ft > � t; . 
n - k + r  + 1  i = k - r' n - k + 1  t = k 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Докажем первое неравенство в а) . При r = О  
оно следует из определения. Пусть оно верно для всех О < r ' < r. Дока
жем, что тогда оно верно и для r .  Из определения возрастающей в 
среднем последовательности и 1 , • • .  , ип следует 
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k + r k k + r- 1 k r _ 1 k 
� и; = � и; + � и; + иk + r > � и; + --

k
- � u; + uk + r = 

1 1 k + 1 1 1 



Из того же определения с учетом предыдущего неравенства 
k + r k + r - 1 k 

(k + r) uk + r > � U; > � ut + Uk + r· 
1 k 1 

Переноси uk +2  в левую часть и сокращая на k + r - 1 , получаем дока
зываемое неравенство . Второе неравенство в а) доказывается сложением 
предыдущих. Неравенства в б) доказываются аналогично . 

В целях простоты дальнейшего анализа будем считать, что х1 :f=- xi, i :f=
:f=- j. Предположим, что наши наблюдения таковы, что у 1 , • • .  , Yn явля
ются возрастающими, а у 1 - х 1 , . . . , yn - Xn убывающими в среднем 
по х1 • Как следует из определения , это означает, что для любого k = 
= 1 ,  . .  _ ,  n - 1 

1 n 1 k 
Yk + 1 > - � yi '  k 1 

Yk - xk > -- � (Y; - Xt) . 
n - k  k + 1  

(5 . 1 7) 

Неравенства (5 . 1 7) будем называть условиями естественной монотон
ности. Их аргументируем следующим образом. Найдем 

а 
сх , х ;  ___:!j_ = O: z  е 

сх > О, 
дх; O:z e , x t + 1 - O:z 

поэтому если модель регрессии (5 .8) адекватна 1 ) , то мы вправе требо
вать, чтобы б6льшие значения х1 соответствовали и бОльшим значениям 
у1 • Это в определенном смысле и означает возрастание У; в среднем 
по х1 • Экономически эта гипотеза вполне естественна : бОльшим значе
ниям фондавооруженности соответствуют бОльшие значения производи
дительности труда. Аналогично 

д('Р; - х;) O:z ecx , x ; 1 - a:z -'-'---...:.:.... = ------- - 1 = - -------сх , х . O:z е ' + 1 - O:z 
< О , 

поэтому гипотеза об убьmании У; - х 1 в среднем по х1 является также 
весьма естественной.  На экономическом языке это означает, что бОль
шим значениям фондавооруженности отвечают меньшие значения фон
доотдачи , что тоже весьма реально . 

Теорема S. l .  Если наблюдения (х1 ,  у1 ) ,  i = 1 ,  . . .  , п , . х 1 < х2 < . . . < 
< Xn в производственной функции CES (5 .8) обладают условиями естест
венной монотонности, .то нижняя грань соответствующей суммы квадратов 
достигается, т. е. существует такое а0 Е R3 ,  что Q (a0)  < Qн . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что при доказательстве 
теоремы не теряя общности можно считать х1 > О. Действительно , пусть 
х; > h. Перепишем 

сх 3 х 1 _  cx 3 x 1 - cx 3 h + cx 3 h _ ( сх h ) cx 3 (x ; - h ) а:2 е - а:2 е - а:2 е э е . 
Обозначая в (5 .8) х; = х1 - h > О, 

а:� = a:z ecx э h f(a:z ecx э h + 1 - O:z ) ,  а: � = a:l + a:З l ln (a:z ecx э h + 1 - O:z ), 

1 ) В том смысле, что данные, которые аiШроксимируются моделью, имеют 
те же качественные характеристики, что и сама модель. 
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приходим к ПФ CES с положительными наблюдениями по х . При этом 
подобные прообразования не меняют истинности (или ложности) утверж
дений о достижимости нижней грани. 

Проведем доказательство для случая QE = Qл в . аналогично прово
дится доказательство в случае QE = Qв г . Как бьuю ранее отмечено, 
Qлв (аl , {J) представляет собой кусочио-квадратичную функцию. Обо
значим n 

Pk ({J) = min Qлв (a l , {J) = min � (Yt - а1 - max(x i• {J))2 ,  
а 1 ' а 1 i = 1 

xk <:. {J <:.xk+ 1 • 
где k = О, 1 ,  . . . , n (формально полагаем х0 = - оо , Xn + I = + оо) . Функция 
Pk ({J) на каждом интервале представляет собой полином второго порядка, 
поскольку, как легко видеть, 

k n 
Pk ({J) = � (yi - {J - w({J))" + � (У г Xt - w({J))" , 1 k + 1  

где 
1 k n 

w ({J) = - [ � (y1 - {J) + � (yi - xi)) . n 1 k + 1  
В частности, 

Po({J) = f [Yt - х ; - _2_ � (yi - Xj)p = const , 1 n i = 1 1 
Возможное расположение полиномов Pk ({J) на соседних участках [xk , xk+ 1 ] 
и [xk+ 1 , xk+2 ] показано на рис . 7. Случай 7 , г, как следует из леммы 5 . 1 , 
соответствует двум перавенетвам 

и 

1 k 1 n 
- �yi --- � (Y; - xt) ;;;;. xk + 1 k 1 n - k k + 1  

1 k + 1  1 n 
-- � У; - � (y1 - x;) <:. xk+ 1 · k + 1 1 n - k - 1 k +2 

Покажем, что в условиях естественной монотонности эта ситуация невоз
можна. Допустим противное .  Вычитая из первого неравенства второе, 
получим 
( 1 k 1 k + 1  ) 
- � у,. - -- � Yt + k 1 k + 1 1 

+ (- 1 f (y1 - xt) - -
1

- � (уг х;�;;;;. о. \.n - k - 1 k + 2  n - k k + 1 'l 
Но как следует из леммы 5 .2 , 
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1 k 1 k + 1  
- �у <-- � · у k 1 i k + 1 1 i• 

1 n 1 n 
� (yi - xt) < -- � (Yt - xt), n - k - 1 k + 2  n - k k + 1  



1 • 

.х l<+f 
а) 

� 

�· 
1 -·,-----·------� 

.xk+t .xk+ 2  JЗ 
б) 

1 

l/1 

1 

Рис. 7. Различные случаи расположения соседних полиномов второго порядка Pk (l3) 

- противоречие . Отсюда, в частности , следует , что оптимальное значение (j 
не совпадает ни с одним из х 1 ,  . • .  , Xn . 

Приступим теперь непосредственно к доказательству теоремы, а именно 
докажем, что сходимость Q (a 1 , а2 , а3 )  к Qлв имеет место снизу . 
Покажем это на примере случая А) , т.е. когда а3 __". + оо,  а2 __". О, причем 
ln а2 - -{kx3 , {j > О. Итак , пусть а1 = а, {j = Ь > О  выбраны так, что 

Qлв = min Qлв (аJ , (j) = Qлв (а, Ь). 
ar 1 1 13 > О 

Докажем, что Q (a3 ) = Q(a, Ь ,  а3) __". Qлв при а3 __". + оо снизу . Обозначим 
- 1 (х . - b)ar · ь [; = a + - ln (e ' 3 + 1 - е- аr з ) . 

аз 
Как бьmо установлено , при as -+  + оо 

- - { а + х; - Ь, если Ь < х;, [; -+ [; = 
а, если Ь � х; .  

Схема доказательства похожа на  доказательство существования оценки 
МНК в квазилинейной регрессии ( § 3) . Найдtм разность 

дQ = Qлв - Q(aз) = � (Y; - li - � (Y; - f;)2 = 
= � (У; - J;i - � [(У; - !;) + ([;- h)]2 = 
= - 'L (J; - hi - 2 � (J; - h) (Y; - .{;). 
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Определим порядок сходимости i �!;. Если О < Ь < х; , то 
- - 1 (х Ь )а [; - [; = x ; - b - - In [e ; - 3 + 1 - е- ьа , ] = 

аз 

= _ _!_ ln ( 1 + е <Ь - х ;)а 3 _ e- a 3 x i] . аз 
Далее воспользуемся следующим известным пределом [In ( 1  + <'>) ] /<'> � 1 
при <'> � О. Поэтому 

- - 1 ln [ I + /b - x ;)a , _ e- a э x ;] 
f, f, (е<Ь - х 1)а 3 _ е- а 3 х;) -; -- ; = - - (Ь -х 1)а - а х · аз е э _ е э , 

1 
( (Ь -х 1.)а 3  - а 3 х 1·) 1 ( Ь- х 1·)0! 3 - - - е - е - - - е , 

аз аэ 
Заметим, что скорость сходимости очень высока - вьШiе экспонеiЩиаль
ной . Наименьший порядок сходимости, как видим, соответствует мини
мальному х1 > Ь, который обозначим х8 •  Важно , что для всех i :  х1 > Ь и 
Х; =/= Х8 

[; - [; ехр ((Ь - х1) аз ) 
--=----:;:;- - � О , аэ � + оо. 
[8 -[8 ехр ((Ь - х8) аз ) '\. 

Это означает, что для всех i :  х1 > х8 > Ь порядок сходимости Q (a8) � Qл в 
определяется порядком s-го члена второй суммы в разности дQ:  

дQ - -2 (fs - fs) (Ys - fs). 
Пусть теперь х1 � Ь, тогда, как и прежде, 

1, - J;= - _!_ In [ l + /х; - Ь)а , - е- Ьа э ] -
аз 

1 
( х ; - Ь - Ьа ) 1 (х г  Ь )а , - - - е - е э - - - е , аз � + оо. 

аз аз 
Таким образом, минимальный порядок сходимости Q (a1 , а:2 , аз ) к Q лв  
определяется 1 Ь - х 8  1 = min 1 Ь - х1. 1 , i = 1 ,  . . .  , n (как следует из преды-
дущего , Ь - х8 * О) . Докажем, что у8 - fs  > О. Это , очевидно, повлечет 
положительность знака дQ при аз � + 00 , что и означает сходимость 
Q(a 1 , а2 , аз ) к Qл в снизу. Но , как следует из леммы 5 .2 , 

- 1 n 
Y8 - [8 = y8 - Xs - (a - b) = y8 - X8 - -- � (у1 - х;) > О 

n - S s + 1  

по условию естественной монотонности. 
Таким образом, существует такое а� , что ДQ < О, значит, инфимум 

Q(a) достигается, теорема доказана. 
Остановимся теперь на весьма важном вопросе выбора хорошего началь

ного приближения для функции CES . Самый простой метод - заменить 
СЕS-функцию на функцию Кобба - Дугласа. Таким образом, в качестве 
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начального приближения берем 
, о  · о  · � (  2 ,a 1 , a2 ) = arg mm "' у1 - а1 - a2xt) . 

(�1 '  Q2 ) 
Очевидно 

а� = � (y1 - Y) (x1 - x)f � (x1 - xi .  
а� :::. у - af.X. 

Окончательно в качестве начального приближения для Q(a) с функцией 
(5 .8) берем а0 = (а� , а� , О) 1 ) . Не в сегда, .однако , будет выполняться не
равенство 

Qo = Q(a0 ) < Qн . 
С другой стороны, если х1 * const , а� -::f= 1 и а� -::f= О, то Q (a0 ) < Q1, где Q1 -
значение нижней грани суммы квадратов при фиксированном а2 и а3 -+ ± со , 
j = 1 ,  2, 3 , 4. Это следует из разложения, хорошо известного в линейном 
регрессионном анализе : 

� (у1 - аУ - a�x;i = � (у1 - У)2 + (af i � (x1 - xi . 
Докажем, что если у 1 и х1 - у 1 возрастают в среднем по х1 , то О < а� < 1 ,  

т .е . эластичность по основным фондам в производственной функции 
Кобба - Дугласа больше нуля и .меньше единицы 2 ) . Ранжируем наблюце· 
ния в порядке возрастания х1 ;  при этом значение оценки МНК не изме
нится . Докажем сначала, что а� > О.  Для этого необходимо и достаточно 
показать, что � (у1 - у) (х1 - .Х) > О. Воспользуемся преобразованием 
Абеля [48) :  

n n - 1 1 
� atf11 = � (а; - а;+ 1 )В; + anBn , В; = � f11· 

i = l i= 1 / = 1 
Положим а1 = х1 - х, (11 = у1 - у. Тогда n 

Вп = � (Y; - .Y) = �y1 - ny = O, 
i =  1 

поэтому 
n n- 1 
� (У; - у) (х; - х) = - � (xi+ 1 - x;)BI ·  i = 1 i= 1 

По условию Xt+ 1 - Xt > О. Докажем, что В1 < О. Действительно, Bn = О, 
а BJi - возрастающая последовательность : 

Вн1  Bi -- - - = 
i + 1 i 

iyi+ 1 - � У · 1 i+ � 1 i j =  1 1 = - � у . - - � у . = ----- > 0 
i + 1 1 = 1 1 i j = 1 1 i(i + 1 )  

по условию естественной монотонности. 

1 ) При расчетах на ЭВМ следует вместо а: = О полагать а: = б * О, где б доста
точно мало, чтобы избежать переполнения. 

2 ) В работе [27 ] это утверждение доказано при более сильном предположении : 
х1>х1 влечет у1 > у1, i * i· 
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Для доказательства неравенства ag < 1 заметим, что 

1 0 _ I: (х; - У; --.х=у) (х1 - Х) 
- а2 - � ( _)2 

, "' х, - х 
где х - у =  I: (x1 - y1) /n , поэтому все предыдущие рассуждения дословно 
повторяются JlliЯ ряда { Xt - у1 ) .  

В 1 967 г . Кментой [63) бьmа пpeJJlloжeнa квадратическая аппроксима
ция СЕS-функции. Его идея заключается в следующем. Разложим функцию 

1 -
!р(х ;  а2 ,  аз ) = - ln [a2 ea. з x + 1 - а2 ] аз 

по х в ряд Тейлора до членов второго порядка в окрестности х = О. Для 
этого найдем 

' а2 еа. , х 
IP = 
х � еа. а х + 1 - а2 

а2 а3 (1 - а2 ) еа. з х 
..р" = ------'---:х (а2 еа. , х + 1 - а2 )2 

Имеем IP:(O) = a2 ,  IР; (о) = � (1 - а2 ) а3 , позтому 
1 

IP(x ; � . аэ) R; а2х + - а2 (1 - а2 ) а3х2 • 2 (5 . 1 8) 

Обозначим (j = а2 ( 1 - а2 ) а3 /2 и рассмотрим следующую линейную 
регрессию 1 ) : 

у1 = а1 + a2x1 + (jx� + f11 , i =  1 , . . .  , n . 
Пусть а0 1 , а0 2 , Ь0 - соответствующие оценки МНК этой регрессии . Тогда 
начальное приближение по Кменте JlliЯ СЕS-функции находится как 

ао = (ao t . ao2 , 2bo /[ao 2 ( 1 - ao2 )] ). 
Разумеется, -нельзя утверждать, что это начальное Приближение удовлетво
ряет неравенству Q (a0) < Qв. Более того , оно может оказаться вообще 
неприемлемым из-за того, что а0 2 > 1 или а0 2 < О. Из теоретических 
соображений, однако, ясно , что чем больше последовательность х1 , : • •  , Xn 
концентрируется около нуля, тем лучше будет аппроксимация Кменты и 
тем лучше будет его начальное приближение. Другими словами, можно 
ожидать, что начальное приближение Кменты будет хорошим, если К1 R;L 1 • 
Этот факт является весьма отрадным, так как в том случае , когда Kt ;;э. L t 
(или L 1 � К1) , удовлетворительным начальным приближением, возможно,  
будет оценка ПФ Кобба - Дугласа. Таким образом, эти два приближения 
дополняют друг друга . 

Ч'rо же делать, когда условие близости х1 нулю не выполняется? Тереби 
и Ловелл [7 1 ]  ПреJJllагают нормировать данные. Например, положить 
к; = К,(К, L; = L 1(i. Разумеется, JlliЯ новых рядов концентрация х ; вокруг 

1 ) Здесь мы пол:ьзуемся методом переобоэначения, который бьm описан в кон
це § 1 .  
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нуля повысится, однако следует заметить, что переход в функции CES 
к другим рядам капитала и труда не оставляет инвариантными параметры 
0!2 и О!з . Переход к новым рядам К1 и L 1 ,  строго говоря, означает переход 
и к новой функции CES. 

На самом деле можно, используя идею Кменты, найти удовлетворитель
ное начальное приближение и в случае, когда, например, К1 ;;;:. L1 (или 
L 1  <:.К1) для всех i = 1 ,  . . .  , n. Покажем, как это сделать. Пусть х = "l;x1jn =F 
* О. Преобразуем !р(х ;  а2 , а3) следующим образом:  

1 1 1 ( - ) 1 �Р(Х ; 0!2 , 0!з ) = {j + -ln [a2 ea 3  х-х + 1 - 0!2 ] ,  (5 . 1 9) 
О!з 

где 
а2 еа, х � = -------

� еаз :Х •+ 1 - 0!2 ' 
ОJ,J;еним МИК линейную регрессию 

У; = 'У1 f. 'У2 (Х; - Х) + ·'Уз(Хt - Х)2 + �i 1 ). 
Пусть g 1 , g2 , g 3 - соответствующие оценки МИК. Начальное приближение 
тогда является решением следующей нелинейной системы уравнений : 

а2 е а , х а2 {1 - а2 ) азе а , х g1 = a1 , g2 =  . кэ = 
а2 еа , х + 1 - 0!2 [а2 е а , х + 1 - 0!2 ]2 

Эта система относительно интересующих нас параметров а2 и а3 может 
быть решена аналитически. Предоставляем читателю проверить, что ре
шением этой системы является 

л at = кt . 
&з = кз / (g2 {1 - g2 )] , 
&2 = [ 1 + (g2 1 - 1 )е О: , х Г1 • 

(5 .20) 

Разумеется , решение будет существовать, если выражение под знаком ло
гарифма положительно . Как и для предьщущего начального приближения, 

л л -
у нас нет уверенности в том, что О < а2 < 1 ,  Q(a) < Qв .  

Аппроксимация Кменты имеет следующую замечательную особенность : 
правая часть (5 . 1 9) совпадает с линейной аппроксимациеi:f (5 .8') как функ
цией параметра а3 в точке а3 = О. Это следует из разложения в ряд '1' · по 1 
степеням а3 : 

1 - 1n [а2 е а з х ; + 1 - 0!2 ] = 
О!э 

(5 .2 1 ) 

Разложение 15 .2 1 ) наталкивает на мысль о квадратичной аппроксимации 

1 )  К этой регрессии можно было бы прийти с помощью стандарnюго разложе
ния в ряд Тейлора функции '{J (X ;  а2 , а3 ) в окрестиости точки х. Преобразование 
(5. 19)  имеет другую положительную особенность, о которой речь пойдет ниже. 
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фу�ции ср1(о:2 , о:3) в нулевой точке. К сожалению, эта аппроксимация 
приводит опять к нелинейной регрессии 

. 1 2 У1 = о:1 + о:2хi + 2о:2 ( 1 - о:2 ) о:..зх 1 + 

1 2 3 + б (1 - о:2 ) о:2 (1 - 2о:2 ) о: зх 1 + �� , (5 .22) 

однако более простой , чем исходная (5 .8) . Регрессия (5 .22) принадлежит 
к классу (3,4) - связной регрессии (см. § 3 гл . 3) . На основе результатов 
гл . 7 можно построить специальные эффективные методы минимизации 
суммы квадратов для этого класса регрессий. 

Другая возможность построения начальных приближений связана с 
аппроксимацией СЕS-функции на бесконечности, т .е .  при о:3 4- ± оо . Эта 
аппроксимация приводит нас опять же к нелинейной регрессии, более 
простой , чем исходная (5 .8) . 

Теперь остановимся на другой немаловажной проблеме - проблеме 
спецификации СЕS-функции. Дело в том, что осуществляя замену пере
менных в пространстве параметров, функцию регрессии можно записывать 
в разной форме . Существенно , что от этого зависит скорость сходимости 
процессов минимизации суммы квадратов .  

Первая спецификация основана на представлении ( 5 . 1 9) .  Таким о бра: 
зом, полагаем 

/, , , , , . 1 
[ , а � (х - - .Х )  ' ]  ;(O:t , 0:2 , О:з )  = O:t + -, ln 0:2 е 1 + 1 - о:2 . 

О:з 
Одним из недостатков вьШiеописанных спецификаций СЕS-функций являет
ся ограниченность множества значений о:2 (О �0:2 � 1 ) . В процессе миними
зации суммы квадратов этот параметр может выходить за рамки [0, 1 ] , 
что может привести к аварийному прерьmанию процесса. Этого можно 

!/ 
/!f=.:C 

/ 
/ . 

/ / . 
/ 

. 
/ . . 

. . 

. . 

Ри с. 8. Подгонка трех производственных функций : 1 - ПФ Кобба -Дугласа, // - nре
дельная ПФ, /// - ПФ CES 
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избежать, если СЕS-функцию специфицировать в виде 

1 1 1 1 О! ;  + 'О! � Х ·  at ' 
ft(Ot.1 , 0t.2 , aэ ) = -� ln [e ' + е  2 ] ,' 

Оt.э 
где 01.1 = (а� , а; , а; ) E R3 , причем 

1 
01.1 = 01.1 ' 
а2 = eat ;  f(eat; + e at; ), ' 
Оt.з = (e at �  + e at; )/tx; . 

Эту спеЦификацию можно обьединить с предыдущей, записав 
1 • • ( -�" ( ' '  1 1 ) _ 1n[ at 1 + at 3 x 1 - x ) + at; ] ' 

J t а1 , а2 , аз - -,- е е . 
Оt.з 

Выбор конкретной спецификации должен в каждом конкретном случае 
решаться особо .  

Подведем итоги исследованИя существования оценки МНК с содержа
тельной точки зрения . Неформально можно утверждать, что границам мно
жества Л = { -оо < а1  < + оо,  0 � 01.2 � 1 , - оо < а3 < + оо }  отвечает своя 
совокупность производственных функций . Если существует хотя бы одна 
CES ("внутреняя" для А) , имеющая сумму квадратов меньшую, чем каж
дая из этих предельных, то инфимум Q (a) достигается, т .е .  оценка МНК, 
а значит, и лучшая CES, существует. Найдем вид предельных ПФ. Потен
циирун {5 . 1 2) и (5 . 1 3) , приходим к ПФ 

У =  min(AK, BL) 
и 

У = max (AK, BL) , 
rде А и В - параметры. Таким образом, можно утверждать , что задача под
гонки ПФ CES будет корректна, если найдется хотя бы одна CES, лучшая, 
чем ПФ Леонтьева для всех А и В (рис . 8) .  



ГЛАВА 2 

НЕС�ТВОВАНИЕ И МНОГОЭКСТРЕМАЛЬНОСУЪ 

Эта глава содержит в основном отрицательные результаты. Здесь будет 
показано , что задача оптимизации суммы квадратов n 

Q(cr) = � (у1 - /;(cr))2 � min, 
1 л 

где Л - априорное множество параметров из Rm , [1(cr) - непрерывные 
функции, во-первых, при некомпактном множестве Л может не иметь 
решения, т .е .  нижняя грань Q(cr) не достигается, и во-вторых, если и 
достигается, то функция Q(cr) может быть многоэкстремальной.  

В частности, цель главы - убедить читателя в том, что существование 
у суммы квадратов нескольких локальных минимумов - не патология , 
а реальность. Показывается, что практически для любой нелинейной рег
рессии вероятность "неудачных" наблюдений больше нуля. Таким об
разом, для любой нелинейной регрессии найденную оценку следует про
верять не только на достижимость локального минимума (д Q/д сr = О, 
д2 Qjдcr2 - положительно определенная матрица) , но и на то , что получен
ное значение приводит к глобальному минимуму суммы квадратов . По
следняя задача гораздо сложнее численного нахождения оценки . Конеч
но , можно начать из _ другого начального приближения ; тогда, если 
процесс итерации опять сойдется к старой точке,  можно быть более 
уверенным в том, что она дает глобальный минимум, однако это не ре
шает проблемы. 

Особую важность представляют аналитические методь1 проверки того 
является ли найденная стационарная точка точкой глобального миняму 
ма . Построению подобных критериев глобальности суммы квадратов в 
нелинейных регрессиях посвящены следующие главы книги. 

§ 1 .  Недос1Ижимость нижней грани суммы квадратов 
на некомпак1Иом множестве 

В предыдущей главе исследовалась проблема достижимости нижней_ гра
ни суммы квадратов на некомпактном множестве .  Там же на некото
рых примерах нелинейных регрессий был продемонстрирован предложен
ный подход, на основе которого можно строить критерии достижимости 
и находить удовлетворительные начальные приближения. Иными слова-
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ми, исследовалась корректность задачи оптимизации . В этом параграфе 
будет изучаться противоположная задача - задача некорректности. 

Конкретно вопрос ставится следующим образом. Пусть для данного 
набора наблюдений у = (у 1 , у2 , . • .  , yn) E R n необходимо решить следую
щую задачу оптимизации : 

Q(a: ; у) =  "L (Y; - ft(a:)i = I I Y - f(a:) 1 12 � min . ( 1 . 1 ) 
а Е Л 

Здесь Q(a:; у) - сумма квадратов отклонений (в этой главе мы иногда 
будем указывать в качестве аргумента у; таким образом, допуская не
которую вольность, считаем Q(a:) = Q(a: ; у)), [(а:) = ([1 (a:).f2 (а:), . . .  .fп (а:)) 
данная функция регрессии (непрерывная по а: и достаточное число раз 
дифференцируемая) , R т :J Л - априорное некомпактное мнржество па
раметров, которое в дальнейшем будем считать выпуклым телом. 

Для данной регрессии f(a:) задача ( 1 . 1 )  может решаться неоднократно 
для разного набора наблюдений . Первый вопрос, на который бы хотелось 
получить ответ : насколько часто задача ( 1 . 1 )  может не иметь решения? 
Второй вопрос : если в первой главе решалась проблема построения крите
риев достижимости нижней грани Q (a:; у) , то нельзя ли построить аналогич
ные критерии недостижимости этой грани? Зная ответ на второй вопрос, 
можно бьто бы заведомо не приступать к минимизации Q (a:; у) , если 
известно , что для данного у задача ( 1 . 1 )  не имеет решения . Решение ука
занных двух проблем и есть цель этого параграфа . 

Начнем со случая т = 1 .  Как всегда относительно функции регрессии, 
будем предполагать, что f (a:) - гладкая идентифицируемая (без самопере
сечений) кривая в R n, Л - отрезок с невключенными левым или правым 
концами. Пусть кривая f (a:) имеет конечный хвост (если [ (а:) имеет 
бесконечные хвосты, т.е .  если l l f (a:) 1 1 -+оо  при 1 а: 1 -+оо , то Qв = 00, поэтому 
задача ( 1 . 1 )  имеет решение для любого у Е R n) . Не теряя общности можно 
считать, что Л не содержит левого конца и левый же конец f (а:) конечен 
(для простоты ограничимся случаем лишь одного конечного хвоста) . Далее 
не теряя общности можно считать, что Л = (О, Т] , либо Л = (0, Т) . В пер во м 
случае Т <  оо, во втором возможно Т = оо .  Действительно, если левый конец 
отрезка Л есть -оо, всегда некоторым монотонным преобразованием 
(переобозначением параметра а:) можно свести априорное множество 
параметров к интервалу с нулевым левым концом. В частности, можно 
считать кривую f (а:) натурально параметризованной относительно левого 
конца, что и будем предполагать в дальнейшем. 

Допустим, что существуют пределы 1 ) 
1im [(а:) = и, lim /(а:) = v, v =F О, 

а � о  а � о  
причем [(а:) =F и для Va: Е Л . Это условие будем назьmать условием иден
тифицируемо гладкой продолжаемости . По сути дела это означает, что 
f (а:) продолжаемо до а = О, если положить f (О) = и, j (О) = v, причем про
долженная таким образом кривая останется идентифицируемой на [0, Т} , 
где под } понимаем либо ) , либо ] . 

1 ) {(а) обозначает вектор-провзводную f (а) . 
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Теорема 1 . 1 .  Множество наблюдений у Е R n, для которых сумма квад
ратов на некомпактном выпуклом множестве Л С R 1 не достигает своей 
нижней грани для идентифицируемо гладко продолжаемой регрессии, 
имеет меру Лебега, отличную от нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем пользоваться обозначениями ( 1 . 1 ) . 
Для простоты будем считать Л = {0 , Т] . Для каждого а Е {0 , Т] рассмотрим 
множество векторов { [ {а) - и : О < а о;;; а} . Докажем, что существует 
такое а, что это множество лежит в некотором заостренном конусе . Дейст
вительно , рассмотрим следующую непрерьmную функцию: 

. л ([(а) - и, и) !Ji (a) = cos(J (a) - и, и) = l l f(a) - и l l l l и l l ' О < а о;;; т. 

Очевидно lim !JI (a) = 1 ,  поскольку для а > О 
0< -> Ол ( 1 л ) cos { [(а) - и, и) = cos � { [(а) - и) , и 

и {f(a) - и) /а � и при а � О . Пусть выбрано произвольно О <  т <  1 .  Обо
значим Ь - первый корень уравнения !JI (a) = т :  

Ь =  sup а, !Ji(b) =  т. t/J ({J) > T "i/fJ < О< 
Тогда для всех а Е (0 , Ь ] имеем cos {f(a) - и,ли) � т . А это означает, 
что множество { f(a) : О < а о;;; Ь }  лежит в заостренном круговом конусе 
Ku с верщиной в точке и и углом раствора 2 arccos т < rr .  Построим для 
этого конуса отрицательно сопряженный конус К;; (рис. 9) . Обозначим 

а(у) = arg min Q(a; у) ; ( 1 .2) • о .;; D< .;; т . 
утверждаем тогда, что для любого у Е к;; либо а (у) = О, либо а (у) > Ь .  

Рис. 9. Конус принадлежности и область несуществования оптимизационной зада
чи ( 1 . 1 )  
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Действительно , допустим противное , т.е. что О <  а (у) ...;;; Ь для некоторого 
у Е К� . Проведем через точКи у, и и f(a (y) ) плоскость . Угол, образован
ный отрезками (у, и) и (f(а ( у) ) , и) , как следует из определения ки-· 
является тупым, а значит, 11 у - f(a (y) ) 11 > 11 у - и ll как сторона тре
угольника, лежащая против тупого угла. Таким образом, получаем 

Q(a( y); у) >  Q(O , y) , 
что противоречит ( 1 .2) .  

Обозначим далее 
8 2 = inf Q(a;  и) . 

а ;;.  Ь 
Нетрудно видеть, что 5 i= О, так как в противном случае придем в противо
речие с идентифицируемостью регрессии на замыкании Л. Опишем вокруг 
и окрестность V (и ; 8 /3) радиуса 8/3 .  Докажем, что тогда для любого 
у Е V (и, 8 /3) а(у) < Ь. Действительно , по определению 

Q(O ; у) = l l y - и  112 ...;;; 8 2 /9 .  

Но из  неравенства треугольника для а � Ь следует 

l l y - f(a) 11 � 11 и - f(a) 11 - l l y - и ll � 8 

т.е .  
4 

Q(a; y) � - 8 2 > Q(O ; y),  а � Ь ,  
9 

значит, а (  у) < Ь .  

8 

3 

2 
= - 5 

3 • 

Для завершения доказательства теоремы осталось с очевидностью заме
тить, что если у Е К� n V (и ; 8/3) , то ближайшей к у точкой кривой f(а) , 
О ...;;; а ...;;; Т, будет и =  /(0) . А это и значит, что для этих наблюдений задача 
оптимизации Q (a ; у) для а Е Л не имеет решения, теорема доказана. 

Используя идеи последнего доказательства, можно предложить следую
щий критерий некорректности задачи ( 1 . 1 ) . 

Определение. Пусть f(a) - идентифицируемо гладко продолжаемая 
кривая, а Е Л - некомпактное выпуклое множество на R 1 ; не теряя общ
ностй можно считать Л = (0 , Т} ,  причем 

lim f(a) = и .  ( 1 .3) 
а -+ 0  

Конусом принадлежности называем конус К, для которого 
f(a) - и  Е К V а Е Л. ( 1 .4) 

Теорема 1 .2. Пусть для кривой регрессии имеет место ( 1 .3) и конус 
принадлежности К заострен. Тогда для всех у Е к--+и задача оптимиза
ции ( 1 . 1 )  не имеет решения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о повторяет соответствующее место из доказа
тельства предыдущей теоремы. Показывается, что 

inf l l y - f(a) l l2 = l l y - и ll2 Vу Е К- +и ,  
а ЕЛ 
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поскольку для всех а >  О 
ll y - [(а) 1 12 > ll y - и 1 12 , 

так как против тупого угла в треугольнике лежит большая сторона. 
Перейдем теперь к многомерному случаю. Функцию регрессии !(а) 

считаем гладкой и идентифицируемой, Rm :J Л - некомпактное выпуклое 
множество в R"'. Допустим, регрессия имеет конечный хвост , т.е . 

( 1 .5) 

При этом требуется определить, насколько "вероятно" для данного у Е Rn 
задача оптимизации ( 1 . 1 )  не имеет решения, в частности, попытаться найти 
области несуществования решения в пространстве наблюдений. 

Мы не будем здесь формулировать обобщение теоремы 1 . 1  на много
мерный случай, а перейдем сразу к практически более интересному 
вопросу построения области несуществования решения задачи ( 1 . 1 ) . Итак, 
пусть и задается соотношением ( 1 .5) . Конусом принадлежности К = К (и) , 
как и в одномерном случае , называем конус, для которого имеет мес
то ( 1 .4) . 

Теорема 1 .3 . Пусть для функции регрессии имеет место ( 1 .5) и ( 1 .4) , 
причем конус принадлежносru К заострен, т ;;;. 1 .  Тогда для всех у Е К- + 
+ и задача опruмизации ( 1 . 1 )  не имеет решения. 

Доказательство дословно повторяет доказательство теоремы 1 .2 .  
Прим�нение предложенного подхода покажем на примере логлинейной 

однопараметрической модели регрессии /1 (а) = ехр (а х1 ) , где х1 , : . .  , Xn 
одного знака;  для конкретности будем считать О < х1 Е;; х2 .;;;;; • • •  .;;;; xn. 
Если а � -оо, то f(a) � и  = О. Допустим для простоты, что Л =  (-оо , О) . 
Естественно, в качестве конуса принадлежности можно взять R� - поло
жительный ортант Rn, однако можно построить более "узкий" конус. Для 
этого заметим, что О < fп (а) .;;;; Jn_ 1  (а) .;;;;; . . . ..;;;[1 (а) , а Е Л. Таким обра· 
зом, конус принадлежност� есть 

К = { z  E Rn : О < zп :,;;;; Zn- 1 :,;;;; . . . :,;;;; Z J } : 
Как следует из § 2 гл .  1 ,  отрицательно сопряженным конусом будет 

j 
к - ={ y E Rn : 1; Yi :,;;;; О, j = 1 , . . . , n} .  i = 1 

Таким образом, на основании доказанных теорем заключаем, что если 
наблюдения у1 , • • •  , yn таковы, что 

У1 � О, У1 + У2 :,;;;; О , · · · , У1 + У2 + · · · + Уп :,;;;; О, 
то оптимизационная задача 

n 
1; (Yt - eaxi)2 => min 
1 - 00  < Ol .. о 

не имеет решения (более конкретно, оценка МНК равна -оо) . Для построе
ния более "широких" областей некорректнос'!-'И в этой задаче можно вос
пользоваться другими свойствами функций !1 (а) = ехр (а х1 ) , например, 
выпуклостью (см. подробнее гл. 3 и 5) . 
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§ 2. Многоэкстремальиость Q (a:) при т =  1 

Следующий параграф будет посвящен случаю т > 1 . Конечно, можно бы
ло бы сразу рассмотреть т ;;;;. 1 ,  однако из методических соображений нам 
показалось целесообразным начать с простейшего случая. Многомерность не 
привносит чего-либо принципиально существенного . 

При т = 1 имеем один оцениваемый параметр а: Е R 1 . Предполагаем по
ка, что относительно параметра а: ничего неизвестно , т .е .  его область изме
нения - вся числовая ось. Набор n функций откликов /1 (а) , . . .  . fп (а:) 
задает отображение из R 1  в Rn , образ этого отображения - кривая в Rn. 
В дальнейшем, не оговаривая особо , кривую считаем . ·достаточное число 
раз непрерывно дифференцируемой без особых точек, f =1= О. Для того что
бы задача оценивания бьmа корректной, необходимо также- предположить, 
чтобы соответствующая регрессия бьmа идентифицируемой, т .е .  выполнено 
условие взаимной однозначности отображения f: R 1 � Rn; это условие бу
дем предполагать выполненным. 

Доказываемые ниже утверждения относятся к собственно нелинейным 
регрессиям. Дадим этому понятию строгое определение . Регрессию назы
ваем сводимой к линейной (или просто сводимой) , если после некоторого 
переобозначения параметра ее функции являются линейными по параметру. 
Таким образом, функция сводимой регрессии с одним оцениваемым пара
метром равна ft (а:) = g (а:) Xt + z i или ft ((3) = f3xt + z i , где (3 = g (а:) ; xi , 
z i - константы, i = 1 ,  . . . , n. Отсутствие особых точек и идентифицируе
мость регрессии означают, что g (а:) - монотонная, достаточное число раз 
непрерывно дифференцируемая функция на R 1 , � xl =1= О. Заметим, что 
g (а:) может быть ограниченной, в таком случае образ функции регрессии -
отрезок прямой. Регрессию, не являющуюся сводимой к линейной, назы
ваем несводимой. На геометрическом языке регрессия с одним оцени
ваемым параметром является несводимой, если образ отображения f не 
является прямой или отрезком прямой в Rm . 

Относительно приведеиного определения необходимо сделать несколь
ко замечаний .  Со статистической точки зрения "линейную регрессию" с 
функцией g (a:)x1 + z 1 следует рассматривать как нелинейную. Так , на
пример, нахождение t�есмещенной оценки для а: приводит нас к нелинейной 
задаче . С вычислительной же точки зрения, т .е .  с точки зрения нахождения 
оценки МНК, ее единственности и т.п. вышеозначенная регрессия действи
тельно является линейной задачей .  

Лемма 2.1 .  Следующие утверждения эквивментны : 
а) регрессия несводима к линейной ; 
б) существует а:0 Е R 1 , для которого векторы первых и вторых произ

водных/(а:0 ) и t(а:0 ) не кол.линеарны в Rn; 
в) существуют а:1 , � Е R 1  такие, что векторы f(a:1 ) · и  f(a:2 ) не кол

линеарны в Rn. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко проверить, что в регрессии, сводимой 

к линейной, векторы первых и вторых производных коллинеарны. Этим 
доказываются утверждt;ния б) :7 а) и в) � а) . Докажем а) � �) . Пусть для 
всех а: Е R 1  векторы f(a:) и f(a:) коллинеарны. По�!'ольку f(a:) .* О, это 
означает существование такой функции r (a:) , что ft (a:) = r (a:) ft (a:) ,  i = 
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= 1 ,  . . .  , n. Нетрудно определить, что решением этого дифференциального 
уравнения второго порядка является [1 (а.) = g (a.)x1 + z 1 , где Xt , Zt -
константы, т.е . соответствующая регрессия является сводимой. Осталь
ные утверждения следуют из определения второй производной 

. . .  
Если для любой . .  пары а.1 • и а.2 векторы [ ( а.1 ) и [ ( а.2 ) коллинеарны, то  та-
ковыми будут [ ( а.1 ) и [ ( а.1 ) , и наоборот. Доказательство леммы закон-
чено . 

При установлении "числа наблюдений", приводящих к многоэкстремаль
ным и многостационарным суммам квадратов, нам потребуется другой 
класс нелинейных регрессий. Регрессия (и соответствующая ей кривая) 
называется h.rюской, если образ функций отклика лежит в линейном мно
гообразии размерности 2 (т.е . в двумерной плоскости в Rlf) . Очевидно, 
уравнение плоской кривой имеет вид [1 (а.) = g1 (a.)xi 1 + g2 (а.)х1 2 + z ; ,  
i = 1 ' . . . ' n , где х 1 ·= (х 1 1 ; х2 1 ' · . . .  ' х n 1 ) '  х2 = (х 1 2 ; х2 2 ' . . . ' х n 2) ' z = 
= (z 1 , · • • .  , z п) . В этом случае кривая регрессии лежит в плоскости с несу
щими векторами х 1 И х2 , сдвинутой на вектор z . 

Аналогично предыдущей лемме можно показать, что имеет место сле-
дующий результат. 

Лемма 2.2. Следующие утверждения эквивалентны : 
а) несводимая регрессия не является плоской ; 
б) существует а.0 Е R 1 , для которого векторы первых трех производных 

i(a.o) , i(a.0 ) , i(a.0 ) линейно независимы в Rn ; . . . .  
в)  существуют а. 1 , а2 Е R 1 , для которых векторы [ ( а1 ) ; [ ( а2 ) , [ ( а2 ) 

линейно независимы в Rn. 
Д о к а з  а т е л ь ·с т в о .  Утверждения б) -* а) и в) -*а) доказываются 

непосредственным дифференцированием . Докажем а) --* б) . Пусть для 
всех а Е R1 векторы i(a) , f(a) и {(а) линейно зависимы в Rn, тогда мож
но показать , что 

it(a) = r1 (a)f;(a) + r2 (a.)j,(a). 
Найдем общее решение обыкновенного дифференциального уравнения 
i{a) = r 1 (O:) f(a) + r2 (a) i(a) . Обозначим i(a) = t/l(a) . Известно, что об
щим решением линейного дифференциального уравнения второго порядка 
является t/l(a) = c 1 g 1 (а) + c2g2 (а) , а в терминах [; 

ft (a) = xil g1 (a) + xi2g2 (a) + z1• 

А это значит, что наша регрессия плоская. Таким образом, доказано утвер
жде�ие а) --* б) .  Для доказательства утверждения а) --* в) разложим век
тор [ в ряд Тейлора до членов второго порядка 
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Воспользуемся теперь следующим элементарным фактом. Если векторы 
е 1 , е2 , е3 линейно независимы в Rn и и = v 1 ei + v2 e2 + v 3 e3 ,  v3 =1= О, то 
векторы е1 , е2 , и линейно независимы. Производя соответствующие 
�ереобозначения : е1 :::: i(a.1 ) , e2 =/(а.1 ) ; и =/(а.2 ) с учетом того , что 
о ( 1 а.2 - а.1 1 2 ) 1 ( а.2 - а.1 )  2 4 О при � 4 а.1 , 'окончательно приходим к 
утверждению леммы. 

Исследуем сначала наличие стационарных точек суммы квадратов от
клонений (Q' (а.) = О) . 

Теорема 2. 1 .  Для любой регрессии, не сводимой к линейной, сущест
вует набор чисел (наблюдений) у 1 , : • •  , Yn (п � 3) , для которого сумма 
квадратов имеет по крайней мере две стационарные точки. Более того, 
если кривая регрессии не лежит на окружности, лебегова мера таких на
блюдений больше нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как следует из леммы 2 . 1 , несвоtщмость Р.егрес
сии ведет к существованию таких а.1 0 · и а.2 0 ,  что векторы f ( а.1 0) и f ( а.2 0 ) 
линейно независимы в Rn. Поэтому система двух линейных уравнений от
носительно У 1 , • • •  , Yn 

Q'(a.t o ;  у) = О, Q'(a.2 o ;  у) = О 
или 

"E y;i;(O. t o) = "E/;(a.t o )h(a.t о ), 
(2. 1 )  

имеет решение , т.е . множество наблюдений, приводящих к многостацио
нарной сумме квадратов , не пусто . Здесь обозначено Q (а.; у) = � (У; -- [; (а.) ) 2 • Докажем теперь, что лебегова мера наблюдений, для которых 
сумма квадратов имеет f!есколько стационарных точек , больше нуля. 
Обозначим с (а.) = � fi (а.) [; (а.) . В силу линейной независимости производ
ных последние два столбца в системе (2 . 1 )  при наблюдениях Yn- l и Yn не 
теряя общности можно считать независимыми, т .е. f �- � ( а.1 0 ) fп ( а.2 0 ) -
- fп ( а.1 0 )fп- l ( а.2 0 ) =1= О. Непрерывность производных ведет к тому , что 
существуют такие непересекающиеся окрестности V1 = V1 (а.1 0 ) и 
V2 . =  V2 �a.2 o ) , что для всех (a.t , а.2 ) Е Vt Х V2 iп- 1 (a.t ) iп (a.2 ) 
- fп (a.1 )fп- l (а.2 ) =1= 0. Ясно, что для любого набора у1 , · • . .  , Yn- z  и 
( а.1 , а2 ) Е V 1 :>'< V 2 найдутся оставшиеся наблюдения Yn- l •  У по удовлетво
ряющие системе (2. 1 )  . 

Докажем, что множество наблюдений при этом "заполняет" некоторую 
окрестность в Rn. Рассмотрим отображение из Rn в Rn 

где Yn - l и Yn находятся из решения (2 . 1 )  при а.1 0 = а.1 , а.2 0  = а.2 . Оно яв
ляется непрерьmно дифференцируемым. Найдем его якобиан и докажем, 
что в некоторой точке он отличен от нуля. Продифференцир_уем систему 

"Е YJi (a.t ) = c(a.t ),' "Е yJi (a.2 )  = с (а.2 ) 
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no CXt и а2 . Получим 

0Уп - 1 · . дуп · 1 " . 
OCXt 

fп - 1 (at ) + 
да1 

fп (CXt ) = 2 Q (а1 ; у), 

OYn - 1  дуп · 
fп - 1 (а2 ) + -�- fп(а2 ) = О , 

OCXt uCX1 

ОУп - 1  · дуп · . 
-�- fп - 1 (а1 ) + - fп (CXt ) = О, 

uCX2 ОСХ2 

0Уп - 1 · дуп · 1 " 
-� - fп - 1 (а2 ) + -�- fп (а2 ) = -2 

Q (а2 ; у). 
uCX2 uQ2 

Решая эту систему относительно неизвестных nроизводных, на�одим 

OYn - 1  1 
" 

· �· = 2д Q (at ; у ) fп (а2 ), 

дуп 1 " . 
д а1 

. = -
2д 

Q (at ; y)fп - 1 (a2 ), 

дуп 1 " . 
да2 

= 
2д 

Q (a2 ; y) fп - 1 (at ), 

где д = iп- 1 (at )jп (а2 )  - iп (at )iп- 1 (а2 ) .  Якобиан отображения 1/1 с уче
том nриведеиных формул равен 

1 1 1 =  

1 о о 
ОУп- 1 ОУп - 1  

даt да2 

P(at , a2 ) 

дуп дуп 

OCXt да2 

= 4� Q"(at ; у) Q"(a2 ; у), 

ОУп - 1 ОУп - t 

= даt да2 = 
дуп дуп 
даl да2 

где Р( а1 , а2 ) - пекоторая матрица 2 Х (п - 7) . Как уж� было отмечено , 

в силу линейной независимости векторов f ( а1 0 ) и f ( а2 0 )  для всех 

( СХ1 , СХ2 ) Е V 1 Х V 2 Д = Д ( CX t , СХ2 ) =F 0. 
Покажем теnерь, что существует такой набор наблюдений У о = (у 1 0, • • •  

. . . , Упо) Е Rn , удовлетворяющий системе (2 . 1 ) , для которого 

Q" (at ; у0 ) * О, Q" (а2 ; у0 ) * О. Рассмотрим два случая . 
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Регрессия не является плоской. Тогда ,  как следует из л.еммы2 .� , а 1  о и 
а2 0 можно выбрать такими, чтобы тройки векторов ( f ( at о ) , f  ( а2 0 ) , 
f(a2 0 )) и (i(a1 0 ) , i(a2 0 ) , f(a1 0 ) )  бьmи линейно независимы и, следова
тельно , система из трех линейных уравнений 

"f.yj"; (at 0 ) = c(at o ), "f-y;i;(a2 0 ) = с(а2 0 ). • •  • 2 • •  
"f-y;ft(a t o ) = Т- [(f;(at o )) + [;(at o )f;(a t o )] + s 

(2.2) 

совместна при любом s * О. Если четверка векторов (i(at o ) .  i (a2 o ) . . . . . n f ( а 1  0 ) , f  ( а2 0 ) ) является линейно не зависимой в R , то будет также 
совместна расширенная система (2 .2) с добавлением уравнения 

"Т-yt f;(a2 0 ) = Т- [( /t(a2 o ))2 + ft(a2 o ) [;(a2 o )] + d 
для любого d * О. А зто и значит, что для найденного решения Q' (a t 0 ; у) = 
= Q' (а2 0 ; у) = О ; Q" (а1 0 ; у) * О, Q" (а2 0 ; у) * О. Если же четверка век
торов первых и вторых провзводных линейно зависима, то легко видеть, 
что тогда f(a2 0 ) = Л 1i(а1 0 ) + Л2i (а2 0 ) + Л 3f (а1 0 ) . Перепишем последнее 
уравнение следующим образом : 

Т-у; /;(а2 0 ) = 
= Л t  Т-yJt(at o ) + Л2 "2:-y; j;(a2 o )  + Лз "f- y; /;(at o )  • 2 • •  
= Л 1 с(а1 0 ) + Л2 с(а2 0 ) + Лз "2:- [{fi(at o )) + ft(at o ) fi(g1-o )] + Лз s . 

Из линейной независимости i ( а1 0 )  . i  ( а2 0 ) , j  ( а2 0 )  следует Л 3 * О. Поэ
тому выбором векоторого s * О можно добиться того , чтобы Q" (а2 0 ; у) * 
* О, что и требовалось показать. 

Регрессия является плоской, но не лежит на окружности. Очевидно, 
теперь рассуждения можно вести для кривой регрессии , принадлежащей 
плоскости R2 • Наблюдения , удовлетворяющие системе (2 . 1 ) ,  также лежат 
в этой плоскости . Не останавливаясь подробно на достаточно элементарном 
доказательстве существования а1 0 , а2 0 таких, что Q' ( а 1 0 ; у) = Q' ( а2 0 ; у) = 
= О, Q" (а1 0 ; у) * О, Q" (а2 0 ; у) * О, заметим лишь, что непринадлеж
ность кривой регрессии окружности эквивалентна существованию таких 
у Е R2 и а1 0 * а2 0 , что Q' (a1 0 ; у) = Q' (a2 0 ; у) = О, но Q" (at o ;  у) -:1= 0. 

В завершение доказательства теоремы применим теорему об обратной 
функции : построенное непрерывно дифференцируемое отображение t/1 в 
пекоторой точке у0 Е Rn, что соответствует точке (Y t о • . . .  , Уп- 2 , 0 •  at 0 , 
а2 0 ) Е Rn, имеет якобиан , отличный от нуля , значит, образ отображения 
t/1 содержит п-мерную окрестность [53 ] , лебегова мера которой больше 
нуля. Теорема доказана. 

3 а м е ч  а н и е . Если кривая регрессии лежит на окружности, то мно
жество наблюдений из Rn, приводящих к многостационарным суммам 
квадратов, принадлежит линейному многообразию размерности n - 2, 
проходящему через центр окружности и перпендикулярному к ее плос
кости .  Лебегова мера линейного многообразия равна нулю. Другими слова
ми, утверждение теоремы обратимо . 
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Доказанная теорема имеет одно немаловажное с практической точки 
зрения следствие . Пусть у 1 ,  • •  , Уп - имеющиеся конкретные наблюдения. 
Как следует из доказательства теоремы, изменением значений любой пары 
наблюдений можно добиться того , что сумма квадратов будет иметь не
сколько стационарных точек, причем эти точки можно выбрать заранее . 
Таким образом, даже в окрестности "правдоподобных" значений пара
метров, т.е . разумных с точки зрения "физики" моделируемого процес
са, изменение лишь незначительной части наблюдений может привести к 
многостационарной сумме квадратов . 

Теорема 2.2.  Пусть f(a) - несводи.мl1JI регрессия с одним оцениваемым 
пара.метро.м, n � 2 . Тогда, если выполнено одно из условий :  

либо регрессия имеет бесконечные хвосты, 
либо имеет конечный хвост, но не является плоской (п � 3) , 

то найдутся наблюдения у 1 , • • • • Уп , для которых су.м.ма квадратов имеет 
не .менее двух локальных .минимумов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вместо того чтобы сразу искать два локаль
ных минимума Q (a) , найдем один локальный максимум. Затем покажем, 
что в условиях теоремы это повлечет существование двух локальных 
минимумов .  

Итак , пусть s > О произвольно , а0 Е R 1 • Рассмотрим линейную систему 
из двух уравнений с n  неизвестными у1 , • • •  , Yn : Q' (а0 ; у) = О, Q" (а0 ; у) = 
= -2s , которую перепишем как 

"k У; i; (ao )  = 'L [;(ао )j;(ao ), 
(2 .3) 

В силу несводимости регрессии по лемме 2 . 1 существует а0 Е R 1 , для ко
торого векторы первых и вторых провзводных линейно независимы. Тогда 
система (2.3) совместна относительно у1 , • • • , У т а множество решений Е 
представляет собой линейное многообразие размерности n - 2. Соответст
венно условиям теоремы рdссмотрим два случая . 

Регрессия имеет бесконечные хвосты. Пусть у Е Е; определим два мно
жества на ( -00 , оо) : 

S 1 '= { а  ..-;;;; а0 : Q( а; у) ..-;;;; Q( ао ; У) } , 

82 = { а � ао : Q(a; y) ,.;; Q(ao ; у) } . 
(2 .4) 

Эти множества компактны. Действительно , в силу непрерывности Q(a) 
они замкнуты. Далее , "k fj (a) � оо при 1 a l � оо, поэтому Q(a; у) � оо при 
1 a l  � 00 • Значит, S t и s2 ограничены. Пусть а/- точка минимума Q (a; у) 
на Si , j = 1 ,  2 . Очевидно, aj * а;, так как система (2 .3) означает, что а0 -
точка условного максимума, и слева и справа от нее найдутся точки, в ко
торых Q(a; у) < Q(a0 ; у) . Таким образом, найдены два локальных мини
мума Q(a; у) на S 1 и S2 , они остаются таковыми и на всем множестве 
изменения параметра а Е R 1 . 

Регрессия имеет конечный хвост, но не является плоской. Рассмотрим 
сначала случай , когда регрессия имеет один конечный хвост . Не теряя 
общности можно считать его правым : lim f(a) = и <  оо при а � 00 •  Теперь 
выберем а0 так , чтобы векторы f(a0 ) - и, i(a0 ) ,  f(a0 ) бьmи линейно 
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независимы. Докажем, что если кривая реrрессии не является плоской, то 
такая точка существует. Действительно , в противном случае для всех 
а Е R 1 

i;(a) = с 1 (а)./;(а) + с2 (а) ( !;(а) - и;), i = 1 , . . .  , n .  

Решением этоrо дифференциальноrо уравнения второrо порядка является 
[; (а) = g 1  (а) xi l + g2 (a) x1 2 + и; , что приводит нас к плоской реrрессии . 

Найдем теперь у Е Е так , чтобы 
Q(a0 ;  у) = ii y - f(a0 ) 1 12 < l l y - и  1 12 •  (2 .5 )  

Опустим из точки f(a0 ) - и перпендикуляр r на подпространство ,  натяну
тое на векторы f ( а0 ) , j ( а0 ) • В силу линейной независимости векторов 
i(a0 ) , i(a0 ) , f(a0 ) - и вектор r =1= О. Пусть у = Уо + Лr ,  rде Уо Е Е, Л 
действительное число. Леrко видеть, что у Е Е. Введем функцию 

L = L (Л) = l l y - и ll2 - ll y - f(a0 ) 1 12 = 
= 2� ( Уо ; + Лr;) { f;(a0 ) - и;) + � (иi - Ji(ao )) = 

= 2 Л  11 r 1 1 2 + 2 � ( f; (a0 ) - U;) Yo ; + 1 1 и 1 1 2 - ll f(a0 ) 1 12 • 
При Л � 00 L (Л) � 00 , поэтому для любоrо у0 Е Е можно подобрать Л , 
а соответственно и у Е Е таковым, чтобы (2.5) имело место . Далее , как и 
в предыдущем случае , построим два множества (2 .4) . Они по-прежнему 
замкнуты. Неравенство же (2 .5) приводит к тому, что они будут и оrра
ниченными, а это означает существование по крайней мере двух локаль
ных минимумов Q (а; у) . 

ЕслИ реrрессия имеет два конечных хвоста, т.е . lim f (a) = и, а � оо и 
lim f(a) = v , а � -00 , то можно найти у Е Е так , чтобы 

Q(a0 ;  у) � min { ll y - и  11 2 , l l y - v ll 2 } .  
Дальнейшие рассуждения полностью аналоrичны предыдущим. Теорема 
доказана. 

Теорема 2.3. В условиях предыдущей теоремы множество наблюдений, 
приводящих к многоэкстремальной сумме квадратов, имеет меру Лебега, 
большую нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим систему линейных уравнений 

� У; f;(a) = � [;(a) f;(a), 
�y; i;(a) = � [( i; (a)i + [; (a) i;(a)] + s, 

(2 .6) 

rде s пробеrает положительные значения, а принадлежит пекоторой окрест
ности такоrо значения а0 , для котороrо векторы первых и вторых произ
водных неколлинеарны. Для доказательства теоремы, очевидно , достаточ
но показать , что при этом множество решений (у1 , у2 , • • •  , y,J Е Rn "за
метает" некоторую окрестность в Rn. Для этоrо аналоrично доказательству 
теоремы 2 . 1  построим отображение 

ф : ( Y I , · . · , Yn - 2 • а, s) � (Y t , · · · , Уп) , 
rде последние два наблюдения Уп- 1 и Уп для заданных а и s являются ре
шением системы (2 .6) (последние два столбца этой системы считаем линей-
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но не зависимыми) . Покажем, что в пекоторой точке якобиан этого отобра
жения отличен от нуля. 

Для нахождения якобиана воспользуемся тем же приемом, что и при 
доказательстве теоремы 2 . 1 : продифференцируем систему (2.6) по а и s .  
Дифференцирование первого уравнения по а и s приведет нас к следующей 
системе : 

дуп . 1 .. .. Q" , J n - 1 + ---а;- J n = 2 

0Уп- 1 · оуп · 
;;;- fп- 1 + а;- fп = О. 

Дифференцирование второго уравнения (2 .6) по s даст 
ОУп- 1 · · оуп 1 ·· _ 
-- fп - 1 + fп - 1 . 

os os 

(2.7) 

(2.8) 

Как и при доказательстве теоремы 2. 1 ,  можно показать, что якобиан 
отображения 1/1 равен 

ОУп- 1 ОУп- 1 
а а os 

1 1 1 = оуп оуп --
о а os 

Заметим, . что �ссматривая уравнения (2.7) как систему относительно 
величин f n- 1 и f по можно записать 

• - = - .!_ Q" ОУп 1 1 1 1 J n  1 
2 OS ' j, = .!._ Q" ОУп- 1 /l 1 l . n 2 os 

Подставим эти значения в (2.8) , откуда найдем искомую величину : 
1 " 1 1 1 = - Q (а; у)/д(а) = -s/д(a)=I= O , 
2 

где д (а) = i n- 1 (а)[� (а) - f n ( a)f n- 1 (а) =1= О в пекоторой окрестности ао . 
Воспользовавшись теоремой об обраnюй функции, приходим к оконча
тельному доказательству теоремы. 

3 а м е ч а н и я. 1 .  Теоремы 2. 1 ,  2 .2 и 2.3 легко обобщаются на случай ,  
когда априорное множество параметров есть интервал на прямой, т.е . а Е (а, Ь) . Тогда вводим взаимнооднозначное отображение {j :  (а, Ь) -+ 

-+ (-оо, оо) и рассматриваем /;('У) = [;({j(r)); -у Е (-оо, oo), {j(r) = a. 
2 .  Утверждение теоремы 2.2 для регрессий с бесконечными хвостами бы

ло доказано автором ранее [ 14] .  Прежиее доказательство отлича
лось от изложенного здесь и носило геометрический характер. 

3 .  Допустим, закон распределения отклонещrй е 1 , €2 , • • •  , en взаимно 
абсолютно непрерывен относительно лебеговоИ меры (соответствующие 
меры эквивалентны) , например, отклонения нормально распределены. 
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Тогда в условиях теорем 2 . 1 и 2 .3 вероятность многостационарности и 
соответственно многоэкстремальности суммы квадратов больше нуля. 

Теперь обратимся к примерам. 
Пример 1 . Продолжим рассмотрение параболической регрессии !1 ((J) = 

= (Jx1 
+ (J z ;  . Для просто ты ограничимся случаем n = 2 ; пусть х 1 = 1 ,  z 1 = 

= О, Х2 == О, z 2 = 1 .  В этом случае /1 ф) = (J, /2 ((J} = (J2 • На плоскости наблю
дений R2 график функции регрессии есть график простейшей параболы 
((J, (J2 ) ,  -оо < (J < 

оо. Найдем для этой регрессии область многостационар
ности, многоэкстремальности и невыпуклости. Имеем 

Q(p) = (У1 ...:_ fJ)2 + (У2 - fJ2)2 , 

� Q'({J) = [J3 + (J (i - У2) - �1 ' 
1 

( 1 ) 4 Q" ((J) = 3[J2 + l - У2 . 

Поэтому область (строгой) выпуклости в пространство наблюдений для 
этой регрессии есть полупространство у2 < 1 /2 ; соответственно об.\,lасть 
невып�лости : у2 > 1 /2 . Область многостационарности - множество наблю
дений (у 1 , у2 ), для которых уравнение Q' ((J) = О имеет два действитель
ных различных корня. Пользуясь известным критерием существования 
трех различных действительных корней кубического полинома [30] , мож
но утверждать, что Q ((J) многостационарна тогда и только тогда, когда 

т.е . если 
3 

У2 > 
V4 

1 + - у2 < о, 4 1 

1 у/13 + -
2 

Нетрудно убедиться, что существование для уравнения Q' ((J) = О трех раз
личных корней равносильно условию многоэкстремальности, поэтому 
выписанное выше неравенство как раз и задает область многоэкстремаль
ности. Область многостационарности, нетрудно проверить, задается не
строгим неравенством 

3 2/ 3 1 
у2 ;> -- у + -эп 1 2 

с выколотой точкой (0, 1 /2) . Все области показаны на рис. 10 .  На этом 
рисунке для точек у1 И .У2 функция Q ((J) имеет два локальных минимума 
(расстояние от точки до кривой - параболы) . Точка Уз лежит в области 
невыпуклости, но не принадлежит области многоэкстремальности. Для точ
ки jl4 сумма квадратов Q ((J) не только одноэкстремальна, но и выпукла, 
(J E (-оо, оо) . 

Пример. 2. Рассмотрим простейший класс регрессий, не сводимых к ли
нейным - квазилинейные регрессии ( §  3 , гл . 1 ) . Чтобы не утруждать чи
тателя техникой доказательств , разберем лишь случай логлинейной регрес-
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Yz 

Омасть нноzо экстренОJтьносmи 
§. 

05ласть не6ыл мости 

11 - f :12 2 

Ри с. 1 0. Области многоэкстремальности, вьmуклости и невьmуклости регрессии-па
раболы 

сии fi (о:) = ехр (axi + z i) , где -00 < о: < 00 , xi , z i - некоторые константы. 
Так , этому классу функций принадлежат производственные функции 
типа Кобба-Дугласа ( § 5 ,  гл . 1 } . С помощью доказанных теорем покажем, 
что сумма квадратов отклонений, соответствующая этой функции, с ве
роятностью, большей нуля, не является унимодальной . 

Логлинейная регрессия, вообще говоря, может иметь один конечный 
хвост (если все xi одного знака) . Поэтому необходимо установить, что 
регрессия с функцией fi (о:) = ехр ( o:xi + z i )  не является плоской. Прежде 
всего заметим, что не теряя общности можно считать xi =1= О, так как при
сутетвне члена (Yi - fi (о:) ) 2 = (Yi - ехр (z i) ) 2 с сумме квадратов ме
няет последнюю лишь на постоянное значение . Естественно поэтому, чтобы 
xi не все бьmи равны нулю, i = 1 ,  . . . , n. Предположим далее , что xi =1= 
=1= const.  Векторы первых трех производных, как легко проверить, равны 

f
. _ ( ax 1 +i 1 ахп+zп

} - х 1 е , . . . , Xn e , 
! . . _ ( 2 ax 1 +z 1 '2 axn+Zn} - х 1 е , . . .  , xn e , 
! . . . _ ( 3 ax 1 +z 1  3 axn+Zn} - х 1 е , . . . , xn e . 

Докажем, что они линейно не зависимы для любого о: Е (- оо , оо) , n ;;;;. 3 . 
Пусть Х -· матрица 3 Х n, i -й столбец которой равен (х1 , xf , х: ) т . Извест
но, что ранг этой матрицы равен 3 . Пусть Е - диагональная матрица n Х n 

с элементом ехр (о:х1 + z1) на диагонали. Тогда легко видеть, что ХЕ = 

= ( f. J: j"') . Но rank Е = n '· поэтому векторы J, j" и Т ,инейно не зависимы 
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в Rn. Как следует из теоремы 2.3 , множество наблюдений , приводящих к 
мультимодальным суммам квадратов , имеет меру Лебега в Rn, большую 
нуля. Можно показать, что этот же результат верен для [; (а.) = g (а.х; + zi ) , 
если g не является квадратичной функцией. 

§ 3. Многоэкстремальность Q (a.) при т >  1 

Теперь образом qтображения [: Rm � Rn является поверхность в Rn. Как 
и в случае т = 1 , предполагаем f достаточное число раз непрерывно диффе
ренцируемой без особых точек. Другими словами, если F11 = д[1/оа.1 , 
то rank F = т для всех а. Е Rm. Регрессию считаем идентифицируемой, т .е .  
отображение I - взаимно однозначным. 

Регрессию при т � 1 называем сводимой к линейной (или просто 
сводимой) , если ее функция имеет вид 

[;(а.) = Kt (а.)хн + . : . + Кт (а.)Х;т + z; , (3 . 1 )  
где а. = (а.1 , • • . , а.т ) ,  х;1 , z 1  - константы, g1 (a.) - достаточное число раз 
непрерывно дифференцируемые функции. Другими словами, регрессия 
называется сводимой, если переобозначением параметров (31 = gi (а.) ее 
можно свести к линейной : 

Идентифицируемость регрессии и отсутствие особых точек для регрессии 
(3 . 1 )  влекут независимость векторов х 1 , х2 , • • •  , Хт , взаимную однознач
ность отображения (3 = g (a.) и 1 дgfдa. l i= О. Множественную регрессию 
называем несводимой , если переобозначением параметров она не может 
быть приведела к виду (3 . 1 ) . 

Множественную регрессию назьmаем гиперплоской,  если ее функция 
имеет вид 

(3.2) 

Если векторы х 1 , х2 , • • •  , Xm+ l линейно независимы, то поверхность ги
перплоской регрессии лежит в линейном многообразиИ размерности т + 1 .  
Это многообразие представляет собой подпространство размерности т + 1 , 
натянутое на векторы х 1 , х2 , • • .  , Хт, Xm+ 1 Е Rn и сдвинутое на вектор z . 

Лемма 3 . 1 . Следующие утверждения эквивалентны : 
а) множественная. регрессия является сводимой ; 
б) для любых а. Е Rm и для любы� i ,  j = 1 ,  . . .  , т вектор д 2 f/да.; д а.i 

является линейной комбинацией т векторов{дf/да.; } ;  
в )  для любой пары а.1 , а.2 Е Rm каждый из т векторов д[ (а.1 ) /д а.1 яв

ляется линейной комбинацией т векторов д[ (а.2 ) /д а.1 , д[ (а.2 ) /да.2 , • • • 
. . . ' д[(а.2 )/да.т

• 
Лемма 3.2. Следующие утверждения эквивалентны : 
а) несводимая. регрессия является гиперплоской ; 
б) ()ля любых а. Е Rm и для любых i ,  j ,  k = 1 ,  . . .  , т вектор 

д 3[ (а.) jд а.; да.; д а.k является линейной комбинацией т + т2 векторов 
l аt(а.)/да.; , о 2 f(a.)foa.1 aa.k} ; 
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в) длj любой пары а1 , а2 Е Rm и для любых i , j = 1 , . . .  , т век
тор а 2 f (ak ) j aa 1aa; является линейной комбинацией 2m векторов 
at(a1 )/aal ' . . . ' at(a1 )jaam ' at{a2 )/aal ' . . . ' at(a2 )/aam , k = 1 ,  2 .  

Относительно доказательств этих лемм ограничимся лишь некоторыми 
замечаниями. В одну сторону утверждения легко проверлютея непосред
ственно дифференцированием функций регрессий . Эта операция, как лег
ко видеть, не выводит нас из начального линейного подпространства. В об
ратную сторону доказательство опирается на теорию систем линейных диф
ференциальных уравнений в частных производных [38] . 

Теорема 3. 1 . Для любой множественной регрессии, не сводимой к линей
ной, множество наблюдений, приводящих к многостационарной сумме 
квадратов, непусто (п ;;.. 3) . Более того, если регрессия не является гипер
плоской, то это множество имеет меру Лебега, большую нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о является прямым обобщением доказательства 
теоремы 2. 1 .  Докажем сначала теорему для случая, когда составная матри
ца из производных для пекоторой пары параметров имеет полный ранг, 
причt:м 2m � п .  Итак, пусть а1 0 , � 0 Е Rm таковы, что 

rank(F(a1 0 ) ,  F(a2 0 )) = 2m � п. (3 .3) 

Найдем наблюдения, для которых сумма квадратов отклоне:ний в выбран
ных точках а1 0 и � 0 имеет все частные производные , равные нулю: Эти 
наблюдения являются решением системы линейных уравнений 

Ffy = Fff, Fiy = Fl/, (3 .4) 

где F k = F (ako) , f k = f (ako) , k = 1 , 2. Условие (3 .3) обеспечивает совме
стность системы (3.4) , т.е . непустоту множества "неудачных" наблюдений. 

Покажем теперь , что лебегова мера этого множества наблюдений больше 
нуля. Для этого докажем сначала, что условие (3.3) имеет место для всех 
а1 , ci2 соответственно из окрестностей V (а1 0 ) , V (а2 0 ) . Действительно, 
условие (3.3) эквивалентно существованию минора 2m Х 2m ,  отличного 
от нуля. В силу непрерывности производных он не будет равен нулю для 
всех ( а1 , а2 ) Е V ( а1 0 ) Х V ( а2 0 ) (окрестности достаточно малого ра
диуса) . Далее ,  как и в теореме 2 . 1 , построим непрерывно дифференцируе
мое отображение из Rn в Rn по правилу 

t/1 : (Y I · · · · · Yn - 2m , a1 , a2 ) -+ ( yi , · · · · Yn) , 
где последние 2m наблюдений для заданных первых п - 2m наблюдений 
и а1 , а2 находятся решением системы (3.4) . Дока?Кем, что это отображе
ние обратимо в пекоторой окрестности ( у1 , • • •  , Уп) . Для этого найдем 
его якобиан. Не будем утомлять читателя длинными выкладками, тем 
более, что они являются прямым обобщением соответствующих выкла
док теоремы 2. 1 .  Оказывается, что якобиан отображения t/1 с точностью 
до множителей, отличных от нуля, равен 1 Q" (а1 ; у) 1 · 1 Q" (а2 ; у) 1 . По
кажем, что в условиях теоремы в пекоторой точке этот якобиан можно 
сделать отличным от нуля .  Поскольку регрессия не является гиперплос
кой, то, как следует иэ леммы 3 .2 ,  точки а1 0 и � 0 могут быть выбраны 
так, чтобы для некоторых пар (i , j ) и ( р, r )  векторы а 2[ (а1 0 ) /аа1 а а; 
и a 2[(a2 0 ) ja ap aar не являлись линейными комбинациями векторов 
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3/(et1 o ) /3 etk ,  3f(et2 0 ) /3 etk , k = .1 , . . .  , т . Тогда выбором некоторого 
s Е R 1  можно найти такие у Е Rn, удовлетворяюшве системе (3 .4) , для 
которых 1 Q" (et1 0 ; у) 1 =F О, 1 Q" (et2 0 ; у) 1 =F О. Этот набор наблюдений 
может быть получен решением системы (3 .4) с добавлением уравнения 

32/; (0tt o )  ( of1 (ett o )) ( 3[;(ett o ) ) Eh = Е +

� 

; oeti oetk t oeti oetk 
В силу линейной независимости o 2f(et2 0 ) /oetp oetr , р, r = 1 , . . . , т среди 
решений у этой расширенной системы линейных уравнений можно найти 
такое решение у0 ,  для которого выполняется также второе неравенство 
1 Q" (et2 0 ; у) 1 =F О. Отличие якобиана отображения в точке У о Е Rn от 
нуля дает возможность применять теорему об обратной функции, что и 
доказывает теорему в рассмотренном случае . 

Если в составной матрице (F (et1 0 ) , F (et2 0 ) )  имеются линейно зависи
мые столбцы или 2m > п, то оставляя лишь линейно независимые столбцы 
составной матрицы, перейдем к матрице полного ранга, для которой все 
утверждения, проведеиные в случае (3.3) , можно повторить . Теорема 
доказана. 

Следуюшая теорема является обобшением теоремы 2.3 на многомер
ный случай. 

Теорема 3 .2. В условиях предыдущей теоремы лебегова мера наблю
дений, · приводящих к многоэкстремальной сумме квадратов, больше 
нуля. 

Идея доказательства состоит в решении системы линейных уравнений 
относительно у : 

Q '(ett ; y) = O, Q '(et2 ; y) = O, Q "(et1 ; y) = 2S1 , Q"(et2 ; y) = 2S2 , 
или 

� of; (etl ) _ � йft (Ott ) f. 
( ) �Yt --- - � ; et1 , 

oet1 oet1 

Еу; 
at1 (et2 ) = Е йft (et2 ) ft (et2 ) , 

oet1 oeti 

Еу, 
32/, (eti ) = E ( a[;(ett ) ) ( at; (eti )) - sfk • 3eti oetk oeti oetk 

� o2f1 (et2 ) _ � ( at; (et2 )) ( of; (et2 )) _ 82 �У; - � jlo 
3eti oetk oeti oetk 

j = 1 , . . .  , m, k = 1 , . . . , m ,  

(3.5) 

где S 1 и S2 - Положительно определенные симметрические матрицы т Х т 

из некоторого множества, изоморфного области пространства Rm (m + I ) /2 

Если векторы этой системы при наблюдениях )l1 , • • •  , Yn линейно неза
висимы, то для любых S 1 и S2 система (3 .5) имеет решение . Как и при 
доказательстве предыдуших теорем, можно построить отображение t/1 :  
Rn � Rn. Оно является непрерывно дифференцируемым, его якобиан 
пропорционален произведению определителей 1 S 1 1 1  S 2 l =F О. По теореме 
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об обратной функции лебегова мера наблюдений, приводяших к много
стационарным Q (a) , больше нуля. Если же среди векторов первых и вто
рых производных есть линейно зависимые , систему (3 .5) можно редуциро
вать, т.е. свести к системе полного ранга и рассуждения повторить . 

Пример. Продолжим исследование логлинейной регрессии для случая 
т > 1 . Докажем, что эта регрессия не является гиперплоской . Функция 
регрессии логлинейной модели равна [1 (а) = ехр (а т х 1 ) , i = 1 , . . .  , n , 
где ат = (а1 , • . • , аm У• x[ = (xil • · · .  , Х;т )т .  Очевидно 

а[,. -1- = Х · · ехр (атх
·
) 

а 1/ 1 ' а; 
а2 f.. 

--1'-- = х1;х1k ехр (атх1) , aa; aak 
аз ft - ( т ) - X;jX;kX;r eXp Q Х; . 

aa; aak дar 
Во-первых, полагая k = j ,  как и в случае т = � . мо���' �р�азать , что а 2f!aaJ 
не является линейной комбинацией аf/да1 ; . :·. , алаат · Отсюда по лем
ме 3 .2 следует, что логлинейная регрессия не является сводимой. Во-вто
рых, аналогично можно показать, что а 3 f/да] не является линейной ком-
бинацией т + т2 векторов{аf/аа; , a 2f!aa; дak , j = 1 , . . . , т , k = 1 , . . . , 
. . . , т }  - по лемме 3.2 логлинейная регрессия не является гиперплоской. 
Значит, если закон распределения отклонений е 1 взаимно-абсолютно непре
рывен с лебеговой мерой в R" , вероятность получения наблюдений , кото
рые в логлинейной модели приводят к многостационарным или много
экстремальным суммам квадратов , больше нуля . 

Наконец, зададимся вопросом о вероятности неединственности оценки 
МНК. Другими словами, какова вероятность того, что кроме найденного 
значения а = а, доставляюшего глобальный минимум Q (a) ,  сушествует 
другое, отличное от а значение , приводяшее к той же сумме квадратов? 
Ответ следует из следуюшей теоремы. 

Теорема 3 .3 . Лебегова мера наблюдений, для которых оценка МНК 
неединственна, равна нулю. 

Ограничимся лишь идейной стороной доказательства. Рассуждения бу
цем вести для случая т = 1 .  Множество наблюдений, о которых идет речь 
в теореме , содержится в множестве таких у Е R", для которых сущест
вуют такие а1 * а2 Е Rm , что 

Q '(a1 ; у) = О, Q '(a� ; у) = О ,  Q(a1 ; у) = Q(a2 ; у) , 
или 

'J:,y;i; (al )  = "l:,f; (al )/; (a l ) , . . 
"2:,y;ft (a2 )  = "2:, [; (а2 ) !; (а2 ) , 
2"2:,(/; (al ) - [; (а2 ))у; =  "l:, f/ (al ) - "l:,f/ (а2 ) .  . . 

(3 .6) 

Допустим, для всех а1 * а2 тройка векторов f(a1 ) ,  f (a2 ) ,  f (a1 ) - f (a2 )  
линейно независима в R". Пусть линейно независимыми столбцами соот-
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ветствуюшей матрицы являются три последних . Построим отображение 
ИЗ R n- l в Rn : 

1/1 : ( У 1 · · · · · Уn- э • а1 , а2 ) � ( Y l · · · · · Yn ) ,  
где для заданных у1 , • • • , Уп -з , а1 , а2 три остальных наблюдения нахо
дятся из решения системы (3.6) . Отображение ф является непрерывно 
дифференцируемым. Значит, мер� Лебег� в Rn образа этого отображения 
равна нулю. Если ранг системы [(а1 ) ,  [ (а2 ) ,  [ (а1 ) - [(а2 ) равен двум, 
то одно уравнение системы (3 .6) выбросим и повторим рассуждение. 

В заключение сделаем ·одно замечание качественного характера. Сумма 
квадратов отклонений часто имеет овражный характер : линии уровня вы
тянуты в одном направлении и сжаты в другом. Важно , что эти области 
для нелинейных регрессий сушественно нелинейны. В линейной регрессии 
линии уровня тоже могут быть резко сжаты по одному направлению и вы
тянуты по _другому. Однако это не мешает быстро найти минимум суммы 
квадратов. 

Ослаблению нелинейности регрессии часто помогает операция переобоз
начения параметров . Очень важно бывает nеред процессом минимизации 
суммы квадратов найти такое удачное нелинейное взаимно однозначное 
отображение пространства параметров на себя ,  которое "выпрямляет" 
линии уровня 1 ) . Отдавая должное подобным преобразованиям, способ
ствуюшим ускорению процесса минимизации, необходимо отметить , что 
они все же неспособны многостационарную (многоэкстремальную) функ
цию сделать одностационарной (одноэкстремальной) . Докажем это . Пусть 
{3 = {3 (а) - взаимно однозначное непрерывно дифференцируемое отобра
жение из Rm в Rm . Пусть 3 Q (a0 ) / 3a  = О, т .е .  ао - стационарная точка 
Q (a) . Тогда {30 = {3 (а0 ) - стационарная точка Q в системе параметров {3 . 
Это следует из равенства 3 Q/3{3 = ( 3{3/3а) - 1 (3 Q/3 a) . Таким образом, 
если а1 =f= а2 - две стационарные точки функции Q в системе параметров а, 
то {3 1 = {3 (а1 ) =f= {3 (а2 ) = {32 в силу однозначности отображения ; {3 1 , {32 -
две стационарные точки Q в системе параметров {3 . Аналогично нетрудно· 
показать, что преобразование {3 локальные минимумы также переводит в 
локальные минимумы. Из однозначности отображения {3 следует, что су
шествование двух локальных минимумов в одной системе параметров ве
дет к сушествованию двух локальных минимумов в другой . 

Факт независимости сушествования многих стационарных (экстремаль
ных) точек суммы квадратов от параметризации модели регрессии легко 
понять, прибегая к геометрической интерпретации . Репараметризация мо
дели не изменяет образа регрессии [ (Rm )  . Сушествование же нескольких 
стационарных или экстремальных точек суммы квадратов целиком зави
сит от взаимного расположения векторов наблюдений у Е Rn и поверх
ности [(Rm ) . Вот почему число таких точек при любых переобозначениях 
остается инвариантным. 

Преобразование "переобозначение параметров" не следует путать с пре
образованием мо�ели, например, с логарифмированием функции отклика.  

1 ) Примеры подобных переобозначений были приведены в§ 5 гл. 1 и касались про
изводственных функций типа CES . В гл. 4 приводятся идеи отыскания подобных 
переобозначений. 
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Последняя операция меняет вид и форму поверхности регрессии, по сути 
дела предлагая минимизировать другую сумму квадратов. Первоначаль
ную нелинейную модель с несколькими локальными минимумами подоб
ными операциями можно превратить в линейную (пример - логарифми
рование логлинейных моделей) .  

§ 4. О многостационарности 
математического ожидания суммы квадратов 

Уравнение регрессии, как следует из введения , может быть заnисано в 
виде (здесь а0 - истинное значение параметра а) : 

У; "' [; (ао ) + е;, i ::  1 , . . .  , n , 
где е 1 ,  е 2 , . • •  , €n - случайные величины с нулевым математическим 
ожиданием Ее; "' О и одинаковой дисперсией а2 "' Eef , i "' 1 ,  . . . , n. Най
дем сначала математическое ожидание суммы квадратов отклонений . Для 
этого воспользуемся следующим иреобразованием : 

( У; - [; (а))2 "' [( У; -[1(а0)) +( f; (ao ) - f; (a))]2 "' 
"' ( У; - [; (ао ))2 + 2 ( У; - [; (ао )) ( f; (ao ) - [; (а)) + ( f; (ao ) - [; (a)i . 

По оnределению 
Е (  У; - [; (ао )) "' О, Е (  У; - [; (ao )i "' а2 , 

поэтому 
EQ(a) "' Е�(У; - [; (a)i "' � ( f; (a0 ) - [;(а))2 + na2 • (4. 1 )  

В nредыдущих nараграфах nри довольно слабых предnоложениях бьmо nо
казана, что сумма квадратов многоэкстремальна с положительной вероят
ностью. Верно ли это утверждение в среднем - будет ли многоэкстремаль
ной усредненная сумма квадратов (т.е . ее математическое ожидание) ? 
Ответ на этот воnрос, как следует из (4. 1 ) , эквивалентен воnросу о много
экстремальяости функции 

(4.2) 

для пекотарого а0 • 
Функция (4.2) может быть получена также вне вероятностных рассуж

дений. Допустим, наблюдения таковы, что nринадлежат образу f (Rm ) .  
Другими словами, существует такое а0 , что У; "' [1 ( а0 ) • Задача за�люча
ется в нахождении этого а0 • Естественно, глобальному минимуму Q отве
чает а "' а0 ; Q(a; а0 )  "' О. К тому же , если регрессия идентифицируема, 
то рещение а "' ао единственно. Однако на nрактике мы не знаем, пgинад
лежит ли у образу регрессии или нет, поэтому, как всегда, минимизируем 
Q (a; у) некоторыми итерационными методами. Вопрос остается . Будет 
ли минимизируемая функция одноэкстремальной? 

Разумеется, класс нелинейных регрессий с многоэкстремальной сум
мой (4.2) будет уже по сравнению с обычной суммой Q (a; у) , у Е Rn 
Является ли он nустым? Другими словами, можно ли утверждать, что 
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функция Q (o:; о:0 ) одноэкстремальна (или одностационарна) для всех о:0 
из априорного множества параметров? К сожалению, ответ отрицательный. 

Рассмотрим простейшую (параболическую) нелинейную регрессию 
[; (о:) = о:х1 + o:2z1 • В § 3 было показано, что при о: > О сумма квадратов 
для этой регрессии может быть многостационарной, но всегда является 
одно экстремальной. Здесь будем предполагать, что - оо < о: < оо . Легко 
проверить, что сумма ( 4.2) для этой функции равна 

- n 
Q (о:; о:о )  = (о: - о:о )2 � (х; + (о: + О:о )z;i , 1 
Q� = 2 (о: - о:0 ) [�(х; + (о: + o:o ) z;)2 + (о: - о:о ) �(х; + (о: + o:o )z;) z;] .  (4.3) 

Первый корень Q� = О �вестен : о: = о:0 • В этой точке Q достигает своего 
глобального минимума Q = О. Изучим существование корней квадратного 
уравнения 

n 
� (х; + (о: +  o:0 )z;)2 + (о: - о:0 ) �(х; + (о: + o:0 )z;) z; = О. 1 

Оно имеет два действительных корня, если его дискриминант 
D = 4o:� (�z: i + 4o:0 �z: �x: + 9 (�x1z1i - 8 �z: �x : 

положителен. Докажем, что при всех о:0 он неотрицателен. Для этого доста
точно показать неотрицательность дискриминанта квадратного уравнения 
относительно о:0 : 

Da0 = 1 28 (�zj )2 [�zj �xj - (� x;z;i ] � О 

по неравенству Коши - Буияковского, что и требовалось показать . Таким 
образом, можно утверждать, что если векторы х, z � Rn не коnлинеарны, 
то для любого о:0 сумма Q(o:; о:0 ) для параболической регрессии много
экстремальна. 

Теперь рассмотрим другую, более реальную регрессию, для которой 
ответ прямо противоположен. Итак, пусть [1 (о:) = g (о:тх1) - квазилиней
ная регрессия (см. § 3 , rл. 1 ) . Рассмотрим сначала случай одного оцени
ваемого параметра. Будем считать g строго возрастающей, т .е .  g' > О. Оче
видно, для нее 

а 
Q(o: ; o:o ) = � (g(o:ox;) - g(o:x1)i , 

1 - ,  , - Qa = �(g(o:x;) - g(o:ox;))g (о:х;)Х; . 2 
Возможнь1 два варианта. 

А. Последовательность х1 , • • •  , Xn "одного знака". Пусть для опреде
ленности х1 > О. Тогда если о: < о:0 , то о:х1 < о:0х; и, в силу возраста
ния g, g (o:x1) < g (o:0x1)  и Q� < О. Если о: > о:0 , то g (o:x1) > g (o:0x,)  и 
Q� > О. Но Q� (о:0 ) = О, значит, уравнение Q� = О имеет единствеиное реше
ние о: =  о:0 • 
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Б . Последовательность х 1 , • • • , Xn "имеет разные знаки". Перенумера
цией наблюдений можно добиться того ,  чтобы х 1 � • • • �х k _ 1 < О < х k � . . . - -, - ,  
• • •  � Xn . Соответствующим образом разобьем Q" = Q1 + Q2 , где 

k- 1 Q � = 2 � ( g(axt) - g(a0xt))g'(ax1)x1, 

- n 
1 

Q; = 2 � ( g(ax,) - к(a0x,))g'(axt) х1 . k 
Пусть а <  а0 • Тогда ах1 > а0х1 цля i = 1 ,  . . .  , k - 1 ,  поэтому Q� (а) < О .  -, Для х1 > О имеем ах1 < а0х1 ,  и опять же Q2 (a) < О. Если а >  а0 , то для 
i = 1 ,  . . . , k - 1 а;1 < а0х1 и Q� (a) > О. Для i = k, . . .  , n и в  этом случае 
ах1 > а0х1 и Q� (a) > О. Таким образом, как и в случае А, Q' (а) < О при 
а <  ао и Q' (а) > О  при а > а0 • Следовательно, как и прежде, а = ао -
единственный корень уравнения Q '(a) = О.  

Изучим теперь многомерный случай квазилинейной регрессии. Допус
тим, помимо корня а = а0 система уравнений 'д Q/'да = О имеет другой 
а = а1 . Соединим точки ао и а1 прямой Ла0 

+ ( 1 - Л) а1 , - оо < Л <  оо , 
и рассмотр,им функцию 

Q(Л) = Q(Ла0 + (1 - Л)а1 ) . 

Очевидно тогда Q' (О) = Q' ( 1 ) = О. Таким образом, для того чтобы Q была 
одностационарной, дос rаточно, чтобы она бьmа таковой на любом луче, 
исходящем из а0 • Но на луче Лао + ( 1 - Л) а1 многомерная квазилиней
пая регрессия превращается в одномерную g ( (Ла0 

+ ( 1 - Л) а1 ,  х;) )  = 
= g (Лw1 + u1)...!.. w1 = ( (а0 - а1 ) , х,) , и1 = (а1 , х1) , для которой односта
ционарность Q бьmа доказана ранее. 

Итак, для квазилинейной регрессии математическое ожидание суммы 
квадратов ( 4.2) является всегда одн�стационарным ( одноэкстремаль
ным) 1 ) . 

Свойство одностационарности или многостационарности математическо
го ожидания суммы квадратов - свойство самой модели регрессии. По
нятно, что чем адекватнее модель, тем меньщее количество локальных 
минимумов будет иметь соответствующая минимизируемая функция. 
Хотелось бы, чтобы в пределе, т.е. в том случае, когда данные в точности 
"ложатся" на модель, сумма квадратов была бы одностационарной (в част
ности, многоэкстремальной) . Собственно, это и означает одностационар
ность функЦJ;�И (4.2) . Если для любого а0 функция (4.2) многостационарна 
по а, то какова бы ни была высокой степень адекватности модели (кото
рую измеряем величиной inf Q (а; у) )  , для некоторых наблюдений сумма 

" 
квадратов будет многостационарной. Это означает, что одностационар-
ность (4.2) в пекотором смысле - условие "правильности" (адекватности) 
модели. 

1 ) Фактически доказано большее : ЛIDiейная одностационарность Q, т.е. односта
ционарность на любом отрезке прямой. 
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Сушествует наглядное условие , практически эквивалентное условию 
одностационарности математического ожидания суммы квадратов . Для 
простоты ограничимся случаем одного оцениваемого параметра. 

OnpeдeлeiOfe. Кривую регрессии f(cx.) , сх. Е R 1 , называем однонаправлен
�tой , если для любого сх.0 Е R 1 

и 
( f(cx.) - f(cx.o ))тj (сх.) > О, сх. > СХ.о , 

(4.4) 

Легко видеть, что левые части неравенств в определении совпадают с 
1 -

производной функции - Q ( сх.; сх.0 )  • Поэтому если кривая регр�ссии яв-
2 

ляется однонаправленной, то функция Q(cx.; сх.0 ) будет одностационарной 1 ) . 
Однонаправленность кривой будет существенно использоваться в сле

дуюших главах при построении критериев одностационарности суммы 
квадратов, Там же будут приведены достаточные условия однонаправлен
ности. 

1 ) Можно показать, что квазилииейные регрессии являются однонаправленными 
(см. § 3 гл. 4) .  
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ГЛАВА З 

К'РИГЕРИИ ЛОКАЛЬНОЙ ВЫПУКЛОСТИ 

Понятие выпуклой функции является центральным в теории оптимизации. 
В зависимости от того, является ли минимизируемая функция выпуклой 
или нет, можно говорить о применении тех или иных методов минимизации, 
их сходимости и скорости сходимости. Выпуклая функция определяется 
на выпуклом множестве: Говорят, что F (х) ,  х Е Rm выпукла на выпук
лом множестве S С Rm , если для любых х1 , х2 Е S и любых О �  Л �  1 
имеет место неравенство F (Лх1 + (1 - Л)х2 ) � Л F (х 1 )  + ( 1 - Л) F (х2 ) ,  
и строго выпукла , если неравенство является строгим при О < Л < 1 ,  
xl =l= i2 . 

К сожалению, на практике минимизируемые функции редко оказыва
ются выпуклыми. К подобного рода функциям относится и сумма квад
ратов отклонений. Как следует из предыдущей главы, она, вообще гово
ря, является не только. невыпукпой, но, больше того, многоэкстремальной. 
Поэтому можно говорить лишь о ее локальной выпуклости. Дадим четкое 
определение этому понятию. 

Пусть F (х) - достаточное число раз непрерывно дифференцируемая 
функция, ограниченная снизу на Rm . Говорим, что эта функция (строго) 
локально выпукла в точке х0 Е Rm , если найдется окрестность этой точки 
иенулевого радиуса, в которой F (х) (строго) выпукла. Говорим, что F (х) 
(строго) локально выпукла на открытом (не обязательно выпуклом) 
.множестве S С Rm , если она (строго) локально выпукЛа в каждой точке 
этого множества. Говорим, что F (x) (строго) локально выпук1.а на .мно
жестве S (не обязательно открытом) с непустой внутренностью S , если эта о 
функция (строго) локально вьmукла на S .  

Для строгой локальной выпуклости функции F (x) в точке х0  достаточ
но , чтобы гесспаи o 2F (x0) /ox2 был положительно определен. Это следует 
иЗ непрерывности гессиана и непрерывности минимального собственного 
числа как функции элементов матрицы. 

В данной главе строятся критерии локальной выпуклости суммы квадра
тов , причем в качестве множества S берется множество уровня. Соответст
вующие формулы иллюстрируются на некоторых классах нелинейных 
регрессий в § 3. Последний параграф этой главы посвящен проблеме суже
ния априорного множества параметров , которое в контексте рассматривае
мьrх проблем можно понимать как область минимизации суммы квадратов . 
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§ 1 . Криrерий локальной вы�ости. суммы квадратов 

Итак, рассмотрим сумму квадратов отклонений как функцию параметра 
a E Rm : 

n 
Q(a) = � ( У; - fi(a)i . 

i= 1 
Для простоты будем считать, что априорное множество параметров Л 
совпадает со всем пространством. Задача состоит в том, чтобы найти такие 
подмножества пространства Rm , на которых Q (a) была бы локально вы
пуклой функцией, т.е. на которых rессиан Q (a) бьm бы положительно опре
делен. Для исследуемой функции эти множества удобно искать в классе 
множеств уровня. 

Как легко проверить, 
1 д2 Q 
2 

-2 = Fт(a)F(a) - �( У; - !1 (а))Н1(а) ; ( 1 . 1) да 
здесь и далее 

д! F(a) = - , 
да 

i = 1 ,  . . . , n, 

- соответственно матрица первых провзводных порядка n Х т полноГо 
ранга и матрица вторых провзводных порядка т Х т функции регрессии. 
Предположим для простоты а Е R 1 ; тогда 

1 d2Q . . .  
- -2- = � N (a) - � ( у1 - /;(а))/; (а) = 
2 da 
= l l /(a) ll 2 - ( У r- f(a) ,  i(a)) , ( 1 .2) 

где /(а) - вектор n Х 1 первой производной, f(a) - вектор n Х 1 второй 
производной функции регрессии /(а) из Rn. Применим к ( 1 .2) неравен
ство Коши-Б уняковского : 

1 d2Q . . . 
2 da2 ;;;. ll f(a) ll 2  - ll y - f(a) ll ll f(a) ll ; ( 1 .3) 

поэтому, если обозначШ'ь 

- . ll /(a) ll 4  
QLc = inf -. ...:. . ...:....__ 

cr ER 1 l l f(a) ll 2  
( 1 .4) 

то, как следует из ( 1 .3) , для всех а таких, что Q (a) < QL C • имеем 
d2 Qfda2 > О. Таким образом, нами установлено , что на множестве уровня 

S(QLc) = { a ERm : Q(a) < QLc }  ( 1 .5) 

сумма квадратов (строго) локально выпукла 1 ) • Ветрудно обобщить этот 
результат на многомерный случай (рис. 1 1 ) . 

1 ) Нижний индекс L C  - первые буквы от английского Local Convex - локально 
выпукла, смысл верхней черты у QLc будет объяснен ниже. 
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Рис. 1 1 .  Множества уровней локальной 
и глобальной выпуклости суммы квад
ратов 

Теорема 1 . 1 (критерий локаль
ной выпуклости) .  Обозначим 

QLc = 
(vтFт(a)F(a) vi 

= inf min 
a ER m v ER m "f-(vтHt (a) vi 

( 1 .6) 

Тогда на множестве уровня (1 .5) 
сумма квадратов локально вы
пукла (гессиан положительно опре
делен) 1 ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Для то
го чтобы гессиан Q (a) бьт по

ложительно определен, необходимо и достаточно , чтобы для любого v * О 
v тF т(a)F(a) v - "f- ( Yt - ft (a) ) vтHt (a) v > О. 

Применяв неравенство Коши-Буняковского , получим 
1 д2 Q 
- ll т -- V ;;г: 
2 да2 
;;г: vтFт(a)F(a) v - ["f-( Yt - fi (a))2 ] 1 f2 ["f-(vтH; (a) vi ] 1 /2 , 

откуда и следует утверждение теоремы . 
В пекотором смысле значение ( 1 .6) для данной нелинейной модели 

регрессии является верхней гранью значений сумм квадратов , при которых 
гессиан д 2 Qfдa2 положительно определен. Этим объясняется верхняя чер
та в ( 1 .6) . В последнее утверждение вкладываем следующий смысл : пусть 
Q" > QL C • тогда для данных функций f1 (a) , i = 1 , . . .  , п , можно подоб
рать такие наблюдения у 1 , • • • , Yn и а0 Е Rm ,  что Q (a0 ; у) = Q", а 
д 2 Q (а0 ; у) fда2 не является неотрицательно определенной матрицей . До
казательство этого факта следует из достижимости неравенства Коши-
Буняковского. В связи с этим значения суммы квадратов , меньшие QL С • 
будем обозначать QL C · Тогда для всех а :  Q (a) < QL c сумма квадратов 
локально выпукла. Значение уровня суммы квадратов ( 1 .6) , задающее 
локальную выпуклость , не зависит от наблюдений у 1 , • • • , Yn · Иногда, 
используя специфику конкретной нелинейной регрессии, удается найти 
более высокое значение уровня, не зависящее от наблюдений . Это возмож
но, в частности, для логлинейных и степенных регрессий (см. § 3) . 

Вычисление значения QL с по формуле ( 1 .6) в многомерном случае свя
зано с неудобством рассмотрения I!IYX минимумов . Ниже будет показано, 
как за счет некоторого пониженил QL с в ( 1 .6) можно снять минимум по v . 

1 ) Если знаменатель дроби равен нулю, значение дроби полагаем равным + оо .  
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Предварительно сделаем несколько замечаний по поводу обозначений . 
На протяжении этой книги запись А � В (А < В) для двух симметриче
ских матриц одного порядка будет означать, что матрица В-А неотрица 
тельно (положительно) определена. Если А - симметрическая матрица , 
то под Лm in (А ) понимаем минимальное собственное число этой матрицы. 
Напомним, что если А - симметрическая матрица , то все ее собственные 
числа деiiствительны ; если А > О (А � О) ,  то Лm in (А ) > О (Лm in (А ) � О) . 
Минимальным обобшенным собственным числом симметрических квад· 
ратных матриц А и В одного порядка называется минимальный корень 
алгебраического уравнения 1 А - Л В 1 = О. Если А и В положительно опре· 
делены, то это значение положительно . Можно показать , что оно равно 
минимальному собственному числу матрицы А В - 1 , которое, как и в случае 
симметрической матрицы, будем обозначать Лm in (АВ - 1 ) . Если минималь· 
ное обобшенное собственное число матриц А и В обозначить через Л *'  то 
для всех Л < Л .  матрица А - ЛВ является положительно определенной . 

Воспользуемся следуюшим матричным неравенством, которое можно 
рассматривать как обобшение неравенства Коши-Буняковского . 

Лемма 1 . 1 .  Пусть е1 - действительные числа, Н1 - симметрические 
матрицы т Х т, i = 1 , . . .  , n. Тогда 

('J:. e1H1)2 � 'J:. ei'J:.Hi .  ( 1 .7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о 1 ) . Обозначим через L диагональную матрицу 
т Х т с i ·м диагональным элементом Л1 . Очевидно , что 

Р(Л1 , • • • , Лm ) = P(L) = 'J:. (H; + e1L )2 � О. ( 1 .8) 
Раскроем скобки :  

P(L) = 'J:. (Hi  + e;H;L + e1LH; + eiL2 ) 

( 1 .9) 

Допустим, что ( 1 .7) не верно . Тогда найдется такой вектор s Е Rm , что 

Положим для j = 1 , . . . , т 

л .  = 
• { любое, если s; = О , 

1 -('J:. e;H;s);f'J:. ei fs; , если s; * О. 

( 1 . 1 О) 

1 ) В следующем параграфе будет дано другое доказательство этого неравенства. 
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Тогда для соответствуюшей диагональной матрицы L • имеем 

(L • + � "f.e1H1) s = О .  
"f.ei 

Поэтому, домножая ( 1 .9) слева на sт и справа на s ,  получим 

sтP(L *) s =-sт ["Е. ер::д/ - ("f.e1H;)2 ] s < О ,  

что противоречит ( 1 .8) .  Лемма доказана. 

( 1 . 1 1) 

Теорема 1 .2. Обозначим. через QL c верхнюю грань значений Q, при ко
торых 

Fт(Ot)F(Ot) - ..{Q("f.H12 (0.)) 1 12 � 0 'fl at ERm, 
т. е. 

QLc = inf т Л� in [Fт(at)F(at) ("f.H12 (at)Г 1 12 ] . 
a ER 

Тогда на множестве уровня 

S(QLc) = { at ERm : Q(at) < QLc } 

( 1 . 1 2) 

( 1 . 1 3) 

сумма квадратов Q (at) строго локально выпукла (в каждой точке S (QL с) 
гессиан Q ( Ot) положительно определен) 1 ) • 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В припятых обозначениях, как следует из 
предьщушей леммы, 

"f.(Y; - ft(at))H,(at) " ("f. ( y1 - {; (at))2 )1 12 ("f.H/ (at))1 / 2 = 

= Qt f2 (at) ("f.H/ (at))t / 2 . 
Поэтому 

1 д2 Q 
- -- � FT(Ot)F(Ot) - Q1 f2 (0t) ("f.H.2 (0t))1 f2 
2 даt2 ' ' 

откуда и следует утверждение теоремы; 
Пример ВЫЧИСJiеиии 0LC• т = 1. Рассмотрим простейший вид нелинейной регрес

сии с одним оцениваемым параметром (параболическая регрессии) [1 (а) = ах1 + 
+ а2 z1 , i = 1, . . . , n . Эта регрессия уже была рассмотрена ранее в предьщущей главе. 
Как следует из второй главы, при некоторых наблюдениях сумма квадратов этой рег
ресси� мо_:кет быть бимщrльн�, в то

.
м числе

т
невыпуклой. Введем векторные обозна

чения . х - (х1 , • . •  , Хп) , z - (z 1 , • • • , Zп) (считаем, что х и z не коллинеарны) . 
Тогда 

{(01) = OIX + 012z, i(01) = Х + 201Z, {(01) = 2z, 
U t(01) 8 2  = 4 U z  1 2 ,  u i(01) ll 2 = H x + 201z U 2 •  

Легко проверить, что 

min U х + 201Z U 2  = � ( U x  U 2  U z  1 2  - {х, z)2 ) .  а U z U  

1 ) Если матрица 'l;Nj (01) вырождена, то обратную матрицу в ( 1 . 1 2) необходимо 
заменить на обобщенную обратную (см., например, [ 8 ] ) .  
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Поэтому для параболической регрессии по формуле ( 1 .4) · 
1 sin4 <X.'z> u  х u 4 

QLc = -4 б ( ll x o • ll z П '  - (x, z)• )• = 
4 U 11 ' U z U  z 

( 1 . 14) 

Таким образом, можно утверждать, что для всех й< Е R 1 таких, что Q (й<) < QL C• 
имеем d ' Q/dй<2 > О. 

Для параболической регрессии можно непосредственно найти условие выпуклости 
суммы квадратов. Действительно, как петрудно убедиться, для этой регрессии 

- d ' Q  
= � [6 й<2 z ? + бй<Х ·Z · + (х? - 2z1y .) ) 

2 dй<2 1 1 1 1 1 
= 6a2 �z] + 6 й< �х1z1 + �(xj - 2z1y1) . 

Поэтому d ' Qfda2 > О для всех а Е R 1  тогда и только тогда, когда дискриминант 
соответствующего квадратного трехчлена меньше нуля, другими словами, когда 

D =  36 (�X;Z;)2 - 24 �z� � (x{ - 2Z;Y;) < 0. 

Последнее неравенство в векторной форме эквивалентно 

4 11 z ll 2 (z, y) + 3 (x, z )2 < 2 11 x ii 2 U z 11 2 ,  
или 

А 2 4 cos2 1х z) .;; - - -� ' 3 3 
(х, у) 
IIXIi2 . 

Последнее неравенство определяет верхнюю границу степени коллинеарности векто
ров х и z . В другой записи, относительно вектора наблюдений у, оно имеет вид 

(z, y) < U x ll ' (� -f cos2 ({.'z)) 
и опр"еделяет в Rn некоторое полупространство, ограниченное гиперплоскостыо с 
направляющим вектором z .  Таким образом, если последнее неравенство для данного 
набора наблюдений имеет место, то сумма квадратов параболической регрессии вы
пукла для всех - со < а < со . 

Задача нахождения оценки снизу для QL с является в общем случае 
многомерной. Ее можно свести к одномерной, рассматривая всевозмож
ные прямые в пространстве параметров Rm и соответствующие им нели
нейные регрессии с одним оцениваемым параметром .  

Итак, рассмотрим множество всех прямых в Rm . Их, очевидно , можно 
описать как а = Лv + s ,  где s Е Rm , v Е Rm , - оо < Л <  оо .  Фиксируем 
эrу прямую выбором некоторых v , s Е Rm . Соответствующая функция 
рег�ссии есть '{J (Л) = f (Лv + s) , где /: Rm -+ Rn - исходная функция 
регресс.ш. Очевидно 

ф(Л) = F(Лv + s)v, �;(Л) = v т Н1(Лv + s) v. 
Вычислим для функции регрессии '{J ( Л) значение QL с по формуле ( 1 .4) . 
Тогда 

= inf (vтFт(Лv + s)F(Лv + s) v)2 
л '1:,(vтH1(Лv + s)vi 

Покажем, что 

где слева стоит значение ,  вычисленное по формуле ( 1 .6) . Это следуе'r из 
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того, что если Л пробегает значения из R 1 , s из Rm , то при фиксирован
ном v значение Лv + s "покрывает" все пространство Rm ; формально 

- . . (vтFт(Л.v + s) F(Л.v + s) vi inf QL c (v, s) = шf шf 2 л , v , s  v л, s � (vтН; (Лv  + s)v) 
= 

§ 2. Один общий метод получения числовых неравенс-m 

В этом параграфе мы сделаем небольшое отступление от развиваемого 
подхода построения критериев проверки совпадения данного локального 
минимума суммы квадратов с глобальным. Здесь будет изложена одна 
идея получения и доказательства числовых неравенств достаточно широ
кого класса. Представляется, что предлагаемый метод может иметь обший 
интерес . С помошью этого метода далее будут строиться неравенства, не
обходимые для исследования суммы квадратов нелинейной регрессии. 
Излагаемый метод будем называть оптимизационным методом получения 
числовых неравенств. 

Суть этого метода такова. Пусть S (а 1 , а2 , • • •  , ап) - непрерывная функ
ция на Rn, относительно которой необходимо установить некоторое нера
венство (функция S формально может зависеть и от других переменных, 
однако I'.X для простоты во внимание не принимаем) . Базой неравенства 
называем множество В С Rn. Требуем от базы, чтобы она бьmа компак
том. Оптимизационный метод будет предложен в случае, когда база зада
ется через функцию базы неравенства (короrко : функцию базы) ; это есть 
непрерывная функция р(а 1 , а2 , • • •  , ап) .  Тогда за базу неравенства мож
но взять 

B(I(J) = { a ERn : p (a) = I(J } , I() E R 1 , (2. 1 )  

причем 1{) таково, что В (1{)) * ф .  Замкнутость В (1{)) гарантируется непре
рывностью р. Для того чтобы получить вдобавок и ограниченность базы, 
достаточно, например, потребовать, чтобы "на бесконечности р было рав
но бесконечности", более точно, чтобы 

l p (a) l -+ 00, ll a ll -+ 00• (2.2) 

Функция базы может быть и векторнозначной, это не принципиально. 
Далее, поскольку В (1{)) - комиакт для любого 1(), то на нем S (а) дости

гает своей нижней и верхней границы . Для простоты речь будем вести о 
верхней границе. Пусть для данного 1{) вектор о ('1') дает максимум функ
ции S (а) на (2. 1 ) . Тогда по определению 

S(a) �  S(a(I{J)) = R (I{J) ,  a E B(I{J) , I{J ER 1 , 
где обозначено S (a(I{J) )  = R (I(J) . Но принимая во внимание , что 1{) = р(а) , 
приходим к окончательному неравенству 

S(a) �  R ( p (a)) , a ERn . 
При нахождении оптимума функции S (a) на B (I{J) можно пользоваться 
четодом множителей Лаrранжа. 
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Предлагаемый метод может быть использован и тогда, когда множество 
(2 . 1 )  не является компактом (как правило , это будет иметь место, если 
р(а) "не уходит в бесконечность", т.е. не выполняется (2.2) ) . Тогда необ
ходимо требовать, чтобы для любого IP функция S (а) бьmа ограничена 
сверху (или снизу) на В (IP) . Поясним предлагаемый метод на примерах . 

1 . Неравенство Коши-Буняковского. Оно, как известно , имеет вид 

(2.3) 

Допустим, нам неизвестно неравенство (2.3) , но мы хотим оценить сверху 
величину �at Ь1 •  Разумеется, не делая других предположений, функцию 

S(a 1 , • • •  , ап) = �a;bi 
оценить сверху нельзя, поскольку она неограниченная . Однако это можно 
сделать на компакте. Одним из простейших компактов является сфера 
В Rn : 

B(IP) = { a e Rn : ll a ll 2 = 4р} ,  IP ;;;;. o . 

Иrак , найдем 
max S(a1 , • • •  , ап )  = max � aibt. 

а ЕВ(ор) . I: al= ор 

Введем функцию и множитель Лагранжа : 
L (a1 , . . .  , an ; Л) = �aibi- Л(�а: - �.Р) .  

Необходимое условие экстремума имеет вид 
дL -
д
- =  Ь; - 2 Ла; = О, i = 1 , . . . , n , 
а; 

откуда, подставляя �а: = !р, находим 

2 Л  = 
± (_.!_ )1 /2 . 

� ь: 
Таким образом, имеем два решения. Первое соответствует положитель
ному значению Л , второе - отрицательному. На основе проведеиного ана
лиза можно убедиться, что 

max �а1Ь1 = w у'Щ ,  (2 .4) 
I: al= ор 

min �arb; = -w J'fhf. (2.5) 
I; aj= ор 

То, что эти значения соответствуют локальным максимуму и минимуму, 
следует из того, что д 2L /да2 = -2Л (при Л >  О гессиан L отрицательно 
определен, при Л < О положительно определен) . Но других стационарных 
точек L не имеет, значит, локальные экстремумы совпадают с глобаль
ными. Итак, подставляя в (2.4) и (2.5) IP = �а: , получаем требуемое 
неравенство : 

-..л,;ii v'fh; Е;; �а;Ь; Е;; � дhl. 
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2. Неравенство Гёльдера : 
'l:,a;b; �  ('l:, l a; I P )1 1P('l:, l b; l q) l fq , 

rде р ;;;. 1 , q ;;;. 1 ,  1 /р + 1 /q = 1 .  
(2.6) 

С точки зрения рассматриваемого оптимизационного метода неравен
ство Гёльдера отличается от неравенства Коши-Буняковекого базой. 
А именно, в (2.6) за базу примем компакт 

B(IP) = { a ERn : 'l:, l a1 1 P = !p }, 
который при р > 1 является дифференцируемым многообразием. Заме
тим прежде всего, что для доказательства (2.6) достаточно считать 
а; > О, Ь; > О. Функция Лагранжа равна 

L (a1 ,  • • •  , an ; Л) = '2:, а;Ь; - Л('I:,af - 1/1), а1 ;;;. О. 
Необходимое условие экстремума (не теряя в общности можно считать 
Ь; > О, р > 1 ) :  

дL 1 -�- = Ь1 - рЛаf- = О, i = 1 ,  . . . , n. 
ua; 

Как и в случае неравенства Коши-Буняковского, последняя система 
имеет два решения в зависимости от знака Л . Положительное, нетрудно 
убедиться, приводит к максимуму, отрицательное - к минимуму. Та
ким образом, 

1 'l:,a;b; l � IP 1 1P('2:, 1 b; l q) l fq 
или 

1 'l:,a;b; l � ('l:, l a1 1 P)1 1P('l:, l b; l q) l fq. 

3. Неравенство между средним арифметическим и средним квадрати
ческим : 

(� '2:,а1у � ; 'l:, a: . 

Положим 

S(a1 , • • . , ап) = '2:,а1, B(IP) = { а ERn : 'I:,af = !р }. 
Тогда 

L (al • · · .  , ап ; Л) = 
дL 

= '2:,а1 - Л('I:,af -!р); � = 1 - 2 Л а; = О, i = 1 , . . .  , n , 
да; 

(2.7) 

откуда следует, что a; = const = 1/2 Л = ±(IP/n) 1 12 •  Положительное значение 
корня соответствует максимуму S, отрицательное - минимуму. Итак, 

-vn ('2:,af ) l f2 � 'l:,a; � vГn ('2:,a: ) l f2 , 

что эквивалентно (2.7) . 
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Нетрудно доказать обобщение неравенства (2. 7) : 

( 1 � 1 /р ( 1 � 1 /q 
;; � a fJ � ;; � a 1j ' а; > О, q � p > O. (2.8� 

В этом случае слецует положить 

S(a 1 , . . .  , ап) = �af, р (а 1 , . . . , ап) = � а1 . 
4. Неравенство между средним геометрическим и обобщенным средним 

арифметическим. Положим 
n 

S(a 1 , • • • , ап) =  П а; , 
i= 1 

а за функцию базы неравенства возьмем 

n 
р(а 1 , . . .  , ап) = � l a; I P , р � 1 . 

1 
Найдем 

max S(a 1 , . . .  , ап). 
р (а 1 , • • • , ап)=tр 

Состав"м функцию Лаrранжа: 
n 

L (a 1 , . . .  , an ; Л) = П  а; - Л(� l a; ! Р - !{)). 
Пусть а; >  О, тоrда 

дL 
-- = П а · - р Л аР- 1 = О, да; i*i  1 t i =  1 , . . . , n. 

До множим каждое из предыдущих равенств на соответствующее а; > О. 
Тоrда 
n 
П ai - p Л a f= O, i = 1 , . . .  , n , 
1 

т.е. а; = const = (l{)/n)1 1P , поэтому (а; >  О) 

max ll а; = ('!_)
nfp , 

т. а /!= .р 1 n 
1 

а значит, при а1 > О  

ll а· � (.!_ � a P)
n fp 

1 i ' 
1 n 1 

ИЛИ 
n 1 /n ( 1 n ) 1 /р 

( П а;) � - � а 1! . 
1 n 1 1 (2.9) 
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В частности, при р = n получим следующее неравенство : 
n 1 
П а; � - 1: а? .  
; n 1 

Полагая a i  = ехр (cxx;/n) , из последнего неравенства получим 

1 n 
ехр(сх х )  � - 1: ехр(сх х;) . 

n 1 

• (2 . 1 0) 

(2 . 1 1 ) 

Оно , кстати, является следствием вьmуклости функции ехр. Этим нера
венством мы воспользуемся в дальнейшем. 

5 .  Установим с помощью оптимизационного метода еще одно интересное 
неравенство : 

n - 1 1r n 
1: (ан 1 - a;i � 4 cos2 - 1:  а�. 1 2n 1 1 

Положим здесь 

(2 . 1 2) 

Грубая верхняя граница для S (a 1 ,  • • • , ап) , выраженная через р (а 1 , . . .  
. . . , а п) , устанавливается элементарно : 

n - 1  n - 1 n - 1  
S(a 1 , . . . , ап) = 1: а�+ 1 - 2 1: а;н а; + 1: а�� 

1 1 1 1 1 
n n 1 12 n - 1 1 12 n n 

� 1: а2 + 2(  1: а� ) ( 1: а� ) + 1: а� � 4 1: а12 • 
l i 2 1 1 1 1 1 1 

Найдем более точное неравенство . Составим функцию ЛагрЗJiжа 
n - 1 n 

L (а 1 , . . . , ап ; Л) = 1: (а;н - а;)2 - Л( 1: а� - I{J). 
1 1 1 

Необходимое условие экстремума имеет вид системы уравнений : 
"дL 
-- = 2(а 1 - а2 ) - 2 Л а 1 = 0, "да 1 

"дL 
-- = 2 (а; - а;_ 1 ) + 2 (а; - а;н) - 2Ла; = О, 2 � i � n - 1 , "да; 

Эта система в матричном виде может бьпь переписана как 
(Н - Л! ) а = 0, 
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где 
1 -1  

-1  2 -1  о 
-1  2 1 

Н = 

о -1  
1 

(2. 1 4) 

- трехдиагональная симметрическая матрица, в которой Н 1 1  = Н nn = 1 , 
остальные диагональные элементы матрицы равны 2 ;  элементы, стоящие 
на соседних параллельных диагоналях, равны - 1 .  Таким образом, 7i яв
ляется собственным вектором Н, Л - ее собственным числом. Известно 
[ 1 2 ] , что матрица (2. 1 4) имеет n собственных чисел 

"Aj = 2� - cos � ). j = О, 1 , . . .  , n - 1 , 

с соответствующими собственными векторами 

_ ( ,'1r Зj1r (2n - 1)j1Т ) 
а . = cos - cos -- , . . .  , cos . 

J 2n  ' 2п  2n 

Из (2 . 1 3) следует, что 3 2 L/д  7i 2 = Н - Л/, поэтому для того, чrобы найден
ное решение соответствовало максимуму, необходимо , чтобы матрица 
Н - Л/ бьmа неположительно определена ; значит, Л должно отвечать макси
мальному собственному числу, т.е. 

Л =  2� - cos 
1r(n

n

- 1) ) 
= 2(1 - cos ; ) 

с собственным вектором 

� n+ 1  . (2n -- 1 )7Т)т 
-sin , . . .  , (- 1 )  sm 

2n 2п 

Итак, решением системы является вектор а п- 1 с точиостью до постоян
ного множителя. С помощью известных тригонометрических формул 

а (2n + 1 )  
cos - - cos а n 

1.: sin ia = 
2 2 

1 а 
2 sin 

2 
(2n + 1 )  а 

sin а - sin n 2 2 1.: cos ia = 
а 

2 sin 
2 
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петрудно доказать, что 
n 2i - 1  n 21Т  
� cos -- 1r =  � cos - i = O. 

n 1 n 
Поэтому для векюра а п- 1 

""" а = """ stn '----'-- 1Т = - � 1 - cos -- 1r = - , � 2 . � • 2 
(2i - 1 )  1 n � 2 i  - 1 'l n 

1 1 1 2п 2 1 n 2 

n - 1 n - 1 � 2i - 1  2 i + 1 'l2 
� (ан 1 - щi = � sin -- 1r + sin -- 1Т = 
1 1 2n 2п 

1Т 
= 2  cos2 -

2n 

n - 1 (,  2 1Т  ,'\ 7 \1 - cos -;;- ;_; .  
Но 

n - 1 (, 21Т  ;'\ 7 \1 - cos --;;- �= (n - 1 ) -
n - 1  21Т  

n 21Т  21Т  

� cos - i = 
n 

= (n - 1) - �  cos - i + cos - n = n. 

Поэтому 

1 n n 

n - 1  1Т 
� (ан 1 - а;)2 = 2 n cos2 
1 2n 

Подставляя полученные значения в S (а1 , • • •  , а п ) , приходим к неравенст
ву (2 . 1 2) . Напомним, чrо оно достигается на векторах а = (а 1 , • • • , ап ) ,  
коллинеарных а n- 1 . Заметим также, что 
n - 1  n 1Т 
� (ан 1 - а;)2 1 � а� <;; 4 cos2 - t 4 n � оо. 1 1 1 2n ' 

Предлагаемый меrод позволяет. получать неравенства в условиях огра
ничений, что классическими методами бывает сделать не всегда просто . 
Рассмотрим, в частн'ости, следующий пример. 

· 
6. Неравенство KoПDI - Буuковского в условиях линейного ограии

п 
чения. Допустим, необходимо оценить сверху сумму � а 1 Ь1 при условии, 
что 1 

(2 . 1 5 )  

Базой неравенства, очевидно, будет 

В(.р) = { а ERn : 11 а 112 = .р, (а, g) = О } . 
Составляем функцию Лагранжа: 

L (а 1 , • • •  , ап ; Л1 , Л2 ) = � а; Ь; - Лl (� а: - .р) - Л2 'I:. at Ki · 
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Необходимое условие экстремума: 

дL , 
-- = b1 - 2X1at - X2 gt= O, i = 1 , . . .  , n ; 
oai 

отсюда 

1 
at = 2х 1 

(bt - Х2 gt). 

Из условия (2 . 1 5) очевидно следует, что 

� = Т, b; CtfТ,g: · 
Значение 2Х1 найдем из условия Т, а; = '{) :  

2Xt = [Т,(Ьt - Х2 gt)2 /'{)] 1 12 •  
Подставляя найденные значения для Х2 и Х 1 в (2 . 1 6) , получим 

'{)1 /2 

Однако петрудно проверить, что при найденном значении 

Т,(Ьt - Х2 gt)2 - = �(bt - X:z gt) bt = 

= [Т, ь� т, ct2 - (Т, ht сд2 J IТ, с� . 1 1 
Поэтому окончательно 

т, atbt Е;; (Т, а: ) 1 / 2 [ т, Ь� т, g� ;
g
�т, bt Ct)2 ] 1 / 2 

при условии (2. 1 5) ,  или 

( )2 2 ( 2 (Т, Ьt Кд2 ) 
Т, а1 Ь1 Е;;; (Т, а1 ) Т, Ь1 -

Т,g2 • 
i 

(2 . 1 6) 

(2. 1 7) 

Последнее неравенство в скалярной форме после элементарных преобраэо
ваний может быть переписано как 

cos2 (а�Ь) Е;; sin2 ( к:ь ), g 1 а. 
Неравенство (2 . 1 7) будет существенно использовано нами в следующей 
главе. 

Заметим, что неравенство (2 . 1 7) может быть доказано другим, более 
элегантным способом. Из (2 . 1 5) при любом k Е R 1 по неравенству Коши 
Буняковекого 

(Т, ai bt)2 = (Т, at ht - k Т, а; gt)2 = 
= [Т, at(bt - kgt)] 2 Е;; Т, а: Т,(Ьt - kcti , 

но 
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7 .  Предлаrаемый метод получения неравенств очень удобен в том случае , 
когда необходимо оценить некоторое выражение сверху или снизу в терми
нах другого выражения. Разумеется, можно попытаться приспоеобить для 
этих целей другие известные неравенства, воспользоваться выпуклостью 
или вогнутостью функций ; оптимизационный же метод сразу приводит 
к решению. Так, допустим, необходимо оценить снизу выражение 

"); а;(Ь; + с; а;) (2 . 1 8) 
в терминах � а; при условии, что с; > О. Составляем функцию Лагранжа 

L(a 1 , . . .  , an ; Л) = "l:- a;(b; + с; а;) - Л("l:- а; - 1,0) 
и находим ее экстремальные точки : 

дL 
-а- = Ь; + 2с; а; - Л =  О, i = 1 , . . . , n ,  

а; 
откуда а ; = ( Л - Ь1 ) /2с; .  Принимая во внимание, что � а 1 = 1,0 , находим 
Л = (21,0 + � Ь ; с .- 1 ) / � с :-1 • Подставляя в L найденные значения а; и Л , опре-1 1 деляем экстремальное значение функцианала (2 . 1 8) , оно соответствует 
минимуму, поскольку д 2 L/д а: = 2ct > О. Таким образом, приходим к 
неравенств у 

[ (2 "l:- a . + "l:- b1 c:- 1 )2 

J 
1 1 1 2 - 1 "); а; (Ь; + с;а;) -;;?; 4 "); _ 1 - "); Ь ; с ; , 

с ; 
С; > О .  

Читатель, видимо, согласится с тем, что получить это неравенство (имен
но получить, а не доказать) стандартными методами весьма трудно . 

До сих пор техника предлагаемого метода бьmа продемонстрирована на 
достижимых неравенствах. Покажем, как строить недостижимые неравен
ства. Так , допустим, необходимо построить оценку сверху для выраже
ния (2. 1 8) в терминах "l:- а� при условии с1 > О, i = 1 , . . .  , n .  Составляем 
функцию Лагранжа 

L (a 1 ,  • • • , an ; Л) = "l:- a; (b; + c;a;) - Л ( "l:- a; - !р) . 
Находим экстремальные точки 
где· Л - корень уравнения 

ь � 
! "); ___ 1 --2 = 1,0 .  
4 ( Л  - С ; ) 

Экстремальное значение L равно 

этого функцианала а1 

Le = Lе ( Л ) = 
Ь/ (2 Л - с;) 

! "l:- ----
4 ( Л  - c ;) z ' 

причем 

d Л 
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л ь; 
= - - "l:- ----2 ( Л  - с;)3 

Ь; / ( Л - с; ) /2, 

(2 . 1 9) 

(2 .20) 



В условиях максимума д 2L j aa; = 2 (с1 - Л) < О, поэтому Л > с1 • Не те
ряя общности можно считать 

Л > Сп = max Cj . (2.2 1 ) 

Таким образом, получаем следующее неравенство :  

1 ь ; (2 Л ('Р) - с; ) 
� а · (Ь · + с ·а · )  � - � ------1 1 " 4 ( Л - с ; )2 ' 

(2.22) 

где Л = Л  ('Р) - корень уравнения (2 . 1 9) , 'Р = � а ; на множестве (2 .2 1 ) . 
Неравенство (2 .22) неявное , поскольку содержит неявно определяемый 
параметр Л ('Р) . На его основе мы построим сейчас более грубое (уже не 
достижимое) , но явное неравенство. Применим к левой части (2. 1 9) эле
ментарное не равенство � r ;- 1 ;;;:. n 2 / � r 1 .  Получим 

ь 2 2 
1 i n 
- � 2 ;;;:. 2 2 • (2 .23) 4 ( Л  - ct) 4 � ( Л - Ct) / Ь i 

Поэтому корнем уравнения (2 . 1 9) с недостатком будет корень уравнения 
n2 

4 � ( Л - Ct)2 /b� = '/) , 

откуда 

� c; bl + ..jJj 

� ь-:2 
1 

(2.24) 

Теперь замечаем, что на множестве (2.2 1 )  dL e fd Л  < О, поэтому значе
ния Л с недостатком увеличивают значения L е .  Итак, окончательно 

(2.25) 

где Л 1 дается выражением (2.24) . Очевидно, последнее неравенство имеет 
смысл, если D ;;;:. О и Л 1  > сп .  

При построении недостижимого неравенства (2 .25) бьию использовано 
не равенство (2.23) , на основе которого бьmа затем найдена оценка снизу 
Л ('Р) . Вместо (2.23) можно взять другое, более про�тое неравенство 

ь �  ь2 
_!_ � 

1 ;;;:. _!_ п 
4 ( Л - сt}2 4 ( Л - сп)2 ' 
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откуда оценкой снизу для Л (.р) будет Л2 = Сп + 4 .р / 1 Ьп 1. Таким образом, 
вместо ранее полученного неравенства (2.25) получаем еще одно : 

n 
1 

п 
.I: а;( Ь; + с;а;) ..;;; 4 .I: 

i = 1 i = 1 

где 6 t = Сп - с; ;;;;. О . 

n 
ь; ( сп + 8 1: а� / 1 Ьп 1+6;) 

1 
n 

(6; + 4 .I: aj / 1 Ьп 1 )2 

8 . Матричные обобщеiПiя некоторых классических неравенсrв. В даль
нейшем мы неоднократно будем использовать некоторые матричные нера
венства, .являющиеся обобщениями некоторых классических неравенств . 
Займемся обобщением наиболее известного классического неравенства -
неравенства Гельдера (2.6) , частным случаем которого является веравенет
во Коши - Буняковского . Обозначим в (2 .6) 8 = 1 /р , тогда онq перепи
шется как 

.I: а ·Ь · ..;;; ( .I: а � /8 )8 ( .I: Ь 1_ 1( 1 -8 ))1 - 8 
' ' ' ' ' о <  8 < 1 ,  

где не т.еряя общиости можно считать а1 и Ь; неотрицательными числами. 
Менее известно неравенство для значений 8, лежащих вне интервала 

[0, 1 ] 1 ) :  
.I: a,b; ;;;;. (.I: af 18 )8 (.I: bf f(1 -8 >) 1 - 8 , 8 < О  или 8 > 1 ,  

где а; > О ,  Ь; > О ,  i = 1 ,  . . .  , n . 
Найдем для этих неравенств матричный аналог. Начнем со случая О <  

< 8 < 1 .  Итак, пусть а1 ;;;;. О,  В1 - неотрицательно определенная симметри
ческая матрица порядка т·Х т. Тогда утверждаем, что 

.I: a B ..;;; (.I: a 1 f8 )8 (.I: B1 f( 1 -8 )) 1 -8 0 < 8 < 1 i i i i ' • (2 .26) 

где знак неравенства между двумя симметрическими матрицами, как и 
ранее, понимаем в том смысле, что разность между правой и левой частя
ми есть неотрицательно определенная матрица. 

Д о к а з а  т е л ь с т в о (2 .26) . Докажем сначала, что 

а8в1 -8 ..;;; 8al + (1 - 8)B (2 .. 27) 

для произвольных а ;;;;. О, О < 8 < 1 ,  В - неотрицательно определенная 
симметрическая матрица т Х т. Для диагональной В неравенство сле
дует из "пqдиагональноrо" применения элементарного неравенства х8 ..;;; 
..;;; 1 + 8(х - 1 ) , где х ;;;;. О. Для любой симметрической матрицы В возможно 
представление В = Р ЛРт, где Р - ортогональная матрица, Л - диагональ
ная матрица, составленная из собственных чисел матриць1 В, "т " - знак 

транспонирования. Тогда В1 - 8 = РА1 - 8Рт, где (л1 -8 )11 = A�j 8 , j = 
= 1 ,  . . . , т. Теперь заметим, что А ..;;;в тогда н только тогда, когда DтАD ..;;; 
..;;; DтBD, где D - невырожденная матрица того же порядка. Поэтому домно-

1 ) Это неравенство также может быть доказано оптимизационным
_ 
методом. 
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жая (2 .27) слева на рт и справа на Р, придем к эквивалентному неравенст· 
ву с диагональной матрицей, что доказывает (2 .27) . 

Положим теперь в (2 .27) 
a .1 f8 

а -
' В = м- 1 f2B! f( 1 -8 )M- 1 f2 , i = 1 , . . .  , n , - � a1 f8 ' ' 

k k 
где М = � вf l < 1 - 8 > - невырожденная матрица, В1 ;;;:. '0, а1 ;;;:. О. Сумми
руя , таким образом, n полученных неравенств и применяя для каждого из 
них неравенство (2.27) , получаем 

( a 1 f8 ) 8 
� t (м- 1 f2в1 f( 1 -8 >м- 1 f2 ) 1 - 8 � 
1 � а: /8 t 

k 

� � �О 
а: /8 

/ + (1 - 0)М- 1 f2B1 f( 1 -8 )M- 1 f2) = 8/ + (1 - 8)/ = 1. 
i \ � a�f8 t 

Но, с другой стороны, левая часть этого перавеяства есть 

1 
--�м 
(� a� f8 )8 ' 

1 1 - --
2 ( 1 - 8 )  � а,В;М 2 ( 1 -8 )  

Поэтому ,  домножая последнее перавеяство 
придем к (2 .26) . 

слева и справа на М2 ( 1 - 8 > , 

Аналогично доказьmается неравенство 

� а;В; ;;;:. (� а: 18 ) 8 (� в: 1< 1 -8 > ) 1 -8 , 8 < О  или 8 > 1 ,  (2.28) 

где а1 > О,  В1 - положительно определенная симметрическая матрица, 
i = 1 ,  . . .  , n. Для этого сначала необходимо доказать перавеяство 

а8 л1 -8 ·;;;:. Оа/ + ( 1 - 8 )А, 8 < О  или 8 > 1 ,  

где А - диагональная матрица с положительными элементами на диагона
ли , а > О. Последнее перавеяство есть следствие выпуклости функции 
х8 , х > О при 8 < О или 8 > 1 .  

Матричные обобщения перавеяства Гельдера - перавеяства (2 .26) и 
(2 .28) - имеют многочисленные следствия. Так, полагая в (2.28) 8 = 2, 
а1 = 1 /n ,  получим матричный аналог перавеяства между средним ариф· 
метическим и средним гармоническим :  

1 
- � в, ;;;:. п ( � Bi1 )-1 ' 
" 

где В1 - положительно определенная симметрическая матрица, i = 
= 1 ,  . . .  , n . 

Подставляя в (2 .26) В1 = Aj, 1 - 8 = pfq, О <  р < q, а1 = 1/n , приходим 
к перавеяству 

.!_ � АР � (.!_ � AI!)
p fq

, 
n 

1 n ' о < р < q. 

1 1 1  



Возведение в степень с показателем 1 r 1 � 1 является функцией,  матрич
но монотонной [32, с. 468] ' поэтому 

(� }; Afy /P � (-!; }; А7 Y'q . 1 � р � q ,  

монотонность матричных степенных средних (А; - неотрицательно 
определенная симметрическая матрица) . 

Полагая в (2 .26) 8 = 1 /2 ,  приходим к матричному аналогу неравенства 
Kou.m: - Буняковекого 

(2 .29) 

которое бьmо доказано ранее (см. лемму 1 . 1 ) .  Известны и другие формы 
этого неравенства. Так , в [40] доказано неравенство 

т т � т + т }; F1F; � }; F;G; (,.,_ G1G; ) }; G;F; , (2 .30) 

где F1 и G1 - матрицы соответствующих порядков , + - символ обобщен
ного обращения матрицы. 

Теперь перейдем к керавенетвам в условиях линейных ограничений. 
Итак , пусть а1 ,  Ь1 - действительные числа, причем на n чисел а 1 ,  • • •  , an 
наложено т < n независимых линейных ограничений, которые в векторной 
форме запишем как � a;g; = О, где g1 Е Rm . Образуем из векторов { g; }  
матрицу G порядка n Х т. По условию rank G = т . Задача стоит в оценива
нии скалярного произведения (а, Ь) сверху в терминах евклидовой нормы 
1 1  а 1 1 , где а и Ь - вектор-столбцы, составленные соответственно из а; и Ь; . 
Докажем, что имеет место следующее неравенство : 

(а, Ь) � l l a l l  [b т (/ - G (Gт G) - 1 Gт ) b ] 1 12 , Gта = О. (2 .3 1 )  

Действительно , пусть Л Е Rm , тогда по неравенству Kou.m: - Буняковекого 

(а, Ь) = (а. Ь) - (Gта, Л) = (а, Ь - G Л) � l l a l l l l b - G Л I I .  

Но нетрудно показать, что 

min l l b - GЛ II = [bт (/ - G(GтG)- 1 Gт )b ] 1 12 , 
Л E R m 

откуда и следует (2 .3 1 ) , которое можно назвать обобщением неравенства 
Kou.m: - Буняковекого на случай линейных ограничений. В частном случае, 
когда g1 - числа, неравенство (2.3 1 )  превращается в неравенство (2 . J  7) . 

Найдем теперь матричное обобщение неравенства (2 .3 1 ) . Итак , пусть 
.р1 - неотрицательно определенная симметрическая матрица т Х т, g1 -
вектор-столбец т Х 1 ,  }; a1g1 = О. Как следует из неравенства (2.30) , 
при G; = а; Е R 1 

(}; a;F;) ( }; а;F;)т � }; а: }; F1F;т . 
В условиях ограничения }; a1g1 = О для любого Л Е Rm 

(}; а;В;)2 = [ }; а;(В; - ЛgJ )] [ }; а1(В1 - Лg;т )] т � 

� }; а: }; (В; - Лg1т ) (В; - Лg1т )т . (2 .32) 

1 1 2 



Покажем теперь, что для любого Л Е Rm 
"f'- (B; - ЛgJ ) (B; - g; Лт ) � 

� "f'- в: - ("f'- l l к; l l 2 )-1 "f. B;g1 "E. gJB1 ,  (2 .33) 

причем неравенство превращается в равенство при Л = Л . = "Е. В1 g; /"Е. 1 1  g 1 11 2 
Действительно, пусть v Е Rm . Тогда для функции 

Рv (Л) = vт "f. (B; - Лg� ) (В; - g; Лт ) v = ' 

= "Е. 1 1 B; v - g; (Л, v) 112 � Рл(Л. ) ,  
что доказывает (2.33) . Окончательно, с учетом (2.32) и (2.33) получаем 
следующее обобщение неравенства Коши - Буняковекого в условиях 
линейного ограничения : 

("f'- a1B;i Е;;; 1 1 а 11 2 [ "f'- в: -

"f. a1g1 = О. (2 .34) 

Приведеиные в этом параграфе неравенства и описанный метод получе
ния числовых неравенств будут в дальнейшем неоднократно нами ис
пользоваться для построения аналитических оценок в конкретных не
линейных регрессиях. 

§ 3.  Примеры вычисления QL c 

Начнем с простых нелинейных регрессий, в которых уровень локальной 
выпуклости находится достаточно точно. Введем класс полилинейных 
регрес<:<ий, в пекотором роде обобщающих параболическую регрессию, 
рассмотренную ранее . Такие регрессии встречаются, например , в практи
ке эконометрического моделиr;ования . Так, допустим, 

Yr = (o:, xr) + er, t = 1 , . . . , n , (3 . 1 ) 

- пекоторая динамическая линейная регрессия, т.е. t - момент времени. 
При этом часто отклонения являются аiJтокоррелированными, т.е. не не
зависимыми. Простейшая гипотеза автокорреляции - авторегрессия откло
нений первого порядка е r = ре r _ 1 + � t , где р некоторый неизвёстный 
коэффициент, � 1 , • • . , �n - некоррелируемые случайные отклонения. 
Задача заключается в синхронной оценке т параметров о: и параметра р . 

Дарбиным [58] бьmа предложена следующая простая процедура. Вычтем 
из каждого последующего уравнения регрессии (3 . 1 ) предьщущее ,  домно
жеиное на р , получим 

Yr - PYt- 1 = (o:, xr) - p (o: , Xr- 1 ) + er - P Et- 1 ;  

тогда, очевидно, можно записать 

У1 = (о:, Xr) + PYt- 1 - р (о:, Xr- 1 ) + �t • (3.2) 

в котором участвующие отклонения являются некоррелируемыми и воз
можно применение стандартого МНК. Теперь, однако,  регрессия (3.2) 
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будет нелинейной по оцениваемым параметрам; ее перепишем в следую
щем виде1 ) : 

Yi = [; (О ) + Е; , i = 1 '  . . .  ' п . 

где 

[ (О ) =  Xtx + pи - pZtx, (3 .3) 
где Х - матрица n Х т ,  i-й вектор-строкой которой является х; + 1 , и Е Rn, 
и, = Yt _ 1 ,  Z - матрица n Х т, i-й вектор-строкой которой является х1 , 
i = 1 ,  . . .  , n .  Регрессию вида (3 .3) называем полилинейной. В такой регрес
сии при фиксировании одной части параметров другая часть является 
линейной (ер. с регрессиями с линейной частью - § 5 ,  гл. 1 ) .  Характер
ной особенностью таких регрессий является то, что матрица вторых про
изводных Э 2f(д02  не зависит от параметров . 

Найдем для регрессии (3.3) значение QL С· Имеем 

ar F = - = [Х - pZ и - Za] ао • ' 
н = 

а2 r, = [ о -z; } 
1 ао2 -z� о ' 

1 

[ z
o

тz '1:- Н� = 1 

Найдём значение QL c по формуле ( 1 . 1 2) . По определению QL c - такое 
максимальное число Q, что 

F"F - VQ ('1:- Н: )1 12 ;;;;,. О, а Е R m , р Е R 1 •  (3.4) 

Нормируем неравенство (3 .4) следующим образом. Слева и справа до
множим его на ('1:- н; )- 1 14 , тогда 

('1:- H� Г 1 /4prp('1:- H� )- 1 f4 _ VQI = 1 1 
= (F('1:- Н: Г 1 14)т (F('1:- Н: Г 1 14 ) - VQ/ ;;;;,. О .  

С учетом того, что 

[ (zтz)- 1 /4 
('1:-Н2 Г 1 /4 = i о 

введем следующие матрицы: 

Тогда неравенство (3 .4) будет эквивалентно 

FбFo - VQI ;;;;,. О, 
где 

Fo = �Хо - pZo ; ио - Zotx] .  

ио = 
и 

[tr (zт Z)] 1 14 

1 ) Далее для единообразия индекс t заменен на стандартный индекс i .  

1 1 4 

(3.5) 



Итак , искомое значение QL C• как следует из (3 .5 )  и теоремы 1 .2 , равно 

QLc = min Л�in (FJ' Fo ). 
(J 

Найдем это значение. Пусть 'У = ( v , {J) Е Rm + 1 , 11 'У 1 1 2 = 11 v 1 1 2 + {J 2 = 1 . 
По оцределению 

.fQ;:; = min 11 (Хо - pZo )v + (ио - Z0o:) {J  1 1 2 , v , (l, p , a 
где минимизация производится по следующему множеству: { о: Е Rm, 
р Е R 1 , 11 v 1 1 2 + {J2 = 1 } . Перегруппируем слагаемые следующим образом :  

...;Q;:; = min 1 1 Xo v + u0{J - Z0(p v + o:{J) I I 2  = v , (l , p , a 
= min min 11 X0v  + u0{J - Z0 8  1 1 2 • 

11 ,  (l (J 
Последняя операция редукции пространства параметров возможна, по
скольку, как легко заметить, на параметр 8 = pv + o:{J не накладывается 
ограничений . Далее введем составную матрицу W0 = (Х0 ,  и0 ). Тогда 

.../Q;:ё = min min 11 W0 -y - Z08 1 1 2 • 
11 'У 11 = 1 (J Е R m 

Найдем минимум при фиксированном 'У· Легко видеть, что эта задача 
сводится к линейной регрессии вектора W0 'У на Z 0 : • 2 л 2 

mш 11 W0-y - Zo8  1 1  = 1 1  W0 -y - Z08 1 1 = 
(J 

= -y т WJ' (I - Z0 (ZJ'Z0 ) -1 ZJ' ) Wo'Y  = 

= 'У т [(/ - Z0(ZJ' Z0 ) -1 ZJ' ) W0 ] т  [(/ - Z0 (ZJ' Z0 ) -1 ZJ' )  Wo ] 'У = 

= 'Ут WJ' Wо'У-

Вектор-столбцы матрицы 

Wo = (I - Zo (ZJ'Zo )- 1ZJ' ) W0 ,  

как можно показать, представляют собой вектор-столбцы отклонений в 
регрессии i-го вектор-столбца матрицы W0 на матрицу Z0 • Таким образом , 
окончательно можно считать 

(3 .6) 

Введем теперь еще один достаточно широкий класс нелинейных регрес
сий . Говорим, что нелинейпая регрессия является связной порядка (т ,  k) , 
если ее функция имеет вид 

[;(о:) = К1 (о:) хн + . . . + Kk (o:)x;k , i = 1 , . . . , n , 

где о: Е Rm,  gj (o:) - действительные непрерывные функции, j = 1 ,  2,  . . . , k. 
Коротко соответствующую регрессию называем (т ,  k) -связной. В вектор
ном виде (т ,  k) -связную регрессию можно записать как 

f (o:) = К1 (о:) х 1 + . . . + gk (o:) xk , (3 .7) 
где векторы х1 , • • •  , xk Е Rn называем несущими векторами. Не теряя 
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общности можно считать их линейно независимыми (в противном случае 
можно линейно зависимые векторы выразить через линейно независимые 
и редуцировать регрессию) . Очевидно , f(a) Е L (х 1 ,  • • •  , xk) - линейное 
подпространство , натянутое на векторы х 1 , • • • , xk ; этим и объясняется 
название "несущие ". В матричной форме (3 .7) представимо как 

f (a) ".. Xg(a) , 

где Х - матрица n Х k ( j-й вектор-столбец есть xi ) , g : Rm ...,. Rk , т .е . g( а) 
имеет размерность k Х 1 .  По условию считаем матрицу Х матрицей полного 
ранга. 

Очевидно, чтобы (т , k) -связная регрессия бьmа идентифицируемой,  
необходимо , чтобы k � т ,  что в дальнейшем и будем предполагать .  
При т = k (т , k) -связная регрессия сводится к линейной переобозна
чением (3i = gj (a) ,  j = 1 ,  . . .  , т (см . предыдущую главу) . Наиболее ин
тересны случаи, когда k > т. В частности , самый простой из этого клас
са вариант k = т + 1 будет изучен нами более подробно далее .  

Нетрудно доказать, что если в (т , k) -связной регрессии 

1 1 g(a) 11 ...,. оо, 1 1 а 11 ...,. оо , (3 .8) 

то ilE = оо {предполагаем, что априорное множество параметров Л = Rm ) .  
Действительно , используя неравенство 1 1 и - v 1 1 � 1 1  и 1 1  - 1 1  v 1 1 .  можно 
заметить, что 

1 1 у - Xg(a) 11 � 1 1  Xg(a) 1 1 - 1 1 у 1 1 .  
Но 

1 1 Xg(a) l l 2  = g т (а) Х тХg(а) � l l g(a) l l 2 �m in (XтX) , 
поэтому в условиях полного ранга матрицы Х имеем Л m i n (XтX) > О, от
куда следует ,  что 1 1 Xg( а) 1 1 ...,. оо при 1 1 а 1 1 -+ оо, а значит, QE = оо. Таким об
разом,  в условиях (3 .8) нижняя грань Q(a) для (т , k) -связной регрессии 
достижима на Rm,  т .е . оценка МНК существует. 

В (т , k) -связной регрессии удобно прибегнуть к переобозначению пара
метров (см . § 1 , гл . 1 ) . Допустим, среди k функций { gj (a) , j = 1 , . . .  , k }  
найдутся такие , которые отображают R m  на R m  взаимно однозначно .  

Пусть ими являются т первых функций. Итак , обозначим 

(3 1 = g1 (a) , . . . , f3m = gm (а), а Е R m . 
В силу однозначности можно определить 

а = g- 1 {(3) . 
Тогда остальные k - т функций g1 могут быть выражены через новые 
координаты как 

g1 (a) = g1 ( g- 1 ((3)) = hf- т ((3), j = т + 1 ,  . . . , k . 
Итак , переобозначением параметров (т , k) -связнуи 1  рс1 реесию (3.7) можно 
:вести к виду 

[ ((3) = f3 t X 1  + . . . + f3m Xm + h 1 ({3) Xm + l  i . . .  + hk - т (f3 ) xk , (3 E Rm . 
(3.9) 
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Представление (3 .9 )  называем каноническим. Название ' 'свя зная регрес
сия" объясняем тем,  что в регрессии ( 3 .9)  на параметры О 1 = � 1 , . . .  , О т = 
= � - От _ 1  = h 1 (� ) , . • .  , O k  = h k - т (т н ал о же но k - т связей ви;J.а 
h ; (O) = O; + m . j = 1 , . . . , k - m, if = (О J ,  . . . •  От ) -

Класс (т ,  k) -связных регрессий весьма широк . Достат о ч н о  заметить, 
что любую нелинейную регрессию мо жн о счита1 Ь (т, п) -снизной . Дейст
вительно , обозначим х 1 = ( 1 , О, . . .  , О) , . . . , Xn = (0,  . . . , О ,  1 )  -- ор т-бази с 
пространства Rп. Тогда 

f (a) = fi (a) x i  + f2 (cv.) x2 + . . .  + fп (а) хп , 
что и означает (т, п) -связность исходной регрессии . С' л о жн о сть регрессии 
можно характеризовать разностью k - т :  при k - т = О регрессия сводит
ся к линейной , при k - т = n - т регрессия имеет общий вид. 

Остановимся подробнес на наиболее простом случае k - т = 1 . В кано
ническом представлении (т , т + 1 )  -связная регрессия имеет вид 

[ (а) =  а 1х 1 + . . .  + a111 Xm + v (a) z ,  а Е R111 • (3 . 1 0) 

Будем предполагать, что априорное мн ожест в о  параметров для (3 . 1 О) 
есть Л = Rm ; несущие векторы х 1 , • • • , Xm , z Е Rn считаем линейно не
зависимыми ; функция v ( а) непрерывна и достаточное ч и сл о  раз диф
ференцируема . 

Прежде всего заметим , что если (т , k) -связная регрессия допускает 
каноническое представление (3 .9 ) , то QE = ""• поскольку в условиях (3 .9 )  

1 1  g((З) 1 1 2 = 1 1  (3 1 1 2 + 1 1  h({З) 1 1 2 ;;;;. 1 1  � 1 1 2  -+ 00 •  1 1  � 1 1  -+ 00 -

Таким образом, для (3 .9) нижняя грань суммы квадратов достигается 
на Rm (условие (3 .8)  для нее выполнено) . 

Найдем для регрессии (3 . 1 О) значение QL с - Ветрудно в и деть,  что дпя 
этой регрессии 

д[; 
- = к ·  + z ·q(a) 
д а 

1 1 , 

1·де к ; Е Rm есть i -я вектор-строка матрицы Х, т .е . к ; = (xi l , х; 2 ,  . . .  , Х; т ) т , 
q(a) = д v/д а Е Rm , h(a) = д 2 v /д а 2  - симметрическая матрица т Х т .  
Поэтому в ранее принятых обозначениях 

n 
Fт (a) F(a) = � (к ; + z;q (a)) (к ; + z;q (a)) т , 

1 

� н: (а) = h2 (a) 11 z 1 1 2 • 

Положим h+(a) = (h 2 (a) ) 1 12 и заметим, что в данном случае Н; (а) = 
= z ;h( а) , поэтому значение ( 1 . 1 2) совпадает с Q L с· Как следует из тео
ремы 1 . 1 ,  тогда 

1 1 7 



Относительно матрицы h(a:) рассмотрим два варианта ; будем сначала 
считать , что 

(3. 1 1 ) 
где U - известная симметрическая положительно определенная матрица 
т Х т . Тогда · 

vтh + (a:) v ..;;; v т Uv. 
Покажем далее ,  что 

� (к ; + Z; 'Y) (K ; + цу)т ;;<!: Хzт Xz , 'У Е Rm , (3 . 1 2) 
где Xz - матрица , j-я вектор-строка которой представляет собой остатки от 
регрессии xi на z Е Rn , другими словами, 

Х = (1 - -1- zz т) x. z 
11 z 1 1 2 

Неравенство (3 . 1 2) устанавливается методами линейного регрессионного 
анализа . Для доказательг't'ва сначала найдем минимум по 'У Е R 1 выражения 

рт � (к ; + z1 r) (к 1 + z; 'У)т v  = � [(к 1 , v) + z; (v, r)]2 
при фиксированном v Е Rm. Этот минимум равен 

vтхт (1 - -1- zz т)xv \ 11 z 1 1 2 ' 

а это ведет к неравенству (3 . 1 2) . Итак , с учетом (3 . 1 1 ) и (3. 1 2) получим 
окончательную оценку снизу величины ilL c для (т , т + 1 ) -связной рег
рессии: 

- 1 2 т -1 -QL c ;;> � Лmin (Xz Xz U ) - QL C· (3. 1 3) 

Теперь построим оценку снизу для ilL с в рамках иного предположения 
о гессиане h( а:) , а именно предположим, что 

h + (a:) ..;;; cq(a:) q т (a:), а Е Rm , 

где с > О известно. Обозначим q(a:) = 'У Е Rm и найдем 
V T � (K t + Z; 'Y) (К; + Z; 'Y) V 

n1in = 
" · 'У (v, 'У)2 

� ((к ; , v) + 8z;)2 
= 01in n1in --'--'----'-

" (J 82 
Элементарными средствами можно показать, что последний минимум по 
8 при фиксированном v равен 

� (z; (K ; , v)i 2 _ V тXтZ2XV .....: Z 2 � 2 - 11 z 11 - тхтх 11 11 ' 
.._ (к 1 , v) v v 

где Z - диагональная матрица, Zu = z 1 ,  i = 1 ,  . . .  , n ;  окончательно в уело-
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виях принятого предположения можно записать следующую оценку снизу : 

QL c ;;;а. QL c  = � {--
1

-2 Л� in [Хт Z2 Х(Хт Х)-1 ] - 1} . (3 . 1 4) . с 11 z 1 1  
Рассмотрим теперь некоторые примеры квазилинейных регрессий (см. 

§ 3 , гл .  1 ) . Начнем с логлинейных; в этом случае 

[1(а) = ехр (а т х;), i = 1 ,  . . .  , n .  
Легко проверить, что 

3ft 32ft т - = Xt �"t -- = Х · Х ·  ht 3а J l •  3а2 1 1 ' 

где [1 = [1( а) . Регрессию считаем идентифицируемой, что эквивалентно 
линейной независимости вектор-столбцов матрицы Х порядка n Х т, век
тор-строками которой служат х ,т .  

Для простоты изучим пока случай т = 1 .  Тогда для логлинейной регрес·· 
сии с одним оцениваемым параметром 

. (Т- х[ еищi 
QLc = tnf Т- 4 2 "" '  (3. 1 5) 

а х1 е 
К сожаJiению, если х 1 , • • • , Xn - последовательность одного знака и на 
а не наложено ограничений, то QL с = О. Действительно, пусть, не теряя 
общности, х1 > О, i = 1, . . . , n (наблюдения с нулевыми х1 можно исклю
чить из анализа) . Устремим в дроби правой части (3. 1 5) а � - оо . Числитель 
имеет порядок x� in  exp (4 axm in ) , а знаменатель x�imexp (2 axm i n) , 
поэтому вся дробь при а � - 00 эквивалентна exp {2 axm in) � О. Таким 
образом, наш анализ, использующий теоремы 1 . 1 и 1 .2 для логлинейной 
регрессии, оказывается ,несостоятельным, так как QL c = О. Для этой 
регрессии, однако ,  можно несколько модифицировать процедуру на
хождения уровня локальной въmуклости, которая уже приведет к по
ложительному результату (Другой путЬ преодоления указанных трудностей 
описывается в следующем параграфе) . 

Вернемся опять к многомерному случаю т ;;;а. 1 .  Гесснан для логлиней-
ной модели регрессии равен 

a2 Q - = 2 хтпх (3. 1 6) аа2 • 
где Х - матрица n Х т ,  i-й вектор-строкой которой является х1т ;  D 
диагональная матрица n Х n, ii-й элемент которой есть ехр (а тх,)Х 
Х (2 ехр (а тх,) - у1) . В [ 15]  предлагается следующий критерий совпа
дения локального минимума с глобальным. Гесснан логлинейной рег
рессии ,  как следует из (3 . 1 6) ,  будет положительно определен, если Dii > О, 
т .е . если 

2 ехр (а тх;) - у1 > О, i = 1 ,  . . .  , n 

(будем для простоты считать у1 > О) . Таким образом, на множестве 
(многограннике) 

S = {a E Rm : a тx1 > In y1 - ln 2 , i = l ,  . . . , n }  
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сумма квадратов отклонений Q( а) выпукла. Оценим снизу сумму квад
ратов на дополнении к этому множеству, а именно оценим снизу величину 

inf Q(a). a! E S 
Если а Е S ,  то найдется такое j Е [ 1 , n ] , для которого 

и 

1 т 
- У · - eQ Xj � О 
2 1 

поэтому 

т 1 
( у/

. _ eQ х; )2 � _ у2 
4 г 

Значит, если а Е S, то 

. 1 2 1 2 Q(a) = � ( у; - ехр (а тх;))2 � -У; � - Ym in • 
4 4 

где Y� i n = min (yi , у� ,  . . .  , у�) - квадрат минимального из всех положи
тельных наблюдений. Итак , доказано, что если 

1 2 Q(a) < 4 Ym in • (3 . 1 7) 

то а Е S и д 2 Q/д а2 > О. Помимо того что неравенство (3 . 1 7) задает усло
вие положительной определенности гессиана, оно решает основную зада
чу - проверку совпадения локального минимума с глобальным. А именно, 
если а - стационарная точка, причем Q (a) < Y�i n/4, то а - точка глобаль
ного минимума суммы квадратов логлинейной регрессии. Действительно, 
поскольку S выпукло,  то для всех а Е S имеем Q(a) > Q (a) , а =Р а  в силу 
выпуклости Q(a) .' Для всех а Е S по условию Q(a) � Y�tn/4 > Q (a) . 
Таким образом, для в сех а Е Rm 

Q(a) > Q(a), а :;6 а, 
что и требовалось доказать. 

Сейчас оценка (3 . 1 7) будет усилена. Для этого выразим диагональные 
элементы матрицы D через Yt и е1 = У; - ехр (а тх1 ) . Легко проверить, что 

Du = у� - 3е; у; + ·2 е�. i = 1 , . . . , n . 1 1 
Найдем в терминах значения Q( а) условие положительной определенности 
гессиана. Используя ранее введенные обозначения, получим 

1 a� Q 2 2 т - -- - = � (у - 3et y · + 2e . ) x · X · = 
2 да2 t 1 � � · 

�у;х; х: - (� е1 у1 х1 х: + 2 � (у1 - е;) е1 х1 х: ) . 
1 20  
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Но по матричному аналогу неравенства Коши - Буняковекого (2 .29) 
� е; У; х; х; � ( � е:)1 12 ( � у: 1 1  х; 1 1 2 х; х; )1 12 • (3 . 1 9) 

Далее замечаем, что ( У; - е;) е; �у� /4, nоэтому с учетом (3 . 1 9) nолучим 1 
1 o2 Q 1 1 
- -- ;;;. А - ( � е� ) 1 12в1 12 - - А = - А - ( � е� ) 1  12в 1 12 ,  (3 .20) 2 оо? 1 2 2 1 

где 
А = � у:х; �; , (3 .2 1 ) 

- матрицы nорядка т Х т . Таким образом, как следует из (3 .20) ,  для 
того чтобы 32 Qjo012 > О, достаточно . чтобы 

1 _ А _ ( � e� )I f2вt f2 > о, 2 1 

т.е. 

1 
2 - 1 /2 QL c = - Лm in (AB ) . 

4 (3 .22) 

Теnерь остановимся на другом интересном и достаточно nростом классе 
квазилинейных регрессий - степенных регрессиях, т.е.  регрессиях, функция 
ко.торых имеет вид 

{; (01) = (01, Х;)Р , р =f:. 0 . (3 .23) 
В рамках (3 .23) будем nредnолагать, что х1 , • • •  , Xn Е Rm линейно неза
висимы и однонаnравлены ( §  2 ,  гл . 1 ) . Чтобы задача бьmа корректной , 
будем считать, что аnриорное множество nараметров есть 

Л =  {01 Е Rm : (x; , OI) > 0 , i = 1 , . . . , п } .  
И з  однонаnравленности следует,  что Л =1= ф. 
g(O = � Р , � > О  (см. § 3 , гл . 1 ) .  

Очевидно, для стеnенных реrрессий 

1 o2 Q 
-- = хт D t01) X 2 о012 \: ' 

(3 .24) 
Таким образом, для (3 .23) 

rде D (01) - диагональная матрица п Х п с диагональным элементом 

Dii = p�j- 2 ((2 p - 1Hj - ( р - 1 ) у;) , (3 .25) 
где для краткости обозначено � �  = (01, х1) > О.  Исследование nоложитель
ной оnределенности rессиана разбивается на несколько случаев .  Самый 
nростой случай 1 /2 � р < 1 ,  так как nри этом 2 р - 1 ;;;. О, р - 1 < О; nоэто
му, если Yt > О (что в рамках стеnенных регрессий следует считать есте
ственным) , то Du > О . Итак ,  если наблюдения Yt положительны, то при 
1 /2 � р � 1 сумма квадратов является выпуклой функцией. 

Исследуем nоложительную оnределенность гессиана в друrих случаях. 
Это исследование во многом nохоже на nредыдущий класс регрессий -
логлинейные реrрессии . 
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· Итак , пусть О <  р < 1 /2 . В этом случае гессиан положительно определен 
на множестве 

S = {a E Rm : (2 р - 1 )�j - ( р - 1 ) У; > О, i = 1 , . . . , n } = 

= {а Е Rm :  а тх1 < (/_�: Yty
/P

' i = 1 , . . . , п } 

вьmуклый многогранник в Rm . Проведем элементарные преобраэо
вания: 

(2 р - 1 Hf - ( р - 1 ) Yt = РУ; - (1 - 2 p) (�f - у,) . 

Поэтому Dii > О, если для каждого i = 1 , . . . , n 
р 

�r -
У

,
< 

1 - 2 р 
У;

. 
что влечет 

( р )2 
2 (�,!' - У;)2 . < у 1 - 2р i . 

Рассуждая, как и в случае логлинейной регрессии, можно утверждать, что 
если 

Q(a) < - с � 2р у Y� in •  (3 .26) 

где Ym in - минимальное наблюдение, то . д 2 Q/да 2  > О. Больше того , по
скольку множество положительной определенности Q(a) вьmукло, то 
если а Е S таково, что дQ(а )/да = О и 

Q(a) < ( 1 � Zp ) 
2 

Y� in •  (3.27) 

то а - точка глобального минимума суммы квадратов . 
Точно так же проводится анализ в других ситуациях, когда р > 1 или 

р < О ; ответ тот же : на множестве (3 .26) д 2 Qfда2 > О, причем если 
дQ (а) /д а = О и имеет место (3 .27) , то а - точка глобального минимума. 

Оценка (3 .27) довольно груба. Покажем, как ее улучшить, �а примере 
р >  2 (считая Yt > 0) . Имеем 

1 
- Dtt = р � ?Р -2 - ( р - 1 )  (У; - � f' н Р - 2 . 
р 1 1 • t 

Выражаем D;1 через у1 и е; = Yt - �f , т .е . �� = ( У; - е1)1 1Р : 

2 2 
1 2 - - 1 - -
- Dtt = P ( Yt - e;) Р - ( p - l ) e; ( Y; - e;) Р 
р 

(3 .28) 

Оценим (3 .28) снизу. Сделаем это сначала для первого слагаемого ; для 
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этого применим неравенство ( 1  - х) " ;>. 1 � vx при х � 1 ,  v ;;> 1 : 
2 - �- 2 - � (, l' · )

2 - ; 
( У; - е;) P : yi Р � - у

: ;;> 

2 - � ( ( 2 
) е1 ) 2 - � ;;> 

У; Р 1 - 2 - р у-; = У1 Р 

Оценим снизу второе слагаемое (3.28) ; для этого воспользуемся следую
щим неравенством : 

- ( у - х) "'х ;;> - _1 _ (1 - _1 _) " у �> + 1 , v + 1 v + 1  
- со < х � у, v > О, у > О .  (3.29) 

Доказательство этого неравен<;тва элементарно : рассмотрим функцию 
действительного перемениого 

Ф (х) = - ( у - х)"х, х � у, v > О, у > О .  
Имеем Ф (О) = Ф (у) = О , Ф(х) > О при х < О ;  

Ф� = ( у - х)" - 1 [(v + 1 ) х - у] , 
поэтому минимум Ф (х) достигается при х = yf (v + 1 ) . Подстановкой 
этого значения в функцию Ф (х) и получаем требуемое неравенство. 

Итак , применяя (3 .29) ко второму слагаемому (3.28) , получим 

1 - � Р /, - ( р - 1 ) et (Y; - е;) Р ;;> - 2 � -
р - 2  -р- 2 (р - 1 ) 

р ) р 
2 ( р - 1 ) Yt 

Собирая воедино обе оценки снизу, получим оценку снизу выраже
ния (3 .28) : 

р - 2 
2 2 -- 2 (р - 1 ) 

1 2- - 2(р - 1 )  1 - - Р /, р 

) Р 
-Р-р Du ;;> РУ 1 Р - р е; У; Р - 2 � - 2 (

р
- 1 ) У; = 

2 - ! ( 2) 1 - ! 
= Ryt Р - 2 - - е .у .  Р р 1 1 ' 

где 

1 - р -p-
� 

р - 2) 

R = R (p) = р 1 - 4-Р- (; � :) . 

Тогда 

(3 .30) 
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Ко второму слагаемому применяем матричный аналог неравенства Коши -
Буняковекого (2.29) 

1 - � т 
� у .  р е;Х;Х i .,;;; 1 

2 (р - 2 ) 
o;;;; ( � e;) 1 t 2 ( � Y ; Р l l x; l l 2 x;x ; ) • t z , 

откуда следует, что гессиан будет положительно определен, если 

где 

2 ( р - 1 ) 
A = R � y i Р x;x J ,  4(р - 1 )2 2 (р - 2 ) 

В =  р 2 � У ; Р l l x; l l 2 x;x J .  

Итак , в случае степенной регрессии (3 .23) при р > 2 и Yt > О для всех 
а Е Л таких, что Q(a) < QL C •  гессиан д 2 Qf да2 положительно определен . 

§ 4. Сужение априорного множества параметров 

В предыдуще� nараграфе на nримере логлинейной функции бьuю nоказано , 
что значение QL с может оказаться равным нулю, и поэтому nредлагаемый 
подход становится недееспособным. Можно ли преодолеть это препятствие ,  
может быть, имеет смысл сузить априорное множесmо параметров , удалив 
из него те множества, которые заведомо не содержат стационарных точек? 
Поставленную задачу и решает описываемый в этом параграфе метод. 

Напомним, что нашей основной целью является nостроение критериев 
nроверки совпадения локального минимума суммы квадратов с глобаль
ным. В этой связи , просматривая все априорное множество параметров,  
исключим из него те точки, в которых заведомо не может существовать 
локального минимума, а более строго , - стационарной точки . Естественно, 
если не привпекать дополнительны;х сведений о функции регрессии, то 
сокращение априорного множества параметров в приняrом выше смысле 
невозможно . Здесь предлагается информацию о регрессии использовать 
в виде ее направленности . Начнем со случая одномерного параметра 
а Е Л С R 1 , где Л - исходное выпуклое множество параметров . 

Определение. Говорим, что функция регрессии [(а) С Rn имеет конус 
направлений 1 ) К ,  если 

[( а ) Е К V a  Е Л , (4. 1 )  

где К - конус в Rn Минимальным конусом направлений называем конус, 
натянутый на множество { f ( а ) , а Е Л} . 

1 ) Ср . с определением конуса принадлежности ( § l ,  гл. 2) . 
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Предполагаем, что конус направлений является заостренным. 
В дальнейшем мы не раз будем характеризовать регрессию своим кону

сом направлений . Для линейных регрессий и регрессий ,  сводящихся к ли
нейным (см. предыдущую главу) , минимальным конусом направлений 
будет луч ( т = 1 ) . Действительно , регрессия с одним оцениваемым пара
метром, сводящаяся к линейной,  имеет вид 

fi ( a. ) = g( Ci. ) Xj + Zj , а. Е R 1 , 
поэтому конус направлений есть К = { у  Е Rn : у = Л g ' (а. )х ,  д. � О } . 
Конус направлений - одна из важнейших качественных характеристик не
линейной регрессии.  Выпишем градиент суммы квадратов в одномерном 
случае : 

-} Q' ( a. ) = (е ( а. ) , f ( a. )) , 

где е (а.) = / (а.) - у Е Rn . Обращаясь к § 2 rл . 1 ,  можно утверждать . ч rо 

если е (а.) Е К + - положительно сопряженный открытыti конус. то 
Q' (a.) > О; если е (а.)  Е к - - отрицательно сопряженный открыrый к о 
нус,  то Q' (а.) < О.  Из условия заостренности конуса следует, что к - i= ф ,  
К + i= ф . Итак , в пространстве наблюдений в условиях (4 . 1 ) можно выде
лить два множества, на которых Q ' (а.) i= О. Другими словами,  если 

f( a. ) Е у + к + или !( а. )  Е у + к - ,  (4 .2) 
то дпя соответствующего а. Е Л и у Е Rn имеем Q ' (а.)  i= О. Из условий 
(4 .2) для данного у уже нетрудно определить ту часть Л' С Л, для которой 
Q ' (а.) i= 0: а. Е Л' - суженное априорное множество параметров . 

Описанный прием сформулируем в виде теоремы. 
Теорема 4.1 .  Пусть т = 1 ,  а конус направлений регрессии К заострен. 

Тогда для всех а. Е Л' С Л, для которых имеет место ( 4.2) , где К - и 
к + - соответственно открытый отрицательно и положительно сопряженные 
конусы, имеем Q' (а.)  i= О. 

Предлагаемый метод продемонстрируем на примере логлинейной 
регрессии 

i = 1 ,  . . . , п , а. Е ( - оо , оо) . 

Будем считать х1 положительными (для отрицательных х1 исследование 
проводится аналогично) . Как бьmо отмечено , при этом значение (3 . 1 5 ) 
равно нулю. Сузим априорное множество параметров , выделив в нем те точ
ки а. , для которых заведомо Q ' (а.) i= О.  Вектор производной этой регрес
сии равен 

f ( a. ) = (x , ea x l .  х2 еах 2 ' . . . ' Xn eaxn ) .  

Сразу замечаем, что /i (a.) > О, поскольку х1 > О, i = 1 ,  . . .  , п . Другими 

словами, [(а.)  имеет конус направлений R: = { z : Z t  � О } .  Замечаем, что 
конусом, отрицательно сопр<Iженным к R: , будет Rn_ = { z : z 1 < О } ;  
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конусом, положительно сопряженным к R� , будет сам конус R� . 
Отсюда заключаем, что если у - f 

(а) Е R= , то Q ' (а) < О; если 
f 

) 
n , a xt 

У - (а Е R _ , то Q (а) > О, где [1 = е . Будем сначала считать, что 
Yt > О, i = 1 ,  . . . , n . Тогда первое условие означает 

Yi - ехр (ах;) > О , 

второе 
Yi - ехр (ах;) < О, 

откуда следует, что если 

. ln y; 
а <  mm -- = а , 

Х; 

i = 1 ,  . . .  , n , 

i = 1 , . . . , n , 

ln y; 
либо а >  max -- = Ь , 

Х; 
(4.3) 

то Q '  (а) * О. Таким образом, при Yt > О, х1 > О, i = 1 ,  . . .  , n , в логлиней
ной регрессии с одним оцениваемым параметром суженным априорным 
множеством параметров можно считать Л' = [а, b J , где а и Ь задаются 
выражениями ( 4.3) . Если а е Л' , то Q' (а)  #= О. Таким образом, минимум 
Q(a) лежит в Л' . 

Рассмотрим теперь случай, когда некоторые из наблюдений Yt неполо
жительны; так , допустим, что Yt .;;;; О, i = 1 ,  . . . , k .;;;; n . Тогда условие 
у - [(а) Е R: не в ыполнимо (т .е . при этом всегда Q '  (а) ;;> О) . Условие 
у - [(а) Е R� ведет к системе неравенств у1 - ехр (ах1)  < О, i > k, отку
да следует, что если 

ln y; 
а > max -- = с , 

i > k Х; 

то Q' (a) > О. Итак , в условиях неположительных наблюдений (х1 > О) 
суженное априорное множество параметров есть Л' = (с, оо. ) . Заметим, что 
если k = n , то Q' (а) > О для всех - оо < а < оо ; в этом случае нижняя 
грань Q(a) не достигается , т .е .  оценка МНК не существует.  

Как использовать суженное априорное множество параметров? Если оно 
ограничено (как в случае логлинейной регрессии при Xt > О, Yt > О) , то 
методами перебора, деления пополам или методом хорд можно легко найти 
корень уравнения Q' (а) = О. Ограниченность Л' приводит, в частности, 

к тому, что QL с > О  на Л'. 

Продолжим рассмотрение логлинейной регрессии с х1 > О . Как следует 

из предыдущего параграфа, QL с = О при а Е ( - оо , оо ) .  Нцйдем нетри

виальную оценку снизу для QL с на Л' = [ а, Ь J (будем считать У; > О) ;  
напомним, что для логлинейной регрессии 

( 1: х;е 2 ах,)2 
QLc = inf 

а Е Л 
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Используя выпуклость ехр, по неравенству Иенсена получаем 

поэтому 

где 

Будем считать наблюдения ранжированными по возрастанию х1 ; таким 
образом, О < х1 ЕО;; х2 ЕО;; • • • ЕО;; Xn . Рассмотрим два случая : 

1 ) xn ЕО;; 2 1; х � / 1; х � ,  тогда Т (а) - убывающая функция, поэтому для . 1 1 
а Е Л' = [а, Ь ] имеем Т( а) t;;;; 'f(a) ;  

2) Xn > 2  � x � f 1; х�; пусть 1 < k < n такое, что х1· < 2 1; х �  / � х �  . 1 1 1 1 
для j ЕО;; k, но xi � 2 1;х :  f 1; x: для j > k; тогда замечаем. что Т( а ) -

выпуклая функция, поэтому 

Т( а) t;;;; max ( Т(а) ,  Т(Ь)) , а Е [а, Ь ] . 

Оценки сверху для функции Т (а) естественным обраэом привоцят к 

оценкам снизу для QLc на л' = [а, Ь ] . 
Теперь раэберем случай, когда последовательность х1 , • • •  , Xn имеет раз

ные знаки. Допустим, что Xt ЕО;; О, 1 ЕО;; i ЕО;; k, Xt � О, i > k. Ту1: же заме
mм, что значения х1 = О можно исключить из анализа, так как соответст
вующие члены в сумме 

:2 1; (eaxt _ y;)x1eaxi = Q'(a) 

равнь;нулю. Очевидно, Q ' > О, если выполнены следующие n неравенств : 

а х1 е - Yt < О, i t;;;; k,  

а х · е 1 - Yt > О, i > k, 

откуда следует, что на интервале (Ь, +.оо) ,  где 

( ln yj ln yj) Jn yj 
b = max max-- , max -- = max -- , i < k Xj i > k Xj i Xj 
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Q '( а) > О. Аналогично можно показать, что на интервале ( - оо, а) , где 
lп у .  1 

а = min -- , 
Х; 

Q ' (a) < О. Таким образом, как и ранее , суженное априорное множество 
есть [а, Ь .) . 

Анализ, проведенный для логлинейной регрессии, очевидным образом 
обобщается на случай квазилинейной одномерной регрессии [; (а) = 
= g(ax,) , где g - строго монотонная функция. Допустим для простоты, 
что Yt принадлежат области значений g , тогда суженным априорным мно
жеством будет 

л, - [ . g - 1 (У;) g - 1 (у;) ] - mш , max . 
i Х; i Х i 

Выше бьmо продемонстрировано, как для редукции априорного множе
ства можно использовать знание "о знаках вектора производной регрес
сии". Большего сжатия этого множества можно добиться, привпекая дру
гие, дополнительные сведения о регрессии, т.е .  "заужая" конус направле
ний k ( 4 . 1 ) . По кажем, как это можно сделать, привпекая монотонность 

или (и) вьmук:лость (вогнутость) функций { f1 (a) , i = 1 ,  . . .  , п } . 
Определение. Пусть { t/;1 (а) , i = 1 ,  . . . , п } - система функций, 

а Е Л С Rm . Говорим, что эта система является монотонной по первому 
порядку, если существует такая перестановка { 1 ,  . . . • п }  (т .е .  такой порЯ
док) , что для некоторых чисел r 1 ,  r 2 , • • •  , rп Е R 1  

i =  l , . . .  , п - 1 , (4.4) 

равномерно по а Е Л .  Говорим, что система функций является монотонной 
по второму порядку, если 

1 < i < п , 

равномерно по а Е Л.  
Рассмотрим частный случай (4.4) , когда ri = const . Тогда при ri > О  

перенумерацией функций можно добиться того ,  чтобы 

t/J;+ t (a) ;;;r: t/J;(a) , а Е Л. 

Будем в· дальнейшем под t/J; (а) понимать [; (а) ; тогда предыдущее нера
венство перепишется как 

. . 
fi+t (a) ;;;r: [;(а), а Е Л ,  i = l , . . . , п - 1 .  (4 .5) 

Покажем для этого случая , как использовать это свойство монотонности 
для сужения априорного множества параметров . 

Соответствующий конус направлений регрессии тогда задается системой 
п - 1 линейных нrравен�тв : 

К = { и  Е Rn :  И;+ t - и; ;;;r: О, i = 1 , . . .  , п - I } . 
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Строим для эroro конуса пару конусов : положительно сопряженный кш�с 
к + и отрицательно сопряженный к - .  Область в пространстве параметров, 
в которой Q' (а) #: 0, задается условиями (4.2) . 

Проиллюстрируем, как использовать подобные свойства функции регрес
сии на примере логлинейной регрессии при условии Yt > О, Xt > О. 
Будем пока считать, что а > О.  Докажем тогда, что система производных 
этой регрессии является возрастающей по первому порядку. Перенумеруем 
наблюдения в порядке возрастания х, .  Рассмотрим функцию действитель
ного перемениого 

S(x) = хе01 х , Х Е (0, со) , (4.6) 

где а > О  фиксировано . Заметим при этом, что [1 (а) = S (x1) . Нетрудно 
проверить, что эта функция является возрастающей. Поэтому при 

Xt + l � Xt 
Ot X j+ l а х · 

Хt н е  � х1е 1 , i = 1 , . . .  , n - 1 . 

С учетом того , что i1 (а) = х1 е 01 х1 � О, конус направлений для логлиней
ной регрессии может быть описан как 

К =;= { u E Rn : и 1 � 0, U;н - и; � О, i = 1 , . . .  , n - 1 } . (4.7) 

Открытым положительно сопряженным конусом к (4.7) , как следует 
из § 2, гл . 1 ,  будет конус, задаваемый системой n неравенств 

U1 + . . .  + Un > 0, U2 + . . .  + Un > 0, . . . , Un > 0 . 

Из ( 4.2) следует, что если для а Е R 1 имеет место n неравенств 

n n 
1: Jj(a) > 1: Yi, 

j = i j = 'i 
i = 1 , . . .  , n , 

то для этого а Q ' (а) * О. Для логлинейной регрессии предЫдущая система 
неравенств перепишется следующим образом: 

e
a x t + . . . + eaxn > yl + . . .  + yn , 

a xn > е Yn · 

(4.8) 

Требуется найти (по возможности минимальное) значение а ,  при котором 
система (4.8) имеет место . Аналитически решить эту задачу невозможно .  
Можно предложить следующую итеративную процедуру нахождения этого 
значения а .  
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Возьмем сначала от обеих частей системы (4 .8)  логарифм ("в"mрям
ляем" экспоненту) , обозначим 

n n 
Р;(а) = ln ( � e"I. Xj ) , lt = ln ( � Yj) .  

j = i j = i  
Функции Pt (а) являются возрастающими и вьmуклыми, так как 

а х · � х - е  1 
. :> 1 1 1 . 

а х · � е 1 
j ;;;. i 

Но по неравенству Коши - Буняковекого 

( � . a xj)2 Е::: � 2 a Xj � OI. Xj .._ х1 е "" .._ х .  е .._ е , 
j :> i j :> i 1 j :> i  

" ( ) ::;;;. 0 . - 1 Е ( ) откуда следует р i а ,.... , z - , . . .  , n, а - со , со . 

Рассмотрим последнее неравенство системы (4 .8) . Понятно, что при 
а Е (ап , со ) , где an = ln Уп /Хп , последнее неравенство будет иметь место . 
Посмотрим, будет ли на этом интервале иметь место предпоследнее нера
венство.  Если Рп - 1 (ап) � l n _ 1 ,  то полагаем an - 1  = an и переходим 

к следующему неравенству. Допустим теперь, что Рп - 1 (а11) < l n _ 1 • 
Будем решать уравнение 

Pn - 1 ( a ) = ln - 1 (4.9) 

по методу Ньютона (метод касательных) , в качестве начального приближе
ния беря приближение по недостатку -а = an _ 1 .  Обозначим точное реше-
ние ( 4.9) через а; _ 1 . Первая итерация по методу касательных приводит 
к уравнению ( i = n - 1 )  

� anXj 
.._ xie 

j :> i 
(а - ап)  = 1; - Р;(ап - 1 ) . 

� e
anxj 

i_? ;_ 
Корень а этого уравнения является оценкой сверху для а� _ 1 . Дальнейшие 
итерации по методу касательных решения уравнения (4.9) приводят к мо
нотонно убывающим значениям с избытком. В принципе можно ограни-
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читься и первой итерацией . Итак, в качестве an - l возьмем приближенное 
значение корня ( 4 .9) с избытком. Процесс повторяется для следующих не
равенств системы (4.8) . Окончательно в качестве верхней границы а бе
рем а 1 . По условию на интервале (а 1 , оо ) имеем Q ' (а) > О. Построением 
отрицательно сопряженного конуса к (4.7) можно найти интервал (- оо, Ь1) ,  

в котором Q ' (а) < О для логлинейной регрессии . Очевидно, Ь1 совпадает 
с верхней границей тех значений а ,  для которых имеют место n неравенств 

� /Jt xi < � Yi , i = 1 ,  . . .  , n . 
j � t j � i 

Точное значение Ь 1 (вернее , с любой степенью точности) находится тем же 
способом, что �� ранее . Теперь итерации метода касательных приводят 
к приближ�ниям с избытком. 

В решении (4 .8) можно ограничиться приближенным методом. Восполь
зуемся для этого выпуклостью Ф_УНкции ехр; топтя 

n 
� OI. Xj 0/. Xj 
� е # (п - i + 1 ) е  , 

i = i 

Отсюда следует, что , полагая 

а = max 
ln.Y; 

n 
� Xj 

i = i 
Xj = --- . 

n - i + 1 

где у1 = � Yi / (п - i + 1 ) , на интервале ( i, оо ) для логлинейной моде
i ;. i 

ли б у. де м иметь Q ' (а) > О. 
Выше бьmо продемонстрировано, как для логлинейпой модели можно 

использовать монотонность провзводных при r 1 = const (см. ( 4 .4) ) .  
Вместо (4.5) можно рассмотреть другую систему неравенств : 

. . 
xt ft + t (a ) # x; + tft (а) ,  а Е Л, i ""= 1 , . . . , n - 1 ; (4. 1 0) 

по -прежнему считаем О <  х 1 � • • •  � Xn, что приведет нас к �угим отрица
тельно и положительно сопряженным конусам. 

К системе перавеяств ( 4.5) или ( 4. 1 О) можно присовокупить условие 

монотонности { [; (а) ,  i = 1 ,  . . .  , n }  по второму порядку. Последнее 
следует из в ьшуклости функции ( 4.6) , поскольку 

S (x,) = s [ xt+ 1 - xt 
xi- t + ft _ xt+ t - Xt ) xt + 1] � 

Xt+ l- Xi- l \ Xj+ t - Xt - 1 
Xt+ 1 - Xt Xt - Xt- 1 � S (x1_ 1 ) + S(x; + t ) ,  

Xt+ 1 - Xt - l Xt+ t - Xt - 1 
откуда 

(xt - Xt- t )S(xt + 1 ) + (xt+ 1 - x,)S(xt- l ) - (xt + 1 __: x, _ 1 ) S(xt) # О,  
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или 

(х; - х;_ 1) х;+ 1 ii + 1 (а) + (xt + l  ._ х;) х;- 1  'tt- 1 (а) -

- (xi + 1 - X;_ 1 )x1ft(a) ;;;:. 0, а Е R 1 , i = 2 , . . .  , n - 1 .  

В �инципе возможно привлечение разного рода информации о пове
дениИ f; (а) в совокупности (равномерно по а) . Критерием здесь является 
простота учета этой информации в плане решения соответствуюшей систе 
мы неравенств относительно а, т ;е .  в плане построения суженного априор
ного множества параметров . 

Перейдем теперь к многомерному случаю. Тогда . 

1 дQ  n дf; (а) 
- -:- = }; (f1 (a) - у1 ) -- . (4. 1 1 ) 
2 да 1 да 

Заметим прежде всего , что дQ/д а * О тоrда и только тогда , когда 
(дQ/да, v)  * О  для некоторого v Е R �  Таким образом, задачу отыскания 
подмножеств Л С R m, в которых д Q/да * О, можно в некотором смысле 
свести к одномерной , рассматривая скалярное произведение (4 . 1 1 ) с 
v E Rm : 

где g1 (a ; v) = (дf1 (а) /да, v) , или в векторной форме 

� (:� , v) = (f (a) -y, g (a ; v)) . 

Фиксируем v Е R ": пусть К (v )  - конус, содержащий множество { g (а, v ) , 
а Е Л } . Тогда, рассуждая, как и в одномерном случае , можно утверждать, 
что если 

( 4. 1 2) 

то д Q/да * О. Эти включения приводят к сужению априорного множества 
параметров Л' (v) СЛ. Очевидно, полное сужение есть 

Л' = n Л'(v). v #oO 
На практике основную сложность представляет перевод информации 

с языка включений (4. 1 2) на язык соответствующего суженного множества 
Л'(v). Иногда перебор v можно ограничить , исходя из целей построения 
суженного априорного множества или упрощения задачи. 

Проиллюстрируем построение суженного априорного множества пара
метров в многомерном случаев на примере логлинейной регрессии [; (а) = 
= ехр (атх; ) , а Е R m. Иногда суженное априорное множество удобно 
характеризовать своим центром и длиной отрезка, исходящего из этого 
центра по всем направлениям v Е R �  Итак , пу�ть а0 Е Rm - центр сужен
ного априорного множества Л'. В качестве а0 в квазилинейных регрессиях 
можно брать оценку МНК линеаризованной регрессии g -1(y1 ) = {а, Х; )  + 
+ Е; . Выберем произвольное направление т Е R ":  11 т 1 1 = 1 и построим луч 
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а (Л) = а0 + Л т .  Найдем на этом луче крайние значения Л 1 (т ) и Л2 (т ) ,  при 
которых на интервалах (- 00, Л 1 (т)) и (Л2 {т), оо) градиент g(a0 + Лт) * О, 
где g (а) = оQ/'да. Для нашего примера 

1 n 
- g(ao + Лт) = � (е <а � , х ;) + Л (т, х; ) - У;) Х; е (а, х ; > .  
2 i = 1 

Крайнt�е значения Л 1 (т) и Л2 (т) в принципе надо находить из условия 

(v,g(a0 + Л т)) * О 

по всем v Е R m . Для простоты в (4. 1 3) положим v = т . Тогда 

1 n 
2 (т, g(a0 + Л т)) = '7 (е <а о , х ; ) + Л ( т, х ;) - У;) (т , х;) е<01• X f) .  

(4. 1 3) 

Обозначая в предыдущем равенстве (т , х i ) = z i , приходим к одномерной 
логлинейной модели, откуда , принимая во 
исследование , получаем 

внимание проведеиное ранее 

Л 1 (т) = min 
i: (т, х ;) * О  

Л2 (т) =  max 
i : (т, х ;) * О  

ln У; - (а0 , х;) 
(т, х;) 

ln y; - (а0 , Х;) 
(т, х;) 

Таким образом, суженное априорное множество равно 

Л'= { a E R m : а = а0 + Лт ,  Л 1 (т) ..;; л ..;; л2 {т), т Е R т1 , 

где значения Л 1 (т) и Л2 (т) задаются выражениями ( 4. 1 4) .  

( 4. 1 4) 



ГЛАВА 4 

КРИТЕРИИ ОДНОСТАЦИОНАРНОСТИ И ВЫПУКЛОСТИ 

В предыдущей главе бьmо определено такое значение уровня суммы квад· 
ратов QL C• что для всех точек а Е R m таких , что Q (a) < QLC • гессиан 

д 2Q (а) /да2 становился положительно определенным. В этой главе разви
вается предлагаемый подход: для суммы квадратов находятся такие значе
ния уровня, которые приводят к локальной одностационарности и выпук
лости Q (а) . Часть результатов , основанных на идеях дифференциальной . 
геометрии , бьmа получена автором еще в 1 977 г. ( 1 4] , позже бьvю найдено 
алгебраическое доказательство и обобщение на многомерный случай . 
При этом "геометрия" стала хорошей и наглядной иллюстрацией . 

§ 1 .  Криrерий локальной одностационарносm 

Прежде всего сделаем несколько замечаний относительно структуры мно
жества уровня 

S(F * ) = { x E R m :  F(x) � F* } 

некоторой ограниченной снизу непрерьmной функции F(x) . Это множествQ, 
вообще говоря, несвязно . Если х0 Е S (F *) , т.е .  F (x0) � F * ,  то можно 
говорить о компоненте К(х0 ; S (F *)) как о "максимальном" связном 
множестве,  содержащемся в S(F *) и содержащем х0 . Множество S(F *) 
может быть представлено в виде объединения своих компонент. Одна 
компонента не содержит предельных точек другой (и поэтому компонен
ты не пересекаются ; соответствующие доказательства и подробности 
можно найти, например , в (3] ) .  Заметим, что для непрерьmной функции F 
компонента множества S (F ") замкнута. 

Этот параграф начнем с доказательства одного результата, в котором 
многоэкстремальность связьmается со строением множества уровня. 

Лемма 1 .1 .  Пусть F(x) - непрерывная функция х Е R m. Если эта функ· 
ция имеет несколь ко строгих локальных минимумов, то существует F *  
такое, для которого множество этого уровня несвязно. Обратно, если для 
некоторого F �  это множество несвязно и ограничено, то F(x) имеt:т 
несколько локальных минимумов в Rm . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть х 1 и х2 - точки строгих локальных мини
мумов F(x) ; для определенности будем считать F(x 1) � F(x2) • Положим 
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F* = F(x 1) и докажем, что множество S(F * ) несвязно.  Для этого достаточно 
nо казать, что х 2 не является nредельной точкой К (х 1 ;  S (F *)) . Это действи
тельно так , nоскольку в nротивном случае х 1 вследствие неnрерывности F 
не бьmа бы точкой строгого локального минимума. 

Докажем теnерь обратное утверждение . Пусть F *  таково , что S (F *) 
несвязке и ограничено . Выберем две комnоненты этого множества S 1 и S 2 • 
Таким образом,  s l n s2 = ф. Пусть х 1  и Х2 - соответствующие точки 
минимумов функции F (x) на них . Очевидно , х 1 =1= х2 ,  nричем каждая 
из этих точек дает локальный минимум F(x)  на R m .  Лемма полностью 
доказана . 

Как следует из леммы 1 . 1 ,  для того чтобы F(x)  бьmа одно экстремальна, 
достаточно , чтобы каждое множество уровня бьmо связно . 

Доказываемый ниже результат следует из теории Морса [42) , однако его 
фундаментальность требует того ,  чтобы его доказательство бьmо по воз· 
можности наиболее достуnным . В частности,. этот результат будет сущест
венно нами исnользоваться nри nостроении критериев глобальности. Похо
жий результат бьm nолучен в [ 1 3 ) . 

Лемма 1 .2 (приициn перевала) .  Пусть F (x) - дифференцируемая функ-
ция на R m. Допустим, существует такой уровень F < 00 , для которого 
множество уровня 

S(F) = { x E R m : Р(х) � F } 
ограничено. Тогда если х! =1= х2 - точки строгих локальных минимумов 
Р(х) , принадлежащие одной комrюненте S (F ) , то существует третья ста
циоRарная точка хЭ ,  не являющаяся точкой локального минимума. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через Р ** нижнюю грань тех значений 
Р *, nри которых х i и х  2 nринадлежат одной комnоненте множества S (F *) , 
обозначаемой S 0 (F *) . Как следует из условия леммы, хотя бы одно F *, 
для которого одновременно х i и х2 nринадлежат одной компоненте S (F j ,  
существует, так как за такое значение можно взять F. В этом случае х !, 
х2 Е S0 (F) CS (F ) (рис. 1 2) .  

Нетрудно далее убедиться в том, что 

S0 (F *  * )  = n S0(F* )  ( 1 . 1 )  
F * > F * *  

есть комnонента множества S (F *j , содержащая одновременно х 1*и х2.  
Связность множества ( 1 . 1 )  следует из того факта, что пересечение любого 
числа вложенных компактных связных множеств есть связное множество ; 
x i, х 2 Е S0 (F **) следует из того, что х j , х2 Е S0 (F *) ,  F * >  F **. "Макси
мальность" ( 1 . 1 )  также доказывается весьма nросто : nусть x j, х 2  Е S с 
C S (F **) , S - связное множество . Тогда по оnределению для любого 
F *> F •• имеем S С S0 (F* ) ,  поэтому S CS 0 (F **) . 

Изучим теnерь строение множеств уровней F * < F **. Для F • < f •• по 
оnределению F ** нельзя найти комnоненту множества S (P *) ,  которая 
одновременно содержала бы и точку x j ,  и х2 . Обозначим nоэтому через 
S 1 (F *) комnоненту множества S (F *) ,  содержащую точку x i ,  соответствен
но через S 2 (F *) - комnоненту , содержащую точку х 2 (из оnределения 
S 1 (F *) n S 2 (F *) = ф) . Сначала nо кажем, что в S 0 (F **) можно найти такую 
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Рис. 1 2. Иллюстрация nринципа nе
ревала 

точку х; , что в любой окрест
ности этой точки V (х; )  сущест
вуют точки и , v , для которых 
u E S 1 (F*) , v E S2 (F* ) для не
которого F* < F* *. Выберем не
которую возрастающую nоследо
ватеnьность значений Fk t F**, 
k � оо . Положим 

l l uk - vk ll = min ll u - v ll = u E S 1 (Fk) 
» Е S 1 (F k )  

- расстояние между множесmами S 1 (F k) и S2 (Fk) . Докажем сначала 
равенство 

( 1 .3) 
о 

где S 0 (F **) - внутренность компоненты S 0 (F **) , связное открытое 
о 

множество .  Нетрудно убедиться в том,  что S 0 (F **) есть комnонента мно· 
жесmа { х  Е Rm :  F(x) < F ** } , которая одновременно содержит х i  и х2 .  
Пусть х Е Si (Fk) ,  т.е .  F(x) .;;;;,pk < F **, i = 1 ,  2. Учитывая "комnонент-о о 
ность" S 0 (F **) , nолучаем включение х Е S 0 (F **) , а значит, и включение 

о 
левой части в nравую в ( 1 .3) . Пусть, наоборот, х Е S 0 (F **) ,  т .е .  F(x) < F **. 
Найдем k, для которого Fk > F(x) ,  тогда х nринадлежит левой части ( 1 .3) . 
Таким образом, равенсmо в ( 1 .3) можно считать установленным. 

Вернемся к ( 1 .2) .  В силу замкнутости S 1 (Fk) и S2 (Fk) минимум 
достигается, причем p(S 1 (Fk) , S2 (Fk)) = 1 1 uk - vk 1 1 -!- О , uk Е S 1 (Fk) , 
vk Е S 2 (Fk) , k � 00 •  Нетрудно показать, что uk и vk лежат на границе 
множества S 1 (F k) и S 2 (F k) , т.е .  F (uk) = F (vk) = F k ·  Последовательность 
uk ограничена, так как 

uk E S(F* * ) с S(F) ,  

а S (F) - ограниченное множесmо. Значит, в { uk } можно выделить сходя
щуюся последовательность (для nросто'rы ею можно считать саму последо
вательность { uk } ) . Очевидно , если uk � х ; ,  то vk � хЭ Е So (F **) . По 
построению в любой окрестности х Э  существуют точки из S 1 (F k) и S2 (Fk) 
для не которого F k < F ** = F(x3 ) .  

Докажем , что х ;  - стационарная точка . Допустим nротивное ,  т .е .  что 
g = оF(хЭ ) /ох =1= О. Тогда найдется такое л. >  О ,  чщ для всех О < Л < л. 

F(x 3  - Лg) < F(x 3) = F **. Покажем теnерь, что оДНовременно х 3 - Лg Е 

Е S 1 (F *) ,  х ; - Лg Е S2 (F *) для некотороrо F * < F **. Заметим nрежде 
о 

всего ,  что х Э  - Лg Е S 0 (F **) , О <  Л <  л • .  Поэтому из ( 1 .3) следует, что 
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х3 - Л0g Е S 1 (F k) для некоторого О < Л0 < л. и F k · Аналогично можно 
утверждать, что х 3 - Л0 g Е S 2 (F k) . Получили противоречие с пустотой 
множества S 1 (F k) n S 2 (F k) . Точка х 3 не является точкой локального 
минимума, так как в любой ее окрестности существуют точки иk, для 
которых F(иk) < F(x ; ) .  Лемма полностью доказана. 

3 а м е ч а н и я. 1 .  Как следует из доказательства леммы, условие огра
ниченности множества S(F }  для функций , уходящих на бесконечности 
в бесконечность (F(x) --+ + оо , 1 1 х 1 1 � оо ) , может быть опущено . 

2. Для случая т = 1 верен более сильный результат : если дИфференци
руемая на (- 00, оо) функция имеет два строгих локальных минимума, 
то у этой функции существует локальный максимум. Доказательство 
тривиально . Пусть х 1 < х2 - точки локальных минимумов F(x) . Тогда 
на комиакте [х 1 , х 2 ] достигается максимум F. в точке х 

* . Нетрудно ви-
деть, что х 1  < х . < х 2 , причем F '(х .) = 0. . 

3. Условия леммы "ограниченность множества S(F)  и принадлежиость 
хТ .  х� одной компоненте S (F) "  не могут быть в общем случае опущены. 
Достаточно представить себе при т= 2 две локальные ямы, разделенные 
хребтом , уходящим в бесконечность. В этом случае искомая стационарная 
точка также уходкт в бесконечность, т .е . утверждение леммы перестает 
бьпь верным. Этот эффект свойствен только многомерным задачам. В 
связи с этим замечанием введем следующее определение . 

Определение. Непрерьmную функцию F(x) , х Е Rm , назьmаем сходя
щейся на бесконечности снизу, если для последовательности xk : U xk ll -+ oo, 
такой что F(xk) --+ F *, для любого К найдется k ;;;;. К, для которого F(xk)  < 
< F*. Другими словами , F(x) является сходящейся на бесконечности 
снизу, если не существует асимптотической последовательности (см. § 1 ,  
гл . 1 ) , дл я  которой значение функции стремится к своему предельному 
значению сверху . В нашем случае значение F • может принимать значение 
+ 00 •  Очевидно , функции с F Е = оо являются сходящимиен на бесконечности 
снизу. Как следует из теоремы 1 . 1 ,  гл . 1 ,  нижняя грань функции, сходящей
ел на бесконечности снизу, достижима. На основе введенного определения 
переформулируем ле]\{му 1 .2 следующим образом. 

Лемма 1 .3. Пусть F(x) - дифференцируемая функция на Rm, сходящая
ел на бесконечности снизу. Тогда е{:ли x i =1= х� - точки строгих локальных 
.мини.му.мов F(x) , то существует третья стационарная точка хЭ , не являю
щаяся точкой локального .мини.му.ма. 

д о к а з  а т е л ь с т в о .  Очевидно, достаточно изменить лишь начало 
доказательства леммы 1 .2 .  Пусть по-прежнему F ** - нижняя грань тех 
значений F *, при которых х Т и х � принадлежат одной компоненте множе
ства уровня S (F j ; эту компоненту обозначаем S0 (F j .  Множество таких 
F *  непусто , так как можно положить F * = max F(Лxi  + (1 - Л) х� ) ,  О .;;;; л .;;;;; 
.;;;;; 1 . Главное - показать, что множество ( 1 . 1) ограничено и связно:Докаже-м, 
что S0 (F *j - ограниченное множество . Допустим противное. Пусть 
Fk ,j. F**, k � 00 •  Тогда множество S0 (Fk) также не ограничено, поэтому 
можно выбрать xk Е S0(Fk) так, чтобы l l xk l l ;;;;. k и F(xk) = Fk .  В этом 
случае l l xk ll -+ oo  и F(xk) ,j. F **, что противоречит тому, что F(x) - функция 
сходящаяся на бесконечности снизу. Таким образом, S0(F *j - ограничен
ное множество . Докажем теперь, что S0(f *j - связное множество . Для 
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этого заметим, чrо если пересечение последовательности замкнутых вло
женных множеств есть компакт, то начиная с некоторого номера множества 
этой последовательности ограничены. Как было доказано , S0 (F *j - огра
ниченное , замкнутое множество,  являющееся пересечением замкнутых, 
связных множеств { S 0(F k) }  , которые также можно считать ограниченны
ми . А как бьmо отмечено ранее , пересечение такой системы множеств 
связно , что и требовалось показать. Далее доказательство полностью повто
ряет доказательство леммы 1 .2 .  

Основным достоинством строго выпуклых (и  строго квазивыпуклых) 
функций является существование единственного ло�ального минимума, 
совпадающего с глобальным. На ирактике строгая.в ьшуклостъ провернется 
установлением положительной определенности гессиана 3 2 F/дх2 > О, 
х Е R т . Значение доказанных лемм состоит в том ,  что для существования 
единственного локального минимума положительную определенность 
3 2  F/дх2 достаточно устанавливать только в стационарных точках функции ! 
Более точно соо.тветствующий критерий одноэкстремальности формули
руется следующим образом : функция, сходящаяся на бесконечности снизу, 
будет одноэкстремшzьной, если в ее стационарных точках гессиан положи
тельно определен. 

Например, как следует из этого критерия, если F(x) сходится на беско
нечности снизу и ее rессиан представим в виде 

32 F = Р(х) - М(х )
(дF) (3F\ т мт (х) �2 � �� ' 

г� Р(х) - положительно определенная матрица, М(х) - какая-либо квад
ратная матрица, то F(x) одноэкстремальна на R т . 

Перейдем теперь к многоэкстремальным функциям. Нас прежде всего 
интересуют множества уровней . 

Определение. Говорим, что F(x) , x Е R т ,  � локшzьно одноэкстремшzьна 
(одностационарна) на множестве уровня S (F ") = {х Е R т : F(x) < F* } , 
если она одноэкстремальна (одностационарна) на каждой компоненте 
множества S (F j . 

Из леммы 1 .2 в ьпекает следующий признак локальной одноэкстремаль
ности. 

Теорема 1 .1 (криrерий локальной одноэкстремальносtи функции мно
гих переменных) .  Пусть F * < .F Е таково, что для любых х0 Е S (Р.,*) , для 
которых дF(х0 ) /дх = О, следует 3 2 F(х0 )/дх2 > О 1 ) . Тогда F(x) локшzьно 
одноэкстремшzьна на S (F � .  В частости, если S (F j связно, то F(x) имеет 
на нем единственный локальный минимум, совпадающий с глобшzьным. 

В применении к сумме квадратов 
n 

Q(o:) = � ( у; - f;(o:))2 
i = 1 

этот критерий выглядит следующим образом.  Пусть для некоторого QLu <. 
< QE ИЗ условиЙ Q (o:J < QLU'  дQ (о:..)/до: = 0 СЛедует 3 2Q (o:..)/3_o:2 > 20 ; 
тогда Q (a) одноэкстремальна на любом связном подмножестве S(QL u) ) . 

1 ) Напомним, что Fн - нижняя грань функции на бесконечносm (см. § 1 , гл. 1 ) . 
2 )  LU - первые буквы от англ. local Unique - локально единственная. 
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Если это множество связцо, то локальцьiЙ миi!Имум ца цем совпадает с 
глобальцым нa Rm. Наша ближайшая задача - найти это значеi!Ие суммы 
квадратов Q L и, при котором на всех стационарных точках, принадлежаЩих 
S (QL и) ,  rессиан Q (а) положительно определен. В целях простоты изложе
I!ИЯ начнем со случая т = 1 .  

Теорема 1 .2 (криrерий локальной одноэкстремальносm суммы квадра
тов , т = _ 1) .  Су.м.ма квадратов Q (а) одноэкстремшzьна на множестве уровня. 

_ . l l i (a) 116 Q = mf ( 1 .4) L и 
o: E R 1 l l i (a)ll2 ll -/(a) ll2 - ( i(a), j'(a))2 

' 

где считаеМ выполненным Q L и < QE·  
До к а з  а т е  л ь  с т в о .  Как следует из  теоремы 1 . 1 ,  достаточно пока

зать, что для всех а0 неравенство Q (a0 )  < QL и влечет d2Q (ao )/da2 > О 
при условии, что dQ (a0 )/da = О. На,пбмi!Им, что 

1 d2 Q  . 
2 • •  

2 da2 
= ll f (a) 1 1  - ( у - f(a), f(a)). 

Примеi!Им неравенство Коши - Буняков екого ( § 2 ,  гл . 3, неравенство 
(2 . 17)) в условиях линейного оrраi!Ичения 

1 dQ . 
- 2  da 

= ( y - f(a), f (a)) = 0. ( 1 .5 )  

Имеем 

- (у - f(a), i(a)) � 

� - 1 1:;�<�> 1 1 
O l i(a) l l 2 1 1 �(a) l l 2 - lf(a),l(a)) 2 ) 1 ' 2 • 

откуда d2 Q/da2 > О  при условии ( 1 .5) , если 

l l i(a) l1 6  Q (a) < l l i{a) l l 2 1 1 f(a) l l 2 - lf(a),l(a)) 2 ' 
что и доказывает ( 1 .4) . 

Очевидно 
l l i<a) l l 4 / l l i(a) l l 2 l l i(a) l l 4  ----���--��----�--- = 

1 - lf(a),l(a)) 2 / 1 1 i(a) l l2/ l l  /(a) ll 2 11 /(a) l l 2 sin2 (i{a)�f(a)) ' 
откуда следует, что QLc .;;;; QLи· 

Доказанная теорема обладает наглядной геометрической интерпрета
цией. Будем рассматривать f = f(a) С R n , а Е R 1 , как кривую в п-мер
ном евклидовом пространстве .  Вычислим кривизну этой кривой в точ
ке а;  она подсчитывается по формуле [52]  (для простоты обозначе
ний а в скобках опускаем) ; 

k
) l ll i l l 2 

.
- ici. /) 1 1

. 1 1 ! 1 1 4  
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Найдем на ее основе квадрат радиуса кривизны 

2 -
1 - l l i l l 8  

R 
- k2

-
l l f l l i l l 2 - i (.f. f) l l 2  , 

знаменатель которой преобразуем следующим образом : 

(/ l l i l l 2 - i<i. i))T {i l l i l l 2 - i<i. /)) = 
= 11 i l 1 4 1 1 /1 1 2 - 1 1  i l l 2  (.i. f)2 = 11 i l l 2  ( 1 1 i l l 2 1 1  11 1 2 - <i. !)2). 

Таким образом,  

R2 _ 11 i(cx) 1 1 6 
(ск.) - 1 1 i{cx) 1 1 2 11 /{а) 1 1 2 - (j(cx). /(cx)) 2 ' 

( 1 .б) 

что совпадает с выражением ( 1 .4) под знаком inf. Таким образом, /Q;;; 
есть не что иное,  как минимальный радиус кривизны кривой f(cx) . сх Е 
Е R 1 • Проиллюстрируем теперь результат теоремы. Пусть у Е R n - век
тор наблюдений, а - стационарная т,очка,  соответствующая локальному 
минимуму Q (cx) ; это значит, что f(a) 1 у - f(a) (рис . 1 3) , причем 
I I Y - f(a) 1 1 2 � QL U · Обозначим через С1 сферу с центром у и радиусом 
l l y  - f(a) 1 1 . Очевидно,  кривая f касается сферы С1 в точке f(a) . В точке 
f(a) построим соприкасзющуюся окружность С2 с радиусом R (а) ,  лежа
щую в плоскости /(а) , /(а) (если эти векторы коллинеарны, R (a) = оо) . 
Окружность, получающуюся в пересечении плоскости, натянутой на i(a) , 
](а) и С1 , обозначим через С3 . Можно показать , что С2 лежит 'Вне сферы 
С1 (эщ следует из того , что С2 лежит вне С3 , что с учетом того, что R2 (а) ;;?J: 
� QL U • доказывается элементарными средствами планиметрии) . Однако 
кривая f(cx) в точке сх = а со сферой С1 имеет порядок касания, равный 1 ,  
а с окружностью С2 - порядок касания, равный 2 . Но С2 лежит вне сфе
ры С1 , поэтому в некоторой окрестности точки f(a) кривая лежит вне 
сферы С1 ,  т.е . для сх * а вблизи сх = а  l l y  - f(a) l l  > l l y - f(a) 1 1 . т.е .  Q (cx) > 
> Q (a) . Это неравенство будет иметь место на всем протяжении (- 00, а) 
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и (а, оо) до первого пересечения 
кривой со сферой cl . Другими сло
вами, на каждом интервале (Ь, с) , 
содержащем а, таком, что Q (cx) < 
< QL U• Ь < сх < с, уравнение 
dQ/dcx = О имеет единственное ре
шение сх = а. По сути дела, это и 
есть фор!\1Улировка теоремы 1 .2 .  

Как и в случае критерия локаль
ной вьmуклости ( § 1 ,  гл . 3) , можно 
показать , что значение QL и в неко
тором смысле оптимально . 

Пример (параболическая регрес· 
сия) . В предыдущей главе для пара-

Ри с. 1 3. Иллюсrрация теоремы 1 . 2  



болической регрессии [1 (а) = ах1 + a2z 1 бьто найдено точное значение 
QLc· Найдем теперь точное значение QL и · Квадрат радиуса кривизны 
для этой регрессии равен 

2 
1 1 2az + х  1 1 6 

R (а) = 4 [ 1 1 2az + x l l 2 l l z l l 2 - (2a l l z l l 2 + (x, z)) 2 ] 
Докажем, что он принимает минимальное значение в той же точке,  что 
QL с ,  а именно в точке 

1 (х, z) 
а = - 2 \j";jj2 . ( 1 .7) 

Действительно ,  числитель производной dR2 (а) /da после алгебраичес
ких иреобразований равен с точностью до постоянного множителя 

1 1 2 az + х  1 1 4 (4 1 1 2 az + х  1 1 2 1 1  z 1 1 2 - 3 (2a l l z 1 1 2 + (х, z))2 ) Х 
Х (2а 11 z 1 1 2 + (х, z)). 

Из неравенства Коши - Буняковс�ого 
4 1 1 2az + х 1 1 2 1 1  z 1 1 2 - 3 (2а 11 z 1 1 2 + (х, z)) 2 > О. 

Позтому dR2 (a) fda = О приводит к решению ( 1 .7) . Соответствующее 
значение квадрата радиуса кривизны равно 

2 . 2 - - 11 х 1 1 4 • 4 л 
R (а) = �n R (а) = QLи = QLc = 4 1 1 z 1 1 2 sm (х, z). 

Здесь значения QL с и QL и совпали , так как при а = а значение 2а 1 1  z 1 1 2 + 
+ (x, z) = 0 . 

Перейдем теперь к многомерному случаю. 
Теорема 1 .3 .  Обозначим 

_ . . (рт Fт (а) F(a)p)2 
QLи = шf mш (1 8) 

а р h т (p) [I - F(a)(Fт (a)F(a))- 1Fт (a)] h (p) ' 
· 

где h (р) - вектор-столбец п Х 1 ,  h; (р) = рт Н1 (а)р , р Е  R m , i = 1 ,  . . .  , п. 
Допустим, QL и < Qн. Тогда на каждой компоненте множества уровня 

S (QLи) = { а E R m : Q (a) < QLи } 
Q (a) имеет единственный локальный минимум (единственную стацио
нарную точку) 1 ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  В принятых ранее обозначениях 
1 д2 Q 
l рт д а2 

р = рт Fт Fр - рт � е;Н;р = 

1 ) Если знаменатель дроби в ( 1 . 8) обращается в нуль, значение дроби полагаем 
равным + оо .  
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Оценим сверху �ыражение I: е1 р т Н1 р в терминах I: е12 при условии, что 

1 3 Q 3[; - 2 
3а 

= I: (у, - [; (а)) да = рт е = О,  

где е =  (е 1 ,  • • •  , еn) т . Воспользуемся дли этого матричным аналогом не
равенства Коши - Буняковекого в условиях ограничений (2.3 1 ) , гл . 3 :  

I: еiрт Н;р <. fii{ [h т (p) (J - F(Fт F)- 1 Fт )h  (р)) 1 / 2 ' 

где h; (р) = рт Н1 р, i = 1 ,  . . .  , n. Таким образом, 

1 ()2 Q _ р т __ p ";;J: pTFTFp _ 
2 3а2 

- ..;т:;f [h т (р) (/ - F(Fт F)- 1 Fт ) h (p)J 1 / 2 ' 
откуда и следует результат теоремы . 

Так как в одномерном случае , QLc <. QL и · Это следует из неотрица
тельной определенности !"атрицы F (Fт F) - 1 Fт :  

h т (р) [/ - F(Fт F)- 1 Fт ) h (р )  = 

= hт (p) h (р) - h т (p)F(Fт F)- 1 рт h (р) <. 1 1  h (р) 1 1 2 = 

Формула ( 1 .8) допускает прозрачную геометрическую интерпретацию. 
Образом отображении f: Rт � R" является т-мерная поверхность . Пусть 
а0 Е R т фиксировано . Определим максимальную кривизну поверхнос
ти f в точке а0 следуюшим образом1 ) • Как известно, касательным много
образием в точке а0 называется линейное многообразие 

X = { z E R " :  Fт (a0 ) (z - f(ao )) = O } ; 

оно проходит через точку f(a0 ) и натянуто на вектор-столбцы 3f/3 a1 ,  
i = 1 ,  . . . , т. Нормальным многообразием в точке а0 называется линей
ное многообразие 

К= { z E R " :  Nт (a0 ) (z - f(a0)) = 0 } , 

где матрица N порядка n Х (п - т) ' составлена из вектор-столбцов, каж
дый из которых ортог.онален F (ao ) . В матричном виде последнее условие 
можно записать как рт (a0 )N(a0 ) = О - нулевая матрица т Х (n - т) . 
Подпространство,  натянутое на вектор-столбцы матрицы F(a0 ) , называ
ем касательным , а натянутое на вектор-столбцы N(a0 ) - нормальным под
пространством. Рассмотрим на поверхности / некоторую дважды дифферен
цируемую кривую '{), которую всегда можно представить как '{) (v) = 
= f(a (v) ) , где a (v) - дважды дифференцируемая кривая в пространстве 

1 ) В стандартных руководствах классического типа (см.,  например, [44, 5 3 ) )  
рассматриваются частные случаи: n = 3 ,  т = 2 ;  n = 3,  т =  1 ;  т =  n - l .  Ниже формула 
максимальной кривизны поверхности будет обобщена на случай любых т < n. 
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параметров о: :  R 1 �R m . Очевидно тогда 
d'{J do: 
- = Fт (о:) - , 
dv dv 
d_2_"P_; = i _af._; _d_2o:_; + i do:; do:k 
dv2 ;= 1 до:; dv2 ;, k = 1 dv dv 

Кривизной поверхности f в точке о:0 в направлении р называем кривиз
ну кривых, лежащих на поверхности f и проходящих через точку о:0 , вто
рая производпая которых принадлежит нормальному подпространству, 
а первая производпая равна р. Исходя из зтого определения и выведем 
формулу максимальной кривизньt поверхности. Обозначим Н; = 32 fifд о:2 ;  
р = do:/dv ,  r = do:2 fdv 2  Е R m .  Тогда в матричной записи 

d'{J d2 '{) ·  
- = Fтр --' = p тfl.p + Fт r  
dv ' dv2  ' 1 ' 

где F1 - i -й вектор-столбец матрицы Fт, т .е .  F1 = дfi/д о:. Фиксируем пока 
вектор направления р и наИдем вектор r .  Вектор r ,  как бьmо оговорено , 
определяем из условия принадлежности d2 '{)/dv2  нормальному подпрост
ранству.N. Определим п-мерный вектор-столбец h = (рт Н1 р, . . .  , рт Hn р) т . 
Тогда 

Но 

d2'{)  
- = h + Fr. 
dv2 

откуда 
r = - (FтF)- 1 Fтh , 

и поэтому 
d2'{)  
- = h - F(Fт F)- 1 Fтh = (! - F(Fт F)- 1 Fт ) h. 
dv2 

Квадрат кривизны кривой '{) в точке о:0 в .направлении р Е R т поэтому 
равен 

h т (/ - F(Fт F)- 1 Fт ) h 
k2 (р) - __::______:___.:.._______:__ - (рт  рт Fp) 2 ' 

( 1 .9) 

поскольку d'{J/dv 1 d2 '{)/dv2 • Максимальной кривизной поверхности f в 
точке о:0 естественно назвать max k (р) = k. Величина , обратная к k2 , есть 

р 
квадрат радиуса кривизны , который совпадает с выражением под знаком 
inf в ( 1 .8) .  Таким образом, как и в одномерном случае , значение QL u 
можно считать равным • максимальному квадрату радиуса кривизны по
верхности функции регрессии . 
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Минимизация ( 1 .8) по р не приводит к явному решению. Поэтому 
целесообразно оценить ( 1 .8) снизу по р ,_это будет сделано наподобие то
го , как ранее строилась оценка снизу для QLC · 

Теорема 1 .4. Пусть QLи - максимальное значение Q, при котором 

- r  
1 

F T(cx) F(cx) - vQ 'i:.H/ (cx) - ---- х 
tr F т(cx)F(cx) 

Х ('i:.H;(cx)g; (cx)) ('i:.g� (cx)H; (cx)) ] 1 12  
� О, cx E Rm ,  

т. е. 

QL и = iCinf Л� in (Fт (cx)F(cx)) [ 'i:.H;2 (сх) - Х 
tr(Fт(cx) F(cx)) 

Х ('i:.H; (cx)g; (cx)) ('i:.g[(cx)H;(cx)) ] 
- 1 12  

( 1 . 1 0) 

Тогда если QL и < Qн , то на множестве S (QL и) сумма квадратов одно
экстремальна (на каждой компоненте этого мн ажества Q (cx) имеет един
ственный локальный минимум) 1 ) . 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Оценим матрицу 3 2 Q/3 cx2 сверху в терминах 
'Ее[ в условиях ограничения Fте = О, т.е .  

1 aQ - - - = "i, e .g. = О  2 асх 1 1 , 

где gi = 3f;/3cx.  Как следует из матричного неравенства Коши-Б уняков
екого в условиях ограничений (2.34) , гл . 3,  

"Ее;Н; .;;;; Щ[ "ЕН;2 - + ('i.H;g;) ("EH;g;y ] 
1 1 2 

gi gi 
Результаты теоремы теперь следуют из теоремы 1 . 1 .  

Сделаем одно важное замечание качественного характера. Значение QL с 
зависит от параметризации модели f (cx) . Другими сл овами, репар аметри-
зация {3 = {3 (сх) может изменить (т.е. увеличить или уменьшить) QL С · Зна
чение же QL и инвариантно относительно внутренних пре образований в 
пространстве параметров . Это и понятно, ведь QL и есть минимальный 
квадр ат р адиуса кривизны поверхности, а эта величина есть функция 
самой поверхности, а не ее представления . Итак , при неудачной пар аметри-- 1 -
зации QL с будет мало, при удачной - велико . Поскольку QL и не зависит 
от пар 3!\1етризации, а i'lL c ..;;;; iiL и , то верхним пределом i'lL c  следует счи
тать QL и . Как же следует пар 3!\1етризовать модель , чтобы QL с достигло 
своего предела QL и? 

Рассмотрим случай т = 1 .  Как следует из сопоставления ( 1 .4) данной 
главы и ( 1 .4) гл. 3 QL c = QL и . если (/ (сх) , i(cx) ) = О. А это имеет место, 
когда кривая натурально параметризована . Таким обр азом, с вычислитель
ной точки зрения при одномерном параметре наиболее выгодна такая па-

1 ) Если матрица в квадр атных скобках ( 1 . 1 0) вырождена, следует взять обобщен
ную обр атную. 
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раметризация задачи, · при к оторой �араметр совпадае� с длиной дуги. На
оборот, р ассмотрим случай , когда f (a.) коллинеарен / (а) . Тогда (как сле
дует из гл. 2) f (a.) = g (a.)x + z , где х, z Е Rn, g (a.) Е R 1 , т.е .  регрессия 
представляет собой часть прямой. Переобозначением � = g (a.) эта регрессия 
сводится к линейной . В этом случае QL с будет конечно, QL с = 1 1 х 1 1 2 Х 
Х inf [ (g (а.) )  4 f (g (а.) ) 2 ] , тогда как QL и = со . Разумным переобозначением 

Ci 
QL c  можно довести до значения QL и · Действительно, сумма квадратов 
линейной регрессии выпукла на любом множестве уровня . 

Примеры. Найдем коэффициент уровня локальной одноэкстремальности 
для (т,  т + 1 ) -связной регрессии (см. § 3, гл . 3) . Напомним, что функция 
регрессии в этом случае равна 

fi (a.) = w1 (а.)хн + . . .  + Wm (а.)Х;т + Wm + 1 (a.)z; , ( 1 . 1 1 ) 
i = 1 ,  . . . , n, a. E Rm . 

Переобозначением параметров перейдем к каноническому виду 

fi (a.) = (а, х;) + z;v(a.) , ( 1 . 1 2) 

х 1 , • • •  , Xn Е Rm . В § 3 гл . 3 для регрессии ( 1 . 1 2) была найдена оценка 
сниэу коэффициента локальной выпуклости QL С· Воспользуемся припя
тыми в том пар аграфе обозначениями. Формула ( 1 .8) для этой регрессии 
перепишется в виде 

(QL иi 1 2  = 

. . vтFт(a.)F(a.) v 
= � � ' 

а v vтh+ (a.) v [ ll z ll 2 - z тF(a.) (F т(a.) F(a.)) - 1  Fт(a.) z ] 

где F (а.) = Х + zgт (а) . Оценим снизу это выражение при условии, что 
h + (а) Е:;; И.  Как р анее было установлено,  если обозначить 'У =  (g (a.) , v) , 
то минимум числителя достигается при усл овии (Xv �- Z'Y) тz = О . Поэтому 
оценка снизу нулем выражения 

z т(х + zg(a.)) [ (Х + zg(a.))т(X + zg(a.))] - 1 (X + zg(a.)) z ;;;;;. О 

является вполне приемлемой, а значит , � рамках предположения (3 . 1 1 ) , 
гл. 3 удовлетворительной оценкой снизу для QL и ·можно считать оценку 
снизу, полученную для QL С · Отсюда можно заключить, что переобозначе
ния модели ( 1 . 1 1 ) в виде ( 1 . 1 2) уместны , поскольку ·они приводят к по-
вышению QL c до уровня QL и· Это было продемонстрировано р анее на 
параболической регрессии, к оторая представляет собой частный случай 
(т, т + ! ) -связной регрессии при т =  1 .  

§ 2. Критерии глобальной выпуклости и одностационарносm 

Ранее были предложены критерии локальной выпуклости и одностационар
ности. Эти критерии были основаны на отыскании таких пороговых значе
ний уровней суммы :к;вадратов , на каждом связном подмножестве кото-
рых сумма квадр атов была либо выпукла (QL c) ,  либо одноэкстремальна 
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(QL и) .  В этом параграфе будет предложена пар а других, более низких 
значений суммы квадратов llcc и llus , которые уже соответствуют гло
б альной выпуклости и одноэкстремальности (одностационарности) ; функ
ции регрессии считаем дважды непрерывно дифференцируемыми. Задача, 
таким образом, сводится к отысканию такого llcc � QL С• при котором 
множество S (Qcc) связно , то же имеет место и для llus . 

РеlШiм эту задачу сначала для одномерного случ ая, т.е . т = 1 .  Обратим
ся к геометрической тр актовке минимизации суммы квадр атов ; при этом 
образом f(a) ,  а Е R 1 , служит кривая в Rn . Локальным показателем 
кривизны кривой f(a) служит коэффициент кривизны, или просто кри
визна k, минимальное значение квадр ата обратной величины которой R2 = 
= 1 /k2 и есть значение ilL и· Величину k вправе назвать дифференциальным 
показателем кривизны. ДлЯ того чтобы решать проблемы "глобального" 
хар актер а, в ч астности, строить критерии связности множества уровня 
суммы квадр шов , необходим показатель, характеризуюший кривую f(a) 
глобально. В качестве так ого показателя мы предлагаем брать интегр аль
ную криволинейность кривой (или короче - интегральную кривизну) , 
на основе которой и будут далее строиться глобальные критерии. 

Определение. Пусть дана непрерывно дифференцируемая кривая f(a) , 
а Е R 1 в Rn. Интегральной кривизной кривой относительно точек а1 , 
� Е R 1 называем отношение длины дуги этой кривой к длине( хорды, т .е . 

v 
(f(at ), f(a2 )) 

р (а1 ' а2) = 
11 f(a1 ) - [(a2 ) ll ' 

где 
Q 1 

(f(a1 )';' f(a2 )) = f l l i (a) ll da 

- длина дуги; не теряя обшности будем считать, что а2 > а1 • Заметим, 
что p (al , а2 ) � 1 , limp(a1 ,  а2 ) = 1 при а1 �а2 , причем р (а1 , а2 ) = 1 тогда 
и только тогда, коrда f (а) между al и а2 есть отрезок прямой. 

Интегральной кривизной кривой f(a) называем максимальную интег. 
ральную кривизну по всем парам точек а1 < а2 : 

р = sup р (а1 , а2 ) . a t < а 2 

Прежде чем переходить к доказательству основного результата, устан овим 
один вспомогательный факт. 

Лемма 2.1. Пусть f (a) - дважды дифференцируемая кривая в Rn, 
а1 < а2 , f (at ) = А 1 =F А2 = f (a2 ) . Известно, что I I A 1 11 = II A 2 11 = r > О, 
но l l [ (a) 11 > r при а1 < а < а2 • Введем на кривой натуральную парамет
ризацию, тогда 

s II A 1 - А 2 11 
J k(s) ds > , (2. 1 )  
о r 

s - длина дуги на отрезке кривой (А 1 ,  А2 ) ,  k (s) - кривизна кривой. 
Д о к а з  а т е  л ь  с т в о .  По условию f(O) = А 1 , f (s ) = А2 , l l i (s)  11 = 1 , 

1 1 /(s ) ll = k (s ) , О �  s � s. Рассмотрим функцию v 1 (s )  = ( i (s ) , i (O) ) , 
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О :s;;;; s :s;;;; s. Пусть 1 - нетупой угол между вектором А2 -А 1 и касательной 
к окружности в точке А 1 ,  обр азоваmюй сечением сферы S = { и : 11 и 11 = r }  
плоскостью, натянутой на векторы А 1 , А2 (рис. 14) . Нетрудно видеть, что 

(2 .2) 

Докажем, что существует такое s 1 : О :s;;;; s1 :s;;;; s, что v 1 (s 1 ) :s;;;; cos 1. Допус
тим противное, т.е. v 1 (s )  > COS 'Y > О для всех О :s;;;; s :s;;;; s. Интегрируя это 
неравенство но s ,  получаем 

- -
s s . . • 
J v1 (s)ds = f (f(s) , /(O))ds = (А 2 - А 1 , /(О)) > scos 1. о о 

Но s � II A 1 - А2 11 , поэтому 

cos(A - А  л /
.
(0)) = 

(А2 - А 1 ' j(O)) 
> cos 1. 2 1 ' II A 2 - А 1 11 

(2 .3) 

Покажем, что неравенство (2 .3) в условиях леммы нев озможно. Дейст· 
вительно, р �смотрим функцию T(s )  = 11 / (s )  11 2 • Тогда Т' (О) = 2 ( i (O) ,  
!(О) )  = 2 ( / (0) , А 1 )  � О, так как в противном случае нашлись бы доста
точно малые положительные значения s ,  для которых T(s) < r 2 , что про
тиворечит условию леммы. Теперь найдем 

max 
u и '' :: 1 (A1 , u ) ;;;> O 

(и, А2 - A t ) 
ll и ll (2 .4) 

Поскольку (А 1 , А 2 - А 1 )  = (А 1 ,  А 2 ) - II A 1 11 2 < О, то максимальное 
значение функции (и, А2 - А  1 ) при 11 и 11 = 1 достигается на гршпще огра
ничения (А 1 , и) � О, поэтому в (2 .4) можно считать (А 1 , и) = О. Восполь
зуемся теперь нер авенством Коши -Буняковекого в условиях линейного 
ограничения (2. 17)  гл. 3. Тогда при 1 1 и 11 = 1 

(и, А2 - A � ) :s;;;; l l и ii ( II A 2 - А 1 11 2 -
- (А2 - A 1 , A 1 )2 / 11 A t l l 2 ) 1 / 2 = 
= ( II A 2 - А 1 11 2 - ((А2 , А 1 ) - r2 )2 fr2 ) 1 12 • 

(2 . 5) 
Нетрудно проверить, что правая часть (2.5) 
совпадает с 1 1 А 2 - А 1 1 1 cos 1, где cos 'У за· 
дается (2 .2) . Таким образом, мы вступаем 
в противоречие с (2 .3) , т.е .  для некоrорого 
s 1 имеем lf(s 1 )  , i (O) )  :s;;;; cos 'Y. 

Аналогичные рассуждения мог}'т быть 
про�едены для кривой в"противоположном 

Рис. 1 4. К цокаэательству леммы 2. 1 

1 0 * 

1 
\ 
\ 

\. ' ./ ........ / ........ _ _  __ 
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направлении", т.е. IP (s ' )  = [ (s - s ' ) ,  О �  s ' � s: Как и прежде , 

можно найти О � s2 � s. для которого v 2 (s 2 ) = (i (s) , j(s.2 ) ) . � cos 'Y. 
Докажем, что s 1 и s2 могут быть выбр аны так,  что s 1  � s2 .  Действительно, 
допустим противное,  т.е .  

v1 (s) = ( i(s) ,  /(0)) > COS 'Y, 0 � S � S t , 
v2 (s) = ( /(s), tCS)) > cos 'Y, s2 � s � s, 

причем . s 1 > s2 . В силу непрерывности v 1 (s) и v 2 (s)  тогда существует sэ , 
для которого v 1  (s3 ) = v 2 (s3 ) , причем для { Vt (S) , 0 �  S ..;; Sэ , 

Vэ (s) = 
) · v2 (s , s3 � s � s: 

имеем v3 (s) > cos 'Y. Но тогца 

s 9з s 
scos 'Y < J v3 (s) ds = f v1 (s) ds + J v2 (s)ds = 

о о s, 
= l l i(s) \1 2 - 11 /(0) 11 2 = о. 

Получили против оречие , т.е. s1 и s2 всегда можно выбр ать так, чтобы 
s1 � s2 .  

Дальнейшее доказательств о не представляет труда. Как известно, в на-
тур альной параметризации кривизна кривой [(s) р авна 11 /(s )  11 , поэтому 

- - s -
s s . . 1 • • s . .  
J k (s) ds = J l l [ (s) l l ds � J l l [ (s) l l ds + J l l [ (s) ll ds � 
О о о s2 
� l l /(s 1 ) - /(0) II + l l /( s) - /(s2 ) 11 = 
= V2 [ I - ( /(st ) , /(О))] 1 / 2  + v'2 [ J - ( /(s2 ) , /(s ))] 1 / 2 � 
� 2 v'2  [ 1  - C0S 'Y] 1 f2 , 

где cos 'У задается выр ажением (2 .2) . Поскольку 

2v'2(1 - .../I - w2 /4 )1 1 2 > w, O < w � 2; 
лемма доказана. 

(2 . 5') 

3 а м е ч а н и е. В условиях леммы можно доказать более сильное не
равенство 

s s 
J k(s)ds > - , 
о r 

(2.6) 

где s - длцна дуги окружности экватора сферы, соединяюшей точки 
[(О) и [( s ) . Последнее неравенство , как бьuю подсказано Л.Д. Бураго , 
может быть доказано с помошью теории врашений векторных полей {см. ,  
наnример ,  [28] ) . Заметим, что неравенство (2 .6) может быть доказано 
также элементарным сnособом, обобщая наше доказательство леммы 2 . 1 , 
разбиением интервала интегрирования на [0 , $ 1 ] ,  [s 1 ,  s 2 ] ,  • • •  , [sп - l , s ] 
и устремлением n -+ оо . Нас вполне устраивает оценка (2 . 1 ) , тем бо
лее, что она допускает обобщение и для любого выпуклого тела (см 
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лемму 3 . 1 ) . Фактически в лемме 2 . 1  бьmо доказано более сильное нера
венство .  

В следуюшей лемме устанавливается выпуклость компоненты мно
жества локальной выпуклости функции ( § 1 ,  rл . 3) . 

Лемма 2.2. Пусть F (х) - дважды непрерывно дифференцируемая функ-
ция, х Е Rm и F L с < Fн такой уровень, что на .множестве S L с = { х Е Rm : 
F (х) < F L с } гессиан F (х) положительно определен. Тогда каждая ком
понента .множества S L с есть строго выпуклое .множество. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Не теряя обшности можно считать, ч1о для 
всех х0 :  F (x0 ) = FL c матрица Гессе 3 2F (x0 ) /3x2 положительно опреде
лена (в противном случае можно взять F� c  < FL C • а затем рассмотреть 
последовательность Flc  t FLc) . 

Докажем сначала, что при этом условии "ii х0 : F (х0 )  = F L с сушествует 
такая окрестность ненулевоrо радиуса V (x0 ) , что (х - х0 ,  дF (х0 ) /дх) < 
< О для всех х Е  V (x0 )  n sL c .' Действительно , 

( дF(хо )) д2F(хо )  
F(x) - F(xo ) = Х - Хо ,  

ах 
+ (х - хо )т (х - хо ) + 

дх2 
+ o ( ll x - х0 11 2 ) . 

Допустим противное, т .е .  (х - х0 , дF (х0 ) /дх) � О. Тоrда для достатоЧно 
малых 1 1 х - х0 1 1 > О правая часть последнеrо равенства будет неотрицатель
ной , что противоречит условию F (х) < F (х0 ) .  Рассмотрим какую-либо 
компоненту множества SL C •  которую обозначим через Sf c , и Д(Л(ажем ,  
что это строrо выпуклое множество .  Для этоrо достаточно доказать, что 
для любоrо х0 E Sf c : F (x0 ) = FL c и для любoro x E Sf c, x =F x0 имеет 
место неравенство (х - х0 , дF (х0) /дх) < О . Допустим, это утверждение 
ложно , т .е .  х0 =Fx . E Sl c; таковы, что (х . - х0 ,  3F (x0 ) /3x) � О . Пересе
чение { х : (х - х0 ) 3F (х0 ) /дх � О } n Sf c свяЗно как пересечение связ
ных множеств , поэтому в любой окрестности х0 можно найти х : F (х) < 
< FL C •  для которых (х - х0 ,  дF (х0 ) /дх) ;;.. О ,  что противоречит ранее 
полученному утверждению. 

Теорема 2.1 . Положи.м 

QL u = --

Qcc = р 2  
Допустим, Qus < Qн. Тогда .множества уровней 

S(Qus ) = { а: : Q(a:) < Qus} , S(Qcc) = { а: :  Q (a:) < Qcc } 

(2 .7) 

(2 .8) 

связны, на .множестве S (Qus ) существует единственная стационарная 
точка, .множество S (Qcc) выпукло, а гессиан су.м.мы квадратов на не.м 
положительно определен 1 ) • 

1 ) Нижние индексы в левых частях формул (2 .1) и (2.8) истолковываются сле
дующим образом : US - Unique Stationary (единственная стационарная) ; СС - Convex 
Connected (выпуклая связная) . 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Установим сначала свойство уровня (2 .7) . 
А именно докажем, что множество S (Qus ) связно . Для этого , очевидно , 
достаточно доказать следующее : пусть а1 < а2 , причем а1 , а2 Е S (Qus ) , 
т.е . 

Q(a;) = ll y - /(af) ll 2 < Qus. j =  1 , 2 ; (2 .9) 
тогда для любого а1 .е;; а .е;; а2 имеем а E S(Qus) , т .е . 

Q (a) = l l y - /(a) ll 2 < Qus · 
Допустим противное , а именно , пусть а1 < а < а2 таково,  что Q ( a) ;;;. 

;;;. Qus · Пусть Q* такое, что max (Q (a1 ) , Q (a2 ) )  < Q* < Qus · Обозначим 
через <Xi инфимум а таких, чrо для всех if > а > if1 имеем Q (a) > Q* и 
if2 - супремум а таких, что для всех if <  а < if2 имеем Q (a) > Q* .  Эти 
значения а1 и if2 существуют, поскольку имеют место неравенства (2 .9) .  
Из непрерывности /(а) следует , что 

l l y - /(if1 ) 11 2 = ll y - /( if2 ) 11 2 = Q* ;  ll y - /(a) II 2 > Q* .  
iX1 < а < if2 . 
Введем на отрезке [ if1 , if2 ] натуральную параметризацию и применим 

к кривой /(а) на отрезке [0 , s] лемму 2 . 1  (здесь s- длина дуги кривой 
/(а) на отрезке [ а1 ,  if2 ] ) ; очевидно , все условия леммы выполнены. 
Поэтому по теореме о среднем 

а � _ l l f( s) -/(0) 11 11 /(s) -/(O) II 
f k(s)ds = k ( s ) s > > 
о ...;Q* VQ;;; 

для некоторого s Е [0 , s] . Но тогда по определению Qus 

k( s) > ii 1 1 /( s ) - /(0) 11 suE_ k(s) ,  
S sE [ O , s ] 

т.е .  k( S ) > sup k(s) - противоречие . 
s E [ O, a ] л 

Аналогично можно доказать связность множества S (Q) для любого 
л - -Q .е;; Qus . Отсюда следует связность множества S (Qcc) , поскольку 

QL c .е;; ilus . Неравенство d2 Q/da2 > О  на S (Qcc) следует из того , что 

Qcc .е;; QL С · Выпуклость множества S (Qcc) следует из леммы 2 .2 .  
Перейдем к многомерному случаю . 
Определение. Интегральной кривизной поверхности f: Rm � R n на

зываем 

(g(O ;  а1 , а2 ):--' g(l ; а1 , а2 )) 
ll /(a1 ) - [(а2 ) 1 1 

где g (v ; а1 , а2 ) кривая на поверхности /(а) минимальной длины, 
соединяющая точки /(а1 ) и /(а2 ) ,  т.е . геодезическая; О .е;; 11 .е;; 1 , 
g (O ;  а 1 , а2 ) = f(a1 ) , g ( 1 ; а 1 , а2 ) = /(а2 ) ; (? (0 ;  а1 , а2 )':"' g( l ; аl , а2 )) 
минимальная длина дуги. 
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Теорема 2.2. Теорема (2 . 1 ) верна в многомерном случае. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для того чтобы доказать связность множе-

ства S (Qus ) , достаточно показать , что при условии (2 .9) найдется такая 
непрерывная кривая a (v) Е Rm , что a (v) Е S (Qus )  и а (О) = а1 , а (  v )  = 
= а2 • Соединим точки f(a1 ) и /(а2 ) геодезической , которую в простран
стве параметров Rm можно nредставить как а (v ) , а в пространстве наблю
дений Rn как f (а (v) ) = g (v ) . Известно , что для геодезической g"(v) Е N 
нормальное многообразие поверхности , значит , в любой точке кривизна 
�еодезической не больше кривизны поверхности , т .е .  1 /k� � QL и ·  Далее 
доказательство проводим так же ,  как в теореме 2 . 1 .  

Определаые. Интегральной кривизной кривой f (a) относительно а Е R 1  
называется 

_ ( !(а)'-; /(а)) 
р (а) = s�p 

1 1 /(а) - /(a) ll 
Интегрально& кривизной поверхности f:  Rm -+ Rn относительно а Е Rm 
называется 

р (а) = sup 
0< ER m 

(g(O ;  а, а)': g( l ; а, а)) 

l l f(a ) - /(a) ll 

где , как и прежде , g (v ; а, а) - геодезическая кривая на поверхности 
/ (а) , соединяющая точки f(a) и / (а) , О � v � 1 , g (O) = f(a) , g ( l )  = 
= !(а) . Таким образом, 

(g(O ;  а, а)� g( 1 ;  а, а)) = 

Очевидно р(а) � р. 

inf 1/J Ef 1/J (O ) =f(a ) 
1/1( 1 ) ={(0<) 

1 • 
f 1 1 1/!(v) l l dv . 
о 

Теорема 2.3 (критерий совпадения локального МИIUfмума с глобаль
ным) . Пусть а - точка локального минимума суммы квадратов Q (a) , 
причем 

Q(a) 
< llus . 

Р2 (а) 

Тогда, если Q(a) < QE ,  то а - точка глобального минимума Q(a) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  К:ак следует из доказательства теоремы 2.2 , 

множество уровня S (llus/ р2 (а) ) будет связным и на нем Q (a) имеет 
единственную· стационарную точку. Вне этого множества уровня по опре
делению 

llus 
Q(a) � � > Q(a) . 

р (а) 

Значит , Q (a) - глобальный минимум функции Q(a) . 
Пример вычисления интегральной кривизны кривой. Рассмотрим уже 

исследовавшуюся ранее параболическую регрессию 
/(а) = az + a2x, x , z E Rn , a E R 1 • 
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Оценим сверху интеrральную кривизну этой кривой . Пусть а1 < а2 , тоrда 
l l [{a1 ) - [{a2 ) 11 = ll afx + a1 z - a�x - a2z ll = 
= (а2 - a1 ) ll (a1 + a2 )x + z ll , 

а . 
( f(a1 ) '-! [(а2 )) = J ll 2ax +z ll da = 

а , 
а ,  . 
J (�(2ах; + z;? )1 12da. а , 

Оценим длину дуrи сверху, для этоrо используем следуюшее неравенство : 
если и (х) - непрерывная функция на [а, Ь ] ,  то 

ь 2 ь 
( J u (x)dx ) ..:;; (Ь - a) J  u2 (x)dx. (2 . 1 0) а а 

Неравенство (2 . 1 0) следует из интеrральноrо варианта неравенства Коши
Б уняковскоrо : 

ь 2 ь ь 
( J u (x)dx )  = ( f u (x) 1dx ) 2 ..:;; (Ь - а) f u2 (x) dx . 
а а а 

Если обозначить в (2 . 1 О) и (х) = y'i}(X) ,  v (х) � О ,  то оно перепишется как 

j y'V{X) dx ,;;;; � Jjv(x) dx. 
а а 

С привлечением последнеrо неравенства можно выписать оценку сверху 
для длины дуrи 

(2 . 1 1 )  

Для параболической реrрессии р= 00 • Это можно проверить на простей-
1 

шей параболе f = -Аа2 , А > О  в координатной плоскости (а , [ ) . Возь-
2 

мем а1 = -а2 и устремим а1 -+ оо . Тоrда l l [{a1 ) - [{а2 ) 11 = 2а1 , а 
а , а 1 

( f(a1 )'-! [(а2 )) = 2 f( 1 + A 2a2 ) 1 12da � 2А fada = Aai .  
о о 

Поэтому 
( f(a1 ) "': [(а2 )) 
ll [{a1 ) - f{a2 ) 11 

-+ 00 ' 

Однако можно зафиксировать одну точку и оценить сверху по а выра
жение 

( [(а)'; [(а)) 
Ра (а) = 

ll [{a) - [(a) ll ' 

т .е .  найти оценку сверху для величины р(а) . Эта задача в рамках парабо
лической реrрессии уже имеет нетривиальное решение . Воспользуемся 
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для этого не равенством (2 . 1 1 ) . Тогда для параболической регрессии 
v 

а 1 { 2 
( !(а) , f(a)) � (а - ai 12 ( '1; J (2а х; + z;)2 da ) = 

О< 

[ 
4 ] 1 / 2 

= (а - а) 3 (а2 + аа + а2 ) l l x ll 2 + 2 (а + а) (х, z) + 1 1  z ll 2 , 

Таким образом, 
4 3 (а2 + a a + a2 ) l l x ll 2 + 2 (a + a) (x, z) + l l z ll 2 

р2 (а) � = Та (а) . 
(а + ai ll x ll 2 + 2 (а + а) (х, z) + 11 z ll 2 

а > а. 

При а < а ответ получается тот же . Найдем максимум Та (а) по а .  Вычле
няя в числителе Та (а) знаменатель ,  получим 

Та (а) = 1 + � 11 х 11 2 ----�-а_-_а_)-2------ = 1 + � 1 1 х 11 2 Х 
3 (a + a)2 ll x l l 2 + 2 (a + a) (x , z) + ll z ll 2 3 

(а - а)2 
х 

2 
-

(а - а) 11 х 1 1 2 + (а - а) [2 (х, z) + 4а 11 х 1 1 2 ) + 11 z 11 2 + 4а2 11 х 11 2 + 4а(х, z ) 

Поэтому 

min 
а Та (а) - 1 

3 
min [ 1 1 x ll 2 + � ((х, z) + 2a ll x ll 2 ) + 

11 x ll 2 v и 

Таким образом, для параболической регрессии 

f52 (a) � 1 + 
4 11 z + 2ax ll 2 

3sin2 (x�z) l l z ll 2 

Учитывая эту оценку и теорему 2 .3 ,  можно утверждать , что если а -
найденная стационарная точка функции 

Q(a) = '1; ( у; - а2х; - az;i , 

причем 
1 2sin6 (x�z) Q�) � ' 

3sin2 (x�z )  11 z 1 1 2 + 4 11 z + 2ах 11 2 

то а - точка глобального минимума Q (a) . Заметим, что для параболи
ческой ретрессии критерий глобальности может быть построен другими, 
более простыми методами (см . , например, следующую главу) . Здесь этот 
пример бьm рассмотрен из чисто иллюстративных соображений. · 

Важнейiint:м понятием математического анализа и теории оптимизации, 
в частности , является понятие выпуклости множества и функции . Ока
зьmается , в рамках предлагаемого подХода можно построить достаточно 
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простые критерии выпуклости множества уровня Q (o:) . Напомним, что 
выпуклое множество связно , обратное,  вообше говоря, неверно (за ис
ключением R 1 ) • 

Определение. Интегральной линейной кривизной поверхности f :  
Rm -+ Rn называем 

1 
f 1 1 / ( Ло:1 + ( 1 - Л) o:2 ) ll dЛ 
о 

где / Е  Rn есть вектор-производная отображения отрезка [о:1 , о:2 ] в Rn. 
Интегралыюй линейной кривизной поверхности f относительно точки 
а Е Rm называем 

Р(а) = sup 
a ER m 

1 • 
f 1 1 / (Лa + ( l - Л) o:) ll dЛ  
о 

l l f(a) - /(o:) ll 

Отличие р от Р заключается в том, что в числителе супремума Р стоит 
длина дуги на поверхности f, образованной отображением отрезка прямой 
Ло:1 + (1 - Л) о:2 , О ";;;; Л ";;;; 1 ,  соединяюшей точки о:1 и о:2 , а не кривая ми-
нимальной длины (геодезическая) , как в случае р. Понятно , что Р � р, 
причем Р = р при т = 1 . Аналогичное замечание можно сделать и для 
Р(а) . 

Определение. Множество S С Rm называется звездчатым относительно 
а Е Rm , еслИ из условия о: Е S следует , что Ла + ( 1  - Л) о: Е S для любо
го о о;;;; л .;;;; 1 .  

Нетрудно показать, что S выпукло тогда и только тогда, когда оно 
звездчато относительно всех своих точек . Если S звездчато относитель
но а , то оно линейно связно (в качестве непрерывной кривой, соединяю
шей две произвольвые точки о:1 , о:2 Е S , берем ломаную [о:1 , а ] , [а, о:2 ] С 
с S) . Таким образом, множества, звездчатые относительно какой-либо точ
ки, занимают промежуточное положение между выnуклыми и связными 
множ�ствами. ЕслИ F (x) локально выпукла на множестве S (д 2F/дх2 -
положительно определенная матрица на S) ,  которое в свою очередь звезд· 
чато относительно х . , то функция на луЧе F (x .  + Лq) ,  Л �  О, для любо
го q =1= О является выпуклой на пекотором отрезке [О, Х ] , где х • + "Х q 
принадлежит границе S .  Этот факт можно использовать при выборе дли
ны шага вдоль выбранного направления при минимизации Q (o:) . Таким 
образом, выпуклые множества в пекотором смысле могут быть замене
ны звездчатыми относительно какой.либо точки. 

Обозначим 1 ) (см. рис. 1 1 )  

- QL u 
Qc = -_- , р2 

1 ) С - первая буква о т  англ. Convex - выпуклый. 
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Теорема 2.4 (критерий вьmуклосnt множества уровня:) . Множество 
уровня 

S(Qc) = { a E Rm : Q(a) < Qc } 
выпукло. Множество уровня 

S(Qc(a)) = { a E Rm : Q(�) < Qc (a) }  
звездчато относительно а Е Rm . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а(О) = а1 и а ( 1 ) = а2 ,  причем а1 , а2 Е 
E S (Qc) . Построим отрезок a (v) = v a1 + ( 1  - v) a2 и его образ g (v) = 
= f(a (v) ) .  Рассуждая дальше также как в теореме 2 .2,  находим, что 

_a(v) E S(Qc) . Звездчатость относительно а множества S (Qc (a) ) доказы
вается аналогично. Здесь кривые на поверхности получены отображени
ем всех лучей, исходяшнх из точки а. Теорема доказана . 

З�е. Очевидно, соответствуюшие утверждения имеют место для 
любых уровней меньших рассматриваемых. 

Ниже приводятся некоторые способы вычисления интегральной кри
визны кривых и поверхностей, которые основаны на понятии "направ
ленности". 

Напомним, что в § 4, гл . 3 было введено понятие кону9а направлений 
для кривой f(a) E Rn как конуса К, содержашего кривую [(а) . 

Определение. Кривую [(а) E Rn называем направленной, если ее конус 
направлений К заострен.  

Наиболее простой конус - круговой ; в этом случае можно найти та
кой вектор z, 11 z 11 = 1 , и угол О <;;; I{J < -rr/2 , что 

cos (/(a):z) ;;;;.. cos i{J 'r/a E R 1 • (2 . 1 3) 

Вектор z называется осью конуса направлений, I{J - углом раствора. 
Теорема 2.5 .  Пусть конус направлений кривой [(а) является круго

вым и заостренным (О <;;; I{J < -rr/2) .  Тогда интегральная кривизна кривой 
ограничена сверху : 

1 
ji <;;; - . (2 . 14) 

COS I{J 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а1 < а2 - любые . По условию 

( f(a), z) ;;;;.. cos i{J I I f ( a ) l l , 

, поэтому по неравенству Коши - Буняковекого 

0! 2 1 01 2  
f 1 1  [ (а) 1 1  da <;;; -- f ( [ ( а ) ,  z) da = 

а1 cos I{J а 1  

1 1 
= -- ( f(�) - f (at ) , z) <;;; -- l l f (a2 ) - f(at ) l l , cos I{J cos I{J 

что и требовалось показать. 
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Для получения оценки сверху для р (а) на основе этой теоремы можно 
. . . л . 

положить z = f(a) 1 1 1  f(a) 1 1 . Тогда если cos ( .f (a) , f(a) )  � cos I{J > О, 
то р (а) Е;; 1 / cos I{J .  Строить оценки сверху для интегральной криволиней
ности кривой можно непосредственно интегрированием с применением 
соотве1сrвующих оценок сверху (например, как это бьmо сделано ранее 
для параболической регрессии) , либо пользуясь неравенством (2. 1 4) . 
В последнем случае отравной точкой служит конус направлений кривой. 
При этом если построенный конус направлений не является круговым, то 
задача заключается в том, чтобы для заостренного конуса К найти круго
вой конус Ks , содержащий К и имеющий минимальный угол раствора; 
круговой конус К s в этом случае называем описанным. Задача построения 
кругового описанного конуса бьmа рассмотрена в § 2 гл. 1 ,  к которому мы 
и отсьmаем читателя .  

Иногда угол раствора конуса направленной кривой регрессии удобно 
находить на основе угла между векторами производной этой кривой. 
В связи с этим дадим следующее 

Оnределение. Кривую f (а) Е Rn назьmаем прямонаправленной 1 ) ,  если 
. . 

( f(a1 ) ,  f(a2 ) )  � О  для любых а1 , а2 Е R 1 • Говорим, что [(а) прямо-
1f.{lправлена с cos I{J � О, если 

- . 
cos ( f (a1 ), f (a2 )) � cos I{J, (2 . 1 5) 

Очевидно, прямонаправленная кривая с cos I{J > О является направлен
ной.  Во второй главе бьmо дано определение однонаправленной кривой. 
Там бьmо отмечено, что однонаправленность является своеобразным крите
рием внутренней адекватности регрессии. Покажем, что прямонаправлен
ная кривая является однонаправленной .  А именно покажем, что для глад
кой кривой без особых точек 

. . 
(f (a1 ) , f(a2 )) � О ,  

влечет 

(f (a), f(a) - [ ( {3 )) < О ,  

(f (a), f(a) - f( {j ))  > а, 

а <  {3 ,  

а > {3 .  

(2. 1 6) 

(2. 1 7) 

(2 . 1 8) 

Действительно, пусть а < {3 выбраны произвольно. Тогда из ( 2 . 1 6 )  
следует, что 

(2 . 1 9) 

Теперь заметим, что левая часть (2. 1 9) как функция а2 является непре
рывной по а2 , причем при а2 = а эта функция положительна, поэтому ее 

1 ) Этот термин аргументируем следующим образом. Вектор производной прямо
НапРfВленной кривой лежит в прямом конусе, т.е. в конусе К , для которого 
(u, v )  ;;;> О для любых и, v .E K.  
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интег� по d r:x2 от r:x до (J положителен, т .е .  

� � .. . .. . 
f ( f (r:x), f(r:x2)) dr:x2 = ( f (r:x), f f (r:x2 ) dr:x2) = 

а а 
= ( f ( r:x ), ! ( (3 ) - f( r:x )) > О , 

что и доказывает (2 . 1 7) . Аналогично доказывается (2 . 1 8) . 
Таким образом, грубо можно утверждать, что прямая направленность 

кривой есть условие внутренней адекватности регрессии. 
Итак, допустим, для кривой имеет место неравенство (2 . 1 5} . Как с по

мощью теоремы 2 .5 оценить в этом случае интегральную кривизну кривой 
сверху? Из § 2, гл . 1 следует, что при условии (2 . 1 5) существует uек· 
тор k * такой, что 

cos ( i(r:x) ,  k. ) ;;;;. (* ( 1 + (n - 1 } cos '{!�1 1 2 , 

т.е . для такой "кривой 

n [i 2  ЕО;; -------
1 + (п - 1 ) cos 'Р 

(2.20} 

В частности, для прямонаправленной кривой р 2 ЕО;; n .  Например, допустим, 

j, (r:x) ;;;;. О, т .е .  i(r:x) С R: - положительный ортант Rn ; тогда осью 

описанного кругового конуса будет и = ( 1 ,  1 ,  . . .  , 1 ) , а cos '{! = 1 /  Гп. 
Таким образом, для такой кривой интегральная кривизна р ЕО;; Гп. 

Рассмотрим другой пример, а именно пусть [1 ( r:x) равномерно возрас
тают по i , т .е .  

. . 
О ЕО;; /1 ( СХ )  ЕО;; /2 ( r:x )  ЕО;; • • • ЕО;; fп ( СХ ) , 

Тогда соответствующий конус есть 

К = { и Е Rn : О ЕО;; и 1 
ЕО;; и2 Е0;; • • • Е0;; ип } . 

Как показано в § 2, гл . 1 ,  косинус угла раствора для этого конуса задается 
формулой (2 . 1 5 ) , rл. 1 .  Таким образом, можно считать, что в условиях воз-

растающей по i производной р ЕО;; ..;nт3 (улучшение по сравнению с кону

сом R: в V3 раз ) . 

Для пос:rроения точных оценок сверху для интегральной кривизны по
верхности в качестве кривых необходимо рассматривать ее геодезические . 
Из теоремы 2 .4 следует, что для установления вьmуклости суммь1 квадра· 
тов достаточно рассмотреть кривые на поверхности, задаваемые более 
простыми средствами - это отображение прямых 1 = r:xo + Л v из простран· 
ства параметров в Rn посредством отображения f. При зто м все результа-
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ты, касавшиеся обычных кривых, переносятся на подобные кривые автома
тически. Так, говорим, что поверхность f ( 01.) · Е  Rn , 01. Е Rm линейно на
правлена, если для любого v Е Rm множество 

{ и : и =  F( a ) v , 01. Е Rm } , (2 .2 1 )  

где F(a) = а  f 1 а а - матрица производных п Х т ,  лежит в заостренном ко
нусе. Заметим, что в (2. 2 1 )  можно, во-первых, ограничиться 1 1  v 1 1  = 1 . Во-вто
рых, за счет выбора произвольного w =1= О, w E Rm можно ограничиться по
IIупространством векторов v: ( v, w) � О. 

Теорема 2.5 обобщается на многомерный случай непосредственным 
образом. 

Теорема 2.6. Пусть f: Rm � Rn, F = а f 1 аа . Тогда, если существует 
z Е Rn, 11 z 11 = 1 , для которого 

для всех v: ( v, w) � О, w =1= О, то интегральная линейная кривизна поверх
ности f(a) ограничена сверху: 

- 1 
Р <. -- . 

COS I{J 
Определение. Поверхность f ( 01.) Е Rn назьmаем линейно прямо направ

ленной, если 

(2.22) 

для всех v Е Rm 
Если 1 - прямая в Rm , то кривая f ( 1 ) для линейно прямонаправлен

ной поверхности будет прямонаправленной. Отсюда следует, что для такой 

поверхности Р 2 <. п. Аналогично одномерному случаю можно утверждать, 
что если для т-мерной поверхности в п-мерном пространстве 

л 1 
cos (F(a1 ) v, F(a2) v) � т > - -- , Ot. 1 , Ot.2 Е Rm , 

п - 1 

то для такой поверхности 

р2 <. ___ п __ 
1 + (п - 1) т 

Примеры. Рассмотрим квазилинейные регрессии (см. § 3 ,. гл. l ;  
§ 3 ,  гл .  3) . Поверхность этой реrрессии задается уравнениями ft ( 01.) = 
= g (атх1) , 01. , х1 Е Rm, i = 1 ,  . . .  , п ; g - строго возрастающая функция 
действительного переменного . Докажем, что эта поверхность является ли
нейно прямонаправленпnif Няпомним (см. § 3, rл . 3) ,  что для этой 
регрессии 

a r 
а а 

= F( a )  = G( a ) X, 
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где Х - матрица n Х т, i.-й вектор-строкой которой является х{, G (a) -
диагональная матрица Gu (a) = g (aтxt) > О, i = 1 , . . . , n .  Поэтому дliЯ 
любого v E Rm 

vтFт(at )F(a2 ) v  = vтxтG(at ) G (a2 ) Xv ;;;;:. О ,  

поскольку G (a1 ) G  (а2 ) ;;;;:. О.  Нетрудио видеть, что если к тому же 

rank Х ·= т, g > О, то неравенство (2 .22) для v =F О будет строгим. 
Заметим кстати, что во второй главе была доказана однонаправленность 
квазилинейной регрессии. Она следует из доказанной линейной прямо
направленности поверхности квазилинейн;ой регрессии с учетом неравенств 
(2 . 1 7) и (2. 18) дliЯ прямонаправленных кривых. 

Таким образом, для квазилинейных регрессий Р 2 <;; n. В частности, 
на основе теоремы 2.4 можно утверждать, что для логлинейных регрессий 
(см. § :" , гл. 3) 

- 1 2 - 1  Qc - 4 n  Л m in (A В ) , 
где А и В задаются выражениями (3 . 2 1 ) из гл . З , т .е .  множество 

выпукло и на нем сумма квадратов 

Ct TX • 2 Q( a )  = � (у1 - е 1 ) 

(2 .23) 

выпукла. Таким образом, если найденная точка а локального минимума 
дает значение Q (a) < Qc ,  то а - точка глобального минимума. 
Разумеется, в каждом конкретном случае квазилинейной регрессии, и в том 
числе дliЯ лоrлинейной, можно предllожить более точные оценки дliЯ линей
ной интегральной кривизны поверхности и в целом дliЯ величин Q и s , 
Qc и Qc (а) . 

Теперь рассмотрим пример (т, т + 1 ) -связной регрессии с функцией 
(3 . 10) из гл . 3 .  В § 3, гл . 3 для этой регрессии бьmа построена оценка 
снизу дliЯ уровня локальной выпуклости суммы квадратов , в первом пара
графе этой гnавы бьmо установлено, что при некоторых предположениях 
в качестве достаточно хорошей оценки снизу для уровня локальной одио
зкстремальности можно взять нижнюю оценку для уровня локальной 
вьmуклости. Найдем теперь оценку снизу дliЯ уровня глобальной одио
экстремальности Q(a) этой регрессии. Для этого очевидно необходимо 
найти оценку сверху для интегральной кривизны поверхности, задаваемой 
(3 . 10) гл . 3. Воспользуемся дliЯ этого теоремой 2.5 . Из методических со
ображений найдем сначала эту оценку сверху дliЯ одномерного параметра, 
т.е . в случае, копщ 

[;( а ) = схх1 -t u (a ) z; , (2 .24) 

Допустим, что u (o:) - возрастающая функпия, т .е .  u ' (a) = q (a) ;;;;:. О. 

Тогда f (а)  = х + q (а )z лежит на луче с началом в точке х и направляющим 
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вектором z .  Конусом, содержащим { f (а) , а Е R 1 } , в этом случае будет 
плоский конус, натянутый на векторы х и z .  В качестве оси конуса целесо
образно взять вектор р = х 1 1 1 х 1 1  + z 1 1 1  z 1 1 . Конус угла раствора при этом 
будет равен 

(2 .2 5) 

поэтому для регрессии (2.24) оценкой сверху для интегральной криволи
нейности кривой будет 1 / т .  

Предположим теперь, что d 2 vlda 2 Е;; и, а Е R 1 • В этих предположе
ниях в § 3 ,  гл . 3 была найдена оценка снизу для уровня локальной 
выпуклости (т, т + 1 ) - связной регрессии - см. формулу (3 . 1 3) 
из rл . 3 .  Легко проверить, что для случая. т = 1 эта формула имеет вид 

где Xz - вектор остатков регрессии х на z ,  т . е .  

X z  = (1 - i!izzJx. 

Таким образом, окончательно для ( 1 ,2) -связной регрессии при сделанных 
вьШiе предположениях 

где т дается выражением (2.25) . По теореме 2 .4 тогда можно утверждать, 
что при сделанных предположениях множество 

будет представлить собой интервал, причем на нем Q( а) �у дет строго 
выпуклой функцией а .  В частности, если а - стационарн�я точка Q(a) , 
причем Q(a) < Q c ,  то Q(a) - глобальный минимум Q(a) , а Е R 1 . 

Исследование (т, т + 1 ) -связных регрессий существенно упрощается, 
если произвести ортогонализацию. Так , для ( 1 ,2) -связной регрессии пред
ставим z = х + е , где е 1 х .  Тогда уравнение (2.24) в векторном виде 
перепишется как [(а) = (а + v (a) )x  + v (a) e . Воспользовавшись методом 
переобозначения (см . § 1 ,  rл . 1 ) , придем опять к ( 1 ,2) -связной регрессии 
/(Л) = Лх + t ( Л) е , где (х, е) = О .  Для такой регрессии при условии 
t ' (Л) ;;;.. О значение т = 1 / ..J2, позтому уровень в ьmуклости при условИи, 

что 1 t " (Л) 1 � и, будет равен 1 1  х 1 1 4 /2 1 1 е 1 1 2 и2 . 
Перейдем к многомерному случаю (т, т + 1 )  -связной регрессии. С по

мощью ортогонализации найдем вектор е Е R т такой, что z = е + Х8 , 
где е 1 Х, т.е . хте  = О. Очевидно, 8 в этом случае представляет собой 
оценку МНК линейной регрессии z на Х, т.е. 8 = (Х тх) -1 Х тz . Перео®-
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значением (т, т + ! )-связную регрессию (3. 1 0) ,  гл . 3 сводим к 
{( �) = Х а +  t(�) е, � б. R  т , (2 .26) 

где по условию )(fe = 0. Пусть для всех q (�) = д t/ д �ЕRт существует такой 
вектор w E R т , что для всех и :  (и , w) � О имеем (q (� ) , и) � О при 
любых � Е  R т . Оценим сверху линейную интегральную кривизну такой 
регрессии. Выберем в R m  прямую lv = { � = �0 + av, - оо < а < оо } ,  где 
�о Е R т выбрано произвольно, и :1= О. Не теряя общности можно считать 
(и , w) � О. Образом этой прямой при отображении (2.26) будет 1{) (а) = 
= Х� 0 + aXv + е  t (�0 + au )  с вектор-производной еР (а) = Xv + е (q (�о + 
+ аи ) , и) . Но по условию (q ( � 8 + av) ,  v) � О. Заметим еще, что в силу 
проведеиной ортогонализацнн (Хи) т е = и  т хт е = О. Поэтому, как и для 
( 1 ,2) -связной регрессии, косинус угла раствора конуса, натянутого на 
множество { Хи + е  . (q (� 0 + а� ) ,  и ) } , равен 1 /  v'2, а значит, по теоре· 
ме 2.6 для этой регрессии линейная интегральная кривизна Р 2 � 2. 

дllя получения по рогового уровня выпуклости Q с необходимо найти 
оценку снизу для уровня локальной вьmуклости. Как следует из § 3, гл. 3, 
при условии 

( д2 t )2 
� U2 � Е R т , 

. 0 �2 ' 
где U - симметрическая положительно определенная матрица т Х т, имеет 
место следующая оценка : 

Qc � Qc = 11 е\2 ��in ( Х т x u-• ). 
Поэтому на основании теоремы 2.4 окончательно можно утверждать, что 
при сделанных предположениях для регрессии (2 .26) множество 

{ a E R  т : Q(a) < Qc / 2 } 

будет вьmукло и на нем Q (a) - выпуклая функция. В частности, если най
денная стационарная точка .а такова, что Q(a) < Qc/2, то Q (a) - глобаль· 
ный минимум Q(a) , a Е R т . 

Разумеется, аналогичные оценки для (т, т +  1 ) -связных регрессий мож
но строить и в рамках иных предположений о функции v (a) (или t (� ) ) .  

§ 3. Декомпозиционные функции. Обобщения 

До сих пор построение критериев совпадения локального минимума с гло
бальным проводилось длЯ суммы квадратов отклонений. Нельзя ли обоб· 
щить nредложенный для суммы квадратов подход на функции более общей 
природы? Ответ на этот вопрос содержится в этом и следующем параrра
фах. Суть проблемы заключается в том, чтобы из всего многообразия 
функций т переменных выделить класс, включающий многоэкстремаль
ные функции и поддающийся "исследованию на многоэкстремальность". 
Предлагается в качестве �кого класса рассмотреть следующий класс функ
ций, которые мы назвали декомпозиционными. 
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Определение. Функцию F (х) , х Е R т , называем деко.мпозициоююй 
функцией, коротко D-функцией, если ее можно декомпозировать, т .е .  
представить в виде суnерпозиции двух функций : 

F(x) = V( f(x)), (3 . 1 )  

где f :  R т -+Е, Е CR n ,  n ;;;.. т ,  f обратима на Е ,  V - строго выпуклая функ
ция на Rп ,  д2  V(e)f де2 > О, достигающая своего инфимума. 

Можно показать ,  что в этом случае для функции V (e )  имеем VE = +оо ,  
т.е . дл я  любого V0 > inf V (e)  множество S0 = { е  Е R n :  V (e)  � V0 } ком
пактно . Для доказательства сначала рассмотрим случай е Е R 1 • Пусть 
e0 E R 1 и V ' (e0 )  > О , тогда в силу строгой выпуклости V (e) получаем 
V (е) > V (e 0) + V '  (е 0 )  (е - е  0) -+ + оо  при е -+ оо . Аналогично, легко 
видеть, что существует е � : V ' (е � ) < О, и тогда пplf е -+ -00 опять V (e) -+ 
-+ +оо . В многомерном случае допустим V Е < 00 ,  тогда множество SE = 
= { е Е R n :  V (е) � V Е }  выпукло и не ограничено в силу выпуклости 
V(e) , значит, оно содержит луч е = е0 + Л и , Л > О, причем V (e) -+ V Е при 
Л -+ +оо .  Но на. луче V (e)  строго выпукла, значит, V (e )  -++оо, - проти· 
воречие . 

Помимо перечисленных условий , будем также предполагать, что функ
ции V и е непрерывно дифференцируемы до необходимого порядка. Про·  
тотипом V является сумма квадратов,  тогда V (e) = ll e  1 1 2 ,  е = (е 1 , • • •  
. . . , е п) ; прототипом f - функция отклонений регрессии (у 1 - {1 (а) , . . .  . . . , уп - fп (а) ) . 

Класс D-функций достаточно IШ1рок. Очевидно, он включает в себя все 
строго выпуклые функции т переменных, так как для любой строго вы· 
пуклой фунiСции F (х) , х Е R т ,  можно положить n = т, f - тождественное 
отображение R т на себя ,  V (х) = F (х) . 

Можно показать, что класс декомпозиционных функций содержит все 
одноэкстремальные функции на R т .  Ограничимся лишь схемой доказа
тельства этого утверждения. Итак, пусть F (х) имеет единственный локаль-
ный минимум х .  Е R т , совпадающий с глобальным (система дFfд х = О 
имеет единственное решение х = х. ) . Не теряя общности можно считать 
F (x) ;;;.. О и х • = О, F (O) = О = min F (x) . В качестве V положим V (e)  = 
= 1 1 е 1 1 2 •  В качестве f рассмотрим следующее взаимно однозначное отоб· 
ражение R т  на себя, неподвижной точкой · которого является О. Пусть 
х0 Е R т , рассмотрим систему дифференциальных уравнений i ( t) = 
= - (д F (x(t) ) fд x) с начальным условием х (О) = х0 ,  O � t < +oo .  Геомет· 
рически решением будет являться кривая в R т ,  соединяющая х0 и 

lim x(t )  = О, вектор производной которой совпадает с антиградиентом 
t � + ao 
- дFfд х. При сделанных предположениях можно показать, что функция 
действительного перемениого ер (t ) = 1 1 х (t) 1 1 2 является строго убываю· 
щей ,  причем ер ( +оо) = О. В качестве образа х0 отоб�ажения f полагаем 
x (t0 ) , где "t0 - решение уравнения F (x0 ) = l l x (t )  1 1 . Нетрудно видеть, 
что для построенных V и { имеем F (x) = V( f(x) ) ,  т.е. F - декомпозицион
ная функция. 

1 62 



Тем же способом можно доказать, что любую строго выпуклую функ
цию V (е) , е Е R n , имеющую минимум, можно представить в виде супер
позиции V (e) = T(t/l(e) ) , где 1/1: R n -+ R n - взаимно· однозначное отобра
жение R n на себя, Т - одностационарная функция, имеющая минимум. 
С учетом этого замечания очевидно, что IOiacc .D-функций совпадает с клас
сом функций вида Т([(х) ) ,  где Т - одностационарная на R n  функция, 
имеющая минимум на R п, f - взаимно однозначное отображение R т на 
E CR n. 

Особенность класса декомпозиционных функций в том, что он оодержит 
многоэкстремальные функции. К подобным функциям, как слецует из 
гл . 2 ,  относится сумма квадратов . Естественным обобщением суммы квад
ратов служит сумма моцулей �х степеней невязки, т .е. 

n 
Qp (o:) = � l y; - [; (o:) IP , i= 1  

или бJшее общий класс функций 
n 

Q>/1 (о:) = � t/1 ( Yt - [; (о:)), i = 1 

р ;;;, 1 ,  (3.2) 

{3 .3) 

где 1/J{�) - вьmуклая весовая функция на R 1 , t/;{0) = О = min 1/J{�) .  Еще 
более обlЦИЙ класс функций, который входит в класс D-функций, соот
ветствует {3 .3) с разными весовыми функциями : 

n 
Q>/1 , ,  . . . , 1/l

n
{o:) = . � 1/Jt( Y; - [;(o:)), 

' = 1 {3 .4) 

где t/;1 обладает свойствами весовой функции t/1 в {3.3) . 
Заметим, что не теряя общности можно считать min V (e) = V (O) = О . 

Действительно , если V(e. ) = v. = min V (e) , то можно положить [ !(х) = 
= [ (х) + е  • •  V'(e) = V (e + е. ) - V . и рассматривать F'(х) = V'( [ '(x) ) = 
= F (x) - V  • .  

Другой возможный путь упрощения исходной задачи - линейная 
перепараметризация . В частности, возможен поворот и ргстяжение в про
странстве Rn. улучшающие обусловленность функции V. Чтобы сохра
нитt: минимизируемую функцию, необходимо сделать обратное преобра-
зование над f {x) . 

· 
Одна из основных особенностей D-функции состоит в том, что фор

мулы ее первых и вторых производных напоминают соответствующие фор
мулы дпя суммы квадратов : 

oF ov oft 
- = � -- -- , 
ох 1 of1 ох 
o2F (of1 ) (ofi )т o2 V 
ох2 

= fi а; ох o[; ofi 
где о[1/ох - вектор первых производных т Х 1 ,  о 2[1/ох2 - матрица вто
рых производных т Х т.  Будем далее обозначать g1 = о[1 /ох .  G - мат
рица п ·  Х т .  1-я векl'ор-строка которой есть gf , о 2[1/ох2 = Н1 - матрица 
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т Х т ,  д 2 V/дf 2 = W - гессиан функции V (матрица n Х n) . Тогда предыду
щие формулы переписываются следующим образом:  

дF п дV - = � - g · 
дх i дft l •  
д2F -- = G T WG дх2 

n д V  
+ � - Н;. 

1 дft 

(3.5) 

(3.6) 

Так же как и в случае исследования суммы квадратов, будем предполагать 
raпk G = т. Если W = W(e) ,  е Е Rn, положительно определена, то вблизи 
точки минимума д 2Ffдх'- > О и д V/д f1 � О, а значит, вторым 
слагаемым выражения ( 3 .6 ) можно пренебречь. Последнее замечание 
может лечь в основу вычисления уровня локальной вьmуклости 
D-функции. Возможность декомпозиции D-функции позволяет изо)Jиро
вано исследовать функции V и f. Это свойство D-функции является осново
полагающим. 

Вычисление уровНJI локальной выпуклости. Итак, предположим, что 
функции V и f дважды непрерывно дифференцируемы, miп V (е) > - оо . 
Оценим rессиан D-функции (3. 1 )  снизу. Воспользуемся матричным ана
лоГом неравенства KoiШI - Буняковекого (2 .29) , гл . 3 ,  тогда 

� д V(f (x)) Н-(х) ;> - 11 д V( f(x)) 11 (� H� (x))l /2 .  (3.7) дft 
1 д/ 1 

Пусть V0 > min V (e) , тогда множество J(V0) = { e E Rn :  V (e) � V0 } ком
пактно и на нем 1 1  д V/дf 1 1  ограничено сверху. Это позволяет нам (хотя 
бы теоретически) записать оценку 

(3.8) 

где I{J - пекоторая строго возрастающая положительная функция. С учетом 
этого неравенства 

� д:�(х)) Н1(х) ;> - lfJ(J!(f(x))) (� H: (x))1 12 • 

Помимо оценки (3.7) , по аналогичным соображениям может быть 
построена оценка снизу для rессиана функции V (е) : 

д2 V -2 ;> T(V)W0 , (3.9) де 
где T(V) - невозрастающая положительная функция, W 0 - постоянная по
·ложительно определенная матрица n Х n. Объединяя обе оценки, можно 
получить оценку снизу для гессиана функции F (х) 1 ) : 

д2F 
дх2 ;> T(V)G т (x) W0G (x) - I{J(V)R (x) , 

1 ) Напомним, 'По запись А ;> В для двух симметрических матриц одного порядка 
А и В означает, 1tr0 матрица А - В неотриЦательно определена; запись А > В  означает, 
что матрица А - В положительно определена. 
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где 
R(x) = С�; н: (х))1 12 • 

Собирая вместе полученные оценки, получаем аналог теоремы 2.2. 
Теорема 3.1 . Пусть для D-функции (3 . 1 }  имеют место оценки (3 .8) 

и (3 .9) . Пусть и > О такое, что 
Gт (x) W0G(x) - иR (x) ;;;;.. О 'lrl x  Е Rm , 

т. е. 
и EO;; Лmin(Gт (x) W0G(x)R -1 (x)) 'lrlx Е Rm . 

Тогда для уровня 

FLc = ( ; ) -t (и) 

верно следующее утверждение: на множестве SL c = { х Е Rm :  F (x) < 
< FL c } имеем 32Ff3x2 > О. 

Уровень F L с назьmаем уровнем локальной выnу7<1lости (см. § 1 ,  гл. 3} . 
Это фактически означает, что FL c - корень уравнения I{J(v)/T(v) = и .  
В силу возрастания функции I{J и убьmания функции Т этот корень единст
вен. Очевидно, если и таково,  что и> I{J(v) /T(v) для любого v ,  то полагаем 
FL c = + оо . Если и < I{J(v) /'f(v)  для любого u., то полагаем FL c = - 00 • 

Очевидно, теорема 3 . 1  превращается в теорему 3 . 1 , гл . 3 в случае суммы 
квадратов ,  т.е. для V (e) = 11 е 1 1 2 • При этом T(V) = 1 ,  W0 = 2 1, I{J( V) = 
= 2 ff. 

Разумеется ,  доказанная теорема должна служить лишь путеводной 
нитью для вычисления уровня локальной выпуклости D-функции в каждом 
конкретном случае . Главным здесь является умелое построение оценки 
сверху (3 .8} и оценки снизу (3.9} . В частности, с учетом специфики функ
ции V оценка (3.8) может бьпь усилена, это будет продемонстрировано 
ниже. 

Теорему 3 . 1  проиллюстрируем на примере суммы модулей р-х степеней 
(3 .2) для 1 < р < 2. Случай р = 1 мы не рассматриваем, так как он ведет 
к· недифференцируемой Qp ( а )  хотя это не принципиально. Рассмот
рение случая р = 1 привнесет массу деталей технического порядка. 
Аналогично возможно раесмотрение случая р > 2.  При 1 < р < 2 возни
кает одна сложность, связанная с тем, что в тех точках а, в которых 
у1 = [1 (а) хотя бы для одного i = 1 , . . .  , n, функция Qp(a) не является 
дважды дифференцируемой. Нетрудно проверить, что 

- .!_ aQ 
= � I Yt - ft(a) I P- l sign ( y, - [, (a))g,, . р аа 

1 a2 Q - -
2 = ( p - 1 ) � 1 Yt - f;(a)) I P - 2 gt g: (3 . 1 0} 

р аа 
- � I Yt - [,(а) j P - 1 sign ( Yt - [;(a))Ht, 

где ,  напомним, g, = а[,/3а, н, = 3 2[, /'дсt.2 • аргумент а в скобках для крат
кости опускаем. Найдем сначала оценку сверху для второго слагаемого 
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в сумме (3 . 10) . Введем следующее обозначение : если А - симметрическая 
матрица, то под I A  1 понимаем матрицу рт 1 A I P, где 1 A l - диагональная 
матрица с ii-м диагональным элементом, равным 1 Л ; l ,  ·Л ; - i-e собствен
ное число матрицы А =Рт  АР, Р - ортогональная матрица. Очевидно,  1 А 1 -
неотрицательно определенная матрица и А � 1 А 1 . На основанИи этого заме
чания получаем 

� I Y; - ft I P - 1 sign ( Yt - /;)Ht � � I Y; - /; 1 1  Ht 1 . 
Теперь воспользуемся матричным аналогом неравенства Гёльдера (2.26) , 
гл . 3 ,  полагая в нем 8 = ( р - 1 ) /р, О <  8 < 1 , а1 = I Yt - /; I P - 1 , В1 = 
= 1 Н1 1 - Таким образо.м, получаем 

р - 1 
� I Y; - ft i P - 1 I H; I  � (� I Y; - ft i P ) Р (� I Ht iP ) Р = 

р - 1 
= Q Р (� 1 Н; J P ) Р • р (3 . 1 1 ) 

Теперь оцецим снизу первое слагаемое в (3 . 1 0) . Для этого опять обратим
ся к матричному аналогу неравенства Гельдера, но уже с 8 < О, т.е .  к нера
венству (2 .28) , гл . 3, где полагаем 8 = ( р - 2) /р, а1 = I Y; - /; I P - 2 , 
В; = К; g1т • Получим 

р - 2  !!.. 2 

� I Y; - /; I P - 2K; K: � (� I Y; - ft i P ) р (� ( gi g: ) 2 ) р = 
р - 2  р 2 

= Q Р (� ( g . g� ) 2 ) Р . р 1 1 
Собирая вместе полученные оценки, приходим к неравенству 

1 d2 Q 
р - 2  Р - 1 

- > Q Р A - Q Р В 
р да2 Р Р ' 

где 
р 2 1 

А = А(а) = ( p - 1 ) (� ( g; g: ) 2 ) P , В = В(а) = (� I Ht i P ) P . 

На основании (3 . 1 2) можно положить 
(Qp)Lc = inf ЛР . {А (а)В -1 (а)). а m tn 

(3 . 1 2) 

Тогда на множестве S ( (Qp) L с) для всех а: Yt Ф !1 (а) , i = 1 ,  . . .  , n ,  имеем д 2 Qр /да2 > О, где 1 < р < 2 .  
Вычисление уровu локальной одноэксrремальности. Допустим, все 

ранее выдвинутые предположения относительно свойств функций V и f 
выполнены. Как следует из теоремы 3 . 1 , для вычисления уровня локаль
ной одноэкстремальности D-функции достаточно найти тliкой уровень 
функции FL U • для которого из условий F (x0 ) < FL u.  дF (х0 ) /дх = О 
следует положительная определенность матрицы д 2F (х0 ) /дх2 •  Это 
означает ,  что ранее выведенные оценки сверху и снизу для д 2 F /дх2 те-
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перь необ]шдимо получать в условиях дополнительного ограничения 
3F /3х = О. Чтобы идейную сторону не затемнять техническими деталями, 
начнем со случая т = 1 .  Тогда (цл.я простоты аргумент в скобках 
опускаем) : 

d2 F . 32 V · 3 V . .  
dx2 = rт 3/ 2 f + 1; 3/; ,, . (3. 1 3) 

Оценим снизу это выражение при условии 
dF 3V . 
- = 1; - f, = о . dx 3ft 

(3. 1 4) 

Видимо, в каждом конкретном случае можно предложить свои, более 
эффективные оценки. Мы рассмотрим один из возможных подходов к 
получению подобных оценок. 

Оценим сначала сумму в выражении (3 . 1 3) снизу при условии (3. 1 4) . 
На основе неравенства Koum - Буняковекого в условиях линейного огра
ничения (2 . 1 7) , гл . 3 получаем 

3V . . 
11 

3V 
1 1 
( . .  2 <i. f ) ) 1 '2 1; 31, r, � - 31 1 1 1 1 1 - 1 1 / 11 2 

(3. 1 5) 

Далее будем считать оценки (3 .8) А (3 .9) вьmолненными. Тогда получаем 
следующую оценку снизу для второй производной функции F nри условии, 
что F' (x) = 0:  

d2F · · 
dx2 � T(F(x))fт (х) Wo f (х) -

·� '{J(F(x))(l l f(x) l l 2 - <i�x), f (x)i\112 , х Е R 1 • 
l l f (x) l l 2 J 

Пусть и такая постоянная, что 

Тогда в качестве искомого уровня локальной вьmуклости можно взять 

FL и = (; ) -\и) .  
Такой выбор гарантирует нам то , что для всех х :  F (х) < F L и вторая 
производпая d 2 F /dx2 функции (3 . 1 )  на всех стационарных точках будет 
положительно определена, т.е . на каждой компоненте множества уровня 
S L и =  { х :  F (х) < F L и }  уравнение dF /d х = О имеет единственный корень. 

Необходимым условием предложенного способа вычисления уровня 
локальной выпуклости .является наличие оценок вида (3.8) и (3.9) . Можно 
пойти по другому пути, заменив их оценками другого типа. 
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А именно, с учетом неравенства (3. 15) оценка снизу для d 2F/dx2 
nри условии dF/dx = О может быть записана как 

d2F · т  32 V(f ) . 
11 

д V 
11 

fl . . 
2 

(i, f))l /2 
dx2 ;;ii1o f 'д/2 f - 'д/ �1 / 1 1  - l l i l l2 ' 

. 

Очевидно, d2 Ffdx2 > О, если 

11 3:у> 1 1 .: 1:• v . f 'дf2 f 

Обозначим 

r1 = inf 
J( 

- минимальный радиус кривизны кривой f (х) ;  

R v (Vo) = max [ 1 1 :v 1 1· ( max V(e) = V0 ue ii V  • "l � 

(3 . 1 6) 

(3 . 1 7) 

) ]  

(3. 1 8) 

- максимальный радиус кривизны множества уровня S (V0 ) = { е Е Rn : 
V (е) = V 0 } (см. ниже) . Тогда при условии, что R v ( · ) есть неубывающая 
функция , в качестве уровня локальной одноэкстремальности D-функции 
при-рz = 1 можно взять корень уравнения R v  (V0 ) = r1 относительно Vo . 
который обозначим Fj_ и = R v1 (r f )  . Как бьmо ранее оговорено, матри· 
ца 'д 2 V/'де2 положительно определена и непрерывна по е, множество 
S (V0) компактно, значит, R v  (V0) < 00• Очевидно, можно брать наиболь
ший корень уравнения R v (V 0) = r f . По определению тогда для любого 
х Е R 1 : F (x) < F]. U •  dF/dx = О  имеем d 2F/dx 2 > О. По теореме 1 . 1 ,  
если к тому же F]. u < Fв. то на любой компоненте множества Sus = 
= { х Е R ' : F (x) < FJ. u } уравнение dF/dx =  О имеет единственное решение , 
т.е . функция локально одностационарна. Разумеется,  можно ограничиться 
оценкой снизу для (3 . 1 7) и оценкой сверху для (3 . 1 8} . В случае суммы 
квадратов, т.е .  когда V (e) = 11 е 1 1 2 , имеем 1 1 'д V/'д е 11 = 2 1 1 е 1 1 . 'д 2 V/'д е2 = 21. 
Поэтому R v  (V0 )  = 1 1 е 11 = ff. и этот критерий совпадает с ранее полу
ченным (см. теорему 1 .2) . Здесь вместо оценок (3 .8) и (3 .9} мы восполь
эовались величинами (3 . 1 6} и (3 . 1 7) или их оценками соответственно 
снизу и сверху. 

Построенный критерий локальной одноэкстремальности для D-функ
ции имеет наглядную геометрическую интерпретацию, похожую на 
интерпретацию в случае суммы квадратов : для того чтобы на множест
ве уровня V ( f (е) )  <; V 0 функция была одностационарной, достаточно, 
чтобы минимальный радиус кривизны кривой f : R 1 � Rn был меньше 
максимального радиуса кривизны поверхности у ровнА { V (е0 )  = V . } для 
любого V. < V0 в любой точке поверхности. 

1 68 



Покажем, что подобная интерпретаци.и имеет место . Действительно 
выражение под знаком inf справа в (3 . 1 7) есть не что иное, как радиус 
кривизны кривой f : R 1 -+- Rn (см.  § 1 ,  гл . 3) ,, r1 - нижняя граница этой 
величины. Теперь определим радиус кривизны поверхности уровня функ
ции V : 

J = J(V. ) ;= { е  E Rn : V(e) = V. } ,  (3 . 1 9) 

где V • > min V (е) , е Е Rn . Пусть е( Л) - кривая в Rn, лежащая на J, т.е .  

V(е(Л)) = V.. , Л Е R 1 • (3 .20) 

Обозначим е0 = е (О) , v = de (О) /d Л вектор, лежащий в касательном 
пространстве (3 . 1 9) , т.е . v l д V (e0 ) /дe, что следует из дифференцирова
ния (3 .20) по Л . По определению минимальной кривизной поверхности 
уровня J называется минимальная кривизна кривых, лежащая на J, вторая 
производпая которых ортагональна касательному пространству в е0 • 
Дважды дифференцируя (3 .20) по Л и обозначая 

дV(е0 )  д2 V(e0 ) d2 e(O) ---а;- = g, 
де2 = W, е = 

d Л2 

получим 
( g, ё )  + vт wv = о . 

de(O) 
е = -- = v , 

d Л  

(3 .2 1 )  
Условие ортогональности г· касательному пространству может быть запи
сано как е· = к g ,  к Е R 1 , поэтому,  как следует из (3 .2 1 ) , получаем к = 
= -v т Wv/1 1  g 1 1 2 • Радиус кривизны такой кривой равен R v (v) = 
= 11 v l l 2 l l g 1 1 /v т wv . По определению тогда (максимальным) радиусом 
кривизны поверхности (3 . 1 9) в точке е0 E J(V. ) буд�т 

11 /) 1 1 2 

Максимальным радиусом кривизны поверхности множества уровня 
S(V0) = { е E Rn : V(e0 ) = V0 } поэтому будет 

Rv (V0) = max R v (e, v.) . 
v . = V0 

что совпадает с ранее полученным выражением. Геометрическая фор
мулировка критерия локальной одноэкстремальности установлена. 

Коротко остановимся на вопросе вычисления максимального радиуса 
кривизны множества уровня (3 . 1 8) ,  который сводится к вычислению 

11 /) 1 1 2 
11 = max -т- , (3.22) 

11 l g v Wv 

где W - положительно определенная матрица n Х n, g Е Rn, g -=!= О. Легко 
видеть, что 

min 
11 lg 
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где Л 1 ( W) - минимальное собственное число матрицы W. Для точного 
вычислениЯ 11 заметим, что максимизацию в (3 .22) достаточно проводить 
по гиперплоскости v '  Е Lg = { х Е Rn : (х, g) = 0 } .  Пусть v E Rn, тогда 
v' = (I :_ ggт /l l g l l 2 ) v - проекция v на Lg . поэтому ограничение v l g 
может быть снято за счет перехода к вектору v ' . Другими словами, 

IJ T  I - � /) 
11 = max 

J) 

( ggт ) 
l l g 1 1 2 

Л;iin (А , В) , 

где Л mi n {A, В) - минимальное обобщенное собственное число матриц 
( gg т ) ( gg т ) gg т 

А = I - liКIJZ W � - �  , В = I - � , 
т.е . минимальный корень уравнения 1 А - А. В 1 = О. Поскольку 1 1  v ' 1 1 2 ,;;;;; 
";;; 1 1  v 1 1 2 • то получаем следующую оценку для 11-1 : 

_1 ( gg т ) ( ggт ) 
1/ · ,;;;;; Лm in (A ) = Лmin \I - W2 W l - � . (3.23) 

Теперь рассмотрим многомерный случай (т > 1 )  D-функции. Домножая 
(3 .6) на рт слева, а справа на р Е Rm , р =1= О, получим 

o2F av 
р т -

2 
р = (Gp) т W(Gp) + � - h; ( p), (3.24) 

ох 3ft 
где h; = ht ( P, х) = р тНt (х) р, h = (h 1 , • • •  , hп ) т .  На основе обобщения 
неравенства Коши - Буняковекого в условиях векторного линейного 
ограничения (2.3 1 ) , гл . 3 найдем оценку снизу для второй суммы в {3 .24) 
при условии, что 

aF av 
- = � - gt = о. 
ох 3ft 

Получим 

� 
oV 

ht � - 11 oV 1 1 [h т (/ - G(G т G)-1 G т ) h] 1 /2 . 
oft of 

(3 .25) 

Таким образом, приходим к следующему критерию локальной одно
экстремальности D-функции, который является обобщением теоремы 1 .3 . 

Теорема 3.2 .  Пусть для D-функции (3 . 1 )  имеют место оценки (3 .8) и 
(3 .9) . Пусть И > О такое, что 

p т Gт (x) W(x)G (x) p - И [hт ( p, x) (I - G(x) (Gт (x)G (x))-1 Х 

Х Gт (x))h ( p, х)] � О V х, р E Rm . 
1 

Тогда в качестве УfЮВНЯ локальной одноэкстремальности D-функции мож-
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но взять значение 

Fl, и = (; ) - 1
(U) . (3.26) 

Напомним, что для уровня локальной одноэкстремальности F[, и имеет 
место следующее утверждение : на каждой компоненте множества S L и = 
= { х Е Rm : F (х) < F[, и } существует единственный локальный минимум 
F (x) (см. § 1 ,  гл . 3) . Запись (3.26) означает, что lf'(Fl, и) /T(Fl, и) = U. 

Можно получить более простую, но более низкую оценку уровня ло
кальной одноэкстремальности , воспользовавшись неравенством (2.3 1 ) , 
гл . 3 :  

� 
a v 

Н; ;;а. - 11 av 1 1 [ � н� - 1 
2 � Нt к; � Кtтн; ]

1 /2 

д/; дft 1 � 11 Kt 1 1  
Теорема 3 .3 .  Пусть для D-функции (3. 1 )  имеют место оценки (3.8) 

и (3 .9) . В качестве уровня локальной одноэкстремальности �функции 
можно взять 

F'L и = (; ) -1 
о , . ) . 

где 
О <  л. <;  Лm in {(Gт (x) W(x) G(x)) [� Н�(х) - (� ll g,{x) 1 12 ) -1 Х 

Х � H,{x) gt(x) � g�(x) H1(x)] - l /2 } 'Vx E Rm . 
Данная теорема является обобщением теоремы 1 .4. Разумеется, вместо 

Л • можно взять любую оценку снизу для F � и. 
Как и в одномерном случае , можно пойти по другому пути, который 

имеет наглядную геометрическую интерпретацию. А именно, с учетом (3 .25) 

рт 
i)2p 

р ;;;а, ртGт 
д2 V 

Gp - 11 д V 1 1 [hт (/ - G(G'�' G) -I Gт ) h] l /2 . 
дх2 д/2 дf 

Поэтому квадратичная форма слева будет положительно определена, если 

11 
o V � ртGтGр ртGт Gр 
дf � д2 V < 

[h т(J - G(GT G)-1 GT ) h] 1 1 2 pT GT -- Gp 
д/2 

Обозначим 

Rt = inf min 
х Е R m  р Ф О [hт (р) (/ - G(x) (Gт (x) G(x))-1 Gт (x)) h(p)j l l2 • 

(3 .27) 
Заметим теперь, что 

max 
дF  р :- = 0 
дх 

рт Gт Gр --'---:__ <; pтGт WGp max 
д V rт wr 

r .L-дf 
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С учетом этого замечания может быть сформулирован следующий еще 
один критерий локальной одноэкстремальности D-функции. 

Теорема 3;4. Допусmм, для функции V(e) в (3 . 1 )  максимальный радиус 
кривизны R v (V0 )  - возрастающая функция уровня V0 - см. (3. 1 8) .  
Тогда в качестве уровня локальной одноэкстрt:М11Льности D-функции мож
но взять 

FL u = R v1 (R1), 

где Rt - минимальный радиус кривизны поверхности f(x) , задаваемый 
формулой (3 .27) . 

Как и прежде, можно ограничиться оценками сверху для R v ,  оценками 
снизу для Rt и FL и· Так , в (3 .27) можно снять минимизацию по р,  вос
пользовавшись неравенством (2 .34) из rл. 3 .  Тогда придем к оценке 

Rt � inf Лm in { Gт (х) G(x) [� Н�(х) -х 
(3 .28) 

и вместо Rt в теореме 3 .4 можно взять правую часть неравенства (3 .28) . 
Продолжим рассмотрение примера с суммой модулей р-х степеней 

Q9 (a) . Для начала построим аналог неравенства (3 . 1 0) . На основе нера
венства (2 .26) , гл. 3 с учетом того, что 2 (р - 1 )  < р, получаем 

11 
а� 1 = р ( � 1 e;

.
l 2 (p- l ))l /2 Е;; 

2 -р [ 2 (p- l ) ] l /2 2 -р p - l 
Е;; pn Р ( � 1 e;l Р ) Р = рп n Qp Р 

2 -р p- l 

(3.29) 

В данном случае I{J (V) = pn Р V Р • Оценка снизу· первого слагаемого 
гессиана Qp бьmа построена ранее. Объединяя оценки (3.29) , (3 . 1 1 ) ,  по
лучаем следующую оценку снизу для гессиана : 

р 

где 

р-2 p - l 
32Qp -- 3Qp . -- � Q P A - Q Р D -- = 0 
аа2 - р р ' аа ' 

2 -р 
D = D(a) = pn Р [� Н1 - (� ll g1 Р ) -1 � H1g1 � gfH; ] 2 • 

Таким образом, по теореме 3 .3 в качестве уровня локальной одноэкстре
мальности для Qp (a) можно взять 

(Qp)L u = inf ЛPm in (A (a) D-1 (a) ) .  
а 

Теперь найдем уро�ень локальной одноэкстремальности для (3 .2) при 
1 < р < 2 на основе теоремы 3 .4 .  Для этого необходимо найти значение 
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(3 . 1 8) или его оценку сверху. Для функции (3 .2) 

V(e) = � l et i P , 11 :� 11 = p ( � l et l 2 (p- 1 )) 1 12 , 

д2 V . � = р (р - 1 ) 1 е1 1Р - 2 , i = 1 , . . . , n. 
u e1 

Поэтому для нахождения значения (3 . 1 8) необходимо решить задачу опти-
мизации 

� vU� v: l e1 1 P - 2 � max 

при условии 
� Vt 1 ei l p - 1 sign (et) = О. 

(3 .30) 

(3.3 1 )  

Поскольку при е1 = О значение (3.30) обращается в О, формально в (3 .30) 
можно рассматривать значения е1 = О. Для получения грубой оценки сверху 
для (3.30) можно игнорировать ограничение (3.3 1) ; тогда 

и 

� 2/ � 2 1 l p - 2  � [ . { 1 1 р - 2  · - 1 } ] -t - 1 e l2 -p "' v1 "' v1 е1 -... mш е1 , l - , • . • , n - m a x  

R v(V0 ) Е;; р max (� 1 ei 1 2 (p - 1 )) 1 12 1 е l�!x . 
:E I  e i f= V0 

Но при � 1 е1 1 Р = V0 имеем 1 е 1 �-;� Е;; v <2 -P) IP. Поэтому с
� 
учетом нера

венства (3 .29) окончательно получаем 

2 -р 1 -- р R v(V0 ) Е;; рп Р Vo . " (3.32) 

Обозначим правую часть неравенства (3.28) через л ., тогда за уровень 
локальной одноэкстремальнос-rи Qp (a) по теореме 3 .4 можно взять 

р - 2- 1 . 
1 -

(Qp)L u = - n р Л� .  р 

Для получения более высокого значения (Qp)L и необходимо получить более 
точную оценку для решения оптимизационной задачи (3 .30) при ограниче
нии (3.3 1 )  . Для этого в свою очередь можно воспользоваться форму
лой (3.23) . 

Вычисление уровня глобальиосm и выnуклосm. Нашей ближайшей зада
чей является обобщение теорем § 2 на случай декомпозиционных функций. 
Нэм потребуется одно обобщение леммы 2. 1 .  

Лемма 3. 1 . Пусть f(s ) - дважды непрерывно дифференцируемая, нату
рально параметриэованная кривая в Rn, О Е;; s Е;; S: Пусть V (е) - дважды 
непрерывно дифференцируемая функция, д 2 V/де2 > О, е Е Rn, V0 > 
> min V (e) > -ео . Известно, что V(f(O) ) = V(f(s) )  = V0 , но V (f(s) ) > 
> V0 , О < s < S, f(O) =1=/(s) . Пусть R v(V0 )  - максимальный радиус кри
визны поверхности уровня S(V0 )  -= { е  Е Rn :  V(e) = V0 }, рассчитывае-
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.мый по формуле (3 . 1 8) . Тогда 
s • f k(s) ds > 11 /( s) - 1(0) II /Rv(V0 ) , 

о 
где k (s) - кривизна кривой, s - длина дуги кривой. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о обобщает доказательсmо леммJ>I 2 . 1 . Обо-
значим f (О) = А 1  =F A2 = f (s ) ,  nричем 11 i (s) 11 = 1 , k ( s ) = 11 j (s ) 1 1 . 
Как и раньше, рассмотрим функцию v 1 (s ) = (i (s ) , i(O) ) . Пусть 'Yt -
нетуnой угол между касательной nлоскостью к nоверхкости уровня / (V0 ) = 
= { е  Е Rn: V(e) = V0 } в точке А 1 И вектором А2 - А 1 • Он оnределяется 
как наименьший угол между А2 - А 1  И вектором и из касательного nод
nространства. Нетрудно видеть, что 

( (А2 - A t , Kt )2 ) 1 /2 
COS 'Yt = 1 - II A2 - A t ll2 ll gt ll 2 

' (3 .33) 

.·де K t = д V(А 1 ) /д е. Введем теnерь функцию v 1 (s ) = (i(s) , i(O) ) ; дока
жем, что существует такое s i, О .;;;;; s i <  s, что v 1  (s j) · .;;;;; cos 'Yt · Доnустим 
nротивное, т.е. v 1 (s) > cos 'У· Интегрируя это неравенство, как и nри дока
зательстве леммы 2 . 1 ,  nолучим 

(3 .34) 

Докажем, что в условиях леммы этого быть не может. Сначала заметим, 
что (i(O) , g 1 )  > о. Действительно, в nротивном случае для T(s)  = V(f (s) )  

1 • 
мы бы имели Т (О) = (g1 , /(0) )  < О, а значит, нашлись бы достаточно ма-
лые s > О, для которых V (! (s) )  < О, что nротиворечит условию леммы. 
Найдем 

max (и, А2 - А 1 )  = max 
U и 11 = 1 (g1 , и) ;;;. О 

·(g 1 , и) ;;;. О 

Заметим, что 

(и, А2 - A t ) 
ll u 11 

. ( д V(A t ) 
) (g1 , A2 - A 1 ) = , А2 - А 1 < О 

де 

(3 .35) 

в силу строгой выnуклости функции V(e) (см. ,  наnример, [ 1 1 , 24 , 43) ) .  
Поэтому (3 .35) дос:;игается на границе . Пользуясь обобщением неравенст
ва Коши - Буняковекого (2. 1 7) , гл . 3, nолучаем 

2 (А2 - A t . Kt ) 1 /2 
( 

. 2 

) (и, А2 - А 1 ) .;;;;; ll u ll II A2 - A t lf -
ll gt ll 2 

, 

что nриводит к nротиворечию с (3.33) . . . 
Аналогично можно рассмотреть функцию v 2 (s) = (f (s) , /{$ ) ) ,  рас

сматривая кривую в nротивоnоложном наnравлении. Найдем s� Е [О, s) , 
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для которой v2  (s �) < cos 12 , где 

(3 .36) 

- косинус острого угла между вектором А 1 - А2 и касательной плос· 
костью к I (V0 ) в точке А2 , g 2 = а V (А2 )  ;а е. Совершенно аналогично дока
зываем, что можно выбрать s i � s 2. Тогда 

где cos 'Yt И cos 12 задаются выражениями (3 .33) и (3 .36) . Воспользуемся 
теперь неравенством (2.5 ') ,  полагая 

Тогда 

(А2 - A t . K2 ) 
II A2  - А 1  ll ' l l g2 11 

(3 .37) 
Осталось показать, что правая часть неравенства (3 .37) не меньше 
II A 1  - A2 11 /R v (V0 ) . Для этого рассмотрим следующую функцию дейст· 
вительноrо перемениого : 

Обозначим для простоты 

Найдем производную (W = W (Л) ) : 
dU 1 1 
dЛ = u;т (A t - A2 )т W(A t - А2 ) - ll g llэ 

(A t - A2 )т ggт W(A 1 - А2 ). 
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Тогда по теореме о среднем (g2 = g(O), g1 = g(1 )) : 

U(1 ) - U(O) = (А 1 - А2 , _!!___ - ..!J_) = 
dU(IO ;;;,. \ l l g1 11 ll g2 11 dЛ 

dU I I A 1  - А2 112 
;;;,. min - = min Х 

о .;;; х ..;  1 dЛ х 1 1 g(Л) 11 

[ (А 1 - А2 )т W(Л) (А 1 - А2 )  _ (А 1 - А2 )тg(Л) gт (Л) W(Л) (А 1 - А2 ) ] ;;;,. Х 
I I A 1 - A2 112 ll g(Л) II2 II A 1 - A2 II 2 

• 1 1 А 1 - А2 112 [ . (
т 

vт g(Л) gт (Л) W(Л) v )] ;;;,. m� l l g(Л) 11 11 � 1 _ � W(Л) v -
ll g(Л) 112 

· 
v.J.r А 1 - А 2  

Обозначим Р(Л) = I - g (Л)gт (Л) f 1 1  g (Л) 112 . Как известно, это идемпатент
ная матрица n Х n, ее собственные значения равны О или 1 .  Поэтому для 
выражения в квадратных скобках получаем 

min vт Р(Л) W(Л) v = ll v 11 = 1 
= Лm in(P(Л) W(Л)) ;;;,. Лm in(P(Л) W(Л) Р(Л)). 

Но с учетом перавеяства (3 .23) окончательно получаем 
"z Ui(i ) - Ui(O) 
f k(s) ds ;;;,. ;;;,. 
s I I A 1 - A2 11 

{ [ 
1 1 v 1 12 ] }-1 

;;;,. 11 А 1 - А2 11 max 1 1 g(Л) 11 max -- -
о ..; х ..; 1 v l g( X )  vт W(Л) v 

II A 1  - А2 11 
;;;,. ' R v(Vo ) 

щ>скольку в силу выпуклости S(V 0 ) для любых О � Л � 1 имеем е = ЛА 1 + 
+ ( 1 - Л) А2 Е S (V0) . Этим доказательство леммы закончено. 

3 а м е ч а н и е. Как следует из доказательства леммы, 
II A 1 - A2 112 

R v(Vo ) ;;;,. ----------
(А 1 � А2 , 11�1 112

-
11:: 112 ) 

для любых А 1 , А2 : V(A 1 ) = V(A2 ) = V0 , gi = a V(Aj)jae, j =  1 , 2 . 
Следующая теорема обобщает теоремы 2. 1 и 2 .4 на случай D-функций. 
Теорема З .S .Допусти.м, для функции V(e) в (3 . 1 ) .максимальный радиус 

кривизны R v(V0) (3 . 1 8) есть возрастающая функция уровня V0 •  Положим 
Fus = R -J.(Rr/!J) , (3 .38) 
Fcc = min (Fus. FLc) ,  (3 .39) 

Fc = R i1 (Rr/ Р) , (3.40) 
где р - интегральная, а Р - интегральная линейная кривизна поверхности 
f (x) (см. § 2) , Ri - .минимальный радиус кривизны поверхности (3 .27) , 
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F L с - уровень локальной выпуклости. Допустим, F us < F Е· Тогда .мно
жество уровня S (F us ) связно и на не.м F(x) и.меет единственный локаль
ный .мини.му.м, совпадающий с глобаль�ы.м. На .множестве S (F се) к то.му 
же F(х) локально выпукла, в частности, д 2F/дх2 > О. Множества S (Fсс) 
и S (F с) выпуклы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о в принципе мало отличается от доказательства 
теоремы 2 . 1  и теоремы 2 .4. Рассмотрим сначала случай т = 1 .  Докажем 
прежде всего, что множество S (F us) связно, т.е . представляет собой отре
зок � прямой. Для этого достаточно показать, что если для кривой f(s) , 
s 1  .i.;;; s � s 2 , имеем /(s l ) Е S (Fus) , f(s 2 ) Е S(Fus) ,  тo f(s) Е S (Fus) для 
всех s 1  El;; s � s 2 . Допустим противное, пусть существует s . :  f (s .) е S (Fus) . 
s 1  � s .  � s 2 , т.е. V(f(s .) ) ;;;. Fиs · Очевидно, в этом случае найдутся такие 
s ; <:: s � < s� ,  max (V(f(s 1 ) ) , V(f(s 2 ) ) )  < F * < Fu8 , что 

V(f(s� )j = V(f(s; )) = F* , V(f(s.  )) > F • V s Е (s� , s; ). 
Натурально параметризуем кривую и применим к отрезку кривой f (s ) ,  
s'1 �s �s ; , лемму 3 . 1 .  Тогда 

f-.r 
1 1 /( s) - л:о) 1 1 11 /( s) - ftO) 11 k(s) ds > > , 

о R v(F: ) R v(Fus) 
где s - длина дуги /(s) . По теореме о среднем существует такое O �s �s. 
что 

; ll fi( s ) - по) 11 
f k(s) ds == sk( i ) >  J \  
о R v(Fus) 

Поэтому 

_ 1 1 /{s) - л:  о> 11 1 
,k(s) > ;;;. ----s R v(Fus) iiR v(Fus) 

(3.4 1)  

Но по определению F us из (3.38) имеем R v(F us) = RtfP, поэтому с учетом 
(3.4 1 )  получаем 

k(s) > R"'/ = sup k(s) 
s 

- противоречие . Значит, кривая f (s) целиком лежит в S (F us) ,  если ее 
концы лежат в S (F us) ,  а это и означает связность множества S (F us) . 

Для доказательства теоремы в многомерном случае , как и в случае 
теоремы 2. 1 ,  достаточно соединить точки f (х 1 ) 'и f (х2 ) геодезической на /. 
Существование локального минимума на S (F us) обеспечивается усло
вием Fus < Fн, где Fн задается формулой ( 1 . 1 ) , rл . 1 ,  а его единствен
ность и совпадение с глобальным минимумом следуют из теоремы 1 . 1 .  

Дословно повт�яя доказательство теоремы 2.4, убеждаемся, что мно
жество S (RJ) (R1/P )) выпукло ; поскольку Fc � FL C• то д 2F/дх2 > О на 
S(F с) .  Выпуклость множества S (F се) следует из леммы 2.2.  Теорема 
полностью доказана. 

3 а м е ч а н и е .  Если х. - точка локального минимума F (х) , то вместо 
ji и Р в формулах (3 .38) и (3 .40) можно рассматривать р(х.) и Р(х .) по 
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аналогии с р(а) ·и Р(а) (см. § 2) . Тогда, если R v (F (x .) ) < Rr/fi(x .) , то 
х . - точка глобального минимума F(x) . Если R v (F(x .) )  < Rr/Pcx.) , -

1 
-

то к тому же множество S (R v (Rr/P (х .) ) ) является звездчатым относи-
тельно х •. Для иллюстрации доказанной теоремы продолжим пример с Qp (a) . 
В данном случае оценкой сверху для R v может служить (3 .32) . По-л л 
этому, если найдены оценки снизу Rr для Rr и оценка сверху р для ji, 
то в качестве F иs для функции (3.2) при 1 < р < 2 можно взять 

Fиs = ; п :- 2 ( Rfr )1 /Р 

§ 4. Некоторые подходы 
к построению критериев глобальности в общем случае 

Развитый в предыдущцх параграфах подход к построению критериев 
совпадения локального минимума с глобальным ориентирован на сумму 
квадратов. Как строить подобные критерии (глобальности) для функций, 
не совпадающих с суммой квадратов? Некоторые подходы к построению 
критериев глобальности для общего класса функций предлагаются ниже 
(см. также [33] ) .  Они применимы, если : а) известно множество уровня, 
на котором минимизируемая функция локально одноэкстремальна, б) из
вестен мажорирующий или минорирующий одноэкстремальный функ
ционал . Ограниченный снизу функционал М(х) называем одноэкстре
мальным на Rm , если он имеет единственный локальный минимум 
М(х.) < Мв, где Мв - нижняя грань М(х) на бесконечности . Как сле
дует из леммы 1 . 1 ,  для любого М *  < М в множество уровня S (М • ) = 
= { х Е Rm : М (х) .,;;,м• } компактно и связно .  

Теорема 4.1  (о мажорирующем функционале) . Пусть F (x) - непрерыв
ная ограниченная снизу на Rm функцШI, а F L и < F в таково, что на 
.множестве 

SL и = { х E Rm :  F(x) .,;;;. FL и } 

функциЯ F (х) локально одноэкстремальна (на каждой компоненте S L и 
существует единственный локальный .Минимум) . Пусть М2 (х) - .мажори
рующий функционал, о�ноэкстре.мальный на Rm,  т. е. 

F(x) о( М2 (х), х E SL и· 
Пусть Fi и ..;;;. FL и таково, что из F(x) .,;;;. Fi и следует М2 (х) .,;;;.рL и• т.е. 

Si и == { x E R m : F(x) .,;;;. Fi и} С {х Е  Rm : M2 (x) ..;;;. FL и } == E. 

Тогда, если х. - точка локального минимума F (х) , причем F (х.) .,;;;. F l и , 
то х. - точка глобольного минимума. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Главное - показать, что множество S l и связ
но . Действительно , тогда из S� и С S L и следует, что на S l и существует 
единственный локальный минимум х. , т.е . для любых х Е S l и• х =1= х. 
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имеем F (х) > F (x. ) . Если х Е -S� и , т .е . если F (x) > F � и ,  то 
, F (x. )  < F (x) следует из неравенств F(x. ) ...;;; FL и  < F(x ) .  

Прежде всего заметим, что в силу одноэкстремальности М2 (х) множест
во Е связно, причем Е С S L и . Нетрудно видеть, что Е целиком принадле
жит одной компоненте множества SL и . Значит, по условию теоремы на Е 
существует единственный локальный минимум. Отсюда следует, что мно
жество S � и также связно, так как по лемме 1 . 1  в противном случае 
функция F (х) на S� и , а значит, и на Е имела бы два локальных миниму
ма. Теорема доказана. 

Теорема 4.2 (о минорирующе� функциоиале) . Пусть F (х) - непрерыв-
НШI ограниченнШI снизу на Rm функция , а F L и < F в таково , что на 
множестве 

SL и = { х  Е Rm :  F(x )  .,;;; FL и} 

функция F (х) лакальна одноэкстремальна. Пусть М1 (х) - минорирую· 
щий, одноэкстремальный на R тфункционал, т. е. 

М1 (х ) ...;;; F(x ) , 
х Е SL и -

Пусть F { и ...;;; F L и таково , что из М 1 (х) ...;;; F { и следует F (х) ...;;; F L и , т. е. 

Е = { х Е Rm : М1 (х ) ...;;; F� и l  С SL и · 
, Тогда, если х. - точка локального минимума F (x) , причем F(x. ) ..;;; FL и • 

то х. - точка глобального минимума. 
Д о к а з а т е л ь с т в о во многом совпадает с предыдущим. Множест

во Е связно и принадлежит одной компоненте множества S L и . Далее, 
легко видеть, что множество S � и = { х Е Rm : F (х) ...;;; F � и } С Е также 

, связно . Значит, если х. Е S L и - точка локального минимума, то для всех 
х * х. , х Е S l и имеем F (х) > F (х • ) в силу локальной одноэкстремаль
ности F (х) на S L и . Если х Е S � и  , то F (х) > F l и � F (х * ) . Теорема 
доказана. 

В качестве одноэкстремальных мажорирующих или минорирующих 
функционалов часто удобно рассматривать строго квазивьmуклые функ
ционалы; функционал М(х) называется строго квазивыпуклым (на Rm ), 
если для любых х1 , х2 Е Rm, х1 * х2 , и любого О < Л < 1 имеем 
М( Лх1 + ( 1 - Л)х2 ) < max (M(x1 ) , М(х2 ) ) . Нетрудно показать (см., на
пример, [36] ) , что строго квазивыпуклый функционал имеет не более од
ного локального минимума. В свою очередь строго квазивыпуклый функ
ционал часто можно определить через вьmуклый. А именно, если Р (х) -
выпуклый функционал, д - строго возрастающая функция действитель
ного переменного , то М(х) = g (P (x) )  - строго квазивьmуклый функцио-
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нал . Это следует из цепочки перавенети 

мр .. х1 + { 1 - Л)х2 ) = g(Р( Лх 1 + ( 1 - Л ) х2 )) � 

� g( ЛР(х1 )  + ( 1 - Л)Р(х2 )) < max (g(P (x 1 )) , g(P (x2 ))) , 
о <  л <  1 .  

Еще один способ образования строго квазивыпуклых функционалов осно
ван на операции max. А именно , если Р1 (х) ,  Р2 (х) - строго квази
выпуклые функционалы на Rm , то Р 3 (х) = max ( Р 1 (х) , Р 2 (х) ) - также 
строго квазивыпуклый функционал на Rm . 

В теоремах 4. 1 и 4.2 необходимо находить для данного уровня F L с 
другой уровень F { с < F L с . Часто это сделать не просто , и требуется 
наличие одновременно и мажорирующего , и минорирующего функциона
лов . Покажем, как выглядит окончательный критерий совпадения локаль
ного минимума с глобальным в этом случае . 

Теорема 4.3 · (криrерий глобальноСПI в общем случае) . Пу�ь F (х) -

непрерывнал ограниченнал снизу на Rm функция , а FL и < Fв таково ,  
что на SL и = { х Е Rm : F (x) � FL и } функция F (x) лакальна одно
экстремальна. Пусть Р1 (х) ,  Р2 (х) - строго квазивыпуклые функционалы, 1 
причем 

1 1 
Пусть FL и � FL и таково , что из Р1 (х) �FL и следует Р2 (х) �FL и , т.е. 

Тогда, если х. - точка локального минимума функции F (x) , причем 
F (х. ) � F { и ,  то х. - точка глобального минимума. 

Следс"IВие. Если Р1 (х) и Р2 (х) имеют вид соответственно g 1  (Р (х) ) и 
g2 (Р (х) ) ,  где g 1  (0 � g2 (0 - строго возрастающие функции действи
тельного переменного, Р (х) - квазивыпуклый функционал на Rm , то 
можно положить F � и  = g 1 ( g2 1 (FL с ) )  (если FL с ;;;:;. sup g2 ( � ) , то 
полагаем g� 1 (FL с )  = + со ) . 

В качестве примера применения доказанных теорем рассмотрим задачу 
глобальной минимизации функции 

R (o:) = 1 - ln Q1 (o:) + (п - 1) -ln Q2 (o:), (4. 1 ) 

где О < 1 < п, Qi (o:) = 11 Yi - Xi o: l l 2 > О, у1 Е R 1 , у2 Е R n - l , 
j = 1 , 2 ;  Х1 и Х2 - матрицы полного ранга порядка 1 Х т и (п - 1 ) X m 
соотВетственно . Функция (4. 1 ) возникает в связи с оцениваннем парамет
ров линейной регрессии, дисперсия отклонений в которой различна; так, 
для i = 1 ,  . . . , 1 эта дисперсия равна а� , а для i = 1 + 1 , . . .  , п эта дисперсия 
равна а� (так называемая "гетероскедастичная" регрессия) . Вычислитель-
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ным вопросам оценивания параметров в таких регрессиях посвящен отдель
ный параграф - § 4, гл . 7 . Там, в частности , будет построен критерий одно
экстремальности функции (4. 1 ) ,  т.е. будут найдены условия, при которых 
R (а) имеет единственную стационарную точку на Rm .  Сейчас мы построим 
критерий одноэкстремальности для этой функции, основьmаясь на резуль
татах данного параграфа, т.е. с помощью мажорирующего и минорирующе
го квазивьmуклых функционаriов . 

Важнейшим свойством исследуемой функции (4. 1 )  является ее мажори
руемость квазивыпуклой функцией :  

Это неравенство - следствие вогнутости 1n. ТакИм образом, R (а) � Р (а) , 
а Е Rm , т . е .  Р (а) - мажорирующий квазивьmуклый функционал. 
Для применения теоремы 4. 1 осталось определить уровень одноэкстремаль
ности минимизируемой функции (4 : 1 ) . 

Найдем первые и вторые производные этой функции: 

21 т . 2 (n - 1) т т 
2 . Х1 et (a) e i (a) Xt - 2 Х2 е2 (а) е2 (а) Х2 , 

Q t (a) Q2 (a) 
где е1(а) = у1 - Х1а, j = 1 ,  2 . Итак, пусть дRfда = О Оценим в рамках это
го ограничения гессиан функции снизу. Начнем со СЛучая т =  1 ,  т.е. по
nожим х1 = х1 E R  1 . Обозначим т1 = (х1 , е1), j = 1 , 2. Тогда dRfda = О(аргу
мент а в скобках для краткости опускаем) равносильно 

1 · Tt fQt + (n - 1) · T2 /Q2 = О, 
при ЭТОМ 

1 d 2R 1 1 1  X t 1 1 2 (n - 1) 11 х2 1 1 2 2 1Т� 2 (n - 1) Т� - -- = + 2 da2 Q1 Q2 Q � Q � 
Выражаем T2 /Q2 через TtfQt в первом уравнении и подставляем 
второе; получаем 

1 d2 R 1 1 1  Xt 1 1'2 (n - 1)  11 х2 1 1 2 2n1 т� 
2 da2 = 

Qt  
+ 

Q2 ----;;=z Q� . · 

во 

. л 1еперь заметим, что (х, у - axi = (Q(a) - Q) � х 1 1 2 , где Q(a) = 11 у ·- ах 1 1 2 , 
Q = min Q(a) . Поэтому Т� = l l x 1 1 [2 (Qt (a) - Qt ), где 

л . '2 Qt = mm I I Y t - ах 1 Н . 
Q 
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Таким образом, значение второй производной исследуемой функции в 
стационарных точках будет равно 

" 
1 d2R 1 1 1 х 1 1 1'2 (n - 1) l l x2 l l 2 2п1 (Q1 - Q1 ) 2 - -- = ---- + - -- · l l x 1 l l  = 
2 do:2 Q1 Q2 n - 1 Q� · л  

(n - l)  1 1  Х 2  1 1 2 2 n1Q 1 1 1 'x 1  1 12 1 1(n + 1) 2 1 
= + · -2 - l l x 1 l l  -, (4.2) 

Q2 n - 1 Q 1  n - 1 Q1  
Наша ближайшая задача - определить т е  пороговые значения R (о:) ,  ниже 
которых. последнее выражение положительно. Этот уровень и будет со
ответствовать уровню локальной одноэкстремальности. Для решения 
этой задачи необходимо оценить ( 4.2) снизу в терминах 1 · ln Q 1 + 
+ (n - 1) · ln Q2 • Для этой цели воспользуемся еще раз оптимизационным 
методом получения числовых неравенств (см. § 2, гл. 3) . 

-
Допустим, требуется оценить снизу выражение Axfy + Bjx в терминах 

С ln х + D ln у, где А, В, С. D, х, у > О. Образуем функцию Лагранжа 
х 1 

L (x, у ;  Л) = А __,_ + В - - Л(C ln x  + D ln y - �Р) 
у х 

и найдем ее стационарные точки:  дLfдх = Afy - Bfx2 - ЛСfх = О, дLfду = 
== - Axfy2 -ЛD/у = О. Выражаем х, у через Л и подставляем в уравнение
ограничение С ln х + D ln у - IP = О, откуда найдем Л ,  а затем' х и у. Окон
·чательно получим следующее числовое неравенство : 

Ах В 
-- + -;;.. 
у х 

В АВ 
C ln -- + D ln - C ln x - D ln y  

C + D  D(C + D) 
� (C + 2D) exp --------------�--�----------

C + 2D 
А, В, С, D, х, у > О. (4.3) 

Доказательство того, что найденная стационарная точка (единственнаЯ) 
дает rnобальный минимум Axfy + В/� при ограничении С 1n х + D ln у = 
= �Р ,  достаточно просто . 

Применим неравенство ( 4.3) для оценки снизу ( 4.2) . Заметим сначала, 
что знак неравенства (4.3) не изменится после домножеНии на Q1 > О. 
Таким образом, применяя ( 4.3) к ( 4.2) , можно утверждать, что 

Q1  d 2 R 1(n + 1) 2 (Е - R (o:)) 
2 do:2 � - n 

_ 
1 

11 х 1 11 + (2n - 1) ехр 
2n _ 1 , 

гда " " 
21 1 ! x 1 I I 2 Q 1  2 1Q1 1 1 x 1 l l 2 l l x2 l l 2 Е = 1 · ln + (n - 1) · 1n _ ___;;,__� __ ;____ n - 1  n - 1 

Поэтому, если 
1(n + 1) 11 x 1 l l �  

R (o:) <Е - (2n - 1) · ln = RL U• (n - 1) (2n - 1) 
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то d 2 Rjdo?- > О при условии, что dR/da = О. Можно показатъ, что для 
(4. 1) Rн = со, поэтомr на основ3нии теоремы 1 .2 утверждаем, что на 
множестве S = { а Е R : R (а) < R L и } функция ( 4. 1 )  локально одно экстре
мальна, т.е . на любом интервале, содержащемся в S, функция (4. 1) име
ет не более одного локального минимума. 

Обобщим формулу ( 4.4) на многомерный случай. Пусть v Е R т , v =1= 
=1= 0. Домножим гессиан R (a) слева на v т и справа на v , а градиент сле
ва на v т. Обозначим Ti = vт Х/ ei. Действуя теперь, как и в одномерном 
случае, придем к выражению 

1 о2 R lP1 (n - 1)Р2 2n1 Т1 -vт --v = -- + - -- · --
2 оа 2 Q 1  Q2 n - 1 Q1 ' 

где Pi = vт Х/ X1v, j = 1 ,  2. Докажем теперь следующее неравенство : 

(y - Xa, Xvi � vтxтxv(Q(a) - Q) , (4.5) 

где a, v ER m ,  y ER n, Х - матрица n X m, Q (a) = l l y - Xa 1 1 2 , Q = minQ�). 
Действительно , пусть 

а = arg min Q(a). а 

а 

Тогда легко проверить, что (у - Ха, Xv) = O для любого v E Rm , поэто
му, применяя неравенство Коши - Буняковского , получим 

(у - Ха, Xvi = ((у - Ха) - Х(а - а), Xvi = 

= (Х(а - а), Xvi � vт ХТ Xv(a - а)т ХТ Х(а - а) .  
Также петрудно установить (известный факт линейного регрессионного 
анализа) , что 

л 
Q(a) - Q = (а - а)т хт Х(а - а) .  

Последнее окончательно доказывает не равенство ( 4.5) . Применяя его к 
Т1 , получим Т1 �P1 (Q1 ..:.. Q 1 ),' что приведет нас к оценке снизу длЯ 
vт (д2 Rjoa2 ) v/2, аналогичной одномерному случаю. Применяя перавенет
во (4.3) , прИходим к следующему ответу : 

1(n + 1 )Р1 RL u (v) = E(v) - (2n - 1) · ln , (n - 1) (2n - 1) 
где 

л л 
2/Р1 Q1 2 1Q 1P1P2 E(v) = 1 · ln + (n - 1) · ln , n - 1  n - 1  

P1 = vтx/�v, j =  1 , 2 ; Q 1  ;::; min Q1 (a) . 
Для получения окончательного ответа осталось найти минимум RL u(v) 

по v .  Для этого перепишем RL u(v) следующим образом : 
vтX[X2v RL u(v) = (n - 1) · 1n . - F, vт Xl X1 v 
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где " 
21Q1 1(п + {) F = 1 ·  ln -- - (2n - l) · ln---'----'--n - 1 (n - 1) (2n - l) 

Очевидно, 
vтхтх /) . 2 2 '\ ( т ) т . -' 1 '\ nun = 1\.min Х2 Х2 (Х1 Х1 )  = /\.1 • v vтXlX1 v 

поэтому окончательно уровнем локальной одноэкстремальности для R (a) 
в много�ерном случае ?Удет 

RL u = (n - 1) · ln Л1 ...:. F. (4.6) 
На основании теоремы 1 .2 утверждаем, что на любом связном мно
жестве, содержащимся в { а : R (а) <  R L и}, минимиэируемая функция 
имеет не более одного локального минимума. 

Теперь все готово, чтобы применить для функции (4. 1 )  теорему .4.3 . 
Осталось найти минорирующий квазивьmуклый функционал . Имеем • 1\ 

R (a) � 1 · 1n Q 1  (а) +  (n - 1) · ln Q2 = Р1 (а), 
1\ 

R (a) � 1 · 1n Q1 + (n - 1) · ln Q2 (a) = Р2 (а), 
поэтому R (а) � Р3 (а) = max(P1 (а), Р2 (а)), т.е . ,  как быrю вьШiе отмечено 
Р3 (а) - квазивыпуклый функционал. На основании этого 

P3 (a) �R (a) �P(a), a ERm ; 
поэтому, положив 

, 1 1\ • 1\ 
RL u = - (RL u  + 1 · 1n Q1 + (n - 1) 1n Q2 ), 2 

1\ 
где RL u задается выражением (4.6) , Qf = min QJ(a), будем иметь { а : 
Р3 (а) �R�u } С { а: Р(а) � RL u } . Итак, критерий глобальности для функ
ции (4. 1 )  имеет следующий вид : если а - 1рчка локального минимума 
R (a), причем R (a) �R� u • то а - точка глобального минимума R (a). 

Другие примеры использования доказанных теорем приводятся в гл.7 
при построении критериев глобальности для минимизуремых функций 
вица сумм неквадратических невязок линейной модели. 



ГЛА ВА 5 

ОБЛАСТИ ВЫПУКЛОСТИ 
И ОДНОСТАЦИОНАРНОСТИ СУММЫ КВАдРАТОВ 

В ПРОСТРАНСТВЕ НАБЛЮДЕНИЙ 

В предыдущих главах мы искали такое пороговое значение суммы квад
ратов ,  ниже которого эта сумма становилась выпуклой (или односта
ционарной) функцией . Таким образом, задача нахождения подобных об
ластей решалась в пространстве параметров на множествах уровня ми
нимизируемой функции. 

В данной главе область в ьmуклости (одностационарности) . будет ис
каться в пространстве наблюдений. Задача, таким образом, сводится к 
тому, чтобы для данной нелинейной регрессии найти в R n такое подмно
жество наблюдений У с. для каждого у из которого функция 

n Q(a) = � (У; - [;(а))2 , а Е Л, 
i =  1 

является в ьшуклой на Л; здесь Л - выпуклое априорное множество 
параметров из R "! 

Как использовать, например, построенную область в ьшуклости суммы 
квадратов? Во-первых, если данный, конкретный' набор наблюдений у 
принадлежит этой области, то на Л минимизируемая функция является 
выпуклой со всеми в ьпекающими отсюда последствиями. Во-вторых, об
ласть вьшуклости определяет те качественные условия, которые накла
дьmаются на наблюдения, при которых задача оптимизации будет "хо
рошей" .  Таким образом, можно сказать, какими должны быть данные, 
чтобы соответствующая модель регрессии бьmа адекватной. Таким спо
собом можно априори определять адекватность 'выбранной модели. 

§ 1. Область выпуклости Q(a) 

Областью выпуклости Q (а) в пространстве наблюдений назьmаем мно
жество У с такое, что для любого у Е У с функция Q(a) вьmукла на Л. 
Найдем область вьmуклости сначала для одномерной регрессии, т.е. в 
случае Л С R 1 • Как легко видеть, тогда 

1 d 2 Q  . . . . . 2 da2 = 11 [(а) 1 1 2 + ( [(а), [( а)) - (у, [(а)) , 
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поэтому d 2 Qjdrr, > О, а Е Л, для всех у из множества 1 ) 
Ус = n { y ERn : (y. f(a)) < l l i{a) l l 2 + (i(a), [(a))} . 

а Е А  
( 1 . 1 ) 

Это множество выпукло как пересечение полупространств . Множество 
( 1 . 1 ) - максимальная область выпуклости в том смысле, что если у ё У С• 
то найдется такое а0 Е Л, что d 2 Q(a)/da2 .;;;;; О (в дальнейшем именно так 
и будем назьmать это множество ,  а его подмножества - областями вы
nу1<.1lости) . 

В некоторых, весьма простых случаях максимальная область выпук
лости регрессии может быть установлена аналитически. Рассмотрим, на
пример, параболическую регрессию [(а) = а2 z + ах, а Е R 1 , х, z Е Rn , для 
которой . . . 

[(а) = 2az + х, f(a) = 2z. 
Для этой регрессии 

Yc = n { y E Rn : 2 (y, z) < ll 2ш + x l l 2 + 2 (z, a 2z + ax) } .  
а 

Таким образом, У с состоит . из тех у Е R n , для котор)>IХ квадратный 
трехчлен 

11 2az + х 1 12 + 2 (z, a2 z + ах) - 2 {у, z) > О, - оо < а < оо, 
'ПО возможно лишь в случае отрицательности его дискриминанта 

D = 36(x, zi - 24 1 1 z l l 2 ( 1 1 x 1 1 2  - 2 {y, z)) < O. 
Таким образом, максимальной областью вьmуклости Q(a) для параболи
ческой регрессии будет полупространство 

Yc = {y ER n :  (y, z) < l l x l l 2 [ � - :  cos2· (x�z) ] } . { 1 .2) 

Итак ,  если данный набор наблюдений у попадает в множество ( 1 .2) , 
то сумма квадратов Q(a) для параболической регрессии с этим набором 
наблюдений является строго выпуклой функЦией на (- оо, оо) (см.рис. IО, 
с . 84) . 

Разумеется, в других случаях аналитически найти множество ( 1 . 1 ) бы
вает не просто . В лучшем случае можно поставить себе задачу найти 
хотя бы подмножество этого множества, чем мы сейчас и займемся . 
Максимальную область выпуклости { 1 . 1 ) обозначаем Ус, тогда как ее 
подмножества У с {без верхней черты) . 

Помимо области выпуклости функции в пространстве наблюдений, 
можно построить область корректносru минимизации Q(a), а Е Л, т.е. то 
множество наблюдений у ER n , для которых нижняя грань Q(a) на Л 
достигается (вопросам построения соответствующих критерие� посвяще
на первая глава книги) . Обозначим это множество через Ун . Таким 

1 ) Индекс С в обозначении У с есть первая буква англ. Convex - вьmуклый. 
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образом, если у Е Ун, то существует а Е Л такое, что 
Q(a) = inf Q(a). а Е Л  

Для каждого у Е Ус n Ун = Усн сумма квадратов Q(a) выпукла на Л, 
причем нижняя грань Q(a) достигается, т .е . оценка МНК существует. 

Перейдем к вопросу нахождения области выпуклости суммы квадра· 
тов . Рассмотрим для начала случай т =  1 .  Прежде всего заметим, что 
множе�тво _!Ыпуклости может быть пустым. Необходимым условием то
го , чтобы Ус =#= ф , является 

inf Т( а) = т • 
=:1= - оо, 

а Е Л  

где 
l l i(a) 1 1 2  + (f(a), i(a)) 

Т(а) = . . 
l l f(a) 1 1  

( 1 .3) 

( 1 .4) 

З��сь и далее предполагается, что 1 1 [(а) 1 1 =!: О  "'a Е Л, поэтому в случае 
11 f(a) 11 = О  под знаком inf понимаем + 00 • Условие У с *  ф следует из не
равенства Коши - Буняковекого : 

(�: f(a)) � -
11 У 1 1 . 

l l f(a) 1 1  
Поэтому, если у0 Е Ус, то T(a) > - II Yo 1 1 . 

Итак, для тоrо чтобы множество вьmуклости бьmо не пусто , необхо
димо , чтобы т• 

* - 00• Последнее условие вьmолнено , в частности , для 
регрессий с конечными хвостами (см. гл . 2) . Действительно , тогда 
l l f(a) 1 1  :Е;;; А , а Е Л, поэтому применяя неравенство Каши - Буняковско-
го , получим .· 2 

Т( а) � 11 ��а) 1 1  
l l f(a) 1 1  

_ l l f(a) l�
_
l l f(a) 11 � - А . 

l l f(a) 1 1  
Самым простым способом отыскания подмножеств У с является сле

дующий. Выберем н�которую точку тr Е R n - "центр'; искомой области 
выпуклости. Тогда У с можно переписать как 

Ус =  n { у  E R n : (у - тr, i(a)) < l l i{a) 1 1 2 + (f(a) - тr, i(a)) } . ( 1 . 5)  
а Е Л  

Пользуясь неравенством Коши - Буняковекого . . . . 
(у - тr, f(a)) :Е;;; 11 у - тr 1 1 1 1  [(а) 1 1 . 

можно утверждать, что шар 
{ у : l l y - тr i i < T; } c Yc, 

где . . . 
т• 

= . 
f т ( ) = .  

f 
11 f(a) 1 1 2 + (f(a) - тr, f(a)) 

1r ш 'lr \a ш . .  а а l l f(a) 1 1  
Итак , для любой точки у из шара 

Ус = {у :  l l y - тr i i < T; } 

( 1 .6) 

( 1 .7) 
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сумма квадратов Q(a) является вьmуклой на Л. Разумеется, для того 
чтобы У с =1= ф, необходимо, чтобы т; > О. Последнее усльвие может быть 
ориентиром при выборе точки тr Е R n . 

ОfЩасть выпуклости можно построить в виде эллипсоида . Для этого 
выберем любые положительные w1 , w2 , . • •  , Wn . По неравенсmу Коши 
Буняковекого 

(у - тr, i(a)) = � [(у1 - тr,)/v'W;] [/;(a)v'W;] � 

� [� (yi - тrt)2 fwt] 1 /2 [�ji2(a) Wt ] 1 /2 . 
Тогда, если обозначить 

т; = inf 
11 i(a) ��� + (!(а) - тr, i{a)) , а [�f�(a)wt] 1 /2 

то областью выпуклости будет эллипсоид 
Ус =  { у E R n : � (у1 - тrti fwt < (Т; i } . 
У этого эллипсоида направление осей совпадает с осями координат. Это 

го можно избежать и построить область выпуклости в виде эллипсоида с 
произвольным направлением осей . Пусть А - пекоторая положительно оп
ределенная матрица n Х n . Тогда 

(у - тr, i(a)) = (у - тr)тf(а) = [A- 1 f2 (y - тr)] т  [A l f2i{a)] � 
� [(у - тr)тА - 1 (у - тr)] l f2 [i{a)тA](a)] 1 /2 . 

В этом случае 
* . 11 i{a) 1 1 2 + ([(а) - тr, i{a)) т'/'{ = шf . . . . , 

а [!т (a)Af(a)] 1 /2 
и область выпуклости имеет вид произвольного эллипсоида : 

Ус = { y ER n :  (у - тr)тА - 1 (у - тr) < (T:i } . 
Выбор области выпуклости для данной конкретной регрессии в виде 

сферы или эллипсоида (другими словами, выбор вектора 1r и матрицы А) 
должен быть таким, чтобы область выпуклости бьmа наиболее "широкой" 
В частности, этот выбор должен приводить к т; > О, разумеется, если это 
в принципе возможно . Примеры выбора тr и А читатель найдет ниже. 

Построение множества выпуклости в виде сферы ( 1 .7) основано на не
раве�.стве Коши - Буняковекого и не учитьтает "направленность" векто-
ров [(а) , а Е Л . Множество выпуклости можно сделать намНого "шире", 
если учесть эту направленность .  

Итак , предположим, что f(a) ,  а Е Л. лежит в пекотором конусе К cR n. 
Этот конус может быть, например, многогранным или круговым. В случае 
мног.�гранного конуса он может быть задан системой неравенств вида 
(с1 , !1(а)) ;;.. О, i = 1 , . . . , n. Если конус круговой, то он задается осью и 
углом раствора (за дальнейшими ссьmками по теории конусов отсьmаем 
читателя к § 2, гл. 1 ) . 

Итак , будем считать, что 
f(a) E K, а Е Л, ( 1 .8) 
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где R n � К - замкнутый заостренный конус. Как следует из ( 1 .5 ) , мно
жество выпуклости одномерной нелинейной регрессии У с совпадает с мно
жеством решений линейной по у Е R n  бесконечной системы неравенств 
(полагаем для простоты в ( 1 .5 )  1Т = О) : (y:_i(a)) < Т(а) 1 = [ ! l i{a) 1 12 -� (f(a)}(a))] 

. 1 1 f(a) 1 1 1 1 f(a) 1 1 ( 1 .9) 

Наша задача - найти подмножества решений этой системы неравенств . 
Заменим правую часть ( 1 .9) ее нижней гранью, т• = inf Т( а) * - оо ;  

0< Е Л 
решения полученной таким образом системы неравенств будут решениями 
системы ( 1 .9) : 

�· 1 1 : 1 1) < т
• 'f/ u  Е К. ( 1 . 1 0) 

Будем искать множество решений ( 1 . 1 0) относительно у Е R n. На рис. 1 5  
показано множество выпуклости У с и два его подмножества :  круг с радиу
сом т• и скругленный конус (см. ниже) . Граница У с является огибающей 
семейства прямых, ортогональных f (а) , отстоящих от О на расстояние Т( а) 

Рассмотрим три случая. 
Если т• = О , то решением ( 1 . 1 0) относительно у по определению есть. 

к - ..:.. открьпый отрицательно сопряженный конус. Для того чтобы к - * ф, 

необходимо, чтобы система векторов { j (а) , а Е Л }  бьmа однонаправленной 
(см. § 2, гл . 1 ) . 

Допустим, т• < О . Отметим, что в этом случае система ( 1 . 1 0) имеет 
решение тогда и только тогда, когда конус К зао.стрен. Действительно , 

r· 1 
к 

Рис. 15. Множество выпуклости У с и его подмножества (n = 2, т =  1 ) : заштрихован

ная область - множество У С• область с двойной штриховкой - скругленный конус 
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предположим, что К не заострен, т .е . и Е К, -и Е К, и =1= О. Тогда, если у -
решение системы ( 1 . 1 О) , то (у, и/1 1 и 1 1) < Т* < О, а с другой стороны, 

�· l l�и
l l ) = -�. 1 1 : l l )< т* , 

противоречие . Обратное утверждение будет доказано конструктивно 
ниже . Итак , пусть К - заостренный конус. Решение ( 1 . 1 0) будем искать, 
сдвигая отрицательно сопряженный конус к - (в силу заостренности К 
этот конус также будет заострен) . Как бьmо покаэано в § 2 , гл . 1 , конус К 
заострен тогда и только тогда, когда существует v Е R n : (и, v ) > О  'f/и Е К. 
Покажем, что подмножеством решения ( 1 . 1 0) в этом случае будет откры
тый конус с вершиной в Л * v : 

к - + л*v, ( 1 . 1 1 )  
т* л* =-------

min (v, и/1 1 и 1 1) u E K 
Действительно , если w Е к - + Л • V ,  то w = у + Л • v, где у Е к- ,  поэтому 

< Л v, -- = Т � т· , • ( и ) * ( (v, и/1 1 и 1 1 ) ) 
11 и 1 1  min (v, и/ 1 1 и 1 1  ) 

и 

r . e .  множество к - + Л · v принадлежит множеству решений ( 1 . 1 0) .  
Пусть , наконец, т• > О .  Как ранее бьmо показано, в этом случае У с 

содержит сферу иенулевого радиуса. Ближайшей нашей задачей является 
нахождение более "широких" подмножеств множеств решений системы 
бесконечных неравенств ( 1 .9) в условиях однонаправленности системы 
векторов { f(a), Ot Е Л}. 

Допустим сначала, что К - круговой заостренный конус: 
K = { и ER n :  cos (и�z) ;;.. cos -y } , ( 1 . 1 2) 

где z - ось конуса,  О �  'У <  тr/2 .  В этом случае решением ( 1 . 1 0) будет 
скругленный конус (рис. 1 6) .  Если и пробегает множество К, гипер
плоскость (у, и/1 1  и 1 1) = Т* скользит по сфере радиуса т• . При этом пере
сечение полупространств { у :  (у, и/1 1  и 1 1) < т• } , и Е К, содержит шар 
11 у 11 < т• . Крайние положения гиперплоскости (у, и/1 1  и 1 1 ) = т• отвечают 
крайним направлениям конуса К, они в свою очередь соответствуют ребрам 
конуса К. Таким образом, в условиях, когда и принадлежит круговому 
конусу, множеством решений является скругленный круговой конус, 
отрицательно сопряженный к К. Опишем его аналитически. 

Как следует из вьПIIеизложенного, областью скругления кругового кону
са является часть сферы радиуса Т* (см. рис. 1 6) . Вершина Н этого конуса 
лежит на луче Лz . Очевицно 1 ОН 1 = т• 1 cos ry. поэтому Н= т• z /(11 z l lcos 'У) . 
1 90 



Ри с. 1 6. О< ругленный круговой конус (n = 3, т = 1 ) 

Таким образом, решением системы неравенств ( 1 . 1 0) будет круговой 
конус 

G = { u eR n :  cos(u,'"::.z) > cos (.!!.._ - 'Y) } + zT * , 
2 l l z 1 1  COS "f {1 . 1 3 )  

за исключением той его части, которая лежит вне куска сферы раднуса т• . 
Аналитически последнее условие может быть описано следующим образом. 
Пусть у Е G, причем 

�- l l z �:S 'Y  ,-:__z) = l() < ; - 'У· 

Тогда, если к тому же 

11 
zT* 

1 1
2 (Т* )2 у - > (Т* )2 + + 1 1  z 11 cos 'У cos2 'У 

( (sin 
1{) ) ) (Т* i + 2 cos arcsin -- + 1{) --- , cos 'У cos 'У ( 1 . 1 4) 

Tl) у Е Ус - решение системы неравенств ( 1 . 10) . Формула ( 1 . 1 4) получа
ется из решения треугольника ОНС (рис. 1 7) . 

Вместо точного решения ( 1 . 1 0) в условиях ( 1 . 1 2) можно ограничиться 
приближенным. Для этого произведем сечение кругового конуса ( 1 . 1 3) 
гиперrтоскостью { и : (и, z / 1 1  z 1 1) < т• cos "(} .  Таким образом, в качестве 
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подмножества У с можно взять усеченный конус 
G n { и Е R п :  (и, z) < T* l l z 11 cos 'У } , 

где круговой конус G задается ( 1 . 1 3) .  
В общем случае, т .е . когда конус ( 1 .8) не является круговым, решением 

( 1 . 1 0) по-прежнему является скругленный отрицательно сопряженный 
конус к-, сдвинутый на некоторый вектор (т.е. с вершиной, не совпадаю
щей с началом координат) . Аналитически описать это множество в общем 

Ри с. 1 7. Сечение скругленного кругового кону
са плоскостыо ОНу 

случае весьма трудно. Ограничимся опять нахождением подмножеств ре
шения ( 1 . 1 0) , которое будем искать в виде обычного конуса, сдвинутого 
на определенный вектор. 

Рассмотрим сначала случай заостренного конуса К, когда сущесrвует 
такой вектор v , что (и, v) > О, и Е К. Требуется определить некоторое (по 
возможности наиболее широкое) подмножество решений у системы беско
нечных неравенств ( 1 . 1 0) .  Покажем, что в качестве такого подмножества 
можно взять отрицательно сопряженный конус, сдвинутый относительно 
начала координат : 

к - + Л*v , 
где 

Л • = Т* / 1 1  v 1 1 . 

( 1 . 1 5) 

Действительно , пусть у Е к - + Л* v , т.е. у = w + Л* v , где (w, и) <  0 для веех 
и Е К. Тогда по неравенству Коши - Буняковекого 

(. и ) 1 • (, и ) • (v, и) • \(· м = м (w, и) + л �· w < т l l v l l l l и l l  <. т , 
что и требовалось показать . 

Теперь найдем множество ,  которое, наоборот, содержит множе·ство 
решений ( 1 . 1 0) .  Покажем, что им будет тот же конус, но сдвинутJАй на 
другой вектор: 

к - + л• • v, 
где 

л· · = т·; min fv, �). и Ек \  l l и 1 1  
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Действительно, пусть (у, и/1 1  и 1 1 ) < Т* . Для того чтобы у Е К- + Л * *  v , 
необходимо и достаточно, чтобы для любого и Е К (у - Л* * v ,  и) < О .  Но 

(у - Л* * v, __!:_) = -
1
- (у, и) - Л* *  fv __!!__) < Т* -

l l и 1 1  l l и l l  \ '  l l и 1 1  

- Т* (v, и/ 1 1  и 1 1 ) 
< Т* - Т* = О 

min (v, и/ 1 1  и 1 1 )  ' 
и 

что и требовалось показать . 
Конус ( 1 . 1 5) может оказаться достаточно плохой аппроксимацией,  

особенно . в тех случаях, когда угол поворота конуса достаточно велик . 
Вектор v ,  для которого (и , v) > О, и Е К, может быть выбран многи

ми способами. Какой из этих способов предпочесть? Для ответа на этот 
вопрос сравним два конуса ( 1 . 1 5) и ( 1 . 1 6) .  Первый минорирует множест
во реШений ( 1 . 1 0) , второй - мажорирует . Поскольку 

m�n� , 
1 1 : 1 1) = l l  v 1 1 m�(н :  

1 1  ' 1 1 : 1 1) = 

= 1 1  v 11 min cos (v�и), 
и 

то для того, чтобы разница в множестве ( 1 . 1 5) и ( 1 . 1 6) была "наимень
шей", необходимо, чтобы v было выбрано из условия 

max min cos (v�и), 
v и ЕК 

что эквивалентно минимизации максимального угла v при и Е К 1 ) • 
В случае кругового конуса ( 1 . 1 2) в качестве v для выполнения этого 

условия необходимо взять ось конуса z, что и было ранее сделано (см. 
( 1 . 1 3) ) . 

Теперь изуЧим множество решений системы ( 1 . 1 0) ,  когда конус К 
не является заостренным и Т*  > О .  Как бьmо ранее показано, в этом слу
чае множество решений ( 1 . 1 0) содержит шар { у : l l y l l  < Т* } . Этот шар 
в точности совпадает с множеством решений ( 1 . 1 0) ,  если К совпадает со 
всем пространством. Если К совпадает с некоторым подпространством 
меньшей размерности р < n, то множеством решений ( 1 . 1  О) является ци
линдр ; основанием цилиндра служит р-мерный шар радиуса Т* , с;>�ра
зующие цилиндра ортогональны подпространству, в котором лежит [(01.) . 
Таким образом, еспи ортонормированный базис в R n выбран таким обра
зом, что К лежит в пространстве ,  натянутом на векторы 7 1 , 72 , • • • , 7р , 
то множеством rешений ( 1 . 1 0) в этой системе координат будет цилиндр 
{ и E R n : иf + и2 + . . .  + и� <  (Т* ) 2 } .  

В том спучае , когда в ( 1 .5) тr ::1= О ,  система ( 1 .9) запишется в виде 

( 
/(01.) ) 

у - тr , • • < Т(01.) , 01. Е А, 
1 1 / (01.) 1 1  

( 1 . 1 7) 

1 ) Таким образом, в оптимальном варианте v совпадает с осью конуса (см . ·  § 2, 
гл. 1 ) . 
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решение которой относительно ( 1 .9) будет сдвинуто на вектор 1r. В част
ности, если векторы j (а) , а Е Л, строго разнонаправлены, то решение 
( 1 . 1 7) содержит шар ( 1 .7) , если /(а) , а Е Л, однонаправлены, то реше
ние ( 1 . 1 7) содержит скругленный конус решения системы ( 1 .9) , сдви
нутый на вектор 1r. 

Перейдем к примерам. Начнем с параболической регрессии, дли которой область 
выпуклости можно построить точно (ранее она была построена непосредственным 
образом) . В этом случае j (а) = 2z, позтому соответствующим конусом будет луч, 
порожденный вектором z. Значение (1 .3) для параболической регрессии равно 

min Т(а) = -
1
- min ( H 2 az + х  1 1 2 + 2а2 Н z Н 2  + 2а (х, z) ) = 

а 2 H Z II а 
1 [ 

2 
3 (х, z) 2 ] = -- Н х Н - - -- . 

2 н  z н 4 1 1  z н •  
Конусом, сопряженным к лучу Xz, Х > О, будет полупространство, поэтому решеннем 
системы неравенств (1 .9) для параболической регрессии будет полупространство - { 1 3 (x , z) 2 } 

Ус = у Е Rn : (у z) < - Н х 1 1 2 - - --, 
2 4 1 1 z н •  ' 

что совпадает с ранее полученным результатом ( 1 . 2) . Практически этим результа
том необходимо пользоваться следующим образом. Пусть у 0 Е R n - фактический 
набор наблюдений; если 

(у 1 
2 

3 (х, z)2 0 , z) < 2 Н х Н - 4 liZij'2 , 
то функция Q (а) = :Е (у oi - а2 z; - axt) 2 является выпуклой на R1 • 

Рассмотрим теперь более интересный пример. Найдем область выпуклости дли 
следующей одномерной регрессии: 

{; (a) = (l + ax;)P ,  i = 1 , . . •  , n ,  ( 1 . 1 8) 

где р фиксировано (р Ф О, р Ф 1 ) . Будем считать х; > О; за априорное множество 
параметров для ( 1 . 1 8) возьмем Л = (0, оо) . Прежде всего установим условия су
ществования оценки МИК дли этой модели, т.е. достижимости нижней грани функции 

Q (а) = !! (У; - (1 + аХ;)р } 2 , О! > 0. ( 1 . 1 9) 
1 

Исследование модели (1 . 1 8) необходимо разбить на ряд случаев в зависимости 
от значений р. Будем в дальнейшем считать р > О. Анализ дли случая р < О проводит
ся аналогичными методами. Тогда Q (а) -+ .. при а -+ оо . Поэтому при р > О нижняя 
rрань (1 . 1 8) достигается, если Q' (0) < О. Но 

Q '  (а) = - 2р � [У; - (1 + ax;)P J  (1 + ах;)Р-1  х;, 1 
поэтому Q' (0) = - 2р :Е (у; - 1 ) х; < О тогда и только тогда, когда :Е <Yt - 1 ) xi > 
> О, т.е. :Е Yi х; > :Е х1. Итак, в случае р > О в качестве области существования оцен
ки МИК в пространстве наблюдений можно взять полупространство 

Yн = { y E Rn : (y, x) > (x , l ) } , ( 1 .20) 

где 1 = (1 , . . .  , 1) т, у, х Е R n - соответствующие векторы. 
Займемся теперь нахождением величины т• . Положим в формуле (1 .6) 1r = О; 

тогда, как нетрудио проверить, 
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2р - 1 :Е х; (1 + ах;) 2(р - 1 ) 
т. (а) = --- , а > о.  ( 1 . 2 1 )  

1 р - 1 1 [:Е х7 (1 + ах;) 2 (р - 2) ] 1 /2 



1 . р > 2. Оценим снизу выражение E xf (1 + O!Xt) 2 (p - 1) в терминах выражения 
Е xf (1 + О! Х') :z(p - 2) . Используем для этого оптимизационный метод ( §  2, гл. 3) . 
Обозначим х1 = s1 , (1 + O!Xt} 2 = Wt . Построим функцию Лагранжа • _ о-1 ( 2 р - 2 _ ) L (w" . . .  , wп о Л) - E st wt - Л  E st w1 Vl ·  
Найдем необходимые условия экстремума: 

дL р-2 2 2 р-3 0 - = (р - 1 ) s1 w1 - л s1 (р - ) w1 = , д wi 
откуда 

р - 2  
w1 = -- s1 л. р - 1 
Значение л найдем из условия Е s; wf-2 = 1(1: 

1 1 
Л =  р - 1 (E s� )

-
P - 2 VIP - 2• 

р - 2  1 

i = 1 ,  . . . , n , 

Подетавляя полученные значения в L, получаем необходимое неравенство (при 
р > 2) ' ) : 

р - 1 

1 (Р - 1)р - 1 (E s,2 wf - 2> p - 2 
E st wP - ;;;. --i р - 2 _J_ 

(E sp ) p - 2 
i 

( 1 .2 2) 

Для того чтобы убедиться, что найденные значения дают минимум, достаточно найти 
вторые частные производвые и проверить их положительность: 

д2 L р - 3 2 2 р - 4 -- = (p - 1 ) (p - 2) s · w . - Л (р - ) (p - 3)s1 w . > О  a w; 1 1 1 
при найденных значениях w1, Л; р > 2 . 

Применяя неравенство (1 .22) для оценки ( 1 . 2 1 )  снизу, получим 

2р - 1 (р - 1)Р- 1 1 Т0 (О!) ;;;. --- • -- • ---- Х 
l p - 1 1 р - 2 1 

р 
Х (Е (1 + O!Xj) 2(р-2)) р(р -2). 

(Е х �Р) Р - 2 
1 

Функция от 0!, стоящая сnрава в этом неравенстве, является возрастающей по О! ;;. О, 
поэтому ее минимум достигается при О! = О. Итак, окончательно имеем оценку снизу 
для (1 . 2 1 ) : 

р 

То (О!) ;;;. _2р_-_1 .,(Р--_
2
1)р-1 . __ п_2_

(р_-_2_) = т!t >. 
р - 1 р - 1 

(:Е х �Р) Р - 2 1 

( 1 . 2 3) 

2. 1 < р < 2. В этом случае Т0 (ct) является возрастающей функцией, поскольку 
числитель 0.2 1 )  - возрастающая, а знаменатель - убывающая функция 0!. Отсюда 

1 ) Это неравенство можно вывести из неравенства Гёльдера. Преимущества опти
мизационного метода в том, что он сразу приводит к решению. 
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следует, что для значений 1 < р < 2 

. _ 2р - 1 "E xl _ (2) mш Т0 (0!) - --- · 112 - т • .  О! 1 Р - 1 1 (Е xj > 
3. 1 /2  < р < 1 .  Положим в неравенстве ( 1 . 22) wi = (1 + O!Xf) - 2 • Тогда 

2р - 1  ( 1 - p) l -p 1 
Т0 (а) > --- • -- ----- Х 

\ р - 1 \  2 - р 1 

(Е х �Р) 2-р 
1 

р 

1 2 (2 -р) 

(1 + aXf) 2 (2-p) ) . 

Слева стоит возрастающая функция 0!, поэтому 

(3) 2р - 1 ( 1 - р)1 -р 
min Т0 (а) > т. = � --

0! \ р - 1 \ 2 - р 

р 

n 2 (2-р) 

1 
(Е х �Р) 2 - р  

1 

(1 . 24) 

( 1 .25) 

4.  О < р < 1 /2. В этом случае Т0 (а) < О из-за того, что 2р - 1 < О. К сожале-
нию, в этом случае inf Т0 (а) = - оо . • •  

Перейдем к исследованию вектора вторых производных [(0!) .  Дл я  исследуемой 
регрессии он равен 

f(a) = p (p  - 1 )  (x: ( l  + О!Х1 )Р-2 , x� ( l + ах2 )Р - 2 , . . .  , x� ( l  + ахп>Р - 2 ) .  
Как и прежде, рассм�трим те ж е  случаи. . . 

n 1 .  р > 2. Тогда ft (а) > О, поэтому [ (а) Е R+ (положительный ортант n-мерного 
евклидова пространства) .  Конусом, отрицательно сопряженf!ым к R�, является от
рицательный ортаит R�. Поэтому областью выпуклости Ус суммы квадратов рег
рессии ( 1 . 1 8) является многогранный конус 

у - { Rn .  Т (1 )  · - 1 } с - У Е . Yi < * , 1 - , . . . , n , 

скругленный в R� сферой { у Е Rn :  \\ У \ \ = т!1 > }  (см. рис. 1 8 , а) ;  значение т! l )  
задается формулой ( 1 .23) . Как было уже ранее обнаружено, для исследуемой рег
рессии областью существования Ун ивляется полупространство ( 1 . 20) . Пересечение 
множеств У с и У Е даст нам область У СЕ· Заметим, что эта область может быть пустым 
множеством (разумеется, для предлагаемых способов нахождения областей У Е и 

Ус) . Для того чтобы УсЕ >F ф, необходимо и достаточно показать, что т! 1 >  > 
> 1 1 х 1 \ / (х, 1 ) . Область У СЕ похожа на многомерный сегмент. 

2. 1 < р < 2. СитуациЯ эдесь повторяет предьщущую, эа исключением того, что 
т$2> рассчитывается по формуле ( 1 . 24) . 

3. 1/2 с;; р < 1 .  Этот случай наиболее благоприятный. Областью выпуклости будет 
прямоугольный конус 

Yc = { y E Rn : Уt > - т!3> , i = 1 , . . . , n } , 

скругленный сферой { у  Е Rn :  \ \ у \\ = тР> > ' где т!3> задается формулой ( 1 .25) 
(см. рис. 1 8, б) .  Теперь область выпуклости содержит полностью положительный 

ортант R�. Областью У СЕ будет усеченный многогранный конус. "Благоприятность" 
этого случая заключается в том, что область У СЕ почти полностыо совпадает с об
ластью существования. 

4 .  О < р < 1/2 .  Этот случай самый неблагоприяти!!_Iй, поскольку Т* = - оо, а зна
чит, У с = ф. Нетрудно по казать, что при О < р < 1/2 У с = ф, т.е . для любого у Е R n 
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Рис. 1 8. Области выпуклости и существования для регрессии ( 1 + ах;)Р, р > О, n = 2 

существует такое а0 > О, что d 2 Q (a0 ) /da2 <: О. Это следует непосредственно из вы· 
ражении для второй производной исследуемой функции : 

d •� = 2р ( ( 1 - р) 1: ( 1 + ах;) Р -
2 Х;У; - (1 - 2р) 1: (1 + ах;) 

2Р -
2 

х;' ] .  
da 

Поскольку р - 2 < 2р - 2 при р > О, то для любого у Е Rn при а �  оо начиная с не
которого а0 вторая производпая Q (а) будет отрицательной. 

Как выйти из этого положения? Естественно ограничить априорное множество 
параметров Л сверху , т.е. рассмотреть Л = (0, а) . Найдем 

min Т0 (а) = Т., .  ( 1 . 26) 
О <: а <: а  

Заметим теперь, что - оо < Т • < О. Как было показано в начале этого параграфа, 
областью выпуклости в этом случае будет прямоугольный конус 

Yc = { y E Rn : y; > - T. , i = 1 , . . .  , n } 
(см. рис. 1 8, в) . Ниже этот случай будет исследован более детально. 

Практически пользоваться построенными областями выпуклости можно следую
щим образом. Пусть у0 Е R n  - фактический набор наблюдений. Тогда если у0 Е У С• 
то Q (a) с функцией (1 . 1 8) является выпуклой для а >  О. Если к тому же у0 Е Ус n 
n Ув, то минимум Q (a) достигается. 

f 
В данном примере мы воспользовались элементарным (знаковым) све-

дением относительно вектора вторых производных функции-регрессии, 
а именно его положительностью (/(а) Е R'; при р > 1 )  или отрицатель
ностью (/(а) Е R� при О < р < 1 ) . Можно бъmо учесть другие , менее три-
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виальные свойства этого вектора , которые существенно расширяют область 
выпуклости, типа возрастания (убывания) , выпуклости (вогнутости) 
вектора /(а) . Таким способом в § 4, гл . 3 мы строили суженное априор
ное множество (см. определение монотонности первQго и второго по
рядка) . 

Например, предположим, что вектор второй производной возрастает 
по i равномерно по а Е Л (монотонность первого порядка) . В дополнение 
к этому допустим, что координаты этого вектора положительны. Послед
нее может быть записано как 

О <i� (а) <i; (а) <  . . .  <i� (а) ,  
или системой неравенств 

(r; , {{a)) > O, i =  1 , . . . , n , 

где 

а Е Л, ( 1 .27) 

( 1 .28) 

r1 = ( 1 , О, . . .  , 0), r2 = (- 1 , 1 , О , . . . , 0), . . .  , r n =:= (0, . . . , О , - 1 , 1 ) .  

Системе неравенств ( 1 .28) соответствует заостренный многогранный конус 

К = { и Е Rn : (u, r;) > О, i = 1 , . . . , n } . ( 1 .29) 
n 1 n Этот конус лежит в R +  и намного "уже" конуса R+ (который соответст-

вует условию положительности координат ft (а) )  . Отрицательно сопряжен
ным к ( 1 .29) будет конус 

n 
к - = { у ЕRп :  � У; < О, j = 1 , 2 , . . .  , п } . 

i = j 
( 1 .30) 

n Этот конус будет намного "шире" конуса R _ ,  поэтому область выпукло-
сти, построенная с использованием условия возрастания ( 1 .27) , будет шире 
области выпуклости, построенной на основе одного условия положитель-

ности [1 (а) , i = 1 , . . . , n . 

Проиллюсrрируем это предложение на регрессии (1 . 1 8 ) .  Перенумеруем наблюде
ния в порядке возрастания Xf . Итак, будем считать О <  х1 < . . .  < Хп; рассмотрим 
для простоты только случай р > 2. Введем функцию 

1/J (x )  = x (l + ax)P - l , Q > о, р > 2 .  

Элементарно проверяется, что эта функция является возрастающей по•х > О. Посколь

ку хн 1  > xt и ft ( a )  = р i/J (хt) , то можно считать, что для (1 . 1 8) условИе возрастания 
( 1 . 27) выполнено. Как следует из (1 . 1 5) , решением системы неравенств (1 . 9) будет 
множество 

где v Е Rn такой, что (v , и) > О  для любого и Е К. Последнее условие для многогран
ного конуса (1 . 29) эквивалентно тому, чтобы (v , rt) > О, i = 1 ,  . . .  , n. Выбор v мо
жет быть осушествлен многими способами, при этом будут получаться разные 
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ответы. Для исследуемой регрессии имеет смысл положить v = х = (х1 , • • •  , Хп) Е Rn. 
В силу принятого соглашения Xt+ l  > х, > О, nоэтому условие (v , rt) > О  для э:rого 
вектора выnолнено. Окончательно областью выnуклости Q (a) для регрессии 
с функцией (1 . 1 8) при р > 2 будет сдвинутый конус 

х 
к - + т• -l l x 11 

- множество тех наблюдений У1 , • • • , Yn • для которых имеют место следующие нера
венства: 

n � Т* � I; Yi - -- Xi < 0 , 
i = j  1 1 х 1 1 j = 1 , 2, . . . , n .  

Перейдем теперь к многомерному случаю; для простоты будем считать, 
что априорное множество параметров Л совпадает с Rm .  Воспользуемся 
старым приемом сведения многомерных задач регрессии к одномерной. 
А именно, рассмотрим в пространстве параметров Rm всевозможные 
прямые и соответствующие ей одномерные регрессии. Покажем, что пере
сечение максимальных областей вьшуклости одномерных нелинейных 
регрессий по всем прямым совпадает с максимальным множеством 
выпуклости исходной многомерной регрессии У с . 

Итак, выберем а0 Е Rm и 1 1  v 1 1  = 1 и рассмотрим соответствующую 
прямую 1 = 1 ( Л) = ао + Л v , - оо < Л < оо . Соответствующую одномер
ную нелинейную регрессию записываем в виде ЧJ (Л) = ЧJ (Л ; а0 , v) = 
= f (a + Л v )  Е Rn . Выберем некоторую точку тr Е Rn , тогда максималь
ным множеством вьшуклости для полученной одномерной регрессии 
ЧJ ( Л ) будет 

n { у Е Rn :  (у - тr, еР( Л )) < - ао < Л < ао 
< l l <iJ( Л ) I I 2 + ( ЧJ ( Л ) - тr , �( Л )) } . 

Теперь найдем пересечение всех этих "оДномерных" множеств выпуклости; 
петрудно показать, что 

Ус = n Yc(a0 , v) . ( 1 .3 1 )  

Этот факт позволяет в принципе рассматривать области выпуклости только 
одномерных регрессий, однако не всегда такое сведение упрощаеt задачу. 

Простейшую область выпуклости в виде шара можно построить, опи
раясь на неравенство Коши - Буняковского, как и в случае одномерной 
регрессии, поскольку 
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Отсюда следует, что областью выпуклости будет открьпый шар 

У с = { У Е Rn : 11 У - 1Г 1 1 < Т* } , 
где 

Т* = inf T1r (o: ,  v) , 
a , v 

( 1  .32) 

( 1 .33) 

Как и в одномерном случае, можно показать, что необходимым условием 
непустоты области выпуклости является условие Т *  * - оо . 

Более широкие области выпуклости для многомерных регрессий можно 
построить, привпекая знание о матрицах вторых производных Н 1 (о:) . 
Рассмотрим систему векторов n Х 1 

( 1 .34) 

1 1 v 1 1 = 1 . 

Допустим теперь, что вместо условия принадлежности ( 1 .8) в случае одно
мерной регрессии известно , что для многомерной регрессии цля любых 
о:. Е Rm , 11 v 11 = 1 имеет место 

Р( о:, v) Е К ,  ( 1  .3 5) 

причем К - заостренный конус. Тогда, как и в случае одномерной регрес
сии, область выпуклости Q( о:) имеет вид конусаподобного множества. 

Как и в одномерном случае, можно выбрать вектор тr Е Rn , служащий 
"центром" области въmуклости. Аналогично можно строить вместо шара 
( 1 .32) эллипсоиды, задаваясь положительно определенной матрицей. 

Пользуясь матричным аналогом неравенства Коши - Буняковекого 
(2.29) из гл . 3, можно предложить оценку снизу для T1r (o: , v ) , сняв один. 
inf  по v в формуле ( 1 .33) . Петрудно показать, что имеет место следующая 
оценка снизу: 

1 2 2 - - 2 
inf Л m in ( R ( o: ) ( � H; ( o: )) 2 ) Е;; ( Т * ) , 
Q 

где 

R (o:) = Fт( o: ) F ( o: ) - � ( fi( o: ) - тг;)Н;( а ) . 

( 1 .36) 

В · качестве примера рассмотрим класс кваз�Шинейных регрессий 
(см. § 3 ,  гл. 1 ) . В этом случае 

i = 1 , . . .  , n .  

Ранг системы векторов х1 ,  . . . , Xn Е Rm считаем, как и прежде, рав
ным т, g - строго возрастающая дважды непрерывно дифференцируемая 
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функция действительного переменного . Для этого класса регрессии 

02fi т · ·  т -- = Н;( а) = x;x; g (a х;) . 
0 01.2  

Вектор Р ( 01. ,  v) в этом случае равен 

Доnустим, что g > О.  Последнее приводит к n линейным (относительно 
Р ( 01. ,  v ) )  перавенетвам 

(et, Р(а , v)) � О, i = 1 , . . .  , n { 1 .37) 

где е 1 - единичный орт (вектор, у которого на i-м месте стоит 1, осталь
ные компоненты равны нулю) . Система неравенств ( 1 .37) эквивалентна 
принадлежности Р ( 01., v ) заостренному конусу - положительному ор
танту R: . 

Предположим далее, что g ограничена снизу числом _ж .  В этом случае 
в качестве п целесообразно взять !J.. · 1  (это будет видно из дальнейшего) . 
Тогда для квазилинейной регрессии 

� (v, xi)2 [ g 2 (отх1) + (g(атх;) -_ж. )g (атх;)] 
Т(о: , v) = -------------

[ � (v, х; ) 4 g 2 ( Ot т х i ) ] 1 / 2 

т* = inf Т(а , v) � О . 
a, v 

{ 1 .38) 

Конусом, отрицательно сопряженным к положительному ортапту, будет 
отрицательный ортант, т .е . конус, порожденный отрицательными ортвекто
рами ( - е 1 , -е 2 , • • •  , - е п) . На основании этого можно утверждать, что 
областью выпуклости такой квазили-
нейной регрессии будет множество !12 
{ у Е Rn : Yt < ж_  + т* , i = 1 , . . .  , n } , 7;;:;:-t?Zi7/'/15<� .... 
скругленное сферой у :  1 1 у - g · 1 11 = 
= т· (рис. 1 9) . 

Как следует из § 3 , гл . 1 ,  ниж
няя грань суммы квадратов для 
квазилинейной регрессии с нижней 
асимптотой g достижима . если у t > g . - -

Рис. 1 9. Области вьmуклости и существо
вания для квазилинейной регрессии (п = 2) 

201 



Область существования решения, таким образом, есть 

Ун = { у Е Rn : Yt > _к, i = 1 , . . . , n } , 

а пересечением области вьmуклости и области существования в этом случае . 
будет сектор шара 

Усн = { у  Е Rn : Yt > !_, i = 1 , . . .  , п } n 

n { у  Е;: Rn : l: (У; --: �у < ( Т * )2 } 
(см. рис. 1 9) Разумеется, в конкретном случае, используя другие спе
цифические особенности функции g ,  можно построить более широкие 
области вьmуклости. 

Второй пример многомерной регрессии посвящен связным регрессиям 
(см. § 3, гл. 3) . Рассмотрим наиболее простой случай ( т, т + 1) -связной 
регрессии, ее функция имеет вид 

[;( а ) = (а, х;) + g( a ) z1 , i = 1 ,  . . .  , п , 

а Е Rm , g (а) - дважды непрерьmно дифференцируемая функция, 
х, E Rm , Z t E R 1 , z = (z 1 , . . .  , z п ) * О. В этом случае 

o 2 g Р(а, v) = vт --2 v . z . да 
Будем считать g (a) вьmуклоопределенной, допустим, вьmуклой, т.е . 

д 2g (a) f да2 > О, поэтому конусом принадлежности для Р (а , v) будет 
полупросtранство { у Е Rn : (у, z) > О } ,  соответственно открытым отрица
тельно сопряженным конусом будет полупространство { у  E Rn : (у, z ) < О} .  
Дл я  определения области вьmуклости осталось найти значение ( 1 .33) . 
Для (т, т +  1 ) -связной регрессии имеем ( 1r = О) 

vт (Х + zrт ( а ))т(х + zrт( а )) v 
Т(а v) = + V( a )  ' 11 z 11 v т h ( Cl. ) и ' 

где 

дg 
r ( a )  = д; •  

1 V( a )  = -- I: Zt( CI., х;) + 11 z l l g( a ) . 1 1 z 1 1  
Предположим, что существует минимум V (а) , а Е Rm ;  точка миниму

ма находится из решения системы уравнений 

I; Zt Xt 

11 z 1 1 2 • r (a )  = 
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Если это решение обозначить а . ,  то min V(a) = V(a . ) .  Таким образом, 
можно считать 

• 1 о vт ( X+z r  т ( a )Y(X + zr т (a )) v 
Т ;;;. V(a .) + -- mm ------'---------

l l z l l v vтh ( a ) v  
Минимизация подобной функции уже встречалась ранее в § 3 ,  гл . 3 .  

Аналитическое нахождение минимума этой функции опирается н а  знание 
о матрице h (а) о Так, допустим, что h (а) ..;; h - положительно определен
ная матрица. Таким образом, можно считать 

11 v 11 = 1 . 

Найдем оценку снизу выражения 

vт(X + zr т(a ))т (X + zrт( a )) v = I I Xv + z ( r ( a ), v) l l 2 , l l v l l = 1 o  
Очевидно, 

1 1 Xv + z ( r ( a J, v) l 1 2 ;;;. min I I Xv + 8 z l l 2  
0 E R 1 

поэтому в условиях ( 1 .39) окончательн!) можно считать 

т• ) 1 '\ ( т ) , ;;;. V(a . + "- m in Xz Xz = Т , 
11 z 11 h . 

где 

( 1 .39) 

( 1 .40) 

Окончательно областью выпуклости для (т, т + 1 )-связной регрессии бу. 
тщт полупространство 

Ус = { у Е Rn : (у, z) < Т' } ,  

где т' задается выражением ( 1 .40) о 
§ 2 .  Критерий одностациоиариоС'IИ. Метод коиусов 

В предыдущем параграфе этой главы искалось множество таких наблюде
ний у Е Rn ,  для каждого из которых функция Q( а )  становилась вьшуклой 
на всем априорном множестве параметров А . При этом ответом являлась 
область вьшуклости. Можно пойти обратным путем: исходя из свойств 
функций регрессии, построить так называемую естественную область на
блюдений - такое множество наблюдений, которое имеет "те же свойства", 
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что и система функций { ft (O!) , i = 1 , . . .  , n } .  Для него затем необходимо 
доказать выпуклость или одностационарность Q( О!) , О! Е А. Другими слова
ми, если ранее "благоприятные" области наблюдений находились из накла
дываемых условий на функцию Q( О!) типа "выпуклость" ,  то теперь 1ти 
области в пекотором роде угадьшаются. В этом параграфе будет показано , 
как можно осуществить этот подход для построения областей одностацИо
нарности Q( О!) . 

Сначала допустим, что функции-регрессии положительны : 

ft(O!) > О, i = 1 ,  . . . , n ,  О! Е Л . (2 . 1 )  

Для положительных функций-регрессий "естественными " (адекватными) 
наблюдениями следует считать наблюдения Yt > О, i = 1 ,  . . .  , n .  Вопрос ста
вится следующим образом: для данной регрессии найти условия, при кото
рых Q( а) будет одностационарной для всех Yt > О  при условии (2. 1 ) . 

Говорим, что Q (а) , а Е Л, не является одностационарной на множестве 
у 1  > О, . . . , Уп > О, если существуют такие 0!1 , а2 Е Л, у 1  > О, . . . , Уп > О, 
что 

д Q  - (az ) = О , д О! 

Система (2 .2) тогда перепишется как 
� y;d; = b . 

(2 .2) 

(2 . 3) 

Пусть К = К ( 0!1 , а2 ) - конус в пространстве R2 т ,  натянутый на n векто
ров d 1 , d 2 , . . .  , dп о т .е .  

K(a1 , 0!2 ) = { s E R2m : s =  � v;d; ,  V; � O} . 
На геометрическом языке одностационарность Q (a) на множестве положи
тельных наблюдений , как следует из (2 . 3) , равносильна следующему ус
ловию непринадлежнос1U: 

Ь (О!1 ' 0!2 ) Е К(О!1 ' 0!2 ) , 0!1 * 0!2 Е л. (2 .4) 

Метод построения области одностационарности , основанный на усло
вии непринадлежности (2 .4) ,  в дальнейшем будем назьmать методом 
конусов. Первый результат , связанный с этим методом, состоит в том, 
что для того чтобы сумма квадратов отклонений бьmа одностационар
ной , необходимо ,  чтобы векторы d 1 , . . .  , d n бьmи однонаправлены при 
всех а 1 , а2 Е Л. В противном случае К совпадает со всем пространство м 
и (2 .4) не имеет места для любого Ь ( а1 , 0!2 ) .  Докажем более сильный 
результат . 
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Теорема 2.1 . Если ·существует такая пара векторов а1 , а2 Е Л, что век
торы d 1 , • . •  , d n разнонаправлены, ro для любых поло:ж.ительных v 1 , • • .  , Vn 
(w1 ,  . . .  , Wn) найдется набор наблюдений у1 , • • • , Yn такой, чrо У; :;;;,. v; 
(О < Yt o:;; w1)  и су.м.ма квадраrов отклонений и.меет две стационарные точ
ки а1 и а2 . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что в условиях теоре
мы система линейных уравнений (2 . 3) относительно у1 , У2 , . . .  , Уп совме
стна при Yi :;;;,. v; > О, i = 1 , . . .  , п . Обозначим через D матрицу 2m Х п, 
вектор-столбцы которой суть векторы d 1 , . . .  , d n· Тогда (2. 3) перепи
сывается как 

Dy = Ь или D(y - v) = Ь - Dv. 
На геометрическом пзыке совместность этой системы при у - v > О оз
начает, что Ь - Dv Е К. Но в силу разнонаправленности d 1 , . . .  , dn К = 
= R2m , поэтому условие принадлежности выполнено , д Q (а1 ) /д а = 
= а Q (az ) fд a = о. 

В случае О < у1 o:;; w1 систему (2 . 3) перепишем как D (w - у) = Dw = Ь .  
Опять же Dw - Ь Е К = R2 m .  Доказательство теоремы закончено . 

Нетрудно показать, что если составляющие вектороJI { d1 } , т .е . { d f } и 
{ df} , однонаправлены, то такой является и система { d1 } . Действитель
но, пусть d l ,  . . .  , d� и d� , . . .  , d� однонаправлены в R m .  Тогда существу
ет такая пара векторов r1 и r2 , что (r 1 , d}) > О  и (r2 , d�) > О. Положим 
'У = ('У1 • 'У2 ) Е R2 m . Тогда (r, d; ) = (r 1 , dJ) + ('У2 • 4) > O, т .e . d 1 , . . .  , dn 
одно направлены. Обратное, вообще говоря, неверно : разнонаправленность 
составляющих {a'f} , k = 1 ,  2 не означает разнонаправленности { d1 } . 

Перейдем к примерам. Особенно просто метод конусов применяется в 
случае одного оцениваемого параметра, т .е .  в случае т = 1 . Общий путь 
построения критериев одностационарности тогда заключается в следУю
щем. Сначала для данных а1 , а2 находим ребра конуса К в R2 • Этим реб
рам ·отвечают граничные значения тангенса угла наклона векторов d1 • 
Затем сравнением тангенса угла наклона вектора Ь с граничными устанав
ливается условие непринадлежности вектора Ь конусу К. 

Начнем с ранее исследовавшейся функции (см. § 1 ) 
/;(а) = ( 1 + ах1)Р , а > О, х1 > О, i = 1 , . . . , п ,  (2 .5) 

р - фиксировано, Yt > О. Напомним, что оценка МИК сооmетствуюшей 
регрессии существует, если �У;Х; > �х1 , в частности, если У; > 1 . Как 
и ранее , исследование (2 .5) разбивается на несколько случаев в зависи
мости . от значения р. Мы не будем проводить полное исследование , огра
ничимся лишь некоторыми случаями. 

1 . р > 1 . Легко проверить, что для функции регрессии (2.5) 
( (1 + а1х1) Р- 1х1) ( �(1 + а1 х1)2Р- 1х1) di = 1 ' ь = р 

2 1 • 
( 1  + а2хд Р- Х; �(1 + а2х;) Р- Х; 

В силу положительности х1 в екторы d 1 , d2 , • • •  , dn лежат в первом квад
ранте . Поэтому конус К, натянутый на эти векторы, является остроуголь
ным. Найдем его ребра. Для определенности будем считать О < а1 < а2 • 
Ранжируем наблюдения в порядке возрастания х1 , таким образом, счи-
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таем х 1  Е;; х2 Е;; • • .  Е;; Xn · Тогда максимальный тангенс угла наклона d1 со
ответствует xn , а минимальный х1 • Итак , 

�in tg(d;) = tg{dt ) = (1 + 1 
l) 

)
p - l

' 
-- + O:t X t 

m�x tg(d1) = tg(dп ) = (1 + 
l) 

) 
p - l 

+ о:, Xn 
где Б =  о:2 - о: 1  > О, tg (d1 ) - тангенс угла наклона вектора d1 Е R 2 к оси 
абсцисс. Таким образом, ребра конуса К - векторы d 1 и .dn . Поэтому 
Ь Е К, если выполнено одно из двух условий : tg (b) ;;;;. tg (dп) , либо 
tg (b) Е;; tg {d1 ) ,  где 

� ( 1 + а2х;) 2Р - 1х1 
tg{b) = 

�( 1 + O: t XJ}2p- 1 Xt 
Оценим сначала сверху и снизу значение tg (b) . Имеем 

( 1 + а2х1)2Р- 1х; = ({ 1 + o: 1x;) + l>x;] 2 P- 1x; = 

= X;( l + O: tX;) 2p - 1 (1 + 
l>X; ) 2р - 1 

1 + O:t X; 
Поэтому при условии, что р > 1 , 
(1 + 1 

l) )
2p- l 

Е;; tg{b) Е;; (1 + 
- + O:t 
х , 

1 
l) 

)
2р - 1 

- + O:t Xn 
Как уже отмечалось ,  Ь Е К может произойти в двух случаях : 

а) (1 + 1 
l) 

)
2 р- 1 

Е;; (1 + 1 
l) 

)
р- 1

, 
- + O: t - + O:t Xn Х1 

б) (1 + 1 
l) 

)
2p - l 

;;;;. (1 + 
l) 

)
p- l 

- + O:t + O: t X t Xn 
Нетрудно показать, что случай а) не может иметь места. Неравенство б) 

определяет условие одностационарности суммы квадратов . Очевидно, 
Q (а) не является дliЯ исследуемой функции регрессии одностационарной 
на R 1 при у 1 > О, . . .  , Yn > О; х 1 , • • • , Xn > О. На основе б) найдем про
стые достаточные условия одностационарности . Возведем обе части послед
него неравенства в степень 1 / ( р - 1 ) и к левой части применим не равен
ство ( 1 + х) 8 ;;;;. 1 + 8х, где х, 8 ;;;;. О .  Проделав эти преобразования, найдем, 
что неравенство б) является следствием более сильного неравенства ро: 1 ;;;;. 
;;;;. ( р - 1 ) /х 1 - (2р1 - 1 ) /xn . Последнее неравенство определяет то мно-
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жество значений параметра, на котором сумма квадратов отклонений одно
стационарна при любых положительных наблюдениях. Учитывая, что о:1 > О, 
это неравенство будет иметь место , если 

( р - 1 )х 1 < (2р - 1 )хп , (2 .6) 
что является следствием другого неравенства, не содержатего р :  Xn ";;;;;; 2xt . 

2. 1 /2 ";;;;;; р ";;;;;; 1 . В этом случае 

�ax tg(d;) = (' 1 + 1 
8 ) Р

- 1  

- + O:t 
X t 

min tg (d;) = 
i 

(1 + 
1 
5 ) р-

1 

+ O: t 
Xn 

Условие непринадлежности (2 .4) выполнено тогда и только тогда, когда 
имеет место одно из двух неравенств : 

а) (

,

1 + 1 
5 ) 2р-

1 ";;;;;; 
(1 + 

Б ) р- 1 

- + O:t + O:t 
Xn Xn 

б) (1 + 5 ) 2р- 1 ;;., (1 + 1 
5 ) р-

1 

+ O: t - + O:t 
х1 X t 

Поскош.ку р - ";;;;;; О ,  но 2р - 1 ;;.. О, первое неравенство не может иметь 
места . Наоборот, второе неравенство всегда верно . 

3. О < р < 1 /2. Аналогично предыдушим случаям можно показать, что 
условие (2 .4) выполнено, если имеет место хотя бы одно из двух нера
венств : 

а) (1 + 
1 
5 ) 2р- 1 

- + O: t 
X t 

б) (1 + 1 
Б ) 2р

- 1 

- + O: t 
Xn 

";;;;;; (1 + 1 
5 ) р- 1

' 
- + O:t 
X n 

;;., (1 + 1
5 ) р

- 1  

\ - + O:t 
X t 

Первое неравенство опять неверно . Второе задает условие одностационар
ности Q (o:) .  На основе его, применяя тот же метод, что и в случае 1 , можно 
получить более грубое неравенство :  ро: 1  > ( 1 - 2р) /х1 - ( 1 - p) /xn . Ясно , 
что если 
( 1 - 2р)х1  < ( 1 - р)хп о (2 .7) 

то Q (o:) будет одностационарной при О < р < 1 /2 для всех У; > О на 
множестве о: > О .  Очевидно, (2 .7) является следствием неравенства 
хп < 2х 1 • 
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Итак, нами установлено, что Q (a) для функции-регрессии (2 .5) одно
стационарна для любых положительных наблюдений у1 , • • • , Yn на мно
жестве а > О , если имеет место не равенство (2 .6) при р > 1 ,  не равенство 
(2.7) - при О <  р < 1 /2 ; при 1 /2 .;;;;. р < 1 функция Q (a) одностационарна 
при любых у1 , . • •  , Yn• х1 , • . •  , Xn > О. Напомним, что (2 .6) и (2 .7) име
ют место , если выполнено условие (компактности) 

maxx1 < 2minx1 • i i 
(2 .8) 

Слецуюший пример представляет собой простейший случай логлинейной 
модели (регрессия линейная в логарифмах) . В экономических приложени
их к регрессии с такой функцией приводит задача оценивания производет
венных функций Кобба-Дуrласа (см. (5 . 1 ) , гл . 1) с известным коэффи
циентом масштаба А > О. Например, если ряды вьmуска, осн.овных фондов 
и затрат труда перевести в индексную форму, то этот коэффициент можно 
положить равным единице. Итак, пусть 

[;(а) = ехр (ах1), - оо < а < оо, (2.9) 
где не теряя обшности можно считать х 1 "'- х2 "'- • • •  "'- Хп · Как показано 
в первой главе, уравнение dQ/da = О для этой функции имеет хотя бы од
но решение для любых положительных наблюдений у1 , • • •  , Yn . Исследуем 
единственность этого решения методом конусов . Естественной областью 
наблюдений , как и ранее, является множество положительных наблюде
ний . Прежде всего заметим, что можно считать х1 =1= О, так как в противном 
случае квадрат отклонения с соответствующим индексом равен ( У; - 1 ) 2 , 
не зависит от параметра и меняет значение Q (a) лишь на постоянную вели
чину. Для модели (2 .9) имеем 

(х1 ехр(а1 х;) ) d; = 
х1ехр(а 1х1)ехр(ох;) ' 

ь = 
( �х1ехр(2а1 х1) ) 

�х1ехр(2а 1х;)ехр (2ох;) ' 
где не теряя общности можно считать а1 < а2 и о 1 = а2 - а1 > О . Односта
ционарность Q (a) в решающей степени ;3ависит от однонаправленности 
(знака) последовательности х 1 , • • •  , Хп · В соответствии с этим рассмотрим 
три возможности. 

1 . Х; > О для всех i = 1 ,  . . .  , n (последовательность { х1 } однонаправле
на) . Конус К в R2 тогда является заостренным, причем 

max tg(d;) = ехр(охп) ,  min tg (dt) = ехр(ох 1  ). i i 
Как и ранее , будем считать наблюдения ранжированными по х1 • Условие 
(2.4) вьmолнено тогда и только тогда, когда имеет место хотя бы одно 
из двух неравенств : 

а) �х1ехр(2а1 х1)ехр(2ох1)/�х1ехр(2а 1х;) "'- ехр (ох 1 ) , 

б) �х1ехр(2а 1х;)ехр(2ох;)/�х; ехр(2а 1х;) � ехр(охп) . 
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Поскольку 
�x1exp(2a1 x1)exp(26xt) ;;.. ехр(26х 1 )  �x;exp(2at х; ) , 

первое неравенство не имеет места . Рассмотрим неравенство б) . Применяя 
к ero левой части ту же оценку снизу, придем к более rрубому : exp (26x t );;?
� ехр (6х 1 ) . Поэтому, если х11 ..:;; 2х1 , то нелинейное уравнение dQ/da = О 
имеет единственное решение относительно а при любых положительных 
наблюдениях. Это утверждение обратимо : если Xn > 2х 1 ,  то сушествуют 
такие у 1 , . • • , Yn > О и такие а1 =1= а2 , что dQ (a1 ) /da = О,  dQ (a2 ) /da = О . 
Действительно , рассмотрим левую часть б) как функцию а 1 •  При а 1 -+ - 00 
ее предел равен ехр (26х 1 ) . Поэтому, если Х11 > 2х 1 , то сушествует такое 
а 1 < О, что б) неверно . А зто и означает мноrостационарность суммы квад
ратов для некотороrо набора Y t • . . .  , Уп · 

2 .  х1 < О ,  i = 1 ,  • . .  , п .  Этот слу-чай сводится к предЬщушему репара
метризацией модели . Положим 13 = -о:, z1 = -х1 ; как следует из предыду
шеrо , Q (a) одностационарна для любых положительных наблюдений тоrда 
и только тоrда, коrда х 1 ;;.. 2х11 • 

3. Последовательность х 1 , • • • , х11 содержит как положительные , так и 
отрицательные значения. Хотя набор чисел х 1 ,  • • •  , х11 , рассматриваемый 
как последовательность векторов в R 1 , является разнонаправленным, 
векторы d 1 , d2 , • • • , d11 , будут однонаправлены в R 2

, а конус К заострен
ным. Докажем это . Векторы { d; } лежат в первом и третьем квадранте R 2 • 
Максимальный танrенс уrла наклона для положительных х1 равен 
ехр (6х 1 ) ; максимальный тс.нrенс уrла наклона для отрицательных х1 ра
вен ехр (Бх;;) , минимальный - ехр (6х 1 ) , rде х;; = max{x1, х1 < 0 } . По
скольку ехр (6х 1 )  ..;;; ехр (Бх;;) ..;;; ехр (6х11) , конус К будет заостренным, 
а векторы d;  однонаправленными. Тем не менее , как сейчас будет установ
лено, в рассматриваемом случае для любой последовательности х 1 , х2 , • • • 
. . . , х11 сушествуют такие положительные наблюдения, что Q (a) имеет 
несколько стационарных точек .  Действительно, предел левой части нера
венства б) при а1 -+ + оо равен ехр (26х11) , а при а1 -+ - оо  равен ехр (26х 1 ) . 
Поэтому выбором некотороrо а 1 > О можно добиться тоrо , чтобы Ь Е К, 
что и приведет к мноrостационарности Q (a) . , 

Суммируя вышеизложенное, приходим к следуютему результату . 
В логлинейной модели с одним оцениваемым параметром (2.9) для одно
стационарности суммы квадра1·ов с произвольными положительными 
наблюдениями необходимо и достаточно, чтобы, во-первых, последова
тельность х 1 , х2 , • • • , х11 была одного знака и, во-вторых, для нее было 
выполнено условие (компактности) : maxx1 :,.;;; 2min x1 '(х1 > О) и 

2maxx1 :,.;;; minx; (х1 < 0). 
i i 

i i 

В рассмотренных примерах условие одностационарности находилось в 
терминах последовательности х 1 ,  х2 , • • • , х11 • Существует друrая возмож
ность - искать условия одностационарности суммы квадратов в терминах 
выбора подходяшеrо априорноrо множества параметров. Эта возмож
ность будет проиллюстрирована нами на частном случае модели (2 .9) , 
модели экспоненциальноrо тренда 

fi(a) = еа1, i = 1 ,  2, . . . , п. (2 . 1 0) 
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Регрессия с такой функцией отклика встречается в экономических при
ложениях при выделении экспоненциальных трендов с известным коэффи
циентом пропорциональности . Как уже отмечалось, эту гипотезу можно 
принять, если ряд У; перевести в индексную форму. Модель экспоненты 
интересна тем, что для нее не вьmолнено условие (2.8) , поэтому Q (o:) не 
является одностационарной для всех У; > О  и - оо < о: < оо . Тем не менее 
можно найти такие интервалы изменения параметра о:, в которых Q (o:) 
одностационарна, Легко видеть, что для (2 . 1  О) 

tg (b) = � iexp(2o:1 z) exp(2c5 i)/� iexp (2o: 1 z), 

max tg (d;) = exp(lin) . 
i 

Поскольку tg (Ь) -+ exp (28n) > exp (lin) при о:1 -+ + оо, то при достаточно 
большом о:1 условие (2 .4) будет в ьmолнено, и Q (o:) является одностацио
нарной для всех Yt > О. Найдем это пороговое значение параметра. Таким 
образом, мы ишем такое о:• = о:; , что на интервале (о:� , оо) при любых 
положительных у1 , • • •  , Yn сумма квадратов является одностационарной. 
Интервал (о:� , оо) называем коротко интервалом одностационарности. 

Рассмотрим числитель разности tg (b) - exp (lin) и определим, в каком 
случае он является положительным. Обозначим ехр(2о:1 ') = а > О, exp (lJ) = 
= с > 1 . Тогда интересующая нас величина после сокращения на ас2 будет 
равна 

n n 
р = � iai- 1 c2 (i- 1 ) _ cn- 2 � ia i- 1 . 1 = 1  i = 1 

Задача заключается в том, чтобы найти такое пороговое значение а •  = а: , 
что для всех а ;;;;. а *  и с > 1 имеем Р ;;;;. О. Фиксируем а , тогда относительно с 
получим полином степени 2 (п - 1 ) , который обозначим P2n_ 2 (с) . Оче
видно , P2n _2 (О) = 1 > О, P2n _ 2  ( 1) = О, т .е. с = 1 - корень полинома 
(п > 2) . 

Расположив коэффициенты полинома в порядке убьmания степени с, 
можно заметить, что в этой последовательности имеется две перемены зшi
ков, поэтому по теореме Декарта ( 1 7] полином P2n _ 2  (с) на интервале 
с > О имееr два корня. Первый из найденных юiми корней равен 1 . Для 
установления факта одностационарности Q (o:) важно, чтобы не было кор
ней, больших единицы. А для этого , как легко догадаться, необходимо и 
достаточно, чтобы производпая рассматриваемого полинома в точке с = 1 
была неотрицательной. Но 

n - 1 
Р;п- 2 ( 1 ) = � (i + 1 ) (2i + 2 - n) a 1 - (n - 2) = Рп- 1 (а) . 

i = 1  
Исследуем теперь корни полинома Р n - 1  (а) . По теореме Декарта он имеет 
единственный положительный корень. Этот корень лежит на интервале 
(0, 1 ) , поскольку Рn _ 1 (0) = - (n - 2) < О, Pn _ 1 ( 1 ) > О . Обозначим этот 
корень через а: . В силу проделанных рассуждений для всех а ;;;;. а: и с > 1 
имеем Р ;;;;. О. Таким образом, получен следующий результат. Сумма квад
ратов отклонений модели (2 . 1 0) дllЯ любых положительных наблюдений 

2 1 0  



одностационарна на интервале [а� ,  оо) , где а� = ехр (2а�) является корнем 
полинома 

n - 1 
Рп- 1 (а) = � (i + 1 )  (2 i + 2 -· n) a 1 - (n - 2) . (2 . 1 1 ) 1 

Значения а� для n = 3, . . . , 26 приведены ниже . 

n а * n 11 n а * n 11 n а * n 

3 -0,71 30 1 1  -0, 1 34 2  1 9  - 0,0745 
4 -0,4566 1 2  -0, 1 220 20 -0,0706 
5 -0, 3 3 85 1 3  -0, 1 1 1 8  21 -0,06 7 1  
6 -0, 2695 14 - 0, 1 0 3 2  2 2  -0,063 9  
7 - 0, 2 24 1  1 5  -0,095 8 23 - 0,06 1 0  
8 -0, 1 9 1 9  1 6  -0,0894 24 - 0,05 �4 
9 -0, 1 6 7 8  1 7  - 0,0839 25 -0,055 9 
1 0  -0, 1 4 9 1  1 8 - 0,07 89 26 -0,05 3 7  

Для n � 5 хорошее приближение полинома на интервале (0, 1 )  получа
ется заменой сумм � ia 1 и � i2 a1 их предельными значениями при n __. 00 •  
Задача определения корня полинома приводит нас тоrда к кубическому 
уравнению. На основе этоrо приближения можно показать, что а� __. О при 
n ... oo . 

Практически использовать найденный интервал одностационарности 
можно следуюшим образом. Пусть итеративный процесс минимизации 
Q (a) или решения нелинейноrо уравнения dQ/da = О  для конкретноrо на
бора положительных наблюдений привел нас к стационарной точке а � а� . 
Тоrда, если у1 � exp (a� i) (в частности, если у1 � 1 )  для всех i = 1 , 2 ,  . . . 
. . . , n , то Q (a) одностационарна и а - точка rлобальноrо минищма. До
казательство этоrо утверждения следует из тоrо, что , если У; � ехр (а� i) , 
то Q (a) на интервале (- 00 , а�) является строrо убьmаюwей функцией.  

Вернемся к лоrлинейной модели (2.9) и найдем для нее интервал одно
стационарности . Как следует из проведенноrо выше анализа, при условии 
(2.8) Q (a) одностационарна для любых положительных наблюдений. 
Пусть теперь (2 .8) неверно . Для простоты рассмотрим случай, коrда 
х1 > О, i = 1 , . • . , n .  Как и в случае экспоненты при а 1  __. оо, получаем 
t g (b) __. ехр (2бхп) > ехр (бхп) ,  т .е . в пределе условие непринадлежности 
вьmолнено, а Q (a) одностационарна. В соответствии с этим замечанием 
ишем такое а� ,  что на интервале [а� , оо) уравнение dQ/da = О имело бы 
не более одноrо решения для любых У; > О . Рассмотрим числитель раз
ности t g (b) - ехр (бхп) .  Разделим ero на ехр (2бх 1 + 2а 1х 1 ) и обозначим 

р (а 1 ,  б ) = 

1 4 *  2 1 1 



Мы изучаем случай , когда условие компактности не вьmолнено , т .е .  Xn > 
> 2х1 • Фиксируем а1 и рассмотрим р как функцию li .  Легко видеть, что 
р (а 1 , - оо) = х 1 > О, р (а1 , оо) = оо ,  р (а1 , 0) = О, т .е . li = О - корень урав
нения р(а1 , li) = О. Докажем, что уравнение имеет ровно два корня. Для 
этого нам потребуется одно обобщение теоремы Декарта. 

Обобще101аи теорема Декарта. Пусть 

P(li) = 
n б z ·  
� а1е 1 + а0 , 

i = l 
O < z1 < . . . < zn· 

Тогда число корней трансцендентного уравнения P(li) = О с учетом их крат
ностей равно числу перемен знаков в системе коэффициентов а 1 ,  а2 , • • • , an 
или .меньше этого числа на четное число. 

Идея доказательства этого утверждения заключается в приближении 
функции Р (li ) полиномом высокого порядка. Если z1 - рациональные 
числа, их можно привести к общему знаменателю, и тогда z1 = m1 /N. 
После обозначения х = exp (li/N) > О  функция P (li)  превращается в поли
ном степени тп , к которому применяем теорему Декарта . Если среди z1 
есть иррациональные числа, с любой степенью точности можно найти их 
рациональное приближение и приблизить Р (li) соответствующим поли
номом. 

Применим эту теорему для в ьmснения числа корней уравнения р(а 1 , li )  = 
= О. Расположим одночлены р в порядке возрастания покаЗателей (в слу
чае равных показателей приведем подобные члены) . Если существует такое 
i 0 , что 2 (х; 0 - х 1 ) = Xn - 2х 1 , то приводя подобные члены при этой степе
ни, получим отрицательный коэффициент : 

2а 1 (х; - х;) � 2 а 1 (х; - х;) < О х1е о - ...., х1е о • 
1 

Если такой индекс отсутствует, то и подавно коэффициент при степени с 
показателем 2хп - 2х 1 будет отрицательным. Таким образом, число пере
мен знака в функции р равно двум, чему и равно по обобщенной теореме 
Декарта число корней р(а1 , li )  = О (нуль является корнем р) .  Для того 
чтобы р(а1 , li) ;;;. О для всех li = О, необходимо и достаточно , чтобы 
др(а1 , li) /д li > О  в точке 8 = О.  После несложных вычислений устанавлива
ем, что это имеет место для всех а ;;;. а� , где а� - корень уравнения 

n 2 а(х · - х  ) � х1(2х1 - хп) е 1 1 = О.  (2. 1 2) 
1 

Уравнение (2 . 1 2) не всегда имеет отрицательное решение .  Можно пока
зать, что а� � О тогда и только тогда, когда 2� xj ;;;. Xn "J; х 1 . Таким обра
зом, приходим к следующему результату. Для .модели (2 .9) при условии 
х1 > О, 2min x1 < maxx1 интервалом одностационарности Q (a) является 

i i 

[а� ,  оо) , где а� - корень уравнения (2 . 1 2) ; а� � О тогда и только тогда, 
когда 

n n 
(maxx1) � х1 � 2 � xj . 

i 1 1 
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Метод конусов в ыше был реализован в предnоложении положительных 
наблюдений, т.е .  в том случае , когда естественная область наблюдений 
представляла собой положительный · ортант R� .  Этот подход, однако,  
иструдно обобшить и на более сложные области, в частности, на области 
в виде многогранника в Rn. 

Итак, допустим, на априорном множестве параметров имеют место не
которые линейные неравенства относительно функций отклика 

Mf(a.) = Mf > r, а. Е Л, (2 . 1 3) 
где М - невырожденная матрица n Х п, r - вектор (знак неравенства меж
ду векторами понимается как неравенство между координатами векто
ров) . Естественной областью наблюдений тогда является множество { у Е 
Е Rn : Му > r } - многогранник в Rn. 

В матричном виде градиент суммы квадратов равен 

aQ а;- = -2F т( у - !) , 

где F = F (a.) - матрица производных п Х  т, F11 = д/1/да.; . Систему д Q/да.= 
= О, очевидно, можно переписать следуюшим образом: 

О = F т( у - !) -= FтМ- 1 (Му - М! )  = Fтм- 1  [(Му - r) - (Mf - r)) , 
или 

ртм- 1 v = FтM- 1 (Mf - r) ,  
где v = (v.1 , . • .  , Vn )т ,  v1 > О . Окончательно 

ртм- 1 v = ртu - м- \ r) ,  v > о. (2 . 1 4) 

Тогда одностационарность Q (а.) на множестве Му > r равносильна условию 
непринадлежности (2.4) , где теперь вектор df равен i -му столбцу матрицы 
ртм- 1 = F т (a.k) M- 1 , bk = Fт (a.k) ( f (a.k) - M- 1 r) ,  k = I , 2 . 

Рассмотрим некоторые частные случаи . Пусть функции отклика о гра
ничены снизу : !1 (а.) > r 1 • Тогда М =  1 и конус К остается без изменения, 
меняется лишь вектор Ь . Этот случай сводится к !1 (а.) > О  простым преоб
разованием .  Действительно, систему (2 .3) можно переписать как 

� ( у1 - rд d1 = Ь - � rA, 
или 

� v1d1 = Ь - � r1d1 , v1 > О. 
Поэтому Q (a.) одностационарна для у1 > r 1 тогда и только тогда, когда 

Ь - � r1d1 E. K, 
где К - конус, натянутый на векторы d 1 , • • . , dn . 

Ограниченность сверху или снизу функций отклика может быть след
ствием ограниченности априорного множества параметров Л .  Например, 
пусть а. Е R 1 , причем известно , что !1 (а.) - возрастающие функции по 
а. для любого i = 1 ,  . . .  , n. Допустим, что Л =  (а, с) , тогда 

ft(a) < ft (a.) < fi(c) . 
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Естественной областью наблюдений тогда можно считать прямоугольник 
В R n : 

[;(а) < Yt < [;(с) , i = 1 ,  . . . , n. 
Тогда Q(a) бул;ет одностационарной на (а, с) тогда и только тогда, ког
да Ь - "l, fi (a) d1 е: К , либо "l,f;(c) d; - Ь Е К. 

Рассмотрим другой случай .  Пусть априорное множество таково ,  что 
для в сех а Е Л  имеем f;+ t (a) > [;(a) > h, i = 1 ,  . . .  , n - 1 .  Очевидно, за 
естественную область наблюдений тогда разумно взять множество { у Е 
E Rn : Yi+ I > Y; > h, i = 1 ,  . . .  , n - 1 } .  Матрица М и обратная к ней, как 
легко проверить, равны 

[ - � 
м = о - 1 

о 

. 1 

Заметим, что этот же результат можно получить простым преобразованием 
системы (2. 3) : 

"l,ytdf = ( У 1  - h) (d 1  + . . .  + dп ) + ( у2 - y . ) (d2 + . . .  + dп ) + . . .  
n 

· · · + ( уп - Уп - I ) dп + h "l, d; . 
1 

Таким образом, "новыми" векторами, образуюшими конус К, являются 
n 

Pt = "1:, di , i = 1 ,  . . . , n .  Понятно, что конус, натянутый на векторы р 1 , • • • j =i 
. . . , Pn • будет подмножеством конуса, порожденного векторами d1 , . . . , dno 
поскольку первые являются положительными комбинациями последних . 

Наконец, разберем следуюший интересный пример естественной области 
наблюдений .  Условие монотонности наблюдений может явиться слишком 
обременительным. Говорим, что у 1 , • • •  , Yn являются слабо м тш ттtным и 
в среднем, если сушествует такое 1 < k < n ,  что у1 < у, i = l , . . . , k ,  

n 
но Yt > у, i = k + 1 ,  . . . , n, где у = "i, y1/n - среднее наблюдений (ер. с 

1 
похожим определением из § 5 , гл . l ) . Понятно , что если у1 - монотонно 
возрастаюшие, то они слабо монотонны в среднем . Матрица М устроена 
следуюшим образом. До k-й строки диагональные элементы равны l /n - 1 ,  
вне диагонали элементы матрицы равны l ,  после k-й строки структура 
повторяется , но с обратным знаком. 

На языке линейных неравенств можно записать выпуклость (вогну
тость) последовательности наблюдений у 1 ,  • • • , Yn , а также другие харак
терные особенности наблюдений и функций откликов. У спех в нахождении 
критериев одноэкстремальности во многом зависит от удачного выбора 
естественной области наблюдений.  С помошью ограничений тина линейных 
неравенств. можно описывать области с достаточно сложной струк rурой .  

Теперь перейдем к многомерному случаю т > l . Покажем,  что этот 
случай в искотором смысле сводится к одномерному . Итак ,  пусть [; (01) , 
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i = 1 , . . .  , n, а Е Л С Rm . Сделаем одно простое, но для нас важное заме
чание : д Q/да = О равносильно (д Q/да, v ) = О для любоrо v Е Rm . Система 
(2.2) записывается как 

� а�са1 ) _ ь с ) .., У · - al аа 1 ' 

� д/; (а2 )  - Ь (  ) .., У · - а2 аа 1 ' 
(2 . 1 5)  

at, (a) 
rде Ь (а) = � [1 (а) . Допустим, как и ранее , [1 (а) > О .  Будем счи-

аа 
тать у1 > О. Поэтому система (2. 1  5) не имеет решения для любых У; > О 
тоrда и только тоrда, коrда выполнено условие непринадлежности (2 .4) . 
До множим теперь первое уравнение (2 . 1 5) скалярно на v 1 , а второе на 
v 2 Е R m . Тоrда 

(_ at,Ca t ) ) 
� \ да 

, v1 Yt = (b (a t ) , v t ) . 
(2. 1 6) 

Поэтому с учетом сделанноrо выше замечания можно утверждать, что 
Q(a) одностационарна на Л при любых положительных наблюдениях, если 

� а1 -l= a2 Е Л 3 v1 , v2 E Rm : Ь (а 1  , а2 ; v 1 , v 2 )  ё К(а 1 , а2 ;  v1 , v2 ) , (2 . 1 7) 
rде Ь (а1 , а2 ;  v 1 , v 2 )  = ( (Ь (а1 ) ,  v 1 ) , (Ь (а2 ) ,  v 2 ) ) Е R 2 , К (а 1 ,  а2 ; 
v 1 ,  v 2 ) - конус в R 2 , натянутый на векторы 

( ( at��a � ) , v 1))
· · · · · 

(( at;�a � ) , v ,))
E R 2 • ( дft (a2 ) ) _ ( дfn Ca2 ) ) ' v2 ' v2 аа аа 

Таким образом, задача непринадлежности в R 2 m  сведена к задаче о непри
надлежности (2 . 1 7) в R2 • 



ГЛАВА б 

МИНИМИЗАЦИЯ СУММЫ КВАдРАТОВ, 
ОСНОВАННАЯ НА МЕТОДЕ НЬЮТОНА-ГАУССА 

Методы минимизации суммы квадратов отклонений - наиболее изученный 
и продвинутый круг проблем,  связанных с оцениваннем параметров в не
линейных регрессиях [6, 1 5 , 3 7, 4 1 ,  67] . Разумеется, для решения этой за
дачи можно применять обшие методы минимизации : градиентные , сопря
женных градиентов , ньютоновские , квазиньютоновские и т .п . [ 1 1 ,  24, 
34, 36,  4 1 ] . Однако для суммы квадратов существует более экономный 
и эффекmвный метод. Таким классическим методом является метод 
Ньютона-Гаусса ( § 1 ) , его модификации рассматриваются в § 2 . Учет 
специфики конк ретной модели регрессии позволяет, однако , строить 
еше более экономные, специальные методы. Эти методы рассматриваются 
в следуюшей главе .  

§ 1 .  Метод Ньютона-Гаусса 

Выпишем еше раз гауссиан суммы квадратов в матричной форме 

1 а2 о a2f.· (a) 
2 да

; = F т(a) F(a) - �( Y; - f;(a)) -д�2 ( 1 . 1 )  

где F;j (a) = д/1 /даi , Р (а) = 1 1 д/1 /даi 1 1 - матрица n Х т .  Метод Ньютона 
приводит к итерациям вида 

ak+ l = ak - ( a2 Q(ak ) ) - 1 ( дQ(ak ))
' 

аа2 аа  
k = О, 1 ,  . . .  ( 1 .2) 

Допустим, что : а) начальное приближение а0 выбрано достаточно хоро
шо, т .е .  Q (a0 ) достаточно мало,  что ведет к малости отклонений 
Yt - f1 (a0 ) ; б) а 2 [; /да2 не очень велики (регрессия "не очень нелиней
на") . Тогда второй суммой п ( 1 . 1 )  можно пренебречь и считать 

a2 Q --2 ""'=' 2F т(a)F(a) . 
а а 

Учитывая, что 

216 

aQ 
-2F т(а) ( у - f(a)) , 

а а 



итерации ( 1 .2) переписываютел как 

ak+ I  = ak + (F �Pk)- ' F H y - fk) , k = 0, 1 , . . . , ( 1 .3) 

где Fk = дf(ak) /дet - матрица n Х т ,  fk = [(ak) Е R n . В формуле ( 1 .3) 
неявно преДIIолагается ,  что 

rank F(a) = т, а E R m . ( 1 .4) 
Это преДIIоложение будет на протяжении этого параграфа принято . 

Итерации ( 1 .3) , собственно , и являются основой метода Ньютона-Гаус
са. К этой же формуле можно прийти с других позиций. Линеаризуем рег
рессию в окрестности а = ak ,  тогда 

Найдем ak+ l из условия 

ll y - F(ak ) (a - ak ) - f(ak) 11 2 => min, 
С< 

откуда приходим к той же формуле ( 1 .3) . 
К сожалению, итерации ( 1 .3) не в сегда сходятся (особенно если матрицы 

д 2f/да2 сильно отличаются от нулевой, а 1 У; - [1 (а) 1 ;;!!> О) . Это приводит 
к необходимости введения изменяюшейся длины шага, т .е .  к итерациям вида 

ak+ l  = ak + A. k (F1Fk )- ' F 1 ( Y - [;) ,  ( 1 .5 ) 
ИЛИ 

ak+ l  = ak + A. k Pk• k = O , 1 , . . . , 
где 

pk = (F �Fk )_ ,  F1( Y - fk) 

- направление минимизации (оно такое же, как в методе Ньютона-Гаусса) , 
Л. k  > О  определяет длину шага минимизации . Длину шага можно выбирать 
разными способами. Наиболее простой и надежный - метод редукции 
(о других методах выбора шага см., например, в [36] ) .  Он заключается в 
следуюшем :  выберем две константы (параметры метода редукции) О < 
< т < 1 и О < к < 1 .  Далее : 

1 )  полагаем Л =  1 ;  
2) проверяем неравенство 

Q(ak + Л.рk) - Q(ak) < - тЛ.(qk , Pk) ,  ( 1 .6) 
где Qk = - д Q(ak)f д a - антиградиент (qk =F О) ; 

3) если неравенство ( 1 .6) для этого значения Л вьmолнено, то полагаем 
Л.k = Л и a k + l = ak + AkPk ·  В противном случае уменьшаем длину шага 
в к раз, т.е . полагаем л' ==  к Л. и возвращаемся к 2) , т .е .  проверяем ( 1 .6) 
для Л = Л' . Подобные итерации производим до тех пор, пока неравенство 
( 1 .6) не будет выполнено . 

По кажем, что для любого О <  т < 1 при условии ,  что Qk =F О, существует - -
такое Л ,  что для всех О <  Л <  Л неравенство ( 1 .6) имеет место . Для этого , 
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во-первых, покажем, что метод ( 1 .5) является квазиградиентным, т.е .  что 
(Pk , qk) > О.  Действительно, qk = 2 F k (у - fk) , поэтому 

(Pk , qk) = 2(y - fk)тFk(F:FkГ 1 F: (y - fk) > О , ( 1 .7) 

поскольку из условия ( 1 .�) следует, что матрица (FkтFk ) - 1 , k = О, 1 , . . . , 
положительно определена. Разлагая далее Q( а ) в окрестности точки а = а k 
в ряд Тейлора по лучу a k  + Лрk до линейных членов , получим 

О <  Л <  Л , о < т <  1 ,  

что и приводит нас к ( 1 .6) . 
Из ( 1 .6) следует, в частности, что 

Q(ak+ l ) < Q(ak) ,  
q" * О . 

( 1 .8) 

Такие процессы минимизации будем называть строго релаксационными. 
В теории оптимизации доказывается, что квазиградиентные процессы 

сходятся . Более точно соответствующее утверждение выглядит следующим 
образом.  

Теорема 1 . 1 .  Пусть F (х) - непрерывно дифференцируемая, ограничен
ная снизу функция на Rm , а итераrnвный процесс минимизации имеет вид : 
xk + l = xk + 'Л.kPk , где P k Е Rm - направление минимизации,  'Л.k > О  опре
деляет длину шага и выбирается из условия 

причем 

cos (Pk� qk) � 8 > О, 

qk = -дF(xk)fдx * О. 

О < т < 1 , 

( 1 .9} 

Тогда, если начальное приближение х0 выбрано так, что F(xo) < Fв , Fв 
нижняя грань функции на бесконечносrn (см. § 1 , гл. 1 ) , то а) 1 1  Xk + l · 
- xk l l -+- 0, б) l l qk l l -+- 0, k -+- oo ,  в) если х. - предельная точка { хk } , то 
iJJ'f("t .) / дx = О, F(x.) = const . 

Доказательство этого факта стандартно (см. , например, (39) , [ 1 5 ] ) . 

Заметим ЛШIIЬ следующее . Условие F (x0) < Fв влечет компактность мно
жества уровня S0 = { х Е Rm : F(x) ...;; F(x0 ) } , поэтому существует хотя бы 
одна предельная точка х * Е S 0 последовательности { Xk } .  

Для того чтобы воспользоваться теоремой 1 . 1  для доказательства сходи
мости метода Ньютона - Гаусса при минимизации суммы квадратов, 
необходимо доказать, что для него имеет место условие ( 1 .9) , более жест
кое, чем ( 1 .7) . В рамках принятого предположения ( 1 .4) это доказатель-
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ство тривиально : 

rде 

М1 = inf Amin (Fт (a )F( a )) > О , 
а Е S0 

М2 = sup Amax (Fт(a )F( a )) < оо ,  
а Е S0 

Теоремы "о сходимости" методов минимизации наподобие теоремы 1 . 1 
в общем случае (например, без наложения оrраничения типа вьmуклости 
функции) несут на себе печать неудовлетворенности . В действительности 
сходимость итераций не доказьшается, доказывается лишь, что предельные 
точки последовательности, вырабатьшаемой рассматриваемым методом 
минимизации, являютс� стационарными. Ниже будет показано, что, за 
исключением патолоrических случаев, сходимость (в обычном смысле 
слова) все же имеет место 1 ) • 

Лемма 1 .1 . Пусть дана последовательность х1 , х2 , • • •  Е Rm , причем 
11 Xn + l - Xn 1 1 -+ 0  при п -+ оо . Известно , что эта последовательность имеет 
непустое конечное множество предельных точек. Тогда последователыюсть 
{хп } сходится (т.е. число предельных точек этой последовательности 
равно 1 ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Допустим противное, т .е . что { Xn }  имеет более 
одной предельной точки; обозначим их через z 1 ,  • • •  , z k , k � 2 .  Разобьем 
все члены ПО'СЛедовательности { Xn } на k непересекающихся бесконечных 
классов { Xr .  (n ) } , 1 � j � k, п = 1 ,  2, . . .  , rде ri (n) для каждоrо j есть J k � 
возрастающая функция по n ,  причем . U U { rj(n) } - множество всех наJ = 1 n =  1 
туральных чисел и 

lim Xrj (n) = Zj , 
п -+ �  

j = 1 , . . .  ' k. ( 1 . 1 0) 

Это можно сделать следующим образом. Представим Rm в виде объедине
ния k непересекающихся множеств , для каждоrо из которых z k - внутрен-

1 ) См. также Михалевич В. С., Гупал А.М. , Норкин В.И. Методы невыпуклой опти
мизации. - М. : Наука, 1 987 .  
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няя точка этого множества. Члены последовательности, принадлежащие 
каждому такому множеству, и образуют свой класс . Докажем тогда, что 
существует такое Б > О , что для любого достаточно большого N найдется 
такое n � N. что 11 Xn+ t - Xn 11 � Б . Положим 

Б = _!_ min 11 Zj - z1 11 • 3 i * 1 

Тогда из условия сходимости ( 1 . 1 0) начиная с N для всех n � N 

11 Xrj (n ) - Zj 11 < Б, j = 1 , . . .  ' k .  

( 1 . 1 1 ) 

Рассмотрим последовательность из первого класса { Xr 1 (n ) } .  Поскольку 
r 1 ( n) -+ оо , то найдется такое n, что l = r 1 (п) > N, причем х 1 + 1 не принад
лежит первому классу, а принадлежит, например, второму . Но тогда 
11 х1 + 1 - х1 11 � б , так как в противном случае 

11 z 1 . - Zz � � .,;;;;; 11 Z 1 - xr l l  + 11 Х1+ 1 - x1 l l + 11 Zz - Х1 + 1  11 < 3 б , 
что противоречит ( 1 . 1 1 ) . Лемма доказана. 

Как следствие получаем, что , если условие теоремы 1 . 1 вьшолнено , 
причем число стационарных точек Q( а) на любом ограниченном множестве 
конечно , то последовательность а 1 , а2 , • • •  , вырабатываемая процессом ( 1 .5) , 
сходится (ер . с [36,  с. 457 ]  ) . 

Можно показать, что множество предельных точек последовательности 
xk Е Rm , удовлетворяющей условию 11 xk + 1 - x k 11 -+ 0,  замкнуто и связно 
[36, с. 459] . Как показано в теореме 1 . 1 ,  предельные точки а. процесса ми
нимизации ( 1 .5) удовлетворяют соотношению Q(a . )  = con s t .  Поэтому 
в условиЯх непрерьmной дифференцируемости функций регрессии можно 
утверждать, что последовательность a k  сходится, е сли не существует такой 
непрерывно дифференцируемой кривой I{J :  R 1 -+ Rm , что 'д Q/ 'д lfJ  = О, 
Q(lfJ ( Л) )  = con st -, - оо < Л < оо . Последнее геометрически означает, что 
по пекоторой кривой поверхность регрессии удалена от у на одинаковое 
расстояние . 

Наличие неограниченного числа стационарных точек минимизируемой 
функции на ограниченном множестве в Rm - случай, на ирактике патоло .. 
гический (как следует из гл . 2, можно считать, что вероятность этого собы · 
тия равна нулю) . 

В практических задачах в условиях сильной овражности минимизируе .. 
мой функции для выполнимости неравенства ( 1 .6) или ( 1 .8) значение Л 
требуется дробить большое число раз . Значение функции при этом умень· 
шается незначительно , вместе с тем требуя большого количества выЧисле
ний . В таких задачах почти весь объем вычислений падает на расчет подхо
дящей длины шага. Существуют, однако, задачи, где длину шага можно 
предсказать. Соответствуюlli,Ие методы имеют другую, неградиенrную 
идеологию, подробнее они излагаются в § 1 следующей главы. Часто они 
приводят к итерациям со свойством ( 1 .8) .  Приводят ли эти методы 
к сходимости в смысле сходимости теоремы 1 . 1 ?  Ответом (положитель-
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ным) на этот вопрос служит следующая теорема. Изложение ведем для 
общего случая безусловной минимизiщии непрерьmно дифференцируемой 
функции F(x) , х Е Rm . 

Итерационный процесс минимизации функции F задается отображением 
d : Rm -+ Rm . Имея некоторое приближение х Е Rm , новое приближение 
строится по правилу х' = х + d (х) . В болышшстве случаев вектор поправ
ки d в свою очередь можно представить в виде d (х) = А (х) q (х) , rде 
А (х) - положительно определенная симметрическая матрица т Х т ,  

элементы которой непрерывны на Rm ; q (x) - антиrрадиент F, т .  е .  
q(x) = - oF fox . В дискретной форме процесс минимизации тоrда выгля
дит как 

k = о, 1 ,  . . .  
( 1 . 1 2) 

Теорема 1 .2 .  Пусть для итерационного процесса х ' = х + A (x)q (x) вы
полнены вышеприведенные условия , причем для любого х Е Rm имеет 
место монотонность 

F(x + A(x) q (х)) < F(x), 

q (x) :f= О , 

причем начальное приближение х 0 Е Rm таково , что множество S0 = 
= { х Е Rm : F(x) � F(x0 ) }  ограничено. Тогда для процесса ( 1 . 12) имеют 

место следующие утверждения : а) 11 q(xk) 1 1 -+ О, k -+ оо ; б) во всех пре
дельных точках х. последовательности { x k } имеем q(x. ) = О, F(x. ) = 
= const ;  в) 11 xk + 1 - Xk 1 1 -+ 0, k -+ oo .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу непрерывности функции v тА (x) v , 
v Е Rm , можно утверждать, что для некоторых О <  М1 � М2 

M1 l l v l l 2 � vтA(x ) v  � Mz l l v l l 2 , 

х Е S0 • 

Аналогично 

х Е S0 • 

Пусть теперь Б > О любое. Рассмотрим множество 

Оно замкнуто в силу предположенной непрерывности антиrрадиента q (х) .  
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Множество S0 компактно в силу его ограниченности и непрерывности ми
нимизируемой функции F(x) . Значит, пересечение множеств Е6 n S0 так
же будет компактным. 

Рассмотрим на этом множестве ф�кцию 

Т(х) = F(x + A(x)q(x)) - F(x) . 

По условию Т(х) < О  на х Е Е,., n S0 . В силу непрерывности А (х) , q (х) и 
F (x) функция Т(х) также будет непрерывна, позтому на Е6 n S0 она 
достигает своей верхней грани : 

т = sир Т(х), х Е Е,., n S0 • 

Поскольку Т(х) < О, то т < О, т.е. 

F(x + А (х) q(x)) � F(x) + т, 

x E S0 , ll q(x) ll � 6 .  
( 1 . 1 3) 

Докажем сначала утверждение а) . Допустим противное, а именно, су· 
ществует такое 6 > О  и такая подпоследовательность n(k) , k = 1 ,  2, . . .  , 
что ll q (Xп ( k) ) 11 � 6 , Xn (k) -+х *. Тогда 

F(Xn (k)) + Т � F(Xп(k ) + 1 ) � F(Xп(k+ l )) ,  

поскольку 

для любого k = 1 ,  2, . . . 

Перейдем в предыдущем неравенстве к пределу при k -+ оо . Поскольку 

получаем, что 

lim F(Xп(k+ 1 )) = F(x* )  = -00, k -+ 00 
- противоречие с ограниченностью F (x) на компакте S0 ,  утверждение а) 
доказано . Поэтому, если Xn (k) -+ х • • k -+ 00 , то в силу непрерывности q(x) 
получаем q(x .) = О . Утверждение F(x.) = const для всех предельных точек 
последовательности { Xk } есть следствие того , что пределы любой подпо
следовательности монотонной последовательности совпадают; утверждение 
б) доказано . Утверждение в) следует из а) и из неравенства 

Теорема полностью доказана. 
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Доказанная теорема будет неоднокр .. тно использоваться в следующей 
rлаве и послужит основой построения некоторых специальных методов 
минимизации . 

§ 2 . Метод Левенберга - Марквардта 

Напомним, что необходимым условием применимости метода Ньютона -
Гаусса является условие полного ранга матрицы производных F (а k) ,  
k = О, 1 ,  . . . Для некоторых нелинейных регрессий это условие не выпол
няется . Например, нелинейпая регрессия 

Xi * const ,  

являющаяся в некоторых случаях тестом для проверки программ по нели
нейным регрессиям (см., например, [ 5 5 ] ) , не удовлетворяет условию 

(2 . 1 )  

н а  линейном подлространстве а 2 = а 4 .  
Даже если для пекоторой нелинейной регрессии неравенство (2. 1 )  вы

полнено , оnределитель соответствующей матрицы может быть настолько 
мал, что фактически (учитывая конечность разр!fдной сетки ЭВМ) можно 
считать, что вместо строгого неравенства в (2 . 1 )  имеет место равенство 
для некоторых а Е Rm . В этом случае программа обращения матрицы 
F тF может и сработать, однако теперь уже, и это самое опасное, нельзя 
утверждать, что обратная матрица (F тF ) - 1  будет положительно опреде
лена, в частности, что (Pk , qk) > О. Если же последнее неравенство не бу
дет иметь места, весьма возможно, что значение л ;  приводящее к минималь
ному значению функции вдоль выбранного направления, будет Лопт = О, 
и процесс минимизации зациклится. 

Насколько вероятно на практике выполнение неравенства 
rank F( а ) < т . (2 .2) 

Случай, когда (2.2) имеет место для пекоторой области Rm , следует, ви
димо, признать патологическим. Так, при т = 1 неравенство (2 .2) на 
пекотором интервале ведет к тому, что все функции регрессии на этом 
интервале будут постоянными и не будут зависеть от параметра. На практи
ке (2.2) можно ожидать лишь на некоторых подмножествах нулевой 
лебеговой меры, как это имеет место в приведеином выше примере . 
Положение может оказаться действительно серьезным, если минимум 
Q( а) достигается как раз на множестве (2 .2) . Однако интуитивно понятно , 
что вероятность этого события (если наблюдения Yt считать случай�ыми) 
будет равна нулю. 

Более распространенной ситуацией является случай плохой определен
ности матрицы F т (а) F (а) . Именно для подобных регрессий эффективны 
методы, излагаемые в этом параграфе. Еще в 1 944 г. Левенбергом [64] 
была предложена процедура, которая, модифицируя метод Ньюtона -
Гаусса, позволяет применять его и для регрессий, для которых неравен
ство (2 . 1 )  выполнимо не для всех а Е Rm . Суть предложенного им метода 
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проста. Подправим "слегка" матрицу F т (ak)F(a k) в методе ( 1 .3) , 
сделав ее положительно определенной . Этого можно добиться весьма прос
тым способом, добавляя к ней матрицу, пропорциональную единичной 1 ) . 
Таким образом, в методе Левенберга итерации ведутся по формуле 

k = О , 1 , . . .  (2 .3) 

Матрица F;Fk неотрицательно определена, поэтому матрица F тFk + 
+ 11 k 1 ( 11k > О) положительно определена (в том числе невырождена) ,  
а значит, направление минимизации в методе Левенберга составляет острый 
угол с антиградиентом. 

В 1 963 г. Марквардт [66] несколько модифицировал этот метод. 
Он предложил вместо единичной матрицы в качестве "довеска" брать 
диагональную матрицу с элементами, совпадающими с диагональными эле

т ментами матрицы Fk F k · Таким образом, в методе Марквардта 

k = О, 1 , . . . , 
где (Dk)u = (F;Fk)u, i = 1 ,  . . . , т, (Dk)i l = О  ( / i=j ) . Метод Марквардта 
принимает вид метода Левенберrа, е сли перейти к масштабированию 
направления минимизации . 

Какой смысл имеют коэффициенты 11k в рассматриваемых методах? 
Для простоты речь будем вести о методе (2 .3) . Маркварцтом бьmо пока
зано, что длина вектора поправки в методе (2.3) является убьmающей 
функцией 11k ; при изменении 11k от О до + оо направление вектора поправ
ки изменяется от направления вектора поправки в методе Ньютона - Гаусса 
до антиградиента (доказательство приведено также в [ 1 5 ]  ) . Таким обра
зом ,  при большом 11 k алгоритм (2.3) близок к градиентному, при 
11 k � О - к методу Ньютона - Гаусса . На основе этого Маркварцтом бьmа 
предложена следующая эвристическая процедура. Она в свою очередь 
опирается на довольно часто наблюдающуюся на ирактике ситуацию : 
в начале ятерационного процесса вполне удовлетворительным окаэьmается 
простой градиентный метод; в конце,  т.е . в непосредственной близости 
минимума, более быстрым является метод Ньютона - Гаусса. Отсюда 
следует, что эффективным бьm бы выбор падающих значений 11k .J. О при 
k -+ оо (этого можно добиться , например, уменьшением 11k на каждой 
итерации в некоторое число раз) . 

Практика, однако,  показала, что методы Левенберга - Марквардта до
вольно часто не сходятся. Основным недостатком этих методов является 
постоянство длины шага. Более аргументированным является модифици
рованный метод Левенберга - Марквардта с переменной длиной шага, 
а именно 

ak + 1  = ak + Лk(F:Fk + 11kDk)- 1 F:(y - fk) , (2 .4) 

1 ) Идея подобной поправки имеет глубокие корни. В вычислительной математике 
она составляет суть решения не корректных задач ( 46) . В статистике такав поправка 
приводит к так называемым гребневым оценкам (см ., например, ( 1 5 ) ) , которые 
имеют лучшие в пекотором смысле статистические свойства оценок. 
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где в варианте Левенберr а Dk = /, в варианте Марквардта Dk = diag (F:Fk ) ;  
Л k > О оnределяет длину шага и выбирается, наnример, из условия ( 1 .6) , 
что влечет монотонность ( 1 .8) . 

Воnрос  о выборе nараметра IJ. k  все же остается открытым. Ниже будет 
nредложен один из сnособов решения этой задачи. Еще раз зададимся 
воnросом,  зачем,  собственно, необходима добавка P. k l или P. kDk? 
Она нужна для того, чтобы направление минимизации не оказалось орто
гональным к антиградиенту, так как в nротивном случае может оказаться , 
что значения Лk > О, удовлетворяющего неравенству ( 1 .6) или даже ( 1 .8) ,  
не существует. 

Зададимся некоторым nредельным уrлом 0° < r < 90° и выберем 
р. k > О так , чтобы на каждой итерации 

cos (qk : Pk (P. k)) = cos r , (2 . 5) 
где Pk (ll k )  - вектор nоnравки в методе (2.3) , qk антиградиент. 
Исследуем левую часть (2 .5) как функцию р.. Очевидно (индекс k для 
nростоты оnускаем;  R = F т F )  

л q т(R + p. J ) - 1  q 
с (р.)  = cos (q, р (р. )) = 11 q 11 [ q т(R + p.J )- 2  q] 1 t 2 

(2 .6) 

Обозначим 

Sr = qт(R + p. I)- 'q, 
Легко nроверить, что 

r � 1 .  (2 .7) 

d s ,  -- = · - rs, + 1 . (2 .8) 
d p. 

Пользуясь формулой (2 .7) ,  функцию (2 .6) можно nереnисать в виде 

1 s 1 
с ( р. )  = - -- . 

l l q l l  vs; 
С nомощью (2 .8) легко найти nервые и вторые nроизводные функ

ции ( 2 .6 ) :  

Докажем неравенство 

2 S (r1 + ,2 )/2 � S r1 Sr2  (2 .9) 

для любых r1 , r2 � 1 .  Оно является следствием неравенства Коши - Буня
ковекого 

s (,, + '• )/2  = [ q т(R + р. / Г (r, + r, )/2q ]2 = 

= { ((R + p.I )- r1 /2q )т ((R + p.J ) - r2 /2q ] } 2 
� s,, s, • .  
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Рис. 20. Разные аппроксимации функции с (р ) : I - линеЙНая, // - квадратичная, Ill 
гиперболическая 

1 11 Как следует из неравенства (2 .9) , cJJ � О, с JJ � О. Таким образом, 
функция с (f..l. ) является неубывающей и вогнутой (рис. 20) . 

Как найти значение f..1. , удовлетворяющее уравнению (2.5) ? Пусть ii' -
некоторое приближение к точному решению f..1. • . Аппроксимируем с (f..l. ) 
в окрестности f..1. прямой 

с ( f..l. ) � с ( 'ii ) + (f..l. - Р. ) с , ( 'ii ) . 
Решая линейное уравнение относительно f..l., найдем 

cos 'У - с( /i ) 
f..l. = 'ii + ------

с ' ( ii' )  
Таким образом, итеративный процесс решения (2.5) имеет вид 

cos 'У - с( ii'1 ) 
ii; + 1 = 'ii 1 + l = о' 1 ' . . . 

с , (f..l. l ) 
При этом ;;, + 1 � f..1. . , для которого с ( f..l. • ) = �os 'У . Заметим, что все ;;, 

оценивают f..l.. с недостатком, т .е .  ;;, � f..l. • • 
Взамен точного корня (2 .5) можно ограничиться приближенным реше

нием, например, 'ji'1 • Очевидно 
_ cos 'У - с(О) 
f../. 1 = 

с ' (О) 
(2 . 1 1 ) 

В этом случае с (О) равно косинусу уrла между антиrрадиентом и вектором 
поправки в методе Ньютона- Гаусса, 

, (p, q) pTR - 1 p - I I P I I 4 
с (О) - --------

11 q I I I I P 1 1 3 
' 
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где р = R- 1 q - вектор поправки в методе Ньютона - Гаусса. Очевидно, 
последняя формула имеет место в случае 1 R 1 :1= О, т.е .  при условии (2. 1 ) . 

Функцию с (р ) можно аппроксимировать не прямой, а параболой ;  
тогда 

- - 1 - 1 "' )2 "
(

"' ) c(ll) � с(  ll ) + (ll - ll ) с ( ll ) + 2 (ll - ll  с ll , 

и приближенное значение if. удовлетворяющее уравнению (2.5) , находится 
решением квадратного уравнения 

,....., � , ,..." 1 ,_ 2 " ......, 
с( ll ) + (ll - ll ) с ( ll ) + 2 (ll - ll ) с ( ll ) = cos 'У .  
Наконец, существует еще один способ приближенного решения уравне

ния (2 .5) . Аппроксимируем с (ll ) гиперболической функцией 
- а 
с ( ll ) = 1 - -- ' 

�-t + b 
где а, Ь > О - параметры. Подберем их так, чтобы 

с(О) = с(О), 
с 1 (О) = t1 (О) . 

Имеем 
а с (О) = 1 - Ь = с(О), 

откуда 

( 1 - с(О))2 
а = 

с' (О) 

- �  а ' с (О) = J;2 = с (О) , 

1 - с(  О) ь = о 
с' (О) 

(2. 1 2) 

(2 . 1 3) 

Гипербола (2 . 1 2) уместна здесь по той причине, что она, как и функция 
с ( ll) , является возрастающей и вогнутой с асимптотой,  равной 1 .  После то
го как параметры а, Ь найдены по формулам (2 . 1 3) , решить уравнение 

с (ll)  = cos 'У не составляет труда. Решением будет 

а 
1-L J  = - ь . 

1 - cos 'У 
(2 . 1 4) 

Можно показать, что /i1 > Д'1 • Итак, на k-й итерации значение ll k нахо
дим следующим образом. Если cos (Pk , Qk) ;г. cos 'У ,  то ll k = О. Если 
cos (Pk, Qk) < cos 'У ,  прv.чем 1 F;F k 1 :1= О, решаем уравнение (2.5) . 
По желанию можно ограничиться первым приближением (2. 1 4) .  Если 

r * • 1 Fk F k 1 = О, то полагаем llo = llo > О, где 1-fo  - заранее выбранное , доста-
точно малое число. Практика показывает, что гиперболическая аппроксима
ция оказывается нанболее удовлетворительной, поэтому можно ограни
читься первой итерацией . Программа на языке ФОРТРАН описанного алго
ритма приведена в ( 1 6) . 

Перейдем теперь к обобщению метода Ньютона - Гаусса и его модифи
К'аций на случай декомпозиционных функций (или, короче, D-функций) . 
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Напомним (см. § 3 ,  гл . 4) ,  что D-функцией назьmаем функцию вида 

F(x) = V( f (x)), 

где /: Rm � Rn - инъективное отображение n ;;;:. т, V - выпуклая функ
ция на Rn , д 2 V / д  f 2 > О. Не трудно видеть, что для такой функции 

д 2 F n д V д2 f.· 
дх2 

= Gт(х) W (! ) G (x) + � - -' 
1 дfi дх 2 ' 

где 

G(x) = 
д f 
дх ' 

- матрицы n Х т и n Х n соответственно . Естественным обобщением мето
да Ньютона - Гаусса на случай минимизации D-функции является метод 

k = о , 1 , . . . , (2 . 1 5) 

где Лk > О  выбирается , например, по правилу, аналогичному ( 1 .6) , и 

Пользуясь непрерывностью производных с учетом предположения, анало
гичного ( 1 .4) , а именно 

rank G(x) = т, 

можно установить квазиградиентность процесса минимизации (2. 1 5) , т .е .  
направление минимизации составллет с антиградиентом острый угол . 
Таким образом,  на основе теоремы 1 . 1  из гл . 6 можно показать, что про
цесс (2. 1 5 )  сходится (в смысле теоремы 1 . 1 ) . 

Совершенно аналогично можно модернизировать алгоритм (2. 1 5 )  по 
примеру методов Левевберга - Марквардта, а именно 

k = О, 1 , . . .  

Выбор llk можно осуществлять, как и прежде ,  задаваясь некоторым поро
гоным углом 'У . 

§ 3. Метод минимиэации суммы квадратов 
без вычислеiПIЯ провзводных 

Простейший способ обойтись без вычисления производных - заменить их 
разностями. Проблема тогда будет заключаться в выборе оптимального ви
да разностей . Например, можно использовать право- , левосторонние или 
центральные разности ; существуют и более сложные методы приближенно-
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ro дифференцирования (см., например, [ 17 ] ) .  Мы ограничимся рассмотре· 
нием правосторонних разностей. В этом случае производную функции 
регрессии заменяем на 

а ft(ao) 1 __:..� � - Ut(ao + hiei )  - fi(ao)) , 
даi hi 

i = 1 ,  . . .  , n , j = 1 , . . . , т ,  

(3 . 1 )  

где е i Е Rm - "единичный" вектор, т .е .  вектор, н а  j -м месте которого 
стоит � . а остальные координаты равны О, hi > О. Центральным вопросом 
применения приближенной формулы (3 . 1 )  является выбор поправок hi . 
При очень малых hi в силу ОIШiбок вычислений правая часть (3 . 1 )  может 
резко расходиться с левой. При больlШIХ hj правая часть (3 . 1 )  не будет со
ответствовать левой по определению. Удовлетворительным в некоторых 
случаях оказывается выбор hi = ( 1  + 1 a0i 1 ) li ,  где li > О (например, 
li = 0,0 1 ) . В рамках регрессии существуют и другие способы выбора hi 
[ 1 6] . Бьmа доказана локальная сходимость методов типа Ньютона - Гаус

са с выбором приближения для производных в виде (3 . 1 )  [36) . 
Остановимся теперь на идейно более интересном подходе минимизации 

суммы квадратов . Отличительной чертой рассматриваемого ниже метода 
является ero экономичность : в нем оценивается сразу вся матрица произ
водных F = д[ /да  на основе вычислений функции регрессии не менее чем 
на т предыдущих итерациях. Итак, пусть в р + 1 точке а 0 , а 1 , • • • , аР вычис
лены векторы функций регрессии f(a0 ) ,  f (a 1 ) ,  • • •  , f(ap) ;  обозначим 
искомую матрицу производных Р0 • Тогда по определению производных 
в окрестности а 0 

f (a) - f(ao) � Ро(а - ао ) , 
в частности, 

i = 1 ,  . . .  ' р. (3 .2) 

Обозначим через А - матрицу т Х р, i,м вектор-столбцом которой бу
дет вектор а, - а0 ; через Ф - матрицу n Х р, i"м вектор-столбцом кото
рой будет f(a1) - f(a0 ) . Тогда приближенное равенство переписьmает
ся как 

Р0 А � Ф. (3.3) 

Наложим на систему точек а0 ,  • • •  , ар следующее ограничение. Говорим, что 
эта система точек имеет общее положение, если р векторов а 1 - а0 ,  
а2 - а0 , • • •  , ар - а0 линейно независимы в Rm . В этих условиях 
r ank A = т . 

Найдем Ро из (3 .3) , исходя из условия максимально возможного при
ближения. Например, в качестве меры близости между левой и правой 
частью (3 .3) можно взять следующий функционал : 

tr (PA - Ф)т(РА - Ф) => min . 
р 

(3.4) 
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Дифференцируя последнее выражение по Р, найдем искомое решение 

Р0 = ФА т (А Ат)- 1 • 
Вместо (3.4) можно взять след взвешенной матрицы 

tr (PA - ФУ(РА - Ф) n- 1  => min 
р 

с решением 

(3 .5) 

(3 .6) 

где n - р х р-матрица весов (например, можно считать n диагональной, 
Пи = Q(at) - Q(a0)  при условии, что Q(a,) > Q(a0 ) , i = 1 ,  . . . , р) . В част
ном случае, когда матрица провзводных Р0 оценивается по т предыдущим 
итерациям, формула (3 .6) упрощается : 

Р0 = Фn- 1  Ат(Ат)- 1 nА - 1  = ФА - 1 , 
т. е .  

Р-о = ФА- 1 • (3 .7) 

Как видим, результат в случае р = т не зависит от взвешивания. 
Имея приближенное выражение матрицы производных. в виде (3 .5) , 

(3 .6) или (3 .7) , легко записать формулу итераций по методу Ньютона 
Гаусса. Так, в случае р = т эта формула будет иметь весьма простой вид: 

или, в условиях изменяющейся длины шага, 

(3 .8) 

Описанный выше алгоритм, следуя (36) , будем называть . методом 
секущих. Это название объясняется тем, что здесь вместо касательной 
плоскости, требующей вычисления точиого значения проиэводных, 
берется секущее линейное многообразие. IIIиpoкoe распространение этот 
метод (D UD-метод) получил после появления работы [69] . Как это ни 
странно, авторы [69] не делают ссылки на книгу (36] , вышедшую 
на 8 лет реньше, где этот метод был описан. 

Корректное применевне (3 .8) возможно при условии невырожденности 
т 

матрицы ФkФk . В связи с этим дадим следующее определение . Регрес-
сию называем линейно невырожденной, если для любых т + 1 точек 
а 0 , а 1 ,  • • •  , am , находящихся в общем положении, матрица Ф, i-й вектор
столбец которой есть f(at) - f(a0 ) , имеет полный ранг (равный т) . 
Для линейной регрессии f (а) = Ха линейная невырожденность эквива
лентна условию rank Х = т. Говорим, что регрессия локально линейно 
невырождена, если она линейно невырождена в пекоторой достаточно ма-
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лой окрестности любой тОчки.  Для локальной линейной невырожденкости 
регрессии необходимо и достаточно, чтобы rank дf (а0 ) / да = т. Коррект
ное применекие метода секущих возможно только для линейно невырож· 
денных регрессий. 

Алгоритм минимизации суммы квадратов по методу секущих при 
р = т выглядит следующим образом. 

О. Выберем вначале т + 1 точку в пекоторой окрестности а 0 •  Найдем 
среди них tочку, им�ющую минимальное значение суммы квадратов, и 
примем ее за базовую (соответствующую а0 в прежних обозначениях) . 
Построим матрицы А 0 , Ф0 . Естественно, т + 1 начальных приближений 
выбраны так, что rank A0 = т . 

1 .  Строим новое приближение по формуле (3 .8) , полагая вначале 
Лk = 1 . Если Q(ak + l )  < Q(a k) ,  переходим к следующему шагу. В против
ном случае дробим Лk с переменой знака до тех пор, пока Q(a k + 1 ) < Q( а k)· 
Например, ,можно полагать Л k  = 1 ,  1 /2, - 1 /2, 1 /4, - 1 /4 и т .д .  

2 .  Вектор параметров а0 помещаем на место , соответствующее макси· 
мальному значению суммы квадратов (что означает запись в вектор-строку 
матрицы А0 и вектор-столбец матрицы Фо) . На место а0 записываем но
вый вектор, найденный по формуле (3 .8) . Таким образом находим новые 
матрицы А 1 и Ф1 и возвращаемся на war 1 .  

В (36] бьmа доказана локальная сходимость метода (3 .8) . В [ 1 6] при· 
водится описание соответствующих программ на языке ФОРТРАН, 
см. также (59] . 

Применеине методов минимизации с приближенным вычислением произ
водных -сталкивается со следующей немаловажной проблемой. Напомним, 
использование квазиградиентных методов , т .е .  таких, что (Pk, Qk) > О, 
k = О, 1 ,  . . .  , где 

(3 .9) 

q k - антиградиент минимизируемой функции Q( а) на шаге k ,  гарантирует 
нам существование, может быть,  достаточно малого, но положительного Лk 
такого, что Q(ak + l )  < Q(ak) (при Qk #= О) . В методах приближенного вы· 
числекия производных, особенно в тех случаях, когда точки, на основе 
которых оценивается матрица производных, не лежат в достаточно малой 
окрестности, условие (Pk, Qк ) > О  может быть нарушено . Таким образом, 
поиск Лk в (3 .8) уже нельзя ограничивать лучом Л k  > О, а для выполнения 
условия убывания минимизируемой функции необходимо рассматривать 
варианты и отрицательного значения шага. Как бьmо предложено ранее, 
выбор "знака шага" можно чередовать одновременно с уменьшением 
длины шага. 

Практика счета по методу секущих приводит к еще одной проблеме . 
В плохо обусловленных, т.е. овражных задачах начальные приближения 
в результате итераций "выстраиваются в линию", т.е. векторы а 1 - а0 ,  
а2 - ао • . . .  , а т - а0 становятся почти линейно зависимыми. В этой ситуа
ции матрица Р0 по формуле (3 .7) оценивается с большими погрешностями, 
в результате чего вектор поправки Pk в (3 .9) может стать практически ор
тогональным к qk .  Очевидно, в подобном случае совокупность точек 
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а 1 , • . • , а т должна быть обновлена. В некоторых программах осуществляет
ся их выбор случайным образом из векоторой достаточно малой окрест
ности. Мы предлагаем друrую процедуру обновления . 

Рассматриваем т векторов ат - а0 , ат _ 1  - ао , . . . , а 1 - а 0 .  Пусть 
Q(ат ) > Q(ат - 1 ) > . . . > Q(a0 ) . По условию система векторов { а, - а0 }  
·плохо обусловлена. Для повышения обусловленности этой си�темы опус
тим из ат - а0  перпендикуляр на линейное пространство , натянутое на 
оставшиеся т - 1 векторов ат_1 - а0 , • • •  , а 1 - а0 . Этот перпендикуляр 
обозl{ачим а:" - а0 • По определению 

, ат - ао 1 am _ 1  - а0 , • • • , а 1 - а0 , 

причем 11 a:n - а0 11 � 11 ат - а 0 1 1 . Последнее условие , в частности , гаран
тирует нам то , что новая система приближений содержится в окрестности 
старой. Если опять (Pk , q*) � О, то же самое делаем со следующим векто
ром ат _ 1 - а0 и т .д. до полной ортогонализации. Эта процедура обновле
ния реализована в [ 1 6] . 

Метод секущих - очень экономный в вычислительном плане метод мини
мизации суммы квадратов . В этом его большое преимущество .  Его следует 
применять при большом количестве параметров и наличии хорошего началь
ного приближения. Если же число оцениваемых параметров не очень велико 
(например, меньше десятка) , а овражность Q( а) достаточно велика, более 
предпочтительными оказываются методы с точным вычислением произ
водных 1 ) . 

§ 4. Критерий стационарноС1И и устой'IИВОС1И 

Процесс минимизации функции предполагает выбор критерия останова. 
Как правило , этот критерий основан на сравнении соседних итераций . 
Процесс минимизации функции F (х) останавливают тогда, когда вьmолне
ны оба или одно из двух условий : 

l l xk + 1 - xk l l � €х , I F(xk+ t ) - F(xk) l � €F ,  (4 . 1 ) 

где fx и €F - точности по аргументу и функции . Часто пользуются относи
тельными критериями 

1 1 xk+ 1  - xk 1 1  
------ � .€; ' l l x k  1 1  

(4.2) 

У практиков широко распространено заблуждение , по которому усло
вия ( 4 . 1 )  или ( 4 .2) при малых положительных значениях е х , € F или € � ,  
е j.. влекут соответствующую малость градиента. Этот вывод обосновьшает
ся следующим образом. Итеративный процесс минимизации представим 
в виде 

Xk+ 1 = xk + M(xk) q  (xk) , (4.3) 

1 ) В ( 25 )  предлагаются способы точного вычисления производных проrраммными 
средствами. 

232 



где M(xk) - невырожденная положительно определенная матрица, q (xk) 
антиградиент функции F (х) .  Поэтому, если Xk + t  = xk , то M(xk)q (xk) =0, 
откуда в силу невырожденпасти матрицы М получим q (xk) = О , т.е . xk 
стационарная точка. Если xk + t  :::::: xk , то опять же q (xk) :::::: О в силу непре
рывности. Ошибка заключается в том, что последнее утверждение верно 
лишь для хорошо обусловленных задач минимизации (со слабой овражно
стью) . Тогда линии уровня минимизируемой функции не очень вытянуты 
в одном направлении и не очень сжаты в другом. В противном случае линии 
уровня имеют бананаподобную форму. Матрица М, в большинстве случаев 
имея своим прототипом матрицу гессиана ( а 2 F / ах2 ) - t , будет также 
плохо обусловленной. Как следует из (4 .3) , 

11 q(xk) 1 1 2 = (xk+ t - xk)тM-2 (xk)(xk+ t - xk) . 
В частности, если xk + l - xk совпадает с направлением вектора, отвечающе
го максимальному собственному числу матрицы м-2 (xk) ,  то 

(4.4) 

При плохой обусловленности Л m i n M(xk) :::::: О, поэтому условие 11 Xk+ t -
-- xk 11 :::::: О не влечет 11 q (xk) 11 :::::: О .  В условиях сильной овражности движе-
ние в процессе ( 4.3 ) ,  как правило , и происходит поперек оврага, т. е .  
направление xk + l - Xk совпадает с направлением минимального собствен
ного вектора матрицы M(xk) , что и приводит к оценке (4 .4) . 

Особенно опасно это заблуждение , когда процесс минимизации происхо
дит в автоматическом режиме. Часто , задаваясь другим начальным прибли
жением, приходят и к другому решению. Иногда можно слышать, что это 
результат многоэкстремальности. Скоропалительный вывод! Практика 
автора показьmает, что в подавляющем большинстве случаев это есть не ре
зультат многоэкстремальности, а результат неправильного толкования 
(4 . 1 )  и (4 .2) . 

Разумеется, более верной бьmа бы непосредственная проверка малости 
нормы градиента 

(4.5) 
Часто (4.5) как раз и присовокупляют к (4. 1 )  или (4.2) . По этому поводу 
хочется сделать свое замечание .  Для задач с несильной овражностью ( 4.5) 
следует из критериев сходства соседних итераций (4 . 1) или (4.2) . Для за
дач с сильной овражностью процесс ( 4.3) передко "циклится" или двигает
ся очень медленно . Если ограничиться критериями (4 . 1 )  или (4 .2) , то 
в этом случае произойдет останов. Если в системе критериев присутствует 
(4 .5) или ему подобный, то фактически вычисления будут производиться 
впустую. В этой ситуации процесс ( 4.3) действительно необходимо остано
вить, начав его либо с другого начального приближения, либо изменив 
управляющие параметры процесса, либо вообще перейти к другому методу 
ми�ми_зации . Таким образом, градиент или норму градиента необходимо 
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о 

Рис. 21.  Геометрическая интерnретация кри
терия стационарности для nроизвольной 
функции F (х) 

учитывать лишь по окончании npoцec
Cil минимизации (останова) . Норма гра
диента функции, в частности , 

1 1 :: 1 1 
(4 .6) 

неудобна тем, что но ней трудно срав
нивать стеnень стационарности на раз
ных функциях. Мы nредлагаем следу
ющую "нормировку" ( 4.6) . 

Как оценить стеnень стационарности 
функции F (х) в точке х0 Е Rm ? По-
строим в точке х0 в nространстве 

(х, у) Е Rm + 1 касательную nлоскость Т к функции у = F (х) в точке 
(х о ,  У о ) , у о = F (х 0 )  (рис. 2 1 )  , уравнение которой заnишем в виде 

У - Уо + (q, х - х0 ) = О , (4.7) 

где q -= - д F  /дх - антиградиент. Чем "стационарнее" точка, тем nараллель
нее эта nлоскость координатной плоскости х. Нормалью к касательной 
nлоскости (4 .7) является вектор N = (q , 1 ) .  Естественно nоэтому в качест
ве меры стационарности х0 ,  т .е .  параллельности (4 .7) координатной nлос
кости х, взять угол , который составляет вектор N с вектор-осью у, т . е .  
с вектором (0, . . . , О, 1 ) .  Таким образом, в качестве критерия стационар
ности в общем случае nредлагаем брать 

'У = arcsin 
l i q 1 1  

(4 .8) 

Наnомним, что 'У интерпретируется как угол уклонения касательной плос
кости от nлоскости, параnлельной системе аргументов х Е Rm . Фактически 
(4 .8) имеет смысл вводить для 11 q 1 1 , достаточно больших (nри 11 q 11 ::=:::: О, 
легко видеть, 'У ::=:::: 1 1  q 1 1 ) .  Критерий (4 .8) nозволяет сравнивать стеnени 
стационарности разных функций, он имеет наглядную геометрическую ин
терnретацию. 

И все же показатель (4.8) не всегда оказывается удовлетворительным. 
Иногда задачи являются настолько чувствительными к малому изменению 
параметров, что достичь хорошей точности по этому критерию или тем бо
лее по критерию ( 4.5 ) физически невозможно (учитывая конечность раз
рядной сетки ЭВМ) . Наиболее часто это происходит в случае , когда мини
мизируемая функция включает в себя экспоненты. Наnример, при нахожде
нии минимума суммы квадратов для таких функций-регрессий, как :,шспо-
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нента, модифицированная экспонента, производственная функция CES 
(см. § 4, 5 ,  гл. 1 )  и т . п . ,  точки с нормой градиента порядка 103 оказьmа
лись весьма близкими к стационарным. 

Учитьmая специфику суммы квадратов, можно построить более удовлет
ворительный критерий стационарности, не уступаю1ций по своей нагляд
ности и простоте критерию (4.8) . Приступим к его описанию [ 1 6 , 57] . 

Напомним, что в случае минимизации суммы квадратов 

задача фактически сводится к поиску точки f = f (а) Е f (а.) (т-мерная 

Рис. 22. Геометрическая интерпретация 
критерия стационарности для суммы 
квадратов 

поверхность в п-мерном пространстве) , наименее удаленной от фиксиро
ванной точки у Е Rn . Поскольку 

1 a Q  йft 
- - - = � (Yt - fi( a. )) - , 2 а а. а а. 

то равенство нулю градиента Q( а.) означает ортогональность вектора у - f 
касательной плоскости поверхности f (а.) .  Касательная плоскость Т по рож
дена векторами-производными of j oa. 1 , . . .  , of j oa.m (рис. 22) . Поэтому 
у - f 1 Т, если у - f(a) 1 o f(a) f o a.i , j. = 1 ,  . . .  , т. Степень ортогональ
ности будем мерить в углах. Таким образом, рассчитьmаем так называемые 
уклонения от нормали в градусах как углы, доnолнительные к углам 
между векторами у - f(a) и of(a) f д a.i . Критерием стационарности 
тогда будет малость этих углов для всех j = 1 ,  . . .  , т .  

В рамках nредлагаемого критерия стационарности можно обойтись од
ним nоказателем. Оnределим угол, который составляет · вектор у - f (а) 
с касательной плоскостью Т, т .е .  минимальный угол между у - f (а) и 
v Е Т. Нетрудно показать, что этот угол будет равен углу между вектором 
у - f (а) и вектором 

r = F(FтF)- 1Fт(y - f) = Fp, 

вектор nоправки в методе 
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Ньютона - Гаусса ( 1 .3) , а косинус угла между ними 

Далее найдем 

( y - f. r) 

l l y - f l l l l r l l  

(у _ f, r)  = (у - f)тF( ртр)- 1F т(у _ {) , 

11 r 1 1 2 = (у - !)т F(FтF)- 1 рт F( Fт F)- 1 Fт(у - f )  = 

= (у - f)тF( FтF)- 1 Fт (y - {) . 

Поэтому косинус угла между вектором у - f и касательной плоскостью 
равен 

(4 .9) 

Окончательно критерий стационарности суммы квадратов выглядит сле
дующим образом:  процесс минимизации а0 , а 1 , • • •  считаем сошедшимся 
к стационарной точке на k-й итерации, если 

где е 8 - предельный угол уклонения от нормали (arccos вычисляется в 
градусах) , fk = [(ak) , Fk = д[(ak) /o et . 

Выражение (4 .9) может быть записано в разной форме . Если обозначить 

то (4.9) представимо в виде 

_1_ (р, qi/ 2 = _
1

_ [ q т (FтF)-1 q )1 / 2 = _1
_ ( рт FтFp)1 / 2 . 

. ..jQ VQ v'Q 
Показатель ( 4.9) и соответствующий ему критерий стационарности 

суммы квадратов на ирактике зарекомендовал себя очень хорошо. 
Эмпирическая проверка ряда задач показала, что точки с малыми значе
НИ}{МИ (4.9) или левой части неравенства (4. 1 0) действительно лежали 
в малой окрестности стационарной точки. Наоборот, в том случае , когда 
критерий (4. 1 0) не срабатывал, оказы�алось, что процесс минимизации 
просто зациклился, и дальнейшие поиски минимума Q( et) позволяли 
найти реальную стационарную точку. 

Теперь обратимся к другому вопросу. Насколько устойчиво найденное 
решение (точка локальноtо минимума функции) по отношению к воз-
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можно малым изменениям исходных данных? Понятно, что если это реше
ние неустойчиво, то ценность найденного минимума невелика; интерес 
представляет лишь то решение , которое малочувствительно к малым изме
нениям исходных данных. В рамках минимизации суммы квадратов 
интерес представляет зависимость решения от вектора данных у Е Rn . 

Чтобы лучше понять идейную сторону, начнем с простейшего случая 
одномерной линейной модели 

Решением этой задачи (х * О) является оценка МНК 
(х, у) 

а = а (у ) = -- . 
l l x 1 1 2 

Естественно, в качестве меры чувствительности решения а по отношению 
к данным у взять вектор 

д а х 
д у = lj";jj2 

. 

За совокупный покаэатель чувствительности (устойчивости) берем 

1 1 :; 11 = ill-· 
Это и есть та мера устойчивости решения квадратичной задачи, которая 
отвечает на вопрос, насколько вариабельно решение при изменении дан
ных, т.е . вектора у . 

В многомерном линейном случае 

Q( а )  = 11 у - Ха 1 1 2 => min , 

где у Е Rn, Х - матрица n Х т полного ранга. Тогда решением будет 

позтому матрицей устойчивости естественно считать 

д а - = ( Хтх)- 1 хт = и. 
д у 

(4. 1 1 )  

В многомерном случае будем интересоваться частными коэффициентами 
устойчивости, т.е. векторами д ai 1 д у, а конкретнее их нормами. Легко ви
деть, что д аi 1 д .у есть j-я вектор-строка матрицы и, которую обозначим 
через иi , j . = 1 , . . . , т. Как и в одномерном случае , в качестве меры чувст
вительности ai Е R 1 к у возьмем 11 дщ 1 ду 11 = 11 иi 1 1 . Покажем, что 
дliЯ ( 4. 1- 1 )  

11 : 
a

y
i 
\ \ = 1 т - 1 

и 
у (Х X)ii , j = 1 , . . . ' т .  (4. 1 2) 
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Это следует из тоrо факта, что , если Ui - вектор-строка матрицы U, то 

11 Ui 1 1 2 = (UlP )  ii = [(Хт Х)- 1  хт Х(Хт Х)- 1 ]jj = (Х тХ)j; . 

Таким образом, в лищ�йной модели регрессии точка минимума суммы 
квадратов (4. 1 1 )  устойчива, если величины (4 . 1 2) достаточно малы. 
Замечательно, что зти величины составляют основу проверок статисти
ческих гипотез значимости параметров регрессии . В линейном регрессион
ном анализе [ 1 5 ]  пока!iывается , что среднеквадратическое отклонение 
оценок МНК (4. 1 1 )  ест11 

Sj = s J (XтX)jf , j = 1 , о о о '  т , 

где s - среднеквадратическое отклонение регрессии 

8 
= 
j min_Q ( a ) 

. 
п - т 

Таким образом, используя чисто вычислительные принципы, удалось полу
чить ответ, который опирается на сугубо статистическую природу 
регрессии. 

Рассмотрим теперь нелинейную регрессию. Как известно, с точностью до 
членов второго порядка малости нелинейную регрессию можно предста
вить в виде 

у = !( а) +  F( a ) (a - а) +  е ,  (4. 1 3) 

где а - оценка МНК, F(a) = дf (а) / да . Поэтому показатель устойчивости 
определения МНК в нелинейной регрессии приближенно равен 

j = 1 , о о о '  т , (4. 1 4) 

где F = а f f да - матрица первых производных нелинейной регрессии n Х т. 
На практике замечено , что для точек, далекиХ от точек глобального ми

нимума, правая часть неравенств (4. 1 4) является достаточно большой. 

Таким образом, величины J (F т F )  -:� могут служить своеобразным инди-. n 
катаром качества решаемой задачи. Еще раз подчеркнем, что апелляция 

к величинам J (F т F) j/ для статистика не является неожиданной, 

так как s J ( F т F )  }/ есть не что иное, как стандартная ошибка j -го пара

метра регрессии. Интересно то , что эту величину здесь удалось интерпрети
ровать в другом, чисто вычислительном, нестатистическом смысле . 
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ГЛАВА 7 

СПЕЦИАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ 
И НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ 

Учет специфики нелинейной регрессии иногда позволяет строить еще более 
экономные,  специальные алгоритмы минимизации функцианала идентифи
кации (например, суммы квадратов) . В настоящей главе предлагается три 
общих метода учета этой специфики : мажорирующего параболоида, рас
щепления и подстановки. Применеине этих методов иллюстрируется сле
цующими задачами : минимизация невязок линейной модели с неквадратич
ной функцией потерь , минимиэация суммы квадратов для логлинейной 
модели регрессии и обобщенной ПФ CES, оценивание параметров гетеро
скедастичной регрессии. 

§ 1 .  Некоторые общие подходы 
к пocrpoeiUIЮ специальных методов 

Учет специфики конкретной модели регрессии позволяет строить специаль
ные методы минимизации суммы квадратов . Как правило, специальные 
методы оказьmаются более экономными и эффективными, чем такие 
общие методы минимизации, как градиентный, сопряженных градиентов,  
ньютоновские, квазиньютоновские , а также метод Ньютона - Гаусса и его 
модификации . Часто специальные методы являются строго релаксационны
ми, т .е . удовлетворяют условию монотонного падения минимизируемой 
функции в нестационарных точках: 

Q(ak + 1 ) < Q(ak) ,  qk =F O, ( 1 . 1 )  
где qk - антиградиент Q (a) в точке а = аk . . Ниже будет предложено не
сколько общих подходов построения специальных методов . Сначала по
кажем, как может бьпь использована специфика нелинейной регрессии 
в плане построения специальных методов минимизации суммы квадратов . 

РассмотрИм класс полилинейных регрессий (см. § 3, гл .  3) с функцией 
/(8 ) = Xa + pu - pZa, 8 = (а, р), ( 1 .2) 

для которой сумма квадратов равна 

Q(8 ) = Q(a, p) = I I Y - Ха - pu + pZa 1 1 2 • 
Специфика ( 1 .2) заключается в том, что при фиксировании параметра 
р Е R 1 функция f (8 )  является линейной по а; наоборот, при фиксирова-
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нии а функция f(О)  линейна по р. Учтем это обстоятельство при построении 
метода минимиэации. Итак, пусть pk - k-e начальное приближение. Вектор 
ak находим из условия 

Q(a, pk) = 1 1  У - Ха - рkи + pkZa 1 1 2 => min, 
откуда Ot 

ak = [(Х - pkZ)т (Х - pk :Z)Г t (Х - pkZ)т (у -· рk и) ' ( 1 . 3) 

в предположении, что обратная матрица существует . Фиксируя ak и учиты
вая квадратичность Q по р ,  можно найти новое приближение для р, мини
мизирующее Q(ak ,  р) по р : 

1 
Pk + 1  = 

2 
(и. - Zak)т (y - Xak) .  ( 1 .4) 

l l и - Zak 1 1  
На основе теоремы 1 .2 из предыдущей главы петрудно показать , что 

этот процесс сходится . Действительно, из характера приближений ( 1 .3) , 
( 1 .4) следует, что 

( 1 . 5)  

Остальные предположения этой теоремы также выполнены : вектор по
правки - непрерьmная функция точки - и составляет с антиградиентом ост
рый угол . 

Инll'ересно сравнить процесс ( 1 .3) , ( 1 .4) для регрессии ( 1 .2) с методом 
Ньютона - Гаусса. В методе Ньютона - Гаусса вектор поправки имеет вид 

� k + 1 - 8k = (F:Fk)- 1F: (y - f(8 k) ) ,  ( 1 . 6) 

где Fk = of(Ok)/38 . В случае модели ( 1 .2) имеем 
Fk = [X - pkZ, и - Zak ] , 

F:Fk = 
[ (Х - pk z)т (X - pkZ) 

(и - Zak)т (X - pk Z) 
(Х - рk Z)т

2
(и - Zak) ] . 

l l и - Zak 1 1  
В процессе ( 1 .3) , ( 1 .4) блок (Х - pkZ? (и - Zak) и ему симметричный как 
бы игнорируются. Тогда обратная матрица есть 

(F:Fk)- t � Pk = [ 
O
[(X - pk z)т (X - pkZ)Г t О 

] 11 и - Zak IГ2 ' 

и при подстановке в ( 1 .6) она приводит к процессу ( 1 .3) ,  { 1 .4) . 
Таким образом, дпя полилинейной модели ( 1 .2) можно предложить 

три метода минимизации. Первый - специальный - описьmается уравнения
ми ( 1 .3) и ( 1 .4) , по построению он удовлетворяет условию монотонности 
( 1 5)  и сходится . Второй основан на общем методе Ньютона - Гаусса. Те
перь уже для получения сходимости необходимо выбирать длину шага . 
Наконец, для мИ:нимизации суммы квадратов можно применять метод 
Ньютона . Для этого необходимо,  чтобы матрица 32 Q/3 82 бьmа положитель
но определена . Соответствующие критерии бьщи предложены в § 3, гл . 3 .  

Теперь перейдем к изложению одного общего приема построения спе
циальных алгоритмов минимизации, учитьтающих специфику минимизи-
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руемой функции. Учет этой специфики здесь проявляется в построении 
оценок сверху для гессиана функции . Сооmетсmующий метод называем 
метдом ма'жорирующего параболоида. 

Итак , пусть F(x) - минимизируемая функция , х Е Rm,  xk - k-e прибли
жение . Рассмотрим следующую квадраmчную форму : 

1 
т т ) Р(х ;  xk) = - (х - xk) A k (x - xk) + (х - xk) bk + F(xk , 

2 
( 1 .7) 

где Ak - положительно определенная матрица т Х т, bk Е R m . Допустим, 
параболоид Р, задаваемый квадратичной формой ( 1 .7) , мажорирует F(x) 
на всем пространстве, т.е . 

F(x) � P(x ; xk), x E R m .  ( 1 .8) 
Метод мажорирующего параболоида основан на следующем простом за

мечании : если xk+ t  уменьшает значение Р, то оно уменьшает и значение 
функции . А именно , если P(xk + 1 ; xk) � P(xk ; xk) ,  то в силу ( 1 .8) 

F(xk + 1 ) � P(X/C + t ; Xk ) � P(xk· ;  Xk ) = F(xk) .  

Если в ( 1 .7) bk = дF(xk) fдx , то параболоид называем соприкасающимся , в 
этом случае дР(хk ;  xk)fдx = дF(хk)/дх . 

Построение мажорирующего параболоида тесно связано с задачей оценки 
сверху гессиана минимизируемой функции F(x) .  Так , предположим, что 
имеет место оценка 

a2 F 
-- � А x E R m , 
дх2 ' ( 1 .9) 

где А - положительно определенная матрица (знак неравенства означает, 
что разность между правой и левой частью есть неотрицательно определен
ная матрица) . На основании этой оценки мажорирующий соприкасающий
ся параболоид запишется так : 

1 
Р(х ;  xk) = - (х - хk)тА (х - xk) - (х - xk , qk ) + F(xk) ,  

2 
где qk = -дF(xk) fдx. Неравенство ( 1 .8 )  следует из оценки ( 1 .9) и разло
жения F(x) в точке х = xk в ряд Тейлора до квадратичных членов . Тогда 
можно утверждать, что итерационный процесс 

·- t xk + 1 = xk + A  qk , k = 0 , 1 ,  . . . , 
является строго релаксационным, т .е .  

F(xk + 1 ) < F(xk),  q k =F О, ( 1 . 1 0) 
и по теореме 1 .2 ,  rл . 6 он сходится. 

За редким исключением может быть найдена оценка сверху (1 .9) (вер
ная для всех х Е R т ) . Вместо (1 .9) будем искать оценку сверху на мно
жестве уровня : 

a2 F --2 � A k ,  x E Sk = { x :  F(x) � F(xk) } . ( 1 . 1 1 ) ах 
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Если F(xk) < Fн , Fн - нижняя грань функции на бесконечности (см. § 1 ,  
гл . 1 ) , то множество S k компактно , значит, в условиях непрерьmности гес
сиана его оценка сверху на S k теоретически всегда существует. Построим 
соответствующий соприкасающийся параболоид 

(1 . 1 2) 

Будет ли он мажорировать F(x) на множестве Sk (в этом случае парабо
лоид назьmаем частично .мажорирующим) ? В частности, если Р(хk+ 1 ; xk) Е;; 
Е;; P(xk ;  xk) = F(xk) , то в условиях ( 1  . 1 1 )  будет ли иметь место нера
венство 

(1 . 1 3) 
Как будет показано ниже, ответ - положительный .  Отсюда следует, что 
вместо равномерной оценки ( 1 .9) можно перейти к оценке на множестве 
уровня ( 1 . 1 1 ) . Рассl)llотрим сначала одномерный случай . 

Лемма 1 . 1 .  Пусть Ф(Л) - дифференцируемая функция действительного 
переменного - оо < Л  < 00• Пусть для квадратичной функции 

1 
Р(Л) = - А '(Л - Лоi + Ф'(Ло ) (Л - Ло )  + Ф(Ло ) , 

2 
где А ' > О, Л0 Е R 1 ,  имеет место неравенство 

Ф(Л) Е;; Р(Л), Л Е S0 = { Л Е R 1 : Ф(Л) Е;; Ф (Ло ) } . 
Тогда, еС!lи Р(Л. ) Е;; Р(Ло ), ro Ф(Л. ) Е;; Ф (Л0 ) . 

( 1 . 1 4) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Понятно , что если л . Е S0 , утверждение леммы 
следует из ( 1 . 1 4) .  Допустим, л. Е S0 •  Для определенности будем считать 
Ф1( Л0 )  > О (случай Ф '( Л0 ) = О очевиден) . Тогда Р(Л . ) Е;; Р(Ло )  = Ф(Л0 )  
тогда и только тогда, 'когда 

. 2Ф'(Л0 ) 
Лt = Ло - , ...;;; Л. < Ло . 

А 
Пусть Л - наибольший корень урав!fения Ф(Л) = Ф(Ло ) на и�тервале 
[- оо ; Л0 ) ; если Ф(Л) < Ф(Л0 ) для- всех Л <  Л0 , то полагаем Л = - 00 •  
Докажем, что Х Е;; Л 1 • Действительно , допустим противное. Тогда Р{Л) < - - -
< Ф(Л0 ) , но из условия леммы Р(Л) � Ф(Л) = Ф(Л0 ) , поскольку Л Е So . 
Это противоречие и доказьmает лемму. 

Возвратимся к вопросу построения частично мажорирующего парабо
лоида . Пусть имеет место оценка ( 1 . 1 1 ) ; построим соответствующий со
прикасающийся параболоид ( 1 . 1 2) . Пусть P(xk + 1 ; xk) Е;; P(xk ; xk) = 
= F(xk) . Рассмотрим соответствующие одномерные функции 

Ф(Л) = F((I - Л)хk + ЛХk+ 1 ), 

Р(Л) = Р((1 - Л)хk + Лхk + 1 ; xk) , - оо < Л <  00 • 

В обозначениях леt�.�мы 1 . 1  Л 0 = О, А ' = (xk + l - xk) тAk (Xk + l - xk) , Ф' = 
= (qk , xk + l - xk) , л .  = 1 .  На основании этой леммы утверждаем, что если 
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xk + l понижает значение квадратичной формы, то xk+ l  понижает и значение 
функции, т .е .  неравенство ( 1 . 1 3) выполнено . Очевидно, в рамках ( 1 . 1 1 ) , 
( 1 . 1 2) , ( 1 . 1 3) в качестве "оптимального" значения хk + l необходимо брать 

xk + 1 = xk + A ;;: 1
qk , k = 0 , 1 , . . .  ( 1 . 1 5) 

Поскольку этот процесс удовлетворяет условию моно;rонности падения 
( 1 . 1 0) ,  то при условии непрерывности оценки сверху ( 1  . 1 1 ) , т .е .  непрерыв
ной зависимости A (xk) = A k  от xk , по теореме 1 .2 ,  гл .  6 он будет сходиться . 

На основании оценки ( 1 . 1 1 ) можно автоматически выбирать длину шага 
в пекотором ятерационном процессе для обеспечения ( 1 . 1 0) .  Действитель
но , пусть некоторый ятерационный процесс имеет вид 

xk+ l = xk + Лk Pk • Pk = G;;: 1 qk , 

где Gk - положительно определенная матрица . Задача состоит в том,  чтобы 
на основании оценки ( 1 . 1 1 )  выбрать Лk > О  так , чтобы стало выполненным 
условие монотонности ( 1 . 1 0) .  Нетрудно показать, это для этого Лk необхо
димо взять из интервала 

qт c- t q 
О < Л < 2 k k k 

k т с- t c - t qk k A k k qk 
В этом смысле "оптимальным" значением параметра Лk будет т с - t л - qk k qk 

k - т с - t А c - t 
qk k k k qk 

( 1 . 1 6) 

( 1  . 1 7) 

На основании этого легко показать , что ятерационный процесс с Лk = 1 ,  т .е . 

xk..+ l = xk + G;;t qk , 
будет удовлетворять условию ( 1 . 1 0) ,  если 

Ak < 2Gk , k = 0, 1 , . . .  

( 1 . 1 8) 

( 1 . 1 9) 
(разность между правой и левой частью есть положительно определенная 
матрица) . 

В качестве иллюстрации построим с помощью метода мажорирующего параболоида 
специальный метод минимизации сум мы квадратов невязок в параболической регрес
сии (см. также § 1 ,  гл. 3 и § 1, гл. 5) с суммой квадратов 

Q (Ot) = � (yi - a 2xi - 01Zt)2 . 
Главное - оценить сверху вторую произ:Водную d2 Q/d012 в терминах значений Q . 
В § 1, гл. 3 была получена оценка снизу для d2 Q/d012 • Найдем теперь оценку сверху. 
По перавеяству Коши - Буняковекого 

1 d2 Q '  2 da 2 ;= � ((201Xj + Zj)2 - 2 (yj - Ot 2Xj - OIZj) Xj] = 
= � (z � + 4XiYf) - 6 � х;е; .;;; � (zf + '4XtY;) + б.J'Q11 х 1 1 ,  

г� е1 = Yt - a 2xt - OtZ f, Q = � е; . Таким образом, для параболической регрессии 

1 d 2 Q � 2 . 17'> 2 а012 ..; � (z i  + 4x;y;) + 6 v Qk ll x ll , Q (01) ..; Qk. 

Поэтому можно утверж�ть. что итерационный процесс 

� (yi - OtkXt - OlkZf) (20lkXt + Zj) 
Otk+l = ak + k = O, 1 , . . . , 

1 1 z 1 1 2 +'4 (х, у) + 6./Q,;II х 11 
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где Qk = Q (ak) , сходится к стационарной точке Q(a) , nричем Q(O<k+ l ) < Q(O<k) , 
если dQ( ak) /dO< * О  nри любом выборе а0 Е R 1 • Эксnериментальные расчеты nоказали 
высокую скорость сходимости этого nроцесса. 

В § 2 и 3 будУТ рассмотрены друmе nримеры nрименении метода мажорирующего 
nараболоида. 

Перейдем теперь к описанию другого общего метода построения спе
циальных методов минимизации, который назовем .меrодо.м расщепления. 

Разумеется , мы не претендуем на общность решаемых задач. Этот метод, 
как и предьщущий, нужно рассматривать лишь как полуинтуитивное 
наставление . 

Итак, пусть F(x) - минимизируемая функция на R т . Будем решать 
систему нелинейных уравнений 

q (x) = O, х Е R т ,  ( 1 .20) 
где q - антиградиент F(x) .  Функцией расщепления для ( 1 .20) назьmаем 
непрерьmную вектор-функцию 2m аргументов R(и ; v) , и, v Е R т , та· 
кую, ,что 

R (x ; х) = q (x) .  { 1 .2 1 )  
Функция расщепления должна обладать еще тем неформальным свойством, 

' что при фиксированном v система уравнений 
R (и ; v) = O  ( 1 .22) 

относительно и Е R т должна решаться относительно просто (например, 
представпять собой систему линейных уравнений с невырожденной матри
цей) . Пусть и = V(v) - решение системы ( 1 .22) . Итерационный процесс 
решения ( 1 .20) тогда будет выглядеть следующим образом. Пусть х0 � 
начальное приближение, R - функция расщепления со свойством ( 1 .2 1 ) . 
Решаем систему R (x; х0 ) = О и полагаем х1 = V(x0 ) .  Затем то же самое 
продельmаем с приближением Хн получаем х2 = V(x 1 ) и т.д. Главнqе, что
бы получаемая таким образом последовательность сходилась. Как только 
зто имеет место , т.е . xk -+ х. , то в силу { 1 .2 1 )  можно утверждать, что х. 
стационарная точка F(x) ,  т.е . q (x. ) = О. Действительно , по определению 
R(xk + t ;  xk) = О. Поэтому, переходя к пределу при k -+ ""• получаем 
R (x. ; x . ) = q (x.) = O. 

В общих чертах в методе расщепления можно вьщелить два момента: 
вьщеление в системе нелинейных уравнений ( 1 .20) линейной части и дока
зательство сходимости. 

Метод расщепления проиллюстрируем на примере задачи минимизации 
суммы р-х степеней модулей невязок линейной модели (р фиксировано) : 

n 
Qp (a) = � 1 у . - {а, х1) i P => min, 1 � р � 2 ,  

i = 1 1 
х 1 , • • • , Xn o  а Е R т . Избегая случаев вырождения, будем считать, что систе
ма векторов { х1 } имеет ранг, равный т. Заметим прежде всего следующее. 
Во-первых, петрудно показать , что нижняя грань функции Qp(a) на беско
нечности равна ""· Во-вторых, Qp(a) - вьшуклая, а при р > 1 - строго 
вьшуклая функция (в частности, при р > 1 у Qp(a) существует единствен
ная стационарная точка, совпадающая с точкой мини��а функции) . 
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В-третьих, при р > 1 минимизируемая функция непрерывно дифферен
цируема. 

Будем искать стационарные точки функции (из соображений коррект
ности будем считать р > 1 ,  хотя аналогичные утверждения верны и для 
случая р = 1 ) :  

( 1 .23) 

Будем пока считать, что у . =l= (а, хд . Тогда i-й член этой суммы можно 1 
представить как 

xi(Yi - атхд 1 Yi - (а, хд I P- 2 • 
Поэтому в качестве функции расщепления для ( 1 .23) разумно взять 

R (и ; v) = � xi(Yi - и тxi) l y1 - vтxi 1 P- 2 • 

Тогда решением системы R (и, v) = О относительно и при фиксированном 
v будет 

и = (Хт W (v) X)- 1 хт W(v)y, ( 1 .24) 

где W(v) - диагональная матрица, Wu(v) = 1 Yi - vтxi I P- 2 , Х - матрица, 
i-я строка которой есть х� ,  i = 1 ,  . . .  , n , yi =1= (v, хд .  На основе ( 1 .24) ите
ративный процесс для решения системы ( 1 .23) запишется следующим об
разом:  

ak + 1 = (хт W(o:k) X)- 1 хт W(o:k)Y, k = О , 1 , . . .  ( 1 .25) 

Описанный метод решения задачи минимизации Qp (о:) хорошо извес
тен. В [60] он называется "итеративным методом наименьших квадра
тов",  в [35] - "методом вариационно:взвешенных квадратических- при
ближений".  Покажем, что процесс ( 1 .25) понижает значение минимизи
руемой функции на каждой итерации . Следуя [35] и применяя нера
венство Гёльдера; получаем 

� l yi - (o:k + l • xi) I P Qp (O:k + t ) = 1 ( ) 1 (2 - р)/2 Yi - o:k, Xf 

2 - р 
1 Yi - (o:kxi) 1 2 

Решение ( 1 .25) по условию означает, что 

-min � l yi - (o:, xi) l 2  = � l yi - (o:k+ l • xд l 2 
а l yi - (o:k , x) l2 - p l yi - (o:k , xi) l2 - p 
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Поэтому предьщущее неравенство можно переписать в виде 
р 2 -р - --

Qp (a:k + l )  <;, Q; (a:k)Q/ (a:k) = Qp (a:k) ' 
причем знак неравенства будет строгим, если oQp (a:k)foa: =1= О. 

Строго говоря, итеративный процесс ( 1 .25) некорректен, поскольку 
он определен лишь на тех итерациях, при которых у1 =l= (a:k , Xt). i= 1 ,  . . . ,n. 
Исследуем эту ситуацию более подробно . Начнем с простейшего случая 
р = 1 ,  т = 1 ,  х1 = 1 ,  i = 1 ,  . . .  , n . Тогда 

Q1 (0:) = � 1 Yt - а: 1 � min. ( 1 .26) 
О! 

Ответ этой задачи хорошо известен : значением, минимизирующим Q 1 (а:), 
будет медиана у - то значение а:, для которого "9ИСЛО у1, меньших это
го значения, равно числу у1, бОльших этого значения (при четном n ре
шением ( 1 .26) является целый интервал) . Очевидно, процесс ( 1 .25) для 
этой задачи приобретает вид 

� у . 1 у . - a:k 1 - 1  
a:k + l  = 

�
; 1 

1 - 1  
( 1 .27) 

Yt - a:k 
Обозначим 

� Yt I Yt - а: 1 - 1  
Ч'(а:) = 

"" 1 1 - 1  ' .._ Yt - а: 
- 00  < а: < оо . ( 1 .28) 

Тогда итерации ( 1 .27) представляют собой не что иное, как итерации в 
методе последовательных приближений , опирающемся на принцип непод
вижной точки отображения Ч'(а:) (см. ниже) . Сложность состоит в том,  
что ( 1 .28) не определено при а: =  у1• Однако отображение Ч'(а:) можно 
легко доопределить до непрерывного , положив !р(у1) = у1, поскольку лег
ко проверить, что Ч'(а:) -+ у1 при а: -+ Yt · 

Характерный вид функции Ч'(а:) показан на рис. 23 .  Очевидно, Ч'(а:) -+  
-+у = � y1fn при 1 а: 1 -+ оо . Решение задачи ( 1 .26) на основе итераций ( 1 .27) 
иллюстрируется рис. 23 ; ответом является а: =  у3 • Понятно, что уравне
нИе Ч'(а:) = а:  имеет для функции ( 1 .28) n корней, n - 1 корней - лиш
ние с точки зрения минимизации ( 1 .26) . И хотя вероятность получения 
равенства a:k = у 1 в процессе итераций ( 1 .27) равна нулю, эту возможность 
необходимо учесть хотя бы теоретически (см. также [ 1 8] ) . 

Те же соображения имеют место для общего случая ( 1 .25) . Если "до
определить процесс { 1 .25) до непрерывности", в некоторых случаях он 
может сойтись не к локальному минимуму, а к особым точкам (на 
рис. 23 это точки а: =  у1 , у2 , у4, у5 ) . Практически вычисления по ( 1 .25) 
могут привести к переполнению разрядной сетки ЭВМ .  

Итерации ( 1 .25) могут быть модифицированы несколькими способами. 
Ниже будут описаны два способа, третий приводится в работе [ 18) . 

Выберем произвольвые l>k .J.. О, например, можно положить l>k = 6 /k, где 
6 > О достаточно мало . В первом способе определим поправочные в еса в 
проuессе ( 1 .25) в виде : 

Wu(a:k) = min { 1 Yt - (a:k , xt) 1 Р-2 ,  Б f- 2 } . 
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Ри с. 23. Итерации ( 1 . 27 ) , n = 5 

Второй вариант модификации опирается на следующее замечание. Если 
(ak _ 1 , х1 ) =F у1 для всех i = 1 , . . .  , n и (ak , х1 ) = у1 для некоторых j, то 
для всех О < Л .;;;; ло имеем ( ( 1 - Л )о:k + Ло:k _ 1 , xt) =F у1 для всех i = 1 , . . . , n , 
причем, если Qp(o:k) < Qp(ak _ 1 ) ,  то Qp(( 1 - Л )аk + Ло:k- 1 ) < Qp(ak - 1 ) .  
Геометрически первое утверждение следует из того факта, что если и Е L ,  
L - линейное многообразие в R n размерности k < n, и2 Е L ,  то для всех 
О < Л .;;;;; 1 полуинтервал Ли2 + ( 1  - Л)и 1  Е L .  Монотонность падения Qp(a) 
на полуинтервале следует из строгой выпуклости функции. Поэтому, за
давlШiсь Лk � О, Лk < 1 ,  процесс минимизации Q р( о:) можно строить сле
дуюlЦИМ обра�ом. Пусть (o:k _ 1 , х1) =F у1 для всех i = .1 • . . .  , n, �k построено 
по правилу ( 1 .25) . Если (о:k , х;) = у1 для некоторых J , берем аk = Л kо:k _ 1 + 
+ ( 1  - Лk) ak и процесс продолжаем . При этом Qp(o: �) < Qp(ak _ 1 ) при 
q ( o:k _ 1 ) =F О. На основе этого неравенства и очевидного обобщения теоре
мы 1 .2 из гл . 6 можно по казать сходимость { ak } к точк,е глобального ми
нимума Qp (o:). 

Метод расщепления и метод мажорирующего параболоида могут быть 
взаимоувязаны. Расщеплением можно опреде;:IИТЬ квадратичную форму, 
а затем показать, что соответствую1ЦИЙ соприкасающийся параболоид яв
ляется мажорируюlЦИм. Таким образом,  мажорирующий параболоид 
можно строить не на основе оценки сверху матрШJ;ы вторых производных, 
а из других соображений . Такой прием будет проиллюстрирован в следую
щем nараграфе.  

В методе расщепления петрудно увидеть идею неподвижной точки. 
В действительности , если xk � х. ,  то х. - неподвижная точка операто
ра V(x) .  Это замечание может служить отnравной точкой построения функ
ции расщепления. В идеальном случае V - сжимающее отображение,  т .е .  

1 1  V(и) - V(v) 1 1  <:; р 1 1  и - v 1 1 . 
где О <:;, р < 1 - показатель сжатия . Из теоремы о сжимающем отображении 
тогда будет следовать, что итерации xk+ 1 = V(xk) сходятся к решению 
( 1 .20) при любом выборе х0 Е R т ,  причем ( 1 .20) имеет единственное 
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решение . В практических задачах мало надежды на то, что можно произ
вести расщеiDiение, которое приведет к сжимающему отображению. Этого 
в лучшем случае можно добиться в одностационарных задачах минимиза
ции. Более реальными являются ситуации с несколькими неподвижными 
точками. Тогда оператор V не будет оператором сжатия на в сем прост
ранстве .  

Можно, однако , найти простые условия, при которых последователь
ность { xk} , вырабатьmаемая методом последовательных приблиЖений 
xk + t  = V(xk) , не "уходит в бесконечность". В связи с этим дадим сле
дующее 

Определение.  Непрерьmное отображение V: Rm  -+ Rm  назьmаем 
сжимающим на бесконечности , если существует такое О .,..;; р < 1 и R > О, 
что при 11 и 11 > R, 11 v 11 > R 

11 V(и) - V(v) 1 1 :,..;; р 11 и - v 1 1 . 
Теорема 1 . 1 . Если V - непрерывное отображение, сжимающее на беско

нечности, то последовательность { xk } ,  вырабатываемая по правилу xk + 1  = 
= V(xk) , k = О, l ,  . . .  , я.вля.ется ограниченной и отображение V имеет по 
крайней мере одну неподвижную точку. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу компактности шара 1 1  х I I ...;;R и непре
рывности отображения V существует М >  О такое, что 

11 V(x) I I ...;;M, 11 х I I ...;; R. 
Не теряя общности можно считать 11 х0 11 ...;; R .  Допустим, 1 1 Xk I I ...;; R , тогда 

11 хlс н - xk 1 1 .,..;; 11 Xk + t  11 + 11 xk 11 = 11 V(xk) 11 + 11 xk 1 1 .,..;; м + R. 
Пусть Xn - любой элемент последовательности х 0, х 1 ,  . . •  , k - наиболь
ший индекс, О .,..;; k .,..;; п ,  для котор<)го 11 xk 1 1 .,..;; R .  Тогда 11 х; 11 > R,  i = 
= k + 1 ,  . . .  , п  и 

l l xn l l ...;; l l xn - Хп - 1  11 + l l xn- 1  - Xn -2 1 1  + • •  • + l l xk 1 1 :,..;; 
.,..;; p n -k l l xk + l  - xk 1 1  + p n- k- l l l xk + l - xk 11 + : · · +R  � 

1 R +M 
.,..;; -- l l xk + t - xk I I + R ...;; -- +R , 

1 - р 1 - р 
что и доказывает ограниченность последовательности { xk } . 

Существование по крайней мере одной неподвижной точки - следствие 
теоремы Брауэра (см . ,  например, [22] ) .  Здесь выпуклым компактным 

R +M 
множеством служит шар 11 х 11 .,..;; R + ; теорема доказана. 

1 - р 
Естественно , условий теоремы недостаточно для сходимости последова

тельности { xk } . 

Применеине теоремы i . 1  проиллюстрируем на примере параболической регрес
сии. Ранее на основе метода мажорирующего параболоида для нее был предложен 
сходящийся алгоритм минимиэацни суммы квадратов. Построим теперь алгоритм, 
основанный на методе расщепления. Для параболической регрессии система ( 1 . 20) 
имеет вид · 

1 dQ 2 - l dOL = 1: (у; - Ol Xj - OlZj) (20LXj + Zj) = 0 .  
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Это уравнение - кубическое относительно 0!. Выделим в множителе Yt - 0!2 х 1 - O!Zt 
величину 20!Xt + zt : 

Yt - 0!2Xt - O!Zt = Yi + 0!2Xt - О! (20!Xj + z;) . 
Таким образом, за функцию расщепления берем 

R (и ; u) = I: [ (У; + v2x;) - и (2vxi + z;) ] (2vx; + z,) . 
Итерациониый процесс позтому будет выглядеть следующим образом : 

I: (У; + a!k X;) (20!kXj + Zj) 

I: (20!k х1 + zt) 2 
В данном случае отображение 

V ) 
I: (У; + 0!2Х;) (20!Xj + Zj) 

(О! = -------
I: (20!х; + z;) 2 

( 1 .29) 

характерно тем, что V (О!) --.. 1 /2  О! при 1 О! 1 --.. .. . Очевидно, отображение является сжи
мающим на бесконечности. Непрерывность V следует из того, что если векторы х 
и z не коплинеарны, что мы и предполагаем, то I: (20! Xt + z 1) 2 * О. Та:ким образом, 
на основании теоремы 1 . 1  можно утверждать, что последовательность, вырабатывае
мая по правилу ( 1 . 29) , ограничена. Экспериментальная проверка показала доста
точно высокую скорость сходимо�и процесса ( 1 . 2 9) . 

К сожалению, как уже отмечалось, в общем случае сжимания на бес
конечности недостаточно для сходимости последовательности, получае
мой по методу последовательных приближений . Сходимость будет обеспе
чена, например, если отображение V(x) ,  помимо этого свойства, будет мо
нотонным по векоторому конусу К (см. § 2, гл . 1 ) . Как следует из этого 
параграфа, если х1 и х0 сравнимы по этому конусу К (т .е .  х1 - х0 Е К или 
х0 - х1 Е К) , V - монотонное отображение ,  сжимающее на бесконечности, 
то последовательность { Xn } сходится. 

Наконец, рассмотрим еще один общий прием построения специальных 
алгоритмов минимизации - метод подстановки. Часто первые и вторые 
производвые минимизируемой функции можно полностью или частично 
выразить в терминах самой Тункции. Поэтому, подставляя вместо отдель
ных членов oF/ox и o

2
F/ox значения F (x) , гессиан o

2
F/ox

2 
иногда мож

но "сделать" положительно определенным. Тогда , если Р - положитель
но определенная матрица , аппроксимирующая гессиан , то специальный 
алгоритм минимизации функции F (х) будет выглядеть как 

Xk+ t = xk + Лk Pk Qk , 
где qk = - oF (xk) /ох, Лk > О. Покажем применевне этого 
мере суммы квадратов . Здесь 

1 0
2
Q [ (о[;)(Оf' )т 0

2
[1 
J 

- - = � - - - (у; - [; (о:))- . 
2 ао:

2 
ао: ао: ао:

2 

Если значение суммы квадратов мало,  т .е . у; �[; (о:) , то 
1 a

2
Q (of.·)(of.·)т 

2 оо:2 � � о� о� = FтF 

приема на при-

( 1 .30) 

- неотрицательно определенная матрица, F = oftoo:. Как известно, идея 
аппроксимации ( 1 .30) не нова и составляет содержание метода Ньюто-
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на-Гаусса , описанного в предыдущей главе .  Как уже отмечалось, на прак· 
тике величины 'дft/'д а иногда можно полностью или частично выразить в 
терминах !1 (а) ,  которые в свою очередь заменяем нау1 • Новая матрица Р 
аппроксимирует матрицу ртр и содержит величины у1 • Основное отличие 
Р от Fт F в том, что , во-первых, матрица Р, как правило, будет лучше обус
ловлена , и во-вторых, расчет Р и p- l требует меньших затрат , чем ртр 
и (Fт F) - l соответственно . Метод подстановки в регрессии иногда приво
дит к упрощению итераций в методе Ньютона-Гаусса и ускорению процес
са счета. Этот метод будет проиллюстрирован в § 3 .  

Следуя рекомендациям этого параграфа, петрудно построить метод 
минимизации суммы р-х степеней отклонений в нелинейной модели ре
грессии 

n 
Q

P (а
) = � 1 У; - ft (а) I P , р � 1 .  i = 1 

( 1 .3 1 )  

Действительно, как и в линейном случае , имеет место следующее пред
ставление (при а : у1 * !1 (а) ,  i = 1 ,  . . .  , n, если р < 2) : 

1 'д Qр . - 1  . 'дft 

р д;" = � 1 Yi - /; (а) I P s1gn (у; - ft (а)) д; = 

'дft = � (у; - ft (а)) - w; (а), 
да 

где w1 (а) = I Y; - [1 (а) I P - 2 • Поэтому в качестве метода минимизации 
функции ( 1 .3 1 )  можно предложить следующий итеративный метод, обоб
щающий метод Ньютона-Гаусса : 

ak+ 1 = ak + Лk (Fk Wk Fk ) - 1 F: Wk (y - fk ) , k = О , 1 ,  . . . , 
rде Wk - диагональная матрица n Х n с i-м диагональным элементом, рав
ным l y1 - ft (ak) j P - 2 , Лk > О определяет дпину шага . 

§ 2. Минимизация суммы 
неквадратических невязок линейной модели 

Задача сводится к спедующему. Пусть у 1 , у2 , • • •  , Уп Е R 1 - наблюдения ; 
х1 , х2 , • • • , Xn Е R m ; Х - матрица n Х т , вектор-строки которой суть 
Х;т ,  rank Х = т , t/1 (е) - некая дВажды дифференцируемая функция не
вязки е Е R 1 . Необ:)_юдимо решить задачу 

n 
Н (а) = � 1/J (y; - (a , x;)) � min , a E R m . i = 1 (2 . 1 )  

Понятно, что если t/1 (е) - выпуклая функция, то Н(а) - тоже выпукпая 
функция . Однако если t/1 (е) квазивыпукпа, то Н(а) ,  вообще говоря , 
не будет квазивыпуклой и ,  в частности , может быть многоэкстремальной. 
Сначала мы не будем вдаваться в проблемы многоэкстремальности Н (а) ,  
и предлагаемые ниже специальные алгоритмы минимизации этой функции 
будут сходиться к покальному минимуму. В конце параграфа буду:r пред
ложены критерии одноэксrремальности Н(а) . 
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В принципе задача (2. 1 )  может и не иметь решения, .т.е .  нижняя грань 
H(et} на R m может не достигаться, однако при разумных ограничениях 
на функцию невязки решение (2 . 1 )  всегда существует. А именно, если 
1/J (е) строго убывает при е < О и строго возрастает при е > О (не теряя 
общности можно считать 1/J (О) = О) , то решение задачи (2. 1 )  существует, 
т.е . нижняя грань H(et) на R m достигается . Не будем приводить здесь под
робного доказательства , ограничимся лишь его схемой . 

Можно показать , что для минимизируемой функции Н(еt) главной асим
птотической кривой (см. § 1 ,  гл. 1) будет луч et0 + Л v ,  при этом 
H(et0 + Лv)  -+ iiн.  Л -+  00 , где Йн - нижняя грань H(et) на бесконечности . 
Важно, что эта сходимость имеет место снизу, т.е . существует Л0 :  
H (et0 + Л0 v) < Йн . А это по !еореме 1 . 1  из гл . 1 и означает достижимость 
нижней грани H(et) на R m . . 

Перейдем к построению специальных методов минимизации суммы 
неквадратических невязок (2 . 1 )  . Найдем градиент и гессиан минимизируе
мой функции : 

ан , 
д еt 

= - � 1/1 (У; - (et, х;))х; , 
(2 .2) 

дJiя применении метода мажорирующего параболоида (см. § 1 )  оценим 
гессиан сверху . Применяя неравенство (2.29) из гл . 3 , получим 

а2н 
деt2 � [� 1/1"  (е;)) 2 ] 1 / 2 А , (2.3) 

где 
е; = У; - (et , x;) , А = (Х т NX) 11 2 , N = diag (XXт ). (2 .4) 

В силу условця полного ранга Х матрица А положительно определена . 
Осталось оценить сверху множитель в (2.3) в терминах H(et) . дJiя этого , 
очевидно, необходимо сделать определенное предположение о второй про
изводной функции невязки 1/1 . Мы предположим, что 

(I/J" (e)) 2 � T(l/l (e)) , e E R 1 , (2.5) 

где Т - неубывающая, неотрицательная вогнутая функция . Тогда по опре
делению (2.5) и в силу вогнутости функции Т по неравенству Иенсена 

� (1/1" (е;)) 2 � � T(l/l (е;)) = 

= п � � Т(I/J (е;) � п т(� � 1/J (е;� = п т(� Н(еt� . 

Таким образом, окончательно можно утверждать, что для задачи (2. 1 )  
в предположении (2.5) имеет место следующая оценка сверху для гессиа
на минимизируемой функции : 

- � ..;n т 1'2 - H(et) А , 
а2н ( 1 � 
д еt2 n 

(2.6) 
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где А задается выражением (2 .4) . Метод мажорирующего параболоида на 
основе этой оценки приводит к следующему итеративному алгоритму : 

(2.7) 

rде s (ak) - вектор n Х 1 , s; (ak) = t/l ' (y1 - а� х1 ) , i = 1 ,  . . .  , n. Итерации 
обладают свойством : 

и при условии, что Н (а) имеет конечное число стационарных точек,  по тео
реме 1 .2 из rл .  6 сходятся (остальные условия теоремы, как легко прове
рить, выполняются) . 

Рассмотрим теперь частный случай t/1 ,  когда t/1 (е) = 1 е 1 Р ; значение а, 
являющееся решением задачи (2 . 1 ) ,  в этом слу�е называют Lр ·оценкой 
(см. [ 1 5 ,  50, 60] ) .  Условие существования производной второго поряд
ка у t/1 ведет к неравенству р ;;;.. 2. Этот случай мы сейчас и рассмотрим. 
Случай 1 < р � 2 бьm разобран в предыдущем параграфе .  

Будем сначала считать, что 2 � р � 4 .  Тогда при непосредственном ис
пользовании полученной выше оценки сверху для гессиана функции Н 
будем иметь 

2 (р - 2 ) 
Т(Н) = р2 (р - 1 )2Н Р 

Это возрастающая неотрицательная вогнутая функция (2 � р � 4) . Поэто
му в этом случае алгоритм минимизации имеет вид : 

р - 4  

ak+ 1 = ak + n 2P 

rде s; (ak) = sign (y1 - а1 х;) I Y; - ai x1 l p - l , i = 1 ,  . . .  , n. 
Оценку сверху для матрицы вторых производных 
'д2 Н 
--2 = p (p - 1 ) � 1 e1 i P - 2 x1xJ 'да 

(2.8) 

при р ;;;.. 2 можно получить непосредственно на основе матричного нера
венства Гёльдера (2 .26) из гл . 2. Действительно , полагая (J = (р - 2) /р , 
получим 

р - 2 !!.. .:_ 
� 1 е1 I P - 2 х1х1т � (� 1 е1 1 2 ) Р (� (x1 xn 2 ) Р .  

Нетрудно видеть , что при р > 2 
р 

(x1xf ) 2 � x;xf l l х; i i P - 2 , 
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поэтому за оценку сверху можно взять 

(2. 1 0) 

где R - диагональная матрица , R;; = 1 1 Х; н Р - 2 ' i = 1 '  . . .  ' т . На основе этой 
оценки специальный алгоритм минимизации будет выглядеть следующим 
образом : 

где s (ak) - вектор п Х 1 , s; (аk) = l y; - a� x; I P- 1 sign (yt - а� х; ) , В = 
= (Хт RX) 21Р . 

Метод (2.7) опирается на идею мажорирующего параболщща, который 
в свою очередь строится ца основе оценки сверху для матрицы вторых 
производных функции (2 . 1 )  . В некоторых случаях мажорирую1ЦИЙ пара
болоид можно построить из двух соображений, в частности, опираясь на 
метод расщепления ( § 1 ) . Допустим, . 1/1 (0) = 1/11 (О) = О, 1/1" (О) > О, пусть 
ak - k-e приближение . Перепишем систему 

� 1/J '(y; - О!ТХ;)Х; = 0 
как 

т 1/l ' (y; - а тх;) 
� (у; - О! Х;)Х; т = 0 ,  

Yi - О! Xj 
где под 1/1' (О) /0 здесь и далее понимаем 1/1" (О) . Вводя очевидным образом 
функцию расщепления, приходим к итерациям 

ak+ l  = (Хт W (ak)X)- 1 хт W (ak)y , (2 . 1 1 ) 

где 

1/J'  {у; - О!� Х;) 
W;; (ak) = т > О. 

У; - O!k Х; 

По определению (2 . 1 1 )  

. � (у  т )2  1/1 ' (у; - а� х;) mш ,._ i - а х; О! У; - О!� Х; 
т )2 1/i '(y; - а� х;) = � (Yi - О! k+ l Х; т Yi - O!k Xj 

Поэтому в качестве аппроксимирующего параболоида в задаче (2 . 1 )  можно 
взять 

1 т 2 1/i' (Yt - а� х;) 
Р(а; ak) = - � (У; - а х;) т + 

2 Yi - O!kXi 

(2. 1 2) 
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где для краткости обозначено 
ei = Yi - атхi, eki = Yi - a�xi . 
Найдем условия, при которых параболоид (2. 1 2) ,  найденный из идеи 

расщепления, является мажорирующим для функции Н(а) . Во-первых, 
петрудно видеть, что 

дР(аk ;  ak) 
P(ak ; ak) = H(ak), -�__;� 

а а а а 
т.е . параболоид является соприкасающимся. Относительно функции 1/J (e) ,  
следуя [35] , предположим, что 

1/J(e) = 1/1( -е) ,  
1/J '(e)fe - невозрастающая функция при е ;;;.: О, (2 . 1 3) 

Докажем, что в этих условиях параболоид является мажорирующим. 
Для этого воспользуемся следующим элементарным результатом :  если 
Т(е) - функция действительного переменного , причем Т(е) = Т(-е) , 
Т(е0 ) = Т ' (е0 ) = О, Т ' (е) ;;;.: О при е ;;;.: е0 ;;;.: О и Т ' (е) � О  при О � е  � е0 , 
то Т(е) ;;;.: О. Докажем теперь, что каждый i-й член суммь1 параболоида 
(2 . 1 2) не меньше i -го члена суммы минимизируемой функции Н(а) . 
Проделаем очевидные переобозначения ; тогда достаточно показать, что 
разность i -х членов 

Т(е) = е2 1/J '(eo ) 
2е0 

+ l/l(eo ) _ _ eo_l/l_'(..;_e-'o )_ 
2 

- 1/J(e) 

как функция е удовлетворяет приведеиным выше условиям. Равенство 
Т(е0 ) = Т ' (е0 ) = О провернется непосредственным образом (не теряя 
общности можно считать е0 > О) . Далее ,  очевидно, 

Т'(е) = е ( 1/J
'(eo ) 

.,.. 
l/l '(e) ) . 

е0 е 
Поэтому, если е ;;;.: е0 , то Т ' (е) ;;;.: О из условия (2 . 1 3) . Если О < е � е0 , 
то т '  (е) �0. Таким образом, Т( е) ;;;.: О, а значит, параболоид (2 . 1 2) являет
ся для Н(а) мажорирующим. На основании теоремы 1 .2 из гл . 6 утвер
ждаем,  что итерации (2 . 1 1 )  сходятся к стационарной точке Н(а) в смысле 
теоремы 1 .2 ,  причем 

дН(аk) 
H(ak+ t ) < H(ak), =1= О .  

а а 
Использование неквадратичной функции потерь связано с идеей робаст

ности · в статистике - построения более надежных методов оценивания. 
Дело в том, что минимизация квадратичных потерь со статистической 
точки зрения оптимальна в условиях нормального распределения случай
ных помех. В том случае, когда помехи загрязнены, в частности, их рас
пределение имеет более "тяжелые хвосты", оценки, построенные на основе 
минимума суммы квадратов ,  оказываются чересчур чувствительными к 
выбросам. На языке функции 1/J (e) для получения робастных оценок в 
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регрессии эта функция при 1 е 1 ---* со должна иметь меньшую скорость рос
та, чем квадратичная (т.е . б6льшие отклонения 1 е 1 должны входить в ми
нимизируемую сумму с меньшим весом, чем е2 ) • Бьmа предложена мас
са подобных функций (значения, доставляющие Н (а) минимум, в ста
тистике называют М-оценками) [ 1 ,  50, 47] . Одна из nервых - функ
ция Хьюбера [50] ; в окрестности е = О она квадратична, далее гладко пе
реходит в линейную ; она задается юн< (nараметр с > О известен и фикси
рован) 

1/Jн (е) = { е
2 ' 

2c l e l - c2 , 

1 е l ..;; c, 

l e  1 > с. 
(2 . 1 4) 

Легко видеть, что функция Хьюбера удовлетворяет свойствам (2 . 1 3) , 
.юэтому итерации (2 . 1 1 )  сходятся . Функция (2 . 1 4) выnукла, таковой же 
будет и минимизируемая функция Н( а) . В качестве альтернативы к (2 . 1 4) 
можно рассмотреть весовую функцию 

е2 
1/J (e) = . 

l e l + c 
Она, как и функция 1/1 н( е) , выnукла, nричем в окрестности е = О она экви
валентна квадратичной,  а на хвостах - линейной . 

У весовых функций с более сильным фильтром засорения имеются го
ризонтальные асимптоты. Наиболее распространенные функции такого 
рода - это функция Андрюса { c( I - cos (efc)), 

1/JA (e) = 2 С, 
функция Рамсея 

1 

1 е 1 ..;; 1rc, 
1 е 1 > 1ТС, 

1/JR (e) =  -2 [ 1 - (1 + 'Y i e l ) exp (- 'Y i e l )] ,  
'У 

и функция Мешалкипа 

Фм(е) =  � (l - ехр (- л;
2
)) . Л > О. 

'У > о, 

Указанные весовые функции обладают одной характерной особенностью. 
Вблизи е = О они эквивалентны квадратичной функции, далее скорость 
роста nадает и в nределе равна нулю. В этом классе функций, по-видимому, 
наиболее простой будет функция вида 

е2 
Фv (е) = -2 - , с > О, е + с  (2 . 1 5) 

которая и будет исследована ниже . Все эти функции обладают свойствами 
(2 . 1 3) , nоэтому итерации (2 . 1  1 )  для них сходятся. Основная проблема ис
польЗования весовых функций с горизонтальными асимnтотами - возмож
ность многоэкстремальности . Задача, таким образом, состоит в построении 
критериев того , что найденная стационарная точка Н(а) является точкой 
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глобального минимума. Эта задача будет решаться на основе идей, разви
тых в гл . 3 и 4. Тем самым будет показано, как предложенный в этих гла
вах подход распространить и на случай функций, не совпадаюЩИх с суммой 
квадратов . 

Построим "критерий глобальности" для весовой функции t/1 D (e) . Пред
ставляется , что аналогичным образом можно построить соответствующие 
критерии и для функций t/1 А •  1/Jя и Фм · 

Прежде всего установим неравенства, связывающие значение миними
зируемой функции Н( а) с весовой функцией t/1 D (e) с соответствующим 
значением суммы квадратов Q(a) = 'l:;e{ (a) , где е1 (а) = у1 - атх1 • А имен
но , покажем, что для любых е1 , е2 , • • • , en Е R 1 имеют место следующие 
неравенства : 

'l:;.ej � � е� ---=-- .s;; 'l:; --- ..;; ' . 
'l:; ej + с е� + с 'l:; e:Jn + с 

Левое неравенство доказывается относительно просто . Обозначим IP = 'l:;ef' . 
Тогда е� ..;; !р , значит 

е2 е2 IP 'l:; е� 
'l:; i � 'l:; _i_ = -- = --=-,:__-

е� + с .  IP + с IP + с 'l:; е� + с 
Правое неравенство докажем оптимизационным методом (см. § 2, гл . 3) .  
Для простоты обозначим· е� = щ � О. Оценим сверху величину 'l:;щf (и, + с) 
в терминах 'l:; и,. Введем соответствующую функцию Лагранжа 

и, L(u 1 ,  . . . , Un ; Л) = 'l:; -- - Л('l; ut - !р). 
и, + с 

Тогда 
дL с -- = --- Л = О, i = 1 ,  . . . , n,  
дщ (щ + ci 

откуда следует, что и, = const = r .  Но 'l:;щ = rn = !р, откуда r = �Pfn, а значит, 
щ = �P/n .  Таким образом, экстремальное значение интересующей нас вели
чины 'l:; щ/(щ + с) достигается при и, = IP/n и равно 

IP 'l:; щ --- = 
'P/n + с 'l:; щfn + с 

Осталось показать, что найденный экстремум функции отвечает глобально
му максимуму. Это следует из вогнутости L по и1 , • • •  , Un , так как 

д2 Lfдu�  = - 3с/(щ + с)3 < О, i = 1 ,  . . . , n 1 ) . 
Доказанные неравенства связьтают значение минимизируемой функции 

Н( а) с весовой функцией (2 . 1 5)  с квадратичной : 

Q(a) 
.;;;; Н(а) .;;;; 

Q(a) (2 . 1 6) 
Q(a) + с Q(a)fn + с  

1 ) Заметим, что доказашюе перавеяство можно было бы доказать стандартными 
средствами на основе перавеяства � u1- 1  ;;;. n 2 (� щ)- 1 , и; > О. 
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н, , 

g, 
Рис. 24. Возможная многозкстремальносrь Н(а) при п = 2 

Эти неравенства суюцественно будут использоваться на� при построении 
критериев глобальности Н( а) . 

Итак, приступим к построению ·критериев проверки того,  что найденная 
стационарная точка Н( а) с весовой функцией (2 . 1 5) является точкой гло
бального �нимума. Для иллюстрации возможной многоэкстремальности 
Н(а) в условиях наличия у весовой функции 1/J (e) горизонтальных асимп
тот рассмотрим самый простой случай n = 2, т = 1 ,  х1 = 1 . Тогда Н( а) = 
= ф (у1  - а) + 1/J (Y2 - а) . Если у1  и у2 достаточно удалены друг от друга, 
то функция Н( а) может иметь два локальных �нимума (рис. 24) . 

Построение критериев глобальности начнем с исследования функции 
(2 . 1 5) и ее производных : 

, 2ес " 2с(с - Зе2 ) 
Фv (е) = 

(е2 + с)2 
, Фv (е) =  (е2 + ci 

Исследуем функцию ф� (е) : имеем ф� (О) = 2/с, 1/J '�(± ...jёfj) = 0, 1/J� (e) -+ 0 
при l е l -+ оо . Минимум 1/l;, (e) достигается в точке ± .Jё и равен - 1/2с. 
Аппрокси�руем 1/J � (e) на интервале [0, оо) снизу линейной функцией . 
Оптимальным r.ешением будет прямая, проходящая через точку (0, 2/с) и 
касающаяся 1/J ' (е) в другой точке (рис. 25) . Найдем точку касания, обозна
чим ее е • .  Она, очевидно, удовлетворяет уравнению 

", 2/с - Ф;; (е) 
- 1/lv (e) = ' е 

которое после очевидных прообразований сводится к кубическому отно· 
сительно и = е2 fc :  

и 3 + 4u2 + 2 1u - 6 = 0 . (2. 1 7) 
Можно показать, что это уравнение на (0, + оо) имеет единственный корень, 
который обозначим через и� (е� = $и"!, приблизительно и� = 0,2708) . 
Угловой коэффициент аппроксимирующей прямой равен 

v{J(1 - и� ) _ _ -f  24 312 1 4 - D ...., 3,49с (2 . 1 8) 
с (1 + и. ) 
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Ри с. 25. Аппроксимация снизу функции Ф'D(е) 

Таким образом, получаем следующую оценку : 

" 2с (с - 3е2 ) 2 1/1 (е) ::: � - - D 1 е 1 .  D (е2 + с)2 с 

е 

rде D рассчитывается по формуле (2 . 18) . На основе зтой оценки снизу 
и формулы (2 .2) может быть построена оценка снизу для rессиана функ
ции (2. 1 ) :  

а2н ( 2 � т 2 т -2- � � - - D i e1 1  х1 х1 :::: - x тx - D � I e1 1 x1 x1 • да с с 
Воспользуемся теперь неравенством (2 .29) , rл .З ;  получим 

� 1 е1 1 х1х! .;;;;;, (� е()1 12 А , 
rде А - матрица т Х т ,  рассчитьmаемая по формуле (2 .4) ,  е1 :::: у1 - атх1 . 
Таким образом, окончательно приходим к следующей оценке : 

д2Н 2 -- � -хт Х - D · Q1 12 (a)A. (2 . 1 9) 
да2 с 

Отсюда можно утверждать, что на множестве 
S1 :::: { a E R m :  � (у1 - атх;)2 < т1 } , 

где 
4 

т 1 ;:; --2- Л:Пin (Хт ХА - 1
) � 0 ,328 сЛ:Пin (Хт ХА - 1 ), 

(Dc) 

(2 .20) 

(2 .2 1 )  

rессиан минимизируемой функции положительно определен.  Но множество 
(2 .20) выпукло , а именно , есть эллипсоид в R m ,  поэтому на S 1 функция 
Н(а) одноэкстремальна . Для окончательной формулировки критерия 
глобальности обратимся к ранее доказанному нt�равенству (2 . 1 6) ; здесь 
нам потребуется левое неравенство (2 . 1 6) . 
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Рассуждаем следующим образом. Пусть <r. - найденная стационарная 
точка функции Н( <r) , допустим, <r. Е S 1 • В силу доказанной строгой вы
пуклости H(<r) на S 1  имеем H(<r. ) < H(<r) , <r Е S 1 , <r =1= <r • .  Допустим 
<r ё S1 , тогда по определению Q(<r) ;;;;. т 1 , и значит, по (2. 1 6) 

Т 1 
H(<r) ;;i�o -- . 

Т 1 + С 
Отсщда следует 

Теорема 2. 1  (критерий глобальности 1) . Пусть <r. - стационарная точка 
минимизируемой функции (2. 1 )  с весовой функцией (2 . 1 5) .  Тогда, если 

Т 1 
H(<r. ) <  -- , 

Т 1 + С 
где т1 задается формулой (2.2 1 ) , то <r .  - точка единственного глобального 
минимума. 

3 а м е ч а н и е. Очевидно , польза от этого критерия будет тогда, когда 
множество S 1 непусто . А это в свою очередь будет верно, если Q m i n  < т 1 , 
где Qmin - минимальное значение суммы квадратов (сумма квадратов, 
отвечающая оценке МНК) . Таким образом,  для работоспособности крите
рия необходимо ,  чтобы засорение бьmо не очень велико . 

Как следует из доказанного в начале параграфа неравенства, xr ХА - 1 ".;; 
or:;;; ynJ, поэтому оценкой сверху для т 1  будет 4n(Dc)-2 • 

Аналогичным образом можно строить другие критерии глобалыюсти 
суммы невязок с весовой функцией (2 . 1 5) . Например, можно оценить 
1/1 � (е) снизу функцией 2/с - R 1 е 1 1 12 ("квадратный корень") , здесь R > О  
выбирается из условия 2/с - R 1 е 1 1 12 ".;; l/l � (e) (см. рис. 25) .  Оптимальный 
выбор R - тот, когда функции касаются . В такой аппроксимации контроль
ным значением будет сумма модулей невязок Q1 {<r) = � 1 е; 1 . 

Для построения соответствующего критерия нам потребуется неравенст
во , аналогичное {2 . 1 6) : 

Q� (<r) 
".;; H(<r) ".;; 

nQ�  (<r) 
с + Q� {<r) Q� {<r) + cn2 

Оно следует из неравенства 

IP2 е2 n!p2 --- ".;; � --� - ".;; ---� 
с + !р2 е� + с  � + cn 2 

(2.22) 

где !р = � 1 е1 1 . Последнее неравенство доказывается аналогично (2 . 1 6) . 
Найдем теперь оптимальное значение R . Как бьmо указано , его можно 

найти из условия 
2 r:: " - - R v e = l/lv (e), с 

R ", - . r:: = 1/Jv (e) ,  
2v e 

что сводится к кубическому уравнению 
и 3 + 4и 2  + 33u - 18 = О, 

е > О , 

где , как и раньше , обозначено и = е2 fc. Пусть иz - решение этого уравнения 
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(с точностью до трех знаков и� = 0,5 1 0) . Значение R находим как 

3 /2 5с + е �  R = 2е. с- 1 
( 2 )2 

� 2,9 1 1с - 3 12 , 
с +  е. 

где е. = � Далее рассуждаем, как прежде : строим оценку снизу для 
гессиана 

о2Н ( 2 ) -- � � - -R �  Xt xf = 
да2 с 

2 т � 1 /2 т 2 т 1 /2 = - Х X - R "' I e1 1 х1 х1 � -Х X -RQ1 (а)А. 
с с 

Поэтому можно утверждать, что на множестве 

S2 = { a ERm : � l y1 - атХt 1 < т2 } ,  
где 

4 
т2 = --)-2 Л�in(ХтхА - 1 ) � 0,47с Л�in(ХтхА - 1 ) ,  

(Rc 
(2 .23) 

гессиан минимизируемой функции положительно определен. Но функция 
Q 1 (a) вьmукла, поэтому вьшукло любое множ�ство уровня { Q1 (a) < Q. } . 
С учетом неравенства (2 .2) окончательно критерий глобальности может 
бьпь сформулирован следующим образом . 

Теорема 2.2 (критерий глобальности П) . Пусть а. - стационарная точка 
минимизируемой функции (2 . 1 )  с весовой функцией (2 . 1 5) .  Тогда, если 

т� 
Н(а. ) <--2 , с + т2 

где т 2  задается формулой (2 .23) , то а. - точка единственного глобального 
минимума. 

Существует другой путь построения критериев глобальности для суммы 
неквадратических невязок.  Найдем область вьmуклости функции Н(а) в 
виде множества уровня. Для этого необходимо оценить снизу гессиан Н( а) 
в терминах значений самой функции. Оценим 1/J;; (е) снизу функцией 

2 T l е 1 
с � · 

где Т > О выберем оптимальным образом, т .е .  так, чтобы ·аппроксимирую
щая функция проiШiа не выше 1/J ;; (е) , в то же время касаясь ее. Нетрудно 
показать, что точкой касания будет е. , которая определяется из квадратно
го уравнения 

и2 + 1 5и - 6 = О , и = е2 fc. 
Отсюда 
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(е. + с) 



Таким образом, можно утверждать, что на множестве уровня 

Ss = { a E R m : H(a) < HLc }, 
где 

4 
HLc = --2 Л�iп(Хт ХА - 1 ) � 0 ,263сЛ� iп(Хт ХА - 1 ), 

(Те) 
гессиан Н(а) положительно определен . Тогда на основе оценки (2 . 1 6) и 
(2 .22) и результатов § 4, гл . 4 можно предложить еще один критерий 
глобальности . 

Теорема 2.3 (критерий глобальиосrи ПI) . Пусть а. - стационарная точка 
минимизируемой функции (2 . 1 ) с весовой функцией (2 . 1 5) . Тогда, если 

n 2HLc Н(а.) < 2 , 
(п - 1 )HLc + n 

то а . - точки глобального минимума. 
Д о к а з а т е л ь с т в о основано на применении теоремы 4.3 из гл. 4. 

Если за основу взять сумму квадратов Q(a), то, как следует из нера
венства (2 . 1 6) , 

К1 (Q(a)) Е;; Н(а) E;;g2 (Q(a)), 

- возрастающие функции. Тогда применяя теорему 4.3 из гл. 4, получа
ем, что если 

nНLc  
Н( а. ) Е;; , 

(п - 1 )HLc + n (2 .24) 

то а. - точка глобального минимума. Аналогично за основу можно взять 
сумму модулей невязок Q1 (a) . Тогда из неравенсmа (2 .22) будем иметь 

s1 (Q1 (а)) Е;; Н(а) Е;; s2 (Q1 (а)) , 
где � 2  

- возрастающие функции. Тогда на основе той же теоремы уmерждаем, что 
если 

n2HLc 
Н(а. ) < 2 , 

(п - 1 )HLc + n (2 .25) 

то а. - точка глобаль-ного минимума. Заметим теперь, что можно счи
тать HLc < n , поскольку Н( а) < n .  При этом условии элементарно по
казывается, что правая часть (2 .25) больше правой части (2 .24) ,  r.e.  
критерий (2.25) сильнее . Теорема доказана. 
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§ 3. Другие примеры нелинейных регрессий 

Начнем с наиболее простых квазилинейных регрессий (см. § 3, гл . 1 и 
§ 3 ,  гл . 3) . В частности , рассмотрим класс логлинейных регрессий ( § 3, 
гл . 3) , функция которых есть 

!;(а) = ехр(ат х1), i = 1 ,  . . .  , n . 
Образуем из векторов х 1 , . • •  , Xn матрицу Х порядка n Х т (в даль
нейшем предполагаем rank Х = т) . Требуется построить специальные ме
тоды минимизации суммы квадратов 

n т Q(a) = � (у - еа x ; i . 
i = 1 i 

Выnишем еще раз первые и вторые производные этой функции 
дf 1 дQ 

F = - = ЕХ, q = - - - = XтE(y - f), 
да 2 да 

1 д2 Q 
- -- = хтпх 
2 да2 

' 

(3. 1 )  

(3.2) 

где Е и D - диагональные матрицы n Х n с ii-м элементом f; = ехр(а т х;) 
и ехр (атх,) (2 ехр (атх;) - у1) соответственно . В методе Ньютона - Гаусса 
матрицей ,  аппроксимирующей 1 /2  гессиана, будет 

1 д2 Q 
Р1 = FтF = ХтЕ 2 Х � - -- . (3.3) 

2 да2 

Построим другое направление минимизации (3 . 1 ) , отличное от направ
ления в методе Ньютона - Гаусса, используя идею подстановки. Допус
тим, в логлинейной модели У; > О. Тогда вместо ехр (а т х,) в Eii подста
вим у1 , т.е . одну матрицу Е в (3 .3) заменяем на У: 

1 д2 Q 
Р2 = ХтЕУх � - -- (3.4) 2 да2 ' 

где У - диагональная матрица n Х n с ii-м элементом,  равным у1 • При 
этом, очевидно , правая часть (3 .4) есть положительно определенная мат
рица. Наконец, Е можно заменить на У2 • Тогда аппроксимирующая 
матрица будет иметь вид 

1 д2 Q 
Р3 = Хт У2 х � - -- . (3.5) 

2 да2 

Эта аппроксимация характерна тем, что здесь не надо обращать матрицу 
на каждой итерации, достаточно это сделать в начале процесса . В этом 
смысле итеративный процесс, основанный на (3.5) , является наиболее 
экономным (особенно в случае большой размерности искомого вектора а) . 

Специальные методы минимизации (3 . 1 ) , основанные на приведеиных 
выше аппроксимациях гессиана минимизируемой функции, будут выгля
деть следующим образом :  

ak + 1  = ak + ЛkР,- 1  (ak) q (ak) , 
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где Р1 - одна из аппроксимаций (3.3) , (3 .4) или (3 .5) , Лk > О  определя
ет длину шага, ero можно определить, например, по правилу ( 1 .6) , гл . 6, 
l = 1 ,  2, 3 .  

Теперь построим специальный метод, использующий идею мажорирую
щеrо параболоида. Для этого необходимо найти оценку сверху для мат
рицы вторых производных функции (3 . 1 )  в терминах значений самой 
функции. В § 3, гл . 3 бьта построена оценка снизу для гессиана. Теперь 
нам нужна оценка сверху. Воспользуемся той же методикой. Понятно, 
что для всех а Е R т построить оценку сверху для гессиана (3.2) нель
зя . Будем строить эту оценку на множестве некоторого уровня Q* , т.е. 
на множестве 

S(Q* ) = { a E R m : Q(a) EO; Q * } .  
Очевидно, для логлинейной регрессии 
S(Q * ) C { a : l y, - e aт

x t i EO; .JQ*, i = 1 ,  . . .  , n } .  

Поэтому дл я  всех а: Q(a) < Q *  имеем 

Dtt =  еат Х f (2еат х; - у1) Е;;; (у1 + J'Q*) (у1 + 2#), i = 1", • • •  , n. (3 .6) 

Пусть для просто ты Yt > О, обозначим через Z = Z (Q *) - диагональ
ную матрицу n Х n с ii-м элементом, равным правой части неравенства 
(3.6) . Тогда в силу (3 .6) на множестве S(Q*) верна следующая оценка 
сверху DЛя матрицы (3 .2) : 

1 a2 Q - -- Е;;; хтzх = А. (3 .7) 2 аа2 

Из § 1 следует, что итерации 

ak+ 1 = ak + (XтZ(Qk) X)- 1 qk , k = 0 , 1 , . . .  , (3 .8) 
при у 1 > О обладаЮт свойr;:твом понижения значения минимизируемой 
функции в нестационарных точках : 

Q(ak + t ) < Q(ak), qk =-1= 0. 
На основании результатов § 1 ,  гл . 6 и § 1 rл. 1 можно далее утверждать, 
что если а0 выбрано так, что Q(a0 ) < Qн (в § 3, гл . 1 бьто показано, 
что если У; >  О, то в логлинейной модели такое а0 всегда существует) , 
то процесс (3 .8) в определенном смысле сходится к одному из локаль
ных минимумов суммы квадратов (3. 1 ) . 

Оценка (3 .7) довольно груба. Пользуясь методом, аналогичным § 3 ,  
гл . 3 ,  можно построить более точные оценки сверху для (3 .2) . Рассмот
рим ·для этого выражение (3 . 1 8) , гл . 3 .  Следующие оценки очевидны : 

1:, е1у,х;х1т ЕО; Q 1 12в 1 12 , 1:, е�х;х;т EO; QМJ, 
где М =  max 1 1  х1 1 12 - матрица В задается формулой (3.2 1 ) , гл . 3 .  Тогда, 
пользуясь обозначениями § 3 , гл . 3, заключаем, что 

1 a2 Q - -- Е;;; А +  3VQB1 12 + 2MQI. (3 .9) 2 аа2 
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Как и ранее, на основе оценки (3 .9) можно построить сходящийся стро
го релаксационный алгоритм минимизации (3 . 1 ) : 

ak + t = ak + (А + 3.../Q;B 1 12 + 2MQkl)- 1 qk . (3 . 1 0) 
Построим теперь специальный метод минимизации (3 . 1 )  , основанный 

на методе расщеJUiения. Вьmишем градиент суммы квадратов (3. 1 )  в 
"оординатной форме 

1 дQ т т - 2  
даt 

= 1; (yt - еа x i)xtecж x t. (3 . 1 1) 

Будем считать у1 > О. Для того чтобы выделить линейную часть в (3 . 1 1 ) , 
т заметим, что член у1

- еа xt представим в виде 
т у . - еа x t 

(ln yt - атхд 1 
т 

' ln yt Ф aтxt · 
1n y1 - a  х1 

На основании этого замечания функцию расщеJUiения (см. § 1 )  можно 
записать в виде 

т У · - ev х ; т 
R (и ;  v) = 1; (1n y1 - итхt) х1 1 ev xi . (3 . 1 2) 

ln yi - VTXt 
Очевидно R (a; а) = - дQ/2да .  'При у1 = exp (vтxt) для сохранения непре
рьmности полагаем 

t 
= lirn = (ez )' = Yt· 

у - evт x t e ln yi _ ez 1 
1n y1 - vтx1 z-+1n y1 ln y; - Z  z = ln yi 

Таким образом, функция расщеiDiения непрерывна по и и v. Главное, 
что при фиксированном v система R (и ;  v) = О является линейной по и. 

Итак, пусть ak - значение вектора параметров, полученное на k-й 
итерации. Обозначим 

(3. 1 3) 

Тогда с учетом (3 . 12) систему дQ/да = О сведем к системе линейных 
уравнений 

1; xt(ln y1 - атхt) Wt(ak) = О, 
откуда находим следующее значение вектора параметров : 

ak + 1 = (xт w,rX)- t xт wk z, (3. 1 4) 
где Wk - диагональная матрица с ii-м элементом, равным (3 . 1 3) ,  / -век
тор n Х 1 ,  11 = 1n y1 • 

Рассмотрим еще один класс нелинейных регрессий : дробно-линейные 
ре�ессии с функцией [1(8 ) = (a, x1)/(ft, zt) . Очевидно, в этом случае пара
метры а и (j можно определить лишь с точностью до коэффициента про
порциональности, поэтому, разделив на подходящее значение числитель 



_и знаменатель функции регрессии, придем к виду 
а'�'х · 

ft(O) =  1 + /3;zt , i = 1 , . . . , n, (3 . 1 5) 

который и будем в дал11нейшем исследовать. Здесь а, х1 Е Rm 1 , /3, z1 Е 

ER m a , 'т =  m 1 + m2 , от = (а т , /3т ) ;  все векторы - вектор-столбцы. В це
лях корректного определения (3 . 1 5) считаем 13т z1 =1= -1 . Более определен
но, будем считать, что априорное множество параметров О есть Л = 
= R m 1 Х .Л(3, где Лf3 = { /3 ER m2 :  /3тzt > О, i =  1 ,  . . .  , n } - конус в R ma . 
Для того чтобы Л =1= ф, предположим, что векторы z 1 , • • •  , z n однонап
равлены (см. § 2, гл. 1 ) . Построим для минимизации соответствующей 
суммы квадратов 

Q(a, 13) = 1: v�- 1 
a:;:z)

2 
(3 . 1 6) 

специальные методы. Найдем прежде всего первые и вторые производ
ные для регрессии (3 . 1 5) . Имеем (обозначим Ь1 = (1 + (fj, zt))- 1 , i = 1 ,  . . . , n): 

'дft r btXt ] 'д2 ft [ 0 Ьixiz; 
] 'дО 

= t - b;aтXtZi ' """382 = -Ьiztx: 2b{aтx1z1zJ . 
Найдем гессиан функцИи (3 . 1 6) : 

1 'д2 Q 

(у1Ьi - 2 (а, xt) Ь/)x1 zf 
) (3 (а, хt)2 Ь1 - 2y1 aтx1Ь{)ztzf · 

(3 . 1 7) 
Начнем с метода подстановки. В методе Ньютона - Гаусса для модели 
(3 . 1 5) 

Заменим в этой матрице (a, xt) b1 на у1 • Обозначим 

[ Ьixtxf -y1Ьixtzf ] 
р = 1: 2 т 2 2 т = 'Т.Ь i2 р i • 

-yibi ZtXt Yt bi ZtZt 
где 

[ Xtxf -ytxtzf ] pi = т 2 т • -Yt ZtXt Yt z,zi 
В матричном виде (3 . 18) может бьпь записано как 
Р = [Х; - УZ] Т В2 [Х; - YZ) , 

(3 . 1 8) 

(3 . 1 9) 

(3 .20) 
где Х и Z - матрицы n Х m 1 И n Х m2 соответственно, их строки суть 
{xJ } и ( zf } ;  У, В - диагональные матрицы n Х n ; Yu = у1; Bu = Ь1, i = 
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= 1 , . . . , n .  Матрица Р, как видно из (3 .20) ,  неотрицательно определена. 
Если матрица [Х; - YZ] является матрИцей полного ранга, то Р будет 
и положительно определенной. Итак, специальный метод минимизации 
(3 . 1 6) на основе аппроксимационной матрицы (3.20) будет в ыглядеть 
следующим образом:  

8 k + 1 = 8k + Лk [ [X; _ yzpвi [X; - УZ]Г 1 Х 

[ хт Bk (y - [(8 k)) ] х 
т ' -Z ФkBk (Y - [(8k)) 

(3.2 1 )  

где Лk  > О определяет длину шага, Фk - диагональная матрица (Фk)u = 
=[, (8k) ; у, [(8k) E R n . 

В (3.2 1 )  можно обойтись обращением матрицы лишь на нулевой ите
рации. Действительно, матрица (3.20) представима в виде (3 . 1 8) ,  поэто
му, применяя обобщенное неравенсrво Коши - Буняковекого (2 .29) , 
гл .  3, получим 

р � (� Ьj)1 f2 (�Pl )1 f2 .  
На этой · основе процесс минимизации (3.2 1 )  можно заменить на более 
простой : 

8 _ 8 
лk (�Р2 - 1 12 k + 1 - k + (� b[)1 f2 i )  х 

[ хтв� 12 (у - f(8k)) ] Х - т 1 /2 , 
-Z Фk Bk (y - [(8k)) 

где Р1 задаются формулой (3 . 1 9) . 

(3.22) 

Перейдем теперь к методу расщепления. Выпишем еще раз частные 
производвые дQ/oOt. и oQfo{j и рассмотрим соответствующую систему 
нормальных уравнений : 

- �  oQ 
= 1;( _ Ot.тXt \ Xt 

= О 
2 001. Yt 1 + {3тz, } 1 + {3тz1 ' 

Выделим в этой системе линейную часть. Заметим, что 

Ot.тXt 1 
т т ) у, -

1 + {jтz, = 1 + {jтz, (у, + .(З Zt Yt - 01. Xt . 

Поэтому систему (3 .23} можно переписать как 
i (y1 + {jтZtYt - Ot.TX,) blx1 = 0 ,  
� (у1 + {jт ZtYt - Ot.тx,) bf (Ot.тx,) zi = О, 

(3 .23) 

где Ь1 = (1 + {jтz,)- 1 • При фиксированных значениях вторых сомножитеЛей 
в обеих суммах векторы 01. и (3 входят в систему линейно. Таким обра-
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эом, итерационный процесс будет иметь вид 

[ !. Ьl" x1xl - !.y1 bl"x1zl 
(Jk + 1  = з т т з т т !, l; tk (lXkXдZtXi - !, btk (akXдY; ZtZi 
[ !, Yt b'fk:xt 

] 
х з т , !, У; ь,k (akxi)z; (3 .24) 

где btk = (1 + 13; z,)- 1 • Эту процедуру можно модИфицировать, заметив, 
что при известном (3 вектор а в первое уравнение системы (3.23) вхо
дИТ линейно . Таким образом, процесс минимизации строим так : 

а" = (хт в� х)- � ХТ В"у, 
l3k + 1  = - (z т тkz)- 1 z т vk , 

где Tk и В" - диагональные матрицы n Х n,  

т altxi 1 
(Tk)tt = Yt .. (l + (3;z;)э 

, (Bk)u = 1 + (3; z, , 

vk - вектор n Х 1 с компонентами 

( . т  ) т Yt - (Xk Xt (Xk х, v - -�--=--'-'-:-_,;_ kt - ( 1 + (3; z;)э 

(3 .25) 

На нулевой итерации можно положить (30 = О, тогда, как следует из пер
вой формулы (3 .25) : 

lXo = (Хт Х)- 1 хт у 
- оценка МНК линейной регрессии у на Х. 

Для применении метода мажорирующего параболоида необходИмо оце
нить сверху гессиан (3 . 1 7) .  Представим i-й член суммы (3. 1 7) в виде 

2 [ x,xl (у1 - 2[1)x1 zl ] _ 
ь . т т -

1 (у1 - 2f,)z1x1 [1(3[1 - 2y1) z1 z1 
2 [ x;xl = ь, -y1 z1 xl 

+ ь: [ о 
0
3 2 т ] , О е1 z1 z1 

2e1x1 zl 
т -4e1y1 z1 z1 

(3 .26) 

где [1 = (а, х,) Ь1, е1 = у1 - [1, i = 1 , . . .  , n . Таким образом, сумму (3 . 1 7) 
можно разбить на три : 

1 02 Q 2 2 2 2 - -2- = !. Ь1 М н + !. Ь1 e,Mu + !.  ь, е, Мэ1 , 2 дО 
где [ 

т X;Xt 
Мн =  т -Y; ZtXt 

1 8 * 

(3 .27) 

- y, zf ] ,  
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Оценим сверху каждую из трех сумм выражения 
М1 t неотрица:rельно определена. По условию �т z1 > О, 

(3 .27) . Матрица 

= (1 + � zt)-2<:. 1 и 
[ хтх I: ь� м 1 1 <:. I: м 1 1 = ' _ z т ух 

поэтому ь� = 

-хт уz ) 
ZY2Z · 

Ко второй сумме (3 .27) применим неравенство (2 .29) , гл . 3 .  Тогда по
лучим неравенство 

I: е, ьl Ми <:. (!: ef )I /2 (!: ь: м�,)I /2 <:. Q 1 f2 ('I: M� ,)t l2 '  
поскольку ь: <:. 1 ,  Q = I; eJ .  Осталось оценить сверху третью сумму в 
(3 .27) . Очевидно z1 zf <:. 1 1 z 1 1 2/, поэтому 

2 2  2 [ о о ] I: e1 Ь1 Mэt <:. 3Q max l l zt l l  , t о 1 
где 1 - единичная матрица m2 Х m2 • Собирая воедино три оценки, полу
чаем оценку сверху для гессиана (3 . 1 7) : 

1 д2 Q [ хтх -хт уz 

} 2 д82 <:. .  _z т ут Х z т У2 Z + 3Q max 11 z1 1 1 2 I + j 
+ VQ(I: Mlt)1 12 = P(Q) (3 .28) 

- положительно определенная матрица при условии, что матрица [Х; - YZJ 
имеет полный ранг. Полученная оценка сверху довольно точна, нера
венство переходит в равенство при Q = О. Применяя метод ма:жорирую
щеrо параболоида, приходим к следующему сходящемуся алгоритму : 

1 [ xтвk(y - f(8k) )  ] 
8 k + t = 8 k + r (Qk) _z тФkBk (y - f(Ok)) ' k = 0 , 1 , . . . ; 

обозначения те же , что и в формуле (3 .25), матрица P(Q) задается (3 .28) , 
Qk = Q(дk) . 

Теперь остановимся на одном классе нелинейных регрессий, частным 
случаем которого является производственная функция CES , рассмотрен
ная ранее в § 5 ,  гл . 1 . Итак , пусть 

1 
т P X ij fi(8 ) = ft(a , р) = Р ln ( / :  

1 
aie ) ,  (3 .29) 

где 8 = (а , р) E .Цm + t , I: ai = 1 ; считаем а1 > О, р Е ( - оо , оо ) , х11 -
фиксированные числа. Для сохранения непрерывности полагаем 

I; QjXtj 
ft(a ,  О) = = I:aJ X; j . I; Qi 
Найдем первые частные производные [1 (а , р) по параметрам. Нетрудно 

посчитать, что 
д f 1 дfi = F = р [DE; d ) , 

268 



где D - диагональная матрица n Х n , 
Dii = ( � cцePXti) - 1 ' Eti = epxii (3 .30) 

1 
- матрица n Х т, d - вектор-столбец n Х 1 ,  

ofi � (XjXijePXjj ln ( � a.jePXij) 
dt = ap 

р = 
р � PX ij 

6.1 a.ie 
(3 .3 1 )  

С учетом nриведеиных формул метод Ньютона - Гаусса дл я  регрессии 
(3 .29) заnишем в виде 

где Лk > О оnределяет длину шаrа; индекс k ,  как и nрежде, указывает 
на то , что соответствующая величина вычислена в точке 8 = 8k , s 1  = 
= ln ( � a.i ехр ( P Xtj )) , i = 1 , . . .  , n . 

Д;Iя nрименения метода nодстановки заметим, что вычитаемое в i-й ко
ординате вектора d (3 .3 1 )  есть ft ( 8 ) ; заменим ero на Yt и обозначим 

� а. . х  .. е PXtj 
1 1 1/ 

di = - Yt · 
� P Xjj 
6.1 a.i е 

Заменой в (3 .32) вектора d на вектор d '  Получаем модификацию метода 
Ньютона - Гаусса. Далее, можно заметить, что при условии Yt � ft ( 8 )  
имеет место � a.i ехр ( PXtj ) "" ехр ( PYt) , nоэтому можно положить 

1 -PYi 11 _ - PYi� PX ,j (3 33) Dtt = е , d t - е 6.1 a.ixiie - Yt . 
и оnять вместо D и d в формуле (3 .32) nодставить соответствующие зна
чения (3 .33) . 

В целях нормализации значения Xtj в (3 .29) следует рассчитьmать отно
сительно соответствующего среднего . А именно, оnределив Xj = � x1i fn 

, - i 
вместо Xtj в (3 .29) , nодставим Xti = Xti - Xj .  Эта замена очевидным обра-

' зом nриведет к nереобозначению параметров : если a.i - новые значения 
, рх· 

параметров , то a.i = a.i e 1 . В условиях, когда Xtj � О или р � О, можно 
считать , Etj � Е tj = 1 + р Xtj '  

, о 
т.е .  Е = и +  рХ, где и - матрица n Х т ,  составленная из 1 , Х - матрица 
n Х т с ij-элементом Xtj . Как и прежде, вместо Е в формулу (3 .32) можно 
nодставить Е' . Возможно, что nодобные преобразования nомогут улучшить 
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обус:Jiовленность матрицы F т F, которая при минимизации суммы квадра
тов отклонений регрессий, подобных (3 .29) , бывает очень плоха. Подроб
ный анализ предлагаемых модификаций метода Ньютона - Гаусса для 
регрессий (3.29) требует экспериментальной проверки. 

§ 4. ГетероскедаС111ЧНЫе регрессии 

Одним из основных предположений регрессионного ан1!J�иза является пред· 

положение о гомоскедастичности отклонений регрессии, т.е .  о постоянстве 

их дисперсий Е е� = cons  t , i = 1 , . . .  , n в модели регрессии 

Yt = [,( а )  + е, . 

Иногда по тем или иным соображениям предполагается, что отклонения 

регрессии гетероскедастичны,  т.е .  что Е е� * const . 
Сначала будет изучен частный, двухрежимный случай гетероскедастич

ности, а именно, когда 

E e? = aj , i = 1 ,  . . .  , 1; Е е� = а� . i = i + 1 , . . .  , n . 

В конце параграфа будет рассмотрен многорежимный случай . Значение 

1 ЕО;; 1 ЕО;; n - 1 считаем известным: величины дисперсий aj , а� > О не из

вестны. В случае а� = а\, т.е. в условиях гомоскедастичных отклонений, 

стандартным методом оценивания служит метод наименьших квадратов . 

Однако при al * а� для получения более точных оценок сумма квадратов 

должна быть взвешена. 
Предположим, что отклонения е1 независимы и нормально распределе

ны , т .е .  е1 - N(O, aj ) ,  i = 1 ,  . . .  , / ;  е, - N(O, а.�) , i > 1 . Ограничимся 

рассм9трением линейных регрессий, т .е .  

Yt = (а, xt) + е, ,  i = 1 ,  . . . , n , (4. 1 )  

где все векторы суть вектор-столбцы. Введем следующие обозначения : 

т 
X t 

т 

Xt = х2 

т 
х , 

Yt  

Yt = 
У2 

Y.J 
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у2 = 

т 
Хн t 

т 
Xn 

Yl + 1 

Yl +2 

Yn 

� = el+ 2 

е, en 



Тогда (4. 1 ) в матричной записи перепишется как 

а функция ruютности вектора у Е Rn запишется в виде 
n l n - l  

р(у1 • . . .  , Yn ; а , а� . а� ) =  ( 2 1Т)- 2(а� )- 2(а� )- -2- Х 

(4.2) 

В качестве оценок неизвестных параметров возьмем оценки .метода .мак
си.мального правдоподобил. Эти оценки по определению соответствуют 
максимуму функции плотности ( 4.2) , что эквивалентно минимизации. 

Е(О ) = Е(а , а� , а� ) =  

о� > О , 

где О = (а , а� , �) Е Rm +Z - общий вектор параметров. Задача, таким 
образом, сводится к минимизации функции Е( О )  на множестве 

А =  { О = (а , а � .  а� ) : a E Rm ,  а� > О, а� > О ) (4.4) 

- открытое множество в Rm +Z .  
Нас будут интересовать чисто вычислительные вопросы гетероскедастич

ных регрессий, а именно - существование оценки метода максимапьного 
правдоподобия, т.е. достижимости инфимума функции плотности макси
мального правдаподобия ( 4.3) на множестве ( 4 .4) , построение эффектив
ного (сходящегося) алгоритма минимизации и построение критериев 
одиоэкстремальности функции ( 4.3) . Читателя, интересующегося статисти
ческой стороной гетероскедастичных регрессий, отсьшаем к работам 
[ 1 5 ,  62, 65 , 70] . 

Прежде всего найдем условия корректности задачи минимизацmi функ
ции (4.3) на множестве (4.4) , т.е . выясни�. при каких условиях функция 
( 4.3) на А ограничена снизу, а ее инфимум достигается. Обозначим 

Доказательство следующего факта элементарно. 
Лемма 4.1 . Функция g ( s ) = А ln s + В/ s, s. > О, обладает следующими 

свойствами : 

а) lim g(s) = lim g(s) = + оо; 
s -+ + 0 s -+ + oo 

б) min g(s) = g(s . ) = A(ln � + 1\ 
" > о  'j 

в 
s. = А" .  
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Теорема 4.1 . Доnу(:тим, rank х1 = l ,  rank х2 = n - l .  Если к тому же 
ни У 1 , ни У 2 не являются линейными комбинациями вектор-столбцов мат
риц Х1 и Х2 соответственно (т. е. если Q1 (а) > О  и Q2 (а) > О) , то задача 
минимизации функции (4.3) на множестве (4.4) корректна. Более точно ; 
функция Е на Л ограничена снизу, а нижнлл грань Е на границе Л равна 
бесконечности 1 ) ; таким образом, инфимум функции (4.3) достигается. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Обозначим 

j = 1 , 2 .  

1\ 
По предположению Ql > О. Ограниченность Е на Л следует тогда из лем-
мы 4 . 1 , а именно 

(4.5) 

Докажем теперь, что если вk -+ в• , где в • - граничная точка Л, то 
Е ( вk) -+ оо . Очевидно, возможны следующие три случая : 

а) 11 ak 11 -+ оо , k -+ оо ; 

б)  o:k -+ 0 ХОТЯ бы )JДЯ ОДНОГО j = 1 ,  2 ; 

В) a:k -+ оо ,ХОТЯ бы )JДЯ ОДНОГО j = 1 , 2 . 

В случае а) из неравенства (4.5) вытекает, что Е( вk) -+ оо , поскольку 
Q1 (а) -+ оо и Q2 (а) -+ оо , что следует из условия полного ранга матриц Х1 
и Х2 . В случаях б) и в) по лемме 4 . 1  также Е( вk) -+ оо . Теорема доказана. 

Функция Е(8) допускает редукцию, т.е . сведение к более простой 
функции. Продифференцируем ее по о� , о� и приравняем результат нулю: 

д Е 1 Q 1 ( а ) -- = - - --- = О ,  д о� о� о1 
д Е n - 1 
-- = -- -

откуда 

о2 = ! Q ( а ) 1 1 1 ' 

= о , 

(4.6) 

Последние соотношения позволяют изолированно оценивать параметры 

1 ) Определение нижней грани функции на границе множества дано в § 1, гл. 1 .  
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а; , а� и а .  А именно, пусть а 0  - какая-либо оценка параметра а , 
например, обычная оценка МИК объединенной регрессии. По ней из ( 4 .6) 
найдем оценки а� и 3-f и подставим их в ( 4.3) . Найдем затем минимум 

Последний функционал квадратичен по а (при фиксированных а1 , а� ) ,  
минимум его определяется весьма просто . Легко проверить, что он дости
гается при значении а , равном 

(4.7) 

Получив новое значение вектора параметров а 1 ,  найдем следующее прибли
жение дисперсий : 

(4.8) 

Процесс продолжаем .  Описанная процедура не нова и un1poкo используется 
в статистике. IIIиpoкo распространено мнение, что она сходится к оценкам 
максимального правдоподобия. Имеющееся "доказательство" этого фак
та [68 ]  нельзя назвать удовлетворительным. По сути дела, в (68] бьmо 
лишь доказано, что если последовательность 8k имеет предельную точ
ку о . ,  то для нее 

Е( а � , а� , а . ) � Е( О . ) , а� , а � > О .  

Более того , как позже будет установлеnо, функция Е (  8 )  может быть мно
гоэкстремальной, так что 8k могут сходиться к точке локального, а не 
глобального минимума функции. Таким образом, un1poкo распространен
ное мнение, что описанная выше процедура сходится к оценкам максималь
ного правдоподобия, является заблуждением. 

Для упрощения Е ( 8) выразим а� через параметры а по формулам 
(4.6) и подставим эти значения в Е( 8 ) , которая сведется тогда к более 
простой функции 

(4.9) 

Нетрудно проверить, что задача минимизации функции ( 4.9) эквивалентна 
задаче минимиэации функции Е( 8 ) . А именно, если а - стационарная 
точка для ( 4.9) , то соответствующая точка является стационарной точкой и 
для (4.3) . Наоборот, если 8 Е Rm+2 - стационарная точка для Е ( 8 ) , 
то а - стационарная точка для R .  Аналогичная эквивалентность имеет 
место для локальных и глобальных минимумов этих функций. 

Приступим к построению алгоритмов минимизации функции ( 4.9) .  
В дальнейшем будем считать условия теоремы 4. 1 вьmолненными, таким 

273 



образом, нижняя грань R (а) на бесконечности равна оо., позтому задача 
минимизации R корректна. Найдем прежде всего ее первые и вторые 
производные : 

1 дR 1 т т n - 1 т т 
- - = -- (Х 1Х1 а-Х 1 У1 ) + -- (Х 2Х2 а - Х 2 У2 ) = 
2 д а Q1 (a) Q2 (a) 

(4. 1 0) 

где е 1 (а) = у 1 - х1 а, е 2 (О') = у2 - х2 а - отклонения от фактических 
значений соответственно для первой и второй группы наблюдений . Далее, 

1 д 2R 1 т n - 1  т 
- -- = -- х1х1 + х2х2 -2 д а2 Q1 (a) Q2 ( a ) 

( 4. 1 1 ) 

Можно несколькими способами аргументировать классическую процецу
РУ ( 4 .7) , ( 4.8) . Во-первых, если значение вектора параметров а на преды
цущей итерации обозначить а k , то вместо решения нелинейной системы 
уравнений д Rf д а = О можно прийти к линейной, если Q1 (а) и Q2 (a) 
заменить на Q1 (ak) и Q2 (ak) · Действительно, в этом случае д Rfд а = О 
сведется к 

откуда получается слецующее значение вектора параметров : 

(4. 12) 

Очевидно, это решение можно рассматривать как применение метода рас
щепления, описанного в начале этой главы. 

Другая интерпретация связана с аппроксимацией матрицы вторых праиз
водных минимизируемой функции ( 4.9) и очень похожа на метод Ньюто
на - Гаусса в случае нелинейной регрессии. Действительно, обращаясь 
к (4 . 1 1 ) , замечаем, что матрица вторых производных представима в виде 
суммы двух пар матриц. Первая 

l т n - 1 т 
--х1х1 + 

Q2 (
"'

) 
х2х2 

· Q1 (a) .... 
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в силу принятого предположения о полном р31JГе матриц xl и х2 является 
положительно определенной (заметим, что Q1 (a) > О и Q2 (a) > О 
для всех а Е Rm ) . Второй 

в случае хорошей аппроксимации, т .е . в случае е 1  � О, е 2  � О, можно ире
небречь. Таким образом, вместо итераций Ньютона - Рафеона 

_ ( 3 2 R (ak))- 1( oR (ak)\ 
ak + 1 - ak -

оа2 д а / 
с заменой (4. 1 1) на (4. 1 3) получаем 

(4. 1 4) 

Осталось показать, что (4. 1 2) и (4. 1 4) совпадают. Действительно, из (4. 14) 

Процедура (4. 1 2) допускает более экономную запись с вычислительной 
точки зрения . Для этого воспользуемся следующим фактом из теории 
матриц (см. , например, [ 1 2] - однов.ременное приведение двух симметричес
ких матриц к диагональному виду) . Пусть А и В - две симметрические 
матрицы одного порядка, А - положительно определена. Тогда существует 
такая невырожденная матрица S ,  что А = SS т, В = S лs т , где А - диаго
нальная матрица. 

Пользуясь этим фактом, найдем матрицу S такую, что 
т т 

Х2.Х2 = S AS . 
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Тогда итерации ( 4. 1 2) перепишутся как 

Обозначим 

т (3 = S а, 1 т v2 = s - Х2 У2 . 

Тогда и:rерации (4. 1 2) запишутся в виде 

и окончательно их можно переписать в координатной форме : 
1 п - 1 

Q1 (bk) 
Vlj + Q2 (bk) 

V2j 

bk+ l ,j = ---------- j = 1 , . . . , т . 

Этот вид удобен тем, что не надо обращать на каждой итерации матрицу 
в (4. 1 2) порядка т Х т. 

Существует принципиально другая возможность избежать обращения 
матрицы порядка т Х т на каждой итерации. Воспользуемся приближен
ным равенством 

Легко видеть, что М (а k) положительно определена для всех а k ,  поэтому 
метод 

также приведет к сходимости к стационарным точкам функцми R (а) . 
Трудность теперь заключается в том, что для сохранения монотонности 
убьmания R (а) необходимо выбирать специальным образом Л k > О.  

Итерации (4. 1 4) обладают одним замечательным свойством : новое зна
чение вектора параметров приводит к уменьшению минимизируемой функ-
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ции R (a.) , т.е. дробить длину шага в процессе (4. 1 4) ,  как это обы.чно де
лается в процессах минимиэации, нет нужды. Итак , покажем строгую 
релаксационность итераций (4 . 1 4) , т . е .  

oR (ak) 
R (ak + 1 )  < R (ak) , =1= О, k = О, 1 ,  . . . (4. 1 5) 

о а. 
Воспользуемся следуЮlЦИМ простым неравенством, являюli.I,Имся след

ствием вогнутости функции ln : 
Л ln A + JJ ln B  � ( Л + JJ) ln (-Л

-A 
Л + JJ 

Л > О, J.l > О, А > О, В >  О .  

Используя это неравенство, получим 

+ _JJ
_в

\ 
Л + JJ ') 

R (ak+ 1 ) - R (ak) = / ( ln Ql (ak + t ) - ln Ql (ak)) + 

+ (п - /) ( ln Q2(ak+ t ) - ln Q2 (ak)) = 

= / ln Ql (ak+ t ) 
+ (n - /) In Q2 (ak + t ) � 

Ql (ak)  Q2 (ak) 

� n ln [ _!_ (z Ql (ak+ t ) + (n _ / ) Q2 (ak+ t )) }
� n Q1(ak) Q2 (a k ) 

Но по определению 

поэтому последнее неравенство запишется как 

Заметим, что равенство возможно, лишь если 

1 n - /· 
Ql (ak) 

Ql (ak)  + 
Q2 (ak) 

Q2 (ak) , 

т.е . если д R (a k) f д a. = 0.  Окончательно можно утверждать, что (4 . 15 ) 
имеет место . 
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С учетом доказанной строгой монотонности падения ,R (а) при 
дR (a k) l д a  =1= О по теореме 1 .2 ,  гл . 6 можно утверждать, ·что .меrод (4 . 1 2) 
сходится к одной из стационарных точек .мини.мизируе.мой функции R (а) 
(конечность числа стационарных точек R (а) доказывается ниже) . 

Не стоит спешить с выводом, что итерации (4. 1 2) сходятся к оценкам 
максимального правдаподобия (как уже указывалось ,  это - широко рас
пространенное заблуждение) . Ниже будет показано, что функция R (а) 
является, вообще говоря, многоэкстремальной, так что предел итераций 
(4. 1 2) может не совпасть с точкой глобального минимума, т .е .  с оценкой 
максимального правдоподобия. 

Перейдем теперь к вопросу о Проверке того , является ли найденный ло
кальный минимум функции R (а) глобальным. Исследование начнем 
с простейшего случая т = 1 .  Прежде всего покажем, что функция ( 4 .9) , 
вообще говоря,  может иметь несколько локальных минимумов , т . е .  
является мною экстремальной. Напомним, что Q1 (а) и Q2 (а) являются 
квадратичными по а , поэтому функция 

(4. 1 6) 

является частным случаем ( 4 .9) . Эта функция имеет два минимума, кото
рые достигаются в разных точках а 1  и а2 • Функция (4 . 1 6) не удовлетво
ряе'!' требованию ограниченности снизу, так как не выполняется условие 
строгой положительности Q1 (а) > О, Q2 (a) > О. Однако из непрерывности 
следует, что подбором достаточно малых 6 1  > О, 6 2 > О  можно добИться 
того, чтобы функция 

1 ln [(а - а 1 )2 + 6 1 ] + (n - 1 ) ln [(а - а2 )2 + 6 2 ] 

также имела два локальных минимума (ниже это утверждение будет дока
зано более строго) . 

При исследовании функции ( 4.9) на многоэкстремальность нам будет 
удобна следующая форма записи квадратичных функцианалов Q1 (а) и 
Q2 (а) . Очевидно, они представимы в следующем виде : 

Q;( a )  = А;(а - Ь;)2 + В; , 
где 

1 1 
Ь 1 = � YtXt 1 � х � . 

1 1 
- оценки МНК по первым 1 

В; = min Q;( a ) 
а 

j = 1 , 2 , 

n 

1 + 1 
n n 

Ь2 = � YtXi 1 � Х�  
1 + 1 1 + 1 

и последним n - 1 наблюдениям, 

(4 . 1 7) 

- соответствующие минимумы суммы квадратов.  Очевидно, минимизация 
функции ( 4 .9) эквивалентна минимизации 

R l (a) = 1 ln ((а - ь. )2 + CJ ) + (n - 1 ) ln ((а - Ь2 )2 + с2 ) , 
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rде Cj = Bj/Ai > О. Найдем первую производную этой функции 

(4. 1 9) 

и найдем условия, при которых R 1 (о:) является одностационарной, т . е .  при 
которых уравнение dR 1 fdo: = О имеет единственное решение. Освобож
даясь от знаменателей , приходим к исследованию следующего кубического 
уравнения : 

/ (о: - Ь2 )2 (о: - Ь 1 ) + (п - / ) (о: - b t )2 (o: - bz )  + Cz l (o: - b t ) + 
(4 .20) 

Приведем это уравнение к стандартному виду, для чего раскроем скоб
ки, сгруппируем члены и разделим уравнение на коэффициент при о:3 , 
в данном случае на n . Получим эквивалентное кубическое уравнение 

о:3 - е 1 а2 + е2 о: - е3 = О , 

где 

е1 = ((n + l)b2 + (2 n - l)b 1 ) /n , 

е2 = (l b� + (n - l)b� + 2 n b 1 b2 + c2 l + (n - l)c1 ) / n ,  

е3 = ( l b� b2 + (n - l )b� b 1 + cz l b 1 + (n - l )cl bz ) / n . 

(4.2 1 ) 

Известно необходимое и достаточное условие существования единствен
ного действительного корня кубического уравнения х3 + рх + q = О;  
оно выражается неравенством 4 р3 + 27 q2 > О [30] . Таким образом, необ
ходимым и достаточным условием одностационарности функции ( 4.9) 
в случае т = 1 является условие 

где е 1 , е 2 , е 3 задаются выражениями ( 4.2 1 )  . 

(4.22) 

На основе этого неравенства можно строго доказать, что исходная задача 
оптимизации, вообще говоря, многоэкстремальна. Для этого достаточн<i 
положить Ь 1 = О , с1 = с2 = l> ,  n = 2 / .  Тоrда второе слагаемое в (4 .22) обра
щается в нуль, а первое будет равно - (bi - 4 l>) 3 / 1 6 . Поэтому если 

Ь2 > 2 у'Б, то уравнение (4.20) будет иметь три различных действитель
ных корня, а значит, (4. 1 8) имеет два локальных минимума. 

Необходимым и достаточным условием ( 4.22) пользоваться неудобно, 
оно очень громоздко, да и трудно обобщается на многомерный случай . 
Сейчас мы предложим более простое, но уже достаточное условие односта
ционарности функции R i  (о:) . Для этого заметим, что уравнение (4.2�) 
будет иметь единственный корень,  если левая часть этого уравнения 
является возрастающей функцией по о:. Найдем соотношение между пара-
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метрами функции (4 . 1 8) , которые приводят к этому условию. Таким об
разом, необходимо, чтобы 

2 n (a: - Ь2 ) (а: - Ь 1 ) + / (а: - Ь2 )2 + 

+ (n - l ) (a: - b 1 )2 + c2 l + (n - l ) c1 ;;.. О 

для любых а: Е (- оо , оо ) . Левая часть последнего выражения есть квадра
тичная функция, поэтому неравенство будет иметь место, если дискрими
нант соответствующего квадратичного трехчлена меньше или равен нулю. 
После алгебраических иреобразований приходим к неравенству 

� 1 - + n - 1 -
3 n  с В2 В1) 

/2 t 3 / (n - l ) + (n - 1 )2 А 2 
( ) 

А 1 
. (4 .23) 

Итак, если неравенство (4 .23) верно;то функция R 1 (а:) при т =  1 имеет 
единственную стационарную точку, и в частности, является одноэкстре
мальной . Как следует из этого неравенства, необходимо, чтобы минимумы 
квадратичных форм достигались в точках, отстоящих друг от друга не 
на очень большое расстояние, а минимумы этих форм бьmи не очень малы. 
Кстати, это не выполняется для нашего многоэкстремального примера, 
ГДе Ь 1 =#= Ь2 , НО В 1 = В  2 = 0. 

Можно получить более грубую оценку следующим образом. После при
ведения к общему знаменателю в ( 4. 1 9) получим 

Тогда 

1/1 1 (а:) = 2 n (а: - Ь1 ) (а: - Ь2 ) + l Q2 ( а:) + (n - l ) Q1 ( а: ) . 

Но легко видеть, что 

поэтому 

, (Ь 1 - Ь2 )2 
1/1 (а:) ;;.. - n + ZQ2 (a:) + (n - l) Q 1 (а:) ;;.. О, 

2 
если 

Велика ли разница в оценках ( 4.23) и ( 4.24) ? Легко видеть, что 

(4.24) 

. ( l n - l v 2 l(n - l) l в2 n - / в1 mш - Q2 (a:) + - ·Q I (a:) = (Ь 2 - Ь 1 ) 2 +- - + -
"' n n n n А2 n А1 

280 



Поэтому последняя оценка равносильна 

2n  (, В2 (Ь2 - Ь 1 )2 Е;;; 
nz - 2/n + 2 /2 � А 2 

Разница между (4.23) и (4.24) мала : 

В 1
) + (n - l) - . 

А 1 

Зп 2n n2 - 8nl + 4/2 1 ---=---� - = n - - . 
n2 + nl - /2 n2 - 2nl + 2/ 2 (n2 + nl - l2 ) (n2 - 2nl + 2 /2 ) n 

Перейдем к случаю т >  1 .  Покажем, что здесь, как при т = 1 ,  можно ре
шить проблему минимизации ( 4.9) полностью, т .е . найти все стационарные 
точки R (о:). Для удобсmа квадратичные формы перепишем следующим 
образом : Q;(o:) = (о: - Ь;)тА1 (о: - Ь;) + Q1, где А1 = Xf Х1 положительно 
определенная симметрическая матрица т Х т, Ь; - оценка МНК, i = 1 ,  2. 
Стационарные точки R (о:) - решения системы нелинейных уравнений 

1 oR n 1 n2 - - = -- А 1 (о: - Ь 1 ) + - А2 (о: - Ь2 ) = О , (4. 25) 
2 до: Q1 (o:) Q2 (o:) 

где в старых обозначениях n 1 = /, n2 = n - /. Обозначим 

n 2 Q1  (о:) 
к - ' n 1 Q2 (o:) 

тогда из (4.25) следует, что решением системы (4.25) будет 
о: = (А 1 + кА 2 )-1 (А 1 Ь 1  + кА 2 Ь2 ). 

(4.26) 

(4.27) 
Воспользуемся теперь фактом одновременного приведения nоложительно 
определенных матриц к диагональному виду : сущесmует такая невырож
денная матрица S, что sт А 1 S = Л - диагональная матрица, S тА 2  S = 1 - еди
ничная матрица. Тогда 

л 
Ql (о:) - Q1  = (о: - Ь 1 )т(SтГ1 sтA 1 SS-1 (o: - Ь 1 ) = 

= (s -1 о: - s -1 ь 1 )т Л(s -1 о: - s -1.ь 1 ) = 

т 
= (о:' - Ь � )т Л(о:' - Ь � )  = � Л; (о: ; - b� t)2 ; 

i = 1 
аналогично 

л т 1 1 2 Q2 (o:) - Q2 = � (o:t - Ьu )  . 
i = 1 

Таким образом, далее не теряя общности можно считать, что А 1 = Л - диа
гональная матрица, Ли = Л; > О , А 2 = 1 (штрихи в о: ' и Ь ' для простоты обо
знаlfений далее опускаем) . 

Приведение матриц к диагональному виду дает возможность перейти к 
координатной форме в ( 4.27) : 

i =  1 ,  . . .  , т, 

1 9. Е.З.  Демидемко 281 



Подставляя эти значения в ( 4.26) , придем к уравнению относительно 
" > 0 :  

После некоторых иреобразований оно сведется .к следующему урав-
нению : 

т V; K + rщЛ; 
1; ---- = Ct - С2 к , к > О, 

i = 1 (к + Л;)z 

где 
л л 

С1 = п2 (Q1 + 1; Л; б;>, С2 = n 1 Q2 , 
v; = (n + n2 ) л: б:, r = n2 /(n2 + п) .  

(4.28) 

Проблема теперь заключается в отыскании корней уравнения ( 4.28) . 
Найдем прежде всего оценки сверху и снизу для корней этого уравне
ния (рис . 26) . Очевидно , что если к0 - корень уравнения ( 4.28) , то 
к0 < С1 /С2 • Найдем оценку снизу для к0 • Имеем 

v;к + rv1 Л; щк + rщ Л; v; vt 
1; ---- < 1; ---- = к 1; - + r 1; -

(к + Л;)2 л: л: Л; 
поэтому 

л 
n2 Q1 

К о > л = L > О. 
n 1 Q2 + (n + n2 ) � 6: 

Если левую часть (4.28) обозначить t/l (к) , то легко видеть, что 1/1 (0) < С1 , 
причем 1/J (к) :+ О  при к � со . Если в (4.28) освободиться от знаменателя, 
то придем к алгебраическому уравнению степени 2m + 1 .  Найти все кор
ни уравнения ( 4.28) можно либо нахождением корней полинома степени 
2m + 1 ,  либо отделением корней на отрезке (L, С1 /С2 ) .  Для этого , задав
шись достаточно малым шагом, вычислим 1/l (к) , после чего определим 
корни либо методом хорд, либо методом половинного деления [ 1 7, гл. 4) . 

. Найдем условия, при которых уравнение ( 4.28) относительно к имеет 
единственное решение ; это соответствует случаю одноэкстремальности 
R (о:) . Рассмотрим производную левой части ( 4.28) как функцию к .  Тог
да для того,  чтобы уравнение ( 4.28) имело единственное решение, доста· 
точно, чтобы 
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V; V;A; Ct 
1; - 2 ( 1  - r) 1; < С2 , L < к < - .  ' (к + Л;)2 (к + Л;)3 С2 

(4.29) 



Рис. 26. Решение уравнения 1/l {к) = С, '-- С2 к ,  к >  О 

Можно строить разные критерии вьmолнимости последнего неравенства.  
Мы ограничимся простым. Очевидно 

V· Л · vtЛ; � 1 1  > � -----
(к + Л;)3 (С1 /С2 + Лt)3 

поэтому ( 4.29) будет иметь место , если 

vt V;Л; � 
< 2 ( 1 - r) 

� ---- + С2 , 
(" + Л;i (С1 /С2 + Л;)3 

а это в свою очередь будет иметь место , если 

V; v;Л; 
� < 2( 1  - r) 

� 
+ с2 . 

(Л1 + L)2 (С1 /С2 + Л;)3 
(4.30) 

Таким образом, утверждаем, что R (а) одноэкстремальна� если неравен
ство (4.30) имеет место . 

На основе ( 4.30) можно получить следующий простой критерий одно
экстремальности R (а) .  Действительно , 

V; V; � 
< � -

(Л; + L)2 л: '  
поэтому для вьmолнимости (4.30) достаточно , чтобы 

�
V;/Л � < С2 , или 1 n1 л 

(Ь2 - Ь 1 )т S - 2 (Ь2 - b � ) < -- Q2 . (4�3 1 )  
n + n2 

Легко проверить,  что в случае т = 1 критерий (4. 3 1 )  более строгий , чем 
(4.23) . 

Перейдем теперь к исследованию многорежимных гетероскедастичных 
регрессий . В матричном виде гетероскедастичную регрессию (ГР) с k 
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неравными дисперсиями можно записать в виде 

Yt = Xta + e; , i = 1 ,  . . . , k, (4.32 ) 

rде Yt и е; - вектор-столбцы зависимой переменной и случайной ошиб
ки п1 Х 1; � n1 = n - общий объем выборки, n1 - объем i-й rруппы на
блюдений , Х; - матрица независимых наблюдений n1 Х т; а - вектор 
неизвестных параметров т Х 1 ,  причем n1 > т. Все ошибки имеют ну
левое математическое ожидание : Ее; = О, однако каждая rруппа наблю
дений имеет свою дисперсию :  Ее;е; = иll, иl > О (в этом и заключается 
"rетероскедастичность" ) . Будем предполагать, что ошибки независимы 
и нормально распределены. Таким образом, число неизвестных парамет
ров равно т +  k; общий вектор параметров обозначим () = (а, и� , . . .  , и�) Е 
Е А С Rm + k , r,щ А - априорное множество параметров А = { а Е Rm ; 
и� > О, . . .  , иz > О } . Исключая случаи выро ждения, будем в дальнейшем 
считать 

rank Х; = т, i = 1 , . . .  , k .  (4.33) 

Задача, таким образом, заключается в оцепивании т + k неизвесrных па
раметров . Для ее решения применим метод максимального правдоподо
бия (МП) . Леrко показать, что функция правдоподобия ГР равна 

n k n ; 
L (yt, . . . , уп ; а, и� , . . . , иz) = (27Т)- 2 П (и�)- 2 Х 

i = 1 l 

Х ехр(- � � _!_ l l y; - X;a l \ 2) . 
2 i = 1 и� l 

Оценкам метода МП отвечают значения параметров , досrавляющие функ
ции правдоподобия максимум. Для удобсrва возьмем у L лоrарифм и 
поменяем знак . Тоrда соответствующая экстремальная задача будет 
иметь вид : 

k ( 1" 

) Т(8) = � n; ln и� + - I I Y; - Х;а 1 1 2 => min . 
i = 1 1 и�  в е л 

l 
(4 .34) 

Начнем с установления условий корректности задачи оптимизации 
(4.34) , т.е .  достижимости нижней rрани Т (8) на некомпактном множе
стве A cRm + k . Обозначим 

л 
Q; (a) = I I Y; - Х;а 1 1 2 , Q; = min Q; (a), i = 1, . . .  , k, 

О! 

rде 
л 
Q; = Q;(a;), а; = (Х;Х;) - 1 x;Yi 

- оценка метода наименьших квадратов по i -й rруппе наблюдений ; она един
ственна в силу предположения ( 4.33) . 

Теорема 4.2. Пусть [Х;, У; ] - составная .матрица п1 Х (т +  1 ) . Тогда, 
если 

284 

rank [Х; , У; ]  = т + 1 , i = 1 , . . . , k (4. 35) 



л 
(т.е. если Q1  > 0) , то задача оптимизации (4.34) корректна, т. е. функция 
Т (8) на Л ограничена снизу,· ее нижняя грань достигается, причем если 
8s � а л, где а л - граничная точка Л, Т9 (8s )  � + 00 , s � 00 •  

Доказательство аналогично доказательству теоремы 4. 1 .  
Далее условия ( 4.35) считаем в ьmолненными. 
Функция (4.34) допускает редУкцию, т .е .  сводится к более простой .  

Продифференцируем ее  по а: и приравниваем производную нулю : 

а т п · Q; (a) - = -' - -- = о, i = 1 ' . . . ' k. ( 4.36) 
д а� а �  а� 1 1 1 

Выражая а� через Q1 (a) и подставляя это значение в Т (8) , получим ре' 
дуцированную функцию, зависящую только от а : 

k 
R (a) = k п; ln I I Y; - Х;а 1 1 2 , а E Rm .  i = 1 (4. 37) 

Можно по казать, что задача МИJRIМИЗации Т (8) эквивалентна задаче мини-
R ( ) 8 (Л Л 2 Л 2 ) мизации а , а именно , если = а, а1 ,  • • •  , ak , есть точка локального 

(глобального) минимума задачи (4.34) , то а - точка локального (гло
бального) минимума задачи min R (а) ; наоборот, если а - точка локаль-

( ) ( ) 
Л Л Л 2 Л 2 ) ного глобального минимума R а , то точка 8 = (а, а1 , • • •  , ak , где 

Л 2 - 1 Л 2 • -а . - - Н  Yt - Х;а 1 1  , l - 1 ,  . . . , k, ( 4.38) ' п; 

является точкой локального (глобального) минимума Т (8 ) . В этой свя
зи далее в место задачи ( 4.34) будет решаться задача оптимизации 

R (a) => min . (4. 39) ()( 
Легко видеть, что R (а) � +оо при 1 1  а 1 1  � 00 • 

Прежде всего найдем первые и вторые производные минимизируемой 
функции ( 4.37) 

1 дR 
- =  

2 да 

п; т k -- X . (X;a - yt), ; Q; (a) ' 

- -- = 

Рассуждая, как и в двухрежимном случае ,  построим итеративный про
цесс минимизации вида 

as + l = а" + k --
'
- х;х; k -'- х;е; (а9) , ( 

п · 
)- 1 ( 

n · 

� Q; (as) Q; (a9) 
s = О, 1 , . . . , (4.40) 
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Строгая релаксационность процесса ( 4.40) является следствием вогну
тости ln : 

R (a9 + t )  - R (a9) = � щ(ln Q1(a9 + 1 ) - ln Q1 (a9)) = 

Q;(aa + 1 ) ( 1 Q;(aa + l )) 
= � щ ln Е;; ( � n;) ln -- � n; = 

Q1 (a9) l: n; Q1 (a9) 

( 1 Q;(a9 + 1 ) ) 
= n ln - � n; . 

n Q1 (a9) 

Но по определению 

. Q; (a) 
а а+ 1 = arg rmn l: n1 --- , а Q; (a,) 

поэтому 

" Q; (а а+ 1 ) __,., " Q; (а;) 
� п1 --- ... � щ--- = n. 

Q; (а9) Q1 (а9) 
С учетом этого получаем R (aa + l ) Е;; R (а9) . Теперь заметим, что равенство 
возможно лишь тогда, коrда 

� l: n; 
Q; (a) 1 = О , 

да Q; (a,) а = а а 
чrо в свою очередь имеет место лишь в случае q (а.,) = О ,  где q - антигра· 
диент функции R .  

Таким образом, нами доказано, что 
R (as+ l ) < R (а.,) , q (a.,) * О. 

Для применения теоремы 1 .2 , гл . 6 достаточно установить конечность 
множества стационарных точек R (а) .  Докажем это утверждение для слу
чая т = 1 .  Тогда 

1 dR n; 
- - = l: -- (1 1  Х; l l 2 a - (х; , У;)) = О .  
2 da Q1 (a) 
Домножим уравнение (4 .4 1 )  на (21 (а) · Q2 (а) 

(4.4 1 )  

· Qk (а) > О, полу-
чим эквивалентное rравнение , левая часть которого - полином степени 
2k - 1 .  Нетрудно подсчитать , что коэффициент при этой степени равен 
n l l x1 1 1 2 • • • l l xn 1 1 2 > О, а это и означает, что (4 .4 1 )  при т = 1 имеет конеч
ное число решений (не более 2k - 1 ) . Аналогично показывается, что сие· 
тема дR/да = О имеет конечное число решений и при т > 1 .  

Итак , на основе вышеизложенного можно утверждать, что начинал с 
любого а0 Е R m  процесс (4 .40) сходится к некоторой стационарной точ· 
ке а . :  дR (а.) fда = О.  Заметим, что мы не утверждаем сходимости к гло
бальному минимуму R (а) .  

Перейдем к построению критериев глобальности в случае многорежим
ной гетероскедастичной регрессии . Прежде всего докажем один фаю из 
теоремы линейной регрессии . 
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Лемма 4.2. Пусть у - вектор-столбец п Х 1 ,  Х -л матрица п Х т, Q (a) = 
= I I Y - Xa l l 2 - сумма квадратов отклонений, Q = min Q (a) ,  а Е Rm . 
Тогда 

л 
хт (у - Ха) (у - Ха) т Х � (Q (a) - Q) Х т  Х 

в том смысле, что разность между правой и левой частями этого неравен
ства есть неотрицательно определенная матрица, т. е. для любого v Е R т 
имеем 

л 
((у - Ха) т Xv] 2 � vт х т  Xv (Q (a) - Q) , (4.42) 

причем при т = 1 это неравенство обращается в равенство. л 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть а - оценка МНК, т .е . Q (a) = Q. Тоrда для 

любого v Е R m  имеем (у - Ха) тХv = О, поэтому, применяя неравенства 
Коши - Буняковского , получим 

((у - Ха)т Xv] 2 == [((у - Ха) - Х (а - а))У Xv]2 = 

В теории линейного регрессионного анализа хорошо известно разложение л 
Q (a) = Q + (а - а)т хт Х (а - а) , 

откуда и следует утверждение леммы. Доказательство равенства в выра
жении (4.42) в случае т =  1 проводится непосредственно . 

3 а м е ч  а н и е .  Неравенство (4 .42) может рассматриваться как уточ
нение общего неравенства Коши - Буняковекого на случай квадратичной 
формы специального вида . Без учета специфики Q (a) правая час�ъ этого 
�еравенства имела бы вид vт хт Xv · Q (a) > vт хт Xv (Q (a) - Q) , если 
Q * O. 

Итак, приступим к построению критерия глобальности функции ( 4.37) , 
т.е .  проверке того , когда точка локального минимума а Е R m  является точ
кой глобального минимума. План построения таков : сначала оценим снизу 
гессиан минимизируемой функции и найдем выпуклое множество S, на ко
тором он положительно определен .  Тогда любая стационарная точка а, 
принадлежащая этому множеству, будет точкой локального минимума на 
этом множестве . Оценивая снизу R (а) , далее доказываем, что если а Е S, 
то R (а) ;;а: R (а) . Таким образом, получаем, что а - точка глобального ми
нимума. 

Оценим гессиан R (а) снизу на основе леммы 4.2 ;  получим 
2 щ 2� л 
-2 - XJ et (a) eJ (a)Xt � -2- XJX1 (Q1 (a) - Q1), 
Qi (а) Qt (а) 

поэтому 
2 

л 
1 3 R k (2пt Qi - -- ;;а: �  -
2 3а2 i= 1 Q? (а) 

-'- XJX1 • 
п · 

J Qt (а) 
(4.43) 

Эта оценка будет служить основой построения критериев глобальности 
функции R (а) .  
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Сразу можно заметить, что гессиан будет положительно определен, ес-" 2 1\ • ли 2Q, IQ1 (а) > 1 /Qt (a) , т.е . если Q1 (a) < 2Q1 , z  = 1 ,  . . .  , k. Обозначим 
1\ 

S = { a : Q1 (a) E;;; 2 Q1 , i = 1 ,  . . . , k } . (4 .44) 

Это множество выпуклое , как пересечение эллипсоидов .  Поэтому, если 
а Е S, причем oR (a) /oa  = О , то а - точка минимума на S, т .е . для лю
бого а Е S, a =#= а  имеем R (a) < R (a) . 

Оценим теперь R (а) снизу .  Имеем 
1\ R (а) = � n; ln Q1 (а) � n; ln Q; (а) + � n1 ln Q1 = 

i *- i 
Q; (а) . = n; ln -"- + Т, J = 1 ,  . . . , k ,  

Q; 
где 

k л 
Т =  � n1 ln Q1 •  

i = 1 
Обозначим nm in = min n1 •  Тогда из неравенства 

i 

R (а) Е;;; nmin ln 2 + Т  (4 .45) 

следует, что если а -стационарная точка R (а) , то а - точка глобального 
минимума. Действительно , если неравенство (4 .45) имеет место, то а Е S, л 
поскольку в противном случае найдется j : Q; (a) /Q; � 2 и R (а) � n; ln 2 + 
+ Т � nmin 1n 2 + Т, что противоречит ( 4.45) . Но S - выпуклое множество ,  
и поэтому для всех а Е S имеем R (а) > R (а) , а = а .  Значит, а - точка 
глобального минимума R (а) . 

Полученная оценка для значения R (а) чересчур занижена. Это след
ствие требования одновременности выполнения k неравенств Q1 (а) < л 
< 2Qt . 

Ниже будет предложен менее жесткий критерий глобальности R (а) .  
Он основан на более точных оценках гессиана R (а) снизу . Поскольку 1\ 
Q1 (а) � Q1 ,  то (4.43) будет выполнено , если 

1\ 
n · Q · n ·  

2 � -�-2-1- XJ х1 - � ..; х; х1 � о. 
Q; (а) Q; 

На основе матричного аналога неравенства Гельдера (2 .28) , гл . 3 по
лучим 

� _!!; Q; хтх. � l� Q;}a)_\ -2 (�(�' х� x�l / 3) 3 . 
Q[ (a) i 1 \ Q; } Q; 1 'l ' 

для этого в (2 .28) , гл . 3 необходимо положить л 2 n, Q; 
в, = -л xl� х, , а; = -- ' (J = - 2 . 

Q; Q? (a) 
Поэтому о2 R/oa2 > О, если 

1 � Q; Q1 (a) < ylЛ �fn (J�M-1 ), 
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где 

( (
n · \1 / З)з J1 = � Q: х; х� , 

Лmin - минимальное собственное число соответствующей матрицы. Тог
да соответствующий критерий будет выглядеть следующим образом. 

Теорема 4.3 . Пусть а - стационарная точка функции R (а) , причем 
� e (R (a ) - T)/n; � ...(i л l/ � (J1м - 1 ). m tn 

Тогда а - единственная точка глобального минимума R (а) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим 

Р(а) = �  � 
Q; 

- квадратичный функционал . Оценим R (а) снизу в терминах Р (а) . Для 
этого заметим, что 

л 
R (a) ;;;. щ ln Q; (a) + � n; ln Q; =  

i * i 
л 

= n; ln Q; (а) + Т - n; ln Q;. 

откуда 

Q; (а) � (R (01 ) - T)/n · • _ 1 k ---л- .... е 1 , 1 - , . . . , , 
Q; 

поэтому, суммируя эти неравенства по j, получим 
k 

Р (а) � � e (R (OI )- T)/n;
. i= 1 

Докажем, что множество S = { а : R (a) � R (a) } одноточечно, что и буДет 
означать глобальность и единственность минимума R (а) . Допустим против
ное : а -=/= а  и R (а) �R (а) . Рассмотрим еще одно множество S1 = { а :  Р(а) < < v'2 Л 1�n (J1 M- 1 ) } . На этом множестве по построению функция R (a) 
строго выпукла (S 1 - выпуклое множество , д2 R/да2 - положительно опре
деленная матрица, а Е S1 ) . Если а : R (a) �R (а) , то 

� e <R (01 ) - T)/n; � � e <R (а ) - T)/n; < ф л  ��n (J1м- 1 ), 
т .е .  а Е sl . Но из выпуклости R (а) на sl следует, ЧТО R (а) > R (а) . Полу
ЧИЛИ противоречие ; теорема доказана . 

Рассмотренный алгоритм минимизации ( 4.40) можно существенно обоб
щить . Пусть F - произвольпая дважды дифференцируемая функция на 
Rf = { х Е RP : х1 > О, . . . , Хр > О } . Допустим, по каждоМу х; эта функция 
возрастает, т .е .  

дF 
- > О, j =  1 ,  . . . , р , x E Rf . 
дх; . (4.46) 

Предположим к тому же, что эта функция вогнута, т .е .  матрица Гессе отри-
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цательно определена : 
а2р 
-2- < О, x E R� .  ах 

Рассматриваем следующую функцию : 

R (а) = F (Q1 (а), Q2 (а) ,  . · . .  , Qp (а)), 
где 

Qf (a) = i i YJ - Xi a l l 2 , j = 1 , . . .  , p , 

(4.47) 

(4.48) 

n · 
Yi Е R l ,  Х1 - матрица полного ранга n1 Х т , а Е R m , причем Q1 (a) > О  
для любого а Е R m .  Рассмотрим следующую задачу минимизации : 

R (a) � min , a E R m , 
где R (а) задается выражением ( 4.48) . 

Ниже будет построен специальный сходящийся алгоритм минимизации 
функции (4.48) наподобие (4. 1 2) . Введем следующее обозначение : 

aF 
G1 = -а , i = 1 ,  . . .  , р. Xj 

Пусть ak построено , определим ak+ 1 как вектор, минимизирую1ЦИЙ 

G�Q1 (a) + GfQ2 (a) + . . .  + G;QP (а) , (4.49) 

где G1k = Gi (Q (ak) )  > О, j = 1 ,  . . . , р. Нетрудно видеть, что 

р р 
ak+ 1 = [ _� G1k XI X1Г 1 [ .� G1kX?y1] ,  k = 0, 1 , . . . (4 .50) 

1 = 1 1 = 1 
В силу сделанных предположений матрица 

� G,
k XI х, 

положительно определена и поэтому невырождена . Можно показать, что 

(ak+ 1 - ak , qk)'> O, qk :;C O, (4.5 1 )  

где q - антиградиент минимизируемой функции (4.48) , т.е . процесс (4 .50) 
является квазиградиентным. 

Покажем, что итерации ( 4.50) понижают значение минимизируемой 
функции, т .е. 

R (ak+ 1 ) < R (ak), qk :;С О .  (4.52) 

В силу вогнутости функции F имеем 

R (ak+ l )  - R (ak) < � Gi (Q, (ak)) (Q (ak+ 1 ) - Q (ak)) = 1 
-= "!? G1k Q1 (ak+ 1 ) - � G1k Qi (ak) :Е;; 

1 1 
:Е;; � G1k Qi (ak) - � G1k Q1 (а".) = О 1 1 

согласно минимизации (4.49) , которая имеет место по определению ak+ 1 ;  
Qk * О.  С учетом теоремы 1 .2 ,  гл. 6 процесс ( 4.50) сходится. 
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АВSТRАСТ 
Optimization and Regression 

Ьу E.Z. Demidenko (Мoscow: Nauka, 1989) 

E.Z. Demidenko is а doctor of Mathematics and works at one of the Institute of the Aca
demy of Sciences of the USSR as а senior research worker. Не is one of the prominent spe
cialist in the USSR in statistics and попliпеаr regressicп analysis . Не is the author of the 
monograph ''Liпear апd Noп_liпear Regressioпs" ( 198 1 ,  30 1  рр) , wblch is опе of the most 
quoted book оп regressioп analysis iп the USSR. 

Тhere are three rang;e of proЬlems in optimizatioп (minimization) theory . Тhе first -
the existence of the global minimizator. The secoпd - the recogпitioп of global miпimum 
betweeп local опеs. The tblrd - the workiпg out of effective optimizatioп methods. Iп 
almost all literature these proЬlem s are solved "iп local". Particularly опlу the third range of 
proЬlems was coпsidered iп details ealier. 

Тhе book "Optimizatioп апd Regression" Ьу E .Z . Demidenko is the first опе where 
the global analysis is preseпted. So it is а pioпeering work in the global optimization theory. 

Тhе detailed results are derived in the case of the sum of squares (SS) fuпctioп,  which 
arises Ьу applying the nonlinear least squares estimatioп for пonlinear regressioп. Тhеп 
the results are geпeralized to а пеw class of multiextremal fuпctioпs, so called decomposi
tive fuпctions, and theп to an arЬitrary fuпctioпs with some specific properties. 

The commoпly used prepositioп iп minimizatioп proЬlems is the existeпce of the global 
minimizator. Obviously it may Ье поt exlSt ш the case ot· coпtinuous t·uпctioп апd пoncom
pact prior set of minimizatioп. А ·coпstructive approach for solving this proЬlem is coпsi
dered based оп the поtiоп "the infimum iп iпfiпity". Тhе according criterioп enaЬles to Гшd 
the conditioпs of the existeпce of the global miпimizator, or the пoпlinear estimator in statisti
cal context. It is also importaпt, that it allows to find а пеw starting value for ап iterative mini
mization prosess. Тhе compreheпsive analysis of the existeпce is done for the following 
families of пonlinear regressions : i) quasilinearizied , ii) noпlinear treпds (expoпeпtial modi
fied, logistic curves) , iii) CES production-functioп and some others . 

Тhе main part of the book is devoted to the proЬlems of multiextremality (chapters 
2, 3, 4, 5 ) .  Тhis theme begins with some dramatic results :  it is proved that the probabili
ty, that the SS for any nonlinear regressioп has at least two local minima, is positive (ch. 2) . 

Тhе investigatioп of minimizatioп fuпctioп from multiextremal point of view begins 
with SS. All criteria have а similar structure . First , the threshold value of the SS Ьу analitic 

method must Ье obtained , SS . Тhеп if the given value of SS is less than SS, theп the desired 
property is fulflled . For example, if а* is а local minimizator and SS (а *)  is less theп SS, 
then а * is the global minimizator. Тhere are seveп threshold values each characterizing the 
specific property of the minimization fuпctioп:  local апd global convexity , uпiextremalyty 
and so оп .  

The aпalytical investigatioп of  the hessiaп of  the miпimizatioп functioп i s  played of the 
importaпt role iп the suggested global analysis. Here the geпeral approacl1 for iпeq ualities 
coпstructioп will Ье helpfull. The matrix analogues of Cauchy -Shwarz and HOlder iпequa
lities are preseпted . 

Тhе proЬlems of the coпstructioп of special effective algorithms of minimizatioп are also 
coпsidered (ch. б, 7) .  Тhеу are based оп specific properties of minimizatioп fuпctioп. Тhree 
general approaches are suggested : i) the method of froпtier paraboloid , ii) the method of split
ting, ili) the method of substitutioп.  Some special methods of SS's minimizatioп for the fol
lowing пonlinear regressions are coпsidered ; i) loglinear, ii) hyperbolic, ili) СЕ3 productioп
fuпctioп, iv) poШinear апd some others. 
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