


/'осударствеюtое издатпьство 
иностранной 

литераm)'ры 



DIMENSION ТНЕОНУ 

Ьу 

WITOLD HUREWICZ 

апd 

HENRY W AI-LMAN 

1941 



В. ГУРЕВИЧ и Г. ВОЛМЭН 

ТЕОРИЯ 
РАЗМЕРНОСТИ 

ПРревой с аllглийсJtо,'о 
И. Л. ВАЙНШТЕЙН 

под реда�щией u с предисловием 
!1. С. Л:IЕКСАНДРОВЛ 

1948 
Государсmвенное издательство 

Иt!OCTPAHIIOЙ ЛИТЕР А ТУРЫ 

Москва 





ПРЕДИСЛОВИI': К PYCUKOMY ПЕРЕВОДУ 
Предлагаемая вниманию читателя книга Гуревича и Волмэна 

"Теория размерности" ЯВJIЯется ценным произведением матема­
тической литературы как по богатству и свежсети материала, 
значительная часть кагорого впервые изложена в современно:\! 
его вrще, так и но мастерству изложения, строгого, ясного и 
в то же время очень компактного. Книга написана доступно, 
опирается лишь на простейшие свойства метрических пространств 
и- в nоследней главе- на элементарные предложения теории 
групп. Таким образом, каждый универ ситетский студент 3-4-го 
курса, интересующийся математическими вопросами теоретико­
множествеиного характера и обладающий пекоторой привычкой 
к применяемым в этих вопросах приемам мате;,!Зтической мысли, 
может с успехом изучать эту книгу и несо�шенно много выне­

сет из нее. Чтение книги Гуревича-Волмэна является удобны:-1 
способом войти в круг идей современной топологии пу.тем изу­
чения одНОI'О из наибопее увлекательных отделов этой дисцип­
лины , связанного с другими основными частями тоnологии 
!\ШОгочисленными и глубоко идущими нитями .  

Развитие теории размерности довольно естественно распа­
дается на три периода. К первому периоду относятся три зна ­
менитые статьи , принадлежащие Пуанкаре 1), Лебегу 9) и Брау ­
эру 9). От статьи Пуанкаре идет сама проблема определени н  

1) Poшquoi l'cspacc а trois dim ensioпs? Revue de Methaphisique et 
de Morale, 1912. 2) Sur la nоп applicabllite de deux domaines appartenant а des espa­
c.es de � et n + р dim ensions, Math. Апп. 70 (\911). 

8) Ober den natiirlirhc Dimeпsinпsbegriff, fourn. f. r. и. а. Matl1. 
(Crclle), 1913. 



6 IIРJЩИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ПЕРВВОДУ 

размерности для достаточно широкого класса точечных мно ­
жеств , и в ней дан первый набросок индуктивной формы этого 
определения. В работе Лебега впервые фор;-,1улируется гениаль­
ная теорема о том, что п-мерный куб, допускающий, каJ< легко 
видеть, при всяком s >О конечные s-локрытия 1) кратности 
n + 1 ,  не долуекает при достаточно малом s конечных s-по­
крытий кратности < n + 1 .  Однако доказател ьство, данное 
Лебегом этой теореме, содержит существенные пробелы и не 
может считаться удовлетворительным. Первое безукоризненное 
доказательство было дано Брауэром, так что и самое теорему 
справедливо назвать теоремой Лебега - Брауэра. В цитирован­
ной работе Брауэр впервые превращает общие и еще очень 
расплывчатые идеи Пуанкаре в настоящее математическое опре­
деление тоrо, что мы телерь называем индуктивной размер­
ностью, и доказывает, что для п- мерного куба (или, что топо­
логически,  конечно ,  одно и то же - для п-мерного симплекса) 
индуктивная размерность совпадает с размерностью, определен­
ной посредством кратности локрытий, которая в свою очередь 
совnадает с элементарно - геометрическим числом измерений. 
Таким сбразом, Брауэр не только дал впервые точное опреде ­
ление размерности , но и мотивировал это определение, дока­
зав, что в применении к простейшим геометрическим фигу­
рам- многообразиям и вообще nолиэдрам- оно дает то, что 
нужно. 

Объем понятия размерности открывает доступ к изучению 
ряда интересных свойств точечных множеств, к построению 
обширной теории, являющейся бесспорно одним из  самых заме­
чательных математических достижений первой половины два­
дцатого века . 

Заслуга построения теории размерности в первую очередь 
принадлежит выдающемуся советскому математику Павлу Самуи­
ловичу Урысону ( 1 898- 1 924), который получил все относн ­
щиеся к ней результаты в течение осени 1921 и зимы 
1 9 21 - 1 922  rr. и изложил их в докладах Московс1юму мате­
матическому обществу 1 6 октября 1 92 1 , 20 ноября 1 92 1 ,  
1 9  февраля 1922  и 28 мая 1 922 г. (цитирую п о  протоколам 
Общества). В течение лета 1 922 т. и зимы 1 922/23 г .  
П .  С .  Урысон написал свой классический «Memoire sur les mu1-

1) Под е-покр ытием данного компакта F понимается система 
зам кнутых множеств компакта F, к аждое из которых имеrт диа метр 
<е и которые в сумме дают весь компакт Р. 
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tiplicites cantoriennes» (сданный в печать в марте 1923 г.) 1); 
кроме того, он оnубликовал в Coшptes Rendus Парижекой 
Академии 11 сентября и 25 сентября 1922 г. краткое изложение 
своих основных результатов. 

Урысоновскую теорию размерности часто называют теорией 
Урысона-Менгера и даже Менгера-Урысона,  о сновываясь на 
следующих произведениях австрийского математика К. Мен­
гера: 

1) Рукописная заметка, да1-нрованная осенью 1921 г, и припятая 
тогда же на хранение Венской Академией Наук; опуб ликована эта 
заметка лишь в 1926 г. в Proceedings Амстердамской Академии 
Наук, т. 29, стр. 1123-1124. . 

2) Рабоrа .Ober die Dimensiona!Шit von Punktmengen", состоящая 
из двуJ<. частей; обе части напечатаны в журнале Moпatshefte fiir Ma­
liiematik uпd Physlk, первая- в т. 33, стр. 148-160, вторая - в т. 34, 
стр. 137-161. 

Познакомимся i5люке с этими произведениями. 
Рукописная замеТJ(а не содержит ничего, кроме определений и 

формулировок следующих теорем (которые мы даем в современной 
терминологии): 

1) Кривая , т. е. одномерный континуум, не может состоять из то­
чек индекса 1. 

2) Если все точки кривой имеют индекс <:; 2, то J{рпвая есть либо 
вростая дуга, либо простан замкнутая линия , либо открытая дуга. 

3) Простан дуга есть кривая. 
4) Кривая не может содержать топологического образа плоской 

области. 
О мно:.ь.со вах размсрнос-ш > 1 не высказано ни одной теоремы. 
Оставляя в стороне вопрос о том, какой смысл вообще может 

иметь приоритет на оп р е д е л е н и е, в связи с которым автор даже 
и не высказывает никаких теорем, мы можем сt<азать, что в данном слу­
чае этот вопрос просто снимается тем, что определение р<Uмерности 
было дано и основная теорема об п-мерности эвклидова пространст.ва 
п-измсрений была доказана Брауэром в работе, опубликованной за 
8 лет до составления Менгсром его рукописной заметки. Что же 
касается резуJIЬТатов, то ничего, кроме формуJiировок самых первых 
теорем об одномерных континуумах, эта заметка не содержит и 
поэюму, конечно, не может служить основанием длн какой бы то ни 
бы.ю претензии на соавторство в создании теории размерности. 

Переходим к изложению содер,кания основной публикации Менгера: 
, Uber Diшensionalitiit von Ptшktmengen». 

Как у же упоминалось , nервая часть этой работы напечатана 
в 33 томе журнала Monatsheite fftr Matheшatik und Physik. Эта первая 
часть вышла в свет в 1923 г. По собственному заявлению автора 
она была сдана в печать осенью 1922 г., т. е. nocJie выхода в свет 
заметок Урысона в Comptes Rendtts, содержащих все его основные 
результаты. На эти заметки Урысона Менгер ссылается в подстрочном 

1) Работа опубликована в F1111d. )Vlatii., тт. 7 и 8 (1925-1926). 
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примечании к своей работе, п одчеркиван, впрочем, независимос 1 ь 
своих результатов от результатов Урысона. 

В разбираемой первой часrи работы Менгера мы находим опре· 
делени е размерности 11 определение кривой как одномерного конти­
нуума и, не считая почти очевидных п редложений (t<ак, например, 
теоремы о топологической инвариантности определении размерности, 
теоремы о том, что топологический образ отрезка имеет размерtюс1 ь 
ра вную 1, и т. п.), едедующие теоремы: 

Т е ор ем а III. Если в точке а континуум Р имеет размер­
ность> 1, то не существует кривой, содержащей какую-.шбо окрсС1-
ность точки а (относительно Р). 

Т е о р ем а IV. Если сумма счетного множества кривых (т. с. одно· 
мерных конти нуумов) есть континуум, то этот континуум есть криван. 

Т е ор е м  а V. Кривая, лежащая в Rn, n > 2, не содержит внут­
ренних точек (относительно этого Rn). 

Т е о р ем а VI. Кривые на п.юс кости тождественны с континуу­
мами без внутренних точек. 

Т е ор ем а VII. На кр�вой точки, индекс ветвления t<ото­
рых < да нного n, образуют 00• 

Т е ор ем а VIII. Среди комп актных замкнутых множеств нуль­
мерные множества совпадают с вполне несвязными, т. е. не содер­
жащими свнзных множеств, состонщих более чем ИJ одной точки. 

Т е о р е м а Х. Плоскость имеет размерность 2. · 

Другими словами, эта nep/Jaя часть содfржит лишь пред.ю­
жения теории нульмерных и одномерных множеств tl теоре.му 
о размерности плос"ости. 

Из теорем об одномерных множествах наиболее трудной явлнется 
теорема IV 1 ) . 

Общий, т. е. п-Аtерный cлy'laii, беа исследования t<оторого нu 
о ка"ом построении тneopuu раамерtюсти, "онечно, не может 
быть речи, составляет предмет лишь второй частu работы Мен· 
гера; эта вторая часть, по печатному за явлению автора, сдана в пе­
чать осенью 1923 г., т. е. через год после выхода в свеt заметок 
Урысона в Comptes Reнdus. Подписана к печати рабоrа 30 декабря 
1924 г. (т. е. уже после смерти У!Jысона) и вышла в свет в самом 
на чале 1925 г. 

Эта вторая часть содержпт следующие теоремы: 
Т е о р е м  а 1. Подмножество п-мсрного множества имеет ра:J­

мерность < n . 
. Т е о р ем а Il. Размерность сеть топо.юги•tсский инвариант. 
Т е о р ем а III. Множесrво всех точек множества М, в которых 

размерность М не боJlьше (не меньщс) k, есть Gв (соотв. F,). 

1) Эта -теорема, имеющая в. теории кривых основное ·значение, 
в рукоп_исной заметке Менгера не формулируется; с другой стороны 
наиболее интересна я и единственная сколы<о-нибущ;· трудная теорема, 
из числа сформу.1ированных в рукоп исной заметке, а именно теорема 
2 ЭТОЙ ЗаМеТКИ (характеризующая простую дугу), В rазбираемоfi ОСНОВ· 
ной ра боте своего доtонателц·тва не находит. 
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Т е о р е м а IV. Если А есть полное l) пространство, имеющее 
в данной точке а размерность :.> 11, то не существует никакой окрест­ности U (а) точки а и никакого замкнутого множества М размер­
ности ...;;: n -1 таких, чтобы М содержало все точки, в которых А 
имеет размерность :.> n. 

Эта теорема играет роль леммы при доказательстве следующего 
важного предложения: 

Т е орем а V. В полном пространстве с умма счетного числа 
замкнутых множесrв, имеющих размерность ...;;: n, имеет размерность 
-< 11. 

Т е о р с м а VI. В полном пространстве ко всякому множеству М 
ти па F� и ко вся ким двум окрестностям 01 и 02 этого множества, 
из которых 02 содержит 01, можно найти третью ОJ<рестность, содер­
жащую 01, содерiкащуюся в 02 и имею щую гранпцу размерно­
с:rи-< n- 1. (Эта теорема обычно нuзывается теоремой об эквивалент­
ности брауэравекого определения с определением Урысона-Менгера.) 

Т е о р е м а VII. Размерность п-мерного эвклидова пространства Rn 
и любого открытого множества этого пространства равна n. 

Т е о р е м а VIII. Размерiюстi. границы ограниченного от крытого 
множества в R'• равна n-1. 

Т е о рем а IX. (n- 2)-мерные множеств а  в Rn имеют связное 
дополнение . 

Т с о р е м а Х. Всякое п-мерное множество в Rn содержит откры­
тое множество этого Rn. 

Т е оре м а XI. В Rn множества размерности n сов падают с мно­

жествами, содержащими внутренние точки. 
В о т и в с е с о д ер ж а н и с о с н о в н ой р а б о ты ,\\е н г ер а. 

Если исклю чить предложения очевидны е, а также многочисленные 
перефразировки одних и тех же утверждений , то содержание это 
сводитсн к двум действительно глубоким теоремам , именно: к теореме 
о том, что сумма счетного чИсла замкнутых множеств размерности <: п 
есть множество размерности< п, к теореме об п-мерности_ эвклидова 
пространства Rn и I< довольно легким следствиям послtднего предло-
жения. 

При этом следует имет1. в виду, что теорем а об п-мерности про­
странства R" была доказана Брауэром за 10 лет до публикации Мен­
гера. 

Bct> meopt.Arы, содержащиеся 8 разбираемых работах Менzера, 
былtt доtтзаны Урысоно.м осенью 1921 u ЗU.Atat'i 1921/22 z. и uало­
жены 8 его основном .ме.муаре. 

Среди теорем, доtсааанных Урысон о.м и не доказанных Менге­
ро.м, отметим следующие: 

1) Прежде всего, в гп. 2 своего основного мемуара Урысон дока· 
зывает очень гл убокую теорему о том, что совместная граница двух 

1) Менгер называет полным множество, всякое ограниченное под­
множество которого компактно, но при этом справедливо указывает, 
что можно б:,•ло бы доказывать его результаты для любых множеств, 
щтяющпхся 11бr-олютнымн Fa (т. с. суммой счетного числа компактов), 
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или более облаСI' е й  в трехмерном nространстве есть дв) мернос I<ан- · 
·1орово многообразие (т. с. континуум, не разбивающпйся никаким 
пvльмерным множеством). 

· Для доказательства этой теорем ы Урысон фактически построил 
в случае трехмерного пространства весь аппарат теории зацепления. 
Любопытно отметить, что в связи с доказательством этой теорем ы 
У р ы сои совершенно самостоятельно, не зная о существовании работ 
Антуана, пришел к знаменитым аитуановским примерам. 

2) В гл. 6 Урысон дОI<азывает свою 3наменитую формулу 

diш (А U В) < dim А + diш В+ 1 
и выводит из нее теорему о том, что tz-мерное мнuжество может бьllь 
предста влено как сумма n + 1 нульмерных множеств и не может 
быть представлено как сумма меньшего числа ну.�ьмерных множеств. 
При этом даются очень точные оценки класса слагаемых с точки 
зрения дескриптивной классификации. Этой теорем ы, одной из основ­
ных в теории размерности, у Менгера тоже нет. В той же шестой главе 
дается интереснейший эффективный nри мер п-мерного множества, 
не содержащего н икакого континуума. 

3) Но самая основная из теорем урысоновской теории размерности 
есть доказанная в гл. 5 теорема о том, что индуктивным образом 
определенная разме рность dim F любого I<О!Iшакта F равна раз мерно­
сти, определенной при помощи покрытий. т. е. наименьшему числу 
n = Dim Р, та кому, что при любом е '>О данный комиакт пмеет зам­
кнутое е-nокрытие кратности n + 1. Эта теорема является не тодько 
основой для всего дальнейшего развитин теории размерности, но п 
для установления связей между этой теорией и важнейшими отделами 
комбинаторной топологии. Все важнейшие теорем ы о размерности, 
доказанные за последние двадцать лет: теорема о прсвращении п- мер­
ных ко�vшактов в п-мерные полиэдры путем сколь угодно м алых 
непрерывн ы х  деформаций, равно как основывающаяся на этой теореме 
теорема о вк.1ючении п-мерных комиактов в (2n + 1 )- мерное эвкли­
дово nространство, теорема о существенных отображениях на п-мср­
ные симnлексы, вся гомологическая теория размерности, понтрягин­
ские п римеры, опровергающие так наз. гипотезу произведения, теоремы 
о канторовых многообр азиях, связ и  между разме рностыо и мерой и 
мн. др. возникли на почве определения размерности nри nомощи по­
крытий, т. е. касаются по существу инварианта Diщ Р. РавенСiво 
Шm F = dim F и установление таки м  образом возм ожности поль:ю­
ваться .вторым• определением размерности принадлежит тол.ько Уры­
сону; и Менгер. доказывая неравенство 

diш A:;,. DimA, 

нужное ему для доказательства совпадения размерности nолиздра 
с его элементарно геометрическим числом измерений, даже не ставит 
вопроса об обратном неравенстве 1), Между прочим, не ра венство (1) 
е сть более легкая из двух частей урысоновской теоремы об экви­
валентности, доказываемая почти автоматической индукцией, n то время 

1) И не вьщс.'Jяет Dim F в качест11е особого топодогического 
инварианта. 
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как обратное неравенство является действительно глубоки м  геометри­
ческим фактом. Любопытно отметить, что доказательство неравен­
ства ( 1) без всякого труда переносится на случай любых биком пак­
тов , между тем вопрос об обратном неравенстве 

dim А <: Diш А, 

т. с. вопрос о справедливости теоре мы Урысона для бикомпактов , 
составляет, повидимому,  одну из т руднейших задач теории топологи­
ческих прострапств, до сих пор не решенну ю , нес мотря на большие 
усплия со стороны различных мате матиков. 

Подведем итог сделанному краткому обзору работ Мснгера. Един­
ственпой работой Менгера, которая, с одной стороны, написана до 
смерти Урысона (17 августа 1924 г.), а с другой- по содержанию 
своему может в какой бы то ни было м е р е  претен,\овать на построе­
ние теории разм ерности, е сть вторая часть его статьи • Ober die 
Dimensiona!Шit von Punklmengen '• Но работа эта не только значи­
тельно беднее содержанием, чем уры соновский •Memoire sнr \es mulli­
plicites Cantoriennes• и в соответствии с этим не оказала (и н е  могла 
оказать) на дальнейшее развитие топологи и  влияния, сравнимого с влия­
нием классического исследования Урысона, но и была, по собствен­
ному заявленttю автора,.сдана в печать осенью 1923 z., т. е. через 
юд после появления в ne•tamll урысоновских заметок в Compteg 
Rendus и через полгода после того как Урысон сдал в печать свой 
мемуар, содержащий действительно полное и !JСчерпывающее изло­
жение созданной им теории. При этих обстоятельс твах преимущества 
У рысона перед Менгсром в создании теории размерности является 
объективным и-сторическим ф актом, исключающим возможность считать 
Менгера равноправным с У рысовом соавтором этой теории. 

Итак, второй период в развитии теории размерности- по­
с 1·роение основ самой теории- связан в первую очередь с клас­
сическим исследованием П. С. Урысона «Memoire sur les mul­
tiplicites Cantoriennes». К этому же nериоду относятся уже 
уломянуiъJс работы Менгера, а также исследования Гуревича, 
�оветского тополога Л. А. Тумаркина, голландского математика 
ФреИденталя и др. Основные итоги этого периода подведены 
в книге Менгера «Dimensionstheorie» и в его же монографии 
«Kurventheorie», посвященной одномерному случ аю теории раз­
:.1ерности- теории кантороных кривых. Эта теория построена 
Урысоном во второй части его только что цитированного 
мемуара, опубликованной уже после его смерти nишущим эти 
строки в точном соответствии с планом , составленным еще 
самим Урысоном . Краткое изложение основных результатов 
второй части урысоновского мемуара содержится во второй 
его заметке в Comptes Rendus (от 25 сентября 1 922 г .). 
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Из дальнейших результатов следует особенно отметить 
очень интересные работы Гуревича и ФреИденталя о непрерыв­
ных отображениях, изменяющих (т . е . повышающих или 
понижающих) размерность, В самое последнее время эти работы 
продолжены молодыми  советскими учеными И. А. ВайнштейНО\1 
и Я. М .  Кажданом .  Дал-ее, необходимо оrметить теорему Гуре­
вича-Тумаркина о том, что каждый n- мерный ктшакт содержит 
п-мерное кантороно многообразие (утвердительное решение 
задачи ,  поставленной П .  С .  Урысоном) и теорему Тумаркина 
о том, что любое р-мерное множество в п-мерном эвклидово�1 
пр остранстве содержится в р-мерном же множестве типа Or;, 
лежащем в том же пространстве. 

Третий период развитин теории размерности есть период 
гео:метризации этой теории и установления ее связей с дру­
гими отделами топологии, прежде всего комбинаторной. l{ак 
уже указывалось ,  все относящиеся сюда работы Исходнт из 
определения размерности посредством покрытий. Э гот круг 
работ в современном построении теории занимает центральное 
место (в  частности, в книге Гуревича-Волмэна около 140 стра­
ниц из 200 страниц основного текста этой кню·и). Подробнее об 
этих вещах мы будем говорить при более детальном обзоре 
содержания эrой книги ,  к которому мы сейчас и переходим. 

Первая глава книги носит вводный характер и посвящена 
и сторическим замечаниям, I<асающимся определения размерности 
и состояния теоретико- множественной топологии л.о возникно­
вения теории размерности. В двух следующих r лавах- 2 и 3, 
дается построение теории  индуктивной размерности 1). Едва ли 
эту теорию, изложенную на 25 страницах, можно изложить 
проще, лучше и короче. Четвертая глава вводит нас в глубо· 
кие топологические свойства п-мерного эвi<Лидова пространства , 
по существу комбинаторного характера, впервые понятые до 
конца Брауэром .  

Глава начинается с изложенин брауэравекого понятия степени 
отображения, которое дается, как .мы теперь говорим, " по мо­
дулю 2", т. е. с доведением до минимума всех аJirебраических 
моментов изложения. После этого доказывается теорема Брауэра 
о неподвижных точках при непрерывных отображениях шара 
в .себя и теорема о кратности поl<рытий п-мерпого куба (т. е. 

1) Для любых метризуемых прос1 ра.нr 1'\! ro счетной базой, 
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теорема Лебега-Брауэра) . Мы прив ыкл и в последние годы 
доказыват�;> обе эти теоремы на основе леммы Шпернера . Автор 

избирает другой путь. Я не знаю короче ли он; во всяком 
случае он интересен, в частности, и тем, что доказательство 

Гуревича-Вол мэна в известном смысле ;представляет, сравни:­
тельно со шпернеровским, возврат к первоначальным идеям 
Брауэра. Любопытно отметить, что хотя теорема Лебега­
Брауэра и приводится , но сама п-мерность (в смысле индуктив­
ного определения) п-мерного эвклидова пространства доказы­
ваетсн, минуя эту теорему, но, пожалуй, еще более в духе 
гомологиче ской· 

топологии, чем обычно. Сл едуют обычные тео­
р емы об п- и (n - 1 ) -мерных множествах в п-мерном эвклидо­
вом пространстве .  Глава заканчивается интереснейшим парагра­
фом о бесконечномерных пространствах: вводятся слабо· и 
сильно -бесконечномерные пространства (последние характери ­
зуютен невозможностью представить их  в качестве суммы счет­
ного числа нульмерных, а значит, в силу теоремы Урьtсона 
и конечном ерных множеств) . Доказывается, что так наз . фунда ­
ментальный параллелепипед гильбертона пространства (а следо ­
вательно, и само г ильбертоно пространство) я вляется сильно­
бесконечномерным. 

В гл. 5 доказываетси, сразу для любых ме тризуемых про­
странста со счетной базой, основнаи теорема Урысона об экви­
валентности двух опреде.'Iений размерности. Однако в виду 
такой общности предпосылок вторая, наиболее глубокаи и труд­
нан часть теоремы, т. е .  неравенство dim А< Dim А, доказы-

· 

ваетси лишь после теоре\Ш о возможности топологического 
отображенин любого п-мерного метрического про�rра нства со  
счетной базой в (2n : - 1 )-мерное эвклидово пространство R2n+1. 

Таким образом, основная теорема теории размерности : 

dimA=Dim А, 
где dim А есlЪ индуктивная размерность, а Dim А -размерность, 
определеннаи при но�ющи кратности покрытий, оказывается 
как бы разорванной и вообще недостаточно выделенной. Между 
тем, как уже было упомннуrо, основны�1 инвариантом, изуче­
нию I< аторого посвшцена теория размерности, следует считать 
Diш А, что, в частности, находит свое подтверждение в том, 
что гео�1етрически наибо.'!ее интересные прещюжения теории 
ра з�ерности (мы перечислили некоторые из них на стр. 1 0) 
ИЩ! прямо переносятсн , или находят свои анало г иИ длн тобых 
()rшо�шакrов, несмотря на то, 'ITO Иllдyi<1ИBIIO определенная 
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размерность (именно ввиду тоrо, что е е  совnадени:! с размер­
ностью Dim А до сих пор не доказано) в случае бикомпактных 
топологических пространств без аксиомы счетности не дала 
до сих пор nовода к установлению сколько-нибудь существен­
ных новых топологических фактов. Недооценка осно вной роли 
инварианта Dim А, присуща11 Гуревичу как математику, вышед­
шему из школы Менrера, приводит авторов книги к мнению, 
что интерес понятия размерности по сущесrву ограничен при­
менением этого понятия к �1етрическим пространства�! со с•Jст­
ной базой. Это действительно так, если исходить из индуктив­
ного определения. Между тем, если в основу теории класп. 
размерность Dim А, то область бикомпактов и даже просто 
нормальных nространств оказывается областью совершенно есте­
ственного и очень содержательного построения теории (см. 
по этому поводу мою статью о гомологической теории размер­
Iюсти, которая будет оnубликована в одном из n:1ижайших 
выпусков журнала "Успехи математических наук"). 

Я считаю нужным обратить внимание читателя на одну новую 
характеристику размерности, принадлежащую авторам рассма­
триваемой книги и представляющую, как мне кажется, большой 
интерес; к сожалению, она в книге Гуревича-Волмэна также 
разорвана и не выделена так, как того заслуживает. Речь идет 
о следующей теореме Гуревича-Волмэна: 

Для того чтобы пространство имело размерность -< n- 1, 
необходимо и достаточно, чтобы при любом выборе n пар 
замкнутых множеств 

(С1, С�), (С2, С�), . . .  , (С1�, С�), 
у ДОI:!ЛеТВОрЯЮЩИХ уСЛОВИЮ Ci П С�= 0 ДЛЯ ЛЮбОГО i = 1, 
2, . . • , п, можно было бы найти за�шнутые множества 

Bl, 82, • • . , B,t 
так, чтобы Bi отделяло С1 от с: (нри любом i = 1, 2, . . .  , n) 
и чтобы 

81 П . • • П Вп=О. 
Доказа гельство этой теоремы по:.1ещено на стр. 58 и 111. 
Очень интересным яв,Тiяется обобщение одной 1Юловины этой 

теоремы на случай сильно-()есконечномерных компактов: авторы 
фактически доказывают (на стр. 75-76), но не формулируют 
следующую теоре�•У: 
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Если в компакте Ф можно найти счетное чис:ю пар за\IК­
нутых множеств 

таки'i образом, что при любом выборе замкнутых множеств Вт 
соответственно отдеJiяющих Сп от с;�, всегда 

n Вп =/=О, 
(rl) 

то комnакт Ф является сильно-бесконечномерным. 
Возникаст очень интересная задача: существует ли во всяком 

сшiьно-бесконечномерном комnакте Ф счетное число пар, удо­
илетворяющих только что высказанному усщ)вию? 

Ос�ювной предмет г.1. VI разбирае�юй книги заключается 
в доказательстве следующих теорем: 

1) Для того чтобы пространство имело размерность :;> rz, 
необходимо и достаточно, чтобы его можно было существенно 
отобразить на п-мерный куб. 

2) Для. того чтобы ко�шакт, лежащий в п-мерном эвклидо­
вом пространстве Rn, разбивал это пространство (т. е. чтобы 
Rn ""- Ф было несвязным), необходимо и достаточно, чтобы 
этот компакт можно было существенно отобразить на (п- 1)­
мсрную сферу. 

Обе эти теоремы впервые были дока.:�аны мною в моей 
работе «Dimensionst!Jeorie »,  Math. Ann. 106 (1932) 1). Первую 
из двух тоJiько что сформулированных теорем (по существу 
тесно связанных между собою) авторы прилаrают к- дОI<аза­
тельству теоре\IЫ Гуревиqа-Тумаркина о том, что во всяком 
п-мерном компакте содержится п-мерное кантороно многообра­
зие. Получающееся доказательство этой теоремы очень просто 
и элеrаН'Iно. 

Попутно доказываются раз:шчные элементарные теоремы, 
навример классическая теорема Брауэра-Урысона о том, что 
всякаи непрерывная функция, определенная на замкнутом 

1) .Мое первоначальное доказательство прсдпола1·ало, ч 1"0 простран­
сt·во компактно; впервые освободился от этого требования А. А . .Мар­
ков. Впос.1едствии я ноказал, что теорема верна для любых биком­
пактов и даже для любых нормальных простр,аиств . 

См. гд. VI моей книги .Комбинаторнаи топология�, где воr11роиз­
ведено мое первоначальноr доказательство этой теоремы, не кажущееся 
мне более сложным, чем ll:Оказатсльства Гуревича-Волмэна. 
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множестве данного нормального пространства R, может быть 
продолжена на все это пространство 1). 

В конце гл. VI доказываете>�, что совместнан граница двух 
или более областей в п - мерном пространстве есть всегда (и·- 1)-

1) Следуя очень распространенной, по пеобоснованной традиции, 
авторы называют эту теорему теоремой Титце. Между тем, ДJJЯ основ­
ного специального случая, 1югда объемлющее пространство R является 
эвкдидовым (и даже в еще бодее широких прсдпо1южениях), теорема 
была доказана Брауэром; для любых нормальных пространсто она до­
казана- изумительно просто и прозрачно- Урысоном. Обобщенщ 
на cлy•taii нормальных пространств представляет принцттиальныii 
интерес в силу своей окончательности: во всяком не нор1\tа.riьном 
пространстве можно найти функцию, определенную на пекотором зам­
кнутом множестве и не допускающую Продоюкения на все простран­
ство. Титце дал лищь промежуточный результаr, доБазав теорему для 
метрических пространств. 

Исторические ссылки и цитаты составляют вообще самую слабую 
сторону книги Гуревича-Волмэна. Авторы указывают в пре;щсловии, 
что .Исторические справки сделаны только для руководства начиJнtю­
щего студента и не претендуют на полноту•. В действительности, 
исторических ссылок и цитат в книге вовсе не так мало, но, к сожа­
лению, они не только не могут служить .руководством д11я начинаю­
щего студента •, но сnлошь и рядом могут лиш1, дезсриентировать 
его . Дело в том, что, с одной стороны, приводятсн ссылк'и на авторов 
тех или иных теорем часто по нисi<ОJiько не принципиальным новодам. 
Таковы, например, ссылки на стр. 120 или специальная информация о том, 
что доказательство Куратопекого предс1 авляет собой видоизмепени� 
доказательства Гуревича (стр. 89). В то же время действительно фун­
даментальные понятия и теорем ы  часто сообщаютсн без всякого упо­
минания имени юс автора. Так, например, изJJаган в нача11е четверrой 
ГJJаВЫ классическое брауэравекое понятие степени отображения, авторы 
обходятся без упоминания имени Брауэра, которое, две страницы спустя, 
дается по поводу теоремы о неподвижных точках . •  Начинающему сту­
денту" естественно притти к заключению, что теорема о неподвижных 
точках доказана Брауэром, а понятие степени отображенин, повиди­
мому. принадлежит автор ам книги! Точно так же еще во введени и 
авторы дают различные формы задачи характсризации размерности 
с помощью существенных отображений, сообщая, что эти раз11ичные 
формы в постановке этоii зада•ш принадлежаr мне. Но они не счи­
тают нужным упомяну rь, ч1о pellleнue �той задачи, которому в основ­
ном и посвнщева г.�. VI книги Гуревнча-Волм:нщ ·также принад­
лежит м не. Совершенно аналогичным образом авторы, посвнщая длин­
ную (занимающую почти треть всей 1шиги) восьМ) ю главу введению 
в гомологическую теорию размерности, не считают нужным указать, 
({ТО являе ·r сн автором �той те'Орни и кому припаnлежит основнан до­
казываемая ими 1 еорема �той 1еории. По поводу понятия r<щfторова 
многообразия нмн Урысона н е  упомина-етсн вовсе. Вообще дОJIЖного 
представпения о фактической ролн Урысона в создании теории раз­
мерностн 11з книги нолучить нельзя. Я надеюсь, что н ас1онщеr преди­
с.ювие до пекоторой степени восnолняет этот пробел. 
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мерное кантороно многообразие. Эта теорема, которой Урысон 
придавал очень большое значение ,  доказана им с преодолением 
значи гельных трудностей для случая n = 3 (для случая n = 2 
теорема была давно известна под названием "классической тео­
ремы Фрагмена-Брауэра"). Первое доказательство  для лю­
бого n было дано мною в 1927 г . Эта теорема была пер­
вым выходом теории размерности в область комбинаторных 
меrодов . 

Гл. VII книги посвящена взаимоотношениям между теорией 
раз11ерности и теорией меры, стоит в книге особняком и может 
быть пропущена без ущерба для цельности изложения и взаим­
ной связи различных его частей. Относящиеся сюда результаты 
принадлежат польскому математику Шпильрайну. Однако еще 
до Шпильрайна вопросом о возможности характеризовать раз­
мерность посредством соотношения метрического характера 
с большим успехом занимались в Москве Л. С. Понтрягин 
и Л. Г. Шнирельман. Поэтому при издании русского пере­
вода книги Гуревича-Волмэна было признано целесообразным 
дать в приложении замечательную работу Понтрягина-Шни­
рельмана . 

Гл . VIII имеет своей задачей дать введение в так назы­
ваемую гомологическую теорию размерности , построенную мною 
в 1930-1931 гг .  и изложенную в моей работе «Dimensions­
theorie». Фактически речь идет о .первой основной теореме" этой 
работы, устанавливающей возможность рассматривать брауэро­
урысоновскую размерность как одну из гомологических раз­
мерностей. Привлечение открытой Александером и А .  Н .  Кол­
могоровым так наз. v-теории позволило авторам разбираемой 
книги дать особенно изящную формулировку этой теореме, рас­
сматривая в качестве .области коэффициентов" лишь группу 
целых чисел . 

Гомологическая теория размерности опирается на большой 
аппарат общей гомологической "комбинаторной" тоnологии.  
Этот аппарат в очень компактной форме дается читателю тут же, 
в гл. VIII, которая таким образом оказывается интересным , хотя 
и несколько своеобразным изложением основ комбинаторной 
топологии вообще, и может быть в этом качестве очень реко­
мендована читателю . В частности, в этой главе можно позна­
комиться с nревосходным доказательством знаменитой теоремы 
Hopf'a о классификации отображений любого компакта на сферу . 
Все э rи результаты , впрочем, легко обобщаются на слу•шй лю­
бых rюрмальных пространств , с чем читатель может познако-

2 Зак. 597. В Гуревчч 
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миться по уже упоминавшейся моей статье, посвященной гомо ­
логической теории размерности , которая появится в одном 
из  ближаИших выпусков " Успехов математических наук" . 

При большом интересе , который представляет введение 
в гомологическую теорию размерности, данное в гл. VIII книги 
Гуревича-Волмэна , можно только сожалеть , что авторы не 
вкл ючили в свое изложение ни знаменитые понтрягинские nри ­
меры ,  опровергающие гипотезу сложения размерностей при то ­
пологическом перемножении компактов , ни основную теорему 
о характеризации  размерности компакта , лежащего в R11, nо­
средством свойств его расположения в этом пространстве .  

Заметим в заключение, что небольшие математические не­
точности случайного характера, изредка в стре чающиеся в книге ,  
легко поддаются исправлению и были выправлены при переводе 
без особых оговорок. 

П. Але1ссандров. 



ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ 

В настоящей кни ге авторы ставили своей целью даrь связ­
:ный и nростой обзор наиболее существенных разделов теории 
vазмерности. Были выбраны только те воnросы,  которые мо­
гут представить ингерее как для специалистов -тоnологов , так 
и для работников других областей математики . 

Со времени появления, в 1928 году, хорошо известной 
«Теории размерности» К. Менгера , теория и в содержании ,  и 
в метод а получила значительное развитие. Этим оnравдывается 
новая трактовка ; в н астоящей книге главное в нимание уде­
ляется современному аппарату пространств отображений и 
отображений в сфер ы. 

Алгебраически подготовленный читатель найдет в главе VIII 
сжатое из,rюжение современной теории гомологий с приложе­
ниями к теории размерности . 

Историче ские  ссылки даются исключительно в качестве ру­
ководства для начинающих студентов. Не было сде�ано ника­
;ких попыток добиться полноты в этом отношении. 

Авторы желают выразить с вою благодарность д-рам С. Эй­
ленб�ргу и В. Флекснеру , которые своим советом побудили 
их к подготовке рукописи , и г-ну Д.  Да ганджи , внимательно 
прочитавшему корре :<туру и сделавшему ценные замечания. 

Ч:п�л Хилд, Северпая Каро.шна 
Мщисон, Висконсин 

Октябрь, 1 Э4 1 г. 

ВИТОЛЬД ГУРЕВИЧ 
ГЕНРИ ВОЛМЭfl 





Г л а в а i 

ВВЕДЕНИЕ 

1 .  Соврем е нное понятие размерности 

«ИJ в с ех теор е�1 analys is  sit us наиболее важной я вляетс я 
та , кото ру ю м ы  в ы р ажаем , говоря, что про стран ство и м ее т  
три измер е н и я .  Именно э т  , )  предложение м ы  С ') бираемся р а с ­
смотреть , поста ви в в о нрос в следующе й  фор м е : когда м ы  го­

вор и м , ч то п р о стра нство имеет  три измерения,  то чт6 мы под 
э т и м  подразум е ва е м ? . . .  

« . . .  Если для то г о ,  чтобы разбить континуум , достаточ но 

расс м ат р и в ;�т ь  в кач е с т ве р а збиваiСщи х  м ножест в  некоторое 
числ о  разл и ч н ы х м ежду собой элемею'Оtl,  то мы с кажем, что 

это \' континуум и м е � т  одно измер е н и е ; есл и ,  напро1 и в , дл я 
гого, чтобы разбит ь континуум,  в ка чест ве разбивающих м но­
жеств н е о б х од i ! МО р а с см атри в ать систе му элементо в ,  кото ры е 

'Сами обр азуют оди н  или нес1<олько континуу м о в ,  м ы  будем 
гово рить , что этот ко нти нуум имеет несколько измерен и :� .  

«Если для того,  ч гобы раз бить континуум С, достаточны 
м н ожест ва,  образу ющи е оди н или нес колько конти нуу мов од­
ного и з м ер ен и я , то мы будем J'оворить , что С __:_  континуум 
двух изм ерени й ; если до статочны м ножества , которые обра­
зу ют один или несколько конт и нуу мов самое бол ь ш е е  двух 
изме рен и й , м ы  буде м го вор ить , что С- континуум трех изме­
рениИ и т. д.  

« Ч rобы оnра вдать это определение , н ео бходимо лр одум а г ь ,  
не совладает л и  этот путь с тем ,  кото р ы м  геометры в вод ят 

н о н ятие трех и з м ерен и й  с с амого начала своих р абот. Что ж е  
м ы  в идим ? Обычно они начинают с определ ения поверхностей ,  
как гр а н и ц  тeJI или кусков п р остранства,  лини й ,  как грани ц 
п о в ерхностей, т о ч е к ,  ка к гра ниц лин и й ,  и устанавливают, что 
э т о т  пр оце с с  н е  может быть nроведен дальше . 

«Это и есть как раз идея, высказанна11 выш е ; чтоб ы раз­
,бить п rюстранс 1 в а,  необходи� ы \! Н ожества,  называе м ы е  nоверх -
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ностями ;  чтобы разбить nоверхности, необходи мы  множес1 ва,. 
называемые л иниям и ;  чтобы разбить линии, необходимы мно­
жества, называемые точками ;  мы  не можем двигаться дальше,  
и точка не  может быть разбита ,  но точка не является конти­
нуумом . Тогда линии, которые могут быть разбиты множествами, 
не  являющимися континуумами ,  будvт континуумами одного­
изме рения ; nоверхности , которые  могут быть разбиты н епре ­
рывными множествами одного измерения , будут континуумами 
двух измерений ; и ,  наконец, nространство, которое может быть 
разбито неnрерывными ·множествами двух измерений, будет 
континуумом трех измерений».  

Эти CJioвa наnисаны Пуанкаре в 1912 году, в nоследнем­
году его жизни. Пуанкаре nисал в философский журнал 1 ) и 
имел ,  nовидимому, в виду выявить интуитивное nонятие раз­
мерности ,  а не дать точную математич ескую формулировку . 
Однако Пуанкаре о чень· глубоко nроник в существо вопро с а ,  
nодчеркивая индуктивную nрироду геометрич е ского смысла 
размернос rи  и возможность разбиения nространства nодмно­
жествами более н изкой размерности. Гuдом nозже Брауэр �). 
исщ)JIЫн)вав идею Пуанкаре, построил точное и топологически 
инвариантное оnределение размерности для О'!ень ш и рокого 
класса пространств (локально- связных метрических со с<Jетной 
базой) ,  эквивалентное оnределению, которы м  мы пользуемся 
сегодня. 

В течение  нескольких лет работа Брауэра о ставалас& 
почти незамеченной . Затем в 1922 году, независимо от Брау­
эра и друг от друга,  Менгер и Урысон вновь ввели понятие  
размерно.:ти Брауэра с важными усовершенствова ниями ; 1t 
что , пожалуй,  самое  главное, они оправдали новое nонятие ,  
сделав его краеугольным камнем чрезвычайно красивой и nлодо­
творной теори и , внесшей единство и порядок в большую об­
л асть геометрии .  

Оnределение  размерности ,  которо е м ы  nримем  в этой 
книге (см .  стр . 46) ,  восходит к Менгеру и Урысону .  В фор­
мулировке Менгера оно ч и тается так : 

а) пустое множество имеет размер ность -1,  
Ь)  разм ерность nр::>странства Х есть наименьшее целое­

число n та кое , что каждая ТО'!Ка р Е  Х обладает произвол ьно 

1 )  f!evue de metaphysique e t  d e  mo,·a le, с т р .  4е6 .  
2) Ober den natiir l ic t  en  Di m ensionsbegriff, Jo um. f. Mt. tfl . , 142 ( 1 9 1 3) ,  

с т р. 1 46 - 1 5'2. 
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малым и  окрестностя ми ,  границы ко1 орых и меют размерность, 
меньшую, чем n. 

Авторы считают,  что никако е из нескольких других воз­
можных определений раз мерности не взывает столь непосред­
ственно к интуици и как это и не вводит так и з я щно в су­
ществующую теорию. 

2 .  Боле е  ранние  понятия размерности 

До появления  теории м ножеств математики употребляли 
размерность только в неопределенном смысле. Конфигурация 
н азывалась п-мерной,  если наименьшее число действительных 
параметров ,  необходимых для того, чтобы описать ее точки 
некоторым не точно определенным способом, было равно n .  

О пасность и противоречивость такого подхода сделзлись я с­
ными  после двух знаменитых открытий кt нца 1 9-го века : кап­
торовекого взаимно однозначного соответствия между точками 
лини и и точками плоскости, и nеановского непрерывного отобра­
жения отрезка на весь квадр ат .  Первое разрушило чувство, что 
плоскость богаче точi<ами ,  н ежели линия ,  и nоказала, что размер­
ность может изменяться при взаимно однозначных отображе­
ниях . В1 орое противоречило убеждению, что размерность 
пространства может быть определена, как на именьшее чис.rю 
непрерывных действительных параметров ,  требуемых для того ,  
чтобы описать пространство, и показала, ч то размерность 
может возрастать при однозначных непрерывных отображе­
ниях. 

Чрез Р ы чайно важный в опрос оставался О'! крытым (ответ на  
н е го был дан  лишь в 1 9 1 1  году Брауэром) : возмо>кно ли  при  
т ::f· n между п-мерным эвклидовым пространством (обычным 
пространством n действи тельных переменных) и т-мерным эв­
клидовым nространством установить соответствие ,  соединяю ­
щеео свойства конструкций  Кантора и Пеано, т .  е. соответ­
ствие ,  которое  одновременно взаимно однозначно и непре­
рывно?  Этот вопрос был критическим ,  так как существование 
м е жду п-мерным н т-мерным эвклидовыми пространствами 
с оответст.вия  указанного типа показало бы,  что размерность 
(в том естестеенном смысле ,  что п-мерное эв клидово прост­
ранство имеет размерность n) не имеет никакого топологиче­
ского значения ! Класс  топологических отображений оказался 
бы; следовательно , слишком широким ,  для того чтобы он мог 
и м е т ь  какое- либо реальное  применение в геометрии . 
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3. Топологическая инвариантность размерности 
эвклидов ых простраиств 

Первое доказательство того, что п-мерное и т-мерное эв­
клидовы nространства при n:::f=.m не гомеоморфны, было дано 
Брауэром в его знаменитой работ е : «Beweis  der Invarianz der 
Dimensionenzah l » , Math. Ann. ·10 ( 1 9 1 1 ), стр. 1 6 1 - 1 65 .  
Однако это доказательство ясно н е  обнаруж и вало некоторых 
простых топологических свойств n· мерного эвклидова про­
странства, отличающих его от т-мерного эвклидова про стран­
ства и являющихся причиной отсутствия гамеаморфизма между 
этими пространствами . Более nроницательным было поэтому 
доказательство Брауэра в 1 9 1 3 году 1 ) ,  когда он B IH' .rr с в о ю  
" размерность " - целочисленную функцию nространства,  кото­
рая была тоrюлогически инвариантна по самому своему опре­
делению .  Брауэр показал, что "размерность " п-мерного эв­
клидова пространства в точности равна n (и, следовательно ,  
заслуживает с воего названия) .  

Тем вре�t енем Лебег другим путем подошел к доказа ­
тельству того , что размерность эвклидова простr анства ·1 ono· 
логически инвариантна.  Он заметил 2) ,  что квадрат может быть 
покрыт произвольно малыми " кирпичами" таким образом, что 
никакая точка квадрата не содержится более, · чем в трех из 
этих кирпичей ; но если эти кирnичи достаточно малы, то по 
крайней мер е  три из них имеют общую точку. Подобным же 
образом, куб п-мерного эвклидова пространства может быть 
разложен на произвольно малые  кирпичи так,  чтобы не более 
чем n + 1 из  этих КИiJПИчей пересекались. Л ебег высказал 
предположение, что э rо число n + 1 не может быть умень­
шено, т .  е . , что для любого 1- азложения на достаточно малые 
кирпичи должна суще ствовать точка, принадлежащая ,  по край­
ней мере ,  n + 1 кирпичу. Перное  доказательство :ной тео­
ремы было дано Брауэром 1). Теорема Лебега также обнаружи­
вает топол огическое свойство п-мерного эвклидова  nростран­
ства, отличающее его от т-мерного эвклидо Р а  nространства, 
и ,  следовательно, nлечет за собой тоnоло rи'lескую инвариа чт­
ность размерности эвклидовых пространств. 

1 )  Ober  den natilrlich en Dimensionsbegriff, /ос. cit. 
2) S ur : а  non a ppl icabilite des deux domaines a p p artenant а des 

espaces de n et n + р dimensions, Matll. Апп.  70 ( 1 9 1 1 ) ,  с т р .  1 66 - 1 68. 
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4. Размерность м ножеств более общей природы 

Новое понятие размерности ,  как мы уже в идели, придае r 
точный смысл утверждению, что п-мерное э вкл идово про­
странство имеет размерно сть  п ,  и тe'VI самым значительно вы­
ясняет его топологическую структуру. Другой особенностью, 
которая сделала новое понятие размерности  вехой в развитии 
геомет)� и и ,  была общность объектов ,  к которым оно может 
быть приложено . Отсутствие точного определении размернос ти ,  
неудовлетвори тельное с эстетической и методологической то­
чек зрения , не вызывало, однако , никаких реальных труд­
ностей, поскольку геометрия ограничивалась изучением отно­
сительно простых фигур, таких, как полиэдры и многообра­
зия . Несомненно , в каждом частном случае можно было 
установить, какую размерность надо приписать каждой из этих 
фигур. Это положение  рflдикально изменилось  после открытия 
Кантора, с развитием теори и  множеств . Эта новая ветвь мате­
матики чрезвычайно расширила класс  с бъектов, которые 
можно рассматривать как " геометрические " , и обнаружила 
конфи гурации такой сложности , какую раньше нельзя было 
себе 1 1редставить .  Поставить в соответствие каждоt.�у из таких 
объектов число, которое можно было бы разумно назвать раз ­
мерностью, было отнюдь не тривиальной задачей. Какое число, 
например, надо взять в качестве размерности неразложимого 
континуума  Брауэра или  «кривой» Серпинского , каждая и ?. то­
• Iек которой является точкой ветвления ?  Теори я  размерности 
.дает полный ответ на эти воnросы . Каждому множеству то­
чек эвклидова  пространства (и даже к аждому подмножеству 
гильбертона пространства) 1) ,  какое бы оно ни было « пато.то­
rи ч е . кое» ,  она ставит в соответствие некоторое целое число, 
:которое и на интуитивных и на формальных основаниях за ­
.служивает быть названным его размерностью .  

5. Различные подх оды к поняти ю раз м е р ности 

Прежде чем перейти к систематическому изучению теории 
размерности, остановимся на рассмотрении других возможных 
способов определеню1 размерности . 

1) Замечания  о более общих пространствах см. в Прибавлении. 
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Мы уже упоминали о методе Лебега доказательства тео­
ремы об инвариантности размерности эвклидовых пространств. 
Этот метод может быть очен ь хорошо использован для уста­
новления общего nонятия размерности : размерность Лебега не­
которого nространства есть наименьшее целое число n, обла­
дающее т ем свойством, что пространство может быть разло­
жено на произвольно малые  области, не более чем n + 1 и з. 
которых n ересекаются. Оказывается (см. главу V), что введен­
ная этим методом размерность совnадает с размерностью, ко­
·торая восходит к Брауэру, Менгеру и Урысону. Сейчас мы 
nр иведем другие nримеры, nоказывающие, как тоn о:югические 
исследования совершенно различной nрироды nриводят к этому 
же nонятию размерности. 

А) l i  Пусть 

i = l , . . . , ln ( 1 }  
т непрерывных функций о т  n дейс1 вительных перемен 11 ых,. 
принимающих· действительные  значения , или, что то же самое, 
т действительных функци й  точки п-мерноrо эвклидова  про­
странства .  Один из основных фактов а нализа состоит в т о м ".  
что система  т уравЕениИ с n неизвестными, 

(2} 
вообще говоря, не  имеет решения ,  если т >  п. Слова «вообще­
говоря » следующим образом могут быть сделаны точными : очень 
мало изменив функци и f,, можно получить новые НЕ>nрерывные 
функции gi, такие ,  что новая система 

(3) 
не имеет решения . С другой стороны,  суще ствуют системы n 
уравнен ий с n неизвестными ,  которые разрешимы и которые 
остаiQтся р азрешимыми при достаточно малых изменениях их.. 
левых часте й .  Это свойство п-мерноrо эвклидова пространства 
может быть положено в основу общего nонятия размерности. 
Пространство Х можно было бы называть п-мерным, если n 
есть наибольшее целое  число,  такое, что существует n непре­
рывных де!1 ствительных функций (1 ) ,  определенных на Х, об:ш­
дающих тем �войством , что система уравнений (2) имеет реше-

1 ) Воnросы,  р а с с м а 1  р и ваемые в А) ,  В)  и С),  тес но с вязан_ы между 
собой, они б ы л и  п оставлены П. С. А.н �кса ндр u вы м .  
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ние, которое существенно в указанном выше смысл е .  Оказы­
вается, что эта «размерность» снова совпадает с размерностью · 
Брауэра , Менгера и Урысона (см .  главу VI). 

В)  Эта про блема является видоизменением А). Рассмотрим 
непрерывно е отображение пространства в п-мерную сферу. 
Каждую точку п-мерной сферы можно рассматривать, как еди­
ничный вектор («направление») в ( n + 1 ) -мерном эвклидовом 
пространстве, так что вместо того, чтобы  говорит ь о непре­
рывных отображени ях в п-мерную сферу, можно говорить о 
непрерывном поле не равных нулю векторов (n + 1) -мерного 
э вклидова nространства .  Пусть С - замкнутое множество про­
странства Х. Пусть на С определ ено непрерывное поле таких 
векторов. Можно л и  тогда , не  изменяя это поле на С, про­
должить его в непрерывное поле неравных нулю векторов 
(n  + 1 )-мерноrо эвклидова пространства , определенное н а  
всем Х. ?  Оказывается, что размерность Х есть наименьшее  
число n, для которого такое продолжение возможно для 
каждого замкнутого множества С и каждого определенного на  С 
непр ерывного поля таких векторов ; в термин ах отображений  
в n -мерну ю -сферу, - наимен ьшее целое число n ,  обл а дающее 
тем свойством ,  что любое непрерывное отображение  любого 
замкнутого подмFожества С е.  Х в п-м ерную сферу может быть 
пр одо л жено на  все Х (см . главу VI). 

С) Другой подход к понятию размерности возника<.>т из .  
теории го моло гий .  Рассмотри м одномерные циклы ( грубо говоря , 
непрерывные замкi-Jутые кри вые)  на двумерном мног ообразии . 
Некоторые из них ограничивают двумерные части м ногообра­
зия или ,  в терминологии теории гомологий ,  являются огра­
ничивающими циклами . С другой стороны , никакой двумерны й 
цикл (за оч евидным исключением нулевого двумерного цикла , 
все из  коэфициентов которого равны нулю) не  может ограни­
чивать на двумерном многообразии, потому что не существует 
ни ч е го трехмерного, что он мог бы ограничивать . Аналогично, 
п-м ер н ое многоо бразие содержит н е  равн ые нулю о граничиваю ­
щи е т - мерные циклы для каждого т, меньшего чем n, но 
содержит только нуле вой ограничиваюшип п -мерн ый цикл . 
Далее,  теория го мологий может быть примен ена к произволь ­
ному компю<rному метрическому пространству. Значит, можно 
оnределить « гомологическую размерность »  компактного метри­
ческого простра нства , как н а ибольшее це.1 о е  число n ,  для кото­
рого при п о дхQдя ш и м  образом вы бр анных коэфф ициентах 
существует не нулевой огrаничиваю щ и й (n - 1 ) -мерный цикл . 
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Оказы вается ,  что так определенная гомологическая размерность 
также совпадает с нашей стандартной раз�ерностью (см .  
главу VIII) . 

Д) Интуитивное восприятие размерности св н зывает со  сло­
·ВОМ одномерный объекты,  имеющие длину (ил и  л и н е й ную 
меру) ,  со словом двумерный - объекты , имеющие площадь ( и л и  
двумерную меру) , с о  словом трехм ерный -- объекты, имеющие 
объем (или трехмерную меру) и так далее .  Попытка сделать 
это интуитивное ощущение  точным в с греча е г препятствие ,  

. состоящее в том , что размерность являетс fl топологичес киы 
понятием , в то время как мера - понятие  метрическое .  Рас­
смотрим ,  однако, вместе с данным метрическим пространстном 
все  метрики , совместимые с е го  топологической структурой . 
Мы увидим (см . главу VII), что размерн о сть пространства Х 
может быть охарактеризована как наибо:rьшее действител ьное 
число р,  для которого Х в иаждой .метризации имеет поло­
жительную р-мерную хаусдорфову меру. 

6 ,  Замечания 

В этой кн и ге мы  предполагаем, что читателю известны 
· только о чень элементарные  сведения по теоретика-множествен ­
ной топологии ,  которые содержатся, например,  в первых r.1 З ­
вах кни г : 

А 1 е х а  n d r о f f-H о р f, Topologie ,  J .  Spri nger, Berl in , 1 9 35 ; 
К u r а t о w s k i ,  Topologie I ,  Monograf ie Mat l1ematyczne ,  War­
saw, 1933 ; М е n g е r, Dimensionstheorie ,  В. G. Teubner, Leip­
zig, 1 928 .  Однако читатещ. может освежи r f, с вое знакомство 
с основамн топологии, пользуась Указателем. Указатель, помимо 

. ссылок на определения и результаты теории  размерности, содер-
жит  значительное число очеиь кратких пояснен и й  (и даже 
· несколько доказательств)  к вопросам общей топологии , кото ­
рые требуются изложением . 

В книгу включено большое число иллюстрирующих приме ­
ров, многие из  них без  доказательств ;  их следует рассматривать 
как упражнения .  

Математичес rше утверждения вспомогательного характера 
называются предл ожениями .  Ссылки на них делаютс н в соот ­
в етствии со следующей схемой : 

« По предложению А)»  означает :  по предложению А) того 
.же самого параграфа и гла в ы, в которых встретилась ссылка .  
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«По предложению 2 А)» означает :  по предложению 
А) параграфа 2 той же главы , в которой встретилась ссылка .  

« По предложению I I I  2 А)» о 1начает : по предложению 
А)  параграфа 2 главы Ш .  

Н а  протяжении в сей  кн иги р ассматриваются пространства, 
яrляющиеся метрическими преетранетвами с о  счетным базисом, 
если явно не  сформулировано противное .  Ограничение сделано 
потому, что при распространении  теори и размерности на более 
u б щ к е пространства возни кают серьезные затруднения .  Крат­
кое рассмотрение некоторых из этих затруднений дано в При­
бава ении . 
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РАЗМЕРНОСТЬ О 
Топодогия ,  в сущности , состоит в изуч ении связнос1 ной 

-структуры пространств . Понятие связного нространства , кото­
·рое в своей нынешней форме восходит к Хаусдорфу и л�ннесу, 
·можно рассматривать как коренное поняiие, от которого , прямо 
или косвенно,  nроисходит значительная ч асть важных понятий 
топологии (теория гомологий или теория «ал гебраической связ­
ности» ,  локальная связность, размернос1 Ь и т .  д. ) . 

Пространство связно, если оно не может быть разбито на 
два непустых непересекающихся открытых м ножества. Дру1·ими 
словами , пространство связно , если , за исключением пустого 
м ножества и всего простра 'IСтва , не существует никакаго мно­
жества ,  граница 1 )  которого пуста. 

В этой главе мы имеем дело с пространс rвами , которы е  
являются несвязными в чрезвычайно сильном  смыс,r�е,  а именно, 
имеют так много открытых м ножеств с пустой границей, что 
каждая точ <а содержится в пр оизвол ьно малых множествах э го го 
тиnа .  

1 .  Опр еделен ие разм ерности О 
О п р е д е л е н  и е I I  1 . Пространство Х имеет размер­

ность О в точке р ,  если р обладает произвольно малыми 
окрестностями 2) с пустой границей ,  т .  е . ,  если для каждой 
окрестности и точки р существует окрестность V точки р 
так ая , что 

v c:  и, 

Fr V = O. 
1) См. Ук 3затедь.  Заме r им, что множество, граница котор ого пуста,  

одновременно открыто 11 з а м кнуто, и наоборот. 
2) Под окрестностью то ч к и  мы пони маем любое о т � рытое множе­

.с тво, содержа щее эту то чку. 
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Непустое пространство Х имеет размерность О, diш Х = О,  
если Х имеет размерность О в каждой своей точке . 

А) Очевидно, что свойство пространства быть нульмерным, 
или быть нульмерным в точке р, топологически инвариантно .  

В)  Нульмерное nространство может быть также определено 
как непустое  пространство, в котором существует базис ,  состоя­
щий из множеств, I<оторые одновременно открыты и замкнуты .  

П р  и м е р 1 1  1 .  Каждое непустое конечное или счетное про­
странство  Х нульмерно 1 ) . Дей ствительно, nусть И- nроиз­
вольная окрестность векоторой точки р. Пусть г - положи­
тельное число , такое , что сферическая окрестность точки р 
радиуса r (множество в сех точек , расстояние которых от р 
меньше  r) содержится в и. Пусть х1 , х9 • • •  суть точки Х, 
занумерованные в векоторой последовательнос1 и ,  и р (х,,р) ­
расстояние от х, до р. Существует положительное число r' , 
меньшее r и отличное от всех р (х,, р) . Тогда сферическая 
окрестность точки р радиуса r' содержится и и, а ее граница 
пуста . Следовательно,  Х нульмерно . 

в частности , множество cm дейст вительных р:щиональных 
чисел нульмерно. 

П р  и м е р  1 1  2. МнС!жество 8 действительных иррацио­
нальных чисел нульмерно. Ибо , если дана произвольмая окрест­
ность И векоторой ирраци ональной ТО 'Ш И р,  то существуют 
рациональные числа р и а ,  TIIJ{Иe ,  ч го р < р < а ,  и множество V 
иррациональных чисел, заключенных между р и а, содержится 
в и. В пространстве 8 ирр ациона11ьных ч и сел множество V 
открыто и имеет пустую границу потому, что каждая ирра­
циональная точка , которая являетс11 предельной точко.й 2) V, 
находится между р и а и ,  следовательно, принадлежит 1< V. 

п р  и м е р 11 3 .  Канторов днеконтинуум SJ е (множество вс ех 
со 

действительн ых чисел,  1<0торы е мож 1 . 0  выразить в форме � :�� � 

ti = l 
!'де а1� = О ил и 2) нульм ерен .  

П р  и м е р  I I  4 .  Лю5ое множество дей стви rельных чисел , не 
содержащее ника :<оrо интервала , нульмерно .  

1) Н е  н адо забывать, что е сли я с н о  не ука зано п р отивное, то 
простра t�ство,  р а с с м атрива е м о е  в этой книге, является ме rрическим 
прост ранством со счетным бази со м . 

2) См. Указатед ь .  
S )  (См. :  Х а  у с д о р ф, Теория  .ltножеств, М о с 1и а  - Л е п и нrр ад. 

1 937, стр.  1 57) .  
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П р  и м е р  Il 5 . Множество 9 2 точек nлоскости, обе коор· 
дина1 ы которых иррациональны,  нульмерно . Ибо л юбая такая 
точка содержится в произ вольно малых прямоугольниках , огра­
н и ченных лрямыми, перпендю<улярю,J ми к осям координат и 
пересекающими  последние в точках с рациональными коорди­
натами . Границы же таких четырехугольников не пересе­
кают ff 11• 

П р и м е р 1 1  6. Множество Шt1 точек плоскости, и меющих 
в точности одну рациональную координату, нульмерно. Потому 
что любая такая точка с одt>ржится в произвольно малых пря­
моугольниках , ограниченных прямыми, составляющими углы в 45" 
с осями КО'1рдинат и nересекающими их в точках с рациональ· 
ными координатами . Границы таких прнмоуrольников не пере-
секают cm�. 

П р  и м е р 1 1  7 .  Множество Шtn точек п-мерного эвклидова  
пространст r- а  1 )  En, в с е  координаты которы х рациональны , нуль­
�: е рно.  Ибо Шtn счетно .  

П р  1 1  м е р  1 1 8 .  Множество 9 n точек Em все  координаты 
которых иррациональ ны, нульмерно. Э1 о простое обобщение 
щ. имера II 5. 

3 а м е ч а н  и е .  Пусть О .;;;:;::: т :s:;;: n .  Обозначим через Шt:' мно­
жество точек из  Em которые  имеют в точности т рациональных 
к оординат .  В примерах I I  7 и 1 1  8 мы видели,  что Шt� = Шtп 
и cm� = 9 n ну.:I ьмерны. Оказывается (пример II 1 2) ,  что т:: нуль­
мерно длs1 ка ждых т и n, но доказательство существенно зав и­
с ит от «Теоремы сложения для нульмерных множеств» - тео-
ремы Il 2. Простое же дОI<азательство примера П 6 н е  может 
быть обобщено . 

П р и м е р  II 9 .  Множество &/t� то чек  гильберто ва 2) параллеле­
пиnеда /IJ} , все координаты которых рацио нальны ,  нульмерно 
(это множество несчетно). 

· 

Пусть 

- произвольпая точка lш , и И - окрестность а в fш . Взя в n 

дос 1·аточно больши м ,  а р, и q1 достаточно близкими к а,, 
p1 < a, < q,, i = l ,  . . . , n , получим окрестность точки а, со цер-

1) См. Указатель.  2) То же . 
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жз щуюся в И, состоящую из точек 

х = (х1 , х2, • • • ) 

33 

параллелепипеда /," , пер вые n координат которых ограничены 
условием : 

(остальные координаты  ограничены только условием 

1 
j x, l -< -т '  

которое , конечно, в се гда выполн яется в lw). 1) 

( 1 ) 

(2) 

Предположим тепер ь, что а Е §Л.�. Взяв р4 и q;, иррацио­
наJiьными, получим окрестность V точки а, каждая из гра­
ничных точек которой в fw имеет по меньшей мере одну 
иррациональную координату. Следовательно,  V имеет пустую 

, 1 
границу в шtш, а это доказывает, что шtw нульмерно . 

П р  и м е р  11 1 0 . Множество 9 �  точек rильбертова параллеле­
пипеда , все координаты которых иррациональны,  нульмер но . 
Доказательство подобно доказ ательству примера II 9 .  

1) М ы  должны п о к а з ать, что для каждого е > О можно найти нату ­
ральное ч и с л о  n и nоложительное число а, та к и е, что е сли q4 -р;, < а 
дл я i <: n, то для всех х, удовле .. воряющих ( 1) и (2), И А: е е т  м е с то 
не раве н ст в о :  

00 1 [� (х;, - а;,)2] 2 < е .  
i==l  

Чтобы пок а з а т ь  это, вы берем n т ак, чтобы 

и о т а к, чтоб ы  

1 
п о ' < 2 е�. 

(3) 

Если q;, - P-i меньше о для i <: n, то для всех х, удовлетворяющих ( 1 )  
и {2), имеем: 

00 
со 2 2 1 1 � (Х;, - О;,)� < 11 о2 + � (--:-) < - е2 + _ е2 = е2, 

i = l  i = n  l 2 2 

ч то д о к а з ы в а е т  (3). 
3 3ак. 597. В. Гуреви•I 
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П р  и м е р II 1 1 .  Множество Шtш точек гильбертона про­
странства ,  все координаты которых рациональны, не нуль­
мерно 1 ) .  (Сопоставьте это утверждение с утверждением при­
м ера I I  9.) Достаточно покаэать , что любая ограниченная окрест­
ность и начала координат в Шtш имеет непустую границу .  
Рассмотрим прямую линию: - оо < х1  < + оо ,  О = х� = х3 = 
= . . . Она содержит то чки и в И и в Шt.., "\_ И. Отсюда 
следует, что можно найти рациональное число а1 такое, ч т о  
точка 

р1 = (а1 , О , О , . . .  ) 
содержится в и и находится от Шtш "'-..И на  расстоянии, мень­
шем ,  чем 1 .  Подобным же образом, рассматривая прямую линию : 
х1 = а1 , - оо < х2 < оо ,  О = х8 = х, = . . . , мы  определим 
точку 

р2 
= (at• а2, О, . . .  ) 

при рационально м  а2 такую, что р2 принадлежит И и нахо-
1 

дится от Шtш � И  на расстоя нии , меньшем, чем 2 .  По ин-

дукции  определим последовательность { р11 ) : 
pn = (а1а2, • • • , an> О, О ,  • . .  � .  

где каждое an рационально, каждое pn принадлежит И и 

1 
fi (р11 , Шtw ""-И) < - . n 

Отсюда ле гко следует, что точка р 2) 
р = (а1 , а2 , . . . ' ak, ak+ t •  \ ' 

k-я координата которой равна ak, является граничной точкой 
окрестности и. 

Т е о р е м  а II 1 .  Непустое подмножество нульмерного 
пространства нульмерно. 

1)  Это доказательст во п ринадлежит Эрдошу, The dimenslon of 
rational polnts in Hilbert space, Ann. Math. 41 (1 940), 734-736. В дей-
ствит ельности dim Rw = 1 (см.  пр нмер Ш 5'.  

tl 
2) р, действ ательно, есть точка Шtш • потому что � а� < d\ 

i = l  
00 

n = 1 ,  2, . . .  , r.r..e d - диаметр U; отсюда � а� <  00 • 
• = 1 i 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть р - nроизвольная точка не­
nус го го nодмножества Х' нульмерного пространства Х, и nусть 
И' - некоторая окрестность точки р в Х' .  Тогда сущест вует 
окрестность U точки р в Х такая, что 

И' = И n Х' .  
Так как Х нульмерно, существует однивременно открытое и 
за�1 кнутое множество V такое, что 

р Е V c: и. 

V' = v n x' . 
Тогда V' одновременно открыто и замкнуто в Х' ,  и 

Р Е  V' c: U', 
так что Х' нульмерно.  

2. Отделение подмноже ств 

О п р е д е л е н  и е l i  1. Если А1, А11 и В суть nопарно неnере­
секающиеся подмножества nространства  Х, то мы  скажем, что 
А1 и А2 отделены � Х .иножество.м В, если Х""-. В может 
быть разбито на два непересекающихся множества,  открытых 
в Х "'- В и содержащих соответственно А 1 и А2 , т .  е .  если 
существуют А� и А� , для которых 

Х � В = А� U А�,  
А 1 с: А; ,  А11 с: А�, 

А ;  n А� = О,  

при чем и А� ,  и А� открыты в Х "'- В (или, что то же, и А�, и 
А� замк нуты в Х ""-.  В). Если А1  и А2 отделены nустым мно­
жеством,  м ы  скажем nросто, что А1 и А11 отделены в Х. 

А) А1 и А2  отделены в том и только в том случае , е сли  
сущес rвует множество А;  такое, что 

А 1 с А� , 
А� n А2 = О, 

и А; одновременно открыто и замкнуто, т. е .  имеет пустую 
границу . Ибо А� равно тогда Х � А� .  

3 '  
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В) Докажем теперь , что определению Il 1 эквивалентн()> 
О п р е д е л е н и е 1 1  1 1 •  Непустое пространство  имеет размер-· 

ность нуль , если каждая точка р и каждое замкнутое множе­
ство С, не  содержаще е р, могут быть отделены 1). 

Д о к а а а т е л ь  с т в о. Предположим ,  что Х нульмерно в 
смысле определения П 1 .  Тогда , так как  Х "-, С есть окрестность. 
точки р, существует м н о жестnо V тако е , что 

P E V C X "' C, 
при чем V одновременно открыто и замкнуто. Из того , что 

v n  с =  о ,  
и предложения А) следует, что р и С отделены ,  что и тре­
буется по  о п  р е д е л е н и ю I I 1 1 •  О бра гное доказывается подоб­
ным образом . 

С) Связное нульмерное пространство состоит из одной един­
ственной точки. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Допустим, что нульмерное простран­
ство Х содержит две различные точк и  р и q. Определение I I  1 '  
поi<азывает, что р и q отделены . Следовательно,  Х несвязно. 

D) Нульмерное пространство  вполн е несвязно, т .  е .  никакое­
связное его подм ножество не содержит более, ч е м  одну точi<у. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  Это следует из теоремы I l  1 и пред­
ложения С).  

Е) В силу опреде,тения 1 1  1 1  оче видно, что пространство 
нульмерно,  е сли любые два непересекающиеся замкнут ы е  в нем 
м ножества могут быть отделены. Докажем 2) обратное предло-· 
жение : е сли  пространство нульмер но, то любые два непересе­
кающиеся замкнутые множестм в нем могут быть отделены. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Путь Х- нуль мерно. Из определенип 
II 1 '  мы знаем,  что любая точка р Е Х может быть отделена o r  
любого замкнутого множества, не содержащего р.  Пусть С » 
К- два н епересекающиеся замкнутые множеста в Х. Нам надо 
показать ,  что С отделено  от К в Х. 

Для каждой точки р Е  х либо р n С =  о, Л i-'. бо р n К= о .  
Следовательно, для к аждой точки р существует оi<рестность. 

1) На прот яжени и 11сей кн иги мы не  буд е м  делать ни ка кого р зз­
личия в обозначениях м е жду точкой р и ыножеством, состоищим и :>  
единственно й точки р.  

2 )  Существование в Х с четного базис а  оп; р ытых множеств суще ­
с т в е н н о ,  к <t к r 1 о к а з а но в Пр ибавлениv;  с м . утверждение (Ь)  в Приба­
впени и.  
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и(р), одновременно открытая  и замкнутая и такая , что л ибо 
.U(p) n С =  О, либо и (р) П К= О .  Так как пространство Х имеет 
счетный открытый базис, существует последовательность U1 ,  
.U2, • • •  , состоящая из множеств U (p) , сумма элементов которой 
есть X (A l e x a n d r e f f - H o p f, J .  Springer, Berlin, 1 935, стр . 
78; эта книга будет дальше цитироваться,  как АН). Овределим 
-.новую последов а гельность множеств Vi следующим образом :  

'Тогда 

Vl = Ul 
i - 1  i - 1  

v, = ui "" u и�.- = иi n (Х · ""'  u Uk) 
1, = 1 /; = 1 

сх> Х = U Vi , i = 1  

i = 2 ,  :1 ,  • . •  

( 1 ) 

vi n vj = о, ее л .! i * ) , (2) 

Vi откры .- J ,  (3) 

.либо Vi П С = О, либо V, П К= О; (4) 
(1), (2) и (4) очевидны .  Чтобы доказать (3) заметим ,  что 

замкнуто , т а к  что 

i - 1 
u и,, k = l  
i - 1 

х '""' u и,,, 
,, = 1 

о г крыто. Следовательно , Vi, 1,ак пересечение  этого открытого 
множества с открытым множеством иi, само открыто. 

Пусть С' - сумма всех Vi, для которых Vi П К= О , а К' ­
-.::умма остальных  Vi . Тогда 

Х = С' U К' по ( 1 ), 
С' П К' = О 

С' и К.' открыты 
l С' П К') U (К' n С) = О 

по (2), 
по (3) и 
1 10 (4) ; 

отсюда следует ,  что С е  С' и к с К' . Таким образом, нужное 
отделение С от К осуществляется множествами С' и К' . 

F) Если С1 и С2 - непересекающиеся замкнутые множества 
лространства Х а А - нульмерное подмножество Х, то суще-
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ствует замкнутое множество В, отделяющее С1 uт С2, такое, 
что А П В = О.  

Д о к а з а т е n ь с т в о .  Так ка к Х н ормально 1 ) ,  существуют 
откр ытые множества И1 и U2, для которых 

(5} 
И1 n И2 = о . 

Неnересека ющиеся множества � П А и U2 П А замкнуты в А 
и, так как d im А =  О, могут быть отделены в А, по nреДJ/Оже­
нию Е), и мы получаем непересе к аiощиеся множества С1 ' и С2' 
Tah.He, Ч Т О  

А = с: U С.. 
U1 n А с: С., U2 n A c: r:, 

причем С� и (,: одновременно открыты и замкнуты в А. Отсюда 

<С: n iJ2) u <С. n u1) = о , 

се: n с�) u се: n с:) = о ; 

(5) и (6) влекут за собой 

(с: n с:) u (с: n с;) :_ о. 

ДaJie� , так как U1 1 1  U2 открыты, и з  (6) вытекает, что 

(С: П И2) U (С� П И1) = О, 
а отсюда,  на сх:новании (5), 

с с: n с 2) u l С: n CJ = о .  

(6} 

(7) 

(8 )· 

�9) ·  

1) Пространство  S нордально (АН, стр.  68),  если дл и л ю бых двух 
непересекаю щих ся замкнутых МРож е с т в  С1 и с� существуют открытые 
множе ства V1 и V2 такие, что 

с1 с: v1. С2  с: V2 и v1 n V2 = о. 
Простым следствием нормал ьности явл нется су ществование отк рытых 
множест в U1 и U2 таких, что 

С1 с: U1, С2 с: U2 и U1 П U2 == О. 
Ка ждое метрическое nространство  нор мал ьно (АН,  с т р .  68 ) .  



ТЕ О Р Е МА СЛОЖЕНИЯ ДЛЯ НУЛЬМЕР Н ЫХ МНОЖЕСТВ 3 9  

Из  (.7) ,  (8), (9) и того , что L'1 П С2 = С1 П С2 = О, следует , что 
НИКаКОе ИЗ Неперес е К З Ю ЩИ Х СЯ МН ОЖеСТВ С1 U С� И С2 U с; не 
содержит предельной точки другого . Так как Х вполне нор­
мально 1) , существует открытое множе ство W такое, что 

С1 u С: с: w и 

w n <.с. u С.) = о. 

Граница В = W ""  W отделяет С1 от С2 и не пересекается с 
С, U С� = А. Предложение F), таким  образом, доказано .  

3. Теорема сложени я для нульмерных м ножеств 

Сумма нульмерных множеств не обязана быть нульмерной. 
Это видно из разложения пря мой на множества рациональных 
и иррациональных чисел , или н а  отдельные  точки .  Однако имеет 
ме сто 

Т е о р е м  а 11 2. Теорема сложения для нульмер ных 
м ножеств. Пространство, являющееся суммой счетного числа 
нульмерных зам�tнутых множеств, нульмерно . 

Д о к а з а т е л ь  с т в о . Предположим,  что 

х = cl u С2 u . . .  u с, u . . . , 

где каждое Ci замкнуто и нуль м ерно.  Пусть К и L суть два 
непересекающихся замкнутых множества пространства Х. Мы 
покажем ,  что К и L могут быть отделены. 

К П С1 и L П С1 - непере секающиеся замкнутые подмно­
жества нульмерного пространств а  С.\ . Следоватео/IЬНО (2Е), 
существуют подмножества А 1 и 81 множества С1 ,  замкнутые 

1) П ростран ство Х вполне нормально (АН, стр. 69), если каждое 
подпро стра нст в о Х норм ально. Можно nо казать (У р ы с о н: Ober 
die Miichtlgkeit de r  Zusammenblingenden Mengen, Math. Ann. 94, 1 925, 
стр. 262 - 295, в ч астности, стр. 284), что для любых двух непересека­
ющихся nодмножеств Х1 и Х2 впvлне нор мального пространства, 
н и ка кое из которых не соде ржиr  предел ьных точе к дру г ого, с у ще­
ствуют отк рытые м ноже с т в а  W1 и W2, таtше,  что 

х1 с: W1, х2 с: W2 и w1 с: W2 = о; 
ясно, что W1 П Х2 = О. Каждое метр и чес кое пр остранств о в п олн е­
нор мально поrому, что каждое подnр о!=транство метрического про­
странства является мет риче с к и м про странством. 
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в С1 и, следовательно, в Х, та кие, что 

к n с1 с А1 ,  L n c1 c: 81 ,  

А1 u 81 = С1 , А1 n 81 = о .  
Множества К U А1 и L U В 1 замкнуты в Х и не пересе­

каются .  В силу нормальности пространства Х, существуют 
открытые множества а1 и Н1 ,  для которых 

С.1 едовательно, 

- .  

01 n Н1 = О. 

а1 u Н1 :::J С1 , 

а1 n iil = о. 
Теперь повторим этот процесс ,  заменяя К и !. множествами 01 и Н1 , 
а С1 - множеством С2• Э rа замена приводит к открытым м н о ­
жествам а2 и Н2, для которых 

а2 u H'l. :::J С2, 

'02 n Н2 = О. 
По индукции построим последовательности { ai } и { Hi } , откры­
тых в Х множеств , для которых 

Пусть 

ai u н, n ci , 

ai- 1 с ai, Hi- 1  с: Hi, 
ai n iii = o. 

Н =  U H, ,  
тогда а и Н суть непере секающиеся открытые множества, 

а u н :::J u ci = х 
i 

к с а, 
это и есть требуемое отделение.  

L c: H; 
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С л е д с т в и е 1 . Пространство , являющееся су.м.мой счет­
ного числа нуль.мернwх Fa .множеств 1), нуль.мерно .  

С л е д с т в и е 2 . Су.м.ма двух нульмерных подмножеств 
пространства Х, по �райней .мере одно из �оторwх за.м�нуто , 
нуль.мерна . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Пусть А и В нульмерны, и В замкнуто .  
Тогда (А U В) "- В открыто в А U В.  Как открытое множество 
в метрическом пространст ве  оно есть Fa . Следствие 2 выте­
кает поэтому из следствия  1 и равенства 

А U В = В U [ (А U В) "' В] . 
С л е д с т в и е 3 . Нульмерное пространство остается нуль-: 

..мерным после прибавления одной точ�и 2) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, в силу следствия 2 . 

П р и м е р 1 1  1 2 . Пусть О <.  т <.  п .  Обозначим через gя:ь 
чножество точек п -мерного эвклидова пространства Em имею ­
щих точно т рациональных координат. Тогда 5Jt:' нульмерно .  

Каковы бы ни были т индексов i1 , • • •  , im, выбранных из 
чисел : 1 ,  • . .  , п и т рациональных чисел r1 • • •  , r т• система 
уравнений 

( 1) 

определяет (п - т)-мерное линейное подпространство .  Подмно­
жество этого подпространства, состоящее из точек, у которых 
все остальные координаты иррациональны , обозначим через Ci . 
Каждое Ci изометрично 8 п - т  и, следовательно ,  нульмерно 
tnример 11 8) .  Ясно, что каждое С;. замкнуто в 53t:' и ч т о  
сумма множеств С;. и есть 5Я;:. Та к как совокупность мно­
жеств Ci счетна , то из теоремы сложения для нульмерных 
множеств следует, что dim 5Jt:' = О . 

П р  и м е р 11 1 3 . Пусть О -<: т. Обозначим через 5Jt: множе­
ство точек гильбертона параллелепипеда , имеющих в точности т 
рациональных координат . Тогда 5Jt :  нупьмерно. (Доказатель­
ство подобно доказательству примера 1 1  1 2 и использует при� 
мер I I  1 0). 

1) Под Fa в пространстве м ы  поним а е м  сумму счетно го числа зам кну­
ты х подмножест в ;  см .  К u r а t о w s k 1 .  Topologle 1 Monografje Matema­
ticzne Warsaw, 1 933, стр. 21. В м етрическом пространстве любое от­
крытое множество есть Fa (Kuratowskl, Topologle 1, loc. clt., стр . 78). 

2) П р едполагая, к онечн о, что расширенно е nрqстранство я в л я ется 
м е ч: и ческим со счетным бази сом. 



42 РАЗ:\!ВРНОСТЬ 0 

4. Ко мпакты 

Рассмотрим следующие четыре свойства пространства Х : 
(О) Х вполне несвязно . 
( 1 )  Любые две различные точки в Х могут быть отделены . 
(2) Любая точка может быть отделена от любого не содер-

жащего ее замкнутого множества, т. е. Х нульмерно (см . опре­
деление 1 1  1 ') .  

(3) Любые два замкнутые непересекающиеся МНОЖl" С rва 
могут быть отделены.  

Очевидно , из (3) следует (2), из (2) следует ( 1 ) , из t 1 )  
следует (О) .  Обратно -(см .  предложение 2 Е)) ,  из (2 ) следуе г (3) 
(это верно для пространств со счетным базисом.  Для про­
странств без счетного базиса и з (2) не следует (3 ) :  см. При­
бавление , стр .  208) . Свойства (0), ( 1 ) и (2), однако, не экви­
валентны даже для метрических пространств со с четным базисом. 

П р  и м е р  11 1 4. Серпинекий ( Sur l es ensam Ь!es connexe s 
et non connexes, Fund. Math. 2 ( 1 92 1 ), стр . 8 1 -95) приводит 
на стр . 88  пример плоского множества, обладаю щего свой­
ством (0) , но не обладающего свойством ( 1  ) . 

П р  и м е р  II 1 5 .  Мы узнали из прим ера 1 1  1 1 ,  что �U) не 
обладает свойством (2) , с другой стороны, оно обладает свой­
с твом ( 1 ) .  В самом дeJJe ,  пусть р и q две точки и з  �w• а i ­
индекс т акой, что i- я координата Pt точки р отл ичается 
от i -й координаты qi точки q; Pi и qi, конечно , рациональны . 
Пусть р - произвол ьное иррациональное чис,1о , расположенное 
между Pi и qi . Разлпжение �w на  замкнутые непересекаю­
щиеся множества, определенны е неравенствами : 

осуществляет требуемое отделение р от q .  
Тем н е  менее  эквивалентность имеет место в важном случае : 
А) Для компактов 1) усл овия (О ) - (3) ЭI{Вивалентны. 

Остается доказать, что из  (О) следует ( 1 ) ,  и из ( 1 )  следует (2) .  
Сначала докажем два nредложения. 

В)  Пусть Х - компакт, С - замкнутое подмножество ком­
пакта Х, и р - точ ка из  х. Тогда, если точка р может быть 
отделена от каждой точки q Е С, то точка р может быть отде­
л ена и о т  С. 

1) С м .  У к азател ь .  
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Д о к а з  а т е л ь с т в о. Ддя каждой точки q множества С 
существуют два непересекающиеся  одноврем енно замкнутые и 
открытые множеств а иq и Vq такие, что р Е иq, q Е Vq . Так 
как С - замкнутое пощ.шожество компакта , то существует 
конечное ч исло q1 , • • •  , q1, точек q таких, что 
Vrr U . . .  U Vq � С. Пусть 1 т. 

k k 
и =  n иq . •  V =  U Vq ; 

i = l  • i = l  i 

тогда Р Е  и, С с: V; кроме того и и V не  пересекаются, а ка­
ждое из н и х  и открыто, и замкнуто. Следовательно, р и С 
отделены . Таким образом,  предложение В) доказано. 

С)  Пусть Х- компакт ,  р - точка из  Х, и М(р) - множе­
ство всех точек, которые не могут быть отделены от р .  
Тогда М(р) связно.  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Сначала мы по кажем, что М(р) зам­
кнуто или ,  что то же, что Х""' М(р) открыто. Произвольная­
точка Х принадJiеЖИТ Х ""' М (р) В · ТОМ И ТОЛЬКО В ТОМ �Jiyчae� 
если существует разложение  

Х = и U  V, 
и п  v = o , 

х Е и, р Е  v, 
где и и v открыты. Легко в идеть, ЧТО и с: х ""'  м (р) , т. е .  
каждая точка х Е Х ""'- М (р) имеет окрестность , содержащуюся 
в Х ""'- М (р) .  Таким образом , Х ""'- М (р) открыто. 

М (р) , очевидно, содержит р. Допустим, что М (р) несвязно. 
Тогда 

М (р) = C U  К, С *  О, K:f O, с п  К =  О,  

С и К замкнуты в М (р) . Допустим, что р Е С. Так  как  М (р)­
замкнуто в Х, то С и К замкнуты в Х. Следовательно, в силу 
нормальности пространства Х, существует открытое в Х м но­
жество и такое, что С с: и й и n К =  О .  Так как 

В (и) = Frи = и ""'  и, 
то 

В ( и) n М (р) = В (и) n (С U К) = О. 
Это означает, что каждая точка множества В (и) отделена от р .  
Так как В ( U) замкнуто , то можно, применив В) , получить 
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таi<Ое одновременно открытое и замкнутое множество V, что 
В (И) с: V и р n V = О. Таким образом, И "'- V содержит р. 
Легко видеть, что U""' V можно представить и в в иде И ""'  V, 
гак как V =  V, и в виде И "- V, так как В (U) с: V. Первое 
представление показывает, что И "- V открыто, а второе -
·что и""' v замкнуто. Но (U ' V) n К= о. Сле доватеJIЬНО, р 
.отделено от точек  множества к с: М (р) . Одна ко это проти­
'ВОречит определению М (р).  

Д о к а з а т е л ь с т в о  т о г о, ч т о  и з  (О) с л е д у е т ( 1 ) .  
Предположим, что Х вполне несвязно. Для каждой т очки р 
рассмотрим множество М (р) . В силу С), оно связно и поэтому, 
так как Х вполне несвязно, состоит из одной точки р. Сле­
довательно, любые две точки пространства Х отделены. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т о г о ,  ч т о и з ( 1 )  с л е д у е т  (2) . 
Это следует из В) . 

D) Среди комиактов нульмерные пространства тождественны 
с вполне-несвязными пространствами . 

3 а м е ч  а н и е 1 . Предложение D) сохраняется также для 
пространств , которые только локально-компактны .  

3 а м е ч  а н и е 2 .  Неверно (см.  примеры 1 1  16  и Ili 1 7 ) ,  
что если пространство обладает свойством (О) или ( 1  ) , т о  оно 
сохраняет это свойство при прибавлении к нему одной точки. 
Сравните это со следствием 3 теоремы 1 1  2. Таi<им образом, 
т еорема сложения была бы неверна для теори и  размерности. 
в которой размерность О была бы определена как вполне-несвяз­
ность , и :1 и как возможность отделения любых пар точек.  

П р и м е р  11 1 6 . Кнастер и Курагавекий (Sur les  ensemЬles 
connexes, Fund. Maih. 2 ( 1 92 1 ) , стр . 206-255), приводят 
(на стр . 24 1 ) следующий удивительный пример плоского мно­
жества, вполне- несвязного [свойство (0) ] , но теряющего это 
свойство и становящегося связным после прибавления к нему 
ОДНОЙ ТОЧ КИ ; обозначи м через (3 канторов ДИСКОНТИнуум (см .  
пример II 3) .  Пусть Р- подмножество дисконтинуум а С ,  со-
стоящее из точек 

таких ,  что , начиная с достаточного большого n, числа an либо 
все равны О, либо все равны 2 (Р - счетное множество, 
.состоящее из концевых точ ек ,  интервалов, которые надо уда­
лить из [0 ,  1 ] ,  чтобы получить (3 ). Пусть Q - множество 
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остальных точек (!] .  Пусть а - точка на  плоскости с коорди-( 1 1 )  . 
натами 2 ,  2 . Обозна •t им через L (c) отрезок , соединяю-

щий переменную точку с множества (!] с точкой а. Обозначи м  
для р Е  Р через L* (р) множество всех точек отрезка L (р), 
имеющих рациональные ординаты , а для q Е Q через L * ( q) -
множество всех точек отрезка L ( q) ,  имеющих иррациональные· 
ординаты. Тогда, как доказывают Кнастер и Куратовский, 

х = u и (р) u u и (q) 
р Е Р  q E Q  

связно, хот я х "" а вполне-несвязно . 
Так как Х св язно, оно не нульмерно 1) , и та tс к ак нуль­

мерное пространство остается нульмерным после прибавления 
одной точки (следств и е 3 теорем ы  1 1  2}, то и Х "" а не  нуль ­
м ерно. 

П р и м е р  I I  1 7 . Серпинекий (см . ссылку в примере 11  1 4)" 
приводит пример пространства, обладающего свойством ( 1 ),. 
но теряющего это свойство после прибавления  одной точ ки . 

1 ) На самом деле ( см .  пример IV 3), 
dim (Х "-, а) =  dim Х = 1 .  

Х "-,  а я в л я етс я пр и м ером п ростр анства,  име ющrг;:, размерно с т ь  1 ,.  
даже несмотря п и  1 0, ч т о  о н о  вп<>лне-н есвязно.  Б ол е е  того, М а з у р­
ке В!I 'I [Sur les proЫemes "/. et Л de Urysohn,  г ипd. Ma th. .  1 0  ( 1927) .. 
стр. 31 1 -319] показал, что для каждого конечного n с у ще ствует 

вп олне несвязнос [в дсйствите,1ьнсст и ,  облада ю ще е  т е м  свойством,  что 
любые две 1 о чки могут быть отделе н ы ;  с м .  ( 1 )  стр.  26] простр анство­

р азм ерности n. Таким образом ,  тот фа кт, что прос 1 раиство и м е е т 

полом.ител �>ную размерность, очен ь мало г оворит о �: ro с вязност ;i .  
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Грубо говоря, пространство имеет размерность <;;: n, есл и 
произвольно малые куски пространства , окружающие каждую 
точку, могут быть о граничены подмножествами размерности 
.:(: n - 1 .  Этот метод определения размерности я вляется индук­
тивным методом , причем изящной и сходной точкой индукци н  
является принятие пустого множес гва в качестве ( - 1  )-мер ного 
пространства. 

1 .  Определе ние размерности n 

О п р е д е л е н  и е I I  I 1 .  Пустое множество и только ну сто е 
мн о>kество имеет разА-tерность - 1 . 

Пространство Х имеет раз.мерность .:(: n (n >- О) в точке р,  
ее ш р обладает произвольно малыми окрестностями ,  границы 
которых имеют размерность <;_ n - 1 .  

Х имеет размерность .:(: п ,  dim Х -<.  n ,  еслиХ имеет размер­
ность .:(: n в каждой своей точке . 

Х имеет размерность n в точке р, если верно,  что Х имеет 
размерность .:(: n l! р и неверно, что Х имеет размерность 
.:(: п - 1 в р. 

Х имеет размерность n, если dim Х -<.  n верно, а 
dim Х -<. fl - 1 неверно. . 

Х имеет размерность со ,  если dim Х -<.  n неверно для 
ка ждого n .  

А) Очевидно ,  что свойство иметь размерность n (или иметь 
размерность n в точке р) топологически инвариантно .  Размер ­
ность не является, однако ,  инвариантом непрерывных отобра ­
жений. Проекция плоскости н а  прямую является примером 
непрерывного отображения, понижающего размерность ,  а пеанов­
ское отображение отрезка на весь квадрат-примерам непре­
рывного отображения, повышающего размерность . 
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В) Услов и е d i m  Х < n экви в ал ентно существованию в Х 
базиса, состоящего из оп<рытых множеств ,  границы которых  
имеют . размерность < n - 1 . 

С) При n = О очев идно, что опр еделе н ия 11 1 и III 1 сов­
падают. 

D) Пу сть d im Х = n, п-конечное. Тогда для каждого т <  n 

Х сод е р жи т некоторое т-мерное подм ножество . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Так кaк d im X > n - 1 , существует 

точка р0 Е Х и окрес т ность U0 точки р0, обладающая тем свой­
ством, что есл и V - произвольвое откры гое множество такое ,  
что р0 Е vc: U0, то 

dim PrV ?:-- n - 1 . 

С другой стороны ,  так как d im Х < n, существует открытое 

множество V0 т щое , что р0 Е V0 с: U, для которого 

dim PrV0 < n - 1 .  

Следовательно , граница множества V0 является п одм н ожеством 

nространства Х, ра зм ерность которого в точности равна n - 1 . 
Окон чание доказательства nредложения D) теперь очевидно . 

3 а м е ч а н и е. Утверждение предложения D) н е �ожет быть 
распространено на бесконечномерные пространства .  Действитель­
но, если справедли ва континуум-гиnотеза , то существуют даже 
такие бесконечномерные пространства , конечномерными под­
пространствами которых  являются только счетные множества 1) . 

П р  и м е р  Ili 1 .  Прямая и интервал прямой имеют размер ­
ность 1 .  

П р  и м е р  Il l 2 .  Любой м ногоугольник и меет · размер ­
ность 1 .  

П р  и м е р  III 3 . Любое двумегное 1\iНогообразие имеет раз­
мерность < 2 (показательство следует из  примера III 2). 

П р и м е р  III 4 . n-м ерное эвкли.в:ово nространство En имеет 
размерность < n .  Индуктивное доказательство этого предостав­
ляется читателю .  Однако доказательство того, что размерность 
En в точности равна n, отнюдь не тр и виально и будет являться 
основной целью главы IV. 

П р и м е р  IIl 5 .  Множество m.U) точек гильбертона параллеле ­
пипеда , все  координаты которых рациональны, одном ерно. Мы 
уже видели ( пример 11  ! 1 ) ,  что dim Шtw ?:-- 1 .  По кажем теперь , 

1 )  W. Н u r е w i с z, Une remarque sur l ' h ypoth e s e  dн continu; Fund. 
Math. 19 ( 1 932) ,  стр. 8 -- 9. 
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что dim Шt"' -<:  1 ,  т. е .  что каждая точка  р Е Шtu, может быть 
заключена в произвольно малые  сферические окрестности в Шtw, 
имеющие нул ьмерные границы. Обозначим через S сферу в гиль­
бертовам пространстве с центром в начале координат и радиу­
сом d < 1 ,  т. е .  множество точек, находящихся на расстоянии 
d от начала координат. Совершенно ясно,  что достаточно дока­
зать , что dim S n @t"' = О. Чтобы доказать это, поставим в соответ­
ствие каждой точке х сферы S: 

Х = (Х1 ,  Х2, • , • 1 Х ; ,  • . •  ), 
точку 

1 - ( х, х, ) ' х - xl , -2 ,  . . · · т · · . .  ' 

х' содержится  в г·ильбертовом параллелепипеде (см . Указатель). 
Как легко можно показать ,  S о'1ладает тем свойством , что 
последовательнос r ь {p't } точек из S сходится к точке р Е S 
в том и только в том случае, если i -e  координаты точе 1' pn 
сходятся к i-й координате точки р ,  i = 1 ,  2, . . • . Так как /u> 
обладает тем же своА ством, то перехrд от х к х

' являе 1 с я 
гомеоморфизмом S на подмножество /00 • Но :;тот гомеоморфизм , 
ОЧеВИДНО, переВОДИТ S П @t.., В ПОД1\fНОЖеС 1 ВО @t'..,, а МЫ знаем 
( пример I1 9), что dim Шt'"' = О. Следовательно, dim S П Шt"' = о. 

Т е о р е м  а III 1 .  Подпространство простра нства размер­
ности -<: п и.меет размерность -<: n .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (По индукции . )  Утверждение очевидно 
для n = -1 . ПредпоJюжим теперь,  что оно справедливо для п - 1 .  
Пусть Х- пространство размерности -<: n, Х' -подпространство 
пространства Х, и р - произвольная точка из .Х'. Пусть и' ­
окрестность точки р в х· .  Тогда существует окрестность 
и точки р в х такая , что и = и  n х. Так как dim х < n, ТО 
существует м ножество V, открытое в Х и такое , что 

р Е v c:: и, 
dim FгV < n - J .  

Пусть V' = V П Х' . Тогда V открыто в Х' , р Е  V' с:: и ' .  Пусть 
В - граница множества V в Х, и В' - граница множества 1 ) 
V' в Х' . Тогда, как легко видеть , В' содержится 11 В n Х'. По 
индуктивному предположению, dim В' < n-1 , что и требовалось 
доказать. 
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ТеПерь мы докажем, что определению Ili 1 эквивалентно 
О п р  е д е л е н и е II I 1 ' . Х имеет размерность < n, если каждая 

точка р Е Х  может быть отделена от любого не содержащего 
ее замкнутого множества С с: Х замкнутым множеством размер­
ности < п-1 . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о . Допустим , что dim Х < n в смысле 
определения I I I  1 .  Множество Х ""- С является окрестностью 
точки р и, следовательно, в силу регулярности 1)  пространства Х, 
существует другая окрестность V точки р, для которой 

v c: x "- с. 
Тогда существует окрестность W точки р такая, что W с: V, 
а В = FrW имеет размерность < n - 1 . Легко поi<азать ,  что 
В отделяет р и С. Это доказывает, что dim Х < n в смысле 
определения Ш 1 ' .  

Наоборот, если d i m  Х < n в смысле определения III 1 ' ,  то 
dim Х < n в смысле определения Ш 1. Действительно, пусть 
И- окрестность точки р. Тогда Х ""- и  есть замкнутое множе­
ство, не  содержащее р, и,  следовательно, Х ""- и может быть 
отделено от р замкнутым множеством В размерности < n - 1 . 
Это означает, что 

Х ""'  В = И' U V' , р Е и' , Х ""'  и с: v· , И' n V' = О ,  
причем U '  и V открыты в Х ""- В и ,  следовательно , в Х.  U' я в ­
ляется окрестностью р ,  содержащейся в И ,  и так  как  граница 
FrU' содержится в В, то из теоремы Ш 1 следует, что граница 
FrU' имеет размерность < n - 1 .  

2. Размерн о сть подпространств. Раз м ерность сумм 
При исследовани и  размерности подпространства Х' про­

странства Х иногда бывает удобно определять размерность Х' 
с помощью окрестностей по отношению ко всему пространству Х. 

А) Подпространство Х' пространства Х имеет  размерность 
< n в том и только u том случае, если каждая точка из Х' 

1) П ространство регул1tрно (АН, стр. 68) , если каждая окрест нос ть  
U точ к и  р содержит таку� 01срестность V точки р, что 

V c: U. 
О чевидно, что каждое м е трическое пространство регулярно п что 

каждое норма.вьное про странство ре гу.вярно (АН, стр. 68). 

4 зах. 597. n. Гуреnпч 
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обладает произвольно малыми  окрестностями в Х, пересечение 
границ которых с Х' имеет размерность -<. n - 1 . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Допуст им , что Х' удовлетворяет 
условиям предложения А). Пусть р - произвольная точка из 
Х' , и И' - окрестность р в Х' . Тогда существует окрестность 
И точки р в Х такая, что И' = U П Х'. Следовательно , суще ­
ствует открытое в Х множество V такое , что 

р Е  v c u, 

dim (Х' П Fr V) < п - 1 .  

Пусть V' = v n Х' . Тогда V' открыто в х ,  р Е  V' с И' . 
Снова, обозначап через В и В' границы множеств V в Х и 
V' в Х', мы имеем : В'  с: В П Х' . Следовательно, dim В' < n - 1 , 
так что d im Х' .::(. n . 

Наоборот, допустим, что dim Х' .::;;;;. n .  Пусть р -произвот,ная 
точка Х', и И - окрестность точки р в Х. Тогда 

U' = U  П Х' 

есть окрестность точки р в Х' . Поэтому существует окрестность 
V' точки  р в Х' , для которой 

р Е V' с И' и 
dim B'  .::(. п - 1 , 

r де В' - граница множества V' в Х' . Никакое из непересекаю­
щихся множеств V' и Х' ""' V' не содержит предельной точки 
другого. Поэтому, так как Х вполне нормально 1 ) ,  существует 
открытое множество W такое, что 

V' с W и W П (Х' ""' V') == О. 
Заменив, есл и нужно, W пересечением W n И, можем предпо-
пожить , что 

w c u. 
Множество 

W ""'  W =  FrW 

не  содержит никаких точе r{ из Х' ""'  V' и из V' .  Отсюда сле­
дует, что пер есечение  Х' с Fr V  содержится в В' и, сл едовательно  
(теорема III 1 ) , имеет размерность .::(. n - 1 ,  так что условие 
предложения А) выполнено. 

1) См. У к а з а тель .  



РАЗМЕРНОСТЬ ПОДПРО СТРЛНСТВ 5 1  

Теперь м ы  используем А )  для доказательства чрезвычайно 
важного предложения относительно размерности суммы двух 
множеств. Уже было замечено, что размерность суммы А U В 
не определяется размерностями А и В. Однако : 

В) Для любых двух подпространств А, В пространства Х 
dim (А U В) < 1 + dim А +  d im  В. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о (двойной индукцией по размерностям 
подпространств А и В) . Предложение очевидно для случая, когда 

dim А = dim В = � 1 .  

Пусть теперь dim А =  т, d im В =  n ,  и предположим, что утuер­
ждение справедливо в случае выполнения одного из двух следую­
щих условий: 

diш А < т, dim В <  п - 1 ;  ( 1 )  

diт А < т - 1 , d iт B < n. (2 ) 

Пусть р - точка множества A U B. Предположим, что р Е  А . 
Пусть И - окрестность точки р в Х. В силу А) существует 
открытое множество V такое,  что 

Р Е  v c u 

dim ( W n A) < m - 1 , 

где W есть граница множества V. Но W n В - подмножество 
множества В, и потому 

dim (W n В) < п. 

По индуктивному предположению ( 1 )  и (2) 

d im [ W n (А U В)] < т + п . 

В силу А), этим доказано, что 

dim (A U В) < т + п +  1 , 

и индукция оказывается проведенной .  
С) Сумма (п + 1 ) -го подпространства размерности < О 

имеет размерность < n .  
П р  и м е р  Ш 6. Пусть О < т <  n .  Обозначим через c!OZ':: 

множество точек пространства En, имеющих не более т рацио-
нальных координат, и через or:,r;: - множеспю .точек простран­
ств а Е11, имеющих не .менее т рациональных координат. 

4* 
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Тогда 1 ) 
dim e!Oё'� -<. m, 

и 
d • / о ш / tm "" n """'- n - т. 

Так как очевидно , что 

Nn = ��� U �}� U • . . U Шt � 
.е': = �':: u Шt:: + t u . . .  u Шt�, 

то утверждение следует из С) и того факта , что каждое сла­
гаемое эдесь нульмерно (пример II 1 2) .  

П р  и м е р  I I I 7 .  Пусть О -<. т. Обозначим через � мно ­
жество точек rильбертова nараллелепипеда fш , имеющих не 
более т рациональных координат. Тогда 2) 

dim � -<. т ; 
так как 

.л-г::: = Шt� u Шt� u . . .  u Шt':, 
то утверждение следует из С) и того факта ,  что каждое сла­
гаемое нульмерно (пример I I  1 3). 

3. Теорема сложен и я  для п- м ерных пространсто и теорема 
о разложении  п- м ерноrо пространства в сум м у  нульмерных 

пространсто 

Теnерь мы докажем наиболее важные теоремы абстра ктной 
части теории размерности . 

Т е о р е м а Ш 2. Те ор е м а  сложени я для разм ерности n .  
Пространство, являющееся суммой счетноz о •tucлa замкну­
т ых множеств р азмерно с т и  -<. п, U.Ateem резмерност ь -<. п .  

1 )  В дей с т в и тельност п ,  

d im .AZ�: = m, 

dim .е� = п - т  
(см.  приме р I V  1). Кром е тоrо, мы nозднее докажем (теорема V 5), 
что к а ждое п-мерное прuстранство м ожет быть топ ологическ и  вкл ю -
чено в .,e�n +t· 2) В д е й с тв ите л ь н о с т и ,  

dim .лz: = m  
(см. при мер IV 2 ) .  
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о . (По индукции) . Обозначим теорему 
сложения для размерности n ч е рез �n· Очевидно ,  �n эквива­
лентна утверждению,  что любое пространство, я вляющееся сум­
мой счетного числа Fa множеств размерности <: n, имеет ра1-
мерность <: п.  

Е _ 1  тривиальна.  М ы  выведем теперь �1i из En_ 1 ,  и спользова в 
Е0, которая уже была доказана  независимо (теорема 1 1  2) . Сна­
чала мы докажем , что из �11_ 1 в ытекает сл едующее nредложение : 

L1n . Любое пространство размерности <: n я вл н ется суммой 
подпространства размерности <: n - 1 и nодпространства раз­
мерности <: О. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о n р  е д л о ж е н и я L1n .  Пусть Х ­
nространство размерности <: n.  По предложению 1 В)  суще­
ствует базис открытых м ножеств пространства Х, состоящий из 
множеств, границы которых и меют размерность <: n - 1 .  Та к 
как Х - простра нство со счетным базисом, то существует 1) 
счетный базис { Ui j ,  i = 1 , 2 ,  . . .  , состоящий из множеств, гра­
ницы { 8.1 }  которых имеют размерность <: n - 1 .  Из �n - 1  еле-
дует, что 

00 
В =  U В, 

i = l  
имеет размерность <: n - 1 .  

Мы утверждаем , что 

dim (Х "'. В) <: О. ( 1 ) 
В самом деле ,  границы множеств U1, очевидно, не пересекаются 

с Х"'. В, и, следовательно, условие щ : едложения 2 А) (с n = О 
и Х "'. В  вместо Х') удовлетворяется. Поэтому L1n следует из 
равенств а Х = В U (Х "'. В) . 

В о сnользуещ:я теперь �n - t  и .111 для доказательства En. 
Предположим, что 

Х = С1 U . . .  U Ci U 
dim C1 <: n, 

. . .  , 

где каждое Ci зам кнуто . Мы хотим доказать, что d im Х <: n .  
Пусть 

К1 = ер 
i - 1  i - 1  

Ki = С1 "'. .  U Cj = с1 П (Х "'. _U CJ) , i = 2 , 3 ,  . . •  
J = l 1 = 1 

1) АН, стр.  78.  
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00 
X = U K,, 

i = l  
Kt n 1\J = O, если i =l= j, 

Kt есть Fa в Х, 

dim Ki < n . 

( 2 )  

( 3) 

(4 )  

(5 )  
Соотношения (2) и (3)  очевидны.  Чтобы доказать ( 4) ,  sаметим,  
что сумма i - 1  

u cj 
j = t 

является замкнутым множеством. Поэтому множество 
i - 1  

х ""- u cj 
j = ! 

открыто и, следовательно, как открытое множество в метри­
ческом пространстве есть 1 ) Fa ; множество Ki, как пересечение 
этого Ра с замкнутю1 множеством Ci, также есть Fa . (5) выпол­
нено в силу того, ч1 о Ki является подмножеством Ci. Неравен­
ство (5) позволяет применить дп к каждому Ki, и мы получаем ;  

Ki = Mi U Nt, 
d im Mi < n - 1 , d im Ni -<;: 0. 

Обозначим U М1 через М и U Ni через N. Из (2) следует, что 

X = M U N  
каждое Mi е сть Fa в М. Действительно, 

Mi = Mi n Ki = (М1 U . . . U Mi U • . . ) n Ki = М  n Ki, 
так как Mi с: Ki и Ki n KJ = О для i =1= j в силу (3) . Поэтому 
Mi, как пересечение М с Ki, являющимся, в силу ( 4), Fа· мно ­
жеством, само есть Fa в М. Следовательно, применяя .E,t _ 1 , 
заключаем , что dim М< n - 1 . Подобным же образом можно 
показать, что каждое N1 есть Fa в N и, следовательно, dim Х < n 
В СИ ·1У 2) �0• 

1 )  АН, стр. 68.  
2)  Явное пс r ол ьзование зде с ь  �о сделало необходимым отдел ьное 

доказательство для  �о в теореме 11 2. 



ТЕ ОРЕМА СЛОЖЕII И Я
1 

ДЛЯ n•МЕРН Ы Х  ПРОСТРАНСТО 55 

Таким образом , Х = М  U N, причем d im М -.< n - 1 и 
dim N -.<  О. Из 2 В) следует ,  что dim Х -.< п; что и требовалось 
доказать . 

С л е д с т в и е 1 .  Сумма двух подпространств ,  1еаждое иэ­
!Соторых имеет размерность -.< n и одно из 1еоторых зам/С· 
нуто, имеет размерность -.< n .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о такое же,  как дока зательство след­
ствия 2 теоремы 1 1 .  

С л е д с т в и е 2 .  Размерность непустого пространства 
не возрастает при прибавлении 1е нему одной точ1еи . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следствие 2 ,  очевидно,  в ытекает из 
следствия 1 . 

С л е д с т в и е 3 . Если пространство Х' раз.Аtерности -.< п 
содержится в ue!Comopoм пространстве Х, то 1еаждая точ1еа 
простраuства Х имеет произвольuо малые о1ерестuости (в Х), 
пересечения границ 1еоторых с Х' имеют размерность -.< n - 1 
(сравнивая с 2 А), обратим в нимание на то ,  что 2 А) налагает 
ограничение только на окрестности точек р Е Х'] .  

С л е д с т в и е 4. Каждое пространство размерности -.< n 
является су.ммоii подпространства размерности -.< п - 1 и 
подпространства размерuости -.< О . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Следствие 4 есть !J.,p которое, как 
было показано при  доказательстве теоремы III 2, является след­
ствием Еп - 1 •  

Т е о р е м  а I I I  3 .  Теорема о разложени и  п-м ерного про ­
странства в сум му нульмерных пространств. Простраuсrаво 
имеет размерность -.< п, n - 1еонечное , в том и толы(о в том 
случае, если оно является суммой (п + 1 )-го подпростран­
ства размерности < О. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о . Теорема Ш 3 следует из повторного 
применении следствия 4, доказанного в ыше, и 2 С). 

С л е д с т в и е. Если dim X = n, а р и q - два целых 
чисJtа > - 1 таких, что р + q + 1 = п, то Х является суммой 
двух подмножеств Р и Q, размерность которых,  соответ­
ственно, равна р и q. 

Д о к а з а  т е л ь с т в о.  Непосредственно следует из тео­
ремы III 3 . 

П р  и м е р III 8 .  Мы уже привели  (пример 1 1  1 2) разложение 
пространства Е11 на (п + 1 ) пространств �� • . . .  , �� размер­
ности О,  
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4. Размерность топологического произведения 

Т е о р е м  а III 4 . Обозначим через А Х В тополоzичесtсое 
произведение 1) двух простране тв А и В, по tcpaйнell .мере 
одно из tcomopыx непусто. Тогда 

d im (А Х В) <. dlm A + dim В. 

Д о к а а а т е л ьс т в о. (По · индукции). Пред.11ожение оче· 
видно, если 

d im A = - 1 или d lm B = -.- 1 . 

Пусть теперь d im А = т, d im В ==  n, и предположим, что 
предложение справедл иво для случаев 

и 
d im A <. m, d im B <. n - 1 , 

dim А <.  т - 1 ,  d im В <. n. 

( 1)  

(2) 
Каждая точка р = (а, Ь) пространства А Х  В обладает про· 

иавольно малыми  окрестностями вида и Х  V, где и - окрест· 
н ость точки а в А и V- окрестность точки Ь в В, причем 
можно предположить, что 

dim Frи <. т - 1 , dim FrV <. n - 1 . 
Мы имеем 

Fr ( и x V) = (UXFrV) U ( V X FrU) . 

Здесь каждое слагаемое аамкнуто и по индуктивному предпо­
ложению ( 1 ) ,  (2) имеет раамерность <. т +  n - 1 .  Следовательно, 
по теореме сложения 

dim Fr (и X  V) <. т + п - 1 ;  

этим докааано, что 

dim (A Х В) <. т + n. 

С л е д с т в и е .  Если В нуль.мерно, то 

d im  (А Х В) =  dim А +  dim В. (3) 
Д о к а ti а т е л ь  с т в о . Так как В непусто : 

А Х В => А . 

1) См. Ук азатепь. 
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Следовательно, d im (А Х В) > dim А =  dim А +  dim В, что 
в соединении с теоремой III 4 доказывает следствие .  

3 а м е ч  а н и е . Можно было бы предположить, что лога· 
рифмячеекий закон ( 3) будет справедлив  и в общем случае. 
К сожалению, это не так, ибо ясно, что шt"' (множество точек 
гильбертона пространст ва ,  все координаты которых рациональны) 
гомеоморфно Шl.ю Х шt"'' в то время как пример III 5 показы· 
вает, что dlm шt"' = 1 . (3) не имеет,  вообще говоря ,  места 
даже в том случае, когда и А ,  и В являются компактами .  Это 
показано понтрягинским примероъs ( Comptes Rendus, 1 90 ( 1 930) , 
стр. 1 1 05 - 1 1 07) двумерных компактов, произведение кото· 
рых трехмерно. Можно показать , что (3) имеет место длц 
случая , когда В одномерно , а А являетс11 компактом. Про· 
блема установления :характеристики пространста В, для кото· 
рых при произвольмом пространстве А имеет место (3), остается 
открытой .  

5. Отделение  множеств в п- м ерных пространствах 

А) Если пространство Х имеет размерность <. n, то любые 
два непересекающиес я замкнутые множества могут быть отде­
лены в Х замкнутым множеством размерности <. n - 1 .  

Предложение А) содержится (при Х = А) в более общем 
предложении : 

В) Пусть С1 и С9 - два непересекающиеся замкнутые 
множества пространства Х (произвольной размерности) ,  и А ­
подмножество пространства Х размерности <. n .  Тогд_!l суще­
ствует замкнутое множество В, отделяющее С1 от С9 и такое, 
что d im А n В <_. n - 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если n = O, то или dim A = - 1 , 
и В) очевидно, или dim А = О. Но для этого случая В) было 
уже доказано в 11 F) .  

Допустим теперь ,  что n > О. Применяя к множеству А 
следствие I I I  2 ,  получаем :  А = D U Е, nричем dim D <. n - 1 ,  
dlm Е <.  О. В силу предложения В) для n ::с О, существует мно­
жество В, отделяющее С1 от С2 и не пересекающееся с Е. 
Следовательно, 

А n B c:. D. 

Но dim D <.. n - 1 ; ПО�>rому d im A n В <. n - 1 ;  что и требо­
валось доказать . 
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3 а м е ч  а н и е . Утверждение, обратное к А), очевидно; так 
что А)  устанавливает эквивалентность между .rюкальным свой ­
ством отделения точки от замкнутого множества и свойством 
« в целом» -отделения двух замкнутых множеств .  Это-та связь 
локальных свойств и свойств «В целом» , которая, в значитель­
ной степени, является причиной плодотворности понятия раз­
мерности ( см . Прибавление ) .  

Следующеt предложение будет играть важную роль 
в главе IV : 

С) Пусть Х - пространство размерности <: n - 1 ,  и пус r ь  

Ct, с;, i = 1 , . . . , п, - n пар замкнутых подмножеств про­
странства Х, для которых 

С1 n с� = О. 
Тогда существуют n замкнутых множеств Bi таких, что Bi ' 
отделяет ci от ci и 

В1 n В2 n . . , n вп = о. 

Д о  к а з  а т е л ь  с т в о .  В силу А)  существует замкнутое 
множество 81 ,  отделяющее С1 от С2, такое, что 

diш 81 <: п - 2 . 

Пользуясь предложением В) ,  находим замкнутое множество 82,  
отделяющее с2 от с� , такое , что 

dim В1 n 82 < п - 3 . 

Повторением этого применении предложения В) ;  получим n 
множеств Bi таких, что Bi отделцет Ci от С� и 

dim ( B1 П B2 П . . . п вk) <: п - k - 1 , k = l ,  . . . , n .  

При k = n заключаем, что 81 П В2 П . . •  n Вп = О. 
3 а м е ч а н и е. Свойство предложения С) является харак­

теристическим для пространств размерности, меньшей, чем n 

(см .  замечание на  стр . 1 1 2 ) .  

6.  Компакты 

Рассмотрим следующие свойства пространства Х: 
( 1 )  Любые две различных точки могут быть отделены 

замкнутым множеством размерност11 <: n - 1 .  
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(2) Любая точка может быть отделена от песодержащего 
ее замкнутого множества замкнутым множеством размерности 
<. п - 1 ,  т. е. dim X <. n (см .  определение I I I  1 ' ) .  

(3)  Любые два непересекающиеся замкнутые множества 
могут быть отдел ены замкнутым множеством размерности 
<. п - 1 . 

Ясно, что из ( 3 )  следует (2) ,  а и з  (2) сл едует ( 1 ) .  Мы 
уже показали (5А) , что из (2) для произвольных (метрических 
со счетным базисом) пространств спедует (3) , а в параграф е  
4 главы I I  м ы  исследовали отношения между этимИ свойствами для 
случая n = О . Теперь, по анапогии с 11 4 А) ,  мы докажем, что 

А) Для компактов свойства ( 1 ) ,  (2)  и (3) Э J{вивалентны .  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Осталось показать , что из  ( 1 )  сле ­

дует (2). Мы покажем это, доказав следующее nредложение .  
В)  Пусть Х - комnакт, С - замкнутое nодмножество про ­

странств а Х, и р - точка из  Х. Тогда , если р может быть 
отделена замкнутым множеством размерности <. n - 1 от каждой 
точки множества С, то р может быть о гделена замкнутым 
множеством размерности < n - 1 от С. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Для каждой точки q Е С существует 
открытое множество И (q) ,  для которого 

q f U (q) , p � U (q) ,  
d im FrU (q) <. n - 1. 

Множество С, как замкнутое подмножество компакта , само 
является I<омпактом . Следовательно, существует конечное число 
q1 ,  q2, • • •  , qk точек q таких , что 

С е. И = U (q1 )  U . • . U И (q,.). 
Пусть В - гр аница множества И, В =  И "'-._ И. Тогда 

B c. FrU (q1 ) U . . . U FrU (qk) , 
и , слещJвательно, по теореме сложения для размерности n = 1 

dim B <. n - 1 . 
Кроме  того р � И. Следовательно, р отделено от С замкнутым 
множеством В размерности <. n - 1 , что и требовалось доказать . 

С) Ком л акт имеет размерность <. n в том и только в том 
случае, если любые две различные точки в нем могут быть 
отделены замкнутым множеством размерности <. n - 1 .  

3 а м е ч а н  и е .  Предложение С) остается справедливым для 
локально - комnактных пространств, 



Г л а в а IV 
РАЗМЕРНО СТЬ ЭВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 

В этой главе введенное нами понятие размерности будет 
оправдано доказательством того, что размерность п-мерного 
эв«лидова пространства в точности равна n. 

Следует иметь в виду, что до сих пор не  было даже пока­
эано существование пространств размерности > 1 .  

1 .  Некоторые топологически е свойства пространства Е11 

Мы уже знаем (пример III 4) ,  что dim Е11 <. n, и остается 
доказать, что dlm En > п. Для того чтобы доказать это, нам 
нужны некоторые общие теоремы о сферах и эвклидовых про· 
странствах. 

Интуитивно ясно, по крайней мере для n = 1 и n = 2, 
что п-мерная сфера не может быть стянута в лежащую на ней 
точку 1 ) .  Под этим мы подразумеваем, что точки п-мерной сферы 
Sn нельзя за конечный промежуток времени переместить вдоль 
путей ,  л ежащих в S11 и имеющих общую конечную точку так, 
что положение движущейся точки непрерывно зависит от вре­
мени и исходного положения точки . Точнее : 

А) Пусть Sn - п-мерная сфера, т. е .  множество всех точек 
х Е Еnн •  находящихся на  расстоянии 1 от начала координат. 
Тогда не  существует никакой неnрерывной функции ft (x) двух 
переменных : х Е st. и O<.t-<. 1 , принимающей значения из Sn и 

1) Конечно, явля ется тривиальным тот ф акт,  что дву мерну ю 
<;феру можно стянуть в точку в" трехмерном э вклидовом простран.: 
стве. С другой стороны, резиновую пленку, н атянутую на твердыи 
шар,  н ельзя стянуть n точ ку , не р азорвав ее ,  и это есть в точ­
ности то, что интуитивно поним ается под нестяrив аемостью двумерной 
сферы.  
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удовлетворяющей гран ичным ус лов�ям 

/о (х) = х и /1 (х) = con sP ) .  ( 1 ) 
Для читателя , знакомого с понятием степени отображения 

(п-мерной сферы в себя) и с теоремой о том, что степень  
отображения остается инвариантной п р и  непрерывных деформа­
циях, мы можем доказать предложение А) очень быстро : то · 
ждественное отображение /0 имеет степень 1 , постоянное отоб­
ражение /1 имеет степень О; следовательно, невозможно, чтобы 
/о и /1 принадлежали к одному и тому же непрерывному семействуft· 

Теперь мы приведем вполне элементарное доказательство .  
Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Мы воспользуемся простым геомет· 

рическим фактом, состоящим в том, что если Ро, • • • , Рп -
точки единичной сферы Sn, попарные р асстояния между кото­
рыми меньше 1 ,  то р0 , • • • , Рп о пределяют единственный (воз· 
можно, вырождающийся ) сферический п-мерный симплекс 2) .  

(i) Пусть Т- триан гуляп ия сферы Sn, элементами которой 
являются сферические симплексы.  Предположим, что каждой вер· 
шине at триангуляции Т мы поставили в соответствие некото­
рую точку ({l (ai) Е Sn, причем так, что для любого п-мерного 
симплекса А, принадлежащего Т, точки, соответствующие его 
вершинам , образуют множество диаметра меньшего 1 и, сле­
довательно, определяют новый п -мерный симплекс А'�' (который 
может быть вырождающимся). Таким образом,  ер ставит в соот­
ветствие триангуляции Т сферы Sn некоторую совокупность тт 
п-мерных (сферических) симплексов на Sn ; симплексы из Т'�' 
будут, вообще говоря ,  перекрываться . Для любой TOЧKJ:f р Е  Sп , 
не лежащей на границе никакого из си мплексов А"' , принадле· 
жащих т'Р, обознач им ч ерез 

n (р, ер , Т) 

число п-мерных симплексов А'Р, содержащих р.  Мы утверждаем ,  

1) /1 является « постоянным » отобр ажением : вообще, отображение f 
пространства Х в простр анств е  У называ ется постоянлым отображе­
нием , е сли f отображает все х в одну точку простр анства У. 

2) Сфер и ческий п-.мер н ы й  симплекс, определенный р0, • • •  , Рп, 
е сть проекция на Sn из н ач ала координат наим еньшего выпуклого 
множества в En + t '  содержа щего р0• • • • , Рп· Этот п-м ерный си м ­
плекс в ырождается, если он лежит в п- м ерной гиперплоскости , содер ­
ж ащей р0, • • : , р "  н на ч а л о  координа т . Мы не к а са ем ся вопросов 
ориентации. 
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что если q - другая точка Sno не nринадлежащая границе ни­
какого Д'f из r, то 

n (p, ер, 1) := n (q, ер, Т) (mod 2) .  (2 ) 
При доказательстве соотношения (2) можно nредnолагать , что 

точки ер (ai) находятся в общем положении 1 ) , (3)  

т. е . ,  если т <:  n,  то никаки е  т + 1 из точек ер ( ai)  н е  лежат 
в т-мерной плоскости ,  nроходящей через н ачало координат. 
В самом деле ,  для фиксированных р и q м ы  можем точки 
� (ад заменить точками �' (а,) , удовлетворяющими условию (3) 
и такими ,  что 

р Е  д� тогда и только тогда, когда р Е д�' 
и 

q Е д� тогда и только тогда, когда q Е д�' ,  т .  е .  
п (р, �. T) = n (p, ер ' ,  Т) и n (q, �. T) = n (q, ер' , Т) .  
Проведем н а  Sn дугу, соединяющую р и q ,  пересекаю -

щую каждую (п - 1) -мерную грань любого симnлекса из  T'f 
не более,  чем в конечном числе точек, и не содержащую ника­
ких точек, nринадлежащих более, чем одной (n - 1 ) -мерноtl 
грани .  Эrо возможно в силу (3) .  Когда точка х nробегает 
вдоль этой дуг и  от р к q, целое число n (х, ер, Т) изменяется 
только в момент, когда х nересекает некоторую (n - 1)-мер-
!iУЮ грань какого- пибо симnлекса Д'f из T'f. Пусть такая грань 
оnределена точками ер (а1 ) , • • • , ер (ап) · Вершины а1 , • • •  , а,1 
оnределяют некоторый (n - 1 ) -м ерный симnлекс исходной триан ­
гуляции  Т, и этот ( п- 1)-мерны й симплекс являетсSI общей гранью 
в точности двух п-мерных симnлексов д и l' триангуляции Т. 
Рассмотрим симnлексы д 'f и Г'f. Симnлекс Д'f либо nереl<ры­
вается симnлексом Г'f ,  либо нет. В nервом случае n (х, ер, Т) 
изменяется н а  2 , когда х nер::!секает рассматриваемую ( n - 1  )-мер­
ную грань , а во втором случае n (х, ер, Т) остается неизмен­
ным ; в обоих случаях четность ч исла n (х,  ер, Т) остается 
неизменной. Таки м образом, соотношение (2) доказано .  

Обозначим теперь через n (ер ,  Т) общее значение чисел 
n (р, ер, Т) ( mod 2 ) .  

( i i )  Пусть f- отображение 2) сферы Sn в себя . Тогда суще­
ствует триангуляция Т сферы Sno симплексы которой так малы,  

1) О rсюда следует, ч т о  никакой из симплексов t:.'f н е  f!Ырождается. 
2) Н ачиная с этого момента, под словом •отображени е »  всегда бу­

дет попиматься непрерывное отобр ажение , если специал ьно не огово­
рено противное'. 
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что образ каждого из них при отображении f имеет диаметр , 
меньший, чем 1 .  Рас сматривая в ( i )  f(ai) вместо q� ( ai) , опре ­
делим n (р , /, Т) и n (/, Т) . Кроме того , в действительности 
11 (f, Т) зависит только от f: 

n (f, T) = n (f, Т' ) (4) 
для всяких двух триангуляций Т и Т' , для которых эти символы 
имеют смысл . Так как пюбые две триангуляц,ии Т и Т' имеют 
общее подраздепение Т", достаточно, следов ательно, доказать 
( 4) для случая , когда Т' является подразделением триангуляции Т. 
Достаточно ограничиться даже случаем , когда Т' лолучается из 
Т подразделением только одного симплекса д0 триангуляции Т, 
с сохранением всех остапьны х симnлексов не изменными .  Чтобы 
дать доказательство в этом частном случае, в ыберем точку р 
вне д�. Равенство ( 4) следует тогда из тривиального равенства  

n (р, /, Т) = п (р, f, Т') . 
Обозначим через n (!) общее зна чение n (/, Т) . Это целое  

ч исло,  определенное только по м:одупю 2 ,  назы ва ется степемью 
отображения f по модулю 2. Ясно, что если /-тождественное 
отобра жение , то n (/) = 1 ,  а если /-постоянное отображение, 
ТО n (/) = 0. 

(i i i )  Возвратимся теперь к доказательству предложения 
А). Допустим ,  что непрерывная функция ft (х) олисанного в А )  
типа действитель н о существует. Из компактности сферы Sn и 
отрезка О -<  t -<  1 следует, что ft (x) является равномерно не­
прерывной функцией nары (х, t) . Спедовательно, существует 
триангуляция То сферы Sm обладающая с ледующим свойств ом : 
для каждого t образ любого симплекса триангуляции Т0 nри 
отображении ft имеет диаметр меньше 1 . Очевидно, что если  
р-произвоJiьная точка, для которой оnределено n (р , ft, Т0) , 
то существует д > О такое, что п (р, ft' • Т0) также опреде -
лено и 

n (p , ft, To) = n (p, f t' • То) 
для каждого t' , удовлетворяющего неравенству !t- t ' l  < о . Сле­
довательно, n {ft) = n ift•) при l t - t'l < о ; этим доказано, что 
n (ft) nостоянно. Поэтому невозможно, чтобы ft (х) удовлетво­
ряла граничным условиям ( 1 ), потому что из них следуют ра ­
венства  n (/0) = 1 и n (/1 ) = О . 

Предложение А) можно также сформулировать следующим 
образом : 
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В) Пусть Кп -замкнутый шар в Em т. е . множество точек 
пространства E m  находящихся на расстоянии,  меньшем или 
равном 1 от н ач ала  координат, и пусть Sп_ 1 -(п- 1 )·мерная 
сфера, являющаяся границей Kn· Тогда не существует никакого 
отображения F шара Kn в Sn _ 1 , оставляющего неподвижными 
все точки сферы Sn - t ·  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Действительно, допустим , что F­
такое отображение . Тогда функция 

ft (X) = F [( 1-t) x] ,  х Е Sn- t  
удовлетворяет ( 1 )  (мы здесь рассматриваем х ,  как единичный 
вектор с началом в начале координат ; ( 1 -t) х является тогда 
в ектором, компоненты которого равны компонентам х, умно· 
женным на ( 1 - t) .  

В качестве следствия  из В) получаем одну и з  наиболее 
известных теорем  топологии : 

С) Теорема Брауэра о неподвижной точке. При отобра­
жении за.мкнутоzо шара Kn пространства En в себя всеzда 
существует неподвижная точка , т. е. точка, совпадающая 
со свои.м образом. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Допустим, что существует непрерыв· 
ная функция g(x), определенная на Кт для которой g(x) * х 
для каждой точки х.  Пусть Sn- t  - (п - 1 )- мерная сфера, огра· 
ничивающая Kn·  Для каждой точки х Е К11 рассмотрим луч, 
соединяющий х с g (x), направленный от g(x) к х .  Пусть 
f(x ) - пересечение этого луча с Sn _ 1 •  Тогда соответствие 

х � f (x) 
является,  очевидно , отображением К11 в Sm оставляющим непо· 
движными все точки х Е Sn_ 1 • Такое отображение,  однако, су­
ществовать не может, так как его существование противоречит 
предложению В). 

D) Пусть 1 n - куб в Е т например множество точек, каж­
дая из координат х 1 ,  • • • , х11 которых удовлетворяет неравенству 

Пусть Ct - грань Im определенная уравнением 
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1 
и с, - противоположная грань. Пусть в, - замкнутое множе-
ство, отделя ющее Ci от с; . Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . в, отделя ет С;, ОТ с; в In . т . е .  

ln "'- В• = и, U u;, 
cl с: иi, с� с: и;, 

' nричем иi и и, открыты в ln ""- в, а, следователь но , и в 111 . 
Для каждой точки х Е ln пусть V (х) есть вектор, i-я компо ­
нента которого имеет значение 

(р (х, В,), как обычно, обозна чает р асстояние от х до В1), где 
берется знак + , если х Е и;, и - , если х Е и.. Поместим 
начальную точку вектора V (х) в точку х и поставим точке х 
в соответствие в качестве ее образа f (х) конечную точку 
этого вектора. Правило знаков обеспечивает нам, что в любом 
случае f(x) Е ln . Соответств и е f (х) ,  как легко видеть, непре­
рывно :j(х) является непрерывным отображением куба In в себя . 
Из теоремы Брауэра о неподвижной точке (С), которую можно 
применить I <  !", так как In гомеоморфно Kn, следует, что 
существуе·г точка хо такая , что 

Это означает, что 
f (xO) = хо. 

р (хо, В1) = О  
для каждо го i ;  други м и  СJюв ами , хО Е В1 •  СледоватеJIЬНО1 

что и требовалось доказать. 
3 а м е ч  а н и е, Предложения А), В ) ,  С) и D) тесно связаны 

м ежду собой ,  и любое из них может быть выведено из дру• 
гого с помощью в есьма простых рассуждени й .  

5 &«. 5Di. В .  Гур�вич 
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2. Размерность пространства En 

Тепер ь  м ы  докажем наиболее важные результаты з гой главы .  

А) di m ln > n. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что dim ln.:(,.n - 1 . 
Тогда , в силу I I I  5 С) ,  существует n таких замкнутых под­
множеств Bt куба ln , отделяющих различные пары проти вопо­
ложных граней ,  что 81 П 82 П • • •  П Вп = О. Но это противо­
речит 1 D ) .  

В) dim En > n. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Предложение следует из того, что 

In я вляется подмножеством пространства En. 
Т е о р е м а IV 1 . п-мерное эвклидово пространство имеет 

размерность n 1 ) . 
Д о к а э а т е л ь  с т в о . Надо сопоставить В) с примерам Ш 4 . 
С л е д с т в и е .  п-мерный эвклидов куб имеет размерность n .  
Д о к а э а т е л ь  с т в о .  Надо сопоставить А ) с тем  фактом, 

что ln является подмножеством пространства En . 
П р и м е р IV 1 . d im .ЛZ :' = т и dim � ': = п - т. В са­

мом деле, очевидно (см . пример Ш 6) ,  
En = .ЛZ ': U J:., m;tt , 

причем dim c!OZ � .:(,. т  и dim �"';t"1 .:(,. n - т - 1 . Следовательно , 
если хотя бы одно из равенств dim .ЛZ': = т  и dim J:.,m,tt = 
= n - т  - 1 было бы неверным, то оказалось бы, что ( I I I  2 В) 
d in. En < n. 

П р  и м е р  IV 2. d im ..т � = т. В самом деле, рассмотрим 
множество М точек х гильбертона параллелепипеда , 

х = {х1 х2, • • •  , xi, • . . ) , 

первые т координат которых произвольны ,  а для каждого 
1 и ндекса k > т, xk принимает иррациональное значение 1m . 

М гомеоморфно Im . Следовательно (теорема IV 1 ) ,  dim M = m. 

1) Впервые доказана Брау эром:  Ober den natiirlicheп Diшeпsions­
begriff, Journ. f, Math. 142 ( 1 9 1 3),  стр. 1 46-l fi2. Брауэр,  так же как 
Менгер и Урысон, основы в ал С В () И  док а зател ьства н а  теор t' м с  Лебег<� 
о nокр ытиях (см. ниже). 
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Но М является подмножеством множества cltJl �. так что 
dim cltJl� ::;;:::. т.  Сопоставляя это с пр им ером III 7, заключаем , 
что d im cltJl � = т. 

3. Теорема Лебега о покрытиях 

Т е о р е м  а IV. 2. Теорема Лебеrа о покрытиях . Пусть 
п-.мерный 1еуб есть су.м.ма конечного числа за.м1енутых .мно­
жеств, ни одно из �Соmорых не пересе1еается ни с тса1еи.ми 
двумя противоположными zраня.ми. Тогда по тсрайней .мере 
п +  1 из этих за.мтснутых .множеств имеют общую точку.  

Хотя эта теорема не используется в настоящей 1шиге , мы 
докажем ее ,  ввиду ее большого исторического значения (см . пара­
граф 3 г лавы 1 ) . Доказательство существенно опирается на 
предложение 1 D). 

Сначала мы докажем два вспомогательных предложения :  
А) Пусть А - замкнутое множество простран ства Х, С и 

С' - пара непересекающихся замкнутых подмножеств простран­
ства Х, и К - замкнутое подмножество множества А , отделяю­
щее А n с ОТ А n С' в А .  Тогда существует замкнутое множество 
В, отделяющее С от С' в Х, такое, что А П В с: К. 

Д о к а а а т е л ь  с т в о .  Утверждение, что К отделяет в А 
множество А n С o r  множества А n С' ,  означает, что 

А "'-. K = D  U D' ,  

А П C c: D, А П С' c: D' ,  

D П D' = O, 

причем D и D' замкнуты в А "'- К. Следовательно, ни одно из 
неnересекающихся множеств С U D и С' U D' не содержит пре­
дельных точек другого. Так как Х вполне нормально 1 ) , суще­
стпует о rкрытое в Х множество W такое, что С U D с: W и 
WП (С' U D') = О. Отсюда следует, что В = FrW отделяет 
с ОТ С' в х и в n (D u D') = О ; следовательно, А n в с: к. 

В) Пусть Ci и С,. (i = 1 ,  . . . , n) - пары противоположных 
граней куба 1 п ·  Пусть 

(1 ) 

1) См. Указател ь. 

5* 
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- убывающая последовательность замкнутых множеств куба ln 
таких, что К1 отделяет С1 от с; в In ; К2 отделяет К1 n С2 
ОТ Kl n с� в Kl ; . . •  , ; Кп отделяет Кп- 1  n Сп от Кп - 1 n C,l в Kn - 1 •  
Тогда Kn не пусто. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о . Пусть 81 = К1 • Пользуясь предло-' С' женнем А) и принимая к,_ 1 за А, а с, и с. - за С и , рас-
ширим каждое К1 (i = 2, • • .  , n) до множества, отделяющего 
С1 от � в In. В результате получим систему 81 , • • •  , Bn 
замкнутых множеств, обладающих следующими своИствами : 

в, отделяет с, от с� 8 1,1 . 
В1 = К1 , в, n Ki_ 1 c: K., i = 2, . . . , n 

Из ( 1 )  и (3) следует, что 

В1 n . • •  n Bn c: Kn ;  
из (2) и предложения 1 D) вытекает, что 

В1 n . . . n Bn=f= О ; 

следовательно, Kn не пусто. 

(2) 
(3) 

(4) 

(5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м  ы IV 2. Обозначим через 
L1 сумму множеств заданного разложения куба In , перес�каю­
щихся с С1 ,  через L2 - сумму множеств, не вошедших в L1 и 
пересекающихся с С2, через L8 - сумму множеств, не  принад­
лежащих L1 U L2 и пересекающихся с С8, • • • , наконец, через 
Ln+ l - сумму множеств, не пересекающихся ни с одним из с •.  
Пусть 

К1 = L1 n (L2 U . . . U L,н 1), 
К2 = L1 n L2 n (L& U . . . U Lп н )  

Кп_ 1 = L1 n L2 n . • . n Ln_ 1 n (Lп U L,1 н),  
Kn = L1 n L2n . • . n Lп n Lп н ·  

И з  условий теоремы, как легко видеть, следует, что множе ­
ства К1 удовлетворяют условиям предложения В). Следова­
тельно,  Kn=/=0, т. е. 

L1 n L2 n . • •  n Ln + 1=f=O. 

Справедливость самой теоремы вытекает из того обстоятель ­
ства , что каждое из исходных замкнутых множеств заданного 
разложения содержится лишь в одном  и з  Li. 
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3 а м е ч  а н и е .  В главе V мы покажем, что теорема Лебега 
выражает общее свойство всех пространста размерности >п.  

4. Подмножества пространства En 
Пусть N- подмножество пространства Е по содержащее 

непустое открытое множество. Очевидно, dim N = n. Дей ­
ствительно, существует точка р Е N и положительное действи­
тельное число р такие, что сферическая окрестность S (p, р) 
точки р радиуса р целиком содержится в N, а S (р, р), оче ­
видно, гомеоморфна En. 

Докажем теперь обрашое утверждение. 
Т е о р е  м а IV 3. Для того чтобы под .множество N про­

странства En . было п-.мерны.м, необходимо и достаточно, 
чтобы N содержало непустое от�&рытое в En .множество. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Нам нужно показать, что если 
diш N = п,  то N содержит непустое открытое множество .  
Обозначим через М дополнение к N. Тогда высказанное выше 
утверждение эквивалентно утверждению, что если М - плотное 
в En множество, то дополнение множества М имеет размер ­
ность <;: n- 1 .  Не уменьшаи общности, можно предположить, 
ч го М счетно. Действительно, М, как подмножество простран­
ства со счетным базисом, содержит счетное плотное в нем 
подмножество А, а из того, что dim (Еп ""'- А) <;:  n - 1  конечно, 
вытекает, что d im (Еп ""'- .М) <;:  п- 1 .  

Утвержден ие, несомненно, верно (пример I I I  6), если в ка­
честве М взять счетное множество тп точек пространства En, 
все координаты которых рациональны. Для того чтобы вывести 
отсюда справедливость нашего утверждения для произвольного 
плотного в En счетного множества М, достаточно доказать 
свойство однородности эвклидовых пространств, выражаемое 
следующим предложением . 

А) Ка�&овы бы ни были два всюду плотных счетных под­
множества А и В пространства Е", существует го.мео.мор­
физ.м пространства Е" на себя, переводящий А в В.  

Прежде чем доказать предложение А), сделаем несколько 
предварительных замечаний .  

Пусть (х1 , х9) и (у1, у!') - две упоря.1.оченные пары точек 
пространства Е". Если оси координат находятся в общем по­
ложении ,  т .  е. никакая rиперплоскость, параллельнаи коорди­
натной rиперплоскости, не содержит более, чем одну точку х1 
или х9, и более , чем одну точку yl или у2, то мы скажем ,  что 
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(х1 , х2) и (у1 , у2) подобно расположены,  если векторы х1 -х2 
и у1 -у2 содержатся в одном и том же « квадранте» En, т. е . ,  
если для каждого i = 1 , . . . , n дейс твительные числа х} - х� и 
у} -у� имеют один и тот же знак , г де xi и у i - координаты 
точек х и у. 

Пусть Х = х1 , х2, . . . , xn, . . •  , и У = у' ,у2, . . .  , yn,  . . . - две 
счетные последовательности точек или же два конечных мно­
жества точек одинаковой мощности . Всегда возможно таким 
образом выбрать систему координат, чтобы оси координат 
н аходились в общем положе нии (т. е. чтобы никакая гипер­
n лоскость, параллельная координатной гиперплоскости, не со­
держала более, ч ем одну точку х, и более , чем одну точку у), так 
как для этого нужно лишь, чтобы оси не был и  направлены по 
не более, чем с четному числу определенных направлений .  Пред­
полагая это условие выполненным,  мы скажем, что Х и У 
подобно расположены, е сли  две упорядоченные пары точек 
(х�'-1, х�'-•) и (у�'-1, У�'-�) подобно расnоложены для каждой пары 
индексов р.1 и р.2• 

· 

В) Пусть А и В - два счетных плотных в En множества , и 
пусть координатные оси находятся в общем положении по отно­
шению к А и В. Тогда А il В можно переуnорядочить в по­
добно расп оложенные последовательности . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о В). Пусть А и В произвольным обра­
зом упорядочены : А = а1 ,  • • •  , ai . . . и В = Ь1 , • • • , bi • . • . Мы 
определим подобно расnоложенные последовательности С =  
= с1 ,  • • • , ci, . . . и D = d 1 ,  • • •  , di, . . . , совпадающие соответ­
ственно с А и В, но только уnорядоченные nо-иному. Эта кон ­
струкция строится индуктивно, nричем каждый шаг индукции 
состоит из выбора :  ( 1 )  элемента множества С из А,  (2) элемента 
множества D из В, (3) другого элеме<�та множества D из В, 
и ,  наконец, (4) другого элемента множества С из А .  

Начинаем , полагая с 1  = а1 
и d1 = Ь 1• Зате\f полагаем d2 = Ь 2 

и с2 = аа, где а - наименьший номер такой, что (с1 , аа) и 
(d1 , d2) подобно расположены . с2 существует , в силу того, 
что А плотно в En. 

Допустим, что с1 , • • •  ,c2J и d
1 , • • • , tPJ уже выбраны так, что 

системы с1 , • • • , c2J и dt, . . . , d2i подобно расположены . Обо­
значим через c2J+ 1 первыЯ элемент а, не содержащиЯся среди 
3лементов с1 , . • . , c2i, и через tJ2J + l _ первыя элемент Ь такой, 
что с1 , • • • , c2.i, c2J+ t и d1 , • • • , fi2i, d2i + t nодобно расположены . 
Такой элемент d2J+ 1 существует, так как В плотно в Е.",. 
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Далее, обозначим через d2J +2 первый элемент Ь, не содержа­
щиltся среди d1 , • • • , d2J, d2J + 1 , И через c?J+2 - первый элемент а такой,  что с1 , • • •  , c2J, c2J+ 1 , c2i+9  и d1 , . • • , d2J, d2J+ 1 , d2J+2 
подобно расположены . Элемент c2J+2 существует, так как А 
ПЛОТНО В En. 

Это завершает индукцию.  Ясно, что С и D подобно распо­
ложены и что в С входит каждый элемент А, а в D- каждый 
элемент В, т .  е .  С и D совпадают, соответственно с А и В, 
но только упорядочены по-иному . Предложение В) доказано. 

Возвратимся теперь к доказательству предложения А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я  А) . Предложение В) 

позволяет нам рассматривать счетные плотные в пространстве 
Е,1 последовательности А и В как подобно расположенные. 
Предложение А) будет доказано тем, что взаимно однозначное 
соответствие 

1 : ai;::::_bi 
между А и В будет продолжено в гомеоморфное отображение 
пространства En на себя . 

Пусть � = (х1 , • • • , Хп) - произвольпая точка пространства 
Eno не принадлежащая А. Мы определим у = f(x) , задавая для 
каждого k, k = 1 ,  • . .  , n,  k-ую координату Yk точки у. Мно­
жество А разобьем на два непересекающиеся класса : класс ,  
состоящий из всех точек множества А ,  k-я координата которых 
не больше xk, и класс,  состоящий из точек , k-я координата 
которых больше xli.. С этим разбиением множества А ,  в силу 
взаимно однозначного характера соответствия /(А) = В, связано 
разбиение множества В на  два непересекающиеся класса . Раз­
биение множества В ,  в свою очередь , порождает разбиение на 
два непересе кающиеся класса множества К всех k-ых координат 
элементов множества В. Так как А и В подобно расположены, 
то это разбиение множества К обладает тем свойством, что 
кажды й элемент одного класса меньше, чем каждыl! элемент 
другого класса . Так как К плотно на числовой прямой ,  то по­
Jiученное сечение определяет действительное число, которое мы 
и берем в качестве у,. . Простое доказательство того, что так 
распространенное отображение f является гомеоморфным отоб­
ражением пространства 1 ) En на себя, мы предоставляем чита-

1) Инте ресно з а м е тить, ч то это rо м е о м орфное отображение об.ла­
д ? с т  те м с во й с т �> о м ,  что k-ая к оордин а rа T O 'I l и-образа з а в и сит тол ько 
от k-й IIOOpдиlla r ы  исходной т о ч к и .  
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телю. Таким образом, А), а следовательно, и теорема IV 3 до• 
казаны .  

С n  е д с т в и е 1 .  Для того чтобы под.шюжество N п-.м.ер­
ного многообразия (связного пространства, каждая точка 
которого имеет окрестность , го.м.ео.м.орфную En) было п-.м.ер­
но, необходимо и достаточно, чтобы N содержало непустое 
открытое подмножество .многообразия. 

С n е д с т в и е 2 .  Пусть U-непустое и не всюду плотное 1 )  
открытое .множество пространства En, и пусть В-'2раница 
.множества И. Тогда dim В = n - 1 . 

Д о к а з  а т е n ь с т в о .  Прежде всего ,  из теоремы IV 3 сле­
дует, что di m В < n - 1 , так как В не содержит никакого 
непустого открытого множества .  Теперь мы покажем , что не­
возможно ,  чтобы В имело размерность � n - 2 .  

Предположим сначала,  что И ограничено. Пусть р - неt'ю­
торая точка И. Если бы В имело размерность < n - 2, то 
простым процессом сжатия мы могли бы получить произвольно 
малые окрестности точки р, гомеоморфные И, границы которых 
гомеоморфны В и, следовательно, имеют размерность < n - 2 .  
Таким образом,  En имело бы размерность < n - 1  в точке р .  
В сипу однородности пространства Е11 отсюда следовало бы, 
ч то En имеет размерность � n - 1 ,  в противоречии с теоре­
мой IV 1 .  Таким образом, di m В = n - 1 .  

Теперь предположим ,  что И не ограничено . В этом случае 
обозначим через р внутреннюю точку дополнения к U. Пусть 
р - столь малое действительное число, что сферическая окрест­
ность S (р, р) точки р радиуса р содержится в дополнении 
к множеству И. Произведем инверсию пространства  En с цен­
тром р и радиусом и нверсии р .  Инверсия, конечно, является 
гомеоморфным отображением Е11 "- р на себя и переводит И 
в непустое ограниченное открытое множество И' ,  целиком 
содержащееся в S( р, р) . Если через В' мы обозначим границу 
м ножества U' , то окажется ,  что В' "- р  rомеоморфно В. 
В силу только что доказанного, dim В' = n - 1 .  Из того факта, 
что размерность непустого множества не может быть повыщена 
прибавлением одной точки (следствие  2 теоремы III 2) , выте­
кает, что dim В =  n - 1 . 

3 а м е ч а н и е .  Пусть U - непустое и не всюду плотное 
открытое множество некоторого п-мерного многообразия, и 

1) Т. е. и И, и его дополнение с одержат пелусто е откr ытое мно­
жество. 
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В - граница множества и. То г  да  d im  В = n - 1 .  Это вытекает 
из следствия 1 теор емы IV 4 .  

П р  и м е р I V  3. Пусть Х ""- а -вполне несвязное множество 
Кнастера и Куратовского, становящееся связны м  после приба ­
вления  точки а (см .  пример 1 1  1 6  ). Тогда 

dim (X "' a) = dim X =  1 , 
ибо мы уже знаем ,  что Х "' а и Х имеют разм ерность � 1 ,  но 
ни Х "' а , ни Х, являющиеся подмножествами Е2, не содержат 
открытого множе ства  пространства Е2 • 

5 . Разбивающи е  множества в En 
О п р е д е л е н и е IV 1 . Подм ножеств о D пространства Х 

разбивает Х, если Х "'  D несвязно. 
А) Следующие три утверждения о пространстве Х эквива ­

лентны : 
( 1 )  Х может быть разбито подмножеством D разм ерности < т ;  

(2) Х содержит открытое множество U ,  непустое и не 
всюду плотное, граница которого имеет размерность < т ;  

(3) х = с1 u с2, где с1 , с2 - замкнутые истинные под-
множества пространства х и d im с, n с2 < т . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 ) -+  (2) . .  Так как  D разбивает про­
странство Х, то 

и 
х "' D = и1 u и2. и1 :f::o , и2-j.:.о, 

Мы можем предположить, что 

(4) 

так ка к в противном случае D содержало бы непустое откры­
тое множест во V такое, что \1 с: D. Граница множества V, как 
подмножество множеств а D, имела бы размерность < т и , сле­
довательно , удовлетворяла бы услов иям (2 ) .  

Пусть и= Х "' и1 •  Из (4) и (5) заключаем , что U2 с: и с: U2• 
Этим показано, что и непусто. Кроме того, и не всюду плотно, 

так как, в силу ( 4) , и2 :f:: Х. Наконец, граница множества и 
содержится . в и2 ""'  и2, следовател ьно, и в D, а поэтому имеет 
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размерность -< т .  Таким образом , Х удовлетворяет усло­
вию (2) . 

(2) � (3 ) . Если И- множество ,  удовлетворяющее усло­
вию (2 ) , то С1 = И, С2 = Х "- И- множества, удовлетворяю­
щие условию (3) . 

(3) � ( 1 ) .  Если С1 и С2- множества ,  удовлетворяющие 
условию (3) ,  то D = С1 n С2 - множество , удовлетворяющее 
условию ( 1 ) .  

Т е о р е м  а I V  4 . En н е  .м.ожет бымь разбито под.множе­
ство.м. раз.мерности -< n - 2. 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Действительно, если бы  теорема была 
не верна, то Е п о  в силу А), содержало бы некоторое открытое 
множество ,  неnустое и не всюду плотное, граниuа которого 
имеет размерн ость -< n - 2 , что противоречило бы СJiедствию 
2 те6ремы IV 3 . 

С л е д с т в и е 1 .  Sno а та� же любое п-.мерное .многообра­
зие, не .может быть разбито под.множество.м раз.мерно­
сти -< п - 2 . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пусть R - п-мерное многообразие,  и 
пусть D разбивает R, т .  е .  R "- D == А1 U А11, где множества 
А 1 и А2 замкнуты в R ""- D и А 1 n А2 = О. Допустим, что 
dim D -<  n - 2 .  Тогда R ""- D плотно в R. Следовательно, каж­
дая точка р Е D является nредельной либо для множества А 1 ,  
либо д л я  множества А2. Найдется точка р Е  D, предельная 
для обоих множеств А1 и А2 , ибо , в противном случае, 3ам-
кнутые множества А; и А2 дают в сумме R и А1 n А-; = О , что 
невозможно, так как R связно. Рассмотрим окрестность и 
точки р, гамеаморфную пространству Е1�. Легко видеть , что и 
разбивается множеством D n И, что противоречит теоре­
ме  IV 4 .  

С л е д с т в и е 2 . Куб 1 n н е  .может быть разбит под.мно­
жество.м раз.мерности -< n - 2. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть D - подмножество куба In , 
имеющее размерность -< n - 2 ,  а /� - внутренность куба 1 n · 

1 � гамеаморфно пространству En. Поэтому /� ""- D связно. Но 
все точки  множества 1 n ""- D явля ются предельными  точками 
множества /" ""- D, следовательно, обраауют также свя3ное 
множество (множество остается связным nосле прибавления 
к нему произвольнаго множества его предельных точек). 
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6 . Бесконечно м ерные пространства 

Обозначим через J"' подмножество гильбертова простран­
·ства, состоящее из точек, все координаты которых, за исклю­
чением конечного числа из  них , равны нулю.  J"' содержит 
топологический образ п-мерного эвклидова пространства для 
каждого п ,  следовательно, dim J"' = оо .  J"' является примерам 
бесконечномерного пространства, которое представимо в виде 
суммы счетного числа конечномерных пространста ; именно 
Е1 U E9U • . . , где En - п-мерное эвклидово пространство, 
порождаемое первыми n координатными осями. 

J"' некомпактно , но  также очень легко построить компакт­
ное подмножество К"' гильбертова nараллелепипеда, являю­
щееся суммой счетного числа конечномерных пространств . 
Пусть М по n = 1 , 2 ,  . . .  , - п-мерный «Куб», состоящий из то­
чек х = (х1 ,  х2, • • •  ), удовлетворяющих условиям : 

01) 

1 1 х1 1  � - для i = 1 ,  . • .  n ,  
n 

и пусть К"' = U Мп. 
n = t  

Не всякое бесконечномерное пространство является суммой 
счетного числа конечномерных пространств. В самом деле: 

А) Гильбертов nараллелепипед не является суммой счетного 
числа конечномерных пространств . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н а основании теоремы о разложении 
п-мерного пространства в сумму нульмерных пространств 
(теорема I I I  3) доказываемое предложение  эквивалентно тому, 
что гильбертов параллелеnипед не является суммой счетного числ а 
нульмерных пространств . 

Допустим противное : 

. . . ' ( 1 )  
г д е  каждое А, - нульмерно.  Пусть с, - грань куба 1 "' '  опре-

1 С' деленная уравнением х, = Т ,  а i - противоположная ей 
грань .  На основании 11 2 F) существует замкнутое множество Bi, ' 
отделяющее с" от с, и такое, что 

(2) 
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Обозначим через В� пересечение множества В1 с п-мерным 
эвклидовым пространством, порождаемым первыми n координа­
тами гильбертона пространства . Тогда для данного n очевидно , 
что множества В?, В�, . . .  , в; суть замкнутые множества куба 
п-мерного эвклидова пространства, отделяющие различные пары 
его противоположных  граней. Следовательно, в силу 1 D), эти 
n мно жеств имеют непустое пересечение, и тем более 
В1 n . . .  n Вп * О. Из компактности /"' следует, что 

(3) 
С дру гой стороны ,  из ( 1 ) и (2) следует, что 

чего быть не может. 
С л е д с т в и е.  Никакое из пространсто Lp и никакое из 

пространсто lP 1) не является суммой счетного числа нульмер­
ных пространств .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Утверждение немедленно следует из 
того факта , что все nространства Lp и lP гомеоморфны 2) , а /2 
есть гильбертоно пространство . 

Возможность разложения в сумму счетного числа конечно­
мерных пространсто тесно связана с так называемой странсфи­
нитной размерностью» .  Продолжая определение III 1 с помощью 
трансфинитноА индукции, мы скажем,  что dim Х < а  (а - поряд­
ковое ч исло), если каждая точка пространства Х обладает 
произвольно малыми окрестностями, границы которых имеют 
размерность, меньшую , чем а S) . Мы скажем, что dim Х = 11 , 
если верно , что d im Х < а, но неверно, что dim Х < а . 

Не всякое пространство имеет трансфинитную размер­
ность, но 

В) Если Х имее т трансфинитную разм ерность а, то а - число 
первого или второго порядкового класса. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Нам нужно показать , что а меньше, 
чем Q = ш1•  Допустим противное . Пусть � - наименьшее 
порядковое число Q < � < а , для которого су ществует про-

1) См. Ука затель.  
2) S. М а z u  r. Une rem arque sur l 'homeomorphie des champs fon­

ctioпn els, Studia Math. 1 ( 1929), стр.  83--85. 
В) dim В <  а, конечно, озна ч а е т, что dim В < �  для векоторого � < cz. 
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странс rво В раз111 ерности �. По определению трансфиннт­
ной размерности, В обладает базисом, составленным из откры­
тых множеств , границы которых имеют размерность , меньшую 
чем р и , следовательно, в силу l.!ИНимального характера р ,  
меньшую чем  9. Так ка\J пространство В обладает счетным 
базисом, то можно предположить, чт о и этот базис счетный .  
Но счетное множество порядковых чисел первого или  второго 
класса имеет верхнюю границу, принадлежащую второму классу. 
Это означает, что существует порядковое число 

такое, что граница каждого элемента нашего базиса имеет раз­
мерность , меньшую, чем 1· Но тогда 

dim B -<: 1  
в противоречии с тем, что 

dim B = p >- 9 . 

С) Ec.riИ Х имеет трансфи нитную размерность, то Х 
является суммой счетного числа конечномерных подпространств .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть d im Х = а .  Предложение 
С) очевидно,  если а =  О . Предположим, что предложение спра­
ведливо для всех а, меньших р, и покажем, что оно справед­
ливо и для а ,  равного р .  Пусть Х- пространство размерно­
сти р .  Рассмотрим  с четный базис  пространства Х, составленный 
из множеств,  границы которых имеют размерность меньше р .  

По индуктивному предположению каждая из этих границ 
равна сумме счетного числа нульмерных пространств. Следо­
вательно, сумма В этих границ является суммой счетного числа  
нульмерных множеств. Доказательство в ытекает поэтому из 
замечания (см . доказательство формулы ( 1 ) на стр. 37) ,  что 
Х "'- В  нульмерно.  

С л е д с т в и е. Гильбертово пространство и гальбертов 
параллелепипед не и.меют нитсатсой трансфинитной размерно­
сти . 

Утверждение ,  обратное предложению С), неверно : J." ­
множество тех точек из Е"" у которых все координаты , кроме 
конечного числа из них ,  равны нулю, является суммой счет­
ного числа конечномерных пространств, но можно доказать, 
что 1." не имеет никакой тран сфинитной размерности . 

Однако частичное обращение предположения С) имеет 
место : 
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D) Если Х- полное пространство 1 ) (и тем бoJiee, если 
Х- компакт) , являющееся суммой счетного числа нульмерных 
пространств , то Х имеет трансфинитную размерность. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть 

(5) 
где каждое А,  нульмерно . Допустим , что Х не имеет трансфи­
нитной размерности . Тогда существует точка р Е  Х и окрест­
ность и точки р, обладающая следующим свойством : если 
V - произвольмая окрестность точки р, содержащаяся в U, то 
граница В окрестности V не  имеет трансфинитной размерно­
сти. Так как А 1 нульмерно, то существует (следствие 3 тео­
ремы III 2) окрестность V1 TOЧKtl р, содержащаяся В и, граница 81 
которой не  имеет трансфинитноR размерности (следо вательно, 
не .  пуста) и не пересекается с А2• Мы можем также потребо­
вать, чтобы диаметр множества В1 был меньше 1 . 

Теперь заменим Х множеством В1 и построим в В1 замкну-
1 тое множество В2 диаметра меньше 2 , не имеющее трансфи -

нитной размерности и не пересекающееся с А11• По индукции 
получим счетную убывающую последовательность замкнутых 
непустых множеств в,, диаметры которых стремятся к нулю 
и таких, что 

(6) 
Предположение , что Х - полное пространство, влечет за собой 
существование точки,  общей для всех в,. С другой стороны, 
соотношения (5) и (б) делают это невозможным .  

1 )  С м .  Указатель. 



Г л а в а  V 
ТЕОРЕМЫ О ПОКРЬIТИЯХ И О ВКЛЮЧЕНИИ 

Любое nодмножество эвклидова пространства является 
м етрическим конечномерным пространствоr.t со счетным ба­
зисом. Справедливо  ли  обратное ? 

Мы докажем, что обратное действительно справед-
л иво - точнее: каждое (метрическое со счетным базисом) про­
странс1 во размерности � n может быть тоnологически вклю­
чено в E2n н (теорема V 3). Это значит, что класс конечно­
мерных пространста топологически тождествен  классу под­
множеств эвклидовых пространста 1). 

Пример А. Флореса {Примrр V 3) показывает, что 
невозможно понизить число 2n + 1 , т. е. Произвольное 
п-мерное nространство включить в эвклидово пространство 
размерности 2n. 

Другим  фундаментальным результатом этой главы является 
доказательство экви валентности определения  размерности ,  
принятого в этоА книге, с определением, опирающимся на 
свойства покрытий, по-существу, принадлежащим Лебегу (тео­
рема V 8). Этот результат приводит к теореме Апександрова 

1 ) Te o p e >.J y  V 3 можно т а к ж е  выразить следу ющи м образом : 
е с л и  dim Х < n, то среди совокупности всех непр е р ы вных дей­
ствите л ь н и х  функций, определенных на Х, СJще ствует множеств о ,  
состоя щее и з  ( 2 n  + 1 )  функций 

ft(X) , .  · • ,/2n+ t (х), 
(коо рд инатные функции), обраау ющих б.азис в том с мысле, что л ю ·  
бая непрерывная действитео��ьная функция f (х), опреде Jiенная н а  Х, 
может б ыть в ыражена в фор ме 

cp(fl(x), • • . • f2nн (х) ) ,  
где 'jl - не п р е рывная фунщи• ( 211 + 1 )  де йствител ьн ы х  п ерс -
м енн ы х .  
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об апnроксимации п- мерных пространств п-мерными поли ­
эдрами t1 связывает понятие размерности с комбинаторными 
свойствами пространств. 

I .  Теоремы  о покрытиях 

О п р е д е л е н  и е V 1 .  Под потсрытием 1) пространства Х мы 
nонимаем тсонечную систему U1 , • • •  , Иr оттср ытых множеств 
пространства Х, сумма которых есть Х. Порядтсо.м покрЫтик 
называется наибольшее целое число· n такое, что суще­
ствует (n + 1)  элемент uit• . . . ' uinн локрытия с непустым 
nересечени ем. Если Х ограничено, то диа.метро.м покрытия 
называется наибольший из  диаметров 2) множеств Ui. 

Пусть М - подмножество пространства Х. Мы говорим, 
что конечная си стема открытых множеств пространства по­
крывает М, если сумма множеств э гой системы содеrжит М.  

П р  и м е р  V 1 . Если локрыть квадрат рядами «Кирпичей» 
таким образом , чтобы стыки кирпичей каждого ряда при­
ходились на  середины кирпичей соседних рядов, и затем 
каждый из  кирпичей немного увеличить, то эти кирпичи, 
рассматриваемые как открытые множества (без границы), 
образуют покрытие квадрата порядка 2. Ясно, что суще­
ствуют локрытия этого вида произвольно малого диаметра. 

П р и •• е р  V 2. Аналогично, 1 n допускает покрытия про· 
извольно малого диаметра, порядок которых равен n. 

О п  р е д е л е н и е V 2. Покрытие � называется локрытием , 
вписанным в покрытие а , если каждый элемент локрытия � 
содержится в некотором  элементе покрытия а. 

А) Пусть Х- пространство, и М - его подмножество 
размерности < О. Если U1 и И2 - дв а  открытые множества 
nространства Х, покрывающие М, то существуют два откры ­
тые множества vl и v�, покрывающие м и обладающие 
тем свойством , что 

V1 с: ul' V2 с: И2,  V1 n v� = о.  
Д о к а з  а т е л  ь с  т в  о . А) Очевидно, 

т .  е. если М пусто . Допустим теперь, 
Мы можем предnоложить , что 

Х = Иt U U2, 

если dim М =  -1 ,  
что М нульмерно .  

1 )  Слово «nокрытие» очень часто употребляется в более общем 
чем у нас смысле, обозначая произвольпую сист е му произвольных 

множеств, сумма которых есть Х. · 
2) См.  У казатель. 
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так как в противном случае м ы  могли бы заменить Х на 
И1 U U2 • Тогда 

( 1 ) 
суть вепересекающиеся замкнутые множества . Так как d im М= О, 
можно, примени в  II 2F), получить непересекающееся с М 
замкнутое множество В, отделяющее С1 от С 2• Отсюда вытекает 
существование двух открытых множеств v1 и v2, обладающих 
следующими свойствами : 

vl => cl , v2 => с2, 
vl n v2 = o, 
Х "'-. В = vl u V2 

Из ( 1 ), (2) и (3) получаем 

V1 с: U1 , V2 с: И2. 
а ИЗ (4) И ИЗ ТОГО , Ч Т О  М П В = 0, 

vl u v2 => м .  
Предложение  А) доказано.  

(2) 
(3 ) 
(4) 

В) Пусть Х-пространство, М-его подмножество раз­
мерности <:;;;: О, а U1 , U2, • • • , Иr - открытые множества, 
по�рывающие М. Тогда существуют открытые множества 
V1 , V2 , • • • , Vr, покрывающие М, такие , что 

Vi с: Ui , i = 1 , 2 ,  . . .  , r ;  Vi. П Vj = О, i =/= j. 
Д о к а з  а т е л ъ ..;  т в о. Доказательство проведе м  индук­

цией по числу множеств Ui. Предложение В) очевидно, 
если имеется лишь одно Ui .  Предположим теперь , что число 
множеств Ui равно r и 'ITO предложение В) справедливо, 
когда число множеств Ui равно r - 1 . 
Положим 

1 Иr -1 = Иr- 1  U Иr .  
Рассмотрим покрытие множества М, состоящее из откры тых 
мноJКес rв 

число которых равно r - 1 . 

6 Зак. 5!Ji. IЗ. г·п е в и ч  
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По индуктивному предположению существует покрытие 

V1 ,  . . . , V,._ ?, V'r- I  
множества .И такое, что 

V1 с Ut · · . , Vr- 2  с Ur-2  Vr' - 1 с O't·- 1 • 

причем Vp . • . , Vr_ 2, и V'r- 1 попарно не пересекаются. 
Множество V/ _ 1  n М имеет размерность < О ;  множества 

Ur_ 1 n V/ _ 1  и Ur n V/ _ 1 покрывают V/ _ 1 n М. Следовательно, 
в силу А) , существую r открытые множества Vr_ 1 и Vr, покры ­
вающие V/ _ 1 n М и удовлетворяющие  условиям :  

' ' 
Vr_ 1 с Иr- l  n ,Vr-1. Vr с Ur n Vr - 1 ,  

vt·- 1  n vr = о . 
Тогда множества 

V� ' . . . , Vr-2• Vr- 1 1  Vr 
удовлетворяют условию предложения В) . 

Из В) будет выведена следующая важная 1 ) теорема : 
Т е о р е  м а V 1 .  Пусть Х - пространство размерности 

< n, и а - покрытие llJЮстранства Х. Тогда существует 
вписанное в а nolCpьtтae � порядlСа < n .  

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Теорема очевидна, если n = оо . До­
пустим теперь,  что n конечно. По теореме о разложении 
п-мерного пространства в сумму нульмерных (теорема III 3) : 

Х = А1 U · · · U Аtн 1 • 

где каждое слагаемое А1 имеет размерность < О .  Так как а 
покрывает каждое множество Ai ,  то, примени в  В), можно по· 
лучи гь  для каждого i конечную систему �i о гкрытых множеств : 

�i = (Vf, . . . , v:m) i =  1 , . . .  , п +  1 ,  
такую, что 

�i покрывает Ai ,  и \!) n Vt = О, есл и j j..- k. (5) 

Пусть � - покрытие пространства Х, состоящее из всех мно­
же ств vJ, i = 1 ,  . . . , n + 1 ; j = 1 ,  . • .  , r (i) .  Тогда мы утвер­
ждаем ,  что � имеет порядок <  n .  Действи тельно ,  в силу обычного 

1) Утверждение, обратное этой теореме ,  будет доказано ниже 
(теорема V 7) 
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рассуждениil о (n + 2)-х предметах, лежащих в (п + 1) - м  
ящике, среди (n + 2) -х элементов покрытия � всегда 
имеется два элемента , принадлежащих одному покрытию �i .  
Условие (5) тогда показывает, что их пересечение пусто . 

С л е д с т в и е. Пусть Х - компакт размерности -<: n .  

Тогда Х обладает покрытиями произвольно малого диаметра, 
порядот� которых -<: n .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Рассмотрим для произаольного поло­
жительного в систему всех сферических окрестностей в Х, 
и меющих радиус 0,5 в. Так как Х компактно, существует по­
крытие nространства Х, состоящее из элементов этой системы ,  
т .  е . покрытие ,  диаметр которого -<: в .  ПримеН){Я теорему V 1 
к этому покрытию, получаем доказы ваемое следствие. 

2. Пространство отображений 

Рассмотрения в главах V, VI и VII широко опираются на 
чрезвычайно важную идею, принадлежащую Фреше, состоящую 
в том , чтобы множество отображений однuго пространства 
в друг ое рассматривать как топологическое пространство. Важ­
но сть этого понятия для общей топологии трудно переоценить. 

О п р  е д е л е н и е V 3 . Пусть Х - произвольное простран­
ство,  а У-комлакт 1 ) .  Обозна чим множество всех отображений 
пространства Х в У через Ух, и введем метрику 2) в простран­
стве отображений Ух, полагая 

р (/, g) = sup р (/ (х), g (х) ) .  
х Е Х 

Из компактности nространства У следует, что р (j, g) конечно. 
Н епосредственно ясно, ч rо р (/, g) == О  тогда и только тогда, 
когда /(х) := g(x) ,  и что аксиома треугольника в ух следует 
из аксиомы треугольника в У. 

А) Ух- полное 8) пространство. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть fп- фундаментальная последо­

вательность элементов пространства УХ. Тогда для каждей 
точки х про странства Х последовательность точек-fп(х) я вля ется 

1) В этой книге всякий раз, когда идет речь о пространствах ото­
бражений,  рассматриваются только отображения в компакты. 

2) Можно показать, что топология пространства ух зависит только 
от топологии пространrтв Х и У, а не от их метрик. 

•J) С м .  УказатсJi ь .  
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фундамеюальной последовательностью в У .  Так как У - ком ­
пактное , следовательно и подавно ,  полное пространство, то 
fп(х )  сходится к неi'оторой точке, которую мы обозначим 
через f(x) .  Мы утверждаем, что f(x) непрерывно, т .  е. что 
/Е ух, Действительно 1 ) , 

р (/ (х) ,  f (х ' ) )  < р (/ (х) , fп (х) )  + р (fn (х) ,  fn (х' ) )  + 
+ р Un (х' ) , / (х' ) ) .  

Мы знаем ,  что fп равномеr но сходят ся к /; Сlkдовательно, 
если х' стремится к х, то  f(x') стремится к / (х) . 

В)  Предложение А)  нозвол я ет применять к 1 1 ространству 
отображений ух теорему Бэра 2) :  пересечение сч етного числа 
плотных в Ух 0;;-множеств 3) плотно в УХ; в частности , такое 
пересе чение не пусто . 

3. Вклю чение п-мерноrо комиакта в 12n 1 _ 1 

Вместо того, чтобы сразу приступ ить к теореме о включе­
нии для общих пространств (теорема V 3) , мы сначала отдельно 
рассмотрим случай компактов . Это облегчит понимание главной 
идеи общего доказательства, излагаемого далее , ибо в слу­
чае компактов доказательство проще и не затемня ется 1 ехни­
qескими деталями. 

Т е о р е м  а V 2 .  Пусть Х - тсомпакт , и diш Х < n ,  zде 
n - конечное. Тогда Х zомеоморфно подмножеству куба 
12n+ 1 4) · 

1) Это -- точный аналог доi<азатеJiьства того, что предел равномер­
но сходнщейся последоватеJi ьности непрерывных функций  есть непре­
рывная функция. 

2 )  См. Указатель. 
В) Под 05 в векотором пространстве мы понимаем пересечение 

счетного числа открытых множеств (К u r а t о w s k i ,  Topologie I, 
Monografie Matematiczn e, Warsaw, 1933,  стр. 2 1 ) . 

4) Утве рждение и доказател ьство эт ой Тf Ор е м ы  для случая n = 1 
б ы л и  д ан ы М е н г е р  о м :  Allgemeine Raume нпd Carteюsche Ra ume,  
Proc. Acad.  Wetensch. Amst., 29 ( 1 926), С ТР:. 476- 48::' ;  у т вержде ние дли 
общего с л у чая было дано М е н r е р о м :  Uber umfassendste , n·dimen ­
sionale Mengen,  Proc. Akad. Wetensch. Amst. , 29 ( 1 926), с т р - 1 1 25 - 1 128 ;  
общее доказа1 ельство,  а также теорема V 5 были дан ы Н о б е JI и н г о м :  
Oeber  еiпе ,  n-dimensionale  Universalшenge im R2n+ l• Math. Ann.  1 04 
( 1930), стр. 7 1 -80. 
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Более того 1) ,  множество гамеаморфных отображений про ­
стршщпва Х в 2) /2п н  является плотным 8) а5 в простран-
стве отображений If>�+ l ·  

Сначала мы рассмотрим отображения, которые ведут се )я 
« nрибл и з ительно »  так же, как гом еоморфизмы .  

О п р е д е л е н и е  V 4 . Пусть Х - ком пакт , е - положитель­
ное число, а g - отображение комnакта Х в пространство У. 
Мы скажем , что g есть е-отображение, если полный прообраз 
каждой точки множества g (X) имеет диаметр меньше е .  

А) Если отображе ние  g компакта Х в компакт У есть 
1 

б 
. Т -ото ражение для каждого натур ального числа t, то g есть 

гомеоморфизм компакта Х в У, и обратн о .  
1 Д о к а з а  т е л ь с т в о. Если g есть 7-отображение при каж· 

дом i, то f:" должно быть взаимно однозначным, а взаимно одно­
значное отображение комnакта является гомеоморфиэмом (АН, 

l 
стр. 95) . Обратно, каждый гомеоморфизм является --:- -отобра­

z 
женнем при каждом i. 

В) Пусть Х - компакт . Тогда для каждого е >  О множество 
а. всех е-о rображений открыто в ух , 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть g есть е-отображение. Поло-
жим, 

1j = inf  р (g (x), g (x')) , 

где нижняя грань берется по парам (х, х') ,  для которых 
р (х, х') :> е. В силу компактно::ти Х, 1j равно р (g (х), g (х' )) 
дли векоторой пары точек х, х' такой, что р (х, _ х') :> е; 
следовательно, 1j > О, т а к  ка ·< в противном случае g не было 
бы е-отображением .  Пусть теперь / - проиэвольное отображе-
н ие,  д л я  I<оторого 

1) Об !lто м у 1 верждении, а также док азательстве теоремы V 2, дан­
ном з д е с ь ,  см .  Н u r е w i с z, Ober AbЬildu ngen von e n d llchdimensio­
n a len Raumen a uf Tei lmengen Cartesischer Ri!ume,  Si tzb.  Preuss . Akad. 
d. W iss. ,  ph _1 s .  m a t h .  Юasse, 1 933, стр. 754-768. 

2) Н а nомин аем, что rо м е омо рфизм «В» означае r rомеоморфизм 
«на час т i » .  

3 )  Утверждение,  ч т о  rомеоморфные отображения образуют всюду 
nл отное множество, интуитивно озна ч ает, что каждое отображение 
пространства  Х в /211н произвольно малым изменением может быть 
сделано rомеоморфизмом. 
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Пусть точки х и х ' таковы, ч т о  f (x) = f(x'). Тогда расстояние 
р (g (х) ,  g (x')) < 'tj, и поэтому р (х, х') < в. Следовательно , 
1 также является в-отображением .  

Д о к а з  а т е л ь с т в о т е о р е м  ы V 2 .  Рассмотрим про-

странство отображений I1n+ I · Пусть а 1 - множество всех 
i 

1 
--;-- - отображений (см. определение V 4) компакта Х в куб /211 ,_ 1 •  
t 

Положим 

В силу 3 А), Н состоит из гомеоморфных отображений ком­
пакта Х в /211 1 . 1 .  В силу 3 В), каждое а 1 открыто и ,  следо-

Т 
вательно, есть а5• Поэтому (см .  2 В)) для доведения до конца 
доказательства теоремы  V 2 нам необходимо лишь следующее 
предложение : 

С) Пусть Х - компакт, и d im Х <. п ,  где n конечно. Для 
каждого положительного числа в обозначим через а, множество 
в-отображений компакта Х в куб /211 + 1 •  Тогда а. плотно 
в пространстве отображений Jf,.+ 1 . 

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Пусть 1 - про из вольный элемент  про· 
х странства 12 n + I , и 1} - положительное число. Мы построим g 

такое, что 
p (j, g) < 'fj, 

g E а •.  

{ 1 ) 

(2) 
В силу равномерной непрерывности 1 ) отображения f, суще­

ствует по;южительное число а < в такое, что 

р (/ (х), f (х')) < { 'fl ,  
как только 

р (х , х') < а . 
На основании следствия теоремы V 1 существует покрытие 

� : Ut • • . •  , Иr 

1) Непрерывная функци я на KQ M II a l{тe я в л я е т с я  ра вномерно ПСП(JС· 
рыв ной, 
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компакrа Х, обладающее свойствам и : 

Следовател ьно , 

' 
порядок покрытия � <. n 

о (Ид < о, i = l ,  . . . , r .  

1 
o (f(Uд < 2 "1j, i = 1 , . • .  , r .  

Выберем в 12n +  1 точки р1 , • • • , Pr такие ,  что 

р, находятся в общем положении в Е211 н ,  
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(3) 
(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

т. е . никакие (т + 2) из точек Pt (т = О, 1 ,  . • . , 2n) не лежат 
ни в каком т-мерном л инейном подпространстве пространства 
ЕШ + 1 · 

Для каждой точки х пространства Х положим :  2) 

w1 (x) = p (x, Xt ""- Uд, i = 1 ,  . . . , r .  

Очевидно, что 

wi (х) > О , е сл и х- Е и., и w, (х) = О, если х $, и,. 

Для каждой точки х ,  по  крайней мере ,  одно  w, (х) поло­
жительно, так как u, покрынают Х. Каждой точке Pi• выбран­
ной выше, поставим в соответствие  вес wi (х), и обозначим 
через g (x) центр тяжести системы точек р,, взяты:Jl; с этими  
весами. Ясно, что g S) является непрерывным отображением 

компа кта Х в /2n + l ·  Покажем теперь , что g удов.'Iетворяет 
условиям ( 1 )  и (2� 

Д о к а з а т е л ь с т в о  ( 1 ) :  Пус ь х - произпольная точка 
компакта Х. Предположим , ч . о Ui занумеро ваны таким обра­
зом, что U1 , • • •  , U8 есть множество всех и., с одержащих х. 
Тогда wi ( х) > О для i <. s, и wi (х) = О  для i > s ;  поэтому 
при определении g (x) нам нужно рассматривать лишь р1 , .  • , Ps 

1) о (М) обоз начает д и а м е т р  м нож( ства М; см.  Ука Jатель .  
2)  Ее,, и Ui = Х, то п р инимаем, ч т о  wi (.t ) = 1 .  
В )  Такие  «барицентриче ские» о1 ображени я и м еют м ного l! ажных 

придо»,ециЦ  и б у дут детально рассмотрt' НЬI в пар а гр а ф е  9. 
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Из того , ч то х Е ui при i < s ,  и из (5) и ( 6) получаем, ч то 

p (pi, f (x)) <'rl· i <. s. 

Тем более центр тяжести g (х) вершин Pt удовлетворяе г уело-
в ию  

р (g (х), f (х)) < 'rl ·  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о (2) .  Пусть 

ui, ,  . . . , Иt8 

( 1 )  

суть все э .1ементы покрытия � .  содержащие данную точку х 
пространства Х. Из (3 ) следует, что s <. n + 1 . РассмотриVI 
линейное (s - 1  )-�1 ерное пространство L (х) в Е2п н •  содержа-
щее то ч ки 

Pip · · · ,  Pi8 •  

Очевидно ,  что g (x) лежит в L (х) .  Пусть ·" ' - некоторая дру­
г а я  точка компакта Х. Мы утверждаем : ecл tl L (х )  и L ( х' )  
пересекаются, то они содержат общую то•tКу pi; следователь­
но, х и х' содержатся в неN:отором общем элементе Ui 
покрытия �. Де!%ствительно, пусть L (x') проходит через точки 

PJ" · · · ,  Pjt · 
Снова , в с илу (3 ) ,  t <. n + 1 , и L (х' )  есть (t - 1 )-мерное про·  
странство.  Есл и  L (х) и L (х ') нересекаются , то линейное про­
странство ,  наим е ньшей размерности , содержащее все  Pi и pj,  
и м е е т  размерность <. s + t - 2 <. 2 n .  Отсюда и из t7 ) след_. ет ,  
что ,  по  крайней мере, одна вершина Pi вс тречается также среди 
вершин Pj· И т а к ,  справеалиность нашего утверж t ения устано­
n лена .  

Теперь допустим ,  что g (х) = g (x' ) . Тогда L (x) и /J (х' ) 
нересекаются .  В силу доказанного выше утверждения , х и х '  
прин Jдлежат общему элементу покрытия � · Поэтому из ( 1 )  
в ытекает , что р (х , х') < о < s и ,  следовательно, g является 
е -отображением .  Этим  завершается до казательство предложе­
ния С) и,  следовательно, теоремы V 2 . 

4. В ключение п-м ерноrо пространства в 12n н ·  

Пользуясь доказатеЛьством теоремы V как моделью, мы 
окажем тепеJ • Ь  ,следующую т еорему : 
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Т е о р е м а V 3 .  Пусть Х - произвольног простр:тство 
и d im Х <;: n ,  где n конечно .  Тогда Х го.мео.морфно 1 ) подшtо· 
жеству куба 12n t ·  

Более того 2) ,  .множество го.мео.морфных отобр ажений 
пространства Х в /211 ,_ 1 содержит В) плотное а� в простран-
стве отображений If1н t · 

е - отображения , которыми мы пользовались  в параграфе 3 , 
не годятся для нашей теперешней  цели,  так как отображение 
произвольнога пространства , являющееся е-отображением 
при каждом е > О, может не быть топологическим ,  как напри· 
мер , отображение 

О = х 

по.туинтервала О <;:  х < 2'1t прямой на  окружность О <;:  О <;: 2..: .  
Вместе с тем доказано, что в общем вопросе перехода о т  

ко11-шактов к произ вольным пространствам большое значение 
и ие ет метод, состоящий в том ,  чтобы заменять выражение : «для 
каждого положительного в существует множество диаметра 
меньше е » ,  выражением : сдля каждого покрытия сх существует 
покрытие, вписанное в а» . Пользуясь этим методом , приходим 
к следующему видоизменению определения  V 4 .  

О п р е д е л е н  и е V 5 .  Пусть а - покрытие про с '  ранства Х, 
и g· - отображение пространства Х в пространст во У. Мы ска­
ж е м ,  что g есть а-отобра жение, если  каждая точка простран­
с 1 ва У облапает ок!")естностью в У, полный прообраз которой 
целиком содержится в некотором элементе покрытия а .  

О п р е д е л е н  и е V 6 . Пусть а - покрытие пространства Х. 
Обозначим через S ( х) открытое множество, являющеесн сум­
моИ элементов покрытия а ,  содержащих данную точку ·х . Счет­
наSI сис·rема а 1 , а2, . • • покрытиlt называетс я базисной последа-

l )  Это r результат впервые б ыл n олучен со �динением теоре мы Ме н ­
гсра-Нобел инга ' ( J;J е р вая ч а с rь теор е м ы  V 2) с п ринадлежащим 
Г у р е в и ч у  (Ueber d as VerbliJtnis separaЬ I!er Rii.ume zu komp akten Riiu ­
men, Р1·ос. Akad. Wetensch .  Amst. 30 ( 1 927), стр.  425 - 430) доказател ь ­
ством того ф а кта, ч т о  л юбое пространство топОJrоги ч е с к и  содер жится 
в К()Мпакте той ж е  р азмерности (в  настоя щей книге это утверждение 
появляется (теорем а V 7), как  следствие общей теоремы о включении).  

2) В п ервые доказано К у р  а т о в с к и м (S ur les theoremes de 
«plongement» dans !а theorie de ! а  dimension,  Fund. Math.  28 ( 1 937), 
стр. 336-34?), метод ко�орого я вляется небольшим видоизменением 
метода Гуревича в его работе в Sitzgb, цити р о вавной н а  стр. 85. 

3) Следует обратить внимание на разли чие между этим утве ржде­
нием и соответс 1 ву ющи м утверждением в комnактном случае. Неиз­
вестно, будет ли м н ожество rомеом орфизмов Х в /2п н само Ов. 
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вательностью покрытий, если для произРольноЯ то чки х и 
ее произвольной окрестности и, по крайней мере, одно и з от­
крытых множеств 

содержится в и. 
А) Для каждого пространст ва  Х существует базисная после­

довательность покрытий .  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Путь и1 , и2 , . . . - счетный базис 

пространств а  Х. Рассмотрим пары ип, ит непустых открытых 
множеств этого базиса,  для которых 

U1J с: ит.  
Обозначим через an, rn покрытие пространства Х, состоящее 
из двух элементов : Х """' ип и ит. Совокупность покрытий  
rzn, m, конечно, счетна. Кроме  того, из х Е ип следует S�n, т (х) = 

= И т• Следовательно, система множеств { S�n, т (х)} для данного х 
включает совокупность всех ит, содержащих х. Таким образом, 
{ rz n , т}  является базисным семейством покрытий .  

В) Пусть а1 , а2, • • • - базисная последовательность по­
крытий пространства Х. Тогда, если g есть схi- отображение про­
странства Х в пространство У для каждого i, то g есть гамео­
м орфизм 1 ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы п01сажем, ч rо е сли х - л роиз­
вольная точка пространства Х и и - окрестность точки х, то 
существует о·крестность V точки g (x) в У, полный прообраз 
которой содержится в и. Отсюда вытекает взаимная однознач­
ность отображения g и непрерывность  отображения g- 1 • 

По определению базисной последовательности окрестнос rей 
существует покрытие ai, для которого 

s�i (х) с: и. ( 1 )  
1) О братное неверно. В са м о м  деле, пусть  Х - полупря м а я  х :;;;,. О, 

У - отрезок о ..:;;; у ..:;;; 1 и h - • сжатие • Х в У, з адавас мое формулой 
х у =  1 + х  · 

Пусть а0 - покрытие пространства Х, состоя щее из двух оп< рытых 
множес-r в :  дополнения до множества всех четных и дополнения до мно­
жества всех нечетных целы х  чисел. Хотя h - rомеоморфизм ,  h не яв­
ляется а0-отображением,  та к к ак н и к а кая окрестность топки у = 1 
не обладает полн ы м  прообразом ,  содержащи м с �J цeJJ И I{QM в к аком -либо 
:ме менте покрытип а0, 
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Так как g есть IХi-отображение,  т о  сущес твует ОI<рестность V . i 
точки х и элемент U0 покрытия а , для которых 

g- 1 ( V) с:: и� . 
Но 

x E g- 1 ( V) с:: cfo .  
Отсюда 

и� с:: s",i (х) . 

�2), ( 3 ) и ( 1 ) доказывают предложени е .  

( 2 )  

(3) 

С) Пусть IX - покрытие компакта Х. Тогда существует поло­
жительное число "fj ,  обладающее тем свойством,  что каждое 
подмножество компакта Х, имеющее диаме rр меньше 'tj, целиком 
содержится в пекотором элементе покрытия а. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о . В противном случае существовала бы  
последовательность множеств Х1 , Х2 , • • •  , не содержащихся 
ни в одном элементе покрытия а и таких,  что диаметры 8 (Х1) -+ О.  
Пусть x i  Е Xi . Tat< как Х - компакт, {x t }  имеет nредельную 
точку х ,  которая содержится в некотором элементе U0 покрытия а . 
Но U0 открыто, так что р (х, Х ""- U0) = d > О . Тогда всякое Х,, 

d 
находящееся от  х на расстоянии,  меньшем, ч ем 2 ,  и имеющее 

d 
диаметр , меньший, чем 2 ,  целиком содержится в U0 , что про-

тиворечит предположению. 
D) Пусть Х - произвольмое пространство, и У - компа 1п . 

Для каждого покрытия а множество а.. всех а-отображений 
в У открыто в ух , 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть g· есть а-отображение. Это зна­
ч ит, что каждая точ ка компакта У имеет окрестность, подный 
прообраз которой цели ком содержится в пекотором элементе 
покрытия а .  Так как У - компакт, то существует t<Онечная под­
си стема системы таких окрестностей,  образующая покрытие а 
ком накта У. В силу С) ,  сущест вует положительное число 'tj, 
обладающее  тем с войством, что произвольное множество ком­
пакта У, имеющее  диаметр меньше ,  чем 'tj, содержится в пеко­
тором элементе покрытия а ,  и , следовательно, его полный 
прообраз при отображении g целиком содержится в некотором 
элементе покрытия а .  Пусть теперь /- отображение , удовле­
творяющее услов ию 

1 
р (/, g) < 3 "1 ·  
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1 
Возьмем сферические окрестности ди аметра З '1J вокруг каждо!l 

точки пространства У. Пусть А - полный прообраз при 1 одной 
из  этих окрестностей .  Легко видеть ,  что g (A) имеет диаметр 
< Yj ,  так что, в силу определения  "'J ,  А содержитси в пекотором 
элементе покрытия ос. Таким образом, 1 Я ВJiяется ос-отображе­
нием. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы V 3 . Рассмотрим простран-
ст во отображt-ниА l2п 1. 1 .  Пусть ос 1  ос2, • • • - базисная 
последовательность nокрытий пространства Х, Oa.i - множество 
всех осi -отображений (см .  определение V 5) прос rранства Х 
В l2n + 1 . И 

со 
Н = n а , 

i = l  " 

Каждый элемент множества Н является , в силу 4 В) , гомеомор­
физмом пространства Х в l2n + 1 • На f'сновании  4 D) каждое 
а .. � открыто и ,  следовательно, является а8-множеством. Поэтому 
(см . 2 В) для доказательства теоре мы  V 3 нам необходимо 
только следующее предложение 1 ) . 

Е) пусть dim Х ::::;;:: n, где n - конечно.  Для каждого покрн­
тия ос пространства Х обозначим черt-з а .. множество ос-отобра­
жений пространства Х в l2п + 1 · Тогда а,. плотно в пространстве 

х отображений /2п + 1 · 
Д о к а з а  т е л ь  с т в о .  Пj сть f- произвольны!l элемент про-

странства Ifп + 1 , и '1J - положительное чиспо.  Мы построим 
отображение g такое, что 

р (/, g) < Yj ,  
g· Е а ... 

(4) 
(5) 

Как компакт, 12п н  имеет nокрытие диаметра, меньшего,  ч ем 

� "'J· Пусть -. - покрытие пространства Х, состоящее из полных 

прообразов открытых множеств этого покрытия при отобра­
жении  /. В силу теоремы V 1 ,  существует покрытие � 

1) Сопоставьте вто с аналогично й частью (предл ожение 3 С) дока­
зател ьства теоремы V 2. 
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порядка <. n, вписанное и в сх ,  и в " :  

поря,1.ок покрытия ? <. n, 

� вписано в сх ,  
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(6 ) 

(7) 
(8) 

Теперь м ы  с помощью r точек р1 ,  • • •  , Pr • находящихся в 12пн 
в общем положении ,  строи м g точно так  ж е ,  как это было сд�­
лано выше в доказательстве nредложения 3 С) , как «барицен­
трическое» отображение. Доказа rельство нера в енства ( 4) точно  
такое же, к ак  раньше, а nри  доказательстве вкJJючения (5) 
нужно только заменить последний абзац следующим. 

Так как имеется только конечное число линей ных подпро­
странста L (х), то существует чи сло '1j > О такое, что любые 
два из этих линейных подпространств L (х) и L (х') или пере­
секаются , или,  в противном случае , находятся на  расстоянии 
".:> '11 друг от друга. Если р (g (x) , g (х') )  < '1j, то расстояние 
р (L (х) ,  L (х ' ) ) , конечно , < 'YJ ,  следовательно, L (х) и L (х') 
пересекаюrся. Отсюда, как показано выше, в ытекает, что обе 
точки х и х' содерж атся в некотором элементе покрытия �­
Следова1 ель но , g является а-отображением.  

П р  и м е р  V 3 .  Пусть s2n + 2 - (2п + 2)-мерная клетка 1 )  и 
Р11 - совокупность всех граней клетки .�2,1 2 размерности :;::;;; п .  
Тогда Р n является п - м ерным пространством, которое нельзя 
включить в E2n . Дока зательство можно найти в работе Фло­
реса «Ober n-dimension ale Komplexe die im R21н 1 absolut selbst­
verschJungen si nd » ,  Ergebnisse eines тathematischen Kolloquiuтs 
6 ( 1 933-4) ,  стр .  4 -7 .  Оно показывает, что число 2n + 1 
в теореме V 3 не может быть понижено. 

5 . В ключение произвольных пространст в  в гильбертов 
параллелепи пед 

Т е о р е м а V 4. Пусть Х- произвольное пространство. 
Тогда Х может быть тополоzичесlС.и ВlС.лючено 2) в lw• Более 

1) См .  стр . 98. 
2) Э 1 0  - знаменитая теорема Урысона:  Z um MetrisationsproЫem 

Math. Апп. 94 ( 1925),  стр.  309-3 1 5. Х, коне чно, м е трическое со счет­
н ы м  базисом.  
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того , множество zомеоморфных отображений простран­
ства Х в lw содержит nлотное 03 в fwX• 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Докааательство почти в точности со­
впадает с доказательством теоремы V 3 с тем упрощением, что 
не нужно интересоваться порядком покрытия �- Точки р, выби­
раются так, чтобы любое конечное подмножество этих точек 
было л инейно неаависимо. 

б. Универсальное п-мерное пространство 

О п р  
·
е д е л е н и е V 7. Некоторое п-мерное пространство 

является универсальным п-мерным пространством, если каждое 
пространство размерности :::::::; n может быть в него топологически 
включен о . 

Т е о р е м а  V 5. 1) Множество 

Хп = ЛZ2,:+1 n l2п t- 1  
точе�t тсуба /21н 1 , и.пеющих не более 1t рациональных �toop · 
динат, является универсальным п-мерным пространством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам нужно пОI(азать , что л юбое 
пространство размерности :::::::; n может быть топологически вклю­
чено в Х ·�· Доказательство является видоизменением доказатель­
ства теоремы V 3 и использует те же обозначения. Легко видеть , 
что если М - фиксированное п-мерное ли нейное подпространство 
пространства Е2n н•  то небольшим сдвигом вершин р1, • • •  , Pr 
можно добиться того, чтобы ни одно и з  L (х) (см .  3 С) и 4 Е)) 
не пересекало М. Поэ rому, и сходя из произвольнога отобра­
жения f пространства Х в /2п н  и положительного числа "'j, мы 
можем построить отображение g, удовлетворяющее нера-

1) N о Ь е 1 i n g, Ueber eine n - d i meпsioпale Un iversa1шe nge iш R211 Н •  
Ma th. A nn. 1 04 (1930) стр. 7 1 - 80. 

Другое универсальное п-мерпое пространство было описано Мепrе­
ром, но без доказательства :  Ueber umfassendste n-dimensiona1e Mengen,  
Ргос. Acad. Wetensch. Amst.  29 ( 1926) , стр. \ 1 25-1 1 28; доказательство было 
дано Лефшецом; Оп comp a c t  spaces, Ann. Math. 32 ( 1 23 1 ) ,  стр. 521 -538. 
Универсальное пространство Менгера обладает добавочн ы м  свойством:  
оно я вляется компактом. дл 11 n=O универсальные пространства Нобе ­
лиига и Менгера иревращаются соответственно в множество и ррацио­
нал ьных ч исел отрезка прямой и кантороно множество. Заметим, что 
существование компактного универсального 11-мерного пространства 
следует из применевил приведеиной ниже те оремы V 6 к унпверrал ь­
ному п- мерному пространству Х. 
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венству р (/, g) < 'tJ и добавочному условию : 

g <X) c:. I2tн 1 "'- м. 
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( 1 ) 
Отсюда следует, что множество отображений g пространства Х 

х в 12n , 1 , для которых имеет ме сто ( 1 ), плотно в /2n + t .  Это 
множество также и открыто, потому что из (1 ) выте кает, что 
g (Х) находится на положительном расетоинии 'tJ от М и ,  сле­
довательно, для каждого отображения /, для которого р (/, g) < 'tj ,  
оказывается, что 

f (Х) С:. 12n r 1  ""'- М. 
Допоанение множества Xn состо ит из точек куба 12п н •  

имеющих, по  крайней мере, n + 1 рациональную координату ,  
т . е .  дополнение множества Х n является суммой rиперплоско· 
стей в /2 t + I  вида 

x,l = rt · · . .  , x,n + 1 = rn+ 1 •  
где все r1 рациональны .  Каждая из этих гиперплоскостей и меет 
размерность 2n + 1 - (n + 1 ) = n, причем имеется лишь счет­
ное число таких гиперплоскостей .  Назовем их М 1 , М2, • • • 
Пусть а. - открытое плотное в 12n�t-l множество , состоящее 
из всех отображений g, для которых 

g (X> с:. /2,1 + 1  ""'- Mi. 
В силу теоремы V 3, существует - плотное в l2пl!r 1 011-мно­

жество Н, все элементы которого являются гомеоморфизмами 
пространства Х в /2,1 н ·  Пусть 

00 
Н' = Н П  П 01 •  

i 1 

Н' , как счетное nересечение  всюду плотных 0;;-множеств ,  
само является всюду плотным 08-множеством (см. 2 В) ;  
в частности , Н '  не пусто Пусть h Е Н' .  Ясно, что h есть 
rомеоморфизм Х в 111n 1_ 1 и 

(2) 
Следовательно, для каждого пространства Х размерности �n 
существует rомеоморфное отображение h пространства  Х в 12n t l  
такое, что 

h (Х) С:. Х n (3) 
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Но X n имеет размерность n (см .  nример IV  1 ) .  Таким обра­
зом , теорема д оказана . 

3 а м е ч  а н и е . Неизвестно, содержит ли  .IOZAm n < 2k + 1 ,  
тоnологический образ каждого k-мерноrо nодмножества про­
стр анства Е т или даже, существ) е т ли при n < 2k + 1 какое­
либо 1) k-мерное nо цмножество nространства En, содержащее 
тоnологический образ каждого k-мерного nодмножества nро­
странства En · 

Т е о р е м  а V 6 . Любое пространство может бы ть топо­
логически включено в компаюп той же размерности . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Х- некоторое nространство. 
Теорема очевидна, если dim Х = оо, ибо любое пространство 
может быть тоnологически включено и /"' (теорема V 4). 
Если dim Х ::::::; n, где n конечно , то теорема следует из при­
ведеиной выше nри доказательстве теорем ы V 5 формулы (3), 
так как h(A)," как з 1мкнутое nодмножество /2п н ,  Si вляется ком­
nактом . 

7. Размерноетвый тип  Фреше 

По аналогии с теорией кардинальных чисеJI , Фреше в 1 909 г. 
ввел nонятие размерностиого тиnа, говоря для двух данных 
nространств А и В, что размерноетвый тип nространства А 
не больше ра:iмерностного типа пространства В, если А мо­
жет быть тоnологически включено в В . 

Если при этом также справедливо, что размерноетвый 
тиn nространства В не больш е  размерност иого тиnа про­
странства А ,  то говорят, что А и В имеют один и тот же раз­
мерноетвый тиn .  

п-мерное  эвклидово пространство , по оnределению , имеет 
разме рпостный  тиn n. 

Оче видно ,  что два пространства одного и того размерност­
иого ти rта имеют одну и ту же размерность. С дpyroD стороны, 
nростой nример окружности  и дуги: nоказывает, что два про­
странства одной и той же размерности не обязательно имеют 
один  и тот же размерноетвый тиn.  

Теорему V 3 можно nерефразировать следующим образом : 
ес.'lи d im Х ::::::; n, то размерпостный тип nространства Х ::::::; 2n + 1 .  
Теорема V 5 устанавливает, что среди размерпостных типов 

1) См .  М е n g е r, Ueber  umfassendste n-dimenslon ale Mengen , Коп. 
Akad. v. Wetenscl1. Amst. 29, ( 1926), стр. 1 1 25-1 1 28. 
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nространств размерности � n существует наибольший р азмер­
ностный  тип .  Теорема V 4 утверждает, что размерноетвый ти п 
каждого пространства не больше размерностио го типа гиль ­
бертона параллелепипеда. 

Рассуждения параграфа 6, главы IV, показывают ,  что ср еди 
бесконечномерных пространств имеются пространства, по край­
ней мере, двух размерностных типов , а именно сам гильбертов  
nараллелепипед и его подмножество ,  являющееся суммой счет­
ного ч и сла конечномерных пространст в . 

8. Снова теоре м ы  о покрытиях 

Т е о р е м а V 7. Если в l<LfJicдoe покрытие пространства Х 
.можно вписать птсрытие порядка <;;. п, то )( и.меет размер­
ность < ll . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Теорема следует из того , что в дока­
заrельстrе  теоремы V 5 мы, пользуясь только указанным в усло­
вии с войством покрытий пространства Х, вывели , что Х может 
б ыть включено в уни версальное п-мерное  пространство Х 1 1 •  

С JI е д с т в и е. Пусть Х- компакт. Если Х обл адает 
покрытия.ии произвольно .малоzо диаметра, щrtеющими поря­
док <;;. n, то Х и.меет раз.мерность <;;. n .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Из  4 С )  заключаем, что в каждое 
покрытие пространства  Х можно вписа1 ь покрытие порядка < n. 
Поэтому сл едствие  непосредственно вытекает из теоремы V 7 .  

Т е о р е м а V 8 .  Теорема о покрытиях.  Пространство 
имеет размерность <;;. n в том и только в том случае, если 
в каждое ezo птсрьипие можно вписать nокрытие порядка <;;. n. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Теорема  явля ется объединением т е о ·  
рем V 1 и V 7 .  

С л е д с т в и е .  Теорема о покрыти ях для компактов . 
Кожпащп ижеет размерность <;;. п в тож и только в том 

случае,  если он обладает покрыmиями произвольно .малоzо 
диаяетра , и.лtеющижи порядок < п. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Следствие есть объединени е  след­
ств ия теоремы V 1 со следствием теоремы V 7 . 

9. Нервы и отображения в полиэдры 

Мы будем рассматривать полиэдры в наиболее элементар ­
ном смысле ,  а именно как  точечные множества эвклидова про ­
странства , являющиеся объединен ием  конечного числа клеток .  

7 3ак. 5.97. В .  Г;певич 
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Вершина или нульмерная тiлетка есть точка ; одномерная 
tслетка - отрезок без его концевых точек ; двумерная клеписа ­
треугольник без его сторон ;  трехмерная tcлemtca - тетраэдр 
без его граней и т . д .  k-ыерная клетка , k = О, 1 ,  2 ,  . . . , опре­
деленная с помощью вершин, сторон, граней, . . . р·мерной 
клетки ,  называется k-мерной zранью этой р-мерной клетки ;  мы 
также в ключаем саму р-мерную клетку в число ее граней . 
п-.мерный полиэдр есть точечное множество, расположенное 
в некоrором Em и составленное опrеделенным способом из 
1сонечной системы непересекающихся р-мерных клеток, 
О .::;;;: р .::;;;: n, по крайней мере , одна из которых являетсн п-мер­
ной клеткой ,  причем каждая грань каждой клетки системы 
также должна принадлежать сис теме. 

Рассмотрим теперь Произвольное множество объектов, кото­
рые мы будем называть (абстраюпными) вершинами . Под 
(абстртстным) р-мерным сим плексом sP, р = О, 1 , 2, . . . , мы 
понимаем прсИJвольное мномес rво, состоящее из р -t- 1 вершины. 
k ·  мерный С I JМплекс, вершины которого выб,1аны из вершин 
симплекса s11, назы вается k-Atepnoй z,Jанью симплеtсса sP. 
sp является своей собственной р -мерной гранью . (Абстраtстны й) 
n-мерный tco.мnлetcc есть конечная система р-мерных сим пле­
к сов, О .::;;;: р .::;;;: n, содержащая вместе с симплексом и все его 
грани  и ,  по крайней мере , один n- мерный симплекс . 

Связь между полиэдрами и комплексами становится ясной 
из сл едующих двух утверждений : 

А) Каждому полиэдру Р поста вим в соответствие· ком· 
плекс N, называемый ко.мп. zеtссо.м остовов поJiи эдра Р; вер· 
шины комплексов N тождественны с верши нами  полиэдра Р, 
а симнлексами коштекса остовов являются те совокупности 
вершин ,  которые определяют клетки поли эдра Р. 

Наоборот : 
В) Для данного п-мерного комплекса N существует n -мерный 

полиэдр Р,  называемый zеометрич.еской реализацией ком­
плекса N, комплексом остов Jв которого явлнется N; кроме того 
оказывается, что Р можно считать подмножеством куба /211 н .  

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Пусть р 1 ,  • • •  , Pr - вершины ком­
плекса N. Легко можно показать, что 13 /2n + l  можно выбрать r 
вершин ,  которые мы продолжаем обозначать через р1 , • • • , р,., 
в общем поJJожении , т. е. так , что лю бые т + 2 (т <, 2n) из 
этих точек лин е й но независимы . Пусть Р - совокупность всех 
тех клеток в /2n + l >  порож денных nершинам и р10 ,  • • •  , Jlik' для 
которых (Pio• . . . , Pik) является с им плексом комплекса N. Если 
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бы Р было полиэдром. то его комплексом остовов был б ы  
r<омплекс N. Таким образом, остается показать , что Р есть 
полиэдр. Для этого докажем, что любые две клетки s и t, при­
надлежащие Р, не пересекаются . Пусть р1 , • • •  , Pk суть все 
различные  вершины клеток s и t .  Каждая из клеток полиэдра Р 
имеет размерность -<: n, следовательно, k � 2n + 2 .  Так как 
точки р1 , • • •  , р2 находцтся в общем положении,  то точки 
р1 , • • • .  Pk линейно независимы и ,  следовательно, определяют 
(k - ! )-мерную клетку и, которая имеет и s,  и t среди своих 
гране!! .  Наше утверждение следует тогда из того факта , что 
ю обые две различные грани клетки не  пересекаются . 

3 а м е ч а н и е . Легко можно показать, что два полиэдrа 
с одним и тем же комnлексом остовов гомеоморфны .  Поэтому 
геометри ·�еская реализация комплекса определяется топологи ­
чески однозначно . 

Александров 1 ) ввел следующий очень полезный прощ:сс, 
ставящий в соответствие каждому покрытию пространства 
некоторы й  комплекс , называемый его нервом . Понятие нерва 
им�ет огром ное значени е в современной топологии,  потому что 
оно связы вает между собой непрерывные и комбинаторные 
методы . Нервы можно рассматривать как комбинаторные кон­
фигурации ,  аппроксимирующие пространетво, при этом, чем 
м ельче покрытие ,  тем лучше ап[fроксимация. 

О п р е д е л е н и е  V 8. Пусть a : U1 ,  • • •  , U,. - покрытие про­
странства . Каждому непустому Ui поставим в соответствие зна­
чок Pi и следующим образом построим , считая  р, в ерш инам и ,  
комплекс N (а), называемыlt нервом nокрытия а :  

(Pi1 •  • • . , Pik) 
явля ете н симnлексом комплекса N (а) в том и только в том 
случае, если 

Ясно , ч r·o 
dim N la) = ПJрядку nокрытия а .  

М ы  обозначаем через Р (а) геометрическую реализацию ком­
плекса N (a). 

С понятием нерва тесно связано понятие «барицентрического» 
отображени я .  

1 )  Uebcr d c n  al lge meinen Dl menslonsbegrlff und se ine B e z i e h unge n 
z u r  e leшentaren geometris c l1 e n  A nsc!Jauung,  Math. An11 .  98 ( 1 928), стр. 
6 1 7-635, В • IaCTHOCТII ,  СТр . 634. 

7 *  
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О п р е д е л е н  и е V 9 .  Пусть Х- пространство , и а - его 
покрытие . Пусть Р - полиэдр , вер шины 1 ) которого р1 . • • •  , Pr 
находятся во  взгимно однозначном соответствии с элемен­
тами Ui покрытия С(. Пусть Zi - звезда вершины р1,  т .  е .  
открытое множество в Р, состоящее из всех клеток , имеющих Pi 
своей вершиноn. Отображение g пространства Х в Р назы­
r ается барицеюпрически.м а -отображением, есл и 

С) Так как Zi образуют покрытие нолиэдра Р, то бари­
центрическое а-отображение является а-отображениеы (см .  оnре ­
деление  V 5). 

D) Пусть g- барицентрическое а - отображение простран­
ства Х в nолиэдр Р, и Р ' - полиэ11.р ,  содержащийся  в Р и 
состоящий из всех граней клеток nолиэдра Р, содержащих 
хотя бы одну точку множества g (X) . Тогда компле кс остовов 
полиэдра Р' совпадает с N(a), или, что то же , Р' яш1яется 
геометрической реализацией нерва N �а). 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. СначаJIЗ м ы  покажем,  что если  s' ­
nроиэвольная клетка полиэдра f'' , которую мы обозначим 
через (р1 ,  • • • , Рт), то 

т 
n ui -,1� о ,  ( 1 )  i= l  

т . е .  s' ЯВJJяется также симплексом комnлекса N (а) . П о  оnре­
делению Р' существует клетка s (обозначим ее через 
(р' ,  · . · ,  Pm> Pm + l •  • • •  , Pk)) , содержащая точку У о Е g (Х) и 
имеющая s' своей гранью .  Тогда 

i ·= 1 , . .  _ . , k .  
Отсюда 

i = 1 ' . . . ' k, 
и это доказывает ( 1 ) . 

Наоборот, пусть s (р1 , • • • , PnJ - произвольный симплекс 
нерва N (a). Тогда ul , . . . ' Um имеет общую точку Хо · Дмее 

i =  1 , . . .  , т .  

1 )  В к а че с т в е  Pi могут б ы т ь  также взя 1 ы  в е г шины н е р в а  N ( а  
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и так как g(x0) является точкой полиэдра Р', то отсюда выте­
кает, что 

i= 1 ,  ... , т, 

' 
где Zi обозначает знезл.у вершины Pi в полиэдре Р'. Следова-
тельно, звезды Z� i = 1 , . . .  , т имеют непустое пересеченис, 
и потому (р1, • • •  , Рт) является клеткой полиэдра Р'. Доказа-
телы;тво D) закончено 1). · 

Предложение D) показывает, что, не уменьшаsr общности, 
мы можем при изучении барицентрических а-отображений огrа­
ничиться случаем, когда Р является геометрической реализа ­
цией нерва покрытия а. 

Название: «барицентрическое» а-отображение оправдывается 
следующим предложением. 

Е) Барицентрические а-отображения про странства Х в Р(а.) 
совпадают с отображениями g, получаемыми следующей кон­
струкцией. Пусть U1, • • •  , Иr-элементы покрытия а .  Опреде­
лим r непрерывных действительных функций wi (Х) таких, что 

wi (х) = О, если х � Ui, 

wi(x)>O, если х Е и •. 
(2) 
.(3) 

g (х) есть тогда отображение, ставящее в со::>тветствие _каждой 
точке х Е Х центр тяжести вершин Pi с весами wi (х). 

Д о к аз а т е л ь  с т в о .  Пусть g --барицентрическое а-ото­
бражение. Для данной точки х Е Х мы определяем W,: (х) сле­
дующим образом: Пусть s = (р11, • • • • Pik)- клетка nоли­
эдра Р(а), содержащая g (х). Пусть 

wi (х) =О, если i отлично от каждого из i1, • • • , iт,., 
wi (х) = барицентрической координате 2) точки относи-

1ельно Pi, если i- одно из i1, • . •  , ik. wi (х) >О тогда и только тогда, когда Р.: Е s, т. е. g(x) Е z •. 

1) Интегесныfi частныll cлjчaii nредложения D) получается, когда 
Х = Р, а есть покрытне полиэдра Р, звездами его вершин, а g­
тождественное отображение Р на Себя В этом случае Р', кон ·чно, 
есть carv.o Р, так что О) утверждает, что нерв покрыrия а есть ком­
плекс осtr.овов полиэдра Р. 

2) Барицентрическими коордипатами точки р клетки (р1, • • • , Pk) 
являются веса w1, • • •  , wю в сумме равные l, которые надо припи­
сать сооrветс1 вующим вершинам, чтобы попучить р в качестве центра 
тяжести. 
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Следовательно, функции w� (х) удовлетворяют условиям 
(2) и (3). 

Обратное предложение доказывается подобным же образом. 
F) Всегда могут быть найдены функции w, (х), удовлетво­

ряющие условиям (2) и (3) предложения Е), 1) иными словами, 
для каждоzо покрытая а пространства Х существует бари­
центрическое а-отображение пространства Х в Р(7). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Достаточчо положить: 

w, (х) = р (х, Х"' U1). 

(Если Х "'-.., И." пусто, полагаем w, (х) = 1 .) 
3 а м е ч а н и е 1 .  Если мы пр а смотрим доказательства пред­

ложениИ ЗС) и 4Е), то мы увидим, что построенное там отобра-
жение g обладает тем свойством, что g (х) содержится в пеко­
тором п-мерном полиэдре, лежащем в /91'1+1; в действительности, 
g является барицентрическим отображение1'!1 пространства Х 
в геометрическую реализацию нерва покрытиst �- Это замечание  
позволяет высказать следующее усиление предложения 4Е): 

4Е') Пусть dim Х <. п ,  где n конечно. Для каждого покrы-' 
тия а пгостранства Х обозначим через О« множество а-ото-
бражений пространства Х таких, что g (Х) содержится в п-мер­
ном полиэдре,  расположенном в /2пн· Тогда О� плотно в про­
странстве отображениЯ Itz+1· 

3 а м е ч а н и е 2. Читатель может те перь заметить, что дока­
зательство теоремы о включении использует следующие идеи : 

(а) п -мерное пространство обладает произвольно мелкими 
покрытиями порядка n (теорема Vl); 

(Ь) нерв покрытия порядка n может быть геометрически 
реализован с помощью полиэдра, лежащего в 12n 1-l (предло­
жение В)); 

(с) пространство может быть барицентрически отображено 
на геометрическую реализацию любого из его нервов (предло· 
жение В)); 

(d) теорема Бэра. 
Теперь будет доказана 
Т е о рем а V 9. Аппроксимация полиэдрами. Простран­

ство Х uмeem размерность <. n в то.м и только в то.м 

1) Предложение F) имеет место в иескоJiько бoJree общем случае 
«совершенно нормальных» простраиств, даже если они не метри­
эуемы. 
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случае, если для uаждого поuрытия а пространства Х суще­
ствует а-отображение пространства Х в полиэдр размер­
ности <(:п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пуст ь  
dim Х <(:п. По т ео реме V 1 существу ет покры ти е  а '  пор ядк а<(: n, 
впи санное в по крытие а. В силу F), с уществует а' -отобр аже ­
ние (в дейс 1  вите ль мости ба ри цент ричес ко е  а' -ото бражен ие) 
пространс тва Х в Р ( (%' ). Но r�.' -отображ ение и пода вно  является 
а-о тоб ражени ем ,  а Р (r�.') и меет ра змерность <(: n. 

Доказательст во достаточно сти содержится в сл едующем 
пр едложении.  

G) Пус ть diш Х"";:)::- т. Тогда существует покрытие а п ро ­
с транс тва Х, обладающее 'l'е м с во йство м, что для каж дого 
а-о то браже ни я  g пространст ва Х в ко мп ак т  У 

dimg(X)�m. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. По тео реме V 7 существует тако е 
пок ры тие  а прос транства Х, что каждое впис ан ное в него 
покрытие им еет . порядок "";:)::- т. Пусть g есть а-о то бражение 
простра нства Х в У. Каждая точка ко мпакта У и меет о крес т­
н ос ть ,  полн ый прообраз кото рой содержится в пек оторо м эл е­
менте пок ры ти я  а. Так ка 1< У- компакт, ко нечн о� число этих 
окрестно стей покр ывае т У, и в пересечении с g (Х) это коне ч­
ное число окрестн ос те й  о бра зует покр ыти е  � мн ожества g (Х). 
Допусти м, что dim g(X) <т. Тогд а, по те ор еме V 1, в �можно 
вписат ь  пок рытие �, п орядка< т. Полн ые проо бра зы элемен то в  
покр ытия ��образуют покрытие порядка < т, вnисанное в а, в про­
тиворе чии с пре дп оложением . Следо вательно , дока за но nре дло ­
жение  G), а с ним и теор ема V 9. 

С л е д с т в и е. Теорема Александрова об аппроксимации 
компактов полиэдрами1). Пусть Х -uo.мnauт. Тогда dimX < n 
в то .м и тольuо в то .м, лу•tае, если длятсаждогов >О существует 
в-отображение uо.мпаюпа Х в полиэдр размерности <(: n. 

Д о к аз а т е л ь  с т в о .  Если dim Х <(: n, то из  те орем ы V 9 
с ледует , что для каж 11оrо покрытия а существует а-от обра­
жение !(2 прост ра нст ва Х в nолиэдр ра змерности <(: п. Если 
дано в> О, то пусть а е сть покр ытие nространства Х, и мею-

1) Эта теорема послужила основой для многих современных топо­
погических исследований. См. А л u к с а н др о в, Ober den allgemef­
neп Dlmensionsbegriff und sclne Beziehнngen zur elemeпtaren geoшetri· 
schcn Апsсhашшg, Matlz. Arm. 98 (1928), стр. 617-635. 
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шее диаметр < в. Такое ПО!<рытие существует, так как Х ­
компакт . Для этого а-отображение  ga является з-от()бра­
жением. 

Наоборог, допустим, что дпя каждого в> О существу т 
е-отображение g. пространства Х в полиэдр размерности 
< n . Если дано произволь вое покрытие а пространства  Х, 10 
пусть в- положительное число (см. 4 С)), обладающее тем 
свойспом, что любое множество диаметра <е содержится 
в каком -либо элементе покрытия а. Для этого в отображе­
ние g. является а-отображением. Отсюда, по теореме V 9, 
заключаем , что dim Х < n. Итак, следствие доказано. 

Пусть а- покрытие пространства Х, и Р (а)- геометри­
ческая реализация нерва покрь пия а. Отображен ие f простран­
ства Х в Р (а) на зывается квази-барицентричес!сим а-отобра­
Ж:Jнuе.и1), если (см. определение V 9) 

J-1 (Zi) c.ui. 

1) Нетрудно по казать, что к вази-баrицентричсские а-отображения 
сов паn:ают с отображениями, определяемыми н епр еры в ными действи­
тельными функциями wi (х) такими, что 

wi(x) =О, если х 4: и,, (2) 

wi (.1:) >-О, если хЕИ,, (3) 
�wi (х) >О для каждой точки х. (4) 

(Сопоставьте эти форм улы с формулами (2) и (3) Е )). Если дано нор­
мальное пространство Х, со с четн ым базисом или без него, и произ­
в оньвое покрытие а: U1, . • • , Иr простр ан ства Х, то всегда суще­
с твует квази-ба ри центрическое а-отобр ажение пространст ва Х в Р(а). 
Это доказывает ся сл едующим образом. Так как Х нормально, то .nля 
каждого Ui н айдется открытое множество Vi т акое, ч то 

vi с ui; 

Vi образуют покрытие а' пр остранства Х. Нервы покрытия а и а' 
тождественны. Также, в с илу нормальности пространства Х, най\);уrся 
,. непрерывных действительных функций w'i (х), таких, что 

О< wi(x)< 1, 
w; (х) = О  для каждой точки х � И;, 

w;(x) = 1 для каждой точки х Е V. 
Эти функции wi (х) у довлетворя'ст указанным выше усновиям (2'). 
(3') и (4'). 
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КRаэи-бnрицентрическое а-отображение является, конечно, 
а-отображением. 

Н) Рассмотрим все подполиэдры Р' по.rш :�др а Р (а), обладаю­
щие следующим свойством: 

( 4) Существует квази-барицептрическое а-отображение f про­
странства Х в Р (а) такое, что f ( Х) с Р'. 

Пусть Р0- подполиэдр полиэдра Р (а), неnриводимый по 
отношению к этому своИству, т. е .  такой, что Р0 удовлетворяет 
условию (4), в то время как никакой его поцполиэдр не удо­
влетворяет условию ( 4). Такой полиэдр, очевидно, существует. 
Пуст ь /0- кваэи-барицентрическое а-отображение пространства 
Х в Р(сх), для которого f0rx)c.P0• Тогда 

/о(Х) = Ро· 
До к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что точка РоЕ Р0 не nри­

надлежит /0 (Х). Пусть s- клетка полиэдра Р 0, содержащая 
р0, и пусть S- звезда f(Летf(и s, т. е. множество всех клеток, 
имеющих s своей гранью. Обозначим через В ( S) ( сграница» S) 
множество всех клеток, не nринадлежащих S, но являю­
щихся гранями клеток звезды S. Для I<аждой точки х Е Х, 
образ которой принадлежит S, мы заменим /0 (х) ее проекцией 
f' (х) на В (S) из точки р0• Легко доказать, что /' (х) также яв­
ляется квази-барицентрическим а-отображением пространства 
Х в Р0• Но /' (Х) содержится в собственном подполиэдре 
полиэдра Р0, что противоречит определению полиэдра Р0• Это 
показывает, что в теореме V 9 отображение «В» может быть 
заменено отображением «На». 

Т е о р е м  а V 10. 1 ) Пространство Х и.иеет размерность 
<;: n в том и толжо в том случае, если для f(аждmо по­
f(рытия а пространства Х существует а-отображение про­
странства Х на полиэдр размерности <;: п. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Нуждается в доказательстве только 
необходимость. Пусть dim Х <;: п. Впишем в покрытие а по­
крытие а' порядка <;: n. Пусть /0 есть а'-отображение простран· 
ства Х на неприводимый полиэдр Р 0, существование которого 
вытекает из предложения Н ) . Тогда /0 есть требуемое отобра· 
жени е. 

1) Эта теорема для наиболее важного случая комnаt<тов до� а­
зана Ллеt<сандровым (см. сноску на стр. 103). 
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ОТОБРАЖЕНИЯ В СФЕРЫ И ПРИЛОЖЕНИЯ 

В этой главе мы изучим отображения  топологических про­
странств в сферы и дадим характеристику размерности в тер­
минах таких отображений .  Эта характеристика, содержащаяся 
в теореме VI 4, я вляется осн:>вJiым результатом главы. Она 
находит свои наиболее важные приложения в главе VIII, где 
служи г базисом для алгебраической и комбинаторной трактовки 
теории размерности .  

Аппарат отображений в сферы и чрезвычайно важное поня­
тие го�ютопии  прп.меняются далее для того, чтобы получить 
простые доказательства теорем о разбиени и  эвклидовых про­
странств (п·мерная теорема Жордана, § 7} и исследовать изме­
н ения размерности, производимые непрерывными отображе­
ниямr-1 пространства t§ 4) . 

1. Устойчивые и иеустойчивые значения 

В этом параграфе мы исследуем следующую проблему: при 
каких условиях пространство }( можно отобразить в п-мерное 
эвклидово про с гранство Е11 так, чтобы, по крайне И мере, одна 
точка пространства En была покрыта «существенно» , т. е. не 
могла стать непокрытой при произвольно малых изменениях 
отображения? Другими словами , при каких условиях возможно 
определить n непрерывных действительных функций 

/i(x), х Е }(, i=1, . . . , n 

таким образом , чтобы для любой системы непрерывных функ­
ций  gi (х), аппро1<симирующих функции fi (х) достаточно близко , 
си стема ура внений 

пмела решение х Е }(? 
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Оказывается (теоремы VI 1 и VI 2), что такая система функ­
ций существует в том и только в том случае, если dim Х> n .  

О п р е д е л е н и е VI 1. Пусть/- отображение пространства 
Х в пространство У. Точка у множества f (Х) называется fte­
J стойчивым значением отображения /, если. для всякого а> О 
существует оrображение g пространства Х в У, удовлетворяю­
щее условиям : 

p(j(x), g(x)) <а для каждой точки х в Х, (1) 

g(X) с: У '\..У· (2) 

Остальные точки множества /(Х) называются устойчивыми 
значениями отображения f. 

П р  и м е р VI 1 . Пусть /-отображение прямой в себя, 
оnределенное функцией у =  х2• Точка у =  О является неустой­
чивым значением отображения f. Остальные значения функци и  
1 устойчивы .  

Г1 р и м е р  VI 2. Пусrь /-тождественное отображение 
п-мерного куба ln на себя. Каждая граничная точка куба ln является 
неустойчивым значением отображения /, так как куб ln ото­
бражением , очень мало отличающимся от тождественного, может 
быть иреобразован в меньший концентрический куб. С другой 
стороны, каждая внутренняя точка куба 1 n является устойчивым 
значением отображения f.  Ввиду однородности достаточно дока­
зать это для начала координат (0, 0, • . . ,0). Мы покажем , что 
для любого отображения g, удовлетворяющего неравенству (1) 1 
при а= 2, начало координат является точкой множества g(lп)· 
Пользуясь векторню.ш об �·значениями,  рассмотрим отображение 

k(x) = x-g(x) =f(x) -g(x). 
1 

Это отображение иреобразует куб 1 х / <;;: 2 в себя и ,  следовательно 

по теореме  Брауэра  о неподвижной точке (стр. 64) , должна 
найтись точ ка х, для которой k (х0) = х0, т. е. g (х0) =О. 

П р и м е р VI 3. Пусть Х- Произвольное множество nро­
странства En, и f- тождественное отображение Х в E1t. Тог да 
каждая внутренняа точка р множества Х является устойчивым 
значf'нием отображения f .  Ибо р принадлежит кубу Q, содер- · 
жащемуся в Х, и из предыдущего примера следует, что р 
является устойчивым значением для частичного 1) отображения 

1)  Отображения /, рассматриваемого только на Q. 
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fi Q и, следовательно, тем более для /. Мы предоставляем 
читателю доказательство того, что граничные точки множества 
Х неустойчивы.  

П р и м е р  Vl 4. Пусть Х- произвольвое пространство, 
и f- его отображение в 1 n· Тог да каждая точi<а границы куба 
In я вляется  неустоИчивой. Ибо, если дано положительное о ( < 1), 
функции 

i= 1,  . .. , п, 

определяют отображение ,  при котором образ пространства Х 
не покры вает  ни одной граничной точ:<и куба /11• 

Т е о р е м а VI 1 .  Пусть Х- пространство, размерность 
которого .меньше п, и f- отображение пространства Х в f1J. 
Тогда все значения отображения f неустоflчивы. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Из примера VI 4 мы знаем, что никакая 
граничная точка куба ln не может быть устойчивым значением. 
Следовательно , достаточно доказать, что нет никаких устойчи­
вых точек среди внутренних точек куба ln, а это равносильно 
утверждению, что начало координат не является устоltчивым 
значением отображения f. Пусть /1 (х), . . , /п(х)-координаты 
точки f(x), о - произвольвое положительное число, ct- мно­
жество точек простране тв а Х, для которЬIХ 

и Ci- множество тоuек пространства Х, для которых 

Для каждого i множества ct и Gi замкнуты и не пересе­
каются. Следовательно по III 5 С), существуют замкнутые 
множества В1, • • •  , 8 11 такие, чrо В1 отделяет ct от с;, т. с. 

Х""-.. вi = ut u и-;, 
где Иl и Ui- непересекающиеся открытые множества, содер­
жащие соответственно ct и с;, и 

В1 П ... П Вп =О. (4) 
Мы определим новые функции g1 (х), . . . , g1& (х): 

Ki (х) =li (х), если х Е ctu с-;, 
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gt(x) = о  �х1 В;) 
' если х Е ut ""'с�. 

р(х, i +r(x, Bi) 

109 

( ) - \:' р (х, Н д Е u- ' c-g, х - - u , если х i , i • 
р(х, Ci")-1- -F(x, Bi) 

g, (х) =О, если х Е Bt. 
Легко видеть , что g, (х) непрерывны и что 

(5) 
Кроме того, gi (х) равно нулю только в том случае, если х 
nринадлежит 81• Следовательно  по (4), не  существует ни одной 
точки в простран�тве Х, в которой все функции  gi (х) одно­
временно равны нулю. Это значит, что начало координат не 
является точкой образа пространства Х при отображении , опре­
деленном функциями g1, а вместе с (5) это показы вает, что 
начало координат не является устойчивым значением отобра­
жения f. 

А) Пусть даны отображение f пространства Х в ln и точi<а 
YEI��· 
Если 

то для всякого о >О существует отобр ажение g пространства 
Х в 111 такое, что 

р (f(x), g(xl) <о для каждой точки х Е Х, (6) 
g{X)C:::/n "'-У· (7) 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Если у лежит на границе куба 1111 
то для нашей  цели годится отображение ,  определенное фор­
мулой (3) в примере VI 3. Пусть теперь у- внутренняя точка 
куба /," и nусть f' (х)- проекция точки f (х) из у на гра­
ницу куба ln. Если д;;ина отрезка ,  соединяющего f (х) с /' (х), 
:.>{-о, то определяем g (х), как точку этого отрезка, J'ахо-

дящуюся на расстоянии {- о от f (х); если длина отрезка , сое-
1 

диняющего f(x) с f' (х), меньше,  чем 2о, то м ы  полагаем , 

что g (х) р авно /' (х). Очевидно, для g условия ( 6) и � 7) 
выполнены. Итак ,  А) доказано .  
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Теперь мы  докажем теорему, обратную теореме VI, поль· 
зуясь аппаратом пространств отображений ,  развитым в главе V. 

Т е о р е м  а VI 2. Если Х- пространство размерности�- п, 
то существует отображение пространства Х в ln, имеющее, 
тzо тсрайней мере, одно устойчивое значение. 

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Допустим, что никакое отображенttе 
пространства Х в /11 не имеет устойчивых значений . Из А) и 
определения неустойчивых значени :t следует, что дл я всякой 
точки у куба ln каждое отображение f пространства Х в 111 
может быть сколь угодно точно аппроксимировано отображе­
нинми g, обладающими  тем свойством, что 

g (Х) С: ln""' у. 

Рассмотрим теперь пространство /� ыображений простран­
ств а Х в г ильбертов параллелепипед (см .  определение V 3) . 
Пусть М=М (i1 • • •  , iп; с1, • • •  , Сп)-линейное подпро� 
странство гильберто ва пространства , определяемое n уравне-
Н ИЯМИ 

(8) 
Обозначим через О (М) множество отображений g простран­
ства Х в /ш, обладающих тем свойством, что 

g(X)c.Iш ""-М. 

Множество О (М) плотно в 1!,, так как, если дано произ­
вольное отображение 

f (х) = U1 (х), f2 (х), ... ) , 
пространства Х в lш, то фjнкции 

(1 (х) ,  .. . , fi (х) 1 n 

1 l!i (х) 1-<т 

(9) 

определяют отображение Х в /11 и, как за�1ечено выше, можно 
освободи гь точку (с 1, • • • , с11) от замыкания образа простран· 
ства Х, произвольно мало изм�нив отображение (9) . 

Далее ,  множество О (М) Oln!cpытno в 1�. Так как, если g 
пр инадлежит О (М), то  расстояние 

d = р (g(X), М) 

положительно; каждое же отображение j, для коrорого 
р (/, g) < d, принадлежит множес1·ву О (М). 
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Теперь мы сосредоточим наше внимание на тех отображе­
ниях g пространства Х в lw, для которых 

g(X)c: .лz�- \ (10) 
г де .!Ol� -1 обозначает (см. пример III 7) множество точек 
гильбертова параллелепипеда lw, имеющих не более n -1 
рациональных координат. Дополнени е  множества Nw- 1 в fw 
является пересечением fw с суммой счетного числа линейных 
пространста М1, М2, • • • типа (8), именно подпространств, 
соответствующих всевозможным комбинациям n индексов ii и 
n рациональных чисел cj. Сле,цовательно, (1 0) эквивалентно 
УСJIОВИЮ g (Х) с: l(j)""' Mt. или 

g Е а (Mi) для каждого i = 1,2, ... 

1�, в силу теоремы V 4, содержит плотное а,-множество Н, 
каждый элемент которого является rомеоморфизмом. Множество 

н= н n n а (Mt). 
i 

как пересечение счетного числа плотных аа-множеств в по.1-
х ном пространстве, само плотно в lw (см .  V 2 В); в частности ,  

оно н е  пусто. 
Следовательно, существует гомеоморфизм lz, отображающий 

пространство Х на подмножество множества ��--1• Но (при­
мер III 7) 

dim �-1 <;. п- 1 

-в противоречии с предполон,ением, что 

dim X>п. 

Э го завершает доказательство теоремы VI 2. 
3 а меч а н и е. Из теоремы VI 2 вытекает, что в простран· 

стве, размерность котор::>rо > n, всегда можно опреде.nить n 
пар замкнутых множеств Cf, с;; i = 1, . . .  , n; Ci n с; = О, удо­
влетворяющих следующему условию: ecJiи В i' i = 1, ... , n, есть 
замкнутое множество, отделяющее С4 от С/, то 

81 n ... n 8,1 -::/=о. 

Ибо, в противном случае, мы могли бы , пользуясь рассужде­
ниями доказательства теоремы VI 1, получить противоречие с 
теоремой VI 2. 
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Следующее предложение показывает, что для отображений 
в ln вопрос о том, будет ш1 некоторая точка устойчивой шш 
неустойчивой, зависит только от поведения отображения в про­
извольно малой окрестности этой точки. 

В) Пусть /-отображение проСJранства Х в /.11• Внутрен­
няя 

1 ) точка у множества f (Х) является неустойчивым значе­
нием отображения f в том и только в том случае, если для 
каждой окрестности и то•1ки у существует отображение g· про­
странства Х в 11., удовлетворяющее условиям: · 

g (х) =/(х), 
g(x) Е и, 
у� g·(X). 

есди. j (x) � и, 
eCJIИ f(x) Е и, 

(11) 
(12) 
( 1 з) 

Д о к а з  й т е ль с т в о. Нетрудно видеть, что условие доста­
точно. Ибо из (11) и (12) мы имеем 

р(/(х), g·(х))<;.о(и) для каждой точки хЕХ, 
так что существуют отображения {], апнроксимирующие f про­
изводьно точно и у довдетворяющие соотношению (2). 

Перейдем к доказательству необходимости. Пусть у- вну­
тренняя точка куба 1 п• и о- действитедьное положительное 
чисдо. Не уменьшая общности, можно предположить, что у ­
начало координат, а и- сферическая окрестность точки у 
радиуса о. Так как у- неустойчивое значение отображения j, 
то существует отображение 1./ пространства Х в lm для кото­
рого в векторных обозначениях 

!f(x)-g'(x)! =р(/(х), g-' (х)) <+в. (14) 
g' (х) -1= О, 

Построим новое отображение g· следующим образом: 
g(x) = g.l(x), е·ди jf(x)j.(: y o, (16) 
g(x)=2(1- l/�x)\_)R'(x)-(1- 21/o(x)j )f(x), 

если -}o<Jf(x)/<8, (17) 
g(x)=f(x), если lf(x)J :;;>о. (18) 

1) Прилагательное ((Внутренняя» можно опус'! ить, так как очень 
лt:гко можно покаэать, что 11 предложение, и заклю•rение всегда удо­
нлетворяютсн при любом отображении для граничных точек. 
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Про верим, что g (Х) является отображением пространства Х 
в Im обладающим свойствами (11)- ( 13). (11) равносильно 

условию (18). Если � а< /l(x) /<а, из  (14 и ( 17) с помощью 
простых выкладок nолучаем: 

lf(x)- g(x)/ = 2 (1- lf�x> 1) il(x)- g' (х) 1 <а -/l(x) 1 
и, следовательно, 

О< jg(x)\ <а. (19) 

В силу ( 14,) (1.5) и (16), неравенство (19) имеет си.1у и 
1 в случае, если ll(x) 1-<2- а. Это доказывает ( 1 2) и (13) и 

завершает доказательстЕо предложения В). 
Из В) получаем следующее rасширение теоремы VI 1: 
С ) Пусть Х- пространство, размерность которого меньше n, 

и 1- его отображение в пространство В, содержащее откры­
тое подмножество и, гомеоморфное E1i. Тогда все значения 
отображения f, принадлежащие и, неустойчивы. 

Д о к аз а т е л ь  с т в о. Пусть и' -·полный прообраз мно­
жества и при 1. Частичное отображение //и' можно рассма­
тривать как отображение множества и' в 1 т так каJ< и гомео­
морфно множеству внутренних точек куба /.,.. Отсюда, в силу 
теоремы VI 1 и В), для каждой точки у Е и· и окr естности V 
точки у ,  замыкание  которой содержится в и, существуе r 
отображение g множества U' в и такое ,  что 

g(x) =l(x), 
g(x) Е V, 
у� g(X). 

если 1 (х) � V, 
еспи 1 (х) Е V, 

(20) 
(21) 
(22) 

ПоJюжив g (х) раnным 1 (х) для х Е Х "'- и', получим отобра­
жение (которое будем попрежнему обозначать через g) всего 
tiространства Х в В. Новое отображение g сохраняет свой­
ства (20), (21), (22). Та:к как V, а следовательно, и р (/, g) = 
= sup р (/(x),g(x)) могут быть сделаны сколь угодно малыми, 

а: Е х . 
каждсе значение отобr ажения f является неустойчивым. 

D) Если f есть отображение пространства Х в п-мерную 
сферу и dim Х < n, то все значения отображения f неустоАчивы. 

Д о к аз а т е л ь  с т в о. Предложение D) является следствием 
предложения С). 

8 8uc. li97. в. Гуревич 
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2. Продолжение отображений 

"Определе н и е VI 2. Пусть А - подмножество простран­
ства Х, и /(х)- отображение множества А в пространство У. 
Отображение F (х) пространства Х в У, удовлетворяющее 
условию 

F(x) = f(x) для х Е А, 
называется продолжением отображения f на Х относит ел ьно У. 
В том случае, когда недоразумения невоэможны, слова «Отно­
сительно У» будут опускаться . 

Т е о р е м  а VI 3. Теорема Титце о продолжении. Пусть С­
замкнут ое подмножество пространства Х, и f (х)- непре­
рывная действительная функция, определенная на С а оzра­
ниченная константо й k: 

\/(х) \ <k. 
Тогда существует действительная функция F (х), явАяю­
щаяся продолжением отображен ия f на Х такая, что 

1 F (x) 1< k. 
Д о к а э а т е л ь ст в о 1) . Мы докажем сначала существование 

непрерывной функции F1, определенной на Х, удовлетворяю­
щей перавенетвам: 1 1 F1 (х) 1-<. зk, х Е Х. 

2 IF1(x)-f(x)\-<.зk, хЕ с. 
Пусть С+ - множество точек х Е С, для которых 

1 
f(x)":;P3k, 

.и .. ;;- - множество, для точек которого 
1 /(x)<-3k. 

Тогда функция 

F (х) =1..k f_(X, С-)-р(.х, С+) 1 3 р (.х, С-)+ р(х, С+) 
1) Это доказатепьство принад.11ежит Урысону: O'ber die Machtlg­

кeit zusammenhiingender Mengen, M!-tth. Апп. 9t (1925), стр. 262-295, 
в частности, стр. 293. 
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обладает требуемыми свойствами, так как 

1 F1 (х) = 3k, если 

1 1 --gk < F1 (х) < 3k, если 

1 F1 (х) = -3k, если 

1 /(х) >-r k, 

1 1 -зk<f<x><зk, 

1 /(х)<- зk· 

2 
Заменяя f (х) функцией f (х) - F1 (х) и k - числом 3 k, 

опредепим на Х функцию F2 (х) такую, что 

2 1 F2 (х) 1 < 3i" k, х Е Х, 

Продолжая этот процесс, получим тюследовательность 
( F n (х) } непрерывных функций, определенных на Х, удо­
вле rворяющих н еравенетвам 

, 2п-1 \Fп(xJI<зnk, х Е Х (1) 
n 

:zn 
lj(x) - ,�1 F."(x)l < ;:sn k, х Е С. (2) 

Неравенство (1) показывает, что ряд 
00 

сходится равномерно на Х и, следовательно, имеет непрерыв­
ную сумму F(x). Из (1) и (2) следуют соотношения: 

IF(x)l < k 
и 

F (x)=f(x) для х Е С, 

что и требовалось доказать. 
С л е д с т в и е 1. Пусть С- замкнутое подмножество 

пространства Х, и /- произвольног отображение множе­
ства С в In (в lш). Тоzда f может быть продолжено на Х 
(отчосительно In Uш)). 

8* 
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Д о к аз а т е лЬ с т в о. Утверждение следует из применении 
теоремы VI 3 к каждой из координат точк и f(x). 

Если заменить ln п-мерной сферой Sn и рассмотреть отобра· 
жение f замкнутого подмножества С пространства Х в Sn, то, 
вообще говоря, f не может быть продолжено на все Х относи­

n+1 
тепьно Sn. Например, пусть Х- замкнутый шар � х� < 1 i= 1 
в En+t• ограниченный сферой Sn. Как было покаэано в IV 1 В), 
тождественн ое отображение Sn на Sn не может быть продолжено 
в отображение пространства Х в Sn· Однако: 

С л е д с т в и е 2. Пусть С- зам�енутое l)од.множества 
пространства Х, и {-отображение С в п-мерную сферу S,.. 
Тогда существует от�ерымое в Х множество, содержащее С, 
на которое / может быть продолжено (относительно Sп) 1). 

Д о каз а т е л ь с т в о. Пусть координаты точки/(х)вЕn+l 
суть 

/1 (х), · · · • fпн (х). 
Если Sn имеет радиус 1, то 

п + I 
� (/i (х))2 = 1, i =1 

и, следовательно, 

lf,(x)l-<1, i= 1, . . . , n+1. 

В сипу теоремы Титце о продолжении, существует продол· 
жение Fi (х) функций fi (х) на Х. Пусть U - множество точек 
пространства Х, для которых . 

U является, очевидно, открытым множеством, содержащим С. 
Если положить, что F (х) является точкой сферы Sno i-я 

1) Следствия·l и 2 выражают опр еделенные сво йства простраиств /,._ 
и Sn· 

Если пространство А обладает свойством, которым, в rилу след­
ств ия 1, обладает In• то онq называется абсолютным ретрактом.; 
если А об.11адает свойством, котор ым,  в силу следствия 2, обладает Sn. 
то оно назы ваетс я абсолютным окрестностным ретракто.м.. ЛегкG 
можно показать, что к аждый полиэдр я вляется абсолютным окрестпо­
стным ретрактом. Эти п онятия были вве.11.ены Борсуком и играли вид­
ную роль в топологических н:следованиях последних л ет. 
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координата которой равна 

то отображение F ,будет искомым продолжением отображения 
f на U. 

Теорема Титце о продолжении делает возможной перефра­
зировку теорем VI 1 и Vl 2 в терминах отображений в сферы. 

Т е орем а VI 4. Пространство Х имеет размерность < n 
в том и только в том случае, если для каждого замкнутого 
.множества С и отображения f .множества С в Sn существует 
продолжение отображения f на Х. 

д о к а з  а т е л ь с т в о. Условие необходимо. Пусть даны 
замкнутое множество С и о"Тображение f множества С в сферу S11, 
которую мы здесь будем рассматривать, как границу куба ln+t· 
f является тогда отображением множества С в ln+t· По след• 
ствию 1 теоремы Титце о продолжении, существует отображе­
ние F' пространства Х в ln+t• которое является продолжением 
отображения f. Так как 

dimX< n, 

то из теоремы VI 1 следует, что начало координат не является 
устойчивым значением отображения F'. Тогда 1 В) дает нам 
отображение F" пространства Х в /11+1 такое, что начало 
координат не содержится в F" (Х), тогда как F" (х) = F' (х) 
для всех значений F' (х), не являющихся внутренними точками 
куба ln+t· В частности, для х Е С 

F'' (х) = F' (х) = f (х). 

Пусть F(х)-проекция точки F"(x) на границу куба 111н из 
начала координат. Тогда, очевидно, F является нужным нам 
nродолжением отображения � 

Условие достаточltо. Для того чтобы доказать, что 
dim Х < n, достаточно, в силу теоремы VI 2, nоказать, что 
отображение f nространства Х в 111н не может иметь устойчи­
вr.rх значений. Граничная точка куба /11+1 никогда не устойчива 
�см. пример VI 4) . Поэтому пусть у-внутренняя точка куба 

1 /11н, и И-сферическая окрестность точки у радиуса 2 8. 
Будем рассматривать S,. как границу множества U. Обозначим 
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че rе з С полн ый пр оо браз сф ер ы S11 при /. С за мкнуто , пото .wу 
ч то f непр ерывно. По п редположению сущес тв ует отображе ­
н ие F в сего nр остранства Х в S11 тако е, что F (х) = f (х) дл я 
х Е С. Пос трои м теперь нов ое отображен ие g(x) пр о tтра нства Х 
В ln+l• ПОЛОЖИВ 

g(x)=j(x), е сли f(x)�U, 

g(x) = F(x), если f(x) Е И; 

g(x) яв ляет ся отобра жением п ро стр анстnа Х в 111+1 "'-И, и 
р (/, g) < о. Т еорем а  доказана .  

С л еде т в и е . Пусть С-за.шснутое под.множf:Ство про­
странства Х. Тогда, если Х ""- С имеет размерность -<. n, то 
тсаждое отображение .множества С в S11 .может быть щ о­
должено на Х. 

До к а з а т е л ьство. Пусть /-отображен ие м ножеств а С 
в S11• Следствие  2 теор емы Титц е о продол жении nо казыва ет, 
что сущес твует откр ытое мно )!;ество И, содержащее С, и про ­
до лжение f' отображ ени я f на И. Пуст ь V- открыто е в Х 
множество такое, что 

Се: Vc: Vc: И; 

V суще ствует, так так Х нормально 1). Рассмотрим час тичное 
от ображе ние 

/' 1 V n (Х" С). 

Это есть отображение в S11 замкнутого подмно же ства про стран­
ства Х ""-.С. Но Х "'- С имеет размерность-< tt. По теореме VI 4 
существует поэтому продолжение /" этого отображен ия на Х" С. 
Если мы положи м 

F(x)-j(x) дJiя х Е С, 

F(x) =!" (х) для х Е х" с, 
то пол учим искомое продолжени е ото браж ени я f на Х. 

Важн ым п риложен нем теоре м ы  VI 4 явл яется прос тое 
доказательство теоремы Брауэра об инвариантност и о блас ти. 
Читател ь, е сли о н ж ела ет, м ожет н епосредственно пере йти 
к э той  теореме (теорема VI 9). 

1) См. Указате ль. 
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3. Гамотопия 

О п р е д е л е н и е VI 3. Пуст ь  Х и У- два простра нства. 
Мы скажем, что отображение f пространства Х в У zо.мотопно 
отображению g простра нства Х в У, если можно найти функ­
цию j(x, t) двух переменных х и t, где х - точка простра н­
ства Х, а t- действ ите льное число , О -< t-< 1, примимающую 
значения из простран ства У, непрерывную по паре (х, t) и 
у ДОВЛf'ТВОряющую УСЛОВИЯМ: 

f(x, O) =l(x), 

f(x, l ) = g(x). 
Функnия f (х, t) указанного в ыше вида явл яется, конечно, 

ничем иным , как отображением пространства ХХ 1 (произве­
дения простран ства Х на единичный отрезок /) в У. Интуи· 
тивный смы сл гомотопии сос�оит в том, что g может быть 
пол учено из 1 проnе ссом непрерывной деформации, все фазы 
которой являютс я отображе ниями в У. 

Ясно , что соотношени е rомотопности симметрично и тран­
зитивно, т. е. если  1 rомото nно g, то g rомотопно /, и 
если 1 гомотопно g, а g гомотопно h, то f rомотопно h. Та­
ким образом, возникает разбиение всех отображений простран­
ства Х в У на непересекающиеся zо.мотопические классы. 

О п р е д е л е н и е VI 4. Отображение пространства Х в про­
стран ство У называется несущественны.м, е сли о но гомотопно 
постоянному отображению. Ото бражение, н е  являющее ся не­
существенным, называется существенны.м. 

Пр и м е р  VI 5. Пуст ь и Х, и У- п-мерн ые сфер ы Sn, и 

f- тождественное отображение. Тоrда, как показывает предло­
жение VI 1 А),  1 суще ственно , и этот факт по служил основа­
нием дл я доказател ьства того,  что Е11 п-мерно . Известно, что 
существует счетное множе ство rомотопиче ских классов отобра­
жений сферы S11 в себя (пример VIII 25). Каждый из этих 
классов характеризуется целым числом, называемым его сте­
пенью; rрубо говоря, сте пен ь- это алгебраическое число 
навертываний сферы на себ я при отображении. 

Пр и м е р  VI 6. Если пространство У обладает те м сво й­
ством, 'ITO каждац пара точек может быть соединена в нем простой 
дугой, то дл я  любого пространства Х все несущеетвенвые 
отображения про странства Х в У принадле жат одному и то му 
же гомот?пичесkому классу, так ка к из указанного свой ствз , 
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очев идно, следует, что в с е  постоянн ые отображениsr гомо ­
топны. 

П р и м е р  VI 7 .  Мы скажем, ч то Х - стягиваемое про­
ст ранство , если тождественное отображение Х на Х несуще­
ственно. Интуитивно это означает, что Х можно стянуть по 
се бе в точку . En и In являются примерами стягиваем ых про­
странств ; Sn нестягиваемо (см.  пример VI 5). Легко показат ь, 
ч то е сл и  хотя бы одно из п ространств Х и У является 
стягиваем ым,  то все отображения пространства Х в У несуще­
ственн ы. В частности, веикое отображение ку ба ln в производь­
ное пространство несущественно .  

П р  и м е р  VI 8 . Пуст ь f и g - два отображения произвол ь­
ного n ространства Х в Sn такие,  что для любоrо х Е Х точки 
f (x) и g (x) находятся друг от друга на расстоянии мен ьшем, 
чем диаметр сферы Sm т. е .  н ;�когда не я в ляютсsr диаметрал ьно 
противоположными. Тогда /и g гомо топн ы; и бо всегда существует 
однозначно оnределенная мен ьшая дуга большого круга, соеди­
н яющая l(x) и g (x), и мы може м в качестве J (х, t) взять 

t 
точку , делящую эту дугу в отношении 

1 _  t . 
Как следств ие 

получаем : лю бое отображение 1 пространства Х в Sn, остав­
ляющее некоторую точку g Е Sn сво бодной от 1 (Х), несуще­
с твенно, потому что, как тол ько что б ыло установ лено, 1 го­
мотопно постоянному отображени ю  g простран ства Х в точку,  
диаметрально противоположную точке q. 

Начиная с этого момента, мы будем рассматри вать, главным 
о бразом, отображениsr в Sn · Мы возвратимся к вопросу о п ро­
дnJiжении отоб ражения, определенного на замкнут ом подмноже­
с гве п ростран ства, в о тображение, определенное на всем про­
странстве.  Оказываетс я ,  что существование такого отображения 
зависит только от гомотопического класса да нного отобра­
жения, - фа кт, имеющий много очень важ ных п риложений .  

Т е о р е м  а VI 5 .  Теорема Б орсука 1 ) . Пусть С - замtену­
тое подмножество про::тра�tства Х, а 1 и g - два го.мотоп­
fl ЫХ отображения .множества С в S1�. Тогда, если суще-

1) Заметим,  что единственн ое сво!l:ство сферы Sw используемое 
в доказател hстве, это свойство быть а5соJiютным окрестпостным рет­
рактом (см. сноску н а  стр. 1 16). Поэтому теорема Борсука останетси 
справедJiивой, если Sn за \fенить произвольным абсолютныи окрестко­
стным ретрактом . Приведеиное здесь доказатеJi ьство приаадJiежиt 
С. Т. Доукеру и содержится в его диссертации «Теоре мы об отобра­
ж �ниях в некомпакткых пространствах» . 
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�:твует продолжение F отображения f н а  Х, т а суще ст вуе т 
татеже продолжение а отображения g на Х, го.мотопное F. 

Предпошлем доказательству предложение относительно откры­
·ты х  множеств в топологическом произведении пространств . 

А) Пусть С - подмножество пространства Х, а и - откры­
·тое множество топологического произведения 1 )  Х Х 1, содер­
жащее С Х 1. Тогда существует открытое множество V в Х 
такое ,  что С с: V и V Х 1 с: и. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Сначала мы  покажем, что каждая 
•очка с Е С имеет в Х окрестность 'll , для которой v Х 1 с: и. 
Рассмотрим отрезок с Х /. Он содержится в и. Следовательно, 
каждая его точка имеет содержащуюся в U ок.r: естность вида 
w Х i, rде w - о крестность точки с в Х и i - интервал в /. 
Так как с Х 1 - компакт, то конечное число этих «прямо­
угольных» окрестностей покрывает с Х /. В качестве окрест­
вости v берем тогда пересечение проекций  всех этих окрестностей 
в Х. Предложение А) будет теперь установлено, если в каче­
-стве окрестнос ги V взять сумму окрестностей .., по всем точ­
.кам с Е С. 

Возвратимся теперь к доказательству теоремы.  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы Б о р  с у к а .  Гомотопность 

<Отображения f и g означает, что существует отображение f ( х, t) 
произведения С Х 1 в Sno удовлетворяющее условиям : 

f(x, О) = f (x) , 

f (x, l ) = g (x) , 

где х Е С. По предположению , существует также отображение F 

пространства Х в S.",, совпадающее с f на С. Пусть С' - мно­
жес гво в Х Х  !, состоящее и з  точек (х, О) для х Е Х и 
точек (х, t) для х Е С и О -<:  t -<:  1. С' я вляется замкнутым 
подмножеством пространства Х Х 1. Рассмотрим следующее 
отображение множества С' в S.",: 

F (х, О) = F (х) для х Е Х, 

F (x, t) = f(x, t) для х Е С  O � t -<: 1 . 

По следствию 2 теоремы VI 3 существует открытое в Х Х 1 
.множество и ::::> С', на которое� F ( х, t) может быть продолжено ; 
nродолженное отображение мы будем попрежнему обозначать 

1) 1 обознач ает единичный отрезок (0, 1 ] .  
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через F (x, t). В силу А ) , существует открытое в Х множе­
ство V, содержа щее С, такое, что V Х 1 с: U. Заметим ,  что 
отображение  F ( х, t) определено для любого х Е V и О -<  t � l 
и ,  кроме тоrо ,  для любого х Е Х и t = О. 

С и дополнение множества V явJrяются непересекающимисst 
замкнутыми подмножествами пространства Х. Следовательно,.  
существует непрерывная действительная функция р (х), опреде­
ленная 1) на  Х, примимающая значения между О и 1, равная 1 
на С и О на Х "- V. Рассмотрим теперь функцию 

а (х, t) = F (х, tp (х) ) .  

а (х ,  t )  определена для всех х Е Х и О <  t � 1 и н епре­
рывна по (х,  t) .  Если мы определим а (х) равенством 

а (х) = а (х, 1), 
то ясно, что 

a (x) = g (x) для х Е С, 

так что а (х) является продолжением отображения  g (x) на Х. 
Также ясно, что а (х, O ) = F (x) ;  так как а (х, 1 ) = а (х} 
по  определению ,  то F и а гомотопны . 

С л е д с т в и е. Несущеетвенное отображение аа.юснуmо?д 
подмножества пространства Х в Sn всегда .может быть­
продолжено на Х. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. В самом деле, по стоянное отображе� 
ние  всегда может быть продолжено. 

Теперь мы установим связь между размерность ю и гомо­
топией. 

В) Пусть 1 и g - два отображения пространства Х в S., 
такие ,  что точки, в которых f(x) не равно g(x), образуют 
множества D размерности � n - I . Тогда 1 и g гомотопны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . D, очевидно,  открыто .  Пусть D* ­
замкнутое множество прои'зведения  Х Х /, состоящее из точек 
{Х, О) и (х, 1 ) для х Е Х и точек (х, t) для х Е X "- D  и 
О �t � 1 . Следующим образом определяем отображение F {Х, t} 
множества D* в S11 : 

F (x, t) = l (x) = g (x) для х Е х" D, 

F (x, O) = f (x), F (x, l) = g (x). 

1) Н ( ) р (х, Х '.  V) _ 
апример, р х == р (х, Х "- V) + Р <х, С) • См. А Н, стр. 7 4, ' 5. 
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Доnолнение множества D* содержится в D Х 1, и, в силу 
теоремы III 4, dlm D Х 1 -<.  n.  По следствию теоремы VI 4, 
F (х, t) можно про�олжить в отображение прос транства Х Х 1 
в S111 доказав этим гомотопность f и g. 

Т е о р е м а VI 6. Если Х- пространство раз .мерности 
.меньшей че.м n, то все отображения Х в S" zо.иотопны и ,  
следовательно, несущественны .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  Теорема есть непосредственное след-
ствие nредложения В) . . 

Соединяя nредложение В) с теоремой Борсука , получаем 
следующий результат, утверждающий , что если отображения, 
определенные на двух замкнутых частях nространства как б ы  
«приспособлены» друг к другу всюду, з а  исключением, быть 
может, множества меньшей размерности, то любое из отобра­
жений может быть изменено таким образом, чтобы оно стало 
«nрисnособлено» к другому полностью. 

С) Допустим, что пространство Х является суммой двух 
замкнутых подмножеств С1 и С2• Пусть F1 и F2 - отображе­
ния множеств С1 и С2 в S" . Пусть, далее ,  точки (в С1 n С2), 
для которых F1 (х) н е  р авн о  F2 (x) , образуют множество 
размерности -<: n - 1. Тогда F1 может быть nродолжено 
на Х. 

Д о к а  з а  т е л ь с т в о . Частичные отображения F1 \  С1 n С2 
и F2 / С1 n С2 отличаются друг от друга только на множестве 
р азм е рности -<. n - 1 и, следовательно в силу В), гомотоnны .  
Так как F2 1 cl n с2 может быть продолжено Н -9. с2, именно 
в F2, то из теоремы Борсука следует , что существует продол-
жение, скажем F;, отображения F1 \ С1 П С2 ю С2. Полагая 

F (х) = Ft (х) для х Е cl ,  

F (x) = F� (х) для х Е с2, 

получаем искомое продолжение . 
Теперь мы установим несколько р езультатов ,  которые будут 

иметь важные nриложении в следующих параграфах. 
D) Пусть f и g - отображения пространства Х в S" . 

Допустим, что Х является суммой двух замкнутых подмножеств 
cl и с2, пересечение которых имеет размерность -<. n - 2. 
Если f и g гомотопны на каждом из множеств С1 и С2, т . е . ,  
если /\  С1 гомотопно g 1 С1 , и 1/ С2 гомотопно g / С2, то  f и g 
rомотопны .  
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д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим топологическое произве­
дение  Х Х /. По предположению, существуют отображения : 

ft (х, t), определенное ДЛЯ х Е с1 , о < t < 1 ' 
t'J (х, t), определенное для х Е с2, о < t < 1 ,  

1акие ,  ЧТ О  
для х Е Cl : 
для х Е С2 : 

/1 (х, О) = f(x) ,  /1 (х, 1 ) = g (х), 

/2 (х, О) = /(х), /2 (х, 1 )  = g (x) .  
Расширим область определения отображения /1 (х, t) ,  положив, 

для х Е С2: /1 (�, О) = f (x) , /1 (х, 1 ) =  g (x) . 

Каждое из отображений /1 (х, t) и /2 (х, t) определено на 
замкнутом подмножестве пространства Х Х !, причем точки, 
в которых /1 (х, t) и /2(х, t) определены, но имеют различные 
з начения, принадлежат множеству (С1 Л С2) Х  1 и, следовательно 
(теорема  I I I  4) , образуют множество размерности <: п - 1 .  
Предложение С) показывает тогда, что существует продолжение 
F (х, t) отсбражения /1 (х, t) на все Х Х /. Мы имеем : 

F (x, О) = /1 (х , O) = f (x), 
F(x, 1 ) = /1 (х, 1 ) = g (x), 

<>ткуда следует, что f и g гомотопны. 
Е) Пусть f - отображение пространства Х в Sn. Допустим, 

что Х является суммой двух замкнутых подмножеств С1 и С2, 
nересечение которых имеет размерность <: n - 2 . Если f 
несущественно на  каждом из множеств С1 и С2, т. е .  есл и 
f l  С1 и / \  С2 несущественны, то f несуществепно. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предложение есть частный случай 
nредложения D) , когда g - постоянное отображение. 

F)  Пусть С - замкнутое подмножество пространства Х, и 
{ Vл } - совокупность открытых множеств, в сумме дающих Х, 
rран иuы которых имеют размерность <: n - 1 . Если f есть 
отображение множества С в Sm допускающее продолжение 
на каждое из множеств С U V>., то f можно продолжить н а  
вс� пространство Х. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так как Х обладает счетным базисом, 
то можно предположить (АН, стр. 78} ,  что { Vл } является счет­
ной совокупностью V1 , V2, • • • . Оnределим последовательные 
nродолжения отображения /, взяв в качестве F1 произволь�юе 
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продолжение отображения j на С U V1 • Предположим , что мы 
уже определили Fk как продолжение отображения F k- t  на 

.множество С U V1 U . . • U Vk. Разделим С U V1 U . . . U Vkн 
на две замкнутые  части : 

и 
С1 = с  u V1 u u vk 

C� = (C U Vkн) ". ( V1 U . . . U Vk) . 

По предположению, f допускает продолжение Fk на С2 •  Точки х. 
для которых Fk (х) :f: Fk (х), прин адлежат множеству 

(С1 П С2) ". с е: Fr ( V1 u . . . u Vk) c: Fr V1 u . . .  u Fr Vk, 

которое, в силу теоремы сложения ( теорема III 2) ,  имеет размер­
ность < n - 1 . Следовательно, можно при VIенить  С)  и получить 
распространение Fk+ t отображения F" на С U V1 U • . •  U Vk+ t · 

Пусть теперь х - произво.'lьная точка пространства Х, и т -
лервый номер такой, что х Е V т· Полагая F (х) = F т. (х) = 
= Fm+ 1 (x) = Fm+2 (x) =  . . . , получаем отображение F про · 
странства Х в Sn, которое, о чевидно, явл яется nродолжением 
отображения f. 

G) Пусть пространс гво Х юляется суммой (не обязательно 
счетной) 1 ) семейства замкнутых мно-жеств { Кл } ,  обладающих 
следующими двумя свойствами : каждое Кл имеет раз�tерность < n, 
и если даны Произвольное Кл и открытое множество И, содер ­
жащее К,, то найдется открытое множество V такое, что 

к,,c: v c: u  
и 

d i m  Fr V < n - 1 .  

Тогда Х имеет размерность < n. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о . В силу теоремы VI 4, для того чтобы 

доказать, что Х имеет размерность < п, достаточно. показать . 

l) Ср авн ите это nредложение с теоремой сложения (теорем а Ш 2). 
С одно й  стороны этц п р е дл ожение; сильнее, так как в нем не сдел а н о­
никаких п р е дполож е н и й  о с ч етности, н о  с другой - оно сл абее, так 
как оно налагает н а  з амкнутые множества сем ейства требование 
обладания тем свойством, что онц могут быть nроизвольно теснn 
закл с че н ы в отк рытые множе ства , имеющие границы р азмернr;­
сти < n - 1 . Следует также об ратить в ; Имание н 1 то, что если {Кл} 
является множесТI!ОМ всех точек пространств а Х, то О) с в одитс �i  
к обы ч ному оnределению р а з м ернос r и .  
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что если дано произвольмое замкнутое множество С с: Х 
и произвольмое отображение 1 множества С в S,., то  суще­
ствует продолжение отображения f на Х. Из того  обстоятель­
ства ,  что d im I<.). < n, вытекает, что для каждого К Е {К>. } 
отображение f можно продолжить на С U К (положим в след­
ствии теоремы VI 4 Х =  С U К, тогда Х "'-._ С U К) и (следствие 
2 теоремы VI 3)  что можно даже продолжить f на неко rорое 
открытое множество 

U => C U K. ( 1 ) 

Из предположения следует, что найдется открытое множество 
V такое, что 

кc. v c. v c: u  
и 

dim Fг V < n - 1 . 

(2) 

(3) 
Так как, по ( 1 ) и (2) ,  С U V с. U, то ясно, что 1 можно про­
должить на  С U V. 

В сипу (2) ,  сумма множеств V заполняет Х; предложение F) 
доказывает возможность продолжения 1 на Х, что завершает 
доказательсТЕо .  

4.  Отображении, повижающие размерность 

Непрерывность однозначного отображения 1 пространства Х 
в пространство У можно оr1ределить с помощью требования , 
чтобы обратное отображени е  f-1 переводило замкнутые мно­
жества пространства У в замкнутые множества nространства Х 
или, что то же (так как f оnределено на  всем Х), открытые 
множества пространства У- в открытые множества простран­
ства Х. Это наводит нас на мысль говорить, что 1- 1  (многознач ­
ное отображение) непрерывно, если само f nереводит замкну­
тые множес rва простр 1Нства Х в замкнутые множества nро­
странства У. Мы могли бы, по этой nричине, притrи к реше­
нию называть непрерывное отображение 1 в обе стороны непре­
рывным, если 1 отображает замкнутые м ножества пространства 
Х в замкнутые множества пространства У. Однако nротив этuго 
имеется серьеэное возражение, состоящее в том, ч то в такой 
же степени разумно говорить,  что f-1 непрерывно, если 1 пере­
водит открытые множества пространства Х в открытые мно­
жества пространства У; к сожал�нию, два возможных способа 
определения непрерывности отображения r- l не совпадают 
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(см .  примеры VI 9 и 9. 1 ) ,  за исключением случая взаимно­
одноз ч ачных отображений Х на У. Следовательно, пожалуй ,  
лучше избегать неясного выражения : « в  обе стороны непреры­
.вное» и говорить лишь о замкнутых и открытых отображениях, 
как они определены ниже . 

О п р  е д е л е н и е VI 5 .  Зам�енуты.м (отtерыты.м) отображе­
нием пространства Х в пространство  У назы вается отображен�е, 
пер еводящее замкнутые ( ОТt{рытые) подмножества пространства 
Х в замкнутые ( откры rые)  п одмножества пространства У. 

П р  и м е р  VI 9 .  Пусть Х - интерtlал О < х < 1 ,  и У ­
отрезок О < х < 1 .  Пусть 1 - тождественное отображение 
j (х) = х пространства Х в У. Тогда 1 не  заVIкнуто, так как Х, 
которое, конечно, заVIкнуто в Х, не замкнуто в У. Легко однако, 
виде r ь, что 1 открыто . 

П р  и м е р  VI 9. 1 . Пусть Х - плоское множество, состоя ­
щее из вертикальной и горизонтальной осей , а У - горизон­
тальная ось. Пусть {- вертикальная проекция Х в У. Тогда 1 
замкнуто, но не открыто.  

3 а м е ч  а н и е .  Замкнутое подмножество компакта является 
t<омпактом (АН, стр . 86) ,  и непрерывный  образ I<омпаю а 
также я вляется компактоVI (АН, стр .  95). Далее, компакт замКН)Т  
'ВО всяком содержащем его пространстве (АН, стр . 9 1 ) ;  сле­
довательно, каждое отображение компакта замкнуто .  

Рассмотри м ортогональную проекцию куба ln+k на  1,. ;  это 
-отображение  понижает размерность на k еди ниц. Полный про­
образ каждой точки куба 1,. и меет размерность k. Теперь м ы  
докажем, что, вообще, непрерывное зам кнутое отображение 
одного пространства в лryroe не может понижать размерность 
на k единиц без того, ч гобы , по крайней мере, одно k-мерное 
множес rво не сплющивалось в точку.  

Т е о р е м  а VI 7. Пусть 1 -непрерывное аа.м�енутое 1 ) 
тпображение пространства Х в пространстве У, и 

d l m  Х "'.  dim У =  k, 

.k > О. Тоzда существует точ�еа пространства У, полны й 
прообраз teotnopoй имеет размерность > k. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Для удобства доказательства пред-

1) Дл11 ком п актов споа о «замкнутое» излишне:  см . з а м е ч а н ие выше. 
TeGne � a  неверн а  для открытых и, тем более, прuсто для не п р ерывных 
отображений: см.  н и же пример VI 10. 
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ставим утвержде ние теоремы в следующей форме: если длв 
каждого У Е  У 

dim j- 1  (У) <. т, 
то 

dim X <. т +  d im У. 
Очевидно, можно nредnоложи ть, что У конечномерно .  Мы д о ка­
жем теорему индукцией по размерности пространства У, с о ­
храняя т фиксир ованным .  Утверждение тривиально , если 
dim У =:а - 1 ,  потому что в этом случае Х также пусто. Пред­
положим теперь , что утверждение справедливо при d i m  У <.  n - 1, 
и докажем его справедливость при  dim У = n .  

Для того чтобы доказать, что d im  Х <. т +  n ,  достаточно 
показать , что семейство зам кну rы х множеств j- 1 (у) удовле­
творяет условиям предложения 3 G ) ,  где n заменено  н а  n + т. 
По предположению ,  мы имеем :  

dim j- 1  (у) <. т <. т + n. 
Далее, если и- 01 крытое множество в Х, содержащее j- 1 (у). 
то множество 

C = f (X"-.. U) 

замкнуто в У, .  как образ замкнутого множества Х "-.. и nplf 
замкнутом отображенииf. Это множество С не содержит точки у. 
Так как, в с илу предположения, dim У <.  п ,  то существует 
окрестность V точ к и  у в У такая,  что 

Jiз (1)  следует, что 

и потому 

c n  V =  о,  

dim Fr V <. n - 1 .  

j- 1 (С) П j-1 ( V) = О, 

j-1 ( V) с U. 

( 1 }  

(2) 

Множество j- 1 ( V) , содержащее j- 1 (у) , являетс я, как noлwы�t 
прообраз открытого множества V при непрерывном отос>раже­
нии,  о ткрытым множеством. Пусть В - граница этого множества .. 
Легко в идеть, что f lB) сод<!ржится в границе множест.ва V. 
Слещ>вательно в силу (2), d imj (B) <. n - 1 .  Применяв индук­
тивное предположение к отображению множестаа В на f (В), 
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заключаем, что dim В < т +  n - 1 ;  это показывает, что усло­
вия предложения 3 G) выполнены . 

П р  и м е р  VI 1 О .  Возвратимся к вполне не:вязному прс­
странству Кнастера и Куратонекого ( с м .  пример 11 1 6), которо е 
становится связн ы м  ПО(Ле nрибавления одной точки а. Пользуясь  
о б озн ач е ниям и примера 11  1 6, рассмотрим непрер ывное ОТСI ­

бражение 1 nростr;анства х ""'- а на е , отображающее каждое  
L* (р) в точку р и каждое L * (q )  в точку q .  Мы имеем : 

d im  (Х ""'- а) = 1 
(см .  пример IV 3) и 

d im i (X""'- a) = dim е = О 

(см . примеr 11 3 ) ,  так что 1 п онижа ет размерность на ед и ницу . 
Тем не м е н ее , п олный прооб4'аз каждой точки множества е 
ну л ь м е р ен. Легко видеть , что отображение f откры т о .  Здесь 
нет проти воречия  с теоремой VI 1 7, ибо 1 н е  замкнуто . 

3 а м е ч а н и е .  Существует двойственная  в н е  котором отно­
шен и и  теореме VI 7 теоJ:ема  о повышаiСщих ра змерность ото · 
бражениях : пусть 1- замкнутое непрерывное отображение 
простр2нстРа Х н а  пространство У, и пусть 

dim  У - dim Х = k, k > О. 

Тогд а  существует хотя бы одна точка пространства У, полный 
пrосбра з ко·1 орой содержит, п о  крайней мере, k + 1 точку . 
Доказ атеJi ьство этой те оремы трЕбует м етодо в ,  со вершенно 
отличных от тех , которыми мы пользуемся здесь 1 ) , и поэтому 
опускается . 

5 .  1\анторовы многообразия j 
О п р е д е л е н  и е Vl 6. п-мерныfi компакт, г.ри n:> 1 ,  назы­

вается п-мерны.м. канторовъt.м. многообразием 2) ,  если он не 
может быть разбит 8) подмножеством размерности < n - 2 .  

1) См. W .  Н u r е w i e  z :  Ober dimE nsionserhohende stetige Abblldun­
&en, Journ. f, Math.  1 69 ( 1 933), стр. 7 1 - 78. 

2) К сожалению, у nотребление в этой с вязи слов а «Многообрази Е »  
IJ роч н о  установvлос ь в л итера1уре.  К а нтор евы много обра з и я  н е  обяза ­
тел ьно дол жны быть Мно гообразия ми в тtм qбычнс м с мысле слова  
ч� о мн о гообрази е е с т ь  связвое nространство, облада юще е базисом, 
со ставЛ Е нны м из мно». еств,  гомеомор 4 ных nространству En· 

3) См . о пределение IV 1 .  

9 Зах. 5197. В. Гуревич 
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П р  и м е р  VI 1 1 .  Из следствий теоремы IV 4 вытекает, что 
In, а также Sn и - общее - произвольное  за.мхнутое п-мер­
ное многообразие я вляются п-мерными кантороными много­
образиями . 

А) Легко видеть , что кантороно многообразие связно и 
что n·мерное кантороно многообразие имеет размерность n 
в каждой своей точке. 

В) Из IV 5 А) следует, что п-мерный комлакт С является 
п-мерным кантороным м ногообразием в том и только в том 
случае, если  невозможно разложение 

C = C1 U C2, 

где с! и с2 - замкнутые подмножества с, а 

d im (C1 n C2) -::( n - 2 . 
Основной теоремой о канторовых Многообразиях является 

следующая . 
Т е о р е м  а Vl 8. Любой п-.мерный тсо.мпатст Х содержит 

п-.мерное тсанторово .многообразие. 
Сначала мы установим :  
С) Пусть дан компакт Х, замкнутое множество С с. Х  и ото ­

бражение  f множества С в Sn, когорое не может быть продол­
жено на Х. Тогда в Х существует замкнутое множество К 
таJ.{ое ,  что ( 1) 1 не может быть продолжено на С U К, но (2) 
если К' - собственное замкнутое подмножество множества К, 
то 1 можно продолжить н а С U К'

. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Рассмотрим семей ство {К>.. } замкну­

тых множеств, таких, что (3) 1 не может быть продолжено 
на С U Кл. {Кл} не пусто, так как оно содержит Х. Если К0 
является пересечением .монотонно убывающей последователь­
ности { Ki } , i = 1 , 2, • • .  за.мтснутых .множеств, принадлежащих 
{ К>..} ,  то ко татеже принадлежит {Кл ) ·  Действительно, допу­
стим, что К0 не принадлежит { К>.. } , т. е. что 1 можно продол­
жить на С U К0• Тогда , по следствию 2 теоремы VI 3, суще­
ствует открытое множество U, содержащее С U 11. 0, на которое 1 
можно продолжить .  Но, no крайней мере, одно из Ki, скажем 
Kio• содержится в и; в противном случае все  Ki пересекзлись 
бы с дополнением Т множества и, что невозможно, так как 
в этом случае из компактности Т следовало бы, что само К0 
пересекается с Т. Но из того, что Ki с и вытекает, что 1 о 
можно продолжить н а  С U Ki , а это противоречит свойству (3) . 

о 
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1\1 ы  видим, что семейство {Кл \  удовлетворя ет предположе· 
ниям теоремы Брауэра 1 ) .  Применяя эту теорему, получаем зам· 
кнутое множество К, веприводимое по отношению к свойству 
(3), т. е .  замкну roe множество, удовлетворяющее условиям 
(1) и (2). 

Д о к а з  а т е  л ь с т в о т е о р е м  ы VI 8. Так как dim Х = n, 
то,  в силу теоремы VI 4 ,  существует замкнутое подмножество 
С пространства Х и отображение f множества С в Sn- t •  кото­
рое не может быть продолженQ на Х. В силу С), в Х суще· 
ствует замкнутое множество К, удовлетворяющее условиям (1 ) 
и (2). Мы утверждаем, что К есть п-мерное канторово многооб· 
разие. Ибо, в противном случа е (см .  В)) , 

K = Ct U С2, 
r де cl и с2 - - замкнрые подмножества к. и 

dim C1 n С2 <: п - 2 . 

Из (2) следует, что f можно продолжить в отображения F1 и F2, определеннЬJе соответственно ,  на С U С1 и С U С2•  В силу 
3 С), F1 можно продолжить на С U К и ,  следовательно, / можно 
продолжить на С U К, в проти воречии с условием ( 1 ) . 

С л е д с т в и е .  Пусть Х- п-.мерн.ыil tco.мnatcm, и А - его 
под.лтожество, состоящее из всех moчetc , в tcomop ы x  Х имеет 
раз.мерн.ость n .  Тогда dim А =  n .  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть С - n·мерное канторово много ­
образие, содержаще еся в Х. Оно существует по теореме VI 8. 
Из предложения А) мы знаt>м, ЧТО с е:. А. Следовательно, 
dim A = n .  2) 

б. Инвариантно сть области в En· 

Пусть Х - подмножество произвольного пространства А .  
До пустим , что h есть гомеоморфизм , отображающий все А 
в А . Если х - внутренняя S) точка множества Х, то h (х) -
внутренняя точка множеств з: h (Х), и обратно. Предполо­
жим, однако, что гомеоморфизм h определен только на Х. 

1 )  См. Указатель. 
2 )  Если Х не компактн о, то dim А может быть меньше, чем п. 

О днако можно доказать , что dim А всегда :;;". n - 1  (см. М е n g е r. 
Dimensfonstheorle, Teubner, Leipzig, 1 928, стр. 135). 

В) См. Указатель. 

9* 



1 32 ОТОБРАЖЕНИЯ В СФВРЫ И ПРИЛОЖВИНЯ 

Отнюдь неверно, что и в этом случае h переводит внутреннн� 
тоqки во внутренние и гр аничные точки в граничные . 

П р  и м е р  VI 1 2 .  Пусть А - подмножество пространства Е8, 
состоящее из плоскости (х1 , х11) и о :; и х8, Х- подмножеств() 
множества А,  состоящее из оси х8, и h - гомео:vюрфизм, отобра­
жающий ось х9 на ось х1 • Тогда точка (0, О, 1 )  является внут­
ренней точкой множества Х, но ее образ нё является внутренней  
точкой множества h (Х) ,  так  как  в А нет никак ,:го открытого 
м ножества ,  содержащего этот oQJ>aз и со.::.ержащегося в h (Х) . 

Однако, если А - эвклидово пространство,  то имеет мест() 
Т е о р е м  а VI 9. Теорема Брауэра об и нвариаю ­

н ости области. Пусть Х- произво.Лыеое подмножество Е11 ,  
и h - zо.лtеоморфизм .лtножества Х r-� a  друzое подмножества 
простр:zнства En. Тогда если х - внутренняя точка .мно ­
жества Х, то h (х) - внутренняя точка множества h (Х), 
и если х - граничная 1) точка множества Х, то h (х) - гра­
ничная то�tка множества h(X) .  В частности, если А и В ­
го.меоморфные под.лtножестза пространства En, и А открыто, 
то и В отh:рыто. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Мы докажем теоре.му VI 9, охарак­
теризовав внутренние точки множества Х, ил и ,  что то же самое , 
граничные точки множества Х, в нутренними топологичесюнiИ 
свойствам и множества Х, т .  е. топологическими сво:! ства�ш . 
независя щими  от пространства, в котором множество Х расР о­
ложено. 

А) Пусть Х - произволькое подмножество пространства Е11 • 
и х Е Х. Тогда х являе rся гранично й  точкой множества Х. 
х Е (Еп "' Х) n х, в том и тол ько в том случае, если х обла ­
дает произвольно малыми о :фестностям и и в �) Х, обладающими  
тем свойством , что любое непрерJ,Iвное отображение множества 
Х "' и в Sn- t  можно продолжить на Х (от но сительно Sn-д·  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  Условие необходимо. Пусть х - гра­
ничная точка м ножества Х, S (х)-сферическая окр�стность точки 
х в l:.'m и и = Х П S (х) . Мы по кажем , что и обладает нуж­
ным свойством . Пусть В обозначает (n - 1 ) - мерную сферу, 
являющуюся границей окрестности S (х) .  По следствию тео­
р емы VI 4, любое непрерывное отображение f множества 

1) См У к а за тель. 
') Т. е. п одмножества м и  м ножеств а Х, от кр ыты м и  в Х и содержа ­

щими х. 
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Х "'-.  и в Sn_ 1 можно продолжить в непрерывное отображение 
1', определенное на (Х "'-.. U) U В. Пусть q - точка S (х), не 
принадлежащая Х. Для каждой точки х Е Х обоз . J :iЧИ \1 через х' 
проекцию точки х из q на В. Теперь положим : 

F (х) = f (х') для 

F (x) = l(x) для 

F (х) я вляется искомым продолжением . 

х Е и, 
х Е Х"'-.и. 

Условие достаточно.  Действительно, nусть х - внутренняя 
точка множества Х. Пусть S (х) - сферичес кая окрестность точки 
х ,  замыкание которой содержится в Х. Мы покажем, ч г о  каковil 
бы ни была окрестность и точки х, содержащаяся в S (х) , суще ­
ствуе r неnрерывное о ображение множества Х "'-.. и в Sn_ 1 ,  
которое н е  может быть nродолжено н а  Х. Отождествим S11_ 1 
с границей окрестности S (x) и в качестве  отображени .t 1 
возьмем проекцию множе ства Х "'-.. и из то ·жи х на Sn_ 1 .  
ТогдJ 1 н е  может быть продолжено н а  Х, nотому что такое 
nродолжение отображало бы зам ыкание множес 1 в а  S (х) на 
его границу , о ставляя точки границы неnодвижными,  а это 
противоречит предложению IV 1 В). Таким образом, доказа ­
тельство nредложения А), а следовательно ,  и теоремы Брауэра 
об инвариантности области , закончены. 

С л е д с т в и е .  Теоре.ма Vl 9 останется справедливой, если 
Е,1 заменить произвольны.м .многообразием. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следствие вытекает из того, что 
:каждая точка множества Х имеет в п-мерном многообразии 
окрестность ,  гомеоморфную Е,1 • 

3 а м е ч а н и е. Теорема VI 9 содержит в себе классическую 
теорему об с Иивариантности размерности эвклидовых nрост­
ранств» (уже доказанную, в силу I1I 1 А) и теоремы IV 1 ) · 

Е11 и Em не rомеоморфны nри n =f:: т.  В самом деле, пусть 
п > т. Рассмотрим Em как подпространство пространства En· 
Множество Е,.,. не открыто в En в то время , как En, конечно , 
открыто в En . Следовательно,  в силу инвариантности области , 
не существует никакого гомеоморфизма Е". на En.  

7.  Разбивающие множества в En 
Начиная с этого момента мы nредположим, что n :;р 2, и при­

ступим к изложению теорем о разбиении nространс1 ва Еп. 
Мы будем пользоваться следующими обозначениями .  Пусть 

S11 _ 1 - (n - 1 )-мерная сфера в Еп радиуса 1 с центром в начале 



1 34 ОТОБРА ЖЕНИЯ В СФЕРЫ И П Р ИЛОЖЕПИЯ 

координат О .  Для каждой точки р Е En мы обозначаем через 
1tP отображение м ножества ЕР ""' р в Sn- t •  определенное следую­
щим образом : 7tp (x), х Е Ер "'-. р, есть проекция точки х - р 
(в векторных обозначениях) из точки О на Sn- t · 

А) Пусть и - ограниченное открытое множество в Е,1 , р -
точка множества и, и С - граница множества и. Тогда части ч ­
ное отображение 7tp /C нельзя продолжить н а  и U С =  iJ. . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Не уменьшая общности , можно пред­
положить , что р - начало координат . Пусть r так в �лико, что 
и U С содержится в шаре S (0, r) радиуса r с центром в О. 
Допустим , что 7t0/C можно продолжить на и U С, скажем ,  в ото ­
бражение ер .  Тогда формулы 

ф (х) = ер (х) для rx Е и, 

ф (х) = 1t0 (х) для rx Е S (0, r) """ и 

определяют непрерывное отображение ф шара S (0, 1 )  на его 
границу Sn_ 1 • Кроме того , для каждого х Е Sn- t мы имеем : ф (х) = 1t0 (х) = х, в противоречии с IV 1 В). 

Т е о р е м  а VI 1 0. Пусть С-компактное (т . е. ограниченное 
замкнутог) .множестго в Еп·  Две точки р, q, ни одн.а из 
которых не принадлежит С, отделены множеством С в том 
и только в том случае, если отображения 7tp /C и 1tq/C 
принадлежат к различным гомотопическим классам. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Предположив сначала ,  что р и q отде­
лены множеством С, мы докажем , что 7tp /C и 7tQ /C не  гом о­
топны. Нам дано, что · 

Еп ""' С = и U  V, 

где и, V - н епересекающиеся множества , открытые в En "'-. С  
и , следовательно, в Em а р Е и, q Е V. 

Одно из множеств и, V ограничено 1 ) . Действительно , пусть 
Iп-п-мерный куб, настолько большой, что С е:  111• Тогда, так 
как Еп """ 1 п с: Еп "'-. С  и Еп "'-.Iп связно, то оно должно содер ­
жаться или в и, или в V. Предположим,  например, что 
Е11 ""' fп с:  V. Тогда и с: Iп, т .  е. и ограничено .  

Теперь ,  1tq/C мо:к,но продолжить н а  и U С (в действитель­
ности на En '-'. q ::::> и U С) .  С другой стороны,  так как Frи с: С, 

1) Л е гко видеть, что это утверждени::  неверно для n = 1 .  



РАЗБ И ВАЮЩИ Е  М НОЖЕСТВА В En 1 35 

то, в силу nредложения А) , т.qiC невозможно nродолжltть 
на U U С. Следовательно, 'ltp/C и '1tq 1C не гомотоnны , так как 
их гом отопность nротиворечила бы теореме Борсука ( стр . 1 20). 

Предположим теперь, что р и q не отделены множеством С. 
Тог� , по хорошо известному свойству эвклидовых пространств , 

р и q можно соединить в En "-. С  непрерывной дугой, т. е .  
можно найти непрерывн ую функцию j (t) действительного пара­
метра t, О -<  t -<  1 ,  принимающую значения из En "" С, 
такую, что 

Функция 
/ (0) = р, / (1 ) = q. 

'ltt<t> (х), х Е С 
является тогда непрерывной функцией по (х, t) , показывающей, 
что 'ltp /C и 'ltq!C гомотопны . 

С л е д с т в и е. Есл и точки· р и q отделены в En .множе­
ством cl u с!!, где cl и с!! - ко.мпакты, пересечение которых 
имеет размерность -< п - 3, то или cl , или с!! отде­
ляет р от q. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о.  В nротивном случае 'ltp 1C1 было бы 
гомотопно '1tq1 C1 , а 'ltp !C2 было бы гомотопно '1tqJC2. Следова­
тельно ПО 3 D) ,  отображения 'ltp /C1 u с!! и '1tq,C1 u с!! были бы 
гомотопны , так что, в силу теоремы VI 1 0, С1 U С2 не отде­
ляло бы р от q. 

Т е о р е м а VI 1 1 . Пусть С - компактное под .множество 
пространства En, отделяющее р от q, в то время как 
ни�&а,.ое собственное замкнутое подмножество множества 
С не отделяет р от q ( «Неприводu.мое» отделяющее .мно­
жество) . Тоzда С есть (п - 1)-.мерное канторово .многооб­

разие. 
Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Заметим сначала, что С не  содержит 

никакого непустого открытого nодмножества .  Потому что 
в противном случае граница множества С была бы его соб­
ственным замкнутым nодмножеством, отделяющим р от q. 

Следовательно, по теореме IV 3, dim С :s;;; п - 1 .  Кроме того, 
по следствию теоремы VI 1 О, если 

rде каждое из  С1 и С2 является собственным замкнутым 
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лqдмножеством множества С, то 

d im C1 n С2 > п - 2. 

Это nоказывает ( 5 В)) ,  что С есть (n - 1 )-мерное канто­
рово мно;ообразие .  

3 а м е ч а н и е. Теорему VI  1 1  можно также сформулировать 
следующим обра юм: Если ко.мпактное .множество С про­
странства En является общей zран.ице/1 двух непересекающихся 
открытых связных под.мн.ожеств А1 и А2, то С есть (п - 1)­
.мерное канторово .многообразие. Де!lствительно, пусть р1 и р2 
суть, соответс твенно , точки множеств А1 и А2. Очевидно , 
что р1 и р2 отделены м ножеством С. Однако они не  отдел ены 
ни каким его собственны м замкнутым  nодмножеством С' .  Деl! ­
ствительно, nусть q Е С "'.  С' ; обозначим через и сфери­
ческую окрестность точки q, такую , что и Е En "'. С' .  
Тогда и содержит точки как множсс r ва А1 ,  так и м но­
жества А2, и ,  следоватеnьно, А 1 U и U А2 является связным 
подмножеством множества En "'. С', содержащим р1 и р2 ; та ким 
образом, р1 и р2 не отделены множеством С'.  

Т е о р е м а VI 1 2 . Пусть Х- ко.Аиактн.ое (sа.мкн.утое 
ограниченное) под.множ�ство пространства En, и С - за.м,.­
нутое под.мн.ожество .множества Х. Для того чтобы суще­
ствовало непрерывное отображение f .множества С в Sn - I >  
которое н е  .может быть продолжено н а  Х, н.еобходи.мJ и 
достаточно,  чтобы существовало непустое от,.рытое под­
.мн.ожество пространства Е111 содержащееся в Х "'. С, в то 
вре.мя как его гран.ица содержится в С. 

3 а м е ч а н и е. Мы nредnош 1ем замечание для читателей ,  
знакомых с теориеА гомологий . Существует оч ень  теrн.аи связь 
между свойствами продолжении непреры вных  отображени fl ,  
с одной сторон ы; и гомол Jгическим и свойствами м ножеств ­
с другой .  Эта связь в ыражается следующ'fм образом tследствие  
3 теоремы VIII 1 ') -: пусть дан ,.о.мпа,.т Х ра 1.мерности � tl 
и его за.м�Снутое под.мн.ожестrю С. КаждJе непрерывное ото­
бражение f .множества С в Sn_ 1 .может быть продол w:ен.о 
на Х в то.м и толысо в то.м случ2е, если ,.аждый (п - 1 )­
.мерный ци,.л mod 1 в С огр utичивает 8 ".: 8Ся,.ий раз , ,.огда 
он. оzран.ич.ивает 8 Х. Если Х - эвклидов  п-мерный куб, то 
каж !!ы!l (n - 1 ) -мерный щrк л в С огр аничивает в Х; в этоы 
-случае предыдущая теорР-ма сводится, сле довательно, к более 
простоП фэ;:ще : для того, чтобы каждое непрерывное отобра­
жение f множества С в S71_ 1 можчо было продолжить на /11, 
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JНеJбходимо и достаточно, чтобы каждый (п - 1 )-мерный  цик.1 
,s С ограничивал в С. Сопоста вл11 я э 1 о  с теоремой VI 1 2 , 
:Jаключаем , что в ln существует полная зквивалентность между 
l'раницами в теоретико-множествеином смысле и границами в 
·комбинаторном смысле теории гомологий, т . е . если замкнутое 
'Подмножество куба ln является границей в теоретико-множе­
. ственном смысле, то оно несет на себе сущестненный (п - 1 )­
.мерный цикл , ограничивающий в комбинаторном смысле,  и об­
ратно. Это в точности - более глубокий смысл теоr емы VI 1 2 . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы VI 1 2. Необходимость . 
Пусть f- отображение множества С в Sn_ 1 , которое не может 
быть продолжено на Х. Тог да по 5 С) существует замкнутое 
.nодмножество К с Х, обладаю�цее следующими свойствами : 

f не может быть продолжено н а  С U К, но ( 1 ) 

если К' - проязвольное собственное замкнутое подмно­
жество множес.тва К, то f может быть продолжено  на С U К' . (2) 

Мы утверждаем  теперь, что 

К ""- С ::(:: О, (а) 
К". С е Х ""'  С, (Ь) 
К""- С открыто, (с) 

Fr (К ""- С) с С. (d) 

Утверждение а) следует из с войства ( 1 ) , а Ь) очевидно .  
Ч гобы доказать с), мы рассмотрим  произвольную точку s в К ""- С 
&1 покажем,  что s является внутренней точкой множества  К ""- С. 
В силу предложения 6 А), достаточно по казать, что для ка -
.Ж дОЙ окрестности и точки s в Еп такой, ЧТО и n с =  о, можно 
определить непрерывное отображение множества К ""- С ""- И 

;в Sn _ 1 , которое не может быть продолжено на К ""- С. В ка­
честве такого отображения возьмем произвольное продолжение 

.F отображения f на  (С U К) ""- И =  С U ( К ""- И>; F суще ствует 
я силу свойства (2), так как !( ""-И :f- К. F 1 К ""- С ""- И не 
может быть продолжено на К ""- С по той причине,  что такое 
nродолжение давало бы продолжение самого f на С U К, в про­
тиворечии со свойством ( 1 ) .  После того как с) установлено , 
.d) следует немедленно . Необходимость доказана. 

Достаточность . Пусть И- непустое открытое множество ; 
..содержащееся в х ""'  с, граница в которого содержится в с 
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и ограничено как подмножество компактного множества Х 
Пусть р Е и. Тогда теР 1 В не может быть продолжено на и U Н 
(предложение 7 А)) ; так как В с:: С и и U В с:: Х, то тем более­
верно ,  что тсq 1 С не может быть продолжено на Х. 

Т е о р е м  а VI 1 3, Ко.мпаюпное под.множество С про­
странства En разбивает En в тоя и только в то.м случае, 
если и.меется существенное отображение множества С в Sn_ 1 •  

Д о к а э а т е л ь  с т в о .  Необходимость. Пусть С разби вает Е11 • 
Тогда , коне чно, существуют две точки р и q, от деленные  дру г 
от  друга множеством С. По теореме  VI 1 0  отображения теР ! С 
и тсq 1 С множества С в Sn_ 1 принадлежат различным гомото­
пическим классам. Следовательно, по крайней мере,  одно и �  
них существенно. 

Достаточность .  Пусть f- существенное отображение мно­
жества С в Sn- t · Пусть In - п-мерный куб, настолько боль­
шой, что С с:: In. Продолжить f на In невозможно, так как 
иначе f было бы несушественным (пример VI 7). Следова­
тельно , заменяя в теореме VI 1 2  пространство Х кубом In• 
получаем , что существует непустое открытое в Е11 подмно­
жество и с:: In ""- С, гран ица которого содержится в С. Ясно ,. 
что U является непустым собственным подмножеством множе·­
ства P.n ""- С, одновременно открытым и замкнутым в En ""- С. 
Следовательно, С разбивает En · 

С л е д с т в и е 1 . Если н:о.мnаJ>т С разбивает Е11, то каж­
дое под.множество пространства Ет zo.ueo.uopфнoe С, таl(же· 
разбивает Еп· 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Следствие вытекает из того, что тео-­
рема VI 1 3 характеризует компактные множества, разбиваю-­
щие Em их внутренними свойствами . 

С л е д с т в и е 2, Теорема Жордана. Под.множество про-­
странства Em zо.мео.морфное Sn_ 1 ,  разбивает En· 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Это - очевидное приложение след­
ствия 1 .  

С л е д с т в и е 3. Теоре.ма VI 1 3  и следствия 1 и 2 со-­
храняются., если пространство En заменить сферой Sn. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко видеть, что е сли С разби­
вает snt ТО оно разбивает Sn ""'р ДЛЯ любой точки р rf: с, и: 

наоборот: но Sn ""- р гамеаморфно En· 
Можно дать чрезвычайно изящную формулировку тео­

ремы VI 1 3, если воспользоваться понятием пространства от­
ображений. 
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Т е о р е м  а Vl 14 . Если С - компактное подмножество 
пространства Е"., то Е". ""- С связно в то.м и только в то.м 
случае, если связно пространство отображений S � _ 1 • 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Достаточно заметить, что компоненты 
пространства S �- 1 совпадают с гомотопическими  классами 
отображений множества С в S"._ 1 , так как, с одной  с тороны ,  
каждый гомотопический класс связен ,  так  как, по  самому его 
определению , любые два элемента в нем можно даже соединить 
простой дугой, а, с другой стороны, каждый гомотопическиА 
класс одновременно открыт (это следует из примера Vl 8) и 
зам кну г .  



Г л а в а  VII 

РАЗМЕРНОСТЬ И МЕРА 

Эта глава посвящена выяснению недавно установлен ной 1 ) 
l ll п ильрайном  связи между понятием размерности и понятие:�t 
м�:ры .  

р -мерная мера для каждого неотриuательноrо действи ­
тельного числа р была опредr.лена Хаусдоrфом для произв оль­
ных  метрических пространств. Эта м ера тесно связана с обыч­
ной мерой Лебега . Она является метрическим понятием в т о  
время ,  как размерность является понятием чисто тополоzически.м. 
Тем не менее между этими двумя nо r1ятиями  существует тесная 
связь, так как оказhl вается (теорема VII 2) , что пространство 
размерности n должно иметь положительную п -мерную меру. 
Обратное, однако, неверно (см. пример VII 1 ). Но если рас­
смотреть не только само метрическое пространство Х, но Х 
вместе со всеми метриками, которые можно в нем ввести, или . 
что то же, класс всех метрических пространств, гомеоморфны х  Х, 
тогда , есл и все  эти пространства и меют положительную п- мер­
ную меру, то само Х должно иметь размерность > n. Основ­
ным результатом (доказанным  теоремами  VII 2 и VII 4) я вляется : 

Т е о р е м  а VII 1 .  Для тоzо чтобы пространство Х 
имело размерность :;::; n, необходимо и достаточно, чтобы Х 
было zо.меоморфно подмножеству тt.уба 12n + l •  (n + 1 )-мерная 
дера тtстороzо равна нулю. 

П р  и м е р  VII 1 .  И множество fJ иррациональных точек 
единичного отрезка, и канторово множество е имеют размер­
ность нуль,  хотя fJ имеет (линейную ) меру единицы,'а е - меру 

1) Szpilrajn, La dimension et la m esure , Fund. Math., 28 ( 1937), 
с т р. 81 -89. доказательство теоремы VII 5 пр и •  адлежнт С. Эйлсн­
берrу.  
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нуль. Но так как 1 )  8 топологически соде р ж ится в е , су­
ществует то:юлогический образ 8 . •  мера которого равна нулю.  

1 .  р -мерная мера в общих метрических 
пространствах · 

О п р е д е л е н и е VII 1 .  2) Пусть Х- пространство, и р ­
Прои звольное действи тельное число ,  О -<  Р-< со . Для дан­
ного е > О пусть 5) 

00 
т; = inf  � [о (А•) ]Р , 

1=1 

где Х = А  1 U А2 U . . .  - Произвольное разложение простран­
ства Х на счетное число подмнqжеств диа метра , меньшего, 
чем е ,  и р - показател ь степени. 

Положим 
m11 (X) = sup т; (Х) ; 

• > О 
mp (Х) называется р-мерной мерой пространства Х. 

Проверка следующих трех  ·предложений предоставляется 
читателю. 

А) Из сноски 3) сле дует , что 
т0 (Х) = О, есл и Х пусто, 
т0 (Х) = n, если Х- конечное множество и з  n точек ; 
т0 (Х) = со ,  е сли Х - бесконечное множеств о . 
В) Если р < q, то тР (Х) >- mq (Х) ;  в действительности, 

и з р < q и тР (Х) < со следует, что тq (Х) = О .  
С) п-мерный полиэдр имеет конечную п-мерную меру. Сле­

дов ательно, его  q-мерная мера равна нулю для  всех q > n . 
D) Для того чтобы компакт С имел р-мерную меру, равную 

нулю, необходимо и достаточно, чтобы дл я каждого е > О 

1) Каждый эле мент множества а и м е е т  однозначное предста влен и е  

оо а в виде суммы х = � 2:� (двоичных дробей ). Легко видеть, что 
n = 1  

h ( .1: '  --::: � <2;�) есть rомеоморфное отображение множества (J 
t� = l  

в �· ножество е .  
2) Н а u s d о r f f, Dimension und ilusseres Mass, Math. Апп. 19 ( 1  91 9) .  

стр. 157-1 79, в час тности стр. 1 63. 
В) о (А),. где А - произвол ьвое подмножество Х, обозначает диа­

м ет р  множества А; см . .Указатель. Мы условимся считать, что (1\(E))D = 
= О, если Е - пусто и [о(Е)]О = 1 в противком случае. 
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сущест вовало rсонечное разложение компакта С: 
С = А1 U • • •  U Ak, 

такое, что 
(1 ) 

Д о к а з  а т е n ь с т в о. Достаточность условия о чевидна . При­
ступим к доказательству необходимости. Допустим, что тр( С) = 
= О . По опредеnению VII 1 существует счетное ч и сло п одмно ­

' А'  жеств А1 •  • '  • • • таких, что 

С = А� U А: U • . . 
и 

(2) 

, Каждое А, можно слегка увеличить до открытого множества А1 
так, чтобы 

(3) 
Так как С - компакт, то конечное число А1,  • • •  , Ak множеств 
А, покрывает С. Формула ( 1 )  следует тогда · из формул (2) 
и (3) . 

Е) Для подмножес1 в прямой одномерная мера совпадает 
с внешней мерой Лебега. Однако п-мерная мера подмножестtsа 
пространства Е11 может количест венно отличаться от его внеш­
ней меры Ле бега . Тем не менее равенство нул ю п-мерной меры 
подмножества  пространства Е11 эквива л е нтно равенству нулю 
его внешней меры Лебега. 

2. п- м е рное пространство имеет положительн ую 
п-мерную меру 

Т е о р е  м а VII 2 .  Пусть Х - пространство размерности 
n, О < n < оо . Тогда tn11 (Х) > О .  

Эта теорема, очевидно ,  эквивалентна ( при замене n на  
п+ 1 ) сл едующей теореме : 

Т е о р е м  а VII 3 .  Пусть Х- пространстго marcoe, что 
m11+ 1 (X) = О (О < n < оо ) . Тогда dim Х < n. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о т е о р е  м ы V I I 3. Пусть .х0 - про­
извольна я  точi<а nространства Х. Для каждого r > О обозначим 
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через S'(г) границу сферической окрестности точки х радиуса 
. г  и ч ерез S (г) - множество всех точек х Е Х, для которых 
r (Х ,  Хо) = г. Очевидно , S'  (г) с: s (г) . Выражени е  «дЛЯ почти 
n c ex Г» будет означать : для всех г, исключая множество лебе­
говой меры нуль. Тогда, если принять во внимание, что мно­
жество нульмерной меры нуль пусто ( 1  А)) , то теор ема VII 3 
ле гко лолучится по индукции 1 ) , как только будет доказано  
с .1едующее предложение : 

А)  Если Х - пространство такое, ч rо mp+ 1 (Х) = О, 
О -.<  р < оо , то для почти всех г множество S (г) имеет р-мер­
ную меру нуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я А) .  Так как 
mp + 1 (Х) = О, то существует последовательность разложениИ 
пространства Х: 

такая ,  что 

( 1 )  

Обозначим через г��> и R�1> соответственно нижнюю и верхнюю 
границы чисел р (х, х0) для х Е Af .  Очевидно, что 

Положим 

f О (tl) R cn) 
(n) О для < г < г , и i < г, 

d ,  (г) = { 
{ [�(A�)JP для г<;> -.< г -.< R\n> , 

00 
d (n) (г) = �  dCf> (г) . 

i = l  

Из о предеJJения d"'/> (г) и соотн ошения (2) вытекает :  

00 

J d(f>(г) dг -.< [ 8 (A'� ) JP + 1 . 
о 

(2) 

Ч Фактически п р ед.'lоже ние А) сильнее,  ч е м  теорема VII 3, так 

как из  А), о ч е в идно, сл едует, что е сли mp+1  (Х) = О, то каждая точ­
.ка х Е Х не тол ько имеет произвол ьно малые окр � стности с грани­
це й разме рности s n-1,  но nortmu гсе сфериче ские о к р естности точ­
t< и  х и м еют г р а н и цы раэмер ностц s п-1 . 
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I<аждая функция d��> (r) неотрицательна, nоэтому 
00 00 

J d <п > (г) dr = � J d<�> (r) dr <: � [8(Ar) JP + 1 .  
0 i = l o i = l  

Таким образом, в силу ( 1  ) ,  посл едовательность функций d(n) (r) 
сходится в среднем к нулю. Следовательно 1 ) ,  существуt-т 
подпоследовательность d ·11k> (r) , сходящаяся к нулю для почта 
всех r. 

Но мы имеем : 

(8 (А ': П S (r)]P <: d�11 (r) . 

Поэтому для nочти всех r 

Следовательно, 

тp(S(r)) = О  для почти всех r, 

и nредложение А), а значит, и теорема Vl l 3 доказаны. 

3. п -мерн ое пространств о rо мео морфно пространству 
(n -j- 1 )-м ерной меры нуль 

Т е о р е м  а VII 4 .  Если пространство имеет размерность 
<: п, mo оно го.мео.морфно подмножеству куба lsn н 
(n + 1 )-.мерной .меры нуль.  

Т е о р е м  а VII 4 содержится в следующей теореме : 
Т е о р е м а Vll 5. Если dim Х <: п, то сущесmвует zо.мео­

.морфное отображение пространства Х в куб 1211 н такое� 
чmо для любого действительного 'l.ucлa r > n 

mr (h (Х)! = О. ( 1 ) 

Более mozo , пространство Ifп + 1 содержиm плоmное О& 
.множесmво zо.мео.морфных отображений, удовлетворяющих 
условию t 1 ). 

1) Е. С. Т i с h m а r s h, The Theory of Functions, Oxford,. 193:2. пzу 
раrраф 12.5, В Ч3С!НОСТИ, СТр. 388. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  VII 5 . Пусть q > n.  Рас­
смотрим множество Kq всех отображений 1 Е Ifп + 1 (см .  главу 
V) таких, что 

mq ( /(X) ) = 0. ( 1 ) 

f(X) компактно , как замкнутое подмножество куба 12пн ·  Сле­
довательно ( 1  D)), таl< как 1 Е Kq, для каждого целого числа 
i = 1 , 2, . . . существует конечное разложение ,  обозначаемое 
через (d) : 

Х = А 1  U • • . U A�.:, 

Эrо можно записать в в иде с оотношения : 
00 (d) Kq = n u a i,q , 

i -=1 (d) 

(2 )  

где сложение производится по всем  конечным разложенним (d), 
(d) 

а Oi, q обозначает множество всех отображений 1, удовлетво-
ряющих условию (2) . Но a��>q , очевидно , открыто ; следова-
тепьно, 

Kq есть Оа в Ifп + 1 • 

Пусть К* - множество всех f Eifn + 1 таких, что j (Х) 
содержится в п-мерном полиэдре. К *  плотно в Ifп + 1 ,  в силу 
замечания 1 на стр , 8 6 ;  и так как q >n, то мы имеем ( 1 , С))  к� 

с: кq · 
О тсюда 

х Kq есть плотное 03 в /2п + 1 •  

Пусть Н- пло rное в /� + 1 множество т и п а  Оа всех 
гомеоморфных отображений nространства Х в 1 2n + 1 , суще­
ствующее в силу теоремы V 3 .  Пусть 

(3) 
Тогда н · , по теореме Бэра, является плотным Оа в простран­

• fx стве 2n + 1 и, следовательно, не пусто . Кроме того , есл и h Е Н'; , 

10 Зав. 597. В. �-ревич 
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то 
а) h является гомеом орфным отображением пространства Х 

В 12n+l• 
Ь) mr (h (X) ) = О для каждого r > n, и теорема доказана .  
3 а м е ч а н и е 1 . Теоремы VII  5 и VII 3 снова доказывают, 

что пространство можно включить в компакт той же размер ­
ности (теорема V 6) . 

3 а м е ч а н и  е 2 .  Из теоремы Vll 4 и предложения 2 А) полу­
чаем такое следствие : пусть Х- пространство размерности <;: n ;  
тогда Х можно переметризовать таким образом, чтобы про­
странство Х в новой метрике обладало тем свойством, что 
каждая его точка х не только имеет произвольно малые окрест ­
ности с границами размерности <;п - 1 ,  но поч.ти все сфери­
ч.еские окрестности точки х имеют границы размерности <;: n - 1 . 

4. Хаусдорфова разм ерность 

Пусть Х- произвольвое метрическое пространство . Назовем 
хаусдорфовой размерностью 1 )  пространства Х верхнюю грань 
множества всех действительных чисел р, для которых m11 (Х) > О . 
Из теоремы VII 2 следует, что хаусдорфова размерность про. 
странства Х не меньше dim Х. Хаусдорфова размерность про­
странства не обязательно является целым числом. Так, xaycдop-

lg 2 фова размерность канторов а множества равна 2) ig 3 = О, 63093. 
Но из теоремы VII 5 вытекает, что если рассматривать все­
возможные пространства, гомеоморфные данному пространству Х, 
то нижняя грань хаусдорфовой размерности этих пространств 
равна  размерности пространства Х. 

1) Н а u s d о r f f, Dimension und ausseres Mass" Math. Апп. 79 ( 1919) ,  
стр. 1 66. 

2) Н а u s d о r f f, Dimension und ausseres Mass, Math. Ann. 79 ( 1 919) ,  
стр. 1 72. 
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ТЕОРИЯ ГОМОЛОГИЙ И РАЗМЕРНОСТЬ 
В начальных главах этой книги преобладали теоретико-множе­

ствеиные мето.11.ы .  Комбинаторные методы впервые появились в 
главе IV (в доказательстве того, что п-мерное эвклидово простран­
ство имеет размерность п) и более полно nроявились в главе V,  
где доказательство теоремы о включении было nолучено синте­
зом теоретико-множествеиных и комбинаторных методов . Причем 
теоретико-множествеиные методы нашли свое применение nри 
рассмотрении пространства отображений, а комбинаторные-nри 
исnользовании некоторых свойств комплексов .  В этой главе мы 
исследуем теорию размерности с чисто алгебраической, комби ­
наторной точки зрения. Звеном, соединяющим эти новые методы 
с нашим предыдущим рассмотрением, является теорема VI 4 об 
отображениях в сферы.  Главной целью этой главы является 
охарактеризование размерности алгебраическими свойствами 
(теорема VIII 3) . 

Большая часть главы nосвящена сжатому изложению алге­
браической теории связности 1 ) .  Хотя это изложение непосред­
ственно не связано с основным содержанием книги, авторам каза­
лось желательным его включить, ввиду того, что за nоследнее время 
вид теории гомологий быстро изменился. Если бы авторы хотели 
ограничиться только теорией V-гомологий, опустив рассмо­
трение соотношений двойственности между 6.- и V -груnпами, 
то объем этого изложения весьма существенно сократился бы. 

1) В этой главе предполагается некоторое знакомство с комбина­
торной топологией и теориеА групп ,  хотя логически глава совер­
шенно самостоятеяьна и все основные определения подробно даны 
Мы рекомендуем г .павы 2 и 3 книги : S е i f е r t Т h r е 1 f а 1 1 - Lehrb uch 
der Topologle, Leipzig, 1934 (русский перевод: 3 е й  ф е р т Т р е  л ь­
ф а л л ь - Топология, Москва-Ленинград, 1938) как щ:;евосходное вве ­
дение в комбинаторную топологию. Книга Л.  С .  Понтрягина-Непре­
рывные группы, Москва-Ленинград ( 1 938), в частности, главы 1 ,  3,  5, 
содержат полвое нзпожение необходи мы х  сведений из т еории групп. 

10* 
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Во всей главе слово « группа» означает комму rативную группу 
с групповой операцией записываемой как с ложение.  Наи более 
часто употребляются две группы : группа целых чисел и группа 
действительных чисел, приведеиных по модулю 1 . Мы обозна­
чаем их соответственно через � и П. Группа П, конечно, изо­
морфна группе вращений окружности и мулыипликативной группе 
комплексных чисел , по модулю равных 1 .  

1 .  Комбинаторная теория связности комплекса 

О п р е д е л е н  и е VIII 1 . Пусть К- (конечный) комплекс 
(см. стр . 98) ,  и п - целое положительное число .  Под ориен­
тированным п-мерным симплексом sn комплекса К мы пони­
маем п-мерный симплекс t<омлекса К, вершины которо го запи­
саны в векотором определенном порядке: 

sn = (Ро, · · , Pte)· 
Ориентированные симплексы, и меющие О l{НИ и те же вершины, 
упорядоченные различными способами,  рассматриваются как 
равные, если они могут быть получены один  из другого с по­
мощью четной перестановки вершин .  Следовательно, каждому 
неориентированному п-мерному с имплексу соответствуют два 
различных ориентированных симплекса ; если один из них обо­
значен символом s или + s , то другой ( полученный из  s не­
четной перестановкой его вершин) будет обозначаться через 
- s. Например 

(Ро • Р1• Р2) = (рр Р2• Ро) = (р2, Ро, Р1) = - (ро, Р2• Р1 ) = 
= - (р2, Р1 •  Ро) = - (р1 ,  Ро, pg) .  

Представляется удобным распространить определения ориенти ­
рованных п-мерных симплексов на  случай n = О и n = - 1 ;  
причем делается зто следующим образом : каждому неориенти­
рованному нульмерному симплексу комплекса К, т .  е. каждой 
вершине р комплекса К, мы ставим в соответствие два символа : 

!- р и - р, и называем их ориентированными нульмерными с и м ­
плексами, принадлежащими р. Далее, условимся называть пустое 
множество вершин комплекса К неориентированным ( - 1 )-мер­
ным симплексом комnлекса К 1 ) и ставить ему в соответствие 

1) Пустое м н ожесt во вершин я в л я ет с я  единст в е н н ы м  (-1 ) -ме .  • 
ным симплексом к омпле к с а  К 
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два символа : + А  и -А, как ориентированные ( - 1 )-мер­
ные симплексы комплекса к. Конечно, мы полагаем 

- ( + Р) = - р, - (-- р) = + р, 
- ( -f- A) =  - А, - (- А) = + А . 

Ориентированный и-мерный симплекс (p0t р1 , • • •  , p,J, n :> 1 ,  
называется ориеюпированн.ой граныо ориентированного (n + 1 )­
мерного с имплекса sn + 1 ,  если 

sn f 1 = (Рп н ' Ро• · · · t Рп)· 
Для n :;р 2 любой ориентированный п-мерный симплекс имеет 

n + 1 ориентированные грани .  Так ,  ориентированный двумер­
ный симплекс (р0• р1 , р2) имеет три ориентированные грани : 
(p1 t Р2) = - (pg, Р1 ) ,  (р2 , Ро) = - (ро, Р2), (ро, Pt ) = - (pl ,  Ро) · 
Ориентированные грани одномерного симплеrсса (р0, р1 ) опре­
деляются как два ориентированных нульмерных симплекса : 
р1 и - р0 .  Услови мся , кроме того, считать + А  единственной 
ориеюпированной гранью нульмерного симпле1<са типа + р 
и - А единственной ориеюпированной гранью нульмерного 
симпле«са типа - р . 

В дальнейшем символ s11 будет употребляться для обозна­
чения произвольнога ориенти рованного п -мерного симплекса 
комплекса К, причем нижние индексы отличают отдельные 
симплексы . Мы пишем s11 � sn+ l или s" 1 1 >- s'1 ; если сим· 
ппекс sn является гранью симплекса sn + 1 и sn � sn+t или 
sn+ 2 >- s'Ъ, если существует sn+ t  такой , что sn � sn ·l 1 � s•�+2.  
Легко проверяются следующие простые факты. 

А) Соотношение  sn � sn + 1  впечет аа собой соотношение 
- s 11 � - sn + 1 , но ис r<лючает соотношения sн � - s11 +- 1 и 

- sn � sn t-1 .  Соотношения : 
sn � sn !- 21 8n � - sn+2, _ 8n � s'J + 2, - s�� � - sn t-2 

эквивалентны и утверждают , что все вершины симплекса s'1 
являются вершинами симплекса sn+2, т. е .  что неориентиро­
ванный симплекс sn · является гранью неориентированного сим· 
плекса sn+2, Если s11 � sn+2, то сущес rвует только один ориен­
тированный симплекс sn + 1  такойt что sn � sn+ 1 � sn +2. 

Ц е п и , А-ц и к л ы , V-ц и к п ы. 
О п р е д е л е н  и е VIII 2 .  Пусть 0-абепева группа в аддитив· 

НОЙ З f.! П И С И .  Пrсть к-- комплекс, и п - целое число, Под п-.мерной 
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цепью тсомплетсса К по области коэффициентов а мы понимаем 
функцию rp, ставящую каждому ориентированному п-мерному 
симплексу комплекса К в соответствие некоторый элемент груп· 
пы а и удовлетворяющую условию : 

lfl ( -sn) = -rp (sn) . 
Нулевая п-мерная цепь есть функция, ставящая каждому 

ориентированному п-мерному симплексу комплекса К в соответ­
ствие нуль группы а.  Для каждого n > dim К существует одна 
и только одна п-мерная цепь комплекса К, именно - нулевая 
п-мерная цепь.  

3 а м е ч  а н и е. ( - 1 )-мерная цепь по области коэффициентов 
а может быть отождествлена с элементом rp ( + А).:t:�группы а. 
Нульмерная цепь-это в сущности функция вершин р, nрини­
мающая значения из а. При п> I  п-мерную цепь можно 
рассматривать как кососимметрическую функцию (п + 1 )  
вершин, примимающую значения и з  а (эта функция опреде· 
лена только на тех множествах, состоящих из (п + 1 ) вер­
шин, которым соответствует некоторый п-мерный симплекс 
комплекса К). Если а - группа  делых: чисел, приведеиных по 
модулю 2 , то п-мерную цепь по области коэффициентов а 
можно рассматривать как некоторую совокупность неориентиро­
ванных п-мерных симплексов (именно, совокупность симплексов, 
удовлетворяющих соотношению rp (sn) = rp ( - s'ъ)=f:O). 

О п р е д е л е н и е  VIII 3. Под суммой tp = rp1 + rp9 двух 
п-мерных цепей rp1 и rp9 комплекса К по области коэффици­
ентов а мы понимаем п-мерную цеnь rp, определенную соот­
ношением: 

lfl (sn) = lf/1 (sn) + lf/2 ( sn). 
При таком определении сложения п-мерные цепи комплекса К 

образуют абелеву группу, называемую гр уппой п-мерных цепей 
тсомплетсса К и обозначаемую через Ln (К. а) или,  если ника­
кие недоразумения невозможны, через Ln (Ю или даже Ln. Ну· 
лем этой групnы является, конечно, нулевая п-мерная цепь. 

Если n > dim [(, то Ln (К, а) сводит.ся к единственному 
элементу О. Если даны симплекс s0 Е К и элемент g0 Е а, 
то символом g0s0 мы обозначаем п-мерную цепь rp, опреде• 
ленную следующим образом : 

qJ (sn) = g0, если sn = sn0 
tp (sn) =  - g0, если sn = - sn0 
rp (sn) = О  в остальных случаях . 
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Цепи этого т и па назы ваются элементарными цепями .  Каждая 
п-мерная цепь может быть представлена как сумма Eg,s7 

i 
элементарных п-мерных цепей 1 ) ,  это представление  однозначно , 
если пренебре гать членами с коэффициентом нуль и требовать, 
чтобы sin * +- s:,, при i * i'. 

О п р е  д е л е н.и е VIII 4. 1:1-граница (или просто граница) 
1:1q> п-мерной цепи ер (n ):- О) есть (n  - 1 ) -мерная цепь, опреде­
ленная формулой : 

дер (sn- 1) = � ер (sn) ; вn >- sn - 1  

V-граница 2) (или верхняя граница) Vep п-мерной цепи q> 
(n ):- - 1) есть (n + 1 ) -мерная .  цепь, определенная формулой 8) :  

Vep (sn+ l ) = � ep (sn) . 
в'� -< в'� + 1 

П р  и м е р VII I  1 .  д-границей элементарной цепи gs� (n):-0 ) 
является цепь 

а V-границей - це п ь  

� gsn+ J .  
в'� + 1 >- в� 

В) Оператор 1:1 является, очевидно, гомоморфизмом груп­
пы Ln в группу Ln-1,  а оператор V-гомоморфизмом группы Ln 
в группу Ln+ 1• Операторы 1:1 и V обладают важными свойствами : 

1:11:1ер = О, VVep = О 

для любой п-мерной цепи ер ( с ограничением n):- 1 для первого 
соотношения) .  

1) В су щности, зто - более обыч н ы й  спо соб определе н ия це пи 
как символической  линей н о й  формы от симплексов . Отсюда следует, 
что Ln (К, О) является п рямой суммой k гр уп п, и з о морфных О, где 
k - число неориентированных п-мерных с и мпле ксов комплекса  К. 

2) Поня тие V-граница rюя вилось совсем недав но, тогда как класси­
че ская комби н ат('рная топология пользовалась  тол ь к о  лонн тием ll-гра­
ница .  

3) Сумму n устого множества слагаемы х м ы считаем равной нулю 
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Д о к а з  а т е л ь с т в о . В силу определений операторов .1 и 
V и nоследней части предложения А) ,  мы имеем 

.1.1-:р (sn-2) = � ер (sn), 
s" >- sn - 2  

VY'ep (sn+2) = � ер (sn) . 
8n -< 8n + 2 

Из предложения А) мы  знаем также, что из  s11-<s•H2 вытекает, 
что sn-<- s11+2  и - s11-<sn + 2, Следовательно, каждый член 
о:р (sn) в сумме погаш ается членом ер ( -s11) = - ер  (sn), и 

это показывает, что .1.1ер (s11 - 2) = О для каждого sn-2 и 
VVep (s11+2) = О для каждого sn+ 2• 

О п р е д е л е н и е VIII 5. п-мерная цепь ер комплекса К по 
области коэффициентов О называется .1-ци"ло.м, если .1, = О , 
и V-ци"ло.м, если Vep = о. Из В) следует, что любая п-мерная 
цепь, являющаяся .1-границей некоторой (п + 1 ) -мерной цепи 
( \/-границей (n- 1 ) -мерной цепи), оказы вается .1-циклом (\/-цик­
лом). Цепи этого типа называются оzраничивающи.ми .1-ци"­
ла.ми (ограничивающими V-ци"ла.ми) .  

И п-мерные .1-циклы, и п-мерные V-циклы комплекса К, 
очевидно, образуют подгруппы 1) групп ы  L" (К, О) .  Обозначим 
эти подгруппы соотв етственно через Z� ( К, О) и Z� (K, 0).  
Далее, п-мерные ограничивающие .1-ЦИJ\ЛЫ образуют, в сипу В) , 
подгруппу 2) группы Z� (К, 0) ,  которую мы обозначаем через 
Н1 (К, 0) . Аналогично п-мерные ограничивающие V-циклы 
образуют подгруппу 2) группы Z� (К, 0), и мы обозначаем ее 
н� (К, а). 

А- И V-ГРУППЫ КОМПЛЕКСА 

О п р е д е л е н  и е VI I I  6. Фактор-группа Z�(l(, О) / lfl(K, О) 
группы п-мерных .1 -циклов по группе п-мерных ограничивающих 
.1-циклов называется п-.мерной .1-группой (zpynnoй Бетти) 
"о.мпле"са к по области "оэффициента а и обозначается 

1)  f/дро.м гомоморфизма h группы О в группу О' называется мно­
жество э л е м ентов g E а так и х ,  ч т о h (g) = О. Подгруппы Z� и z; 
я вл я ю r ся ,  таким обр азом, ядрами rомоморфизмов .6. и V группы U1 
в группу Ln- 1  и группы и� в группу L11+ 1 .  

2 )  Н� я вляе1 ся образом группы L11+1 при  гомоморфизме А, а н; 
я вляетс я образом группы Ln-1 nри  гомом орфизме v .  
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через !111(К, О), или !111(К) , или просто /111• Элементы группы 
!111 ,  т .  е .  смежные клас сы группы Z� по подгруппе Н�, назы­
ваются п-мерны.ма !1-класса.ми, а два /1-uикла, принадлежащие 
к одному и тому же /1 - классу, называются zо.молоzичны.ми 
между собой . Аналогично , фактор-группа Z�(K, 0)/ Н�( К, О) 
группы п-мерных V-циклов по группе п-мерных ограничивающих 
V-циклов называется п-.мерной V - группой тсо.мплекса К по 
области тсоэффиr,иеюпов О и обозначается через vп (К, О), 
или vп lK), или nросто V11• Элементы группы vп, т. е. классы 
смежности группы Z� по  подгруппе Ja ,  называются n -.)tерны.ми 
V-класса.ми ,  а два V-uикла , принадлежащие к одному и тому 
же V-классу, назы ваются го.мологичны.ми между собой.  

Ясно, что два п-мерных /1 -цикла 9 и ·� гомологичны в том 
и только в том случае ,  если существует (n + 1) -мерная цепь 
О так а я , что М = 9 - •1 ,  и дв а п -мерных V -цикла 9 и у гомоло­
гичны в том и только в том случае, есл и существует (п -- 1 )­
мерная цепь О та кая , что VO  = 9 - у. 

3 а м е ч  а н и е .  Пусть ;j - группа целых чисел.  То 1·да , для 
каждого n группа !J.n (К, �)  является группой с конечн ы м  чис­
лом образующих.  Следовательно 1) ,  она может быть разложена 
в прямую сумму свободной группы и векоторого числа групп 
конечных порядков .  Ранг свободной подгруппы называется п -.м�:р· 
ны.м числом Бетти ко.мn,1екса К, а порядки конечных nод­
групп в к аноническом разложении  называются п-.мерны.ми 
коэффиа,ие нта.ми кру чения тсо.мплекса К. 

Известно , что ч и сла Бетти и коэффициенты кручения вполне  
определяют /1- и V -группы комплекса по произвол ьной группе 
О в качеств е области коэффициетов . Например, V11 ( К, �) есть 
прямая сумма Ь ,. бесконечных циклических групп, где bn - п-мер­
ное число Бетти комплекса К, и конечных циклических групп ,  
порядки которых равны ( n - 1 ) -мерным коэффициентам кручевин 
ком плекса К. !J.n lK, П) есть прямая сумма Ь ,. групп , изоморфных 
П, и конечных циклических групп , порядки которых равны 
lll - - 1)  - мерным коэффициентам кручени я комплекса К. 

П р и м е р  VII I  2. Если n > dim К, то Vn (K, 0) = 
= tJ.n (K, О) = О .  

П р  и м е р  VIII 3 .  Комплекс К называется связным, если 
он не может быть разбит на два комплекса без общих в ершин , 

1) 3 е й ф е р т и Т р е л ь ф d л л ь, Топология, Москва - Ленин­
град,  1 938, стр. 86, в частности теорема 111 ,  стр. 35 1 .  
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или,  что сводится к тому же самому, если любые две вершины 
р и q комплекса К можно соединить последовательностью 
одномерных симплексов (р , р1), (р1 ,  р2) , • • •  , (Рп• q) . Каждый 
комплекс может б ыть единственным образом разложен на связ­
ные подкомплексы , называемые компонентами комплекса К. 
Можно без труда убедиться в том, ч то нульмерная цепь ком­
плекса К, т. е . функция rp (р) вершин р Е К, является V -цик­
лом в том и только в том случае, если на  каждой компоненте 
комплекса К функция g> (р) имеет постоянное значение .  Нуль­
мерный V -цикл rp гомологичен нулю в том и только в то�f 
случае, если rp имеет постоянное значение на всем комплексе К. 
Следовательно,  группа V0 (R , О) есть прямая сумма т - 1 
групп, изоморфных О, где т - число компонент комплекса К. 
Такой же результат легко установить для группы !::.0 (К, 0) . 

П р и м е р  VIII 4. Если n = dim /(, то группа t::.n (К, О) со-
впадает с группой � (К, 0). Кроме того, каждая п- мерная цепь 
является V -циклом и, следовательно, vn (К, О) совпадает 
с группой Ln (K, 0)/J-/'; (K, 0) . 

П р  и м е р  VII I  5. Пусть К -п-мерный комплекс, обладающий 
следующими свойствами : 1) каждый неориентированный (п - 1 ) ­
мерный симплекс комплекса К является общей гранью в точ­
ности двух п-мерных симплексов ; 2) К не может быть пред­
ставлен каn: сумма двух комплексов , не имеющих ни одного 
общего (п - 1) -мерного симплекса;  (комплексы такого вида 
иногда называются п -мерными псевдомноzообразиями). В ка­
честве области коэффициентов возьмем группу З и определим  
V -группу V n (К) = vn (К, З). Каждая п-мерная цепь является 
V-циклом ,  и единственный вопрос, на который нам остается от­
ветить, состоит в следующем: когда п-мерная цепь является 
ограничивающим V -циклом? Следует различать два случая : 

а) Допустим ,  что каждому п-мерному симплексу комплекса 
К можно придать определенную ориентацию ,  называемую по­
ложительной ориентаци ей, таким образом, чтобы каждый ориен ­
тированный (п - 1) -мерный  симплекс являлся ориентированной 
гранью в точности одного положительно ориентированного 
п-мерноrо симплекса (и, следовательно ,  в точности одного 
отрицательно ориентированного симплекса). Мы скажем тогда, 
что комплекс К ориентируем. Легко доказать , что каковы бы 
ни были два произвольных положительно ориентированных 
симплекса sn и sn, элементарные цепи 1 sn и 1 sn гомологичны. 
(Это я сно, ко г да sn и ";п - соседние симпл ексы; общее утвер-. 
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ждение сводитс я  к свойству 2)) . Заметим далее, что каждая 
п-мерная цепь, являющаяся V -границей пекоторой (п - 1 )  -мер ­
ной цепи, удовлетворяет условию � rp (s») = О, где сумма 
распространена на все положительно ориентированные симплексы 
(достаточно проверить зто для случая, когда rp является '\/ -гра­
ницей элементарной цепи). Отсюда можно заключить, что 
vn (К) изоморфна группе � и что, если s� - произвольный 
ориентированный п-мерный симплекс, элементарные цепи 
ms�, т =  О , -+- 1 , -+- 2, . •  , представляют все V - классы ,  причем 
в каждый V-класс входит лишь одна из этих цепей. Аналогично , 
если G - произвольпая группа, группа V»(/(, G) и зомор ­
фна G. 

Ь) Допустим, что п-мерные симплексы комплекса К нельзя 
ориентироваrь в соответствии с требованиями, высказанными 
выше. В этом случае К называется неориентируе.мым. Легко 
покаэать, что для каждого sn цепь 2sn гомологична нулю 
и что группа V» (К, �) является группой порядка 2 .  Неиулевой 
элемент группы vn (К, �) nредставляется каждым из  V -циклов 
1s7& (для того чтобы доказать, что цепь t sn не гомологична 
нулю, надо покаэать, что если ± s?, i = 1 , . . •  , k, суть все 
ориентированные п-мерные  симплексы комплекса К и rp - п-мер ­
ная цепь, являющаяся '\/-границей пекоторой (п - 1) -мерноlt 
цепи, то 

k 
� rp (sf) := O (mod 2) .  

i = 1 

П р и м е р  VIII 6 .  Пусть комплекс К являетсн суммой двух 
комплексов 1(1 и К2, не имеющих общих вершин. Тогда, при 
n > О, Vn (K, G) есть прямая сумма групп Vn (K1, G) и 
Vn (K2, G}, и f!..n (K, G) есть прямая сумма групп !!..•� (K1, G) и 
f!..n (K2, 0) . При n = О эти утверждения неверны (см .  при ­
мер VIII 3) .  

Мы будем часто рассматривать соответствия между цепями  
одного и цепями другого комплекса . 

с) Пусть К1 и К2 - два комплекса ,  и О - группа . Допустим , 
что каждой п-мерноИ цепи rp комплекса К1 по области коэф­
фициентов G постановлена в соответствие п-мернан цепь h (rp) 
комплекса К2 по той же области коэффициентов,  n = О, 1 ,  2, . . . , 
и для каждого n оператор h является гомоморфизмом группы 
Ln (К1 , О) в группу Ln (K2, 0) . Допустим, наконец, что h 
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коммутирует с граничным оператором � .  т .  с .  

h ( � ( �)  ) = � (ll ( tp) ) 
для I<аждой п-мерноtt цепи 9 комплекса 1{1 '  Тогда h переводит 
�-циклы в �-циклы и ограничивающие �-ци клы - в ограничи­
вающие �-циклы, и , следовательно, гомоморфно отображает 
группу �n (К1) в группу � �� (К2) . Аналогично, если h коммути ­
рует с верхним граничным оператором V ,  т. е .  если 

h (V (<?) ) = V (h ('f) ) ,  

то  h переводит V -циклы в V -циклы и ограничивающие V-циклы 
в ограничивающие V -циклы, и, следовательно, гомоморфно 
отображает группу V11 (К1) в группу vп (К2) . 

Е С ТЕСТВЕН I J ЫЕ ГОМОМОРФИ ЗМЫ. 4· и V-Г РУ П П Ы  mod L 

Пусть К- комплекс , L - П)дкомплекс 1 ) комплекса К. 
Каждой п -мерной цепи Ф комплекса К, естественным образом , 
соответствует п -мерная  цепь 9 = hL Ф комплекса L, полученная 
ограничением области определении rtепи Ф только симплексами 
подкомплекса L и обратно, Kdждott цепи 9 комплекса L соот­
ветствует цепь Ф = hк'f комплекса К, определенная следующим 
образом : Ф (sn) == 9 (s•�) , если sn Е L ,  и Ф (sn) = О, если sn � L. 
Для каждого n мы получаем таким путем гомоморфизм hL группы 
Ln (К, О) в 2) группу L11 (L, О) и гомоморфизм lzк группы 
L'6 (L, О) в 2) группу Ln (К, 0). Легко показать, что оператор 

1) Существ е нно де лать разл и чие ме жilу цепями ком плекса К и 
цеnями nодкомnл е к с а  L. Первые я вляются функциsми, определенны ми 
на симnлексах комплек са К, а вторые - функ циями, оnределенн ыми 
на  симnлексах n одк о м плекса 1 . .  Даже если (для некоторого фикси­
рованного n) множество п-мерных симплексов nодкомплекса L с о ­
вnадает с множеством fl -мерных с и мплексов комплекс а  /(, необходим о  
ОТJIИчать п-мерную цеп ь  Ф комплекса К о т  п-мерной це п и  'f nодком­
nлекса L :  область определения функции V Ф состои т из всех (п + 1 ) ­
мер н ы х  симплексов к о мплекса К. тогда как обла с r ь  оnреАеJiения 
функции V tp сос тоит  лишь из (п + 1 ) -мериых симпJiексов ком нJi екса L. 
Следу е т  быть особенно осторожным, когда цепь записывается как 
л иней н а я  комбинация элементарных цепей, ибо эпемеитариая це n ь  
g� где s� симплекс подкомпл екса L, может оавачать как цепь ком ­
п л е к с а  L, т ак и цепь комплекса К. 

2) В дейст вительности h L я вляется г омоморфизом г руппы L11 (К, О) 
на группу 1.11 (L, 0), а hк - из о w ор ф измом группы 1}1 (L, О) в группу 
Ln (К, 0). (В этой книге и гомоморфизм и изо морфизм гру ппы О в 
rру п 1 1 у  Н означ а е т  отобр ажение группы О на подгруппу груn п ы  Н. ) 
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hL коммутирует с верхним граничным оператором 'У ,  т. е. для 
любой цепи Ф комплекса К 

( 1 ) 
Аналогично, оператор hк коммутирует с граничным оператором 
А,  т. е.  для любо!! цеnи  rp подкомплекса  L :  

t 1 ') 

Из С) заключаем , что hL порождает гомоморфизм группы 
'V11 (К, О) в группу V11 (L, О) и hк по рождает гомоморфизм 
группы A11 (L, О) в группу А11 (К, 0) . 

О п р е д е л е н и е VIII 7 .  Гомоморфизм h L группы 'V11 (/(, О) 
в группу vn (L, О) и гомоморфизм hк группы An (L , О) в группу 
А11 (К, О) называются естественны.ми zомоморфизма.ми, Если ..., 
элемент е группы 'V11 (L) являет ся образом э.Iемента е группы 
'V11 (К) при hL ,  то ; называется продолжением элемента е, 
а элемент е - продолжаемым на К. Элемент группы А 11 (L) , 
переходящий при hк в нуль группы An (К), назы вается ограни-
чивающим в К. 

Мы опускаем простое доказательство следующего nредло­
жения : 

D) Пусть размерность комплекса К равна n. Естественный 
гомоморфизм группы А11 (L) в группу А'� (/() является изомор­
физмом An (L) в An (К), тогда как естественный гомоморфизм 
группы 'V11 (K) в груnпу 'V11 (L) я вля ется гомоморфизмом Vn (К) 
на v•� (L), т. е .  каждый элемент групnы 'V 11 (L) имеет продол­
жение (для доказательства нужно воспользо ваться примером 
VIII 4) .  Пусть L - подкомплекс комплекса К, состоящий из 
всех симплексов комплекса К размерности < т. Для т = п - 1 
естественный гомоморфизм группы АШ (L) в группу Arn (К) я в­
ляется гомоморфизмом А т ( L) на А т (К) ,  а естественный гомо­
морфизм группы Vm (К)  в группу 'У n •  (L) является изоморфиз­
мом 'V111 (К) .в Vm (L ) . Если т < n - 2, то оба естеств енных 
гомоморфизма я nляются изоморфизмами на .  

Е )  Пусть е - элемент группы 'У 11 (L) , и ;'- продолжение ..., 
элемента е, е Е Vn (К) .  Тогда для каждого 'У-цикла rp подком­
плекса L, представляющего е, существует 'У -цикл Ф комплекса ..., 
К, представляющиП е и нвляющиАс,я продолжением 'У-цикла <р.  
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"" 
Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что е =  О. Тогда 

е =  О, т. е .  существует цепь ф комплекса L такая, что Vф = Ч'· 
Гомологичный нулю V-цикл VhкФ является тогда продолже-
нием lf, ибо hL VhкФ = V hLhк"f = Vф = Ч'· Пусть теперь ; -
произвольвый элемент группы Vn (К)

"" 
и пусть Ф1 - V-цикл 

комплекса К, принадлежащий V -классу е. Тогда !f - hLФ1 есть 
ограничивающий V -цикл комплекса L и, следовательно, он 
продолжаем в ограничивающий V-цикл Ф11 комплекса К. 
V-цикл Ф1 + Ф2 является искомым продолжением V -цикла rp.  

Рассмотрим теперь функции, примимающие значения из 
группы О, определенные на  ориентированных: п-мерных сим­
плексах 1 ) дополнения К "-.  L. Если такая цепь удовлетворяет 
условию : q; (- sn) = - q; (sn), то она называется п-мерной t'епью 
шоd L. п-мерные цепи шоd L образуют группу. А· и V -граница 
цепи  q; шоd L определяются таким же образом, как для обыч­
ных цепей ,  с тем единственным отличием, что Arp и Vrp рассма­
триваются как цепи, определенные только для sn Е К"-. L. 
Проверяем, что AAr.p = О и VV!f = О . Как прежде, А· и 
V-циклы mod L определяем соотношениями Alf = О  и Vlf = О. 
Определяем An (К mod L, О) ,  п-мерную A-zpynny К mod L, как 
фактор-группу группы всех А-циклов mod L по группе всех 
ограничивающих А-циклов mod L, и vn (К mod L, 0), п-мерную 
V-гpynny К mod L, как фактор-групnу группы всех V-цик­
лов mod L по  группе всех ограничивающих V-циклов mod L. 

П р и м е р  VIII 8 . Пусть К- произвольный комплекс . Обра­
зуем новый комплекс К*, называемый r&онусом над К, приба­
вляя к вершинам комплекса К новую вершину р и считая сим­
плексами комплекса К* все симплексы комплекса К и все 
симплексы вида (р, sn) , где симплекс sn Е К. Ясно, что ориен­
тированные п -мерные симплексы дополнения К* "-. К находятся 
во взаимно однозначном соответствии с ориентированными 
(n - 1 )-мерными симплексами комплекса К; следовательно, 
п-мерные цепи К* mod К находятся в изоморфном соответствии 
с (n - 1)-мерными цепями комплекса К. Нетрудно доказать, 
что  группы vn (К* mod К) и vп-1  (К) и, точно так же ,  
группы An (Ю' m od К) и An- 1 (К) изоморфны, n = 1, 2, . . .  

П р  и м е р  VIII 9 .  Если К1, К2, L - подкомплексы комплекса 
К и К == К1 U К2, К1 П К11 с: L, то группа Vn (К mod L, 0) есть 

Ч Т. е.  п- мерных с и м плексах комплекса 1(, не принадлежащих L.  
К р а с с матри в а ется как множество своих симп·лексов. 
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прямая сумма групп vn(K1 mod (L n К1) , О) и V11(K2 mod (L n K2) , О). 
Аналогичное утверждение справедливо для .i-групп (в  отличие 
от утверждений примера VIII 6 эти утверждения имеют место, 
даже если n = 0) . 

Если Ф - т-мерная цепь комплекса К, то обозначим через 
hк , LФ ту т-мерную цепь mod L, которая получается из Ф огра­
ничением области определения цепи Ф только симплексами ,  входя­
щими в К ""- L. Если !р-·т-мерная цепь mod L, то обозначим через 
hк!f т -мерную цепь комплекса К, определенную следующим 
образом : hк!f (sm) = !f (sm) , если s'n E K ""- L, и hк !f (sm) = O,  
если sm Е L .  Легко проверяем, что 

hк "'- LdФ = dhк "'- Lф 

для любой т-мерной цепи Ф комплекса К и 

hкV !f = Vhк!f 

(2) 

(2 ') 

для любой т-мерной цепи  !f компл екса К mod L (сопоставьте эти 
формулы 1 )  с формулами ( 1 ) и ( 1 ') и обратите внимание на то ,  
что операторы .i и V меняются местами) . 

F) Допустим,  что Vm (Kmod L, О) = О. Пусть Ф - т-мер­
ный V -цикл комплеi(Са К, и � - (т - 1 )·мерная цепь подком­
плекса L такая, что V � = hL Ф.  Тогда существует (т - 1 ) ­
мерная цепь � комплекса К, обладающая свойствами: 

hL \.11' = � ;  V\.11' = Ф .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Ф '  = Ф - V hк� является т-мерным 
V-циклом комплекса К, обнадающим тем свойством , что hL Ф' = О , 

т . е. Ф' (sm) = О, если sm Е L, так как, в силу ( 1 ') ,  hLФ' = 
= hL Ф- V ф = О , О чевидно, hк - LФ '  является т-мерным V -цик ­
лом mod L и, так как по предположению все т-мерные V-циклы 
mod L ограничивают, то существует (т - 1 )-мерная цепь �, mod L 
такая, что V �' = hк '- LФ' и, следовательно, в силу (2 ' ) ,  V hк•'/ = 
= hкV �' = hкlzк "'- L Ф'  = Ф' = Ф - V  hк�· 

1) Соотношения (2) н (2') показывают, что оператор hк nорождает 

дпя данных т и Q гомоморфизм группы vm (Kmod L, О)  в группу 
vm (К, Q) и hк "'- L порождает гомоморфизм г руппы 11m (К, Q) 
в груnпу f1m (K mod L, 0).  
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Цепь 'У = hк•'f + hк'f' удовлетворяет условиям hL 1.1:' = у 
и V W = Ф. 

Из F)  получаем : 
G) Если V•n (Kmod L, G) = О , то естественный гомоморфизм 

группы V 111 (К, G) в группу v111 (L , G) является изоморфизмом, 
а естественвый  гомоморфизм группы Vm - l (К, G) в группу 
Vm- 1 ( L, G) является гомоморфизмом на группу V111 - 1 (/. , G) . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о . С одной стороны, из F) вытекает, 
что т-мерный V-цикл Ф комплекса К ограничивает, если огра­
ничивает hLФ .  С другой стороны, применяя F) к т-мерному 
V-циклу Ф = О получаем , что каждый ( т - 1 ) -мерный V -цикл 
'f подкомплекса L является образом некоторого V -ц · : кла ком­
плекса К nри hL . 

Установим теперь предложения ,  аналогичные F) и G) ,  для 
граничного оператора д .  Будем для I<раткости называть две 
т-мерные цепи Ф1 и Ф2 комплекса К (которые не обязательно 
являются д-циклами) z омолоzичны.ми, если их разность Ф1 - Ф2 
является ограничивающим д-циклом ; отсюда , конечно,  следует,  
что Ф1 и Ф2 имеют одну и ту же границу . 

F' ) Допуст и м ,  что д111 (К mod L, G) = О. Пусть ер - (т - 1 ) ­
мерный д-цикл подкомплекса L, и W - т-мерная цепь комплекса 
!( такая , что дqr = hКf. Тогда существует т-мерная цепь 
'f подкомплекса L такая, что цепь hк•'f гомологична W. Отсюда 
следует, что д'f = ер  (так как hк есть взаимно однозначное 
соответствие и , в силу ( 1 ' ) ,  hкд'f = Аhк•i = АЧ! = hк'Р) ·  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  hк "- 1,\f!' является т-мерным А-циклом 
mod L ( ибо, в силу (2) ,  М к "  Lqr = hк "- LAW = hк "- Lhк'P = 0) ,  
и так как по предположению все т -мерные д-циклы mod L огра­
н ичивают, hK "- Lqr = М , где 6 - пекоторая (т + 1 )-меrная цепь 
mod L .  т -мерная цепь '1"' = '1" - AhкfJ гомологична IJ.i' , и ,  
в силу (2),  мы имеем hк "- L W ' = hк "- L W - Аhк "- LhкO= 
= hк "- L'l" - А� = О. Это показывает, что W' = hкhLW '  и что , 
следовательно , цепь у = h1, W ' удовлетворяет условиям пред­
ложения F' ) .  

И з  F') попучаем : 
G' ) Если A'1t (K mod L ,  О) = О, то естественный гомоморфизм 

группы А т (L, G) в груп пу дт (К, G) является гомоморфизмом 
на гуппу дт (К, G) , а естественный гомоморфизм группы 
А"' - 1  (L , G) в группу А111 - 1 (К, G) является изоморфизмом. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Из F') ,  очевидно, следует, что (т - 1 )· 
мерный d-цикл q� подкомплекса L ограничивает, если hк'.Р огра­
ничивает. С друго ll стороны , применяя F') к (т - 1 )-мерному 
до-циклу q� = О , получаем, что каждый т-мерный до-цикл ком­
плекса К является образом некоторого т-мерного до-цикла 
подкомплекса L при hк. 

Мы воспользуемся теперь предложениями G) и G') для 
определения д.- и V-групn простейших комплексов . 

П р и м е р  VII I  1 О . Пусть Qn - комплекс,  состоящий  из п-мер­
ного симплекса и всех его граней . Тогда для всех т, V- и 
d-группы ym (Qn, О) и dm (Qn, О) суть нулевые группы. Это 
доказывается индукцией по n. Утверждение тривиально для Q0• 
Допустим, что оно справедливо для Qn-1 . Но Q11 есть конус над 
Qn- 1 . В силу примера VIII  8, группы V11� (Qn mod Qn- 1 ,  О) 
суть нулевые группы при всех т .  В силу G),  ym (Qn, О) изо­
морфна vm (Q•�- 1 ,  О) и ,  следовательно, я вляется нулевой 
группой. Аналогично, dm (Qn, G) есть нулевая группа. 

П р и м е р  VII I  1 1 .  Пусть Rn - комплекс, сос тоящий из 
всех граней (n+ 1 )-мерного симпле кса ,  размерность которых < n. 
Назовем этот комплекс элементарной п-мерно й сферой .  Есл и 
выбрана некоторая оnределенная ориентация sn+ 1 данного(п+ 1 )­
мерного симплекса, то мы будем говорить об ориентированной 
элементарной п-мерной сфере R.n, при чем ориентированные 
грани симплекса sn + 1  будем называть положительно ориенти ­
рованными симплексами Rn. (Rn, очевидно ,  является ориенти­
руемым псевдомноrообразием) . Rn, коне чно ,  является подком­
плексом компле кса Qn+ 1 и ,  так как, в силу предложения D), 
для т < n - 1 групnы у т (Rn, О) и d11� (Rn, О) изоморфны соот­
ветственно группам Vm (Qn+ t , 0) и dm (Qn + 1 , 0), то из при­
мера VII I  1 0 мы получаем, что V•n lRn, О) = dm (Rn, О) = О ,  
т < n- 1 . Рассмотрим теперь vn  (Rn , 0). Воспользовавшись 
nримерам VIII 5, мы могли бы притти к заключению,  что 
Vn (Rn, О) изоморфна группе а. Однако значительно проще 
следующее рассуждение :  n -мерные V-циклы комплекса Rn суть 
просто все n-мерные цепи ,  и если п-мерная цепь <р комплекса 
Rn ограничивает, то п-мерная цепь 1) Ф = hQn+t q� должна быть 
V-rраницей и , следовательно, - 'У-циклом комплекса Qn+ 1 (так 
как Rn состоит из всех симплексов комплекса Qn+ 1 размер-

1) Это - та же самая функция ер, но рассматриваемая теперь как 
цеп ь комплекса Qn+ t ;  см . сноску на стр . 1 56. 

1 1  ЗаJ(, б9i. Л. Гуреви<r 
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н ости<п) ; наоборот, каждый п-мерный V-цикл комплекса 
Qn+ 1 ограничивает (согласно примеру VIII  1 0). Пусть 
sr (i = о, 1 ,  . . . • n + 1 ) - положительно ориентированные 
п-мерные симплексы ориентированной элементарной п-мерной 
сферы. Если rр - некоторая п-мерная цепь комплекса Rn, то, 
для того чтобы цепь Ф была V-циклом комплекса Qn + 1 ,  необ-

n + t  
ходимо и достаточно, чтобы � rp (sf) = О ;  в соответстви 1 1  со 

4 = 0 
сделанным выше замечанием (о том, что п-мерные ограничиваю­
щие V-щшлы комплекса Rn соответствуют п-мерным V-циклам 
комплекса Qn+1), это равенство является также необходимым 
и достаточным условием, для того чтобы V-цикл rp ограничи­
вал в Rn. Отсюда следует, что если rp - произвольмая п-ме�-

п + I  tt + l  
ная цепь комплекса R_n, то элемент � <р (s.") = � Ф (stn) 

i = O i = U  
групnы а характеризует V-класс , содержащий rp, и что , сле ­
довательно , Vn (Rn, а) изоморфна группе а. Различные V-классы 
представляются цепями gsn0 , где g- некоторый элемент группы 
а. Заметим, что ориентировать Rn значит выбрать один из 
двух образующих с вободной циклической группы vп (Rn, 9) .  

Рассмотрим теперь группу An (Rn, а), которая является 
ничем иным ка к группой Z1 (R", а) п-мерных А-циклов . 
п-мерная цепь <р является А-циклом в том и только в том 
случае ,  если hQ'+1 9 ограничи вает в Qn+ 1 , в силу тех же рассужде­
ний, как и в случае V- гомологии .  Далее, элементарные tn+ 1 ) -мер ­
ные цепи комnлекса Qn+ l  суть цепи вида gsn+ I ; границы этих цеnей 
являются функциями , примимающими одно и то же зн а чение g 
на всех симплексах sin и значение - g на всех симплексах - sin· 
Это показывает, что An (Rn,a) также изоморфна группе а. 

ВАРИЦЕНТРИЧЕСКИЕ ПОДРАЗДЕЛЕНИЯ 
Пусть К- комплекс , и полиэдр Р - его геометрическая 

реализация . Пусть Р' - барицентриЧеС!сое подразделение поли­
эдра Р, т .  е. однозначно определенное подразделение Р на 
симnлексы , вершинами которых я вляются вершины и центры 
тяжести клеток nолиэдра Р. Пусть К' - комплекс остовов поли­
эдра  Р' . Тогда К' называ ется барицентричесtсим подразделе­
нием комплекса К. К' следующим образом может быть опре­
делено абстрактно : каждой п а ре симпле ксов sm и - sm ком­
плекса К, т .  е . каждому неориентированному симплексу , ста­
вим в соответствие символ [s >�� ] ;  эти символы [s111] суть вершины 
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комплекса К' . (Геометрической реализацией символа [sm] является 
центр тяжести клетки s"'.) Неориентированными симплексами ком­
плекса К' являются последовательности 

([s"'o] , [ sm 1 ) , • . .  , [ smt ) ), 

где т0 > т1 > . . .  > т, и симплекс smp является гранью сим ­
плекса sm• - 1 •  

Из геометрической картины полиэдра Р ясно, что кажому 
ориентированному т-мерному симплексу комплекса К принад ­
лежит (т + 1 ) 1 ориентированных т-мерных симплексов ком ­
плекса К'. Абстрактно симплекс 

0Ро, Р1 , · · · ,  Рт ] , [pl , · · · , Рт] • • • • • [Рт] ) , 

ориентированный как указано, называется ориентированным 
т-мерным подсимп.лексом ориентированного симплекса (р0 ,  • • •  ,рт) 
комплекса 1(, а ориентированны И иначе - ориентированным nод­
симплексом симплекса - (р0, • • • , Рт) . 

Если s1"' Е К' есть ориентированный подс имплекс симплекса 
sm Е К, то мы пише м :  s1m< . sm. 

Если дан комплекс К, то в результате итерации процесса 
барицентрического подразделения получаем последовательность 
комплексов, называемых последовательными барицентриче­
скими подразделениями комплекса К и обозначаемых через 
К', К", . . . , кст> ,  . . . . Мы, естественно, говорим об п-мерном сим ­
плексе sn<т> Е Кт, что он является ориентированнЫм подси.м­
плексо.м симплекса snE K, если существует цепочка симпле· 
к сов sn (i) Е K(i) , i = 1 ,  • . • , т - 1 , для которых 

8n<m> < . 8п(т-1) < . . .  < . sn' < . sn . 

Теперь мы докажем, что процесс барицентрического под­
разделения не  изменяет Ь.- и V-групп комплекса . 

Каждой цепи (j) комnлекса К' поставим в соотве:гствие 
це пь Ф = -.t<p комплекса К, определенную формулой 

Ф (s"') = �� (s1"'). 
вт' < · Вт 

Легко видеть , что оператор "' коммутирует с верхним гранич­
ным оператором : Vr.� = r.V�. Следовател ьно (предложенИе С)) , 
1t порождает гомоморфизм группы vm (К' ,  О) в группу Vm (К, 0) .  
Более того. 

1 1 * 
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Н) Го.ио.морфиз.м группы Vm (К',  О) в zруппу vrп (К, G), 
порожденный onepamopo.u 'lt, является изо.морфиз.мо.м группы 
Vm (K',O) на группу Vm (К, О) .  

Рассуждения, которыми мы  пользовзлись при доказательстве 
G) , показывают, что Н) содержится в следующем предложении: 

1) Пусть � - т-мерный V -цикл комnлекса К', и W - (т - 1 )­
мерная цепь комплекса К такая, что 'lt� = V\f' . Тогда суще­
ствует (т - 1 ) -мерная цепь 9 комплекса К' такая, что т:•} = ч,· 
и Vф = �, m =  1 , 2, • . . . 

Д о к а з а  т е л ь с т в о п р  е д л о ж е н и я 1 )  индукцией по 
размерности комплекса К. Предложение 1 )  очевидно, если 
dim К= О, ибо в этом случае К' = К. Мы докажем 
1) для dim К = n>O, предполагая , что 1 ) ,  а ,  следовательно, и 
Н), имеют место для любого комплекса размерности -< n - 1 . 
Обозначим через кп- 1 подкомплекс коиплекса К, СОСТОЯЩИЙ 
из всех симплексов размерности -< n - 1 ,  и через кп - 1 ' бари­
центрическое подразделение комплекса к•• - 1  (К11- 1 1 является, 
конечно, подкомnлексом комплекса К') . Первый шаг будет 
состоять в вычислении групп : 

Vm (K' mod Kn- 1') = Vm (K' mod K11- 1 ' ,  G ) ,  m = O, 1 ,  2 ,  . . . n .  
Пусть -+- s?, -+- s'{;, . • .  , -+- srn суть все п-мерные симnлексы 

комnлекса К; пусть Q/•, i = 1 ,  2 , . . . , r,  - комплекс, состоящий 
из симплекса s,n и всех его граней, Rni l _ элементарная (n - 1 ) -
мерная сфера , состоящая из граней симплекса sn'i"l размерно­
сти  ..;;;;: n - 1 , а Q,n' и Rnil' - барицентрические подразделения 
комплексов Q/1 и Rni 1 •  В силу примера VШ 9, груnпа 
vm (К' mod кп-1 ') есть прямая сумма групп 

( 3) 
Так как Q,n' является конусом над Rп--"· 1 ' ,  то V111 ( Q/•' mod R'�� i 1 ') 

изоморфна (пример VIII 8) группе Vm (Rn·/ ) ,  которая, по ин­
дуктивному предположению, в свою очередь изоморфна груп· 
пе vm- 1 (�i1) (при гомоморфизме, порожденном оператором 'It) . 
Из примера VII I  1 1  вытекает,  что Vm (Qt.n' mod Rni-1') есть ну-' 
левая группа при т <  п и изоморфна группе а при т = п ; кроме 
того, V -класс п-мерного V - цикла � комплекса Qi•' mod Rn-/ ' 
характеризуется элементом � � (sn') группа G. Замечая далее, 

sn' < · в'! t 
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что для произвольной п-мерной,  цепи ер комплекса К' соотно­
шение 7tep = О эквивалентно соотношению � ер (s»') = О для 

в»'< ·  в� 
каждого i = 1 , 2, . . .  , г, получаем следующее утверждение . 

J) Все группы Vm (К' mod кп-1 ') при т <  n являются нуле­
выми группами. п-мерный V-цикл ер комплекса К' mod кп-1 ' го­
мологичен нулю в том и только в том случае , если 7tep = О. 

Продолжим теперь доказательство предложения I). Рассмо­
трим сн ачала случай т =  n. Пусть ф1 - (п - 1)-мерная цепь 
комплекса К' такая, что 1tф1 = W (такая цепь, конечно, может 
быть найдена, ибо 1t является гомоморфизмом группы Ln (К') 
на груnпу Ln (К). Тогда мы имеем 

1t (<p - Vф1)  = 1t<p - V1tф1 = ч - VIF = О. 

В силу второй части J), это означает, что V-цикл 

h к,'.К"-1' (<р - Vф1 ) 

гомологичен нул ю, другими словами 

<р - Vф1 = Vy2, (4) 
где ф2 - некоторая (п - 1 ) -мерная цепь комплекса К' , удовле­
творяющая условию : tf2 (sn- 1 ' ) = о, если sn- 1 '  Е кп- 1' .  Отсюда 
следует, что 1tф11 = О, а это вместе с (4) показывает, что цепь 
ф = ф1 + ф2 удовлетворяет требованиям I) . 

Пусть теперь т .<;; n - 1 .  Применяя индуктивное предполо­
жение к комплексу К11 - 1 ,  устанавливаем прежде всего суще­
ствование (т - 1 )-мерной цепи ф1 комплекса кп- 1 ' такой , 
что 1tф1 = hкn- 1 W и Vф1 = hкn - 1 'ер. В силу первой части пред­
ложения J), предположения F) выполнены, и, следовательно, 
можно построить цепь у комплекса К', являющуюся продол­
жением цепи ф1 и имеющую <р своей V-rраницей. Очевидно , у 
удовлетворяет требованиям предложения 1 ) . Таким образом, 
доказательство I), а следовательно , и Н), закончено . 

Рассмотрим теперь оператор 1t 1 ,  ставящий каждой т-мер­
ной цепи Ф комплекса К в соответствие т-мерную цепь 1t'Ф 
I<амrшекса К', определенную следующим образом : 1t'Ф(sm') = 
= Ф(s111), если sm' < · sm, и 1t'Ф (.sm') = О, если sm' не 
является подсимплексом никакого симплекса sm. Ясно, что 1t' 
устанавливает гомо;vюрфизм группы Lm(/(, 0) в группу Lm(K' ,O) .  
Легко проверить, что 1t 1  коммутирует с граничным оператором : 
7.1 .lФ = .17-'Ф для л юбой т-мерной цени Ф ком плекс а К, т :.>- О .  
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Сщ�довательно, 'lt' nриводит к гомоморфизму групnы Am(K,O)  
в груnпу Am (К', О) . По аналогии с Н) имеем: 

Н') Гомоморфизм группы Am(K, O) в группу Am(K' , 0) , 
по рожденный оператором 1t1,  является изоморфизмом группы 
11111(К, О) на группу 11m(K', O). 

Доказательство 1) nредложения Н') совершенно аналогично 
доказательству предложения Н) .  Рассуждения, использован­
ные при доказательстве предложения G') ,  показывают, что 
Н') содержится в 

1 ') Пусть Ф - (т - 1) -мерный А-цикл комплекса К, и � ­
т-мерная цепь комплекса К' такая , что Aljl = 'lt1 Ф.  Тог да суще­
ствует т-мерная цепь W комплекса К такая, что 'lt'qr гомоло­
гично <J; и ,  следовательно, AW = Ф. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 1 '). 1 ') тривиально, 
ели dim К= О. Пусть dim К= п > о. и предположим, что 1 ' )  

имеет место для всех комnлексов размерности -<. п - 1 . Исполь­
зуя это индуктивное предположение,  мы установим, в nолной 
аналогии с J), предложение : 

J') при т <  п группы 11m (К' mod К11- 1 ') являются нулевыми 
группами .  п-мерная цеnь <р комплекса К' mod кn-1 ' является А-цик­
лом mod кп-1 ' в том и только в том случае, если hК' <р является об­
разом пекоторой цели комплекса К при гомоморфизме 1t1 •  

Доказательство предложения J' )  мы опускаем. Докан<ем 
теперь I ' )  сначала для случая т =  п. Так как 1t'Ф (sn- 1' ) =0, 
если sn - 1 ' � кп-1 '. то из соотношения 11ф = 'lt1Ф следует, что 
hкг"-�-1 ljl является 11-циклом mod 1(!1-1 '. В силу второй части 
J' ), отсюда вытекает, что существУ:ет цепь W комплекса К 
такая , что 'lt' qr = � . 

Пусть теперь т -<.  п - 1 . В силу F')  и J ' ), существует 
т-мерная цепь у1 комnлекса Kn-1' такая, что hК' у1 гомоло­
ги чно у. По индуктивному предположению, применеиному 1{ ком­
плексу Kn-t ' , существует т-мерная цепь qr комплекса Kn- t  
такая, что 'lt'\f гомологично у1 ; это значит, что 7t 1  hк qr гомологично 
hК' ф1 и, следовательно, у. Таким образом. цепь hк 'l' удовле­
творяет требов аниям предложения 1 ' ) . 

3 а м е ч  а н и е .  Н) и Н') представляют собой частные слу­
. чаи основн'ой  теоремы комбинаторной топологии ( предложение 
4 Е)) : два комплекса, имеющие гомеоморфные геометрические реа­
лизации. имеют изоморфные V - и 11-rруппы. Именно эта теорема 

1)  Н') можно также получить из Н) применением методов двойствен 
�ости, развитых ниже, в § 2. См. сноску на стр. 1 76. 
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дает V- и А-группам , в отличие  от групп А·циклов, V-циклов, 
ограничивающих А-циклов и т . д.,  их топологическое зна­
чение. 

П р  и м е р  VIII 1 1 . Пусть R», Rn', R»", . . . -элементарная 
п-мерная сфера и ее последовательные барицентрические 
подразделения . Из Н) и Н') следует, что V - и А - группы этих 
комплексов одни и т е  же, т. е .  ( см. пример VIII 1 1 )  
vm (Rп<i>, О) = А т (Rr�<iJ, G) = о, если т < п ,  и vn (Rпю, О) = 
= An (R»<1> , 0) = О. 

Можно расширить понятие барицентрического подразделе­
ния, определив барицентри�tеское подразделение комплекса К 
по .модулю подкомплекса L. Мы ограничимся геометрическим 
определением этого вида подразделения  в терминах полиэдров 
Р и Q, являющихся геометрическими реализациями комплексов 
К и L, предоставля я  читателю абстрактную формулировку. Под 
барицентрическим подразделением полиэдра Р mod Q, где Q­
подполиэдр полиэдра Р, мы понимаем однозначно определенное 
подразделение полиэдра Р, вершинами которого являются вер­
шины полиэдра Р и центры тяжести тех клеток полиэдра Р, 
которые не содержатся в Q (так что Q не подразделяется) . 
Операторы 'lt и 1t1 определяются  так же , как и раньше, и пред­
ложения Н)  и Н')  остаются справедливыми. Ясно, что можно 
говорить о последовательных барицентрических подразделе­
ниях комплекса Kmod L. 

2. Двойственность 

О п р е д е л е н  и е VIII 8 . Пусть П -группа действительных 
чисел, приведеиных по модулю 1 , и G - произвольная ( абелева)  
группа. Гомоморфизм группы О в группу П называется харак­
тером группы G. Если z1 и z2 - два характера группы О, то 
характер х, определенный равенством 

х (g) = х; (g) + Х2 (g) ,  

называется суямой характеров z1 и х_2 .  При таком определе­
нии  характеры группы О образуют группу ; эта группа назы­
вается -группой характеров группы а и обозначается через О* .  
Нулевым характером группы а является гомоморфизм, отобра­
жающий все а в нуль группы п. 

3 а м е ч а н и е. Если О - счетная дискретная грун па, то м ы  
вводим в группу G *  топологию, следующим образом определяя 
сходимость: Xn � л. в G* ' если для каждого g Е а в группе п 
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выполнено соотношение : z.1• (g) � х (g) . Оказывается 1) ,  что 
полученное таким обра зом топологическое пространство ком­
пактно и обладает счетным базисом ; кроме того, группа непре­
рывных характеров группы G* дискrетна и изоморфна группе а. 

На протяжении § 2 а· будет обозначать счетную дискретную 
группу, а ее группа характеров топологизируется в соответ­
ствии с только что сделанным замечанием.  

П р  и м е р  VIII 1 2 . Пусть а =  :J. Тогда G* изоморфна П. 
П р  и м е р VIII 1 3 .  Пусть О-группа конечного порядка . 

Тогда О* изоморфна а. 
О п р е д е л е н  и е VII I  9 .  Пусть Н-подгруппа группы а. 

Совокупность характеров группы а, отображающих все эле­
менты подгруппы Н в нуль группы П, образует замкнутую под­
группу группы G*,  называемую аннулятором подгруппы Н. 
Обратно, для данной подгруппы J группы G"�' совокупность 
эJiементов группы а, отображаемых каждым элементом под­
группы J в нуль группы п, образует подгруппу гру ппы а, 
называемую аннулятором подгрупп ы  J .  

Следует обратить внимание на то, что аннулятор подгруппы 
группы а является подгруппой группы  0* ,  аннулятор подгрупnы 
группы 0"" является подгруппой группы а, и чем меньше под­
группа, тем больше ее аннулятор. 

НаибоJiее важное свойство  аннуляторов содержится в сле­
дующем предложении А),  доказанном Понтрягиным 2), которое 
мы приводим здесь без доказательства. 

А) а )  Пусть Н-- подгруппа группы а и J - замкнутая под­
группа группы О* . Тогда J является аннулятором подгруппы 
Н в том и только в том случае, если Н является аннулятором 
подгруппы J.  Ь) В этом случае факторгруппа G* jJ явJiяется 
группой харак теров группы Н, и J является группой хара­
ктеров группы 0/Н. 

В качестве простого следствия предложения А) мы докажем� 
В) Пусть Н - подгруппа группы а, L - подгруппа группы 

Н, А (Н) - аннулятор подгруппы Н, и А (L )  - аннулятор 
подгруппы L.  Тогда А (L)/A (Н) е сть группа характеров 
группы H/L.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Из предложения А)  следует, что 
А (L) я вляется группоА характеров факторгруппы 0/L. Снова 
применяя А), на этот раз к группе 0/L и ее подгруппе H/L, 
получаем наше утверждение .  

1 )  П о  н т р я г и н,  стр . 1 43 - теорема 3 1  н с т р .  1 49 - теорема 32. 
2) То же, стр. 1 5 1 - - теоремы 33 и 34. 
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Нужно отметить также следующее следствие первой части 
предложения А ) :  

С )  Пусть g фиксировано.  Есл и х (g) = О для произволь ­
ного х., то g = О, т. е. аннулятором группы а"' является нуле­
ваR nодгруnпа груППЫ а. 

О п р е д е л е н и е VIII  1 0 . Рассмотрим две группы а1 и а2 
и гомоморфизм h группы а1 в группу а2• Каждому характеру 
z группы а2 поставим в соответствие характер h* Х группы а1, 
согласно формуле 

где g1 - произвольный элемент группы а, . Таким образом, мы 
получаем гомоморфизм h* группы а2 * в группу а 1 * , и этот 
гомоморфизм h* называется сопряженным с гомоморфизмом h. 

D) Пусть а1 и а2 - две группы, и h - гомоморфизм группы а1 в группу а2 • Тогда аннулятор подгруппы h ( а1 ) группы а2 
является ядром гомоморфизма h* ,  сопряженного с h .  Далее, 
аннулятор группы h* ( а;) является ядром гомоморфизма h. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Первая часть, непосредственно следует 
из определения VIII  1 0, так как z (h (g1 ) )  = О означает 
{ h* x. } (g1 ) = О. Чтобы док_аза rь вторую часть заметим, что 
аннулятор подгруп пы h* ( а2) состоит из т ех элементов g1 Е а 1 ,  
для которых 

{ h* х } (g1 ) = х ( h (g1 ) )  = о ДJIЯ произвольнога х Е а; ;  
н о  это означает, в силу С) , что h (gJ = О . 

Е) Не только гомоморфизм h* определ яется гомоморфизмом h , 
но и гомоморфизм h определяется гомоморфизмом h"\  т. е .  
соответствие между гомоморфизмом и сопряженным с ним 
гомоморфизмом взаимно однозначно . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть h и h ' - два гомоморфизма 
группы а1 а группу а2, и h* и h'* - сопряженные  с ними 
гомоморфизмы . Рассмотрим гомоморфизм h - h'  группы а1 
в группу а2, определенflый , естественным образом, соотно-
шением  

{ h - h' }  (gt) = h (gl)  -- h '  (g1 ) .  

Легко видеть, что  гомоморфизмом, сопряженным с h-h', 
являет ся гомоморфизм h* - h'* .  Предположим теперь, что 
h"+ = h' * .  Тогда� (см. определение VIII 1 0) для каждого харак­
тера х группы а2 и элемента g1 Е а1 

O = x ( { h - h' }  (g1 ) ) .  
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Следовательно, в силу С), { h - h' } (g1 ) = 0, т. е .  h = h' . 
Таким образом , различные  гомоморфизмы h и h' не могут 
иметь один и тот же сопряженный с ними гомоморфизм. 

F) Для того чтобы гом оморфизм h был гомоморфизмом 
групnы 01 н.а группу a'J, необходимо и достаточно. чтобы 

• • • 
гомоморфизм h группы G2 в группу 01 был изоморфизмом . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Вспоминая, что гомоморфизм является 
изоморфизмом в том и только в том слу чае,  если его ядро 
состоит ли шь из нуля группы ,  мы видим из первой части D) ,  
что h •  является изоморфизмом в том и только в том случае, ·  
если аннулятор группы h (01) состоит лишь из нуля группы 
а;. Но в силу А) а) это эквивалентно утверждению, что h ( 01) 
является аннулятором нулевой подгруппы группы о;, т. е .  
h (01) = G2. 

дВОЙСТВЕННО СТЬ МЕЖДУ !J.. и v·ГРУППАМИ КОМПЛЕКСА 
Применям теперь аппарат теории характеров для изучения 

гомологических свойств комплексов . Пусть К- комплекс ,  
а - счетная группа , и n >- - 1 .  Пусть Ln - группа всех п-мерных 
цепей комплекса К по области коэффициентов а.  Пусть 
f- характер группы [n. Пусть s� - фиксированный п-мерный 
симплекс комплекса К. Применяя f к элементарным цепям gs: , 
получаем характер группы G. Обозначим этот характер через 
"'!. = Х (s�) . Тогда, оче видно, 

Х ( - s�) = - Х (s'�). 

Следовательно, "'!. я вляется п-мерной цепью по области коэф­
фициентов а• (определение VIII 2). Можно легко проверить, 
что таким образом установлен изоморфизм между группой [n (К, Oj и группой характеров группы [n (К, О). Если � - п­
мерная цепь по области коэффициентов а и IJi - п-мерная цепь 
по области коэффициентов а•, то элемент ljl ( �) группы П, 
в который отображается элемент � Е [n (К, G) характером ljl, 
может быть вычислен следующим образом : пусть -t- s'& , 
i = 1 ,  . . .  , k,- ориентированные п-мерные симплексы комплекса К. 
Тогда 

т. 
Н�) =  � { � (s7) } (� (.s';)) . ' = 1  ( 1 ) 

Теперь мы утверждаем, что если � • - (п + 1 )-мерная цепь 
I I O  ОбЛаСТИ КОЭффициеНТОВ 0*, И � - n-мерная цепь ПО области 
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коэффициентов а, то 

(2 ) 
Легко проверить (2) ,  используя ( 1 ) .  Формула (2) показы вает, 
что гомоморфизм .i группы Lt1 + 1 (К, а�) в группу Lr� (К, 0) 
является сопряженным (определен и е  VIII 1 0)  с гомоморфизмом V 
группы Ln ( К, О) в группу Ln+l (К, 0).  Используем теперь 
предложение D) .  Заметим, что ядром гомоморфизма .i является 
группа zn± 1  (К, а*) п-м ерных .i-циклов , ядром гомоморфизма V 
является группа Z� (К, О) п-мерных V-циклов , образом 
группы Ln + 1 (К, О*) при гомоморфизме .i является группа 
Н1 (К, О*) п-мерных ограничивающих .i-циклов и образом 
Ln (K,O) при гомоморфизме V я вляется группа нntt (К, О) 
( п + 1 )-мерных ограничивающих V -циклов. Получаем результат 
(понижая в а) размерность на единицу) : 

G) а) z: (К,О*) является аннулятором группы 
Ь) Z� (К, О) является аннулятором группы 

Пользуясь предложением А) ,  заменим Ь) на 

fi'J ( К, О), 
' у1Ъ * 

п11 ск, а ) . 
Ь') Н�(к,а*) является аннулятором группы Z� (К, О) . 
Из G) получаем следующий результат, являющийся главной 

целью настоящего параграфа : 
Н) ,in (К, О*) является группой характеров группы 

Vn (К, О). В частности, ,in(K, П) является группой харак­
теров группы Vn (K, �). 

Д о к а з  а т е л 1, с т в о .  Применяем предложения В) и G), 
взяв Ln (K,O) в качестве О, Z� (К,О) - в качестве Н и 
" n  Hv (К,О) - в  качестве L. 

3 а м е ч  а н и е 1 .  Пользуясь аналогичными методами, можно 
доказать, что т;;тп (К, О*) цвляется группой хараюеров 
группы ,in (K, O). 

3 а м е ч а н и е 2. ,in (К, а•) и т;;тп (К, 0*), как группы 
характеров счетных групп vn (К, О) и ,in (К, 0) , являются 
компактными группами со счетным базисом (см. замечание  
на стр. 1 67) .  В действительности , тоnологин в этих группах 
может быть определена непосредственно с помощью топологии 
групnы о•, без использования . групп т;;тп (К, О) и ,in (К, О) .  

3 а м е ч  а н и е 3 .  В теории связности конечных комплексов 
теория V-rомолоrий не обладает никакими с п ециальными 
преимуществами по сравнению с теорией .i-гомологий . Поло­
жение, однако, меняется,  когда мы переходим к теори и  связности 
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бол ее общих пространств , где существует несомненное преиму· 
щество  в уnотреблении V - гомологии. 

3. Симплициальные  отображения комплексов 

О n  р е д е л е н и е VIII 1 1 . Мы говорим , что f есть симпли· 
циальное отображение комплекса К1 в комплекс К1, если f 
каждой вершине р Е  К1 ставит в соответствие некоторую вершину 
f (р) Е К2 таким образом, что для любого п-мерного симплекса 
комплекса К1 с вершинами Ро, • • • , Pn точки f (ро) ,  . . . , f (р11) 
являются вершинами некоторого симплекса комплекса К2 
(размерности , возможно, меньшей, чем n) .  Пусть sn = (р0 , • . • , Рп) -· 
ориентированный п-мерный симплекс комплекса К1 , и j.- симпли ­
циальное отобр ажение комплекса К1 в комплекс К2• Если все 
вершины f (р0) , • • •  , f (Рп) различны,  то через f(sn) обозначаем 
ориентированный п-мерный симплекс (! (ро), . . . , /(рп)) ; в против ­
ном случае j(sn) не определено. 

А) Пусть f- симплициальное отображение комплекса К1 
в комплекс К2• Тогда 1 ) f порождает гомоморфизм hf группы 

vп (К2 ) в группу vп (К1 ) , определяемый следующим образом : 
Если дана п - мерная цепь t комплекса К2, то мы ставим ей 
в соответствие п -мерную цепь q- = hf•} комплекса К1 , полагая 

q- (sn) = •Hf (sn) ), ес:ш ((sn) определено , 

rp (sn) = О  в противном случае .  

Очевидно, Jzf является гомоморфизмом группы L n  (К1) в группу 
Ln (К1 ) .  Легко про верить , что hf коммутирует с V. Следова­
тельно ( предложение 1 С)) ,  hf' приводит к гомоморфизму 
группы vn (Kf!) в группу \jn (К1) , который мы продолжаем 
обозначать символом hf. 

В) Аналогично , симплициальное отображение f комплекса К1 
в комплекс К2 порождает гомоморфизм hr группы ,in (К1) 
в группу ,in (К2),  определяемый следующим образом :  пусть zn ­
произвольный п -мерный симплекс комплекса К2• Тогда про ­
извольной п-мерной цели rp комплекса К1 мы ставим в соответ­
ствие п-мерную цепь t = hr'f комплекса К2,  пол11 гая 

q, (z") = � rp (s") . 
f (в11) = .ztt 

1) ОбласТh коэффициентов G произвольна. 
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Очевидно ,  h
1 

является гомоморфизмом группы L n (К1) в группу 
Ln (К2). Легко видеть, что h1 коммутирует с А. Следовательно 
(предложение 1 С)) ,  h1 приводит к гомоморфизму группы l!.n (К1 ) 
в группу An. (К2) , который мы продолжаем обозначать через h1. 

Легко доказать , что если 1 - симплициальное отображение 
комплекса К1 в компле кс К2 и g- симплициальное отобра· 
жение комnлекса К2 в комплекс К8, то гомоморфизм h9r 
группы l!.n (К1 ) в An (К8), порожденный отображением gf, 
равен произведению h

9 
h1. Аналогичное утверждение о транзи· 

тивности имеет место для гомоморфизмов V·групп, порожденных 
симплициальными отображениями.  

С) Пусть О* - группа характеров группы О, 1- симпли­
циальное отображение комплекса К1 в комплекс К2, h1 - гомо­
морфизм группы Ln (K1 ,  О*) в группу Ln (К2 , 0), порожденный 
отображением 1. и hf - гомоморфизм группы Ln (К2, О) в группу 
Ln (К1 , 0), порожденный отображением J. Мы утверждаем, что 
h, является сопряженным с hf гомоморфизмом (определение VIII 
1 0), т. е .  если ф - п-мерная цепь комплекса К1 по области 
коэффициентов а �- и tp - п-мерная цепь к омплекса К2 по обла­
сти коэффициентов а, то 

1 h1 ф} (t?) = ф (hf (t?)). 
Простое доказательство этого факта предоставляется читателю. 

D) Пусть а - счетная группа, и О* - ее  группа  характе­
ров . Вспомним, что группы A<n (K1, О*) и А11 (К2, О *) являются 
груnпами характеров групп Vn (K1 , О) и Vn (K2, О). Если в 
соотношении ( 1 ) ф будет А-циклом, а tp - V-циклом, то мы 
видим, что гомоморфизм h1 группы Аn (Кн а�·) в группу 
An (K2, G*) является сопряженным  с гомоморфизмом hf группы 
V'� (K2, О) в группу Vn (K1 , 0) . Используя аналогичные методы, 
можно доказать, что f порождает сопряженные друг с другом 
гомоморфизмы : групп ы  Vn (К2• О*) в группу vп ( К1 , а *) и 
группы An (l(.1 , Q) в группу l!.n (K2, О). 

П р и м е р  VI II 1 4 .  Пусть L - подкомлеке комплекса К, и 
1- тождественное отображение L в К. Тогда 1 е сть симпли­
циальное отображение .  Гомоморфизмы V-групп комплекса К 
в V-группы комплекса L и А-групп комплекса L в А-группы 
комплекса К, нарожденные 1, являются, конечно, естествен­
ными гомоморфизмами этих групп (определение VIII 7). 

П р и м е р VIII 1 5 . Пусть К- комплекс, и К' - его бари­
центрическое подразделение.  На стр. 1 47 мы определили гомо­
морфизм 'lt групп п-мерных цепей комплекса !(' в группу п-мер-
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ных цепей комплекt.:а К, и мы знаем (предложение 1 Н)) ,  что 
этот гомоморфизм порождает изоморфизм группы . vn (К', О) 
на  группу vn (К, О) . 

Поставим теперь каждой вершине р комплекса К' в соответ­
ствие определенную, хотя и произвольно выбранную, вершину 
того симплекса комплекса К, центром тяжести которого является р. 
Тогда мы получим симплициальное отображение f комплекса К' 
в К и, следовательно, гомоморфизм hf (см . А)) группы L11 (K, О) 
в L» (K' , 0 ) .  Легко видеть, что тchf есть тожде :твенное отобра­
жение группы L» (K, О) на себа . Следовательно , 'ii.hf в приме ­
нении к группе V» tK. О) также является тождественным ото ­
бражением , и так ка к, что б ыло замечено выше, 7t является 
изоморфизмом группы V1� (K', О) на Vn (K, О), то также должно 
быть верным, что hf является изоморфизмом группы V» (К, О) 
на V11 (K', 0). Таким образом , получаем результат, состоящий 
в том, что гомоморфизм группы V» (К, О) в группу V» (К, 0), 
порожденный отображением /, является, в действительности, 
изоморфизмом группы v�� (К, О) на групnу vп (К' , 0), обратным 
гомоморфизму 'it .  

Подобным образом можно показать , что гомоморфизм 
группы А» (К' , 0) в группу А» (К, 0), порожденный отображе­
нием /, является, в действительности, изоморфизмом груnnы 
А» (К' , О) на An(K, G), обратцым изоморфизму 1t' .  Кроме того ,  
если а - счетная групnа, то  изоморфизм 1t' груnпы vn (К, О*)  
на V» (К', О *) является сопряженным гомоморфизмом с изо ­
морфизмом  7t группы V» (K' , О) на V» (K, 0) .  

П р  и м е р  Vlll 1 6 .  Пусть К - ком плекс , и R - элементарн ая 
п-мерная сфера (см . пример VШ 1 1 ) или одно из ее последо­
вательных барицентрических подразделений .  Пусть /- симпли­
циальное отображение  К в R, и З - группа целых чисел. 
Тогда мы знаем, что V» (R, З) есть свободная циклическая 
группа,  образующий элемент которой определяется ориентаЦией 
сферы. Следовательно , гомоморфизм hf группы Vni (R, З) в 
группу vn (К, З) вnолне определяется элементом hf (а), соот­
ветствующим образующему элементу а группы V» (R, З) ; этот 
элемент н азывается степенью отображения /. Степень ото­
бражения f легко вычисляется. Пусть z0n - произвольный 
положительно ориентированный п-мерный симплекс 1) п-мер­
ной сферы R. В силу примера VII I  1 1 , элементарная цеп ь  

1) Т. е .  ор иентиров анный подсимплекс одного и з  орпе н т п рованных 
симплексов элементарной п-ме рной с фер ы. 
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1 · z� представляет V-класс, явпяющийся образующим элемен­
том групп ы vn (R, �) . Тог да степень отображения / есть 
V-класс следующей цепи ер комплекса К: для каждого п-мер­
ного симплекса sn комплекса К: 

ер (s») = 1 ,  если /(s») = z� , 
ер (s») = - 1 ,  если f(s») = - zr:, 
ер (sn) = О в иных случаях. 

Если К также является элементарной п-мерноИ сферой или 
одним из  ее барицентрических подразделениИ, то степень ото­
бражения f можно рассматривать как целое число, именно 
�ер (s») , где сумма берется по всем положитель но ориентиро­
ванным си мплексам sn ; интуитивно степень показывает, сколько 
раз симплекс z� nоложительно накрывается при отображении /, 
причем для каждого целого числа т легко построить отобр а­
жение f степени т. 

Пусть К- снова произвольный комплекс ; рассмотрим  группу 
характеров П группы � . Симплициальное отображени е  f поро­
ждает гомоморфизм hг группы fl» ([(, П) в группу fln (R, П). 
Мы знаем, что fln (R, П) изоморфна  П, так что hг является 
характером группы  fln (К, П). Но hг является сопряженным 
с hf гомоморфиз мом, и , следовательно, каждый из  этих rомо­
морфизмов определяется другим .  Таким образом , степень ото ­
бражения f можно с таким  же успехом определять с помощью 
этого характера 1) группы fln (К, П) . 

3 а м е ч а н и е . Точно таким же образом можно определить 
степень отображения для более общего случая симплициаль­
ного отображения п-мерного комплекса в произвольное п-мерное 
ориентируемое псевдомногообразие (см. пример VIII 5). Если 
комплекс К и сам является ориентируемым псевдомногообразием, 
то степень отображения можно рассматривать как целое число .  

Е) Пусть f и g - два симплициальные отображения ком­
плекса К1 в комплекс К2, обладающие следующим свойст вом : 
для каждого симплекса s комплекса К1 симпл ексы / (s) и g (s) 
являются гранями некоторого симплекса комплекса К2• Тогда 
f и g порождают одни и те же гом оморфизмы il-групп ком -

1) Эт о нахо ди тся также а согл а сии: с тем фактом . что vn (К. �) 
есть группа непр ер ы вных хара кте ров свое й  группы характеров 
!J.n (К, П) (см . замечание на стр. 1 67) .  
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плекса К1 в А-группы комплекса К2 и У'-групп комплекса К2 
в У'-группы комплекса к1 . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Достаточно доказать Е) для У' -групп, 
так к ак при заданной счетной группе О гомоморфизм группы 
y-n (К2 , О* ) в группу y-n (К1 , О*), порожденный отображением /, 
является сопряженным (предложение D)) с гомоморфизмом 
группы An(K1 ,0) в An (К2 , 0), порожденным j, и, следовательно 
(предложение 2 Е)), второй определяется первым .  Случай 
произвол ьной группы О, взятой в качестве области коэффи­
циентов, сводится к случаю счетной группы 1) с помощью сле ­
дующего простого замечания . Пусть � - п-мерный ll-цикл ком ­
плекса К1 по области коэффициентов О, и пусть О 1 -- счетная 
подгруппа группы О, порожденная элементом !f (sn) . Тогда hr'f и h9r.p 
можно рассматривать как п-мерные А-циклы по области коэффи­
циентов О 1, и если они гомологичны по отношению к области 
коэффициентов 01 , то тем более они будут гомологичны по 
отношению к области коэффициентов О. 

Можно поедположить, что g и f отличаются друг от друга 
лишь на одной вершине комплекса К1 , так как g можно 
получить из f с помощью кон ечного числа изменений, каж­
дая из которых состоит  в перемене образа лишь одной 
вершины . В соответствии с этим пусть р - ецинственная вер­
шина, для которой f (p) отлично от g (p). Поставим в с�ответ­
ствие каждой п-мерной цеnи !f комплекса К2 (n - 1 )-мерную 
цепь �* комплекса К1 следующим образом : nусть sn- 1 = 
= (р0, • • •  , р11 _ 1 ) - (п - 1 )-мерный симплекс комплекса К1 , имею­
щий р своей вершиной, и такой , что симплекс f(sn- 1 )  опреде­
лен и не имеет g (р) своей в ерш иной .  Пусть zn - п-мерный 
симплекс комплекса К2, вершинами которого ивляются вершины 
симплекса f (sn- 1 )  и вершина g (p) , а ориентация определяется 
следующим образом : zn = (g (p), j(p0) , . . . , / (Рп- 1)). 

Тогда мы полагаем : r.p* (sn-1) = r.p (zn) . Для всех (п - 1) -мер­
ных симпле J<Сов sn- 1 комплекса К1, не обладающих указанными 
свойствами , полагаем : !f* (sn- 1) = 0. Обозначим через hf и ho 
гомоморфизмы группы Ln (К2, О) в группу Ln ( К1, 0), пораж­
денные соответственно отображениями f и f{. Тогда простые 
вычиспения показывают, что 

1) Аналогичные рассуждения можно исnользовать для тоrо, чтобы 
nолучить предложение 1 Н') из nредложения 1 Н). 
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Ес.:ш <р - V-ци 1  л , т о  лервый ЧJJен в правой части равенства 
рав ен нулю , так что эта формула ус rанавливает У-гомологию 
между hfcp и hUcp и доказывает nредложение. 

4. А- и V -группы компактов 

Одним из крупнейших достижений топологии в по следн ие 
годы было перенесение теории гомологий с пол иэдров на  
произвольные ком пакты 1 ). Это  - один из наиболее суще ­
ственных шагов в установлении  связи между комбинаторными 
и теоретико-множествеиными методами в топологии .  

П Р)IМЫЕ И ОБРАТН ЫЕ С ПЕКТРЫ 

l lусть � - частично упорядоченное .множество, т .  е. множе­
ство, в котором существует транзитивное  соотношение < , опре­
деленное �) для некоторых (н е обязательно всех) пар элементов . 
Подмножество �, множества � называется тсоuфинальны.м 
множеству �. если для любого элемента а Е � существует 
элемент а ' Е �� .  следующий за а :  а < а' . � называется направ­
ленным множеством, если для любой пары эл ементов а 't Е � 
существует элемент р Е �. следующий ,  как за а ,  так и за 
't : a < p и 't < p . 

О п р е д е л е н и е VIII 1 2 . Пусть � - направл енное частично 
упорядоченное множество . Пусть каждому элементу а Е � 
поставлена в соответствие группа а" .а каждой паре элементов 
а < 't соответствует гомоморфизм h•' группы а. в группу а, ,  

1) Наше изложение тесно связано со стинродовск о l!  трактовкой  ч е ­
ховской теории гомологиЯ :  N. S t e e � r o d. Universal Homology G ro u p s ,  
A m erican Journ. of Math. q8 ( 1 936), стр. 66 1 - 701 ; q е с h ,  ThCori e  g eneralc 
de  l'homol o6 i e  dans un espace quelconque,  Fund. Math. 1 9  ( 1937), стр.  
1 49 - 184, а также с работой Ф р е й  д е н т а л я :  «Ale xandersch e r  und 
Oord ons cher Ring und ihre Jsomorphie» ,  A nnals of Mathema tics 38 
( 1937), стр. 647 - 655. Работа Чеха, в свою очередь, о n ирается на иде и 
Алеi<сандрова о с nектрах и нервах покрытий· «Unters u c h ungen iiber 
Gestalt und Lage abgechlossener Mengen bel ieЬiger D i mension,» Annals 
of Mathema tics 30 ( 1929), стр. 7 1 - 85. В отличие от методов Але­
ксандрова и Чеха ,  старая теория Виеториса пользовалась бесконеч· 
ными комплексам и ,  вер шинами которых являются точки пространства .  

См. также работу Александрова (которая 1 оявилась, ко гда наша 
книга уже находи 1 а с ь  в н.:чати). «G eneral c omЬinatorial  topology» Prans. 
Ат. Math. Soc. 49 ( 1 94 1 ) ,  41 - 1 05 «Общая теория гомолог и й » ,  У •J е б ­
ные записки  МГУ, вып.  45 (1 940, стр. 1 - 60). 

2) Мы пе предnолагаем, что из а < "'  и "' < а сл едус r ,  • ; то  а = -. . 

1 2  Вак. liQ7. В. Гурr:ва'1 
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причем н р едrюJiагаетс я ,  что если р < а < t, то всегда 

hP� = h"' (hr-•) . 
Такая система групп называется пря.мы.м спеюпро.м. Для дан­
ного прямого спектра мы  определим теперь новую группу, 
называемую предельной группой а пря.моzо спе�&тра . Элемент 
g·. группы а. н азывается э�&виffален.тн.ы.м элементу g7 группы 
а�, если существует такое р Е �. что о <  р , t < р и в группе  а, : 
h•Pg0 = h'P g�. l{лаСС1 СОСТОЯЩИЙ ИЗ ВСеХ ЭЛеМеНТОВ ,  ЭКВНВа ·  
лентных не которому элементу g. группы а. , считаетс q ,  но опре­
делению, эле.меюполt группы О, а g. называетсs! nредставите ле.и 1 )  
в группе а. этого элемента предельной группы .  Сложение 
в О определнется следующи м образом .  Пус·rь g·. и g7 - предста­
витеJIИ  двух элементов g и g' группы а, соответственно в группах 
а. и G�, и пусть р - такой элемент множества .Е ,  что а < р н 
t < р .  Тогда под су.м.мой элементов g и g-' понимаем элемент 
группы а'  оnределенный  э.зементом }z ар g. + h 7Р g7 rрупп ы  ар . 
(Нулем гру п пы а я вляется класс ,  содержащий нули каждой 
группы а • .  ) 

П р  и м е р  VIII  1 7 .  Пусть 01 , 02, • • • - последовательность 
групп, причемО11 является подгруппой группы Оч 1 при каждом n, и 
пусть h11m, т <  n ,  - тождественное отображение 0."' в Оп. Тогда, 
очевидно, { Оп } я вляется прямым спектром , а предельная группа 
изоморфна  теорети ка-множественной сумме групп Оп· 

П р  и м е р  VII I  18. Пусть { а. }  - nрямой спектр такой, что h 07 
я вляется изоморфизмом группы а. на группу 07 nри любы х а <  "· 
Тогда предельная группа спектра ( а. }  изоморфна каждоИ 
групnе а • .  

А) Пусть .Е - направленf!Ое частично упорядоченное множе­
ство, .Е' - его конфинаJIЫ!Ое подмножество , и { а. } ,  а Е 1: , ­
прямой спектр . Тогда подсистема системы { а. ) , соответству ющан 
элементам а Е L1, является, о чевидно, прямым спектром , и ле rкu 
видеть,  что предельная группа это го спектра изоморфна предель­
ной группе  всего спектра.  

В) Если в nрямом спектре ( а. } ,  а Е .Е ,  каждан группа а. 
счетна и ecJI И .Е имеет счетное конфинальное подмножество ,  то 
предельная группа прямого спектра счетна .  

1)  ЭJi е м е н т  гру п п ы  а не обяза1 ельно имеет представителе й  11 к аждой 
rpyn пe аа и ыожет и м е т ь  несколько п редст авителей в какой-либо 
l' pyl lлe а. ' н о  0 1 1  п олностью оп ределяется л юб ы м из своих п ред­
ставИ'I еЛей. 
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О п р е д е л е н  и е VI II 1 3. Пусть I: - н аправленное частич ­
но упорядоченое множество. Пусть каждому элементу а Е 1: 
поста влена в соответствие группа аа, а каждой паре элементов 
а < 't соответствует гомоморфизм h,a группы а, в 1) группу ·· а а , 
причем предполагается, что если р < а < t, то всегда 

-

Такая система групп н аз ы вает с я  обратным спеюпро.м. Определи�t 
теперь предельную группу а обратного спеюпра <J) . Элементом 
группы а, по определению, считается система элементов (ga } , со­
держащая в точности по одному элементу ga из к аждой группы а а 

и обладающая тем с войством, что е сли a < 't', то h,a g, = ga ; ga 
назы в а ет с я  nредставшпеле.м В) этого элемента предельной группы 
в группе О а. Сложение в а определ яется следующим образом : 
пусть g и g' - два элемента группы а, а ga и ga' - их пред­
ставители в группе аа . Тогда под суммой элементов g и g·' понимаем 
с и стему эл еме нто в {ga + g' а } ; (нулем предельной груп'пы является 
система элементов, состоящая из нулей всех групп Ga)· 

П р и м е р VI I I  1 9. Пус rь 011 02, • • •  - последовательность 
групп ,  причем а,� н является  подгруппой группы a1J nри к а ­

ждом ll , и пусть hntn >  т <  11 , -.. тождественный гомоморфизм а1� 
в От. Тогда последо вательность { Оп }  я вля е т ся ,  очевидно ,  об­
ратным спе 1аром ,  а предельная группа изоморфна пересече н и ю  
групп 01� .  

П р  и м е р  VIII 20 .  Пусть ( Оа } - обратный  спектр такой, 
что h,a я вл яется и�оморфизмом группы а, на группу аа при  
любых а <  1: .  Тогда предельная группа спек гра { Оа } изоморфна 
каждой группе аа. 

С) Пусть 1: - н а п р а в л е н н о е  частично упор sщоченное мно­
жест во ,  и l:' - его конфинальное подмножеств о .  Пусть { О  а } , 
а Е 1:, - обратный · спектр . Тогда подсистема системы { О  а } , 
с о о т в е т ст ву ю щ а я  элементам а Е �· ,  я вляется , очев идно , обрат-

1 j  Вместо т о го, чтобы,  l' а к раньше: группы Ga в группу G,. 
2) Если { О  а} - обратн ы й  с п е к  r p ,  в кото ром гру п п ы  Gа - 1 опологи­

чсские и гом оморфизмы h,a являются непрерывн ы м и , то предельную 
гру п пу спектра {Ga} можно р асс матрив ать У.ак 1 опологическую группу ;  
но если { Ga} - прямой спе�<тр, т о  в предел ьной группе спектра нельзя 

ввести топологию, исходя из топологи и групп Оа• 
S) Таким образом, элемент гру ппы О имеет в точности по одному 

представ ител ю в каждой групп е Ga , но разл н ч и ы е �ЭIIе менты группы а 
м о r у т  II M l' T Ь  однu1 ·о и того же п р сдс т а вителя в пекоторой груп пе Оа. 
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ным спектром, и легко видеть, что предельная грунпа этого 
спектра изоморфна предельной группе всего спектра 1 ) .  

D )  Пусть { аа} - nрямой сnектр с гомоморфизма"и h•" , а < ' · 
Пусть а: - группа  характеров группы о. и h:, - гомомор­
физм групnы а: в группу а:, сопряженный с гомоморфизмом 
h•" (см .  определение VIII 1 0) .  Тогда : Щ группы { а: } с гомо-

* 
морфизмами h"a а < -: образуют обратный спектр ;  Ь) если а -
предельная группа спектра { а. } ' то ее группа характеров а .  
является предельной группой спектра { а: ) . 

Д о I< а з  а т е л ь  с т в о. Предоставив док:.�затеш,ство утвержде­
ни я  а) читателю, приступим к доказательству утверждения Ь) .  
Согласно определению предельной группы прямого спектр а ,  
каждый элемент gaEa. определяет некоторый элемент группы 
а, и это соответствие, очевидно, явJiяется гомоморфизмом h' 
группы аа в группу а.  Далее, если а < "'•  

h• = hтh•т , { 1 )  
Пусть теперь 1. - характер группы а .  При фиксированном а . � 
zh• является характером группы а., т. е . элементом g,. группы 
о: . Далее, из ( 1 ) следует, что если а <  "' • то 

"' * * 
hта g-: = g. ,  (2) 

и, следовательно, система элементов {g; }  является элементом 
предельной группы обратного спектра { а� } . Так и м  образом, 
каждому хара ктеру группы а соответствует некоторый элемент 
предельной группы обратного спектра { а: J . Нетру дно довести 
это доказательство до конца , показав, что это соот11етствие 
является изоморфизмом группы ai: на предельную груп nу  
спектра { а: } . 

П р и м е р  VIII 20. 1 .  Пусть каждаа группа ai, i =  1 ,  2, . . . , 
е сть группа :J целы х чисел , и пусть hik, i -<  k, - гомоморфизм 
групп ы  ai в группу ak ,  задаваемый формулой : 

hik (m) = m · 2" - i , т Е � · (3) 
Тогда группы { ai } с этими  гомоморфизм ами образуют прямоп 
с п ектр , нредельная групnа а которого, как легко видеть, 

1) Было бы ошиС о•шо сдеJiать из С) зак;1ю чение ,  по аналогии с В),  
что если каждая группа Оа с ч е т н а и :Е имеет счетное конфи нальное 
подмножество,  то предеЛI .ная группа обратного спектра с четна. 
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изоморфна группе двоично-рациональных чисел, т .  е .  группе 

дробей вида ; . В силу D) , группа характеров о·· группы О 

является предельно!-\ группой о 3ра пюго спектра ( О� ) ,  где 
группы а; изоморфны группе II, а гомоморфизмы h;i, i <: k, 
задаются формулой: 

( 4 ) 

0'- называется ( ван Данциг) диадическим соленоидомj  как 
группа характеров счетной группы О она компактна и по своей 
тоnологической структуре является неразложимым одномерным 
континуум о \! .  

Если Б качестве груп пы  Oi , i = 1 ,  2 ,  . . . , в з я  rь группу це­
лых чисел , прйведенных по м одулю 2, а гомоморфизмы снова 
ОПредеЛ И Т Ь  ПО формуле ( 3 ) ,  ТО 0 будет груППОЙ ДВ О И ЧНО•раЦИО­
НаЛЬНЫХ чисел ,  приведеиных  п о  модулю 1 ,  а ее  группа харак­
теров 0 !  - диадi i ЧеС КОЙ нульмерНОЙ груП ПО Й 1 ) . 

!:.- и V-ГРУЛ П ЬI КОМПАКТОВ 

Рассмотрим теперь произвольный компакт Х. Пусть 
� - множество всех покrытий пространства Х, частично .упо­
рядоченное следующим образом : а предшествует -. , а < -.,

·
,если 

покрытие -. вписано 9) в покрытие а .  l: направлено, так как 
для любых двух покрытий а и t существует покрытие, вписанное 
и в а и в t (состоящее из попарных пересечений элементов 
покрытия а с эл�ментами nокрытия t ) .  ДJIЯ каждого покрытия 
а рассмотрим его нерв N(a) (см • .  определение V 8 ) .  Пусть 
а < -., т . е. nокрытие  t вписано в покрытие а . Для каждого 
элемента nокрытия t выберем некоторый, содерж ащий его эле ­
мент покрытия а .  П олучаем симплициальное отображение ком­
плекса N(-;) в комплекс N(a), называемое проекцией N{t) 
в N (a) .  Вообще говоря , существует много проекциlt N (t) в N(a) ,  
соответствующих различному выбору элемента покрытия а,  сп ­
держащего каждый данный  элемент покрытия t ;  но любые две 
проекции р и р' удовлет воряют условию предложения 3 Е) и ,  
следовательно, порождают один и тот же гомоморфизм ha< группы 
Vn (N(a), О) в группу Vn (N(t), О) и один и тот же гомомор-

t) См. П о н т р я г и н, T h e  thcory of topologlcal comщнtativc group35,  
Ann. Mat h .  35 ( 1 934) , стр.  36 1 -384 , 

2) fi'f cr нписано в " ·  
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физм h". группы An (N (1.), О) в группу An (N (a) ,  0). Если 
р < а <  1. и р я вляется проекцией N('r:) в N(a),  а q - проек­
цией  N(a) n N (p), то qp я вляется проекци ей N ("') в N(p) ,  
следовательно, hP' = h•�hr•, и h�r = h.ph�.· Та i<ИМ об;-азом, при 
любом выборе целого числа п и обл асти коэффициентов О, 
группы { vn (N (a) , О) } с гомоморфизмами h•• образуют прямоf;! 
спектр , а группы { An. lN(a), О) } с гомоморфизмами h . .  образуют 
обратный спектр. 

О п р е д е л е н и е  VIII 1 4 . Пусть Х - компакт, О - групnа , 
п - целое  числ о > О ,  и { а }  - совокупность покрытий про­
странства Х. п-мер�-:ой А группой An (Х, О) по области �Соэффи­
циеюпов О (если невозможны недоразумения, мы пишем nр о ­
с то  An (Х)) называется nредельная группа обратного спектра 
{ An (N (а), О) } ,  и п-мерной V-группой по облает� IСоэффиrJ,иентов 
О (если невозможны недоразумения, мы пишем уrп (Х) ) назы­
вается . nредельная гpy l l na прямого спектра { Vn (N (а) , 0) } .  

3 а м е ч а н и е 1 .  Ясно,  что определение VII I  1 4  является 
тополог и чески инвариантным ,  т. е. гомеоморфные пространства 
имеют одни й те же А- и V-групnы.  

3 а м е ч а н и е 2 .  При изучении  компле ксов мы замечали пол­
ную симметрию между А- и V-группами .  Но здесь, в теории  
гомологи И компактов, эта симметрия исчезает, так как А- группы 
являются nредельными группами обратных спектров , а V-группы 
являются предельными группами прямых спектров.  

T O I I O :I O Г I I ' l f.CKA51 И Н ВАРИ А Н ТНОСТЬ 1\ ОМБ И I IАТОРНЫХ А ·  1 1  V - Г P Y I I ! l  

Е )  Пусть Х- полиэдр, К - его комплеi<С остовов V 11 (XI 
и An (X) - ( топологически инвариантные) V- и А-груп nы  про­
странства Х, а Vn (К) и Ап (К) - ( комбинаторные) V- и А-груnпы 
комплекса  К. Тогд1 группа Vn (Х) изоморфна группе Vn (Ю, 
а группа An (Х) изоморфна группе An (К). Следовательно, 
если К1 и К2 - �Сомпле�Ссы остовов гомеоморфных полиэдров, 
то они и.меют изоморфные V- и А-группы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К = К(о) • и обозначим через K(l) , 
к(2) ' • • • последовательны е барицентрические подразделения  
ком плекса К. Каждо\lу комплексу K(i) соответ ствует подразде ­
ление Х�, полиэдра Х на симплеl<СЫ. Пусть а�, - покрытие про­
странства Х, состоящее из  з везд (см . оnределение V 9) вершин 
подразделения х�, . Заметим 1) ,  что нepBOVl N (a�,) покрытия ai 
является комплекс Кт . Ясно (V 4 С)) , ч то  носле  ТJ,опательностr, 

1) См. сноску 1 )  н а  стр . 1 0 1 .  
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( cri } конфин альна м ножеству всех локрытий, так как  диаметр 
покрытия ai стремится к нулю. Следовательно, в силу А) и С),  
груп 'l ы  Vn (X) и !J.n (X) являются предельными группами ,  соот­
ветственно,  прямо го и обратного сnектров { vn (N (at)) ) и 
{!J.n (N (ai)) } .  Но пр@екция f комплекса N (ai + t) в комплекс 
N (cri) я вляется симплициальным отображением K(i + I J  в K(i) типа , 
рассмотренного в примере VII I  1 5 ,  и ,  следов ательно, порождает 
изоморфизмы группы Vn (N (a;)) на группу V'11 (N (ai +t)) и 
гру пnы !J.n (N (ai + l)) на груп пу !J.n (N(cr; ) ) . 

Из nримеров VII I  1 8  и VII I  20 поэтому следует, что п ре­
дельные груnпы,  т .  е. vп (Х) и !J.n (Х) , изоморфны груnпам 
vп (Ю и !J.n (К). 

3 а м е ч  а н и е .  Пусть <р - У'-цикл комплекса К, и <р* - У'-цикл 
одного из nоследовательных барицентрических подразделений 
К(т) комnлекса К (или , более общо, одного из последовательных 
барицентрических подразделений комплекса К по  модулю пеко­
торого подкомnлекса) и пусть <р и <р* связаны между собой 
следующим образом :  если sn - ориентированный симплекс ком­
плекса К, то 

(5) 
где сумма распространена по всем ориентированным подсимnле­
ксам s<�> симплекса s"'. Это означ ает , что <р* получается из 
9 т-кратны� применением опер�11 ора 1 ) те .  Тогда из предшество­
вавших рассмотрени n  следует, что <р и )О* представляют один и 
тот же элемент груп n ы  Vn (P), где Р обозначает геометриче ­
скую реализацию компл екса К. 

П р и м е р  VII I  2 1 .  Пусть lп - п-мерныR куб . Так как ln го­
меоморфен п-мерному симплексу, то Vm (/т 0) = А111 (/п ,  G) = О  
для всех т, в силу примера VII I  1 0 .  

I I  р и м е р  VIII 22 . Пусть Sn - п-мерная сфер а .  Так как 
сфера Sn гомеоморфна полиэдру, состоящему из всех собственных 
гrаней (n  + 1 )-мерного симплекса, то из примера VIII 1 1  легко 
следует, что если  т < п, то и V'111 (S," G) и !J.'n (Sno G) суть 
нулевые группы , тогда как и группа  vn (Sno 0), и группа А'1 (Sп, О) 
изоморфны групnе а . 

П р  и м е р  VIII 22 . 1 .  Пусть компакт Х является суммой 

замкнутых непеr есекающихся множеств Х1 и Х2• Если n > О, то 
vп (Х) есть прямая сумма груnп vn (Х1) и vn (Х2) , и !J.n (Х) есть 

1 )  О11релеленного н а  стр. 1 63 , 
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п рям ая сумма  групп  А11 {Х1) и fln· (X2) . Это легко следует из 
прим ера VI I I  6 . 

F) Пусть Х - компакт.  То гда , если n > diш Х, то A.n (Х) = 
= Vn (X) = О. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  В силу теоремы V 1 ,  множество 
покрытий  простра нства Х, имеющих порядок � n, сос тавля ет 
конфинальное подмножество множества всех покрытий про ­
странства Х. Сопоставление этого обстоятел ьства с предло,к е ­
ниями  А) и С) и п римером VIII 2 доказывает предложе н и е F). 

Д В О Й СТВЕН !i О СТЬ МЕЖДУ А- и V-ГРУППАМИ КО:\ШАКТА 
Пусть теперь О - с четная груnпа .  Заметим ,  что множе­

ство { а }  все х покрыти й компакта Х содержит счетное кон фи• 
нальное nодмножество, ибо , если а4 - некоторое покрытие . 
диаметра ::::; � ,  i = 1 , 2 ,  . . . , то в каждое покр ытие компакта Х l 
в п и сано хотя бы одно rюкрытие ai . Из предложения В) мы 
видим , что \/-группа Vn (Х, G) счетна . 

G) Пусть О - счетная группа, и 0 * - ее группа хараtt­
теров. Тогда группа fln (Х, G*) является группой xapattme­
poв группы vп (Х, G) .  

Д о к а з а т е л ь с г в о . Мы у же видели  (2Н)) ,  ч то для 
I( аждого покры т и я а пространства Х группа  fln (N (a) , 0"') 
я вляется группой характеро в  группы Vn (N (a) . G). Наше  
утверждени е следует по3тому из предложен и я  D) . 

Из предложения  G) и того обстоятельства, что группа 
vn (Х, О) счетн:� , вытекает важн ое следствие ,  состоящее в том, 
что к паре групп V11 (X, О) и fln (X, О·'· ) можно применять 
понrрягинскую теорию двойственности , из,1оженную в § 2 . 

3 а м е ч а н и е 1 .  Пустr, Х - про из в ольный ком па кт и 
О - счетная группа . Как г руппа харак теров счетной дискрет­
ной группы,  группа fln (Х, О ; )  допускает компактную тополо­
гию , но не существует никакого естественного способа опреде ­
ления топологии в группе V n  (Х, G*) .  

3 а м е ч  а н и е 2 .  Пус rь Х - ком пакт , и О - произвольн.ая 
группа . Известно 1) ,  что tl - и \/-группы компакга Х по области 
коэффициентов О полностыо определяются как А-группами 
компакта Х по области коэффициентов Il, так и \/ - группами 
I(Омпакта Х п о  области коэффициентов ;j .  

1 )  · N .  S t е е n r о d,  Un iversal H omology Grou ps, Amer. Jqurn. Math . 
.)8 ( 1 936), с т р.  66 1 -70 1 .  , . .  _ 
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3 а м е ч  а н и е 3 .  Формально оnределения .1.- и V-гpynn ,  
данные  выше, могут быть приложены к неком nактным про­
странст вам, однако nолученная таким путем теория гомологий 
совершенно неудовлетворительна. Ибо , наnример, одномерная 
А-груnпа Бетти nрямой даже nри наиболее простых групnах О 
оказывается чрезвычайно сложной 1 ). Кроме того , не существует 
ню<акой простой двойственности между А - и V-rомолоrиями .  

П р и м е р VIII 22 . 2. Определим  ком rшст Х следующим 
обраэом : точками пространства Х являются последовательности 
комплексных чисеп (включая число со ) : 

удовлетворяющих условию : 
2 

Z t + 1  = Zt, i =  1 ,  2 ,  . . . .  

Сходимость в Х означает почленную сходимость эти х  посл едова­
тельностей . Оче в и  що, Х - компактное пространство со счет ­
ным базисом. Пусть i - фиn:сированное целое число > О. Ставя 
каждой точке z = (z1 , z2, • • •  ) в соответст вие  ее i-ю коорди­
нату zi , получаем отображение /; компакта Х в комплек.:ную 
числовую сферу S. Каждому покрытию о сферы S ставим 
в соответствие покрытие a i компакта Х, элементами которого 
являются nолные  прообразы элементов покрытия а при ото­
бражении fi· Нерв N(oi) , очевидно, тождественен нерву N(o). 

Легко можно  построить последовательность { oi } покрытий 
сферы S, диаметр которых стремится к нулю, таких, что 

i + l i . 1 2 н окрытие oi + 1 вnисано в nокрыт и е  ai , l = , , . . . . е трудно 
i + l  . 

видеть, что проекция  нерва N(ai + 1 ) = N(ан 1) в нерв  N (a() = 
= N (а,) является симnлициальным отображением стеnени 2 и 
что, следовательно,  порожденные им  rомоморфизмы групnы 
VJ (N(a.), �) в груп nу V2 (N(a:), �), ( k ?? i),  суть rомомор­
фиэмы (3) при'lера VIII  20. 1 .  Групnа V 2  ( Х, �) я вляется 
nрмельной груnпой прямоrо сnектра { V2 (N(a�) , �) } ,  и поэтому , 
в силу примера VIII 20. 1 ,  она изом орфна групnе � воично·  
рациональных чис ел .  Ее групnа характеров А2 СХ, П\  есть 
диадячеекий соленоид. 

Пусть У - замкнутое подмножество комnакта Х, с остоящее 
из точек (z1 1 z2 , • • • ) таких, что 1 zi 1 < 1 , и nусть Z - npo -

1 )  С. Н .  D \,) w k е r, Hopf's Theore m for Non-Compact Spaces, 
Proceedings ot the NrJ tiona/ Academy of Sciences 23 (1937), ( 1 р. 293-294 .  
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странство, полученное из  У отождествлением каждой нары 
точек { zi } ,  { z; } ,  удовлетворяющих условию : 

i = ! ,  2, 3 , . . . . 

Методами ,  аналогичными м етодам , использованным выш е , можно 
показать ,  что группа V2 (Z, :J)  является пределы: ой группой 
прямого спектра [ Oi ) ,  где Oi - циклическая груnпа порядка 2 
и гомоморфизмы hik, i < k , определяются формулоtl (3) ври­
мера VII I  2G . 1 .  Следовательно, группа VJ (Z, :J) является 
группой двоичн.; -рациональных чисел, приведеиных  по модуто 
1 ,  а ее группа характеров А2 (Z, П) есть нульмерная ди<�л.и ­
ческая  группа . 

5 .  Отображения компактов 

В этом параграфе мы рассмотрим отображение  одного ком па к га 
в другой с точки  зрения т еории гомологий .  

А) Пусть Х и У - два компакта , и 1 -отображение Х в У. 
Пусть а - группа , и n - целое чи сло . Тогда 1 порОЖ1!,ае г 
гомоморфизм hf группы  V11 (У, 0) = V» ( YJ в группу V» (X, О) = 
= V» (Х),  определяемый  следующим образом : пусть а - покры­
тие пространства У, а, - покрытие пространства Х, элемен­
тами которого я влqются полные пр .юбразы элементов по­
крытия а. 

Вершины нерва N(ar) находятся во взаимно однозначном 
соответствии  с вершинами нерва  N(a) , и это  соответствие , 
о чевидно,  я вляется симплициальным отображением ком­
п .1 екса N (а,) в N (а) .  В силу предложения 3 А), это симпли­
циальное отображение  пор о ж дает гомоморфизм группы  vn ( N (а)) 
в группу V» (N (a,)). Кроме того , если -; - другое покрьпие 
пространства У, а ga E Vn (N (a)) и g" Е V» (N (-;) ) - эквива ­
лентные элементы (см .  определен и е  VI I I  1 2), то образы элемен­
тов ga и g� в группах Vn (N(ar)) и Vn (N (т.,)) также будут 
экви валентными. Таким о 5разом , для каждого элемента группы 
vn ( Y) мы получаем некоторыt! элемент группы V 11 (Х) . 
Именно это отображение группы vn ( У) в группу Vn (Х) 
(являющееся ,  как легко видеть , гомоморфизмом) мы обозначаем 
через hf. 

В) Аналоги чно , 1 порождает гомоморфизм /11' груп пы А12 (Х) 
в группу А71 ( У) .  В силу предложения 3 В), симплициальное 
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отображение еерва N(a,) в нерв N(a) порождает гомоморфизм 
группы !J.n (N (a,)) в группу !:J.n (N (a)) . Гомоморфизм hr груп ­
пы !:J.n (Х) в группу !:J.n ( У) получается следующим путем :  
каждому элементу е груп пы !:J.n (Х) ставим  в соответствие тот 
элемент группы !:J.n ( У) ,  пр:-дставитель которого в группе !:J.n (N (а)) 
является образом представи rеля элемента е в группе !:J.n (N (a,) ) .  

Пусть /- отображение компакта Х в компакт У, и к ­
отображение компа i<та У в компакт Z. Тогда гомоморфизм 
группы !:J.n (Х) в группу !:J.n (Z),  порожденный отображением g/, 
совпада ет с произведением гомоморфизмов h0h,. А налоги чное 
ут верждение  о транзитивности имеет м есто для гомоморфиз­
мов  V - групп,  порождепных отображениями f, g и gf. 

П р  и м е р VIП 23 .  Пусть Р и Q - два полиэдра в данных 
симпл ициальных подразделениях. Отображение f поли9дра Р 
в полиэдр Q называется си.иплициальны.и отображением, 
если оно обладает следующим свойством : если р0, • • • , Pk ­
вершины некоторой клетки полиэдра Р, то f (р0) , • • •  , f (Pk) 
я вляются вершинами некоторой клетки полиэдра Q, и f отобра­
жает клетку с вершинами р0, . . .  , Pk в клетку с вершинами 
f (р0) , • • •  , j (Pk) линейн.о . Симплициальное ото'5ражение поли­
эдра Р в полиэдр Q, конечно, порождает симплициальное ото ­
бражение ком плекса остовов полиэдра Р в комплекс остовов 
полиэдра Q ; и наоборот, симплиц�альное отображение комплекса 
остовов полиэдра Р в комплекс остовов полиэдра Q пораж­
дает симплициальное отображение полиэдра Р в Q. Мы пре­
лоставим читателю доказать, что если f- си мплициалыюе 
отобр ажение полиэдра Р в полиэдр Q, то порожденные отобра­
жением f гомоморфизмы группы !:J.n (Р) в груп п у !J.n (Q) и 
группы V11 (Q) в группу Vn (Р) совпадают с ранее опреде ­
л е н н ы ми гомоморфизмами , порожденными симплициальным ото· 
браженнем комплексов остовов (см .  § 3) .  (Рассматриваем 
покрытие а полиэдра Q и покрытие '" полиэдра Р, порожден­
ные звездами  вершин данных симплициальных подразделений ,  
и используем 'ТОТ факт, что '1: вписано в локрытие, образован­
ное полными nрообразами  элементов покрытия а.) 

П р  и м с р VI I I  24 . Пусть '" - покрытие компакта Х, 
Р ('t) - геом етрическая реализация нерва N (t), и Ь - барицен­
трическое '1:-отображение простраdства Х в nолиэдр Р\'1:) 
(см . определение V 9). Тогда гомоморфизм hЬ групnы 
Vn ( Р ('")) в группу V11 (.Х), порожденный отображением Ь , яв­
ляется просто гомоморфиз\IОМ, ставящим каждому элементу е7 
группы Vn (N('t)) в соответствие э .1 емент е груnпы Vn (Х), и мею-
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щий е: своим представителем . Это н епосредственно следует из 
о пределения гомоморфизма hЬ . 

О п р е л. е л е н и е VII I  1 5 . Пусть С - замкнутое подмножество 
компакта Х, и f - тождественное отображение С в Х. Гомо­
м орфизмы  группы A'J (С) в группу f1n (XI и груnпы V•� (Х) 
в группу Vn (С), порожденные отображением j, называются 
естественными zомоморфиsмами. Эдемент группы t:..•� (C), кото­
рый отображается этим гомоморфизмом в нуль груп пы f111 (X), 
называется о-граничивающим в Х. Элемент группы Vn (С) ,  
являющийся:  образом при этом гомоморфизме некоторого зле­
мента группы Vn (Х), называется продолжаемым на Х. 

3 а м е ч а н и е. Если Х- п олиэдр и С его подполиэдр, то 
это определение согласуется с определением (определ е ние 
VIII 7) естественных гомоморфизмов ком плексов остовов по· 
лиэдров Х и С; это следует из при 'dеров VII I 14 и VIII 23 . 

С) Пусть f - отображение компакта Х в компаrп У, и hf ­
гомоморфизм группы Vn ( Y) в группу Vn(X) ,  порожденныlf  ото­
бражением f. Тогда для каждого элемента е r·руппы V11 ( У) 
существует положительное число о, обладающее тем свойством , 
что есл и  g - отображение компакта Х в У такое, что 
p(j,g) < o , то ho (e)  = hf(e) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть дан элемент е группы V11 ( У) ,  
и пусть Vn {N (а)) - группа, в которой е имеет представителя. 
Допустим .  что этот представитель есть еа• Пусть, далее, ПО· 
крытие а пространства У состоит из открытых множеств 
V1 1  • • •  , Vk, а • - покрытие пространства Х, элементы 
ul , . . .  ' uk которого удовлетворя ют условию 

(существование покрытия 't в ытекает из нормальности про­
странства Х) . Тогда взаимно однозначное соответствие между 
ui и vi дает нам сим плициал ьное отображение т нерва 
N('t) в нерв  N (o) , являющееся произведением симплиuиаль ­
ного отображения нерва N (а,) в н е р  в N (а) , определенного 
в А) , и проекuи и  нерва N ('t) в N (a1) . Следовательно, ото­
бражение т по рождает гомоморфизм группы Vn ( N (а)) 
в группу Vn (N (�:)) ,  причем ясно, ч то образ элемента га при 
этом гомоморфизме является ЭJrементом группы V11 (N (t)) ,  
представляющим ЭJJемент hf (e) . ПоJrожим : 

о = min р (/ (�) ,  У "- Vi) ·  



ОТОБ РАЖ Е Н И Я  КОМ ПАКТОВ 1 89 

Тогда , если  g - отображение компакта Х в У, для которого 
р (/, g) < о, Uic::.g- 1 (Vi) ,  и, следовательно,  g также пора­
ждает то же самое симплициальное отображение н ерва N ('t) 
в нерв N (а) . Следовательно, hи (е) = hf (е) . 

D) Пусть f- отображение  ком пакт а  Х в компакт У, и 
hr - гомоморфизм группы Дп (Х) в группу дп ( У) ,  порожден ­
ный отображением /. Тогда для произвольно заданного эл е­
мента е группы дп (Х) и покрытия а пространства  У суще­
ствует положительное число о ,  обладающее тем свойством ,  
что  если g - отображение ко:.шакта Х в У такое , что 
p (f. g) < о , то hr (e) и h0 (е) имеют одного и того же пред­
ставители в гру пnе L\11 (N (а) ) .  Это может быть доказано м е­
тодами, аналогичными методам , и спользованным при доказа­
тельстве предложения С) . 

Е) Из С) и D) вытекает, что го.мотопные отображения 
одного rсо.мпаrста в другой порождают один и тот же го.мо­
.морфиз.Аt V-zpynn и один и тот же zо.мо.морфиз.м д-групп .  

П р  и м е р  VIII 25 .  Пусть f- отображение компакта Х 
в п-мерную сферу Sn . Пусть О = :J. В силу примера VIII 22 , 
группа V11 (Sп, �) является свободно!! циклической группой . Мы 
гоеорим, ч го Sn ориентирована, есл и  выбран один из двух 
образующих элементов этой группы . Предполагая� что Sn ориен­
тирована, определим степень отображения /, в 1 очиости как 
в примере VIII 1 6, как элемент группы Vn (Х, �) , соответствую­
щий при гомоморфизме /zf' обра зующему группы V 11 (Sт � ' ·  
Снова1 как  в примере VII I  1 6, степень  отображения  f может 
быть определена как характер hr груш; ы Дn (Х, П) . 

Предложение Е) показывает, ч то степень отображения ком­
пакта в ориентированную п-мерную сферу я оляется гомотопи­
ческим инвариантом. Вспомним, что частный случаи этого утвер­
ждени я  был устанс в.J е н  н ами  еще в § 1 главы IV и затем 
использован для доказательства не :тяrиваемости п-мерной сферы . 

F) Пусть Х и У - компакты , О - счетная группа,  О'  - ее 
группа характеров,  и п - целое число. Вспомним (4 G)), что 
группы  дп (Х, О*") и дп ( У, О*) являются группами характеров 
групп Vn (X, О) и V11 ( Y, 0). Пусть теперь /- отображение 
компакта Х в У, hl' - гомоморфизм группы V11 (У, О) в группу 
\ и  (Х, О), порожденный отображенцем f, и ft{ - гомоморфизм 
группы L\11 (X, О*) в группу дп ( У, a ·i· ) ,  также по рожденны й  
отображением f. Тогда h( является гомоморфизмом , сонряжен­
Н I J М  с гомоморфизмом hf ·  
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Д о .к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть а - покры т и е  ком пакта У, 
и а,. - покрытие компакта Х, эл ементами  котор ого являются 
полные прообразы элементов покрытия а . Группы An (N(a,) , О-�" ) 
и An (N (a) , О*) являются группами характеров групп yn (N (aг) , 0) 
и yn (N(a) ,  О) . Предложен и е  F) является поэтому простым след­
ствием замечания , состоящего в том,  что гомоморфизм группы 
An (N (а f) , О"" ) в гр 1 ппу An (Na, 0") является сопряженным с го�ю­
�орфизмом группы yn (.N(a) , О) в групnу Y"( N (a1) , О) (см . 3 С)) .  

6. Теорема Хопфа о продолжении отображен и я  

В э1·ом параграфе областью коэффициентов для У- гру пп 
будет всегда груп па � целых ч и сел, а областью коэффицие н ­
тов для А-групп будет всегда группа П - группа  х а  р а к  г еров 
группы ;j .  

Пусть С - замкнутое подмножество ко.r.шакта Х, и f - ото­
бражени е С в компакт У. При каких  условиях / можно нро­
должить на  Х (см .  определен и е VI 2) ? М ы  уже изучали эту 
проблему в главе VI, используя методы теор е rико-множествен­
ной топологии. Мы по.1учим более точные результаты, и ссJi едуя 
вновь э ту проблему, н а этот раз с точ ки зрения алге браиче­
ской топологии . 

Сначала мы установим необходимое условие для возмож­
ности такого продолжения. 

А) Пусть n - нелое число, и hf - гомоморфи зм группы 
yn ( Y) в группу yn (С) ,  порожденный отображением f. Лля того 
что 5ы f было продолжаемо на  Х, необходимо, чтобы каждый 
элемент группы yn (С) , цвляющийся образом н екото;JОго эле­
мента группы yn ( У) при гомоморфизме hf, был продолжаем 
на Х (см .  определение VIII 1 5) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предположим, что f можно продол­
жить на  Х до отображения F компакта Х в У. Пусть lz -
естественный гомоморфизм группы yn (Х) в гр) ппу у n (С) ;  
вспом ним, что h е сть гомоморфизм, нарожденный  тождествен­
ным отображением множества С в Х. Отображение f я вляется 
теперь результатом последоватеЛьного примененив двух отоб­
ражений : тождестве нного отображения множества С 13 Х и отоб­
ражения F ; формула  hf = hhF тогда показывает ,  что каждый  
3лемент группы 'il11 (C) , являющийся образом при  гомомор­
физме hf, я вляется также образом при гомоморфизме h.  

В) Заметим, что н еобходимое условие предложения  А) эiсви­
�:�але н т но следующему условию в те рминах А- гомологий : 1сажды11 
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элемент l'руппы А11 (С) , ограни чивающий в Х, отображается 
гомоморфизмом hr в ну ль  группы А11 ( У) .  

Д о к а з а т е л ь  с т в о . Обозначим через hr гомоморфизм 
груr ш ы А11 (С) в группу A.n ( Y), порожденный отображением /, 
и через h•· - естественн ы й  гомоморфизм группы A.n (С) в группу 
А11 (Х). Вспомним, что hr и h* являются гомоморфизмами , со­
пр яжен н ы м и  с гомоморфизма�ш hf и h. Образы hfVn ( Y) и hVn(X) 
групп V11 ( У) и V11 (Х) , соответствен но при гомоморфизмах hf 
и lz, я вляются подгруппами группы Vn ( С). У ело вне предложения 
А )  требует, ч тобы перва я  из этих подгрупп содержалась во 
второй. Это эквивалентно утверждению, что аннулятор первой 
подгруппы содержит аннулятор второй .  Но в с и лу предложения 
2 D),  аннулятором под группы hfVn ( У) является ядро  гомомор­
физма l1r, т .  е .  множество элем ентов групп ы А 11 (С), о rображаю ­
щихсн гомоморфизмом lzr в нуль группы А11 ( У).  Аналоги чно , 
а н нулsпором подгруппы hVn (Х) явлнетси ядро гомоморфизма 
lz · ,  т .  е .  множество элементов группы A.n (С) , ограничивающих 
в Х. Э ro показы вает эквивалентность усл о в и й  предложе ­
ний  А)  и В) . 

В общем случае условие  предложения А) не ивляется доста­
точным.  

П р  и м е р Vll l  26 .  Пус rь  У - плоско е множество , состоя­
щее из двух окру жностей cl и с2, касающихся друг дру га 
в то•1 ке Р;  Х- замкнутый круг, и окружность С - его граница , 
f - отображен и е множества С в У, определенное следующим 
образом . Разобьем С на четы ре части п о с л едо в атель но распо­
ложенными  точкам и Р1 , Р2 ,  Р6, Р4• Каждая из точе к Р1 ,Р2, 
Р8,Р4 переводится отображе :ш�м  f в точку Р. Открытая 
ду га Р1 Р2 тополо ги ч е ски отобража е т с я  на положитеJJЬНО ориен ­
тиров:�нную дугу cl '\. Р, открытая дуга P2Ps 1 0ПОЛогически 
отображается на пол ож ительно ориентиров а нную дугу С2 "-.._ Р, 
открытая дуга Р3Р4 топологи ч ески отображается на о трица­

телыю ориентиrованную дугу С1 "-.._ Р, и откр ытая дуга Р4Р1 
топологически отображается на отрицательно ориентированную 
дугу С2 "'- Р. Тогда можно показать , что f не гомотопно постоян­
ному отображению,  т . е .  н е  може г быть продолжено на Х, 
несм отря на то,  что гомоморфизм ltf" отображает каждый 
одномерны й  V - цикл  простр анства У в ограничивающий 
V - цн кл .  

П р  и м е р VШ 26 .  1 .  Пусть ...\ - замкнутаи обJJасть х� + 
'.). 2 '). + х� + XJ + х4 � 1 в простра нс·• ве Е4 , огран и ч енная сферой S13• 



1 92 ТЕОРИЯ ГОМОЛОГИ Й  И РАЗМ Е Р Н О СТЬ 

l ' .  Хопф 1 ) построил отобр аже ние сферы S8 в сферу S2, не 
гомотопное постоянному отображению ,  т .  е. не продолжаемое 
на Х, относительно S2• Тем не менее , так как V n ( S8) = О лл я 
n -<:  2 и vп (S2) = О для n > 2, каждый гомоморф изм группы 
vп (S2) в группу vп  (S3) я вл я:ется нулевы м  гомом орфизмом. 

Теорема Хопфа о продолжен и и  отображения утверждает, что 
условие  пр едложен и я  А) не только необходимо,  но  и доста­
точно в случ ае, когда Х и меет р азмерность < n + 1 ,  а У есть 
п - мерная сфера. Это значит,  что топологическая проблема  
продолжен ия отображений с водится в этом случае  к чи сто 
алгебра и ческой проблеме . 

l ! Р ОДОЛЖЕ Н ИЕ СИМПЛИ ЦИАЛЬНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ В Sn 

Прежде чем приступи ть  к до:{азательству теоремы Хопф а 
о продолжении отобраi!-.ения , р ассмотрим сначала симплициаль­
ны'

е отображения поли эдров и докажем одновременной индук­
цией следующие два п редложения (начиная с этого момента , 
n есть целое ч и сл о  :;> 1 ) . 

Сп) Пусть Р - полиэдр раз�ерности -<: n, а R - или элемен­
тарная: п-мерная сфера 2) Rn ,  или одно из ее  последовательных 
барицентрических подразделений .  Будем считать, ч то  сфера R 
ориентирована .  Пусть f- симплициальное отображение поли­
эдра Р в R. Если степень о тображения f есть нуль ,  то f гомG­
топно постоянному отображению. 

Dп) Пусть Р - полиэдр размерности -<: n + 1 ,  Q - его под­
полиэдр и /- симпл ициальнuе о rображение полиэдра Q в ориен­
тированную элементарную п-мерную сферу Rn· Пусть элемент 
е груп п ы  vn ( Q) является степенью отображе ния /, а элемент ,...., 
е Е V" (Р ) - п родолжен и е м  элемента е. Тогда f можно продол-
ж ить в отображение F полиэдра Р в Rn , имеющее е своей 
степенью. 

Сначала мы  докажем С1 ) ,  затем покажем ,  что и в  Сп) сле­
дует Dп ) ,  n :;> 1 , и ,  наконец, докажем, что из D1. ) вытекает 

1) «Obe r  die Abblldungen der drei dimensionale n Spllii re auf  die. Ku­
geiШiche»,  Ma tlz. Ann. 1 04 ( 1 931 ) ,  стр . 1)37 - 665. 

2) «Элементарная с.рсра» ) n отребляется в этом n араграфе для 
о бозн ачения,  как комплекса, о n t- еделенноrо в примере VI I I  1 1 , т а к  и 
e r .>  г е о м е т р и ч ес1сой реализаци и. Далее, мы п и ше м симш1екс nоли­
эдра Р, V - ци кл поли эдра Р и т. п. ,  пони м ая под этим си мnлекс ,  V-цикJI 
1 1  т. п. I{ о м п л е i{ с а  остово в  полнедра Р. 
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Cn 1 1 ) , и )::- 1 .  Тогда Сп) и D1, ) будут 
всех n > 1 .  

установлены  

С1 ) . Пусть 

ДЛЯ 

1 zo = Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я  
= (г0, г1 ) - положительно ориентированная 
полигона R. Пусть 9 - одномерный V -цикл 
деле,mый  следующим образом : 

одномерная клетка 
полиэдра Р, опре -

1 1 если f (s ) = -+- zo,  

9 (s1 ) = О в ином случае . 

Тогда 9 представляет степень отображения  f и , С JJ едовательно , 
по предположению явля ется V-границей некоторого нульмер ­
ного V-цикла ljl. ljl есть целочис.'!енная функция верши н  поли­
гона Р, обладающая следующим свойством: пусть (pu, р1 )-од­
номерный симплекс ПО!! и гона Р. Если f (р0, р1 )  есть одномер­
ный симпле1сс (r0, г1 ) , 1 0  ljl (p1) - ф (p0) = 1 ;  если f (p0 , р1) не  
является ни симплексом (г0 , г1) ,  н и  симплексом (r1 , г0), то 
·� (Pt ) - y (po) = О. 

Отождествим теперь точки поли гона R с элементами групп х 
действительных чисел , приведеиных по модулю 1 .  Очевидно, 
можно предположить, что  отрезок z�, нап� ав:tенный от г0 к r1 , •  
соответствует отрезку (О , �). Если  р - действительное числ о 
то обозначим через (р J класс действителLных чи сел ,  сравни­
мых с р по модулю 1 .  Определим теперь на Р действительную 
фун кцию F (х), накладывая на нее два условия : 

{ F (x) } = f(x) , 

:2'', есл и х принадлежит замкнутому симплексу (р0, р1) ,  то 

_ !_ + •} (Ро) + �(P J )  -"' р (х) < 'f<Po) + y(P t )  + � 
2 2 � 2 2 '  

Простые вычислении по J<азывают , что F (х) - однозначная  не ­
прерывная функция .  Полагая для О <.. t <. 1 

f (x, t) = { t F (x) J ,  

видим, что отображение f гомотошю постошшому отобра­
жению. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т о г о , ч т о  и з  С11) с л е д у е т D1z) . 
Обозначим через r0, r1 , • • • , r1" r11 + 1 , вершины элементарной п-мер ­
ной сферы R 11  в порядке, соответствующем ориентации , и через 

1 3 (-!а!(, 5 !)7 ,  ll J ' у р !' В И Ч  
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/ &  й ( ) 11 Zo п-мерны сюiПле кс r 1 ,  г2 , • • • , г" + 1  . zo ПОJIОжительно 
ориентирован. V-кnacc е представляется V-циклом � полиэдра Q, 
определенным следующим образом : � (s11) = 1 ,  если 1 (s'1) = z� ; 
� (sn) = -1 , если f(s'1) = -z� ; � (s11) = О  в и ных случаях,  ...... 
а V-класс е в силу 1 Е) может быть представJiин  V -циклом Ф 
полиэдра Р, являющимся продолжением V -цикла � -

Пусть теперь Р n и Qn - полиэдры ,  состоящие и з  всех кле­
ТОI< размерности -<: n полиэдров Р и Q. Пусть Pt'::> - т - крJт­
ное барицент]Jическое подразделение полиэдра Р,1 mod Qm где 
т настолько велико , что можно осуществить следующую кон-
с rрукцию:  обозначим через s�, s�, . . . , s �  все те п -мерные 
СИ \\плексы полиэдра Р111 которые удовлетворяют условию 
Ф ( s�1) > О, i = 1 ,  • . .  , q,  и не 11ринадлежат Q .  Для каждого 
s� выберем Ф (s1) п-мерных симплексов в рС•�> : 

11 ( 
ik ilt il< ) 

Sik = р 1 1 р 2 1 • • • ' Pti+I 1 k = l ,  . . .  , <l• (sf) , 

причем каждый симпл еi<С s� является  ориентированным под­
симплексом симплекса sf, не имеющим н и одной общей вер­
шины к ак с симплексом sf ,  так и с любым отличным от него 
симплексом s� . Продолжим теперь симплициальное отображе­
ние 1 в сим плициальное отображение F1 поли эдра Р(':) U Q 
в R11, полагая: 

F ( i /; )  1 �р 1 = Гz , i = 1 , 2 ,  . . .  ; г; k .= l ,  2 ,  . . .  , Ф (sf) ;  

l = 1 , 2 ,  . . . , (n +- 1 ) , 

F (р) P(','� )'- Q. 1 = г0 для оста:IЫIЫХ вершин р, принадлежащих • " 

Помимо симплексов полиэдра Q симплексами ,  отображаю­
щим иен при F1 на z�, являются толы<о симплексы s�1k ,  и с тепень 
отображения F1 предс rавляется цепью Ф*, которая , очевидно, 
связана с Ф формулой (5), стр . 1 67 , и, следовательно, пред­
ставляет тот же самый V -класс полиэдра Р, рассматриваемо г о  
как топологическое пространство . Таким образом, и меем : 

а) степень отображения F1 есть элемент группы V11 (Р'�:> ) = ,.., 
= V11 (Рп)• соответствующий элементу е при естественном го­
моморфизме группы vn (Р) , в груп пу V'1 (Р,,) . 
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Нам нужно теперь показать , что отображение  F1 может 
быть продолжено на Р. Пусть И - векоторая  (n + 1 ) - мерная 
клетка ,  принадлежащ11я Р "'- Q.  Отображение F1 1  И "-.И я вляется 
симплициальным  отобра жением п-мерного полиэдра в Rn· 
Пусть е* Е vn ([; "' и) - степень отображения  Ft l  и " и. 
Тогда с rепень отображения F1 s.�вляется продолжени ем элемента 
е � на Pn н ,  следовательно , в силу а) , е* продолжаемо даже 
на Р. Тем более , е ·� продолжаемо на  U. Но V1� (U) = О (в силу 
примера VII I  1 0) , и ,  следовательно,  е* = О. Пользуясь теперь 
предложением С11) , получаем , что отображение F1 / И" U rо­
мотолно лостояюю У�у отображению, или, что в точнс сти то же 

самое ,  отображение F1 1 и ""'- И продолжаемо на  и. Ясно, что , 
применs.�я эти рассуждения к каждой (n + 1 ) - мерной клетке, 
принадлежащей Р '-, Q, получим продолжение  F отображения  
F 1  на Р. � 

Степенью отображения F является е ,  та к как естественный 
гомоморфизм групп ы  vn (Р) в группу V11 (Р1�) является изомор­
физмом , а образ степени  отображе ния  F при это У� изомор­
физме является степенью отображе�ия F1, котораfl,  в силу а) , 
является также образом элемента е .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  т о г о ,  ч т о  и з  Dп) с л е д у е т  Cn + 1) .  
Р обозначает теперь полиэдр размерности <: n + 1 , а R - или 
элементарную (п + 1 ) -мерную сферу, или одно из ее после­
довательны х барицентрических подразделений . Пусть zg+t - по ­
Jюжительно орие нтированный симплекс R,  и V- полиэдр, 
определенный (п +- 1 ) -мерными симплексами полиэдра Р, пере-
ходs. щими в z�-+ 1 при отображении f.  Можно предположить, 
что никакие дв а из этих симплексов�не имеют общей вершины ,  
и б о ,  в противном случае ,  можно было бы заменить Р и R их 
двукратными бари н.ентрическими  подразделениями Р" и R" и 
взять в качестве z�+t (n + 1 ) -мерный ё�мnлекс полиэдра R", ни 
одна из вершин  которого не явлцется вершиной R (такой симплекс, 
очеЕ идно ,  существует и удовлетворяет нашему требованию) . Го ­
моморфизм hf группы Ln (R, �) в группу Ln (Р, :J) отображает 

элементарную цепь 1 · z�1+1 в (n + 1 ) - мерную цепь  ер полиэдра Р, 
представляющую степень (,ТОбражения  f и ,  следовательно,  
в силу предположения ,  что степень отображения f есть нуль, 
существует п-мерная цепь � такая, что ' 

q� =r v�. (1 ) 
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Пусп. q; и ·� - цепи  ll v 'f  и fl v •i полиэдра V, соотве тствую ­
щие цеrшм 'f и ф при естественном гомоморфизме. Из равен­
ства ( 1 )  получаем 

(2)  
Пусть z� - ориентированная грань симплекса z� t- J ,  nусть п­
мерная цепь ф1 nолиэдра V есть образ элементарной цеnи 
1 · z� при гомоморфизме,  nорожденном отобр а же н и е м  // V. 
Так ка к 1 . z�+l явля ется V - границ-ей цеп и 1 · z� в комплексе, 

11-f-l  состоящем из неориентированного симплекса z u и его гра -
.... 11 f-1 ней,  а 'f - образом цепи 1 · z u- , nри гомоморфизме ,  поrо-

жденнои отображением f l V, то м ы  1 1 меем 

и э rо вместе с (2) показывае1 , что цеnь •}1 - ф полиэдра V 
является V-циклом в V и ,  следовательно 1 ) (см. примеры VII I б 
и VШ 1 0) ,  гомологична нулю в V. Пусть теnерь Т - по­
лиэдр , состоящий из всех клеток nолиэдра V размерности -<  n. 
Рассмотрим  отображение f 1 Т ка к отображение nолиэдра Т 
в ЭJiементарную п-мерную сферу Rn, образованную гранями 
симплекса z�-1 1 •  ф1 можно рассматри Рать как V-цикл nоли­
эдра Т, представляющий стеnень отображения f 1 Т. Так как 
V -цикл ф 1 - ф, как nоказано выше,  огран и чив ает,  то степень  

отображения f 1 Т представляется также цепью �. Заметим , 
что ,  в силу ( 1 ), V•t (sn+l ) = О для любого (n + 1 ) -мерного сим­
плекса , не  nринадлежащего V. Это означает, что цепь h<P'-.. VJ u т ф 
я вляется п-мерным V-циклом nолиэдра (Р ""'- V )  u Т. Так кш< этот 
V-цикл является nродолжением V-циюrа у, то ,  используя Dп) , 
получаем, что отображение f / Т может быть продолж·ено 
в отображение F полиэдра (Р"'-. V) U Т в R11 -

Положим g (х) = / (х), если  х Е  V, и g· (x) = F (х) в против­
ном случае ; g есть отображение полиэдра Р в R. Введем ,  да­
лее, в R �ферическую метрику таким обр:�зом , чтобы клетка , 

1) Дпя того чтобы применить здесь nример VI I I  6, м ы  должны 
n 1 н ть n > О. Отсюда видно, почему мы не м огли начать  инду1щию 
с 11 = о. 
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онределенная симnлексом z':,+I совпадала с полу..:ферой. Ясно , 
что в этой метрике / (х) и g (x) никогда не бывают диаме· 
трально nроти воположны ми точками и, следовательно (пример 
VI 8),  f и g rомотопны. Так как образ полиэдра Р при ото­
бражени и  g является собственной частью (n + 1 )-мернс й 
сферы ,  именно , замкнутой клетк ой,  определенной симплексом 
г �+ 1 , то g гомотопно постоянному отображению (см. пример 
vr 8 ), а значит, это верно и для f. 

Таким образом ,  доказательство того , ч го и з  D.п) следует 
Cn+ 1 ) ,  закuнчено.  Следовательно, предложения Сп) и D,.) пол ­
ностыо доказа ны.  

ОТ О Б РАЖЕН И Я  К О М П АКТО В В s, •• 

Т е о р е м  а VI I I  1 . Пусть Х - тсомпатст раз.лtерности 
<: n + 1 ,  С - е г о  за.мтснутое Jtод.множество, и f - отобра­
ж е н и е  .множ ест ва С в (ориентированную) 1) n-мерную сферу 
Sn.  Пусть е Е т::; " (С) есть степень отображения f. Тогда 
dля того цтоб{>l f было nродолжаемо на Х, необходи.мо и 
достаточно , чтобы е было продолжаемо на Х. Кроме того , � 
если е Е '111 (Х) есть продолжение е н.а Х, то существует 

щюдо.zжение F отображения f н.а Х, имею щее е своей сте­
пенью . 

Следующая теорема двойственна предыдущей . 

Т е о р е м а VШ 1 '. Теорема Хопфа о продолжении  отобра­
жения.  Пусть Х - тсомпатст размерности �n + I , С - его 
аам1сн.утое под.tutожество, и f- отображение .множества 
С в Sn . Длн того чтобы f было продолжаемо на Х, необхо­
димо и дост аточно, чтобы тсажды й эле.мен.т 2) группы t1•1· (C) , 
ограначttвающиii в Х, отображался в нуль группы �·� (S11) zо­
моморфиз.tю.м hr группы д ·• (С) в группу !116 (S11) .  

Экuивалентносп, теорем V I I I  1 и 1 '  была установлена 
в предложении  R). Такин образом, достаточно доказать лишь 
первую из  них.  

Д о к а з  а т е л ь с т в с т е о р е  м ы VШ 1 .  Необходимость 
условия уже была проверена (nредложение А)) . 

1) См. пример V Ш  25. 
2) На пом н и м ,  ч то областью коэффицие нтов v -гру п п  я вл я е т с я  группа 

�\ цел ых ч н сел, а областью козффициешо в 6. - r р у п п - груnпа П 
��ействи r с> л ь н ы х  чисел.  п р и ведеиных по мо.аул ю 1 .  
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Для того чтобы доказать достаточность, отождествим сна­
чала S,J с элементарной п-мерной сферой Rn (см . nредложе­
ние Dn)) .  Мы утверждаем , что существует nокрытие 't ком­
пакта Х, обладающее следующими с uоЯствами :  

...., "" 
(а) е имеет представителя ,  е� ,  в групnе vп (N (-.:)) ; 
(Ь) если ul • ' . . , Uk - элементы покрытия -.:, ТО образ при 

отображении f множества Ui n С содержится в звезде некото­
рой вершины ком плекс 1 Rn ; 

(с) Порядок покрытия -.: не больше n + 1 . 
Чтобы nоказать это, н айдем сначала г.окрытие -.:1 компакта Х, 

удов.1етворяющее  у словию (а) , и покрытие -.:� (существование 
которого вытекает из компактности Х), удовлетворяющее усло­
вию (Ь). Тогда в качестве -.: можно взять любое покрытие 
nорядка < п + 1 , вписанное и в 't1 , и в 't2; существование  
такого покрытия следует из теоремы V 1 . 

Обозначим через 't 1 С покрытие  множества С, сос 1 оящее из 
пересечений элементов покрытия 't с множеством С. 
dim N (-.:) :;:::;; n + 1 ,  и N('t 1 С) является подкомплексом нерва 
N (-.:) . Рассмотрим  симплициальное отображение g� иомплеиса 
Nt"t 1 С) в Rm полученное тем, что тсаждому элементу Ui n С 
покрытия 't 1 С ставится в соответствие нетсоторая 
вершина комплекса Rm звезда которой содержит f( U1 n С) . 
Тогда из определения гомоморфизмов V-групп, nора­
жденных отображение �t , легко следует, что стеnен ью е, отобра ­
жения g, является предста в итель элемен'fа е в груnпе vn (N(-.: 1 С)) . 
Рассмотрим геометрические реализации Р (•) и Р t" 1 С) нервов 
N('t) и N ('t 1 С), и будем рассматри вать g� как си ·.шлициальное 
отображение полиэдра Р (-.: 1 С� а не только его вершин, в Rn · 

Можно предположить 1 ) ,  что е� я вляется продолжением эJiе­
мента е, . в CИ JIY Dn) ,  существует продолжени� а, отображения g, 

...., 
на  Р ('t), и меющее е, своей степенью .  Возьмем теперь барицен­
трическ ое 't-отображен ие 'h, пространства Х в пол иэдр Р (-.:) 
(см . о nределение V 9) . Частичное отображение b, l С является , 
очевидно,  отображением множества С в полиэдр Р (-.: / С). Рас-

1) Если е; е сть элемент гру пn ы I:J.1� (N ( " 1 С)) ,  nродолжением  кото­
рого является е, . то е� и е� представляют од ин  и тот же элемент группы 
v� (С), т .  _е они им еют одну и ту же проекц•1 ю  в гру пnу vп (N (,;1 1 С), 
где ос1 - nодход я щи м  образом выбранное, в rисавное в " покрытие.  
Заменяя " nокры rн f м ,;1  и g� nроизвед ени е м  g� It щюекции  к о м пл ек с а  
N (,; 1  1 С) в комплекс N (-; 1 С! ,  м ожем предпол ожи т ь ·  ' I T O  е� = е ,  . 
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смотрим 01 ображепие 

g (х) = g, (Ь� (х) ) , х Е С 
множества С в Rn и е го продолжение  

а (х) = а� (Ь� (х)) , х Е Х, 

я вляющееся отображением пространства Х в Rn· Степень ото­
бражения g есть о .Jр аз элемента е, в группе 'il1� (Х) при гомо­
морфизме , порожденном  о rображением ho и ,  в силу при­
мера Vlll  24 ,  это будет элемент е. По тем же соображениям , 

степенью отображения а является элемент е . 
Отобр�жение g обладаст тем свойством , что если  Ui0, • • •  ,Uim­

все эле м енты покрьпия ' • содержащие данную точку х Е С, 
т о g (x) содержится в клетке п олиэдра Rm опреде­
ленной симплексом (Pio• . . .  , Pim),  нерш и ны которого соот­
ветствуют при отображении g, множествам Uio• . • . , Uim . Из 
определени я отображения  g" вытекает, что f(x) содержится  в звезде 
каждой вершины Jlio • ·  . • , Pim• т. е .  f (x) содержится в клетке 
полиэдра Rm и меющей симnлекс (Pio• • . .  , p;m) своей rра�1ью ;  
с ,�едователы-ю, g (х) и 1 (х) содержатся в одной и той же 
замкнутой клетке полиэдра Rn· Следовательно, 1 и g гомотопны 
:rруг другу, ибо можно точки g (х) и 1 (х) соединить прямо­
л инейным отрезком и передвигать l(x) к g (x) по этому отрезку. 

Теперь g· допускает продолжение на Х, а именно в а. Следо­
вательно (теорема Барсук а ,  теорема VI 5) ,  1 также допускает 
некотоrое продолжение F на Х, гомотопное  отображение а. � 
Но а имеет степень е ;  следовательно ( предложение 5 Е)) ,  

� 
Г r ш ж е.  имеет степень е .  Теорема VIII  1 доказана . 

С л е д с т в и е 1 . Если Х- тсомпакт размерности <_: п -f- 1 , 
mo 1саждому элементу е группы 'il" (Х) соответствует ото­

бражение компатста Х в ориентированную п-.мерную сферу Sn 
степени 

е . С л е д с т в и е 2. Пусть Х- тсомпащп разм-рности :::::; п + 1 , 
и С - ezo за.мтснутое подмножество. Для того чтобы тсаж-

. дое отображение множества С в 511 было продолжаемо н.а Х, 
необходимо и достаточно, чтобы каждый алемент zруппы 
vn (С) был продол:Jiсаем, другими слова.ми, чтобы естествен­
ный го.мо.Jtорфизм zруппы v" (Х) в zpyпny 'il" (С) был zо.мо.иор­
фиэ.ио.lt ZfJynnы 'iln (Х) на группу уп (С) .  
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Д о к а з  а т е л ь с т в о. Необходимость : пусть е - непродол­
жаемый элемент группы 'i/11 (С) .  В силу _ следствия 1 ,  существует 
отображение f множества С в сферу S11 степени е .  В силу 
предложения А) , / не может быть продолжено на Х. Доста · 
точность следует непосредственно из теоремы VI I I  1 . 

С л е д <:  т в и е 3 . Пусть Х - �&омпакт размерности � п + 1 
и С - его замкнутое подмножество. Для том чтобы �&аж­
дое отображение .множества С в Sn было продолжаемо на Х, 
необходимо и достаточно, чтобы только нулевой элемент 
группы !J.n (С) ограни�tивал в Х, другими словами, чтобы 
естественный гомоморфизм группы !J.n (С) в zpynny А" (Х) 
был изо.морфизмо.и группы !J.n (С) в группу А11 (Х). 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Следствие 3 вытекает из следствия 2 и 
п р е дл ожеРвя 2 F) . 

Т е о р е м  а VII I  2 .  Пусть Х - тсо.мпакт размерности 1) <: п . 
Два отображения компатста Х в ориентированную п-мерную 
сферу Sn голютопны в том и толжо в том случае, если 
они имеют одну и ту же степень . Кроме того , гомотопи­
ческие �&лассы отображений тсомпаюпа Х в ориентированную 
сферу S11 находятся во взаttмно однозначном соответствии 
с элементами группы vn (Х). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Мы уже доказал и ,  что два гомотоп­
н ы е  отображения имею r одну и ту же степень (предложе­
ние  5 Е)) . Докажем теперь обратное. Рассмотрим топологи­
ческое п р о и з в еде н и е  Х Х 1 компакта Х на отрезок /. В силу 
теоремы I I I  4 ,  d i m  Х Х 1 -<  n + 1 . Пусть р - отображение 
произведения X X I в Х, задаваемое формулой : p (x, t) = x, 
х Е Х, О <:  t < 1 , и q - отображение  простrанства Х в про­
изведение Х Х 1, з адаваемое формулой : q (х) = (х, 0). О го бра­
жен и е р n орожда ет гомоморфиз\1 hP группы 'i/11 (Х) в группу 
'i/ 11 (Х Х 1) , а отображение q порождает гомоморфизм hq груп n ы  
vп  (X X J) в г р у п пу vп (Х) . Так как  pq есть тождественное 
отображение компакта Х н а себя ,  то гомоморфизм hq hv, 
порождаемый этим отображением, является тождественным 
автоморфизмом грунпы vп (Х) :  для любого элемента е Е vп (Х) 

(3) 
Пусть Х0 - мн ожество точек ви 1а (х, 0) , и Х1 - множество 

точек вида (х ,  1 ) .  Если п > О, то , в силу  примера VIII 22. 1 ,  

1) Следу ет обратиь в ·ш м а н и с  1 .а  то, что теперь м ы  берем dim Х -<  n 
вме сто dim Х -< n + 1 ,  как в теор еме VIII 1 .  
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группа vn (Хо u Xl)  ЯВ/Iяется прямой суммой групп V•J (Хо) и 
Vn (Х1 ) .  Следовательно, элементы группы vn (Х0 U Х1) могут 
быть представлены парами (е ,  е') ,  где е и е ' - произвольные 
элементы группы vn (Х). Из соотношения (3) леп<о следует ,  
что для любого элеме нта е Е Vn (Х) элемент (е ,  е) группы 
Vn (Х0 U Х1 ) является образом елемента hP (е) при естествен­
ном гомоморфизме группы Vn (Х Х /) в группу Vn (Х0 U Х1) ,  
ибо  гомоморфизм hq, оч евидно, можно  интерпретировать 
ка к естественный гомоморфизм группы "V11 (Х Х /) в груп пу 
Vn (X0) (или в груп пу vn (X1 ) ) . Это показывает ,  что каж­
дый элемент груnпы vn (Х0 U Х1 ) вида te, е) про дОJi жаем на  
X X I. 

Пусть /0 и /1 - отображения компакта Х в S1ъо имеющие  
одну и ту же  степень е .  Рассмотрим отображение м ножества 
Х0 U Х1 в Sm равное отображению /0 на Х0 и отображению 
/1 на Хр Его степень есть (е, е) , а элемент (е,  е) продолжаем 
на Х Х /. Следовательно, rю теореме Хопфа о r rродолжении,  
отображение множества Х0 U Х1 , определенное выше,  м о же r 
быть продолжено на Х Х / ;  это означает, что отображение fo 
и /1 гомотопны .  

Доказательство того, что  гомотопические  классы находятся 
во взаимно однозначном соответствии  с 'У-классами , вытекает 
теперь непосредственно из следствия 1 теоремы VIII  1 . 

С л е д с т в и е. Пусть Х - ко.мпаюп раз.ме рности � n .  
Тоzда Х допусf(ает существенн ы е  отображения в S,1 в то.м 
и тоЛЬf(О в том случае, если Vn (Х) -:j: 0 ,  или ( двойственно) 
в то.м и толысо в том случае, если А11 (Х) =!= О.  

3 а м е ч  а н и е.  Если Х - l(омпактное подмножество (n  + 1 )­
мерного эв r<л идова пространства, то предположение dim Х <;;. fl 
в следствии может быть опущено, Ибо,  в силу следствия 1 
теоремы VIII 1 , из того, что vn (Х) -:j: О, вытекает сущест во­
вание существенного отображения пространств а Х в Sn С 
др угой стороны ,  из того ,  что Vn (Х) = О, следует (см . теорему 
VII I  1 ) , что каждое отображение пространства Х в S,. может 
быт ь продолжено на  содержа щий прос·rранство Х (п + 1 ) ­
мерный куб и, следовательно ,  я вляется несущественным (см . 
пример VI 7) .  Это позволяет дать алгебраическую интерпрета ­
цию теоре м ы  VI 1 3 : tсо.мпатст X c. En-' 1 разбивает En+ 1 в то.м 
и тольtсо в то.м случае, если Vn (Х) f: О, или двойственно, 
если 6,n (Х) * О. 

Это, конечно, частны й случай знаменитого закона двой ­
ственности Александера . 
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7. Теория г о м ологий и ра з м ерность 

Теперь мы переходим к главному резуль rату главы Vlll ,  
Т е о р е м  а VII I  3 . Пусть Х- тсомпа"т rсонечной раа.мерности.  

Для того чтобы разлtерность Х была не больше п ,  необхо­
димо и достаточно, чтобы для любого за.икнутого подмно­
жест ва С с Х тсаждый алемент группы V 11 (С) был продол­
:JIСаем на Х. Это значит , что естественный го.ttо.!юрфи.1д 
?руnп ы V 11 (Х) в группу vn (С) должен быть гoAto.ftopфuз.uo.lt 
-гру пп ы "\1 11 (Х) на всю группу V11 (C) . 

И ли в двойственной формулировке : 
Т е о р е м а VII I  3 ' .  Пусть Х-компаюп "онечной раз.мер­

ности .  Для того чтобы размерность Х была не болыие n ,  
необходимо и достаточпо, чтобы для любого замкнутого 
подмножества С с Х толжо нулепой алемент группы t:.n ( С) 
о �раничивал в Х. Это значит , что естественный гомоморфиз.!t 
группы t:.п (С) в группу !J.n (XJ должен бы ть изоморфизмом 
группы !J.n (С) в группу !J.n (Х). 

Та '<  как естественный  гомо морфиз\1 группы tJ. '  (С) в груп­
пу tJ.n (Х) я вляется сопряженным  гомоморфизмом с естествен­
ным гомоморфизмом группы Vn (Х) в груnпу Vn (С) ( предло­
жение 5 F) и определение  VIII 1 5)) ,  то условия обеи х  теорем 
эквивалентны (предложение 2 F)) . СJi едо вателыю, дос гаточно 
дать доказательство лишь одной из  них . 

Д о I< а з а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы VII I  3 . Необходимост ь 
можно было бы немедленно получить из  теоремы VI 4 и след­
ствия  2 теоремы VII I  1 . Можно, однако ,  дать значитепьно более 
элементарное доказательство . Заметим сначала , что если 
1( - комплекс размерности -<: n и L - nодкомплекс I<Ом n л е кс а  
1(, то каждый элемент группы Vn (L) продолжае м на 1(, ибо 
в комплексе К нет г икакой разшщы между n-мерными цепями 
и п-мерными V-никлами ,  а каждая п-мернзя  цепь подкомплекса /,, 
конечно ,  может б ыть продолжена в п-мерную цепь ко'll плекса  К. 

Пусть е - некоторыfi элемент груnnы Vn (С) ,  и cr - nокr ытие 
множества С такое ,  ч го е имеет предс rапителя в груn пе vn (N(cr) ) .  
Рассмотрим теперь покрыт; Iе " пгостранств а Х, обл адающее 
тем свой ством ,  что эл�менты покр ытия 't' являются пересечениями 
множества С с э 1ементами покрытия -r .  По теоrеме V 1 сущест­
вует покрыт и е  "' nорядка < 11 , вnисанное в " · Пусть cr' --по­
крытие множества С, состошцее из пересечениИ м ножес гва С 
с элементам и п о крытия " '  Так как cr ' вписано в а ,  то е имеет 
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пр едставителя ear n г руп пе Vn (N (a ')) .  Так ка к d i ш  N ('t') < n ,  
т о ,  I< a l\ замечено выше,  су ществу ет эл емент е,•  группы 
vn (N('t' ) ) , Н ВЛ Я Ю ЩИЙСЯ продолжением элемента еа· · Элемент 
групп ы 'i/11  (Х) , определяем ы й  этим элементом e,r ,  явля е rся про­
д о л ж е н и е м  эле мента е. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть dim Х > n .  Тогда , в с илу пр едл о­
жения 1 1 1  1 D) , Х содержит замкнутое множество Х1 ра змер ­
ности n + 1 .  По теор �ме VI 4 суще ствуют зам кнутое подмно­
жество С с Х1 и отображение f множе ств а С в Sm которое 
не  мо ж ет б ыть продолжено на Х1 • Следовательно, согласно 
теореме VII I  1 ,  существует элемент гру п п ы  v n  (С), не продол ­
жае\tЫй  н а  Х1 ,  а значит, и подав но н е п р одолжаем ы й на Х. 

3 а 111 е ч а н  и е .  Не и з вестн о , и м еет ли теорема VIII 3 ме сто , 
если не д е л а т ь  предп оложения , что пространство Х и меет 
конечную раз м ерность.  

ОТН О С ИТЕЛЬНЫЕ ГОМОЛОГИИ 

В з а к л ю ч е н и е  мы кратко рассмотрим та к назы ваем ы е « ОТ ·  
носительные » д - и V-гомологии, с помощью которых связь 
м ежду размерностью и гомологией м ожет быть в ы ражена 
в бол е е  я сной форм е .  

Если да н J(Омпакт Х и его зам кнутое подмножество С, то 
можно опр еделить д- и V-гру о п ы  ко м пакта Xmod C. Для каждого 
покрытия 'i. КО \m акта Х пусть 'i. l  С-покрытие множества С, 
состоящее из пересечен и й С с элементами покры1 ия 't .  Тогда 
система гру r ш  { Vn (N ('t) mod N ('t j C), О) } (см .  стр. 1 58)  с r о ­
моморф! ! змами ,  по рождаемы ми  симплициальными tJтобра ­
жениями нерв ов , я вляетс я  прямым спектром . Аналогично ,  
{ 1" (N ('t )  mod N ('t  1 С) , G) } явля ется обратн ым с пектр о м .  Пре­
дел ь н ы е  группы эти '!: с п ектров н а з ы ваются,  соотв етст в е н н о ,  
п-мерны м 11  V- и д-группами компакта X mod С по области 
коэффициен r о н  О .  Предложе н и я  1 0) и 2Н), доказанные  дл я 
1 :омпле ксов, м о гут быть без всяких затрудн е н и й  перснесены н а  
общие ком п а кт ы .  

(а )  Если vп+ 1 (X rnod С,  О) - нулев ая группа,  т о  е сте ­
ств е н н ы й  го >t оморфизм отображает груп nу Vn (Х, 0) на в с ю  
группу V" (C, G), т .  е .  каждыА элемент группы vп (С, G) 
продолж а е м .  

(Ь) Если О - счетная  дискретная гру .ша и G* - ee группа 
характеро н , то !J..11 ( X mod С, а • ) я в л яется груnпой х а рактеро в 
гру n пы V 11 (Х шоd С, G). 



204 ТI!ОРИ Я ГОМОЛОГИЙ И РАЗМИР Н О С Т Ь  

Возьмем  теперь  снова в качеств е области коэффициентов 
V- груnп группу �. а в качестве области коэффициентов .:1-групп 
гру ппу П. 

Т е о р е м а VIII 4. Пусть Х - 1Сомпаюп 1СОНе'lной размерно­
сти. Для того чтобы размерность Х была не больше п, необхо­
димо и достаточно, ч тобы для любого зам1Снуто210 подмно­
жества с 1COMna1Cma х группа vn+ l (Х mod С) . или, что то 
же, группа .:111+ 1 (X mod С) , была нулевой группой. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Необходимость  вытекает из рассу­
жден 11 И  предложения  4 F), а достаточность - и з  теор е ­
м ы  VI I I  3 и (а ) . 

Можно показать , что групп ы  Vm  (Х mod С) и � m  (Х tnod С) 
ямя ются топологическими инвариантами открытого множества 
Х ""' С. Таким образом ,  теорема VIII 4 утверждает, что 
d im Х >  n в том и только в том случае , если Х содержит 
оп<рытое множество, несу щее на  себе существенные  п-мерные 
ГОIVIОЛ О Г И И ,  



ПРИБАВЛ Е Н И Е  

R этой к н и г е  м ы рассматривали исключите/JЬНО метриче ск и е  
пространства со счетным базисом, хотя простран�тва более 
общей природы играют очень важную роль в современных 
топологических исследованиях. Мы решили рассматривать только 
метрич еские пространства со счетным базисом  н� Из-за сообра­
жений вкуса , так как действительная теория размерности, при­
ложимая к общим пространствам, была бы чр '2звычаИ нu инте­
ресна. 

Мы ограничились рассмотрением  метричес i<ИХ пространсто 
со счtтным базисом также и не потому, что не существует 
определений размернос·r и ,  приложимых к общим пространствам . 
Причина этого за tшючается скорее в следующем : хотя можно ­
в действительности, даже несколькими способам и - дать опре ­
деление размерности для пространств очень общей природы , 
нмьзя (по крайней мере, исходя и з  существующих понятий 
размерности) построить теорию газмерности для таки х общих 
nространств .  Цель Прибавления состоит в пояснении  этого 
утверждения . 

Л юбая теория размерности исходит из «размерностной 
функции»  d (Х), и представляется я сным ,  что, для того чтобы 
о правдать свое название, размерностная функция дОJJжна быть 
целочисленным топологическим инвариантом пространств , от­
л и чающим n-мерное эвклидово пространство от т-мерного; 
приче"'' инвариантам .мoflomoflflЫM, т .  е .  если Х' с:: Х, то должно 
быть d (Х' ) < d (Х). 

В этой книге мы познаком ились с тремя размерностным и  
функциями метричес t<их пространств со  счетным базисом , 
а именно (d1 (Х),  конечно, есть dim Х): 

(1 ) d1 (Х) = - 1 ,  если Х пусто ;  d1 (Х) < n, если для каждой 
точки  р Е Х и открытого множества U, с одержащего р, 
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существует открытое множество V такое , что 

р Е V c:: и, 
d1 (Pr V) <: n -- 1 .  

(2) d2 (Х) = - 1, если Х пусто ; d2 (Х) <: n ,  если для I<аждого 
замкнутого множества Р с: Х и открытого м ножества и, со­
держащего Р, су щес т вуе г от крытое множест во V такое , что 

р с: v с: и, 
d2 (Fr V) <: п - 1 . 

(3 )  d13 (Х) = - 1 ,  если Х nусто ; d3 (Х) < п , есл и в каждое 
покрытие  1) пространства Х можно вписат ь  покрьпие порядка <;: u .  

М ы  доказали (предложение I I I  5 А) и теорема V 8)) ,  что, 
если  Х- метри ческое пространство со с четным базисом, у rn ер ­
ждения  d1 (Х) <: 11 , d2 (Х) < n , dJ (Х) < n экв и в а лентны 2). И 
с пом ощью этих размеркост ных функций были полу ч ены наи ­
более интересные геометри ческие теоремы .  

Определения  ( 1 ) ,  (2) и (3) без малейших затруднений мо ­
гу г б ыть перенесены на топологичес к и е пространства наиболее 
общего в ида. Но немедленно в след за этим возникают осл ож­
нения , ибо, как будет показано на  прим ерах ,  
(а) d1 не удовлетворя ет элементар ному требова н и ю ,  чтоб ы ,  

е с л и  Х с четно , d1 (Х) = О ; (Ь) d1 (Х) не обя зательно равно d2 (Х) или d3 (Х) В) ; 
(с) ни d.1 ни d3 не монотонны . 

d1 , как легко видеть , монотонно , что м ожно п о каа а гь мето­
дами , которыми м ы польаовались при  доказател r,стве тео­
ремы Ili 1. Однако суще ствует пример  Урысона 4) хаусдо р фова 
пространства и счетного и тем не менее связного .  О ч е в идно , 
d1 (И) > О ;  ибо пространство  Х, для которого d1 (Х) = О, 
с одержат собственны е подмноже ства , одновр еменно открытые 

1 )  Н апом и н а е м ,  что слово • n о кр ы т и е »  о з н а ч а е т  с коне ч 110е покры·  
т и е  от к р ыты м и  м н о ж е с т в а м и » .  

2) Зд е с ь  ум е с т н о  в с n омнит �> ,  ч т о  э т а  э кв и в а л е н тн о с т ь  и гр а л а  важ­

ную роль в доказательстве основных теорем т е о р и и  р а з м ерп о с ш ;  

следуе т обратит ь в ним ание п а  т о ,  что м ы  пол ьзова;ш � ь  фующией d 2  
при д о к а з а т е л ь ст в е  теор е м ы  с л о жения для ну11 ьмерных множеств 
(теор е м а I I  2) и функцией d� при д о к а з а 1 е л ь с т в е  теор е м ы  о вклю­
ч е н и и  (т е о р е м а  V 3). 

3) С м .  СН,)ску 2). 
4) «Ueber die Mach.igke i t  z usammenl1iingender Mengen» ,  Math. Апп. ,  

94 ( 1 925), стр.  �-62-295. П ространст в о И и м е е т  счещый базис, по не 
метр н зу е м о .  
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и замкнутые  ( в действи тел ьности 1 1р о и з в о .'I Ы I О  малые , одно­
временно открытые и замкнутые подмножества) и , следова­
тет,но , н е  связно .  Таким образом ,  пример Урысона показывает, 
что функция d1 не обязател ь н о  равна нулю д11я счетного про­
странс гва .  

Теперь мы докажем ,  используя пример Тихонова 1 ), что 
ни d2, ни  dн не монотонны .  Пример Тихонова с гроится сле­
дующим образом : пусть Ф - перво е порядковое ч исло второго 
класса и [0, Ф] - прос гра не  r в о  порядков ых ч и с е ,1 п ,  О -<.  n -<.  Ф ,  
топология в ю1 ором определяется так : для любого n Е [0 ,  Ф] 
произвольная окрест н ост ь n о п ределяется n арой порядковых 
чис ел  т ,  р таких,  ч т о  т < n <p, именно, она состоит из  всех 
порядковых чисел х таких, что т <  х < Р· Аналогично ,  пусть 
9 - п ер в о е  порядковое чи сл о  третьего кла сса и [0 , 9 ] - про­
с rранство всех порядковых чисел а ,  О -<. ос -<.  Q, топологи я  
в котором о пределяется в точности т а к  ж е ,  как в [О, Ф] , Ра с­
смо гри м  телерь топологическое произведени е  S = [0, Ф) Х [0, 9] ,  
так ч т о  точ!<ами пространства S я вляютсн пары (n, а) , 
О -<.  n < oJ , О -<. а -<. 9 .  Обозначим через Т дополнение в S 
точки (оо, 9) .  

Каждое из пространств [0, Ф ] и (0 ,  9)  я вляется биком ­
нактным хаусдорфовым пространсrвом . Поэтому 2) их произве­
дени е  S также является бикомпактным хаусдорфовым простран­
ством  и , следовательно) s, оно нормаJiьно.  С другой стороны ,  Т 
не нормально : пусть F - м ножество { 1..n ,  Ф) ;  О -<. n < 9 } и 
К - множество ( (Ф ,  ос) ; O -<. oc < Q } .  Тогда множества F и К 
замкнуты в Т и не пересекаются ; следовательн::> , U = Т ""- К 
е сть откр ытое множество,  содержащее F. Пусть теперь V ­
л юбо е  дру гое открытое в Т множество , содержащее F ;  ка­
ждая точка (n,  9) множества F имеет тогда окрестность ,  содер­
жащуюся в �' : это значит, что для  каждого n сущес т вует поряд­
ковое ч и с л о  an < 9 такое, что из  х > а ,А следует, что(п,  х) Е V. 
Но счетная п о с л едова т е л ь н о сть порядковых чисел второго класса 
и м е е r верхнюю границу, принадлежащую второму классу .  Следо­
вJТел ьнu , существует порядковое число а0 < 9 такое , что для 

1) «Uber die  topolog ;sche E1·weiterung von �aumen,  Matfz .  Atm. 
1 02 ( 1 930) , стр.  544-56 1 .  Когд а  на стоящие з а м етки были уже напи­
с аны, атот же с амый пример Ти хонова был исnоJi ьзоLан для той же 
це.1и Н _  Веденисовым:  «Замечании о р азмерно стн топологич еских про­
с rранств»,  Учен ые записtш МГУ, 30 ( 1 939), стр.  13 1-1 40. 

2)  АН, стр. 86. 
3) АН, стр .  89. 
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I<аждuго n = О , 1 ,  2 ,  . . . точки (п , а0) пр ш t адлеж:н \f ; та киы 
образом ,  V должно содержать точr{у (w, а0) . Но ( w, а0) при ­
надлежит К. Тем самым показано , что не  существует никакого 
открытого множества ,  удовлетворяющего условию : 

F c:  v c:  V c: и, 

т .  е . Т не норм ально .  
Легко видеть, что  d1  (S) = О . Из бикомнактности S СJiедует 

(см .  доказательство предложения 2 В)) , что d2 (S) = О . Но 
d2 (Т) > О , так как Т не нормально, а прос rранство Х, для 
которого d2 (x) = О, должно быть нормальным . Действительно, 
пусть F - замкнутое множество в )1:, и и- открытое множество, 
содержащее F. Так как d2 (Х) = О, существуе r оп<рытое мно­
жество V, F с: V с: и, с пустой границей , т .  е . являющееся 
также замкнутым . Следовательно, F с: V с: V с: и, и Х нормально. 

Соотношения d2 (S) = О  и d2 (Т) > О пш<азывают, что d2 
не м оно rонна . 

Пусть Х- произвольное пространство . То гда из d2 (Х) = О 
следует , что d8 (Х) = О . Нам надо показат ь ,  что в каждое покры­
тие сх пространства Х можно вписать покрытие, состоящее из 
попарно непересекающихся множеств .  Допустим сначала, что а 
состоит лишь из двух эл ементов и1 и и2• В этом случае Х ". и1 
есть замкнутое множество, содержащееся в и2• Так I<ак  d2 (Х) = О , 
можно н а йти одновременно открытое и замкнутое множество V, 
удов .1етворяющее условию : Х ".  и1 с: V c:  и2 • Тогда , очевидно , 
Х ""- V и V образуют нужное нам нокрытие, вписанное в сх .  
П редположим теперь ,  что число элементов покрытия а равно 
r > 2 ;  тогда применяем метод предложения V 1 R) , пола1 ·ая 
в этом предложении М =  Х. 

Наоборо т ,  допустим ,  что d8 (Х) = О; тогда d2 (Х) = О. 
Действительно ,  пусть F - замкнутое множество пространства 
Х, и и1 с: Х- открытое множество, содержащее F. Тогда И1 
и U2 образую1 поn:рыти� а пространства Х. Из предnоложения 
d8 (Х) = О  вы гекает, что в а: можно вписать покрытие � . состоя­
щее из поnарно непересекающихся открытых множеств . Так как 
эле\!енты покрытия � попарно не  пересекаются, то каждый из 
н и х  явлSiется не  только О Г I,рытым ,  но и замкнутым м ножеством ; 
так как � в писано в а: ,  каждый э11емен r покрытия р ,  пересе­
кающийся  с F, содержи тся в И1 •  Пусть V - сумма элементов 
покрыти я � .  пересекаю щихся с F. Тогда V одновременно о гкрыто 
и замкнуто и F с: V с: и1 ; таким образом , d2 (Х) = О . 
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Исnользуя доказанную нами эквивалентность условий 
d2 (X) = 0  и d8 (X) = 0 , видим, что d8 (S) = 0  и d3 ( T) > O, 
так что d3 также не монотонна . Итак , в теории  размерности .  
опирающейся на d2 или d8, может случиться д а ж е  д л я  таких 
«хороших» пространств , как бикомпактные хаусдорфовы про­
странства, что подмножество имеет б6льшую « размерность» , 
чем все пространство . 

Соотношения d1 ( Т) = О, d2 ( Т) >  О ,  d8 ( Т) > О доказывают 
утверждение (Ь) . 

В заключение уnомянем об очень интересной верешеиной 
проблеме ,  nоставленной Менгером l) : дать аксиомати ч е с кую харак­
теристику размерности . Менгер решил эту проблему в частном 
с.т1учае nодмножеств  nлоскости ,  nоказав ,  что если f (х) -
действителL ная функция ,  определенная для rtро извольных под· 
множеств Х плос кости , которая 

1 ) Монотонна: если Х' с: Х, то / (Х') -<;. / (Х) ;  
2) F0-nостоянна :  если Х сумма счетного числа з амкнутых 

множеств Х;,, то  /(Х) -<;. maxf (Хд ; 
3) топологически инвариантна : если Х гомеоморфно  Х' , то 

/ (Х) = f (X') ; 
4) компактифицируема :  каждое м ножество Х гомеоморфно 

подмножеству компакта Х'
, для которого f (X) = f (X' ) ; 

ii) нормирована : f (точки) = О, f (прямой) = 1 , f (плоско ­
сти) = 2 ;  

то1 да f(X) = d i m  Х .  Э rа общая проблема ,  повидимо\fу,  чрез ­
вычайно трудна .  

1 )  Zur Begriindung eine r  axiomatisc h e n  Theorie der  Di m e nsiort 
Mon a tsh. j. Math. и Phys., 36 ( 1929), с тр.  1 93-218. См. также I( u r a­
t о w s k i е t М е n g е r, Remarques s u r  la theorle axiomatiq ue de !а 
dimenslon, Monatsh. /. Math. и Phys., 37 ( 1 930), с тр. 1 69- 1 74 и N О Ь  е-
1 i n g, Dle neuesten Ergebnissc der Dimensionstheorie ,  Jah resberlc ht d, 
dezztschm Math.  Ve reinigung, 41 ( 1 932) ,  стр.  1 - 1 6, в ч а с тно с ти, стр. 15 .  

1 1  Зак .  Б97, В. ГJревп• r  
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Л.  П о н т р я г и н и Jl . Ш н и р е Jl ь м а 1! 
Об одном метрическо м свойстве размерности 1). 

Целью nастоящей заме 1·ки я вл я е гся нолучение размернос 1 и  

к о м пакта с помощью приема покрытия «эталонами меры», число 

которых поз воляет определить размерность . Этот метод а на л о ­
гичен м етоду измерен11я ,  употребляемому в элем е нтарной гео ­

м етр и и .  При определения х  разм ерно сти всегда пользуются 

поиятиими чисто топологическими и оставл яют в стороне 
метри ч е ские свой ства . Между тем, как мы увидим, существует 

весьма nоразительн ая связь между м е т р ическими с в ойствами 

ком пакта и его размерностью . 
М ы п ол ьзуемся с л еду ющей формо й опредеJiения размерности 

(11 хорошо известном смысле Бр ауэр а ,  Ур ы сона и Мен гера) : 

Компакт F и меет разм ерность n, если n есть наименьшее 

целое ч и сло 1 а кое, что для произвольнего положительного 
ч исла в существует ко неч на я систем а  замкнутых множеств, 

вскр ы в а ющих ком n акт Р, с диаметрами , не превосходящnми в ,  
ti И какие n -+ 2 из котор ы х  н е  имеют общей точк и .  

Пус 1 ь  лан компакт F. Покроем е г о  коне чной систем ой 

за мкнутых множеств с диаметрами,  не превышаtощими а. Это ­

возможно, в силу теоремы Ге й н е-Бореля . Можно опр едел ить 

м и н и мальное число N(a) так ч х  множест в , н е о бходи мое для 
того, чтоб ы он и  покрывали Р. N (e) принимает целые положи­

тел ьные значения для всех положительн ых значениИ е и неогра­

н и ченно возрастает, когда в стремится к нулю (если только 

м н ож ество F не состоит из конечного ч исла точек) . Эта функ­

ция зависит, очевидно, от м етрики ком па к та F. Мы назовем ее 
функцией объема ком пакта F относите л ьно данной метрики и 
обозначим ее через NF (e) . 

1) Статья напечатана  11 Annals oj Mathema tics 88 ( 1 932 r.) ,  
с т р .  155- 162 .  
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Пусть r- Произвольное действительное - число ; мы говорим, 
что r принадлежит к первому классу, если существует · попо­
житепьное число с такое, ч rо имеет место неравенстJtо 

N7(•) > :r (каково бы ни было e > OJ ;  в противном случае 

r nриJtадпежИ1' ко второму классу . Попученное таким обра ­
зом дедекиндово сечение опредеяяет неотрицатепьное чисяо 
k ( � + оо ), которое мы назовем .метрическим порядком -�to.м­
natema F. Нетрудно видеть, что 

( Jog Np (s) ) 
k = I Im inf \ - log е 

• 
Для различных метрик компакта F мы попучаем различные 

функции объема и различные метрические поряд ки. Наприм�р. 
nростая жорданона дуга с эвклидовой м етрикой имеет фущщию 

объема (асимптотически) !.. , где с - пекоторая константа.- Ме-е 
трический порядок такой дуги равен , следовательно, единице . 
С другой стороны, можно определить иную метрику простой 
дуги следующим образом : uоэьмем соверше�ное вполне н�свяэ­
ное ·множество в k-мерном · эвклидовом пространстве R!', име19-
щее положительную меру. Через такое множество можно про ­
вести дугу. Эта дуга, автоматически, обладает метрикой эвкпи­
дова пространства R"', ее функция о бъема есть асимтоти -

с 
чески ,k • и ее метрический порядок равен k .  

Таким образом, метрический п�рядок н е  является инвари­
антом компаJСта F. Однако, очевилно , получаем тополоrический 
инвариа_нт компакта F, рассматривая нижнюю гранJШ.у метри­
ческих порядко в ,  соответству ющих разли.чным метрикам, кото­
рые можно ввести в F, не изменяя его топологии. 

Главной целью настояiЦей работы является определение 
э того топологического инварианта и доказательство того, 
что он равен брауаровскоа размерности teoмnatema F. Итак , 
имеем : · 

О с н о в н
' 
а я т е о р е м  а. Нижняя граница .метри ческих 

tJOpRдK08 

k li . t (  log Np (s) ) 
= m t n  - 1 og s 

дЛя всех .111триtе �eo.мnatema F равна его раэмерности . 
С я е д с т в и е .  Есди расс.матривае.мая нажня fl грр.ни tlq 

конечна, то она обязательн() явдяе�я .lfeдЬlM чuсдо.м , 

1 1• 



2 1 2  П Р И 5АВЛЕНИЕ К ПЕРВВОДУ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
1 . Пусть К- г-мерный эвклидов куб .  Оч е в идно ,  что для 

е1·о обычной метрики имеем (при достаточно малом г >  О и 
подход я щ и м  образом выбранных константах с и с') : 

с' с -;r > Nk (г)> zr .  

2 .  Мы говорим, что отображение tfi м етр ическо го простран­
ства F на  метрическое пространство F' я �ляется отображением 
без растяжения, если расстояние каждой пары точек простран­
ства F не  возрастет при этом отображении ,  т .  е .  если 

р {<р (а), <p ( 'J )] .:(: r, (a, b ) l ) .  

Все отображении без растяжен ия , очевидно ,  непрерывны. 
Легко ви '!еть , что если метрическое пространство F можно 

отобразить без рас т я ж е нИII на метричесi<ое пространство F',  
то 

3. Покажем , что для компакта размерности > r, конечной 
и л и  бесконечной , имеем : 

(г достаточно мало ,  с - ло;южит ельная константа, зависящая 

от F) . Докажем сначала следующее предложение : 
В о с n  о м о г а т е 11 ь н а я т е о р е м а .  Ко.мпа"т F раз.мер­

н.ости > r, кoн.ettнoil. или бескон.ечноil., можеtп быть отображен 
без растяжен.ия н.а г-мерное подмножество r-мерно·ю 
.9Вклидова простран.с тв а .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  в с п о м о г а т е .11 ь н о й  т е о р е м ы . 
Пуст ь  

{ 1 ) 
- произвольна я  I<Онечная сие r ема точек комвак та F. Каждой 
точке х Е F соответствует система чисел 

(2) 
где р1 ,  р2, . • • Pn суть расстояния р (а,, х) = р, между точкой х 
и точками выбранной системы.  Поставим точке х в соответствие 

1)  Отобр ажения зтого вида в п е р в ы е  быJiи изу qены Кол моrоровьр1 
� его исследования х по теории ме!>Ь! · 
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точку 9 '  (х) п -мерного эвклидова пространства, имеющую 
дек ар rов ы коо рдинаты х 1 ,  х9, • • • , х n •  где 

х1 = ;/п .  (3) 
Докажем, что опредменно с  таким обрааом отображение 9' 
является отображением без растяже ния . В самом деле, если 
р' и р" - две nроиавольные точки ком пакта F и r 1 ' , r 9' ,  • • •  , r ,,_' ; 
rt'' ,  r2", • • •  , Г1," - координаты со ответствующих им при отобра­
ж r н и и  точек !fJ '  (р') и 9' (р"), то м ы  имеем : 

р [!ft' (р') ,  q/ (р")] = 
= VCrt" :.._:__ г;')ll + (r\1" - r\1')2 + . . . + Cr"/' - r,/)2. 

Пусть j - 1 1 ндекс т а tюй, что 

И м еем : 
j r/' - r/1 > j r"t - r/ ! ,  ( i  = 1 ,  2 ,  . . . . п). 

r• [!f'' (р') , q/ (p")l <. \r/' - r/j V n = lr/' -- Р/ \ · 

Но,  11 сюtу а ксиомы треугольн и ка ,  

Сле iJ.о ва rещ, н u ,  

1 " ' 1 / (jl' р") . PJ - PJ -� ? , 

? !�' (р'), 9 '  (р")] <: р (р' ,  р'' ) 1 ) .  
Докажем тепер ь ,  ч то при подходящем выборе системы ( 1 )  

раамерность множества F' = 9 '  (F) будет н е  мецьше, чем · r . 
Выберем сначал а  систему ( 1 )  та 1< и м  обрааом1 чтобы каждо�t 
точке х Е F соответствов ал а некотора!f точка aj с и стемы ( 1 ) 

такая, что р ( aJ, х) < 4 ,  где d - г � й  поперечник Урысона  :!) 

компакта F (он обяаат еJiьно n о Jiожител е н ,  так как раамерность  
ко �шакта F не меньше r)  3). 

Покажем прежде всего,  что  существует поJi ожительное 
число о, удовл етворя ю щее условию: 

1) Эта час rь доказател ьства nредставляет собой л и ш ь  неэна чител l · ·  
ное видоизменение одного рассуждения Урысона (Comptes rendus ,  
Parls  1 78 ( 1 924), стр.  65. 

2) Fund. Math.  8 ( 1926), стр. 353. 
3) Выбрать систему ( 1 ), обладающую з тими свойс твами, в cerдil 

�юзможно, та� как d ПОJJржител!)но п F �омпа "т�о1 
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Если 
р [<р' (р) , <р1  (q)] < о, то р (р, q) < d. 

В самом деле,  допустим, что, напротив, в F существуют дRе 
бесконечные сходящиеся последовательности точек 

(4) 
и 

такие, что 

р (pm, qт) > d И р [<р' (рт), <р' (q111)] -+ О (т -+ оо }. 
Обозначая через р и q предельные точки последовательностей 
(4) и (5), имеем : 

r .  е .  
р [<?' (р), q/ (q)] = () , р (р, q) > d. 

<р' (р) = ср' 
(q) , } (6) 

р (р , q) >- d. 

По предпопожению, существует точка aj системы ( 1 ) .  ддя 
d d 

которой р (aJ, р) < 2 .  Для sтой то чк и r (а1, q) > -:::! (nотому 
что в противном случае мы имели бы 

Следоватмьно , j-e декартовы координа rы точек r.;; · (р) и 9 '  (q) 
отличны друг от друга , что противоречит условию (6) .  

Предположим, что размерность множества F' меньruе, чем 1· . 
Тогда существует покрытие множества F' системой замкнутых 
множеств /�, f�, . . .  , f� с диаметрами , меньшими о, кратность 
которого (т. е. максимальное число множеств этого покрытия ,· 
имеющих общую точку) не превосходит r. 

Обозначая через /4 полный прообраз множества ft при 
отображении <р' , получаем покрытие компакта F множествами /; 
nиаметра < d; кратность этого покрытия не превосходит r .  
Но sтoro быть не может, так как r- A поперечник Уры�:она 
компакта F равен d. 

Допустим теперь, что система ( 1 )  выбрана таким образом , 
что размерность множества F' це меньше r. Осуществим пр 11 
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этом предnоложении следующую конструкци ю :  nусть 
Rl > R2, . • •  , Re - множество всех г-мерных коор цинатных 
нлоскостей нростра нства Rn. Обознач и м  ч е р ез <р1 (F') ортого­
нальную nроекцию множества F' на R1 (для сокращения мы 

.. ' 
п ишем Fi вместо 9i (F ) ) . Покаж е м ,  что , по кгай ней мере , 

* 
одно из множеств F1 имеет размерность r. 

Пусть Q - лебегово 1) покр ытие пространства Rn кубами , 
r рани кото р ы х  пара .11лельн ы координатным плоскостям.  Пусть 

(7) 

- iз � е возможные нен.1 с r ые пер е сечения по t + 1 кубу покрытия Q. 
Система (7) со п ержит не более конечного ч исла элементоы ,  
пересекающихся с F ' ;  r 1ycrь Рв - оди н  и з  этих элементов.  

* 
Докажем,  что е(ли размерность всех пр оекци й  Fi меньше, 
чем r, то сущест вует произвольно мал ы й  п'араллел ьный сдвиг ф 
пространстна R11 такой, что ф (р8) не пересекается с F' . 

Пусть, в са мом деле, Rn-r - (п - r) -мерное линеИное 
пространств о, содержаще е р8• Та к  как Rn-r параллельна одной 
из координатн ы х  плоскосте й ,  Ru -r перпенди кулярно одной из 
плоскостеn Ri, например, Rt, и пересекается с Rt в одной 

* 
t очке .  Из предположения, что размерность множества Ft меньше, 

* 
чем r, закл ючаем , что Ft не с одержит никакой точ к и ,  внутренней 
относительно Rt, т. е. что можно выбрать произвольно малый 
параллельный сдви г ф такой, что nересечение множестtl а 

* <jl (R11 - r) с Fe ,  а следовател ьн о, пересечение множестьа ф (Rn-r) 
с F' и ф (р8) с F' буде т пусто .  

Можно nредположить, что сдвиг ф настолько мал , ч т о  есл и  
п е р е сечение м ножества р1 с f '  nусто, т о  и пересе чение 
множества ф (pt) с F' также пусто. Повторяя операцию nарал· 
.1 ельноrо сдвига конеч н о �  число раз, получаем паралл ельный 
сдви г  � такой , ч то п е р есече н и я  всех множеств � (p.s) с F' 
пусты (i = 1 ,  2, . . . ) .  Обозначим через 

(8) 

всевозможные кубы hокрытия f (Q) , пересечения которых с F' 
не пусты, и через /� - nере с е чение куба q4 с F'. Каждое из 
перzсечений по (r + 1 ) -у кубу си стемы (8) не имеет с F' 

1)  Fund. Math. 2 ( 1921 ), с тр .  266. 
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общих точек .  Система J;., f�, . . . , J; образует, следовательно, 
покрытие !lfножестна F'  кратности , не  превосходящеА г .  

Так как покрытие Q (и следоваtельно, � ( Q)) произвольно 
мало, то отсюда следует, что размерность множесtва F' 
�1еньше г, что невозможно. 

Мы можем, таким образом, заключить , что среди проекциn 
F; множества F' , по крайней мере одна, например F;, имеет 
ра эмерность г .  Так как проекни я является отображением без 
растяжения, то отображение 'f (F) = ?j [?' (F)] также является 
отображением без растяжения, и оно отображает F на г-мер-

* 
ное множество F1 , расnоложенное в г-мерном эвкли :щвом 
пространстве . Итак , вспомогательная теоr ема доказана . 

Множество, которое мы только что получили, должно содер· 
жать внутрt: ннюю точку относительно nространства Rr, откуда 
легко с:Iедует, ч то, если в достаточно мало, 

(9) 
4 . Докажем ,  что г есть в точности нижняя граница всех 

показателеА степени: . . [ log Л.F (z) -] 
lш1  1 n f  - log (�) . 

Для это И цеJJ И достаточно ПОJJучить метрику ком на к l'a Р, 
с 

в которой Np (в) оцени нается сверху функцией е•· t � (eJ , где 
а (е) � О,  когда е -+ о. Начнем с аппроксимации множес тв 
в эвклидовом пространстве 1) . Если дан г-мерный компакт F, 
то в эвклидовом (2г + !)·мерном пространстве R2r+ 1 можно 
найти последовательность С1 , С2, • • •  , Cm . • •  г-мерных полиэд­
ров, об.1адающих следующими  свойствами : 

1 . ПоследоватеJJьность имеет топологически й предел F' , 
rомеоморфный компакту F. 

2. Последовательность можно строить таким образом , что 
если первые n членов С1 , С2, • • •  , Сп уже построены, т о  

(п + 1 )-й член ctJ+ l  можно расположить в проиввольной окре­
стности полиэдра Сп. 

1) Д.лli доказательства см. статью Л. П о  н т р я r и н а и Г. Т о .tt с т о· 
в о й : Math. Ann 1 05 ( 1931), стр. 7d4 - 745. См. т а кже. L e f s r h e l z  
Annals of Mathematics 32, З 0931 ). · · 
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Можно предnоложить, что все nолиэдры носJJедовательности 
С1 , С2 , . • • •  , расположен ы  в конечной части а nространства 
R2r+ l .  Та-к как Сп суть полиэдры , и так как комбинаторная 
структура полиэдра с, заранее определена, то для каждого 
индекса i и каждого положительного члена а. можно выбрать 

( 1 r + S t  
положительное число г ,  такое , что  NCt (г) < -;) (для 

г <  г,) . Можно еще предположить, что г i  = 'i. P t  , где О < 'i. < 1 
и р. - целое положительное число, причем Pi + I  > р1 ;  о1 ,  
о2 ,  • • • , - произвольная сходящаяся к нулю последовательность 
положительных чисе:1, каждое  из которых меньше единицы . 

Допустим, что cl некоторым определенным образом распо­
ложен в О. Обозначим через ?j• j = р1 , р1 + 1 , . . . , р2 - 1 , 
nокрытие поли эдра С1 множествами диаметра , меньшего 'ti, 

такое, что число этих множеств не превосходит ( .. 1t ) r + �1 • • Уве­

личи в  все м ножества этого п >крытия таким образом , чтобы 
диаметры увеличенных множеств также были меньше 'ti, полу-
чим покрытие ?; некот?рой окрестности а;, полиэдра С1 • Число 
элементов покрытия % равно числу элементов покрытия ?j, ( 1 )  r+ ot 
т.  е. не превосходltt :;у . 

Обозначая через 01 пересечение  окре стностей 

о� ,  о�� + � , . . .  , о�. - 1 • 
получаем : 

( l ) r + ot . .  Na,. (г) < ; (для в = 'i.J ; J = р1 ,  Р1 + 1 , 

Постро и м  полиэдр С2 внутри окрестности а1 •  Повтори� 
пре.в.ыдущую конструкцию, получаем последовательность поли­
эдров С1 , С2, • • •  , Ci, . . • и их окрестностей 

ol , а2, . . .  , ai, . . .  , 
удовлетворяющую следующим условиям : 

1 . Замыкание Oi окрестности а. содержится в о._ 1 ;  
2 . Для Ka>l' дог о инде�са j, Pi- l < j < Pt - 1 , 

имеем: 
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Но топологический предел F' последовательности С1 7 С2, • • • , 
С т • . . расположен в пересечении  всех за ыыканий � ,  02, • • •  , 
а"' . . .  

Следовательно, 

(j > О; и о'  (j) стрrмится к нулю, когда j неоrраниченно ВОЗ· 
растает.) 

Пусть е: < ;: - произ1юльное положителыюе число. М ьr  можем 
предстанить его в форме 

получаем : 

т. е .  

e: = s · :i, : < s -<: 1, 

( 1 )r-1-IJ (е) 
NF'(s) < ; . 

Таким образом,  наша основная теорема о размерности п ол· 
ностью доказана .  

Мосf<ва,  я a ii  1931 ;:ода 
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Абсолютный  ретракт ,  1 1 6 (сноска) 
Алгебраическая характеристик а  размерности, 202, теорем ы  VIП 3 и 

VI I I  3' 
Александера закон ,'\ВОЙственности, 20 1 
Аннулятор, 168 
Аппроксимация полиэдрами,  1 02, 105 
Аппроксимация компактов полиэ71рами ,  1 03 

Б 

Базпс ,  3 1 :  с н е  rема открытых множеств пространства называется бази ­
сом, если I< аждое открытое множество является суммой (возможно 
бесконечной) открытых множеств этой системы 

Базиснан последовательность окрестностей, 89 
I.Jарицентрические координаты, 1 0 1  ( сноска 2 ) )  

Барицентричесi<Ое а -отображение,  1 00,  1 02 
Барнцентрпческое IЮ, \рааделенне, 1 48 
Gарпцентрпческое подразделение комплекса по модулю подком-

плекса,  1 67 

Бесконечномерные пространства, 46, 74 
Бет rп ч нс.1а ,  1 39 
l�нкомпактное пространство, 42: пространство Х называется биком­

пактным ,  еслн из любой системы открытых множеств, покрываю­
щей Х, можно J!Ыделпть конечное покрытие пространства Х 

Борсука  теорема 1 20 
Брауэра теорема ,  см .  I<онец Укаэателн 
Брауэра теорем а  об ннварнантности области,  1 32 
Брау эра теорем а  о неподвижной точке, 64 
l ! :�pa теорема,  с м .  I<онсц Указателя 
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в 
Нерхння граница цепи,  \-граница цепи ,  1 5 1  
В ключение п -мерного компакта в 12n + t •  8 4  (теорема V 2 )  
ВI<лючение п -мерного пространства в 12n + t • 88 (теорема V 3) 
В I<л юченпе произвольнаго пространства в гнльбертов параллелепипед, 

93 (теорема V 4) 
ВI<люченне прос 1·ранства в I<омпакт той же размерности, 96 (тео­

рема  V 6) 
Внутренняя точка:  пусть Х- подмножество пространства А; точка 

р Е  А называется внутренней точкой множества Х (относптел ыю А) ,  
если существует открытое в А м ножество и, такое, что р Е  ис:.Х 

Вписанное покрытие, 80 
Вполие-несвязное пространство, 36 
Впо.1не нормальное пространство, 39 (сноска) 

г 
Геометрическая  реализация комплекса ,  !18 
Гильбе ртов параллелепнпед, 32; /"' - множество точек гильбертона про­

странства,  i-н координата которы х  удовлетворяет неравенству 
1 1 xi i <-:- . 1"' не содержит инкакого иенустого оп< рытого подмно­
l 

ж ества пространства Е"' · 1"' компактно 
Гильбертоно п ространство, 34, Е"' - пространство после;1овательностей 

с суммируемыми .к вадратами,  т .  е .  последовател ьностей :lействп-
тельных ч исел х = (х1, х�, . . .  ) , для  которы х  

конечна. Е "'  имеет метрику р (х, у) = 1 1  х - у 11 , где норма f lx l l 
определяетсн формулой 

Гомеоморфизм - гомеоморфное отображение - топологическое отобра­
жение - отображение h п ространства Х в пространство У, длн 
которого и /z и обратное отображение h - 1 множества h (Х) на Х 
взаимнооднозначны и непрерывны.  «Гомеоморфизм • всегда озна­
чает •rомеоморфизм В •  

Гомологичные 1!.. - и V-циклы,  1 53 
Гомотопия, 1 1 9 
Граница множества Х, 30 : Fr Х- пересечение замыкания множества Х 

и замыкания дополнения множества Х - множество граничных то­
чек множества Х. Если U- открытое множество, то FrU = 71" и 
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Граница цепи, 15 1 , ll -граница цепи,  V-грающа цен и  
Граничная точка: пусть Х - подмножество пространства А. Точка р Е А 

называется граничной точкой множества Х (относительно А), если 
каждое открытое множество И с А ,  содержащее Х, пересекается 
н с Х, и с А"-Х· Граничная точка  множества Х может не принад­
лежать Х. Каждая точка р Е Х я вляется или граничной нлн вну­
тренней точкой 

Грань симплекса, 98 
Группа характеров, 1 67 
Группа цепей комплекса,  1 50 

11- и V-группы компакта,  1 82 
11- и V-группы I<омпакта X mod С (где С - замкнутое подмножество 
компакта Х),  203 
11 - и V-группы комплекса,  152 
11 - и V-группы комплекrа K mod L (где L - подкомплекс комплекса 
К) . 158 

д 
Диаметр множества Х = о (Х) = sup р (х, х') 

х,х' Е Х 
Диаметр покрытия , 80 
Двойственность, 167 
Двойственность между 11- и V -группами компакта, 1 84, предложе­

ние VIII  4G) 
Двойственность м ежду 11 - и r-группами комплекса, 1 8 1 , предложение 

VIII 2Н) 
Е 

Ес н;ствен н ы й  гомоморфизм 1 57,  1 88 
ж 

Жордана теорема, 1 38 

3 
Замкнутое многообразие 
Замкнутое множество: дополнение открытого м ножества - м ножество, 

содержащее все свои предельные точки - множество, равное своему 
�1амыканию 

Замюtутое отображение, 1 2 7  
Замыкание Х множества Х: - наименьшее замкнутое множество, со­

держащее Х, - Х в м есте со своим и  предел ьными точками 
Звезда вершины,  1 00 
Звеэ;(а клепш,  1 05 

и 
Инварианшость области в Em 131  
Инвариан t ность р а з м е рнос r н  � в кл ндов ы х  прост р а н с т в ,  1 33 
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к 
Кантороно многообразие, 129 
Квази -барицентрическое отоб ражение,  l O f  

д-класс,  1 53  
V-класс, 1 53 

Класс rомотопии, 1 05 
Клетка, 98 
Компакт: = компактное метрическое пространство = м етр и ч еско е про­

странство,""обладающее тем свойством, что из л юбой снете м ы  от ­
крытых множеств, покры вающей Х, можно вы;(е.шп, к он е ч ное 
покрытие пространства Х, бикомпактное м етр и ческое прос rр а нсrво 

Компактное универсальное п - м ерное пространство, 9! ( снос к а )  
Комплекс, 98 
Комплекс остовов полиэдра,  98 
Конфинадьное подмножество, 177 
Коэффициенты кру чения , 153 

Лебега теорема о покрыти ях,  66 
р-мерная м е р а ,  1 4 1  
п - мерное м ногообразие, 7 1  

л 

м 
Метричес1юе пространство : пространство Х назы вается метр и чесюiМ 

пространст.вом ,  если для каждых двух точек х, v Е Х опреде.�ено 
деЙСТВИТеЛЬНОе ЧИСЛО р (Х, у),  называемое pacC 'I ОЯНИеМ МС)IЦУ Х 
п у такое, что р (х, у) = О в том и тол ько в том слр1 ае,  с е л и 
х = у р (х, у) = р (у, х) , 

р (х, у)�< [' (х, z) + р (у, z) ( а к с и о м а  1 рсугот.шша) ,  
а всевоJ можные сферические ок рестносш ( с м .  YкaJa J e.l i•) обра­
зуют б азис пространства. Исключая слу ч а н ,  ког, \ а  я сно оговорено 
противное, все пространства в э той книге я вля ютсп метри чес"и.ми 
со счетным базисом 

Множество точсi< ,  в которых пространство н м ест размернос-1 ь n ,  1 3 1  

н 
Направленное ч а стично-упорядоченное м ножество, 1 7 7  
Неориентируемое псевдомногообразие, 1 
Непреры вное отобр ажение: = однозначное отображение нростр:шств  

Х в пространство У, такое, ч то есл и Xn -? х в Х, то f (xпJ -? / (.х) 
в У; или эквивалентно, полный прообраз л юбого о r t< р ы того мно-
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жес 1 в а  пространства у ·  н влнетсн открытым множеством про­
сt ранства Х 

Неприводимое отделяющее множество, 1 35 
Нерв покрытия , � 9 
Н есвязные пространства,  30 
Несущеетвенное отображение, 1 1 9 
Неустойчивое значение, 1 07 
Н ормальнос nространство, 38 ( сноска) :  .� юбое метрическое простран­

ство норм ал ьно, ибо, если С1 н С2 - за мки) ты е неперееекающиеся 
множества ,  то взяв . \ЛЯ каждой точк и  х1 Е С1 сферпчесчю окрест-

ность и (хl ) рциуса -� :• (х1, С2) и дд я к аж,,ой точки х2 Е С2 
1 сфери•IеСI<ую окрестность и (х2) радиуса З r- (х2С1) н положив 

v1 = u и (xJ )o v2 = u и (.r2), будем иметь  Ct  с: V,Гз с: v2 1 1 
а·1 Е С1 .г. Е с. 

Обратный спектр , 1 79 
Ограничивающий .1-цикл,  1 52 
Ограни чивающий \-цикл, 1 52 
Окрестность точки, 30 (сноска 2) 

о 

Ориен сированная грань ориентированного симnлекса,  1 49 
Ориентированный симпдекс, 1 48 
О риентируемое псевдомногообразне,  154  
О гделенные множества, 2 1  
О rкрытое множество: см .  Пространство 
О шрытое отображение , 1 27 
О тображения ,  повышающие размерность 1 29 
О юбраження , поюокающие размерность ,  1 27 ( 1 еорема VI 7) 

п 
П.ютное множество: подмножество D пространства Х плотно в Х, 

ес;ш к аждое непустос открытое м ножество в Х содержит точку 
множества D ;  эквивалентно, если 75 = Х 

Покрытие, 80: nространства Х = к о н е •tная снетема откр ытых мно­
жеств,  в сумме дающпх Х 

ПОJ!Иэдр, 98 
ПолнО'I а,  77: пространство называется полным ,  если каждая фунда­

ментадьная посдсдоватсЛ J,ность (см .  У каЗатель) его точек сходнтсн 
Порядок покры 1 11 11 , 80 
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Последовательные барицентрические нодраЗ.l,С.1СШIН, 1 63 
Постоянное отображение, 61 (сноска 1 )  
П редельная группа обратного спектра,  1 7 9  
П редельная группа прямого спектра, 1 78 
П р едельная точка : точка р называется предел ьной точкой подмно­

жества Х пространства А, если каждая окрестность то ч к и  р в А 
содержит, по крайней мере,  одну точку м ножества Х, отли чну ю 
от р 

П родолжаемы й  \-цик л  подкомплекса, 1 57 
П родолжае м ы й  V-цикл пространства, 1 88 
П родолжение отображения, 1 14 
П роизвольно малые окрестности точк и , 30 
П рост ранство: множество точек,  в котором вьщелены некоторые под­

множества, называемые открыты ми множествами, удовлетворя ющие 
аксиомам ( Хаусдорф)  

Пустое множество и все  пространство явля ются отк рытыми 
множествам и 
Сум м а  л юбого числа открыты х множеств есть отк рытое м н о ­
жество 
Пересечение двух открытых множеств есть открытое мно­
жество 
Для л ю б ых двух точек р и q су щес rву ют открытые множества 
и и V такие, что Р Е  и,  q Е V, и n V = О. 

Все пространства в этой книге явля ются метр ическими простран­
ствами со с четн ым базисом, есл и противное ясно не оговоре но. 
lp - пространство, 76:  пространство последовательнос гей с с у м м и ­
руе м ы м и  р-тыми сте пенями,  р > 1 ,  т .  е .  последовате л ьносте й :\е Й­
ствител ьны х чисел х = (х1 ,  х2 , • • •  ) , для  которы х 

-л 
� l xп .J l' 

1• = 1  
коне чна,  с норм ой 

гильбертоно пространство есть 12 
Lp - пространство, 76: пространство функций с су м мируе мой р-й 
степенью (Р > 1) на отрезке [0,  1 ]  (т.  е . де йст в ительных функций 
/ (xJ , определенны х на отрезке О ."::;: х ."::;: 1 ,  длн которых 

коне ч е н) с нормой 

1 
J 1 / (х)  iP dx 
о 

1 1f llf ll = [ (  1 / (x )P dx] Р .  
о 

П ростра нство т ображений , 83 ; Ух. 
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П ространство с о  счетным б азисом : пространство, обл адающее счетным.  
базисом , за искл ю•1ением случаев,  когда ясно оговорено противное • 
все пространства в 3ТОЙ книге являются .м.етри чес"и.ни npocmpan· 
cmtfaм u со счетным базисом 

П ря мой спектр, 1 78 
Псевдомногообразне , 1 54 

Разб ивающие множе ства, 73 

Разме рпостный тип Фре ше , 96 
Разме рность оо, 413 
Разме рность n, 46 
Разме рност ь n в точке , 46 
Раз '<!е рность нул ь,  3 1  
Разме рность нуль в точ ке , 30 

р 

Размерность подмноже ства, 48 (те оре м а 1 1 1  1 )  
Разме рност ь сум м ы  двух подмножеств, 5 1  (предлож е ние 1 1 1  2 В) 
Расстояние ме жду двумя точками:  см. метриче!:кое пространство 
Расстояине ме жду м ножествами Х и У =  р (Х, У) =  iпf р (х, у) .v E X, y E Y 
Расстояние между точкой р и множе ством Х = р (р, Х) = inf р (р, Х) 

х Е Х 
Регуля рность, 49 (снос�<.а )  

с 
Связное пространство , 30 
Связность и разме рность, 45 (сноск а) 
Симпле кс, 98 
Симплш�иал ьные отображения компле ксов , 1 72 
Симплициальные отобр аже н ия поли эдров, 1 87 
Сопряже нны й гомоморфизм, 1 69 
Степень 63, 1 1 9, 174, 1 89 
Стягивае мое пространст во 
Существе нное отоб раже ние , 1 1 9 
Сфе ри<1еская окре стност ь S (р,  р) точки р: множее1 во в с е х  то че к q , 

таких, что р (р, q) < P  
Сфери ческ ий п - м е рный симплекс ,  6 1  

т 
Теоре м а  о покрытиях ,  97 
Теоре ма о покрытия х для к о м п а кт о в ,  97 
Теоре м а  о разложении п-ме рного пространства в су мму нул ьмерны х 

пространств, 55 

15 3<�.К. 51J7. В. Гy p <> B ii ' !  
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Те орема еложенин для раз ме рности n, 52 
Теорема сложения для разме рности нул ь ,  39 
Те оре м а Титце о продолже нии , 1 1 4 
Топологи ческая инвариантнос rь  комбннаторны х \ - и 11 - груп п , 1 82 

(предложе ние VIII 4 Е) 
Топологическое отображение : гоме оморфизм 
Топо.•югиче ское произведение двух пространств А н В, 56, нрос 1 ран­

ство А Х  В, точками которого я вляются упорядоченные пары (п,  Ь) ,  
а Е А ,  Ь Е В, и базис которого состоит из множеств вида И Х V, 
где U и V - п роизвольные открытые множе ства прострапств А 
н В. В ме три ч е ской терминологйи 

� [(а, Ь), (а' , Ь')] = [р (а, а'Р + р (Ь ,  Ь'р]'1• 
Т р ансфинипш н  размерность,  76 

у 
У ниве рс ал ьное п-м ерное пространство, 94 :  = Х11 = M� + t  n 12,� f t = 

= множество точе к куба /211 .;. 1, имеющих не более n рациональных 
координат 

У стой чпвое значение , 1 07 

ф 
Фундаментальнан после довател ьность : {х11} называется фундаментал ь­

ной последовате льностью, если для каждого е >  О м ожно найти N, 
та к ое , что р (х", , х11) < е  для л юбых т, п > N 

х 
Х араК1 е р, 1 67 
Х ау с;:�,орфова размерносн, 147  
Х опфа те оре м а о прО,'\ОЛжени н ,  1 97 

ц 
Це пь,  1 50 
Цеп ь  комплекса К mod L •,r,1,e L - подкомплекс ком плекс а К) 

11 -цикл , 1 52 
\-цикл ,  1 52 

Цикл замкну roro м ноже ства,  ограни ч и в а ю щий во все м н рос r р а н­

ствс ,  1 88 
Цикл подко мпле к с а ,  ограни чивающий во все м компле к се ,  1 5R 

ч 
Ч асш чное о1 ображение , 107 
Ч аст и ч н о - у прядоч енное множеств о ,  1 7 7  
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э 
::Э в J< .шдово п - м срное прос Iранство = En = множество систем (Xt, . . .  , 
. . . •  x,J) ' с ос юя щих и:1 11 дсйствJпсльных ч и сел , метризов анное формулой : 

n 
р (х,  у) = f�  (xi -_\•,)2] '-'•; dim Еп = n 

i � t  

Элементарная п· мерна н сфера,  65 
Эдементарнан цепь,  151  

я 
Ядро гомоморфизма ,  1 52 ( снос к а 1 )  

Теорема Бзра. Пер есе чен и е  последовательности открытых 
п л о т н ых в полно.и пространстае Х множеств плотно в Х. 

Д о к а з а r е л '' с т в о. Пусть D1, D2, • • • - открытые плотные в Х 
со 

множества, и D = n Di· Нужно показать,  что каждое оп< рьпое мно­
i = 1 

жес rво ис.Х нересекаетсн с D. 
Так как D1 всюду плотно, существует точка  Pt Е и n D1, и так к а к  

u n D1 открыто, найдется сферическая окрестность S1 т о ч к и  р1 диа­
ме тра � (S1) < 1 ,  зам ы кание которой содержится в и n D 1 • За менив и 
ОI< ресrност ью S1 и D1 - множеством D2, получ им нов у ю  точку р2 и 

сферическу ю  окреСТНОС1 Ь S2 '!ТОЙ ТОЧIШ диаме rра  i) (S2) < } такую,  

что S2c.S1 n D2. П родол жая этот процесс , пол уч и м  последова1 сл ьность 
J 0 1 I e K  

Pt• Р�. · · · • ( l )  
НI К И Х ,  Ч Т О  

(2)  
1 1  

(5) 
Таким обра.ю м ,  ( 1 )  есть фундаментальная посJ1сдовате.1 ыюсть, и 

С.lсдоватеJI ЫIО,  имеет предел р. Из (3 ) в ытекает, ЧТО р Е и n D, и т ео­
рема Бэра доказана. 

Любое открытое множество, кон е •I но, я вляется G8-множеством. 
ПоэтОАI У теорему Бэра можно сформулировать также и таким образом: 

ПересРчение rzослеdовательности плотн ых в полно.lf nр остран­
стве Х Оr,-множеств l! дотно г Х. 

Теорема Браузра.  Пусть {К; } - сем еliство замкну т ых .мн о ­
жеств пространства со счетной базой Х, облаdающее тем свой-

1 5* 
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ством, что для любой убывающей последов а тельности K1:=JK2 :=J 
00 

:::::> Кз:::::> • • •  множеств,  принадлежащих {К1}, пересечение П Ki также 
i = l  

принадлежит {К)}. Тогда в {К,} существует неприводимое мно­
жество, т. е. множество К Е {К,}, никакое собственное множество 
которого не принадлежит {К,}. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пусть 

и1. и2 . . . . 
- счетный базис пространства Х. Пусть Ко - произвольнос м ножество 
совокупности {К,}. П о  индукции опреде11яем множества К11, n = 1 ,  
2 ,  . . . , следующим образом: 

и 

К,� Е ( К1} 
к,�с:.кп-1 n <�и��> · 

( 1 ) 
(2)  

если тшюе множество существует ; в противном :слу чае К11 = Kn -t ·  
Рассмотрим 

(3) 

Тогда К неприводимо; в противном случае существовало бы собствен­
ное подмножество К' с:. К такое,  что К' Е {Кл}. и, следовательно, 
открытое множество и", такое, что 

(4) 

в ТО в ремя ({ a J{ К' n и n = о. Но тогда, по построению к", . имело бы 
место (2) . Однако из (2) следует 

кп иll -4= 0, 
в силу (3), что противоречит (4 1 .  



Ра-множество 

О а-множество 
hк 

Н� (К. G) 

I-1� (К, G) 

1 

С П ИСОК ОБОЗ НА ЧННИЙ: 
Кантороно множество ;  dim С! = О, 3 1 

Эвклидово п-мерное пространство; d!m En = n, бЬ 
Гильбертоно пространство, 34 
Если f- отображение пространства Х и А с: Х, то 
.f i A обознач ает частичное отображение , пол у ч а ющееся, 
если f рассматривать только на А, 1 07 
С ч етная сумма замкнутых множеств , 4 1  
П ересе ч ение с ч етного ч исла открыты � множеств,  84 

Е стественный гомоморфизм группы !!.11 (L ,  G) в группу 
ы� (К, G), 157 
Естественный гомоморфизм группы vn (K mod L,  (]) 
в группу vп (К, 0), 1 59 
Естественны й гомоморфизм группы !J.n (К, Q) в группу 
!J.n (K mod L, G), 1 59 

Е стественный гомоморфизм гру ппы vn (К, G) в группу 
�т (L,  G), 1 57 
Группа п - м ерны х ограничивающих !!.-циклов комплекса К 
по области коэффициентов G, 1 52 
Группа п-мерных ограничивающих V-циклов rюм пле кса К 
но области коэффициентов G, 152 
Единич ны й  отрезок О <; х <; 1 числовой пря мой, 1 1 9  
Куб в Е,., например,  множество точек,  каждая из n 
коорд,инат, х4 которы х  удовлетворяе r неравенству 
f x• l �  1 ;  d im l,. = n, 66 

lш Гильбертов параллелепипед, 32 
ff Множество иррациональных действительных ч исел; 

dim 8 = 0, 3 1  
Множество точек nространства En, в с е  координаты 

которых иррационал ьны ; d im 8 n = О, 32 
Множество точек в fш, в се координаты к оторых ирра -
циональны;  dim 8� = 0, 35 
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� 
К,. 

Ln (К, О) 

�111 
/!  

тр (Х) 
.;ozm 

1! 

wiJZ::O' 
N (a) 
Р ( а) 

5R 

Шt .. 

5Jtm 
n 

Шtо> 

Шt'"' 

�::: 
sn 
sn 
s,l 

х" 

уХ 

С П И С О К  О БОЗНАЧЕ И И �  

Аддитивная группа цел ы х  ч исел, 1 48 
З а м кнутая шаровая область в J;'n· наприм ер, мно­
жество точек в En• расстояние I< отор ы 'l:  о ,. начала 
координат .:(: 1 ,  64 
Группа п - м ерных цепей ком плекса К по област и коэф ­
фициентов (], ! 5 0  
Множество т о ч е к  в !:'11• и ме ю щи х  не менее т рlщио­

н а л ь н ы х  к оорди н а т ;  d im �� = 11 - т, 5 1 
р-мерная мера мнGжества Х, 14 1  
Множество т о ч ек в En, и м е ющих н е  бол е е  m ] JII I \ИО ­
нальн ы х к оординат;  dim .IOZ'; = т ,  5 1  

М ножество точек в 1 ю •  име ющих не более т р а i\ИО­

наJiьн ы х координат; dim .JOZ::: = т, 52 
Нерв покрытия а, 99 

Геометрическая  реализа ция нерва N (a) ,  99 
Множество ра ционал ьны х дсiiствител ьн ы 'l:  
dim Шt = О, 3 1  

1 I J I C C.'I , 

Множество точек в Р,., в се коорди н а т ы I< от о r ы '  раi\ИО­
н альны; dim Шt,1 = О, 32 
Множество точек в /:· ,,. и ме ющих в т о ч н о с т и  111 ра цио­

нал ьн ы х I< оординат ;  dim �t;:' = О, 32 

Множество точек в Еш, вес координаты котор ы х  рш що ­
нальны; dim Шtw = 1 ,  34 
Множество точ е к  в lw, все I<оординаты котор ы х  рацио­

нальны ;  dim Шt:" = О, 32 
Множество точек в lw• и м е ю щих в т о ч нос;rи m р ;щно­
нальных к оординат ;  d i m  SJt.:: = О, 4 1  

п- мерны й симплекс,  98 
Ориентированн ы й  11 -м ерный симпле кс,  1 48 
п - мерная сфера,  например,  м ножество точ е к  в /:',. 1. 1 ,  
н аходящихся н а расстоя нии 1 о т  начала I< оор;щ нат, 60 
Ун иверсальное п - м ерное пространство Hoбeшшra --

.JOZ��+ 1 П l2n+ l - м ножество точек куба l2n H• и м е ю  
щи х  н е  боле е т рациональных rюор;щнат, 9 4  
П ростра нство отоб ражений п рост р а н с т в а  Х u нроп 
ранство У, 83 
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z� (К, О) Гру пnа п -м ерн ы х  А-циклов I< ОМПЛеi< С а  к 1 1 0  области 

коэффициентов G, 1 52 
z� (К. О) Груnпа п-мерных у - циклов I<Омп,1екса к 1 1 0  области 

ко эффициентов G ,  1 52 
сх-отображение 89 

il? /.\-граница ( !'ран нца )  цепи ;- ,  151 
1 f \•граница (верхняя граница) цепи t• 1 5 1 

i,\n (К, О) п - мернан /.\ -гр у п п а  · Б етти комплекса К по области 
к оэффициентов (}, l 52 

vn (К, О) п-мернан \-группа Б етти компле к са К по обл асти 
коэффициентов G, 1 53 

А 11 (К mod L, G) п-мерная А -группа Бетти К щоd L по обJ1асти коэф­фициентов G, ! 58  

1 1 1  (К m o d  1., G) п-мернан \-группа  Бетти К mod /. по области коэф­фици е нтов О, \ 58 
дn (Х, О) п -мерная А-гру n п а  оепи компа кта Х по области 

коэ ффициентов О, 1 82 
rn (X, O) п-ме рная \-группа Бетти компак та Х п о  обл а сти 

коэффициентов G, 182 

о (Х) Диаметр множества Х 

е-отображеюtе 85 
II 

р (р, Х) 
Р (х, у )  

? (Х, У) 
z 

-< · >-

< ·  

Аддитивнан группа де йствител ьных чисел, приведеиных 
по модулю ] ,  1 48 
О ператор, став ящий к аждой цепи б а р ице нтрИ ч е с кого 
подразделения компле к са К в соотве тствие цеп ь  к ом ­
плек с а  К, 163 
О пе ра rор , ставя щий каждой це п и  к омпле кса К в соот­
ветСI'вие цепь б а рицентриче с кого подразделения ком­
плекса  К ,  1 65 
Расстонине между точкой р и м ноже с 1·вом Х 
Ра сстояние ме жду точ ками х и у 
Расстошше между множества ми Х и У 
Характе р группы, 1 67 

Мы пишем sn -< S11 + t  ил н Sn -J 1 )- S11, e cJJ и sn есть Ориен­
тированнан грань ориентированного симпле кс а  s11 + t• 149 
П у сть К' - барицентрическое подразделение к о м ­

пле кса  К; е сJш s�1 Е К' е сть орие нтированный подсим­
пле i<С  орнентированного с и м п л е к с а  s 111 Е К, то м ы  пи ше м 

s:11 <S711 , 1 63 
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