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Vorwort zur zweiten Auflage.

Die erste Auflage dieses Buches hatte die Aufgabe, aus dem Riistzeug
der Elastizititstheorie eine brauchbare Grundlage fiir die wissenschaft-
liche Untersuchung und die praktische Querschnittsbemessung kreuz-
weise bewehrter Eisenbetondecken zu schaffen. Die Theorie der elasti-
schen Gewebe, die den Unterbau fiir eine neue Darstellung der Span-
nungen und Forménderungen biegsamer Platten bildete, ist inzwischen
durch weitere Anwendungsméglichkeiten bereichert worden, in ihrem
Kern aber unverindert geblieben. Ich habe aus diesem Grunde den
Inhalt der ersten, in der jetzt vorliegenden zweiten Auflage vollstindig
iibernommen, jedoch die kritischen Erérterungen iiber die Unzulidng-
lichkeit der deutschen Bestimmungen vom Jahre 1916 und der fritheren
Anniherungsverfahren fiir die Berechnung der kreuzweise bewehrten
Decke fortgelassen, weil die vom Verfasser auf Grund der strengen
Untersuchungen empfohlenen neueren Methoden fiir eine sorgfaltige
Querschnittsbemessung der Platten in den Vorschriften von 1925 ein-
gefiihrt worden sind. Die Entwickelung und die Anwendung dieser
Methoden sind in meiner Schrift iiber die ,,Vereinfachte Berechnung
biegsamer Platten zusammengefaBt, welche im Verlag von Julius
Springer in erster Auflage im Jahre 1925, in zweiter, wesentlich ver-
mehrter Auflage 1929 erschienen ist. IThre Grundziige sind auch in § 9
und § 21 des vorliegenden Buches dargestellt.

Der Ausbau der Plattentheorie hat den Verfasser inzwischen zu
weiteren Untersuchungen iber die partiellen Differenzengleichungen
des elastischen Gewebes, iiber das Netzwerk der Rautendecken, iiber
die trigerlosen Pilzdecken mit orthogonaler oder kreisférmiger Stiitzung,
iiber die ebenen Wandungen rechteckiger Behélter mit einer oder meh-
reren Kammern, iiber die kreisférmigen, mehrfach gestiitzten Schwellen
und Platten der Fundamentkorper sowie zu einer Reihe anderer Auf-
gaben gefiihrt. Ein kleiner Ausschnitt aus diesem Arbeitsgebiet ist in
meinen Aufsitzen im ,,Bauingenieur®, 1926 und in der Zeitschrift
,,Beton und Eisen*, 1926 und 1928 veréffentlicht worden. Eine ein-
gehende zusammenfassende Darstellung der gesamten Untersuchungen
mit ihren Nutzanwendungen fiir die bauliche Ausbildung von Trag-
werken aus Eisenbeton erfordert einen so breiten Raum, daB ich es
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vorgezogen habe, diese Aufgabe in einem zweiten Band spiter zu be-
handeln.

Die erste Auflage dieses Buches ist in den Fachkreisen mit
wohlwollender Aufmerksamkeit aufgenommen und verhiltnismiBig
rasch vergriffen gewesen. Moge auch die zweite Auflage, welche mit
vorbildlicher Sorgfalt von der Verlagsbuchhandlung vorbereitet worden
ist, die gleiche Anerkennung finden.

Breslau-Carlowitz, im Dezember 1931.
H. Marcus.
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I. Die Grundlagen der Berechnung biegsamer
Platten.

§ 1. Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten.

Unter einer ebenen Platte ist eine Scheibe zu verstehen, die von
zwei parallelen Ebenen im Abstande % und einer senkrecht zu diesen
Ebenen stehenden, im iibrigen beliebig gestalteten Randfliche begrenzt
ist (Abb. 1).

Ich setze voraus, daB die Scheibe aus einem homogenen Baustoff
besteht und daB ihre Stérke % klein im Vergleich zu den Abmessungen

A
%z
0 y +I
Y S . 7 de B
,/ | ;2/2 /// & Iy,!dtd 9 b
/'/ AT e e, e q
0 4 Va 1
/s /7 & t,. d: 1.
,/’ // | // Crx 5‘? y;_x .—/
/'-_—-/_ﬁ—_____-. —_—— _—————1
F = L
4 — Y dy
\!y o $Z’_yz V(/;,d.:‘
+Z
Abb. 1. Abb. 1la.

der Abgrenzungsflichen ist. Ich wihle als Koordinatensystem ein
rechtwinkliges Achsenkreuz, dessen - und y-Achsen in der Mittelfliche
der Platte liegen, wihrend die z-Achse senkrecht zur Plattenfliche steht.
Wird die Scheibe durch Kriftepaare oder nur durch Krifte p, die
in Richtung der z-Achse wirken, beansprucht, so darf angenommen
werden, daB die Punkte der Mittelfliche lediglich Verschiebungen ¢
senkrecht zu dieser Fliche erfahren und daB, insofern diese Verschie-
bungen klein im Vergleich zur Plattenstirke sind, jede Normale von der
Lange kb, die zur Mittelfliche gezogen wird, auch bei der deformierten
Platte geradlinig verbleibt und senkrecht zur verbogenen Mittelfliche
steht. Zwischen den Verriickungen £ und % in Richtung der z- und
Marcus, Platten. 2. Auil. 1



2 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

y-Achse eines im Abstande z von der Mittelfliche liegenden Punktes
und der zugehérigen Verschiebung { bestehen, wie die Abb. 2 und 2a
erkennen lassen, die folgenden Beziehungen:

§= —z% ;
ot 1)
9 = —zw .
Die zugehérigen Dehnungen sind:
o0& 2¢
&=, = P’
on o2l @
& =g, =i g
y oy

Beachtet man, daB die Normalspannungen ¢,, welche durch die auf
der Platte ruhenden Lasten unmittelbar hervorgerufen werden, im Ver-

or._._._j;‘_\._.T_._._._. I oT_._._ :

]
|
]
l
!
|
|
¥ {+Z

Abb. 2. Abb. 2a.

gleich zu den Biegungsspannungen ¢, und o, in den etwas weiter von
der Mittelfliche abstehenden Schichten durchaus geringfiigig sind und
daher neben diesen Spannungen vernachlissigt werden diirfen, so lautet
das Elastizititsgesetz:

1 1 1 1
81=E O'z_EGy, E”=f Gy'—:’;;oz'

Hierin bedeuten
E die Elastizitatsziffer des Baustoffes,
m die Poissonsche Querdehnungszahl.
Es ist mithin auch:

Em? 1 Em? 02, 1 02¢
=gy (ot ) = =t g+l ;,;a—yz)’

Em? 1 Em? o2 1 @t @)
°v=m(8v+;£z)=—m'z(w+zw)'



Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten. 3

Den Normalspannungen 6, 0, sind in den Flichenelementen senk-
recht zur z- bzw. zur y-Achse wagerechte Schubspannungen 7,,, 7,, in
Richtung der y- bzw. der z-Achse zugeordnet, welche dem Elastizitits-
gesetz ok

”_’“‘G(ay + dx)

folgen. Unter @ ist hierbei die Schubelastizititsziffer zu verstehen.
Da bei einem homogenen Baustoff zwischen @, E und m die Be-

ziehung
@— 2_mE . @
besteht, so erhalt man: (m +1)
Em 02¢
I”:T”=—m—|—1z8xé)y' )

In den Flichenelementen senkrecht zur x- bzw. zur y-Achse wirken
in Richtung der z-Achse die Schubspannungen 7,,, 7,, und ebenso in
den Flichenelementen senkrecht zur z-Achse die der z- bzw. y-Achse
parallel gerichteten Spannungen 7,., 7,,. Sie sind paarweise gleich,
némlich oz = Tzz Ty = Tyz »

Betrachtet man die Spannungen, welche in den Abgrenzungsflichen
eines unendlich kleinen Wiirfels mit den Seitenlingen dz, dy, dz auf-
treten, so erfordert das Gleichgewicht in Richtung der z- bzw. der
y-Achse die Erfiillung der beiden folgenden Bedingungen?):

06, 01y, 01,
+ oy + 0z 0
atw do, dr,,
+ oy + 0z 0.
Es ist mithin:
Jz,, do, 01,4y Em? (82&' 624')
0z o6z  dy _+m2—— s 8x2+6y
(91,,,__ doy, 01y, _ Em? 0 (62C 62C)
9z~ 8y " aw T Ty \oz2 T oy

Die Integration dieser Gleichungen liefert, wenn man beachtet, da@

h
an den Rindern z = + die Schubspannungen 7,,, 7,, verschwinden
miissen :

1) Der Leser findet die Ableitung dieser Gleichungen, welche die Grundlage
der mathematischen Elastizitdtstheorie bilden, in den bekannten Lehrbiichern
von F6ppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik Bd. III, 5. Auflage, Abschn. 11;
Lorenz: Technische Elastizititslehre, Kap. VI; Bach: Elastizitit und Festigkeit,
7. Auflage, Abschn. 9.

1*



4 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

Ewt (B 2y 0 (2, oty

W=t = 1 \s T 2) e o T o)
 Em <h2 22)6 (025 ) @
W= s 1\g  2)ay e T o)

Die Normalspannungen o,, die auf einem Flichenelement von der
Héhe h und der Breite dy verteilt sind (Abb.1a), bilden ein um die
y-Achse drehendes Kréftepaar

h
ty

Em2 B3 ((72C 1 (9%‘)
szdy—/o,zdydz_— T 15 \ o4 +E iy dy

o)

Aus den Spannungen o, eines Elementes von der Hohe % und der
Breite dx entsteht ebenso das Biegungsmoment:

h
ty
sydx =/oyzdxdz = —
h

2

Em® B3 (025 1 ‘925)d
m—1 12\82 " m 022/

Die wagerechten Schubspannungen 7.y, 7, in diesen beiden Flichen-
elementen bilden die um die z- bzw. y-Achse drehenden Drillungs-

momente
»
+3

Em B 0%

m+ 1 .Eaxay.dy’

tyydy = [ Ty2dydz = —

3

2
h

Em B &L
m+1 12 dzdy

g
ty,dx=/ty,zdxdz =—
h

2

Die lotrechten Schubspannungen 7,,, 7, vereinigen sich schlieBlich
zu Mittelkriften

3
T3
Em> B 0 (azc 02¢)
v’dy_,f’”dydz=“'_——nﬁ —1'12 6z 5x_2+a—g/2 "4y,

2

h
ty

Em* R 0 [0%¢ 624‘)
v, dx = ry,dxdzz—m-ﬁw(w T -dx .

&
2



Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten. 5

Die auf die Langeneinheit der Mittelflache bezogenen resultierenden
Biegungs-, Drillungsmomente und Scherkrafte sind somit:

2
o =3[ L2,

2 2
t,,=_N.ﬁ_;iaf—ai/, ®)
]
o=V (G o)

Unter
N = mzmil Elga ®)

ist hierbei die Plattensteifigkeit zu verstehen. Werden die vorhin
aufgestellten Gleichgewichtsgleichungen (6) zunidchst mit z verviel-

facht und dann innerhalb der Grenzen z = -+ % integriert, so liefern
sie auch:

03, 0ty,,

ax + a — V= 0 ’
(6a)

Ty —v,,=0.

Die auf einem Plattenelement von der Hohe A und der Grund-
fliche dz dy ruhende Belastung » dx dy mull andererseits mit den lot-
rechten Schubkriften v,, v, der Seitenflichen im Gleichgewicht stehen.
Es ist also
(91.,

e dx—{—dxa Vdy + pdxdy =0,

dy

oder
0 vz

v
Tt g, TP
Im Einklang mit den Gleichungen (6a) ergibt sich auch:

02s, 024,  0%s,
O0x? +2 axay oy? =P (10)




6 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

In dieser ersten Hauptgleichung der Plattentheorie sind unmittelbar
die Beziehungen zwischen der Belastung und den Spannungsmomenten
dargestellt 1).

Werden jetzt mit Hilfe der Gleichungen (8) die GroBen s, 8y, try
durch die zugehdrigen Differentialquotienten von { ersetzt, so gewinnt
man die Differentialgleichung der elastischen Flache:

04 0L 4L p
a—af‘+2-0;x26y2 T oyt TN (1)
Diese zweite Hauptgleichung bildet die Grundlage der Untersuchung
biegsamer Platten?).
Fir die Bewertung der inneren Form#nderungsarbeit 4, kommt

noch die Formel
4; = ?IET.[[(U; + 012/ + 0;) — ’fn—(gy(’z + 6,0, + Uzoy)} av
. 2
+ ﬁf[1;y+ 1212 +T;z]dV

in Betracht; hierin bedeutet dV das unendlich kleine Raumelement
dxdydz. Da

122 122
Oz=~h‘3—‘3x, sz::“h;;_tzyy

122 12 [ B? 2%
RO S T

hZ ZZ
Tyz h3 — —? ’Uy,

1) Diese Gleichung ist nur fiir steife Platten mit sehr kleinen Verschiebungen ¢
streng giiltig. Bei Platten mit geringer oder verschwindender Steifigkeit treten
bei einer starken Ausbiegung auch in der Mittelfliche Normalspannungen auf, die
in den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Belastung p nicht aufler acht gelassen
werden diirfen. Der betrichtliche EinfluB dieser Spannungen auf die Tragfahig-
keit der Platten ist von A. Foppl in seiner Technischen Mechanik Bd. V,
S. 1321, von A. und L. Foppl in Drang und Zwang Bd. I, S. 216{. und
von H. Hencky in seiner Arbeit iiber die Berechnung diinner Platten mit ver-
schwindender Biegungssteifigkeit in Bd. I, S. 81—99 der Zeitschr. {. angew. Mathe-
matik u. Mechanik ,1921, nachgewiesen worden.

%) Die Differentialgleichung der elastischen Fliche ist zuerst von Lagrange
im Jahre 1813 abgeleitet worden. Die vollstindige Theorie der Platten mit kreis-
formiger Symmetrie wurde 1829 von Poisson entwickelt. Die allgemeinen Rand-
bedingungen der Aufgabe wurden insbesondere von Kirchhoff untersucht und
1876 endgiiltig von Kelvin und Tait klargelegt. Die Losung der Differential-
gleichung fiir unsymmetrische und unstetige Belastungen ist im letzten Jahr-
hundert nicht gelungen und wurde daher 1907 von der Pariser académie des
Sciences als Preisaufgabe fiir den Prix Vaillant ausgeschrieben. Ein ausfiihrlicher
Bericht iiber ,,Neuere Fortschritte der technischen Elastizitatstheorie ist von
Herrn Professor L. F6ppl in Bd. 1, H. 6 der Z. f. ang. Math. u. Mech. ver-
offentlicht worden.
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s0 liefert die Gleichung (12), wenn die Spannungen o, neben ¢, und o,
vernachlissigt werden:

ks_/_/[( ——szs,,)+2(m+) 1| dzdy
ot T

Wird der im allgemeinen sehr geringfiigige Beitrag der Scherkriifte v
auBer acht gelassen, so erhilt man die einfachere Formel:

2 1 1 s
4; = ‘Q{n:—l'“z“ﬁ‘//[(sz+3y)2—2(_mj—)(3z3y“ tzy)] dady . (14)

Fihrt man nunmehr an Stelle der Spannungsmomente s,, s, t,,
dle zugehongen Differentialquotienten von { ein, so ergibt sich schheB-

R e e e

~ (2 asay e

Die Ermittlung der Verschiebungen { ist die wichtigste Aufgabe
und das Hauptziel der Plattenberechnung.

Die unmittelbare Integration der Differentialgleichung der elasti-
schen ¥ldache bietet, von wenigen Ausnahmefillen abgesehen, fast un-
iiberwindliche Schwierigkeiten. Fiir eine méglichst angeniherte Losung
stehen zwei Verfahren zur Verfiigung.

Gelingt es zunichst, eine partikulire Lﬁsung der nicht"homogenen
Gleichung ETYs Lo 1Y n oL P

0t 02 0y* = Oyt N
zu finden, welche die fiir die Ober- und die Unterfliche der Platte vor-
geschriebenen Bedingungen befriedigt, so kann man durch Hinzufiigung
einer Reihe geeigneter Losungen der homogenen Differentialgleichung

04 04 e

gt T2 oo T oyt
auch die Randbedingungen der Aufgabe mit gréBerer oder geringerer
Genauigkeit erfiilllen. Nach diesem Verfahren sind von Nadai!) und
Hencky?) unter Verwendung zweifach unendlicher Reihen mit trigo-

(13)

1) Nadai: Die Forminderungen und Spannungen von rechteckigen elasti-
schen Platten, Forsch.-Arb. auf dem Gebiete des Ingenieurwesens H. 170, 171.
Berlin 1915.

?) Hencky: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten
bei gleichméBig verteilter und bei konzentrischer Belastung. Dissertation, Miin- -
chen: R. Oldenbourg 1913.
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nometrischen und hyperbolischen Funktionen die wichtigsten Grund-
fille, vor allem die rechteckigen, allseitig frei aufliegenden oder fest
eingeklemmten Platten mit gleichmiBiger Belastung oder mit einer
Einzellast in der Plattenmitte behandelt worden.

Ein anderer von Navier?!) zuerst eingeschlagener Weg fiihrt hingegen
zur Auswahl verschiedener Ansitze {; = C; f; (z, y) fiir die Gleichung der
elastischen Fliache, welche zwar die vorliegenden Symmetrie- und Rand-
bedingungen von vornherein befriedigen, jedoeh einer anderen Belastung

04, 4L | 0
pi= N(ax4 T2aaop T ag4>
als der vorgeschriebenen Belastung p entsprechen. Werden aber die
Festwerte C; dieser Ansitze so bestimmt, daB entweder die Summe der
Quadrate der Abweichungen zwischen den Belastungen p; und p oder
die gesamte Forménderungsarbeit ein Minimum wird, so 1aft sich,
wie die Arbeiten von Michel Lévy?), Estanave3), Simic4), Ritz5),
Hager?), Lorenz?) gezeigt haben, eine verhiltnismiflig einfache
Naherungslésung der Differentialgleichung der elastischen Fliche er-
zielen. Dieses Verfahren ist allerdings lediglich fiir symmetrische,
stetige Belastungen und nur fiir die Darstellung der Durchbiegungen,
allenfalls fiir die Ermittlungen der Spannungsmomente im Bereich der
Plattenmitte brauchbar. Bei Einzellasten und ebenso, wenn es sich
um die Randscherkrifte und die Auflagerwiderstinde handelt, versagt
die Naherungslésung vollkommen.

Die Methode, die ich als Grundlage meiner Untersuchungen gewéhlt
habe, weicht von den bisherigen insofern ab, als sie an Stelle der partiellen
Differentialgleichung vierter Ordnung zwei partielle Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung, die einer unmittelbaren Losung weit eher
zugénglich sind, verwendet.

Im nachfolgenden werde ich zunichst die neuen Sitze ableiten,
welche die Umbildung der Hauptdifferentialgleichung zur Folge haben,
und sodann die Bedingungen fiir die Losung der neuen Gleichungen
einer Priifung unterziehen.

1) Die Abhandlung von Navier, im Jahre 1820 verfa3t, wurde erst von
Saint - Venant in der franzosischen Ausgabe der Festigkeitslehre von Clebsch
1883 verdffentlicht.

%) Cpt. rend. hebdom. des séances de I'acad. des sciences Bd. 129. 1899.

3) Estanave: Contribution & I'étude de l'équilibre élastique d’une plaque
rectangulaire mince. Paris: Théses 1900.

4) Simic: Ein Beitrag zur Berechnung rechteckiger Platten. Z. 6st. Ing.-V. 1908.

5) Ritz: Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Randwertaufgaben.
Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1908.

%) Hager: Berechnung ebener rechteckiger Platten mittels trigonometrischer
Reihen. 1911.

7) Lorenz: Angenitherte Berechnung rechteckiger Platten. Z. V. d. I. 1913.



Die elastische Platte und die elastische Haut. 9

§ 2. Die elastische Platte und die elastische Haut.
Die Biegungsgleichung der Platte

e s ese (a )(02; azg) »
o Tl e Tap 6‘x2+6y2 8x2+ay i

148t sich, wenn man fiir die Operation +— - —— das Zeichen 2 be-
. (9:1:2 8y2
nutzt, auf die Form

02y 02 C) 2 D2 P
(6:1:2 + a2 avee = N
bringen. Setzt man er o
(axz + Oy? ) o, (16)
so lautet die Gleichung der elastischen Fliche auch:
VM = —p. a7

Die Funktion M ist ein Ma8 fiir die Biegung der Platte. Beachtet
man nédmlich, dafl die Kriimmung der elastischen Fliche durch die

GroBlen 1 02 C 1 o2 C
rit > il
bestimmt ist, so tritt der Zusammenhang zwischen der Momenten-
summe m41 <02§ o2 C) m+ 1
Gtey=—N- m \dx® = Oy m
und der Kriimmung
1 1 _ M Sty
o ' oy S ™ + 1 N

deutlich in Erscheinung. Die Funktion M verdient auch aus dem Grunde
Beachtung, weil sie eine Invariante, von der Wahl des Koordinaten-
systems unabhingige Groe ist.

Stellt man die bekannte Gleichung des elastischen Stabes

@M

e P
der Plattengleichung

M =—p

gegeniiber, so ist ohne weiteres die gegenseitige Zuordnung der Diffe-

2
da?
Biegungsmomente des Stabes und der Momentensumme der Platte
andererseits zu erkennen. Diese Ubereinstimmung 148t vermuten,
daB auch zwischen den Losungen der Differentialgleichung des Stabes

rentialoperation V2 und der Differentialquotienten einerseits, der
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und der Differentialgleichung der Platte eine Verwandtschaft bestehen
muBl. Sie wird uns offenbar, wenn wir die Differentialgleichung einer
urspriinglich ebenen elastischen Haut heranziehen, welche #ufBerlich
durch den senkrecht zur Haut gerichteten Uberdruck p und innerlich
nur durch Normalspannungen beansprucht wird. Bei kleinen Aus-
biegungen w der Haut in Richtung der 2-Achse entsteht in allen Teilen
und in jeder Richtung die gleiche Oberflichenspannung S, welche mit
den Ausbiegungen w und dem Druck p durch die bekannte Differential-
gleichung?) Doy Fw | ow _

0z 042 8

verkniipft ist. Die Gegeniiberstellung der beiden Gleichungen (17)
und (18) fithrt uns unmittelbar zu folgendem Satze: Die Mittelfliche
einer mit dem Uberdruck p belasteten und durch die Ober-
flaichenspannung 8 =1 beanspruchten elastischen Haut
stellt ein Abbild der Momentenfliche der elastischen Platte
dar.

Beim elastischen Stab wird eine gleichwertige Verkniipfung zwischen
der Momentenlinie und der Gestalt eines mit den Kriften P belasteten
Seils, dessen Grundspannung § = 1 ist, nachgewiesen. Der neue Satz
bringt also die sinngemai Be und folgerichtige Erweiterung der fiir den Stab
geltenden Beziehungen auf die Momentensumme der elastischen Platte.

Die Verwandtschaft zwischen Stab und Platte 148t sich aber noch
weiter verfolgen. Belaste ich jetzt die Haut mit den elastischen Ge-

(18)

M
wichten p; = ~=, so erfahrt sie bei gleicher Oberflachenspannung § =1

N
eine Ausbiegung w;, welche der Differentialgleichung
Pw,  Pw; M 2r 62t
2y = — L e =2
Ve, 0a2 oy P N Oax? + 0y? (19)

geniigen muB. Aus dieser Gleichung entspringt der zweite Satz: Die
Mittelflaiche einer mit den elastischen Gewichten =3

belasteten und durch die Oberflachenspannung S=1 be-
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der elasti-
schen Fliache der Platte dar.

Ebenso 148t sich auf Grund des Mohrschen Satzes die elastische
Linie eines Stabes vom Trégheitsmoment J durch eine mit den elasti-

M

schen Gewichten p; = BT belastete Seillinie darstellen.

Diese Ubereinstimmung beweist, daB die bekannten Sitze iiber die
Biegungsmomente und die Forminderungen des elastischen Stabes

1) Vgl. Foppl, A.: Vorlesungen iiber technische Mechanik Bd. V, § 30.
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als Sonderfille der neuen allgemeinen Sitze iiber die elastische Platte
zu betrachten sind.
Neben der Momentensumme und der Ausbiegung koénnen auch die
Spannungsmomente der Platte unmittelbar aus der Forménderung der
abgeleitet werden.
Aus der Hauptgleichung (16) erbalt man namlich einerseits

PM 1 M N(‘ﬂ m+1 o8¢ 1 ‘L‘Q)
o " m oyr 8x4+ m 0x2dy? ' m Oyf)’
eM 1M (64: m+1l 6L 1 645)
o Tmaw = Ve T T aEag T ow)

aus den Gleichungen (8) andererseits

d%s, 0% (8% m+41 04, 1 (94&')
V2g = _ % e ® e _2 B s S — ]
“=gmtop = Mot T d@ep Tmog
02s 02s (34C m+1 064¢ 1 64C>
2g e Y4~ W N2 > 2.
Vesy oz T oyt N oyt m 6x2¢9y2+m zY’
setzt man also oM 12 M
E TmoE T \
M 1 6*M @0
T Tmow T
so ergibt sich: Vo — —m
Veg, = —m,. } (21)
Ebenso kann man der Belastung
m—1 02M
— 2
m Oxdy Ty (202)

im Einklang mit der Gleichungsgruppe (8) die Bedingung
zuweisen. Ve, = —n,, (21a)

Hieraus gewinnt man den folgenden dritten Satz: Die Mittel-
fliche einer der Reihe nach mit den Kriften

2M 1 o0:M oM 1M
n=—(Ga tmeg) = (g tma)
m—1 2M
ey =T T Gy

belasteten und durch die Oberflichenspannung S =1 be-
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der s,-, s,
und #,, -Momentenflichen der elastischen Platte dar.
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Es sei schlieBlich noch bemerkt, dafl man aus der Mittelfliche der
elastischen Haut auch die lotrechten Scherkrifte der Platte ableiten
kann. Aus den Gleichungen

0 oM

— N —P2f ="
vy = N&xV ¢ P -

0 oM

=—N-—P2f=_"

vy NayVC 3y

ist ohne weiteres der Zusammenhang zwischen den Scherkréften und
den Winkeldrehungen der Tangente an der elastischen Haut zu er-
kennen.

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist die Berechnung der
elastischen Platte auf die Losung der beiden Differentialgleichungen

M

e — — 2p —

zuriickgefiihrt. e P i N
Die Behandlung der Aufgabe ist besonders einfach, wenn lings des
Plattenrandes sowohl ¢ als M verschwinden. Diese Bedingung wird
von der ringsum frei aufliegenden Platte erfiilllt. Man kann hierbei im
gleichen Sinne wie beim freiaufliegenden Balken die Lagerung als eine
statisch bestimmte bezeichnen, weil die Momentsumme M und die
Scherkraft » unmittelbar aus der Losung der einzigen Differential-

gleichung F2 M = —p gewonnen werden konnen.
Bei allen anderen Lagerungsarten muBl auch die zweite Differential-
gleichung M
Vel =——_
¢ N

herangezogen werden, um aus der Gestalt der elastischen Flache die
Randwerte der Momentensumme M zu ermitteln: diese Verkniipfung
zwischen den Randbedingungen von M und ¢ ist das Kennzeichen der
statischen Unbestimmtheit.

Die Unterscheidung zwischen statisch bestimmten und unbestimmten
Lagerungsarten ist auch durch die Erkenntnis gerechtfertigt, daB nur
bei den ersteren die aus den M-Werten gebildete Momentenfliche mit
der Mittelfliche der elastischen Haut unmittelbar zur Deckung ge-
bracht werden kann. Bei den statisch unbestimmten Fillen weichen
hingegen die zugehérigen Werte M und w um den jeweiligen Betrag
einer oder mehrerer Losungen der homogenen Differentialgleichung
V3{ =0 von einander abl). Aus diesem Grunde besagen die neuen
Sétze nur, daBl die Mittelfliche der elastischen Haut das Abbild der
Momentenfliche und nicht die Momentenfliche selbst darstellt.

1) In gleicher Weise, wie die Ordinaten der Seillinie erst durch die Wahl einer
SchluBlinie bestimmt sind, mufl auch bei der elastischen Haut durch die Losung
der homogenen Differentialgleichung Lage und Gestalt der SchluBflache, von
welcher aus die Ordinaten der Haut abgemessen werden sollen, festgelegt werden.
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Durch die Wahl geeigneter Zusatzlosungen, welche die homogene
Differentialgleichung V22 { = 0 hefriedigen, gewinnt man gerade die
Moglichkeit, bei statisch unbestimmten Lagerungsarten die Rand-
bedingungen zu erfiillen und somit die Berechnung statisch unbestimm-
ter Platten auf diejenige statisch bestimmter zuriickzufiihren.

Die vorstehenden Betrachtungen iiber die Beziehungen zwischen
Haut und Platte kénnen noch durch eine eigentiimliche Feststellung
erginzt werden.

Auf Grund des Bettischen Satzes ist die Verschiebung w;;, die ein
Punkt ¢ der elastischen Haut unter dem Einfluf einer im Punkte &
angreifenden Last P, = 1 erfahrt, gleich der Verschiebung w,;, die im
Punkte k durch eine im Punkte ¢ angreifende Last P, =1 hervor-
gerufen wird. Aus der Gleichung

Wik = W
folgt aber, insofern die Randbedingungen fiir Haut und Platte tiber-
einstimmen, Mzk —_ Mlm . (23)

Bei statisch bestimmter Lagerung entsteht also im Punkte 7 unter
dem Einflufl der Last P, ==1 die gleiche Momentensumme wie im
Punkte & unter dem Einflull der Last P, = 1: die Momentenflidche
der freiaufliegenden Platte fiir den Belastungszustand
P, =1 stellt somit die EinfluBfliche der Momentensumme
fiir den Punkt k der Mittelfliche der Platte dar. Da die gleiche
Gegenseitigkeit auch zwischen den Spannungsmomenten (s,);z, (8,)iz
und (8,)z;> (8,)z; besteht, so 1aBt sich der vorliegende Satz sinngemaB
auf die EinfluBflachen der Momente s, und s, ohne weiteres libertragen.

§ 3. Die elastische Haut und das elastische Gewebe.

Die elastische Haut, deren Forminderung durch die Gleichung

2 . p

Vew = — K
gekennzeichnet ist, wird durch keine Schub-
spannungen beansprucht: die Oberflichen-
spannungen sind reine Normalspannungen o,
die in jeder Schnittfliche die gleiche Grofie
aufweisen. Ist die auf die Langeneinheit der
Haut bezogene Grundspannung S bekannt,
so lassen sich chne weiteres Grofie, Lage und
Richtung der Mittelkraft R = S aller in
einem Randabschnitt I eines irgendwie um-
grenzten Bereiches derHaut auftretenden Spannungen bestimmen (Abb.3).

Abb. 3.
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Wird die Haut in einzelne Streifen zerlegt, so bilden, bei geeigneter
Wahl der Gestalt und Anordnung der Streifen, die Angriffslinien der
Mittelkrifte R der inneren Widerstinde, die in den gemeinsamen Rén-
dern benachbarter Streifen wirken, ein Liniennetz, welches die Haut

Al Vi WA
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Bl M Ay
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N i 1
r 1 ] t
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¢ L 3 < 2> >
Y Y Y
I H i
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) < ~-P-< 2> ~< R
Y v Y Ay
1] i 1
14 V
A A, A
R P W, S PO
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Abb. 4c.

umspannt (Abb.4). Die Krifte R koénnen auch als die Spannkrifte
diinner Drihte, die in den Angriffslinien liegen, aufgefaffit werden:
diese Drahte bilden ein Gewebe, welches an Stelle der elastischen Haut
tritt und daher elastisches Gewebe genannt werden moge. Die
Gestalt der Maschen dieses Gewebes wie auch die Zahl der sich in einem
Knotenpunkt kreuzenden Dréhte konnen, wie die Abb.4, 4a, 4b, 4c¢
zeigen, verschieden sein. Die wichtigsten Gewebearten sind:

1. das Gewebe mit rechteckigen Maschen,
2. das Radialgewebe,
3. das Gewebe mit dreieckigen Maschen.

Ihre Eigenschaften werden jetzt der Reihe nach untersucht.
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A. Das Gewebe mit rechteckigen Maschen.
1. Die Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes.

Dieses Gewebe besteht aus zwei Scharen sich rechtwinklig kreuzender
Drshte: die eine Schar ist der z-Achse, die andere der y-Achse parallel
gerichtet (Abb.5).

Um die Behandlung der Aufgabe zu vereinfachen, setze ich voraus,
daf} die Maschenweiten 4, in Richtung der 2-Achse und die Maschen-
weiten 1, in Richtung der y-Achse iiberall gleich groB sind.

Die Gestalt des elastischen Gewebes im AufriBl ist durch die Ordi-
naten w der einzelnen Knotenpunkte in bezug auf die z-, y-Ebene
bestimmt.

An einen Knotenpunkt k greifen auBer der zur -, y-Ebene senk-
recht gerichteten Belastung P,, die Spannkrifte der vier benachbarten

Tfy Ay A DA
! 1 | ]
| I S T S O S S 7
i ,
| -‘ %
!
Qx
+*
_____________ _#

Abb. 5.

Drihte: R, R,, R, und R,. Bezeichnet man mit w, und o, den Nei-
gungswinkel der Dréhte R; und R, gegen die x-Achse und ebenso mit
w,, und o, den Neigungswinkel der Drihte R, und R, gegen die y-Achse,
so miissen die Spannkrifte B den drei Gleichgewichtsbedingungen

R; cosw; — By cosw; =0,

R, cosw,, — R,cosw, =0,

P, + (B;sinw; — R;sinw;) + (B,sinw, — R,sinw,) =0

geniigen. Mit den HilfsgréBen
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R; cosw; = R, cosew; = H,,
R, cosw,, = R, cosw, = H,
188t sich die letzte Gleichung auch in der Form
H, (tang w; — tangw;) + H, (tang w,, — tangw,) = P
schreiben. Bezeichnet man mit (dwy),, (42wy), bzw. mit (4wy),,
(42w,), die ersten und die zweiten Differenzen zwischen den w-Ordi-
naten der Knotenpunkte, die um i, bzw. um J, vom Knotenpunkt &
entfernt sind, so ist offenbar
j'z ta'ngwl =W — W= (A wl:)z ’
Aytangw, = w, — wp = (dwy)y,
Ay (tangw; — tangw;) = (w; — wp) — (wp — w)) = Az(dwy)y = (L wy)s,
j-y (tang w, — tang wy,) = (w, — wy) — (W — wy) = Ay (4 We)y = (42 We)y 5
und mithin H,
Ay

H
(4% wp); + Ty (A2 wp)y = — Py . (24)
4

Hierin setze ich noch

Hz=1ySz, Hy=leys Pk=pkla:ly
und erhalte:

S, S
ETH (A2 wk)a: + _: (A2 wlc)y = —DPx - (25)
A2 i
Wenn H, = H, = H oder 8, = 8, = S ist, so ergibt sich insbesondere
1 1 P,
(A2 A2 - 1k
}'z (A wk)z + ly (A wla)y H (26)
oder
(Azwk)x (Azwk)y — _& (27>
Y A S
Ist 4, =4, = 4, so gilt die einfache Beziehung

(2w, + (2w = —Pp- e = —p B
klz kly k H k S:

welche auch durch die Gleichung

2
S — (04wt w0 = Pp= P 3)
ausgedriickt werden kann.

Es sei schlieBlich bemerkt, dafl die Gleichung (27) bei unendlich
kleinen Maschenweiten 4, = 6z, 1, = 0y unmittelbar in die Gleichung
der elastischen Haut

Rw  Cw P

022 " oyr 8
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iibergehtl). Hiermit ist die Ubereinstimmung zwischen elastischem
Gewebe und elastischer Haut bewiesen.

Es ist im iibrigen leicht zu erkennen, dafl das Seileck nur eine Abart
des elastischen Gewebes ist: 1aBt man in der Gleichung (24) H, oder H,
gleich Null werden, so erhilt man in der Tat die Gleichung eines in der
{y)- oder in der (z)-Richtung gespannten Seilecks.

2. Die Beziehungen zwischen der elastischen Platte
und dem elastischen Gewebe.

Um nunmehr die durch die neuen Sitze festgestellte Verwandtschaft
zwischen elastischer Platte und elastischer Haut auf das Gewebe iiber-
tragen zu koénnen, stelle ich zunichst der Grundgleichung

a2M M
T2 T P
die Differenzengleichung

1 1
ya (42 wy), + I (L we)y = —

gegeniiber. Man erkennt, daB
M, = 8,0, (29)
sein muB, wenn M und w im iibrigen den gleichen Randbedingungen
geniigen.
Bringe ich jetzt die elastischen Gewichte p, = w; an den Knoten-
punkten eines Gewebes mit der Grundspannung S = §, an, so entstehen
Knotenpunktsverschiebungen z, welche die Gleichungen

2 21;;1«:‘}'21 Zm zlgk'l‘zn:]}_;(Azzk)z_i_%(dzzk)y:_E=__SlSz
befriedigen miissen. Fiir die Ordinaten { der elastischen Fliche der
Platte gilt andererseits:

oL 0L M

ox2 ' 02 - N
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt also, dafl

S 1 S 2
le =2 N (30)
sein muB, wenn { und z die gleichen Randbedingungen erfiillen. Durch
die in den Gleichungen (29) und (30) ausgedriickten Beziehungen ist

Al

Wy .Mk

1) Die Moglichkeit, partielle Differentialgleichungen durch Umwandlung in
Differenzengleichungen zu l6sen, ist in der Elastizitdtstheorie zuerst von Runge
bei der Behandlung des Torsionproblems und in der Hydrodynamik von englischen
Forschern benutzt worden. Ein ausfiihrlicher Bericht von H. Hencky iiber die
numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der Technik ist
in Bd. 2, H. 1 der Z. ang. Math. Mech. zu finden.

Marcus, Platten. 2. Aufl. 2
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somit die Bestimmung der Momentensumme M und der Ordinaten
der elastischen Flache der Platte auf die Berechnung der Knotenpunkts-
verschiebungen w und z des elastischen Gewebes zuriickgefiihrt.

Ich habe nur noch zu zeigen, wie auch die inneren Widerstande der
Platte aus den Ordinaten w und z bestimmt werden kénnen.

Um den Teil der elastischen Fliache, auf welchen der Punkt k
(Abb.5a) und die acht benachbarten Punkte 2,1, m,n,0, p,q,r liegen,
ndher zu beschreiben, ersetze ich das elastische Gewebe in der un-
mittelbaren Umgebung des Punktes & durch die Fliche
@2 @) [2o(y —4i) (U —4n) =220y —yn) (Y~ Y) +2, (Y~ ) (y 1))

vy —2(z—2)) (e—2:) [20(y ~Y2) (Y —Yn) — 22 (Y —Yn) (Y—Ym) 2 (Y~ Ym) (Y —¥2) ] (1)

+(@—a) (@—xr) [2p Y—Y2) Y—Yn) =22 (Y—Yn) G—Ym)+2: (YY) (Y—12)
Man kann sich leicht iiberzeugen, daB diese Flache durch die neun Punkte
i, k, I, m,n, o, p,q,r des Gewebes hindurchgeht. Sie méchte daher

unter der Voraussetzung hinreichend kleiner Maschenweiten 4, und 4,
Aufrift alsUmhiillungs- oderSchmiegungs-

’* fliche des Gewebes im Punkte k be-
zeichnet werden. Die zugehorigen Dif-
ferentialquotienten fiir den Mittelpunkt
mit den Ordinaten x = z;, y = y, sind:

(ﬁ) =z (A%,
ox/y 24, Ay
(Ei) . Zn—%m _ (A zk)y
oyl 24 A
622) z,—2zk+zl 1 2
(3—2:2 e T E(A 2k)z> )
A “ - ((92:1: tn—2atz, (A2, [P
< oyl &k &
i Az Jk Axr 7 (322>=(zo+z,)—(zp+z4)
3 ox 0y/y, 41,2,
2 - & o (Azzk)zy
Abb. 5a. T LA,

Fiihrt man diese GréBen in die Gleichungsgruppe (8). so erhilt manim Ein-
klang mit den Gleichungen (29) und (30) fiir die Spannungsmomente die
Formeln o 1 o 9 19
oz z Rp— 2 — 2 Rg— 2p— 2p
e e =)
02z 1 0%z V22— 2 —2, 12z, —2;— 2
W= 5 (a'gﬁ+za_x2)=slsz{ A ] 61
m—1 022 (2p + 2) — (2, + z,)] J

m—1
v=— S =, ‘9182[ 1,
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Fiir die lotrechten Scherkrifte gilt ebenso:
ow 8,
192 m
ow 8
Gy "2,

Will man die inneren Widerstinde unmittelbar aus den GrofBen
{=25,8, %
der Maschenweite A, = 4, = 1, so kann man auch die auBerordentlich
einfachen Formeln

i 1

v, =48 (w —wy),
(32)

vy=2 (w, — wy) .

und M = 8, w ableiten und benutzt man ein Gewebe mit

ﬁsz =Q2&G—-4—0) +;(2Ck—fm—cn),
12 1
& % =‘(2Ck_Cm_‘Cn)+E(2Ck—é-i_cl);
(33)
A2 m—1
W tzy = W [(Cp + Cq) - (Co + Cr)];
2lvx=Ml_Mi:

24v,=M,— M,
verwenden. Die Maschenweite 4 muf3 hierbei derart gew#hlt werden,
daf} die elastische Linie im Bereiche 7, k, ! und m, k, n keinen Wende-
punkt aufweist, denn nur unter dieser Voraussetzung wird sich die als
Umbiillungsfliche des Gewebes benutzte Fliche zweiten Grades mit
der wirklichen elastischen Fliche decken konnen.

3. Die allgemeine Differenzengleichung der
elastischen Platte.

Aus den beiden Differenzgleichungen des Gewebes

1 1 P
2 2 — e

l;; (A wk)z + l; (A wk)y Sl 3

1 Wy

1
2 — (A2 —_ e —
li (A zk), + /’L; (A zk)y Sz.

1aBt sich auch die aligemeine Differenzengleichung der Platte ableiten.
Fir das Gewebe im Bereiche des Punktes & und die aus Abb. 6 er-
sichtlichen Knotenpunktbezeichnungen gelten ndmlich die Bedingungen :

Lw- =2z,-—z,,——z,, 22— 2, — 7,
S, V5 Ay ’
1_wk=2zk~z,~——-zl+22k—zm—zn
8, 23 Ay ’

2%
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1 2zp— 2z — 2 25— 2, — 2%
Sg W, = l:, + 2121 »
1 220 —~2%—2 |, 22— 2~ %
=z tz
1 22y~ 2,— 2 | 22, — 25 — 2,
—w, = .
5, 2 T =&

is ist andererseits
2wp—w;—w, 2wy —wy,—w, P

z =

F 5
Hieraus folgt: 1 1 8 }
wlo(r+ ) + 2z

. i .1. 2+ 2 zm'l‘zn)
4<z;+z;>( LT

2
+m(20+zp+zq+zr)

(34)

1 1
+l_;(zs+zt)+_l§(zu+zv)

Fiir 4, = 4, = 1 erhilt man schlieBlich

20zk_3(zi+zl+zm+zn)+2(zo+2p+zq+zr)
i, (35)
+(zs+zt+zu+zv)“‘slsz'

Diese dreizehngliedrige Formel ist die unmittelbare Ubersetzung der
Hauptdifferentialgleichung LT 204L Mnc  p

Y 0 2 8x26y2'+5?—l\7 )

q n r

Sie ist weniger einfach als die fiinf-

s i ke ¢ ¥ gliedrigen w- und z-Gleichungen des Ge-
L. webes:ihre Anwendungist aber von Vorteil,

o lm_|n ¥ ; :
3, wenn die Randwerte M von vornherein
L« ¥ nicht bekannt, die Randwerte { hingegen
A A eAr >z entweder gegeben sind oder aus den
Abb. 6. Randbedingungen der elastischen Fliche

abgeleitet werden konnen!). Die Untersuchung der ringsum einge-
klemmten Platten im Abschnitt VII wird Gelegenheit geben, die
Gleichung (35) zu benutzen, um die Gestalt der elastischen Fliche ohne
den Umweg iiber die Momentensumme unmittelbar zu bestimmen.

1) Herr N. S. Nielsen hat in seiner verdienstvollen Arbeit ,,Bestemmelse af
Spoendinger i Plader ved anvendelse af Differensligninger (Kopenhagen: G, E. C.
Gad 1920) fiir eine Reihe wichtiger Aufgaben der Plattentheorie die zur Lésung
der dreizehngliedrigen Differenzengleichung erforderlichen Rechnungen mit
groBer Sorgfalt durchgefiihrt.
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4. Die Verteilung der Belastung auf die
Knotenpunkte des Gewebes.

Die Grundgleichung

1 1 P,

. (A2wp); + % (A2 wy)y = — Hk
ist unter der Voraussetzung abgeleitet, daB die Lasten Pj unmittelbar
an den Knotenpunkten angreifen. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn
der Schwerpunkt der Belastungsfliche a b ¢ d (Abb. 5) mit dem Knoten-
punkt zusammenfilit. Die Grofle

stellt dann den Mittelwert der spezifischen Belastung fiir den Bereich
abcd dar.

Greift nun eine Einzellast P auBerhalb der Knotenpunkte an, so
lassen sich die auf die benachbarten Punkte 1, 2, 3, 4 entfallenden Last-
anteile P,, P,, P,, P, wie folgt bestimmen.

Ich verbinde den Angriffspunkt der Kraft P durch vier Drihte
mit dem Hauptgewebe (Abb.7): wenn die aus den Randdrihten 1, 2, 3, 4
gebildete Unterlage vorerst als fest angesehen wird, so ist die Ver-

schiebung w, des Punktes o gegen das Hauptgewebe durch die Gleich-
gewichtsgleichung

v |z
a(brietid)or il

JR— _ —_— ———— = — 1 1 2. I
bestimmt. ’ Ay Ay Ay Ay H ;; &
Im Punkte I wird nun die lotrechte Teilkraft I J,

Hu m ﬁ g

0 AF
Pp= 1 bb. 7.

auf den Rand I, 4 iibertragen. Ebenso erhalten die iibrigen Rénder
Teilkrifte
Hw Huw Huw,
Pll= 120’ -PIII= ;‘309 PIV= 140‘

i
Der Knotenpunkt 1 iibernimmt von P; den Anteil P; ﬁ , von Pryp
3 4

den Anteil P,y 7 —}:l , oder insgesamt
17T 42

1 A +l Ay
o bW o hhth Lh+h
Pl_PI}.3+14+PIV11+22—P l'£+l l

Ay 4

pE 7Ry R
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Setzt man At Ay =4y, A+ Ay = ly:
so erhilt man 2y A
pP,=pP2° 1.4, (36)
und ebenso fiir die itbrigen Knotenpunkte
Ay dy AyAy Ay y
P—“Pll’ P—Plly P—Pll

Die auBerordentlich einfache GesetzmiBigkeit, mit welcher sich
die Lastverteilung vollzieht, tritt deutlich in Erscheinung. Ihre Uber-
einstimmung mit dem Hebelgesetz, sobald eine der Groflen 4,, 4,, 45, 4,
gleich Null wird und die Last unmittelbar in einem Punkte der Netz.-
linien angreift, ist ohne weiteres zu erkennen.

B. Das Radialgewebe.

Das Gewebe mit rechteckigen Maschen ist fiir die Untersuchung
kreisférmiger Platten wenig geeignet, weil die Knotenpunkte picht
symmetrisch zur Umdrehungsachse verteilt und die Dréhte nicht durch-
weg senkrecht zum Plattenrand gerichtet sind.

Der Gestalt der Platte paBt sich am besten das Radial- oder
Spinnengewebe an. Es besteht aus einem Biischel strahlenférmig
verteilter Driahte, die miteinander
durch konzentrische Ringe ver-
bunden werden (Abb.4a). Die
Drahte des Biischels mégen Ra-
dialdriahte, diejenigen der
Ringschar Ringdréhte genannt
werden.

Ich setze voraus, dafl die Ra-
dialdrahte im ganzen Gewebe den
gleichen Zentriwinkel 4¢ mit-
einander schliefen und daB die
Ringe in gleichen Abstinden Ar
angeordnet sind. Hiermit ist
die Grundrifigestalt des Gewebes

> festgelegt; um die Wélbung im

Aufri zu bestimmen, ist noch
fiir jeden Punkt mit den Polarkoordinaten » und ¢ die Ordinate w in
der Richtung der -+z-Achse zu ermitteln (Abb. 8).

Im Knotenpunkt % kreuzen sich die Driahte R;, R;, R,, R,: der
jeweilige Neigungswinkel gegen die GrundriBebene sei der Reihe nach
mit w;, W;, Wn. @, bezeichnet. Die zugehorigen Spannkrifte mégen
den Gleichungen




Die elastische Haut und das elastische Gewebe. 23

A4
R, =8,2r — Ar)sinT(p.secw,-,

4
Ry =8,2r+ Ar)sin ~—2£ .secwy, (37)

R, =8,4r-secwy,
R,=28,4r- secw,,

folgen: unter S, ist eine als Vergleichsmal dienende Einheitsspannung
zu verstehen.

Ich zerlege jede Grofe R in eine in die Grundrilebene fallende Teil-
kraft R’ = R-cosw und in eine, der +w-Achse parallel gerichtete
Teilkraft R’ = R -sinw .

Fiir die erste Gruppe von Teilkraften gelten die Gleichgewichts-
bedingungen: : Ay
(B — B) — (B + Ri)sin 5F =0,

(R, — Ry) cos A2 =0.

Man kann sich leicht iiberzeugen, daB diese beiden Gleichungen durch

die GréBlen R der Gleichungsgruppe (37) von vornherein befriedigt sind.
Die Teilkrifte R’ miissen im Verein mit der im Punkte k angreifen-

den und in Richtung der 4w-Achse wirkenden Last P; die dritte Gleich-

gewichtsbedingung

erfiillen. (R — B) + (By — Bp) + P =0 (38)
Bedenkt man, daB der Last P; die Belastungsfliche a b ¢ d mit dem

Flicheninhalt 27 47 sin 42—‘8 cos % entspricht und setzt man daher

Pk=2fprArsinA—2‘£cos%€,

so geht die Gleichung (38) im Einklang mit den Werten R der Gleichungs-
gruppe (37) iiber in:

A4
27 8;(tangw; — tang w;) sm + 8, 4Ar(tang w; + tangw;) sin 2<p
4 4
+SIAr(tangw,,—tangwm) + 2prdrsi ;0 f 0.
Hieraus folgt auch:
49

V| 1
(tang w; — tang w;) sec ~é(—p -+ 2, (tangw; -+ tang w;) sec —-

Ar 2

tangwnA— tangAwm + §' —0.
2rsin =2 cos =L !

2 2

+
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Es ist nun
tangwl = _iu_gg;.k—-, t&ngwl — .__u)i— Z)l ,
Arsec 7()9 Arsec —;
tangwn= w—”—.u‘;i_’ ta,ngwm=_w—k,—_u;1l_
2rtang~2(g 2 rtang —2?
und daher:
(W—w) —(wpe—w;))  1w—w) (Wa—wy) — (we—wy) P
(dr)? +r 24r + ( ) Aq)>2 +Sl_0'
2 rsin —-
2
Fiihrt man im ahnlichen Sinne wie im vorigen Abschnitt die partiellen
Differenzen w—w Awy),
24r  Ar
(w; — wy) — (wp — wy) _ (A2uy),
(4r)? (dn?’
(Wp —wp) — (W — ww)  (LPwy)g
5T ]
(erm ) 27 sin 5

ein, so lautet die allgemeine Gleichgewichtsgleichung des Spinngewebes

(Azwk)r 1 (Awlc)r 1 (Azwk)(p _ p
Are +; Ar +§( ) Atp)2__75'_1‘ 39)
28in -

Im Mittelpunkt der Platte (Abb. 9) kreuzen sich n Dréhte E; mit
der Spannkraft

4
-Ri = —SIArSin*zgsecwi.

Sie liefern eine nach aufwirts
gerichtete Mittelkraft

SRy = 3 Bisino;

= — 8, drsin A—thtangwi

= —8151n—4—cos—2(wk— w;),

Abb. 9. welche mit der Mittelpunktsbelastung

Py = np(%) smA—;)cosT
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im Gleichgewicht sein muBl. Es ist also:

i=n Ar\2
—Slz(wk—wi)—{-np(?r) =0,
i=1

t=n

FE-CENES S
n

Z7) i=1

Durch die Gleichungen (39) und (39a) ist nunmehr die W6lbung des
Spinngewebes vollstindig bestimmt.

LaBt man in der Grundgleichung 47 und 4@ unendlich klein
werden, so verwandelt sie sich in die bekannte Differentialgleichung
der elastischen Haut

2w 1 dw 1 2w P

Tty tE e T (40

Hiermit ist die unmittelbare Verwandtschaft zwischen Spinnengewebe
und elastischer Haut erwiesen.

Die Gleichung der elastischen Fliche der Platten lautét in Polar-
koordinaten

(62 1 0 1 02)<62C 1 d¢ 1 o2¢
ar Ty e T e \an Ty G T Gy

>=%. (41)

Setzt man 52 0
o2L 1 0¢ 1 o2¢ ) .

NGty # o)~ 42
so ergibt sich auch

2M 1 oM 1 2 M

072 r Or + 7 gt - P (43)
Diese Gleichung deckt sich mit der Gewebegleichung vollkommen, und
es ist wieder M, =8

k= 01 W .

Ebenso erhilt man aus der Gegeniiberstellung der Gleichung (42) mit
der zweiten Differenzengleichung

(Pz)) 1 (dam), | 1 (Ln)y  w M,
A Ty dr T g (Mn@)z_ 8, 8,8, ()
2
die zweite Verkniipfung
b = 5182
k .N M

Wie beim Gewebe mit rechtwinkligen Maschen ist somit die Be-
rechnung der Formanderung der elastischen Platte auf die aufeinander-
folgenden Losungen der Differenzengleichungen der w- und z-Werte
zuriickgefiihrt.



S

8§ =

l, =

26 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

Zur Bestimmung der Momente der Biegungsspannungen in radialer
und tangentialer Richtung sowie der Drillungsmomente dienen die
Formeln o2t 1 8¢ 1 o2t

o0r? + m(r or T 2 6(])2)]
1 0¢ 1 62¢ 1 02¢ ]
=] g tE e T

. om—1 0 (1 a:)
b=—N—0 m  Or \r dg/’

s,=——N{

(45)

Um die partiellen Differentialquotienten durch Differenzen aus-
driicken zu koénnen, sei wie friiher die elastische Flachc im Bereiche

des Punkthaufens ¢, k, I, m, n, o, p, q, r (Abb. 8) durch die Schmie-
gungsfliche

8, 8,

m [2i (r—re) (r—r) =225 (r—ry) (r—r3) 2 (r—73) (r —7¢)
[2m (@ — @) (@ — 1) — 22 (P — Pu) (P — Prn) + 22 (P — @) (@ — @3)]
ersetzt. Aus dieser Gleichung leite ich fiir den Punkt 7, ¢ die Werte

02 8,8,

F (Ar)( —z—z),
14 8, 8,

T 6r 2 rA (2 — ),
1 02¢ S, 8,

7o T dgy BB T I )

_N__(l ‘95) 58 . (24’_ﬁ:ﬁ)
or \r 0p/ drdrdg — #n) 2

8, 8, 24r
= mg [(ZP + zq) - (zo + 2,) + (zn - zm):!
ab und erhalte sodann:
-l S o]
= Ure 2z —2z—2z) +— k o 4 redp (221 — 2 — 2,)

Ar (z; — z) Ar 1

m—1 8,8, 24r
m 47’]5A(pdr|:(2p+zq) (zo+2r)+—‘—( —Zm)].

Fiir die Scherkrifte in radialen und tangentialen Flichenelementen
ergibt sich ebenso aus den Formeln

oM 1 oM
”r=8—r: Vp=——7—
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in Ubereinstimmung mit der Gleichung M = 8, w
8

=1 — W
v, = 2 Ar (wl wt):
(47)

8
- 2TkA—(;(w” - wm)

Ist die Belastung symmetrisch um die Drehachse der Platte verteilt

80 lauten die Grundgleichungen

a2 1 d¢
M= —N(drz 7 d—r>’
(dzM
dr?
<d2g 11 dC)
dr? E r dr (48)
N<l £ 10
r dr ' m dr
f, =
dM
r = "ﬁ ’

Vy = 0 .
An Stelle des Gewebes treten nunmehr Seilecke, deren Ordinaten

w und 2z die Bedingungen

w; — 2w + w; 1wl—w@___£
Ar? Te 24r SI ’ (49)
21— 22+ 2 izl—zi___ul
A3 e 24r 8,
erfilllen. Der Spannungszustand ist schlieBlich durch die Formeln
_SISZ{ 1 Arz1 zl}
8y = (Ar)z (2zk zl)+ m 7y ) ’
—Slsz {Ar i — 2 1 }
= U\ 2 +7n‘(2zk—zi_‘zl) ) (50)
8,
0, = 5L (0 — w) }

beschrieben.
C. Das Gewebe mit dreieckigen Maschen.
Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt, daBl es moglich ist, die

elastische Haut durch ein Gewebe mit rechtwinkligen Maschen oder
durch ein Radialgewebe abzubilden: Die Wahl der Gewebeart entsprach
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hierbei den Eigenschaften des fiir die Darstellung der elastischen Flache
benutzten Koordinatensystems.

Kennzeichnend fiir beide Gewebe ist die Zerlegung der elastischen
Haut in viereckige Streifen, deren Randspannungen durch die Spann-
krifte von vier Driahten ersetzt werden, die sich in einem Knotenpunkt
kreuzen. Gibt man den Streifen eine andere Gestalt, so miissen sich die
Anzahl und die Lage der Drihte, deren Spannkrifte die Randspannungen
vertreten sollen, und mithin auch die Gewebeform #andern.

Es ist von vornherein einleuchtend, daB unter den verschiedenen
Moglichkeiten der Streifenzerlegung und der Gewebebildung diejenige
den Vorzug verdient, die in der Gestalt der Maschen eine geometrische
Verwandtschaft mit der Umgrenzung der elastischen Haut erkennen
1aBt. Die Verkniipfung zwischen Gewebeart und Gestalt der Haut ist
bei gleichschenkligen Drei-, Vier- und Sechsecken besonders einfach.
Wie die Abb. 4b und 10 zeigen, gelangt man durch Zerlegung der Haut
in Sechsecke zu einem Gewebe, das in jedem Knotenpunkt sechs Drihte
vereinigt und hexagonales Gewebe genannt werden moge?).

A 457

Abb. 10.

Die grolen Vorteile, welche die Anwendung dieses Gewebes auf die
Berechnung dreieckférmiger Platten bietet, lassen eine kurze Unter-
suchung seiner statischen Eigenschaften zweckmi#Big erscheinen.
Bezeichnet man nach Abb. 11 mit

45: die Maschenweite in Richtung

der z-Achse;

Ay: die Maschenweite in Richtung

der y-Achse;

20 : den Winkel, den zwei benach-
barte, gleich lange Netzlinien
miteinander bilden;

wg: die in Richtung der z-Achse

gemessene Ordinate des Kno-
tenpunktes £ des Gewebes;

Abb. 1L. w,: den Neigungswinkel des nten
Drahtes gegen die z-, y-Ebene,

1) Die eigenartige Gliederung der sechseckigen Streifen erinnert an die Ver-
teilung der Zellen von Bienenwaben: das hexagonale Gewebe kénnte daher auch
mit Recht als Bienengewebe bezeichnet werden.
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so konnen die Spannkrafte RB;, R,, R,, E;, R,, B,, der sechs sich im
Knotenpunkt % kreuzenden Drihte durch die Gleichungen

R; = 8, (4, — } A, tang &) sec w;,
RB,=8,%A;seca -secw,,
R, =8,%1,seco -secw,,
Ry = 8, (A4, — } A, tang ) sec w;,
R, = 8;%1,8eca - secw,,
R, =8, } izsecx - secw,

(51)

dargestellt werden. Zerlegt man wie frither jedes R in die Teilkrifte
R = R-cosw und R” = R-sinw, so miissen letztere den Gleich-
gewichtsbedingungen
(B — E) + [(R; — Bp) + (By — Ry)]sina =0,
[(R; + R;) — (B, + R;)lcos s =0,
(B — RY) + (B — Ri) + (By — Bg) + P =0
geniigen. Unter P ist hierbei wie frither die Belastung des Knoten-
punktes k& zu verstehen.
Die beiden ersten Bedingungen werden von den Werten R der
Gleichungsgruppe (51) von vornherein befriedigt. Aus der dritten folgt
aber, wenn P; = plzly gesetzt wird:

(l, — % A tang zx) (tang w; — tang w;)

+ %l,, sec & [(tang w, — tang w,) + (tang w, — tangw,)] + Sﬁllz Ay=0,

1
(% — Etang zx) (w; — 2wy + w;)

+ tang & [(w, — 2wy + w,) + (w, — 2wy + wy)] + T’g'iz,z, —0.
1

(1 — tang? &) @z_:%_w}
1 P (52)
+ e L0y — 2w + w) + (wp — 2w + wy)] + -5 = 0.
4 1

Hiermit ist die Bestimmungsgleichung der w-Ordinaten gewonnen. Die
zugehoérige Gleichung der z-Ordinaten lautet:

(1 — tang? &) (_zl_—_zfzﬁ'z_’)

1 ’ w (53)

+ ol — 22 +2) + (5 — 22+ 2)] + ¢ =0.
Y 2

&



30 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

Bilden die Maschen gleichseitige Dreiecke von der Seitenlinge 4,
so nimmt die Gewebegleichung die einfache Form:
a2
4w <w,+zm+w,,+w,,+wq+w,)—’ig
1
A2 A2
Zk—g(zi+zz+zo+zp+zq+zr) =wk§‘2=Mkm-

(54)

Aus den w- und z-Werten lassen sich wie friiher die Momentensumme

M = w8, und die elastische Verschiebung ¢ = 8,5, N ableiten.

Entsprechend der Eigenart des Gewebes erscheint es naheliegend,
die Biegungsspannungen nicht in Richtung der Koordinatenachsen,
sondern in Richtung der in jedem Knotenpunkte sich kreuzenden Drihte

zu verfolgen.
Hierzu benutze ich die fiir jedes rechtwinkliges &-, #-Kreuz geltenden

Beziehungen: oar oy
e
o0z¢ ( 02 C) 02¢ ( 024‘)
Né_fz M4 N e N. W M4+ N 78)
2t 1 624?) m—1_ 62 M
%= N(asz man) =T Tm Vaptw
02¢ 1 825) m-—1__06%,
= N(a,, mof) =~ m Yeptw
und erhalte im Einklang mit nachstehender Abb. 12:
_m—1 (22, — P 2g)
S1x = 781 2 (7, sec “) + = '5'1 W,
—~1 22 — 2 1
Sor = = 818, @2 lzz zlz + =8 w, (55)
e m
m—1 22z —2,— 2,) 1
S3k = 8,8, (4, sec &)? -1 m Sy wy

Fiir die lotrechten Scherkriafte in Flichenelementen senkrecht zu
den Netzlinien ergibt sich ganz entsprechend:

8M__S (wp, — w,)

Y= s T P19, seo o
oM (w; — wy;)
v2k=a—8;= 1—‘12—21‘1—, (56)

) =ain—- (wr_@
7 0sy  '2Aseca




Die Anstrengung der Platten. 31

Zur Bestimmung des Drillungsmomentes der wagrechten Schub-
spannungen in Flichenelementen senkrecht zur z- oder zur y-Achse
dient schlieilich wie beim Gewebe mit recht-

eckigen Maschen die Gleichung 7 r
Lo m—1 02¢ B
o= Y Gty |
m—1 8,8 57) & %, £
= P ) — (k2] (O
m Ay

Die vorstehenden Formeln sind so einfach 5 2

aufgebaut, daB die wenigen Gewebeordinaten Abb. 12.

geniigen, um den Spannungszustand an jeder

Stelle zu beschreiben; es ist also béi dem hexagonalen Gewebe, trotz der
groferen Anzahl der sich in einem Knotenpunkt kreuzenden Drihte,
ebenso leicht wie bei den anderen Gewebearten, ein vollstandiges Abbild
der Forminderung und Beanspruchung der Platte zu gewinnen.

§ 4. Die Anstrengung der Platten.

Um die Anstrengung der Platte beurteilen zu kénnen, geniigt es
nicht, die Spannungsmomente s;, sy, -y fiir jeden Punkt z, y der Mittel-
fliche zu errechnen. Es miissen auch die Lage der Querschnitte, in
denen die Hauptforménderungen und Beanspruchungen entstehen, und
die GroBe der letzteren bestimmt werden.

Es ist aus der Festigkeitslehre bekannt, da die Biegungsmomente
ihren hdchsten bzw. niedrigsten Wert

e = = 4 o ap T 4, (59)

min

in den Stellen erreichen, in welchen das Verdrehungsmoment ¢ ver-
schwindet; der Neigungswinkel & der fraglichen Querschnitte gegen die
X-Z-Ebene wird durch die Gleichung

tang2a — 2oy (59)
festgelegt. 2 7 %
Der GroBtwert des Drillungsmomentes
2
t=1Y(s.— )+ 48, (60)

wird hingegen in einem der winkelhalbierenden Schnitte der Haupt-
biegungsmomente erreicht.

Fiir einen Baustoff, der dem Hookeschen Gesetz folgt, lassen sich
auf Grund der Gleichungen (3), (5) und (8) aus den Spannungsmomenten
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unmittelbar die gréften am unteren bzw. am oberen Rande der Platte
auftretenden Spannungen

6s,
oy =+ PR o=+ 7

6s, _+6t,,,

ableiten.
Den Hauptbiegungsmomenten entsprechen die Hauptspannungen

6 max 3 T4 42
0y == 22 =‘h?[(3z+3y)+ Hsz_'gy)z‘i“itxy] ’

6 min 3 (e _ o2 L 44
0y = o = (s + ) — Vlor — ) + 485, ] -

Sind fiir ein Plattenelement die spezifischen Dehnungen und Schie-
bungen

(61)

_ azg o2¢ _ s oL
T TR YT TRy T T ney

bekannt, so 148t sich der Wert der Hauptdehnungen mit Hilfe der Formel
. e =} [(&: + &) + V(ea — &)° + &2, ] (62)
bestimmen. min

Fiir die Oberflachenschichten der Platte gilt insbesondere die Glei-
chung

= 4 ) YR

oder wenn

1 m? 1 12 1

T 922 N mr—1 sz—ﬁ.sy) =+W 8"_58")’
1 1
m

" 12
m 's’) =t Er <8” _‘9’> ’
025_1 m b=t 12 m—|—1t
T 0z6y N m—1 " T ER m
gesetzt wird:
3 m — m+1 —
Bege =43 4 0) ™ L " E Ly T T aE, | 9
Die linke Seite dieser Gleichung stellt die reduzierten Haupt-
spannungen, namlich diejenigen Spannungen, welche in einem Stab
bei einfacher Zug- oder Druckbeanspruchung die Dehnungen Emasx
hervorbringen wiirden, dar.
Um den Unterschied zwischen den tatséchlichen und den reduzierten
Hauptspannungen zu beleuchten, mogen zwei Grenzfille in Betracht
gezogen werden.
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Es sei zuerst:

$g=28,=28, ley=10.
Dann ist nach Gleichung (61) und (63):
G _ 8 . 6 s m — 1 Gmn.x _ m
max k2 ’ a(red) max kz m H O'(red) max - m— 1 .
Ist hingegen
S =28,=0, lyy=1,
so werden
6t 6t
O-max:—tl"ﬁ) Omin=_-—h—2’
" 6t m+1 Omax M
tre) E?: T+ h2 m ’ 0'(z'ed) max o m + ]'
Fir
m =20, 4, 6, 8... )
ist im ersten Falle
Imx 9, 1,333, 1,2, L14... 1,0;
O'(red) max
im zweiten:
Imx 0667, 0,8, 0857, 0889... 1,0.

O-(md) max

Die GroBen der beiden Spannungsarten weichen, wie man sieht,
um so mehr voneinander ab, je kleiner die Poissonsche Ziffer ist.

Thre Verteilung kann auch beim gleichen Belastungszustand durch-
aus verschieden sein. Bei einer quadratischen, frejaufliegenden, gleich-
mifig belasteten Platte nehmen beispielsweise in den Diagonalquer-
schnitten, wenn man von den Ecken nach dem Mittelpunkt fortschreitet,
die wirklichen Spannungen zu, die reduzierten dagegen ab.

Nur wenn m = oo wird, stimmen Grofe und Richtung bei beiden
Spannungsarten iiberein.

Wenn man nicht von vornherein annehmen will, dafl dieser Grenz-
fall tatsichlich vor dem Bruch eintritt, so muB entschieden werden,
ob fiir die Querschnittsbemessung die tatsichliche oder die reduzierte
Hauptspannung ausschlaggebend sein soll.

Nach der Mohrschen Hypothese ist die grote Schubspannung als
MafBstab fiir die Anstrengung der Platte zu betrachten. Diese Span-
nung Ty,, ist gleich dem halben Unterschied zwischen den algebraisch
grofiten und kleinsten der drei Hauptspannungen, welche den Span-
nungszustand an einer Stelle bestimmen. Am meisten gefahrdet sind
also diejenigen Oberflichenschichten der Platte, die den gréften Span-
nungsunterschied aufweisen.

Unter den drei Hauptspannungen ist die eine, nimlich die Normal-
spannung o, = 0 oder kann, da sie hochstens den Wert der Pressung.p
erreicht, neben 6; und o, gleich Null angesetzt werden.

Marcus, Platten. 2. Aufl. 3
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Haben o, und o, das gleiche Vorzeichen, so ist die gréfite der beiden

(Omsx) maBgebend.
Der zugehorige Grenzwert der Schubspannung ist

Oz + G

3 Vo= T 45,
Trax = 3 = ﬁ [(8, + 'Sy) + V(s — 'sy)z + 4t:¢y] .

Bei verschiedenen Vgrzeichen von o; und ¢, wird hingegen

0,—¢ 3 —
Tuax = 12—"=ﬁy(s,-—sy)?+4.tw.

Ist beispielsweise

so ergibt sich 6s
. Opaxy = 01 = Og = 2 =2tmlx:
wahrend im Falle
Sg=—8, =38, tyy=0,
6s
Opax == G‘l == —62 = —h?— = lrmax
min

sein wiirde. Bei gleicher Schubfestigkeit 7,,, wiirde also das Bruch-
moment s im ersten Falle zweimal so hoch wie im zweiten sein. Nimmt
man aber auf Grund der dlteren Bruchtheorie an, dafl lediglich die
groflte Dehnung oder die grofite reduzierte Spannung fiir die Anstren-
gung der Platte ausschlaggebend ist, so wird im ersten Falle:

6 m—1 m h?
Ored) max ~— h_2 + 8 T ’ oder § = m—:f ¢ A6_ * O(red) max >
im zweiten:
6 m+1 m h?
O(red) max = 7;2“ * 8 m s oder 8§ = m + 1 * F * O(red) max *

Bei gleicher Dehnungsfiahigkeit, d. h. bei gleichem Werte e max
werden sich mithin die Werte der beiden Bruchmomente wie (m + 1)
zu (m — 1) verhalten; im Grenzfall m = co stimmen sie vollkommen
miteinander iiberein.

Aus diesem Vergleich erkennt man, daf die beiden Hypothesen iiber
die Bruchentstehung zu Ergebnissen fithren, die bei kleinen Zahlen m
wesentlich voneinander abweichen kénnen. Fiir die Beurteilung der
Tragfahigkeit einer Platte, fiir die Wirtschaftlichkeit ihrer Querschnitts-
bemessung ist eine einwandfreie Abschitzung der Bruchgefahr unerlaB-
lich, und es ist daher dringend notwendig, die Brauchbarkeit und Richtig-
keit der Bruchtheorien eingehend zu priifen.

Die bisher vorliegenden Versuchsergebnisse haben die Giiltigkeit
der Mohrschen Hypothesen fiir bildsame und auch teilweise fiir sprode
Baustoffe, wenigstens soweit Druckspannungen als Hauptspannungen
in Betracht kommen, bestéitigt. Wenn hingegen die Hauptspannungen
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Zugspannungen sind, ist es zumindest fraglich, ob nicht die Hypothesen
der grofiten Dehnung als Bruchursache mit den Versuchen besser in
Einklang zu bringen ist).

Die Beurteilung der Anstrengung ist bei Platten aus Beton oder
aus Eisenbeton aus dem Grunde besonders schwierig, weil die fiir die
Bestimmung der Hauptdehnungen maBgebenden Elastizititsziffern £
und m nicht allein von der GréBe, sondern auch von der Art der Haupt-
spannungen abhéngig sind.

Wahrend E sowohl bei Zug- als bei Druckbeanspruchungen mit
wachsenden Spannungen abnimmt, ist beim Beton wie beim GuBeisen?2)
eine Abnahme von m bei Druck- und eine Zunahme bei Zugbeanspru-
chungen zu verzeichnen. Das Verhiltnis zwischen wirklichen und redu-
zierten Spannungen ist daher, je nachdem Druck- oder Zugbeanspru-
chungen in Frage kommen, verschieden.

Ist beispielsweise die Anstrengung eines Balkens durch die Grofien

o=k, Oy =0;=20
1
Emax = E kb =&
und diejenige einer Platte gleicher Steifigkeit durch die Werte
6,=0,=k,, o3 =0
m—1 k,
Cloax = e T T 0 B

gekennzeichnet, so zeigen die Versuche, dall, sowohl k, = k, als auch
& = &, ist, wenn 6, und o6, Zugspannungen sind; es miiffte in diesem
Falle vor dem Bruche m = oo sein. Bei schwach bewehrten Platten,
die durch Uberwindung der Zugfestigkeit oder durch Uberschreitung
der Streckgrenze des Eisens zu Bruche gehen, ist daher die grofite wirk-
liche ebenso wie die reduzierte Hauptspannung fiir die Bruchgefahr
maBgebend. Sind aber o, und o6, Druckspannungen, so miilite nach
der Mohrschen Theorie wiederum k; = k,, jedoch ¢, < &, sein. Aus

1) Der Leser findet einen ausfithrlichen Bericht iiber die Ergebnisse der Platten-
versuche in § 5 der Abhandlung des Verfassers iiber ,,die Theorie elastischer Ge-
webe und jhre- Anwendung auf die Berechnung elastischer Platten® in ,,Armierter
Beton* 1919, H. 10 u. 11. Die neuen Versuche von Nadai sind in seinem Vortrag
itber ,,die Theorie der Plattenbiegung und ihre experimentelle Bestitigung'
(Z. ang. Math. Mech. 1922, H. 5) besprochen.

2) Vgl. den Aufsatz von Meyer, E. und W. Pinegin: Uber einen Apparat
zur unmittelbaren Bestimmung der Querdehnung nebst Versuchsergebmissen am
GuBeisen, in Dingler 1908, H. 19, 8. 292. — Ausfiihrliche Angaben iiber das Ver-
héltnis von Léngs- und Querdehnungen bei Eisenbetonsdulen befinden sich in
den Versuchsberichten von Rudeloff in H. 5 u. 21 der Versffentlichungen
des Deutschen Ausschusses fiir Eisenbeton.

3*
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den Bachschén Versuchen!) li8t sich indes nachweisen, dafl ¢,= ¢
ist; nimmt man im Sinne der alten Bruchtheorie an, daf zumindest
&, = & sein soll, so wird dann, wenn nicht m = oo ist,

kp=E-”;ln_—1-sp> Eeg =1k,
sein miissen. Der Unterschied zwischen der Druckfestigkeit k, der
Platte und der Druckfestigkeit k, des Balkens wird um so héher, je
kleiner m ist und je stirker die Querdehnung behindert wird.

Um bei Platten, welche mit einer kriftigen Bewehrung versehen sind
und durch Erschopfung der Druckfestigkeit zerstért werden sollen, die
Bruchgefahr zu beurteilen, ist also auch die richtige Einschatzung der
Poissonschen Ziffer notwendig. Da die vorliegenden Versuchsergeb-
nisse nicht ausreichen, um die GréBe dieser Ziffer unmittelbar vor dem
Bruch festzustellen, und da gerade die eigentliche Wirksamkeit der
Platte in der Zahl m zum Ausdruck kommt, hat der Verfasser die An-
regung gegeben, durch Messung der Kriimmung bei Platten, welche auf
reine Biegung durch verschiedene Kraftepaare s, und s, beansprucht
werden, die Poissonsche Ziffer fiir verschiedene Spannungsstufen zu
bestimmen. Die fraglichen Versuche sind inzwischen in Angriff ge-
nommen worden und werden hoffentlich die gewiinschte Klarung
herbeitiihren 2).

Obgleich die Ergebnisse der Bachschen Versuche die Vermutung
rechtfertigen, daB unmittelbar vor dem Bruch die Zahl m nicht allein
vor der Grenze m = oo weit entfernt ist, sondern eher den niedrigsten
Werten m = 5 bis m = 2 zustrebt, und daB weiterhin in Ubereinstim-
mung mit der alten Bruchtheorie die Plattenfestigkeit k, hoher als die
Balkenfestigkeit k; sein muB, diirfte es vorerst richtiger sein, die fiir den
ungiinstigsten Fall m = oo errechneten Grenzwerte der Hauptbiegungs-
momente als maBgebend fiir die Anstrengung der Platte und somit auch

1) Vgl. v. Bach, C.: Versuche mit allseitig aufliegenden, quadratischen und
rechteckigen Eisenbetonplatten. Berlin: W. Ernst u. Sohn 1915. In dem Ver-
suchsbericht sind die lotrechten Verschiebungen z fiir ein Netz von Punkten an-
gegeben. Die aus den gemessenen Werten z errechneten zweiten Différenzen
(4%), , (4%), stellen die Kriimmung der Platte dar und geben einen Anhalt iiber die
GroBe der entsprechenden Dehnungen. — Ich habe fiir Platten und Balken von
gleicher Steifigkeit, aber verschiedenen Langenverhiltnissen, diese zweiten Diffe-
renzen ermittelt, die zugehérigen Dehnungen verglichen und hierbei festgestellt,
daB die Platten durchweg stiirkere Forminderungen als die entsprechenden
Balken erfahren haben. .

2) Die in meiner Abhandlung (in ,, Armierter Beton* 1919, H. 11) vorgeschla-
genen Versuche werden mit Hilfe einer vom Verfasser entworfenen Versuchsvor-
richtung im Auftrage des Deutschen Ausschusses fiir Eisenbeton in der Priifungs-
anstalt der Dresdner Hochschule ausgefiihrt.
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fiir ihre Querschnittsbemessung zu betrachten. Schreibt man zur
Abkiirzung
0L oL 0L _
EZ A 7 St T FY it
so stellen die GroBen s, , sy, 1z, die Momente sowohl der wirklichen als
auch der reduzierten Spannungen im Grenzfall m = oo dar. Die zu-
gehorigen Grenzwerte sind:

E;Il:lx = ‘% [(52: + gy) i V(gm - 'Ey)z + 4 (zzy)z] .

Es sei schlieBlich bemerkt, daB es ein wesentlicher Unterschied fiir
die Anstrengung der Platte ist, ob die gréBten Spannungsmomente nur
auf einem ganz schmalen oder auf einem ausgedehnteren Bereiche ver-
veilt sind. Die Versuche zeigen, dafl eine starke Vermehrung der Be-
anspruchung, wenn sie ortlich begrenzt ist, durchaus nicht die Erschép-
fung der Tragfahigkeit zur Folge haben muBl: der Bruch tritt erst dann
ein, wenn zugleich die Widerstandsfahigkeit der benachbarten Stellen
iberwunden ist. Fiir die Querschnittsbemessung haben daher, selbst
wenn Einzellasten in Frage kommen, nicht ausschlieBlich die jeweiligen
Hochstwerte, sondern auch die Durchschnittswerte der Spannungs-
momente in der ndchsten Umgebung der gefahrdeten Stellen eine er-
hebliche Bedeutung.

—N

I1. Die Randbedingungen der ringsum frei
aufliegenden Platte.

§ 5. Die Randbedingungen der elastischen Fliche.

Die in Abb. 13 dargestellte Platte ist an ihren Réndern frei beweg-
lich aufgelagert. Ich setze voraus, daB ihre Kanten so wenig iiber die
Stiitzpunkte hinausragen, da man Rand-
und Auflagerlinie als zusammenfallend
ansehen darf. Die elastische Fliche muf}
zunichst fiir jeden Randpunkt & die Be-

dingung =0 (a)

erfiillen. Da auBlerdem die Randflichen
frei von Biegungsspannungen sein sollen,
so miissen die Spannungsmomente s,, Abb. 13,

deren Drehachse die Randfliche beriihrt,

verschwinden. Ist die Randfliche in einem auch nur begrenzten Be-
reich eben und bezeichmet man mit d v und d % cin unendlich kleines
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Langenelement der Randlinie und der zugehdrigen Normale, so lautet
die zweite Randbedingung

02¢ 1 0%¢ )
o= =Nt ) =0 ®)
Beachtet man, daB bereits entsprechend der ersten Bedingungs-
gleichung o2
__C_ll =0 (c)
) o0v?
sein muB, so folgt o r,
T 0 (@)
und weiterhin w
62 L 02&)
Mk:Slwk:_N(&—ui "a—vz— =O. (e)

Hieraus erkennt man, dafl das erste Gewebe iiberall am Rande die
Ordinate wy, = 0 aufweist, also ebenfalls auf einer festen Unterlage auf-
ruhen muB.

Die Gleichungen (c) und (d) fordern, daB beim zweiten Gewebe die
Ordinaten der Punkte ¢,! und m,n, die vom Randpunkt £ um 4,
bzw. 4, abstehen, die Bedingungen

L _ 58 mi—2u+z) 0 2l _ 818, (em—2z—24) _

di = N 7 ST g 0
erfilllen. Da fiir den gestiitzten Rand ohnehin
Zy =2 =2,=0
sein muB, so ergibt sich Zi42=0 )
i .

Die Gestalt des zweiten Gewebes ist also dadurch gekennzeichnet,
dafl die Randpunkte % die Ordinate z; = 0 aufweisen und daB jedem
Punkt ! innerhalb des Randes mit der Ordinate z; ein Punkt ¢ auBerhalb
des Randes mit der Ordinate %= —2z
zugeordnet ist.

Aus den beiden Bedingungen (c) und (d) folgt auch:

=G L2 ®

v " m du?

Die zur Randlinie parallel gerichteten Normalspannungen miissen
somit am Rande ebenfalls verschwinden.

Diese Bedingung wie auch die Gleichung M; = 0 gelten jedoch nur
fiir Platten mit ebenen Randflichen. Sind die Randbegrenzungen ge-
kriimmte Flachen, so fallen zwar die radialen Biegungsmomente s,
fort, die tangentialen Spannungsmomente s, und die zugehérigen
Momente M bleiben aber bestehen, und da ihr Wert von vornherein
nicht bekannt ist, so sind die Randordinaten des ersten Gewebes statisch
unbestimmte Grofen.
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Das Merkmal der statischen Bestimmtheit trifft also nur fiir Platten
mit ebenen Begrenzungen zu. In den nachfolgenden Entwicklungen
werden lediglich diese Platten in Betracht gezogen, wiahrend die Rand-
bedingungen frei aufliegender Platten mit gekriimmten Réndern spiter
bei der Behandlung der kreisformigen Platten niiher untersucht werden
sollen.

§ 6. Der Spannungsverlauf am Rande.

Der Spannungszustand lings des Randes ist durch die Scherkrifte v,
und die Drillungsmomente #,, bestimmt.

Die Scherkrifte v, wirken in den zur jeweiligen Randebene parallelen
Flachenelementen: ihre Grofe ist durch die Formel

oM

vy =N—-—
gegeben. ‘ ou

Die Randdrillungsmomente werden durch die wagerechten Schub-
spannungen 7,, gebildet, welche in der Randfliche selbst und in den
zur Randfliche senkrecht stehenden Schnittflichen auftreten.

Die Entstehung dieser Schubspannungen ist dadurch bedingt, daf
der Winkel g—i , um den sich die Mittelfliche der Platte bei der Ver-
biegung neigt, in zwei benachbarten Randschnitten verschieden ist:
um die Stetigkeit der Forminderung
aufrechtzuerhalten, miissen daher in T@ T@
den Berithrungsflichen dieser beiden £ hwtduw g 7 |p

Abschnitte die inneren Widerstande 7,,, i S S ! T
wirken und diesen sind in der Rand- ' % i f IS
fliche selbst die Schubspannungen 7,, Q._+7/2- +— ’7'4 ‘r«*
zugeordnet. : ! ! N
Die auf einem Randelement ABCD ! ! I
von der Liange 0v und der Hohe & ver- Z ) 1 \i/
teilten wa, hten S ngen 7 El Cwtdnuff Tw €
gerechten Spannungen 7,
bilden, wie die Abb. 14 zeigt, ein um E—du—a(p_du_ﬂ
die Normale zur Randfliche drehendes Abb. ; 4

Kriftepaar ¢, =f,, 0v. Schreitet man
um Jv in Richtung der Randlinie fort, so erzeugen die Schubspan-
nungen des nichsten Raumelementes ABEF ebenso ein Moment

by = 3v<tw+ 0;—;”-(711).

Bringt man zwei gleiche, aber entgegengerichtete, im Abstande 0v
angreifende lotrechte Krifte P, an dem Randelement A BCD an, so
bilden sie ein Kraftepaar #; = P, 0v. Soll die Gruppe P, in ihrer
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Wirkung den Schubspannungen z,, gleichwertig bleiben, so mu8 ¢, =1,

also Py = ty,
sein. Ebenso kann fiir das zweite Element A BEF das Kriftepaar ¢,
durch die Kraftgruppe ty

Pz= o= tuy -+ atuv
ersetzt werden. cv
Die in der gleichen Linie 4 B angreifenden Krafte P, und P, geben

eine nach aufwirts gerichtete Mittelkraft

P, — P, =0t,,.
Der auf die Langeneinheit des Randes bezogene Wert dieser Mittel-
kraft ist P, —P Otys
e (64)

Durch die bedeutsamen Untersuchungen von Kelvin und Tait ist
es nun erwiesen, dal mit Ausnahme eines schmalen Streifens in der
nichsten Umgebung des Randes der Spannungs-
4'( zustand der Platte nicht verandert wird, wenn die
/J Randwiderstinde v, und ¢,, durch die gleichwertige
Gruppe der Auflagerkrifte

//4 0 = v+t = v 2 (65)
ersetzt werden.
A Die von den M-Werten allein abhingigen Scher-
krifte v, konnen als die Hauptauflagerkrifte der
m m , Platte bezeichnet werden, wihrend die von dem
2
r | Drall 5‘—2—2—5 abhingigen GréBlen v}, die zusitzlichen
" Auflagerwiderstinde darstellen.

Die Bestimmung dieser GréBen erfordert eine be-
sondere Uberlegung, wenn die Kurve der Drillungs-
momente oder die Randbegrenzung der Platte Un-

’ stetigkeiten aufweisen. Sind ¢, und ¢, die Werte der

Abb. 15. Drillungsmomente unmittelbar vor und hinter dem

Wechsel (Abb. 15), so kann man sich den Ubergang

von t, auf ¢, auf einer kurzen Strecke 4 allméhlich vollzogen denken:

die auf dieser Strecke verteilten Widerstinde v} vereinigen sich dann
zu einer Mittelkraft i

9
c =./ at;”dv P
0

= M

Es tritt also in dem Bereiche A eine konzentrierte Kraft auf, deren
GroBe gleich dem Unterschied der Werte des Drillungsmomentes vor
und hinter der Sprungstelle ist.
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Bei rechtwinkligen Platten ist an den Ecken f, = —¢, und daher
C=2t,=—2t,. Die an den Ecken angreifende Einzellast ist somit
doppelt so groB als das zugehérige Drillungsmoment.

Die Versuche mit rechteckigen Platten haben in der Tat gezeigt,
daB diese Auflagerkrifte vorhanden sein miissen, wenn die durch die
Randdrillungsmomente bewirkte Kriimmung der Plattenrinder und
das Abheben der Platte aus ihrer Unterlage verhindert werden sollen.

1. Die Darstellung der Randwiderstinde mit Hilfe
des Gewebes bei rechteckigen Platten.
Die Ableitung der Widerstinde v,, f,, a, aus der Randgestalt des
Gewebes ist bei rechteckigen Platten besonders einfach.
Ich lege das x-y-Achsenkreuz in die Plattenmitte und stelle die Drihte
des rechtwinkligen Gewehes parallel zu den Randflichen (Abb. 16).
Fiir einen Randpunkt £ mit der Rand-

belastung p; lautet die Gleichgewichts- 7 m 4 T“”
gleichung des ersten Gewebes LR U |
(AZ wk)z + (Azwk);l/ _ __pl o Im |1 |
oder A 2y Sy |
oL
2up—wi—w | 2w —we—w, P !
g T m o T s
. |
Da die Randwerte w, = wy, = w, = 0 1* £y |
sind, so folgt ' o_im |n l
_ Dx Ay Y i x
W+ W= ——g— L >
8
und weiterhin Abb. 16.
Sl 1
Uy = 2 1 (wl wi) = wl + pkl Ml + E—pk }*z . (66)

Beim zweiten Gewebe smd, wie vorhin nachgemesen, den inneren
Knotenpunkten r, I, p die sufieren Knotenpunkte ¢, 7, o derart zu-
geordne’c, daB 2= —2, 4= —z, 2 =—2,
ist.

Fir das Dri]lungsmoment im Randpunkte k ergibt sich demgemil

—1 88
t’zy= m 41 2[( +zq) (zo+zr)]:
___m 1 o —_m_l (z:r—é-p)
ey =~ 21 A T

Beim Endpunkt ist aber auch, wie Abb. 16 zeigt,

(67)

2= —2,
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. 1 1
und hieraus folgt?) m—18,8, m—1 N,

toy = Y = i, (67a)
Die Gleichung der zusitzlichen Auflagerkrifte
ro__ atu
Vy = —(");
liefert fiir die zur 2-Achse senkrecht stehenden Randlinien:
, Oty m-—1 0 0% m—1 0 (6%‘)
=y =N T Gyawey N T delay)
Die entsprechende Differenzengleichung lautet in Ubereinstimmung
mit Abb. 16 m—1 488
V= — m 2}; }El [(Azzl)y - (Azzi)y] >
und da (d22), = — (42,
so erhalt man schlieBlich die einfache Formel:
. o m—188, . m—188,
Vg = ) (422), = —— T (25 —2z, —2,). (68)

2. Die Darstellung der Randwiderstidnde bei
schiefwinkligen Platten.
Die bisher abgeleiteten Beziehungen behalten auch bei schiefen
Randern ihre Giiltigkeit, wenn man die Knotenpunktsbezeichnungen
entsprechend der nebenstehenden

o ﬁy Abb. 17 verteilt und 4,, 4, mit 4,, 4,
4 : / vertauscht. Es lassen sich in
¥ AR i /// dieser Weise (an Stelle der fritheren
) N ‘Z Groflen v, f,y, v;) die in den zur
X P A e
6 /| \-\'{T’[ % Randebene parallelen Schnittflichen
%’jﬁ \\ﬁ wirkenden Widerstande v,, ty,, ¥4
5 ohne weiteres errechnen.
Abb. 17. Um die zugehérigen Spannungen

in den zur z- bzw. y-Achse senk-
recht stehenden Flichen zu ermitteln, stehen die bekannten Gleich-
gewichtsbedingungen

8, COSO& — by, SINX = §, COSO - 1, sinex,
Sy sine +t,,co800 = s, sinax + t,, cosa

!) Die Giiltigkeit dieser Formel ist an die Voraussetzung gebunden, daB die
Maschenweite 4 verhaltnismaBig klein ist. Da bei ringsum aufliegenden Platten
die Ecken, wenn sie gegen Abheben gesichert sind, sich ebenso verhalten, als ob
sie fest eingeklemmt wiren, so wechselt die Kriimmung der elastischen Fliche in der
Nihe der Ecken ihr Vorzeichen: die Schmiegungsfliche des Gewebes kann sich
nur dann an dieser Stelle mit der elastischen Fliche decken, wenn der Punkt p
auBerhalb des Bereiches der Wendepunkte liegt.
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zur Verfligung. Unter & ist hierbei der Winkel, den das w-v-Achsen-
kreuz mit dem z-y-Kreuz bildet, zu verstehen.
Beachtet man noch, da am Rande

8, =28,=0
und mithin auch
S+ 8 =8,+8=0
sein mufl, so erhialt man
8 = +1t,,+8n20,
8y = —ly,-sin2x, (69).
try = +lyy-cos20.

Mit Hilfe dieser Formeln kann man, nachdem das Randdrillungs-
moment %,, aus den Ordinaten des z-Gewebes bestimmt ist. die Span-
nungsmomente sz, sy, tz, leicht errechnen.
Es verdient hierbei hervorgehoben zu werden, 9 <
daB, wahrend die Biegungsmomente s,, s, am
Rande verschwinden, die Momente s;, s, im e
allgemeinen nicht gleich Null werden.

Die Gleichgewichtsbedingungen zwischen
den lotrechten Scherkriften v,, v,, v,, v,, welche an einem Platten-
element mit dreieckformigem Grundril angreifen (Abb. 18), liefern
die Beziehungen

Abb. 18.

v, dv — v,du - vydx =0,
v,dv + v,du — v,dy =0
Setzt man
v, =0, dv=dzrsina=dycosx,
so erhalt man schlieBlich
vz=vucos?c, } (70)
v, = —v,8ina.

Hat man v, aus den Ordinaten des w-Gewebes ermittelt, so lassen sich
auf Grund dieser Formeln v,, v, unmittelbar errechnen, und hiermit ist
der Spannungszustand am Rande in allen Einzelheiten bestimmt.

3. Die Darstellung der Randwiderstinde mit Hilfe
des hexagonalen Gewebes.

Die Randgestalt des hexagonalen Gewebes zeigt Eigentiimlichkeiten,
die eine besondere Erirterung erfordern.

Denkt man sich das Gewebe iiber die Randlinie 7, k, 0 hinaus in
der Richtung k, 1 und k, p verlingert und die Punkte s und ¢ an den
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Randpunkt & angeschlossen (Abb. 19), so gilt zunichst fir die Ordi-
naten w dieses Gewebeabschnittes die allgemeine Gleichgewichts-
gleichung
(wy — 2wy + w;)

Ay

1
+ 21;[(wr_2wk+wo)

(1 — tang?a)

+ (w0 — 2w + 0] + & =
1

W, = Wi = uz, =0
« ist, so lautet die Randbedingung:

(wl + wz)
Az

(1 — tang®x)
()

(wy +w,) |

Fiir die Randscherkrifte in den Richtungen % ! und k¥ p kommen anderer-
seits die Formeln

%; (w, — w;) = v, cOSPgy,
7w 2], secq

Vi =
(w,, — wy) = v, COSPgp

in Betracht. Unter g;; und @, sind die Winkel, welche die Strahlen & !

und % p mit der Normale im Punkte % bilden, unter v, die Scherkraft

in den Plattenelementen senkrecht zur Randnormale zu verstehen.
Die vorstehenden Gleichungen liefern auch

S, (w; + w;) = 2.8, w, — 2 A, v, cosry,
Sy (w, + w,) = 28w, — 2 Ay secx v, COS Py -

Fithrt man diese Werte in Gleichung (a) ein, so erhalt man

SP (1 — tang?&) -+ ‘S;;E” —v, (1= tzng’ex) cos g + — e(;zx coSQ@yy | + g =0.
Beachtet man noch, dal
Pri= %, %p=%-20‘
ist, so ergibt sich:
v, =85 (Z%—}—l—ysma>+ = lzco8% . (71)
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Fiir ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen (&« = 30°) gewinnt man die
einfache Formel

_5 P .
Ersetzt man die tatsachliche Belastung p durch die elastischen Gewichte
M 0
Pi= und ebenso die Scherkrifte v, durch die Neigungswinkel w, = 55 ,

so gelangt man durch &hnliche Entwicklungen zu folgender Beziehung
zwischen den Randordinaten des z-Gewebes:

0¢ (zl cos 2« sin ot)
w5\ e T,

Die Randgestalt des Gewebes im Bereiche des Knotenpunktes & wird
durch die Gleichung

Nw,=N (b)

_u [ (v —vp) (v — vp)
F (o — ) (0 — )
A, cos 2& ) (v — ) (v—vp) (v—) (v— ) ]
2 sino
+(llz cos & s 17 ”,1 (k—vl)(vk—v)+ (v, — vg) (v — v)
beschrieben. Es ist leicht festzustellen, dafl die durch diesen Ansatz

bestimmte Schmiegungsfliche durch die Punkte p und ! hindurchgeht,
o2
laings des Randes u =0 die Bedingungen 2= 5;; =0 erfillt, im

(c)

(0 N
Punkte k£ die richtige Neigung (i) = 2O ufweist und somit
ou u=0 Sl Sz
v =1y
allen Anforderungen geniigt, welche fiir die elastische Flache im Bereiche

des Punktes k in Betracht kommen. Setzt man

) .
2 =cosa, 2 = 2sinwx,
As Ay

so liefert der Ansatz fiir den Drall den Wert:
0%z 1 [ (2v — v, — )
‘(

dudv A, v, — ) (v — )
2v— v, —v,) Cv—vw V) @
+ (sroos 20+ 7,2t 0 M)y, BV n )
b oos 2a & 2 o) =) T (up— ) (5,
Fiir den Randpunkt k erhalt man insbesondere
( 0%z ) 1 [ U — Yy
Gudv/,_, — I L (0 —vp) (r—w)
. (v — v1) + (v — vp) vy — Y }
2 . S S
+ (z1c08 2 - 2, 25in%4x) (0s — ) (05 — o) + 2 (0 = v2) (v, —v)
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Wie man aus der Abb. 19 erkennen kann, ist
Ve — Vp = Ay — Apsina = Ayseca (1 — 2sin%a),
vw— v = — Asinag=—Ji,seca-2sin?a,
v — vy = Ay = A, secx .

Fiihrt man diese Werte in die vorletzte Gleichung ein, so gewinnt man

die einfache Beziehung ( 022 ) _u—1,
oudv/,_, A,
Die Gleichung des Randdrillungsmomentes lautet also:
— 02 1 02y
byy = — m—1 N ¢ . 193
m Ou v m dudv
m — 2—2 (73)
T m L Toy

Es sei schlieflich noch bemerkt, daBl an den Ecken schiefwinkliger
Platten die Randdrillungsmomente verschwinden. Da nimlich fiir die
Ecke C als Teil der Randlinie 4 € (Abb. 20)

die Bedingungen

02¢ 0%

ouwr 0vt
und als Teil der Randlinie BC ebenso die
Bedingungen

02t 2t

o2 2

erfiilllt werden miissen, so ist nur eine

) Formé#nderung, bei welcher zugleich
Abb. 20. o2 o
dudv  dnel

werden, moglich. Es konnen dann weder Biegungs- noch Drillungs-
momente entstehen und es treten auch keine Einzelkrafte C an den
Ecken auf: die Platte wird in diesem Randbereich lediglich durch lot-
rechte Scherkrafte, welche in den meisten Fillen abwarts gerichtet sind,
angegriffen.

Schliefen aber die Randflichen einen geraden Winkel miteinander,
so stimmen die Kriimmungsbedingungen fiir den einen Rand, da die
Achsen « und v mit den Achsen ! und » unmittelbar vertauscht werden
konnen, mit den Bedingungen des zweiten Randes voéllig iiberein. Der

02f likNs
Drall o = iom
Ecken der rechtwinkligen Platten werden vielmebr durch die Drillungs-
momente beansprucht und miissen durch eine Verankerung gegen Ab-
heben gesichert werden.

verschwindet dann im allgemeinen nicht: die
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II1. Die Berechnung der ringsum frei
aufliegenden rechteckigen Platte.

Fiir rechteckige Platten eignet sich am besten ein Gewebe mit recht-
eckigen Maschen. Es empfiehlt sich, die Seitenlingen 2¢ und 2b in
m und » gleiche Abschnitte zu teilen und dementsprechend die Maschen-

weiten 2a 2b
b =-—, ly =-_-
zu wiahlen. m "
Ist 2, > 4, und setzt man
L
PR
so 1aBt sich die Differenzengleichung
(Lwp)y | (LPw)y 2
Az Ay S,

auch in der Form .
L2
schreiben. Sy

Die Gestalt des stellvertretenden Gewebes ist also durch eine Gruppe
von Gleichungen

(AZ wk)z + x? (Az wk)y =—Pr-

A A
2wy (1 4 2%) — (w; -+ wy) — 2 (wy, + wy) = P * TS’_x_ = %% Py - E,l (74)
1 1

gekennzeichnet, welche ebensoviele Werte w; und Gleichungen dieser
Art enthilt, als innere Knotenpunkte % im Gewebe vorhanden sind.

Die Losung dieser Gleichungen kann entweder rechnerisch oder
zeichnerisch erfolgen.

Das allgemeine Verfahren fiir die rechnerische Ermittlung der
Gewebeordinaten beruht auf dem Grundsatz, daB, wenn die Werte
w, und w, fiir zwei benachbarte Zeilen (p) und (g)
des Gewebes gegeben sind, es mit Hilfe der obigen
Gleichungen immer moglich ist, die Werte w, der @
nichsten Zeile (r) unmittelbar zu bestimmen
(Abb. 21). Betrachtet man also zunichst die
Verschiebungen der ersten inneren Zeile w,,
W9, Wes . . . als gegebene Gréfen, so kann man,
da fir die Randlinie AB voraussetzungsgemaBi
w = 0 sein muB, schrittweise die Verschiebungen
der zweiten Zeile wy;, Wye, Wp3 . .., der dritten ¢ Abb. 21 IZ
Zeile w,y, Weo, W3 ... usw. ermitteln. Bei Auf- T
stellung der Gleichgewichtsgleichungen fiir die letzte innere Zeile (s)
gewinnt man fiir die Verschiebungen der Randlinie D die Bestim-
mungsgleichungen :

A_t) @ ) w9 8

(r)
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wLI:fI(P’ Wa15> Wa2, W3 .« - -):
w,2=f2(P, Wa1s Waz, Wes -+ ),
Wiz = f3(Py Wayr, Wazs Wasz - - +)

Bedenkt man aber, daB der Rand CD unverandert bleiben muf,
so liefert die Bedingung

wtlzwt2=w¢3=...=0

die zur Errechnung der Verschiebungen w,, w,2, w,3 . . . erforderlichen
Gleichungen. Sind die Werte w, gefunden, so lassen sich schlieflich die
anderen Werte w;, w, . . . w, der Reihe nach bestimmen.

Die Losung der Aufgabe wird durch die Méglichkeit, die vorliegenden
partiellen Differenzengleichungen durch Gruppen totaler Diffe-
renzengleichungen zweiter Ordnung von einfachster GesetzmiBigkeit
zu ersetzen, auBerordentlich erleichtert. In dem SchluBabschnitt dieses
Buches iiber die mathematischen Aufgaben der Gewebetheorie werden
diese Umwandlung der Gewebegleichungen und ihre weitere Behandlung
eingehend erortert.

Das zeichnerische Verfahren, welches zwar weniger rasch zum Ziele
fithrt, aber zur Nachpriifung der rechnerischen Ergebnisse herange-
zogen werden kann, besteht in der wiederholten Losung der folgenden
Aufgabe:

Gegeben sind Py, w;, w, w;, w,, gesucht ist w, .

Ich bestimme zunichst in der Abb. 22 (A) aus 4, w;, w; und w;
die Lage und Richtung der Drahte s; und s;, zeichne sodann im Krifte-

A C B

+

fe——H——

Abb. 22,

plan (B), vom Anfangspunkt D der Strecke DF = P, aus, den Leit-
strahl s; parallel zu s;. Er schneidet im Punkte O’ die im Abstand H
von der Kraftlinie und parallel zur +2z-Achse gezeichnete Gerade, die
Pollinie genannt werden mége. Von O aus ziehe ich den Strahl s
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parallel zu s; und schneide auf der Kraftlinie den auf die Drihte s;, s
entfallenden Lastanteil P; = DE ab. Der iibrigbleibende Anteil
P} = EF muB von den Drahten s,,, s, iibernommen werden. Aus der
Abb. 22 (C) ist nunmehr mit Hilfe der GroBen i

Ay, wy, w, Lage und Richtung von s, gegeben. 4.,: 8
Zieht man also vom Punkte E aus den Strahl 2 s
8y und bringt ihn im Punkte O zum Schnitt ! 7
mit der Pollinie, so ist im Krafteplan durch den i

Strahl s, = O”’F die Richtung von s, und in der _£[__[_[_Jo 1~

Abb. 22 (B) durch die Parallele s, zu s, die Lage
von 8, und mithin auch die GroBe von w, be-
stimmt.

Es sei noch bemerkt, daBl es auf Grund der
vorliegenden Symmetriebedingungen méglich ist,
das allgemeine Gleichungssystem in vier Glei-
chungsgruppen zu zerlegen, die nur eine beschrankte Anzahl von Unbe-
kannten enthalten und daher um so leichter gelost werden konnen.
Sind a, b, ¢, d und p, q, r, s zwei Gruppen von Punkten, die paarweise
symmetrisch zum Achsenkreuz verteilt sind (Abb. 23), so 146t sich eine
einzige, im Punkte a angreifende Kraft P, = P durch die folgenden
gleichwertigen Kraftgruppen ersetzen:

S
R

Abb. 23.

Gruppe A: P,=+}P, Py=+}P, P,=+1P, P;=+41}P,
Gruppe B: P,=+}P, Py=-+1P, P,=—1P, P;=—}P,
Gruppe C: P,=+4P, Py=—}P, P,=+}P, P;=—}P,
Gruppe D: P, =+4}P, Py,=—}P, P,=—}P, Pys=+}P,

ZP,=+P, JP=0, 2P.=0, 3P;=0.

Die zugehorigen Verschiebungen der Punkte p, ¢, 7, s sind durch
die nachstehenden Symmetriebedingungen miteinander verkniipft:

Belastungszustand A: w, = +w, = +w, = +w,,
Belastungszustand B: w, = +w, = —w, = —w,,
Belastungszustand C: w, = —w, = 4w, = —w,,
Belastungszustand D: w, = —w, = —w, = 4-w,.

Es geniigt also, fiir jeden Belastungszustand die Verschiebungen w,
der Knotenpunkte eines einzigen Gevierts AEFO zu ermitteln, um bei
folgerichtiger Zusammensetzung der fiir die vier Kraftgruppen errech-
neten Werte den endgiiltigen Spannungszustand zu bestimmen.

Die Vorteile dieser Spaltung der Gleichungssysteme sind nicht zu
verkennen. Die Beispiele, die nunmehr behandelt werden sollen, werden
ihre Bedeutung zur Geniige beleuchten.

Marcus, Platten. 2. Aufl, 4
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