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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ êîíóñîâ â íîðìèðîâàííûõ, à òàêæå è â áîëåå
îáùèõ ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðèâåëè çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ
ê ñîçäàíèþ áîëüøîé òåîðèè � ãåîìåòðèè êîíóñîâ, ýòà òåîðèÿ íàõîäèò âàæíûå
ïðèìåíåíèÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå è â
äðóãèõ âîïðîñàõ ìàòåìàòèêè. Àâòîð íåîäíîêðàòíî ÷èòàë ñïåöêóðñû ïî ãåîìåòðèè
êîíóñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ Ëåíèíãðàäñêîãî, à òàêæå è Êàëèíèíñêîãî óíèâåðñèòåòîâ
è íà áàçå ýòèõ ñïåöêóðñîâ ïîäãîòîâèë ê ïå÷àòè ó÷åáíîå ïîñîáèå ¾Ââåäåíèå â
òåîðèþ êîíóñîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ¿, ñîäåðæàùåå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ
èç ãåîìåòðèè êîíóñîâ. Îäíàêî â ýòîé êíèãå ñîâåðøåííî íå áûëè îòðàæåíû
áîëåå ñïåöèàëüíûå âîïðîñû èç ïðî÷èòàííûõ àâòîðîì ñïåöêóðñîâ, íåîáõîäèìûå äëÿ
ñïåöèàëèñòîâ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó â óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòè
âîïðîñû, ïåðå÷åíü êîòîðûõ âèäåí èç îãëàâëåíèÿ, è ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå äàííîãî
ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Îáúåì ïîñîáèÿ íå ïîçâîëèë îñâåòèòü çäåñü ïðèëîæåíèÿ òåîðèè
êîíóñîâ ê îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì. Íî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
êàê ñóùåñòâåííûé ïðîáåë, ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ
ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ ñïåöèàëüíî îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì.

Îò ÷èòàòåëÿ ýòîãî ïîñîáèÿ òðåáóåòñÿ çíàíèå îñíîâíûõ ôàêòîâ òåîðèè
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå îñíîâíûõ ñâåäåíèé, êàñàþùèõñÿ
çàìêíóòûõ, òåëåñíûõ, íåñïëþùåííûõ è íîðìàëüíûõ êîíóñîâ, íàïðèìåð, â îáúåìå
óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå ïîñîáèÿ àâòîðà ¾Ââåäåíèå â òåîðèþ êîíóñîâ â íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ¿. Ññûëêè íà ýòî ïîñîáèå îáîçíà÷àþòñÿ âîñêëèöàòåëüíûì çíàêîì,
êîòîðûé ñòàâèòñÿ ïîñëå íîìåðà ãëàâû. Íàïðèìåð, V!2 � âòîðîé ïàðàãðàô ïÿòîé
ãëàâû. Ïðèíöèï íóìåðàöèè òåîðåì â íàñòîÿùåì ïîñîáèè íå òðåáóåò ïîÿñíåíèé. Çíàê
¤ � êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí áåçâðåìåííî ñêîí÷àâøåìóñÿ Ã.ß. Ëîçàíîâñêîìó,
îêàçàâøåìó çíà÷èòåëüíóþ ïîìîùü ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ. Çàìå÷àíèÿ
Ã.ß. Ëîçàíîâñêîãî ïîçâîëèëè ñóùåñòâåííî äîïîëíèòü è óëó÷øèòü ïåðâîíà÷àëüíîå
èçëîæåíèå. Àâòîð áëàãîäàðèò È.È. ×ó÷àåâà è È.Ô. Äàíèëåíêî, äàâøèõ åìó ìíîãî
ïîëåçíûõ ñîâåòîâ, è Î.Ñ. Êîðñàêîâó, È.Ï. Êîñòåíêî è Ã.ß. Ðîòêîâè÷à, ïðî÷èòàâøèõ
âñþ ðóêîïèñü è îêàçàâøèõ ïîìîùü ïðè îêîí÷àòåëüíîé ðåäàêöèè ïîñîáèÿ.
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I. ÏÐÀÂÈËÜÍÛÅ È ÂÏÎËÍÅ ÏÐÀÂÈËÜÍÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

� 1. ÏÐÀÂÈËÜÍÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K â ÓÍÏ1 (X,K) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè
âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ (o)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç K (b)-
ôóíäàìåíòàëüíà2.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè (X, K) � èíòåðâàëüíî ïîëíîå ÓÍÏ è
êîíóñ K ïðàâèëåí, òî âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ (o)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
åãî ýëåìåíòîâ èìååò (b)-ïðåäåë. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåñîáñòâåííûé êîíóñ íå ìîæåò
áûòü ïðàâèëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ±x ∈ K, x 6= 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x,−x, x,−x, . . . âîçðàñòàåò, (o)-îãðàíè÷åíà, íî íå (b)-ôóíäàìåíòàëüíà.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ Lp (1 ≤
p < +∞) ïðàâèëåí, à â ïðîñòðàíñòâå L∞[a, b] íåïðàâèëåí. Êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå c0 ïðàâèëåí. Ïðîñòîé ïðèìåð çàìêíóòîãî,
íîðìàëüíîãî è ïðàâèëüíîãî êîíóñà â íå áàíàõîâîì (íî èíòåðâàëüíî ïîëíîì)
ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L∞ ñ
èíòåãðàëüíîé íîðìîé, èíäóöèðîâàííîé èç L1.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîíóñ K ç ÓÍÏ (X,K) ïðàâèëåí, òî âñÿêîå âîçðàñòàþùåå
(o)-îãðàíè÷åííîå íàïðàâëåíèå ýëåìåíòîâ èç K òîæå (b)-ôóíäàìåíòàëüíî3.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 0 ≤ xα ↑ ≤ y. Äîïóñòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå {xα} íå
(b)-ôóíäàìåíòàëüíî. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì ε > 0 äëÿ ëþáîãî α ñóùåñòâóåò òàêîé
èíäåêñ β > α, ÷òî ‖xβ − xα‖ ≥ ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ αn, äëÿ êîòîðûõ

‖xαn+1 − xαn‖ ≥ ε.

Íî
xα1 ≤ xα2 ≤ . . . ≤ xαn ≤ . . . ≤ y,

è, ïî îïðåäåëåíèþ ïðàâèëüíîñòè êîíóñà K, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà áûòü
(b)-ôóíäàìåíòàëüíîé. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

1Êàê è â êíèãå [8], ìû ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîêðàùåíèÿìè: ÓÍÏ (ÓÁÏ) � óïîðÿäî÷åííîå
íîðìèðîâàííîå (áàíàõîâî) ïðîñòðàíñòâî, ÐÓÍÏ (ÐÓÁÏ) � ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííîå
íîðìèðîâàííîå (áàíàõîâî) ïðîñòðàíñòâî (ñì. I!7). Â [8] ìîæíî íàéòè îáúÿñíåíèå è ìíîãèõ
äðóãèõ âñòðå÷àþùèõñÿ íèæå òåðìèíîâ.

2Ïîíÿòèå ïðàâèëüíîãî, à òàêæå è âïîëíå ïðàâèëüíîãî êîíóñà ââåäåíî Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì
[12]. Îäíàêî Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé ðàññìàòðèâàë òîëüêî áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, è ïîýòîìó â åãî
îïðåäåëåíèÿõ òðåáóåòñÿ íå (b)-ôóíäàìåíòàëüíîñòü, à ñóùåñòâîâàíèå (b)-ïðåäåëà.

3(b)-ôóíäàìåíòàëüíîñòü íàïðàâëåíèÿ {xα} îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå α0,
÷òî ‖xβ − xα‖ < ε ïðè âñåõ α, β ≥ α0. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå (b)-ôóíäàìåíòàëüíîå
íàïðàâëåíèå èìååò (b)-ïðåäåë.
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Òåîðåìà I.1.1. Åñëè â ÓÁÏ (X, K) êîíóñ K çàìêíóò è ïðàâèëåí, òî îí
íîðìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî êîíóñ K íå íîðìàëåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìà
íå ïîëóìîíîòîííà íà K. Òîãäà â K ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ
xn è zn, ÷òî

0 < zn < xn, ‖xn‖ =
1

n2
, ‖zn‖ > 1.

Ïîëîæèì
y =

∞∑
n=1

xn.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n

0 < yn = z1 + z2 + . . . + zn < x1 + x2 + . . . + xn < y

è yn îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áëàãîäàðÿ ïðàâèëüíîñòè êîíóñà
K ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} (b)-ôóíäàìåíòàëüíà, îäíàêî ‖yn+1 − yn‖ = ‖zn+1‖ > 1
ïðè ëþáîì n. ¤

Ïðèâåäåííûå â IV!2 ïðèìåðû 7 è 8 ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà òåîðåìà ïåðåñòàåò áûòü
âåðíîé, åñëè îòêàçàòüñÿ îò (b)-ïîëíîòû X èëè îò çàìêíóòîñòè K.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî (X,K), ïîñòðîåííîå â ïðèìåðå 7, íå áàíàõîâî, à
êîíóñ K çàìêíóò, íî íå íîðìàëåí. Ïðîâåðèì, ÷òî îí ïðàâèëåí. Åñëè 0 ≤ xn ↑ ≤ y, òî,
ïîñêîëüêó y � ôèíèòíûé âåêòîð, ñóùåñòâóåò òàêîå k0, ÷òî ó âñåõ xn âñå êîîðäèíàòû
ñ íîìåðàìè k > k0 ðàâíû 0. À òàê êàê ïåðâûå k0 êîîðäèíàò òîæå îáðàçóþò
ñõîäÿùèåñÿ ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ‖xn−xm‖ → 0 ïðè m, n →∞. Ýòîò æå
ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðâàëüíîé ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû èç
ïðàâèëüíîñòè è çàìêíóòîñòè êîíóñà âûâåñòè åãî íîðìàëüíîñòü.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòðàíñòâî (X,K), ïîñòðîåííîå â ïðèìåðå 8, áàíàõîâî, íî
êîíóñ K íå çàìêíóò è íå íîðìàëåí. Ïðîâåðèì, ÷òî îí òîæå ïðàâèëåí. Ïóñòü

0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn ≤ . . . ≤ y, xn = {ξnk}k, y = {ηk}.
Òîãäà

ξ11 ≤ ξ21 ≤ . . . ≤ ξn1 ≤ . . . ≤ η1,

ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ξ1 = lim ξn1. Òàê êàê xn − xm ≥ 0 ïðè n ≥ m, òî

|ξnk − ξmk| ≤ ξn1 − ξm1 → 0 (n, m →∞),

ñëåäîâàòåëüíî, è ïðè ëþáîì k ñóùåñòâóåò ξk = lim ξnk. Åñëè ηk = 0 ïðè k > k0, òî
è ξnk = 0 ïðè k > k0 è âñåõ n. Òàêèì îáðàçîì, è ξk = 0 ïðè k > k0. Åñëè ïîëîæèòü
x = {ξk}, òî è x ∈ X è

‖xn − x‖ =

k0∑

k=1

|ξnk − ξk| −−−→
n→∞

0,

ò. å. x = (b)- lim xn.
Â îòëè÷èå îò ìíîãèõ äðóãèõ ñâîéñòâ êîíóñà, èçó÷àåìûõ â ýòîé êíèãå,

ïðàâèëüíîñòü êîíóñà K ÷àñòî íàðóøàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì êîíóñàì, áëèçêèì
ê K. Ñôîðìóëèðóåì äâà óòâåðæäåíèÿ òàêîãî òèïà.

7



à) Åñëè â ÓÁÏ (X, K) êîíóñ K ïðàâèëåí, íî íå íîðìàëåí, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íå
çàìêíóò, òî K íå ìîæåò áûòü ïðàâèëüíûì êîíóñîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû K áûë
ïðàâèëüíûì, òî ïî äîêàçàííîé òåîðåìå îí áûë áû è íîðìàëüíûì, à òîãäà è K äîëæåí
áûòü íîðìàëüíûì. Èìåííî òàê îáñòîèò äåëî â òîëüêî ÷òî óïîìÿíóòîì ïðèìåðå 8.

á) Ïóñòü X = L1 ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì, u(t) ≡ 1. Ìû óæå îòìå÷àëè,
÷òî êîíóñ K â ïðîñòðàíñòâå L1 ïðàâèëåí. Â òî æå âðåìÿ, Xu = L∞ ñ ðàâíîìåðíîé
íîðìîé, à êîíóñ Ku åñòü êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç L∞ è ýòîò êîíóñ íå
ïðàâèëåí. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíîñòü êîíóñà K íå âëå÷åò ïðàâèëüíîñòü Ku.

Òåïåðü îòìåòèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ, íî âàæíûõ ïðåäëîæåíèé.
1. Åñëè â èíòåðâàëüíî ïîëíîì ÓÍÏ (X,K) êîíóñ K çàìêíóò è ïðàâèëåí, òî

ïðîñòðàíñòâî (X,K) äåäåêèíäîâî ïîëíî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 ≤ xα ↑≤ y, òî xα

(b)−→ x è ïðè ýòîì x = sup xα.
2. Åñëè (X,K) � èíòåðâàëüíî ïîëíîå ÐÓÍÏ ñ çàìêíóòûì è ïðàâèëüíûì êîíóñîì

K, òî (X, K) � K-ïðîñòðàíñòâî.
Âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.
3. Åñëè (X, K) � èíòåðâàëüíî ïîëíîå ÓÍÏ ñ (è.ñâ.)4, à êîíóñ K � çàìêíóòûé,

âîñïðîèçâîäÿùèé è ïðàâèëüíûé, òî (X, K) � K-ïðîñòðàíñòâî.
Âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû V!2.1.

� 2. ÂÏÎËÍÅ ÏÐÀÂÈËÜÍÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðàâèëüíûì, åñëè
âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ (b)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç K (b)-
ôóíäàìåíòàëüíà.

Êîíóñû â ïðîñòðàíñòâàõ Lp (1 ≤ p < +∞), óïîìÿíóòûå â ïåðâîì ïóíêòå, âïîëíå
ïðàâèëüíû, íî êîíóñ â c0 íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðàâèëüíûì. Âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

xn = {1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

, 0, 0, . . .}

(b)-îãðàíè÷åíà, íî íå (b)-ôóíäàìåíòàëüíà.
Ñîâåðøåííî òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â I.1 äëÿ ïðàâèëüíîãî êîíóñà, äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî åñëè êîíóñ K âïîëíå ïðàâèëåí, òî ëþáîå (b)-îãðàíè÷åííîå âîçðàñòàþùåå
íàïðàâëåíèå åãî ýëåìåíòîâ (b)-ôóíäàìåíòàëüíî.

Òåîðåìà I.2.1. Åñëè êîíóñ K â ÓÍÏ (X,K) âïîëíå ïðàâèëåí, òî îí íîðìàëåí
è ïðàâèëåí5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì íîðìàëüíîñòü êîíóñà K. Äîïóñòèì, ÷òî K
íå íîðìàëåí. Òîãäà ïðè ëþáîì n ∈ N ñóùåñòâóþò òàêèå xn, yn ∈ K, ÷òî ‖xn‖ =

‖yn‖ = 1, íî ‖xn + yn‖ <
1

n2
. Ïîëîæèì

z2n = x1 + y1 + . . . + xn + yn, z2n+1 = z2n + xn+1.

4(è.ñâ.) � èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî Ðèññà (V!1).
5Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîé òåîðåìû I.1.1 çäåñü íå òðåáóåòñÿ íè

(b)-ïîëíîòû X, íè çàìêíóòîñòè K.
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Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} âîçðàñòàåò è (b)-îãðàíè÷åíà:

‖zn‖ <

∞∑
n=1

1

n2
+ 1;

ñëåäîâàòåëüíî, îíà (b)-ôóíäàìåíòàëüíà. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó ‖z2n+1 −
z2n‖ = 1.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî K ïðàâèëåí. Åñëè âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (o)-îãðàíè÷åíà, òî, áëàãîäàðÿ íîðìàëüíîñòè êîíóñà K,
îíà è (b)-îãðàíè÷åíà, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó êîíóñ K âïîëíå ïðàâèëåí, (b)-
ôóíäàìåíòàëüíà. ¤

Êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð � ïðîñòðàíñòâî c0, äîêàçàííàÿ
òåîðåìà íå äîïóñêàåò îáðàùåíèÿ: êîíóñ â c0 íîðìàëåí è ïðàâèëåí, íî íå âïîëíå
ïðàâèëåí. Îäíàêî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà I.2.2. Åñëè êîíóñ K ïðàâèëåí è òåëåñåí, òî îí âïîëíå ïðàâèëåí.
Âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî áëàãîäàðÿ òåëåñíîñòè êîíóñà K (b)-îãðàíè÷åííîñòü

ìíîæåñòâà âëå÷åò åãî (o)-îãðàíè÷åííîñòü.
Òåîðåìà I.2.3. Åñëè êîíóñ K â ÓÍÏ (X,K) âïîëíå ïðàâèëåí, òî è åãî

çàìûêàíèå K òîæå âïîëíå ïðàâèëüíûé êîíóñ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî êîíóñ K íîðìàëåí, óæå âûòåêàåò, ÷òî K

òîæå êîíóñ (IV!1). Ïóñòü xn ∈ K îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïî îòíîøåíèþ ê K
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ò. å. xn+1 − xn ∈ K) è ‖xn‖ ≤ C. Çàäàäèì ε > 0 è ïîäáåðåì
y1 ∈ K òàê, ÷òî ‖y1 − x1‖ <

ε

2
. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî n ≥ 2 ïîäáèðàåì yn ∈ K òàê, ÷òî

‖yn − (xn − xn−1)‖ <
ε

2n
.

Ïîëîæèì zn =
n∑

i=1

yi. Òîãäà zn ∈ K, à

zn − xn = y1 − x1 +
n∑

i=2

[yi − (xi − xi−1)].

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖zn − xn‖ < ε ïðè âñåõ n, è ïîòîìó ‖zn‖ < C + ε. Òàê êàê êîíóñ K
âïîëíå ïðàâèëåí, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} (b)-ôóíäàìåíòàëüíà, ñëåäîâàòåëüíî,
‖zn − zm‖ < ε ïðè n, m ≥ N . Òîãäà ‖xn − xm‖ < 3ε ïðè n, m ≥ N , ò. å.
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òîæå (b)�ôóíäàìåíòàëüíà. ¤

Íàïîìíèì, ÷òî, êàê îòìå÷åíî ðàíåå, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ ïðàâèëüíîãî
êîíóñà íåâåðíà.

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî åñëè â îïðåäåëåíèè ïðàâèëüíîñòè êîíóñà âìåñòî (b)-
ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòðåáîâàòü íàëè÷èÿ (b)-ïðåäåëà, òî ýòî íå
ïîâëå÷åò (b)-ïîëíîòû äàæå äëÿ íîðìèðîâàííîé ðåøåòêè. Îäíàêî â îòíîøåíèè ïîëíîé
ïðàâèëüíîñòè äåëî îáñòîèò èíà÷å. Èìåííî, åñëè â ÓÍÏ (X,K) êàæäàÿ âîçðàñòàþùàÿ
(b)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ èìååò (b)-ïðåäåë,
à êîíóñ K çàìêíóò è íåñïëþùåí, òî ïðîñòðàíñòâî áàíàõîâî. Ýòî âûòåêàåò
íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû III!3.1.
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Òåîðåìà I.2.4. Åñëè â ÓÍÏ (X,K) êîíóñ K � òåëåñíûé, ìèíèýäðàëüíûé è
ïðàâèëüíûé, òî ïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíî6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y � ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà X ïî íîðìå, KY �
çàìûêàíèå êîíóñà K â ïðîñòðàíñòâå Y . Ïî äâóì ïðåäûäóùèì òåîðåìàì êîíóñ KY

âïîëíå ïðàâèëåí. Êðîìå òîãî, îí, î÷åâèäíî, òåëåñåí, òàê êàê ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà
êîíóñà K ÿâëÿåòñÿ è âíóòðåííåé òî÷êîé â KY , à èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê
èçâåñòíî, ÷òî KY òàêæå è ìèíèýäðàëåí7. Ïî òåîðåìå IV!7.3 (Y, KY ) èçîìîðôíî
íåêîòîðîìó ïðîñòðàíñòâó C(T ), ãäå T � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ïîêàæåì, ÷òî T ñîñòîèò ëèøü èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Äîïóñòèì, ÷òî T ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Òîãäà èç T ìîæíî âûäåëèòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
òî÷åê tn, èìåþùèõ ïîïàðíî äèçúþíêòíûå îêðåñòíîñòè8. Ïîñëå ýòîãî ñòðîèì íà T
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè xn òàê, ÷òî 0 ≤ xn(t) ≤ 1 ïðè âñåõ t ∈ T è

xn(ti) =

{
1 ïðè i = 1, 2, . . . , n,
0 ïðè i = n + 1, . . .

Äàëåå ïîëàãàåì
yn(t) = max[x1(t), . . . , xn(t)].

Òîãäà yn îáðàçóþò îãðàíè÷åííóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì
yn(tn)− yn−1(tn) = 1,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} íå (b)-ôóíäàìåíòàëüíà. Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè êîíóñà KY . Òàêèì îáðàçîì, T äåéñòâèòåëüíî
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî C(T ), à âìåñòå ñ íèì è Y è
X, êîíå÷íîìåðíû. ¤

� 3. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÈÇÍÀÊÈ ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ È ÏÎËÍÎÉ
ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÊÎÍÓÑÀ

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà äâà ïðèçíàêà Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî [11] , îñíîâàííûå íà
ïîíÿòèè ñòðîãî ðàñòóùåãî ôóíêöèîíàëà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë f ñ íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè, çàäàííûé
íà êîíóñå K â ÓÍÏ (X, K), íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ðàñòóùèì, åñëè äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ xn ∈ K, ó êîòîðîé inf ‖xn‖ > 0,

f(x1 + . . . + xn) → +∞ 9.

6Äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Â.ß. Ñòåöåíêî â äèññåðòàöèè,
çàùèùåííîé â 1961 ãîäó.

7Áëàãîäàðÿ íîðìàëüíîñòè è òåëåñíîñòè K â ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ u-íîðìà,
ñëåäîâàòåëüíî, (X, K) ïðåâðàùàåòñÿ â íîðìèðîâàííóþ ðåøåòêó, à òîãäà (Y, KY ) � áàíàõîâà ðåøåòêà
(ñì. [5] ñòð. 197). Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî èç íîðìàëüíîñòè è ìèíèýäðàëüíîñòè êîíóñà K âûòåêàåò
ïðèíöèï Àðõèìåäà â (X, K) (ñëåäñòâèå 3 èç òåîðåìû IV!2.1).

8Åñëè â T åñòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, òî èç íèõ è ìîæíî âûáðàòü tn. Åñëè æå
èçîëèðîâàííûõ òî÷åê êîíå÷íîå ÷èñëî, òî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T1 âñåõ íåèçîëèðîâàííûõ òî÷åê è
äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå ïðîâîäèì â T1 ïî èíäóêöèè. Èìåííî, åñëè èç T1 óæå âûäåëåíî n òî÷åê,
èìåþùèõ ïîïàðíî äèçúþíêòíûå îêðåñòíîñòè, à òàêæå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî Gn ⊂ T1,
íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ êàæäîé èç ýòèõ îêðåñòíîñòåé, òî èç Gn ìîæíî âûäåëèòü åùå îäíó òî÷êó,
èìåþùóþ îêðåñòíîñòü, äèçúþíêòíóþ ñî âñåìè ïðåäûäóùèìè, ïðè÷åì òàê, ÷òî è ýòà îêðåñòíîñòü
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåêîòîðûì íåïóñòûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì Gn+1 ⊂ Gn.

9Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îò ôóíêöèîíàëà f íå òðåáóåòñÿ íè àääèòèâíîñòè, íè îäíîðîäíîñòè.
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Êðîìå òîãî, ôóíêöèîíàë f íàçûâàåòñÿ, êàê îáû÷íî, ìîíîòîííûì, åñëè èç x ≤ y
ñëåäóåò, ÷òî f(x) ≤ f(y).

Òåîðåìà I.3.1. Åñëè íà êîíóñå K â ÓÍÏ (X, K) ñóùåñòâóåò ìîíîòîííûé
ñòðîãî ðàñòóùèé ôóíêöèîíàë f , òî êîíóñ K � ïðàâèëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ xn ↑≤ y è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} íå (b)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N
íàéäåòñÿ p > n, ïðè êîòîðîì ‖xp − xn‖ ≥ ε. Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé
÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk

}, ÷òî ‖xnk+1
− xnk

‖ ≥ ε. Òåïåðü ïîëîæèì

yp =

p∑

k=1

(xnk+1
− xnk

).

Òîãäà, ïî óñëîâèþ, f(yp) → +∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, yp ≤ y è, ñëåäîâàòåëüíî, f(yp) ≤
f(y), è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. ¤

Òåîðåìà I.3.2. Åñëè íà êîíóñå K â ÓÍÏ (X,K) ñóùåñòâóåò ñòðîãî ðàñòóùèé
ôóíêöèîíàë f , îãðàíè÷åííûé íà êàæäîì øàðå, òî êîíóñ K � âïîëíå ïðàâèëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ xn ↑ è ‖xn‖ ≤ C ïðè âñåõ n. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå (b)-ôóíäàìåíòàëüíà, è òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì
äîêàçàòåëüñòâå, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ yp. Ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ, ÷òî
‖yp‖ ≤ 2C, à f(yp) → +∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. ¤

Ïðèìåðîì ñòðîãî ðàñòóùåãî ôóíêöèîíàëà íà êîíóñå â ïðîñòðàíñòâå Lp (1 ≤ p <
+∞) ìîæåò ñëóæèòü

f(x) = ‖x‖p.

Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà (α + β)p ≥ αp + βp ïðè α, β ≥ 0 10 ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî
åñëè xn ∈ K (n = 1, 2, . . .) è δ = inf ‖xn‖ > 0, òî

f(x1 + x2 + . . . + xn) ≥
n∑

i=1

f(xi) =
n∑

i=1

‖xi‖p ≥ nδp −−−→
n→∞

+∞.

Òàê êàê îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèîíàëà f íà êàæäîì øàðå òðèâèàëüíà, ìû åùå ðàç
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû I.3.2 óáåæäàåìñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêèé êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå Lp

(1 ≤ p < +∞) � âïîëíå ïðàâèëüíûé.
Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè äðóãîãî òèïà áûëè íàéäåíû È.À.

Áàõòèíûì [3]. Ïðèâåäåì îäèí èç íèõ, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè.
Òåîðåìà I.3.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â ÓÍÏ (X,K) áûë âïîëíå ïðàâèëüíûì,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýëåìåíòîâ xn ∈ K ñ ‖xn‖ = 1 ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë f ∈ K ′, ÷òî
∞∑

n=1

f(xn) = +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êîíóñ K âïîëíå ïðàâèëåí, xn ∈ K,

‖xn‖ = 1 è äîïóñòèì, ÷òî
∞∑

n=1

f(xn) < +∞ äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′. Ïîëîæèì yn = x1 +

. . .+xn. Òîãäà yn îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, a {f(yn)} îãðàíè÷åíà
äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′. Ïîñêîëüêó K âïîëíå ïðàâèëåí, òî îí è íîðìàëåí, à òîãäà êîíóñ
K ′ � âîñïðîèçâîäÿùèé â X ′. Ñëåäîâàòåëüíî, {f(yn)} îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîãî f ∈ X ′.

10Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü äîêàçàíî ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíî, íàïðèìåð, äèôôåðåíöèðîâà-
íèåì ïî β.
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} (b)-îãðàíè÷åíà è, áëàãîäàðÿ ïîëíîé
ïðàâèëüíîñòè K, îíà (b)-ôóíäàìåíòàëüíà. Íî ýòî íåâåðíî, òàê êàê ‖yn − yn−1‖ =
‖xn‖ = 1.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû, íî êîíóñ K íå âïîëíå
ïðàâèëüíûé. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ, (b)-îãðàíè÷åííàÿ, íî íå (b)-
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ zn ∈ K. Ðàññóæäàÿ, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû I.3.1, âûäåëèì ÷àñòè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {znk

} òàê, ÷òî
‖znk+1

− znk
‖ ≥ ε > 0. Äàëåå, ïîëîæèì

xk =
znk+1

− znk

‖znk+1
− znk

‖ .

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò òàêîé f ∈ K ′, ÷òî
∞∑

k=1

f(xk) = +∞. Íî

znk+1
= zn1 +

k∑
i=1

‖zni+1
− zni

‖xi,

è ïîòîìó

f(znk+1
) ≥ ε

k∑
i=1

f(xi) −−−→
n→∞

+∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (b)-îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}. ¤

� 4. ÊÎÍÓÑÛ Â ÑÅÊÂÅÍÖÈÀËÜÍÎ ÑËÀÁÎ ÏÎËÍÎÌ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå: íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî
ñëàáî ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ
xn (ò. å. òàêàÿ, ÷òî f(xn) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë äëÿ ëþáîãî f ∈ X ′) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê
íåêîòîðîìó ýëåìåíòó. Èçâåñòíî, ÷òî ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî
ïîëíî11. Âñÿêîå ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî (b)-ïîëíî12.

Êîíóñû â ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáëàäàþò íåêîòîðûìè
äîïîëíèòåëüíûìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè.

Ëåììà. Åñëè â ÓÍÏ (X, K) êîíóñ K íîðìàëåí, òî âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ (b)-
îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ìîíîòîííà è
îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë. Íî òàê êàê êîíóñ K íîðìàëåí,
òî ëþáîé f ∈ X ′ ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè ôóíêöèîíàëîâ èç K ′ è ïîòîìó êîíå÷íûé
lim f(xn) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî f ∈ X ′. ¤

11Ñì., íàïðèìåð, Èîñèäà Ê. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Ì., ¾Ìèð¿, 1967, ñòð. 178.
12Ïîñêîëüêó â ðàñïðîñòðàíåííûõ êóðñàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ýòà òåîðåìà â ÿâíîì âèäå íå

ïðèâîäèòñÿ, äàäèì åå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî ïîëíî, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} (b)-

ôóíäàìåíòàëüíà. Òàê êàê îíà è ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíà, òî ñóùåñòâóåò åå ñëàáûé ïðåäåë: xn
ñë−→ x.

Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì òàêîå m, ÷òî ‖xn − xm‖ < ε ïðè âñåõ n > m. Òàêèì îáðàçîì, xn ∈ S(xm; ε)
ïðè n > m. Íî òàê êàê âñÿêèé çàìêíóòûé øàð ñëàáî çàìêíóò, òî x ∈ S(xm; ε) è, òåì ñàìûì,
‖x− xn‖ ≤ ‖x− xm‖+ ‖xm − xn‖ < 2ε ïðè âñåõ n > m. Çíà÷èò, xn

(b)−−→ x.
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Òåîðåìà I.4.1. Åñëè â ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî ïîëíîì ÓÁÏ (X, K) êîíóñ K
íîðìàëåí, òî îí è âïîëíå ïðàâèëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � âîçðàñòàþùàÿ è (b)-îãðàíè÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç K. Òîãäà, áëàãîäàðÿ ëåììå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x0. Ðàçíîñòè x0 − xn îáðàçóþò óáûâàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì x0− xn

ñë−→ 0. Ïî òåîðåìå IV!3.1 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå ê
íåé), x0 − xn

(b)−→ 0, ò. å. xn
(b)−→ x0. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè ÓÁÏ (X,K) ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî ïîëíî è îáëàäàåò (è.ñâ.),
à êîíóñ K � çàìêíóòûé, âîñïðîèçâîäÿùèé è íîðìàëüíûé, òî (X, K) � K-
ïðîñòðàíñòâî.

Ýòî âûòåêàåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 3 èç I.1.
Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïðèìûêàåò ê çàìå÷àíèþ, ñäåëàííîìó â êîíöå V!3.
Íà ïðèâåäåííîì íèæå ðèñóíêå óêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè

íîðìàëüíîñòè, ïðàâèëüíîñòè è ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè êîíóñà, ïðè÷åì îêîëî ñòðåëîê
(òàì, ãäå ýòî òðåáóåòñÿ) îòìå÷åíû òå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî ñîîòâåòñòâóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Ðèñ. I

� 5. ÌÎÍÎÒÎÍÍÎ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÅ ÍÎÐÌÛ

Îïðåäåëåíèå. Íîðìà â ÓÍÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî σ-íåïðåðûâíîé,
åñëè èç xn ↓ 0 âûòåêàåò, ÷òî xn

(b)−→ 0 (óñëîâèå (Aσ)). Íîðìà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî
íåïðåðûâíîé, åñëè òî æå âåðíî äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ: èç xα ↓ 0 âûòåêàåò, ÷òî
xα

(b)−→ 0 (óñëîâèå (A))13.
Êàê ìû óâèäèì, ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíîñòü íîðìû òåñíî ñâÿçàíà ñ

ïðàâèëüíîñòüþ êîíóñà K, õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå, è äàæå äëÿ âåêòîðíûõ
ðåøåòîê, ýòè ñâîéñòâà íåçàâèñèìû. Õîòÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî â I.1, îïðåäåëåíèÿ
ïðàâèëüíîãî êîíóñà, ñôîðìóëèðîâàííûå ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ñ
ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíûõ íàïðàâëåíèé, îêàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, èç ìîíîòîííîé
σ-íåïðåðûâíîñòè íîðìû â îáùåì ñëó÷àå íå âûòåêàåò åå ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíîñòü.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû, çàèìñòâîâàííûå èç ðàáîò Ëþêñåìáóðãà è Çààíåíà [26].

Ïðèìåð 1. Ïóñòü T � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à X ñîñòîèò èç âñåõ âåùåñòâåííûõ
ôóíêöèé x íà T , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ÷èñëî `(x), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî |x(t) − `(x)| < ε ñïðàâåäëèâî íà âñåì T , çà
èñêëþ÷åíèåì òîëüêî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê t ∈ T . Íîðìó â X ââîäèì ðàâíîìåðíóþ,
ò. å. ‖x‖ = sup |x(t)|, à X óïîðÿäî÷èâàåì ñ ïîìîùüþ êîíóñà K íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé.

Èç îïðåäåëåíèÿ X âèäíî, ÷òî êàæäàÿ âõîäÿùàÿ â íåãî ôóíêöèÿ x(t) = `(x)
âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. ßñíî, ÷òî X �
áàíàõîâà ðåøåòêà, íî îíà íå äåäåêèíäîâî σ-ïîëíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ
Kσ-ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü xn ↓ 0. Òîãäà xn(t) ↓ 0 ïðè êàæäîì t ∈ T , èíà÷å ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
13Â ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê äî ñèõ ïîð óñëîâèå (Aσ) ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

(A), à óñëîâèå (A) ÷åðåç (A′). Ìû èçìåíèëè çäåñü ýòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ èõ â ñîîòâåòñòâèå
ñî ìíîãèìè äðóãèìè, ãäå áóêâîé σ îòìå÷àåòñÿ ¾ñ÷åòíûé ñëó÷àé¿.
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{xn} íàøëèñü áû íèæíèå ãðàíèöû, áîëüøèå 0. Íî ïðè âñåõ t ∈ T çà èñêëþ÷åíèåì íå
áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, `(xn) = xn(t) äëÿ ëþáîãî n ∈ N, à ïîòîìó è `(xn) ↓ 0.
Îòñþäà óæå ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî ‖xn‖ → 0, ò. å. óñëîâèå (Aσ) âûïîëíåíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü E âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ e ⊂ T ,
óïîðÿäî÷åííóþ ïî âêëþ÷åíèþ, è ïóñòü xe � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
T \e. ßñíî, ÷òî {xe}� óáûâàþùåå íàïðàâëåíèå, è, òàê êàê xe(t) ↓ 0 ïðè êàæäîì t ∈ T ,
inf xe = 0. Â òî æå âðåìÿ ‖xe‖ = 1 äëÿ ëþáîãî e ∈ E. Óñëîâèå (A) íå âûïîëíåíî.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíóñ K â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íå ïðàâèëüíûé. Äîñòàòî÷íî
âûáðàòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê tn ∈ T è ïðèíÿòü çà xn õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ìíîæåñòâà {t1, . . . , tn}. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé âîçðàñòàåò, (o)-
îãðàíè÷åíà (åå âåðõíåé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ x(t) ≡ 1), íî íå (b)-
ôóíäàìåíòàëüíà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1], óïîðÿäî÷åííîå åñòåñòâåííûì îáðàçîì (êîíóñ K ñîñòîèò èç
âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé), ñ íîðìîé

‖x‖ = |x(0)|+
∫ 1

0

|x(t)| dt.

Ïîëîæèì

xn(t) =





1− nt ïðè 0 ≤ t ≤ 1

n
,

0 ïðè 1

n
≤ t ≤ 1.

Òîãäà xn ↓ 0, íî ‖xn‖ > 1, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (Aσ) íå âûïîëíåíî. Â òî æå
âðåìÿ âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ (o)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xn ∈ X
ñõîäèòñÿ â ñåáå â êàæäîé òî÷êå t ∈ [0, 1], à ïîòîìó îíà (b)-ôóíäàìåíòàëüíà ïî
ââåäåííîé ìåòðèêå. Òàêèì îáðàçîì, êîíóñ K � ïðàâèëüíûé.

Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ïðèìåðàõ êîíóñ K çàìêíóò è íîðìàëåí, à ïðîñòðàíñòâî èç
ïðèìåðà 2 íå áàíàõîâî è äàæå íå èíòåðâàëüíî ïîëíîå.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(A) êîíóñ âñå æå ìîæåò íå áûòü ïðàâèëüíûì.

Ïðèìåð 3 (È.È. ×ó÷àåâ [18]). Ïóñòü X = c0 ñ êëàññè÷åñêîé íîðìîé, à êîíóñ
K ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ x = {ξk}, ó êîòîðûõ ξ1 ≥ 0 è −ξ1 ≤ ξk ≤ kξ1 ïðè k ≥ 2.
Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî êîíóñ K íå ïðàâèëåí. Ïóñòü xn = {ξnk}, ãäå ξn1 =

2n− 1

n
,

ξnk = 1 ïðè 2 ≤ k ≤ n2 + n − 1, ξnk = 0 ïðè k > n2 + n − 1. ßñíî, ÷òî xn ∈ K, à
ýëåìåíòàðíûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî xn ↑ ≤ y, ãäå y = {3, 0, 0, . . .}. Â òî æå âðåìÿ
‖xn+1 − xn‖ = 1 ïðè âñåõ n.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî íîðìà â X ìîíîòîííî íåïðåðûâíà. Ïóñòü xα ↓ 0, xα =
{ξαk}k. Òîãäà 0 ≤ ξα1 ↓, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ξ1 = lim

α
ξα1. Òàê êàê xβ ≤ xα ïðè

β ≥ α, òî
−(ξα1 − ξβ1) ≤ ξαk − ξβk ≤ k(ξα1 − ξβ1) ïðè âñåõ k ≥ 2.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì k íàïðàâëåíèå êîîðäèíàò {ξαk} ôóíäàìåíòàëüíî,
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ξk = lim

α
ξαk. Òàê êàê xα ↓ 0, òî ξαk + ξα1 ↓ ≥ 0 ïðè

ëþáîì k ≥ 2. Ïîëîæèì
bk = inf

α
{ξαk + ξα1}
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è ïîêàæåì, ÷òî bk = 0 ïðè âñåõ k ≥ 2. Äîïóñòèì, ÷òî bk0 > 0 (k0 ≥ 2), è ðàññìîòðèì
ýëåìåíò y ∈ X, y = {ηk}, äëÿ êîòîðîãî

ηk0 = bk0 , ηk = 0 ïðè k 6= k0.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà â X ýòîò ýëåìåíò íåñðàâíèì ñ íóëåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξαk0 +ξα1 ≥ ηk0 , ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî y ≤ xα ïðè âñåõ α, ñëåäîâàòåëüíî,
y ≤ inf xα = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî bk = 0. Ýòî æå îçíà÷àåò,
÷òî

ξk + ξ1 = lim
α

(ξαk + ξα1) = 0 ïðè ëþáîì k ≥ 2,

ò. å. ξk = −ξ1.
Ïîêàæåì, ÷òî ξ1 = 0. Äîïóñòèì, ÷òî ξ1 > 0. Òîãäà ξ2 < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò òàêîå α0, ÷òî ξα2 < 0 ïðè α ≥ α0. Ðàññìîòðèì âåêòîð z = {ζk} ∈ X,
äëÿ êîòîðîãî ζ2 = −ξ1, ζk = 0 ïðè k 6= 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî z ≤ xα ïðè âñåõ α 14,
ñëåäîâàòåëüíî, z ≤ 0, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó z íåñðàâíèì ñ 0. Òàêèì îáðàçîì,
ξ1 = 0, à ïîòîìó è âñå ξk = 0.

Çàäàäèì ε > 0 è ïîäáåðåì òàêîå β, ÷òî ξα1 <
ε

2
ïðè α ≥ β. Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç

P ìíîæåñòâî âñåõ òåõ èíäåêñîâ k, äëÿ êîòîðûõ |ξβk| ≥ ε

2
. Ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî.

Òàê êàê ξαk −−→
(α)

0 ïðè êàæäîì k, òî ñóùåñòâóåò òàêîå γ, ÷òî |ξαk| < ε ïðè α ≥ γ è

k ∈ P . Ïóñòü òåïåðü k 6∈ P , ò. å. |ξβk| < ε

2
. Ïîñêîëüêó xα ≤ xβ ïðè α ≥ β, èìååì

ξβk − ξαk ≥ −(ξβ1 − ξα1) > −ε

2
,

îòêóäà ξαk < ε, à òàê êàê xα ≥ 0, òî ξαk ≥ −ξα1 > −ε

2
. Òàêèì îáðàçîì, |ξαk| < ε ïðè

âñåõ α ≥ β è k 6∈ P . À òîãäà |ξαk| < ε ïðè α ≥ β, γ è ïðè âñåõ k. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
‖xα‖ < ε ïðè α ≥ β, γ, ò. å. ‖xα‖ → 0.

Ëåììà 1. Åñëè â èíòåðâàëüíî ïîëíîì ÓÍÏ (X, K) êîíóñ K çàìêíóò è
ïðàâèëåí, òî íîðìà â (X,K) ìîíîòîííî íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðàâëåíèå xα ↓ 0. Ôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü èíäåêñ
α0 è ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùåå íàïðàâëåíèå {xα0 −xα} (α ≥ α0). Îíî (o)-îãðàíè÷åíî
è, áëàãîäàðÿ ïðàâèëüíîñòè êîíóñà K è èíòåðâàëüíîé ïîëíîòå X, ýòî íàïðàâëåíèå
èìååò (b)-ïðåäåë. Íî òàêèì ïðåäåëîì ìîæåò áûòü òîëüêî sup{xα0 − xα} = xα0 , à
ïîòîìó xα

(b)−→ 0. ¤
Òåîðåìà I.5.1. Ïóñòü (X,K) � èíòåðâàëüíî ïîëíîå ÓÍÏ, à êîíóñ K

çàìêíóò. Äëÿ òîãî ÷òîáû îí áûë ïðàâèëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïðîñòðàíñòâî (X,K) áûëî äåäåêèíäîâî σ-ïîëíûì, à íîðìà â (X, K) áûëà ìîíîòîííî
σ-íåïðåðûâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Äåäåêèíäîâà σ-ïîëíîòà (è äàæå ïîëíîòà)
óñòàíîâëåíà â ïðåäëîæåíèè 1 (I.1). Ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíîñòü íîðìû äîêàçàíà â
ëåììå 1.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü 0 ≤ xn ↑ ≤ y. Òàê êàê (X, K) äåäåêèíäîâî σ-ïîëíî,
òî ñóùåñòâóåò x = sup xn. Òåì ñàìûì, x − xn ↓ 0 è, áëàãîäàðÿ ìîíîòîííîé σ-
íåïðåðûâíîñòè íîðìû, x− xn

(b)−→ 0, ò. å. xn
(b)−→ x. ¤

14Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî ïðè α ≥ α0.
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Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìà âåðíà
â ëþáîì ÓÍÏ.

Ñëåäñòâèå 1. Â èíòåðâàëüíî ïîëíîì è äåäåêèíäîâî σ-ïîëíîì ÓÍÏ (X, K)
ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K ìîíîòîííàÿ σ-íåïðåðûâíîñòü íîðìû âëå÷åò åå
ìîíîòîííóþ íåïðåðûâíîñòü, à òàêæå äåäåêèíäîâó ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (X, K) óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííûì óñëîâèÿì è òàì
âûïîëíåíî óñëîâèå (Aσ), òî ïî äîêàçàííîé òåîðåìå êîíóñ K ïðàâèëåí. Òîãäà óñëîâèå
(A) âûòåêàåò èç ëåììû. Äåäåêèíäîâà ïîëíîòà (X, K) âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1
(I.1). ¤

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X, K) äåäåêèíäîâî σ-ïîëíî è
íîðìà â íåì ìîíîòîííî σ-íåïðåðûâíà, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî äåäåêèíäîâî ïîëíî, à
íîðìà â íåì ìîíîòîííî íåïðåðûâíà.

Âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñëåäñòâèÿ 1.
Òåîðåìà I.5.2. Åñëè â ÓÍÏ (X, ‖ · ‖, K) êîíóñ K òåëåñåí è ïðàâèëåí, òî íîðìà

‖ · ‖ ìîíîòîííî íåïðåðûâíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì I.2.2 è I.2.1 ñëåäóåò, ÷òî êîíóñ K íîðìàëåí. Ïóñòü

íàïðàâëåíèå xα ↓ 0. Òîãäà, ïðè ôèêñèðîâàííîì α0, íàïðàâëåíèå {xα0 − xα} (α >
α0) âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíî ñâåðõó è, âñëåäñòâèå ïðàâèëüíîñòè êîíóñà K, îíî (b)-
ôóíäàìåíòàëüíî, à âìåñòå ñ íèì è {xα} (b)-ôóíäàìåíòàëüíî. Â êîíóñå K âûáåðåì
ýëåìåíò u ≥ 0. Â ñèëó íåðàâåíñòâà x ≤ C‖x‖u, ãäå C � ïîñòîÿííàÿ (ñì. II!1), ïðè
ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ α1, ÷òî xα − xβ ≤ εu ïðè α, β ≥ α1. Îòñþäà,
ïîñêîëüêó xβ ↓ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî xα ≤ εu. Åñëè M � êîíñòàíòà ïîëóìîíîòîííîñòè
íîðìû ‖ · ‖, òî

‖xα‖ ≤ Mε‖u‖ ïðè α ≥ α1,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ‖xα‖ → 0. ¤
Ëåììà 2. Ïóñòü (X,K) � ÓÍÏ ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K. Åñëè {xα} �

âîçðàñòàþùåå (b)-ôóíäàìåíòàëüíîå íàïðàâëåíèå, ó êîòîðîãî ñóùåñòâóåò sup xα =
y, òî èç ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ìîæíî âûäåëèòü âîçðàñòàþùóþ ÷àñòè÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xαn} òàê, ÷òî

1) y = sup xαn;
2) sup

α≥αn

‖xα − xαn‖ −−−→
n→∞

0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë εn ↓ 0 è ïîäáåðåì

âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ αn òàê, ÷òî ‖xα−xαn‖ < εn ïðè α ≥ αn.
Òåì ñàìûì, óñëîâèå 2) áóäåò âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì, ÷òî y = sup xαn . Ïóñòü z ≥ xαn

ïðè ëþáîì n. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé xα è äëÿ êàæäîãî n íàéäåì èíäåêñ α′n ≥ αn, α.
Ïîëîæèì yn = xα′n . Òîãäà yn ≥ xαn , xα è ‖yn − xαn‖ < εn. Èìååì

xα = xαn + (xα − xαn) ≤ z + (yn − xαn)

è, ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê (b)-ïðåäåëó ïî n, ïîëó÷àåì xα ≤ z, à, ñëåäîâàòåëüíî,
è y ≤ z. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî y = sup xαn . ¤

Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ î ñâÿçè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè
ñâîéñòâàìè íîðìû è êîíóñà.

1. Åñëè (X,K) � ÓÍÏ ñ çàìêíóòûì è ïðàâèëüíûì êîíóñîì K, òî ìîíîòîííàÿ
σ-íåïðåðûâíîñòü íîðìû âëå÷åò åå ìîíîòîííóþ íåïðåðûâíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íîðìà â (X, K) ìîíîòîííî σ-íåïðåðûâíà è ïóñòü
íàïðàâëåíèå xα ↓ 0. Òîãäà xα0 − xα ↑ xα0 (α ≥ α0) è, òàê êàê êîíóñ K
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ïðàâèëåí, íàïðàâëåíèå {xα0 − xα} (b)-ôóíäàìåíòàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî, è {xα} (b)-
ôóíäàìåíòàëüíî. Ïî ëåììå 2 ìîæíî âûäåëèòü ÷àñòè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xαn ↓
0, óäîâëåòâîðÿþùóþ òàêæå è âòîðîìó óñëîâèþ ëåììû, ïðè÷åì, áëàãîäàðÿ óñëîâèþ
(Aσ), ‖xαn‖ → 0. Íî òîãäà è âñå íàïðàâëåíèå xα

(b)−→ 0, ïîñêîëüêó

‖xα‖ ≤ ‖xαn‖+ ‖xα − xαn‖ < ‖xαn‖+ εn

ïðè α ≥ αn (εn → 0). ¤
2. Åñëè (X,K) � ÐÓÍÏ ñ çàìêíóòûì è íîðìàëüíûì êîíóñîì è åñëè íîðìà

ìîíîòîííî íåïðåðûâíà, òî êîíóñ K � ïðàâèëüíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn ≥ 0 è îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ (o)-îãðàíè÷åííóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñîâîêóïíîñòü L âñåõ âåðõíèõ ãðàíèö ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàïðàâëåíà ïî óáûâàíèþ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà y − xn, ãäå
y ∈ L, n ∈ N. Ýòî ìíîæåñòâî òîæå íàïðàâëåíî ïî óáûâàíèþ è îãðàíè÷åíî ñíèçó
ýëåìåíòîì 0. Ïîêàæåì, ÷òî y − xn ↓ 0 (ò. å. inf E = 0). Ïóñòü z ≤ y − xn ïðè âñåõ
y ∈ L è âñåõ n ∈ N. Òîãäà xn ≤ y − z ïðè âñåõ n ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî, y − z ∈ L.
Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè y ∈ L, òî è y − nz ∈ L ïðè âñåõ n ∈ N. Â
÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x1 ≤ y − nz èëè nz ≤ y − x1. Òàê êàê êîíóñ K çàìêíóò,
òî â (X,K) âûïîëíåí ïðèíöèï Àðõèìåäà è ïîòîìó z ≤ 0. Òàêèì îáðàçîì,

0 = inf
y∈L, n∈N

{y − xn}.

Îòñþäà, áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (A), âûòåêàåò, ÷òî ‖y − xn‖ → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
çàäàííîìó ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêèå y è n, ÷òî ‖y − xn‖ < ε. Åñëè æå m > n, òî
xn ≤ xm ≤ y è ïîòîìó

‖xm − xn‖ ≤ N‖y − xn‖,
ãäå N � êîíñòàíòà ïîëóìîíîòîííîñòè íîðìû. ¤

3. Â èíòåðâàëüíî ïîëíîì ÐÓÍÏ (X, K) ñ çàìêíóòûì è íîðìàëüíûì êîíóñîì K
ïðàâèëüíîñòü K ðàâíîñèëüíà ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîñòè íîðìû.

Âûòåêàåò èç ëåììû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.

� 6. ÑËÀÁÎ ÏÐÀÂÈËÜÍÛÅ È ÑËÀÁÎ ÂÏÎËÍÅ ÏÐÀÂÈËÜÍÛÅ
ÊÎÍÓÑÛ

Âïåðâûå îïðåäåëåíèÿ ñëàáî ïðàâèëüíîãî è ñëàáî âïîëíå ïðàâèëüíîãî êîíóñà
áûëè ââåäåíû Â.ß. Ñòåïåííî. Çäåñü ìû äàäèì äðóãèå îïðåäåëåíèÿ, íå ðàâíîñèëüíûå
îïðåäåëåíèÿì Â.ß. Ñòåöåíêî, íî ëó÷øå ñîãëàñîâàííûå ñ íàøèìè îïðåäåëåíèÿìè
ïðàâèëüíîãî è âïîëíå ïðàâèëüíîãî êîíóñà. Ïóñòü (X,K) � ïðîèçâîëüíîå ÓÍÏ.

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïðàâèëüíûì, åñëè ëþáàÿ
âîçðàñòàþùàÿ (o)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ ñëàáî
ôóíäàìåíòàëüíà. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ ñëàáî âïîëíå ïðàâèëüíûì, åñëè ëþáàÿ
âîçðàñòàþùàÿ (b)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ ñëàáî
ôóíäàìåíòàëüíà.

Èç ëåììû â I.4 ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî âñÿêèé íîðìàëüíûé êîíóñ è ñëàáî ïðàâèëåí
è ñëàáî âïîëíå ïðàâèëåí.

Ëåììà. Åñëè â ÓÍÏ (X, K) êîíóñ K ñëàáî ïðàâèëåí, òî âñÿêèé èíòåðâàë â
(X,K) (b)-îãðàíè÷åí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíóñ K ñëàáî ïðàâèëåí, íî â X
ñóùåñòâóåò íå (b)-îãðàíè÷åííûé èíòåðâàë. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ýòîò èíòåðâàë èìååò âèä [0, y]. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàéäåì òàêîé yn, ÷òî
0 < yn ≤ y è ‖y‖ = 5n. Äàëåå ïîëîæèì

xn =
n∑

k=1

1

2k
yk.

Òîãäà 0 < xn ≤ y, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � âîçðàñòàþùàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Îäíàêî

‖xn‖ ≥ 1

2n
‖yn‖ −

n−1∑

k=1

1

2k
‖yk‖ =

(
5

2

)n

−
n−1∑

k=1

(
5

2

)k

=

=

(
5

2

)n

−

(
5

2

)n

− 5

2
3

2

>
1

3

(
5

2

)n

−−−→
n→∞

+∞.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. ¤
Òåîðåìà I.6.1. Â ÓÁÏ (X, K) ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K íîðìàëüíîñòü

ðàâíîñèëüíà åãî ñëàáîé ïðàâèëüíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå óæå îòìå÷åíî, ÷òî èç íîðìàëüíîñòè êîíóñà âñåãäà

âûòåêàåò åãî ñëàáàÿ ïðàâèëüíîñòü. Îáðàòíîå çàêëþ÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ëåììû è òåîðåìû IV!2.2. ¤

Ïðèìåðû 7 è 8 èç IV!2 ïîäòâåðæäàþò, ÷òî â ýòîé òåîðåìå íåëüçÿ îòáðîñèòü
ïðåäïîëîæåíèå î (b)-ïîëíîòå X è çàìêíóòîñòè K (ñð. I.1).

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è òåîðåìû I.4.1 (ñð. òàêæå ñõåìó èç I.4) âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Åñëè ÓÁÏ (X,K) ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî ïîëíî, à êîíóñ K çàìêíóò,

òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà K ðàâíîñèëüíû: íîðìàëüíîñòü, ïðàâèëüíîñòü, ïîëíàÿ
ïðàâèëüíîñòü è ñëàáàÿ ïðàâèëüíîñòü.

Òåîðåìà I.6.2. Åñëè ÓÁÏ (X, K) ðåôëåêñèâíî, à êîíóñ K çàìêíóò, òî îí ñëàáî
âïîëíå ïðàâèëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn ∈ K îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ è (b)-îãðàíè÷åííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ýáåðëåéíà�Øìóëüÿíà15 ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ÷àñòè÷íóþ, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó
ïðåäåëó: xnk

ñë−→ x. Ïðîâåðèì, ÷òî x � åäèíñòâåííàÿ ñëàáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ïóñòü íåêîòîðàÿ äðóãàÿ ÷àñòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn′`

ñë−→ y. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò òàêîå `, ïðè êîòîðîì n′` ≥ nk, à êîíóñ
K çàìêíóò (è ñëàáî çàìêíóò), òî y ≥ x. Àíàëîãè÷íî è x ≥ y, ò. å. y = x. Íàëè÷èå
åäèíñòâåííîé ñëàáîé ïðåäåëüíîé òî÷êè x è îçíà÷àåò, ÷òî xn

ñë−→ x. ¤
Òåïåðü ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñâîéñòâà ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè, èç ñëàáîé

ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè íå âûòåêàåò íè íîðìàëüíîñòü, íè ñëàáàÿ ïðàâèëüíîñòü êîíóñà.
Äåéñòâèòåëüíî, óïîðÿäî÷èì ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî `2 ñ ïîìîùüþ êîíóñà

K = {x ∈ `2 (x = {ξk}) : ξ1 ≥ 0, |ξk| < ξ1 (k ≥ 2)}.
15Ñì. Èîñèäà Ê. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Ì., èçä-âî ¾Ìèð¿, 1967, ñ. 201.
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Ýòîò êîíóñ çàìêíóò, à ïîòîìó, ïî äîêàçàííîé òåîðåìå, ñëàáî âïîëíå ïðàâèëåí. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îí íå íîðìàëåí: åñëè

x =

{
1√
n

,
1√
n

, . . . ,
1√
n

, 0, 0, . . .

}
, y =

{
1√
n

,− 1√
n

,− 1√
n

, . . . ,− 1√
n

, 0, 0, . . .

}

(çäåñü è â x è â y îòëè÷íûõ îò 0 êîîðäèíàò n), òî x, y ∈ K, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, à
‖x + y‖ =

2√
n
. Ïî òåîðåìå I.6.1 K íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðàâèëüíûì.

Ïðèâåäåì òàêæå ïðèìåð, ïîñòðîåííûé È.È. ×ó÷àåâûì, ñëàáî ïðàâèëüíîãî (äàæå
ïðàâèëüíîãî) êîíóñà, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî âïîëíå ïðàâèëüíûì. Òàêèì îáðàçîì,
ñâîéñòâà ñëàáîé ïðàâèëüíîñòè è ñëàáîé ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü X � ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ èç `1 ñ íîðìîé,
èíäóöèðîâàííîé èç `1. Êîíóñ K, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óïîðÿäî÷èâàåòñÿ X, ñîñòîèò
èç âñåõ âåêòîðîâ x = {ξk} ∈ X, äëÿ êîòîðûõ

p∑

k=1

1

2k
ξk ≥ 0 ïðè âñåõ p ∈ N

è ïîñëåäíÿÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà.
Ïðîâåðèì, ÷òî êîíóñ K ïðàâèëåí. Ïóñòü 0 ≤ xn ↑ ≤ y, xn = {ξnk}k, y = {ηk}. Òàê

êàê âñå ñóììû

Snp =

p∑

k=1

1

2k
ξnk ≤

p∑

k=1

1

2k
ηk

è îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïî n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî êàæäàÿ ñóììà (ïðè
ôèêñèðîâàííîì p) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, à òîãäà è ξnk → ξk. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò
òàêîå k0, ÷òî ξnk = 0 ïðè âñåõ n è k > k0. À òîãäà ÿñíî, ÷òî xn

(b)−→ x, ãäå x = {ξk}.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî K íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî âïîëíå ïðàâèëüíûì êîíóñîì. Çàäàäèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn = {ξnk}k, ãäå ξn1 = 3− 1

2n−2
, ξnn = 1 è ξnk = 0 ïðè

âñåõ ïðî÷èõ k. Òîãäà

xn ∈ K, ‖xn‖ < 4, xn+1 − xn =

{
1

2n−1
, 0, . . . , 0, −1︸︷︷︸

(n)

, 1︸︷︷︸
(n+1)

, 0, 0, . . .

}
∈ K.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} âîçðàñòàþùàÿ è (b)-îãðàíè÷åííàÿ. Îäíàêî
äëÿ ôóíêöèîíàëà f ∈ X ′, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé

f(x) =
∞∑

k=1

(−1)kξk,

èìååì
f(xn+1)− f(xn) = − 1

2n−1
+ 2(−1)n+1 6→ 0

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � íå ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíàÿ.
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II. ÎØÒÓÊÀÒÓÐÈÂÀÅÌÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

� 1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ È ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÎØÒÓÊÀÒÓÐÈÂÀÅÌÎÃÎ ÊÎÍÓÑÀ

Ïîíÿòèå îøòóêàòóðèâàåìîãî êîíóñà ââåäåíî Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì [12]. Âñþäó
â ýòîé ÷àñòè B (ñîîòâåòñòâåííî B′) � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå X (ñîîòâåòñòâåííî X ′). Êîíóñ K ïðåäïîëàãàåòñÿ íåíóëåâûì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü (X,K) � ÓÍÏ. Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíóñ K1 ⊂ X è
÷èñëî γ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ K \{0} øàð x+γ‖x‖B ⊂ K1, òî êîíóñ K íàçûâàåòñÿ
îøòóêàòóðèâàåìûì (ñ ïîìîùüþ êîíóñà K1).

×òîáû ïîëó÷èòü íåêîòîðûå îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè îøòóêàòóðèâàåìîãî
êîíóñà, ââåäåì åùå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèîíàë f ∈ X ′ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî f(x) ≥ δ‖x‖ äëÿ ëþáîãî x ∈ K.

Ïðèìåðîì ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå L1[0, 1]
ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì (âïðî÷åì, îòðåçîê [0, 1] ìîæíî çàìåíèòü çäåñü
ïðîèçâîëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ ¾äîñòàòî÷íî õîðîøåé¿ ìåðîé) ìîæåò ñëóæèòü

f(x) =

1∫

0

x dµ. (1)

Â òî æå âðåìÿ â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 1] (1 < p < +∞) ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì
ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ íåò. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì
ôóíêöèè

xi(t) =





n
1
p
+1 ïðè t ∈

(
i− 1

n
,
i

n

)
, (i = 1, 2, . . . , n)

0 ïðè ïðî÷èõ t ∈ [0, 1].

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë f ñóùåñòâóåò, òî

f(xi) ≥ δ‖xi‖ = δn.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè x(t) ≡ 1

f(x) =

[ n∑
i=1

f(xi)

]
n−

1
p
−1 ≥ δn1− 1

p −−−→
n→∞

+∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè çíà÷åíèÿ f(x).
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Åùå ïðîùå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ íåò è
â ïðîñòðàíñòâå L∞[0, 1]. Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp[0, 1] (1 ≤
p ≤ ∞) ñóùåñòâóþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå (b)-ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, íàïðèìåð,
ôóíêöèîíàë (1).

Îïðåäåëåíèå 3. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî D ⊂ K íàçûâàåòñÿ áàçîé êîíóñà K, åñëè
êàæäûé x ∈ K \{0} äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå x = αy, ãäå α > 0, y ∈ D.

Èç îïðåäåëåíèÿ áàçû, áëàãîäàðÿ åå âûïóêëîñòè, ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè D �
áàçà êîíóñà K, òî 0 6∈ D.

Òåîðåìà II.1.1. Â ïðîèçâîëüíîì ÓÍÏ (X, ‖ · ‖, K) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû:

1) êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì;
2) â X ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë;
3) â X ñóùåñòâóåò íîðìà, ýêâèâàëåíòíàÿ çàäàííîé íîðìå ‖ · ‖ è àääèòèâíàÿ

íà êîíóñå K;
4) êîíóñ K èìååò (b)-îãðàíè÷åííóþ áàçó D, ïðè÷åì 0 6∈ D;
5) êîíóñ K íàòÿãèâàåòñÿ íà (b)-îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî F , ïðè÷åì

0 6∈ F .
Â ýòîé òåîðåìå ñîáðàíû õàðàêòåðèñòèêè îøòóêàòóðèâàåìîãî êîíóñà, ïîëó÷åííûå

ðàçíûìè àâòîðàìè: óñëîâèå 2) äîêàçàíî Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì [11], óñëîâèå 5) �
A.M. Ðóáèíîâûì [16], óñëîâèÿ 3)�4) ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ À. Ýëëèñà [23] è
Ä. Ýäâàðäñà [22], à òàêæå È.Ô. Äàíèëåíêî [9].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Ïóñòü K îøòóêàòóðèâàåì ñ ïîìîùüþ êîíóñà K1.
Òîãäà K1 òåëåñåí è ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë f ∈ X ′, ïðèíèìàþùèé
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà K1 (II!2). Åñëè x ∈ K, x 6= 0, γ � ÷èñëî èç
îïðåäåëåíèÿ 1, à y ∈ X è ‖y‖ ≤ γ‖x‖, òî f(x − y) ≥ 0 è ïîòîìó f(x) ≥ f(y).
Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì y ∈ γ‖x‖B, ïîëó÷èì

f(x) ≥ γ‖x‖ · ‖f‖,
ò. å. ôóíêöèîíàë f ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëåí ñ êîíñòàíòîé δ = γ‖f‖.

2) =⇒ 3). Åñëè f � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëåí, f(x) ≥ δ‖x‖ äëÿ x ∈ K, òî ïîëîæèì

‖x‖′ = max(|f(x)|, δ‖x‖).
Òîãäà ‖ · ‖′ � íîðìà â X, ïðè÷åì åñëè x ∈ K, òî ‖x‖′ = f(x), è ïîòîìó îíà àääèòèâíà
íà K. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî x ∈ X

δ‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ (‖f‖+ δ)‖x‖
è, òåì ñàìûì, îáå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

3) =⇒ 4). Åñëè àääèòèâíàÿ íà K íîðìà ‖·‖′ ñóùåñòâóåò è ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé
íîðìå ‖ · ‖, òî ïîëîæèì

D = {x ∈ K : ‖x‖′ = 1}.
Ýòî ìíîæåñòâî (b)-îãðàíè÷åíî è, áëàãîäàðÿ àääèòèâíîñòè íîðìû, âûïóêëî. ßñíî,
÷òî îíî � áàçà êîíóñà K, ïðè÷åì 0 6∈ D.

4) =⇒ 5) òðèâèàëüíî: çà F ìîæíî ïðèíÿòü áàçó D.
5) =⇒ 1). Ïóñòü K = K(F ), ãäå F � (b)-îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî,

0 6∈ F . Ïîëîæèì
d = inf

x∈F
‖x‖ (d > 0),
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à çàòåì
F1 =

⋃
x∈F

S
(
x;

1

2
d
)
.

ßñíî, ÷òî 0 6∈ F 1, è ëåãêî âèäåòü, ÷òî F1 âûïóêëî.
Ïîëîæèì K1 = K(F1) è ïðîâåðèì, ÷òî K1 îøòóêàòóðèâàåò êîíóñ K. Ïóñòü ‖x‖ ≤

M äëÿ âñåõ x ∈ F . Ïîëîæèì γ =
d

2M
. Åñëè x ∈ K, òî x = αx′, ãäå x′ ∈ F , è,

ñëåäîâàòåëüíî, α ≥ ‖x‖
M

. Òàê êàê S
(
x′;

1

2
d
)
⊂ F1, òî S

(
x;

1

2
αd

)
⊂ K1; òåì áîëåå

S
(
x;

d‖x‖
2M

)
⊂ K1, ò. å. x + γ‖x‖B ⊂ K1. ¤

Ñëåäñòâèÿ. 1. Åñëè êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì, òî îøòóêàòóðèâàþùèé êîíóñ
K1 âñåãäà ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K = K(F ), òî çà K1 ìîæíî ïðèíÿòü K(F 1), ãäå F1 � òî
ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïîñòðîåíî ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè 5) =⇒ 1).

2. Åñëè êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì, òî K îøòóêàòóðèâàåì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K = K(F ), òî K = K(F ), à F � çàìêíóòîå, (b)-

îãðàíè÷åííîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàíèå 0 (ñì. òåîðåìó II!3.4).
3. Ïîíÿòèå îøòóêàòóðèâàåìîñòè êîíóñà èíâàðèàíòíî ïðè ïåðåõîäå ê

ýêâèâàëåíòíîé íîðìå.
4. Åñëè êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì, òî îí âïîëíå ïðàâèëåí (à, ñëåäîâàòåëüíî, è

íîðìàëåí).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ xn ↑, ‖xn‖ ≤ C, à f ∈ X ′ � ðàâíîìåðíî

ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ôóíäàìåíòàëüíà.
Íî xn ≥ xm ïðè n ≥ m, è ïîòîìó

f(xn − xm) ≥ δ‖xn − xm‖,

ñëåäîâàòåëüíî, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} (b)-ôóíäàìåíòàëüíà. ¤
Èç ïðèìåðîâ, ïðèâåäåííûõ â íà÷àëå ïóíêòà, âèäíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå êîíóñû â

ïðîñòðàíñòâàõ Lp ïðè p > 1 (àíàëîãè÷íî è â `p ïðè p > 1) íå îøòóêàòóðèâàåìû;
êëàññè÷åñêèå êîíóñû â L1 è `1 îøòóêàòóðèâàåìû.

� 2. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÍÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ
ÎØÒÓÊÀÒÓÐÈÂÀÅÌÎÑÒÈ ÊÎÍÓÑÀ

Çäåñü ìû âûâåäåì îäèí êðèòåðèé îøòóêàòóðèâàåìîñòè, èñïîëüçóþùèé ñëàáóþ
ñõîäèìîñòü.

Ëåììà. Ïóñòü (X,K) � ÓÍÏ ñ íîðìàëüíûì êîíóñîì K, A = {x ∈ K : ‖x‖ =
1}, F � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A. Åñëè 0 ∈ F , òî 0 ∈ A

ñë (ñëàáîå çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè 0 ∈ F , òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ
êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç A

xn =
Pn∑

k=1

λ
(n)
k y

(n)
k

(b)−−−→
n→∞

0
(
y

(n)
k ∈ A, λ

(n)
k ≥ 0,

Pn∑

k=1

λ
(n)
k = 1

)
.
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Äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′ min
k

f
(
y

(n)
k

) ≤ f(xn). Îáîçíà÷èì ÷åðåç zf
n êàêîé-íèáóäü èç òåõ y

(n)
k ,

íà êîòîðûõ óêàçàííûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ. Ïîñêîëüêó f(xn) → 0, òî è f
(
zf

n

) → 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, f

(
zf

n

)
< 1 ïðè íåêîòîðîì n. Ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò zf

n îáîçíà÷èì
÷åðåç zf (zf ∈ A).

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèîíàëîâ f ∈ K ′ íàïðàâëåíî ïî âîçðàñòàíèþ. Ïîêàæåì,
÷òî íàïðàâëåíèå zf ñë−→ 0. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è f0 ∈ K ′\{0}.
Ïîëîæèì f1 =

1

ε
f0. Åñëè f ≥ f1, òî

f0

(
zf

)
= εf1

(
zf

) ≤ εf
(
zf

)
< ε,

ñëåäîâàòåëüíî, f0

(
zf

) → 0. Íî òàê êàê êîíóñ K íîðìàëåí, ëþáîé f0 ∈ X ′ ïðåäñòàâèì
â âèäå ðàçíîñòè ôóíêöèîíàëîâ èç K ′ è ïîòîìó f0

(
zf

) → 0 äëÿ ëþáîãî f0 ∈ X ′. ¤
Òåîðåìà II.2.1. (È.È. ×ó÷àåâ [17])16. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ â ÓÍÏ (X, K)

áûë îøòóêàòóðèâàåìûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
1) êîíóñ K áûë íîðìàëüíûì;
2) åñëè xα ∈ K è íàïðàâëåíèå xα

ñë−→ 0, òî xα
(b)−→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ 1) óñòàíîâëåíà â ñëåäñòâèè 4 èç
òåîðåìû II.1.1, íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ 2) âûòåêàåò íåìåäëåííî èç ñóùåñòâîâàíèÿ
ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà f : ‖xα‖ ≤ 1

δ
f(xα) → 0. Îáðàòíî, ïóñòü

óñëîâèÿ 1)�2) âûïîëíåíû, à ìíîæåñòâà A è F � òå æå, ÷òî è â ëåììå. Ïðè ýòîì
K = K(F ). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî 0 ∈ F , òî ïî ëåììå 0 ∈ A

ñë. À òîãäà, ïî óñëîâèþ
2), 0 ∈ A, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, 0 6∈ F . Êðîìå òîãî, F ⊂ B à ïîòîìó
(b)-îãðàíè÷åíî. Òîãäà, ïî óñëîâèþ 5) òåîðåìû II.1.1, êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì. ¤

Ñëåäñòâèå. Â êîíå÷íîìåðíîì ÓÍÏ âñÿêèé íîðìàëüíûé êîíóñ è, â ÷àñòíîñòè,
âñÿêèé çàìêíóòûé êîíóñ, îøòóêàòóðèâàåì.

Ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç òîãî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñõîäèìîñòü ïî
íîðìå è ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ñîâïàäàþò. Âïðî÷åì, ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî âûâåñòè è
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî êîíóñà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå X, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êàðàòåîäîðè, ìíîæåñòâî F = co(A)
(èç ëåììû) ìîæíî ñîñòàâèòü èç âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òîëüêî n + 1 ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà A 17.

È.È. ×ó÷àåâûì ïîñòðîåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå
2) ïðåäûäóùåé òåîðåìû íåëüçÿ çàìåíèòü íà àíàëîãè÷íîå ¾ñåêâåíöèàëüíîå¿ óñëîâèå.
Îäíàêî èì æå óêàçàíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîãäà ýòî âîçìîæíî. Ïðèâåäåì
äâå åãî òåîðåìû.

Òåîðåìà II.2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â ðåôëåêñèâíîì ÓÁÏ (X,K) áûë
îøòóêàòóðèâàåìûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) êîíóñ K áûë íîðìàëüíûì;
2) åñëè xn ∈ K (n ∈ N) è xn

ñë−→ 0, òî xn
(b)−→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü ëèøü äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé 1)�2), à äëÿ
ýòîãî, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî 0 6∈ F
(F = co(A), A = {x ∈ K : ‖x‖ = 1}). Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî 0 ∈ F , òî ïî ëåììå 0 ∈ A

ñë.
16Ïðåäûäóùàÿ ëåììà òàêæå äîêàçàíà È.È. ×ó÷àåâûì.
17Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êàðàòåîäîðè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå Õ. Íèêàéäî,

Âûïóêëûå ñòðóêòóðû è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà. Ì., èçä-âî ¾Ìèð¿, 1972, ñòð. 36.
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Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X ðåôëåêñèâíî, ìíîæåñòâî A îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîìïàêòíî.
Òîãäà ïî îäíîé îáùåé òåîðåìå èç òåîðèè íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ A, ÷òî xn

ñë−→ 0 18, íî, ïî óñëîâèþ 2), xn
(b)−→ 0, ò. å.

0 ∈ A. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. ¤
Òåîðåìà II.2.3. Ïóñòü (X,K) � ÓÍÏ, ó êîòîðîãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî

X ′ ñåïàðàáåëüíî. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K áûë îøòóêàòóðèâàåìûì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé 1)�2) èç òåîðåìû II.2.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 0 6∈ F . Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå
òàê è ïîòîìó 0 ∈ A

ñë. Ïóñòü {fi} � ïëîòíîå ìíîæåñòâî â X ′. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N
ïîäáåðåì ýëåìåíò xn ∈ A òàê, ÷òî |fi(xn)| ≤ 1

n
ïðè i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà fi(xn) −−−→

n→∞
0

ïðè ëþáîì i ∈ N è, ïî èçâåñòíîìó êðèòåðèþ ñëàáîé ñõîäèìîñòè, xn
ñë−→ 0. Êàê è â

äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. ¤

� 3. ÓÑËÎÂÈß ÎØÒÓÊÀÒÓÐÈÂÀÅÌÎÑÒÈ È ÒÅËÅÑÍÎÑÒÈ
ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÊÎÍÓÑÀ

Ñâîéñòâà òåëåñíîñòè è îøòóêàòóðèâàåìîñòè êîíóñà íàõîäÿòñÿ, õîòÿ è íå
ïîëíîñòüþ, â äâîéñòâåííîñòè, êàê áóäåò âèäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåì.

Òåîðåìà II.3.1 (A.M. Ðóáèíîâ [16]). Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K)
áûë îøòóêàòóðèâàåìûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîïðÿæåííûé êëèí K ′

áûë òåëåñíûì. Ïðè ýòîì ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíàëû íà X è òîëüêî
îíè ñóòü âíóòðåííèå òî÷êè êëèíà K ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ X

‖x‖ = max
g∈B′

g(x),

òî íåðàâåíñòâî f(x) ≥ δ‖x‖ ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî f(x) − δg(x) ≥ 0 äëÿ
ëþáîãî g ∈ B′. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëà f
îçíà÷àåò, ÷òî f − δB′ ⊂ K ′, ò. å. ÷òî f � âíóòðåííÿÿ òî÷êà â K ′. ¤

Òåîðåìà II.3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàìêíóòûé êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K)
áûë òåëåñíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîïðÿæåííûé êîíóñ K ′ áûë
îøòóêàòóðèâàåìûì è èìåë (b)-îãðàíè÷åííóþ ñëàáî çàìêíóòóþ (ò. å. ñëàáî
êîìïàêòíóþ) áàçó19.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå X ìîæåò áûòü ïðîñòðàíñòâîì ñ êëèíîì K. Êðîìå
òîãî, â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè òåîðåìà âåðíà è áåç óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè K.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü u À 0. Ïîëîæèì
D′ = {f ∈ K ′ : f(u) = 1}.

18Åñëè ìíîæåñòâî A èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîìïàêòíî, à x0 ∈
A
ñë, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

ñë−→ x0, ãäå xn ∈ A. Ñì. Ð. Ýäâàðäñ, Ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç. Ì., èçä-âî ¾Ìèð¿, 1969, ñòð. 752, òåîðåìà 8.12.4.

19Â äîêàçàòåëüñòâå èìïëèêàöèè 3) =⇒ 4) èç òåîðåìû II.1.1 ïîêàçàíî, êàê ïî çàäàííîìó
îøòóêàòóðèâàåìîìó êîíóñó ïîñòðîèòü åãî áàçó. Èç ýòîãî ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî åñëè êîíóñ
çàìêíóò, òî îí èìååò çàìêíóòóþ (b)-îãðàíè÷åííóþ áàçó. Ñîïðÿæåííûé êîíóñ âñåãäà çàìêíóò,
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îí îøòóêàòóðèâàåì, òî èìååò çàìêíóòóþ (b)-îãðàíè÷åííóþ áàçó. Îäíàêî â
óñëîâèÿõ òåîðåìû II.3.2 îò áàçû êîíóñà K ′ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíà áûëà íå òîëüêî çàìêíóòîé, íî
è ñëàáî çàìêíóòîé. Â ñëåäóþùåé ãëàâå áóäåò ïîêàçàíî, êàêîå ñâîéñòâî êîíóñà K ðàâíîñèëüíî
îøòóêàòóðèâàåìîñòè K ′ áåç âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.
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ßñíî, ÷òî D′ � áàçà äëÿ K ′, ïîñêîëüêó D′ âûïóêëî è f(u) > 0 äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′\{0}
(ñì. òåîðåìó II!2.1). Èç ôîðìóëû (2) (II!2) âûòåêàåò, ÷òî D′ (b)-îãðàíè÷åíî, à ñëàáàÿ
çàìêíóòîñòü D′ î÷åâèäíà.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü K ′ îøòóêàòóðèâàåì è D′ � åãî (b)-îãðàíè÷åííàÿ ñëàáî
çàìêíóòàÿ áàçà. Òàê êàê 0 6∈ D′, òî ñóùåñòâóåò îòäåëÿþùàÿ D′ è 0 ãèïåðïëîñêîñòü
f(u) = 1; ïðè ýòîì f(u) ≥ 1, åñëè f ∈ D′. Ïóñòü ‖f‖ ≤ M äëÿ âñåõ f ∈ D′. Åñëè
x ∈ u +

1

M
B, ò. å. ‖x − u‖ ≤ 1

M
, òî |f(x − u)| ≤ 1 äëÿ âñåõ f ∈ D′ è f(x) =

f(u) + f(x − u) ≥ 0. À òîãäà f(x) ≥ 0 è äëÿ âñåõ f ∈ K ′ è ïî ëåììå èç II!4 x ∈ K.
Òåì ñàìûì, u � âíóòðåííÿÿ òî÷êà â K. ¤

� 4. ÒÅÎÐÅÌÀ ÁÈØÎÏÀ�ÔÅËÏÑÀ ÎÁ ÎÏÎÐÍÛÕ ÒÎ×ÊÀÕ

Äàäèì îäíî ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ îøòóêàòóðèâàåìûõ êîíóñîâ. Ïðèâîäèìîå íèæå
äîêàçàòåëüñòâî ìû çàèìñòâóåì èç [24].

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X. Òî÷êà
x0 ∈ A íàçûâàåòñÿ åãî îïîðíîé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé f ∈ X ′, ÷òî
f(x0) ≥ f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ A.

Ëåììà. Åñëè â ÓÍÏ (X, K) êîíóñ K çàìêíóò è âïîëíå ïðàâèëåí, à ìíîæåñòâî
A ⊂ X (b)-îãðàíè÷åíî è (b)-ïîëíî, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé
â A ýëåìåíò z ≥ x 20.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ öåïü ýëåìåíòîâ èç A, áëàãîäàðÿ ïîëíîé
ïðàâèëüíîñòè êîíóñà K è (b)-îãðàíè÷åííîñòè A, (b)-ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó
(ñîäåðæàùåìóñÿ â A) è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò âåðõíþþ ãðàíèöó. Òîãäà óòâåðæäåíèå
ëåììû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû Öîðíà. ¤

Òåîðåìà II.4.1 (T. Áèøîï, Ð. Ôåëïñ [20]). Åñëè A � (b)-ïîëíîå âûïóêëîå
ìíîæåñòâî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X, òî ìíîæåñòâî åãî îïîðíûõ òî÷åê
ïëîòíî â ìíîæåñòâå âñåõ åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A.
Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì òàêîé y 6∈ A, ÷òî ‖y−v‖ <

ε

2
. Òàê êàê A çàìêíóòî, ñóùåñòâóåò

çàìêíóòàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ñòðîãî îòäåëÿþùàÿ y îò A, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé f ∈ X ′,
÷òî f(y) > sup

z∈A
f(z) (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû II!2.3). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ‖f‖ = 1. Óïîðÿäî÷èì ïðîñòðàíñòâî X ñ ïîìîùüþ êîíóñà

K =
{

x ∈ X : f(x) ≥ 1

2
‖x‖

}
.

ßñíî, ÷òî K � çàìêíóòûé êîíóñ, à ôóíêöèîíàë f ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëåí, è ïîòîìó
êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âïîëíå ïðàâèëåí (ñëåäñòâèå 4 èç
òåîðåìû II.1.1). Êðîìå òîãî, K òåëåñåí. Äåéñòâèòåëüíî, íà ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîãî
øàðà ñóùåñòâóåò òî÷êà x, ãäå f(x) >

1

2
è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) >

1

2
‖x‖. Òîãäà, ïî

íåïðåðûâíîñòè f è íîðìû, ýòî æå íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x.

Ïóñòü C = A ∩ (v + K). Ìíîæåñòâî C çàìêíóòî, à ïîòîìó, âìåñòå ñ A, îíî (b)-
ïîëíî. Ïðîâåðèì, ÷òî C (b)-îãðàíè÷åíî. Åñëè z ∈ A è z ≥ v, òî z − v ∈ K è ïîòîìó

20Ýëåìåíò z ∈ A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â A, åñëè â A íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà y > z (íî ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü ýëåìåíòû, íå ñðàâíèìûå ñ z).
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f(z − v) ≥ 1

2
‖z − v‖. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(v) ≤ f(z) < f(y), ñëåäîâàòåëüíî,

f(z − v) < f(y − v) ≤ ‖y − v‖ <
ε

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ‖z − v‖ ≤ 2f(z − v) < ε è C ⊂ S(v; ε).
Ïî ëåììå, â C ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò z0. Ïðè ýòîì ‖z0 − v‖ < ε,

z0 ∈ v + K, ò. å. z0 ≥ v. Åñëè íåêîòîðûé x ≥ z0 âõîäèò â A, òî x ≥ v è ïîòîìó x ∈ C,
çíà÷èò, x = z0. Òàêèì îáðàçîì, z0 � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è â A.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî z0 � îïîðíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A. Òàê êàê z0 �
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â A, òî (z0 +K)∩A = {z0}. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà A è z0 +K1,
ãäå K1 � ñîâîêóïíîñòü ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, îòäåëèìû ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà g ∈ X ′. Òîãäà g(x) < g(z0+u) äëÿ âñåõ x ∈ A è u ∈ K1. Áåðÿ
u ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé íîðìîé, ïîëó÷àåì îòñþäà g(x) ≤ g(z0), à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
z0 � îïîðíàÿ òî÷êà. ¤
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III. ×ÈÑËÎÂÛÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÑÂÎÉÑÒÂ ÊÎÍÓÑÀ

Çäåñü áóäóò èçëîæåíû, â îñíîâíîì, ðåçóëüòàòû Å.À. Ëèôøèöà [13�14] è
Ë. Àçèìîâà [19], äîïîëíåííûå Ã.ß. Ëîçàíîâñêèì.

� 1. ÊÎÍÑÒÀÍÒÛ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÈ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K) íåíóëåâîé. Äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì

N(K,n) = sup
x1,...,xn∈K\{0}

n∑
i=1

‖xi‖
∥∥∥

n∑
i=1

xi

∥∥∥
. (1)

ßñíî, ÷òî 1 ≤ N(K, n) ≤ +∞ è N(K, n) îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü21. Íàçîâåì èõ êîíñòàíòàìè íîðìàëüíîñòè êîíóñà K. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
N(K, 1) = 1.

Òåîðåìà III.1.1. Äëÿ ëþáîãî ÓÍÏ (X,K) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû:

1) êîíóñ K íîðìàëåí;
2) âñå êîíñòàíòû íîðìàëüíîñòè N(K,n) < +∞;
3) N(K, 2) < +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Åñëè K íîðìàëåí, òî íîðìà ïîëóìîíîòîííà íà

íåì. À òîãäà ‖xi‖ ≤ M
∥∥∥

n∑
i=1

xi

∥∥∥ äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ K, ãäå M � êîíñòàíòà
ïîëóìîíîòîííîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, N(K, n) ≤ Mn.

2) =⇒ 3). Òðèâèàëüíî.
3) =⇒ 1). Ïóñòü β = N(K, 2) < +∞. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ K ñ ‖x1‖ =

‖x2‖ = 1 èìååì ‖x1 + x2‖ ≥ 2

β
, ÷òî è îçíà÷àåò íîðìàëüíîñòü êîíóñà K. ¤

Èç äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè 1) =⇒ 2) âèäíî, ÷òî åñëè êîíóñ K íîðìàëåí,
òî sup

n

N(K,n)

n
< +∞. Åñëè íîðìà ìîíîòîííà íà êîíóñå K, òî M = 1 è ïîòîìó

N(K,n) ≤ n.
21Âñÿêèé íàáîð èç n ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn > 0 ìîæíî ïðåâðàòèòü â íàáîð èç n + 1 ýëåìåíòîâ

áåç èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè (1), íàïðèìåð, çàìåíÿÿ xn äâóìÿ ýëåìåíòàìè x′n =

x′n+1 =
1
2
xn. Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî N(K, n) ≤ N(K, n + 1).
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Ëåììà. Åñëè lim
n→∞

N(K,n)

n
= 0, òî êîíóñ K âïîëíå ïðàâèëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ xn ↑ è ‖xn‖ ≤ C, íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå (b)-ôóíäàìåíòàëüíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 è òàêàÿ
âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nk, ÷òî

‖xnk+1
− xnk

‖ ≥ ε, xn1 > 0.

Ïîëîæèì y1 = xn1 , yk = xnk
− xnk−1

(k ≥ 2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî p

p∑
k=1

‖yk‖
∥∥∥

p∑
k=1

yk

∥∥∥
≥ (p− 1)ε

C
,

ñëåäîâàòåëüíî, è N(K, p) ≥ (p− 1)ε

C
èëè N(K, p)

p
≥ ε

2C
(ïðè p ≥ 2), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. ¤
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ m, n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

N(K, mn) ≤ N(K,m) ·N(K,n). (2)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü çàäàíî mn ýëåìåíòîâ x1, . . . , xmn ∈ K \ {0}. Ïîëîæèì

yk =
kn∑

i=(k−1)n+1

xi (k = 1, 2, . . . , m).

Èç îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû N(K, n) ñëåäóåò, ÷òî
kn∑

i=(k−1)n+1

‖xi‖ ≤ N(K, n)‖yk‖.

Òåïåðü èìååì

mn∑
i=1

‖xi‖
∥∥∥

mn∑
i=1

xi

∥∥∥
=

m∑
k=1

kn∑
i=(k−1)n+1

‖xi‖
∥∥∥

m∑
k=1

yk

∥∥∥
≤ N(K,n)

m∑
k=1

‖yk‖
∥∥∥

m∑
k=1

yk

∥∥∥
≤ N(K, n) ·N(K, m).

Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì èç mn ýëåìåíòîâ
(> 0), ïîëó÷àåì (2).

Òåîðåìà III.1.2. Åñëè ñóùåñòâóåò õîòü îäíî m ∈ N, ïðè êîòîðîì N(K, m)

m
<

1, òî êîíóñ K âïîëíå ïðàâèëåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q =

N(K,m)

m
< 1. Òàê êàê N(K, 1) = 1, òî m ≥ 2.

Òåïåðü, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2), ïðè ëþáîì p ∈ N
N(K, mp)

mp
≤ q

N(K, mp−1)

mp−1
≤ . . . ≤ qp −−−→

p→∞
0,
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ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

N(K, n)

n
= 0, è îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ ëåììó. ¤

Òåîðåìà III.1.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K áûë îøòóêàòóðèâàåìûì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî êîíñòàíòû íîðìàëüíîñòè áûëè â
ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åíû: β = sup

n
N(K, n) < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì, òî â
X ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìà ‖ · ‖′, àääèòèâíàÿ íà êîíóñå K (óñëîâèå 3
òåîðåìû II.1.1). Êîíñòàíòû íîðìàëüíîñòè N ′(K,n), âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ýòîé
íîðìû, î÷åâèäíî, ðàâíû 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

m‖x‖′ ≤ ‖x‖ ≤ M‖x‖′ (M, m > 0),

òî ïðè ëþáîì n

N(K, n) ≤ M

m
N ′(K, n) =

M

m
.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîëîæèì

A = {x ∈ K : ‖x‖ = 1}, F = co(A).

ßñíî, ÷òî F (b)-îãðàíè÷åíî; äîêàæåì, ÷òî 0 6∈ F . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ F , òî
x =

n∑
i=1

λixi, ãäå xi ∈ A, λi > 0,
n∑

i=1

λi = 1; à òîãäà, çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (1) xi íà λixi,

ìû ñðàçó ïîëó÷èì, ÷òî 1

‖x‖ ≤ β èëè ‖x‖ ≥ 1

β
. Òàêèì îáðàçîì, êîíóñ K íàòÿãèâàåòñÿ

íà âûïóêëîå (b)-îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî F , ïðè÷åì 0 6∈ F , ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå
5) òåîðåìû II.1.1, è ïîòîìó êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì. ¤

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîñòðàíñòâà `p (1 ≤ p ≤ +∞) c åñòåñòâåííûì
óïîðÿäî÷åíèåì. Ïðè p = 1 íîðìà â `p àääèòèâíà íà êîíóñå ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
è ïîòîìó âñå N(K, n) = 1. Ïðè p = +∞ ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî N(K, n) = n. Åñëè æå
1 < p < +∞, òî íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî N(K,n) = n1− 1

p , îòêóäà

N(K, n)

n
= n−

1
p −−−→

n→∞
0,

è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû III.1.2 ìû ñíîâà çàêëþ÷àåì, ÷òî êîíóñ K â ïðîñòðàíñòâå `p

ïðè 1 ≤ p < +∞ âïîëíå ïðàâèëåí.
Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàííûõ òðåõ òåîðåì â ïåðâîé è òðåòüåé ìû ïîëó÷èëè

ïîëíóþ õàðàêòåðèñòèêó íîðìàëüíîñòè è îøòóêàòóðèâàåìîñòè êîíóñà ñ ïîìîùüþ
êîíñòàíò íîðìàëüíîñòè. Îäíàêî âî âòîðîé òåîðåìå ìû óñòàíîâèëè ëèøü äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè êîíóñà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî
ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè êîíóñà,
âûðàæåííîå ñ ïîìîùüþ òîëüêî êîíñòàíò íîðìàëüíîñòè. Èìåííî, ìîæíî óêàçàòü äâà
ïðîñòðàíñòâà ñ îäèíàêîâûìè íàáîðàìè êîíñòàíò íîðìàëüíîñòè, â îäíîì èç êîòîðûõ
êîíóñ âïîëíå ïðàâèëåí, à â äðóãîì äàæå íå ïðàâèëåí. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðèìåð.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü R∞n åñòü n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîêîîðäèíàòíûì
óïîðÿäî÷åíèåì, â êîòîðîì íîðìà îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

‖(ξ1, . . . , ξn)‖ = max
i
|ξi|,
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è ïóñòü X ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {x(n)}, ãäå x(n) ∈ R∞n , à
∞∑

n=1

‖x(n)‖ < +∞. Ïîëîæèì

‖x‖ =
∞∑

n=1

‖x(n)‖

è ââåäåì â X òàêæå ïîêîîðäèíàòíîå óïîðÿäî÷åíèå: áóäåì ñ÷èòàòü x ≥ 0 òîãäà,
êîãäà x(n) ≥ 0. Ìû ïîëó÷èì ÐÓÁÏ (è äàæå áàíàõîâî K-ïðîñòðàíñòâî). Ïðè ýòîì
ïîëíàÿ ïðàâèëüíîñòü êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñòîëü æå î÷åâèäíà, êàê è â
ïðîñòðàíñòâå L1 èëè `1.

Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ðàññìîòðèì âåêòîðû

yi = {0, . . . , 0, ei, 0, . . .} ∈ X (i = 1, 2, . . . , n),

ãäå íà n-îì ìåñòå ñòîèò êîîðäèíàòíûé îðò ei èç R∞n . Òîãäà ‖yi‖ =
∥∥∥

n∑
i=1

yi

∥∥∥ = 1,

ñëåäîâàòåëüíî,

n∑
i=1

‖yi‖
∥∥∥

n∑
i=1

yi

∥∥∥
= n è ïîòîìó N(K, n) ≥ n. Íî ïîñêîëüêó íîðìà â X

ìîíîòîííà, N(K, n) ≤ n (ñì. çàìå÷àíèå ê òåîðåìå III.1.1), ñëåäîâàòåëüíî, N(K,n) =
n.

Òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòàíò íîðìàëüíîñòè èìååò êëàññè÷åñêèé êîíóñ â
ïðîñòðàíñòâå `∞, íî ýòîò êîíóñ íå ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âïîëíå ïðàâèëüíûì, íî äàæå
ïðàâèëüíûì.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà âûâåäåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû III.1.3 åùå îäèí êðèòåðèé
îøòóêàòóðèâàåìîñòè êîíóñà.

Òåîðåìà III.1.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â ÓÍÏ (X,K) áûë
îøòóêàòóðèâàåìûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñÿêèé (b)-ñõîäÿùèéñÿ
â ñåáå ðÿä èç ýëåìåíòîâ êîíóñà K áûë àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ22.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè êîíóñ K îøòóêàòóðèâàåì, òî,
áëàãîäàðÿ òåîðåìå II.1.1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà â X àääèòèâíà íà K. À òîãäà
ÿñíî, ÷òî åñëè ðÿä

∞∑
n=1

xn (b)-ñõîäèòñÿ â ñåáå è xn ∈ K, òî ýòîò ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî, òî êîíóñ

K íîðìàëåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K íå íîðìàëåí, òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóþò
òàêèå ýëåìåíòû xn, yn ∈ K, ÷òî ‖xn‖ = ‖yn‖ =

1

n
, à ‖xn + yn‖ <

1

n2
. ßñíî, ÷òî ðÿä

x1 + y1 + x2 + y2 + . . . + xn + yn + . . . (b)-ñõîäèòñÿ â ñåáå, íî íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèìñÿ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíóñ K íå îøòóêàòóðèâàåì. Òîãäà, ïî òåîðåìå III.1.3,
äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x

(n)
1 , . . . , x

(n)
kn

∈
K \ {0}, ÷òî

kn∑
i=1

‖x(n)
i ‖ > n2

∥∥∥
kn∑
i=1

x
(n)
i

∥∥∥. (3)

22(b)-ñõîäèìîñòü ðÿäà â ñåáå îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (b)-
ôóíäàìåíòàëüíà. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

xn îçíà÷àåò, ÷òî
∞∑

n=1
‖xn‖ < +∞.
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Ïîëîæèì yn =
kn∑
i=1

x
(n)
i . Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖yn‖ =

1

n2
, à òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

yn

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ðàññìîòðèì (b)-ïîïîëíåíèå Y ïðîñòðàíñòâà X, óïîðÿäî÷åííîå ñ ïîìîùüþ êîíóñà

KY , ò. å. çàìûêàíèÿ êîíóñà K â ïðîñòðàíñòâå Y . Êàê è K, êîíóñ KY òîæå íîðìàëåí.
Ïóñòü y åñòü ñóììà ðÿäà

∞∑
n=1

yn â ïðîñòðàíñòâå Y , à sn � åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû (sn ∈
X). Îáðàçóåì ðÿä

x
(1)
1 + . . . + x

(1)
k1

+ . . . + x
(n)
1 + . . . + x

(n)
kn

+ . . . (4)

è ïðîâåðèì, ÷òî ýòîò ðÿä (b)-ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Y , à, ñëåäîâàòåëüíî, (b)-
ñõîäèòñÿ â ñåáå â ïðîñòðàíñòâå X. Îáîçíà÷èì åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ÷åðåç σp. Äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî p ≥ k1 íàõîäèì òàêîå n = n(p), ÷òî

k1 + . . . + kn ≤ p < k1 + . . . + kn + kn+1.

Òîãäà
sn ≤ σp < sn+1.

Åñëè p → ∞, òî è n(p) → ∞. Íî sn, sn+1
(b)−→ y, à òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 èç

òåîðåìû IV!2.1 è σp
(b)−→ y. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (3) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä

(4) íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì
òåîðåìû. ¤

� 2. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÄÐÓÃÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÊÎÍÑÒÀÍÒ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÈ

Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà êîíñòàíò íîðìàëüíîñòè
íîðìàëüíîãî êîíóñà, êîòîðûå íå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì23. Íàïîìíèì,
÷òî åñëè êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K) íîðìàëåí, òî â X ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìà,
ìîíîòîííàÿ íà êîíóñå K (òåîðåìà IV!2.4).

1. Åñëè íîðìà â ÓÍÏ (X,K) ìîíîòîííà íà K, òî N(K,n + 1)

n + 1
≤ N(K,n)

n
≤ 1

ïðè ëþáîì n ∈ N.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî óæå áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì

ñëó÷àå. Äîêàæåì ëåâîå íåðàâåíñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç n+1 ýëåìåíòîâ
x1, . . . , xn+1 > 0. Èìååì

1

n + 1

n+1∑
i=1

‖xi‖
∥∥∥

n+1∑
i=1

xi

∥∥∥
=

1

n(n + 1)

n+1∑
j=1

n+1∑
i=1, i 6=j

‖xi‖
∥∥∥

n+1∑
i=1

xi

∥∥∥
≤

≤ 1

n(n + 1)

n+1∑
j=1

N(K,n)
∥∥∥

n+1∑
i=1, i 6=j

xi

∥∥∥
∥∥∥

n+1∑
i=1

xi

∥∥∥
≤ N(K, n)

n
.

23Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ íîðìèðîâàííûõ ðåøåòîê, èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïóíêòà
ñîäåðæèòñÿ, â îñíîâíîì, â [1].
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Ïåðåõîä ê ñóïðåìóìó â ëåâîé ÷àñòè è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. ¤
2. Åñëè íîðìà â ÓÍÏ (X, K) ìîíîòîííà íà K, òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç

ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:
à) N(K,n)

n
= 1 äëÿ âñåõ n ∈ N;

á) lim
n→∞

N(K,n)

n
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì γ = lim
n→∞

N(K, n)

n
. Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ïðåäåëà

âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì 0 ≤ γ ≤ 1. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà
(2) èìååì

N(K,n2)

n2
≤

[
N(K,n)

n

]2

,

îòêóäà γ ≤ γ2, à ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè γ = 1 (ñëó÷àé a)) èëè γ = 0 (ñëó÷àé á)). ¤
3. Â ïðîèçâîëüíîì ÓÍÏ (X, ‖ · ‖, K) ñ íîðìàëüíûì êîíóñîì K âåðíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:
à) N(K,n)

n
≥ 1 äëÿ âñåõ n ∈ N;

á) lim
n→∞

N(K,n)

n
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü à) íå âûïîëíåíî. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ á).
Ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû III.1.2 óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè à) íå âûïîëíåíî, òî
lim

n→∞

N(K, n)

n
= 0. Ââåäåì â X ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó ‖ · ‖′, ìîíîòîííóþ íà êîíóñå K.

Òîãäà m‖x‖′ ≤ ‖x‖ ≤ M‖x‖′ äëÿ âñåõ x ∈ X (M ≥ m > 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ′(K, n)
êîíñòàíòû íîðìàëüíîñòè êîíóñà K, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ íîðìû ‖ · ‖′. ßñíî, ÷òî

m

M
N ′(K, n) ≤ N(K, n) ≤ M

m
N ′(K, n),

à ïîòîìó lim
n→∞

N ′(K, n)

n
= 0. Íî, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

N ′(K,n)

n
= 0, à ïîòîìó è lim

n→∞
N(K, n)

n
= 0. ¤

� 3. ÊÎÍÑÒÀÍÒÛ ÂÎÑÏÐÎÈÇÂÎÄÈÌÎÑÒÈ

Â ïðîèçâîëüíîì ÓÍÏ (X,K) ñ âîñïðîèçâîäÿùèì êîíóñîì K ïîëîæèì äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

V (K, n) = sup
x1,...,xn∈B

inf
u≥x1,...,xn

‖u‖

(B � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð èç X). Â ýòîé ôîðìóëå âíóòðè áåðåòñÿ èíôèìóì
íîðì âñåâîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ u, ìàæîðèðóþùèõ çàäàííûå n ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn,
à íàðóæíûé ñóïðåìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì òàêèõ ýëåìåíòîâ èç
B. Áóäåì íàçûâàòü ÷èñëà V (K, n) êîíñòàíòàìè âîñïðîèçâîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà
(X,K).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó êîíóñ K âîñïðîèçâîäÿùèé, òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
íàáîðà ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X ìàæîðèðóþùèé ýëåìåíò u ñóùåñòâóåò è
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ïîòîìó V (K,n) èìååò ñìûñë. Ïðè ýòîì V (K, n) îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êîíñòàíòà V (K, 1) èìååò ñìûñë è áåç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû êîíóñ
K áûë âîñïðîèçâîäÿùèì, è ïðè ýòîì V (K, 1) ≤ 1 (â êà÷åñòâå ìàæîðèðóþùåãî
ýëåìåíòà u äëÿ x1 ìîæíî âçÿòü u = x1). Íî åñëè V (K, 1) < 1, òî íåïðåìåííî
V (K, 1) = 0 (òî æå âåðíî è ïðè ëþáîì n). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè V (K, 1) < 1, òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ q < 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ B íàéäåòñÿ ýëåìåíò u ≥ x ñ
íîðìîé ‖u‖ ≤ q. Â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ u ñóùåñòâóåò ìàæîðèðóþùèé ýëåìåíò v ñ íîðìîé
‖v‖ ≤ q2. Ïðè ýòîì v ≥ x. Ðàññóæäàÿ äàëåå ïî èíäóêöèè, ìû óâèäèì, ÷òî x èìååò
ìàæîðèðóþùèé ýëåìåíò ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé íîðìîé, ñëåäîâàòåëüíî, V (K, 1) = 0.

Äàëåå îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå V (K, 1) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî K = X 24. Îòñþäà
âûòåêàåò:

1) áëàãîäàðÿ òåîðåìå II!6.1 ðàâåíñòâî V (K, 1) = 1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñîïðÿæåííûé êëèí K ′ íå áûë íóëåâûì;

2) åñëè êîíóñ K çàìêíóò, òî V (K, 1) = 1.
Â ïðîñòðàíñòâå ñ íåçàìêíóòûì êîíóñîì K âîçìîæíî, ÷òî V (K,n) = 0 ïðè âñåõ

n. Íàïðèìåð, åñëè X � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ èç `1, à êîíóñ K � òîò
æå, ÷òî â ïðèìåðå 2 (II!5), òî ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç X ìàæîðèðóåòñÿ
ýëåìåíòîì ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé íîðìîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå èñêëþ÷åíî è òî, ÷òî,
íà÷èíàÿ ñ n = 2, âñå V (K, n) = +∞.

Òåîðåìà III.3.1. Äëÿ ëþáîãî ÓÍÏ (X, K) ñ âîñïðîèçâîäÿùèì êîíóñîì K
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êîíóñ K íåñïëþùåí;
2) V (K, 2) < +∞;
3) âñå êîíñòàíòû âîñïðîèçâîäèìîñòè V (K, n) < +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Ïóñòü êîíóñ K íåñïëþùåí ñ êîíñòàíòîé M . Áåðÿ

ïðîèçâîëüíûå x1, x2 ∈ B, íàõîäèì u1, u2 ∈ K òàê, ÷òî

u1 ≥ x1, u2 ≥ x2, ‖ui‖ ≤ M‖xi‖ ≤ M (i = 1, 2).

Ïîëîæèì u = u1 + u2. Òîãäà u ≥ x1, x2, ‖u‖ ≤ 2M , ñëåäîâàòåëüíî, V (K, 2) ≤ 2M .
2) =⇒ 3). Ïóñòü V (K, 2) = β < +∞. Çàäàäèì ε > 0 è âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå

x1, . . . , xn ∈ B. Çàòåì, ðàññìàòðèâàÿ n ìíîæåñòâ èç äâóõ ýëåìåíòîâ {xi, 0} êàæäîå,
íàõîäèì ìàæîðèðóþùèå èõ ýëåìåíòû ui ∈ K (i = 1, 2, . . . , n) òàê, ÷òî ‖ui‖ < β + ε.
Ïîñëå ýòîãî ïîëîæèì u = u1 + . . . + un. ßñíî, ÷òî u ≥ xi ïðè âñåõ i, à ‖u‖ < n(β + ε).
Îòñþäà óæå ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî V (K,n) ≤ nβ 25.

3) =⇒ 1). Åñëè V (K, 2) = β < +∞, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ B è ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîé u ∈ K, ÷òî u ≥ x, a ‖u‖ < β + ε. Ñëåäîâàòåëüíî, x = u− v, ïðè÷åì
v = u− x ∈ K, à

‖v‖ ≤ ‖u‖+ ‖x‖ < β + 1 + ε.

Çíà÷èò, êîíóñ K íåñïëþùåí ñ êîíñòàíòîé β + 1 + ε. ¤
Äëÿ óäîáñòâà íåêîòîðûõ ôîðìóëèðîâîê â äàëüíåéøåì óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî

åñëè êîíóñ K íå âîñïðîèçâîäÿùèé, òî V (K,n) = +∞ ïðè âñåõ n ≥ 2.
24Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u ≥ −x è ‖u‖ < ε, òî u + x ∈ K è ‖(u + x)− x‖ < ε. Îáðàòíî, åñëè z ∈ K è

‖z + x‖ < ε, òî ïîëîæèì u = z + x.
25Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè V (K, 2) = 0, òî è V (K, n) = 0 ïðè ëþáîì

n ∈ N.
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� 4. ÈÍÔÐÀÒÅËÅÑÍÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

Åñëè êîíóñ K òåëåñåí, òî, ïî òåîðåìå II!1.4, çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð B (o)-
îãðàíè÷åí. Ïóñòü u � åãî âåðõíÿÿ ãðàíèöà. Òîãäà V (K,n) ≤ ‖u‖ ïðè ëþáîì n è,
ñëåäîâàòåëüíî, êîíñòàíòû âîñïðîèçâîäèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åíû. Îäíàêî
îáðàòíîå çàêëþ÷åíèå íåâåðíî. Òàê, íàïðèìåð, êîíóñ K âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîîðäèíàòàìè â ïðîñòðàíñòâå c0 íå òåëåñåí. Îäíàêî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
âåêòîðîâ xi = {ξik}k (i = 1, 2, . . . , n) èç c0 âåêòîð

u =
{

sup
i

ξik

}
k
∈ c0

è u ≥ xi. Åñëè æå ïðè ýòîì ‖x‖ ≤ 1, òî è ‖u‖ ≤ 1 è ïîòîìó âñå V (K,n) = 1.
Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ èíôðàòåëåñíûì26, åñëè

êîíñòàíòû âîñïðîèçâîäèìîñòè V (K, n) â ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åíû. Èíûìè ñëîâàìè,
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ β > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè
ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn ∈ B ñóùåñòâóåò ìàæîðèðóþùèé ýëåìåíò u ∈ βB. Âñÿêîå ÷èñëî
β, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ, áóäåì íàçûâàòü êîíñòàíòîé èíôðàòåëåñíîñòè
êîíóñà K.

Êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, âñÿêèé òåëåñíûé êîíóñ èíôðàòåëåñåí, à êëàññè÷åñêèé
êîíóñ â c0 ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð èíôðàòåëåñíîãî, íî íå òåëåñíîãî êîíóñà. Èç
òåîðåìû III.3.1 ñëåäóåò, ÷òî èíôðàòåëåñíûé êîíóñ íåñïëþùåí, à èç òåîðåìû II!1.2
ñðàçó âèäíî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå êëàññû òåëåñíûõ è
èíôðàòåëåñíûõ êîíóñîâ ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà III.4.1. Â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå (X ′, K ′) èíôðàòåëåñíîñòü
êîíóñà K ′ ðàâíîñèëüíà åãî òåëåñíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíóñ K ′ èíôðàòåëåñåí ñ êîíñòàíòîé β. Äëÿ ëþáîãî
f ∈ B′ (B′ � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð èç X ′) îáðàçóåì ìíîæåñòâî

Af = (f + K ′) ∩ βB′.

Ýòî ìíîæåñòâî ñëàáî çàìêíóòî. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèîíàëîâ
f1, . . . , fn ∈ B′ ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë g ∈ βB′, ìàæîðèðóþùèé f1, f2, . . . , fn.
Ñëåäîâàòåëüíî, g ∈ fi + K ′ ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n, è ïîòîìó

n⋂
i=1

Afi
6= ∅, ò. å.

ìíîæåñòâà Af îáðàçóþò öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó27. Íî òàê êàê ýòî ñëàáî çàìêíóòûå
ìíîæåñòâà â ñëàáî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå βB′, òî

⋂
f∈B′

Af 6= ∅. Ïóñòü ϕ ∈ ⋂
f∈B′

Af .

Òîãäà ϕ ∈ f+K ′ ïðè ëþáîì f ∈ B′, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ≥ f äëÿ ëþáîãî f ∈ B′ è ïîòîìó
B′ îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ôóíêöèîíàë −ϕ ÿâëÿåòñÿ åãî íèæíåé ãðàíèöåé è, çíà÷èò, øàð
B′ (o)-îãðàíè÷åí. Ïî òåîðåìå II!1.4 îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîíóñ K ′ òåëåñåí. ¤

Ïîíÿòèå èíôðàòåëåñíîñòè èìååò ñìûñë è â òîì ñëó÷àå, åñëè K � íåñîáñòâåííûé
êîíóñ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X.

26Ýòîò òåðìèí ââåäåí Å.À. Ëèôøèöåì.
27Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ èç êàêîãî-íèáóäü ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííûì, åñëè

ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç äàííîãî ñåìåéñòâà íå ïóñòî. Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà: äëÿ òîãî ÷òîáû òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áûëî êîìïàêòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âñÿêàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà åãî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ èìåëà íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå
(ñì., íàïðèìåð, Êàíòîðîâè÷ Ë.Â. è Àêèëîâ Ã.Ï., Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç â íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, Ôèçìàòãèç, 1959, ñ. 42).
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Òåîðåìà III.4.2. Ïóñòü (X, K) � ÓÍÏ, Y � åãî ïîïîëíåíèå ïî íîðìå, KY �
çàìûêàíèå êîíóñà K â ïðîñòðàíñòâå Y . Åñëè êîíóñ K èíôðàòåëåñåí â X, òî êëèí
KY èíôðàòåëåñåí â Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β � êîíñòàíòà èíôðàòåëåñíîñòè êîíóñà K. Âîçüìåì
n ýëåìåíòîâ y1, . . . , yn èç çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà Y . Êàæäûé yi

ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ðÿäà

yi =
∞∑

k=0

xik (i = 1, 2, . . . , n),

ãäå xik ∈ X è ‖xik‖ ≤ 1

2k
. Áëàãîäàðÿ èíôðàòåëåñíîñòè êîíóñà K ïðè ëþáîì k

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò uk ∈ X, ìàæîðèðóþùèé x1k, . . . , xnk, ÷òî ‖uk‖ ≤ β

2k
.

Ïîëîæèì u =
∞∑

k=0

uk (u ∈ Y ). ßñíî, ÷òî ‖u‖ ≤ 2β è ÷òî u ≥ yi äëÿ ëþáîãî

i = 1, 2, . . . , n ïî îòíîøåíèþ ê êëèíó KY . ¤
Çàìå÷àíèå. Èç íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàåò, ÷òî 2β � êîíñòàíòà

èíôðàòåëåñíîñòè êëèíà KY . Îäíàêî áîëåå òî÷íûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå
÷èñëî γ > β òîæå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé èíôðàòåëåñíîñòè êëèíà KY .

� 5. σ-ÂÛÏÓÊËÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî E â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X
íàçûâàåòñÿ σ-âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáîé (b)-îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýëåìåíòîâ xn ∈ E è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë λn ≥ 0, òàêèõ, ÷òî

∞∑
n=1

λn = 1 è

÷òî
∞∑

n=1

λnxn = x ∈ X, ýëåìåíò x ∈ E.
ßñíî, ÷òî âñÿêîå σ-âûïóêëîå ìíîæåñòâî âûïóêëî. Îáðàòíîå íåâåðíî. Íàïðèìåð,

ìíîæåñòâî âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ èç `1 íå ÿâëÿåòñÿ σ-âûïóêëûì.
Ëåììà. Åñëè E çàìêíóòî è âûïóêëî, òî îíî è σ-âûïóêëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn ∈ E è λn ≥ 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, óêàçàííûì

â îïðåäåëåíèè, à

x =
∞∑

n=1

λnxn ∈ X.

Ïîëîæèì µn = λ1 + . . . + λn, yn =
1

µn

n∑
i=1

λixi. Ýëåìåíòû yn èìåþò ñìûñë, âî âñÿêîì

ñëó÷àå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, ïîñêîëüêó µn −−−→
n→∞

1. Òàê êàê E âûïóêëî, òî yn ∈ E.

Ïðè ýòîì yn
(b)−→ x è ïîòîìó, áëàãîäàðÿ çàìêíóòîñòè E, x ∈ E. ¤

Îáðàòíîå çàêëþ÷åíèå íåâåðíî; èç σ-âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà äàæå â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå íå âûòåêàåò åãî çàìêíóòîñòü. Íàïðèìåð, â ëþáîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð � σ-âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà III.5.1. Åñëè E � σ-âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî îòêðûòûå ÿäðà
ìíîæåñòâà E è åãî çàìûêàíèÿ E ñîâïàäàþò28.

28Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ýòà òåîðåìà íåâåðíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè E �
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G è H � îòêðûòûå ÿäðà ìíîæåñòâ E è E
(ñîîòâåòñòâåííî). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî H ⊂ G, à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî åñëè 0 ∈ H, òî 0 ∈ G (àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 áóäåò
ñëåäîâàòü îòñþäà çà ñ÷åò òðàíñëÿöèè íà âåêòîð −x0).

Ïóñòü S = S(0; ε) ⊂ H (è, ñëåäîâàòåëüíî, S ⊂ E). Åñëè x ∈ S, òî ñóùåñòâóåò
òàêîé y ∈ S ∩E, ÷òî ‖x− y‖ <

ε

2
, çíà÷èò, x = y + z, ãäå y ∈ S ∩E, ‖z‖ <

ε

2
. À òîãäà,

åñëè x ∈ αS (α > 0), òî x = y +z, ãäå y ∈ α(S∩E), ‖z‖ <
αε

2
. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò x ∈ 1

2
S. Òîãäà x = y1 + z1, ãäå y1 ∈ 1

2
(S ∩ E), ‖z1‖ <

ε

4
. Â ñâîþ î÷åðåäü,

z1 = y2 + z2, ãäå y2 ∈ 1

4
(S ∩ E), ‖z2‖ <

ε

8
. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîñòðîèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ yn è zn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

zn = yn+1 + zn+1, yn ∈ 1

2n
(S ∩ E), ‖zn‖ <

ε

2n+1
.

Íî òîãäà x = y1 + . . . + yn + zn = (b)- lim(y1 + . . . + yn) =
∞∑

n=1

yn. Òàê êàê ïðè ýòîì

yn =
1

2n
xn, ãäå xn ∈ S ∩ E, à E σ-âûïóêëî, òî x ∈ E. Òàêèì îáðàçîì, S

(
0;

ε

2

)
⊂ E è

0 ∈ G. ¤

� 6. ÓÑËÎÂÈÅ ÎØÒÓÊÀÒÓÐÈÂÀÅÌÎÑÒÈ
ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÊÎÍÓÑÀ

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîíñòàíòàìè
âîñïðîèçâîäèìîñòè â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå è êîíñòàíòàìè íîðìàëüíîñòè
ñîïðÿæåííîãî êîíóñà. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèåé. Ïóñòü X �
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Xn n
ýêçåìïëÿðîâ (n ∈ N) ïðîñòðàíñòâà X ñ íîðìîé

‖(x1, . . . , xn)‖ = max
i
‖xi‖. (5)

Çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â Xn åñòü, î÷åâèäíî, ïðîèçâåäåíèå Bn, ãäå B, êàê
îáû÷íî, � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â X. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî â
íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ ñõîäíî ñ ïðîñòðàíñòâîì R∞n , ò. å. ñ n-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì
ïðîñòðàíñòâîì, â êîòîðîì íîðìà îïðåäåëåíà ïî àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå. Â ÷àñòíîñòè,
îáùèé âèä (b)-ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â Xn äàåòñÿ ôîðìóëîé

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

fi(xi),

ãäå fi ∈ X ′ (i = 1, 2, . . . , n). Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (Xn)′ =
(X ′)n = X ′ × . . . × X ′, ò. å. îíî òîæå ðàâíî äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ n ýêçåìïëÿðîâ

ìíîæåñòâî âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ èç `1, òî E = `1 è åãî îòêðûòîå ÿäðî ðàâíî `1, à îòêðûòîå
ÿäðî ñàìîãî E ïóñòî. Íàïîìíèì, ÷òî îòêðûòûì ÿäðîì ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ
åãî âíóòðåííèõ òî÷åê.
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ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà X ′. Ïðè ýòîì

‖(f1, . . . , fn)‖ =
n∑

i=1

‖fi‖. (6)

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X � áàíàõîâî, òî è Xn � áàíàõîâî.
Òåîðåìà III.6.1. Ïóñòü (X,K) � ïðîèçâîëüíîå ÓÍÏ ñ íåíóëåâûì

ñîïðÿæåííûì êîíóñîì K ′; òîãäà N(K ′, n) ≤ V (K,n) ïðè ëþáîì n. Åñëè æå
(X,K) � ÓÁÏ ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K, òî N(K ′, n) = V (K,n) ïðè âñåõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà (X,K) � ïðîèçâîëüíîå ÓÍÏ. Òàê êàê êîíóñ
K ′ íåíóëåâîé, âñå V (K, n) > 0. Ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ïðîâåñòè òîëüêî â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî V (K, n) < +∞.

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âîçüìåì ëþáûå n íåíóëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ
f1, . . . , fn ∈ K ′. Äëÿ êàæäîãî fi ñóùåñòâóåò òàêîé xi ∈ B, ÷òî ‖fi‖ ≤ (1 + ε)fi(xi).
Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ êîíñòàíòû V (K,n), ñóùåñòâóåò òàêîé u ∈ X, ÷òî u ≥
x1, . . . , xn, à ‖u‖ ≤ (1 + ε)V (K,n). Òåïåðü èìååì

n∑
i=1

‖fi‖ ≤ (1 + ε)
n∑

i=1

fi(xi) ≤

(1 + ε)
n∑

i=1

fi(u) ≤ (1 + ε)‖u‖
∥∥∥

n∑
i=1

fi

∥∥∥ ≤ (1 + ε)2V (K, n)
∥∥∥

n∑
i=1

fi

∥∥∥, îòêóäà

n∑
i=1

‖fi‖
∥∥∥

n∑
i=1

fi

∥∥∥
≤

(1 + ε)2V (K, n). Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ê âåðõíåé ãðàíè, ïîëó÷àåì N(K ′, n) ≤
(1 + ε)2V (K,n), ñëåäîâàòåëüíî, áëàãîäàðÿ ïðîèçâîëüíîñòè ε, N(K ′, n) ≤ V (K, n).

Òåïåðü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (X, K) � ÓÁÏ, à êîíóñ K çàìêíóò. Áóäåì äîêàçûâàòü
íåðàâåíñòâî

V (K,n) ≤ N(K ′, n), (7)

ïðè÷åì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà N(K ′, n) < +∞. Çàìåòèì, ÷òî ïî
òåîðåìå II!4.1 êîíóñ K ′ = {0} 29. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè N(K ′, n) ÷åðåç a (a > 0).

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Xn ñ íîðìîé, îïðåäåëåííîé ïî
ôîðìóëå (5), è âûäåëèì â íåì ìíîæåñòâî

Ω =
⋃

x∈aB

(x−K, . . . , x−K),

ãäå (x − K, . . . , x − K) îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ (x1, . . . , xn) ∈ Xn, ó
êîòîðûõ xi ∈ x−K, ò. å. xi ≤ x (i = 1, 2, . . . , n). Ïðîâåðèì, ÷òî Ω � σ-âûïóêëî. Ïóñòü
yk ∈ Ω, ‖yk‖ ≤ C, λk ≥ 0,

∞∑
k=1

λk = 1. Êàæäûé yk èìååò âèä yk = (xk−zk1, . . . , xk−zkn),
ãäå xk ∈ aB, zki ∈ K, ‖zki‖ ≤ C + a. Ïîëîæèì

y =
∞∑

k=1

λkyk =
( ∞∑

k=1

λkxk −
∞∑

k=1

λkzk1, . . . ,

∞∑

k=1

λkxk −
∞∑

k=1

λkzkn

)
.

Âñëåäñòâèå (b)-ïîëíîòû X âñå ðÿäû â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäÿòñÿ,
∥∥∥

∞∑

k=1

λkxk

∥∥∥ ≤ a,

29Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî (7), è äàæå ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó êîíóñ K ′ íåíóëåâîé, à òîãäà
V (K,n) = N(K ′, n) = 1.
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à òàê êàê êîíóñ K çàìêíóò, òî
∞∑

k=1

λkzki ∈ K ïðè ëþáîì i = 1, 2, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì,
y ∈ Ω.

Ïóñòü Ω◦ � ïîëÿðà ìíîæåñòâà Ω. Äîêàæåì, ÷òî Ω◦ ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîì
åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàíñòâà (X ′)n, ïðè÷åì, åñëè g = (f1, . . . , fn) ∈ Ω◦, òî âñå fi ∈
K ′. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g ∈ Ω◦, òî, â ÷àñòíîñòè, g(0, 0, . . . , 0, −z︸︷︷︸

(i)

, 0, . . . , 0) = −fi(z) ≤

1 äëÿ ëþáîãî z ∈ K, à ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà fi(z) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ K
(ïîëÿðà (−K)◦ = K ′). Òàêèì îáðàçîì, fi ∈ K ′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè íåíóëåâîé
ôóíêöèîíàë g ∈ Ω◦, òî äëÿ êàæäîãî x ∈ aB

g(x, . . . , x) =
n∑

i=1

fi(x) ≤ 1,

îòêóäà
∥∥∥

n∑
i=1

fi

∥∥∥ ≤ 1

a
. Íî èç îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò íîðìàëüíîñòè è èõ ìîíîòîííîñòè

âèäíî, ÷òî
n∑

i=1

‖fi‖ ≤ a
∥∥∥

n∑
i=1

fi

∥∥∥ ≤ 1,

ò. å., áëàãîäàðÿ ôîðìóëå (6), ‖g‖ ≤ 1.
Ïî òåîðåìå î áèïîëÿðå Ω◦◦ = Ω. Íî òàê êàê Ω◦◦ ⊃ Bn, òî Bn ⊂ Ω. Ïóñòü çíàê

âîëíû ∼ íàä ìíîæåñòâîì îçíà÷àåò ïåðåõîä ê åãî îòêðûòîìó ÿäðó. ßñíî, ÷òî γB ⊂ B̃,
åñëè 0 < γ < 1. Òåïåðü, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû III.5.1, ïðè ëþáîì ε > 0 èìååì 1

1 + ε
Bn ⊂

B̃n ⊂ Ω̃ = Ω̃ ⊂ Ω, èëè Bn ⊂ (1 + ε)Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ B
ñóùåñòâóþò òàêîé u ∈ aB è òàêèå z1, . . . , zn ∈ K, ÷òî xi = (1+ε)(u−zi) (i = 1, . . . , n);
òåì ñàìûì (1 + ε)u ìàæîðèðóåò x1, . . . , xn è ‖u‖ ≤ a. À òîãäà V (K,n) ≤ (1 + ε)a è,
áëàãîäàðÿ ïðîèçâîëüíîñòè ε, V (K, n) ≤ a, ò. å. (7) äîêàçàíî. ¤

Çàìå÷àíèå. Ïðèìåíÿÿ âòîðóþ ïîëîâèíó äîêàçàííîé òåîðåìû ïðè n = 2,
ìû ñíîâà ïîëó÷àåì òåîðåìó Àíäî (IV!6.2). Îäíàêî òåîðåìà IV!6.1, äàþùàÿ
õàðàêòåðèñòèêó íîðìàëüíîñòè K ′ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÓÍÏ (X, K), òàê æå
íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû III.6.1 íå âûòåêàåò, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÓÍÏ
ìû èìååì ëèøü íåðàâåíñòâî, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîíóñ K íåñïëþùåí, òî
K ′ íîðìàëåí.

Òåîðåìà III.6.2. Ïóñòü (X, K) � ÓÁÏ ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K. Äëÿ òîãî
÷òîáû ñîïðÿæåííûé êîíóñ K ′ áûë îøòóêàòóðèâàåìûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû êîíóñ K áûë èíôðàòåëåñíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå III.1.3 îøòóêàòóðèâàåìîñòü êîíóñà K ′

ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî êîíñòàíò íîðìàëüíîñòè
N(K ′, n). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíôðàòåëåñíîñòü êîíóñà K ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòàíò V (K, n). Íî, áëàãîäàðÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ýòè
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû ìåæäó ñîáîé. ¤

Åñëè îòêàçàòüñÿ îò çàìêíóòîñòè êîíóñà K, òî â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè òåîðåìà
ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé. Íàïðèìåð, åñëè çà K ïðèíÿòü êîíóñ âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè â c0, òî ñîïðÿæåííûé äëÿ ïðîñòðàíñòâà (c0, K)
êîíóñ K ′ áóäåò òîò æå, ÷òî è ïðè êëàññè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè c0, ò. å. ýòî áóäåò
êëàññè÷åñêèé êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå `1, à îí îøòóêàòóðèâàåì. Îäíàêî K äàæå íå
âîñïðîèçâîäÿùèé.
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Íî â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìà III.6.2 âåðíà â ïðîèçâîëüíîì ÓÍÏ (X, K),
÷òî íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ïåðâîé ïîëîâèíû ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Åñëè æå
èñïîëüçîâàòü îïèñàííîå â òåîðåìå III.4.2 ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà X, òî, ïîñêîëüêó
îíî íå âëèÿåò íè íà ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X ′, íè íà ñîïðÿæåííûé êîíóñ
K ′, ïîëó÷èòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îøòóêàòóðèâàåìîñòè K ′

ÿâëÿåòñÿ èíôðàòåëåñíîñòü êîíóñà (èëè êëèíà) KY â ïðîñòðàíñòâå (Y, KY ).
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IV. O-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ È Oσ-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ÓÍÏ, â êîòîðûõ ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ñîâïàäàåò
ñ (o)-ñõîäèìîñòüþ. Âïåðâûå òàêèå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàëèñü àìåðèêàíñêèì
ìàòåìàòèêîì Ð. ÄåÌàððîì [21].

� 1. ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ O-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Îïðåäåëåíèå. ÓÍÏ (X,K) íàçûâàåòñÿ O-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íàïðàâëåíèå
xα

(b)−→ x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xα
(o)−→ x.

Òåîðåìà IV.1.1 [7]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÓÍÏ (X, K) áûëî O-ïðîñòðàíñòâîì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

1) êîíóñ K áûë çàìêíóòûì, íîðìàëüíûì è òåëåñíûì;
2) íîðìà â X áûëà ìîíîòîííî íåïðåðûâíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (X,K) � O-ïðîñòðàíñòâî. Åñëè xn ∈

K è xn
(b)−→ x, òî xn

(o)−→ x. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò óáûâàþùåå íàïðàâëåíèå
yβ ↓ x, ìàæîðèðóþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî β
ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî xn ≤ yβ ïðè n ≥ N 30. Íî òîãäà ÿñíî, ÷òî âñå yβ ≥ 0 è
ïîòîìó x ≥ 0, ò. å. x ∈ K.

Äîïóñòèì, ÷òî êîíóñ K íå íîðìàëåí. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn}, ÷òî

0 < yn < xn, ‖xn‖ =
1

n
, ‖yn‖ > 1.

Òàê êàê xn
(b)−→ 0, òî xn

(o)−→ 0, ñëåäîâàòåëüíî, è yn
(o)−→ 0. Â òî æå âðåìÿ ‖yn‖ 6→ 0, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ O-ïðîñòðàíñòâà. Èòàê, êîíóñ K íîðìàëåí.
Ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíîñòü íîðìû òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç

ñîâïàäåíèÿ (b)-ñõîäèìîñòè è (o)-ñõîäèìîñòè. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü òåëåñíîñòü
êîíóñà K. Ïî òåîðåìå II!1.4 äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü (o)-îãðàíè÷åííîñòü
õîòÿ áû îòêðûòîãî åäèíè÷íîãî øàðà B ⊂ X. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ îòëè÷íûõ
îò íóëÿ ýëåìåíòîâ øàðà B è ñîñòàâèì èç íèõ íàïðàâëåíèå, ñ÷èòàÿ, ÷òî x ñëåäóåò çà

30Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåé÷àñ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé íàïðàâëåíèÿ,
ñîîòíîøåíèå xn

(o)−−→ x îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ {xn} ñóùåñòâóþò íàïðàâëåíèÿ, ¾ñæèìàþùèå åå ê x¿.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ (o)-ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â

íåðàâåíñòâå è î ¾ñæàòîé¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó â O-ïðîñòðàíñòâå ýòè òåîðåìû äîëæíû
áûòü ñïðàâåäëèâû è äëÿ (b)-ñõîäèìîñòè. À òîãäà çàìêíóòîñòü è íîðìàëüíîñòü êîíóñà âûòåêàþò èç
ëåììû (II!3) è ñëåäñòâèÿ 1 èç òåîðåìû IV!2.1.
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y (x, y ∈ B), åñëè ‖x‖ < ‖y‖ 31. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ íàïðàâëåíèå, (b)-ñõîäÿùååñÿ
ê 0. Íî òîãäà îíî è (o)-ñõîäèòñÿ ê 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ B, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ x ñ ‖x‖ < ‖y‖ (o)-îãðàíè÷åíî: u ≤ x ≤ v. À òîãäà

1

‖y‖u ≤ x ≤ 1

‖y‖v ∀x ∈ B.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü u À 0. Òàê êàê êîíóñ K íîðìàëåí è òåëåñåí, u-íîðìà
ýêâèâàëåíòíà îñíîâíîé íîðìå â X (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû IV!4.1). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî xα

(u)−→ 0. Òàê êàê ±xα ≤ ‖xα‖uu, òî íàïðàâëåíèÿ {λu} è {−λu} (λ > 0),
óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ λ, ñëóæàò ¾ñæèìàþùèìè¿ äëÿ {xα}. Ñëåäîâàòåëüíî,
xα

(o)−→ 0.
Îáðàòíî, ïóñòü xα

(o)−→ 0, à {yβ} è {zγ} � ¾ñæèìàþùèå¿ íàïðàâëåíèÿ (yβ ↓ 0, zγ ↑
0). Âñëåäñòâèå ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîñòè íîðìû yβ

(b)−→ 0 è zγ
(b)−→ 0. Åñëè α òàêîâî,

÷òî zγ ≤ xα ≤ yβ, òî (ñì. ñëåäñòâèå 2 èç òåîðåìû IV!2.1) ‖xα‖ ≤ C max(‖yβ‖, ‖zγ‖),
ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xα

(b)−→ 0. ¤
Ñëåäñòâèå. Åñëè â ÓÍÏ (X, K) êîíóñ K çàìêíóò, òåëåñåí è ïðàâèëåí, òî

(X,K) � O-ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìàì I.2.1�2 êîíóñ K íîðìàëåí, à ïî òåîðåìå I.5.2

íîðìà â X ìîíîòîííî íåïðåðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû
âûïîëíåíû. ¤

Èç äîêàçàííîãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò âåñüìà ïðîñòîé ñïîñîá ïðåâðàùåíèÿ
ïðîèçâîëüíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X â O-ïðîñòðàíñòâî. Äîñòàòî÷íî âçÿòü
ëþáîé ýëåìåíò u 6= 0, îïèñàòü îêîëî íåãî çàìêíóòûé øàð S(u; r) ñ ðàäèóñîì r < ‖u‖
è íàòÿíóòü íà ýòîò øàð êîíóñ K. Ïî òåîðåìå II.1.1 ýòîò êîíóñ îøòóêàòóðèâàåì,
ñëåäîâàòåëüíî, òåì áîëåå ïðàâèëåí. Êðîìå òîãî, îí çàìêíóò ïî òåîðåìå II!3.4 è
òåëåñåí ïî ïîñòðîåíèþ.

Ê òîìó æå ðåçóëüòàòó ìû ïðèäåì è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, åñëè â êà÷åñòâå
K âîçüìåì ëþáîé êîíóñ, íàòÿíóòûé íà çàìêíóòîå, âûïóêëîå, (b)-îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå 0. Îäíàêî ñóùåñòâóþò O-ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå íå
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêèì ñïîñîáîì; áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò O-ïðîñòðàíñòâà ñ
íåïðàâèëüíûì êîíóñîì. Òàê, â ïðîñòðàíñòâå èç ïðèìåðà 3 (I.5) êîíóñ K çàìêíóò,
íåïðàâèëåí, à íîðìà ìîíîòîííî íåïðåðûâíà. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòîò êîíóñ íîðìàëåí
è òåëåñåí. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåêòîð u = {2, 0, 0, . . .} � âíóòðåííÿÿ òî÷êà â K.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ‖x− u‖ ≤ 1, (x = {ξk}), òî ξ1 ≥ 1 è |ξk| ≤ 1 ïðè âñåõ ïðî÷èõ k,
ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ K. Äàëåå, åñëè x ∈ [−u, u], òî |ξ1| ≤ 2 è |ξk| ≤ 2 + |ξ1| ≤ 4 ïðè
k ≥ 2, çíà÷èò, èíòåðâàë [−u, u] (b)-îãðàíè÷åí è ïî òåîðåìå IV!2.3 êîíóñ K íîðìàëåí.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî � O-ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà IV.1.2. Åñëè â O-ïðîñòðàíñòâå (X, K) êîíóñ K ìèíèýäðàëåí, òî X
êîíå÷íîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 èç I.5 èç ìèíèýäðàëüíîñòè êîíóñà
K â O-ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò, ÷òî îí ïðàâèëåí, à òîãäà îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà
òåîðåìó I.2.4. ¤

31Çäåñü ðîëü èíäåêñîâ èãðàþò ñàìè ýëåìåíòû. Ñîãëàñíî ââåäåííîìó â B îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà
îíè îáðàçóþò ìíîæåñòâî, íàïðàâëåííîå ïî âîçðàñòàíèþ.
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� 2. ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ Oσ-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Åñëè â îïðåäåëåíèè O-ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷èòüñÿ òðåáîâàíèåì ñîâïàäåíèÿ (b)-
ñõîäèìîñòè è (o)-ñõîäèìîñòè òîëüêî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå
âèäîèçìåíåíèå ïîíÿòèÿ O-ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. ÓÍÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ Oσ-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

(b)−→ x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn
(o)−→ x.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, (o)-ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû áóäåì ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå, êàê ýòî áûëî ñôîðìóëèðîâàíî
â I!4, ò. å. xn

(o)−→ x, åñëè ñóùåñòâóþò ¾ñæèìàþùèå¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn ↓ x è
zn ↑ x, ïðè÷åì zn ≤ xn ≤ yn äëÿ âñåõ n ∈ N. Òåì íå ìåíåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ïðåäëîæåíèå:

âñÿêîå O-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ Oσ-ïðîñòðàíñòâîì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X � O-ïðîñòðàíñòâî, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

(b)−→ 0.
Êàê ïîêàçàíî ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû IV.1.1 (ïóíêò á)), îíà ¾ñæèìàåòñÿ¿
ìîíîòîííûìè íàïðàâëåíèÿìè {λu} è {−λu} (u À 0). Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{‖xn‖uu} è {−‖xn‖uu} òîæå áóäóò ¾ñæèìàþùèìè¿ äëÿ {xn}, ñëåäîâàòåëüíî, xn

(o)−→
0 â òîì ñìûñëå, êàê ýòî ïîíèìàåòñÿ â îïðåäåëåíèè Oσ-ïðîñòðàíñòâà. Îáðàòíîå
çàêëþ÷åíèå (èç xn

(o)−→ 0 âûòåêàåò, ÷òî xn
(b)−→ 0) â ïðîâåðêå íå íóæäàåòñÿ.

Òåîðåìà IV.2.1 [7]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÓÍÏ (X, K) áûëî Oσ-ïðîñòðàíñòâîì,
íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå åãî (b)-ïîëíîòû è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

1) êîíóñ K áûë çàìêíóòûì, íîðìàëüíûì è èíôðàòåëåñíûì;
2) íîðìà â X áûëà ìîíîòîííî σ-íåïðåðûâíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Çàìêíóòîñòü è íîðìàëüíîñòü êîíóñà K

ïðîâåðÿþòñÿ òàê æå, êàê è â O-ïðîñòðàíñòâå. Ìîíîòîííàÿ σ-íåïðåðûâíîñòü íîðìû
î÷åâèäíà. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü èíôðàòåëåñíîñòü K.

Äîïóñòèì, ÷òî K íå èíôðàòåëåñåí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x

(n)
1 , . . . , x

(n)
kn

èç çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî øàðà B ⊂ X,
÷òî åñëè y ≥ x

(n)
i ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , kn, òî ‖y‖ > n2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x
(1)
1 , . . . , x

(1)
k1

, . . . ,
1

n
x

(n)
1 , . . . ,

1

n
x

(n)
kn

, . . .
(b)−→ 0,

ñëåäîâàòåëüíî, îíà è (o)-ñõîäèòñÿ ê 0, à ïîòîìó îíà (o)-îãðàíè÷åíà. Ïóñòü y � åå
âåðõíÿÿ ãðàíèöà. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ïðè ëþáîì n

1

n
x

(n)
1 , . . . ,

1

n
x

(n)
kn
≤ y

è ïî ïîñòðîåíèþ ‖y‖ > n, ÷òî íåâîçìîæíî.
á) Äîñòàòî÷íîñòü. Èç íîðìàëüíîñòè êîíóñà K è ìîíîòîííîé σ-íåïðåðûâíîñòè

íîðìû, êàê è äëÿ O-ïðîñòðàíñòâ, âûòåêàåò, ÷òî åñëè xn
(o)−→ 0, òî è xn

(b)−→ 0. Ïðîâåðèì
îáðàòíîå çàêëþ÷åíèå.

Ïóñòü ñíà÷àëà xn ∈ K è xn
(b)−→ 0. Âûäåëèì ÷àñòè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èíäåêñîâ n1 < n2 < . . . < nk < . . . òàê, ÷òî ‖xn‖ ≤ 1

k2
ïðè n ≥ nk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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β êîíñòàíòó èíôðàòåëåñíîñòè êîíóñà K. Ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû yk íîðìîé
‖yk‖ ≤ β

k2
, ÷òî

xnk
, . . . , xnk+1−1 ≤ yk.

Ïîëîæèì
y =

∞∑

k=1

yk + x1 + . . . + xn1−1.

Òîãäà xn ≤ y ïðè âñåõ n. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ (b)-ñõîäÿùàÿñÿ ê 0
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (o)-îãðàíè÷åíà. Äàëåå ïîäáåðåì
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λn òàê, ÷òî λn ↑ +∞, à λnxn

(b)−→ 0. Ïî óæå äîêàçàííîìó,
ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîæå (o)-îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, λnxn ≤ z ïðè âñåõ n.
Òîãäà xn ≤ 1

λn

z è, áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó Àðõèìåäà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xn
(o)−→ 0.

Ïåðåõîäèì ê ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn
(b)−→ 0. Òàê êàê èíôðàòåëåñíûé

êîíóñ íåñïëþùåí (III.4), ñóùåñòâóþò òàêèå un, vn ∈ K, ÷òî xn = un − vn, à
‖un‖, ‖vn‖ ≤ M‖xn‖. Íî òîãäà un

(b)−→ 0 è vn
(b)−→ 0, îòêóäà, ïî äîêàçàííîìó, un

(o)−→ 0

è vn
(o)−→ 0, à ïîòîìó è xn

(b)−→ 0. ¤
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî c0 ñ

åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð Oσ-ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå íå
ÿâëÿåòñÿ O-ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, âñå óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû
â c0 âûïîëíåíû (ñð. III.4), íî êîíóñ â c0 íå òåëåñåí. Ïîìèìî ðàññìîòðåííîãî
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû IV.1.1 ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîãî øàðà,
íàïðàâëåííîãî ïî óáûâàíèþ íîðìû, ïðèâåäåì åùå îäèí ïðîñòîé ïðèìåð íàïðàâëåíèÿ
â c0, êîòîðîå ñõîäèòñÿ ê 0 ïî íîðìå, íî íå ñõîäèòñÿ ïî óïîðÿäî÷åíèþ:

{
1

n
ek

}
, ãäå

n ∈ N, à ek � êîîðäèíàòíûå îðòû â c0, è ïàðû èíäåêñîâ (n, k) óïîðÿäî÷åíû ïî
âîçðàñòàíèþ n: (n1, k1) > (n2, k2), åñëè n1 > n2.

Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàííîé òåîðåìå óñëîâèå (b)-ïîëíîòû â ÷àñòè
äîñòàòî÷íîñòè ñóùåñòâåííî, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì. Ðàññìîòðèì
ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ èç c0 ñ òåì æå êëàññè÷åñêèì
óïîðÿäî÷åíèåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû, êðîìå (b)-ïîëíîòû, â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíåíû, íî îíî íå Oσ-ïðîñòðàíñòâî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
1

n
en

(b)−→ 0 (en � êîîðäèíàòíûå îðòû), íî íå (o)-îãðàíè÷åíà è ïîòîìó íå ìîæåò
(o)-ñõîäèòüñÿ.

Ïîïóòíî îòìåòèì, ÷òî ïðèìåð c0 ïîäòâåðæäàåò, ÷òî, â îòëè÷èå îò O-ïðîñòðàíñòâ,
áåñêîíå÷íîìåðíûå Oσ-ïðîñòðàíñòâà ñ ìèíèýäðàëüíûì êîíóñîì ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóþò (c0 äàæå áàíàõîâî K-ïðîñòðàíñòâî).

Ïðèìåð 1 (I.5) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò Oσ-ïðîñòðàíñòâî ñ òåëåñíûì êîíóñîì,
êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ O-ïðîñòðàíñòâîì. Â [18] ïîñòðîåí ïðèìåð Oσ-ïðîñòðàíñòâà ñ
îøòóêàòóðèâàåìûì êîíóñîì ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðîå òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
O-ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà IV.2.2. Åñëè (X,K) � Oσ-ïðîñòðàíñòâî, òî âñÿêîå ïðåäêîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî32 â X (o)-îãðàíè÷åíî.

32Ìíîæåñòâî E ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì, åñëè åãî çàìûêàíèå â (b)-ïîïîëíåíèè
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ X ïðåäêîìïàêòíî. Èç òåîðèè
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ èçâåñòíî, ÷òî â X ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn

(b)−→ 0, ÷òî E ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîé ñèììåòðè÷íîé âûïóêëîé îáîëî÷êå
ìíîæåñòâà {xn} (ñì. òåîðåìó IV.5.1). Íî òàê êàê X � Oσ-ïðîñòðàíñòâî, òî xn

(o)−→ 0 è
ïîòîìó {xn} (o)-îãðàíè÷åíà: ±xn ≤ y ïðè âñåõ n. Èíòåðâàë [−y, y] � ñèììåòðè÷íîå,
âûïóêëîå è çàìêíóòîå (ïîñëåäíåå � áëàãîäàðÿ çàìêíóòîñòè K) ìíîæåñòâî, ïîýòîìó
çàìêíóòàÿ ñèììåòðè÷íàÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà {xn} ñîäåðæèòñÿ â [−y, y].
Òåì áîëåå: E ⊂ [−y, y], çíà÷èò, E (o)-îãðàíè÷åíî. ¤

Çàìå÷àíèå. Åñëè â òåîðåìå IV.2.1 óñëîâèå èíôðàòåëåñíîñòè êîíóñà K çàìåíèòü
íà (o)-îãðàíè÷åííîñòü ëþáîãî ïðåäêîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â X, à ïðî÷èå óñëîâèÿ
îñòàâèòü áåç èçìåíåíèÿ, òî ïîëó÷àòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ïðîèçâîëüíîå ÓÍÏ (X,K) (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î åãî (b)-ïîëíîòå)
îêàçûâàåòñÿ Oσ-ïðîñòðàíñòâîì33. Äåéñòâèòåëüíî, èíôðàòåëåñíîñòü êîíóñà K áûëà
èñïîëüçîâàíà äëÿ òîãî, ÷òîáû èç (b)-ñõîäèìîñòè âûâåñòè (o)-ñõîäèìîñòü. Åñëè æå
äîïóñòèòü, ÷òî ëþáîå ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî (o)-îãðàíè÷åíî, òî, â ÷àñòíîñòè,
ëþáàÿ (b)-ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (o)-îãðàíè÷åíà, à òîãäà ðàññóæäàåì òàê:
åñëè xn

(b)−→ 0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn ↑ +∞ (λn > 0), ÷òî
λnxn

(b)−→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ, ±λnxn ≤ y, îòêóäà ±xn ≤ 1

λn

y è xn
(b)−→ 0.

� 3. Î ÄÅÄÅÊÈÍÄÎÂÎÉ ÏÎËÍÎÒÅ O- è Oσ-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Òåîðåìà IV.3.1.34 Åñëè (X, K) � äåäåêèíäîâî σ-ïîëíîå Oσ-ïðîñòðàíñòâî, òî
îíî (b)-ïîëíî è äåäåêèíäîâî ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì (b)-ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà X. Ïóñòü
{xn} � âîçðàñòàþùàÿ (b)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Òàê êàê ýëåìåíòû (b)-ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò
ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî, ïî òåîðåìå IV.2.2, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (o)-
îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò sup xn. Òîãäà (b)-ïîëíîòà X âûòåêàåò èç
òåîðåìû IV!2.6, à äåäåêèíäîâà ïîëíîòà (X, K) èç ñëåäñòâèÿ 1 èç òåîðåìû I.5.1. ¤

Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íå âñÿêîå áàíàõîâî Oσ-
ïðîñòðàíñòâî, è äàæå O-ïðîñòðàíñòâî, äåäåêèíäîâî ïîëíî.

Òåîðåìà IV.3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû áàíàõîâî Oσ-ïðîñòðàíñòâî (X, K) áûëî
äåäåêèíäîâî ïîëíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë ïðàâèëüíûì.

Âûòåêàåò ñðàçó èç òåîðåì I.5.1 è IV.3.1.
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî áàíàõîâî O-ïðîñòðàíñòâî ñ íåïðàâèëüíûì êîíóñîì

èç ïðèìåðà 3 íå ÿâëÿåòñÿ äåäåêèíäîâî σ-ïîëíûì.
Ñëåäñòâèå. Åñëè â äåäåêèíäîâî ïîëíîì Oσ-ïðîñòðàíñòâå (X,K) êîíóñ K

òåëåñåí, òî (X,K) � (b)-ïîëíîå O-ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùèì äâóì òåîðåìàì X (b)-ïîëíî, à êîíóñ K

ïðîñòðàíñòâà X êîìïàêòíî, ò. å., èíûìè ñëîâàìè, åñëè èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ
èç E ìîæíî âûäåëèòü ÷àñòè÷íóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ. Ýòî ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ â E ïðè
ëþáîì ε > 0 êîíå÷íîé ε-ñåòè.

33Õàðàêòåðèñòèêà Oσ-ïðîñòðàíñòâ â òàêîé ôîðìå áûëà óêàçàíà È.È. ×ó÷àåâûì.
34Â [7] òåîðåìû IV.3.1-2 áûëè äîêàçàíû ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîíóñ K òåëåñåí.

È.È. ×ó÷àåâ îáðàòèë âíèìàíèå àâòîðà íà âîçìîæíîñòü îñâîáîäèòüñÿ îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ.
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ïðàâèëåí. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå èç òåîðåìû IV.1.1. ¤

� 4. ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÅ O-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ïóñòü (X, K) � ïðîèçâîëüíîå ÓÍÏ ñ ïðîñòðàíñòâåííûì êîíóñîì K35.
Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′).

Òåîðåìà IV.4.1. Åñëè (X ′, K ′) � Oσ-ïðîñòðàíñòâî, òî îíî è O-ïðîñòðàíñòâî,
ïðè÷åì êîíóñ K ′ ïðàâèëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X
áàíàõîâî, à êîíóñ K çàìêíóò36. Ïóñòü (X ′, K ′) � Oσ-ïðîñòðàíñòâî; òîãäà êîíóñ
K ′ íîðìàëåí è èíôðàòåëåñåí. Ïî òåîðåìå III.4.1, êîíóñ K ′ òåëåñåí, à ïî òåîðåìå
Àíäî (IV!6.2) êîíóñ K � âîñïðîèçâîäÿùèé, ñëåäîâàòåëüíî è íåñïëþùåííûé. Òîãäà,
ïî òåîðåìå III!4.1, ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) äåäåêèíäîâî ïîëíî. Òåïåðü ïðàâèëüíîñòü
êîíóñà K ′ âûòåêàåò èç òåîðåìû IV.3.2, à ïî ñëåäñòâèþ èç ýòîé òåîðåìû (X ′, K ′) �
O-ïðîñòðàíñòâî. ¤

Òåîðåìà IV.4.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáà ïðîñòðàíñòâà (X,K) è (X ′, K ′) áûëè
O-ïðîñòðàíñòâàìè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë çàìêíóòûì,
òåëåñíûì è îøòóêàòóðèâàåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Òàê êàê êîíóñ K ′ âO-ïðîñòðàíñòâå (X ′, K ′)
òåëåñåí, òî K îøòóêàòóðèâàåì ïî òåîðåìå II.3.1. Ïðî÷èå óñëîâèÿ âûòåêàþò èç
òåîðåìû IV.1.1.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Èç îøòóêàòóðèâàåìîñòè êîíóñà K âûòåêàåò åãî ïðàâèëüíîñòü,
è ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû IV.1.1 (X,K) � O-ïðîñòðàíñòâî. Äàëåå, èç òåëåñíîñòè è
îøòóêàòóðèâàåìîñòè K âûòåêàþò òå æå ñâîéñòâà K ′ (II.3). Êðîìå òîãî, ñîïðÿæåííûé
êîíóñ âñåãäà çàìêíóò è ïîòîìó (X ′, K ′) òîæå O-ïðîñòðàíñòâî. ¤

Èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî åñëè íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
X ïðåâðàùåíî â O-ïðîñòðàíñòâî ñ ïîìîùüþ êîíóñà, íàòÿíóòîãî íà (b)-îãðàíè÷åííîå,
âûïóêëîå, çàìêíóòîå òåëî, íå ñîäåðæàùåå 0, òî íå òîëüêî X ′, íî è âñå ïîñëåäóþùèå
ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà X ′′, X ′′′, . . . òîæå áóäóò O-ïðîñòðàíñòâàìè.

Ëåììà. Åñëè â ÓÍÏ (X,K) êîíóñ K íîðìàëåí è ïðàâèëåí, à ëþáîå
ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â X (o)-îãðàíè÷åíî, òî íîðìà â X ìîíîòîííî σ-
íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn ↓ 0. Èç ïðàâèëüíîñòè êîíóñà K âûòåêàåò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} (b)-ôóíäàìåíòàëüíà. Âûäåëèì âîçðàñòàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nk òàê, ÷òî

‖xn − xm‖ ≤ 1

k2
ïðè n,m ≥ nk.

Çàòåì ïðè n,m ≥ n1 ïîëîæèì

λnm = max{k : nk ≤ n,m}

è îáðàçóåì íàïðàâëåíèå, óïîðÿäî÷åííîå ïî âîçðàñòàíèþ îáîèõ èíäåêñîâ, {λnmynm},
ãäå ynm = xn − xm. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 äëÿ ìíîæåñòâà {λnmynm}

35Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà K � ïðîñòðàíñòâåííûé êëèí.
36B ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî âìåñòî (X,K) ðàññìîòðåòü åãî (b)-ïîïîëíåíèå (Y, KY ). Ïðè ýòîì

ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî è ñîïðÿæåííûé êîíóñ îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.
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ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü37, è ïîòîìó ýòî ìíîæåñòâî ïðåäêîìïàêòíî. Òîãäà, ïî
óñëîâèþ, îíî (o)-îãðàíè÷åíî, ñëåäîâàòåëüíî, λnmynm ≤ z. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî k èìååì

xn − xm ≤ 1

k
z ïðè n,m ≥ nk.

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê (o)-ïðåäåëó ïðè m → +∞, ïîëó÷èì 0 ≤ xn ≤ 1

k
z è ïîòîìó,

áëàãîäàðÿ íîðìàëüíîñòè êîíóñà K, xn
(b)−→ 0. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè â ÓÍÏ (X,K) êîíóñ K çàìêíóò, íîðìàëåí è ïðàâèëåí,
à ëþáîå ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â X (o)-îãðàíè÷åíî, òî (X,K) � Oσ-
ïðîñòðàíñòâî.

Âûòåêàåò èç ëåììû, åñëè ó÷åñòü çàìå÷àíèå ê òåîðåìå IV.2.2.
Òåîðåìà IV.4.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÓÍÏ (X,K) áûëî Oσ-ïðîñòðàíñòâîì, à

ñîïðÿæåííîå ÓÍÏ (X ′, K ′) O-ïðîñòðàíñòâîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:
1) êîíóñ K áûë çàìêíóòûì è îøòóêàòóðèâàåìûì;
2) ëþáîå ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â X áûëî (o)-îãðàíè÷åííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü îøòóêàòóðèâàåìîñòè K âûòåêàåò èç òîãî,

÷òî K ′ òåëåñåí, à íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ 2) äîêàçàíà â òåîðåìå IV.2.2.
á) Äîñòàòî÷íîñòü. Òàê êàê îøòóêàòóðèâàåìîñòü K âëå÷åò åãî íîðìàëüíîñòü è

ïðàâèëüíîñòü, òî, ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû, (X, K) � Oσ-ïðîñòðàíñòâî. Äàëåå, èç
îøòóêàòóðèâàåìîñòè êîíóñà K âûòåêàåò òåëåñíîñòü K ′, à íî òåîðåìå IV.2.1 êîíóñ
K èíôðàòåëåñåí. Òîãäà, ïî òåîðåìå III.6.2, êîòîðàÿ, êàê îòìå÷åíî â êîíöå III.6, â
÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè âåðíà âñåãäà, êîíóñ K ′ îøòóêàòóðèâàåì. À òåïåðü, áëàãîäàðÿ
ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû IV.1.1, (X ′, K ′) � O-ïðîñòðàíñòâî. ¤

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü (X, K) � Oσ-ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) áûëî O-ïðîñòðàíñòâîì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë îøòóêàòóðèâàåìûì.

Âûòåêàåò ñðàçó èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîñêîëüêó ïðî÷èå åå óñëîâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ â ëþáîì Oσ-ïðîñòðàíñòâå.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â Oσ-ïðîñòðàíñòâå (X, K) êîíóñ K ìèíèýäðàëåí è
îøòóêàòóðèâàåì, òî X êîíå÷íîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èíôðàòåëåñíûé êîíóñ íåñïëþùåí, òî, ïî
òåîðåìå V!3.1, ñîïðÿæåííûé êîíóñ K ′ ìèíèýäðàëåí. Ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ
(X ′, K ′) � O-ïðîñòðàíñòâî, à òîãäà, ïî òåîðåìå IV.1.2, X ′ êîíå÷íîìåðíî,
ñëåäîâàòåëüíî, è X êîíå÷íîìåðíî. ¤

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåð ÓÍÏ, êîòîðîå ñàìî íå ÿâëÿåòñÿ Oσ-
ïðîñòðàíñòâîì, íî ó êîòîðîãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî � O-ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 638. Ïóñòü X = `2 ñ êëàññè÷åñêîé íîðìîé, à óïîðÿäî÷åíèå â X ââåäåíî
ñ ïîìîùüþ êîíóñà

K =
{

x ∈ X : ξk ≥ 0 ïðè âñåõ k,

∞∑

k=2

ξ2
k ≤ ξ2

1

}
.

37Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî ‖λnmynm‖ < ε ïðè n,m ≥ nk. Êðîìå òîãî, âñå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λnmynm}m ïðè ôèêñèðîâàííîì n, n1 ≤ n < nk (èõ � êîíå÷íîå ÷èñëî) (b)-
ôóíäàìåíòàëüíû, à ïîòîìó êàæäàÿ èç íèõ èìååò êîíå÷íóþ ε-ñåòü. Îñòàåòñÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè m è
n.

38Ýòîò ïðèìåð òàêæå ïîñòðîåí È.È. ×ó÷àåâûì.
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Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ X

‖x‖ ≤ |ξ1|+
√√√√

∞∑

k=2

ξ2
k,

òî ‖x‖ ≤ 2ξ1, åñëè x ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = ξ1 � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé
ôóíêöèîíàë è êîíóñ K äîïóñêàåò îøòóêàòóðèâàíèå. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ïîëîæèì

u = {2‖x‖+ |ξ1|, |ξ2|, |ξ3|, . . .}.
Òîãäà u ∈ K è u ≥ x. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîíóñ K � âîñïðîèçâîäÿùèé. Çàìêíóòîñòü
K î÷åâèäíà. Ïî òåîðåìå Àíäî, ñîïðÿæåííûé êîíóñ K ′ íîðìàëåí, à òàê êàê
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X ′ = `2 è, òåì ñàìûì, ðåôëåêñèâíî, òî, ïî òåîðåìå I.4.1,
K ′ âïîëíå ïðàâèëåí. Êðîìå òîãî, K ′ òåëåñåí, ïîñêîëüêó K îøòóêàòóðèâàåì. Òåïåðü,
ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû IV.1.1, (X ′, K ′) � O-ïðîñòðàíñòâî.

Â òî æå âðåìÿ, äàæå êëàññè÷åñêèé êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå `2 íå òåëåñåí,
ñëåäîâàòåëüíî, è êîíóñ K íå òåëåñåí, à â ðåôëåêñèâíîì ïðîñòðàíñòâå òåëåñíîñòü
ðàâíîñèëüíà èíôðàòåëåñíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, K íå èíôðàòåëåñåí è ïîòîìó (X, K)
íå Oσ-ïðîñòðàíñòâî.

� 5. ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÏÐÅÄÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ MHOÆÅCTBAX

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ, íà êîòîðîå ìû ññûëàëèñü ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû IV.2.2.

Òåîðåìà IV.5.1. Åñëè ìíîæåñòâî A â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X

ïðåäêîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn
(b)−→ 0, xn ∈ X, ÷òî

A ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîé ñèììåòðè÷íîé âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà {xn}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ÷èñëà λn > 0 òàê, ÷òî

∞∑
n=1

λn = 1, à çàòåì ïîëîæèì
εn = λ2

n+1. Òàê êàê A ïðåäêîìïàêòíî, òî ïðè ëþáîì n â íåì ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ

εn-ñåòü Pn = {y(n)
1 , . . . , y

(n)
mn}. Ïóñòü B =

∞⋃
n=1

Pn. ßñíî, ÷òî A ⊂ B.
Òåïåðü áóäåì ñòðîèòü íåêîòîðûå íîâûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ïîëîæèì

Q1 = {x(1)
1 , . . . , x(1)

m1
}, ãäå x

(1)
i =

1

λ1

y
(1)
i (i = 1, 2, . . . , m1).

Äàëåå, åñëè n > 1, òî äëÿ êàæäîãî y
(n)
i íàéäåì òàêîé z

(n)
i ∈ Pn−1, ÷òî ‖y(n)

i −
z

(n)
i ‖ < εn−1, à çàòåì ïîëîæèì x

(n)
i =

1

λn

(y
(n)
i − z

(n)
i ). Òîãäà ‖x(n)

i ‖ < λn.

Ìíîæåñòâî {x(n)
1 , . . . , x

(n)
mn} îáîçíà÷èì ÷åðåç Qn. Èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ Qn ñîñòàâèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x
(1)
1 , . . . , x(1)

m1
, . . . , x

(n)
1 , . . . , x(n)

mn
, . . .

(b)−→ 0. (1)

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì.
Åñëè y ∈ Pn (ò. å. y = y

(n)
i ïðè íåêîòîðîì i), à n ≥ 2, òî y = λnx + z, ãäå x ∈ Qn,

à zn ∈ Pn−1. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

y = λnx
(n)
in

+ λn−1x
(n−1)
in−1

+ . . . + λ1x
(1)
i1

,
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ãäå 1 ≤ ik ≤ mk; ñëåäîâàòåëüíî, Pn ñîäåðæèòñÿ â ñèììåòðè÷íîé âûïóêëîé îáîëî÷êå
ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1). À òîãäà B âêëþ÷àåòñÿ â çàìêíóòóþ
ñèììåòðè÷íóþ âûïóêëóþ îáîëî÷êó òîãî æå ìíîæåñòâà è, òåì áîëåå, ýòî âêëþ÷åíèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ A. ¤
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V. ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÐÅØÅÒÊÈ

� 1. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ, ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ
ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÌ ÐÅØÅÒÊÀÌ

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíî
îáëàäàòü ÐÓÍÏ, ÷òîáû â íåì ìîæíî áûëî ââåñòè ýêâèâàëåíòíóþ ìîíîòîííóþ
íîðìó è, òåì ñàìûì, ïðåâðàòèòü åãî â íîðìèðîâàííóþ ðåøåòêó. Äëÿ êðàòêîñòè
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÐÓÍÏ ýêâèâàëåíòíî íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå, åñëè â íåì
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ìîíîòîííàÿ íîðìà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà
áûëè èçëîæåíû â [6].

Òåîðåìà V.1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÐÓÍÏ (X, ‖ · ‖, K) áûëî ýêâèâàëåíòíî
íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë
íîðìàëüíûì è íåñïëþùåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ‖ · ‖′ � ýêâèâàëåíòíàÿ ìîíîòîííàÿ
íîðìà. Â íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå (X, ‖ · ‖′, K) êîíóñ K íîðìàëåí, ïîñêîëüêó íîðìà
‖ · ‖′ ìîíîòîííà. Ëþáîé x ∈ X ïðåäñòàâèì â âèäå x = x+ − x−, ïðè÷åì 0 ≤
x+, x− ≤ |x|, à òîãäà ‖x+‖′, ‖x−‖′ ≤ ‖|x|‖′ = ‖x‖′ áëàãîäàðÿ ìîíîòîííîñòè íîðìû.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ K íåñïëþùåí. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâà íîðìàëüíîñòè
è íåñïëþùåííîñòè êîíóñà K ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ýêâèâàëåíòíîé íîðìå.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü êîíóñ K íîðìàëåí è íåñïëþùåí. Ïî òåîðåìå IV!2.4, â
X ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìà, ìîíîòîííàÿ íà êîíóñå K, ïîýòîìó, íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óæå ‖ · ‖ ìîíîòîííà íà K. À òåïåðü ïîëîæèì

‖x‖′ = ‖|x|‖. (1)

Èç ñâîéñòâ ìîäóëÿ â âåêòîðíîé ðåøåòêå ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî ‖ · ‖′ � íîðìà è ïðèòîì,
î÷åâèäíî, ìîíîòîííàÿ. Ïðîâåðèì, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖ · ‖.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, âñÿêèé x ∈ X ïðåäñòàâèì â âèäå x = u − v, ãäå u, v ∈ K è
‖u‖, ‖v‖ ≤ M‖x‖ (M � êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè êîíóñà K). Íî

x+ = x ∨ 0 ≤ u, x− = (−x) ∨ 0 ≤ v

è ïîòîìó ‖x+‖, ‖x−‖ ≤ M‖x‖, à òîãäà ‖|x|‖ ≤ 2M‖x‖. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x‖′ ≤ 2M‖x‖.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
‖x‖ ≤ ‖x+‖+ ‖x−‖ ≤ 2‖|x|‖ = 2‖x‖′.

Òåì ñàìûì, íîðìû ‖ · ‖ è ‖ · ‖′ ýêâèâàëåíòíû. ¤
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â ÐÓÍÏ (X, K) êîíóñ K íîðìàëåí è íåñïëþùåí, òî îí
çàìêíóò.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìêíóòîñòü K â íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå (X, K) õîðîøî
èçâåñòíà39, ñëåäîâàòåëüíî, îí çàìêíóò è â ÐÓÍÏ, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî
íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÐÓÁÏ (X,K) áûëî ýêâèâàëåíòíî áàíàõîâîé
ðåøåòêå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë çàìêíóòûì è íîðìàëüíûì.

Íåîáõîäèìîñòü çàìêíóòîñòè êîíóñà K âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, à êîíóñ K çàìêíóòûé è
âîñïðîèçâîäÿùèé, òî îí íåñïëþùåí.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû (oσ)-ïîëíîå ÐÓÁÏ (X, K) áûëî ýêâèâàëåíòíî
áàíàõîâó Kσ-ïðîñòðàíñòâó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë
çàìêíóòûì.

Âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, ïîñêîëüêó â (oσ)-ïîëíîì ÐÓÁÏ
çàìêíóòîñòü êîíóñà K âëå÷åò åãî íîðìàëüíîñòü (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû IV!4.4).

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåé òåîðåìå V.1.1 íåñïëþùåííîñòü êîíóñà K íåëüçÿ çàìåíèòü
íà çàìêíóòîñòü. Â ïðèìåðå, ïðèâåäåííîì â íà÷àëå III!3, óêàçàíî ÐÓÍÏ, ñîñòîÿùåå
èç ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ñ çàìêíóòûì è íîðìàëüíûì, íî ñïëþùåííûì
êîíóñîì.

Èíîãäà îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé íåñêîëüêî èíàÿ ôîðìóëèðîâêà óñëîâèé
ýêâèâàëåíòíîñòè ÐÓÍÏ íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåòî÷íûå
îïåðàöèè â ÐÓÍÏ (b)-íåïðåðûâíû, åñëè èç xn

(b)−→ x è yn
(b)−→ y ñëåäóåò, ÷òî

xn ∨ yn
(b)−→ x ∨ y. Òàê êàê

xn ∨ yn = xn + (yn − xn)+,

òî ïðåäûäóùåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñîîòíîøåíèå xn
(b)−→ x âëå÷åò (xn)+

(b)−→
x+. Ïðè ýòîì, åñëè xn

(b)−→ x è (xn)+
(b)−→ x+, òî è (xn)−

(b)−→ x−, |xn| (b)−→ |x|. Îáðàòíî,
åñëè xn

(b)−→ x è |xn| (b)−→ |x|, òî

(xn)+ =
|xn|+ xn

2

(b)−→ x+, (xn)− =
|xn| − xn

2

(b)−→ x−.

Òàêèì îáðàçîì, (b)-íåïðåðûâíîñòü ðåøåòî÷íûõ îïåðàöèé ìîæåò áûòü
îõàðàêòåðèçîâàíà è òàê:

èç xn
(b)−→ x âûòåêàåò |xn| (b)−→ |x|.

Òåîðåìà V.1.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÐÓÍÏ (X,K) áûëî ýêâèâàëåíòíî
íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë
íîðìàëüíûì, à ðåøåòî÷íûå îïåðàöèè â (X, K) áûëè (b)-íåïðåðûâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â
íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå ðåøåòî÷íûå îïåðàöèè (b)-íåïðåðûâíû40. Ïðîâåðèì
èõ äîñòàòî÷íîñòü, à äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò
íåñïëþùåííîñòü êîíóñà K. Ïðåæäå âñåãî óñòàíîâèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ

39Ñì., íàïðèìåð, [5], ñòð. 193.
40Ñì. [5], ñòð. 193.
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ïîñòîÿííàÿ M , ÷òî ‖|x|‖ ≤ M‖x‖ äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Äåéñòâèòåëüíî, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëà áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn, äëÿ êîòîðûõ
‖|xn|‖ > n‖xn‖. He óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖xn‖ =

1

n
. Ñëåäîâàòåëüíî,

xn
(b)−→ 0, íî ‖|xn|‖ > 1, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåïåðü íåñïëþùåííîñòü

êîíóñà K âûòåêàåò ñðàçó èç ïðåäñòàâëåíèÿ x ∈ X â âèäå x = |x| − (|x| − x). ¤
Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå (∗-r)-ñõîäèìîñòè (ñì. IV!2), ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäíó

õàðàêòåðèñòèêó ÐÓÍÏ, ýêâèâàëåíòíîãî íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå.
Òåîðåìà V.1.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû àðõèìåäîâî ÐÓÍÏ (X,K) áûëî ýêâèâàëåíòíî

íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå, äîñòàòî÷íî, à â ñëó÷àå (b)-ïîëíîãî X è íåîáõîäèìî, ÷òîáû
(b)-ñõîäèìîñòü â (X, K) ñîâïàäàëà ñ (∗-r)-ñõîäèìîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ óêàçàííîãî óñëîâèÿ äîêàçàíà â
ñëåäñòâèè èç òåîðåìû IV!2.541. Äîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3
èç IV!2 èç ñîâïàäåíèÿ (∗-r)-ñõîäèìîñòè ñ (b)-ñõîäèìîñòüþ âûòåêàåò íîðìàëüíîñòü
êîíóñà K. Ïðîâåðèì (b)-íåïðåðûâíîñòü ðåøåòî÷íûõ îïåðàöèé â X.

Ïóñòü xn
(b)−→ x. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xni

(r)−→
x. Â òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåòî÷íûå îïåðàöèè â
àðõèìåäîâîé âåêòîðíîé ðåøåòêå (r)-íåïðåðûâíû42. Ñëåäîâàòåëüíî, |xni

| (r)−→ |x|. Íî
(r)-ñõîäèìîñòü âëå÷åò (∗-r)-ñõîäèìîñòü, à ïîòîìó, ïî óñëîâèþ, è (b)-ñõîäèìîñòü,
è, òàêèì îáðàçîì, |xni

| (b)−→ |x|. Òàê êàê ýòî ðàññóæäåíèå ïðèìåíèìî è ê ëþáîé
÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âûäåëåííîé èç {xn}, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è |xn| (b)−→
|x|. Òåïåðü îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ïðåäûäóùóþ òåîðåìó. ¤

Çàìå÷àíèå. Â ïðîèçâîëüíîé íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå èç (b)-ñõîäèìîñòè ìîæåò
íå âûòåêàòü (∗-r)-ñõîäèìîñòü. Òàê îáñòîèò äåëî, íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå L∞ ñ
èíòåãðàëüíîé íîðìîé, èíäóöèðîâàííîé èç L1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïî÷òè î÷åâèäíà, è ìû ôîðìóëèðóåì åå ëèøü äëÿ ïîëíîòû
èçëîæåíèÿ.

Òåîðåìà V.1.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÐÓÍÏ (X,K) áûëî ýêâèâàëåíòíî
íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû êîíóñ K áûë íîðìàëüíûì è òåëåñíûì.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó â íîðìèðîâàííîé ðåøåòêå
îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íîðìàëåí è òåëåñåí.
Äîñòàòî÷íîñòü óñòàíîâëåíà â ñëåäñòâèè èç òåîðåìû IV!4.1. Âïðî÷åì, äîñòàòî÷íîñòü
óñëîâèÿ âûòåêàåò òàêæå è èç çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå IV!7.3.

� 2. KB-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì âàæíûé êëàññ áàíàõîâûõ K-ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûé áûë
âûäåëåí è ïîäðîáíî èçó÷åí Ë.Â. Êàíòîðîâè÷åì. Ïîçäíåå ýòè ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷èëè
íàçâàíèå KB-ïðîñòðàíñòâ (ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à�Áàíàõà).

Îïðåäåëåíèå. KB-ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ áàíàõîâà ðåøåòêà (X, K) ñ
41Âïðî÷åì, ýòî � õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò èç òåîðèè áàíàõîâûõ ðåøåòîê, âïåðâûå óñòàíîâëåííûé

Ã. Áèðêãîôîì. Ñì. [5]. ñòð. 196.
42Ñì. [5], ñòð. 83.
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âïîëíå ïðàâèëüíûì êîíóñîì K43.
Âñÿêîå KB-ïðîñòðàíñòâî äåäåêèíäîâî ïîëíî è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ K-

ïðîñòðàíñòâîì, à íîðìà â íåì ìîíîòîííî íåïðåðûâíà. Ýòî íåìåäëåííî âûòåêàåò èç
òåîðåìû I.5.1 è åå ñëåäñòâèÿ.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð KB-ïðîñòðàíñòâ � ïðîñòðàíñòâà Lp è `p (1 ≤ p < +∞)
ñ êëàññè÷åñêîé íîðìîé è óïîðÿäî÷åíèåì (ñð. I.2). Äðóãîé ïðèìåð � ïðîñòðàíñòâî
Îðëè÷à â ñëó÷àå, åñëè îïðåäåëÿþùàÿ åãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
õîðîøî èçâåñòíîìó â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à ∆2-óñëîâèþ (ñì. [11], ñòð. 42).
Óïîìÿíåì åùå ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé Lp1,p2 (1 ≤ p1, p2 < +∞).
Ýòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ x(t1, t2), èçìåðèìûõ íà
ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé (T1, µ1) è (T2, µ2), ïðè÷åì

‖x‖ =
{ ∫

T2

[ ∫

T1

|x(t1, t2)|p1 dµ1

] p2
p1 dµ2

} 1
p2 < +∞.

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî òàêèå ïðîñòðàíñòâà ïðè èõ åñòåñòâåííîì óïîðÿäî÷åíèè ñóòü KB-
ïðîñòðàíñòâà, ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíà.

Òåîðåìà V.2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû íîðìèðîâàííîå Kσ-ïðîñòðàíñòâî (X, K) áûëî
KB-ïðîñòðàíñòâîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) íîðìà â X áûëà ìîíîòîííî σ-íåïðåðûâíîé (óñëîâèå (Aσ));
2) âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ (b)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

ýëåìåíòîâ áûëà (o)-îãðàíè÷åíà (óñëîâèå (Bσ)).
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîñòè íîðìû, à òåì

áîëåå, óñëîâèÿ (Aσ), îòìå÷åíà âûøå. Óñëîâèå (Bσ) âûòåêàåò èç ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè
êîíóñà K, ïîñêîëüêó KB-ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, à êîíóñ K çàìêíóò.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü xn ∈ K è îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ è (b)-
îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî óñëîâèþ, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (o)-
îãðàíè÷åíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò x = sup xn, à xn ↑ x. Òîãäà, áëàãîäàðÿ
ìîíîòîííîé σ-íåïðåðûâíîñòè íîðìû, xn

(b)−→ x, ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ K âïîëíå
ïðàâèëåí. Ïðè ýòîì, êàê óæå îòìå÷åíî â I.2, îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
(X,K) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû III!3.1, èç êîòîðîé è âûòåêàåò (b)-ïîëíîòà X.
Òàêèì îáðàçîì, X � KB-ïðîñòðàíñòâî. ¤

KB-ïðîñòðàíñòâà ïîäðîáíî èçó÷åíû â [5]. Óäà÷íîå ñîãëàñîâàíèå íîðìû è
ïîðÿäêà â KB-ïðîñòðàíñòâàõ ïîçâîëÿåò ìíîãèå èõ ïîðÿäêîâûå ñâîéñòâà îïèñàòü
ñ ïîìîùüþ íîðìû. Ìû óñòàíîâèì çäåñü ëèøü îäíî ñâîéñòâî KB-ïðîñòðàíñòâ,
èñïîëüçóåìîå â ïîñëåäóþùåì.

Òåîðåìà V.2.2. Ïóñòü (X, K) � KB-ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ìíîæåñòâî E ⊂ X áûëî (o)-îãðàíè÷åííûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî óñëîâèå (α):

43Ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëåíèå KB-ïðîñòðàíñòâ áûëî äàíî ñ ïîìîùüþ òîé èõ õàðàêòåðèñòèêè,
êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìå V.2.1. Â [6] KB-ïðîñòðàíñòâà îõàðàêòåðèçîâàíû
êàê íîðìèðîâàííûå ðåøåòêè ñ âïîëíå ïðàâèëüíûì êîíóñîì. Òàêîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî
ïðèâåäåííîìó âûøå â òîì ñëó÷àå, åñëè îïðåäåëåíèå ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè êîíóñà ïîíèìàåòñÿ ïî
Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîìó, ò. å. òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âîçðàñòàþùàÿ (b)-îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ èìåëà (b)-ïðåäåë (ñð. çàìå÷àíèå ïîñëå òåîðåìû I.2.3). Ïðè íàøåì
îïðåäåëåíèè ïîëíîé ïðàâèëüíîñòè â îïðåäåëåíèå KB-ïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü (b)-
ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà. Óïîìÿíåì òàêæå, ÷òî, ïî òåîðåìå Ò. Îãàñàâàðû [28], KB-ïðîñòðàíñòâà ìîãóò
áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû êàê ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî ïîëíûå íîðìèðîâàííûå ðåøåòêè.
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äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ xn ∈ E è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷èñåë λn → 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå λnxn

(o)−→ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (α) äëÿ (o)-îãðàíè÷åííîñòè

ìíîæåñòâà E î÷åâèäíà. Ïðîâåðèì åãî äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü E óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (α). Òàê êàê ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ìîäóëåé

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óñëîâèþ, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè
äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå, êîãäà E ⊂ K. Ïðèñîåäèíèì ê E ñóïðåìóìû âñåõ åãî
êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç E ′. Òîãäà è E ′

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (α). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü xn ∈ E ′, λn → 0 (íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λn > 0). Êàæäûé xn èìååò âèä

xn = y
(n)
1 ∨ . . . ∨ y

(n)
kn

, ãäå y
(n)
i ∈ E.

Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

λ1y
(1)
1 , . . . , λ1y

(1)
k1

, . . . , λny
(n)
1 , . . . , λny

(n)
kn

, . . . (2)

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî E óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (α), ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (o)-
ñõîäèòñÿ ê 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

u
(1)
1 , . . . , u

(1)
k1

, . . . , u
(n)
1 , . . . , u

(n)
kn

, . . . ↓ 0,

ìàæîðèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî λny
(n)
i ≤ u

(n)
i ïðè

âñåõ n è i. Íî òîãäà λnxn ≤ u
(n)
1 è ïîòîìó λnxn

(o)−→ 0.
Ïî ïîñòðîåíèþ ÿñíî, ÷òî E ′ íàïðàâëåíî ïî âîçðàñòàíèþ. Äîêàæåì, ÷òî îíî

(b)-îãðàíè÷åíî. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýòî íå òàê, òî èç E ′ ìîæíî âûäåëèòü òàêóþ
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn, ÷òî ‖xn‖ → +∞. Äàëåå, ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn → 0, ÷òî λn‖xn‖ → +∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
λnxn

(o)−→ 0, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (o)-îãðàíè÷åíà, à òîãäà, áëàãîäàðÿ
ìîíîòîííîñòè íîðìû, è (b)-îãðàíè÷åíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò (b)-
îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà E ′.

Òàê êàê êîíóñ K âïîëíå ïðàâèëåí, òî íàïðàâëåííîå ïî âîçðàñòàíèþ ìíîæåñòâî
E ′ äîëæíî áûòü (b)-ôóíäàìåíòàëüíûì, à ïîòîìó (b)-ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó, êîòîðûé è
áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà E ′. ¤

Òåîðåìà V.2.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû áàíàõîâà ðåøåòêà (X, K) áûëà ýêâèâàëåíòíà
KB-ïðîñòðàíñòâó ñ íîðìîé, àääèòèâíîé íà êîíóñå K, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû êîíóñ K áûë îøòóêàòóðèâàåìûì44.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ âûòåêàåò ñðàçó æå èç òåîðåìû II.1.1.
Îáðàòíî, åñëè êîíóñ K â áàíàõîâîé ðåøåòêå (X, K) îøòóêàòóðèâàåì, òî â X
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìà, àääèòèâíàÿ íà K. Îäíàêî ýòà ýêâèâàëåíòíàÿ
íîðìà ìîæåò íå îêàçàòüñÿ ìîíîòîííîé íà X. Íî ïîñêîëüêó êîíóñ K çàìêíóò è
íîðìàëåí, ïî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû V.1.1, ñóùåñòâóåò åùå îäíà ýêâèâàëåíòíàÿ
ìîíîòîííàÿ íà X íîðìà. Ïðè ýòîì èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû V.1.1 âèäíî (ñì.

44KB-ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé, àääèòèâíîé íà êîíóñå ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ÷àñòî íàçûâàþò
ïðîñòðàíñòâàìè òèïà (L) áëàãîäàðÿ òåîðåìå Ñ. Êàêóòàíè [25], ñîãëàñíî êîòîðîé òàêèå ïðîñòðàíñòâà
ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â âèäå ïðîñòðàíñòâà ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé.
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ôîðìóëó (1)), ÷òî íîâàÿ ìîíîòîííàÿ íîðìà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàê, ÷òî åå
çíà÷åíèÿ íà K îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì è ïîëó÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ
ìîíîòîííàÿ íîðìà, àääèòèâíàÿ íà K. ¤

Òåïåðü äîêàæåì åùå îäíó òåîðåìó îá Oσ-ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðàÿ ïðèìûêàåò ê
ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû IV.4.3.

Òåîðåìà V.2.4. Åñëè â áàíàõîâîì Oσ-ïðîñòðàíñòâå (X,K) êîíóñ K
ìèíèýäðàëåí è âïîëíå ïðàâèëåí, òî X êîíå÷íîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû V.1.1, (X,K) ýêâèâàëåíòíî
áàíàõîâîé ðåøåòêå, ïîýòîìó, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óæå
çàäàííàÿ â X íîðìà ìîíîòîííà. À òîãäà (X, K) � KB-ïðîñòðàíñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî
åäèíè÷íûé øàð B ⊂ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (α) èç òåîðåìû V.2.2. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè xn ∈ B, à λn → 0, òî λnxn

(b)−→ 0, à ïîòîìó è λnxn
(o)−→ 0. Òîãäà, ïî òåîðåìå V.2.2,

øàð B (o)-îãðàíè÷åí, ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ K òåëåñåí (òåîðåìà II!1.4). Òåïåðü, ïî
ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû IV.3.2, (X, K) � O-ïðîñòðàíñòâî è, ïî òåîðåìå IV.1.2, X
êîíå÷íîìåðíî. ¤

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ õàðàêòåðèñòèêó áàíàõîâûõ ðåøåòîê
ñ ïðàâèëüíûì êîíóñîì: áàíàõîâû ðåøåòêè ñ ïðàâèëüíûì êîíóñîì ñóòü áàíàõîâû K-
ïðîñòðàíñòâà ñ ìîíîòîííî íåïðåðûâíîé íîðìîé. Âûòåêàåò èç òåîðåìû I.5.1 è åå
ñëåäñòâèÿ. Ïðè ýòîì èç òîé æå òåîðåìû I.5.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè (X, K) � áàíàõîâî
Kσ-ïðîñòðàíñòâî ñ ìîíîòîííî σ-íåïðåðûâíîé íîðìîé, òî êîíóñ K ïðàâèëåí, à ïîòîìó
(X,K) � K-ïðîñòðàíñòâî è íîðìà ìîíîòîííî íåïðåðûâíà.

� 3. ÏÎÐßÄÊÎÂÎÅ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÎÃÎ
ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Â òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü èãðàåò òåîðåìà
À.È. Þäèíà î òîì, ÷òî âñÿêàÿ àðõèìåäîâà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà X ìîæåò áûòü
ïîãðóæåíà ñ ñîõðàíåíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé è ãðàíåé â K-ïðîñòðàíñòâî Y ,
ïðè÷åì òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî x̂ ∈ Y ìíîæåñòâà

E = {y ∈ X : y ≤ x̂} è F = {y′ ∈ X : y′ ≥ x̂}

íå ïóñòû è
x̂ = sup E = inf F. (3)

Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîðíàÿ ðåøåòêà X ïîïîëíÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñïîñîáîì òàê,
÷òîáû â ïîïîëíåííîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó èëè ñíèçó ìíîæåñòâî
èìåëî ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàíü. Êîíñòðóêöèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ñòðîèòñÿ Y ,
ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåíèå èçâåñòíîãî ïîñòðîåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïî Äåäåêèíäó
è ïîòîìó K-ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ äåäåêèíäîâûì ïîïîëíåíèåì èëè ïîïîëíåíèåì
ïî ñå÷åíèÿì âåêòîðíîé ðåøåòêè X.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â [5] (òåîðåìà IV.11.1), îíî
âåñüìà íåêîðîòêî, è ìû íå áóäåì âîñïðîèçâîäèòü åãî çäåñü. Ïîêàæåì ëèøü, ÷òî
çà ñ÷åò íåáîëüøîãî èçìåíåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó Þäèíà ìîæíî ïîëó÷èòü è
â áîëåå îáùåì âèäå, äëÿ ëþáîãî àðõèìåäîâà ÓÂÏ ñ âîñïðîèçâîäÿùèì êîíóñîì.
Ïðè ýòîì ìû ëèøü ñõåìàòè÷åñêè ïîâòîðÿåì òå ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå
ñîõðàíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.
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Èòàê, ïóñòü (X, K) � íåíóëåâîå àðõèìåäîâî ÓÂÏ, à êîíóñ K � âîñïðîèçâîäÿùèé.
Åñëè A ⊂ X, òî ÷åðåç As (ñîîòâåòñòâåííî, Ai), îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âåðõíèõ
(íèæíèõ) ãðàíèö ìíîæåñòâà A, à Asi = (As)i. Âñåãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå A ⊂ Asi;
åñëè A = Asi, òî ìíîæåñòâî A íàçîâåì êëàññîì. Äëÿ ëþáîãî A ⊂ X ìíîæåñòâî Asi

åñòü êëàññ, ïðèòîì íàèìåíüøèé, êîòîðûé ñîäåðæèò A. ßñíî, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî
� íàèìåíüøèé êëàññ, à X � íàèáîëüøèé êëàññ. Ìíîæåñòâî Y âñåõ ïðî÷èõ êëàññîâ,
óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ, � óñëîâíî ïîëíàÿ ðåøåòêà; ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî
êëàññ A 6= X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí ñâåðõó. Êàæäîìó x ∈ X
ñîîòíîñèì êëàññ

Ax = {y ∈ X : y ≤ x}.
Òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîãðóæåíèå X â Y . Ýòî ïîãðóæåíèå ñîõðàíÿåò âñå
ãðàíè â X, ò. å. åñëè B ⊂ X è x0 = sup B â X, òî x0 = sup B è â Y .

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Þäèíà, ïðîâåäåííîå â [5], çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî â Y ââîäÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè (ò. å. îïðåäåëÿþòñÿ ñóììà êëàññîâ
è ïðîèçâåäåíèå êëàññà íà ÷èñëî) òàêèì îáðàçîì, ÷òî Y îêàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé
ðåøåòêîé (à, ñëåäîâàòåëüíî, è K-ïðîñòðàíñòâîì), à àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè,
èíäóöèðîâàííûå èç Y â X, ñîâïàäàþò ñ òåìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè, êîòîðûå
áûëè îïðåäåëåíû â X. Ñîõðàíèì òå îïðåäåëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé â Y ,
êîòîðûå äàíû â [5]. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà äâóõ êëàññîâ A è B îïðåäåëÿåòñÿ êàê
íàèìåíüøèé êëàññ, ñîäåðæàùèé âñå ýëåìåíòû âèäà a+b (a ∈ A, b ∈ B). Ïðîèçâåäåíèå
λA ïðè λ > 0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà λa (a ∈ A),
ïðîèçâåäåíèå λA ïðè λ = 0 ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì êëàññó −K = A0. Íàêîíåö, ïðè λ < 0
ïðîèçâåäåíèå λA ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà λa′, ãäå a′ ∈ As. Ïîñëå ýòîãî ñëåäóåò
ïðîâåðèòü, ÷òî Y ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ
î÷åâèäíà, êëàññ −K � íóëåâîé ýëåìåíò óìíîæåíèÿ, ò. å. 0 ·A = −K ïî îïðåäåëåíèþ,
1 · A = A äëÿ ëþáîãî A ∈ Y . Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ òîæå ïî÷òè î÷åâèäíà.
Àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â [5]. Çàòåì òàê
æå, êàê è òàì, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî −K åñòü íóëü ñëîæåíèÿ, ò. å. ÷òî A + (−K) = A äëÿ
ëþáîãî A ∈ Y . Âî âñåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà â [5] íå èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî X áûëî
òàì ðåøåòêîé, è ïîòîìó âñå ýòî ïåðåíîñèòñÿ íà íàø áîëåå îáùèé ñëó÷àé áåç âñÿêèõ
èçìåíåíèé.

Äàëåå ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî A+(−A) = −K äëÿ ëþáîãî A ∈ Y . Â [5] ýòî ñäåëàíî
ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíåé â X, êîòîðûå ìîãóò â íàøåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâîâàòü, è
ïîòîìó äàäèì ñåé÷àñ äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ A, b ∈ (−A). Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî b = −a′, ãäå a′ ∈ As; ñëåäîâàòåëüíî, a + b = a − a′ ≤ 0. Åñëè ÷åðåç
C îáîçíà÷èòü ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà a + b (a ∈ A, b ∈ (−A)), òî K ⊂ Cs.
Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé z ∈ Cs. Òîãäà a − a′ ≤ z ïðè ëþáûõ a ∈ A, a′ ∈ As,
ñëåäîâàòåëüíî, a− z ≤ a′ è ïîòîìó a− z ∈ Asi = A. Îòñþäà, ïî èíäóêöèè, a−nz ∈ A
ïðè ëþáîì n ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî, a − nz ≤ a′ èëè −nz ≤ a′ − a è, ïî ïðèíöèïó
Àðõèìåäà â X, −z ≤ 0, ò. å. z ∈ K. Òàêèì îáðàçîì, Cs = K, à Csi = −K. Íî Csi è
åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, êëàññ A + (−A).

Òåïåðü ñíîâà ìîæíî âåðíóòüñÿ ê [5] è òàê æå, êàê òàì, ïðîâåðèòü
äèñòðèáóòèâíûé çàêîí

λ(A + B) = λA + λB äëÿ ëþáûõ A,B ∈ Y.

55



Çäåñü ìû ïðîâåðèì âòîðîé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí

(λ + µ)A = λA + µA (4)

ïðè λ, µ > 0. Âêëþ÷åíèå (λ + µ)A ⊂ λA + µA î÷åâèäíî. ×òîáû óñòàíîâèòü îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå, âîçüìåì b ∈ [(λ + µ)A]s. Èìååì (λ + µ)a ≤ b ïðè ëþáîì a ∈ A, ò. å.
a ≤ b

λ + µ
. Òåïåðü äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ A èìååì

λa1 + µa2 ≤ λ

λ + µ
b +

µ

λ + µ
b = b

è ïîòîìó
λa1 + µa2 ∈ [(λ + µ)A]si = (λ + µ)A.

Òåì ñàìûì, λA+µA ⊂ (λ+µ)A. Ïîñëå òîãî, êàê ðàâåíñòâî (4) ïðîâåðåíî äëÿ λ, µ > 0,
âñÿ îñòàëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, âêëþ÷àÿ ôîðìóëó (3), ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê
â [5].

Â ïîñëåäóþùåì ýëåìåíòû ïîïîëíåíèÿ Y áóäåì îáîçíà÷àòü ïðèâû÷íûìè áóêâàìè
x, y, . . . Îòìåòèì, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ Y ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ Y
ñóùåñòâóåò òàêîé u ∈ X, ÷òî u ≥ x. Íî òîãäà íàéäåòñÿ è òàêîé u ∈ K, ÷òî u ≥ x.

Áóäåì äàëüøå ñ÷èòàòü, ÷òî (X, ‖ · ‖, K) � àðõèìåäîâî ÓÍÏ ñ âîñïðîèçâîäÿùèì
êîíóñîì K, à Y � åãî ïîïîëíåíèå ïî ñå÷åíèÿì. Ïîñòàâèì âîïðîñ: ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ â Y ìîæíî ââåñòè íîðìó òàê, ÷òîáû ïðåâðàòèòü åãî â íîðìèðîâàííîå
K-ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì òàêîå, ÷òîáû òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ â X èç Y ,
ñîâïàëà ñ ïåðâîíà÷àëüíîé. Â [5] èçëîæåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî X � íîðìèðîâàííàÿ ðåøåòêà, è â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ðàñïðîñòðàíåíèå íîðìû, çàäàííîé â X, íà âñ¼ Y , ïðè êîòîðîì Y áóäåò
íîðìèðîâàííûì K-ïðîñòðàíñòâîì. Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ýòîò âîïðîñ áûë
ðàññìîòðåí È.Ô. Äàíèëåíêî, è, â ÷àñòíîñòè, åìó ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà V.3.1. Ïóñòü (X, ‖·‖, K) � ÓÍÏ, ïðè÷åì êîíóñ K çàìêíóò, íîðìàëåí
è íåñïëþùåí, Y � åãî ïîïîëíåíèå ïî ñå÷åíèÿì. Òîãäà â Y ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ
íîðìà, ýêâèâàëåíòíàÿ íà X íîðìå ‖ · ‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî, ïî òåîðåìå II!3.2, ÓÍÏ X àðõèìåäîâî è ïîòîìó
Y ñóùåñòâóåò. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Y ïîëîæèì

‖x‖∗ = inf
u∈K, u≥|x|

‖u‖. (5)

Ïðîâåðèì, ÷òî ‖·‖∗ � íîðìà â Y . Ðàâåíñòâî ‖λx‖∗ = |λ|‖x‖∗ î÷åâèäíî. Åñëè ‖x‖∗ = 0,
òî ñóùåñòâóþò òàêèå un ∈ K, ÷òî un ≥ |x|, ‖un‖ → 0. Ïóñòü y ∈ X è y ≤ |x|. Òîãäà èç
íåðàâåíñòâà y ≤ un, áëàãîäàðÿ çàìêíóòîñòè êîíóñà K, ñëåäóåò, ÷òî y ≤ 0, à ïîòîìó

|x| = sup{y ∈ X : y ≤ |x|} ≤ 0.

Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî |x| = 0, ñëåäîâàòåëüíî è x = 0.
Ïóñòü x = x1 + x2 (x1, x2 ∈ Y ). Åñëè u, v ∈ K òàêîâû, ÷òî u ≥ |x1|, v ≥ |x2|, òî

u + v ≥ |x1 + x2|. Ïîýòîìó

‖x‖∗ ≤ inf
u≥|x1|, v≥|x2|, u,v∈K

‖u + v‖ ≤ inf
u≥|x1|, u∈K

‖u‖+ inf
v≥|x2|, v∈K

‖v‖ = ‖x1‖∗ + ‖x2‖∗.
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Òàêèì îáðàçîì, ‖ · ‖∗ � íîðìà. Åå ìîíîòîííîñòü î÷åâèäíà è, ñëåäîâàòåëüíî, Y ñ
íîðìîé ‖ · ‖∗ � íîðìèðîâàííîå K-ïðîñòðàíñòâî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî íà X îáå íîðìû ýêâèâàëåíòíû. Ïóñòü M � êîíñòàíòà
íåñïëþùåííîñòè êîíóñà K. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò òàêèå u, v ∈ K, ÷òî
x = u− v è ‖u‖, ‖v‖ ≤ M‖x‖. Òîãäà |x| ≤ u + v (|x| ñóùåñòâóåò â Y ) è ïîòîìó

‖x‖∗ ≤ ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ ≤ 2M‖x‖.

Îáðàòíî, åñëè u ∈ K è u ≥ |x|, òî u ≥ ±x, à 0 ≤ u + x ≤ 2u. Òàê êàê
êîíóñ K íîðìàëåí, òî íîðìà ‖ · ‖ ïîëóìîíîòîííà íà íåì; ïóñòü N � åå êîíñòàíòà
ïîëóìîíîòîííîñòè. Òîãäà

‖x‖ ≤ ‖u + x‖+ ‖u‖ ≤ (2N + 1)‖u‖,

îòêóäà ‖x‖ ≤ (2N + 1)‖x‖∗. ¤
Òåîðåìà V.3.2. Åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïðîñòðàíñòâî X (b)-

ïîëíî, òî è ïðîñòðàíñòâî Y ñ íîðìîé, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (5), òîæå (b)-ïîëíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå IV!2.6 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ (b)-

ôóíäàìåíòàëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
xn ∈ Y (o)-îãðàíè÷åíà. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ñëåäóþùåãî
óñëîâèÿ: åñëè {xn} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
èç Y è

∞∑
n=1

‖xn‖∗ < +∞, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑

n=1

xn (o)-
îãðàíè÷åíà. Èç ôîðìóëû (5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò òàêîé yn ∈ X,
÷òî yn ≥ xn è ‖yn‖ ≤ 2‖xn‖∗. Áëàãîäàðÿ (b)-ïîëíîòå X ðÿä

∞∑
n=1

yn (b)-ñõîäèòñÿ, à
òîãäà ìíîæåñòâî åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (o)-îãðàíè÷åíî. Òåì áîëåå, (o)-îãðàíè÷åíî è
ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∞∑
n=1

xn. ¤
Ïóñòü òåïåðü (X, K) � àðõèìåäîâî ÓÍÏ ñ òåëåñíûì êîíóñîì K, u À 0, à

íîðìà â X ñîâïàäàåò ñ u-íîðìîé. Òîãäà êîíóñ K çàìêíóò, íîðìàëåí è íåñïëþùåí
(IV!4 è III!1), ñëåäîâàòåëüíî, ê ïðîñòðàíñòâó (X,K) ïðèìåíèìà òåîðåìà V.3.1. Èç
ñàìîé êîíñòðóêöèè ïîïîëíåíèÿ ïî ñå÷åíèÿì âèäíî, ÷òî ýëåìåíò u îñòàåòñÿ ñèëüíîé
åäèíèöåé â Y . Ïîêàæåì, ÷òî íîðìà â Y , îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (5), åñòü u-íîðìà.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ Y

‖x‖∗ = inf
v≥|x|, v∈K

‖v‖ ≤ inf
|x|≤λu

{λ},

òàê êàê λu ∈ K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî v ∈ K

v ≤ ‖v‖u

è ïîòîìó çíàê < â ïðåäûäóùåì ñîîòíîøåíèè íåâîçìîæåí.
Â òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íîðìèðîâàííîå K-ïðîñòðàíñòâî

ñ ñèëüíîé åäèíèöåé u è ïîñòðîåííîé ïî íåé u-íîðìîé (b)-ïîëíî ([5], ñòð. 200). Åãî
íàçûâàþò áàíàõîâûì K-ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì,
ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà V.3.3. Åñëè u � ñèëüíàÿ åäèíèöà â àðõèìåäîâîì ÓÍÏ (X, K), òî u-
íîðìà â X ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà Y òàêèì îáðàçîì, ÷òî Y îêàçûâàåòñÿ
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áàíàõîâûì K-ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ, íîðìà â êîòîðîì åñòü u-
íîðìà, ïîñòðîåííàÿ ïî òîé æå ñèëüíîé åäèíèöå u.

Ìîæåò âîçíèêíóòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî åñëè â óñëîâèè òåîðåìû V.3.1
íîðìàëüíîñòü êîíóñà K çàìåíèòü êàêèì-íèáóäü áîëåå ñèëüíûì ñâîéñòâîì, òî
ýòî ñâîéñòâî ïåðåíîñèòñÿ è íà ïîïîëíåíèå ïî ñå÷åíèÿì. Îäíàêî ýòî íå òàê è,
â ÷àñòíîñòè, íà ýòîì ïóòè íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòèêó ïðîñòðàíñòâ,
ó êîòîðûõ ïîïîëíåíèå ïî ñå÷åíèÿì îêàçûâàåòñÿ KB-ïðîñòðàíñòâîì. Ïîñëåäíåå
çàìå÷àíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåðîì, ïîñòðîåííûì À. Óîòåðìàíîì [29], ãäå â
êà÷åñòâå (X,K) âçÿòî êîíå÷íîìåðíîå ÓÁÏ ñ çàìêíóòûì, à, ñëåäîâàòåëüíî,
íîðìàëüíûì è äàæå îøòóêàòóðèâàåìûì (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû II.2.1) êîíóñîì
K, ïðè÷åì åãî ïîïîëíåíèå ïî ñå÷åíèÿì îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì áàíàõîâûì
K-ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ, è, ïî òåîðåìå I.2.4, êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ â íåì íå ìîæåò áûòü ïðàâèëüíûì.
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VI. ÊÎÍÓÑ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

� 1. ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ïóñòü (X,K) è (Y, L) � äâà ÓÍÏ, à Z � ïðîñòðàíñòâî âñåõ (b)-ëèíåéíûõ
(ò. å. ëèíåéíûõ è íåïðåðûâíûõ ïî íîðìå) îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y ,
íîðìèðîâàííîå îáû÷íûì ñïîñîáîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíóñû K è L � íå íóëåâûå.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð A èç X â Y íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè A(K) ⊂ L.
ßñíî, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå (b)-ëèíåéíûå îïåðàòîðû îáðàçóþò êëèí â ïðîñòðàíñòâå Z,
êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç H. Âñå ýòè îáîçíà÷åíèÿ ìû ñîõðàíèì è â äàëüíåéøåì.

Â H, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæàòñÿ âñå ¾îäíîìåðíûå¿ îïåðàòîðû âèäà Ax = f(x)y0,
ãäå f ∈ K ′, à y0 ∈ L. Åñëè K 6= X, òî (ñì. òåîðåìó II!6.1) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
ôóíêöèîíàë f ∈ K ′, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íåíóëåâîé îïåðàòîð A ∈ H. Åñëè æå K =
X è êîíóñ L çàìêíóò, òî ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî H ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî íóëåâîãî
îïåðàòîðà. Îäíàêî, åñëè íà L íå íàêëàäûâàòü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, òî è ïðè K = X
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïîëîæèòåëüíûå (b)-ëèíåéíûå îïåðàòîðû, îòëè÷íûå îò íóëåâîãî.
Íàïðèìåð, ïðè ëþáîì êîíóñå K òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â X ïîëîæèòåëåí.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå I!8.1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû êëèí H áûë êîíóñîì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë ïðîñòðàíñòâåííûì.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïðîñòûå ïðåäëîæåíèÿ:
à) åñëè êîíóñ L çàìêíóò, òî è êëèí H çàìêíóò.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè An ∈ H è An

(b)−→ A, òî, â ÷àñòíîñòè, Anx
(b)−→ Ax ïðè êàæäîì

x ∈ X, è òàê êàê Anx ∈ L ïðè âñåõ x ∈ K è n ∈ N, òî è Ax ∈ L ïðè x ∈ K;
á) åñëè ïðîñòðàíñòâî (Y, L) àðõèìåäîâî, à êîíóñ K ïðîñòðàíñòâåííûé, òî è

ïðîñòðàíñòâî (Z,H) òîæå àðõèìåäîâî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A, B ∈ Z è nA ≤ B ïðè âñåõ n ∈ N, òî n(Ax) ≤ Bx ïðè

âñåõ x ∈ K è ïîòîìó Ax ≤ 0. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð A ≤ 0.
Ïðåäëîæåíèÿ à)�á) äîïóñêàþò îáðàùåíèå: ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò

ôóíêöèîíàë f ∈ K ′, íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî 0 íà K; òîãäà èç çàìêíóòîñòè H
âûòåêàåò çàìêíóòîñòü L, à åñëè Z àðõèìåäîâî, òî è Y àðõèìåäîâî (î÷åâèäíî).

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå î äåäåêèíäîâîé ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâà (Z,H). Äëÿ
ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí â III!4. Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû èç III!4, ìû ñðàçó óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà ëåììà âåðíà è äëÿ îïåðàòîðîâ èç X â
Y , åñëè, êðîìå íåñïëþùåííîñòè êîíóñà K, ïðåäïîëîæèòü åùå íîðìàëüíîñòü êîíóñà
L. Íîðìàëüíîñòü L ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðîñòðàíñòâå Y ìîæíî áûëî
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ¾ñæàòîé¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëå ýòîãî ìû ëåãêî
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû III!4.1.
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Òåîðåìà VI.1.1. Åñëè êîíóñ K íåñïëþùåí, à êîíóñ L íîðìàëåí è ïðîñòðàíñòâî
Y äåäåêèíäîâî ïîëíî (ñîîòâåòñòâåííî, äåäåêèíäîâî σ-ïîëíî), òî è ïðîñòðàíñòâî Z
òîæå äåäåêèíäîâî ïîëíî (ñîîòâåòñòâåííî, äåäåêèíäîâî σ-ïîëíî).

Äîêàçàòåëüñòâî íè÷åì ïðèíöèïèàëüíûì íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû III!4.1.

Îáðàòíîå çàêëþ÷åíèå ñïðàâåäëèâî ïðè áîëåå øèðîêèõ óñëîâèÿõ.
Òåîðåìà VI.1.2. Åñëè K 6= X, à (Z,H) � äåäåêèíäîâî ïîëíîå (ñîîòâåòñòâåííî,

äåäåêèíäîâî σ-ïîëíîå) ÓÍÏ, òî è ïðîñòðàíñòâî (Y, L) òîæå äåäåêèíäîâî ïîëíî
(ñîîòâåòñòâåííî, äåäåêèíäîâî σ-ïîëíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (Z,H) � óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, òî H � êîíóñ45
è ïîòîìó êîíóñ K äîëæåí áûòü ïðîñòðàíñòâåííûì. Íî òîãäà K íå ìîæåò áûòü
ëèíåéíûì ìíîæåñòâîì46 è, ïî òåîðåìå II!6.1, ñóùåñòâóþò òàêèå f ∈ K ′ è x0 ∈ K,
÷òî f(x0) = 1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Z äåäåêèíäîâî σ-ïîëíî, è ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ
(o)-îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ yn ∈ Y : yn ≤ v. Ââåäåì îïåðàòîðû
(èç X â Y )

Anx = f(x)yn, Bx = f(x)v.

Òîãäà An ≤ B ïðè âñåõ n ∈ N è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò A = sup An. Ïîëàãàÿ
w = Ax0, èìååì w ≥ Anx0 = yn ïðè âñåõ n è w ≤ Bx0 = v. Ïîñêîëüêó v
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé âåðõíåé ãðàíèöåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}, ïðåäûäóùèå
ñîîòíîøåíèÿ è îçíà÷àþò, ÷òî w = sup yn. Äåäåêèíäîâà σ-ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà Y
äîêàçàíà. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé äåäåêèíäîâîé ïîëíîòû. ¤

Çàìå÷àíèå. Ïî òîé æå ñõåìå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè K 6= X è êîíóñ H
ìèíèýäðàëåí, òî è êîíóñ L � ìèíèýäðàëåí.

� 2. ÓÑËÎÂÈß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÈ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Èçâåñòíî (ñì. òåîðåìû II!2.1 è III!2.2), ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âñÿêèé
ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (b)-ëèíååí. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè òåîðåìû
îáîáùàþòñÿ è íà ñëó÷àé îïåðàòîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà III!2.2 áûëà ïåðåíåñåíà
íà îïåðàòîðû â ðàáîòå È.À. Áàõòèíà, Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è Â.ß. Ñòåöåíêî [4]
ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíóñ L íîðìàëåí. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î çàìêíóòîì
ãðàôèêå, êàê çàìåòèë Ã.ß. Ëîçàíîâñêèé, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ çíà÷èòåëüíî
áîëåå îáùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà VI.2.1. Ïóñòü ÓÁÏ (X,K) òàêîâî, ÷òî âñÿêèé ïîëîæèòåëüíûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X (b)-ëèíååí, à (Y, L) � ÓÁÏ, â êîòîðîì êîíóñ L çàìêíóò.
Òîãäà âñÿêèé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A èç X â Y (b)-ëèíååí47.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î çàìêíóòîì ãðàôèêå äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî åñëè xn

(b)−→ 0, à Axn
(b)−→ y0, òî y0 = 0. Äîïóñòèì, ÷òî y0 6= 0. Òàê êàê L

� çàìêíóòûé êîíóñ, òî, ïî ëåììå èç II!4, ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë ϕ ∈ L′, ÷òî
45Íàïîìèíàåì, ÷òî åñëè ñîîòíîøåíèå ≥ ââåäåíî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ñ ïîìîùüþ êëèíà,

òî ìû íå íàçûâàåì X óïîðÿäî÷åííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
46Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå K −K ⊂ K è ïîòîìó K −K 6= X.
47Óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà (Y, L), ìîæíî, î÷åâèäíî, îñëàáèòü: äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

(Y, L) � ÓÍÏ, à çàìûêàíèå êîíóñà L â (b)-ïîïîëíåíèè ïðîñòðàíñòâà Y òîæå êîíóñ.
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ϕ(y0) 6= 0. Ñóïåðïîçèöèÿ f = ϕ ◦ A � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë íà X,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îí (b)-ëèíååí è ïîòîìó f(xn) → 0. Íî

f(xn) = ϕ(Axn) → ϕ(y0) 6= 0,

è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, êîòîðîå è äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà A.
¤

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè (X, K) � ÓÁÏ ñ çàìêíóòûì âîñïðîèçâîäÿùèì êîíóñîì K,
à (Y, L) � ÓÍÏ ñ íîðìàëüíûì êîíóñîì L, òî âñÿêèé ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé
îïåðàòîð èç X â Y (b)-ëèíååí.

Ýòî è åñòü óïîìèíàâøèéñÿ âûøå ðåçóëüòàò Áàõòèíà�Êðàñíîñåëüñêîãî�Ñòåöåíêî,
è îí ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû çà ñ÷åò òîãî, ÷òî çàìûêàíèå íîðìàëüíîãî
êîíóñà â (b)-ïîïîëíåíèè ïðîñòðàíñòâà Y � òîæå êîíóñ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü (X, K) � ÓÂÏ ñ âîñïðîèçâîäÿùèì êîíóñîì K. Åñëè íà
X çàäàíû äâå íîðìû ‖ · ‖1, ‖ · ‖2, è ïðè êàæäîé èç íèõ ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, à
êîíóñ K çàìêíóò, òî ýòè íîðìû ýêâèâàëåíòíû48.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé îäíî èç
ïðîñòðàíñòâ (X, ‖ · ‖1) è (X, ‖ · ‖2) íà äðóãîå, ïîëîæèòåëåí, è ïî äîêàçàííîé
òåîðåìå îí (b)-ëèíååí, à ïîòîìó ñîîòíîøåíèÿ ‖xn‖1 → 0 è ‖xn‖2 → 0 ðàâíîñèëüíû.
¤

Åñëè îòêàçàòüñÿ îò (b)-ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X, òî ìîæíî ïîëó÷èòü òåîðåìó,
àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå VI.2.1, íî yæe â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîíóñ L íîðìàëåí.

Òåîðåìà VI.2.2. Ïóñòü ÓÍÏ (X, K) òàêîâî, ÷òî âñÿêèé ïîëîæèòåëüíûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X (b)-ëèíååí, à êîíóñ L â ÓÍÏ (Y, L) íîðìàëåí. Òîãäà
âñÿêèé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A èç X â Y (b)-ëèíååí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îáðàç A(B) åäèíè÷íîãî øàðà B ⊂ X (b)-
îãðàíè÷åí. Äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà ϕ ∈ L′ ôóíêöèîíàë ϕ ◦ A � ïîëîæèòåëüíûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X, è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îí (b)-ëèíååí; ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî ϕ[A(B)] îãðàíè÷åíî. Íî òàê êàê êîíóñ L íîðìàëåí, òî âñÿêèé ôóíêöèîíàë
ϕ ∈ Y ′ ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè ôóíêöèîíàëîâ èç L′, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
ϕ[A(B)] îãðàíè÷åíî ïðè ëþáîì ϕ ∈ Y ′. Òîãäà ìíîæåñòâî A(B) (b)-îãðàíè÷åíî. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè êîíóñ K òåëåñåí, à êîíóñ L íîðìàëåí, òî âñÿêèé
ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð èç X â Y (b)-ëèíååí.

Ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç äîêàçàííîé òåîðåìû è òåîðåìû II!2.1.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå íîðìàëüíîñòè êîíóñà L â òåîðåìå VI.2.2, à òàêæå è â

ñëåäñòâèè èç íåå, ñóùåñòâåííî. Âîçüìåì ÓÁÏ (Y, L) ñ çàìêíóòûì, íî íå íîðìàëüíûì
êîíóñîì L (òàêèå ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóþò; ñì. ïðèìåð 6 èç IV!1), âûáåðåì â íåì
ýëåìåíò u > 0, äëÿ êîòîðîãî èíòåðâàë [−u, u] íå (b)-îãðàíè÷åí. Òàêîé ýëåìåíò
òîæå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó êîíóñ L íå íîðìàëåí (ñì. òåîðåìó IV!2.2). Òåïåðü çà
X ïðèìåì ïðîñòðàíñòâî (Yu, ‖ · ‖u, Lu). Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå êîíóñ K = Lu çàìêíóò,
òåëåñåí è íîðìàëåí, à çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð B â ïðîñòðàíñòâå X åñòü èíòåðâàë
[−u, u]. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð âëîæåíèÿ I ïðîñòðàíñòâà X â Y . Ýòîò îïåðàòîð ëèíååí
è ïîëîæèòåëåí, íî îáðàç I(B) íå (b)-îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Y , ñëåäîâàòåëüíî,
îïåðàòîð I íå (b)-ëèíååí.

48Ïðèìåíèòåëüíî ê íîðìèðîâàííûì ðåøåòêàì ýòî ñëåäñòâèå áûëî óñòàíîâëåíî íåïîñðåäñòâåííî
è èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì òåîðåìû Íàêàíî�Ìàêàðîâà. Ñì. [27] (òåîðåìà 30.28) è [15].
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� 3. ÓÑËÎÂÈß, ÏÐÈ ÊÎÒÎÐÛÕ ÊÎÍÓÑ H � ÂÎÑÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÈÉ

Ðàññìàòðèâàÿ âîïðîñ, óêàçàííûé â çàãëàâèè ïóíêòà, ìû äîïóñêàåì, ÷òî êîíóñ H
ìîæåò áûòü è íåñîáñòâåííûì.

Òåîðåìà VI.3.1. Åñëè êëèí H âîñïðîèçâîäÿùèé, òî è êîíóñ L âîñïðîèçâîäÿùèé.
Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, L 6= Y , òî êîíóñ K � íîðìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Y . Ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë f ∈ X ′, ÷òî
f(x0) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî x0 > 0. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Ax = f(x)y. Òàê êàê H
âîñïðîèçâîäÿùèé, òî A = A1 −A2, ãäå A1, A2 ∈ H. À òîãäà y = A1x0 −A2x0, ïðè÷åì
Aix0 ∈ L (i = 1, 2). Òàêèì îáðàçîì, êîíóñ L � âîñïðîèçâîäÿùèé.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè L 6= Y , êëèí K ′

âîñïðîèçâîäÿùèé; òîãäà, ïî òåîðåìå Êðåéíà, êîíóñ K íîðìàëåí. Ïóñòü f ∈ X ′. Òàê
êàê L 6= Y , òî ñóùåñòâóåò òàêîé ϕ ∈ L′, ÷òî ϕ(y) = 1 ïðè íåêîòîðîì y ∈ Y . Ïîëîæèì
Ax = f(x)y. Òîãäà A = A1 − A2, ãäå A1, A2 ∈ H. Îòñþäà

f(x) = ϕ(Ax) = ϕ(A1x)− ϕ(A2x),

ñëåäîâàòåëüíî, f = f1 − f2, ãäå fi = ϕ ◦ Ai ∈ K ′ (i = 1, 2). ¤
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå L 6= Y â äîêàçàííîé òåîðåìå ñóùåñòâåííî. Ïîêàæåì ýòî

íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ïóñòü X åñòü R2 ñ åâêëèäîâîé íîðìîé, óïîðÿäî÷åííîå ñ
ïîìîùüþ êîíóñà

K = {x ∈ R2 : ξ2 > 0} ∪ {0},
à Y � ïîäìíîæåñòâî âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ èç `1, óïîðÿäî÷åííîå ñ ïîìîùüþ êîíóñà
èç ïðèìåðà 2 (II!5), ò. å. y > 0, åñëè ïîñëåäíÿÿ îòëè÷íàÿ îò 0 êîîðäèíàòà ýëåìåíòà y
ïîëîæèòåëüíà. Êîîðäèíàòíûå îðòû â R2 îáîçíà÷èì e1, e2, à êîîðäèíàòíûå îðòû â Y
÷åðåç ik. Ïóñòü A � (b)-ëèíåéíûé îïåðàòîð èç X â Y . Ïîëîæèì yi = Aei (i = 1, 2).
Òàê êàê yi � ôèíèòíûå âåêòîðû, òî ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî âñå èõ êîîðäèíàòû ñ
íîìåðàìè, áîëüøèìè k, ðàâíû 0. Îïðåäåëèì îïåðàòîð B èç X â Y , ïîëàãàÿ

Bx = ξ1ik+1 + ξ2ik+2 (x = (ξ1, ξ2)).

ßñíî, ÷òî îïåðàòîð B ëèíååí, ïîëîæèòåëåí è íåïðåðûâåí. Òàê æå è îïåðàòîð B −A
ïîëîæèòåëåí, è ïîòîìó êîíóñ H âîñïðîèçâîäÿùèé. Â òî æå âðåìÿ L = Y , à êîíóñ K
íå íîðìàëüíûé.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåíèå òåîðåìû Êðåéíà
(IV!5.1) â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò òåîðåìû Êðåéíà,
òåîðåìà VI.3.1 íå äîïóñêàåò îáðàùåíèÿ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû È.È. ×ó÷àåâà,
ïîêàçûâàþùèå, ÷òî åñëè êîíóñ K � íîðìàëüíûé, a L � âîñïðîèçâîäÿùèé, è îíè
óäîâëåòâîðÿþò åùå íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, òî âñå æå êîíóñ H ìîæåò
íå áûòü âîñïðîèçâîäÿùèì.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü X = Y = c0, íî óïîðÿäî÷åíèå â Y êëàññè÷åñêîå (êîíóñ L
ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè), à óïîðÿäî÷åíèå â X
ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíóñà K, íàòÿíóòîãî íà ìíîæåñòâî x0 +B, ãäå ‖x0‖ > 1, à B �
çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â c0. Òîãäà êîíóñ K çàìêíóò, òåëåñåí è îøòóêàòóðèâàåì,
êîíóñ L çàìêíóò, íîðìàëåí è èíôðàòåëåñåí, a (Y, L) � áàíàõîâî K-ïðîñòðàíñòâî.
Îäíàêî êîíóñ H íå âîñïðîèçâîäÿùèé. Ïîêàæåì, ÷òî, íàïðèìåð, òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð I èç X â Y íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ (b)-
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.
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Ïóñòü A ∈ H. Òàê êàê êîíóñ K òåëåñåí, òî øàð B (o)-îãðàíè÷åí â X. Íî òîãäà è
ìíîæåñòâî A(B) (o)-îãðàíè÷åíî â Y . Åñëè áû îïåðàòîð I ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü â
âèäå I = A1 − A2, ãäå A1, A2 ∈ H, òî è ìíîæåñòâî I(B) = B äîëæíî áûëî áû áûòü
(o)-îãðàíè÷åííûì â Y , ÷òî íåâåðíî.

Ïðèìåð 8 [18]. Ïóñòü X = Y = `2, ïðè÷åì óïîðÿäî÷åíèå â X êëàññè-
÷åñêîå (êîíóñ K ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè), à
óïîðÿäî÷åíèå â Y ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíóñà L, íàòÿíóòîãî íà ìíîæåñòâî y0 + B,
ãäå y0 = {2, 0, 0, . . .}, à B � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â `2. Òîãäà (X, K) � KB-
ïðîñòðàíñòâî, à êîíóñ L çàìêíóò, òåëåñåí è îøòóêàòóðèâàåì. Ïîêàæåì, ÷òî êîíóñ H
íå âîñïðîèçâîäÿùèé.

Êàæäîìó îïåðàòîðó A ∈ Z ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà ÷èñåë (aik), ãäå
aik = (Aek, ei), a ei � êîîðäèíàòíûå îðòû â `2. Åñëè A ∈ H, òî Aek ∈ L ïðè ëþáîì k,
ñëåäîâàòåëüíî,

Aek = λk(y0 + uk), ãäå λk ≥ 0, ‖uk‖ ≤ 1.

Îòñþäà
aik = (Aek, ei) = λk(y0, ei) + λk(uk, ei),

è ïðè i = 1 èìååì
a1k = 2λk + λk(uk, e1).

Ío |(uk, e1)| ≤ ‖uk‖ ≤ 1, è ïîòîìó a1k ≥ λk. Èç ñâîéñòâ ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå `2 ñëåäóåò, ÷òî a1k −−−→

k→∞
0 49, à ïîòîìó è λk → 0.

Äàëåå, (y0, ei) = 0 ïðè i > 1, è ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, akk = λk(uk, ek) ïðè k ≥ 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, akk −−−→

k→∞
0.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî êîíóñ H âîñïðîèçâîäÿùèé. Òîãäà òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð
I èç X â Y ïðåäñòàâèì â âèäå I = A1 − A2, ãäå A1, A2 ∈ H. Ïóñòü (δik), (a

(1)
ik ), (a

(2)
ik )

� ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îïåðàòîðàì. Òîãäà δkk = a
(1)
kk − a

(2)
kk → 0, ÷òî

íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó δkk = 1.
Òåîðåìà VI.3.2 (Â.È. Àæîðêèí, È.À. Áàõòèí [2]). Åñëè êîíóñ K íîðìàëåí,

à êîíóñ L òåëåñåí è íîðìàëåí è (Y, L) � (o)-ïîëíîå ÐÓÍÏ, òî êëèí H �
âîñïðîèçâîäÿùèé.

Ïðèìåð 7 ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå òåëåñíîñòè êîíóñà L â ýòîé òåîðåìå íåëüçÿ
çàìåíèòü äàæå íà èíôðàòåëåñíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 èç IV!1 êîíóñ K ìîæíî ïîãðóçèòü â íîðìàëüíûé
è òåëåñíûé êîíóñ K1. Åñëè H1 � êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ (b)-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
èç (X,K1) â (Y, L), òî H1 ⊂ H. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî H1 �
âîñïðîèçâîäÿùèé. Òåì ñàìûì, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óæå
êîíóñ K íîðìàëåí è òåëåñåí. Äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò
ïåðâîíà÷àëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà àâòîðîâ ýòîé òåîðåìû.

Óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà êîíóñ L, îçíà÷àþò, ÷òî çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê
ýêâèâàëåíòíîé íîðìå Y ìîæíî ïðåâðàòèòü â áàíàõîâî K-ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ
ýëåìåíòîâ50. Ïî òåîðåìå Êðåéíîâ�Êàêóòàíè, Y ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â âèäå
ïðîñòðàíñòâà C(T ) âåùåñòâåííûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì êîìïàêòíîì
õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå T . Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî B(T ) âñåõ âåùåñòâåííûõ

49ßñíî, ÷òî ek
ñë−→ 0; òîãäà è Aek

ñë−→ 0, â ÷àñòíîñòè, (Aek, e1) → 0.
50Íàïîìèíàåì, ÷òî âñÿêîå íîðìèðîâàííîå K-ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ (b)-ïîëíî.

Ñì. [5], ñòð. 200.
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îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà T ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì è ðàâíîìåðíîé
íîðìîé (ýòî � òîæå áàíàõîâî K-ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ). C(T )
� åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, ìàæîðèðóþùåå B(T ) (îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ ñì. â
I!6). Ïóñòü P � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé C(T ) íà C(T ). Äëÿ
îïåðàòîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè â K-ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿåòñÿ áåç âñÿêîãî èçìåíåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìà I!6.2 î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîëîæèòåëüíîãî ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà ñ ìàæîðèðóþùåãî ïîäìíîæåñòâà. Ïîýòîìó îïåðàòîð P êàê îïåðàòîð
ñî çíà÷åíèÿìè â K-ïðîñòðàíñòâå C(T ), ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì ëèíåéíîñòè
è ïîëîæèòåëüíîñòè íà âñ¼ B(T ). Îáîçíà÷èì ýòî ðàñïðîñòðàíåíèå òîé æå áóêâîé
P . Òàêèì îáðàçîì, P � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, îñóùåñòâëÿþùèé
ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà B(T ) íà C(T )51.

Ïóñòü òåïåðü A � ïðîèçâîëüíûé (b)-ëèíåéíûé îïåðàòîð èç X â Y , ò. å. â C(T ).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê îïåðàòîð ñî çíà÷åíèÿìè â B(T ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕt

ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà B(T ), êîòîðûé êàæäîé ôóíêöèè èç B(T ) ñîîòíîñèò åå
çíà÷åíèå â òî÷êå t ∈ T . Ôóíêöèîíàë ϕt ïîëîæèòåëåí è (b)-ëèíååí. Òîãäà, åñëè y = Ax
(y ∈ C(T )), òî

y(t) = ϕt(Ax).

Òàê êàê êîíóñ K íîðìàëåí, ñîïðÿæåííûé êîíóñ K ′ � âîñïðîèçâîäÿùèé â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ′; êðîìå òîãî, îí çàìêíóò, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íåñïëþùåí.
Ïîýòîìó êàæäûé ôóíêöèîíàë ϕt ◦ A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè ϕt ◦ A =
ϕ

(1)
t − ϕ

(2)
t , ãäå ϕ

(1)
t , ϕ

(2)
t ∈ K è ‖ϕ(i)

t ‖ ≤ M‖ϕt ◦ A‖ ≤ M‖A‖. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû
èç X â B(T ):

y = cix, ãäå y(t) = ϕ
(i)
t (x) (i = 1, 2).

Ýòè îïåðàòîðû ëèíåéíû è ïîëîæèòåëüíû, ïðè÷åì A = C1 − C2. Äàëåå, ïîëîæèì
Ai = P ◦ Ci (i = 1, 2). Ýòî òîæå ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå íà
X, íî ñî çíà÷åíèÿìè â Y . Òàê êàê êîíóñ K òåëåñåí, a L íîðìàëåí, òî, ïî ñëåäñòâèþ
èç òåîðåìû VI.2.2, îïåðàòîðû Ai (b)-ëèíåéíû è ïîòîìó Ai ∈ H. Ïðè ýòîì

A1 − A2 = P ◦ (C1 − C2) = P ◦ A = A. ¤

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç ïðîñòðàíñòâ X
èëè Y êîíå÷íîìåðíî.

Òåîðåìà VI.3.3 (À. Óèêñòåä [30]). Åñëè êîíóñ K íîðìàëåí, à ïðîñòðàíñòâî
Y êîíå÷íîìåðíî è êîíóñ L âîñïðîèçâîäÿùèé, òî êëèí H � âîñïðîèçâîäÿùèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Y , òî òàê æå, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû II!1.2, âûäåëèì â êîíóñå L n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ
y1, . . . , yn. Åñëè ïðîèçâîëüíûé y ∈ Y ðàçëîæèòü ïî ýëåìåíòàì yi, y =

n∑
i=1

λiyi, òî
êîýôôèöèåíòû λi = ϕi(y) áóäóò (b)-ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè îò y. Äëÿ ëþáîãî
A ∈ Z ïîëîæèì fi = ϕi ◦ A (i = 1, 2, . . . , n). Òîãäà fi ∈ X ′ è, ïîñêîëüêó êîíóñ K
íîðìàëåí, êàæäûé fi ïðåäñòàâèì â âèäå fi = gi − hi, ãäå gi, hi ∈ K ′. Òåïåðü ââåäåì
îïåðàòîðû

A1x =
n∑

i=1

gi(x)yi, A2x =
n∑

i=1

hi(x)yi.

51Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð P (b)-ëèíååí è èìååò íîðìó, ðàâíóþ 1.
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ßñíî, ÷òî A1, A2 ∈ H, à

A1x− A2x =
n∑

i=1

fi(x)yi =
n∑

i=1

ϕi(Ax)yi = Ax. ¤

Ëåììà. Åñëè (X, K) � êîíå÷íîìåðíîå ÓÁÏ, ïðè÷åì êîíóñ K � çàìêíóòûé è
âîñïðîèçâîäÿùèé, òî â X ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé ìèíèýäðàëüíûé êîíóñ K1 ⊃ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíèýäðàëüíûé êîíóñ K2,
ñîäåðæàùèéñÿ â K. Òàê êàê K âîñïðîèçâîäÿùèé, òî, ïî òåîðåìå II!1.2, îí òåëåñåí.
Åñëè u À 0, òî â X ñóùåñòâóåò (n − 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ F (ãäå n � ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà X), ñîäåðæàùèé u è ñîäåðæàùèéñÿ â K \ {0}, âåðøèíû êîòîðîãî
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òåïåðü ïîëîæèì K2 = K(F ). Êàê ïîêàçàíî â I!5, ýòîò êîíóñ
ìèíèýäðàëåí è, î÷åâèäíî, çàìêíóò.

Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′). Ïî òåîðåìå IV!1.1 êîíóñ K
íîðìàëåí, ñëåäîâàòåëüíî, K ′ � âîñïðîèçâîäÿùèé è, ïî óæå äîêàçàííîìó, â X ′

ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé ìèíèýäðàëüíûé êîíóñ L′ ⊂ K ′. Äëÿ èõ ñîïðÿæåííûõ êîíóñîâ
ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå L′′ ⊃ K ′′. Íî åñëè X ′′ îòîæäåñòâèòü ñ X, òî K ′′ = K
è ïîòîìó L′′ ⊃ K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîíóñ L′ íîðìàëåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, îí
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû V!3.1. À òîãäà åãî ñîïðÿæåííûé êîíóñ L′′

ìèíèýäðàëåí è ìîæíî ïîëîæèòü K1 = L′′. ¤
Òåîðåìà VI.3.4. (À. Óèêñòåä [30]). Åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíî,

êîíóñ K íîðìàëåí, à L � âîñïðîèçâîäÿùèé, òî êëèí H � âîñïðîèçâîäÿùèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áëàãîäàðÿ ëåììå 2 èç IV!1 ìîæíî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,

ñ÷èòàòü êîíóñ K íîðìàëüíûì, òåëåñíûì è çàìêíóòûì (ïîñêîëüêó çàìûêàíèå
íîðìàëüíîãî êîíóñà òîæå íîðìàëüíûé êîíóñ). Òåëåñíûé êîíóñ � âîñïðîèçâîäÿùèé
è ïîòîìó ê K ïðèìåíèìà ëåììà, ñëåäîâàòåëüíî, K ìîæíî ñ÷èòàòü åùå è
ìèíèýäðàëüíûì (íîðìàëüíîñòü ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó îíà âûòåêàåò èç
çàìêíóòîñòè). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3 èç òåîðåìû IV!2.1 ïðîñòðàíñòâî X àðõèìåäîâî
è, ïî óïîìèíàâøåéñÿ â I!5 òåîðåìå À.È. Þäèíà, (X, K) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn ñ ïîêîîðäèíàòíûì óïîðÿäî÷åíèåì (n � ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà X).

Âîçüìåì A ∈ Z. Ïóñòü ei � êîîðäèíàòíûå îðòû â Rn, yi = Aei. Òàê êàê êîíóñ
L âîñïðîèçâîäÿùèé, êàæäûé yi ïðåäñòàâèì â âèäå yi = ui − vi, ãäå ui, vi ∈ L. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x ∈ X, x = {ξi}, ïîëîæèì

A1x =
n∑

i=1

ξiui, A2x =
n∑

i=1

ξivi.

ßñíî, ÷òî A1, A2 ∈ H è A = A1 − A2. ¤

� 4. ÓÑËÎÂÈß ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÈ ÊÎÍÓÑÀ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Òåîðåìà VI.4.1. Ïóñòü K 6= X. Äëÿ òîãî ÷òîáû H áûëî íîðìàëüíûì
êîíóñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ L áûë íîðìàëüíûì, à êîíóñ K
óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ òåîðåìû IV!6.1: ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M , ÷òî
ëþáîé x ∈ X ïðåäñòàâèì â âèäå x = (b)- lim(un − vn), ãäå un, vn ∈ K è ‖un‖, ‖vn‖ ≤
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M‖x‖. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, à êîíóñ K çàìêíóò, òî äëÿ
íîðìàëüíîñòè H íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû K áûë âîñïðîèçâîäÿùèì, à L
íîðìàëüíûì52.

Ýòà òåîðåìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò òåîðåìû IV!6.1�2.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü H íîðìàëåí. Äîêàæåì, ÷òî

ñîïðÿæåííûé êîíóñ K ′ òîæå íîðìàëåí, à òîãäà, ïî òåîðåìå IV!6.1, êîíóñ K
óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííîìó òàì óñëîâèþ. Ïóñòü f, g ∈ K ′, ïðè÷åì g ≤ f . Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûé y0 ∈ L \ {0} è ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

Afx = f(x)y0, Agx = g(x)y0.

ßñíî, ÷òî Af , Ag ∈ H è Ag ≤ Af . Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Ag‖ ≤ N‖Af‖, ãäå N � êîíñòàíòà
ïîëóìîíîòîííîñòè íîðìû íà H. Òîãäà è ‖g‖ ≤ N‖f‖, ÷òî è äîêàçûâàåò íîðìàëüíîñòü
K ′.

Òåïåðü ïðîâåðèì íîðìàëüíîñòü L. Ïóñòü y1, y2 ∈ L, ïðè÷åì y1 ≤ y2. Ðàññìîòðèì
îïåðàòîðû Aix = f(x)yi (i = 1, 2), ãäå f � íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë èç K ′. ßñíî, ÷òî
A1, A2 ∈ H è A1 ≤ A2. Èñïîëüçóÿ ñíîâà êîíñòàíòó N ïîëóìîíîòîííîñòè íîðìû íà
H, ìû ëåãêî ïîëó÷èì, ÷òî ‖y1‖ ≤ N‖y2‖.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî, òî ëþáîé x ∈ X ñ ‖x‖ ≤ 1
ïðåäñòàâèì â âèäå x = (b)- lim(un − vn), ãäå un, vn ∈ K è ‖un‖, ‖vn‖ ≤ M .
Ïóñòü, òåïåðü A, B ∈ H è A ≤ B. Òîãäà 0 ≤ Aun ≤ Bun è, åñëè P � êîíñòàíòà
ïîëóìîíîòîííîñòè íîðìû íà L, òî

‖Aun‖ ≤ P‖Bun‖ ≤ PM‖B‖.

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ ‖Avn‖, à ñëåäîâàòåëüíî,

‖Ax‖ ≤ 2PM‖B‖.

Îòñþäà è âûòåêàåò, ÷òî ‖A‖ ≤ 2PM‖B‖. ¤

� 5. ÓÑËÎÂÈß ÒÅËÅÑÍÎÑÒÈ È ÎØÒÓÊÀÒÓÐÈÂÀÅÌÎÑÒÈ
ÊÎÍÓÑÀ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò äàíû îáîáùåíèÿ òåîðåì II.3.1 è III.6.2.
Òåîðåìà VI.5.1 (Â.È. Àæîðêèí, È.À. Áàõòèí [2]). Äëÿ òîãî ÷òîáû êëèí H

áûë òåëåñíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë îøòóêàòóðèâàåìûì,
à êîíóñ L òåëåñíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà â H,
ñëåäîâàòåëüíî, S(A; r) ⊂ H ïðè íåêîòîðîì r > 0. Äîêàæåì, ÷òî åñëè x0 > 0 (x0 ∈ K)
è ‖x0‖ = 1, òî S(Ax0; r) ⊂ L, è, òåì ñàìûì, ìû óñòàíîâèì òåëåñíîñòü êîíóñà L.

Ïóñòü y0 ∈ Y è ‖y‖ ≤ r. Âîçüìåì òàêîé f ∈ X ′, ÷òî f(x0) = 1 è ‖f‖ = 1. Ñîñòàâèì
îïåðàòîð Bx = f(x)y. Òîãäà Bx0 = y, à ‖B‖ = ‖y‖ ≤ r. Ñëåäîâàòåëüíî, A + B ∈ H, à
ïîòîìó (A + B)x0 ∈ L, ò. å. Ax0 + y ∈ L.

Òåïåðü ïðîâåðèì îøòóêàòóðèâàåìîñòü êîíóñà K. Òàê êàê L òåëåñåí, â Y
ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ïîëîæèòåëüíûé (b)-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë g (ñì. II!2).

52Óêàçàííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â [2].
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Ïîëîæèì f(x) = g(Ax). Äëÿ ëþáûõ x > 0 è y ∈ Y ñ ‖y‖ ≤ r‖x‖, ïî äîêàçàííîìó
âûøå, èìååì

A

(
x

‖x‖
)
± y

‖x‖ ∈ L,

ñëåäîâàòåëüíî, Ax ≥ y è ïîòîìó f(x) ≥ g(y) äëÿ ëþáîãî y ñ ‖y‖ ≤ r‖x‖. Íî
òîãäà f(x) ≥ r‖g‖‖x‖, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàë f ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëåí.
Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó II.1.1.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë íà X. Íå
óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) ≥ ‖x‖ ïðè x ∈ K. Ïóñòü v � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà â êîíóñå L, ïðè÷åì S(v; ρ) ⊂ L. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð V x = f(x)v ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé â H, à èìåííî ïðîâåðèì, ÷òî S(V ; ρ) ⊂ H. Ïóñòü A ∈ S(V ; ρ), ò. å.
A ∈ Z è ‖A− V ‖ ≤ ρ. Äëÿ ëþáîãî x > 0 èìååì ‖Ax− V x‖ ≤ ρ‖x‖ ≤ ρf(x), à ïîòîìó

Ax = V x + (A− V )x = f(x)

[
v +

Ax− V x

f(x)

]
∈ f(x) · S(v; ρ) ⊂ L. ¤

Òåîðåìà VI.5.2. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, à êîíóñ K çàìêíóò. Äëÿ
òîãî ÷òîáû H áûëî îøòóêàòóðèâàåìûì êîíóñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
êîíóñ K áûë èíôðàòåëåñíûì, à êîíóñ L îøòóêàòóðèâàåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H îøòóêàòóðèâàåì,
è äîêàæåì, ÷òî ñîïðÿæåííûé êîíóñ K ′ òîæå îøòóêàòóðèâàåì, îòêóäà, ïî
òåîðåìå III.6.2, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî K èíôðàòåëåñåí. Ïóñòü F � ðàâíîìåðíî
ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë íà Z, F (A) ≥ δ‖A‖ äëÿ ëþáîãî A ∈ H. Âîçüìåì y ∈ L ñ
‖y‖ = 1 è äëÿ ëþáîãî f ∈ X ′ ïîëîæèì Afx = f(x)y, à çàòåì G(f) = F (Af ). ßñíî, ÷òî
G (b)-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X ′, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′ G(f) ≥ δ‖Af‖ = δ‖f‖.
Òàêèì îáðàçîì, G � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë íà X ′ è ïîòîìó êîíóñ
K ′ îøòóêàòóðèâàåì.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî L îøòóêàòóðèâàåì. Âîçüìåì f ∈ K ′ ñ ‖f‖ = 1 è äëÿ ëþáîãî
y ∈ Y ââåäåì îïåðàòîð Byx = f(x)y, à çàòåì ïîëîæèì g(y) = F (By). Òîãäà ïðè y ∈ L
èìååì g(y) ≥ δ‖By‖ = δ‖y‖ è èç ñóùåñòâîâàíèÿ íà Y ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíîãî
ôóíêöèîíàëà âûòåêàåò îøòóêàòóðèâàåìîñòü êîíóñà L.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Òàê êàê K èíôðàòåëåñåí, òî îí íåñïëþùåí (ñì. III.4). Ïóñòü
M � åãî êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè. Äàëåå, äëÿ ëþáîãî A ∈ Z ïîëîæèì ‖A‖0 =
sup
x∈B+

‖Ax‖ (B+ = B∩K, ãäå B � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð èç X). ßñíî, ÷òî ‖A‖0 ≤
‖A‖. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê êàæäûé x ∈ B ïðåäñòàâèì â âèäå x = u − v, ãäå
u, v ∈ MB+, òî

‖A‖ = sup
x∈B

‖Ax‖ ≤ sup
u, v∈MB+

‖Au− Av‖ ≤ 2M‖A‖0. (2)

Ïóñòü g � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë íà Y , óäîâëåòâîðÿþùèé
íåðàâåíñòâó g(y) ≥ ‖y‖ äëÿ ëþáîãî y ∈ L. Èç èíôðàòåëåñíîñòè K, ïî
òåîðåìå III.6.2, ñëåäóåò îøòóêàòóðèâàåìîñòü K ′. Îøòóêàòóðèâàåìîñòü H áóäåì
ïðîâåðÿòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû III.1.3. Âîçüìåì ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàòîðîâ
A1, . . . , An ∈ H \ {0} è ïîñòðîèì ôóíêöèîíàëû fi(x) = g(Aix) (i = 1, 2, . . . , n). Òîãäà
fi ∈ K ′. Îïðåäåëÿÿ ‖fi‖0 àíàëîãè÷íî ‖A‖0, èìååì

‖fi‖0 = sup
x∈B+

g(Aix) ≥ sup
x∈B+

‖Aix‖ = ‖A‖0.
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Äàëåå ñ ïîìîùüþ (2) ïîëó÷àåì
n∑

i=1

‖Ai‖ ≤ 2M
n∑

i=1

‖Ai‖0 ≤ 2M
n∑

i=1

‖fi‖0 ≤ 2M
n∑

i=1

‖fi‖.

Ïîñêîëüêó êîíóñ K ′ îøòóêàòóðèâàåì, åãî êîíñòàíòû íîðìàëüíîñòè, ïî
òåîðåìå III.1.3, â ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åíû: N(K ′, n) ≤ C. Ïîýòîìó

n∑
i=1

‖fi‖ ≤ C
∥∥∥

n∑
i=1

fi

∥∥∥ = C
∥∥∥g ◦

n∑
i=1

Ai

∥∥∥ ≤ C‖g‖
∥∥∥

n∑
i=1

Ai

∥∥∥.

Òàêèì îáðàçîì,
n∑

i=1

‖Ai‖ ≤ 2MC‖g‖
∥∥∥

n∑
i=1

Ai

∥∥∥,

îòêóäà N(H, n) ≤ 2MC. Êîíñòàíòû íîðìàëüíîñòè êîíóñà H îêàçàëèñü â
ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åííûìè è ïîòîìó H îøòóêàòóðèâàåì. ¤

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó òåîðåìà III.6.2 â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè âåðíà â
ïðîèçâîëüíîì ÓÍÏ, äîêàçàííàÿ ñåé÷àñ òåîðåìà â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè òîæå âåðíà â
ïðîèçâîëüíîì ÓÍÏ.

� 6. ÊÎÍÓÑ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ Ñ ÒÅËÅÑÍÛÌ ÊÎÍÓÑÎÌ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîíóñ K â ïðîñòðàíñòâå X òåëåñåí. Èç ïðèìåðà 7
âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç òîãî, ÷òî êîíóñ L âîñïðîèçâîäÿùèé, íå ñëåäóåò, ÷òî
H òîæå äîëæåí áûòü âîñïðîèçâîäÿùèì. Îäíàêî ìíîãèå äðóãèå ñâîéñòâà êîíóñà L
ïåðåíîñÿòñÿ íà H (ïîñêîëüêó K òåëåñåí, H � êîíóñ). Ñîáèðàÿ ðåçóëüòàòû, óæå
ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, è äîïîëíÿÿ èõ åùå
íåêîòîðûìè, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà VI.6.1. Ïóñòü êîíóñ K òåëåñåí. Åñëè êîíóñ L îáëàäàåò îäíèì èç
ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ: à) íîðìàëåí, á) ïðàâèëåí è íîðìàëåí, â) âïîëíå ïðàâèëåí, ã)
îøòóêàòóðèâàåì, òî è H îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.

Ñëó÷àé à) ïîêðûâàåòñÿ òåîðåìîé VI.4.1, òàê êàê òåëåñíûé êîíóñ K íåñïëþùåí,
à åãî çàìûêàíèå K 6= X (II!5). Ñëó÷àé ã) ïîêðûâàåòñÿ òåîðåìîé VI.5.2 (ñ ó÷åòîì
çàìå÷àíèÿ ê íåé). Ñëó÷àè á) è â) âûòåêàþò èç äîêàçûâàåìîé íèæå áîëåå îáùåé
òåîðåìû VI.6.2.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà äîïóñêàåò îáðàùåíèå äàæå áåç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû
êîíóñ K áûë òåëåñíûì. Òàê, åñëè K 6= X, à êîíóñ H íîðìàëåí, ïðàâèëåí èëè
âïîëíå ïðàâèëåí, òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è êîíóñ L. Ñëó÷àé íîðìàëüíîãî
êîíóñà áûë ðàçîáðàí ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû VI.4.1, ñëó÷àè ïðàâèëüíîãî è
âïîëíå ïðàâèëüíîãî êîíóñà ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îáðàùåíèå òåîðåìû VI.6.1 äëÿ
îøòóêàòóðèâàåìîãî êîíóñà ñîäåðæèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû VI.5.2.

Äëÿ óñèëåíèÿ òåîðåìû VI.6.1 â ïóíêòàõ á) è â) èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå, ââåäåííîå Â.È. Àæîðêèíûì.

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî-âîñïðîèçâîäÿùèì
(èëè σ-âîñïðîèçâîäÿùèì), åñëè âñÿêîå ñ÷åòíîå (b)-îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ xn ∈ X (o)-îãðàíè÷åíî.
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Âñÿêèé òåëåñíûé êîíóñ � ñ÷åòíî-âîñïðîèçâîäÿùèé, íî îáðàòíîå íåâåðíî.
Íàïðèìåð, ïóñòü X ñîñòîèò èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà íåñ÷åòíîì
ìíîæåñòâå T , êîòîðûå îòëè÷íû îò 0 íà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê.
Â X ââîäèì åñòåñòâåííîå óïîðÿäî÷åíèå è ðàâíîìåðíóþ íîðìó ‖x‖ = sup |x(t)|.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â X íå òåëåñíûé, íî ñ÷åòíî-
âîñïðîèçâîäÿùèé.

Òåîðåìà VI.6.2. Åñëè êîíóñ K ñ÷åòíî-âîñïðîèçâîäÿùèé, à êîíóñ L ïðàâèëüíûé
è íîðìàëüíûé (ñîîòâåòñòâåííî, âïîëíå ïðàâèëüíûé), òî è H òîæå ïðàâèëüíûé
(ñîîòâåòñòâåííî âïîëíå ïðàâèëüíûé) êîíóñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîíóñ L ïðàâèëåí
è íîðìàëåí. Ïóñòü îïåðàòîðû An ∈ H è An ↑ ≤ B (B ∈ H), íî ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} íå (b)-ôóíäàìåíòàëüíà. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nk, ÷òî ‖Ank+1

−Ank
‖ >

ε (k = 1, 2, . . .). Äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò òàêîé xk èç åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà
X, ÷òî

‖(Ank+1
− Ank

)xk‖ > ε. (3)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ìíîæåñòâî {xk} (o)-îãðàíè÷åíî: ±xk ≤ u. Ïðè ýòîì u ∈ K,
à Anu ↑ ≤ Bu. Ïîñêîëüêó êîíóñ L ïðàâèëüíûé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Anu} (b)-
ôóíäàìåíòàëüíà. Äàëåå èìååì ±(Ank+1

− Ank
)xk ≤ (Ank+1

− Ank
)u, à îòñþäà

‖(Ank+1
− Ank

)xk‖ ≤ (2M + 1)‖(Ank+1
− Ank

)u‖ −−−→
k→∞

0

(M � êîíñòàíòà ïîëóìîíîòîííîñòè íîðìû íà L), è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ
ñ íåðàâåíñòâîì (3). Ñëó÷àé, êîãäà êîíóñ L âïîëíå ïðàâèëåí, ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. ¤

Ïóñòü òåïåðü X è Y � O-ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
X ′ ìîæåò íå áûòü O-ïðîñòðàíñòâîì (ñì. IV.4), òåì áîëåå Z íå îáÿçàíî áûòü O-
ïðîñòðàíñòâîì. Òàê êàê êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â O-ïðîñòðàíñòâå âñåãäà
òåëåñåí, èç òåîðåìû VI.5.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè Z � O-ïðîñòðàíñòâî, òî êîíóñ
K îøòóêàòóðèâàåì (è, ñëåäîâàòåëüíî, X ′ � O-ïðîñòðàíñòâî). Îäíàêî îáðàòíûé
ðåçóëüòàò ìû ìîæåì äîêàçàòü ëèøü íå â ïîëíîì îáúåìå.

Òåîðåìà VI.6.3. Åñëè (X, K) � O-ïðîñòðàíñòâî ñ îøòóêàòóðèâàåìûì
êîíóñîì K, à (Y, L) � O-ïðîñòðàíñòâî ñ ïðàâèëüíûì êîíóñîì L, òî (Z,H) � O-
ïðîñòðàíñòâî ñ ïðàâèëüíûì êîíóñîì H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû IV.1.1 äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî êîíóñ H çàìêíóò, òåëåñåí è ïðàâèëåí. Íî çàìêíóòîñòü H âûòåêàåò
èç çàìêíóòîñòè L, òåëåñíîñòü H ïîëó÷àåòñÿ, ïî òåîðåìå VI.5.1, çà ñ÷åò òåëåñíîñòè L,
à ïðàâèëüíîñòü H âûòåêàåò èç ïðàâèëüíîñòè è íîðìàëüíîñòè L ïî òåîðåìå VI.6.1. ¤

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ Oσ-ïðîñòðàíñòâà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà íåâåðíà. Áîëåå òîãî,
èñïîëüçóÿ îäèí ïðèìåð èç [18], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàæå åñëè (X, K) � O-
ïðîñòðàíñòâî ñ îøòóêàòóðèâàåìûì êîíóñîì K, à (Y, L) � Oσ-ïðîñòðàíñòâî òîæå ñ
îøòóêàòóðèâàåìûì êîíóñîì L, òî êîíóñ H ìîæåò íå áûòü äàæå âîñïðîèçâîäÿùèì.

� 7. ÓÑËÎÂÈß ÌÈÍÈÝÄÐÀËÜÍÎÑÒÈ ÊÎÍÓÑÀ
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â êîíöå V1.1 óæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî (Z,H) � âåêòîðíàÿ
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ðåøåòêà, à K 6= X, òî è ïðîñòðàíñòâî (Y, L) òîæå âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Îäíàêî åñëè
ìû ïîïûòàåìñÿ îáðàòèòü ýòî óòâåðæäåíèå è èç ìèíèýäðàëüíîñòè êîíóñà L âûâîäèòü
ìèíèýäðàëüíîñòü H, òî ìû ñòîëêíåìñÿ ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè. Ýòî åñòåñòâåííî,
ïîñêîëüêó äàæå ìèíèýäðàëüíîñòü ñîïðÿæåííîãî êîíóñà K ′, ò. å. êîíóñà H â ñëó÷àå,
êîãäà Y = R1, îáåñïå÷èâàåòñÿ ëèøü íåêîòîðûìè ñèëüíûìè ñâîéñòâàìè êîíóñà K.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåíèå òåîðåìû V!3.1.

Òåîðåìà VI.7.1. Åñëè ÓÍÏ (X, K) îáëàäàåò (è.ñâ.) è êîíóñ K íå ñïëþùåí, a
(Y, L) � (o)-ïîëíîå ÐÓÍÏ ñ íîðìàëüíûì êîíóñîì L è åñëè êîíóñ H âîñïðîèçâîäÿùèé,
òî (Z,H) � K-ïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé òåîðåìû íóæíî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû V!3.1 è
ó÷åñòü ïðè ýòîì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ òàì ëåììà èç III!4 ñîõðàíÿåòñÿ ïðè íåñïëþùåííîì
K è íîðìàëüíîì L (êàê áûëî îòìå÷åíî â VI.1).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ, â îñíîâíîì, À. Óèêñòåäîì [30], ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåíèå òåîðåìû Àíäî (V!4.1).

Òåîðåìà VI.7.2. Ïóñòü (X, K) � ÓÁÏ, ïðè÷åì êîíóñ K � çàìêíóòûé è
âîñïðîèçâîäÿùèé, à (Y, L) � ïðîèçâîëüíîå ÓÍÏ, äëÿ êîòîðîãî L íå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ìíîæåñòâîì. Åñëè (Z,H) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, òî (X,K) îáëàäàåò
(è.ñâ.), êîíóñ K � íîðìàëüíûé, à (Y, L) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîíóñ K çàìêíóò, èç ìèíèýäðàëüíîñòè êîíóñà H
âûòåêàåò ìèíèýäðàëüíîñòü êîíóñà L. Èç òåîðåìû VI.3.1 âûòåêàåò íîðìàëüíîñòü
êîíóñà K.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) îáëàäàåò (è.ñâ.). Ïóñòü
çàäàíû ÷åòûðå ôóíêöèîíàëà èç X ′: f1, f2, g1, g2, ïðè÷åì fi ≤ gj (i, j = 1, 2). Òàê
êàê L íå ëèíåéíî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ϕ ∈ L′ è y0 ∈ L, ÷òî ϕ(y0) = 1. Ðàññìîòðèì
îïåðàòîðû

Aix = fi(x)y0; Bjx = gj(x)y0 (i, j = 1, 2).

Òîãäà Ai ≤ Bj (i, j = 1, 2). Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Z êàê âåêòîðíàÿ ðåøåòêà
îáëàäàåò (è.ñâ.), ñóùåñòâóåò òàêîé C ∈ Z, ÷òî Ai ≤ C ≤ Bj (i, j = 1, 2). Íî òîãäà
è ϕ ◦ Ai ≤ ϕ ◦ C ≤ ϕ ◦ Bj (i, j = 1, 2), ò. å. fi ≤ ϕ ◦ C ≤ gj, ïðè÷åì ϕ ◦ C ∈
X ′. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) îáëàäàåò (è.ñâ.). Òåïåðü, ïî ñëåäñòâèþ èç
òåîðåìû V!2.1, êîíóñ K ′ ìèíèýäðàëåí è, ïî òåîðåìå V!4.1, (X,K) îáëàäàåò (è.ñâ.). ¤

Çàìå÷àíèå. Åñëè â òåîðåìå VI.7.2 äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
(Z,H) � K-ïðîñòðàíñòâî, òî è (Y, L) îêàæåòñÿ K -ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî,
äåäåêèíäîâà ïîëíîòà (Y, L) áóäåò âûòåêàòü èç äåäåêèíäîâîé ïîëíîòû (Z,H)
íà îñíîâàíèè òåîðåìû VI.1.2. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ Kσ-
ïðîñòðàíñòâà.
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