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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Buch ist aufgebaut auf den Vortrigen, die ich
in Mechanik an einer staatlichen héheren Maschinenbauschule gehalten
habe. Sie geben in erweiterter Form dasjenige, was ich meinen Hérern
diktiert habe.

Der Umstand, daB8 das Diktieren viel Zeit kostet und daB es iiber-
haupt nicht mdglich ist, im Diktat auch nur annédhernd so viel zu geben,
daB ein Schiiler, der einen Teil hat versiumen miissen, die Moglichkeit
des selbstindigen Nachholens in diesem Diktat finde, hat mich ver-
anlaft, das Buch herauszugeben. Ich habe im Laufe der letzten 15 Jahre
wiederholt Kollegen aufgefordert, an. die Herausgabe ihrer Ausarbei-
tungen zu gehen. Ich habe einen Erfolg damit nicht erzielt. So habe
ich mich selbst entschlossen, dieses Buch herauszugeben.

Es bedarf nicht der besonderen Betonung, daf3 sich das Buch' auf
fremde Arbeit stiitzt. Im Laufe der Jahre habe ich alle mir vorkom-
menden Veroffentlichungen, welche das engbegrenzte Gebiet eines Lehr-
buchs der Mechanik behandeln, durchgesehen, um fiir Aufbau des
Ganzen und den Ausbau im Einzelnen Anregungen zu gewinnen. Ich
will auch nicht unerwahnt lassen, daB sich das Ganze in weitgehendem
Grade an das anschliet, was in der Hagener Schule, in die ich vor nun-
mehr 18 Jahren eintrat, damals von sémtlichen Kollegen gelehrt wurde.
DaB ich bei dieser Anordnung geblieben bin, ist nicht darauf zuriick-
zufithren, dafl ich die andere Anordnungsart — Nachstellen der be-
schleunigten Bewegung und Behandlung der Gesetze von der Trig-
heit der Masse im Kapitel Dynamik — nicht kenne oder fiir falsch
halte. Ich verhehle mir nicht die Vorziige, welche dieser andere Auf-
bau hat. Trotzdem habe ich an der alten Anordnung festgehalten.

Ich glaube das Buch so aufgebaut zu haben, dafl es sehr wohl
auch dann zur Begleitung des Unterrichts dienen kann, wenn der
Lehrer den anderen Weg geht. Es stehen die Teile, um deren gegen-
seitige Lage der Streit geht, in ihrer inneren Behandlung so selbsténdig
da, daB sich aus einer Abweichung der Stoffolge Schwierigkeiten kaum
ergeben werden.

Nicht unerwihnt soll dabei bleiben, dal es ungefiahrlich ist, im
Unterricht Spriinge zu machen. Es ist aus pidagogischen Griinden
oft sogar erwiinscht, einzelne Teilstiicke zundchst zuriickzustellen und
sie dann nachzutragen. Diese Behandlungsweise ist aber fiir ein Buch
nicht angéngig. Mit aus diesem Grunde wird man bei der Behandlung
der Mechanik in Biichern vorwiegend die vorliegende Anordnung finden
und nicht die Voranstellung der Kraftlehre.

Das Buch umfafit in knapper Form das, was man von den Ab-
solventen einer staatlichen héheren Maschinenbauschule verlangen muB.
Dieses Pensum weicht nicht wesentlich von dem ab, was ein Hochschul-



v Vorwort zur zweiten Auflage.

absolvent beherrschen mufl. In der aus langer Lehrerfahrung gewon-
nenen Gewiheit, da der Anfinger sich in die Mechanik einfithlen
muB, und daB dieses Einfithlen dem Hochschiiler viel leichter fallt,
wenn er zundchst ohne die Benutzung der doch nicht spielend be-
herrschten héheren Mathematik an die Mechanikprobleme herantritt,
halte ich das Buch zugleich geeignet fiir den Hochschiler, d.h. fir
den anfangenden Hochschiiler. Es soll dabei nicht vergessen werden,
daB die iiberwiegende Zahl aller Maschineningenieure einige 909, ihrer
Mechanikaufgaben an Hand des im vorliegenden Buche Gebotenen
wird 16sen konnen.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die gute Aufnahme, die der von mir verfafte kurze ,,Leitfaden
der Mechanik fiir Maschinenbauer‘ gefunden hat, veranlaBt mich, dieses
Buch bei der jetzt notwendig werdenden zweiten Auflage weiter zu ent-
wickeln. Es wird durch die drei weiteren Biande ,,Hydraulik*, ,,Festig-
keitslehre*, ,,Warmemechanik*, welche im Laufe der ndchsten zweiJahre
erscheinen werden, zu einem das Gesamtgebiet der Mechanik fiir Ma-
schinenbauer behandelnden Lehrbuch ausgebaut werden. Es erscheint
mir das dringend, da die Mechanik ein so festgeschlossenes Ganze
bildet, dal ein Einzelteil, mag er ein Teilgebiet auch vollkommen be-
handeln, ein Stiickwerk bleibt. Bestimmend kam fiir mich die Erfah-
rung hinzu, daB es fiir die Lernenden wichtig ist, daB ihnen alle Teile
in dhnlicher Art geboten werden. Mag auch der Stoff und der Aufbau
bei allen Mechanikbiichern so dhnlich sein, da man Teil fiir Teil aus
verschiedener Hand nehmen kann, die Darstellungsart weicht in ihnen
sehr stark ab und aus den Unterschieden in der Darstellungsart er-
wachsen dem Lernenden grofe Schwierigkeiten.

Die in dem vorstehenden Vorwort zur ersten Auflage angegebenen
Grundsatze, werden auch bei der Abfassung der folgenden Bande fiir
mich mafigebend sein. Es werden die Ableitungen, soweit irgend moglich,
elementar durchgefiihrt. Alles fiir den Techniker wichtige wird durch
Zahlenbeispiele erlautert werden. Diejenigen, die die hohere Mathema-
tik beherrschen, finden im Anhang die gleichen Ableitungen mit
hoéherer Mathematik.

Stettin, im Oktober 1927.

Dr.-Ing. K. Laudien,

Oberstudiendirektor der Staatlichen Hoheren Maschinenbau-,
Schiffsingenieur- und Seemaschinistenschule in Stettin.
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Einleitung.
Die Mechanik ist
die Lehre von den Kriften,
die Lehre von der Wirkung der Krifte auf die Koérper.

Die Wirkung der Krifte kann sich in zweierlei Weise #uBern:

erstens in einer Bewegungsénderung der Korper;
zweitens in einer Forménderung der Kérper.

Den ersten Teil — die Lehre von den Kriften, soweit sie eine Be-
wegungsénderung der Korper, d.h.die Lage der Kérper im Raume,
betreffen — behandeln die beiden Kapitel

Statik und Dynamik.

Man schlieft diese beiden Kapitel allgemein unter dem nun enger
gefaflten Begriffe ,,Mechanik® zusammen. Den Trennungsstrich
zwischen ihnen zieht man in folgender Weise:

Handelt es sich um eine Bewegungsénderung gleich Null, so
gehort die Aufgabe in das Gebiet der Statik. (Man bezeichnet die
Statik auch als Lehre vom Gleichgewicht der Kérper.)

Handelt es sich um eine Bewegungsénderung, die nicht gleich
Null ist, so fallt die Aufgabe in das Gebiet der Dynamik (siehe S. 145).
(Eine Bewegungsinderung kann eine Anderung der Bewegungsrich-
tung, eine Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit oder eine
Anderung von beiden sein.)

Abb. 1 kennzeichnet eine Statikaufgabe. Es soll die Stiitzkraft X
80 bestimmt werden, dafl der Balken B unter der Last @ keine Be-
wegungsinderung erfihrt. — Mit anderen Worten: Der Balken soll in
der gezeichneten Lage liegen bleiben.

Abb. 2 und 3 kennzeichnen Dynamikaufgaben. Es soll (Abb. 2)
die Kraft X bestimmt werden, die das Gescho8 B aus der Ruhelage
auf eine bestimmte Geschwindigkeit bringt. — Es soll (Abb. 3) die Be-
wegungsanderung bestimmt werden, welche der Korper D erfihrt, wenn
die ihn stiitzende Unterlage U entfernt wird.

Den zweiten Teil der Mechanik — die Lehre von den Kraften, so-
weit sie eine Forménderung der Korper, d. h. die Lage der einzelnen
Korperteilchen zueinander betreffen — behandelt das Kapitel

Elastizitits- und Festigkeitslehre.

Abb. 4 kennzeichnet in dieses Gebiet fallende Aufgaben. Es sollen
die Abmessungen z und y des Balkens B so bestimmt werden, da3 er
unter der Last @ nicht zerbricht. Es soll die Durchbiegung bestimmt
werden, die der Balken B durch die Wirkung der Last @ erfihrt.

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl, 1



2 Einleitung.

Den Zusammenhang zwischen den beiden Teilen Mechanik und
Elastizitdats- und Festigkeitslehre kennzeichnet folgendes Bei-
spiel: Bevor man an die Berechnung eines Korpers nach der Festig-
keitslehre gehen kann, mufl man die auf ihn wirkenden Krifte nach
der Mechanik bestimmt haben. Es muf3 (Abb. 1) zunichst die GroBle
der Stutzkraft X ermittelt werden, ehe (Abb. 4) die Abmessungen x
und y des Balkens B berechnet werden kénnen.

Frither unterteilte man die Mechanik nach den physikalischen

Eigenschaften der Korper, indem man folgende Unterkapitel schuf:
Statik der festen, der fliissigen und der gasférmigen Korper;

Dynamik der festen, der fliissigen und der gasférmigen Korper.

1 M

[ Balken B ] Araff Geschol3 F
77 * R
v, g S
7 Lds? NE Abb, 2.

/// S
7 3
Abb. 1.

| Balken

Abb. 3. Abb. 4.

Heute gibt man der physikalischen Eigenschaft das Ubergewicht
und teilt zunichst nach ihr das ganze Gebiet ein, um dann nach Statik
und Dynamik zu trennen. Damit ergibt sich folgende Einteilung:

1. Mechanik: Statik und Dynamik der festen Korper;

2. Hydraulik: Statik und Dynamik der flissigen Koérper;

3. Mechanik der gasférmigen Korper.

Dem letztgenannten Kapitel gibt man der einschneidenden Be-
deutung der Warmewirkung wegen die Bezeichnung Warmemechanik.

Daraus ergibt sich die Gesamteinteilung:

I. 1. Mechanik. 2. Hydraulik. 3. Warmemechanik.

II. Elastizitdts- und Festigkeitslehre.

Der Mechanik, der Lehre von den auf Bewegungsinderung
hinwirkenden Kraften, miissen zwei einleitende Kapitel voran-

gestellt werden:

1. Ein Kapitel iiber Bewegungslehre.
2. Ein Kapitel iiber die physikalischen Grundgesetze der Kraft-

wirkungen.



A. Bewegungslehre.

Die Bewegungslehre behandelt die Beziehungen zwischen den
GroBen Weg und Zeit und den auf diesen zwei Groflen aufgebauten
Werten Geschwindigkeit und Beschleunigung.

1. Gleichformige Bewegung.

Man nennt die Bewegung eines Korpers eine gleichférmige Be-
wegung, wenn der Korper in gleichen Zeiten gleiche Weg-
strecken zuriicklegt.

Bei gleichférmiger Bewegung kommt ein Korper in der zweiten
Zeiteinheit um die gleiche Wegstrecke voran wie in der ersten — in
der dritten Zeiteinheit um wieder die gleiche Wegstrecke wie in der
zweiten usw. Bezeichnet man die Zeitdauer mit ¢, die Weglinge mit s
und den in der Zeiteinheit zuriickgelegten Weg mit v, so folgt: s = v-¢;

s = Weglange (spatium),
v = der in der Zeiteinheit zuriickgelegte Weg (velocitas),
t = Zeitdauer (tempus).

Die in der Zeiteinheit zuriickgelegte Wegstrecke bezeichnet
man als Geschwindigkeit. Mit dieser Bezeichnung lautet die obige
Gleichung in Worten:

Weg gleich Geschwindigkeit mal Zeit.

Aus der Gleichung: s = v - ¢ folgt v = %

Nach den in dem Einzelfalle fiir Weg und Zeit gewihlten MaB-
einheiten bestimmt sich die Mafleinheit der Geschwindigkeit. MiBt
man den Weg in ,,Meter‘ und die Zeit in ,,Sekunden®, so ist das
MaB der Geschwindigkeit ,,Meter in der Sekunde* oder ,,Meter
pro Sekunde‘. Setzt man den Weg in , Kilometer* und die Zeit in
,,Stunden ein, so wird das MaB fir die Geschwindigkeit ,,Kilometer
in der Stunde*“. In anderen Fillen wird man nach Millimetern und
Minuten, Kilometern und Sekunden, Meilen und Stunden messen und
damit die Geschwindigkeitsmafle ,Millimeter in der Minute®, ,Kilo-
meter in der Sekunde®, ,,Meilen in der Stunde‘ erhalten usw.

(Das Kurzzeichen fiir ,,Sekunde ist ,,s“. Es stimmt formal mit
dem Formelzeichen fiir die Weglange ,,s* iiberein. Das Kurzzeichen
far ,,Stunde* ist ,,h*. Um Irrtiimer zu vermeiden, ist die Schreib-
weise ,,sek‘‘ fiir Sekunde und ,,st* fir Stunde beibehalten.)

Man schreibt diese Bezeichnungen:

m/sek = Meter in der Sekunde;
km/st = Kilometer in der Stunde.

s=uv-t. (1)
1*



4 Bewegungslehre.

Bei einer Messung des Weges in Metern und der Zeit in Sekunden ist
s = Meter, t = Sekunden, v = m/sek.

Neben den obigen Bezeichnungen findet man die Ausdriicke ,,Se-
kundenmeter, Stundenkilometer*. Dieselben kennzeichnen die gleichen
Werte wie Meter in der Sekunde, Kilometer in der Stunde, obschon
sie scheinbar Meter mal Sekunden, Kilometer mal Stunden bedeuten.

a) Gradlinige Bewegung.
Beispiel 1. Welchen Weg legt ein Zug in 1 Stunde zuriick, wenn er sich
in gleichformiger Bewegung mit einer Geschwindigkeit von 4 m in der Sekunde
bewegt ?

t = 1 Stunde = 3600 Sekunden, v = 4 m in der Sekunde = 4 m/sek .

Nach Gleichung (1)
8§=1v.t=4.3600 =14400 m = 14,4 km = 14,4 Kilometer.
Beispiel 2. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich ein Korper, wenn er
bei gleichformiger Bewegung in 10 Minuten den Weg von 120 Meter zurticklegt?
t = 10 Minuten = 600 sek, §s=120m.

s=uv-1, V= % = —é—i% = 0,2 m/sek = 0,2 Meter in der Sekunde.

b) Kreisende Bewegung.

Zur Kennzeichnung einer kreisenden Bewegung benutzt man den
Begriff ,,Umlaufzahl®, ,,Drehzahl® — Zahl der in 1 Minute ge-
machten Umdrehungen. Man bezeichnet die Umlaufzahl (Touren-
zahl) mit dem Buchstaben n.

In » Umdrehungen durchliuft ein Korper n-mal den Weg einer
Umdrehung. Bei einer Bahn vom Durchmesser D betrigt der Weg
einer Umdrehung D:.7n. Der Weg in » Umdrehungen ist D-m-n.
Bei #» Umdrehungen in einer Minute wird also der Weg D-n-n
in einer Minute zuriickgelegt. Die Zeiteinheit 1 Minute in 60 Sekunden
verwandelt, ergibt fir die Umfangsgeschwindigkeit

s D.x-n

v=7——@—m/sek,
Denxen
’D=—60—. (2)

v = Umfangsgeschwindigkeit in m/sek,

D = Durchmesser der Bahn in Metern,

n = Drehzahl in der Minute.

Beispiel 3. Welche Umfangsgeschwindigkeit hat eine Scheibe von 4 m

Durchmesser bei 240 Umdrehungen in der Minute?
Nach Gleichung (2)

D-z-n _4.-2-240
60 60

Beispiel 4. Mit welchem Durchmesser ist eine Riemenscheibe auszufiihren,
wenn sie eine Riemengeschwindigkeit (Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe) von
25 m/sek bei n = 180 Umdrehungen pro Minute ergeben soll?

= = 50,26 m/sek .



Gleichférmige Bewegung. 5)

Nach Gleichung (2)

D-z-n
60 °
Aus dem Werte n ,,Umdrehungszahl in der Minute*, welcher

angibt, wie oft pro Minute jeder Punkt der sich drehenden Scheibe

einen Winkelweg von 360° zuriicklegt, wird der Begriff der Winkel-
geschwindigkeit abgeleitet. Man bezeichnet als Winkelgeschwindigkeit

— gemessen im Bogenmafi — die Umfangsgeschwindigkeit am Radius

//]_”'

In jeder Minute legt ein Punkt den Weg 2 - 7 - » zuriick; seine Ge-
schwindigkeit, bezogen auf Sekunden als Zeiteinheiten, betrigt danach
2 'g(). " . Man gibt der Winkelgeschwindigkeit den griechischen Buch-
staben w .

60 25 . 60
n - x-180

- =2,60m.

V-
V= = —
T -

2:7-m
60 °’

w =

-n

0= g @)

@ = Winkelgeschwindigkeit 1/sek. (Gesprochen : Eins durch Sekunde.)
n = Umlaufzahl in der Minute.

Die Winkelgeschwindigkeit hat das MaB 1/sek. Der Zahler des Bruches

% ist eine Zahl, da der Durchmesser “2” nicht ”2 Meter” bedeutet,
sondern nur die ”Zahl 2”; der Nenner 30 ist aus dem Werte 60 Se-

kunden entstanden. Der Nenner ist also in Sekunden gemessen.

Beispiel 5. Welche Winkelgeschwindigkeit hat eine Scheibe bei 300 Um-

drehungen in der Minute ?
Nach Gleichung (3)
a-n a-300
T = g~ =10-7=3L4 lsek.
Die Winkelgeschwindigkeit w und die Umfangsgeschwindigkeit v

sind durch die Gleichung verbunden:

o =

v=0wW-*T. (4)

v = Unfangsgeschwindigkeit m/sek;
r = Radius der Kreisbahn m;
w = Winkelgeschwindigkeit 1/sek.

Die kaelgeschwmdlgkelt d. i. die Geschwindigkeit am Radius 1,
verwandelt sich in die Umfangsgeschwindigkeit, wenn man fiir die
Zahl 1 den Radius » Meter einsetzt.

Beispiel 6. Welche Umfangsgeschwindigkeit hat ein 2 m vom Mittelpunkt
entfernt liegender Scheibenpunkt, wenn die Scheibe mit der Winkelgeschwindig-
keit w = 30 umlduft?

Nach Gleichung (4)

v=w-7=30-2=60m/sek.
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¢) Graphische Darstellung der GroSen: Zeit, Weg, Geschwindigkeit.

Die drei Grofen — Zeit, Weg, Geschwindigkeit — lassen sich
graphisch in dreierlei Art darstellen. Erstens in einem Zeit-Weg-
Diagramm, zweitens in einem Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm
und drittens in einem Weg-Geschwindigkeit-Diagramm.

Abb. 5 zeigt das Zeit

4 Weg - Diagramm eines

L:» mitgleichférmiger Ge-

i 3 schwindigkeit beweg-

L T~ Mo ten Koérpers. Als Ordi-

by ~ . X

Nt P~ R 2z %] naten sind die Zeiten,

N1, & -] g ¢y als Abszissen die Wege

1 ./fﬂ ¢t aufgetragen. Es legt der
i 1] L d//8 .

i . T ¢y Korper in der ersten Zeit-

I T P ¢, spanne t, die Wegstrecke

j_'é A s; zuriick. Die Auftra-

S, —>re—5, S Sy— gung von ¢, und s, gibt

Weg den Punkt I. Er legt

Abb. 5. Zeit-Weg-Diagramm fiir gleichformige Bewegungen. darauf in der zweiten,

gleichlangen Zeitspanne ¢,
den gleichlangen Weg s, zuriick. Diese Auftragung gibt den Punkt 2.
Durch weitere Auftragung fiir eine dritte Zeitspanne #; und den dazu-
gehérenden Weg s, erhilt man den Punkt 3 usf. Der Bewegungs-
vorgang wird durch die Grade 0—1—2—3—4 . .. dargestellt.

Die dritte Grofle, die Geschwindigkeit v des Bewegungsvorganges
0—I1—2 ... ist in diesem Diagramm durch den Tangens des Neigungs-
winkels & der Linie 0—I1—2—3 ... gegen die Ordinatenachse darge-
stellt.

v = sft,
s dargestellt durch die Abszissen, ¢ durch die Ordinaten ergibt
04
v =g/t = 44 =tegx.

Die Linie 0—I—II—III verbildlicht eine gleichformige Bewegung
mit groflerer Geschwindigkeit. Es werden bei dieser Bewegung die
gleichen Wegstrecken s, s, s, in den kiirzeren Zeiten t; ;7 t;; zuriick-
gelegt. tgf ist grofer als tgo .

In der Praxis findet das Zeit-Weg-Diagramm Verwendung zur
graphischen Auftragung von Fahrplinen. Abb. 6 kennzeichnet einen
solchen technischen Eisenbahnfahrplan. Die Zeit wird hierbei von oben
nach unten gemessen und unter Angabe der Tagesstunden aufgetragen.
Auf der Abszissenachse werden die Wegstrecken als die Lange von
Station zu Station gekennzeichnet. Die Stationen sind mit A BC . ..
benannt.

Der Linienzug I bis 13 stellt die Bewegung eines von A4 nach G
fahrenden Zuges dar. Der Zug geht um 4h 35™ in 4 ab, er erreicht die
Station B um 4h44™, Dort hilt er bis 4h 45m, um dann nach C weiter-
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zufahren, wo er um 4h 56™ eintrifft. Der Aufenthalt auf der Station B
ist durch die kurze vertikale Strecke 2—3 gekennzeichnet. Die Ge-
schwindigkeit des Zuges ist wihrend dieser Zeit (4h 44™ bis 4h 45™) gleich
Null. Da der Tangens des Neigungswinkels die Geschwindigkeit dar-
stellt, ergibt sich die Vertikalstrecke im Linienzuge (v = tga = Null;
o = Null). Deren Verlauf erklirt sich im ibrigen auch dadurch, daB
wahrend einer gewissen Zeit kein Weg zuriickgelegt wird, d. h. einem
Fortschreiten in der Richtung des Zeitverlaufes (vertikal) kein Fort-
schritt in Richtung des Wegverlaufs (horizontal) zuféallt. Die Geschwin-
digkeiten auf den einzelnen Streckenstiicken sind Verschleden grof3.
Es fahrt der Zug auf der 4hsgm
Strecke B—C langsamer

als auf der Strecke C—D.
tg B ist kleiner als tgor. N

Fir die Benutzung

eines solchen Eisenbahn- =
fahrplanes darf die Rich- #280ZF—#N
tung der Bewegung nicht g
unberiicksichtigt ~bleiben. _, ~—F——
Esist bei den vorstehenden 222 \;
Gleichungen  stillschwei-
gendangenommen, danur sx,m
die Lange des Weges in
den Gleichungen in Er- - N
scheinung tritt. Bei Auf- 5%20™ a !
gaben, in denen nur eine I
Bewegungsrichtung  ver- ;f# N s

L 13
/” N Ry
V1

\\

o)
L/

M
IR
N

N
7
P

folgt wird, kommt die Rich- 57307 =
tung nicht in Betracht.
In allen Fillen, in denen 5Py —Z (a7
es sich um ein Hin- und :

Hergehen handelt, mu8 so-
wohl fiir den Weg als auch
fir die Geschwindigkeit

ein Ur}terschi_ed zwischen (T‘gg’}}’,ﬁséhfre“ﬁivsii%'i’ﬁﬁgﬁgﬁa.>

den beiden RlChtungen ge- Zeit von oben nach unten gemessen. (Abb. 5 zeigt die
macht werden. Man trennt umgekehrte Mefrichtung.)

die Richtungen durch das

Vorzeichen. Die eine Richtung wird durch 4, die andere durcn —
gekennzeichnet.

Mit dem Minuszeichen wird man die Wege einzusetzen haben,
welche der von & nach D fahrende Zug, dessen Bewegung die geknickte
Linie I—VIII darstellt, durchmifft. Mit dem Minuszeichen wird man
zugleich auch die Geschwindigkeit einzusetzen haben, mit welcher
dieser Zug fahrt. Dieses Minuszeichen fiir die Geschwindigkeit ist
zugleich durch die Gleichung v = tgy fixiert. Da y groBer ist als
90°, ist tgy negativ. Im diibrigen ist es fir die Anwendung der
Gleichung s = v - ¢ gleichgiiltig, ob v und s beide das negative Vor-

b
¥

LY

Station A
N
Q



8 Bewegungslehre.

zeichen haben oder das positive. Die Zeit ¢ wird in jedem Falle eine

positive Grofe.
Ein Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm zeigt Abb. 7. Die Zeiten
sind als Abszissen aufgetragen, die Geschwindigkeiten als Ordinaten.
Die  gleichférmige

~ ¢ Bewegung wird durch

| eine zur Abszissenachse

A 1 | |8 parallel laufende Gerade

. 0, /L / / dargestellt. Es bleibt

XN / A * die Geschwindigkeit »
.%) NS /5 %y /A /H unverdndert.

E 3 SN 3 / Die dritte GroBe, der

S 1 Weg, ist durch den Fli-

S i cheninhalt des zwischen

§ l' 7 der Parallelen und der

!(.C Abszissenachse liegen-

(‘Qtrl-. Lyt J’Lt;—‘zfj met—t 7—J den Rechtecks darge-

Zeit stellt. .Der Flé,chez.lin-

Abb. 7. Geschwindigkeit-Zeit-Disgramm filr eine gloichformige 18P 186 geometrisch

Bewegung. bestimmt durch die

Gleichung: Fliche gleich

Grundlinie mal Héhe. Die Grundlinie stellt die Zeit ¢ dar, die Hohe
die Geschwindigkeit ». Das Produkt v-.¢ ist nach Gleichung (1)
gleich s.

Den MaBstab fiir den Weg gibt folgende Uberlegung: 1 qmm Fliche
ist das Produkt aus 1 mm Hohe mal 1 mm Breite. Bedeutet 1 mm
Hoéhe z. B. 1/, m/sek und 1 mm Breite z. B. 2 sek so stellt der aus dieser
Multiplikation (1 mm Hoéhe mal 1 mm Breite) hervorgehende gmm
Ys+2=2/,m Weg dar. 1/, m/sek - 2 sek = 2/, m.

Beispiel 7. WelchenWeg stellt ein Geschwindigkeitsdiagramm fiir v=3,0 m/sek
und £ = 1048 nach Abb. 7 dar?

MaBstab fiir die Geschwindigkeit: 1 m pro Sekunde = 10 mm;
MafBstab fiir die Zeit: 1 Sekunde = 1/, mm.

Die Hohe des Rechtecks betrigt 30 mm (3,0 m/sek - 10 mm). Die Grundlinie des
Rechtecks hat die Linge von 52 mm (104 sek - 1/, mm). Der Flicheninhalt des
Rechtecks betrigt damit 30 - 52 = 1560 qmm.

1 mm Hohe bedeutet 0,1 m/sek. 1 mm Breite bedeutet 2 sek. 1 gmm Fliche
bedeutet 0,1 - 2 = 0,2 m Weg. Danach betrigt der Weg 1560 - 0,2 = 312 m,

{s=wv-t=104.3 = 312 m).

"Das Geschwindigkeit-Weg-Diagramm unterscheidet sich bei
der gleichférmigen Bewegung zeichnerisch nicht vom Geschwindig-
keit-Zeit-Diagramm. Bei einer Auftragung der Geschwindigkeit
auf der Ordinatenachse und einer Auftragung der Wege in Richtung
der Abszissenachse ist die Bewegung als Parallele zur Abszissenachse
dargestellt.

Die dritte GroBe, die Zeit, wird gleichfalls durch die Abszissen
gegeben. Es nimmt ¢ proportional s zu, da ¢ = s/v ist und v konstant
bleibt. Es stellen die Abszissen sowohl die Wege als auch die Zeiten
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dar. Der MafBstab fiir die Zeitdarstellung berechnet sich aus dem Maf3-
stab fiir den Weg und aus der Geschwindigkeit. Ist z. B. die Geschwin-
digkeit der Bewegung 2m/sek und hat man den WegmaBstab mit 122mm
gleich 1 m Weg aufgetragen, so bedeuten die 12 mm zugleich die Zeit
von 1/, Sekunden. Denn bei v = 2 m/sek wird zu dem (durch 12 mm
dargestellten) 1 m Weg die Zeit von 1/, Sekunden benétigt. Der Zeit-
maBstab ist also 24 mm gleich 1 Sekunde.

2. Ungleichformige Bewegung.

Als ungleichfé6rmige Bewegung bezeichnet man eine Bewegung,
bei welcher in gleichen Zeiten ungleiche Wegstrecken zuriick-
gelegt werden.

Bei ungleichférmiger Bewegung kommt ein Korper in der zweiten
Zeiteinheit um eine andere Wegstrecke voran als in der ersten usw.
Er bewegt sich mit verdnderter Geschwindigkeit.

Die Geschwindigkeit v, der Quotient aus Wegstrecke durch Zeit-
einheit, ist nicht konstant, da zu den gleichen Zeiteinheiten (gleiche
Nenner des Quotienten) ungleiche Wegstrecken (ungleiche Zahler des
Quotienten) gehoren. Es gibt die Gleichung v = s/t fiir die verschiedenen
Zeitpunkte verschieden hohe Werte v. Dabei mufl man die Zeiteinheit
iiberhaupt auBerordentlich klein annehmen, um zu einer richtigen Be-
urteilung der Geschwindigkeit, die in dauerndem Wechsel begriffen ist,
zu kommen. Man ist gezwungen, sich den in einem verschwindend
kurzen Zeitteilchen bestehenden Zustand auf eine lingere Zeit — z. B.
eine ganze Sekunde — erstreckend zu denken, um die alten Malle
m/sek usw. anwenden zu konnen.

In Wirklichkeit wird innerhalb
einer jeden Sekunde die Geschwin-
A K \TB\
LT
‘ [

digkeit verschieden hohe Werte
haben (siche Anm.1 am SchluBl
des Buches).

Abb.8 gibt die Darstellung
einer ungleichférmigen Bewegung
im Geschwindigkeit - Zeit- N}
Diagramm. Nach Ablauf der L
Zeitlinge t, betragt die Geschwin- P
digkeit fiir ein unendlich kleines =
Zeitteilchen v,. Nach ¢, hat sie ,
die Grofe v, angenommen, nach Z.E’f ) .
t, die GroBe vy usw. A e ngtelohtarmize Bowopung "X

Bei. der gleichformigen Be-
wegung stellt eine Parallele zur Abszissenachse die Geschwindigkeit
dar (sieche Geschwindigkeitskurve der Abb. 7). Die Darstellung der
ungleichférmigen Bewegung zeigt ein Abweichen von der parallelen
Lage in dem Punkte 4 um den Winkel « , im Punkte B um den Winkel 5.
Der Tangens dieser Abweichungswinkel tgx, tgg usw. charak-
terisiert die Geschwindigkeitsinderungen in den einzelnen Punk-
ten (siche Anm.2 am SchluB des Buches).

ighkert

Geschwind;

Up——=

r-—

P RE—

3
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Legt man (Abb.9) zur Bestimmung des tg« in 4 die Tangente an
die Geschwindigkeitskurve, so bestimmt sich der Tangens als der
Quotient (v, — v;) durch (t, — ¢,). Der Zihler dieses Bruches — die
Differenz der Geschwindigkeiten — hat den Wert m/sek. Der Nenner
— die Differenz der Zeitlingen — hat den Wert sek. Die Anderung
der Geschwindigkeit (v, — v;), bezogen auf Zeitdauer wiahrend

p ihres Verlaufes (¢, — t,), bezeich-
. 2 net man als Beschleunigung. Der
T ] t2 X Wertder Beschleunigungist gleich
g SEPTAE LT tg o = m/sek : sek = m/sek?
E{ 9 SeA /V x (sprich Meter durch Sekunden-
XX
S N =t | quadrat).
S| 7 2 Betragt z. B. in Abb.9 die
?§§ N / % __ Differenz zwischen v, und v,
% N a4 ] A é 27 mm, so bedeutet diese Dif-
N ? 44 3Y ferenz in  dem  gewahlten
Q’g . / S GeschwindigkeitsmafBstab ~ von
§ S ~ 36 mm = 1m/sek 3/, m/sek. Ist
- l 1 der zeitliche Abstand von 1 nach 2
23,5 mm im gewihlten Zeitmafg-
. 2 105ek stab 2,5mm = 1 sek also 9sek
Zelt so betragt die Beschleunigung
2.5mm=15ek im Augenblicke
Abb. 9. Geschwipﬁgkei§~Zeit-Diagramm fiir eine 3 1
ungleichformige Bewegung. ,_/A — —m /sekz.

9 12
Es herrscht in einem Augenblicke nach Ablauf von ¢, sek die Geschwindig-

keit v, = 0,85 m/sek und die Beschleunigung p = é m/sek?.

Gleichformig beschleunigte Bewegung.

Ist die Anderung der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit, die Be-
schleunigung, konstant, so nennt man die Bewegung eine gleich-
formig beschleunigte Bewegung. Es dndert sich die Geschwindig-
keit in gleichen Zeiten um die gleichen GroBen.

&) Gradlinige Bewegung.

Man bezeichnet die Beschleunigung mit dem Buchstaben p. Bei
konstanter Beschleunigung #ndert sich die Geschwindigkeit in jeder
Sekunde um den gleichen Betrag p. Betragt die Geschwindigkeit zu
Beginn des Vorganges v, (Anfangsgeschwindigkeit) und bezeichnet man
mit v die nach 5 sek erreichte Geschwindigkeit, so gilt

v; =0+ 5-p.
In allgemeiner Formel gilt:

v=uvy+p-t. (5)
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v, = Anfangsgeschwindigkeit m/sek;

v = Endgeschwindigkeit nach Ablauf von ¢ Sekunden m/sek;

t = Anzahl der Sekunden sek;

p = Beschleunigung (Zunahme der Geschwindigkeit in der Sekunde),
m/sek?.

Beispiel 8. Welche Geschwindigkeit erreicht ein Kérper nach 10 Sekunden,
wenn die Anfangsgeschwindigkeit 5 m/sek betrigt und die Beschleunigung
p = 3 m/sek? ist?
v=10vy+p-t, vy = 5 m/sek, t =10 sek, p = 3 m/sek?,
v=2>5-+3.10 = 85 m/sek.

Handelt es sich nicht um ein GréoBerwerden der Geschwindigkeit,
sondern um ein Kleinerwerden derselben, so hat der Wert p das
Minuszeichen. Es lautet die Gleichung (5) unveridndert v = v, + p - ¢.
Nur ist in diese Gleichung der Wert » mit dem negativen Vorzeichen
einzusetzen. Man nennt p dann Verzogerung.

Beispiel 9. Welche Endgeschwindigkeit erreicht ein Kérper in 6 Sekunden,
wenn er von der Anfangsgeschwindigkeit v, = 28 m/sek ausgehend eine Verzdgerung
von p = —3 m/sek? erfiahrt?

vy = 28 m/sek,
p = —3 m/sek?,
t = 6sek,

Vv=v,+p-t=284(—3)-6 =28 — 18 =10 m/sek.

Beispiel 10. Welche Beschleunigung hat ein Koérper erfahren, wenn er in
6 Sekunden von der Geschwindigkeit —120 m/s auf 180 m/sek kommt?

v = 180 m/sek, vy = 120 m/sek , t = 6sek,
v=9,+p-t, 180 =120+ p -6,
60 =61p,

p =10 m/sek2,

Beispiel 11. Welche Beschleunigung liegt bei einem Kérper vor, der in
6 Sekunden von der Geschwindigkeit —180 m/s auf 120 m/s kommt ?

v = 120 m/sek, v, = 180 m/sek, t = 6sek,
v="vy+ p-t, 120 =180 4+ p - ¢,
—60=60p,

p = —10 m/sek2.

Es handelt sich nicht um eine Beschleunigung, sondern um eine Verzogerung,
denn p ist negativ.

Abb. 10 gibt fiir die gleichférmig beschleunigte Bewegung den Ver-
lauf der Geschwindigkeit nach der Zeit aufgetragen: die Geschwindig-
keiten-Ordinaten ; die Zeiten-Abszissen. Es nimmt die Geschwindigkeit
in der ersten Sekunde um den Betrag 1 - p zu. Sie nimmt in der zweiten
Sekunde um wiederum 1 - p zu und, ganz allgemein gefaBit, in ¢ Sekunden
um die GroBle t-p. Es ist

vy, =v,+1-p, v=v;+1-p, vV=10,+ p-t.
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Der Geschwindigkeitsverlauf ergibt eine Gerade. Die Neigung der-
selben, ihre Abweichung von der Horizontalrichtung, ist

-1
tgzx=2—t—~=p.

Die Gleichung fiir den Weg, der bei einer gleichférmigen beschleunig-
ten Bewegung zuriickgelegt wird, leitet man an Hand des Geschwindig-
keit-Zeit-Diagramms ab (Abb. 11).

Das Trapez 0 4ABC, das zur Geschwindigkeitslinie 4 B gehort, zer-
legt man durch Vertikallinien in viele kleine Trapezchen. Jedes dieser

; B
N .
® 7 v t /z L 1
R i
S 1n o4 . R 1%
g S, s H AT | £
. . ~ ’ ”
3 1#,1' Y N Sz
N v’ 3
v l Y S S
} l N B
A A 7_._4 D Ll (7
7
4 ! 2 3 . L} ¢
. (2 . —
Zeit Zert
Abb. 10. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm fiir eine Abb. 11. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
gleichformig beschleunigte Bewegung. fiir eine gleichformig beschleunigte Be-

wegung. — Bestimmung der Weglénge.
Gleichung (8).

kleinen Trapezchen kann der Geringfiigigkeit des Unterschiedes zwischen
Anfangsgeschwindigkeit v und Endgeschwindigkeit »”” wegen durch ein

Rechteck von der mittleren Hohe v’; v

ecke stellen dann Geschwindigkeitsdiagramme fiir viele “einzelne Be-
wegungsvorginge gleichformiger Bewegung in der bei Abb.7 er-
klarten Art und Weise dar. Der Flicheninhalt aller dieser kleinen Recht-
ecke ist ein MaB fiir den in den einzelnen kleinen Zeitteilchen zuriick-
gelegten Weg, und die Summe aller dieser kleinen Rechteckflichen
stellt den Gesamtweg dar. Da die Flicheninhalte der kleinen Rechtecke
denjenigen der kleinen Trapezchen gleich sind, stellt auch die Summe
der kleinen Trapezflichen den Gesamtweg dar. Da schlieBlich die
kleinen Trapezflichen in ihrer Gesamtheit die Flache des groB8en
Trapezes O ABC bilden, ist diese ein MaB fiir den Gesamtweg bei
der gleichférmig beschleunigten Bewegung, die mit der An-
fangsgeschwindigkeit v, = O4 beginnend in ¢ Sekunden (0C) auf die
Endgeschwindigkeit v (BC) kommt.

ersetzt werden. Diese Recht-
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Aus den geometrischen Werten der Abb. 11 leitet sich folgende
Gleichung fir die Wegstrecke ab.
Inhalt der Trapezfliche

0‘430:&‘2?10.00,
s=v0;-'v't. (6)

v, = Anfangsgeschwindigkeit m/sek;
v = Endgeschwindigkeit m/sek;

t = Zeit Sekunden.

s=Weg m.

Den Bruch ﬁ’; v

und ersetzt ihn durch den Buchstaben v,. Man schreibt dann die
Gleichung (6) in der Form

bezeichnet man als mittlere Geschwindigkeit

s=vnp-t. (7

Diese Form zeigt den gleichen Aufbau wie die Gleichung (1), welche
fir die gleichféormige Bewegung gilt. Man berechnet nach ihr den Weg,
der in gleichférmig beschleunigter Bewegung zuriickgelegt ist, wie den
Weg, der in gleichformiger Bewegung zuriickgelegt ist, indem man die
konstante Geschwindigkeit der gleichformigen Bewegung durch das

arithmetische Mittel »,, = % ;_ Y ersetzt (s. Anm.3 am SchluB des

Buches).
Beispiel 12. Welchen Weg legt ein Korper bei gleichformig beschleunigter

Bewegung in 8 Sekunden zuriick, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit v, = 4 m/sek
und seine Endgeschwindigkeit v = 6 m/sek betrigt?

vwtv , 4+6 o 10 o
3 = 3 8—7-8_40m.

Durch die Vereinigung der Gleichung (5) und (6) lassen sich eine
Reihe weiterer Gleichungen bilden.

Von den fiinf GroBen (v, v, t, p, ), die in diesen beiden Gleichungen
vorkommen, miissen stets drei gegeben sein, da sich nur zwei Bestim-
mungsstiicke aus den zwei Gleichungen berechnen lassen. Je nachdem
die einen oder anderen drei Stiicke gegeben sind, und nur das eine oder
andere der zwei iibrigen GréBen berechnet werden soll, wird man mit
der einen oder anderen der weiteren Gleichungen am schnellsten zum
Ziele kommen. (Es bieten diese weiteren Gleichungen (8) bis (10) im
Grunde keine neuen Bestimmungsméglichkeiten gegeniiber den alten
Gleichungen (5) und (6), die letzten Endes zur Losung aller Aufgaben
geniigen.)

Setzt man in die Gleichung (6) fiir v den in Gleichung (5) gegebenen
Wert v, 4+ p « ¢ ein, so folgt:

8 =

PR AL
2
12
s=v0-t+pT. (8)
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. . . . ?
Diese Teilung des Wertes s in die zwei Teile v,¢ und ?—2— kenn-

zeichnet die Abb. 12. Das Rechteck O0ADC entspricht dem ersten

12
Werte v,¢, das daruberhegende Dreieck dem zweiten Werte -

2
£ (Grundhmet halbe Hohe ~—)

/ Setzt man fiir v, den Wert v — p - ¢
77 ein, so ergibt sich die neue Gleichung:

p 700 e
U_‘ ///‘*7 v—p-t+v
Y,

§=—2>r_"T" .4

2
AR
\ \\\ \\\ ¢ 12
e e ‘ s—v-t—£2—. 9)
Abb. 12. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm Die Teilung des Wertes s in die zwei
fiir eine gleichférmig beschleunigte Be-
wegung. — Zerlegung des Weges nach Teile v+f und —- kennzelchnet eben-
Gleichung (8) und (9). 2

falls die Abb. 12. Das Rechteck OE BC
entspricht dem ersten Werte v -¢, das davon abzuziehende Dreieck

L2
E AB dem zweiten Werte —B;— .

Beispiel 13. Welchen Weg legt ein Korper in 10 Sekunden zuriick, wenn er
eine Anfangsgeschwindigkeit v, = 5 m/sek besitzt und sich mit einer Beschleumgung
p = 2 m/sek? bewegt ?

v =19+ pt =5+ 10 - 2 = 25 m/sek.

___vo+vt=5+25
2 2

-10=150m,

2 . 102
(s:uo-t+ﬂ=5-1o+2 210

2 =150m).

Beispiel 14. Welchen Weg legt ein Kérper in 12 Sekunden zuriick, wenn
seine Endgeschwindigkeit v = 40 m/s betrdgt und er sich mit einer Verzogerung
p = —3 m/sek? bewegt ?

v=vy,+p-t, 40 = vy + (—3) - 12, v, = 76 m/sek,

s—ntv, T6+40 1o 696m,

2 2
ot pt (—3)-122 )
(s = vi o = =40.12 — e = 696

Setzt man in die Gleichung (6) den aus Gleichung (5) gewonnenen

Wert ¢ = 2 ; % ein, so geht dieselbe aus s = UL;—Ut iber in
%t v v—1
S it
v? — v
s= LU (10)

2p
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Beispiel 15. Welchen Weg legt ein Kérper zuriick, wihrend er mit der Be-
schleunigung p = 3 m/sek? von 40 m/sek auf 70 m/sek kommt?

vy = 40 m/s, v="70m/s, p = 3 m/sek?,
v=v,+p-t, 70 =40+ 3 -1, t = 10 sek,
st 20470 4y s550m,
2 2
v? — 2 70% — 402 4900 — 1600
(s— 2p 2.3 6 —550m).

pB) Der freie Fall.

Ein Spezialfall der gleichférmig beschleunigten Bewegung ist der
freie Fall.

Frei fallende und frei aufsteigende Korper bewegen sich,
wenn man den EinfluBl des Luftwiderstandes auf den Bewegungsvor-
gang vernachlassigt, gleichformig beschleunigt bzw. gleichférmig
verzogert. Die Beschleunigung hat den Wert von 9,81 m/sek?. Man
gibt derselben den Buchstaben g¢.

Damit lauten die Gleichungen (5), (8), (9), (10)

v = v, -+ gt,
12 12
v=v0t+97=vt——¢q2—,
_'02—11?,
§ = 29

Beispiel 16. Welchen Weg durchfillt ein Kérper in den ersten 5 Sekunden
nach dem Loslassen?

v =0, p = ¢ = 9,81 m/sek?, v=v,+¢g-t=0+ 9,81 .5=49,05m/sek,
Vo + v 0 - 49,05

o= 2T 5 = 122,625 m.

Da man es beim freien Fall in den meisten Fillen mit einer An-
fangsgeschwindigkeit gleich Null zu tun hat, vereinfacht man die
Gleichungen (5), (8) fiir diese Sonderaufgaben

2
v=g-t, s=£2t—-. (11)

Da es sich um eine vertikal liegende Wegstrecke handelt, setzt
man ferner fiir den Buchstaben s den Buchstaben % (H6he) ein. Damit

lautet die Gleichung
2
n=27. (12)

Aus der Gleichung (10) folgt bei-v, = 0

S ) v?=2gh
8_2g_ ] - g )

v=172gh. (13)
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h = Fallhéhe m;
v = Aufschlaggeschwindigkeit m/sek;
g = Erdbeschleunigung m/sek2.

Beispiel 17. Mit welcher Geschwindigkeit schligt ein aus 45 m Hohe fallender
Korper auf?

g = co10m/sek?, v =}2 .10 - 45 = /900 = 30 m/sek.

Beispiel 18. Mit welcher Geschwindigkeit geht ein senkrecht aufwirts mit -
einer Anfangsgeschwindigkeit von 150 m/sek emporgeschleuderter Kérper durch
eine 1000 m hoher liegende Niveaufliche ?

vy = 150 m/sek , g = —10 m/sek?, s =1000m,
—150 150 —v
v =, + (—10)1, z=”_10 =5+
sty 18040 10 —v 000,010 = 1502 — 2,

2 2 10
— v% = 20000 — 22500 = 2250 — v = 47,3 m/sek.

Beispiel 19. Wélchen Weg durchfillt ein Korper in der vierten Sekunde?

Zu Anfang der vierten Sekunde, d. i. nach 3 Sekunden, hat der Korper die
Geschwindigkeit vy =g¢-¢=10 -3 = 30 m/sek. Zu Ende der vierten Sekunde
betrigt seine Geschwindigkeit v =g - ¢ = 10 - 4 = 40 m/sek ,

_ Yt t—30+40

8§ = 5" B +1=85m.

y) Kreisende Bewegung.

Fir die gleichférmig beschleunigte Bewegung eines Korpers in einer
Kreisbahn kann man die Gleichungen (5) und (6) benutzen:
v=12,+ p-t, s=%——v

v, = Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn des Beschleunigungsvor-
ganges m/sek;

v = Umfangsgeschwindigkeit bei Ende des Beschleunigungsvor-
ganges m/sek;

{ = Zeitdauer des Beschleunigungsvorganges sek;

p = Umfangsbeschleunigung (Beschleunigung am Umfange im Um-
laufsinn, d. h. tangential gemessen) m/sek?;

s = Umfangsweg m .

Beispiel 20. Mit welcher Umfangsbeschleunigung bewegt sich ein Punkt
am Umfange einer Scheibe von 4 m Durchmesser, die in 10 Sekunden von der
Umdrehungszahl 120 auf die Umdrehungszahl 180 in gleichférmig beschleunigter
Bewegung gebracht wird ?

v,,=D(;)"°=4";(')120=8n, v=4L6618.9=12n, t=10,
V=) + pt =120 =8x 4+ p-10, p=l2llg_8.’£=0,4nm/sek2.

Man verfolgt die Beschleunigungsvorginge an kreisenden Korpern
jedoch besser durch ein Rechnen mit den Winkelgeschwindigkeiten
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und charakterisiert den Verlauf der Beschleunigung dann durch die
Winkelbeschleunigung.

Geht eine Scheibe von der Winkelgeschwindigkeit w, in ¢ Sekunden
bei gleichférmig beschleunigter Bewegung zur Winkelgeschwindigkeit w
iiber und bezeichnet man die Winkelbeschleunigung mit ¢, so gilt

O=wy+&-t; (14)
o, = Winkelgeschwindigkeit bei Beginn 1/sek;
o = Winkelgeschwindigkeit zu Ende 1/sek;
t = Zeitdauer in Sekunden;
¢ = Winkelbeschleunigung 1/sek2.
Daraus folgt
J()_— Wy

11

Da der Zshler in (1/sek — 1/sek) in 1/sek gemessen ist und der
Nenner Sekunden bedeutet, folgt fiir ¢ der Wert 1/sek/sek = 1/sek?
(s. Anm.4 am SchluB8 des Buches).

Beispiel 21. Welche Winkelbeschleunigung erfihrt eine Scheibe, wenn sie
bei gleichférmiger Beschleunigung in 10 Sekunden von einer Umlaufzahl n, = 120
Umdrehungen in der Minute auf n, = 240 Umdrehungen in der Minute kommt?

Die Winkelgeschwindigkeit betragt zu Beginn

& =

aemy @120

“1="g5 =73 T

Die Winkelgeschwindigkeit hat am Ende den Wert
_a-my  w-240

“2="35 ~ 3 —°7

Die Winkelbeschleunigung

wy — @ 87 —4n
&= 2t = 10 = 0,4~ 1/sek2.

Die Winkelbeschleunigung ¢ (Beschleunigung am Radius r = 1)
héngt mit der Umfangsbeschleunigung » zusammen nach der Gleichung
p=r-§; (15)

p = Beschleunigung am Umfang (m/sek?) in tangentialer Richtung;
r = Radius der Kreisbahn m;
& = Winkelbeschleunigung 1/sek?2.

Diese Gleichung ergibt sich, wenn man in Gleichung (4) v =17
fir den Wert v p-¢ und fiir den Wert @ ¢-¢ einsetzt,

prt=r-c-t, p=r-¢.

Beispiel 22. Welche GrofBe erreicht die Umfangsgeschwindigkeit einer
Scheibe von 4 m Durchmesser, wenn dieselbe 10 Sekunden lang mit der Winkel-
beschleunigung ¢ = 2 1/sek?von der Anfangsdrehungszahl n, = 240 aus beschleunigt
wird ?

wg =TT 7240 o ,

30 30
0o=wy+e-t=8-a+42.10 =co45 1/sek,
v=w-r=45.2 = 90 m/sek.

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl, 2
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Den Kreisweg berechnet man bei gleichférmig beschleunigter Be-
wegung als Umfangsweg nach den Gleichungen (6), (8), (9)
p-t,

2 ’

v, = Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn der Bewegung m/sek;

v = Umfangsgeschwindigkeit am Ende der Bewegung m/sek;

p = Umfangsbeschleunigung m/sek?;

t = Zeitdauer in Sekunden sek.

Beispiel 23. Welchen Weg legt ein in einer Bahn von 5 m Durchmesser mit
gleichformig beschleunigter Bewegung kreisender Korper in 10 Sekunden zuriick.

wenn die Umlaufzahl in dieser Zeit von 7, = 120 Umdrehungen pro Minute auf
n = 150 Umdrehungen pro Minute steigt?

_ Pty L
§=—7 t—vot+2—vt

_Dnn_5-7t-150

Dany 5-m-120 —
=g = g 10" =g — e 0T
s=”o;‘”,t=10”+212’5n 210=112,5- 7 =354 m.

Fiir ein Rechnen mit den Winkelgeschwindigkeiten w, und w und
der Winkelbeschleunigung ¢ gilt die Gleichung: Winkelweg = mittlere
Winkelgeschwindigkeit mal Zeit

Qejem= f"°2ﬂ .
(# Anzahl der zuriickgelegten Umdrehungen).

Dieselbe folgt aus der Gleichung s = % ;_ Y.t, wenn man fir den

Umfangsweg s den Wert ¢ - D - 7 einsetzt, und fir die Geschwindigkeiten

v, und v die Werte 7 - w, = D Wy und 7w = % o einfithrt.

2
. D.-wy+D-w
’L'D'ﬂ—-—z_z - t,
9.i.=20F2 4 (16)

¢ = Anzahl der zuriickgelegten Umdrehungen;
w, = Winkelgeschwindigkeit zu Beginn 1/sek;
w = Winkelgeschwindigkeit zu Ende 1/sek;

t = Zeit sek.

Man rechnet auch hier, ahnlich wie bei der geradlinigen Bewegung
(s. S.13) mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit. Es geht

beim Einsetzen von w,, fiir ~° ;_ ? die Gleichung (16) iiber in

2t = et

Beispiel 24. Wieviel Umdrehungen legt eine Scheibe zuriick, wenn sie
vom Stillstande in 15 Sekunden bei gleichférmig beschleunigter Bewegung auf die
Winkelgeschwindigkeit 12z kommt?

0412

O - " =86, 2.i.n:6-ft-15,

2

, 6.x2-15
i=—5 =45.




Ungleichférmige Bewegung. 19

Beispiel 25. Welche Zeit vergeht bis zum Stillstande einer Scheibe, wenn
dieselbe von einer Winkelgeschwindigkeit w = 8z ausgehend bei gleichformig
verzogerter Bewegung bis zum Stillstande noch 70 Umdrehungen zuriicklegt?

8z 40
= 3 =
_2.70-x
T 4-x

47, t=170,

2. 0-7a=wy-t, W

2.0 -72=4-x-t, t = 35 sek.

Der Techniker rechnet bei derartigen Beschleunigungs- und Ver-
zégerungsvorgingen nicht mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit,
sondern mit der mittleren Umlaufzahl. Ein von =, auf » sich in
gleichférmig beschleunigter Bewegung beschleunigendes Rad hat eine

) U2 +n

mittlere Umlaufzahl =, = 5 - Die Gleichung (16) geht unter Ein-
setzen von
— T T d _x-n
Wy =35 un 0 =35
in
2ri="F%.t  iberin  TET My 9.,
. _mng+mn
i="3.60 't (17)

¢ = Anzahl der Umdrehungen;
n, = Umdrehungszahl in der Minute zu Beginn;
n = Umdrehungszahl in der Minute zu Ende;
¢t = Sekunden.

Durch Einfithren der Minutenzahl ¢, geht die Gleichung (17) iiber in

Beispiel 26. Die Auslaufbewegung einer Scheibe von n, = 100 bis n =0
ergibt volle 80 Umdrehungen. Welche Zeit vergeht bis zum Stillstand der Scheibe,
wenn die Verzogerung gleichformig ist?

. Myt
T2

_100+0
=—F-

t,

80 t = 1,6 Minuten = 96 Sekunden .

0) Graphische Darstellung der GroBen: Zeit, Weg, Ge-
schwindigkeit, Beschleunigung bei der gleichférmig be-
schleunigten Bewegung.

Die vier GroBen 1. Zeit, 2. Weg, 3. Geschwindigkeit und 4. Beschleu-
nigung lassen sich graphisch in sechserlei Art darstellen. Man kann
ein Zeit-Weg-, ein Zeit-Geschwindigkeit-, ein Zeit-Beschleunigung-,
ein Weg-Geschwindigkeit-, ein Weg-Beschleunigung- und schlieBlich
ein Geschwindigkeit-Beschleunigung-Diagramm auftragen. Wichtig ist
neben dem bereits bei der Ableitung der Gleichung (6) benutzten Ge-
schwindigkeit-Zeit-Diagramm nur noch das Zeit-Weg-Diagramm.

2%
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Zur Auftragung desselben berechnet man die zu den einzelnen Zeiten
gehorenden Wege nach der Gleichung s = vL;—?t und trigt sie dann
auf. Dabei wahlt man im Gegensatz zu dem bei den technischen Eisen-
bahnfahrplinen iiblichen Verfahren der Auftragung der Zeiten als Or-

dinaten eine Auftragung der Zeiten als Abszissen.

| 7,
— 6 4\
'
S| 5 2
N (7¢
Nl . P : )

2z
7,
Ft‘l-t#t*wé*wt**ﬂﬁ*

Zeit
Abb. 13. Weg-Zeit-Diagramm fiir eine gleichférmig Abb. 14. Nocken fiir gleichférmig be-
beschleunigte Bewegung. schleunigte Bewegung der Rolle R.

Abb. 13 zeigt ein Weg-Zeit-Diagramm fiir den Sonderfall v, = 0,
also _p-t p-1*_p-1 _p-2_p-4

§="g ., STy T 3 BT T g

-7 - 49
83::- 2_ 2 ceey, 87=p2 =p_2_
Die Wegkurve ist eine Parabel. Die Geschwindigkeiten werden in jedem
Augenblicke durch den tgo dargestellt, o ist der Neigungswinkel der
an die Kurve gelegten Tangente

s
tgzx=7=v.

Diese Parabel kann man benutzen, wenn man einen Nocken kon-
struieren will, der eine gleichférmig beschleunigte Bewegung erzeugen
soll. Abb. 14 kennzeichnet eine solche Konstruktion. Die Rolle R,
d. h. ihr Mittelpunkt, wird bei der Drehung des Nockens um den Winkel &
um s; gehoben. Auf a; =}« kommt dann der Hub s, = s5/25, auf
&y, = 2o kommt s, = - 85 usw.

3. Aus gleichformiger und gleichformig beschleunigter
Bewegung zusammengesetzte Bewegungsvorginge.

Die Bewegungsvorginge der Technik setzen sich in den meisten
Fillen aus einem Beschleunigungsvorgange, einem Verzdgerungsvor-
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gange ,und einer dazwischenliegenden gleichférmigen Bewegung zu-
sammen. Die Aufziige z. B. fabhren aus dem Ruhezustande mit Be-
schleunigung an, verharren dann einige Zeit mit gleichformiger Bewegung
auf ihrer Hochstgeschwindigkeit und verzégern dann ihre Geschwindig-

keit bis zum Stillstehen. Auch
bei den Ziigen handelt es sich
um eine solche Zusammen-
setzung dreier verschiedener
Bewegungsvorgéinge. Wenn
in der Aufgabe 1die Bewegung
eines Zuges einfach als eine
gleichférmige Bewegung an-
gesetzt wurde, so ist dabei nur
ein Zeitteil der Gesamtbe-
wegung eines Zuges verfolgt.
Der einleitende Beschleuni-
gungsvorgang und der ab-
schlieBende Verzogerungsvor-
gang sind nicht beriicksichtigt.
Im allgemeinen sind bei Ziigen
diese beiden Zeiten fiir Anfang
und Ende so kurz, dal man

Gesctwindjgker!
) Umaz
AN

Abb. 15.

~———— { ————————=>~

\
W\
\

\
AN\
/5] é’&%
/ NN
/ \Q\T\Yf %

Zeit

ettty ety

Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm fiir einen
aus einer gleichférmig beschleunigten, einer gleich-
formigen und einer gleichformig verzogerten Bewegung
zusammengesetzten Bewegungsvorgang.

auf ihre rechnerische Verfolgung verzichten kann. Nur bei der Berech-
nung von Fahrzeiten auf ganz kurzen Strecken — StraBenbahnfahr-
zeiten — kommt eine Beriicksichtigung des Anfahr- und Bremsvorganges

in Betracht.

Das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm verliuft nach Abb. 15:

t, = Zeit fiir den Beschleunigungsvorgang sek;
ty = Zeit fir die gleichférmige Bewegung sek;
t; = Zeit fir den Verzogerungsvorgang sek;

8; = Weg fir die Anfahrperiode m;

s, = Weg fur die gleichférmige Bewegung m;

s; = Weg fur die Verzogerungsperiode m .

Bezeichnet man die Hochstgeschwindigkeit mit Vmax und setzt die
Anfangsgeschwindigkeit der ersten Periode sowie die Endgeschwindig-
keit der dritten Periode mit Null ein (Stillstand), so ergeben sich die

drei Gleichungen:

Sl___v(,;-v

t

0+vax Vmax
5 h="g b

Sg =V ly = Umax * Iy,

Yt

Umax + 0

83 = by

l3=

g b=

Der Gesamtweg s = s; + s, + 85 ist

s = (t + t3)

Vmax

—2"+t2"vmax,

(% 3
= (ts + ta + ts) =5~ + £ - 5.

(18)



22 Bewegungslehre.

Bezeichnet man die Gesamtzeit mit ¢, so lautet die Gleichung
v v
s=—5-t+ ”;"-tg. (19)

Beispiel 27. Welche Gesamtzeit braucht ein Aufzug fir 30 m Hohe, wenn
er mit vmex = 4 m/sek fihrt, die Anfahrbeschleunigung p, = 0,8 m/sek? und die
Bremsverzogerung ps = — 1,0 m/sek? betrégt?

Beschleunigungsperiode:
v=vy+ P1-t> v =0, ¥ = Umax = 4m/sek, P, = 0,8 m/sek?,

4
tl:()—,§=5sek’
sl=vi;;2't1=0—;~é-5=10m'
Bremsperiode:
v =’Uo+p3-t3, Uo=vmax=4m/33k: v=0, Paz_lm/sekz’
t3=.41..=4sek,
R

Gleichférmige Bewegung:
8§ =28 + 8 + 83, Sg=8—8 —8=230—-10—-8=12m,
Sg=0-1y, V = VUmax »
l, = vzx = % = 3sek,
t=1t +t+t3=5+3+4=12sek.
Beispiel 28. Mit welcher Hochstgeschwindigkeit muf} ein Aufzug fir 32,4 m

Hubhéhe betrieben werden, wenn er mit einer Gesamtzeit von 17 Sekunden aus-
kommen soll, bei einer Anfahrbeschleunigung von 0,6 m/sek? und einer Brems-

verzogerung von 0,8 m/sek??

t+t, it =17, 8 + 8 + 83 = 324,
p; = 0,6 m/sek?, ps = —0,8 m/sek?,
Vmax = 0 + 0,6 t1 s 0 = Vmax + (—0;8) ty,
"vmax vmxa
h="06" b="08 "

Nach Gleichung (19) ist

17 .3‘?;’{_ +t2- VUmax =32,4’

[\]

VUmax Vmax

0,6 08 °

fy= 17—t — by = 17 —

Durch Einsetzen dieses Wertes von ¢, in die vorstehende Gleichung wird:

Vmax VUmax \ Vmax
8,5 Vmax + (17 —_ —Eg— - W) ) = 32,4 ’

4,08 Vmax + 4,08 Vmax — 0,3 Vmax? — 0,4 Umax® = 15,552 ,
0,7 Vmax? — 8,16 vpmax = 15,552,
Ymax = 2,4 m/sek.
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4. Ungleichformig beschleunigte Bewegung.

Abb. 16 gibt in dem kurvenartigen Verlauf der nach der Zeit auf-
getragenen Geschwindigkeit die Darstellung einer ungleichférmig be-
schleunigten Bewegung. Von Augenblick zu Augenblick andert sich die
Neigung der Kurve gegeniiber der Horizontalen, d. h. es &ndert sich
dauernd « und die dem tga gleiche Beschleunigung p (s. Abb. 9).

Die ungleichférmig beschleunigte Bewegung entzieht sich damit
der Verfolgung des ganzen Bewegungsvorganges in einer einzigen
Rechnung. Man ist bei solchen Bewegungsvorgingen gezwungen, den
ganzen Vorgang zu unterteilen und die einzelnen Teile desselben an-
gendhert als gleichférmige oder gleichformig beschleunigte Bewegungen

<7
‘*Q
Q
X
1)
)
BN
3
S o
8 N
S _;N
‘bs
1 M . ~
' Zert ' IS

Abb. 16. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm. Tachographendiagramm.

zu behandeln. Man ersetzt zu diesem Zweck die Kurve durch einen
ihr sich anpassenden Zug gerader Linienstiicke. Dann charakterisiert
jedes einzelne gerade Linienstiickchen eine gleichférmige oder gleich-
férmig beschleunigte Bewegung, deren rechnerische Verfolgung nach den
Gleichungen in Abschnitt 1 und 2 erfolgen kann.

In der Mehrzahl der Fille ist der Bewegungsvorgang durch ein
mittels Tachographen aufgenommenes Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
gegeben, und es wird die Berechnung der Weglinge und des Beschleu-
nigungsdiagramms verlangt.

Abb. 17 zeigt ein solches Tachographendiagramm. Dasselbe ist in
der oben gekennzeichneten Art in 8 Teile unterteilt.

Fir den ersten Teil berechnet sich aus dem Dreieck 014 , d. h. aus
0+ v, ‘

-

der Endgeschwindigkeit v; und der Zeit ¢, der Weg mit s, = 3

In gleicher Weise ergibt sich aus dem Trapez 14 B2 der Weg

v + v
Sy = 1 2

2

5.
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&

Es ergeben sich fiir den Verlauf des Tachographendiagramms nach
der geknickten Linie der Abb. 17 die Werte

=3 ‘t2=5,7 t,="175|t=>5 by =23 | t4=16,9
v,=0|v,=04|v,=0585|v,=86|v,=88|v;,=83|vg=2]1
0 1 | Y4 5
t, = 3,8 ts = 2,8 sek
v, = 0,35 | vy = 0 m/sek.
10 |"/sek
37 *\
J— 1 5
/ \ I
3 z/ \
* 4 oy §
- 5\
3 / s 3]\
)
[ ® \ B
N
© [ < 7 No
§/ t A\ i
0 s TS Nz S
T P . N F
c%q‘—tz—ﬁj'— tg ————_" L; 2 t5 —A—J- 57——-“5;
SEENENENENRNENENRNENEENNENNNRNRNENAN)
7] Zert 30 Sekunden

Abb. 17. Tachographendiagramm zerlegt in 8 Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme fiir gleichférmig
beschleunigte bzw. verzogerte Bewegungen.

Daraus berechnen sich mit:

4 + 5,85 _ 5,85 + 8,6
31=9—%%~3, 32=(ﬁ%——-0,7, s3=9—2+——-7,5...
1017 /5ek die Werte:
. — $;=06m,
\i, - N\ 8, =17,8m,
;s / \ 83 = 54 m ’
S A . e\ s, =435m,
3 3 O\
SH 8 =196 m,
§ 15 8¢ = 35,9m ,
S V* <A s =4,Tm,
_H_[ 1 ?”17 R IR 4 I lqu/YN' L Sg = 0,49 m .
5% % 5 Weg 5% 5T, Das Geschwindigkeit-Weg-

Diagramm verléduft dann nach

Abb. 18. Geschwindigkeit-Weg-Diagramm zu dem
Tachographendiagramm Abb. 17. der Abb. 18.
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In dhnlicher Weise konstruiert man aus einer gegebenen Nocken-
form die Beschleunigungen in den verschiedenen Augenblicken (Abb. 19).
Die Teilung von « in 5 Teile «,, o, ... ergibt die Wegstrecken
81, 83 - - - Aus der Weg-Zeit-Kurve Abb. 20 bestimmt sich die Geschwin-
digkeit-Zeit-Kurve Abb. 21. Es sind einzelne Tangenten an die Weg-

[ Zeit-Kurve gelegt. Ihre Neigungen d,,

: 0y, 05 ... bestimmen in den Werten

tgdy, tgd,, tgd, ... die Geschwindig-
keiten v,, v, v3 ... (s. Abb.8). Die

7 2
g
Sz
l 2
i 7
i —> et
Abb. 19. Nocken. Abb. 20. Weg- und Zeitkurve zu dem Nocken (Abb. 19).

an verschiedene Punkte der Geschwindigkeit-Zeit-Kurve gelegten
Tangenten bestimmen mit ihren Neigungen £, f,, f; ... die Be-
schleunigungen p; , s, Ps - - - (8. Abb. 8). Daraus folgt Abb. 22, welche
die Beschleunigungen nach der Zeit aufgetragen zeigt. Es geht aus
Abb. 22 hervor, daB3 eine 7 2 3 4 5

&

grofe Beschleunigung am T
Anfange vorhanden istund !
dann eine stetig sinkende &
Beschleunigung. \§, /ﬂ %0/0
Firr den Kurbeltrieb 4 74
nach Abb. 23 ergeben sich . £ \
folgende Daten. Man kann § % (65
die Pleuelstange S in jedem & B\ Uz 4,1
Augenblicke als um den z *ﬂi
Punkt M sich drehend an- —Zert
sehen. Es bewegt gich der  Abb. 2L Geschwindi%llitle)i;-zle;;:-Kurve zu dem Nocken

eine Endpunkt von ihr (1) :

auf der Geraden I—I, das ist eine Drehbewegung, um einen Pol, der
auf der Linie N liegen muB; der andere Endpunkt (2) hat die Be-
wegungsrichtung u , die auf der Linie R—R senkrecht steht. Ihre Be-
wegung kann aufgefat werden als ein Sichdrehen um einen auf B—R
liegenden Pol. Der Schnittpunkt von N—N und R—E ist M. M ist
also der zu der augenblicklichen Stellung von S gehorende Pol. Diese
Drehbewegung ergibt folgenden SchluB: Die Geschwindigkeit v des
Punktes I verhilt sich zur Geschwindigkeit » des Punktes 2 wie M 1: M 2.
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Die Ahnlichkeit der Dreiecke 1M 2 und A02 ergibt mit v:u
=MI1:M2 04
viu=04:02, v=u-0—‘2,

7 2 J 4 5
N
3 Pr
> 0
§ 1284 2 gr
N = |
§ V
ke 1

— Zefit

Abb. 22. Beschleunigung-Zeit-Kurve zum Nocken (Abb. 19).

02 ist der Kurbelradius 7,

O A setzt sich zusammen aus OD und DA. OD = r-sin«,
DA =2D-tgy =r-cosa-tgy.

¥ bestimmt sich aus 7-sin® =2 3 und I-siny = 2 3 mit
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r .
. — SInX
. roo. siny l
siny = < -slnx, tgy = i ——————

l cosy / 2
V 1— (% sin rx)

a+e=rsinx 4 r-cosx tgy,

ro.
— slno

a-t+e=r-8inx -+ r.cosx -

/ r . \2 ’
], 1—<—l—smzx)

ro.
— SIn& « COSX

/ r . 2
V 1-— (T smoc)

Fir die iiblichen Werte //r = 4 kann man mit geniigender Genauig-
keit setzen

v =u| sinax +

. 1 .
V= u(smzx + i-%smmx).

Fur den Rickgang gilt

= 'oc-—li'2oc
V= U\|sin 2 lsm .

DerWeg « fiir eine Stellung der Kurbel unter dem Winkel & berechnet

sich nach Abb.24x =0H =0G@ — GH =r — r-cosa — (I — l-cosy).
—

1l

x=r1r(—cosx)+ I(1 — cosy)

Unter Einsetzen von cosy = Vl — ( sin oc)z folgt

= r(l — cosa) + I(1 ——Vl— (% sinoc)z.

Fiir die iiblichen Werte I/r = 4 kann man setzen

2
xz=1r(l — cosx) + ;—l»sinzfx.
Fir den Rickgang gilt

2
x=r7r(l—cosx) — —;T-sinzfx.

(Sieche Anm. 5 am SchluB des Buches.)

5. Zusammengesetzte Bewegung.

Legt ein Korper einen Weg auf einer gleichfalls bewegten Unterlage
zuriick, so setzt sich seine Bewegung gegeniiber dem stillstehenden
Raume aus zwei Einzelbewegungen zusammen: aus seiner Bewegung
gegeniiber dem anderen Korper und aus der Bewegung dieses anderen
Korpers selbst. So ist (Abb. 25) die Bewegung des Korpers 4 gegeniiber
dem Raume abzuleiten aus der Bewegung von 4 auf B und aus der
Bewegung von B selbst.
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Die Bewegung eines Korpers in bezug auf einen anderen Kor-
per nennt man Relativbewegung. Um eine Bewegung besonders
zu kennzeichnen als gemessen gegeniiber dem stillstehenden
Raume, spricht man
von einer absoluten
Bewegung. Es hat 4
eine  Relativbewegung
gegeniiber B (naturgemaf
auch B gegenitber A4).
Beide Korper haben eine
Absolutbewegung gegen-
iiber dem stillstehenden
Raume.

. . Beim Gehen auf der

Abb. 25. Bewegungb esvig:tsefcirgngﬂauf dem gleichfalls fosten Erde fithrt man

eine  Absolutbewegung

aus. Bei einem Gehen im fahrenden Zuge.bewegt man sich relativ

gegeniiber dem Zuge, wihrend der Zug selbst eine Absolutbewegung

auf der Erde ausfithrt. Um die eigene Absolutbewegung gegeniiber der

Erde zu bestimmen, mufl man die Relativbewegung gegeniiber dem Zuge
und dessen Absolutbewegung gegeniiber der Erde zusammensetzen.

Abb. 26 zeigt die Art
einer solchen Zusammen-
setzung. Bewegt sich 4

auf B um die Strecke s;,

wihrend B sich um die
Strecke s, bewegt, so
B s kommt der Korper 4 in
l m die mit A’ gekennzeich-

nete Lage. Sein Absolut-
weg ist also die Diagonale
in einem aus den Wegen
4'445_”{‘./%’?&7@}’38 s, und s, gebildeten Par-

allelogramm.

Wie sich die Wege
Absolute Bewegung von A zusammensetzen,sosetzen
S sich auch die Geschwin-
digkeiten zusammen. Es
2 — sind die Geschwindig-

Abb. 26. Zusammensetzung zweier Bewegungen; Bewegung keiten nichts anderes als
eines Korpers (4) auf einem sich gleichfalls bewegenden auf eine besondere Ein-

Korper (B)

heit, d. h. auf eine Zeit-
einheit bezogene Wegteile. Es sind die Werte s; = v; - ¢, sy = v, - ¢
gewissermafBen nur Vielfache von »; und »,, und zwar die gleichen

Vielfachen, die ¢ Sekundenfachen.
Die Zusammensetzung zweier Geschwindigkeiten eines
Korpers erfolgt nach dem Satze vom Parallelogramm der
Geschwindigkeiten. Die Seiten des Parallelogramms sind

Sz

Sz
Relativbewegurng
von A auf B I
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die Einzelgeschwindigkeiten; die Diagonale ist die absolute
Geschwindigkeit. Die Strecke I—2 fiir s; kann auch als Darstellung
von v; — Relativgeschwindigkeit von 4 gegeniiber B — gelten und die
Strecke I—3 als Darstellung der Geschwindigkeit v, von B gegeniiber
dem stillstehenden Rau-
me. s, ist dann die Dar-
stellung der absoluten Ge-
schwindigkeit von 4
gegeniiber dem stillste-
henden Raume. T H Lt ~
Abb. 27 verdeutlicht 417 -
die Bewegung eines Boo- &
tes auf einer selbstbe- |
wegten Wasserfliche, auf U
einem Flusse. Das Boot ]
hat gegentiber der Wasser- | ) l, l J ) '
flache die Geschwindig-
keit vy . (ES wird durch Abb.27. Fahrt eines Bootes auf sich bewegendem Wasser.
seine Motor- oder Ruder-
kraft mit der Geschwindigkeit v, getrieben.) Das Wasser selbst flie3t
mit der Geschwindigkeit v, . So ergibt sich fiir das Boot die Absolut-
geschwindigkeit v, . Sein Kiel hat, wie eingetragen, dauernd die Rich-
tung von v;; das Boot bewegt sich aber in Wirklichkeit absolut in
der Richtung von v, .

N e
\\

A1\
MM
\ A
AYAWA!
A §
kY

]

]

Beispiel 29. Wo und nach welcher Zeit landet ein” Boot am anderen Ufer
des 200 m breiten Flusses, der mit der Geschwindigkeit von 1,5 m/sek flieBt, wenn
es unter dem Winkel & = 20° (stromaufwirts gemessen) gesteuert wird und eine

mit 3 m/sek gegeben

Geschwindigkeit von 3 m/sek hat? Abb. 28.
y Bei stillstehender Wasseroberfliche wiirde das
‘ ‘/L
\i | Hﬁ }
o ist, wiirde das Boot bei ok /1
stillstehendem Wasser Zm//s(
in B nach 213 =71 sek " X
landen. Wahrend die- _~—" [
be—————200m X ser Zeit wird das Boot /
aber um den Weg s, 3/, /sek
Sy /

c0s 20°
Da die Fahrgeschwindigkeit in Steuerrichtung

S

Boot, das bei A abstoBt, bei B landen. Die
Strecke A B hat die GroBe 4 B— — 200 _ _913m.
abgetrieben, den die

Wasseroberfliche in

Abb. 28, Wegbestimmung fiir ein unter dieser Zeit zuriicklegt. Abb. 20. Zusammensetzung
« Grad iiber einen FluB gesteuertesBoot. s berechnetsich diese zweier Geschwindigkeiten.

Strecke BD mits = v

«t=1,5.71 =106 m. Es landet also das Boot um 106 m unterhalb B. Da
BC = 200 tg 20° = 73 m ist, liegt D um 33 m stromabwirts 4.

Beispiel 30. Wie muB ein Boot, das eine Fahrgeschwindigkeit von 2 m/sek be-
sitzt, gesteuert werden, damit es quer iiber den mit 3/, m/sek flieBenden Strom kommt ?

Die resultierende Geschwindigkeit soll quer zur Flufirichtung gehen. Sie
bildet also mit der FluBgeschwindigkeit einen rechten Winkel. Daraus folgt nach

3

Abb. 29 sinz = % =3[y, x = 22° Die Absolutgeschwindigkeit v; betrigt dann
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2 . cos 22° = 1,85 m/sek. Bei dieser Geschwindigkeit braucht das Boot zum Durch-

queren eines 200 m breiten Flusses die Zeit von 12—(;% = 108 sek. Rechnet man die

Zeit fiir das Fahren auf stillstehendem Wasser aus mit der Geschwindigkeit von
2m/sek, so ergibt sich das gleiche Resultat aus folgenden Zwischenwerten. Der
Weg ist

%:mesm, t=%=2;—6=1083ek.

Zur Bestimmung der Relativgeschwindigkeit eines Korpers (der Ge-
schwindigkeit gegeniiber einem anderen) aus den Absolutgeschwindig-
keiten beider Korper bedient man sich eines Kunstgriffes. Man denkt
sich den einen der beiden Koérper dadurch zur Ruhe gebracht, dal man
dem ganzen Raume eine Geschwindigkeit erteilt, welche die Geschwin-
digkeit des einen Korpers aufhebt. Man gibt dem ganzen Raume eine

Uz
2

vy
# 7

=
U

“—__r

Abb. 30. Bestimmung der Relativ- Abb. 31. Bestimmung der Relativge-

geschwindigkeit des bewegten Kor- schwindigkeit des bewegten Korpers 1

pers 2 gegel%ber (}em bewegten gegeniiber dem bewegten Korper 2.
orper 1.

Geschwindigkeit, die von gleicher Grofle, aber umgekehrter Richtung ist
wie eine der beiden Koérpergeschwindigkeiten.

Bewegen sich in Abb. 30 die beiden Korper 7 und 2 mit den absoluten
Geschwindigkeiten v, und v,, so kommt der Kérper 1 dadurch zur
Ruhe, daBl man dem ganzen Raume die Geschwindigkeit —v; erteilt.
Damit erhalt der Koérper 2 zu seiner Geschwindigkeit v, noch die Ge-
schwindigkeit —wv; hinzu, so daBl er nun die resultierende Geschwindig-
keit v,_; annimmt. Es hat also der Korper 2 gegeniiber dem Korper 1
die Geschwindigkeit v,_;, denn der Korper I steht nun still.

Will man die Relativgeschwindigkeit von I gegen 2 feststellen, so
bringt man den Koérper 2 zur Ruhe. Der ganze Raum mufl nun die
Geschwindigkeit —w, hinzubekommen. Damit erhilt der Korper I
zu seiner Geschwindigkeit v; die Geschwindigkeit —wv, hinzu. Er hat
dann die resultierende Geschwindigkeit v; _, , d. i. seine Relativgeschwin-
digkeit gegeniiber 2. Die beiden Relativgeschwindigkeiten v;_, und
v,_, sind gleich groB3, aber entgegengesetzt gerichtet.

Abb. 32 gibt die auf diese Weise durchgefiihrte Feststellung der
scheinbaren Windrichtung auf einem Schiffe. Das Schiff hat die Ge-
schwindigkeit v; . Es fahrt von Siiden nach Norden. Der Wind blast
aus Ost-Nord-Ost mit der Geschwindigkeit v, . Die Windrichtung an
Bord wird durch Riickwartsbewegung des ganzen Raumes (mitsamt
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dem Winde) um die Geschwindigkeit —wv, bestimmt. —v», und v,
geben zusammen die Geschwindigkeit v; . Man wird an Bord die Emp-
findung haben, als kime der Wind von rechts vorn, wie v, zeigt.

Beispiel 31. Mit welcher Relativgeschwindigkeit tritt der die feststehenden
Schaufeln 4 mit der absoluten Geschwindigkeit v, durchflieBende Wasserstrahl
in das mit der Geschwindigkeit v, sich bewegende Rad R ein? Abb. 33.

Norden
Siiden
Abb. 32. Bestimmung der scheinbaren Abb. 33. Bestimmung der Wasser-
relativen) Windrichtung an Bord eines bewegungen beim DurchflieBen eines
fahrenden Schiffes. bewegten Rades (R).

Durch Hinzufiigung einer Riickwértsbewegung um —v, kann man sich das
Rad R zum Stillstande gebracht denken. Der Wasserstrahl tritt dann gleichsam
aus einer mit —v, bewegten Rohre aus. Er hat die Geschwindigkeit v gegentiber
R. (Nach dieser Geschwindigkeit sind die oberen Kanten der Schaufeln in R

geneigt.)
Der Austritt aus dem Laufrad R erfolgt mit der Relativgeschwindigkeit v’
und der Absolutgeschwindigkeit v,. v, Resultanten von v" und v,.

Bewegt sich (Abb. 34) auf dem Riicken eines Schiebers A ein zweiter
B, so ermittelt sich die Relativbewegung nach Abb. 35. Der Schieber 4
erhilt seinen Antrieb von der Kurbel M A. Der Schieber B erhilt
seinen Antrieb von der Kurbel M B . Die Relativbewegung von B gegen
A entspricht einem Antriebe von einer gedachten Kurbel MC . Es
wird die Bewegung von 4 zur Ruhe gebracht dadurch, da man dem
ganzen Raum einen Antrieb durch eine Kurbel M 4’ gibt. Das hat fiir
B die Folge einer doppelten Bewegung einmal nach M B (eigener An-
trieb), zweitens nach M A4’ (negativer Antrieb zu M A). MO ist die
Resultierende aus M A" und M B .

In ahnlicher Weise leitet man die zusammengesetzte Bewegung in
einem Planetengetriebe ab. Es werde in Abb. 36 das Rad I und das
Rad 3 angetrieben; aus den Umlaufzahlen von 1 und 3 resultiert dann
die Umlaufzahl der Welle 2. (I tragt ein Rad mit Innenverzahnung.
In diese Innenverzahnung greift das kleine Rad 4 ein, dessen Achse
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in 3 befestigt ist. Dieses kleine Rad 4 greift ferner in das Rad 2 ein,
welches mit der Welle 2 ein Stiick bildet.) Es rotiert das Rédchen 4

Abb. 35. Schema des Antriebes zum Schieber (Abb. 34).

Abb. 34. Doppelschicht.

um seine eigene Achse; diese seine Achse lauft zugleich um die Achse

7

P \ ‘

: ]

Y

Abb. 86. Planetengetriebe.

Man bringt den Mittelpunkt von 4 dadurch zur Ruhe, dal man ihm
die Riickgeschwindigkeit —v, gibt. Dann mufl man dem Rade I die
Geschwindigkeit v{ zufiigen, welche sich zu —wv; verhdlt wie r,:7,,
"1

/
Vi = Vq* — .
1 3 74
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Dann mufl man ferner dem Rade 2 die Geschwindigkeit —uv; zu-

o . . T, .
figen, die sich aus vj = v,- r—z bestimmt.
4

Abb. 37. Schema zu Abb. 36.

Nun der Mittelpunkt des kleinen Radchens still steht, ist seine Um-

fangsgeschwindigkeit auBlen v, 4+ v = v, + v, :—1 gleich seiner Um-
4
fangsgeschwindigkeit innen v, — 25 = v, — v - :3 . (v, wirkliche Um-
4
fangsgeschwindigkeit des Rades 2, entgegengesetzt v3). Damit folgt

T2 "1
”2“”3;’4‘*‘”1"‘”3E:

Vg = Uy + Vg (% -+ :—j) =v; + vy <ﬁ_+__7g) .
Setzt man

und

so folgt

Aus der Zusammensetzbarkeit der Wege ist die Zusammensetzbarkeit
der Geschwindigkeiten abgeleitet (siehe S.29). Aus der Zusammen-
setzbarkeit der Geschwindigkeiten 1aBt sich die Zusammensetzbarkeit
der Beschleunigungen ableiten.

Besitzt ein Korper zwei verschieden gerichtete Bewegungen, die,
beide gleichférmig beschleunigt sind, so hat er nach ¢ Sekunden die
beiden Einzelgeschwindigkeiten v; = p,-¢ und v, == p,- ¢, sofern beide
Bewegungen gleichzeitig von der Anfangsgeschwindigkeit Null aus-

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl. 3
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gehen. Diese Geschwindigkeiten geben vereinigt die resultierende Ge-
schwindigkeit v, . Dividiert man die Einzelgeschwindigkeiten wie auch
ihre Resultante durch die Zeit ¢, so gehen die Einzelgeschwindigkeiten
in die Einzelbeschleunigungen p, und p, iiber, und die resultierende
Geschwindigkeit wird in den Wert v;:¢ verwandelt, d. h. in die Be-
schleunigung p;, welche in ¢ Sekunden v, erzeugt. Anstatt die Ge-
schwindigkeiten zusammenzusetzen und daraus die resultierende Ge-
schwindigkeit zu bestimmen, kann man aus den Beschleunigungen p,
und p, die resultierende Beschleunigung p, und aus p, die Geschwindig-
keit v; = pyt ermitteln.

Zwei Beschleunigungen eines Korpers setzen sich zu-
sammen nach dem Parallelogramm der Beschleunigungen.
Die Einzelbeschleunigungen sind die Parallelogrammseiten,
die resultierende Beschleunigung ist die Diagonale.

Bei einer Bewegung, die aus zwei verschiedenartigen Bewegungen
— z. B. einer gleichférmigen und einer gleichférmig beschleunigten —
resultiert, ist neben der Bestimmung der Geschwindigkeit in den ein-
zelnen Augenblicken die Bestimmung der Bahnkurve wichtig (s. Abb. 38).
Man ist imstande, jede beliebige Bahnkurve zu erzielen, wenn man zu
der in einer Richtung gegebenen Geschwindigkeit eine beliebige andere
und anders gerichtete Geschwindigkeit hinzufiigt. Von Bedeutung ist
diese Art des Zustandekommens einer beliebig geformten Bahn fiir die
Zuriickfithrung der Lehre von den Richtungsdnderungen der Kérper
auf die Geschwindigkeitsinderungen der Korper und damit auf
das Grundgesetz der Physik ,,Kraft gleich Masse mal Beschleunigung*‘.

B. Grundgesetz der Physik.

1. Das Gesetz der Massenbeschleunigung.

Das Grundgesetz der Physik, auf welchem die ganze Lehre von
den Kraftwirkungen ruht, lautet:

Wirkt auf einen Korper eine Kraft, so dndert sich der Bewegungs-
zustand des Korpers.

Der Bewegungszustand eines Korpers ist durch zwei GroBen be-
stimmt; erstens durch die Bewegungsrichtung und zweitens durch
die Bewegungsgeschwindigkeit. Es kann sich die Kraftwirkung dem-
zufolge in drei Formen &uBern:

1. Die Kraft fiihrt eine Anderung der Bewegungsrichtung des
Korpers herbei. Sie zwingt z. B. den Kérper, seine geradlinige Bewegung,
d. i. die Bewegung mit unverinderter Bewegungsrichtung, aufzugeben
und einer anders gerichteten Bahn zu folgen.

2. Die Kraft filhrt eine Anderung der Bewegungsgeschwin-
digkeit des Korpers herbei. Sie zwingt ihn z. B., vom Ruhezustand
in den Bewegungszustand iiberzugehen oder seine gleichférmige Be-
wegung, d. i. die Bewegung mit unveréinderter Geschwindigkeit, auf-
zugeben und eine beschleunigte Bewegung anzunehmen.
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3. Die Kraft fithrt sowohl eine Anderung der Bewegungsrichtung
als auch eine Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit herbei.

Das Gesetz fiir die Anderung der Bewegungsrichtung wird aus dem
Gesetz fiir die Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit abgeleitet. Man
kann die Bewegung auf einer krummlinigen Bahn zuriickfithren auf die
Zusammensetzung zweier Bewegungsvorgénge, das Ausweichen eines
Korpers aus seiner zunichst geradlinigen Bahn also erkléren als die Folge
einer neu hinzugekom- P
menen zweiten Geschwin-
digkeit. Durchléuft z. B.

ein Korper die Bahn - / /
Abb. 38, die sich bei Bzu /TNy, \/

kriimmen beginnt, so gibt -\
die in diesem Punkte be-

ginnende, durch die Bahn- / / / // / / / / / / 5/
krurpmung erz_wupgenp Abb. 38. Herbeifiihrung einer Richtungséinderung durch
zweite Geschwindigkeit Hinzukommen einer neuen Geschwindigkeit.

eine Erklirung fir die

Richtungsinderung. Das Gesetz fiir dieses Neuhinzukommen der
zweiten Bewegung, d. h. fiir die Anderung dieser zweiten Bewegungs-
geschwindigkeit (in dieser zweiten Richtung hatte der Korper bis
dahin die Geschwindigkeit Null, dann aber hat er eine von Null ab-
weichende Geschwindigkeit v,), gewinnt so Geltung fiir die Erklirung
der Richtungsianderungen, so daf fir beide Arten Bewegungs-
dnderung ein Gesetz der Geschwindigkeitsénderung geniigt.

Das Grundgesetz der Physik lautet:
Kraft gleich Masse mal Beschleunigung:
P=m-p. (20)

Man mift die Kraft P in Kilogramm, die Beschleunigung p hat den
Wert m/sek2. Damit folgt fiir die Masse aus m = P/p Kilogramm durch

Meter durch Sekundenquadrat oder Kilogramm mal Sekundenquadrat
Kilogramm - Sekunden?
durch Meter:

Motor . Da sich dieser Ausdruck zu
unbequem spricht und auch nicht dazu beitragen kann, die Vorstellung
vom Wesen der Masse zu bessern, spricht man vielfach von Massen-
einheiten und gibt dafiir die Bezeichnung ME. Der Techniker versteht
unter ME ganz allgemein die auf das Kilogramm als Kraft bezogene
Einheit. Der Physiker bezieht seine Einheiten auf das Gramm.

Die zahlenmiBige Grofle einer Kérpermasse wird aus einem Spezial-
fall der Gleichung P = m - p abgeleitet. Jeder Kérper wird durch die
Kraft seines Eigengewichts (@) mit der Erdbeschleunigung (g9) be-
schleunigt. Es gilt fir jeden, Korper die Gleichung

G=m-g. (21)

m = (/g Masse gleich Gewicht durch Erdbeschleunigung.
3
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In Wirklichkeit ist nicht das Gewicht eines Korpers das urspriinglich
Gegebene, sondern die Masse. Die Berechnung des Massenwertes aus
dem Gewicht stellt die Verhaltnisse gewissermaflen auf den Kopf. .Ein
Korper zeigt eine verschiedene Gewichtswirkung, je nachdem man
ihn unter dem 45. Breitengrade oder am Nordpol wiegt. Sein Ge-
wicht &ndert sich mit der Anderung seines Abstandes vom Erdmittel-
punkt. Schon eine Nachpriifung des Gewichtes auf einem hohen Berge
ergibt eine Abweichung gegeniiber dem, was man in der Ebene, am Berg-
ful, miBt. Es dndert sich der Wert g mit der Anderung des Abstandes
vom Erdmittelpunkt, und in der Gleichung G'= m - g ist nur der eine
Wert m unveréinderlich und unabhingig von der Lage des Korpers.
Dessenungeachtet rechnet der Techniker so, als sei das Gewicht eine
feste Eigenschaft des Korpers.

Beispiel 32. Welche Mafile besitzt ein Korper von 20 kg Gewicht ?

G=m-g, m = G/g, 20/9,81 = rund 2ME .

(Man rechnet in der Technik in der iiberwiegenden Zahl aller Fille mit ¢
rund 10 m/sek?).

Beispiel 33. Welche Beschleunigung erteilt eine Kraft von 40 kg einem
Korper von 20 kg Gewicht?

G 20
P=m-p, m=?=m=2ME,
40=2-p, p =4 =20m/sek?.

Beispiel .34. Welche Zugkraft mull eine Lokomotive fiir die Beschleunigung
ihres eigenen Gewichtes und des Zuggewichtes im Betrage von insgesamt 400 ¢
aufwenden, wenn sie mit einer Beschleunigung von 0,15 m/sek? anfahren soll? (Die
Lokomotive hat auBler der Kraft fiir die Beschleunigung noch die Kraft fiir die
Uberwindung der Bewegungswiderstinde aufzuwenden).

G 400000
T g 10

p = 0,15 m/sek,

P =m-p=40000 - 0,15 = 6000 kg Zugkraft fiir die Beschleunigung.

Beispiel 35. Ein StraBlenbahnwagen soll so anfahren, daB er 6 Sekunden
nach dem Anfahren die Geschwindigkeit von 3 m/sek besitzt. Welche Beschleu-

nigungskraft ist aufzuwenden, wenn das Wagengewicht 8 t betrigt und der Be-
schleunigungsvorgang gleichformig verlduft ?

¢ 8000

= 40000 ME ,

=? IO—zSOOME,
v=v,+p-t, =0, t = 6sek, v = 3 m/sek,
3=0+9p-6, p = i = 0,5 m/sek?,

P=m-p=800-05=400kg.

2. Der Begriff der mechanischen Arbeit und Leistung.

Als mechanische Arbeit bezeichnet man das Produkt aus Kraft mal
Weglénge in der Kraftrichtung. Oder kurz gefat: Arbeit gleich Kraft
mal Weg:

A=P-s. (22)
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Als Einheit der Kraft das Kilogramm und als Einheit fiir die Weg-
strecke das Meter eingesetzt, folgt fiir die Arbeit der Wert:
Arbeit gleich Meter mal Kilogramm = Meterkilogramm (geschr. mkg).

Beispiel 36. Welche Arbeit verrichtet ein Kran, wenn er das Gewicht von
2t um 5 m hebt?

A= P.s=2000-5= 10000 mkg = 10000 mkg .

Die beim Heben einer Last aufgewendete Kraft P ist eine vertikal
nach oben, dem Gewicht der Last entgegengesetzt gerichtete Kraft.
Der Weg wird darum in der Vertikal-
richtung gemessen. Es kommt (Abb. 39)
bei einem Heben des Korpers von 4 nach
B demgemifB nur die Wegstrecke A in An-
rechnung und nicht der Gesamtweg s.
Wohl spielt auch dieser eine Rolle, insofern
eine Verlingerung des Weges eine Erhéhung
der Arbeitsverluste mit sich bringt. Fir
die wirklich geleistete Nutzarbeit ist nur
der in der Kraftrichtung (beim Heben
in der Vertikalrichtung) zuriickgelegte
Weg einzusetzen. Ob der Kran die Last
withrend des Hebens noch hin und her Abb. 39. Heben eines Gewichtes ¢
schwenkt, hat fiir die Nutzleistung nichts durch dic Kraft P um dic Hohe k.
zu sagen, diese Wegvergroferung spielt nur
bei der Bewertung der Arbeitsverluste eine Rolle. Naturgema hat man
mehr Arbeit aufzuwenden, wenn man nicht gerade hochhebt, sondern
noch seitlich verschiebt (s. S. 116 unter Reibung).

Beispiel 37. Welche Arbeit verrichtet eine Pumpe, wenn sie 2 cbm Wasser
auf 40 m Hohe pumpt?

P = 2000 kg, s =40m,
A = P.s=2000-40 = 80000 mkg .

(Die Hebung des Wassers erfolgt kaum jemals genau senkrecht aufwirts.
Die Rohrleitung fiir das Wasser liegt in den meisten Féllen auf einzelnen Teilen
der Gesamtlinge horizontal. Es werden sich nach der Gesamtlinge der Rohr-
leitung verschieden groBe Verluste ergeben, die neben der wirklichen Nutzarbeit
mit aufgewendet werden miissen.)

Die Einzelberechnung aller bei einer Arbeitsleistung mitzuleistenden
Verluste 148t sich nur bei genauer Kenntnis der einzelnen Vorginge
durchfithren. Die Mechanik gibt fiir diese Berechnungen in der Reibungs-
lehre die Grundsitze. Fiir die Beispiele der Arbeitslehre und der Lei-
stungslehre muf} einstweilen die Zusammenfassung der ganzen
Verluste geniigen. Man berechnet die Gesamtheit der Verluste nach
dem Werte ,,Wirkungsgrad ‘.

Der Wirkungsgrad ist das Verhiltnis zwischen Nutzarbeit und auf-
gewendeter Arbeit. Kommt bei einer Arbeitsleistung mit aufgewendeten
100 mkg nur eine Nutzarbeit von 70mkg zustande, so betrigt der



38 Grundgesetz der Physik.

Wirkungsgrad 70/100 = 709,. Man gibt dem Wirkungsgrad den griechi-
schen Buchstaben #:

_ Nutzarbeit 23)
"' = Kufgewendete Arbeit '

Beispiel 38. Welche Arbeit ist aufzuwenden, um eine Last von 2t
5m hoch zu heben, wenn der Wirkungsgrad der Winde » = 409, betrigt?

Nutzarbeit P -s =G - b = 2000 - 5 = 10000 mkg,

_ _ Nutzarbeit
" = Aufgewendete Arbeit’
10000
0,40 = Aufgewendete Arbeit’
Aufgewendete Arbeit = %022 = 25000 mkg .

Bei einer mehrfachen Umwandlung von Arbeit in verschiedenen
Maschinen hintereinander ist der Wirkungsgrad der einzelnen Maschinen
7y, %g, N3 durch Multiplikation zum Gesamtwirkungsgrade n zu ver-
einigen. Wenn mit 100 aufgewendeten Meterkilogramm in der ersten
Maschine -eine Nutzarbeit von 80 mkg verrichtet wird (1, = 809,) und
die zweite Maschine verwandelt diese 80 mkg weiter mit einem Wir-
kungsgrade von 609, so kommen schliefllich nur 80 . %% = 48mkg
heraus. Fiir den zweiten Umwandlungsvorgang ist die beim ersten
erzielte Nutzarbeit die aufgewendete Arbeit.

N=N1"MN2* N3 - .. (24)
Beispiel 39. Welche Arbeit verrichtet ein Kran, der aus dem Netz an elek-
trischer Arbeit 2000 mkg aufnimmt, wenn der Elektromotor einen Wirkungsgrad

von 859%, und das Triebwerk einen Wirkungsgrad von 309, besitzt?

N =1 -5, =085.03=0255,
2000 - 0,255 = 510 mkg .

(Der Motor gibt an das Triebwerk 2000 - 0,85 = 1700 mkg ab. Diese 1700 mkg
sind die Nutzarbeit des Motors, und zugleich bilden sie die aufgewendete Arbeit

fiir das Triebwerk. Aus diesen 1700 mkg Arbeitsaufwendung macht das Triebwerk
nun die Nutzarbeit von 1700 . 0,30 = 510 mkg.)

Die mechanische Arbeit tritt noch in einer zweiten Form auf. L#Bt
man einen um die Héhe » gehobenen Korper frei fallen, so beschleunigt
er sich unter der Wirkung seines Gewichtes. Die in ihn beim Heben
um die H6he % hineingesteckte Arbeit 4 = G+ h geht in eine andere
Form iiber, deren Wert bei verlustlosem Fallvorgange (Gesetz von
der Erhaltung der Energie) gleich dem Wert G - & ist:

A=GC-h.
Nach Gleichung (21)
G=m-g.

Nach Gleichung (13) (Endgeschwindigkeit beim Fallen um die
Hohe h)
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. o2
’U=V2gh, h=2—g,
g™ gt m.o?
A=G-h 7 5>
0'2
A= (25)

A = Arbeit mkg;
m = Masse des bewegten Korpers ME;
v = Geschwindigkeit des bewegten Korpers m/sek.

Beispiel 40. Welche Arbeit steckt in einem Korper von 200 kg Gewicht,
wenn derselbe die Geschwindigkeit v = 30 m/sek besitzt?

2 ' . 302
A" 20 onm, 4= 223 9000 mk.
2 g 10 g

(Die Geschwindigkeit von 30 m/sek kann man sich durch einen Fallvorgang
des Korpers herbeigefiihrt denken. Es gehort zu dieser Geschwindigkeit die Fall-

A 2 2
hohe %, berechnet aus v = J2gh, h = 2—1}—5 = Q&IO =45m. Die Arbeit als
G - h berechnet, gibt mit diesem Werte % den gleichen Betrag, ndmlich

4 =G0k =200-45 = 9000 mkg.)

Der Physiker unterscheidet diese beiden Formen der Arbeit mit den
Bezeichnungen ,,potentielle Energie* und ,kinetische Energie“. In
der Technik ist diese Bezeichnung weniger gebrauchlich. Dagegen findet

sich der Ausdruck ,,lebendige Kraft* fiir ,,4 = m—2i“, dessen Fassung
2
eine Mildeutung herbeifiihren kann. m2v ist keine Kraft, sondern

Arbeit. Kraft sind Kilogramm. Es ist wohl erklirlich, da# man die
in einem bewegten Korper steckende Arbeit nach der Schlagkraft,

mit der derselbe beim Auftreffen auf einen stillstehenden Gegenstand
zur Wirkung kommt, beurteilt, aber darum ist mév‘i immer noch keine

Kraft. -
Bestimmt man zur Kontrolle die MaBeinheit des Wertes 3

aus m und v, so folgt:

__ Kilogramm - Sekunden®

Meter ’
_ Meter o Meter®
Y = Sekunde’ Y" = Sekunden®
m - v* _ Kilogramm . Sekunden® . Meter?
2 Meter - Sekunden? ’

= Kilogramm - Meter = mkg .

Beispiel 41. Welche Arbeit steckt in einem Schwungrade von 4 t Kranz-
gewicht und 30 m/sek Umfangsgeschwindigkeit ?

(Vereinfachend ist angenommen, daf alle Masseteilchen des Kranzes ein und
dieselbe Geschwindigkeit v haben, wihrend in Wirklichkeit die dulersten Massen-
teilchen eine hohere Geschwindigkeit haben als die mehr zur Mitte liegenden. Ge-
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meinschaftlich ist den Masseteilchen nur die Winkelgeschwindigkeit . Sie haben
die verschiedenen Geschwindigkeiten
vy =Ty, Vg =+ Ty

Die genaue Bestimmung der in einem Schwungkranze steckenden mechanischen
Arbeit siehe S. 160.)
4 - mo?
=
2000 _ 400 ME, 4 =400 30°
10
Die beiden Formen der Arbeitsaufspeicherung konnen nebenein-
ander stehen. Es kann ein Koérper sowohl kinetische Energie als auch
zugleich potentielle Energie enthalten. Ein in 240 m Hohe iiber dem
Erdboden befindlicher Kérper von 30 kg Gewicht, der eine Geschwindig-
keit von v = 40 m/s besitzt, enthilt eine Arbeit von 4 = 4; + 4,:
A, =@G-h=30-240 = 7200 mkg,
m - v G 40? 3. 402
A2= ——2‘—-:?'—2—: —2—— =2400mkg,
A4 = 9600 mkg .

Diese Summe der Arbeiten kann in eine einzige der beiden Formen
iibergefiihrt werden. Man kann den Wert A4, (die potentielle Energie)
in die Form von A, (kinetische Energie) verwandeln, indem man den
Korper aus der Hohe von 240 m frei herabfallen 1iBt. Man kann auch
den Betrag A, dazu benutzen, um den Abstand & von der Erdoberfliche
zu erhohen. Rechnerisch fithrt man diese Umwandlung am einfachsten

durch, indem man sich auf

das Gesetz von der Erhal-
T — tung der Energie stiitzt.

Es muB die im Korper
) steckende Arbeit unverén-
dert bleiben, wenn die Um-

wandlung verlustlos ist. Der
Betrag A4 ist also nur der

= 180000 mkg .

) Ay Form nach zu verwandeln,
7 seine GesamtgroBe bleibt
unverandert.

Abb. 40 zeigt links den

2 in der Hohe A, befindlichen,
mit der Geschwindigkeit v,

) _ bewegten Korper. In der
Aup 0.  ewtiedene Lagen und serhiclene G- Wit don in by befindlichen,
ihm aufgespeicherten Arbeit. rubhenden Korper, rechts den

in der Hohe Null mit v; be-

wegten Korper. Die 9600 mkg der obigen Rechnung sind bestimmt aus:

G« hy = 9600 = 30 h,, hy=320m.
Sie sind ferner gleich:
3.0}

-2
B 9600 = 2,7, vy = 80m/sek.

TT777777777777777777777777777
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Man bezeichnet eine so durchgefiihrte Rechnung als Rechnung mit
der Arbeitsbilanz. Wie dem Kaufmann die Bilanz aus Kassenbestand,
Ausgaben und Einnahmen in jedem Augenblicke dasselbe Gesamt-
ergebnis am Besitz und Schulden ergeben mufl, wenn er verlustlos
und verdienstlos gearbeitet hat, so muf} sich auch bei einem Rechnen
nach dem Arbeitswert, nach den Meterkilogramm, in jedem Augenblick
der einmal vorhandene Wert an Meterkilogramm nachweisen lassen.

Nach der Arbeitsbilanz ergibt sich fiir das Ubergehen eines still-
stehenden Kérpers aus einer Niveauflache in eine andere die Geschwindig-

keit v nach der Gleichung v = J2g . Es ist also die Geschwindigkeit v

vollkommen unabhiingig von dem Wege, auf welchem der Koérper von

der einen Niveaufliche zu der anderen iibergeht. Die Richtung, welche

der Kérper beim Kreuzen der zweiten Fliache hat, ist ohne jeden Ein-

flufl auf die Gréfle von v. Der Korper tritt in jedem Falle mit der

gleichen Geschwindigkeit v durch die untere Fliche hindurch (Abb. 41).
Ein Bild einer solchen Umwand-

lung der kinetischen Energie in poten- ﬁ}_
tielle kennzeichnet die Abb.42. Die s
am Haken des Laufkranes hingende .
Last @ hat die Geschwindigkeit v. Halt %

!

man plotzlich den Kran selbst an, so
A + Obere Mieaufldche

[y P

i AR

Abb. 41. Verschiedenheit der Geschwindigkeitsrichtung Abb. 42. Weiterschwingen der am
bei Gleichheit der Geschwindigkeit (GroB8e) nach Durch- Kranhaken héingenden Last bei plotz-
eilen der gleichen Hohe. lichem Stillstehent des Aufhiinge-

punktes.

schwingt die Kette aus, bis der in der Last (und der Kette) steckende

.2 . .
™" in Lasthebearbeit umgewandelt ist. Es wird die Last also

Betrag

2
noch so weit schwingen, bis die aus der Gleichung ¢ - h = mTv berech-
nete Hubhohe % erreicht ist.
Beispiel 42. Um welchen Betrag schwingt die Last weiter, wenn der Kran

aus der Geschwindigkeit von v = 2 m/sek pl6tzlich zum Stillstand gebracht wird
und die freie Kettenlinge » = 8 m betrigt?

m - v? v? 22 1
Gh="9— =552 10" 5"
2r- h)h=s s? = 3,16,

(16 — 0,2) 0,2 = &2, 8=1,77m.

Beispiel 43. Ein mit » = 200 Umdrehungen laufendes Rad von 2,2 t Kranz-
gewicht und 3 m Durchmesser (siehe Beispiel 41) wird dadurch zur Ruhe gebracht,
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daB es gezwungen wird, eine Last von G = 5000 kg zu heben. Wie hoch wird
das Gewicht gehoben? (Abb. 43.)

Umfangsgeschwindigkeit des Rades:
_Dea-n_ 3.x.200

v 60 60 = 31,4 m/sek.
Im Rade steckende Arbeit:
m-v: 2200 31,42
A4 = 3 T 0 9 = 108500 mkg ,
Ay =G+« h=5000-h, A, = A,, 108500 = 5000 - A,
h=31,7m.

Schwankt die Kraft, welche die Arbeit verrichtet, auf den einzelnen
Teilen des Gesamtweges, so berechnet man die Gesamtarbeit an Hand
der graphischen Darstellung des Arbeitsvorganges in einem Kraft-Weg-
Diagramm. Man trigt (Abb. 44)
die KraftgréBen als Ordinaten nach
den Kraftwegen (Abszissen) auf. Die
Arbeit ist dann durch den Flachen-
inhalt des Diagramms dargestellt.
Die einzelnen kleinen Trapezchen,
in welche sich die Figur teilen 148t,
kann man durch Rechtecke von
mittlerer Hohe ersetzt denken.

9&
Gt -
«E}G‘Jﬂﬁﬂkg { 3 "s 4
<
Y 55,55, M
Abb. 43. Umsetzung der kinetischen "Abb. 44. Kraft-Weg-Diagramm fiir eine wech-
Energie des auf der Trommelwelle selnde KraftgroBe.

sitzenden Schwungrades in Lasthebe-
arbeit.

Diese Rechtecke bilden dann Darstellungen von Arbeitsvorgingen
mit konstanten Kraften. Ihre Flicheninhalte sind die Darstellung von
Wegstrecke (Grundlinie des Rechteckes) mal Kraft (Hohe des Recht-
eckes), d. i. von Arbeit

Piesi+ Pyesy+ Pyesy+ Pyes, ...
So sind denn auch die Trapezchen Darstellungen der Arbeit, und der
Fliacheninhalt der Gesamtfigur charakterisiert die Gesamtarbeit.

Der Mafistab der Arbeit wird in der gleichen Weise festgestellt wie
der MafBistab des Weges im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm (s. S. 8).
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Bedeutet 1 mm Ordinatenhéhe z. B. eine Kraft von 50 kg (KraftmaBstab
100 kg = 2 mm) und 1 mm Abszissenlédnge einen Weg von +; m (Weg-
mafBstab 1m = 10mm), so stellt jeder
Quadratmillimeter eine  Arbeit von
50 - % = 5 mkg dar.
Beispiel 44. Welche Arbeit verrichtet man %
beim Zusammenpressen einer Feder um 58 mm, &
wenn die Zusammenpressung eine von Null auf
170 kg stetig steigende Kraft erfordert? (Abb. 45.) P
Das Kraft-Weg-Diagramm wird durch ein l
Dreieck dargestellt, dessen Hohe die Endkraft /
von 170 kg darstellt und dessen Grundlinie den s ]
Weg von 58 mm kennzeichnet. Der Inhalt des Weg
Dreiecks ist gleich Grundlinie mal Héhe durch 2. Abb. 45. Kraft-Weg-Diagramm fiir
Die Arbeit betrigt demgemi( eine stetig groBer werdende Kraft;
0,058 m - 170 kg- % — 4,93 mkg. Zusammenspannung einer Feder.
Bei einer Auftragung mit den MaBstiben 1 mm
Ordinate = 10 kg und 1 mm Abszisse gleich 0,002 m Weg erhilt das Diagramm
die in Abb. 45 eingetragenen Abmessungen von 17 mm Héhe und 29 mm Grund-
linie, d. i. von 246,5 qmm Flicheninhalt. Dabei bedeutet jeder Quadratmilli-
meter 10 - 0,002 = 0,02 mkg Arbeit, und so ergibt sich das bereits oben aus-
gerechnete Resultat von 246,5 - 0,002 = 4,93 mkg Arbeit.
Abb. 46 kennzeichnet eine Anwendung des Kraft-Weg-Diagramms
zur Berechnung des Kraftverlaufes bei einer Arbeitsumwandlung.
Das Kraft-Weg-Diagramm des Antriebskolbens ist das Rechteck
ABCD. Mit der konstanten Druckkraft P wird die Arbeit verrichtet

A =P-sy,=A4,=P-sy=A3=P-s3=A4,=P-s,.

‘a Weg -Kraff-Dragramm
des Stempels
B Araff
- =
S - C - €
& HrafF-Weg -
P Diagramm
3 des Kolbens
A Weg 0D
E‘% H—2
‘J
o I
57 I Y

Abb. 46. Bestimmung des Kraftverlaufs eines PreBstempels aus der Gleichsetzung der auf den
cinzelnen Wegstrecken aufgewendeten und geleisteten Meterkilogramm. Kolbenarbeit = aufge-
wendete Arbeit. Stempelarbeit = geleistete Arbeit.
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Die Wegstrecken des Arbeitsstempels ergeben sich aus den Lingen der
Stangen und der Anordnung des Getriebes zu s{, s}, s5, si. Bei der
Annahme einer gleichformigen Bewegung auf diesen kleinen Wegstiicken
berechnen sich die Krafte Pj, P;, Pj, P; des Stempels aus:

A, = P{-si, A, = Pj-s5, Ay = Pj-s5, A, = P;- s
(s. Abb. 46 rechts unten). Da die Bewegung des Stempels nicht gleich-
férmig mit derjenigen des Antriebskolbens verlauft, darf mit konstanten
Werten P{, Pj ... nicht gerechnet werden. Es miissen vielmehr die
Rechtecke P{ - s — Pj-s;. . .in kurvenartig begrenzte Flichen gleichen
Inhalts umgewandelt werden, um den Verlauf der Stempelkrifte zu
gewinnen. Abb. 46 zeigt oben im doppelten Mafstabe fiir die Wege und
fir die Kriafte, d. i. im vierfachen MaBstabe fiir die Arbeit den Verlauf.
Die Gleichheit der kleinen schraffierten Eckflichen ist der Beweis fiir
die Richtigkeit der Flichenumwandlung. Es steigt die Stempelkraft
von P, auf P,. ‘

Die Arbeitsaufwendung hat in vielen Fillen zwei verschiedene

Arbeitsbetrage zu decken. Sie hat einmal eine Arbeit nach P-.s zu

a2
mzv herzugeben. Beim An-

verrichten und zugleich einen Wert an

fahren eines Zuges z. B. wird die Lokomotive sowohl fiir die Uberwindung
der Reibungswiderstinde eine gewisse Kraft P aufwenden miissen und
zweitens fiir die Beschleunigung der Massen, d. i. zur Deckung des Be-
m - v?
2
sammen geben dann 4 = P;.-s 4 P,-s.

Beispiel 45. Welche Zugkraft hat eine Lokomotive beim Anfahren aufzu-
wenden, wenn die Bewegungswiderstédnde 2000 kg betragen und der Zug von 200 t
Gewicht mit p = 0,5 m/sek? beschleunigt werden soll? 200000

Zur Beschleunigung der Massen ist aufzuwenden P, = m . p =
= 3000 kg. Die Gesamtkraft betrigt P = 2000 -+ 3000 = 5000 kg. 9

Beispiel 46. Welche Endgeschwindigkeit erreicht ein Zug von 250 t Ge-
samtgewicht nach Durchfahren einer Strecke von 2500 m, wenn die Zugkraft
der Lokomotive 4500 kg betridgt und die Fahrwiderstinde fiir sich eine Zugkraft
von 1800 kg verlangen?

Fiir die Beschleunigung bleiben 4500 — 1800 = 2700 kg zur Verfiigung. Sie
ergeben eine Beschleunigung p, berechnet aus P = m . p mit

P 2700-10 .
P= = 35000 = 0,108 m/sek 2.
Auf dem Wege von 2500 m wird mit p = 0,108 m/sek? die Geschwindigkeit v er-
reicht. Gleichung (10) ergibt fiir v, = 0:

,UZ
8——%, 2500 =

trages eine gewisse Zugkraft ausiiben miissen. Beide Krifte zu-

- 0,15

1)2 2 J—
570,108° v = 540, v = 23,2 m/sek.
(Eine Rechnung nach der Arbeitsbilanz ergibt das gleiche Resultat in ein-
facherer Weise. Die Beschleunigungskraft von 2700 kg verrichtet auf dem Wege
von 2500 m die Arbeit 4 = P.s = 2700 . 2500 = 6750000 mkg. Diese Arbeit
wird umgeformt in

m e o2 250000
5. m= 5 = 25000 ME,
. 92

323’_ _ 25000 e _ 4750000,

v2 = 540, v = 23,2 m/sek).
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Beispiel 47. Es ist das Kraft-Zeit-Diagramm fiir den aus einer gleichférmig
beschleunigten, einer gleichféormigen und einer gleichférmig verzogerten Bewegung
zusammengesetzten Bewegungsvorgang mit folgenden Daten zu zeichnen. Anfangs-
geschwindigkeit 0, Hochstgeschwindigkeit v = 12 m/sek. Zeit fiir den Anfahr-
vorgang t; = 24 sek, Zeit fiir die gleichformige Bewegung ¢, = 8 sek, Verzogerungs-
zeit t; = 16 s, Zugkraft zur Uberwindung der Fahrwiderstinde P = 2100 kg,
Gewicht der bewegten und zu beschleunigenden Teile @ = 40000 kg.

Fiir die Beschleunigung ist eine Kraft P = m . p, aufzuwenden. p, berechnet
sich aus v = vy, + p; + t; mit v = 12 m/sek, v, = 0 und ¢, = 24 sek zu 0,5 m/sek?.

Wihrend des Beschleunigungsvorganges sind P; = 2100 + 2000 = 4100 kg auf-
zuwenden. Wihrend der gleichférmigen Bewegung sind nur die 2100 kg Fahr-
widerstand zu iiberwinden P, =
2100 kg. Wahrend der Verzoge- e 5t
runsgzeit betragt die Verzogerung
Py, berechnet aus v = v, + pt; 4000kg
v=0; vy=12 m/sek ; #;=16 sek: \\‘\k
p3 = —42 = — 0,75 m/sek>® \:4 \QJ\\

Die Verzogerungskraft betrigt P = NN
pg + m = —0,75 - 4000 = —3000 kg. \ *\ S
Da die Fahrwiderstinde nur 2100kg % \"i‘\
erfordern, ist die Gesamtkraft in
dieser Periode P; = —3000 + 2100 /%
= —900 kg. Es wird also in dieser
Zeit keine Arbeit in den Zug hin- Zet 2
eingesteckt (durch die Zugkraft der Abb. 47 Kraft-Zeit-Dia‘ . i

. 47. gramm fiir einen Bewegungs-

. A\ A
LOko.m otlve). Es muB  vielmehr vorgang, der sich aus einer gleichférmig beschleunig-
Arbeit aus ihm herausgezogen WEr- ten, einer gleichformigen und einer gleichférmig ver-
den (durch die Bremsen). So ent- zbgerten Bewegung zusammensetzt.

steht das Diagramm Abb. 47.

Krai?

>9001=

Die in der Zeiteinheit verrichtete Arbeit bezeichnet man als Leistung:

Leist _ Arbeit A4 _ P-s
eistung =zt — ¢ — ¢
Bei einer Messung der Zeit in Sekunden folgt damit fiir die Leistung
der Wert Meterkilogramm durch Sekunden.

Man schreibt diesen Wert Meterkilogramm pro Sekunde mkg/sek

(in der Sekunde).

= N. (26)

Beispiel 48. Welche Leistung hat ein Kran, der eine Last von 800 kg in
2 Minuten um 15 m hebt?
P.s G-h 800.15

N = =260

= 100 mkg/sek.

Fir die technischen Rechnungen ist die Einheit: 1 mkg/sek zu klein.
Man faf8t daher 75 mkg/sek unter dem Namen 1 Pferdestéirke zusammen.

75 mkg/sek = 1PS.

Die Leistung in Pferdestirken bestimmt sich aus der Gleichung

P-s

N=wm"

27)
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Beispiel 49. Welche Leistung hat ein Kran, der in 4 Minuten eine Last von
6t um 12 m zu heben vermag?

P=G=6t=6000kg, s=12m,
t = 4 min = 4 . 60 = 240 sek.

G-k 6000 -12
75t 75 - 240

Die Gleichung (26) und demzufolge auch die Gleichung (27) 1aBt
sich noch in anderer Weise unterteilen, als es die obige Ableitung aus
Arbeit durch Zeit zeigt. Man kann fir diese Gleichungen auch
schreiben:

N = (?) (s) Leistung gleich Kraft pro Zeiteinheit mal Weg.

N =

= 4PS. (Pferdestirken.)

N = (P) (%) Leistung gleich Kraft mal Weg pro Zeiteinheit gleich
Kraft mal Geschwindigkeit.

mkg _P-v

ek N= %

Beispiel 50. Welche Leistung hat eine Pumpe, die 27 cbm Wasser pro Stunde
auf 12 m Héhe hebt?

N=P-v, (Pferdestérken.)

P = 27000 kg, t = 1h = 3600 sek,
Pjt = 27000/3600 = 7,5 kg/sek (Kraft pro Zeiteinheit),
P.s 12

Beispiel 51. Welche Leistung hat ein Windwerk, das 9000 kg um 15 m
pro Minute hebt?

P = 9000 kg, s/t = 15 m/60 sek = 0,25 m/sek = v,
N=P.s/t-1/75=P-v.1/75=9£0%'5&2_§-_-301*s.

Auch bei der Berechnung einer Leistung faBt man die auftretenden
Verluste zusammen und berechnet sie zahlenm#Big unter Einfiihrung
des Begriffes ,,Wirkungsgrad*. Wirkungsgrad gleich Nutzleistung durch
aufgewendete Leistung.

_ Nutzleistung _M
= Aufgewendete Leistung ~ No®

Es ist diese Gleichung mit der Gleichung (23) identisch. Es bedarf
nur der Erweiterung des Brucheg Wirkungsgrad = N,/N, mit ¢, um
aus den Werten N die entsprechenden Werte 4 zu machen, da
A =N -t ist.

(28)

_ N4 4
N, ¢ t’

=4

=7

Beispiel 52. Welche Leistung gibt eine Pumpe ab, wenn der sie treibende
Elektromotor an elektrischer Arbeit 14 PS aus dem Netz zieht und der Wirkungs-
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grad des Motors 7, = 90%,, der des Triebwerks 7, = 959, und derjenige der
Pumpe 53 = 809, betrigt?
7 =41+ N 5 [GL (24)] = 0,9]- 0.95 - 0,8 =: 0,684,
aufgewendete Leistung = 14 PS,
Nutzleistung = 14 . 0,684 = 9,576 PS .

Beispiel 53. Welche Leistung nimmt ein Elektromotor aus dem Netz, wenn
er eine Pumpe treibt, die in der Stunde 24 cbm Wasser auf 27 m Hohe hebt, wenn
der Wirkungsgrad der ganzen Ubertragung (umfassend die Wirkungsgrade des
Motors, des Triebwerks und der Pumpe) 609, betrigt?

P.s 2400027
75.¢ 175.3600
Aufgewendete Leistung g—t =4PS.

Beispiel 54. Welche Leistung gibt eine Transmission an eine Pumpe ab,
welche bei jeder Umdrehung 6 1 Wasser verdringt, wenn die Umdrehungszahl
der Pumpe n = 120 betragt und die Druckhéhe der Pumpe 48 m ist? Der Wir-
kungsgrad der Pumpe ist mit 649, anzusetzen.

In einer Umdrehung wird die Arbeit 4 = G-k = 6-48 = 288 mkg ver-
richtet. In den 120 Umdrehungen werden 120 - 288 = 34560 mkg geleistet, d. i.
die Leistung in einer Minute. Die auf die Sekunde bezogene Leistung betrigt
34560 : 60 = 576 mkg/sek bzw. 7,68 PS Nutzleistung. Von der Transmission werden
abgegeben: aufgewendete Leistung = 7,68/0,64 = 12PS.

Fir die graphische Auf-
tragung des Leistungsverlaufes
wihlt man das Leistung-Zeit-
Diagramm, das aus dem Kraft- S
Zeit-Diagramm und dem Ge- R \
schwindigkeit - Zeit - Diagramm
berechnet wird.

Ist firr einen Leistungsvor- I
gang dasin Abb. 47 dargestellte Abb. 48. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm.
Kraft-Zeit-Diagramm und das
in Abb. 48 dargestellte Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm gegeben, so
berechnen sich die einzelnen Leistungen nach N = P .v aus den Pro-
dukten der zu gleichen Zeitpunkten gehorenden Ordinaten der: beiden
Diagramme. Es herrscht
z. B. nach Ablauf 'der Zeit
von ¢ = 5 sek die Geschwin-
digkeit v, und es ist mit
dieser Geschwindigkeit die
Kraft P auszuiiben. Dann
ist in diesem Augenblicke die
Leistung N = P - v mkg/sek k\
aufzuwenden. Diese Auf- ;(
tragung zeigt die Abb. 49.

Beispiel 55. Esist das Lei- " " ,
stungsdiagramm einer Férderma- s 4 2 “3

schine der durch das Schema nach Zeit

: Abb. 49. Leistung-Zeit-Diagramm fiir das XKraft-Zeit-
Abb. 50 gekennzeichneten Bauart pi0 ot “Ger Abb. 47 und das Geschwindigkeit-Zeit-
fiir folgende Daten zu berechnen: Diagramm der Abb. 48 (s. Beispiel 55),

Nutzleistung N = =24PS.

Geschwindigker?

50000 mkg/sek

%

=5

g&
\Q\

A X721

o
7

210

<]

A
0800
(-900) % 12

\

Leistung =A’m{‘x6e.sw vindjghert




48 Grundgesetz der Physik.

Gesamtgewicht der zu beschleunigenden Massen G = 20000 kg.

Zu hebende Nutzlast @ = 2000 kg.

(Es geht die leere Schale von 3000 kg Gewicht herunter, und die volle von
2000 + 3000 kg Gewicht muB gehoben werden.) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
nach Abb. 51. - (Abb. 51 ist mit den Abb. 16 und 17 identisch. Es gelten die Ge-
schwindigkeitsdaten von S. 24 fiir dieses Beispiel.)

Es bestimmen sich aus dem Geschwindigkeitsdiagramm die Beschleunigungen.

Die Beschleunigung wihrend der ersten Periode ist p; = 0,133 m/sek,
berechnet aus v, =0, v, = 0,4m/sek, t, = 3sek. Fir die zweite
Periode berechnet sich p, aus
v, = 0,4 m/sek, v, = 5,85m/sek, ?, = 5,7sek,

v, —v _ 585 —-04

= =T = 0,956 m/sek?,
Py = % = 0,368 m sek?,

Py = S’S—ES’G = 0,04 m/sek?,

Py — 33?—3}& = —0,217 m/sek?,

e — % — —0,898 m/sek?,

J;}ggoo P — %%Ezl — —0,461 m/sek?,

0—0,35
Abb. 50. Schematische Dar- == — = —0,125 m/sek?2.
stellung einer Fordermaschine. Ps 2,8 ’ /

10 | /sek
3 ‘.‘\
— 2 3
/ \
3 2// \ +
~x y o N
5 ' 3\
| B/ WY v,
N
é / géL b\‘ s’ \
/ © A\ 6 %
3 N
1?[3 ~ b* ?;\ 7 é\\ ’
Ay 6 ts N}
ENRERRRRERRRREREN llllilllllJiUJJ
7 Zeit 30 Sekunaden

Abb. 51. Tachographendiagramm zerlegt in 8 Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme fiir gleichformig
beschleunigte bzw. verzogerte Bewegungen.
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Fir die Beschleunigung der Massen sind daher die Krifte aufzu-

wenden :
P, =m-p; =20000-0,133 = 266 kg,

P, = m - p, = 2000 - 0,956 = 1912 kg ,

; P, =736 kg,
5 P, = 80kg,
P5 = —434 kg )
; Pg = —1796 kg,
P, = —922kg,
A
, > Py = —250 kg .
LA R ONA
(1% A /] /ﬁ‘ ‘,pé' [l
S 2% 15
N O /l ¥
> |-
/7 :
2000 kg 7 ’06 !i/;
% A
%,
i LT TG

Zert

Abb. 52. Kraft-Zeit-Diagramm fiir die in Abb. 50 schematisch dargestellte Fordermaschine mit

den Zahlendaten des Beispiels 55 und das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm der Abb. 51. (Die

ausgezogene Figur entspricht der geknickt?btl;irge,)die strichpunktierte der glatten Xurve der
. 51,

Zu diesen Beschleunigungskraften kommt die Last von 2000 kg
hinzu. So folgt das die Lasthebekraft und die Beschleunigungskrifte
zusammenfassende  Kraft-
Zeit-Diagramm der Abb. 52. —

Die Multiplikation der
Ordinaten dieses Diagramms
mit denen des Geschwindig-
keit-Zeit-Diagramms nach
Abb. 51 ergibt das Leistung-
Zeit-Diagramm der Abb. 53.
(Fir den Punkt nach der
Zeit t,z. B. betragt Lasthebe-

kraft 4 Beschleunigungs-
kraft P, und die Geschwin-
digkeit v,. Daraus folgt die Zeit
Leistung N,= Po.pomkg/sek_ Abb. 53. Leistung-Zeit-Diagramm fiir das Kraft-Zeit-

. . Diagramm (strichpunktiert) der Abb. 52 und das Ge-
Da die scharfkantige Gestalt schwindigkeit-Zeit-Diagramm (glatte Kurve) der Abb. 51.

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl. 4
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der Abb. 52 dem vereinfachten Geschwindigkeitsverlauf nach Abb. 51
entspricht, hat man entsprechende Abrundungen vorzusehen. Man
wird durch weitergehende Unterteilung der Geschwindigkeitskurve von
vornherein eine bessere Anpassung an die Wirklichkeit zu erzielen
suchen.)

C. Die Zusammensetzung und Zerlegung
von Kriiften.

Eine Kraft ist bestimmt durch drei Daten:
Lage, GroBe, Richtung.

Die GroBe der Kraft wird in Kilogramm oder Tonnen angegeben.
Die Lage und die Richtung werden entweder in einer Zeichnung fest-
gelegt oder durch die Angabe des Neigungswinkels und des Angriffs-
punktes der Kraft bestimmt. (Beziiglich des Angriffspunktes siehe
weiter unten.) Bei der zeichnerischen Darstellung einer Kraft wird auch

die Kraftgro Be zeichnerisch dargestellt.

3 Die Lange der Strecke, zu deren Aus-

wertung ein MafBstab, z. B. 1 mm = 5 kg,
gegeben ist, stellt die Kraftgrofe dar.

So entspricht die in Abb. 54 aufge-

S N
L/

I

Abb. 54. Darstellung einer Kraft Abb. 55. Darstellung zweier sich in ihrer Wir-

von 80 kg im MaBstabe 1kg=1/,mm, kung aufhebender Krifte +P und - P.

die am Korper K im Punkte 4 an-

greift mit der Richtung von 45°

nach rechts oben.
tragene Strecke A—B von 40 mm Lénge bei einem MafBstab von 1 mm
= 2 kg einer Kraft von 80 kg, die unter 45° nach rechts oben gerichtet
ist und im Punkte 4 am Koérper K angreift.

Die Bestimmung der Wirkung mehrerer auf einen Kérper wirkender
Krifte vereinfacht sich in vielen Fillen, wenn man die Krifte zu einer
einzigen Kraft zusammenfaft, deren Wirkung gleich der der Summe der
Wirkungen der einzelnen Kréfte ist. In anderen Fallen kann die Zer-
legung einer Kraft in mehrere Einzelkrafte fiir den Rechnungsvorgang
von Vorteil sein. Man wird z. B. dann eine Kraft zerlegen, wenn es
sich darum handelt, die Wirkung der Kraft nach verschiedenen Rich-
tungen zu bestimmen.

So hat man der ganzen Lehre von den Kraftwirkungen ein Kapitel iiber
die Zusammensetzung und die Zerlegung von Kréften voranzustellen.

Zwei gleich geneigte, am gleichen Punkte angreifende, entgegengesetzt
gerichtete Krifte heben sich in ihrer Wirkung auf. Greifen (Abb. 55)



Parallelogramm der Krafte. 1

die zwei Krifte + P und — P am Korper K an, so ist ihre Wirkung
gleich Null. (Vielfach fiigt man zu einer Reihe gegebener Krafte
derartige sich gegenseitig aufhebende Hilfskriafte hinzu, um die Zu-
sammenfassung der gegebenen Krifte zu erleichtern. Die Gesamt-
wirkung wird dadurch nicht beeinfluf3t.)

Die Zusammensetzung mehrerer nicht paralleler Krifte zu einer Re-
sultanten, d. h. zu einer Kraft, deren Wirkung gleich der Summe der Wir-
kungen derdurch sie ersetzten Krafte ist, erfolgt nach demParallelogramm.

1. Beweis fiir den Satz vom Parallelogramm der Krifte.

Nach S. 33 lassen sich die zwei Beschleunigungen p, und p, , welche
ein Korper K erfahrt, ersetzen durch die Beschleunigung p,, welche
nach GréBle und Richtung durch die Diagonale in dem aus p; und p,
gebildeten Parallelogramm bestimmt ist. p, und p, sind nach dem Ge-
setze von der Massenbeschleunigung hervorgerufen durch die Krifte
P, und P,, P, =m,-p,, Py, =m,-p,. Das fiir die Vereinigung der
Folgen (der Beschleunigungen p, und p,) geltende Gesetz gilt auch fir
die Vereinigung der Ursachen, d. h. P
der Beschleunigungskrifte P, und P,. 5 <
Es sind auch die Krifte P, und P,
nach dem Parallelogrammgesetz zu-
sammenzusetzen.

Die Abb. 56 stellt in den Léngen
A B=20mm und 40 = 30mm die Be-
schleunigungen p, und p, mit 2 m/sek?
und 3 m/sek? dar, welche zusammen-
gesetzt die resultierende Beschleuni-  Abb.56. Zusammensetzung zweier Kritte
gung p, = 4m /S ok? ( AD = 40 mm) P, und P, Zgur;rl;?rflltllt;ng%rr)ég; '—- Parallelo-
ergeben. Bei einem Korper von
m = 5 Masseneinheiten betragen die Kréifte P, =52 =10 und
P,=5-3=15kg. Der Kraftmallstab bestimmt sich aus 4B =10kg
=20mm (4C =15kg =30 mm) mit 1 kg =2mm oder 1 mm ={ kg.

Die resultierende Kraft, dargestellt durch die 40 mm lange Strecke
AD , betragt demnach 40 - 0,5 = 20 kg. Das entspricht der ermittelten
resultierenden Beschleunigung p, =4 m/sek?, P;=m-p;, =5-4 =20 kg.

Man setzt zwei im gleichen Punkte angreifende Krifte
zusammen, indem man aus ihnen ein Parallelogramm bil-
det. Die Diagonale des Parallelogramms stellt nach Lage,
GroBe und Richtung die Resultante dar.

2. Methoden fiir die Zusammensetzung und Zerlegung von
Kraften.

a) Graphische Methode der Kriftezusammensetzung.

o) Die Krafte haben den gleichen Angriffspunkt.

Die Abb. 57 kennzeichnet die Zusammensetzung .der Krifte auf
zeichnerischem Wege, d. i. in einem Krifteplan. Bei einer Zusammen-

4%
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setzung von mehr als zwei Kraften vereinigt man nacheinander Kraft
P; mit Kraft P, zur Resultante R,_,, dann Resultante R,_, mit
Kraft P, zur Resultante R;_,_ 5, dann Resultante R;_,_; mit Kraft
P, zur Resultante R;_,_5_, usw.

Abb. 58 stellt in der Strecke AF = R die Resultante der Krifte
pP,, P,, P,, P,, P; nach Lage, GroBe und Richtung in dem fiir die
Auftragung von P,, P,, Py, P,, P, gewihlten Mafistabe dar. Die
Zeichenarbeit fiir die graphische Zusammensetzung kann wesentlich
vereinfacht werden. Es bedarf nicht der Aufzeichnung der vollsténdigen
Parallelogramme. Die Diagonale 4D des Parallelogramms Abb. 56 ist

5
7
F
G
£
Abb. 57. Zusammensetzung der 5 Krafte P, ... Ps, Abb. 58. Zusammensetzung der 5 Krifte
die alle am Punkt A angreifen, zur Resultanten R aus Abb. 57 durch Hintereinanderreihen.

nach dem Satz vom Parallelogramm der Krifte.

zugleich die dritte Seite eines aus den Strecken A B und BD = P; und
P, gebildeten Dreiecks ABD . Es geniigt danach zu ihrer Ermittlung
das Aneinanderreihen der Krifte P, und P,. Die SchluBlinie des
Dreieckes. stellt die Resultante dar.

In gleicher Weise ist in Abb. 58 die der Abb. 57 entsprechende Kon-
struktion der Resultanten aus den Kriften P, , P,, P;, P,, P; durch-
gefithrt. Es sind die Krafte P; bis P; aneinandergereiht. Die Schlu$3-
linie vom Ausgangspunkte 4 von P; zum Endpunkte F von Pj stellt
die Resultante R dar. Die Reihenfolge der Aneinanderreihung ist ohne
Einfluf. Abb. 59 kennzeichnet eine andere Reihenfolge. Man kommt,
wie man auch die Strecken, welche die Krifte darstellen, aneinanderfiigt,
stets zum gleichen Endpunkte.

Fallt der Endpunkt der letzten Kraft mit dem Ausgangspunkt der
ersten zusammen, so ist die Resultante gleich Null. Man spricht dann
von einem geschlossenen Krafteplan.

Abb. 60 zeigt einen geschlossenen Kréfteplan. Die Resultante der
drei Krifte P;, P, und P, ist gleich Null. Die Aneinanderreihung im
Linienzuge A BC D fithrt nach A. A und D, der Ausgangspunkt und
der Endpunkt, sind ein und derselbe Punkt.

Beispiel 56. Mit welcher Kraft wird der Dampfer D von den 3 Schleppern 1,

2, 3 gezogen, wenn die Trossen die in der Abb. 61 gekennzeichneten Richtungen
haben und die Zugkréfte P, = 1500 kg, P, = 2000 kg und Pz = 1000 kg betragen.

W
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KriftemaBstab 1 mm = 50 kg.
Die einzelnen Krifte werden dargestellt durch die Léngen ab =20 mm,
ac = 40 mm und ad = 30 mm. Diese Lingen in Parallelogrammen zusammen-

Abb. 59. Zusammensetzung Abb. 60. Zusammensetzung von 3
der 5 Krifte aus Abb. 57 durch in 4 angreifenden Kriften P;, P,
Hintereinanderreihen. (Andere und P;, die eine Resultante gleich
Reihenfolge als in Abb. 58.) Null ergeben.
e >
//
,10%059/// 4

0
7575
Ooy

Abb. 61. Zusammensetzung von 8 Kréften, P;, P, und P;, zu R. (Beispiel 56.)

gesetzt, ergeben eine Resultante von der Linge von 85 mm. Die resultierende
Kraft betragt 85 - 50 = 4250 kg.

p) Die Krafte greifen an verschiedenen Punkten des
Korpers an.

Fiir die Zusammensetzung mehrerer an verschiedenen Punkten
des Korpers angreifender Krifte verlegt man den Angriffspunkt in der
Richtung der Kraft nach vor-
wirts oder rickwirts. Es bleibt |
fir die Wirkung der Kraft P |
auf einen Korper von geniigen 5,
der Festigkeit ohne Einfluf}, ob
dieselbe (Abb. 62) in 4, B oder
sonstwo auf ihrer Richtungslinie
angreift. Thr Angriffspunkt spielt =~ Abb.62. Angriffspunkt und Angriffslinie einer
wohl eine Rolle bei der Festig- Koraft.
keitsrechnung des Korpers. Fir die Ermittlung der Kraftwirkung
ist er gleichgiiltig. Die Kraft beschleunigt in jedem Falle den Kérper

A
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auf derselben Bahn, d. h. auf der eigenen Richtungslinie, und zwar
mit derselben Beschleunigung p = P/m. Nur daB bei ihrem An-
griff in A die Zugfestigkeit des ganzen Kérpers in Anspruch genommen

Abb. 63. Zusammensetzung zweier an ver- Abb. 64. Zusammensetzung dreier an ver-
schiedenen Punkten (D und A4) eines Korpers schiedenen Punkten eines Korpers angreifender
angreifender Krifte P; und P.. Krifte.

wird, wahrend bei einem Angriff in B der vordere Teil zwischen BA
keine Belastung erfihrt, unterscheidet diese beiden Fille. (Uber die
Stabilitit eines Korpers bei Verlegung des Angriffspunktes s. S. 114.)
Fiir die Festlegung der Lage einer Kraft ist also nicht der Angriffs-

punkt zu bestimmen, sondern
nur die Angriffslinie.
4 Die Zusammensetzung der
\ Ry in 4 und D angreifenden
Ay H, Hy Krifte P, und P, zur Resul-
7 _ tanten R,_, zeigt Abb. 63. Die
A \ Krafte bzw. die sie darstellen-
/ £ den Strecken A B und DE sind
A 7 z zum Schnittpunkt ihrer Rich-

tungen zuriickverlegt. Es sind
1-2 von F aus die Langen FG=AB
und FH = DE erneut aufge-
tragen. Die Resultante R;_,
von FG und FH ist zugleich
die Resultante von 4 Bund DE.
Abb, 65. Zusammensetzung_zweier Kriifte P, und P, Die Zusammensetzung von

zur Resultanten R durch Hinzufiigung zweier sich . o
epenscitia authebender Hifskritie H, und H,. ~ drei oder mehr Kriften kenn-

zeichnet die Abb. 64. Aus P,
und P, wird nach Verlegung derselben zum Schnittpunkt der Rich-
tungen A die Resultante R,_, gewonnen. Diese zum Schnittpunkte B
mit der Kraftrichtung von P, zuriickverlegt, ergibt bei der Zusammen-
setzung mit P, die Resultante B;_,_;.

Zur Erleichterung der Zusammensetzung von solchen Kriften, die
gleichgerichtet oder fast gleichgerichtet sind, deren Richtungen sich
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demzufolge in einem Punkte schneiden, der weit herausfillt, wendet
man einen Kunstgriff an. Man figt zwei Krafte, die sich gegenseitig
aufheben und demzufolge ohne EinfluB auf das Resultat bleiben, hinzu.
Durch die Vereinigung je einer dieser zwei Hilfskrafte mit je einer der
beiden gegebenen Kréfte werden Resultanten erzeugt, deren Schnitt-
punkt bequemer liegt. (Siehe Abb. 55.)

Abb. 65 zeigt die Zusammensetzung der Krafte P; und P,. Als
Hilfskrafte sind die Krafte H, und H, (H, hebt H, auf; H, und H, sind
gleich groB, entgegengesetzt gerichtet und in die gleiche Linie fallend)
hinzugefiigt. Die Richtungen der Resultanten R, und R, schneiden sich
in A. Von A erneut aufgetragen, ergeben R; und R, die Resultante
R,_,.

y) Das Kraftepaar.

Die Vereinigung von zwei Kriften P; und P, wird undurchfithrbar,
wenn die mit den Hilfskraften H, H, gewonnenen Resultanten R,
und R, sich nicht schneiden,

d. h. wenn sie parallel liegen.

Dieser Fall tritt ein, sobald

die zu vereinigenden Krafte -P >
P, P, gleich grof} und ent- 1

2
. /C
F\ /?1 i d

"‘”1
LJL 1. v/

N L5
.y,

Abb. €6. Kriftepaar P; —P,. Abb. 67. Umwandlung eines Kriiftepaares + P, | — P,
in andere durch Hinzufiigung sich gegenseitig auf-
hebender Hilfskrifte (+Z, —Z oder +H —H).

gegengesetzt gerichtet sind und nicht in eine Linie fallen. Solche
Krifte bilden ein Kraftepaar (Abb. 66).

Ein Kraftepaar ist gebildet aus zwei gleich groflen ent-
gegengesetzt gerichteten und nicht in eine Linie fallenden
Kraften.

Figt man zu einem Kraftepaar zwei beliebige, sich gegenseitig auf-
hebende Krifte hinzu, so verwandelt man damit das Kraftepaar in ein
anderes. Es geht (Abb. 67) das Kréftepaar + P, | — P, tber in das
Kriftepaar + R, | — R; beim Hinzufiigen der Krifte +Z und —Z.
Es 146t sich durch Hinzufiigen zweier anderer sich zu Null ergéinzender
Krifte +H und —H in das Kriftepaar -+ M, | — M, iiberfiihren usw.
Gemeinschaftlich ist allen diesen drei Kraftepaaren erstens der Dreh-
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sinn. DemgemiB gehort zur Festlegung des Wertes eines Krifte-
paares der Drehsinn desselben. Man charakterisiert denselben durch ein
Pluszeichen, wenn er im Uhrzeigersinne wirkt, und durch ein Minus-
zeichen, wenn er entgegengesetzte Richtung hat. Die Kraftepaare
P,P,| R R, | M, M, haben positiven Drehsinn. Zweitens ist bei den
drei Kraftepaaren das Moment gleich, d. i. das Produkt aus Kraft-
grofe mal Abstand von der Gegenkraft. Es betrigt dasselbe in den drei
Fillen Py-a= R,-b= M,-¢c. Aus der Gleichheit der Flichen-
inhalte des Rechteckes A BC D und des Parallelogrammes C DEF — sie
haben die gleiche Grundlinie 0D und die gleiche Héhe A — folgt die
Gleichheit von P;-a und R,:b.

P, ist die eine Rechteckseite, a die andere; R, ist die eine Parallelo-
grammseite, b die Hohe zu derselben.

Ein Kriftepaar ist bestimmt durch zwei Angaben:
durch die GroBe des Momentes (Kraftgrofe mal Abstand zur
Gegenkraft) und den Drehsinn (+ im Uhrzeigersinne drehend,

— entgegengesetzt dem Uhrzeiger-
Py sinne drehend).
Dem Moment gibt man den

e Buchstaben M:
M=P-a. (29)
b \/{ M Moment eines Kraftpaares
a 2 kg X em, gesprochen Kilogramm
A + J(:L £s o mal Zentimeter:
—~>" - P = Kraft kg,
3 a = Hebelarm cm .
Abb. 68.  Drei gleichwertige Kriftepaare. [Man rechnet auch mit @ in mm

Ma = 4P, 0 =Ma = +Py-b=Mg = +Py-c. .
! ! : ' : : oder m. Wo es sich darum handelt,

das Drehmoment in Arbeit (mkg) zu verwandeln, mufl man mit kg x m
rechnen.] Die Gleichheit ,, kg mal m fiir den Begriff ,,Arbeit* und den
Begriff ,,Drehmoment, die etwas durchaus Verschiedenes bedeuten,
erklart sich aus der Verschiedenheit der Richtung der ,,Kilogramm*
zur Mefrichtung der ,,Meter. Arbeit ist Kilogramm mal ,,in der
Kraftrichtung‘ gemessener Meterzahl. Drehmoment ist Kilogramm
mal ,,senkrecht zur Kraftrichtung* gemessener Meterzahl.
Verschiebt man ein Kraftepaar nach der bei Abb. 62 fir die Ver-
schiebung einer Einzelkraft erklirten Art und Weise, so ergibt sich die
vollige Freiheit der Lage eines Kriftepaares. Es ist das Kriftepaar
P, P, (Abb. 68) gleich dem Kriftepaar P,P, oder P,P, usw., sofern
alle das gleiche Moment haben, d. h. P;-a = P,-b = P, - ¢ ist.
Dem technisch Denkenden fallt es schwer, die im obigen bewiesene
Freiheit der Lage eines Kraftepaares zuzugestehen. Er verbindet mit
einen bestimmten , Kraftepaar* auch die Vorstellung der Drehung
um einen zwischen den Kriften liegenden Punkt. Das Kriftepaar
P, P, (Abb. 68), das ihm einen anderen Drehpunkt festzulegen scheint
als das Kraftepaar P, P,, d. h. einen zwischen P; und P, liegenden Dreh-
punkt, will ihm anderswertig erscheinen. Dieses Gefiihl des Technikers
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beruht auf einer durch die technischen Formen der Maschinen hervor-
gerufenen Tduschung. Unmittelbar gegebene Kriftepaare, wie
sie die Abb. 68 darstellt, sind in
der Technik &uBerst selten.
Man legt in der Technik, wenn

(,&)
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Abb. 69. Wirkung eines Abb. 70, Wirkung eines Kréftepaares
Kriftepaares P, , P, auf einen T,, T, auf einen Hebel mit festem
um 4 drehbaren Hebel H. Drehpunkt.

man iiberhaupt ein Kriftepaar verwendet, dasselbe um den Drehpunkt,
oder mit anderen Worten, man ordnet den Drehpunkt zwischen den
Kriften an, z. B. den Drehpunkt eines Handrades in dessen Mitte.

Im i#brigen wird in den meisten technischen Konstruktionen die
Drehbewegung eines Koérpers nicht durch ein unmittelbar gegebenes
Kraftepaar herbeigefithrt, sondern durch eine einzelne Kraft.

Zur Erlduterung des Obigen dienen die Abb. 69 und 70. An dem auf
der Welle 4 aufgekeilten Hebel H greifen die ein Kriftepaar bildenden
Krifte P, und P,an. Thr Moment ist P - a . P
Im Drehpunkt sind zwei sich gegenseitig auf- Y
hebende Hilfskrifte S, , S, hinzugefiigt, wel- %
che den gegebenen Kriften P, P, gleich sind.

Diese hinzugefiigten Krifte bilden mit >
den gegebenen Kriften zusammen die zwei
neuen Kraftepaare P;, S; und P,, S,.
Die Momente dieser Kriftepaare betragen
+P,(a +b) und — P, (b) . Das ist in Summa o
P.a. Nimmt man (Abb. 70) ein anderes é

Kriftepaar an, dessen Moment 7' - ¢ dem
MomenteP - a des Kraftepaares der Abb. 69

gleich ist, so ergibt sich dasselbe Resultat. §é y-) CHi
Die zwei neuen Hilfskrifte @, @, von gleicher A ,_i‘L‘
GroBe und gleicher Richtung wie 7', und 7, "
ergeben mit den Kriften 7,7, zusammen %}’é’ﬁ,lf(},;len%;‘;“:;“’;’;‘;ﬁ“{f;hbe;?:ns
die Momfente +T'3(d+c) und —T';(d). Thre Hebelbei nlze}f]’;g‘e’}%r‘;efis%?e_“ durch
Summe ist 7'-¢= P-a.

Abb. 71 zeigt das Zustandekommen eines Drehmomentes, das ist

eines Kraftepaares in der Art und Weise der Technik. Der um A4 dreh-
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bare Hebel H wird durch die Einzelkraft P, belastet und kann eine
Bewegung in der Richtung P; nicht machen, da seine Welle nur die
Drehbewegung um A freigibt. Der infolge der Wirkung von P, auf-
tretende Lagerstiitzpunkt P, hilt die Welle fest. Diese Stiitzkraft P,
bildet mit der gegebenen Einzelkraft P, zusammen ein Kriftepaar vom
Momente P-a. (Uber das Zustandekommen von P, s. S. 95.)

Im Sinne dieser Art der Kriftepaarentstehung aus einer an einem
drehbaren Korper angreifenden Einzelkraft spricht man vom stati-
schen Moment einer Kraft. Es ist das statische Moment einer Kraft
gleich dem Momente des Kréftepaares, das von ihm selbst erzeugt wird.
Es ist gleich Kraft mal Abstand vom Drehpunkt. Das statische Mo-
ment der Kraft P, in Abb.71 ist M = P,-a.

Statisches Moment (30)
gleich Kraft mal Abstand vom Drehpunkt.

Die Zusammensetzung von zwei Kréaftepaaren ergibt ein resultieren-
des Kraftepaar, dessen Moment gleich der Summe der Momente der
Einzelkraftepaare ist (Abb. 72). Die gegebenen Kriftepaare S, S,| P, P,

Abb. 72. Zusammensetzung zweier Kraftepaare P, | P, und S, S, zu dem resultierenden
Kriftepaar R, | R,.

sind zu dem Kréftepaar R, R, vereinigt, durch Vereinigung von S, und
P, zu R, und von 8; und P, zu R,. Das Moment R - ¢ ist dargestellt
durch den Flacheninhalt des Parallelogrammes 1375, dessen eine
Seite (57) gleich R ist und dessen Héhe ¢ betrigt. Dieses Parallelogramm
zerfallt in die zwei gleichen Dreiecke 375 und 315 . Der Inhalt von
375 ist gleich der Summe der Inhalte der Dreiecke 365 und 385,
deren Hohen h; und h, zusammen gleich A, sind und welche die
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gleiche Grundlinie 3 5 haben. Da der Inhalt von 365 gleich 3 .S,-b
ist (65 =28, und die Hoéhe auf 65 gleich ) und der Inhalt von
385 gleich $ P-a ist (58 = P, und die Hohe auf 58 gleich a), so
ist 3 R-c=48S-b+3%P-a.

Aus den Resultaten der Abb. 72 und 64 ergibt sich, daBl die Zu-
sammensetzung beliebig in einer Ebene liegender Krifte
entweder eine Einzelkraft oder ein Kraftepaar ergibt.

Die Arbeit eines Kriaftepaares oder einer ein statisches Moment aus-
itbenden Kraft wird aus Arbeit = Kraft x Weg berechnet. Der Weg
ist die Lange der Kreisbahn der Kraft.

Die Arbeitsleistung eines Kraftepaares berechnet man nach der
Gleichung Arbeit gleich Kraft mal Weg, indem man den Drehpunkt auf
der einen der beiden Krafte annimmt. Es legt dann die andere Kraft
bei einer Umdrehung den kreisfé6rmigen Weg 2. 7.z zuriick, und die
GroBe der Arbeitsleistung ist gegeben durch den Wert 4 = P-2-7-x.

Setzt man in diese Gleichung den Wert des Momentes des Krifte-
paares M = P .r ein, so geht dieselbe iiber in:

A=2.-x-M. (31)
A = Arbeit mkg,
M = Kilogramm mal Meter.

Beispiel 57. Welche Arbeit verrichtet ein Kriftepaar vom Momente
M = 2000 kg - cm bei einer Umdrehung?

Das Moment des Kriftepaares umgerechnet in kg- m ergibt M = 20 kg - m.
Die Arbeit betragt 20 - 2. & = 125,6 mkg.

An die Stelle des Kraftepaares, d. i. zweier paralleler, gleich groBer
und entgegengesetzt gerichteter Kréfte, tritt in der Technik in den
meisten Fillen die an einem Hebel angreifende (s. S. 57) Einzelkraft.
Das Moment des Kraftepaares wird durch das statische Moment dieser
Einzelkraft ersetzt. Fiir die Arbeitsleistung des statischen Momentes
gilt in gleicher Weise das oben abgeleitete Resultat:

A=M-2-7 (M gemessen in kg-m).

Die Leistung einer Maschine, welche ein Drehmoment hergibt
(die Arbeit in der Sekunde), berechnet man, indem man die Arbeit
A= P-:2.r-7 auf die Zeit bezieht. Bei n Umdrehungen in der Minute
betragt die Arbeit in der Minute 4 = P -2r-7-n und die Leistung,
gemessen in Pferdestéirken:

P.2:remaen_M:2:m-n

N=""%0.15 = 601
Setzt man das Drehmoment in kg - em ein, so folgt:
M 2.a.n
N= 1666075 °
a N 1006075
n 2.q
M=71620. 2. (32)

M Drehmoment, kg X ecm,
N Anzahl der Pferdestirken, n Tourenzahl.
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Beispiel 58. Welches Drehmoment iibt ein 1l0pferdiger Motor, der mit
1000 Umdrehungen lduft, aus?
N 10
e 71620 - 1000 = 7162 kg - cm .

Beispiel 59. Welche Leistung erfordert der Antrieb einer Spindel, die in
der Minute 12 Umdrehungen machen soll, wenn fiir das Drehen derselben ein
Moment von 14400 kg - cm nétig ist:

M = 171620 -

M = 14400 = 71620 - % ,
14400 - 12
=""ie20 — 2,4 PS.

0) Die Zusammensetzung in zwei getrennten
zeichnerischen Verfahren.

Neben der zeichnerischen Zusammensetzung der Krifte nach
Abb. 64 bis 72 zur gleichzeitigen Ermittlung der GroBe,
Richtung ‘und Lage der Resultanten verwendet man ein zweites
zeichnerisches Verfahren, bei welchem getrennt:

1. die Gr6Be und Richtung der Resultanten und
2. die Lage derselben ermittelt wird.

Diese Trennung ist besonders dann am Platze, wenn der eine Teil
der Aufgabe bequem durchgefiihrt werden kann. Das ist der Fall, wenn
es sich um die Zusammensetzung gleich-
gerichteter Kriafte handelt. Die Rich-
tung der Resultanten ist dann durch
die Richtung der Einzelkrifte von vorn-
herein gegeben. Ihre GroBe ist gleich
der algebraischen Summe der Gréfle
der Einzelkrafte.

Abb. 73 und 74 kennzeichnen das
Verfahren fir die Zusammensetzung
der drei beliebig gerichteten Krifte P;,
P,, P,. Fiir die Bestimmung von GriBe
und Richtung der Resultanten sind die
Abb. 73. Krifteplan zur Bestimmung drei Krafte (Abb.73) besonders heraus-
der Resultanten R fir Py, Py und Py gegejchnet und in einem Krafteplan
nach GroBe und Richtung und zur Be- .. . N A .
stimmung der Richtungen der Hilfskrafte. ~ vereinigt. Es ergibt sich so die GréBe

und Richtung der Resultanten R.

Zur Feststellung der Lage der Resultanten sind zu den gegebenen
drei Kriften P,, P,, P; eine Reihe von Hilfskriften hinzugefiigt, die
sich gegenseitig aufheben und von denen wiederum immer je zwei mit
einer der gegebenen Krifte ein geschlossenes Kréftedreieck bilden, d. h.
diese aufheben (Abb. 74).

Im Krifteplan 1 sind die GréBen der beiden beliebig gerichtet an-
genommenen Hilfskrafte +H, und + 8, ermittelt, die mit der gegebenen
Kraft P, einen geschlossenen Krifteplan bilden. Die an der Kraft P,
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angreifende Hilfskraft H, wird so gewihlt, daB sie die vorher ein-
gefilhrte Hilfskraft H, aufhebt. So ergibt sich H, = —H,. Die Zu-
sammensetzung dieser Hilfskraft H, mit der gegebenen Kraft P, er-
fordertzum Schliefen des Kriftedreiecks 2 die Hinzu-

fiigung der neuen Hilfskraft 4 7',. Zu der Kraft P,

ist eine weitere Hilfskraft 7', hinzugefiigt, die sich mit Y,
der vorher an der Kraft P, angenommenen Hilfs- I

N ,

N\

Abb. 74. Bestimmung der Lage, GroBe und Richtung der Resultanten R der drei Krifte P;,
P, und P, durch Hinzufiigung der 8 Hilfskrifte +S,, —S;, +H,, —H,, + T2, — Ty, + N3, —Nj,.

kraft 4T, zu Null erginzt. Es ist 7, = —7T,. Die Vereinigung von
T3 mit der gegebenen Kraft P, im Kriftedreieck 3 erfordert fiir das
SchlieBen des Kriftedreiecks die Hilfskraft +N,. Um die beiden noch
nicht ausgeglichenen Hilfskrafte 4 N, und -+ 8, auszugleichen, fiigt man
nun zwei Hilfskrifte hinzu, welche die beiden Hilfskrifte +S; und
4+ N; zu Null erginzen, namlich die Hilfskrifte —S; und —N,. So
sind diese beiden letzten Hilfskrifte die einzig iibrigbleibenden Krifte,
und ihre Vereinigung legt die Lage der Resultanten R fest.

Kurz zusammengefaft: Es sind zu den drei gegebenen Kriften vier-
mal zwei Hilfskrafte hinzugefiigt, die sich untereinander gegenseitig auf-
heben, so daff die Hinzufiigung eine Anderung der Belastung nicht be-
deutet. Von diesen Hilfskriften dienen sechs zu der Bildung der ge-
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schlossenen Kriftepline 1, 2 und 3. Es bleiben demnach von den ins-
gesamt vorhandenen elf Kraften nur die zwei Hilfskrafte —S; und
—N, tibrig, und aus diesen wird die Resultante gebildet. Die in der
Abb. 74 eingetragenen Kriftepline 1—2—3—4 lassen sich in den
Krifteplan der Abb. 73 ohne Miihe eintragen. Wenn man an die ein-
zelnen Krifte P;, P, und P, die Hilfskrifte +8, —S,, +H, —H 1
+7Ty —T; und +N,; — Ny im Sinne der kleinen Kriftepline 1—2—3—4
anlegt, ergibt sich als Endpunkt aller dieser Hilfskriifte S, H » T und
N ein und derselbe Punkt X. Denn es sind in den Plinen 1 bis 4 die
Langen, welche ein Paar der Hilfskriifte darstellen, stets gleich groB
und gleich geneigt. Sie haben nur den verschiedenen Richtungssinn,

Abb. 75. Krifteplan und Seilpolygon fiir die Zusammensetzung der drei Krifte Py, P, und P,

da sie sich zu je zweien aufheben miissen. — So wird man die kleinen
Pléne 1 bis 4 itberhaupt entbehren und von der Abb. 73 ausgehen konnen.
Man wird einen Punkt X (Pol) wihlen, von ihm aus die Strahlen S,
H, T, N ziehen und zu diesen Strahlen die Parallelen in die Haupt-
figur Abb. 74 einziehen. Die SchluBfigur (£ in Abb. 74) entspricht dann
dem in Abb.73 aus R, 48, —8, und +N, —N, gebildeten Dreieck.

Da die Resultante bereits durch einen Krafteplan nach GréSe und
Richtung bestimmt, so bedarf es nicht weiter der Zusammensetzung von
—N; und —8,;. Es geniigt die Bestimmung des Schnittpunktes von
N und 8, denn es ist ja nur noch die Lage von R zu ermitteln.

Die Linien, auf denen H, H,, T,T,, +N, — Ny, +8; —8, wirken,
dienen schlieBlich nur der Bestimmung der Lage von R. Die Ein-
tragung der KraftgroBen auf den Linien ist unnotig. Man verfahrt
zur Ermittlung der Resultantenlage rein zeichnerisch (Abb. 75).

Man trigt die gegebenen Krifte P;, P,, P, in einem Linienzuge
hintereinander auf und ermittelt so GréBe und Richtung der Resul-
tanten R. Man wihlt einen beliebigen Pol X und zieht von ihm aus
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Strahlen nach den Punkten, in denen die einzelnen Krifte zusammen-
stoBen. So entstehen die Linien S;_,, S;_5, S;_zr, S3_r. Durch
Einflechten eines parallelen Linienzuges zu diesen Strahlen in die ur-
spriingliche Figur von einem beliebig gewédhlten Punkt A auf einer
Kraft aus entsteht der Linienzug 4 BCD. Es sind dabei die Strahlen
so zu wihlen, wie es der Figur rechts entspricht. Zwischen die Krifte
P, und P, kommt die Linie I—2 parallel zu dem nach dem Beriithrungs-
punkte I—II gehenden Strahl S;_,. Zwischen die Krifte P, und P,
ist eingeflochten die Linie 2—3, d. i. die Parallele zu dem Strahl S,_,.
Durch die Parallelen zu den beiden Strahlen, welche im Krifteplan
rechts zum Treffpunkt der Kraft P, und der Resultanten R (S;_g) bzw.
der Kraft P, und der Resultanten R(S;_g) fithren, wird der letzte
Schnittpunkt D festgelegt. Die Resultante R mufl durch D gehen.

Abb. 76. Kriafteplan und Seilpolygon fiir die Zusammensetzung der drei Krifte Py, P, und P;.
(Die Krifte sind in anderer Reihenfolge aneinandergefiigt als in Abb. 75.)

Aus der Erklarung der Abbildung geht ohne weiteres hervor, da8 die
Reihenfolge der Krifteauftragung ohne jeden Einflul auf das Resultat
ist. Ob man die zwei ersten der sich gegenseitig aufhebenden Hilfs-
krafte auf P; und P,, dann die zwei weiteren auf P, und P,; wirken
148t usw. oder zuerst zwei Hilfskrafte an P; und P, ansetzt und dann
an P, und P,, bleibt selbstverstindlich ganz ohne Einfluf}.

In Abb. 76 ist parallel zur Abb. 75 eine Darstellung in einer anderen
Zusammenfassung gegeben. Es sind die Hilfskrafte nicht zwischen die
benachbarten Krafte P; und P,, sondern zwischen die Krifte P; und
P, eingeschaltet.

Die Lage des Pols X ist gleichfalls ohne Bedeutung fiir das Resultat.
Ob man im Krafteplan 7 der Abb. 73 die Krifte S; und H, zum Schliefen
des Krafteplans benutzt oder zwei anders gerichtete Kriafte S” und H’,
die dementsprechend auch in ihrer GréBe von S; und H; abweichen, ist
ohne Einflufl auf das Gesamtresultat. Der diinn eingetragene Linienzug
a—b—c—d entspricht einer Konstruktion mit dem Pole Z, d. h. mit
Kriften 8', H', T', N'.
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Den in die Krifte eingezogenen Linienzug nennt man ein Seilpolygon.
Es entspricht der Verlauf dieser Linien der Lage eines Seiles, welches
die Krafte P,, P,, P, zusammenzuhalten vermag.

Die Vereinigung beliebig gerichteter Krafte stellt sich in der ge-
trennten Konstruktion mittels Kréfteplans und Seilpolygons
nicht einfacher als die gleichzeitige Bestimmung von Lage, Grofe

A
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Abb. 77. Vereinigung der Krifte P;, Py und P, zur Resultanten R mittels Kréifteplan und
Seilpolygon.
und Richtung der Resultanten in einer gemeinschaftlichen Konstruktion
nach Abb. 64. Sie ergibt jedoch wesentliche Vorteile be1 der Ver-
einigung gleichgerichteter Krafte (s. Abb. 77).

Beispiel 60. Die drei vertikal gerichteten Krifte P,, P,, P; sind durch
Krifteplan und Seilpolygon zu vereinigen.

Die Resultante der drei Krifte R ist gleich P, + P, + P;. Der Krifteplan
schrumpft in eine Gerade zusammen, deren Verlauf von oben nach unten einmal
durch die Krifte P,, P,, Py und dann auch durch die Resultante R gebildet ist.

Neben dem Krifteplan ist ein Pol X beliebig angenommen. Von ihm aus
sind die Strahlen 1—R, 1—2, 2—3, 3—R zu den Trennpunkten zwischen P,
und R, P; und P,, P, und P;, P;und R gezogen. Die Parallelen zu diesen Strahlen
eingeflochten als fortlaufender Linienzug von einem beliebigen Punkte 4 aus
bestimmen im Schnittpunkte S die Lage von E.

¢) Die zeichnerische Zerlegung von Kraften.

Die Zerlegung der Krifte entspricht der Umkehrung der in Abb. 73
bis Abb. 77 dargestellten Zusammensetzung. Man zerlegt eine Kraft,
indem man ihre zeichnerische Dar-
stellung als Diagonale eines Parallelo-
gramms auffafit. Die Parallelogramm-
seiten stellen dann die Einzelkrafte
dar. Man bezeichnet die Einzelkrafte
dann als Komponenten.

"~ - " Sind die Richtungen der Einzel-
ﬁbtl)f’:?fndz%l,e%l:llg 5 eﬁn%mgf il%:cgrgég krafte nicht festgelegtg, und kann man
Parallelogrammsatz. demzufolge die Neigung der Parallelo-
grammseiten beliebig annehmen, so ergeben sich verschiedene Zerlegungs-
moglichkeiten fiir eine Kraft. Eslafit sich z. B. die Kraft P (Abb. 78) zer-
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legen in die beiden Kréfte P, und P, sowie auch in 8; und S,. Die Zer-
legung einer Kraft in zwei Teilkréfte, deren Angriffspunkte und Rich-
tungen gegeben sind mittels Krafteplans und Seilpolygons, zeigt Abb. 79.

Cx_"~

7p

Abb. 79. Zerlegung einer vertikalen Kraft R in 2 vertikale Krifte P, und P,, deren Angriffs-
punkte festgelegt sind, mittels Krifteplan und Seilpolygon.

Beispiel 61. Es ist die Kraft R zu zerlegen in die zwei vertikalen Einzel-
krifte P, und P,, welche in den Stiitzpunkten des Balkens angreifen.

Der Krifteplan mit dem beliebig gewéhlten Pole X legt die Neigung der Seil-
polygonseiten I—R und 2—R fest. Ihre Eintragung vom beliebig gewihlten
Punkte 4 aus ergibt die Punkte C und D. Die Richtung von C D bestimmt die
Neigung des im Krifteplan einzutragenden Strahles S, _,, welcher R in P; und
P, trennt.

b) Rechnerische Zusammensetzung und Zerlegung von Kriiften.

a) Die Krafte greifen an einem Punkte an.

Fiir die rechnerische Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften
wird allgemein der folgende Weg beschritten. Man zerlegt die Krifte
nach zwei Richtungen, setzt dann die gleichgerichteten Komponenten
zusammen und bildet schliefilich

aus deren Resultanten die Ge- 5
samtresultante. — Da die Zu- 7 A\
sammensetzung der gleichgerich- y _
teten Kompor%enteng nichts an- Ff, -/R 07+03-05
deres ist als eine einfache Addi- 3 / x Ay
tion, so gestaltet sich der schein- g h
bar komplizierte Vorgang duflerst “{ 2y L6
einfach. Y 17) X3

Man vermeidet mit dieser 5 -
Zerlegung nach zwei Richtungen +06+02-04>
die Schwierigkeiten der Winkel- Ry

rechnungen, d. h. der Berechnung Abb. 80. Zusammensetzung von drei in einem
. s . . Punkte angreifenden Kréften P,, P, und P, durch
aller einzelnen Schnittwinkel zwi- algebraische Addition der Komponenten der Einzel-
schen je zwei gegebenen Kriften. krafte.
Man legt die Kraft nun nicht mehr fest durch Lage, Grofle und Winkel-
richtung, sondern durch zwei Grofen (die Groflen der beiden Kompo-
nenten) und deren Lage gegeneinander.
Abb. 80 kennzeichnet dieses Verfahren. Die Krifte P;, P,, P, sind

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl. 5
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in die Vertikalkomponenten 0—1, 0—3, 0—5 = P, -sinx,, P,-sina,,
Py.sinx; und in die Horizontalkomponenten 0—2, 0—4, 0—6
=P;-cos&,;, P,-cosa,, Ps-coscx, zerlegt. Die Vereinigung der
ersten Gruppe ergibt die Teilresultante R, = P,-sin &; 4 P,-sin &,
+ P,y-sinay (01 + 03 — 095), die der zweiten Gruppe die Teilresul-
tante Ry = P;-cos &; + P,-cos &, + Py-cosa, (06 + 02 — 04). Die
Resultante R hat die GroBe R = JR; + R2. Thre Richtung ist be-
stimmt durch tg & = R,/R; .

In Abb. 80 sind die Winkel & von der positiven Richtung der Ab-
szissenachse aus gemessen, und zwar «, und «, nach links herum und
oy nach rechts herum. Auf die Mefrichtung mufl bei der Bestimmung
des Vorzeichens geachtet werden. Es ist in diesem Fall die algebraische
Summe der Vertikalkomponenten gebildet aus 401 4 03 — 0 6 und

R

[3:.
XD
\ND

Abb. 81. Vereinigung der drei Krifte P,, P, und P, zur Resultanten R auf rechnerischem Wege.

die horizontale Summe aus +06 + 02 — 0 4. Aus der zeichnerischen
Darstellung sind die Vorzeichen der Komponenten ermittelt unter Bei-
behaltung der iiblichen Bewertung: Plus der Vertikalen = von unten
nach oben; Plus des Horizontalen = von' links nach rechts.

Kann man die Anschauung nicht zu Hilfe nehmen, so mufl man
die Winkel o alle in gleicher Umlaufsrichtung messen. In Abb. 80 hétte
nicht &4, sondern 360° — &, als der Neigungswinkel der Kraft P, ein-
getragen werden miissen. Doch kommt eine derartige rechnerische Be-
stimmung ohne Hilfsfigur kaum vor.

p) DieKraftegreifenan verschiedenenPunktendesKérpersan.

Bei der Zusammensetzung von Kriften, die an verschiedenen Punk-
ten eines Korpers angreifen, ist aufler der GroSe und Richtung, die nach
Abb. 80 rechnerisch bestimmt werden kénnen, noch die dritte Bestim-
mungsgrofe, die Lage der Resultanten, zu berechnen.

Zur Berechnung der Lage der Resultanten benutzt man den Satz
vom statischen Moment: Das statische Moment der Resultanten
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mull gleich der Summe der statischen Momente der Einzel-
krafte sein.

Man nimmt einen beliebigen Punkt 4 an und berechnet fiir ihn
die Summe der Einzelmomente der gegebenen Krifte. Durch Gleich-
setzen dieser Momentensumme und des Momentes der Resultanten 148t
sich # bestimmen. Es mufl B im Abstande # an A4 vorbeigehen.

Piray+ Py-ays+P3s-a3=R-x. (33)

Beispiel 62. Fiir drei Vertikalkrifte P; = 16 kg, P, = 20 kg, P; = 34 kg
zeigt Abb. 81 diese Bestimmung der Lage. Der Drehpunkt ist in 4 angenommen.
Die Hebelarme der Krifte stellen sich auf a, = 3, @, =5, a3 = 7. Damit wird
die Summe der statischen Momente P,-a, + Py-ay + P3- a3 =16.3 +20.5
+ 34 -7 = 386.

Da R = P, + P, + P; =70 kg ist, berechnet sich der Hebelarm z aus

R.x = 386, x = 388 = 5,51.
A
* -<—b -‘-'[/—)
<43 ¢
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Abb. 82. Vereinigung der drei Krifte P;, P, und P, zur Resultanten auf rechnerischem Wege.

Fir beliebig gerichtete Krifte gibt das Beispiel 82 den Verlauf der
Rechnung.

Beispiel 63. Die GroBe, Richtung und Lage der Resultanten des nach
Abb. 82 durch P, P, und P; belasteten Korpers sind rechnerisch zu bestimmen.

P, =100 kg, oy = 135°, sin¢y; = 0,707, cosx, = —0,707,
P, = 40kg, oy = 30°, sina, = 0,5, cosx, = 0,866,
P; = 60kg, oy = 270°, sinag = —1, cosag = O.
P, .sinoy = 70,7 kg, P, .cosx; = —170,7 kg,
P,.sinay, = 20,0 kg, P, .cosny, = 34,6 kg,
Py .sinag = —60,0 kg, Pjy.cosog= 0 kg.
a, =2cm, b, = 3 cm,
a, =1cm, by, = 3 cm,
a3 = 0cm, by = 5 cm.

R =J(P,-sino; + P, -sino, + Py - sinog)® + (Py - cos oy + Py cos oy + Py cosay)?,
R = (70,7 4+ 20,0 — 60,0)% + (—70,7 + 34,6 + 0)2 = /921 + 1303 = 47,

s _ Presina + Pysinag 4 Pysinag _70,7+20,0 —600_ 30,7 _
gx = P,-cosa; + P,-cosay+ Pyecosay —70,7 +34,6+0 —36,1

%

—0,855.
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o = 130° 30" (gemessen von der positiven Richtung der X-Achse entgegen-
gesetzt dem Uhrzeigerumlauf).
Nach Gleichung (33) ist
47 .2 =-70,7-2+70,7-3 —20-4+4346-1-4+60-5,
325,3

X=E—=6,9,

x ist der Abstand der Resultanten B von dem Drehpunkt 4.

Schligt man um 4 einen Kreis mit 2 = 6,9 und legt an ihn eine Tangente
unter dem Winkel o = 130° 30", und zwar im Uhrzeigersinne, so ist mit dieser
Tangente die Lage von R bestimmt.

¢) Kombiniert zeichnerisch-rechnerisches Verfahren.

Um die langwierige Rechnung zur Bestimmung der Kraftgrofe und
Kraftrichtung zu vermeiden, verwendet man vielfach ein kombiniert
zeichnerisch-rechnerisches Verfahren. Man bestimmt Gré8e und Rich-
tung der Resultanten zeichnerisch und legt die Lage durch Berechnung
von x nach dem Satze vom statischen Moment fest.

ry=35cm
L ~f5kg t
z R =8kg a

Abb. 83. Bestimmung einer Resultanten auf kombiniert zeichnerisch-rechnerischem Verfahren.

Abb. 83 zeigt rechts im Krifteplan die Bestimmung von R nach
GroBe und Richtung. Fir die Berechnung von z gilt die Momenten-
gleichung Rex=—P;.ry— Pyery+ Pyery.

R (aus dem Krifteplan entnommen) = 29,2 mm . Bei einem MaB-
stabe 1 kg = 2 mm ist

R=292’2= 14,6 kg,
Riwx=—5.6—10-15+8-35=—17,
17
=146 —1,16 cm .

Da z negativ herauskommt, hat R einen Drehsinn entgegegesetzt
dem Uhrzeigersinn.

3. Zusammensetzung von Kriften im Raume.

a) Die Kriifte greifen am gleichen Punkte des Korpers an.

Legt man durch zwei der Krifte eine Ebene, so lassen sie sich in
dieser Ebene nach dem Parallelogrammsatz zu einer Resultanten ver-
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einigen. Diese Resultante 1aBt sich mit der dritten Kraft zusammen-
setzen, indem man durch sie und diese dritte Kraft eine zweite Ebene
legt usw.

Es ergibt die Zusammensetzung beliebiger, an einem Punkte des
Koérpers angreifender Krifte eine Einzelkraft.

Abb. 84 zeigt die Vereinigung von P, und P, in der Ebene I zur
Resultante R;_, und die Zusammensetzung dieser Resultante R,_,
mit der dritten Kraft P, zur Resultante R, ,_; in der Ebene II.

b) Die Krifte greifen nicht am gleichen Punkte an.

Fiir die Vereinigung im Raume liegender Kriftepaare gelten zwei
Satze:
1. Ein Kraftepaar 148t sich in eine parallele Ebene verlegen.

Wi v
(LS

Abb. 84. Zusammensetzung der drei Krifte Abb. 85. Ersetzung eines in einer Ebene
P;, P; und Pg, die am gleichen Punkte an- liegendenKriftepaares (P, — P, inEbene I)
greifen. aber nicht in einer Ebene liegen. durch ein in einer Parallelebene liegendes

Kriaftepaar (7;—S,; in Ebene II).

Den Beweis gibt die Abb. 85. Gegeben ist das Kraftepaar P, P, in
der Ebene I. Hinzugefiigt sind die vier sich zu je zwei gegenseitig auf-
hebenden Krifte S,8, und 7,7, , die in einer Parallelebene II liegen,
gleich grof P sind und im gleichen Abstande ¢ voneinander wirken.

Durch die Hilfsebenen I/ und IV lassen sich die Kriafte P, und S,
sowie P, und 7', zu Resultanten von der Grée 2 - P — 2 - P vereinigen.
Da diese Resultanten in eine Linie fallen, heben sie sich gegenseitig
auf. So bleiben von den sechs Kriften P, P,, S;, 8,, T, T, nur
die zwei Krafte S, und 7', ibrig, und sie bilden ein dem gegebenen
Kriftepaar P, P, gleiches, aber in der Ebene II liegendes Kriftepaar.

2. Beliebig viele Kriftepaare im Raume lassen sich zu einem Krifte-
paare vereinigen.

Abb. 86 zeigt die Vereinigung der zwei Kraftepaare P, P, und 8,5,
in den Ebenen [ und /I. Die Ebenen schneiden sich in der Geraden
A—A. Legt man die Kriftepaare zuriick bis zum Angreifen an 4—A4
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und verwandelt man das eine derselben P, P, (s. S. 55, Abb. 67) in das
Kraftepaar P;P;, das in den gleichen Schnittpunkten wie §,8, an-
greift, so lassen sich die Krifte Pj und S; sowie P; und S, vereinigen
zu R, und R,, die ein neues Kréftepaar bilden.

|

Abb. 86, Vereinigung mehrerer im Raum liegender Kriftepaare (P; P3—S: S;)
zu einem Kréftepaare.

Die Vereinigung beliebig im Raume liegender Krifte stiitzt sich
auf den vorstehenden Satz von der Vereinigung beliebiger Kriftepaare
zu einem einzigen Kraftepaar. Sind zwei Krafte im Raume gegeben,
die sich nicht schneiden, so lassen sie sich verwandeln in ein Krafte-
paar und eine Einzelkraft. Den Beweis gibt die Abb. 87.

P AT

—. )

ML | ===

Abb. 87. Zusammensetzung zweier im Abb. 88. Zerlegung einer Kraft nach drei senk-
Raum sich kreuzender Krafte P, recht aufeinanderstehenden Richtungen.
und P;.

Gegeben sind die zwei Krifte P, und P,. An P; sind zwei sich
gegenseitig aufhebende Hilfskréfte S; und S, angefigt, welche parallel
zu P, liegen und gleich P, sind. Eine dieser Hilfskrifte S, 1a8t sich
mit P, zu einer Resultanten R vereinigen. Die andere S, bildet mit
der anderen gegebenen Kraft P, ein Kraftepaar.

Aus n Einzelkriften wird man auf diese Weise n/2 Einzelkrafte und
n/2 Kriftepaare erhalten. Setzt man diese n/2 Einzelkrafte wiederum
zusammen, so erhalt man nun n/4 Einzelkrifte und weitere n/4 Krifte-
paare. Die nochmalige Zusammenfassung dieser n/4 Einzelkrifte
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zeitigt n/8 Einzelkrifte und weitere n/8 Kraftepaare. Schliefllich er-
gibt sich so eine einzige Einzelkraft und » Kriftepaare. Diese n Krifte-
paare lassen sich zu einem Kréftepaar vereinigen, so daf in jedem Falle
nur eine Einzelkraft und ein Kriftepaar iibrigbleiben.

Um die rechnerische Verfolgung beliebig im Raume liegender
Krifte zu erleichtern, zerlegt man die Krafte, welche auf einen Korper
wirken, im Sinne der Abb.88 nach drei verschiedenen Richtungen.
Bei einem Korper, welcher um eine Achse drehbar ist, wird man die
Zerlegung so durchfithren, dafl die eine Komponente der Kraft der
Richtung der Achse parallel ist (4) und die zweite eine Drehung um die
Achse einzuleiten bestrebt ist (D). Die dritte (@) wird man so legen,
daf sie quer zur Achse liegt.

D. Die Lehre vom Schwerpunkt.

Die Lehre vom Schwerpunkt behandelt die Bestimmung des Korper-
punktes, in dem man die auf die einzelnen Korperteilchen wirkenden
Anziehungskrifte der Erde vereinigt denken kann. Sie behandelt die
Bestimmung der Lage der Resultanten dieser einzelnen Anziehungs-
krafte, dieser einzelnen Schwerkrifte.

Bei der Bestimmung der Lage der Resultanten nach Kapitel C
handelte es sich um die Zusammensetzung von Kriften fest-
bestimmter Richtungen. Die Lage der Resultanten wurde durch
eine Linie bestimmt. Auf dieser Linie konnte und brauchte ein An-
griffspunkt nicht festgelegt werden. Die Lage des Angriffspunktes
auf dieser Linie ist ohne jeden Einfluf} auf die Wirkungsweise der Re-
sultanten (s. S. 53). Bei der Lehre vom Schwerpunkt handelt es sich
nicht um die Zusammensetzung von Kréiften bestimmter Rich-
tungen, sondern um die Zusammensetzung von parallelen Kraf-
ten verschiedener Richtung. Der Korper kann in die verschie-
densten Stellungen zur Erde kommen. Die auf seine Einzelteile wirken-
den Schwerkriafte konnen die verschiedenste (untereinander gleiche)
Richtung haben. Démzufolge geniigt hier nicht die Bestimmung einer
Linie, in welche bei einem Sonderfalle die Resultante fallen wird. Es
mul} vielmehr der Punkt bestimmt werden, durch den bei jeder be-
liebigen Stellung des Korpers die Resultante gehen muf. Man wird
demzufolge fiir zwei verschiedene Stellungen des Koérpers gegeniiber der
Erde die Linie der Resultantenwirkung ermitteln miissen. Der Schnitt-
punkt dieser beiden Linien ist der Punkt, durch welchen bei jeder be-
liebigen Stellung des Korpers die Resultante der Einzelschwerkréfte,
d. i. die Schwerkraft, geht.

Da es sich vor allem um die Feststellung der Lage handelt, da die
Grofe der Resultanten einfach bestimmt ist als die Summe der einzelnen
KriftegroBen, wird man die getrennte Bestimmung von Lage und
Grofe (und Richtung) bevorzugen. Man verwendet entweder das rech-
nerische Verfahren — Gleichheit der statischen Momente der Einzel-
krafte und der Resultanten — oder das zeichnerische — Krafteplan und

Seilpolygon.
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1. Schwerpunkt von Linien.

Im Grunde ist es sinnwidrig, vom Schwerpunkte einer Linie zu
sprechen. Linien haben keine Masse, und somit unterliegen sie auch
nicht der Anziehungskraft der Erde. Trotzdem ist es allgemein iiblich,
die Schwerpunkte stabférmiger Korper gleichformigen Querschnittes
unter dem Kapitel Schwerpunkt von Linien zu behandeln.

a) Schwerpunkt von Geraden.

Der Schwerpunkt einer einzelnen Geraden fallt in die Mitte der

Geraden.

Der Schwerpunkt eines aus mehreren Geraden bestehenden Linien-
zuges (Abb.89) wird nach dem bei Abb. 81 geschilderten Verfahren

3 a
1 Cx
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Abb. 89. Bestimmung des Schwerpunktes eines Linien-
zuges auf rechnerischem Wege.

ermittelt. Jedes gerade
Linienstiick ist gleichwertig
einer in seiner Mitte an-
greifenden Kraft von der
GroBe der Linienldnge. Die
Richtung der Krafte kann
beliebig angenommen wer-
den; man kann sich die
Erde unter dem Linienzuge
oder iiber dem Linienzuge,
rechts von dem Linienzuge
oder links von demselben
liegend denken. Nimmt
man die beiden fir die
Berechnung erforderlichen
Lagen unter der Abszissen-
achse und links von der

Ordinatenachse an, so ergeben sich die in Abb. 89 eingetragenen

Krifte P,, P,—P;, P}.

Die Vereinigung der Kriafte P, und P, wird eine Vertikalresultante
ergeben, die Vereinigung der Krafte P; und P; wird eine Horizontal-
resultante ergeben. Der Schnittpunkt dieser Resultanten ist der Schwer-

punkt des Linienzuges.

Beispiel 64. Es ist der Schwerpunkt des aus den Linien L, = 32 mm und
L, = 40 mm bestehenden Linienzuges nach Abb. 89 zu berechnen.

Unter Annahme des Drehpunktes bei 0 (Koordinatenanfangspunkt) betragen
die statischen Momente der beiden Linienstiicke bei Annahme der Krifte P, und P,

Py-z, und Py-zy, (Py=27, P,=33,

2, =40mm, 2z, =17 mm).

Das Moment der Resultante R ist der Summe dieser Momente gleich
Rewg=Pyoay + Py 2y = 27+40 + 33- 17 = 1641 .

Die Resultante R ist gleich der Summe der Einzelkrifte, da diese gleichgerichtet

sind. R—=P,+ P,—27433=60,

1641

R.2y=2336, x,=——=27,35mm.

60
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Unter Benutzung des gleichen Drehpunktes betragen bei der Annahme der Krifte
P und P} die Einzelmomente
Pi.y, und Pj-y,. y; = 16 mm, Yo = 27 mm.
Das Moment der Resultanten mit R - y, und R mit P} + P, = 60 eingesetazt, folgt
60-y, — 2716 + 3327 = 1323,  y, — l-if'(z)—3= 22,05 mm .

Der Schwerpunkt ist S. Er liegt im Abstande x, von der Ordinatenachse,
d. i. auf der Linie a—a und im Abstande y, von der Abszissenachse, d. i. auf der
Linie b—b. (Er liegt zugleich auf der Verbindurigslinie der beiden Schwerpunkte
8; und S, der einzelnen Linien. Diese Bestimmung folgt ohne weiteres aus der
Bedingung, dal man zwei gleichgerichtete Lasten nur stiitzen kann, wenn man
an einer sie beide verbindenden ge-
raden Stange angreift.)

Denkt man sich die Erde unter
der Papierflidche liegend, so gehen ) |
die Anziehungskrifte senkrecht in —of ;
die Papierfldche hinein. Sie lassen ]
sich zeichnerisch nicht zur Dar- 5
stellung bringen. Nimmt man an,
dal die x-Achse eine Drehachse
bildet, so ergeben die Krifte P,
und P, die Momente P, -y, und 3 2
P, - y,, wie vorher bei der Annahme "{}"T'

§)

des Drehpunktes 0 und der Erd- _ & __
lage links von der Ordinatenachse.
Nimmt man die y-Achse als Dreh-
achse an, so stellen sich die Mo-
mente auf P;-x; und P,-z,. Sie - 30
ergeben so das gleiche Resultat, y Y
das vorher bei der Drehung um 0 T 1 7 i
durch die Krafte P 1 und P 2 eTZi_elt Abb. 90. Bestimmung des Schwerpunktes eines
wurde. — Zur Verdeutlichung die- Rahmens "O"regg‘élr‘ifs"crh"gige’v"vege‘fﬂschn‘“ auf
ser Annahme fiir den zugrunde

gelegten Drehvorgang deutet man die Drehachsen besonders an, wie es
Abb. 90 fir die untere Kante des Linienzuges zeigt.

Fiir alle diejenigen Aufgaben, bei welchen der Linienzug eine Sym-
metrieachse besitzt, eriibrigt sich eine der beiden Berechnungen. Es ist
selbstverstandlich, daf der Schwerpunkt auf dieser Symmetrieachse
liegt, da sich die Einzelstiicke um sie gleichm#Big gruppieren und so
in ihren Drehwirkungen ausgleichen. Bei der Schwerpunktsbestimmung
fiir einen Linienzug nach Abb. 90 ist nur der Schwerpunktsabstand
von oben oder unten zu berechnen.

Beispiel 65. Es ist der Schwerpunkt des in Abb. 90 dargestellten Rahmens
gleichférmigen Querschnitts zu berechnen.
Als Drehachse ist die Unterkante angenommen. Die Summe der Momente

|
i
40

betriigt Pioys+ Pyryy + Pyoys + Py yg + Py ys,s
P, =30, ¥ =0; P, =40, Ya = 20;
P; =40, Y3 = 20; P, =25, Ya =40 +y;

Py=25,  y;=50. y=V125 — T3 =10,  y,=50;
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Die Resultante ist gleich der Summe der Einzelkrifte
R=P,+ P,+ Py + P, + Py =30 + 40 + 40 + 25 + 25 = 160 .
Das Moment der Resultanten ist gleich der Summe der Momente der Einzelkrifte
R-y,=160-y,=30-0 -4 40-20 4 40-20 + 25. 50 + 25 - 50
= 0 4 800 + 800 + 1250 + 1250 = 4100,

Yo = 4% = 25,6 mm.

b) Schwerpunkt eines Kreisbogens.
Der Schwerpunkt eines Kreisbogens liegt um die Lange
y = Radius mal Sehne durch Bogen (34)

vom Kreismittelpunkt entfernt.

Die Lange des ganzen Bogens (Abb. 91) 148t sich in eine unendlich
grofle Zahl kleiner Bogenstiickchen unterteilen, die wegen der Gering-
fugigkeit ihrer Kriimmung als

b B: LZ57 gerade Linien aufgefaflt werden
£ 7 konnen und deren Schwerpunkte
s © / in der Mitte der Bogenstiickchen

\ liegen. So liegt der Schwerpunkt

der kleinen Bogenstiickchen d b
r .975 in D. Diese Bogenstiickchen haben

/ - Y bezug auf die durch den Kreis-
/ mittelpunkt M gelegte Dreh-

achse Y—1Y die Momente db - y,,
db-y,, db-y, ... Aus der Ahn-
Wy lichkeit der beiden Dreiecke 4 B C
Y= =t—LY und MDE folgt db:CA = MD
) . :ME. Setzt man fir CA den
Abb. 91. Bestlmmﬁrrxgsggzelslg-hwerpunktes eines Wert ds ein und gibt man der
Lange MD die Bezeichnung r,
so folgt db:ds =r:y oder db-y = ds-r. Die Momente db -y lassen
sich also ersetzen durch die Produkte ds-r. Die Summe der Mo-
mente db -y ist gleich der Summe aller Werte ds-». Da in den Pro-
dukten ds - r der Faktor r tiberall konstant ist, so ist diese Summe aller
ds - r ersetzbar durch » mal Summe aller ds, d.i. durch Sehne mal Radius.
Das Moment der Resultanten, deren Grofie gleich der Bogenlinge
ist, der Summe der Momente der Einzelstiicke gleichgesetzt, folgt

y mal Bogenlinge = Sehne mal Radius,

Radius mal Sehne
Bogen

y =
(s. Anm. 6 am Schlufl des Buches).

Beispiel 66. Es ist der Schwerpunkt eines Halbkreisbogens vom Radius r
zu berechnen.
Nach Gleichung (34) ist y = Radius mal Sehne durch Bogen.

Die Sehne im Halbkreis ist gleich 2.r. Der Halbkreisbogen hat die Linge
r+x. Damit wird
re2r 2
Y= — == 7,
rem X
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¢) Schwerpunkt von Linienziigen, die aus Geraden und Kreishogen
zusammengesetzt sind.

Die Zusammenfassung von Linienziigen, die aus Kreisbdgen und
Geraden zusammengesetzt sind, erfolgt in der bei Abb. 90 gekenn-
zeichneten Art und Weise. Es wird die Summe der statischen Momente
der Einzellinien dem statischen Momente der Resultante, deren Grofle
gleich der Linge der Gesamtlinie ist, gleichgesetzt.

Abb. 92. Bestimmung des Schwerpunktes eines Rahmens auf rechnerischem Wege.

Beispiel 67. Esist die Lage des Schwerpunktes eines Rahmens nach Abb. 92
zu berechnen.

Als Drehachse ist die Unterkante angenommen. Die Summe der Momente
in bezug auf diese Achse betrigt:

Pieys+ Po-yo+ Py ys+ Py ys-

Pi=b=40mm, y, =0; P, =h=30mm, y2=%=15mm,
b
Py="P,, ys=1yy; P4=?-n=20-n=62,8, Yyy=h+y=30+y,
__ Radius malSehne  5/2.5 b

b
T Bogen  bj2ixnc (TRt =30+128=428,

(P, + Py 4 Py+ Py, =40-0+30-15 + 30 15 4 62,8 - 42,8,

(40 + 30 + 30 + 62,8) - yo = O -+ 450 + 450 + 2690 = 3590 .
. 3590
Yo~ T62,8
Bei einer Ungleichformigkeit der Querschnitte berechnet man den
Schwerpunkt in gleicher Weise, indem man der Verschiedenheit der
Querschnitte durch entsprechend verinderte Langen Rechnung trigt.
Beispiel 68. Esist der Schwerpunkt des Rahmens nach Abb. 92 zu berechnen,
wenn der Querschnitt des oberen Teiles (des Bogens) 1/,mal so groB ist wie der

Querschnitt der Seitenstiicke und der Querschnitt der Unterkante doppelt so gro83
ist wie der der Seitenkanten.

=22mm.
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Gegeniiber den Daten in Beispiel 67 dndert sich
P, von 40 auf 40-2 =80,
P, von 62,8 auf 62,8-1,5 =94.

04450 4450 - 94-42,8 4920

Yo="" 80430130194 — 234 — 2L,02mm.

2. Sechwerpunkt von Flichen.

Man spricht vom Schwerpunkte einer Fliache, indem man sich die
gewichtslose Fliche durch eine Platte von gleichméBiger Dicke ersetzt
denkt.

a) Schwerpunkt einer Rechteckfliche.

Man kann ein Rechteck zerlegen in unendlich viele schmale Streifen,
die wie Linien behandelt werden kénnen (Abb. 93). Die Schwerpunkte
aller dieser Linien liegen in den Linienmitten. Da die Linienstiicke

M

T e eyryT

LULLLE L L

S /4
Abb. 93. Bestimmung des Abb. 94 u. 95. Unterteilung einer Parallelogramm-
Schwerpunktes einer Recht- fliche in zwei Systeme schmaler Streifen zur Schwer-
eckfliche, Unterteilung der punktsbestimmung.
Flache in schmale Streifen
— Linien.

alle gleich lang sind und also gleich viel wiegen, stellt die Verbindungs-
linie ihrer Schwerpunkte eine gleichm#fBig belastete Linie dar, eine
Linie von gleichmé#Biger Dicke, eine gleichformige Linie. Der Schwer-
punkt derselben liegt in der Mitte.

Der Schwerpunkt eines Rechteckes liegt auf halber
Hohe und in halber Breite, d.i. im Schnittpunkte der Dia-
gonalen.

b) Sechwerpunkt eines Parallelogramms.

Der Schwerpunkt eines Parallelogramms liegt, wie bei
einem Rechteck, in halber Hohe und in halber Breite. Man kann
sich dasselbe wie das Rechteck in unendlich viele Linienstiicke zerlegt
denken, deren Schwerpunkte eine Mittellinie gleichniBigen Gewichtes
bilden.

Eine andere Ableitung fiir dieses Resultat gibt der Vergleich der
beiden Abb. 94 und 95. Man kann das Parallelogramm sich einmal
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geteilt denken nach Abb. 94. Danach wird der Schwerpunkt auf der
Mittellienie M M liegen miissen. Man kann sich dasselbe zweitens ge-
teilt denken nach Abb. 95. Damit gewinnt man in der Mittellinie N N
einen zweiten geometrischen Ort fiir den Schwerpunkt. Der Schnitt-
punkt der beiden Linien M M und NN ist der Schwerpunkt.

¢) Schwerpunkt eines Dreiecks.

Zerlegt man ein Dreieck (Abb. 96) in unendlich viele schmale Streifen,
die parallel einer Seite liegen, so lassen sich diese einzelnen Streifen als
Linie auffassen. Die Schwerpunkte der Linien liegen in den Mitten.
Die Flache lafBit sich ersetzen durch die Gerade M, A, welche diese
Schwerpunkte vereinigt, d. h. die Mitte einer Seite mit der gegeniiber-
liegenden Ecke verbindet. Da die einzelnen
Streifen verschiedene Linge haben, ist die Ver-
bindungslinie als ungleichm#aBig stark anzu-
setzen. Thr Schwerpunkt liegt nicht in der Mitte
der Linie, wie z. B. bei einem Parallelogramm
oder Rechteck.

Zerlegt man das Dreieck in eine zweite
Gruppe derartiger Streifen, z. B. durch Unter-
teilung parallel zur Grundlinie 4B, so erhalt
man in der Mittellinie M, C einen zweiten geo-
metrischen Ort fir den Schwerpunkt. Der
Schwerpunkt liegt also im Schnittpunkte der A4
beiden Mittellinien M, A4 und M,C . A M, B

Der Schwerpunktsabstand #; von der Grund- abb. 96. Unterteilung einer

linie berechnet sich aus der Ahnlichkeit der Preigckfiiche in schmale Strel-
beiden Dreiecke SM, M, und SCA. (Die Ver- bestimmung.
bindungslinie M; M, ist parallel zu AC, da sie

die beiden Seiten 4 B und OB halbiert.) Aus dieser Ahnlichkeit folgt

M M,: M,S =AC:8C oder M, My:AC = M,S8:8C.

Da M, M,: AC =1:2 ist, wird M,8:8C =1:2.

Es teilt also S die Lange M,C in zwei Teile, die sich wie 1:2 ver-
halten, also in !/, und 2/,. S liegt auf 1/, der ganzen Lénge. Damit
wird auch A, = Y/,;h.

Der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt aut 1/3 Hohe. (35)

d) Sehwerpunkt eines Parallelfrapezes.

Die Trapezflache 1aBt sich auffassen als die Verbindung eines Par-
allelogrammes und eines Dreiecks. Thr Schwerpunkt bestimmt sich damit
aus der Gleichung: Moment der Trapezfliche gleich Moment der Par-
allelogrammflédche plus Moment der Dreieckfliche. Auf die Grundlinie
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bezogen, stellt sich diese Momentengleichung mit den Daten der Abb. 97
wie folgt:

a-+b h Rl R
sl =B g+ [6—a)- 5] g
ak® bR ah? 2 1
; i A i
0 at+bd a+b
5 P 5 "
h 2a+4+0b
N=3 ' T3o- 36)
_ (Fir ¢ =0 wird das Trapez ein
bt Dreieck
_h 0+4b _h
T Yo=73'0+b6 3"
A Fir a =10 wird das Trapez ein
Rechteck
BERIE L
L P BER IR
' b Die zeichnerische Ermittlung der

) Schwerpunktslage zeigen dieAbb.98
Abb. 97. Unterteilung einer Trapezflache in eine d
Dreieckfliche und eine Parallelogrammfliche zur UI 99.

Berechnung des Schwerpunktes. In Abb. 98 ist das Trapez
erstens aufgefafit als die Vereini-
gung einer Anzahl schmaler, parallel zur Grundlinie liegender Streifen.
Die Schwerpunkte aller dieser Streifen liegen auf der Mittellinie M, M, .
Auf dieser Linie muf} der Schwer-
punkt der Gesamtfigur liegen. Da
die Streifen verschiedene Léngen
haben, ist die Linie M,M, un-
gleichméBig belastet. Sie muf
als ungleich dick angesehen wer-
den. Ihr Schwerpunkt liegt also
nicht in ihrer Mitte. Zweitens
) . laft sich das Trapez auffassen

Abb, 98. Bestimmung des Schwerpunktes einer

Trapezfliche auf zeichnerischem Wege durch Zer- als die Vereinigung des Drei-
lgung, derelben esen I o Parliogtonns  ecks DEC und des Parallelo-
parallel zur Grundlinie liegende Streifen. gramms BCEA. In den Schwer-
punkten S; und S, greifen die
Gewichte dieser beiden Flichen an. Da zwei Gewichte sich nur dann
durch eine Kraft tragen lassen, wenn deren Angriffspunkt auf der die
Angriffspunkte der beiden Gewichte verbindenden Geraden liegt, so
muB} der Schwerpunkt zweitens auf der Linie S,S, liegen. Der Schnitt-
punkt von M,; M, und S,8, ist der Schwerpunkt S.

Trégt man (Abb. 99) an die obere Seite a die Lénge b der Grund-
linie nach beiden Seiten an und an die Grundlinie b beiderseitig dei
Léange a der oberen Seite, so bestimmt die kreuzweise Verbindung der
so gewonnenen Punkte mit ihrem Schnittpunkt den Schwerpunkt S.
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Aus der Symmetrie der neuen Figur JHGF gegeniiber der alten Figur
ADCB, welche durch die gleichzeitige Auftragung gleicher Lingen
nach beiden Seiten hin gewihrleistet ist, folgt, daB dieser Schnittpunkt

a
GL-\,\ g B 247{:-21 c —
S— L/
. ' ﬁﬂ F
— g7 P

Abb. 99. Zeichnerische Bestimmung des Schwerpunktes einer Trapezfliche.

auf die Mittellinie M, M, fallt. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke J.S M,

und HS M, folgt
MyS:M,S=JM,:HM, oder 28 _a+b2 _2a+b

M, S _b+a/2_2b+a

Es teilt also § die Lange M, M, im Verhaltnls 3% i b, und es ist

hy:hy = (2a + 1) : (20 4 a) . Bildet man das Verhéltnis A, : (h; + &s,).
d.i. ky:h, so folgt
hi:h=(2a+0b):(2a 4+ b+ 2b + a),
2a+b _h 2a+0
3a+3b 8 a+b°
Beispiel 68a. Wo liegt der Schwerpunkt einer Trapezfliche der GroBen
h=9cm, a=8cm und b =12cm?
h 2a+b 9 2.8+412 28
MR aTe T3 syl g0 M2em
( _h 2b+a_9 2.1248
. — —

hi=~F"h.

S atb 3 841z 3_“4’8 h1+h2:h)'

¢) Sechwerpunkt eines S |
Kreisausschnittes. 7

Ein Kreisausschnitt (Kreissektor)
148t sich (Abb. 100) auffassen als die X
Vereinigung einer groBen Anzahl 236
unendlich kleiner Sektoren, die
wegen der Geringfiigigkeit der
Krimmung ihres Bogenstiickchens
wie Dreiecke behandelt werden Igf
konnen. Die Schwerpunkte aller
dieser Dreiecke liegen auf 2/, Héhe

von der Spitze aus gemessen. Es
. . . Abb. 100. Bestimmung des Schwerpunktes
bilden diese Schwerpunkte also einen eines Kreissektors,
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Bogen von 2/, Radius. Da alle diese kleinen Dreiecke untereinander
gleich sind, lassen sie sich ersetzen durch eine gleichmiBig starke Linie
von der Form dieses Bogens. Der Schwerpunkt dieses Bogens ist also
zugleich der Schwerpunkt der Flache.

Nach Gleichung (34) folgt y = Radius mal Sehne durch Bogen.
Setzt man die entsprechenden Werte ein: Radius 2/, -7, Sehne 2/5-s
und Bogen 2%/,-b, so wird

2
y=2;- r#—’E = % -r ?8 = 2/3 Radius mal Sehne durch Bogen. (37)
5

Beispiel 69. Es ist der Schwerpunkt einer Halbkreisfliche vom Radius

r = 50 mm zu bestimmen.

Die Sehne betragt 2.r=2.50 =100 mm.

Der Bogen ist rem ="50+n = 157 mm.
y=13.129=21,2mm.
(Allgemein gilt fiir die Halbkreisfliche y — — . "~ 2" — ﬂ).
3 rem 3x

f) Schwerpunkte zusammengesetzter Flichen.

Die Bestimmung des Schwerpunktes zusammengesetzter Flachen
erfolgt nach dem unter a) erklirten Verfahren. Man stellt die Momente
der Einzelflichen auf und setzt ihre Summe dem Momente der Gesamt-
flache gleich.

Yie—8,—
g_]l%_f c ]lL_—8___..4

3

/8——»

&0
77

(Y
b7}
/ ;l 4 Y — 45
/ 5 % p
A 2] 1 *—xz

R

X
7
e %/ =t AN
9 T
// L 4 z
73
pas T L%i] :
] 1/

2

y_}E 760 Lz,

Abb. 101. Rechnerische Bestimmung des Schwer- Abb. 102. Rechnerische Bestimmung
punktes (Beispiel 70). des Schwerpunktes (Beispiel 71).

Beispiel 70. Abb. 101. Es ist der Schwerpunkt der winkelférmigen Fliche

GFEBCD zu berechnen.
Die Fliche wird unterteilt in die Rechtecke A BC D und AEF@Q. Die Einzel-
momente dieser Flichen sind erstens in bezug auf die untere Seite XX der Ge-

samtfigur aufgestellt. A 5
F1-<?1+h2) und  F,.-2;

2 s
h h
(by - hy) < 21 + hz) und (b, - hp) ’*22*-

]lE~4
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Die Gesamtfliche hat die GroBe
(by + by + by« hy) s
by

h
?/o(b1‘h1+bz‘h2)=b1'h1'(’Ql“f‘hz)'l'bz‘hz'—z"
4,(40 - 80 + 160 - 50) — 40 - 80 (52 + 50) -+ 160 - 50 - 52,
40 .80 « 90 4 160 - 50 - 25 _ 288000 + 200000
40 - 80 + 160 - 50 o 11200

Die Einzelmomente dieser Rechteckflichen sind zweitens in bezug auf die linke
Kante Y'Y der Gesamtfigur aufgestellt.

Yo = = 43,5 cm.

b b b b
Fl'?l' und F2-—227, bl-hl-—21» und b2-h2-¥2~2—,
b b,
xo(b1'h1+bz'h2)=b1'h1""2'1‘+b2'h2"22"
2,(40 - 80 + 160 - 50) = 40- 80 - 20 + 160 - 50 - 80,
2o — 40-80-20 4-160-50- 80 _ 64000 + 640000 _ 2200
07 "7 40.80+160-50 11200 T35

Beispiel 71. Es ist der Schwerpunkt der aus drei Rechtecken zusammen-
gesetzten Abb. 102 zu berechnen.
Die Summe der Einzelmomente in bezug auf die untere Kante betrdgt

Fioyy+Fyoyp + Fy-ys=(8-3)(3 +6+4) + (2:6)(§+4) + (9-4) (%).

Die Gesamtfliche hat die GréBe (83 4 2-6 + 9+ 4). Ihr Moment, dem der
Summe der Einzelmomente gleichgesetzt, ergibt

Yo (B-3+2-6+9-4)=(8-3)(3+6+4)+(2-6)(§+4) +0-4) (1),
24-11,54+12.-7436-2 2764844 72 432
Yo= 24 + 12 + 36 = 72 =7 =6
Die Summe der Einzelmomente in bezug auf die linke Kante betragt
Fyoay+ Fpemy+ Fy-25=(8-3)(8) + (2:6) (4,5 + 3) +9-4(3).
Das Moment der Gesamtfliche der Summe der Einzelmomente gleichgesetzt.
2,(8:3+2:-6+9.4)=8-3.44+2.6-55+9-4.4,5,
o — 96 +66 + 62 _ 324
0 72 72
Beispiel 72. Es ist der Schwerpur t der Fliche nach Abb. 103 zu berechnen.
Die Fliche zerlegt in ein Rechteck v d eine Halb-

= 62,8 cm.

= 4,6 em.

kreisfliche ergibt die Momentsumme 804
Fieyy+Fy-9,, \
F, = 80 - 80 = 6400, ZIE
2
Fz_;i.glﬁ:zsoo,
2 4 /l
Yo(Fy + Fy) = 6400 - 40 + 2500 - 97, IN
=% =40, h
Vo= 2402 480 =17+ 80 = 97, f
oo =
256000 -+ 242500 Abb. 103. Rechnerische Bestim-
Yo=—"—=onn = 56 mm. mung des Schwerpunktes
8900 (Beispiel 72),

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl. 6
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Bei Flachen, die sich, wie Abb. 104, aus zwei unsymmetrisch zu-
einander liegenden Teilen zusammensetzen, 1Bt sich in vielen Fillen
der Schwerpunkt einfacher zeichnerisch ermitteln. Man zerlegt die
Flache in die zwei Teile 1 und 2. Die Verbindungslinie der Schwer-
punkte 8,8, gibt einen geometrischen Ort fiir den Schwerpunkt der
geraden Flache.

Man zerlegt die Fliche dann in die zwei Teile 3 und 4. Die Ver-
bindungslinie der Schwerpunkte S;8, gibt einen zweiten geometrischen
Ort fiir den Schwerpunkt der ganzen Fliche.

Es ist der Schwerpunkt bestimmt durch den Schnittpunkt S der

zwei Linien §,8, und 838, . w0
/ ( : )
t-ao* /_4
/ // 53
T
S y %
N 57
P IN]
! %% . % / 2 %t\ < g 3
Y77 g L = ’
760 A W
Abb. 104. Zeichnerische Bestimmung des Abb. 105. Rechnerische Bestimmung des Schwer-
Schwerpunktes. punktes (Beispiel 73).

Bei Flachen nach Abb. 105 kommt man am einfachsten zum Ziele,
wenn man die Fliche durch Subtraktion einzelner Teile entstanden
denkt. Es wird sich die Zerlegung dieser Fliche (wie rechts von der
Hauptfigur in verkleinertem Maflstabe dargestellt) in ein groBes Recht-
eck 3, ein kleines Rechteck 2 und eine Halbkreisfliche 1 einfacher ge-
stalten als eine Addition von vier Rechteckflichen und von zwei Kreis-
winkelstiicken. Man hat dabei die abzuziehenden Flichenstiicke negativ
einzusetzen.

Beispiel 73. Es ist der Schwerpunkt der in Abb. 105 dargestellten Fliche

zu berechnen. Die Fliche hat die GroBe (—F, — F, + Fy) .
Die Summe der Momente der Einzelflichen ergibt

(—=F)ys + (—=Fy) -y, + Fy - 95,

1 60%x
—FIZ—E 4 = rund —1400,
2 8 2 60
= el = Z 30— —112
Y1 c+h+3r 5 30+70+2 30 0. 112,7,

—F, = —60.70 = —4200,

h 70
?/2:C+‘2——30+—2—=65,
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Fy =100 - 170 = 17000,
H
?/a = _2_ = 85 ’
Yo(—Fy — Fy + Fy) = —1400 - 112,7 — 4200 - 65 4 17000 - 85 ,
1400 - 112,7 — 4200 - 65 + 17000 - 85
Yo = 1400 — 4200 - 17000

Beispiel 74. Es ist der Schwerpunkt eines Kreisabschnittes nach Abb. 106
zu berechnen. & — 90°

=88 mm.

r =100 cm .

Der Kreisabschnitt, als Differenz eines Kreissektors und eines Dreiecks auf-
gefafit, ergibt als Summe der Einzelmomente:

Fyoys+(=F2)- 9,

ria 1002 x 2 . Sehne
F, = 4 =4 = 7850, h=3 Radius Bogen’
2 100 2
=3 1% 100 i =00,
P, =~ — 5000 — 2.1 10012 = 412
e s ?/2—?'7 . = 4/, mm,

Yo(Fy — F,) = 7850 - 60 + (—5000) - 47,2 ,
7850 - 60 — 5000 - 47,5
Yo = 7850 — 5000

Fir die Bestimmung des Schwerpunktes einer unregelméBigen Fliche
wendet man in den meisten Fillen das graphische Verfahren mittels
Seilpolygons an. Man zerlegt die Fliche
in eine Reihe von Dreiecken und Recht-
ecken, bestimmt deren Schwerpunkte und
bringt in ihnen Krafte gleich den In-
halten der Einzelflichen zum Angriff.

Abb. 107 zeigt diese Konstruktion fir
eine in zwei Dreiecke und zwei Parallelo-
gramme zerlegte Fliche. Die FEinzel-
schwerpunkte sind zeichnerisch ermittelt.
Die Krafte P 1> Py, P 35 P 4 und P{, Pj, Abb. 106. Rechnerische Bestimmung

%, P{ entsprechen den Fliacheninhalten des Schwerpunktes (Beispiel 74).
von Fy, F,, Fy, F,.

Das unter der Hauptfigur eingetragene Seilpolygon bestimmt die Lage
der Resultanten R nach dem rechts verzeichneten Krifteplan, d. i.
tir die vertikal angenommenen Krafte 1, 2, 3, 4. Das links eingetragene
Seilpolygon, das sich auf dem unten verzeichneten Krifteplan fiir die
Krifte 1°, 2’, 3’ und 4’ aufbaut, legt die Lage von R’ fest.

Der Schnittpunkt von R und R’ ist der Schwerpunkt.

=82 mm.

700 v/ 2-

g) Schwerpunkte gewolbter Flichen.
Der Schwerpunkt einer Zylindermantelfliche liegt in

halber Hoéhe. (38)
Der Schwerpunkt einer Kegelmantelfliche liegt in ein
Drittel Hohe. (39)

6*
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Die Mantelfliche kann man zerlegen in eine groBe Zahl kleiner
Dreiecksflichen. Der Schwerpunkt dieser Dreiecksflichen liegt auf ein
Drittel Hohe. Es bilden die Schwerpunkte dieser Dreiecksflichen eine

Abb. 107. Bestimmung des Schwerpunktes einer unregelmiBigen Fliche durch Unterteilung der-
selben in einfache Flichenstiicke nach dem Verfahren: Krafteplan — Seilpolygon.

Kreislinie, die in ein Drittel Hohe liegt. Der Schwerpunkt dieser Kreis-
linie ist der Schwerpunkt der Kegelmantelfliche.

DerSchwerpunkt der Man-
telflacheeinesKegelstumpfes
liegt in der Hohe

h 2747
hO e ——
8 nr+tre

(Abb.108). (40)

Man kann die Mantelfliche
zerlegen in eine grofe Zahl kleiner
Trapezflichen, deren Hohe gleich s
ist und deren obere Seite a. zur

Abb. 108. Bestimmung des Schwerpunktes einer . ) . .
Kegelmantelfliche. unteren Seite b sich verhilt wie r;

zu r,. Die Schwerpunkte aller
dieser kleinen Trapezchen liegen auf einem Kreise im Abstande A,
von der unteren Kante

hy:h=s5:8.
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8y : 8 berechnet sich nach Gleichung (31) mit

_ 8 2a+b s _ 20+ hy s _ 2040
MR TN s 3@a+b)’ b s 3@+’
ho— b 2a+bd b 2ab+1
27 3 a+b 3 ab+1°

Fir a/b den Wert r,/r, eingesetzt

_h 2rifra+1 _ R 2ry + 7o
R =g i tl T3 mAT 1)

Schwerpunkt einer Kugelkalotte und einer Kugelzone.

Teilt man die Oberfliche einer Kugelkalotte durch Parallelschnitte,
die in den gleichen Absténden % voneinander liegen, in eine Anzahl
von Kugelzonen, so haben diese gleiche Oberflichen. Es betrigt die
Oberfliache des in Abb.109 stark gezeichneten Zonenstiickes F=s-x- 2. 7.
Nach der Ahnlichkeit des klei-
nen schraffierten Dreiecks und

des Dreiecks MABist MA:xz T a

=8:h, r:x=s:h. Setzt 7T -

man den aus dieser Gleichung '7 \ \ ]
folgenden Wert x = & - /s ein, or

in Gleichung F =s-2-2-7,
so betriagt die Oberflache

S her
F=2n. =2.m-h-r.
Es ist die GroBe des Ober- Abb. 100, Besti dos Sch s el
flachenstiickes also lediglich e ekalotte, e emer

abhéngig von der Hohe 7,
d. h. alle Kugelzonen von der gleichen Hohe %~ haben dieselbe Ober-
flache.

Denkt man sich die einzelnen Zonen in ihren Schwerpunkten ver-
einigt, so bilden diese Schwerpunkte das Stiick eines Radius. Da auf
die gleichen Liangen % stets die gleiche Oberfliche entfillt, so ist die
radiale Linie gleich stark. Ihr Schwerpunkt liegt also in der Mitte.

Daraus folgt: Der Schwerpunkt einer Kugelkalotte und
einer Kugelzone liegt in halber Hohe. (42)

Beispiel 75. Wo liegt der Schwerpunkt einer Kugelzone, wenn dieselbe die

Hohe & gleich 300 mm besitzt und um den Betrag ¢ = 100 mm vom Mittelpunkt
entfernt liegt? 300

w:a-{-%:lOO-{—T:%Omm.

3. Schwerpunkte von Korpern.

a) Schwerpunkt eines Zylinders und eines Prismas.

Ein Zylinder 148t sich durch Schnitte parallel zu einer seiner Grund-
flichen in diinne, kreisférmige Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte
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im Kreismittelpunkte liegen. Diese Schwerpunkte bilden zusammen
eine gleichformige Linie. Ihr Schwerpunkt liegt in der Mitte.
Der Schwerpunkt eines Zylinders liegt in halber Héheund
auf der Verbindung der Mitten der beiden Endflichen. (43)
Fiir ein Prisma laBt sich die gleiche Ableitung anwenden. Es liegt
der Schwerpunkt in halber Hohe. (44)

b) Schwerpunkt einer Pyramide und eines Kegels.

Zerlegt man eine dreiseitige Pyramide (Abb. 110) durch Schnitte
parallel zu einer Seitenfliche in unzéihlige diinne Scheiben, die sich als
Dreiecksflachen auffassen lassen,
so liegt der Schwerpunkt aller die-
ser einzelnen Flichen auf einer die
Mitte der Seitenfliche mit der
gegeniiberliegenden Spitze verbin-
denden Geraden. Bei der Zer-
legung in Scheiben parallel zur
Grundfliche 4 BC ist demzufolge
die Linie S;D ein geometrischer
Ort fir den Korperschwerpunkt.
Zerlegt man die Pyramide noch-
mals durch Schnitte parallel zu
einer anderen Seitenfliche, so wird
die Vereinigung der Schwerpunkte
dieser Scheibenflichen eine zweite
Gerade ergeben, welche auch durch

Abb. 110. Bestimmung des Schwerpunktes den Schwerpunkt gehen muf3. Der

einer Pyramide. Schwerpunkt mufl auch auf der

Linie 48, liegen. Die Lage des

Schwerpunktes ist so bestimmt durch den Schnittpunkt S der beiden
Geraden 48, und DS,.

Da 8§, die Strecke M, D im gleichen Verhaltnis teilt wie 8, die Strecke
M,A , ist die Linie 8,8, parallel der Kante AD. Es verhilt sich
AD:8;8;=M,D: M,S,=3:1. (S, der Schwerpunkt der Fliche
BCD liegt auf ein Drittel Hohe, d.i. auf ein Drittel der Mittellinie
M,D.)

Aus der durch die Parallelitdt von 4D und S, 8, festgelegten Ahn-
lichkeit der Dreiecke 4DS und 8,858, folgt

AD:DS = 8,8,:88;
AD:8;8,=DS:88, =3:1.

DS und S8, bilden zusammen die Linge DS; . Es wird DS, durch
S im Verhaltnis 3:1 geteilt, d. h. es liegt S in ein Viertel der Lénge
von DS 4 88, also in ein Viertel Hohe.

Der Schwerpunkt einer Pyramide liegt in ein Viertel

Hohe.

und

Joo

(3:1=3:1). (45)

#
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Da man einen Kegel als eine Pyramide von unendlich grofler Seiten-
zahl auffassen darf, gilt das gleiche fiir den Kegel.
DerSchwerpunkteinesKegelsliegtinein ViertelHohe. (46)

¢) Schwerpunkt eines Kegelstumpfes.

Der Schwerpunkt eines Kegelstumpfessberechnet sich aus der Mo-
mentengleichung: Statisches Moment des Stumpfes gleich Differenz
der statischen Momente zweier Kegel (Abb. 111).

Bezogen auf die Grundfliche gilt:

Vorxg=Vyeayg—Vyoay.

Bezeichnet man mit F die Fliiche 72z und mit f die Flache rn, so ist

/ \\ "4 F+VF-F+r
Y]
/ \ % | "
Ty T\ F/ %
r 1
- A Suri x,
o
P 7
Abb. 111. Bestimmung des Schwer- Abb. 112. Bestimmung des Schwer-
punktes eines Kegelstumpfes. punktes eines Kugelausschnittes.

d) Schwerpunkt eines Kugelausschnittes und eines Kugelabsehnittes.

Den Kugelausschnitt (Abb. 112) kann man ersetzt denken durch
eine unendlich grofle Zahl kleiner Pyramiden, deren Spitzen im Kugel-
mittelpunkte liegen und deren Grundflichen zusammen die Oberfléache
des Kugelsektors ausmachen.

Die Schwerpunkte aller dieser Pyramiden liegen in ein Viertel
Héhe von der Grundfliche bzw. in drei Viertel Hohe von der Spitze,
d.i. in diesem Falle auf 3/, r.

Alle diese Schwerpunkte bilden zusammen eine gleichfsrmige Kugel-
kalotte vom Radius 3/, 7. Der Schwerpunkt derselben liegt in halber
Hohe ihres Bogenstiches. Damit berechnet sich der Schwerpunkt des
Kugelausschnittes mit dem Anstand

m(,:«zr——ji—k-%=—ilr—%h. (48)

Der Kugelabschnitt ist aufzufassen als die Differenz eines Kugel-
ausschnittes und eines Kegels.

Bei diinnwandigen Korpern, z. B. bei Hohlkegeln, fat man den
Korper besser als Fliche gleicher Dicke auf. Man begeht in den meisten
Fillen eine in den Rahmen der Gesamtgenauigkeit der ganzen tech-
nischen Berechnungen fallende Ungenauigkeit. Ist der Hohlkegel aus
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Blech hergestellt, so ist die Berechnung als Fliche sogar genauer. Diese
Berechnung setzt eine Kantenausbildung nach Abb. 113 links voraus,
wahrend die Berechnung als Differenz zweier Kegelkorper eine Kanten-
form nach Abb. 113 rechts verlangen miifite.

Beispiel 75. Wo liegt der Schwerpunkt des in Abb. 113 dargestellten Kegel-

stumpfmantels ? - )
Der Gesamtmantel hat die Oberfliche 7« 7 + s = 50+ 7w+ Y502 4 1202 = 50 - - 130.

]/ 2 2
Der Mantel der Spitze betrigt -53—0 rx 50 ;12& = % +50 7 +130. Die Volumina

betragen s - (50 « z » 130) und %. (50 « 7+ 130).

Der Schwerpunkt des Gesamtmantels liegt
auf 40 cm Abstand von der Grundfliche. Der
Schwerpunkt des abgeschnittenen Spitzen-
mantels liegt auf 80 4 42 Abstand.

Vorag=Ty-2 — Vi 2,

xo<s-50-n~130—%-50-::'-130)

=s.5o-n-130.40—3.50.3-130-<so+43—0>.

o 20 =Yy 40 —1037
L=y ¥y

Z_ .% 4. Guldinsche Regel.

Abb. 113. Bestimmung des Schwer- . .
punktes eines Kegelstumpfmantels. Die Lehre vom Schwerpunkt findet

Anwendung bei der Bestimmung der
Oberflichen und Rauminhalte nach der Guldinschen Regel.
Die Guldinsche Regel lautet:
Die Oberfliche eines Rotationskorpers ist gleich dem
Produkte aus Lénge der die Oberfliche erzeugenden Linie
mal dem Weg des Schwerpunktes der
]t erzeugenden Linie.
- Der Rauminhalt eines Rotations-
x> korpers ist gleich dem Produkte aus
L] Flicheninhalt der erzeugenden Figur
L z;7——> mal dem Schwerpunktsweg der erzeu-
genden Figur.

33,3.

Zo Fiir die erste der beiden Regeln gibt Abb.114
den Beweis. '
I Die erzeugende Linie 148t sich in eine An-

zahl von Kkleinen Graden unterteilen, welche

Abb. 114. Guldinsche Regel  jhye Schwerpunkte in der Mitte haben. Sie

zur Bestimmung der Ober- . .

flache eines Rotationskérpers.  beschreiben einzelne Kegelfldchen, deren Grofen
durch die Gleichung Lange der Kegelkante

mal mittlerem Radius mal 2.7 bestimmt ist. Fiir die Summe aller

dieser Kegelmantelflichen gilt
F,4+Fy+Fyeeo =122t +1,-2 25+ 1+ 2 a5t +1,- 2 24 7...
=2va(ly-x;+lhray+liragt12...).
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Die rechts stehende Klammer ist die Summe der statischen Momente
der Linienstiicke in bezug auf die Rotationsachse. Diese Summe a8t
sich durch das statische Moment der Linie als Ganzes ersetzen, nimlich
durch das Produkt Lénge der ganzen Linie mal Schwerpunktsabstand
derselben. — Damit geht die Summe iiber in L - x, (%, Schwerpunkts-
abstand), und es lautet die Gleichung

F=F,+F,+F,+F,---=L-2-7w-x. (49)

Den Beweis fiir die zweite Regel gibt Abb.115. Die erzeugende
Flache 148t sich in eine Anzahl kleiner Flichenteilchen unterteilen,
deren Ausdehnung so} gering ist, dal man den von ihnen erzeugten
Korper als einen Zylinder von der Grundfliche f und der Héhe 2-x-n
ansehen darf. z ist dabei die Entfernung des Schwerpunktes der kleinen
Flache von der Achse. Die Summe aller dieser kleinen Zylinder bildet
den Gesamtkorper. Sein Volumen ist daher
V=f-2-2-a+foag-2-m+fs-2c25:0+f-2-25-7...

=2-a-(firo+formatfoastfacag..).

Der Klammerausdruck ist die Summe der statischen Momente der
einzelnen Flichenteilchen in bezug auf die Drehachse. Setzt man
fir diese Summe das statische Moment der Gesamtfliche F .z, —
x, Schwerpunktsabstand — ein, so lautet die Gleichung

V=F:2.-m-x. (50)
F- |
N
%\;) % {
|

I -]

Abb. 115. Guldinsche Regel zur Abb. 116. Bestimmung der Ober-
Bestimmung des Rauminhaltes flache einer Spitze nach der
eines Rotationskorpers. Guldinschen Regel (Beispiel 76).

Die Oberfliche einer Kugel bestimmt sich nach der Guldinschen
Regel mit 7 - & Linienlinge, 2 - /7 Schwerpunktsabstand mit

(r.n).(2.g_7;f.n>=4rz-n.

2
Der Inhalt einer Kugel bestimmt sich mit %{ Flicheninhalt der
erzeugenden Halbkreisfliche, und%-%:— Abstand des Schwerpunktes

der Halbkreisfliche mit
Ra\ (5.2 20 N 4,
(2)( '?'?'n)_"?,—r .

Beispiel 76. Es ist die Oberfliche einer Spitze nach Abb. 116 zu berechnen.
Der Schwerpunkt des Viertelkreisstiicks ist vom Mittelpunkte entfernt um
« — Radius mal Sehne durch Bogen. Sehne = r.}2; Bogen = r-x/2 ergibt
T V§ 2. Vﬁ
e AR =T a
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Der Schwerpunktsabstand

x P ~r'(ﬂ_2)
0 V2 p
Mit » = 50 mm ist
3,14 — 2
2y = 50 - (— 3’14—> = 18,2 mm.
Oberfliche gleich Linienlinge mal Schwerpunktsweg
“F:’”T”-is,z-‘z-n=502'”.18,2-2.ﬂ= 9000 mm? .

E. Lehre vom Gleichgewicht der Kérper.

Die Lehre von der Zusammensetzung der Kréfte und der Zerlegung
der Krifte bildet die Grundlage der

Lehre vom Gleichgewicht.

Ein Korper befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Gesamtheit der
auf ihn wirkenden Krifte eine Wirkung gleich Null ergibt.

Handelt es sich um Krifte, die in einer Ebene liegen, so darf die
Gesamtheit der Krifte weder eine Einzelkraft noch ein Kriftepaar
ergeben. Liegen die Krifte in verschiedenen Ebenen im Raum, so tritt
dann Gleichgewicht ein, wenn die Kréfte in keiner Ebene eine Einzel-
kraft und auch kein Kraftepaar ergeben.

In der iitberwiegenden Zahl aller Fille lauten die gestellten Aufgaben
wie folgt:

Fir den durch die Krifte P, P, ... belasteten Korper sind die-
jenigen Kréfte X , Y . .. zu bestimmen, welche in Gemeinschaft mit den
gegebenen Kriften P;, P, ... den Korper im Gleichgewicht halten.

Um die gegebenen Krifte von den erst zu berechnenden Kréften
zu unterscheiden, bezeichnet man die ersteren vielfach als Lasten.
Im Grunde unterscheiden sich die Lasten von den Kriften nicht. Beide,
die gegebenen wie die zu berechnenden Krifte, unterliegen den Gesetzen
von der Zusammensetzung und Zerlegung der Krifte.

1. Zeichnerische Bestimmung des Gleichgewichtes.

Greifen die gegebenen Krafte am gleichen Punkte an, so kann ihre
Zusammensetzung nur eine Einzelkraft ergeben (s. S.65). Um diese
Einzelkraft zu Null zu erginzen, muf} eine Kraft hinzugefiigt werden,
die den Krafteplan schlie3t.

Ein Korper, auf den im gleichen Punkte angreifende
Krafte wirken, ist dann im Gleichgewicht, wenn der Krafte-
plan geschlossen ist.

Wirken auf den Koérper K (Abb. 117) die drei Einzelkriafte P, , P, ,
P,, die eine Resultante R;_,_, ergeben, so ist zur Herstellung des
Gleichgewichtes die Hinzufiigung einer Kraft X , welche mit der Resul-
tanten R,_,_, gleiche Lage, gleiche Grofle, aber entgegengesetzte Rich-
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tung hat, erforderlich. X hebt dann die Wirkung von R;_,_,, d. i.
von P;, P,, P,, auf. Ein Kérper K, der durch die drei Krifte P,,
P, , P, belastet ist, muB durch eine Kraft von der GréBe, Richtung und
Lage der Kraft X = —R;_,_, gestiitzt werden, um ins Gleichgewicht
zu kommen.

Tragt man P;, P,, P, und X in einem Krifteplan zusammen auf,
so ist der Krifteplan geschlossen (Abb. 118).

X
oz
L] A
3
—_%2 /7
Abb. 117. Zusammensetzung der Abb. 118. Bestimmung der Kraft z, welche den
3 Krafte Py, P, und Py zur durch die 3 Krifte P,, P, und P; belasteten
Resultanten R, _,_;. Korper K im Gleichgewicht halt.

/

N, 6 B

/TS
4

‘ N\g-R
//e HL-Z-B { g
1—@/
/ RSN
/// 3 3-R
/L A
7 P 1-2/-3/ R
2 - L7

. 2
Y

Abb. 119. Belastung eines Korpers durch Krifte, die einen geschlossenen Krifteplan, aber
kein geschlossenes Seilpolygon ergeben. Bestimmung des resultierenden Kriftepaares.

Die Abb. 119 zeigt, dafl man nicht erst aus den drei gegebenen Kriften
P,, P,, P, die Resultante R zu bilden braucht, um deren Wirkung
durch die Gegenwirkung der gesuchten Kraft X aufzuheben. Es geniigt
die Aneinanderreihung der gegebenen Krifte P, P,, P,, um die GroBe
und Richtung der Stiitzkraft zu ermitteln, welche das Gleichgewicht
herstellt.

Greifen die gegebenen Kréfte nicht am gleichen Punkte des Korpers
an, so kann jhre Zusammensetzung entweder eine Einzelkraft oder ein
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Kraftepaar ergeben. Die Bedingung: ,,Der Krifteplan mu8l geschlossen
sein®, sichert, da} keine Einzelkraft auftritt. Sie ist jedoch nicht aus-
reichend dafiir, daB nicht doch ein Kriftepaar auftritt.

Der geschlossene Krafteplan legt fest, dafl die Zusammensetzung
aller Krifte eine Resultante ergibt, die die gleiche Grofe, aber ent-
gegengesetzte Richtung wie die letzte Kraft hat. So geben die Krifte
P,, P,, P, die Resultante R, ,_j, welche der letzten Kraft P, gleich
grof3, aber entgegengesetzt ist. Es ist damit aber nicht festgelegt, dafl
diese letzte Kraft in die gleiche Linie fallt wie die Resultante. Sie kann
an ihr vorbeigehen und mit ihr ein Kraftepaar bilden. So geht P, an
R, _,_5 vorbei.

Abb. 119 u. 120 kennzeichnen diese Verhaltnisse. Auf den Korper K
wirken die vier Krafte P, P,, P;, P,. Die drei ersten Krafte P,,

{ b
. N\ P h\u
/ N J \ti
:\&/ 4 L 273\ 2-3 '2 )
4

e Bl ot A

z %
A

%
Abb. 120. Belastung eines Korpers durch
Kréafte, die sowohl einen geschlossenen

Krafteplan als auch ein geschlossenes Seil-
polygon ergeben. — Gleichgewicht.

P, , P, ergeben die Resultante R; _,_;. Diese Resultante ist der vierten
Kraft P, entgegengesetzt gerichtet und hat die gleiche Grofe wie P, .
Das Einflechten des Seilpolygons bestimmt die Lage der Resultanten
R, _,_; durch den Punkt §. (Es schneiden sich in S die beiden letzten
Parallelen zu den Strahlén I—R und 3—R des Krafteplanes.) Geht
die vierte Kraft P, am Punkte S vorbei, so ist kein Gleichgewicht vor-
handen. Es bilden die beiden Krifte R, ,_; und P, vielmehr ein
Kriftepaar von dem Momente P,-a. Da die beiden letzten Strahlen
die Kraft P, in zwei verschiedenen Punkten 4 und B schneiden, sagt
man, das Seilpolygon ist nicht geschlossen. Es besitzt eine Liicke von
der Lange 4B. A

Die Krifte nach Abb. 120 sind im Gleichgewicht. Es geht P, durch
den Schnittpunkt S der Strahlen 1—4, 3—4. Die Krifte nach Abb. 119
sind nicht im Gleichgewicht.

Damit lautet die Gleichgewichtsbedingung:

Die auf einen Koérper wirkenden Krafte befinden sich
im Gleichgewicht, wenn Krafteplan und Seilpolygon ge-
schlossen sind.
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Beispiel 77. Wie muBl der durch die drei Krifte Py, P, und P; belastete
Korper gestiitzt werden, damit er im Gleichgewicht ist? (Abb. 120.)

Der Krifteplan ist geschlossen, wenn die Stiitzkraft P, die durch die Strecke
a—b gegebene Groéfle und Richtung hat.

Das Seilpolygon schliet sich im Punkte §. Die Stiitzkraft P, muf also so
liegen, daB sie durch S geht.

Ist ein Korper nur durch zwei Krifte belastet, so bestimmt sich
die Lage der stiitzenden, das Gleichgewicht herstellenden dritten Kraft
einfacher durch den Schnittpunkt der Richtungen der beiden gegebenen
Krafte. Es kénnen drei Krifte nur dann im Gleichgewicht sein, wenn
sich ihre Richtungen in einem Punkte schneiden. Die dritte, die ge-
suchte Kraft, muf3 die Resultante der zwei anderen Krifte aufheben.
Sie mufl mit dieser also in eine Linie fallen. Die Linie der Resultanten
ist aber durch den Schnittpunkt der zwei gegebenen Krifte bestimmt. —
Fir so belastete Korper eriibrigt sich die Zeichnung des Seilpolygons;
der Schnittpunkt der zwei gegebene Krifte legt die Lage der dritten
Kraft fest.

2. Rechnerische Bestimmung des Gleichgewichtes.

Fiir die rechnerische Bestimmung des Gleichgewichtes zerlegt man
alle Krifte, die gegebenen wie die gesuchten, nach zwei Richtungen.
(In der Mehrzahl der Fille wird man zwei senkrecht aufeinanderstehende
Richtungen wahlen.) Man gewinnt durch diese Zerlegung eine Erleich-
terung der Rechnung insofern, als man um die Winkelrechnung herum-
kommt (s. S.67). Man legt dann jede Kraft nicht nach Lage, GroSe
und Richtung fest, sondern nach den zwei Gréfien ihrer Komponenten
und deren Lage gegeneinander.

Den Richtungssinn der gesuchten Krifte nimmt man an. Ist die
Annahme unrichtig, so ergibt das Rechnungsresultat ein Minuszeichen.

Da das Gleichgewicht verlangt, daB keine Einzelkraft und kein
Kraftepaar auftritt, miissen drei Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein.

1. Die Krafte diirfen keine Vertikalkraft ergeben. Man sagt: ,,Die
Summe der Vertikalkriafte mull gleich Null sein.*

2. Die Krifte diirfen keine Horizontalkraft ergeben. Man faBt diese
Bedingung in die Worte: ,,Die Summe der Horizontalkréafte muB
gleich Null sein.*

3. Die Krifte diirfen kein Kraftepaar ergeben oder: ,,Die Summe
der statischen Momente, bezogen auf einen beliebigen
Punkt, muBl gleich Null sein.*

Diese drei Gleichgewichtsbedingungen geniigen fiir die Bestimmung
von drei GroBen.

Da firr jede Kraft drei Bestimmungsstiicke nétig sind, kann man
mit den drei Gleichgewichtsbedingungen z. B. folgende Aufgaben l6sen:

Drei unbekannte Krafte:

a) Gegeben die drei Richtungen und die drei Lagen der Unbekannten.
— Zu bestimmen die drei. GroBen.

b) Gegeben je zwei Richtungen, zwei Groflen und zwei Lagen. Zu
bestimmen eine Richtung, eine GréBe und eine Lage.
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Zwei unbekannte Krafte:

a) Gegeben zwei Lagen und eine Richtung. — Zu bestimmen eine
Richtung und zwei GroBen.

b) Gegeben eine Lage und zwei Richtungen. — Zu bestimmen eine
Lage und zwei GroBen.

c¢) Gegeben zwei Richtungen und eine Lage. — Zu bestimmen zwei
GroBen und eine Lage.

Eine unbekannte Kraft. — Zu bestimmen eine Richtung, eine

Lage und eine GroBe.

Bei der Bestimmung der Lage einer Kraft darf nicht iibersehen
werden, dal die Bestimmung der Lage keineswegs identisch ist
mit der Bestimmung des Angriffspunktes. Die Lage ist fest-
gelegt durch die Linie, auf welcher die Kraft zur Wirkung kommt,
nicht aber durch einen Punkt auf dieser Linie (s. S.53). Im iibrigen
iberwiegen die Aufgaben, bei denen die Lage der das Gleichgewicht
herstellenden Krafte von vornherein gegeben ist, und zwar durch einen
Angriffspunkt gegeben ist.” Es ist durch einen gegebenen An-
griffspunkt die Lage der Kraft festgelegt. Es ist durch die rech-
nerisch oder zeichnerisch bestimmte Lage ein Angriffspunkt aber
nicht festgelegt.

Sind zwei unbekannte Krafte an einem Korper zu bestimmen, ist
z. B. der Korper an zwei Stellen gestiitzt, so sind von den zwei Stiitz-
kraften entweder beide Richtungen und eine GroBe oder beide GroBen
und eine Richtung bestimmbar. Ist der Korper an drei Stellen gehalten,
so kann die Aufgabe gestellt sein, die drei KraftgroBen oder die drei
Kraftrichtungen zu bestimmen oder zwei GroBen und eine Richtung
oder zwei Richtungen und eine GréB8e zu bestimmen. ‘

Die Richtung der Stiitzkréafte ist vielfach durch die Ausbildung der
Stutzflachen festgelegt. Es kénnen, wenn man von der Reibung an den

Stiitzflichen absieht, nur senkrecht durch

\)52 die Stiitzflichen gehende Krifte iibertragen

/ \<\S> werden. Der in Abb. 121 dargestellte Korper

?7 N kann demnach nur durch senkrecht zu den

7 N Stutzflaichen a—a und b—b gerichtete Krifte

- // AN o gehalten werden. Er darf also nur mit einer

Y N durch den Schnittpunkt S der Stiitzrichtun-

N \ gen 4—A4 und B—B gehenden Kraft bzw.

/ mit einer Reihe von Kriften, deren Resul-

tngendor Statmante: dorch ais  tante durch den Schnittpunkt der Stiitz-

Stiitzfliichen a—a und b—b. richtungen 4—4 und B—B geht, belastet
sein.

Bei der Stiitzung eines Korpers in einem Gelenk, d. h. mittels
Zapfens und Lagers, ist die Richtung nicht festgelegt. Ein Gelenk
vermag eine beliebig gerichtete Druckkraft zu iibertragen. Dieselbe
muB nur die eine Bedingung erfiillen: sie mufl durch den Zapfenmittel-
punkt gehen. Geniigt sie dieser Bedingung, so geniigt sie gleichzeitig
der vorher aufgestellten des senkrechten Durchganges durch die Stiitz-
fliche. Der durch die Kraft @ belastete Kérper Abb. 122, der beiderseits




Beispiele zur Lehre vom Gleichgewicht in einer Ebene wirkender Krafte. 95

durch Gelenke gehalten wird, kann demnach in der verschiedensten
Weise ins Gleichgewicht gebracht werden. Es konnen ihn die Krifte
S; und S, im Gleichgewicht halten, oder die Krafte R; R, usw. Es
sind bei dieser Art der Stitzung vier Un-
bekannte : zwei Kraftgrofen und zwei Kraft-
richtungen, vorhanden, zu deren Bestim-
mung nur drei Gleichungen zur Verfiigung
stehen. Eine eindeutige Bestimmung des
Gleichgewichtes ist also unmoglich.

Oft genugt scheinbar die Benutzung
von zwei Gleichgewichtsbedingungen zur
Berechnung der gefragten Groflen. Ist z. B.
ein Korper lediglich durch Vertikalkrifte
belastet, und ist auch fiir die gesuchten
Krifte durch die Form der Stitzflichen Abb. 122. Stiitzung eines Korpers
die Vertikalrichtung vorgeschrieben, S0 Stitaresitmtuneos m damt
kann man auf die Benutzung der zweiten 3uch U“beitri;?t’grtggi;. der Stitz-
Gleichgewichtsbedingung verzichten. Ord-
nungshalber sollte man auch in diesen Fillen die zweite Gleichgewichts-
bedingung — in der freilich kein Resultat ergebenden Form 0 =0 —
aufstellen, um klarzustellen, daf3 keine Horizontalkriafte vorhanden sind.

3. Beispiele zur Lehre vom Gleichgewicht in einer Ebene
wirkender Krifte.

a) Hebel.

Das Gleichgewicht an einem Hebel zeigt Abb. 123. Nach der dritten
Gleichgewichtsbedingung muf3 die Summe der Momente, bezogen auf
den Drehpunkt, Null sein. Es ist

Pory—Pyery=0, P1=P2--;i, P,-ly=P,-1,.

Abb. 123. Gleichgewicht der Krifte an einem Abb. 124. Gleichgewicht der Krafte an
Hebel. P, und Py gegebene Krifte senk- einem Hebel.
recht zu 7, und ;.

Bei der gezeichneten Stellung stehen P, und P, senkrecht zu den
Hebellingen I, und I,, so dal r; und r, gleich I, und I, sind. Bilden
die Richtungen von P; und P, keinen rechten Winkel mit I, und I,
so sind die Hebelarme 7, und r, (Abb. 124) gleich [, - cos &; und 1, - cos «,

Py-l-cosx; — P, 1,-cosy, =0,
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Bei Hebeln, die beiderseitig durch Gewichte belastet sind nach Art

der Abb. 125, andern sich auch bei weitestgehendem Ausschlage des
Hebels die Hebelarme stets im
gleichen Verhdltnis, und so
bleibt fiir alle Stellungen erhal-
ten P, I, — Py l,=0,da coso,
cosxy, =1 ist.

Auf die Bestimmung der
Stiitzkraft im Drehpunkt des
Hebels legt man in den selten-

2 sten Fillen Wert. Sie berech-
net sich fiir die Anordnung
nach Abb. 123 aus den ersten
beiden Gleichgewichtsbedingun-

Abb. 125, Gleichgewicht der Krifte an einem Hebel €11 __ —
bei verschiedenen Stellungen des Hebels. H 1 + H 2 + X=0 ’
V]. + V2 —_ Y =5 0 .

Aus den Komponenten X und Y bestimmt sich der Stiitzdruck.

b) Die lose Rolle.

Die lose Rolle (Abb. 126), d. i. eine Rolle, die kein Drehmoment
iibertragt, sich also entweder lose auf ihrer Achse dreht oder mit der
Achse lose in den Lagern dreht, befindet sich im Gleichgewicht mit

Abb. 126. Gleichgewicht der XKrifte Abb. 127. Gleichgewicht der Krifte an
an einer losen Rolle. einer Rolle, deren Achse beweglich ist.

P, = P,(Py+r, = Py+1,, 1r,=ry). Die Stiitzkraft bestimmt sich,
wie beim Hebel, aus den ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen
—H,+H,—X=0,
-V, —V,+Y=0.
Hangt die Rolle an einer gelenkartig befestigten Stange (Abb. 127),
so muB sie sich so einstellen, daB diese Stange in die Richtung der Stutz-
kraft fallt. Eine Stange mit nur zwei Gelenken vermag nur solche Krifte

aufzunehmen, welche in die Verbindungslinie der beiden Zapfenmitten
fallen. Fiir die sie belastenden zwei Krifte sind die Zapfenmittelpunkte



97

Beispiele zur Lehre vom Gleichgewicht in einer Ebene wirkender Krifte.

als Angriffspunkte festgelegt. Zwei Krifte kénnen sich aber nur dann
aufheben, d. h. im Gleichgewicht halten, wenn sie in die gleiche Linie
fallen, und diese Linien bestimmen die zwei Zapfenmitten.

c¢) Der Balken auf zwei Stiitzen.

Zur Bestimmung des Gleichgewichtes eines Balkens auf zwei Stiitzen
wendet man das zeichnerische und auch das rechnerische Verfahren an.
Wo es sich dabei um Belastungen durch Vertikalkrifte (Gewichte)
handelt, wird man die

zweite Gleichgewichts- l P
bedingung nicht mit auf- i y
zustellen brauchen. -B—
u /1) v /A/ NG 2
. = | I Y
o) Rechnerische . g BI P 5
Beztl:)ibmfl;gng \7\\} s f | ’/A’/}
( . ). 4 SN 'B A/
Nach der ersten v A /
Gleichgewichtsbedin-
gung ist Abb. 12__8. Rechnerische und zeichnerische BestimmungYder
Stiitzkriafte 4 und B, die den durch P, belasteten Balken

im Gleichgewicht halten.

+A—P,+B=0.

Nach der dritten Gleichgewichtsbedingung ergibt sich bei einer An-
nahme des Drehpunktes im Stiitzpunkt links die Momentengleichung

+Pyra—B-1=0.

Daraus folgt: B = P‘l' g,

Aus der ersten und dritten Gleichgewichtsbedingung folgt
Prra_ Pil—a) _Py-b

A=P —B=P —"1 £ l

Diese Gleichung ergibt sich auch unmittelbar bei Aufstellung der
dritten Gleichgewichtsgleichung fiir einen im Stiitzpunkt rechts liegen-
den Drehpunkt

L =2000——>

a—.
—P;cb4+A-1=0, “o
g Purd 7
" P-=1000kg
Beispiel 78. Wie groB sind die Stiitz- i
krifte des nach Abb. 129 belasteten Balkens? Abb. 120, Bestimmung der Stiita-

Die Summe der Vertikalkréfte ist gleich 0.
(Erste Gleichgewichtsbedingung.) A-+B—P=0.
(Plusrichtung nach oben.)

Die Summe der statischen Momente fiir einen beliebigen Drehpunkt ist gleich 0.

Als Drehpunkt angenommen der Stiitzpunkt 4.

P.a 1000 - 400
I 2000
A + 200 — 1000 =0, A =1000 — 200 = 800 kg .

Laudien, Mechanik I, 2. Aufl. 7

drucke 4 und B fiir den durch P
belasteten Balken (Beispiel 78).

—B.l1+P.a=0, B= = 200 kg,
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Beispiel 79. Durch welche Stiitzdrucke wird der iiberhdngende Tréiger nach
Abb. 130 im Gleichgewicht gehalten ?

Nach der ersten Gleichgewichtsbedingung ist
—P,+A4+B—P,=0.

Unter Annahme des Drehpunktes im linken Stiitzpunkt folgt
—P,ca—B-14+P,-(b+1)=0,
—1500 - 300 — B - 1000 + 1200(250 + 1000) =0,
_ 1200 - 1250 — 1500 - 300 1500000 — 450000

B 1000 o 1000 ’
B = 1050 kg,
—1500 + 4 + 1050 — 1200 =0,
A = 1200 + 1500 — 1050 = 1650 kg .
Beispiel 80. Welche GroBe haben die A
Stiitzkrafte des nach Abb. 131 belasteten
Balkens ?
B 310004g B 500ty R¥2000kg
<300 L=1000 25
- A
A 1500,4/} i @%-1200@ A I 6
A 2 300—<—H400 400—>1<200>1
fe——7000——>
Abb. 130. Bestimmung der Stiitzdrucke 4 und B fiir Abb. 131. Bestimmung der Stiitzkrifte 4
den durch P; und P, belasteten Balken (Beispiel 79). und B (Beispiel 80).

(Angenommen A4 und B sind nach oben gerichtet. Plusrichtung nach oben.)
+4+B— P, — P,+ P;3=0, +4 + B — 1000 — 1500 4 2000 =0 .
Drehpunkt iiber 4 angenommen.
—P,-a+ Py-b— Pg.c—B-1=0,
—1000 - 300 + 1500 - 400 — 2000 - 800 — B- 1000 =0,

" 1500 - 400 — 2000 - 800 — 1000+ 300  —1300000
B = 1000 = Jooo — —1800kg.

(Die Richtung von B
‘—ff; gé 122 ist unrichtig angenommen.
B ist nicht von unten nach
IHUH” Hnm oben, sondern von oben
nach unten gerichtet.)
/] +4 — 1300 — 1000 — 1500
TA |5 + 2000 =0,
Abb. 132. Bestimmung der Stiitzkrifte 4 und B (Beispiel 81) A =+1800.
fiir eine Belastung des Balkens durch eine gleichmafBig ver- . .
teilte Last. (Die Richtung von A4

ist richtig gewdéhlt.)

Fiir eine verteilte Last kann man eine ihr gleiche Einzellast, die
im Schwerpunkte der verteilten Last angreift, einsetzen. So wird die
gleichmiBig iiber die Lange 1, verteilte Last [, - ¢ in der Mitte von I,
angreifen (Abb. 132). Die ungleichméBig nach einem rechtwinkligen
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Dreieck aufgeschiittete Belastung (Abb. 133) greift auf !/; Abstand von
der Grundlinie an. '

Besispiel 81. Welche Belastung erfahren die zwei Stiitzpunkte, wenn die
Belastung ¢ = 100 kg fiir einen Zentimeter Balkenlinge betrdgt? (Abh. 132.)

a,=30cm, [;=50cm, b =120cm.

4
Der Angriffspunkt der die gleichmiBig 7
verteilte Last ersetzenden Einzellast liegt W
im Abstande @, + [;/2 von links. ’
P, —1,-q = 50- 100 = 5000 kg , ,i. ,%\
5 Pl + (/2)] ! J i
= i | L
5000 - (30 4 25) . | =3
=990 - 1375 kg, Abb. 133. Bestimmung der Stiitzkrifte A
und B fiir eine Belastung des Balkens
A = 5000 — 1375 = 3625 kg . durch eine ungleichmiBig verteilte Last.

p) Zeichnerische Bestimmung.

Die zeichnerische Bestimmung der beiden Stiitzdrucke erfolgt mittels

Krafteplans und Seilpolygons nach Abb. 133a.
Der Krifteplan ist die Ge-

rade I—1II. Die Parallelen zu | ,/fb

den Polstrahlen P— Bund P— 4 =4

geben von ¢ aus eingeflochten ET P ,}/ /B | \\@\

die Punkte ¢ und b auf den | 4 } % // ) /I{ p Ag
Richtungslinien von 4 und B. k 4 I A//B)’
Die Parallele zu ab, in den a<_ // S //?/9
Krafteplan ibertragen, be- N4

stimmt den Punkt S, der die \%

Lange I —I1, welche die Summe Abb.133a. Zeichnerische Bestimmung der Stiitzkrifte
ng . i S A und B, die den durch die Kraft P belasteten
der Stiutzdrucke 4 4+ B darstellt, Balken im Gleichgewicht halten.

inI—S=AundII— S= B teilt.
Abb. 134 zeigt die zeichnerische Bestimmung der Stiitzkraft 4 und
B zu Abb. 131 bzw. Beispiel 80.

Im Krafteplan, der "
in eine gerade Linie zu- /71 e, 3/“&%{ d
sammengeschrumpft ist, gl
wird die Summe 4 4 B ? 0)// 1
durch die Lénge I—1I11 |I/I i/ B z
dargestellt. I Ausgangs- ' | 2
punkt der Krifteauf- { v // i ] % \\v_lﬂ

tragung (Anfang von Y 2,
P,), IIT Endpunkt der AN o 7 z%

Krifteauftragung (En- )\\ // A Q,/’\y/

de von P,). ""\/ L4 /{5
Das Seilpolygon e £/ v

nimmt, von a begin- A 7

nend, den Verlauf 1y

_b—C—d— Abb. 134. Zeichnerische Bestimmung der Stiitzkrifte 4 und B,
.“ b—c d e ) ,ES endet die den durch die Krifte P,, P. und P; belasteten Balken
in der Stiitzlinie von 4 im Gleichgewicht halten.

¥
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mit dem Punkte e und in der Stiitzlinie von B mit dem Punkte d. Die
Parallele B— A4 zur Verbindungslinie e—d in den Krafteplan iibertragen,
gibt den Teilpunkt S fir die Lange I—I1I. Es stellt I—S die Grofle
von 4 dar, III—S die GroBe von B. (Der auf A liegende Punkt e
stammt von der Linie /—A, daher ist I—8 = A; der auf B liegende
Punkt d stammt von 3—B, daher ist III—S = B). Es fillt der
Punkt S, welcher die Strecke I—II1 teilt, aus dieser Strecke heraus.
Es ist das begriindet mit der Verschiedenheit des Richtungssinnes von
A und B (A nach oben, B, wie die Rechnung im Beispiel zeigt, nach
unten), welche die Lange I—III als einen Wert A 4+ (—B) = A4 — B
erkennen lassen muB.

d) Der allgemeine Fall der rechnerischen Bestimmung einer
Stiitzkraft nach Lage, GroBe und Richtung.

Beispiel 82. Esist die Kraft zu bestimmen, welche den durch die drei Krifte
Py, P, und P; belasteten Koérper im Gleichgewicht hélt (Abb. 135).

Die Zerlegung der drei Kréfte P;, P,, Py in ihre Horizontal- und Vertikal-
komponenten ergibt die sechs Krifte

= 460 kg, V, = +45 kg, V= —69kg,
H; = —50 kg, H, = +435kg, H;= —T0kg.

(Fir beide Kraftarten ist eine bestimmte Richtung als positive Richtung
angesetzt. Zur Kennzelchnung derselben sind links in der Figur Richtungspfeile
— mit dem Pluszeichen einge-

‘ tragen.)

Es ist zunidchst ange-
nommen, dafl durch die
Rechnung der Angriffspunkt
der zu bestimmenden Kraft
ermittelt werden kann, ob-
schon das unméglich ist. Zur
Ermittlung seiner Lage sollen
die beiden Abstdnde z und y
berechnet werden.

Die zu Dberechnenden
Komponenten X und Y sind
mit  beliebigen Richtungen
eingetragen, und zwar X
nach rechts gerichtet, also
als positive Kraft, und Y
nach unten gerichtet, also
als negative Kraft. Ergibt
] die Berechnung fiir einen der

Y1 — % beiden Werte ein negatives

Abb. 135. Rechnerische Bestimmung der Kraft (Lage, GroBe Xorzel_chen., so bedeutet das,
und Richtung), die den durch P;, P, und P, belasteten all die Richtung falsch ge-
Korper im Gleichgewicht hiilt. wihlt war. Es bedeutet das

negativ herausgerechneteVor-
zeichen also nicht, daB die Kraft die negative Richtung hat, sondern daB die
Annahme unrichtig war.

o]
60kg

¥
V=

Erste Gleichgewichtsbedingung:

AV +V,— V3 —Y=0,
460445 —-69 — Y =0, Y = 36 kg (nach unten).
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Zweite Gleichgewichtsbedingung:
—H,+H,— H;+ X=0,
—-50+4+35 -7+ X=0, X = 85 kg (nach rechts).
Dritte Gleichgewichtsbedingung:
Angenommen Drehpunkt 4.
—H,+-20—-V,:0—7V,-40 —Hy-0—-— X2+ Y y+ Vy:10+ H;-47=0,
—50.20 —45:-40 — X-24+ Y-y +69-104+70.-47 =0,
—1000 — 1800 — X -z + Y -y + 690 + 3290 =0,
—X.z4+Y-y+1180=0,
—85.x 4 36y = —1180.
Wie bereits vorausgeschickt, ist eine Bestimmung von z und y nicht méglich.
Es gibt fiir die Kraft keinen festen Angriffspunkt. Es 148t sich nur die Linie
ermitteln, auf welcheér die zu berechnende Kraft wirken mu8.

Setzt man fiir  einen beliebigen Wert ein, so bestimmt sich damit ein zu-
gehoriger Wert fiir y.

Fir z; = 50 mm folgt y, = :@—3.;83——50 = 85 mm.
Fir x, = 70 mm folgt y, = —:I—LSO—;;;—%—?—Q = 133 mm.

Die Auftragung dieser zwei Punkte legt eine Linie fest, auf welcher die Kraft
zur Wirkung gebracht werden muf}, um das Gleichgewicht herzustellen. (Das
Pluszeichen fiir die Werte z,, 2,, ¥, y, bedeutet, daB die Werte so liegen wie
die angenommenen Werte z und y. Es sind nicht Werte, die nach der Lage
der Linie in den Quadranten zu beurteilen wiren.)

e) Gleichgewicht eines aus mehreren Einzelteilen bestehenden
Korpers. Aktion und Reaktion.

Bei der Feststellung des Gleichgewichtes einer Koérpergruppe, die
unter der Wirkung einer Reihe #uBerer Krifte steht, tritt das Gesetz
von Aktion und Reaktion in Erscheinung.

Die Kraft, mit welcher der eine Kérper einer Gruppe auf den anderen
einwirkt, ist gleich groB, in dieselbe Richtung fallend, aber entgegen-
gesetzt gerichtet derjenigen Kraft, mit welcher der andere Korper auf
den einen wirkt. Es heben sich Aktion und Reaktion auf, solange man
die Gesamtheit der einzelnen Korper, d. i. die ganze Korpergruppe, in
Betracht zieht. Es sind Reaktion und Aktion gewissermaflen innere
Krafte in dem Korpersystem, die wohl den Zusammenhang des einen
Teils mit dem anderen sichern und so beide zusammen mittelbar unter
dem Einflul} der a4uBeren Krifte stehen, die aber einzeln fiir die Berech-
nung der Kraftwirkung nach auBen nicht einzusetzen sind.

Sie kommen einzeln nur dann zur Erscheinung, wenn man jeden
einzelnen Korper des ganzen Systems fiir sich betrachtet.

Als Beispiel fiir das Obige dient Abb. 136. Auf das System der drei
Kugeln 1, 2 und 3 wirkt die Last Q. Fiir die Aufnahme dieser Last
kommen nur die Kréfte in Frage, welche an den Stiitzpunkten der beiden
Kugeln 2 und 3 von den d&uBeren Stiitzflichen ausgeiibt werden.
Die Richtungen dieser Stiitzkrifte liegen senkrecht zu den Stiitz-
flachen a—¢ und 5—b und miissen durch die Mittelpunkte der Kugeln
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2 und 3 gehen. Da @ durch den Mittelpunkt der Kugel 1 gehen muB,
ergibt sich das Gleichgewicht des ganzen Systems nach Abb. 137.

Abb. 136. AuBere und innere Abb. 137. Gleichgewicht der
Krafte an einer aus mehreren duBeren Krifte an einer Korper-
Teilen bestehenden Korpergruppe. gruppe.

Das Gleichgewicht der einzelnen Teile kennzeichnen die Abb. 138
bis 140.

Die Kugel 2 steht unter dem Einflul der einen duBleren Kraft P,
und der beiden von den Kugeln I und 3 auf sie ausgeiibten Krafte
S;_, und S;_,. Fir das Gleichgewicht der Kugel 3
sind einzutragen die duBere Kraft P, und die Re-
aktion S,_; zu der Stitzkraft S,_,, die vor er g

A)

S-1 S3-1

Abb. 138. Gleichgewicht der Abb. 139. Gleichgewicht Abb. 140. Gleichgewicht
Kugel 2 unter der Wirkung der Kugel 3 unter Wir- der Kugel I unter Wir-
der zwei inneren Krafte des kung der zwei inneren kung der zwei inneren
Systems S; — 3 und S;—, und Krafte des Systems S; — 4 Krifte des Sytsems S; -,
der duBeren Kraft P;. und S, -5 und der duBe- und S; —, und der Last Q.

ren Kraft P,.

beim Gleichgewicht der Kugel 2 bestimmt wurde, ferner die Stiitz-
kraft §,_;. Ihr Gleichgewicht kennzeichnet die Abb. 139. In gleicher
Weise ist das Gleichgewicht fiir die Kugel 1 ermittelt (Abb. 140).

Bei der Bestimmung des Gleichgewichtes einer aus mehreren Teilen
zusammengesetzten Konstruktion ermittelt man entweder zunichst
das Gleichgewicht des ganzen Systems und bestimmt dann unter Ein«
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setzen von Aktion und Reaktion das Gleichgewicht der Einzelteile,
oder man schreitet von einem Einzelteil zum anderen fort, die Aktion
am einen Teil als Reaktion am anderen einsetzend.

Der aus drei Rollen bestehende Rollenzug nach Abb. 141 gibt ein
Beispiel zu obigem. Mit der Kraft P; wird die Last @ gehoben.

Das Gleichgewicht fiir die Rolle 1 ergibt

—P;4+P,—8,=0 und —P,:r,+8;:r,=0, P,=28,

P,=2P,.
Fiir die Rolle 2 gilt

+8+P;3—8;=0 und S;-r,— Py-r,=0, Sy =Py,
S; =28, = 2P,
=2P,.

Abb, 141, Gleichgewicht an einem Rollenzug und Gleichgew-cut an den einzelnen Teilen des
Rollenzuges.

Fiir die Rolle 3 gilt
+8+ Py, —Q@=0 und S3-r;— Py-r;=0, Sy = Py,

0=28,=4P;.
Das Gleichgewicht der suBeren Krifte ergibt

_P1+P2+P3+P4_Q:0,
—P,+2P,+ P, +2P, — 4P, =0,
5P, + 5P, =0.

Bei einem Differentialflaschenzug nach Abb. 142 ergeben sich fol-
gende Gleichgewichtsbedingungen.

An der unteren Rolle
+8;,+8—-@=0 und Syery—8:r, =0,
SIZS2: 9
8; =287, 8;=283.

|
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An der oberen Rolle

-8 -8+ P,— P, =0 und —8S{+R+P,-R+8;-r=0,
Q Q
_?'R+P1'R+'2_'T=O’
_QR_r _2-P1°1i
hi=5—%" Q=—F—7 "

2 R’

Beispiel 83. Welche Last vermag ein Mann bei Ausiiben einer Zugkraft von
P, =40 kg zu heben, wenn der Differentialflaschenzug die Radien R = 420,
r = 350 mm besitzt und der Wirkungsgrad des Getriebes 809, betrigt?
Theoretisch hebt der Mann
Q_Q-Pl-R_2-40-42O
T R—r 420 —350
Bei 809, Wirkungsgrad vermag er nur 480 - 0,8 = 384 kg zu heben.

Abb. 143 stellt einen Flaschenzug dar. Die
Last @ wird durch die Kraft P; gehoben. A
Die #uBeren Krifte P,, P, und @ ergeben 12
das Gleichgewicht mit
—P 1+ P 2 Q=0.
Denkt man sich den unteren Teil abgeschnitten
nach der Linie A— A4, so schneidet man das Seil

%

= 480 kg .

<D

- Ry
—r}
\'\

/ﬁ?

=77\
g

D™

Abb. 142, Gleichgewicht an einem Differential Abb. 143. Gleichgewicht
flaschenzug. an einem Flaschenzug.

sechsmal. Da die Kraft im Seil unverindert die GroBe P, besitzt,
folgt fir den unteren Teil 4+6P, —Q =0, Q@ = 6P,.
(Die Seilkrifte sind vereinfachend alle genau vertikal angenommen.)
Abb. 144 zeigt dieses Verfahren fiir die Bestimmung der Krifte, die
an den einzelnen Teilen einer Wage auftreten.
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Die Wage ist belastet durch die vier sulleren Krifte
G, Gewicht auf der Wagschale,
G, Last auf der Wageplatte 4,
P, Stiitzdruck am Wagebalken 1,
P, Stiitzdruck an dem Hebel 5.
Fiir die duBeren vier Krafte gilt:
—G; — G+ P+ P, =0,
—Gi-(@a+b+e)+ Py(b+e) —Gy(f +d) =0. (Drehpunkt 4.)

4 /
a b S, 5
$ ’[ -wz -4»3
s
!
-4 o1
s T
——"_f ’ &
T P
re——¢€

Abb. 144, Gleichgewicht an einer Wage. — AuBere Krifte ¢y, P;, G@; und P, — innere Krifte
Ssy Sy Say S35 Su, i

Fiir die inneren Krifte gilt:
Am Wagebalken I -G+ P, —8—8=0,
—Gira+ 8¢+ 8;:6=0.

+8, —8;=0.
+8;, —8;=0.
+8 9+ 1) — G f=0,
+8;+8,—G,=0.
+83-e—8;-d=0,

8 +8+ P,—8;=0.
Aus Gleichung 5. berechnet sich §; bzw. S, mit

’r G2f_ 'i
Se=trn =G 1

Aus Gleichung 3. folgt S, =G,
G (L — 1)

s
Aus Gleichung 4. und 7. folgt Sy = 8 = 8, © = % 0=1 4

An der Stange 2
An der Stange 3
An der Wageplatte 4

NSk w =

An dem Hebel §

—
N’\
.

Mit Gleichung 6. folgt dann S, =
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Das Einsetzen der zwei Werte fiir S, und S; in Gleichung 2. ergibt
l— d
—Gl'a+(G2' %)6"‘(6!2( ,—fl—(;)b:O
Wihlt man ein Hebelverhiltnis
?:—b_’ d. i. T:C,
1 . —f-
so folgt —G‘l-a—}—Gz--cl—f—sz(l lf) o,
—Gat 6yl pa, g, 0,
c

GI'CI/:G.‘:-C, G1=a

+ Gy
Die Linge f kommt in dieser Gleichung nicht vor. Es ist die Lage
der Last G, auf der Wageplatte ohne EinfluB.
Bei einer Dezimalwage wahlt man % = %
Beispiel 84. Wie sind die einzelnen Teile einer Dezimalwage nach Abb. 144
belastet bei folgenden Daten ?
G, = 6kg, Gy, = 60 kg . a=>50cm, c=>5cm,
c-e 5.100
4T 20
f=40cm, g=(l+b—c—d—f)=100+25 —-5—20 —40 =60cm.
Nach 5. 8,-100 — 60-40 =0, S, =24kg.
Nach 6. 24 + 8, — 60 =0, S, = 36 kg .
Nach 7. S;-100 —36-20=0, S, =172kg.
Gleichung 2. ergibt dann
6:50=24-54172.25,
300 = 120 + 180,
300 = 300.

Fir die rechnerische Bestimmung der Kréfte in den einzelnen
Staben eines ebenen Fachwerkes wendet man die Rittersche Methode
an. Man ermittelt zunichst alle duleren Krifte, welche das Fachwerk
als Ganzes im Gleichgewicht halten. Dann schneidet man von dem
Fachwerk einzelne Teile ab und stellt fiir sie nach dem Satz vom stati-
schen Moment die Gleichgewichtsbedingungen auf. Es werden beim
Durchschneiden die inneren Krafte, die durch die einzelnen Stibe von
Knotenpunkt zu Knotenpunkt iibertragen werden, um die Wirkung
der einen &duBleren Kraft zur anderen zu leiten, freigelegt. Auf der
Schnittfliche mufl eine Kraft angreifen, die gleich der vorher vom Stabe
iibertragenen inneren Kraft ist. Man gewinnt also mit dem Durch-
schneiden die Moglichkeit einer Bestimmung der Stabkrifte.

Da die drei Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr als drei Stiicke
bestimmen lassen, missen die Schnitte so gelegt werden, dafl aller-
hochstens drei Stibe geschnitten werden. — Man muB ferner die ver-
einfachende Annahme machen, daf§ die Stdbe in den Knotenpunkten

25 cm .

d=20cm, e =100 cm, b
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gelenkartig gehalten werden, d. h. dal die Stabkrifte in die Stangen-
richtungen fallen. — Die Drehpunkte wird man méglichst so wihlen,
daf man stets nur eine unbekannte Stabkraft in jeder Moment-

gleichung hat.

Der Ausleger nach Abb. 145 ist
belastet durch die an seinem Ende
héingende Last . Er wird gestiitzt
durch ein Traglager in der Ecke 4
und ein Trag- und Stiitzlager, deren
gemeinschaftlicher ~ Mittelpunkt
vereinfachend in B angenommen
ist. In Wirklichkeit erfolgt die
obere Stiitzung iitber dem Knoten-
punkt 4 und die untere Stiitzung
unterhalb des Knotenpunktes B.

Die auBeren Krifte, die Stiitz-
krafte P;, P, und P, berechnen

sich aus
—Q+ P3;=0,
—P,+ P, =0,
—Q-1+ P,-h=0.

7 -
fe———1500———t<—800—»
1 lf :rzz' A
2 3

Y

Y
P-z0006g T

N\ 3

lee— 800—>1 \:b

Ill/

Abb.145. Ausden Sti-

ben 1—2—3—4—5 zu- [Jffe=—\ 1=
sammengesetzter Fach-
werkausleger, belastet
durch @, gestiitzt bei

4 durch eine Horizon- @
talkraft und beiB durch 8
eine  Horizontalkraft

und eine Vertikalkraft.

A

Bestimmung der Stiitz-
krafte Py, P; und Ps.

Mit den Zahlendaten der Abb. 145 folgt

Py —Q=2000kg, P,=P,,
7 1V 5
I
2 !

0 5
N

1500

Abb. 146. Gleichgewicht der Last Q

mit den XKriften in Stab 1 wund

Stab 2. Bestimmung der Kraft im

Stabe I unter Annahme des Dreh-
punktes C.

2000 - 2400

P]_ = '—3—6(—)6'— = lBOOkg.

2400-
7 !

1 ———
2
¢ &

o8

Abb. 147. Gleichgewicht der Last Q

mit den Xriften in Stab I wund

Stab 2. Bestimmung der Kraft im

Stabe 2 unter Annahme des Dreh-
punktes 4.

Der Schnitt 7 —1 legt die Krafte der Stibe I und 2 frei. Drehpunkt C

(Abb. 146).

S,-800 — Q- 1500 =0,

S1="%0 =

Drehpunkt 4 (Abb. 147).

—Q-2400 + S,-1120 =0,

__Q-1500 _ 2000 - 1500

L300 — 3750,
$0 = 20002400 _ 300.

Der Schnitt I7—1I1 legt die Krifte der Stibe 3, 4 und 1 frei (8, ist

bereits bestimmt).
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Drehpunkt B (Abb. 148).
—Q - 2400 — S, - 3000 + S5 - 2200 = 0,
—3750 - 3000 + 2000 - 2400 —

Sy = 5500 —2900kg.
2400 (83 wirkt nicht in der eingetragenen
;! Richtung, sondern in umgekehrter
1 Richtung.)
A ,
”Q 3 ‘ 2400
7 A
44V
S
I 3 2
%%
\ |
\s
Abb. 148. Gleichgewicht der Last Q@ mit Abb. 149. Gleichgewicht der Last Q
den Kriften in den Stdben 1-—-3—¢ mit den Kriften in den Stében
(S, schon vorher bestimmt). Bestimmung 1—3—4(S; schon vorher bestimmt).
der Kraft im Stabe 3 unter Annahme Bestimmung der Kraft im Stabe 4
des Drehpunktes B. unter Annahme des Drehpunktes 4.
Drehpunkt 4 (Abb. 149). —@Q 2400 4+ S,- 1140 =0,
2000 - 2400
S 4= WO— = 4250 .
Schnitt III—III. Drehpunkt C (Abb. 150).
o + P, - 2200 — P, - 900 — S; - 900 = 0,
C
Sy — 1600 - 2200 — 2000 - 900 —1900.

900

Die zeichnerische Bestimmung der Stabkrifte

S eines ebenen Fachwerkes nach Cremona ist nichts
N .

N S, anderes als eine auf dem Parallelogrammgesetz

- s aufgebaute Zerlegung der #uBeren Krifte nach

A |5 den einzelnen Stabrichtungen fiir die einzelnen
Knotenpunkte.

2 2 Die im Knotenpunkte I (Abb. 151) angreifen-

den Krafte @, S; und S, bilden den Krafteplan I.

A In ihm bestimmen sich §; und §,. Entnimmt

| man ihm die GréBe S, fiir den Krifteplan I der

A it hgewieht  im Knotenpunkte 2 angreifenden Krifte, so be-

Py mit den Kriften im  stimmen sich daraus die GroBen S, und S;. Der

" Krifteplan [II fir die im Knotenpunkte 3 an-

greifenden Krifte ergibt die GroBe der Krafte 4 und S;. Das Ein-

fiihren von §, und S; in den Krifteplan IV fiir den Knotenpunkt 4 er-
gibt endlich die Bestimmung der zwei Krifte B und C.
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Die einzelnen Krifteplaine /—IV lassen sich aneinanderreihen,
wie Abb. 151 links unten zeigt. Man verwendet die in I gewonnene
Lange fir S; und S,, um daran S, und S, anzuschlieBen usw.

Bei der Aneinanderreihung der Krifte hat man darauf zu achten,
daB man dieselben an allen Knotenpunkten in gleicher Reihenfolge ver-
wendet. Ist man um den Knotenpunkt I im Uhrzeigersinne herum-
gegangen (@—=S;—5S,), so muBl man auch im Knotenpunkt 2 in diesem
Sinne vorgehen und in der Reihenfolge S,, S, , S, aneinanderreihen.

L ’ NS, N P
1% JQ\ I S\\\\ \\ \ g

. S5 3 A\ 5 \
7 S \ 105
X 2 .\
N2 > S;—=
£ \-\5‘, lﬁ/«%
i \\ B \ ‘5:5
ol \ . s \
o | \
\ ny y
7N - \
\ S5 /‘g/ Nl
% %\
V’ 1 B

Abb. 151, Zeichnerische Bestimmung der Stabkrifte eines Auslegers (Cremonascher Krifteplan).

So schlieBt sich in der Abb. 151 unten links die Summe der Figuren I —IV
so zusammen, daB jede Kraft nur einmal verzeichnet ist. Im iibrigen
ist es fiir die Bestimmung von S; und S, vollkommen gleichgiiltig, ob
man die in I gewihlte Reihenfolge oder die in I’ angenommene benutzt.

Die gesamten duflleren Krifte, die das System als Ganzes im Gleich-
gewicht halten, stellen im Cremonaschen Krifteplan eine fiir sich ge-
schlossene Figur, einen geschlossenen Krifteplan, dar. Sie halten sich
untereinander das Gleichgewicht, wie das Rechteck aus den Kriften
@—A—-B—C in Abb. 151 links unten zeigt.

4. Gleichgewicht von Kriften im Raum.

Fiir die Herstellung des Gleichgewichtes im Raume liegender Krifte
lassen sich dhnliche Gleichgewichtsbedingungen aufstellen, wie auf S.92
fiir die in einer Ebene wirkenden Krifte abgeleitet ist.
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Ubersichtlicher wird die Rechnung, wenn man anders verfihrt,
wenn man durch Hinzufiigung von sich gegenseitig aufhebenden Hilfs-
kraften die gegebenen Krifte so erginzt, daf die Satze vom.Gleich-
gewicht in einer Ebene liegender Krifte und der Satz von der
Verlegbarkeit eines Kraftepaares in eine Parallelebene an-
gewendet werden koénnen.

Wie bei Abb. 87 erklirt ist, 1aBt sich eine beliebig im Raum liegende
Kraft durch Hinzufiigung zweier sich gegenseitig aufhebender Hilfs-
krafte verwandeln in eine in einer bestimmten Ebene liegende Kraft
und ein Kriftepaar. Man hat es also in der Hand, alle gegebenen Krifte
durch andere zu ersetzen, welche die Gleichgewichtsbedingungen fiir
Krifte in einer Ebene anwenden lassen. Da die dabei entstehenden
Kriftepaare sich beliebig verschieben lassen, macht deren Vereinigung
keine Schwierigkeiten.

i
Abb. 152. Belastung einer Welle durch zwei am Umfange der Scheiben I und 2 angreifende
Krifte P, und P;. Gegebene Kraft P,. — P; und P, parallel.

Abb. 152 zeigt einen vorbildlichen Fall. Die Welle trigt zwei
Scheiben, die durch die Einzelkrifte P; und P, belastet sind. Die Welle
ist gestiitzt in den beiden Lagern 4 und B . P, ist gegeben, P, und die
Krafte in 4 und B gesucht. In der Ebene der Scheibe 1 werden zwei
Hilfskrifte Pr und Pi hinzugefiigt. Pr = Py = P,. Pi bildet mit
der gegebenen Kraft P, das Kriftepaar P,-r;, die iibrigbleibende
Kraft Py hat ihren Angriffspunkt bei a, das ist in der Mitte der Welle.
Sie liegt also in einer die Wellenmittellinie enthaltenden Ebene. Dem-
gema wird sie sich durch die Stutzkréfte in den Lagern 4 und B im
Gleichgewicht halten lassen.

In der Ebene der Scheibe 2 sind die Hilfskrafte Pi; und Pfp hinzu-
gefiigt. Pi bildet mit der gegebenen Kraft P, das Kriftepaar P, r,.
Die tibrigbleibende Kraft Pr; hat ihren Angriffspunkt bei b, das ist
in der Mitte der Welle, sie liegt also auch in einer die Wellenmittellinie
enthaltenden Ebene und wird sich demgem#B durch die Stiitzkrifte
in den Lagern ins Gleichgewicht bringen lassen.
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Die Kraftepaare P,-r, und P,-r, sind im Gleichgewicht, sobald
—Pyer; 4 Pyory =0 ist (Abb. 153).

Es bestimmt sich also P, mit P, - 7,/r,. Die zwei Krifte Py und Pyp,
die beide vertikal durch die Wellenmitte gehen, liegen in der gleichen
durch die Wellenmittellinie gehen-
den Ebene. Sie befinden sich im Hl]\ ' | ‘
Gleichgewicht mit den Stutzkraften | <777
A und B (Abb. 154). m]\ {

!

Beispiel 85. Es sind die Stiitz- il
drucke 4 und B an einer Vorgelegewelle e
nach Abb. 152 zu berechnen. /,/

Durchmesser des kleinen Rades ¢ 24

A fs
dl = 380 mm, y '
Durchmesser des grofen Rades - P
dy = 600 mm . 2) |

e = 500 mm , ¢ = 550 mm , ]
d = 520 mm. %
Die iibertragene Leistung betrigt

bei 7 = 120 Umdrehungen 40 PS. Die  app, 153. Gleichgewicht der zwei Krite-
Zahnraddrucke liegen beide vertikal, der  paare P,—Pf und P,—Pj; der Belastung

groflere Druck ist von unten nach oben nach Abb. 152.
gerichtet.
Die Umfangskraft P; am kleinen Rad bestimmt sich aus Gleichung (32)
N 40 - 71 620
M,z=*n"71620=P1'71, P1=-»1»2079-=1260kg.

Die Umfangskraft P, am groBlen Rade ist

Py-r, 126019
= = = kg.
P, Py 30 800 kg
Die Hilfskrifte Pf und Pi haben die GréBen 1260 und 800 kg. Nach Abb. 154
wird damit die Gleichgewichtsbedingung fiir die Stiitzdrucke 4 und B

7

A 5 5
Abb. 154. Gleichgewicht der zwei Einzelkrifte Pr; und Py
der Abb. 152 mit den Stiitzkriften 4 und B.

Ale+c+d)— Pu(c+d)+ Pr-d=0,
A(50 + 55 + 52) — 800(55 4 52) - 1260 . 52 = 0,
—65520 + 85600, 20080

157 T 167
A—Py+ P —-—B=0,
128 — 800 4 1260 — B =0,
B = 588 kg .

Abb. 155 zeigt eine dhnliche Wellenbelastung, bei welcher jedoch P,
und P, verschiedene Richtung haben und demzufolge die zwei Hilfs-

A=

= 128 kg,
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krafte P; und Py nicht in die gleiche (durch die Wellenmittellinie

gelegte) Ebene fallen.
Fir das Gleichgewicht der Kriftepaare gilt (Abb. 156)

+Pyory— Pyerg=0.

Abb. 155. Belastung einer Welle durch zwei am Umfange zweier Scheiben angreifende Krifte
P, und P;. Gegebene Kraft: P,. P, und P; nicht parallel.

Das Gleichgewicht in der die Kraft P; enthaltenden Ebene wird
bestimmt (Abb. 157) aus

+4, (@, +b)— Pr-b,=0 uwnd 4,+ B, — Pr=0.

I

ks

I
Abb. 156. Gleichgewicht der zwei Kriftepaare P,— Pg
und P,— P{; der Belastung nach Abb. 155.

Das Gleichgewicht in der die Kraft P enthaltenden Ebene wird
bestimmt (Abb. 158) aus
+A2(a2+b2)——PII'b2=O und A2+B2—PII=0.
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Die Vereinigung der zwei Kriifte 4, und 4, und B, und B, erfolgt, wie
Abb. 159 zeigt, in den senkrecht zur Wellenachse gelegten Ebenen a

und b.
Da die Gleichung

P,ory—Py-r,=0

ohne die genaue, oben
gegebene Erklarung der
Kraftepaare P; P und
P, Pt und ohne die
Stitzdruckzeichnungen
nach Abb. 157 und 158
aus dem Satz vom stati-
schen Moment der Krifte
folgt, wird man einfacher
arbeiten.

Man bestimmt P, aus
Py=P,-rr,.

Lz P

e

a; &
Abb. 157. Gleichgewicht der Einzelkraft Py der Abb. 155
mit den Stiitzkriften 4, und B,.
|

b,

Abb. 158. Gleichgewicht der Einzelkraft Prr mit den Stiitz-
kriften 4, und B,.

Az 1@1 5
2%

Dann denkt man sich die Umfangskrifte in die Wellenmitte verlegt

und berechnet fiir sie 4;, B, und 4,, B,.

Abb. 159. Vereinigung der Stiitz-
kritte A4,, B,, 4, und B, der
Abb. 157 und 158 in den Lager-
mittenebenen @ und b.

5. Standsicherheit vom Korper.

Man unterscheidet drei Gleichgewichtslagen. Die stabile, die labile
und die indifferente Gleichgewichtslage.

Beim stabilen Gleichgewicht erzeugt eine Anderung der urspriing-
lichen Lage der Last ein Drehmoment, das im Sinne einer Wieder-

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl.

8
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herstellung der alten Lage wirkt. Abb. 160 zeigt einen im stabilen
Gleichgewicht befindlichen Korper. Der Stiitzpunkt P und das Gewicht
G halten sich das Gleichgewicht. Der Angriffspunkt der Stiitzkraft
liegt oberhalb des Angriffspunktes des Ge-
wichtes, das ist des Schwerpunktes. Abb. 161
zeigt das bei einer Anderung der Korperlage
auftretende Kraftepaar gebildet aus Stiitz-
druck und Gewicht, dessen Drehsinn auf
die Rickfithrung des Gewichtes in die alte
Lage hinwirkt.

Beim labilen Gleichgewicht entsteht bei
einer Anderung der Gleichgewichtslage ein
Kraftepaar, das bestrebt ist, die Bewegung,

— . der es sein Entstehen verdankt, fortzusetzen.

Abb. 160. zﬁ%%lt‘slasgé bile Gleich- pg hedarf also nur der Einleitung der Be-

wegung, um ein Weiterdrehen des Korpers

zu erzwingen. In diesem Sinne bezeichnet man die labile Gleich-
gewichtslage als unsichere Gleichgewichtslage.

Abb. 162 zeigt einen im labilen Gleichgewicht befindlichen Korper.
Der Angriffspunkt der Stiitzkraft liegt unterhalb des Angriffspunktes
des Gewichtes. Abb. 163 zeigt das Auftreten
des Kraftepaares, dessen Drehsinn die einmal
eingeleitete Bewegung unterstiitzt.

Tritt bei einer Bewegung, wie sie Abb. 164
zeigt, gleichzeitig mit der Anderung des An-
griffspunktes der Last eine Verlegung des An-
griffspunktes der Stiitzkraft auf, so wird es von
dieser Verlegung abhingen, ob das entstehende
Drehmoment den Korper bei der eingeleiteten
Bewegung erhilt oder ihn zuriickzudrehen be-
miiht ist. Die Lage
des Stutzpunktes t\‘u g
unterhalb des An- H >
griffspunktesderLast 7777 7, 77777777
ist keineswegs 1/ /f

allein kennzeich- Abb.164. Stabile Gleichgewichts-

Abb. 162 und 163. Labile o : lage. Verlegung des Stiitzpunktes
Gleichgewichtslage. nend fir labiles e einer Lageiinderung  des

Gleichgewicht. Karpers.

Fallt der Stiitzpunkt mit dem Angriffspunkt der Last zusammen, so
ist die Gleichgewichtslage indifferent. Es tritt bei einem Bewegen des
Korpers keinerlei Drehmoment auf, das ein Weiterdrehen oder ein
Zuriickdrehen erzwingen kénnte. Es fallen vielmehr Stiitzkraft und Last
in jedem Falle in eine gerade Linie und heben sich auf.

Abb. 165 zeigt einen im indifferenten Gleichgewicht befindlichen
Koérper. Abb. 166 kennzeichnet das Gleichgewicht bei einer anderen
Lage des Korpers.

Den EinfluB} der Verlegung des Stiitzpunktes kennzeichnet Abb. 167.
Um den Koérper K zu kippen, bedarf es der Drehmomente von der
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GroBe P-r,=G-a, oder Py:-7r,=G-a,. Vor dem Auftreten der
kippenden Last P halten sich Gewicht und Stitzkraft das Gleichgewicht,
indem die Stiitzkraft in die gleiche Linie wie das Gewicht fallt. Beim
Auftreten von P, rickt die Stitzkraft nach P

links, bis das Gleichgewicht G,-a; = P; -1, P s
erreicht ist und der Korper sich zu bewegen - ]
beginnt. Nach dieser

Gleichgewichtsbedin- { 142

gung berechnet man die
Standsicherheit  eines
Korpers.

Unter dynamischer
Standsicherheit versteht
man die Arbeit A=G-h,
welche aufzuwenden ist, f
um einen Korper in die ]

1 i i _  Abb. 165und 166. Indifferente =~ Abb. 167. Bestimmung der
labile Glelchgewwhts Gleichgewichtslage. zumKippen einesKorpers auf-

lage iiberzufithren. Es zuwendenden Arbeit. Dyna-
ist der Ausdruck un- mische Standsicherheit.
richtig gewdhlt. Es handelt sich nicht um eine dynamische Wirkung
der Kraft im Sinne der Lehre von den Bewegungsidnderungen.

Man miBt die dynamische Standsicherheit in mkg.

6. Vereinfachungen an Gleichgewichtsaufgaben.

Die Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen verlangt vielfach
vereinfachende Annahmen iiber die Art der Kraftaufnahme an den
Stiitzstellen des Korpers. Die Gleichgewichtsbedingungen geben nur
die Moglichkeit, drei Stiicke zu bestimmen. Ist ein Kérper nicht in
scharf festgelegten Punkten gestiitzt, erfolgt vielmehr seine Stiitzung in
einer breiten Fliche, so ist zunichst ein- —
mal bei jeder Stiitzfliche die Lage der ! [—
Stiitzkraft unbekannt. Schon bei einer
Stiitzung in zwei Fliachen entfallen also A
zwei der vorhandenen Gleichgewichtsbe-
dingungen fiir die Bestimmung allein der \
Lagen. Bei einer Auflage des Korpers P
an drei Flachen also konnten iiberhaupt ~<{4-}——
nur die Lagen bestimmt werden. Demzu- |
folge mufl man vielfach vereinfachen, um ;P P ¢ a :i 3

TR //i//

l<—a2—>

a

zum Ziele zu kommen. ) 2
Die Aufgabe der Gleichgewichtsbestim-
. . . Abb. 168. Vereinfachung an Gleich-
mung fir einen Koérper nach Abb. 168 gewichtsaufgaben,

wird durch Annahme iiber die Stiitzpunkt-
lagen 16sbar. Man nimmt an, die Stiitzung erfolgt in den &uBersten
Ecken. Damit entfallen die drei unbekannten Lagen, und es bleiben
nur die drei KriftegroBen als Unbekannte iibrig.

Inwieweit es berechtigt ist, diese Vereinfachung vorzunehmen, muf3
von Fall zu Fall entschieden werden. Man kann geneigt sein, die An-

8*
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griffspunkte der Krafte nach den Mitten der Stiitzflachen zu verlegen.
MufB3 man das Resultat der Gleichgewichtsbedingungen fiir eine Festig-
keitsrechnung verwerten, und schlieBlich ist die Feststellung der Stiitz-
krafte in den meisten Féllen nur der Auftakt zur Aufstellung der Festig-
keitsrechnung, so wird man in jedem Falle diejenige Art der Stiitzung,
welche die ungiinstigste Beanspruchung des Korpers ergibt, wéhlen.

F. Reibung.

In dem Kapitel ,,mechanische Arbeit“ ist darauf hingewiesen, daf3
bei der Umwandlung von Arbeit nur ein Teil der aufgewendeten Arbeit
als Nutzarbeit verfiigbar wird und daf dabei ein Teil der aufgewendeten
Arbeit verlorengeht. Die mechanischen Vorgiange, welche diese Arbeits-
und Leistungsverluste erkléaren, behandelt das Kapitel: Reibung.

1. Gleitende Reibung.

Die Nutzarbeit ist gleich Kraft mal Weg in der Kraftrich-
tung. 4 = P.s. — Weg in der Kraftrichtung ist eine relative Weg-
linge, d.h. die auf die Kraftrichtung bezogene Weglange. Die Ver-
luste sind abhiingig von der absoluten Weglange, der Giite des
Weges und der Belastung der Wegbahn.

Bei einem Heben des Gewichtes G (Abb. 169 links) mit der Hand
von A nach B wird man kaum mehr als die Nutzarbeit 4 = G- h auf-
~ wenden miissen. Der Wirkungs-

grad wird verhaltnismafBig hoch
sein.  Dagegen wird bei einem
Heraufschieben des Gewichtes ¢
(Abb.169 rechts) an der schiefen
Ebene eine wesentlich itber G- A
hinausgehende Arbeitsaufwen-
dung notig sein.
Bei der gleitenden Bewegung
’ des Gewichtes an der schiefen
Abb. 169. Leisten einer Nutzarbeit — Heben eines Ebene entlang dringt das Ge-
Govienes ¢ um die Mot 1~k e Seben wicht it den Kleinen Vor-
spriingen seiner Oberfliche in
die kleinen Vertiefungen der tragenden Oberfliche der schiefen Ebene
ein. Die Vorspriinge auf dieser wiederum senken_sich in entsprechende
Vertiefungen an der Oberfliche des Gewichtes. Das Gewicht muB
also beim Verschieben dauernd um kleine Streckenteilchen gehoben
werden, damit die Vorspriinge aus den Vertiefungen herauskommen,
und diese kleinen Wege werden dann nutzlos durchfallen werden. Oder
es mul — nach einer anderen Auffassung der Reibungsvorginge —
jeder einzelne Vorsprung zuriickgebogen werden, um dann nutzlos
zuriickzuschnellen oder tberhaupt in der verbogenen Stellung zu ver-
bleiben. In jedem Falle ist fiir die Bewegung einer Fliche auf einer
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anderen ein Arbeitsaufwand nétig. Ob derselbe fiir ein Heben und
Fallenlassen oder firr ein Umbiegen verbraucht wird, kann dahingestellt
bleiben. Vermutlich gehen Vorginge der einen Art mit Vorgéingen der
anderen Hand in Hand.

Aus diesen Vorgingen erklart sich die Ermidung eines Menschen
beim Wandern auf ebener Bahn. Wohl wird keine Nutzarbeit im Sinne
der Mechanik geleistet, wenn das Ziel des Weges in gleicher Hohe liegt
wie der Ausgangspunkt. Eshat dann der Mensch sein Gewicht um nichts
vom Erdmittelpunkte entfernt, d. h. gehoben. Aber das Bewegen der
Gelenke, auf denen das Koérpergewicht ruht, das dauernde Anspannen
der Muskeln und ihr Loslassen, das Heben des Korpers bei jedem ein-
zelnen Schritte und schliellich auch das Auffangen des Korpergewichtes
bei jedem Schritte — Gehen ist ein verhindertes Fallen — erfordert
Arbeitsaufwendungen, die den Korper ermiiden.

Die Vorginge der Reibung sind sehr verwickelt. Die genaue rech-
nerische Ermittlung der Reibungsverluste ist dullerst kompliziert, wenn
man alle Einzelbedingungen, die dabei eine Rolle spielen, in Ansatz
bringen will. Man ist gezwungen, sich mit der Beriicksichtigung einer
kleinen Zahl der in Betracht kommenden Faktoren zu begniigen, d. h.
die Rechnung zu vereinfachen, will man iiberhaupt zu einem greifbaren
und durchsichtigen Resultate kommen.

Bei der Verschiebung eines Korpers auf einem anderen tritt ein
Reibungswiderstand W in der Beriithrungsfliche auf (Abb. 170). Die
Grofle des Reibungswiderstandes héngt ab:

1. von der GroBe des Druckes N, mit dem die sich berithrenden
Korper gegeneinander gepreBt werden (Der Druck steht senkrecht zu
den sich beriihrenden Flichen.);

2. von der Beschaffenheit der sich berithrenden Flichen;

3. von der Grofle der sich berithrenden Flichen;

4. von der Geschwindigkeit, mit der die Kérper aufeinander gleiten.

Man rechnet in der Technik vorwiegend mit den beiden ersten
Faktoren allein.

Die Reibungsgleichung lautet:

Der Reibungswiderstand W ist gleich dem Normal-
druck (N) zwischen den sich beriithrenden Fliachen mal
dem Reibungskoeffizienten.

Der Reibungskoeffizient wird allgemein mit dem griechischen Buch-
staben u (sprich ,,mii‘) bezeichnet.

W=N-u. (51)

Beispiel 86. Welchen Widerstand setzt ein mit seinem Gewichte G = 200 kg
aufliegender Korper einer Verschiebung entgegen, wenn der Reibungskoeffizient
w = 0,3 betragt?

W=N-.u=200-03=60kg.

In dem Werte des Reibungskoeffizienten ist in erster Linie der Ein-
flufl der Oberflichenbeschaffenheit in Rechnung gestellt. Bei rauhen
Flichen wird man fiir 4 einen hohen Wert withlen, bei polierten Flichen
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einen kleinen Wert. In zweiter Linie bringt man die unter 3. und 4.
angefithrten Einfliisse zur Geltung bei der Bemessung von . Sind die
Berithrungsflichen iibermafig grof}, so dafl eine iibergroBe Anzahl von
Vorspriingen und Vertiefungen in Wirksamkeit treten, so wird man u
groBer einsetzen als bei kleinen Flichen. Bei ganz kleinen Flichen wird
naturgema u wieder hoher zu wihlen sein, da dann die Gefahr eines
Eindringens der einen ganzen Fliche in die andere zu befiirchten steht.
Bei hohen Gleitgeschwindigkeiten wird man einen niedrigeren Wert
fiir 4 einsetzen als bei niedrigen. Es finden dann die einzelnen Vor-
spriinge nicht die Zeit, sich ganz in die Vertiefungen der anderen Fliche
zu versenken, und es kénnen die einmal zuriickgebogenen Vorspriinge
nicht ganz zuriickfedern, bevor sie zu einem nochmaligen Zuriick-
gebogenwerden kommen. Es bleibt also ein Teil der fiir das Zuriick-
biegen einmal aufgewendeten Arbeit fiir den zweiten gleichartigen Vor-
gang aufgespeichert.

Fir die zahlenmafige Bemessung von u mit Beriicksichtigung der
verschiedenen Gleitgeschwindigkeiten unterscheidet man der Ein-
fachheit halber nur zwei Fille: den des Stillstandes und den der Be-
wegung. Man bezeichnet den Reibungskoeffizienten fiir den Zustand
des Stillstandes als Reibungskoeffizienten der Ruhe und schreibt fiir
ihn den Buchstaben u,. Den Reibungskoeffizienten der Bewegung
kennzeichnet man durch den Buchstaben u, u,=p. Es fallt der
groBBere Wert u, nicht momentan mit dem Eintreten der Bewegung
von u, auf u; auch ist u bei verschiedenen Gleitgeschwindigkeiten sehr
verschieden groB. Es verlangt jedoch die Vereinfachung der Rechnung
in den Mechanikbeispielen die Beschrankung auf nur zwei Werte. Bei
den Aufgaben des Maschinenbaues, fiir welche in jedem einzelnen Falle
besondere Angaben iiber die Grofe der beriihrenden Flachen, die Her-
stellungsart der Flichen, die Hohe der Gleitgeschwindigkeit gemacht
werden konnen, wird man u aus kontinuierlich verlaufenden Kurven
entnehmen. Im iibrigen sind die Vorgénge bei der gleitenden Reibung
noch immer nicht so weit geklart, da man ein richtiges Resultat fir
einen auBerhalb des Rahmens der normalen Bewegungs- und Be-
lastungsvorgange liegenden Fall vorausberechnen kénnte.

Der Wert des Reibungskoeffizienten der Ruhe ist als Grenzwert
aufzufassen. Zieht an einem stillstehenden Korper eine Kraft P = 20 kg,
wenn der Reibungswiderstand der Ruhe nach der Gleichung W = N - u
eine Hohe von 30 kg erreichen kann — (N = 100kg; u = 0,3) —, so
wird der erreichbare Hochstwert des Reibungswiderstandes nicht zur
Geltung kommen. Die Gleichgewichtsbedingungen verlangen P = N - u.
Daraus ergibt sich, dal das Gleichgewicht bereits durch 20 kg Reibungs-
widerstand, d. h. bereits durch einen Reibungskoeffizienten u = 0,2
erreicht wird. Da der Hochstwert der Reibung (30 kg) den in Anspruch
genommenen Reibungswiderstand (20 kg) um 509, iibersteigt, wiirde
man in diesem Falle von einer 1!/,fachen Sicherheit gegen Gleiten
sprechen.

Der Reibungswiderstand W ist der Bewegung entgegengesetzt ge-
richtet bzw. derjenigen Richtung entgegengesetzt, in welcher die auf
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den Korper wirkenden Krifte den Korper zu bewegen bestrebt sind.
Wirkt auf einen Korper (Abb. 170) eine nach links gerichtete Kraft
P, , so ist der Reibungswiderstand W, nach rechts gerichtet anzutragen.

Abb. 170. Krafte beim Verschieben
eines Korpers auf einer ebenen
Fliache durch eine Kraft P, bei
einer Anpressung des Korpers gegen

die Unterlage mit der Kraft N.

Abb. 171, Krafte beim Verschieben
eines Korpers auf einer ebenen
Fliche durch eine Kraft P, bei
einer Anpressung des Korpers gegen

die Unterlage mit der Kraft N.

Steht der Korper unter dem Einflusse der Kraft P, (Abb. 171), und
will er ihr nachgebend nach rechts ausweichen, so ist der Reibungswider-
stand als nach links gerichtet einzutragen.

a) Verschiebung eines Korpers auf einer Ebene.

Stellt man fiir den nach Abb. 172 durch das Eigengewicht, den
Stiitzdruck, den Reibungswiderstand und die horizontal gerichtete Zug-
kraft P belasteten Korper die Gleichgewichtsbedingungen auf, so folgt:

A

1. G — N = 0; p

2. P— W =0; [ v ¥ h:%

3. Weh—N-a=0. Z27 7
(Drehpunkt 4 angenommen.) G v

Bei Benutzung der Reibungsgleichung
W = u-N lassen sich vier Gréfien von
den in obigen Gleichungen vorkommenden ~a

sieben Stiicken G, N, P, W, u, a, h be-  Abb.172. Bestimmung des Gleich-
stimmen gewichtes an einem durch eine Kraft

P nach rechts gezogenen Korper,
Beispiel 87. Welche Kraft ist erforderlich, " *“Untejaen drgere o €

um einen Korper von 1000 kg Gewicht auf einer

ebenen Fliache zu verschieben, wenn der Reibungskoeffizient u = 0,2 ist? Wo

greift der Stiitzdruck an, wenn der Angriffspunkt der Kraft um A = 50 mm

iiber der Gleitfliche liegt?

G—N=0, 1000—N=0, N=1000kg,
W =N-.u=1000-02 =200 kg,
P—-W=0, P=200kg,

Weh—N.a=20, 2005 —1000-a =0, a=1cm.

In den meisten Féllen legt man auf die Berechnung von a, d. h.
auf die Feststellung der Lage von N, keinen Wert. Es handelt sich
eigentlich immer nur um die Berechnung der Gr68e des Reibungs-
widerstandes und nicht um die Féststellung der Lage des Stiitz-
druckes. Es geniigt in diesen Féllen die Anwendung der zweiten Gleich-
gewichtsbedingung allein. Im iibrigen darf nicht iibersehen werden,
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daB die Stiitzung des Korpers auf der ganzen Fliache durch unendlich
viele kleine Stiitzkraftchen erfolgt und dafl die eingetragene Stiitzkraft N
nichts anderes ist als die Resultante derselben. Die rechnerische Ver-
folgung des ganzen Vorganges macht die Zusammenfassung der vielen
kleinen Stiitzkrafte zu einer Resultanten notig.

Die Bestimmung von a hat folgenden Wert. Die einzelnen Flichen-
druckkrifte, deren Resultante IV ist, sind gleichméBig um den Angriffs-
punkt von N verteilt zu denken. Es gibt die GroBe von a, d. h. die
Lage von N, einen gewissen Anhalt iiber die Art der Verteilung der
Flachendruckkrafte iiber die ganze Stitzfliche. Bei einer Kérperform
nach Abb. 173 und einem kleinen Wert a wird die an der duBersten
vorderen Kante 4 auftretende Fliachenpressung nicht wesentlich von
der an der duBlersten hinteren Kante B auftretenden abweichen. Bei
einer Belastung des Korpers nach Abb. 174, die einen groBen Wert a
ergibt, wird die Flachenpressung bei 4 wesentlich gréBer sein als die
bei B, und es besteht hier die Gefahr eines Fressens der Kante A4 .

Abb. 173. XKrifte an einem Abb. 174. UngleichmaBig- Abb. 175. Zusammensetzung des
durch P nach rechts gezogenen keit der Stiitzkraftever- Stiitzdruckes N und des Rei-
Korper — ungleichm#Bige Ver- teilung bei groBem Werte 2 bungswiderstandes W zur Resul-
teilung der Stiitzkraftchen iiber und demzufolge groBem tanten R.

die Auflagefliche, Werte a.

Fiir die zeichnerische Behandlung der Reibungsvorginge faBt man
die beiden Krifte N und W zusammen zu ihrer Resultanten R (Abb. 175)

R=7W24 N2, tgo = W/N . Den Winkel ¢ bezeichnet man als
Reibungswinkel. tgo ist gleich dem Reibungskoeffizienten u .
W=N-pund W=N-tgo. Daraus folgt tgo = .

Hat man bei reibungsloser Stiitzung den Stiitzdruck senkrecht zu
den Stiitzflichen anzusetzen, so muf bei Beriicksichtigung der Reibung
die Auftragung unter o° erfolgen. Es kann der Stiitzdruck um o° von
der Normalrichtung abweichen. Dabei liegt die Abweichung um g°
gegen die Bewegungsrichtung.

Beispiel 88. Es ist zeichnerisch die in einem festgelegten Punkt angreifende,
horizontal gerichtete Zugkraft fiir die Bewegung eines Korpers zu bestimmen,
wenn das Gewicht des Kérpers G = 18 kg und der Reibungskoeffizient u = 0,45
betridgt. Der Angriff der Kraft soll in einer Hohe & = 15 mm erfolgen (Abb. 176).

Der tgo = 0,45 eingesetzt, bestimmt die Richtung des Stiitzdruckes. Es
wirken auf den Korper drei Krifte: das Gewicht @, die Zugkraft P und der Stiitz-
druck 8. Damit diese drei Kréfte im Gleichgewicht sind, miissen sie sich in einem
Punkte schneiden. Durch Auftragen nach ihren Richtungen im Mafstabe 1 kg =1 mm
ergibt sich der Krifteplan, aus dem P mit 8,1 mm = 8,1 kg abgestochen werden kann.
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Abb. 177 zeigt den allgemeinen Fall der Belastung eines auf ebener

Flache gleitenden Korpers durch eine beliebig liegende und beliebig ge-
richtete Kraft P und durch das Gewicht G .

! o

\ | )
\ 3 } 2. *G

W
\ 2 G4 0 7
4 s ol
—9
77 7
G N

Abb. 176. Zeichnerische Bestimmung Abb. 177. Gleichgewicht an einem durch
der Zugkraft P, die einen durch die Kraft P und sein Gewicht G belasteten
sein Gewicht G an die Unterlage Korper bei Auftreten von Reibung an der
angepreBten Korper bei gegebenem Stiitzflache.

Reibungskoeffizienten g verschiebt.

Fiir die rechnerische Losung dieser Aufgaben stehen die drei Gleich-
gewichtsbedingungen und die Reibungsgleichung, das sind insgesamt
vier Gleichungen, zur Verfiigung:

1. @+ P-.-sinoo — N = 0;

2. P-cosax — W =0;

3. —P.sina-b—W-h+N-a=0
(Drehpunkt in 4);

4. W=N-pu.

Bei einer Ausbildung der Tragfliche nach
Abb. 178 als Rinne werden die zwei Stiitz-
punkte N je G/2-cosx groB. Damit steigt
der Reibungswiderstand fiir die Verschie-
bung des Korpers in der Rinne vom Werte
W=2:-N-u=@G-p auf G-ufcosoc. Man falt fiir solche Aus-
fuhrungen den Wert p vielfach mit dem Werte 1/cosx zusammen und
fithrt fiir den so erh6hten Reibungskoeffizienten den Buchstaben u’
ein. So folgt W =G-pufcosx =G u'.

Abb. 178, Stiitzung eines Korpers
in einer Rille.

b) Verschiebung eines Korpers auf einer schiefen Ebene.

Neben der Verschiebung von Koérpern auf einer horizontalen Ebene
spielt in der Technik die Verschiebung auf einer schiefen Ebene eine
groBe Rolle. Dabei handelt es sich entweder um eine Verschiebung
mit geradliniger Bewegung (Keil) oder um eine Verschiebung mit krei-
sender Bewegung (Schraube). Die Verschiebung mufl mit gleichférmiger
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Bewegung erfolgen, d. h. ohne Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit.
Bei einer Verschiebung in verzogerter oder beschleunigter Bewegung ist
Gleichgewicht nicht vorhanden.

Fiir beide Falle kommen zwei grundlegende Arten der Kraftanord-
nung in Betracht (Abb. 179 und 181). (1. Kraftrichtung parallel zur
schiefen Ebene; 2. Kraftrichtung wagerecht.)

Bei diesen zwei Belastungsfillen sind ferner je zwei Gleichgewichts-
zustdnde zu unterscheiden.

1. Der Korper gleitet abwirts;

2. der Korper gleitet aufwirts.

So ergeben sich vier Sonderfille:

&) Abb.179. Auf den Korper wirkt eine parallel zu der Neigung
der Ebene gerichtete Kraft; der Korper gleitet abwirts.

Das Gewicht des Korpers G in die zwei
77 Richtungen parallel und senkrecht zur
tragenden Fliche zerlegt, ergibt die beiden
Komponenten @ - sinx und @ - cosx. Die
zweite Komponente wird durch den Stiitz-
druck N ins Gleichgewicht gebracht.

G-cosx — N =0.
Abb. 179. _Stiitzung elnes abwirts- Die erstere Komponente und der aus N
1 .
glettenden Korpers durch die Kraft resultierende Reibungswiderstand W=N-pu
miissen sich mit der Kraft P im Gleichgewicht befinden. @ sina ist
abwarts, W ist aufwirts gerichtet

—Gsina + W+ P=0,

—G@sino +N-u+ P=0,

—G@sino + (G - cosx)u + P=0,

P = G(sina — pu-cosx). (52)

(Die dritte Gleichgewichtsbedingung, welche die Lage von N berechnen
1a8t, ist nicht verwertet, da die Lage vom N unwesentlich ist, s. S. 119.)
Fir den Sonderfall P = 0 geht die obige Gleichung iiber in

G-sindx —@-cosx-u=0, sina —p-cosx =0, u=sina/cosx =tgx.

Fiithrt man fiir u tge ein, so folgt tgo = tgcx Der Winkel & ist gleich
dem Reibungswinkel o .

Auf dieser Gleichung tgx = tgo baut man die Versuche zur Be-
stimmung des Reibungskoeffizienten x und des Reibungswinkels g auf.
Man legt einen Korper auf eine schiefe Ebene, deren Neigung. verstell-
bar ist. Der Neigungswinkel &,, bei welchem der Korper zu gleiten
beginnt, bestimmt mit tga, = p, = tgo, den Re1bungskoeff1z1enten
der Ruhe p,. Der Winkel, bei welchem der Korper in gleichformiger
Geschwindigkeit abwirts gleitet, gibt nach der Gleichung tgax = p = tge
den Reibungskoeffizienten u der Bewegung.

Da u, grofler ist als u, wird man fir die Einleitung der Bewegung
einen groBeren Winkel einstellen miissen als fiir den fortlaufenden
Bewegungsvorgang. Man wird die schiefe Ebene nach dem Eintreten
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der Bewegung wieder flacher stellen, bis die Bewegung aus der be-
schleunigten in eine gleichférmige Bewegung iibergeht.

p) Auf den Korper wirkt eine parallel zur Neigung der Ebene ge-
richtete Kraft P (Abb. 180). Der Korper gleitet aufwirts.

Die erste Gleichgewichtsbedingung ergibt das gleiche Resultat wie
bei der Ableitung unter «)

G-cosax — N=0, N=G-cosx.

Die zweite weicht von der fiir den Bewegungsvorgang unter «) auf-
gestellten insofern ab, als W die umgekehrte Richtung hat, also mit
dem umgekehrten Vorzeichen einzusetzen ist.

Der Korper hat umgekehrte Bewegungsrich-
tung, demzufolge wirkt W nach der ande- S
ren Seite. \

—G-sino — W+ P =0,
—@-sinoo —N-u+ P=0,
—@G.sinoo — G-cosa-pu+ P=0,

P=(G:sinax + G-cosxx - u,

. Abb. 180. Heraufschieben eines
P=G(sinx + p-cosx). (53) Korpers an einer schiefen Ebene.

Durch Zusammenfassung der beiden vorstehenden Ergebnisse ge-
winnt man einen Uberblick iiber das Verhalten eines Korpers dieser
Belastungsart bei schwankender GréBe von P.

Gleichgewicht ist am Kérper K vorhanden, solange P in den Grenzen
zwischen Gsinx —G-cosx-pu und G@sina + Geosax-pu liegt. Bei
dem ersteren Werte gleitet K gleichférmig herunter, bei dem zweiten
Werte geht K in gleichférmiger Bewegung nach oben. Fir alle da-
zwischenliegenden Werte von P befindet sich der Kérper in Ruhe. Es
geniigt dann P zwar nicht, um die Bewegung nach oben zu erzwingen.
P ist aber zu groB, als dal der Kérper nach unten gleiten konnte.

Beispiel 89. In welchen Grenzen darf die einen Korper K von 1200 kg
Gewicht belastende Kraft P verindert werden, ohne da8 der Kérper in Bewegung
kommt, wenn die Neigung der schiefen Ebene o = 20° betriigt und auf einen
Reibungskoeffizienten u = 0,18 gerechnet werden kann?

P, =@ sinax — G- cosa - pu = 1200 - 0,342 — 1200 - 0,939 - 0,18 = 208 kg,

P, =G sinx 4 G- cosx - u = 1200 - 0,342 4 1200 - 0,939 - 0,18 = 612 kg.

Mit P, = 612 kg beginnt die Aufwirtsbewegung. Mit P, = 208 kg beginnt
der Korper abwirts zu gleiten. Angenommen py = u.

Fir P,=0 wird G-sinoa =G-cosa-u, pu=tgo, tge=1tgx.
P, kann entfallen, sobald o < ist. Ein Kérper bleibt auf einer
schiefen Ebene ohne Stiitzung liegen, wenn die Neigung (x)
gleich oder kleiner ist als der Reibungswinkel ().

Den Arbeitsverlust und den Wirkungsgrad fiir das Heraufschieben
einer Last nach Abb. 180 berechnet man aus der Arbeitsbilanz. Legt
die Kraft P den beliebig angenommenen Weg s zuriick, so betrigt die
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aufgewendete Arbeit A4, = P -s. Bei Zuriicklegen dieses Weges in
Richtung der schiefen Ebene wird das Koérpergewicht um die Hohe %
gehoben. A& = s-sinx . Die Nutzarbeit betragt also 4, =G+h. Der
Wirkunsgrad 5 berechnet sich aus Nutzarbeit 4, dividiert durch auf-
gewendete Arbeit 4, mit
_ 4, G-h_ G-.sina _ sinx
N=7%4, =P s~ P = Sinatm-cosa '

(54)

y) Auf den Kérper wirkt eine horizontal gerichtete Kraft. Der
Korper gleitet abwarts (Abb. 181).

Die Zerlegung des Gewichtes @ und der Kraft P nach den zwei Rich-
tungen parallel zur schiefen Ebene und senkrecht zur Tragfliche ergibt

Abb. 181. Halten eines Korpers gegen Abb. 182. Bestimmung des Wirkungs-
Heruntergleiten an einer schiefen Ebene. grades fiir das Heben eines Gewichtes durch
Heraufschieben an einer schiefen Ebene.

die Komponenten P -sinx, P-cosx, G-sinx, G-cos®. Die Summe
der Krifte senkrecht zur Tragfliche ergibt
Gecosa 4+ Psina — N =0.
Die zweite Gleichgewichtsbedingung verlangt
Gsinx — Pcosoo — W =0,
Gsinox — Pcosox — N-u=0,
Gsino — Pcosaw — (Geoso + Psina)pu =0,
@sino — Gecosayp — Pcosax — Psinau =0,
P-(cosx + usina) =G - (sinw — pcosx),
sinx — wu cos«
ErEyT (55)
Setzt man fiir 1 den Wert tgo (Tangens des Reibungswinkels) ein,
so geht diese Gleichung iiber in
. sinx — tgo - cosx

P= cosa + tgo « sina *
Durch coso gekiirzt folgt .
x — 1
P=a li—tgzx‘fggg ’
P=Gtg(x—0). (56)
0) Auf den Korper wirkt eine horizontal gerichtete Kraft. Der
Korper gleitet aufwarts (Abb. 182).

P=G
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Die erste Gleichgewichtsbedingung ergibt das gleiche Resultat wie
bei der Ableitung unter y:

Geosx + Psina — N =0.

Die zweite weicht von der fiir den Bewegungsvorgang unter y auf-
gestellten insofern ab, als W die umgekehrte Richtung hat, also mit
dem umgekehrten Vorzeichen einzusetzen ist. Der Korper hat um-
gekehrte Bewegungsrichtung, demzufolge wirkt W nach der umgekehrten
Richtung.

Gsinog — Pcosax + Nu =0,

Gsinx — P-cosa + (Geosx + Psinax)u =0
Gsinx + Gcosawe — Pcosax + Psinapu =0,
P.(cosq¢ — pu-sina) =G (sinx + u-cosx),
sina+ym

P=G- T .
€08 & — u 8in &

(87)
Setzt man fir 4 den Wert tgo (Tangens des Reibungswinkels) ein,
so geht diese Gleichung iiber in

P — qfine+tgecosa

cosx — tgpsinx
Durch cosa gekiirzt folgt
tgx + tge

P=G'1—tg7tg_g

=G-tg(x+0). (58)

Durch Zusammenfassung der beiden vorstehenden Ergebnisse ge-
winnt man einen Uberblick iiber das Verhalten eines Korpers dieser
Belastungsart bei schwankender Kraftgrofe.

Gleichgewicht ist am Kérper K vorhanden, solange P in den Grenzen
zwischen P = G tg(ex — ¢) und P = G tg(x + o) liegt. Bei ersterem
Werte gleitet K in gleichférmiger Bewegung herunter, bei dem zweiten
Werte geht K in gleichférmiger Bewegung herauf. Fiir alle dazwischen-
liegenden Werte von P befindet sich der Korper K in Ruhe. Es geniigt
dann P zwar nicht, um die Bewegung nach oben zu erzwingen. P ist
aber zu grof}, als daBl der Koérper K nach unten gleiten konnte.

Fur ein Gleichgewicht bei P = 0 gilt, wie bereits abgeleitet,
tga = tgo.

Den Arbeitsverlust und den Wirkungsgrad fiir das Heraufschieben
einer Last nach Abb. 182 berechnet man wie folgt. Legt die Kraft P
den beliebig gewdhlten Weg s zuriick, so betrigt die aufgewendete
Arbeit 4, = P-s. Bei Zuricklegen dieses Weges wird das Korper-
gewicht gehoben um die Hohe %, h = s-tga. Die Nutzarbeit betragt
Ay, =G -h=G-s-tgx.

Der Wirkungsgrad n berechnet sich aus Nutzarbeit durch auf-
gewendete Arbeit mit
A, _G-h__G-s-tgx G tgo
4, P.s P.s P
" — G-tgg __ _ tga
oot~ Bere)

n =
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Wenn die Werte & und o klein sind, rechnet man genau genug nach
der vereinfachten Gleichung.

P=a-(tgx +tgo),
[P=G-(tgx — tgo)],
__ tga
1= ariEe ©0)
Die zeichnerische Verfolgung dieser vier Fille kennzeichnen die

Kriftepline der Abb. 183 bis 186. Abb. 183 entspricht der Abb. 179;
Abb. 184 entspricht Abb.180; Abb. 185 der Abb. 181; Abb. 186 der

Abb. 182.
Fiir den allgemeinen Fall (derselbe kommt in der Technik kaum vor

und hat nur insofern Interesse, als er die beiden vorher gekennzeich-

//’P W ?
G
G\N Q&' N
Abb. 183. Krifteplan fiir das Gleich- Abb. 184. Krifteplan fiir das Gleichgewicht
gewicht beim Halten des Gewichtes G. beim Heraufschieben des Gewichtes @G.

neten Fille &, f und y, d in sich zusammenfaft) ist nach Abb. 187 fiir
die Aufwirtsbewegung und Abwirtsbewegung
P Gsinx FG-cosx-pu
"~ cos(x — B) £ p - sin(x — B)’
Geos + P-sin(x — f) — N =0,
—@sinx 4+ P-cos(dx — )+ N-u=0,
P-cos(® — B) +[Gecosax + P-sin(x — f)]u =G -sinx,
_ GsinaFG@-cosx-p
"~ cos(x —p) £ u-sin(x —f)°
Fiir Fall & und g wird f =«
P=Gsinx F G-cosx-u.
Fir Fall y und 6 wird =10
_Gsina ¥ G-cosa-u
P= cosatu-sina ° (61)
Die Arbeitsweise eines Keiles und einer Schraube entspricht den
Abb. 181 und 182. Dabei tritt jedoch in den allermeisten Fallen aufler
der vorher verfolgten Reibung an der schiefen Ebene noch an einer
oder gar zwei weiteren Stellen Reibung auf. Die sich hochschraubende
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Mutter dreht sich z. B. auf der Spindel und unter der Last; der unter-
getriebene Keil schiebt sich an der schiefen Ebene entlang, und zu-
gleich bewegt er sich auf einer Unterlage.

Abb. 185. XKrifteplan fiir das Gleich- Abb. 186. Krifteplan fiir das Gleichgewicht beim
gewicht beim Halten des Gewichtes G. Heraufschieben des Gewichtes G.

Eine Ausnahme macht lediglich der sehr seltene Fall nach Abb. 188.
Die Last @ wird durch Hochdrehen der Mutter bei stillstehender Spindel
gehoben. Die Last dreht sich mit der Mutter mit.

Mit den im Maschinenbau iiblichen Daten der Ganghéhe % (Abb. 189)
und der Neigung tgo = &/D,, -7 =h/2+r -7 geht die Gleichung (58)
tiber in

h2rm 4 p wul
P=@. M2rrr g 1
1—h2rm-n
h+2.-r.n.
P=G. g~ 7& (62) I
2erex —uch
.
re—Qy—
N
7
rﬂ RAGEE .
AN -‘// A o
N
Abb. 187. Allgemeiner Fall des Gleich- Abb. 188. Gleichgewicht beim He-
gewichtes fiir ein Gewicht an einer ben eines Gewichtes durch Hoch-
schiefen Ebene. schrauben einer Mutter. — Das

Gewicht dreht sich mit der Mutter.
Das Drehmoment zur Bewegung der Mutter ist

My=P.r=@.prt2r=e

2rmw —uh’ (63)

Es treten rings um das ganze Gewinde viele kleine Einzelkriafte auf,
die in Summa das Moment M, ergeben. Sie bilden zusammen ein
Kriftepaar vom Moment P - r. Stellt man dasselbe zeichnerisch dar
und teilt zu diesem Zweck die Summe aller Einzelkrifte in zwei Krifte
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von je P/2, die dafiir den Hebelarm 2 haben, so entsteht daraus die Dar-
stellung im Grundril der Abb. 188. Es ist das Moment P+r = P,-r,,
und da @, = 2 - r betragt, ist P, = P/2. Es kommt zahlenmaBig auf
dasselbe heraus, ob man mit einer Kraft P am Radius », d. h. mit

einem statischen Moment rechnet oder

}<——{0m i mit einem Kréftepaar von P/2-2.r.
i /! Der Wirklichkeit steht der letzte Vor-
. gang naher. Trotzdem bevorzugt man
‘ A das Rechnen mit dem statischen Mo-
4 ,(_ » ment einer Kraft P am Radius r, da

es rechnerisch iibersichtlicher ist.
Wird die Mutter durch ein Krifte-

& dreht, so muB dasselbe das
PR paar ge ,
L‘_" m XL——> Drehmoment

Abb. 189. Darstellung des Neigungswinkels h4+2rem. "
einer aufgewickelten schiefen Ebene — Pieay=G-r-——
Schraubenflache. 2:rem—u-h

aufweisen. Die Mutter ist dann im Gleichgewicht, wie es Abb. 188 zeigt.
Die zwei Kréftepaare P, - a, — das vom Schliissel auf die Mutter aus-
geitbte — und P, - ¢y — das von der Reibung im Gewinde ausgeiibte —
halten sich das Gleichgewicht. @ die Last, wird durch die Stiitzkraft
des Spindelgewindes N zu Null erginzt.

Beispiel 90. Welches Drehmoment ist aufzuwenden, | _
um eine durch 5000 kg belastete Mutter von r = 40 mm | !

mittleren Gewinderadius und % = 18 mm Ganghdhe bei
© = 0,08 hochzudrehen ?
_ h+2rap 1842.4.2.0,08
Md_G"'?r?—yﬁ*5000'42.4-n—0,08-1,8
1,8 +201 381
<@ Erfolgt das Drehen

der Mutter nicht durch
ein Kriftepaar, sondern
durch eine Einzelkraft
(Abb. 190) P,, die am
Hebelarme a, angreift,
so hat die Spindel fiir
das Gleichgewicht der ,. .-

A N Gleichgewicht
hen einer Mutter durch eine Einzel- Mutter eine Stiitzkraft beim Heben eines Gewich-

Abb. 190. Gleichgewicht beim Dre-

kraft P;. P,-:a, Moment des Rei- P £ d D) tes durch Hochschrauben
bungswiderstandes im Gewinde. — 1 aulzuwenden. S einer Mutter. — Das Ge-

P,+a; Moment des Kraftepaares wird die Spindel nicht wicht dreht sich nicht
P{ und P! — P, Einzelkraft. mit.
nur auf Verdrehen be-
ansprucht durch das Kraftepaar P, P{ vom Moment P;- a,, sondern
auflerdem noch durch die Einzelkraft P{ (s. Abb. 190).

Wird durch Hochdrehen einer Mutter die Last gehoben, und dreht
sich die Last nicht mit der Mutter zusammen, so findet eine Bewegung
zwischen Mutter und Spindel wie auch zwischen Mutter und Last
statt.
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Es ist dann ein zweiter Reibungsvorgang zwischen Mutter und Last
in Rechnung zu setzen. Durch Abstiitzen der Last in Kugellagern
lassen sich die Verluste an dieser zweiten Stelle au3erordentlich herunter-
driicken. Daher ist eine Vernachlassigung dieser zweiten Reibungsverluste
vielfach angebracht. Zum mindesten ist es unzweckmflig, die beiden
Reibungsvorginge in gemeinschaftlicher Rechnung zusammenzufassen.

Fir die Mutter gilt in diesem Falle die Gleichgewichtsbedingung

(Abb. 191) Py,-a, — Py-ay— P;-a, = 0.

P, - ay Moment zur Uberwindung der Reibung im Gewinde und zum
Heben der Last; (ay = 2-7);

P, - a, Moment zum Drehen der Mutter gegeniiber der stillstehenden
Last (Ebene 1—1).

Beispiel 91. Welches Drehmoment ist zum Hochdrehen einer Mutter von
28 mm Ganghohe und 120 mm mittlerem Gewindedurchmesser aufzuwenden,
wenn der Reibungskoeffizient an beiden Stellen x = 0,09 betrigt und die Reibungs-
fliche zwischen Mutter und Last einen mittleren Durchmesser D = 200 mm hat ?

Q@ = 10000 kg.
Drehmoment fiir das Drehen der Mutter gegeniiber dem stillstehenden Gewinde.
My=Gor AE200 S~ 10000 . 28; S R
— 10000 - 6 ;??fg—i‘gf%g
- }-00037';5'2 = 9900 kg - cm.

Drehmoment fiir das Drehen der Mutter gegeniiber der stillstehenden Last.
My=W-R, (W=G-u),
M,y = 10000 - 0,09 - 22 = 9000 kg - cm.

Es sind aufzuwenden 18900 kg « cm .

Beispiel 92. Welchen Wirkungsgrad hat die Schraubenspindel nach vor-
stehendem Beispiel, wenn erstens, wie vorher berechnet, an beiden Flichen glei-
tende Reibung auftritt und wenn zweitens die Mutter gegen die Last durch Kugeln
abgestiitzt ist, so daB die Reibung zwischen Mutter und Last vernachlissigt
werden kann.

Bei einer Umdrehung wird die Last um 28 mm gehoben, also die Nutz-
arbeit 10000 - 0,028 = 280 mkg verrichtet. Dazu muB mit dem Momente
P.r=18900kg-cm = 189 kg . m eine Umdrehung gemacht werden. Der
Weg der Kraft P bei einer Umdrehung betrigt 2.r«az. A= P-(2 7r.nx)
=(P-r@2:-2)=2-7-M;=2+n189 = 1190 mkg .

7 = %% = 0,235 = 23,59, .

Bei Fortfall der Reibung an der zweiten Stelle ist nur das Moment M, auf-

zuwenden, d. s. 9900 kg - cm = 99 kg -m. Der Wirkungsgrad betrigt

280 .o
"= 99,5, %
(Nach der Gleichung 5 = __tgx folgt mit
1 %t °F
28 o 1er
tgzx:m=0,o743 o =4°15,

tg o = 0,09 e =5°10/,
_tgd4°15 _ 0,0743 o
1= %g9°25 ~ 0,1658 %)

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl. 9
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Den bei Abb. 190 erklirten Vorgingen durchaus gleich sind die
Vorginge beim Heben einer Last durch Drehen der Spindel.

Gleichartig ist das Heben der Last bei Steigen der Spindel und nicht
steigender, sondern nur sich drehender Mutter. In beiden Fillen wird
nicht sowohl die Last an der schiefen Ebene heraufgeschoben, als viel-
mehr die schiefe Ebene unter die Last heruntergeschoben. Fiir die Kraft-
und Reibungsverhiltnisse an der schiefen Ebene kommt die Anderung
nicht in Betracht. Es tritt jedoch bei dieser Art des Lasthebens unter
allen Umsténden eine zweite Reibungsstelle auf.

Es gehort zum Drehen der Spindel oder der Mutter die Aufwendung
eines Momentes M; = My = My, nach Abb. 191.

Treibt man einen Keil K (Abb. 192) unter einen Koérper 4, um
diesen in die Héhe zu heben, so tritt neben der Reibung an der hori-

le.

Abb. 192. Gleichgewicht beim Hochtreiben eines durch @, belasteten Korpers 4 durch den von
der Kraft P getriebenen Keil K.

zontalen und der schrigen Fliche noch Reibung an der Stiitzfliche 3
auf. Bei einem Heruntertreiben zweier symmetrisch angreifender Keil-
stiicke nach Abb. 193, deren Wirkungsweise derjenigen einer Mutter-
drehung gleichkommt, tritt diese Haltekraft nicht in Erscheinung.
Sie wird ersetzt durch das Kriftepaar, welches die Spindel gegen das
Mitgedrehtwerden durch die Mutter festhalten muf.

Die auf den Keilkorper wirkende Kraft P hat nach Abb. 194 die
beiden Krafte H; und H, zu tberwinden. Es ist

Hl':th((x + 91)7
H, =@ tgo,.

P = Q[tg(x 4 0,) + tgo,l.

Da der Kérper mit der Kraft H, an seine Fiithrung (Abb. 192) gedriickt
wird, tritt an dieser ein Reibungswiderstand in der GréBe H, - u, auf.

Daraus folgt
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Damit folgt, daB die nutzbare Last @, um diesen Reibungswiderstand
kleiner ist als die Vertikalkomponente der Stiitzkraft S, und es berechnet

sich
Q=Q—H,-p3=0— H,-tgo,
P

= te(a T o) ¥ tgos Q- tg(x + o) - fg0s,

Q,=P- 1 _tg(x 4 o) + tgos
1 tg(x + 01) + tgo2 tg(x + 01) « tgos ’
1—1tg(x+ 01)tg03
=P . 64
Q1 tg(x + ¢1) + tg oo (4

v

Abb. 193. Hochtreiben einer Last Abb. 194. Gleichgewicht beim Eintreiben eines

durch 2 Keile. — Vermeidung der Keiles unter eine Last Qs ohne Beriicksichtigung

bei einfachem Xeil auftretenden der Reibung an der seitlichen Stiitzfliche der
Seitenstiitzung. Last.

In den meisten Fillen vernachlissigt der Techniker die Reibung an
der dritten Fliche. Besonders dann darf er dies tun, wenn & gering ist
und das Anziehen des Keiles durch Schlagen erfolgt.

¢) Zapfenreibung.
&) Tragzapfenreibung (Abb. 195) .

Lastet auf einem Zapfen eine Kraft P, und liegt die Schale voll-
kommen an dem Zapfen an, so erfahrt der Zapfen eine Bremsung durch

die” Zapfenreibung von
4 N
Md=;-M'P"r. (65)
Darin bedeutet P die auf dem —
Zapfen ruhende Last, u den Reibungs-

koeffizienten. Es betragt also der
Reibungswiderstand am Umfange

4 Abb. 195. Tragzapfen belastet mit P.
W=P-—u. (66) Reibungswiderstand W.
P17

Man faBt den Wert 4/7 mit dem Werte u, der an und fiir sich nicht
genau angegeben werden kann und, wie oben erklart, von zahlreichen

g*
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Faktoren beeinfluBt wird, die man nur zum Teil erfassen kann, zusammen
in dem Faktor u, =4/z-u.

Es bedeutet das lediglich eine Vereinfachung der Schreibweise, wenn
man in vorstehender Gleichung statt 4/z - u u, schreibt. u; nennt man
den Zapfenreibungskoeffizienten

Mg=P-r-uy. (67)

Beispiel 93. Welche Leistung geht in einem Traglager von D = 250 mm
Durchmesser verloren, wenn dasselbe mit 5000 kg belastet ist und die Welle
140 Umdrehungen pro Minute macht. Der Zapfenreibungskoeffizient 1, betrage
0,04. W Reibungswiderstand am Zapfenumfange.

W = N .« u; = 5000 - 0,04 = 200 kg .
Die Geschwindigkeit am Zapfenumfange ist
_D-m.-n _025-.7.140
60 60

Mit dieser Geschwindigkeit muB3 eine dem Widerstand W gleiche Kraft P
Arbeit leisten, um die Reibung zu iiberwinden.

P.v 200-1,83
75 = ‘—7—5’-—-— 4,9 PS.

Beispiel 94. Die Welle eines Schwungrades von 5000 kg Gewicht ruht in
den Traglagern von 150 und 170 mm. Die Lagerung ist so ausgefiihrt, daB auf
das stirkere Lager 3000 kg und auf das schwichere 2000 kg kommen. Welche
Arbeit verzehrt die Zapfenreibung in jeder Umdrehung, wenn der Zapfenreibungs-
koeffizient in den Lagern u; = 0,03 ist?

Der Reibungswiderstand am starken Lager betragt W; = 3000 - 0,03 = 90 kg.

Im schwachen Lager ist W, = 2000 - 0,03 = 60 kg.

Bei jeder Umdrehung verzehren die beiden Reibungswiderstinde

Aj=W,-2.r .72 und Ay=W,y-2-7r,-7,
A, =90.0,17 - w = 48,2 mkg ,
A, = 60 .0,15 - 7 = 28,2 mkg ,

A =177mkg.

v = 1,83 m/sek.

L=

p) Stutzzapfenreibung (Abb. 196).

Nimmt man an, daf} sich die Last gleichméafig auf die ganze Fliche
verteilt — eine Annahme, die im iibrigen durchaus nicht einwandfrei
ist —, so greift die Summe der Reibungswiderstinde im

P Abstande %r vom Zapfenmittelpunkte an. Man kann

die Kreisfliche unterteilt denken in eine Reihe von

Dreiecken. Die Schwerpunkte aller dieser Dreiecks-

flichen liegen in %r Abstand. Es bilden die Schwer-

punkte einen Kreis von %r Radius. Am Umfange dieses

r Kreises greifen die Reibungswiderstinde an. Thr Moment
betragt o

Popieg r. (68)

y) Backenbremsen.

Die Reibungsvorginge finden eine Nutzanwendung

Abl}. 196'bsltﬁ'§zi beim Bau von Bremsen. Man vernichtet durch Bremsen
apien €. e . . . o
e P mechanische Arbeit, z. B. um einen bewegten Korper
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zum Stillstand zu bringen, also um’ sein — s
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aufzuzehren. Man be-

nutzt diese Aufzehrung auch zugleich zu MeBzwecken.

Abb. 197 kennzeichnet die einfachste Form einer Bremse.

(Nach

der Anwendung einer Bremsbacke bezeichnet man derartige Bremsen

als Backenbremsen zum Unterschiede von
den mit einem Bremsbande arbeitenden
Bandbremsen.)

Der Bremsklotz wird mittels eines Hebels
gegen die Scheibe gepret. Bei einer Kraft P
am Hebelende ist der Anpressungsdruck
N=P-lja. An der Berithrungsfliche
zwischen Backe und Scheibe tritt ein Rei-
bungswiderstand von der Grole W=N-pu
auf. Der Reibungswiderstand ergibt das
Moment W -7 und bremst mit diesem Mo-
mente die sich drehende Scheibe. FEr zieht
also 2-7-7- W mkg in jeder Umdrehung
aus der bewegten Masse heraus.

Beispiel 95. In wieviel Umdrehungen wird

.2
ein 20000 mkg 1n~2~v_) enthaltendes Schwung-

\ /
/4
P
P
a,——J A
Abb. 197. Backenbremse. P au

den Bremshebel ausgeiibte Kraft.

— N Anpressungsdruck der Brems-

backe gegen die Scheibe. — W Rei-

bungswiderstand am Scheibenum-

fang auf die Scheibe wirkend. —

W geht durch den Drehpunkt des
Hebels.

rad abgebremst, wenn die Bremsscheibe 600 mm Durchmesser besitzt und der
an ihrem Umfange erzeugte Reibungswiderstand W = 100 kg betrigt.

Bremsarbeit in einer Umdrehung

A=2 z-r-W=2-2-0,3-100 = 188 mkg.
In ¢+ Umdrehungen wird die Arbeit von 20000 mkg vernichtet.

7+ 188 = 20000 .
1=106.

Beispiel 96. Welches Bremsmoment iibt eine nach Abb. 197 gebaute Backen-
bremse aus, wenn die Kraft am Hebelende P = 30 kg betrigt und die Hebel-
lingen mit [ = 1000 mm und @ = 400 mm ausgefiihrt sind? Der Scheibendurch-
messer ist 500 mm, und der Reibungskoeffizient kann mit ¢ = 0,18 angenommen

werden. P 50 - 1000
=" =40
W=N.u="175.0,18=13,5kg,

My=W-.r=135.25=1337,5kg-cm.

(P ist als auf den Hebel wirkend eingetragen,
N als auf die Scheibe wirkend. Diese Eintragung
ist also theoretisch falsch.)

Die vorstehende Berechnung ist nur
dann richtig, wenn die Richtung des Brems-
widerstandes, wie in Abb. 197 dargestellt,
durch den Drehpunkt des Bremshebels
geht. Bei einer Lage des Drehpunktes nach
Abb. 198 gibt die dritte Gleichgewichtsbe-
dingung fiir den Bremshebel folgende Glei-

chung Pl—N-a—W-b=0.

="T5kg,

P auf

Abb. 198.
den Bremshebel ausgeiibte Kraft. —
N Anpressungsdruck der Scheibe
gegen die Bremsbacke (Reaktion der
von der Bremsbacke auf die Scheibe
ausgeiibten Xraft, s. Abb. 197). —
W Reaktion zu dem von der Brems-
backe auf die Scheibe ausgeiibten
Reibungswiderstand der Abb, 197,

Backenbremse.
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In Abb. 198 sind die Krifte eingetragen nach ihrer Wirkungsweise
auf den Bremshebel.

Es wird die Wirkung der Anpressungskraft P durch das vom Brems-
widerstande ausgeiibte Moment W - b verringert. Der Bremswiderstand
W ist bestrebt, die Backe abzuheben. Es muf also zur Erzeugung des
gleichen Anpressungsdruckes N eine groBere Kraft P aufgewendet
werden als bei der Ausfithrung nach Abb. 197.

Legt man den Drehpunkt des Bremshebels nach der anderen Seite
(Abb. 199), so verlangt das Gleichgewicht

P.l—N-a4+W-b=0.
Es unterstiitzt nun die Wirkung des Bremswiderstandes W die auf-
gewendete Kraft P. I

Wishlt man die Lage des | I
Drehpunktes,d.h. die Langeb, % 3
(=

3
sodaB _N.q+W-b=0 ﬁ :
N-.a

ist, b= 7

ﬂﬂm )_-,

l |
1 r
a
[ | d I
b N/ ;
| |
I

o\ | 1]
[ a—= Z I U
\ r/ Zi t
Abb. 199. Backenbremse, wie Abb. 198, Abb. 200. Pronyscher Zaum.

mit anderer Lage des Hebeldrehpunktes.

so kann die Kraft P iiberhaupt entfallen. Die Bremse wirkt selbstsperrend.

Die obigen Gleichgewichtsbedingungen sind sémtlich unter Annahme
eines Drehsinnes aufgestellt. Bei einer Umkehrung des Umlaufsinnes
wird die Bauart nach Abb. 199 die Aufwendung einer Kraft P nach der

Gleichung Pl—Nea—W-b=0
no6tig machen; also ein groBeres P erfordern als die Bauart nach Abb.197.
P.1—N.a=0.

Fir MeBzwecke baut man eine Bremse nach Abb. 200 (Pronyscher
Zaum).

Dieselbe besteht aus einer Doppelbackenbremse, deren Hebel sich
auf eine Wage stiitzt oder durch ein Gewicht belastet ist, so daB die
am Hebelende angreifende Kraft gemessen werden kann.

Halten die Backen die sich drehende Scheibe mit dem Reibungs-
momente W - D zuriick und nimmt demzufolge die Scheibe ihrerseits
die Backen mit dem Momente W . D mit, so wird sich am Endpunkte
des Hebels eine Kraft P ergeben, welche sich berechnet aus

P.-l=W-D oder P-1=2-W-R.
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Beispiel 97. Ein Pronyscher Zaum von L = 1200 mm Hebelliinge, der um
eine mit 150 Umdrehungen laufende Scheibe von D = 600 mm gespannt ist, trigt
ein Gewicht P = 25 kg. Welches Drehmoment wird dabei abgebremst, und welche
Leistung gibt die Scheibe an der Bremse ab?

Das Bremsmoment ist
2. W-R=P-1=25-120 = 3000 kg - cm .
Der Reibungswiderstand am Umfange betrigt
2. W= 2900 =100kg.
Die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe v berechnet sich mit
o D_"rn 0,6 -7 150

v 60 60 = 4,7 m/sek.
Die abgebremste Leistung ist
N=2-W-v: 100 . 4,7 — 6,28 PS.

75 75

Obschon es sich beim Bremsen mit einem Pronyschen Zaum um
die Wirkung eines Kraftepaares von der Kraftgroe W und dem Ab-
stande 2 - R handelt, fithrt man auch hier das statische Moment ein von
2-W Kraftgrofle und 1-R Hebelarm. Es ist das zahlenmiBig
genau dasselbe, das statische Moment ist jedoch insofern leichter faf3-
bar, als es durch das statische Moment der gewogenen Kraft ausgeglichen
werden mufl. Das statische Moment der auf den Wagebalken wirkenden
Kraft 1aBt sich einfacher als (2-W) (1:-R), d. h. als das statische
Moment des alle einzelnen Reibungswiderstinde zusammenfassenden
Wertes 2 W auffassen.

Man schreibt darum die obige Gleichung:

P.1=W-R

und bezeichnet mit W die Summe aller am Scheibenumfange auftreten-
den Reibungswiderstinde. (Vorher ist fiir diese Summe die Be-
zeichnung 2W gewihlt.)

Beispiel 98. Das am Hebel eines Pronyschen Zaums hingende Gewicht P
ergibt in bezug auf den Scheibenmittelpunkt das statische Moment P - [ = 25 - 120
= 3000 kg - cm = 30 kg- m. Wie groB ist die Summe aller am Scheibenradius
r = 30 cm auftretender Reibungswiderstinde, und welche Leistung bremsen sie
ab, wenn die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe 4,7 m/sek ist?

30 P.v 100-4,7

= 6,28 PS.

2. Rollende Reibung.

Die rollende Reibung fafit man so auf, als wenn der gerollte Korper
wegen der Forménderungen an der Auflagefliche iiber eine Ecke her-
iibergekippt werden muB8. Die Abb. 201 kennzeichnet diese Auffassung.
Die Rolle hat sich in die Unterlage eingedriickt. Bei einer Bewegung
nach rechts muf} sie iiber die Ecke A hinweggekippt werden.

Die dritte Gleichgewichtsbedingung verlangt:

P-h=G-f, P=G-1.
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Da h nur um einen kleinen Betrag von r abweicht, kann man fir
h den Wert r einsetzen.

P=G-I.
r

Die Lange f bezeichnet man als den Hebelarm der rollenden Reibung.
Die nachstehende Tabelle gibt eine Reihe von Erfahrungswerten von f .

Eisen auf Eisen (Stahl auf Stahl) . . . 0,05 cm,
Pockholz auf Pockholz . . . . . . . . 0,047 cm,
Ulmenholz auf Pockholz. . . . . . . . 0,081 cm.

Beispiel 99. Welche Kraft ist fiir das Fortrollen einer Walze von 300 kg
Gewicht und 20 cm Radius aufzuwenden, wenn der Faktor f der rollenden Reibung
0,05 cm betrigt?

P= 300-9%3 = 0,75 kg.

Fir das Verschieben einer Platte auf einer Rolle zeigt' Abb. 202 die
Krifteverteilung. Es tritt sowohl zwischen der Rolle und der Unter-

& |
| VK2 g
Y 12\ o 3
]’ > 4 ¥ 4 { \\\\\\\\\\":
r \¢ ro - A
b G
‘ KA/
N G+ Gy
Abb. 201. Gleichgewicht Abb. 202. Gleichgewicht Abb. 203. Gleichgewicht an
an einer durch die Kraft an einer durch eine Rolle einer mit rollender Reibung
P gezogenen Rolle vom gestiitzten Platte, die auf der Unterlage und glei-
Gewichte @. durch eine Kraft P ge- tender Reibung am Zapfen
zogen wird. bewegten Achse vom Ge-

wichte G bei Belastung mit Q.

lage als auch zwischen der Last und der Rolle rollende Reibung auf.
Uber wie unter der Rolle ergeben sich Formanderungen, die ein Kipp-
moment erforderlich machen. An der oberen Rollenseite tritt die Kraft
Gy (Gy Gewicht der Platte), an der unteren Rollenseite die Kraft
G = G, + G, (G, Gewicht der Platte, G, Gewicht der Rolle) auf. Die
Summe der Momente, bezogen auf 4 als Drehpunkt, betrigt mit der
vereinfachenden Annahme, daf die Hebelarme a und b beide gleich »
gesetzt werden koénnen

+P'27'_G2(f1+f2)_G1'f1=0,

p_Galhit 1)+ 6k
2r '

Da in den meisten Fillen f, = f, = f gesetzt werden kann, schreibt
man einfacher

P=RG:+ &) %- (69)
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In der Technik tritt die rollende Reibung vorwiegend mit gleitender
Reibung zusammen auf. Es handelt sich in den meisten Féllen um eine
Bewegung von Ridern, deren Achszapfen durch das zu tragende Ge-
wicht belastet sind. Neben der rollenden Reibung zwischen Rad und
Schiene tritt die gleitende Reibung zwischen dem Zapfen der Radachse
und der Lagerschale auf. Die Schiene ist dabei belastet durch @ + &;
Q Last auf dem Zapfenlager; G Gewicht des Radsatzes. Das Zapfen-

lager hat nur @ zu tragen.
Das die Radachse antreibende Drehmoment M, bestimmt sich nach

der Abb. 203 mit
My=@Q+Gf+W-r,

W Reibungswiderstand am Zapfenumfange W =@ - p,.

Denkt man sich das Drehmoment erzeugt durch eine am Radius E
angreifende Kraft P, so erhilt man aus der Gleichung My = P - R fiir
P den Wert

P=@+60)L+0 mxg. (70)

Diesen Wert nennt man den Fahrwiderstand.

Beispiel 100. Welchen Fahrwiderstand hat ein Kran von 800 mm Rad-
durchmesser, 90 mm Achszapfendurchmesser, 12000 kg Gewicht des ganzen Kranes
inkl. Last bei 1000 kg Gewicht der Réder und deren Achsen?

f=0,05cm, 1y = 0,03,
- f r
P—(Q+G)F+Q'll1'§:
@ = 12000 — 1000 = 11000 kg, G = 1000 kg,
0,05
40

=15+ 37 = 52 kg.

Beispiel 101. Welche Leistung muB der Kranfahrmotor fiir den in Bei-
spiel 100 berechneten Fahrwiderstand erhalten, wenn der Kran mit v = 36 m/min
fahren soll und der. Wirkungsgrad des Triebwerkes # = 70%, ist?

_P.v_ 52-36

P = 12000 -

4,5
-+ 11000 - 0,03 - 20

L, = T = 6075 0,416 PS,
L 0416
Lg =—77- = —O’T = O,GPSo

3. Seilreibung.

Unter Seilreibung versteht man die Reibung zwischen einem elasti-
schen Korper und einem von diesem umspannten Koérper. Zwischen
dem Band B und dem Kérper K, der von B umschlungen ist, herrscht
Seilreibung (Abb. 204). Die Seilreibung unterscheidet sich von der
Reibung zwischen starren Koérpern dadurch, dal die anpressende Kraft
abhingig ist von der GroBe des Reibungswiderstandes, der Reibungs-
widerstand also riickwirkend die ihn erzeugende Anpressungskraft be-
einfluBt. Eine solche Riickwirkung zeigt sich freilich schon bei einer
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Backenbremse nach Abb. 198 und 199. Doch kann bei ihr die ganze Riick-
wirkung durch eine Gleichung (3. Gleichgewichtsbedingung) rechnerisch
erfallt werden. Bei der Seilreibung ist diese Rechnungsart nicht durch-
fithrbar.

Bewegt sich ein Korper auf einem anderen nach Abb. 170, so ist
der Anpressungspunkt N durch die duBeren Kréfte, die auf den Kor-
per K wirken, von vornherein eindeutig festgelegt. Legt sich ein Band
um eine Scheibe, wie es Abb. 204 zeigt, so
wird es zwar auf der einen Seite mit einer von
vornherein durch die gegebene Kraft S, be-
stimmten Kraft NV, angepref3t, der Anpressungs-
druck N, an der anderen Seite hingt aber
davon ab, welchen Reibungswiderstand das
Seil an der Scheibe findet. Nimmt die Scheibe
das Seil mit dem Reibungswiderstand W mit,
zieht sie also das Seil links mit der Kraft
?b%nioﬁi?fnieﬁféﬁﬁﬁ 8 una S, + W in die H6he, so hingt von diesem
}'<].3)’ndpunkt;el}t d:s dums;fnnten X’erte 8, = Z\‘gz +fvg’ d. hS Vond Wsselllbs]g, d:‘)e

ogens auftretenden Anpres- npressung N, auf dieser Seite der Scheibe ab.

ungedrucke 1 und Es bildet der den Wert W enthaltende Seil-
zug 8; =8, + W in Gemeinschaft mit dem eindeutig festgelegten
Seilzuge S, gewissermaflen das, was bei einer Reibung nach Abb. 170
der von W unabhingige Faktor N ergab.

Die Seilreibung folgt der Gleichung

Sy =8y erx.

Darin bedeutet

8, die Zugkraft im ziehenden Ende,
S, die Zugkraft im gezogenen Ende,
¢ die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen,
p den Reibungskoeffizienten zwischen Seile und Scheibe,
o den umspannten Bogen.

Teilt man den umspannten Winkel nach
Abb. 205 in n Teile, so gilt fiir den ersten Teil,
d.i. fiir einen Winkel von der Grofle &/n, der
Krifteplan nach Abb. 206.

Die Anpressung erfolgt durch die Kraft N,,
die wegen der Geringfiigigkeit des Unter-
schiedes zwischen S, und S5 mit

Abb. 205. Zerlegung desTu_xln- x
spannten Bogens & in n Teile. 9.
Ny=2:8in5—--8,

2n
angesetzt werden kann. Dieser Anpressungsdruck erzeugt den Reibungs-
widerstand W.

.o
W=N2-/L=S2-2sm%-,u,

Sy = 8y + W =28+ 8, 2sin5 - u.
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Setzt man fiir den Sinus den Winkel selbst ein, was bei kleinen
WinkelgréBen zuldssig ist, so geht die vorstehende Gleichung iiber in

SQ:S2+82'2%'/"=82(1+/L—Z—>.

Die so erzielte Kraft 85 legt das Band an das zweite Bogenstiickchen
(Abb. 207) an, so daB die Spannkraft S5 am Ende dieses zweiten Bogen-
stiickchens den Wert

v __ Q x . a\2
Sy = Sz(l + M;) = Sz(l + ﬂ;)
erreicht.
So steigert sich die Spannkraft immer weiter auf

[

Sz(l + ,u7>3 auf Sz(l —I—,u%>4. .

Abb. 206. Krifte am ersten der n Teile Abb. 207. Krifte am zweiten
des umspannenden Seilstiickes. der n Teile des umspannenden
Seilstiickes.

bis am Ende des letzten Stiickchens der Wert
w®\n
S1= 8 (1 +0%)

erzielt wird.

Der Klammerwert ist gleich e**
S1 = Sge™*. (71)
(Siehe Anm. 7 am Schlufl des Buches.)

Beispiel 102. Mit welcher Kraft nimmt eine Scheibe das Seil mit, wenn
dasselbe bei einem Anpressen durch die Kraft S, = 60 kg so zur Anlage gebracht
wird, daB es die Last S; = 180 kg zu heben vermag?

Bei einer losen Rolle wiirde S, =8, sein. Die in der Aufgabe festge-
legte Differenz 8; — 8, = 120 kg 1ist gleich der GroBle des Reibungswider-
standes W, der von der Scheibe durch die Seilreibung auf das Seil iibertragen
wird.

Der Wert von u hingt, wie oben bereits erklirt, von zahlreichen
Faktoren ab. (Die Auswertung derselben fallt in die Maschinenbau-
lehre.) Die folgende Tabelle gibt fiir eine Reihe verschiedener Werte
fur 4 und & die Werte e*~.
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Werte von e”?*,

Verhiltnis| Lederriemen auf Scheibe aus .

sg?ng;gr-l Holz Gubeisen - Hanfseile auf %}see,g;?

E&%egzn"f Zustand des Riemens | : ba;\l;lfer

zen Kreis- | Eisen- | Holz- | rauhem | poli eiserner

ul;xf.a:lzze g:zvt?;:_t gesf:?fl:et g?e‘f;g;%:t} feucht | trommel | trommel ‘ a;ilolz ‘p Heorltze ™ | Scheibe
K2 = w=0 w=
27 047 | 0,12 | 0,28 | 038 | 025 04 | 05 | 033 0,18
0,1 1,34 |, 1,02 | 1,19 | 1,27 1,17 1,29 ! 1,37 ‘ 1,23 1,12
0,2 1,81 | 1,16 | 1,42 | 1,61 1,37 1,65 1,87 1,51 1,25
0,3 2,43 | 1,25 | 1,69 | 2,05 1,60 2,13 2,57 1,86 1,40
0,4 3,26 | 1,35 | 2,02 | 2,60 1,87 2,73 3,51 2,29 1,51
0,5 4,38 | 1,46 | 2,41 | 3,30 2,19 3,51 ‘ 4,81 2,82 1,76
0,6 5,88 | 1,57 | 2,81 | 4,19 2,57 4,52 6,59 | 3,47 1,97
0,7 7,90 | 1,66 | 3,43 | 5,32 3,00 5,81 9,00 4,27 2,21
08 [10,6 | 1,83 | 409 | 6,75 | 351 | 747 12,34 5925| 247
0,9 |14,3 | 1,97 | 4,87 | 8,57 4,11 9,60 “ 16,90 6,46 | 2,77
1,0 19,2 | 2,12 | 5,81 (10,9 4,81 | 12,35 23,14 7,95 3,1
1,5 10,55 | 43,38 | 111,16 | 22,42 5,45
2,0 23,14 | 152,4 " 535,47 | 63,23 9,6
2,5 50,75 | 535,5 ‘2576,0 178,5 16,9
3,0 111,3 11881 12392 502,9 | 29,8
3,5 | 244,2 | 6611 59610 | 1418 52,4

Beispiel 103. Welche Leistung vermag ein Riemen bei 25 m/sek Riemen-
geschwindigkeit zu iibertragen, wenn an der treibenden Scheibe der umspannte
Bogen 180°, an der getriebenen 144° betriigt, © = 0,28 angenommen werden darf
und §, = 100 kg ist?

Nach der Tabelle bestimmt sich e** fiir 180° Umschlingung (180° = 0,5 - 360;
0,5 = «/27) = 2,41 und fiir 144 ° Umschlingung (144 =0,4 - 360; 40 = «/2 ) = 2,02.
Die treibende Scheibe vermag mit S; = 2,41 - 100 = 241 kg den Riemen zu ziehen,
d. h. 241 — 100 = 141 kg an den Riemen abzugeben. Die getriebene Scheibe ver-
mag jedoch nur die Differenz von 2,02 . 100 = 202 kg weniger 100 kg aus dem
Riemen herauszuziehen. So werden auch nur 202 — 100 = 102 kg iibertragen.
P.v 102.25
N T = 34 PS.

(Es wird in diesem Falle die Reibung an der treibenden Scheibe nicht voll
ausgenutzt; s. S. 118.)

Bei einer mehrfachen Umschlingung addieren sich die Umschlingungs-
winkel. Lauft an der ersten Rille das Seil mit S,e#* auf, und kommt
es umgelenkt durch die lose Rolle R (Abb. 207) nun mit dieser Spann-
kraft in die zweite Rille, so steigert sich in ihr die Kraft, von S, - e**
ausgehend, auf das e**fache, d.i. auf S,- (¢#*). (et%) = S, - et (1t a2),
Es ist dieser Vorgang nur eine Wiederholung der vorstehenden Ab-
leitung im groBeren Maflstabe. Die kleinen Winkelstiicke sind auf zwei
Rollen verteilt. An der Addition ihrer Wirkungen wird dadurch nichts
geandert.

Beispiel 104. Ein durch zwei Scheiben getriebenes Seil nach Abb. 209 ist
im losen Ende mit S, = 1500 kg angespannt. Welche Zugkraft vermag dasselbe
auszuiiben, wenn u = 0,25 betrigt; «,/2x = 0,7(x%, = 252°) und /27 = 0,5
(¢, = 180°) ist? Welche Leistungen geben die beiden Scheiben einzeln an das
Seil ab bei einer Seilgeschwindigkeit von v = 8 m/sek ?

Nach der Tabelle ist ¢“* =3, % =219,
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Die erste Scheibe steigert die Seilkraft von 1500 auf 1500 - 3 = 4500 , nimmt
also das Seil mit 4500 — 1500 = 3000 kg mit. — Die zweite Scheibe steigert von
4500 kg ausgehend die Seilkraft auf 4500 . 2,19 = 9800 kg , iibertrigt also auf
das Seil die Kraft von 9800 — 4500 = 5300 kg .

Die erste Scheibe gibt an das Seil eine Leistung von

P.v 3000-8
N="g =5 =320
ab. Die zweite Scheibe gibt
5300 - 8
g = 565 PS ab.

Betrigt die Seilbelastung nur 4900 kg bei 1500 kg Zug im losen Ende, so er-
geben die Scheiben eine zweifache Sicherheit gegen Gleiten.

Die Bauart der auf Seilreibung fulenden Bandbremsen kennzeichnet
Abb. 210 und 211. Das eine Bandende ist mit dem festen Punkte A4 ,
dem Drehpunkte des Hebels H verbunden. Die am Hebelarmende auf-

Abb. 208. Krifte an einem Seil bei mehr- Abb. 209. Krifte an einem Seil bei Mitnahme durch
facher Umschlingung einer Scheibe. 2 einzeln angetriebene Scheiben.

gewendete Kraft bringt das Seil mit Z = K - I/b zur Anlage. Bei einer
Umdrehung im Sinne [ ist Z die Zugkraft im losen Ende. Z bringt
das Seil zur Anlage an der Scheibe. Das Seil wird von der Scheibe so
mitgenommen, daf} es das andere Ende mit U = Z - e** zieht bzw. vom
Seil mit Z - e“* zuriickgehalten wird. Die Bremsung erfolgt dann mit
der Kraft

K.l

P=Z-e"*—Z=17Z(e*—1)=—-

Z (e.uzx —_— 1) s

p=Ltenn—1). (72)
Bei einer Drehung im umgekehrten Sinne I7 ist Z = K - [/b die im
straffen Ende herrschende Kraft.
Z — U ist die iibertragene Kraft, wobei Z = Ue* ist.

wo no
P=f—U=z— 2 —g¢ -1 _Kid"—1

nwo
e

H
ol b ot

(ol e%—
P=1‘ l.e 1. (73)

[ e
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Beispiel 105. Welche Bremskraft iibt eine Bremsanordnung nach Abb. 210
aus, wenn e“*=247(x=08-2.x; u=0,18) betrigt, und K = 20 kg,
1=1200mm, b= 100 mm ist?

Umlaufsinn I: P, = k-1 (e“*—1) = w < (2,47 — 1) = 354 kg,
: K-1(e"* —1\ 20.1200 247—1
Umlaufsinn I7: P, = B ( o ) 00 a4 = 133 kg .

Bei der Drehrichtung I wirkt eine Bremskraft P, = 354 , bei der Drehrichtung I1
wird mit nur 133 kg gebremst.

Bei der Differentialbremse nach Abb. 211 fithren beide Seilenden
zu beweglichen Punkten am Hebel.

Abb. 210. Krifte an einer Bandbremse. Abb. 211. Krifte an einer Differential-
Bandbremse.

Die dritte Gleichgewichtsbedingung fiir den Hebeldrehpunkt auf-
gestellt, verlangt bei Drehsinn
—K-l+Z-a;—U-ay,=0,
U=17Z-.e">,
K l=Z-a,—Z-er*-a,,
g _ K1
a; —e“%* . a,

P=U—-Z=2Z-e*—Z="Z@e*—1),
_Kele(e"*=1)

P
ay— agee® (74)
Fur den Drehsinn II folgt aus
—K:-l4+Z-a;,—U-a,=0 und Z="U:e*
K-l:Z-al——U-%:Z-a1~Z'a2=al'e/m_a?.Z,
et et
P:Z—U:Z-(e/m—l)zK'l'(e‘“"—l).e/m,
a,-e“* —a,
Keleo ua_l o oM
P= (e )- e 15)

ay-e"*—ag
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Fiihrt man bei der Verwendung fiir den Drehsinn I die Bremse mit
a, = a, e** aus, so wird K =0.

e (e —
p_ K-l (1)

b
ay e — ay e

Der Nenner ist Null. Obschon der Zihler Null ist, bleibt P ein von
Null abweichender Wert.
Es sperrt die Bremse selbst.

4. Standsicherheit bei Beriicksichtigung der Reibung.

Die Belastbarkeit eines Korpers, dessen Gleichgewicht durch das
Auftreten der Reibung an den Stiitzpunkten gesichert ist, beurteilt sich
am einfachsten an Hand einer zeichnerischen Auftragung. Ein Korper,
an dessen Stiitzflichen keine Reibung auftritt, kann nur durch Krifte,
die senkrecht durch die Stiitzflichen gehen, gehalten werden. Es darf
demzufolge der Korper K in Abb. 212 nur so belastet sein, dafl die
Resultante seiner Belastungskrifte durch den -
Schnittpunkt S der beiden Normalen ¢—a und V/OCZ
b—b geht. Denn nur dann la8t sich die Resul- ‘ oy
tante in diese beiden Richtungen zerlegen. \ V\/

Abb. 212. Belastung eines Abb. 213. Belastung eines Abb. 214. Unbestimmtheit
angelehnten Korpers K bei angelehnten Korpers beim der StiitzkraftgroB8en und
reibungsloser Stiitzung. Auftreten von Reibung an Stiitzkraftrichtungen bei
den Stiitzpunkten. einem angelehnten Korper.

Tritt an den Stiitzpunkten Reibung auf, so kann die Stitzkraft
um den Reibungswinkel von der Normalen im Berithrungspunkte ab-
weichen. Bei einer Stiitzung des schrigstehenden Stabes nach Abb. 213
wird so lange Gleichgewicht vorhanden sein, als die den Stab belastende
Kraft eine Zerlegung in zwei Stiitzkrafte, die um nicht mehr als die
Reibungswinkel von den Normalen abweichen, zuldaf3t. Hat (Abb. 213)
der Reibungswinkel an der Stiitzfliche 1 die Grofie g, und an der Stiitz-
flache 2 die Grofle g, , so ist die Kraft P im Gleichgewicht durch die
beiden Stitzkrafte S; und S,. Zerlegt man diese Stiitzdriicke in die
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Normalkrifte N; und N,, so ergeben sich die Reibungswiderstinde

W, und W,,
W, =N,-tgo,, Wy = N,-tgo,.

Hat die Last eine Lage, die ohne Inanspruchnahme des erreich-
baren Hochstwertes an Reibung im Gleichgewicht gehalten werden
kann, so sind viele Losungen moglich. Abb. 214 zeigt einen solchen
Fall. EslaBt sich die Kraft P zerlegen in die Werte P{ und P{ und auch
in die Werte Pj; und P3. Rechnet man damit, daB die Stitzung durch
die letztgenannten beiden Krifte erfolgt, so wird fiir das Gleichgewicht
das Auftreten der Reibung im oberen Stiitzpunkte tiberhaupt nicht
nutzbar gemacht. Es steht die Kraft Pj; senkrecht auf der oberen
Stiitzfliche. Auch, an der unteren Stiitzfliche wird nicht der volle
Reibungswiderstand beansprucht. Es weicht die Richtung der Kraft

3 nur um den Winkel «, von der Vertikalen ab, wihrend der Reibungs-
winkel eine Abweichung um g, zulaft.

Bei der Stiitzung durch P{ und Py ist angenommen, dal am oberen
Stiitzpunkt der volle Reibungswiderstand ausgenutzt wird. Es weicht
die Richtung der Kraft P{ um den vollen Winkel o, von der Vertikalen

ab. Dafiir wird in diesem Fall die Reibung an
der unteren Flache in noch geringerem MafSe
in Anspruch genommen als bei der vorher
beschriebenen Kraftzerlegung. Die Richtung
der Kraft P] weicht nur um den Winkel o,
von der Vertikalen ab, gegeniiber &, bei der
vorhergehenden Rechnung. Den rechnerischen
Nachweis fiir die im obigen erklirte Unmog-
lichkeit einer eindeutigen Bestimmung gibt
Abb. 215. Die erste Gleichgewichtsbedingung
lautet
& | —W,;+ P-cose — N, =0.

Abb. 215. Rechnerische Be- Die zweite lautet
stimmung des Gleichgewichtes

eines angelehnten Korpers. _N1 + Psinx + W2 = 0.

Die dritte lautete bei Annahme des Drehpunktes 4
+P-sinx-a+ P-cosa-¢c— Ny-d+ Wy-b=0.

Zu diesen drei Gleichungen kommen hinzu die zwei Reibungs-

gleichungen
Wy =Ny p, Wy =Ny p,.

Es sind somit fiinf Gleichungen vorhanden fiir die vier Bestimmungs-
stiicke N;, Ny, W; und W,. Man ist also nicht genotigt, alle anderen
acht GroBen P, &, a, b, ¢, d, u, und u, als gegeben anzusehen, son-
dern es kann von diesen noch eine Grolle als Unbekannte eingesetzt
werden.

Diese Moglichkeit, die schon der Vergleich der Abb. 212 und 214
kennzeichnet, verdeutlicht die Abb. 216.
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Es sind in der Abb. 216 an den beiden Stiitzpunkten die Reibungs-
winkel ¢, und g, nach beiden Seiten aufgetragen als o,, o{, 0, und g}.
Ist der Stab so belastet, dafl er nach abwirts zu gleiten bestrebt ist,
so kann der Stutzdruck an der Horizontalfliche um g, gegen die Nor-
male geneigt sein. Ist eine Kraftzerlegung
moglich, welche einen in den Winkel g, fallen-
den Stiitzdruck ergibt, so ist der Stab, was
seine Stitzung an der Horizontalfliche an-
langt, im Gleichgewicht. An der Vertikal-
stutzflaiche kann bei dieser Bewegung die
Abweichung o, betragen. Ist die Zerlegung
der Last nun so moglich, daB3 der andere
Stiitzdruck in dieses Feld zu liegen kommt,
so ist das Gleichgewicht auch hier gesichert.
Daraus folgt, daBl die Last so liegen muB,
daf ihre Richtung durch die kreuzweis
schraffierte Fliche geht. Denn nur dann ist
eine Zerlegung moglich, welche in beide AP-216 Standsicherhelt cince
Winkel o, und g, fallt. Da die duBersten
Punkte dieser Fliche die Endpunkte der Diagonale S; und S, sind, so
wird man als Bedingung fiir das Gleichgewicht die Forderung aufstellen,
daf} die Kraftrichtung die Strecke S;—S, kreuzt.

Verfolgt man die gleiche Uberlegung fiir ein Hochgleiten des Kérpers,
so treten die Reibungsneigungen pf und g; in Wirksamkeit. Die neue
Bedingung wird verlangen, dafi die Kraftrichtung die Strecke S,—S,
schneidet, soll Gleichgewicht moglich sein. Damit ergibt sich als Ge-
samtbedingung fiir das Gleichgewicht, daBl die Kraftrichtung die
Strecke 8;—8; schneidet.

G. Dynamik.

Die Dynamik umfafit die Lehre von den Kriften, die eine von 0
abweichende Bewegungsanderung des Korpers herbeifithren, d. h. von
denjenigen Kraftwirkungen, die iiberhaupt eine Bewegungsinderung
zeitigen.

Die Zusammenfassung der beiden Kapitel ,,Statik* und ,,Dynamik‘
einerseits zu dem einheitlichen Kapitel ,,Mechanik‘ und die Trennung
dieses Kapitels Mechanik andererseits von dem Abschnitt ,,Festigkeits-
lehre‘‘ hat dazu gefithrt, da man auch die Statik als Lehre von be-
wegungsindernden Kraftwirkungen auffaft. Es widerspricht
diese Einteilung zwar dem Empfinden. Eine Kraftwirkung, die
eine Bewegungsanderung von der GroBle Null erzeugt, ist dem Gefiihl
nach eine Kraftwirkung, welche keine Bewegungsdnderungen ergibt.
Vom rein mathematischen Standpunkt aus ist jedoch Null genau so
gut eine Zahl wie 1, und zwischen einer wirklichen Bewegungséinderung
und dem Verharren in Ruhe oder in gleichformiger, geradliniger Be-

wegung besteht kein grundsitzlicher, sondern nur ein gradueller Unter-
schied.

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl. 10
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1. Bewegung eines Korpers auf einer schiefen Ebene.

Auf den auf der schiefen Ebene ruhenden Kérper (Abb. 217) wirkt
das Eigengewicht, das in die zwei Komponenten G - sino und G - cos
sich zerlegen 1aBt. Die Stiitzkraft, welche
die schiefe Ebene auf den Korper ausiibt,
hélt der Komponenten G'cosx das Gleich-
gewicht. Die andere Komponente ist,
wenn die Reibung unberiicksichtigt bleibt,
nicht ausgeglichen. Sie beschleunigt den
Korper nach der Gleichung

. Gesind =m-p,
Abb." 217, Krifte an einem Korper

auf einer schiefen Ebene. p= % esing = g- sina. (76)

Durchlauft der Kérper mit dieser Beschleunigung den Weg s, so kommt
er mit der Geschwindigkeit v am unteren Ende der Bahn an.

(Gl. 10), Vo = O’

2 — 2
2p

»¥=2p-s, v=72-p-s=72-g-sinx-s.

S =

Setzt man fiir s den Wert A/sina ein, so geht die obige Gleichung iiber in
» = 1247

Wie bereits S. 41 erklart, ist die Geschwindigkeit » , mit der ein Kérper
eine Fliche kreuzt, unabhéngig von der Richtung der Geschwindigkeit
an dieser Stelle. Dieselbe ist lediglich bestimmt durch den Héhen-
unterschied zwischen dem Ausgangspunkt und dem Endpunkt seiner
Bahn.

Beriicksichtigt man die Reibung, so steht der Wirkung der Kom-
ponenten G -sinax der Reibungswiderstand in der GroBe G:cosx - u
entgegen. Es folgt die Bewegung nun der Gleichung

P=Gsina —G-cosa-pu=m-p,

p=g-sina —geosx-.u. (77)
Es erreicht der Korper auf dem Wege s die Endgeschwindigkeit »
2
berechnet aus v = p-f und s = % mit
: . h “)
2=2.p-s=2-:(¢gsinx — g-cosoc-,u)m_Qh-(g—g-@).

Die Endgeschwindigkeit ist nicht mehr unabhingig von der Linge
der Bahn bzw. . Es tritt vielmehr, wie bereits S. 116 grundsitzlich
erklart, hervor, dafl die Liange der Bahn von maBgebendem EinfluB3
auf die GroBe der Verluste ist und daB fiir alle praktischen Arbeits-
verhaltnisse eine Vergroflerung der Bahn, d. i. eine Verkleinerung von «,
eine Erhohung der Verluste, d. i. eine Herabsetzung des Wirkungsgrades,
bedeutet.
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Bei einem Herabrollen eines Korpers an einer schiefen Ebene wirkt
der beschleunigenden Kraft G -sina nur der Rollwiderstand in der
GroBe G - f/r entgegen. Der Korper wird demnach eine Beschleunigung
von der GroBle p, die sich aus der Komponenten @ - sinx weniger Wider-
stand der rollenden Reibung G- f/r be-
rechnet, erfahren. Es handelt sich in
diesem Falle um eine doppelartige Be-
schleunigung des Korpers. Der Korper
mulB einmal in Rotation versetzt werden,
d. h. eine Winkelbeschleunigung erhalten.
Er mufl zweitens parallel der schiefen
Ebene beschleunigt heruntergehen, d. i.
eine geradlinige Beschleunigung erfahren.
Es berechnet sich der Beschleunigungs-
vorgang nach Abb.218 wie folgt. Gleicht
man die geradlinige Beschleunigung +p app. 218. Beschleunigung in der Achsen-
dadurch ous, daB man dem ganzen PICHINE () und Vinkelbouniomigumg
System eine Beschleunigung in umge-
kehrter Richtung (—p) nach oben erteilt, indem man die Unterlage
der Rolle entgegen nach oben beschleunigt, so kommt der Rollen-
mittelpunkt zum Stillstehen. Die Umfangsbeschleunigung des Rades
(—p) ist gleich ¢-r. Demnach war p ebenfalls = ¢- 7.

2. Der schiefe Wurf.

Ein im Raume freier Korper erfihrt durch die Wirkung der Erd-
anziehung eine gleichformig beschleunigte Bewegung in vertikaler
Richtung abwérts mit der Beschleunigung g = 9,81 m/s2. Besitzt er
beim Freiwerden, z. B. beim Abwurf oder beim Fortnehmen der ihn
stiitzenden Unterlage eine bestimmte Geschwindigkeit in einer be-
stimmten Richtung, so
tritt zu dieser gegebenen
Geschwindigkeit nun die V-cos
gleichférmig  beschleu- 1 5 TN
nigte Geschwindigkeit des s’ N
freien Falles hinzu. / QU005

Zur Vereinfachung der A A T | rsia?
Rechnungen zerlegt man - 3
die Wurfgeschwindigkeit
in zwei Komponenten
(Abb. 219), in eine Verti- |[L0% _ vishza -]
kal- und eine Horizontal- Abb. 219. Bewegung eines Korpers beim schiefen Wurf.
komp0nente, und verfolgt Geschwindigkeiten an verschiedenen Stellen der Bahn.
die Gesamtbewegung ge-
trennt nach Horizontalbewegung und nach Vertikalbewegung. Die
Horizontalbewegung ist eine gleichférmige Bewegung mit der Ge-
schwindigkeit v - cosa (Abb. 219). Die Vertikalbewegung ist eine
gleichférmig verzogerte mit der Anfangsgeschwindigkeit v-sino und
der Verzogerung g = 9,81 m/s2.

V- sin e
<
e

10*
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Nach Gleichung (1) auf S.3 und nach Gleichung (9) auf S. 14 er-
geben sich die beiden Weggleichungen

Horizontalweg s, = v-cosx - ¢, (t = U.TSZ‘)M—) ,
g-t
5 -
Faflt man diese beiden Gleichungen unter Herausschaffen der Zeit ¢
zusammen, so ergibt sich
Vesing - 8, 9 s
vecosa 2

Vertikalweg s, = v-sin® ¢ —

Sy =

2 2. costa’
Die Auftragung der Wegkurve in einem Koordinatensystem, in welchem
die Abszissen die Horizontalwege (s; = z) und die Ordinaten die Ver-

tikalwege (s, = y) darstellen, gibt den in Abb. 220 gekennzeichneten

Verlauf.

=y ten— 9. L __
©=y-igx 2 12cos2u’ (78)

T T

N,

T’ , T
|L/ N\
T\
\,
S \
N
\
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Abb. 220.% Bahn eines Korpers bei schiefem Wurfe.

Beispiel 107. Welche Bahn durchfliegt ein Stein, der mit v = 80 m/sek unter
60° gegen die Horizontale geneigt geworfen wird?
Die Anfangsgeschwindigkeiten sind:
v+ sinx = 80 - 8in 60 = 80 - 0,866 = 69,28 = 70 m/sek
und v o860 = 80 - 0,5 = 40 m/sek .

Die Vertikalwege betragen nach 1 -2—-3—4—5—6—7—8 sek

2 .12 .22
s=1;-sinzx-t——g2t—=(70-l~ 1021 >=65m, (70-2— 1022):120m,

/ .32 .42 «H2
(70-3-%):165111, (70-4—102 )=200m, (70.5_“’Ts)=225m,
. 2\ . 2
70.6— 10 6):24Om, 70.7— 20T\ _ogsm,
2 2
.82 .02
(70-8—1028>:240m, (70-9— 1029)=225m.

Die Horizontalwege betragen nach 1—2—3—4 ... sek
S=wvecosx -t =40-1¢, 40m —80m —120m — 160m . ..
Die Auftragung dieser Werte ergibt den Verlauf der Kurve (Abb. 220).
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Die Geschwindigkeit in den einzelnen Punkten der Bahn be-
stimmt sich als die Resultante aus den beiden Werten »-cosa und
v-sin& — ¢ -t. Ihre Richtung ist gleichfalls durch diese beiden Werte

bestimmt. KEs ist
vesing —g-¢

Ve COSKX

tgf =

Da fiir die Berechnung der Einzelwerte von f zunichst die Zeit ¢
bestimmt werden miifite, stellt man die Geschwindigkeit des Kérpers
an beliebigen Punkten der Bahn bequemer fest durch eine Rechnung
nach der Arbeitsbilanz.

In dem um die Hohe % iiber dem AbschuBpunkte liegenden Bahn-
punkte ist die dem Korper beim Abschlufl als lebendige Kraft mit-

L2
™7 enthalten in den beiden Teilwerten

gegebene mechanische Arbeit

L2
4, =G-h und 4, ="2"
in & m Hohe. Setzt man die Gesamtarbeit, die der Korper erhalten hat,
der Summe der beiden Teilwerte gleich, so folgt:

z Geschwindigkeit in dem Bahnpunkte

m v? m . 2%
T =G

Durch Herausheben von m folgt
v¥=2.g-h+ 2%

Beispiel 108. Mit welcher Geschwindigkeit kreuzt ein mit 400 m/sek unter
einem Winkel von 50° gegen die Horizontale abgefeuertes Geschol den um 2000 m
hoher liegenden Punkt seiner Bahn?

¥=2.9.-h+ 2%, 4002 = 2. 10 - 2000 + =22,
22 = 160000 — 40000 = 120000 , z = 346,4 m/sek .

Auch die Richtung der Geschwindigkeit an den einzelnen Punkten
der Bahn 148t sich durch eine Rechnung mit der Arbeitsbilanz ermitteln.
Da die Horizontalgeschwindigkeit des Korpers unverindert bleibt
v cosa, laflt sich die Neigung der Bahn aus der nach der Arbeitsbilanz
festgestellten wirklichen Geschwindigkeit 2 und dieser Horizontal-

geschwindigkeit ermitteln.

OOSﬂ — _’U—-OOSO(

4

Beispiel 109. Unter welcher Neigung kreuzt ein mit v = 400.m/sek unter
50° gegen die Horizontale abgefeuertes Geschofl den um 2000 m hoher liegenden
Punkt seiner Bahn?

Die Geschwindigkeit des Geschosses an diesem Punkte der Bahn ist (s. Bei-
spiel 108) z = 346,4 m/sek. Die Horizontalkomponente ist

256,8

v+ cos® =400 . cos 50 =400 0,642 = 256,8 , cosﬂ:_ 3164

Den Gipfelpunkt der Bahn erreicht der Korper in dem Augenblick,

in welchem seine Vertikalgeschwindigkeit gleich Null wird. Das ist,

wenn die Gleichung v,=v-sina —g-t =0 erfiillt ist. { = v ;ﬂljﬁ sek.

=0,742, f=42°10.

Die Steigh6he berechnet sich am einfachsten, wenn man nur die Verti-
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kalgeschwindigkeit fiir sich allein in Riicksicht zieht, als Weg mit der

von v, =v-sina auf v, =0 in der Zeit von f= oo gleichférmig
verzogerten Geschwindigkeit
v.sina +0 v-.sinax v2 . 8in2«x
s == . —3
,, 3 7 5" (79)

Die Wurfweite ist gleich der doppelten Entfernung des Gipfelpunktes
vom AbschuBlpunkt, da die Bahn vollkommen symmetrisch ist. Zu
der konstant bleibenden Horizontalgeschwindigkeit v - cosx kommt auf
dem ersten Teile der Bahn die mit g gleichférmig verzogerte Bewegung
hinzu. Auf dem zweiten Teile der Bahn tritt an deren Stelle die mit ¢
gleichférmig beschleunigte Bewegung in Abwirtsrichtung. .

Die Wurfweite berechnet sich so aus der doppelten Zeit ¢ = 2 - v-sma

bis zur Erreichung des Gipfelpunktes und der konstanten Horizontal-
geschwindigkeit v - cosx mit der Gréfle

5 — vecosx+2.v.sine  v%-2sina - cosw
h g g
Da 2.8in¢ - cos® = sin 2«
ist, folgt Wurfweite = ¥-sin2a s!iInZ z. (80)

Bei gegebener AbschuBlgeschwindigkeit v wird die groite Wurfweite
erzielt, wenn der Faktor sin2« seinen Hochstwert hat. sin2« erreicht
fir 20 '= 90° seinen Hochstwert 1. Damit betrigt die maximale Wurf-
weite o2
Smax = R

Beispiel 110. Welche Wurfweite 148t sich mit einem mit v = 1200 m/sek
abgefeuerten Geschof3 erzielen ?

2 2
smax=ﬁg~=l—22—0 — 144000 m — 144 km.

Beispiel 111. Welche Wurfweite hat ein unter 50° gegen die Horizontale
mit » = 800 m/sek abgefeuertes Geschof3?

,_v-sin2x _ 800%-sin110 _ 800°-sin80° _ 800%- 0,985
9 g g g
= 63000 m = 63 km .
Da der Wert der Wurfweite durch sin2« bestimmt ist, ergeben sich
fir das Treffen eines Punktes zwei Moglichkeiten des Abschusses.
sin2« gibt den gleichen Wert fir o; = (45 + y) ° wie fiir oy = (45 — p)°.

3. Das Gleichgewicht an einem beschleunigten Korper;
das d’Alembertsche Prinzip.

Greift an einem Korper eine Kraft an, welche nicht durch die anderen
auf den Kérper wirkenden Krifte zu Null erginzt wird, so erfihrt
der Korper durch diese Kraft eine Bewegungsianderung. Die Massen-
teilchen des Korpers setzen dieser Bewegungsinderung einen Wider-
stand entgegen. Man sagt, der Widerstand riithrt von der Trigheit der
Masse her. Es will die Masse des Korpers in ihrem jeweiligen Bewegungs-
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zustande verharren. In diesem Sinne spricht man auch von einem Be-
harrungswiderstand oder Trigheitswiderstand einer Masse.
Der Tragheitswiderstand W der Masse ist gleich Masse mal Be-

schleunigung W=m-p. (81)

Die Aufgaben der Dynamik werden auf Statikaufgaben dadurch
zuriickgefiihrt, da man diesen Tragheitswiderstand als duBere
Kraft hinzufigt.

Wie man bei allen Aufgaben, welche die Beriicksichtigung der Rei-
bung verlangen, den Reibungswiderstand als duBlere Kraft hinzufiigt,
so hat man bei allen Dynamikaufgaben den aus der Masse des Korpers
resultierenden Tragheitswiderstand bei der Losung der Aufgaben mit
in Rechnung zu stellen. Dieser Vergleich des Triagheitswiderstandes
mit dem Reibungswiderstand hat noch eine weitere Ahnlichkeit. Die
Richtung des Reibungswiderstandes ist nicht unmittelbar durch die
Aufgabe gegeben. Sie wird festgelegt durch die Bewegungsrichtung,
welche der Korper unter der Wirkung seiner Krifte einschlagen will.
Dieser Bewegungsrichtung ist die Richtung des Reibungswiderstandes
entgegengesetzt. Der Beschleunigungswiderstand ist der Be-
schleunigung entgegengesetzt.

Halt man einen Koérper vom Gewicht @ mit der Kraft P = G fest,
so befindet er sich im statischen Gleichgewicht nach Abb. 220. Die
Summe der Vertikalkrafte ist gleich Null. Eine Bewegungsinderung
tritt nicht ein. — Fallt der Korper frei, und beschleunigt er sich mit
der Erdbeschleunigung nach unten, so ist der
Beschleunigungswiderstand gleich Masse mal T_
Beschleunigung, und zwar in diesem Falle Masse
mal der Erdbeschleunigung nach oben aufzu-

P

mn
Yy
Abb. 221. Gleichgewicht Abb. 222. Gleichgewicht Abb. 223. Gleichgewicht
an einem Korper vom an einem Korper vom an einem Xorper vom
Gewicht @, der durch die Gewicht @. Trigheits- Gewicht @, der unter Be-
Kraft P P = G gehalten widerstand m - g = G. schleunigung nach oben
wird. (Statisches Gleich- durch die Kraft P —
gewicht.) P >G — gehoben wird.

tragen. Das nun statische Gleichgewicht gibt Abb.221. Nach unten
wirkend das Gewicht G, nach oben wirkend der Beschleunigungswider-
stand m-g. Da G'=m-g ist, ist die Summe der Vertikalkrifte wiederum
gleich Null und somit auch jetzt Gleichgewicht vorhanden. — Hebt man
denKorper mit einer Kraft P, die grofer ist als G, so tritt eine Beschleuni-
gung nach oben ein. Nun ist der Beschleunigungswiderstand nach unten
gerichtet. Seine GroBe betragt m - p. Dabei ist die Grofie von p be-
stimmt durch die Differenz von P und G'. Die erste Gleichgewichts-
bedingung verlangt (Abb.223) —P + G + m-p = 0. Hebt man ein
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Gewicht von 15 kg mit einer Kraft von 20 kg, so bleiben zur Beschleuni-

gung der Masse von 1,5 Masseneinheiten (m = 1,5; G/g = 1§) eine

Kraft von 5 kg iibrig (20 — 15). Die Beschleunigung betrigt
p=1= 1 = 3,3m/selc,

Man kann danach die Losung der Dynamikaufgaben aufbauen auf
dem Satze: Ein beschleunigter Kérper mufl nach den in der
Statik geltenden S#tzen im Gleich-
gewicht sein, sofern man zu den &duBe-
ren Kriften den Triagheitswiderstand
des Korpers entgegengesetzt der Be-
schleunigungsrichtung hinzufugt.

Beispiel 112. Mit welcher Beschleunigung be-
wegt sich der in Abb. 224 mit A4 bezeichnete Korper
abwirts, wenn er 30 kg wiegt und auf der Gegen-
seite ein Gewicht von der Grofe 20 kg hingt ? (Das
Seil und die Scheibe, iiber welche das Seil gelegt
ist, sind als gewichtslos angenommen.)

Bezeichnet man die im Seile herrschende Kraft
mit S;, so gilt fiir die rechte Seilseite (fiir die
heraufgehende) S; = 20 4+ 2 p und fiir die linke
Seite (fiir die herabgehende) §; =30 —3:p.

Abb. 224. Gleichgewicht an zwei . . .
durch ein Seil ve‘ibundenen Kor- Durch Gleichsetzen der beiden Werte fiir S,
pern, von denen der eine in be- folgt

schleunigter Bewegung abwarts 20 + 2 p= 30 — 3 P, 5 p= 10,

geht, wahrend der andere in be-
schleunigter Bge:\rrleégung aufwarts p=2m /sekz.

Beispiel 113. Ein Aufzug, dessen totes Gewicht (Fahrkorb) durch ein Gegen-
gewicht von 1000 kg ausgeglichen ist, kommt infolge Brechens seines Haupt-
antriebsrades und Versagens der Fangvorrichtung zum Fallen. Er ist mit 2500 kg
belastet. Mit welcher Geschwindigkeit schlidgt er nach Durch-
fallen einer Hohe von 12 m auf? (Abb. 225.)

Das sich aufwiirts beschleunigende Gegengewicht von
100 ME setzt dieser Aufwirtsbeschleunigung den Widerstand
100 - p entgegen, spannt also das Seil mit seinen 1000 kg Ge-
wicht plus 100 - p. Der abwirtsfallende Fahrkorb mit den 2500 kg
Nutzlast + 1000 kg Eigengewicht setzt der Abwirtsbeschleu-
nigung den nach oben gerichteten Beschleunigungswiderstand
von (250 4 100) - p (250 ME der Nutzlast, 100 ME des Fahr-
korbs selbst) entgegen. Die Seilkrifte betragen

8§ =1000+100-p wund S = 3500 — (250 4 100) - p.
Daraus folgt 1000 + 100 - p = 3500 — (250 4 100) - p,
450 - p = 2500, p = 5,56 m/sek?.

DerFahrkorb durchfillt denWeg s = 12m. Nach Gleichung (12)
ist —
1000 kg p-t? ] 2.12

§= . /2=
Abb. 225. Schema- 2 5,56

tische gﬁf;ggg;g Die Fallzeit betrigt damit = 2,08 sek. Die Endgeschwindigkeit
berechnet sich mit v = p-t = 5,56 - 2,08 = 11,56 m/sek .
Rechnet man nach der Arbeitsbilanz, so ergibt sich folgender Rechnungsverlauf.

Bis zum Aufschlagen unten hat die Nutzlast den Weg s = 12 m zuriickgelegt
und somit die Arbeit 2500 - 12 = 30000 mkg verrichtet. Gleichzeitig ist der Fahr-
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korb um 12 m heruntergegangen, was einer Arbeit von 1000 - 12 mkg gleich ist,
wihrend andererseits das Gegengewicht um diese Hohe heraufgegangen ist und
dafiir 1000- 12, d. i. die gleiche Anzahl Meterkilogramm, verzehrt hat. In den
bewegten Massen — Fahrkorb, Gegengewicht und Nutzlast — steckt zu Ende des
)
Weges die kinetische Energie m-v
m Masse aller bewegten Teile 250 4 100 4 100 = 450 ME:

m - ? 450 - 2 '/30000-2
9 5 = 30000, v = V——4g()—— = 11,56 m/sek .

30000 =

4. Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn.
Zentrifugalkraft.

Rotiert ein fester Korper um eine Achse, so wird er gezwungen,
dauernd seine Bewegungsrichtung zu &ndern. Von Augenblick zu Augen-
blick nimmt er eine andere Bewegungsrichtung an, entsprechend den
verschiedenen Richtungen der Tangenten in den einzelnen Punkten
seiner Bahn. Sie hat (Abb. 226) in der durch I gekennzeichneten Stellung
die Richtung a—a , in der Stellung 2 die Richtung 6—b usw.

Diese Richtungséinderung wird
hervorgerufen durch das stetige Hin-
zukommen einer zweiten radial zum
Bahnmittelpunkt gerichteten Ge-
schwindigkeit. Es bewegt sich der
Korper gewissermaflen unter dem
Einflul zweier Geschwindigkeiten, \
einer tangentialen und einer radialen. | \
Die tangentiale Geschwindigkeit ist ! 7
konstant. Der Korper legt in tan- \-\ ~—si—> /
gentialer Richtung gemessen seinen < / /
Weg in gleichférmiger Bewegung _
zuriick. Es wirkt auf ibn keine N / %
beschleunigende oder verzogernde ~S— L ——

Kraft, die eine GroBendnderung der £
tangentialen Geschwindigkeit herbei- Abb. 228, Bofrogung Sines Koroere A cner

L(— S

i & linigen Bahn (Richtungsinderung) durch
fuhre? konntfa. . . Hinzukommen einer radial gerichteten Ge-
Die Radialbewegung ist eine schwindigkeit.

gleichférmig  beschleunigte.  Die

Fadenspannkraft zwingt den Koérper, seine geradlinige Tangentialbahn
zu verlassen und der Kreisbahn zu folgen. Die Fadenspannkraft be-
schleunigt den Kérper dauernd aus seiner tangentialen geradlinigen
Bahn in die Kreisbahn hinein. Man spricht daher von einer Zentripetal-
kraft. (Zum Zentrum gerichtete Kraft.)

Da die Fadenspannkraft als konstant anzusehen ist, erfolgt die
Hineinbeschleunigung mit konstanter Beschleunigung, und es vollzieht
sich die Bewegung auf den radialen Stiicken in gleichférmig beschleu-
nigter Bewegung.

Nach Abb. 226 mu der Koérper, wenn er den Weg s, = v - tangen-

2
tial zuriicklegen wollte, gleichzeitig um den Weg s, = p—;— radial nach
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innen gehen, um die Kreisbahn zu erreichen. Ausden geometrischen Ver-
2

héltnissen ergibt sich s; = AB; s, =BD; AB=wv-{; BD = %t—.

Setzt man fiir die Lange A B die Lange C D ein, die nur um unendlich

wenig von der ersten abweicht, und ersetzt man (mit der gleichen Be-

rechtigung) die Lange B D durch die Lange AC, so folgt aus dem recht-

winkligen Dreieck ADE CD? = AC-CE. Durch Einsetzen der Werte
2 2 2

I;—t fir AC und vt fiir CD ergibt sich dann (v-¢t)2 = p2_t (2r — %)

Fur den Klammerausdruck kann man wegen der Geringfiigigkeit

2
des Wertes %t gegeniiber 27 den Wert 2r allein festsetzen.

t2
v2-t2=%-2r,

vi=r-.p,
v2
p=7. (82)

p = zum Kreismittelpunkt gerichtete Beschleunigung m/sek2,
v = Umfangsgeschwindigkeit m/sek,
r = Radius der Kreisbahn m.
Ersetzt man v nach Gleichung (4) durch w:r, so geht die Glei-
chung (82) iiber in
p=owl.r, (83)

p = zum Kreismittelpunkt gerichtete Beschleunigung m/sek?,

o = Winkelgeschwindigkeit 1/sek,

r = Radius der Kreisbahn m.

Beispiel 114. Welche Zentripetalbeschleunigung erfihrt ein Korper, der
auf einer Kreisbahn von 3 m Durchmesser mit der Umfangsgeschwindigkeit
v = 6 m/sek rotiert?

2

v 6
=—= = 2,
P r =15 24 m/sek

Die Fadenkraft S, die den Kérper zum Kreisen in der Bahn bringt
die ihn mit der Beschleunigung p = v?/r zum Rotationsmittelpunkt zieht,
hat nach dem Massenbeschleunigungsgesetz Gleichung (20) die GroBe
m . v?

r

=m-w?-r.

S:P:m-p:—
P=—=m-0?.r (84)

Beispiel 11_15. Welche Fadenkraft ist aufzuwenden, um einen Kérper von
15 kg Gewicht zum Rotieren in der Kreisbahn von 4 m Durchmesser mit der Um-
fangsgeschwindigkeit v = 12 m/sek zu bringen?
m-v®  1,5. 122
r 2
Beispiel 116. Welche Fadenspannkraft ist aufzuwenden, um einen mit

o = 207 Winkelgeschwindigkeit im Abstande r = 20 cm vom Drehpunkt ro-
tierenden Korper von 30 kg Gewicht zu halten?

P =m0 r=23.(20-p)? 0,2 =2380kg.

P= =108 kg.
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Der dem Zentrum zugerichteten Zentripetalbeschleunigung setzt
der Korper seinen Trigheitswiderstand entgegen. Der Tragheitswider-

stand ist nach auBen gerichtet. Er hat die gleiche Gréfle wie die nach
m « v%

innen gerichtete Beschleunigungskraft m - p = =m-w?.-r. Man

bezeichnet diesen Widerstand ungenau als Zentrifugalkraft. Es ist
die Zentrifugalkraft nur die Reaktion der Masse auf die ihr aufgezwungene
Bewegungséinderung, d. h. die Ausweichung aus der geradlinigen Be-
wegung zur Kreisbewegung.

Bei den obigen Beispielen ist die Wirkung des Korpergewichtes
auBer Ansatz geblieben. Wenn ein Korper in einer Vertikalebene rotiert,
so ist die Spannkraft, die der Faden auszuiiben hat, nicht an allen Stellen
der Bahn konstant. Das Gleichgewicht im obersten
Bahnpunkte zeigt Abb. 227. Es wirken auf den
Korper die Zugkraft 8; nach unten, das Gewicht G
gleichfalls nach unten und der Beschleunigungswider-
stand, der radial nach innen gerichteten Beschleu-
nigung entgegengesetzt, also radial
nach auflen.

Damit berechnet sich dieSpann-
kraft S, fiir diesen Augenblick aus

2
v
=0,

5 S

r
B m - v?
- Sl =
JL<':‘ r

N
I

— Q.
yd Fir den unteren Punkt der
|
13

Abb. 227. Gleichge-
wicht fiir die in einer
Vertikalebene rotie-
rende Kugel bei deren
Stellung im Hochst-
und Tiefstpunkt der

Bahn betragt die Spannkraft S,
+ G.

EsmubB also im obersten Punkte
a2
der Bahn der Wert "Lr”

S._

grofer als

Abb.228. Gleichgewicht

fiir die Hochststellung

der in einer Rille krei-
senden Kugel.

Kreisbahn. . . . . .
St G sein, wenn die Kreisbahn gesichert sein soll. Ist

d. h., die Fadenkraft ist eine
Druckkraft. Der Kérper miifite durch eine Stange vom Mittelpunkte fern-
gehalten werden. Ein Festhalten durch einen Faden wird unmdglich.

Eine Kugel, die eine kreisférmige Rille in vertikaler Ebene durch-
lauft (Abb. 228), wiirde sich in diesem Falle auf dem obersten Teil der
Bahn an der Innenseite der Rille be1 a—a stiitzen. Soll dieselbe nur

2
G groBer als ——2 so wird S negativ,

die AulBenrille beruhren S0 muB — groBer als G sein.
Auf der Glelchung — =G >0 beruht die Berechnung einer

Bahn fiir das artistische Kunststuck Looping the loop. Der Korper
hat im Scheitelpunkte der Bahn eine Geschwindigkeit, die einen Wert

)
des Beschleunigungswiderstandes ﬁtr—v ergibt, der grofer ist als das
Gewicht G des Korpers.
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Beispiel 117. Mit welcher Geschwindigkeit muBl eine Kugel den obersten
Punkt der Bahn von der Kriimmung r = 2 m durcheilen, wenn sie nicht nach

innen gehalten ist?
.2

G:m.g,

r _:;m'gs

1;— g, ®=2.981,

v

v=4,5m/sek.

LaBt man eine Kugel von einem um die Hohe % iber den Gipfel-
punkt der Schleife liegenden Punkte aus herabrollen (Abb. 229), so ist
Gleichung (13)

‘ v=12¢h, ¥=2.g-h.

2
Da ZnTng sein muB, wird
n2h oy, 2z,
r r
r
> —
h = 3 -

Abb. 229. Schema des Looping the loop.

(Bei dieser Berechnung ist der in der Kugel steckende Betrag
[s. S.161] nicht beriicksichtigt.) n.
Es ist, wie von dem Anwachsen von 7 bei kleiner werdendem r

hervorgeht,  um so kleiner, je kleiner r ist. Man gibt aus diesem Grunde
derartigen Schleifen am Gipfel den kleinsten Kriimmungsradius.
Beispiel 118. Mit welcher Geschwindigkeit muBl ein mit Wasser gefiillter

Eimer den obersten Punkt der Bahn durchlaufen, damit das Wasser nicht heraus-
flieBt? r=0,6 m.

Die Massenteilchen an der Wasseroberfliche miissen bei einem Abstand
r = 0,6 m vom Drehmittelpunkt eine Geschwindigkeit haben, welche einen Wert

v2
P g erzwingt.

vi=g.-r=20,6-981,
v = 2,44 m/sek .

Der Massenbeschleunigungswiderstand (die Zentrifugalkraft) greift
im Schwerpunkte des Koérpers an. Es sind in die oben abgeleiteten
Gleichungen sowohl fiir die Umfangsgeschwindigkeit v als auch fiir den
Radius » die Werte einzusetzen, welche der Bahn des Schwerpunktes
zukommen. (In dem Beispiele 118, in welchem es sich um einen Korper
ohne Kohision handelt, ist » und » auf die Wasseroberfliche be-
zogen.)

Eine um den eigenen Schwerpunkt rotierende Masse besitzt, da v
die Schwerpunktsgeschwindigkeit gleich Null ist. keine Zentrifugalkraft,
die durch andere &uBere Krifte aufgehoben werden muBl. Fir die
Berechnung der inneren Krifte im Ringe, welche die eine Ringhilfte
an der anderen halten und so die auf jeden einzelnen Teil wirkenden
Zentrifugalkrifte gegeneinander ausgleichen, zu einer Gesamtresul-
tanten gleich Null, gilt folgendes.
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Der Schwerpunkt der oberen Ringhalfte liegt, wenn man die radiale
Starke klein annimmt und die Masse des Ringes als gleichmaBig um
den mittleren Radius 7,, verteilt ansetzt bei

2y = 2™ — 0,637 1.
Die Zentrifugalkraft C' einer Ringhélfte berechnet sich aus Volumen
des Halbringes:
V=q-ry -m=0>b-8:1, -ndms

b Ringbreite in dm, s Ringstirke in dm, » Ringradius in dm.

G=V.y, m=0_b&may
9 9
. . m - v m . v?
C Zentrifugalkraft in kg = T T 06377
Radius 2, gemessen in m/sek, r, in m.
Bei Einsetzen von r,, — wie es die Berechnung des Gewichtes ver-

langt — in dm ist

v Geschwindigkeit am

m-v%. 10

0= 0,673 .7, "

Ersetzt man die Schwerpunktsgeschwindigkeit durch die um das
1

0.637 [ache grofere Umfangsgeschwindigkeit, so ist
m-1%.10.0,637  b.s.r,.m-y v*-10.0,637
Tm - g ' Tm

Diese Zentrifugalkraft haben die zwei Kranzflichen vom Quer-
schnitte b-s zu tragen. Dieselben tragen 100-k,-2-b-skg bei
k, kg/em?2. (Die 100 ergibt sich aus der Messung von b und s in dm in
der obigen Gleichung und der fiir %, erforderlichen Umrechnung in em?2)
b.s-ry-m-y-v*.10.0,637

g Tm

C =

100-k,-2-b-s8 =

>

-2

k=T5q"

(85)
k, = kg/em?

y = spezifisches Gewicht kg/dm3 ,

v = Umfangsgeschwindigkeit m/sek,

g = Erdbeschleunigung m/sek2.

Die in der Praxis vielfach iibliche Formel

Y1°

k, p

rechnet nicht mit dem spezifischen Gewicht y, das ist mit dem Gewicht
fur einen Kubikdezimeter, also einen Rauminhalt von 1 dm Linge,
1 dm Breite und 1 dm Stirke, sondern mit dem Gewichte fiir 1 m
Lange und 1 gem Querschnitt. Letztgenannter Wert y, betrigt nur
11 des in der Gleichung (85) verwendeten Wertes y. Demzufolge
enthilt die in der Praxis iibliche Gleichung nicht den Zahlenfaktor 10.
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Beispiel 119. Welche Beanspruchung erfihrt ein guBeiserner Ring von 4 m
Durchmesser bei einer Umfangsgeschwindigkeit v = 40 m/sek, wenn das spezi-
fische Gewicht mit y = 7,5 eingesetzt wird.

40°.75
z — IO'g

= 122 kg/em?2

In der Formel ist die Gr6Be des Kranzquerschnittes nicht enthalten.
Es steigt die Zentrifugalkraft mit der GroBe des Wertes ¢, und anderer-
seits erhoht sich die Tragfahigkeit des Kranzquerschnittes im gleichen
MaBe. So kommt das Herausfallen des Wertes ¢ zustande.

Rotiert ein Korper in einer Horizontalebene gehalten durch einen
Faden, wie es Abb. 230 zeigt, so folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen
fir die drei auf den Korper wirkenden ‘Krifte (das Gewicht &, der
Zentrifugalwiderstand W und die Seilspannkraft S.)

i[ S.gina =W, S-cosx =@,
/ W m-® P
B =G = mgr g
/
N /) Ersetzt man v? durch w? .72, so ist
S X = w?-
tg p
. r r o’ r
Mit tgo = - folgt + = 7
g
h = R (86)
h ist unabhingig von der Stangenlinge I. Alle

Abb. 230. Gleichgewicht um die gleiche Achse, d.i. mit gleichem w, rotieren-
e den o™ den Kugeln, kommen in die gleiche Héhenebene
unter dem Aufhingepunkt zu liegen.

Es verringert sich % mit steigendem w.

Die Verwertung dieser Abhéangigkeit der Hoéhe 2 von der Um-
drehungszahl kennzeichnet der in Abb. 231 schematisch dargestellte
Regulator.

Die an den Staben S; und S, befestigten Kugeln streben bei steigen-
der Geschwindigkeit den Abstand % zu verringern. Sie werden durch
das Gewicht der Muffe H, das vermittels der Stangen R, und R, auf
ihre Stangen S§; und 8, iibertragen wird, am freien Aufsteigen gehindert.
Sie heben bei Steigerung der Umdrehungszahl die Muffe H und ver-
stellen die an die Muffe H angeschlossene Steuerung.

Die Berechnung der Umdrehungszahlen, bei welchen die Kugeln
sich in ihren einzelnen Stellungen im Gleichgewicht befinden, zeigt
Abb. 231. Das Gewicht der Muffe zerlegt in die beiden Stangenkrifte
R, und R, ergibt die Werte R, = R, = %

2
wirkt demnach die Zentripetalkraft C = m;v , das Gewicht G, die
Stangenkraft R und der im obersten Drehpunkte 4 angreifende Stiitz-

-cos&. Auf jedes Pendel




Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn. Zentrifugalkraft. 159

druck. Die Momentengleichung fiir den Drehpunkt A aufgestellt, 148t
fir jede beliebige Kugelstellung die GréBe € und damit v berechifen:

Ra4+Gec—C-b=0.

Abb. 231. Gleichgewicht. an einem Zen-
trifugalregulator bei verschiedenen Stel-
lungen der Kugeln,

Mit den Daten der Abb. 231 fiir die drei Kugelstellungen 1—2—3

folgt aus:
R, = 32 kg, R, = 39 kg, R, = 51 kg,
a, = 34, a, =48, a; = 52,
G = 29 kg,

¢, =26, cy =42, ¢y =52,

b, =178, by =171, b, = 64,
32-34 + 29.26 1090 + 752

G= 78 = 2%
39.48 4+ 29.42 1870 + 1220

Cy,= 0l = T = 43,5,
51.52 +29.52 2650 4 1510

03 = 64 = 64 == 65 .

Die Auftragung der Werte fiir ¢ unter den Kugelstellungen gibt
die C-Kurve, die das Verhalten des Regulators bei verschiedenen Um-
drehungszahlen charakterisiert. Aus den Werten C' und r berechnen
sich die Winkelgeschwindigkeiten « fiir die verschiedenen Kugel-
stellungen mit

G, C, Cy
(Dl:l/r:; Wg =}/ =5 W= |/~
1 2 3
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Da die Kugeln mit steigender Winkelgeschwindigkeit von 1 nach
2 nach 3 gehen sollen, muf} ! < G < 2 sein; = tgo,, G _ tg gy,
41 T3 3 Ty Ty

%tgcxa. tgo, < tga, < tgog. Die C-Kurve muB so verlaufen, daB
3
der tga wichst, d. h. konkav.

5. Das Massentriagheitsmoment.

Erteilt man einem Korper eine beschleunigte Drehbewegung, so
erfahren die einzelnen Massenteilchen m, , m,, my ... je nachdem sie
niher oder weiter vom Drehpunkt entfernt liegen, die tangential ge-
richteten Beschleunigungen p, , p, , 5 . . . Sie stellen der Beschleunigung
die Beschleunigungswiderstinde m, - p;, my « p,, mq+ Py . . . entgegen.
Diese Beschleunigungswiderstinde greifen an den Radien r;, r,, 73
an, stellen also dem beschleunigenden Drehmoment die Drehmomente

My PrT1s Mg PpeTy, MgePgeTg ...
entgegen. Das dynamische Gleichgewicht ergibt dann die Gleichung
Mg=my-pyeri+ mgPyery+ mgepPyery ...

Ersetzt man in dieser Gleichung die Umfangsbeschleunigungen
P15 Pss Ps ... nach Gleichung (15) durch die Werte ¢-7,, ¢-7,,
£+73 ..., so geht die vorstehende Gleichung iiber in

Myg=c¢-m-1?+¢c-my-134+¢c-my-73 ...
: 2
=e(my-ri+my-13+my-13 ...).

Den Klammerwert bezeichnet man als dynamisches Tréigheits-
moment. Man gibt demselben den Buchstaben J

Md=¢-J. (87)

¢ = Winkelbeschleunigung 1/sek,
M; = Drehmoment kg x m,

J = Dynamisches Trigheitsmoment Masse mal Meterquadrat.
Die Arbeit, die in einem rotierenden Korper steckt, deren einzelne

Massenteilchen verschiedene Geschwindigkeiten haben wegen der Ver-
schiedenheit ihrer Abstéinde vom Rotationsmittelpunkte, ist

myv: | myv Mg
A =114 2 378
2 2 2
Ersetzt man v, durch w - r;, v, durch w - 7, ..., so wird
Azml-wz-r% Mg w2e 73 Mge 0212
2 2 2

A=%2(m1ﬁ+m2'rg+m37§ cee)
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Unter Einsetzen von J (dynamisches Trigheitsmoment) fiir den Klam-
merausdruck folgt

A= o, J. (88)
A = Arbeit in mkg,
® = Winkelgeschwindigkeit 1/sek,
J = Dynamisches Tragheitsmoment.

a) Triigheitsmoment eines diinnen Ringes.

Bei einem Ringe von geringer radialer Starke s (Abb. 232) kann man
die Werte r fiir alle Massenteilchen gleich annehmen. Der Wert J wird
dann 7% (my+my+my...) =1r%-m, m=my+my-+my. m ist die
Gesamtmasse.

-<—b—)t
5
8 i
Abb. 232. Ring von geringer radialer Stérke. Abb. 233. Bestimmung des dynamischen Trigheits-
momentes einer Scheibe. — Zerlegung der Scheibe

in diinne Ringe.

b) Triagheitsmoment einer vollen Scheibe.

Die volle Scheibe (Abb. 233) kann man sich ersetzt denken durch
eine Anzahl diinner Ringe von der geringen Stérke s und verschiedenen

Radien x. Das Massentrigheitsmoment eines einzelnen Ringes betrigt
ml-x§=(2-x1-n-s-b)-%-x§.

J:(2-7t-x1-s-b)-f;7xf—{—(2-n-x2-s-b)%-x§—{—---.

Jeden einzelnen Ring vom Radius #; kann man ‘ersetzt denken durch
einen Ring vom Radius r, wenn man seine Masse entsprechend ver-
kleinert. Die gedachte Masse des Ersatzringes vom Radius » mufl um

2
das % fache kleiner sein als die Masse des Ringes vom Radius x,, damit

ihr Trigheitsmoment denselben Wert hat wie das Tragheitsmoment
des ersetzten Ringes.
2
mi:ml-:—;, mi-r2 = m, - 27, mh- 12 = my - 3.
Denkt man sich die Reduktion der Ringmassen dadurch herbei-
gefithrt, daB man die Breite des Ringes im oben angegebenen Verhilt-

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl. 11
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nisse verringert, so ist m{= (2-mw- ;- s) b]- —7—, wobei b = b, - g:_z ist.
m{-r? hat dann den Wert (2.7 .z, -s)- b1§‘ g:_z -7% ist also gleich
ml-x?(2-n-x1-s-b1)§x‘f.

Die Summe aller Werte m,a} + mya? ... ergibt dann m]-. 2

+m’2.72+m§.¢2=r2(mi+m§+m§ ...)-

2 2 2
Die im Verhéltnis %, r—:, 7% ... reduzierten Massen bilden eine

Scheibe der in kreuzweiser Schraffur dargestellten Form. Es ist das
eine Scheibe, deren Dicke von Null in der Mitte auf & am Rande nach
2
der Gleichung b, =b - % steigt.
Die Masse dieser Scheibe ist gleich 4 der Masse der vollen Scheibe.
Fir den Klammerausdruck (m{-+4 mj -4 ms...) ist demnach % ein-
zusetzen.

J=%-1‘2. (89)

(Sieche Anm. 8 am Schlufl des Buches.)

Beispiel 120. Welches dynamische Tragheitsmoment hat eine volle Scheibe
von 4 m Durchmesser und 20 cm Stérke bei einem spezifischen Gewicht y = 3?

402z
Volumen V = < 2 = 2512 dm? (40 dm; 2 dm);
V = 2512 dm?3;
@ — 3. 2512 = 7536 kg;
Masse m = 763,6 ME;

_om o, T53,6.22 o
J= et = T = 1507,2.

Beispiel 121. Welche Arbeit steckt in einer Scheibe von 4 m Durchmesser,
20 cm Stirke und y = 7,5, die mit » = 120 Umdrehungen pro Minute umléuft ?

2
Scheibengewicht: 4‘;” .2.7,5 = 18900 kg.
Scheibenmasse: 1890 ME.
_m o, 1890 _,
J= G ert =022 = 380,
TN
w = 30 = 4,
2 . )2
A= % Ly 27' . 3780 = ~ 300000 mkg.

Beispiel 122. Welche Winkelbeschleunigung erfihrt die im Beispiel 121
berechnete Scheibe durch einen Motor, der ein Moment von 10000 kg X cm

ausiibt.
M;=¢-J =100 kg X m;

M, 100 1

_ 2
=7 ~ 3180~ 37,8 UK
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¢) Triigheitsmoment einer Ringscheibe.

Eine Ringscheibe nach Abb. 234 148t sich auffassen als Differenz
zweier Vollscheiben. Ihr Trigheitsmoment ist

J=J, —J,, i
2 b.r? 2 b.
Jl___m1271:( 712::)71: 2:1.7;,
2 (beg2 . b
J2=Z(l»‘2272=( ;2‘”).7‘2: 2”.7'3’
b-n
J = 5 (r{ —r3)
1 2 2 2 2
=g b2y — )] (i +73). Abb. 234, Ringscheibe.

Der Wert in der eckigen Klammer ist gleich der Masse m des Ringes.
m
=5 (i+). (89 A)
Beispiel 123. Welches Tragheitsmoment hat eine Scheibe von D; = 4 m,
Dy,=3m, b=30cm bei y =17,5?
V= (D? x Dixm

)b = (1256 — 706) - 3 = 550 + 3 = 1650 dm?,

4 4
@ = 1650 - 7,5 = 12400 kg,
m = 1240 ME,

J = ﬁ; (1Y) = 92"39 (22 4 1,52) = 3880.

Beispiel 124. In welcher Zeit kommt eine Scheibe nach Beispiel 123 durch
das Drehmoment von 12000 kg X cm auf die Umdrehungszahl n = 180?

M, 120
My=¢-J, 8—7—£80~0,0308,

._‘:1_'_71/_.7[-180__6

“T730 ~ 30 ~ ™

w=c-t t—g——sii~6105ek
B ’ & 0,0308 ’

(In der Scheibe stecken dann
©? 62. a2
5 J = g 3880 = 690000 mkg.

Da die Scheibe mit der mittleren Umdrehungszahl #,, = 90 auf die Tourenzahl
180 kommt, hat sie in 610 sek || i = §42 - 90 = 913 Umdrehungen zuriickgelegt.
In dieser Anzahl Umdrehungen hat das Drehmoment M, die Arbeit A =4 -2.z. M,
=913 - 2.2 . 120 = 690000 mkg abgegeben.)

d) Trigheitsmoment einer Stange.

Teilt man die Stange (Abb. 235) in eine Anzahl kleiner Stiicke von
der Lange s, so hat ein beliebiges Stiickchen ein Trigheitsmoment

11*
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m, - x7. Das Trigheitsmoment ist gleich der Summe aller dieser ein-
zelnen Tragheitsmomente.

| J = myx} + myad -+ mgas ...

]| Denkt man sich die Trigheitsmomente m, a7,
my 5 . . . ersetzt durch die Werte

mi -2, mé .72,
so mull s .
z Z.
’ 1 ’ 2
m1=m,,1-r—2, m2=m2-77
sein.

J ist dann gleich r2(m{+ mj+ mz...). Die
Massen mj, mj ... kann man aus den Massen m,,
my . .. entstanden denken durch Verringerung des
Querschnittes dés Stabes vom Endquerschnltt g am

Radius r auf ¢=¢- 72, ¢5=¢-— ... Die Quer-

’

schnitte ¢’ nehmen dann mit den Werten x% nach
Abb. 235, Bestimmung dem Aufh‘émgepunkt der Stange hin ab. Es kann
des dynamischen Trie"  die Summe dieser Massen mj + m;+ m; ... also
ggggg-i; Zerlogung der durch eine kegelférmige Masse vom Querschnitt ¢

" am Radius » und 0 am Radius O ersetzt werden.
Diese Masse ist gleich 4 derjenigen der vollen Stange vom gleich-

mafigen Querschnitt g.
J=1r2.-(m+myg+mz...),

J = (90)
Ersetzt man 7 durch /- sinx, so ist
72 qin?
J=m lssm a. 1)
Fir o = 90° folgt 2
J=2". (92)

7, 5 Eine Stange, die um ihren Mittel-
s % : . .
I punkt rotiert (Abb. 236), kann in zwei

= Stangen von je ™ gerle edacht wer-
g e 5 gt g

1[ den, deren Liangen [ = g einzusetzen sind.
2,
- —i Aus J = mT wird
Abb. 236. Um ihren Mittelpunkt Totie-
rende St?néer%%n (11e1fe %’.';;ge ;0 a J=2. m _l_ 2. i - m-12 (93)
2 \2) 3 12 -

(Siehe Anm.9 am Schlufl des Buches.)

In der Technik verwendet man neben dem dynamischen Tragheits-
moment noch den Begriff ,,@- D2?*. Ersetzt man in den Gleichungen
J = Masse mal Radius? die Masse durch das Gewicht G, so wird der
Zahlenwert 9,81mal so grof}. Setzt man statt Radius? Durchmesser?,
so steigt er um das 2% = 4fache. Der Wert GD? =40 J.
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Zur Erleichterung der Rechnung mit mehreren Betrigen J fiihrt
man den Begriff ,reduzierte Masse* und ,,Trigheitsradius‘ ein.
Man kann z. B. fiir J=m'r2
Scheibe — einen Ring von der Masse % am Radius » setzen. Man hat
in % die auf den Radius.r reduzierte Masse. Man kann die 2

im Nenner ebensogut zum Werte 72 ziehen. Mit 7’ = Lz erhdlt man

— Tragheitsmoment einer vollen

«r2
m-7r?= m—2~r~ - 7' ist der Tragheitsradius, d. i. der Radius, an welchem

. 2 2
Der Trigheitsradius einer Ringscheibe ist " = ntn

2

man sich die Masse m vereinigt denken kann. V
Der

g
Rollt ein Korper eine schiefe Ebene herunter, so steckt in ihm eine

Trigheitsradius einer Stange 7 = V,’_

2
lebendige Kraft m—; (v Geschwindigkeit der geradlinigen Bewegung
2
des Schwerpunktes) und J—2w (w Winkelgeschwindigkeit des Kérpers).
Da v = w - r ist, so hat die Gesamtarbeit den Wert

. 2 .
A=" g et )
2
Fir das Herabrollen einer vollen Scheibe mit J = % folgt
2 2
4= %(m-rz-i—-";—r):%m-v‘-".

Beispiel 125. Welche Geschwindigkeit erreicht eine volle Scheibe beim
Herabrollen auf einer schiefen Ebene von der Hohe A = 20 m?
Aufgewendete Arbeit G - b = m - g - 20 mkg.
mo?  w? 3 2
A="5+g-J=gm

m.g.2()=_i—.m.1)2,

:20-39-4=262’

v = 16,15 m/sek.

»2

6. Schwingende Bewegungen.

a) Harmonische Sehwingungen.

Die Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn mit der konstanten
Geschwindigkeit v 1aBt sich auffassen als eine aus zwei Bewegungen in
zwei senkrecht zueinander stehenden Richtungen zusammengesetzte
Bewegung. Die Umfangsgeschwindigkeit » kann man sich (Abb. 237)
zerlegt denken in die beiden Komponenten v, und v, , welche die stetig
wechselnden Groflen v-sina und v-cose haben. Es kommt die kon-
stante Umlaufgeschwindigkeit in kreisférmiger Bahn also auch zu-
stande, wenn man den Korper gleichzeitig zwei hin- und herschwingende
Bewegungen nach v; = v-sinx und v, = v-cosa ausfithren 1af8t. —
Da cosx = sin (90 — &) ist, ist auch die Geschwindigkeit v, = v-cosa
einer Sinusschwingung gleich.
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Fithrt man fir die Umfangsgeschwindigkeit » aus der Gleichung
v=w-r den Wert w-r ein, so gehen die Werte v - sinx und v-cosx
iiber in w-r-sinod und w -r-cosa. Setzt man fiir den Winkel «, d. i.
den seit Beginn der Bewegung zuriickgelegten Winkelweg das Pro-
dukt Winkelgeschwindigkeit w mal Zeit ¢ ein, so wird

vy =v-sinx = +7-sin(w - f)

und Vy=10+COSKX = -7 cos(w-1).

Die Beschleunigung, welche der rotierende Korper erfihrt, ist
p = w?.r. Dieselbe zerlegt sich fiir die beiden Teilgeschwindigkeiten
in p; = p-cosa und p, = p-sino .

Die Beschleunigungskriifte, welche diese schwingenden Bewegungen
herbeifiihren, betragen P, = p, + m und P, = p, - m . Sie haben den
Hochstwert P=p-m=m - w?-r.

Die Beschleunigungskraft an einem beliebigen Punkte 1 der einen
Schwingungsbahn (4 — B) betragt (Abb.237) P =m - w?-r-sinx
=m-w?2-z. Sie nimmt also mit dem Abstande x des Koérpers von
dem Mittelpunkte der Bahn stetig zu.

e
/,/""4-_'“7" Yy
e VAN
/ <\ n "
/ = 7Yy \
\ /
\ /
\. s
\'\. _,A/”/
A . 7 B
[T

Abb. 237. Zerlegung der Bewegung in einer Abb. 238. Das mathematische Pendel; am gewicht-
Kreisbahn in zwei Schwingungsbewegungen. losen Faden aufgehingte Masse.

Die Schwingungszeit fiir die einmalige Hin- oder Herbewegung
des Ko6rpers mit einer beschleunigten und verzogerten Bewegung, bei
welcher die Beschleunigungs- bzw. Verzogerungskraft stetig zunimmt

mit dem Abstande vom Schwingungsmittelpunkt, berechnet sich aus der
2.rem

Umlaufszeit in der Kreisbahn aus der Gleichung s = v-¢ g =v-t
mit v=r-w, s o x
== — = —, (94)
vor-o o

b) Das mathematische Pendel.

Unter einem mathematischen Pendel versteht man eine am ge-
wichtslosen Faden hingende punktférmige Masse, die in einer Ebene
hin- und herschwingt (Abb. 238).
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Bringt man den Massenpunkt m in die duBlerste Lage und gibt ihn
der Einwirkung seines Gewichtes frei, so beschleunigt er sich unter der
Kraft G-sina. Im tiefsten Punkte der Bahn besitzt er die Hochst-
geschwindigkeit vpm,y, die sich aus der durchfallenden Héhe % nach der
Arbeitsbilanz mit vy, = yFng—h bestimmt.

Die Beschleunigung in einem beliebigen Punkte C' der Bahn hat
den Wert p = g -sing, berechnet aus P=m-p und P =m-g - sing
(Abb. 238). Setzt man fiir sing aus dem Dreieck M BC den Wert

j—;% = ’lf ein, so geht die beschleunigende Kraft P aus m-¢-sing iiber

inm-g- % Es ist die beschleunigende Kraft, also proportional dem

Abstand # vom Schwingungsmittelpunkte 0.

Bei einem kleinen Ausschlag des Pendels kann man fir die Weg-
strecken am Umfange des Kreises die Léingen x einsetzen. Damit ent-
spricht der Vorgang des Pendelns dem der harmonischen Schwingung,
fir welche die stetige Zunahme der Beschleunigungskraft mit dem Ab-
stande vom Schwingungsmittelpunkte abgeleitet ist.

Es herrscht am Endpunkt der schwingenden Bewegung die Be-
schleunigungskraft P = Z’—L—lg—x Setzt man P der Beschleunigungs-
kraft, welche das Durchlaufen einer Kreisbahn von 2 .  Durchmesser
erzwingt, gleich, so folgt mit B

Pem-oto=""9"% g1 9 w=V%.

Setzt man diesen Wert fiir @ in die Gleichung ¢ = ‘Zj ein, so wird

T=Jth. (95)

Die Fadenspannkraft hat in den beiden Endpunkten der Bahn die
GroBen G - cosx. Es ist der Faden nur durch die Radialkomponente
des Gewichtes gespannt. Im Schwingungsmittelpunkt erreicht sie die

GroBe S:G-{—m'vz.

r

¢) Das physische Pendel.

Unter einem physischen Pendel versteht man
ein Pendel, dessen Masse eine Zusammenfassung
in dem Sinne des mathematischen Pendels, d. i. in
einem Punkte nicht zuldBt, ein Pendel also, das an
einem Faden, der Gewicht besitzt, hingt.

Nach dem d’Alembertschen Gesetz und den
Ableitungen vom Massentrigheitsmoment ergibt
sich fir das Gleichgewicht eines Pendels nach .
Abb. 239 die Gleichung G- e-sinx =¢- J. Abb. 2391%2321?}%150}‘6

Es stellt sich der die beschleunigende Be-
wegung herbeifiihrenden Komponenten G am Hebelarm esina der
Widerstand der Masse ¢+ J entgegen. (e Ab-iand des Schwerpunktes S
vom Aufhéngepunkt.)
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Das dynamische Gleichgewicht der Masse am gewichtslosen
Faden von der Linge I wiirde die Erfillung der Gleichung G'-1-sinx
= ¢+ m - [? verlangen.

Denkt man sich das physische Pendel durch ein mathematisches
von der Lange [ ersetzt, welches die gleiche Schwingungszeit, d. h. die
gleiche Winkelbeschleunigung ¢ besitzt, so wird sich aus

eem-2=@G-.1-sinx und e+ =G.e-sinnx
die Gleichung

G-l-sin(x_g-e-sinoc
mel2 J

ergeben. 7
l=—. (96)

m-e

Die Pendellinge ! eines physischen Pendels ist gleich dem dyna-
mischen Tragheitsmoment derselben, dividiert durch die Masse mal
Schwerpunktsabstand.

Setzt man diesen Wert von 7 in die Gleichung fiir die Schwingungs-
zeit ein, so geht dieselbe iiber in

T=7-] J al J (97)

mee-g e-G’

7. Die Lehre vom StoS8.

Bei der Ubertragung einer Arbeit von einem Kérper auf den anderen
kann man in den meisten Fillen die Rechnung nach der Arbeitsbilanz
durchfithren. Die bei Beginn des Prozesses vorhandenen Meterkilo-
gramm miissen auch am Ende desselben vorhanden sein. Diese Be-
rechnung nach der Arbeitsbilanz fithrt jedoch nicht zum Ziele bei Auf-
gaben, bei denen der Arbeitsweg einer Kraft durch die Bewegung
zweier Korper gegeneinander festgelegt ist. Man kann bei ihnen nicht
direkt bestimmen, welcher Teil s; des Gesamtweges s und welcher Teil
P, s, der Gesamtarbeit 4 = P-s an den Korper 1 und welcher an
den Korper 2 abgeben wird. Zur Bestimmung der EinzelgroBen A4,
und A, aus der gegebenen Summe 4 = A4, + 4, ist die Verfolgung des
Arbeitsvorganges nach den Gleichungen der BewegungsgrsBe erforderlich.

Ein Fall der oben geschilderten Arbeitsabgabe liegt vor beim Ab-
feuern eines Geschosses, wenn ein Teil der Explosionsarbeit an das riick-
laufende Geschiitz abgegeben wird. Ahnlich liegen die Verhiltnisse
bei den Aufgaben vom StoB. Die Kraftabgabe, welche bei der Form-
anderung aufeinander stoBender Koérper vor sich geht und die Kraft-
abgabe, die beim Zuriickgehen des Forminderungsprozesses auftritt,
ist eine Arbeitsabgabe einer Kraft auf zwei Wegteilen. Der eine Wegteil
bestimm¢t die Arbeit, die der eine Korper erhilt bzw. abgibt, der andere
Wegteil bestimmt die Arbeit, welche auf den anderen Korper entfallt.
Diese Vorgange miissen nach den Gleichungen von der Bewegungsgrofle
gelost werden.
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a) Die Geschwindigkeitséinderungen beim vollkommen unelastischen,
geraden, zentrischen StoB.

Es wirkt auf einen Korper von der Masse m wahrend einer Zeit-
dauer ¢ die Kraft P beschleunigend oder verzogernd. P = m - p. Setzt

man fiir den Wert p den Wert % ein (v = p-t), so geht diese Gleichung
tiber in P = y, P.t=m-v. Man bezeichnet die Werte P -t
und m - v als Bewegungsgrofe.

Besitzt ein Korper die Masse m und die Anfangsgeschwindigkeit v, ,
so wird sich bei einer Einwirkung der Kraft P wihrend der Zeit ¢ die

Geschwindigkeit erhohen von v, auf v. Aus der Arbeitsbilanz folgt

2 _
P.s=m- (v % Setzt man fiir s den bei gleichférmig beschleu-

]
nigter Bewegung geltenden Wert s = U"—;—v -t [Gleichung (6)] ein, so

geht die vorstehende Gleichung iiber in

P.@;ﬁ’.tz_gﬁ(zﬂ—v%)=%(U+Uo)(’0—”o),

Pt=m-(v—v,)=m-v—m-v,. (98)

Da man fiir einen unendlich kleinen Zeitteil eine konstante Kraft P
annehmen darf, ist die Benutzung der Gleichungen (6) und (20) zu-
lassig.

Andert sich die GroBe der Kraft wihrend des Arbeitsvorganges,
so ergibt sich fiir den ersten Zeitteil ¢, der Kraftabgabe mit der Kraft
P, und der zu Anfang vorhandenen Geschwindigkeit v, die Gleichung

Pi-ty=m-v; —m-v,.

Wirkt wihrend des darauffolgenden Zeitteilchens ¢, die Kraft P,, so
geht die Geschwindigkeit »; zu Anfang dieser Bewegung iiber in v,
nach der Gleichung

Pyety=m-v,—m-v,.

Bei einer weiteren Einwirkung von P, wihrend der Zeit #; folgt
Py-tg=m- vy — m-v,.

FaBt man die ganzen Werte P, - ¢, ..., Py ty..., Pg-t3... zu-
sammen als Summe aller P-#(2'P-t), die vom Anfangszustande mit
der Geschwindigkeit v, zum Endzustande mit der Geschwindigkeit v,
fithrt, so folgt aus

Pioty+ Pyty+ Pyety oo = (m-v; —m-0p) + (m-v, — m -2y
F(m-vg—m-vy) o (M- Vy— M- Vy_y) .

Es heben sich in der Summe rechts alle Glieder bis auf das erste — mv, —
und das letzte — m - v, — heraus.

2-P-t=Summe aller P-t =m-v, —m -,
(99)
=m- (v, — vp) .

v, Anfangsgeschwindigkeit, v, Endgeschwindigkeit.
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Die Wirkung der verschiedenen Werte P in den Zeitteilchen ¢,
&y, &y . .. wird also charakterisiert durch die Geschwindigkeitsénderung
vy, — vy, welche der Korper erfihrt.

Treffen zwei Kérper K; und K, von den Masseninhalten m, und m,
aufeinander, so platten sie sich an den Aufschlagstellen ab. Dabei
verzogert sich der Korper der hoheren Anfangsgeschwindigkeit v,
wihrend der andere seine Anfangsgeschwindig-
/ A, keit v, erhoht. Dieser Verzogerungs- bzw. Be-

v Y %y schleunigungsvorgang erfahrt sein Ende in dem

K N Augenblick, in welchem die Abplattung ihren
Hoéchstwert erreicht hat. Dann haben die

beiden Korper die gleiche Geschwindigkeit ¢

/ V\ (Abb. 240).
LY~ Nach der Gleichung von der Bewegungs-
N grofle gilt fiir den Kérper K, , dessen Geschwin-
digkeit von der Gréfle v, auf die Groe ¢ herab-
Abb.f240. Gerader zentraler  S€gangen ist:
Stob ZPt=my v, —my-cC.

Fiir den von der Geschwindigkeit v, auf die Geschwindigkeit ¢ be-
schleunigten Koérper K, von der Masse m, gilt

2Pt =myc — myv,.
Durch Gleichsetzung der beiden Werte &'« P - t — die auf den einen

Koérper wirkende Kraft ist in jedem Augenblick gleich der auf den
anderen Korper wirkenden — erhélt man

My * Uy — My + € = MyC — Mgy,

my Uy + Mg Vg
my + My

(100)

Bei unelastischen Kérpern endet der StoBvorgang mit dieser Ge-
schwindigkeit ¢. Die Endgeschwindigkeit bei einem umelastischen
StoBe ist gleich der Summe der BewegungsgréBen zu Beginn des Auf-
einandertreffens, dividiert durch die Summe der Massen.

Bei der Ableitung sind »; und v, als gleich gerichtet eingesetzt.
Bei einer Bewegung der Korper gegeneinander sind die beiden Ge-
schwindigkeiten durch das Vorzeichen als + und — zu unterscheiden.
Es folgt, wenn man die Richtung von v, als negativ und die von v,

als positiv ansetzt:
My Vg — My - Yy

Cc =
m1+m2

Ergibt das Resultat fiir ¢ einen negativen Wert, so bedeutet das, daf3
¢ die Richtung von v; besitzt. Ein mit positivem Vorzeichen errech-
netes ¢ hat die Richtung von v,.
(Treffen zwei gleich groBe Koérper mit gleichen Geschwindigkeiten
gegeneinander, so ist die Endgeschwindigkeit gleich Null:
My + Vg — My + Uy
= T 0.)
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b) Die Geschwindigkeitsinderungen beim vollkommen elastischen,
geraden, zentrischen Stof.

Beim elastischen Stofl folgt auf die oben erklirte erste Periode der
Deformation der beiden Korper eine zweite. Es gehen die Deforma-
tionen wieder zuriick. Dabei geht die Geschwindigkeit des schon vorher
verzogerten Korpers K, um einen weiteren Betrag herunter. Gleich-
zeitig beschleunigt sich der andere Korper um einen weiteren Betrag.
Von der beiden Korpern gleichen Geschwindigkeit ¢ ausgehend, kommt
der Koérper K, auf die weiter verringerte Geschwindigkeit »; und der
Korper K, auf die weiter erhohte Geschwindigkeit v;r. Es wiederholt
sich wahrend dieser zweiten Periode der wahrend der ersten sich ab-
spielende Kraftzeitverlauf, den die Summe aller Werte P -t festlegt.
In umgekehrter Reihenfolge spielt sich der Deformationsvorgang er-
neut ab. Es geben die elastisch zusammengepreBten Materialteilchen
nunmehr die in sie hineingesteckte Arbeit zuriick. 'Der Wert der Summe
aller Betrage P -t bleibt derselbe, wennschon dieser zweite Vorgang mit
der groften Druckkraft beginnt und mit der kleinsten endet, wahrend
sich in der ersten Periode die Abstufung vom kleinsten Werte P zum
groBten Werte vollzog. Aus der Gleichheit der Summe P -¢ folgt, daf3
die Endgeschwindigkeiten der zweiten Periode vy und v;; um genau
den gleichen Betrag von den Anfangsgeschwindigkeiten ¢ der zweiten
Periode abweichen, wie die Endgeschwindigkeit ¢ der ersten Periode
von den Anfangsgeschwindigkeiten v, und v, der ersten Periode. Es
wird also die Differenz:

vp—Cc=2¢—7, v = 2¢ — v,
Vi — €= C — 7y, UII=2C—?JZ.
Mit
My Uy + My - Uy
= —— "
my + My
wird
2 (myvy + myvy) _ 2my v + 2my vy — My v — My
O T o my, AT my + m ’
1 2 1 2
(my — mg) vy + 2mMy vy
— . (101)
my + mg
—_— 2(my vy + myv,) e — 2my vy + 2my vy — Myvy — My v,
my + My 2 my + my ’
(mg — my) vy + 2my vy
V11 = . (102)

my + my

Beispiel 126. Zwei Korper von den Gewichten G; = 40 kg und G, = 50 kg
treffen mit den gegeneinander gerichteten Geschwindigkeiten v; = 3 m/sek und
v, = 6 m/sek aufeinander. Welche Endgeschwindigkeiten erhalten die Kérper bei
vollkommen elastischem Stof?
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Die Richtung der Geschwindigkeit v, des Korpers vom Gewicht G, als positiv,
diejenige der Geschwindigkeit v, als negativ bezeichnet.

 3(4—5)+2-(—6)-5 —63
445 9
v; hat die gleiche Richtung wie v,.
vII=—6(5-—4)+2-3'4
4+5
v hat die gleiche Bedeutung wie v,.

h —7 m/sek.

+ -198— = +2 m/sek.

Fir m, = m, = m folgt:
2.-m-. v,
= Tem T
2m - v,
v = *2“.17 = vy .
Die aufeinandertreffenden Massen m, und m, tauschen ihre Ge-
schwindigkeiten aus. - m, hat nach dem StoBe die Geschwindigkeit v,,

m, die Geschwindigkeit v, .

¢) Die Geschwindigkeitsinderungen beim unvollkommen
elastischen, geraden, zentrischen Stof.

Da die Korper nicht vollkommen elastisch sind, kann in Wirklich-
keit nicht damit gerechnet werden, dafl die Riickbildung in der zweiten
StoBperiode der Deformation in der ersten gleichwertig ist. Man muf}
vielmehr damit rechnen, daf} ein Teil der hineingesteckten Deformations-
arbeit als Deformationsarbeit in den Korpern verbleibt und nur ein Teil
als mechanische Arbeit zuriickgewonnen wird. Es wird, wenn man diesen
Teil mit k& bezeichnet, nicht 2P-.¢{, sondern nur k-2 P-t zuriick-
gewonnen, wobei ,,k* ein Zahlenwert kleiner als 1 ist.

Unter Einsetzen von

myv; — myc fur ZP-¢ und myc — muc — myv, fir 2Pt

folgt aus
EZP-t=my-c—my-vy und k-ZP-t=my-c— my- o,
k- (myv; — myc) = myc — myvy, k-(,—c)=c—ur,
v=c—k(vy—c)=k+1ec—Fk-v,
k- (mgc — myv,) = myvrp — mye, k- (¢" —vy) =vp —c,
m=c+kic—v)=(k+ lc—Fk-v,.
Durch Einsetzen von ¢ — 22T 2% ergibt sich:
my + my
_ (B4 1)(myv, + myv,)
v = my + m, —k-v
k«myv; + myv k- myv, vy — k- —k-
= 11 191 + 2,,;1::2 2 my 0y Mo ¥y (103)
_ myvy + mgvy + mg - (Vg —vy) K
- my + my :
my vy + move + my(vy — Vo) k
o = ! . (104)

my + mo
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(Fir k=0, d.i. fiur den unelastischen Stof, wird

My vy + My,

Vy = v =
1 i { iy + s

Fir k=1, d.i. den vollkommen elastischen Stof}, wird

(my — my) vy + 2my0, und - (my — my) vy + 2my vy )

v =
I my + my my + my

d) Die Arbeitsumwandlung beim StoB.

Stellt man die Arbeitsbilanz fir den Augenblick des Zusammen-
treffens und fiir den Augenblick des Wiederauseinandergehens auf, so
kann man aus dem Vergleiche der fiir diese beiden Augenblicke er-
mittelten Arbeitswerte den Betrag errechnen, der als Deformations-
arbeit 4, in den Koérpern geblieben ist. -

101

Im Korper K, steckt eine lebendige Kraft von 4, = g~ vor und

4 =" % nach dem StoB. Im Korper K, sind enthalten vor dem
2 2
Stol 4, = m227;2 mkg und nach dem StoB Ay = —2 mkg.

Ag= (4, — A45) + (4, — Aq) ist die in Deformationsarbeit um-
gesetzte Arbeit.

Fiir den vollkommen unelastischen Stof ergibt sich unter Benutzung
der Gleichung (100):

Mg Mgev] My My (M vy £ My *Uz)z
7 — . ,

A ===+ =5 2 ( my + my

A= (mq v} + myv§) (my + my) — (My vy + My Ug)_2

2(my + my) ’
4, =" MgV + My My VE — 2my My v, Vy
e 2(my + my) ’
, 2 200, — vY)  Mymg(vy — vg)?
A — mlmZ(vl 1%2 2 105
¢ 2 (om; + ) Sy + ig) (19%)

Treffen gleich grofe Korper mit gleich grofen, aber entgegen-
gesetzten Geschwindigkeiten (v; = —wv,) aufeinander, so daB sie nach
dem ZusammenstoB3 zum Stillstand kommen, so wird ihre Gesamtarbeit

2 2
m2v1 + m2v2 in Deformationsarbeit umgesetzt.

PREEENE

Fir den vollkommen elastischen Sto mufl die Deformationsarbeit
gleich Null werden. Aus den obigen Gleichungen folgt:

A _mgerf omy ((ml—m2)vl+2m2v2 2 A _ Myt
1= 72 = 2 my + m, > 1= 2>
A _mzvil_ﬁ<(m2_m1)”2+2m1”1 2 A _ My}
II = 2 ) my + my ’ 2= "9
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(4, — 41) + (4 — 4n) = 1n2-1— [’p-{ — <(m1 Z”nl)il x my 112> }

Rt [”g — ((m2 —my) vy + 2my vl)zJ

2 my + my

= (ml _}_ m2>2' [L;l“ [(my 4 my)?- v — (my — mz)zfﬁ

— 4 - my(my — my] vy v, — dmios + %2‘[(7"1 + my)2 3

— (my — my) V5 — 4 - my (my — my) v v, — 4+ mio]].

1 21 .
(m +m2> °?°[vf(m§+2m?m2+m1m§_mf+2m?mz—mlm§—4m2m%)
1

+ vy - vy (43 My — dmy MG + 4y M — 4MF M)
+ V3 (4my mE + mimy -+ 2my mE + m3 — md -+ 2my mi — mimy)].

Da die Klammerausdriicke gleich Null sind, folgt, wie schon oben
-erklart,

Aq = Null.
Fiir den unvollkommen elastischen Stof folgt:
A _ Mm% _ M ml”l“‘”’z”z""”z(”z—i’l)k)z 4, — my v}
I=7 3 — 72 my + my e
A _ MaVf My (Mg ¥y + My ¥y + My (v) — ) KR A _ myv}
) my + m, ’ 2T 2 -
Ag = 1 e ('Ul —_ ,02)2(1 —_ kz) . (106)

472 my + ma

Bei der Anwendung des Stoles zu Forménderungsarbeiten (Schmie-
den) mufl man bestrebt sein, den Wert 4; méglichst groB zu erhalten.
Bei Dampfhammern ist die Geschwindigkeit v in gewissen Grenzen
variabel, die Grofe des Schlagkorpers ist durch das Gewicht des Bérs
usw. festgelegt. Um die Deformationsarbeit auf einen méglichst hohen
Wert zu bringen, wird man bestrebt sein, die ruhende Masse des ge-
schlagenen Korpers moglichst groB zu halten. Es steigt der Wert von
A; mit steigendem m,.

Durch Kiirzung mit m, geht die Gleichung (106) iiber in

A= 5 " (o — )l — ).
my
+1

my

my kommt nur im Nenner vor. Eine VergréBerung von m, verkleinert
den Nenner und erhéht damit den Wert von 4.

Aus dieser Gleichung leitet sich das Bestreben, die Chabotte eines
Dampfhammers moglichst grof zu machen, ab. Die Chabottenmasse
bildet mit der Masse des zu bearbeitenden Stiickes zusammen den
Wert m, .

Beispiel 127. Ein Dampfhammer vom Birgewicht G = 4000 kg kann mit den
Schlaggeschwindigkeiten zwischen 2,5 m/sek und 4,5 m/sek arbeiten. Das Ge-
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samtgewicht des Arbeitsstiickes samt Chabotte usw. betrigt 50000 kg. Welche
Formiéinderungsarbeit verrichtet der Bar bei einem £ = 5/9? Welchen Wirkungs-
grad hat der Hammer?

1 mym, 2 2
d—?ml_l_mz(vl—'vz) (1 — %%,
G, G, . 5
m=?=400, m2=?=5000, vy =2,5m/sek (4,5 m/sek), v,=0, k=§.

_ 1 4005000 952 (1— 25\ _ 2000000 - 6,25 - 0,692

472 400 4 5000 81) 2 - 5400
= 800 mkg (2600 mkg).

_ A, _ 800 o
"= myvd’ ’7_4—66-2,52_64’24"

2 2 2

Bei einer Anwendung des Stofles zum Eintreiben eines Korpers
(Einschlagen eines Nagels) ist die vom schlagenden Kérper dem ruhenden
Korper zugefithrte Arbeit die Nutz-

arbeit. Es wird der Nagel um so /"T‘\\ //l.-\
tiefer in die Wand eindringen bzw. /’/ Y| \ _J’,\
um, so mehr Arbeit fir das Ein- +———3
dringen zur Verfiigung haben, einen \ | /
2 2
je groBeren Wert von % ihm durch H-
die auftreffende Masse m,; gegeben w
Wird. . 7

Nimmt man einen véllig unelasti- .
schen Sto mit vy = 0 an (UII — c)’ Abb. 241. Schiefer StoB.
my vy
my + my

wert, wenn m, einen Hochstwert hat.

d) Der schiefe zentrische StoB.

Treffen zwei Massen so aufeinander, dafl ihre Geschwindigkeiten
im Augenblicke des Aufeinandertreffens nicht in die Richtung senkrecht
zur Aufschlagfliche fallen, so nennt man den Stofl einen schiefen Stof3
(Abb. 241).

Man behandelt denselben wie einen geraden StoB, indem man an
Stelle der Geschwindigkeiten v; und v, die Komponenten v, sinx, und
v, sina, einsetzt. Aus ihnen gewinnt man die Endgeschwindigkeiten vy
und vy nach den Gleichungen (101) bis (104). Durch Zusammensetzung
von v und vy mit v, cos®, und vycos&, gewinnt man die endgiiltigen
Endgeschwindigkeiten v; und 5.

so erreicht ¢ =

bei gegebenem Werte m, und v, dann den Hochst-
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Anm. 1, In der Schreibweise der hoheren Mathematik ist

‘Wegzunahme )

V= ds m/sek | ——M—
T dt /se Zeitzunahme

ds wie dt sind unendlich kleine GréBen. In dem Zeit-Weg-Diagramm der Abb. 242
stellt sich v dar als tg«.

Anm. 2. Andert sich die Geschwindigkeit, wie es Abb. 243 zeigt, so wird im
Punkte A diese Geschwindigkeitsinderung in der Zeiteinheit charakterisiert

ldu
= Z B
‘dS N T
<
B Y gj
N ; ‘
% —— f-—
ﬂ at e ﬂ A 4 dt
A=z = T
Abb. 242. Zeit-Weg-Diagramm. Abb. 243.

durch den tgf. tgf = % Man bezeichnet diese Geschwindigkeitsénderung
in der Zeiteinheit mit Beschleunigung und gibt ihr den Buchstaben p.
p= % dv=1p-dt.

Integriert man diese Gleichung in den Grenzen 0—v und 0—t, so folgt
v 2
f dv= f pdt .
0 0

Das MaB fiir den Wert p bestimmt sich ganz allgemein, d. h. fiir die ungleich-
férmig verdinderte Bewegung aus
d ds
_dv T dt _ d?s
P=% = @ ae
Ist p unverindert, wie es z. B. der Vorgang nach Abb. 243 zwischen den Punkten
B und C mit konstantem tgp, zeigt, so folgt

/vdv=p0ftdt, v=7p-t.
0
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Betrug die Anfangsgeschwindigkeit vy, so kommt als Integrationskonstante
hinzu vy, und die Gleichung lautet
V=1 + p-t.

Anm. 3. Der Weg bei einer gleichformig beschleunigten Bewegung berechnet

sich aus
s:/vdt:/’p-t.dt,
a2t
s—p]tdt_ 5
ds . do dv .
Anm. 4. Analog V=7 ist o= ar und nach P=gy wird
do
. dd—t _ dPa
T T e

Anm. 5. Die Kreuzkopfgeschwindigkeit leitet sich aus dem Kreuzkopfweg mit

v = @aﬁ wie folgt, ab.

di
L,
. do i(r(l — coso) 4- 57 " sin oc)
Tdt dt
2
+7r-sina do + ;7 «2¢inx - cosxx - do
- dt
Da % - r die Umfangsgeschwindigkeit u ist, folgt
v = u(sina + % - sine . cosoc) = u(sinoc + —;— %sin 204).
Die Kreuzkopfbeschleunigung erhélt man aus p = % mit
. 1 r .
_ud(smoci?—l—-sm&x) il F s do
p= di s p= <c saj:Tcos zxrat—.
redo doa  u .
Da Y und T setzen ist, folgt

2
p= %—(Oosa + —;‘ cos 204).

Anm. 6. Nach Abb. 91 ergibt sich mit der héheren Mathematik dieses Re-
sultat im genau gleichem Ableitungsverlauf. Es wére nur schreibtechnisch
anders zu fassen:

Bogen Xyoz-/ydb: ds~~1£lzy:/ds-M€'y=fds-MD

ME

:/ds-r:r/ds.

s
Uy =T+ 5.

b

Anm. 7. Die Gleichung S, = S,¢"® leitet sich mit Hilfe der hoheren Mathe-
matik wie folgt ab. In dem kleinen Teilchen steigt die Spannkraft S auf § + 48

Laudien, Mechanik I. 2. Aufl. 12
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(Abb. 244). Der Anpressungsdruck N , den die 2 Krifte S und S 4 dS auf die
Scheibe ausiiben, bestimmt sich aus Abb. 244 mit %N = §sin dTa' Man nimmt

statt der 2 Krifte (S) und (S -+ d8S) 2 gleich groBe Kréfte S an, da d8 in der
Summe (S 4 d8S) verschwindet.

Der Wert sin d?a kann durch d—;— ersetzt werden, da es sich um kleine Werte

von o handelt. Daraus folgt
1 do
?N_S'T’ N=S8-du«.

Die Reibung 1iBt die Kraft S auf S 4 d8 anwachsen. Der Zuwachs dS be-
rechnet sich aus der Gleichung ,,Reibungswiderstand = Normalkraft mal Reibungs-
koeffizient* mit

as

d8=N-.-u=u-8-do, §—=udo¢.

NN

N
e

AN

Abb. 244. Abb. 245.

Die Integration dieser Gleichung in den Grenzen §; und 8, ergibt

lognat§=y-a, 8, = S,e"”.
S,

Anm. 8. Mit Hilfe der hoheren Mathematik leitet man die Gleichung
J =212 wie folgt ab.
2 2.r mbdr.y
Die Masse eines diinnen Ringes vom Radius » hat die GroBe ————.

. 9
Thr Abstand ist » vom Mittelpunkt. Daraus folgt ihr Triagheitsmoment m - 72 mit

2'7'”""‘”'7’,,.2=2'”'b'7,.adr_
9
In den Grenzen R (#uBerer Radius) und Null (Mitte der Scheibe) integriert. folgt
2-n-b-y§f_n-b-y£2
g 4 g 2

J =
2 . . -y
Da die Masse » der Scheibe R—ﬂg—bl ist, folgt

RZ.

M
J=3
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Anm. 9. Fiir einen Kreisring von den Radien R, und R; ist die Integration

des Wertes gf 'gb 4

-r3dr in den Grenzen R, und R; auszufithren. Damit folgt
_2x-bey R: — H;’)

== —— .

Daraus ergibt sich, wie auf S. 163 abgeleitet,

J

J.—_%(RZ{-R?).

Anm. 10. Mit Hilfe der hoheren Mathematik leitet man die Gleichung
miz .
J = —5~ Wie folgt ab.
Die Masse eines kleinen Stiickchens von der Linge d! und dem Querschnitte g
im Abstande von r =1-.sina hat die MaBe

dl-g-y < (l-sinw)? = L7 g2 .02, dl.
g g

Die Summe zwischen den Grenzen o und 7 }

3 . i
ergibt J = lg q_gl’ -sin?«. Da die Masse }EZA ]l[ 4,%

. R U 5 S A e E
m der Stange L-g-y ist und der Wert - ][E
1.siny = r betragt, folgt PP SR
J = _m_s_’z . Abb. 246,

Anm. 11. Fiir eine Stange, die um ihren Mittelpunkt rotiert, folgt:
Das Massenteilchen hat den Wert %Z -dl. Es hat den Abstand ! und damit
das Tragheitsmoment 9°73.1.12 In den Grenzen 0 und —;— integriert, folgt aus

¢y B ogy B A . .
7 3 g 3. Das gilt fiir die halbe Stange. Die ganze Stange hat also ein
q-y B . q-y .
J=2L.—  mit m=="L.1 ergibt das
g 12 g & .
m .
T=

12%
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graphischer Behandlung. Von Dr.-Ing. Dr. phil. Heinz Egerer, Dipl.-Ingenieur,
vorm. Pré¥essor fiir Ingenieur-Mechanik und Materialprifung an der Technischen
Hochschule Drontheim.

Erster Band: Graphische Statik starrer Korper. Mit 624 Textabbildungen
sowie 238 Beispielen und 145 vollstindig gelosten Aufgaben. VIII, 380
Seiten. 1919. Unverinderter Neudruck. 1923. Gebunden RM 11.—

Lehrbuch der technischen Physik. Von Professor Dr. Dr.-Ing. Hans Lorenz,
Geheimer Regierungsrat, Danzig. Zweite, neubearbeitete Auflage.
Erster Band: Technische Mechanik starrer Gebilde. Zweite, vollstin-

dig neubearbeitete Auflage der ., Technischen Mechanik starrer Systeme'
Erster Teil: Mechanik ebener Gebilde. Mit 295 Textabbildungen

VIII, 390 Seiten. 1924. Gebunden RM 18.—.
Zweiter Teil: Mechanik riumlicher Gebilde. Mit 144 Textabbil-
dungen. VIII, 294 Seiten. 1926. Gebunden RM 21.—

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. Ein Lehrbuch der Statik und
Dynamik fiir Ingenieure. Neu bearbeitet von Dr.-Ing. Max Ensslin, Efilingen.
Dritte, verbesserte Auflage. Mit 295 Textabbildungen. XVI, 564 Seiten.
1922. Gebunden RM 15.—

Christmann-Baer, Grundziige der Kinematik. Zweite, umgearbeitete
und vermehrte Auflage. Von Professor Dr.-Ing. H. Baer in Breslau. Mit
164 Textabbildungen. VI, 138 Seiten. 1923. RM 4.—; gebunden RM 5.50

Leitfaden der Technischen Wirmemechanik., Kurzes Lehrbuch der
Mechanik der Gase. und Dadmpfe und der mechanischen Warmelehre. Von
Professor Dipl.-Ing. W. Schiile. Vierte, vermehrte und verbesserte Auf-
lage. Mit 110 Textfiguren und 5 Tafeln. IX, 294 Seiten. 1925.

RM 6.60; gebunden RM 7.50

Lehrbuch der Hydraulik fir Ingenieure und Physiker. Zum Gebrauche
bei Vorlesungen und zum Selbststudium. Von Professor Dr.-Ing. Theodor
Poschl, Prag. Mit 148 Abbildungen. VI, 192 Seiten. 1924.

RM 8.40; gebunden RM 9.90

Statik fiir den Eisen- und Maschinenbau. Von Professor Dr.-Ing. Georg
Unold in Chemnitz. Mit 606 Textabbildungen. VIII, 342 Seiten. 1925.
Gebunden RM 22.50

Festigkeitslehre fiir Ingenieure. Von Studienrat Dipl.-Ing. Hans Winkel (}).
Nach dem Tode des Verfassers bearbeitet und erginzt von Dr.-Ing. K. Lach-
mann, Mit 363 Textabbildungen. VII, 494 Seiten. 1927.

Gebunden RM 26.—
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Einfiihrung in die hohere Mathematik unter besonderer Beriicksichtigung
der Bediirfnisse des Ingenieurs. Von Professor Dr. Fritz Wicke, Chemnitz.

Erster Band: Mit den Abbildungen 1—231 und einer Tafel. IV, Seiten 1—427. 1927.
Gebunden RM 24—
Zweiter Band: Mit den Abbildungen 232—404. IV, Seiten 429—921. 1927. Gebunden RM 24.—

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. In zwei Binden. Von Professor
Dr.-Ing. e. h., Dr. phil. G. Scheffers in Berlin.
Erster Band: Zweite, durchgesehene Autlage. (Neudruck.) Mit 404 Textfiguren-

X, 424 Seiten. 1922 Gebunden RM 18.—
Zweiter Band: Zweite, durchgesehene Auflage. (Manuldruck.) Mit 896 Textfiguren.
VIII, 441 Seiten. 1927. Gebunden RM 18.—

Angewandte darstellende Geometrie insbesondere fiir Maschinen-
bauer. Ein methodisches Lehrbuch fiir die Schule sowie zum Selbstunter-
richt. Von Studienrat Karl Keiser in Leipzig. Mit 187 Abbildungen im
Text. 164 Seiten. 1925. RM 5.70

Weickert-Stolle, Praktisches Maschinenrechnen. Die wichtigsten Br-
fahrungswerte aus der Mathematik, Mechanik, Festigkeits- und Maschinenlehre
in ihrer Anwendung auf den praktischen Maschinenbau.

I. Teil: Elementar-Mathematik. Eine leichtfaBliche Darstellung der fiir Maschinenbauer
und Elektrotechniker unentbehrlichen Gesetze von Oberingenieur A. Weickert.
Erster Band: Arithmetik und Algebra. Zehnte Auflage. (Unverénderter Neu-

druck der neunten, durchgesehenen und vermehrten Auflage.) X, 220 Seiten. 1926.
RM 5.10; gebunden RM 6.—

Zweiter Band: Planimetrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 848 Textabbil-
dungen. VIII, 230 Seiten. 1922 RM 4.20; gebunden RM 4.80
Dritter Band: Trigonometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 106 Textabbil-
dungen. VI, 161 Seiten. 1928. RM 2.70; gebunden RM 8.76
Vierter Band: Stereometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 90 Textabbil-
dungen. VI, 112 Seiten. 1923. RM 270; gebunden RM 8.30

II. Teil: Allgemeine Mechanik. Eine leichtfaBliche Darstellung der fiir Maschinenbauer
unentbehrlichen Gesetze der allgemeinen Mechanik als Einfilhrung in die angewandte
Mechanik. Achte Auflage, neu bearbeitet von 'Dipl.-Ing. Professor Hermann Mayer
in Magdeburg, und Dipl.-Ing. Rudolf Barkow, Zivil-Ingenicur in Charlottenburg. Mit
1562 in den Text gedruckten Abbildungen, 192 vollkommen durchgerechneten Beispielen
und 1562 Aufgaben. X, 221 Seiten. 1921. Vergriffen. Neue Auflage in Vorbereitung.

III. Teil: Festigkeitslehre und angewandte Mechanik mit Beispielen des praktischen
Maschinenrechnens in elementarer Darstellung. Bearbeitet von Oberingenieur A, Weickert.
Erster Band: Festigkeitslehre. Achte Auflage. (Unverdnderter Neudruck der

siebenten, umgearbeiteten und vermehrten Auflage.) Mit 94 Textabbildungen,
vielen vollkommen durchgerechneten Beispielen, Aufgaben und 20 Tafeln. VIII,

282 Seiten. 1926. RM 5.40; gebunden RM 6.30
Zweiter Band: Angewandte Mechanik. In Vorbereitung

IV. Teil: Ausgewiihlte Kapitel aus der Maschinenmechanik und der techmischen
Wirmelehre. Zweite Auflage. In Vorbereitung

Maschinenbau und graphische Darstellung. Einfuhrung in die
Graphostatik und Diagrammentwicklung. Von Dipl.-Ing.
W. Leuckert in Berlin und Dipl.-Ing. H. W. Hiller in Berlin. Zweite,
verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 72 Textabbildungen und 2 Tafeln.
VI, 90 Seiten. 1922. RM 1.80

Fiir den Konstruktionstisch. Leitfaden zur Anfertigung von Maschinen-
zeichnen. Von Dipl.-Ing. W. Leuckert in Berlin und Dipl.-Ing. H. W. Hiller
in Berlin. Zweite, verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 44 Abbildungen
im Text, 15 Normblittern und 3 Tafeln. IV, 62 Seiten. 1927. RM 3.60
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