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(September 1926) 1). 
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N ormale Schwerebeschleunigung . . . 980,665 cm . sec - 2 
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Maximale Diehte desWassers bei 1 atm 0,999973 g . em - 3 

Normales spezifisehes Gewieht des Queeksilbers 13,5955 

b) Thermisehe Konstan ten. 
Absolute Temperatur des Eispunktes . 
Normales Litergewicht des Sauerstoffes 
Normales Molvolumen idealer Gase. . 

Gaskonstante fUr ein Mol . . 

Energieaquivalent der 15°-Kalorie (cal) . . . . 

273,200 

1,42900 g .1- 1 
22,4145 .103 em3 

j 0,82045 • 102 ema-atm . grad - 1 

0,83132 • 108 erg. grad- 1 

· 0,83090 ' 101 int joule. grad- 1 

1,9858 cal. grad- 1 

j 4,1842 int joule 
1,1623 . 10 - 6 int k-watt-st 

· 4,1863 ·107 erg 
4,2688 • 10 - 1 mkg 

c) Elektrische Konstanten. 
1 internationales Ampere (int amp) . . . 1,00000 abs amp 
1 internationales Ohm (int ohm) . . . . . 1,00050 abs ohm 
Elektroehemisehes Aquivalent des Silbers . 1,11800· 10- 3 g . int coul- 1 

Faraday-Konstante fUr ein Mol und Valenz 0,96494 ' 10" int coul 
Ionisier.-Energiejlonisier.-Spannung. . . . . 0,96494 • 105 int joule. int volt- 1 

d) Atom- und Elektronenkonstanten. 
Atomgewicht des Sauerstoffs. . 16,000 
Atomgewieht des Silbers. . . . 107,88 
LOSCHMIDTsche Zahl (fur 1 Mol) 6,061 • 1023 

BOLTZMANNsehe Konstante k. . 1,372.10- 16 erg· grad- 1 

'/16 der Masse des Sauerstoffatoms 1,650.10- 2• g 

{ 1,592' 10- 19 int eoul 
Elektrisehes Elementarquantum e . 4,774 .10-10 dyn'/,. em 

Spezifisehe Ladung des ruhenden Elektrons elm 1, 766 • 108 int eoul . g-l 
Masse des ruhenden Elektrons m. . . 9,02 . 10- 28 g 
Gesehwindigkeit von 1-Volt-Elektronen . 5,945 , 107 em· scc- 1 
Atomgewieht des Elektrons . . . . 5,46 . 10 - 4 

e) Optische und Strahlungskonstanten. 
Liehtgesehwindigkeit (im Vakuum) . . . . .. 2,9985 .10'0 em· see- 1 
\Vellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 15 0 C). 6438,47°0 . 10 - 8 cm 
RYDBERGsehe Konstante fur unendl. Kernmasse 109737,1 cm- 1 
SOMMERFELDsche Konstante der Feinstruktur. 0,729 . 10- 2 

{ 5,70.10--12 int watt. em 2. grad- 4 
STEFAN-BoLTZMANNsehe Strahlungskonstante (i • 

· 1, 374 • 10- 12 cal. cm - 2 • sec - 1 • grad - 4 

Konstante des \VIENsehen Versehiebungsgesetzes. 0,288 cm . grad 
VVIEN-PLANcKsehe Strahlungskonstante c2 • " 1,43 cm . grad 

f) Quantenkonstanten. 
PLANCKsehes Wirkungsquantum It . . . . . . 
Quantenkonstante fur Frequenzen (J = Itlk 
Dureh 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlange 
Radius der Normalbahn des H-Elektrons 

6,55' 10- 27 erg. sec 
4,775 • 10 -11 sec. grad 
1,233' 10- 4 em 
0,529' 10- 8 em 

') Erlauterungen und Begrundungen s. Rd. II d. Handb. Kap. 10, S.487-518. 



A. Magnetismus. 
Kapitel1. 

Magnetostatik. 
Von 

P. HERTZ, G6ttingen. 

Mit 24 Abbildungen 

I. Vorbemerkungen. 
1. Gegenstand der Magnetostatik. In dem Kapitel iiber Magnetostatik 

soil von der Wirkung ruhender magnetischer Korper die Rede sein. Ihre sicht­
baren Wirkungen bestehen vor ailem in Bewegungsanderungen von Eisen-, 
Nickel-, Kobaltstiicken, in geringerem MaBe in Bewegungsanderungen auch be­
liebiger anderer Korper. Die Darsteilung dieser Bewegungserscheinungen notigt 
zur EinfUhrung des Begriffes "magnetische Feldstarke", der zunachst als ein 
ideales Element eingefUhrt wird, von dem wir aber annehmen, daB ihm eine 
physikalische Realitat entspricht. Es wird un sere Aufgabe sein, zu ermitteln, 
wie diese GroBe mit der fiir den Magneten charakteristischen GroBe zusammen­
hangt, mit dem magnetischen Quantum oder der magnetischen Ladung. 

Zur Darstellung dieser Abhangigkeit ist die EinfUhrung eines anderen Be­
griffes, die EinfUhrung der magnetischen Induktion, von Nutzen. Spater werden 
wir sehen, daB der Induktion eine selbstandige Bedeutung zukommt. Somit 
konnen wir es als Aufgabe der Magnetostatik bezeichnen, die Abhangigkeit 
anzugeben, in der die magnetische Feldstarke und Induktion zu den magnetischen 
Quanten ruhender magnetischer Korper stehen. 

2. Quellen- und Wirbeltheorie. Bei der Behandlung dieses Gebietes liegt 
besondere Veranlassung zu methodologischen Erwagungen vor. 

1m allgemeinen kann ein Wissensgebiet induktiv oder deduktiv behandelt 
werden; aber die zweite Darstellungsart wird nur im AnschluB an die erste, die 
unentbehrlich ist, befriedigen. In der deduktiven Darstellung gehen wir von 
ailgemeinen Prinzipien aus; diese sind entweder so gewahlt, daB moglichst wenige 
von ihnen erforderlich sind, oder nach einem sachlicheren Gesichtspunkt. Bei 
der induktiven Darstellung kommt es darauf an, erst die Uberzeugung von der 
Giiltigkeit der oberst en Satze durch geeignete Erfahrungssatze herbeizufUhren. 
Dabei konnen wir erstens dem historischen Weg folgen, zweitens aber von anderen 
als den historisch zuerst gewonnenen Erfahrungen zu den allgemeinen Gesetzen 
aufsteigen. 

Eine Abweichung von der historischen1) Darstellung wird in Frage kommen, 
wenn man durch sie rascher zu den elementaren und ailgemeinen Satz:en gelangt, 

1) D. h. der Darstellung, die sich an die historische Entwicklung anschlieJ3t und auJ3er­
dem die traditionelle Darstellung ist. 

Handbuch der Physik. XV. 



2 A. Kap. 1. P. HERTZ: Magnetostatik. Ziff. 3, 4. 

aus denen deduktiv die Satze unseres Gebietes abgeleitet werden konnen. Dies 
ist wohl der Grund, weshalb jetzt vielfach die Ansicht verbreitet ist, die bisher 
iibliche Behandlung, die von der Quellendarstellung des Magnetismus aus­
geht, sei durch eine andere zu ersetzen, in der von der Wirbel~arstellung 
ausgegangen wird. Richtig verstanden darf aber auch die erste nicht als falsch 
bezeichnet werden1). 

Obwohl jedoch die Vorziige der zweiten nicht bestritten werden konnen, 
habe ich mich fiir die Darstellung im Handbuch nicht zu einer Abweichung 
von der iiblichen Behandlung entschlieBen k6nnen. Wir wollen uns also dieser 
anschlieBen, doch auch auf die andere· kurz hinweisen. 

3. Zwei Einteilungsprinzipien. Noch in einer anderen Hinsicht sind zwei 
Darstellungen moglich; da wir beide geben wollen, ist hiermit ein Einteilungs­
prinzip gewonnen. 

Abgesehen von zu Boden fallenden Korpern, HiBt sich fiir die meisten Be­
wegungs1inderungen, die wir im tagliehen Leben zu beobaehten Gelegenheit 
haben, die Ursaehe sofort in anderen Korpern erkennen, die entweder jene be­
riihren oder mit ihnen dureh Vermittlung anderer Korper in materielle Verbindung 
treten. Demgegeniiber seheinen Magnete und elektrisierte K6rper das Eigentiim­
liehe zu haben, daB sie in die Ferne wirken, und zwar sofort. Ob indes die Wirkung 
Zeit braucht oder nieht, ist eine Tatsaehenfrage, zu deren Entseheidung rohe Ver­
suche natiirlieh nieht ausreiehen. Dagegen zeigt die genauere Uberlegung, daB der 
Begriff einer n ur vermittelten Wirkung sich von dem einer teilweise unver­
mittelten Wirkung nieht trennen HiBt. Dennoch ist jeder der beiden seheinbar 
entgegengesetzten Auffassungen eine besondere Darstellungsart angepaBt; ent­
weder wir gehen vom Integralgesetz aus und leiten daraus das Differentialgesetz 
ab, wie es der Fernwirkungstheorie entsprieht, oder wir gehen den umgekehrten 
Weg. Der Vollstandigkeit halber wollen wir beide Darstellungen geben. 

Mit-dieser Einteilung kreuzt sich eine andere. Die Erseheinungen des Magne­
tismus sind sehr verwiekelt, aber gewisse Grenzf1ille gestatten eine einfaehere 
Behandlung. Es liegt nahe, von dem speziellsten Grenzfall ausgehend, zu immer 
allgemeineren Annahmen fortzuschreiten. Um diesesEinteilungsprinzip mit dem 
vorhin besproehenen zu verbinden, verfahren wir so, daB wir in einem ersten 
Hauptteil die ersten beiden Stufen der Allgemeinheit einnehmen, und zwar in 
zwei Abschnitten fUr den Standpunkt der Fernwirkungstheorie erst die spezielleren, 
dann die allgemeineren Annahmen zugrunde legen, und sodann in einem dritten 
Absehnitt die entspreehende Darstellung vom Standpunkt der Nahwirkungs­
theorie geben. 1m zweiten Hauptteil behandeln wir dann vom Standpunkt der 
Nahwirkungstheorie die beiden letzten Stufen der Allgemeinheit. 

4. Fernwirkungstheorie und Nahwirkungstheorie. Schon ganz rohe Beob­
achtungen seheinen zu zeigen: 

1. daB die magnetischen (elektrisehen) Wirkungen keiner Vermittlung be­
diirfen; 

2. daB sie keine Zeit brauehen. 
Das ist der Standpunkt der Fernwirkungstheorie. 

Natiirlieh kann aber von einer Wirkung im eigentlichen Sinne nur die Rede 
sein, insofern wir aueh die Zustande vor der Herstellung der zu betrachtenden 
Anordnungen in Betracht ziehen. Ob dann die Ausbreitung der Wirkung Zeit 

1) J ede Behandlung des Gebietes muB, wenn sie vollstandig sein will, von beiden Dar­
stellungsarten Gebrauch machen. Es kann sich also nicht um eine Entscheidung zwischen 
Quellentheorie und Wirbeltheorie handeln, sondern nur darum, ob wir unser empirisches 
Ausgangsmaterial so wahlen, daB wir zuerst zu der einen oder zuerst zu der anderen Dar­
stellung gelangen. Ubrigens sind geschlossene "Molekularstrome" auch Idealisierungen. 



Ziff. 5. Fernwirkung und Nahwirkung. 3 

braucht oder nicht, ist eine Tatsachenfrage; die Entscheidung ist aber ohne Be­
lang fUr die Darstellung der Magnetostatik. Ubrigens ist auch der Begriff 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, falls man nicht unstetige Vorgange betrachtet, 
einigermaBen mit Willkiir behaftet. 

Was nun den ersten Punkt betrifft, so ist es auch eine Tatsachenfrage, ob 
zwischen den ponderablen Korpern sich V organge abspielen, die als die Wirkungen 
zwischen jenen vermittelnd in Betracht kommen k 0 n n ten. Die Auffassung, 
daB es solche Vorgange nich t gibt, wird jedenfalls rus Fernwirkungstheorie zu 
bezeichnen sein. Gibt es sie aber, so konnte trotzdem von Fernwirkung die Rede 
sein, wenn man in jenen Vorgangen eine Vermittlung nicht sehen will und auch 
die Auffassung hat, daB an jeder Stelle des Feldes die Feldstarke durch un­
vermittelte Fernwirkung entsteht bzw. geandert wird. Zwischen Fernwirkungs­
theorie - in diesem Sinne - und Nahwirkungstheorie besteht also kein sachlicher 
Gegensatz. 

Dagegen kann unterschieden werden zwischen zwei Betrachtungsweisen, 
je nach den Zusammenhangen, die man zugrunde legt, urn aus ihnen die andern 
abzuleiten. 

So konnen wir vom Integralgesetz zum Differentialgesetz, ebensogut 
aber auch den umgekehrten Weg gehen. Beider Darstellungsarten wollen 
wir uns hier bedienen. Es ist aber zu beachten, daBo der experimentelle 
Ausgangspunkt naturgemaB ein Integralgesetz sein muB. Von einer Nah­
wirkungstheorie wird daher im zuletzt erklarten Sinne nur insofern geredet 
werden konnen, als, nachdem die Theorie von Ferngesetzen ausgegangen 
ist, das Gebiet noch einmal in anderer logischer Ordnung dargestellt 
wird. 

Der Ubergang von der Integraldarstellung zur Differentialdarstellung ist 
wichtig, weil die Erfahrung Integralgesetze liefert, manche Probleme aber 
am einfachsten mit Hilfe der Differentialdarstellung gelost werden (siehe 
z. B. Ziff. 62). Der umgekehrte Ubergang ist nutzlich aus folgendem Grund: 
Unter gewissen speziellen Voraussetzungen - Fall 1 und 2, Ziff. 5 - kann 
der Eindeutigkeitsbeweis sehr einfach - wenn das auch nicht die einzige 
Art ist - dadurch gefUhrt werden, daB man allgemein fUr diese Voraus­
setzungen den Ubergang vom Differentialgesetz zum Integralgesetz vollzieht 
(Ziff. 60). 

5. Vier Stufen del' Allgemeinheit. Als erste Aufgabe der Magneto­
statik kann es angesehen werden, die Wirkung von Magneten auf andere 
Korper, z. B. Eisen-, Nickel-, Kobaltstucke, auch andere Magnete, zu be­
stimmen. Ais Hilfsbegriff, zur Losung dieser Aufgabe fUhren wir den Begriff 
der magnetischen Feldstarke ein, der aber auch fUr andere Aufgaben eine 
Rolle spielt, und von dem wir annehmen, daB ihm eine physikalische Realitat 
entspricht. 

Urn die Feldstarke aus der Anordnung der Magnete zu berechnen, wird aber 
die EinfUhrung noch eines anderen Begriffes erforderlich, des Begriffes der ma­
gnetischen Induktion. Auch der Induktion kommt wieder eine Bedeutung un­
abhangig von dieser besonderen Aufgabe zu. 

Urn die Probleme der Magnetostatik losen zu konnen, mussen wir also den 
Zusammenhang von Induktion und Feldstarke kennen. 

In bezug auf diese Abhangigkeit konnen wir 4 Falle unterscheiden: 
1. Die Induktion ist gleich der Feldstarke. 
2. Die Induktion ist proportional der Feldstarke. 
3. Die Induktion ist eine eindeutige Funktion der Feldstarke. 
4. Die Induktion ist durch die Vorgeschichte der Feldstarke bestimmt. 

1* 



4 A. Kap. 1. P. HERTZ: Magnetostatik. Ziff. 6. 

Fiir permanente Magnete tritt an Stelle von 1. und 2. em anderes Ab­
hangigkeitsgesetz, das spater angegeben werden wird 1). 

Diese FaIle bilden eine Reihe von wachsender Allgemeinheit. 
Der erste Fall ist nicht fUr das ganze Feld, sofern es nicht von Stromen er­

zeugt wird (Kap. 2), zu realisieren. Man kann es aber so einrichten, daB der Teil 
des Raumes, fUr die jene Bedingung nicht erfiillt ist, sehr klein wird. 

Auch wenn das nicht zutrifft, so gilt doch noch unter gewisser Voraussetzung 
ein Teil der GesetzmaBigkeiten, die gelten wiirden, wenn der erste Fall unserer 
Einteilung streng realisiert ware. Wir wollen mit ihrer Besprechung den Anfang 
machen, ohne uns auf die allgemeine Theorie zu beziehen, wie das in der obigen 
Einteilung schon geschehen ist. Nur in den Dberschriften der Abschnitte soIl 
diese Beziehung zur Geltung kommen. 

II. Konstante Permeabilitat. 
a) Standpunkt der Fernwirkungstheorie. PermeabilWit = 1. 

6. Grundtatsachen; Qualitatives. Schon den Alten war bekannt, daB ge­
wisse Eisenerze die Eigenschaft besitzen, kleine Eisenteilchen anzuziehen und 
festzuhalten. Nach ARISTOTELES solI bereits THALES v. MILET (627-547 V. ChI.) 
diese Kenntnis besessen haben. Der Magnetstein erhielt seinen N amen von der 
Stadt Magnesia in Karien, wo er gewonnen wurde. Als eigentlicher Begriinder 
der magnetischen Wissenschaft kann erst GILBERT 2) gelten. Die quantitative 
Erforschung der Gesetze des Magnetismus setzt mit COULOMB3 ) ein. 

Das wichtigste natiirlich vorkommende magnetische Material ist der Magnet­
eisenstein, eine Oxydationsstufe des Eisens nach der Formel FeO + Fe20 3, 

weniger stark magnetisch ist der Magnetkies, der die Formel 5 FeS + Fe2S3 

bcsitzt, noch weniger einige Erze des Nickels und Kobalts. 
Nun kann man aber auch Magnete kiinstlich herstellen. Man bringt etwa 

ein Stiick Eisen in Beriihrung mit einem natiirlichen Magneten. Dadurch wird 
es selbst ein Magnet - ein kiinstlicher. Freilich verliert es seine magnetische 
Eigenschaft fast ganz, wenn wir es entferncn. Bringt man aber ein Stahlstiick 
in Beriihrung mit einem natiirlichen Magneten, etwa indem man es mit ihm 
bestreicht, so behalt es seine magnetische Eigenschaft anch nach der Entfer­
nung bei. Es ist ein dauernder oder per man e n t e r kiinstlicher Magnet geworden. 
Ein solcher kann nun auch seinerseits zur Erzeugung anderer kiinstlicher Magnete 
verwandt werden. Heutzutage werden aber kiinstliche Magnete nur durch elek­
trische Strome hergestellt. 

Jeder Magnet besitzt auf seiner Oberflache Stellen, die das Eisen nicht an­
ziehen (wenn es auch tangential zur Richtung der Oberflache bewegt wird). Die 
Enden eines stabformigen Magneten besitzen gewohnlich die Eigenschaft, daB sie: 

1. verhaltnismaBig sehr stark anziehende Krafte ausiiben, daB 
2. in ihrer Nahe die Kraft normal zur Oberflache steht, und daB 
3. die Krafte von allen Seiten - auch von seitlich gelegenen Punkten -

gegen das Ende gerichtet sind. 

1) Es liegt naturlich an unseren MaBeinheiten, wenn wir die Proportionalitatskon­
stante zwischen Induktion und Feldstarke gleich 1 setzen. Allgemein liegt der Fall 1. 
vor, wenn jeder Feldstarke dieselbe Induktion wie im Ather entspricht. Die Art der Ab­
hangigkeit, die fur permanente Magnete 3. entsprechen wurde, kann nur dann vorkommen, 
wenn auch die 2. entsprechende erfullt ist. 

2) W. GILBERT, De Magnete. London 1600. 
3) A. CH. COULOMB, Memoires de l' Academie royale des sciences 1785, S. 606, deutsch 

von "V. KONIG in Ostwalds Klassikern Nr. 13. 
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Denkt man sieh nun an jeder Stelle des Raumes die Richtung, in der dort Eisen 
unter dem EinfluB des Magneten bewegt wird, und nun von jedem Punkte aus­
gehend eine Kurve gelegt, die stets diese Richtung besitzt, so erhaIt man dadurch 
eine Schar von Kraftlinien. Kraftlinien diinner Stabe kann man siehtbar 
machen, indem man die Magnete mit einem Papierblatt bedeckt und dieses mit 
Eisenfeilspanen bestreut; dann ordnen sieh die Eisenfeilspane in Kraftlinien 
(s. S. 24, Abb. 7) an. Die Kraftlinien eines Stabmagneten werden nach dem oben Ge­
sagten die Eigenschaft haben, gegen die Enden zu konvergieren; wir nennen 
die Enden Polen den und den Punkt im Innem des Magneten, dem die Kraft­
linien zustreben, den Pol. 

Doch brauchen Stahlmagnete nicht immer an den Enden Polenden zu 
besitzen. DaB das meist so ist, hat seinen Grund in der iiblichen Art 
der Herstellung. Moglich ist aber an sieh, daB die Enden keine Polenden sind!). 

Nun wird man den Polenden eine Eigenschaft beilegen und sagen, sie haben 
ein magnetisch~s Quantum oder eine magnetische Lad ung. Wollte 
man freilich diesem magnetischen Quantum Materialitat zuschreiben, so wiirde 
man sich in Widerspruch zu der heutigen Anschauung setzen. Darum bleibt es 
doch richtig, daB in den Polenden ein Etwas ist, das den von ihnen ausgehen­
den Wirkungen zugeordnet werden kann. Nur das ist wieder zu bestreiten, daB 
dieses Etwas eine element are Eigenschaft ist, vielmehr handelt es sich urn be­
stimmte Anordnungen von elementaren Dingen. 

Endlich haben uns diese Betrachtungen nur auf den Begriff der Ladung 
gefi!!1rt, ohne daB wir schon dafiir die endgiiltige Definition gewonnen batten. 
Es ist m6glich, daB an beliebigen Stellen eines Magneten Erscheinungen der eben 
beschriebenen Art auftreten, und doch die Teile urn den Konvergenzpunkt der 
Kraftlinien herum keine Ladung besitzen. Der Begriff der Ladung wird eben 
zunachst aus bestjmmten Erscheinungen abstrahiert; nach der Abstraktion er­
gibt sich aber, daB nicht in allen Fallen, wo die der Abstraktion zugrunde 
gelegten Erscheinungen vorhanden sind, wirklich die jenem Begriff ent­
sprechende Realitat vorhanden sein kann. Die wahre Definition kann nur eine 
implizite sein. 

Ein Polende zieht nicht nur Eisenstiicke an, sondem auch andere Pol­
enden. Manche Polenden stoBen sich aber auch abo Das fiihrt zu einer wichtigen 
Einteilung der Polenden: Wenn ein Polende a ein Polende b abst6Bt, wenn b 
femer c abst6Bt, so st6Bt a auch cab. Die Eigenschaft, sich abzustoBen, 
ist also transitiv. Uberall, wo symmetrisch-transitive Relationen bestehen, 
fiihren wir einen Begriff ein, in bezug auf den die betreffenden Dinge gIeich 
sind2). So auch hier. Wir sagen von den Polenden, sie besitzen gleiche 
Ladungsart. 

Nun zeigt sich weiter: Zwei Polenden, die sieh nicht abstoBen, ziehen sich 
an; und wenn a sowohl b als c anzieht, so stoBen sich b und cab. Daraus foIgt: 
Es gibt nur zwei Ladungsarten. Urn einen N amen fiir diese zu finden, hangen wir 
die Magnetnadeln auf. 1m allgemeinen werden die Polenden derselben Art nach 

1) Sofern tiber die Form des Magneten nichts ausgemacht wird, ist es auch mog­
lich, daB an einer Stelle die Kraft senkrecht gegen den Korper und zudem starker als 
in der Umgebung ist, daB aber dennoch die Kraftlinien in der Richtung nach dem Kor­
per hin divergieren; ferner ist es moglich, daB an einer Stelle, wo die Kraft starker als 
an benachbarten Korperstellen ist, ihre Richtung doch tangential ist. Endlich ist es durch­
aus moglich, daB die beiden Enden gleichen Magnetismus besitzen und die Mitte die 
entgegengesetzte Ladungsart (siehe z. B. J. MICHELL, A treatise of artificial magnets, 
1. Aufi., S. 6., Cambridge 1750). 

2) Vgl. Z. B. HELMHOLTZ, Erkenntnistheoretische Schriften, S. 86 u. 101 f. Berlin 1922 
und die dort angegebene Literatur. 
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derselben Richtimg zeigen, entweder nach Norden oder Siiden1). ~ Die Orientierung 
des Magneten wird man dadurch erklaren, daB man die Erde als Magnet ansieht. 
Der nach Norden ~eigende Pol der Nadel ist dann offenbar ein Pol von entgegen­
gesetzter" Art wie der" geogiaphische Nordpol der Erde. HeiBt also dieser 
(magnetische) Nordpol,' so muBjener als Siidpol bezeichnet werden. Diese 
Terriiinologie' hat AMPEREl!) , einfiihren wollen. Aber sein Dbersetzer GILBERTS) 
sieht voraus, daBsiesich nicht einbiirgem wiirde. In der Tatnennt man auch 
jetzt noch d~n nach Nordenbzw. Siiden weisenden Pol der Magnetnadel ihren 
Nord- Dzw. Siiclpol; dergeographische Nordpol der Erde ist also ihr magne­
tischer Siidpol. Dem Nordpol bzw. Siidpol schreiben wir Nord- bzw. Siidmagne-
tismus zu4). ' . 

7. Permanente Magnete 5). Die Magnet6statik ~ im engeren Sinn -hat 
es mit den von den Magneten ausgehenden Wirkungen zu tun. Nun gibt es 
natiirliche und kiinstliche Magnete. Eisen wird, wie schon gesagt, bei Annaherung 
an andere Magnete nur voriibergehend, solange die Beriihrung besteht, in einen 
Magneten verwandelt; dagegen wird ein Stahlstiick durch Bestreichen zu einem 
dauemden oder permanenten Magneten. Allgemein verstehen wir unter einem 
permanenten' Magneten jeden Korper, der seine magnetische Eigenschaft 
nahezu unverandert behalt; auch natiirliche Magnete sind permanente Magnete. 

Es ist klar, daB die Magnetostatik sich in erster Linie mit permanenten 
Magneten befassen muB. Sofem Magnete nicht durch Strome erzeugt sind 
(Elektromagnete), setzt namlich ein voriibergehend (temporar) magnetischer 
Korperdie Nachbarschaft eines permanenten Magneten voraus. Wir. werden 
daher in den ersten Teilen dieses Kapitels den Fall behandeln, daB nur permanente 
Magnete im Felde gegeben sind. Dbrigens spielen auch in der Technik permanente 
Magnete eine wichtige Rolle, z. B. fiir MeBinstrumente, fiir Telephone, in der 
Automobilindustrie usw.· ' 

Es' mogen daher der theoretischen Darstellung der Magnetostatik ein paar 
Worte iiber die Herstellung, die iibliche Form und das Material von permanenten 
Magneten vorausgeschickt werden. 

Friiher waren die verschiedensten Methoden zur Herstellung permanenter 
Magnete iiblich. Die Magnetisierung galt als eine wichtige Kunst, und G. KNIGHT 
hielt seine Methode sein Leben lang geheim6). Man magnetisierte nach der 
Methode des einfachen und des Doppelstriches. Dieses letztgenannte Verfahren 
besteht darin, zwei Magnete mit entgegengesetzt gerichteten Polen in konstantem 
Abstand iiber dem zu magnetisierenden Stahlstiick mehrfach hin und her zu be­
wegen 7). Heutzutage bedient man sich zur Herstellung von permanenten Magneten 

1) Ausnahmen sind moglich. Es kann z. B. in einem Stabmagneten ein anderer starker 
kleiner Magnet vorhanden sein, der entgegengesetzt gerichtet ist. Bei der Einstellung unter 
dem EinfluB des Erdmagnetismus ist die Einwirkung des kleinen Magneten ausschlaggebend, 
aber bei der oben beschriebenen Klasseneinteilung kommt es auf die Ladungsart der Pol­
enden an. Es ist ein GlUck; daB solche abnormen Falle sich zunachst der Beobachtung ent­
zogen haben. Sie hatten uns sonst vielleicht die Aliffindung der GesetzmaBigkeiten er­
schwert, die sich ja gar'nicht auf Polenden beziehen, sondern auf etwas, das nur durch 
implizite Definitionen festzulegen ist. 

2) A. M. AMPERE, Ann. chim. phys. Bd. 15, S.67. 1820. 
3) A. M. AMPERE, Gilberts Ann. d. Phys. Bd. 67, S. 124. 1821. 
4) Natiirlich kommt einem Polende, wenn es zu der Klasse von Polenden gehort, die 

normalerweise nach Norden zeigen, auch dann Nordmagnetismus zu, wenn es, frei auf­
gehangt, nach SUden zeigen sollte (s. Anm. 1). 

5) Naheres s. Ziff.85. 
6) J. LAMONT, Handb. d. Magnetismus, S.227. Leipzig 1867. Vgl. auch J. MICHELL, 

A treatise of artificial magnets. 1. Aufl. S. 8. Cambridge 1750; und auch die Vorrede in 
der franzosischen "Obersetzung, S. XXI. 1 751. 

7) J. MICHELL, a. a. O. 
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ausschlieBlich des elektrisehen Stromes. Man bringt den Stahlstab in eine strom­
durehflossene Spule; zieht man ihn wieder heraus, so bleibt er magnetisch. Da­
mit er seine Starke nicht mehr andert, setzt man ihn noch erst der Wirkung 
eines entgegengesetzt gerichteten Stromes aus, wodurch er freilieh an Starke 
einbuBt (Ziff. 85). 

Folgende Formen sind ublich!): 
1. Magnetstabe und Magnetnadeln. 
2. Gebogene Magnete, z. B. Hufeisenmagnete. 
3. Magazine, d. h. Kombinationen mehr oder weniger zahlreieher Einzel­

magnete, etwa von Stab- oder Hufeisenform, so daB entspreehende Teile, ins­
besondere entspreehende Pole, aneinander zu liegen kommen. Die einzelnen 
Sehichten werden dureh Luft oder Firnis voneinander isoliert. 

4. Astatische Magnete: zwei festverbundene Magnetnadeln, die parallel 
sind, deren Pole aber entgegengesetzt geriehtet sind. Ein solches N adelpaar 
ist der Einwirkung des Erdfeldes entzogen. 

Die Gute des permanenten Magneten hangt naturlich auch vom Material 
abo Als MaB fUr die Eignung eines Materials hat GUMLICH das Produkt von 
wahrer Remanenz und Koerzitivkraft eingefUhrt2). Die Bedeutung dieser GroBe 
kann erst an anderer Stelle erldart werden (Ziff. 85). Versuehe von E. GUMLICH 3) 

ergaben nun, daB man durch Legierung von Eisen und Mangan eine hohe Koerzitiv­
kraft erzielen kann, wobei allerdings die Remanenz zu stark abnahm. Dureh 
Zusatz aber von Kobalt, dessen Legierungen mit Eisen nach P. WEISS und PREUSS 
einen hoheren Sattigungswert als reines Eisen besitzen, konnte die Remanenz 
wieder gehoben werden. Eine weitere Verbesserung ergab ein Zusatz von 
Chromo Neuerdings hat man gute Erfolge mit groBeren Zusatzen von Kobalt 
erzielt 4). 

8. Das COULoMBsche Gesetz. Wenden wir uns jetzt den quantitativen Be­
ziehungen zu, die fUr die Gesetze uber die magnetischen Wirkungen gelten. Wir 
bemerken zunachst, daS die Kraft zwischen zwei magnetischen Polen in der 
Richtung ihrer Verbindungsgeraden wirkt. Das Grundgesetz ffir die Beziehung 
zwischen Starke der magnetischen Wirkung und Entfernung wurde im Jahre 1785 
von COULOMB gefunden 5). 

COULOMB bediente sich zweier Methoden. Einmal lieS er einen Magnetstab 
aus verschiedenen Entfernungen auf eine Magnetnadel wirken und maS deren 
Schwingungsdauer. Zweitens bediente er sich der Drehwage: An einem Drahte 
wurde eine Magnetnadel horizontal drehbar aufgehangt, daneben ein fester ver­
tikaler Magnet gestellt, und es wurden durch Drehen verschiedene Lagen auf­
gesucht, fUr die sich die Torsionskraft, die Kraft des Erdmagnetismus und die 
yom festen Magneten herruhrende Kraft das Gleiehgewicht halten; aus der Tor­
sion konnte dann unter Berucksiehtigung der Kraft des Erdmagnetismus die 
Kraft zwischen dem einen Ende des fest en Drahtes und dem einen Ende der 
Nadel bereehnet werden. 

1) Vgl. GRXTZ, Handb. d. Elektr. u. d. Magn., Bd, IV, S.8f. Leipzig 1920. 
2) E. GUMLICH; Magnetische Messungen, S.204. Braunschweig 1918. 
3) E. GUMLICH, ZS. f. Physik. Bd. 14, S. 241. 1923. Elektrot. ZS. Bd. 44, Heft 7, 

S. 145. 1923· 
4) F. STXBLEIN, ZS. f. techno Phys. Bd. 6, S. 582. 1925. 
5) CH. A. COULOMB, Mem. Acad. Roy. 1785, S. 606; deutsch von W. KONIG, Ost­

walds Klassiker Nr. 13. Leipzig 1890. Vorlaufer: J. MICHELL (A treatise of artificial 
magnets. 1. Aufl. S. 19, Cambridge 1750); stellt das spater nach COULOMB genannte 
Gesetz auf Grund eigner vorlaufiger und fremder Beobachtungen als wahrscheinlich hin 
(siehe E. HOPPE, Geschichte der Physik, S. 360. Braunschweig 1926); T. MAYER, Gottinger 
Anz. 1760; J. H. LAMBERT, Hist. de I'acad. de Berlin 1765, S.22. 
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Voraussetzung fiir die Messung mit der Drehwage ist: 
1. daB der Magnetismus an den Enden in einem kleinen Bereiche konzen­

triert ist; 
2. daB die Wirkung der abgewandten Pole vernachHi.ssigt werden kann. 
ad 1. COULOMB schloB aus Vorversuchen, daB sich das "Wirkungszentrum" 

des Magnetismus in etwa 1/30 der Stablange von den Enden entfernt befindetl), 
und daB fast der ganze Magnetismus einer N adelhlilfte in einem am Ende be­
ginnenden Bezirk von 1/12 bis 1/8 der N adelHinge konzentriert ist. COULOMB stellte 
die Nadeln so auf, daB bei der Entfernung Null die abgeschatzten Wirkungszentren 
sich beriihrt hatten; der Bezirk, in dem sich nach seiner Angabe fast der ganze 
Magnetismus befindet, ist allerdings n i ch t klein gegen die kleinste benutzte 
Entfernung der Pole. 

ad 2. DaB die Wirkung der abgewandten Pole vernaChlassigt werden kann, 
schloB COULOMB aus seinem Entfernungsgesetz. Dieses wird also nicht· direkt 
bestatigt, sondern eine Folgerung aus ihm, bei deren Ableitung das Gesetz zweimal 
benutzt wird. COULOMB fand nun, daB die Kraft, mit der die Magnet­
pole aufeinanderwirken, dem Quadrat ihrer Entfernungen um­
gekehrt proportional ist. 

Dies Entfernungsgesetz hat COULOMB nur angenahert bestatigt gefunden. 
Es ist aber zu beachten, daB auch tatsachlich nur angenahert zwischen den beiden 
Magneten eine Kraft wirkt, die dem Quadrat der Entfernung der Pole umgekehrt 
proportional ist. Urn so genauer wird das Quadratgesetz Geltung haben, je besser 
den obenerwahnten Bedingungen geniigt wird. Es ist nun klar, daB sie urn so 
besser erfiillbar sein werden, je diinner die Magnetnadeln sind. Aber geringe 
Dicke der N adeln dient noch (vermutlich) aus einem anderen Grunde zur Ver­
einfachung der Theorie. 

In die allgemeinen Formeln geht noch eine Konstante ein. Wird diese 
gleich = -1 gesetzt, so kann die Gesamtkraft aus Elementarkraften zusammen­
gesetzt werden, die das quadratische Entfernungsgesetz befolgen; wenn aber 
die Konstante von 1 verschieden ist, was tatsachlich fiir permanente Magnete 
immer zutrifft, so treten noch Zusatzglieder auf. Man wird nun auf Grund der 
im folgenden zu entwickelnden Theorie vermuten k6nnen, daB diese verschwin­
den, wenn die Drahte sehr diinn sind gegen den Abstand der aufeinander­
wirkenden Pole, also erst recht gegen die Lange der Magnete selbst. (Einen 
strengen Beweis fiir diese Behauptung kann ich aber nicht angeben.) 

Wir werden nun zunachst von der Wirkung isolierter Pole sprechen. Damit 
wir uns diesem Grenzfall beliebig nahern k6nnen, ware zUllachst erforderlich, 
daB die obigen Bedingungen 1.-2. immer besser erfiillt werden k6nnten. 

Aber auch wenn das nicht der Fall ist, laBt sich mit immer gr6Berer An­
naherung der Fall herstellen, daB die Gesamtwirkung aus Elementarkraften 
zusammengesetzt wird, die dem quadratischen Entfernungsgesetz geniigen; dazu 
ist, wie wir sahen, noch eine Bedingung erforderlich. Wir brauchen aber nicht 
zu verlangen, daB die Magnete diinn gegen ihre Lange sind; es geniigt vermut­
lich, wenn die Lineardimensionen der aufeinanderwirkenden Magnete klein gegen 
ihre Entfernung sind. (Auch diese Behauptung vermag ich nicht streng zu be­
weisen.) 

Als COULoMBsches Gesetz k6nnen wir zunachst das Gesetz bezeichnen, 
daB sich fiir den oben angegebenen Grenzfall die Kraft umgekehrt wie das Quadrat 

1) Nach neueren Angaben befindet sich bei einem Stab der Konvergenzpunkt der 
Kraftlinien in einer Entfernung von etwa 1/12 der Lange von den Enden; vgl. auch die Be­
rechnung RIECKES (Ziff.38), wonach der Abstand der Schwerpunkte von den Enden 1/7 
der Lange betragt. Vgl. auch J. MICHELL, a. a. O. S. 19. 
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der Entfernung verhalt; sodann aber auch das Gesetz, daB sich die Gesamt­
wirkung zweier Magnete aufeinander, falls ihre Dimensionen klein gegen die Ent­
fernung sind, so berechnen HiBt, als ob iiber den ganzen Korper Pole verteilt 
waren. Endlich kann man auch darunter noch ein allgemeines Gesetz ver­
stehen, daB sich hier noch nicht aussprechen HiBt (Zif£' 54). Das COULOMBsche 
Gesetz im zweiten Sinne wurde nach seiner Entdeckung noch auf viele andere 
Weisen, zum Teil strenger, bestatigt. A-uf die GAUssIsche Bestatigung werden wir 
spater zu sprechen kommen (Ziff.27). 

9. Magnetisches Quantum. Wir beginnen mit der Betrachtung gewisser 
GesetzmaBigkeiten fUr die Wirkung isolierter Pole aufeinander. Empirisch konnen 
wir sie nicht exakt bestatigen, da, wie bemerkt, punktformige Pole nur ange­
nahert - und wahl nicht mit beliebig zu steigernder Annaherung - herge­
stellt werden konnen, und auBerdem stets die Wirkung der abgewandten Pole zu 
berncksiehtigen ist. Aber angenahert lassen sich diese Gesetze bestatigen, 
sofern die Magnete nur hinreichend entfernt voneinander sind. 

Seien P, Q, p,q vier Pole und werden naeheinander P und p, Q und p, P 
und q, Q und q in dieselbe Entfernung gebraeht. Bezeiehnen wir mit [P, P], 
[Q, PJ usw. die Kraft von P auf p, Q auf p usw., so ist 

[P, p] [P, q] 
[Q, p] = [Q, q] • (1) 

Soviel mal also wie die Wirkung von P auf p starker ist als die von Q auf p, 
ebensoviel ist aueh die Wirkung von P auf q starker als die von Q auf q . 

. Ber Satz gilt aueh, wenn von p und q ein Pol Nord-, der andere Siidmagnetis­
mus besitzt. In diesem Fall haben in (1) die Zahler links und reehts versehiedenes 
Vorzeichen. Die Briiehe links und rechts sind aueh dem Vorzeichen naeh die­

.:. selben. Sie sind positiv, wenn P und Q beide Nordmagnetismus oder beide 
Siidmagnetismus rresitzen, sonst negativ. 

Wir wollen jetzt versehiedene Entfernungen berneksichtigen. Sei [P, p; r] 
die Kraft, mit der P auf p in der Entfernung r wirkt. Wie wir eben gesehen 
haben, ist [P, p; r] [P, q; rJ 

--- (2}1) [Q, p; rJ -[Q,q;rJ· 
Aber es ist auch 

[P, p; rlJ [P, q; r 2] 

[Q,p;r1J = [Q,q;r2]· 

Wir werden also sagen, daB an und fiir sieh die von P ausgehende Wirkung 
in einem bestimmten Verhaltnis starker (oder sehwaeher) ist als die von Q, und 
werden das Verhaltnis 

[P, p; rJ 
[Q, p; rJ ' 

das unabhangig von p und r ist, als das Verhaltnis des aktiven magnetisehen 
Quantums von P zu dem von Q bezeichnen. Indem wir einem Pol willkiirlich 
die Einheit des magnetischen Quantums zusehreiben, gelangen wir zum Begriff 
des aktiven magnetisehen Quantums. 

1) Naeh dem COULOMBsehen Gesetz braueht man diese Beziehung nur fur e i n r anzu­

setzen; sie folgt dann fur aIle. Es gilt namlieh naeh dem COuLoMBsehen Gesetz [P, p;r1] 

[Pp·r] [Q,p;r1] 
= -Q' '\' eine Beziehung, die aber allgemeiner ist, als das COULOMBsehe Gesetz. [ ,p; r2J 

2) Aueh diese Beziehung ergibt sieh, wenn (2) fur ein beliebiges r naehgewiesen ist, 
aus dem COuLoMBsehen Gesetz bzw. aus der in der vorigen Anmerkung angegebenen 
Gleichung. 
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Wir konnen noch auf 
haben namlich 

eine zweite Weise den Polen Zahlen 
[P, p; rd [Q, p; r 2J 
[P,q;r--;J [Q,q;r,J· 

Zif£. 9. 

zuordnen; wir 

(4) 

Man wird also den Polen p und q ein Verhaltnis ihrer passiven magnetischen 
Quanten zuschreiben, namlich den von P und r unabhangigen Bruch 

[P, p; rJ 
[P, q; r]· 

Indem wir einem Pole willkfulich die Einheitsladung zuschreiben, gelangen wir 
zum Begriff des passi ven m agnetischen Qu an turns. 

Aber das Verhaltnis des aktiven magnetischen Quantums zweier Pole ist 
gleich dem Verhaltnis ihrer passiven magnetischen Quanten. In Zeichen: 

[P, p; r1J _ [q, P; r2J 
[Q, p; r1J - [q, Q; r2J . (5) 

Wenn wir also einen Pol als Einheitspol wahlen, so ist das aktive magnetische 
Quantum stets dem passiven gleich. 

Indes bedurfen wir, urn 4. und 5. einzusehen, keines neuen Erfahrungs­
satzes, der speziell der Magnetostatik angehorte. Aus dem Reaktionsprinzip folgt 
namlich, daB sich die Krafte, die zwei Pole P und Q von demselben Pol q aus 
derselben Entfernung erleiden, wie ihre aktiven magnetischen Quanten verhalten 
[Gl. (5)J, also auch ihr Verhaltnis unabhangig von dem magnetischen Quan­
tum der auf sie wirkenden Pole und deren Entfernung ist [Gl. (4)J. 

Die Kraft also, die zwischen zwei Polen wirkt, verhalt sich, wenn die Ent­
fernung festgehalten wird, wie das Produkt der magnetischen Quanten, oder es 
ist, wenn diese mit e1 , e2 bezeichnet werden und die Kraft mit K: 

K = A e1 e2 , (6) 

wo A positiv ist und noch von der Entfernung abhangt. Es ist also 

K = f (r) e1 ez (7) 

Aus dem COULOMBschen Gesetz (Ziff. 8) 1) folgt aber 

(8) 

wo a eine von der Entfernung unabhangige, positive Konstante ist. Die Kon­
stante a hangt von unseren MaBeinheiten abo Diese wahlen wir aber nun­
mehr so, daB a = 1 wird. Nordmagnetismus setzen wir positiv, Siidmagnetis­
mus negativ. Es ist dann 

(9) 

Man erhalt also - vom Vorzeichen abgesehen - das magnetische Quantum eines 
Poles, wenn man einen gleich starken aufsucht, d. h. einen Pol, der dieselbe 
Wirkung hervorruft (s. oben) , ihn von jenem in der Entfernung r aufstellt und 
die Kraft K miBt, die er von jenem erleideL Es ist dann sein magnetisches 
Quantum e = ±rVK. (10) 

Urn (10) anwenden zu konnen, mussen wir also schon wissen, was Gleichheit des 
magnetischen Quantums ist. Hierzu konnen wir uns auf die friiheren Festsetzungen 
berufen, die moglich sind auf Grund der GesetzmaJ3igkeiten (1) bis (5). Indes 
kann man die Gleichheit des Quantums auch definieren, wenn nur ein Teil jener 
GesetzmaBigkeiten gilt, namlich die folgenden: 

1) Es verdient bemerkt zu werden, daB das Gleichungssystem (2) bis (7) und das 
COULoMBsche Gesetz voneinander unabhangig sind. 
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Wenn P und Q auf den Pol pinder Entfemung r 1 die gleiche Kraft ausiiben, 
so werden sie auch auf jeden anderen Pol q in jeder anderen gleichen Entfemung r2 
die gleiche Kraft ausiiben. Hierzu ist noch das Reaktionsprinzip zu nehmen. 
Eine solche GesetzmaBigkeit kann gelten, ohne daB doch der ganze Inhalt von 
(1) bis (5) zu gelten brauchte. 

Auch dann konnten wir gleiche Quanten definieren - eben als solche P und Q, 
die auf einen Pol in einer Entfemung dieselbe Kraft ausiiben - und dann nach (10) 
das MaB des magnetischen Quantums. Es miiBten. dann aber immer noch zur 
Entwicklung der vollen Theorie die Satze (1) bis (5) hinzugenommen werden. 

Die magnetischen Quanten haften an den Polen. Es ist das zunachst keine 
Erfahrungstatsache sondem eine Festsetzung, die durch die Satze. (1) bis (5) 
nahegelegt wird. Nun gelten diese auch nicht annahemd, und auch nicht das 
COULoMBsche Gesetz, wenn die magnetischen Quanten nicht von derselben 
GroBenordnung sind. So ist z. B. folgendes moglich: Zwei gleich starke Pole sind 
so weit entfemt, daB das COULoMBsche Gesetz mit einer gewissen Annaherung 
gilt. Ersetzt man nun aber den einen durch einen sehr viel schwacheren, so 
nimmt die Wirkung nicht in demselben Verhaltnis ab, und das COULOMBsche 
Gesetz versagt ganzlich. Man wird dann dem schwacheren Pol noch immer ein 
Quantum zuschreiben, das nach (10) zu bewerten ist (dadurch also, daB man 
ihn mit einem ihm gleichen in Wechselwirkung bringt). Schreibt man dem 
Pol aber dieses Quantum zu, so wird, wenn er .in Wechselwirkung mit dem 
starken Pol gebracht wird, das COULOMBsche Gesetz (9) auch nicht an­
nahemd erfiillt. Wir konnen ihm nun 'aber doch ein Quantum zuschreiben, das (9) 
geriiigt. Dieses, das nicht an dem Pol haftet, sondem sich mit seiner Entfemung 
verandert, heiBt das freie Quantum. 

Die allgemeine Theorie wird auch iiber die Anziehungskrafte beliebig ge­
stalteter Magnete Gesetze aufstellen miissen. Sofem die Magnete eine gegen 
ihre Dimensionen' groBe Entfemung voneinander haben, kann man die Gesamt­
kraft erhalten, indem man die Magnete in Volumenelemente zerlegt,diesen ma­
gnetische Quanten zuschreibt, die Elementarkrafte nach dem COULoMBschen 
Gesetz ermittelt und integriert. Die erforderlichen magnetischen Quanten heiBen 
s c h e i n bar e. Der Begriff des wahren Quantums fiir beliebige Formen wird 
spater eingefiihrt werden. Fiir sehr langgestreckte Formen ist der wahre Magne­
tismus gleich dem scheinbaren. 

Die im vorstehenden definierte Einheit der magnetischen Ladung heiSt 
absolute Einheit des c • g' s-Systems. Wie aus der Gleichung (10) hervorgeht, 
besitzt die in den Einheiten gemessene magnetische Ladung die Dimension 

Das magnetische Quantum 1 besitzt ein Pol, wenn er auf einen ihm gleichen 
in der Entfemung 1 befindlichen die Kraft eine Dyne ausiibt. 

10. Die magnetische Feldstarke. Gewohnlich 1) besitzt ein Magnet an den 
beiden Enden entgegengesetzte Pole. Bricht man ihn durch, so findet man an 
der Bruchstelle in jedem Teilstiick einen Pol von entgegengesetzter Ladungsart, 
wie an dem anderen Ende2). Das legt die Annahme nahe, daB jeder Magnet 

1) Siehe S. 5, Anm. 1-
2) Dieser Versuch wurde in einem von PETRUS PEREGRINUS DE MARICOURT am 12. Aug. 

1269 geschriebenen Brief beschrieben: Petri Peregrini Maricourtensis, de Magnete, seu Rota 
perpetui motus, libellus. Augsburg 1558; Neudrucke von Schriften und Karten iiber Meteoro­
logie und Erdmagnetismus Nr.10. Berlin 1898. (Vgl. E. HOPPE, Geschichteder Physik. 
S. 340. Braunschweig 1926. - R. VAN REES [Pogg. Ann. (3) Bd. 10, S. 1. 1847] erwahnt 
einen solchen Versuch von COULOMB. 
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gleich viel Nord- und Siidmagnetismus enthalt. Man stellt sich also den Magneten 
aus kleinen Molekularmagneten aufgebaut vor. In der Mitte k6nnen sich die ent­
gegengesetzten Pole aufheben, an den Enden werden sie nicht kompensiert und 
wirken in die Ferne. Wir werden spater Tatsachen kennenlernen, die es be­
statigen, daJ3 ein Magnet gleich viel Nord- und Siidmagneti'smus besitzt (Ziff. 37). 

Es laJ3t sich nun zeigen, daJ3 sich jede Verteilung des Magnetismus, bei der 
sich im ganzen Nord- und Siidmagnetismus aufheben, durch Paare entgegen­
gesetzter Pole ersetzen laJ3t. Wir werden also von der Betrachtung solcher Pol­
paare ausgehen k6nnen. Dabei wird es aber zweckmaJ3ig sein, zunachst die 
Wirkung von Einzelpolen zu behandeln, also zunachst 'l-uf die Beschrankung zu 
verzichten, daJ3 in einem System ebensoviel N ord- wie Siidmagnetismus enthalten 
ist. Sie kann nachtraglich eingefUhrt werden. Ubrigens kann der Fall einer be­
liebigen Anordnung von Polen auch durch sehr lange Magnete angenahert realisiert 
werden. Man ordnet dann die Magnete so an, daJ3 von jedem nur der eine Pol 
zum System geh6rt, wahrend der andere sehr weit entfernt ist. Die Wirkungen 
dieses Systems sind dann nur an Stellen zu betrachten, die den abgewandten 
Polen nicht zu nahe liegen. Denken wir uns also ein beliebiges System von 
magnetischen Polen. 

Sei ein Pol PI hervorgehoben, und nennen wir die Kraft, die die iibrigen k 
auf ihn ausiiben, S'f'l ... k;Z; nennen wir ferner die Kraft, die einer, der ite von 
den k-Polen, auf ihn ausiibt, wenn die anderen entfernt werden 

Dann gilt 
S'f'i; I • 

k 

Sl'l ... k;I=2]S'f'i;I' 
1 

(11) 

Dieser Satz ist ein reiner Erfahrungssatz. Er kann natiirlich nicht fUr alle 
Werte von k und fUr aIle Lagen verifiziert werden. Man bestatigt ihn etwa fUr den 
Fall k = 2. Eine Verifikation fUr ihn gibt z. B. die GAussische Methode (Ziff. 27). 

Unser Kombinationsprinzip gilt iibrigens fUr viele Gattungen scheinbarer Fern­
krafte. W iirde ein Prinzi p wie dieses nicht gelten (bzw. das D' ALEMBERTsche Prinzi p ) , 
so hatte die EinfUhrung des Kraftbegriffes neben dem Begriff der Beschleunigungen 
keinerlei Bedeutung. Man erkennt auch in diesem Zusammenhang, daB man 
nicht etwa Kraft als Produkt von Masse und Beschleunigung definieren darf. 

Das Kombinationsprinzip gilt nur fUr die Wirkung von Polen, diese als Grenz­
gebilde aufgefaJ3t. Nicht aber diirfen wir allgemein die Wirkung eines beliebig 
gestalteten Magneten nach dem Kombinationsprinzip bestimmen. Natilrlich 
steht es immer frei, das Kombinationsprinzip formal durch die Annahme auf­
rechtzuerhalten, durch die Kombination hatten sich die magnetischen Quanten 
verandert; es komme nur auf die freien an, und diese seien nur fUr die isolierten 
Magnete den wahren (annahernd) gleich. 

Aus der Definition der passiven magnetischen Quanten (Zif£' 9) folgt, daB, 
wenn el die Ladung des I-ten Poles ist und fi die Kraft, die von dem i-ten auf 
einen Einheitspol ausgeiibt wird 

ist, also nach (11) 
S't'i; I = elf; 

k 

S'f'l ... l;l = elLfi . 
1 

( 12) 

(13 ) 

Daraus ergibt sich: Will man fUr ein gegebenes System von Polen Pl' .. P k 

berechnen, wie groJ3 die Kraft auf jeden anderen Pol in jedem Punkte ist, so 
k 

braucht man nur ein fiir allemal fUr aIle Punkte einen Vektor, namlich ;Sfi 
1 
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zu ermitteln. Die Kraft auf einen Pol von der Starke el findet man dureh Multi­
plikation dieses Vektors mit el' 

Wir nennen nun den Vektor, aus dem wir die Kraft auf den Pol el dureh 
Multiplikation mit el erhalten konnen, also die Kraft auf den Einheitspol, 
Feldstarke und bezeiehnen ihn mit S). 

Es ist also 
k 

2]fi = ,Sj. (14) 
1 

Sehreiben wir fiir die Kraft jetzt einfaeh S'r und lassen aueh den entbehrliehen 
Index I fort, so sehreibt sieh (13) 

S'r=eS). ( 15) 

N aeh dieser Darstellung ist die Feldstarke eine ideale GroBe, eine ReehengroBe. 
Sie gibt an, welche Kraft auf einen Einheitspol ausgeiibt wiirde, wenn er sieh 
an einer bestimmten Stelle befindenwiirde. 1st er dort nieht vorhanden, so 
kann zwar diese Kraft bereehnet werden, aber eine Realitat ihr zuzusehreiben, 
haben wir keine Veranlassung. So der Standpunkt der Fernwirkungstheorie 
(in einem gewissen Sinne des Wortes, siehe Ziff. 4). 

Anders die Nahwirkungstheorie. Diese wird an jeder Stelle des Raumes 
k 

eine Realitat annehmen, die dem Ausdruek,2ifi entsprieht, und von der irgend-
1 

eine MaBbestimmung dureh jenen Ausdruek bestimmt ist. Zweifellos wird die 
Nahwirkungstheorie ~ das Wort in diesem Sinne verstanden ~ einleuehtender 
erscheinen. 

Aus (14) folgt: Bringen mehrere Systeme von Polen einzeln die Feldstarken ,Sj; 
hervor, so bringen aIle zusammen eine Feldstarke 

( 16) 
hervor. 

Die von einem einzigen Pol e in der Entfernung r erzeugte Feldstarke be­
sitzt naeh (9) den absoluten Betrag 

H = I S) I = :2 . ( 1 7) 

Daraus ergibt sieh aueh die Dimension der Feldstarke. Da e die Dimension 
mkl£t- 1 besitzt (Ziff.9), hat S) die Dimension m~l-~t-l. Eine Feldstarke, deren 
absoluter Betrag = 1 ist, heiBt ein Ga uB. Das magnetisehe Quantum 1 erzeugt 
also in der Entfernung '1 die Feldstarke 1 Gauss. Befindet sieh dort, wo eine Feld­
starke von 1 GauB herrseht, das magnetisehe Quantum 1, so erfahrt dieses die 
Kraft von 1 Dyne, d. h., sofern es die Masse 1 besitzt, einen Gesehwindigkeits­
zuwachs von 1 em/sec. 

Wir haben die Feldstarke durch die Kraft definiert, die ein Einheitspol 
erfahrt. Es zeigt sieh aber nun, daB die Feldstarke noeh anders gemessen werden 
kann. Bilden wir aus einem Leitungsdraht eine kleine ebene Sehleife, bringen 
diese in die zu untersuehende Stelle des Feldes und dann plotzlieh in sehr groBe 
Entfernung, so flieBt dureh den Draht einStrom: Die gesamteElektrizitatsmenge 
kann mit dem ballistisehen Galvanometer gemessen werden. Wir variieren nun 
die anfangliehe Stellung der dureh die Sehleife bestimmten Ebene, bis wir die­
jenige erhalten, bei deren Wahl man naeh der Entfernung der Schleife die groI3te 
Elektrizitatsmenge E findet. Die senkreeht auf dieser Ebenenstellung stehende 
Riehtung ist die Riehtung der Feldstarke. Der Riehtungssinn der Feldstarke 
bestimmt sieh dureh folgende Regel: Sieht man vom Endpunkt eines in der 
Sehleifenebene erriehteten, der Feldstarke parallelen Vektors auf die Ebene, so 
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sieht man die Bewegung des Stromes (die der Elektronenbewegung entgegen­
gesetzt ist) im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigersinnes erfolgen. 1st end­
lich W der Widerstand der Schleife und f der FHicheninhalt der von ihr um-
spann ten Flache, so ist: EW ISjI = c_, (18) 

t 
wo c eine universelle Konstante ist, deren Wert, wenn E und W elektrostatisch 
gemessen werden, 3' 1010 em/sec betragt. Hierdurch ist Sj vollstandig bestimmt. 

11. Das Potential. Da nach (17) die von einem Pole von dem Quan­
tum e hervorgebrachte Feldstarke den Betrag ejr2 besitzt,so sind die Kompo­
nenten Sj"" SjY' Sjz der Feldstarke durch 

e 
Sj", = aX r 

e 
Sjy = r3 Y 

e 
Sjz = a Z 

r 

(19) 

gegeben, wenn x, Y, Z die Komponenten des Vektors bedeuten, der vom Pole 
aus zu dem Punkte gezogen wird, in dem die Feldstarke gesucht wird, und r 
den absoluten Betrag dieses Vektors. 

Sei nun ein beliebiges System von Polen gegeben. Wir nennen die Stellen, 
an denen diese liegen, Quellpunkte und bezeichnen sie mit Pq , also mit Pq1 , 

P q2 usw., ihre Koordinaten mitxqI' YqI' Zq1' xq2 , Yq 2, Zq2 usw., ihremagnetischen 
Quantenmit eqi' DerPunkt, fiir den die Feldstarke gesucht wird, heiBeAufpunkt 
und werde mit P p bezeichnet, und seine Koordinaten mogen mit x p ' YP' zp bezeichnet 
werden. Endlich sei rpqi der Abstand von Pp und P qi • Dann ist nach (16) und (19) 

c; ~ Xp - Xqi 
"d", = ~.eqi -~- usw. 

pq't 
(20) 

Um nur mit einer Formel statt mit drei rechnen zu brauchen, setzen wir 

<P= ~~. 
~rpqi 

Daraus ergibt sich sofort durch Differenz,ieren 
or[> ur[> 

Sj", = - ox ; Sjy = - BY ; 
wofiir wir Sj = - grad <P 
schreiben. 

<P heiBt das Potential. 
12. LAPLACESche Gleichung. Aus (19) ergibt sich: 

wofiir wir schreiben: 

Ferner folgt aus (19) 

wofiir wir schreiben: 

~~z _ au&';); = 0 usw. 

rotSj = o. 
o&';)x + u&';)y + o&';)z = 0 
ox uy oz ' 

div Sj = o. 
Aus (22) und (24) ergibt sich: 

02r[> 02r[> 02r[> 

OX2 + oy2 + 7fZ2 = 0, 
wofiir wir schreiben: LI<p=O. 

Diese Gleichung heiBt die LAPLAcEsche Gleichung. 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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13. Kraftlinien. Schreiten wir von einem Punkte des Raumes ein wenig in 
Richtung der Feldstarke fort, gehen dann von dem neuen Punkte in der Rich­
tung der dart herrschenden Feldstarke wieder ein wenig weiter und setzen die!:les 
Verfahren fort, so erhalten wir einen geradlinigen Streckenzug. Werden nun 
die Strecken dieses Zuges immer kleiner gemacht, so konvergiert er gegen 
eine Kurve, die Kraftlinie heiBt. Die Kraftlinie hat in jedem Punkt die Rich­
tung der Feldstarke. Man kann sich den ganzen Raum mit Kraftlinien erfiillt 
denken. 

Das zu einem Pol gehorige Kraftliniensystem strahlt radial von ihm aus. 
Wir werden bald ein Verfahren kennenlernen, das Kraftliniensystem zu zeichnen, 
das zu mehreren auf einer Geraden liegenden Polen gehort. 

Zunachst bringt das Kraftliniensystem nur die Richtung der Feldstarke in 
jedem Punkt zur Anschauung. Es fragt sich, ob wir auch die Starke der Kraft 
aus ihm ersehen konnen. 

14. Dichte der Kraftlinien. Das ist moglich, wenn wir bei der Auswahl 
der zu zeichnenden Kraftlinien eine gewisse Regel befolgen. Aus (24) und dem 
GAussischen Satz folgt 

fSJ"do=O, (26) 

wo die Integration iiber eine geschlossene, keinen Pol enthaltende Flache zu er­
strecken ist, deren Oberflachenelement do sei; SJy sei die Komponente der 
Kraft in Richtung der auBeren Normale. Das Integra1.fSJydo iiber eine beliebige 
(auch lmgeschlossene) Flache heiBt Kraftfl uB. Der KraftfluB also durch jede 
gesc;,hlossene, keinen Pol enthaltende Flache ist Null. 

Wir denken uns jetzt ein Flachenstiick F o, das nirgends den Kraftlinien 
parallel ist und durch keine Pole geht. Wir teilen es in moglichst kleine Zellen LI 0 0 ; 

diese wahlen wir so klein, daB sich innerhalb von LI 0 0 der Vektor SJ nicht merk­
lich andert. Nun Jassen wir von jedem LI 0 0 nach beiden Seiten Zo Kraftlinien 
ausgehen, wo 

(27) 

ist, und g so gewahlt wird, daB Zo eine graDe Zahl ist. Die Kraftlinien verfolgen 
wir dann beliebig weit, nur sollen sie Fo nicht wieder schneiden. Nach Konstruk­
tion ist auf Fo die Normalkomponente SJy von SJ durch die durch g dividierte 
Dichte Zo/LI 0 0 der Punkte gegeben, in denen die Kraftlinien das Flachenstiick 
durchsetzen. Entsprechendes gilt aber auch im ganzen Raum, wohin die Kraft­
linien dringen. Betrachten wir namlich ein aus Kraftlinien bestehendes rohren­
formiges Stiick, das an einem Ende von einem Flachenstiick LI 0 0 begrenzt wird 
und am anderen Ende durch ein Flachenstiick, das L1 a heiBe. Dann ist nach 
(26), da an der Rohl'enwand SJy = ° ist, 

fSJ"do = fSJydo, 
JOv .10 

Also, wenn Z die Zahl del' durch LI a dl'ingenden Kraftlinien bedeutet, da Z =Zo 
ist, nach (27) z 

~ = SJyLlO. 
g 

(28) 

Insbesondere wird man solche Flachenstiicke LI a wahlen, die senkrecht auf den 
Kraftlinien stehen. Fiir sie ist 

\ 
1 Z 

.r;\=gLlO· (29) 
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Der absolute Betrag der Feldstarke ist uberall gleich der Dichte 
der Kraftlinien, d. h. der Zahl der Kraftlinien, die ein Flachen­
element von geeigneter GroBenordnung1) durchsetzen, dividiert 
durch den Inhalt des Flachenstuckes, eine ein fur allemal fest 
gewahlte Konstante. 

Wir haben so ein Mittel gewonnen, nicht nur die Richtung, sondern auch 
die GroBe der Kraft durch die Dichte der Kraftlinien zum Ausdruck zu bringen. 

15. KraftfluB in einem System von Polen. Legen wir um einen Pol von 
dem magnetischen Quantum e eine Kugel, so ist nach (17) das uber die Kugel-
flache erstreckte Integral f c; d 

"e'v 0 = 4ne. 

Nach (24) und dem GAussischen Satz muB also fur jede nur den Pol enthal­
tende Flache das uber sie erstreckte Integral 

j.fd"do = 4ne (30) 
sem. 

Betrachten wir nun ein System von Polen Pi, Pi ... P§, P~ ... und eine 
Flache F, die die Pole PI umschlieBt. Auf dieser Flache ist nach (16) 

~ = 2.?~f +~', 
wenn ~~ die von den Pf herruhrende Feldstarke und~' die Feldstarke bedeutet, 
die von den Polen P 2 • •• herruhrt. Es ist also 

Nach (24) und (30) ist also 
(31) 

wo e das gesamte magnetische von der Flache umschlossene Quantum bedeutet. 
Fiir ein System von Polen ist der KraftfluB durch eine einen 

Teil dieser Pole umschlieBende Flache gleich dem 4 n-fachen des 
von der Flache umschlossenen magnetischen Quantums. 

Insbesondere wird der KraftfluB durch eine einen einzigen Pol von der 
Starke e umschlieBende Flache 4 n e sein. 

Nach der in Ziff. 14 angegebenen Konstruktion mussen also von jedem Pol 
von der Starke e Kraftlinien in der Zahl 4neg ausgehen. Haufig sagt man, 
indem man auf dieZahl g keinen Wert legt, jeder Pol e entsende 4ne, insbeson­
dere jeder Einheitspol 4 n Kraftlinien. 

16. Kraftlinien eines Poles. Wir wollen jetzt die zu einem System von 
Polen gehorigen Kraftlinien konstruieren und mit dem Kraftliniensystem e i n e s 
isolierten Poles beginnen. 

Zu diesem Zweck mussen wir die Flache der um den Pol beschriebenen Kugel 
in flachengleiche Teile zerlegen. 

Wir legen durch den Mittelpunkt 0 der Kugel eine Achse, die die Oberflache 
in A und B durchstoBt. Teilt man die Achse in sehr viele gleiche Teile und legt 
durch die Teilpunkte senkrechte Ebenen, so wird die Kugelflache in sehr viele kleine 
gleiche Teile zerlegt. Doch sind diese in einer Richtung noch nicht genugend unter­
teilt. Wir werden sie also noch durch viele durch die Achse gelegte Meridian­
ebenen von gleichem Winkelabstand in gleiche Teile zerlegen. Nun ziehen wir 
durch jeden dieser Teile gleich viel radiale Geraden. Wir konnen auch durch jeden 
Flachenteil nur einen Radius ziehen; dann bestehen die Flachenteile L1 0, von 

1) Das Flachenstiick darf nicht so klein gewahlt werden, daB es nur von welligen Kraft­
linien dnrchsetzt wird, und nicht so groB, daB in ihm die Kraftliniendichte sich wesentlich 
andert. 
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denen oben (Ziff. 14) die Rede war, aus sehr vielen so1chen Teilen. Man kann 
insbesondere alle Kraftlinien durch die Schnittpunkte der auf der Achse senk­
recht stehenden Ebenen mit den Meridianebenen ziehen. Beschrankt man sich auf 
die Kraftlinien in e i n e r Meridianebene, so erhalt man eine Figur, die folgender­
maBen (Abb. 1) konstruiert wird: Der Durch­
messer AOB eines Halbkreises wird in gleiche Teile 
geteilt; in den Teilpunkten werden Lote errichtet, 
und durch die Schnittpunkte mit dem Kreis die 
Radien gezogen. Diese sind die gesuchten Kraft­
linien. Hieraus erhalt man das Kraftliniensystem, 
das durch die Dichte der Linien die GroBe der 
Feldstarke abzulesen gestattet, wenn man die Abb.1. Kraftlinien im unipola-

ren Feld. 
Figur urn AB urn ganzzahlige Bruchteile von 
4 Rechten so oft hintereinander dreht, bis sie in die Anfangslage zuruckkehrt. 

Wir suchen nun nach einem Prinzip, das wenigstens fur gewisse Falle ge­
stattet, aus den zu zwei Systemen von Polen gehorigen Kraftliniensystemen 
das Kraftliniensystem zu ermitteln, das beiden zusammen zukommt. Ein so1ches 
Prinzip gibt es in der Tat fUr Systeme von Polen, die auf e in e r Geraden liegen. 
Man kann also von e i n e m Pol ausgehend das Kraftliniensystem konstruieren, 
das belie big vielen, auf e i n e r Geraden liegenden Polen entspricht. 

17. Kraftlinien fUr Systeme von Polen, die auf e i n e r Geraden liegen. Wir 
denken uns ein System von Polen, die auf e i n e r Geraden liegen; diese machen wir 
zur .Achse. Aus Symmetriegrunden wird fiir jeden Aufpunkt die durch ihn hin­
durchgehende Kraftlinie ganz in der durch den Aufpunkt und die Achse be­
stimmten Ebene liegen. Die folgenden Betrachtungen werden sich ubrigens in 
gleicher Weise auf jedes System von Ladungen beziehen, das rotationssymmetrisch 
urn die Achse angeordnet ist. 

Wir wollen uns jetzt n Ebenen im gleichen Winkelabstand durch die Achse 
gelegt denken (n sehr graB) und ein dem Dichtegesetz genugendes Kraftlinien­
system konstruieren, fill das die Kraftlinien nur in jenen Ebenen verlaufen, 
und zwar so, daB die Kurven in jeder Ebene aus denen in jeder anderen Ebene 
durch Drehung hervorgehen. Es genugt also, N 

cine Ebene zu betrachten. 
8 

M 

y 

Denken wir uns (Abb. 2) einen Punkt A 
in der Entfernung y von der Achse, und 
daruber einen Punkt B in der senkrechten 
Entfernung LI y von A, wo LI y sehr klein ist, 
so besitzt die aus AB durch Rotation ent­
standene Flache den Inhalt 2 n y LI y. Es 
muss en durch diese Flache also hindurch-

Abb. 2. Zur Konstruktion der Kraft­
treten g' 2ny Lly H cos ex: Kraftlinien, unter linien im rotationssymmetrischen Feld. 
ex: den Winkel zwischen der Kraftlinie und 
der Achse verstandcn. Also treten in unserer hervorgehobenen Ebene 
y y LI y H cos ex: Kraftlinien durch AB hindurch, wenn 

gesetzt wird. 
)' = K'2n 

n 

Ziehen wir jetzt von B und A zwei den Kraftlinien parallele Geraden BN, AM 
und von B das Lot Be auf AM, so ist Be = LI y cos ex:, also treten durch Be 
hindurch y' y . H . Be Kraftlinien, d. h. der Abstand zweier Kraftlinien ist 

1 1 
Y • Y ·R· 

Handbuch der Physik. xv. 2 
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Urn also die GroBe der Feldstarke unserer Darstellung zu entnehmen, haben 
wir nicht notig, durch Rotation das volle Kraftliniensystem zu erzeugen; auch 
unsere Darstellung in der Ebene reicht dazu schon aus, well die mit y multiplizierte 
Feldstarke iiberall umgekehrt proportional dem Abstand ist. 

Daraus folgt: Zeichnet man in der Ebene eine Kurve Co, die nirgends in 
die Richtung der Kraftlinien falit, laBt durch diese Kraftlinien in solcher Dichte 
gehen, daB auf jedes kleine Kurvenstiick L1 s die Anzahl r y SJv L1 s entfalit, 
unter 7' eine Konstante von geeigneter GroBe verstanden, und verfolgt diese 
Kurven beliebig weit, doch so, daB sie die Kurve Co nicht wieder schneiden, so 
hat die erhaltene Kurvenschar iiberall die Eigenschaft, daB der Abstand 
zweier Nachbarkurven 

betragt. Diesen Satz konnen wir noch etwas anders beweisen. Wir geben den 
Beweis am besten im AnschluB an andere Betrachtungen, denen wir uns gleich 
zuwenden werden. tJberzeugen wir uns aber zunachst noch, daB unser Ergebnis 
auch durch die oben (Ziff. 16) gegebene Konstruktion der zu einem Pol gehorigen 
Kraftlinien bestatigt wird. 

Betrachten wir eine Meridianebene, in der die von uns konstruierten Kraft­
linien verlaufen; sei (Abb. 3) die Rotationsachse die x-Achse, die senkrecht dazu 
stehende Achse die y-Achse, a der Radius des Kreises, dso der Abstand der 
Schnittpunkte zweier sukzessiven Kraftlinien mit dem Kreise, dxo der Abstand 
ihrer Abszissen, Yo ihre y-Koordinate, so ist 

d dxo 

y 

x 

So = -a. 
Yo 

In einer Entfemung r vom Mittelpunkt ist 
also der Abstand der benachbarten Kraft­
linie 
ds= ~ds = dxo· r = dxo·r2 = dxo· e = _1_ 

a 0 Yo ya ayH ryH' 
wenn y die Ordinate an der betreffenden 
Stelle ist und a 

y = dxo· e 

Abb.3. Zur Konstruktion der Kraftlinien gesetzt wird, 
im unipolaren Feld. 

oder 

r - p 
- 4e' 

wo p die Zahl der Kraftlinien in der Ebene bedeutet. 
Wir wollen jetzt zu anderen Betrachtungen iibergehen, von denen aus wir 

wieder auf unsere Kraftlinienkonstruktion fiir den rotationssymmetrischen Fall 
zurUckgelangen. 

18. LAPLACESche Gleichung in der Ebene. Denken wir uns anstatt der Pole 
parallele sehr lange Geraden, die mit konstanter magnetischer Dichte versehen 
sind. Man kann sich diesen Fall realisiert denken durch sehr groBe magnetische 
Blatter. Diese durchsetzen aIle senkrecht eine Ebene und entfemen sich senkrecht 
sehr weit nach beiden Seiten von ihr. Von den beiden zur Ebene senkrecht 
stehenden Kanten befinde sich die eine in dem von uns zu betrachtendenGebiete 
und besitze konstante line are magnetische Dichte, die andere sei sehr weit ent­
femt und besitze die entgegengesetzte Dichte, die der Ebene parallelen Kanten 
endlich seien neutral. 

Nun sind unsere Gleichungen (22) bis (25) zunachst fUr punktfOrmige 
Ladungen abgeleitet. Sie gelten aber, wie man leicht sich iiberlegt - und davon 
werden wir spater Gebrauch machen-, auch ffir beliebige Verteilung des magne-
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tischen Quantums. Aus ihm folgt fiir unseren Fall, wenn wir die Koordinaten­
achse x, y in die ausgezeichnete Ebene legen: 

O.\)Il _ o.\)~ - 0 (32) 
0% oy - , 

o.\)~ + 0.\)1/ - 0 (33) 0% oy - , 
Qq' oiP 

S)", = - ax ' S)I/ = - BY ' (34) 

(35) 

Fiir die letzten drei Gleichungen schreiben wir jetzt, mit veranderter Bedeu-
tung der Symbole diy, grad, LI: ' 

divS) = 0, 

S) = -grad CP, 

LI<P=O. 

Wir haben es mit einem e benen Problem zu tun. 

(33') 

(34') 

(35') 

Zunachst folgt nun aus dem GAussischen Satz fiir die Ebene: Zieht man 
durch eine Kurve Kraftlinien von einer solchen Dichte, daB auf die Strecke LI s 
die Anzahl I'Ll s S)" entfallt,unter S)" die Komponente von S) in der zur Kurve 
nonnalen Richtung, unter I' eine groBe Zahl verstanden, und setzt diese Linien 
fort, so werden die Kraftlinien ii b er all diesem Dichtegesetz geniigen. Uberall 
wird der Abstand der Kraftlinien 1/yH sein. 

Senkrecht auf den Kraftlinien stehen nach (34) die Linien konstanten Poten­
tials. Zeichnet man diese so, daB <Pimmer um ill' wachst, wenn man von einer 
zur nachsten iibergeht, so betragt der Abstand zweier solcher Kurven nach (34) 
ill' H. Die Ebene ist also in lauter kleine Quadrate eingeteilt. Fiir kleine 
Teile der Ebene gilt also, daB man die Kraftlinien auch in dem richtigen Ab­
stand durch Drehung um einen rechten Winkel aus den Potentiallinien erhalt. 

19. Zusammensetzung von Potentiallinien und Kraftlinien fUr das ebene 
Problem. Gegeben seien zwei verschiedene Systeme A, B von Potentiallinien und 
Kraftlinien. Wir fragen nach dem zusammengesetzten System, d. h. dem System 
von Kurven, das entsteht, wenn die Magnetismus­
verteilungen, die den beiden Systemen einzeln 
entsprechen, zusammen gegeben sind. Offenbar ist 
das C entsprechende Potential die Summe der 
Einzelpotentiale <P A und <PB 

<Po = <P A + <PB • (3 6) 
Hieraus ergibt sich sofort die Konstruktion der 
Potentiallinien im System C aus dem der SystemeA 
und B. Man hat einfach eine Schar von Kurven 
diagonal durch die Kreuzungspunkte der Kurven­
systeme A, B zu legen. Ein Blick auf die neben­
stehende Abbildung (Abb. 4), in der die Zahlen Abb.4. Zusammensetzung von 
Vielfache des Wertes von ill' bedeuten, iiberzeugt Potentiallinien. 
sofort von der Richtigkeit der Konstruktion. 

In genau derselben Weise erhalt man aber auch aus den zu A und B geh6rigen 
Kraftlinien die zu C gehOrigen Kraftlinien: Man erhalt das System der Kraft­
linien, die zu C geh6ren, indem man die Systeme A und B konstruiert und die 

2* 
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Diagonalen konstruiert. Es folgt das sofort daraus, daB man aus der Schar 
der urn konstante Werte wachsende Potentiallinien durch Drehung umeinen 
rechten Winkel die Schar der Kraftlinien - auch in ihrem richtigenAbstand - erhalt. 

Man kann die Richtigkeit dieser Konstruktion der zu C gehOrigen Kraft­
linien aber auch leicht beweisen, ohne auf die Potentiallinien Bezug zu nehmen. 
Es ist zu zeigen: 

1. daB die Diagonallinien die richtige Richtung haben; 
2. daB sich aus ihrem Abstand die GroBe der Kraft in C richtig ergibt. 
1. Seien (Abb.5) ae, bd zwei benachbarte A-Linien, ab,ed zwei benachbarte 

B-Linien. Die GroBe desParallelogramms ab deist: ab • Abstand (ab, cd) = ae· Ab-
stand (ae, bd), also: ab: ae = HB : HA . (37) 

Die Seit.en in dem durch die Kreuzung entstandenen Parallelo­
gramm verhalten sich wie die Intensitaten der parallel den Seiten 
wirkenden Feldstarken. Daraus folgt die erste Behauptung. 

2. Sei el die auf cd folgende B-Linie. (e auf der Verlangerung von ae, I auf 
der Verlangerung von bd). Es ist das Parallelogramm ab de = ad Ie, daher 

'ir------1<-----7e::........---,,4 ad·Abst. (ad, e/) =ae . Abst. (ae, bd) 
ac 

= HAY 
ac 1 

Abstand (ad, e/) = ad' HA Y • 

,~---~---~--~A Aus dem unter 1. Bewiesenen folgt 
aber ac HA 

Abb.5. Zusammensetzung von Kraftlinien. ad = Ho 

also: Abstand (ad, e I) = H~' womit unsere zweite Behauptung bewiesen ist, 
. oY 

Wir bemerken noch, daB es zu A und B zwei Scharen von Diagonalkurven 
gibt. Welche zu wahlen ist, h1i.ngt in leicht ersichtlicherWeise von dem Richtungs­
sinn ab, in dem die Ktaftlinien der beiden Scharen A, B verlaufen. 

20. Funktionentheoretische Darstellung. Einen anderen einfachen Beweis 
fur die Konstruktion der Kraftlinien im C-System erhalten wir aus funktionen­
theoretischen Satzen. 

Aus der Gleichung (33) folgt nach dem SToKEsschen Satz, daB, uber eine 
geschlossene Kurve integriert, 

f (S'dv dx - S)X dy) = 0 

ist. Erstrecken wir al:;;o dieses Integral von einem festgewahlten Anfangspunkt 
aus, so gelangen wir zu einem vom Endpunkt abhangigen, vom Wege aber 
unabhangigen Wert. Nennen wir diesen 'Jf, so ist: 

S'dv = ~~, I 
oP 

S'dx = - oy' 

Da nun langs der Kurven lJf = const 
oP oP 
ox dx + oydy = 0 

ist, also S'dv dx - S'dz dy = 0, 

(38) 

so sind diese Kurven Kraftlinien. Hieraus folgt das Gesetz fUr die Zusammen­
setzung der Kraftlinien analog Ziff. 19, Abs. 1. Wir gelangen auch wieder leicht 
zur Einteilung der Ebene in Quadrate durch Potential- und Kraftlinien. 
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Nach (38) und (34) ist namlich 

~~= ~~'ll 
a iP -"- _ orp 
oy - AX' 

(39) 

Aus diesen Gleichungen, den sog. CAUCHy-RIEMt\NNschen Differentialgleichungen, 
folgt aber, daB qJ + i lJf eine analytische Funktion von x + iy ist. Durch eine 
soIche wird die Ebene qJ + i lJf konform auf die Ebene x + i y abgebildet. 
Zeichnet man nun die Kurven der x + iy-Ebene,fiir die qJ und lJf ganze Vielfache 
einer sehr kleinen Zahl1/y sind, so wird diese Ebene von einemNetz sehr kleiner 
Parallelogramme bedeckt. Aber die zugehOrigen Kurven in der qJ + ilJf-Ebene 
teilen diese in sehr kleine Quadrate, daher muB auch die x + iy-Ebene in Quadrate 
eingeteilt sein. Es ist nun leicht zu zeigen, daB benachbarte Kurven lJf = const 
den Abstand besitzen, den wir in Ziff. 18 fiir benachbarte Kraftlinien fest­
gesetzt haben. 

21. Rotationssymmetrische Felder. Kehren wir jetzt von dem Fall des 
zweidimensionalen Problems zu dem Fall der dreidimensionalen rotations­
symmetrischen Anordnung zuriick. Sei eine Anzahl von Polen auf einer Geraden 
gegeben, die Symmetrieachse wird, und die wir zur x-Achse machen. 

Es geniigt, die Kraftlinien in einer Halbebene durch die Symmetrieachse zu 
zeichnen. In diese Halbebene legen wir die positive y-Achse; die x-Achse sei 
Jlach rechts positiv. Fiir jeden Punkt der xy-Ebene ist nun ~z = O. Gehen wir 
aber zu einem Punkt iiber, der durch Drehung urn einen kleinen Winkel d {} urn die 
x-Achse entsteht, so erhalten wir eine ~z-Komponente im Betrage ~1Id{}, und 
da die Differenz zwischen den z-Komponenten der beiden Punkte 

dz = y d {} 
ist, so folgt 

°o~' = ~. 
oS)" + OS)lI + ~ = 0 
ax oy y , (40) 

Es wird also nach (24) 

a (S)" y) + o(S)lIY) - 0 
ax oy - . 

oder 
(41) 

Beschranken wir nun die Betrachtung auf die x y-Ebene und verstehen 
unter ~' einen Vektor, der ymal so groB wie ~ ist, und unter div~' den Ausdruck 

oS)~ oS)~ 
B-X+ay' 

so ist 
div~' = O. (42) 

Hieraus folgt aber, daB das Feld des Vektors ~' in derselben Weise durch 
ein System von Kraftlinien dargestellt werden kann wie das Feld des Vektors ~ im 
ebenen Problem: Man kann Kurven zeichnen, deren Richtung iiberall die 
Richtung von ~' ist, und deren Abstand umgekehrt proportional der GroBe 
von ~' ist, also 1/yH' betragt, unter y eine Konstante verstanden. Ferner: Stellt 
man ein Feld A und ein Feld B in dieser Weise dar, so wird das Feld, das vor­
handen ist, wenn die A und B entsprechenden Pole zusammen gegeben sind, 
dadurch gefunden, daB man die diagonalen Kurven durch die Schnittpunkte 
der zu A und B gehOrigen Kurve legt. Wir haben in Ziff. 19 die Diagonalkon­
struktion zunachst fUr den Fall bewiesen, daB der betreffende Vektor ein Poten­
tial besitzt. Aber ein zweiter Beweis (S. 20oben) war vondieser Voraussetzung 
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unabhangig. Die Konstruktion ist also giiltig, auch "Venn kein Potential vor­
handen ist, sofem nur die Divergenz des betreffenden Vektors verschwindet. 
Dieser Fall liegt hier vor. ZU SJ' kann es namlich kein Potential geben, sonst 
miillte tiberall sein 

a~~ a~~ 
O=ax--ay' 

= y [aa~ - aa~] - SJ., = - SJ., = - SJ~/y, 
was offenbar nicht zutrifft. 

Unsere Kurven sind zugleich eine Darstellung des Vektors SJ. Denn sie 
sind tiberall SJ parallel und haben einen Abstand 1lr H y. 

Nun gibt es aber zu SJ ein Potential tP. Konstruiert man die Kurven konstan­
ten Potentials, indem man tP von einer Kurve zur nachsten um 1lr wachsen laBt, 

so erhaIt man ffir benachbarte Potentiallinien den Abstand ~ = r ~. Die Ebene 

wird also durch die Potential- und Kraftlinien in Rechtecke geteilt, deren Seiten 
sich wie 1 : y verhalten. Daraus ergibt sich ein neuer Beweis ffir die Zusammen­
setzung der Kraftlinien. Es ist namlich sofort klar, daB sich die Potentiallinien 
e~es zusammengesetzten Systems durch Ziehen der Diagonale ergeben (s. oben 
Ziff.19). Da nun die Kraftlinien senkrecht auf den Potentiallinien stehen und 
auch ihrem Abstand nach aus ihnen durch Drehung und Abstandsanderung im 
VerhaItnis 1: 1/y hervorgehen, so mtissen auch die Kraftlinien eines zusammen­
gesetzten Systems durch die Diagonalkonstruktion gefunden werden konnen. 
Dasselbe kann auch noch auf eine andere Weise gezeigt werden. 

Legt man durch irgendeinen Punkt der xy-Ebene eine beliebige Kurve ~, 
die die x-Achse jenseits aller Pole in einem Punkte trifft, der ein groBeres x hat 
als alle diesel), und laBt die Figur um die x-Achse rotieren, so entsteht eine 
Flache F. Bilden wir nun das tiber diese Flache erstreckte Integral 

D=21,;jSJ"dO, (43) 
F 

wo die Normale v von innen nach auBen gezogen ist. Offenbar ist 

D=fSJ"yds=fSJ~ds. (44) 
Q': Q': 

Nach (43) und (24) ist D ffir einen gegebenen Punkt xy unabhangig von ~, also 
reine Ortsfunktion in der xy-Ebene und zudem langs der Kraftlinien konstant, 
so daB die Gleichungen der Kraftlinien werden: 

D = const. (45) 

Der Abstand zweier sehr naher Kraftlinien ist nach (44) tiberall gegeben durch 
dil 

ds = Hy' (46) 

und zwar wachst D, wenn man von einer Kraftlinie zu einer solchen andem tiber­
geht, daB der Schnittpunkt der Kurve ~ mit der ersten Kraftlinie zwischen 
ihrem Schnittpunkt mit der zweiten und ihrem Schnittpunkt mit der Abszissen­
achse liegt. 

Sind DA, DB die zu den Systemen A, B gehorigen Funktionen, so gilt ffir 
die zu dem System C gehOrige Funktion Do nach (16): 

Do = DA + DB' (47) 

1) Wilrden wir @: nach der anderen Seite der x-Achse ziehen, so erhielte die sogleich 
einzufiihrende Funktion il, eine Konstante abgerechnet, den entgegengesetzten Wert. 
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Zeichnet man nun fUr A und B die Kraftlinien in solcher Dichte, daB der Abstand 
zweier benachbarter 1/yHy betragt, so andert sich nach (46) Q beim Ubergang 
zur Nachbarkurve urn 1/r. Nach (47) erhaIt man also durch Ziehen der Diago­
nalen die Kraftlinien im richtigen Abstand1). 

Wir haben bisher y sehr groB angenommen, die Kraftlinien also sehr dicht. 
Das ist notig, urn durch sie die Starke der Kraft in jedem Punkt des Feldes 
graphisch zu veranschaulichen. Aber fur keine Konstruktion mit noch so groBem y 
hat die Forderung, es solIe der Abstand 1/y H y betragen, einen ganz prazisen 
Sinn, da H und y ein wenig von Kraftlinie zu Kraftlinie variieren. Man wird also 
verlangen, daB das langs der Potentiallinie genommene Integral 

f Hyds = : (48) 

ist (eine Forderung, die wegen (42) von der Wahl der Potentiallinie unabhangig 
ist), d. h. daB die Funktion Q von Kraftlinie zu Kraftlinie urn 1/r sich andert. 
Aus (47) folgt dann wieder, daB auch bei Wahl eines nicht groBen Wertes von 
r die Kreuzungspunkte so zugeordneter Kraftlinien von A und B genau auf 
einer Kraftlinie von C liegen. 

Zu bemerken ist noch, daB man .aus Kraftlinienbildern der betrachteten Art, 
wenn man sie sukzessive urn sehr kleine ganzzahlige Bruchteile von 2 11: urn die 
Rotationsachse rotieren laBt, zu raumlichen Kraftlinienbildern gelangt. 

Endlich sieht man leicht, daB alle Betrachtungen dieser Ziffer fUr den Fall 
eines beliebigen rotationssymmetrischen Feldes bestehen bleiben. Nur hat man dann 
nicht nur punktf6rmige Magnetismusverteilungen, sondern auch kontinuierliche 
Dichteverteilungen (Ziff.28). 1m Innern der magnetischen K6rper kann man 
dann aber natiirlich keine Kraftlinien zeichnen. Die Kurve [ (siehe oben) ist 
so zu ziehen, daB die zugeh6rige Flache F keine magnetische Quanten trennt, 
und daB diese alle nach der Seite abnehmender x von ihr liegen. 

22. Unipolares Feld. Wenden wir uns wieder der Betrachtung der auf einer 
Geraden angeordneten Pole zu und beginnen dazu mit der Betrachtung eines 
Poles. Wir legen durch ihn eine Gerade, die x-Achse, und beschreiben eine 
Kugel mit dem Radius a urn ihn. Wahlen wir einen Punkt auf der x-Achse, 
der vom Mittelpunkt die Entfernung x besitzt und legen durch ihn die zum 
Durchmesser senkrechte Ebene. Die auf der Oberflache ausgeschnittene Kalotte, 
deren Punkte groBere Abszissenwerte besitzen, hat den Inhalt 211: a(a - x}. Da­
her gehort in einer durch die x-Achse gelegten Ebene zu einer Kraftlinie, deren 
Schnittpunkt mit der Kugeloberflache die Abszisse x besitzt, nach (43) und 
(17) die Funktion (X) 

Q = e 1 - - = e(1 - cosif) , (49) a 

wenn if den Winkel zwischen der Kraftlinie und der positiven x-Achse bezeichnet2). 

Urn also in unserer Ebene Kraftlinien in der gehorigen DichteS) zu zeichnen, 
muB man in ihr Lote auf der x-Achse im Abstand air e ziehen und die Punkte, 
in denen diese die Kugeloberflache durchstoBen, mit dem Mittelpunkt verbinden. 

1st r sehr groB, so haben auf der Kugeloberflache zwei sukzessive Kraft­
linien den Abstand 

a a 1 
ye'y=yHY' 

1) Vgl. J. CL. MAXWELL, Treatise on electricity and magnetism, deutsch von B. WEIN­

STEIN, Bd. I, § 123. Berlin 1883. 
2) Vgl. J. CL. MAXWELL, a. a. O. 
3) D. h. so verteilt, daB, wenn andere Systeme mit derselben Verteilung der Kraft­

linien gegeben sind, fur das zusammengesetzte System die DiagonaJregel gilt. 
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Da aber 1/yHy proportional der Entfernung vom Mittelpunkt wachst, so muB 
ii b era 11 der Abstand zweier Kraftlinien diese GroBe haben. Werden die Linien 
also sehr dicht gezeichnet, so dienen sie in der Tat zur Darstellung des Kraft­
feldes, auch seiner Intensitat nacho 

Abb. 6. Konstruktion von Kraftlinien im bipolaren FeId. 

23. Das bipolare Feld. Urn das Kraftlinienfeld eines gleichstarken Nord­
und Siidpols in einer Ebene durch die Symmetrieachse, auch der Intensitat nach, 
darzustellen, haben wir nach dem Vorhergehenden die Pole zu verbinden, urn 
jeden Pol mit dem gleichen Radius einen Kreis zu schlagen, die beiden in die 

Abb.7. EisenfeiIIichtbild der Kraftlinien im bipolaren Feld. 

Symmetrieachse fallen den 
Durchmesser in gleich viele 
gleiche Teile zu teilen (mog­
lichst viele) und in den Teil­
punkten Lote auf die Sym­
metrieachse zu errichten. 
Die Schnittpunkte der Lote 
mit den Kreisperipherien 
sind mit den Mittelpunkten 
zu verbinden und durch 
diese beiden Scharen von 
Geraden die Diagonalen zu 
ziehen. So ist die oben­
stehende Abbildung kon­
struiert, die wir dem Werke 
von H. EBERT: Magne­
tische Kraftfelder ent­

nehmen 1). Hiermit vergleichen wir eine experiment ell mit Eisenfeilspanen 
erhaltene Darstellung in dem Werke 2) von GRIMSEHL. 

1) H. EBERT, Magnetische Kraftfelder, S.90; vgl. auch ]. CL. MAXWELL, Lehrb. d. 
Elektr. u. d. Magn., deutsch von B. WEINSTEIN. Berlin 1883, Tafel I. 

2) E. GRIMSEHL, Lehrb. d. Phys. Bd. II, S.5. 1923. 
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Je dichter die Lote auf der Symmetrieachse gezogen werden, urn so besser 
laBt sich aus der Darstellung die Intensitat der Kraftlinien entnehmen; urn so 
mehr Punkte der Kraftlinien werden aber auBerdem auch genau erhalten. 
Denn alle Kreuzungspunkte liegen gena u auf den Kraftlinien. Verfolgt man 
eine bestimmte Kraftlinie des zusammengesetzten Systems, so kann man die­
jenigen Kraftlinien der unipolaren Ausgangssysteme, die bei der eben an­
gegebenen Konstruktion zum Schnitt zu bringen sind, als hom 0 log bezeichnen 
und ebenso die zugehorigen Lote. Sind zwei Lote einander als homolog zu­
geordnet, so erhalt man offenbar zwei andere homologe, indem man entweder 
gleich viel Teilpunkte beide Male nach rechts oder beide Male nach links geht. 

Wir konnen aber auch allgemeiner als homolog zwei Lote bezeichnen, von 
denen jedes in seinem Kreis von einem fest en Ausgangslote dieselbe Entfernung 
hat, und werden auch dann den Satz haben, daB die zu homologen Loten ge­
horigen Radien sich in Punkten ein und derselben Kraftlinie schneiden. Denn 
nach (49) ist fUr beide Radien zusammen die Summe der GraBen Q konstant 
geblieben 1). 

Hieraus ergibt sich nun die folgende Konstruktion (ROGET 1831): Wir 
verbinden (Abb. 8) S mit N, halbieren die Strecke SN in O. In 0 er­
richten wir das Lot; es wird nun die Kraft­
linie gesucht, die durch einen Punkt P dieses 
Lotes geht und dort natiirlich parallel SN ver­
laufen muI3. Wir beschreiben urn S und N 
zwei Kreise mit den Radien SP = NP. Sei UV 
eine .. 5trecke, die senkrecht auf SN steht, und 
liege U auf dem Kreis urn N, S auf dem Kreis 
urn V (beide an derselben Halbebene), so ist der 
Schnittpunkt X von NU und SV ein Punkt der 
Kraftlinie. 

Aus (47) und (49) folgt fUr die Gleichung 
der Kraftlinien 

cos{'Is - COS{)N = const , (50) 

u 

o 
Abb. 8. Konstruktion einer Kraft­

linie im bipolaren Feld. 

WO {)N bzw. {)s der Winkel der Richtung S N mit dem vom Nord- bzw. Siid­
pol zum Aufpunkt gezogenen Vektor bedeutet, was sich natiirlich auch aus der 
Abb. 8 ergibt. 

Eine Methode von ANDREAS MILLER gestattet, fiir eine groBere Reihe von 
Feldpunkten unmittelbar die Richtung der magnetischen Kraft anzugeben 2). 

24. Magnetische Energie. Nach (9) Ziff. 9 erfahrt von zwei aufeinander 
wirkenden Magnetpolen jeder vom anderen dieselbe, entweder eine anziehende 
oder abstoBende Kraft. Ware das nicht der Fall, so miiBte man ein System 
von zwei fest verbundenen Magneten herstellen kannen, das sich selbst be­
standig beschleunigen wiirde (die abgewandten Pole konnten sehr weit entfernt 
sein). Wir nehmen an, daB cine so1che Vorrichtung unmaglich ist und haben 
daher das Reaktionsprinzip schon bei der Ableitung einer Teilaussage von (9) 
Ziff. 9 benutzt (S. 10). 

') DaB die Schnittpunkte der durch die Endpunkte homologer Lote gezogenen 
Radien auf der Kraftlinie liegen, kann auch ohne Einfiihrung der Funktion Q eingesehen 
werden. Man muB sich auf das Dichtegesetz der Kraftlinien im unipolaren Feld (Ziff. 17) 
beziehen und auf das Gesetz der Kraftlinienzusammensetzung (Ziff. 21, S. 21) und be­
achten, daB die beiden Lote bei jeder belie big feinen Einteilung immer gleich viel Teil­
punkte entfernt von den Ausgangsloten sein werden. 

2) ANDREAS MILLER, Das magnetische Kraftfeld eines bipolaren Stabes. Programm 
der kgI. Ludwigs-Kreisrealschule Miinchen 1897; H. EBERT, a. a. O. S.80. 
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Fiir die folgenden Betrachtungen brauchen wir zunachst noch nicht (9) 
und noch nicht das COULoMBsche Gesetz anzuwenden; es geniigt vorerst die 
Anwendung des Reaktionsprinzips und des Satzes, daB die Krafte der Pole in 
der Richtung ihrer Verbindungslinie wirken. 

Betrachten wir n Pole. Wir denken uns die Pole nacheinander vom Unend­
lichen in die Punkte Pl' .. Pnl) gebracht und fragen nach der von den Kraften 
geleisteten Arbeit. Seien Xi, Yi' Zi die Koordinaten des i-ten Poles, sei rik = rki 
der Abstand des i-ten und k-ten Poles, gik (rik) die Kraft vom i-ten auf den 
k-ten Pol, also 

und setzen wir 
00 

I gidu)d'UiT' = G,,(rik) ' (51 ) 
"fik 

wobei die Konvergenz des Integrals angenommen wird. Es ist dann offenbar 

(52) 

Der erste Pol kann ohne Arbeitsleistung herangeschafft werden. Auf den 
zweiten wirkt die Kraft mit den Komponenten 

( ) X2 - Xl OG12 a r12 O,GI2 
gI2 rI2 ----- = - -~- --- = - -- usw. 

r12 or12 d X 2 oX2 

Daher wird gegen die Krafte die Arbeit geleistet 

G12 (r12) , 

wo jetzt r12 die Entfernung der Pole 1 und 2 in ihre~ Endlagen bedeutet. 

oder 

Fiir die im ganzen gegen die Kraft geleistete Arbeit hat man 

W = G12 (r12) + ... 
G13 (r 13) + G23 (r 23) 
+ 

W = ~/ Gik (rik) , 

wobei jede Kombination von i, k einmal zu nehmen ist, also 

W = l~ GiT,(rik) ' (53) 

wo i, k aIle Werte annehmen k6nnen, nur nicht dieselben. Fiir unendlich ent­
fernte Pole ist wegen der Konvergenz der Integrale (51) W = o. 

Aber es ist noch nicht gezeigt, daB die Arbeit der Krafte unabhangig von 
der Art ist, wie die Pole in ihre Lage gebracht sind. Es ist allgemein die x-Kompo­
nente der Kraft des i-ten Poles auf den k-ten 

1) Dieser Vorgang ware folgenderrnaBen als Grenzfall realisierbar: Pl'" P n befinden 
sich in einern Gebiete G. Sei Reine Lange, die groB gegen die Dirnensionen von G 1st. Zu 
Anfang befinden sich sarntliche Pole in einer Entfernung >R von einern Punkt Po in G; 
auBerdern bleibe wahrend der Bewegung die eine Halfte der Pole dauernd in einer Ent­
fernung >R von Po und voneinander. Fraglich ist nur, ob es gelingen kann, die Magnete 
irnrner langer zu rnachen und dabei zu verhindern, daB die Bezirke, in denen die 
beiden rnagnetischen Quanten konzentriert sind, auch selbst irnrner ausgedehnter werden. 



Ziii. 24. Magnetische Energie. 

Mithin ist die x-Komponente der Kraft auf den k-ten Pol uberhaupt 

~OGik 
,=-~' OXk' 

27 

wo i aile Werte auBer k annimmt, d. h. = - ~w. Daraus und aus dem Ver-
uXk 

schwinden der W fur unendlich entfernte Pole folgt, daB W die Arbeit ist, die 
gegen die magnetischen Krafte geleistet wird, wenn die Pole auf irgendeinem 
Wege in ihre Endlage gebracht werden, und daB die von den magnetischen Kraften 
geleistete Arbeit bei der Uberfiihrung von einer Lage in die andere gleich der 
Abnahme der GroBe Wist. Wir nennen daher W die mag net i s c h e Ene r g i e. 

Wir konnen jetzt unsere Betrachtungen auch auf den Fall anwenden, daB 
die Pole paarweise vorhanden sind, immer ein positiv~r und ein negativer zu­
sammen, und daB bei der Heranschaffung aus dem Unendlichen die zusammen­
gehorigen Pole durch einen starren Stab verbunden sind. 

N ach unseren fruheren F ormeln konnen wir die magnetische Energie durch 
die magnetischen Quanten ausdrucken. Zunachst haben wir nach (7) 

gik (rile) = ei ele f (rile) , 

wo f von den Indizes unabhangig ist. Also ist 

Gidrile) = jgik(tt)duile = eieleF(ri/') ' 
'fik 

wenn 

jf(u)du = F(r) 
r 

ist. Mithin erhalten wir nach (53) 

W = l2: eieleFile(rik) ' 
oder, set zen wir 

2: ekF(rik) = rJ)i, 

W= l2:ei rJ)i. 

Nach dem COULOMBschen Gesetz bzw. (9) ist 

F(rik) = ~, 
rik 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 

rJ)i ist unabhangig von dem magnetischen Quantum des i-ten Poles. Es ist 
der Wert, den am Orte des i-ten Poles die Funktion 

rJ) = "'" ek (59) 
~ rk 

besitzt. Hier ist unter rk der Abstand des k-ten Poles von dem Punkte verstanden, 
fUr den der Wert der Funktion gesucht wird. Die Funktion rJ) haben wir schon 
als Potential eingefiihrt (Ziff.11) (21). 

Die Bedeutung des Energieausdrucks besteht darin, daB mit seiner Hilfe 
die ponderomotorischen Krafte zwischen den Magnetpolen berechnet werden 
konnen. Es ist aber nicht ausgeschlossen, daB eine molekulartheoretische Be­
trachtung dahin fiihren konnte, eine andere GroBe als Energie zu bezeichnen. 

Es muB jedoch in Erinnerung gebracht werden, daB Pole, wenn wir von 
der Verwendung von Stromen absehen, nur unter gewissen Bedingungen durch 
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Magnete zu realisieren sind. Die Lange der Magnete braucht jetzt nicht mehr 
groB gegen die Entfernung angenommen zu werden, da wir ja beide Pole bei der 
Berechnung der Energie berucksichtigt haben (S. 27). Wohl aber mussen die Quer­
dimensionen der Polflachen klein gegen die Entfernungen sein. Das muS der 
Fall sein, damit die Pole als punktfermig angesehen werden kennen. Trifft es nicht 
zu, so wird man die hier entwickelten Formeln zunachst so anzuwenden ver­
sucllen, daB man die Polflachen der Magnete in infinitesimale Teilflachenstucke 
zerlegt (bzw. den Magneten in Volumenelemente) und auf die in ihnen enthal­
tenen magnetischen Quanten die Formel fUr die Energie anwendet. Man gelangt 
aber so zu einem Ausdruck, der nicht allgemein richtig ist. Nur wenn eine gewisse 
Konstante 1 ware, was aber praktisch nicht vorkommt, wiirde diese Formel die 
richtige Energie gebert. Auch in der allgemeinen Theorie gilt freilich die (56) 
entsprechende Beziehung; nur ist I}J nicht durch den Ausdruck gegeben, der aus 
(58) durch Anwendung auf die infinitesimalen magnetischen Quanten hervorgeht. 

25. Feld eines Dipols. Als Grundgesetz der Magnetostatik gilt uns das 
COULoMBsche Gesetz. Bei seiner Bestatigung durch COULOMB wurde die Wirkung 
e i n e s Poles jedes Magneten nicht berucksichtigt. Aber ganz ist sie naturlich 
nicht zu vernachlassigen. Andererseits ist es, wie wir spater sehen werden, 
unmeglich, einen Kerper ganz mit einem magnetischen Quantum e i n e r Art 
zu versehen. Es wird also netig sein, beide Pole zu berucksichtigen und auBer­
dem den Umstand, daB der Magnetismus nicht in den Polen konzentriert ist. 
So verfahrt die GAussische Methode, uber die wir gleich zu berichten haben 
werden. 

Bei dem GAussischen Verfahren ist nun, umgekehrt wie beim COULoMBschen, 
die Entfernung der Magnete sehr groB gegen ihre Lange. In erster Annaherung 
kann man mit einem Kraftgesetz rechnen, das fur greBer werden de Entfernungen 
immer genauer realisiert ist. Man kann die Pole immer naher zusammenrucken 
und in demselben MaBe starker werden lassen, den Magneten also ersetzen durch 
ein Paar sehr benachbarter, sehr starker Pole. Ein solches Gebilde mag zunachst 
magnetischer Dipol heiBen. Der Begriff des magnetischen Dipols ist auch 
fUr den Aufbau der Theorie von der greBten Wichtigkeit. 

Denken wir uns zwei benachbarte magnetische Pole mit den magnetischen 
Quanten - e und + e, ihr Abstand sei l. In einem Aufpunkt, der auf der Ver-

bindungslinie der Pole liegt, ist die Feldstarke H = e (r~ - r~)' wenn r +, r_ 
die Entfernungen des Aufpunktes von dem positiven bzw. negativen Pol be-

+p deuten, also angenahert 

E 

a (1 ) 

1 

H=-el-. .,... -or r2 
(60) 

2el m 
=-;Y3= 2 r3' 

wenn 
el = m (6-1) 

gesetzt wird. 
Ebenso leicht ist es, das Feld in der die Mitte 0 

-el\bb 9 Feld eines Dipols. der Verbindungslinie der Pole senkrecht durch-
- .. setzendenEbenezu berechnen (Abb.9). Furjeden 

Aufpunkt fallt die Richtung der Feldstarke in die durch ihn und den Magneten 
bestimmte Ebene E. Die von den beiden Polen herruhrenden Krafte haben den 

absoluten Betrag e/(f + r2), wo r die Entfernung des Aufpunktes von 0 ist. 

Die Komponenten senkrecht zur Richtung des Magneten heben sich auf. Die 
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Komponenten parallel der Magnetrichtung sind gleich und haben die Richtung 
vom Nordpol zum Siidpol und die GroBe 

Also ist 

I 
2 e 

-VI-(12 -) (12 ) ~+r2 ~+r2 
4 4 

H= m . 
/ 1 12 3 

r31/1+~-4 r2 

(62) 

Diese Formel gilt auch streng fUr ein Paar endlich entfernter Pole. Fiir einen 
D· I d·· f . 1 I 1 12 1 hI··' und haben sornit IpO ur en WIr r a so 4 r2 gegen vernac assIgen 

(63) 

Bei gleichern Abstand ist also die FeldsUirke auf der VerHingerung 
des Dipols doppelt so groB wie in einern Aufpunkt, der sich auf 
einem im Mittelpunkt des Dipols auf diesern errichteten Lote 
befindet. 

Wir wollen diese Betrachtungen verallgerneinern. Wir nennen den vorn 
Pol- e zum Pol + e gezogenen Vektor r, seine Hinge wieder l. In einern beliebigen 
Aufpunkt ist das Potential 

(64) 

wenn r + und r _ wieder die Entfernungen des Aufpunktes vom positiven und 

negativen Pol bed~uten. Nun ist ~ - -+- angenahert gleich dem l-fachen des 
r + 1_ 

Differentialquotienten ciner Funktion, die folgendermaBen definiert ist: Die 
Punkte auf dern Vektor 1 bestimrnen wir durch ihre Entfernung vorn Anfangs­
punkt und ordnen jeder Entfernung seines solchen Punktes Q das Reziproke 

der Entfernung r des Punktes Q vorn Aufpunkt P zu. -+- - ~ ist angenahert 
1 + r_ 

das !-fache des Differentialquotienten dieser Funktion von s. Versteht man also 
unter r die Entfernung des festgehaltenen Aufpunktes P vorn variabeln Punkt Q, 
so ist angenahert 

1 1 1 
~ - - = I grad ~ . 

1'+ r_ r 

Urn zum Ausdruck zu bringen, daB der Aufpunkt festgehalten wird und 1jr 
als Funktion des Punktes Q, des Quellpunktes, angesehen wird, schreiben wir 

1 1 1 
-~ - - = I grad -. 
r+ r_ qr 

N un gilt allgemein, wenn 'IjJ eine Funktion des Abstandes zweier Punkte ist, 
und dem Symbol "grad" ein Index q oder p zugefUgt wird, je nachdem 1j) als Funk­
tion des Quellpunktes oder Aufpunktes angesehen wird, wahrend der andere 
festgehalten wird: 

(65) 

Also ist in unserem Fall angenahert: 

1 _ ~ = _ I (grad ~) . 
r+ r_ P r 
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Wir set zen nun den Vektor 
e1 = m (66) 

und nennen ihn Moment des Dipols. Dann ergibt sich ffir das Potential 

ifJ = mgradq ';' = - m gradp ';', 1 
1 1 (67) 

= r2 (m gradp t) = r3 (mt), 

wo t der Vektor vom Dipol zum Aufpunkt ist. 
Wir wollen das Feld, das sich von der durch (66) gegebenen Funktion ifJ 

als Potential ableitet, als Feld eines Dipols bezeichnen. Die Feldstarke 
eines Dipols ist also der Grenzwert, dem die Feldstarke eines Polpaares zustrebt, 
wenn bei festgehaltenem Wert des Moments m = e 1 der Polabstand unbegrenzt 
verkleinert wird; das Feld eines Dipols ist nur der Inbegriff dieser Grenzwerte 
von Feldstarken, und einen Dipol gibt es nicht eigentlich; er ist nur ein zu diesen 
Vektoren zugedachtes ideales Elementl). Charakteristisch ffir ihn ist das Moment. 
Den absoluten Betrag m = I m I des Momentes wollen wir sein skalares Mo'­
men t nennen. 

Angenahert kann das Feld zweier sehr benachbarter, sehr stark entgegen­
gesetzter gleicher Pole durch das Feld eines Dipols ersetzt werden. 

Aus (67) erkennt man: Das Potential eines Dipols vom Moment min einem 
Aufpunkt P ist gleich der Komponente der Feldstarke nach der Richtung von m, 
die ein Pol von dem magnetischen Quantum I m I erzeugt. 

In Komponenten geschrieben, ergibt sich ffir ifJ, wenn xp , Yp, ~p die Koordi­
naten des Aufpunktes, xq, Yq' Zq die Koordinaten des Quellputiktes bedeuten: 

a~ a~ a:" 1 r r r 
ifJ = m", -,,- + my--:;;-- + mz --'l-

ux. uy. uz. t 
' " 'a..!. a..!. a..!.J (68) 

r r r . 
= - m",· axp + my ayp + mz azp J 

Zur Berechnung der von einem Dipol erzeugten Feldstarke legen wir den 
NuUpunkt des Koordinatensystems in den Dipol, die x-Achse in die Richtung 
des Moments und setzen I m I = m. Es ist dann nach (67) 

n;. _ mx 
or' - r3 

Also nach (22) ffir die Komponenten von Sj: 
m 3mx2 

Sj", = - r3 + -r-s - , 

Sjy = 
3mxy 
-r-s -

3mxz 
--r 

(69) 

(70) 

Ein Punkt in der Verlangerungder Dipolachse(alsoin unserem Fall ein auf der 
x-Achse liegender Punkt) heiBt ein Punkt in erster Hauptlage; ein Punkt in. 
der durch den Dipol senkrecht zu der Achse gelegten Ebene, (also in unserem 
Fall ein Punkt in der Y z-Ebene) heiBt ein Punkt in der zwei ten Ha u ptlage. 

1) Nach WHITEHEAD-RuSSELL ein unvollstandiges Symbol. 
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Fiir Punkte in der ersten Hauptlage ist 

also allgemein 

m 3mr2 2m 
SJ", = - r + ~ = 13' SJy = SJ. = 0, 

2m 
SJl = 13· 

Fiir einen Punkt in der zweiten Hauptlage ergibt sich 

also allgemein 

m 
SJ", = - ra' 

m SJII = - s· r 

31 

(71) 

(72) 

In der ersten und zweiten Hauptlage ist also die Feldstarke der Dipolachse 
parallel. In (71) und (72) erkennen wir (60) und (63) wieder. DaB die Kraftlinien 
fiir Punkte in erster und zweiter Hauptlage der Dipolachse parallel laufen, 
zeigen auch die Kraftlinienbilder Abb. 6 und Abb. 7 Ziff. 23. Die Gleichungen (70) 
lauten in Vektorform 

(73) 

oder 
SJ = 2; + :6 {(m t) t - m r2} , 

das...ist 2m 3 SJ = -3 + -6 [t[t m]], r r 

wo die eckigen Klammem das Vektorprodukt bezeichnen. 
Es ist bemerkenswert, daB sich die Feldstarke in groBen Entfemungen um­

gekehrt wie die d-ritte Potenz der Entfemung verhalt. Daraus, daB diesesEnt­
femungsgesetz fur j eden magnetischen Korper gilt, schlieBen wir spater, daB 
jeder magnetische Korper ebensoviel positiven wie negativen Magnetismus ent­
halt (Ziff. 37). 

Die Gleichung der Kraftlinien eines der x-Achse parallelen Dipols erhalten 
wir wieder in der Form " 

;:,~ = const, 

wo !J die in Ziff. 21 eingeftihrte Funktion ist; laBt man den Wert der Kon­
stanten eine arithmetische Reihe durchlaufen, so bekommt man auch in jeder 
Ebene durch die Dipolachse die richtige Kraftliniendichte. Es ist leicht zu 
sehen, daB 0 {Y 

Q = -175% 

ist, wo Q' die zum positiven Pol gehorige Funktion Q ist, und 1 der Polabstand. 
Nach (49) ist aber 

also ist 
Q = m~(!!.-) = m(~ _ X2) = my2 + Z2. oX r r r3 r3 

Hieraus folgt fur die Kraftliniengleichung 

oder 
y2 + Z2 = era , 

unter e eine Konstante verstanden. 
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26. Polpaar. In erster Annaherung werden die Formeln (71) und (72) auch fiir 
das Feld eines Paares von Polen in endlichem Abstand gelten. Wir konnen aber 
auch fUr diesen Fall die Feldstarke genau angeben. Es ist offenbar. wenn L 
den Polabstand bedeutet, und L e = m gesetzt wird. fiir Aufpunkte in der ersten 
Hauptlage: 

e e . 2fft 
HI=( L)2-( L)2= ( L2)2' r-- r+- y3 1--

2 2 4y3 

(74) 

HII wurde bereits in der vorigen Ziffer gefunden. Die Formel (62) gilt auch 
fiir endliche Polabstande. Wir haben also 

m 1 
HII = Y3 ( 1 V)£' 1+--4 r2 

(75) 

Durch Reihenentwicklung bekommen wir1) 

H[= 2m(1 +..!.V +~ L4 ... ) 
r3 2 r2 16 r4 , (76) 

H II = m (1 _ 1. V +..!i. L4 ..• ). 
r3 8 r2 128 r4 (77) 

Den Vektor m vom Betrage m und der Richtung von negativen zum positiven 
Pol nennen wir Mom e n t des Polpaares. 

27. GAussische Methode. Wie schon bemerkt, wurde eine scharfere Be­
statigung des COULOMBschen Gesetzes durch GAUSS gegeben2). Noch in anderer 
Beziehung ist die GAUssIsche Methode wichtig. Sie benutzt das Feld der Erde, 
und durch sie wird es daher auch moglich, die Intensitat des Erdfeldes in absolutem 
MaB zu bestimmen, sowie das Moment des Dipols, durch den sich in erster AIl-
naheruiigdie benutzten Magnete ersetzen lassen. Wir setzen hier nur das Prinzip 
der Methode auseinander und gehen an anderer Stelle genauer auf sie ein. 

Sei ein Magnetstab gegeben, von dem wir annehmen, daB seine magnetischen 
Krafte von zwei Punkten ausgehen. Wie wir spater sehen werden, mussen dann 
die magnetischen Quanten in diesem Punkte entgegengesetzt gleich sein. Die 
Wirkung des Magnetstabes in groBen Entfernungen wird also angenahert dieselbe 
wie die eines Dipoles sein. Freilich handelt es sich nur um eine erste Annaherung. 
Soli genauer gerechnet werden. so sind noch Glieder zu beriicksichtigen, durch 
die sich unser Paar von Polen von einem idealen Dipol unterscheidet. Anderer­
:;eits bedeutet es fiir den allgemeinen Fall uberhaupt eine Annaherung, wenn wir 
unseren Magnetstab durch ein aus zwei Polen bestehendes Gebilde ersetzen. 
Aber wie ebenfalls spater gezeigt wird, ist eine solche Annaherung immer 
moglich. Sehen wir also einstweilen den Magnet als einen idealen Dipol an, dem 
ein bestimmtes Moment m zukommt. 

Nun laBt man den Magnetstab auf eine drehbare Magnetnadel wirken. Der 
feste Magnet liege stets in einer Geraden senkrecht zum magnetischen Meridian, 
und die drehbare Nadel werde in erster und zweiter Hauptlage von dem festen 
Magneten angebracht. Sie steht also einerseits unter dem EinfluB der Feld­
starke ~o des Erdfeldes, andererseits unter dem EinfluB der Kraft, die vom 
Magneten herruhrt, also seiner Achse parallel ist und daher senkrecht auf ~o steht. 
Die Nadel muB also von der Richtung des magnetischen Meridians abweichen, 

1) Siehe F. KOHLRAUSCH. Wied. Ann. Bd. 31. S.61O. 1887. 
2) C. F. GAUSS. Werke Bd. 5. S. 81; Pogg. Ann. Bd. 28. S. 241, 591. 1833; Abhandlgn. d. 

Gettinger Ges. d. Wiss. Bd.8. S. 3-44 (gelesen am 15. Dez. 1832); deutsch herausgegeben 
von E. DORN (ubersetzt von KrELl. Ostwalds Klassiker Bd. 53. Leipzig 1894. 
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und zwar ist der Ablenkungswinkel cp fur die erste Hauptlage, wie aus (71) folgt, 
gegebendur.ch 2m 

tgIPI = rllHo ' (79) 

wenn m das skalare (S. 30) Moment des Magneten ist. Der Ablenkungswinkel CPIl 
ffir die Nadel in zweiter Hauptlage ist, wie aus (72) folgt, gegeben durch 

(80) 

Wir konnen also auf zwei Weisen das VerhaIt­
nis mJHo bestimmen. m und Ho konnen einzeln 
gefunden werden, wenn mHo ermittelt werden kann. 

Hierzu macht man den ersten Magneten be­
weglich und laBt ihn urn den Meridian schwingen, 
indem man die Drehachse durch seine Mitte gehen 
111.81. Nehmen wir wieder an, er bestehe aus zwei 
entgegengesetzt gleichen Polen vom magnetischen 
Quantum e und besitze die Lange 1. Das Dreh­
moment, das bei einer kleinen Entfernung aus dem 
Meridian entsteht, ist dann gleich dem Winkel­
abstand cP, multipliziert mit einer Konstanten, der 
Direktionskraft, fUr die gilt 

D = mHo. (81) 

Denn die Kraft auf den Nordpol in t.angentialer 
Richtung ist eHosincp (5. Abb. 10), also ange­
pahert eHoCP, das Drehmoment also angenahert 

1 .. 
eHo"2CP oder ; Hocp, DasselbeDrehmomentwirkt 

auf den Sudpol, auf den ganzen Magneten also 
das Drehmoment mHocp. Die Formel (81) ist 
hier abgeleitet fiir eine aus zwei Polen bestehende 
Nadel. Sie gilt aber streng fUr einen beliebigen 
Magnetstab, sofern unter m das skalare Moment 
desjenigen Dipols verstanden wird, der fur die 

s 

Abb.10. Vom Erdfeld auf die 
Magnetnadel ausgeiibtes Dreh­

moment. 

Bestimmung von mjHo den gegebenen Magneten in erster Annaherung ersetzt. 
Nun bestimmt sich die Schwingungsdauer T einer Nadel aus der Direktions­

kraft D nach der Formel 

T=271fl, 

wenn S das Tragheitsmoment ist; also laBt sich D und daher mHo ermitteln, 
und, weil mjHo bestimmt werden kann, konnen m und Ho einzeln in absoluten 
Einheiten gemessen werden 1). 

Zugleich gibt das Verfahren die Moglichkeit, das COULoMBsche Gesetz zu 
prufen. Fur die erste Hauptlage muB nach (79) und (80) der Tangens des Ab­
lenkungswinkels doppelt so groB sein wie fUr die zweite, also muB auc~ wenn 
es sich urn kleine Ablenkungswinkel handelt, angenahert fiir die erste Hauptlage 
der Ablenkungswinkel das Doppelte des fiir die zweite Hauptlage geltenden 

1) 'Obrigens beriicksichtigt GAUSS noch die Torsionskraft und muJ3 daher noch beson­
dere Versuche mit der beweglichen Nadel heranziehen, bei der diese der Wirkung der Tor­
sion und des Erdfeldes ausgesetzt wird. 

Handbuch der Physik. XV. 3 
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Ablenkungswinkel sein. Diese Folgerungen hat GAUSS geprlift. Er fand l ) 

bei verschiedenen Entfernungen folgende Werte fUr CPl und CPIl: 

l' 

Meter 

1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 
2,1 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 

Meter 

1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 
2,1 
2,5 

3,0 ./ 
3,5 
4,0 

'f'I 'f'II 

2 0 13' 51,2" 1 0 10' 19,3" 
1 47 28,6 0 55 58,9 
1 27 19,1 0 45 14,3 
1 12 7,6 0 37 12,2 
1 0 9,9 0 30 57,9 
0 50 52,5 0 25 59,5 
0 43 21,8 0 22 9,2 
0 37 16,2 0 19 1,6 
0 32 4,6 0 16 24,7 
0 18 51,9 0 9 36,1 
0 11 0,7 0 5 33,7 
0 6 56,9 

I 

0 3 28,9 
0 4 35,9 0 2 22,2 

'PI beob. - 'PI ber.[ 'PII beob. - 'PII beL 

+ 0,8" 
+ 4,5 

9,6 

5,0 
+ 4,2 
+ 7,g 
+ 10,6 
+ 0,9 
-10,2 

1,1 
- 0,2 
- 3,7 

+ 6,0" 
+0,2 
-6,6 
-3,2 
-1,2 
-3,4 
+2,6 
+5,9 
+4,9 

. -2,5 
-0,2 
-1,0 
+ 1,7 

Wir sehen, daB in der Tat CPl nahezu 
doppelt so groB ist wie CPu, und daB die 
Zahlen in jeder Kolonne annahernd im 
umgekehrten Verhaltnis des Kubus der 
Entfernung stehen. 

Urn eine noch scharfere Bestatigung 
flir diese Gesetze zu geben, hat GAUSS 
die Werte fUr CPl und CPu nach der Methode 
der kleinsten Quadrate in die Form ge­
bracht 

tgcp = ar- 3 + br-5. 

Er erhielt 

tg 'PI = 0,086870 r- 3 - 0,002185 r 5 , 

tgCPII = 0,043435 r- 3 + 0,002449r". 

Mit diesen Formeln erhielt er neb en­
stehende Tabelle. 

Wir sehen, wie genau es zutrifft, daB 
der Koeffizient von r3 flir tgCPI das 
Doppelte des entsprechenden Koeffizien­
ten flir tgCPll ist. DaB aber ein Glied mit 
r - 5 auftritt, darf nicht als Widerlegung 
des COULoMBschen Gesetzes angenommen 
werden. Denn, wie schon bemerkt, geHen 
die hier benutzten Formeln (71) und (72) 
nur angenahert flir unseren FalL 

28. Kontinuierliche Magnetismusverteilung. Urn die Wirkung eines Stab­
magnet en genauer zu berechnen, dlirfen wir nicht mehr an der punktformigen 
Verteilung des Magnetismus festhalten. Dann mlissen wir auch beliebige Formen 
des Magneten zulassen. In dem Volumenelement d T des Magneten soli das 
magnetische Quantum edT enthalten sein. e heiBt die magnetische Raum­
dich teo 

Auch in diesem FaIle gibt es eine Feldstarke, d. h. es gibt einen Vektor, 
aus dem die Kraft auf einen Pol durch Multiplikation mit seiner Starke erhalten 
wird. Die Formeln, die wir jetzt flir die Feldstarke aufstellen werden, erhalten 
wir durch sinngemaBe Modifikation aus den frliheren. Wie diese gelten sie aber 
nur unter gewissen Bedingungen. Hinreichend ist (vermutlich), daB sich die be­
trachteten Magnete von anderen Magneten oder magnetischen Korpern so weit 
entfernt befinden, daB die Dimensionen der Korper klein gegen die Entfernung 
sind (vgl. Ziff. 8), Spater ist die Theorie zu erweitern. Wir bekommen eine 
Konstante in unsere Formeln; und, wenn diese = 1 gesetzt wird, so gelten die 
jetzt aufzustellenden Formeln allgemein. 

Andererseits wird in der vervollstandigten Theorie die Hauptrolle eine Dichte 
spielen, die verschieden von der jetzt einzuflihrenden ist; und, wollen wir das 
Feld in groBer Entfernung berechnen, dlirfen wir diese nicht in die hier gegebenen 
Formeln einsetzen. 

1) C. F. GAUSS, Werke, S. 109; Ostwalds Klassiker S. 39. 
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Wir erhalten, wie bemerkt, unsere allgemeinen Formeln durch sinngema13e 
Modifikation aus den frtiheren. So geht aus (20) hervor 

S)", = je.(xPr-: x.) d1: usw, , (82) 

wo xq , Yq. Zq die Koordinaten des Queilpunktes, xP' YP' zp die des Aufpunktes 
sind, und eq die magnetische Raumdichte im Queilpunkt ist. In Vektorform 
schreibt sich (82) 

h =je.rqp dr 
'-Ii y3 , (83) 

wo rqp der vom Queilpunkt zum Aufpunkt gezogene Vektor ist. 
An dieser Formel halten wir auch fUr. Aufpunkte fest, die sich nicht in gro13er 

Entfernung von dem Magneten befinden. Freilich konnen wir dann die Feld­
starke nicht durch die Wirkung auf den Einheitspol definieren, sondern mtissen 
uns etwa an die Definition durch den Induktionsstrom halt en (Ziff. 10). Ja, auch 
fUr das Innere des Magneten gilt unsere Formel. S) kann dann nur nach Her­
stellung von Bohrungen gemessen werden. 

Es ist aber zu beachten, daB den Gleichungen (82) und (83) kein physika­
lischer Inhalt zukommt, der tiber den der Gleichung (24) fUr den leeren Raum 
und (23) hinausginge. Denn es ist nicht moglich, S) und e einzeln zu messen; 
nur aus der Messung von S) kann auf e geschlossen werden. Der Ansatz (82) und 
(83) legt auch S) keine anderen als die genannten Bedingungen auf. Naheres 
weiter unten (Ziff. 59). 

Wieder leitet sich S) von einem Potential abo Ftir Punkte auBerhalb der 
Magnete ist das einfach zu sehen. Set zen wir 

CI> =j!l.J..d1: 
r ' 

(84) 

so wird 

-gradpCI> = - jeqgradp ; d1: = jeq :2 gradprd1:= jeq :3 rqp = S). 

Es ist aber nicht schwer, zu zeigen, daB auch fUr innere Punkte die Differentiation 
unter dem Integralzeichen erlaubt istl). Es ist also tiberall, wenn 

gesetzt wird 

. Hieraus folgt, daB tiber ail 

CI> - j ~q d1: 

S) = -gradCI>. 

rotS) = 0 

ist. Ftir Aufpunkte auBerhalb der Magnete folgt aus (85) 

div S) = 0, 

was mit (85) zusammen die LAPLAcEsche Gleichung 

L1CI>=0 
ergibt. 

(84) 

(85) 

(86) 

(87) 

(88) 

Wie schon bemerkt (Ziff.10, S.l1 und 25, S.28),enthalt ein Magnet eben­
soviel positiven wie negativen Magnetismus. Auf diese einschrankende Bedingung 
werden wir vorerst keine Rticksicht nehmen. Wir werden Faile betrachten, fUr die 

1) H. POINCARE, Theorie du potentiel Newtonien, S.80ff. Paris 1899; RIEMANN-WEBER, 
Partielle Differentialgleichungen, Bd. 1, S.240ff. Braunschweig 1900. 

3* 
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sie vedetzt ist, und zwar deshalb, weil die Untersuchung dieses besonderen Falles 
die Ableitung von Satzen vorbereitet, die auf die realisierbaren Falle angewandt 
werden konnen. . 

29. Magnetische Oberfl8,chendichte: Potential der homogen mit mag­
netischer FI8,chendichte belegten Kugeloberfl8,che. 1st die magnetische Ladung 
so verdichtet, daB auf ein Flachenelement eine Ladung 'Yj do entfallt, so heiBt 'Yj die 
Flachendichte des Magnetismus. Wir konnen die Flachendichte als eine sehr 
groBe raumliche Dichte ansehen: Auf dem Flachenelement d 0 stehe ein 
Zylinder von der sehr kleinen Rohe h, und dieser sei erfiillt von der sehr groBen 

raumlichen Dichte () = ~. 1m Zylinder befindet sich also der Magnetismus 

i do h = 'Yj do. Statt dessen kann man, wenn () sehr groB und h sehr klein ist, 

sagen, do besitze die Flachendichte 'Yj .' 
Fur das Potential tP, das von einer mit der raumlichen Dichte 'YJ belegten 

Flache herruhrt, gilt offenbar . 
tP = jllg : 0 • (89) 

Berechnen wir nun das Potential einer homogen belegten Kugeloberflache. 
Sei (Abb. 11) a der Radius, 0 der Mittelpunkt der Kugel, P der Aufpunkt in der 
Entfemung p vom Mittelpunkt, Q ein Quellpunkt auf der Kugeloberflache, 
QP = r. Den Winkel Q 0 P setzen wir = f}. Nun betrachten wir die Zone auf 

Abb. 11.' Potential einer homogen 
belegten KugeloberfHi.che. 

daher 

daher wird 

der Kugeloberflache ffir die Punkte, fUr die 
f} zwischen zwei Werten f}* und {j.* +d f} 
liegt. Ihr Flacheninhalt ist: 

211 a2 sin {}* df} 
also ist: . 

T< 

n. _ 2 2 !sinfJ dfJ 
~- ;n;a'Yj r • 

Es ist aber 0 

r2 = a2 + p! - 2ap cosf}, 
also 

rdr = apsinf}df} , 

• _0 d-ll r dr 
SID'u' 'u' = -' ap' 

Nun ist fUr einen auBeren Punkt 

und ffir einen inneren 

ro = p - a, 

rT< = P + a 

ro = a- p, 
rn = a + p. 

Somit ist ffir anBere Punkte, wenn e das magnetische Quantum der Oberflache 
bedeutet, 

und ffir inn ere : 

tPe = 4.1f a2 11 = !!..-
P P 

tPi =4;n;a'Yj. 

(90) 

(91) 
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Das Potential der Kugelflache berechnet sich also so fUr auBere Punkte, als ob 
die ganze Ladung im Mittelpunkt vereinigt ware. Fiir innere Punkte ist es kon­
stant. Das Potential ist an der Oberflache stetig. 

Fiir die Feldstarke ergibt sich nach (85): Die FeldsHirke ist radial gerichtet. 
1m AuBenraum haben wir 

ISll=;. (92) 

und fiir das Innere 
I~il = o. (93) 

Die Kraft ist unstetig und erleidet beim Durchgang durch die KugelfHi.che einen 
Sprung yom Betrage 

e 
2=43t1]. a 

30. Potential einer Vollkugel. Betrachten wir eine Kugel yom Radius a, 
deren magnetische Raumdichte iiberall konstant = e ist, und deren Gesamt­
magnetismus = e ist. Auch dieser Fall ist nicht zu realisieren, seine Behandlung 
wird aber fiir das Folgende niitzlich sein. 

Denken wir uns die Kugel in sehr diinne konzentnsche Schalen zerlegt. Jede 
dieser Schalen ersetzen wir durch eine Kugeloberflache und breiten die in der 
Schale vorhandene Ladung gleichmaBig mit fla.chenhafter Dichte iiber die Kugel­
flache aus. Fiir das Potential eines auBeren Punktes ergibt sich dann durch 
Int~gration 

(94) 

wenn p die Entfernung des Aufpunktes yom Kugelmittelpunkt ist. Fiir das 
Potential in eineminne1:en Punkte in der Entfernung p yom Mittelpunkt erhalten 
wir, indem wir die Wirkung einer zur gegebenen konzentrischen durch den Auf­
punkt gehenden Kugel nach (94) berechnen, die Wirkung der anderen Kugel­
schalen aber nach (91): 

a 

(/Ji = \n p3 ~ + 4 3t efdr, 
p 

= 4n:p2 + 23te (a2 _ p2), 

2n = 2 3t e a2 - 3 e p2 • 

Aus (94) folgt fiir die Kraft im AuBenraum 

I~el = ;2' 
Fiir die Kraft im Innern der homogenen Kugel gilt nach (95) 

. 4n 
~. = 3 et , 

(95) 

(96) 

(97) 

wenn t den yom Mittelpunkt der Kugel zum Aufpunkt gezogenen Radiusvektor 
bedeutet. Hieraus ergibt sich 

und nach (85) 
div ~i = 4 3t e 

,d(/Ji = -4,ne. 

(98) 

(99) 
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Raben wir nun einen be Ii e big gestalteten Korper mit der homogenen 
magnetischen Raumdichte e, so konnen wir urn einen inneren Aufpunkt eine kleine 
Kugel beschreiben. Da fiir den Anteil I der Feldstarke und des Potentials, das 
von ihr herriihrt, gilt di - c; - -4 . 

- VWI = ne, 

Aq)I = -4 n e, 
und fUr den Anteil II, der von den ubrigen Teilen des Korpers herruhrt, nach (87) 
und (88) di c; - . 

VWII =0, 

ACPIl == 0, 

so gilt auch in diesem Fall fur die Gesamtfeldstarke und das Gesamtpotential 

div-S) =·4n e , (100) 

A4>=-4ne. (101) 
Aber auch, wenn die Dichte nicht konstant ist, gelten, wie wir sehen werden, 
die Gleichungen (100), (101)1). 

31. POISsoNsche Gleichung. Urn die Gleichungen (100), (101) allgemein zu 
beweisen, knupfen wir an die Betrachtungen von Ziff. 15 an. Man verallgemeinert 
leicht (31) und zeigt2), daB, auch wenn die magnetische Dichte kontinuierlich ver­
teilt ist, fur jede geschlossene Flache gilt: 

- /S)ydo = 4ne I 
_ f~:dv = 4ne, (102) 

wo e d?.5 magnetische Quantum ist, das von der Flache umschlossen wird. Wenden 
wir diese Gleichungen auf ein sehr kleines Gebiet ohne Flachendichte an, so 
erhalten wir mit Rilfe des GAUssIschen Satzes 

divS) = 4ne, 

. ACP=-4 n e· 

Die Gleichung (101) heiBt diePOIssoNsche Gleichung3). 

(100) 

(101) 

Es muB aber bemerkt werden, daB sich der ganze physikalische Inhalt der 
Gleichungen (100) und (23), so wie diese bis jetzt verstanden werden, in der 
Forderung ausdruckt, daB im leeren Raum div S) = 0 und iiberall rot S) = 0 ist. 
Vom phanomenologischen Standpunkt muB doch e durch die Beobachtungen ge­
geben sein; e ist also nur eine Funktion, durch die sich nach (83) das beobachtete 
S) ergibt. Es laBt sich aber zeigen (Ziff. 60): Wie auch das Vektorfeld'S) stetig 
gewahlt ist, sofern nur im leeren Raum divS) = 0 ist und iiberall rot S) = 0, so 

wird, wenn e = 41
11 divS) gesetzt wird, durch (83) S) zuruckerhalten. Durch (100) 

und (23) wird also dem Felde keine andere Bedingung auferlegt, als daB uberall 
rotS) = 0 und im ~eeren Raum divS) = 0 ist. 

1) Der SchluB, sie miiBten gelten, wei! in einer sehr klein en Kugel um den Aufpunkt 
die Dichte mit hinreichender Annl!.herung als konstant anzusehen ist, ist ganz verfehlt. 

2) C. F. GAUSS, Allgemeine Lehrsl!.tze in Beziehung auf die im verkehrten Verhl!.ltnis 
des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und AbstoBungskrl!.fte. Artikel 22, 
Werke V, S.224. RIEMANN-HATTENDORF, Schwere, Elektrizitik, Magnetismus. § 12, S.41. 
Hannover 1876. 

3) C. F. GAUSS (FuBnote 2 S. 38), ArtikellO, H, S. 210f.; RIEMANN-HATTENDORF (FuB­
note 2 S. 38, § 13, S.14. O. HOLDER, Tiibinger Dissert. 1882; H. POINCARE, TMorie du 
potentiel Newtonien, S. 88. Paris 1899. 
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Die Gleichung (100) gewanne aber sofort dariiber hinaus den Charakter einer 
Aussage uber beobachtbares Geschehen, wenn behauptet werden konnte,-daB e 
an den Magneten haftet. Indes trifft das nicht zu fUr e, sondern fUr eine in Teil b 
zu betrachtende GroBe: Diese ist die rechte Seite einer ahnlich wie (100) gebildeten 
Gleichung, der wir aber mehr physikalischen Inhalt zuschreiben mussen. 

Aus Gleichung (100) folgt, daB eine Kraftliniendarstellung wie sie in Ziff. 14 
beschrieben wurde, fur das Innere der Magnete nich t moglich ist (siehe dazu. 
Zif£. 40). 

32. Kreisscheibe. FHichendivergenz. Denken wir uns eine mit der konstanten 
Flachendichte 'YJ belegte Kreisscheibe vom Radius a. Den Scheibenmittelpunkt 
machen wir zum Mittelpunkt eines Koordinatensystems, legen die y z-Ebene in die 
Scheibe und die x-Achse senkrecht dazu. Gesucht wird das Potential fUr einen Auf­
punkt auf der x-Achse mit der Abszisse x. Das ringformige Gebiet zwischen den mit 
dem Kreisrand konzentrischen Kreisen mit den Radien u und u + du enthalt 
das magnetische Quantum 2 n u du 'YJ und liefert daher, wenn l' den Abstand 

2;,,;udu D seiner Punkte vom Aufpunkt bezeichnet, den Potentialbeitrag r 17. a 

1'2 = u 2 + X2 

ist, so ist 1'd1' = udu. 
Man erha.lt also fUr das Potential 

1'" 

if> = 211'YJjd1' = 211(1'a - 1'0) = 211(yx2 + a2 - x). 
1'. 

Daraus ergibt sich fUr die x-Komponente der Feldstarke in einem Punkte 
der positiven x-Achse 

und in unmittelbarer Nahe der Scheibe 

SJz = 211'YJ. 

Bezeichnen wir also die Seiten der Flache als I und II und mit n die Richtung 
der Normalen von I nach II, so ist 

(103) 
oder auch 

(8<P)Il (fJiP)I _ - - - --411'YJ fJn fJn ' (104) 

< oder auch, wenn q die Richtung der von der Flache weg gezogenen Normale 
bedeutet 

(103') 

Wir bezeichnen allgemein fur einen Vektor a die Summe a: + a:I als Flachen­
divergenz und wollen dafUr diva schreiben. Dann konnen wir (103') auch 
schreiben 

divSJ = 41117 . (103 ") 

Die Gleichung (103) wurde hier nur fUr den Mittelpunkt einer homogen 
belegten Kreisscheibe abgeleitet. Ohne Rechnung leitet man daraus die Gultigkeit 
fUr einen beliebigen Punkt einer homogen belegten Ebene abo Ein Beweis fUr 
einen beliebigen Punkt einer inhomogen aber stetig belegten Ebene wird weiter 
unten (Ziff.43) gegeben. Die Gleichung gilt aber allgemein fur eine 
beliebige Flache in einem beliebigen Punkt, in dem die Dichte stetig ist, und 
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in dem es eine Tangentialebene und zwei wohl definierte Hauptkrtirnmungs­
radien gibt. 

Die Gleichung (103") entspricht der Gleichung (98) und kann aus ihr durch 
Grenzubergang hergeleitet werden. 

Wie eine Flachendivergenz kann man auch eine Flachenrotation einfUhren. 
1st e der von I nach II gezogene Einheitsvektor, so bezeichnen wir als Flachen~ 
rotation das Vektorprodukt 

rota = [e, all - aI] . (105) 

Offenbar ist die Flachenrotation nur da von'Null verschieden, wo die Tangential­
komponenten unstetig sind. 

Die magnetische Feldstarke hat uberall, auch dort, wo Flachendichte vor­
handen ist, stetige Tangentialkomponenten. Daher ist uberall 

rotSJ = 0 (106) 

und diese Gleichung entspricht (86). 
33. Magnetische Doppelschfcht. Von besonderer Wichtigkeit ist ein Ge­

bilde, das m\ln erhalt, wenn man zwei sehr stark flachenhaft, entgegengesetzt 
geladene Flachen sehr nahe zusammenbringt. Es kommt dann fiir jeden 
Punkt nur auf das Produkt Flachendichte mal Abstand an. Der GrenzprazeB 
entspricht ganz demjenigen, durch den wir in Zif£' 25 zum Begriff des Dipols 
gelangt sind. Wir nennen das durch ihn erhaltene Gebilde eine Do p pel s chi c h t 
und werden zu seiner Betrachtung (Zif£' 42) iibergehen, nachdem wir eine fUr die 
Theorie des Magnetismus wichtige GroBe eingefiihrt haben. 

34. Stabmagnet. Wir wollen die Feldstarke eines Stabmagneten berechnen, 
eines Magneten, der gegen seine Lange l sehr kleine Querdimension hat. Den 
Stab konnen wir uns durch eine Gerade ersetzt denken. Auf das Geradenelement 
dx wird das Magnetismusquantum (! (J dx entfallen, wenn (J die GroBe des Quer­
schnitts und (! die Raumdichte bedeuten. Wir setzen dieses Produkt gleich k 
und konnen es als Liniendichte bezeichnen. Nun machen wir die Voraus­
setzung, es sei - was praktisch stets mit groBer Annaherung erfiillt ist1) - die 
Liniendichte in je zwei von den Enden gleich weit entfernten Punkten entgegen­
gesetzt gleich. Nennen wir also die Entfernung von der Mitte x, so solI sein 

k(x) = -k(-x). (107) 

Hieraus folgt, daB der Gesamtmagnetismus gleich 0 ist. Wie wir bereits mehr­
fach bemerkten und spater begriinden werden, gilt das immer streng. 

Wir beschranken uns nun zunachst auf die Berechnung der Feldstarke fUr 
Aufpunkte in erster und zweiter Hauptlage [Zif£' 25, S.30]2). 

1. In einem Aufpunkt in erster Hauptlage, der vom Mittelpunkt des Stabes 
die Entfernung r hat, ist das Potential 

1 
+-2 

if) -J' k dx 
- (r-x)' 

1 
2 

(108) 

1) Falls diese Voraussetzung nicht ganz erfiillt ist, so kann man doch mit der aus 
ihr abgeleiteten Formel rechnen, da man bei den Messungen den Stab in zwei ent­
gegengesetzte Lagen bringt und das Mittel aus den dabei gewonnenen Werten nimmt. 
(F. KOHLRAUSCH, Wied. Ann. Ed. 31, S.610. 1887.) 

2) Eine allgemeinere Rechnung (s. SchluB dieser Ziffer) bei E. COHN, Das elektro­
magnetische FeId, S. 181ff. Leipzig 1900. Wir folgen hier zunachst der Rechnung von 
R. GANS, Einfiihrung in die Theorie des Magnetismus, S.66. Leipzig 1908. 



Ziff. 34. Stabmagnet. 

Die Entwicklung nach Potenzen von r ergibt 
l 
"2 

iP= f~(1 +~+ ;: + ... )dx. 
l' 
2 

41 

Wegen der Symmetrie verschwinden der erste, dritte, fiinfte Term usw. und 
man erhaIt 

Hier ist 
l 

+"2 

m1=!kxdx, 
l 
2 

2 

l 

"2 
m5 = !kx5dx usw. 

l 

Fiir die Feldstarke in der ersten 'Hauptlage folgt daraus 

HI = 2m! + 4m3 + 6ms + ... r yIi r 7 

(109) 

(110) 

(Hi) 

2. Ftir einen Punkt, der in der Richtung des Stabmagneten (vom negativen 
zum positiven Pol) tiber der durch die Mitte des Stabes gelegten senk­
rechten Ebene die kleine Erhebung xp besitzt und dessen Abstand von dem 
Magnetstab r betragt, ist offenbar das Potential 

l 
+"2 

iP -f kdx - . yr2 + (x - Xp)2 ' 

l 

d. i., wenn x~ vernachlassigt wird, 
l 

+"2 f kdx 

- r 1/1 + X2 _ 2x xp • 
V r2 r2 

l 
-"2 

(H2) 

Nun steht in der Mittelebene die Feldstarke auf der Mittelebene senkrecht. 
Indem wir iP nach xp differenzieren und dann xp = 0 setzen, erhalten wir 
fUr die Feldstarke in der zweiten Hauptlage: 

l 
+"2 

fkdX( 3 X2 15 x' ) 
Hll = ra 1 - 2" r2 + 8" r4 + ... , (113) 

l 
-"2 

H11 = ml_2 m3+.!i ms+ ... 
ra 2r5 8r7 

(114) 
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Nun ist fUr einen Magneten, der aus zwei Polen ± e im Abstand L besteht, nach 
(110) oder (111), (114), (76), (77) 

m1=eL 

( L)3 e L3 
m!;l=22: e=4' 

(115) 

(116) 

Soil also ein Polpaar fiir einen Aufpunkt erster und zweiter Hauptlage den 
gegebenen Magneten in e r s t erA n n a h er u n g ersetzen, so muB 

(115) 

sein, unter m1 den fUr den gegebenen Magnetstab berechneten 'Koeffizienten 
verstanden. 

Hierdurch wird aber magnetisches Quantum und Polabstand nicht einzeln 
bestimmt sondern nur ihr Produkt. Insbesondere kann man den Magneten 
in erster Annaherung durch einen idealen Dipol ersetzen (L = 0; e = (0). 
Wenn das Polpaar auch in zweiter Annaherung den Magneten ersetzen solI, 
so muB sein: 

eL = m1 , (115) 

eL3 = 4m3, (116) 
also 

L=2~. (117) 1) 
m1 

Fails also ms = 0 ist, wird L = 0, d. h. das Feld laBt sich am besten durch einen 
idealen Dipol ersetzen. In noch groBerer Annaherung laBt sich der Magnet nicht 
durch ein Polpaar ersetzen. 

Fiir ein Polpaar nannten wir einen Vektor vom Betrage eL in der Richtung 
vom negativen zum positiven Pol sein Moment (Zif£. 26). Fiir einen Stab­
magneten heiBt Mom e n t ein Vektor von der GroBe m 1 in der Richtung der 
positiven x-Achse, wobei die x-Achse so zu ziehen ist, daB m1 positiv wird. In 
erster Annaherung ersetzt unseren Stabmagneten i edes Polpaar und i eder 
Magnet von demselben Moment. Das Polpaar, das den Stabmagneten in erster 
und zweiter Naherung ersetzt, hat auch dasselbe Moment. 

Das Moment des Polpaares laBt sich schreiben 

(118) 

wenn e1 , ez die Magnetquanten der beiden entgegengesetzten Pole sind, und 
tv t2 die von dem Punkte in der Mitte zwischen diesen Polen zu ihnen gezogenen 
radii vectores sind. Ebenso ist das Moment fiir den Stabmagneten 

m=jkrds, (119) 

wenn ds das Langenelement des Stabes bedeutet und t die radii vectores 
vom Mittelpunkt des Stabes zu seinen Langenelementen. Man iiberlegt sich aber 
leicht, daB man in beiden Hillen statt des Mittelpunktes einen beliebigen 
anderen Bezugspunkt wahlen kann, ohne daB, wenn man in die Integrale 
die von diesem aus gezogenen Vektoren einsetzt, der Wert des Integrals sich 
anderte (siehe Ziff. 38). 

1) Siehe z. B. E. RIECKE, Pogg. Ann. Bd. 149, S.67. 1873; Wied. Ann. Bd.8, S. 317. 
1879; F. KOHLRAUSCH, vVied. Ann. Bd.3. S.610. 1887; E. RIECKE, Pogg. Ann. Bd.149. 
S.67. 1873; E. COHN, Das elektromagnetische Feld, S. 183. Leipzig 1900. 
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Aus (111) und (114) findet man fiir die Feldstarke, die ein Polpaar im Auf­
punkt in erster und .zweiter Hauptlage erzeugt, wenn man nach (110) setzt 

(L)" (L ')"-1 mv=22" e= 2" m1 , (120) 

2m ( 1 L2 3 U ) HI=_l1+--+--+··· 
y3 2 y2 16 r4 ' (121) 

HI I = ml(1 _l.. L2 + ~ U ... ). (122) 
r3 8 y2 128 r4 

Diese Formeln stimmen mit den in Ziff.26 direkt gewonnenen Formeln (76) 
und (77) uberein. 

1Jbrigens ersetzt das durch (115) bzw. (115) bis (117) bestimmte Polpaar 
in erster bzw. erster und zweiter Annaherung unseren Magnetstab nicht nur 
fUr die Aufpunkte erster und zweiter Hauptlage. In allen entfemten Auf­
punkten stimmen in erster und zweiter Naherung die vom Polpaar erzeugten 
Feldstarken mitdenen vom Magneten erzeugten iiberein. Es ist namlich1), 

wenn {} der Winkel zwischen der Stabachse und dem vom Mittelpunkt zum Auf­
punkt gezogenen Radiusvektor ist, wenn dessen Lange = r und wenn cos {} = u 
gesetzt wird, 1 1 

2 +"2 
n;. _j kdx -fkd ~P .. (U) n '¥- -- X IX, 

1/ 2x x 2 r"+ 
YV 1 -y-U+ y2 

1 1 

wo 
P () 1 • 3 ..• (2 n - 1) [n n· (n - 1) n-2 

n U = 1.2 ... n U -2.(2n-1)U 

+ n· (n - 1)· (n - 2)· (n - 3) u n - 4 _ + ... 1 
2 . 4 • (2 n - 1) • (2 n - 3) J 1 

(123) 

ist, also 
<P = P1(u) m1 + Ps(u) ms + P,,(u) r.,. ...• 

y2 r4 y6" (124) 

Wenn wir daher unser Polpaar so wahlen, daB es in de L Werten von m1 bzw. m1 

und ms mit dem Magneten iibereinstimmt, d. h. nach (115) bzw. (115) bis (117) 
bestimmen, so wird im ganzen Felde Ubereinstimm1 ng in erster oder in erster 
und zweiter Annaherung bestehen. Die beiden Pur «te im Abstand 

{- = 11:::; 
von der Stabmitte, die also den Stabmagneten in ' rster und zweiter Annaherung 
ersetzen, heiBen nach E. RIECKE die aqui valt nten Pole 2). Aus (124) und 
(120) erhaIt man natiirlich auch die Reihenenb icklung fiir das Potential eines 
Polpaares. 

35. Anwendung auf die GAusssche Methr le. Beriicksichtigt man fUr die 
Feldstarke noch Glieder, die die fUnfte Poter l der reziproken Entfemung ent­
halten, so hat man nach (111) und (114) fUr jie Feldstarke in Punkten erster 
(I) und zweiter (II) Hauptlage zu setzen 

H =2m1 -, 4m3 
I y3 "s' 

H II = m1 _ l.. m3. 
r3 2 r5 

1) E. COEN (Fuanote 1 S.42), S. 182. - 2) E. RIECKE, Wied. Ann. Bd. 8, S. 302. 1879. 
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Fiir die Ablenkung f{!l und f{!ll, die also eineNadel in erster oderzweiterHaupt­
lage unter EinfluB des Stabmagneten aus dem Meridian erfahrt, ergibt sich 
statt (79) und (80) 

2 ml ( 2 ma) 
tg f{!l = yS Ho 1 + y2 ml ' (125) 

t -~(1-~ ms) g f{!ll - yS Ho 2 yt,ml • 
(126) 

Durch zwei Messungen (gleiches r fur erste und zweite Hauptlage; dieselbe Lage, 
verschiedenes r; verschiedene Lage und verschiedenes r) kann bereits m3/~ ele­
miniert und berechnet werden. Schwingungsbeobachtungen ergeben dann mi 

und Ho einzeln l ). 

36. Weitergehende Annaherung. Man kann den Stabmagneten nicht genau 
durch ein Polpaar ersetzen, das dasselbe ml , m3 und m5 besitzt. Aber man kann 
denjenigen Abstand L'berechnen, den ein Polpaar besitzt, dessen ml , m5 mit dem 
des Magneten ubereinstimmt, und seinen Abstand mit L vergleichen, wenn L 
der Abstand des Polpaares ist, dessen ml , ma mit dem des gegebenen Magneten 
ubereinstimmt2). Wir fanden 

(117) 

Da fiir ein Polpaar nach (120) 
(L')4 

ms = 2' 2 m1 

ist, so ist 

(127) 3) 

F .. KOHLRAUSCH hat nun untersucht, ob die Abweichungen zwischen Lund L' 
bedeutend sind. Dabei benutzt er eine Formel von VAN REES4) fUr die Liniendichte 
des Magnetismus. Nach dieser ist die Liniendichte der negative Differential­
quotient einer Funktion M* der Entfernung x von der Stabmitte, und auBerdem 
sind die Pole noch Trager magnetischer Quanten, die gleich den Werten von 
M* an den Enden sind, und es ist 

M* = a - b (c'" + c-"') , 

wo a, b, c Konstanten sind 5). 
lndem KOHLRAUSCH die von VAN REES angegebenen Werte von a, b, c heran­

zieht, findet er, daB der aus dem erst en Korrektionsglied abgeleitete Polabstand 
L = 0,83 = i der Stablange ist. Der aus dem zweiten Korrektionsglied abge­
leitete Polabstand L' weicht von dem aus dem ersten abgeleiteten nur wenig 
abo Fur genauere Rechnungen halt KOHLRAUSCH es fiir wahrscheinlich aus­
reichend, L' urn '3~ groBer zu machen als L. Fur die weitaus haufigsten Zwecke 
wird dieser Unterschied unwesentlich sein, und man kann beide Glieder mit dem 

1) GAUSS Werke V, S. 110. Ostwalds Klassiker S.39; GAUSS, a. a. O. S.82. 
2) F. KOHLRAUSCH, Wied. Ann. Bd. 31, S.609ff. 1887. 
S) F. KOHLRAUSCH, a. a. O. S. 611. 
4) R VAN REES, Pogg. Ann. Bd. 74, S.214ff. 1849. 
5) M* ist der mit dem Querschnitt multiplizierte Wert der Magnetisierung (Ziff. 39 und 

40) nach der Richtung der positiven x. M* dx also das Moment des Elementes dx (Ziff. 40). 
Die aus der Differentiation von M* fiir k folgende Formel vnIrde bereits auf Grund theoretischer 
Vorstellungen von BroT (Traite de physique III, S. 70 1816) aufgestellt und an Messungen 
COULOMBS (Mem. de l'acad. 1789, S. 468) gepriift, der die Schwingungsdauer von Magnet­
nadeln in der Nahe verschiedener Stellen bestimmte. VAN REES bestimmte die GroBe M* 
durch Messung eines Induktionsstromes. 
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flir das erste geltenden Polabstand L berechnen. Das wiirde aber heiDen, daB 
man auch bei Beriicksichtigung der -7ten Potenz der Entfernung in den 
Reihenentwicklungen fiir H den Magneten durch ein Polpaar ersetzen kann. Die 
Fernwirkungen sind dann nach den Formeln (Ziff.26) zu berechnen 

(128) 

(129) 

37. Gesamter Magnetismus eines Korpers. Ein nach dem iiblichen Ver­
fahren hergestellter (nicht jeder) Magnet hat an seinen Enden ungeHi.hr gleich 
groBe entgegengesetzte Pole. In der Mitte findet sich sehr wenig Magnetismus. 
Der Magnet besitzt also im ganzen ungefahr den Gesamtmagnetismus Null. 
Es ist zu vermuten, daB es sich hier urn eine strenge GesetzmaBigkeit handeln 
wird, daB der Gesamtmagnetismus wirklich Null ist. Hierin werden wir bestarkt 
durch einen von PETRUS PEREGRINUS DE MARICOURT schon im 1}. Jahrhundert 
angestellten Versuch, den auch COULOMB gemacht haP). 

Brechen wir den Stab in der Mitte durch, so treten an der Bruchstelle 
magnetische Ladungen von entgegengesetzter Art wie die an den Enden vor­
handenen auf. DaB in einem Bruchs.tiick der Magnetismus an der Bruchstelle 
dem Magnetismus gleich ist, der sich genau am alten freien Ende befindet, ist 
nicht zu erwarten; denn wenn unsere Vermutung richtig ist, so muB ja der neue 
Pol so stark sein, daB er den gesam ten entgegengesetzten Magnetismus der 
Stabhalfte aufhebt 2). 

Immerhin macht schon der Umstand, daB iiberhaupt ein ausgleichender 
Magnetismus auHritt, das Bestehen einer Gesetzlichkeit wahrscheinlich, wonach 
Magnete, im ganzen genommen, keinen Magnetismus besitzen. DaB nach dem Zer­
brechen an der Bruchstelle neuer Magnetismus wirksam wird, diirfte sich kaum 
anders erklaren, als daB die betreffende Stelle schon vorher Magnetismus besaB, 
dieser aber durch den Magnetismus der jetzt entfernten Halfte kompensiert 
war. Man wird so dazu gefiihrt, sich den Magneten aus lauter kleinen Elementar­
magneten aufgebaut zu denken. Dadurch wiirde auch die vermutete Gesetz­
maBigkeit ihre Erklarung finden - wenn sie auch daraus nicht mit Sicherheit 
folgt (die Elementarmagnete konnten ja verschieden starke Pole haben). 

Entscheidend ist folgende Betrachtung: Wir haben gesehen (Ziff. 28), daB 
die von zwei entgegengesetzt gleichen Polen herriihrende Feldstarke umgekehrt 
wie die dritte Potenz der Entfernung von einem im Endlichen gelegenen Punkte 
abnimmt. Ein solches System verhalt sich ganz anders wie ein einzelner Pol, 
dessen Feld wie 1!r2 abnimmt. Allgemein findet man: Eine Komponente der 
Feldstarke, die von einem beliebig gestalteten K6rper erzeugt wird, laBt sich 
in eine Reihe 

~+~+~+ ... r2 r3 r4 

entwickeln, wo ao' al' a2 ••• auf Geraden, die von einem im Endlichen gelegenen 
Punkte ausgehen, konstant sind, und ao gleich dem gesamten Magnetismus ist 3). 

1) Siehe S. 11, Anm. 2. 
2) Aus den Messungen von VAN REES (s. oben S.44, Anm.4) ergibt sieh, daB bei 

einem Stab von 50 em der alte Pol nur etwa 13 % von der Starke des neuen besitzt. 
Genau denselben Wert findet J. WURSCHMIDT, Theorie des Entmagnetisierungsfaktors 
und der Seherung von Magnetisierungskurven, S, 59. Braunschweig 1925. 

3) Siehe z. B. H. POINCARE, Theorie du potentiel Newtonien, S. 56. 1899. 
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Nun verschwindet erfahrungsgemaB die Feldstarke im Unendlichen immer 
wie 1/r3 • Also ist der gesamte Magnetismus eines magnetischen Korpers immer 
NulL Nehmen wir nur raumliche Dichte e und Flachendichte 1] auf der Ober­
flache an, so muB sein 

j e dr: + j 1] do = o. (130) 

38. Moment eines Magneten. Hieran schlieBen wir die Erorterung eines 
wichtigen Begriffes, der uns schon in besonderer Form begegnet ist. Wir knupfen 
dabei an eine aus der Mechanik bekannte Betrachtung an. 

Sei e die Dichte eines Korpers, wahlen wir einen Bezugspunkt B, nennen r 
den von B zu einem Punkt des Korpers gezogenen Vektor und bilden durch 
Integration uber den Korper den Vektor 

fe dn 
q=fe d,' ( 131) 

Tragen wir nun von B den Vektor q ab, so gelangen wir zu einem Punkt 5, 
der unabhangig vom Bezugspunkt B ist. In der Tat: 1st B' ein anderer Be­
zugspunkt, und b der von B' nach B gezogene Vektor, so erhalten wir fur den 
zu B' gehorigen Vektor 

,_fed,(r~_fedn+b_ +b 
q- fed,; -ff!d, -q . 

Wir gelangen also zu demselben Punkt 5. Denken wir uns nachjedem Volumen­
element eine Menge Vektoren gezogen, deren Zahl proportional der Masse 
dieses Volumenelements ist, so kann der von B nach 5 gezogene Vektor als das 
arithmetische Mittel aller Vektoren angesehen werden. 5 heiBt der S c h we r­
punkt. Wie man sieht, ist q nicht vom Bezugspunkt unabhangig. 

Haben wir einen elektrischen Korper und ist e die elektrische Dichte, 
so konrien wir auf dieselbe Weise einen Vektor und einen Punkt 5 definieren. 
5 nennen wir dann den elektrischen Schwerpunkt. 

Aber unsere Konstruktion versagt, wenn 112 dr: = 0 ist. Oder, wenn wir 
wollen, dann £ant 5 ins Unendliche. In diesem Fall ist aber der Zahler 

m=jedn (132) 

unabhangig vom Bezugspunkt; denn wenn dieser urn den Vektor -b ver­
schoben wird, so geht das Integral uber in 

j e dr:(r + b) = j e dn + b j e dr: 
= jedn=m. 

Natiirlich ist aber der Punkt, zu dem man gelangt, wenn man vom Bezugspunkt 
aus urn den Vektor m weitergeht, vom Bezugspunkt abhangig. 

Der entsprechende Fall trifft nun gerade fUr den Magnetismus zu. Wir nennen 
den Vektor 

m = Iedn, 

wo wieder e die magnetische Dichte bezeichne oder, wenn die Flachendichte 1] 

vorhanden ist, 
(133) 

das magnetische Moment des Korpers. Es ist vom Bezugspunkt unabhangig. 
Dieser Vektor ist uns schon fruher bei Betrachtung des Dipols, des Po'paares 
und des Stabmagneten begegnet (Ziff.25, 26, 34). Es gibt, wie wir sehen, ein 
magnetisches Moment, aber keinen magnetischen Schwerpunkt. 
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Teilen wit aber den Magneten in zwei Teile T', Til, so daB nieht in beiden 
einzeln das gesamte magnetisehe Quantum gleieh ° ist, so sind die Punkte, zu 
denen man dureh Abtragen der Vektoren 

le dn 
t' = ""---' I e do ' 

T' 

(e dn 
/I i" t=---led, 

TO 

gelangt, vom Bezugspunkt unabhangig und konnen als magnetisehe Sehwer­
punkte von T' und Til gelten. Dabei ist der Einfaehheit halber die Flaehen­
dichte nieht bertieksiehtigt; es ist klar, wie das zu gesehehen hatte. Bringen 

wir nun in die Sehwerpunkte die Quanten e'=ledT und e"= -e'= le"dT, 
T' TO 

so ist ihr Moment t' e' + til e", wie jeder solche Vektor, der aus entgegen­
gesetzt gleiehen GroBen e', e" gebildet wird, vom Bezugspunkt unabhangig 
und = let dT also = dem Moment m des Gesamtmagneten. Das System der 
in den magnetisehen Sehwerpunkten angebraehten Quanten e', e" hat also 
dasselbe Moment wie unser Magnet und erzeugt daher, wie spater (Ziff.40, 
s. 53) gezeigt werden wird, in groBer Entfernung dieselbe Feldstarke wie dieser. 
Man kann zu T' und Til aueh beliebige, nieht zusammenhangende Teile reeh­
nen, endlieh aueh zu T' diejenigen Teile, fUr die der Magnetismus positiv ist, 
zu T" diejenigen, fiir die er negativ ist. 

E. RIECKE!) hat auf Grund der Messungen von VAN REES (s. oben S.44, 
Anm.4) die Lage aquivalenter Pole (s. oben S. 43) mit der Lage der Sehwer­
punkte des positiven und negativen Magnetismus vergliehen. Er findet fUr 
einen von VAN REES untersuehten Stab von 50 em Lange als Abstand der aqui­
valent en Pole 0,825 und als Abstand der Sehwerpunkte 0,717 der Stablange. 

Wahrend die 'auf einen sehweren Korper wirkenden Krafte des Gravitations­
feldes der Erde eine von Null versehiedene Resultierende besitzen, ist die Re­
sultierende der auf einen Magneten im magnetisehen Erdfeld wirkenden Krafte 
Null. Sein meehaniseher Sehwerpunkt wird also nieht besehleunigt. Dagegen 
ergibt sich fUr die Rotation urn einen festen Punkt ein Drehmoment 

(134) 

Der Magnet verhalt sieh im Erdfeld also wie ein Polpaar vondemselben Moment. 
39. Magnetisierung, molekulartheoretische Betrachtung. Das Ergebnis der 

Ziff. 37 legt es nahe, noeh eine fUr den Zustand des Korpers eharakteristisehe 
GroBe einzufUhren, aus der naeh einer bestimmten Vorsehrift die raumliehen 
und flaehenhaften magnetisehen Diehten e und 1] so folgen, daB (130) von selbst 
befriedigt ist. Ziehen wir dazu die molekulartheoretisehe Vorstellung, die wir 
uns bereits (S. 12) gebildet haben, heran. Wir denken uns den Magneten aus Moleku­
larmagneten aufgebaut, die aus zwei entgegengesetzt gleiehen Polen bestehen. 
Jedem Molekularmagneten komme ein Moment m zu, ein Vektor, dessen Rieh­
tung vom Sudpol zum Nordpol weist, und dessen GroBe gleich dem Abstand 
der Pole, multipliziert mit dem absoluten Betrag des magnetisehen Quantums 
ist. Sei jetzt eine Einteilung des Raumes in Zellen T gegeben, deren lineare 
Dimensionen von derselben GroBenordnung sind, und die physikaliseh unendlieh 
klein sind. Die Bedeutung dieses Ausdrueks wird gleieh erklart werden. Wir 
ordnen jedem Werte des Index i eine Polstarke ei zu und einen Abstands­
vektor Ii, wobei fUr beide GroBen ein gewisser Spielraum zugelassen wird, und 

1) E. RIECKE, Ann. d. Phys. Bd.8, S.318. 1879. 
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wobei nattirlich auch verschiedenem i gleiches ei oder gleiches 4 entsprechen 
kann. Die Anzahl von Molekularmagneten, deren Mittelpunkte sich in 't' befinden, 
und fiir die innerhalb des vorgesehenen Spielraums der Vektor vom negativen 
zum positiven Pol Ii und die Poistarke ± ei ist, sei ni't', und wir setzen jetzt 

141 = li, (135) 

eili = mi, 

ei4= mi, (136) 

IDe = 1:' ni m ... (137) 

Physikalisch unendlich klein heiBt aber 't', wenn: 
1. die Anzahl ni't' fiir jedes i sehr groB ist, 
2. die ni sich nicht wesentlich andem, wenn man von einer Zelle 't' zu einer 

benachbarten ubergehtl). Die lineare Dimension von 't' nennen wir ebenfalls 
physikalisch unendlich klein. 

Denken wir uns jetzt ein Gebiet T, dessen Berandung Dimensionen hat, 
die groB gegen die physikalisch unendlich kleinen sind, und in dem IDe merkliche 
Anderungen erfahrt, ein Gebiet also, das viele Zellen 't' umfassen wird, und fragen 
wir nach dem in ihm enthaltenen Quantum von Magnetismus. Offenbar werden 
nur diejenigen Molekularmagnete einen Beitrag dazu liefem, von denen. nicht 
beide Pole auBerhalb und nicht beide innerhalb T liegen, deren Achse also die 
Oberflache von T durchschneidet. Betrachten wir nun ein Flachenelement do der 
Berandung von T, dessen line are Dimensionen physikalisch unendlich klein 
sind, und sei 'I' die Richtung der nach auBen gezogenen Normalen auf do. Be­
trachten wir femer den zum Index i gehorigen Vektor 4 und das Polquantum ei 
und en:ichten nach auBen hin auf do einen schiefen Zylinder, der do zur Basis 
hat und dessen Mantelflache aus Vektoren 4 besteht, der also das Volumen dol." 
besitzt. Von den Molekularmagneten, fur die 4 der Vektor vom negativen zum 
positiven Pol ist, und die die Poistarke ei haben (innerhalb der vorgeschrie­
benen Spielraume), werden alle, deren Mittelpunkte sichim Zylinder befinden, 
do so durchschneiden, daB der negative Pol sich in T befindet und nicht der 
positive 2), oder umgekehrt, je nachdem 4" ein positives oder negatives Vor­
zeichen besitzt. Die Anzahl dieser Molekularmagnete ist n, do Ii" und der ent­
sprechende Beitrag zum unkompensierten Magnetismus 

Dem Index i uberhaupt entspricht der Beitrag - f ni mi" do. In T befindet sich 
also der Magnetismus 

= -f doL]nimiv = - f IDe" do 
T T 

= - f div9)ld't'. 
T 

1) Die Einteilung in Zellen r und die Bedeutung der ni sind also durch eine implizite 
Definition gegeben; vgl. H. A. LORENTZ, Math. Enz. V, 2, Heft 1 (V, 14), S.201. 

2) Der Zylinder ist zwar in seiner Erstreckung von do weg kleiner als physikalisch 
unendlich klein. Es geniigt aber, daB die Basisflache do physikalisch unendlich klein ge­
wahlt wird. 
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In T sollte IDC merkliehe Anderungen erfahren; wahlen Wir T so, daB ~)l 
nur gegen IDC geringe Anderungen erfahrt, so erhalten wir fiir das magnetisehe 
Quantum in T in hinreiehender Annaherung - divIDC' T, fiir die GroBe also, 
die als makroskopisehe Diehte zu gelten hat 

e=-divIDC. (138) 

AuBerhalb des Magneten ist roc = O. Geht man yom Innern zum Rande tiber-, 
so kann I IDC Ilangsam auf den Wert 0 sinken. Es kann aber aueh I IDC I so raseh 
abnehmen, daB man fiir die phanomenologisehe Betraehtung von einer Unstetig­
keit spreehen wird. Wir haben dann, wie dureh eine Grenzbetraehtung folgt, 
yom makroskopisehen Standpunkt noeh an der Oberflaehe eine Flaehendichte 

'Yj =-divIDC= m,. (139) 

anzunehmen wo ')J die naeh auBen gezogene Normale ist (Ziff. 32). Da namlieh 
im AuBenraum IDC = 0 ist, so ist divIDC = -IDC,.. 

Es ist aber nieht ohne weiteres klar, daB der Mittelwert S') der mikroskopisehen 
Feldstarke nun aueh wirklieh gleieh der Feldstarke ist, diesieh aus der dureh (138) 
und (139) gegebenen kontinuierliehen Verteilung e, 11 erreehnet. Indes zeigtl) 
man, daB seine Divergenz gleieh dem Mittelwert der Divergenz der mikroskopisehen 
Feldstarke ist, also wenn e der Mittelwert der mikroskopisehen Diehte ist, 

divS') = 4ne = -4ndivIDC, 

divS') = 4n11 = -4ndivIDC = -4n~JL, 

womit, wenn man noeh den spater zu beweisenden Eindeutigkeitssatz hinzuzieht 
(Ziff.60 und 61), in der Tat bewiesen ist, daB sieh S') naeh den Regeln der Po­

. tentialtheorie aus 9-en dureh (138) und (139) gegebenen Werten e, 'Yj bereehnet. 
Wir konnen das aueh noeh anders zeigen. Naeh (67) ergibt sich fUr das 

Potential unserer Dipole 

cp = (IDCgrad/-dr. 
" r 

Dureh partielle Differentiation erhalten wir daraus 

cp = J - di~SJR dr + JfiR: do , 

das ist 

cp = I-~:~ + jrJ to , 
wenn wieder: 

-div~)( = e, 
-div IDC = 9)(,. = 11 

gesetzt wird. 

(140) 

(141) 

(142) 

(138) 

(139) 

40. Magnetisierung, phanomenologische Betrachtung. Die voraus­
gegangenen Betraehtungen haben fUr uns, da wir es hier nicht mit der Mole­
kulartheorie des Magnetismus zu tun haben, nur heuristisehen Wert. Wir fUhren 
IDC jetzt zunaehst als einen Vektor ein, der auBerhalb der Magnete gleieh 0 ist und 
im Innern den Differentialgleiehungen 

divIDC= -Q, 

IDC" = 11 

(143) 

(144) 

1) H. A. LORENTZ, a. a. O. S.202; 1\11. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat, 5. Aufl., 
Bd. II, S.~228. Leipzig 1923. 
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genugt, w,o 'V die nach auBen g~zogene Normale ist. Diesen Vektor aufzusuchen, 
legen die Betrachtungen der vorigen, Ziffer nahe. Aber wir wollen jetzt von 
:ijlnen absehen; wir haben noch eine andere Veranlassung, einen diesen Glei­
chungen genugenden Vektor zu suchen. 

Wir erkannten fUr magnetische Korper das Bestehen der Gleichung 

f (! d7: + f'fJ do = o. (130) 

Man wird nun wilnschen, (! und 'fJ. aus einer solchen GroBe abzuleiten, daB das 
Bestehen dieser Gleichung von selbst gewahrleistetwird. Es ist aber leicht 
~u sehen, daB aile aus einem Vektor m nach den Gleichungen (143), (144) ab­
geleiteten Funktionen (! und 'fJ von selbst auch (130) genugen. Es ist namlich 
fUr sie: f(!it7:=- fdivmd7:=-fm"do=-f'fJdo. 

Umgekehrt konnen wir aber auch zeigen, daB zu jeder (130) genugenden 
Verteilung e. 'fJ ejn (143), (144) genugender Vektor m gefunden werden kann. 
1m besonderen konnen wir m noch der Bedingung 

rotm == 0 
unterwerfen. Setzen wir namlich 

1 J dx ml = - 4 n grad (! r ' 
so wird 

und nach (100) 

Wir machen nun den Ansatz 
m = m l + m 2 

und mussen m 2 so bestimmen, daB 

und am Rande 

rotm2 = 0, 

divm2 = 0 

m 2" = 'fJ - ml " 

ist, wo die rechte Seite eine bekannte Funktion ist, die wir t nennen. Es ist 
aber 

f Ido = f 'fJ do - f mIl' do 
= f 'fJ do - f divm1 d7: 

= f 'fJ do + f e d7: = o. 
Machen wir nun weiter den Ansatz: 

so daB 

wird, so ist zu lasen: 

und am Rande 

m2 = - grad 1jJ , 

rot m = rot m 2 = 0 

iJ1jJ=O, 

U1p - _/ 
UV - • 

DieseAufgabe ist aber wegen fl do = 0 immer lasbar. Lassen wir die Bedingung 
rot m = 0 fallen, so gibt es sogar unendlich viele (143), (144) genugende Vektoren 
m. Wir nennen nun zunachst j eden fUr das Innere des Magneten definierten, 
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als Funktion des Ortes (143) und (144) geniigenden Vektor we Magnetisierung. 
Der Vektor we ist aber durch Messung der Feldstarke ailein nicht eindeutig 
bestimmbar. Denn zu einem System e, 1] gehoren, wie eben angegeben, viele 
Vektorfelder we. 

Nicht einmal das System e, 1] ist aber eindeuhg aus den Beobachtungen 
zu ermitteln, die ja auf den Raum auBerhalb der Magnete beschrankt sind!). 
Allerdings werden wir spater sehen, daB man durch Anbringung von Bohrungen 
prinzipieil uberailSJ und damit nach(100) und (103) auch e, 1] bestimmen kann. 
Hier beziehen wir uns noch nicht auf dieses Verfahren. Jedenfails gibt z. B. 
die Kraft in der Nahe der Oberflache keinen sicheren AufschluB uber die dort 
vorhandene magnetische Dichte. Aile solche Ermittlungen sind nur Wahr­
scheinlichkeitsschlusse. Zu Ihnen gehOrt z. B. auch die COULOMBsche 2) Bestim­
mung der magnetischen Dichte eines Stabes durch Schwingungsbeobachtungen. 
Dennoch haben derartige Schlusse uns uberhaupt erst auf den Begriff des 
magnetischen Quan turns gefUhrt. 

Sofern wir es :nur mit ein und demselbennicht zu verandernden Magneten 
zu tun haben, wird jede Losung von (143) und (144) die gleichen Dienste tun. 
Aber bereits aus den Uberlegungen der vorigen Ziffer geht hervor, daB e i n e m 
yektor we eine· besondere physikalische Bedeutung zukommen wird. Diese 
Bedeutung muB auch experimenteil zum Ausdruck kommen. Es wurde schon 
darauf hingewiesen, daB beim Zerbrechendes Magneten an der Bruchsteile 
Magnetismus auftritt3). Diese uberraschende Erscheinung erklart sich, wenn 
man.annimmt, daB an den betreffenden Bruchsteilen schon fruher Magnetis­
mus vorhanden war, der nur durch den Magnetismus des jetzt fehlenden Stiickes 
aufgehoben wurde. Man konnte nun meinen, daB die neu auftretende magnetische 
Flachendichte sich nach (144) aus dem fruh er vorhandenen Vektor me ableitete, 
d. h. daB we beim.Zerbrechen des Magneten an dessen Teilen haftete. Das be­
statigt sich nicht; es haftet an den Teilen des Magneten ein anderer Vektor, 
der in enger Beziehung zu dem hier betrachteten steht. Hier muB es ge­
nugen, folgenden Standpunkt einzunehmen: 

Dem Magneten schreiben wir eine gewisse Verteilung e, 1] zu, fUr die die 
Verteilung der Feldstarke gewisse, aber nicht alle Moglichkeiten ausschlieBt. 
Nach (143) und (144) gehoren dazu Vektorfelder, von denen eines ausgezeichnet 
ist. Die Art der Auszeichnung konnen wir hier noch nicht angeben. Den Vektor, 
der zu dieser Auszeichnung gehort, nennen wir Mag net i s i e run g und be­
halten jetzt ihm die Bezeichnung mit we vor. 

Ais Moment eines Magneten definierten wir den Vektor 

m = J edT! + !1]dor. 
Durch EinfUhrung von me nach (143) und (144) erhalten wir 

m=- Jdiv9)erdr+ JWCydor. 

Partieile Integration liefert aber 
m = J wedr. 

(133) 

(145) 

Das Moment eines Magneten ist also das Volumenintegral der 
Magnetisierung. 

1) Z. B. kann man einen Raum "ausfegen", d. h. ein magnetisches Quantum im Innern 
eines Raumes durch eine Oberflachenbelegung so ersetzen, daB die Wirkung fur den AuBen­
raum ungeandert bleibt. (H. POINCARE, TMorie du potentiel Newtonien, 1899, § 121, 129.) 

2) Ch. A. COULOMB, Mem. de l'acad. des sciences 1789, S. 468; s. auch Ziff. 36, S. 44, 
Anm.5. 

3) S. 11, und 45. 

4* 
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Das Integral f IDl dr: a1?er, das iiber einen im Innem des Magneten befindlichen 
T 

Ra:um T erstreckt ist, ist nicht gleich dem Integral f e dT ~ - dieses Integral 
T . 

wiirde vom Bezugspunkt gar nicht unabpangig sein -, sondem gleich dem 
Moment f f etdr:+ 'Y}tdo, 

das T zukommen wiirde, wenn es aus dem Verband des Magneten gelost 
wiirde - und zwar so, daB seine Magnetisierung erhaltenbliebe (siehe oben) -
und so seine Oberflache Flachendichte erhielte. Wir konnen nun allgemein unter 
dem Moment m eines Telles des Magneten di~ Summe der Integrale fed n + f'Y} dot 
verstehen, die diesem Gebiet zukommen, wenn wir es aus dem iibrigen Korper 
herausnehmen. Dann ist im der Grenzwert, dem bei abnehmender GroBe von T 
der Quotient von m und T zustrebt. 

Aus (100) und (143) folgt 

div(SJ + 4J'lim) = o. 
Wir erinnem nun noch einmal ausdriicklich daran, daB (100) nur fiir den Fall 

gilt, daB dem Magneten keine and em Korper nahe sind. Nur fiir diesen Fall 
haben die hier definierten Dichten e und'Y} unmittelbar physikalische Bedeutung. 
Nichts hindert freilich, dem Magneten in jedem Fall die Dichteverteilung bei­
zulegen, die ihm isoliert zukommt; aber mit dieser Dichte e wird im allgemei­
nen die wirklich vorhandene Feldstarke SJ nicht durch die Gleichung (100) 
zusammenhangen. 

Setzen wir nun (146) 
so ist, wie wir sahen 

divj8 = o. (147) 

Nach (144) ist an der Obedlache des Magneten, da auBerhall. des Magneten 
m = 0 ist, 

divim=-'Y}, 

also nach (103") und (146) auch 
divj8 = O. (148) 

Der Vektpr j8 hat iiberall verschwindende Divergenz. Wir nennen ihn die 
Induktion. 

Wie wir friiher sahen (Ziff. 31), laBt sich ein Kraftliniensystem, das durch 
seine Dichte die Intensitat der Feldstarke zur Darstellung bringen solI, nur fiir 
den AuBenraum der Magnete zeichnen. Jetzt sehen wir aber, daB eine ent­
sprechende Darstellung fiir <len Vektor j8 iiberall, auch im Innem der Ma­
gnete, moglich ist. Ein System solcher Kurven nennen wir In d u k t ion s­
linien. 1m AuBenraum der Magnete ist j8 = SJ, und das System der Induk­
tionslinien gibt daher im AuBenraum auch eine Darstellung von SJ der GroBe 
und Richtung nacho 

Wir konnen nun auch das Potential ifJ eines Magneten durch im ausdriicken. 
Es ist nach (143) und (144) 

ifJ = - f di:IDl dT + f~" dt" (siehe auch (Ziff. 39). 
Partielle Integration liefert: 

oder 
lP = f (m gradg~) dr: 

ifJ = - f(imgradp~) dT. 

(140) 

(149) 



Ziff. 41. Magnetisierungslinien. 

1st der Aufpunkt sehr weit entfernt, so folgt aus (145) 

1 
if) = -mgradp-. 

r 

53 

(150) 

In groBer Entfernung wirkt also, wie der Vergleich mit (67) zeigt, jeder Ma­
gnet vom Moment m wie ein Dipol vom Moment m, und fUr sein Feld gelten 
die Formeln (71) bis (73). 

41. Magnetisierungslinien; zwei Typen von Magnetisierung. Wenn ein 
Magnet nur auf seiner OberfHiche magnetische Dichte besitzt, so ist im Innern 
nach (143) tiberall 

divWl = o. 
Die Magnetisierung laBt sich also durch ein System von Kurven, auch der GroBe 
nach, zur Darstellung bringen. Wir nennen diese Kurven Magnetisierungs­
linien. 

Denken wir uns ein System den Raum stetig erftillender Kurven. Aus 
diesem Kurvenfeld bilden wir einen abgeschlossenen Raum, der durch einen Man­
tel A von Kurven und durch zwei Endquerschnitte Ql' Q2 begrenzt ist (Abb.12 a). 

a b c 

Abb. 12. SpezieUe Magnetisierungsarten: magnetischer Faden und magnetische Doppel­
schicht. 

Wir konnen es nun so einrichten, daB ein Korper der angegebenen Gestalt nur 
auf den Querschnitten Ql' Q2 Magnetismus besitzt, nicht aber im Innern und 
auf den Mantelflachen, und daB seine Magnetisierungslinien zu den Kurven 
unserer Schar geh6ren. Zu dies em Zwecke brauchen wir nur aus der kontinuier­
lichen Schar eine sehr dichte Menge auszuwahlen und die Intensitat von 9R 
durch deren Dichte zu bestimmen. 

]etzt verandern wir die Gestalt unseres Korpers, und zwar unterscheiden 
wir zwei FaIle: 

1. (Abb.12b.) Wir verkleinern die Endquerschnitte Ql' Q2 immer mehr, 
jedoch so, daB sie immer auf denselben Flachen Q~, Qg bleiben. 

2. (Abb. 12c.) Wir lassen die Mantelflache A kleiner werden, jedoch so, daB 
sie immer auf ein und derselben r6hrenf6rmigen Flache AO bleiben. 

Durch die kontinuierliche Schar von Magnetisierungslinien ist nun noch nicht 
die Starke der Magnetisierung gegeben. Wir konnen aber in beiden Fallen fUr 
jede einzelne Wahl von Ql' Q2 bzw. A noch auf verschiedene Weise die Intensitat 
der Wl bestimmen, je nach der diskontinuierlichen Kurvenmenge, die wir aus 
der kontinuierlichen Schar auswahlen. 1m ersten Fall mag nun die Intensitat 
der Wl so bestimmt werden, daB 
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bei steter Verkleinerung von Ql und Q, konstant bleibt: man erkennt leicht 
daB eine solche Bestimmung von m moglich ist; im zweiten Fall sorge man dafiir, 
daB fiir jede Magnetisierungskurve bei der Verschiebung das iiber sie erstreckte 
Integral jm.ds = {} einen konstanten Wert beha1t, was, wie wir sehen wer­
den (Ziff.42), moglich ist. 

1m ersten Fall erhalt man in derGrenze einenFaden, im zweitenFalleine 
Schale. 

Es ist nun leicht ·zu sehen, daB das Feld eines Fadens nichts anderes ist als 
das Feld zweier Pole. Biegen wir den Faden zusammen, daB sich seine Endert 
beriihren, so erhalten wir iiberhaupt kein Feld. 

Bei der Ge1egenheit merken Wir noch an: Wenn wir einen ringformigen 
Korper, d. h. einen Torus oder einen Korper, der aus ihm durch stetige Deformation 
hervorgeht, mit Magnetisierungslinien erfiillen, so daB diese nirgends die Ober­
Hache durchdringen, so erhalten wir ebenfalls kein Feld. Ein solcher Korper 
besitzt iiberhaupt keinen Magnetismus; dasselbe trifft natiirlich auch fiir einen 
K6rper zu, in dem iiberall m = 0 ist. Wir sehen hieraus, daB m nicht ein­
deutig durch f] und 'YJ bestimmt ist, sofern man eine rot von m zulaBt. 

Kehren wir aber wieder zu dem magnetischen Faden zuriick. Das Feld 
jedes Magneten laBt sich in sehr groBerEntfernung durch dasFeld einesFadens 
ersetzen. Ferner laBt sich ein sehr diinner Stabmagnet, der nicht nur an den 
Enden Magnetismus besitzt, aus sehr vie1en geradlinigen Faden zusammengesetzt 
ansehen. 

Wenden wir uns jetzt der Betrachtung der magnetischen Schale zu. 
42. Doppelschicht. Beginnen wir damit, eine in voriger Ziffer ausgesprochene 

Behauptung zu beweisen. Sei ein Kurvensystem gegeben und wieder ein be­
liebiger Raum, der von einer aus Kurven des Systems bestehenden Mantel­
flache A und zwei Endquerschnitten Ql' Q, begrenzt wird. Wir behaupten: 

Wir konnen innerhalb dieses Raumes jedem Punkt einen der durch ibn hin­
durchgehenden Kurve parallelen Vektor m zuordnen, so daB divm = 0 ist, und 
daB in dem abgegrenzten Raum fiir jede Kurve das Kurvenintegral jm.ds 
einen beliebig vorgeschriebenen, von Kurve zu Kurve stetig sich andemden 
Wert {} besitzt. 

Zum Beweise denken wir uns unser Raumstiick in sehr viele diinne Rohren 
zerlegt, deren MantelfHichen aus Kurven unserer Schar bestehen. Fiir jede bil­
den wir das Integral 

wo t5 0 der Flacheninhalt des 

fdS 
ho' 

Querschnitts 
gf} 

f-ds 

~o 

ist, und lassen durch jede Rohre 

Kurven unserer Schar gehen, wo g eine sehr groBe Zahl ist. Bestimmen wir nun 
einen Vektor m, der iiberall zu den Kurven tangential ist, und so groB, daB er 
der Gleichung Z..\l \Yl} 

= vO' g' ;!"''v 

geniigt. wo ~o ein Flachenelement ist, 'jJ die Richtung senkrecht dazu, und Z 
die Zahl der hindurchgehenden ausgewahlten Kurven, so ist 

divm = o. 
Langs einer Kurve ist aber f ZfdS 

m.ds = g ao' 
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wenn Z die Zahl Kurven bedeutet, die durch die zur Kurve gehorige Rohre gehen, 
also 

Wir denken uns jetzt ein Flachenstiick Qo, durch das iiberall Kurven senk­
recht hindurchtreten, und wieder ein rohrenformiges Raumstiick aus diesen Kurven 
gebildet, wieder ein Vektorfeld, dessen Divergenz verschwindet und dessen Vektoren 
den Kurven parallel sind. Die EndquerschnitteQl' Q2 nahern wir jetzt unbegrenztQo 
und sorgen dafiir, daB stets [mB ds bei der Verschiebung konstant = {} bleibt, 
wo {} von Kurve zu Kurve variieren kann. Zu jeder Lage von Ql> Q2 denken wir 
uns einen Magneten, der von diesem Flachenstiicke begrenzt wird, und der die 
angegebenen Magnetisierungslinien hat, und bestimmen das zugehorige Feld. 
Das Feld, das wir an der Grenze erhalten, nennen wir da,s F eld einer Doppel­
schicht 1), Qo ist die Doppelschicht des Feldes und {} ihr Belegungs­
moment oder ihre Dichte. Aus dieserDefinition und aus (145) folgt, daB das 
Gesamtmoment einer homogenen ebenen Doppelschicht vom Belegungsmoment {} 
und dem Flacheninhalt q ein Vektor ist, der senkrecht auf der Doppelschicht 
steht und den Betrag 

m= {}q (151 ) 
besitzt2). 

Wir konnen eine Doppelschicht auch auffassen als zwei sehr nahe Flachen, 
die mit entgegengesetzten, sehr groBen Flachendichten ± fJ versehen sind. 
Das Produkt aus der Flachendichte fJ und dem Abstand h der Flachen ist das 
Moment {}. Denn wenn bei unserer obigen Konstruktion die beiden Flachen Ql' 
Q2 sehr nahe an Qo riicken, so ist langs der Kurven roc konstant, und diesem kon­
stanten Wert ist nach (144) die Flachendichte auf beiden den Magneten be­
grenzenden Querschnitten nahezu gleich, abgesehen vom V orzeichen. Es 1St also 

Wir wollen jetzt die beiden Seiten der Doppelschicht unterscheiden; nach 
Belieben wahlen wir eine als die negative, die andere als die positive. Jene 
werde auch als I, diese als II bezeichnet. Die Integration solI von der negativen 
zur positiven Seite erstreckt werden. Ferner sei fJ die Dichte auf der positiven 
Seite. Es ist dann offenbar auch dem Vorzeichen nach: 

fJh = Jmsds. 

Das Potential der Doppelschicht ergibt sich aus (140). Wir haben zunachst 

t[J = / mgradq(~) dT = - / mgrarlp(~) dT. 

Hieraus folgt 

t[J = / (}n gradq(~) do = -/ (}n gradp(~) do, 

wo n einen Vektor von der Lange 1 und der Richtung von der negativen zur 
positiven Seite der Doppelschicht und do ihr Flachenelement bedeutet. Hier­
fUr konnen wir auch schreiben 

t[J = / {} eOn (~) do, (152) 

1) Vgl. Ziff. 25, S. 30; Ziff. 33. 
2) Man sieht aber leicht, daB zu allen homogeuen Doppelschichten, die dieselbe ebene 

Randkurve be!?itzep-, da.sselbe Moment gehort, 
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wo bei der Differentiation der Aufpunkt festzuhalten, der Quellpunkt in normaler 
Richtung zu verschieben ist und n seinen Abstand von der Flache, genommen in 
der Richtung von I nach II, bedeutet. Wir erkennen auch sofort die Richtig-

keit von (152), wenn wir beachten, 
daB cp das Potential zweier sehr 
benachbarter Flachen ist, die mit 

1"- sehr graBen entgegengesetztgleichen 
;;-O===-------.:~=:::::::::~:....-----;.,4I- Flachendichten versehen sind. 
P Die Differentiation ergibt nun 

cp=-f~~;:dO, 1(153) 
Abb. 13. Potential der magnetischen Doppel-

schicht. = - f ~ :2 cos (I, n) do, 

wenn I die Richtung vom Aufpunkt P zum Quellpunkt Q bedeutet (vgl. die 
ohne weitere Erlauterung verstandliche Abb. 13). 

Der Ausdruck d~ cos (I, n) gestattet eine einfache Deutung. Verbinden r 
wir aile Punkte von do mit dem Aufpunkt, so entsteht ein infinitesimaler 
Kegel, welcher aus der urn den Aufpunkt mit dem Radius r beschriebenen Kugel 
ein Flachenelement von der GroBe do cos (I, n) ausschneidet. Dieser Kegel 

wird also aus der Kugel mit dem Radius 1 das Stiick do cos (I, n) ausschneiden. 
r 

Nun wollen wir allgemein eine zweckmaBige Bezeichnung einfiihren: Sei 
ein Punkt P gegeben und ein Flachenstiick LI 0, das dem Punkte P immer 
dieselbe Seite zukehrt. Wir verbinden samtliche Punkte des Flachenstiickes LlO 
mit P; es soll dann der Flacheninhalt des Teiles der Kugel mit dem Radius 1 
urn P, dessen Punkte samtlich auf Verbindungslinien von P mit Punkten 
von LlO liegen, und der nur aus solchen Punkten besteht, m. a. W., es soli die 
Projektion von LI 0 auf die Einheitskugel als r a u m 11 c her Wi n k e 1 von LI 0 , ge­
sehen von P, bezeichnet werden. Schreiben wir LI 0 eine positive und negative 
Seite zu, so wollen wir dem raumlichen Winkel auch ein Vorzeichen zuschreiben, 
das negativ oder positiv ist, je nachdem die positive oder negativeSeite dem Punkte 
zugekehrt ist. Wenn endlich die Flache dem Bezugspunkt teils die positive, 
teils die negative Seite zukehrt, so ist sie in Teile zu zerlegen, deren jeder ihm 
nur eine Seite zukehrt, und es ist die algebraische Summe zu bilden. 

Hiernach ist dw = doco~(t,n) der raumliche Winkel, unter dem do vom 
r 

Aufpunkt aus gesehen erscheint, und wir konnen fUr (153) schreiben 

CP=-f~dw. (154) 

1st die Doppelschicht homogen, d. h. ~ konstant, so ist daher 

cP = -~Q, (155) 

wo Q den raumlichen Winkel bedeutet, unter dem sie vom Aufpunkt gesehen er­
scheint. 1st die Doppelschicht iiberdies geschlossen, so ist fUr innere Punkte, 
wenn die negative Seite der Doppelschicht innen ist: 

Q = 4,n, 

also Cpi = -4,n~, 
fUr auBere Punkte aber Q = 0, also 

cpe=O. 

(156) 

(157) 
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Beim Durchgang also durch eine geschlossene homogene Doppelschicht erleidet 
das Potential einen Sprung im Betrage 4 n #, und zwar wachst es, wenn man 
von der negativen zur positiven Seite geht. 

Dasselbe gilt aber auch fUr den Durchgang durch ein ungeschlossenes 
Flachenstiick mit homogener Doppelbelegung; denn man kann es zu einem· ge­
schlossenen erganzen, und das von dem erzeugenden Stiick herriihrende Potential 
verhalt sich beim Durchgang durch das gegebene Stiick stetig. Endlich ist hieraus 
leicht zu beweisen, daB beim Durchgang durch ein beliebiges Flachenstiick. das 
eine Doppelschicht vom stetigen Moment tragt, das Potential einen Sprung 
erleidet im Betrage von 4 n #, wo # das Belegungsmoment an der Durchgangs­
stelle ist, daB also gilt: rJjlI _ (jJI = 4 m? (158) 

43. Unstetigkeit der Normalkomponente der Feldstarke an Flachen mit 
flachenhafter Dichte. Mit Hilfe des Satzes iiber den Potentialsprung an der 
Doppelschicht k6nnen wir nun auch leicht den Satz von dem Kraftsprung an 
einer Flache mit magnetischer Flachendichte beweisen (Ziff.32), sofem wir 
uns auf eine Ebene beschranken. Denken wir uns ein :Ebenenstiick, das iiberall 
mit einer stetigen Flachendichte 1] belegt ist. 

In einem Punkte Qo, in dem 1]0 die Flachendichte ist, werde die Normale n 
errichtet. Urn die n-Komponente der Feldstarke im Aufpunkt P zu erhalten, 
haben wir in diesem Punkte das Potential nach der n entgegengesetzten Richtung 
zu differenzieren. Nun kann man, statt den Aufpunkt zu verschieben, das 
Flachenstiick in entgegengesetzter Richtung verschieben. Daraus folgt: In jedem 
Aufpunkt ist die Komponente der Feldstarke nach der Richtung von n so groB 
wie das Potential einer Doppelschicht, fiir die 

#='f} 

ist, wenn die positive und negative Seite so gewahlt sind, daB n von der negati­
ven zur positiven Seite geht. Daher erleidet die nach der Richtung von n 
genommene Komponente der Kraft beim Durchgang durch Qo in dieser Richtung 
einen Sprung im Betrage von 4 n 1]0 • 

44. Homogen magnetisierte Korper. Betrachten wir jetzt einen beliebigen 
homogen magnetisierten K6rper, d:h. einen K6rper, in dem der Magnetisierungs­
vektor 9)( konstant ist. 

Nach (143) wird der K6rper im Innern keinen Magnetismus haben; seine 
Oberflache wird nach (144) teils positive, teils negative Flachendichte tragen. 
Fiir das Potential haben wir nach (149) 

(jJ = - Imgradp ! d&, 

= - m/(gradp ! )dr. 
Nun diirfen wir gr<;tdp vor das Integralzeichen ziehen; das kann, wie in Ziff. 28 
bemerkt wurde, auch geschehen, wenn der Aufpunkt im Innem des Magneten 
liegt. Wir haben also 

(jJ = - m gradpI! dT: = - We gradg, (159) 

wenn 
g=I!dT: (160) 

gesetzt wird, also das Potential eines mit der konstanten magnetischen Raum­
dichte 1 versehenen K6rpers bedeutet. Wir sehen: Das Potential eines homogen 
magnetisierten K6rpers ist fiir jeden Aufpunkt gleich dem skalaren Produkt 
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der Magnetisierung 1:'1d der FeldsUirke, die in dem Aufpunkt herrschen wfude, 
wenn der Korper durcheinen mit der konstanten raumlichen Dichte 1 versehenen 
ersetzt wurde. 

45. Homogen magnetisierte Kugel. Wenden wir das auf die homogen mag-

netisiede Kugel an, deren Radius wir a und deren Volumen;~ as wir V nennen. 

Fur den AuBenraum ist die Feldstarke, die von einer mit der raumlichen Dichte 1 
versehenen Kugel herriihrt, nach (96) 

1 "'6 = V-r "e' r3' 

wenn t den Radiusvektor yom Mittelpunkt der Kugel Zum Aufpunkt bedeutet. 
Also ist das Potential unserer homogen polarisierten Kugel im AuBenraum 

1 
q;e = V r3 (rWC). (161) 

Man kann das noch anders einsehen: Urn die Komponente nach der 9)1-Rich­
tung von grad g zu ermitteln, hat man den Aufpunkt urn ein Stuck ~ in der Rich­
tung von WC zu verschieben, den im neuen Aufpunkt herrschenden Wert urn denim 
alten herrschenden Wert zu vermindern und durch ~ zu dividieren. Statt des sen 
kann man den Aufpunkt unverschoben lassen, die gegebene Kugel durch eine mit 
der Raumdichte -1 ersetzen, sodann die gegebene Kugel mit der Raumdichte 
+ 1 ,urn ~ in der Richtung von - WC verschieben, die beiden im Aufpunkt 
entstandenen Potentiale addierenund die Summe durch ~ dividieren. Nun 
kann man aber zur Ermittlung der vVirkung von Kugeln mit konstanter Raum­
dichte auf einen auBeren Aufpunkt, diese durch punktformige magnetischc 
Quanten ersetzen, die im Mittelpunkt angebracht sind und ihrem Betrage nach 
dem ganzen magnetischen Quantum der Kugeln gleich sind (Ziff. 30). Somit 
haben 'wir dicht nebeneinander die magnetischen Quanten - V und + V an­
zubringen, jenes im Mittelpunkt der urspriinglichen Kugel, dieses urn ~ nach der 
Richtung - WC verschoben, und das Gesamtpotential durch ~ zu dividieren 
oder auch in den beiden Punkten die Ladungen - V/~ und V/~ anzubringen 
und ihre Potentiale zu addieren. Auf diese Weise erhalten wir aber das Feld 
eines Dipols, der die Richtung von -WC besitzt und die Starke V. Nach (159) 
wird also q;e gleich dem Potential eines Dipols yom Momente VWC, d. i. nach (67) 

q;e = V :3 (t9JC) . (161) 1) 

1m AuBenraum ist das Feld der homogen magnetisierten Kugel 
dasselbe wie das eines Dipols, dessen Moment gleich dem Produkt 
des Kugelvolumens und der Magnetisierung ist. Fiir die Feldstarke 
haben wir nach (73) 

(162) 

oder nach (70) in Komponenten, wenn die Magnetisierungsrichtung zu x-Achse 
gemacht wird und mit M der absolute Bgtrag bezeichnet wird 

SJ __ VM 3VMx2 
eX - r3 + r5 ' 

3 V Mxy 
----- (163) 

3VMxz 

1) Vgl. M. ABRAHAM, TheolJie der Elektrizitat. Bd.1, 7. Aufl., S. 123 f. 1923. 
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Fur das Potential im 1nnern ergibt sich aus (159) und (97) 

pi = 4.n: (WC t) . 
3 

Also haben wir im 1nnern die Feldstarke 

,,",i - _ ~~ [l( 
"0' - 3 . 

S9 

(164) 

( 165) 

1m 1nnernder homogen magnetischenKugel ist das Feld homogen, 
die Feldstarke de.r Magnetisierung entgegengesetzt gerichtet und 
dem Betrage nach das tn-fache von ihr. 

b) Standpunkt der Fernwirkungstheorie. Permeabilitat nicht 
iiberall = 1. 

46. Induzierter Magnetismus. Die bisherigen Entwicklungen gelten nur 
unter der Voraussetzung, daB sich auBer dem betrachteten Magnet kein anderer 
K6rper im Felde befindet. 

Erinnern wir uns, daB wir die Feldstarke als einen Vektor definierten, aus 
dem die Kraft auf einen Pol durch Multiplikation mit 'dessen Starke erhalten 
wird. Es ist indes, wie schon bemerkt, nicht zu zweifeln, daB ihr eine physikalische 
Realitat zukommt. Ubrigens gaben wir noch eine andere Definition fUr sie 
(ZitI: 10, S.13). 

Nun gibt es aber auch in Feldern, die auBer dem betrachteten Magneten 
noch andere K6rper enthalten, eine Feldstarke; d. h. auch hier wird die Kraft 
auf einen entfernten Pol dessen Starke proportional sein, und die Kraft auf einem 
Einheitspol wird auch hier in Ubereinstimmung mit dem Werte gefunden, der sich 
aus dem auf S.13 angegebenen MeBverfahren ergibt. Aber die Feldstarke berechnet 
sich nicht mehr in derselben Weise wie unter den fruheren speziellen Voraus­
setzungen aus der Dichte. Wir haben also un sere Betrachtungen erheblich zu 
verallgemeinern; auch fUr die Nachbarschaft und das 1nnere der K6rper muB eine 
Fcldstarke definiert werden 1). Freilich k6nnen wir die Feldstarke im 1nnern 
allgemein nur messen, wenn wir in dem betreffenden K6rper Bohrungen von 
passender Gestalt anbringen. 

Die Ansatze dieses Abschnittes gelten nur unter gewissen Bedingungen, 
die weiter unten angegeben werden. 

Betrachten wir nun zunachst einen einzelnen Magneten, nehmen aber im 
Felde noch einen anderen K6rper an, den wir uns sehr weit vom Magnet entfernt 
denken wollen. Es fragt sich, wie wir des sen Wirkung auf das Feld berucksichtigen 
wollen. Die einfachste Annahme, zu der man· durch molekulartheoretische 
Uberlegung gefUhrt wird, ist, daB in ihnen eine Magnetisierung induziert 
wird. Es zeigt sich, daB in vielen Fallen die Erscheinungen beschrieben werden 
k6nnen, wenn man die induzierte Magnetisierung illC;2) der Feldstarke 
proportional setzt. Allerdings trifft das nur zu, wenn der Zusatzk6rper 
nicht zu starken magnetischen Kraften unterworfen wird. Wir nehmen vorHiufig 
diese Bedingung als erfiillt an. Wir setzen also 

(166) 

1) Bisher konnten wir nur (82) und (83) als eine Definition, allerdings ohne physika­
lischen Inhalt, annehmen. Aber diese Definition versagt hier. 

2) i als unterer Index bedeute "induziert", i als oberer Index bedeute "im Innern". 
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und speziell am Rande, wo Sj unstetig ist, 

unter Sji den Wert der Feldstarke an der Innenseite der Begrenzung verstanden. 
Die Proportionalitatskonstante" nennen wir Suszeptibilitat. Die Pro­
portionalitat besteht allerdings im allgemeinen nur fUr sehr schwache Felder. 
Fur manche Stoffe - Eisen, Stahl, Nickel, Kobalt und einige Legierungen -
ist die Suszeptibilitat verhaltnismaBig groB und positiv (GroBe etwa 5 bis 40). 
Diese heiBen fer rom a g net i s c h. (Ubrigens werden wir spater - im Tell III­
die Definition der Suszeptibllitat verallgemeinern mussen. Die jetzt definierte 
GroBe heiBt dann Anfangssuszeptibilitat. Die anderen Stoffe haben eine un­
verhaltnismaBig viel kleinere Suszeptibilitat (10- 9 bis 10-4) und heiBen, wenn 
diese.posifiv ist, paramagnetisch, wennsie negativ ist, diamagnetisch. 
Doch ist diese Unterscheidung zwischen ferromagnetischen und paramagnetischen 
Stoffen naturlich wenig befriedigend; auch andere fruher angewandte Unterschei­
dungskriterien haben sich jetzt als unzulanglich erwiesen I}. 

Unser Ansatz trifft, wie gesagt wurde, fUr den Fall zu, daB die Feldstarken sehr 
klein sind. Doch bei diamagnetischen und paramagnetischen Stoffen kann die Feld­
starke auch graB sein; auch bei groBen Feldstarken ist fUr sie die induzierteMagne­
tisierung zum mindesten noch sehr angenahert der F eldstar ke proportional. N ur fUr 
sehr tiefe Temperaturen ist neuerdings bei paramagnetischen Stoffen eine Abwei­
chung von der Proportionalitat festgestellt. Dagegen wird fUrferromagnetische Kor­
per bei groBenF eldstar ken im allg emeinen del Begriff der ind uziertenMagnetisierung 
uberhaupt illusorisch; nur fUr gewisse Materialien, die durch besondere Verfahren 
gewonnen werden, kann auch noch bei groBeren Feldstarken in erster Annaherung 
Proportionalitat angenommen werden. Nun denken wir uns allerdings unsere 
Felder durch permanente Magnete erzeugt, und diese besitzen starke innere Felder. 
Aber bei permanenten Magneten kann, wie wir spater sehen werden, wieder von 
einer induzierten Magnetisierung gesprochen werden, und zwar dann, wenn zu dem 
bestehenden Feld nur schwache Zusatzfelder hinzukommen. Das wird jedenfalls 
zutreffen, wenn die permanenten Magnete einander nicht zu nahe kommen. In 
dieser Ziffer soIl insbesondere angenommen werden, daB nur ein permanenter 
Magnet vorhanden ist und ein von ihm sehr weit entfernter Zusatzkorper, d. h. 
ein Korper ohne permanentenMagnetismus. Wir wollen der Einfachheit halber auch 
noch annehmen, daB im Innern des Zusatzkorpers die Suszeptibilitat stetig ist. 
. Zu der induzierten Magnetisierung wird nun eine induzierte Raum­
dichte Qi geh6ren, die mit ihr entsprechend der Gleichung (143) durch die 
Gleichung 

Qi = -divimi (167) 

zusammenhangt, und entsprechend (144) eine induzierte Flachendichte am 
Rande des Zusatzk6rpers 

(168) 

Eine weitere Flachendichte ist nicht zu berucksichtigen, da, wie angenommen 
wurde, im Innern des Korpers" und daher im stetig ist. Wir haben also jetzt 
magnetische Dichten in unserem permanenten Magneten und in unserem Zu­
satzkorper. 

Die Feldstarke bestimmt sich nun aus der Dichte des permanenten Magneten 
un d der induzierten des Zusatzkorpers, diese aus der induzierten Magnetisierung 

1) E. GUMLICH, Leitfaden der magnetischen Messungen. S. 180. Leipzig 1918. 
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und diese wieder aus der Feldstarke. In Formeln, wenn P den permanenten Mag­
neten und Z den Zusatzk6rper bedeutet: 

() 0 

t) = - grad!f! d 7: _ grad!?] d \ _ grad!f!j d 7: _ gradf·· ?]£ d t 
r r r r ' 

p p z z 
ei = -divm,., 1]. = m,.,., 

m,. = xt). 

(169) 

(170) 

(171) 

Die Dichteverteilung im permanenten Magneten sehen wir als gegeben an. Dann 
bestimmt sich die Feldstarke aus der induzierten Dichte, diese wieder aus jener. 
Wir k6nnen daher bei gegebener Verteilung von e und 1] im permanenten 
Magneten t) folgendermaBen ermitteln: In erster Naherung berechnen wir t) 
nur aus den Dichten des permanenten Magneten, daraus nach (171) m,. in erster 
Naherung und daraus nach (170) e •. 1]. in erster Naherung; nun berechnen wir 
t) in zweiter Naherung, indem wir die eben gefundenen Werte fiir ell 1]i in 
erster Naherung berucksichtigen, d. h. aus (169), indem wir die Werte fur ei und 
'KJi in die beiden letzten Integrale einsetzen usw. 

Wir k6nnen aber auch fUr t) eine partielle Differentialgleichung aufstellen; 
£iir den leeren Raum ist divt) = 0, (87) 

fUr den permanenten Magneten divt) = 4.1l e , (100) 

und an seinem Rande ist nach (103) 

oder 
t)~ - t)~ = 4.1l1] 

divsJ = 4.1l1] 

(t)6 Feldstarke au)3en, t)i Feldstarke innen). 
Fiir den Zusatzk6rper ist aber entsprechend 

also nach (170) 

oder nach (171) 

oder 

wenn 

div t) = 4.1l ei , 

div (t) + 4.1l ,)JJ4) = 0 , 

divt) (1 + 4.1lx) = 0, 

div,u t) = 0 • 

1 + 4.1lX = ,u 

(100) nach (169) 

(103"') 

(103") 

(172) 

(173) 

(174) 

(175) 
gesetzt ist. Wir bezeichnen,u als Permeabilitat. Da fiir diamagnetische 
Substanzen die Suszeptibilitat sehr klein ist, so ist die Permeabilitat immer 
positiv und nur fiir diamagnetische Substanzen kleiner 1. 

Ebenso ist entsprechend (103) nach (169) 

t)= - t)~ = 4.1l1]i . 
Aus (170) und (171) folgt 

oder, da auBerhalb des Z'usatzk6rpers 

ist. 

Aus (169) folgt noch 

Wir setzen den Vektor 

x = 0 und ,u = 1 

div,u t) = 0 • 

rot t) = 0, 

rot~ = O. 

,ut)=$. 

(176) 

(177) 

(178) 

(179) 

(180) 
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Er hat im Innern des Zusatzk6rpers verschwindendeDivergenz und am Rande 
verschwindende FHichendivergenz, d; h. stetige Normalkomponente und laBt 
sich daher auBerhalb des permanenten Magneten durch Kurven darstellen, deren 
Dichte seine Intensitat erkennen laBt. 

47. Permeabilitat permanenter Magnete. Wir haben im Anfang unserer 
Darstellung immer voraussetzen mussen, daB die permanenten Magnete sehr weit 
voneinander entfernt sind. Auch in voriger Ziffer nahmen wir noch an, daB 
der Zusatzk6rper sehr weit entfernt von dem einen permanenten Magneten 
sei. Wir konnen jetzt den Grund angeben, weshalb wir die Annahme machen 
~uBten, solange wir noch nicht einen neuen Begriff einfiihrten. 

Wir wollten das Feld in seiner Abhangigkeit von den gegebenen Gr6Ben 
des permanenten Magneten bestimmen,· d. h. von Gr6Ben, die unabhangig von 
dem Zusatzfeld sind, und wahlten als solche unsere Dichte (!, 'YJ. Nun sind diese 
als Gr6Ben definiert j die sich aus Messungen erschlieBen lassen, wenn der Magnet 
der Einwirkung alier auBeren K6rper entzogen wird; per definitionem sind sie 
daher alierdings von dem Zusatzk6rper unabhiingig; aber aus ihm wird sich doch 
die Feldstarke nicht unter alien Umstanden nach (169) bis (171) berechnen. 
Denn auch dem permanenten Magneten mussen wir eine Suszeptibilitat zu­
schreiben, und daher wird in ihm der Zusatzk6rper, wenn er ihm genahert wird, 
induzierte Dichten hervorrufen; deshalb hatten wir ohne die beschra,nkende 
Annahme aus (!, 'YJ die Feldstarke nicht nach (169) bis (171) bestimmen k6nnen. 
Aber auch vor der Einwirkung des Zusatzk6rpers enthielten (!, 'YJ Bestandteile, 
die als induziert anzusehen sind. Eine Trennung dieser beiden Bestandteile war 
bisher nicht n6tig, weil die Dichte durch die Einwirkung des Zusatzk6rpers 
nicht. geandert wurde. 

Wir wollen aber jetzt die Voraussetzung fallen lassen, daB nur ein permanenter 
Magnet und nur ein Zusatzk6rper vorhanden sind, und daB ihre Entfernung groG 
ist. Von heiden Arten m6gen beliebig viel Korper und in beliebiger Entfernung 
gegeben sein. Nur eins muG noch vorausgesetzt werden; die auf die permanenten 
Magnete wirkenden zusatzlichen Krafte sollen sehr klein sein. Die Bedeutung 
die'ser Bedingung werden wir erst an spaterer Stelle verstehen konnen. Wir 
nehmen ferner der Einfachheit halber an, daB die permanenten Magnete (P) 
und die Zusatzkorper (Z) nicht aneinander grenzen und im Innern keine Sprung­
stellen von ~ besitzen. 

Auch jetzt konnen wir die Feldstarke durch einen Ausdruck von der Form 
(169) darstellen. Aber die in die ersten beiden Integrale statt e, 'YJ einzusetzenden 
Werte sind jetzt nicht mehr unveranderlich. Wir nennen die Werte von (! und 'YJ, 
die wir in diese Integrale einsetzen mussen, freie Dichten und bezeichnen sie 
mit (}t und 'YJt. Somit haben wir 

SJ = - gradf ~f d-c - gradf ';: d~~ 
P P D (181) 

- gradfei dr7: - gradf1li d}. 
z z 

Was wir friiher (!, 'YJ nann ten, sind die Grenzwerte von (!t und 'YJt, die vor­
handen sind, wenn e i n permanenter Magnet der Einwirkung aller anderen ent­
zogen ist. Diese Grenzwerte wollen wir jetzt im AnschluG an COHN l ) schein­
bar e Dichten nennen und mit (!t. und 'YJt. bezeichnen. (!t. und 'YJt. sind feste 
Gr6Ben im permanenten Magneten (vgl. Ziff. 70). 

1) E. COHN, a. a. O. S.216; COHN braucht nur die Bezeichnung "scheinbare Magneti· 
sierung". 
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(If und 'YJf sind nicht feste GroBen im MagiJ.eten. Sie setzensich aus zwei 
Bestandteilen zusammen. Der eine Bestandteil ist die induzierte Dichte (Ii, 'YJi' 
die aus der dem Magneten zuzuschreibenden Suszeptibilitat erhalten wird, der 
andere Bestandteil ist im Magneten fest; ist abernicht die Dichte (2f., 'YJi. (friiher 
(2, 'YJ), sondern eine andere GroBe, die wir mit (2w, 'YJw bezeichnen. (lw, 'YJw muB von 
(l/., 'YJf. verschieden sein, weil auch im GreiIzfall des isolierten permanenten 
Magneten eine Feldstarke und daher induzierte Dichte vorhanden ist und diese 
von (2f., 'YJf. abgerechnet werden muB, wenn (2w, 'YJw erhalten werden solI. 

Wir setzen also . 
(If= (lw+ (li, } 

'YJf= 'YJw + 'YJi· 

(182) 

Diese Gleichungen konnen als durch Erfahrung bestatigt angesehen 
werden, d. h. es bestatigt sich, daB sie durch konstante Werte (lw, 'YJw befriedigt 
werden konnen. Konnten (2w und 'YJw nicht als konstant angesehen werden, so waren 
sie iiberhaupt nicht definiert. Naheres weiter unten. 

Wiirden wir (2f zerlegen in Qf. + ((If - (If.), so ware zwar der erste BestandteU 
auch konstant, aber der zweite Bestandteil berechnete sich aus SJ nicht nach 
(170) und (171). AuBerdetn zeichnen sich (lw und 'YJw noch dadurch vor (2f. und 'YJf. 
aus, daB sie beim Zerbrechen des Magneten erhalten bleiben - auBer an den 
Flachen, die bei der Zusammensetzung oder Trennung verschwinden oder neu 
entstehen. Wir nennen daher (2w und 1'/.w wahre Raumdichte und wahre Flachen­
dichte. 

Diese GroBen sehen wir jetzt als gegeben an und stellen uns die Aufgabe, 
aus ihnen in einem Feld, das Zusatzkorper enthalt, die Feldstarke zu berechnen. 
Aber um die Zusatzkorper zu beriicksichtigen, brauchen wir doch fUr sie keine 
besonderen Glieder in die Gleichungen einzufiihren. In ihnen sind (lw und 'YJw = 0 . 
Wir haben also (lw als eine im ganzen Raum gegebene Funktion des Ortes an­
zusehen, die im leeren Raum = 0 ist, und nur in einigen Korpern von Null ver­
schieden ist, und 'YJw als eine Funktion auf den Korperbegrenzungen .. 

Zur Berechnung des Feldes -aus (2w und 'YJw dienen nun entsprechend 
(169) bis (171) die Gleichungen 

'YJf= 'YJw + 'YJi· 

f d. f do SJ = -grad (2f r - grad 'YJ~-:y, 

ei = - div9J4; 

Wirkonnen SJ nach (182) auch zerlegen in 

f d. if do - grad. eWy - grad 'YJw r 
und 

f d. f do - grad (2i-:Y - grad 'YJi r' 

(182) 

(183) 

(184) 

(185) 

wo der zweite Bestandteil induzierte Feldstarke heiBt'und mit SJi be­
zeichnet wird. Gehen wir nun zur Di,fferentialgleichung iiber. 
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Aus (182) bis (184) folgt 

oder 

oder nach (185) 

das ist 

wenn wieder 

divSJ = 4 n ef = 4 n ew + 4nei 

= 4new '-- 4ndivIDl,; 

div (~ + 4 n W4) = 4 n eW) 

div,y (1 + 4n,,) = 4new, 

p,=1+4n" 
gesetzt wird. . 

Ziff.48. 

(186) 

(187) 

(175) 

p, ist die Permeabilitat, die wir jetzt auch permanenten Magneten zu­
schreiben. AuBerhalb der K6rper ist p, = 1. An den Grenzflachen ist nach 
(182) und (18}) 

also nach (184) 

das ist 
SJ~- P,SJ~ = 4 n 1Jw 

oder, da auBerhalb der K6rper p, = 1 ist, 

divp, SJ = 4 n 1Jw. 

AuBerdem haben wir nach (183) die beiden Gleichungen 

und 

Setzen wir wieder 

so wird 

rotSJ = ° 

div~ = 4new, 

div~ = 4n1Jw' 

(188) 

(189) 

(190) 

(191) 

(192) 

(187') 

(189') 

Die Gleichungen dieser Ziffer lassen sich prinzipiell an der Erfahrung priifen, 
d. h. es laBt sich untersuchen, ob sie durch Ortsfunktionen ,u, ew befriedigt werden 
k6nnen. die von ~ unabhiingig sind. Hierzu hiitte man (187) in die Form zu 
bringen: p, div~ + SJgradp, ~ 4n ew. Prinzipiell laBt sich namlich auch im 
Innern fester K6rper ~ nach Herstellung von Bohrungen messen. Von praktisch 
vorliegenden Bestatigungen kommen vor allem die Versuche von R. H. WEBER 
(Ziff. 71) und die Versuche von GANS iiber die reversible Permeabilitat (Ziff.84) 
in Betracht. 

48. Wahre, freie und scheinbare Magnetisierung. Induktion. Diese 
Gleichungen geben zur Einfiihrung eines wichtigen Vektors AulaB. 

Wir hatten friiher (Ziff. 37) gesehen. daB in jedem permanenten Magneten 
das Gesamtquantum des Magnetismus konstant ist. Unter magnetischem 
Quantum war aber damals das durch Integration der Dichten e und 1J entstandene 
Quantum verstanden. Diese Dichten bezeichnen wir aber jetzt mit efo und 1Jfo' 
Daher miissen wir die Gleichung (130) jetzt schreiben 

J efo d7: + J 1JI.do = 0. (130') 
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Fiir den Grenzfall, daB der permanente Magnet allein im Felde ist, ist also 

f (!fdr: + f 'YJldj= 0, 
das ist nach (182) 

f (!wdr: + f 'YJwryt + f (!idr: + f 'YJido = O. 

Nun ist aber nach (184) 

Also ist 
f (!i d7: + f 'YJido = - f div!mi + f5)]4"do = O. 

f (!w d7: + f 'YJw do = O. (193) 

(!w und 'YJw sollten aber - wie (!I. und 'YJi., im Gegensatz zu (!I und 'YJI -
von:der Lage der Magnete zu anderen K6rpern unabhangig sein. Es wird also 
die Gleichung (193) allgemein gelten, d. h. die Gesam tmenge des wahren 
Magnetismus ist in jedem Magneten Null. Hieraus folgt wiederum, 
daB stets der gesamte freie Magnetismus Null ist. 

Nun zogen wir in Ziff. 40 aus der Gleichung (130) den SchluB, daB es Vektor­
felder !m geben muB, aus denen sich (!ti und 'YJ./nach den Gleichungen (143) 
und (144) ableiten. Ebenso folgt nun iuch jetit aus (193) die Existenz eines 
Vektorfeldes ID1w, aus dem sich (!w und 'YJw ableiten nach den Gleichungen 

divID1w = -(!w, (194) 
und an der Oberflache 

ID1w,,=1}w' (195) 

"'Es gibt sogar unendlich viele solche Vektorfelder. Aber physikalisch - mole­
kulartheoretisch wie phanomenologisch - ist doch e i n Vektorfeld ausgezeichnet, 
das unabhangig von der Feldstarke ist, wie es (!w und 'YJw auch sind; phano-

o menologisch dad~ch, daB die betreffenden Vektoren beim Zerbrechen des 
Magneten oder bei Herstellung von Bohrungen an der Materie haften. Wiirde 
man also hinreichend viel Magnete besitzen, von denen man wiiBte, daB sie 
gleich beschaffen sind, so ware es im Prinzip m6glich, durch hinreichend viel 
Versuche, bei denen die Magnete zerteilt bzw .. mit Bohrungen versehen werden, 
den ausgezeichneten Vektor !mw iiberall zu ermitteln (Ziff.68, S. 91). Wir 
nennen ihn die wahre Magnetisierung. 

Aus (186) ergibt sich jetzt 

div (S) + 4.715)]4) = - 4.71 div!mw , 

div [S) + 4.71 (5)]4 + !mw) J. 
Wir setzen 

5)]4 + ID1w = !ml 

und nennen !ml freie Magnetisierung. Dann ist 

div(S) + 4.71!mA = o. 
Das gilt auch fiir einen isolierten Magneten. Es ist also 

div (S) + 4.71 !mI.) = 0 . 

(196) 

(197) 

(198) 

!m/o ist also die in Zif£. 40 eiJigefiihrte Magnetisierung. Wir nennen sie mit 
COHN!) die scheinbare Magnetisierung, wie wir (!Io' 'YJI. die scheinbare 
Dichte nannten. Da in einem Magneten infolge des von ihm selbst erregten 
Feldes induzierte Dichten und Magnetisierurtg auftreten, k6nnen wir nicht 
erwarten, bei der Zerteilung des Magneten !mI. in den einzelnen Teilen un­
geandert zu finden (Ziff. 40). 

1) E. COHN (FuBnote 1, S. 42), S.216. 

Han dbuch der Physik. XV. 5 
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(196) k6nnen wir naeh (171) und (175) aueh sehreiben 

div(,uS) + 4nWCw) = 0, 
oder naeh (180) 

div(~ + 4nWCw) = o. 
Das System der Gleiehungen 

div (ft S) + 4n [Jcw) = 0, 

rotS)= 0 

Zif£. 48. 

(199) 

(200) 

(199) 

(86) 

HiBt sieh priifen, wenn WCw und ft als konstant gelten k6nnen; anderenfalls 
besagen diese Gleichungen iiberhaupt niehts, und weder· ft noeh WCw sind 
definiert. Experimentell ist dieses Gleiehungssystem auf indirektem Wege dureh 
R. H. WEBER l ), im AnschluB an theoretisehe Betrachtungen von R. GANS und 
WEBER 2), bestatigt worden (Ziff. 71, S.95). 

Wir setzen den Vektor 

S) + 4nWCf = S) + 4nWCw + 4n~)(i' ) 

= ftS) + 4nWCw = ~ + 4nWCw, 

=58 
und nennen 58 die Induktion. 

Nach (198) ist 
div58 = o. 

(201) 

(202) 

Aueh die Flachendivergenz des Vektors 58 versehwindet, d. h. seine Normal­
komponente verhalt sieh an jeder Flaehe stetig. Es ist namlich naeh (201) 

58~ - 58~ = S)~ - S)!. - 4n ~)(~" - 4n WC~y , 

also naeh (168), (195), (182) 

also ist nach (183) 
58~ - 58!. = 0 . (203) 

An den Begrenzungen der K6rper gilt also 

div58 = o. (203') 

Dieselbe Gleichung gilt fUr jede beliebige Flaehe, insbesondere aueh fUr Flachen, 
in denen ft unstetig ist (Ziff.49). Die Induktion ist also im ganzen 
Fe 1 d que 11 e n f rei, und wir k6nnen sie daher im ganzen Felde dureh I n­
d u k t ion s 1 i n i e n darstellen, die durch ihre Dichte die Intensitat derInduktion 
veransehauliehen. 

Der Vektor 

besteh t, wie wir sehen, a us zwei Teilen. Der. eine ist von der Feldstarke 
unabhangig und kommt dem betreffenden individuellen Magneten 
an der betreffenden Stelle zu. Der andere ist der Feldstarke pro­
portional, wobei, wie gleich hier bemerkt werden mag, die Pro­
portionalitatskonstante keine reine Materialkonstante ist, sondern 
von der Magnetisierung WCw abhangt (Ziff.84). 

1) R. H. WEBER, Ann. d. Phys. Bd. 16, S. 178. 1905. 
2) R. GANS u. R. H. WEBER, a. a. O. S. 172. 
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Die Induktion ist von groBer Bedeutung, weil die zweite MAXWELLsche 
Gleichung, die fUr den Fall verschwindender magnetischer Suszeptibilitat 

1 a~ -- = -rot(;\; c at 

lautet, unter c die Lichtgeschwindigkeit und unter (;\; die elektrische Feldstarke 
verstanden, im allgemeinen Fall durch 

~~ = -rot(;\; 
c at 

ersetzt werden muB. Bei Gultigkeit der hier vorausgesetzten Bedingungen 
konnen wir dafUr nach (201) auch ansetzen 

1 a~ 
- - = -rot(£;. 
c at 

Es ist aber zu bemerken, daB in allgemeinen Fallen auf der linken Seite ein 
Vektor steht, der als Verallgemeinerung des hier eingefUhrten Vektors Q3 und 
nicht von \15 zu gelten hat, und den wir ebenfalls als Q3 bezeichnen werden. Dem 
Vektor Q3 kommt also die groBere Bedeutung zu. 

Wir sehen, daB Q3 bzw. \15 zu Sj in einer ahnlichen Beziehung steht wie die 
dielektrische Verschiebung zur elektrischen Feldstarke. Freilich wird yom Stand­
punkt der Molekulartheorie eine andere Gegenuberstellung erforderlich. 

Die Analogie zwischen Q3 und der dielektrischen Verschiebung, sowie die 
allgemeinere Bedeutung, die Q3 dem Vektor \15 gegenuber besitzt, legt es nahe, 
die mit 4;n; multiplizierte Divergenz von Q3 als Dichte des wahren Magnetismus 
zu bezeichnen. Man wird dann sagen, daB die Dichte des wahren Magnetismus 
uberall verschwindetl). Wir haben aber die mit 4;n; multiplizierte Divergenz 
von \15 als wahren Magnetismus bezeichnet und hatten es daher mit positiven 
und negativen Werten der wahren Dichte zu tun. Nur das Gesamtquantum des 
wahren Magnetismus muB auch nach unserer Bezeichnungsweise verschwinden. 

49. Unstetigkeitsflachen. Brechung der Kraftlinien. Wir haben bisher -
von einer Bemerkung am SchluB der vorigen Ziffer abgesehen - der Einfachheit 
halber angenommen, daB sich im Felde auBer den Grenzflachen der Korper keine 
Unstetigkeitsflachen befinden, an denen " und f1 einen Sprung machen. Es ist 
leicht zu sehen, wie die Theorie erganzt werden muB fUr den Fall, daB solche 
vorkommen. 

An beliebigen Flachen, auch solchen, an den en 17wund f1 unstetig sind, gilt 
nach (183), (182), (184), (185), (175) 

(204) 

Ferner wird zu setzen sein 2) 

div imw = - 17w. (205) 

Aus diesen beiden Gleichungen und (201) folgt 

divQ3 = 0, (206) 

1) M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat, Bd.1, 7. Aufi., S. 183. Leipzig 1923. 
2) Naheliegend als Verallgemeinerung von (195). Fur die Ableitung des Brechungs­

gesetzes wird diese Beziehung nicht gebraucht. 

5* 
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wie wir schon am SchluB der vorigen Ziffer ffir einen speziellen Fall gefunden 
haben. An einer Unstetigkeitsflache ohne wahren Magnetismus haben wir 
nach (204) 

div/.tS) = O. (207) 

Andererseits gilt auch bier nach (183) 

rotS) = o. (191) 

D. h. aber, an jeder Flache sind die Normalkomponenten von f.tS) und die Tangen­
tialkomponente von ~ stetig. Hieraus folgt nun, daB die Kraftlinien, die die 
Feldstarke zur Veranschaulichung bringen, an der Grenze zwischen zwei Medien I, 
II von verschiedener Permeabilitat gebrochen werden. 

1st (Abb. 14) namlich f.tI bzw. f.t1I die Permeabilitat des ersten bzw. zweiten 
Mediums, (XI bzw. (XII der spitze Winkel, den eine Kraftlinie - ohne Riicksicht 
auf den Richtungssinn - im ersten und zweiten Medium mit der Normalen 
auf der Trennungsflache bildet, sind endlich Hi bzw. H[I und H; bzw. H;,z 

V ~er absolute Betrag der Tangentialkomponente und 
Normalkomponente im ersten bzw. zweiten Medium, 
so ist 

I 

II also 

v 
Abb. 14. Brechung der daher 
Kraftlinien an der 
Grenze zweier Medien. 

H I - HII 
t - t 

(208) 

50. Das Zusatzfeld. In ein beliebiges magnetisches Feld bringen wir einen 
K6rper ohne wahre magnetische Dichte, den wir Zusatzk6rper nennen und mit Z 
bezeichnen. Wir nehmen zunachst an, daB das' Feld von einem permanenten 
Magneten P erzeugt ist, und daB der Zusatzk6rper sehr weit von dem permanenten 
Magneten entfemt ist. Genauer: Wir denken uns den Abstand des Magneten P 
von Zimmer weiter wachsend, zugleich aber sein Moment immer groBer wer­
dend, damit die Wirkung von ihm auf Z nicht verschwindet, und zwar soIl 
d~s von P allein herriihrende Feld an der Stelle von Z gegen einen Grenz­
wert von ~o konvergieren. Denken wir uns nUD'diesen Grenzwert nahe erreicht. 
Der Einfachheit halber sehen wir von Unstetigkeiten im Innem von Z abo 
Wir stellen uns die Aufgabe, die durch den Zusatzk6rper hervorgebrachte 
Feldanderung zu bestimmen. 

Unser Ausgangspunkt ist die allgemeine Gleichung 

~ = -grad! e; dr - grad! ~f do - grad!:; do - gradI e; dr. (181) 
p p z z 

Nun ist in Z nur induzierte Dichte vorhanden, ef also = ei und 'YJf = 'YJi zu 
setzen. Andererseits k6nnen wir in dem ersten Integral angenahert ef und 'YJf 
durch die Werte eJ und 'YJJ ersetzen, d. h. durch die Dichte, die vorhanden sein 
wiirde, wenn.der ZU$atzk6rper fehlte. Wenn wir nur ein en permanenten Magneten 
haben; sind eJ, 'YJ~ die scheinbaren Dichten von P . . Dann ergeben die ersten beiden 
Summanden von (181) zusammen die Feldstarke, die vor der Anwesenheit des 
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Zusatzkorpers geherrscht hat .. Sie ,ist offenbar in der Umgebung des Zusatz­
korpers als nahezu konstant' aniusehen, namlich = 5)0' Wir sagen daher, der 
Zusatzkorper befinde sich in einem homogenen Feld~o Fiir die Gesamtfeldstarke 
haben wir 

fe.· !1J. ~ = ~o - grad --;d-,; - grad ,do. (209) 
z z 

Die beiden letzten Summanden ergeben angen1i.hert die von dem Zusatzkorper her­
riihrende Feldstarke; nur angen1i.hert, well die Anwesenheit von Z auch in P indu­
zierte Dichte hervorruft. Wir nennen die SumIhe der beiden letzten Glieder der 
rechten Seite von (209) die Zusatzfeldstarke und bezeichnen sie mit .8. Es ist 'also 

~ = ~o +.8, 

.8 = -grad! ~ d-,; - grad! !ldo, 
z z 

r/i = W4", 

(210) 

(211) 

(212) 

(213) 

Bei gegebenem ~o konnen'wir hieraus W4,.8, SJ berechnen. Es ist zu bemerken, 
daB dies moglich ist, ohne daB wir von der Verteilung (1/., 1'}/0 mehr wissen, 
als daB sie das Feld ~o erzeugt. 

l)ie Gleichungen (210) bis (2'13) gelten nur angenahert. Wir betrachten aber 
den idealen Fall, daB sie strenge Giiltigkeit haben. Wenn wir das magnetische 
'Feld durch Strome erzeugen, so wird die Anwesenheit des Zusatzkorpers iiber­
haupt keinen EinfluB auf diese haben. Da, wie wir spater sehen werden, auch 
fiir diesen Fall eine Integraldarstellung moglich ist, und sich die Felder von 
Stromen und den in Z induzierten magnetischen Quanten superponieren, so wird 
auch, wenn die erzeugenden Strome nicht weit entfernt sind, das Gleichungs­
system (210) bis (213) in Strenge gelten. Nur die Konstanz von ~o in dem von 
Z eingenommenen Raume wird nicht erfiillt sein, bzw. wenn die Strome weit 
entfernt sind, nur angenahert. 

Bei den folgenden Betrachtungen kommt es gar nicht darauf an, wie .~o 
erzeugt ist. Wir halten uns nur an das Gleichungssystem (210) bis (213). Wir 
erhalten aus ihm 

f div Wli . f Wl'dI' .8 = t grad -y- d -,; - grad r'U 0 • 

IDei = x (~o + .8) . 

(214) 

(215) 

51. Homogener Zusatzkorper im homogenen Feld. Sei ein homogener Zu­
satzkorper, also ein Korper, in dem f.l konstant ist, im homogenen Feld gegeben. 
Wir haben dann nach (212), (213), (210) 

andererseits nach (211) 

also 

(1i = -x div.8, 

div(1 + 4nx).8 = 0, 

div:.8 = 0, 
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1m Innern eines homogenen Korpers, der sich in einem homogenen 
Medium befindet, wird keine magnetische Dichte induziert. Fiir 
einen homogenen Korper im homogenen Feld gilt also 

SJ = SJo + 3. (210') 

3 = -grad! ~i do, (211 ') 
z 

1]. = IDl-t", (212') 

m. = xSJ (213') 
oder 

3 = -grad !W;" do, (214') 

m. = x(SJo + 3). (215') 

52. Homogene Kugel im homogenen Feld. Betrachten wir jetzt eine homo­
gene Kugel im homogenen Feld. Wir wollen das von ihr herriihrende Zusatzfeld 
bestimmen. Zu diesem Zwecke geniigt es, die induzierte Magnetisierung zu be­
rechnen. Wie (214') zeigt, konnen wir dann das zu mi gehorige 3 sofort angeben. 
Es berechnet sich namlich 3 aus m. genau so, wie wir friiher (Ziff. 45) SJ aus der 
scheinbaren Magnetisierung mI. (damals m genannt) berechnet haben. Es ist 
also (165) entsprechend 

(216) 

Wichtig ist dabei, daB in diese Beziehung die Suszeptibilitat nicht eingeht. 
Nun ist nach (215') 

also 

Nach (175) ist 

daher 

Die Zusatzfeldstarke ist 

m. - leS)o 
t - 40r 

1 +-Ie 
3 

ft- 1 
x=~, 

40r ft - 1 
3 = - 3 mi = -SJo ft + 2 ' 

die gesamte Feldstarke im Innern der Kugel 

3 
SJ = 3 + SJo = ft + 2 SJo, 

und die Induktion im Innern der Kugel wird 

Fiir groBes .u ist angenahert 
~ =.uSJ = ~SJo. 

ft+ 2 

SJ=O 
~ = 3SJo' 

(217) 

(218) 

(219) 

(220) 

(221) 

(222) 

(223) 

(224) 
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)8 andert sich also fUr groBes Jl sehr wenig mit 5;)0' von groBerem EinfluB sind Ab­
weichungen von der Kugelgestalt. Das macht die Kugel ungeeignet zur Messung 
groBer Permeabilitaten 1). 

Die Zusatzfeldstarke im AuBenraum ist nach Zif£' 45 dieselbe wie die, weIche 
ein Dipol von der Starke VWIi erzeugen wurde, unter V das Volumen einer 
Kugel verstanden, und ist entsprechend (162) und nach (219) 

(225) 

53. Entmagnetisierung. Wir wollen bei Gelegenheit der Betrachtungen 
der letzten Ziffer noch einen wichtigen Begriff einfUhren, der uns spater noch 
beschaftigen wird. Wir fanden fUr den Innenraum der Kugel 

4n 
,8=--WIi • 

3 
(216) 

Der Quotient von ,8 und mei ist also von der Permeabilitat un­
abhangig. Das ist immer der Fall, wenn die induzierte Magnetisierung raum­
lich konstant ist, und,3 ihr parallel. Denn, nimmt diese den n-fachen Wert an, so 
wird uberall 'fJi den n-fachen Wert annehmen, also auch ,8. 

Wir k6nnen in einem soIchem Fall also setzen 

,8 = -EWei' (226) 

,8 kann dabei als eine Gegenkraft angesehen werden, die von der auf der Ober­
flache induzierten Flachendichte herruhrt. Sie wirkt WIi entgegen, es findet 
in der Kugel eine Entmagnetisierung statt, und daher heiBt E En t ill a g net i­
sierungskoeffizien t. Fur die Kugel ist nach (216) 

E _4n 
- 3 . (227) 

1st E bekannt, so kann mei und ,8 aus 5;)0 bestimmt werden. Wir haben 
namlich nach (215 ') 

WIi = 1 +x x E 5;)0 , 

Ex 
,8 = - 1 + xE 5;)0 . (228) 

Dabei hangt x vom Material, aber nicht von der Gestalt des Zusatzk6rpers ab, 
Evon der Gestalt, aber nicht vom Material des Zusatzkorpers ab, WIi und ,8 
von den beiden. 

54. Magnetische Energie und ponderomotorische Krafte. Wir haben fruher 
(Ziff. 24) fUr die magnetische Energie den Ausdruck 

W = t~ ei (jji (56) 

aufgestellt. Zur Ableitung dieser Gleichung gingen wir von dem COULOMBschen 
Gesetz aus, das die Kraft fUr ein und dasselbe Paar von Polen als Funktion 
ihrer Entfernung angibt, oder genauer gesagt - da der Magnetismus nie punkt­
formig konzentriert ist -, fUr groBe Entfernungen eine Beziehung herstellt zwischen 
der Entfernung zweier Volumenelemente oder Flachene1emente und der zwischen 
Ihnen wirkenden Elementarkraft. K6nnen wir nun dieses Gesetz verallgemeinern, 
und gilt etwa, daB sich die Kraft zwischen beliebig gestalteten Magneten in belie­
biger Entfernung aus Elementarkraften zusammensetzt, die sich nach dem 

1) R. GANS, Einfiihrung in die Theorie des Magnetisrous, S. 56. Leipzig 1908. 
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COULOMBschen Gesetz aus unv,eranderlichen, den Volumenelementen bzw. 
FIachenelementen zukommenden Quanten bestimmte? Offenbar ist das nicht zu 
erwarten, da die Feldstarke auch durch die induzierten Dichten beeinfluBt wird. 
Es liegt indes nahe, als Verallgemeinerung des COULoMBschen Gesetzes das 
Elementargesetz 

(229) 

anzusetzen, wo ell' ela die freien Ladungen des Volumenelementes bzw. Flachen­
elements sind. Denn es ist nicht einzusehen, weshalb die induzierten Quanten 
keine Anziehungskrafte ausuben und erfahren sol1ten. . 

Aus (229) wiirde Wieder das COULOMBsche Gesetz, in seiner urspriinglichtm 
Form, fiir die fruher gemachten Annahmen folgen. Bei sehr groBer Entfernung 
der Magnete sind ihre freien Dichten gleich den scheinbaren, am Magneten 
haftenden GrOBen. 

Fur sehr langgestreckte Formen (auch wenn der Magnetismus nicht punkt­
formig konzentriert ist) ist die scheinbare Dichte gleich der wahren. Fur diesen 
Grenzfall ist also (56) richtig, unter ei die wahren Quanten der Volumen- bzw. 
Flachenelemente des Magneten verstanden. Aber (56) gilt uberhaupt streng fiir die 
Energie beliebig gestalteter Magnete, wenn man wieder unter ei die wahren Quanten 
der Korperelemente, nicht etwa, wie man vermuten konnte, die freien versteht. 
Wir beweisen das erstens, inderiJ. wir aus (56) das Elementargesetz (229) fiir 
starre Magnete ableiten. Diese Ableitung wird uns in dieser und den folgenden 
Ziffern beschaftigen. AuBerdem konnen wir uns auf die MAXWELLschen 
Gleichungen berufen (s.weiter unten). 

Die ei sollten die wahren Quanten der Volumenelemente bzw. Flachen­
elemente bedeuten. Wir setzen also 

W = l/ (lwd-r: ifJ + l/1Jwdo ifJ. 

Daraus wird nach (187) und (189) 

W = s1,J div (,uSj) ifJd-r: + s1,J div(,.tSj) ifJd o. 

Partielle Integration ergibt nun 

W = - s1Jrf,uSj grad ifJd-r:, 

also nach (85) 

(231) 

Wir haben also zwei Darstellungen von W. Die erste Darstellung (230) 
wird durch ein Integral gegeben, zu dem nur diejenigen Stellen des Feldes einen 
Beitrag liefern, in denen Magnetismus vorhanden ist; nur sie sind Trager der 
Energie; der Zwischenraum ist von Energie entblOBt. Aber W laBt sich auch 
durch das Integral (231) ausdrucken. Zu diesem liefern aIle Teile des Feldes 
Beitrage. Die erste Darstellung entspricht dem Standpunkt der Fernwirkungs­
theorie, die zweite dem Standpunkt der Nahwirkungstheorie. Ein sachlicher 
Gegensatz besteht natiirlich in dieser Hinsicht zwischen beiden Theorien nicht, 
sondern nur ein Unterschied in der Darstellung. Die GroBe 

(232) 

wird, dem Standpunkt der N ahwirkungstheorie entsprechend, mag net i s c h e 
Energiedich te genannt. 
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Wir beweisen die Gultigkeit von (230) und (231), indem wir daraus das 
COULOMBsche Gesetz (229) ableiten. Zunachst wollen wir ihre Gultigkeit durch 
eine andere Betrachtung zeigen. Es wurde schon fruher (Ziff. 48, S. 67) die 
zweite MAXwELLsche Gleichung vorweggenommen; in unserem FaIle konstanter 
Permeabilitatlautet sie nach (180) 

1 oS';) c fL 7it = -rot@. (233) 

Nun lautet die erste MAXWELLsche Gleichung 

1 o~ 4n. 
c e 7ft = rotSj - c1· (234) 

Hier ist c die Lichtgeschwindigkeit, @ die elektrische Feldstarke, e die sog. Di­
elektrizitatskonstante und j die Stromdichte, und fUr j gilt 

t = o(@ + @e), (235) 

wo 0 die spezifische Leitfahigkeit bedeutet und @e die chemischen Kraften ent­
stammende "eingepragte elektrische Kraft" (@, @e, 0, j elektrostatisch gemessen). 
Aus (233) bis (235) folgt 

41n (e@Oo~ + fLSj ~~) = - :n div[@Sj] - j @. 

1m Unendlichen sollen nun die Komponenten der Feldstarke verschwinden wie 
constJr2• Also haben wir 

(236) 

wo uber den unendlichen Raum zu integrieren ist. Nun ist nach (235) 

- / j (g d7: = - J i((g + @e - (ge) d r = /i @e d 7: - J ~ d 7: , 

f~ d7: ist aber bekanntlich die in der Zeiteinheit entwickelte JOuLEsche Warme. 

Wie ferner in einem mechanischen System ein der Kraft folgender K6rper 
potentielle Energie verliert, so wird h @ed7: den Verlust an chemischer Energie 
in der Zeiteinheit bedeuten, die rechte Seite von (236) also den Verlust an chemischer 
Energie in der Zeit~inheit, vermindert urn den Gewinn an J OULEscher Warme. 

Das veranlaBt uns, die elektrische Energie sin/ E@2d7:, die magnetische Energie 

sin/ fL Sj2 d7:, die magnetische Energiedichte also u = Sf: Sj2 zu setzen. 

Urn nun aber aus der Energie die auf einen Magneten wirkende pondero­
motorische Kraft abzuleiten, haben wir uns die Magnete verschoben zu denken 
und die Energieanderung zu berechnen. Dazu wollen wir zunachst ganz allgemein 
die Anderung ermitteln, die die Energie dadurch erfahrt, daB im ganzen Feld ew 
und fL geandert werden, womit natiirlich auch eine .Anderung von Sj verbunden 
ist. Fur die .Anderung der Energie erhalten wir l ) nach (232) 

(ju = 41nfLSj (j Sj + s1n·~2(j fL 

= _J_f£S)(jS) + -.:!....S)2(jf£ - -':!""Sj2(jfL 
4~n C C 4 n C S n 
1 1 

= 4nSj(j(fLSj) - SnSj2(jfL· 

!) Das Folgende nach E. COHN (FuBnote 1, S. 42), S.515. 



74 A. Kap. 1. P. HERTZ: Magnetostatik. Ziff. 55. 

Also ist ~ W = 413J SJ ~ (Jt SJ) dT: - 813J SJ2 ~p dT: , 
oder 

~ W = - /,J grad tP· ~ (pSJ) dT: - 813J SJ2 ~ pdT:. (237) 

Wir wollen nun annehmen, es sei im Felde keine FHichendichte vorhanden, und 
es seien e und p stetig. Die allgemeine Formel HiBt sich aber nachher aus unse­
rem Ergebnis durch Grenziibergang gewinnen. Aus (237) folgt dann durch par­
tielle Integration 

~ W = 413J tP ~ div (Jt SJ) dT: - 813J SJ2 ~ p dT:, 
d. i. nach (187) 

(238) 

Die Anderungen von e und p sollen nun so zustande kommen, daB die im 
Felde vorhandenen Korper deformiert werden. Wir wollen hier annehmen, daB p 
an den Korperelementen haftet - was allerdings nur angenahert gilt - und 
ebenso die wahren magnetischen Quanten, natiirlich nicht die wahren Dichten ew. 
Bezeichnet nun ~ s den infinitesimalen Verschiebungsvektor, so ist offenbar 

~ew = -div(ew~s), 

~p = -(gradp~s), 
also ist nach (238) 

~ W = - f tP div (ew ~s) dT: + 8~ f SJ2 (grad # , ~s) dT: 

= f gradtP ew ~s dT: + 8~f (SJ2 gradp, ~s) dT: 

= - f SJ ew ~s dT: + 8~f (SJ2 gradp, ~s) dT: , 

~W= - ff~sdT:, (239) 
wo 

(240) 

ist. 
Aus (239) folgt, daB der durch (240) gegebene Ausdruck f die Kraft auf ein 

Volumenelement, dividiert durch dessen GroBe, darstellt, die sog. Kraftdichte, 
immer vorausgesetzt, daB e und p iiberall stetig sind. Die Gesamtkraft auf einen 
Korper, mag er magnetisch sein oder nicht, ist danach 

Sf = ffdT:. (241) 

55. Magnetische Spannungen. Aus der Kraftdichte gewinnen wir auch den 
Ausdruck fiir die Spannungen. Man findet aus (240) 

f = op",,,, + op",u + oP",. usw. (242) 
z ox oy oz ' 

wo 

Pzrt _ :7& (SJ! ~ SJ~ - SJ;) usw.,) 

pzy - Pyz - 47& SJzSJlI USW. 

(243) 

ist. 
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Pzz, PZ1/ ist ein Tensor, der als Spannung angesehen werden kann. Auf jedes 
zur Feldrichtung normale FHichenelement wirkt ein Zug, auf jedes parallele ein 

Druck yom Betrage der Energiedichte ~ ~2 . 
56. Kraft auf einen starren Korperl). Sei ein starrer an den leeren Raum 

grenzender K6rper gegeben. Aus (240) k6nnen wir dann durch Umformung noch 
einen anderen Ausdruck fiir die Kraftdichte gewinnen, die man sich auf seine 
Volumenelemente wirkend denken kann, um seine Bewegung zu erhalten. Da 
wir fiir die Betrachtungen der vorigen Ziffer II- stetig annahmen, so muB jetzt 
zunachst angenommen werden, daB II- am Rande stetig gegen 1 und" stetig 
gegen 0 konvergiert. 

Betrachten wir den Ausdruck 
1 f' = ei~ + 8.1Z" ~2 grad II- • 

Wir haben nach (212), (213) und (175) 

f' = -~div,,~ + t~2grad" 
= -~(grad",~) - (div~),,·~ + t~2grad". 

Also ist 
I (ax ax ax) 

fz = -~z ~z ax + ~1/ oy + ~z oz 

_,,~ (oSj~ + oSjIl + oSjz) 
x ax ay az 

+ ~ (~! + ~~ + ~;) ~: usw., 

oder unter Benutzung der Gleichung 

wo 

rot~ = 0, 

f' = op~x + oP~1I + oP~z 
z ax oy az ' 

P~z = -t,,~! + t,,~~ + t,,~; usw., } 

P~1/ = P~z = -"~Z~1/ usw. 

gesetzt ist. Integrieren wir fiber den K6rper, so erhalten wir 

f f~ dl: = f [p~z cos (v x) + p~y cos (v y) + P~z cos (v z)] do, 

also, weil " am Rande verschwindet und daher auch die P' 

ff~dl: = 0 usw., 
d. h. 

ff'd.,; = O. 

Bilden wir ferner das Vektorprodukt 

[t f'J , 
1) Vgl. E. COHN (Fu.6note 1, S.42), S. 99£. 

(244) 

(190) 

(245) 

(246) 

(247) 
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wo t der von einem beliebigenBezugspunkt aus gezogene Radiusvektbr,ist, und 
X, y, z seine Komponenten sind. Es ist 

Jd7:[tf']", = Jd-,;(yt-zf~) 

'.' ~(. oK. op~y oP~z. oP~Xop~y oP~.) d =J Y ox + Y oy + YfiZ - z ax - z ay - z az" 7: 

Partielle Integration ergibt hierfiir 

J[(YP~", - zP~z) cos (Jlx) + (yp~y - ZP~y) cos (vy) + (yp~z - zP~z) cos (vz)] do. 

Also wieder, weil die p' auf der Begrenzung verschwindert, 

und ailgemein 
J[t f']",d7: = 0 

J[t f'] d-r: = o. 

Die Resmtierende der am Korper angreifenden Krafte ist also auch 

st = Jf d7: =/ (f + Dd7: = Jf* d-,; 
und das Drehmoment 

e = J[tfJd-,; = ft[f + f'] d-,; = J[tf*]d7:, 
wo nach (240) und (244) und (182) 

f* = !ySJ 
ist. 

(248) 

(249) 

(250) 

(251) 

Resultierende und resultierendes Dr·ehmoment herechnen sich 
also, als 0 b !?fSJ die Kraftdich te ware. 1st also der Korper starr, so wird 
seine Bewegung richtig beschrieben, wenn man auf seine Volumenelemente die 
Kraftdichte !?fSJ wirkend denkt. 

Wir hatten angenommen, daB der Korper am Rande verschwindende Sus­
zeptibilitat und keine Flachendichte besitzt. Durch Grenziibergang konnen wir 
,uns von dieser Beschrankung befreien und haben dann auf ein Oberflachenelement 
eine flachenhafte Kraftdichte YJfSJ wirkend zu denken. 

Wir wollen aber der Einfachheit halber im folgenden von der Flachendichte 
.und den auf die Flachenelemente wirkenden Kraften nicht reden; die erforder­
lichen Erganzungen verstehen sich von selbst. 

Seien nun zwei starre Korper I, II gegeben. Urn Kraft und Dreh­
moment auf den zweiten zu berechnen, denken wir uns in jedem Volumen­
element d-,; des zweiten die Kraft SJ !?fd7: angebracht, SJ al''''r wieder durch die aus 
(183) folgende Formel 

ausgedriickt, wo t der Radiusvektor yom Quellpunkt zum Aufpunkt ist. Man 
hat also alle Kombinationen 

zu bilden, wobei d-,;P aile Volumenelemente des zweiten, d-,;q aile desersten und 
zweiten durchlauft. Nun kann man sich aber darauf beschranken, d7:q die 
Volumenelemente des ersten Korpers durchlaufen zu lassen. Denn jede Kom­
bination d-,;q d-,;P, wo beide Volumenelem~nt~ Zl.lm zweiten Korper gehoren, 
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liefert einen Beitrag, der durch denjenigen aufgehoben wird, in dem dT'l und d7:P 

vertauscht sind. Somit ist die auf den zweiten Korper wirkende Kraft 

f(!Yd7:11fd~e~; . (252) 
II I 

Ebenso ist das Drehmoment fiir einen beliebigen Bezugspunkt, wenn tB den 
Radiusvektor von dem Bezugspunkt bedeutet 

e = f(!Yd7:11fd~e~[t:tl. (253) 
II I 

Wir erhalten also die Gesamtkraft auf einen starren Korper im Felde eines 
zweiten, indem wir sie aus Elementarkraften zus~mmensetzen, die zwischen 
zwei Volumenelementen der beiden Korper wirken; dabei wirkt eine solche 
Elementarkraft in der Richtung der Verbindungslinie und hat die GroBe 

K _ e"e,. 
:- y2 • (229) 

Damit sind wir wieder zu (229) gelangt, und darin liegt eine Rechtfertigung 
unseres Energieansatzes (230). 

Sind beide Magnete sehr lang gestreckt und in erster Hauptlage in einen 
gegen die Querdimension groBen Abstand gebracht, und ist der Magnetismus 
punktformig konzentriert, so konnen in (229) die ej durch die wahren Quanten 
erset.zt werden. 1st fiir eine Wahl der Dimensionen diese Ersetzung zulassig, 
so kann sie unzulassig werden, wenn der eine Magnet sehr viel schwacher als 
der andere gewahlt wird. 

57. Die Kraft auf einen Korper im homogenen Magnetfeld. Wir bringen 
einen Korper Z in ein homogenes MagnetfeldSjo und fragen, welche Kraft auf 
ihn wirkt. Wir setzen wieder wie friiher(Ziff. 50) 

Sj = Sjo + 2, (210) 

wo 2 die von Z herriihrende Zusatzfeldstarke bedeutet. Fiir die auf Z wirkende 
Gesamtkraft haben wir nach (249) und (251) 

Sf = j (Sjo + 8) (!fd7: . 
Nun ist leicht zu sehen, daB J.8 (!fd 7: verschwindet; denn, driickt man 2 durch die 
freie Ladung aus, so sind bei der Integration Aufpunkt und Quellpunkt zu 
variieren, und zu jedem infinitesimalen Bestandteil findet sich ein ihn auf­
hebender (s. die vorige Ziffer). Wir haben also 

~ = jSjo(!fd7:. 
Besitzt unser Zusatzkorper freie Flachendichte - und ein homogener ohne 
wahre magnetische Dichte besitzt iiberhaupt keine andere Dichte (Ziff. 51) -, so 
erhaIt man natiirlich entsprechend 

~ = fSjo(!fd 7: + jSjo'fJfd 0 • 

Da aber der gesamte freie Magnetismus 0 (Ziff.48) und Sjo konstant ist, so ist 

Sf = o. (254) 

Ein Korper erleidet iin homogenen Magnetfeld keine Translations­
kraft. 

Fiir das Drehmoment erhalten wir nach (250), (251), (210), wenn tll der 
Radiusvektor in einem beliebigen Bezugspunkt ist, 

e = jCtBSjO] (!fd7: + j[tB2J (!fd7: 
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(wenn der Einfachheit halber die Flachendichte nicht beriicksiehtigt wird). 
Das zweite Integral verschwindet wieder, wie leicht zu sehen (vgl. die vorige 
Ziffer), und wir erhalten 

oder 

wenn wir setzen 

(255) 

(256) 

(257) 

Wir nennen m, das freie Moment. Aus dem Verschwinden des gesamten freien 
Magnetismus folgt, daB m, ein yom Bezugspunkt unabhangiger Vektor ist 
(Ziff. 38). 

Aus (257), (182), (184), (194), (197) folgt: 

m, = - I tB div '1m, dT, 

wo '1m, die freie Magnetisierung bedeutet. Partielle Integration ergibt nun: 

m, = 1'Im,dT. (258) 

Besitzt der Korper wahren Magnetismus, und ist das auBere Feld schwach, so 
konnen wir m, durch das scheinbare Moment 

m,. = 1'Im,. dT (259) 

ersetzen, wo 'Im'o die scheinbare Magnetisierung ist (Ziff.48). '1m,. und m,o sind 
mit dem Magneten fest verbundene Vektoren. Der starke Magnet laBt sieh also 
durch ein Paar gleich starker entgegengesetzt gleicher Pole ersetzen, fiir das der 
Vektor yom Siidpol zum Nordpol parallel m,. ist, und fiir das das Produkt aus dem 
Abstand und der Poistarke = dem absoluten Betrage von m,o ist. 

Machen wir einen Punkt im Magneten fest, so wird sieh mi. in die Richtung 
des auBeren Feldes einstellen (KompaB). 

c) Standpunkt der Nahwirkungstheorie. 
58. Standpunkt der Nahwirkungstheorie. Wir haben bisher unsere Be­

trachtungen wesentlich yom Standpunkt der Fernwirkungstheorie angestellt. 
Ais Grundgesetz galt uns das COULoMBsche Gesetz; durch dieses definierten wir 
magnetisches Quantum und Feldstarke. Die magnetische Feldstarke ist der ete 
Teil der Kraft, die auf einen Pol wirkt, dessen (scheinbares) magnetisches Quantum e 
ist. Dabei muB der betreffende Magnet so diinn gewahlt werden, daB das indu­
zierte magnetische Quantum vernachlassigt werden kann1). Oder wir definieren 
und messen die Feldstarke durch die Induktionswirkung. Aber immer ist yom 
Standpunkt der Fernwirkungstheorie, was wir messen, die Kraftwirkung oder In­
duktionswirkung gewisser ponderabler Korper auf einen anderen. Wiirde dieser 
nicht vorhariden sein, so ist an seiner Stelle nichts vorhanden; eine Realitat wird 
der Feldstarke nicht zugeschrieben. GewiB laBt der EinfluB des Mediums sich 
nieht leugnen; aber die Fernwirkungstheorie vermag ihn leicht zu erklaren, 
indem sie in diesem eine induzierte Magnetisierung und damit verbunden das 
Auftreten von induziertem Magnetismus annimmt. Dieser tragt seinerseits zur 
Feldstarke bei, wie er andererseits durch diese bestimmt wird. 

Anders die Nahwirkungstheorie. Ihr ist die Feldstarke eine Realitat, die 
besteht, auch wenn die reagierenden Korper entfernt sind. Indem sie sieh so 

1) Auch darf er nicht in dem das Feld erzeugenden Magneten seinerseits Magnetis­
mus induzieren. 
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den Raum zwischen den Korpern mit Kraften erfiillt denkt, gewinnt sie das Mittel, 
die GesetzmaBigkeiten des Feldes durch die seine kleinsten Teile betreffenden 
Gesetze zu bestimmen, durch Differentialgleichungen. 

Was aber die sichtbaren Wirkungen betrifft, so unterscheiden sich Fem­
wirkungs- und Nahwirkungstheorie nicht; der Unterschied betrifft nrn: die 
Vorgange zwischen den sichtbaren Korpern. AuBerdem besteht noch ein Umstand 
in methodologischer Hinsicht: Wahrend es vom Standpunkt der Fernwirkungs­
theorie natiirlich ist, die Integralgesetze zu betrachten, so bedeutet der Stand­
punkt der Nahwirkungstheorie fiir uns, daB wir moglichst friih zu den Differential­
gleichungen iiberzugehen haben. 

Der Ausgangspunkt wird freilich das Integralgesetz sein miissen. Denn auf 
dieses fiihrten unsere Messungen. Den Ubergang von jenem zum Differentialgesetz 
zu vollziehen, haben wir hier nicht mehr notig, da das bereits im Abschnitt a 
geschehen ist. Wir kniipfen an die Differentialgleichung an, die die Feldstarke 
in Beziehung zu der freien Dichte setzt, und gewinnen dara1}S durch die nachst­
liegende Modifikation die die wahre Dichte enthaltende Gleichung. Die weiteren 
Uberlegungen werden dann an diese gekniipft. Es wird sich zeigen, daB die 
Bestimmung des Feldes durch Differentialgleichungen vielfach zur Vereinfachung 
des Problemes dient. 

59. POISSONsche Gleichung. Ausgehend vom COULoMBschen Gesetz sind 
wir (23) (100) zu den Differentialgleichungen: 

~~=O ~~ 

div~ = 4ne (261) 

gelangt. Es wurde schon bemerkt (Ziff.31), daB Gleichung (261), soweit sie sich 
nicht auf den leeren'Raum bezieht, kein physikalischer Inhalt zukommt. Sie 
gibt nur an, wie eine Funktion, aus der nach (83) ~ erhalten werden kann, durch 
~ gefunden werden kann. Wir werden in der nachsten Ziffer zeigen, daB das 
keine Einschrankung fiir das Verhalten von ~ im Innern der Korper bedeutet, 
die iiber (260) hinausginge. Wie auch ~ stetig gegeben ist, vorausgesetzt, daB 
iiberall rot~ = 0 und div~ = 0 im leeren Raum ist, wird aus der durch (261) 
gegebenen Verteilung von e iiber die Magnete ~ zuriickerhalten. Bemerken wir 
noch, daB zunachst einmal ~ nur im AuBenraum meBbar ist. Wird ~ so gewahlt, 
daB dort iiberall rot ~ = 0 und div ~ = 0 ist, so kann stets eine entsprechende 
(261) geniigende Verteilung von e und ~ fiir den Innenraum gefunden werden. 

Einen physikalischen Inhalt bekame die Gleichung (261), wenn e an der Materie 
haftete; wenn man also fiir gewisse Lage des Magneten die Verteilung von e er­
mittelte - was aus der Bestimmung des auBeren Feldes nicht eindeutig 
geschehen kann - und nun schlieBen diirfte, daB diese fiir aile Lagen des 
Magneten beibehalten wird. Aber die durch (261) ermittelte GroBe haftet ni c h t 
an den Magneten. Wir werden spater die Gleichung auf die nachstliegende Weise 
modifizieren und dann zu einer Gleichung gelangen, der wir einen wirklichen 
physikalischen Inhalt zuschreiben miissen. Prinzipieil muB es auch moglich sein, 
die in dieser Gleichung auf der rechten Seite stehende GroBe, die wahre 
Dichte, fiir eine Anordnung der Magnete (!nit Hilfe von Bohrungen) zu be­
stimmen - fiir jede andere Anordnung bestimmen dann die Differential­
gleichungen das Feld. 

Es braucht die Feldstarke auch nicht stetig angenommen zu werden. Aus 
(261) folgt durch Grenziibergang 

div~ = 4n'f}, (262) 
wo 'f} die Flachendichte ist. 
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Ferner ergibt sich aus (260), daB fUr jede geschlossene Kurve ist 

jS),ds = o. (263) 

Wahlen wir daher einen beliebigen Anfangspunkt A, so kann das Integral 
p 

J S). ds 
A 

nur vom Aufpunkt P abhangen und muB vom Wege unabhii.ngig sein. Wir setzen 
also p 

r s). ds = - cp (264) 
A 

und sehen cP als Funktion des Aufpunktes P an. Wahlen wir A anders, so andert 
sich auch cP urn eine additive Konstante; wir verlegen A in das Unendliche, 
so daB cP im Unendlichen verschwindet; cP heiBt das Potential. Aus (264) folgt 

S) = - grad CP; (265) 
zusammen mit (261) ergibt das 

LI cP = -4ne. (266) 

Das ist diePorssoNsche Gleichung, die fUr e = 0 in die LAPLAcEsche Gleichung 

LI cP = 0 (267) 
iibergeht. 

Aus (262) und (265) folgt ( f)<J»II (0 iP)I _ on - on - -4n1], (268) 

wo n die von der Seite I nach II gezogene Normale bedeutet, oder auch 

divgrad cP = -4n1]. (268') 

Wir konnen von vornherein von dem Potential ausgehen. 1st dieses auf 
einer Flache unstetig, so wollen wir den 4nten Teil seines Sprunges Dichte 
der Doppelschicht oder Belegungsmoment nennen und ihn mit {} bezeichnen. 
D. h. wenn I und II die beiden Seiten der Flache sind, so set zen wir 

cplI - cpr = 4 n {} . (269) 

Wenn aber das Feld als das Gegebene betrachtet wird, so ist fiir eine geschlossene 
Doppelschicht das Belegungsmoment offenbar nur bis auf eine additive Konstante 
bestimmt (vgl. auch Ziff. 42). 

60. Eindeutigkeit des Potentials. Wir wollen jetzt untersuchen, inwieweit 
das Feld bestimmt ist durch die Gleichungen 

S) = -grad CP, 

Llcp=-4 n e, 

(Oo~t - (~:t = - 4n1] 
oder div grad cP = -4n 1], 

(265) 

(266) 

(268) 

(268') 

cplI _ cpI = 4 n {} , (269) 

zu denen noch folgende Unendlichkeitsbedingungen treten 
cP = 0 im Unendlichen, 

~~ r2 endlich im Unendlichen 

(l jede beliebige Richtung, r Abstand von einem Punkt im Endlichen). 
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In unseren Gleichungen ist e eine Ortsfunktion, 'fJ und {} sind auf Flachen 
gegeben. 

Sind nun U und V zwei stetige, zweimal differenzierbare, in einem Raum T 
definierte Funktionen, so gilt, wie man leicht durch partielle Integration erhalt 

j(ULlV- VLlU)d7:=j(U88~ - V88~)do, (270) 
T 0 

wo das Oberflachenintegral fiber die Oberflache 0 von Tzu erstrecken ist und die 
Normale nach auBen gezogen ist. Wir wahlen jetzt einen beliebigen Punkt P 
und wenden (270) an auf den Raum T, der begrenzt wird 

1. von der Oberflache Ok einer sehr kleinen P umschlieBenden Kugel k; 
2. von der Innenseite OK einer sehr groBen P umschlieBenden Kugel K; 
3. von 0'1' d. h. den beiden Seiten der Flachenstficke, an denen grad <P 

unstetig ist; 
4. von O{}, d. h. den beiden Seiten der Flachenstficke, an denen <P unstetig ist. 
Nun setzen wir 

U= <P; V=~ 
r ' 

wo r die Entfernung von P bedeutet. 
Dann erhalten wir 

J - : Ll<Pd7:= J(<p :: - ; ~~)dO + j' ... + J ... + J .... 
T ~ ~ ~ ~ 

Lassen wir nun k immer kleiner, Kimmer groBer werden, so wird das Volumen­
integral -I" ~ Ll <P d 7: = j±-":g3-,-

) r r ' 

wobei fiber den ganzen Raum zu integrieren ist. Das Oberflachenintegral OK 
verschwindet wegen der Unendlichkeitsbedipgungen, das Oberflachenintegral 
fiber 0" ergibt _ j~ (8 <J>l + 8 <J>ll) 

r 81' 81" 

wo y gegen die Flachen I, n'gezogen ist. Hierfiir konnen wir aber nach (268) 
schreiben 

·Das Integral fiber O,~ liefert 

f. 8~ - 4n {} ~ 
£In ' 

Of} 

wenn n die von I nach II gezogene Normale bedeutet. 
fiber Ok erstreckte Integral 

wo <Pp den Wert von <P in P bedeutet. Somit ist 

<Pp =J.:r +J ~do + J {} 88: do. 
0'1 Of} 

Handbuch der Physik. XV. 

Endlich ergibt das 

(271) 

6 
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Hieraus erkennt man, daB das Feld eindeutig durch e, 1'}, {} bestimmt ist. 1st 
umgekehrt ein beliebiges den Unendlichkeitsbedingungen gentigendes, wirbel­
freies Vektorfeld gegeben, so gibt es stets Funktionen e, 1'}, {}, aus denen das 
Feld durch (265) und (271) gefunden wird. Wir brauchen namlich nur zu setzen 

div~ = 4ne, 

div~ = 4n1'}, 

([JlI - ([Jl = 4n{). 

61. Zweiter Eindeutigkeitsbeweis. Energie. Wir kannen noch einen zweiten 
Beweis fUr die Eindeutigkeit der den Unendlichkeitsbedingungen gentigenden 
Lasung von (266), (268), (269) geben: Angenommen, wir hiitten zwei solche 
Lasungen (PI' (P2' die diesen Gleichungen gentigten, so wtirde die Differenz 
1f = (Pl - (P2 mit ihren ersten Ableitungen stetig sein und der Unendlichkeits­
bedingung und der Gleichung 

11'!jJ = 0 
gentigen. 

Nun ist allgemein, wie durch partielle Integration erhalten wird, 

I U L1 U dT = I U~~do - I(gradU)2 d L 

Wendet man das auf die Funktion 1f an, so erhalt man wegen (272) 

also ti berall 
I (grad 1f) 2 d T = 0 , 

grad'!jJ = 0, '!jJ = const, 

und wegen der Unendlichkeitsbedingung '!jJ = o. Somit ist 

(Pl = (P2· 

(272) 

Physikalisch bedeutet der Hauptteil dieses Beweises nichts anderes als das 
Folgende: Es gibt zwei Energieausdrticke: 

1. ~ Ie (P dT = 81,JL1 (P (P dT , 

2. 81"J~2dT = 81,J(grad~)2dT' 
(von der Flachendichte ist hier abgesehen), die durch partielle Integration in­
einander tibergehen. 1st von einer Feldverteilung bekannt, daB ihr keine Dichte 
entspricht, so ist aus dem ersten Energieausdruck zu schlieBen, daB die Energie 
verschwindet, sodann aus dem zweiten, daB die Feldstarke tiberall konstant ist. 

62. Potential eines Ellipsoids. Von besonderer Wichtigkeit fUr die Theorie 
des Magnetismus ist das Potential eines Ellipsoids, das konstante magnetische 
Dichte besitzt. Setzen wir diese Dichte gleich 1, so handelt es sich urn das tiber 
ein Ellipsoid zu erstreckende Integral 

g = I dr' . (273) 

Wir werden die Lasung der entsprechenden Differentialgleichung nur an­
geben, ohne den Weg mitzuteilen, auf dem sie gefunden wird. 

Es muB sein L1 g = _ 4n im Ellipsoid, 

L1 g = 0 im AuBenraum. 



Ziff. ·62. Potential eines Ellipsoids. 

AuBerdem soll g mit· seiner Ableitung stetig bleiben und im Unendlichen den 
Unendlichkeitsbedingungen genugen. Sei 

x2 y2 Z2 

~+b2+ c~ =1 

die Gleichung des Ellipsoids, dann ist im Innenraum 

g = go - } (Ax2 + Ey2 + C Z2), 
im AuBenraum 

wo gesetzt ist 
g = g~ - } (A' x2 + E' y2 + C' Z2) • 

00 

b (dJ. gu = na cD' 
o· 

00 

A -? b /' dJ.. - ~na c. (a2 + ;.)D' 
o 

( dJ.. 
E = 2 nab c" (b2 + ;.) D ' 

o 
00 

j. d)' 
C = 2 nab c (c2 + }.) D • 

o 

D = y(a 2 + 1) (b 2 -+ 1) (c 2 + 1) , 

(274) 

(275) 

(276) 

(277) 

(278) 

(279) 

und wo g~, A', E','C' diejenigen GraBen sind, in die go' A, E, C ubergehen, wenn 
an Stelle von 0 als untere Grenze des Integrals der Wert u tritt, welcher die 
positive Wurzel der Gleichung 

(280) 

ist. 
Es ist nicht schwer zu zeigen, daB gin der Tat unseren Gleichungen und den 

Unendlichkeitsbedingungen genugt. Wir ubergehen hier den Beweis und verweisen 
etwa auf die Darstellung von E. COHN 1) oder RIEMANN-WEBER2). Es zeigt sich 
in diesem Fall der Vorteil, der mit der Aufstellung der Differentialgleichungen 
verbunden ist. 

A, E, C liegen zwischen 0 und 4 n. A erha1t seinen Maximalwert, wenn a 
gegen b und c verschwindend klein ist; A erhalt seinen Minimalwert, wenn a 
gegen b oder coder gegen beide unendlich groB wird. 

FUr ein verlangertes Rotationsellipsoid, fUr das die numerische Exzentrizitat 
der durch die groBe Achse a gelegten Ellipse e ist, haben wir 

b = c = a Vi - 102 , 

A = 4n 1 - E2 (~ln 1 + E _ 1) 
E2 2E 1 - E ' 

(281) 

( 1 1 - E2 1 + E) E = C = 2 n - ---In -- . 
E2 2 E3 1 + E 

1) E. COHN, (FuBnote 1, S. 42). - 2) RIEMANN-WEBER, Bd. 1, S.255. 1900. 

6* 

(282) 
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1st aber a. die kleine Achse eines abgeplatteten Rotationsellipsoides und e die 
numerische Exzentrizitat der durch sie gelegten Ellipse, so haben wir 

b= c = a 
}'1-7' 

.[1 V1=7 .] A = 4:n: ~ - 83 arcsme, 

B = C = 2:n:[Y1 ; 8
2 arc sine _ 1 ~ 82

] • (284) 

63. Homogen magnetisiertes Ellipsoid. Wir erinnern hier an die Aus­
fiihrungen der Ziff. 37 und 40. Weil die Feldstarke im Unendlichen wie 1/r3 

verschwindet, setzten wir fiir jeden ·K6rper 

f e d'l: + f'YJ do = 0 . 

Unter der Magnetisierungverstanden wir sodanneinen physikalisch ausgezeichneten 
Vektor, der den Gleichungen 

div m = - e , m,. = 'YJ 

genugt. Dadurch und nach (271) wird das Potential eines K6rpers ohne Doppel­
schichten 

lP = - Idi:IDl d'l: + I W; II do = I m gradq ~ d'l: = - I m grarlp ! d'l:. 

Fur einen homogen magnetisierten K6rper, d. h. einen K6rper, dessen Magneti­
sierung konstant ist, erhalten wir somit nach (273) 

lP = - mgradg. 

Sei nun ein homogen magnetisiertes Ellipsoid gegeben. 
folgt fiir das Potential im 1nnern 

lP = m",Ax + myBy + m.cz. 

Fur die Feldstarke ergibt sich daraus 

5)", = - m",A, I 
5)11 = - mllB, 

5). = - IDlz C . 

(285) 

Aus (285) und (275) 

(286) 

(287) 

Das Feld im 1nnern des Ellipsoids ist also auch homogen. 1st die Magnetisierung 
der x-Achse parallel, so verschwinden mil' m., und wir haben 

5)=-Am. (288) 

Wenn also die Magnetisierung einer Achse parallel ist, so ist das Feld ihr parallel, 
aber entgegengesetzt gerichtet. Die Werte von A fiir ein Rotationsellipsoid, dessen 
Rotationsachse a ist, sind in der vorigen Ziffer angegeben. 1st das Rotations­
ellipsoid sehr gestreckt und die Entfernung des Aufpunktes vom Mittelpunkt 
groB gegen die Rotationsachse, so gilt fUr das Feld im AuBenraum 

5)" = 2 ~v (1 + ~ ~), (289) 1) 

wo V das Volumen des Ellipsoids ist. 

1) Beweis s. R. GANS, Theorie des Magnetismus, S. 48. Leipzig 1908. 
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64. Permeabilitat. Aus dem COULOMBschen Gesetz ergibt sieh fiir den 
leeren Raum 

rot~ = 0, 

div~ = 0. 

(260) 

Diese Gleiehungen erschopfen den Inhalt dessen, was sich fiber ein Feld aussagen 
laBt, in dem die erzeugeIiden Magnete und die Korper im Feld ihre Lage nieht 
andem. Ihnen gegenfiber bedeutet die· Gleiehung 

(261) 

fUr das Innere des Magneten bzw. beliebiger Korper keinen Zuwachs an Er­
kenntnis, da ~ und e im Innem nieht direkt meBbar sind, und wie auch ~ im 
AuBenraum den obigen Gleiehungen gemaB gewahlt ist, stets eine der letzten 
Gleichung entsprechende Verteilung von ~ und e im Innimraum gefunden 
werden kann. 

Anders, wenn wir die Felder, die wir bei der Lagenanderung der Magnete 
. erhalten, vergleichen. Es zeigt sieh, daB sich die den Magneten zukommenden 
Einzel£elder nieht superponieren, und es fragt sich daher, welches das einfachste 
Gesetz ist, nach dem sieh die Einzel£elder zusammensetzen konnen, wenn sie 
sich nicht superponieren. 

Nehmen wir einmal fiir einen Augenblick an, sie superponierten sich doch. 
Wie konnten wir davon Rechenschaft geben? Wir wiirden den Magneten feste 
Dichten zuschreiben und fUr ihr Inneres fiberall ansetzen 

div~ = 4ne. 

Nun gelten diese Gleiehungen aber nicht, wenn e eine mit dem Magneten fest 
.overbundene GroBe .bezeiehnen solI. Da aber doch im leeren Raum div~ = 0 
gilt, liegt es nahe, fiir das Innere des Magneten eine Gleichung anzusetzen, die 
aus div~ = 4ne durch eine einfache Modifikation hervorgeht. Die einfachsten 
Annahmen, die wir machen k6nnen, sind, entweder zu setzen 

a) ,udiv ~ = 4ne, 

b) div,u~=4ne, 

wo ,u eine Materialkonstante ist. 
Aus a) wiirde folgen, daB die Anwesenheit eines unmagnetischen K6rpers 

das Feld nieht beeinfluBte. Das widerspricht der Erfahrung. Also entscheiden 
wir uns fiir b. b entspricht tatsachlich der Erfahrung. Unsere Hauptgleichung 

.lautet also jetzt, wenn wir die am Magneten haftende wah reD i c h t emit ew 
bezeichnen d' c; ( ) 

IV,u4! = 4n ew. 290 

,u nennen wir die Per mea b i lit a t. Die Magnete k6nnen auch an gewissen Fla­
chen 0" Flachendichte 'f/w besitzen und dann haben wir 

(291) 

Das Feld bestimmt sich also jetzt aus den Gleiehungen (290) und (291). Dazu 
kommt noch c; 

rot4! = o. (260) 

Endlich solI an gewissen Flachen Of} sein 

QjlI - (p1 = 4nO>, (292) 
wo cP das Potential zu ~ bedeutet. 
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Wir konnen unsere. Gleichungen auch schreiben 

Sj = - grad IP , 

div,u grad IP = - 41/: ew , 

div,ugradlP = -41/:'lJ1O' 

c]jII _C]jI = 41/: -& • 

Ziff. 64. 

(293) 

(294) 

(295) 

(292) 

Hierzu tritt die Unendlichkeitsbedingung: 1m Unendlichen soil IP verschwinden 

und y2 ~~ endlich bleiben, unter y den Abstand von einem Punkt im Endlichen, 

und unter l jede beliebige Richtung verstanden. (Tatsachlich nimmt ~~ im 

Endlichen noch starker ab.) AuBer an 0,0- soil IP iiberall stetig sein und 
auBer an 0" iiberall Sj, und auch da solI nur die Normalkomponente un­
stetig sein. 

Diese Gleichungen konnen angewandt werden, ohne daB wir notig hatten, 
die mit 41/: multiplizierte div von Sj in eine wahre und eine induzierte Dichte zu 
zerlegen, und wir sind hier auf diese Gleichung auch ohne eine so1che Zerlegung 
gekommen. Freilich nachtraglich konnen wir sie vornehmen: 

Setzen wir namlich 
div Sj = 41/: el 

und ziehen (296) von (290) ab, so erhalten wir 

Wir setzen nun 

und haben statt (290) 

di ft - 1 ( ) V ~ Sj = - el - ew . 

ef - e .. = ei' 

ft- 1 

~='" 

"Sj = Wli 

div Sj = 41/: el' 

el=e1O+ei, 

ei = - divilR.; , 

Wli = "Sj. 

(296) 

(297) 

(298) 

(299) 

(296) 

(300) 

(301) 

(302) 

Ebenso gilt fUr die Oberflache der Korper, die an den leeren Raum grenzen 

divSj = 41/:'lJI' (303) 

'lJf= 'lJ1o + 'lJi' (304) 

'lJi = ilR.;", (305) 

Wli = "Sj. (306) 

el' 'lJI und ei, 'lJi heiBen die freien und induzierten Dichten, ilR.; die 
i n d u z i e r t e Mag net i s i e run g, " die Sus z e p t i b i Ii ta t. 

Die GroBen (!i, 'lJil Wli haben eine nicht nur formale Bedeutung. Die Nah.­
wirkungstheorie kann sie im allgemeinen entbehren. DaB gerade die Fern­
wirkungstheorie zu ihrer Einfiihrung zwang, liegt darin begriindet, daB sich das 
Integralgesetz fiir die Feldstarke nicht durch einen einzigen Ausdruck darstellen 
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laBt. So ist, was iiberraschen k6nnte, gerade die Fernwirkungstheorie zur Ein­
fiihrung von Begriffen gen6tigt, denen eine tiefere molekulartheoretische Be­
deutung zukommt. Selbstverstandlich laBt sich auch eine molekulartheoretische 
Begriindung yom Standpunkt der Nahwirkungstheorie geben, in der nur 
Differentialgleichungen verwandt werden. 

Setzen wir divSjo = 4:n: ew, 

div Sjo = 4:n: "7w , 

rotSjo = 0, 

(307) 

(308) 

wo also Sjo das Feld ist, das vorhanden ware, wenn fk iiberall = 1 ware, so folgt 
aus (296), (303), (304), wenn ('109) 

Sj = Sjo + Sji .I 

gesetzt wird 
divSji = 4:n: ei, 

diVSji = 4:n:"7i' 

Sji wird dann als in d uzier t e F el ds tarke zu bezeichnen sein. 

(310) 

(311) 

Endlich fiihren wir wieder eine wah reM a g n e ti s i e run g durch die 
Gleichungen ein: 

divIDlw = - ew , 

divl.lRw = -"7w., 

oder an der Grenze yom Magneten gegen den leeren Raum: 

l.lRw" = "7w' 

(312) 

(313) 

(313') 

Diese Gleichungen reichen indes nicht zur Definition von l.lRw aus (siehe Ziff. 48). 
Es ist nun nach (~90), (291) . 

Wir setzen 

divCuSj + 4nIDlw) = 0, 

divCuSj + 4:n:IDlw) = o. 

IDlw + ~ = l.lRf , 

nennen l.lRf die freie Magnetisierung und setzen den Vektor 

()14) 

(315) 

(316) 

fk Sj + 4:n: IDlw = Sj + 4:n: l.lRi + 4:n: l.lRw = Sj + 4:n: l.lRf = 58 . (317) 

58 heiBt die I n d u k t ion. 
Aus (296), (303) und (271) folgt die Integraldarstellung: 

(318) 

65. Eindeutigkeit des Feldes. Durch die Gleichungen (260), (290) bis (292) 
oder (260), (292) bis (295), zusammen mit den Unendlichkeitsbedingungen und den 
Stetigkeitsbedingungen, ist das Magnetfeld eindeutig bestimmt. Angenommen 
namlich, es gabe zwei ihnen gleichende Felder mit den Feldstarken Sjl' Sj2 und 
den Potentialen tf>1' tf>2' so bilden wir 

und es ware 

Wir batten dann 

® = Sjl - Sj2 ; 1jJ = tf>1 - tf>2' 

@ = -grad'IjJ. 

div fk grad'IjJ = 0 , 

divfkgrad'IjJ = 0 .. 
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Es ware also 

also 

daher 

d. h. 
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J'ljJdiv(p,grad'IjJ) dT: = 0, 

f fl (grad'IjJ)2 dT: = 0, 

grad'IjJ = 0, 

'IjJ = const = 0, 

~l = ~2' 

ZHf.66. 

In derselben Weise folgt auch, daB es keine zwei Felder gibt, fiir die ~ die 
Gleichungen (260), (290) bis (292) befriedigt und (~ - ~o) die Stetigkeits- und 
Unendlichkeitsbedingungen, unter ~o einen konstanten Vektor verstanden. 

Zwar k6nnen wir ffir ~o of 0 keine Felder herstellen, die diesen Bedingun­
gen geniigen. Aber gegen das dieser Bedingung geniigende Feld konvergieren ge­
wisse Felder, die man erhalt, wenn man die permanenten Magnete immer weiter 
abriickt und zugleich so viel starker wahlt, daB der von ihnen herriihrende Anteil 
der Feldstarke sich ~o immer mehr annahert. 

66. Das Zusatzfeld1). Nehmen wir an, daB bei ungeanderter wahrer magne­
tischer Dichte an gewissen Stellcn des Raumes die Permeabilitat geandert werde. 
Die Feldstarke, die zu der vorhandenen hinzutritt, nennen wir die Zusatzfeld­
starke und bezeichnen sie mit.8. 1st bei der Anfangsverteilung p, iiberall = 1 • 
so ist.8 gleich der in Ziff. 64 eingefiihrten induzierten Feldstarke ~,. Wir wollen 
aber bier einen allgemeinen Satz iiber .8 ableiten. 

1st P,o die Permeabilitat vor der Anderung, p, die Permeabilitat nach der 
Anderung, ferner ~o die friiher vorhandene Feldstarke, so haben wir ffir die neue 
Feldstarke 

~ --= ~o +.8, (3"19) 
also 

div (P,o.8) = d (P,o ~) - div (flo ~o) . 

Nun ist aber, weil die Verteilung ~r magnetischen Dichte sich nicht geandert 
haben solI, 

also 

Ebenso ist 

div (P,o ~r = div (p,~) • 

div (fl, ) = - div (fl - P,o) ~ . 

di. lPo.8) = - div (p, - P,o) ~ . 

(320) 

(321) 

1st im urspriinglichen Feld P,o = 1, so haben wir nach (298), (301), (302) 

div.8 = -4ndivx~ = 4ne" 
ebenso 

in Ubereinstimmung mit (310), (311). 

(322) 

(323) 

Auch im allgemeinen Fall konnte man, unter Xo die Suszeptibilitat vor der 
Anderung verstanden, .8 die induzierte Feldstarke, (x - xo)~ die induzierte 
Magnetisierung und - div(x - xo)~ die induzierte Dichte nennen. Doch 
kommt diesen Gr6Ben yom molekulartheoretischen Standpunkt aus keine so 
elementare Bedeutung wie ~" rol" e, zu. 

1) E. COHN (FuBnote 1, S. 42), S. 95. 
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67. Zusatzkorper im homogenen Feld. Wir bringen jetzt einen unmagne­
tischen Zusatzk6rper in ein homogenes Feld. Dieser Fall ist nur als Grenzfall 
allfzufassen (Ziff. 50): Wir denken uns .das Feld.erzeugt durch sehr starkeund 
sehr weit entfernte permanente Magnete. Aus (318) schlieBen wir wieder, daB 
wir setzen k6nnen 

~=~o+E, 

E = - gradf;i d-r: - gradf ~ do, 

(8 = - div mi , 

mi="~. 

'l'li = ~v, 

(324) 

(325) 

(326) 

(327) 

Aus (325) folgt, daB E im Unendlichen den Unendlichkeitsbedingungen geniigt. 
Es ist aber zu bemerken, daB die Zerlegung (324) nur fiir Punkte gilt, die zwar 
sehr weit vom Zu~atzk6rper entfernt sind, aber doch wieder in einer Ent­
fernung, die klein gegen die der permanenten Magnete vom Zusatzk6rper ist. 
Wir betrachten aber den idealisierten Fall, daB (324) bis (327) streng gelten, und E 
daher den Unendlichkeitsbedingungen geniigt. 

Gehen wir nun zu den Differentialgleichungen iiber, so bekommen wir 
wieder 

divE = 4:n:ei, divE = 4:n:1]i, 

ei = - divmi , 1]i = mi'J" 

~Jli="~' 
rot~ = 0, 

(328) 

(329) 

(330) 

(331) 

(332) 

wo E im· Unendlichen der Unendlichkeitsbedingung geniigt. Nun k6nnen wir 
wieder # einfiihren und haben dann statt (328) bis (332) 

div#~ = 0, 

rot~ = 0. 

div#~ = 0, (333) 

(334) 

Aus den letzten Betrachtungen von Ziff.65 folgt, daB es keine zwei (333) bis 
(334), also auch keine zwei (328) bis (332) geniigenden L6sungen gibt, die auch 
fiir E = ~ - ~o die Unendlichkeitsbedingung befriedigen. 

Raben wir also ein (328) bis (332) und die Unendlichkeitsbedingung be­
friedigendes L6sungssystem gefunden, so ist es sieher das richtige, d. h. dasjenige, 
das aus (296), (300) bis (306) bzw. (318) fiir den Grenzfall unendlich weit fort­
riickender permanenter Magnete erhalten wird. 

1st der Zusatzk6rper homogen, so erhalten wir wieder ei = ° (Ziff. 51) 
und die Gleichungen 

divE = 0, 

1]i = ~'" 

mi="~' 
rot~ = 0. 

divE = 4:n: 1]., 

(335) 

(336) 

(337) 

(338) 

(339) 
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68 Ellipsoid im homogenen Feld. Unser Zusatzk6rper sei jetzt ein Ellipsoid. 
Wir machen den Ansatz, daB ~ im Ellipsoid konstant ist. Zu konstantem WIi 
gehOrt ein .8i' das sich daraus ebenso berechnet wie in Ziff. 63 . .\J aus WI. Es ist 
also 

.8",=-A~"" I 
.811 = -B WIill , 

.8z = - C WIiz . 
(340) 

A, B, C nennen wir jetzt die Entmagnetisierungskoeffizienten 1). 

Es ist also im Innem des Ellipsoids nach (335) und (338) 

also 
~'" = "(.\Jo,,, + .8",) = "(.\Jo,,, - A ~"') usw., 

x 
~'" = 1 + Au .\Jo", usw., 

.8", = - A~ .\Jo", usw., 1+ x 

1 
.\J", = .\Jo", + .8", = 1 + A x .\Jo'" usw. 

(341) 

(342) 

(343) 

1st das auBere Feld einer Hauptachse, die wir a nennen wollen, parallel, so ist 
das Zusatzfeld dem auBeren parallel, und die Formeln enthalten nur A. A ist 
dann der Entmagnetisierungskoeffizient. 

Der Entmagnetisierungskoeffizient eines verlangerten Rotationsellipsoids, 
das parallel der Rotationsachse magnetisiert ist, ist nach (281) 

A = 4n; 1 - e2 (''':'In 1 + e _ 1), 
e2 2e 1 - e 

(344) 

und der Entmagnetisierungskoeffizient eines abgeplatteten Rotationsellipsoids, 
das parallel zur Rotationsachse magnetisiert ist 

( 1 Vi - e2 .) A = 4n; -;2 - -e-3 - arCSIne. (345) 

Flir die Kugel erhalten wir aus jeder der beiden Formeln in Ubereinstimmung 
mit (227) 

A =4:n:. 
3 

Flir eine sehr gestreckte Form nahert sich A nach (344) dem Wert 

A =0. 

(346) 

(347) 

Wird das Rotationsellipsoid immer mehr abgeflacht, und nahert es sich einer 
Kreisscheibe, so ergibt sich flit den Entmagnetisierungskoeffizient nach (345) 
der Wert 

(348) 

1m Innem eines sehr langgestreckten Ellipsoids haben wir also nach (343) 
und (347) 

(349) 

1) tJber Entmagnetisierungskoeffizienten von Kreiszylindern siehe J. WURSCHMIDT, 

Theorie des Entmagnetisierungsfaktors und der Scherung von Magnetisierungskurven. 
Braunschweig 1925. 
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Dasselbe gilt hir das Innere eines sehr lang gestreckten Zylinders, wie man un­
abhangig von der eben angestellten Rechnung sofort vermutet und auch durch 
eine genaue~e Betrachtung bestatigt1). 

Fur ein abgeplattetes Rotationsellipsoid gilt, wenn das auBere Feld der 
kleinen Achse parallel ist, nach (343) und (348) 

also 

(350) 

(351) 

Auch diese Gleichung gilt hir einen Zylinder, namlich fur einen Zylinder, dessen 
Hohe sehr klein gegen die Dimension der Basis ist, fur eine Scheibe, wobei die 
Feldrichtung der Mantelflache parallel ist2). 

(349) und (351) gelten auch fur sehr kleine Hohlungen in beliebigen Korpern, 
wenn die Dimension der Hohlung in Richtung der Feldstarke sehr groB oder sehr 
klein gegen die Querdimensionen ist. Es sind dann S)o' mo die Feldstarke und 
die Induktion ini Korper in der Nahe des Hohlraums, S) und m die Feldstarke 
und Induktion im Innern des Hohlraumes 3). Es ist also moglich, mit Hilfe von 
Bohrungen Feldstarke und Induktion im Innern eines fest en Korpers zu messen. 
Das wird auch noch gelten, wenn der Korper wahren Magnetismusbesitzt. 
Nach (317) besteht also die Moglichkeit, MI , also auch Mw hir jeden Punkt zu 
messen, und daher auch (!w' Freilich setzt das voraus, daB wir beliebig viele 
Magnete zur Verhigung haben, von denen wir wissen, daB sie genau gleich be­
schaffen sind. Urn M,,) zu messen, muB entweder die Permeabilitat bekannt sein, 
oder es mussen z wei Wertepaare von S) und m gemessen werden. 

Es gibt also, wie schon in Ziff. 40 bemerkt wurde, prinzipiell beobachtbare 
Eigenschaften von Mw , durch die sich das Feld dieses Vektors vor allen anderen 
Vektorfeldern auszeichnet, zu denen dieselbe F eldverteilung im AuBenraum gehort. 

Fur die von einem sehr langgestreckten Rotationsellipsoid herruhrende Zu­
satzfeldstarke in einem sehr weit entfernten Punkt der Rotationsachse haben 
wir entsprechend (289) 

(352) 

wenn r den Abstand des Aufpunktes vom Mittelpunkt des Ellipsoids bedeutet 
und V sein Volumen, d. i. nach (341) 

2 VAx' 6 a2 ) 

.8 = (1 + Ax) y3 \ 1 + 5 r3 S)o' 

69. Schirmwirkung. Bringen wir eine Hohlkugel mit den 
in ein homogenes F eld S)o, so wird im Innern der Hohlkugel 

1 

(353 ) 

(354) 4) 

1) Vgl. J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. 2, Art. 398; keinesfaHs darf man in der Theorie des 
Magnetismus einen Stab immer durch ein lang gestrecktes Rotationsellipsoid ersetzen. So hat 
z. B. ein homogen magnetisierter Stab nur Magnetismus am Ende. 1st aber Qo ein senkrecht zur 
Achse durch den Mittelpunkt eines homogen magnetisierten Ellipsoids gelegter Querschnitt, 
und Q ein anderer Querschnitt, so daB zwischen Q und Qo nur ein Bruchteil e des gesamten 
wahren Magnetismus eines Vorzeichens liegen soH, so wachst der Abstand zwischen Qo und 
dem Ende proportional mit der Lange der Achse. 

2) Vgl. J. CL. MAXWELL, a. a. O. Art. 399. 
3) Auf diesen Fall beziehen sich die in den beiden vorigen Anmerkungen zitierten 

Betrachtungen von MAXWELL. 
4) Siehe R. GANS, EinfUhrung in die Theorie des Magnetismus, S.45. Leipzig 1908. 
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1st also f1 sehr groB, so wird das Feld im Innern sehr klein, und urn so mehr, je 
dicker die Wandung gegen den Halbmesser der auBeren Kugeloberflache ist. 
Darauf beruht die Schirmwirkung durch eine Hiille weichen Eisens. In Abb.15, 

die dem Werke von H. EBERT!) 
entnommen ist, ist der Verlauf 
von Kraftlinien dargestellt, die 
sich unter dem EinfluB der Pole 
eines Hufeisenmagneten ausbil­
den, zwischen die ein Ring aus 
Eisen gebracht wird. Schirm­
wirkungen treten auch in Teilen 
des Feldes auf, die nicht ganz 
von Eisenmassen umschlossen 
sind. Hinter Eisenmassen bildet 
sich ein "magnetischer Schatten". 
Man vergleiche das untenstehende 

Abb.15· Schirmwirkung. ebenfalls von H. EBERT2) herriih­
rende Eisenfeillichtbild (Abb. 16). 

70. Schein bare Magnetisierung perman enter Magnete. Berechnen wir jetzt 
die induzierte Dichte und die induzierte Magnetisierung eines isolierten permanen­
ten Magneten, der die Gestalt eines Ellipsoids und eine konstante wahre Magneti­

Abb. 16. Magnetischer Schatten. 

sierung WCw besitzt. Ein homogenes auBeres 
Feld sei nicht vorhanden. 1m Innern haben 
wir. also nur das Zusatzfeld. Es ist somit 

S) =2· (355) 

Wieder berechnen wir 2 den Gleichun~ 
gen (287) und (340) entsprechend aus 
der Magnetisierung; aber es ist jetzt die 
gesam te Magnetisierung in Rechnung 
zu setzen, die aus wahrer und induzierter 
Magnetisierung besteht. 

Also haben wir 

2", = -A (wew ", + wei"') usw. 

Nun ist 

Somit bekommen wir 

'<) __ A we 
,()'" - 1 + A x w'" usw. (356) 

Raumdichte ist nicht vorhanden. Fiir die freie Flachendichte bekommen 
wir in einem Punkt der Oberflache we!", also ist 

. _ lmwx cos (1'x) + lmWY cos (1'y) + lmwz cos (v z) 
YJ! - 1 + A x 1 + B x 1 + c" . (358) 

1) H. EBERT, Magnetische Kraftfelder, 2. Auf!., S.40. Leipzig 1905. 
2) H. EBERT, a. a . O. S. 41. 
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Bringen wir den Magneten in ein auBeres Feld, so werden sich die freie Diehte 
und die freie Magnetisierung verandern. Wir bezeiehnen nun aber die dureh (357) 
und dureh (358) gegebenen, bei Abwesenheit des auBeren Feldes vorhandenen 
Werte von imj und 'YJ, mit im,. und 'YJ,.. Die Werte 'YJf. haften natiirlich an den 
Oberflachenelementen des Magneten, und imlo ist mit seinen Volumenelementen 
verbunden und liegt relativ zum Korper fest. Solange keine permanenten Magnete 
und keine Strome in merklicher Nahe sind, ist der Magnet von einem Felde 
umgeben, das sich berechnet, als 0 b die Permeabilitat 1, seine wahre Magnetisie­
rung im,. und seine wahre Dichte 'YJ,. ware. Wir nennen daher nach COHNl) me,. die 
schein bare Magnetisierung und 'YJ,. die schein bare Dich te (vgl. S. 65). 

Machen wir die - falsche - Annahme, daB diePermeabilitat 1 sei, und 
ermitteln unter dieser Annahme eine Verteilung der Magnetisierung als wahre2), 

so wiirde doeh der Fehler nicht bemerkt, wenn wir den Magneten nur sehwachen 
Feldern aussetzten oder die Feldstarke durch Induktionsversuche messen. Ins­
besondere kann aueh die Wechselwirkung permanenter Magnete, die sehr weit 
voneinander entfernt sind, ganz so beschrieben werden, als wenn ihre Permea­
bilitat 1 ware; davon haben wir im ersten Abschnitt unserer Betrachtungen Ge­
brauch gemacht. 

DaB aber diese Magnetisierung nicht die wahre ist, stellt sich heraus, wenn 
wir dem Magneten andere annahern oder ihn zerbrechen. 

Sei nun die wahre Magnetisierung einer Aehse des Ellipsoids, sagen wir 
der Achse a, parallel. 1st diese dann sehr groB gegen mindestens eine der anderen 
Achsen, so wird A = 0, und wir erhalten 

im, • .l:= ~"" 

im'oll = ~1I = ° , 
im,. = imU7 , 

d. h. die schein15are Magnetisierung wird gleieh der wahren3). Das tritt 
insbesondere ein fUr langgestreckte Rotationsellipsoide, die langs der Rotations­
achse liegen, und fur Seheiben, die parallel der Scheibenflache magnetisiert sind. 
In solchen Fallen ist auch die scheinbare Dichte sehr nahe der wahren Dichte. 
COULOMB benutzte bei seinen mit der Drehwage angestellten Versuchen Nadeln 
von 64,97 em Lange und 0,34 cm Durchmesser 4). 1st a klein gegen b und c, was 
z. B. eintritt, wenn eine dunne Platte senkrecht zur Scheibenflac:he magnetisiert 
ist, so wird nach (350) A = 4n und daher 

1 im,. = _~5). 
fl 

Es ist endlich leicht, die induzierte Magnetisierung eines permanenten 
Magneten im homogenen Magnetfeld ~o zu berechnen. Es ist 

also 

im,;", = "(.8", + ~o"') , 
.8", = - A (~R..", + im,;",) , 

iD4", = "~o,,, - "A~", - xAim,;"" 

im.,. = 1 +" A " (~o'" - A imU7 ",) usw. 

1) E. COHN, Das elektromagnetische Feld, S.216. Leipzig 1900. 

(359) 

2) Wir erinnem daran, daB das Volumenintegral der Magnetisierung das Moment ist 
[Ziff.40, Gl. (145)], und daB dieses sowohl die Femwirkung bestimmt [Ziff. 40, Gl. (150)] als auch 
das Drehmoment [Ziff. 38, GI. (134)], das der Magnet im Felde erfahrt. 

3) E. COHN, a. a. O. S.216. - 4) CH. A. COULOMB, Ostwalds Klassiker S.37. 
6) E. COHN, a. a. O. S.217. 
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Verschwindet das auBere Feld, so gehen diese Formeln in (356) iiber, verschwin­
det die wahre Magnetisierung, in (341). 

71. Magnetomotorische Kraft. Magnetischer Kreis. Wir miissen jetzt eine 
wichtige Beziehung besprechen, die in einer bemerkenswerten Analogie zu dem 
bekannten OHMschen Gesetz steht. Ausdriicklich sei bemerkt, daB wir uns hier 
auf den Fall der Abwesenheit elektrischer Strome beschranken. 

Betrachten wir zunachst ein Gebiet, in dem kein wahrer Magnetismus vor­
handen ist. Hier ist 

wenn wieder 

gesetzt wird. 

rotSJ = 0, 

div~ = 0, 

~ =,uSJ 

(360) 

(361 ) 

(362) 

Unter einer Induktionslinie verstehen wir wieder eine Kurve, die iiberall 
parallel ~ ist. Betrachten wir nun eine infinitesimale Induktionsrohre aus solchen 
Kurven, so wird nach (361) I5q 1~llangs der ganzen Rohre konstant sein, unter I5q 
einen senkrechten Querschnitt der Rohre verstanden; 15 q I ~ I nennen wir den 
InduktionsfluB. Seien nun A und B zwei Punkte auf dieser R5hre, so ist die 
zwischen A und B bestehende Potentialdifferenz 

B 

- (cJ>B - (jj A) = f SJ8 ds . 
A 

Hierbei ist es gleichgiiltig, auf welchem Weg wir in tegrieren. 
Wahlen wir den Weg langs der Rohre, so erhalten wir 

B 

-(cJ>B- cJ>A) = f~:s, 
A 

und da 15 q I ~ I konstant ist, 
B 

= +1~ll5qf~::, 
A 

wo das obere ·oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdel 
von A zu B hat oder die entgegengesetzte. 

Wir setzen nun 

und haben 

- (cJ>B - cJ> A) = V M , 

±I ~ll5q = 1M, 
B 

fodqS"" = WM 

A 

~ die Richtung 

(365) 

(366) 

W M wird also aus der Permeabilitat ebenso berechnet wie der ele._sische Wider­
stand aus dem spezifischen Leitvermogen. Wir nennen daher die Permeabilitat ,u 
auch das spezifische magnetische Lei tvermogen, W M den magnetischen 
Widerstand, 1 Mden magnetischenStrom und V M die magnetomotorische 
Kraft und haben in (366) ein Analogon zum OHMschen Geset.z1). 

1) Die Auffassung magnetischer Krllfte als eines Stromes findetsich schon bei EULER, 
Briefe an eine deutsche Prinzessin III, 44, bzw. bei fortlaufender Numerierung der Briefe 176; 
vgl. besonders H. DUBOIS, Magnetische Kreise, S. 176. Berlin 1894. 
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Wir bemerken noch besonders, daB V M nicht nur durch Integration uber 
die gegebene Induktionskurve gefunden wird. 

Rucken A und B zusammen, so wird V M = O. Es kann also keine ganz im 
magnetismusfreien Gebiet verlaufende geschlossene Induktionskurve geben; es 
gibt uberhaupt keine geschlossene Kurve, die uberall, wenn sie in derselben 
Richtung durchlaufen wird, dem Vektor \13 parallel ware. Denn Hings einer 
soIchen Kurve muBte uberall auch SJ der Fortschreitungsrichtung parallel sein, 
im Widerspruch mit der Gleichung J SJs ds = O. Wohl aber gibt es geschlossene 
Induktionslinien, die durch permanente Magnete hindurchfUhren1). 

Wenn wir nun unsere Kurve auch durch permanente Magnete hindurch­
fUhren, so werden wir unsere Definition verallgemeinern. Die magnetomotorische 
Kraft, die zu zwei Punkten A und B gehort, setzen wir 

B 

VM = f~8dS. (367) 
A 

Dieses Integral ist n i c h t yom Wege unabhangig. Wir wollen also der Induktions­
rohre folgen und auch annehmen, daB von den beiden Punkten A und B der 
zuerst kommende A sei. Wieder haben wir 

B B 

VM =f~8 ds = + I j81 bqj'.dS , 
It - uq fl 

A A 

wenn jetzt 

(368) 

(369) 

(370) 

gesetzt wird. Diese Gleichung konnen wir auf eine geschlossene infinitesimale 
Rohre anwenden.Sie hat aber noch keine groBe Bedeutung fUr uns, solange 
wir nicht wissen, weIche GroBe darin konstant ist. Doch HiBt sich das durch 
eine von R. GANS und R. H. WEBER angegebene Umformung entscheiden 2). 

Fur eine geschlossene Induktionsrohre ist 

V M =f~s ds = J'~S,)s +4nWCws ds =fSJ ds + 4nfWC'vs ds, 
It • I'. S it 

(371) 

Das Integral in dem letzten Ausdruck braucht nun offenbar nur uber die perma­
nenten Magnete erstreckt zu werden. Es ist aber, wie (367) zeigt, nicht so, daB 
nur Stuck en der Induktionsrohre, die im permanent en Magneten verlaufen, 
die durch (371) gegebenen magnetomotorischen Krafte zukommen, den anderen 
gar keine, sondern das Integral liefert die magnetomotorische Kraft fUr die 
Gesamtrohre. Es steht aber natiirlich nichts im Wege, als magnetomotorische 
Kraft auch fur ungeschlossene Rohren das Integral (371) zu definieren. 

Wenn wir nun in dem auBerhalb der permanenten Magnete liegenden Raum 
die Permeabilitat andern, so wird die gesamte magnetomotorische Kraft einer In­
duktionsrohre nach (371) konstant bleiben, sofern ihr Verlauf in dem permanenten 
Magneten sich nicht andert, mag auch der Beitrag der permanent en Magnete 

1) Es kann sein, daB Hings einer solchen Kurve uberall S,) parallel der Tangente ist; 
aber S,) wird dann beim Durchlaufen der Kurve nicht immer der Fortschreitungsrichtung 
parallel sein. 

2) R. GANS U. R. H. WEBER, Ann. d. Phys. Ed. 16, S. 172. 1905. 
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dazu sich andern. Unter der Voraussetzung also, daB der VerIauf der Rohre 
in den permanenten Magneten derselbe bleibt, darf in (369) V M als konstant 
angesehen werden. Wenn sich das experiment ell bestatigt, so ist damit zugleich 
ein Beweis geliefert, daB wir dem Korper eine konstante wahre Magnetisierung, 
also auch eine konstante wahre Dichte zuschreiben diirfen. 

Die experimentellen Untersuchungen sind von R. H. WEBER ausgefiihrtl). 
Er verwandte einen halbkreisformigen Magneten aus Remystahl, an den sich 
zwei viertelkreisformige Eisenstiicke gleichen Durchmessers anschlossen. Die 
beiden viertelkreisformigen Eisenstiicke (Poischuhe) lieBen einen Spalt von 2 mm, 
den MeBspalt, zwischen sich offen. Der Stahlmagnet konnte von den Poischuhen 
entfernt werden, so daB zwei variable Spalte entstanden. Nun ist nach (369), (370) 

Iml~q = WMi:MWMa' (372) 

Hier ist W Mi der innere Widerstand der permanenten Magnete und der Poischuhe, 
zu dem auch der Widerstand des MeBspaltes gerechnet werden kann, W Mader 
auBereWiderstand der vaiiabeln Spalte. I m I ~ q wurde mit· einer MeBspule 
gemessen, die sich etwa in der Mitte des Spaltes befand und plotzlich heraus­
geschleudert wurde. Die durch diese Spule hindurchgehende Induktionsrohre 
wird offenbar ihren Verlauf in dem permanenten Magneten nicht wesentlich 
andern, wenn die Spaltbreite variiert wird. Kann man nun wirklich mit einer 
konstanten wahren Magnetisierung rechnen, so muB V M konstant sein, ebenso W Mi, 

dagegen werden I m I ~ q und W M a variabel und W Ma der Gesamtlange l der variabeln 
Spalte proportional sein 2), so daB fUr den Skalenausschlag s des ballistischen Gal­
vanometers gelten muB 

(373) 
unter at> a2 Konstanten verstanden. 

Diese Formel wurde nun mit der Erfahrung verglichen und eine gute Ober­
einstimmung erhalten, wenn auch die Fehler die MeBgenauigkeit iiberschritten. 
So kam R. H. WEBER zu dem Ergebnis: Wenn mit der Widerstandsanderung 
Feldanderungen von weniger als 15% verbunden sind, kann man mit einer wohl 
fiir alle Zwecke ausreichenden Genauigkeit das Integral J'mwds als konstant 
ansehen; bei groBer Feldanderung ist die Konstanz wohl moglich, aber durch 
die Versuche nicht bewiesen. 

III. Keine Proportionalitat zwischen induzierter 
Magnetisierung und Feldstarke. 

a) Die induzierte Magnetisierung ist eine eindeutige Funktion 
der Feldstarke. 

72. Erweiterung des Ansatzes. Wir haben unsere Ansatze schrittweise 
verallgemeinert. Wir gingen aus von der Gleichung 

divSJ = 4n e. 
1) R. H. WEBER, Ann. d. Phys. Bd. 16, S.178. 1905. f~ 
2) Fur die Anteile des Magneten und der Spalte zum Integral Ii ds ergibt sich 

WMal>BIJq = VMWMa = ~~; WMd>B1 Jq = VM , 
WMi + WMa WMi . WMa 1+-- 1+--

WMa WMi 

also beides GroJ3en, die durchaus nicht konstant sind. Man sieht den Nutzen der Umformung. 
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Diese Gleichung ist voilkommen richtig, wenn (! als freie Dichte verstanden wird. 
Soil aber e die an dem Korperelement haftende wahre Dichte bedeuten, so bezieht 
sich jene Gleichung auf einen Spezialfall, der nie zu realisieren ist, den Fall 
namlich, daB die Permeabilitat = 1 ist. Del' zweite Schritt war,daB wir setzten 

div,uSj = 4n(!w' 

Der Inhalt dieser Gleichung laBt sich auch folgendermaBen ausdriicken: Es gibt 
einen quellenfreien Vektor )8, der mit Sj durch die Beziehung 

)8 = ,uSj + IDlw 

zusammenhangt, wo IDlw ein dem betrachteten Magnet zukommender konstanter 
Vektor, und ,u eine Konstante ist (die von IDlw abhangt). Aber das gilt nur 
angenahert fUr kleine Feldstarken. Die nachste Erweiterung nun des Ansatzes 
ist die folgende: 

Es sei der quellenfreie Vektor 

(374) 

Dabei sei $ dem Sj parallel und gleichgerichtet - diamagnetische Substanzen 
(Ziff. 46) werden also in diesem Abschnitt nicht betrachtet -, und sein absoluter 
Betrag sei eine eindeutige Funktion des absoluten Betrages von Sj, also 

p = t (H), ()75) 

wenn, wie es in diesem Abschnitt geschieht, der absolute Betrag von Vektoren 
durch lateinische Buchstaben bezeichnet wird; fUr Sj = 0 verschwinae auch $. 
IDlw sei ein an den Punkten des Korpers haftender Vektor - die wahre Mag­
netisierung. Ferner nehmen wir noch an, daB an jeder Stelle des Korpers dem 
groBeren Sj das groBere $ entspricht. 

Es ist also 
div $ = -4n divIDlw = 4n(!w, 

div$ = -4ndivIDlw = 4n'IJw, 

(76) 

(377) 

wo (!w und 'lJw die am Korper haftende raumliche und flachenhafte wahre Dichte 
sind. Naturlich soil auch jetzt 

rotSj = 0 (378) 

sein. Das zu Sj gehOrige Potential soil im Unendlichen, wo wir keine Materie an­
nehmen, wie constjr verschwinden, und jede Komponente von $ = Sj wie constjr2, 

unter r die Entfernung von einem festen Punkte im Endlichen verstanden. 
Dieser Ansatz wird nur Bedeutung fUr die Faile haben, wo der einfache 

Ansatz des Abschnittes II nicht mehr zulassig ist, ohne daB es doch fUr 
eine angenaherte Darstellung notig ware, die im Teil III b kurz darzu­
stellenden Erscheinungen zu berucksichtigen. Das trifft nun zu einerseits 
fUr ferromagnetische Substanzen, die einem gewissen Verfahren unterworfen 
sind1), andererseits fur paramagnetische bei sehr tiefen Temperaturen2). Der 
hier zugrunde gelegte Ansatz muB sich also auf die Erfahrung anwenden lassen3). 

1) Siehe E. GUMLICH U. W. STEINHAUS, Elektrot. ZS. Bd.36, S.675. 691. 1915. 
2) H. KAMERLINGH ONNES, Proc. Amsterdam Bd. 17, S. 283. 1914; Versl. Verg. Deel 

23, S. 172, 1914. 
3) Der Ansatz wurde von COHN in einem Abschnitt seines Lehrbuches gemacht (S. 510f.); 

in einer spateren Arbeit (ZS. f. Phys. Bd. 13, S. 50. 1923) wird der Ansatz dahin speziali-
siert, daB ffir permanente Magnete ~ dem ~ proportional sein soIl. . 

Handbuch der Physik. XV. 7 
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Wir haben zunachst58 alseinen Vektor eingefiihrt, desse:o. Divergenz ver­
schwindet;. indem wir seine Divergenz gleich Null setzen, sprechen wir, je nach 
dem gewahlten Ansatz, gewisse GesetzmaBigkeiten iiber die Verteilung von SJ im 
AuBenraum von festen Korpern aus, wQbei insbesondere die Lagenanderungen der 
Magnete in Betracht gezogen werden. Aber 58 hat aucheine selbstandige Be­
deutung. 

Es wurde schon erwahnt, daB 58 die Feldstarke ist, die im scheibenformigen 
Hohlrauin gemessen wird. In manchen Fallen kann man auch den Induktions­
fluB, d. h. das iiber eine Flache genommene Integral 

j5B"do 

bestimmen. Nach der zweiten MAxwELLschen Gleichung ist seine Al1derungs­
geschwindigkeit 

wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet und V die elektromotorische Kraft, 
die in einem die Flache berandenden Draht erzeugt wird. 1st also W der Wider­
stand eines solchen Drahtes, so wird bei Anderung des Induktionsflusses durch 
ibn eine mit dem ballistischen Galvanometer zu messende Elektrizitatsmenge E 
flieBen, die gegebeh ist durch f 

LI 58"do = cEW. (379) 

Wenn zu Anfang eines Prozesses kein InduktionsfluB vorhanden war, so ist 
also der am Ende vorhandene durch (379) gegeben; ebenso kann man fiir eine 
Menge aufeinanderfolgender Zustande den InduktionsfluB nach (379) ermitteln. 
.. 73. Eindeutige Bestimmung des Feldes aus dessen Diehte1). Wir wollen 
zeigen, daB durch unsere Ansatze das Feld sich eindeutig aus der wahren 
Dichte bestimmt. . 

Seien SJ1' $1; SJ2' $2 zwei Losungen, und sei 1jJ das zu SJ2 - SJ1 gehOrige Po­
tential, so wird iiberall 

div$l = div$2 = 4new, 

div $1 = div $2 = 4n 1]w 

sein und die Normalkornponente von $2 - $1 iiberall stetig. Nun ergibt sich 
durch partielle Integration fiir das iiber den unendlichen Raum erstreckte Integral 

] = / ($2 - $1)(SJ2 - SJl) dT 

= - /($2 - $1) grad1jJdT, 

unter Beriicksichtigung der Unendlichkeitsbedingungen und der Stetigkeit der 
Normalkomponenten von ($2 - $1), der Wert 

/ (div $2 - div$l) 1jJdT = O. 

Aber der Integrand von] ist 

($2 - $1) (SJ2 - SJ1) 

= ($1 SJ1 + $2 SJ2) - ($1 SJ2 + $2 SJ1) 

= P1Hl + P2H2 - [PI H2 + P2H1] cos (SJ1' SJ2) 

;=::: (P2 - PI) (H2 - HI) also nach Voraussetzung (Ziff. 72) >0. 

l)Siehe E. COHN (FuBnote 1. S. 93). S.514. 
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Der Integrand mnK also Null sein, und daher 

S)2 = SJl' 

\132 =$1' 

99 

74. Induzierte Dichte und induzierter Magnetismus. Die Gleichungen (376}, 
(377) lassen sich in derselben Weise umformen wie die Gleichungen des vorigen 
Abschnittes. Wir setzen 

div \13 = div p, S) = 41l (!w , (380) 

div \13 = div p, S) = 4n 1Jw • (381) 

Dabei heiBt die GroBe p, die Permea bili tat; sie ist keine Konstante, sondern 
eine Funktion von H, namlich 

p f~ 0~ 
P,=HH' 

Wir, setzen ferner 
(383) 

und nennen (!f die freie raumliche Dichte, 1Jf die··freie flachenhafte 
Dich teo 

Aus (380) bis (383) folgt 
. ~-S) . fl- 1 
dlV~ = dlV~SJ = -((!f- (!w) = -(!i, 084) 

-~ - S) -fl- 1 
div~ = div~ S) = - (1Jf - 1Jw) = -1Ji • (385) 

(!i heiBt wieder die induzierte Raumd,ichte, 
1Ji die in d uzierte FI achendi ch fe und 

~-S) ,u-1 
~ = ---;rn S) = imi (386) 

die induzierte Magnetisierung. 
Die induzierte Magnetisierung ist wieder der Gesamtfeldstarke parallel und 

eine Funktion von ihr. Es ist namlich 

wofiir wir setzen 

Mi =f(H) -H, 
4.n 

087) 

(388) 

Md H werden wir wieder die Sus z e p t i b iii tat nennen und mit" bezeichnen; 
also ist 

f(H) -1 
cp (H) H fl - 1 • 

,,=--=---=--
H 4.n 4.n 

(389) 

Wir haben also zur Bestimmung der'Feldstarke aus den wahren Dichten (!w, 1Jw 
die Gleichungen 

rotS) = 0 

oder 

S) = -gradf~ d'l- grad!:: do, 

(!f = (!w + (!i 1Jf = 1Jw + 1Ji , 

(!i = - .div imi 1Ji = - div imi , 

Mi = C{!Q (H) = fQ (Hl-;- H, 

7* 

(390) 

(391) 

(392) 

(393) 

(394) 

(395) 
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wo wir durch den Index Q zum Ausdruck bringen, daB f und rp an den ver­
sehiedenen Punkten Q des Karpers verschiedene Funktionen sind. Dazu tritt 
noch die Unendliehkeitsbedingung. 

75. Zusatzkorper; homogenes Ellipsoid. Bringen wir einen unmagnetischen 
Zusatzkorper in ein homogenes Feld ~o, so wird dort eine Zusatzfeldstarke 3 erregt. 

oder 

Unsere Gleiehungen ftir diesen Fall sind: 

~ =~o +3, 
rot3 = 0, 

div3i = 4.71 (!i, divEi = 4.711Ji' 

f e. f'II' .8 = -grad -:; dT - grad --; do, 

(396) 

(397) 

(398) 

(399) 

(400) 

(395) 

.8 gentigt der Unendlichkeitsbedingung. Der Zusatzkarper ist homogen, wenn fQ 
dieselbe Funktion fUr aIle Punkte ist. Dann ist aueh 

und 

dieselbe Funktion fUr aIle Punkte. 
Die~se Gleiehungen kannen nur eine Lasung haben, wie man erkennt, wenn 

man sieh ~o dureh unendlieh ferne, sehr starke permanente Magnete erzeugt denkt 
und das Ergebnis von Ziff. 73 anwendet. Man kann aber die Eindeutigkeit 
aueh zeigen, ohne diesen Grenztibergang zu benutzen; dazu hat man die in Ziff. 73 
benutzte Form der Gleichungen herzustellen und nur zu bertieksiehtigen, daB die 
Unendliehkeitsbedingung ~ -- ~o betrifft. Man kann dann ganz entspreehend 
wie in Ziff. 73 verfahren. 

Gehen wir jetzt zur Betraehtung eines homogenen Zusat~karpers tiber. Ftir 
einen solchen ist fk tiberall dieselbe Funktion, hat aber nieht tiberall denselben 
Wert. Aus der Gleiehung 

divfk~ = 0 
oder 

~ grad/L + ,u div~ = 0 

darf man nieht sehlieBen, daB tiberall Qi = 0 sei. W ahrend also im homogenen 
Feld ein homogener Karper un ter den frtiheren, vereinfaeh ten An­
nahmen keine induzierte Raumdiehte besitzt, mlissen wir jetzt 
im allgemeinen aueh magnetische Raumdiehte berticksiehtigen. 
Dagegen fehlt im homogenen Elli psoid aueh unter den jetzigen, allgemeineren 
Voraussetzungen die raumliehe induzierte Diehte. 

Sehen wir nun noeh einmal die Lasungen an, die wir unter den frtiheren, 
vercinfachenden Annahmen fUr diesen Fall gefunden haben. ~o sei gegeben. Dann 
ist fUr das Innere des Ellipsoids ~ dureh (343) gegeben, und zwar hiingt bei ge­
gebener Gestalt des Ellipsoids ~ noeh von fk abo Aus (343) folgt, daB fUr 

It = 1 oder 
fUr 

fk = 00 oder " = 00: ~ = 0 

wird. imi wird aber ~ parallel. 
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In unscrem FaIle ist die Permeabilitat fh = Iff) von H abhangig. Zeichnen 

wir nun (Abb. 17) eine H- und eine fh-Achse und eine Kurve I, die nach (343) H 
als Funktion von ft darstellt; zweitens in dasselbe Diagramm eine Kurve II, 
die gemaB der Beschaffenheit des Stoffes fh als Funktion von H darstellt. Diese 
beiden Kurven mussen sich, wie geometrisch sofort zu ersehen, mindestens in 
einem Punkte schneiden. Sei 5 ein solcher, und seien nun Ii, ~ die 5 zukommenden 
Werte, so wird im lnnern des Ellipsoids die Feldstarke 5) herrschen mussen. Denken 
wir uns namlich zunachst unser Ellipsoid durch einen Stoff ausgefiillt, fUr den 
fh = Ii unabhangig von der Feldstarke ist, so wurde gemaB der Kurve I 5) dort =&5 
sein, die Raumdichte =Ound nurinduzierte Flachendichtevorhanden sein. Nuner­
setzen wir aber diesen Stoff durch den uns vorgegebenen. Wir mussen zu der 
Lasung unseres Problems gelangen, wenn wir in die Gleichungen (395) bis (400) 
die GraBen einsetzen, die dem vorigen Fall entsprechen, also die wahre raumliche 
Dichte Null setzen. Denn die im vorigen Fall vorhandenen Werte von 5), IDei , 3, 
'YJi' ei, die wir mit 5)', IDei, 3', 17i, ei (=0) bezeichnen mGgen, befriedigen 
offenbar (346) bis (400), und 3' befriedigt die Unendlichkeitsbedingung. Ferner ist 

-- H' - H' M( = ,---fl __ _ 

• 4:n: 

Da aber 5 auf I liegt, ist seine Ordinate 

H=H', 

und- da 5 auf II liegt, so ist 

also 
Ii if = j(ii) = j (H') , 

t(H') - H' M( == '---'----'---
• 4:n:' 

H 

I 

d. h. auch (395) ist erfiillt. {-'-=1 fl-
lm lnnern des Ellipsoids kann also wirk- Abb. 17. Bestimmung der Feld-

lich das Feld 5)' bestehen, und dies Feld muB starke im homogenen Ellipsoid. 
auch wegen der Eindeutigkeit bestehen. Wir 
erhalten also in der Tat eine Lasung, bei der das Zusatzfeld, die induzierte 
Magnetisierung und das Gesamtfeld homogen sind. Aus der Eindeutigkeit der 
Lasung von (395) bis (400) folgt auch, daB die Kurven I und II in Abb. 17 sich 
nur einmal schneiden. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor: Ein homogenes Ellipsoidim homogcnen 
magnetischen Feld laBt sich immer durch ein gleichgestaltetes Ellipsoid mit 
einer gewissen k 0 n s tan ten Permeabilitat ersetzen, insbesondere ist auch 
unter unserer erweiterten Annahme der Entmagnetisierungskoeffizient genau der­
selbe wie fruher. Es ist also wieder 

(401) 

wo A, B, C dieselben Werte wie fruher besitzen. 
76. Magnetisierungskurve und Scherung. Wir sahen Pals eindeutige 

Funktion von Han, womit auch Mi als Funktion von H gesetzt ist. Eine Kurve, 
die P oder Mi alsFunktion vonHveranschaulicht, nennen wirMagnetisierungs­
kurve. Nach unseren Annahmen geht eine Kurve, die Pals Funktion von H 
darstellt, aus der Mi-H-Kurve durch eine einfache geometrische Konstruktion 
hervor. Spater werden wir auch unsere jetzigen Annahmen noch verallgemeinern; 
dann wird im allgemeinen von V ektoren ~ und IDei iiberhaupt nicht geredet 
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werden konnen1), und wir haben dann nur die B-H-Diagramme bzw. die M-H­
Diagramme als, Magnetisierungskurven zu bezeichnen. 

, Wir wollen hiernur das Prinzipielle liber die Gewinnung einer Magneti­
sierungskurve durch Mess:ung an einem homogenen Ellipsoid im homogenen 
Feld besprechen. Es ist vor allem 2;11 bemerken, daB wir SJ nicht unmittel­
bar messen, sondem -zunachst das auBere Feld SJo. Dieses ist uns auf Grund 
seiner Entsiehung ,etwa aus permanenten Magneten oder, was praktisch von 
groBerer Bedeutung ist, auf Grund seiner Entstehung durch Strome bekannt. 
Die Art und Weise, wie das auBere Feld mit den Stromen zusammenhangt, 
ist i:m nachsten Kapitel zu besprechen. Insofern aber nun die Beziehung zwischen 
den Kurven Mi-H und Mi-Ho unabhangig von der Art der Erzeugung des 
Feldes gilt, ist die B~sprechung dieses Punktes schon hier am Platze. 

Umgibt man ein Rotationsellipsoid mit einer Stromspule, so kann man nach 
Ziff. 72 die Anderung des Induktionsflusses durch diese messen, also auch flir 
~ine Reihe von Werten den InduktionsfluB selbst, d. h. in diesem Fall f$ do 
und wegen·der Homogenitat des Feldes $ selbst und damit auch mi' Man kann 
aber auch we. etwa nach (352) aus dem ZusatzfeId eines Rotationsellipsoids 
ermitteln, das entweder mit Hilfe von Induktionsstromen nach (18) gemessen 

- wird 'oder nach dem Prinzjp der GAUssIschen Methode 
Mi (Ziff. 27) durch die Ablenkung von Magnetnadeln. 

Es ist also auf die verschiedenste Weise moglich, flir ein 
Rotationsellipsoid Mi als Funktion von Ho zu bestimmen, 
wo Ho der Rotationsachse parallel ist. Es wird aber die 
funktionale Abhangigkeit der induzierten Magnetisierung Mi 

Z von H gesucht. 
Gehen wir aus von ein'em Diagramm (Abb. 18), in dem 

Mi durch eine Kurve als Funktion von Ho dargestellt wird, 
und zeichnen eine Gerade dur~h den Ursprung, die mit der 

_-t"''--__ --'-~--;H.''':o, Ordinatenachse den Winkel IX einschlieBt, wo tglX = A, dem 
bzw.1i Entmagnetisierungskoeffizienten' ist. Diese Gerade heiBt die 

Scherungsgerade. 1st nunXoeinPunkt der gegebenen 
Abb,18. Scherung. K . d K d' H M . h d h'h urve mlt en oor maten 0.' i, so Zle t man urc 1 n 
die Parallele zur Abszissenachse, die die Scherungsgerade in Y, die Ordinatenachse 
in Z schneiden moge. Machen wir dann auf dieser Horizontalen Xo X = Y Z , 
wo X auf der Seite nacl} der Ordinatenachse liegt, so hat X die Ordinate Mi 
und die Abszisse 

Ho- tglXMi = Ho-AMi= H. 

X ist also ein Punkt der Magnetisierungskurve. Indem man dieses Verfahren auf 
aile beobachteten Punkte der Ho,Mi-Kurve anwendet, erhalt man ebensoviel 
Punkte der Magnetisierungskurve. Diese Methode, die Scherung heiBt, 
stammt von Lord RAYLEIGH 2). 

77. Energie. Die in voriger Ziffer beschriebenen Messungen der magnetischen 
Induktion beruhen auf dem FARADAYSchen Induktionsgesetz 

1 of r 
C 0 t $" do = ~ J Q;8 d S , 

\inter Q; die elektrische Feldstarke und unter c dieLichtgeschwindigkeit verstanden. 
Hiel' ist die erste Integration liber ein Flachenstlick zu erstrecken. Umlaufssinn 

1). AuEe. Del rleschrankung auf besondere Prozesse, wodurch wir auf die Voraus­
setzungen des Teiles II zurilckkommen. 

2) ,Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. Bd.22, S.175. 1886. 
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der Kurve und Normale auf der Flache sind sozu wahlen, daB vom Endpunkt der 
Normalen aus gesehen der Umlaufssinn entgegen dem Uhrzeigersinn erscheint. 

,Mit Hille des STOKEsschen Satzes erhalten wir aus (401) die zweite MAXWELL-
sche Gleichung 1 0 $ 

cat = -rotQ;. (402) 

L..U dieser Gleichung tritt nun die in Ziff. 54 benutzte erste MAXWELLsche 
Gleichung . 1 o~ 4.n. 

C e 'at = rotSj - c J (403) 

und die ebenfalls dort angefiihrte Gleichung 

j = a (Q; + Q;e) , 

Hieraus ergibt sich wie in Ziff. 54 

[~ Q; 0 ~ + f~ c; 0 $ .. [. Q;e d - r i~ d 
4.n ot 4.n~e' ot 1 T • (J 1:, 

(404) 

(405) 

wo die rechte Seite den Verlust an chemischer Energie in der Zeiteinheit, vermindert 

urn den Gewinn an Warmeenergie bedeutet. Kann daher 41.n Sj 00 ~ als Differential­

quotient einer Funktion der Feldstarke ·angesehen werden, so wird diese al.s 
rnagnetische Energiedichte anzusprechen sein. 

Denken wir uns zwei benachbarte Vektoren (Abb. 19) Sj, die Vektoren OA, 
O~und die ihnen zugehOrigen, ihnen parallelen ~-Vektoren ~C, OD. Beirn 
1Jbergang von Sj = OA zu Sj + ~Sj = OB wird sich ~ urn ~~ = CD andern. 
Nun ist Sj~~ = H rnultipliziert mit der Projektion von ~~ aufOB oderOD, oder 
es ist 

Sj~~=H·ED·· H~P. 

Dasselbe finden wir analytisch: 

~=,uSj, 

~x = ,u SjIJ) usw., 

~~IJ) = ,u ~SjIJ) + SjIJ) ~,u usw., 

Sj ~~ = ,uSj ~Sj + Sj2~,u = ,u H ~H + H2~,u = H ~ (,uH). 

Daher ist 
Sj!5~=H!5P. 

Es ist also auch 
0$ ap 

Sjat = Hat· 

c 

::~ 
o B E ~ ~O 

Setzen wir nun 

1 J oP u = 4.n H (fjjdH, 

, ifP , 
"/'+;''{' 

Abb. 19. ~1l$=H(JP. (408) 

so wird 
au 1 dP aH 1 ap 
at = 4.n H dH at = 4-;H --pt' 

und wir haben nach (405) und (407) 

af 1 a f f f'2 - -eQ;2 d. + - ud. =i Q;ed. - L. d1:. at 8.n at . (J 
(409) 
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Nach der erwahnten Bedeutung d~r rechten Seite ist klar, daB 

if dP 
u = 4.n H dH dH 

alsmagnetische Energiedichte und 

W = 4~fd-ef H ~~ dH 

als magnetische Energie angesehen werden kann1 ). 

Ziff. 78. 

(410) 

(411) 

78. Ponderomotorische Krafte2). Aus dem Ausdruck fUr die Energiedichte 
folgt der Ausdruck fur die ponderomotorischen Kiafte. Wir schlieBen Flachen­
dichte aus und set zen wieder ~ = /1- f;) bzw. P = fA- H, wo die Permeabilitat fA­
eine Funktion von H und einem durch die Materie bestimmten Parameter ist. 
Diesen Parameter, sowie e variieren wir und fragen nach der Anderung von u 
und W. 

Es ist nach (408) H 

also nach (406) 

Also wlrd 

u = ~HP - ~-fPdH 
4.n 4.n ' 

o 
H 

1 1 1 I au = -o(HP) - - PoH - - ouHdH 3) 4n 4n 4.n 
o 

H 

1 1 j =-4 HoP-- ofA-HdH, n 4n 
o 

H 

1 1 f au = -f;) 0143 - - OfA-H dH 4n 4n 
o 

H 

= - 4~ (gradq>, o~) - 4~f afA-H dH. 
o 

H 

aW = - -41 j'(gradq>, a~) d-e - ~fdTfa/tH dH 
n 4~ 

o 
H 

= 4~7f q>adiv~dT - 4~j d-efa/tHdH 
o 

R 

= f q> aew dT - 4~fd-efafA-HdH. 
o 

Werden die Veranderungen nur durch Verschiebung der Materie hervorge­
rufen, und ist 150 der Verschiebungsvektor, so ist 

a e = - div (e a 0) , 
(5 fA- = - (gradfl' 150) 4) . 

1) E. COHN (FuBnote 1, S. 93), S. 512. 
2) E. COHN. a. a. O. S. 514ff. 
3) (jft bezeichnet die Anderung von ,n als Funktion der Integrationsvariablen H, die 

fur einen festgehaltenen Wert von H eintreten wurde, wenn der oben erwalmte Parameter 
sich andert. 

4) grad ft ist der Gradient von der Permeabilitat ft, die infolge der Beschaffenheit des 
Korpers vorhanden sein wurde, wenn an derbetreffenden Stelle und in der Nachbarschaft 
das konstante Feld H ware. 
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Also haben wir H 

()W = - f IPdiv(l?w()~) dr: + 4~f dr:f HdH (gradfL, ()~) 
o 

H 

=-f SJl?w()~dr: + 4~fdr:()~f H dH gradfL· 
o 

Fiir die Kraftdichte folgt somit 
H 

f = l?wSJ - 4~I H dH gradfL· 
o 
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79. Spannungen2). Wie unter unseren fruheren vereinfachenden Bedingungen 
Hi.Bt sich auch jetzt die Kraftdichte durch Spannungen darstellen. Es ist 

f = opu + iJP",y + iJP",. (413) 
z ox oy iJz' 

H 

1 1 f Pu = 4n SJz ~z - 4n PdH usw. , 
o 

(414) 

Fur _eine von der Feldstarke unabhangige Permeabilitat gehen diese Formeln 
in (243) uber. Die Formeln bedeuten: Auf jedes zu den Kraftlinien senkrechte 
Flachenelement wirkt ein Zug vom Betrage 

H P 

41n (HP - f P dH) = 413JH dP, 
o 0 

und auf jedes parallele ein Druck vom Betrage 

H 

4~fpdH. 
o 

b) Die Magnetisierung keine Funktion der Feldstarke. 
Hysteresis. 

80. Allgemeiner Fall. Es wurde schon bemerkt, daB der in Ziff.72 ge· 
machte Ansatz nur fUr den Fall kleiner Feldstiirken mit der Erfahrung in Ein­
klang ist. 

Auch im allgemeinsten Fall haben wir Veranlassung, einen Vektor zu be­
trachten, dessen Divergenz verschwindet. Wir k6nnen ihn implizit durch die 
MAXWELLsche Gleichung 

1 0\8 
-- = -rotQ; c iJ t 

definieren. Erkann gemessen werden mit Hilfe von Induktionsstr6men oder 
auch durch seine ponderomotorischen Wirkungen, genau so, wie das in Ziff. 76 
unter den speziellen Voraussetzungen fUr ~ angegeben wurde. 

1) E. COHN (Fu/3note 1. S. 93). S. 516. 2) E. COHN. a. a. O. S.517. 
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Eine Zerlegung von )8 in I;JS und 4n 9)'i ist allgemein nieht mehr moglieh. 
Dagegen werden wir set zen 

(415) 

und [Ie die Magnetisierung nennen. - div 9)( nennen wir die magnetisehe raumliehe 
Diehte, - div 9JC die magnetisehe Flaehendiehte. Die Dichte laBt sieh nieht in 
wahre und induzierte Diehte zerlegen, unddie Bezeiehnung der Diehte als freie 
ist entbehrlieh. 

Da )8 keine Funktion von S) ist, seheinen zunachst die MAxwELLschen 
Gleiehungen niehts mehr zu besagen. Aber sie haben doeh einen Inhalt, deshalb 
namlieh, weil fUr ein gegebenes Material )8 dureh die Vorgesehiehte von S) 
eindeutig bestimmt ist. 

Ftir den Fall, daB an einer Stelle S) immer parallel bleibtl), und sieh sehr 
langsam verandert, ist diese Abhangigkeit noeh besonders einfaeh. Es kommt 
dann nur auf die Reihe der durehlaufenen Werte an, nieht aber auf die Ge­

sehwindigkeit - vorausgesetzt, daB diese 

B II nur hinreiehend klein ist - mit der die 
Werte durehlaufen werden2). 

Stellt man den Zustand des zu unter­
suehenden Korpers durch ein B-H-Dia­
gramm dar, so findet man folgendes: 

Vom N ullpunkt ausgehend, folgt man 
------"-/----::1"'---I-'-------;;H~ der "jungfraulichen Kurve", oder der 

o 
Abb.20. Hysteresiskurve. 

"N eukurve" ~A. LaBt man dann S) 
wieder abnehmen, so bewegt sich der 
reprasentierende Punkt auf einem Kurven­
stiick AB. Ftir jeden Punkt von AB ist 
also die Induktion B groBer als frtiher 
fUr dasselbe H. Wir nennen diese Er­
scheinung Hysteresis und den Ast AB 
den absteigenden Hysteresisast. Diesen 

konnen wir noeh weiter fortsetzen bis zu negativen Werten. Geht man 
bis zu D, so daB D die entgegengesetzt gleiche Feldstarke wie A entspricht, so 
ist auch die Induktion entgegengesetzt gleich. Man kann dann H wieder wachsen 
lassen und wird einen aufsteigenden Hysteresisast beschreiben, der in A auf 
den absteigenden Ast trifft. Die geschlossene Schleife ABCDEF heiBt Hyste­
resisschleife. Ziehen wir durch 0 irgendeine Gerade, so wird diese in zwei 
Punkten geschnitten, die von 0 denselben Abstand haben, d. h. der untere Teil 
der Hysteresisschleife geht aus dem oberen durch eine Spiegelung an der H-Achse 
und darauf an der B-Achse her-VOL Die Lange der durch 0 gehenden Ordinate OB 
stellt die Rem an e n z, d. h. die Induktion dar, die zurtickbleibt, wenn 
kein Feld mehr vorhanden ist. Der absolute Wert der negativen Abszisse OC stellt 
die Koerzitivkraft dar, d. h. die Gegenkraft, die angewandt werden muB, urn den 
Korper von seiner Induktion zu befreien, also gewissermaBen die Kraft, mit 
der er sie festhalt. 

LaBt man H immer groBere Werte annehmen, ehe man umkehrt, so bekommt 
man auch immer groBere Hysteresisschleifen. Alle diese konvergieren gegen eine 
offene Grenzschleife, die wir die m a x i mal eSc h 1 e i f e nennen wollen. Den 

1) Uber die sog. drehende Hysteresis s. Ziff. 83. 
2) Wird S) rasch verandert und dann konstant gehalten, so erreicht)8 erst nach einiger 

Zeit seinen definitiven Wert, der von dem verschieden ist, den man bei langsamer An­
derung erhalten hatte. 
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von ihr begrenzten FHichenraum nennen wir, nach MADELUNGl) , die m.a x i mal e 
H y s te resis fl ache. 

Durch beliebiges. Variieren der Feldstarke kann man, wie EWING2) gezeigt 
hat, jeden Punkt im Innem der Hysteresisfiache erreichen, und zwar auf unend­
lich viele Weisen, niemals aber einen Punkt auBerhalb dieser Flache. 

Uber das Verhalten von Magnetisierungskurven hat E. MADELUNG3) wich­
tige allgemeine Satze aufgestellt. Er nennt Umkehrpunkt einen Punkt, 
in dem der Sinn der Feldstarke und der Induktion sich umkehrt (d. h. also ein 
Punkt des Diagrammes ist nicht an sich Umkehrpunkt, sondem in einem ProzeB 
spielt er die Rolle eines Umkehrpunktes). MADELUNG findet nun: 

1. Jede Kurve.if (s. Abb. 21), die im Innem der maximalen Hysteresisfiache 
verlauft, ist durch den Umkehrpunkt A eindeutig definiert, aus dem sie 
hervorgeht. 

2. Macht man einen Punkt dieser Kurve selbst zu einem neuen Umkehr-
punkt B, so fiihrt die durch B definierte KurveB wieder zu dem Ausgangspunkt 
der Kurve.if zuriick. 

3. Wenn die in C auf B entspringende Magnetisierungskurve C iiber B 
hinaus foitgesetzt wird, so lauft sie als Fortsetzung der Kurve if weiter, auf der 
wir urspriinglich nach B gelangt waren, also so,als 
ob der Zyklus B-C~B gar nicht vorhanden. ge- . 
wesen ware. 

Von besonderer Wichtigkeit ist noch das Er­
gebnis, daB im B-H-Diagramm diejenigen 
Kurven, die aus Umkehrpunkten gleicher 
Ordinate hervorgehen, sich durch Parallel-

~ verschiebung mit geniigender Genauigkeit 
ineinander iiberfiihren lassen. 

'B 

Genaueres dariiber, wie die in dieser Ziffer mit- A 
geteilten GesetzmaBigkeiten gefunden werden, muB Abb. 21. Verhalten der Magnetisierungskurven bei 
einem anderen Kapitel vorbehalten bleiben. Weiter mehrfachem Durchgang 
unten solI das Prinzipielle dariiber bemerkt werden. durch Umkehrpunkte nach 

81. Bestimmung des Feldes aus den Stromen. E. MADELUNG. 
Wir wollen iiberlegen, wie sich nach diesen Ansatzen 
das Feld bestimmt. Denn die Abhangigkeit des Vektors \8 von der Vorgeschichte 
von S) ist nur ein Teil der Antwort auf diese Frage. Friiher dachten wir uns das 
Feld erzeugt durch permanente Magnete. Der Begriff des permanenten 
Magneten ist aber fiir unsem jetzigen Standpunkt zu speziell, er wird sich in 
der Tat als ein Sonderfall herausstellen (Ziff. 84). Dem folgenden Kapitel vor­
greifend, denken wir uns also im Felde veranderliche Strome gegeben und be­
zeichnen die Stromdichte mit j. Die Korper im Felde sollen aIle ruhen. 

Nun sind unsere Bedingungen, aus denen sich das Feld bestimmt (Kap.2, 
Ziff. 11): . 4 n 

rotS) =-i c 
(416) 

div\8 = O. (417) 

\8 ist eine fiir jeden Punkt des Raumes vorgeschriebene Funktion von der 
Vorgeschichte von S) 4). Die Vektoren \8 und S) geniigen der Unendlichkeits-

1) E. MADELUNG, Ann. d. Phys. Bd. 17, S.861. 1905. 
2) 1. A. EWING, Magnetische Induktion S.96. Berlin 1892. 
3) E. MADELUNG, a. a. 0., auch Phys. ZS. Bd. 13, S.436. 1912. 
') D. h. es gilt eine Vorschrift; die jeder Funktion SJ (t) einen Vektor m zuordnet. 
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bedingung. Es wird sich Sj aus einem sog. Vektorpotential (Kap. 2, Ziff.12) und 
einem gewohnlichen Potential ableiten lassen, und es wird wohl zu fordern 
sein, daB beide im Unendlichen wie const/r verschwinden, Sj also wie const/r2• 

Ob nun diese Ansatze das Feld wirklich bestimmen, ob es immer eine 
Losung gibt, und nur eine, ist eine mathematische Frage, die wohl noch nicht 
behandelt worden ist. (Dabei ist noch zu beachten, daB jene Funktion von der 
Vorgeschichte, wie oben (Ziff. 80) bemerkt, eine besonders einfache Form be­
sitzt, wenn die Strome sich sehr langsam verandern.) 

Es laBt sich aber leicht iibersehen, daB in einem homogenen Ellipsoid, das 
einem langsam veranderlichen homogenen Feld ausgesetzt wird, das innere Feld 
wieder homogen sein wird - wenigstens, daB bei einer Losung das der Fall 
ist. Auch im allgemeinen Fall konnen wir m bzw. m nach dem in Zif£. 76 ausein­
andergesetzten Verfahren messen. Wir haben auch jetzt entsprechend (401) 

(418) 

Das Scherungsverfahren ist also wieder anwendbar, und wir konnen daher aus 
einem M-Ho-Diagramm zu einem M-H-Diagramm und damit nach (415) zu 
einem B-H-Diagramm gelangen. Auf diese Weise konnten die in der vorigen 
Ziffer angegebenen GesetzmaBigkeiten festgestellt werden. 

82. Hysteresiswarme. 1st B keine eindeutige Funktion mehr von H, so 
laBt sich auch nicht mehr von einer magnetischen Energie reden. Man kann aber 
aus Sj und m einen Differentialausdruck bilden, der durch Integration iiber eine 
Hysteresisschleife die bei der Hysteresis auftretende Warme ergibt. 

Wir finden den Ausdruck aus den MAxwELLschen Gleichungen und dem 
OHMschen Gesetz. Wir gehen wieder von der MAxwELLschen Gleichung aus. 
Statt (402) haben wir jetzt 1 () 58 

c7H=-rot(;i;, (419) 

wo B = I m I keine eindeutige Funktion von H ist. Hierzu treten (403) und (404). 
Wir erhalten nun entspreclwnd (405) 

-" 1 1 -"m 1 d"C!1'2 U E rc; 2 d 1 '" V;<o d _ . rc;e._· 1 d 
7ft 8n ~ 7: + 4n 0", 7H 7: - 1 ~ - -; r. (420) 

Der Integrand des zweiten Integrals laBt sich jetzt nich t als Differentialquotient 
nach der Zeit darstellen. Da das erste Integral den Zuwachs an elektrischer 
Energie in der Zeiteinheit, die rechte Seite aber den Verlust an chemischer Energie 
in der Zeiteinheit, vermindert um den Gewinn an JOuLEscher Energie bedeutet, 
so muB bei einem KreisprozeB pro Volumeneinheit des Ferromagneticums eine 
Energieform sich um den Betrag 

4~1 Sjdm 
vermehrt haben oder um 

(421) 

wenn Induktion und Feldstarke immer parallel waren. In der Tat tritt, wie 
E. W ARBURG1) gezeigt hat, ein solcher Warmebetrag in dem ferromagnetischen 
Korper auf, die sog. Hysteresiswarme. Durch partielle Integration erhalten wir 

Q = - 41nl B dH . (422) 

1) E. WARBURG, Ann. d. Phys. (3) Bd. 13, S.141. 1881. 
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Es ist leicht zu sehen, daB Q immer positiv und gleich dem 4 n ten Teile 
des Flacheninhaltes der Hysteresisschleife ist. 

83. Drehende Hysteresis 1). Dreht man eine Eisenscheibe im Magnetfeld 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit, so beobachtet man, daB beim Beginn 
der Rotation die Induktion sich im Sinne der Scheibenrotation dreht und sehr 
bald eine abgelenkte Lage einnimmt. Halt man die Scheibe plotzlich an, so 
bleibt j8 in dieser Lage stehen, bildet also mit der Ausgangsrichtung (der Richtung 
des auBeren Feldes) einen Winkel 'P. Es bilden dann also Feldstarke und Induktion 
einen Winkel miteinander. Kehrt man die Drehrichtung urn, so wird j8 urn einen 
Winkel'P nach der anderen Richtung abgelenkt, der Vektor j8 macht also, wenn 
man plotzlich die Drehrichtung wechselt, einen Sprung im Betrage von 2'P. 
Dabei ist die GroBe von 'P von der Winkelgeschwiridigkeit der Drehung u n­
a b han gig. Diese Ergebnisse wurden von GANS und Loy ARTE durch Messungen 
mit dem ballistischen Galvanometer erhalten. Die Ablenkung der Induktion 
und die damit verhimdene Energievergeudung wird von GANS und LOYARTE 
als drehende Hysteresis bezeichnet; sie wird von ihnen mit folgendem 
mechanischen Versuch in Par allele gesetzt: Hangt man eine horizon tale Kreis­
scheibe an einem Drahte auf, laBt die Scheibe in ein mit Wasser gefiilltes GefaB 
tauchen, und versetzt dieses in Rotation, so wird wegen der Reibung die Scheibe 
aus ihrer Gleichgewichtslage abgelenkt, bis die Torsionskraft des Aufhangedrahtes 
den Reibungskraften das Gleichgewicht halt. Es besteht aber zwischen beiden 
Fallen der Unterschied, daB die Scheibe im Wasser eine urn so groBere Ablenkung 
erfahrt, je rascher das GefaB gedreht wird, wahrend die Ablenkung der Induktion 
unabhangig von der Drehung der Stahlscheibe ist. 

Fur die pro Umlauf und pro Volumeneinheit entwickelte Hysteresiswarme 
finden GANS und LOYARTE den Wert 

HoB . 
q = -( -~) Slll'P, 

2 1--
4:0: 

wo Ho das auBere Feld, B die Induktion ist, A der Entmagnetisierungsfaktor 
und 'P der Ablenkungswinkel, d. h. der Winkel zwischen Induktion und auBerem 
Feld. Dieser Winkel hangt bei gegebenem j8 von den Dimensionsverhaltnissen 
der Scheibe ab, nicht aber der Winkel zwischen der Induktion und dem 
inneren Feld. 

84. Reversible Permeabilitat. Kehrt man in einem bestimmten Punkt Q 
der Magnetisierungskurve B-H urn und laBt die Feldstarke urn LI H zunehmen, 
wenn der Punkt auf einem absteigenden Ast liegt, im anderen Fall urn LlH ab­
nehmen, entfernt sodann wieder dasZusatzfeld, so gelangt mannachdemzweiten 
MADELUNGSchen Satz (Zif£. 80) wieder zu dem urspriinglichen Punkt zuriick. 1st 
nun LI H sehr klein, so ist die dabei durchlaufene Schleife sehr' schmal und kann 
als ein doppelt durchlaufenes Geradenstiick angesehen werden2). Es kann also 
B dargestellt werden durch eine Gleichung von der Form 

B=aH+b, (423) 

solange H sich nicht zu sehr verandert; offenbar ist a der Tangens des Winkels 
zwischen der H-Achse und der Geraden, auf der sich der den Zustand reprasen­
tierende Punkt bewegt, b ist die Ordinate des Schnittpunktes jener Geraden 

1) R. GANS U. R. LOYARTE, Arch. f. Elektrot. Ed. 3, S. 139. 1915. 
2) R. GANS, Einfuhrung in die Theorie des Magnetismus, S. 57. Leipzig 1918; Ann. 

d. Phys. (4) Ed. 27, S. 1. 1908; vgl. auch R. GANS, ZS. f. Phys. Ed. 29, S. 270. 1924. 
E. SPUHRMANN, ZS. f. Phys. Ed. 39, S. 332. 1926. 
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mit der Ordinatenachse, der B-Achse (Abb.22). Die Gleichung hart aber' auf, 
zu gelten, wenn der reprasentierende Punkt iiber Q nach der Richtung wachsender H 
hinausgeht; denn' dann wanded er auf der von 0 durch Q hindurchgehenden 
Kurve weiter. Wir k6nnen daher Q die Reversibilitatsgrenze nennen. a nennen 
wir nach GANS die longitudinale reversible.Permeabilitat und schreiben 
fiir sie ttl' ttl ist verschieden, sowohl von der gew6hnlichen Permeabilitat 

tt = ; , als auch von dem Di~ferenti~lquotienten ttd = :; , wo auf der urspriing­

lichen Kurve fortgewandert wird. Zu ttl 'geh6rt natiirlich auch eine lon­

gitudin~le reversible Suszeptibilitat Xl= .u,-1, d. i. de~ Differential-
. 431: 

B 
quotient dMldH beim Fortschreiten auf dem rever­
siblen SHick.' Die Gleichung (423) schreiben wir 
nunmehr 

B=ttIH + b• (424) 

Wie 'oben bemerkt, hatte MADELUNG gefunden, 
daB die Magnetisierungskurven, die zu Umkehrpunk­
ten von derselben Ordinate geh6ren, auseinander 
durch Horizontalverschiebung hervorgehen. Daraus 

"HH folgt, daB flir ein und denselben K6rper ttl und. Xl 
angenahert nur durch B bestimnit sind, ode~da M 

Abb. 22. Longitudinale ,,1.. B . al' d h M b 
r.ever.sible Per.meabilitat angeniillert proportIOn 1st, urc . arii er 

nach R. GANS. hinausgeh:end hat GANS folgendes gefunden: Ver-
steht man unter Xo die Anfangssuszepti­

bili ta t, d. h. 'den Quotienten MjH flir sehr kleine Felder, unter Moo die 
Sattigungsmagnetisferung, d. h. die 'h6chste erreichbare Magneti­
sieru-ng, so ist xzlxo eine universale Funktion von MjMo (Ge­
setz der korrespondierenden Zustande). Durch theoretische noch nicht 
ver6ffentlichte Ubedegungen ge1angt GANS zu der Parameterdarstellung, deren 
Richtigkeit er experimentell bestatigtl). 

:0 = 3 (;2 - 6i~2;)' I 
M 1 (425) 
-=[tgx--. 
Moo x 

DEBYE 2) hat eine theoretische Deutung dieser Formeln gegeben. 
Man kanri aber der longitudinalen reversiblen Permeabilitat noch eine andere 

gegeniiberstellen. Bisher wurde nur der Fall betrachtet, daB man yom Null·· 
zustand ausgeheud immer uur Felder einer Richtung verwendet. Wir nennen 
diese Richtung die longitudinale. Nun k6nnen' wir aber noch ein kleines 
Zusatzfeld hinzufligen, in einer Richtung senkrecht dazu, die die t ran s v e r sal e 
Richtung heiBe. Wird eine transversale Zusatzfeldstarke~t zugefligt, so rnmmt 
auch die Induktion urn eine transversale Komponente mt zu. Dabei ist das 
Hinzufligen von ~t reversibel, d. h. wenn wir es entfernen, kommen wir zu dem 

alten Zustand zuriick. Den Quotienten :: = ttt bezeichnet GANS 3 ) als trans­

versale reversible Permeabilitat; sie ist von der lpngitudinalen rever­
siblen Permeabilitat vetschieden. 

1) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd. 29, S.301. 1909.; Phys. ZS. Bd. 12, S. 1053. 1911: Ann. 
d. Phys. Bd.61, S.379. 1920. 

2) P. DEBYE, Handb. d. Radiol. Bd. VI, S.722. 1925. 
3) R. GANS, Ann. d. Phys. (4) Bd.29, S. 304. 1909. 



Zifi. 85. Permanente Magnete. 111 

Geht man also von einem Zustand aus, in dem )8 II SJist, und der aus dem 
Nullzustand durch Anwendung von einem immer gleichgerichteten auBeren Feld 
entstanden ist, lafit sodann das Feld auf einem auf- bzw. absteigenden Ast 
etwas abnehmen bzw. zunehmen und zieht danach nur solche Anderungen von 
SJ in Betracht, fUr we1che 

1. die Zusatzfeldstarken klein sind, 
2 .. die Reversibilitatsgrenze 1) nicht uberschritten wird, 

so kann man nach G AN S setzen 

)8 = O+.,uISJI + ,utSJt· (426) 

Dabei lassen sich ,ul, Ilt als ein Tensor von rotationellipsoidischer Symmetrie 
auffassen. Man erhalt nun die element are Theorie hieraus, wenn man annimmt 

1. daB It I = fit ist, .. . 
2. daB b ein bei Bewegungen des Korpers fest mit ihm verbundener Vektor ist. 
Die erste Annahme ist nicht streng erfilllt. Immerhin gilt sie angenahert 

Hir kleine Magnetisierungen 2). Man wird dann setzen 

,ut = ,ul = ,u und b = 4n me," 
und erhalt dann aus (426) 

J )8 = ,uS) + 4n me",. (427) 

me", ist dann die wahre Magnetisierung. Aus 

div)8 = 0 
folgi 

div (,u SJ) = - 4n div mew (428) 

- divmew"'ist eine an der Materie haftende GroBe, die wahre Dichte. Wir sind 
damit zur elementaren Theorie zuruckgelangt, die wir aber jetzt als Naherungs­
theorie erkannt haben. 

85. Permanente Magnete. Die Gleichungen (427) und (428) werden nur 
gelten, wenn sich die Feldstarken nicht sehr verandern. Nun wollen wir einen 
Korper von der Stelle des Feldes, an der er sich befindet, entfernen und ihn der 
Einwirkung aller anderen Korper entziehen. An der Stelle, wo der Korper 
sich befand, wird nun noch eine von den ubrigen herruhrende Feldstarke zuruck­
bleiben. Diese. nennen wir die auBere Feldstarke. War nun die auBere Feld­
starke, unter der der Korper stand, sehr groB, so wird auch die totale innere in 
ihm herrschende Feldstarke sich stark geandert haben, und Hir den ProzeB der 
Entfernung werden die Gleichungen (427) und (428) nicht gelten. 

Von besonderem Interesse ist aber der Fall, daB die auBere Feldstarke Null 
oder sehr klein ist. Es ist durchaus nicht notig, daB in diesem Fall auch die innere 

. Feldstarke Null oder klein ist. Ein Korper, der, wenn auch nicht unter einer 
klein en Gesamtfeldstarke, doch unter einer kleinen auBeren Feldstarke steht, und 
dessen reprasentierender Punkt sich bei kleinen Anderungen der auBeren Feld­
starke auf dem in voriger Ziffer beschriebenen reversiblen Geradenstuck bewegt, 
heiBt permanenter Magnet. Der ihm zugehorige Vektor ~J(", ist die wahre 
Magnetisierung und die negative Divergenz davon die wahre Dichte, und zwar 
im engeren Sinne. Obwohl die element are Theorie des wahren Magnetismus sich 
auch auf den allgemeineren am Ende der vorigen Ziffer erwahnten Fall bezieht, 
so denken wir doch vor allem bei ihr an permanente Magnete. N aturlich durfen 
dann diese permanenten Magnete, damit die Theorie anwendbar bleibt, nur in 
schwacheauBere Felder gebracht werden. 

1) Das Vorhanden~ein einer solchen ist anzunehmen, auch wenn ~ etwas gedreht ist. 
2) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd. 29. S. 311. 1909. 
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Uberlegen wir nun, wie der reprasentierende Punkt eines permanenten 
Magneten im M-H-Hysteresisdiagramm zu finden ist, und beschranken wir die 
Betrachtung auf ein Ellipsoid. Das Ellipsoid sei parallel einer Achse, der Achse a, 
magnetisiert, und A sei der Entmagnetisierungskoeffizient. Wir wollen uns nun die 
Magnetisierung durch ein auBeres homogenes, etwa von einem Strom erzeugtes 
Magnetfeld vorgenommen denken und dieses dann ausschalten. Dadurch gelangen 
wir auf den absteigenden Hysteresisast, aber nicht auf die Ordinatenachse. Viel­
mehr gilt fiir die Feldstarke und die Magnetisierung nach (418) 

H = -AM. (429) 

Wir erhalten also den reprasentierenden Punkt (Abb. 23), wenn wir durch den 
Nullpunkt unseres Diagramms eine Gerade OA ziehen, die links von der Ordi­
natenachse (nach der Seite der negativen H) verlauft und mit ihr den Winkel 

M 

H 

Abb.23. Diagramm fur permanente 
Magnete nach GANS. 

II.B 

H 

Abb. 24. Scheinbare und wahre . Re­
manenz. 

lX = arc tg A einschlieBt. Der Schnittpunkt Q dieser Geraden mit dem absteigen­
den Hysteresisast ist der reprasentierende Punkt fiir den Kerper im Augen­
blick des Ausschaltens. Aber ein Ellipsoid, dessen reprasentierender Punkt sich in 
Q befindet, ist noch sehr instabil. Die geringste negative Zusatzfeldstarke wiirde 
den Punkt auf dem absteigenden Ast weiterfiihren, etwa nach Q' und von dort 
kamen wir beim Ausschalten nicht nach Q' zuriick, sondern nach Q". N ach­
dem das aber geschehen, wird der Magnet, dessen Zustand jetzt durch Q", re­
prasentiert ist, stabiler sein. Solange jetzt nur kleine auBere Feldstarken wirken, 
wird sich der reprasentierende Punkt auf einem kleinen Geradenstiick Q', Q", QIII 
bewegen. Man kann diese Stabilisierung von vornherein herbeifiihren, indem man 
an der Stelle des Magneten voriibergehend eine negative Feldstarke erzeugt, 
oder ihn in ein schwaches Wechselfeld bringt. 

Die Giite eines permanenten Magneten wird durch die in ihm nach 
dem Ausschalten zuriickbleibende Induktion bestimmt. Da H im allgemeinen 
klein gegen B ist, so erhalt man diese auch, wenn man (Abb. 24) imB-H-Diagramm 
die mit der Ordinatenachse den WinkellX = arctgA bildende Entmagnetisierungs­
gerade OA zieht (A = Entmagnetisierungskoeffizient) und den Schnittpunkt 
mit dem absteigenden Ast der induzierten Hysteresiskurve aufsucht. Seine 
Ordinate ist die zuriickbleibende Induktion. Sie heiBt s c h e i n bar eRe man e n z 
(Rs) und ist verschieden von der wahren Remanenz O'B (Rw). 

Die scheinbare Remanenz ist von der wahren Remanenz urn so weniger 
verschieden, je steiler die Entmagnetisierungsgerade verlauft, je kleiner also 
der Winkel zwischen ihr und der Ordinatenachse oder je kleiner die Entmagneti-
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sierung ist. Will man nun Magnetstahlsorten in bezug auf ihre Eignung zu Dauer­
magneten vergleichen, so kann man nicht die scheinbare Remanenz angeben, 
da diese von der Form abhangt. Die Angabe der wahren Remanenz wiirde aber 
nicht ausreichend sein, da d urch sie allein eben die schein bare nicht bestimmt ist; 
ceteris paribus faIlt bei kleinerer Koerzitivkraft (OC in Abb. 24) die scheinbare 
Remanenz kleiner aus. "Oberdies haben Magnete mit groBer Koerzitivkraft den 
Vorteil, daB sie durch auBere Gegenkrafte den Magnetismus weniger leicht 
verlieren. Deshalb hat GUMLICH1) das Produkt von wahrer Remanenz und 
Koerzitivkraft Rw' C (OB· 0 C, Abb. 24) a1s die Le'istungsfahigkeit der 
Magnetstahlsorte definiert. J. WURSCHMIDT2) weist darauf hin, daB diese GroBe 
noch kein eindeutiges MaB ffir die Leistungsfahigkeit eines Magneten gibt. J e 
nach der Form, wird die Sorte mit der groBeren Koerzitivkraft oder die mit der 
groBeren Remanenz den Vorzug verdienen. Aber selbst bei gegebener Form jst 
die Leistungsfahigkeit der Sorte noch kein MaB ffir die Brauchbarkeit des Magneten. 
Denn wenn Remanenz und Koerzitivkraft dieselben sind, wird die starker ge­
kriimmte Magnetisierungskurve den Vorzug verdienen. Es ist also wiinschens­
wert, die Gestalt der Magnetisierungskurve irgendwie zu beriicksichtigen. Dieser 
Forderung entspricht die von S. EVERSHED3) vorgeschlagene Bewertung durch 

das Produkt (B~m&x. Diese GroBenennt WURSCHMIDT Giitezifferund vergleicht 

die "Leistung" mit der Giiteziffer. 

Setzt man x = H, ~ = ~w B, so wird die Magnetisierungskurve symmetrisch 

in :t~ y. Daher erreicht sie ihr Maximum fUr x = y4). 
Naheres iiber die Auswahl des Materials nach diesen Gesichtsprinkten findet 

man in Kap. 3 u. 4; einiges ist schon in Ziff. 7 dieses Kapitels gesagt worden. 

1) E. GUMLICH, Leitfaden der magnetischen Messungen, S.204. Braunschweig 1918. 
2) J. WVRSCHMIl)T, ZS. f. Phys. Bd.29, S. 175. 1924; ZS. f. Instrkde. Bd. 431, S. 121-

1923. 
3) S. EVERSHED, Electrician Bd. 84, S. 591. 1920. 
4) 'Ober magnetische Prufmethoden vgl. auch noch: J. Wtl'RSCHMIDT, Stahl u. Eisen 

Bd.44, Nr. 51, s: 1727. 1924; Ber. Nr. 65 des Werkstoffausschusses deutscher Eisenhfitten­
leute. Sitzung vom 17. Juni 1925. 

Handbuch der Physik. XV. 8 



Kapi tel 2. 

Magnetische Felder von Stromen. 
Von 

P. HERTZ, Gottingen. 

Mit 2 Abbildungen. 

1. Der OERSTEDTsche Versuch; AMpEREsche Regel. 1m Jahre 1820 ent­
deckte J. C. OERSTEDT 1), daB eine Magnetnadel durch den elektrischen Strom 
eine Ablenkung erfahrt. OERSTEDT lieB den Strom durch einen geradlinigen 
Draht gehen. Er fand, daB die Ablenkung einer Kraft entspricht, die senkrecht 
auf der durch die Nadel und den Strom gelegten Ebene steht 2). 

"Ober den Richtungssinn der Ablenkungskraft konnte er' nur Einzelregeln 
angeben; sie sind von. AMPERE in die bekannte Schwimmregel zusammengefaBt: 

;,Man versetze sich in Gedanken in .den elektrischen Strom, so daB dessen 
Riehtung von den FliBen nach dem Kopfe geht und denke sich, man habe das 
Gesieht nach der Magnetnadel zugekehrt, so wird stets das nach Norden geriehtete 
Ende derselben durch die Wirkung des elektrischen Stromes nach der linken 
Hand abgelenkt." 3) 

2. Strommessung; Tangentenbussole. Die Einwirkung des Stromes auf die 
Magnetnadel gibt uns das Mittel, die Starke des elektrischen Stromes zu messen4). 

Wir sehen hier davon ab, daB man die Starke eines Stromes auch durch die von 
ihm beforderte Elektrizitatsmenge definieren kann und messen sie nur nach 
ihrer magnetischen Wirkung. Wir wollen erst eine Definition der gleichen Strom­
starke fur ein und denselben Drahtkreis, dann fUr verschiedenen Drahtkreis, 
endlieh eine Definition der n-fachen Stromstarke geben. 

Wir bemerken, daB wir uns jetzt und im folgenden zunachst auf den Fall 
beschranken, daB im ganzen Felde die Permeabilitat = 1 ist. 

Ferner beschranken wir unsere Definition fUrs erste auf sehr dunne 
Drahte; die durch diese hindurchgehenden Strome wollen wir line are 
Strome nennen. Die Linearitat bezieht sich erstens auf den Draht an sieh, 

1) J. CHR. OERSTEDT, Experimenta circa effectum conflictus electrici in acum magneti­
cam, Hafniae 1820, lat. abgedruckt Schweigg. Joum. Bd.29, S.275. 1820, in deutscher 
tJbers. GILBERT, Ann. d. Phys. Bd.66, S.295. 1820. Ostwalds Klassiker 63. 1895. 

2) So driickt OERSTEDT sich nicht aus. Er sagt: ex observatis colligere licet hunc con­
flictum gyros peragere. 

3) A. M. AMPERE, Ann. dum. phys. Bd. 15, S. 67. 1820. Der obige Text ist der tJber­
setzung von GILBERT entnommen in Gilb. Ann. Bd.67, S.123. 1821, 

4) Das Wort "galvanometre" zuerst bei AMPERE, a. a. O. 
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zweitens auf den Draht mit Rticksicht auf die gerade in Betracht kommen­
den Aufpunkte 1). 

Erzeugt der Strom in ein nnd demselben Drahtkreis wahrend einer gewissen 
Zeit in e i n e m Punkte dieselbe magnetische Feldstarke, so wird er wahrend dieser 
Zeit an allen Stellen dieselbe magnetische Feldstarke erzeugen und der Strom 
heiBt dann wahrend dieser Zeit konstant 2)". Wir konnen durch Akkumulatoren 
Strome erzeugen, die eine Zeitlang konstant bleiben nnd sagen dann auch von 
den Akkumulatoren, daB sie solange konstant geblieben sind. 

Nun betrachten wir zwei Drahtkreise, die aus verschiedenem Material bestehen 
konnen, beide sehr dtinn sind und - abgesehen vom Querschnitt - gleich gestalteP). 

Es zeigt sich nun folgendes: Wenn die beiden Drahtkreise in e i n em Paar 
entsprechender Punkte, deren Abstand von den Drahten groB gegen deren Dicke 
.ist4) , dieselbe magnetische Feldstarke erzeugen, so wird das flir aIle so1che 
Paare von Punkten zutre££en. 

In diesem Fall werden wir sagen, daB durch die Drahte der gleiche Strom 
£lieBt, oder daB die Stromstarke in ihnen gleich ist. 

Man kann es, wenn in dem einen Draht ein Strom gegeben ist, immer so 
einrichten - durch Wahl eines oder mehrerer Akkumulatoren und evtl. 
Hinzufligung von Widerstand - daB in dem andern ein eben so starker Strom 
flieBt. 

Legen wir nun n dtinne, gleichgestaltete Drahtkreise dicht nebeneinander5), 

schicken einzeln Strome gleicher Stromstarke (s. oben) durch sie und schalten 
dann die dazu benutzten Akkumulatoren, die auch noch als hinreichend kon­
stant. (s. oben) vorausgesetzt werden sollen, alle gleichzei tig, jeden in den 
betre££enden Leiterstrom ein. Wir wollen dann sagen, es £lie Be durch aJle Drahte 
zUS<immen ein Strom der n-fachen Stromstarke. Finden wir nun e i n e n e i n zig e n 
gleichgestalteten linearen Stromkreis, dessen Wirkung an einer Stelle der Wir-

.. kung der n einzelnen zusammen gleichkommt, so trifft dies tiberall zn und wir 
wollen dann von diesem Strom sagen, seine Stromstarke sei nmal so groB, wie 
die jedes einzelnen 6). 

Nun zeigt sich weiter, nnd das ist keineswegs eine Folge aus dem 
vorher Gesagten, daB tiberall die von dem Strom erzeugte Wirkung - d. h. 
die Feldstarke - der Stromstarke· proportional ist. Wir gewinnen dadurch ein 
bequemes MaB, Stromstarken zu vergleichen. 

Bildet man aus ein und demselben geschlossenen Draht einmal eine Schleife 
mit zwei dicht beieinander laufenden Zuleitungsdrahten, das zweite Mal n-Win­
dungen von derselben Gestalt, wieder mit zwei dicht nebeneinanderlaufenden 

1) DaB der Draht sehr dunn oder der Strom linear ist, heiBt etwa folgendes: Es gibt 
eine gesehlossene Kurve (il;; ieh kann urn sie eine Rahre ffi legen und darin den Draht unter-

. bringen. (j sei eine gegen die Lange 1 kleine Lange. Jeder Punkt Pi von' (il; kann mit einem 
Rahrenstuck ffii , einem Teil von ffi, umgeben werden (in das der Draht einmal eintritt, und 
aus dem er einmal austritt), das in groBer Annaherimg als ein geradliniger Zylinder an­
gesehen werden kann; und des sen Querdimensi6nen < (j sind. Pi besitzt von allen nieht zu 
ffi, geharigen Punkten einen Abstand >l. Als Aufpunkte kommen aIle Punkte in Betraeht, 
die von (il; keinen geringeren Abstand als 1 haben. 

2) Diese Definition laBt sieh auch fur nichtlineare Strome geben. 
3) D. h. etwa, sie sollen beide in eine Rahre ffi untergebracht werden, die dann den in 

der vorigen Anm. erwahnten Bedingungen genugt. (j muB dabei graBer genommen werden. 
4) Siehe Anm. 1. 
5) D. h. legen wir sie aIle zusammen in eine Rahre von der in Anm. 1 und Anm. 3 

betrachteten Art. 
6) Man erhalt auch die n-fache Strom"starke, wenn man die n Akkumulatoren hinter­

einander sehaltet, falls der Akkumulatorenwiderstand gegen den Drahtwiderstand zu ver­
nachlassigen ist; doch kann man hierauf keine Definition grunden, weil erst der Begriff des 
Widerstandes definiert werden muBte. 

8* 
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natiirlich kiirzeren - Zuleitungsdrahten, so erhalt man das zweite Mal an 
entsprechenden Punkten die n-fache Feldstarke. 

Aus dem Gesagten folgt, daB, wenn man einen Strom als Einheit wahlt, 
man jedem Strom eine Stromstarke zuordnen kann. 

Um nun ,aber zu absoluten MaBangaben zu gelangen, miissen wir uns fUr 
eine. bestimmte Gestalt des Stromes entscheiden. Als solche wahlen wir den 
Kreis. Wir stellen den Draht in denmagnetischen Meridian und bringen die 
Magnetnadel in den Mittelpunkt. FlieBt kein Strom durch den Draht, so steht 
die Nadel im Meridian. FlieBt einStrom hindurch, wird die Nadel abgelenkt . 
. Fiir die Feldstarke, die diese Ableitung hervorruft, muB jedenfalls gelten: 

H=AI, (1) 

wenn I die Stromstarke in irgendwelchen MaBeinheiten und A eine Konstante ist. 
Daraus ergibt sich fiir den Ablenkungswinkel g; 

H AJ 
tgg; = Ho = Ho (2) 

unter Ho die Horizontalkomponente des Erdfeldes verstanden. Das beschriebene 
Instrument heiBt Tangen ten bussole. 

Es zeigt sich nun, daB A dem Radius r des Drahtkreises umgekehrt pro­
portional ist. Wir haben also: H = aJ 

r ' 

tgrn = aJ 
.. rHo' (4) 

wo a von dem Drahtradius unabhangig ist. Natiirlich hangt aber A von der 
gewahlten Stromeinheit abo Wir konnten diese so wahlen, daB a = 1 wird. Es 
·ist aber, wie sich bil1d zeigen wird, zweckmaBiger a = 2n zu setzen. Die MaB­
zahl, dieder Stromdann bekommt, bezeichnet man als die MaBzahl des elektro­
magnetisch gemessenen Stromes. Wir wollen sie mit 1m bezeichnen. 
Dann haben wir also: 2.1l 

H= -1m' (5) r 

t ~ 2.1lJm (6) gcp- rHo' 

Nun kann man die Stromstarke noch anders messen. Denken wir an die 
.n nebeneinandergelegten Leiterkreise, in denen derselbe Strom flieBt. Es ist 
von vornherein anzunehmen, - und die Erfahrung bestatigt es -, daB in jedem 
'von ihnen dieselbe Elektrizitatsmenge den Querschnitt durchflieBt, im ganzen 
also dutch alle zusammen die nfache Elektrizitatsmenge von der in einem Leiter­
kreis flieBenden. Ebenso groB wird die Elektrizitatsm€mge sein, die den Quer­
schnitt des jene n Strome zusammen ersetzenden Stromes dun;hwandert. Es 
wird also allgemein die Starke eines Stromes proportional der in der Zeiteinheit 
transportierten Elektrizitatsmenge sein. Wir ordnen also jedem Strom noch 
eine zweite MaBzahl Is zu, die 1m proportional ist. Is gibt an, wie viel Einheiten 
der elektrischen :J;..adung in der Zeiteinheit durch den Querschnitt des Drahtes 
HieBen und heiBt die MaBzahl des elektrosta tisch gemessenen Stromes. 

Wit haben also . 1 
1m =-;;1" 

wo c eine Proportionalitatskonstante ist. Sie hat den Wert 

c = 3 .1010 • 

'trber die Ermittlungdieses Wertes vgl. Bd. 16. 

(7) 
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Verwenden wir also elektrostatische Einheiten, so wird 

H- 2n l - cr ., 
t _ 2nJ, 
grp - crHa ' 
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(8) 

(9) 

Messen Wlr elektrostatisch, so bekommen wir, da die elektrische Ladung die 
Dimension 

hat, fUr die Stromstarke die Dimension: 

Die Dimension von 1m ergibt sich aus (5). Da H die Dimension 

mH-~t-l 

besitzt (Kap. 1, Ziff. '11), so hat 1m die Dimension: 

Es kann selbstverstandlich nicht die Rede davon sein, daB eine Dimension dem 
Strome vor der anderen von Natur zukame 1). Gleichwohl scheint die Definition 
der Stromstarke mit Hilfe der hindurchtretenden Ladung natiirlicher als die­
jenige, die sich auf die Feldstarke bezieht. Darum wollen wir uns hier des elektro­
statischen Systems bedienen und wollen demgemaB den Index s als selbst­
verstandlich weglassen. 

Fiir c ergibt s(ch die Dimension der Geschwindigkeit. Es ist klar, welche 
Bedeutung chat. Denken wir uns eine Scheibe, die auf der Langeneinheit des 
Randes die elektrische Ladung 1 tragt, mit der Umlaufsgeschwindigkeit des 
Randes iX c rotieren, so wird der Strom, elektrostatisch gemessen, iX c, also elektro­
magnetisch, ex, und daher die Feldstarke im Mittelpunkt: 

2nOi 

r 

Das MaBsystem der Praxis schlieBt sich an das elektromagnetische an. 
1 Amp. ist TlO der absoluten elektromagnetischen Einheit. 

3. GeradIiniger Strom. Ein sehr langer linearer geradliniger Strom erzeugt 
in einem Aufpunkt, dessen Entfernung rvon dem Strom klein gegen die Strom­
.lange ist, und der von den iibrigen Teilen des Stromes sehr viel weiter entfernt 
ist, eine Feldstarke von der GroBe: 

H ='Y.. (10) 
cr 

Diese Feldsta.rke steht senkrecht auf der Richtung des Lotes vom Aufpunkt 
auf den Strom. 

Wir konnen uns so ausdriicken, daB wir sagen, H ist die Feldstarke, die ein 
unendlich langer geradliniger Strom hervorbringt. Natiirlich ist das nur eine 
Idealisierung: Abgesehen davon, daB der Draht eine endliche Lange besitzen muB, 
muB der Strom irgendwie geschlossen sein. Die Wirkung von den Stromteilen, 
die zu dem geradlinigen Stiick hinzutreten, urn einen geschlossenen Kreis hervor­
zubringen, ist in der Formel (9)nicht beriicksichtigt, kann aber mit urn so 

1\ VgL T. EHRENFEST·AFANASJEWA, Math. Ann. Ed. 77, S.259. 1916. 
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groBerem Rechte vernachHi.ssigt werden, je groBer gegen r die Entfernung der 
als nicht geradlinig anzusehenden Stromteile vom Aufpunkte ist. Das Gesetz, daB 
die magnetische Kraft, die ein unendlich langer geradliniger Strom austibt, dem 
Abstand umgekehrt proportional ist, wurde im Jahre 1820 von BIOTund SAVART 
durch Beobachtung der Schwingungen von Magnetnadeln gefunden 1). 

Die Formeln (8) und (10) lassen sich, wie wir spater sehen werden, aus 
einem Elementargesetz ableiten. Aus dieser Ableitung geht auch das Verhalt­
nis der in beiden Formeln vorkommenden Zahlenfaktoren hervor, das, wenn man 
einmal im Besitz des Elementargesetzes ist, nicht als besondere Erfahrungs­
tatsache hingenommen zu werden braucht. Verftigen wir namlich in einer dieser 
Forme1n tiber den Zahlenfaktor, so wird dadurch die Proportionalitatskonstante 
im Elementargesetz und dadurch auch in der andern Formel bestimmt. Einen 
wichtigen Spezialfall des Elementargesetzes gewinnt man bereits aus (8). Zuerst 
wurde das Elementargesetz von LAPLACE2) auf Grund der Formel (10) aufge­
stellt, wobei noch eine unbekannte Funktion des Winkels zwischen Strom­
element und Radiusvektor in den Formeln blieb. Diese wurde dann von BlOT 
durch Versuche mit einem geknickten Draht bestimmt. Wir werden in unserer 
Darstellung einen andern Weg einschlagen. 

Aus dem tiber die Richtung der Feldstarke Gesagten folgt, daB die Kraft­
linien urn den Strom in konzentrischen Kreisen laufen, deren Ebenen senkrecht 
zum Strom stehen, und deren Mittelpunkte im Strom liegen 3). Der Richtungssinn 
folgt aus dem AMPEREschen Schwimmgesetz: 
. Blickt man auf eine den Strom senkrecht durchschneidende Ebene von einem 
stromabwarts gelegenen Punkt, so ist der Umkreisungssinn der Kraftlinien 
der dem Uhrzeigersinn entgegengesetzte. Diesen Sinn nennen wir von jetzt ab 
den posi ti ven. 

lst ~ eine Kraftlinie, so ist nach (10) das Integral: 

f JJ8 ds = 4:1 . 
@: 

unabhangig von der GroBe des Radius .. Es stellt die Arbeit dar, die beim Herum­
fiihren des magnetischen Einheitspols von der magnetischen Kraft geleistet wird. 

Sei ~ jetzt eine beliebige, den Strom im positiven Sinne umschlieBende 
Kurve, und berechnen wir fUr diesen Fall 

Es ist offenbar 
JJ8ds = H dst , 

wo dSt die Projektion von dem Linienelement auf die Richtung der Kraftlinie ist. 
Diese Projektion ist = rdq;, unter r die Entfernung des Linienelementes vom 
Drahte und unter dq; den Winkel verstanden, den die beiden durch den Strom 

1) J. B. BlOT U. F. SAVART, Ann. chim. phys. Bd. 18, S. 222.1820; J. B. BlOT, Lehrb. 
d. Experimentalphys. Bd.4, 2. Auf I., deutsch von FECHNER, Leipzig 1829, S.170. 

2) Siehe J. B. BlOT, Lehrbuch S. 189, 219. 
, 3) Schon OERSTEDT sagt, daB "der magnetische Konflikt in Kreisen fortgehe" (Exp. S. 4, 

Gilb. Ann. Bd. 66, s. 303). Da er sich aber die Kraft vorstellt, wie etwa einen Antrieb durch 
eine hervorstromende Fliissigkeit, so scheint es ihm, "es miisse die Kreisbewegung verbunden 
mit der fortschreitenden Bewegung nach der Lange des Leiters eine Schneckenlinie oder 
eine Spirale beschreiben" (vgI. auch BlOT, a. a. O. S. 157). Klar wurde die Kreisgestalt der 
Krq,ftlinien von T. J. SEEl.mCK (Ostwalds Klassiker 63) erkannt. 
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gelegten Ebenen miteinander einschlieBen,' von denen eihe durch den Anfangs­
punkt, die andere durch den Endlmnkt von ds gelegt 1st. Nach (10) ist also: 

8). ds= 2J d cp 
c 

und daher 

f 4Jl 8).ds = _._J. 
" c 

(11) 
.Q: 

Recht anschaulich wird dieses Ergebnis auch erhalten, wenn man sich zu­
nachst auf Kurven@ in einer zum Strom senkrechten Ebene beschrankt. Eine 
solche Kurve kann treppenformig in einen geschlossenen Zug aus kleinen ab­
wechselnd tangential und radial verlaufenden Stucken zerlegt werden. Langs der 
radialen Stucke ist der Beitrag zum Integral j8).ds, d. h. die Arbeit Null; die 
Arbeit langs der tangentialen Stucke kann durch die Arbeit langs der Stucke 
auf dem Einheitskreis ersetzt werden, die durch Zentralprojektion aus jenen 
hervorgehen. Verlauft endllch die Kurve nicht in einer Ebene senkrecht zum 
Strom, so :kann sie wieder durch eine treppenWrmige Kurve von Stucken er­
setzt werden, die abwechselnd parallel und senkrecht zum Strom laufen. Langs 
jener ist die Arbeit Null; diese konnen durch ihre Projektionen auf eine serik­
recht zur Stromrichtung stehende Ebene ersetzt werden. Wir haben also: 

f S';).ds = 4:J 
Q: 

fur jede den Strom umschlieBende Kurve. 
Wenn nun aber der Strom in einer beliebigen Kurve verlauft, wissen wir 

zunachst noch ntchts uber das Kurvenintegral f 8).ds . 
Q: 

Denken wir uns aber den Strom durch eine Ebene geschnitten und in ihr eine 
Schar ihn immer dichter umschlingender Kurven" ~, die also einen immer kleiner 
werdenden FlachenraumFumschlieBen, so laBt sich der Strom in zwei Teile zerlegen, 
von denen der erste I als sehr lange Strecke anzusehen ist undaus den Stromteilen 
in der Nahe der ~ besteht, wahrend der zweite II den Rest enthiilt. 

Setzen wir 
8) = 8)[ + 8)[[ , 

wo 8)[ und 8)Il die yom ersten bzw. zweiten herriihrende Feldstarke ist, so ist 
in hinreichende Annaherung nach (11) 

f 8)[sds = 4;, J. 
Q: 

Nach dem STOKEsschen Satz ist aber 

f 8)Il. ds = f (rot8)Il)" do, 
(£ F 

und dieses Integral verschwindet schlieBlich 1). Daher ist mit immer groBerer 
Annaherung. 

f 8). ds = 4cJl J. (12) 
Q: 

1) Man hat erst die Teilung des Stromes in zwei Teile vor~unehmen und dann .@; immer 
kleiner werden zu lassen. . " 
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4. Das Elementargesetz: Spezial£aU. Das von BlOT und SA V ART gefundene 
Gesetz entspricht dem Standpunkt der Fernwirkungstheorie: Der Strom ist von 
dem Aufpunkt endlich weit entfernt. Indes eine konsequente Fernwirkungs­
theorie kann sich mit diesem Gesetz nicht begnugen. Ganz allgemein gesprochen 
lehrt uns die Fernwirkungstheorie Gesetze uber die Wirkung von Korpern auf 
andere entfernte kennen. Da aber nicht alle Konstellationen einzeln in Betracht 
gezogen werden konnen, mussen wir uns auf Gesetze beschranken, die die Wir­
kung fiir ausgewahlte Konstellationen bestimmen. Dazu mussen noch Regeln 
treten, wie aus der Wirkung, die mehreren Konstellationen fiir sich entsprechen, 
die Wirkung erhalten wird, die allen zusammen entsprechen. Das ist die Leistung 
des Satzes vom Parallelogramm der Krafte oder des Superpositionsprinzips. Das 
umfassendste Wissen erhalten wir, wenn wir die Korper bis in ihre Elemente 
zerlegen und fiir deren Wirkung Gesetze, wenn wir also Elementargesetze 
aufstellen. Einer solchen Zerlegung bedient sich die Nahwirkungstheorie nicht. 
Denn sie hat die in Frage kommende GroBe gar nicht in ihrer Abhiingigkeit 
von allen GroBen des Feldes zu betrachten, sondem nur von den benachbarten. 

Die Zerlegung in Elemente ist indes manchmal nur eine ideale: Zunachst 
nimmt man eine reale Zerlegung vor, d. h. man setzt die Gesamtwirkung aus 
Teilwirkungen von Systemen zusammen, die einzeln existieren konnen. Aber 
das Wirkungsgesetz fur diese selbst laBt sich dann manchmal am einfachsten 
auf Grund einer gedanklichen Zerlegung aussprechen, die real nicht mehr mog­
lich ist. So kann das Feld von permanenten Magneten aus dem Feld elementarer 
Magnete berechnet werden. Der elementare Magnet kann nun noch weiter in 
die Elemente mit positivem und negativem magnetischen Quantum zerlegt werden. 
Aber solche Elemente sind an sich nicht existenzfahig. Ahnlich konnen wir nun 
auch den Strom in Elemente zerlegen, d. h. ein Elementargesetz fiir die Wir­
kung eines Stromelementes suchen. 

EinStromelement ist isoliertnicht moglich. GewiB kann ein Strom in einem 
kurzen, offenen Draht flieBen, wenn auch nicht dauernd. Aber, selbst wenn fiir 
einen solchen Fall, die fiir stationare Strome geltenden Formeln noch anwend­
bar bleiben, spielen sich doch im Raume noch andere Vorgange ab, die als die 
Fortsetzung des Leitungsstromes anzusehen sind, so daB dieser nicht als isoliert 
gelten kann. 

Daraus, daB die Zerlegung in Stromelemente nur ideal ist, folgt auch die 
Moglichkeit, daB verschiedene Elementargesetze mit der Erfahrung vertraglich 
sein konnen, ohne daB eines vor dem andern den Vorzug hatte. So konnten wir 
z. B. auch das von einem permanenten Magneten herriihrende Feld aus ver­
schiedenen Elementargesetzen ableiten: Entweder war die Wirkurig eines Volumen­
elementes gegeben durch 

-!div!mwd7: 
r 

und die eines Oberflachenelementes do durch do! fmWY do, oder die Wirkung 
eines jeden Volumenelementes durch: r 

(fmgradq ~) d 7:, 

ohne daB Flachenelemente zu berucksichtigen waren (Kap. 1, Ziff. 40). 
Hier handelt es sich um ein Gesetz, durch das die von einem stromdurch­

flossenen Element ds herriihrende Feldstarke bestimmt wird. 
Ein solches Elementargesetz wurde von LAPLACE auf Grund der BIOT­

SAvARTschen Versuche::mit dem geradlinigen Draht gegeben; allerdings enthielt 
es noch eine unbestimmte Funktion des Winkels zwischen Stromelement und 
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dem zum Aufpunkt gezogenen Radiusvektor, die erst durch neue Versuche mit 
einem geknickten Draht bestimmt wurde 1). 

Wir wollen uns zunachst mit dem Spezialfall beschaftigen, daB die Richtung 
vom Stromelement zum Aufpunkt senkrecht auf dem Stromelement steht. Fur 
diesen Fall ergibt sich sofort aus (8) 

_ 1 H - -2 ds • (13) cr 

Man sieht jetzt, warum es zweckmaBig war, die Konstante a III (3) = 2.:n zu 
setzen. 

Nach dieser Formel laBt sich bereits die Wirkung eines Kreisstroms auf 
einen Aufpunkt berechnen, der auf einer den Kreis im Mittelpunkt senkrecht 
durchsetzenden Geraden liegt. Offenbar kommt fUr den von irgendeinem Element 
herruhrenden Anteil nur die Komponente in der Richtung senkrecht zur Kreis­
ebene in Betrach t. 1st nun 'lfJ der Winkel, unter dem vom Aufpunkt aus gesehen, 
der Halbmesser a des Kreises erscheint, so ist die Entfernung eines Umfangs­
elementes ds vom Aufpunkt a/sin'lfJ, der absolute Betrag, also der von ds her­
ruhrenden Feldstarke: 

und ihre Komponente in axialer Richtung: 

1 ds sin3 1f 
c a2 

Daher ist: • 3 1 H 2n a ] Slll 'IjJ 2n . 3 
= -c- S ~ = ca Slll 'lfJ, ( 14) 

"woraus sich fUr PQnkte in der Kreisebene (12) ergibt. Eine Magnetnadel wird 
also eine Ablenkung rp aus dem Meridian erfahren, wo 

ist. 

2n J . 3 tg rp = --'- Slll 'lfJ 
acHo 

Wir wollen jetzt das Integral f S';:J8ds berechnen, wobei 0: die senkrecht 
a: 

durch den Mittelpunkt des Kreises hindurchgehende Achse ist. 
Legen wir durch den Mittelpunkt des Kreises senkrecht zu un serer Ebene 

die z-Achse, die vom Strome im positiven Sinne umkreist wird, so ist fUr po­
sitive z: 

also 

o 

z = actg'lfJ, 

a 
dz = - -'-2-d'lfJ, 

Sill 'IjJ 

n 

<Xl 2 

jS';:JzdZ = 2:1 j Sil1 'lfJ d 'lfJ = 2:1 . 
o 0 

Das Integral f S';:Jz d z hat offenbar denselben Wert. Also ist: 
-00 

f d 4n 
S';:Js s = c-- J. 

Q; 

1) Siehe Ziff. 3, S. 118. 

( 15) 
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Kehren wir noch einmal zum Elementargesetz zuriick, das wir bis jetzt nur 
unter der Voraussetzung kennengelernt haben, daB der Radiusvektor und das 
Stromelement einen rechten Winkels miteinander bilden. Es ist leicht, dieses 
Gesetz in Vektorform zu schreiben, so daB zugleich der der AMPEREschen Regel 
entsprechende Richtungssinn angegeben wird. Wir brauchen nur zu setzen: 

] 1 
~ = C r3 [ds, t], (16) 

wo ds das Stromelement als Vektor bezeichnet und t den Radiusvektor yom 
Stromelement zum Aufpunkt. 

6. Axiale Natur der magnetischen Feldstarke. Fiir die Komponenten der 
Feldstiirke - zunachst immer fiir unseren spezie11en Fall - erhalten wir, indem 
wir die Komponenten des in (16) vorkommenden Vektorprodukts aufsuchen 
und uns dabei eines Rechtskoordinatensystems bedienen: 

1 ] 
~'" = C r3 (dy z - dzy) , 

h =.:.... L (dz x - dxz) ~y c. r3 , (17) 

~z=.:.... J3 (dxy-dyx). c r 

wo dx, dz, dz die Komponenten von ds sind. Gehen wir aber von dem 
Rechtskoordinatensystem zum Linkskoordinatensystem iiber, so ergeben die 
Gleichungen (17) die entgegengesetzte Riehtung im Raume, also, da die Feld­
starke doeh eine bestimmte Riehtung ist, nieh t mehr die Feldstarke. 

Ganz a11gemein nennen wir den Inbegriff dreier aus den Komponenten von 
Vektoren irgendwie gebildeter Ausdriieke einen axialen Vektor, wenn ihm 
eine Strecke entspricht, die bei Drehung des Koordinatensystems ungeandert 
bleibt und bei Spiegelung sich umkehrt. Ein solcher axialer Vektor ist z. B. das 
Vektorprodukt (aus zwei gewohnliehen Vektoren). 

Solche Ausdriicke werden in einfaeher Weise aus einem mit Umlaufssinn 
versehenen Flaehenstiiek erhalten, und dieses ist aueh die urspriingliche De­
finition des axialen Vektors. Z. B. ist das Vektorprodukt das Flachenstiick mit 
Umlaufsinn, das erhalten wird, wenn man erst den ersten, dann den zweiten 
Vektor durchlauft. Eine gerichtete Strecke, einen polaren Vektor, konnen wir 
dem axialen Vektor erst zuordnen, wenn wir uns iiber einen bestimmten Sehrau­
bungssinn verstandigen, d. h. z. B. jeder geschlossenen Kurve mit Umlaufungs­
sinn in einer Flache eine bestimmte Seite dieser Flache zuordnen. 

Man kann z. B. bestimmen: Wenn ein Radiusvektor vom Innern zum 
Rande der Kurve gezogen wird, so so11, von der betreffenden Seite der Ebene 
und vom Anfangspunkt des Radiusvektors aus gesehen, die Kurve von der reehten 
auf die linke Seite dieses Radiusvektors iibergehen. Welches aber die rechte 
Seite ist, kann, sofern man sich nicht auf Organismen bezieht, nur durch Auf­
weisung an bestimmten Exemplaren gezeigt werden. Daher gibt diese Regel 
nur fiir denjenigen, der reehts und links unterseheiden kann, eine Zuordnung; 
umgekehrt aber gestattet sie die Unterscheidung von rechts und links zu de­
finieren, indem an einem Exemplar per definitionem diese Zuordnung alsver­
wirklieht angesehen wird1). 

1) Rechts und links unterscheidet also die Seiten einer offenen Kurve (im Text betrach­
teten wir spezieller eine Gerade). wenn ein Punkt als Anfangspunkt gegeben ist und eine 
Seite der Flache, in der die Kurve sich befindet, ausgezeichnet ist. 
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, Nun ist, nach unserer bisherigen Auffassung, die Feldstarke einebestimmte 
Richturig im Raum: Nur bei Zugrundelegung eines Rechtskoordinatensystems 
stellen die Gleichungen (17) die Richtung der Feldstarke dar. Urn rechts und 
links zu trennen, muB ich aber, wie wir sahen, 

a)' entweder einen indiViduellen Gegenstand vorweisen, oder 
b) mich auf Organisches beziehen. 

Ohne solche Mittelwerde ich also nicht imstande sein, S) aus(17) zu bestimmen. 
Es ist aber von vornherein unwahrscheinlich, daB in einem Naturgesetz die 

Unterscheidung von links und rechts eine Rolle spielen soilte, da Rorper, die 
sich in dieser Beziehung entgegengesetzt verhalten, in 'allen Lagebeziehungen 
iibereinstimmen konnen. Wiirden die Gleichungen (17) ein allgemeines N aturgesetz 
ausdriicken, so wiirden sie uns ein Mittel an die Hand geben, rechts und links zu 
unterscheiden. Oder, indem wir an das iiber die Kraftlinien Gesagte ankniipfen: 
Ein geradliniger Strom mit den urn ihn herumlaufenden Kraftlinien steilt einen 
bestimmten Schraubungssinn dar. Nun ist es aber schwer zu verstehen, daB es mog­
lich sein soilte, sich nach einer illgemeinen Vorschrifteinen solchen herzustellen. 

In der Tat ist aber auch bei dieser Definition von rechts und links auf 
etwas Individuelles Bezug genommen. Der Richtungssinn der Feldstarke namlich 
wird durch die Richtung gegeben, in der sich ein magnetischer Nordpol bewegt, 
d. h. der Pol, der annahernd nach dem geographischen Nordpol der Erde weisL 
Ohne Bezugnahme auf die Erde oder etwas anderes J, 

Konkretes konnten wir der Feldstarke keine Rich­
tung zuweisen. A,,\ 

B 

Man wird also eine allgemeine Bedeutung 
fiir die Charakterisierung des Feldes nur einem 
axialen Vektor zuschreiben. Freilich kann ihm 
ein polarer Vekter - die Kraft auf einen Einheits­
pol - zugeordnet werden. Welches aber dieser 
polare Vektor ist, hangt von der Art des Einheits­
poles ab und laBt sich daher nur durch Aufweisung 
(oder Beziehung auf Organisches) sagen. Di e F el d- ok---t;---7;:;--f:;.---,;..R 

star.ke S) ist ein axialer Vektor. 
Auch die Magnetisierung (Kap.1, Ziff.40) 

konnen wir ali; axialen Vektor ansehen. Wir be-
Abb. 1. Zur axialen Natur der 

kommen den Umlaufungssinn, der zu einer Magne- Feldstarke. 
tisierung gehort, wenn wir die den polaren Vektor 
darstellende Strecke so umlaufen, daB, von ihrem Endpunkt aus gesehen, die 
Umlaufung im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers - im positiven Sinne 
(Ziff. 3) - erfolgt. In der Tat wird eine Stromspule, in welcher der Strom so 
kreist, durch einen stabfOrmigen permanenten Magneten zu ersetzen sein, in dem 
die Magnetisierung die Richtung des polaren Vektors besitzt. 

Jetzt ist es auch leicht, das Gesetz von dem Umkreisungssinn der Kraft­
linien ohne Bezugnahme auf rechts und links auszusprechen. 

Denken wir uns zunachst ein Rechtskoordinatensystem, lassen den Strom 
(0 J Abb. 1) in der z-Richtung flieBen und betrachten einen Aufpunkt (N) 
auf der x-Achse (OR) mit positivem x. Unser Gesetz weist diesem Aufpunkt eine 
Feldstarke in der y-Richtung zu, was doch nur bedeutet, daB in dieser Richtung 
ein Nordpol transportiert wird. Denken wir uns also dorthin einen Nordpol 
gebracht, d. h. das Ende eines stabfOrmigen permanenten Magneten, dessen 
Magnetisierung die y-Richtungbesitzt, und dessen anderes Ende sehr weit im Un­
endlichen liegt, namlich sehr groBes negatives y hat. Als axial em Vektor wird 
der Magnetisierung dieses Magnet,en eille Drel;mng (M1 M 2) von der z- zur 
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x-Richtung entsprechen. Statt des permanenten Magneten kann man auch eine 
StroInspule nehmen, in welcher der Strom in demselben Sinne kreist, ja, vom 
molekulartheoretischen Standpunkt aus haben wir in dem Magneten nur eine 
Menge solcher Strome zu sehen (AMPERE). 

Nunmehr lautet die die Bezugnahme auf einen Schraubungssinn vermeidende 
Formulierung unseres Gesetzes: Wenn der Drehsinn der Magnetisierung (MI' 
M2)(des StromeS in der Spule) .mit dem Drehsinn (A B)iibereinstimmt, der 
die Richtung (0]) des Stromes in die Richtung (OR) des vom Strom zum Magneten 
(zur Spule) gezogenen Radiusvektors iiberfiihrt, so wirkt die Kraft auf den Magneten 
(die Spule) in der Richtung des Vektors (5N), der von dem sehr weit ent­
fernten Pol (5) zum nahen Pol (N) fiihrt. im anderen Fall im entgegengesetz­
ten Sinn. 

In dieser Formulierung ist nicht auf irgend etwas Individuelles. Aufweis­
bares (die Erde) Bezug genommen; sie bringt ein allgemeines Naturgesetz zum 
Ausdruck. 

Die Gesetze des Elektromagnetismus bilden also keine Ausnahme von der 
Regel, daB in den allgemeinen Gesetzlichkeiten der anorganischen Natur ein 
Unterschied des Schraubungssinnes, ein Unterschied von rechts und links nicht 
vorkommen kann. Wir haben keineVeranlassung, an der allgemeinen Giiltig­
keit dieser Regel zu zweifeln. 

So muB es zu jeder stabilen Anordnung auch eine entsprechende geben, 
in der alle Schraubungssinne vertauscht sind. Von diesem Gesichtspunkt aus 
muB es iiberraschen, daB im Gebiet des Organischen rechts und links zu unter· 
scheiden sind. Es liegt nahe. die Bevorzugung eines Schraubungssinnes auf Ein· 
fliisse des Erdmagnetismus zuriickzufiihren; der Erdmagnetismus wird im Mittel 
fiir die Dauer eines Jahres eine Bevorzugung Von Licht einer bestimmten zir­
kularen_ Polarisationsart zur Folge haben, und dies konnte zur Entstehung vOIl 
Gebilden eines bestimmten Drehungssinnes fiihren l ). 

Fraglich scheint aber, ob sich aus solchen Asymmetrien der Aktivierung die 
Asymmetrien im Korperbau von Lebewesen erkliiren lassen. Vielleicht dad man 
in den Asymmetrien bei bestimmten Gattungen einen Hinweis darauf sehen, 
daB diese in letzter Linie auf das Erbgut eines Individuums zuruckgehen. 

6. Aquivalenz von Strom und Doppelschicht. Zur Ableitung des Ele­
mentargesetzes fiir den allgemeinen Fall verhilft uns eine wichtige Beziehung, 
die zwischen Strom und Magnet besteht. Wir bemerken, daB wir auch im 
folgenden zuniichst nur den Fall betrachten, daB im ganzen Felde die Permea­
bilitiit = 1 ist. 

Kehren wir zum Fall des Kreisstromes zuruck. Wir ziehen wieder durch den 
Mittelpunkt des Kreises die vom Strom positiv umkreiste z-Achse, nennen z 
die Entfernung des Aufpunktes vom Kreismittelpunkt, g die Entfernung vom 
Kreisrand, a den Kreisradius und 'IfJ den Winkel, unter dem der Kreisradius vom 
Aufpunkt aus erscheint. Betrachten wir einen Aufpunkt mit positiven z. 

Dann ist nach (14) 

(18) 

Es leitet sich also S). von einem Potential 

2.nJ z 
cP = const. - - ,/ 

. C fZ2 + a2 

1) A. BVK, ZS. f. phys. Chern. Bd. 49, S. 641. 1904. 
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abo Bestimmen wir die Konstante so, daB if> im Unendlichen verschwindet, so 
erhalten wir: 

if>_211:J (1_ .z) 
- C yz2 + a2 ' 

(19) 

oder 
if> = 211:J (1 _ ~) 

C g , 

211: J Iff. - z J • 211: g (g - z) 
c g c . g2 

Nun ist aber 2n g (g - z) der Flacheninhalt der Kalotte, die die Ebene des 
Kreisstromes aus der den Kreisstrom enthaltenden Kugel urn den Aufpunkt 

abschneidet. 211: g(~ ~ z) ist also der raurnliche Winkel - seinem absoluten 
g 

Betrage nach -, unter dem der Kreisstrom vom Aufpunkt aus erscheint. 
Den negativen Wert dieser Zahl bezeichnen wir als raumlichen Winkel, sofern 
es auch auf das Vorzeichen ankommt, und nennen ihn Q. Liegt der Aufpunkt 
auf der negativen Seite der z-Achse, so ist der raumliche Winkel positiv. 

vVir habcn dann: 

(20) 

Aus der Theoric des Magnetismus ist bekannt (Kap. 1, Ziff.42, Formel155), 
daB dies der Ausdruck fUr das Potential einer homogenen Doppelschicht vom 
Belegungsmoment J Ie ist, die vom Kreisstrom begrenzt wird und deren posi­
tive Seite nach der z-Achse zeigt. Soweit also Punkte auf der Achse in Be­
tracht kommen,·laBt sich der Kreisstrom durch eine homogene magnetische 
Doppelschicht vom Belegungsmoment 

{} = L (21) 
c 

ersetzen. Dabei erscheint die Umkreisung des Stromes, von der positiven Seite 
der Doppelschicht aus gesehen, als positiv. . 

Wir k6nnen die Doppelschicht als eben annehmen; das ist aber nicht n6tig. 
Denken wir sie uns eben, so finden wir,daB das Moment senkrecht auf ihr steht 
und den Betrag 

besitzt. (Kap. 1, Ziff.42, Formel151; siehe auch S. 55, Anm. 2.) Wir k6nnen 
also auch (18) schreiben: 

H=2m 
g3 , 

oder fUr Entfernungen, die groB gegen den Kreisradius sind, 

H _ 2m 
- z3 . (22) 

Diese Formel entspricht ganz der Formel (71), Kap. 1. DaB bei konstanter 
Stromstarke die von einem Kreisstrom erzeugte Feldstarke der dritten Potenz 
der Entfernung umgekehrt proportional ist, ist aber von KAUFMANN auch ex­
perimentell bestatigt worden 1). Es ist also nachgewiesen, daB das Feld eines Kreis­
stromes J in einer gegen den Kreisradius groBen Entfernung mit dem Feld 

1) W. KAUFMANN, Miiller-Pouillet Bd. IV, 10. Aufl., S; 625. Braunschweig 1914. 
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eines Dipols iibereinstimmt, dessen Achse senkrecht auf del' Kreisebene steht, 
und der das Moment 

besitzt, unter q die Flache des Kreisstromes verstanden, sofern Aufpunkte in 
Betracht kommen, die wir in der Theorie des Magnetismus als Punkte der ersten 
Hauptlage bezeichneten. 

Fiir Punkte der zweiten Hauptlage ist das von einem Dipol m erzeugte Feld 
in groBer Entfernung r . 

m 
H="s' 

wenn m der absolute Betrag des Dipolmoments ist (Kap. 1, Formel 72). Nun 
hat KAUFMANN nachgewiesen, daB in der Tat die durch den Kreisstrom her­
vorgebrachten magnetischen Ablenkungen fUr Punkte zweiter Hauptlage halb so 
groB sind. 

Endlich zeigte sich die magnetische Wirkung beliebiger ebener, geschlossener 
Strome in erster Hauptlage in einer konstanten, gegen die Dimension des Strom­
leiters groBen Entfernung dem Inhalt der vom Stromtrager umschlossenen Flache 
proportional, von seiner Gestalt aber unabhangig. 

Hieraus ist durch eine naheliegende Verallgemeinerung zu schlieBen, daB ein ge­
schlossener, ebener Strom J, der eine Flache vom Inhalt q umschlieBt, fiir Aufpunkte, 
deren Entfemungen von ihm groB gegen seine Dimensionen sind, durch einen Dipol 

vom Moment l q ersetzt werden kann, dessen Achse senkrecht auf der Strom-e 
ebene steht. Wir konnen diesen aber nach Kap. 1, Ziff. 40, Ende (S. 53) durch 
irgendeinenMagneten von demselben Momentersetzen, alsonach Kap.1, Ziff. 42, 
F ormel 151 durch eine homogene Doppelschicht vom Belegungsmoment J! e • 

Ein beliebiger geschlossener, in einer Ebene flieBender Strom von der Starke J 
laBt sich daher fiir alle Aufpunkte, die von ihm eine gegen seine Dimensionen 
groBe Entfemung besitzen, durch eine von ihm umspannte Doppelschicht vom 
Belegungsmoment J /e ersetzen. 

Aber dieses Ergebnis HiBt sich noch verallgemeinem. Denn wir konnen eine 
beliebige homogene Doppelschicht vom Belegungsmoment{} in Teilflachen zer­
legen, die als eben anzusehen sind, und deren Dimensionen klein gegen die Ent­
fernungen der von uns in Betracht zu ziehenden Aufpunkte sind. Jedes Teilflachen­
stiick diirfen wir nun durch einen Strom von der Starke ef} ersetzen, der es umflieBt. 
Sofern - was wir annehmen wollen - iiberhaupt ein Elementargesetz existiert, 
werden die Strome sich an den inneren Randern aufheben, und es bleibt nur 
ein unser ganzes Flachenstiick umflieBender Strom von der Starke c f} • 
Wir sind also zu dem Satz gelangt: Ein linearer Strom von der Starke J laBt 
sich durch eine Doppelschicht vom Belegungsmoment f} = J /e ersetzen, die 
von dem Strom umflossen wird. Die Umkreisung des Stromes erscheint, von 
der positiven Seiteder Doppelschicht gesehen, positiv. Natiirlich gilt die Aqui­
valenz in unmittelbarer Nahe des Stromes nicht mehr. 

7. Kurvenintegral der Feldsta:rke. Von dem eben bewiesenen Satz werden 
wir auf zwei Wegen zum Elementargesetz vordringen. Der eine Weg, der wohl 
langer ist, fiihrt aber iiber eine Betrachtung, die uns noch aus einem andem 
Grunde niitzlich ist. Wir muBten namlich bei der eben angestellten "Oberlegung 
experimentelle Ergebnisse, die sich auf die erste und zweite Hauptlage bezogen, 
verallgemeinem. Es wird also erwiinscht sein, unser Ergebnis noch dadurch zu 
bestatigen, daB wir Folgerungen aus ihm ableiten, die wir schon auf einem 
andem Weg fUr spezielle Fane als richtig erkannt haben. 



Ziff. 7: "iKntveruntegral der Feldstli.rke. 127 

Wir ersetzen' wieder unseren Strom durch eille homogene Doppelschicht 
von der Dichte -&. Wie aus der vorigen Ziffer folgt, wird der Vektor, der von 
der negativen zur positiven Seite der Schicht ffihrt, yom Strom im positiven 
Sinne umkreist. Nun wisseri wir, daB das Potential einer solchen Doppelschicht 
einen Sprung im Betrage 4:n -& macht und zwar, den groBeren Wert an ihrer 
positiven Seite besitzt. 1st also Q;' eine Kurve, die von einem Punkte 4er posi­
tiven Seite zu einem Punkte der negativen Seite ffihrt, ohne die Doppelschicht 
zu durchsetzen, so muB sein: I Sj, ds = 4:n -& • 

Offenbar umkreist <r den Strom im positiven Sinne. 
. Nun konnen wir aber das Feld des Stromes nur fUr die Stellen aus der 

Doppelschicht ableiten, die nicht auf der Doppelschicht selbst liegen, bzw., wenn 
wir uns die Doppelschicht als ein reales Gebilde von zwel sehr nahen magne­
tischen FHichen denken, die etwas entfernt von ihr sind. Das Feld selbst des 
Stromes besitzt an derStelle, wo die Doppelschicht liegt, keinerlei Unstetig­
keit; ist ja doch ihre Lage iiberhaupt ganz willkiirlich, abgesehen davon, 
daB sie durch die Stromkurve geht. Wir haben also gewiB auch 

jSj.ds=4:n-&, 
(!; 

wenn Q; wieder eine den Strom vollsUindig im 
Kurve bedeutet, oder nach (21) 

f Sj.ds = 4:1. 
(!; 

positiven Sinne u mkreisende 

(23) 

Umschlingt aber Q; den Strom N mal, oder, was auf dasselbe hinauskornmt, der 
Strom Nmal die Kurve Q;, so ist offimbar . 

f Sj,ds = 4cn NJ. 
(!; 

Ferner haben wir zunachst auBerhalb der Doppelschicht 

divSj = 0, 

rotSj = O. 

(24) 

(25) • 
(26) 

(Die Permeabilitat setzten wir = 1.) Da aber die Lage der Doppelschicht will­
kiirlich ist, so gilt die Gleichung allgemein, nur natiirlich auf der Stromkurve 
nicht. 

Mit (23) sind wir zu einer allgemeinen Beziehung gelangt, die wir schon 
fiir den besonderen Fall des geradlinigen Drahtes gefunden haben (11). Auch 
am SchluB der Ziff. 4 fanden wir eine ahnliche Beziehung. Nur war dort unter 
Q; keine geschlossene Kurve verstanden. Wir wiirden in diesem Fall unsere For­
mel (23) gefunden haben, wenn wir hatten voraussetzen konnen, daB das Inte­
gral, das in einem groBen Bogen von positiven z zu negativen z erstreckt wird, 
einen verschwindenden Beitrag lie£ert. . 

In der Obereinstimmung von (23) mit (11) und auch mit (12) diirfen wir 
aber jedenfalls eine Bestatigung fiir das am Ende der vorigen Ziffer ausgespro­
chene Gesetz erblicken. 

Weil das Integral j Sj ds iiber eine den Strom umschlingende ~urve 0} 0 
It 

ist, besitzt natiirlich ein linearer -Strom kein eindeutiges Potential. Nur kiinst-
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lich konstruieren wireines, indem wir eine SperrfHiche - eben die homogene 
Doppelschicht - einfiihren, die nicht tiberschritten werden soll. Wohin wir 
diese legen, ist gleichgilltig. Nach Anbringung der SperrfHiche gibt es dann aller­
dings [nach (26)] ein eindeutiges Potential, aber dieses ist unstetig. Man kann 
aber dieses unstetige Potential durch eine unendlich vieldeutige Potentialfunktion 
ersetzen, indem man jedem Aufpunkt als Potential das eben erhaltene Potential 

± beliebig ganzen Vielfachen von 4: J zuordnet., Diese Potentialfunktion ist 

nirgends unstetig, und die Feldstarke kann tiberall aus ihr durch Differentiation 
gewonnen werden. . 

8. Das Elementargesetz. Von der Gleichung (23) werden wir zum Elementar­
gesetz gelangen konnen. Wir verfolgen, zunachst ausgehend von dem in Ziff. 6 
ausgesprochenen .Aquivalenzgesetz, einen andern Weg. Wie wir fanden, konnen wir 
einen geschlossenen Strom] durch eine magnetische Doppelschicht vom Be­
legungsmoment -& = Jlc ersetzen. Dabei erscheint von der positiven Seite der 
Doppelschicht aus gesehen, die Umkreisung als positiv. 

SJ ergibt sich daher aus den Formeln (vgl. Kap.1, Formeln (22), (15.5) 

SJ = -gradq>, (27) 

q> = --& Q = - L Q , (28) 
c 

wo Q der, raumliche Winkel ist, unter dem der Strom vom Aufpunkt gesehen, 
erscheint; er ist positiv zu rechnen, wenn dem Aufpunkt die negative Seite der 
aquivalenten Doppelschicht zugewandt ist. 

Urn grad q> zu bilden, haben wir den Aufpunkt zu verrticken; statt dessen 
verschieben wir zunachst die Doppelschicht und nennen den Verschiebungs­
vektor f. 

Durch diese Verschiebung verandert sich Q, und zwar liefert zur .Anderung 
jedes Element der Randkurve einen Beitrag. 1st ds ein Vektor, dessen Anfangs­
und Endpunkt mit den Endpul1kten von ds zusammenfillt, und der die Rich­
tung des Stromes besitzt, so beschreibt dieser Vektor bei der Verruckung ein 
Parallelogramm, dessenGroBe gleich dem Betrage von [df, ds] ist, und der 
auf d s entfallende Betrag der Veranderung von Q ist gleich dem rauri1lichen 
Winkel, unter dem dieses Parallelogramm. erscheint, also 

. [df.d~]t 
---;ya-

unter t den Radiusvektor vom Feldpunkt zum Aufpt/.nkt verstanden. Es wird 
also 

dQ - _j[d!, d~]t 
- r3' 

__ j [d~. t] df 
- . r3 • 

Verschieben wir den Aufpunkt umdf, so erleidet Q die entgegengesetzte .An-
derung, also j [d~, t] 

dQ=df -r3-' 

Somit ist 

und daher nach 

d n j[dS.t] gra ;,~ = ----,;a- , 

(27) (28) SJ = {pd::a t] • 

(29) 

(30) 
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Als Elementargesetz erhalten wir fUr die Wirkung emes Stromelementes: 

SJ = ~ [d~:3 t] . (31) 

Hiermlt sind wir zu (16) zuruckgelangt, der Beziehung, die in Ziff. 4 nur fur 
den Spezialfail aufgesteilt wurde, daB t und d 5 senkrecht aufeinander stehen. 

·In allen Fillen steht die Feldstarke senkrecht auf der durch Stroinelement 
und Radiusvektor gelegten Ebene. Ihr absoluter Betrag ist 

.iH J ds . 
Of = - -2 SIn cp , 

c r 

wenn cp den Winkel zwischen Stromelement und Radiusvektor bedeutet. 

(32) 

9. Geradliniger Strom. Aus (32) erhalten wir nun auch wieder die von einem 
geradlinigen Strom erzeugte Feldstarke. Sei p die Entfernung des Aufpunktes 
von ihm, z der Abstand eines Strompunktes von dem FuBpunkt des vom Auf­
punkt auf den Strom gefillten Lote;; - positiv gerechnet fur Punkte, die strom­
abwarts von dem FuBpunkte liegen, endlich 'IjJ'der spitze Winkel zwischen der 
Stromgeraden und der Verbindungslinie von Aufpunkt und Strompunkt (also 
fUr positive z das Supplement des am Ende des vorigen Paragraphen benutzten 
Winkels cp). Betrachten wir nun zunachst nur die Beitrage, die von der Strom-
halfte mit positivem z herriihren. . 

Die Beitrage zur Feldstarke, die die zu ihr gehorigen Stromelemente liefern, 
haben aile dieselbe Richtung. Ihr absoluter Betrag wird 

Nun ist 

also 

dH = Jdz sin1p . 
c r2 

z = p. ctg'IjJ, 

dz=-~d'lj), 
sm 1p 

r=~P-
sin 1p , 

tl 

"2 

fdH = Ljsinlpd'IjJ = L. cp cp 
o 

Ebenso groB ist nach der AMPEREschen Schwimmerregel der Beitrag von der 
andern Halfte. Wir erhalten also 

m Ubereinstimmung mit (10). 

H =:!:L cp (33) 

10. Korperliche Strome j Stromdichte. Wir konnen zweitens das Elementar­
gesetz beweisen, indem wir die linearen Strome als Grenzfail korperlicher ansehen. 
Dazu mussen wir eine Reihe von GroBen einfiihren. Wir geben hier eine an­
schauliche Erklarung fUr sie, aber auf Grund der in diesem Kapitel dargestellten 
Gesetzlichkeiten lassen sie sich nicht messen. 

FUr die Ableitung des Elementargesetzes ist es nicht notig, die hier benutzten 
GroBen zu verwenden; auch andere, aus denen sich dieselben meBbaren GroBen 
ergeben, tun dieselben Dienste. Hierauf kommen wir noch zuruck. 

Wir betrachten ein beliebiges Leitersystem. Die Leiter brauchen nicht 
linear zu sein. Wir nennen jetzt Stromstarke eine GroBe, die der in der Zeit­
einheit durch den Querschnitt flieBenden Elektrizitatsladung proportional ist. 

Handbuch der Physik. XV. 9 
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Diese Definition ist auch anwendbar auf den Fall nicht linearer Leiter und deckt 
sich fUr den Fall linearer Leiter mit der frillier gegebenen1). 

An jeder Stelle des Leiters gibt es eine Richtung, in der die Elektrizitiit2) 
sich bewegt, die S t rom ric h tun g; an der Begrenzung des Leiters ist sie dieser 
parallel. Ein Leiterstiick, das von Stromlinien und zwei Endquerschnitten be­
grenzt ist, oder in sich geschlossen ist, nennen wir einen Stromkanal und die 
aus den Stromlinien bestehende Begrenzung Mantelflache. Ein Flachenstuck 
innerhalb des Kanals, dessen Begrenzung auf der Mantelflache liegt, heiBe ein 
Querschnitt. Ferner nennen wir einen Stromkanal, dessen Querschnitt infi­
nitesimal ist, einen S t rom fad e n. 

Unter der Stromstarke d J eines Stromfadens verstehen wir die durch den 
Querschnitt des Fadens in der Zeiteinheit hindurchtretende Elektrizitatsladung. 
Diese GroBe laBt sich auf Grund der in diesem Kapitel besprochenen Gesetz­
maBigkeiten nicht ermitteln3). Es ist offenbar, wenn J die Stromstarke im ganzen 
Leiter bedeutet: J = J d J . (34) 

An jedem Punkt des Leiters bezeichnen wir den Quotienten der Stromstarke 
und des Querschnittes eines durch ihn hindurchgehenden Stromfadens mit i und 
einen Vektor von der GroBe i und der Richtung des Stromes mit i und nennen 
ihn Stromdichte. FUr jeden Stromfaden ist also 

dJ=i"do, (35) 
wo do ein Querschnitt ist und y die von der Eintrittsseite des Stromes zur Aus­
trittsseite gezogene Normale. Das Produkt i"do ist also vom Querschnitt unab­
hangig; ebenso das Integral fi"do = J, (36) 

das uber den Querschnitt eines Stromkanals von der Stromstarke J genommen 
ist. Daher ist das iiber die OberfHiche eines begrenzten Stromkanals ge­
nommene Integral: 

wenn y jetzt iiberall nach auEen gezogen ist. 

und 
divi = 0: 

fi"do = 0, 

(37) 
Hieraus folgt: 

(38) 

wo das Integral iiber· jed e s Raumstuck erstreckt werden kann. Aus (34) und 
(35) folgt endlich fUr den Gesamtstrom: 

fi"do = J, (39) 
wo das Integral uber irgendeinen Querschnitt zu nehmen ist. 

Es war bisher nur vom raumlichen Strom die Rede. Vom mathematischen 
Standpunkt ist noch zweier idealer Grenzfille zu gedenken: Erstens kann man sich 
den Strom streng linear auf einer geschlossenen Kurve flieBend denken. Einen 
solchen Strom wird man einen ma thema tisch linearen Strom nennen, wobei 
der Zusatz mathematisch zur Unterscheidung von den bisher betrachteten 
linearen Stromen dienen soli, die wir jetzt physikalisch lineare Strome nennen 
wollen. Das Feld eines mathematisch linearen Stromes ist streng das Feld einer 

1) Ubrigens konnen wir auch ffir nichtlineare Leiter die Stromstarke noch anders 
messen, namlich auf Grund des OHMschen Gesetzes. 

2) Eigentlich flieBt die negative Elektrizitat. Die Stromrichtung ist also die Richtung, 
die dem Strome der negativen Elektrizitat entgegengesetzt ist. Es vereinfacht aber die 
Ausdrucksweise, wenn wir davon sprechen, daB die Elektrizitat sich in der Stromrichtung 
bewegt. 

3) Sie kann aber auf andere Weise ermittelt werden, namlich mit Hllfe des OHMschen 
Gesetzes. 
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mathematischen Doppelschicht - abgesehen natiirlich ftir die Punkte der 
Doppelschicht selbst. 

Wir konnen uns zweitens in einem Leiter - besonders auf seiner Begren­
zung - einen FHichenstreifen denken, auf dem ein Strom flieBt; ein solcher 
heiBt FIachenstrom. Der Streifen kann in infinitesimale flachenhafte Strom­
faden von der Starke dJ zerlegt werden, die von zwei benachbarten auf dem 
FHichenstreifen verlaufenden Kurven begrenzt werden. 1st dy der Abstand der 
begrenzenden Kurven, so bez.:'ichnen wir mit "1 den Quotient dJldy und mit r 
einen Vektor von der GroBe i und der Richtung des Stromes und nennen ihn 
Dichte des FIachenstromes. Der Flachenstrom laBt sich als Grenzfall eines 
sehr groBen raumlichen Stromes auffassen, und es ist manchmal bequemer, mit 
der Dichte des Flachenstromes als mit der Dichte des raumlichen Stromes zu 
rechnen. 

11. Differentialgleichungen fiir die Feldstarke. SchlieBen wir mathematisch 
lineare Strome aus und zunachst der Einfachheit halber auch Flachenstrome 
und machen die Annahme, daB die Stromfaden dieselbe magnetische Wirkung 
haben wie lineare Strome. Sei ~ irgendeine geschlossene Kurve, und betrachten 
wir das Integral f SJ.ds. 

Q: 

Nach unserer Annahme liefern dazu nur durch ~ hindurchtretende Stromfaden 
einen Beitrag, und zwar jeder von ihnen: 

das ist nach (35) 

Also ist 

4n dJ 
c ' 

4n d . - 01,,· c 

I SJ ds = 4; liv do, 
Q: 

wo rechts tiber die von ~ umspannte Flache zu integrieren ist. 
Hieraus folgt aber die wichtige Gleichung: 

t '" 4n. ro ~e! = c 1· 

Falls Flachenstrome vorhanden sind, tritt hierzu noch die Gleichung: 

(40) 

(41) 

- 4n-
~SJ=-i ~~ c 

(tiber die FHichenrotation vgl. Kap. 1, Ziff. 32). Wir wollen aber der Einfach ... 
heit halber auch weiterhin von Flachenstromen absehen. 

Ferner wird man annehmen, daB auch jetzt 

divSJ = 0 (43) 
istl) , - natiirlich unter der Voraussetzung, daB die Permeabilitat = 1 ist; 
schlieBlich, daB im Unendlichen die Komponenten von SJ kleiner als const/r2 

sind (tatsachlich sogar < const/ra, wovon wir aber keinen Gebrauch machen). 

1) Diese Annahme rechtfertigt sich allerdings erst durch die spateren Betrachtungen, 
aus denen sich ergeben wird, daB das mit Rilfe von 43 gewonnene quellenfreie Feld aus 
den quellenfreien Feldem der Stromfaden durch Superposition hervorgeht, also das von uns 
gesuchte ist. So einleuchtend es scheinen mag, daB das aus der Superposition von quellen­
freien Feldem hervorgehende Feld wieder quelleufrei ist, darf man es doch nicht ohne 
Beweis hinnehmen. 

9* 
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Natiirlich kann (43)" nicht gelten fUr paramagnetische, diamagnetische oder 
ferromagnetische Substanzen. Wie aus der Theorie des Magnetismus sich er­
gibt, haben" wir in den ersten' beiden Fillen zu setzen: 

div,u ~ = 0 . (44) 
(,u Permeabilitat) 

Fiir Ferromagnetica haben wir fUr spezielle Fille zu setzen: 

div ,ul~ = 4n l?w, (45) 

W0,ul die longitudinale reversible Permeabilitat (Kap. 1, Ziff.84) ist, oder all­

gemein: div58 = 0 . (46) 

Wir wollen zunachst den Fall betrachten, daB wir eine konstante, nicht merklich 
von 1 verschiedene Permeabilitat haben, also bei (43) bleiben. 

Aus (40) und (36) folgt wieder: 

f ~ds = 4e3r J (47) 
IE 

fiir jede den Strom umschlingende Kurve in Dbereinstimmung mit (23). Es 
ist aber zu beachten, daB wir in Ziff. 7 die Gleichung nur fiir einen linearen 
Strom aussprechen konnten, und auch nur, wenn ~ in einiger Entfemung vom 
Leiter verlauft. Nach unseren jetzigen Annahmen muB die Gleichung allgemein 
gelten. 

Aus der Gleichung (41) werden wir das Elementargesetz ableiten konnen. 
Nun wurde aber (41) erst mit Hilfe gewisser physikalischer Voraussetzungen 
gewonnen. Der Satz aber, daB das Feld einer Doppelschicht durch (30) gegeben 
ist, ist ein rein mathematischer Satz: In der Tat kann er auch aus (23) bewiese.n 
werden, ohne daB physikalische Annahmen notig waren: 

Wir denken uns namlich den vorgegebenen mathematisch linearen Strom 
von der Starke ] zunachst durch einen ebenso starken korperlichen ersetzt. Es 
sei dann i ein ~eliebiger Vektor, der nur den Bedingungen genugt: 

divj = 0, 

liv do =J, 
uber jeden Querschnitt genommen. Wir losen nunmehr die Gleichungen (41) 
und (43) unter Berucksichtigung der Unendlichkeitsbedingungen und zeigen 
einerseits, daB man dann bei abnehmendem Querschnitt des Leiters zu (30) 
gelangt; andererseits ist klar, daB das in der Grenze sich ergebende Feld einer 
homogenen Doppelschicht entspricht. 

12. Losung der Differentialgleichungen; Vektorpotential. Wir wollen 
nun die Differentialgieichungen 4 

rot~ = e3r j, (41) 

div~ = 0, (43) 

divi = 0 (38) 

[(38) ist eine Folge von (41)], losen, wobei von Flachenstromen abgesehen wird. 
i bedeutet dabei entweder die wirklich vorhandene Stromdichte, oder auch, 
wenn es sich urn physikalisch linearen Strom handelt, einen willkiirlichen Vektor, 
der nur den Bedingungen 

divi = 0, 

liv do = ] 
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geniigt. Wir nehmen femer an, daB im Unendlichen keine StJ;Ollle vorhanden 
sind. Zu (41) und (43) tritt femer die Unendlichkeitsbedingung. 

Die Gleichung (43) legt es nahe, den Ansatz zu versuchen: 

womit (43) schon geniigt ist. 
Aus (41) und (48) folgt: 

t) = rot5ll, 

rot rot 5ll = 4 31: i . 
c 

(48) 

(49) 

Nach einer bekannten vektoranalytischen Umformung' ist nun die linke Seite 
= grad div5ll- Ll5ll, wo Ll5ll einen Vektor mit den Komponenten Ll5lla;, Ll5lly, 
Ll5ll. bedeutet. Legen wir also 5ll noch die Beschrankung 

div5ll = 0 
auf, so wird (49) 

LlOY _ 431:, '«--e l , 

Als Losung ergibt sich (vgl. z. B. Kap. 1, Ziff. 60) 

5ll = ..!..f·j dr: • 
c r 

Es ist nun noch zu zeigen, daB div5ll =0 . 
. __ Wir haben: 

div~{ = f drVgradp :) 

= - f dr(i gradg :) , 

(50) 

(51) 

wo p die Differentiation nach dem Aufpunkt und q die Differentiation nach dem 
Quellpunkt bedeutet. Da im Unendlichen kein Strom vorhanden ist, so ergibt 
sich durch partielle Integration und nach (38): 

fdrdiVgi: =0. 
Es ist also in der Tat 

5ll = - .Ldr if' 
c r (52) 

eine Losung von (49), die auch (50) befriedigt. Die Losung von (41) und (43) 
wird also durch (48) und (52) gegeben. 5ll heiBt das Vektorpotential. 

Fiihren wir cartesische Koordinaten ein, so ist: 

5ll. =- ~dr, If' 
C;, r 

oW. J{. ~ (..!..) dr 
oy e; l. oyv r ' 

__ lr ~~dr - cJ 1. r2 oyp , 

~/' 1 d = -'CJ lz rs til r, 

wo til die y-Koordinate des yom Stromelement zum Au£punkt gezogenen Vek­
tors bedeutet. 
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Ebenso ist: a~ j'. 1 d ffZ = - Jy rs t z T. 

Daher ist 

"" = !..J[it] d-c· w C 1'3 

oder vektoriell geschrieben, 
(53) 

eine Losung der Gleichungen (41) und (43), wo t den Vektor yom Feldpunkt 
zum Aufpunkt bedeutet. Wir konnen also als Beitrag eines Volumenelementes 
d -c den Vektor 

1 [it]dr 
c-ra-

ansehen. 
Denken wir uns jetzt einen physikalisch linearen Leiter. Indem wir ihn 

uns durch Querschnitte zerlegt denken, deren FHichenelemente do heiBen mogen, 
und unter ds Bogenelemente auf den Stromfaden verstehen, erhalten wir aus (53) 

"" = !..Jur] ds do. 0e' C 1'3 

1st dii5 der zum Bogenelement gehorige Vektor in der Stromrichtung, so hat 
d ii5 dieselbe Richtung wie j, daher ist: 

[jr] ds = [dii5 r] L 
und wir erhalten fur hinreichend entfernte Aufpunkte: 

"" =!..J [di3~J' do = Lj[d!3r] . 
0e' C 1'3 r 1'3 (54) 

Damit sind wir zum Elementargesetz zuriickgelangt. 
1m allgemeinen Fall haben wir, wenn auch noch FHichenstrome vorhanden 

sind, (54) zu ersetzen durch: 

"" =!..j'Ut] d-c + !..J[Ir] do. (55) 
0e' C 1'3 C 1'3 

@ 

13. Aquivalenz von Stromungsfeldern und Feldern, die durch magne­
tische Dichte erzeugt werden. Wir sind ausgegangen von der experimentell 
nachzuweisenden Aquivalenz eines geschlossenen linearen Stromes und einer 
magnetischen Doppelschicht. Indem wir annahmen, daB die Wirkungen jedes 
Stromfadens dieselben wie die eines linearen Stromes sind, gelangten wir zu den 
allgemeinen Differentialgleichungen des stationaren Stromungsfeldes. 

Nunmehr konnen wir auch die Aquivalenz eines beliebigen Stromungs­
feldes mit einem von magnetischer Dichte erzeugten Feld nachweisen und um­
gekehrt. Dabei betrachten wir aber nur den Fall, daB eine von der Feldstarke 
unabhangige Permeabilitat vorhanden ist, d. h. soweit Ferromagnetica in Be­
tracht kommen, daB gesetzt werden kann: 

diV,UI~ = 4n(>w, 

diVftl~ = 4n'Y)w, 

unter ftl die longitudinale reversible Permeabilitat verstanden (Kap. 1, Ziff.84). 
Der Einfachheit halber schreiben wir fUr sie, wie auch fUr die Permeabilitat in 
diamagnetischen und paramagnetischen Stoffen ft' Ferner setzen wir voraus, daB 
die magnetischen Dichten und Strome nicht ins Unendliche reichen. 
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Der Kiirze halber wollen wir in dieser Ziffer einen Inbegriff von permanenten 
Magneten ein Magnetsystem und einen Inbegriff von Stromen ein Stromsystem 
nennen. 

Zwei Aquivalenzprinzipien sind auseinander zu halten: 
1. Zu jedemMagnetsystem mit gegebener Verteilung der Permeabilitiit 

I-' gibt es ein aquivalentes Stromsystem mit derselben Verteilung 1-'. 
2. Zu jedem Magnetsystem mit gegebener Verteilung gibt es ein aquival'entes 

Stromsystem, fUr das I-' = 1 ist. Dabei bezieht sich die Aquivalenz auf eine 
Ubereinstimmung in einer FeldgroBe bzw. auf eine Ubereinstimmung in beiden 
fur gewisse Teile des Feldes. 

oder 

Die Gleichungen fur ein stromungslosesmagnetisches Feld sind: 

div I-' S) = 431 ew • div I-' S) = 4311Jw, 

rotS) = 0, rotS) = ° , 
div$ = 431 ew, 

rot~ = 0, 
ft 

div$ = 4311Jw, 

rot.l = 0. 
ft 

(56) 

(57) 

(56') 

(57') 

Fiir ein reines Stromsystem, fUr das die magnetischen Dichten Null sind, aber 
nicht die Suszeptibilitaten, haben wir: 

div I-' S) = 0, div I-' S) = 0, (58) 

oder auch: 

t "" 4n. ro 'l.! =-1, c 

div$ = 0, 

- 4n-
rotS) = -c i, 
div$ = 0, 

(59). 

(58') 
\,l! 4n. -\,l! 4n-;-

rot Ii = G 1, rot Ii = G 1 (59') 

oder auch, da beim Fehlen der wahren Dichte ~=5a ist, [Kap.1, Ziff. 48, (201)] 

div5a = 0, div5a = 0, (58") 

t 58 4n. 
ro -=-1 

ft c' 
-58 4n-;-
rot-=-l· 

ft C 
(59") 

Wir gehen nun zuerst von einem magnetischen Feld aus;- fur die Feldstarke 
gelten die Gleichungen (56) und (57). -

Fuhren wir einen Vektor IDl~ ein, fiir den gilt: 

und setzen wir 

lm* .* 
rot~=L 

ft C ' 

so wird nach (56) und (57). 
div5a* = 0, 

lm* :-* 
rot~= L, 

ft C 

div5a* = 0, 

(60) 

(61) 

(62) 

(63) 
58* 4n. -58* 4n"7 

~-=-l* ~-=-l* (M) 
ft c' ft C ' 

d. h. wir sind zu (58") und (59") gelangt. _ 
Das System der durch (62) gegebenen Strome i*, i* bezeichnen wir alsdas 

dem Magnetsystem korrespondierende Stromsystem. 
Zunachst noch einige Bemerkungen fiir den Fall, daB uberall I-' = 1 ist. 

Man kann es so einrichten, daB uberall rotIDl! = ° ist. Dann verschwinden .die 
korrespondierenden Strome, und wir_ haben ein Feld 5a* = 0. 
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Denken wir mis aber eine samtliche Dichten umschlieBende Flache Fund 
verla~gen, daB auBerhalb von F iiberall rol~ = 0 ist. Da 

jew dT + j 'YJw do = 0 

ist, kann man m: so wahlen. Nun kann auch jetzt iiberall i*, f* = 0 und daher 
iiberall ~* = 0 werden; aber es ist nicht immer moglich, das zu erreichen. 
1m allgemeinen werden wir also ein Stromsystem haben. Stets kann man 
aber die raumliche Stromung zum Verschwin~en bringen, so daB nur Flachen-
stromung iibrigbleibt. < . 

Wenden wir uns nun wieder dem allgemeinen. Fall beliebiger Permeabilitat 
zu. Stets kann man es erreichen, daB m~ auBerhalb aller Korper verschwindet 
und man kann flir m: den Vektor mw der wahren Magnetisierung wahlen. 
Dann wird 58! der Vektor 58, den wir im vorigen Kapite1 Induktion nannten. 
Man kann sich also das Feld der 58 auch durch Strome hervorgebracht denken. 
Wir haben so zwei Systeme verglichen; das eine enthaIt magnetische Dichten, 
das andere Strome; me Permeabilitat ist flir beide dieselbe. Wir nennen diese 
beidenSysteme aq ui valen tl). 

Der Vektor 58 im Magnetsystem ist gleich dem Vektor 58 im Stromsystem 
und auch gleich dem Vektor ~ im Stromsystem, aber natiirlich ist dieser Vektor 
nicht gleich dem Vektor ~ im Magnetsystem. Die Feldstarke im aquivalenten 
Stromsystem wird 58*/ft = Sj*. Fiir sie ergibt sich aus (63) und (64) 

divftSj*=O, divftSj*=O, (65) 
4n - 4n-

rotSj* = - j* , rotSj* = - i* (66) c c 

in lJbereinstimmung mit (58) und (59). 
AuBerhalb der Magnete stimmen Sj und Sj* iiberein 2), ist also auch Sj die 

Feldstarke im aquivalenten Stromsystem. Man kann somit, da nur die Feld­
starkeri auBerhalb der Korper bekannt sind, nie entscheiden, ob die Feldstarken 
von magnetischen Dichten oder von Stromen herriihrt. Die Wahrheit ist, 
daB hier gar nicht zwei FaIle vorliegen, sondern, daB das Vorhandensein von 
magnetischer Dichte eben in dem Dasein von Stromen besteht. 

Auch die umgekehrte Transformation ist moglich. Wir gehen von (58") 
und (59") aus und wahlen ror so, daB 

ist. 
Setzt man nun 

und 

so ergibt sich 

9)l' . 
rot- = 1 

fL c' 

divim' = -e~, 

div ft Sj' = 4n e~ , 
rotSj' = 0, 

in lJbereinstimmung mit (56) und (57). 

- 9)l' -:­
rot-< - = 1 

fL C 

divim' = -'YJ~, 

div ft Sj' = 4n 1J~ , 

rotSj' = 0 

(67) 

1) Aus dem Obigen geht hervor, daB Magnete moglich sind, ffir die die aquivalenten 
i*, f* fiberall = 0 sind, und ffir die doch ein von Null verschiedenes SJ (wenn auch ffir fL = 1 
kein von Null verschiedenes S8) vorhanden ist. Ebenso gibt es auch Magnete, ffir die (!w 

und 'YJw = 0 sind, die aber doch ein von Null verschiedenes S8 haben (wenn auch ffir fL = 1 
kein von Null verschiedenes SJ). 

2) Auch SJ und SJ*, wennSJ* = S8*/fL ist, wo S8* durch (61) gegeben ist und Wl! ein 
beliebiger, auBerhalb der Korper verschwindender, (60) geniigender Vektor ist, nicht 
gerade die wahre Magnetisierung. 



Ziff. 13. Aquivalentes Stromsystem. 137 

Wird das Stromsyst~m in eine Flache F eiilgeschlossen, oder werden getrennte 
Teile von ihm in getrennte Flachen F von ihm eingeschlossen, so kann fiirden Fall 
jJ, = 1 der Vektor roy so gewlihlt werden, daB er auBerhalb der Flachen F ver­
schwindet, und daB iiberall divrol' = 0 ist; wir haben· dann nur die Flachen­
dichte auf den FI). 

Auch fiir den Fall beliebiger Permeabilitat kann man, wie sich zeigen lliBt, den 
Vektor rol' so wlihlen, daB er (67) geniigt und auBerhalb der FlachenFverschwindet. 
Man kann daher ein beliebiges Stromsystem auch durch ein magnetisches System 
ersetzen, dessen Dichten nur innerhalb der Flachen F gelegen sind, und das im 
ganzen kein wahres inagnetisches Quantum besitzt. AuBerhalb der F stimmen dann 
die Feldstarken beider Systeme iiberein. 1st nur das Feld auBerhalb gewisser 
Korper gegeben, so konnen wir es durch magnetische Dichten oder Strome darstel­
len. Je nachdem wir die Darstellung durch magnetische Dichten oder durch Strome 
wlihlen, verwenden wir die Quellendarstellung oder Wirbeldarstellung. 

Es ist aber zu beachten, daB, wenn wir ein magnetisches System durch Strome 
ersetzen, es so eingerichtet werden kann, daB der eingefiihrte Vektor rol* auch 
fUr den Magneteneine unmittelbare Bedeutung besitzt (Haften an der Materie 
beim Zerbrechen). Wird dagegen ein Stromsystem durch ein magnetisches System 
ersetzt, so kommt dem einzufiihrenden Vektor rol' keine physikalische Bedeutung 
zu, und es ist keine Weise, ihn zu wahlen, ausgezeichnet 2). 

Nun ist aber noch eine ganz andere Transformation moglich. Gehen wir 
wieder von den Gleichungen (56) und (57) fiir ein magnetisches System aus. 

Wieder setzen wir: 
divrol~ = -ew, 
divrol~ = -1]w, 

wo rol~ auBerhalb der Magnete verschwindet. Wir konnen 
wahre Magnetisierung mw wahlen. Ferner setzen wir: 

ft - 1 
~=x, 

xSJ = rolf, 
~* verschwindet auBerhalb der Korper. Endlich sei: 

rolj=rol~ + rolf, 

Dann wird: 

~* =p,SJ + 4:nrol~ = SJ + 4:nrolj, 
.* 

rotrol* =!L. 
1 c' 

div~* = 0; div~* = 0, 

fiir ~ auch die 

(68) 

(69) 

. (70) 

(71) 

(72) 

(73) 

4.1lj* - 4.1lf* 
rot~* = _f. rot~* = __ f. (74) 

c ' c 
Das sind aber nach (58"),(59") die Gleichungen, durch die in einem suszeptibi-
1 it a t s f rei en Raume der Stromverteilung ij, 17 ein Vektor ~ zugeordnet wird. Wir 
nennen wieder das durch (72) definierte Stromsystem, falls - wie von jetzt 
ab angenommen - rol~ die wahre Magnetisierung ist, das zum Magnetsystem 
aquivalente System. 

1) Siehe R. GANS, Gottinger Nachr. 1909, S.209. 
2) Es konnen also zu einem Stromsystem sehr viele aquivalente magnetische Systeme 

gefunden werden, auch fiir den Fall ft = 1 eines, bei dem lIn' iiberall quellenfrei, also keine 
magnetische Dichte vorhanden ist und SJ' = 0 ist (unendlicher Korper). Man kann aller­
dings den Ausdruck Aquivalenz ablehnen fiir den Fall, wo kein AuBenraum vorhanden 
ist, in dem die Vektoren SJ gleich sind. 
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Die Induktionen 58, 58* der beiden aquivalenten. Systeme stimmen tiberall 
iiberein; denn (71) ist die Definitionsgleichung fiir die Induktion58. Die Feld­
starken stimmen aber nur im leeren .Raum iiberein (also z.E; nicht in unmagne­
tischen Korpem, vgl. S. 136). Fiir das Stromsystem ist namlich tiberall58 =~. 

Da wir den Stromen im Magneten Realitat zuschreiben, so fallen vom ato­
mistischen Standpunkt aus Feldstarke und Induktion zusammen; fiir beides ist 
aber die Bezeichnung 58 und der Name Induktion vorzuziehen, weil der be­
treffende Vektor tiberall mit der GroBe tibereinstimmt, die vom phanomeno­
logischen Standpunkt Induktion heiBt. 

Setzen wir 
ij - i* = if, 

so folgt aus (74), (64) und (68), wenn 

gesetzt wird, 

rot (l 58*) = it, 
e 

-;* 
rot (l 58*) = k. . 

e 

Oder auch: Es ist nach (75) (62) und (72):· 

'* [ 1 1 1~ = rot -;; (fl rolj - roe~) , 

(68) bis (71) also nach 
[ 

1 1 

= rot -;; (roej + 4ny.roej - roe~ J, 
[ 

1 . 
= rot -;; (y. ~ + 4ny.roej j, 
= rot (l58*) . 

Aus den i* bestimmt sich also 58* durch das Gleichungssystem: 

div58* = 0, div 58* = 0 

rot58* = 4:n; J'* 
elf' 

jj = i* + it, 
.* 
k = rotO, 
e 

4:n;-
rot58* = c jj , 

1j = f* + ft. 
'* -k = rotD e ' 

(75) 

(76) 

(77) 

(73) 

(74) 

(78) 

(79) 

(80) 

ein dem Gleichungssystem Kap. 1, Ziff.64, (296), (300) bis (306) ganz amiloges 
System. 

Die Darstellung des Feldes nach (65) (66) nannten wir Wirbeldarstellung. 
Ebenso konnen wir aber auch die Darstellung durch (73), (74) bzw. (73), (74), (78) 
bis (80) als Wirbeldarstellung bezeichnen1). Unter Wirbeltheorie wird man dann 
wohl die Auffassung verstehen, daB dem in dieser Darstellung benutzten Begriff 
des Stromes mehr Realitat zukommt als dem der magnetischen Dichte. GewiB sind 
die i* sowie die jf als wirkliche Stromdichten aufzufassen, denen Elektronen-

1) Bestimmen wir das Feld aus den i* nach (65), (66) mit Benutzung der Permeabilitat, 
so wie es in der phanomenologischen Darstellung geschieht, so wird die Feldstarke des Strom­
systems nur in den magnetischen Korpern von der des aquivalenten Magnetsystems ver­
schieden. Fiihrt man dagegen die Permeabilitat nicht besonders ein (73, 74, bzw. 73, 74, 
88-80), so wird man im Stromsystem iiberall 58 = ~ haben und daher werden auch in 
unmagnetischen Korpern die Feldstarken der beiden aquivalenten Systeme verschieden sein. 
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bewegungenentsprechen1). Aber sie sind doch nur Mittelwerte; insofem kann 
ihnen nicht mehr physikalische Realitlit zugeschrieben werden als den magnetischen 
Dichten; andererseits ist wieder zuzugeben, daB die sich auf dasMikroskopische be­
ziehenden Gleichungen vom Typus der Gleichungen der Wirbeltheorie sind. 

14. Magnetomotorische Kraft. Magnetischer Kreis. Wir haben in Ziff. 71 
des vorigen Kapitels den Begriff der magnetomotorischen Krafteingefillirt. 
Dabei beschrlinkten wir uns auf den Fall der Abwesenheitvon elektrischen 
Stromen und einer nicht verlinderlicher Permeabilitlit fL. 

In einem Gebiet, das keinen wahren Magnetismus enthlilt, konnten wir 
jedem Stiick einer ungeschlossenen infinitesimalen Induktionsrohre eine magneto­
motorische Kraft zuordnen. Sie wurde gegeben durch das Integral jfJ,as, 
wobei der Weg gleichgiiltig war. 

Geschlossene Induktionsrohren, die nicht durch permanente Magnete hin­
durchftihren, gab es nicht. Nahmen wir aber noch die Gebiete hinzu, die per­
manente Magnete enthalten, so gab es geschlossene Induktionslinien. Auch 
diesen konnten wir, indem wir unsere Definition erweiterten, eine magnetomo-
torische Kraft zuordnen. f~ d 

Sie wurde durch das Integral ~ odeI' - fiirgeschlossene Induktions-

rohren - durch 4:n pmw,;,ds gegebed, b~des Integrale, die nicht vom Wege unab­

hlingig sindund llings del' Induktionsrohren zu nehmen waren, wo in unmagne­
tischen Korpem fL die Permeabilitlit bedeutete, im Innem permanenter Magnete 
abel' die longitudinale reversible Permeabilitlit . 
. ,- Wir wollen uns nun zunachst auf den Fall beschrlinken, daB Strome im 

Felde vorhanden sind, die in Frage kommenden Induktionsrohren abel' nur durch 
Stoffe hindurchftihren, fiir die ~ dem fJ proportional ist, also nicht durch perma­
nente Magnete. Fiir diesen Fall ist: 

f~8 as f fJ. as . 
Wir nennen nun das Integral 

die magnetomotorische Kraft. Wir haben also jetzt fiir Gebiete ohne perma­
nente Magnete als magnetomotorische Kraft denselben Ausdruck zu betrachten, 
wie friiher, konnen ihn abel' auch auf geschlossene Rohren anwenden, die frtiher­
bei Abwesenheit von Stromen - stets durch permanente Magnete ftihrten. Das 
Integral ist nicht vom Wege unabhangig, sondem llings del' Induktionsrohl'e zu 
nehmen. Indes sind solche Abanderungen des Weges gestattet, beL denen del' 
Strom nicht durch den Weg geschnitten wird. 

Hieraus ergibt sich ohne weiteres ein bedeutender Unterschied gegen den 
im vorigen Kapitel behandelten Fall. Damals konnten wir nicht erwarten, daB 
zwei benachbarten geschlossenen Induktionsrohren dieselbe magnetomotorische 
Kraft zuklime. Jetzt besitzen auch die Nachbarrohren einer infinitesimalen 
Induktionsrohre dieselbe magnetische Kraft. Haben wir eine aus geschlossenen 

1) Wie schon bemerkt (S. 136, Anm. 1), konnen z. B. auch fur It = 1 die mittleren Strom­
dichten i* und if uberall Null sein und doch ein von Null verschiedenes ~ vorhanden sein. 
Das zeigt, daB durch die Strome allein das Feld nicht bestimmt ist. Auch, daB auBerhalb 
der Korper an.. = 0 ist, ll!.Bt sich durch Betrachtung der mittleren Stromdichten allein 
nicht verstehen. Die Bedeutung von ~ und an.. beruht nur auf der Moglichkeit, die Kor­
per zu ver1l.ndem, z. B. Bohrungen anzubringen. Wenn auch nirgends mittlere Strom­
dichten vorhanden sind, so konnen nach Herstellung von Bohrungen doch soIche auftreten. 
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Induktionskurven bestehende geschlossene Rohre endlicher Dicke, durch die 
kein Strom flieBtl), so wird jede infinHesimale Induktionsrohre in ihr tlieselbe 
magnetomotorische Kraft haben. 

Diese Begriffsbildnngen fiihren zu wichtigen Lehrsatzen. Indes wollen wir 
diese gleich ffir einen allgemeinen Fall ableiten und einen Teil der gemachten 
Einschrfuikungen wieder aufheben. Wir wollen die Voraussetzung fallen lassen, 
daB tiberall 58 proportional dem ~ ist. Nur das soli vorausgesetzt werden, daB 
58 dem ~ tiberall parallel ist. Auch fUr diesen Fall halten wir an der Definition 
f ~B d s der magnetomotorischen Kraft fest. Wir Mnnen dafiir auch schreiben 

f 58,dS 

ft ' 

wo Il der Quotient BIH ist und nicht mehr als Konstante angesehen werden kann. 
Es ist aber zu beachten, daB, wenn wir beliebige Variationen von H zulassen, wir 
dabei auch wieder auf den Fall der permanenten Magnete kommen. Das Integral 

(58, ds =f~8dS 
., ft 

ist dann natfirlich verschieden von dem Integral, das frillier f~' ds geschrieben 

wurde; denn damals' bedeutete Il etwas ganz anderes, niimlich fUr das Innere 
von permanenten Magneten die longitudinale reversible Permeabilitiit Ill' 

Betrachten wir nun eine geschlossene infinitesimale Induktionsrohre t, 
die N mal von einem Strom von der Stromstiirke ] umwunden wird und schreiben 
wir ihr einen Umlaufsinn zu. Wir haben dann ffir die magnetomotorische Kraft 

f~8ds=VM' (81) 
,t 

wobei das Integral im Sinne von t zu erstrecken ist, oder auf irgendeinem 
andem Wege der aus t durch eine Deformation hervorgeht, bei der die Kurve 
nicht zum Schnitt mit dem Strom gelangt. V M kann offenbar positiv oder 
negativ sein. 

Nun folgt aus der Formel (41), die auch unter unserer allgemeinen Voraus­
setzung gilt, in Verbindung mit (34): 

V = 4~ NJ 
Me' (82) 

wo ] die Stromstarke ist, aber mit dem positiven oder negativen Zeichen ver­
sehen, je nachdem t den Strom, oder - was dasselbe ist - der Strom t in posi­
tivem oder negativem Sinne umkreist. Das Produkt von N und der in Am­
pere gemessenen Stromstarke heiBt Amperewindungszahl. 

Nun haben wir wieder, wenn tJq den variablen Querschnitt der Rohre be­
zeichnet: 

V =f 58.ds =fB hq ds 
M ft fthq • 

t t 

unter B den absoluten Betrag der Indnktion verstanden 

= BtJqfftd;q. 

1) Bei dieser Gelegenheit mochte ich bemerken, daB mir kein Beweis fiir die vielfach 
ausgesprochene Behauptung bekannt ist, aIle Induktionslinien miiBten geschlossen sein. 
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Wir setzen 

f fld;q = '1£!M, 

_1_ = _1_ -= ~LM 
WM f~ 

f1 dq 
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(83) 

(84) 

(85) 

und nennen ~lM die magnetische Stromstarke, WM den magneti­
schen Widerstand, ~LM das magnetische Lei tvermogen, V M die 
magnetomotorische Kraft der infinitesimalen Induktionsrohre. I" wer­
den wir als spezifisches magnetisches Leitvermogen und 1(1" als 
spezifischen magnetischen Widerstand bezeichnen, 

Wir haben also das Analogon zum OHMschen Gesetz in der Form: 

VM = ~hI" WM, (86) 
oder 

(87) 

1m Gegensatz aber zu dem fiir elektrische Strome geltendenOHMschen Gesetz han­
gen erstens auBer in gewissen GrenzfaIlen, WM, ~ LM und I" von der F eldstarke 
ab, bzw. von der Vorgeschichte des Magnetisierungsprozesses, zweitens konnen 
1", 1/1" und WM negativ oder Null sein 1). 

Betrachten wir nun eine nicht-infinitesimale Rohre 1)l, durch die kein Strom 
hindurchgeht, so konnen wir sie in infinitesimale Rohren zerlegen. AIle haben dann 
dieselbe magnetomotorische Kraft, was fiir das in Kap. 1, Ziff.71 betrachtete 

Integral ffd, d S nicht zutraf. 
. fll 

Wir erhalten' also aus 

Nun setzen wir 

VM~LM = ~lM 

VMJ~LM = f~lM' 
9, m 

J~LM = LM 
m 

(88) 

(89) 

und nennen das Integral die magnetische Leitfahigkeit der Rohre 1)l, 

ebenso J 
~lM = 1M 

m 
nd nennen das Integral den magnetischen Strom in der Rohre 1)l, endlich 

1 
-=WM LM 

und nennen WM den magnetischen Widerstand. 
Wir haben dann: 

oder 

(91) 

(92) 

(93) 
15. Vollkommener magnetischer Kreis. Denken wir uns eine beliebige 

ebene Figur urn eine Gerade in ihrer Ebene rotieren. Den so entstehenden Korper 
bezeichnen Wir als Ring. Die Ausgangsfigur nennen wir Querschnitt und be-

1) A. E. EWING, Magnetische Induktion, S.246, Berlin 1892. 



142 A. Kap.2. P. HERTZ: Magnetische Felder von Str5men. Ziff. 16. 

zeichnen ihren FIacheninhalt mit q. Es moge nun einen solchen Ring 
ein Strom in N Windungen umflieBen; das Innere des Ringes nehmen wir zu­
nachst als leer an oder ausgefiillt mit einem Medium von der Permeabilitat 1. 

Aus Symmetriegriinden ergibt sich dann, daB die Feldstarke eine um so 
kleinere radiale Komponente besitzt, d. h. Komponente senkrecht zur Rotations­
achse, je groBer N ist. Um so weniger Kraftlinien verlassen, von innen kommend, 
den Ring. Wir wollen also die idealisierende Annahme machen, daB die Feld­
starke nirgends eine radiale Komponente besitzt; alle Kraftlinien miissen dann 
in Kreisen um die Achse laufen, und H wird auf den Kreisen konstant sein. Streng 
wird das nur gelten. wenn der Ring von einem kontinuierlichen Flachenstrom 
umflossen wird., Offenbar wird, welche Werle von H wir jedem einzelnen Kreis 
auch zuordnen, schon hierdurch der Gleichung div~ = 0 geniigt. Denn, wenn 
wir das Integral f~" do iiber einen kleinen Kanal erstrecken, dessen Mantel­
flache aus Kraftlinien besteht und dessen Querschnitte Ebenen durch die Achsen 
sind, so erhalten wir den Wert Null. 

Das Integral f H ds ist nun nach (82) = 4c:n: N J oder = 0, je nachdem es 

iiber einen Kreis um die Achse im Innern des Ringes oder in seinem AuBenraum 
erstreckt wird. Daher ist in seinem AuBenraum H = 0 und in einem innern Auf­
punkte in der Entfernung ,. von der_ Achse: 

H- 4:JtNj _2Nj 
- c2:n:Y -cr-. (94) 

-Fiillen wir nun den Ring mit einem homogenen Medium aus, so anderl sich H 
nicht (genauer: es ist ein Zustand moglich, bei dem H denselben Wert hat). 
Es wird ~ namlich dem ~ parallel sein und auf Kreisen um die Rotationsachse 
konstant, und es ist dann wieder· klar, daB div ~ = 0 ist. 

Sind die Querschnittsdimensionen klein gegen die Ringlange l, so haben 
wir iiberall im Ringe: 

H=4:n:Nj 
cl (95) 

oder 
4.1l 

(96) H=-nJ, c 
wenn 

N 
(97) n=T 

die Zahl der Windungen pro Langeneinheit bedeutet. 
Das ergibt sich auch aus den Formeln der vorigen Ziffer. Der magnetische 

Widerstand ist ljqp" die magnetomotorische Kraft 4:nNJ. Somit wird nach (92) 

] - 4.1lNj (98) 
M- I ' 

c-
qp-

oder 
B _ 4.1lNj _ p-4.1lnj 

- p, cl - c ' (99) 

also 
H = 4:nnJ (100) 

unabhangig von dem Material des Ringes. 
16. Unvollkommener magnetischer Kreis; geschlitzter Ring. Wir wollen 

jetzt einen geschlitzten Ring betrachten. Wir gehen aus von einem Ring m, 
wie er in der vorigen .Ziffer betrachtet wurde, dessen Querschnittsdimensionen 
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klein gegen seine Langesind, fuilen ihn mit einem homogenen Material aus, bringen 
einen Schlitz an und lassen wieder einen Strom in N sehr dichten \yindungen 
urn ihn flieBen. 1st nun der ganze Ring ffi als Induktionsrohre anzusehen? Offen­
bar nicht. Denn an den beiden Endquerschnitten zu beiden Seiten des Schlitzes 
wird positiver und negativer Magnetismus frei; wir haben dort zwei sich gegen­
uberstehende Pole und wir wissen, daP 'lie Kraftlinien gegen diese konvergieren. 
Die Kraftlinien werden also in der Naue des Schlitzes aus dem Material heraus­
gedrangt, durch die Luft laufen und dann wieder in das Material zurUckkehren. 
Diese Erscheinung nennt man Streuung. Die Abb. 2, die dem Werke von 
H. DUBOIS: Magnetische Kreise in der Theorie und Anwendung1) entnommen 
ist, gibt eine schematische Darsteilung des Kraftlinienverlaufes. 

Da einige Induktionslinien den Ring verlassen, so nennen wir diesen einen 
unvoilkommenen magnetischen Kreis. Sehen wir nun aber zunachst von der 
Streuung abo 

Wir bezeichnen mit Ii, WMi und p, die Lange des materieilen geschlitzten 
Ringkorpers, seinenmagnetischen Widerstand und seine Permeabilitat. W Mi heiBt 
auch der innere Widerstand. Ie sei die Breite des Schlitzes und W M. sein magne­
tischer Widerstand, der auch auBe­
rer Widerstand heiBt, q endlich sei 
wieder der Flacheninhalt des Quer­
schnitts. Wir haben dann fUr den 
gesamten Wider stand : 

~+~. 
I-'q q 

Also ist nach (92) 

JM = Bq = ~ 4n-N] . (101) 
. c~+~ 

I-'q q 

Fiir das innere Feld ergibt sich 
daraus: 

Hi_ ~ 4nN] (102) 
- c Ii + I-' I,' 

Es gilt also die Gleichung: 
. 4n 

H' (li + P, 1e) = - N J . (103) c 

Sei nun erstens der Ring leer, 
zwei tens der Schlitz mit dem Material 

Abb. 2. Streuung der Kraftlinien im unvoll­
kommenen magnetischen Kreis. 

des Ringkorpers ausgefiillt. Die zugehOrige Feldstarke wird aus (103) erhalten, 
indem im ersten Fall p, = 1 gesetzt wird, im zweiten Fall 1e durch 0 und 1i durch 
1i + 1. ersetzt wird. Beide_Male erhalten wir also dieselbe Feldstarke Ho, die 
der Gleichung 

4n 
Ho(li + 1e) = - NJ c (104) 

genugt. DaB wir fur beide Faile dieselbe Feldstarke finden, ist in lJbereinstimmung 
mit demErgebnis der vorigen Ziffer. 

Wir konnen (103) auch schreiben: 

Hi(li + 1e + [p, ~ 1]le) = 4cn N J. (105) 

1) Berlin, Julius Springer, S. 120. Munchen, R. Oldenbourg. 1894. 
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Ziehen Wlr (104) von (105) ab, so ergibt sich: 

= - Gu - 1) -. I_e Hi, 
Ii + Ie 

_ _ Hi 4;;rle 
- 'X Ii + Ie ' 

(Hi H) _ ~K 4;;rle 
- 0 - - 1V.li Z-I. ' 

e + , 
wo Mi die Magnetisierung ist. 

Wir werden daher 

als Entmagnetisierungskoeffizienten bezeichnen und erhalten: 

Hi - Ho = - A M i , 

H Ho 
i= 1+xA 

(106) 

(107) 

(108) 

(109) 

(vgl. Kap. 1, Ziff. 68). Hi - Ho kann als Zusatzfeld bezeichnet werden. Da Ho 
die Feldstarke im leeren Raum und auch im homogen erfiillten ist, so kann 
man von einem Zusatzfeld und einer entmagnetisierenden Wirkung des ge­
schlitzten Ringes oder des Schlitzes sprechen. 

Der Entmagnetisierungskoeffizient ist nur von den geometrischen Ver­
haltnissen des Ringes abhangig. Er ist um so groBer, je breiter der Schlitz im 
Verhiilfnis zur Ringlange ist. Der Entmagnetisierungskoeffizient konvergiert 
gegen Null, d. h. das Feld gegen das urspriingliche, wenn die Schlitzbreite gegen 
Null konvergiert. 

In der Praxis hat man es auch mit Ringen zu tun, die aus Querschnitten 
verschiedener Formen bestehen, meist ist nur ein Teil des Ringes mit Draht be­
wickelt und die Streuung an den StirnfHichen des Schlitzes muB berucksichtigt 
werden. Fur die meisten Faile der Praxis genugt die Methode von J. und 
E. HOPKINSON!). 

17. Solenoid2). Denken wir uns eine Leitlinie lund sehr viele kleine Strome, 
von der Starke f in normal zut Leitlinie angeordneten Ebenen sie umflieBen, so­
daB n auf die Langeneinheit kommen, wo n eine sehr groBe Zahl ist. Ein solches 
Stromsystem nennen wir ein Solenoid. Es laBt sich anniihernd verwirklichen 
durch eine dunne stromfiihrende Spirale, die die Leitlinie in sehr dichten Win­
dungen umkreist3). 

Jeder Strom ist nach Ziff. 6 zu ersetzen durch eine magnetische Doppelschicht 

mit einem Moment ] q in der Richtung der Leitlinie, wo q die vom Strom umflossene 
c 

Flache ist. Es wird also auf das Stuck dl der Leitlinie, ein Moment nq fdl in 
c 

1) ]. u. E. HOPKINSON, Phil. Trans. Bd. 177, S. 331. 1886. Wir verweisen auf die Dar­
stellung bei H. DU BOIS, Magnetische Kreise, ihre Theorie und ihre Anwendung, S. 152. 
Berlin 1894 und bei R. GANS, Einfiihrung in die Theorie des Magnetismus, S. 33. Leipzig 1908. 

2) Vgl. E. COHN, Das elektromagnetische Feld, S.259. Leipzig 1900. 
3) Auch das System der vielen getrennten Kreisstrome stellt nur eine Annaherung dar 

an das System, fiir das die jetzt zu entwickelnden Gleichungen genau gelten wiirden; ein 
solches ware eine diinne, die Leitlinie umgebende Rohre, die von einem Flachenstrom um­
floss en wird. 
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Richtung des Leiters entfallen, d. h. die Wirkung auf Punkte auBerhalb der Spule 
muB sich (Kap.1, Ziff. 40, Formel145) durch einen Magnetisierungsvektor dar-

stellen lassen,der der Leitlinie parallel ist und die GroBe nJ besitzt. Wirerhalten c . 

also an den Enden magnetische FHi.chendichte vom Betrage: ± n!., also Pole 

vom Betrage ± n ] q . 
c 

Hierdurch isf aber noch nicht das Feld fUr innere Punkte bestimmt. Nun 
haben wir unser Stromsystem durch ein magnetisches System ersetzt, und wir 
konnen zeigen, daB fUr beide 58 ii be r a 11 gleich istl). In dem magnetischen 
System wird die Feldstarke Sj sich wieder nach dem COULoMBschen Gesetz aus 
den beiden Polen berechnen. Die Induktion 58 wird aber sein: 

Das ist aber auch die Induktion und die von der Stromspule erzeugte Feldstarke. 
Diese besteht demnach aus zwei Bestandteilen. Der eine bestimmt sich nach dem 

COULOMBschen Gesetz aus den beiden Polen ± ] n q. Der andere hat die Richtung 
der Leitlinie und die GroBe: C 

4:1lJn 
C 

1st die Spule sehr lang, so ist der erste Anteil zu vernachlassigen, und wir 

haben nur die Feldstarke 4:1lJ n. 
C 

Zweitens sei ein geradliniger Zylinder von belie biger Basis gegeben, den 
ein Strom J in der Langeneinheit nmal umwindet. Wir erhalten ein Feld, das 
sich fUr auBere :punkte berechnet aus dem Felde der Stirnfiachen, die homogen 

mit der magnetischen Dichte ± ni belegt sind. 
C 

1m Innenraum haben wir ein Feld, dessen erster Teil sich aus dem von 
dieser Verteilung herriihrenden Felde berechnet, zu dem aber noch der zweite 
Teil, das homogene Feld 

H = 4:1lJn 
C 

(110) 

hinzutritt. Neben diesem kann bei langen Spulen der erste Bestandteil vernach­
lassigt werden. 

1) Dies folgt nicht aus den allgemeinen Aquivalenzsatzen (Ziff. 13). Wir wollen die 
Behauptung zunachst fiir den Fall von kreisf6rmigen Querschnitten des Solenoides und 
fiir Aufpunkte auf der Leitlinie beweisen: Wir denken uns das Solenoid flachenhaft um­
flossen, so daB auf die Lange dl die Stromstarke exdl = nJdl entfallt. Grenzen wir nun urn 
den Aufpunkt ein als sehr niedriger, gerader Kreiszylinder anzusehendes Teilstiick des Sole· 
noides ab, so kann der Beitrag zur Feldstarke, der von dem seinen Mantel umflieBenden 
Strome herriihrt, vernachlassigt werden. Den Rest des Stromsystems k6nnen wir aber 
durch ein magnetisches Medium ersetzen, in dem die Magnetisierung 9,R der Leitlinie parallel 

ist und den Betrag M = ~ besitzt. Daher tragen die Basisflachen des kleinen heraus-
c 

geschnittenen Zylinders die Flachendichte ± M und erzeugen also nach Kap. 1, Ziff. 32 
im Aufpunkte eine der Magnetisierung gleichgerichtete Feldstarke vom Betrage 4:1lM. 
Durch Ausfiillung der Liicke mit dem magnetischen Medium wird also zur bereits vor­
handenen Feldstarke der Vektor -4:1l9,R hinzukommen; d. h. im magnetischen Medium 
ist die In d u k t ion dieselbe wie im Stromsystem. Die Dbertragung auf den Fall belie­
big gestalteter diinner Solenoide bereitet keine Schwierigkeiten. (Siehe MULLER-PoUILLET, 
Bd. 4, 10. Aufl. S. 634. 1914.) 

Handbuch der Physik. XV. 10 
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18. SchluBjoch. Klemmt man einen zylindrischen Stab von der Lange 1 
und der Permeabilitat ft und dem Querschnitt q in die Klemmbacken eines Halb­
ringes von groBer Permeabili tat und groBem Querschni tt, in ein sog. S chI u B -
joe h, und laBt den Stab von einem Strom umflieBen, so ist der magnetische 
Widerstand des SchluBjochs zu vemachlassigen, und der Widerstand des Kreises 

ist _1_. FlieBt der Strom also in N Windungen urn den Stab, so ist: 
{lq 

Die Feldstarke ist daher 

JM = 4n~J = ft 4n~qJ . 
c­

pq 

H = 4 n Jn . 
c 

(111) 

(112) 

Sie ist also unabhangig von ft und so groB wie in eipem unendlich langen Solenoid. 
Andert man die Stromstarke pli:itzlich, so andert sich auch der Induktions­

fluB. Diese Anderung kann gemessen werden, indem man den Stab mit einer 
Sekundarwicklung umgibt und durch ein ballistisches Galvanometer die durch 
diese hindurchflieBende Elektrizitatsmenge bestimmt. Aus der Anderung von 
J M kann aber nach (111) die Permeabilitat des Stabes ermittelt werden. 



Kapitel ). 

Die magnetischen Eigenschaften 
der Korper. 

Von 

W. STEINHAUS, Berlin. 

Mit 55 Abbildungen. 

I. Einleitung. 
1. Abgrenzung. Wenn ein Karper unter dem EinfluB eines magnetischen 

Feldes seinen magnetischen Zustand andert, so kann das auf verschiedene Weise 
in Erscheinung treten: Die Wechselwirkung zwischen Feld und Karper im 
geanderten magnetischen Zustand kann ponderomotorischer Art sein; ferner 
kann die Anderung des magnetischen Zustandes Induktionswirkungen hervor­
bringen oder auch schlieBlich der Karper im neuen Zustande ponderomotorische 
Wirkungen auf dFitte Karper ausiiben. Diese Wirkungen geben uns mit Hilfe 
der -allgemeinen Theorie .der Elektrizitat und des Magnetismus einen unmittel­
baren Einblick in die eingetretene Anderung. Von dem Zusammenhang zwischen 
Feld- und Zustandsanderung solI in den folgenden Abschnitten die Rede sein. 

Haufig ist nun mit der A.nderung des magnetischen Zustandes eine solche 
der physikalischen Eigenschaften des Karpers verkniipft, wie der thermischen, 
elektrischen oder optischen. Solche werden hier nur insoweit erwiihnt, als sich 
ihre Darstellung aus der Besprechung der hierhergeharenden inversen Effekte 
unmittelbar aufdrangt. 

2. Dia-, para- und ferromagnetische Korper. Wenn wir im folgenden das 
magnetische Verhalten der Karper darstellen, so heiBt das, es solI das magnetische 
Feld als Ursache und der magnetische Zustand des in diesem Felde befindlichen 
Karpers als dessen Wirkung angesehen werden; das magnetische Moment des 
Karpers bzw. seine Magnetisierungsintensitat ~ oder die magnetische Induktion 58 
sollen als Funktion der magnetischen Feldstarke SJ auftreten. Wir nennen 
nun das Verhaltnis 58/SJ die "Permeabilitat" oder den "magnetischen 1n­
duktionskoeffizienten" und bez~ichnen es mit fL. Dann haben wir 

(1) 

Die Frage nach dem magnetischen Verhalten der Karper ist dann identisch 
mit der Frage nach der Permeabilitat fL und ihren Eigenschaften, ihrer Abhangig­
keit von physikalischen und chemischen Bedingungen. 

Vberblickt man nun die GraBe von fL bei allen Karpern, bei denen man sie 
kennt, so sieht man, daB sie mit wenigen, aber sehr wichtigen Ausnahmen un­
gefiihr gleich der des leeren Raumes ist; d. h. in fast allen Karpern unterscheidet 
sich die GraBe der Induktion nur sehr wenig von der GraBe der Feldstarke. Bei 

10* 
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genauerer Beobachtung zeigt sich dann freilich, daB J1- bald groBer, bald kleiner 
als 1 ist, daB aber die Abweichung von 1 nur selten mehr als 0,1%0 betragt. 

Diejenigen Korper, deren Permeabilitat kleiner ist als 1, werden als "dia­
magnetisch", diejenigen mit groBerer Permeabilitat als "paramagnetisch" be-
zeichnet. . ' 

Diese Definition ist eindeutig, solange p bei ein und demselben Korper 
nur kleiner oder groBer als 1 ist, was in der Tat fur die weit uberwiegende Mehr­
zahl aller Fane zutrifft. Es gibt aber einzelne wenige, scheinbar paramagnetische 
Korper, deren Permeabilitat mit steigender Feldstarke oder steigender Tem­
peratur so weit abnimmt, daB der KorperschlieBlich diamagnetisch erscheint. 
Solche Stoffe hat man "metamagnetisch" genannt. 

Bei den obenerwahnten J\usnahmen ist nun die Permeabilitat im allgemeinen 
von ganz anderer GroBenordnung. Hier kommen Betrage von 104 bis 105 vor; 
ferner ist p, in hohem MaBe von der Feldstarke abhangig, im Gegensatz zu den 
schwach magnetischen Korpern. Man nennt solche Stoffe, deren Hauptrepra­
sentant das Eisen ist, "ferromagnetisch". Aber sowohl hinsichtlich der GroBe 
wie auch der Feldabhangigkeit der Permeabilitat existieren kontinuierliche 
Obergange zu den paramagnetischen Korpern. Unter Benutzung dieser Eigen­
schaften ist also eine strenge Definition des Ferromagnetismus nicht moglich. 
Eine solche laBt sich erst finden; wenn man 'die Temperaturabhangigkeit der 
Permeabilitat mit in Betracht zieht.Alle Korper, die bei. gewohnlicher Tem­
peratur ferromagnetisch sind, besitzen eine genau feststellbare, kritische Tem­
peratur, bei der die Permeabilitat fUr kleine Feldstarken plotzlich von einem 
hohen Betrage auf nabezu 1 sinkt. In diesem sog. "CuRlEschen Punkte" ver­
liert der Korper nach der Theorie von WEISS seine spontane Magnetisierung. 
Diese wiirde sich also schon zur Definition des ferromagnetischen Korpers eignen, 
wenn-nicht Bedenken bestanden, auf eine hypothetische GroBe eine Definition 
zu grunden. Man kann aber auch vom Paramagnetismus ausgehen und sagen: 
Paramagnetische Korper werden unterhalb des Curiepunktes als ferromagnetisch 
Oezeichnet. Dabei kann es dahingestellt bleiben, ob alle Paramagnetika einen 
Curiepunkt besitzen oder nicht. 

1m Hinblick auf die molekulartheoretische Behandlung aller dieser Er­
scheinungen ist es nun zweckmaBig, die magnetische Induktion und die Perme­
abilitat als fundamentale GroBen zu vermeiden und statt ihrer die Magnetisierungs­
intensitat und die Suszeptibilitat zu verwenden; denn nur diese haben dort eine 
unmittelbare Bedeutung. Ausgehend von der Magnetisierungsintensitat3, dem 
magnetischen Moment der Volumeinheit, definieren wir den "Magnetisierungs­
koeffizienten" oder die "Suszeptibilitat" " durch die Gleichung 

S="·Sj· 

Der Zusammenhang dieser GroBen mit m und p, ist dann 

und entsprechend 

~-~ 
~=4n3+Sj oder 3=~ 

p,=4n,,+1 oder 
p.-i 

"=~,: 

(2) 

(4) 

Diamagndische Korper sind also solche, deren " negativ ist, wahrend para­
magnetische Korper ein positives" besitzen. 

Die Darstellung der dia- und paramagnetischen Erscheinungen durch Angabe 
von ,,-Werten hat auBerdem den Vorteil, daB diese sich ubersichtlicher und be­
quemer schreiben lassen als die entsprechenden p,-Werte. 
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Die schwachmagnetischen Erscheinungen werden nun in der Mehrzahl der 
Fiille so zur Beobachtung gelangen, daB den Korper nicht der leere Raum umgibt, 
sondem ein anderer schwach magnetischer Korper, am haufigsten wohl die Luft. 
Daher wird in diesen Fiillen nicht die wahre Permeabilitat bzw. $uszeptibjlitat, 
sondem die scheinbaren GroBen p,' bzw. ~' beobachtet. 

N ach der formalen Theorie ist 

p,'=£ 
flo ' 

(5) 

bzw. 
~'= 1'-1'0 

1 + 4n 1'0 
(6)' 

oder einfacher 
I 
~ = ~ - "0, (6 a) 

wobei der Index 0 besagt, daB die GroBe auf das umgebende Medium zu be­
ziehen ist. 

Untersucht man also einen paramagnetischen Korper, dessen wahre Suszep­
tibilitat ~ kleiner ist als die der Luft, in der Weise, daB er von Luft umgeben 
ist, so erscheint er nach Gleichung (6a) diamagnetisch. Zur Ermittlung der 
wahren Suszeptibilitat muB daher die Wirkung des umgebenden Mediums 
beriicksichtigt werden. 

II. Dia- und Paramagnetismus. 
a) Die dia- und paramagnetischen Erscheinungen. 

3. Feste Korper. Bringt man zwischen die spitzen Pole eines Elektro­
magneten leicht drehbar aufgehangt irgendeinen Korper von der Gestalt eines 
Stabchens, so daB seine Liingsachse mit der Feldrichtung einen Winkel von 
45 0 bildet (Abb.1), so wird 
es nach dem Erregen des 
Feldes im allgemeinen nicht 
in Ruhe bleiben, sondem sich 
entweder in Richtung des 
Feldes oder senkrecht da~u Abb.1. Stabchen im inhomo-
einzustellen suchen. 1m erste- genen Magnetfeld. 

ren Falle ist der Korper para-

Abb. 2. Stabchen 
im inhomogenen 

Magnetfeld .. 

magnetisch, im letzteren diamagnetisch. Fiir diesen Versuch istdie Inhomogeni­
tat des Feldes wesentlich. 1m homogenen Felde findet im allgemeinen keine 
Einstellung statt. 1st die Symmetrie des Feldes die entgegengesetzte, so daB 
die Dichte von der Achse nach auBen hin zunimmt (Abb.2), so ist die Ein­
stellung des Stabchens umgekehrt. 

Hat der zu untersuchende Korper die Gestalt einer Kugel, so wird diese 
in das Magnetfeld nach Stellen hoherer Feldstarke gezogen, wenn sie paramagne­
tisch ist, dagegen herausgedriickt, wenn sie diamagnetisch ist. 

Diese Erscheinungen folgen unmittelbar aus dem Satz der formalenTheorie, 
daB die Feldkriifte an die Stellen hoherer Feldstarke immer diejenigen Korper 
zu bewegen suchen, welche die groBere Suszeptibilitat besitzen. 

Die Einordnung der Korper in die beiden Kategorien der paramagnetischen 
und diamagnetischen hat sich im Laufe der Zeit mehrfach geandert. Haufig 
ist der Fall eingetreten, daB Korper, die zunachst paramagnetisch zuseinschienen, 
sich als diamagnetisch herausstellten, als man sie in groBerer Reinheit herzustellen 



150 A. Kap.3. W. ::iTEINHAUS: Ma,gnetlsehe .i£igensehatten der Korper. Zllt. 4. 

verniothte. Und es ist auch jetzt noch moglich, daB bei dem einen oder andern 
Korper eine .Auderung eintritt. 

Von den Metallen und iibrigen festen Elementen sind folgende paramagne­
ti.sch: Mangan,Palladium; Chrom, Uran und die seltenen Erdmetalle besonders 
stark; ferner schwacher Aluminium, Iridium, Kalium, Lithium, Magnesium, 
Natrium, Osmium, Platin, Rhodium, Tantal, Vanadi1Hil; »Wolfram und Zinn; 
stark giamagnetisch ist allein das Wismut, schwacher Antimon, Arsen, Blei, 
Bor, Kadmium, Gold, Jod, Kohlenstoff, Kupfer, Phosphor, Quecksilber, Schwefel, 
Selen, Silber, Silizium, Tellur, Zink und Zirkon. Mangan scheint nach den Up.ter­
suchungen von SECKELSON 1) sowie WEISS und KAMERLINGH ONNES2) auch in 
ferromagnetischer Form auftreten zu konnen. Auch vermag es mit Kupfer 
und Aluminium oder Zinn die HEUsLERSchen Legierungen zu bilden; mit Zinn 
allein, ferner mit Bor, Phosphor, Arsen und besonders mit Antimon gibt es stark 
magnetisierbare3) Legierungen. Trotzdem pflegt es im allgemeinen unter die 
paramagnetischen Korper gerechnet zu werden. 

Feste chemische Verbindungen wurden besonders von ST. MEYER') und 
MESLIN'5) untersuchL Von groBem Interesse ist dabei z. B. das Verhalten der 
Kupfersalze. Wahrend das Metall selbst diamagnetisch ist, ist ein Teil seiner 
Verbindungen, in denen das Kupfer zweiwertig auftritt, paramagnetisch, wie 
das,Oxyd, Sulfat und Chlorid. Auch die Suszeptibilitat der Zinnverbindungen 
ist teils groBer, teils kleiner als N uU. Der magnetische Charakter schwach magne­
tischer Korper ist also von chemischen Bindungen keinesfalls unabhangig. 

Die Glaser sind, soweit sie von stark paramagnetischen Substanzen frei 
sind, durchweg diamagnetisch; sie konnen aber bei Zusatz von'Eisen-, Mangan-, 
Kobaltsalzen usw. auch stark paramagne~isch werden. 

Gase sind im festen Zustand nur wenig untersucht worden. Fester Sauer­
stoff ist sehr stark paramagnetisch. 

Beziiglich einzelner Zahlenangaben in dieser und den folgenden Ziffern 
muB auf Tabellenwerke, wie z. B. LANDOLT-BoRNSTEIN, verwiesen werden. 

4. Fliissige Korper. Fliissige Korper lassen sich leicht in der Weise unter­
suchen, daB man sie in ein Rohrchen aus einer Substanz einschlieBt, deren Sus­
zeptibilitat vernachlassigt werden kann. Zur Orientierung kann man sich auch 
der einfachen Methode von PLUCKER 6) bedienen; man bringt ein UhrschaIchen 
mit etwas Fliissigkeit auf die in Abb. 3 gezeigte Weise in ein Magnetfeld. Eine 

a b 

Abb.3. Verhalten sehwaehrnagnetiseher Flussigkeiten irn Magnetfeld. 

paramagnetische Fliissigkeit wird an die Stellen des starksten Feldes in der 
Umgebung der Polkanten hingezogen (a), eine diamagnetische fortgedriickt, so 
daB sie in der Mitte zusammengeschoben erscheint (b). Man kann sich auch leicht 

1) E. SECKELSON. Wied. Ann. Bd.67, S.37. 1899. 
2) P. WEISS U. H. KAMERLINGH ONNES, C. R. Bd. 150, S.687. 1910. 
3) WEDEKIND, ZS. f. Elektroehern. Bd.47, S.850. 1905; ZS. f. phys. Chern. Bd.66, 

S.624. 1909; K. HONDA, Ann. d. Phys. Bd. 32, S. 1017. 1910; K. HONDA U. T. SONE, Proe. 
Math. Phys. Soc. Tokyo (2) Bd. 7, S. 11. 1913; S. HILPERT U. TH. DIECKMANN, Chern. Ber. 
Bd.44, S.2831. 1911; H. FASSBENDER, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.10, S.256. 1908. 

4) ST. MEYER, Wied. Ann. Bd.69, S.236. 1899. 
5) G. MESLIN, C. R. Bd.140, S.782. 1905. 
6) J. PLUCKER, Pogg. Ann. Bd.73, S.568. 1848. 
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der SteighOhenmethode von QUINCKE1) bedienen. Der eine der beiden Schenkel 
eines U-Rohres befindet sich zwischen den Polen eines Elektromagneten (Abb. 4), 
der andere auBerhalb des Feldes . .In dieses U-Rohr wird die Fliissigkeit so hoch 
eingefiillt, daB sie in dem einen Schenkel gerade die Mitte des Magnetfeldes 
erreicht. 1st sie paramagnetisch, so steigt ihr Niveau bei Erregung des Feldes, 
bei diamagnetischen Fliissigkeiten sinkt es. Zur VergroBerung der Empfindlich­
keit kann das U-Rohr geneigt werden. Noch einfacher wird ein Tropfen der 
Fliissigkeit in der durch Abb. 5 dargestellten Weise untersucht. 

Wasser hat nach den iibereinstimmenden Resultaten vielerForscher 2) 

eine wahre Suszeptibilitat von - 0,72 . 10- 6; ihr Temperaturkoeffizient ist 
nach MARKE 3) +0,00007. 

Wasserige Losungen paramagnetischer Salze sind in starker Verdiinnung 
diamagnetisch, in groBerer Konzentration im allgemeinen paramagnetisch. Da-

Abb.4. Steigh5henmethode. Abb. S. Tropfen im Magnetfeld. 

zwischen haben sie eine bestimmte Konzentration, fUr die u = ° ist, z. B. fiir 
eine 5 proz. Chromalaun- oder 1,86proz. Nickelchloridlosung ("unmagnetische 
Losungen"4). . 

Fliissiger Sauerstoff5) ist auBerordentlich stark paramagnetisch; er wird 
schon von einem kraftigen Magneten deutlich angezogen. 

AIle iibrigen Fliissigkeiten, darunter auch die organischen Verbindungen, 
sind diamagnetisch. 

5. Gase. Die Volumsuszeptibilitaten der Gase sind auBerordentlich gering. 
Trotzdem laBt sich nach FARADAY das magnetische Verhalten im Vergleich 
mit Luft leicht zeigen, wenn man das Gas, in einer Seifenblase eingeschlossen, 
zwischen die Pole eines starken Elektromagneten bringt und das Feld abwechselnd 
erregt und fortnimmt. Bekannt ist auch das Verhalten der diamagnetischen 
Flammengase einer Kerze im Magnetfeld; die Flamme wird scheinbar aus dem 
Felde herausgeblasen. Auch durch Sichtbarmachen des Gases mit Salmiak­
nebel IaBt sich sein Verhalten im Magnetfeld zeigen. 

Luft, Sauerstoff und Stickoxyd sind verbaltnismaBig stark paramagnetisch; 
aIle andern Gase schein en diamagnetisch zu sein 6). Die Suszeptibilitat der Luft 
wird heute zu u = +0,024.10- 6 angenommen. 

1) G. QUINCKE, Wied. Ann. Bd.24, S. 374. 1885. 
2) P. WEISS U. A. PICCARD, C. R. Bd. 155, S. 1234. 1912; P. SEVE, Ann. chim. phys. 

(8) Bd. 27, S. 189 u. 425. 1912; W. J. DE HAAS U. P. DRAPIER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 42, S.673. 
1913; A. PrcCARD u. A. DEVAUD, Arch. sc. phys. et nat. (5) Bd.2, S.41O. 1920. 

3) A. W. MARKE, Oversigt Kopenhagen 1916, S.396. 
4) H. DU Bors, Wied. Ann. Bd. 35, S. 164. 1888; O. LIEBKNECHT U. A. P. WILLS, Ann. 

d. Phys. (4) Bd. 1, S. 178. 1900. 
5) A. PERRIER U. H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden 1914, Nr.139d. 
6) A. JEFIMOW, Journ. de phys. (2) Bd. 7, S. 494.1899; P. CURIE, C. R. Bd. 115, S. 1292. 

1892; P. Tii.NZLER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 24, S. 931. 1907; R. BERNSTEIN, Dissert. Halle 1909; 
P. PASCAL, C. R. Bd.148, S.413. 1909; P. WEISS U. A. PICCARD, ebenda Bd. 157, S.916. 
1913; B. CABRERA U. E. MOLES, Arch. de Geneve Bd.36, S.502. 1913. 
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6. Kristalle. Ein besonderes Verhalten zeigen die Kristalle1). Wenn wir 
aus· einem solchen eine Kugel herausschneiden und diese im Magnetfeld unter­
suchen, so werden wir im allgemeinen finden, daB die Richtung der Magnetisiening 
mit der des Feldes nicht iibereinstimmt. Es gibt aber drei Richtungen, in denen 
Vbereinstimmung herrscht; diese Richtungen nennt man Hauptmagnetisierungs­
achsen und die Suszeptibilitaten in diesen Richtungen die Hauptsuszeptibilitaten 
~l' ~2 und ~3' 

Beim regularen System ist "1 = ~2 = ~3; regulare Kristalle verhalten sich 
also in den verSchiedenen Richtungen nicht verschieden,sondern wie isotrope 
K6rper. Solche Kristalle sind z. B. Alaun, Bleiglanz, FluBspat und Steinsalz, 
welche ein negatives ~ besitzen, wiihrend z. B. Pyrit paramagnetisch ist. 

Bei einachsigen Kristallen ist die axiale Suszeptibilitat ~l' die beiden aqua­
torialen sind einander gleich: ~2 = ~3' Man beieichnet nun einen solchen Kristall 
dann.als "positiv", wenn die dia- oder paramagnetische Ma~etisierbarkeit in 
der Achse groBer ist als senkrecht dazu; ein diamagnetisch positiver Kristall 
stellt sich daher mit seiner Achse senkrecht zur Feldrichtung, ein paramagnetisch 
positiver parallel der Feldrichtung. "Negative" Kristalle verhalten sich um­
gekehrt. So sind Dolomit und Turmalin beide paramagnetisch, der erstere 
positiv, der letztere negativ. Kalkspat ist diamagnetisch positiv, ein Wismut-
kristall diamagnetisch negativ. ' 

Bei dreiachsigen Kristallen ist der Unterschied zwischen ~2 und ~3 meist 
so gering, daB sie sich in ihrem Verhalten von einachsigen kaum unterscheiden. 

b) Gesetzma.Bigkeiten. 
7. Die Suszeptibilitat chemischer Verbindungen. Wir beziehen nun die 

Suszeptibilitat nicht wie bisher auf die Volumeinheit, sondern auf die Massen­
einheit und nennen sie die Massensuszeptibilitat X (oder auch spezifischen 
Magnetismus) 

(7) 

wo d die Dichte bedeutet. Wir wollen ferner mit Xm das Produkt aus Massen­
suszeptibilitat und Molekulargewicht m bezeichnen und es Molekularsuszeptibilitat 
(auch Molekularmagnetismus ist gebrauchlich) nennen. Es ist also 

Xm = x·m. (8) 

Das Entsprechende gilt von der Atomsuszeptibilita t (Atommagnetismus) 

Xa = X· a. (9) 
wo a das Atomgewicht ist. 

Der Zusammenhang der Xm-Werte fiir eine chemische Verbindung mit 
den Xa-Werten ihrer konstituierenden Atome scheint im allgemeinen ziemlich 
kompliziert zu sein. Am einfachsten liegen die Verhaltnisse offenbar bei 
organischen Verbindungen, fiir welche PASCAL2) fand, daB der molekulare Dia­
magnetismus haufig gleich der Summe der Atommagnetismen ist, vermehrt 
um eine Konstante, die bei den gesattigten Kohlenwasserstoffverbindungen 
der Formel Cn H2n+2 gleich Null, fiir andere aliphatische Verbindungen positiv 
und fiir die aromatischen negativ ist. 

Sehr viel komplizierter aber sind die Zusammenhange bei den anorganischen 
Verbindungen. Die Molekularsuszeptibilitaten der Salze werden wesentlich be-

1) W. VOIGT, Lehrbuch der Krilitallphysik, S.468ff. .Leipzig 1910; W. VOIGT U. 
S. KlNOSHITA, Ann. d. Phys. Bd. 24, S. 492. 1907~ 

2) P. PASCAL, Ann. chim. phys. (8) Bd. 19, S. 5. 1910. 
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stimmt durch den Atommagnetismus der Metallatome; der EinfluB der Metanoid~ 
atome und Radikale 1) ist aber durchaus nicht zu vemachlassigen, wie WIEDE"; 
MANN und QUINCKE zunachst annahinen. Dabei kommt es haufig vor, daB Xm 
sich rein additiv aus den Suszeptibilitaten des Kations und Anions zusamm6n­
setzt; aber ffir gewohnlich kann die Suszeptibilitat des Radikals nicht additiv 
aus den Atommagnetismen zusammengesetzt werden. 

WEISS2) nimmt aber wenigstens das als sicher an, daB die diamagnetischen 
Atome in del1 Verbindungen mit paramagnetischen Metallatomen ihren Dia­
magnetismus behalten. Er benutzt die folgenden Werte (Tabelle 1)/ um aus den 
Molekularmagnetismen paramagnetischer Salze den Atommagnetismus der 
Kationen zu erhalten: 

Tabelle 1. 

Xa • 10· Xs • 10· Xa • 108 Xm ·10· 

H - 3;05 Te - 39 J - 46.5 SO, - 38.5 
C - 6.25 P - 27.4 Na - 4 N03 - 19.0 

° - 4.8 Fl -12 K -11 NHs - 15.0 
S - 15.6 Cl -21 Hg - 35 

I 
CN - 11.25 

Se -24 Br - 32 H 2O - 13.5 

Es ist wahrscheinlich, daB diese komplizierten Verhi.i.ltnisse im Zusammen­
hang stehen mit dem Atomvolumen 3), so daB ein additives Gesetz nur dann 
gilt, wenn auch das Molekularvolumen sich additiv aus dem Atomvolumen 
herleiten HiBt. Bei Volumkontraktion werden die Verbindungen paramagne­
tischer, bei Volumdilat;l.tion diamagnetischer. 

Es ist bemerkenswert, daB die Molekular- und damit auch die Atomsus­
zeptibilitaten der verschiedenen MetalJ.salze wesentlich von der Wertigkeitsstufe 
des Metallatoms abhangen. So ist z. B. Fe+ + + bedeutend starker paramagnetisch 
als Fe++. Bei Kupfer tritt sogar eine Umkehr ein; wi.i.hrend Cu++ paramagne­
tisch ist, ist Cu + diamagnetisch. Es ist auch interessant, daB Eisen als Ion 
gar kein so besonderes Verhalten zeigt wie im metallischen Zustand. und daB 
andere lonen, wie Mangan oder gar Gadolinium und Erbium, es hinsichtlich 
der GroBe der Molekularsuszeptibilitat weit hinter sich zuriicklassen. 

8. Die Suszeptibilitat von Salzlosungen. Ober die Abhi.i.ngigkeit des spe­
zifischen Magnetismus der SalzlOsungen von denen ihrer Bestandteile fand 
zuerst WIEDEMANN 4) ein einfaches Gesetz, das nach ihm als WIEDEMANNsche 
Regel bezeichnet wird und dessen Formulierung KONIGSBERGER spater verall­
gemeinerte. Bezeichnet man mit X, die spezifische Suszeptibilitat eines Salzes, 
mit C, seine Konzentration und mit XW die spezifische Suszeptibilitat des Lo-· 
sungsmittels, so ist die der Losung 

X = CB • X, + (1 - C.) Xw' (10) 

Die Gilltigkeit dieser Regel ist' aber durchaus nieht allgemein. Wahrend 
sie fUr eine Anzahl von Korpem gut zutrifft,. wie z. B. fUr Nickelsalze, zeigen 
sich bei andem, wie z. B. den Ferrisalzen, betrachtliche Abweichungen. Diese 
riihren daher, daB sich das Salz nicht unverandert in der Losung befindet, sondem 
bei Ferrisalzen z. B. einer hydrolytischen Spaltung unterworfen ist, und zwar 
je nach der Konzentration bald in hoherem, bald in geringerem Grade. Diese 

1) S. auch 0. LIEBKNECHT U. A. P. WILLS. Ann. d. Phys. (4) Bd. 1. S. 178. 1900. 
2) P. WEISS. Arch. de Gen. (4) Bd. 31. S.401. 1911. 
8) G. JAGER U. ST. MEYER. Wied. Ann. Bd. 63. So" 83. 1897; ST. MEYER. ebenda Bd. 69. 

S.236. 1899; Ann. d. Phys. (4) Bd. 1. S.644 u. 668. 1900. 
4) G. WIEDEMANN. Pogg. Ann. Bd. 126. S.1. 1865; Bd. 135. S. 177. 1868; J. KONIGS­

BERGER. Wied. Ann. Bd. 66. S. 698. 1898. 
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Abweichungen gehen bei Saurezusatz, der die Hydrolyse vermindert, ebenfalls 
zuriick 1). 

Aber selbst wenn nun die WIEl)ElIiANNsche Regel Giiltigkeit hat, d. h. 
wenn Xs von der Konzentration unabhangig ist, so ist doch noch kein SchluB 
von XS (Losung) auf XS (festes Salz) erlaubt. Beide Werte unterscheiden sich 
oft betrachtlich; die ohne Kristallwasser kristallisierenden Salze scheinen hierbei 
einen groBeren Sprung zu zeigen als kristallwasserhaltige. Auch diese andern 
ihre spezifische Suszeptibilitat stark, wenn das Kristallwasser entfernt wird. 

9. Abhangigkeit der Suszeptibilitat vorn Druck. Schon artere Versuche 
lieBen es als ziemlich sicher erscheinen, und neuere Untersuchungen 2) haben 
es immer wieder bestatigt, daB die Suszeptibilitat eines Gasessich dem Druck 
proportional verhiilt; d. h. also, daB die Massensuszeptibilitat der Gase konstant 
ist, da sich ja das spezifische Gewicht dem Druck proportional verandert. 

Indessen scheint bei diamagnetischen Gasen fUr kleine Drucke, wie GLASER 3) 

gefunden hat, eine Anomalie vorhanden zu sein. Mit abnehmendem Druck 
ist die Massensuszeptibilitat zwar zunachst konstant, steigt dann aber an, urn 
schlieBlich den dreifachen Betrag anzunehmen. 

LEHRER 4), der diese Frage mit einer andern Methode nachpriifte, konnte 
allerdings diese Anomalie nicht feststellen. 

10. Abhangigkeit der Suszeptibilitat von der Ternperatur. Die wichtigsten 
Beziehungen, die die Abhangigkeit der Suszeptibilitat von der Temperatur 
betreffen, wurden von CURIE 5) aufgestellt. Nach ihm ist die Suszeptibilitat 
diamagnetischer Korper von der Temperatur nahezu unabhangig, diejenige 
paramagnetischer Korper der absoluten Temperatur umgekehrt proportional: 

Xm . T = C I' (11) 

Diese Beziehung wird als das erste CURIEsche Gesetz bezeichnet; C I ist die 
CURIEsche Konstante. Diese ist fUr verschiedene paramagnetische Korper sehr 
verschieden. Wie die Untersuchungen von OWEN 6) und HONDA 7) zeigen, gilt 
aber das CURIEsche Gesetz nur in seltenen Fallen genau, sehr haufig angenahert, 
oft auch gar nicht. \Vesentlich besser gilt die folgende modifizierte Form des 
Gesetzes: 

X (T + T 1 ) = konst., (12) 

wobei Tl eine empirisch ermittelte positive oder negative KorrektionsgroBe ist 8). 

Von besonderem Interesse ist das Verhalten von Sauerstoff. Dieser Korper, 
der schon bei gewohnlicher Temperatur sehr stark paramagnetisch ist, miiBte 
bei Giiltigkeit des Gesetzes schlieBlich bei sehr tiefen Temperaturen (im festen 
Zustand) beziiglich seiner Magnetisierbarkeit in die GroBenordnung der gewohn­
lichen ferromagnetischen Korper kommen. PERRIER und KAlIiERLINGH ONNEs 9) 

1) B. CABRERA U. E. MOLES, Arch. de Geu. (4) Bd.35, S.425. 1913; Bd.36, S.502. 
1913; Bd.37, S.324. 1914. 

2) P. WEISS U. A. PICCARD, C. R. Bd. 155, S.1234. 1912; W. P. Roop, Phys. Rev. 
Bd.7, S. 529. 1916. 

3) A. GLASER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 75, S.459; Bd. 78, S~ 641. 1924. 
4) E. LEHRER, ZS. f. Phys. Bd.37, S.155. 1926; G. W. HAMMAR, Proc. Nat. Soc. 

Amer. Bd. 12, S. 594. 
5) P. CURIE, C. R. Bd. 115, S. 803 u. 1292. 1892; Bd. 116, S. 136. 1892; Bd. 118, S. 1134. 

1894; Jouro. de phys. Bd.4, S. 197. 1895. 
6) M. OWEN, Ann. d. Phys. Bd.37, S.657. 1912. 
7) K. HONDA, Ann. d. Phys. Bd. 32, S. 1027. 1910. . 
8) E. H. WILLIAMS, Phys. Rev. (2) :Bd.14, S.348. 1919; E. OOSTERHUIS, Phys. ZS. 

Bd. 14, S.862. 1913. . 
9) A. PERRIER U. H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden 139d; C. R. Bd. 158, S.941 

u. 1074. 1914. 
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fanden nun, daB das CURIEsche Gesetz zwat gilt, aber immet nur stiickweise; 
dazwischen nimmt bei bestimmten Temperaturen die spezifische Suszeptibilitat 
sprungweise ab, so daB die erwartete Magnetisierbarkeit doch bei weitem nicht 
erreicht wird. 

Beim Vbergang vom festen zum fliissigen Zustande und umgekehrt zeigen 
viele Korper Unstetigkeiten im Verlauf der spezifischen Suszepnbilitat, viele 
aber gehen auch ohne Sprung aus dem einen in den andern Zustand iiber. 

Auch der Satz iiber die Temperaturunabhangigkeit des Diamagnetismus 
ist nur sehr bedingt richtig. Sicher ist, daB die Abhiingigkeit im allgemelnen 
geringer ist als bei paramagnetischen Korpern; sie ist haufig so klein, daB auch 
heute noch (besonders bei Gasen) nicht sieher feststeht, ob der Temperatur­
koeffizient positiv oder negativ ist. Aber es kommt (z. B. bei Wismut und Anti­
mon) auch starke Temperaturabhangigkeit vor, und zwar sowohl mit positiven 
wie negativen Koeffizienten. 

Beziiglich der Verhiiltnisse bei schwach magnetischen Kristallen sei auf die 
Arbeit von LUTTEROTH1) verwiesen. 

11. Abhangigkeit der Suszeptibilitat von der Feldstarke. Nach derTheorie 
von LANGEVIN muB sieh die Magnetisierung eines paramagnetischen Korpers 
bei sehr hohen Feldstarken (oder sehr tiefen Temperaturen) einem Sattigungs­
werte nahern, die Suszeptibilitat also entsprechend abnehmen. Diese auch friiher 
schon vermutete Erscheinung ist oft gesucht worden; mit Sicherheit wurde 
sie von KAMERLINGH ONNES 2) am Gadoliniumsulfat bei sehr tiefen Temperaturen 
nachgewiesen. Aber auch ein Tell der Ergebnisse der unter voriger Ziffer zitierten 
Arbeiten von HONDA und OWEN laBt sieh in dieser Weise erklaren. 

Eine andere Erscheinung3), die besonders an Mangan und Chrom festgestellt 
wurde, namlich ein anfanglicher Anstieg der Suszeptibilitat, ist typisch ferro­
magnetisch. Er beruht entweder auf Verunreinigungen mit ferromagnetischen 
Korpern, oder die untersuchten Substanzen selbst haben eine eigene, geringe 
ferromagnetische Magnetisierbarkeit. Vbrigens hat FALCKENBERG 4 ) diesen Effekt 
bei SalzlOsungen nicht gefunden. 

c) Die Theorien des Dia- und Paramagnetlsmus. 
12. Die AMPEREschen Molekularstrome. Wiihrend 5) die Frage nach der 

Natur der Elementarmagnete fiir die Molekulartheorie des Ferromagnetismus 
von geringerem Belang ist, hat sie bei der Theorie der schwachmagnetischen 
Korper eine entscheidende Bedeutung. 

Nachdem AMPERE gezeigt hatte, daB jeder Kreisstrom nach auBen hin 
dieselbe Wirkung ausiibt, wie ein in seiner Achse liegender Magnet, und er auch 
der Wirkung eines magnetisches Feldes in der gleiehen Weise unterworfen ist 
wie ein so1cher, lag es fiir ihn nahe, das physikalische Weltbild dadurch zu ver­
einfachen, daB er nun umgekehrt die elektrischen Kreisstrome als alleinige Ur­
sache iiberhaupt aller magnetischen Wirkungen betrachtete. Dazu muBte er 

1) A. LUTTEROTH, Wied. Ann. Bd.66, S.1081. 1898. 
2) H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden 140d; Proc. Amsterdam Bd.17, S. 283.1914. 
3) A. HEYDWEILLER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 12, S.608. 1903; P. WEISS u. H. KAMERLINGH 

ONNES, C. R. Bd.150, S.686. 1910; K. IHDE, Ann. d. Phys. (4) Bd.41, S.829. 1913; 
W. LEPKE, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S.369. 1914. 

4) G. FALCKENBERG, ZS. f. Phys. Bd.5, S.201. 1921. 
5) Als ausfiihrlichere Darstellung der "Theorien des Magnetismus" sei der Bericht 

des National Research Council empfohlen, der neuerdings auch in deutscher Obersetzung 
von J. Wtl'RSCHMIDT als Band 74 der Sammlung "Die Wissenschait", Braunschweig 1925, 
erschienen ist. 
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die Annahme machen, daB das magnetische Moment eines Molekiils von einem 
elektrischen Strom herriihre, der bestandig in ihm kreist; und zwar dachte er 
sich diese Molekularstrome als wirkliche Leitungsstrome, die in widerstandslosen 
Bahnen verlaufen miissen, damit zu ihrer Aufrechterhaltung keine Arbeit auf­
gewendet zu werden braucht. In einem magnetischen Korper im unmagnetischen 
Zustand sollten die Achsen dieser Molekularstrome gleichmaBig auf alle Rich­
tungen verteilt sein. Ein auBeres Feld sollte dann die Kreisstrome drehen, so daB 
ihre . Achsen dem Felde mehr oder ,weniger parallel gerichtet wiirden. So legte 
schon AMPERE den Grund zu der spater von WEBER durchgefiihrten Richtungs­
theorie. 

In die Zwischenzeit fallen die beiden wichtigen Entdeckungen FARADAYS, 
die der elektromagnetischen Induktion und die des Diamagnetismus. Aber erst 
WEBER gelang die theoretische Herleitung des .letzteren aus dem Induktions­
gesetz auf Grund der AMPEREschen Vorstellungen. 

Die Molekel eines diamagnetischen Korpers sollen zwar widerstandsfreie 
Bahnen enthalten, in diesen solI aber kein Strom flieBen. Beim Entstehen eines 
Magnetfeldes werden hun in diesen Bahnen Kreisstrome. induziert, deren Feld 
dem erregenden Felde entgegengesetzt gerichtet ist. Verschwindet das Feld, 
so wird ein entgegengesetzter Strom iriduziert, der den erstentstandenen Strom 
und damit auch das negative Moment gerade wieder aufhebt. Ein Korper mit 
solchen Bahnen zeigt also die Erscheinungen des Diamagnetismus. 

Es ist aber noch die Frage offengeblieben, wie denn iiberhaupt wider­
standslose Bahnen moglich sind. Darauf lassen sich' verschiedene Antworten 
geben, die zum Tei! von der durch ROWLAND nachgewiesenen l\.quivalenz von 
transportierten elektrischen Ladungen (Konvektionsstromen) mit Leitungsstromen 
Gebrauch machen. Rotierende Elektronen, rotierende elektrisch geladene Ele­
mentarkorper, zirkulierende Elektronen, die Elektronenbahnen innerhalb der 
Atome, sie alle reprasentieren also AMPEREsche Molekularstrome 1). 1m einzelnen 
wird davon weiter unten noch die Rede sein. 

Der direkte Nachweis so1cher Molekularstrome ist haufig versucht worden, 
aber lange Zeit ohne Erfolg. Erst EINSTEIN und DE HAAS2) ist er in folgender 
Weise gelungen. Jedem kreisenden Elektron kommt ein Impulsmoment zu, 
das mit dem magnetischen Moment gleichgerichtet und ihm proportional ist; 
das kreisende Elektron verhhlt sich also wie ein Kreisel, dessen Achse in der 
Richtung des magnetischen Moments liegt. Kehrt man nun in einem magnetisier­
baren Korper durch Kommutieren des erregenden Feldes alle magnetischen 
Einzelmomente um, so muB auf den Korper als Reaktion auf die gleichzeitige 
Umkehr der Impulsmomente ein Drehmoment ausgeiibt werden. 

EINSTEIN und DE HAAs konnten diesen Effekt, der einzeln wegen seiner 
geringen GroBe nicht leicht nachweisbar ist, an einem Eisenstabchen zeigen, 
wenn sie sich nicht auf eine einzelne Kommutierung beschrankten, sondern 
das Eisenstabchen in einem Wechselfelde so aufhingen, daB seine Torsionsschwin­
gung mit dem Wechselfdde in Resonanz war. 

Nimmt man nun an, daB ein AMPEREscher Molekularstrom aus einem mit 
Elektronen besetzten Ring oder einem elektrisch geladenen, rotierenden Ele­
mentarkorper besteht, so laBt sich zeigen, daB 

2m M=-.j=J...j 
e (13) 

1) F. RICHARZ, Wied. Ann. Bd. 52, S. 410. 1894; Phys. ZS. Bd. 12, S. 151. 1911; Mar­
burger Sitzungsber. 1915, S. 21; A.KoRN, Phys. ZS. Bd. 17, S.112. 1916 .. 

2) A. EINSTEIN U. J. W. DE HAAS, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 17, S. 152 u. 203. 1915. 
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ist, wobei M das Impulsmoment, J das magnetische Moment und mje das Ver­
hiiltnis von Masse zu Ladung eines Elektrons bedeuten. A. miiBte also nach der 
Theorie den Wert 1,13 .10- 7 haben; EINSTEIN und DE HAAS fanden ihn in guter 
Vbereinstimmung damit zu· 1,11 . 10 -7. 

BECK1) hat nun diese Versuche unter erheblicher Verbesserung der. Be­
dingungen mit Eisen und Nickel wiederholt. Seine Messungen aber ergaben 
fiir A. fast nur die Halfte deserwarteten Wertes, namlich bei Eisen 0,60. 10-7 

und bei Nickel 0,64.10- 7• Der Grund dieser Abweichung ist bisher noch nicht 
sicher bekannt2). 

Immerhin beweisen aber diese Versuche wenigstens qualitativ die Existenz 
der AMPEREschen Molekularstrome. 

13. Die VOIGTSche Theorie. Die Erfolge, welche die Elektronentheorie 
namentlich auf dem Gebiet der elektromagnetischen Optik zu verzeichnen 
hatte, legten den Gedanken nahe, auch die Theorie des Mag:p.etismus aus ihr 
herzulei ten. 

Der erste, der sich dieser Aufgabe unterzog, war VOIGT3). Er stellte die 
Bewegungsgleichungen fUr ein Elektron auf, das den Kraften eines elektrischen 
und magnetischen Feldes unterworfen ist, ·das aber auBerdem unter dem EinfluB 
quasielastischer Krafte steht, die seiner Verriickung aus der Gleichgewichtslage 
proportional sind. Unter der Annahme, daB fti,r den hier interessierenden Fall 
die elektrische Feldstarke Null und das magnetische Feld konstant ist, und daB 
bei der Bewegung der Elektronen keine Energie verbraucht wird, lassen sich die 
Gleichungen dann einfach lOsen. Ferner wird zur Vereinfachung der Anfangs­
bedingungen angenommen, daB die Zeit, die zur Erregung des Feldes notig ist, 
so klein ist, daB die inzwischen eintretende Anderung von Ort und Geschwindig­
keit vernachlassigt werden kann, ebenso wie die GroBe des elektrischen Feldes, 
das wahrend der_ Erregung des magnetischen Feldes unter allen Umstanden 
entstehen muB. 

Bei der Durchfiihrung der. Rechnung zeigt sich dann das iiberraschende 
Resultat, daB der zeitliche Mittelwert der magnetischen Kraft, die im betrachteten 
Punkte durch die Bewegung des Elektrons hervorgebracht wird, vor und nach 
der Erregung des Feldes der gleiche ist, d. h. also, daB ein nichtmagnetisierter 
Korper, dessen Elektronenaufbau den obigen Voraussetzungen entspricht, auch 
unter der Wirkung eines magnetischen Feldes nicht magnetisiert wird. 

In dieser, Weise ist also weder Dia- noch Paramagnetismus zu erklaren. 
Nimmt man aber an, daB im Gegensatz zu oben eine Zerstreuung der Energie 
stattfindet, und daB auch ZusammenstoBe auftreten, die den Elektronen zur Auf­
rechterhaltung eines stationaren Zustandes Energie zufiihren, so ergibt sich eine 
Darstellung der magnetischen Suszeptibilitat, in der diese dem Unterschiede 
zwischen mittlerer potentieller und kinetischer Energie der Elektronen pro­
portional ist. Vberwiegt die erstere, so ist der Korper paramagnetisch, im ent­
gegengesetzten Falle diamagnetisch. 

Es zeigt sich also, daB hier zur Erklarung des Dia- und Paramagnetismus 
nicht verschiedene Grundannahmen (wie z. B. bei WEBER) erforderlich sind, 
sondern einheitliche Annahmen ausreichen. Ob und wieweit aber diese moglich sind, 
ist bei dem Stande unserer Kenntnis der Elektronenbewegung kaum zu beurteilen. 

Ungefahr gleichzeitig mit VOIGT kahl J. J. THOMSON') zu ahnlichen Er-
gebnissen. Er betrachtete ringformig angeordnete Elektronen, die gleichen Ab-

1) E. BECK, Ann. d. Phys. (4) Bd.60, S.109. 1919. 
2) S. auch G. ARVIDSSON, Phys. ZS. Bd.21, S.88. 1920. 
3) w. VOIGT, Ann. d. Phys. Ed. 9, S.115. 1902. 
4) J. J. THOMSON, PhiL Mag. (6) Bd.6, S.673. 1903. 
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stand voneinander besitzen und mit gleicher Winkelgeschwindigkeit in einer 
ebenen Bahn urn den Mittelpunkt des Ringes rotieren. Es zeigte sich, daB die 
dia- und paramagnetischen Wirkungen sich gerade aufheben, wenn die ElektroFlen 
keinen Energieverlust durch Zerstreuung aufweisen und die Bahnen vollig £rei 
sind. Sind diese aber z. B. unter dem EinfluJ3 ihrer Umgebung an feste Lagen 
gebunden, so wiirden sie sich wie die AMPEREschen Molekularstrome verhalten, 
d. h. durch die Induktionswirkung des Feldes entstiinde Diamagnetismus, durch 
die richtende Wirkung auf das ganze, mit der Elektronenbahn fest verbundene 
Molekiil Paramagnetismus. 

14. Die LANGEVINSche Theorie. Dieser Moglichkeit is! LANGEVIN1) nach­
gegangen und hat im Verlaufe seiner Untersuchungen eine Theorie geschaffen, 
die seither als Grundlage aller neueren theoretischen Betrachtungen nicht nur 
der schwach magnetischen, sondem auch der ferromagnetischen Korper ge­
dient hat. 

Ein Moleki.il oder ein Atom enthalte eine Anzahl negativer und positiver 
Elementarquanten; die algebraische Summe ihrer Ladungen sei Null. Ein Teil 
dieser Elektronen bewege sich innerhalb des Atoms in geschlossenen Bahnen, 
die fest an das Atom gebunden sind. 

Es sind dann zwei Fiille denkbar: entweder sind die Bahnen innerhalb 
des Atoms ganz symmetrisch ~ngeordnet, so daB die magnetischen Momente 
der einzelnen Bahnen sich gegenseitig aufheben und fur das ganze Atom kein 
Moment ubrigbleibt, oder aber die Symmetrie ist nicht so vollkommen, und das 
Atom behiilt ein resultierendes Moment. 

1m letzteren Falle muB also ein iiuBeres Feld eine richtende Wirkung auf 
das Atom ausuben, die das magnetische Moment in die Richtung des Feldes 
einzustellen sucht. Ein Korper, der aus solchen Atomen aufgebaut ist, muB 
sich also paramagnetisch verhalten. 

In- beiden Fiillen aber, sei es, daB fur das Atom ein Moment ubrigbleibt 
oder nicht, muB die Erregung eines iiuBeren Feldes eine Beschleunigung der 
Elektronen in ihren Bahnen bewirken, der ganze Korper muB deshalb diamagne­
tische Eigenschaften besitzen, selbst dann, wenn diese durch die paramagnetischen 
Erscheinungen uberdeckt werden. 

Es ist wichtig festzustellen, daB nach dieser Theorie aIle Korper diamagne­
tische Eigenschaften haben mussen; wir nehmen aber bei der Magnetisierung 
immer nur die Superposition der dia- und paramagnetischen Eigenschaften 
wahr. Da die letzteren bedeutend wirksamer sein konnen, so sind die ersteren 
oft vollkommen zu vernachliissigen. Es ist aber auch durchaus der umgekehrte 
Fall denkbar, daB die Eigenmomente der Atome sehr klein sind und ihre Wirkung 
im magnetischen Felde gegen die diamagnetische Erregung nicht in Betracht 
kommt. Erscheint uns also ein Korper diamagnetisch, so ist damit noch keines­
wegs gesagt, daB er nicht auch schwache, paramagnetische Eigenschaften haben 
konnte. 

Auf Grund obiger Annahmen erhielt nun LANGEVIN bei der Durchrechnung, 
deren Einzelheiten im Original nachgesehen werden mogen, fur die auf die Volum­
einheit bezogene Suszeptibilitiit " rein diamagnetischer Korper den Ausdruck 

Ne2 y2 

" = - 4mc2 , 
(14) 

hierin bedeuten N die Anzahl der Elektronen in der Volumeinheit, e die Ladung, 
m die Masse eines Elektrons und r ihren mittleren Abstand von einer durch ihren 
Mittelpunkt gehenden Achse. 

1) P. LANGEVIN. Ann. de chim. et phys. (8) Bd.5. S.70. 1905. 
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Weder in den Grundannahmen noch in der Durchfiihrung dieser Theone 
finden sich nun Voraussetzungen, die mit irgendeiner Bewegung der Atome 
als solchen im Widerspruch stehen wiirden. Deshalb kann auch die Warme­
bewegung auf die diamagnetische Erregung nicht von EinfluB sein, und die 
diamagnetische Suszeptibilitat muB mithin nach dieser Theorie von der Tem­
peratuf unabhangig erscheinen. In vielen Fiillen trifft das in der Tat zu, aber 
es gibt auch viele Ausnahmen, wie z. B. beim Wismut. Doch isf es nicht un­
moglich, daB hierbei Anderungen im Aufbau des Korpers eine Rolle spielen. 

Noch einer andem interessanten Frage geht LANGEVIN nach, ob namlich 
die diamagnetische Erregung auf einer Anderung der Bahngeschwindigkeit der 
Elektronen oder auf einer Deformation der Bahn selbst beruht. Es zeigt sich 
bei der Untersuchung, daB im allgemeinen nur eine Anderung der Winkel­
geschwindigkeit moglich ist und nur in dem Falle, daB die das Elektron auf 
seiner Bahn haltende Zentralkraft der dritten Potenz des Bahnradius umgekehrt 
proportional ist, eine Deformation der Bahn selbst stattfinden kann. 

Die Theorie .des Paramagnetismus, hier speziell zunachst die eines 
paramagnetischen Gases, geht von der Annahme aus, daB das Moment eines 
paramagnetischen Molekills bzw. Atoms unveranderlich ist. Die durch die dia­
magnetische Erregung hervorgebrachte Anderung des Moments, die ja allen 
Korpem eigen ist, solI also hier zu vemachlassigen sein gegen den paramagneti­
schen Effekt. In der Volumeinheit seien nun n solcher Molekel vorhanden, die 
alle das gleiche magnetische Moment f-t besitzen sollen. 

Wurden aIle Molekularmomente unter dem EinfluB eines Feldes .\) in einer 
Rictrtung liegen, so ware das Moment der Volumeinheit oder die Magnetisierungs­
intensitat die denkbar groBte, die Sattigungsmagnetisierung 

(15) 

Nun unterliegen aber die Molekel des Gases bei der Temperatur T einer 
bestimmten thermischen Agitation, sie sind in translatorischer und rotatorischer 
Bewegung. Infolgedessen tragen die einzelnen Molekel nicht mit ihrem ganzen 
Moment f-t zum Gesamtmoment der Volumeinheit bei, sondem nur mit dem 
Bruchteil f-t coso., wo () der Winkel zwischen der Richtung des Feldes .\) und der 
augenblicklichen Lage der magnetischen Molekularachse ist. Bezeichnen wir 
mit cos{) den Mittelwert der coso. aller Molekel der Volumeinheit, so.i",t die 
Magnetisierung als Bruchteil der Sattigungsmagnetisierung 

'" --
;; = coso.. 
0\500 

(16) 

Dieser Mittelwert coso. ist also zu bestimmen. Fiir zwei Fiille laBt er sich ohne 
weiteres angeben: ist die Feldstarke .\) = 0, so muB auch coso. = 0 sein, weil 
aIle Winkel # gleich wahrscheinlich sind, und flir .\) = 00 ist coso. = 1, weil 
alle Momente in der Feldrichtung liegenmussen. AIle dazwischenliegenden Werte 
aber entsprechen einem statistischen Gleichgewicht zwischen dem richtenden 
EinfluB der Feldstarke .\) und dem richtungstorenden der thermischen Agitation. 
Nach den Methoden der klassischen, statistischen Mechanik wird dann die Ver­
teilungsfunktion aufgesucht, welche angibt, wie viele Molekularmomente jeweils 
mit der Feldrichtung Winkel bilden, die zwischen # und () + d () liegen. Bei 
der Integration ergibt sich dann 

~ -- 1 
~ = coso. = ~tga --, 
0\500 . a. (17) 
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wo a = rS;)T und k die BOLTZMANNSche Konstante ist. Diese Beziehung ist 

unter dem Namen "LANGEVINSche Gleichung" bekanntgeworden. 
Abb. 6 zeigt, wie 3/3= mit a zunimmt. Der Anstieg der Kurve bei kleinem a 

ist linear; ihre N eigung ist dort gleich 1/3 , Es ist leicht zu iibersehen, daB fiir 
paramagnetische Gase unter normalen Bedingungen ein ungeheuer groBes Feld 
dazu gehort, um aus dem Bereich der Proportionalitat von 3/300 und a herauszu­
kommen; um die Neigung der Kurve bei Sauerstoff um 1 % zu andern, miiBte 
etwa eine Feldstarke von 300000 GauB Verwendung finden. Unter normalen 
Bedingungen bleibt man also immer im geradlinigen Teil der Kurve. 

Bei der Entwicklung der LANGEVINSchen Gleichung in eine Potenzreihe 

Abb.6. Die LANGEVINSche Gleichung. 

o a 2. . 4 
-=---a3 +-a5 + ... (18) 000 3 90 1890 

konnenalso bei allen erreichbaren Feld­
starken die hoheren Potenzen von a 
vernachlassigt werden, und man erhalt so 

oder 

o a pS;) 
000 =3=3kT (19) 

0' P0'oo 
SS=x=3kT 

auf ein Grammolekiil bezogen 
2 

T Omo C ( ) Xm' = 3 R = I, 20 

das erste CURIEsche Gesetz, welches besagt, daB die Suszeptibilitat der absoluten 
Temp~ratur umgekehrt proportional ist (Ziff. 10). 

15. Erweiterungen der LANGEVINSchen Theorie. Genaue Messungen an 
dia- und paramagnetischen Korpern ergaben nun, daB wohl haufig die dia­
magnetische Suszeptibilitat von der Temperatur unabhangig ist und die para­
magnetische dem CURIEschen Gesetz gehorcht. Aber es wurden auch viele 
Ausnahmen festgestellt. . So wurden denn Versuche unternommen, die LANGEVIN­
sche Theorie zu erweitern bzw. abzuandern, um sie mit allen Erfahrungen in 
tibereinstimmung . zu bringen. 

RONDA1) schlug dazu einen mehr empirischen als theoretischen Weg ein. 
Seine Betrachtungen beziehen sich im wesentlichen auf feste Korper, wahrend 
LANGEVINS Theorie nur auf paramagnetische Gase zugeschnitten war. Seine 
Grundannahmen sind folgende: Das magnetische Molekiil ist seiner GroBe nach 
mit dem wirklichen Molekiil nicht identisch, sondern es umfaBt eine Anzahl 
solcher. So wird die weitere Annahme verstandlich, daB das Moment des magne­
tischen Molekiils nicht wie bei LANGEVIN eine unveranderliche GroBe hat, sondern 
in seinem Wert von der Temperatur. abhangig ist. Ferner soli die gegenseitige 
Wirkung der Molekel aufeinander nicht mehr vernachiassigt werden, sie soIl 
vieimehr gerade wiedie thermische Agitation einen richtungstorenden EinfluB 
ausiiben. An Stelle der LANGEVINSchen Verteilungsfunktion 

"f) cosD 
dN = IX' e kT • sin{}d{} 

setzte HONDA dann 
1'. I(T) f) cos D 

dN = IX' ekT+'P • sin{}d{}. 

1) K. HONDA, Tokio Sc. Rep. Bd.3, S. 171. 1914. 
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Hier ist flof(T) das jeweilige Molekularmoment bei der Temperatur T, flo das­
jenige beim absoluten NUllpunJd und cp eine Konstante oder eine veranderliche 
GroBe, die den EinfluB der gegenseitigen Wirkungen der Molekel aufeinander 
darstellt. 1st t(T) = 1 und cp = 9, so geht die Verteilungsfunktion in die von 
LANGEVIN iiber. . 

Eine Aussage iiber t und cp kann nun lediglich auf empirischem Wege ge­
fundenwerden. Mit der Erfahrung ist diese Theorie oft recht gut in Dberein-
stimmung. . . 

Auch GANSl) versuchte, die Theorie von LANGEVIN flir schwach magnetische 
Korper zu erganzen. Von den beiden hierbei in Betracht kommenden Arbeiten 
kann hier nur ein ganz kurzer Dberblick gegeben werden; genauere Einzclheiten 
und der Gang der Rechnung miissen im Original nachgesehen werden. 

Ein Magneton bestehe aus einem starren System von negativen Elektronen 
innerhalb einer gleichmaBig geladenen positiven Kugel. Die Mittelpunkte von 
Kugel und Elektronensystem sollen zusammenfallen. Die aquatorialen Tragheits­
momente seien einander gleich, und dasjenige fiir die polare Achse (Magnetonen­
achse) im allgemeinen von jenen verschieden. 

Die Rotationen urn die aquatorialen Tragheitsachsen seien der Warme­
bewegung unterworfen und sollen durch sie Veranderungen erleiden. Darin 
liegt die Ursache flir den Diamagnetismus, der sich von Temperatur und Feld­
starke abhangig zeigt, wenn es sich urn axiale Magnetonen handelt. Bei sphari­
schen Magnetonen hingegen, wenn also alle drei Haupttragheitsmomente ein­
ander gleich sind (trotzdem braucht das Magneton nicht unbedingt als geo­
metrische Kugel betrachtet zu werden), erweist sich die Suszeptibilitat unab­
hangig von Temperatur und Feldstarke. 

Hingegen solI die Warmebewegung auf die Rotationen urn die polare Achse 
keinen EinfluB haben; diese Rotationen sind die Ursache des Paramagnetismus, 
das magnetische Moment des einzelnen Magnetons ist damit von der Temperatur 
unabhangig. Da es auch flir alle Magnetonen gleich angenommen wird, so ist 
das Magneton mit dem magnetischen Molekiil von LANGEVIN im wesentlichen 
identisch. 

Da nun auBer dem Paramagnetismus nach der GANsschen Theorie auch 
immer Diamagnetismus vorhanden ist und im allgemeinen beide von Feldstarke 
und Temperatur abhangen, soumfaBt .diese Theorie auch den Fall des Meta­
magnetismus: wenn nur Temperatur und Feldstarke geniigend gesteigert werden 
konnen, miiBte ein unter gewohnlichen Bedingungen paramagnetischer Korper 
diamagnetisch erscheinen. Derartige durch Steigerung der Feldstarke hervor­
gerufene Erscheinungen wurden in der Tat von HONDA2) am Indium und von 
OVERBECK3) an Kupfer-Zink-Legierungen beobachtet. Aber sie erklaren sich 
zweifellos leichter durch minimale Verunreinigungen mit einer ferromagnetischen 
Substanz4) • 

Eine sehr wesentlich Rolle in der weiteren Theorie von GANS flir die para­
magnetischen Korper spielt die Wechselwirkung der Magnetonen. Auf jedes 
Magneton iiben die Magnetonen der unmittelbaren Nachbarschaft einen Ein­
fluB aus, den GANS als das "molekulare Feld" bezeichnet. Dieses hat wegen 
der verschiedenen Richtungen, die es in den Orten der verschiedenen Magnetonen 
besitzt, eine ordnungstorende Wirkung. Bei der GANsschen Theorie des Ferro­
magnetismus werden wir es wiederfinden. 

1) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd. 49, ·S. 149; Bd.50, S. 163. 1916. 
2) K. HONDA, Ann. d. Phys. Bd.38, S.1043. 1910. 
3) H. OVERBECK, Ann. d. Phys. Bd.46, S.677. 1915. 
4) S. auch G. FALCKENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 5, S.70. 1921. 

Handbuch der Physik. XV. 11 
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Hier bei der Theone des Paramagnetismus fiihrt die Durehreehnung zu einem 
Gesetz der ·korrespondierenden Zustande ftir· alle paramagnetisehen Korper 

(21) 

wo %0 und e Konstante sind. . Auch diese Funktion 1p laBt sieh bestimmen 
und in Form von> Poteilzreihen datstellen. Aus ihr ergibt sich fur groBe Werte 
von TI e das CURIEsehe Gesetz, wie ja au.eh erwartet werden inuB, da bei hohen 
Temperaturen die· brdnungstorende Wirkung des molekularen Feldes gegen rlie 
der. thermisehen Agitation nieht mehr in Betraeht kommt. 

Bei dem Vergleieh dieser Theorie mit dem Experiment zeigt sieh, daB fiir 
Korperi'die im festen Zustande dem CURIE-LANGEVINSehen Gesetz schon ge­
horehen, wie Ammoniumferrosulfat und Gadoliniumsulfat, die Konstante e auBer­
ordentlieh klein wird, so daB also selbst eine niedrige absolute Temperatur 
immer noeh einen betraehtliehen Wert von Tie ergibt. Fiir einige andere 
Korper, die dem CURIE-LANGEVINSehen Gesetz ·n~eht inehr folgen, wurde die 
GANssche Theorie bei groBeren ·Werten von e noeh bis zur absoluten Tem­
peratur von 15 0 befriedigend bestatigt. Aber fiir Korper wie Molybdan, Niob, 
Tantal, Wolfram und andere, besonders bei sehr tiefen Temperaturen, versagt 
aueh sie. 

Infolgedessen versuehte GANS eine Abanderung dieser Theorie, die letzten 
Endes auf der klassisehen, statistischen Methode beruht, auf Grund einer Quanten­
hypothese iiber die Verteilung der Rotationsenergie der Magnetonen. Und 
zwar nahm er an, daB die Energieverteilung fiir die beiden Freiheitsgrade um 
die beiden zueinander senkreehten Aehsen, die in der Aquatorialebene des Magne­
tons liegen, dieselbe sei, wie wenn jeder der beiden Freiheitsgrade fiir sich der 
eines Jinearen Oszillators ware. Die mittlere Energie eines jeden Freiheitsgrades 
ist, wie in der ersten PLANcKsehen Strahlungstheorie (ohne Nullpunktsenergie), 

gegeben dureh den Ausdruek -#-, wo h die PLANcKsehe Konstante und r 
ekT -1 

die Frequenz ist. An Stelle des Ausdrueks [tg a - 1 I a der Aquipartitionstheorie 
tritt dann 

hr 1 1--0--' 

ftF..!:.!... ' 
e kT -1 

hierin bedeutet F den Betrag des an der Stelle des Magnetons wirkenden Gesamt­
feldes, das sieh aus dem auBeren und dem molekularen Felde zusammensetzt. 

AuBer . den beiden oben erw1i.hnten Konstanten %0 und e tritt hier noeh 
eine dritte {} auf, die aus der Quantenannahme herriihrt; sie ist gleich hlk 0 ro> 
wo ro die wahrseheinliehste Frequenz der Magnetonen bedeutet. Aueh das 
aquatoriale Tragheitsmoment HiBt sich darstellen. . 

Vielleicht ist die Quantenannahme von GANS, wie weiter unten sich zeigt, 
nieht aufreehtzuerhalten; jedenfalls ist aber seine Theorie - und das ist ein 
nieht zu unterschatzender Vorzug - die einzige Quantentheorie, die den EinfluB 
des molekularen Feldes beriieksiehtigt. Mit dem Experiment (Platin und wasser­
freies Mangansulfat) ist sie in guter Dbereinstimmung. 

Kurz erwahnt sei die Theorie von KEESOM 1), die ebenfalls von einer Quanten­
annahme Gebraueh maeht. Das polare Tragheitsmoment sei versehwindend 
klein, die beiden aquatorialen einander gleich. Die Behandlung des Problems 

1) W. H. KEESOM; Phys. ZS. Bd. 15, S.8. 1914. 
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ist iihnlich wie bei DEBYE in der Theorie der spezifischen Warme. Als Atisdruck 
fiir die mittlere Rotationsenergi~ eines Freiheitsgrades findet sich dann 

___ 3 ~r(m hr hr) 2 
2r;:' I>r +2" r ar, 

e kT _ 1 
o 

der dann in die erste CURlEsche Gleichung an Stell~ von k TI2 eingesetzt wird; 
Ym ist die hochste Frequenz, die bei der Art des Aufbaues der magnetischen 
Molekel gerade noch moglich ist. Mit der Erfahrung ist die Theorie gut im 
Einklang. . , 

Einfacher in der Herleitung; aber ebensogut mit dem Experiment in lJber­
einstimmung ist die Theorie von OOSTERHUIS1). Hier wird in der CURIEschen 
Gleichung k TI2 ersetzt durch den Ausdruck 

,der die mittlere Rotationsenergie fiir jeden Freiheitsgrad nach der Quanten~ 
annahme von EINSTEIN und STERN darstellt, nach welcher alle Molekel mit der 
gleichen Geschwindigkeit rotieren, alle also die gleiche Frequenz Y haben. 

16. Quantentheorien. Wurde bei den bisher erwiihnten Theorien die 
Quantenhypothese mehr oder weniger willkiirlich in den Aufbau einer schon 
bestehenden Theorie eingefiigt, so mogen schlieBlich !loch einige Arbeiten, bei 
denen ab ovo Quantenmethoden angewendet wurden, Erwiihnung finden. 

Die Schwierigkeit fiir eine derartige Behandlung des Problems lag darin, 
daB es zunachst an einer Moglichkeit fehlte, die Energie eines Oszillators mit 
mehreren Freiheitsgraden zu quanteln. So muBten zunachst zwar unbegriindete, 
aber immerhin einleuchtende Annahmen aushelfen. 

Der erste, der den Weg von vorn zu gehen suthte, war v. WEYSSENHOFF2), 
der die erwiihnte Schwierigkeit dadurch umging, daB er bei der Herleitung seiner 
Theorie zunachst einen Freiheitsgrad unterdriickte und am SchluB diese Willkiir 
durch 'Einfiigen eines Zahlenfaktors wieder zu beseitigen suchte. 

Nachdem aber PLANCK3) in seiner Arbeit iiber die physikalische Struktur 
des Phasenraums die Quantelung der Energie eines Oszillators mit mehreren 
Freiheitsgraden durchgefiihrt hatte, konnte REICHE 4) das Problem in seiner 
ganzen Allgemeinheit in Angriff nehmen. Seine Resultate und die von WEYSSEN­
HOFF sind sehr iihnlich; zum Tell unterscheiden sie sich nur in der GroBe der 
Konstanten. Die Ergebnisse des Experiments stellen beide Theorien gut dar. 
Diejenige von REICHE verdient wegen ihrer strengeren Herleitung den Vorzug. 
Beziiglich der genaueren Einzelheiten muB auf die Originalarbeiten verwiesen 
werden. 

17. Durch freie Elektronen hervorgerufener Diamagnetismus. Nach der 
Theorie der Elektrizitatsleitung denkt man sich in den Metallen Elektronen 
frei beweglich wie die Molekiile eines Gases und wie diese in thermischer Agitation. 
Da die GroBe der Elektronen gegen die der Atome sehr gering ist, brauchen nur 
ZusammenstoBe zwischen Atomen und Elektronen in Betracht gezogen zu werden; 
ZusammenstoBe zwischen Elektronen untereinander finden zu selten statt. 

1) E. OOSTERHUIS, Phys, ZS. Bd. 14. S.682. 1913. 
2) J. v. WEYSSENHOFF, Ann. d. Phys. Bd. 51, S.285. 1916. 
3) M. PLANCK, Ann. d. Phys. Bd.50, S.385. 1916. 
4) F. REICHE, Ann. d. Phys. Bd, 54, S. 401. 1917, 

11* 
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Dann ist die mittlere freie WegHinge A der Elektronen nur abhiingig von der 
GroBe und Anzabl der Atome. 

Wahrend fur gewohnlich die Bahn der frden Elektronen zwischen den Zu­
sammenstoBen geradlinig ist, wird sie gekriimmt sein, wenn das Metall unter der 
Wirkung eines magnetisch~n Feldes steht. Diese Kriimmung der einzelnen 
Bahnen mu.B nun in summa dem Metall ein magnetisches Moment geben, das 
dem wirkenden Felde entgegengesetzt ist, das heiBt, das Metall muB diamagne­
tische Eigenschaften haben. 

SCHRODINGER1) und spater WILSON2) haben auf diese Oberlegungen eine 
Theorie des Diamagnetismus gegriindet und Formeln fur die in dieser Weise 
bedingte Suszeptibilitat abgeleitet. 

In vereinfachter Form lautet die Beziehung fur die Volumsuszeptibilitat 

(22) 

wo n die Anzabl der freien Elektronen in der Volumeinheit sei. 
In dieser Gleichung sind alle GroBen mindestens angenahert bekannt, und 

so kann XI leicht berechnet werden. Es zeigt sich dann, daB die so gewonnenen 
Werte fUr X, im allgemeinen wesentlich groBer sind als die gemessene diamagne­
tische Suszeptibilitat, besonders bei den Metallen mit guter elektrischer Leit­
fahigkeit. 

Wenn man nun die Richtigkeit dieser Theorie anerkennen muB, so bleibt 
nichts anderes ubrig, als diesen Metallen gleichzeitig so starke paramagnetische 
Eigenschaften zuzuschreiben, daB der groBte Teil ihres Diamagnetismus davon 
verdeckt wird. 

Konnen wir also im allgemeinen bei schwach magnetischen Korpern im 
Experiment nur die Superposition der dia- und paramagnetischen Suszeptibilitat 
feststellen, so tritt bei Metallen noch die diamagnetische Suszeptibilitat infolge 
der freien Elektronen hinzu. 

Da diese letzte in ziemlich komplizierter Weise temperaturabhangig ist, 
so konnte vielleicht auch diese Theorie eine Erklarung dafiir abgeben, weshalb 
die Suszeptib~tat der Metalle dem CURlEschen Gesetze nicht gehorcht. 

III. Ferromagnetismus. 
a) Einleitung. 

18. Vorbemerkung. Handelt es sich bei den dia- und paramagnetischen 
Vorgangen durchweg um verhaltnismaBig einfache Erscheinungen und kleine 
Betrage, so sind die ferromagnetischen Effekte im allgemeinen 10L bis 109mal 
groBer und dabei von einer Mannigfaltigkeit, wie wohl kaum in einem andern 
Gebiete. Es ist vollig ausgeschlossen, im Rahmen dieses Handbuches ein Bild 
zu geben von der Gesamtheit des Tatsachenmaterials; hier ist strengste Be­
schrankung auf das Typische erforderlich. 

Zunachst sind die Erscheinungen selbst darzustellen, d. h. die Abhangigkeit 
der Magnetisierung von der Feldstarke unter Berucksichtigung der magnetischen 
Vorgeschichte. Sodann ist uber den Einflu.B der Zeit auf diese Abhiingigkeit 
zu sprechen. Es folgt dann die Darstellung der Temperaturabhangigkeit der 

1) E. SCHRODINGER, Wiener .Ber. Bd.66, S. 1305 .. 1912. 
2) H. A. WILSON, Proc. Roy. Soc .. London Bd.97, S.321. 1920. 
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Magnetisierung und die der zwischen magnetischen und mechanischen Vorgangen 
bestehenden Beziehungen. Zum SchluB werden die molekularen Theorien dieser 
Erscheinungen besprochen. 

19. Magnetisierungs- und Induktionskurven. Setzt Irian einen vollig ent­
magnetisierten ferromagnetischen Korper der Wirkung einer von Null an wachsen­
den Feldstarke S) aus, so nimmt seine Magnetisierungsintensitat oderkurz "Magne­
tisierung" ~ zunachst einigermaBen linear zu (Kurve I in Abb. 7). Aber schon 
bei verhhltnismaBig kleinen Feldstifrken beginnt die Magnetisierung immer 
starker zu wachsen; die Kurve steigt immer steiler an, erreicht bald eine groBte 
Steilheit, urn dann nach Dberschreitung eines Wendepunktes a wieder langsamer 
und immer langsamer zu steigen und sich schlieBlich einem Grenzwert, dem 
Sattigungswert Sec, zu nahern. Diese Kurve nennt man die "jungfrauliche 
Magnetisierungskurve" oder "Neu-
kurve"; am gebrauchlichsten ist wohl 
der Ausdruck "N ullkurve". 

LaBt man nun die FeldsHirke 
wieder bis auf Null abnehmen, so 
wird auch die Magnetisierung wieder 
kleiner, abel' nicht in demselben MaBe, 
wie sie auf 'der N ullkurve anstieg; sie 
fallt zwar mit abnehmender Feldstarke 
immer rascher, bleibt abel' betrachtlich 
groBer als vorher (Kurve II). So er­
reicht die Kurve auf der Ordinaten­
achse den Punkt b. Es ist also hier 
bei del' Feldstarke Null noch ein Teil 

1IL 
___ -c:.:..---- b' 

, , 

cl 

der bei derSattiglmg erreichten Magne- Abb. 7. Die lVIagnetisierungskurven eines 
tisierung "zuriickgeblieben"; man nennt ferromagnetischen Kbrpers. 

daher diesen Rest die "Remanenz" ~r. 
Urn sie zu beseitigen und wieder zur Magnetisierung Null zurlickzukehren, 
muB man nun die Feldstarke weiter abnehmen, d. h. in der entgegengesetzten 
Richtung anwachsen lassen. Die Kurve fant dann immer steiler und erreicht 
den Punkt c auf del' Abszissenachse. Die durch diesen dargestellte Feldstarke, 
bei der die Magnetisierung gerade wieder verschwindet, nennt man die "Koerzi­
tivkraft" S)c; es ist diejenige magnetische Kraft, die einer andern Kraft, we1che 
die Magnetisierung innerhalb des ferromagnetischen Korpers "festzuhalten" 
strebt, das Gleichgewicht halt. Diese zwischen Sattigung und Koerzitivkraft 
liegende Kurve II heiBt der "absteigende Ast". 

Wird die negative Feldstarke groBer, so kehrt jetzt auch die Magnetisierung 
ihre Richtung urn; sie wachst zunachst schnell (K urve III), dann immer langsamer, 
urn sich dann allmahlich ihrem Sattigungswert Soc (in entgegengesetzter Richtung 
wie oben) zu nabern. Dieser Teil der Magnetisierungskurve wird der "aufsteigende 
Ast" genannt. 

Bei abnehmender Feldstarke schlieBt sich von hier aus wieder ein absteigender 
Ast liber den Punkt b' (Remanenz) nach c' (Koerzitivkraft) an und weiter wieder 
ein aufsteigender Ast, der in seinem oberen Teile yom Punkte d an mit der Null­
kurve zusammenfallt. 

Damit ist der Zyklus geschlossen. Die Magnetisierung stellt sich also nicht 
als eindeutige Funktion der Feldstarke dar, sondern es ist so, als ob sie del' Feld­
starke immer "nachhinkt". Man nennt daher diese Erscheinung "Hysterese". 

Die Frage, ob sich fUr einen ferromagnetischen Korper nicht doch ein ein~ 
deutiges Gesetz angeben laBt, nach we1chem die Magnetisierung von del' Feld-
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starke abhangen wiirde, wenn keine Hysterese vorhanden ware, kohnte erst 
in neuerer Zeit positiv beantwortet werden. Dieses Gesetz wird dargestellt 
durch die sog. "ideale" Magnetisierungskurve (Kurve IV). Diese hat bei den 
meisten Korpern einen senkrechten Anstieg yom Nullpunkt aus, verlaBt die 
S-Achse beim Punkte e, biegt urn und verlauft in ihrem oberen Teile etwa in 
der Mitte zwischen aufsteigendem und absteigendem Ast. 

SchlieBlich ist noch die "Kommutierungskurve" von Wichtigkeit. Diese 
stellt diejenige Magnetisierung in Abhangigkeit von der Feldstarke dar, welche 
bei ein- oder mehrfachem Kommutieren des die Feldstarke erzeugenden Stromes 
entsteht. Sie verlauft fast genau wie die Nullkurve. 

Sind aile diese Magnetisierungskurven von Bedeutung fur die physikalischen 
Probleme der Molekulartheorie des Ferromagnetismus, so bevorzugt dessen 

Hauptanwendungsgebiet, die Elektro­
technik, aus praktischen Grunden eine 

----------~~~+-----------~ 

andere Darstellungsform: die Induk­
tionskurven. Der Zusammenhang zwi­
schen Induktion und Magnetisierungs­
intensitat ist gegeben durch die Glei­
chung 

(23) 

Daraus erhellt, daB die Induktions­
kurven sich von den entsprechenden 
Magnetisierungskurven, mit denen sie 
im N amen ubereinstimmen, um so 
mehr unterscheiden, je groDer Sj ist, je 
weiter sie sich also von der Q3-Achse 

Abb. 8. - Die Induktionskurven eines ferro- entfernen. So erreicht Q3 beispielsweise 
magnetischen Karpers. keinen Sattigungswert, sondern geht 

bei hohen Feldstarken in eine schrag 
im Koordinatensystem liegende Gerade Q3 = 4n Soo + Sj iiber. Bei kleinen 
Feldstarken sind die Unterschiede verschwindend, weshalb auch gegen eine 
gleiche Benennung, z. B. bei "Remanenz" und "Koerzitivkraft", fUr gewohn­
lich keine Bedenken bestehen; immerhin ist bei der letzteren Vorsicht am 
Platze, wenn sie einmal groBere Werte annimmt. 

Abb.8 stellt die Induktionskurven dar. Auch hier haben wir Nullkurve, 
absteigenden und aufsteigenden Ast, ideale und Kommutierungskurve. 

20. Suszeptibilitats- und Permeabilitatskurven. Bei der Darstellung des 
magnetischen Verhaltens ferromagnetischer Korper, soweit jungfrauliche und 
ideale Magnetisierung in Frage kommen, kann man auch anders verfahren. 
Anstatt, wie oben geschehen, die Magnetisierung als Funktion del' Feldstarke 
aufzutragen, wahlt man oft die Suszeptibilitat u als abhangige Variable. Diese 
GroBe ist definiert durch die Gleichung 

S u = S,) • (24) 

Den typischen Verlauf del' beiden Kurven zeigt Abb. 9; die obere (II) ist die 
ideale, die untere (1) die jungfrauliche Suszeptibilitat. 

Die letztere beginnt bei Sj = 0 mit einem bestimmten Werte uo, der Anfangs­
suszeptibilitat, steigt dann auf einer nach oben konkaven Kurve an, erreicht 
ein Maximum, fallt wieder und nahert sich asymptotisch der Sj-Achse. Die 
ideale Kurve kommt aus dem Unendlichen, lost sich bei einem hohen u-Werte 
von der Achse, {allt immer langsamer, um sich ebenso wie die jungfrauliche 
Kurve der Sj-Achse zu nahern. 
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In ganz ahnlicher Weise verlaufen· die entsprechenden Kurven fUr die 
Permeabilitiit p, welche definiert ist durch die Gleichung 

(2S) 

Nur nahern sich die p-Kurven der Geraden p = 1. Der Zusammenhang zwischen "­
und p ergibt sich aus Gleichung (23) in Verbindung mit den Definitionsgleichungen; 

p = 4;71;,,- + 1 . (26) If 

Eignet sich diese Art der Darstellung dazu, 
~harakteristische Eigenschaften bei kleineren 
und mittleren Feldstarken sichtbar zu machen, 
so bedient man sich bei mittleren und °hoheren 
Feldstarken besser einer Darstellung von "- oder 
p in der Abhangigkeit von ~ bzw. 58 (Abb. 10): 
Besonders die erstere Kurve gestattet, den 
Verlauf der Magnetisierbarkeit in der Nahe 
der Sattigung bequem sicl).tbar zu machen. 

21. EinfluB der Korperform auf die 
Magnetisierung. Die Ausfiihrungen dieses 
Paragraphen gehoren strenggenommen nicht 
zu diesem Abschnitt und werden ausfiihrlich 
an anderer Stelle behandelt (s. Kap. 1). Da 
wiraber gezwungen sind, ofters darauf zuriick­
zugreifen, so erscheint eine knappe Dar­
stellung an dieser Stelle angebracht. 

~----------~--~ 
Abb. 9. Jungfrauliche (1) und 
ideale (II) Suszeptibilitat in der 

Abhangigkeit von S). 

Bringt man in ein gleichformiges magnetisches Feld, das beispielsweise 
im Innern einer geeigneten Spule erzeugt worden ist und eine Starke .\)' hat, 
einen ferromagnetischen Korper von der Gestalt eines Zylinders so herein, daB 
die Zylinderachse den 
Feldlinien parallel ist, 
so entsteht in diesem 
Korper parallel zu seiner 
Achse eine Magnetisie­
rung von der Intensi­
tat~. Wiirde man einen 
Stab aus dem gleichen 
Material, aber von einem 
groBeren Dimensions­
verhaltnis (Verhaltnis 
von Lange zu Durch­
messer) einlegen, so 
wiirde die Magnetisie­
rung groBer sein als 
im ersten Falle; bei 

k 

o J= J o~------~--------------$ 

Abb.10. Jungfrauliche (I) und ideale (II) Suszeptibilitat und 
Permeabilitat in der AbMngigkeit von 3 bzw. j8. 

kleinerem Dimensionsverhal1nis wiirde sich ein kleineres ~ erg-eben. 
Diese Erscheinung hat ihren Grund in der Riickwirkung des "freien Magnetis­

mus" oder der "magnetischen Belegungen" der Stabenden auf das urspriingliche 
Feld. Dnd diese Riickwirkung ist von dem Dimensionsverhaltnis in hohem 
Grade abhangig, sie ist urn so groBer, je kleiner dasselbe ist. Ferner ist sie ab­
hangig von der im K:orper erreichten Intensitat der Magnetisierung; je groBer 
diese ist, urn so groBer ist auch die Riickwirkung. 
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In dem Korper und seiner unmittelbaren Umgebung kommt also die ur­
spriingliche oder "auBere" Feldstarke 5)' gar nicht zur Wirkung, sondern die 
urn die "entmagnetisierende Wirkung der Enden" verminderte Feldstarke, die 
man gewohnlich "wahre Feldstarke" oder "Feldstarke im Eisen" nennt und 
die einfach mit dem Buchstaben 5) bezeichnet wird. 

Die GroBe der .Rlickwirkung oder des entmagnetisierenden Feldes ist in 
einigen speziellen Fallen berechenbar, namlich dann, wenn im Innern des Korpers 
die Magnetisierung gleichformig ist. Das trifft zu bei Ellipsoiden; der praktisch 
wichtigste Fall ist der der Rotationsellipsoide, deren Achse in Richtung derFeld­
starke liegt. Hier ist das entmagnetisierende Feld dem auBeren Felde genau ent­
gegengerichtet und der Magnetisierung ~ proportional, so daB hier streng gilt: 

SJ = 5)' - N~ . (27) 

Der Proportionalitatsfaktor N heiBt Entmagnetisierungsfaktor. Er berechnet 
sich nach der Formel 

N = p:: 1lvpt_1In(p + -VP2 1)- 1], (28) 

wenn der Korper ein langgestrecktes Rotationsellipsoid, ein sog. Ovoid ist. Dabei 
bedeutet p das DimensionsverhaItnis Lange : Durchmesser. Fur sehr groBe p 
geht die Formel (28) liber in 

N = ~: [In 2P - 1], (29) 

flir p = 00, d. h. flir eirien endlosen Stab oder Draht wird 

N=O. 

Eine Kugel (P = 1) hat einen Entmagnetisierungsfaktor von 

N = 4Jl 
3 . 

(30) 

(31) 

1st das Ellipsoid abgeplattet, die Lange also kleiner als der Durchmesser, so gilt 

N = 4,n[~p2 - V p a arcsin -Vi - p2], (32) 
1- 1_p2 

das fiir eine sehr ausgedehnte planparallele Platte, die senkrecht von den F:eld­
linien durchsetzt wird (P = 0), in 

N= 4,n 
libergeht. 

In allen diesen Fallen also ist die wahre Feldstarke genau berechenbar; 
sie ist 

oder wenn man nicht ~ sondern ~ miBt: 

5)=5)'-N.)S-~ 
4Jl 

oder angeniihert 
5) = 5)' - N)S • 

4Jl 

(34) 

Leider ist beim endlichen, zylindrischen Stab, dem praktisch wichtigsten 
Fall, N keine Konstante mehr, sondern abhangig von der Magnetisierung ~, 
die ihrerseits wieder iiber die ganze Lange des Stabes betrachtlich schwankt. 
So kommt es, daB an einem endlichen Stabe in einer Magnetisierungsspule die 
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genaue Beziehung zwischen Feldstarke und Magnetisierung nicht zu messen ist. 
Zu rohen Messungen in erster Annaherung lassen sich aber trotzdem bestimmte 
Mittelwerte von IV angeben. Genaueres hieriiber siehe bei den magnetischen 
Me£lmethoden. 

b) Die ferromagnetischen Erscheinungen. 
22. Magnetisierung in schwachen Feldern. Die alteste Frage, die bei der 

Magnetisierurig in schwachen Feldern zu klaren war, kann man in folgender Weise 
formulieren: Tangiert die Magnetisierungskurve im Nullpunkt die Feldachse 
oder steigt sie unter einer endlichen Neigung aus dem Nullpunkt auf? Mit 
anderen Worten: 1st die Anfangssuszeptibilitat unendlich klein oder endlich? 
Schon in den friiherenArbeiten vonBAuR, Lord RAYLEIGH und WERNER SC'HMIDT1) 
konnte mit Sicherheit nachgewiesen werden, da£l "0 einen von Null verschiedenen 
Wert besitzt. Auch die weitere Frage, welchen Verlauf die Susteptibilitat in 
der Abhangigkeit von der Feldstarke in der Nahe des Nullpunktes nimmt, wurde 
von ihnen schon dahin beantwortet, daB sie sich darstellen laBt in der Form 

(35) 

Hier ist a die Anfangssuszeptibilitat und b die Neigung der ,,-Kurve im Anfang. 
Aber diese Arbeiten leiden noch in zweifacher Hinsicht an Unsicherheiten. 

Einmal ist es sehr unwahrscheinlich, daB eine vollige Entmagnetisierung vor Be­
ginn der Messungen gelang, und dann war noch der. EinfluB der MeBmethode 
nicht beriicksichtigt. Hier hat erst die Arbeit von GUMLICH und ROGOWSKI 2) 

Klarheit geschaffen. Mit Hilfe eines besonderen Apparats gelang zum ersten 
Male mit Sicherheit eine vollige Entmagnetisierung der Proben. Ferner zeigte 
es sich, daB das SchluBjoch zu Messungen dieser Art ganzlich ungeeignet ist. 
Als sichere nnd bequeme Methode erwies sich die Messung in freier Spule. 

Noch eine weitere wichtige Frage wurde entschieden: ob namlich der Verlauf 
der ,,-Kurve bei schwachen Feldern der gleiche ist, wenn man von Null an die 
Feldstarke langsam steigen iaBt (Nullkurve) oder die jeweilige Feldstarke kom­
mutiert (Kommutierungskurve). Es zeigt sich, daB die auf erstere Art erhaltenen 
Werte in der Nahe von Null hOher liegen, und zwar urn etwa 6% im Anfang, 
wie aus Tabelle 2 folgt: 

Ta belle 2. 

Material AV t Material A V 3 

.p I Komnt-Kurve I fI- I 
Diff. .p I Komni.~Kurve I fl- r Dill. 

Nullkurve in% Nullkurve ! in % 

0,0070 317 339 6,5 0,0075 I 260 274 5,1 
0,0147 367 380 3.4 0,0163 269 288 6,6 
0,0237 410 415 1,2 0,0265 284 303 6,3 
0,046 518 522 

I 
0,8 0,0541 320 

[ 

337 5,0 
0,120 1040 995 -4,5 0,169 463 473 , 2,1 
0,149 I 1360 1250 -8,8 0,227 540 536 -0,7 

Hier zeigt sich schon, daB im weiteren Verlauf diese Differenz abnimmt und dann 
die Kommutierungskurve die hohere ist. 

An dem von den Verfassern angegebenen ZahlenmateriallieBe sich leicht 
zeigen, daB die Gleichung (35) in nachster Nahe des Nullpunktes die Beobach-

1) C. BAUR, Wied. Ann. Bd. 11, S. 399. 1880; Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. (5) Bd.23, 
S.225. 1887; WERNER SCHMIDT, Wied. Ann. Bd.54, S.655. 1895. 

2) E. GUMLICH U. W. ROGOWSKI, Ann. d. Phys. Bd. 34, S. 235. 1911. 
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tungen gut wiedergibt. Freilich ist ihr Geltungsbereich in bezug auf Sj durch~ 
aus schwankend. 

Die GroBeb ist wohl immer > 0; daB sie in Wirklichkeit Null werden, das 
heiBt die Suszeptibilitatskurve im Anfang genau horizontal verla,ufen kann, ist 
unwahrscheinlich; es ist moglich, daB in den Fallen, in denen das so zu sein 
scheint, nur die MeBgenauigkeit nicht ausreicht, den Anstieg von ~ festzustellen. 

Die GroBe a kann auBerordentlich verschiedene Werte annehmen. 1m folgen~ 
den sollen einige der entsprechtmden #o~Werte angegeben werden. Bei schlecht 
magnetisierbaren Materialien kann #0 auBerordentlich klein werden; bei hartem 
Stahl ist eS etwa gleich 40, bei ungegliihtem GuBeisen etwa 70, ebenso bei weichem 
Stahl; guter Dynamostahl hat ein #0 von 20P bis 250, ja in einzelnen Fallen 
bis 500. Noch hOhere Werte konnen 4- bis 5 proz. Siliziumeisenlegierungen und 
Transformatorenblech annehmen, bei denen haufig zwischen 450 und 550 ge­
messen wird. Die hochsten Werte geben die Nickeleisenlegierungen mit iiber 
35% Ni. Eine 50proz. Legierung kann etwa 2400 und eine 78proz. gar 8000 
und rnehr erreichen. 

23. Magnetisierung in mittleren Feldern. Mit zunehmender Feldstarke 
steigt nun die Magnetisierungskurve immer steiler an; ein Gleiches gilt auch von 
der Suszeptib}litatskurve. 1m Wendepunkt der Magnetisierungskurve ist der 
Anstieg (auch "differentielle Suszeptibilitat" genannt) am groBten (vgl. Punkt a 
in Abb. 7). Dieser Punkt ist nicht identisch mit demjenigen, in welchem die 
Suszeptibilitat ihr Maximum erreicht (Punkt f); diesen erhalt man, indem man 
durch den Nnllpunkt eine Tangente an die Kurve legt (gestrichelte Gerade). Die 
Feldstarke, bei der dieses Maximum liegt, ist bei fast allen fertomagnetischen 
Substanzen ungefahr gleich dem 1,35fachen der Koerzitivkraft. Die zugehorige 
Magnetisierung betragt fiir die gewohnlichen Eisen- und Stahlsorten etwa 450 bis 
500 [entsprechend einem 58 von etwa 60001)J. Daraus wiirde fiir die Rohe des 
Maximums von # folgen: 

6000 4400 
#max= 1,35' ~c = To; 

d. h. die Maximalpermeabilitat ist der Koerzitivkraft umgekehrt proportional. 
Es muB bemerkt werden, daB diese Regel nur in allererster Annaherung gilt 
und haufig Ausnahmen davon vorkommen. Weiter unten werden wir genauer 
geltende Beziehungen kennenlemen. 

Aber schon jetzt laBt sich erkennen, daB Jkmax bei verschiedenen Materialien 
sehr verschieden groB sein wird. Es liegt bei hartem Stahl in der Gegend von 100, 
bei GuBeisen und schlechtem StahlguB bei 200 bis 700 je nach der Behandlung, 
bei gutem StahlguB, schwedischem und Elektrolyteisen bei 3000 bis 8000 nach 
dem Ausgliihen. An \auBergew6hnlich gutem Dynamostahl fanden GUMLICH 
und ROGOWSKI2) einnial nach mehrfachem Ausgliihen den Wert 14800, und 
YENSEN3) erreichte bei Permalloy iiber 80000. 

24. Magnetisierung in starken Feldern. 1m weiteren Verlauf steigt die 
Magnetisierungskurve immer langsamer und niliert sich dem Sattigungswert; 
die Suszeptibilitatskurve fallt zunachst steil, dann sanfter, nahert sich asymp­
totisch der Sj-Achse oder erreicht, wenn man" in Abhiingigkeit von ~ auftragt, 
die ~-Achse unter einem bestimmten Winkel (s. Abb. 10a). Hier sind besonders 
zwei GroBen von Interesse: einmal die GroBe dieses Winkels, mit anderen Worten 

1) Bei Speziallegierungen kommt es allerdings auch vor, daB schon bei wesentlich 
niedrigeren Induktionen bis zu 1500 herunter (tmfix erreicht wird. 

2) E. GUMLICH u'. W. ROGOWSKI, Ann. d. Phys. Bd.34, S.254. 1911-
3) T. D. YENSEN, Jouru. Frankl. Inst. Bd. 199, S.336. 1925. 
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das Gesetz, nach we1chem sich die Magnetisierung der Sattigung niihert, und 
dann die GroBe des Sattigungswertes 411: 300' . 

Als empirisches Annaherungsgesetz, das die Beobachtungen der meisten 
ferromagnetischen Stoffe richtig wiedergibt, gilt die FROHLICHsche Formell ), 
weIche den Verlauf der ganzen Magnetisierungskurve roh wiedergeben soil; sie 
lautet 

0<_ ~ 
o\5-a+b~' (37) 

worin a = 1/xo und b = 1/300 ist, wie sich leicht verifizieren laBt. Den allgemeinen 
Verlauf der Magnetisierungskurve stellt diese Formel nur sehr unvoilkommen 
dar; sie wird dagegen bei groBen Feldstarken richtiger, wenn man a nicht gleich 
1/xo setzt, sondern bedeutend kleiner annimmt, etwa gleich 1/xmax. 

Auf theoretischen Betrachtungen von GANS fuBend stellten dann STEINHAUS 
und GUMLICH2) ein Annaherungsgesetz auf, das in den meisten der untersuchten 
Fille durch die Beobachtungen gut bestatigt werden konnte, leider nicht im 
wichtigsten Fall des weichen Eisens, bei dem sich unerklarte Abweichungen 
ergaben. Die Formel lautet 

(38a) 

wo die Konstante SJo = 300/3 "0 ist, oder 

(38b) 

Auf die Vorsteilungen, die der Herleitung dieser Formel zugrunde liegen, 
soil weiter unten eingegangen werden. Hier aber wird schon auf einen wichtigen 
Zusammenhang hfngewiesen, der mit der GroBe der Anfangssuszeptibilitat be­
steM, der aus Gleichung (38a) ersichtlich ist und durch die Beobachtungstat­
sachen immer wieder bestatigt wird: Ein ferromagnetisches Material sattigt 
sich urn so leichter, d. h. bei urn so kleineren Feldstarken, je groBer seine Anfangs­
suszeptibilitat ist. Wiihrend bei weichem Eisen bei einer Feldstarke von etwa 
2000 GauB praktisch Sattigung eintritt, d. h. der Unterschied zwischen 3 und 300 
innerhalb der MeBgenauigkeit liegt, tritt dieses z. B. bei GuBeisen, dessen Anfangs­
suszeptibilitat nur 1/4 bis 1/5 von der des weichen Eisens ist)· erst bei 6000 bis 
8000 GauB ein. Umgekehrt ist Permalloy mit 20mal groBerem Xo schon bei 
90 bis 100 GauB praktisch gesattigt. 

Der Sattigungswert 411:300 ist fiir die verschiedensten Materialien auBer­
ordentlich verschieden. Nach Messungen der Reichsanstalt ist er fiir sehr reines 
Eisen 21620, nach Messungen von P. WEISS fiir Nickel 6000 und fiir Kobalt 
17700. Den iiberhaupt hochsten Sattigungswert besitzt eine Legierung von 
Eisen mit etwa 34,5% Koba1t; er wird von WILLIAMS zu 25840, von der Reichs­
anstalt zu 23680 angegeben; diese Differenz bleibt noch aufzuklaren. 

25. Remanenz. Als "Remanenz" schlechthin bezeichnet man die Rest­
magnetisierung, we1che zuriickbleibt, wenn die wahre Feldstarke nach dem 
Erreichen der Sattigung auf Null zuriickgekehrt ist. In iibertragener Bedeutung 
wird dieser Ausdruck aber auch benutzt, wenn vorher nicht die Sattigung, sondern 
eine beliebige andere Magnetisierung vorhanden war. 1m letzteren Falle ist 
die Remanenz keine Materialkonstante, sondern von der magnetischen Vor­
geschichte abhiingig. Als Beispiel sei Tabeile 3 gegeben, die neben den Werten 

1) O. FROHLICH, Elektrot. ZS. Bd.2, S. 134 u. 170. 1881; Bd. 3, S.69. 1882. 
2) W. STEINHAUS U. E. GUMLICH, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 17. S.281. 1915. 
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der erregenden Feldstarke und der erreichten Magnetisierung auch die der zu­
gehorigen Rerrianenz 0. enthalt; in einer vierten Spalte ist diese nochmals als 
Bruchteil der vorher erreichten Magnetisierung angegebenl): 

Tabelle 3. 

.p I ~ I ~r I ~rl:J I .p I ~ I ~r ~r/~ 

0,42 16 3,9 0;24 5,02 i 984 832 0,84 
0,70 33 9,9 0,30 6,46 1050 864 0,82 
1,16 91 . 46 0,50 8,64 1110 897 0,81 
1,44 195 133 0,68 10,26 1130 910 0,80 
1,76 364 283 0,78 11,91 1150 913 0,80 
2,14 507 418 0,82 17,50 1190 929 0,79 
2,51 614 513 0,84 23,61 1195 

I 
929 0,78 

2,88 702 598 0,85 35,71 1230 933 0,76 
3,58 842 711 0,85 45,51 1230 933 0,76 

Diese Tabelle ist an weichem Eisendraht aufgenommen; andere Materialien 
ergeben einen ahnlichen Gang2). Charakteristisch ist, daB der Wert 0,/0 bei 
mittleren Feldstarken ein ausgesprochenes Maximum hat, welches daher riihrt, 
daB 0. sich friiher einem Grenzwert nahert, als 0 der Sattigung; d. h. der Magne­
tisierungszuwachs bei mittleren Feldstarken tragt wesentlich, der bei hoheren 
Feldstarken nur unwesentlich zur Remanenz bei. Hierauf wird spater noch 
naher einzugehen sein. 

Von Interesse ist auch die Frage, ob es einen bestimmten Schwellenwert 
der Feldstarke gibt, der iiberschritten werden muB, damit eine Remanenz auf­
tritt. Dazu ist zu sagen, daB diese Frage aufs engste zusammenhangt mit der 
oben besprochenen, ob die Konstante b in Gleichung (35) Null werden kann. 
Man kann sie dahin beantworten, daB die Existenz eines so1chen Schwellen­
wertes unwahrscheinlich ist, und daB er dann, wenn er gefunden zu sein scheint, 
durch VergroBerung der MeBgenauigkeit wieder weiter heruntergedriickt werden 
kann. In cler Tat ist es ein Leichtes, bei weichem Eisen noch eine Remanenz 
nachzuweisen, wenn die magnetisierende Kraft nur 10-3 GauB betragt. 

Die GroBe der Remanenz nach erfolgter Sattigung als Bruchteil von 000 
kann auBerordentlich schwanken. Der kleinste beobachtete Wert von 0,/000 

fiir reinstes Eisen ist wohl 0,04 [entsprechend 4n 0, = 85Q3)]; fiir die meisten 
Eisensorten liegt 0r/0oo etwa zwischen 0,35 und 0,55; doch kommen gelegentlich 
auch Werte bis zu etwa 2/3, bei Nickeleisenlegierungen sogar bis zu 3/4 vor. 

Von der bisher besprochenen "wahren" Remanenz zu unterscheiden ist 
die "scheinbare" Remanenz 0;" das ist diejenige Magnetisierung, die zuriick­
bleibt, wenn das auBere Feld Sj' Null geworden ist. Dann ist nach Gleichung (27) 
das wahre Feld 

Sj = - N0;" (39) 
d. h. es ist vom Entmagnetisierungsfaktor und durch diesen von der Form ab­
hangig; und damit besteht natiirlich auch eine Abhangigkeit der der wahren 
Feldstarke Sj auf dem absteigenden Ast entsprechenden Magnetisierung (in 
diesem Faile ~.) von der Form des magnetisierten Korpers. Es ist leicht zu 
iibersehen, daB ceteris paribus bei groBem Dimensionsverhaltnis oder verhaltnis­
maBig gut geschlossenen Magneten 0~ groB ist, bei kleinem Dimensionsverhaltnis 
oder schlecht geschlossenen Magneten klein. So kann 0~ je nach der Form zwischen '" ° und 0; schwanken. 

1) Siehe J. A. EWING, Magnetische Induktion S. 291, 
2) P. HOLlTSCHER, Drud. Ann. Bd.3, S.683. 1900. 
3) E. GUMLIOH u .. W. STEINHAUS, Elektrot. ZS. Bd.36, S.675ff. 1915. 
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26. Koerzitivkraft. Unter Koerzitivkraft verstand man urspriinglich eine 

Kraft, die man sich dem ferromagnetischen Material innewohnend dachte und 
die bestrebt war, die erreichte Magnetisierung in dem Korper "festzUhalten". 
Von diesem Begriff ist heute nur sehr selten die Rede; EVERSHED 1) benutzt 
ihn z. B. und nennt ihn "potency". Der Ausdruck Koerzitivkraft aber bedeutet 
jetzt nach dem Vorschlage von HOPKINSON etwas anderes, niimlich diejenige 
Kraft, die man in derdem magnetisierenden Feld entgegengesetzten Richtung 
anwenden muE, um die nach dem Aufhoren dieses Feldes zuriickgebliebene Magne­
tisierung gerade wieder zum Verschwinden zu bringen. Spricht man von Koerzitiv­
kraft schlechthin, so setzt man voraus, daB vorher praktisch bis zur Siittigung 
magnetisiert wurde. Aber auch wenn diesesnicht geschah, benutzt man diesen 
Ausdruck in tibertragenem Sinne; dann ist sie nicht mehr Materialkonstante, 
wie im ersteren Fall, sondern von der Hohe des vormagnetisierenden Feldes ab­
hiingig. Sie wiichst mit diesem zuniichst etwa Gf 
proportional, dann schneller, wieder langsamer und 
erreicht schlieBlich ihren Grenzwert ~c. 

Bei der obigen Definition ist zu beachten, daB 
das Verschwinden der Magne tisierung als Kri­
terium der erreichten Koerzitivkraft gilt und nicht 
etwa das Verschwinden der" Induktion. Zwar 
wird auch hiiufig in der letzteren Weise definiert, 
und es ist in den meisten Fiillen auch gleichgilltig 
{es sei denn, daB es sich um einen groBen Wert 
von"~ ~c handelt und die Magnetisierungskurve sehr 
schriig im Koordinatensystem liegt). Aber streng 
genommen gilt 

(40) '--------13 
nach Gleichung (27) nur dann, wenn .0 = ° ist. Und Abb. 11. Differentielle und 

reversible Suszeptibilitat. 
nur wenn N = ° ist, d. h. also: bei einem unendlich 
langenStabe oder einem Ring im homogenen Felde, decken sich beide Definitionen. 

Die Koerzitivkraft als Materialkonstante schwankt in ihrer GroBe auBer­
ordentlich; sie kann alle Werte von etwa 0,05 GauB (fUr Permalloy) bis zu etwa 
280 GauB (fUr hochprozentigep Kobaltmagnetstahl) annehmen. ' 

27. Reversible Suszeptibilitat. Magnetisiert man ein Ferromagnetikum bis 
zu einer beliebigen Intensitiit .0 (Abb. 11), gleichgilltig, ob auf der Nullkurve 
oder Schleife, und sei PI der den Zustand darstellende Punkt, so rtickt dieser 
nach P2, wenn man die Feldstiirke um den Betrag LI~ vergroBert; die Intensitiit 
erhiilt einen Zuwachs LIS. Der Wert LI ;JILl ~ oder richtiger d;Jld~, die Neigung 
der Kurve an dieser Stelle, ist dann die ,;differentielle Suszeptibilitiit". Es liegt im 
Wesen der Hysterese, daB dieser Schritt nicht rtickwiirts getan werden kann; 
liiBt man das F eld wieder um den Betrag LI ~ abnehmen, so rtickt der darstellende 
Punkt nicht wieder nach PI> sondern nach P3 • Die jetzige Abnahme von .0 ist 
immer kleiner als der frtihere Zuwachs; d. h. [LI ;JILl ~]riickwiirts oder [d;Jld~]riiCkwiirts 
ist immer kleiner als die differentielle Suszeptibilitiit.Das Charakteristische 
dieses Sch;rittes rtickwiirts, wenn er nur gentigend klein war, ist seine Um­
kehrbarkeit; wird ~ wieder um LI ~ vergroBert, so rtickt der darstellende 
Punkt wieder nach P2• Man bezeichnet daher den Wert [dSld~]riickwiirts= ~r 
auch als "reversible Suszeptibilitij.t". Diese GroBe ist von GANS 2) sehr eingehend 

1) S. EVERSHED, Journ. lnst. Electr. Eng. Bd.63, S.729. 1925; Electrician Bd. 94, 
s. 394. 1925. 

2) R. GANS. Ann. d. Phys. Bd.22, S. 481; Bd.23. S.399. 1907; Bd.27. S.1. 1908; 
Bd.29, s. 301. 1909; Bd. 33. S. 1065. 1910; Phys. ZS. Bd.H. S. 988.1910; Bd.12, S.1053. 1911. 
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untersucht worden. Er fand zunachst, daB sie wesentlich nur vou der jeweiligen 
Magnetisierung abhangig ist, daB es also gleichgilltig ist, ob sie auf der Null~urve, 
der Schleife oder der idealen Kurve geIi1essen wird. Fiir 3 = ° ist sie mit der 
Anfangssuszeptibilitat identisch; mit wachsendem 3 nimntt sie zuerst langsam. 
dann rascher ab, um imGebiet der Sattigung zu verschwinden. Weiter ergab 
sich aus den Beobachtungen, daB die Funktion, welche die Abhangigkeit der 
reversiblenSuszeptibilitat von der Magnetisierung darstellt, fiir die verschiedensten 
Materialien immer die gleiche war; die entsprechenden Kurven fallen zusammen. 
wenn man als Ordinate nicht ~r selbst, sondern den jeweiligen Bruchteil der 
Anfangssuszeptibilitat, also ~r/~o, und als Abszisse den Bruchteil der Sattigungs­
intensitat 31300 auftragt. SchlieBlich gelang es GANS, dun::h theoretische Be­

K 

1{$~ 0.3 

0,2 

01 
~----------~------~--~17J 

0,5 1;0 Joo 

Abb. 12. Reduzierte reversible Suszeptibilitat. 

trachtungen die Form dieser uni:­
versellen Funktion zu finden. Sie 
lautet in Parameterdarstell~ng: 

(41) 

Abb. 12 stellt ihren Verlauf dar. In 
erster Annaherung scheint in der 
Tat diese Funktion den Beobach­

tungstatsachen zu entsprechen; wie weit sie hoheren Anforderungenstand­
halten kann, wird sich noch erweisen mussen. 

Die groBe Bedeutung dieser Untersuchungen liegt in dem Nachweis, daB 
jeder Magnetisierungsvorgang von reversiblen Prozessen durchsetzt ist und jeder 
Magnetisierungszuwachs d 3, sei er positiv oder negativ, in einen reversiblen 
und elnen irreversiblen Beitrag aufgespalten werden kann. Darauf werden Wir 
spater noch ausfuhrlich zuruckkommen. 

Wenn man das kleine Feld As;, in einer Richtung senkrecht zu s;, bzw. 3 
anlegt, so ist, genugende Kleinheit von As;, vorausgesetzt, dieser Vorgang 
ebenfalls reversibel. Dann wird d3/ds;, als "transversale" reversible Suszeptibilitat 
bezeichnet im Gegensatz zu der oben besprochenen "longitudinalen". Naturlich 
ist auch hier fur die Intensitat Null ~rtransv. gleich der Anfangssuszeptibilitat. 
Mit wachsendem 3 bleibt "rtransv. zunachst ziemlich konstant bis zu etwa 
3/300 = 0,5 und fallt dann verhaltnismaBig rasch abo 

28. Magnetisierung anisotroper ferromagnetischer Korper. Zum besseren 
Verstandnis des Folgenden erscheint es angebracht, hier kurz auf die magnetischen 
Eigenschaften der Kristalle einzugehen. Sie unterscheiden sich dadurch von 
denen der gewohnlichen ferromagnetischen Materialien, daB sie ganz wesentlich 
von der Richtung. abhangen. Es ist daher verstandlich, daB die Erscheinungen 
noch weit komplizierter und auch heute zum Teil noch wenig geklart sind. 

Es ware das Nachstliegendste, Kristalle aus reinem Eisen in ihren Eigen­
schaften zu betrachten; aber solche sind leider bis heute noch nicht in genugender 
GroBe herzustellen. Wir mussen uns also damit begnugen, das Typische der 
Kristallmagnetisierung an einem moglichst einfachen Beispiel zu zeigen und 
von da aus Ruckschlusse zu versuchen auf das Verhalten der ferromagnetischen 
Metalle. 

Wir benutzen dazu den normalen Pyrrhotit, ein wahrscheinlich hexagonales 
Eisensulfid, dessen chemische Zusammensetzung etwa der Formel Fe7Sg ent­
spricht. Wahrend der Kristall in seiner Hauptachse auBerordentlich schwer 
magnetisierbar ist, hat er in seiner Basis eine Richtung besonders leichter 
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Magnetisierbarkeit, weshalb sie auch j,magnetische Ebene" geI1annt wird.. Nach 
Messungen von WEISSl) geniigt schon ein Feld von etwa 15 GauB. um in dieser 
Richtung Sattigung zu erreichen, senkrecht dazu (aber in der Basisebene) sind 
7)00 GauB und senkrecht zut Basis sogar 150000 GauB erforderlich. 
. Wir wollen nun zwei ganz spezielle Falle der Einwirkung wechselnder Felder 
auf eine parallel zur Basis geschnittene Platte betrachten, und zwar sei 1. das 
Feld parallel der Richtung der leichten Magnetisierbarkeit ;2. gegen diese Richturig 
Urn einen Winkel q:; gedreht. . . 

LaBt man im ersteren Falle das Feld zu groBer Starke anwachsen, so andert 
sich die Magnetisierungsintensitat nicht wesentlich. Auch bei der Abnahme 
des Feldes bis auf Null und weiter bis zu einem kritischen negativen Wert firidet 
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Abb. 13. Irreversibler Magnetisierungs­
vorgang bei Kristallen. 

,~~~~L-----~----------X 

Abb.14. Reversibler Magnetisierungsvorgang 
bei Kristallen. 

keine wesentliche Anderung statt. Bei noch weiterer Abnahme aber springt die 
Magnetisierung plotzlich in einen gleich hohen negativen Wert, um dann wieder 
konstant zu bleiben. Man bezeichnet diesen Sprung als das "Umklappen" der 
Magnetisierungsrichtung. 

So stellt sich die Magnetisierungsschleife als ein Rechteck dar (Abb. 13)· 
Die Teile AB und DE sind reversibel zu durchlaufen, die Teile Be und EF 
sind irreversibel. DaB in Wirklichkeit die Ecken B und E leicht abgerundet 
sind, spielt fUr unsere augenblicklichen Betrachtungen keine Rolle. 

1m zweiten Falle solI die Richtung der leichten Magnetisierbarkeit mit 
der X-Richtung zusammenfallen. Bildet nun die Feldstarke mit der X-Achse 
einen Winkel q:; (Abb. 14) und laBt man S) wachsen, so andert sich der absolute 
Betrag von S nicht, wohl aber seine Richtung, die jetzt mit der X-Achse einen 
Winkel1jJ bildet. Die Intensitat in der S)-Richtung ist also gleich Scos(q:; -1jJ), 
d. h. sie wachst mit zunehmenden S) von S cosq:; .bis S. Dieser Vorgang ist durch­
aus reversibel. 

Es konnten leicht noch andere Beispiele gebildet werden, aber die beiden 
typischen Vorgange, den irreversiblen und den reversiblen Magnetisierungs­
prozeB an einem Kristall, haben wir so kennengelernt. Es solI nur noch bemerkt 
werden, daB die irreversiblen Vorgange sich keineswegs auf Fall 1 beschranken; 
auch im zweiten FaIle tritt bei Umkehr des Feldes, sobald dieses einen kriti­
schen Wert iiberschreitet, ein irreversibler ProzeB zu dem reversiblen Vor­
gang hinzu. 

1) P. WEISS, Journ. de phys. (3) Ed. 8, S.542. 1899. 
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29. Magnetisierung pseudoisotroper ferromagnetischer Karper. AIle 
Metalle bestehen, auch wenn sich makroskopisch kein Anhaltspunkt dafiir zeigt, 
nicht aus isotropem Material, sondern aus einer sehr groBen Zahl groBerer oder 
kleinerer unregelmaBig durcheinander liegender Kristallite, ferromagnetische 
Metalle also aus ferromagnetischen Kristallen, deren wichtigste Eigenschaften 
wir soeben charakterisiert haben. Wird nun ein so1ches Metall der Wirkung 
eines Feldes ausgesetzt,so entsteht ein Geflecht von irreversiblen und reversiblen 
Magnetisierungsvorgangen in den Einzelkristallen, die alle einen Beitrag zur 
Magnetisierung des Metalles in der Richtung des Feldes liefern. 

Betrachten wir zunachst nur die irreversiblen Prozesse. Wir gehen von 
einigen Grundannahmen aus, die aber im allgemeinen erfiillt sind. Es sei die 
GroBe der einzelnen Kristalle einigermaBen gleichmaBig und sehr klein im Ver­
gleich mit dem ganzen Korper; ferner seien ihre kristallographischen Achsen 
gleichmaBig nach allen Richtungen hin verteilt. Auch sei irgendwie (Genaueres 

L( 
\ 

\ 

\ 

y 
wird sich bald ergeben) dafiir gesorgt, daB 
die Richtungen der Magnetisierung der ein­
zelnen Kristalle gleichmaBig verteilt sind. 

Nimmt nun das wirkende Feld von Null 
an zu, so ereignen sich keine irreversiblen 
Prozesse, bis das Feld den Wert der Koerzitiv­
kraft .IJ. der Kristalle erreicht hat. In diesem 
Augenblick wird sich die Magnetisierung in 

x denjenigen Kristallen umkehren, in denen' 
sie dem Felde gerade entgegengerichtet war. 
Wachst dieses nun weiter, so klappt die 
Magnetisierungsrichtung in immer neuen 
Kristallen urn, und zwar dann, wenn die in 
Richtung der jeweiligen Kristallmagneti­

Abb.15. Einheitskugel der Magneti- sierung liegende Feldkomponente gerade den 
sierungsrichtungen. Wert .lJc erreicht. Die durch das Umklappen 

der Magnetisierung in den Einzelkristallen 
bedingten Beitrage zur Magnetisierung des ganzen Metalles werden mit wachsen­
der Feldstarke immer seltener und wirken mit iinmer kleinerer Komponente, urn 
schlieBlich bei hohen Feldstarken praktisch zu verschwinden. Bei vorhandener 
Sattigung liegen Magnetisierungskomponenten aller Kristalle in der Feldrichtung. 

Nimmt das Feld wieder ab, so andert sich an dieser Anordnung (und damit 
auch an derMagnetisierung) nichts. Erst wenn es negativ geworden ist und 
dort den Wert .lJc erreicht hat, beginnt derselbe Vorgang wieder von neuem in 
umgekehrter Richtung. 

Man kann diese Vorgange leicht berechnen. M sei das magnetische Moment 
eines Einzelkristalls und N deren Zahl in der Volumeinheit. Das Feld S'l soll in 
der Richtung OX wirken (Abb.15). Wegen der gleichmaBigen Verteil~ng der 
Magnetisierungsrichtungen sind die Endpunkte der Vektoren M gleichmaBig 
iiber die OberfIache der Einheitskugel verteilt. AIle Magnetisierungsrichtungen' 
in einem Kegel mit dem Offnungswinkel cp werden in die entgegengesetzte Rich­
tung umgeklappt, wenn .IJ = .lJc/coscp ist. Die Zahl der Vektoren, die in einem 
Ringgebiet liegen, das durch d cp bestimmt ist, ist 

7\T2nr2 sin<p d<p _ N. d 
lv 4nr2 - zsmcp r:p. (42) 

Diese geben in der .IJ-Richtung ein Moment 

Mx = M coscp· ~ sincp dcp. (43) 
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So erhiilt man als Moment in der Feldrichtung alier im Kegel umgeklappten 
Magnete 'P 

M", = 1M: sinqJcosqJdqJ 
o (44) 
MN . 2 

=4 sm qJ 

oder, weil M N das Sattigungsmo}llent eines Kubikzentimeters, also die Sattigungs-
intensitat ist, O! 

M", = ~: sin2 qJ. (45) 

Da ,nun die gleiche Anzahl der Momente in dem Kegel urspriinglich schon 
in dieser Richtung lag, ist das Gesamtmoment in der Feldrichtung aller 
jetzt in dem Kegel liegenden Momente 

(46) 

oder, da qJ bestimmt war durch S) cos qJ = S)u 

(47) 

Die Magnetisierungsschleife wiirde also einen 
Charakter haben, wie ihn Abb. 16 zeigt. Nun ist 
ein sehr wesentliches Moment bisher ganz auBer 
Betracht geblieben. Auf den Einzelkristall wirkt 
nicht nur das Feld S), das auBen angelegt wird, 
sondern es wirkt einmal auch die Summe der 
Momente der andern Kristalle, und sodann wirken 

, noch in besonder€r Weise die Momente der un-

./ 

I 
I 
I 

Abb. -16. Magnetisierungskurve 
mittelbar benachbarten Kristalle. Wahrend die aus irreversiblen Prozessen. 
erstere Wirkung auf den Charakter der Kurve 
ohne wesentlichen EinfluB sein diirfte, ist die letztere imstande, die Kurven­
form wesentlich zu verandern. Legt man sich die Frage vor, was man iiber diese 
Wirkung der Nachbarkristalle aussagen kann, so staBt man bald auf die graBten 
Schwierigkeiten: die Wirkung wird bald die des angelegten Feldes unterstiitzen, 
bald ihr entgegengerichtet sein; was im allgemeinen iiberwiegt, ist wohl kaum 
zu entscheiden. N ur zweierlei ist sicher: beim Beginn der N ullkurve und des 
absteigenden Astes wird die unterstiitzende Wirkung mehr hervortreten; beim 
Ende des aufsteigenden Astes mehr die entgegengerichtete. An der letzteren 
Stelle ist der EinfluB auf die Kurvenform nicht graB; an der ersteren aber ist 
er bedeutend. Es wird also nicht erst dann ein Umklappen eintreten (urn einmal 
beim Beispiel des absteigenden Astes zu bleiben), wenn die Feldstarke negativ 
geworden ist und den Wert S)C erreicht hat, sondern schon bei hohen positiven 
Werten von S), weil dort, wenn auch selten, der Fall eintritt, daB die Resultante 
von Feld und N achbarwirkung ein Umklappen bewirkt. Diese Falle werden 
mit abnehmender Feldstarke immer haufiger werden. So wird der absteigende 
Ast nicht den in Abb.16 in der ausgezogenen Linie angedeuteten Verlauf nehmen, 
sondern etwa den der gestrichelten Linie. 

Die gleiche Betrachtung kann man auch fUr die Nullkurve durchfiihren; 
doch soll an dieser lieber der VerI auf der irreversiblen Prozesse, wie ihn die 
Messung ergibt, dargestellt werden (s. weiter unten I). 

Es ist augenscheinlich, daB der Charakter der Kurve dem einer empirischen 
Magnetisierungskurve schon auBerordentlich nahe kommt. Beriicksichtigt man 

Handbuch der Physik. XV. u 
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nun nbch, daB alle diese irreversiblen Vorgiinge verflochten sind mit reversiblen 
Prozessen, die daher stammen, daB in den Kristallen die Magnetisierungsrichtung 
nicht nur umklappen, sondern sich auch mit wachsendem Feld immer mehr 
in dessen Richtung hineindrehen kann, und deren· GesetzmaBigkeiten wir oben 
schon kennenlernten, so erkennt man leicht, daB die trbereinstimmung qualitativ 
vollkommen ist. 

Wenn bisher stillschweigend vorausgesetzt wurde, daB die Kristallite der 
ferromagnetischen Metalle gerade wie der Pyrrhotit nur eine Richtung leichter 
Magnetisierbarkeit haben, so muG bemerkt weroen, daB das offenbar nicht der 
Fall ist. Doch iindert das an den erhaltenen prinzipiellen Resultaten nichts 
Wesentliches. 

Wir wollen nun an einem Beispiel den Verlauf der irreversiblen Prozesse 
praktisch verfolgen, und zwar auf der Nullkurve eines weichen Stahlesl ). Wir 
stellen, iihnlich wie oben mit der reversiblen Suszeptibilitiit geschehen, die 
irreversible beispielsweise als Bruchteil oder Vielfaches der dreifachen Anfangs­
permeabilitiit in der Abhiingigkeit von ;;sf;;Soo dar. Offenbar ist "differentiell 

= "reversibel + "irreversibel' Den ersten Ausdruck bildet man aus der Null­
kurve, den zweiten kauT\ man entweder direkt messen oder wie in diesem Falle 

1,0 

o 
Abb. 17. Reduzierte irre­
versible Suszeptibilitat. 

aus Formel (41) berechnen, ohne damit einen allzugroBen 
Fehler zu machen; so erhiilt man die irreversible Sus­
zeptibilitiit durch Subtraktion. Die Werte sind in 
Tabelle 4 und Abb. 17 ,dargestellt. 

Die Kurve stellt also gewissermaBen den durch 
irreversible Prozesse bedingten Magnetisierungszuwachs 

Tabelle 4. 

~irr. 

3 ". 

0.25 
0.43 
0.85 
1.78 
2.59 
2.35 
1.92 
1.25 
0,78 
0.33 
0.11 
0.03 
0,01 
0.00 
0.90 

0,011 
0.018 
0.036 
0,078 
0.155 
0.245 
0.339 
0,432 
0.510 
0.600 
0.680 
0.730 
0.775 
0.815 
0.845 

fiir jede Magnetisierungsinten­
sitiit dar. Sie nimmt einen 
sehr charakteristischen Ver­
lauf. An zwei Stellen geben 
die irreversiblen Prozesse 
keinen Beitrag zur Magneti­
sierung: im Nullpunkt und 
,oberhalb ;;S/;;Soo = 0,8, also im 
Siittigungsgebiet. Hier sind 
nur reversible Beitriige mog­
lich. Man kann also das Ge­
setz der Annaherung an die 
Siittigung aufstellen, wenn 
man die Abhiingigkeit der 
reversiblen Beitriige zur Ma­
gnetisierung von der Intensi­
tat kennt. Unter der Voraus-

,setzung, daB in dieser Be­
ziehung das von GANS aufgestellte Gesetz (41) richtig ist, erhiilt man dann 
fiir das Annaherungsgesetz leicht die oben unter (38) wiedergegebenen Formeln. 

30. Der BARKHAusENeffekt. Wenn die Magnetisierung sich aus reversiblen 
und irreversiblenBeitragen zusammensetzt, von denen ibrer Natur nach die 
ersteren die Magnetisierung kontinuierlich, die letzteren diskontinuierlich andern, 
so miiBte es moglich sein, bei hinreichend gleichmaBiger Feldsteigerung und 
geniigender Beobachtungsempfindlichkeit kleine Spriinge der Magnetisierung 
wahrzunehmen, die von den irreversiblen Prozessen herriihreIj.. BARKHAUSEN2) 

1) W. STEINHAUS U, E. GUMLlCH. Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 17. S.377. 1915. 
2) H. BARKHAUSEN, Phys. ZS. Bd. 20. S. 401. 1919. 
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gelang es, diese einzelnen Spriinge im Telephon horbar zu machen, indem er 
zwischen die den Korper umschlieBende Induktionsspule und das Telephon 
eine Verstarkeranordnung schaltete. Nahert man der Probe, die am besten aus 
einem dunnen Draht besteht, langsam einen Hufeisenmagneten, so macht sich 
jeder irreversible Vorgang als Knacken im Telephon bemerkbar. .lID den Stellen 
der Magnetisierungskurve, an denen die irreversiblen Prozesse mehr oder weniger 
verschwinden, tritt der Effekt nicht auf. 

GERLACH und LERTESl) haben uber diesen Effekt weitere Versuche angestellt, 
aus denen sie schlieBen zu mussen glaubten, daB er auf andern Ursachen beruht. 
Mit zunehmender Magnetisierung unterliegen die Kristallite des Korpers immer 
andern magnetostriktiven Deformationen (s. Ziff. 57), die sich aber nicht v611ig 
frei auswirken konnen. Die dadurch hervorgerufenen Spannungen kommen 
wegen der groBen Reibung diskontinuierlich zum Ausgleich, wobei dann dis­
kontinuierliche Permeabilitatsanderungen eintreten mussen, welche den Effekt 
bedingen. 

Demgegenuber hat BARKHAUSEN2) neuerdings darauf hingewiesen, daB die 
Erklarung von GERLACH und LERTES schon deshalb kaum zutreffen konne, 
weil die Impulsdauer eines einzelnen StoBes, die er angenahert mess en konnte, 
bestimmt kleiner ist als 1/300000 Sekunde. 

31. Entmagnetisierung. Wir konnen nunmehr auch versuchen, uns von 
dem Vorgang der Entmagnetisierung ein Bild zu machen. Man erreicht den 
unmagnetischen Zustand praktisch dadurch, daB man den Korper einem Wechsel­
felde hinreichender Amplitude aussetzt, welches sich dann stetig bis auf Null 
verldeinert. Dabei werden immer kleinere und kleinere Magnetisierungszyklen 
durchlaufen, die schlieBlich im Nullpunkt endigen. . 

Betrachten wir wieder nur die irreversiblen Prozesse. Das vVechselfeld sei 
im Anfang so gro~, daB in jeder Halbperiode abwechselnd in den beiden Rich­
tungen +X und -X (Abb.15) Sattigung erreicht wird, d. h. daB Magneti­
sierungskomponenten aIler Kristallite abwechselnd in beiden Richtungen 
liegen. Bei jedem Wechsel klappen die Magnetisierungsrichtungen aller 
Kristallite urn. 

Nimmt nun die maximale Feldstarke nach jedem Wechsel urn einen sehr 
kleinen Bruchteil ab, so wird der Winkel rp, der in der Sattigung = 90° war, 
bei jedem Wechsel kleiner; d. h. es bleiben jetzt bei jedem Wechsel in einzelnen 
Kristalliten die Magnetisierungsrichtungen liegen, einmal nach der positiven, 
einmal nach der negativen Seite, und zwar mit abnehmendem Feld in 
immer mehr Einzelkristallen. So sieht man leicht, daB beim Verschwinden 
des Wechselfeldes die Magnetisierungsrichtungen gleichmaBig uber die 
ganze Kugel verteilt sind; das Gesamtmoment ist Null, der, Korper ist ent­
magnetisiert. 

Es ist erforderlich, daB die Abnahme des Feldes sehr gleichmaBig erfolgt. 
Ist beim Ablauf dieses Vorgangs von einem Wechsel zum andern ein groBerer 
Sprung L1 S,) vorhanden, so bleiben die in der entsprechenden Zone L1 rp liegenden 
Einzelmomente liegen und geben am SchluB eine zuruckbleibende positive oder 
negative Gesamtmagnetisierung in der X-Richtung. Aus diesem Grunde kann 
man keine wirklich vollstandige Entmagnetisierung erfh;chen, wenn man z. B. 
das Feld durch stufenweise Einschaltung von Widerstand in den Wechselstrom­
kreis herunterregulierP). Das gleiche gilt daIm, wenn die Abnahme des Feldes 

1) W. GERLACH u. P. LERTES, ZS. f. Phys. Bd. 4, S.383. 1921. Phys. ZS. Bd. 22, S. 568. 
1921. 

2) H. BARKHAUSEN, ZS. f. techno Phys. Bd. 5, S.518. 1924. 
3) E. GUML)CH U. W. ROGOWSKI, Am;!. d. Pl1ys. Bd. 34, S.244. 1911. 

12* 
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zwar gleichmaBig, aber zu schnell erfolgt. An dem extremen Fall, den Abb. 18 
zeigt, kann man sich das leicht klarmachen. Zwar ist dann der Karper zum SchluB 

OJ 
I 

nicht magnetisch, aber eine gleichmaBige 
Verteilung der Einzelrichtungen ist nicht 
erreicht. 

32. Ideale Magnetisierung. In genau 
derselben Weise, wie man einen Karper bei 
der Feldstarke Null durch einen Entmagne­
tisierungsprozeB von den Wirkungen der 
magnetischen Vorgeschichte befreien kann, 

-+:F-----~---- '7f erreicht man diese Befreiung bei jeder be-
liebigen Feldstarke. Setzt man also einen 
Karper einem EntmagnetisierungsprozeB aus, 

Abb. 18. Pseudoentmagnetisierung. wahrend er unter der Wirkung eines Feldes 
steht, so ist es gleichgultig, ob der Zustands­

punktsich vorher auf der Nullkurve, dem aufsteigenden oder absteigenden Ast 
befand: es ergibt sich eine eindeutige Abhangigkeit der resultierenden Magneti­
sierung von der Feldstarke. Diese Abhangigkeit in Kurvendarstellung nennt 
man die "ideale Magnetisierungskurve", den entsprechenden Zustand des 
Karpers den "idealen" oder "hysteresefreien"l). 

Eine kurze Charakteristik der Idealkurve gaben wir schon in der Einleitung 
(Abb.7, Kurve IV). Hier mussen wir die Frage behandeln, we1che Charakteristik 
wir auf Grund der bisher entwickelten Vorstellungen von der Magnetisierung 
ferromagnetischer Metalle zu erwarten haben. 

Wir kannen zur Beantwortung zwei Wege einschlagen. Der erste Weg ist 
der, daB man untersucht, we1che Gestalt die ideale Kurve eines magnetischen 
Einzel.kristalls mit rechteckiger Magnetisierungskurve besitzt, und dann aus 

dieser unter Berucksichtigung der Nachbar­
wirkung und der reversiblen Vorgange die 
Idealkurve des pseudoisotropen Karpers auf-

JI[ 

~----------------------y 

baut. Der andere Weg geht uber ahnliche 
Betrachtungen, wie wir sie soeben bei der 
Theorie der Entmagnetisierung angestellt 
haben. Verfolgt man diesen Weg, so zeigt 
sich, daB die ideale Kurve, solange man nur 
irreversible Prozesse zulaBt und die N achbar-
wirkung vernachlassigt, im Nullpunkt senk­
recht bis zur Sattigung ansteigt, die sie dann 
bei allen Feldstarken beibehiilt (Abb. 19 I). 
Dabei ist allerdings vorausgesetzt, daB das 
station are Gleichfeld, auch wenn es noch so 
klein, doch immer noch graBer ist als die 
Abnahme des Wechselfeldes von einem 

Abb. 19. Entstehung der idealen Wechsel zum andern. Del' EinfluB del' Nach-
Magnetisierungskurve. barkristalle . bewil'kt auch hiel' eine starke 

Verrundung del' Ecke (II), und tiber das 
Ganze lagern sich schlieBlich noch die Beitrage der l'evel'siblen Vorgange. So 
hat man eine Kul've del' Form (III) (Abb.19) zu erwarten, wie man siein der 
Tat auch in den allermeisten Fallen praktisch el'halt. 

Das intel'essanteste und wichtigste Mel'kmal ist del' senkrechte Anstieg 
im Nullpunkt odel' die unendlich gl'oBe ideale Anfangssuszeptibilitat. Nimmt 

1) W. STEINHAUS U. E. GUMLICH. Verh. d. D. Phys. Ges. Ed. 1i. S.369. 1915. 
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man z. B. an einem Ellipsoid aus weichem Eisen den Anfang der idealen Kurve 
auf, so findet man, daB bis in die Gegend von 411: ~ = 5000 die berechnete 
Scherung N~ dem auBeren Feld &)' vollkommen gleieh bleibt, ein wahresFeld&) 
also noch gar nicht auftritt. Zur naheren Erlauterung diene Tabelle 5, die an 
einem solchen Ellipsoid erhalten wurde. Man 
sieht, daB erst bei 411: ~ = 5570 ein wahres 
Feld von etwa 0,04 GauB iibrigbleiben wiirde. 

Diese Eigenschaft der idealen K~ve kann 
manl ) , wenn man des senkrechten Anstiegs 
sieher ist, wie z. B. beim weiehen Eisen, sogar 
umgekehrt zur genauen Bestimmung des Ent­
magnetisierungsfaktors benutzen. Aber nieht 
alle Materialien besitzen diesenAnstieg, insonder­
heit solche, die nicht durchweg aus magnetisier­
barer Substanz bestehen, z. B. GuBeisen. 

0,25 
0,58 
1,04 
1,71 
2,41 
4,44 
6,82 
10,8 

Tabelle 5. 

0,25 
0,57 
1,05 
1,71 
2,42 
4,45 
6,78 
10,6 

210 
470 
860 

1410 
1990 
3660 
5570 
8580 

Da nach obigem die ideale Kurve diejenige Magnetisierungskurve ist, der 
der Kerper folgen wiirde, wenn seine Kristallite bei gleicher Anordnung schon 
beim kleinsten Felde ihre Magnetisierungsrichtung umkehren wiirden, so er­
scheint sie vielleieht berl,lfen, bei foItschreitender Erkenntnis am ehesten quan­
titativ faBbar und ein Wegweisedn diesem uniibersiehtlichen Gebiet zu werden. 
Sicher ist, daB viele Gesetze erst durch die Befreiung von dem EinfluB der 
Hysterese klar und einfach werden, wie beispielsweise die Abhangigkeit der 
Magnetisierung von der Temperatur. , 

"~33. Hysterese und Hystereseverlust. Das "Nachhinken" der Magneti­
sierung hinter einem durch die Feldstarke allein bestimmten, idealen Wert oder 
ihre gleichzeitige Abhangigkeit von den Werten, die voraufgingen, nennt man 
die "Hysterese". 

Wenn sieh die Feldstarke z. B. von groBen positiven zu ebensogroBen nega­
tiven Werten und wieder zuriick andert, so folgt die Magnetisierung nicht ein­
deutig; der darstellende Punkt beschreibt vorwarts und riickwarts nicht dieselbe 
Kurve, sondern er umschreibt eine Flache. Der Inhalt dieser Flache ist sehr 
verschieden; er hat aber eine 
wiehtige physikalische Bedeu­
tung. W ARBURG 2) konnte zeigen, 
daB bei jedem Magnetisierungs­
zyklus eine Energiemenge ver­
lorengeht, deren in Erg pro cm3 

gemessene GreBe gleieh dem 
FHicheninhalt einer solchen 
Hystereseschleife ist. Die "Ener­
gievergeudung", auch "Hyste- , 
reseverlust" genannt, ist 

E = f&)d~ = 41nf&)dlB. (48) 

.pm"" 

1,50 
1,95 
2,56 
3,01 
3,76 I 
4,96 
6,62 
7,04 

26,5 
75,2 

Tabelle 6 3). 

3max I f.pd3 LIt 
in Erg pro em3 berechnet in 0 C 

167 410 0,012' 10- 3 

304 1160 0,033' 10- 3 

472 2190 0,062' 10- 3 

571 2940 0,083' 10- 3 

699 3990 0,112' 10-3 

842 5560 0,156' 10-3 

913 6160 0,173' 10- 3 

951 6590 0,185' 10- 3 

1090 8690 0,244' 10- 3 

1230 10040 0,282' 10- 3 

Diese "vergeudete" Energiemenge tritt als Warme wieder in Erscheinung. 
Die durch einen Zyklus bedingte TemperaturerhOhung Ll t ist recht gering 
(s. Tabelle 6). Bedenkt man aber, daB bei technischen Vorgangen (in Maschinen 

1) J. WtJRSCHMIDT, ZS. f. Phys. Bd. 12, S. 128. 1922. 
2) E. WARBURG, Wied. Ann. Bd. 13, S.141. 1881. 
3) J. A. EWING (FuBnote 1, S. 172), S. 105. Es handelt sich um ein weiches Eisen 

I'nittlerer Qualitat mit einer Koerzitivkraft von etwa 2,2 GauB. 
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und) Transformatoren) haufig 50 bis 500 Zyklen und mehr in einer Sekunde 
durchlaufen werden, so erscheinen selbst starke Temperaturerhohungen ver­
standlich. In der Technik wird die Energievergeudung gewohnlich nicht in Erg 
pro cms ffir einen Zyklus, sondern in Watt pro kg ffir 50 Zyklen angegeben. 

Der Hystereseverlust ist natfirlich, da die umschriebene Flache mit zu­
nehmender Maximalinduktion wachst, in gleicher Weise von ihr abhangig. Nach 
STEINMETZ1) solI die Gleichung gelten 

E = 'YJ .~1,6f (49) 

in der 'YJ eine charakteristische Materialkonstante, die sog. "STEINMETzsche 
Konstante" ist. 1m Laufe der Zeit hat sichaber gezeigt, daB E bei vielen Ma­
terialien nicht der 1,6ten Potenz der Induktion, sondern haufig auch groBeren 
und kleineren Potenzen proportional ist, ja,· daB diese Zahl oft auch von der 
Hohe der Induktion abhangig, also nicht einmal fiir ein und dasselbe Material 
eine Konstante ist. Zu rohen tJberschlagsrechnungen mag aber die Formel 
geniigen. 

Die RICHTERsche Formel 2) 

E=a~+ b~2 (50) 

tragt den Beobachtungen besser Rechnung; freilich hat sie den Nachteil zweier 
Konstanten. 

In der folgenden Tabelle 7 sind die Hystereseverluste bei verschieden hohen 
Induktionen fiir die vier in der Technik gebrauchlichsten Blechsorten zusammen­
gestellt, und .zwar in Watt pro kg fUr 50 Zyklen. 

Tabelle 7. 

Maximal- Unlegiertes I Schwacblegiertes I Mittellegiertes Hochlegiertes 

induktion Blech Blech Blech Blech 
1/2 % Si 1% Si 21/,% Si 4% Si 

2500 0,20 0,19 0,18 0,11 
5000 0,64 0,59 0,52 0,32 
750O 1,26 t,13 1,00 0,63 

10000 

I 
2,20 1,90 1,68 1,06 

12500 3,75 2,98 
I 

2,55 1,65 
15000 6,31 5,13 3,76 2,52 

Auf einen Punkt muB hier noch besonders hingewiesen werden, da er haufig 
zu MiBverstandnissen AnlaB gibt. Zwar hat fiir hohe Maximalinduktionen 
beim Vergleich verschiedener Materialien miteinander dasjenige mit der hoheren 
Koerzitivkraft auch den hoheren Hystereseverlust (wenigstens wenn man von 
besondets gearteten Magnetisierungsschleifen absieht, die beispielsweise bei 
mittleren und hoheren Induktionen ungewohnliche Verbreiterungen zeigen); 
vergleicht man aber die Materialien bei lfiedrigen maximalen Feldern mit­
einander, so kann man allgemein sagen, daB dasjenige mit derhoherenKoerzitiv­
kraft (fiir hohe Felder) den kleineren Hystereseverlust hat. Das gilt natiirlich 
nur, solange man auf gleiche maximale Feldstarken bezieht; bei gleichen 
Induktionen ist es umgekehrt. 
, Den hochsten Hystereseverlust haben die Kobaltmagnetstahle (KS-Stahl 
und Koerzit), es folgen die andern Magnetstahle, GuBeisen, die weichen Stahle, 
weiches E!sen, Elektrolyteisen, vakuumgeschmolzenes Elektrolyteisen und schlieB­
lich die Nickeleisenlegierungen groBer Reinheit mit mehr als etwa 40% Ni; 
unter diesen hat das "Permalloy" (78% Ni) den allergeringsten Verlust. 

1) P. STEU{METZ, Elektrot. ZS. Bd.12, S.62. 1891; Bd. 13, S.43 u. 55. 1892. 
2) R. RICHTER, Elektrot. ZS. Bd.31, S.1241. 1910. . 
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Die Umkehr der Magnetisierung in einem Probekorper kann auBer durch 
Fortnehmen und Wiederanlegen des Feldes in der entgegengesetzten Richtung 
auch dadurch geschehen, daB man die Feldrichtung durch Drehung in die 
um 180 0 verschobene Lage bringt. Dieser Fall spielt bei elektrischen Maschinen 
eine groBe Rolle; er ist der der "rotierenden" oder "drehenden" Hysterese. 
Auch hier steigt die Energievergeudung mit zunehmender Induktion zunachst 
stark an, und zwar noch starker als bei der gewohnlichen, "wechselnden" Hysterese. 
Dber den Verlauf bei hoheren Induktionen gehen die Angaben der verschiedenen 
Forscher noch weit auseinander. Wahrend HERRMANN 1) fand, daB die Verluste 
mit zunehmender Induktion immer weiter wachsen, konnten WEISS und PLANER 2) 
zeigen, daB sie ein Maximum haben und bei sehr hohen Induktionen sogar Null 
werden. Dieses Resultat wurde zwar von VALLAURI 3) bestatigt, HERRMANN 
aber hat seine Resultate aufrecht erhalten und mit neuem Beobachtungsmaterial 
belegt. Die endgiiltige Aufklarung dieser Diskrepanz bleibt noch abzuwaden. 

Der Hystereseverlust in einem Korper wahrend eines Magnetisierungszyklus 
muB gleich sein der Summe der Verluste in den Einzelkristallen. Diese Einzel­
verluste treten in einem Kristali bei jedem Umklappen der Magnetisierung, 
also zweimal wahrend jedes Zyklus auf. Aus Symmetriegrunden wird also bei 
jedem Umklappen die Hillte des ganzen Hystereseverlustes erreicht. Daraus 
folgt, daB auch im pseudoisotropen Korper beim Ummagnetisieren von einer 
Sattigung in die entgegengesetzte gerade die Halfte der ganzen Energievergeudung 
eintritt. Es ist notig, dies einmal besonders festzustellen, da haufig die Ansicht 
zuIl! Ausdruck kommt, daB eine Energievergeudung nur beim vollstandigen 
Zyklus auftritt. Diese Ansicht ruhrt daher, daB zunachst in diesem Falie keine 
umschlossene Flache, deren Inhalt ein MaB der Energievergeudung geben konnte, 
vorhanden zu sein scheint. Eine einfache Dberlegung zeigt aber, daB man nur 
die ideale Kurve z1;t Hilfe zu nehmen braucht, um zu einem geschlossenen Kurven­
zug zu kommen. 

Genau ebenso laBt sich zeigen, daB der beim Beschreiten der Nullkurve 
entstehende Verlust gleich einem VieTtel des Gesamtverlustes ist; denn auf 
dem Wege von der Intensitat Null bis zur Sattigung erfolgt gerade bei der Halfte 
alier Kristallite ein Umklappen. 

Wahrend jeder Anderung der Magnetisierung wird Energre degradiert, 
vorausgesetzt, daB irreversible Prozesse mit ihr verknupft sind. Also findet 
keine Degradation statt (oder nur eine sehr geringe) im Sattigungsgebiet, ferner 
beim ersten, auBerst kleinen Schritt der Feldstarke yom Nullpunkt aus oder 
bei einem ebenso1chen Schritt von irgendeinem andern Punkte aus, wenn die 
Richtung der Feldanderung sich umkehrt. 

34. Empirische Magnetisierungsformeln und Beziehungen zwischen ein, 
zelnen magnetischen GroBen. Aus der groBen Zahl empirischer Magnetisierungs­
formeln, von denen leider keine die ganze Nullkurve befriedigend darzustellen 
vermag, wollen wir nur einige von groBerer Bedeutung herausgreifen, die aber 
immer nur ein Stuck der Kurve richtig darstellen. 

Aus der Formel (35) folgt flir den Bereich sehr kleinerFeldstiirken 
die Gleichung 

(51 ) 
hierin ist a gleich der Anfangssuszeptibilitat und b die Neigung der in diesem 
Gebiet geradlinigen Suszeptibilitatskurve gegen die Sj-Achse. 

1) J. HERRMANN, Elektrot. ZS. Bd.26, S. 747, 917, 1087. 1905; Bd.30, S.927. 1909; 
Bd. 31, S.363. 1910. 

2) P. WEISS U. V. PLANER, Journ. de phys. (4) Bd.7, S.5.1908. 
3) G. VALLAURI, Ass. elettr. italian a Bd. 13, S. 1. 1909. 



184 A. Kap. 3. W. STEINHAUS: Magnetische Eigenschaften der Korper. Ziff: 34. 

Fiir einen wesentlich graBeren Bereich, etwa bis zu Feldstarken, die 
schon der Koerzitivkraft nahekommen, scheint die Formel 

eb1 /f) - 1 
C\! _" _--,------,_ 
<\5-0 b1 ' (52) 

Geltung zu haben. Sie ergibt sich aus dem geradlinigen Anstieg der Kurve in 
Abb.17, wenn man beriicksichtigt, daB in demselben Gebiet die reversible 
Suszeptibilitat noch konstant ist. Der Koeffizient bI hangt zusammen mit der 
Neigung ~ des geradlinigen Kurvenstiickes in ,Abb. 17 und dem Werte ~o aus 
Gleichung (38) durch die Formel 

(53) 
.. . . . 
Andererseits kann man durch Reihenentwicklung von (52) ~nd Vergleich mit (51) 
bzw. (35). auch finden, daB 

b -~ 
1- "0 (54) 

ist. Diese Magnetisierungsformel hat sich in manchen Farren als' recht genau 
erwiesen; ob sie allgemeine Bedeutung: hat, bleibt noch abzuwarten.· 

1m Bereich des Suszeptibilitatsmaximums, das fast stets ziemlich 
flach ist, kannman oft mit geniigender Genauigkeit " als konstant annehmen; 
d. h. 

(55) 

Fiir hahere Feldstarken kann viel£ach die schon oben erwahnte Formel 
von FROLICH (1881) 

benutzt werden. Sie ist fast identisch mit der von KENNELyI): 

1 ~ 
-;; = 18 = as + ba ~ • 

Statt dieser letzteren schlagt neuerdings CHENEYZ) als zuverlassiger vor: 
1 

4.11: " = (X + (J ~; 

(37) 

(56) 

diese ist aber mit der alten Formel von FRoLIcH identisch, die ja auch geschrieben 
werden kann: 

(57) 

Nach CHENEY ist wirklich oberhalb der Maximalsuszeptibilitat die Kurve fUr 1/" 
in der Abhangigkeit von ~ eine gerade Linie; die Konstante bz ist gleich 1/fjoo. 
Jedoch gilt das nur in ziemlich roher Annaherung, und nur bei magnetisch 
harten Materialien scheint es richtig zu sein. 1m allgemeinen ist die Linie nicht 
gerade, sondern deutlich nach unten konkav, so daB eine Gewinnung von az 
durch Extrapolation bis zur 1/,,-Achse unmaglich ist. Stiickweise aber ist die 
Formel gut benutzbar. 

1m Sattigung$gebiet nahert sie sich immer mehr der oben unter (38) 
schon erwahnten Formel von STEINHAUS und GUMLICH, wenn a2 = 1/3"0 und 
bz = 1/fjoo gesetzt wird. 

Es bleiben min noch einige Zusammenhange zwischen einzelnen GraBen 
zu erwahn~n. Wir sahen oben. in Gleichu1J:g (36) eine lose Beziehung 

1) K. E. KENNELY, Amer. lnst. Electr. Eng. Trans. Bd.8, S.485. 1891-
2) W. L. CHENEY, Scient. Pap. Bureau, of Stand. :tifr.463, S.613. 1922. 
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zwischen flmax und ~c. Eine genauer geltende Formel wurde von GUMLICH 
und SCHMIDT aufgestelltl). Sie lautet 

flmax = (0,476 + 0,005 7 ~c) ~: (58) 

oder einfacher fiir ~c < 5 GauB 

flmax = 2~. . (59) 

Diese Beziehungen gelten fiir alle ferromagnetischen Materialien, deren Magneti­
sierungskurven nicht ganz besonders ungewahnlich geOstaltet sind. Sie haben 
infolgedessen fUr die MeBtechnik eine sehr groBe Bedeutung bekommen und 
dienen dort zur Regulierung der Jochscherung. 

35. Magnetisierung ungleichmaBigen Materials. Bisher war bei unsem 
Betrachtungen immer vorausgesetzt worden, daB die Achsenrichtungen der 
Einzelkristalle durch das ganze Material hindurch gleichmaBig verteilt sein 

20000 

-5 

~ ________ ~1ITW~___ ~ 

l.-.==-----== 
JOO~. 
150:'" ~ 

Abb. 20 a und b. - Induktions- und Permeabilitatskurven ungleichmaBigen Materials. 

sollten. Durch Einfliisse der Herstellung und Behandlung der Proben ist das 
aber haufig nicht der Fall. So haben z. B. gewalzte Bleche in der Walzrichtung 
immer eine hahere Suszeptibilitat als senkrecht dazu und haufig unter 45 0 

eine noch hahere, Tatsachen, die auf eine Vorzugsrichtung der Kristalle hin­
deuten. Der Grad der UngleichmaBigkeit und die Lage der Vorzugsrichtung 
sind aber quantitativ nicht faBbar; sie hangen ab vom Reckgrad, der Richtung 
der Reckung, Temperatur und Dauer der nachfolgenden thermischen Behandlung. 
1m allgemeinen aber laBt sich sagen, daB der EinfluB solcher Art der Ungleich­
maBigkeit auf die Form der Magnetisierungskurve nicht sehr bedeutend ist; 
die Kurven werden mehr oder weniger eckig sein, im wesentlichen aber ihren 
Charakter behalten. 

Ganz anders dagegen verhalten sich Materialien, die, in gleichmaBiger Grund­
masse verteilte, flachenhafte Stellen mit ganzlich andem magnetischen Eigen­
schaften enthalten 2). Dieser Fall tritt z. B. ein durch mechanische Hartung 
der auBeren Schichten bei der Bearbeitung oder auch durch chemische Einfliisse, 
wie Oxydation, Entkohlung od. dgl. Dann ergeben sich nicht selten Magneti­
sierungskurven ganz verzerrter Gestalt und Permeabilitatskurven, die mehr oder 
weniger deutlich ausgepragt zwei Maxima zeigen. 

Abb. 20aund b zeigen die Kurven von 5proz. Wolframstahl (bei 950 0 C 
gehartet), dessen auBere Schichten infolge verkehrter Behandlung entkohlt, 
also magnetisch ziemlich weich waren. Das Umgekehrte ist der Fall bei der 

1) E. GUMLICH u. E. SCHMIDT, Elektrot. ZS. Bd.22, S.697. 1901-
2) E. GUMLICH, Arch. f. Elektrot. Bd.9. S. 153. 1920. 
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Kurve in Abb. 21. Hier hat ein tnagnetisch weiches Grundmaterial (Aluminium­
Eisen - Legierung) durch Gliihen bei 1100 0 C eine harte Randzone bekommen. 

cO • Diese beiden Beispiele zeigen die 
o<Y 100 '12 

7f am haufigsten vorkommenden Kurven-
20000 

~O~ ____ ----------

verzerrungen, die von faden- oder 
flachenhaft verteilten UngleichmaBig­
keiten herruhren. 

Der EinfluB vereinzelter harter 
oder weicher Stellen auf die Kurven­
form ist bedeutend weniger charak­
teristisch und macht sich nur durch 

b--L.--JL--L---!o---::!;;,0:------;.,15 '1ff eifle Abflachung bzw. ErhOhung der 
Gestalt der Magnetisierungskurven 
bemerkbar. Die Koerzitivkraft ist 

Abb.21. Induktionskurve ungleichmaBigen 
Materials. 

hier gleich derjenigen, die sich 
aus der prozentischen Zusammen­
setzung aus hartem und weichem 

Material durch Berechnung ergeben muBte, was bei geschichteter Ungleich­
maBigkeit durchaus nicht der Fall ist. 

c) Abhangigkeit der Magnetisierung von der Zeit. 
36. Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Magnetisierung. Bisher haben wir 

den zeitlichen Verlauf der Magnetisierung nicht in Betracht gezogen. Es sind 
aber hier eine Reihe wichtiger Fragen zu erortern. 

Deren nachstliegende diirfte die sein, ob die Magnetisierung zu ihrer Aus­
breitung von einer Erregungsstelle aus Zeit gebraucht, und wenn das der Fall 
ist, wie groB die Fortpflanzungsgeschwindigkeit. der magnetischen Storung in 
einem ferromagnetischen Korper ist. Als erster konnte OBERBECK 1) nachweisen, 
daB die Fortpflanzungsgeschwindigkeit an sich groB ist, aber durch Einfliisse, 
die aus der Art der angestellten Versuche stammen,leicht zu klein erscheint. 

Inzwischen wurde diesem Problem eine groDe Zahl von Arbeiten gewidmet, 
unter denen die von BRAUN2) und ZENNECK 3) erwahnt seien, deren iibereinstim­
mendes Ergebnis ist, daB die Ausbreitung der Magnetisierung Zeit erfordert. 
Uber die GroBe der wahren Geschwindigkeit aber gehen die Angaben der ein­
zelnen Forscher zum Teil weit auseinander. Die ausfiihrlichste neuere Arbeit 
auf diesem Gebiet ist die von LYLE und BALDWIN 4), auf die hier aber nur hin­
gewiesen werden kann. 

37. Magnetische Nachwirkung oder Viskositat. Hierher gehOrt auch die 
Frage, ob in demselbcn Augenblick, in dem die erregende Feldstarke ihren 
Wert erreicht, die Magnetisierung den zugehorigen Wert besitzt. Es ist sicher, 
daB im wesentlichen der Magnetisierungswert innerhalb eines auBerst kleinen 
Bruchteils der Sekunde angenommen wird 5); und damit ist sehr oft der 
Vorgang praktisch zu Ende. 

Aber es kommen doch recht haufig Fille vor, in denen noch nach Sekunden, 
ja, auch nach Minuten die Magnetisierung sich noch um meBbare Betrage andert 6). 

Man bezeichnet diese Erscheinung als "magnetische N achwirkung" oder "magne-

1) A. OBERBECK, Wied. Ann. Bd.21, S.672; Bd.22, S. 73. 1884. 
2) F. BRAUN, Wied. Ann. Bd.60, S.557. 1897. 
3) J. ZENNECK, Drud. Ann. Bd.9, S.516. 1902; Bd. 10, S.845. 1903. 
4) T. R. LYLE U. J. M. BALDWIN, Phil. Mag. (6) Bd.12, S.433. 1906. 
5) M. GILDEMEISTER, Ann. d. Phys. Bd.23, S.401. 1907. 
6) Vgl. neben neueren Arbeiten besonders LA. EWING (FuBnote 1, S. I72), S. 120ff. 



Ziff. 38, 39. Abhangigkeit von der Zeit. 187 

tische Viskositiit". Sie tritt stark auf bei manchen Sorten von weichem Eisen, 
besonders kurze Zeit nach dem Ausgliihen. Auch die Form der Korper spielt 
eine groBe Rolle: dicke Proben zeigen eine groBere Nachwirkung als diinne oder 
fein unterteilte. Hierbei ist zweifellos ein Wirbelstromeffekt mit im Spiele; daB 
es sich aber n ur urn einen solchen handelt, ist zum mindesten unwahrscheinlich. 

Die N achwirkung tritt am deutlichsten an den steilen Stellen der Magneti­
sierungskurven auf, dort wo die Beitriige der irreversiblen Prozesse zur Magneti­
sierung besonders groB sind. Man kann sich vorstellen, daB hier eine ganze 
Anzahl von Magnetisierungsrichtungen in den Kristalliten gerade noch im 
labilen Gleichgewicht liegengeblieben sind, so daB die geringsten Erschutterungen 
oder Feldschwankungen, die ja immer vorhanden sind, genugen, urn eine weitere 
Serie zum Umklappen zu bringen. Dadurch wird in ihrer Nachbarschaft die 
gegenseitige Einwirkung der Kristallite aufeinander so geiindert, daB wieder 
eine (jetzt wahrscheinlich kleinere) Anzahl ins labile Gleichgewicht ruckt, wieder 
bewirken kleinste Storungen ein Umklappen und so fort, bis der ganze Vorgang 
abgeklungen ist. 

38. Zeitliche Desakkommodation. Ferromagnetische Stoffe sind hiiufig 
in frisch ausgegluhtem Zustande im Gebiet der AnfangspermeabilWi.t weniger 

$ $ $ 

5000 

~~~~~~--~~~--7--7~~~~ -1 _ 

Abb. 22. Magnetisierungsschleife bei verschiedenen Frequenzen. 

gut magnetisierbar, als sie es nach Durchlaufen einiger Magnetisierungszyklen 
werden; sie mussen gewissermaBen erst an den Magnetisierungsvorgang "ge­
wohnt" werden. Man nennt diese "Gewohnung" auch "molekulare Akkommoda­
tion"l). Diese kann nun bei einem recht sauberen EntmagnetisierungsprozeB 
offenbar besonders groB werden; so sind z. B. yom Verfasser VergroBerungen 
der Suszeptibilitiit bei kleinen Feldern von mehr als 30% ihres normalen Wertes 
beobachtet worden. Das Charakteristische solcher Erhohungen ist aber ihr 
rasches Abklingen mit der seit der Entmagnetisierung verstrichenen Zeit. In 
den ersten Sekunden ist der Abfall rapide, wird dann immer langsamer, urn nach 
Minuten oder Stunden zu verschwinden. Dieser Abfall geht offenbar nach 
einem Exponentialgesetz vor sich 2). 

39. Verhalten ferromagnetischer Korper in niederfrequenten WechseI­
feldem. Wenn die Magnetisierung in einem sehr kleinen Bruchteil einer Sekunde 
ihren Wert annimmt, so muB bei Korpern, deren Nachwirkung zu vernach­
liissigen ist, die Form der Magnetisierungskurve, welche bei Wechselfeldern 
technischer Frequeriz (20 bis 50 Perioden in der Sekunde) erhalten wird, mit 
der statisch aufgenommenen identisch sein. DaB dies wirklich der Fall ist, ist 
u. a. sehr eingehend von GUMLICH und RosE 3) nachgewiesen worden. Freilich 
muB der EinfluB der Wirbelstrome, der die Kurvenform fiilscht, dabei eliminiert 
werden. Abb. 22 zeigt ein charakteristisches Beispiel der an Eisenblech erhaltenen 

1) 1. A. EWING (FuBnote 1, S. 172), S. 127. 
2) VgI. a. G. WILD U. A. PERRIER, Arch. sc. phys. et nat. (5) Bd. 7, S.209. 1925. 
3) E. GUMLICH U. P. ROSE, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd. 4, S.209. 1905. 
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Resultate. Mit zunehmender Frequenz wird, die Magnetisierungsschleife immer 
breiter und runder. Bei Elimination des Wirbelstromeinflusses wiirden diese 
drei Kurven tatsachlich zusammenfallen. 

Wirbelstrome treten in allen Fallen auf, in denen sich die Induktion in einem 
Korper mit elektrischem Leitvermogen andert. Ihre GroBe hangt ab von der 
GroBe der Induktionsanderung in der Zeiteinheit, dem spezifischen Widerstand 
und der Form des Korpers. Sie bedingen, da die zu ihrer Entstehung notige 
Energie dem Felde entnommen werden muB und nun in dem Korper in JOuLEsche 
Warme degradiert wird, Verluste, die in der Verbreiterung der Hystereseflache 
ihren Ausdruck finden. . 

Es ist demnach klar, daB die Wirbelstromverluste ferromagnetischer Korper 
z. B. von Dynamo- oder Transformatorenblechen, urn ein praktisch wichtiges 
Beispiel zu nennen, urn so groBer sind, je hoher ihre maximale Induktion, je 
groBer die Frequenz, je geringer der spezifische elektrische Widerstand und je 
groBer die Blechdicke ist. Ihre GroBe wird meistin Watt pro kg bei 50 Perioden 
in der Sekunde angegeben. 

Tabelle 8. 

Maximal- Unlegiertes I Schwachlegiertes I Mittellegiertes Hochlegiertes 

induktion Blech Blech Blech Blech 
'/.% Si 1 % Si 2'/.% Si 4% Si 

2500 0,11 I 0,06 0,03 0,01 
5000 0,33 0,20 0,11 0,04 
750O 0,69 0,47 0,23 0,10 

10000 1,15 0,78 0,38 0,16 
12500 1,73 1,17 0,60 0,28 
15000 2,28 1,65 0,86 0,37 

Tabelle 8 gibt ftir dieselben Proben, fUr die in Tabelle 7 der Hystereseverlust 
angegeben war, eine Aufstellung der Wirbelstromverluste. Die Summe der in 
beiden Tabellen angegebenen Einzelzahlen, die sog. Verlustziffer, istin der 
Elektrotechnik eine der wichtigsten GroBen zur Charakterisierung eines ferro­
magnetischen Materials geworden. 

40. Verhalten ferromagnetischer Korper in magnetischen Hochfrequenz­
feldern. Die auBerordentlich zablreichen Arbeiten tiber ferromagnetische Korper 
in Hochfrequenzfeldern verfolgen gerade wie die unter der vorigen Ziffer kurz 
erwahnten Versuche einen doppelten Zweck, die Beantwortung technischer 
und die Klarung wissenschaftlicher Fragen. 

FUr die Technik kommt es darauf an, das Verhalten eines bestimmten Ma­
terials in einer gegebenen Form unter bestimmten elektromagnetischen Be­
dingungen zu untersuchen und aus dem Resultat Schltisse zu ziehen auf die 
technische Anwendbarkeit unter gleichen oder vergleichbaren Bedingungen. Da­
mit wird dieses Problem im wesentlichen ein solches der MeBmethodik. Nur 
eine prinzipielle Frage muB noch erortert werden: Wenn bei zunehmender Fre­
quenz die Hystereseschleife immer breiter und runder wird, welche Definition 
der Permeabilitat ist dann zweckmaBig? FASSBENDER und HUPKA1) haben 
gezeigt, daB nur eine Moglichkeit tibrigbleibt, wenn die Definition nicht viel­
deutig werden soIl, namlich die, die dynamische Permeabilitat dem Verhaltnis 
der maximalen Induktion zur maximalen Feldstarke gleichzusetzen. 

Die MeBmethoden gestatten die Bestimmung dieser GroBe; ferner ist es 
moglich, die Hystereseschleife und die Gesamtverluste aufzunehmen. Damit 
ist dem technischen Bedtirfnis im wesentlichen gentigt. 

1) H. FASSBENDER U. E. HUPKA, Jahrb. d. drahtl. Telegr. 1912, S.133. 
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Die wissenschaftliche Frage aber geht weiter: bis zu welchen Frequenzen 
kann die Magnetisierung eigentlich einem immer schneller wechselnden Felde 
ohne wesentliche EinbuBe an wahrer PermeabilWit folgen und wie nimmt die 
wahre Permeabilitat mit zunehmender Frequenz ab? Selten ist eine physikalische 
Frage so verschieden beantwortet worden wie diese.-

Das hat seinen Grund in dem uniibersichtlichen EinfluB der Wirbelstrome. 
Diese spielen mit zunehmender Frequenz eine immer groBere Rolle. So zeigt 
beispielsweise ein zylindrischer Korper in einem axial gerichteten Feld nur noch 
in den auBersten Schichten die ihm zukommende Induktion, wahrend nach der 
Achse zu eine immer groBere Verarmung an Induktionslinien eintritt. Man 
nennt diese Erscheinung den magnetischen Haut- oder Skinef£ekt. Nun sind 
£iir diesen zwar ofters Berechnungsformeln abgeleitet worden1), ~immer nur 
unter der Annahme einer konstanten mittleren Permeabilitat. Diese-a:-u.tch 
mathematlsche-Scliwierfgkeifen gebotene Bescb.ranklmgabeiist mit der Wirklich­
keit durchaus im Widerspruch. Solange aber diese Grundlage des ganzen Problems 
nicht gesichert ist, sind aIle Resultate nur von sehr bedingtem Wert. Die eigent­
liche Losung der wissenschaftlichen Frage bleibt also noch zu erwarten. 

Bei sehr kleinen Feldanderungen kann man allerdings mit einem konstanten 
# rechnen. KAUFMANN und ERHARDT2) fanden so fiir die Anfangs- und die 
reversible Permeabilitat Unabhangigkeit von der Frequenz bis zu 106 in der 
Sekunde, wahrend _ GANS· und LOYARTE 3) die wahre Permeabilitat unter ahn­
lichen Bedingungen bis zu Wellenlangen von 1 m konstant erhielten und erst 
dann mit der Wellenlange abnehmend, um bei etwa 20 cm Wellenlange den 
Wert 1 zu erhalten. 

Diese Versuche beziehen sich aber im wesentlichen auf die reversiblen 
Magnetisierungsvorgange; flir die irreversiblen sind bisher keine Versuche unter­
nommen worden, es sei denn, daB man eine neuere Arbeit von BARKHAUSEN') 
so deuten will, derdie Zeit des Umklappens ferromagnetischer Elementarkom-
plexe kleiner als 1/300000 sec zu finden glaubt. -

d) Abhangigkeit der Magnetisierung von der Temperatur. 
41. Einleitung. Stellt sich nach dem Vorhergehenden der Zusammenhang 

zwischen Feldstarke und Magnetisierung schon als recht verwickelt dar, so 
kompliziert er sich durch Hinzutreten der Temperatur als einer weiteren Variabeln 
noch betrachtlich. 

Das hat seinen Grund zunachst einmal darin, daB die einzelnen fiir die 
Magnetisierung charakteristischen GroBen aIle eine eigene Temperaturabhangig­
keit aufweisen; die Koerzitivkraft, die Remanenz, die Sattigung, die Anfangs­
permeabilitat, die ideale Magnetisierung, aIle sind fiir sich besonders temperatur­
abhangig. 

Ein weiterer, wichtiger Grund der Uniibersichtlichkeit liegt darin, daB mit 
Anderungen der Temperatur haufig solche der chemischen Zusammensetzung 
und der Struktur Hand in Hand gehen, so daB es oft zweifelhaft erscheinen kann, 
ob man nach einer Temperaturanderung noch den gleichen ferromagnetischen 
Korper hat wie vorher, oder ob inzwischen ein anderer mit anderen spezifischen 
Eigenschaften entstanden ist. AIle derartigen Einfliisse auf die magnetischen 

1) J. ZENNECK, Ann. d. Phys. Bd.9, S. 497.1902; Bd. 10,-S. 845. 1903; Bd.11, S. 1121 u. 
1135. 1903; FASSBENDER, Arch. f. Elektrot. Bd.2, S.483. 1914; Bd.4, S.140. 1915. 

2) W. KAUFMANN, Phys. ZS. Bd. 17, S.552. 1916. 
3) R. GANS U. R. G. LOYARTE, Ann. d. Phys. (4) Bd. 64, S. 209. 1921; R. GANS, ebenda 

(4) Bd.64, S.250. 1921, 
4) H. BARKHAUSEN, ZS. f. techno Phys. Bd.5, S.518. 1924. 
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Eigenschaften sollen nun hier ausgeschlossen sein; sie werden weiter unten 
in besonderen Abschnitten besprochen. Hier solI nur von der reinen Temperatur­
abhangigkeit der Magnetisierung die Rede sein. Da sich die Grenzen aber noch 
nicht tiberall deutlich genug zeigen, sind'wohl unter Umstanden Wiederholungen 
nicht ganz ausgeschlossen. . 

42, Der kritische oder CURlEsche :Punkt und die Magnetisierung oberhalb 
desselben. Wenn man einen ferromagnetischen Korper unter cler Wirkung 
eines mittleren Feldes zu immer hoheren Temperaturen erwarmt, so findet man, 
daB seine Magnetisierung zunachst langsam, dann immer schneller abnimmt 
und bei einer bestimmten Temperatur verschwindet bzw. so klein wird, daB 
sie mit den gleichen Mitteln, die zur Bestimmung der Magnetisierung dienten, 
nicht mehr nachweisbar ist. Diese Temperatur nennt man den "kritischen" 
oder auch "CuRlEschen Punkt", auch wohL den "magnetischen Umwandlungs­
punkt". 

Oberhalb dieses Punktes gehorchen die Korper 1) einem zuerst von CURIE 
aufgestellten Gesetz, welches besagt, daB die Suszeptibilitat in diesem Gebiet 
der Temperaturerhebung tiber den kritischen Punkt umgekehrt proportional ist: 

Xm= T- T 
~ 

(6~) 

(zwei'tes CURlEsches Gesetz); hierbei ist Xm die auf das Mol 'bezogene Sus­
zeptibilitat (also mid. x), T,. die absolute kritische' Temperatur und CII die 
zweite CURlEsche Konstante. 

Ftir einzelne Stoffe, wie z. B. Nickel, ist dieses Gesetz' mit den Messungen 
selbst ftir groBere Temperaturintervalle in "Obereinstimmung; bei andern gilt 
es nur sttickweise ftir bestimmte Temperaturbereiche, und zwar so, daB bei 
gewis~en Temperaturen die Konstante sich sprungweise andert, im tibrigen 
aber das Gesetz erfiillt ist. Von TERRy2) wird es allerdings stark in Zweifel ge­
zogen und eigentlich nur fiir Nickel bestatigt und auch da nur in einem engen 
Bereich. 

Da das Verhalten des Eisens besonders interessant ist, solI es hier kurz 
besprochen werden. Man bezeichnet das Eisen unterhalb des CURlEschen Punktes 
rus lX-Eisen, oberhalb als ,8-Eisen. Beide betrachtete man zunachst als verschiedene 
Phasen desselben Stoffes wegen einer im kritischen Punkt auftretenden ther­
mischen Anomalie. Nachdem WEISS es aber wahrscheinlich gemacht hatte, 
daB diese auch durch eine Auderung der spezifischen Warme erklart werden 
kann, die bedingt ist durch das Verschwinden der spontanen Magnetisierung 
beim kritischen Punkt, und da auch in der kristallographischen Struktur (beide 
haben kubisch raumzentrierte Gitter) kein Unterschied gefunden wurde, so trat 
die ursprtingliche Ansicht in den Hintergrund, bis neuerdings bei sehr reinem 
Eisen ein deutlicher Haltepunkt, und zwar sowohl beimSteigen wie beim Fallen 
der Temperatur festgestellt wurde 3), so daB also nun, die Richtigkeit dieser 
Ergebnisse vorausgesetzt, nichts anderes tibrigbleibt, als iX- und ,8-Eisen als 
zwei verschiedene Phasen aufzufassen. 

Das ,8-Eisen folgt nun der oben angegebenen Gleichung (60) ziemlich gut bis 
etwa 900 0 C. Hier erleidet es aber eine neue Umwandlung; es geht tiber in y-Eisen, 
eine kubisch-flachenzentrierte Form; gleichzeitig erniedrigt sich die Suszeptibilitat 
sprungweise. In diesem y-Gebiet verhalt sich das Eisen wie ein rein paramagne-

1) Siehe a. P. WEISS U. G. FOEX. Arch. de. Gen. (4) Bd.31. S.4 u. 89. 1911. 
Z) E. M. TERRY. Phys. Rev. (2) Bd.9. S.394. 1917. 
3) R. RUER U. K. BODE. Stahl u. Eisen Bd.45, S.1184. 1925. 
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tischer Korper, dessen Suszeptibilitat einfach der absoluten Temperatur um­
gekehrt proportional ist, wie das ersteCURIEsche Gesetz es vedangt. ' 

Bei 1400 0 C verwandelt es sich in «5-Eisen, das wieder raumzentriert ist 
und dessen Suszeptibilitatskurve eine Fortsetzung der durch das y-Eisen unter­
brochenen ,8-Modifikation darstellt. So scheinen ,8- und «5-Eisen identisch und 
y-Eisen nur zwischen 900 0 und 1400 0 C eingeschoben zu sein. Es ist interessant, 
daB unter Umstanden schon geringe Zusatze zum Eisen (z. B. weniger als 2% 
Silizium) gehiigen, das ganze y-Gebiet zu unterdriicken1), wahrend andere 
(z. B. Mangan) das Gebiet stark erweitern konnen. 

Eine sehr merkwiirdige Beziehung, welche T,,:mit Soo verbindet, wurde 
kiirzlich von ASHWORTH 2) gefunden. Danach gilt die Gleichung 

T" 8 (6 
Cl<oo =27 ·n, 1) $ 
'" 15000 

worin n :mit groBer Annaherung eine 
ganze, ffir jeden ferromagnetischen 
Stoff charakteristische Zahlist (natiir­
lich keine reine Zahl), wie Tabelle 9 
zeigt: 

Tabelle 9. 

Material 

Eisen 
Kobalt .. 
Nickel .. 
HEUSLERsche Legierung 
Magnetit ......• 

n 

2 
3 
4 
5 
6 

6000 

t L----0~----------~60~O~~~~---1I~WO 

Abb.23. Temperaturhysterese von Nickelstahl. 

Die kritischen Punkte der wichtigsten ferromagnetischen Korper sind im 
folgenden zusammengestellt: 

Eisen 769 0 C, 
Kobalt 1075 ° C, 
Nickel 356°C, 
HEUSLERsche Legierungen zwischen 60° und 380° C je nach der Zu-

sammensetzung und thermischen Behandlung, . 
Pyrrhotit 348 ° C, 
Magnetit 525 0 C, 
Hamatit 645 ° C, 
Eisenkarbid Fe3C 215 ° C. 

Der EinfluB von Zusatzen zum Eisen auf die kritische Temperatur sowie 
das Verhalten von Legierungen der ferromagnetischen Metalle untereinander, 
wird weiter unten noch genauer behandelt. 

43. Die Temperaturhysterese. Uber den kritischen Punkt von Legierungen 
ist hier nur noch eine Tatsache von prinzipieller Wichtigkeit zu erwahnen. Es 
kommt bei Legierungen ha.ufig vor, daB der Ferromagnetismus bei abnehmender 
Temperaturerst'in einem viel tiefer gelegenen Punkte wieder erscheint, als 
er bei ansteigender Temperatur verschwunden ist. Diese Erscheinung wird als 
Temperaturhysterese bezeichnet. Abb.23 stellt ineinem Beispiel einen von 
HILPERT an Nickelstahl durchgefiihrten irreversiblen thermisch-magnetischen 
ProzeB dar. Die Pfeile deuten die Richtung des Prozesses an. ' 

Bei reinen Metallen sch~int die Temperaturhysterese gar nicht oder.doch 
nur in geringem MaBe vorhanden zu. sein, wahrend sie bei Legierungen u,nter 

<I) F. WEVER U. P. GIANI, Mitt. d. Kaiser WiThelm-Inst. f. Eisenfo:rsch. Bd. 7, S. 59. 1925. 
2) J. R. ASHWORTH, Nature Bd. 116. S.397. 1925. . , i 
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Umstanden betrachtliche Werte (Hunderte von Graden) annehmen kann 1). 
Als Beispiele seien hier die beiden Abb.24 und 25 wiedergegeben, deren erste 
den Verlauf der magnetischen Umwandlungspunkte der irreversiblen Nickel­
eisenlegierungen in der Abhangigkeit vom Nickelgehalt zeigt. Die obere Kurve 
gibt die Temperatur des Verschwindens, die untere die des Wiedererscheinens 
der Magnetisierbarkeit. Man erkennt, daB die Temperaturhysterese mit zu-
nehmendem Nickelgehalt groBer wird. . 

Ganz ahnlich verhalten sich Manganeisenlegierungen (Abb. 25); hier betragt 
die Temperaturhysterese bei einem Mangangehalt von 12% etwa 700°. Au~h 

20 

Abb.24. Magnetische Umwandlungspunkte 
-von Nickeleisenlegierungen. 

t 

Abb.25. Magnetische Umwandlungs­
punkte von Manganeisenlegierungen. 

Chromkobalt-, HEUSLERSche Legierungen sowie ferromagnetische Kristalle, z. B. 
Pyrrhotit, zeigen diese Erscheinung. 

44. Abhangigkeit der Sattigungsintensitat von der Temperatur. Wir 
wenden uns nun zur Darstellung der Magnetisierbarkeit unterhalb des CURIEschen 
Punktes, und zwar zunachst zu der Abhangigkeit der wichtigsten GroBe, der 
Sattigungsintensitat, von der Temperatur. 1st schon eine genaue Sattigungs­
messung bei gewohnlicher Temperatur nicht ganz einfach, so wachsen die Schwie­
rigkeiten natiirlich bei hoheren Temperaturen betrachtlich. Dazu kommen in­
sofern noch neue, als es (besonders dicht unterhalb des Curiepunktes) auf vollige 
Gleichheit der Temperatur im ganzen Probekorper wesentlich ankommt, eine 
Forderung, der die wenigsten Forscher genau nachgekommen sind, die aber 
bei allen magnetischen Messungen in hoherer Temperatur erfiillt sein sollte. 
Deshalb darf man von vornherein nicht dieselbe Genauigkeit der Messungen 
erwarten, wie man sie bei gewohnlicher Temperatur erreicht. 

Die Versuche zeigen nun, daB die Sattigungsintensitat mit steigender Tem­
peratur zunachst langsam, dann immer schneller abnimmt. 

Hier erhebt sich die Frage, ob diese Abhangigkeit bei allen ferromagnetischen 
Korpern demselben Gesetz gehorcht2), so daB die Kurven fiir diese Stoffe zu-

1) S. HILPERT U. W. MATHESIUS, ZS. f. Elektrochem. Bd. 18, S.57. 1912; K. HONDA, 
Ann. d. Phys. Bd. 32, S. 1003. 1910; E. TAKE, ebenda Bd.20, S.849. 1906; P. WEISS u. 
J. KUNZ, Jaurn. de phys. (4) Bd. 4, S. 847.1905; E. GUMLICH, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. 
Reichsanst. Bd. 4, H. 3, S. 382. 1918. 

2) J. R. ASHWORTH, Phil. Mag. (6) Bd.23, S.36. 1912; Bd.33, S.334. 1917. 
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sammenfallen, wenn man als Ordinaten die "reduzierten Sattigungsintensihiten" 
3=/3=0 und als Abszissen die "reduzierten Temperaturen" TIT" auftragt, 
wobei 3000 die Sattigung bei extrem tiefen Temperaturen, T" die absolute CURIE­
sche Temperatur bedeutet. Es hat sich gezeigt, daB das allgemein nicht der 
Fall ist. Immerhin trifft es aber fUr einige Stoffe ziemlich genau zu, z. B. fUr 
Magnetit, Pyrrhotit und eine Legierung von der Zusammensetzung Fe2Ni. Fur 
diese K6rper laBt sich auch die mathematische Form der Abhangigkeit angeben, 
die WEISS aus theoretischen Betrach-
tungen, auf die unten naher eingegangen &00 
wird, gewinnen konnte. Sie lautet in &000 

Parameterdarstellung: 1,0 

~~ «'t 1 1 ~=~ga--, 

0X; 3 ~= a} (62) 

T,,=a'~xo' J 
Die ausgezogene Linie der Abb. 26 stellt 
diese Funktion dar, die eingetragenen 
Kreise sind die an Magnetit gemessenen. 
Werte. Man sieht, daB sich Abweichungen 
(gestrichelte Linie) erst weit unterhalb 
der gew5hnlichen Temperatur bemerkbar 
machen, im ubrigen aber die Funktion Abb. 26. Abhangigkeit der Sattigungs-
die _gemessenen Werte sehr gut wieder- intensitat von der Temperatur. 
gibt. Wahrend nun, wie schon erwilint, 
einige andere K6rper sich ebenso verhalten, weichen die typischen Vertreter 
der Ferromagnetika, Eisen, Kobalt und Nickel, von dieser Kurve nicht un­
betrachtlich abo Die Magnetisierung wachst bei diesen mit abnehmender Tem­
peratur weniger schnell, als die Theorie es verlangt. 

45. Die ideale Magnetisierung bei verschiedenen Temperaturen. Die 
nachste Frage, die zu er6rtern ist, ist die nach dem Verlauf der Magnetisierungs­
kurve, und zwar zunachst der 
idealen oder hysteresefreien 
Kurve bei verschiedenen Tem­
peraturen. Diese auBerordent­
lich wichtige Frage ist bisher 
nur einmal von WRIGHTl ) 

untersucht worden. Leider 
sind seine Messungen , wie 
schon die wenigen Angaben 
zeigen, die er macht, nicht so 
genau, daB endgtiltige und 
quantitative Schlusse daraus 
gezogen werden k6nnten. 200 

Auch gibt er nur fUr ein 
Material von der Reihe, die 

~ ____ --&-----~----~--~O&6° 

~ ____ ----,....---_-<>-----~--e71JOC 

er untersuchte, die erhal- Abb. 27. Ideale Magnetisierung bei verschiedenen 
tene Kurvenschar (Abb. 27); Temperaturen. 

das ist urn so bedauerlicher, 
als gerade diese Probe einen groBen Kohlenstoffgehalt hatte, so daB die 
Gefahr von Umwandlungen wahrend der Versuchsreihen bestand. 

1) W. R. WRIGHT, Phys_ Rev. Ed. 11, S.161. 1918. 

Handbuch der Physik. XV. 13 
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Der Verlauf der Kurven legt es zwar nahe, eine Reduktion zu versuchen, 
so daB als Abszissen nicht die Feldstarken 5) selbst, sondern die reduzierten 
Feldstarken 5)/5)0 (Ziff. 24) und als Ordinaten die Intensitaten als Bruchteile 
der jeweiligen Sattigungsintensitaten aufgetragen wiirden. Leider reicht aber 

100 

so 

das angegebene Beobachtungsmaterial zu der 
sicheren Feststellung nicht aus, ob dann die 
Kurvenschar in eine einzige Kurve zusammen­
riicken wiirde. 

Der EinfluB der Temperatur auf die ideale 
Magnetisierung ist also bisher nur qualitativ 
bekannt. 

46. Die Abhangigkeit der iibrigen, fiir 
die Magnetisierungskurven charakteristischen 
GraBen von der Temperatur. Die Remanenz 
ferromagnetischer Stoffe nimmt mit steigender 

'------:1I::':cVO:;----2-::::O,:;;;V------:;,Jo;,;v,-,.--->--T Temperatur zunachst langsam, dann immer 
Abb. 28. Temperaturabhangigkeit rascher ab. Der Kurvenverlauf sollte nach der 

. der Remanenz von Nickel. Theorie ein ahnlicher sein wie der der Satti-
gung. Aber auch hier ist die Obereinstimmung 

der Beobachtungen mit der Theorie unvollkommen. HARRISONl ) fand Z. B. fUr 
Nickel die in Abb. 28 dargestellte Kurve. 

Bei der Koerzitivkraft hingegen, fUr die GANS2) die folgende Form 
der Abhangigkeit ableitete, ist die Ubereinstimmung gut. Die Gleichung lautet: 

J,. = L(a) , I 
Sj, = ~L(a) 

Sj,o a' 

(63) 

Hierin' bedeutet 5)co die Koerzitivkraft beim absoluten Nullpunkt und 
L(a) = @:tga - 1/a. 

Die Kurve in Abb. 29 stellt die Gleichung dar; die eingezeichneten Punkte 
sind die von GANS an Nickel gemessenen Werte. Auch die an Eisen erhaltenen 

~ ~ 
'flea 'feo 

0,5 

0,5 

Abb. 29. Temperaturabhangigkeit der 
Koerzitivkraft von Nickel. 

~o 

0,5 

o~----~~~V---~~~--T 

Abb. 30. Temperaturabhangigkeit der 
Koerzitivkraft von Eisen. 

Zahlen folgen diesem Gesetz (Abb. 30); nur muB man hier zwei Kurven zugrunde 
legen, beide mit dem gleichen 5)co, aber mit verschiedenen T". Bis T = 700 0 

1) E. P. HARRISON, Phil. Mag. (6) Bd.8, S.179. 1904. 
2) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd.42, S.1065. 1913. 
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folgt Eisen ~der ersten, springt dort auf die zweite Kurve und folgt dieser dann 
bis zum CURIEschen Punkt. 

Es sei hier schon darauf aufmerksam gemacht, daB diese Kurve nicht identisch 
ist mit der oben fill die Sattigung angegebenen (s. Abb. 26); allerdings sind 
beide eng verwandt, es sind inverse Funktionen, die durch Vertauschen von 
Abszisse und Ordinate ineinander iibergehen. 

N ach dem Verhalten von Remanenz und Koerzitivkraft ist es nun selbst­
verstandlich, daB die Energievergeudung mit zunehmender Temperatur ab­
nimmt. Die von verschiedenen Forschern an verschiedenen Materialien erhaltenen 
Resultate lassen aber zunachst noch keinen SchluB auf das Gesetz dieser Ab­
nahme zu. Dieses Problem ist dadurch besonders kompliziert, daB man die ver­
schiedensten Resultate bekommen muB, je nachdem man bei kleinen oder groBen 

;U 
z; ][ 12000 

10000 
][ 

8000 

IT 6000 

ijOOO 

2000 

Abb. 31. Nullkurven von Eisen bei ver- Abb.32. Temperaturabhaugigkeit der Permea-
schiedeuer Temperatur. bilitat bei kleinen Feldern. 

Maximalfeldstarken untersucht, die Feldstarke oder die Magnetisierung wahrend 
der Temperaturanderung konstant halt und ahnliches mehr; dazu kommen die 
schon in der Einleitung erwahnten Schwierigkeiten, die in bleibenden Verande­
rungen der Korper liegen. So ist unsere Kenntnis iller noch sehr unvollstandig. 

DieSuszeptibilitat bei kleinen Feldstarken,soweitsiesich in derForm 
x = a + bf;J darstellen laEt, nimmt mit steigender Temperatur zunachst langsam, 
nachher inimer schneller zu. Dnd zwarwachstl) a (die Anfangssuszeptibilitat selbst) 
wie auch b. Dicht unterhalb des Curiepunktes wird dieser Anstieg besonders steil. 

Entsprechend dem Anwachsen der Anfangssuszeptibilitat wird auch die 
jeweilige Sattigung praktisch bei immer niedrigeren Feldstarken erreicht 2). 

47. Der VerIauf der Nullkurve bei verschiedenen Temperaturen. mer 
die Anderung der N ullkurve seien noch einige besondere Bemerkungen gemacht. 
Da die Konstanten a und bin der soeben erwahnten Formel fUr die Suszeptibilitat 
immer schneller wachsen, so wird die Nullkurve mit zunehmender Temperatur 
unter einem immer groBeren Winkel aus dem Nullpunkt ansteigen, immer friiher 
nach oben umbiegen und sich immer naher an der Magnetisierungsachse halten. 
Ferner wird sie wegen des fallenden Sattigungswertes bei immer geringeren 
Intensitaten zur Sattigung abbiegen. So entstehen Kurvenscharen, wie sie 
z. B. HOPKINSON 3) (Abb. 31) aus Messungen an weichem Eisen erhielt. 

Besonders charakteristisch ist der Verlauf der Permeabilitat bei niedrigen 
Feldstarken (0,3 GauB) (Abb. 32). Hier kommt es dicht unterhalb des kritischen 

1) D. RADOVANOWITSCH, Arch. de Gen. Ed. 32, S.315. 1911; Diss. Zurich 1911. 
2) F. PIOLA, N. Cim. (6) Ed. 3, S.319. 1912. 
3) J. HOPKINSON, Phil. Trans. Ed. 180, S.443. 1889. 

13* 
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Punktes zu einem sehr steilen Anstieg der Permeabilitlit und einem noch steileren 
Abfall. Je kleiner die Feldstlirke ist, um so ausgeprligter ist diese Erscheinung. 
Sie erkllirt sich leicht, wenn man beriicksichtigt, daB unmittelbar unterhalb 
des kritischen Punktes, wie ein Vergleich der beiden Abb. 29 und 26 zeigt, die 
Koerzitivkraft schneller :verschwindet als die Magnetisierbarkeit, daB also an 
dieser Stelle eine Annliherung an die ideale Magnetisierung erfolgt, die ja fiir 
kleine Krlifte sehr hohe Permeabilitlitswerte bedingt. 

Je groBet die Feldstlirke ist, urn so mehr verschwindet der Anstieg, so 
daB z. B. bei 4 GauB (Abb. 33) nichts mehr davon zu bemerken ist. Bei hohen 
Feldstlirken geht die Kurve schlieBlich tiber in die gleiche, die auch die Abhlingig­
keit der Slittigungsintensitat von der Temperatur darstellt. 

Ahnlich verhalten sich auch die andern ferromagnetischen Korper. 
48. Verhalten ferromagnetischer Korper bei tiefen Temperaturen. In 

den vorhergehenden Ziffern ist tiber das Verhalten ferromagnetischer Korper 
bei tiefen Temperaturen bereits das Wesentlichste gesagt worden. Nur wenige 
Punkte bediirfen noch einer besonderen Erwlihnung. 

Die bei tiefen Temperaturen eintretenden Anderungen der magnetischen 
Eigenschaften sind im allgemeinen um so geringer, je hoher der kritische Punkt 
liegt; denn sie hlingen ja wesentlich, wenn auch nicht ausschlieBlich, ab von der 
Anderung der reduzierten Temperatur (Tl - To)jT.., wo Tl die gewohnliche 
und To die tiefe Temperatur bedeuten soll. 

Von diesem Gesichtspunkt aus betrachtet sind die Ergebnisse der Arbeit 
von HONDA und SHIMIZU1), die Eisen, Stahl, Nickel, Kobalt sowie einige Nickel­
stlihle bei der Temperatur der fltissigen Luft untersuchten, ohne weiteres ver­
stlindlich. 

SchlieBlich seien noch einige Zahlenangaben tiber die Anfangssuszeptibilitlit 
und die Slittigungsintensitlit gebracht. PERRIER und KAMERLINGH ONNES2) 
fandeil. fiir die Anfangssuszeptibilitlit von Nickel die folgenden Werte: 

~ 
-t ~ :J, 

o 100 200 JOO Joo &10 6QO 700 IJOO T 

Abb. 33. Temperaturabhlingigkeit der Permeabilitat 
bei mittleren Feldern. 

Tabelle 10. 

Temp. "0 

+ 18 0 3,05 
-183 0 0,96 
-196,5 0 0,88 
-252,5 0 0,78 

Das Verhliltnis der Slittigungsintensitlit bei - 253 0 C zu der bei gewohnlicher 
Temperatur ist nach WEISS und KAMERLINGH ONNES3) ftir Nickel 1,055, fUr Eisen 
1,021 und ftir Magnetit 1,057. Weitere Abktihlung auf -259 0 C ergab keine 
wesentliche Anderung mehr. 

e) Beziehungen zwischen mechanischen und magnetischen 
Vorgangen. 

49. Einleitung. Die Beziehungen zwischen mechanischen und magnetischen 
Vorglingen sind wechselseitig. Es ergibt sich also von selbst eine Unterteilung 
des Gebiets in zwei Abschnitte. In dem ersten sind die magnetischen Erschei­
nungen zu besprechen, die als Folge einer elastischen oder plastischen Deformation 
auftreten; im zweiten Abschnitt mtissen umgekehrt die mechanischen Anderungen 

1) K. HONDA U. S. SHIMIZU, Phil. Mag. Bd. 10, S. 548. 1905. 
2) A. PERRIER U. H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden Nr.126. 
3) P. WEISS U. H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden Nr. 114. 
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Erwahnung finden, die eine Foige der Magnetisierung sind. Diese Ietzteren 
werden haufig als Erscheinungen der "Magnetostriktion" bezeichnet. 

Das gesamte Beobachtungsmaterial dieses Gebietes ist so umfangreich, daB 
auch hier nur das Wichtigste besprochen werden kann. Andererseits ist es 
insofem liickenhaft, als die Auderung nicht aller ferromagnetischer Eigenschaften 
untersucht ist, sondem im wesentlichen nur der Verlauf der Nullkurve in groBen 
Ziigen, gelegentlich auch die Remanenz; iiber die Koerzitivkraft, die Anfangs­
permeabilitat, das Sattigungsgebiet, die ideale Magnetisierung und anderes 
sind nur sehr sparliche Tatsachen bekannt. Bei der Magnetostriktion ist das 
Beobachtungsmaterial aus dem Grunde unsystematisch, well diese Effekte fast 
immer in der Abhangigkeit von der Feldstarke und fast nie als Funktion der 
Magnetisierung angegeben sind, obwohl es sich hier ganz offenbar nicht urn 
Feld-, sondem Magnetisierungseffekte handelt. 

Hier liegt also ein Arbeitsgebiet, auf dem noch sehr viel nachzuholen ist, 
das aber vielleicht auch berufen ist, uns noch sehr wichtige Einblicke in das 
Innere der Magnetisierungsvorgange zu verschaffen. 

IX) Anderung der magnetischen Eigenscha£ten durch mechanische Eingrl££e. 

1. Wirkung elastischer Deforma tionen. 

50. Anderung durch Llingszug oder -druck. VerhaItnismaBig am ein­
gehendsten sind die Magnetisierungsanderungen untersucht, die bei longitudinalen, 
elagischen Deformationen auftreten1). Die drei Hauptreprasentanten der £erro­
magnetischen Korper, Eisen, Kobalt und Nickel, 
zeigen dabei bemerkenswerte Unterschiede. 

Nimmt man die Nullkurve eines Drahtes aus G! 
weichem Eisell bei verschiedenen, konstant ge­
haltenen Zugbelastungen auf, so erhaIt man ver- 1000 

schiedene Nullkurven, wie das z. B. Abb.34 zeigt. 
Bei groBen Feldstarken wird die Magnetisierung 
mit zunehmender Zugbelastung kleiner, das Eisen 
sattigt sich schwerer. Bei kleinen Feldstarken 
dagegen nimmt die Magnetisierung stark zu; Ver- 500 

groBerung der Zugbelastung bewirkt offenbar eine 
Verringerung der H ysterese oder Annaherung an 
die ideale Kurve. 

kg 
o 
2 
6. 

Die bei verschiedenen Belastungen aufge­
nommenen Nullkurven iiberschneiden sich also 
(Villarieffekt). Die Lage des Schnittpunktes (auch 
"VILLARIScher Punkt" genannt) ist von der GroBe 
der Belastung abhangig. Das alles aber gilt nur 
bis zu maBigen Spannungen. Oberschreiten diese 

Abb. 34. Anderung der Null­
kurve von Eisen mit der Zug­

belastung. 

eine bestimmte Grenze, die aber noch weit unterhalb der Elastizitatsgrenze 
liegt, so tritt bei allen Feldstarken wieder eine Verminderung der Magnetisie­
rung ein. Das wird durch Abb. 35 gut veranschaulicht, die von EWING an 
gerecktem Eisendraht erhalten wurde. Auch diese Kurven wurden in der. 
Weiseerhalten, daB bei konstanter Belastung die Feldstarke variiert wurde. 

Hier ist auch die Frage zu erortem, wie die Erscheinungen sich gestalten, 
wenn umgekehrt bei konstantem Felde die Belastung geandert wird. Man er­
haIt dann zwar ahnliche Kurven wie die der Abb.35, sie unterscheiden sich 

I) J. A. EWING, Magnetische Induktion, S.182ff. 
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aber sehr wesentlich in zwei Punkten von ihnen. Zunachst sind die anfang­
lichen Wirkungen, die durch eine Anderung der Zugkraft hervorgerufen werden, 
sehr viel groBer als diejenigen, we1che eintreten, nachdem die Belastung schon 

1'100 mehrfach zyklisch geandert wurde. Diese 
GI anfanglichen Wirkungen kommen einer 

=33,6 

Idealisierung nahe, gleichgiiltig in wel­
chem Sinne die Anderung der Zugkraft 
vorgenommen wird. Es bedarf also einiger 

=23,10. Belastungs- und Entlastungszyklen, b!s 

=2,87 

~~~~==~======~=~01 (: =1,15 
10 20kg 

Be/(fstung 
1fikg 8 fa 
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Abb.35. Abhangigkeit der Magnetisie­
rung von gerecktem Eisen von der Be­
lastung bei verschiedenen Feldstli.rken. 

Abb.36. Belastungs- und Entlastungszyklus 
bei konstanter Feldstarke. 

sich die gleichen Magnetisierungswerte in gleicher Weise wiederholen. Aber selbst 
dann werden keine eindeutigen Kurven durchlaufen, sondem die Belastungs­
und Entlastungskurve umschlieBen eine iiberschlagene Flache (Abb.36). . 

01 
'100 kg 

0 

JOO 2 

'I 
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100 12 

18 

50 100 <§. 
Abb.37. Anderung der Nullkurve des Nickels 

bei Zugbelastung. 
Abb. 38. Anderung der Nullkurve des 

Nickels bei Druckbelastung. 

Bei Stahl ist die Wirkung der Zugbelastung auf die Magnetisierung iihnlich 
der, we1che wir soeben beim Eisen kennengelemt haben. Das Verhalten des 
Nickels bei Zug und Druck ist aus den Abb. 37 und 38 ohne weiteres zu erkennen. 
Es ist erstaunlich, in we1chem MaGe die Magnetisierung sich hier andert. Zug­
belastung scheint sie immer zu verkleinem, Druckbelastung zu vergroBem. 
Ob ein VILLARIscher Punkt eventuell bei sehr kleinen Feldstiirken existiert, 
ist wohl noch nicht endgiiltig entschieden. Wahrend HEYDWEILLER1) seine 

1) A. HEYDWEILLER, Wied. Ann. Bd.52, S.462. 1894; Phys. ZS. Bd. 5, S. 255. 1904; 
Ann. d. Phys. Bd. 15, S.415. 1904. 
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Existenz recht wahrscheinlich gemacht hat, konnten HONDA und SHIMIZU 1) 
keinen Anhaltspunkt daiM feststellen. 

Bei Kobalt2) ist zu unterscheiden, ob das Metall in gegossenem oder aus­
gegliihtem Zustande untersucht wird. Wahrend gegliihtes Kobalt sich ganz 
ahnlich wie Nickel verhaIt, tritt bei gegossenem 
Kobalt durch Zugbelastung in schwachen Feldern 0/ 
eine Abnahme der Magnetisierung ein, die aber bei 
hOherer Feldstiirke in eine VergroBerung iibergeht; 
man kann hier also von einem umgekehrten Villari­
effekt sprechen. 

51. Anderung durch allseitigen Druck. Haben 
wir bisher nur die Wirkung longitudinaler Defor­
mation betrachtet, so entsteht jetzt die Frage nach 
der Wirkung allseitigen Druckes. Sie ist recht wenig 
untersucht worden, hauptsachlich wohl wegen der 
schwierigen Versuchstechnik. 

WASSMUTH 3) untersuchte Eisen bei starker 
Volumkompression. Er fand, daB niedrige Magne­
tisierungen bis auf etwa 5.0% geschwacht, hohe da­
gegen um einige Prozente verstiirkt werden konnen. 

1m Gegensatz dazuerhielten spater NAGAOKA 
und HONDA 4) nur eine sehr kleine, aber noch 

Abb. 39. Nullkurven 1 von 
Nickel unter verschiedenarti­

gen Belastungen. 

sicher nachweisbare Wirkung; und zwar zeigte Eisen eine Verkleinerung, 
NIckel eine VergroBerung der Magnetisierung bei allseitigem Druck. 

Die Resultate sind also auBerordentlich verschieden; darum waren in dieser 
recht wichtigen Frage neue Versuche sehr erwiinscht. 

52. Anderun~ durch Torsion. Nimmt man an ein und demselben Probe­
draht einmal im torsionsfreien, dann im tordierten Zustande die Nullkurve auf, 
so erhalt man ahnlich wie bei der Dehnung einen ganz ver­
schiedenen Verlauf. Als Beispiel zeigt Abb. 39 5) die gewohn­
liche (1) und die unter Torsion erhaltene Nullkurve (II) von 
ausgegliihtem Nicke1draht. Sehr umfangreiche Untersuchungen 
haben spater BOUASSE und BERTHIER 6) diesen Erscheinungen 
gewidmet. 

Sie haben aber auch den andern Tatsachenkomplex, der 
die Anderung der Magnetisierung bei Variation der Torsion unter 
konstantem, longitudinalem Felde umfaBt, sehr ausfiihrlich be­
handelt und dabei die schon friiher von EWING7) zusammen­
gestellten bzw. selbst gewonnenen Ergebnisse bestatigt gefunden. 

Auch hier wieder findet eine besonders groBe Anfangswir­
kung der Torsion statt durch Annaherung der Magnetisierung 
an den fiir die herrschende Feldstarke charakteristischen, idea­
len Wert. Abb.40 zeigt die typische Zunahme der Magneti­
sierung durch die Anfangszyklen der Torsion an Eisendraht. 

1) K. HONDA u. S. SHIMIZU, Phys. ZS. Bd.5, S.254 u. 631. 1904; 
Ann. d. Phys. Bd. 14, S. 791. 1904. 

2) C. CHREE, Phil. Trans. 1890 A, S. 329; Proc. Roy. Soc. London 
Bd.47, S.41. 1889; H. NAGAOKA U.K.HONDA, Phil. Mag. Bd.4, S.45. 1902. 

3) A. WASSMUTH, Wiener Ber. Bd.86, S.539. 1882. 
4) H. NAGAOKA u. K. HONDA, Phil. Mag. Bd.46, S.261. 1898. 
5) H. NAGAOKA, Wied. Ann. Bd: 53, S.481. 1894. 
6) H. BOUASSEU.BERTHIER,Ann.chim.phys. (8) Bd.10, S.199. 1907. 
7) J. A. EWING, Magnetische Induktion, S. 211 ff. 

Abb.40. Anfangs­
wirkung der Tor­
sion bei konstan­
ter Feldstarke an 

Eisen. 
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Nach einer Reihe von Zyklen nehmen die Kurven dann eine endgiiltige 
Lage ein und haben die in den Abb. 41 und 42 dargestellten charakteristischen 
Formen. Es sind wieder iiberschlagene Flachen wie bei der longitudinalen 
Deformation. 

Nach Sir WILLIAM THOMSON!) laBt sich bei Eisen unter Zuhilfenahme der 
Wirkungen einfacher Zug- und Druckkrafte leicht zeigen, daB die Torsion eine 

Torsion 
Abb.41. Torsionszyklus bei konstan- Abb. 42. Torsionszyklus 

ter Feldstarke au Eisendraht. bei konstanter Feld­
starke an Nickeldraht. 

schraubenfOrmige Ma­
gnetisierung erzeugen 
muB,indem sich der ur­
spriinglichlongitudina­
len Magnetisierung eine 
zirkulare iiberlagert 
(magnetische Aolotro­
pie) . Die GroBe der 
longitudinalen Kompo­
nente wird bei geringen 
Torsionen sehr wenig 
beeinfluBt; mit der Zu­
nahme derTorsion, und 
damit auch der zirku­

laren Komponente, muB die longitudinale Komponente entsprechend abnehmen. 
In dieser Weise lassen sich wenigstens bei Eisen unterhalb des VILLARIschen 

Punktes fast aIle Erscheinungen erklaren, die bei gleichzeitiger Torsion und 
Magnetisierung auftreten. Bei Nickel aber geniigt die Aolotropie allein nicht, 
sondern es kommen zu der auch hier vorhandenen Aolotropie noch andere, 
unbekannte Erscheinungen hinzu, die groBer und entgegengesetzt sind. 

Mit Hilfe der THOMsONschen Vorstellungen laBt sich auch die Wirkung 
der Torsion auf die zirkulare Magnetisierung, die von WIEDEMANN 2) entdeckt 
und spater von GERDIEN 3) genau untersucht wurde, veranschaulichen. Die 
Erscheinung besteht darin, daB bei der Torsion eines (etwa infolge durchflieBenden 
Gleichstroms) zirkularmagnetisierten Drahtes oder Stabes in diesem eine longi­
tudinale Magnetisierung entsteht. Das ist selbst dann der Fall, wenn der Strom 
schon wieder ausgeschaltet ist, es sich also nur noch um remanenten Zirkular­
magnetismus handelt. 

Umgekehrt wird durch Torsion eines langsmagnetisierten oder durch Langs­
magnetisierung eines tordierten Drahtes eine Zirkularmagnetisierung hervor­
gebracht, die sich leicht durch den in dem Drahte selbst induzierten StromstoB 
nachweisen laBt 4). 

53. Anderung durch gleichzeitig wirkende Torsion und Dehnung. In 
Abb. 39 ist auBer der normalen Nullkurve von Nickel (I), der durch Torsion (II) 
und der durch Dehnung (III) veranderten auch diejenige eingezeichnet, die man 
bei gleichzeitiger Dehnung und Torsion erhalt (IV). 1m Charakter ist sic der 
Kurve II ahnlich, aber die Sattigung wird viel schwerer erreicht und auch die 
Koerzitivkraft scheint um ein mehrfaches groBer zu sein. 

Ganz besonders merkwurdige Resultate aber erhalt man, wenn man bei 
konstanter Feldstarke und konstanter Zugkraft die Torsion zyklisch variieren 

1) Sit WILLIAM THOMSON, Reprintoi'papers Ed. II, S. 374; vgl. auch J. A. EWING, Ma-
gnetische Induktion, S.212ff. 

2) G. WIEDEMANN, Elektrizitat Ed. III, S. 680. 
3) H. GERDIEN, Drud. Ann. Ed. 14, S. 51. 1904. 
4) C. MArrEuccI, Ann. chim. phys. (3) Ed. 53, S. 385.1858; L. ZEHNDER, Wied. Ann. 

Bd. 38, S.68. 1889; H. NAGAOKA, Phil. Mag. (5) Ed. 29, S.123. 1890. 
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HiBt. Die Symmetrie der Kurve in Abb.42 geht dann verloren, und es entstehen 
Schleifen von dem Typus der Abb. 43, die schlieBlich bei einer Zugkraft von 
7,82 kg/mmi in die Form derAbb. 44 iibergehen. Hier zeigt sich die merkwiirdige 
Erscheinung, daB die Magnetisiernng allein durch Anderung der Torsion fast 
ebenso groBe negative Werte annehmen kann, wie positive, 
obschon die Feldstarke konstant gehalten wird. 

Diese an Nickel beobachteten 
Erscheinungen seien hier nur als 
Beispiel erwlihnt. Weitere Beob:­
achtUngen, auch an anderen ferro­
magnetischen Korpern, miissen in 
der Originalliteratur nachgesehen 
werden1). 

54. Anderung durch wech­
selnde Deformationen. Wir haben 
oben die Anfangswirkung von ela­
stischen Deformationen erwahnt 
(Ziff. 50), die so geartet ist, daB 
sich die Magnetisiernng von ihrem 
hysteretischen zu ihrem idealen 
Wert hinbewegt. So miissen natiir­
lich auch langer andauernde, wech­
selnde Deformationen, wie z. B. me­
chaiiische Erschiitterungen, einen 
Teil der Hysterese zum Verschwin­
den bringen und zwar bei magne­

Torsion 
Abb.43. Torsionszyklus 
von Nickel bei konstan­
tem Felde und konstan-

ter Zugkraft. 

Abb. 44. Torsionszy­
klus von Nickel bei 
konstantemcFelde und 
konstanter Zugkraft. 

tisch weichen Kor1?ern im allgemeinen mehr als bei harten. Koerzitivkraft und 
Remanenz nehmen ab, Anfaiigs- und Maximalpermeabilitat wachsen. Bei ge­
eigneten Materialien laBt sich durch Erschiitternngen in der Tat nahezu der 
ideale Zustand herstellen. 

Es ist bemerkenswert, daB nicht immer starke Erschiitternngen notwendig 
sind, sondern daB haufig schon ein sanftes Reiben oder auch nur Beriihren 
geniigt, urn betrachtliche Anderungen der Magnetisierung zu bewirken, eine 
Tatsache, die meBtechnisch von groBer Wichtigkeit ist. 

Hierher gehoren auch die beiden Untersuchungen von WARBURG2) und 
ST. MEYER 3), welche die Einwirkung von longitudinalen Schwingungen auf die 
Magnetisierung von Drahten und Staben wlihrend der Wirkung eines konstanten 
Feldes untersuchten. ST. MEYER konnte selbst in recht kleinen Feldern be­
trachtliche Magnetisierungen nachweisen, wahrend WARBURG mittelst einer an 
ein Elektrodynamometer angeschlossenen Sekundarspule Permeabilitatsande­
rungen wlihrend der ganzen Dauer der Longitudinaltone feststellen konnte. 

55. Nachwirkung elastischer Deformationen. Bekanntlich besteht selbst 
bei geringen, vollkommen innerhalb der Elastizitatsgrenze liegenden Defor­
mationen keine absolut genaue Proportionalitat zwischen Deformation und Kraft. 
Wenn man nur geniigend empfindliche MeBmethoden anwendet, ist beispiels­
weise der Unterschied zwischen der Belastungs- und Entlastungskurve eines 

1) J.A. EWING, Magnetischelnduktion. S. 219ff'; L. ZEHNDER, Wied. Ann. Bd. 41, S. 210. 
1890; H. NAGAOKA, Joum. Coli. Science Tokio Bd. 2, S. 283 u. 304. 1888; Bd. 3, S. 189. 1889; 
W. BROWN, Froc. Dublin Soc. Bd. 17, S. 101 u.175. 1909; J. E. PELLET, Joum.dephys. (4) 
Bd. 8, S. 11 o. 1909. 

2) E. WARBURG, Pogg. Ann. Bd. 139, S.499. 1870. 
3) ST. MEYER, Bolzmannfestschrift. S.68. 1904. 
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Eisendrahtes leicht nachzuweisen. Ein so1cher Draht, der einmal einer elastischen 
Deformation unterworfen wurde, ist also streng genommen nicht mehr in seinem 
urspriinglichen Zustande, sondern in seinem Innern sind bestimmte, mechanische 
Anderungen eingetreten, die auBerlich z. B. in einer etwas vergroBerten Lange 
in Erscheinung treten. Es kann nicht uberraschen, daB dieser Zustand auch 
andere magnetische Eigenschaften zeigt wie der ursprungliche. So ist z. B. 
nach EWING1) die Suszeptibilitat bei schwachen und mittleren Feldern in dem 
mit mechanischer Nachwirkung behafteten Zustande betrachtlich groBer, wie 
seine Messungen an einem Eisendraht zeigen. 

Dieser Zustand kann (auBer durch Gluhen) wieder in den urspriinglichen 
ubergefiihrt werden, indem man die Probe Erschutterungen aussetzt. Das ist 
ohne weiteres einleuchtend, wenn man bedenkt, daB Erschutterungen elastische 
Deformationen wechselnden Vorzeichens bedingen, die dann mehr oder weniger 
rasch auf Null abklingen. 

DaB aber ein EntmagnetisierungsprozeB (Wechselfeld von stetig bis auf Null 
abnehmender Amplitude) in der gleichen Weise die mechanische Nachwirkung 
zerstort, ist auf den ersten Blick uberraschend. Ob es sich dabei urn eine direkte 
Einwirkung der Magnetisierungsvorgange auf die mechanische Nachwirkung 
handelt, oder ob die mit den Magnetisierungsprozessen verbundenen mechanischen 
Anderungen (Magnetostriktionseffekte), die wie Erschutterungen wirken miissen, 
die alleinige Ursache sind, ist bisher nicht bekannt. 

2. Wirkung plastischer Deformationen. 

56. Wirkung plastischer Deformationen. Wenn eine Deformation so weit 
getrieben wird, daB sie sich bis in die plastische Zone erstreckt, so werden die 
in den voraufgehenden Ziffern besprochenen Erscheinungen mehr oder weniger 
von neuen, ganzlich anders gearteten uberdeckt.. W ohl in allen Fallen bleibt 
der Sattigungswert derselbe, die Koerzitivkraft aber wachst auf ein Vielfaches 
an und die Anfangspermeabilitat verringert sich auf einen kleinen Bruchteil. 
1m allgemeinen andert sich die Remanenz wenig, doch scheinen hier groBere 
Unterschiede zwischen den verschiedenen Korpern zu bestehen, weil die Neigung 
der Magnetisierungskurve bald groBer, bald kleiner wird. 

Fur die MeBtechnik sind diese Erscheinungen von Wichtigkeit. Wenn es 
sich urn die Feststellung bestimmter Materialeigenschaften handelt, ist peinlich 
darauf zu achten, daB die Probe keinen mechanischen Einflussen unterworfen 
wird, die plastische Deformationen hervorbringen; es ist beispielsweise beim 
Schneiden oder Stanzen von Blechproben im Auge zu behalten, daB das in der 
Nahe des Schnittes liegende Material (die "Randzone") deformiert ist und andere 
Eigenschaften hat als die Mitte, daB also die Proben immer eine hinreichende 
Breite haben mussen, urn den EinfluB del' Randzone zu verwischen. 

Trotz del' groBen Wichtigkeit in theoretischer und praktischer Hinsicht 
und obschon jeder Ferromagnetiker mit dies en Tatsachen dauernd in Beriihrung 
bleibt, sind sie bisher nicht genugend systematisch untersucht. 

{J) Mechanische Anderungen infolge der Magnetisierung; Magnetostriktion. 

57. Wirkung longitudinaler Felder. LaBt man auf einen Stab oder Draht 
aus Eisen ein longitudinales Magnetfeld wirken, so beobachtet man eine Ver­
langerung des Korpers, die mit steigender Feldstarke bis etwa 100 GauB zu­
nimmt, dann wieder geringer wird und bei etwa 200 GauB verschwindet. Bei 

1) J. A. EWING, Magnetische Induktion. S. 204 ff. 
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weiter steigender FeldsHirke tritt dann eine Verkiirzung ein, die bis zu hohen 
Feldstiirken immer weiter zunimmt, aber einem bestimmten Endwert zuzu­
streben scheint. Abb. 45 zeigt den Gang dIeser Langenanderung in der Abhangig­
keit von der Feldstiirke. 

Die Anderungen sind an sich gering, lassen sich aber, wenn fur hinreichende 
Temperaturkonstanz gesorgt ist, nach den meisten Methoden, die uberhaupt 
zur Messung kleiner Langenanderungen geeignet sind, bequem bestimmen, wie 
z. B. mit dem Mikroskop, durch Verschiebung von Interferenzstreifen, durch 
VergroBerung mit .Hilfe von optischen Hebeln usw. 

Man nennt diese Erscheinung nach ihrem Entdecker den "Jouleeffekt"l). 
Fiir verschiedene ferromagnetische Korper ist er ganzlich verschieden2), wie 
dl auch aus Abb. 45 hervorgeht. Bei Nickel 
T tritt in allen Feldstarken eine Verkiir-
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Abb.45. Llingenlinderung von Fe, Co 
und Ni im longitudinalen Magnetfeld. 
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Abb. 46. Magnetostriktion der Nickeleisen­
legierungen. 

zung ein. Kobalt verhalt sich im gegossenen Zustande gerade umgekehrt wie 
Eisen, es verktirzt sich in schwachen und verlangert sich in starken Feldern; im 
ausgegliihten Zustande tritt nur Verkiirzung ein. 

Nach den Messungen von NAGAOKA hat es den Anschein, als ob die Langen­
anderungen dieser Korper bei nicht zu groBen Feldstarken dem Quadrat der 
Magnetisierungsintensitat proportional sind. 

Auch ferromagnetische Mineralien 3), Legierungen von Eisen, Kobalt und 
Nickel untereinander4) und die HEUSLERschen Legierungen 6) zeigen Magneto­
striktion. 

Von besonderem Interesse sind die Nickeleisenlegierungen (Abb.46). Hier 
zeigt sich deutlich, daB die Verhaltnisse mit groBer Wahrscheinlichkeit einfacher 
werden, wenn die Langenanderung nicht als Funktion der Feldstiirke, son­
dern der Magnetisierung aufgetrag~n ware. Legierungen tiber 81 % Nickel 
zeigen Verktirzung bei allen Feldstarken wie Nickel allein. Bei etwa 80% Nickel 
d urfte also keine Magnetostriktion vorhanden sein. McKEEHAN vermutet, daB 
diese Tatsache mit der extrem hohen Anfangspermeabilitat von Permalloy 
(ca. 78% Ni) in Beziehung steht. 

1) W. JOULE, Phil. Mag. Bd.30, S. 76 u. 225. 1847. 
2) S. BIDWELL, Phil. Trans. 1888A, S. 205; Proc. Roy. Soc. London Bd. 56, S.94. 1894; 

H.INAGAOKA u. K. HONDA, Phil. Mag. (5) Bd. 46, S. 261. 1898; Bd. 49, S. 329. 1899; (6) Bd. 4, 
S.45. 1902; S. R. WILLIAMS, Phys. Rev.Bd. 10, S.133. 1917. 

3) J. KRUCKENBERG, Diss. Upsala 1907. 
4) K. HONDA U. K. KIDO, Sc. Reports T6hoku Univ. Bd.4, S.21. 1915; Bd.7, S. 59. 

1918; L. W. MCKEEHAN, Phys. Rev. (2) Bd.23, S.783. 1924; Bd.26, S.274. 1925. 
5) P. ASTEROTH, Dissert. Marburg 1907; L. W. AUSTIN U. K. GUTHE, Bull. Bur. Stand. 

Bd. 2, S. 297. 1906. 
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Eine auBerst wichtige Frage wurde kiirzlich von WEBSTER1) untersucht, 
namlich die nach dem mechanischen Verhalten von Eiseneinkristallen im Magnet­
feld, welche allerdings nicht ganz rein waren (ca. 1/2% Gesamtverunreinigung). 
Es zeigten sich da groBe Unterschiede in den verschiedenen Richtungen. Er 
erhielt in der [1,0, O}Richtung stetig mit der Magnetisierung zunehmende Ver­
langerung, wohingegen sich inder [1,1, 1}Richtung zuerst eine kleine, dann 
rasch zunehmende Verkiirzung zeigte. In der [1,1, O]-Richtung verhalten sich 
die Kristalle wie gewohnliches polykristallines Eisen. Dieses zeigt demnach 
tatsachlich eine Superposition dieser drei Einzelerscheimingen. Fiir die Ent­
wicklung der Theorie der Magnetostriktion diirften diese Ergebnisse von groBer 
Wichtigkeit sein. 

Der Magnetostriktionseffekt zeigt eine groBe Temperaturabhangigkeit 2). 

1m allgemeinen wird er bei hoheren Temperaturen immer kleiner, urn beim 
(U 106 CURlEschen Punkt zu ver-
T' schwinden. Beim Eisen (s. 

5 

-5 

_----------~~~~ Abb.47) und ebenso auch 
beim Kobalt (gegossen) ver­
schwindet aber schon bei 
Inittleren Temperaturen die 
obenerwahnte Umkehr des 

~ Deformationssinnes. 
-------1680 Auch mechanische Span-

~----8° 
nungen haben einen erhebli­
chen EinfluB 3). Die Magneto­
striktion einer belasteten Probe 

'--__ -::'::-=--_---=-'=-__ -:!-=-=--_-='=-_-1880 von Eisen oder Nickel ist bei 
kleinenFeldstarkenkleiner, b.ei Abb.47. Magnetostriktion von Eisen bei verschiedenen 

Temperaturen. groBen Feldstarken groBer als 
die einer unbelasteten Probe. 

'58, Wirkung gleichzeitig bestehender longitudinaler und zirkularer 
Felder. Wenn man einen zylindrischen ferromagnetischen Stab gleichzeitig der 
Wirkung eines longitudinalen Feldes, das durch eine koaxiale Magnetisierungs­
spule hervorgebracht wird, und eines zirkularen Feldes aussetzt, wie es beim 
Durchgang eines elektrischen Stromes in der Langsrichtung durch den Stab 
entsteht, so tordiert sich der Stab. Diese Erscheinung wird als "Wiedemann 
effekt" 4) bezeichnet. Fiihrt man den Versuch so aus, daB man beide Felder 
gleichzeitig zunehmen laBt, etwa dnrch Erzeugung mittels desselben Stromes, 
so hat das resultierende Feld in allen Starken die gleiche schraubenfOnnige 
Struktur. Der Effekt laBt sich dann einfach aus dem Jouleeffekt vorher­
sehen. Andert sich aber die GanghOhe der Schraube oder die Richtung 
des resultierenden Feldes, indem man z. B. die zirkulare Komponente fest­
halt und die longitudinale wachsen laBt, so werden die Erscheinungen auBerst 
kompliziert. . 

Bei einem tordierten Draht entsteht auch durch ein longitudinales oder 
zirkulares Feld allein schon eine Torsionsanderung. 

1) W. L. WEBSTER, Proc. Roy. Soc. London Bd.109, S.570. 1925. 
2) K. HONDA u. S. SHIMIZU, Phil. Mag. (6) Bd.6, S.392. 1903. 
3) S. BIDWELL, Proc. Roy. Soc. London Bd. 52, S.469. 1890; B. BRACKETT, Phil. Mag. 

(5) Bd.44, S. 122; K. HONDA u. S. SHIMIZU, ebenda (6) Bd.4, S.338. 1902; W. BROWN, 
Proc. Roy. Soc. London Bd.14, S.297. 1914. . 

4) G. WIEDEMANN, Elektrizitat, Bd. III, S. 689£f; H. NAGAOKA u. K. HONDA, Phil. Mag. 
(6) Bd.4, S.63. 1902; S. SHIMIZU u. T. TANAKADATE, Proc. Tokyo Phys. math. Soc. Bd. 3, 
S.142. 1906; R. A. HOUSTOUN, Phil. Mag. (6) Bd.22, S.740. 1911. 
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Torsion, Zirkular- und Langsmagnetisierung bilden einen geschlossenen 
Komplex; bestehen zwei von'diesen drei Elementen, so ist dadurch schon die 
gleichzeitige Existenz des dritten bedingt (vgl. Ziff. 52). 

59. Volumanderung infolge der Magnetisierung. Bei Langenanderungen 
im longitudinalen Magnetfelde fand schon JOULE, daB die Querschnitte sich 
gleichfalls andern; und zwar nimmt der Querschnitt ab, wenn die Lange zu­
nimmt, und umgekehrt. Das hat zur Untersuchung der Frage Veranlassung 
gegeben, ob nun die Querschnittsanderung der Langenanderung gerade ent­
spricht, oder ob eine Volumanderung iibrigbleibt. 

Der auftretende Effekt ist sehr klein, aber mit Hille von Dilatometern 
meBbar, wenn auch hier die Temperatur konstant genug gehalten wird. Es 
ergeben sich dann Kurven, wie sie in den Abb.48 und 49 dargestellt sind1). 

dV. 106 
V 

1 

Abb. 48. Volumanderung durch Magneti­
sieI"?ng. 

dV. 1oG 
V 
60 

'10 

20 

29% 

36'% 

Abb. 49. Volumanderung von Nickel­
eisenlegierungen. 

60. Theorie der Magnetostriktion. Eine Molekulartheorie des Ferromagnetis­
mus miiBte, wenn sie wirklich imstande ist, die Erscheinungen zu erkliiren, unter 
allen Umstanden auch die Magnetostriktionseffekte mit umfassen. Es sind daher 
gelegentlich Versuche2) unternommen worden, in die Molekulartheorie, so wie 
sie sich entwickelte und weiter unten besprochen werden soil, Annahmen ent­
weder iiber die molekulare Anordnung der Elementarmagnete oder iiber ihre 
Dimensionen in den verschiedenen Richtungen einzuflechten, die es dann ge­
statten, die Erscheinungen der Magnetostriktion zu folgern. Leider aber haben 
diese Versuche noch nicht zu einem bemerkenswerten Ergebnis gefiihrt. 

Dagegen hat sich auf einem andern Wege eine Theorie der Magnetostriktion 
. entwickelt. Jedes Volumelement eines ferromagnetischen Korpers muB offenbar 

in einem magnetischen Felde Kraften unterliegen, die von der Wirkung des 
Feldes auf die einzelnen magnetischen Elemente des Korpers herriihren. Dazu 
treten noch andere Kriifte, die von den einzelnen Elementen aufeinander aus­
geiibt werden und die von der GroBe der Magnetisierung abhangen. In den 
Theorien der Magnetostriktion dient nun die Annahme als Ausgangspunkt, 
daB es lediglich diese Kriifte sind, die eine Deformation des Korpers hervor­
bringen. Wenn es gelingt, dieseKrafte herzuleiten, so miiBte sich dann auch 

1) H. NAGAOKA U. K. HONDA, Phil. Mag. (5) Bd. 46, S. 261. 1898; (6) Bd. 4, S. 45.1902; 
M. CANTONE, Acc. dei Linc. (4) Bd.6, S.1187. 1890. 

2) S. R. WILLIAMS, Phys. Rev. Bd.34, S.40. 1912; Bd. 35, S. 282. 1912; J. H. POYN­
TING U. J. J. THOMSON, Elektrizitat und Magnetismus, S.201. 1914; CH. W. BURROWS, Bull. 
Bur. Stand. Bd. 13, S. 173. 1916. 
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die Deformation selbst, d. h. der Magnetostriktionseffekt, daraus einfach mit 
Hille der gewohnlichen Elastizitatstheorie ergeben. 

KIRCHHOFFl) war der erste, der, auf Untersuchungen von MAXWELL2) und 
HELMHOLTZ 3) fuBend, das Problem ganz allgemein in Angriff nahm. Er ging 
von der gewohnlichen Beziehung ~ = x SJ aus, die er sich durch die in dem magne­
tisierten Korper auftretenden Spannungseffekte in der folgenden Weise modifiziert 
dachte: 

~:a: = [x - x' (A:a: + All + A.) - x" A:a:J • SJ:a:, ) 
~II = [x - x' (A:a: + All + A.) - x" AIIJ • SJII' 

~. = [x - x' (A:a: + ly + A.) - x" A.J • SJ., 

(64) 

worin A:a:, All und A. die Dilatationen in der Achsenrichtung und x' und x" 
Magnetisierungskoeffizienten darstellen, von denen der erstere durch die Volum­
iinderungen, der letztere durch die Langenanderungen bedingt ist. Von diesen 
Definitionsgleichungen ausgehend konnte er unter der Annahme, daB x, x' und Xlf 

von der Magnetisierung unabhiingig sind, die Deformationen einer Kugel be­
rechnen. 

SAN04) versuchte spater eine Erweiterung der KIRCHHoFFschen Theorie, 
indem er die drei Koeffizienten als Funktionen der Magnetisierung be­
trachtete. 

Da die Kugel nun praktisch keine genaueren Messungen gestattet, haben 
CANTONE5) fUr gestreckte Rotationsellipsoide imd NAGAOKA und HONDA6) fiir 
zylindrische Stabe und Drahte auf Grund der KIRCHHOFFschen Theorie die 
Langen- und Volumanderung berechnet. So fand CANTONE die Gleichungen 

und . (65) 

worin Eden Elastizitatsmodul darstellt. Da die Langen- und Volumanderung, 
ferner ~, x und E meBbar sind, lassen sich x' und x" hieraus leicht berechnen. 
Es hat sich gezeigt, daB die so erhaltenen Zahlenwerte auBerordentlich groB 
sind (104 bis 106), so daB x dagegen verschwindet. Weiter ergibt sich fiir Eisen 
x' positiv, x" negativ; fiir Nickel gilt das Umgekehrte. Auch findet man in der 
Tat eine starke Abhiingigkeit von der Magnetisierung. 

Allgemein aber muB man sagen, daB die KIRCHHoFFsche Theorie mit den 
Tatsachen nur eine rohe qualitative tJbereinstimmung zeigt. 

Andere Versuche zu einer Theorie der Magnetostriktion gingen vom Energie­
prinzip aus, wieder andere vom Begriff des thermodynamischen Potentials. 
Da sie aber eine kurze Wiedergabe nicht gestatten, kann hierzu nur auf die 
Originalliteratur 7) verwiesen werden. 

1) G. KIRCHHOFF, Wied. Ann. Bd.24, S.52. 1885; Bd.25, S.601. 1885. 
2) J. C. MAXWELL, Elektrizitat und Magnetismus, 2. Aufi., S.257. 
3) H. v. HELMHOLTZ, Wied. Ann. Bd. 13, S. 385. 1881. 
4) S. SANO, Phys. Rev. Bd. 14, S. 158. 1902. 
5) M. CANTONE, Atti Ace. dei Lincei (4) Bd.6, S.252. 1890. 
6) H. NAGAOKA U. K. HONDA, Phil. Mag. (5) Bd.46, S.261. 1898. 
7) F. KOLACEK, Drud. Ann. Bd. 13, S.23. 1904; Bd. 14, S. 177. 1904; J. LARMOR, Phil. 

Trans. Bd. 190, S.280. 1897; A. HEYDWEILLER, Drud. Ann. Bd. 12. S.602. 1903; Bd.14. 
S. 1036. 1904; H. RENSING. ebenda Bd. 14. S.363. 1904; R. GANS. ebenda Bd. 13. S.634. 
1904; Bd. 14, S.638. 1904; R. A. HOUSTOUN. Phil. Mag. Bd.21. S. 78. 1911. 
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f) Die Theorien des Ferromagnetismus. 
IX) Altere Theorien. 

61. Die Scheidungstheorie. Die aIteste durchgefiihrte Theorie des Ferro­
magnetismus ist die von POISSON l ). Dieser dachte sich magnetisch neutrale 
Elementarkomplexe mit unendlich groBer magnetischer Leitfiihigkeit eingebettet 
in ein Zwischenmedium mit der Leitfiihigkeit 1. Durch die Wirkung des magne­
tischen Feldes wiirde in jedem neutralen Elementarkomplex positiver und 
negativer Magnetismus voneinander geschieden und so ein nach auBen wirksames 
Moment erzeugt. Diese "Scheidungstheorie" hat sich aber nicht als sehr fruchtbar 
erwiesen. Wollte man sie auch nur mit den einfachsten Erscheinungen in Dber­
einstimmung bringen, wie z. B. mit der Sattigung oder der Abhangigkeit der 
Suszeptibilitat von der Feldstarke, so miiBte man immer wieder zu neuen, un­
organischen Hilfsannahmen seine Zuflucht nehmen. 

62. Die Drehungs- oder Richtungstheorie. Von diesem augenfaIligen Nach­
teil ist die Drehungs- oder Richtungstheorie frei, wie sie von AMPERE und be­
sonders von WEBER2) auf Grund der AMPEREschen Vorstellungen ausgebildet 
wurde. Hier haben die Elementarkomplexe von vornherein ein bestimmtes, 
unveranderliches Moment; da aber die Richtungen im unmagnetisierten Zustande 
gleichmaBig nach allen Seiten verteilt sind, so kann nach auBen kein Moment 
in Erscheinung treten. Dnter der Wirkung des auBeren Feldes konnen sich nun 
die Elementarmomente richten; dabei muB noch eine Kraft, die die urspriinglichen 
Richtungen wiederherzustellen strebt, als wirkend angenommen werden, urn 
nicM- schon beim geringsten Felde Sattigung zu erhalten. 

So lieBen sich Sattigung und Abhangigkeit der Suszeptibilitat von der Feld­
starke erklaren. Dnd wenn auch die Dbereinstimmung mit dem Experiment 
noch auBerst roh war, so hat sich doch der Grundgedanke dieser "Drehungs"­

~ oder "Richtungstheorie" als so fruchtbar erwiesen, daB er seither nicht wieder 
verlassen wurde. 

Freilich ;war auch die urspriingliche Theorie nicht fahig, die Erscheinungen 
der Hysterese zu folgern; und auch die Annahme der "riickdrehenden" Kraft 
war noch durchaus willkiirlich und innerlich unbegriindet. 

63. Verbesserungen der WEBERschen Theorie. Dem ersteren dieser beiden 
Mangel suchte MAXWELL3) dadurch zu begegnen, daB er eine neue Annahme 
in Analogie mit der elastischen Nachwirkung machte; die durch Einwirkung 
des Feldes hervorgebrachte Drehung der Elementarmomente sollte bei Auf­
horen des Feldes nur dann vollstandig in die urspriingliche Richtung zuriick­
kehren, wenn ein bestimmter, kleiner Ablenkungswinkel nicht iiberschritten 
wurde, andernfalls sollten die Momente ihre Ausgangslage nicht ganz wieder 

. erreichen. Auf diese Weise konnte man von den Hystereseerscheinungen 
wenigstens in groben Dmrissen ein Bild gewinnen. 

WIEDEMANN und andere versuchten die Annahme, daB sowohl bei der 
Ablenkung als auch bei der Riickkehr der Elementarmagnete ein Reibungs­
widerstand zu iiberwinden ware, so daB die Magnetisierung immer hinter dem 
Gang der Feldstarke zuriickbleibt. Diese Vorstellung gibt ein so auBerordentlich 
plastisches Bild der Hystereseerscheinungen, daB auch heute noch gelegentlich 
von ihr Gebrauch gemacht wird, wenn es sich darum handelt, beobachtete Er­
scheinungen phanomenologisch zu erfassen. Eine wirkliche Erklarung aber ist 

1) S. D. POISSON, Mem. de l'Instit. Ed. 5, S.247 u. 488. 1820. 
2) W. WEBER, Abhandlgn. Sachs. Ges. d. Wiss. Ed. 1, S. 485. 1852; Pogg. Ann. Ed. 88, 

S. r67. 1852. 
3) J. C. MAXWELL, Lehrbuch, Ed. II, S. 99. 
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sie nicht, auch ist sie in anderer Richtung wiederunzuHinglich, da sie die Er­
scheinungen der Anfangssuszeptibilitat nicht mit umfaBt. 

64. Die EWINGSche Theorie. Der erste, der sich von allen willkfirlichen 
und unorganischen Annahmen befreite, war EWING1). Nach ihm sind die Ele­
mentannagnete ffir sich vollig frei nach allen Seiten drehbar; sie unterliegen 
keinen weiteren Kriiften, als denen, welche die N achbarmagnete auf sie aus­
iiben; deren Wirkung aber geniigt V"ollstandig, urn schon zu einem recht genauen 
Bilde zu kommen. 

Es ist klar, daB auf einen einzelnen, gerade betrachteten Elementarmagneten 
auBer dem angelegten auBeren Felde auch noch Krafte einwirken miissen, die 
von den in geringerer oder groBerer Entfernung pefindlichen andern Elementar­
magneten herr'iihren. Dies war von den aIteren Theorien nicht beriicksichtigt 
worden. 

Schon fiir den einfachsten Fall einer Gruppe von zwei Magneten, die durch 
ein auBeres Feld beeinfluBt werden, erhielt EWING durch mathematische Behand-

~--
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b 

Abb. 50. Gruppen von 36 Elementarmagneten. 

c 

lung eine Kurve, welche die charakteristischen Ziige der Magnetisierungskurve 
aufweist: flachen Beginn, steilen Mittelteil und wieder flachen Dbergang in die 
Sattigung. 

Er betrachtete dann eine groBere Anzahl solcher Magnetpaare, deren'Moment 
urspriinglich alle moglichen Winkel mit der Richtung des Feldes bilden." Solange 
sich bei der Verstarkung des Feldes keine Gruppe aufiost, bestehen reversible 
Ablenkungen. Erreichen die Gruppen, eine nach der andern, die kritische 
Ablenkung, so findet ein rasches Ansteigen des Moments statt, das die Magnet­
paare in ihrer Gesamtheit nach auBen hin zeigen. SchlieBlich nimmt das Moment 
unter der Wirkung starkerer Felder nur noch wenig zu, urn dann in die Sattigung 
iiberzugehen. 

Wird die Feldstarke wieder kleiner, so kehren manche Gruppen in ihre 
Ausgangslage zuriick; andere dagegen nehmen neue Lagen ein, so daB ihre 
Pole gerade entgegengesetzt gerichtet sind wie vorher. So bleibt ein bestimmtes 
Moment zuriick, selbst wenn die Feldstarke wieder Null geworden ist. Auf 
diese Weise werden auch die Hystereseerscheinungen erklarlich. Mit wachsender 
Zahl der Gruppen nehmen die Magnetisierungskurven eine immer stetigere 
Form an. . 

EWING untersuchte auch Gruppen von vier Elementarmagneten und solche 
von beliebig vielen. Abb.50 zeigt eine Gruppe von 36 Elementarmagneten 
a) in einer moglichen Ausgangsordnung, b) nach der Auflosung der urspriinglichen 

1) J. A. EWING, Magnetische Induktion. S.277ff. 
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und der Bildung neuer Ketten und c) im Zustande der Sattigung. Der Ubergang 
der drei Stufen ineinander ist bei Betrachtung der Abb. 50 ohne weiteres an­
schaulich. 

Auch im Experiment priifte EWING die Richtigkeit seiner Theorie. Er stellte 
sich Modelle her, die eine groBere Anzahl von kleinen, leicht drehbaren Magneten 
enthielten und unterwarf diese der Wirlrnng auBerer Felder. So er4ielt er z. B. an 
einemModell mit 24 Magnetchen dieinAbb. 51 
wiedergegebenen Magnetisierungskurven. 

Die qualitative Dbereinstimmung mit 
der Erfahrung ist bei der EWINGSchen 
Theorie erstaunlich. Ihren Grundgedanken 
begegnen wir auch in den ~eueren Theorien 
immer wieder. 

fl) Neuere Theorien. 

65. Die WEIsssche Theorie. In seiner 
. Theorie hatte LANGEVIN das Moment am fUr 
ein Mol eines paramagnetischen Gases als 
Bruchteil des Sattigungsmolmomentes am. 
dargestellt gurch die Formel 

Om rr 1 - = ~tga .. -, 
0mo a 

(66) 

_ amos;, 
a- RT (67) 

worin 

----~~~-----? 

Abb. 51. Magnetisierungskurve eines 
Modells aus 24 Magneten. 

ist. Von den gleichen Vorstellungen ausgehend, suchte WEISS1) den Geltungs­
. bereich dieser Formel auf ferromagnetische Korper auszudehnen. Dazu be­
-diente er sich derselben Methode, die auch VANDER WAALS anwandte, urn aus 
der Gleichung fiir ein ideales Gas eine Zustandsgleichung zu bilden; ebenso 
wie dieser sich den in der idealen Gasgleichung wirkenden Druck zusammen­
gesetzt dachte aus d.em auBeren und dem "inneren" oder "Kohasionsdruck", 
so stellte WEISS sich die in der LANGEVINSchen Gleichung wirkende Feldstarke 
vor als die Summe des angelegten auBeren und eines "inneren" oder "Molekular-
feldes". . . 

Dabei mag ihm der Grundgedanke der soeben besprochenen EWINGSchen 
Theorie vorgeschwebt haben, daB namlich das molekulare Feld durch die Wirkung 
der Molekularmagnete aufeinander hervorgebracht wird, also rein magnetischen 
Ursprung hat. Urn eine bestimmte Vorstellung festzuhalten, wollen wir zunachst 
bei diesem Bilde bleiben. 

Die Grundannahme, die er iiber das molekulare Feld machte, ist dann 
ohne weiteres einleuchtend: Das molekulare Feld sei der Magnetisierungs­
intensitat proportional und gleichgerichtet; es gelte also 

(68) 
worin N eine Konstante ist. 

Die Molekularmagnete der ferromagnetischen Korper sollen also ahnlich 
wie bei LANGEVIN nur (ler thermischen Agitation, den Kraften des auBeren 
und denen des inneren, molekularen Feldes unterliegen, im iibrigen aber vollig 
frei drehbar sein; dabei solI die Wirkung des molekularen Feldes fUr gewohnlich 
die andern bei wei tern iiberwiegen. 

1) P. WEISS, Journ. de phys. (4) Ed. 6, S. 661. 1907; Arch. sc. phys. et nat. (4) Ed. 31, 
S.401. 1911. 

Handbuch der Physik. XV. 14 
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Wenn das auBere Feld SJ gleich Null ist, geht Gleichung (67) uber in 

d,om 
oder da 0 = -- ist, m 

_o .... N·S 
a- R.T ' 

0mo' N· d 
a = m. R . T • am, 

woraus durch Erweiterung mit amo 

0", m·R·T 
-= ·a 
0mo o~o' d·N 

. (69) 

(70) 

(71) 

folgt. Dieses ist die Gleichung einer durch den N ullpunkt gehenden Geraden, 

deren Neigung ~. R; T ceteris paribus mit der T~mperatur proportional ist; 
°mo·d·N 

bei einer niedrigen Temperatur habe die Gerade etwa die Neigung der Linie A, 
bei einer hohen Temperatur die der Linie C (Abb. 52a). 

'-----_______ fflTl-o f 
RT 

a b 

Abb. 52. Wirkung des molekularen Feldes. 

Wenn wir diese Abb. 52a scheren, d. h. so umzeichnen, daB nicht mehr 

(jmo(~i NS), sondern oR} Abszisse ist, so muB die Gerade der Gleichung (71) 

mit der Ordinate zusammenfallen; die Abb. 52a geht dannuber in b, es ent­
stehen aus der LANGEVINSchen Kurve je nachder Rohe der Temperatur die 
Kurven A', B' oder C'. 

Die erste von diesen ist in Abb. 53 zur Magnetisierungsschleife vervoll­
standigt; von hohen Feldstarken kommend, geht die Magnetisierung fiber die 
Punk.te d, e und / und springt dann von / nach g, da das Stuck /0 i nicht realisierbar 
ist. Es muB also bei jeder Feldstarke, auch bei SJ = 0, immer eine betrachtliche 
Magnetisierung ("spontane Magnetisierung") vorhanden sein. 

Diese Folgerung haben wir oben bei'der Darstellung der ferromagnetischen 
Eigenschaften weitgehend als Arbeitshypothese benutzt, indem wir den einzelnen 
Kristalliten spontane Magnetisierung zuschrieben. Diese ist durch ein gleich­
gerichtetes, auBeres Feld nur wenig zu vergroBern und daher auch im wesentlichen 
fUr den Sattigungswert des polykristallinen Korpers maBgebend. 

Mit zunehmender Temperatur wird die Kurve A' sich der Kurve B' immer 
mehr niihern, die Punkte e und h werden immer naher zusammenrucken, bis 
sie beim Ubergang in B' in den Nullpunkt fallen; die spontane Magnetisierung 
und damit auch die Sattigung nehmen also ab und werden bei einer bestimmten 
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Temperatur zu Null. Diese Temperatur ist der CURIEsche Punkt T". Die Neigung 

der Geraden Bin Abb. 52a ist zufolge Gleichung (71) gleich ~;~; :; ; das ist ... 
die gleiche Neigung, die auch die Kurve der Gleichung (66) im ~ullpunkt hat 
und die gleich 1/3 ist; also ist, wenn man beides gleichsetzt 

Multipliziert man Gleichung (71) mit (72), so erhalt man 

T 3 Um 

T" =u' Urn. 

(72) 

(73) 

Diese Gleichung in Verbindung mit (66) stellt die Temperaturabhangigkeit 
des Sattigungswertes dar. Sie ist identisch mit der oben angegebenen Gleichung 
(Zif£. 44), wo auch die Frage der Allgemeingiiltigkeit erortert ist. 

Ubersteigt die Temperatur den Curiepunkt, so geht die Kurve B' in C' iiber. 
Wahrend bei B' schon ein verschwindend kleines Feld geniigt, urn ein endliches 
Moment hervorzubringen, be- ;; 

e 
darf es bei hoherer Tempera­
tur (C') zur Erzeugung des­
selben Momentes am schon 
einer groBen Feldstarke.\). 1m 
Curiepunkt kann also Glei­
chung (67) geschrieben werden 

umoNd 
-------+--~~--~------~ 

a = mRT" Om, (74) 

oberhalb desselben (im Falle 
der Kurve C'): 

i 

g h 

Urn. (Sj + :~ Um ) 

a = ---R T--' (75) 
Abb. 53. Entstehung einer Magnetisierungskurve aus 

der LANGEVINSchen Kurve. 

Da die erzeugten Om gleich vorausgesetzt sind, so miissen die beiden a in den 
Gleichungen (74) und (75) zufolge Gleichung (66) auch gleich sein; mithin sind 
auch die beiden rechten Seiten gleich. Daraus erhalt man nach Vereinfachung 

T- T" Sj.m 
T" Urn' N·d' 

(76) 

Fiihrt man hier die auf das Mol bezogene Suszeptibilitat Xm = um/.\) ein, so wird 

T"'m 
_ ~Nd ._~ 

Xm - T - T" - T - T" . (77) 

Diese Beziehung haben wir oben [Gleichung (60)J als zweites CURIEsches Gesetz 
kennengelernt. Da sie in der Erfahrung bestatigt wird, insofern als der Zahler 
der rechten Seite eine Konstante ist (zweite CURIEsche Konstante), so kann 
man sie dazu benutzen, die GroBe von N 
und .\)m zu berechnen. Man erhalt dann 
fiir Eisen, Kobalt und Nickel die neben­
stehenden Werte. Die GroBe des mole­
kularen Feldes ergibt sich also hiernach 
zu mehreren Millionen GauB. 

Eisen. 
Kobalt 
Nickel. 

Tabelle 11. 

N 

': I 3850 6180 
12700 

\6,56' 106 

1
8,87 . 106 

6,35 . 106 

14* 
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So gut die WEIsssche Theorie sonst qualitativ und oft auch quantitativ 
mit der Erfahrung im Einklang steht, ist diese enorme GroBe des molekularen 
Feldes damit doch kaum in trbereinstimmung zu bringen. So miiBte z. B. die 
Koerzitivkraft der ferromagnetischen Korper nach der Theorie ganz bedeutend 
groBer sein, als sie es in Wirklichkeit istl). Umgekehrt miiBte N, wenn man 
etwa in derselben Weise, wie es H. A. LORENTZ bei dielektrischen Korpem 
durchflihrte, die Wirkung alier iibrigen auf ein einzelnes Molekiil berechnete, 
sich zu -in ergeben, einem Werte, der nur 1/1000 des oben abgeleiteten betragt. 

Die Natur des Molekularfeldes kann also nicht, wie WEISS zunachst annahm, 
magnetischen oder ausschlieBlich magnetischen Ursprungs sein. Welcher Art 
es aber sonst sein sollte, ist noel! ganz dunkel. AIle Versuche, eine Erklarung 
zu finden, auch der interessante Versuch von WEISS2), der die Annahme machte, 
daB die Natur des molekularen Feldes dieselbe sei, wie die der sog. "magnetischen 
Kontaktwirkung", haben die Frage nicht befriedigend zu lOsen vermotht. 

So stellt sich schlieBlich die WEIsssche Theorie auch nur als eine - alierdings 
sehr erfolgreiche - Arbeitshypothese dar. 

66. Die GANsscheTheoiie. Unter teilweiser Mitwirkung von P. HERTZ 
hat GANS3) die Grundgedanken von WEBER, EWING und WEISS erweitert und 
vertieft. 

Er machte sich.z.unachst frei von der Vorstellung, daB es ein besonderes 
magnetisches Fluidum gibt, aus dem die unveranderlichen Elemez:tarmagnete 
bestehen. Vielmehr dachte er sich, dem Stande der Wissenschaft entsprechend, 
den Magnetismus hervorgebracht lediglich durch rotierende oder zirkulierende 
Elektronen. Er konnte zeigen, daB rotierende, elektrisch geladene Molekel 
tatsachlich Elementarmagneten aquivalent sind sowohl aktiv in ihren magne­
tischen Wirkungen, wie auch passiv gegeniiber den Krruten, denen sie unter­
liegen. 

Doth geniigt das fUr eine Elektronentheorie der Magnetisierung noch keines­
wegs, weil die durch die Rotationen der geladenen Molekel reprasentierten Mole­
kularstrome nicht unbedingt in ihrer Starke konstant bleiben und auch die 
magnetischen Achsen durchaus nicht feste Lagen innerhalb det Molekel zu 
behalten brauchen: hatte doch schon VOIGT gefunden, daB ein kugelformiges 
Molekiil sich mit seiner magnetischen Achse gar nicht in die Feldrichtung ein­
stellt, sondem urn diese Prazessionsbewegungen ausfiihrt. 

Nimmt man dagegen an, ein Elementarmagnet sei ein urn seine Figuren­
achse sehr schnell rotierender, elektrisch geladener Rotationskorper, so laBt sich 
zeigen, daB dieser sich stets mit seiner Achse in die Feldrichtung einstellen vnd 
dauemd mit groBer Annaherung sein Moment behalten muB, wahrend eine 
Drehung urn jede andere Achse durch die eigene Ausstrahlung in langerer oder 
kiirzerer Zeit verschwindet. 

Aus solchen ,,~.Q:t!~p" denkt sich nun GANS einen isotropen Korper 
zunachst in der Weise aufg~baut, daB ihre Mittelpunkte, urn die sie sich im 
iibrigen frei drehen konnen, an ihrem Orte festliegen. J edes Magneton stellt sich 
dann in die Richtung ein, welche die Feldstarke f) am Orte seines Mittelpunktes 
besitzt. Diese Feldstarke f) besteht aus dem auBeren Feld S) und der Wirkung 
alier iibrigen Magnetonen in diesem Punkte, die man in der folgenden Weise 
finden kann. 

Man beschreibt urn das gerade betrachtete Magneton im Punkte P (Abb. 54) 
eine Kugel mit dem Radius s, der so groB ist, daB im Innem dieser Kugel (Zone I) 

1) R. H. DE WAARD, ZS. f. Phys. Bd.32, S.789. 1925 . 
. 2) P. WEISS, Ann. d. Phys. (4) Bd.1, S. 148. 1914 . 
. 3) R. GANS, Gottinger Nachr. 1910, S.197; 1911, S.118. 
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nur dieses eine Magneton vorhanden ist. Zone I liefert also keinen Beitrag 
zum Felde 1). Dann wird eine weitere Kugel mit dem Radius s' beschrieben, 
der so groB ist, daB die Wirkung aller auBerhalb desselben liegenden Magnetonen 
(Zone III), iihnlich wie bei der LORENTzschen Theorie der Dielektrika, ersetzt 
werden kann durch die Wirkung eines gleichmaBig magnetisierten Mediums. 

Der Beitrag dieser Zone zum Felde 1) ist dann gleich 43n S; da er mit dem 

auBeren Felde gleichgerichtet ist, kann er ohne weiteres mit ihm zusammen­
gezogen werden in die Gleichung 

Iiil_C'o. 4na, 
J\. - 4! + 3"<\5' (78) 

Da der Beitrag 2{ der nun noch ubrigbleibenden Mitte1zone II mathematisch 
sehr schwer faBbar ist, machte GANS uber ihn zwei Annahmen, die zwar etwas 
willkiirlich erscheinen, die aber doch wohl zu 
wesentlichdenselbenErgebnissen fiihren mussen, 
wie eine strengere Behandlung. GANS setzt: die 
von den verschiedenen Mittelzonen II erzeug­
ten Feldstarken haben alle gleiche GroBe; sie 
kommen in jeder Richtung gleich oft vorl). 

Es gelingt dann leicht, die Magnetisierungs­
funktion aufzustellen: 

a) ~ < 2{ ••• S = "3 Soo 1f' 
(79) 

b) ~ > 2{ ••• S' Soc> (1 - 3 ~2)' JlI 

2 se .) 

Abb.54. Die drei Wirkungszonen 
Die beiden Gleichungen (78) und (79) geben der Magnetonen. 

~ so zusammen eine. Parameterdarstellung der 
Abhangigkeit der Magnetisierung von der auBeren Feldstarke. Bei der Diskussion 
ergibt sich, daB unter bestimmten Bedingungen eine iihnliche Kurveentsteht, 
wie sie als Kurve A' (Abb. 52b) oben in der WEIssschen Theorie auftrat, und 
durch Stabilitatsuntersuchung und AusschluB aller labilen Teile schlieBlich eine 
Magnetisierungsschleife, die in erster Anniiherung ein Rechteck darstellt. 

Aus diesem ferromagnetischen, isotropen Medium sollen nun kleine drei­
achsige Ellipsoide herausgeschnitten werden, die sog. Elementarkomplexe, und 
ein ferromagnetischer Kristall enthalte in den Raumgitterpunkten solche Ele­
mentarkomplexe. Man kann nun wieder wie vorhin fur den isotropen Korper, 
so auch hier fUr den Kristall den Raum um den Aufpunkt in drei Zonen zerlegen 
und kommt dann durch ganz iihnliche Betrachtungen zur Darstellung der Eigen­
schaften eines ferromagnetischen Kristalls. Legt man beispielsweise ein rhom­
bisches Raumgitter zugrunde, so ergeben sich alle Erscheinungen genau so, 
wie sie WEISS2) am Pyrrhotit gefunden hat. 

Bisher wurde von irgendwelcher Warmebewegung abgesehen. Um nun 
auch deren EinfluB zu berucksichtigen, laJlt GANS die bisher grundlegende 
Voraussetzung fallen, daB die Mittelpunkte der Magnetonen an festen Punkten 
des Elementarkomplexes liegen. Die Magnetonen sollen sich jetzt vie1mehr 
innerhalb der Elementarkomplexe vollig frei bewegen konnen, wie die Molekel 
eines Gases, und sich gegenseitig stoBen und ablenken. Durch Heranziehen der 
Methoden der statischen Mechanik kann man dann dieser thermischen Agitation 

1) Vgl. auch eine spatere Untersuchung iiber das "molekulare Feld" Ann. d. Phys. 
(4) Bd.63, S.382. 1920. 

2) P. WEISS, Journ. de phys. (4) Bd.4, S.469 u. 829. 1905. 
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Rechnung tragen und Formeln fUr die Magnetisierungskurve eines Elementar­
komplexes erhalten, in denen die Temperatur als Parameter auftritt: 

'il+sr 
~ f 1)2 + ~2 - ~:(2 

a)Sf<W ... ~== B(a) 41Jt~2 d1j, 
'il-sr 

. sr+'il . ~ r 1)2 + ~2 - 1Jt2 
b) Sf> 9.l ... ~ = B (a) 41Jt ~2 d1j, 

0'= . 
sr-'il 

worin B (a) die LANGEVINSche Funktion darstellt: 
1 . fl1) 

B(a)=Q;tga-c;:, und a=kT 

(k = 1,35 . 10- 16, fk Moment eines Magnetons) ist. 

(so) 

(S1) 

Diese Gleichungen geben in Verbindung mit Gleichung (7S) wieder Wle 
oben die Abhangigkeit der Magnetisierung von der auBeren Feldstarke. 

Ftir T = 0 gehen sie tiber in die Gleichungen (79); diese stellen also den 
Spezialfall des absoluten Nul1punktes und somit annahernd das Verhalten bei 
tiefen Temperaturen dar. 

1st das molekulare Feld W = 0, so wird aus Gleichung (SOb) 

~ , 
~ = £(a), wo 
0'= 

, p.~ 
a = kT (S2) 

ist. LANGEVINl) hatte fUr paramagnetische Substanzen gefunden 

"'~ = £(a" ), 
0'= 

wo (S3) 

ist. Die Formeln von GANS sind also die umfassenderen, sie gehen in die LANGE­
vINsche tiber, wenn das molekulare Feld W der Nachbarmagnetonen zu ver­
nachlassigen ist und der EinfluB aller iibrigen Magnetonen gegen die auBere 
Feldstarke nicht in Betracht kommt, was fUr schwach paramagnetische Karpel' 
zutreffen mag. 

In gleicher Weise wie oben bildet GANS dann aus Elementarkomplexen 
mit den soeben hergeleiteten magnetischen Eigenschaften wieder einen aniso­
tropen Korper und gelangt dadurch zu einer Darstellung des Verhaltens ferro­
magnetischer Kristalle bei den verschiedenen Temperaturen. Durch Reihen­
entwicklungen und Naherungsformeln findet er einen groBen Teil der schon 
oben bei den ferromagnetischen Erscheinungen erwahnten Gesetze, die Tem­
peraturabhangigkeit von Remanenz und Koerzitivkraft, die beiden CURIEschen 
Gesetze und anderes mehr. 

Zum SchluB sei zur besseren Klarstellung der Unterschied gegen die WEISS­
sche Theorie noch einmal besonders hervorgehoben. B~i}VEISS besteht die 
er!:eg~nde ~raft aus zwei Teilen, demallJ3ereIlllnd <:ielli molekularen Fel<!e.: N'J. 
Eine ordnungstorende Tendenz hat n ur die thermische Agitation. Daher tritt 
bei jeder endlichen Temperatur erst in einem unendlich groBen auBeren Felde 
Sattigung ein, wahrend im absoluten Nul1punkt jedes noch so kleine Feld schon 
Sattigung erzeugt. 

B!i.G:ANS.da.gegen setzt sich dieerJ:".e~~?:~~Wirkung aus .<:lr~iTeiJ.~ll zu­
sammen, dem auBerenFelde, delli Strukturfelde (identisch mit dem molekularen 
Felde von WEISS) und dem GANsschen molekularen Felde ~(. Diesesletzte 
hat wegen der verschiedenen Richtungen, dieesandeu"Oiten der verschiedenen 

1) P. LANGEVIN, Ann. chim. phys. (8) Ed. 5. S. 117. 1905. 
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Magnetonen besitzt, auch eine ordnungstorende Tendenz, wirkt also im gleichen 
Sinne, wie die thermische Agitation. Daher kann hier auch im absoluten Null­
punkt Sattigung erst eintreten bei unendlich groBer Feldstarke. 

67. Andere neuere Theorien. Wir sahen oben; daB die Hauptschwierigkeit 
der WEIssschen Theorie in der Notwendigkeit begriindet ist, molekulare Felder 
von so auBerordentlicher GroBe anzunehmen, daB andere daraus gezogene Fol­
gerungen mit der Erfahrung nicht mehr im Einklang stehen. 

FRIVOLD1) unternahm es, diesen Schwierigkeiten genauer nachzugehen. Er 
verfuhr so, daB er sich die Frage vorlegte, wie groB dann die' Abweichung von 
der LANGEVINSchen Kurve sein wiirde, wenn man auBer der ordnungstorenden 
Warmebewegung und dem ordnenden auBeren Felde noch ein molekulares (im 
Sinne von WEISS) Feld annimmt, das lediglich von der. gegenseitigen Einwirkung 
der Molekularmagnete aufeinander herriihrt, deren Moment und Entfernung 
voneinander ja bekannt sind. Er fiihrt diese Rechnung nach statistischen Metho­
den durch fiirzwei Faile: die eindimensionale Verteilung der Elementarmagnete 
in einer Kette und die dreidimensionale im gewohnlichen und im raumzentrierten 
kubischen Gitter. 

Dabei ergibt sich, daB bei gewohnlicher Temperatur die Abweichungen 
von der LANGEVINschen Kurve, die von der Einwirkung der Elementarmagnete 
aufeinander herriihren, vollig zu vernachlassigen sein miiBten; so wiirde dann 
z. B. Eisen dort rein paramagnetisch sein; sein Curiepunkt miiBte bei wenigen 
Grad absoluter Temperatur liegen. 

Die Annahme eines rein magnetischen molekularen Feldes kann also den 
ferromagnetischen Erscheinungen nicht geniigen. FRIVOLD unternimmt dann 
den sehr interessanten Versuch, auBer dem von der rein magnetischen Einwirkung 
der Molekularmagnete aufeinander herriihrenden molekularen Felde auch eine 
richtende Wirkung als Folge einer elektrischen Polarisation der Elementar­
magnete anzunehmen. Leider fiihren seine Berechnungen auf Reihen, die nicht 
in allen Fallen sicher konvergieren; insofern kann dieser sonst sehr viel­
versprechende Versuch noch nicht als abgeschlossen geIten. 

Kurz erwahnt sei hier weiter die Theorie von HONDA und OKUB0 2); diese 
stellt sich dar als eine genauere und allgemeinere Durchfiihrung derjenigen 
von EWING. Sie bezieht ·sich auf anisotropes Material, bei dem die Elementar­
magnete in den Ecken eines kubischenRaumgitters liegen, wie auch auf pseudo­
isotropes Material, das aus regeilos durcheinanderliegenden anisotropen Ele-
mentarkomplexen aufgebaut ist. . 

Auch hier ist qUalitativ Dbereinstimmung mit der Erfahrung vorhanden; 
doch fehIt jede Beriicksichtigung der Temperatur, ein Umstand, der diese Theorie 
in ihrer Bedeutung gegen die oben besprochenen stark zuriicktreten laBt. 

SchlieBlich soIl noch die Theorie von ASHWORTH 3) Erwahnung finden, welche 
sich wieder wie die WEIsssche der VAN DER WAALsschen Methode bedient, nur 
daB sie nicht von der LANGEVINschen Gleichung, sondern yom ersten CURIEschen 
Gesetz ausgeht. Dieses laBt sich in der Form darsteilen [so Gleichung (20)J: 

SJ· ~ = C' . T , (84) 
0\5 

aus der die Ahnlichkeit mit der Gleichung der idealen Gase zu erkennen ist. 
C' bedeutet hier m/(d. CI)' Ebenso wie nun VAN DERWAALS Druck und Volumen 
urn den "Kohasionsdruck" und das "Kovolumen" korrigierte, verbessert ASH­
WORTH die auBere Feldstarke urn das innere, molekulare Feld, dem er die 

1) O. E. FRIVOLD, Ann. d: Phys. Bd.65, S. 1. 1921, 
2) K. HONDA U. J; PKUBO,SC .. Reports Tohoku Univ. Bd. 5. S.153. 1916 .. 
3) J. R. ASHWO.RT:\,I, Phil. Mag. (6) Bd.30, S. 711. 1915; Bd. 33, S. 334. 1917· 
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GroBe a'32 zuschreibt, und die reziproke Magnetisierungsintensitat um den rezi­
proken Sattigungswert. So erhalt er 

(5) + a'~) (; - S~) = C'T. 

Fur den Curiepunkt ergibt das 
8 a'Soo 

T,.= 27-c' 

und ffir den Temperaturkoeffizienten der Magnetisierung 

(85) 

(86) 

C' 
IX = a'S(1 _ 2S/Soo) . (87) 

Berechnet man aus diesen beiden letzten Gleichungen die Werte ffir a', so stimmen 
diese gut miteinander uberein. Gleichung (86) steht in Beziehung zu Glei­
chung (61), die also nun besagt, daB der numerische Betrag von a'IC' fur die 
Hauptreprasentanten der ferromagnetischen Korper mit groBer Annaherung 
eine charakteristische, ganze Zahl ist. 

1) Magnetonentheorien. 

68 •. Einleitung. Das Moment eines Grammolekiils bzw. Grammatoms bei 
absoluter Sattigung arno laBt sich bei ferromagnetischen Korpern verhaltnis­
maBig einfach direkt bestimmen, indem ma.I;l den Sattigungswert bei moglichst 
tiefen Temperaturen beobachtet. So fanden WEISS und KAMERLINGH ONNESl) 
fur am. die folgenden Werte: bei Eisen 12360, bei Nickel 3370. 

Bei paramagnetischen Korpern hingegen ist eine direkte Bestimmtmg nicht 
moglich, da wir genugend hohe Feldstarken nicht herstellen konnen. Man ist 
hier auf einen Weg angewiesen, der uber die LANGEVINSche Theorie fiihrt und 
deren Richtigkeit bis zu einem gewissen Grade zur Vorbedingung hat. Der 
Beobachtung direkt zuganglich ist die CURIEsche Konstante C1 , die ja gleich 
dem Produkt aus der Suszeptibilitat (diese wie auch C1 seien hier auf das Mol 
bezogen) und der absoluten Temperatur ist. Nach der LANGEVINSchen Theorie 
ist andererseits [Gleichung (20)] 

wo R die Gaskonstante pro Mol bedeutet, die gleich 8,315' 107 Erg pro Grad 
ist. So erhalt man 

(88) 

Es drangt sich nun die Frage auf, ob alle diese Sattigungsmomente der 
verschiedensten Korper isoliert dastehende, ganzlich voneinander unabhangige 
EinzelgroBen sind oder ob sie sich vielleicht als Multipla eines bestimmten Ele­
mentarmoments, dem man dann den Namen "Magneton" beiliegen konnte, 
darstellen lassen. 

Wir ubergehen im folgenden die ersten Versuche von RITzund diejenigen 
von KUNZ, die heute nur noch historisches Interesse haben, und wenden uns 
zur Darstellung der drei neueren Auffassungen von WEISS, PARSON und BOHR. 

69. Das WEIsssche Magneton 2). Aus der GroBe der beiden soeben erwahnten 
Molmomente ersieht man leicht, daB sie sich wie 11: 3 verhalten: 

Eisen: 12360 = 11 . 1123,6, 
Nickel: 3370 = 3 ·1123,3· 

1) P. WEISS u.· H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden Nr. 114. 
2) S. besonders B. CABRERA, Jouro. chim. phys. Bd. 16, S.442. 1918. 
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Den gemeinsamen Teiler 1-123,5 faBte nun WEISS auf als das Elementarmoment 
und nannte es "Magneton". 

Da sich diese Zahlen auf das Grammatom beziehen, so miiBte man 1123,5 
als das "Grammagneton" bezeichnen. Dividiert man es durch die Zahl der Molekel 
im Mol (6,06· 1023), so erhalt man die GroBe des auf das Atom bezogenen 
Magnetons zu 1,86. 10- 21• 

Handelt es sich hier nun wirklich urn ein Elementarmoment, so muB es sich 
in allen para- und diamagnetischen Korpern wiederfinden. Das laBt sich da­
durch priifen, daB rur aIle diese Korper der Quotient am./1123,5 innerhalb 
der MeBgenauigkeit eine ganze Zahl sein muB. 

Betrachten wir zunachst noch Kobalt bei tiefen Temperaturen. Wegen 
seiner auBerordentlichen magnetischen Harte laBt es sich nicht sattigen. 
BLOCH hat jedoch die Sattigung von Nickelkobalt1egierungen bis zu 70% 
Kobalt bei tiefen Temperaturen messen konnen, wobei sich der Sattigungswert 
mit dem Kobaltgehalt linear veranderlich zeigte. So konnte er fur reines 
Kobalt um• = 10042 extrapolieren. Dieser Wert wftrde also 8,94 (oder 9) Magne­
tonen ergeben. 

Beim Magnetit aber erhhlt'man, einem am. von 7420 entsprechend, die 
Zahl 6,6, also keine ganze Zahl. 

Man kann bei ferromagnetischen Korpern auch auf einem anderen, indirekten 
Wege zu am. gelangen; es laBt sich namlich bei Temperaturen oberhalb des 
Curiepunktes aus dem zweiten CURIEschen Gesetz bestimmen. Fi.ihrt man in 
den unter Gleichung (77) gegebenen Ausdruck fur Xm den Wert fur T" aus 
Gleichung (72) ein, so erhhlt man 

O~t 
Xm' (T - L) = 3R = ClI , (89) 

woraus folgt, daB auch 

(90) 
ist. 

Diese Gleichung soil nach WEISS mit der Erfahrung gut im Einklang sein. 
Es muB aber auch hier daran erinnert werden, daB TERRY!) dieses zweite CURIE­
sche Gesetz bei Eisen und Kobalt uberhaupt nicht, bei Nickel nur in einem 
beschrankten Temperaturbereich bestatigt fand. WEISS erhielt nun, wenn er 
die Werte 1/Xm in der Abhangigkeit von der Temperatur auftrug, oberhalb 
des Curiepunktes nicht eine einzige Gerade, sondern mehrere, aneinander an­
schlieBende Gerade, jede fftr ein bestimmtes Temperaturintervall; in den ver­
schiedenen Temperaturbereichen aber ist die Neigung der Geraden und damit 
auch die Konstante C II verschieden; vielleicht handelt es sich hier urn ver­
schiedene Modifikationen. Bei Magnetit z. B. sind fi.inf Gerade vorhanden, 
deren Magnetonenzahlen sich wie 4: 5 : 6: 8: 10 verhalten. Bei Eisen sowohl 
wie bei Nickel muB man zwei P-Modifikationen unterscheiden, die ihre Grenzen 
bei 828 0 C (Eisen) bzw. 900 0 C (Nickel) haben. 

Bei den Legierungen muB man offenbar unterscheiden, ob es sich urn ge­
wohnliche feste Losungen oder urn Verbindungen handelt. In den ersteren 
andert sich bei tiefen Temperaturen amo linear mit dem Prozentgehalt. Die 
letzteren dagegen scheinen eine eigene Magnetonenzahl zu haben, wie z. B. 
Fe2Ni mit 30 und Fe2Co mit 36 Magnetonen. 

Fur die paramagnetischen Gase, Sauerstoff und Stickoxyd, fanden WEISS 
und seine Mitarbeiter die Magnetonenzahlen n = 14,12 bzw. 9,20, we1che von 
ganzen Zahlen stark abweichen. 

1) E. M. TERRY, Phys. Rev. (2) Ed. 9, S.255 u. 394. 1917. 
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GroBe Schwierigkeiten macht die Priifung auf Ganzzahligkeit bei den Lo­
sungen paramagnetischer Salze. Bier spielt sowohl.das Losungsmittel wie auch 

Korperl) 

Pi = Eisen 
(J2 = Eisen 
r = Eisen 
P1 = Nickel 
P2 = Nickel 
KobaJt 

Ta belle 12. 

O'mo 
n~--

12,08 
10,04 
19,95 

7,99 
8,96 

1123,S 

15,01 (14,93) 

12 
10 
20 

8 
9 

15 

das Saureradikal eine erhebliche Rolle. 
In betreff der letzteren setzt WEISS 
voraus, daB die diamagnetischen Atome 
ihren Diamagnetismus auch in Losungen 
der paramagnetischen Salze beibehal­
ten, eine Annahme, die den Tatsachen 
wohl kaum mit der Genauigkeit ent­
sprechen diirfte,die hier zur Entschei­
dung erforderlich ist. 

Urn den Einfl uB des Losungsmittels 
zu eliminieren, geh t man von der WIEDE­

MANNschen Regel aus. Diese besagt, daB der spezifische M1.gnetismus einer 
Losung X = C.' X. + (1 - C.) xw ist; hier bedeuten C die Konzentration 
und die Indizes s und w "Salz" bzw. "Losungsmittel". 

Als WEISS unter diesen Voraussetzungen aus den PAscALschen Messungen 
den Quotienten (Jm.!1123,5 berechnete, fand 'er tatsachlich zunachst bis auf 
wenige Ausnahmen mit hinreichender Genauigkeit ganze Zahlen. Benutzt man 
aber an Stelle des von ihm angenommenen Wertes - 7,5 . 10 - 7 fUr die Suszep­
tibilitat des Wassers den richtigen Wert - 7,2· 10- 7, so verschwindet diese 
Ganzzahligkeit fast vollig. 

Nun ist es aber sicher, daB die WIEDEMANNsche Regel nicht allgemein gilltig 
ist, sondern die Suszeptibilitat des gelOsten Salzes sich haufig mit der Konzen­
tration andert. Merkwlirdigerweise geben nun Nickel- und Chromisalze2), die 
beide der Regel gehorchen, auch beide recht genau ganze Magnetonenzahlen, 
und zwar Nickel 16 und Chrom 19. Bei Ferrosalzen sind die Angaben auBerst 
schwankend. 

Ferrisalze aber Z. B. folgen der WIEDEMANNschen Regel nicht; sie zeigen 
hydrolytische Spaltung. Wenn diese a"i?er vollstandig oder Null ist, so scheinen 
ganze Magnetonenzahlen aufzutreten. Ahnliches gilt auch fUr Mangan-, Kobalt­
und Kupfersalze. 

1m festen Zustand gehorchen nach KAMERLINGH ONNES paramagnetische 
Salze gelegentlich dem CURIES chen Gesetz, wenn sie Kristallwasser enthalten; 
fiir gewohnlich aber muB dieses Gesetz hier X (T + T 1) = const geschrie ben 
werden3), wo Tl eintr positive oder negative Konstante ist. Fiir viele dieser Sub­
stanzen wurde Ganzzahligkeit gefunden; es gibt aber auch viele Ausnahmen. 

Zusammenfassend kann man sagen, daB bisher manches fiir die Existenz 
des WEIsSschen M'agnetons spricht; aber man kann sie keinesfalls als nachgewiesen 
betrachten. 

70. Das PARsoNsche Magneton. WEISS ging von den Erscheinungen aus, 
urn das Magneton zu finden; er benutzte eiiJ.e empirische Methode, ohne sich 
von dem Magneton selbst ein Bild zu machen. Das Magneton blieb also eigentlich 
unanschaulich, ein Umstand, der der Anerkennung dieser Theorie sicher nicht 
fOrderlich war. 

Man kann natiirlich auch den umgekehrten Weg gehen, sich also zuerst 
eine Vorstellung von der Natur des Magnetons zu bilden suchen, daraus sem 
Verhalten herleiten nnd schlieBlich an Band der Erfahrung priifen. 

1) Nach P. WEISS, Arch. f. Elektrot. Bd.2, S.8. 1913. 
2) P. WEISS U. E. D. BRUINS, Versl. Ak. Wet. Bd.24, S.310. 1915; B. CABRERA U. 

E. MOLES, Arch. de Gen. (4) Bd. 35, S. 425. 1913; PH. THEODORlDES, ebenda Bd. 3, S. 161. 1921, 
3) S. auch E. H. WILLIAMS, Phys. Rev. (2) Bd.14, S.348. 1919. 
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Einen besonders interessanten Versuch nach dieser Richtung machte PARSON, 
welcher von der Allnahme ausgeht, daB das Magneton einin sichrotierendes 
ringformiges Elektron sei. Die Umfangsgeschwindigkeit der Elektrizitat in diesem 
Kreisstrom sei gleich der Lichtgeschwindigkeit, derRadius des Kreises 
1,5' 10-9 cm. Ein solcher Kreisstrom hat dann - das ist das Bestechende 
dieser Theorie - keine Strahlung, die einen dauernden Energieverlust bedingen 
wiirde, aber ein festes magnetisches Moment von de.r GroBe 3,5.10- 19 CGS. 
Es ist also etwa 200mal groBer a1s das WElsssche Magneton. PARSON nimmt 
nun weiter an, daB die verschiedenen Magnetonen eines Atoms sich gegenseitig 
mehr oder weniger neutralisieren. So ordnet er z. B.dem Helium acht Magnetonen 
zu, die in Wurfelecken innerhalb des Atoms verteilt sind;, in dieser Stellung 
neutralisieren sie sich gegenseitig vollstandig, so daB das Heliumatomdiamagne­
tisch ist. Mit steigender Ordnungszahl nimmt dann die Magnetonenzahl fast 
rege1maBig urn 1 zu. 

Leider vermag diese Theorie in qualitativer·Hinsicht weiter nichts Wesent­
liches verstandlich zu machen; quantitativ diirfte sie sich kaum priifen lassen~ 
da die Atommomente hier immer als Differenzen wesentlich groBerer Momente 
erscheinen. 

71. Das BOHRsche Magneton. Nach dem Erfolg des BOHRschen Atom­
modells bei der Erklarung des Wasserstofflinienspektrums lag es nahe, mit 
Hilfe dieses Modells auch einen neuen Ansatz zur Magnetonentheorie zu ver­
suchen, indem man ein BOHRsches rotierendes Elektron als Magneton anspricht. 

Dasmagnetische Moment eines so1chen wiirde dann sein 

(91) 

wobei a der Radius der Bahn, e die Ladung und r die Frequenz des Elektrons 
bedeutet. 

Weiter ist das ImpUlsmoment eines Elektrons 

p=avm, (92) 

wo v die Geschwindigkeit und m die Masse des Elektrons ist. Fiihrt man fiir 
v den Ausdruck 2n ra in Gleichung (92) ein, so erhrut man 

p=2nra2 m. (93) 

Andererseits gilt nach BOHR fur eine stationare Bahn die Quantenbeziehung 
nh 

p = 2n:' (94) 

wo n eine ganze Zahl und h die PLANcKsche Koostante bedeutet. Durch Gleich­
setzen der beiden letzten Gleichungen wird 

nh 
nra2 = -4-' . n:m 

Wird dieser Wert in (91) eingesetzt, so erhalt man 

Fur n = 1 wird 

IDe' = enh . 
4n:m 

IDe' = 4e h = 9;21 . 10- 21. 
n:m 

(95) 

(96) 

(97) 

Diese GroBe wird als das BOHRsche Magneton bezeichnet. Das auf das Gramni­
atom bezogene Magneton ergibtsich daraus durch MUltiplikation mit der 
LOSCHMIDTschen Zahl L. So wird schlieBlich 

IDe = ehL = 5580. 
4n:m 

(98) 
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Dieses Magneton ist also etwa fiinfmal so groB, wie das WEIsssche. Die 
Magnetonenzahl fUr Sauerstoff z. B. ergibt sieh zu 2,86, die fUr Stickoxyd zu 
'1,86, zuniichst· sieher kein befriedigendes Ergebnis. 

Nun hat aber PAULI jun.1) darauf aufmerksam gemacht, daB die Ausgangs-
gleiehung fur das Siittigungsmoment om.,= V3RCI die aus der LANGEVINSchen 
Theorie hergeleitet wurde, einer Umiinderung bediirfe, wenn die Bahnen ge­
'quantelt werden sollen, d. h. wenn der Winkel <& zwischen der Achse des Moments 
und der Richtung des Feldes nur solche Werte annehmen solI, die der Gleichung 

cos<& = ± !, fUr k = 1,2,3 ... n (99) 

gehorchen, wo n die Quantenzahl des Impulsmoments [Gleiehung (94)] oder die 
Magnetonenzahl [Gleiehung (96)] bedeutet. Dann wird aus Gleiehung (88) 

Tabelle 13. omo= V t(n /1~(;~ + 1)' (100) 

Ion 1>weiB 

C+++ 19,0 
Cr++ 24,0 
Mn++ 29 
Fe+++ 28,9 
Fe++ 26,0-29,0 

++ 24 
Ni + + gesattigt 16 
N+ + ungesattigt 13 
Cu++ 9,1 

"'Bohr 

3,04 (3) 
4,04 (4) 
5,04 (5) 
5,02 (5) 
4,5- 5,4 (5) 
4,04 (4) 
2,6 (3) 

! 1,9 (2) 
1,05 (1) 

So erhiilt man unter der Annahme, 
daB n = 1 ist, bei Stickoxyd 
1,067 Magnetonen, bei Sauerstoff 
unter der Annahme, daB n = 2 ist, 
2,08 Magnetonen. 

GERLACH 2) undEpsTEIN3) erhiel­
ten nach dieser Methode von PAULI 
die in nebenstehender Tabelle ver· 
einigten Werte. Die entsprechende 
ganzeZahlistin Klammem beigefugt. 

SchlieBlich sei erwiihnt, daB SOMMERFELD4) noch eine andere Ausgangs­
gleiehang in Verbindung mit der Theorie des Zeemaneffekts herleitete. Er erhielt 

/I k Ca Se n V Cr Mit Fe Co Ni (]"" Zit 
18 19 20 21 22 23 2'1 25 26 27 28 29 30 

8 

7~+-~-4--+-~-+--~+--+~~+-~ 

~8 
~5~~-+~--+-~-+--~~-+~r-+-~ 

~q 
~3~+-~~~+-~-+--~+--+~~+-~ 

""'" ~2~+-~~--+-~-+--~~-+~~+-~ 

K+ Ca+ Cr+++C7>++Mn/+ Co++Ni++Cu/+Cu'+ 
cct+n+++ Mrt+fFr/++ 

Abb.55. Magnetonenzahlen nach SOMMERFELD. 

(101) 

Tabelle 14. 

8,6 
14,1 2 
19.2 3 
24,4 4 
29,4 5 
34,4 6 
39,4 7 
44,4 8 
49,4 9 
54,4 10 

Die WEIssschen und BOHRschen Magnetonenzahlen, die sich hiemach entsprechen, 
sind in Tabelle 14 zusammengestellt. In Abb. 55 sind die BOHRschen Magne. 
tonenzahlen nach SOMMERFELD eingetragen. 

1) W. PAULI jr., Phys. ZS. Bd.21, S.615. 1920. 
2) W. GERLACH, Phys. ZS. Bd.24, S.275. 1923. 
3) P. EpSTEIN, Science Bd. 57. Nr. 1479. 1923. 
4) A. SOMMERFELD, Phys. ZS. Bd.24, S. 360. 1923; ZS. f. Phys. Bd. 19, S. 221. 1923; 

iAnn. d. Phys. Bd.73, S.209. 1923. 
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So scheint das BOHRsche Magneton bisher die groBere Wahrscheinlichkeit 
fiir sich zu haben, einmal, weil es auf kleinere Zahlen fiihrt, und be~onders deshalb, 
weil sich bei ihm die ersten Zusammenhange mit dem periodischen System 
erkennen lassen. 

72. Nachweis der Richtungsquantelung durch GERLACH und STERN. 
Wenn sich nach dem Vorhergehenden der Erfolg der Anwendung von Quanten­
hypothesen auch deutlich zeigt, so ist es doch von Wichtigkeit; daB von GERLACH 
und STERN1) in mehreren Untersuchungen der direkte Nachweis der Richtungs­
quantelung gefiihrt werden konnte; sie vermochten im Experiment zu zeigen, 
daB das Moment eines magnetischen Atoms nicht jeden beliebigen, sondern 
nur ganz bestimmte, diskrete Winkel mit der Feldrichtung bilden kann. 

Sie schickten einen Silberdampfstrahl durch ein System feiner Blenden 
und erhielten auf einer auffangenden Glasplatte eine sehr scharfe Linie. Durch­
lief der Strahl zwischen der letzten Blende und der Platte ein stark inhomogenes 
Magnetfeld, so wurde die Linie in zwei diskrete, neue Linien aufgespalten, wie 
es die Theorie der Richtungsquantelung verlangt. N ach der klassischen Theorie 
diirfte sich die urspriingliche Linie nur verbreitern, miiBte sogar ihr Intensitats­
maximum an der urspriinglichen Stelle der Linie behalten. An dieser Stelle aber 
konnten GERLACH und STERN iiberhaupt keine Intensitat nachweisen, so daB 
damit der direkte Nachweis der Richtungsquantelung erbracht zu sein scheint. 

Aus den Messungen ergab sich, daB das magnetische Moment eines Silber­
atoms im gasformigen Zustande die GroBe eines BOHRschen Magnetons besitzt. 
Da.s-gleiche gilt fUr Kupfer und Gold2), wahrend z. B. Blei und Zinn unmagnetisch 
erscheinen. Besondere Anomalien zeigt WISMUTH. ' 

" / 

1) O. STERN, ZS. f. Phys. Bd. 7, S. 249.1921; W. GERLACH U. O. STERN, ebenda/Bd. 8, 
S.110. 1921; ebenda Bd.9, S.349 u. 353. 1922; Ann. d. Phys. (4) Bd.74, S. 673. '1924. 

2) W. GERLACH u. A. C. CILLIERS, ZS. f. Phys. Bd.26, S.106. 1924. 



Kapitel 4; 

Ferromagnetische Stoffe. 
Von 

E. GUMLICH, Berlin. 

Mit 29 Abbildungen. 

1. Abgrenzung der ferromagnetischen Stoffe. 1m allgemeinen unterscheiden 
sich die f6\rromagnetischen Stoffe von den paramagnetischen durch eine unver­
haltnismaBig hohe Permeabilitat bei geringen Feldstarken, sowie durch das 
Vorhandensein von Remanenz und Koerzitivkraft, aber die Unterschiede sind 
oft unscharf, so daB man namentlich bei gewissen Legierungen ohne genauere 
Prtifung kaum mit Sicherheit angeben kann, ob sie zu den ferro- oder zu den 
paramagnetischen Stoffen zu rechnen sind. Aber auch der typische Reprasentant 
des Ferromagnetismus, das Eisen selbst, ist nicht unter allen Umstanden ferro"" 
magnetisch, sondern nur in der Modifikation des IX-Eisens (s. spater) bei Tem­
peraturen unterhalb des zweiten Umwandlungspunktes (769°); als (3-, y- und 
<3-Eisen oberhalb dieser Temperatur hat es den ferromagnetischen Charakter 
vollkommen verloren und rein paramagnetische Eigenschaften angenommen, 
die bei hOheren Fe-Mn-Legierungen und gewissen Fe-Ni-Legierungen mit sog. 
austenitischer Struktur, d. h. der Struktur des y-Eisens, auch nach der Ab­
kiihlung auf Zimmertemperatur erhalten bleiben (s. spater). SchlieBlich hat 
es sich auch gezeigt, daB gerade mit zunehmender Verbesserung des Eisens in 
bezug auf die Permeabilitat die Koerzitivkraft immer mehr abnimmt; so ist 
es gelungen, vakuumgeschmolzenes Elektrolyteisen namentlich mit kleinen Zu­
satzen anderer Art und auch die unter dem Namen Permalloy bekannt gewordene 
Ni-Fe-Legierung mit etwa 78,5 % Ni durch geeignete thermische Behandlung 
soweit zu verbessern, daB die Koerzitivkraft noch unter 0,1 GauB liegt und nur 
mit besonders feinen Hilfsmitteln genau gemessen werden kann. Aber auch 
hiermit diirfte die Grenze noch keineswegs erreicht s~in, es ist vielmehr an­
zunehmen, daB es gelingen wird, die Koerzitivkraft unter Umstanden nahezu 
vollstandig zum Verschwinden zu bringen. Dann wiirde aber auch die zugehorige 
Remanenz, wenigstens bei Proben mit freien Enden, nicht mehr nachweisbar 
sein, und wir hatten praktisch ein Ferromagnetikum mit sehr hoher Maximal­
permeabilitat, aber scheinbar ohne Remanenz, Koerzitivkraft und daher auch 
ohne Hystereseverlust. Eine einwandfreie scharfe Umgrenzung der ferromagne­
tischen Stoffe ist somit praktisch nicht durchfiihrbar. Aber abgesehen von den 
erwahnten Grenzfallen wird man doch als Reprasentant der ferromagnetischen 
Stoffe wie bisher Eisen, Nickel, Kobalt und ihre Legierungen einerseits, sowie 
die sog. HEUSLERschen Legierungen andererseits ansehen diirfen. 
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I. Eisen. 
a) Allgemeines. 

2. Eisen. Die in der Technik iiblichen Bezeichnungen zur Unterscheidung 
der verschiedenen Eisensorten sind teils der Fabrikationsmethode entnommen 
(Schmiede- und Walzeisen), teils will der Fabrikant schon durch die Bezeichnung 
besondere Eigenschaften hervorheben, wie er z. B. durch den Namen "Stahl­
guB" oder "Dynamostahl" fiir FluBeisen auf eine besondere Verwendung des 
Materials hinzuweisen sucht, was insofern wenig geeignet erscheint, als es den 
Nichtfachmann zu Verwechslungen mit dem gewohnlichen Stahl bzw. GuBstahl 
verleitet, der vermoge seines hohen C-Gehalts durchaus andere Eigenschaften 
besitzt. Gerade der C-Gehalt spielt neben verschiedenen anderen Verunreini­
gungen wie Mn, Si, P, S usw. nicht nur in mechanischer, sondern auch in magne­
tischer Beziehung eine ausschlaggebende Rolle, und zwar bringt er nach beiden 
Richtungen ganz entsprechende Wirkungen hervor, so daB ein infolge hohen 
C-Gehalts mechanisch hartes Material auch "magnetisch hart" zu sein pflegt, 
womit ausgedriickt werden solI, daB das Material sich nur schwer magnetisieren 
und entmagnetisieren HiBt, also, wie der Magnetstahl, nur kleine Maximal­
permeabilitat, aber hohe Koerzitivkraft besitzt, wahrend bei mechanisch und 
magnetisch weichem Material das Umgekehrte der Fall ist. Da nun ein gewisser 
C-Gehalt einesteils als Verunreinigung stets vorhanden ist, andernteils aber auch 
absichtlich aus Griinden der Festigkeit in groBerem oder geringerem MaBe zu­
gesetzt wird, so ergibt sich hieraus, daB eine scharfe Trennung zwischen den 
verschiedenen Eisensorten weder in mechanischer noch auch in magnetischer 
Beziehung moglich ist. Immerhin konnen wir vier verschiedene Arten als magne­
tisch besonders wichtig auseinanderhalten: 

reinstes Eisen (Elektrolyteisen); 
technisch weiches Eisen einschlieBlich der Dynamo- und Transformatoren­

bleche mit bis etwa 0,1 % C und wenig sonstigen Verunreinigungen; 
gewohnliches GuBeisen mit einem C-Gehalt von mehreren Prozent und 

betrachtlichen sonstigen Verunreinigungen; 
Stahl mit etwa 0,5 bis 1,5 % C, geringen Verunreinigungen, aber teil­

weise erheblichen Zusatzen von Vv, Cr, Co usw. 
3. Wirkung fester Verunreinigungen, speziell des C. Sieht man von den 

anderen ferromagnetischen Stoffen ab, so kann man sagen, daB mit wenig Aus­
nahmen, von denen noch zu sprechen sein wird, Verunreinigungen aller Art 
die Magnetisierbarkeit des Eisens herabsetzen (naheres dariiber s. spater bei 
Besprechung der Legierungen). Soweit diese Verunreinigungen mit dem Eisen 
nicht feste Losungen oder Verbindungen bilden, kann man sie als unmagnetisier­
bare Fremdk6rper auffassen, die magnetisierbares Eisen verdrangen und dahcr 
die Magnetisierbarkeit des letzteren dem von ihnen eingenommenen Raum 
eritsprechend herabsetzen, wie man am besten aus dem jeweiligen Betrag des 
Sattigungswertes 4 n J = erkennt, der im allgemeinen direkt proportional dem 
Gehalt an derartigen Verunreinigungen sinkt. Bilden dagegen die Verunreini­
gungen Verbindungen bzw. feste Losungen mit dem Eisen, so kann die Wirkung 
noch sehr viel starker sein; ein besonders typisches Beispiel hierfiir ist der C, 
der in unschadlichster Form als Graphit oder Temperkohle in Gestalt von kleinen 
Einschliissen auftritt, aber auch schon als Eisenkarbid FeaC, metallographisch 
Zementit genannt, erheblich schadlicher wirkt, wahrend er als feste Losung 
des Eisenkarbids im Eisen (Martensit) eine auBerordentliche magnetische Harte 
hervorruft und infolgedessen zur Herstellung permanenter Magnete benutzt wird. 
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Der jeweilige Zustand des C im Eisen und somit auch seine Wirkung in magne­
tischer Beziehung hangen in hohem MaBe von der thermischen Behandlung 
und den dadurch bedingten verschiedenen Modifikationen des Eisens ab, und 
es ist deshalb erforderlich, an dieser Stelle kurz das sog. Zustandsdiagramm der 
Fe-C-Legierungen zu iiberblicken. 

4. Zustandsdiagramm de Fe-C-Legierungen. In Abb. 1 begrenzt die 
Linie GOSE nach oben den Bereich des bei hohen Temperaturen stabilen y-Eisens, 
das metallographisch den Namen Austenit fiihrt und rein paramagnetische 

t /llIsteni f 

ffOOD·~r---~~r-~ 
/I , , 

I 
I , , 

700ol===~~==~ 
Perlit : Perlif 

+ I + 
a; -.Ferrif : Cunenti 

I 

Abb. 1. Zustandsdiagramm 
der Fe-C-Legierungen. 

Eigenschaften zeigt; diese andern sich sprungweise 
etwa bei der Temperatur 1400°, bei der das y-Eisen 
in die Modifikation des c5-Eisens iibergeht, das aber 
ebenfalls keinerlei ferromagnetische Eigenschaften 
besitzt und deshalb hier auBer Betracht bleiben 

Abb.2. Austenit (hell) + Ubergangsstruktm (dunkel), 
letztere haufig als Martensit bezeichnet. 

kann. Unterhalb des durch die Linie GOSE angegebenen Temperatur­
bereiches ist der Austenit im allgemeinen nicht existenzIahig, er kann aber 
unter besonderen Bedingungen, namentlich bei rascher Abkiihlung, in 
hohen Mn-Legierungen und in besonderen Ni-Legierungen auch bei gewohn­
licher Temperatur erhalten bleiben [vgl. Abb. 21)]. Unterhalb der Linie GO, 
also im Gebiet GOM, wandelt sich das y-Eisen unter Warmeerscheinungen in 
das unmagnetisierbare p-Eisen urn, das nur wenig oder gar keinen C in Losung 
halten kann mid bei etwa 769° (MO) in das magnetisierbare iX-Eisen, den sog. 
Ferrit, iibergeht. Ob das genannte p-Eisen wirklich als besondere Phase auf­
zufassen ist oder nicht, laBt sich zur Zeit noch nicht mit volliger Sicherheit 
entscheiden; dagegen sprechen . die neueren von WESTGREN, WEVER usw. 
durchgefiihrten Untersuchungen der Struktur mit Hilfe' von Rontgenstrahlen, 
weIche ergaben, daB das unmagnetisierbare p-Eisen genau ebenso wie das magne­
tisierbare iX-Eisen und das unmagnetisierbare c5-Eisen, aus korperzentrierten 
Wiirfeln besteht, deren samtliche Ecken von je einem Eisenatom besetzt sind, 

1) Die Abb.2 bis 6 sind dem Lehrbuch von. P. GOERENS: "Einfuhrung in die Metallo­
graphie", entnommen. 
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wahrend auBerdem noch ein Atom in der Mitte des Wiirfels sitzt, wo hingegen 
das hiervon als zweifellos andere Modifikation zu unterscheidende y-Eisen ein 
Wichenzentriertes kubisches Raumgitter besitzt, bei welchem nicht nur die 
Ecken, sondern auch die Mitten samtlicher Wiirfelflachen von je einem Atom 
besetzt sind. Damit gewinnt die Annahme von P. WEISS an Wahrscheinlichkeit, 
daB man es oberhalb und unterhalb der den sog. "Umwandlungspunkt" cha­
rakterisierenden Geraden MO mit der gleichen Modifikation des Eisens, narnlich 
<x-Eisen, zu tun habe, und daB der Verlust der Magnetisierbarkeit beim Dber­
schreiten dieser Temperaturgrenze als eine reine thermische Wirkung aufzu­
fassen sei insofern, als hier die ordnungszerstorende Wirkung der thermischen 
Agitation der Molekiile die Oberhand gewinnt iiber die ordnende Wirkung des 
magnetischen Feldes. Dieser Auffassung widerspricht jedoch andererseits der 
neuerdings auf Grund besonders sorgfa1tiger Messungen von RUER und BODE 1) 
gelungene . Nachweis eines thermi­
schen Haltepunktes von absolut 
reinem Eisen bei · 769°, der kaum 
anders als durch Annahme einer 
wir klichen fJ-Modifikation des Eisens 
zu erklaren sein diirfte. 

Wir wollen nun den Vorgang bei 
der Abkiihlung verschieden hoher 
C-Legierungen an der Hand unseres 
Diagramms verfolgen: Bei der Ab­
kiihlung vollkommen reinen C-freien 
Eisens setzt sich bei 900°, dem 
sog. 3. Umwandlungspunkt, A 3 , das 
y-Eisen unter sch\Yacher Warmeent­
wicklung in unmagnetisches fJ-Eisen 
urn, das bei 769°, dem auch Curie­
Punkt genannten 2. Umwandlungs­
punkt A 2 , in das magnetisierbare 
<x-Eisen iibergeht, urn dann bis zu 

Abb. 3. Perlit. Eutektoid mit 0.9% C. Mechani-
beliebig tiefen Temperaturen un- sches Gemenge aus Zementit- und Ferritlamellen. 
verandert zu bleiben. - Eine Legie-
rung von 0,9% C, die sog. eutektoide Legierung, zerfallt bei sehr langsamer 
Abkiihlung im Verlaufe der Linie RS bei etwa 710°, dem 1. Umwandlungs­
punkt AI' in <x-Eisen und Eisenkarbid Fe3C, und zwar in lamellarer An­
ordnung, bei welcher Blatter von Eisenkarbid (Zementit) durch Blatter von 
<x-Eisen (Ferrit) getrennt werden; als Gefiigebestandteil tragt diese Anordnung, 
die bei Aufsicht einen perlmutterahnlichen Glanz zeigt und ziemlich stark 
magnetisierbar ist, den Namen Perli t (vgl. Abb.3). - Eine untereutektoide 
feste Lasung von etwa 0,2% C folgt zunachst bei der Abki.ihlung der Ge­
raden A E, scheidet zwischen E und 0, also im Temperaturbereich 840 bis 769°, 
unmagnetisierbares fJ-Eisen ab, das bei 769° in <x-Eisen iibergeht, zwischen 0 
und S, also zwischen 769 und 710°, <x-Eisen, wobei sich natiirlich die iibiig­
bleibende feste Lasung immer mehr mit C anreichert, bis sie beim Punkt S, 
also der Temperatur 710°, wieder die Konzentration von 0,9% C erreicht 
hat und nun direkt wieder in Perlit zerfallt. Wir erhal ten also unterhalb 
dieser Temperaturen ein Gemenge von Ferrit und inselartig eingestreutem 
Perlit, dessen <x-Bestandteile von 769° ab magnetisierbar sind, wahrend die 

1) R. RUER u. K. BODE. Stahl u. Eisen Bd.45. S.184. 1925. 

Hand buch der Physik. XV. 15 
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Magnetisierbarkeit des perlitischen Restes erst bei 710° beginnt (vgl. Abb. 4). 
- Raben wir es schlieBlich mit der Abkiihlung einer iibereutektoiden L6sung 

von etwa 1,2% C Hings der Linie DF 
zu tun, so beginnt diese beim Punkt F 
(870°) Eisenkarbid in Form von Zementit­
k6rnern auszuscheiden, und diese Aus­
scheidung setzt sich bei weiterer Abkiih­
lung langs der Linie F S fort, bis beim 
Punkt F, der Temperatur 710°, die an C 
immer armer werdende L6sung wieder die 
Konzentration 0,9% erreicht hat und nun 
wieder pl6tzlich in Perlit iibergeht; wir 
erhalten also hier als Endprodukt eine 
perlitische Grundsubstanz, in welche k6rni­
ger Zementit eingestreut ist (Abb. 5). 

Bei rascher Abkiihlung kommt die 
oben besthriebene Abscheidung von Fe3C 
nicht zustande, der C bleibt in L6sung, 
aber das y-Eisen verwandelt sich in das 
magnetisierbare .x-Eisen, und man erhalt als 
Endprodukt zumeist den sog. Mart e nsit 
(vgl. Abb. 6), der schwer zu magnetisieren, 
aber auch schwer zu entmagnetisieren ist 

Abb. 4. Ferrit (hell) + Perlit (lamellares und daher zur Rerstellung der permanenten 
Aggregat). Magnete benutzt wird. J e nach der Schnellig-

keit der Abkiihlung kann er noch mit Teilen 
des unmagnetisierbaren Austenits oder des magnetisch weicheren Perlits durch­
setzt sein, was beides die Eigenschaften des Magnets erheblich beeintrachtigt 

Abb.5. Zementit (hell) + Perlit (lamellar). Abb.6. Martensit. Eisenkohlenstofflegierung 
mit 0,5% C bei 950 0 in vVasser abgeschreckt. 

und daher nach M6glichkeit zu vermeiden ist. Ubrigens ist der Martensit als 
Durchgangsprodukt vom Austenit zum Perlit ein ziemlich instabiles Gebilde, 
welches namentlich bei schwacher Erwarmung das Bestreben hat, weiter zu 
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zedallen (Troostit, Sorbit), worauf bei der Behandlung der Magnete Rucksicht 
genommen werden mu13 (vgl. spater). 

Die umgekehrten Vorgange wie bei der oben geschilderten Abkuhlung 
treten bei der Erwarmung von C-Legierungen ein. Hier lOst sich beispielsweise 
das in der Legierung mit 0,2% C enthaltene Eisenkarbid bei 710 0 in dem Eisen 
des Perlits, und das sonst noch vorhandene iX-Eisen geht mit wachsender Tem­
peratur uber die ,B-Modifikation allmahlich in y-Eisen uber, bis bei der Tem­
peratur 830 0 (Punkt B der Abb. 1) die Umwandlung vollendet ist. - Der erste 
und dritte U mwandlungspunkt zeigt eine N eigung zur sog. "Temperaturhysterese", 
d. h. beide Punkte fallen mit steigender und sinkender Temperatur nur bei sehr 
langsamer Temperaturanderung zusammen, bei rascher liegt der Umwandlungs­
punkt mit sinkender Temperatur erheblich tiefer als mit steigender; beim zweiten, 
dem magnetischen Umwandlungspunkt, macht sich eine solche nicht bemerkbar, 
dagegen tritt hier eine unter Umstanden au13erordentlich starke Hysterese in 
Abhangigkeit von der chemischen Zusammensetzung ein, auf die spater noch 
zuruckzukommen sein wird. Man pflegt daher die Bezeichnung der Umwandlungs­
punkte auch nach steigender und sinkender Temperatur durch Indizes c bzw. r 
(Kaleszenz bzw. Rekaleszenz) auseinanderzuhalten, also Ac1 ; Ac2 ; AC3 und Ar1 ; 

Ar2 ; Ar3 zu schreiben. 
5. Bestimmung der Umwandlungspunkte. Uber die Anordnung zur experi­

mente lIen Bestimmung der Umwandlungspunkte selbst kann hier nur ein ganz 
kurzer Uberblick gegeben werden; Einzelheiten finden sich in den zahlreichen 
Lehrbuchern der Metallographie z. B. von GOERENS, HANNEMANN, GURTLER, 
OBERHOFFER usw. 

Beim ersten Umwandlungspunkt des Eisens, welcher einer Losung des 
Eisenkarbids im Eisen bei steigender Temperatur bzw. einer Abscheidung des­
selben aus dem Eisen bei sinkender Temperatur entspricht, findet im ersteren 
Falle eine Warmebindung, im zweiten eine Warmeentwicklung statt, und das­
selbe gilt fur den dritten Umwandlungspunkt, namlich den Ubergang von ,B­
in y-Eisen und umgekehrt. Beim ersten Umwandlungspunkt kann bei reich­
lichem C-Gehalt, also namentlich bei Stahl, die Warmeentwicklung bei der Ab­
kuhlung so stark werden, da13 sie sich schon durch ein helleres Wiederaufleuchten 
des ganzen Korpers dem Auge bemerkbar macht (die schon seit langerer Zeit 
bekannte Rekaleszenzerscheinung), im allgemeinen aber, und namentlich beim 
dritten Umwandlungspunkt, sind die Warmetonungen nur gering und erfordern 
zu ihrer Beobachtung besondere Vorrichtungen. Die einfachste Methode ist 
die Aufnahme einer Abkuhlungskurve (Zeit-Temperaturkurve): Man bestimmt 
die Temperatur eines sich abkuhlenden Korpers mittels eines Thermoelements 
in gleichen Zeitintervallen, also beispielsweise alle 5 sec, und tragt auf Koordi­
natenpapier die Zeiten als Abszissen und die Temperaturen als Ordinaten auf. 
Der im allgemeinen stetig verlaufende Kurvenzug wird dann an der Stelle, wo 
eine Warmeentwicklung erfolgt, eine deutliche Unstetigkeit aufweisen, die in 
einem verlangsamten Abfall, einer Temperaturkonstanz oder sogar in einem 
Wiederanstieg der Kurve bestehen kann. \;Yill man schade Punkte haben, so 
dad aus leicht ersichtlichen Grunden der Korper, in dessen Innern sich das Thermo­
element befindet, nur sehr klein sein, was aber andererseits wiederum wegen der 
geringen Gro13e der Warmemengen die Verwendung empfindlicher Me13instru­
mente (Spiegelgalvanometer) voraussetzt. Genauere Ergebnisse liefert im all­
gemeinen die von ROBERTS-AuSTEN angegebene Differentialmethode, bei welcher 
man nicht den Probekorper allein, sondern mit ihm zusammen unter ganz 
gleichen Temperaturverhaltnissen einen Vergleichskorper sich abkuhlen la13t, 
der moglichst ahnliche thermische Eigenschaften besitzt wie der Probekorper, 

15* 
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aber keine Umwandlungspunkte. Die Eisenprobe oder der Vergleichskorper 
tragt in einer Bohrung ein Thermoelement, welches die jeweilige Temperatur 
zu messen gestattet, auBerdem sind beide Korper noch mit einem Differential­
element aus Pt-PtRh verbunden, das zwei entgegengesetzt geschalteten Thermo­
elementen entspricht; zu diesem Zweck befinden sich in zwei Bohrungen der 
beiden Korper die beiden Enden eines kurzen Drahtes aus PtRh, an welche 
je ein langer Draht aus Pt angeschweiBt ist; diese werden an ein empfindliches 
Galvanometer gefiihrt, das in Ruhe bleibt, wenn die Lotstellen in den beiden 
Korpern sich auf gleicher Temperatur befinden, aber ausschlagt, wenn im Probe­
korper ein mit einer Warmetonung verbundener Umwandlungspunkt auftritt. 
Natiirlich sind hierbei zwei Beobachter zur Messung der Temperatur und des 
Temperaturunterschiedes beider Korper. erforderlich, was durch die selbst­
registrierende SALADINSche Anordnung vermieden wird, bei der mittels eines 
totalreflektierenden Prismas ein vom Spiegel des Differentialgalvanometers auf 
den Spiegel des Temperaturgalvanometers reflektierter Lichtstrahl eine vertikale 
Ablenkung erfahrt, wahrend ein vom Temperaturgalvanometer direkt reflek­
tierter Strahl horizontal abgelenkt wird. Man erhalt somit auf einer photo­
graphischen Platte ein Diagramm, dessen Abszissen der Temperatur, dessen 
Ordinaten aber den Temperaturdifferenzen zwischen beiden Korpern entsprechen, 
und jede plotzlich eintretende Warmetonung im Probekorper wird sich dq,her 
als Unstetigkeit in dem Kurvenzug bemerkbar machen. 

Zur Bestimmung des zweiten, magnetischen, Umwandlungspunktes er­
hitzt man den stabchenformigen, mit einem Thermoelement verbundenen Probe­
korper in einem elektrisch geheizten Of en, der auBer der Heizwicklung noch 
eine Magnetisierungswicklung tragt. Die Heizspirale ist am besten bifilar ge­
wickelt, damit sie nicht auch magnetisierend auf den Korper und ablenkend 
auf das neben den Of en aufgestellte Magnetometer wirkt; die magnetische Wir­
kung der Magnetisierungsspule auf das Galvanometer muB durch eine vom 
Magnetisierungsstrom durchflossene Kompensationsspule aufgehoben werden. 
Das Auftreten bzw. Verschwinden der Magnetisierbarkeit der Probe ist dann 
mit Spiegel und Skale recht scharf zu beobachten. 

6. Wirkung gasformigerVerunreinigungen. Neben derWirkung der festen 
Verunreinigungen und namentlich des C, der spaterhin noch ofters auch zahlen­
maBig in Rechnung zu ziehen sein wird, verdient noch besondere Beriicksichtigung 
der bis jetzt wenig beachtete EinfluB von gasformigen Verunreinigungen, 
speziell durch H, N und O. Der H wirkt, wenn er in groBeren Mengen im Eisen 
vorhanden ist, wie beim Elektrolyteisen, auBerordentlich stark hartend, und 
zwar in mechanischer wie in magnetischer Beziehung. Derartiges Material ist 
sprode, glashart und erreicht eine Koerzitivkraft bis zu 20 GauB, hat also stahl­
ahnliche Eigenschaften. Die Hysteresekurven zeigen eine nahezu rechteckige 
Gestalt, die MAURAINl) auf die Wirkung des von ihm bei der Erzeugung des 
Eisenniederschlags angewandten magnetischen Feldes zuriickfiihren zu miissen 
glaubte, wahrend KAUFMANN und MEIER2) durch eingehende Kontrollversuche 
feststellen konnten, daB nur die von MAURAIN ebenfalls beobachtete auBerordent­
lich starke magnetische Sattigung des Niederschlags durch die Wirkung der 
relativ schwachen Felder zu erklaren sei, die rechteckige Gestalt der Kurve 
aber lediglich von dem bei der Elektrolyse vom Eisen aufgenommenen H her­
riihre. Bei langerem Lagern verloren die Hystereseschleifen durch H-Abgabe 
allmahlich ihre typische rechteckige Form und naherten sich immer mehr der 

1) CH. MAURAIN, C. R. Rd. 131, S. 410,880.1900; Journ. de phys. (3) Ed. 10, S. 123. 1901. 
2) W. KAUFMANN u. W. MEIER: Phys. ZS. Ed. 12, S. 513. 1911. 
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gewohnlichen Gestalt der Hystereseschleifen, konnten aber durch kathodische 
.Polarisation des Materials nachtraglich teilweise wiederhergestellt werden. 

Schon hieraus geht hervor, daB der bei der Elektrolyse aufgenomJIlene H, 
so stark er auch die mechanischen und magnetischen Eigenschaften· des Eisens 
veriindert, doch nicht sehr fest mit demselben verbunden ist. Tatsachlich laBt 
sich derartiges MateIjal namentlich durch Gliihen im Vakuum verhiiltnismii13ig 
leicht von ihm befreien, wodurch es weich und biegsam wird und auch das magne­
tisch weichste Material ergibt, das wir bis jetzt kennen. - .Ahnlich, wenn aucl): 
nicht so stark, ist - wie STRAUSS 1) nachgewiesen. hat - der EinfluB .des N; 
er bewirkt, wenn er in statu nascendi aufgenommen wird, nicht nur eine Ver­
groBerung der Koerzitivkraft, sondern auch starke Verzerrungen der Hysterese­
schleife, doch kommen im allgemeinen beide Verunreinigungen weit weniger 
in Betracht also der 0, der in jedem gewohnlichen Eisen in groBerem oder ge­
ringerem MaBe gelost vorhanden ist. Der Nachweis der verschlechternden 
Wirkung des 0 auf die Magnetisierbarkeit des Eisens gelang zuerst GOERENS2), 
indem er ein auBerordentlich reines Eisen kiinstlich mit 0 anreicherte und damit 
die Koerzitivkraft" die urspriinglich nur wenige Ze!mtel GauB betragen haben 
wiirde, auf etwa das Zehnfache steigerte, ohne daB es moglich gewesen ware, 
etwa durch thermische Behandlung den urspriinglichen Zustand wieder her­
zustellen. Nur vorubergehend gelingt dies nach DEJEAN3) bei einer Erhitzung 
auf 250°, wo der EinfluB des 0 zu verschwinden scheint, um aber beim Er­
kalten wieder aufzutreten. Trotzdem ist die teilweise oder vollstandige Beseiti­
gung des 0 durch Ausgluhen moglich, aber nur unter der Bedingung, daB das 
Eisen nebenbei auch noch Verunreinigungen durchC ~nthiilt. Dannnamlich 
entweichen beide so schadlichen Bestandteile gemeinschaftlich in Gestalt von 
CO oder CO2 [BOUDOUARD4) und BELLOC5)] und es ergibt sich eine auBerordent-

~ liche Verbesserungdes Materials. Beispielsweise sank bei diesbezuglichen in 
der Reichsanstalt- angestellten Gliihversuchen der C-Gehalt eines urspriinglich 
sehr schlechten Materials von 0,55% auf 0,20%, wahrend gleichzeitig die Ko­
erzitivkraft von 7,2 GauB auf 2,25 GauB abnahm. 

7. Ausgliihen magnetischen Materials. Der oben erwiihnte vorteilhafte 
EinfluB des Ausgliihens auf die Magnetisierbarkeit des Eisens durch Beseitigung 
der Verunreinigungen durch Gase und C ist erst neuerdings erkannt und be­
rucksichtigt worden. Das Verfahren wirkt natiirlich um so rascher und voll­
standiger, je giinstiger die Bedingungen fur das Entweichen der Gase liegen, 
d. h. je dunner die Proben sind und je geringer der beim Ausgliihen vorhandene 
auBere Druck ist. Es ist deshalb vorteilhaft, das Ausgliihen im Vakuum VOf­

zunehmen, was gleichzeitig die Proben vor Oxydation schutzt. Elektrisch 
geheizte, evakuierbare Rohrenofen aus glasiertem Porzellan, evtl. mit einer 
Eisenrohreinlage, haben sich in der Reichsanstalt bei langjiihrigem Gebrauch 
gut bewiihrt. Die Abdichtung der 6~ erfolgt durch wassergekiihlte, mit Gummi 
gedichtete Messingkappen, in welche einerseits das Pyrometer, andererseits die 
zur Luftpumpe und zum Manometer fiihrenden Rohren eingekittet sind. Das 
von einer guten Wasserstrahlpumpe gelieferte Vakuum (etwa 20 mm Druck) 
reicht aus. Bei groBeren Objekten, wo die Anwendung des Vakuums oder einer 
N-Atmosphiire auf Schwierigkeiten stoBt, muB natiirlich durch Einbetten des 
zu gliihenden Korpers in Eisen- oder Kupferspane die Oxydation moglichst 

1) B. STRAUSS, Stahl u. Eisen Bd. 34. S. 1814. 1914. 
2) P. GOERENS, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd.4, H. 3. 1918. 
3) P. DEJEAN, Ann. d. Phys. Bd.18, S. 171. 1922. 
4) O. BOUDOUARD, C. R. Bd. 145, S.1283. 1907. 
5) G. BELLOC. C. R.Bd. 145, S.1280. 1907. 
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vermieden werden. Die Gluhdauer hangt, wie schon oben bemerkt, wesentlich 
von der Dicke des Objektes ab; bei dunnen Staben und Blechen genugen wenige 
Stunden, bei dickeren Proben ist es vorteilhafter, den GliihprozeB mehrere 
Male zu wiederholen, als ihn allzulange fortzusetzen, damit sich zwischen den 
einzelnen Gluhprozessen ein Ausgleich zwischen den auBeren entgasten und den 
inneren noch starker gashaltigen Schichten herstellen kann. Als Gliihtemperatur 
wurden 800 bis 850 0 als vorteilhaft gefunden; hahere Gluhtemperaturen k6nnen 
wohl rascher zum Ziele ,fUhren, aber auch das Materialgefiige ungunstig beein­
flussen. 

Eine weitere, schon seit langem bekannte Wirkung des Ausgluhens ist die 
Beseitigung der durch mechanische Bearbeitung wie Walzen, Stanzen usw. 
hervorgerufenen mechanischen und magnetischen Hartung, we1che die magne­
tischen Eigenschafte~, Permeabilitat und Hystereseverlust, auBerordentlich un­
giinstig beeinfluBt. Aus diesem Grunde, werden z. B. Dynamo- und Transfor­
matorenbleche nach Beendigung des Walzprozesses einem mehrstundigen Dauer­
gluhen ,unterworfen, das sie nicht nur mechanisch geschmeidiger, sondern auch 
magnetisch weicher macht. Beide Zwecke, Entgasung bzw. Entkohlung und 
Beseitigung mechanischer Hartung lassen sich also gleichzeitig durch ein und 
dasselbe Gluhverfahren erreichen. 

b). Reinstes Eisen; Elektrolyteisen. 
8. Herstellung. Wie schon oben erwahnt, werden die magnetischen Eigen­

schaften des Eisens durch Verunreinigungen aller Art in fester wie in gasf6rmiger 
Form stark beeinfluBt; wir werden daher auch zum reinsten, uns bis jetzt be­
kannten Material, dem Elektrolyteisen, greifen mussen, wenn wir die wirklichen 
magnetischen Eigenschaften des Eisens kennenlernen wollen. Wenn auch fruher 
in vereinzelten Fallen, hauptsachlich zu wissenschaftlichen Zwecken, Elektrolyt­
eisen in Deutschland hergestellt wurde, so gelang es doch erst im Jahre 1906 
bis 1908 dem damaligen Dozenten an der Technischen Hochschule Charlotten­
burg, Prof. FRANZ FISCHER, eine aussichtsvolle Methode fUr die Herstellung 
dieses Stoffes in gr6Beren Mengen und groBter Reinheit zu finden. Die' fabri­
kationsmaBige Ausarbeitung des FISCHERschen Verfahrens ubernahmen dann 
die Langbein-Pfanhauser-Werke in Leipzig, wahrend in neuerer Zeit - wohl 
auf ahnlicher Grundlage - die Fabrik Griesheim-Elektron in Bitterfeld Elektrolyt­
eisen im groBen herstellt, das namenflich nach doppelter Raffinierung, die darin 
besteht, daB als Elektrodenmaterial nicht gew6hnliches Eisen, sondern bereits 
eimnal raffiniertes Elektrolyteisen benutzt wird, dem im kleinen von FISCHER 
selbst hergestellten Material kaum mehr nachsteht. Parallel mit diesen Versuchen 
in Deutschiand liefen die von YENSEN in Amerika, der ebenfalls zu durchaus 
befriedigenden Ergebnissen gelangte, so daJ3 er das so gewonnene Material mit 
groBem Vorteil als Ausgangspunkt seiner Studien uber die magnetischen Eigen­
schaften gewisser Legienmgen verwenden konnte, zumal es ihm gelang, ein 
in der Reichsanstalt in seiner Tragweite langst erkanntes, aber leider nicht 
realisiertes ,Problem, namlich das Schmelzen und damit moglichst vollkommene 
Entgasen des Eisens im Vakuum, in die Tat umzusetzenl); dieses Verfahren 
des Schmelzens im Vakuum ist inzwischen ubrigens auch in Deutschland, nament­
lich von der Aktiengesellschaft Vakuum-Schmelze Hanau, mit best em Erfolg 
durchgefiihrt worden. Mit den anfanglich von FISCHER, spater von Griesheim­
Elektron, zur Verfugung gestellten Proben wurden nun eingehende magnetische 
Untersuchungen in der Reichsanstalt nach der ballistischen Jochmethode durch-

1) TR. YENSEN, Bull. Univ. Illinois 1914, Nr. 72. 
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TabeUe 1.' 

V 123 

Vor dem Ausgliihen. . . . . . . . . . . . . . 
Nachdem ersten Gliihen (24 Std. bei 800°) im Vakuum und 

langsamem Abkiihlen . . . . . . . . . . . . . . 
Nach dem fiinften Erhitzen (920°) und raschem Abkiihlen 
Nach dem 13. Erhitzen (830°) und raschem Abkiihlen .. 

2,83 

0,375 
0,225 
0,155 

11450 

10850 
5000 

850 

231 

!'max 

1850 

14400 
11600 
4800 

gefiihrt; sie ergaben beispielsweise die in Tabelle 1 zusammengestellten Werte 
fiir die Koerzitivkraft SJ., die Remanenz mr und die Maximalpermeabilitat Pmax. 
Hieraus geht hervor, daB das infolge seines H-Gehalts urspriinglich magnetisch 
noch ziemlich harte Material schon durch das erste Gliihen ganz auBerordentlich 
verbessert wurde, denn die Koerzitivkraft sank auf etwa den 8. Teil und die 
Maximalpermeabilitat stieg in demselben VerhaItnis. Auch bei den weiteren 
Gliihversuchen bis zum 13. zeigt die Koerzitivkraft eine dauernde Abnahme 
bis zu dem damals noch nie erreichten geringen Wert von 0,155 Gauss. DaB 
trotzdem die Maximalpermeabilitat nicht ebenfalls weiter stieg, sondern nach 
dem ersten Ausgliihen wieder zu sinken begann, liegt daran, daB auch die Rema­
nenz mit Wiederholung der Gliihprozesse immer mehr abnahm, denn es gilt 
eine yom Verfasser gefundene Erfahrungsregel, /-tmax"'" mr/2 SJc, die im all­
gemeinen auf etwa ± 5 % richtige Wede liefert und nur bei auBergewohnlichem 
Verlauf der Hystereseschleife numerisch nicht mehr zuverlassig ist, wie hier 
nach dem 13. Erhitzen. 

" 9. Willkiirliche Beeinflussung der Hystereseschleifen. Eine weitere Eigen­
tiimlichkeit zeigte ausgeschmiedetes Material derselben Beschaffenheit in der 
bis dahin noch nicht gefundenen willkiirlichen BeeinfluBbarkeit der Gestalt 
der Magnetisierungskurve mittels der thermischen Behandlung: Wie aus Abb. 7 
ersichtlich ist, eq~ab langsame Abkiihlung von hoher Temperatur eine sehr steil 
ansteigende Hystereseschleife (II), rasches Abkiihlen eine sehr schrag verlaufende 
Schleife (III), mittlere Abkiihlungsgeschwindigkeit auch eine mittlere Lage, 
wobei die Erscheinung sich anfangs als durchaus reproduzierbar erwies; bei 
haufigerer Wiederholung der Versuche horte jedoch diese Reproduzierbarkeit 
allmahlich auf, die Schleife wurde immer schrager und die Remanenz sank 
immer mehr bis zu dem in Tabelle 1 angegebenen auBerordentlich niedrigen 
Betrag von 850 CGS-Einheiten. Beide Erscheinungen sind iibrigens offenbar 
an besondere Bedingungen, namentlich anscheinend auBerordentlich groBe 
Reinheit gebunden, denn sie haben sich bei anderem Material, auch bei Elektrolyt­
eisen anderer Herkunft, in gleicher Vollkommenheit nicht reproduzieren lassen, 
was insofern besonders bedauerlich ist, als derartiges Material, das mit einer 
so auBerordentlich geringen wahren Remanenz auch noch eine fast verschwindende 
Koerzitivkraft verbindet, sich besonders gut zur Verwendung fiir Eisenkerne 
in elektrischen MeBinstrumenten eignen wiirde, die bisher wegen der storenden 
Remanenzerscheinungen eisenlos gebaut werden muBten. Spatere Versuche in 
der Reichsanstalt1) ergaben auBerdem noch fiir vollstandig reines Eisen folgende 
Werte: Sattigungswert 4nJoo = 21600, Anfangspermeabilitat /-to' d. h. die 
Permeabilitat fUr auBerordentlich niedrige Werte der Feldstarke von der GroBen­
ordnung 0,001 Gauss, die in hohem MaBe von der mechanischen und thermischen 
Vorbehandlung des Materials abhangt, zwischen 400 und 800; Dichte S = 7,876; 
Widerstand pro m/mm2 bei 20° = 0,0994 Ohm; Temperaturkoeffizient des 
Widerstands zwischen 20° und 100° = 0,00573 , 

1) E. GUMLlqI, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd.4, H. 3. 1918. 
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10. Spezifischer Widerstand ; Wirbelstrome. Die vorztiglichen Eigenschaften 
des Elektrolyteisens und namentlich sein geringer Hystereseverlust lieBen ur-
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sprunglich erwarten, daB es sich auch im Wechselstrombetrieb, namentlich als 
TransfomiafOFenblech usw., besonders gut bewahren wfude. Dies hat sich 
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jedoch als Irrtum erwiesen, da der geringe spezifische Widerstand des Materials 
die Entstehung vOn Wirbelstromen begiinstigte, so daB man, wollte man nicht 
zu unverhaItnismaBig geringenBlechdicken iibergehen, die, abgesehen yom hohen 
Preis, auch eine schlechte Raumausnutzung bedingen, an Wirbelstromverlust 
wieder zugeben muBte, was man an Hystereseverlust gewinnen konnte. In 
dieser Beziehung bewahrten sich vorziiglich die Legierungen mit Si, von denen 
spater noch die Rede sein wird. 

c) Technisch weichesEisen. 
11. Verschiedene Sorten. Friiher galt Schmiedeeisen und Walzeisen wegen 

seiner verhaltnismaBig groBen Reinheit auch in magnetischer Beziehung fiir 
unerreicht; heutzutage kommt es in der Elektrotechnik iiberhaupt nicht mehr 
in Betracht, da es gelungen ist, FluBeisen von gleicher Reinheit, aber erheblich 
groBerer GleichmaBigkeit herzustellen. 1m allgemeinen stammt das zu magne­
tischen Zwecken verwendete FluBeisen wohl zumeist aus dem Siemens-Martin­
of en, denn das erheblich billigere, nach dem Thomasverfahren hergestellte 
Material hat sich insofern nicht bewahrt, als es anscheinend infolge des hoheren, 
durch die Fabrikationsart bedingten O-Gehalts, starkere Neigung zum Altern 
zeigt, d. h. zur VergroBerung von Koerzitivkraft nnd Hystereseverlust bei 
dauernder Erwarmung auf eine Temperatur, wie sie die Verwendung in Dynamo­
maschinen und Transformatoren mit sich bringt. DaB die magnetischen Eigen­
schaften in hohem MaBe yom C-Gehalt abhangen und sich mit diesem ver­
schlechtern, wurde oben schon erwahnt. Versuche in der Reichsanstalt haben 
ergeben, daB ein C-Zusatz von 1 % in perlitischer Form, also nach langsamer 
Abkiihlung, wie sie natiirlich bei magnetisch weichem Material erforderlich ist, 
die Koerzitivkraft um rund 7 Gauss vergroBert. Es ist alsounbedingt notwendig, 
den C-Gehalt so niedrig wie moglich zu halten, namentlich beim Vorhandensein 
von Mn, das zum Zwecke der Desoxydation der Eisenschmelze zugesetzt zu werden 
pflegt, aber einesteils direkt die Koerzitivkraft vergroBert, andernteils auch die 
Ausscheidung des C in Gestalt von Eisenkarbid erschwert. 

12. Zusammenhang der Materialkonstanten. In der nachstehenden Tabelle 2 
sind fiir eine groBere Reihe von Materialien, die in der Reichsanstalt laufend 
gepriift wurden, der Hochstwert der verwendeten Feldstarke Sjrnax sowie die 
entsprechende Induktion ~rnax, die Remanenz ~r' die Koerzitivkraft Sjc, die 
Maximalpermeabilitat fJmax, der Hystereseverlust Wh pro cm3 und Zyklus 
in Erg und endlich der Widerstand pro mjmm2 zusammengestellt; die Werte 
sind nach waehsenden Zahlen des Hystereseverlustes geordnet. 1m allgemeinen 
zeigt sich, daB mit wachsendem Hystereseverlust auch Koerzitivkraft, Remanenz 
nnd spezifischer Widerstand steigen, wahrend die Maximalpermeabilitat ab­
nimmt, doch kommen auch erhebliche Abweichungen vor; diese auf individuelle 
Verschiedenheiten begriindeten Abweichungen verschwinden aber vollstandig, 
wenn man die Mittel aus einer groBeren Anzahl von Werten zusammenstellt, 
wie es in Tabelle 3 geschehen ist. 

13. Magnetisierungskurven in Tabellenform. Mehrere Magnetisierungs­
kurven und Hystereseschleifen in Tabellenform fiir verschieden weiches Material 
gibt Tabelle 4. Hierin bezeichnet 'I'J den sog. STEINMETZSchen Hysteresekoeffi­
zienten, der mit dem Hystereseverlust W,; und der Induktion·~ durch die em­
pirische Beziehung W h = 'I'J~1,6 verbunden ist und in der Technik vielfach 
zur Beurteilung der Hohe des Hystereseverlustes bei verschiedenen Induktionen 
benutzt wird. Auch dieser nimmt natiirlich· ±nit steigender· Koerzitivkraff zu, 
der Sattigungswert 4 n ] = dagegen ab; die Anfangspermeabilitat flo ist ·fiir die 
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Ta belle 2. 

Lfde ~ax iB"max Remanenz 
Koerzi- "'max Hysterese- Widerstand 

Material tivkraft be- verlust pro m/rom' Nr. 
lB, .f.ic obachtet (Erg) (Ohm) 

1 "\\ralzeisen • ... 129 18190 ,10300 0,60 8350 I 4900 0,113 
2 129 17700 7500 0,96 4070 9400 0,154 
3 128 18090 7500 0,98 3680 9600 0,141 
4 129 17950 8000 0,80 5240 10100 0,143 
5 128 18210 9150 1.40 3410 10700 ' 0,142 
6 .128 18040 7200 1.04 3200 10700 0,142 
7 ,129 17590 9600 1.30 4020 10800 0.152 
8 gegossenes-- Material . 129 17900 8900 1,30 3410 ,10900 0,158 
9 128 17970 7900 1,30 3160 11300 ' 0;161 

10 128 19080 7500 1,36 2610 11400 0.167 

11 128 18030 8900 1,47 3070 11800 0,158 
12 129 18470 7800 1,85 2320 11900 0.142 
13 128 17920 8200 1,35 3490 12100 0.161 
14 Schmiedeeis.en 145 18370 9000 1,65 2850 12300 0,148 
15 129 18380 12250 1,45 3780 12300 0,426 
16 128 18220 8200 1,30 3120 12400 0.153 
17 129 18000 7000 1,35 2600 12800 0.176 
18' 132 15930 9600 1,88 2580 13400 0,196 
19 145 18250 10200 1,50 3380 13600 0;148 
20 128 18130 9960 1,62 3170 14100 0,152 

21 130 17880 10100 1,35 3680 14100 0.143 
22 128 18000 9100 1,79 2520 14600 0,172 
23 127 18190 9200 1,86 2460 14700 0,154 
24 129 18190 7500 2,00 1900 15700 0,129 
25 156 17460 9000 2,50 1710 16000 -
26 155 17720 8000 2,55 1490 16200 -
27 128 18120 8200 2,28 1900 16400 0,162 
28 155 17250 9100 2,60 1620 16600 -
29 129 17890 9600 1,90 2400 16900 0,174 
30 131 17930 10400 2,00 2380 17600 0,166 

gegossenes Material. . 
31 127 18110 11800 2,22 2480 18200 0,146 
32 1'27 17880 10500 1,95 2380 18500 0,209 
33 129 17430 8950 2,75 1600 19100 0,137 
34 156 17440 11100 3,10 1680 19900 -
35 156 17586 11350 2,90 1750 20000 -
36 132 18040 8300 2,20 1880 20200 0,186 
37 129 17940 11]00 2,42 2250 20300 0,158 
38 1'56 17510 11150 3,15 1680 20500 -
39 129 18100 12060 3,12 1910 21900 0,173 
40 135 17990 9460 4,25 1200 22800 0,210 

41 128 17790 11080 3,~ 1620 24200 0,217 
42 128 17440 10300 3,12 1670 24600 0,205 
43 129 17430 10450 3,~ 1360 25100 0,176 
44 134 

/1 7780 
7280 2,90 1120 25600 

I 
-

45 129 17470 11100 3.45 1400 25900 0,186 
46 129 17270 9550 4,33 1100 30200 0,196 

Tab ell e 3. 

Mittel aus Nr. Hysteresevedust Widerstand pro 

I Remanenz Koerzitivkraft Maximal-
m/rom' permeabilitiit 

1-10 10060 0,147 8360 1,10 4120 
11-21 12850 0.158 8900 1,53 3030 

:22-36 17190 0,164 9360 2,09 2190 
17-46 24380 0,190 10740 3.43 1560 
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angegebenen Materialien nicht gemessen, sie liegt aber fiir gewohnliches, technisch 
weiches Eisenetwa zwischen den Grenzen 150 bis 400 und biingt in hohem MaBe 
nicht nur von der chemischen Reinheit, sondern auch von der vorhergegangenen 
mechanischen und thermischen Behandlung abo 

d) GuBeisen. 
:14. Allgemeines. Die Tabelle 4 gibt auch zwei Rubriken fiir ungegliihtes 

und gegliihtes GuBeisen, das noch einer kurzen Besprechung bedarf. Das ge­
wohnliche GuBeisen entbiilt bis zu 4 % C, mehrere Prozent Si, Mn und gewohnlich 
auch reichlich P, insgesamt also etwa 10% Verunreinigungen, die bei ihrem 
geringeren spezifischen Gewicht den Raum von etwa 30 Gewichtsprozenten 
Eisen einnehmen, so daB - auch wenn man von dem hfutenden EinfluB des 
im Eisen gelosten C absieht - schon allein durch die vorhandenen Verunreini­
gungen eine Herabsetzung der Magnetisierbarkeit urn rund 30% bedingt sein 
wiirde. Dies kommt am deutliclisten zum Ausdruck in dem verhiiltnismaBi~ 
niedrigen Sattigungswert 4n J oc" der bei dem in Tabelle 4 als Beispiel auf­
gefiihrten Material mit rund 8% Verunreinigungen nur 16400 bzw. 16750 be­
tragt gegen 21600 bei reinem Eisen. In noch viel starkerem MaBe macht sich 
die Verunreinigung namentlich durch C bei der Koerzitivkraft, dem Hysterese­
verlust und der Maximalpermeabilitat geltend. Gewohnliches GuBeisen ist also 
in magnetischer Beziehung durchaus minderwertig und wiirde auch wohl keinerlei 
Beachtung finden, wenn es nicht den Vorzug unverhiiltnismiiBig groBer Billig­
keit und bequemer Formgebung infolge seines niedrigen Schmelzpunktes hatte, 
so daB es auch heute noch fiir manche Zwecke, beispielsweise fiir die schweren 
Magnetgestelle der Dynamomaschinen, in Betracht kommt, aber natiirlich nur 
in der Modifikation des sog. grauen GuBeisens. 

15: Die heiden Modifikationen des GuBeisens. Man unterscheidet namlich 
zwei Modifikationen, einmal das weiBe GuBeisen, wie es nach verhiiltnismaBig 
rascher Abkiihlung aus dem GuB kommt, mit silberweiBem Bruch und relativ 
groBer mechanischer und magnetischer Harte, was davon herriihrt, daB bei 
der raschen Abkiihlung ein Teil des reichlichen C-Gehalts in gelostem Zustand 
erhalten bleibt, wahrend der andere Teil in Form von Cementit ausgeschieden 
wurde, und andererseits das graue GuBeisen, das aus dem weiBen durch dauerndes 
Gliihen und langsame Abkiihlung entsteht, einen grauen Bruch, viel geringere 
mechanische Festigkeit, aber auch erheblich bessere magnetische Eigenschaften 
besitzt. Dies riihrt daher, daB bei der erwahnten thermischen Behandlung, 
namentlich unter dem EinfluB eines betrachtlichen Si-Gehalts, der C zum groBen 
Teil als Temperkohle bzw. Graphit in Form von diinnen Blattchen ausgeschieden 
wird, die zwischen den Eisenpartikelchen eingelagert sind. In dieser Form hat 
der C seine hauptsachlichste verschlechternde Wirkung auf die Magnetisierbar­
keit verloren, er wirkt nur noch dadurch ungftnstig, daB er das kontinuierliche 
Eisengefiige unterbricht, was sich natiirlich auch in bezug auf die mechanische 
Festigkeit sehr stark geltend macht. Immerhin ist - wie man aus dem in Tabelle 4 
angefiihrten Beispiel ersieht - durch das Ausgliihen die Koerzitivkraft von 
11,4 auf 4,6 Gauss gesunken, die Maximalpermeabilitat von 240 auf 620 und 
der Sattigungswert von 16420 auf 16 750 gestiegen. - Natiirlich kann man auch 
umgekehrt verfahren und durch Abschrecken dem Material eine mogliclist hohe 
Koerzitivkraft verleihen, vermoge deren es sich auch zu permanenten Magneten 
verwenden lassen wiirde. Dies hat sich in manchen Fallen bewahrt, namentlich 
da, wo eine besonders komplizierte Form die Verwendung ausgeschmiedeten 
Magnetmaterials erschwert. Immerhin sind die Leistungen derartiger Magnete 
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als minderwertig zu betrachten, denn wenn auch ihre Koerzitivkraft, namentlich 
bei geringem Si-Gehalt, 40 bis 50 Gauss erreicht, so bleibt doch die wahre 
Remanenz, verglichen mit derjenigen von W- und Cr-Magneten, verhaltnismaBig 
gering; Magnete aus GuBeisen konnen somit als einwandfreier Ersatz fiir Magnete 
aus W- oder Cr-Stahl nicht angesehen werden. 

e) Stahl. 
eX) Reiner Kohlenstoffstahl. 

16. Weicher Stahl. Der Stahl spielt im angelassenen, weichen Zustand 
in magnetischer Beziehung keine erhebliche Rolle, es sollen daher auch nur 
die hauptsachlichsten Daten, wie sie sich bei den in der Reichsanstalt ausgefiihrten 
Versuchen ergeben habenl), hier kurz erwahnt werden. Wie schon oben bei 
Besprechung des Zustandsdiagramms des Eisens ausgefiihrt wurde, besteht 
nach langsamer Abkiihlung eine C-Legierung mit weniger als 0,9% C aus einem 
Grundgefiige von Ferrit mit eingesprengten Perlitinseln, deren Umfang mit 
wachsendem C-Gehalt immer mehr zunimmt und bei der eutektoiden Legierung 
(0,9% C) den ganzen Raum einnimmt; bei noch weiter wachsendem C-Gehalt 
scheidet sich innerhalb dieser perlitischen Grundmasse der zwischen 0,9% und 
etwa 1,7% betragende C-Gehalt in Form von Cementitkornern (Eisenkarbid 
Fe3C) aus, und es ist daher nur natiirlich, daB sich diese eutektoide Legierung 
auch in den elektrischen und magnetischen Eigenschaften der C-Legierungen 
deutlich auspragt. Bis zu 0,9% C gilt fiir die Dichte S = 7,876 - 0,03 p, fiir 
den Widerstand pro m/mm2 e = 0,1 + 0,03 p + 0,02 p2, fiir die Koerzitiv­
kraft Sjc = 0,7 + 7,5 p, wobei p den C-Gehalt in Gewichtsprozenten bezeichnet. 
Oberhalb 0,9% C bleibt die Formel fiir die Abhangigkeit der Dichte vom C-Gehalt 
ungeandert, dagegen wird die Zunahme des Widerstands und der Koerzitivkraft 
erheblich geringer, die darstellenden Kurven zeigen also hier einen deutlichen 
Knick. Dies ist auch beim Sattigungswert der Fall, der sich bis etwa 0,96% C 
darstellen laBt durch die Forme14:n: ]00 = 21620 - 1580 p, fiir hOhere C-Gehalte 
durch 4:n:Joo = 20100 - 930 (P - 0,96). Allgemein gilt also, daB das von 
0,9% C ab in Form von kornigem Cementit ausgeschiedene Eisenkarbid in magne­
tischer und elektrischer Beziehung weniger stark verschlechternd wirkt, als 
das im Perlit vorhandene lamellare Eisenkarbid. Die Remanenz des weichen 
Stahls betragt etwa 10000 CGS-Einheiten, eine Abhangigkeit vom C-Gehalt 
hat sich mit Sicherheit nicht nachweisen lassen. Auf Grund der friiher bereits 
erwahnten empirischen Formel flmax C'V 58,/2 Sjc ergibt sich daher, daB auch die 
Maximalpermeabilitat umgekehrt der Koerzitivkraft und daher auch nahezu 
umgekehrt proportional dem C-Gehalt abnehmen wird; dasselbe gilt auch an­
genahert fiir die Anfangspermeabilitat flo. 

Das Charakteristische fiir den weichen Stahl ist nach dem Obigen das Auf­
treten des Eisenkarbids Fe3C, ob in Form von reinem Cementit oder in Verbindung 
mit eX-Eisen als Perlit. Dber die magnetischen Eigenschaften des Fe3C weiB 
man noch wenig Genaues, da es sich in kompakter Ring- oder Stabform nicht 
herstellen laBt und die Untersuchung in Pulverform ziemlich unsicher ist. Jedoch 
hat sich bei den Messungen in der Reichsanstalt aus der Abnahme des Sattigungs­
wertes der FeC-Legierungen ergeben, daB es noch eine recht bedeutende Magne­
tisierbarkeit besitzt und sein Sattigungswert sich durch eine allerdings unsichere 
Extrapolation auf etwa 4:n: ]00 cv 14800 schatzen laBt. Hingegen pragt sich 
3ein von ROBIN und SMITH gefundener magnetischer Umwandlungspunkt III 

1) E. GUMLICH, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd.4, H.3. 1918. 
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der Magnetisierungs-Temperaturkurve recht genau aus und ist von HONDA 
und TAKAGIl ) zu 215 ° bestimmt worden. 

17. Harter Stahl. Das MaBgebende fiir die Eigenschaften des harten Stahls 
ist der im Eisen gelaste C, und zwar geht, wie es sich schon aus dem friiher 
besprochenen Zustandsdiagramm des Eisens ergibt, urn so mehr C in die feste 
Lasung mit Eisen iiber, je haher die Temperatur ist. Diese feste Lasung des C 
im y-Eisen -wird als Austenit bezeichnet, der im allgemeinen nur bei hohen 
Temperaturen stabil ist und nur unter besonderen Bedingungen (hochprozentiger 
Mn- oder Ni-Gehalt; vgl. spater) als unmagnetisierbares Gefiige auch bei Zimmer­
temperatur erhalten werden kann. Spurenweise tritt er jedoch unter Umstanden 
auch in gewahnlichem abgeschreckten Stahl auf, namentlich bei sehr hohem 
C-Gehalt und scharfer Abschreckung aus besonders hoher Temperatur, und 
wirkt dabei im Magnetstahl in ahnlicher Weise verschlechternd, wie der bei 
wenig scharfem'"Abschrecken sich bildende Perlit; beide Gefiigebestandteile sind 
daher durch geeignete Wahl der Abschreckungstemperatur und der Abkiihlungs­
geschwindigkeit bei der Hartung des Magnetstahls maglichst zu vermeiden. 
1m allgemeinen bildet sich bei richtig geleitetem Abschrecken als erstes Zerfalls­
produkt des Austenits der Martensit (vgl. Abb.6), der sich allerdings nur in 
einem labilen Zustand befindet und das dauernde Bestreben zeigt, auch bei 
gewahnlicher, besonders aber bei erhahter Temperatur zu zerfallen und aus 
der festen Lasung",Eisenkarbid zunachst in mikroskopisch kleinen Teilchen ab­
zuscheiden, was beim permanenten Magnet eine dauernde Abnahme seiner 
Leistungsfahigkeit zur Folge hat und durch geeignete Zusatze (W, Cr u. dgl.) 
maglichst zu verhindern ist. 1m allgemeinen wird man die Hartung des reinen 
C-Magnetstahls im Wasserbad vornehmen und die Temperatur nur gerade so 
hoch wahlen, daB nach raschem Einbringen des Materials in die Hartefliissigkeit 
der C noch vollstandig ge16st ist; durch Riihren hat man dafiir zu sorgen, daB 
die Abkiihlung rasch genug vor sich' geht, urn eine Perlitbildung zu vermeiden" 
Wie aus dem Zustandsdiagramm (Abb. 1) hervorgeht, wird die Abschreck­
temperatur am" tiefsten sein kannen bei der eutektoiden Legierung, aber von 
dieser aus gerechnet nach beiden}eiten, also mit abnehmendem und wachsendem 
C-Gehalt, entsprechend haher gewahlt werden miissen. Natiirlich spielt dabei 
auch die Dimension des zu hartenden SUickes eine erhebliche Rolle, denn bei 
Magneten von groBem Querschnitt wird eine Bildung~von Perlit in den innersten 
Schichten kaum vollkommen zu vermeiden sein, und man wird daher bess ere 
Verhaltnisse crzielen, wenn man Magnete von groBem Querschnitt aus einzelnen 
geharteten Lamellen zusammensetzt. 

18. Magnetische Eigenschaften. Aus den in der Reichsanstalt durchgefiihrten 
Versuchen ergibt sich nun folgendes: Die Dichte des geharteten Stahls in Ab­
hangigkeit von dem im Eisen ge16sten C (P %) ist geringer als diejenige des 
langsam abgekiihlten und laBt sich ausdriicken durch die Beziehung 5 = 7,876 
- 0,14 p, der Widerstand pro mjmm2 durch e = 0,103 + 0,016 p + 0,236 p2. 
Fiir den Rest des unge16sten, in Zementitform vorhandenen C scheint angenahert 
die fiir perlitisches Eisen angegebene Beziehung zu gelten; es bildet sich also 
auch hier ein scharfer Knick aus" Dieser erscheint auch im Diagramm fiir den 
Sattigungswert, fiir den nach der Hartung bei 850 ° die Beziehung gilt: 4n ]00 
= 21620 - 3200 p, sowie im Diagramm fiir die Koerzitivkraft, wenigstens bei 
relativ niedriger Hartungstemperatur bis etwa 850°, und zwar steigt hier die 
Koerzitivkraft ziemlich geradlinig proportional dem C-Gehalt an und erreicht 
bei rund 1 % C etwa 60 Gauss. Bei haheren Hartetemperaturen riickt der Knick, 

1) K. HONDA U. H. TAKAGI, Sc. Reports T6hoku Univ. Bd. 1, S. 207. 1912; Bd.2, 
S.203. 1914. 
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wie dies ja auch in der N atur der Sache liegt, zu immer hi:iheren C-Gehalten hinauf, 
gleichzeitig aber rundet sich die Kurve immer mehr ab, die Koerzitivkraft steigt 
bei niedrigen C-Gehalten sHi.rker, und das Maximum der Koerzitivkraft erreicht 
bei 1000 0 Abschrecktemperatur etwa 70 Gauss, um bei noch hoheren Hiirtungs­
temperaturen wieder stark zu sinken (Austenitbildung). Das umgekehrte Ver­
halten wie die Koerzitivkraft zeigt die Remanenz, .die mit zunehmendem Gehalt 
an ge16stem C abnimmt, und zwar fur 0,3% bis zu 1,0% C von etwa 11000 bis 
zu 7000, fur hohere C-Gehalte noch erheblich stiirker; es ist also bei reinen 
C-Stiihlen nicht moglich, hi:ichste Remanenz mit hochster Koerzitivkraft zu 
vereinigen, und man muB daher von vornherein von Fall zu Fall unterscheiden, 
ob man - je nach der Gestalt des betreffenden Magnets - mehr Wert auf hohe 
Remanenz oder auf hohe Koerzitivkraft zu legen hat. Die Entscheidung ergibt 
sich aus folgender Uberlegung. 

19. MaB fiir die Leistungsfiihigkeit. Was man bei einem fertigen Stab­
oder Hufeisenmagnet haben will, ist eine moglichst hohe scheinbare Remanenz; 
diese hiingt einesteils ab von der Hohe der wahren Remanenz, die man erhiilt, 
wenn man das Material in Form eines geschlossenen Ringes oder im SchluBjoch 
untersucht, andererseits aber auch von der Gestalt des Magnets und von der 
Koerzitivkraft: Je kiirzer und gedrungener der Stab oder das Hufeisen und 
je geringer die Koerzitivkraft des verwendeten Materials ist, um so mehr sinkt 
die Remanenz infolge der entmagnetisierenden Wirkung der Enden. Hat man 
es also mit einem langgestreckten Stab oder einem langen Hufeisen mit verhiiltnis­
miiBig geringem Querschnitt zu tun, so wird man mehr Gewicht auf hohe Re­
manenz legen, im umgekehrten Fall mehr auf hohe Koerzitivkraft, die bei sehr 
gedrungenen Magnetformen fast das allein MaBgebende bleibt. Dnter diesem 
einschrankenden Gesichtspunkt kann man nun auf Grund der Tatsache, daB 
flir gutes Magnet~aterial sowohl hohe Remanenz wie auch hohe Koerzitivkraft 
maBgebend ist, als angenahertes MaB flir die Leistungsfahigkeit eines Magnet­
stahls das Produkt )Br' ~c aus Koerzitivkraft und Remanenz betrachten, das 
man als "Guteziffer" zu bezeichnen pflegt, die bei reinen C-Legierungen etwa 
500 X 103 betragt. Sie empfiehlt sich flir den Gebrauch durch ihre auBerordent­
liche Bequemlichkeit, da beide Materialkonstanten leicht und hinreichend genau 
zu ermitteln sind; sie tragt aber nicht der Krummung der Hystereseschleife 
zwischen Remanenz und Koerzitivkraft Rechnung, die flir den Energieinhalt 
des Materials mit maBgebend ist, so daB bei ihrer Verwendung Fehler von mehreren 
Prozent nicht ausgeschlossen sind. EVERSHED1) hat daher als genaueres MaB 
flir die Leistungsfahigkeit den Wert ()B • ~)max vorgeschlagen, d. h. das Maximum 
der Produkte, welche man erhiilt, wenn man fur jeden Punkt des absteigenden 
Astes der Hystereseschleife zwischen Remanenz und Koerzitivkraft die 1n­
duktion mit der zugehi:irigen Feldstiirke multipliziert. Die Richtigkeit der etwas 
schwer verstiindlichen Ausfuhrungen von EVERSHED weist W ATSON2) durch 
die "Oberlegung nach, daB dasjenige Material flir die Herstellung permanenter 
Magnete am vorteilhaftesten sein wird, welches bei gleichem KraftlinienfluB cP 
und gleicher magnetomotorischer Kraft M das geringste Volumen erfordert. 
Nun ist cP = q. )B, M = 1· ~, wenn q und 1 Querschnitt und Lange des be­
treffenden Magnets bezeichnen, )B die 1nduktion. und ~ die zugehorige Feld-

starke pro cm3 ; hieraus folgt, daB das Volumen V- 1· q = ~:; am kleinsten 

wird, wenn das Produkt ~.)B ein Maximum ist, so daB dies Produkt also als 
MaB flir die Leistungsfahigkeit des Materials betrachtet werden kann. Zum Auf-

1) S. EVERSHED, Journ. Amer. Inst. Electr. Eng. Bd. 58, S.780. 1920. 
2) E. A. WATSON, Journ. Amer. Inst. Electr. Eng. Bd.61, S.641. 1923. 
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finden des betreffenden Punktes hat man nach WATSON (a. a. 0.) nur den durch 
die Koordinaten 58 = 58r und ~ = -~c bestimmten Punkt mit dem Koordi­
natenanfangspunkt zu verbinden; der Schnittpunkt mit dem absteigenden Ast 
der Hystereseschleife ist dann der gesuchte Punkt, fUr welchen (58 . ~) ein Maxi­
mum ist. Da sich in Deutschland als MaBstab fUr die Beurteilung des Magnet­
materials die viel bequemere Definition der Guteziffer 58r • ~c bereits weitgehend 
eingeburgert hat und sich auch die dabei mogliche Ungenauigkeit im allgemeinen 
in sehr maBigen Grenzen halt, so wird auch hier weiterhin davon Gebrauch 
gemacht werden. 

20. Vorausberechnung der Leistung eines Magnets. Es liegt nun vielfach 
die Aufgabe vor, die Abmessungen eines Stab- oder Hufeisenmagnets so zu wahlen, 
daB der fertige Magnet einen bestimmten KraftlinienfluB besitzt, vorausgesetzt, 
daB man die Hystereseschleife des zu verwendeten Materials kennt. Schon 
oben ist darauf hingewiesen worden, daB durch die entmagnetisierende Wirkung 
der freien Enden die Remanenz des Magnets vermindert wird; nun gilt, wie 
an anderer Stelle genauer auseinandergesetzt wird, ganz allgemein fUr die Be­
ziehung zwischen der wahren, in' einem magnetisierten Korper herrschenden 
Feldstarke ~ und der scheinbaren (auBeren), etwa durch eine Magnetisierungs­
spule hervorgebrachten Feldstarke ~' die Beziehung ~ = ~' - N· J; hierbei 
bezeichnet J die Magnetisierungsintensitat [J = (58 -~)/4n] undN den sog. Ent­
magnetisierungsfaktor, der bei Ellipsoiden aus dem Dimensionsverhaltnis be­
rechnet werden kann und dort fUr alle Werte der Magnetisierungsintensitat 
konstant bleibt, beim zylindrischen oder rechteckigen Stab dagegen nur mit 
einer gewissen Anniiherung, die auch die Losbarkeit der vorliegenden Aufgabe 
beschrankt; die Werte fUr N sind einer in Bd. XVI enthaltenen Tabelle zu ent­
nehmen. 1m vorliegenden Fall ist nun ~'= 0, man hat also ~ = -N· J oder 
sehr angenahert ~ =- N· 58/4n; daraus ergibt sich N = -4n· ~/58. Will ma,n 
also im Magnet einen bestimmten KraftlinienfluB (j) = q. 58 erhalten, wobei q 
den gegebenen Querschnitt bezeichnet, so hat man in der Hystereseschleife 
zwischen Remanenz und Koerzitivkraft den Wert ~ zu suchen, welcher der 
Induktion 58 = (j)lq entspricht, aus der obigen Beziehung den Wert N zu be­
rechnen und der Tabelle fUr N (a. a. 0.) das dem gefundenen Wert fUr N ent­
sprechende Dimensionsverhaltnis lid zu entnehmen; hierbei ist l die gesuchte 
Lange, q = d2 n/4, also d = 2· Vq/n. Umgekehrt kann man, wenigstens bei 
Niiherungsrechnungen, fur einen bestimmten KraftlinienfluB (j) und eine vor­
geschriebene Lange l den zugehorigen Querschnitt q des Stabes bestimmen. 
Da der Wert von N beim zylindrischen Stab nicht konstant ist, sondern bis zu 
einem gewissen MaBe von der Magnetisierungsintensitat abhangt, so ist auch 
die obige Aufgabe nur angenahert 16sbar. AuBerdem ist dabei noch zu beruck­
sichtigen, daB der gewiinschte Wert von (j) bzw. 58 genau genommen nur in der 
Indifferenzzone des Stabmagneten vorhanden sein wird. Die Art des Kraft­
linienaustritts nach den Enden zu und damit auch die Lage und Starke der sog. 
Pole hangt nicht unerheblich von der jeweiligen Permeabilitat des gewiihlten 
Materials ab und laBt sich nur durch komplizierte Annaherungsrechnungen 
zum voraus einigermaBen bestimmen. 

In iihnlicher Weise kann man nach EDGCUMB1) zur angenaherten Voraus­
berechnung des Kraftlinienflusses bei einem Hufeisenmagnet verfahren: Wir 
nehmen an, wir hatten einen geschlossenen, bewickelten Ring aus hartem Stahl 
von der mittleren Lange lund dem Querschnitt q (Abb. 8); der magnetisierende 
Strom erzeuge darin die Feldstarke ~ und die Induktion 58 = p, .~. Denken 

1) K. EDGCUMB, Electrician Ed. 75, S.546. 1915. 
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wir uns den Ring an einer Stelle dutchschnitten und urn die Lange A auseinander­
gebogen, so wird hierdurch der Widerstand des magnetischen Kreises erheblich 
vergroBert, und zwar wird die zur Aufrechterhaltung der Kraftliniendichte 58 
auch in diesem Luftspalt notwendige Feldstarke .p' = fL • .p All sein. Hat. etwa 
durch Anbringung von Polstiicken der Querschnitt des il 
Luftspaltes die GroBe q', so wird 

I A. q l q 
.p = fL • .p y' q' = 58 . Y . q' = 58 . tg eX. 

Beim geschlossenen Ringmagnet tritt nun an Stelle 
der auBeren Feldstarke.p die eingepragte magnetomoto­
rische Kraft, we1che gleich der Koerzitivkraft .pc ist und 
ausreicht, in dem geschlossenen magnetischen Kreis die 
wahre Remanenz 58, aufrechtzuerhalten. Beim Unter­
brechen durch einenLuftspalt A geniigt hierzu die magneto- Abb. 8. Geschlitzter Ring. 
motorische Kraft .pc nicht mehr, denn sie muB auch die 
Feldstarke mitliefern, we1che zur Dberwindung des Widerstandes der Luftstrecke 
notwendig ist; infolgedessen sinkt die wahre Remanenz 58, auf den Betrag der 
scheinbaren Remanenz 58~, die gleichzeitig die Kraftliniendichte im Interferrikum 
darstellt. Ihr entspricht nach dem obigen die Feldstarke .p' = 58~ . tg eX, wahrend 
zur Aufrechterhaltung des Induktionsflusses im Eisen nur noch die Feldstarke 
.pc - .p' iibrig bleibt. Zur Vorausbestimmung der GroBe 58~ hat man nun in 
der Hystereseschleife von der 58-Achse aus den Winkel eX nach links abzutragen 
und-den Schnittpunkt R' des anderen Schenkels mit dem absteigenden Ast der 
Hystereseschleife zu bestimmen (Abb. 9); hierbei ist jedoch zu beachten, daB 
bei den Induktionskurven der MaBstab von.p etwa 
p-mal so groB gewahlt zu werden pflegt als der MaB-

stab von 58 (p = 10 bis 100), es ist also tg eX = +. ~ . p. 
Die GroBe R'B gibt dann die gesuchte scheinbare 
Remanenz 58~, wahrend die Feldstarke .p/= OB zur 
Dberwindung des Luftwiderstandes, die Feldstarke 
A B = .pc -.p~ zur Aufrechterhaltung der schein­
baren Remanenz 58~ dient. FaBt man die Feld­
starke.p' als die entmagnetisierende Kraft des auf 
den Polen befindlichen freien Magnetismus auf, so 
geht, wie leicht ersichtlich, diese Darstellungsweise 
in diejenige beim freien Stab iiber. 

Auch hier kann es sich natiirlich nur urn eine 
ziemlich rohe Uberschlagsrechnung handeln, denn die 
Kraftlinien treten ja nicht nur an den Polen iiber, -~"f 
sondern auch !angs der beiden Schenkel, und zwar 
urn so mehr, je !anger und schmaler der Korper des 
Hufeisenmagnets ist. Genauere Rechnungsmethoden, 
auf die jedoch hier nicht eingegangen werden kann, 

B o 
Abb.9. Vorausberechnung 
der Remanenz beim Huf­

eisenmagnet. 

gibt EVERSHEDl) in seinem Aufsatz: Permanent magnets in theory and practice. 
21. Haltbarkeit. Von einem guten permanenten Magnet muB man ver­

langen, daB er nicht nur eine relativ hohe scheinbare Remanenz besitzt, sondern 
sie auch dauernd moglichst unverandert beibehiilt, und ferner, daB die vorhandene 
Magnetisierung von Temperaturanderungen moglichst wenig abhangt, daB also der 
sog. Temperaturkoeffizient klein ist, Eigenschaften, die beispielsweise bei 

1) S. EVERsHED, Journ. Amer. lnst. Electr. Eng. 1920. 
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Magneten in MeBinstrumenten, Zahlermagneten u; dgl. von groBter Bedeutung 
sind. - Bei den eventuell eintretenden Anderungen der Leistungsfahigkeit 
hat man zu unterscheiden zwischen Anderungen der Eigenschaften des Materials 
und Anderungen der eingepragten Magnetisierung. Die erstere beruht auf dem 
bereits erwahnten Umstand, daB sich das martensitische Grundmaterial jeden 
Magnets nicht im stabilen Gleichgewichtszustand befindet, sondern zum Zerfall, 
speziell zur Abscheidung von FeaC, neigt; da dieser Zerfail bei hoheren Tem­
peraturen beschleunigt wird, so hat man nach STROUHAL und BARUS 1) den Magnet 
noch vor der Magnetisierung zu altern, d. h. ihn etwa 24 Stunden auf 100 ° zu 
erwarmen; dadurch wird zwar die Koerzitivkraft etwas verringert, aber einer 
weiteren Materialanderung bei Temperaturen unter 100° vorgebeugt. Hiervon 
unabhangig sind aber die Anderungen, die das magnetische Moment des fertigen 
Magnets durch Temperaturanderungen und durch Erschiitterungen erleidet; 
auch sie kann man dadurch ausschlieBen, daB man den Magnet nach der Magneti­
sierung etwa 5- bis 10mal abwechselnd auf 100° erwarmt und wieder abkiihlt, 
bis dauernde Anderungen des magnetischen Moments nicht mehr auftreten, 
und ihn sodann durch sanfte Schlage mit einem Holzhammer erschiittert (vgl. 
STROUHAL und BARUS a. a. 0.). Die hierdurch hervorgebrachten Anderungen 
sind ailerdings bei reinen C-Stahlen keineswegs gering, und zwar konnen die 
zyklischen Erwarmungen das magnetische Moment bis zu 30 oder 40% ver­
ringern, die mechanischen Erschiitterungen urn etwa .5 bis 6%. Sie werden 
aber durch passende Zusatze von W oder Cr zum Grundmaterial erheblich ver­
ringert, und man kann dann wenigstens ziemlich sicher sein, daB aile spateren 
thermischen und mechanischen Einfliisse, welche die Wirkung dieser vorbeugenden 
MaBnahme nicht iibersteigen, merkliche Anderungen des magnetischen Moments 
nicht mehr hervorbringen. Tatsachlich konnte bei mehreren in der Reichs­
anstalt dauernd als Magnetetalons verwendeten Stahlmagneten aus W-Stahl 
im Zeitraum von mehreren Jahrzehnten irgendwelche Anderung nicht nacli-
gewiesen werden. . 

22. Temperaturkoeffizient. Der Temperaturkoeffizient, also die vollkommen 
reversible Anderung des magnetischen Moments mit der Temperatur, hangt 
einerseits yom Material, andererseits bis zu einem gewissen Grad aber auch von der 
Gestalt des fertigen Magnets ab; er ist in jedem Fall gesondert zu bestimmen und 
in Rechnung zu ziehen. Bei reinen C-Stahlen nimmt er mit steigendem Prozent­
gehalt p an ge16stem Cab, und zwar haben die Versuche in der Reichsanstalt 
folgende Werte ergeben: ex = - 0,00063 + 0,00042 p (Hartungstemperatur 850°) 
und ex = - 0,00050 + 0,00034 p (Hartungstemperatur 1100°). Wie aus der zwei­
ten Beziehung ersichtlich ist, lassen sich tatsachlich permanente Magnete ohne 
jeden Temperaturkoeffizient aus reinem C-Stahl mit einem C-Gehalt von 1,5 % 
bei einer Hartungstemperatur von 1100° herstellen, doch sind, wie schon aus 
dem Friiheren hervorgeht, ihre Leistungen so gering, daB man nur unter be­
sonderen Umstanden davon Gebrauch machen wird. 

DaB die Hohe des Temperaturkoeffizienten auch von der Gestalt des Magnets 
in erheblichem MaBe beeinfluBt wird, haben schon CANCANI (1887) und ASH­
WORTH (1898) bemerkt; eingehende systematische Messungen dariiber sind 
neuerdings erst yom Verfasser2) und von HONDA3) durchgefiihrt worden; sie 
haben ergeben, daB der Temperaturkoeffizient urn so groBer wird, je kleiner 
bei Staben das Dimensionsverhaltnis lid ist (l = Lange, d = Durchmesser) und 
je gedrungener und je weniger gut geschlossen bei Hufeisenmagneten die Gestalt 

1) V. STROUHAL u. C. BARUS. Wiedemann Ann. Bd.20, S.662. 1883. 
2) E. GUMLICH, Ann. d. Phys. (4) Bd.59, S.668. 1919. 
3) K. HONDA, Sc. Reports Tohoku Univ. Bd.10, S.417. 1921. 
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ist. Bei einem zylindrischen Magnetstab entspricht einer Abnahme des Dimen­
sionsverhaltnisses von lid = 37 auf lid = 4 eine Zunahme des Temperatur­
koeffizienten urn mnd 75 %; also auch hierauf hat man unter Umstanden Riick­
sicht zu nehmen. 

(J) W olfram- und Chromstahl. 
23. Allgemeines. DaB die magnetischen Eigenschaften von C-Stahl durch 

geeignete Zusatze von W oder Cr erheblich verbessert werden konnen, ist schon 
lange bekannt, und tatsachlich haben bis zum Krieg die W-Stahle mit etwa 
0,8 bis 1 % C und 5 bis 6% W den Markt vollkommen beherrscht. Als wahrend 
des Krieges das W seitens der Heeresverwaltung mit Beschlag belegt wurde, 
konnte durch umfassende Untersuchungen in der ReichsanstalF) nachgewiesen 
werden, daB ein Zusatz von 3 bis 6% Cr zu einem Stahl von etwa 1 % C bei ge­
eigneter thermischer Behandlung Werte liefert, die denjenigen der W-Stahle 
mindestens gleichkommen, so daB nicht nur der Bedarf an Magnetstahl wahrend 
des Krieges gedeckt werden konnte, sondern auch spaterhin die Fabrikation 
von Cr-Stahlmagneten wegen ihres billigeren Preises beibehalten wurde. In 
neuester Zeit allerdings ist die Technik wieder mehr zum W-Stahl zuriickgekehrt, 
da die Fabrikation der hochprozentigen und hochwertigen Cr-Stahlmagnete in 
thermischer Beziehung schwieriger ist und mehr AusschuB bedingt; nur als 
billigere und etwas minderwertige Massenartikel kommen Cr-Stahlmagnete mit 
etwa 2 % Cr vielfach auch heute noch in den Handel. 

24. Vergleich von W- und Cr-Stahlen. Ein Vergleich zwischen einigen 
in der Reichsanstalt thermisch behandelten und untersuchten, wasser- und 01-
geharteten Cr-Stahlen untereinander und mit mehreren der besten zur Priifung 
dort eingegangenen W-Stahle, deren chemische Zusammensetzung leider nicht 

" bekannt war, gestattet Tabelle 5. Es geht daraus hervor, daB die Glhartung 
bei Cr-Stahlen gunstiger wirkt als die Wasserhartung, denn wenn auch - wie 
zu erwarten war - die Koerzitivkraft der olgeharteten Stahle unter derjenigen 
der wassergeharteten liegt, so ist dafiir doch die Remanenz unverhaltnismaBig 
viel hoher und damit auch die Giiteziffer ~T' ~c. Bei beiden Hartungsarten 
steigt mit wachsendem Cr- und C-Gehalt die Koerzitivkraft, wahrend die Re­
manenz abnimmt; letztere istaber - und das gilt auch fiir die W -Stahle - sehr 
erheblich hoher, als sie bei den entsprechenden reinen C-Stahlen sein wiirde, 
wahrend die Koerzitivkraft von derselben GroBenordnung bleibt. Die Giite­
ziffer der wassergeharteten Cr-Stahle entspricht im Mittel ungefahr derjenigen 
der W-Stahle, diejenige der olgeharteten Cr-Stahle liegt sogar noch erheblich 

Tabelle 5. Vergleich zwischen wasser- und 6lgeharteten Chromstahlen und 
Wolfram stahl en. 

Chromstahl· Magnete 

in \Vasser gehartet in 01 gehartet 
Wolframstahl-Magnete 

, 

I I Har- ' Rema- , Koerzi-I Lfd.1 Cr I I Rema-I Koer-I I Rema-I Koer-I ---Lld'l Cr 

I 

C tungs- I nenz i tivkraft )8"{lc C nenz zitiv- .Q3r- ~c Lfd. nenz zitiv-)8,. ,~c 
Nr. tempe- I ·10-' Nr.' kraft ·10-' !'Ir. ' kraft .10- 3 

% % ratur )8, {lc I I % I % )8, {lc )8, {lc 

11*12,85! 0,881 850 0 10900 57,4 626 711,9310,81112660 156,8 720 1876110200158,11593 
12* 2,90 1,12 850 0 10380 59,2 615 12* 2,97,1,12 10910 60,7 662 1877 9700 61,5 596 

1616,2411,141 850 0 9920 64,6 ~~~ 11616,24\1,14: 12270166,3 
814 1615110250 63,01 646 

900 0 9200 72,5 1614 10880 62,3 679 16 6,24 1,14 
1739 10880 66,4 723 

Mittel 1101001 63,4 637 1 111950161,31 7321 110380 62,31 647 

1) E. GUMLICH, Elektrot. ZS. Bd. 37, S. 592. 1916; Stahl u. Eisen 1922, Nr. 2 u. 3. 

16* 
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hoher. Der EinfluB der Dauererwarmungen wie auch der zyklischen Erwar­
mungen bei der Alterung der Magnete nimmt mit wachsendem Cr-Gehalt ab, 
und zwar ist die Abnahme des magnetischen Moments durch beide Erwarmungs­
arten bei den hoheren Cr-Legierungen von der GroBenordnung 1 bis 3 %, wahrend 
der EinfluB der Erschutterungen im wesentIichen vom C~Gehalt und der durch 
ihn bedingten GroBe der Koerzitivkraft abhangt; bei hoheren C-Gehalten betrug 
die Abnahme durch die Erschutterung rund etwa 1 %, so daB man also insgesamt 
den Verlust, den das magnetische Moment durch eine systematisch durch­
gefUhrte Alterung erleidet, auf hochstens 5 bis 6% schatzen kann, und das 
gleiche durfte wohl auch fur die W-Stahle gelten. - Der Temperaturkoeffizient 
der Cr-Stahle hangt nicht sowohl vom Cr-Gehalt als vom Gehalt an gelostem C 
ab und betrug bei den zahlreichen untersuchten Staben vom Dimensionsver­
haltnis 30 rund 2 bis 3 . 10- 4 ; fUr W-Magnete desselben Dimensionsverhaltnisses 
kann ungefahr derselbe Betrag in Anschlag gebracht werden. 

25. Wirkung der Zusatze. Aus diesen Versuchen geht hervor, daB die Wir­
kung des Cr- und W-Zusatzes, die auf eine Bildung von Doppelkarbiden zuruck­
zufUhren ist, in einer Erhohung der wahren Remanenz und einer Verringerung 
der Empfindlichkeit gegen thermische Schwankungen besteht, wahrend die 
Empfindlichkeit gegen Erschutterungen und die Hohe des Temperaturkoeffi­
zienten dadurch nur wenig beeinfluBt wird. Die Guteziffer betragt etwa 700 . 10- 3 

gegen 500· 10- 3 bei reinen C-Magneten. Auf der Zersetzung der erwahnten 
Doppelkarbide bei hoheren Temperaturen scheint nach EVERSHED1) die Tatsache 
zu beruhen, daB sich die Magnete durch langere Erhitzung auf 950°, wie sie bei 
der Herstellung vielfach angewendet wird, auBerordentlich verschlechtern. Der­
artige Magnete sind durch thermische Behandlung bei niedrigen Temperaturen, 
also etwa durch eine Neuhartung, nicht wieder herzustellen, wenn nicht eine 
kurze Erhitzung auf etwa 1250° vorhergeht, bei welcher eine sehr rasch ver­
laufende Wiedervereinigung der Doppelkarbide und damit eine entsprechencfe 
Verbesserung des Materials eintritt, vorausgesetzt, daB nicht bei del' Dauer­
erhitzung auch ein Teil des vorhandenen C-Gehalts verlorengegangen ist. AuBer­
dem solI noch auf einen Aufsatz von S. TOMPSON2) hingewiesen werden, der 
zahlreiche Untersuchungsergebnisse und Erfahrungen speziell auf dem Gebiet 
der Herstellung von W-Magneten enthalt. 

y) Kobalt-Magnetstahle. 

26. Verschiedene Sorten. Der bedeutsamste Fortschritt in der Herstellung 
des Materials fur permanente Magnete erfolgte etwa im ] ahre 1918 durch die 
Entdeckung von HONDA und SAIT03), daB eine Legierung mit 0,4 bis 0,8% C, 
30 bis 40% Co,S bis 9% W und 1 bis 3 % Cr nach geeigneter thermischer Be­
handlung (Abschreckung von 950 0 in (1) bei ungefahr der gleichen wahren 
Remanenz wie W- und Cr-Stahle eine 3- bis 4mal so groBe Koerzitivkraft besitzt, 
also Werte von 200 bis 240 GauB erreicht. Diese Tatsache ist deshalb von groBer 
Tragweite, als sie es ermoglicht, einerseits bei gleich dimensionierten Magneten 
von kurzer gedrungener Gestalt zu einem erheblich hoheren magnetischen Moment 
zu gelangen, andererseits auch dasselbe Moment mit einem viel geringeren 
Materialaufwand, also mit gedrungeneren Formen usw. zu erreichen, und.damit 
auch den Instrumenten und Apparaten, bei welchen die Magnete Verwendung 
finden, eine wesentlich handlichere Form zu geben. Unter diesen Umstanden 

1) S. EVERSHED, Electrician Bd. 94, S. 394. 1925. 
2) S. TOMPSON, Journ. lnst. Electr. Eng. Bd. 50, S. 80-142. 1913. 
3) K. HONDA u. S. SAITO, Sc. Reports Tohoku Univ. Bd. 9, S. 417. 1920. 
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war es nur selbstverstandlich, daB auch in anderen Landern an der Weiter­
ausbildung dieser Erfindung gearbeitet wurde, speziell in England, wo namentlich 
die Abhangigkeit der Leistungsfahigkeit des neuen Materials vom Gehalt an 
Co und den anderen Zusatzen ausprobiert und der teilweise Ersatz des teuren Co 
durch andere Materialien angestrebt wurde, und auch in Deutschland, wo durch 
die in der Reichsanstalt durchgefiihrten Versuche auf Grund der friiher gefundenen 
Wirkungen von Mn auf reines Eisen nachgewiesen werden konnte1), daB eine 
Legierung von 1,1 % C, 3,5% Mn, 36% Co und 4,8% Cr der besten japahischen 
Legierung gleichwertig sei; auch hier erwies sich eine Hartung bei etwa 875 0 

im eisgekiihlten 01 vorteilhafter als 
im Wasserbad. Derartige Materialien 
verlangen jedoch zur Erreichung der 
hochsten Magnetisierung eine unver­
haltnismaBig hohe Feldstarke, wie 
aus nebenstehender Tabelle 6 hervor­
geht. Man sieht also, daB hier das 

540 
820 

1120 

Tab elle 6. 

8820 
9210 
9310 

217,2 
226,0 
227,1 

1915 
2080 
2113 

Maximum von )Sr und S)C erst mit einer Feldstarke von etwa 1100 GauB erzielt 
wird, wahrend bei W- und Cr-Stahlen dazu bereits eine Feldstarke von etwa 
300 GauB ausreicht, doch wird die hierdurch bedingte Unbequemlichkeit durch 
die erhOhte Leistungsfahigkeit, die etwa das 3-fache der besten W- und Cr-Stahle 

a betragt, bei weitem aus- 150 

geglichen. .$ 

'000-
, 

27. Vergleich zwi- 1a 

schen Co- und Cr-
000 Stiihlen. Einen direk- J, 
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ten Vergleich zwischen 
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Abb. 10, welche die Abb. 10. Hystereseschleife eines Co- und eines Cr-Stahls. 
H ystereseschleifen vom 

800 ~ 

Material der angegebenen Legierung und von einem guten, in Wasser geharteten 
Cr-Stahl darstellt. In dieser bezeichnen die Schnittpunkte der von 0 ausgehenden 
Geraden mit denbeiden Hystereseschleifen die Hohe der scheinbaren Remanenz, 
welche ein Stab vom Dimensionsverhalt­
nis 30 (lid = 18/0,6) und vom Dimensions­
verhaltnis 8,5 (lid = 610,7) in beiden Fallen 
erhalten wtirde; in Zahlen ausgedriickt 
findet man: 

fur Co-Mn-Stahl .\ 
" Cr-Stahl .. 

tid ~ 00 

9600 
10000 

lId ~ 30 

9000 
8250 

lId ~ 8,5 

5550 
2400 

if45SN C=:1,1Z % 
W"'.;,I,I% C .... ;J.I,I%Mn -1,5% 

Trotzdem also die wahre Remanenz lid = 00 a c;e2O,7% b' 
des Cr-Stahls noch urn etwa 4 % hoher liegt, Abb. 11. Kraftliniendichte im Huf­
als diejenige des Co-Mn-Stahls, betragt doch eisenmagnet aus W-Stahl (A) und aus 
schon bei den daraus hergestellten Staben von Co-Mn-Stahl (B) im ungeschlossenen 

Zustand (a) und im geschlossenen 
18 cm Lange die scheinbare Remanenz rund Zustand (b). 
10% weniger, beim Stab von 6 cm Lange 
aber nicht einmal mehr die Halite von derjenigen des neuen Materials. 
Ahnlich liegen die Verhaltnisse bei den Hufeisenmagneten. Abb. 11 gibt 
nach Messungen in der Reichsanstalt die Kraftliniendichte bei einem Huf-

1) E. GUMLICH, Elektrot. ZS. Ed. 44, H.7. 1923; ZS. f. Phys. Ed. 14, S.241. 1923. 
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eisenmagnet aus W-Stahl (A) und aus neuem Magnetstahl (B) im un· 
geschlossenen (a) und im geschlossenen Zustand (b), wobei zu bemerken ist, 
daB der Co-Stahl nur 1,54% Mn und 20,7% Co statt 4% Mn und 36% Co ent­
haJ.t und daher nicht als vollwertig anzusehen ist; gleichwohl lassen die bei­
gefiigten Zahlen fiir die Kraftliniendichte im Indifferenzpunkt und an den ver­
schiedenen Punkten der Schenkel, sowie die entsprechenden Unterschiede zwischen 
B und A in Prozent die groBe Vberlegenheit des neuen Materials iiber den W-Stahl 
erkennen. Diese ist natiirlich am groBten im ungeschlossenen Zustand, wo der 
Unterschied im Indifferenzpunkt schon 77%, nahe dem Pol aber fast 100% 
betragt, was hauptsachlich auf die sehr viel starkere Wirkung der Entmagneti­
sierung durch die Enden bei dem weicheren W -Stahl zuriickzufiihren ist. 1m 
geschlossenen Zustand ist der Unterschied viel geringer; er betragt im Indifferenz­
punkt ca. 38% und sinkt in der Nahe der Pole auf etwa 23 %. Dies riihrt daher, 
daB infolge seiner sehr viel geringeren Permeabilitat das neue Material B dem 
Durchgang der Kraftlinien einen erheblich hOheren Widerstand entgegensetzt 
als der W-Stahl, und daB demnach die Streuung von Schenkel zu Schenkel 
bei B groBer wird als bei A. Da nun die Zugkraft dem Quadrat der Kraftlinien­
dichte proportional ist, so wiirde der Magnet B in vollkommen geschlossenem 
Zustand noch etwa 40% mehr tragen als der Magnet A. Hat man es, wie dies 
bei praktischen Anwendungen wohl zumeist der Fall sein wird, mit einem un­
vollkommenen SchluB durch einen rotierenden Anker, einen schmalen Luft­
spalt oder dergleichen zu tun, dann wird sich bei gleichen Abmessungen 
der Gewinn durch die Verwendung des neuen Materials zwischen 20% 
und 100% bewegen. - Das Co-Mn-Material wird von del' Firma Friedrich 
Krupp (Essen) hergestellt und unter dem N amen "Koerzit" in den. Handel 
gebracht. 

28. _ Selbsthartender Co-Stahl. Ais besondere, namentlich in England her~ 
gestellte Varietat der Co:-Stahle ist noch die mit etwa 15 % Co, 1 % C, 9% Cr 
und 1,5% Mn zu nennen, die zu der Reihe der sog. "selbsthartenden" Stahle 
gehort, also keines Abschreckens bedarf, so daB die mit dem Abschrecken 
stets verbundene Gefahr des Springens oder Verziehens ausgeschlossen 
ist. Auch dies Material gibt mit einer Remanenz )S. ='8500 und einer 
Koerzitivkraft Sj. = 210 Leistungen, die schon nahe an die Hochstwerte 
der Co-Stahle herankommen, doch verlangt es eine recht umstandliche 
und kostspielige thermische Behandlung, da die giinstigste Wirkung erst 
dann erzielt wird, wenn die Magnete zunachst auf 1150 0 erhitzt und rasch 
abgekiihlt, sodann bei 750 0 angelassen und schlieBlich von 1100 0 in Luft ab­
gekiihlt werden. 

29. Anwendungsgebiet der Co-Magnete. DaB bei einer derartigen 0ber­
legenheit in den Leistungen die Co-Stahle die W- und Cr-Stahle nicht in kiirzester 
Zeit vollkommen verdrangt haben, liegt nach den interessanten Berechnungen 
von WATSONl) lediglich an dem hohen Preis des Co, der friiher als Abraum­
produkt achtlos auf die Seite geworfen, sofort nach Bekanntwerden der japa­
nischen Erfindung zum -Spekulationsobjekt geworden ist. Immerhin gibt es 
auch jetzt schon zahlreiche Fane, wo entweder der Preis keine ausschlag­
gebende Rolle spielt, wie bei Magnetnadeln usw., oder die Ersparnis an 
Raum, die groBere Haltbarkeit der Instrumente usw. den hoheren Preis auf­
wiegt. Auch als Ersatz von Elektromagneten bei kleineren Dynamomaschinen 
und dergleichen diirfte das neue Material voraussichtlich in Zukunft eine 
erhebliche Rolle spielen. 

l)-E. A. WATSON, Jburn. Inst. Electr. Eng. Ed. 63, S.822. 1925. 
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f) Legierungen von Eisen mit nicht ferromagnetischen Stoffen. 
30. Eisen-Silicium-Legierungen. Neben den Fe-C-Legierungen, uber we1che 

bereits gesprochen wurde, haben, wenigstens fUr die Technik, zur Zeit die Fe-Si­
Legierungen das groBte Interesse, sind sie doch namentlich fUr den Bau von 
Transformatoren und anderen Apparaten geradezu unentbehrlich geworden. Die 
ersten genaueren Messungen uber die inagnetischen und elektrischen Eigen­
schaften der Si-Al-Legierungen verdankt die Wissenschaft drei englischen Ge­
lehrten, BARETT, BROWN und HADFIELDl), die fanden, daB diese Legierungen 
bis zu etwa 4 % Si zwar keine besonderen magnetischen Eigenschaften, wohl 
aber einen mit steigendem Si-Gehalt wachsenden spezifischen Widerstand be­
sitzen, dessen technische Verwertbarkeit die englischen Gelehrten jedoch zunachst 
offenbar nicht erkannt hatten. Auf Anregung des Verfassers veranlaBte die 
Reichsanstalt die Firmen Friedrich Krupp (Essen) und Feinblechwalzwerk 
Capito (Benrath a. Rh.), die Herstellung von Transformatorenblechen aus diesem 
Material zu versuchen, da zu erwarten war, daB Transformatorenkerne aus 
so1chem Blech infolge von dessen hohem spezifischen Widerstand nur etwa den 
dritten Teil des Wirbelstromverlustes von Kernen aus gewohnlichem Eisenblech 
haben wiirden. Nach Dberwindung anfanglicher erheblicher, In der SprMigkeit 
des Materials begriindeter Schwierigkeiten gelang dies auch bald vollkommen, 
so daB inzwischen dies Material jedes andere aus dem Transformatorenbau 
verdrangt hat, und daB nach statistischen Berechnungen dem Deutschen ReiGh 
daqurch jahrlich ein Energieverlust im Werte von 50 Millionen Goldmark er­
spart wird. 

31. Wirkung des Si-Zusatzes. Dies ist nun nicht nur auf den schon erwahnten 
hohen spezifischen Widerstand, sondern auch auf die im Laufe der Zeit erreichten 
betrachtlichen Verbesserungen der magnetischen Eigenschaften 'dieser Legierungen 
zuruckzufUhren, zu deren Klarung die Reichsanstalt durch eingehende Versuche 
beigetragen haP). Hierbei erwies sich die urspriingliche Ansicht, daB das Si 
direkt verbessernd auf das Eisen einwirkt, als unhaltbar, denn dann hatte auch 
der Sattigungswert der Si-Legierungen mit steigendem Si-GehaIt wachsen mussen, 
er nimmt aber statt dessen ab, und zwar gilt hierfiir bis etwa 5 % Si die Beziehung 
4 7l ]00 = 21600 - 480 p, wo p den Si-Gehalt in Gewichtsprozenten bezeichnet; 
das Si verhalt sich also in magnetischer Beziehung wie ein unmagnetisierbarer 
Fremdkorper, der nur Eisen verdrangt. So muBte denn die Tatsache, daB ein 
Si-Zusatz bis zu 4 oder 5 %, der hochsten noch bearbeitbaren Legierung, die 
Permeabilitat des Eisens bei niedrigen Feldstarken erheblich verbessert und 
die Koerzitivkraft und damit auch den Hystereseverlust verringert, auf eine 
sekundare Wirkung zuriickzufiihren sein, we1che nach den von der Reichs­
anstalt in Verbindung mit Prof. GOERENS (Aachen) durchgefiihrten Unter­
suchungen darin zu suchen ist, daB Si die schadliche Wirkung des in jedem 
gewohnlichen Eisen vorhandenen C neutralisiert, indem es nicht nur die Losung 
von C im Fe verhindert, sondern auch veranlaBt, daB der Gehalt an Fe3C bei 
dauerndem Gliihen in Eisen und Temperkohle zerfallt, die in magnetischer 
Beziehung kaum mehr eine schadliche Wirkung auszuiiben vermag. 

32. Magnetisierungskurve eines legierten Bleches in Tabellenform. In 
Tabelle 7 ist als Beispiel die Magnetisierungskurve eines technisch guten legierten 
Bleches mit 4% Si wiedergegeben, aus der sich die Koerzitivkraft zu 0,47, die 
Maximalpermeabilitat zu 7500 ergibt. Dichte 5 und Widerstand e pro mm 

1) F. BARETT, W. BROWN U. R. A. HADFIELD, Sc. Transact. Dublin Soc. 1900. 
2) E. GUMLICH, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd.4, H.3. 
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TabellG 7, Legiertes Blech d = OAmm bei 800 0 

in Luft gegluht und langsam abgeki.lhlt, 

-~ 
Si 4,09% Si 4,09% 
c 0,07% c 0,07% 
Mn O,10~1u Mn 0,10% 
p - p -
S 0,01 % S 0,01 ~'~ 

$ I f' ~ $ 

+ 0,25 . +1000 4000 + 2,5 +12260 
+ 0,5 3350 6700 + 1 10700 
+ 0,75 5550 7400 0 7830 
+ 1,0 7000 7000 - 0,25 5600 

+ 1,5 8680 5790 I - 0,5 - 900 
+ 2,5 10400 4160 - 0,75 ~ 4780 
+ 5 12250 2450 - 1,0 - 6700 
+ 10 13330 1330 - 1,5 - 8480 
+ 20 14080 700 - 2,5 1-10280 
+ 50 15220 305 - 5 -12100 
+100 15600 240 - 10 -13230 

- 20 -14080 
- 50 -15220 

+100 15600 -100 -15600 
+ 50 15220 
+ 25 14480 58, 7830 
+ 10 13770 Sjc 0,47 
+ 5 13150 fl-max 7500 

und qmm lassen sich nach den 
Messungen der Reichsanstalt 
in Abhiingigkeit yom Si-Ge­
halt darstelien durch die Be­
ziehungen 5 = 7,87 - 0,0622 P 
und e = 0,099 + 0,12 P; der 
Temperaturkoeffizient des 
Widerstands sinkt bei 4 % Si 
auf 0,0008. 

33. Sehr reine Si-Le­
gierungen. In technischer 
Beziehung beruht also der 
wesentliche Vorteil der Si-Le­
gierungen darin, daB auch 
weniger gutes, namentlich 
nicht volikommen C - freies 
Grundmaterial durch den Si­
Zusatz gute magnetische und 
elektrische Eigenschaften er­
halt; dies schlieBt aber natiir­
lich nicht aus, daB man 
durch Zusammenschmelzen 
von nahezu volikommen rei­

nem Fe mit ebensolchem Si, hauptsachlich wenn es im Vakuum vorgenommen 
wird, noch weit bessere Ergebnisse zu erzielen vermag. Dies hat zuerst YENSENl) 
durchgefiihrt und dabei Maximalpermeabilitaten von der GroBenordnung 60000 
erzielt;.spater sind auch in Deutschland, namentlich durch die Vakuumschmelze 
HERAEUS (Hanau), Si-Legierungen mit weniger als 0,1 Gauss Koerzitivkraft 
hergestellt worden. In einer neueren, sehr eingehenden Arbeit ermittelte YENSEN2) 
fiir Legierungen mit 2%, 4% und 6% Si den EinfluB alier moglichen Verunrei­
nigungen, namentlich des C auf den Hystereseverlust und fand auf Grund einer 
auBerordentlich empfindlichen C-Analyse, welche ihm noch den Nachweis von 
0,001 % gestattete, daB entgegen der landlaufigen Ansicht ein C-Gehalt bis zu 
0,008% in jedem Material, also auch in Si-Legierungen, in gelOstem Zustand 
erhalten bleibt, so daB derartige spurenweise Verunreinigungen durch C das 
Material verhaltnismaBig auBerordentlich stark verschlechtern. Dariiber hinaus­
gehende C-Gehalte bis zu 0,08% sollen in Form von freiem Zementit (Fe3C) 
auftreten, der nur einen verhaltnismaBig geringen EinfluB hat, die noch hoheren 
C-Gehalte in Form von Perlit mit stark verschlechternder Wirkung; dieser 
Perlit wird durch 4% Si beim Gliihen in Temperkohle zersetzt und daher un­
schadlich gemacht, wahrend bei Si-Gehalten von 6% die Umwandlung in Temper­
kohle bereits bei 0,009% C einzusetzen scheint. Auch den EinfluB der Korn­
groBe auf die Hohe des Hystereseverlustes zieht der Verfasser in Rechnung 
und findet, daB mit wachsender KorngroBe der hiervon herriihrende Hysterese­
verlust immer mehr abnimmt, was alierdings durch die Ergebnisse der neuesten 
Untersuchungen von v. AUWERS 3 ) wieder in Frage gestellt wird. Aus den End­
formeln von YENSEN wiirde sich ergeben, daB absolut reines Fe mit sehr 
groBen Kornern praktisch iiberhaupt keinen Hystereseverlust mehr haben 
wiirde. 

1) TR. YENSEN, Univ. of Illinois Bull. Nr. 83, 1915. 
2) TR. YENSEN, Journ. Amer. lnst. Electr. Eng. Bd.43, S.455. 1924. 
3) O. v. AuwERs, ZS. f. techno Phys. Bd.6, S. 578.1925. 
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34. Eisen-Aluminiumlegierungen. Ganz ahnlich wie der Si-Zusatz wirkt 
nach den in der Reichsanstalt vorgenommenen Versuchen1) auch ein Zusatz 
von Al auf die elektrischen und magnetischen Eigenschaften des Eisens, indem 
auch hierdurch der spezifische Widerstand erhoht sowie der EinfluB der Ver­
unreinigung durch Kohlenstoff unschadlich gemacht wird, aber die bis jetzt 
erreichten Verbesserungen waren deshalb nicht so erheblich, well es noch nicht 
gelungen ist, die Koerzitivkraft in demselben MaBe herabzusetzen wie bei den 
Si-Legierungen, was allerdings auch auf die bei der Herstellung vorhandenen 
besonderen Schwierigkeiten wegen des geringen spezifischen Gewichts und der 
starken Oxydierbarkeit des Al zurfickzuffihren sein konnte. Dagegen gelang 
das Auswalzen auch noch bei Legierungen bis zu 10% Al, bei welcher derWider­
stand pro m und qmm zu rund 1 Ohm, der Temperaturkoeffizient aber zu nur 
0,00035 gefunden wurde; somit dfirfte sich gerade dies Material vorzfiglich 
zu technischen Vorschaltwiderstanden und dergleichen eignen. Aber auch zu 
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Abb. 12. Dichte, Widerstand und Tempera­
turkoeffizient des Widerstands der Mangan­

legierungen (Stabe). 
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Abb. 13. Koerzitivkrafte der Manganlegie­
rungen (Stabe). 

zentigen Al-Legierungen mit Vortell verwenden lassen, da ihre wahre Remanenz 
mit steigender Glfihtemperatur immer mehr sank und schlieBlich nach Hingerem 
Glfihen bei 1100 0 nur noch 1550 betrug. Die Eignung hierzu wfirde allerdings 
noch vollkommener sein, wenn es gelingen wfirde, die bei den untersuchten 
Proben noch immer erhebliche Koerzitivkraft von 0,84 etwa durch Verwendung 
besonders reiner Materialien noch weiter herabzudrficken. Selbstverstandlich 
ist bei diesen hochprozentigen Al-Legierungen der Verlauf der Hysteresekurve, 
der bei niedrigen Al-Zusatzen demjenigen der Si-Legierungen ahnelt, sehr schrag, 
so daB auch die Maximalpermeabilitat bis auf etwa 1000 sinkt. 

1) E. GUMLICH, Wiss.Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd.4, H.3. 1918. 
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Auch YENSEN 1) hat durch Einfiihren von AI in vakuumgeschmolzenes 
Elektrolyteisen eine Reihe von ziemlich reinen AI-Legierungen hergestelit und 
magnetisch untersucht. Dieselben zeigen bei 0,4% AI nach Gliihen bei 1100 0 

und langsamem Abkiihlen einen abnorm hohen Wert der Maximalpermeabilitat 
Vtmax"'" 40000) und eine Koerzitivkraft von nur 0,2 GauB, doch nimmt mit 
wachsendem AI-Gehalt die Giite des Materials dauernd ab, so daB bei 6% AI 
die Koerzitivkraft bereits auf das Doppelte gestiegen ist. Einen Vergleich mit 
den von ihm hergesteliten, auBerordentlich reinen Si-Legierungen halten in 
magnetischer Beziehung auch nach seinen Untersuchungen die AI-Legierungen 
nicht aus. 

35. Eisen-Manganlegierungen. Mn wird vielfach dem geschmolzenen Fe 
als Desoxydationsmittel zugesetzt, so daB fast in jedem FluBeisen ein Rest 
dieses Zusatzes im Betrag von einigen Promille vorhanden ist. AuBerdem ist 
bekannt, daB Mn im Gegensatz zu Si die Loslichkeit des C im Eisen begiinstigt 
und damit in magnetischer Beziehung hartend wirkt. Es wurden deshalb in 
der Reichsanstalt systematisch die magnetischen und 
elektrischen Eigenschaften von Fe-Mn-Legierungen bis 
zu 16% untersucht. Dabei ergab sich, daB allgemein ~ 
diese Eigenschaften, wie Dichte, spezifischer Widerstand, 
Koerzitivkraft und Sattigungswert, bei etwa 8% eine 
stark ausgepragte Unstetigkeit aufweisen (vgl. Abb. 12 1i 
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Abb. 14. Sattigungswerte (4.n J 00) 
der Manganlegierungen nach dem 

Abschrecken von 800 0 • 

Gehalt wieder etwas ab­
nehmen, wahrend die 
Sattigungswerte nach Ab-
schrecken von 800 0 auf 

zwei sich bei etwa 8 % Mn schneidenden Geraden 
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Abb. 15. Koezitivkrafte 
der Manganlegierungen 
nach dem Abschrecken 
bei verschiedenen Tem-

peraturen. 

liegen (Abb. 14), und zwar nimmt der Sattigungswert fUr die niedrigen Legie­
rungen mit steigendem Mn-Gehalt nur verhaltnismaBig wenig, von 8% ab aber 
auBerordentlich stark ab; beide Reihen lassen sich darstellen durch die Be­
ziehungen 4nJoo = 21245 - 210P(P < 7,5 %) und4nJ 00 = 19800 - 2830; also: 
2830 (P - 7,5 %). Bei etwa 14% Mn ist somit eine derarfige Legierung vollig un­
magnetisierbar. Diese Tatsachen findenihre Erklarung in den Versuchsergebnissen 
von DEJEAN2) und von MASSUSHITA3), nach denen das GefUge der Mn-Stahle 

1) TR. YENSEN u. GATWARD: Univ. of Illinois Bull. Nr.95, 1917. 
2) P. DEJEAN, C. R. 1917, S.334. 
3) T. MASSUSHITA, Sc. Reports Tohoku Univ. 1919, S. 79. 
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bis 3,5%Mn perlitisch, von 3,5% bis etwa 8,5% martensitisch, dariiber hinaus 
austeni tisch ist. U ner kHirt dagegen blei bt noch die in teressan te, in der Reichsanstalt 
gefundene Erscheinung, daB die Koerzitivkraft hoher Mn-Legierungen mit 6 bis 
·11 %Mn beim Abschrecken aus der Temperatur des jeweiligen magnetischen 
Umwandlungspunktes auBerordentlich stark ansteigt bis zu etwa 130 GauB, 
also etwa dem doppelten Wert der Koerzitivkraft von W-MagnetsHihlen, wahrend 
gleichzeitig allerdings die Induktion und damit natiirlich auch die Remanenz 
sehr stark sinkt (vgl. Abb. 15 und 16), so daB die hohe Koerzitivkraft zur Rer­
stellung leistungsfahigerer permanenter Magnete ohne weiteres nicht verwendet 
werden kann; wohl aber hat diese Tatsache Veranlassung gegeben zur Ver­
besserung der oben bereits erwahnten Co-Magnete. 

5000 6000 7000 

/lbschreck- Temperatur 

Abb. 16. Magnetisierbarkeit der Manganlegie­
rungen nach dem Abschrecken bei verschie­

denen Temperaturen. 

800 0 

~-"--&. -", 
--~-- o -/lC2 

o \ BOO 

1/-00 

200 

+ 
o 

0 

0 \ 
\ 

'" ........., 1-/1,-: 
II 8 12 
Mn-Gehalt in % 

16% 

Abb. 17. Umwandlungspuukte der Mangan­
legierungen. 

36. Temperaturhysterese der Fe-Mn-Legierungen. In engem Zusammen­
hang mit den crwahnten magnetischen Eigenschaften steht jedenfalls die Er­
scheinung der sog. Temperaturhysterese des zweiten Umwandlungspunktes: 
Wahrcnd namlich beim reinen Fe der magnetische Umwandlungspunkt sowohl 
bei steigender wie bei fallender Temperatur bei etwa 769° gefunden wird, ist 
dies bei Mn-Legierungen keineswegs mehr der Fall. Rier sinkt der Punkt Ac2, 

wo die Legierung mit steigender Temperatur ihre Magnetisierbarkeit verliert, 
mit wachsendem Mn-Gehalt der Legierung nur verhaltnismaBig wenig, in sehr 
viel sHirkerem MaB jedoch der Punkt Ar2, bei wc1chem die Magnetisierbarkeit 
wieder auftritt; so liegt bei einer 12proz. Legierung der erstere Punkt bei etwa 
620°, der letztere dagegen bei -30°, der Unterschied betragt also hier 650 0 

(vgl. Abb. 17), und es tritt somit hier der cigentiimliche Fall ein, daB ein nnd 
dasselbe Material bei Zimmertemperatur im unmagnetischen oder im magnetischen 
Zustand erhalten werden kann, je nachdcm es vorher hoch erhitzt oder tief ab­
gekiihlt wurde; dem unmagnetischen Zustand entspricht ein austenitisches, 
dem magnetisierbaren ein martensitisches GefUge, und zwar erfolgt der Ubergang 
unter Umstanden so p15tzlich, daB man ein dentliches Knacken horen kann. 
Ahnliche Verhaltnisse sind auch fUr die Fe-Ni-Legierungen schon seit langerer Zeit 
bekannt; bei ihrer Besprechung werden auch zwei GefUgebilder wiedergegeben 
werden, die ohne weiteres auf die Mn-Legierungen iibertragen werden konnen. 
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37. Legierungen von Eisen mit Phosphor, Schwefel, Bor, Arsen, Vana­
dium, Titan, Antimon und Quecksilber. Die Legierungen von Eisen mit son­
stigen nicht ferromagnetischen Stoffen, so interessant sie zum Tell in theoretischer 
Hinsicht sind, haben bis jetzt eine praktische Bedeutung nicht gewonnen. All­
gemein HiBt sich auf Grund der Untersuchungen von TAMMANN und seinen 
Schiilern die Regel aufstellen, daB Verbindungen ferromagnetischer Metalle mit 
anderen Stoffen unmagnetisch, dagegen Mischkristalle mit solchen ferromagnetisch 
sind, falls das ferromagnetische Metall das Losungsmittel blldet; bei maBigem 
Zusatz von unmagnetischen Stoffen zu ferromagnetischen Metallen bleibt also 
der ferromagnetische Charakter der letzteren erhalten, wahrend maBige Zusatze 
von ferromagnetischen Substanzen zu unmagnetischen Stoffen bei letzteren 
keinen Ferromagnetismus hervorrufen; auf einige Ausnahmen von dieser Regel 
kann hier nicht eingegangen werden, wohl aber solI kurz auf die magnetische 
Zusatze hingewiesen werden, die zum Tell auch als Verunreinigungen des Fe 
eine gewisse Rolle spielen. 

Phosphor laBt nach Versuchen von AMIC01) bei langsam abgekiihltem 
C-armem Fe bis zu etwa 0,5 % die Permeabilitat nahezu unverandert, verbessert 
sie aber bei hoheren Prozentgehalten erheblich und setzt die Koerzitivkraft 
henmter. Nach dem Abschrecken steigt mit wachsendem P-Gehalt die Koerzitiv­
kraft erst betrachtlich, um dann wieder stark abzunehmen; beispielsweise wuchs 
mit zunehmendem P-Gehalt bis 0,2% die Koerzitivkraft von 13 auf 26 GauB 
und nahm dann bei weiter wachsendem P-Gehalt (1,24%) bis auf 2,9 GauB 
ab; somit scheint P die Loslichkeit des C im Fe zu verringern. 

Schwefel scheint in geringen Mengen unschadlich zu sein, in groBeren 
dagegen sehr schadlich zu wirken; systematische Versuche daruber sind in der 
Reichsanstalt begonnen, aber noch nicht durchgefiihrt. 

Bo~ wirkt nach den eingehenden Versuchen von YENSEN2) in kleinen 
Mengen giinstig, indem es den O-Gehalt des Fe beseitigt, in groBeren dagegen 
ungiinstig. 

Almlich wie Si verhalt sich nach den Untersuchungen von LIEDGENS3) 

Arsen und nach den Untersuchungen von DIETERLE4) auch Vanadi um. Beide 
Stoffe scheinen die Loslichkeit des C in Fe zu verringern bzw. aufzuheben, 
auBerdem wirkt V desoxydierend. So ergaben drei von DIETERLE unter­
suchte Fe-V-Legierungen nach dem Ausgliihen bei 900 0 im N und langsamem 
Abkuhlen bzw. nach Abschrecken von 900 0 in Wasser die in folgender Tabelle 

Ta belle 8. 

v = 0,64 
C = 0,22 
Mn = 0,23 

II 

1,75 
0,28 
0,29 

III 

3,60 
0,36 
0,20 

Nach langsamem Abkiihlen 

)8, = 11600 I 14500 113600 
Sj. = 4,00 5,55 5,60 

Nach dem Abschrecken 

)8, = 10 520 1 9900 1 9620 
Sj. = 21,4 6,0 6,1 

zusammengefaBten Werte von Remanenz und 
Koerzitivkraft bei einer Magnetisierung auf 
etwa 80 Gaus. Hiernach wirkt das Ab­
schrecken nur bei sehr geringem V-Gehalt 
noch hartend, bei hOherem V-Gehalt ist die 
Koerzitivkraft nach dem Abschrecken trotz 
betrachtlichen C-Gehalts kaum hOher als nach 
langsamem Abkuhlen. - In demselben Sinn 
scheint auch Titan zu wirken, das nach Ver­
suchen von ApPLEGATE5) mit im Vakuum zu­
sammengeschmolzenen Legierungen die ur­
sprunglichen magnetischen Eigenschaften des 

1) E. d'AMICO, Ferrum 1913, H. 10; Elektrot. u. Maschinenb. Bd. 36, S. 752. 1913. 
2) TR. YENSEN, Univ. of Illinois Bull. 1915, Nr.77. 
3) J. LIEDGENS, Stahl u. Eisen 1912, S.2109. 
4) R. DIETERLE, Arch. f. Elektrot. Bd.9, S. 314. 1920. 
5) K. E. ApPLEGATE, Rensselaer Pol. lnst. Bd.5, S.1. 1915. 
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Grundstoffs, eines schwedischen Holzkohleeisens, wenigstens bis 1 % Ti erheb­
lich verbessert, indem es die Maximalpermeabilitat erhoht und den Hysterese­
verlust verringert; hohere Zusatze scheinen allerdings wieder verschlechternd 
zu wirken. 

Antimon setzt nach den Versuchen von P. WEISS die Magnetisierbarkeit 
des Fe auBerordentlich stark herab; so betrug fUr eine Feldstarke von 300 GauB 
die Permeabilitat einer Fe-Legierung mit 43 % Sb nur noch etwa 7, diejenige 
einer Legierung mit 74% Sb nur noch 1,001 gegen etwa 65 beim reinen Fe. 

Quecksilber: Fe- und Co-Amalgame sind von NAGAOKA1) auf elektro­
lytischem Wege hergestellt und untersucht worden, und zwar ballistisch in Glas­
gefaBen von der Form eines Rotationsellipsoids. Die Magnetisierung wuchs 
ziemlich proportional dem Fe- bzw. Co-GehaIt, aber die Koerzitivkraft erwies 
sich als ganz auBergewohnlich hoch, und zwar lieferte nach Magnetisierung auf 
3200 GauB ein Fe-Amalgam mit 1,78% Fe eine Koerzitivkraft von 240 GauB, 
eine Legierung mit 2,3 % Fe sogar eine solche von 370 GauB; Co -Amalgam 
von 0,5% Co ergab eine Koerzitivkraft von 150 GauB. 

II. Nickel, Kobalt, Mangan. 
38. Magnetisierbarkeit von Ni und Co. Die neben dem Eisen sonst be­

kannten ferromagnetischen Elemente Ni und Co haben als solche zwar erhebliches 
theoretisches Interesse, spielen aber, abgesehen von ihren Legierungen, auf 
di~ noch eingegangen werden muB, im technischen Betrieb keine Rolle, da ihre 
magnetischen Eigenschaften gegentiber denjenigen des Fe minderwertig sind, 
ihr Preis aber unverhaItnismaBig hoch ist. Die Magnetisierungskurve des Ni 
verHiuft sehr flach, diejenige des Co hat Ahnlichkeit mit derjenigen gewohnlichen 
GuBeisens, doch ist die Herstellung und Bearbeitung von Co in hinreichend reinem 
Zustande recht schwierig, und daher sind 
die bis jetzt dartiber bekannt gewordenen 
Daten zumeist nicht einwandfrei. Die 
hauptsachlichsten Ergebnisse sind in 
Tabelle 9 zusammengestellt, und zwar 
rtihren die fUr Ni gefundenen Werte von 
Ellipsoidmessungen in der Reichsanstalt 
her, die fUr Co aufgeftihrten von EWING 

Tabelle 9. 

Ni 

lB fur S) = 100 6200 
4,,;Joo 6400 
/Lmax 

I 
1120 

lB, 3340 
S). 1,62 

co 

9300 
17700 

175 
3100 

12 

bzw. P. WEISS (Sattigungswert), wobei zu bemerken ist, daB Co sich auBerordent­
lich schwer sattigt, so daB nach PREUSS die Sattigungsgrenze, namentlich bei 
tiefen Temperaturen, auch bei Feldstarken von 12000 bis 13000 GauB noch nicht 
vollig erreicht ist. 

Der Umwandlungspunkt von Ni wurde von P. WEISS zu 356 0 bestimmt, 
derjenige des Co von STIEFLER zu 1075 0 , doch wird die Lage des Umwandlungs­
punkts offenbar, namentlich beim Ni, durch Verunreinigungen sehr stark be­
einfluBt. 

39. Raumgitter. Ni und Co haben nach HULL und WESTGREN (vgl. Tabellen 
von LANDOLT und BORNSTEIN) ein flachenzentriertes kubisches Raumgitter 
von 3,54 bzw. 3,55 . 10- 8 cm Kantenlange, wahrenddie Kantenlange desflachen­
zentrierten Raumgitters des y-Eisens 3,61· 10- 8 cm betragt, diejenige des 
korperzentrierten ~-Eisens aber 2,86· 10- 8 cm; hierbei ist unter korperzen­
triertem kubischen Raumgitter ein solches zu verstehen, bei dem die Atome 
die Eckpunkte des Wtirfels und den Punkt in der Mitte des Wtirfels einnehmen, 

1) H. NAGAOKA, Ann. d. Phys. (4) Bd. 59, S. 66. 1896. 
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wahrend bei dem flachenzentrierten kubischen Raumgitter die Atome nicht 
nur die Ecken des Wlirfels, sondern auch die Mitten der Seitenflachen besetzen. 
Aus der Tatsache, daB y-Eisen mit einem flachenzentrierten kubischen Gitter 
von nahezu den gleichen Abmessungen wie die Gitter der magnetischen Modi­
fikation von Ni und Co, unmagnetisch ist, die magnetische .x-Modifikation des 
Fe aber gi:inzlich davon abweicht, dlirfte hervorgehen, daB fUr die Magnetisierbar­
keit der Metalle der Gitteraufbau nicht maBgebend ist. 

40. Mangan. Die Frage, ob Mangan zu den ferromagnetischen oder zu den 
paramagnetischen Stoffen zu rechnen sei, ist noch nicht entschieden. Unzweifel­
haft erweist es sich unter den gewohnlichen Verhi:iltnissen nur als stark para­
magnetisch; durch Schmelzen von paramagnetischen Mn~Pulver im elektrischen 
Of en erhielt jedoch P. WEISS1) einen Korper mit deutlich ferromagnetischen 
Eigenschaften mit einem Sattigungswert 4 n J 00 vonetwa 200 und einer auBer­
ordentlich hohen Koerzitivkraft, we1che diejenige des W-Stahls urn etwa das 
10fache libertraf. Hierdurch erklart sich auch die ungewohnlich hohe Koerzitiv­
kraft, we1che die frliher bereits besprochenen Fe-Mn-Legierungen nach be­
stimmter thermischer Vorbehandlung aufweisen. Auch durch Zusammenschmelzen 
mit den diamagnetischen Substanzen Sb und B erhielt WEDEKIND2) stark ferro­
magnetische Legierungen; speziell die Verbindung MnSb ergab bei der Feld­
starke 800 Gauss eine Magnetisierungsintensitat, we1che 1/4 bis 1/5 von derjenigen 
ziemlich reinen Eisens betrug. - SchlieBlich sei noch auf die spater zu besprechen­
den HEUSLERschen Legierungen verwiesen, bei denen offenbar ebenfalls das 
Mn als Trager der ferromagnetischen Eigenschaften anzusehen ist. Aus diesem 
Grunde bezeichnet man das Mn wohl mit Recht als einen kryptoferromagnetischen 
Stoff, urn damit anzudeuten, daB derselbe zwar unter die ferromagnetischen 
Stoffe zu rechnen ist, daB seine ferromagnetischen Eigenschaften aber fUr ge­
wohnlich verborgen bleiben und erst unter besonderen thermischen bzw. che~ 
mischeft Bedingungen in die Erscheinung treten. 

III. Legierungen ferromagnetischer Stoffe. 
a) Eisen-Nickellegierungen. 

41. Sattigungskurvej irreversible und reversible Fe-Ni-Legierungen. Ein 
hohes wissenschaftliches Interesse erregten schon seit langer Zeit die eigentliin­
lichen magnetischen Eigenschaften von Fe-Ni-Legierungen, die von einer groBen 
Anzahl von Forschern, wie HOPKINSON, DUMAS, OSMOND, GURTLER, TAMMANN, 
HEGG, HILPERT, HONDA, YENSEN, PESCHARD und anderen eingehend studiert 
wurden. Sie lassen sich wohl am besten libersehen an der Hand von Abb. 18, 
we1che in der ausgezogenen Kurve die in der Reichsanstalt bestimmten Sattigungs­
werte dieser Legierungen in Abhi:ingigkeit yom Ni-Gehalt wiedergibt, doch zeigt 
sich dieselbe Erscheinung mutatis mutandis auch bei der Magnetisierung mit 
niedrigeren Feldstarken. Hiernach sinkt der bei Zimmertemperatur gemessene 
Sattigungswert mit steigendem Ni-Gehalt erst langsam, dann immer rascher, 
urn bei etwa 30% Ni in steilem Absturz nahezu vollstandig zu verschwinden; 
bei weiterer ErhOhung des Ni-Gehalts steigt auch die Sattigungskurve wieder 
steil an, erreicht bei etwa 50% Ni ein Maximum von 15500 und fi:illt dann gleich­
maBig bis zum Sattigungswert des reinen Ni (4nJoo = 6400). Verunreinigungen 
konnen diesen Gang wohl einigermaBen beeinflussen, so daB das Minimum 
schon bei tieferen Ni-Gehalten eintritt, aber nie vollstandig verwischen. Der 

1) P. WEISS, Trans. Faraday Soc. Bd.8, S.64. 1912. 
2) E. WEDEKIND, ZS. f. phys.Chem. Bd. 66, S. 624.1909; vgl. auchMagnetochemie S. 51. 
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durch die gestrichelte Linie in Abb. 18 angedeutete Kurvenzug, den man fiir die 
Abnahme des Sattigungswertes mit dem Ni-Gehalt hatte erwarten sollen, zerfillt 
also in zwei vollig getrennte Teile, welche die sog. irreversiblen bzw. reversiblen 
Legierungen urnfassen. Die letzteren mit einem Ni-Gehalt zwischen 30%und 
100% haben, wie auch das reine Fe oder Ni, bei steigender und fallender Tem­
peratur den gleichen magnetischen Umwandlungspunkt, dessen Rohe natiirlich 
von der Zusammensetzung der Legierung abhangt, wie die einem Aufsatze 
von McKEEHANl) entnommene Abb. 19 zeigt. Bei den irreversiblen Ni-Legie­
rungen unterhalb 30% Ni nimmt genau so wie bei den Fe-Mn-Legierungen 
(s. dort) die Temperatur Ac2, bei welcher mit steigender Temperatur das Material 
25'00. seine Magnetisierbarkeit verliert, mit '0 
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Abb. 18. Sattigungswerte der Fe-Ni-Legie­
rungen nach der Joch-lsthmus-Methode. 

zunehmendem Ni-Gehalt nur langsam 
ab, auBerordentlich stark dagegen die 
Temperatur Ar2, bei welcher die Magne-

O°r---+----r---+----r-~ 

-200"0 20 LfO 60 8'0 100%Ni 
100 80 80 LfO aD 1'OD%Fe 

Abb. 19. Umwandlungspunkte der Fe­
Ni-Legierungen. 

tisierbarkeit wieder eintritt. Es ist also auch hier einesehr starke Temperatur­
hysterese vorhanden, die bewirkt, daB das gleiche Material bei Zimmertemperatur 
unmagnetisch oder magnetisch sein kann, je nachdem es vorher auf hohe Tem­
peratur erhitzt oder auf niedrige Temperatur abgekiihlt worden war. 1m un­
magnetischenZustand haben die Legierungen ein austenitisches GefUge (Abb. 202), 

das bei Unterschreitung der betreffenden Umwandlungstemperatur plotzlich in 
das magnetisierbare martensitische Gefiige (Abb. 21) iibergeht. So erhielt 
YENSEN 3) bei einer Legierung von rund 30% Ni, deren Sattigungswert bei 
Zimmertemperatur nur etwa 2700 betragen hatte, nach Abkiihlung auf -180 0 

einen Sattigungswert von etwa 17800, gleichzeitig aber nahm die Permeabilitat 
fUr niedrige Feldstarken sehr stark ab, und der Rystereseverlust stieg auf etwa 
das 15fache. Wenn die Legierungen nicht ganz gleichmaBig sind, wirdman 
natiirlich auch Zwischenstadien erhalten; beispielsweise ergab ein in der Reichs­
anstalt ausgefUhrter Versuch an einem Ni-Stahl unbekannter Zusammensetzung 
fUr S) = 330 Gauss vor der Abkiihlung eine Induktion von )8 = 500, nach der 
Abkiihlung auf - 78 0 eine solche von 8500, nach der Abkiihlung auf -193 0 

1) L. w. McKEEHAN, Journ. Frankl. lnst. Mai u. Juni 1924. 
2) Die Abb. 15 und 16 sind dem Circular Bur. of Stand. Nr. 58 entnommen, das eine 

sehr eingehende Darstellung der magnetischen, elektrischen und thermischen Eigenschaften 
der Ni-Fe-Legierungen gibt. 

3) TR. YENSEN, Electrical World Bd. 75. S.774. 1920. 
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eine so1che von 12650, und entsprechend war die Dichte nach der Abkiihlung 
urn 1,6% bzw. 2,1 % geringer, der spezifische Widerstand aber sogar urn 37% 
bzw. 45,5 % niedriger als vor der Abkiihlung. Die obige Darstellung gibt nur 
einen allgemeinen, aber nicht ganz genauen Uberblick iiber die Verhaltnisse 
der irreversiblen Legierungen, die tatsachlich noch erheblich komplizierter sind, 
wie aus den neuesten Untersuchungen von PESCHARD1) hervorgeht, die er an 
einer groBen Zahl von auBerordentlich reinen Legierungen durchfiihrte. Wie 
schon andere vor ihrn (WEISS, YENSEN usw.), so nimmt auch er an, daB die 
Grenze zwischen den irreversiblen und den reversiblen Legierungen eine Ver­
bindung Fe2Ni mit etwa 34,4% Ni darstellt, die einerseits mit dem iiberschiissigen 
Fe die irreversiblen, andererseits mit dem iiberschiissigen Ni die reversiblen 
festen Losungen bildet. Zwischen 0% Ni und 2,5 % Ni sind die Legierungen 

Abb. 20. Austenitisches Gefuge. Abb. 21. Martensitisches Gefuge. 

reversibel, da die f3-y- wie auch die y-f3-Umwandlungen oberhalb des magne­
tischen Umwandlungspunktes liegen. Zwischen 2,5 % Ni und 5 % Ni liegt der 
f3-y-Umwandlungspunkt oberhalb des magnetischen Umwandlungspunktes, die 
y-f3-Umwandlung dagegen unterhalb desselben; beim Erhitzen bis zum magne­
tischen Umwandlungspunkt bleibt daher die Legierung reversibel, bei haherer 
Erhitzung wird sie irreversibel. Zwischen 28% Ni und 34,4% Ni hat man es 
mit einer Uberlagerung des reversiblen und des irreversiblen Zustandes zu tun. 
HONDA und TAKAGI 2) glauben auf die Annahme einer Verbindung Fe2Ni ver­
zichten und die ganze Erscheinung mit Hilfe der TAMMANNschen Mischungs­
regel erklaren zu konnen, doch kann auf diesen Erklarungsversuch hier nicht 
naher eingegangen werden. 

42. Anfangspermeabilitat der Fe-Ni-Legierungen. Friiher machte die 
deutsche Marine von den unmagnetischen Ni-Stahlen, deren Umwandlungs­
punkt durch Zusatze von Cr u . dgl. noch erheblich gesenkt werden kann, 
insofern Gebrauch, als zur Vermeidung von KompaBstorungel1 die Panzer­
platten in der Nahe des Kompasses auf den Kriegsschiffen aus Ni-Stahl her­
gestellt wurden, doch ist dies kostspielige Verfahren durch die Einfi.i.hrung der 
Kreiselkompasse iiberfliissig geworden, und die irreversiblen Ni-Legierungen 
finden heutzutage kaum mehr eine technische Verwendung, wahrend umgekehrt 

1) M. PESCHARD, C. R. Ed. 180, S.1475. 1925. 
2) K. HONDA u . H. TAKAGI, Sc. Reports Tahoku Univ. Ed. 6, S.321. 1918. 
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die reversiblen Fe-Ni-Legierungen gerade in letzter Zeit in theoretischer wie 
in praktischer Beziehung eine auBe.rordentliche Bedeutung gewonnen haben, und 
zwar durch die Entdeckung von ARNOLD und ELMEN 1), daB diese Legierungen 
nach geeigneter thermischer Behandlung eine ganz auBerordentlich hohe Anfangs­
permeabilitat besitzen. Unter Anfangspermeabilitat versteht man bekanntlich 
die auf den Grenzwert Sj = 0 extrapolierte Permeabilitat fUr auBerordentlich 
niedrige Feldstarken, und zwar hat man es dabei im wesentlichen mit einem 
speziellen Fall der von GANS als "reversible Permeabilitiit" bezeichneten Magne­
tisierungsvorgange zu tun, welche bei steigender und bei fallender Feldstarke 
die gleiche Induktion ergeben und daher wenigstenspraktisch als hysterese­
frei anzusehen sind. Auch beim Fe nimmt die Anfangspermeabilitat im all­
gemeinen mit wachsender Reinheit zu; sie betragt beim geharteten Stahl etwa 40, 
bei weichem Stahl und ungegluhtem GuBeisen etwa 70, bei gegluhtem GuBeisen 
etwa 180, bei technischem FluBeisen je 12000 

nach der Reinheit zwischen 100 und 450, fl'o 
bei Si-Legierungen 400 bis 520, bei Elek­
trolyteisen 400 bis 800, steigt aber bei 
den Fe-Ni-Legierungen unter Umstiinden 
bis zu 12000. Ihr Gang in Abhangig-
keit vom Ni-Gehalt ist aus der dem Auf- 8000 

satz von ARNOLD und ELMEN (a. a. 0.) 
entnommenen Abb. 22 zu ersehen, deren 
Richtigkeit durch die Versuche in der 
Reicbsanstalt im allgemeinen bestatigt 
wurde. Hiernach wachst die Anfangs- 'f000 

permeabilitat, die bei den irreversiblen 
Legierungen nur ganz gering ist, bei den 
J:eversiblen mit zimehmendem Ni-Gehalt 
ziemlich rasch, erreicht bei 40% Ni 
schon etwa den Wert 2000, bleibt dann o 20 
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weiterhin in auBerordentlich steilem An­
stieg bei etwa 78,5 % Ni, der von den 

Abb. 22. Anfangspermeabilitat der 
Fe-Ni-Legierungen. 

Verfassern als "Permalloy" bezeichneten Legierung, den H5chstwert von etwa 
12000 zu erreichen und von da ab in steilem Abfall wieder auf die Anfangspermea­
bilitat des reinen Ni mit etwa 200 zu sinken. Es braucht kaum darauf hingewiesen 
zu werden, daB Messungen derartig hoher Permeabilitat im Bereich einer Feld­
starke von weniger als 0,001 GauB mit einer groBen Unsicherheit behaftet sind 
und nur an geschlossenen Ringen oder an langen und dunnen Drahten mit einiger 
Sicherheit ausgefiihrt werden k5nnen, da auch bei ziemlich langgestreckten 
Ellipsoiden oder zylindrischen Staben infolge der entmagnetisierenden Wirkung 
der Enden die unvermeidlichen kleinen Fehler in der Bestimmung der Induktion 
mit dem 10- bis 20fachen Betrag in die Bestimmung der wahren Feldstarke 
eingehen, wie sich aus der an anderer Stelle genauer diskutierten Formel fUr die 
wahre Feldstarke Sj = Sj' - N J ohne weiteres ergibt, worin Sj' die gemessene 

scheinbare Feldstarke, J = jB - ~ die Magnetisierungsintensitat und N den 
4n 

sog. Entmagnetisierungsfaktor bezeichnen. 
43. Thermische Behandlung. Die gunstigste thermische Behandlung zur 

Erreichung der H5chstwerte der Anfangspermeabilitat variiert im allgemeinen 

1) H. D. ARNOLD U. G. W. ELMEN, Journ. Frankl. lnst. Bd. 195, S.621. 1923; Elec­
trician Bd. 90, S.669 u. 672. 1923. 

Handbuch der Pbysik. XV. 17 



258 A. Kap. 4. E. GUMLICH: Ferromagnetische Stoffe. Ziff. 44. 

mit der Rohe des Ni-Gehalts; fiir Permalloy selbst finden ARNOLD und ELMEN 
am geeignetsten eine langsame Abkuhlung von 900 ° und eine darauffolgende 
rasche Abkiihlung von 600°, doch scheint nach den Ve,rsuchen in der Reichs­
anstalt fUr die hoheren Ni-Legierungen eine einmalige rasche Abkiihlung von 
900° angenahert die gleichen giinstigen Werte zu geben, wahrend bei den nied­
rigeren Legierungen in der Gegend von 50% Ni eine langsame Abkiihlung 
von 900 ° noch vorteilhafter wirkt. Leider sind diese Legierungen im endgiiltigen 
Zustand gegen mechanische Eingriffe, wie Recken, Biegen usw. auBerordentlich 
empfindlich und es ist nicht· immer moglich, den EinfluB derartiger Einwir­
kungen auf die Molekularstruktur durch geeignete thermische Behandlung wie­
der zu beseitigen. 

44. Verwendbarkeit der Fe-Ni-Legierungen. Material mit so hoher An­
fangspermeabilitat wird ohne Zweifel auf den verschiedensten technischen Ge­
bieten eine weitgehende Verwendung finden, es sei nur an die Telephonhorer, 
MeBtransformatoren, Panzergalvanometer, SchluBjoche usw. erinnert, ganz be-
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sonders aber an die transatlantischen Kabel, bei 
welchen die gewiinschte hohe Selbstinduktion, die 
bisher nur durch die unbequeme Anbringung von 
Pupinspulen zu erreichen war, nunmehr durch 
eine einfache Umspinnung mit Draht oder Bandern 
aus Permalloy, die sog. "Krarupwicklung", erzielt 
werden kann. Aber auch aufanderen Gebieten, 
namentlich dem Dynamo- und Transformatoren­
bau, eroffnen diese Legierungen auBergewohnliche 
Aussichten, da auch die iibrigen magnetischen und 
elektrischen Eigenschaften derselben diejenigen der 
sonst gebrauchlichen Materialien zum Teil weit in 
den Schatten stellen. Die Koerzitivkraft nimmt Lf 

o 20 '10 80 80 100 von 30% bis zu 78,5 % Ni erst rascher, dann lang­
%Ni samer von etwa 0,9 GauB bis auf weniger als 

0,1 GauB ab, urn dann wieder bis auf etwa 2 GauB, 
die Koerzitivkraft des reinen Ni, anzusteigen, 
und dementsprechend erreicht auch die Maximal­

Abb. 23. Widerstand der 
Fe-Ni-Legierungen. 

permeabilitat Werte von bis jetzt noch nicht dagewesener Rohe; gleichzeitig 
sinkt leider auch der spezifische Widerstand nach der in Abb. 23 wieder­
gegebenen, einer Arbeit von YEN SEN 1) entnommenen Kurve sehr erheblich. 
denn er betragt bei etwa 30% Ni 0,8 Ohm pro m/mm2, bei 78,5 % Ni (Permalloy) 
aber nur noch etwa 0,2 Ohm, was im Rinblick auf die Entstehung von Wirbel­
stromen bei Wechselstrom hoher Frequenz die Verwendung gerade der magnetisch 
giinstigsten Legierungen weniger geeignet erscheinen laBt. Einen interessanten 
vergleichenden Uberblick tiber die magnetischen Eigenschaften der besten bisher 
bekannten ferromagnetischen Materialien, namlich des Elektrolyteisens, einer 
Legierung mit 4% Si, und zweier Fe-Ni-Legierungen mi~ 50% Ni bzw. 78,5 % Ni, 
gibt die dem erwahnten Aufsatz von YENSEN entnommene Tabelle 10, aus welcher 
sich die fast in jeder Hinsicht auBerordentliche Uberlegenheit der Fe-Ni-Legie­
rungen iiber die besten der anderen bisher technisch verarbeiteten Materialien er­
gibt. Mit Recht weist YENSEN auf die besonderen Eigenschaften der 50proz. Fe-Ni­
Legierungen gerade fUr die Wechselstromtechnik hin, denn wenn auch die An­
fangspermeabilitat nicht an diejenige des Permalloy heranreicht, so sind doch 
Maximalpermeabilitat und Rystereseverlust unge£ahr von der gleichen GroBen-

1) TR. YENSEN. Journ. Frankl. lnst. Bd. 199, S.333. 1925. 
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Tabelle 10. 

Fe Fe mit Fe mit Fe mit 
4%Si 50% Ni 78%Ni 

d=3mm d=0.35mm d=0.35mm d=0.35mm 

Anfangspermeabilitat fJ-o 700 440 3000 5850 
Maximalpermeabilitat Pmax 26000 15500 70000 74000 
Sattigungswert 47tJ(01 ) • 22600 20000 15500 10500 
Hystereseverlust (Erg/em3 /Per. filr m = 10000) 600 500 220 200 
Remanenz 8600 5 200 7300. 5500 
Koerzitivkraft . 

I 
0.20 0.15 0.05 

I 
0.05 

Elektrischer Widerstand in Ohm pro m/mm2 . 0.10 0.55 0.46 0.21 
Dichte 7.9 7.6 8.3 8.6 

ordnung, wahrend der Wirbelstromverlust infolge des iiber doppelt so hohen 
spezifischen Widerstandes gegeniiber dem Permalloy bei gleichen Abmessungen 
viel niedriger ausfallen muB und denjenigen des gewohnlichen legierten Bleches 
nicht erheblich iibersteigen wird. Tatsachlich scheinen somit alle Vorbedingungen 
in magnetischer und, elektrischer Hinsicht fUr eine umfassende Verwendung 
der Fe-Ni-Legierungen in der gesamten Elektrotechnik gegeben zu sein, deren 
Realisierung in absehbarer Zeit wohl nur eine Kostenfrage sein diirfte. 

b) Eisen-Kobalt-Legierungen. 
45. Hoher Sattigungswert von Fe2Co. Wahrend reiner Co, wie schon oben 

erwahnt, in magnetischer Beziehung keinerlei besonderes Interesse erregt, scheint 
esdem Eisen interessante und noch nicht vollig klargelegte Eigenschaften zu 
verleihen. von denen auch bereits praktisch Gebrauch gemacht worden ist. Dahin 
gehort einmal die bereits besprochene Verbesserung des Magnetstahls durch 
auBerordentliche YergroBerung der Koerzitivkraft, sodann aber auch die von 
PREUSS 2) , einem SchUler von P. WEISS. entdeckte Tatsache, daB durch einen 
geeigneten Co-Zusatz der Sattigungswert des reinen Eisens erheblich gesteigert 
werden kann. Er fand namlich, daB sich die Werte der spezifischen Magnetisierung 
von Fe-Co-Legierungen in Abhangigkeit vom Co-Gehalt in zwei ansteigenden 
Geraden anordnen, die sich bei 34,3 % Co schneiden, also einem Punkt, der un­
gefahr der Verbindung Fe2Co entspricht, und daB speziell der Sattigungswert 
dieser Legierung urn ca. 10% hoher liegt als derjenige des reinen Eisens. Diese 
Entdeckung kam der wissenschaftlichen Welt vollig unerwartet, denn bisher 
hatte man auf Grund der Erfahrung allgemein angenommen, daB jeder Zusatz 
zum reinen Eisen den Sattigungswert herabdriicken miisse, was ja auch nur 
natiirlich scheint, da speziell unmagnetische Fremdkorper durch Verdrangung 
des hoch magnetisierbaren Eisens im allgemeinen schadigend wirken miissen 
und auch die Sattigungswerte von Ni und Co (6400 bzw. 17700) ganz erheblich 
tiefer liegen als derjenige des reinen Eisens (21600). Tatsachlich hat also der 
Sattigungswert, wenigstens bei Legierungen aus ferromagnetischen Komponenten, 
keine additiven Eigenschaften, ebensowenig wie die Permeabilitat bei niedrigen 
Feldstarken. An einer so1chen Legierung von Co mit dem von ihm hergestellten 
reinen Elektrolyteisen konnte YENSEN 3) feststellen, daB bis zur Feldstarke 
~ = 7 GauB die Permeabilitat dieser Legierung unterhalb derjenigen des dazu 
verwendeten Eisens bleibt, dann aber erheblich dariiber steigt. 

46. Magnetisierungskurve vom Fe2Co in Tabellenform. In der beifolgenden 
Tabelle 11 ist die Magnetisierungskurve einer von der Firma Fr. Krupp (Essen) 

1) Die Sattigungswerte sind samtIich um fast 5% zu hoch. 
2)P. WEISS. Trans. Faraday Soc. Bd.8, S.56. 1912. 
3) TR. YENSEN. Elektrot. ZS. Bd. 36, S. 589. 1915. 

17* 
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Tabelle 11. Magnetisierungskurve einer Eisen-Ko balt-Legierung. 

Co =34,1 % Co =34.1 % 
Ni= 0.5 % Ni = 0.5 % 
C = 0.07% C = 0.07% 
Mn= 0.05% Mn= 0,05% 

.p I !8 f< .p !8 I' 

+ 2.5 3950 1580 + 5 11800 
5 7650 1530 0 8230 

10 11470 1150 - 0.5 7600 
20 14480 725 - 1.0 6800 
50 18300 365 - 1.5 5730 

100 21100 210 - 2.5 1650· 
150 22450 150 - 5 - 7000 
300 23700 79 - 10 -11470 
500 24100 48 - 20 -14480 

1000 24600 25 - 50 -18300 
2000 25600 12,8 - 100 -21100 

I 3000 26630 8.9 - 150 -22450 
4000 27660 6.9 Remanenz 

, 
8230 

I 
+ 150 22450 Koerzitivkraft . 2.72 

100 21220 ttmax . 1650 
50 18640 Joo . 1884 
25 16220 4nJoo 23680 

hergestellten. in der Reichsanstalt untersuchten Legierung mit 34,1% Co wieder­
gegeben, aus der ebenfalls hervorgeht, daB die Maximalpermeabilit~- von etwa 
1600 weit unterhalb derjenigen des dazu verwendeten, ziemlich reinen Grund­
materials bleibt, der Sattigungswert dagegen den Betrag von 4n]oo = 23660 
erreicht, also rund 10% hOher liegt als derjenige des Grundmaterials. 

47. Praktische Anwendung von Felleo. Eine praktische Bedeutung hat 
diese Tatsache bereits darin gefunden, daB man diese Legierung mit gutem 
Erfolg zu Polspitzen bei Elektromagneten verwendet. Da namlich infolge der 
hohen Induktion gerade in den Poispitzen, wo die Induktionslinien besonders 
stark zusammengedrangt werden, der magnetische Widerstand auBerordentlich 
hoch wird und zumeist denjenigen der gesamten iibrigen Teile des Elektromagnets 
iiberwiegt, so bedeutet jede Steigerung des Sattigungswertes der Polspitzen 
eine Verringerung des gesamten magnetischen Widerstandes und damit auch 
eine Erhohung der Feldstarke zwischen den Magnetpolen, und tatsachlich haben 
die neueren, mit derartigen Polspitzen ausgeriisteten Elektromagnete eine er­
heblich hohere Leistungsfahigkeit, die auf anderem Wege nur durch eine starke 
Vermehrung des Gesamtgewichts zu erzielen gewesen ware. - Auch fiir Anker­
zahne von Dynamomaschinen, in denen die Induktion ebenfalls auf Werte von 
25000 und mehr steigt, diirfte sich die Verwendung von Fe-Co-Legierungen 
empfehlen, namentlich wenn es gelingt, durch Verwendung moglichst reinen 
Materials die Koerzitivkraft, die bei der Kruppschen Legierung immer noch 
2,7 GauB betrug, und damit auch den Hystereseverlust beim Ummagnetisieren 
erheblich zu verringern. 

c) Nickel-Kobalt-Legierungen. 
48. Allgemeine Eigenschaften derNickel-Kobalt-Legierungen. Die Ni-Co­

Legierungen zeigen nach den Messungen von BLOCH 1) keinerlei anomales Ver­
halten; beide Metalle sind offenbar vollkommen ineinander loslich; der Sattigungs-

1) O. BLOCH, Arch. sc. phys. et nat. (4) Bd.33. S.293. 1912; Ann. chim. phys. Bd.26, 
S. 5. 1912. 
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wert andert sich linear mit dem Prozentgehalt, die Temperatur des Umwandluilgs­
punktes dagegen nach einem parabolischen Gesetz; praktische Anwendungen 
haben diese Legierungen anscheinend bis jetzt iiberhaupt noch nicht gefunden. 

d) HEUSLERsche Legierungen. 
49. Chemische Zusammensetzung. Bis zum Ende des vorigen Jahrhunderts 

nahm man allgemein an, daB die ferromagnetischen Eigenschaften an die drei 
bekannten Metalle Fe, Ni und Co gebunden seien; um so groBeres Aufsehen 
erregte die von HEUSLER im Jahre 1898 gemachte, aber erst spater vero££entlichte 
Entdeckung, daB auch eine Legierung VQn Mn, Cu und Sn deutlichen Ferro­
magnetismus zeigte, trotzdem Mn und Sn nur zu den paramagnetischen, Cu 
sogar zu den diamagnetischen Stoffen gezahlt werden muBten. Neben HEUSLER 
selbst machte sich hauptsachlich Prof. RICHARZ in Marburg mit seinen Schiilern 
ASTEROTH, HAUPT, PREUSSER, SEMM, v. AUWERS u. a., ganz besonders aberTAKE 
um die Aufhellung dieses zunachst noch vollkommen dunklen Gebiets verdient, 
aber auch andere Forscher, wie AUSTEN, GRAY, Ross, GUMLICH, KNOWLTON, 
CLIFFORD, WILLIAMS usw., beschaftigten sich eingehend mit diesem ganz neue Aus­
blicke auf die N atur des Magnetismus ero££nenden Material. Zunachst ergab es sich, 
daB das zuerst verwendete Sn in dieser Legierung mit mehr oder weniger Erfolg 
auch durch eine ganze Reihe von anderen Metallen vertreten werdep. kann, selbst 
durch das diamagnetische Bi, j a, daB die Magnetisierbarkeit sich durch Verwendung 
von AI an Stelle von Sn noch ganz besonders steigern lieB, so daB namentlieh eine 
Legierung von etwa 30% Mn, 15%AI und 55%Cu einen Sattigungswert lieferte, 
der etwa drei Viertel von demjenigen des GuBeisens erreichte, vorausgesetzt, daB die 
thermisehe Behandlung, die gerade bei diesen Legierungen eine ausschlaggebende 
und spater noch genauer zu erorternde Rolle spielt, riehtig geleitet wurde. 

50. Magnetisierungskurven in Tabellenform. In der folgenden Tabelle 12 
sind die Magnetisierungskurven von zwei in der Reiehsanstalt untersuehten 

Tabelle 12. Magnetisierbarkeit von He u 5 1 e rschen Legierungen. 

Schmiedbare N ich t schmiedbare Schmiedbare Nicht schmiedbare 

Legierung Legierung Legierung Legierung 
(geaJtert) (geaJtert) 

Cn = 75.6 % en =61.5% Cn = 75,6 % en = 61,5% 

Mn= 14,2.% Mn= 23,5% Mn= 14,2s% Mn= 23.5% 

Al = 10,1.% AI = 15 % Al = 10,1.% Al = 15 % 

I 
Pb= 0,1 % Pb= 0,1% 

--
.\J III f' III f' .\J III ~ 

-!- :,51 + 120 48 + 300 120 + 50 1560 3830 
+ ) 400 80 800 160 + 25 1220 3550 
+ 7,5 580 77 1600 210 + 5 740 2900 , 10 720 72 2320 230 0 480 2550 
+ 20 1070 54 3250 160 - 2,5 250 2190 
+ 50 1540 31 3800 76 - 5 - 240 1480 
+ 75 1780 24 3980 53 - 10 - 670 -1780 
+ 100 1970 20 4110 41 - 20 -1040 -3210 
+ 150 2250 15 4250 28 - 50 -1540 -3800 
+ 300 2800 9,3 - 75 -1780 -3980 
..l.. 500 3120 6,2 -100 -1970 -4110 
+1000 3670 3,7 -150 -2205 -4250 
+2000 4710 2,4 
+3000 5750 1,9 Remanenz 480 I 2550 
+4000 6780 1,7 Koerzitiv-
+ 5000 7790 1.6 kraft 3.75 7.3 
+6000 8790 1.5 ftmax ... 80 236 
T 150 +2250 +4250 I 

100 .... 222 
1980 

! 431: 100 .. 2790 + 100 , 4110 
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Legierungen, einer schmiedbaren mit 14,25% Mn und 10,15% Al und einer nicht 
schmiedbaren mit 23,5% Mn und 15% Al als Beispiel wiedergegeben; fUr die 
zweite ist der Sattigungswert nicht bestimmt worden, doch laBt es sich aus dem 
Kurvenverlauf ersehen, daB er mindestens den Wert 5000 erreichen wiirde. 

51. ErkHirungsversuche. Aus den ersten Versuchen mit den Mn-Al-Bronzen 
schien hervorzugehen, daB es sich um Losungen der Verbindung MnlAll in 
Cu handle, und daB die Hohe der Magnetisierbarkeit durch den Gehalt der Legie­
rung an dieser Verbindung bedingt sei; aber bald zeigte es sich bei der Ausdehnung 
der Versuche iiber groBere Konzentrationsreihen, daB die Magnetisierung stets 
bei einem Al-Gehalt von etwa 13% ihr Maximum erreichte. Eine allgemeine 
Ubersicht erhalt man am besten mit Hilfe der Darstellung der Ergebnisse mittels 
des bekannten VAN'T HOFFschen Dreiecks (Abb.24), bei welcher die Gehalte 

der in Betracht kommen­
den Legierungen an Mn, 
Al und Cu durch die Ab­
stande des betreffenden 
darstellenden Punktes, ge­
messen in der Pfeilrich­
tung, gegeben sind. Die 
drei ausgezogenen Kurven 
verbinden die Legierungen 
gleicher Magnetisierbar­
keit (Sattigungsmagneti­
sierung); denkt man sich 
die Hohe der Magnetisier­
barkeit durch die Lange 
einer in dem betreffenden 
Punkt errichteten Senk­
rechten dargestellt, so er­
halt man eine Art von 
Gebirgszug, der einerseits 
ein Ansteigen mit zu­
nehmendem Mn - Gehalt 

Abb.24. VAN'T HOFFsches Dreieck. bei gleichbleibendem Al-
Gehalt anzeigt, anderer­

seits bei konstantem Mn-Gehalt ein Ansteigen der Magnetisierung bis rund 
13 % Al und einen darauffolgenden Abfall bei noch hOherem Al-Gehalt. 
Auf Grund dieser Ergebnisse kam nun HEUSLERl) zu der Ansicht, daB man als 
Trager der ferromagnetischen Eigenschaften Verbindungen von dem Charakter 
Alx(Mn, Cuhx anzusehen hat, welche dadurch entstehen, daB in der Verbindung 
AlCu3 das Cu isomorph durch Mn ersetzt wird. Man hat es also mit einer che­
mischen Verbindung von Al mit einem isomorphen Gemenge von Mn und Cu 
zu tun, bei der auf je 1 Al-Atom immer 3 Cu- und Mn-Atome kommen. Der 
Buchstabe x in der obigen Formel soIl andeuten, daB dabei noch keine Fest­
setzung iiber die GroBe der ferromagnetischen Molekiile getroffen ist. Behalt 
man dies im Auge, so kann man natiirlich auch auf den Buchstaben x verzichten 
und als Trager des Ferromagnetismus das Molekiil Al(Mn, CU)3 betrachten. In 
diesem Molekiil ist aber das MaBgebende fUr das Auftreten des Ferromagnetis­
mus sicherlich das Mn, das ja auch schon weiter oben als kryptomagnetisch 
bezeichnet wurde, insofern, als es zwar fiir gewohnlich nur paramagnetische 

1) FR. HEUSLER U. E. TAKE, Trans. Faraday Soc. Bd. 8, S. 76. 1912; Phys. ZS. Bd. 13, 
S.897. 1912. 
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Eigenschaften zeigt, aber doch· unter ganz bestimmten Bedingungen, namlich 
dem Schmelzen im unvermischten Zustande oder der Legierung mit anderen 
Metallen, ferromagnetische Eigenschaften entwickelt; aus diesem Grunde kann 
- wie schon erwahnt - wohl das Al in den HEUsLERSchen Bronzen durch eine 
ganze Reihe anderer, selbst diamagnetischer Stoffe ersetzt werden, nicht aber 
das Mn. 

62. Alterung. Es war oben schon angedeutet worden, daB die magnetischen 
Eigenschaften der Mn-Al-Bronzen in ganz besonders hohem MaBe durch die 
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Abb.25. Die Magnetisierung als Funktion der Alterungsdauer. Alterungstemperatur 209°C. 

vorangehende thermische Behandlung beeinfluBt werden. Eine derartige Bronze, 
die nach dem GuB rasch abgekiihlt oder in Wasser abgeschreckt wird, ist unter 
Umstanden so gut wie unmagnetisierbar, sie erhiilt aber ihre Magnetisierbarkeit 
durch dauernde Erhitzung auf h5here Temperaturen, die sog. "Alterung", wiihrend 
andererseits bei langsamer Abkiihlung aus der GuBtemperatur sich schon hin­
reichend hohe Magnetisierbarkeit entwickelt, so daB ein spateres Altern keine 
betrachtliche Verbesserung mehr hervorbringen kann. Nun hat sich aber eigen­
tumlicherweise gezeigt, daB die Verbesserung durch die Alterung nicht fur samt­
liche Feldstarken in gleicher Weise erfolgt, daB vielmehr ffir niedrige Feldstarken 
schon nach kurzer Alterungsdauer ein Maximum eintritt, nach dessen 'Ober-
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schreitung bei fortgesetztem Altern die Magnetisierungsintensitat wieder sinkt; 
dies MaximuIll, das absolut genommen natiirlich mit der Feldstarke ansteigt, 
flacht sich aber auch gleichzeitig mit der Feldstarke immer mehr ab, wie Abb. 25 
zeigt, wo die gestrichelte Linie die Lage des ersten Maximums angibt, und wiirde 
fUr noch hohere Feldstarken auch nicht andeutungsweise mehr zu erkennen 
sein, so daB nunmehr nur noch ein asymptotisch verlaufender Anstieg der 
Magnetisierungsintensitat mit der Alterungsdauer verbleiben wiirde. Diese 
eigentiimliche Erscheinung erklart TAKEl) auf Grund seiner auBerordentlich 
umfassenden Studien iiber die Wirkung der thermischen Behandlung dieser 
Bronzen folgendermaBen: Die Alterung besteht eigentlich aus zwei verschiedenen 
Vorgangen, die sich iiberdecken; in erster Linie wird durch die Alterung die 
Bildung von ferromagnetischen Molekularmagneten hervorgerufen, und zwar 
derart, daB die Zunahme des Sattigungswertes mit der Alterungsdauer in Form 
einer jungfraulichen Magnetisierungskurve erfolgt (vgL die Kurve fiir die Feld­
starke Sj = 1000, Abb.25, bei der wir uns nur noch den angedeuteten Wende­
punkt beim Schnittpunkt mit der gestrichelten Linie wegzudenken haben); 

gleichzeitig aber schlieBen sich diese 
Elementarmagnete im Verlauf der Alte-

------____ /I/terllngsdaller!f;imdenj rung zu immer groBeren Komplexen 
--... zusammen, die der Richtkraft des 

"', , _ magnetischenFeldes um so mehr Wider-
\ .Y------ stand leisten werden, je groBer sie 

\ /' selbst sind und je kleiner das Feld ist; 
, \ / diese Komplexbildung befolgt generell 

(r,' "\. If""... dasselbe Gesetz (b) wie die Bildung der 
/ . Elementarmagnete (a), vgL Abb. 26, 

. j ! ,........ .. ...... ,E ... , aber mit einer gewissen zeitlichen Ver-
/ I / -,,_d ""-",,__ schiebung, denn man wird annehmen 

./ .......... -1' ----__. diirfen, daB die Komplexbildung erst 
.-:::.-- dann besonders stark wird, wenn die 

Abb.26. Entstehung der Jlt-Kurven bei der Bildung der Elementarmagnete bereits 
Alterung (schematische Darstellung). zum groBten Teil beendet ist. Mit der 

Komplexbildung nimmt aber die freie 
Beweglichkeit und somit die Richtbarkeit dUTCh das Feld immer mehr ab, 
die man sich daher etwa durch die Kurve c (Abb. 26) dargestellt denken 
kann. Die Superposition der beiden charakteristischen Kurven a und c ergibt 
nun eine Kurve etwa von der Form d, die denselben Charakter tragt wie die 
Kurve fUr niedrige Feldstarken in Abb. 25. Auch die schon erwahnte Er­
scheinung, daB rasch aus der GuBhitze abgeschreckte Mn-Al-Bronzen kaum 
magnetisierbar sind, da sie keine Zeit zur Bildung von Elementarmagneten 
hatten, wohl aber langsam abgekiihlte, und daB die Alterung bei den 
ersteren unverhaItnismaBig viel starker wirkt als bei den letzteren, ist nunmehr 
ohne weiteres zu verstehen, ebenso auch die Tatsache, daB zur Erreichung groBer 
Maximalpermeabilitat, also zur Erzeugung magnetisch moglichst weichen 
Materials, zunachst eine moglichst starke Abschreckung von Rotglut und dann 
eine Alterung bei verhaltnismaBig tiefer Temperatur erforderlich ist, wahrend 
die Sattigungsmagnetisierung bei allen Alterungstemperaturen nahezu denselben 
Wert erreicht, nur bei hoheren Temperaturen viel rascher als bei niedrige,n. 
Man wird aber auch auf Grund dieser Erklarung von TAKE den SchluB ziehen 
diirfen, daB rasch abgekiihlte Legierungen, soweit sie iiberhaupt magnetisierbar 

1) E. TAKE, GOttinger Abh. N. F. Bd.8, Nr.2. 1911. 
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sind, infolge des Mangels an groBeren Komplexen nur eine viel geringere Koerzitiv­
kraft besitzen werden als langsam abgekiihlte und stark gealterte Bronzen; 
dies fand ASTEROTHl) an zwei Bronzen mit 16,9% Mn und etwa 9% Al bestatigt, 
von denen die eine aus dem Gu13 direkt lahgsam abgekiihlt, die andere dagegen 
ausgeschmiedet und in Quecksilber abgeschreckt wurde; hiernach zeigte die 
Gu13probe eipe Koerzitivkraft von 18 Gau13, die Schmiedeprobe dagegen nur 
eine so1che von 0,1 Gau13; diese erwies sich also praktisch als hysteresefrei. 

'Oberhaupt hangt die GroBe von Koerzitivkraft und Remanenz nicht nur 
von der chemischen Zusammensetzung des Materials, sondern auch au13er­
ordentlich stark von der Rohe der verwendeten Altertmgstemperatur und der 
Dauer der Alterung abo Einen 'Oberblick gewahrt Tabelle 13 2), deren Ergebnisse 
mit abgeschrecktem Material derselben Art bei einer Feldstarke von 1000 GauB 
gewonnen sind, nachdem die verschiedenen Proben bei verschieden hohen Tem­
peraturen verschieden lang gealtert worden waren; hieraus geht folgendes hervor: 
Bei tiefer Alterungstemperatur von nur 80 0 war selbst nach 7000sttindiger 
Dauer sowohl Koerzitivkraft wie Remanenz (in CGS-Einheiten ausgedriickt) 
noch recht niedrig, das Material ist also zwar magnetisch weich, aber noch 
sehr schwach magnetisierbar; beide GroBen nehmen jedoch mit wachsender 
Alterungstemperatur stark zu, und zwar erreicht die Koerzitivkraft bei der 
Alterungstemperatur 255 bis 260 0 den auBerordentlich hohen Wert von 172 GauB, 
also nahezu.das 200fache der urspriinglichen Koerzitivkraft, wahrend gleichzeitig 
die Remanenz auf mehr als das 10fache des friiheren Wertes gestiegen ist. Bei 
nocQhoheren Alterungstemperaturen nehmen beide Werte, Koerzitivkraft und 
Remanenz, wieder etwa auf den dritten Teil dieses Maximalwertes ab, selbst 
wenn die Dauer der Alterung bei diesen hohen Temperaturen nur verhiiltnis­
maBig kurz ist, denn auch diese spielt eine ausschlaggebende Rolle, die ebenfalls 

~ aus der obigen Tabelle ersichtlich ist. Beispielsweise erreichte nach nur 20stiin­
diger Alterung bei 255 0 die Koerzitivkraft den Maximalwert von 172 Gau13, 

Tabelle 13. 
Maximale Remanenz und Koerzitivkraft fur S) ± 1000 im stabilen Endzustand 
der Alterungen; stabile Umwandlungspunkte der abgeschreckten Proben. 

Temperatur Dauer Remanenz (J) I Koerzitivkraft Stabiler 
Probe 

der Alterung nach Magnetisierung iJ mwandllingspunkt 
Nr. bis 1000 Gaul! in Grad C 

in Grad C in Stunden 

} 80 6500 5,76 0,91 160 
1a 7000 5.42 0,90 

2 110 7000 18,9 4,38 205 
3a 140 4000 40,6 9,09 

4 } 184 1000 26,9 141,7 
4a 2000 280 
5 209 2100 53,2 167,6 280 
6 

} 
1500 60,5 167,9 280 

6a 235 1500 42,7 167,6 280 
6b 200 270 
7b } 255-260 1800 32,8 101,3 
7d 20 61,5 172,1 
9b 294 100 32,3 62,0 275 

11 } 351 
11 18,8 23,0 260-265 

11a 10 22,7 24,6 260 

1) P. ASTEROTH, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S.21. 1908. 
2) E. TAKE, Gottinger Abh. N. F. Bd. 8, S. 42. 1911. 
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wiihrend sie nach 1800stiindiger Alterung bei derselben Temperatur wieder auf 
101 GauB gesunken war und dementsprechend die Werte der Remanenz mit 
61,5 bzw. 32,8 CGS-Einheiten. 

53. Umwandlungspunkt in Abhangigkeit von der Alterung. In der letzten 
Spalte von Tabelle 13 sind die Werte des magnetischen Umwandlungspunktes 
angegeben, d. h. der Temperatur, bei welcher das Material bei Er:Q.itzung seine 
Magnetisierbarkeit verliert. Auch diese steigt, wie ersichtlich, mit zunehmertder 
AIterungstemperatur bis zu einem Hochstwert, dessen geringes Sinken bei noch 
hoheren Alterungstemperaturen wohl nur auf die verhaltnismaBig kurze Dauer 
dieser Alterung zuriickzufiihren ist. Diese Verschiebung der urspriinglichen 
magnetischen Umwandlungstemperatur zu immer hoheren Werten im Laufe 
jeder Alterung ist am groBten bei moglichst stark abgeschreckten Proben und 
wird immer geringer, je langsamer die Proben von Rotglut aus abgekiihlt wurden, 
tun schlieBlich bei ganz langsam abgekiihlten Proben vollig zu verschwinden. 
Diese Regel gilt jedoch nur fiir Alterungstemperaturen, welche :q.icht hoher 
liegen als der urspriingliche magnetischeUmwandlungspunkt dieser Proben 
derselben Art nach auBerordentlich langsamer Abkiihlung. - Die absolute 
Lage des magnetischen Umwandlungspunktes hangt natiirlich im wesentlichen 
von der chemischen Zusammensetzung der Legierung ab und erstreckt sich im 
allgemeinen iiber ein Gebiet zwischen 350 0 und Zimmertemperatur. Ein fiir 
Vorlesungszwecke brauchbares Demonstrationsobjekt bildet beispielsweise eine 
Bronze mit 16% Mn, 8% AI und 6%Pb, die schon bei 60 bis 70°, also im Wasser­
bad, ihren Magnetismus verliert, wahrend der Umwandlungspunkt von Legie­
rungen mit 12% Mn und 25% Al sogar bis auf 50 herabgedriickt ist. 

Eine technische Verwendung haben die HEUSLERschen Legierungen bis 
jetzt kaum gefunden, da sie teuer, schwer zu bearbeiten und im Vergleich mit 
dem Eis.en doch auch zu wenig magnetisierbar sind. Urn so groBer ist ihre Be­
deutung in wissenschaftlicher Beziehung, da sie ein neues und auBerordentlich 
vielseitiges, bis jetzt nur zum Teil aufgeklartes Gebiet darstellen, dessen vollige 
Durchleuchtung auch fiir die Theorie des Magnetismus von hohem Wert sein 
wird. 

e) Ferromagnetische Kristalle. 
54. Pseudoisotrope Materialien. Das Gefiige aller bis jetzt betrachteten 

ferromagnetischen Stoffe ist kristallinisch, d. h. es ist aus meist sehr kleinen 
Kristallchen zusammengesetzt, deren Achsen alle moglichen Richtungen mit­
einander bilden. Nun erweisen sich diese Stoffe in magnetischer Beziehung 
durchweg als isotrop, d. h. die Richtung der Magnetisierung talIt stets mit der 
Richtung des magnetischen Feldes zusammen; es ware aber ein Irrtum, wollte 
man aus dieser Tatsache schlieBen, daB auch die das Material zusammensetzenden 
kleinen Kristalle isotrope Eigenschaften besitzen; das ist, wie eingehende Ver­
suche an groBeren, wohlausgebildeten .ferromagnetischen Kristallen gezeigt 
haben, keineswegs der Fall, wir haben es vielmehr bei den gewohnlichen ferro­
magnetischen Stoffen mit einer sog. Pseudoisotropie zu tun, die nur dadurch 
vorgetauscht wird, daB sich bei den unendliche vielen, wirr durcheinanderliegenden 
kleinen Kristallchen keine Vorzugsrichtung ausbildet, so daB also nach jeder 
Richtung hin im Mittel die gleichen Verhaltnisse herrschen. Will man aber zu 
einem wirklichen Verstandnis des Wesens der Magnetisierung gelangen, so wird 
man bei der Untersuchung der pseudoisotropen Materialien nicht stehenbleiben 
diirfen, sondem wird zur Untersuchung der Kristalle selbst iibergehen miissen, 
aus denen diese Stoffe aufgebaut sind. Auch in praktischer Beziehung wird 
sich dies als vorteilhaft erweisen, denn auch bei den gewohnlichen ferromagne-
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tischen Stoffen, wie etwa den Transformatorenblechen usw., spielt ja die von 
Rekristallisationsvorgangen abhangige KorngroBe eine bis jetzt noch nicht voll­
kommen aufgeklme Rolle. Es ist daher ein besonderes Verdienst von P. WEISS 
und seinen Schillern, durch eingehende Versuche mit den verschiedenen Arten 
von ferromagnetischen Kristallen einige Klarheit in die verwickelten Erschei­
nungen des Kristailmagnetismus gebracht zu haben. So groBe Kristalle aus 
reinem Eisen, daB man aus ihnen die zur magnetischen Untersuchung not­
wendigen Proben herstellen konnte, stehen aus natiirlichem Vorkommen auch 
jetzt noch nicht zur Verfiigung, und erst neuerdings ist es gelungen, einzelne 
auf kiinstlichem Wege herzustelleI\; es war daher das Nachstliegende, die in 
wohlausgebildeten Exemplaren verfiigbaren natiirlichen Kristalle von Magnetit, 
Pyrrhotin und Hamatit einer genaueren Untersuchung zu unterziehen, iiber 
die im folgenden kurz berichtet werden soll. 

55. Magnetit. Der Magnetit oder Magneteisenstein (FeS0 4) ist ein ziemlich 
weitveI'breitetes, in Wiirfelform kristallisierendes Mineral, dessen magnetische 
Eigenschaften schon im Altertum bekannt waren; der Name wird auf den Haupt­
fundort, die Umgebung der Stadt Magnesia, zuriickgefiihrt und ist dattn auch 
auf andere Stoffe, welche die Eigenschaften des permanenten Magnetismus 
zeigten, wie Stahl usw., iibertragen worden. Rein stofflich betrachtet, hat er 
etwa die Eigenschaften des geharteten GuBeisens, d. h. nach P. WEISS eine 
Koerzitivkraft von .rund 50 GauB und einen Sattigungswert von etwa 6000; 
in chemischer Beziehung ist er nach HILPERT!) als Kombination der beiden 
O~ydationsstufen des Eisens FeO (Eisenoxydul) und Fe20 S (Eisenoxyd) aufzu­
fassen, von denen die erstere sicherlich unmagnetisch ist, wahrend die letztere 
nach neueren Untersuchungen sowohl im unmagnetischen wie auch im schwach 
ferromagnetischen Zustande erhalten werden kann. Sie diirfte nach HILPERT 
als Saure aufzuf9Ssen sein und die Grundlage fiir das Auftreten der ferro­
magnetischen Eigenschaften der Verbindung FeS0 4 bilden. 

56. Untersuchungsmethoden. Nachdem WEISS2) bereits im Jahre 1896 
durch vorlaufige Untersuchungen an Magnetitkristallen die hauptsachlichsten 
Eigenschaften derselben ermittelt hatte, wiederholte sein Schiller QUITTNERS) 

dieselben nach der gleichen Methode, aber mit verbesserten Einrichtungen. 
Schon WEISS hatte gezeigt, daB der im regularen System in Wiirfelform kristalli­
sierende K6rper sich magnetisch keineswegs isotrop verhalt, sondern daB nur 
in der Richtung der Hauptachsen und der Flachendiagonalen die Magnetisierungs­
richtung mit der Feldrichtung zusammenfallt, in allen anderen Richtungen aber 
einen Winkel damit bildet; als Versuchsobjekt dienten kreisrunde diinne Plattchen; 
die parallel der Flache des Wiirfels, des Oktaeders und des Granatoeders ge­
schnitten waren; solche verwendete auch QUITTNER, und zwar hatten dieselben 
einen Durchmesser von etwa 12 bis 20 mm und eine Dicke von nur 0,1 bis 0,3 mm, 
so daB eine Magnetisierung in Richtung der Plattendicke wegen der auBerordent­
lichen hohen entmagnetisierenden Wirkung nicht in Betracht kam. Die Rich­
tungen der Kristallachsen wurden durch feine N adelstriche bezeichnet. Bringt 
man nun ein derartiges Plattchen in ein homogenes Feld, dessen Kraftlinien 
parallel der Ebene des Kristallplattchens verlaufen, und dreht es in seiner Ebene, 
so wird nur in den obengenannten Vorzugsrichtungen die Magnetisierungsrichtung 
mit der Richtung des Feldes zusammenfallen, in allen iibrigen Azimuten aber 
einen Winkel mit ihr bilden, und man wird sowohl diesen Winkel wie die absolute 
GroBe der Magnetisierungsintensitat dadurch bestimmen k6nnen, daB man die 

1) s. HILPERT, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 11, S. 293. 1909. 
2) P. WEISS, Journ. de phys. (3) Bd. 5, S.435. 1896. 
3) V. QUITTNER, Dis-sert. Zurich; Ann. d. Phys. (4) Bd.30, S.289. 1909. 
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beiden Komponenten derselben in Richtung des Feldes Up) und senkrecht 
dazu Un,) miBt. Fiihrt man diese Messungen fiir die verschiedensten Lagen des 
Plattchens aus, indem man dasselbe etwa von 5 zu 5 Grad urn eine senkrecht 
zu seiner Ebene gerichtete Achse dreht, so erhalt man zwischen 0 und 180 0 

ein vollstandiges Bild von den Magnetisierungsverhaltnissen, das sich zwischen 
180 0 und 360 0 symmetrisch wiederholt. Zur Bestimmung der Komponenten 
parallel der Feldrichtung diente ein ballistisches Verfahren: In einer Magneti­
sierungsspule, die ein Feld bis zu 1800 GauB lieferte, befand sich eine mit dem 
ballistischen Galvanometer verbundene Induktionsspule von 5000 Windungen, 
in welche das auf einer geeigneten Unterlage angebrachte Plattchen plotzlich 
eingeschoben wurde; der dadurch hervorgebrachte Galvanometerausschlag ist 
der Komponente der Magnetisierungsintensitat parallel der Feldrichtung 
proportional und kann nach Eichung des Galvanometers mittels einer Spule 
von bekannter Windungsflache in einfacher Weise berechnet werden. Zur Be­
stimmung der Magnetisierungskomponenten senkrecht zur Feldrichtung wiirde 
die Empfindlichkeit dieser Methode nicht ausgereicht haben; der Verfasser be­
diente 'sich daher nach den Vorgangen von WEISS einer sehr empfindlichen 
Torsionswage. Hierbei wurde das Plattchen in dem sehr gleichmaBigen Feld 
zweier Helmholtzspulen von einem Kupferdraht getragen, der oben an einer 
Torsionsfeder befestigt war; ein an dem Draht befestigter kleiner Spiegel ge­
stattete die Ablesung der Drehung durch Fernrohr und. Skale; bei hoheren 
Feldern wurden die Spulen durch einen Elektromagnet ersetzt. Eine vollkommen 
runde Platte aus isotropem Material wiirde iiberhaupt keine Drehung erleiden; 
bei einer Kristallplatte dagegen, bei welcher die Magnetisierungsrichtung mit 
der Feldrichtung im allgemeinen einen Winkel cp einschlieBt, tritt ein Dreh­
moment D = Sj • J sin cp • V = Sj • V J n auf, wobei V das Volumen des Plattchens 
bezeichnet und In die gesuchte, normal zur Feldstarke Sj gerichtete Komponente 
der Magnetisierung J, die man nach der obigen Beziehung direkt erhalt, wenn 
die Konstante der Feder bekannt ist. Es ergab sich nun folgendes: 

57. Versuchsergebnisse. Bei kleineren Feldern (Sj ex:> 30 GauB) verhalt sich 
der Kristall wie eine isotrope Substanz; in starkeren Feldern zeigt die parallele 
Komponente zwei Minima in Richtung der beiden Hauptachsen und zwei Maxima 
dazwischen in Richtung der beiden Diagonalen; die normale Komponente liefert 
zwisc~en 0 und 180 0 zwei vollstandige Wellen, deren Nullpunkte mit den Achsen 
wie auch mit den Diagonalen zusammenfallen, wahrend dazwischen abwechselnd 
die Maxima und Minima liegen; in noch starkeren Feldern werden die Unter­
schiede in der parallelen Komponente wieder kleiner, die Kurven flachen sich 
ab, und schlieBlich erreicht die Magnetisierung in allen Richtungen den Sattigungs­
wert Joo = 482 (4nJoo = 6055). Die normale Komponente nimmt nur bis 
zu etwa Sj = 500 GauB zu und erreicht dabei etwa 70 CGS-Einheiten, woraus 
sich der Winkel cp zwischen Magnetisierungs- und Feldrichtung zu etwa 8 0 ergibt; 
bei weiter wachsender Feldstarke nimmt die Normalkomponente wieder ab, und 
das Material nahert sich der Isotropie, die bei der Sattigung erreicht wird. Abb. 27 
und 28 geben die parallelen und senkrechten Komponenten dieser Wiirfelplatte 
fiir verschiedene Werte der Feldstarke und die verschiedenen Azimute der 
Platte zwischen 0 und 180 0 wieder. Bei den nach den Oktaeder- und Grana­
toederflachen geschnittenen Platten ergeben sich ahnliche Verhaltnisse, auf 
die hier jedoch nicht naher eingegangen werden kann, ebenso muB wegen der 
Diskussion der hysteretischen Eigenschaften auf den Originalaufsatz verwiesen 
werden. 

58. Pyrrhotin. Besonders interessante Verhaltnisse lieferte die nach den­
selben Methoden durchgefiihrte Untersuchung des hexagonal kristallisierenden 
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Magnetkieses (Pyrrhotin) Fe7SS durch P. WEISS!). Es zeigte sich, daB diese 
Kristalle in Richtung der Saulenachse paramagnetisch sind, wahrend sie in den 
den Basisebenen der sechsseitigen Saulen parallelen Flachen betrachtliche 
Sattigungswerte annehmen konnen. In einer gegen diese Ebene geeigneten 
Feldrichtung sind GroBe und Richtung der Magnetisierung dieselben, als wenn 
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Abb.27. Parallele Komponente in Wurfel-
platten von Magnetit. 

Abb.28. Normale Komponente in Wurfel­
platten von Magnetit bei schwacheren 

Feldern. 

nur die Komponenten des Feldes in dieser Ebene vorhanden waren. Die Magneti­
sierung innerhalb der magnetischen Ebene zeigt wieder ganz eigentlimliche Er­
scheinungen, die sich ungezwungen nur durch die Annahme erklaren lassen, 
daB jeder Pyrrhotinkristall aus drei einfacheren Kristallen besteht, deren magne­
tische Ebenen zusammenfallen, die aber gegeneinander urn je 120 0 verdreht 
sind. Innerhalb jedes dieser Elementarkristalle gibt es 
zwei aufeinander senkrechte Richtungen, fUr welche 
die Magnetisierung mit dem Feld zusammenfallt; fUr 
eine derselben, diejenige der leichteren Magnetisierung, 
erreicht die Magnetisierung den Sattigungswert schon 
bei den kleinsten Feldern; fiir die darauf senkrechte 
Richtung ist die Magnetisierung proportional dem Feld 
und erreicht die Sattigung erst bei einem Feld von 
7300 GauB. Dreht sich nun ein Feld bestimmter GroBe 

eM 
£ 0 /I 

Abb. 29. Magnetisierung 
von Pyrrhotin in der 

Grundf11l:che. 

von der Richtung der leichtesten Magnetisierung OA ab (vgl. Abb.29) libel' 
OC nach OE, so beschreibt die Magnetisierung mit der GroBe der Sattigung OA 
zunachst den Bogen AB; gelangt das Feld in die Nahe von ~C, so folgt der 
darstellende Punkt plotzlich der Sehne BCD parallel zur Richtung der leichteren 

1) P. WEISS, Joum. de phys. (4) Bd. 4, S.469. 1905; Verh. d. D. Phys. G€'s. Bd. 6, S.325. 
1904-1901. 
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Magnetisierung und gelangt schlieBlich von D wieder nachE, wenn das Feld den 
Winkel COE zuriicklegt. Die Pfeilhohe des Bogens ED nimmt urn so mehr ab. 
je groBer die Feldstarke ist, von 73.0.0 GauB ab wird sie Null, d. h. die Sattigung 
ist fiir jede Feldrichtung vollstandig und etwa von der GroBenordnung 
4nJoo <Xl 6.0.0. 

59. Hamatit. Ahnliche Verhaltnisse wie der Pyrrhotin zeigt auch der 
Hamatit (Fe20 S), der nach SMITHl) ebenfalls nach der Richtung der Symmetrie­
achse nur sehr schwach magnetisierbar ist, viel starker aber in der dazu senk­
rechten Ebene, wo auch Feld- und Magnetisierungsrichtung im allgemeinen 
nicht zusammenfallen; allerdings betrug auch hier die hochste mit der verfiig­
baren Feldstarke von 4.0.0.0 GauB erreichte Magnetisierung nur J = 3 CGS­
Einheiten, eine Sattigung war bei den gegebenen VerhaItnissen iiberhaupt nicht 
zu erreichen. 

60. Eisen. Die Herstellung von hinreichend gut ausgebildeten Eisen­
kristallen in Wiirfelform gelang zuerst BECK2), einem Schiiler von P. WEISS, 
nach dem GOLDSCHMIDTschen Thermitverfahren, ihre Untersuchung erfolgte im 
WEIssschen Laboratorium nach den oben beschriebenen Methoden. Die Er­
gebnisse zeigten im allgemeinen groBe Ahnlichkeit mit den beimMagnetit er­
haltenen, nur lagen hier in den parallel zu den Wiirfelflachen geschnittenen 
Platt chen im Gegensatz zu den Magnetitkristallen die Maxima der' parallelen 
Komponente in Richtung der Wiirfelkanten, die Minima in Richtung der Dia­
gonalen; die Unterschiede zwischen Maximum und Minimum waren am groBten 
bei Feldern von einigen 1.0.0 GauB, wahrend sie bei den starkeren und ganz 
schwachen Feldern nicht mehr nachgewiesen werden konnten. Die Komponenten 
senkrecht zur Feldrichtung ergaben im Bereich von .0 bis 18.0 0 fUr mittlere und 
groBe Feldstarken eine Kurve mit vier Nullstellen, entsprechend den Kanten­
richtungen, dazwischen zwei positive und zwei negative, absolut genommen, 
nahezu gleiche Maxima. Der Sattigungswert lag nahezu ebenso hoch, "d.e ihn 
WEISS fiir ziemlich reines Kohlswaeisen gefunden hatte, aber er wird - im 
Gegensatz zum Pyrrhotin - nicht in einer bestimmten Richtung schon bei 
sehr kleinen Feldern erreicht, sondern in allen Richtungen erst bei sehr groBem,5), 
auch fehlt beim reinen Eisen das von WEISS am Pyrrhotin nachgewiesene plotz­
liche Umklappen der Magnetisierung iiber die Richtung der schweren Magnetisier­
barkeit hinweg mit der typischen Geraden in dieser Gegend (vgl. Abb. 29). -
Die eigentlichen Magnetisierungskurven fUr das Azimut .0 bis 45 0 unterscheiden 
sich nicht wesentlich von den Magnetisierungskurven fUr gewohnliches Eisen. -
Die Magnetisierung in den nach Oktaeder- und Rhombendodekaederflachen 
geschnittenen Plattchen wurde von BECK ebenfalls eingehend untersucht. Die 
Ergebnisse zeigen natiirlich gewisse Abweichungen von den in Richtung der 
Wiirfelflachen geschnittenen Platten, doch kann hierauf sowie auf die Modi­
fizierung der aben angegebenen Eigenschaften durch die auch hier vorhandene 
und deutlich nachweisbare Hysterese nicht naher eingegangen werden. 

1) T. SMITH, Phys. Rev. (2) Bd.8, S.721. 1916. 
2) K. BECK, Vierteljschr. d. naturf. Ges. lurich Bd.63, S.116. 1918. 



Kapitel 5. 

Erdmagnetismus. 
Von 

G. ANGENHEISTER, Potsdam. 

Mit 30 Abbildungen. 

1. Einleit-ung. Die erdmagnetischen Beobachtungsinstrumente und Metho­
den werden in einem gesonderten Kapitel (vgl. Bd. 16) behandelt. Hier solI 
die Frage nach der physikalischen Natur des erdmagnetischen Feldes auf Grund 
der vorliegenden Beobachtungsergebnisse dargestellt werden. 

Die Einstellung einer in ihrem Schwerpunkt aufgehangten, allseitig frei­
beweglichell Magnetnadel ist bedingt durch das Zusammenwirken mehrerer 
magnetischer Felder von verschiedenartigem physikalischen Ursprung und von 
verschiedener raumlicher Verteilung und zeitlicher Anderung. 

Richtung und Intensitat des Feldvektors als Funktion von Ort und Zeit 
darzustellen, ist die Aufgabe der erdmagnetischen Beobachtung. Aus der durch 
Beobachtung festgestellten raumlichen Verteilung des Feldvektors mit Hilfe der 
Rechnung, die Trennung der· Felder und den Sitz der einzelnen Partialfelder 
zu ermitteln, ist die Aufgabe der formalen Analyse. Die physikalische Deutung 
derUrsache dieser Felder ist d~mn insbesondere an der Hand der zeitlichenAnde­
rung. und auf Grund unserer allgemeinen physikalischen Anschauungen zu ver­
suchen und kann als physikalische Theorie des Erdmagnetismus bezeichnet 
werden. 

Der gegenwartige Stand der erdmagnetischen Forschung kann kurz dahin 
charakterisiert werden, daB sich zwei physikalisch verschiedene Felder unter­
scheiden lassen: das permanente Feld und das Variationsfeld, deren physika­
lischer Ursprung noch in wesentlichen Punkten umstritten ist. 

Das permanente Feld hat zum weitaus groBten Tei! - wenn nicht ganz -
seinen Sitz im Erdinnern. Ihm entspricht eine Magnetisierung des festen Erd­
innern, deren Ursprung mit der Rotation der Erde zusammenhangt. Dies Feld 
ist nur sehr langsam "sakular" mit der Zeit veranderlich; falls diese Anderung 
periodisch ist, wird ihre Periode nach Jahrhunderten zu messen sein. 

Uber den "permanenten" Magnetismus des Erdkorpers lagert sich das schnell 
veranderliche Variationsfeld der Atmosphare, das periodische Schwankungen, 
sonnen- und mondtagliche, und unperiodische Zuckungen, "Stiirme". oder 
"Storungen", durchlauft. Beide Variationsfelder, die tagliche Periode und die 
Storungen, sind Wirkungen elektrischer Strome, die das permanente Feld in be­
wegten leitenden Luftmassen induziert. Die Leitfahigkeit der oberen Atmosphare 
in etwa 50 bis 100 km Hohe und dariiber variiert vermutlich periodisch mit der 
Zenitdistanz der Sonne und unperiodisch und plOtzlich mit ihrer Aktivitat 
(Fleckenzahl) (vgl. Bd.14). Fiir die periodischen Schwankungen der Leitfahigkeit 
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ist wohl die ultraviolette Sonnenstrahlung, fUr die unperiodischen das Eindringen 
von elektrischen Ladungen verantwortlich. Letztere entstammen gleichfalls der 
Sonne. Auch die Luftbewegungen, relativ zum permanenten Feld sind perio­
dische, durch Luftdruckschwankungen und atmospharische Gezeiten veranlaJ3t, 
und unperiodische, die durch das Eindringen der Ladungen in die Atmosphare 
entstehen. 

I. Das permanente Feld. 
a) Die Beobachtungsergebnisse. 

2. Intensitat und Richtung des erdmagnetischen Feldvektors ist in Raum 
und Zeit veranderlich. Daraus folgt eine zweifache Aufgabe fUr die Beobachtung: 
1. Die Errnittlung tier geographischen Verteilung des Feldes; Land und 'Welt­
vermessung. 2. Die fortlaufendeVerfolgung der zeitlichenVarialionen. Dazu 
dient die Registriertatigkeit von etwa 50 liber die ganze Erde verteilter Obser­
vatorien. 

3. Die raumliehe 
magnetise her Linien. 
vektors sind: 

Verte.i1ung des erdmagnetischen Feldes. Karten iso­
Definitionen: Die Bestimmungsstlicke des Feld-

Intensitat Fund Richtungswinkel D und I: 
F = Totalintensitat, 
D = Deklination, Azimut von N positiv liber 0, 
I = Inklination, Neigung, positiv unter der Horizontalebene. 

Rechtwinklige Komponenten X, Y, Z: 
X = horizontal positiv nach Norden, 
Y = horizontal positiv nach Osten, 
Z = vertikal positiv nach unten, 
H = Horizontalintensitat, 
H = F cos I; X = H cos D ; Y = H sin D ; 

,-------- Z X 
Z=FsinI; H=VX2+Y-2; F=~X2+Y2+Z2; tgI=H; tgD=l" 

Die Feldintensitat hat die Dimension m} l- kt-l. Ihre Einheit im c . g' s-Sy­
stem wird mit r (GauD) bezeichnet. y = 10- 5 r. Der Mittelwert der Totalinten­
sitat der Erde betragt ungefahr ir, die zeitlichen Variationen belaufen sich 
auf einige Zehner von )', nur selten auf einige Hunderter. 

Die Linien, welche Orte gleicher Intensitat oder gleicher Richtungswinkel 
verbinden, werden isomagnetische Linien genannt; Isogonen flir die Deklination; 
Isoklinen flir die Inklination; Isodynamen flir die Intensitaten. Die Ab­
weichungen der wahren Werte von den, aus irgendeiner theoretischen Annahme 
abgeleiteten Werten flir dieselben Orte, werden Anomalien genannt. Die Isano­
malen verbinden Orte gleicher Abweichung. 

Die Beobachtungsergebnisse der erdmagnetischen Vermessungen werden 
durch Karten veranschaulicht, in denen isomagnetische Linien flir nach gleichen 
Intervallen fortschreitende Werte eingezeichnet sind. 

4. Organisationen. Der Zweck der erdmagnetischen Vermessung ist em 
zweifacher, ein theoretischer und ein praktischer. Die Weltvermessung des 
erdmagnetischen Feldes ist der erste Schritt zur physikalischen Deutung des 
Magnetfeldes der Erde; darin liegt das theoretische Interesse. Das praktische 
Interesse ist ein mehrfaches. Die magnetischen Karten dienen als Orientierungs­
mittel flir die See- und Luftschiffahrt, flir den Bergbau unter Tage. Die Detail­
vermessung der Lander, insbesondere groDer St6rungsgebiete, gibt AnhaIts-
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punkte fiir die Tektonik des Untergrundes und ist'so ein geologisch wichtiges 
Hilfsmittel. 1m Bergbau geben lokale St6rungen' des Magnetfeldes AufschluB 
iiber die oberste Schichtenfolge, Einbettungen von Erzadern oder den an ihrer 
geringen magnetischen Suszeptibilitat erkennbaren Salzhorsten. 

Fiir die theoretischen Zwecke geniigt ein relativ weitmaschiges Netz von 
einigen hundert Kilometern Maschenweite; das Netz sollte jedoch die ganze 
Erde gleichmaBig umfassen. Das wird von der Weltvermessung der Carnegie­
Institution angestrebt. Die Vermessung der Kulturlander ist engmaschiger und 
fiir geologische Deutung geeigneter. Einer Vermessung erster Ordnung ent­
spricht eine mittlere Entfernung der Beobachtungsstationen von 40 km, zweiter 
Ordnung 18 km, dritter Ordnung 10 km. Die Niederlande besitzt etwa eine Ver­
messungsstation pro 100 km2; die Spezialvermessung· der groBen Anomalie 
Mitteleuropas, der Provinzen Ost- und WestpreuBen, besitzt etwa eine Dekli­
nationsstation pro 15 km2• 

Die Lokalvermessungen zu bergbaulichen Zwecken miissen enger gelegt wer­
den. Die Entfernung der Stationen voneinander wird nach 100 Metern und 
noch weniger zu bemessen sein. 

5. Vermessungen. Die Karten isomagnetischer Linien, die in ""'den letzten 
Jahrhunderten konstruiert worden sind, entnahmen ihr Material den Beobach­
tungen auf Seereisen und gelegentlichen Landexpeditionen und ferner der Ver­
messung der Kulturlander. Dies Material war durch die Zufalligkeit seines Ent­
stehens raumlich und zeitlich sehr inhomogen. Zur Reduktion auf eine gemein­
same. Epoche fehlt die hinreichende Kenntnis der Sakularvariation. Seit Anfang 
dieses Jahrhunderts hat die magnetische Vermessung der Erde durch die groB­
ziigige Unternehqmng der Carnegie Institution unter der Leitung von L. A. BAUER 
einen systematischen Charakter von groBem AusmaB erhalten. Seit 1905 ist 

, eine planmaBige Vermessung der Ozeane und bisher unvermessenen Landgebiete 
(Afrika, Australien, Siidamerika, China usw.) unternommen. Dem bisherigen 
Material werden hierdurch schon jetzt etwa 5000 Landstationen und 3000 See­
stationen hinzugefiigt. 600000 km Seefahrt auf eisenfreien Schiffen waren 
dazu notwendig. 

Eine Dbersicht iiber den Stand der Weltvermessung der Carnegie-Institution 
Ende 1925 gibt die Karte Abb. 11). Zu den in der Karte eingetragenen Stationen 
der Carnegie Institution treten noch hinzu die Stationen der Landesvermessungen 
der einzelnen Kulturstaaten. Zu beachten sind die Schleifenfahrten, die unter­
nommen wurden, urn festzustellen, ob das Linienintegrp.l der erdmagnetischen 
Kraft langs einer geschlossenen Kurve verschwindet. Die Ergebnisse der ge­
samten bisherigen Weltvermessung sind zusammengefaBt in den Karten iso-

. magnetischer Linien (Deklination, Inklination, Horizontalintensitat) und der 
entsprechenden Linien gleicher Sakularvariation pro Jahr, die von der britischen 
Admiralitat ffir die Epoche 1922 neu herausgegeben worden sind2) [so Abb.2 
bis 4 und 2a bis 4a3)J. 

Schon der allgemeine Anblick der Karten 2 und 3 zeigt in groBen Ziigen die 
Einheitlichkeit der Richtung des Feldvektors: auf der ganzen Erde nahezu nord­
warts, auf der Nordhalbkugel nach unten, auf der Siidhalbkugel nach oben. 
Die Erde als Ganzes ist also einheitlich magnetisiert, die magnetische Achse 
fallt nahezu zusammen mit der Umdrehungsachse. Die Isogonen konvergieren 

1) Researches of the Depart. Terr. Magnetism. Bd. V. Washington D. C.; Carnegie 
Institution 1926. 

2) Curves of equal magnetic Variation, Horiz. Force, Inclination. Pub!. at the admirality 
1922. 

3) Nach Atlas Magnetique, Bureau Central de Magn. terr. Paris: Ch. Maurain 1925. 

Handbuch der Physik. XV. 18 
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auBer an den geographisch€m Polen auf der Nordhalbkugel bei n° N, 96 0 W, 
dem nordlichen, und bei 73 ° S, 156 ° E, dem sudlichen Deklinationspol. Die Null­
isokline, der magnetische Aquator, entfernt sich im Maximum (in Sudamerika) 
bis zu 15 ° S vom Aquator. 
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Die Horizontalintensitat schwankt zwischen Null und 0,40 r (Hinterindien). 
Ihr Mittelwert am magnetischen Aquator ist 0,34 bis 0,35 r. Die Vertikal­
intensitat schwankt zwischen ° am magnetischen Aquator und + 0,634 (mag. 
N-Pol) bzw. - 0,674 r (mag. S-Pol). Die Extremwerte der Totalintensitat 
sind 0,28 (mag. Aquator) und 0,71 r (Intensitatspol). 

Das Kartenbild zeigt einige groBraumige Abweichungen von dem gleich­
maBigen Verlauf der isomagnetischen Linien, der bei homogener Magnetisierung 
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Abb. 2. Linien gleicher Deklination fur 1922 . 
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der Erde zu erwarten ware. Die auffalligsten Abweichungen sind wohl die Insel 
westlicher Deklination in Ostasien und die Ausbiegung des magnetischen Aquators 
(/ = 0) in Siidamerika. Wegen ihres umfassenden Charakters werden diese 
Storungsgebiete regionale genannt. 

Die beigefUgten Karten der Sakularvariation (Abb. 2a bis 4a) zeigen, wo 
die gro13ten zeitlichen .Anderungen zur Zeit auftreten; fUr die Deklination in 

Europa und Siidamerika; fUr die Inklination in Siidasien und Mittelamerika; 
fUr die Horizontalintensitat in Sibirien und Siidamerika. 

In den Karten der engmaschigeren Landesvermessungen zeigen die iso­
magnetischen Linien einen weit weniger glatten Verlauf, als in den Weltkarten. 
Zu den regionalen Storungen gesellen sich hier noch die lokalen. Abb. 5 zeigt 
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die Isogonenkarte des Deutschen Reiches fur 1925 1) nach K. HAUSMANN. Die 
Storungsgebiete treten deutlich hervor; z. B. das Basaltgebiet des Vogelberges 2) 
oder die baltische Platte (Ost- und WestpreuBen) mit ihrer quarUiren Bedeckung 
durch Geschiebe magnetischen Materials [Abb. 6 3)J. Letzteres genugt jedoch 
wohl kaum zur ErkHirung der ostpreuBischen Anomalie. 

Der Gesamteintruck der magnetischen Welt- und Landervermessung fuhrt 
zur Vorstellung, daB das Magnetfeld der Erde m seinem bei wei tern groBten 

22 0 

o S ·\ see 

Abb. 6. Isogonen in Ost- und vVestpreul3en. 

Anteil, durch eine homogene Magnetisierung der Erde langs der Rotationsachse 
hervorgerufen ist; hinzu tritt eine Quermagnetisierung, die die Abweichung 
(11 1/ 2 °) der magnetischen Pole von den Rotationspolen bedingt. Hieruber 
lagern sich regionale Storungsfelder von kontinentalem AusmaB und auf diese 
sind die lokalen Storungen aufgesetzt. Es ist eine naheliegende, und auch durch 
die formale Analyse gestutzte Vorstellung, daB der Sitz der Storungen urn so tiefer 
liegt, je groBer ihr AusmaB ist, so daB fur die engbegrenzten und in ihrer 

1) K. HAUSMANN, ZS. f. Geophys. Bd. 1, S.129. 1925. 
2) K. SCHERING u. A. NIPPOLDT. Erdmagnet. Landesaufnahme von Hessen. Darmstadt 

1923. A. NIPPOLDT. Siidostharz. Tatigk.-Ber. Pro Met. Inst. 1917- 19. S. 90. (Vert. Komp.) 
3) AD. SCHMIDT, Die magnet. Deklination in Ost- und WestpreuBen. Veroffentl. Pr. 

Met. Inst. Nr. 318. Berlin 1922. Siehe auch A. NIPPOLDT. Geolog. Arch. III 1924. 114; 
F. ERRULAT. Geolog. Arch. II 1923. 219; H . REICH, Jahrb . Pr. Geolog. Landesanst. XLIV 
1924. S. 319. 
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Intensitat oft besonders starken Storungen die obersten geologischen Schichten 
verantwortlich sind; fUr die umfassenden, regionalen, aber der Aufbau des Erd­
innern bis zum Erdkern. 

6. Sakularvariationen. Die Einstellung der Magnetnadel ist mannigfachen 
zeitlichen Schwankungen unterworfen, solchen, die in kurzen Zeitraumen, in 
Minuten, Stunden, Tagen urn eine mittlere Lage erfolgen, und solche, die langsam 
tiber viele Jahre fortschreiten underst im Laufe von Jahrhunderten periodischen 
Charakter annehmen. Wahrend die kurzen Schwankungen nur ausnahmsweise 
1 ° in der Richtung und einige Prozent in der Intensitat betragen, wachsen 

Zeit 
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bb. 7. der D kli-
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180 

1100 
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o 

Abb. 8. mkehrungspunkte der IV- und 
E-Deklination als FunktiOD der geographi­

seh n LliDge. 

die langsam fortschrei tenden sakularen Varia tionen bis zur Gro13enordnung des 
Feldes selbst an. Die Kraftrichtung auf der Beobachtungsstation durchlauft 
dabei in erster Annaherung eine Kegelflache im Sinne des Uhrzeigers, die in 
Europa in den leizten drei Jahrhunderten etwa zu 3h durchlaufen ist. Ihr spha­
rischer Radius betragt 5 bis 6°, die gesamte Schwankung der Deklination 30 bis 
35°, der Inklination 10°. Die angenaherte Periodenlange betragt etwa 480 Jahre. 
Die Schwankungen der Intensitat werden erst seit etwa einem Jahrhundert 
verfolgt. Die mittIere Gro13e dieser Schwankung ist etwa 10 bis 20 y im Jahre 
fUr H und Z; in F 
sind sie wesentlich 
geringer, sie sind 
also durch Schwan­
kung der Inklina­
tion veranla13t. 

Abb. 7 zeigt 
die Sakularvariation 
der Deklination ftir 
London und Neu­
fundland von 1600 
bis 1900. Die Saku­
larvariation besitzt 
auf beiden Statio­
nen einen periodi­
schen Charakter. 
Die Umkehrpunkte 
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Abb. 9. Horizontaler Vektor der Sakularvariation pro J ahr, 

Epoche 1922. 1 mm = 15)'. 

des sakularen Ganges treten in London rund 50 Jahre frtiher auf als in Neufund­
land. Abb 8 gibt die Zeit des westlichen W und ostlichen Maximums E der 
Deklination (Umkehrpunkte der Sakularvariation) als Funktion der geographi­
schen Lange. Beide Maxima schreiten mit der Zeit von Osten nach Westen 
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fort, jedoch mit verschiedener Wanderungsgeschwindigkeitl). Auf eine in der­
selben Richtung fortschreitende Wanderung des Systems der Sakularvariation 
deuten auch die Beobachtungen der erdrrtagnetischen Observatorien in Ost­
europa und Asien2). In Katharinenburg betrug die DekHnation 1761 D = 0 0 50' 
ostlich; 1916 D = 11 04' ostlich. Die Magnetnadel ist in dieser Zeit infolge 
der Sakularvariation ostwarts gewandert. Seit 1916 wandert sie dort westwarts. 
Dieser Umkehrpunkt der Sakularvariation, der 1916 Katharinenburg (61 0 ost-

. Hcher Lange) er-
r.=:r=:;:;;:::;=+::;=::;;:=tL=.::;=T :;-::;-+ :::;::;:::;:;;:;r::=r=:;-==F;;]l reich te, lag 1905 in 

Abb. 10. Linien gleicher Sakularvariation pro Jahr fiir die Vertikal­
intensitat. Epoche 1922. 

97 0 ostlicher Lange. 
Er ist also pro J ahr 
urn drei Langen­
grade nach Westen 
fortgeschritten. 

Die gegenwar­
tige Gestalt des Sy­
stems der Sakular­
variationen ist er­
kenntlich aus den 
beiden Abb. 9 und 
10 , die fiir die 
Epoche 1922 den 
horizontalen Vektor 

der Sakularvariation und die Linien gleicher Sakularvariation der Vertikal­
intensitat darstellen. Das Nordende der Magnetnadel bewegt sich zur Zeit 
abwarts im Indischen Ozean und an der Westkiiste von Siidamerika. Dorthin 
konvergieren auch die horizontalen Vektoren der Sakularvariation. Dem ent­
spricht ein dort entstehender Siidmagnetismus3). 

b) Formale Analyse der Beobachtungsergebnisse. 
7. Einfachste Annahme homogener Magnetisierung. Fiir die erste orien­

tierende Annaherung an die in WirkHchkeit komplizierteren Verhaltnisse geniigt 
die Annahme einer homogenen Magnetisierung der ganzen Erde. Das Feld an 
der Erdoberflache ist dann dasselbe wie das eines Elementarmagneten von 
gleichem Moment im Erdmittelpunkt. Es sei {} die Poldistanz yom Magnetpol 
der Erde, cp' die magnetische Breite, Ro der Radius der Erde, f.,t die Raumdichte 
der Magnetisierung, M das magnetische Moment, V das Potential im Punkte {f, Ro. 

M = tR3n,u = mRg, wo m = 1-nf.,t, 

V = - M~~S-a. = mRocos{}; H = - :~ = msin{}; 

av 
Z = -fii = 2mcos{j'; F =yZ2 + H2 = m y 1 + 3 cos 2{} , 

tgI = 2cot{} = 2tgcp'; H Z M=mR3= _R3=_ --R5 o sin -a. 0 2cosB, . 

1) L. A. BAVER, in Centennial Celebration of the U. S. Coast. a. geod. Survey. Washington 
1916. 

2) B. WEINBERG, Terr. Magn. Bd. 29. 1924. 
3) J. BARTELS, Ver6ffentl. Pro Met. lnst. Nr. 332; Abbandlgn. d. Berl. Akad. Bd. 8, 

Nr. 2. 1925; hieraus ist Abb. 9 u. 10 entnommen. 
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Bedeutet 11A den Wert von H am magnetischen .i\.quator; Zp den Wert von Z 
am magnetischen Pol, so ist nach der obigen Theorie Zp/HA = 2; nach der Be­
obachtung dagegen 0,65/0,34 = 1,9 

M = R~HA = 8.6.1025 ; /l = !fA = 0,08r . ..-30 
(/l fiii Stahl bis zu 750 r). 

8. Beziehung des Potentials und der Kraftkomponenten untereinander. Die 
horizontalen Kraftkomponenten X und Y sind nicht unabhangig voneinander. 
Unter der Voraussetzung, daB fiir das erdmagnetische Feld ein Potential V be­
steht, gilt (die geographischen Koordinaten eines Ortes seien Breite ffJ und Lange A) : 

X= oV = oV ox rorp , 
Y _ oV _ 1 oV 

- oy - - cosrp roJ.. ' 
z- oV _ oV 

- OZ - or ' 
oX _ 0 oV _ 0 oV . fox a -fa oV _ oV 
aT - 7)i rorp - orp rOJ.' aT ffJ - roJ.. - roJ.. 

rp 'P 
1 (OX 1 ;2L1X Y--- -0 --- ---A 

- cos rp. oJ.. ffJ - cos rp LI J.. ffJ· 
90 90° 

Y laBt sich berechnen, wenn X fiir alle ffJ, A bekannt ist. 1st umgekehrt Y fiir alle 
Punkte der Erde bekannt, so laBt sich L1 X/A A daraus berechnen. 1st auBerdem X 
fUr einen Meridian bekannt, so ist X fUr alle Punkte der Erde zu berechnen. 

Z laBt sich datstellen in der Form 

Z = _ oV = ~ (RZ p' + R~ p" + Rg pili + ... ) = 2 RZ p' + 3 R~ P' + .... or or r2 "a r4 "a r 4 

Darin bedeuten die P Kugeliunktionen, die nur von der geographischen Lange 
und Breite abhangen. Fiir die Erdoberflache wird r = Ro und 

Z = 2 p' + 3P" + .... 
Andererseits lassen sich die Beobachtungen von Z in eine Reih~ entwickeln, 
die nach Kugelfunktionen fortschreitet: 

Z = Zo + Zl + Z2 + .... 
Beide Reihen fiir Z schreiten nach denselben Argumenten von ffJ und A fort 
und sind auf der kugelformigen Erdoberflache tiberall einander gleich. Dann sind 
auch die Kugelfunktionen gleicher Ordnung ftir beide Reihen einander gleich: 

2P' = Zl; 3P" = Z2 usw. 

Daraus ergibt sich: Es lassen sich die P berechnen, wenn die Z aus den Beob­
achtungen bekannt sind. Aus den P folgt dann V. Es laBt sich also das Potential 
berechnen, wenn Z fUr alle Punkte der Erde gegeben ist. 

9. Abnahme mit der Hahe. Falls in dem Raum tiber der Erde, auf 
welchen sich die Beobachtungen erstrecken, magnetische Massen und elektrische 
Strome von merklicher magnetischer Wirkung nicht vorhanden sind, so gilt 

diviJ=o und rotiJ=O. 

Die Gleichungen liefern die Beziehung, aus der sich die Abnahme mit der Rohe 
ergibt. 
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div IT = 0 fUhrt in Polarkoordinaten auf 

o~ = 2Z + ~ _1_ 8(Hsin'1') ___ 1_ oY 
or r r sin'1' 0'1' r· sin '1' oJ. 

aus rotIT = 0 folgt 
oX X oZ 
or '-r-ro'1" 

oY Y oZ 
ar = - r + rcos'1'oJ.· 

Bei homogener Magnetisierung (Zentralmagnet) ist 

wo l} die Poldistanz yom Magnetpol bedeutet: 

dH H dZ Z 
h=-3 r ; Tr=-3 y ' 

In ungestOrtem Gebiet betragt die Abnahme mit der Hohe somit pro km 1/2000 
von H und Z; in unseren Breiten 10 y in H und 17}' in Z. 

10. Entwicklung des Potentials in Kugelfunktionen. Zur Darstellung des 
gesamten erdmagnetischen Beobachtungsmaterials eignet sich besonders das 
erdmagnetische Potential, vor allem als Ausgangspunkt fUr theoretische Unter­
suchungen; weit besser als die Karten isomagnetischer Linien. Die Beobach­
tungen erstrecken sich aus technischen und instrument ellen Gri.inden auf H, D, I. 
Daraus folgen die Weltkarten der Isogonen, Isoklinen und Horizontalisodynamen. 
Diese Elementc sind nun nicht unabhangig voneinander, ebensowenig wie X 
und Y, Was im Abschnitt 8 naher ausgefUhrt wurde. Die Darstellungen in ihnen 
sind daher weniger gegenseitige Erganzungen, sondern mehr Wiederholungen, die 
ubrigens nicht einmal eine besonders einfache Beziehung zur Kraftverteilung 
aufweisen. Dies gilt insbesondere fUr die Deklination. Das Potential gibt da­
gegen eine einfache und vollstandige Darstellung des Kraftfeldes. Die Kraft­
komponenten folgen unmittelbar durch Differenzieren nach den Richtungen. 

Dies gilt naturlich nur, wenn das Feld ein Potential besitzt. Wieweit diese 
Bedingung erfullt ist, daruber gibt das Linienintegral der erdmagnetischen 
Kraft AufschluB. Vielleicht laSt sich das gesamte Feld durch ein Potential 
darsteIlen; sicherlich aber bis auf ganz wenige Prozent. Fur die analytische 
Darstellung des Potentials kommen vor allem Kugelfunktionen in Betracht. 
Die Kugelgestalt der Erde und die Gultigkeit von A V = 0 fUr den Beobachtungs­
ra urn weisen darauf hin. 

Das Potential laBt sich in eine unendliche Reihe entwickeln, die not­
wendig konvergent und eindeutig ist. Die ersten Koeffizienten dieser Reihe sind 
zu bestimmen. Jedes weitere Glied hangt dann nur von dem Rest des Be­
obachtungsmaterials ab, der durch die vorhergehenden Glieder noch nicht dar­
gestellt ist. Die Entwicklung der Reihe muB also so weit getrieben werden, 
daB aIle ubrigen Koeffizienten klein genug sind, urn innerhalb der Fehlergrenze 
der Beobachtungen vernachlassigt zu werden. Wie weitgehend dies erreicht 
ist, ergibt der Vergleich der aus dem Potential ruckwarts berechneten Werte 
der Elemente mit den Beobachtungen. 

Man hofft schon durch wenige Glieder die wesentlichen Zuge der Kraft­
verteilung darzusteIlen, auch fUr die Gebiete, fUr die keine Beobachtungen vor­
liegen, z. B. fur die Polkappen. Dies ist naturlich streng nicht zu erwarten. 
Streng gi.iltig sind die Koeffizienten stets nur fur das vermessene Gebiet. Je 
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dichter das Vermessungsnetz, je mehr also die Inhomogenitaten hochgelegener 
Schichten erfaBt werden, desto zahlreicher werden die zu einer ausreichenden 
Darstellung notwendigen Glieder und urn so mehr verlieren diese eine besondere 
physikalische Bedeutung und werden zu empirischen Konstanten. 

Fiir die rein formale Darstellung des erdmagnetischen Feldes ist die Ent­
wicklung des Potentials in Kugelfunktionen sehr bedeutsam, weil dadurch mit 
Hilfe weniger Koeffizienten das gesamte Beobachtungsmaterial zu einem uber­
sichtlichen Ausdruck kommt. Eine formale Zerlegung des Feldes langs bestimmter 
Richtungen (Rotationsachse Aquatotachsen) und eine Trennung innerer und 
auBerer Felder wird dabei durch geeignete Entwicklung des Potentials ermOglicht. 
Wie weit solchen Zerlegungen physikalische Bedeutung zukommt, ist aber be­
sonders zu untersuchen. Bei der formalen Zerlegung in ein inneres und auBeres 
Feld, also ein ganz im festen Erdinnern und ein ganz in der Atmosphare gelegenes 
Feld, ist eine physikalische Bedeutung der Zerlegung naheliegend. Man wird 
das Innenfeld einer· Magnetisierung des festen Erdkorpers, das AuBenfeld der 
Wirkung elektrischer Stromsysteme in der Atmosphare zuordnen. Furdas Innen­
feld kommen, wie spater gezeigt wird, Stromsysteme nicht in Frage. Bei der 
Zerlegung in einen Anteil langs der Rotationsachse und senkrecht dazu wird 
man den ersteren als Wirkung der Rotation selbst anzusehen versuchen. Schwer 
ist zu entscheiden, wie weit die hoheren Glieder der Entwicklung im einzelnen 
noch eine gesonderte physikalische Bedeutung besitzen, oder ob sie vielleicht 
nur als MaB fUr die Abweichung von einer homogenen Magnetisierung, die im 
ersten Glied zum Ausdruck kommt, anzusehen sind. Doch wird man allgemein 
sagen konnen, daB die Reihenentwicklung schnell konvergieren muB, wenn die 
Ursache des inneren Anteils nahe dem Mittelpunkt der Erde konzentriert ist, 
langsam dagegen, wenn die Verteilung mehr diffus und unregelmaBig ist. Je 
hOher die Ordnurigszahl der Glieder, desto naher der Oberflache wird man ihre 
physikalische Ursache zu suchen haben. fd 

Der Gang der ublichen Entwicklung des Potentials V = --'!. in Kugel-
funktionen soIl hier kurz skizziert werden: e 

wo 

d p, ist das magnetische Massenelement, 
e die Entfernung zwischen dp, und dem Aufpunkt, 
Yo der Radiusvektor vom Erdmittelpunkt nach dj-t, 
Y" "" zum Aufpunkt, 
I' der Winkel zwischen y und Yo' 
Ro der Erdradius. 

e = -Vr5 + r2 - 2ryo cosy, 

v=-j dfl =~f(1-Of..)-ldp" 
y'r2 (1 + ;~ _ 2 r; COSY) Yo 

ro r~ . ( ) 1 , • k In 
Of.. = 2-cosy - 2"; es 1st nun 1 - Of.. -~ zu ent\¥ic e ; 

r r 

fUr r> Yo gilt dann: 

V = -; fdp, [po+ PI :0 + P 2 (:of + P3 (:or + ... J; 
fUr Y < Yo ist Yo mit r zu vertauschen; hierin haben die Kugelfunktionen P" 
folgende Werte: 

Po=1; P1 =cosy; P2=lcos2y-!; P3=tcos87'-lcosy ... 
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Es ist dann 

V = - [; j Podft + :2 jroP1df[ + :3 jr5P2dft + ... J (I) 

Durch Einsetzen der Werte von P ergibt sich fUr die einzelnen Integrale: 

fpodft=O 

:2jroP1dft= ;2jrocosydfl usw. 

11. Darstellung der homogenen Magnetisierung durch die Glieder erster 
Ordnung. 

rp}., sind die Koordinaten des Punktes der OberfHiche der Erde; 
rp'}.,' sind die Koordinaten des Punktes im Erdinnern. 

Es ist 
cosy = sinrp sinrp' + cosrp cosrp' cos}., cos}.,' + cosrp cosrp' sin}., sin}.,' . 

somit erhalt man fUr 

:. jroP1dft = ~ [sinrp jrosinrp'df/, + cosrpcos}.,jrocosrp'cos}.,'dft 

+ cosrp sin}., j ro cosrp' sin}.,' d f/J ' 

Hierin bedeutet: 

fro sinrp',dftcu-}R3 n ftsinrpn= mp = magnetisches Moment der Erde, bezogen 
auf die Drehachse. 

fro cosrp' cos},' dft C'0 ~-R2nft cosrpn cos}",,-= mo = magnetisches Moment, bezogen 
auf die Aquatorachse }., = 0°, 

fro cosrp' sin}.,' dft ex> -k-R3n ft cosrpn sin}.,n = m90 = magnetis~.hes Moment, bezogen 
auf die Aquatorachse }. = 90°, 

es ergibt sich somit: 

1 mgO tgkn = -. 
mo 

mi ist das Gesamtmoment des Innenfeldes, mp sein rotationssymmetrischer 
(polarer) und mq der dazu senkrechte, aquatoriale Anteil. rpn und}.,n sind Breite 
und Lange des Nordendes der magnetischen Achse. 

12. Berechnung der Koeffizienten der Kugelfunktionen aus den Beob­
achtungen. Setzt man 

f PI rod ft = - R8 P', 

f P2 rgd ft = - R6 P", 
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so HiBt sich (I) schreiben: 

V = Rg P' + Rt P" + . . . und (II) wird 
r2 r" 
R" R' 

V = r~ (gl,Q sincp + g1,1 coscp COSA + hl,l cos cp sinA) + rao ( ..• ) + 
1il dieser Schreibweise ist 

m gl,Q =---..p.. 
R"' o 

g1.1 = mo . 
R" , o 

y(gl,l)2 + W,l)2 = ;:; 
o 

hl,l 
tgAn = gl,l • 

285 

Es ergeben sich dann die Kraftkomponenten durch Differentiation des Potentials 
nach den Richtungen in der Form: 

X = 0 V = a IT = _ Rg (gl,O coscp _ g1.1 sincp COSA _ k1.1 sincp sinA) ... 
ax r8rp r 3 

a V a V R". Y = - = = - --"- (gl,l smA - hl,l cos A) ... ay r cosrp aJ.. r 3 

Z = ~ V = -2 R~ (gl,O sincp + gl.1 co~cp COSA + hl ,! coscp sinA) ... 
ur r 

AU"i.den beobachteten Werten von X, Y, Z lassen sich also die Koeffizienten g 
und k berechnen und daraus V. 

Beschrankt man sich wie gewahnlich bei der Entwicklung auf die Glieder 
bis zur vierten Ordnung, so sind zusammen 3 + 5 + 7 + 9 = 24 Koeffizienten g 
und h zu bestimmen. Dazu braucht man eine entsprechende Anzahl von Glei­
chungen. Man wird dazu die Werte von X, Y, Z, die aus den Beobachtungen 
von H, D, I abgeleitet sind, bei jedesmal konstanter Breite als Funktion der 
Lange in trigonometrischen Reihen darstellen. Falls mehr Beobachtungen als 
Koeffizienten vorliegen, muB man diese nach der Methode der kleinsten Quadrate 
berechnen. 

13. Trennung der inneren und auBeren Felder. Sollen die inneren und 
auBeren Felder getrennt berechnet werden, so muB die Entwicklung fUr die 
horizontalen und die vertikalen Komponenten getrennt durchgefUhrt werden. 

Sehr iibersichtlich wird die Darstellung in der von AD. SCHMIDTl) benutzten 
Schreibweise, die von der GAussschen in der Definition abweichend ist. Es 
entsprechen sich folgende GraBen: 

bei GAUSS -Vo, -X, - Y, -Z, r, Ro' U = 90°- cp, A, gnm. 

bei AD. SCHMIDT V, S, T, R, r, a, a, T, g':n, ya;~. 

Die EinfUhrung dieser Beziehung bezweckt, daB die Funktionen auch bei haheren 
Werten von n alle von gleicher GraBenordnung werden, was fiir die numerische 
Rechnung, besonders bei Ausgleichungen von Beobachtungen, Vorteile bringt. 

Die von AD. SCHMIDT benutzten "zugeordneten" Kugelfunktionen P':,. sind mit 
den von GAUSS verwendeten LAPLACEschen pn,1n dUTCh die folgende Beziehung 
verbunden: P':,. cosy = 1 . 3 . 5 ... (2n - 1) yE",: (n + m)! (n- m)! pn,,,,cosy 
mit Co = 1, 1':1 = 82 = , .. = 2. Zur Umrechnung der Koeffizienten dienen: 
gb = gl,O; gi = gl,1; ki = h,l.1; g5 = g- g2,O; gi = it g2,1; h~ -V-fh2,1; g§ = 2N3-g2,2 ; 
h~ = 2/Y 3h2,2 usw. 

1) AD. SCHMIDT, Enzykl. d. math. Wiss. Ed. VI, 1. E., S. 266. 
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Das Potential V HiBt sich danach in der allgemeinen Form schreiben: 

~ ~ . (a)n+l V = a ~n C(c'7"cosm7: + s'7n smm7:) p,:.(cosa) r 
1 0 

"" n 

+ a.2} .2jn(Y'7ncosm 7: + e'7nsin m7:) p,:.(cosa) (: r. 
1 0 

wo der erste Ausdruck das innere, der zweite das auBere Feld reprasentiert. 
In verkurzter Form 

V= Vi + Ve= a ~[c; sJ (:t+ 1 + a ~[y; e](: r-
An der ErdoberfHiche wird r = a und . 

V= a2'[c + y; s + e] = a2'[g; h]. 

Die Feldkomponenten ergeben sich daraus durch Differentiation: 

R = - ~~ = ~[(n+ 1)c - ny; (n+ 1)s - ne] = 2[1; k]; 

5 = -~ oV = - ~~[c + y' s + e] = - ~ !a[g;h]; 
a oa ~ oa . ' ~ u 

T=-----= -- -s- . c = - -h' 1 oV ~ m ~ m 
asinao", sin a [ e, +y] sin a [ ,g]. 

Das verschiedenartige Verhalten der horizontalen und vertikalen Kraft gegen­
uber den inneren und auBeren Ursachen ermoglicht eine Trennung derselben. 
Es mussen dazu die Koeffizienten der inner~n Anteile c und s und der auBere 
Anteil y und e ausgedruckt werden durch g, h, i, k, die selbst durch die Beobach-
tung bestimmt werden. -

n· 1. n h 1 k 
c=2n+1 g +2n+1J; S. 2n-t-1 +2n+1 ; 

n+1 1. n+1 1 
y = 2n + 1 g - 2n +1 J ; e = 2n +1 h - 2n + 1 k. 

Die magnetische Flachenbelegung der Erde, die das Feld an der Erdoberflache 
hervorbringen konnte, sei fur den inneren Anteil fti' fUr den auBeren fl •. Es 
ist dann 

4nft=R+o-R-o; V+o-V_o=O, 

fti = 41:n:~ (2n + 1)[c; s]; ft. = 41:n:~ (2n + 1)[y; eJ· 

14. Das Gesamtfeld und seine Zerlegung. Die formale Bearbeitung des 
Beobachtungsmaterials hat nun zu folgenden Ergebnissen gefuhrt: 

Die ersten 8 Koeffizienten der Entwicklung des erdmagnetischen Potentials in "zugeordneten" 
Kugelfunktionen nach den wichtigsten Berechnungen. 

GAUSS ADAMS NEUMAYE~I I 
DYSON 1922 

PETERSEN FRITSCHE SCHMIDT 
aus X I aus Y aus Z 

(1835) 1880 18~ 18~ 1885 0°_60° I' O~-80o 

g~ -3235 -3168 -3157 - 3164 1 - 3168 -3095 1 -3000 -3046 
g} - 311 - 243 - 248 - 241 - 222 - 196 - 232 - 222 - 232 
hi 

1 625 603 603 591 595 598 592 561 566 
g~ 51 - 49 - 53 - 35 - 50 - 89 - - 61 - 30 
gi 292 297 288 286 278 302 295 288 302 
h2 12 - 75 1 - 75 - 75 - 71 - 124 - 124 - 116 - 87 
g~ - 2 61 66 68 65 148 142 132 132 
h~ 157 149 145 I 142 149 99 771 77 79 I 
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Die Tabeile1) gibt die 3 + 5 = 8 Koeffizienten der ersten zwei Ordnungen 
des Potentials nach den wichtigsten bisherigen Berechnungen.Einheit = 101" 
Die Berechnung von DYSON2) stiitzt sich auf das beste und neueste Material, 
auf die Weltvermessung der Carnegie Institution, soweit diese bereits ver­
offentlicht ist und in den Karten der britischen Admiralitat Verwendung ge­
funden hat. Die Rechnung ist bei GAUSS bis zu 36, bei FRITSCHE bis zu 63 Gliedern 
(siebente Ordnung) durchgefiihrt. Allgemein gilt, daB die Reihe schlecht kon­
vergiert; das folgt schon aus den ersten Gliedern, wenn man von dem Haupt­
glied g! absieht. Die Weiterfiihrung der Reihe iiber die ersten Glieder hinaus 
ist daher wenig wirksam: die Differenzen zwischen Beobachtung und Riick­
berechnung der Elemente verringern sich nicht sehr dadurch. Daran hat auch 
das neuere, weit umfangreichere und zuverlassigere Beobachtungsmaterial wenig 
geandert. Man kann den hoheren Gliedern wohl nur eine formale Bedeutung 
einraumen. 

Die folgende Tabeile gibt die Anteile, die von inneren und auBeren Kraften 
herriihren, getrennt. Wie weit diese Trennung nur ein formales Rechenergebnis be­
deutet, bedingt durch die Unsicherheit und Knappheit des Beobachtungsmaterials, 
oder ob diese Zerlegung reell ist, und dann zweifeilos eine physikalische Bedeutung 
besitzt, kann nur beurteilt werden aus dem Vergleich der GroBe der Anteile 
mit der Genauigkeit des Materials. 

Die Zerlegung ist zuerst von AD. SCHMIDT fUr die Epoche 1885 ausgefUhrt 
worden, sodann von BAUER (auf Grund 1ilterer Berechnungen von ADAMS und 
FRITSCHE) fUr 1842 und (auf Grund der Weltvermessung der Carnegie Institution) 
fUr 19223). Aile drei Berechnungen benutzten nur das Material zwischen 60 0 N 
und 60 0 S, vernachlassigten also die Polkappen. 

Die Werte fur 1920 sind von BARTELS berechnet auf Grund der Angaben 
von DYSON und FURNER und seiner eigenen Entwicklung der Sakularvariation. 
(Siehe weiter unten.) 

Die einzelnen Anteile des inneren und auBeren Feldes fur verschiedene Epochen. Index 
i totales Innenfeld, e totales AuBenfeld, p = polarer, q = aquatorialer Anteil. mv/R~ = ~·:n:fl, •. 

Innenfeld (in y). 

Epoche mi:R~ mp:R~ mq: R~ 'Pi ;.i 

1842 32809 32169 6447 78° 40'N 64° 39'W 
1885 32378 31733 6431 78°32'" 68° 30' " 
1920 31114 30504 6130 78 ° 38' " 69° 46' " 
1922 31089 30468 6182 78 ° 32' " 69°08' " 

AuBenfeld (in y). 

mc:R~ mp:R~ rilq:R& <r. A. 

1842 250 202 147 53,9° N 92,6 W 
1885 304 186 241 37,6° " 180,9° " 
1920 582 571 112 78,9 " 92,2 " 
1922 539 523 132 75,8 " 

121,4 
" 

1) Die ersten 5 vertikalen Zeilen sind der Tabelle von AD. SCHMIDT entnommen. Encycl. 
d. math. Wiss. Bd. VI, 1. B., S. 371. 1918. Sie gelten fiir "zugeordnete" Kugelfunktionen; 
die Werte von DYSON habe ich auf diese Funktionen umgerechnet und zum Vergleich 
hinzugefiigt. 

2) FR. DYSON U. H. FURNER, Month. Not. Suppl.-Bd. 1, S. 76. 1923. 
3) L. A. BAUER, Terr. Mag. Bd.28, S.1. 1923. 
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Fiir 1922 ist das magnetische Moment der Erde danach = 8,04 X 1025 c·g·s. 
Bei gleichformiger Vertellung der Magnetisierung im Erdinnern ist dann die 
Magnetisierung der Volumeinheit p = 0,074 c· g. s. 

Fiir 1922 ist die Genauigkeit der Werte der Tabelle auf 10 bis 20'Y zu schatzen. 
Danach sollte man vermuten, daB das AuBenfeld reell sein konnte. 

Eine Rechnung von FR. DYSON und H. FURNER l ), gleichfalls auf Grund 
der neuesten Daten der Weltvermessung fiir die gleiche Epoche 1922, macht 
das Resultat jedoch wieder fraglich. Sie versuchen den EinfluB der Vernach­
Hi.ssigung der Polkappen zu priifen. Sie berechnen das Gesamtfeld gesondert 
aus X, Y und Z mit Benutzung der Beobachtungsdaten zwischen 80° N und 
80° S. Die aus X und Y abgeleiteten Koeffizienten zeigen Unterschiede gegen­
iiber denen aus Z berechneten. Das deutet auf ein AuBenfeld. Sie fiihrten dann 
die Rechnung durch nur aus Daten fiir Z zwischen 60° N und 60° S. Die Unter­
schiede der Koeffizienten (g~ und to) aus den beiden Berechnungen mit Z fiir 
80° N bis 80° S' und 60° N bis 60° S waren von derselben GroBenordnung wie 
die obigen Differenzen aus X und Y einerseits und Z andererseits. Danach 
waren die Unterschiede lediglich Rechenergebnis. L. A. BAUER.2) hat daraufhin 
X, Y, Z aus obigen Koeffizienten riickwarts berechnet. Diese Werte zeigen 
systematische Abweichungen gegeniiber den Beobachtungen und zwar von der 
Art, wie sie zu erwarten sind, wenn tatsachlich ein AuBenfeld existiert. Immerhin 
scheint die Frage nicht endgiiltig geklart. Auch das Folgende zeigt dies: Eine 
Neuberechnung des Innen- und AuBenfeldes wurde jiingst bei Gelegenheit der 
Analyse der Sakularvariation fiir 1902 bis 1922 von J. BARTELS3) vorgenommen 
auf Grund zwar nur weniger (14), aber sehr zuverHissiger und einigermaBen 
gut verteilter Observatoriumsbeobachtungen. 

BARTELS bere~hnete aus den Koeffizienten der Entwicklung riickwarts die 
Werte d~r Komponenten und verglich sie mit den beobachteten Werten. 

Es ergab sich im Mittel der 14 Stationen fiir X, Y, Z in 'Y: 

x y z 

Ganzes Feld berechnet aus der Potentialentwick-
wicklung . 25600 2000 38300 

Inneres Feld berechnet 25500 3400 37700 
AuBeres Feld berechnet 1900 2000 1400 
Differenzen des berechneten gegen das beobachtete 

Gesamtfeld . 2400 1400 2200 

Das AuBenfeld ist somit von derselben GroBenordnung wie die Differenz zwischen 
berechneten und beobachteten Werten, die als MaBstab fiir die Genauigkeit 
der Darstellung durch die Entwicklung nach Kugelfunktionen gelten muB. 
Hiernach ware das errechnete permanente AuBenfeld doch ohne reelle Be­
deutung. 

15. Das Innenfeld. Die drei Glieder erster Ordnung fUr das Innenfeld 
geben gesondert den rotationssymmetrischen und den dazu senkrechten Antell, 
also das Moment der Langsmagnetisierung mp und der Quermagnetisierung m'l . 

Die Tabelle auf S. 287 gibt in )' die Werte der Langs- und Quermagnetisierung 
fUr drei verschiedene Epochen. 

Die Lage der magnetischen Achse zeigt nur die geririge Neigung von 111/2 ° 
gegen die Rotationsachse der Erde. Die nordliche Achsenspur des inneren 
Feldes liegt nach der Berechnung fiir die Epoche 1922 bei 781/ 2 ° N, 69° W. Der 

1) FR. DYSON U. H. TURNER, Month. Not. Suppl.-Bd. 1. S. 76. 1923. 
2) L. A. BAUER, Terr. Mag. Bd. 28, S. 1. 1923. 
3) J. BARTELS, Veroff. d. preuB. Meteor. Instituts. Abh. VIII, 2. 
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magnetische N ordpolliegt nach den Beobachtungen der Expedition von AMUNDSEN 
bei 71 ° N, 96° W. Uings- und Quermagnetisierung verhalten sich wie 5: 1; 
der wesentlichste Teil der Magnetisierung ist also rotationssymmetrisch. 

L. A. BAUERl) hat diesen rotationssymmetrischen Anteil des Innenfeldes 
als Funktion der Breite dargestellt. Danach ist die Intensitat der Magnetisierung 
am schwachsten in der Nordpolkappe und in mittleren siidlichen Breiten, also 
in den MeeresbOden. Am starksten dagegen in der Siidpolkappe, den Tropen 
und mittleren nordlichen Breiten, also in den Kontinentalgebieten. 

Das fiihrt zu der Anschauung, daB die magnetische Suszeptibilitat der 
Kontinentalblocke hoher ist als die der MeeresbOden. 

Fiir die allgemeine Quermagnetisierung, die in der Entwicklung nach Kugel­
funktionen in ihrem wesentlichen Anteil schon in dem oben mitgeteilten Haupt­
glied zum Ausdruck kommt, miissen tiderliegende Ursachen und starke Ver­
schiedenheiten angenommen werden. Immerhin bleibt die einfachste physi­
kalische Anschauung, daB der rotationssymmetrische Hauptanteil der Magneti­
sierung durch die Rotation selbst verursacht wird; die Quermagneti­
sierung dagegen durch die Induktion des Hauptanteils in den Gesteinsmantel 
der Erde, dessen Suszeptibilitat dann unsymmetrisch zur Rotationsachse 
variieren muB. 

Legt man bei der Entwicklung nach Kugelfunktionen das Koordinaten­
system so, daB die Polarachse nicht mit der Rotationsachse, sondem mit der 
magnetischen Achse der Erde zusammenfiillt, so treten statt der drei Glieder 
der ersten und der fiinf Glieder der zweiten Ordnung nur je ein Glied beider 
Ordnungen auf. Der Koordinatenanfang ist dann der magnetische Mittelpunkt 
der Erde. Nach der von AD. SCHMIDT2) durchgefUhrten Rechnung betragt seine 

,Entfemung vom geometrischen Mittelpunkt der Erde 300 km in Richtung 
10° N, 168 0 E. Efne· asymmetrische Form des Eisennickelkems im Erdinnem 
in 3000 km Tide hat sich aus seismischen Beobachtungen bisher nicht nach­
weisen lassen. Wohl aber deuten die Schweremessungen an, daB die Erde ein 
dreiachsiges Ellipsoid ist, dessen groBe Aquatorachse die Erdoberflache in der 
Nahe von 0° und 180° E trifft. 

16. Lokale Storungsfelder. Zur Erklarung der lokalen hochgelegenen 
Storungen, die zuweilen schon in der Landesvermessung, vor allem aber in 
Lokalvermessungen zutage treten, geniigen meist die bekannten Suszeptibilitaten 
der Gesteine und die Starke des normalen Erdfeldes als induzierende Kraft. 
Die Wirkung von Einbettungen abweichender Suszeptibilitat (gegeniiber der 
Suszeptibilitat der Umgebung) ist fUr einfache Korperformen leicht zu iiber-

< schauen. Bei homogener Suszeptibilitat der ganzen Einbettung besitzt diese 
eine homogene Magnetisierung fiir Korper, die von Flachen zweiten oder niederen 
Grades begrenzt sind, fiir Ellipsoide, Kugeln, unendliche Zylinder von kreis­
formigem oder elliptischem Querschnitt. 

H. HAALCK3) hat fiir einfache Formen der Einbettung die magnetischen 
Storungskomponentenlberechnet unter der Voraussetzung, daB die Magneti­
sierung der Einbettung durch die Induktionswirkung des normalen erdmagneti­
schen Feldes entstanden ist. 

Die xy-Ebene sei die Horizontalebene an der Erdoberflache, x die Richtung 
des magnetischen Meridians, nach Norden positiv, z die Vertikale, nach unten 
positiv, i die Inklination. 

1) L. A. BAUER, Terr. Mag. Ed. 18, S.1. 1923. 
2) AD. SCHMIDT, ZS. f. Geophys. Bd.2, S. 38. 1926. 
3) H. HAALCK gibt eine eingehende Darstellung in der ZS. f. Geophys. Ed. 2, S. 1 u. 49, 

1926, der auch die beifolgenden Abbildungen entnommen sind. 

Handbuch der Physik. XV. 19 
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Die horizon tale Storungskomponente ~ und die vertikale .8 fUr eine ein­
gebettete Kugel der Permeabilitat fL in der Umgebung von der Permeabilitat 
fLo unter Einwirkung des Erdfeldes ist dann: 

~ = flo - fl R3 [3Z xz _ H(2x2 _ Z2)J 
2flo + fl r 5 , 

fl - fl R3 .8 = _ 0 __ 5[3Hxz - Z(2Z2 - x2)]. 
2110 + ft r . 

FUr abgeplattete Rotationsellipsoide gelten etwas umstandlichere Formeln. Eine 
Anschauung der Wirkung verschiedener Korperformen gibt Abb. 11. Sie zeigt 

x~ 
......... 

x---I---f---.....,... 

". f.J. 

~ und .8 als Funktion 
•• des Ortes auf der 
J X-Achse (magnetischer 
Z Meridian). Der Pfeil gibt 

die Richtung i der Ma­
gnetisierung an, 631/20; 
(Mitteleuropa) 45°, und 

-1 141/20. 

+3 Die Kurven zeigen, 
+2 daB das Maximum von 
+1 .8 und ~ auf der Erd­
a oberflache gegeniiber 

-1 der Projektion des Mit-
-2 telpunktes der storen-

+3 
den Masse nach Siiden 
verschoben ist, und zwar 

+1 urn so mehr, je geringer 
odie Inklination. Fiir das 

-1 Minimum von .\) gilt 
-2 das Umgekehrte. 

..... /1' 
-J 

Abb. 11. Lokale magnetische St6rungen durch Einbettungen. 

Die Maximalinten­
sitat der Storung nimmt 
mit der zweiten bis Die ausgezogene Kurve stellt S, die gestrichelte S) dar. 
dritten Potenz der Tiefe 

ab; bei kugelformiger Einbettung mit der dritten Potenz; bei einer senkrecht ein­
falienden unbegrenzten Schicht mit der zweiten Potenz. Die starkste Anderung von 
R falit zusammen mit einem Maximum bzw. Minimum von SJ und umgekehrt. 

Deklination . 
Ostliche Deklination = gestrichelt. 

Horizontalintensitat. Vertikalintensitat. 

Abb. 12a. Magnetische Anomalie in Kursk. 



Ziff. 17. Schwerestarung und magnetische Starung. 

Fi.ir eine Kugel vom Radius R sind die maximalen St6rungsbetrage: 

fto - fl R3 
2max = - 0,84 -2 + ~, 

fto f'''-

Sjmax = + 0,412max; Sjmin = - 0,57 2max. 
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Abb. 12a zeigt fi.ir ein besonders starkes St6rungsgebiet aus dem Gouvernement 
Kursk (RuBland) die isomagnetischen Linien, fur D,H,Z(in c· g. s) ; ferner inAbb.12 b 
die Kurven der horizontalen und vertikalen St6rungskomponente in den Quer­
schnittenAB und CD, die inAbb.12a senkrecht zur 
Streichrichtung der St6rung gelegt sind. Aus den 
Beobachtungen HiBt sich der Einfallswinkel der 
st6renden Schicht in A B und CD zu 65 0 und 68°, 
die Tiefe zu 350 m und 270 m berechnen. Die im 
Herbst 1923 dort niedergebrachten Bohrungen er­
gaben in 160 m Tiefe unter 70 0 einfallend, Schichten 
von magnetithaltigen Quarziten, die bis 300 m 
herabreichten, und deren Magnetitgehalt mit der 
Tiefe zunimmtl). 

Die fiir das Auffinden des Erd6ls wichtigen 
unterirdischen Salzhorste weisen eine geringere 
Permeabilitatauf als die umgebenden schwach 
magnetithaltigen Sedimentgesteine. Sie sind daher 
durch magnetische Vermessung lokalisierbar. Die C 

St6rungsbetrage an der Erdoberflache sind jedoch 
gering; sie betragen einige Zehner von r. 

j\. . . , . 
/ .... .. ... _-----

-45 

0., flI,S ./ /\-----_. 
...... ......... P,/ '-. :\ 

17. Beziehu~g zwischen der Schwerestorung 
und der magnetischen Storung, die durch eine 
Massenstorung hervorgerufen wird. Besitzt eine 
Masse (z. B. eine Einbettung, Erzlager) eine ho­
mogene Dichte und Magnetisierung, so besteht 

Abb. 12b. Starungskompo­
nenten in Kursk. Vertikal­
intensitat ausgezogen; Hori­
zontalintensitat gestrichelt. 

zwischen den beiden erzeugten Feldern, dem Gravitationsfeld und dem mag­
netischen Feld dieser Masse eine mathematische Beziehung, die schon von 
EOTVOS formuliert und von STEINER2) fiir eine einfache (prismatische) Form 
der Masse rechnerisch durchgefiihrt wurde. 

Es kann narnlich nach einem Satz von POISSON das magnetische Potential V* 
proportional gesetzt werden dem Gradienten des Gravitationspotentials W in 
der Richtung i der Magnetisierung 

V* =_Law 
ka ai ' 

worin k die Gravitationskonstante und a die Dichte bedeutet. Diese Gleichung 
ist auch der geeignete Ausgangspunkt fiir die Berechnung der St6rungswirkung 
einfacher Einbettungsformen. 

Die Beziehung zwischen dem Schwerestorungsfeld und dem magnetischen er­
gibt sich folgendermaBen: Die magnetische Kraftkomponente in der Richtung s ist 

- ~;i- = h~ a~(aa~) = fa a~ (~~ ~.; + ~~ ~; + aa: ~:). 
Die Komponenten der Magnetisierung in Richtung x, y, z sind bestimmt durch: 

dx . dy . dz 
A = J di ' B = J di ' C = J di . 

1) Siehe P. LASAREFF GERLANDS Beitrage. XV. S. 71. 1926. 
2) L. STEINER, Terr. Magn. XXVI, S 81. 1921. 

19* 
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Die magnetischen Storungskomponenten I, ID, .8 sind dann 

I - _ ov* _ ~(A 02W B 02W + C 02W) 
- ox - ko ox2 + oxoy OXOZ' 

oV* 1 (02W oaw Q2W) 
[l = -ay = ko Aoxoy + B oy2 + C oyoz . 

ov* 1 (Q2W 02W 02W) 
.8 = - az = ko A OXOZ + B oyoz + C OZ2 . 

Unter Beriicksichtigung der LAPLAcEschen Bedingung LlW = 0 folgt hieraus 

ka(BI -A[l)= AB(02W _ 02W) + (B2 _ A2) 02W + BC 02W _ AC 02W 
ox2 oy2 oxoy OXOZ oyiJz 

ka(2CI+A.8)= AC (02W _ 8ZW) + 2BC 8ZW + (2C2 + A2) 8aW + AB 8aW 
,8x2 iJy2 iJxoy iJx8z 8y8z 

. (02W 8ZW) 8ZW 02W 82W 
ka(2C[l+B.8)=-BC ~-~ +2CA:o-?\+AB~+(2C2+B2)~rJ_ . . uX uy uxuy o,xuZ uy z 

Diese Gleichung enthalten die magnetischen Komponenten I, [l, .8 und die 
Differenz der horizontalen Gradienten und die KriimmungsgroBen der Gra­
vitationswirkung. Die letzteren beiden sind mit der Drehwage meBbar. 

AuBerdem sind noch die Dichte und die Magnetisierung der Masse in den 
Gleichungen enthalten. Kann man iiber die Dichte eine plausible Annahme 
machen, oder ist sie sonstwie bekannt, so ergibt die Rechnung auf Grund der 
magnetischen und Drehwagemessungen die Magnetisierung der Masse. 

Riihrt diese aus Induktionswirkungen des normalen erdmagnetischen 
Feldes her, so ist, wenn " die Suszeptibilitat bezeichnet, 

A = "X; B = "Y; C = "Z. 

Unter dieser Voraussetzung ergeben sich aus der Kombination von magne­
tischen und Drehwagemessungen die Dichte und die Suszeptibilitat unabhangig 
von der Form fUr jede homogene Masse. 

18. Das AuBenfeld. Nimmt man das AuBenfeld als reell an, so laBt es sich 
ebenso wie das Innenfeld in einen polaren mp und aquatorialen mq Anteil zerlegen, 
die sich nach der Berechnung fiir die Epoche 1922 in der Tabelle auf S. 287 wie 
4: 1 verhalten. Der Nordpol des auBeren und inneren Feldes liegt dann nahezu 
in der gleichen geographischen Breite. Der Nordpol des AuBenfeldes ist gegen 
den des Innenfeldes nach Westen verschoben. Wird der rotationssymmetrische 
(polare) Anteil des AuBenfeldes als Funktion der geographischen Breite ent­
wickelt, so zeigt sich, daB er zwischen 60 0 N und 50 0 S iiberall die horizontale 
Komponente des Innenfeldes verstarkt und die vertikale schwacht. Ware nur 
das AuBenfeld vorhanden, so wiirde die KompaBnadel iiberall nach Norden zeigen, 
ebenso wie unter Einwirkung des Innenfeldes. Die Inklinationsnadel wiirde 
jedoch auf der Nordhalbkugel nach oben, auf der Siidhalbkugel nach unten 
zeigen, also umgekehrt wie unter Einwirkung des Innenfeldes. Die genaueren 
Daten iiber die GroBe des gesamten AuBenfeldes, des polaren und aquatorialen 
Anteils, sowie die Lage seines Poles sind in der Tabelle auf S. 287 fiir verschiedene 
Epochen zusammengestellt. Eine eingehende Diskussion iiber das AuBenfeld 
hat AD. SCHMIDT gegebenl). 

19. Das potentiallose Anteil des Magnetfeldes der Erde. Es ist mehrfach 
versucht worden, die erdmagnetische Feldstarke langs eines geschlossenen 
Linienzuges zu integrieren, urn festzustellen, ob der Wert dieses Integrals Null 

1) AD. SCHMIDT, ZS. f. Geophys. Bd. 1, S.1. 1924-1925. 
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wird, wie es erwartet werden muB, wenn die Krafte, die das Feld veranlassen, 
ein Potential besitzen. Besitzt das Integral einen endlichen Wert, so gilt 
cpFds = 4ni, wo i die Stromdichte der elektrischen Strome ist, die die um­
schlossene Flache senkrecht durchsetzen. Es sind solche Integrationen tiber 
Breitenkreise ausgefiihrt worden, auch tiber geschlossene Linienztige innerhalb 
der Landesvermessungen. Die Vermessungsschiffe der Carnegie Institution haben 
insbesondere zur Priifung dieser Frage einen Teil ihrer Vermessungsreisen als 
Schleifenfahrten ausgefUhrt. 

AD. SCHMIDT hat, unter Benutzung der NEUMAYRSchen erdmagnetischen 
Karten die Verteilung der Stromdichte i tiber der Erde in einer Entwicklung 
nach Kugelfunktionen dargestellt und auch eine kartenmaBige Darstellung 
gegeben1). Auf Grund der Weltvermessung der Carnegie Institution hat 
BAUER fiir einzelne SChleifenfahrten und fiir verschiedene Zonen der Erde 
die Werte von i bestimmt2). 

Dichte des elektrischen Vertikalstromes senkrecht zur Erdoberflache (Integral der erd­
magnetischen Kraft langs einer geschlossenen Kurve). 

Bahn 

Neu York-Spitzbergen-Neu York 
Neu York-England-Neu York .. 
Indic bis zum Aquator . . . . . . 
Pa.:z;i;I'ik in niederen Breiten 
Erdumseglung zwischen 40° S und 60° S 
Landesvermessung Frankreich 

U.S.A .. 

Weltvermessung 

I Vertikal· 
nmschlossene Flaehe strom in 

Amp·fem' 

4,4' 106 km2 

13,1 
11,2 
13,5 
50,2 
0,4 

{ 
75°-115°W 

und 
30°-50° N 
90°-50° N 
50°-30° N 
30°-10° N 
10° N-100S 
100-300 S 
30°-50° S 
50°-90° S 

-5'10- 12 

-4 
o 

+0,9 
+1,7 
+0.4 

-3.3 

+2.1 
+ 1.9 
-3.0 
-1.2 
+ 1.8 
-1.6 

1+ 1,8 
Stromrichtung aufw1i.rts ist positiv gezahlt. 

Die Tabelle gibt eine Zusammenstellung der Werte fUr die Dichte des Vertikal­
stromes in Amp./cm2 fiir die einzelnen Zonen der Erde. 

Die Stromdichte betragt hiernach 10-11 bis 10- 12 Amp./cm2. Die positive 
Stromrichtung ist in polnahen Zonen aufwarts, in niederen Breiten abwarts 
gerichtet. 

Eine Berechnung des Vertikalstroms fUr Flachen, die von zwei Parallel­
kreisen und von zwei Meridianen in 10° Abstand eingeschlossen sind, ergab als 
vorlaufiges Ergebnis, daB er im Mittel tiber Ozeanen und Tiefdruckgebieten vor­
zugsweise aufwarts, tiber Kontinenten und Hochdruckgebieten abwarts flieBt. 

Eine eingehende Prtifung der Fehlermoglichkeiten der Vermessung ist 
notwendig, urn zu entscheiden, ob die Ergebnisse der Tabelle tatsachlich reell 
sind. Diese ist auBerordentlich schwierig. Man muB jedoch schon unwahrschein­
liche Annahmen tiber groBe systematische Fehler machen, wenn man den Integral­
wert cp F ds als SchluBfehler der Vermessung ansehen und aus seinem Betrag 
nur die Genauigkeit der Vermessung beurteilen will. 

1) AD. SCHMIDT. ZS. f. Geophys. Bd. 1. S.281. 1925. 
2) L. A. BAUER. Terr. Magn. Bd. XXVI. S.33. 1921; Bd. XXVII. S.31. 1922. 
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An Deklinationskarten der Erde kann eine zeichnerische Priifung der Frage 
nach einem potentiallosen Antell vorgenommen werden. Jede fiberall zur Kraft­
richtung senkrecht verlaufende Linie muB in sich geschlossen sein. Dies ist 
von W. J. PETERS!) an den neuen Karten der britischen Admiralitat nach­
geprUft worden. Linien, die stets senkrecht zur Deklinationsrichtung um die 
Erde herumgefiihrt wurden, schlossen sich nicht. Anfang und Endpunkt einer 
solchen Linie auf dem gleichen geographischen Meridian lagen in verschiedenen 
Breiten. Dieser Abstand variierte systematisch mit der Breite. 

20. Die Sakularvariation des permanenten Feldes. Schon GAUSS weist 
darauf hin, daB die Entwicklung des Potentials nach Kugelfunktionen auch zur 
Untersuchung der zeitlichen Variationen geeignet sei. Gleichzeitig und unab­
hangig voneinander haben A. SCHUSTER und V. CARLHEIM-GYLLENSKOLD eine 
solche Entwicklung versucht. Letzterer fUr 23 Epochen zwischen 1538 und 
1885 in der Form: 

00 n 

V = a1:n1:mex;:,cosm(r + fY:,.) P'~, cos a • 
1 0 

Die Koeffizienten ex;:' sind bei dieser Entwicklung konstant, die Winkel fJ':n 
Init der Zeit linear veranderlich. Die Sakularvariation des Innenfeldes entsteht 
hiemach durch die gleichfOrmige Umdrehung der Partialfelder von Ost nach 
West. Die verschiedenen· Felder drehen sich verschieden schnell. Der volle 
Umlauf erfolgt ffir ex~ in 3147 ffir ex~ in 1381 und fUr ex§ in 454 Jahren. Die Starke 
dieser Partialfelder ex;:' bleibt dabei ungeandert. BARTELS2) hat auf Grund der 
obenerwahnten Beobachtungen der Sakularvariation an 14 Observatorien die 
entsprechenden Zahlen berechnet und findet -12000; + 1000 und + 750 Jahre, 
wobei das - Zeichen eine Drehung von West nach Ost, das + Zeichen eine 
Drehung_ von Ost nach West bedeutet. Die Umdrehungist also hier nach Richtung 
und Geschwindigkeit sehr abweichend von der Theorie von CARLHEIM-GYLLEN­
SKOLD; diese ist also durch~ms nicht bestatigt. BARTELS berechnet femer auf 
Grund der Potentialentwicklung rfickwarts die Sakularvariationen ffir die 14 be­
nutzten Stationen und vergleicht sie mit den beobachteten. Hierzu benutzte 
er die acht Glieder der I. und II. Ordnung. Die Ubereinstimmung ist sehr schlecht. 
Die Differenzen Beobachtung-Berechnung erreichen fast die Halfte des Betrages 
der Sakularvariation. Die Reihen der Sakularvariationen konvergieren noch 
weit schlechter als beim Innenfeld. Das bedeutungsvolle Dberwiegen des ersten 
Gliedes, das bei der Entwicklung des Potentials des permanenten Innenfeldes 
hervortritt, fehlt hier. Die Kugelfunktionen sind offenbar wenig geeignet zur 
Darstellung der Sakularvariation. Diese ist kein System, daB die Erde als Ganzes 
gleichmaBig umfaBt. Wohl aber deuten schon die Beobachtungen und Ent­
wicklungen, die fUr sechs dreijiihrige Epochen zwischen 1902 und 1920 durch­
geffihrt wurden, daraufhin, daB die Inhomogenitaten von groBem AusmaB sich 
zeitlich konstant erhalten. 

Die Tabelle auf S. 287 erm6glicht einen Dberblick fiber die Sakularvariation 
der homogenen Magnetisierung der Erde, also der durch die Glieder I. Ordnung 
ausgedriickten Langs- und Quermagnetisierung und zwar sowohl fUr das Innen-, 
wie auch ffir das AuBenfeld. 

Die bestgesicherten Werte der Sakularvariation sind die auf Grund der 
Stationsbeobachtungen von J. BARTELS berechneten. Sodann die, die aus dem 
Vergleich der Entwicklung von AD. SCHMIDT 1885 und L. A. BAUER 1922 folgen. 

1) L. A. BAUER, Terr. Magn. Bd.28, S.83. 1923. 
2) J. BARTELS, Veroff. d. PreuJ3. Meteor. Inst., Abh. VIII, 2. 
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Die. nebenstehende Tabelle 
gibt die Siikularvariation 
pro Jahr in y. Beide Zeit­
abschnitte zeigen eine Ab­
nahme der inneren Liings­
magnetisierung, jedoch von 
sehr verschiedenem mitt­

Das Innenfeld. 

1885 -1922 
Innenfeld AuBenfeld 

m:R~ - 34,8 +6,4 
mp:Rg - 34,2 +9,1 
mq:R~ - 6,7 -3,0 

cp 0',0 1 0 • ON 
A 1',OW. 1°,6E 

295 

1902-1920 
Innenfeld I AuBenfeld 

-12,4 -21,6 
-18,0 -24,1 
+26,0 + 9,8 
3',2S 1 ° 5 S 
19',OE 14°,6 W 

leren Betrage pro Jahr. Die Polwanderung erfolgt in beiden Zeitabschnitten 
in entgegengesetzter Richtung. Die Tabelle gibt ihren jahrlichen Betrag. 

c) Die physikalische N atur des permanent en Feldes und 
seiner sakularen Variation. 

21. Das Innenfeld. Die geringe Neigung von nur 111/ 2 0 der magnetischen 
Achse gegen die Rotationsachse der Erde fUhrt zu der Anschauung, daB der 
Hauptteil des Innenfeldes, namlich die rotationssymmetrische Uingsmagneti­
sierung, durch die Rotation der Erde veranlaBt sein muB. 

Die geophysikalischen Beobachtungen fUhren zu bestimmten Vorstellungen 
iiber die Konstitution des Erdinneren. Dabei treten freilich gewisse Widerspriiche 
auf mit den Anschauungen, die iiber das Verhalten der Materie auf Grund von 
Laboratoriumserfahrungen bestehen. 

Die geothermische Tiefenstufe fiihrt - falls man sie extrapolieren darf, 
was freilich sehr fraglich ist - schon in Tiefen von 40 km zu Temperaturen, 
die die Schmelzpunkte der Gesteine iiberschreiten. Die tatigen Vulkane 
sche"inen dies zu bestatigen. Die seismischen Beobachtungen erlauben die Be­
rechnung der Geschwindigkeit elastischer Wellen in verschiedenen Tiefen der 
Erde. Bei etwa 50 km Tiefe findet eine sprunghafte Zunahme der Geschwin­
digkeit statt. Fiir longitudinale Wellen von 5 auf 8 km/sec. Von dort bis 
rund 1500 km wilchst die Geschwindigkeit weiter an von 8 auf 12 km/sec. 
Zwischen 1500 und 3000 km bleibt sie nahezu konstant. In 3000 km Tiefe 
tritt wieder eine plotzliche starke Abnahme auf. Man kann danach unter­
scheiden: eine oberste feste Kruste von 40 km Dicke; einen Mantel bis zu 
1500 km Tiefe; eine Zwischenschicht von 1500 bis 3000 km Tiefe; darunter 
einen Erdkern. 

Auch Transversalwellen tauchen bis zum Erdkern (3000 km) in die Erde 
ein; es scheint jedoch, daB sie nicht in diesen einzudringen vermogen. Aus 
der Geschwindigkeit der Transversalwellen folgt, daB die Erde bis zu 3000 km 
Tiefe einen Widerstand gegen Formanderungen zeigt, der den des Stahles 
iiberschreitet, trotzdem die Temperatur dort wohl sicher hoher ist als der 
Schmelzpunkt des Materials, aus dem die Erde besteht. Hier macht sich 
offenbar die Wirkung der iiberlagernden Drucke (am Erdkern von 106 At­
mospharen) geltend. Auch die Gezeitendeformationen des festen Erdkorpers 
deuten auf eine so groBe Riegheit. Bei Annahme einer zweiteiligen Erde laBt 
sich aus dem Betrag der Abplattung des Erdkorpers an der Erdoberflache und 
der gemessenen mittleren Dichte der Erde ein Wert fUr die Dichte des Erdkerns 
bestimmen, wenn man iiber die Dichte des Mantels Voraussetzungen macht. 
Die Tiefengesteine geben einen Anhalt fiir die Dichte des Mantels, die seismischen 
Beobachtungen fiir die Dicke des Mantels und den Durchmesser des Kerns. Aus 
diesen Daten und aus weiteren trberlegungen, die sich auf die Verteilung der 
chemischen Elemente im Erdinnern beziehen, kommt man zu der sehr wahr­
scheinlichen Vorstellung, daB ein Eisennickelkern von 3400 km Radius um­
schlossen ist von einer Eisensulfidschicht, iiber die sich der Gesteinsmantel aus 
Eisensilikaten lagert. 
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Die magnetischen Beobachtungen zeigen, daB die Magnetisierung der Erde, 
zum mindesten der Hauptanteil bis zu groBen Tiefen herabreichen muB. Falls 
ein besonders stark magnetisierter Kern im Erdinnern vorhanden ist, so geben 
die obigen Daten einen ersten Anhalt fiir seine Dimension. 

Ist der Magnetismus der Erde ein remanenter, so scheint esschwer versHind­
lich, wie dieser bei der hohen Temperatur des Erdinnern bestehen kann. Auch 
wenn dies moglich ist, so ware doch noch zu erkliiren, woher die anfangliche 
Magnetisierung stammt. Ist der Erdmagnetismus ein induzierter, so ist das 
induzierende System anzugeben. Dazu fehlt bisher jede Moglichkeit. Den per­
manenten Magnetismus der Erde auf die Wirkung ost-westlicher elektrischer 
Strome im Erdinnern zuriickzufUhren, ist wohlkaum angangig. Ihr Betrag miiBte 
fiir den linearen Querschnitt von 1 em die Dichte 0,8 sinq:> Amp. oder fiir den 
Meridianquadranten im Mittel 0,5 Amp. pro em betragen. Fiir die Existenz 
so starker Strome im Erdinnern ist nicht der geringste Anhalt vorhanden. 

Wir miissen nach einer anderen Ursache suchen. Die Orientierungder 
magnetischen Achse, nahezu parallel der Rotationsachse mit dem Siidmagnetis­
mus auf der Nordhalbkugel der Erde, muB den Ausgangspunkt fUr eine phy­
sikalische Deutung .des Erdmagnetismus geben; um so mehr weil auch die magne­
tische Achse der Sonne und ihr Siidmagnetismus dieselbe Orientierung, bezogen 
auf ihre Rotationsachse, zeigen. Von den vielen ErkHirungsversuchen1) haben 
vor anderen zwei Bedeutung gewonnen: die gyroskopische Wirkung der Rotation 
auf die Atome ferromagnetischer K6rper und die Wirkung rotierender elektrischer 
Raum- und Oberflachenladung. Beide Theorien vermogen die Orientierung 
der magnetischen Achse von Sonne und Erde nach Neigung und Richtungssinn, 
bezogen auf die Rotationsachse und den Drehungssinn der beiden Himmels­
korper, zu erklaren. Die zweite Hypothese vermag auBerdem noch einen fUr 
beide Himmelskorper geltenden Zusammenhang nachzuweisen zwischen der 
Masse nnd Rotationsgeschwindigkeit einerseits und der Starke des erzeugten 
magnetischen Momentes andererseits2). Sie verdient daher den Vorzug vor der 
ersteren. 

22. Der Magnetismus der Sonne. HALE und seine Mitarbeiter konnten auf 
dem MT. WILSON durch Beobachtung des Zeemanneffektes starke Magnetfelder bis 
zu 4000 r in den Sonnenflecken nachweisen; auBerdem aber auch eine allgemeine 
Magnetisierung der Sonne. Beim Nachweis der letzteren bedurfte es vieler syste­
matischer Aufnahmen (mehrere Tausend) und Messungen; denn trotz der hohen 
Dispersion der benutzten MICHELsoNschen Gitter (622 Linien pro mm; im Spek­
trum dritter Ordnung 4,9 mm fUr 1 A bei 1 = 5000 A) lag der beobachtete 
Effekt an der Fehlergrenze. 

Die Sonne besitzt nach diesen Messungen ein allgemeines Magnetfeld, das dem 
einer homogen magnetisierten Kugel in erster Annaherung vergleichbar ist; viel­
leicht ist diesem noch ein weiteres, ein auBeres Feld iiberlagert, wie es ja wohl 
auch bei der Erde vermutet wird. Der Richtungssinn der Magnetisierung der Sonne 
bezogen auf die Rotationsrichtung ist derselbe wie bei der Erde; namlich wie bei 
Magnetisierung durch einen elektrischen Strom, der entlang den Breiten und ent­
gegengesetzt der Rotation flieBt. Der Zeemanneffekt wurde an 11 Linien von Fe, 
8 von Cr, 4 von Ni, 5 von V, 1 von Ti gemessen. Die Werte der Feldintensitat am 

1) Siehe hierzu neben aJteren Arbeiten von L. A. BAUER, W. F. G. SWANN. A. SCHUSTER, 
S. J. BARNET, W. F. G. SWANN, Unsolved problems of cosmical Physics. Journ. Frankl. 
lnst. 1923, S.433; S. J. BARN.:!j:T, Year Book Carnegie lnst. S.284. Washington 1922; 
A. NIPPOLDT, Terr Magn. Bd.26, S.99. 1921-

2) G. ANGENHEISTER, Das Magnetfeld der Erde und der Sonne. Nachr. d. Ges. d. Wiss. 
S. 229. Gottingen 1924. 
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Magnetpol ergeben sich fiir die verschiedenen Linien verschieden hoch zwischen 
10 und 55 r. Die verschiedenen Linien gehOren nach Untersuchungen am Flash­
spektrum zu verschiedenen Niveaus der umkehrenden Schicht. HALE glaubt daraus 
eine starke Abnahme des Feldes nach auBen hin ableiten zu konnen. Von 55 r 
£iir 250 km bis 10 r fiir 400 km. Doch laBt sich die Verteilung der Werte nach 
einer graphischen Darstellung alsFunktion der Hohe, auch wohl als Streuung urn 
einen Mittelwert ansehen. Jedenfalls wiirde eine solche Abnahme nicht mit 
der allgemeinen Form des Feldes iibereinstimmen, die dem einer homogen ma­
gnetisierten Kugel entspricht. Bei einem Wert von Hp = 55r ist die Magne­
tisierung der Volumeinheit der Sonne gleich 6,6 r, also 83 mal groBer als die der 
Erde. 

Die magnetische Achse der Sonne fant ebenso wie bei der Erde nahe zu­
sammen mit der Rotationsachse. Sie ist nur 6 0 gegen diese geneigt. Die magne­
tische Achse umkreist infolge der Rotation der Sonne die Rotationsachse nach der 
Beobachtung in 31,5 Tagen. Die Sonne besitzt keine einheitliche Rotationszeit. 
Diese nimmt im selben Niveau mit der Breite zu. AuBerdem haben tiefere Niveaus 
eine langere Rotationszeit. Fiir die umkehrende Schicht betragt sie am, Aquator 
26!, in 45 0 Breite 30! Tag. Es ist wohl anzunehmen, daB in tieferen, festeren 
Niveaus als der umkehrenden Schicht die Rotationszeit in allen Breiten konstant 
ist. Dafiir sprechen bestimmte magnetische Beobachtungen (s. weiter unten) 
an groBen magnetischen Storungen auf der Erde. Diese treten gleichzeitig mit 
starker Fleckenentwicklung in niederen Sonnenbreiten auf. Die groBen magne­
~~hen Storungen wiederholen sich nach Zeitraumen, die ganze Vielfache von sehr 
nahe 30 Tagen sind. Sie scheinen danach an Aktionszentren auf der Sonne ge­
kniipft zu sein, die in einem festeren Niveau liegen, das in 30 Tagen rotiert, und 
in dem sie an feste Lagen gebunden sind. Dieses Niveau scheint auch der Trager 
des allgemeinen l\fagnetfeldes der Sonne zu sein. Der Magnetpol des allgemeinen 
Magnetfeldes der Sonne wiirde dann in diesem Niveau- abgesehen von sakularen 
Variationen - seine Lage unverandert bewahren, und mit der Geschwindigkeit 
dieses Niveaus in etwa 30 Tagen rotieren, in dieser Zeit also den Rotationspol 
einmal umlaufen. 

23. Die magneto-mechanische Wirkung der Rotation. Die Versuche von 
EINSTEIN und DE HAAS einerseits und von BARNETl) andererseits haben fiir 
ferromagnetische Korper eine Beziehung nachgewiesen zwischen dem magne­
tischen Moment M = !er2 w und dem mechanischen Impulsmoment 1= mr2 w 
eines Elektrons, das den Atomkern umkreist. Befindet sich das Atom in einem 
rotierenden Korper von der Winkelgeschwindigkeit w', so erfahrt das Atom, 
das gleichzeitig einen Kreisel und einen Elementarmagneten darstellt, ein Dreh-

moment b = - 2 m M w'. Dies Drehmoment strebt die Achse des Atoms parallel 
e 

zur Drehachse des Korpers zu stellen. Dies fiihrt zu einer Magnetisierung des 
K6rpers, die bis zur Sattigung fortschreiten miiBte, wenn nicht die Zusammen­
st6Be der Warmebewegung und das entmagnetisierende Feld dies verhindern 
wiirden. Fiir rotierende Stabe fand BARNET bei einer Umdrehung pro Sekunde 
eine Magnetisierung der Volumeinheit ] = 1,5 . 10-6 r. Sieht man davon 
ab, daB dieser Effekt fUr Kugeln etwas geringer sein muB, so wiirde man unter 
sonst gleichen VerhaItnissen fiir eine Eisenkugel von der Winkelgeschwindigkeit 
der Erde erhalten ] = 1,7 . 10- 11 r. Der Richtungssinn der Magnetisierung 
bezogen auf die Rotationsrichtung der Kugel stimmt dabei iiberein mit dem des 
Erdmagnetismus. Der Wert der Magnetisierung."der Volumeneinheit ist aber 

1) Phys. Rev. Bd.6, S.239. 1915. 
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mehr als 1010 mal kleiner als der beobachtete des Erdmagnetismus. Es wiirden 
also ganz ungewohnliche Annahmen iiber das physikalische Verhalten des Erd­
innern notig sein, falls man den Magnetismus der Erde hierdurch erkHiren wollte. 
Die Elementarmagnete im Erd- und Sonneninnern sind sicherlich nicht frei 
beweglich. Nimmt man an, daB die Widerstande, die sie im Erd- und Sonnen­
innern finden, von gleicher GroBe sind, so miiBte sich die Magnetisierung der 

Erde undSonneproportional ihrerWinkelgeschwindigkeitergeben, also f; = 3:,5 
Die Beobachtung ergibt fiir die rotationssymmetrischen Anteile f; = 90, also 

einen 2800mal groBeren Wert. Eine Magnetisierung durch die Rotation, die 
allein von der Geschwindigkeit abhangt, geniigt offenbar nicht. 

24. Die magnetische Wirkung rotierender Ladungen. Man kann das 
Magnetfeld der Erde erklaren durch die Bewegung einer positiven Raum­
ladung oder einer negativen Oberflachenladung der Erde infolge der Erdrotation. 
1st nur eine VQn beiden vorhanden, eine Raumladung oder eine Oberflachen­
ladung, und zwar von der GroBe, wie sie das Magnetfe1d der Erde erfordert, so 
entsteht ein elektrostatisches AuBenfeld an der Erdoberflache, das 109 mal 
groBer ist als das beobachtete. Man muB daher annehmen, daB sowohl eine 
positive Raumladung wie auch eine negative Oberflachenladung besteht, deren 
elektrostatische Felder sich nach auBen kompensieren, wahrend sie zusammen 
ein Magnetfeld von der beobachteten Form, Richtung und Intensitat ergeben, 
Die physikalischen Bedenken, die sich hier erheben, sollen nicht verkannt werden. 
Eine freie Raumladung kann nicht im Innern einer elektrisch leitenden Erde 
bestehen. Man darf sich die Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens nicht frei 
beweglich vorstellen, sonst miiBten sie sich vereinigen. 

Das magnetische Potential V einer rotierenden Kugel von der Oberflachen­
ladung (J und der Raumladung e auf einen auBeren Punkt setzt sich additiv 
zusammen aus v = _ 4nR4 owsincp 

a 31'2' 
und R 

V = (V dR = 4n R5 ewsincp 
(! a 15 r2 . 

o· 
Das Potential an der Oberfliiche ist dann 

V = V (! + Va = w sin cp (~ - ~) = - 125 Q w sin cp • 

Q und 5 bedeuten hierin die gesamte Raum- und Oberfliichenladungen. Da 
andererseits M 4 

V = R2 sincp = TnRJsincp, 

wo 1\I das magnetische Moment bedeutet, so folgt 

15 ] 
e=2wR2' 

Fiir die Erde und Sonne ergibt sich 

eE = 18· 10-15 ; es = 4.10- 15 EME . 

Das Verhiiltnis eS/eE = 0,235 ist nahe gleich dem Verhiiltnis der Dichten von 
Sonne und Erde, das nach den Beobachtungen gleich 0,25 ist. Dies bedeutet, daB 
die totalen Raumladungen Q von Sonne und Erde sich verhalten wie ihre Massen m : 

g; = 2,9 .105 ; :; = 3,3 .105 ; 
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Das Verhaltnis LMdasse ist dasselbe fUr Sonne und Erde. Bei gleicher Raum­
a ung 

ladung der Masseneinheit gilt dann 

Ms Is 
ME IE' 

wo I die Drehimpulse bedeuten, d. h. die magnetischen Momente von Sonne 
und Erde verhalten sich wie ihre mechanischen Drehimpulse1). 

Entsteht das Magnetfeld der Erde und Sonne auf diese Weise, so ist hierbei 
zu bedenken, wie weit das durch Rotation entstehendeFeld fiir einen ruhenden 
und ffir einen mitgefiihrten Beobachter modifiziert wird. 

Es hat nach dem obigen den Anschein, daB die neutrale Materie sich bei 
der Rotation wie eine Ladung verhalt, die pro Masseneinheit nahezu konstant 
ist und offenbar wenig yom physikalischen Zustand der Materie abhangt.. Sie 
entsteht nicht erst durch die trennende Wirkung der Zentrifugalkraft, sonst 
miiBte sie proportional co 2 sein. In Laboratoriumsversuchen liegen die durch 
Rotation erzeugbaren Felder an der Grenze der MeBgenauigkeit. Bei anderen 
Himmelskorpem sind groBe Felder zu erwarten (z. B. auf dem Jupiter von der 
GroBe des Sonnenfeldes); doch ist der Nachweis dort schwierig. 

25. Die Neigung der magnetischen Achse gegen die Rotationsachse. 
Eine quantitativ priifbare ErkHirung hat man hierffir noch nicht gefunden. 
Auf zwei qualitativ mogliche Ursachen solI hingewiesen werden. 

1. Die Erde rotierte friiher urn eine andere Achse,um die sie sich infolge 
de-r-~Rotation symmetrisch magnetisierte. Bei der Verlagerung der Rotations­
achse in der Erde hinkte die damit verkniipfte Ummagnetisierung hinterher, 
wodurch eine N eigung beider Achsen zueinander entsteht. Die fortschreitende 
Ummagnetisierung hat eine Bewegung der magnetischen Achse zur Folge. Dies 
sollte die Ursache der Sakularvariation sein. Die letztere miiBte dann fiir die 
ganze Erde universellen Charakter haben. Dem widersprechen die Beobachtungen. 

. 2. Die Magnetisierung der Erde besteht aus zwei physikalisch verschiedenen 
Anteilen: aus der primaren rotationssymmetrischen Langsmagnetisierung, die 
durch Rotation entstanden ist, und einer von ihr im Gesteinsmantel der Erde 
induzierten sekundaren Magnetisierung. Die Achse der letzteren weicht von 
der Rotationsachse ab, wenn die Suszeptibilitat des Gesteinsmantel unsym­
metrisch zur Rotationsachse verteilt ist. Die Resultante der primaren und 
sekundaren Achsenrichtung ist die tatsachlich beobachtete Achsenrichtung des 
Innenfeldes. Langsam fortschreitende Veranderung in der 6rtlichen Verteilung 
der Suszeptibilitat - z. B. durch regionale Temperaturanderungen im Gesteins­
mantel - konnten dann die Sakularvariation zur Folge haben. Die Sakular­
variation miiBte dann weniger universelIen, mehr regionalen Charakter tragen, 
was besser zu den Beobachtungen paBt. 

Beide Moglichkeiten 1. und 2. konnen nebeneinander wirksam sein. 
26. Das AuBenfeld. Wenn das AuBenmedium eine elektrische Leitfahigkeit 

und eine Relativgeschwindigkeit gegeniiber der rotierenden Erde besitzt, so 
muB der aquatoriale Anteil qi des magnetischen Innenfeldes elektrische Strome 
im AuBenraum induzieren. Diese Strome sind gegeniiber der Erde relativ in 
Ruhe. Bei Entwicklung nach Kugelfunktionen entspricht jedem Glied des Innen­
feldes ein entsprechendes Glied der induzierten Stromung im AuBenraum. Das 
AmplitudenverhaItnis e und die Phasendifferenz IX des induzierenden und in­
duzierten Gliedes sind durch die Leitfahigkeit k und die Relativgeschwindigkeit co 
bedingt. 

1) S. Anm. 2, S. 296. 
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Unter der Voraussetzung, daB das AuBenfeld wirklich reell ist, betragt 
nach der Tabelle auf S. 287 die Phasendifferenz fijr 1920 IX = 22°, fijr 1922 
IX = 52°. q. ist gegen qi in beiden Fallen nach Westen verschoben. Das AuBen­
medium (die Atmosphare) muB also von W nach 0 stromen, d. h. der Rotation 
voraneilen. Das AmplitudenverhaItnis war 19200·018,19220· 021. Nimmt man 
eine Relativgeschwindigkeit von 50 m an, so ergibt sich eine Leitfahigkeit der 
oberen Atmosphare von 10- 15 EME oder 1010 mal groBer als die Leitfahigkeit 
der Atmosphare am Boden. Polarlichterscheinungen und die magnetischen 
periodischen Schwankungen und Storungen deuten darauf hin, daB in der oberen 
Atmosphare tatsachlich so hohe Leitfahigkeiten zu erwarten sind. 

Die Bedenken, die sich gegen die Existenz des AuBenfeldes erheben, sind 
andere. Vor allem die obenerwahnten Untersuchungen uber die Zuverlassigkeit 
der ResuItate der Potentialentwicklung, die die Realitat des AuBenfeldes in Frage 
stellen, wenigstens die hier diskutierte GroBenordnung derselben. Sodann wider­
spricht der zeitliche Verlauf der Sakularvariation. 

27. Die Sakularvariation. Nach der Theorie der Sakularvariation von 
A. SCHUSTER und V. CARLHEIM-GYLLENSKOLD induziert das auf die oben an­
gegebene Weise entstandene auBere Querfeld eine sekundare Magnetisierung 
im Erdinnern, die der ursprunglichen entgegengesetzt gerichtet und gegen sie 
verschoben ist. Diese sekundare Magnetisierung addiert sich zur primaren qi 
und verlagert somit die Achse von qi' Diese Verschiebung der Achse veranlaBt 
wieder eine Verschiebung des Systems im AuBenraum usw. Eine stetige Drehung 
der Achse von qi ist die Folge. Jedes Glied der Entwicklung nach Kugelfunktion 
hat dabei seine eigene Drehgeschwindigkeit. Die Beobachtungen zeigen, daB 
die Achse von q. gegen die von qi in allen Epochen von 1842 bis 1922 nach Westen 
verschoben war; dann muB die Achse von qi durch die sekundare Magnetisierung 
nach Osten gedrangt werden. Nach derTabeIle in Ziff. 20 wanderte der Nordpol 
des Imienfeldes zwischen 1885 bis 1922 nach Westen, zwischen 1902 und 1920 
nach Osten. 

Westliche Lage des Nordpols des AuBenfeldes gegenuber dem Pol des Innen­
feldes und gleichzeitiges Westwartswandern des Nordpols des Innenfeldes sind 
jedoch nach dieser Theorie nicht miteinander vertraglich 1). 

Der Haupteinwand gegen diese Theorie folgt indessen aus ihrem Vergleich 
mit der Entwicklung der Sakularvariation nach Kugelfunktionen auf Grund 
des zuverlassigen Materials der Observatorien. Dieser Vergleich spricht gegen 
die Theorie (s. Ziff. 20). Die Theorie stellte die Veranderung jedes einzelnen Glie­
des der Entwicklung als eine physikalisch selbstandige Erscheinung dar. Das 
trifft offenbar nicht zu. 

Ein selbstandiges auBeres Feld von stark differenzierter Form kann wohl 
kaum bestandig sein. Eher wurde man annehmen mussen, daB die unregelmaBige 
Form des inneren Feldes in der" unzureichenden Entwicklung des Potentials 
dies AuBenfeld vorgetauscht hat. Da sich die UnregelmaBigkeiten der Sakular­
variation in den sechs einzelnen dreijahrigen Epochen erhaIten (Ziff. 20), wird 
man ihre Ursache eher in den Inhomogenitaten der Erdkruste zu suchen haben. 
Es liegt nahe, an langsam fortschreitende Veranderungen (s. 25,2), oder auch 
an Bewegungen im Erdinnern zu denken, an Verschiebungen einzelner Schalen 
gegeneinander, die mit verschiedener Geschwindigkeit rotieren; wobei diese 
remanent oder durch Induktion des polaren Feldes magnetisch sein k6nnen. 

Der Gesamteindruck, den die bisherigen Bemuhungen machen, die sakulare 
Variation auf Grund der Beobachtungen zu erklaren, ist der, daB das vorliegende 

1) AD. SCHMIDT, ZS. f. Geophys. Ed. 1, S. 1. 1924/25. 
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Beobachtungsmaterial in keiner Weise ausreicht. Die vorzeitigen Versuche sind 
an der Unvergleichbarkeit des in ihrer Zuverlassigkeit und Vollstandigkeit 
sehr unterschiedlichen Materials der einzelnen Epochen gescheitert. Somit bleibt 
die in den Abb. 7 bis 10 so ausdrucksvoll zutage tretende Erscheinung in ihrer 
physikalischen N atur bisher ungeklart. 

28. Der potentiallose Anteil. Zur Erklarung des potentiallosen, etwa 1 bis 
2% des Gesamtfeldes betragenden Anteiles sind-falls er reell ist - Vertikal­
strome von der GroBenordnung 10-12 Amp/cm'!. erforderlich. Die in der luft­
elektrischen Forschung festgestellten Vertikalstrome besitzen eine Stromdichte 
von 10-18 Amp/cm2 (Leitungstrom) bis 10-18 (Konvektionsstrom bei Gewitter­
regen). Letzterer ist nur fiir kurze Dauer und in beschrankten Gebieten vor­
handen. Diese Strome sind also in keiner Weise ausreichend. 

1m Kapitel: Atmospharische Elektrizitat (Bd.14) ist versucht worden, die Ober­
flachenladung der Erde, die sich trotz des dauernd flieBenden vertikalen Leitungs­
stromes im Mittel konstant erhaIf, durch den ZufluB sehr schnell bewegter Elektro­
nen zu erklaren. Dort sind auch die physikalischen Bedenken gegen diese Vorstellung 
besprochen. Falls der endliche Wert des Ringintegrals tatsachlich reell und 
nicht nur SchluBfehler der Vermessung eines geschlossenen Linienzuges ist, 
wird nach dem heutigen Stand unseres Wissens kaum eine andere Erklarung 
in Betracht kommen. H. BENNDORF1) hat diese Frage jiingst eingehenderortert. 

29. Zusammenfassung. Der augenblickliche Stand der erdmagnetischen 
Weltvermessung und ihrer formalen Analyse liefert drei Anteile des permanenten 
Feldes: das 1nnenfeld, das AuBenfeld und den potentiallosen Anteil. Wenn die 
beiden letzteren reell sind, tragen sie je etwa 2-3% und das 1nnenfeld 95% 
zum Gesamtfeld bei. 1922 betrugen dann die Momente des 1nnen- und AuBen­
feldes 0,311 R3 und 0,005 R3 c . g. s. Beide lassen sich formal zerlegen in einen 
rotationssymmetrfschen und einen dazu senkrechten Anteil. Das VerhaItnis 
beider war 1922 fUr das 1nnenfeld 5: 1; fUr das AuBenfeld 4: 1. Die N eigung 
der magnetischen Achse gegen die Rotationsachse betrug 1922 111/2°. Es ist 
mi:iglich, daB das AuBenfeld und zum Teil auch der potentiallose Anteil nur 
Rechenergebnisse einer unvollkommenen Analyse sind. 

Die physikalische Ursache des 1nnenfeldes muB in der Rotation der Erde 
gesucht werden. Es scheint, daB die Masse der Erde (und Sonne) sich bei der 
Rotation wie eine elektrische Ladung verhalt. 

Die Ursache der Achsenneigung des 1nnenfeldes und die Sakularvariation 
bleiben noch ungeklart. 

Die Analyse der Sakularvariation fUr verschiedene Epochen zeigt, daB 
diese Variation keinen fUr die Erde universellen fortschreitenden Charakter, 
eher einen regionalen besitzt. 

Die hi:iheren Glieder der Entwicklung nach Kugelfunktionen fUr das Potential 
des 1nnenfeldes besitzen wohl nur formale Bedeutung. 

II. Das Variationsfeld. 
AuBer den langsam verlaufenden Schwankungen der Sakularvariation weist 

das Magnetfeld der Erde auch schnell verlaufende Anderungen auf, und zwar 
periodische und unperiodische. 

30. Die periodischen Variationen. Beobachtungsergebnisse. Die sonnen­
und mondtagliche Variation ist von Ort zu Ort verschieden und schwankt im 
Laufe des J ahres. 

1) H. BENNDORF, Phys. ZS. Bd.26, S. 81. 1925; ZS. f. Geophys. Bd. 1, S. 147. 1925; 
siehe auch G. ANGENHEISTER, Phys. ZS. Bd.26, S.308. 1925. 
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Die sonnentagliche Variation. Die Abb.13 gibt die sonnentagliche 
Variation D, H und Z (wobei if D als Variationskraft in r gemessen ist) in Ab­
hangigkeit von der geographischen und magnetischen Breite, letztere aus-
gedriickt durch die Inklination. . 

Abb.14 gibt eine Darstellung der taglichen Bewegung der Magnetnadel 
in der Horizonatlebene bei aufgehobenem permanentem Feld in einem astro-
Mn Ortszeit M Mn M Mn M Incl. nomisch orientierten Sy-

Breife stem als Vektordia-
1-60· gramm. Die Nadel 

durchlauft im Laufe des 
Tages die verschiedenen 
Richtungen des Radius­
vektors und wird in 
jeder Lage mit einer 

+31 ~Z----\+--;o~--t"='<-::;II--'<:--r-t----'H---T--1+'I6' Kraft festgehalten, die 
Zikawai der Lange des Radius-

vektors proportional ist. 
Wenn die Bewegung der 
Nadel durch ein Kraft­
system entsteht, das die 
Erde im Laufe des Tages 
einmal umkreist ohne 
Veranderungzu erleiden, 
so muB das Diagramm 
ffir alle Punkte desselben 
Parallelkreises dieselbe 
Gestalt zeigen. Dies triHt 
nahezu, aber nicht voll­
standig zu. Die Asym­
metrie des Kraftlinien­
systems des permanen­
ten Feldes infolge der 

"-"....,--+-+-T--+="'<--h~='-+"''----'<:+---:::-I;fofoi'>ton Abweichung des Magnet­
pols yom Drehpol wird 
hierwirksam. DieAl?b.14 

D H Z zeigt, daB die Bewegung 
Abb.13. Tiigliche Variation der erdmagnetischen Elemente der Nadel zur Tageszeit 
zur Aquinoctialzeit ~ den verschiedenen geographischen und im Sommer groB ist, 

Brelten (1 mm = 4,,). zur Nacht undim Winter 
klein. Die SonnenhOhe ist das entscheidende Argument. Zwischen 40° und 
30° nordlicher und siidlicher Breite tritt eine Umkehr der Bewegungsrichtung 
ein. Bei aufgehobenem permanenten Magnetismus zeigt die Magnetnadel urn 
Mittag bei 30° nordl. Br. nach S.; bei 20° nordl. Br. nach N. Zwischen beiden 
Breitengraden liegt also um Mittag ein Nordpol, oder ein ihm aquivalentes 
Stromsystem; und zwar laBt sich aus dem Drehsinn des Vektors erkennen, 
daB dieser Nordpol von Osten hergezogen kommt. Die Beobachtung der Vertikal­
intensitat lehrt nun, daB das Nordende der Magnetnadel in dieser Zeit an 
beiden Orten nach oben zeigt, d. h. der magnetische Nordpol zieht oberhalb 
vorbei; ihm entspricht also ein Stromsystem in der Atmosphare, das entgegen 
dem Sinne des Uhrzeigers flieBt. Abb.15 zeigt das Vektordiagramm der erd­
magnetischen Kraft in der Horizontalebene ffir Sommer und Winter im 
Sonnenfleckenmaximum und -minimum (nach CHAPMAN). 
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Die mondUigigen Variationen zeigen im Mittel aller Mondphasen eine 
halbmondtagliche Welle. Abb. 16 gibt die mondtagliche Variation von D in ihrer 
Abhangigkeit von der Breite. Die mondtagliche Variation laBt sich auf zwel 
Weisen ableiten, entweder indem man 
die Beobachtungen nach Mondstunden 
ordnet, oder indem man die Be­
obachtungswerte fUr dieselbe Tageszeit 
etwa fUr Mittag an 29 aufeinander-
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Abb.14. Vektordiagramm des taglichen Ganges 
der horizon talen erdmagnetischen Kraft (X, Y) 
in den verschiedenen geographischen Breiten. 

M = Mittag, M n = Mitternacht. 
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Abb. 15. Vektordiagramm der erdmagne­
tischen Kraft in der Horizontalebene. 
Greenwich 1889-1914. I. JuniMaximum 
der Sonnenflecken. II. Juni Minimum 
der Sonnenflecken. III. Dezember Maxi­
mum der Sonnenflecken. IV. Dezember 

Minimum der Sonnenflecken. 

o 5 10 -15 ZOh 
I I I 

!(~W 
~-I---\++-""-:.16S6- 6Z 

-10" 

Abb. 16. Mondtagliche Anderung der 
Deklination im Jahresmittel in verschie­
denen geographischen Breiten. Ordinate 

1 mm = 2/1. Abscisse Mondstunden. 

folgenden Tagen vergleicht. Fiihrt man diese letztere Methode fUr verschiedene 
Tageszeiten durch (Abb. 17), so erkennt man, daB die mondtagliche Variation 
mehrfach groBer ist, wenn sie aus Tagesstunden, als wenn sie aus Nachtstunden 
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abgeleitet wird. Der Vergleich zu verschiedenen Jahreszeiten zeigt groDe Ampli­
tuden im Sommer, kleine im Winter. Ebenso wie bei der taglichen Variation 
wachst die Amplitude mit der Sonnenhohe. 

Wie beim permanenten Feld laBt sich auch das Potential des taglichen 
Variationsfeldes in Kugelfunktionen entwickeln. Zuerst ist dies von SCHUSTER 
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Abb. 17. Anderung der De­
klination in Batavia mit dem 
Mondalter fUr 4 verscbiedene 

Tageszeiten. Ordinate 
1 mm = 0'·01. 

Abszisse Mondalter in Tagen. 

vorgenommen. Seine Arbeiten sind von CHAPMANl ) 

fortgesetzt. Die Entwicklung ermoglicht wieder die 
Zerlegung in einen primaren auDeren und einen 
durch Induktion im Erdinnern hervorgerufenen 
sekundaren inneren Anteil. Die Amplituden beider 
verhalten sich wie 2: 1 . A. VAN VLEUTEN hat auf 
Grund der Beobachtungen von zehn Observatorien 
das Potential des taglichen Variationsfeldes an ruhigen 
Tagen in Kugelfunktionen entwickelt (bis zur vierten 
Ordnung). Die Entwicklungen sind fiir X und Y 
getrennt durchgefiihrt, stimmen jedoch sehr schlecht 
miteinander iiberein. Es ist also entweder das be­
arbeitete Material unzureichend, oder die taglichen 
Variationen besitzen gar kein Potential. Da nur 
Stationen zwischen 14 0 S und 90 0 N verwendet sind, 
scheint das Material zu diirftig gewesen zu sein, 
denn auf der Siidhalbkugel sind die Differenzen 
beider Entwicklungen am groBten, wahrendsie fUr 
die Teile der Erde, fiir die Beobachtungen vorliegen, 
innerhalb der Genauigkeitsgrenze der Darstellung 
liegen. 

31.· Die physikalische Natur der Variationsfelder. Unter der Annahme 
der Existenz eines Potentials kann man auf Grund der obigen Entwicklungen 
den groBten Teil (2/3) des sonnen- und mondtaglichen Ganges der erdmagnetischen 
Elemente durch die Wirkung von elektrischen Induktionsstromen erklaren, 
die durch periodische, horizontale Bewegungen leitender Luftmassen gegen die 
vertikale Komponente des erdmagnetischen Feldes erzeugt werden. Der geringere 
Teil, etwa 1/3, entsteht durch Induktion der atmospharisehen Stromsysteme 
im Boden. Die Leitfahigkeit der Atmosphare selbst erweist sich hierbei als 
periodische Funktion der Zenitdistanz der Sonne. Es erhebt sich nun die Frage, 
ob die geforderte, periodisehe Luftbewegung und die notwendige hohe Leit­
fahigkeit physikalisch wahrseheinlieh sind. 

Den Ursprung der Luftbewegung fiir die mondtagliche Variation hat man 
in der Gezeitenbewegung der Atmosphare zu suchen. Diese sind verhaltnis­
maBig leieht zu iibersehen. Ihr Hauptanteil besitzt halbtagigen Charakter. 
Die gezeitenerzeugende Kraft ist reziprok proportional der dritten Potenz del' 
Monddistanz. Diese theol'etisehen Fol'derungen sind durch die Luftdruekbeobach­
tungen tatsaehlich bestatigt. Die magnetisehen Elemente zeigen analoge Sehwan­
kungen: halbmondtagliche und monatliehe. Dureh geeignete Anol'dnung der 
Berechnung laBt sieh die halbmondtagliehe Welle von den Uberlagerungen 
ganz-, drittel- und viertelmondtaglicher Schwingungen trennen. Die beiden 
Unbekannten sind dann die Variation der Leitfahigkeit und die Amplitude 
der halbtagigen Luftbewegung. Die erstere ergibt sieh als Funktion der Zenit-

1) S.CHAPMAN, Phil. Trans. London A. Bd.213. S.274. 1914; Bd.214, S.295. 1915; 
Bd.215, S.16L 1916; Bd.218. S.L 1919; Bd.225. S.49, 1925; Terr. Magn. 1914, S.39; 
1917, S. R7; 1918, S.25. 
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distanz del' Sonne zu (1 + tcoSW)2. Die zweite aus den gemessenen halb­
mondtaglichen Druckschwankungen. 

Bekannt sind also 1. die Funktion, nach der die Leitfahigkeit variiert, 2. die 
induzierende Kraft, namlich die VertikalkomponenteZ, 3. die Gezeitenbewegung 
der Atmosphate, 4. die lunare magnetische Variation, und gesucht ist der absolute 
Betrag der Leitfahigkeit. Bei Annahme einer 300 km dicken Schicht als Trag~r 
des Stromsystems ergibt sich dann durch Vergleich des Geschwindigkeitspotentials 
der balbtagigen lunaren Druckschwankung mit der beobachteten entsprechenden 
magnetischen Variation diese Leitfahigkeit zu 10-12 bis 10-13 EME. BesaBe 
die stromftihrende Schicht die Leitfahigkeit des Kupfers, so brauchte sie nur 
1 m dick zu sein. 

Bei den lunaren Variationen beherrscht der Mond die Luftbewegung, 
wahrend die Sonne entsprechend ihrer Zenitdistanz die Leitfahigkeit der strom­
fiihrenden Schicht bestimmt. Durch die relative Bewegung beider Gestirne 
gegeneinander schiebt sich der Mondtag durch den Sonnentag, und die Einfliisse 
beider Gestirne auf die magnetische Variation konnen klar voneinander ge­
sondert werden. 

Bei der sonnentaglichen Variation werden beide Funktionen, die Variation 
der Luftbewegung und die der Ionisation, durch dasselbe Gestirn bedingt. Infolge­
dessen lassen sich diese beiden Einflusse nicht so einfach und zuvedassig von­
einander trennen. 

Die Ursache der Luftbewegung fiir die halbsonntagliche Variation sind 
die ... halbtagigen Luftdruckschwankungen, die sich als Grundschwingung der 
Erdatmosphare wohl in groBe Hohen erstrecken. Beide, die halbtagige, magne­
tische Variation und die Luftdruckschwankung, zeigen die gleiche Abhangig­
keit von der geographischen Lange und Breite. Das VerhaItnis der solaren 
und lunaren halbtagigen Schwingungen ergibt sich fiir die magnetischen Vari­
ationen zu 10, fiir den Luftdruck zu 16; beides am Boden gemessen. Die Boden­
nahe wird wegen ihrer Erwarmung die solare halbtagige Luftdruckschwankung 
vergroBern, so daB fUr die in Betracht. kommenden Hohen diese Schwingung 
eine geringere Amplitude zeigen wird. Fur die lunare halbtagige Luftdruck­
schwankung ist diese Abnahme mit der Hohe nicht wahrscheinlich. In groBerer 
Hohe ist daher eine bessere Obereinstimmung zu erwarten. 

Die geforderte hohe Leitfahigkeit der Luft ist 1Q11 mal groBer als am Boden. 
Bei einer Stickstoff-Sauerstoffatmosphare wird der Druck in 200 km Hohe 
1011 mal niedriger und damit die Beweglichkeit der Ionen 1011 mal groBer als 
am Boden. Es fragt sich allerdings, ob die Druckgesetze sich soweit extrapolieren 
lassen, was gewiB zweifelhaft ist. In solchen Hohen waren dann die in Betracht 
kommenden Stromsysteme zu suchen, wenn nicht aus anderen Grunden schon 
in geringeren Hohen die notwendige Leitfahigkeit vorhanden ist. Das scheint 
in der Tat der Fall zu sein. 

Als Ionisator kommt wohl nur eine Strahlenart in Betracht, die von der 
Sonne ausgeht und mit ihrer Zenitdistanz abnimmt. Es kann keine Strahlung 
sein, die im Magnetfeld der Erde abgelenkt und dadurch in besondere Zonen 
- etwa wie die Polarlichtstrahlen in die Polarlichtzone und in die Abendseite 
der Erde - eingesogen wird. 

Die Amplitude der taglichen Variation zeigt eine starke Abhangigkeit von 
der Aktivitat der Sonne, ihre Amplitude schwankt von Fleckenmaximum zum 
Minimum urn 100%. Dies jedoch nur an der Tagseite, nicht an der Nacht-
seite. . 

Von den drei die Amplitude bestimmenden Faktoren, namlich Vertikal­
komponente, Luftbewegung und Ionisation kann wohl nur die Ionisation 

Handbnch der Physik. xv. 20 
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die Ursache einer solchen Schwankung sein. Es bietet sich hier ein zu­
verHi.ssiges Mittel, die Anderung der Ionisation in hohen Schichten zu 
messen. 

Die Ursache der groBen Ionisation kann nach allem nur kurzwellige Sonnen­
strahlung sein. Fur die Ionisierung des Sauerstoffs kommen dabei Wellenlii.ngen 
kurzer als 1350 A in Betracht. Da das Ende des Sonnenspektrums am Boden 
bei 2900 A liegt, haben wir die starke Ionisation durch ultraviolettes Licht 
in Hohen zu suchen, wo dieser Bereich noch nicht so stark absorbiert ist. Es 
ist nun anzunehmen, daB die Temperatur der Sonne und damit der Anteil des 
kurzwelligen Lichtes an der Gesamtstrahlung zur Zeit des Fleckenmaximums 
groBer ist. Beobachtungen in verschiedenen Spektralgebieten uber Veranderung 
der Helligkeitsverteilung auf der Sonnenscheibe im Laufe des Fleckenzyklus, 
sprechen fUr diese Auffassung. Wenn die Sonne wie ein schwarzer Korper von 
6000° strahlt, wiirde einer Schwankung der Intensitat von 100% im Gebiet 
unter 1350 A einer Temperaturanderung von 230° entsprechen. Die Anderung 
derTotalintensitat aller Wellenlangen wurde 13% betragen, die der sichtbaren 
weniger. Die Beobachtungen der Solarkonstanten machen Schwankungen von 
solchem Betrage wahrscheinlich. 

FOWLER und RAYLEIGH glauben aus Absorptionsuntersuchungen an Ozon­
banden im Ultraviolett auf eine Ozonschicht in 40 bis 50 km Hohe schlieBen zu 
mussen. Die Bildung dieser Schicht ist vermutlich mit der Absorption im Ultra­
violett verkniipft. In dieser Hohe wird man daher wohl auch die Stromsysteme 
der taglichen Variation zu suchen haben. 

Der innere Anteil der taglichen Variation wird durch das primare atmospha­
rische Feld im Erdboden induziert. Die Erdkugel kann dabei nicht als gleich­
formig leitend angenommen werden. Dem beobachteten Amplitudenverhrutnis 
entspricht fiir eine gleichformig leitende Erde eine urn 30% kleinere Phasen­
differenz als tatsachlich beobachtet wird. Ein nichtleitender Mantel von 250 km 
Dicke, darunter ein lei tender Kern, wiirde den Beobachtungen geniigen. Seine 
Leitfahigkeit ergibt sich dann zu 4· 10- 13• Die Leitfahigkeit der Gesteine 
der obersten Schichten betragt 10-15 bis 10-16• Es ist jedoch moglich, daB 
die Leitfahigkeit der Silikate der Erdrinde mit steigender Temperatur, also mit 
zunehmender Tiefe wachst. Bei einer Temperatur von 1000°, die in 100 bis 200 km 
Tiefe herrschen mag, konnte sie wohl 10- 13 betragen. 

Die groBere Leitfahigkeit der Ozeane, etwa 4 • 10-11 , macht sich schon 
geltend. Bei 5 km Tiefe muB sich dadurch die Amplitude des inneren Anteils 
urn 1/3 erhohen. Das Amplitudenverhaltnis des inneren und auBeren Anteils 
fur das Hauptglied der Entwicklung nach Kugelfunktionen betragt fiir Kon­
tinentalstationen 1,8, fiir Inselstationen 2,3. 

32. Zusammenfassung. Die solaren und lunaren Variationen entstehen 
durch Induktionsstrome, die das permanente Feld in der relativ zu ihm be­
wegten elektrisch leitenden Atmosphare induziert. Die Hohe dieser Strome 
uber dem Erdboden betragt etwa 50 km. 

Die Bewegung der Luft stammt fUr die lunaren Variationen aus horizontalen 
halbtagigen Gezeitenstroinungen der Atmosphare; fUr die solaren vorwiegend 
aus halbtagigen Barometerschwankungen. . 

Die Leitfahigkeit der Luft variiert als Funktion der Zenitdistanz der Sonne; 
man muB daher annehmen, daB ihr kurzwelliges Licht als Ionisator wirkt, 
zur Zeit des Sonnenfleckenmaximums besonders stark. 

Das primare auBere Stromsystem der tagliche~ Variation induziert im Erd­
boden beim Vorubergang ein sekundares, das etwa 35% zur Gesamtvariation 
beitragt. Aus der Analysefolgt, daB tiefer liegende Schichten (in 250 km Tiefe) 
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im Erdboden hohe Leitfahigkeit besitzen miissen. Die hahere Leitfahigkeit 
der Ozeane macht sich durch Verstarkung des inneren Anteils der taglichen 
Variation auf Inselstationen merkbar. 

III. Das Storungsfeld. 
33. Storungstypen, Storungsbeginn. Neben den iibersichtlichen, periodischen 

Feldstorungen zeigt das erdmagnetische Feld noch Schwankungen von oftmals 
groBer Intensitat, die in der Plotzlichkeit und scheinbaren Willkiir ihres Auf­
tretens und in ihrem zeitlichen Ablauf zunachst den Eindruck groBer Unregel­
maBigkeit machen. Sie unterscheiden sich von den periodischen Variationen 
durch ihre geographische Anordnung, die hier weit weniger iibersichtlich ist. 
Die Beziehung zur Zenitdistanz der Sonne ist sehr unahnlich derjenigen, die die 
taglichen Variationen beherrscht. Die Storungen sind an der Abend- und Nacht­
seite der Erde und in hohen Breiten am starksten entwickelt. 

Formal lassen sich lokale und die ganze Erde umfassende Storungen unter­
scheiden. Die letzteren beginnen fiir die ganze Erde mit einer plotzlichen, wohl 
ausgepragten Feldstorung, die innerhalb der MeBgenauigkeit von etwa einer 
Minute fUr alle Orte gleichzeitig erfolgt. Auch in ihrem weiteren Verlauf wird 
das Feld auf der ganzen Erde in einer erkennbaren GesetzmaBigkeit gestort. 
Die lokalen Storungen beschranken sich im Gegensatz hierzu auf hohe Breiten 
und zeigen dort schon bei benachbarten Stationen schnell schwankende, bald 
parallele, bald gegensatzliche Anderungen. Der Unterschied beider Storungen 
ist nicht lediglich ein Intensitatsunterschied, etwa in der Weise, daB schwache 
Storungen nur in hohen Breiten auftreten, starke auch in die Tropen herab­
reichen; dies ist wohl im allgemeinen der Fall, doch es tritt noch etwas sehr 
Wesentliches hinzu. Es hat namlich den Anschein, daB bei starken Storungen 
elektrische Stromsysteme - denn urn soIche handelt es sich hierbei - in 
Wirkung treten, die bei schwachen Storungen nicht merklich werden, vielleicht 
iiberhaupt nicht vorhanden sind. Bei starken Storungen addieren sich zu den 
Wirkungen des erdumfassenden Stromsystems noch in hohen Breiten die Wirkung 
der lokal begrenzten, die dort so stark hervortreten, daB das allgemeine Strom­
system verdeckt bleibt, wenigstens solange, bis das lokale abgeklungen ist. 
Denn es ist die Besonderheit des allgemeinen Stromsystems, langer wirksam 
zu bleiben. Bei schwachen Storungen fehlt das erdumfassende allgemeine Strom­
system, und es treten nur in hoheren Breiten lokalbegrenzte Stromwirbel auf. 

Diese formale Einteilung deckt sich annahernd mit der Unterscheidung 
zwischen aquatorialen und polaren Storungen von BIRKELAND. Unter aquatorialen 
werden dabei soIche Storungen verstanden, die in den niederen, unter polaren 
soIche, die in hohen Breiten besonders stark wirksam sind. 

Ob der Storungsbeginn in der Tat fiir die ganze Erde gleichzeitig erfolgt, 
ist mehrfach untersucht worden1). Eine endgiUtige Einigung iiber diese Frage 
ist bisher nicht erzielt. Es ist der Versuch gemacht worden, eine Fortpflanzung 
des Storungsbeginnes hngs der Breiten und auch langs der Meridiane nachzu­
weisen. Fiir die Erklarung der physikalischen Natur der Storung ware eine 
Entscheidung gewiB von Bedeutung. Eine bestimmte Art der Storungen sind 
die Pulsationen, das sind p16tzlich beginnende Schwingungen von 1 bis 2 Minuten 
Periodenlange .. Gleichzeitige Schnellregistrierungen in Samoa, bei Washington, 

1) L. A. BAUER, Terr. Mag. Bd. 16, s. 85 u. 163. 1911; Bd. 15, S. 9 u. 219. 1910; Bd. 30, 
S. 45. 1925; G. ANGENHEISTER, Terr. Mag. Bd. 23, S. 26. 1920; Nachr. d. Ges. d. Wiss. 
Gottingen 1913 und 1920; W. v. BEMMELEN, Observ. Magn. Met. Batavia XXI. 1906. 

20* 
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Batavia, Tsingtau und Potsdam ergaben als Zeitdifferenz des Eintreffens zwischen 
Stationen von 1/4 Erdumfang Abstand 

3 sec ± 2,2 sec, 
also nahezu innerhalb der Fehlergrenze (Abb.18). Die groBe Ahnlichkeit der 
Bewegung an Orten, die urn 1/4 Erdumfang voneinander entfernt sind, deutet 
an, daB die Pulsationen in einem die ganze Erde umfassenden Stromsystem 
entstehen. 

t 

! ~-='" _______ ~ 0 . 5Mln. 

Abb. is. Pulsationen. Vergleich der Deklination in der Sehnellregistrierung Apia und 
Tsingtau; waehsende estliehe Deklination nach oben. Ordinate: 1 mm = 1/20 Bogenminute, 
Abszisse: 2· 5 mm = 1 Zeitminute. Oben: Tsingtau. Unten: Apia, 12. IX. 1911, 11 Uhr 

Greenwiehzeit. 

34. Analyse der Stijrungen. Der erste Schritt zur Analyse der Storungen 
ist die Ableitung der Storungsvektoren aus den Aufzeichnungen der magnetischen 
Elemente. Dieser Weg ist von BIRKELAND1) in sehr eingehenden Untersuchungen 
beschritten worden, besonders fiir die Storungssysteme der hohen Breiten. Er 
benutzte dazu Storungsaufzeichnungen von 23 Observatorien mittlerer und 
niederer Breiten; auBerdem die Beobachtungen der vier Polarstationen, die 
er zu diesem besonderen Zwecke 1902/03 in Island, Finnmarken, Spitzbergen 
und Novaya Semlja eingerichtet hatte. Die Eintragung der Storungsvektoren 
auf Weltkarten geben ein Bild des magnetischen Storungssystems und des 
dazu senkrechten, die Storung veranlassenden elektrischen Stromsystems. Er 
konnte dadurch abgegrenzte Stromwirbel in polaren Zonen nachweisen. 

Es liegt nahe zu fragen, ob das System der Storungen einen mit der Erd­
drehung periodischen Teil erkennen laBt. Es steht zu erwarten, daB im einzelnen 
Falle das besondere starkere Storungssystem hoher Breiten diese Wirkung iiber­
deckt. 1m Mittel vieler Storungen muB sich jedoch eine Abhangigkeit von der 
Tageszeit ergeben und sich das tagliche Storungssystem und das allgemeine 
Storungssystem voneinander trennen lassen. 

Durch Darstellung des mittleren Storungsverlaufes einmal als Funktion 
der Ortszeit, das andere Mal als Funktion der Storungszeit - beginnend mit 
dem Storungsanfang - HiBt sich diese Analyse durchfiihren. Dieser Weg ist 
von Moos2), CHAPMAN3) und ANGENHEISTER4) versucht. In der Tat ergibt sich 
die Trennung beider Systeme. Abb. 19 zeigt das allgemeine und Abb. 20 das 
ortszeitliche Storungssystem, gewonnen aus 36 Storungen, die in Samoa auf­
gezeichnet wurden. Besonders deutlich muB sich diese Trennung in niederen 
Breiten ergeben, wo die Uberlagerung der lokalen Storungszentren hoher Breiten 

1) CH. BIRKELAND, The Norwegian Aurora Polaris Expedition. Teil 1, 1902-1903. 
Kristiania 1908: Teil 2, 1913. 

2) Moos, Magn. Observ. Bombay 1910. 
3) S. CHAPMAN, Proe. Roy. Soc. London 1919, S.61. 
4) G. ANGENHEISTER, Naehr. d. Ges. d. Wiss. Gettingen 1924, S.1. 
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fehlt. Das allgemeine Storungssystem zeigt in seinem Hauptanteil, das ist der 
horizontale Storungsvektor, einen sehr einfachen, fUr die ganze Erde gleich-

l::'~---7"""=--__ ---;-:or}~z 
LID 0 +10y 

-1"L-----------------------------------~ 

Abb. 19. Allgemeiner Storungsverlauf in Samoa. 

zeitigen und ahnlichen VerIauf (Abb.21). Nach einem kurzen Anstieg der In­
tensitat (urn etwa + 17 y) von 1 bis 2 Stunden Dauer, folgt ein schneller Abfall 

'~~--=;;:::-::=:::::::7~:::::::==--~=:;;;;--~ -:or}L1Z 
r-~~~~~----~~ __ ~~~~--~~~+107 

Abb. 20. Ortszeitlicher Storungsverlauf in Samoa. 

der Intensitat (bis - 60 y), der sich in etwa 6 Stunden vollzieht, eine Zeitlang 
konstant bleibt und sich dann langsam zum Normalwert ruckbildet, der erst 
in mehreren Tagen wieder erreicht wird. Der wesentliche VerIauf ist also eine 
schnelle Erniedrigung der Feldkraft bis zu einem Extremwert und eine viel 
langsamere Ruckbildung zum Normalwert. 

Das tagliche Storungssystem zeigt eine' ganztagige Schwingung urn eine 
Mittellage, die urn Mittag liegt (Abb. 21). Der Vorrnittag zeigt hOhere, der Nach­
rnittag niedrigere Werte fur LI H. Das ortszeitliche Storungssystern ist in 
starkerem MaBe von der Breite abhangig als das allgemeine. Die Gesamtstorung 
ist die Dberlagerung beider, des allgemeinen und des ortszeitlichen Anteiles. 
Es folgt somit, daB die charakteristische Erniedrigung des horizontalen Feldes 
an der Vorrnittagsseite geringer, an der Nachmittagsseite starker ist. Das ist fur 
die Theorie der Storung ein wichtiges Ergebnis. 

Eine weitergehende Analyse der Storungen durch Vergleich der Atifzeich­
nungen von Stationen mittlerer und niederer Breite ergibt, daB einfache starke 
Storungen im wesentlichen eine Schwingung der Intensitat von 6 bis 12 Stunden 
pauer urn eine geneigte Ruhelage darstellen. Diese erfolgt :Yir die mittleren 
und niederen Breiten gleichzeitig und gleichsinnig (Abb.22 und 23). Der ge-
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neigten Ruhelage entspricht dabei das Absinken der HorizontalintensiHit, 
das sich schon im allgemeinen Storungssystem (Abb. 19) kenntlich machte. 

-60y 

Abb. 21. Storungsvektoren in der Hori­
zontalebene: 1. allgemeiner, 2. ortszeit­
lieher, 3. allgemeiner + ortszeitlicher 
Stiirungsverlauf aus Stiiruugen in Samoa. 

12 -rq.n 
Z8.6.l1reenw, Zt. 
1.')15 

Bafuvia 70 0 

Der gesamte allgemeine Storungs­
vorgang besteht somit: 1. Aus einem 
sehr schnellen, wenige Minuten dauern­
den ersten Impuls; 2. einer Schwingung 
von 6 bis 12 Stunden Dauer, der erst 
positive, dann negative Werte von LI H 
entsprechen; 3. eine Erniedrigung der 
Horizontalintensitat, die schon beim 
Storungsbeginn sich ausbildet und sich 
erst langsam, im Verlauf mehrerer Tage, 
ruck bildet (N achstorung)1) . 

Dieser allgemeine Starungsvorgang 
ist nun an der Vormittagsseite der Erde 
schwacher, an der Nachmittagsseite star­
ker ausgebildet. Uber ihn lagern sich 
in hohen Breiten die lokalen, oft sehr hefti­
gen Storungszentren, deren Fernwirkung 
sich bis in niedere Breiten erstreckt. 

Die Analyse der meisten Storungen 
wird nun besonders dadurch erschwert, 
daB nicht ein einmaliger Vorgang dieser 
Art sich abwickelt, sondern daB vor 
Ablauf desselben oftmals einer oder 
mehrere solcher Vorgange nacheinander 
folgen und sich uberlagern. Es ist dies 
vergleichbar dem Verlauf einer gedampf­
ten Schwingung, die vor ihrem Ablauf 
neue Impulse erhalt. Das Aussehen des 
Schwingungsvorgangs wird sehr davon ab-

/fono/u/u 69 0 hangen, in welcher Phase der ursprung­
lichen Schwingung der neue Impuls, und 
in welcher Starke dieser erfolgt. Das 
wird bei jeder magnet is chen Storung ver­
schieden sein, und das ist es, was ihren 
Verlauf so mannigfach gestaltet und sie 
untereinander schwer vergleichbar macht. 
Auch ist bei derselben Starung, beim 
Eintritt des neuen Impulses, die Phase 
des allgemeinen Storungssystems fUr die 

Cheltenham 
'10~ 

ganze Erde dieselbe, nicht aber die Phase 
des ortszeitlichen. 

Der Verlauf der Nachstarung (Er-
niedrigung von H und langsames Ansteigen 

Porto fiico60o zum Normalwert) ist nun besonders in 
seiner letzten Phase ubersichtlich, wenn 
namlich die sehr verwirrende Wirkung der 

Abb.22. Stiirung ill H Yom 26. Aug. 1916 
naeh Greenwiehzeit; 1 em = 11 0 Y • 

1) Zu "Naehstiiruug" siehe aueh 
AD. SCHMIDT, Zt. f. Geophysik I, S. 1. 1924, 
und VV. v. BEMMELEN, Met. Zt. XLII, S. 143. 
1925. 
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erneuten Impulse und die -Fernwirkung der lokalen, polaren Storungssysteme 
abgeklungen sind. 

Die IntensWit der Nachstorungen zeigt eine sehr ausgesprochene Abhangig­
keit von der magnetischen Poldistanz, und zwar eine schnellere Abnahme 
mit abnehmender Poldistanz u, als dem 
Sinus derselben entspricht (S. 308, Anm. 4). 

Nachstorung:>wert 25. -Sept. 1909 
Mn. Greenwichzeit. 

Anzahl der Mittel 

I 
Mittel 

I 
- - 350ysiIlU Stationen u JJH 

1 90° - 350)' - 350)' 
5 67° - 298" - 320" 
5 42° - 163" - 225" 
4 33° - 149" - 190" 

= 26. Aug. 1916; 6 Uhr Greenwichzeit. 

4 I 70 : I - 159)' I 
4 46 I - 100" 

Intensitat der Nachst5rung als Funktion der 
erdmagnetischen Poldistanz. 

Der zeitliche Verlauf der Nachstorung, d. i. 
das langsame N achlassen des Storungs­
feldes, HiI3t sich in groBer Annaherung 
darstellen durch 

dh = _RJz2. 
dt I'" 

p. - 1 ho - h 
f' = t - to hoh; 
t' - -_!_-' 

- fJ· ho' 

- Jz Betrag derselben in H, - tf ist die 
Halbwertszeit, d. h. sie folgt einem Ge-
5etz, daB fUr Wiedervereinigung der Ionen 
in einem Gase Gultigkeit besitzt. 

1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

Honolulu 

7. Juni 1915 
8. 

" " 8. 
" " 9. " " 

9· " " 0. 
" " 

0. 
" " 

1. " " 
1. " " 2. 

" " 2. 
" " I 

It 

12h 216 
0 118 

12 77 

° 61 
12 53 

° 46 
12 41 

° 36 
12 32 

° 29 
12 24 

f3 

0,0074 
0,0080 
0,0078 
0,0071 
0,0069 
0,0066 
0,0066 
0,0067 
0,0067 
0,0074 

t' 

° 0, 
,65 
58 
63 
65 
67 
70 
70 
69 
69 
64 

0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 

Der zeitliche Verlauf einer erdmagnetischen 
Nachst5rung; It Betrag der Nachst5rung in H; 
fJ Koeffizient der \¥iedervereinigung der Ionen; 

t' = Halbwertszeit. 

Sam"" I' 'IUpJ11JpWI 
H"n~t~1J Ii JjIl! J J {fIr r \\ 

"'"";"'1 7J ~ Jll 1l r!ll 
1>t~6p 12p 6a 

Porro Rico1 J * U \ M 1 n \ ~J n J r 
51'121' 11-1/zp 5'1za 

Abb.23. St5rung vom 26. Aug. 1916. St5-
rungsvektoren in der Horizontalebene. 
Greenwich-Zeit und Ortszeit. 1 cm = 200), . 

Die Tabelle zeigt, daB fJ und tf, aus verschiedenen Zeitabschnitten 
berechnet, denselben Wert ergeben. Fur die ersten Stunden nach Ablauf 
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der Schwingung geniigt dieser Ansatz jedoch nieht. Eine bessere Lrberein-
stimmung ergibt: d h 

---.: == - IX h - f3 h2 
dt ' 

_ IX = _i_In (~ho + IX/P) 
t - to ho h + rx/P '. 

" . 
Fur die Zeiten tltg ... sind die Werte der Storungsintensitat hlh2 ... gegeben. 
Es lassen sich dann IX und f3 berechnen. Man wird dabei ameinfachsten In (h + IX/(3) 
in eine Reihe entwickeIn, die sich schon nach dem zweiten Gliede abbrechen HiBt. 

Der Wert von f3, bezogen auf die Zeiteinheit, ergibt sich aus obigen Messungen 
zu 10- 7• Der Wert des Koeffizienten der Wiedervereinigung aus Laboratoriums­
messungen bei normalen Druck und Zimmertemperatur liegt bei 1,6· 10- 6 • 

Bei abnehmendem Druck nimmt der Wert des Koeffizienten nach den l.abora­
toriumsmessungen abo 

35. Zusammenhang zwischen magnetischen Storungen, Sonnentatigkeit 
und Polarlichtern. Die groBen erdmagnetischen Storungen treten zu einer Zeit 
auf~ in der eine besonders lebhafte Fleckenbildung in der Nahe des Zentralmeri­
dians der Sonne stattfindet. Gleichzeitig werden jedesmal starke Polarlichter 
bis in niedere Breiten beobachtet. Aus der Gleichzeitigkeit dieser ungewohnlichen 
Ereignisse folgt uberzeugend ein Zusammenhang derselben. Bestatigt wird dies 
durch die bekannten Beziehungen zwischen den elfjiihrigen Schwankungen der 
erdmagnetischen Aktivitat, der Haufigkeit der Polarlichter und der Flecken­
zahl der Sonne. Ein besonders geeignetes MaB fUr die erdmagnetische Aktivitat 
ist dabei die Differenz der aufeinanderfolgenden Tagesmittel, die interdiurne 
Veranderlichkeit. Sie ist ein MaB fUr die Schwankung des Nachstorungsvektors. 
Es zeigt sich die weitgehendste Lrbereinstimmung zwischen interdiurner Verander­
lichkeit und der Sonnenfleckenzahl1). Das bedeutet also, daB die Schwankungen 
des Nachstorungsvektors von denen der Sonnentatigkeit veranlaBt werden. 

Die erdmagnetischen Storungen treten haufiger zur Zeit der .i\.quinoktien 
ein, als zu den anderen Zeiten des Jahres. Darin pragt 'sich die Anderung aus, 
die der Winkel zwischen der magnetischen Achse und der Ebene der Erdbahn 
im Laufe des J ahres durchlauft. Eine entsprechende Schwankung muB sich in 
der Haufigkeit der Storungen im Laufe des Tages finden, da ja der obige Winkel 
in diesem Zeitraum gleichfalis eine Anderung erfiihrt. 

Die zeitliche Aufeinanderfolge der Storungen laBt bestimmte GesetzmaBig­
keiten erkennen. Zunachst ist eine Wiederholung der Storungen nach 27 Tagen 
eine oft beobachtete und gut gesicherte Erscheinung. Der Umlauf der Sonne 
fuhrt nach 27 Tagen das Storungszentrum auf der Sonne wieder in dieselbe 
wirksame Lage gegenuber der Erde. Zuweilen kann man die Wiederkehr der 
Flecken an der Wiederholung der Storungen mehrere (5 bis 8) Rotationen hindurch 
verfolgen, was bei der Beweglichkeit des in 27 Tagen rotierenden Sonnenniveaus 
recht bemerkenswert ist. Die Abb. 24 (nach CH. CHREE) zeigt in den ausgezogenen 
Kutven die magnetische Aktivitat der Tage, die der Storung vorausgehen und ihr 
nachfolgen, gemessen an der internationalen magnetischen Charakterzahl, die aus 
den Angaben alier magnetischer Observatorien der Welt abgeleitet wird und ein ge­
eignetes MaB fUr die magnetische Unruhe des betreffenden Tages darstellt. Der 27., 
der 54. und 81. Tag zeigt entschieden eine hohere Charakterzahl. Der EinfluB 
der Rotation der Sonne ist unverkennbar. Die gestrichelten Kurven geben 
nach unten gerechnet ein MaB fur die Ruhe des betreffenden Tages. Es zeigt 
die Abbildung also, daB besonders ruhige Tage sich in gleicher Weise nach 27 Tagen 

1) J. BARTELS, Veriiff. d. preuB:Met.- Inst. Abh. VIII, 2; W. V. BEMMELEN, Met. 
Zt. XLII, 1925. S. 143. 
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wiederholen wie gest6rte. Man kann also mehrere Rotationen hindurch auf der 
Sonne besonders ruhige und besonders gestarte Areale nachweisen. 

Noch erstaunlicher ist jedoch, daB Starungszentren in tieferliegenden, etwa 
in 30 Tagen rotierenden Sonnenschichten zu bestehen scheinen, die sich selbst 
10 Jahre und Hinger in ihrer Lage unveranqert erhalten, und immer wieder 
AnlaB zu Ausbriichen magnetischer Storungen auf der Erde geben1). Die groBen 
erdmagnetischen Starungen folgen namlich aufeinander nach Zeitraumen. von 
sehr verschiedener Lange. Die Zeitraume sind jedoch ganze Vielfache von 
30 Tagen. Man muB danach annehmen, daB in einem tieferen Sonnenniveau, 
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Abb. 24. Wiederholung magnetisch ruhiger und gestarter Tage. Abszisse: Oben: Zeit in 
Tagen links vor, rechts nach der Starung. Unten: Zeit in Tagen links vor, rechts nach be­

sonders ruhiger Zeit. Ordinate: relatives MaE der erdmagnetischen Aktivitat. 

das in 30 Tagen rotiert, feste Storungsherde liegen. Von diesen erfolgen Aus­
brtiche, bei denen die Massen, die die elektrischen Strahlen aussenden, in hahere 
Niveaus der Sonne gehoben werden. Dort rotieren sie mit Geschwindigkeiten, 
die diesen Schichten eigen sind, in 27 Tagen. In der gtinstigen Lage zur Erde 
erfolgt immer wieder eine magnetische Starung. So erklart sich, daB groBe St6-
rungen nach ganzen Vielfachen von 30 Tagen aufeinanderfolgen. Jede von ihnen 
aber wird nach je 27 Tagen wiederholt. Falls man diese Rotationsdauervon 30 Tagen 
fUr eine bestimmte Sonnenschicht zugrunde legt, so zeigt sich, daB ganz bestimmte 
Sonnenareale von Zeit zu Zeit immer wieder wirksam we~den. So entspringen 
samtliche groBen Storungen (deren Charakterzahl tiber 1,8liegt) von 1910 bis 1914 
zwei benachbarten Arealen dieser 30tagigen Sonnenschicht. Diese Areale sind 

1) AD. SCHMIDT, Met. Zt. 1920; Astr. Nachr. Ed. 214; G. ANGENHEISTER, Met. Zt. 
1922, S. 19; Terr. Magn. 1922, S. 57. 
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der graBten bisher beobachteten Starung vom 25. September 1909 und der kurz 
darauffolgenden Starung vom 30. September 1909 zuzuordnen. 

36. Die physikalische Natur der erdmagnetischen Storungen und Polar­
lichter. Fur die Erklarung der erdmagnetischen Storungen kommen vor allem 
zwei Theorien in Betracht. Beiden gemeinsam ist die Annahme, daB die Ursache 

der Starungen in elektrischen Strahlen besteht, 
die von der Sonne kommen und durch das 
Magnetfeld der Erde in besondere Bahnen ge­
lenkt werden. Wo die Strahlen tief in die At­
mosphare eindringen, erzeugen sie Polarlichter. 
Die eine Theorie ist von BIRKELAN D und STOR­
MER entwickelt. Sie nimmt an, daB die magne­
tischen Storungen die direkte magnetische 
Stromwirkung dieser elektrischen Strahlen sind. 
Die andere Theorie, die auf A. SCHUSTER zuruck­
geht, schreibt der elektrischen Strahlung nur 
eine ionisierende Wirkung zu, eine Erhahung 
der Leitfahigkeit der Atmosphare. Die magne­
tischen Storungen entstehen dann durch die 
Induktionsstrome, veranlaBt durch die Be­
wegung der leitenden Luft gegen das Kraft­
liniensystem des permanenten Feldes. Die Be­
wegung der Luft kann dabei durch das Ein­
dringen der Ladung in die Atmosphare ver­
anlaBt sein. 

Abb. 25. Terellaversuch nach 
C. BIRlfELAND. Ringstrom in der 

Aquatorebene. 

BIRKELAND hat seine Theorie durch sehr 
anschauliche Experimente im Laboratorium zu 
belegen versucht. In einem 1 cbm groBen bis auf 

0,02mmevakuierten Raum war eine Kugel aufgehangt, ein Modell der Erde (Terella), 
das durch Stromwindungen magnetisiert werden konnte. Die Kugel wurde mit einer 
phosphoreszierenden Substanz bestrichen und mit Kathodenstrahlen beschickt. 
Bei Erregung des Magnetfeldes der Kugel ordneten sich die Kathodenstrahlen 
in sehr charakteristischen Bahnen an. Es erschien in der magnetischen Aquator-

Abb.26. Polarlichtzonen nach C. BIRKELAND. 

ebene der Kugel ein leuchtender Ring, der sich bei Verstarkung der Magnetisierung 
erweiterte (Abb. 25). AuBerdem traten in der Nahe der Pole zwei leuchtende 
spiral£ormige Gurtel auf, die sich den Polen naherten, wenn die Magnetisierung 
gesteigert wurde (Abb. 26). Die Lichtintensitat in diesen Gurteln war nicht 
gleichmaBig, sondern sie lasten sich bei zunehmender Magnetisierung in diskrete 
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Lichtflecken auf, die wie Polarlichter iiber der Erde standen (Abb. 27). In dem 
leuchtenden Ring in der Aquatorebene erblickte BIRKELAND die Ursache der 
aquatorialen, in den Spiralen und Lichtflecken die Ursache der polaren 
erdmagnetischen Starungen. 
Gleichzeitig soilen die polaren 
Einstramungsgiirtel den Zonen 
starkster Polarlichtentfaltung 
entsprechen. Der Ring in der 
Aquatorebene liegt jedoch bei 
der Erde soweit auBerhalb, 
daB eine Leuchterscheinung 
nicht mehr zustande kommt. 
Es fehlt die Atmosphare. Das 
elektrische Stromsystem der 
aquatorialen Starung ist also 
ein weit entfernter Ringstrom. 
Das polare Strom system be­
steht aus zwei vertikalen 
Asten, ab- und aufwarts, die 
tief in die Atmosphare hinab- Abb.27. 
fiihren und unten durch einen 
horizontalen Ast verbunden 

Polare Stbrungen nach C. BIRKELAND und 
C. STORMER 

sind (Abb.28 nach STORMER). Abb. 29 zeigt schematisch die Horizontalkompo­
nente des polaren Storungssystems. Die ausgezogenen Linien entsprechen den 
magnetischen Kraftlinien, die ge­
strichelten den elektrischen Strom­
linien. Darunter ist der Verlauf der 
Vertikalkomponente P gezeichnet. 

Angeregt durch die Versuche von 
K. BIRKELAND hat C. STORMERl ) die 
Bahnen der elektrischen Strahlen be­
rechnet, die von der Sonne kommend 
ins Magnetfeld der Erde eindringen. 
Schon POINCARE hat die Bewegung 
einer Ladung im Magnetfeld unter-

Abb. 28. Strahlenbahn bei polaren 
Stbrungen. 

!~ l , , 
Abb. 29. Polares Storungsfeld nach 

C. BIRKELAND. 

1) C. STORMER, Arch. sc. phys. et nat. 1907, S. 5, 113,221 u. 317; 1911, Aug.; 1912, Febr. 
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sucht. In der Nahe eines einzelnen Magnetpoles ist das Feld SJ = IX ~; IX ist 

proportional der Poistarke, x der Radiusvektor r seinBetrag. Die Bewegungs­
gleichung lautet dann 

6 = ~[bSJ] = IX~[br] = :[bt]; me mer 1 > 

daraus folgt nach vektorieller Multiplikation mit t, weiteren Umformungen und 
Integration t 

[t b] = kr- - m 
oder nach skalarer Multiplikation mit t: 

(m~)=k. 
Der unveranderliche Vektor m und der Einheitsvektorrfr yom Pol zur Ladung 
bilden einen stets konstanten Winkel. Die Bewegung erfolgt somit auf einem 
Kreiskegel. Bahn und Radiusvektor liegen auf demselben Kreiskegel. Die 
Beschleunigung steht auf beiden und daher auch auf dem Kreiskegel senkrecht. 
Die Bahn ist eine geodatische Linie. Die Ladung nahert sich der Spitze des 
Kreiskegels, biegt urn und entfernt sich wieder. Aufsteigender und absteigender 
Ast sind dabei kongruent. Das Vorzeichen der Ladung und des Poles bestimmen 
den Richtungssinn der Schraubenbewegung. Die in die Atmosphare eindringenden 
Ladungen k5nnen also angenahert den Kraftlinien folgen. 

C. STORMER geht unter Annahme eines Elementarmagneten im Erdinnern 
von den Bewegungsgleichungen in rechtwinkligen Koordinaten aus. 

d2 x _ _ e_(d Y Z _ dz y) 
ds2 -mv ds ds . 

Die Ktaftkomponenten folgen aus dem magnetischen Potential 
M Mz 

V= 7cos{} = 7; 

usw. 

Die Weglange ist die unabhangige Variable. Die physikalischen Konstanten 
der Strahlung und des Magnetfeldes werden in die Einheitslange 

c=V~=V~ ~ 
zusammengefaBt. Nach> Ubergang zu Zylinderkoordinaten R, <p gelingt eine 
erste Integration in geschlossener Form 

R2 dlp = R2 + 2 
ds r 3 Y, 

worin Y eine Integrationskonstante zwischen + 00 und - 00. Durch EinfUhrung 

von Q = 1 _ [~ + ~]2 

ergibt sich fUr R und Z das iibersichtliche System: 
d2R 1 oQ 
ds2 = '2 oR' 
d2 z 1 oQ 
ds2 = 2" oz ' 

(dRt + (~)2= Q. 
ds >' ds 
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Hierin erscheint Q als Kraftfunktion, die in der Rz-Ebene wirksam ist. Die 
Gleichungen stellen die Bewegung eines Punktes unter der Einwirkung von 
Q dar. Da die Integration nicht ausfiihrbar ist, berechnet STORMER durch nume­
rische und graphische Integration die Bahnformen fiir verschiedene Werte von y. 
Zu jedem Wert von y gehort ein Raum, in dem die zugehorigen Bahnen verlaufen. 
STORMER unterscheidet nun asymptotische Bahnen, die auf der Erde endigen 
- diese kommen allein fiir die Polarlichter in Betracht -, und ferner oszillierende 
Bahnen; zu ihnen gehoren die im magnetischen Aquator zirkulierenden Ladungen. 
Positive Werte von y geben 
keine Bahnen, die auf der Erde 
endigen, negative Werte da­
gegen geben solche Bahnen. 
Die Abb. 30 gibt im Draht­
modell ausgefiihrt die wichtig­
sten Linien. Bestimmte Bahnen 
fiihren an die Nachtseite der 
Erde und enden in polnahen 
Zonen (Abb. 27). Am Aquator 
wird die Erde nicht getroffen. 
Der Raum y = - 0,5 begrenzt 
polwarts, der Raum y = - 1 
aqua tor warts die Polarlicht­
zonen. Der aquatorwarts ge­
legene Grenzkreis ist gege ben 
durch 

sinlX = y2cLl . 

IX ist der Winkel zwischen der 
magnetischen Achse der Erde 

Abb·30. Strahlenbahnen in der Nahe der Erde nach 
C. STORMER. 

und dem Radiusvektor vom Erdmittelpunkt zu einem Punkt des Grenzkreises. LI ist 
der Abstand des Erdmittelpunktes zu diesem Grenzkreis. Je nach ihrer physikali-

schen Natur m v gehort zu jeder Strahlenart bei gegebenem magnetischem Moment 
e 

der Erde ein bestimmter Wert von IX. Die Poldistanz der Zone groI3ter Haufigkeit 
der Polarlichter ist nach der Beobachtung etwa 20 0 ; dazu ergibt sich ein Wert 

m v = 106• Strahlen von He = 106, die hier gefordert werden, sind uns unbekannt. 
e 
Fiir Polarlichter, die bis in die 
Tropen hinabreichen (IX = 50 0 

und mehr), ist He noch erheb­
lich groBer. 

Qualitativ stimmt die Theo­
rie STORMERS mit der Beob­
achtung und den Versuchen 
BIRKELANDS gut iiberein; die 
Polarlichtzonen sind schmale 

Kathodenstrahlen 108- 540 
p-Strahlen 1800- 4500 
<x-Strahlen 291000- 398000 
Polarlichtstrahlen 1000000 

IX 

2,3°- 3,4° 
4,6°- 5,8° 

16.60-18,1 ° 

Poldistanz (magnetische) der Polarlichtzonen fur 
verschiedene Strahlenarten. 

Giirtel, polnah gelegen. Der Aquator ist frei von eindringender Ladung, doch 
liegt in seiner Ebene in groBem Abstand von der Erde das System oszillierender 
Bahnen, das mit BIRKELANDS Lichtring (Abb. 25) in der Aquatorebene und dem 
Stromsystem der Nachstorung identifiziert werden kann. 

Quantitativ jedoch ist die Dbereinstimmung unzureichend. Am ehesten 
wiirden IX-Strahlen der beobachteten Poldistanz der Polarlichter geniigen. Doch 
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weisen bestimmte Beobachtungen, die Lage der Bogen im Raum und die Dimension 
der Strahlenform 1) darauf hin, daB es negative Ladungen sind, die in die At­
mosphare eindringen. Diese miiBten eine unwahrscheinlich hohe Geschwindig­
keit, bis auf einige hundert Meter = Lichtgeschwindigkeit, besitzen, urn He = 106 

zu geben. Doch selbst dies angenommen, ergibt sich die neue Schwierigkeit, 
daB ihre Reichweite zu groB ist, urn mit der beobacbteten Hohe der Polarlichter 
vereinbar zu sein. Sie wiirden bis zu 40 km iiber dem Boden herabdringen, wah­
rend die niedrigsten Polarlichter in etwa 90 km Hobe iiber dem Erdboden enden. 

STORMER hat in spateren Untersuchungen gezeigt, daB die anfangs ver­
nachlassigte Wirkung der einzelnen Bahnen aufeinander die Ubereinstimmung 
herzustellen vermag. Die Wirkung des Aquatorringstromes auf die polnahen 
asymptotischen Bahnen fiihrt diese in niedere Breiten hin. Bei passender 
Wahl der Stromstarke und Entfernung des Ringstromes ergeben jetzt auch 
Kathodenstrahlen fiir iX-Welte, die der Poldistanz der Polarlichter entsprechen. 
Die magnetische Wirkung des Ringstromes, auf der Erde gemessen, wird dann 
von der GroBenordnung des Nachstorungsfeldes. Bei der Ausbildung groBer 
magnetischer Storungen wachst die Stromstarke des Ringstromes in der Aquator­
ebene an, die Polarlichter werden in niedere Breiten hinabgezogen, das N ach­
storungsfeld hat eine groBere Intensitat. Diese beiden letzteren Erscheinungen 
werden nun in der Tat beobachtet, und man kann gewiB hierin eine gute Stiitze 
der ganzen Theorien erblicken. 

Indes bleiben bestimmte quantitative Bedenken bestehen, auf die 
A. SCHUSTER zuerst hingewiesen hat.' Konnen die eindringenden Strablen so 
dicht sein, daB ihre magnetische Wirkung die Storungen erklart? Die Rechnung 
zeigt, daB die innere elektrostatische AbstoBung sie auseinandertreiben miiBte. 
Auch ist eine experimentelle Entscheidung iiber diese Fragen moglich. Die ein­
dringenden Strahlen stellen bewegte Raumladungen dar. Ihre magnetische 
Wirkung ist 

ihre elektrostatische . _ e c2 sin <p _ c2 

Q:- r2 -5)v' 

Fiir v = c als unterer Grenzwert ergibt sicb, daB ein Storungsfeld .f) = 1000 y, 
wie es tatsachlich beobachtet wird, von einem Q: = 300 Volt/m am Boden be­
gleitet sein muB, daB darch die elektrostatische Induktion im Boden noch ver­
doppelt werden sollte. Eingehende Untersuchungen an luftelektrischen Registrie­
rungen in Samoa ergaben keine Andeutungen dafiir, daB der Potentialgradient 
bei magnetischen Storungen ungewohnliche Schwankungen zeigt. Bei den 
Induktionsstromen ist die Raumladung Null und ein elektrostatisches Feld 
kann nicht erwartet werden. 

Auf Grund der SCHUSTERschen Auffassung der Induktionsstrome erhebt 
sich wie bei den taglichen Variationen die Frage nach der Herkunft der Leit­
fahigkeit und der Luftbewegung. Bei den taglichen Variationen wies ihre Ab­
hangigkeit von der Zenitdistanz der Sonne auf den Ursprung der Leitfahigkeit 
hin. Die bekannten Druckschwankungen und Gezeitenbewegung der Atmosphare 
deuteten an, wo die Bewegungen zu suchen seien. Bei den magnetischen Storungen 

1) Die Polarlichtform der Bogen wird gebildet durch die untere Begrenzung (gegen 
die Erde hin) eines Eindringungsraumes )'. Die Versuche von BIRKELAND zeigen, daB die 
schmalen Eindringungsraume der Polarlichter sich spiraif6rmig um den Pol wind en. Die 
Bogen sind danach ein Teil dieser Spiralen (Abb. 26, 28). Ist die eindringende Ladung negativ, 
so muJ3 auf der Nordhalbkugel der Erde das Westende des Bogens vom magnetischen Parallel­
kreis nach Norden abweichen. Das ist nach den Beobachtungen der Fall. Danach entstehen 
die Polarlichter durch negative Strahlen. 
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zeigen die Polarlichtverteilung iiber der Erde, die BIRKELANDschen Experimente 
und die Berechnung der Strahlenbahnen durch STORMER den Weg. Die bei 
Storungen gesteigerte Ionisation ist durch eine Strahlung veranlaBt, die auch 
bei der Polarlichtentwicklung wirksam ist. Wie die Ahnlichkeit der taglichen 
und der geographischen Verteilung beider, der Starungen und Polarlichter zeigt, 
kann es sich nur um eine Strahlung handeln, die bei beiden Erscheinungen in 
ahnlicher Weise im Erdfeld abgelenkt wird. 

Nach den friiheren Darlegungen entspricht das ortszeitliche, von der Breite 
abhangige Storungssystem weniger einem selbstandigen Stromsystem, sondem 
nur der Verstarkung des allgemeinen Stromsystems an der Abendseite und in 
polnahen Zonen. Die besondere Anordnung der eindringenden Ladung im Magnet­
feld der Erde veranlaBt eine besonders starke Ionisation an der Abendseite 
und in hohen Breiten, und dadurch eine Verstarkung des allgemeinen Strom­
systems dort. Das ortszeitliche Starungssystem verlangt .somit keine besondere 
Luftbewegung. Wir haben also nur nach der Luftbewegung zu fragen, die das 
allgemeine Starungssystem veranlal3t. Die geographische Verteilung der magne­
tischen Starungsvektoren gibt hier einen Anhalt. Das allgemeine System besteht 
aus einer einfachen Schwingung und aus einer p16tzlichen Emiedrigung und 
langsamen Erholung der Intensitat (Nachstarung). Die Schwingung wird man 
Induktionsstramen zuordnen miissen; fiir die Nachstorung kommt das Ring­
stromfeld in der Aquatorebene in Betracht. 

Bei den Induktionsstromen der Schwingung bleibt eine gewisse Zweideutig­
keit bestehen: die magnetischen Storungen kannen aufgefaBt werden als \Virkung 
von Induktionsstromen, die entweder entstehen durch horizon tale Luftbewegung 
gegen die vertikale Komponente der magnetischen Kraftlinien, oder durch 
vertikale Bewegung gegen den horizontalen Anteil. Die Umkehr der Bewegung 
der magnetischen Storungsvektoren, die in mittleren und niederen Breiten 
nahe gleichzeitig erfolgt, weist eher auf eine vertikale, iiberall gieichsinnig und 
gieichzeitig verlaufende Bewegung (erst abwarts = Anwachsen von H, dann auf­
warts = Abnahme von H). Die viel differenziertere Form der Storungssysteme in 
hohen Breiten verlangt dagegen eher eine horizontale, wirbelfarmige und mehr 10-
kal begrenzte Luftbewegung. Es ist zur Zeit schwierig, zwischen beiden zu entschei­
den, zumal vermutlich beide gieichzeitig wirksam sind. Der Versuch, den Grund der 
Bewegung anzugeben, stol3t gieichfalls Ieicht auf physikalische Bedenken. Eins 
ist jedoch gewiB, daB diese Bewegungen erst beim Eindringen der Ladungen 
entstehen und nicht etwa schon vorher bestanden. Es liegt nahe, die Abwarts­
bewegung und auch die Horizontalbewegung ais Druckwirkung der eindringenden 
Ladung anzusehen. Bei Aufwartsbewegung kann auch eine Ausdehnung infolge 
elektrostatischer Aufladung und Abstol3ung wirksam sein. 

Schon von Beginn der Starung an ist das N achstorungssystem wirksam, 
das oft erst nach Ablauf der Schwingungen und lokalen Storungen erkenntlich 
wird. Es biidet zusammen mit der Hauptschwingung die Ursache des allgemeinen 
Storungssystems. Es wird vielleicht veranlaBt durch den Ringstrom in der 
Aquatorebene und ware dann ais eine direkte Stromwirkung bewegter Ladungen 
anzusehen. Nach Untersuchungen von AD. SCHMIDT iiber die Nachstorungen 
ist dies Stromsystem dauemd vorhanden und schwankt nur in seiner Intensitat 
wahrend der Storungen. Die oben ausgesptochenen qualitativen Bedenken 
sind auch hier vorhanden, wenn auch nicht in dem MaB, wie sie gegen die Iokalen 
Wirbel der BIRKELANDschen polaren Stiirme zu erheben sind. 

Die obenerwahnte Abhangigkeit des Nachstorungsfeldes von der Pol­
distanz, namlich die schnellere Zunahme desselben als nach dem sinu und 
femer das zeitliche Abklingen der Nachstorung nach dem Gesetz der Wieder-
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vereinigung der Ionen deutet darauf hin, daB das Stromsystem der Nac~storung 
wenigstens zum Teil naher an der Erde liegen muB, als der BIRKELANDSche 
Ringstrom in der Aquatorebene liegen kann. 1m selben Sinne deutet der zu 
iJH relativ geringe Storungsbetrag LIZ der Nachstorungen. 

37. Zusammenfassung. 
FaBt man den ganzen Erscheinungskomplex des in Abschnitt C behandelten 

auBeren Storungsfeldes kurz zusammen, so hat man ungeHihr folgendes Bild: 
In tieferen, festeren Sonnenschichten, die in 30 Tagen rotieren, liegen tiber 

mehrere Jahre hindurch unbewegliche Storungszentren. Von Zeit zu Zeit erfolgen 
Ausbriiche aus diesen Zentren. Die strahlende Substanz wird dabei in ein hoheres 
Sonnenniveau gehoben, wo sie in 27 Tagen rotiert. Diese Vorgange er­
scheinen uns als Sonnenflecken. Von ihnen geht eine Strahlung aus, die elektri­
sche Ladungen in die Erdatmosphare eindringen laBt, und zwar jedesmal dann, 
wenn der Sonnenfleck durch die Rotation der Sonne in die fUr seine Wirkung auf 
die Erde giinstige Lage gefUhrt wird, also in Zwischenraumen von 27 Tagen. 

. Die eindringende Strahlung ordnet sich im Magnetfeld der Erde in besondere 
Zonen, in zwei polnahe Giirtel und einen Ring in der Aquatorebene. Die polnahen 
Giirtel sind die Polarlichtzonen; in ihnen kommt die Strahlung - hier vorwiegend 
negative Strahlung - nahe an die Erdoberflache heran, bis auf 90 km; und er­
zeugt in der dichteren Luft die Polarlichter. Der Ring in der Aquatorebene liegt 
sehr weit auBerhalb (106 km). Seine magnetische Stromwirkung zieht die Bahnen 
der Polarlichtstrahlung in niedere Erdbreiten hinab. Auf der Erdoberflache 
erzeugt er ein magnetisches Storungsfeld von sehr einfachem Bau proportional 
dem Sinus der Poldistanz. Dies Ringstromfeld scheint dauernd vorhanden zu 
sein. Bei groBen Storungen wachst seine Intensitat stark an und die Polarlichter 
reichen bis in die Tropen. In den polnahen Eindringungsraumen der elektri­
schen .. Strahlung werden die oberen Luftschichten stark ionisiert, besonders 
an der Abendseite der Erde. Auch scheint durch das Eindringen der Ladungen 
eine Luftbewegung zu entstehen, die in Form einer Schwingung verlauft, die 
die ganze Erde umfaBt. Beides, die gesteigerte Ionisation und die Luftschwingung, 
ergeben Induktionsstrome, deren Stromdichte an der Abendseite der Erde und 
in hohen Breiten besonders groB ist. Das permanente Magnetfeld der Erde wirkt 
dabei induzierend. Die magnetische Wirkung dieser Induktionsstrome sind die 
magnetischen Storungen. Zu den primaren Stromen in der Atmosphare gesellen 
sich sekundare, induzierte im Boden. In den polaren Gegenden, wo die Ein­
dringungsraume der Strahlung stark mit der Ortszeit variieren und das induzierende 
Feld besonders inhomogen ist, bilden sich ortlich abgegrenzte Ionisations- und 
Druckschwankungszentren aus, denen lokale Wirbel - das sind die polaren 
Storungen - entsprechen. 
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B. Das elektromagnetische Feld. 
Kapitel 1. 

Elektromagnetische Induktion. 
Von 

SIEGFRIED V ALENTINER, Clausthal. 

Mit 22 Abbildungen. 

a) Grundlegende Tatsachen und allgemeine Theorie. 
1. Begrenzung des Inhalts dieses Kapitels. In den wundervollen und noch 

heutigentags interessanten und lesenswerten "Experimentaluntersuchungen iiber 
Elektrizitat" von MICHAEL FARADAyl) (I. und II., ferner IX. und XI. Reihe) 
finden wir im wesentlichen alle die Erscheinungen beschrieben, mit denen wir 
es in dem vorliegenden Kapitel zu tun haben. Freilich k6nnen wir, ohne minder 
umfass!Fnd zu sein, auf wenigen Seiten heu te den Inhalt der vielen Beobach­
tungen FARADAYS darstellen, indem wir eine zuverHissige Theorie der beob­
achteten Vorgange als Fiihrerin besitzen. Sie erspart uns so manchen Umweg, 
erm6glicht es uns, so manche Bemerkung des beriihmten Forschers, die ihm 
wichtig scheinen muBte oder konnte, zu unterdriicken. DaB trotzdem der Um­
fang der Darstellung der Induktionserscheinungen kein geringer ist - man 
wird sich dessen bewuBt, wenn man in dem vorliegenden Kapitel nur einen Teil 
erkennt von dem, was in dieses auf verschiedene Kapitel des Handbuches ver­
teilte Gebiet geh6rt -, das liegt einesteils daran, daB eben auf diese Theorie 
Bezug genommen werden muBte, und andernteils daran, daB selten eine Ent­
deckung soviel prakti~che Anwendung gefunden, soviel neue Erkenntnisse aus­
gel6st hat als gerade die der Induktionserscheinungen von FARADAY im Jahre 
1831. Die MAXWELL-HERTzsche, spater von LORENTZ u. a. erweiterte Theorie 
der Elektrizitat und des Magnetismus, die die Induktionserscheinungen mit 
umfaBt, ist in Band XII des Handbuches ausfiihrlich behandelt worden. Hier 
soli aus ihr Nutzen gezogen werden insofern, als mit ihrer Hilfe die Darstellung 
der Erscheinungen vereinfacht werden kann. Die vielen Gebiete der Anwen­
dungen aber finden wir in besonderen weiteren Kapiteln besprochen, so daB 
wir uns hier damit begniigen miissen, auf ihre M6glichkeit hinzuweisen. So ist 
es die Aufgabe dieses Kapitels, nur den Zusammenhang der grundlegenden Ver­
suche mit der Theorie und daran anschlieBend die Definition einiger wichtiger, 
in der messenden Physik und in der Technik viel gebrauchter Begriffe und 
Gr6Ben zu geben. 

2. Grundlegende Beobachtungen. 1m Jahre 1820 hatte der Kopenhagener 
Professor OERSTEDT die Entdeckung gemacht, daB der elektrische Strom im­
stande ist, eine in seiner Nahe befindliche Magnetnadel aus ihrer Ruhelage in 

1) M. FARADAY, Experimental researches in electricity. London 1832 (iibers. z. T. von 
V.OETTINGEN, Ostwalds Klassiker Nr. 81). 
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der Nord-Sudrichtung abzulenken, und AMPERE, der die ihm bekannt gewordenen 
OERSTEDTschen Versuche wiederholte und weiterfuhrte, erkannte bald darauf 
die allgemeinen Gesetze, die der Bewegung des elektrischen Stromkreises im 
magnetischen Feld zugrunde liegen. Diese neuen Erkenntnisse veranlaBten 
FARADAY, [geboren 1791, zuerst Buchbinderlehrling, spater Assistent DAVYS und 
seit 1827 bis zu seinem Tode (1867) "Fullerian Professor" an der Royal Institu­
tion], insbesondere auch in Verfolgung der Entdeckung des Rotationsmagnetis­
mus von ARAGO (1824) nach einer Art Umkehr der OERSTEDTschen Beobach­
tungen zu suchen, indem er intuitiv davon uberzeugt war, daB, wenn ein vom 
elektrischen Strom durchflossener Leiter im Magnetfeld einen Antrieb zu einer 
Bewegung erfahre, auch durch Bewegung eines Leiters im Magnetfeld eine elek­
trische Stromung im Leiter entstehen musse. Die anfangliche Erfolglosigkeit 
seiner Versuche hatte, von den nicht zureichenden Mitteln abgesehen, mit denen 
er die Versuche anstellte, ihren Grund darin, daB er zunachst nach Ablauf 
der Bewegung im Magnetfeld, nicht wahrend der Bewegung eine Wirkung 
nachzuweisen suchte. Erst im Jahre 1831 erkannte er die langvermutete Er­
scheinung, die er als Induktion bezeichnete und die darin bestand, daB z. B. 
beim Nahern und Entfernen eines Magneten oder beim Bewegen eines ge­
schlossenen Leiterkreises im Magnetfeld in dem Leiterkreis ein elektrischer 
Strom auftrat. 

·3. Induktion, eine Folge des Prjnzips der Erhaltung der Energie. Die 
von FARADAY gefiihlsmaBig aufgesteIIte Forderung wird zu einer bewuBt gerecht­
fertigten, wennman das Prinzip der Erhaltung der Energie auf die OERSTEDT­
AMPEREschen Beobachtungen anzuwenden versucht, wie H. v. HELMHOLTZ l ) 

dies in seiner beriihmten Abhandlung aus dem Jahre 1847 getan hat! Die An­
wendung dieses Prinzips gestattet sofort, die Regeln tiber Richtung und Starke 
der Induktionsstrome anzugeben, und fiihrt zu der Moglichkeit, das Wesentliche 
der FARADAYSchen Beobachtungen zu erkennen. Sie sei daher an die Spitze der 
Darstellung gestellt. 

Bewegt sich ein Magnet unter dem EinfluB eines elektrischen Stromes, so 
muB die potentielle Energie, die er dabei gewinnt, der Energie des Stromes 
entstammen, wenn, was wir annehmen konnen und wollen, die Bewegung so 
stattfindet, daB andere als die elektromagnetischen Krafte nicht wirksam werden 
konnen. 1m Zeitelement dt ist die Energie des Stromes ], der infolge einer im 
Kreis eingeschalteten elektromotorischen Kraft E einer Batterie durch den 
Leiterkreis mit dem Widerstand W flieBt, ] E· dt, die im Leiter erzeugte Warme­
menge f2W. dt. Die Differenz der beiden Werte muB gleich sein dem Zuwachs 
an potentieller Energie des Magneten in bezug auf den Leiterkreis. Diese· ist 

proportional der Stromstarke ], namlich gleich ~~] ddPt dt, wenn P die poten-
Co . 

tielle Energie des Magneten in bezug auf den vom Strom 1 durchflossenen Leiter­
kreis ist und 1/eo eine von den gewahlten Einheiten abhangende Konstante. 
Es gilt also die Gleichung 

oder 

] . E = f2 W + ~ ] dP (1) 
Co dt 

1 dP 
].W=E---. 

Co dt 
(2) 

Das letzte Glied konnen wir als eine elektromotorische Kraft ansehen, die durch 
die Bewegung entstanden und nur, solange die Bewegung anhalt, vorhanden ist. 
Sie schwacht den Strom, der bei ruhendem Magnet sich ausbildet, wenn dP 

1) H. v. HELMHOLTZ, Ges. Werke Bd. I, S. 12 (bes. S. 61ff.). 
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positiv ist, und wirkt also der Zunahme der potentiellen Energie des Magneten 
entgegen. Sie bezeichnet man als die induzierte elektromotorische Kraft odei' 
EMK der Induktion.Da sie offenbar ganz unabhangig ist von der gerade im 
Leiter flieBenden Stromstarke, muB sie auch auftreten, wenn vor Beginn der 
Bewegung kein Strom im Leiter vorhanden war. Wir konnen also aus (2) folgern: 
Durch die Bewegung eines Magneten gegen einen Leiterkreis wird; wenn sich 
dadurch P andert, im Leiter ein Strom induziert von der Starke 

dP 
W,co (ft. 

Ebenso wird auch bei festgehalte,nem Magnet oder festem Magnetfeld in einem 
bewegten Leiterkreis ein Strom induziert, wenn durch die Bewegung eine Ande­
rung des Potentials eintritt. Halt die Bewegung langer an als ein Zeitelement dt. 
namlich die Zeit t hindurch, so entsteht der Strom 

t 

jf dt =-w1 (Pt-Po), 
• Co 

(3) 
o 

woraus ein mittlerer Stromwert 
t 

fm = ~ffdt = - _1_ P, - Po 
t W,co t 
o 

abgeleitet werden kann. 
4. Beispiele der GroBe von P. In manchen Fallen konnen wir ffir P be­

rechenbare Ausdrficke angeben. 
, ex) Der Magnet sei ersetzt durch eine von einem Strom]' durchflossene 
- Spule; ein Spulenelement sei ds', die Entfernung dieses von einem Element ds 

des Stromkreises, in dem der Strom induziert wird, sei r. Dann ist nach den 
Gesetzen der Elektrodynamik das Potential der einen Spule auf die andere: 

ff dSfdS . 
P =]' -y-cos(ds', ds) = J' Lco . (4) 

Dieses "NEUMANNsche" Potential des Stromkreises mit der Starke], auf einen 
mit der Starke 1 kann eine zeitliche Anderung dadurch erfahren, daB ]' sich 
andert, oder r der verschiedenen Stromkreiselemente oder die Lage derselben. 
Zur Bestimmung der "Stromsumme" in Gleichung (3) kommt es nur auf die 
Kenntnis des Anfangs- und des Endwertes von P an, die sich aus Gleichung (4) 
berechnen lassen. Man bezeichnet das durch Co dividierte Doppelintegral L in (4), 
das offenbar ilUr von der raumlichen Beschaffenheit (den geometrischen Ab­
messungen) der beiden Stromkreise abhangt, als den Koeffizien ten der gegen­
sei tigen Induktion. Aus der mathematischen Form geht unmittelbar hervor, 
daB der Koeffizient der gegenseitigen Induktion des einen Stromkreises auf den 
anderen gleich dem des anderen auf den einen ist. Allgemein gilt, wenn Lik der 
Induktionskoeffizient des Stromkreises i in bezug auf den Stromkreis kist, 

Lik = L ki . (5) 

fJ) Von den beiden Polen des Magneten liege der eine von dem Leiterkreis, 
in dem ein Induktionsstrom erzeugt werden solI, weit ab, so daB wesentlich nur 
der eine Pol des Magneten wirksam ist. Hat er die Poistarke m, so sendet er 
durch den Stromkreis, der von ihm unter dem raumlichen Winkel r gesehen 
wird, m r = n Kraftlinien, und der Wert des "Potentials" P ist n. Die Ande­
rung der von dem Stromkreis umschlossenen Kraftlinienzahl ist somit maB­
gebend ffir die Stromsumme (3). 

21* 
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y) Der Leiterkreis werde in einem magnetischen Felde bewegt. Die poten­
tielle Energie des magnetischen Feldes, das der Leiterkreis umschlieBt, bezogen 
auf den Strom 1 in dem Leiterkreis [also das, was in (1) P .genannt worden ist], 
finden 'wir, wenn wir bilden1) 

worin HfI, die in Richtung der Normalen des Fliichenelementes d I fallende Kom­
ponente der Feldstiirke SJ in dl, p die Permeabilitiit in dl bedeutet, und wobei 
das Integral tiber die vom Leiterkreis umschlossene, durch ibn beliebig hindurch­
gelegte Fliiche zu nehmen ist. Gleichung (3) lautet in dem Fall 

t t 

fldt = - Lf~rH pdl coW dt n 
o 0 

(6) 
t 

= - co~f ft/Bndl , 
o 

worin ~ die "magnetische Induktion" genannt wird (s. unten). Machen wir auch 
hier vonder Kraftlinienanschauung, von der in den Kapiteln der vorhergehenden 
Bande die Rede ist, Gebrauch, so haben wir B diu aufzufassen als die Anzahl 
der Induktionslinien, die durch das senkrecht zu ~ gelegeneFliichenelement diu 
hindurchtreten, Bn dials die Zahl der senkrecht! durch d I hindurchtretenden 
Induktionslinien, die numerisch gleich ist der in die Normale n von d I fallenden 
Komponente der Induktion ~, multipliziert mit d I. Dann lesen wir aus Glei­
chung (6) ab: Die gesamte induzierte elektromotorische Kraft 

t 

wfldt 
o 

ist gleich der Gesamtiinderung der durch die Fliiche I hindurchtretenden Induk­
tionslinienzahl. 

5. "Spezifische magnetische Induktion." Aus Gleichung (6) entnehmen 
wir, daB das Produkt der induzierten elektromotorischen Kraft und der Zeit dt 
von der Liinge des Elementes dt unabhiingig ist, wenn nur die Gesamtanderung 
von fBndl in diesem Zeitelement denselben Wert behiilt. Man kann also sagen: 
Die Zeitsumme der induzierten elektromotorischen Kraft oder der induzierten 
Spannung ist unabhiingig von der Zeitdauer der Anderung von fBndf. Konnen 
wir also diese Zeitsumme einwandfrei messen, so haben wir in cl.ieser Messung 
die Moglichkeit, die Anderung von fBndl in bestimmten Einheiten anzugeben. 
Wir nennen Bn d I die magnetische Induktion durch das Fliichenelement d lund 
fBndl die magnetische Induktion durch die Fliiche I, tiber die das Integral 

t 

erstreckt wird. Zur Messung von f 1 d t verwendet man das ballistische Galvano­
o 

meter, ein Instrument mit einer Schwingungsdauer des schwingenden Systems, 
die lang ist im Vergleich zu der Dauer des StromstoBes, der dlirch Induktion in 

1) Wir kennzeichnen, wie ublich, die Vektoren mit deutschen Brtchstaben, die Betrage 
in Richtung des Vektors mit lateinischen, die Komponenten der Vektoren in einer bestimmten 
Richtung durch den gleichen, mit einem die Richtung arigebenden Index versehenen. Es 
ist also z. B.: 

Hn = (5)11), 

H = 15)1. 
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dem Kreis stattfindet. Bei kleinem t ist der erste Ausschlag eines soIchen Galvano~ 
meters proportional der hindurchgegangenen Elektrizitatsmenge, unabliangig von 

t 

der Zeit t, also proportional r J dt. Der Proportionalitatsfaktor kann auf ver-
o " 

schiedene Weise bestimmt werden, am einfachsten dutch Benutzung eines 
StromstoBes von bekannter Intensitat. Wir finden somit die Anderung der 
Induktion z. B. in Voltsekunden und benutzen dieses MaB zur Messung der 
magnetischen Induktion selbst. ' 

Als "spezifische magnetische Induktion" bezeichnet man die auf die Flachen­
einheit bezogene magnetische Induktion an einer Stelle des Raumes in der zu 
der Flacheneinheit senkrechten Richtung. Sie wird also in Voltsekunden pro 
Qua d rat z e,n tim e t e r zu messen sein und kann prinzipiell gefunden werden 
dadirrch, daB man die Enden einer Drahtschleife, bestehend aus zwei parallelen 
Drahten, mit einem geeichten 
ballistischen Galvanometer G 
verbindet und an der Stelle des 
Raumes, an der die Induktion 
durch eine gegebene Flache ge­
messen werden soll, zu einer 

Abb. 1. Probespule. 

1 cm 2 mehr umschlieBenden Schleife in der gegebenen Flache erweitert. In 
der Praxis verfahrt man so, daB man eine sog. Priifspule (Abb. 1), bestehend 
aus._einigen Drahtwindungen, die auf eine kleine Holzscheibe von etwa 1 cm2 

Flache aufgewickelt sind und deren Enden zu einem ballistischen Galvano­
meter G gefiihrt sind, aus der Lage, in der ihre Windungsflache die Richtung 
der Induktion 5.8 enthalt, so weit dreht, daB die Windungsflache mit der Flache 
zusammenfiillt, durch die die Induktion bestimmt werden solI. Urn aus dem 
auf Voltsekunden reduzierten Galvanometerausschlag die spezifische magne­
tische Induktion zu berechnen, braucht man die Voltsekundenzahl nur noch 
durch die Gesamtwindungsflache der Priifspule, d.1. die Summe der von den 
einzelnen Windungen umschlossenen Flachen (s. unten) zu dividieren. 

An Stelle der Bezeichnung "magnetische Induktion" durch eine FHiche 
verwendet man vielfach den Namen "magnetischer KraftfluB" ffir die Anzahl 
von Induktionslinien, die durch die Flache hindurchgehen. Insofem in Glei­
chung (1) und (4) nur auf die Begrenzung Bezug genommen wird, muB das 
MaB der' Induktion unabhangig sein davon, weIche Flache wir durch die Be­
grenzungslinie legen. Auch aus Gleichung (6) geht dies hervor, wenn wir daran 
erinnem, was in Kapiteln der friiheren Bande erortert worden ist, daB 5.8 selbst 
quellenfrei ist, sich also als Rotor eines anderen Vektors darstellen laBt, so daB 
wir statt des Flachenintegrals ein iiber die Umrandung der Flache zu erstreckendes 
Integral einfiihren konnen. Eine Folge hiervon ist, daB die magnetische Induk­
tion durch eine geschlossene Flache Null sein muB. 

Haufig wird der KraftfluB durch eine Flache geandert dadurch, daB die 
von den Leitem umschlossene Flache infolge einer Verschiebung eines Leiter­
stiickes gegen die iibrigen vergroBert oder verkleinert wird. Man sagt dann 
zuweilen, daB in dem bewegten Leiterstiick durch das Schneiden von Induk­
tionslinien eine elektromotorische Kraft induziert wird, oder daB an den Enden 
des Leiters durch das Schneiden eine Spannungsd\;fferenz entsteht. Diese Aus­
drucksweise ist bequem, aber in manchen Fallen irrefiihrend, indem zur ein~ 
deutigen Festlegung der Richtung des induzierten Stromes die Lage der vom 
Leiter umschlossenen Flache bekannt sein II).uB. Ip .der MAXWELLschen' Theorie 
kennt man nur geschlossene Stromkreise. Verbindenwir Z. B. die Enden eines 
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im Magnetfeld bewegten Drahtes einerseits mit einem Goldblattelektroskop, 
andererseits mit Erde, so haben wir uns den Draht zu einem gescblossenen 
Stromkreis liber die Erde durch das Elektroskop erganzt zu denken. 

6. Die Richtimg des Induktionsstromes. Urn einen speziellen Fall zu 
fixieren, wollen wir annehmen, ein magnetischer N ordpol befinde sich in der 
Nahe eines Leiterkreises (Abb.2). Eine Bewegung des Poles auf den Kreis zu 
sei verbunden mit dem Eintreten neuer Induktionslinien in den Kreis. Ware 
der Kreis von einem Strom durchflossen von einer solchen Richtung, daB ein 
mit dem Strom schwimmender, nach der Kreismitte blickender Mensch auf den 
Nordpol durch den ausgestreckten rechten Arm zeigen kann, so entsprache 
der Bewegung des Poles auf den Kreis zu einer Abnahme an potentieller Energie 
des Magneten. Das folgt aus den Gesetzen der Elektrodynamik, insbesondere 

aus der AMPEREschen Schwimmerregel. Der durch 

N\ O diese Bewegung induzierte Strom hat nach Ziff. 3 die 
entgegengesetzte Richtung eines solchen Stromes. 

-7 Daraus folgt unmittelbar umgekehrt: Ein Mensch, 
Abb. 2. Richtung des 1n- der in Richtung des induzierten Stromes im Leiter 

duktionsstromes. sich befindend denkt und mit dem linken Arm die 

tung vom Nordpol 
sich zukommen. 

positive Richtung der Induktionslinien (d. i. die Rich­
fort) weist, sieht die induzierenden Induktionslinien auf 

Folgende hiermit gleichwertige Regeln zur Bestimmung der Stromrichtllng 
sind aufgestell t worden: 

l.Der induzierte Strom zeigt eine solche Richtung, daB er die Bewegung, 
durch die er hervorgerufen wird, infolge der auftretenden elektromagnetischen 
Krafte zwischen Strom und magnetischem Feld, zu hindern sucht. [LENZI), 1834, 
der seinem Gesetz damals folgenden Wortlaut gab: "Wenn sich ein metallischer 
Leiter in der Nahe eines galvanischen Stromes oder eines Magncten bewegt, so 
wird in ihm ein galvanischer Strom erregt, der eine solche Richtllng hat, daB er 
in dem ruhenden Drahte eine Bewegung hervorgebracht hatte, die der hier dem 
Drahte gegebenen gerade entgegengesetzt ware, vorausgesetzt, daB der ruhende 
Draht nur in Richtung der Bewegung und entgegengesetzt beweglich ware. "J 

2. Die nach der Richtung der Bewegung des Leiters zerlegte Wirkung des in­
duzierenden auf den induzierten Strom ist irrimer negativ. [F. NEUMANN2), 1845.J 

3. Verlaufen die Kraftlinien in der Richtung des ausgestreckten Zeigefingers 
der rechten Hand und erfolgt die Bewegung in Richtung des Daumens, so hat 
der Strom die yom Mittelfinger angezeigte Richtung. [J. A. FLEMING 3), 1884: 
"Rech te-Hand-Regel" .1 

Von neuem erkennt man aus diescn Regeln, daB man durch Benutzung 
der Induktionserscheinungen in der Lage ist, mechanische Energie vollstandig 
in elektromagnetische Energie umzuwandeln. Je nach der Richtung der Be­
wegung eines Stromkreises im magnetischen Feld wird bei dieser Bewegung 
mechanische Energie in elektrische oder umgekehrt verwandelt; oder: je nach 
der Richtung des Stromes in einem im magnetischen Feld bewegten Leiterkreis 
wird durch den Strom mechanische Energie in elektrische oder umgekehrt ver­
wandelt. 

Endlich seien hier noch zwei von FARADAY angewandte und einige andere 
auch jetzt noch zuweilen ~ebrauchte Bezeichnungen angegeben. FARADAY 
nannte die Induktion in Leitern durch Anderung benachbarter Stromkreise 
~---

1) E. LENZ, Pogg. Ann. Bd.31, S.483. 1834; Bd.34, S. 385, 457. 1835. 
2) F. NEUMANN, Berl. Ber. 1845, S. 1-
3) J. A. FLEMING, .Electrician Bd. 14, S.396. 1884. 
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oder Strome "Voltainduktion", die durch A:nderung von Magneten "Magnet­
induktion". Der Name "elektrotonischer" Zustand, den FARADAY anfangs fiir 
das Verhalten im Leiter wahrend der Volta- oder magnetelektrischen Induktion 
einfiihrte, wurde schon von ihm selbst als iiberfliissig erkannt und verw-orfen, 
nachdem er zeigen konnte, daB das Verhalten sich in nichts von dem unter­
scheidet, das ein Leiter beim Durchgang eines elektrischim Stromes zeigt. 
F. NEUMANN bezeichnete ferner die infolge von Induktion in der Zeit dt durch 
einen Leiter flieBende Elektrizitatsmenge J dt als "Differentialstrom der In-

t 

duktion" und die in der Zeit t der Gesamtbewegung . hindurchflieBende r J dt 
als "Integralstrom der Induktion". 0 

7. FARADAYS Versuche der Induktion durch Bewegung eines Leiters im 
magnetischen Feld. Die FARADAYSchen Versuche stellen die Illustration des 
Inhalts der Gleichungen (1) bis (3) dar. Die beiden einfachsten Versuchsanord­
nungen zur Demonstration der Induktion sind die folgenden: Ein Drahtbiigel 
oder eine Drahtschleife ist mit einem empfindlichen StrommeBinstrument G 
(Nadel- oder Drehspulspiegelgalvanometer) verbunden; L man nahert diesem 
Leiter schnell (im Vergleich zur Schwingungsdauer des Galvanometers) einen 
kraftigen Magneten oder entfernt ihn von dem Leiter; oder 2. man offnet und 
schlieBt einen in der Nahe befindlichen kraftigen Strom; das Galvanometer zeigt 
in beiden Fallen einen StromstoB an. 
Verfolgen wir hier zunachst die erste 
Ver~uchsanordnung weiter. Ein Nach­
weis dafiir, daB der StromstoB, wie die 
obigen Gleichungen fordern, nur so 
lange dauert, als die Bewegung des 
Magneten anhalt, JaBt sich in dieser 

0G==~(' 
Abb.3. Induktioll bei beweglichem StrombiigeI. 

Anordnung nicht etbringen. Die Tragheit des Galvanometers ist viel zu 
groB, als daB es den augenblickllchen Strom angeben konnte; selbst das sich 
schnell einstellende Saitengalvanometer konnte hieriiber keinen AufschluB 
geben. Um diesen Nachweis zu fiihren, ist es notwendig, das Galvanometer 
durch einen besonderen Schalter gerade in dem Augenblick anzuschlieBen, in 
dem die Bewegung zu Ende ist. Besonders gut eigneten sich dafiir der 
HELMHOLTzsche Pendelunterbrecher1) und ahnliche Apparaturen. 

FARADAY benutzte in der angegebenen Versuchsanordnung an Stelle einer 
einfachen Drahtschleife eine auf einen Holzzylinder aufgewickelte Drahtspirale, 
deren Enden an ein Galvanometer gelegt waren. Wir wissen, daB sich die Wir­
kung mit der Zahl der Windungen erhohen muB, da die "Gesamtwindungs­
flache" zunimmt. (Die in der einzelnen Windung induzierten elektromotorischen 
Krafte sind sozusagen hin tereinandergeschal tet.) 

Die wichtigsten Abarten dieser Anordnung beruhen darauf, daB man den 
permanenten Magneten durch einen Elektromagneten oder eine von Eisen freie, 
vom Strom durchflossene Spule ersetzt, um die Induktion in dem mit dem Gal­
vanometer verbundenen Leiterkreis hervorzurufen. 

Eine spezielle, aber besonders zur Messung der magnetischen Induktion 
geeignete Versuchsanordnung ist die, daB man den an das Galvanometer an­
geschlossenen Drahtbiigel oder die Drahtspule beweglich macht und durch das 
auszumessende Magnetfeld hindurchfiihrt derart, daB der geschlossene Strom­
kreis (Drahtbiigel und Galvanometer) am Ende der Bewegung einen bestimmten 
Tell des Magnetfeldes mehr umfaBt als zu Anfang (Abb.3). Manbewegt ihn 
z. B. zwischen den Polen eines permanenten Hufeisenmagneten hindurch. Der 

1) H. v. HELMHOLTZ, Ges. Werke Bd. I, S. 429. 
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Ausschlag des Galvanometers ist ein MaE des geschnittenen magnetischen Induk­
tionsflusses, den wir in Voltsekunden angeben konnen, wenn wir den Ausschlag 
des Galvanometers in diesen Einheiten geeicht haben. In dieser Anordnung 
Hi,Et sich auch besonders deutlich der EinfluB der Permeabilitat # des Mediums 
auf den magnetischen InduktionsfluB zeigen. Benutzen wir als induzierenden 
Korper eine vom Strom 10 durchflossene, aber eisenfreie Drahtspule, so erhalten 
wir beim Vortiberbewegen des Drahtbtigels tiber die Stirnflache der Spule einen 
bestimmten Galvanometerausscblag IX1 ; bringen wir in die Spule einen weichen 
Eisenkern, so ist die magnetische Induktion, auch wenn der Strom 10 der gleiche 

geblieben ist, viel groBer, daher auch der zu­
gehorige Galvanometerausschlag iX2> iX l . 

(Naheres tiber den "magnetischen Kreis" 
s. unten.) 

Erheblich verstarken laBt sich die 
Wirkung, wie ebenfalls schon FARADAY 

Abb. 4. Verstarkung der Induktion durch beschreibt, dadurch, daB man die an das 
Eisen. 

Galvanometer angelegte Induktionsspule 
selbst mit einem weichen Eisenkern oder einem Blindel Eisendrahten ver­
sieht. 1nfolge der hOheren Permeabilitat des Eisens werden in die Spule mehr 
Induktionslinien hineingezogen, als wenn das Eisen nicht vorhanden ware. 
FARADAY wickelte z. B. die ans Galvanometer angeschlossene Spule auf den 
Anker eines permanenten Hufeisenmagneten (Abb. 4) und konnte im Galvano­
meter einen sehr kraftigen Ausschlag beobachten, wenn er den Anker dem 
Magneten naherte oder von ihm entfernte. 

8. Benutzung des Erdmagnetismus. Eine prinzipiell von den angegebenen 
Anordnungen nur wenig verschiedene Modifikation bedeutet die Benutzung des 

Abb. 5. Erdinduktor. 

erdmagnetischen Feldes zur Erzeugung von 1n­
duktionsstromen. Von groBter Bedeutung ist 
sie freilich flir die erdmagnetischen Messungen 
selbst geworden. FARADAY nahm zum Nachweis 
der Induktion durch das erdmagnetische Feld 
ein mit Eisenkern versehenes Solenoid, das er 
zunachst in Richtung der Inklinationsnadel ein­
stellte und dann urn 180 0 drehte; das an­
geschlossene Galvanometer zeigte einen Aus­
schlag. Der die 1nduktion des Erdmagnetis­
mus ausnutzende "Erdinduktor" (Abb. 5), eine 
auf einen Holzrahmen gewickelte Induktions­
spule, deren Achse vertikal und horizontal ein­
gestellt und durch deren Drehung urn 180 0 die 
Induktion der horizontalen und der vertikalen 

Komponente der erdmagnetischen Kraft gemessen werden kann, ist ein viel­
gebrauchtes Instrument geworden, teils zur Messung der 1nklination, teils zur 
Eichung des Ausschlages eines ballistischen Galvanometers bei StromstoBen. -
In einem groBeren Raum von nicht zu geringer Hohe laBt sich ohne Schwierig­
keit die erdmagnetische Induktion zeigen, wenn man einen von der Decke 
herunterhangenden Draht durch den Raum moglichst senkrecht zur Richtung 
der erdmagnetischen Kraft bewegt, und die Enden dieses Drahtes mit einem 
ballistischen Galvanometer leitend verbunden hat. FARADAY schloB die Enden 
eines auf ein sehr groBes Rechteck gespannten Kupferdrahtes an ein Nadel­
galvanometer an und konnte bei der Bewegung des Rechtecks aus der Richtung 
des Erdfeldes in die dazu Senkrechte einen Ausschlag beobachten. 
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9. Induktionsversuche beim ()ffnen und Schlie13en eines Stromkreises in 
der Nahe der Induktionsspule. AuBer den Versuchen der Induktion durch 
Nahern und Entfernen eines Magneten hat FARADAY eine groBe Anzahl von 
Versuchen angestellt und beschrieben, die die Induktion infolge des Offnens 
und SchlieBens eines Stromkreises in der Nahe der Induktionsspule zeigen. Da 
das Offnen und SchlieBen eines Stromkreises in der Umgebung eine Anderung 
des magnetischen Feldes hervorbringt, sagen die. Versuche niehts Neues. Sie 
wurden aber von besonderer Wichtigkeit fUr FARADAY dadurch, daB sie die 
Regeln fUr die Richtung der induzierten Strome finden lieBen. Verlaufen die 
Leiterkreise einander parallel, so zeigt der in dem einen auftretende Induk­
tionsstrom beim Einschalten eines Stromes in dem anderen eine Richtung, 
die der des induzierenden entgegengesetzt ist, entsprechend den oben fiir 
die Richtung von Induktionsstromen angegebenen Regeln. Beim Offnen 
zeigt sieh ein Induktionsstrom von einer dem induzierenden Strom gleichen 
Richtung. 

Besonders kraftige Wirkung laBt sieh auch beim Offnen und SchlieBen 
eines Stromes im benachbarten Kreis erzielen, wenn der induzierende Strom 
eine Spule (nieht nur eine Windung) durchflieBt, und gar wenn diese Spule 
einen Eisenkern enthii.lt. FARADAY teilt solche Versuche mit, darunter den, bei 
dem auf einen Eisenring zwei Spulen aufgewickelt sind, von denen die eine an 
ein Galvanometer gelegt ist, wahrend die andere an eine Batterie angeschlossen 
werden kann. 

Eine iiberaus wichtige Anwendung dieser Anordnung ist der Funkenind~ktor 
und der Transformator, Apparate, die im wesentIichen aus ~wei auf einen Eisen­
kern gewickelten Spulen bestehen. Die eine der beiden Spulen, die meist weniger 
Windungen aus dickerem Kupferdraht enthii.lt als die andere, die sog. primare 
Spule, wird bei Inbetriebnahme des Induktors iiber einen W AGNERSchen Hammer 
oder einen anderen Unterbrecher an eine kraftige Batterie oder ohne Unter­
brecher an eine Wechselstromquelle gelegt. Das Offnen und SchlieBen des 
Stromes durch den Unterbrecher oder der Wechsel der Stromrichtung bei Be­
nutzung einer Wechselstromquelle erzeugt in der zweiten Spule, der sekundaren, 
falls ihre Enden leitend verbunden sind, einen Induktionsstrom, falls sie offen 
ist, an den Enden eine Wechselspannung, die zu einem Funkeniibergang fiihren 
kann, wenn die Enden sich nahe gegeniiberstehen. 

10. Selbstinduktion. Extrastrome. Wenn in einem Leiterkreis irgend­
welcher Gestalt ein elektrischer Strom entsteht, so treten durch die von ihm 
umschlossene Flache Induktionslinien hindurch, die vorher nicht vorhanden 
waren, und rufen in dem geschlossenen Stromkreis einen Induktionsstrom hervor. 
Auch diesen Fall von Induktion, die Induktion eines Leiters auf sich selbst oder 
die Selbstinduktion beobachtete bereits FARADAY. Nach den friiher angegebenen 
Regeln wird dieser Induktionsstrom dem ihn erzeugenden entgegengesetzt ge­
richtet sein. Auch beim Ausschalten eines Stromes muB eine Induktionswirkung 
auftreten infolge der durch das Ausschalten hervorgerufenen Anderung des 
magnetischen Feldes. Die Richtung dieses Stromes bzw. der an der Offnungs­
stelle sich ausbildenden Spannungsdifferenz muB die des verschwindenden 
Stromes sein, und die Folge der Spannungsdifferenz ist unter Umstanden eine 
lebhafte Funkenbildung an der Offnungsstelle. Man nennt die beim Offnen 
und SchlieBen eines Stromes im eigenen Kreis induzierten Strome "Extrastrome" 
und im besonderen "Offnungs-" und "SchlieBungsstrom". Ebenso wie beim 
Offnen und SchlieBen muB ein Induktionsstrom auch beim Schwachen und Ver­
starken eines Stromes im Leiterkreis entstehen von einer Richtung, die die 
Anderung des Stromes zu hemmen, zu verlangsamen sucht. 
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Zuerst wurden die Extrastrome von JENKIN 1) beobachtet, der heftige 
physiologische Wirkungen verspiirte, als er die Enden der Spule eines Elektro­
magneten beim Offnen des durch die Spule hindurchflieBenden Stromes beriihrte. 
FARADAY untersuchte diese Extrastrome eingehend und fand in Ubereinstim­
mung mit den bisherigen Resultaten seiner anderen Induktionsversuche sehr 
kriiftige Wirkungen, wenn in der Leitung Spulen hoher Windungszahl, besonders 
mit Eisenkern, sich befanden. Eine der beliebtesten Methoden, die Extrastrome 
zu zeigen, ist die folgende : Man legt einer Spule, die an eine Batterie angeschlossen 
werden kann, ein Galvanometer parallel (Abb. 6). Beim Einschalten erfiihrt 

das Galvanometer einen StromstoB und zeigt da-I . 0/-6' l durch einen Ausschlag, welcher iiber den hinaus­
- geht' der sich nach dem Einschalten bleibend ein­
T stellt. Denn beim Einschalten wird an den Enden 

'-___ <--____ -' der Spule eine dem induzierenden Strom entgegen-
Abb.6. Zum Nachweis der wirkende elektromotorische Kraft erzeugt, so daB 

Selbstinduktion. in derSpule ein Strom sich ausbildet, der 
kleiner ist, als nach dem OHMschen Gesetz sich aus 

eingeschalteter Spannung und OHMschem Widerstand berechnen liiBt; die Spule 
zeigt einen groBeren Widerstand als nach dem Einschalten (im stationiiren Zu­
stand), so daB durch den Galvanometerzweig wiihrend des Einschaltens mehr 
Strom flieBen muB als nach demselben. Beim Ausschalten wird durch die Selbst­
induktion an den Enden der Spule eine Spannung induziert von der Richtung 
der Spannung des induzierenden Stromes. Sie kann sich nach AbschaIten der 
Batterie nur durch das Galvanometer ausgleichen und ruft in ihm einen dem 
stationiiren entgegengesetzt gerichteten Ausschlag hervor. - SchlieBt man ein 
StromrqeBinstrument direkt in den Stromkreis zwischen Batterie und Spule ein, 
so kann man die Verzogerung leicht beobachten, die infolge der Selbstinduktion 
der Spule die endgiiltige Einstellung des Galvanometers zeigt. Um den Effekt 
deutlich sichtbar zu machen, verwende man an Stelle einer einfachen eisenfreien 
Spule die eines groBen Elektromagneten. Auch beim Herunterschalten des 
Stromes stellt sich der niedrigere endgiiltige Stromwert nur langsam ein. 

11. Zur Demonstration der Extrastrome. Weitere eindrucksvolle Versuche 
zur Demonstration der Extrastrome sind die folgenden: 

IX) An eine kriiftige Batterie ist ein groBer Elektromagnet angeschlossen; 
ihm parallel liegt ein diinner Platindraht; durch Vorschaltwiderstiinde ist die 
Stromstiirke so einreguliert, daB ein schwaches Gliihen des Platindrahtes ein­
tritt; bei schnellem Abschalten der Batterie verspriiht der Platindraht infolge 
der durch die Selbstinduktion an den Enden der Elektromagnetspule auftreten­
den induzierten Spannung (FARADAY, 1835). - fJ) Der aus Batterie und Elektro­
magnet bestehende Stromkreis ist iiber einen Quecksilberkontakt geschlossen, 
so daB der Strom durch Herausziehen eines Drahtes aus dem Quecksilber geoffnet 
werden kann; durch einen Umschalter kann statt des Elektromagneten ein 
Draht moglichst geringer Selbstinduktion (gerader Draht) von gleichem OHM­
schen Widerstand eingeschaltet werden. Dann kann man leicht den Unter­
schied des Funkens beim Offnen mit Elektromagnet und mit geradem Draht 
erkennen (d. h. beim Offnen mit und ohne Selbstinduktion); im ersteren Fall 
kriiftige Funkenbildung, im zweiten iiuBerst unscheinbare. 

Eine groBe Zahl praktischer Anwendungen gehoren mehr in das Gebiet 
der Elektrotechnik als in das der Physik und konnen daher hier iibergangen 
werden. 

1) CH. JENKIN, On the influence by induction of an electric current on itself. 1834. 
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"Ober den genauen zeitlichen Verlauf des Stromes beim Ein- und Ausschalten, 
Verstarken und Schwachen desselben oder eines in der Nahe befindlichen 
s. Ziff. 52ff. 

12. Experimentelle Prufung der Induktionsgesetze. Bereits friihzeitigwurden 
die von FARADAY mitgeteilten Induktionsgesetze von anderen Forschern sorg­
faltig nachgepriift und bestatigt. Es handelte sich bei diesen Untersuchungen 
auBer urn die Prufung der Richtung des Stromes noch um den Nachweis, daB 
entsprechend der Gleichung (1) die Elektrizitatsmenge, Q.ie infolge der Induktion 
durch den Leiterkreis im ganzen hindurchflieBt, proportional der Anderung der 
magnetischen Energie und unabhangig von der Zeit der Anderung ist, und daB 
sie ferner unabhangig ist von der geometrischen Gestalt der Spule, wenn die 
Anderung der magnetischen Energie die gleiche bleibt, ferner daB sie unabhangig 
ist von dem Material, aus dem die Leiter des Kreises bestehen, falls ihr Gesamt­
widerstand derselbe ist. LENZI) zeigte 1835 die Proportionalitat der induzierten 
elektromotorischen Kraft mit der Windungszahl einer Spule bei der Magnet­
induktion, FELICI 2) und GAUGIN 3) in den fiinfziger Jahren das gleiche bei der 
Voltainduktion. Besondere Erwahnung verdienen ferner die sorgfaltigen Mes­
sungen von W. WEBER4) 1846 und von H. v. HELMHOLTZ 5) 1851. 

13. Koeffizient der gegenseitigen Induktion und Selbstinduktionskoeffi­
zient und ihre Einheiten. Es mogen sich zwei unveranderliche Leiterkreise im 
Raume in Ruhe befinden, ein primarer (Index 1), in dem eine Batterie einen 
konstanten Strom liefert, und ein sekundarer (Index 2), in den zum Nachweis 
eines Induktionsstromes ein Galvanometer eingeschaltet sein mag. Nach 
Gleichung (4) ist, wenn wir das durch Co dividierte Doppelintegral mit L 12 , den 
Koeffizienten der gegenseitigen Induktion, bezeichnen: 

t t 

-fJ2 W 2dt fE2dt = -L12 {(Jl)t - (Jl)O}' (7) 
o 0 

Als Einheit des nur von der gegenseitigen Lage lind geometrischen Beschaffen­
heit der Kreise abhangenden Koeffizienten der gegenseitigen Induktion wird 
man zweckmaBig den Wert der GroBe L12 wahlen (und hat dies auch getan), 
der bei einer Stromanderung von 1 Ampere eine magnetische Induktion von 
1 Voltsekunde erzeugt. Diese Einheit wird nach J. HENRY (1797-1878), der 
sich seit 1827 mit elektromagnetischen Erscheinungen erfolgreich besch~ftigte 
und schon vor FARADAY Wirkungen beobachtet hatte, die auf der Selbstinduktion 
von Spulen beruhen, 

1 Henry 

genannt. Benutzt man zur Ableitung der Einheit des Induktionskoeffizientep 
an Stelle der praktischen (technischen) Strom- und Spannungseinheiten die des 
elektromagnetischen MaBsystems, dann findenwir zufolge der obigen Forde­
rung, daB die Einheit des Induktionskoeffizienten bei Anderung der Stromstarke 
urn die Einheit das Integral der linken Seite zu 1 machen soll, wegen 

[1!m~t-1] 
[Ll:J = [1~m!t-1] = [l] 

1) E. LENZ, Pogg. Ann. Ed. 34, S.385, 457. 1835. 
2) R. FELICI, Ann. chim. phys. (3) Ed. 34, S.64. 1852; Ed. 39, S.222. 1853. 
3) J. M. GAUGIN, C. R. Ed. 39, S.909, 1023. 1854. 
4) W. WEBER, Elektromagnetische MaBbestimmungen, S.269, 334. 1846 . 

. Ii) H. v. HELMHOLTZ, Ges. Werke Ed. I, S. 429, 545. 
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als Einheit 1 em, wie es sieh aueh unmittelbar aus der Dimension des Doppel­
integrals ergibt, und es ist 

1 Henry = 109 em. (8) 
Statt "Henry" ist aueh "Quadrant" als Bezeichnung der teehnisehen Einheit 
in Gebraueh in Anbetraeht dessen, daB 109 em angenahert ein Viertel des Erd­
meridians ist. 

In analoger Weise werden wir als Koeffizienten der Selbstinduktion eines 
Leiterkreises definieren: 

11Jdsl ds L = - --cos (ds', ds) 1) , 
Co r 

(9) 

worin die Integrale iiber den gleichen Leiterkreis auszudehnen sind, und als 
Einheit wird die GroBe des Integrals gelten, bei der die Anderung der Strom­
starke urn die Einheit die durch die Induktion entstehende "Zeitsumme der 
Spannung" zur Einheit maeht. 

14~ Induktionskoeffizienten einzelner Leiterstiicke. In sehr vielen Fallen 
la.l3t sich freilich nicht durch die Formel (4) oder (9) der Koeffizient der gegen­
seitigen oder Selbstinduktion bereehnen und (nach Multiplikation mit 10-9) in 
Henryangeben. Immer schon dann nieht, wenn Material von anderer Permea­
bilitat als der des Vakuums oder evtl. der der Luft in der Nahe der Leiterteile 
sich befindet; denn dann ist das magnetische Potential eines Stromkreises auf 
einen Leiterkreis nicht durch die Formel (4) ausgedriickt. An der Definition 
der Einheit der Induktionskoeffizienten konnen wir aber trotzdem immer dann 
noch festhalten, wenn es sich bei dem indlizierenden Korper (wie bei dem indu­
zierten) urn einen Stromkreis handelt. Eine Anderung der Stromintensitat im 
induzierenden Kreis urn die Einheit erzeugt in dem induzierten Leiterkreis die 
Einheit der magnetisehen Induktion, wenn der Koeffizient der Induktion 1 ist. 
Oder der Koeffizient der Induktion ist das Verhaltnis . Zeitsumme der indu­
zierten Spannung im induzierten Leiterkreis zu der Anuerung der Stromstarke 
im induzierenden Stromkreis: 

t 
JEsdt 

L12 = UJ, - (1)0 . (10) 

Ganz allgemein gilt auch dann 

L12 = L 21 • (11) 
Entsprechend ist 

t 

JE1 dt 

L 11=-( 0) _(_. 
J1' - J1)0 

(12) 

Die Integrale (4) und (9) sind auf geschlossene Leiterkreise auszudehnen, 
und so beziehen sich die Induktionskoeffizienten zunachst auf geschlossene 
Kreise. Da sie aber als Summen von Teilen betrachtet werden konnen, die 
sich auf die einze1nen Leiterstiicke beziehen, spricht man auch von dem Induk­
tionskoeffizienten eines Leiters auf einen anderen oder auf sich selbst, Von den 

1) Es ist Co = 1, wenn die EMK. Zeit und die zeitliehe Stromanderung, deren Quo­
tient List, in dem elektromagnetis<;hen CGS-MaB gemessen sind; Cu = 109 em/Henry, 
wenn die elektrisehen GraBen in teehnisehem MaB (Volt, Ampere) angegeben werden; 
Co = C = 3 • 1010 em/see!, wenn man das "gemiseht elektrostatiseh-elektromagnetische" 
MaJ3system verwendet, namlich die EMK im elektrostatischen, die die Induktionslinienzahl 
andernde Stromstarke im elektromagnetischen MaJ3 angibt; Co = c2 = 9.1020 cm2/see2, 
wenn aIle GraJ3en im elektrostatisehen CGS-Ma/3 gemessen werden (s. Anm. Ziff. 16). 
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Induktionskoeffizienten von Spulen zueinander, und von den Se1bstinduktions­
koeffizienten von Spulen usw. Man kann das prinzipiell auch ohne Riicksicht 
darauf, ob man dieselben durch Berechnung von Ausdriicken wie (4) und (9) 
auswerten kann oder nicht, also auch, wenn man z. B. eine mit einem Eisen­
kern versehene Spule vor sich hat. Wiirde es sich urn die Bestimmung der 
Selbstinduktion dieser Spule handeln, so miiBte man nur die Enden der Spule 
durch einen Leiter verbinden, dessen Induktion auf die Spule und dessen Selbst­
induktion moglichst klein und wenigstens angenahert berechenbar ist, dann nach 
Gleichung (12) e.t'perimentell Ln des ganzen Kreises. bestimmen und davon 
die doppelte gegenseitige Induktion des Hilfsleiters auf die Spule und die Selbst­
induktion des Hilfsleiters abziehen. 

Will man die gegenseitige und die Selbstinduktion der Zuleitungen herab­
driicken, so wird man Hin- und Riickleitung moglichst nahe nebeneinander 
fiihren. Die gegenseitige Induktion von Spulen wird man durch geneigte Stel­
lung derselben zu~inander auf ein moglichst geringes MaB herunterzudriicken 
versuchen. Es geht aus dem Gesagten hervor, wie sorgfaltig man auf die Lage 
und das Vorhandensein aIler einzelnen Teile eines Stromkreises achten muB, 
wenn man die Induktion eines Kreises durch Messung der Induktion in den 
einzelnen Teilen bestimmen will. 

15. Zur Messung von Induktionskoeffizienten. Die verschiedenen experi­
mentellen Methoden der Bestimmung der gegenseitigen Induktion und der 
Selbstinduktion einzelner Leiter werden in Band XVI besprochen. Hier sei 
nut~darauf hingewiesen, daB zum Vergleich veranderliche Selbstinduktionsspulen 
gebraucht werden, deren es verschiedene Formen gibt. In der Regel bestehen 
die sog. "Variometer" oder "Variatoren" aus zwei gegeneinander parallel ver­
schiebbaren oder zueinander verdrehbaren Spulen (Flach- oder Zylinderspulen), 
deren Bewegung eine Veranderung der Selbstinduktion in weiten Grenzen mog­
lich macht, Z. B. zwischen 0,4.106 bis 1,20'106 cm 1). Soll die Veranderung 
noch weiter moglich sein, so benutzt man Satze von Induktionsrollen, die durch 
Stopselung, den Rheostaten ahnlich, hintereinandergeschaltet werden konnen. 
Selbstinduktionsnormalen haben nach WIEN zweckmaBig die Form einer kurzen, 
flachen Spule mit quadratischem Wicklungsquerschnitt, die auf sehr festes 
Material - man verwendet meist Marmor, zuweilen, besonders fiir technische 
Bediirfnisse geniigend, Serpentin, das den Nachtei12) einer wenn auch geringen, 
aber veranderlichen Permeabilitat hat - gewickelt ist. Die unveranderliche 
Lage der Wicklungen wird durch Einbetten in Paraffin gewahrleistet. Urn 
Stromverdrangung (Haut- oder Skineffekt S. unten) bei hochfrequenten Wechsel­
stromen auszuschalten, benutzt man zur Bewicklung neuerdings nicht massiven 
DrahtS), sondern fein unterteilte Litze, die einen gewissen DraIl zeigt, so daB 
die einzelnen Fasern nicht immer die gleiche Lage im Biindel haben. Bei der 
Herstellung der Normalrollen muB ferner sehr sorgfaltig darauf geachtet 
werden, daB keine Isolationsfehler bestehen oder sich einstellen konnen. 

Auch Normale der gegenseitigen Induktion sind konstruiert worden. Man 
hat Anordnungen der primaren und sekundaren Spule hier bevorzugt, die eine 
verhaltnismaBig leichte Berechnung der GroBe der Induktion gestatten, und es 
sind im wesentlichen drei Formen vorgeschlagen worden: 1. zwei moglichst 
gleiche, kurze, weite Spulen auf demselben Marmorkern; 2. eine verhaltnismaBig 
lange einlagige Spule von kleinem Durchmesser als primare Spule, auf deren 
Mitte die aus zahlreichen Windungen bestehende sekundare Spule aufsitzt; 

1) M. WrEN, Wied. Ann. Bd.57, S.249. 1896. 
2) E. B. ROSA, Bull. Bur. of Stand. Bd. 1, S.337. 1905. 
3) F. DOLEZALEK, Ann. d. Phys. Bd. 12, S. 1142. 1903. 
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3. zwei einlagige, ebenfalls koaxiale und symmetrisch gelegene Spulen, deren 
auBere primare die innere sekundare an Lange und Querschnitt wesentlich tiber­
trifft, so daB die innere innerhalb einer Kugel liegt, deren Radius dem der 
auBeren Spule 'gleich ist,und deren Mittelpunkt mit dem beider Spulen zu­
sammenfillt. Genaue Angaben tiber ein neugebautes, sehr sorgfaltig hergestelltes 
und berechnetes Normal der gegenseitigen lnduktion von 0,01 Henry finden sich 
in einer Arbeit von DYE 1). 

Um Selbstinduktion in Widerstandsrollen zu vermeiden, werden die 
Drahte entweder bifilar aufgewickelt oder nach CHAPERON 2) .. unifilar, aber so, 
daB die einzelnen Lagen in entgegengesetzter Richtung vom Strom durchflossen 
werden. ' " 

{)ber Berechnung von Induktionskoeffizienten s.Ziff. 23ff. und Band XVI. 
16: Die Induktion in der MAXWELL-HERTzschen Theorie. In der MAXWELL­

HERTzscnen Theorie finden die Induktionserscheinungen im allgemeinen durch 
das zweite Tripel der MAXwELischen Gleichungen ihren Ausdruck. Wir schreiben 
es in der Form (s. Bd. XII, Kap. 13)] 

f ~ds = f Esds = -+ :tfBndl 
oder in Differentialform, 

1 d~ 
rot~= --­c dt' 

(13) 

(14) 

worin ~ die an der Stelle x, y, z des Raumes vorhandene elektrische Feldstarke 
oder elektromotorische Kraft, j8 die magnetische Induktion bedeutet. c ist die 
durch die Anwendung des elektromagnetischen MaBsystems auf der rechten Seite 
der Gleichung [vgl. Gleichung (6) und Anm.1, Ziff.14) eintretende Konstante ~ 
die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Das Integral auf der linken Seite der 
Gleichung (13) ist auf eine geschlossene Kurve s zu erstrecken, die die Flache 
umrandet, tiber die das Integral der rechten Seite zu nehmen ist. Dabei ist es 
zulassig, daB die Kurve s nicht vollig innerhalb eines Leiters verlauft, sie kann 
auch ganz oder teilweise durch ein Dielektrikum gelegt werden. Ferner gelten 
die Gleichungen flir Korper, unabhangig davon, ob sie sich gegentiber einem 
beliebig vorgelegten Koordinatensystem in Ruhe oder in Bewegung befinden. 
Freilich besteht flir bewegte Korper nicht mehr die flir ruhende Korper geltende, 
einfache Beziehung zwischen der magnetischen Induktion j8, der magnetischen 
Feldstarke SJ und der Permeabilitat fL des Mediums 

(15 ) 

1) D, W. DYE, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 101, S. 315, 1922. 
2) S. CHAPERON, C. R. Bd. 108, S. 799. 1889. . 
3) Die Verfasser der allgemeinen Theorie der Elektrizitat und des Magnetismus haben, 

wie sie xnir freundlicherweise mitteilten, die Hauptgleichungen der Elektrodynamik in der 
Form benutzt, wie sie von E. MADELUNG in "Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers" 
aufgeschrieben sind, namlich mit Verwendung des allerdings nicht besonders zweckmaBigen 
"gemischt elektrostatisch-elektromagnetischen" Systems der Einheiten "urspriinglicher" 
Form der elektrischen und magnetischen GroBen. Um niit ihren Artikeln auch formal in 
Ubereinstimmung zu bleiben, habe ich im vorliegenden daran festgehalten. Danach ist im 
freien Raum die mechanische Kraft zwischen zwei magnetischen bzw. elektrischen Mengen 
m m' in der Entfernung r voneinander 

mm' 
K=~ 

und ~ = S); l8 ist anzugeben in "GauG", Q;, die elektrische Feldstarke, im elektrostatischen 
MaB (vgl. H. A. LORENTZ, Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V, 2. Teil, S.83. 1903). 



Ziff. 17. Zerlegung der AnderUllg der Induktion in zwei Teile. 335 
wie HERTZ annahm, sondern eine Beziehung, in/ die die Geschwindigkeit des 
bewegten Systems eingeht. Sie zeigt in den verschiedenen Ansatzen der Er­
weiterung der MAXWELL-HERTZSchen ITheorie voneinander abweichende Form. 
Praktisch merkbar werden die Abweichungen allerdings nur, wenn die Ge­
schwindigkeit I) gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit Werte annimmt, daB das 
Quadrat des Verhaltnisses der Geschwindigkeiten eine Rolle spielen kaim. 
Diiden wir davon absehen, so konnen wir z. B. mit LORENTZ statt der An­
nahme (15) schreiben: 

(16) 

worin'sich der gestrichelte Buchstabe auf ein mit dem Korper bewegtes Ko;' 
ordinatensystem bezieht, die nicht gestrichelten auf das ruhende. (Entsprechend 
haben wir fiir den elektrischen Vektor ~, die dielektrische Verschiebung, ZU 
setzen statt ~ = e Q;' : 

~ = e Q;' - ~ [I) ~] , 
c (17) 

was in Riicksicht auf die weiter unten naher zu beschreibenden Induktions­
versuche von BLONDLOT und von WILSON mit Benutzung eines Dielektrikums 
im Leiterkreise hier mit angemerkt sei.) 

Zunachst ist sofort zu sehen, daB unsere friiheren Gleichungen (1) bis (6) 
spezieile Faile der Gleichung (13) sind. 1st die Kurve s des Integrals der linken 
Seite von (13) durch einen linearen geschlossenen Leiterkreis bestimmt, so ist 

{Q;d5 = E. = J.' W. 

die in dem Leiterkreis induzierte gesamte elektromotorische Kraft, dessen Zeit­
summe gleich der Anderung der magnetischen Induktion durch die Flache f 

~ in der Zeit 0 bis t ist. 
Ferner sei hier nochmals darauf hingewiesen, daB es gleichgiiltig ist, wie 

man die Flache durch die Umrandungskurve s hindurchlegt. Da wir annehmen, 
daB es wahren Magnetismus nicht gibt, so ist 

div5S = 0, (18) 

weshalb wir 5S als den Rotor eines anderen Vektors m darstellen konnen. Nach 
dem STOKEsschen Satz ist aber 

frotlll. df = fill d5. 

Fur eine geschlossene Flache, fiir die also s = 0 ist, verschwindet 

f m d 5 = f rot m . d f = f 5S . d f ' (19) 

und damit ist bewiesen, daB die magnetische Induktion oder der lnduktionsfluB 
durch irgendeine Fliiche, die von ein und derselben Randkurve begrenzt ist, 
den gleichen Wert haben muB. . 

17. Zerlegung der Anderung der Induktion in zwei Teile. Die Anderung 
der magnetischen Induktion durch die Flache f kann (wie bereits in Ziff. 5 er­
wahnt) zweierlei Ursachen haben. Sie kann in der zeitlichen Anderung der 
Induktion 5S selbst und in der Anderung der Umrandung der Flache bestehen. 
Wir konnen dementsprechend in der rechten Seite von (13) schreiben: 

:t f 5S. df = fe9~ + I) div5S + rot[5S I)]} df = f ~~ df + f rot[5S 0] d f I 
fa~ ( ~ 

= Ttdf+u [5S0]d5, 



336 H. Kap. 1. !:;. Y ALENTINER: Elektromagnetische Indul;:tIOll. ZI11. U;. 

wenn b die Geschwindigkeit des Leiterelementes d 5 ist, wobei wir zunachst an­
nehmen wollen, daB die Geschwindigkeit sich vom Element d?J zum Nachbar­
element stetig andert. (Das findet z. B. nicht statt bei Gleitfiachen, die bei 
der sog. Unipolarinduktion eine Rolle spielen, die deshalb besonders betrachtet 
werden miissen.) Mit Riicksicht auf Gleichung (18) kann man statt des zweiten 
Gliedes der rechten Seite (20) auch schreiben: 

f rot [~bJ . d f, 
so daB Gleichung (13) die Form annimmt: 

f ~d?J = - -±-J{Oo~ + rot [~, bJ}df, 
die III Differentialform lautet: 

rot~ = - ; {Oo~ + rot[~, bJ}. 

(21) 

(22) 

Von den beiden Gliedern der rechten Seite bezieht sich das erste auf die zeit­
liche Anderung der Induktion selbst. Durch geeignete Wahl des Bezugssystems 
kann zuweilen erreicht werden, daB dieses Glied fortfallt. Dann geht aus (22) 
hervor 

(23) 

worin cp cine zunachst willkiirliche, fiir jedes spezielle Problem aber durch die 
Nebenbedingungen zu bestimmende Funktion del' Koordinaten ist, die bei del' 
Integration iiber eine geschlossene Kurve fortfallt. 

Zur erschopfenden Darstellung der Induktionsvorgange im elektromagne­
tischen Feld reicht haufig die Behandlung des zweiten Tripels der MAXWELL­
schen _Gleichungen allein nicht aus. Speziell wenn man es mit verandcrlichen 
Stromen zu tun hat, werden beide Tripel gleichzeitig behandelt werden miisseh, 
will man in einem vorgegebenen Problem iiber die Vorgange im elektromagne­
tischen Feld AufschluB erhalten. Die Berucksichtigung des ersten Tripels wird 
aber dann verhaltnismaBig einfach, wenn man es mit Problemen zu tun hat, 
in denen man von den Verschiebungsstromen absehen kann, d. h. in den en die Ver­
schiebungsstrome gegeniiber den Leitungsstromen zu vernachlassigen sind. Bei 
veranderlichen Stromen (die doch gerade bei den Induktionserscheinungen eine 
Rolle spielen) treten in Wirklichkeit immer Verschiebungsstrome auf, die aber 
auBer Betracht bleiben konnen, wenn man es nicht mit rasch wechselndcn Stromen 
und Feldern oder mit Stromen in "offenen" Stromkreisen zu tun hat. Wir 
beschranken uns im folgenden, abgesehen von den in Ziff. 37 bis 40 untersuchten 
Fillen, auf die Vorgange, in denen die Verschiebungsstrome unberiicksichtigt 
bleiben konnen, da die FaIle, in den en das nicht moglich ist, in del' Theorie del' 
elektrischen Schwingungen und daher in einem spateren Kapitel gesondert be­
handelt werden. Man kann dann das magnetische Feld so berechnen, als ob die 
Strome stationar waren, und aus dem so berechneten Feld die Induktionswirkungen. 
Man spricht in solchem Fall von der Existenz "q uasista tionarer Strome" 
und meint damit solche veranderliche Vorgange, deren Anderungszeit lang ist 
im Vergleich zu der Zeit, die elektromagnetische StOrungen gebrauchen, urn sich 
durch das betrachtete System auszubreiten. 

b) Induktion in ruhenden, linearen, geschlossenen Leitern. 
18. Induktionswirkungen in einem aus mehreren linearen Leiterkreisen 

bestehenden System. Die Induktion kann in dem Fall ruhender geschlossener 
Leiter nur dadurch entstehen, daB sich das magnetische Feld, in dem sich die 



Ziff. 18. Induktionswirkungen bei mehreren linearen Leiterkreisen. 337 

Leiter befinden, andert. Und diese Anderung konnen wir uns hervorgebracht 
denken durch Auderung des dasMagnetfeld erzeugenden Stromes. Die in diesem 
Abschnitt (b) zu behandelnden Probleme beschranken sich daher auf die Be­
rechnung der Induktionskoeffizienten und die Frage nach etwaigen Beziehungen 
dieser Koeffizienten zu anderen FeldgroBen. 

FUr ruhende Leiter nehmen die Gleichungen (21) und (22) die Form an 

j@;ds=-!joo~df (24) 

und 

(25) 

Es mogen nun n getrennte line are Stromkreise vorausgesetzt sein mit den 
Stromstarken II: .. In. den als klein angenommenen Querschnitten ql'" qn 
und den Richtungen ~l' .. ~nl) in den Leiterelementen ds1 • .. dsn ; dann gilt 
fUr die an der Stelle x, y, z des Raumes vorhandene Feldstarke ~k' wenn sich 
dort das Leiteielement dSk des kten Stromkreises befindet, nach dem ersten 
Tripel der MAXwELLSchen Gleichungen 

rot~k = 4nJk ~k 
Cqk 

k= 1. .. n (26) 

Zwischen ~k und 58k mag die Beziehung (15) gelten mit der von ~k unabhangigen 
Permeabilitat. Dann folgt nach Gleichung (19) 

or 4:n:ftJk-rot rot '«k = -- Sk 
Cqk 

und mit Riicksicht -darauf, daB 

div\2{k = 0 

gefordert werden kann, fiir den Hilfsvektor \2{k 

\2{k = (thjds k 

c r' 

worin also lkd Sk ein Stromelement. 

(27) 

Der InduktionsfluB durch die Flache It, herriihrend von dem kten Strom­
kreis, ist dann nach Gleichung (19) und (27) 

/,ifhdf l = j\2{kdSI=ft:kjjdS~dSI, (28) 
l 

worin die Integrale iiber den Stromkreis k und die Grenzkurve l der Flache It 
zu erstrecken sind, und r die Entfernung zweier Elemente dieser Kurven k und l 
bedeutet. Der gesamte InduktionsfluB durch It wird gewonnen durch Summa­
tion der Wirkungen der einzelnen Stromkreise und somit sein 

(29) 

1) tl"berstrichene deutsche Buchstaben sind "Einheitsvektoren". 

Handbuch der Physik. XV. 22 
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In Obereinstimmung mit der friiheren Definition des Induktionskoeffizienten 
finden wir ihn aus Gleichupg (28), wenn wir den Ausdruck bilden 

+ ;JBtdt; 
die in den Gliedern der Summe auftretenden Faktoren der dh/dt sind die 
Koeffizienten der Induktion des Leiterkreises k auf den Leiterkreis 1. Es ist 
danach 

ft ffdSkdS LTd = La = C2 -r- _ (30) 

und der Selbstinduktionskoeffizient des Stromkreises kist 

L = !!:..ffdSkdSk 
kk c2 r 

worin bei der Integration jede Kombination zweimal auftritt. Gleichung (30) 
unterscheidet sich, abgesehen von dem Faktor c2 bzw. Co, von Gleichung (9) 
noch durch das Auftreten von ft. Gleichung (30) ist also eine Erweiterung auf 
den Fall, daB das Medium die Permeabilitiit ft besitzt. Der Faktor c2 tritt auf, 
weil lk in Gleichung (28) im elektrostatischen MaB angegeben zu denken ist 
und in Gleichung (13) von dem gemischt elektrostatisch-elektromagnetischen 
MaB Gebrauch gemacht wird. 

In dem 1 ten der n geschlossenen Stromkreise wird nach dem Gesagten, 
insbesondere nach Gleichung (29), somit die Stromstarke It auftreten, fiirdie, 
wenn in den Stromkreis noch die elektromotorische Kraft E; eingeschaltet ist, 
die Beziehung gilt 

(31) 

Wir haben damit ein System von Differentialgleichungen zur Bestimmung 
von h (k = 1 ... n) . 

19. Hautwirkung (Skineffekt). Wenn wir es nicht mit einem strenglinearen 
Leiter zu tun haben, sondern z. B. mit einem nicht ganz diinnen Leitungsdraht, 
so wird der Strom ungleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt sein konnen. 
1st man nun in der Lage, wenigstens angenahert (durch naherungsweise Inte­
gration der MAXWELLschen Grundgleichungen etwa, oder abschatzungsweise) 
die Stromverteilung iiber den Querschnitt anzugeben, so darf man den Gesamt­
strom in nebeneinander verlaufende Stromfaden zerteilen, die fiir sich geschlossen 
und getrennt nach Gleichung (31) zu behandeln sind. Bei periodisch ver­
anderlichen Stromen hoher Wechselzahl spielt die UngleichmaBigkeit schon in 
Querschnitten geringer Dimension fiir manche Fragen eine Rolle. Es laBt sich 
zeigen, daB die Stromdichte im Innern des Drahtes verhaltnismaBig klein ist 
und nach der Oberflache zu wachst. 

Zu dem Ansatz, dessen Diskussion auf die Erkenntnis der UngleichmaBig­
keit fiihrt, gelangt man in folgender Weisel): 

Die Stromung finde in einem geraden Draht von kreisrundem Querschnitt 
und dem Durchmesser 2 Ro statt, und zwar im ganzen Querschnitt parallel zur 
Achse A des Drahtes. Dann wird i, die auf die Einheit des Querschnitts be­
zogene Stromstarke, von der Entfernung R des Querschnittselementes von der 
Drahtachse abhangen. Dem Strom i kommt nach Gleichung (26) oder ihrer 
Integralform 

1) A. SOMMERFELD, Wied. Ann. Ed. 67, S.233. 1899. 
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das magnetische Feld SJ zu, und es ist, wenn wir als Kurve der Umrandung 
der Flache I, auf die sich die Integrale beziehen, einen zur Achse A konzentrischen 
Kreis mit dem Radius R wahlen (Abb.7) /I 

R 
8 2 ( 

211:RH = - -f-JRidR 
o 

oder nach Differentiation 

o iR 
oR(RH) = -411:7' (32) 

Hat das Material des Drahtes die Permeabilitat f-l, so 
ist die magnetische Induktion infolge der Feldstarke SJ 
gleich f-lSJ und ruft bei einer Anderung in der Um-

dR 
ds 

randung eines Flachenelementes dF = dR ds parallel ~ 

zur Drahtachse eine induzierte Spannung hervor, die Abb.7. ZumSkineffekt. 
gegeben ist durch Gleichung (24), wenn darin 5S =7 ftSJ 
und dl = dF gesetzt wird und die Integrale auf das Element dF bzw. seine 
Umrandung bezogen werden. Nun hangt @ wie i nur von der Entfernung 
des Elementes von der Achse ab und es ist 

f@d~ = ~!dRds 
= -~fo~ dCr:. = - ~ oH. dR ds 

C ot u C ot ' 
oder oE fl oH 

oR = -cat· (33) 

Die beiden Gleichungen (32) und (33) benutzen wir nun zur Elimination von H 
und erhalten eine Beziehung tiber die Abhangigkeit des @ und damit des i = EjW 

von R, namlich 4nflR oE = ~ ( OE) 
c2 TV ot oR R oR (34) 

oE o2E 
= oR + R oR2-' 

Ist E eine rein periodische Funktion, so laBt sich diese Gleichung auflOsen und 
man findet, daB sich die Abhangigkeit des Evon der Entfernung R von der 
Achse durch BESsELsche Funktionen darstellen laBt. Die Diskussion des Resul­
tates ergibt, daB die Amplitude 'der Stromung in der Oberflache am groBten ist 
und nach der Achse zu abnimmt; auch ist die Phase der Stromung von R ab­
hangig. Das Verhaltnis der Stromamplituden aR,: aR, in verschiedenen Ent­
fernungen R von der Achse hangt dabei, wie sich zeigt, wesentlich ab von dem 
spezifischen Widerstand W, der Permeabilitat f-l und der Periodenzahl (Schwin­
gungszahl n pro Sekunde) der GroBe E. 

20. Experimentelles tiber Hautwirkung. Die Rechnung ergibt z. B., 

l' fl n wenn k = Ro . 11: / -w klein ist, 

~=1+k4. 
ao ' 

wenn k groBe Werte annimmt (>6), findet man in einer Tiefe 

f3 = Ro = VW 
2k 2nYftn ' 

die Amplitude auf 1/e des Wertes in der Oberflache herabgesunken. 

22* 
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Wie numerische Rechnungen zeigen, wird die UngleichmaBigkeit der Strom­
verteilung im Querschnitt erst bei sehr hohen Werten von n merkbar. Den 
Abfall der Stromungsamplitude bei Kupferdrahten mit tieferem Eindringen in 
den Drahtquerschnitt von der Oberflache aus zeigt anschaulich ftir die Frequenzen 
0,5 . 105, 2,5 • 105, 5 • 106 pro Sekunde die Abb. 8 1); die Kurven gelten bis zu 
einem Minimalradius von ca. 3 mm, bzw. 1,6 mm, und 1,1 mm, wahrend bei 
dtinneren Drahten der Abfall weniger rasch eintritt. 

1m Gegensatz dazu ist z. B. bei n1 = 50 im Falle eines Kupferdrahtes von 
1 mm Radius das Verhaltnis aB.: ao = 1,0000085, im Falle eines Eisendrah~es 
von 1 mm Radius, p, = 1000 das Verhaltnis 1,18. Und bemerkenswert ergIbt 
sich ftir bestleitende H2S04 bei hoher Frequenz (n = t· 106) und Ro = 10 cm 
der Wert 1,13 von aR,/ao 2). 

Die Nachpriifung der Theorie an Drahten und Litzen mit verschiedener 
QuerschnittsgroBe und -form, die in der Hauptsache in der Widerstandsmessung 

von Leitungen, die von Wechsel­
strom durchflossen sind, besteht, 
hat weitgehende Bestatigung der 
Theorie ergeben. In Ubereinstim­
mung damit findet man, daB der 
Skineffekt bei niedrigen Wechsel­
zahlen ftir Drahte mit rechteckigem 
Querschnitt groBer ist als fUr Drahte 
von rundem,· und daB es bei hohe­
ren Frequenzen umgekehrt ist. Je 
flacher die Drahte ausgewalzt sind, 
um so merklicher ist der Unter­

~ Tie~:nter der Dr:ttoberfflfche O,Jmm schied 3). A. LAMP A 4) hat speziell den 
Fall des flachgewalzten Drahtes, des 

Abb.8. Stromverteilung im Drahtquerschnitt. Metallbandes theoretisch untersucht 
und zeigte zunachst, daB die Kurven 

gleicher Stromstarke in elliptischen Drahtquerschnitten Kreise um den Mittel­
punkt sind, bzw. wenn der Radius dieser Kreise die halbe kleine Achse der Quer­
schnittsellipse tibertrifft, Kreisstticke, so daB die Stromstarke in der Drahtober­
flache variiert. Bei einem Metallband ist also die Stromdichte am Rand groBer 
als in der Mitte und nimmt nach der Mitte zu ab in gleicher Weise, wie in 
einem Zylinder vom Durchmesser der Breite des Bandes. PRESS 5) beschaftigte 
sich ebenfalls mit der Untersuchung des Skineffektes in Leitern von recht­
eckigem Querschnitt und findet im weiteren Verfolg experimentell, wenn 
auch indirekt, daB er in Spulen durch Heranbringen von Eisenstticken in 
die Nahe der Spulen nicht verandert wird. Weitere Einzelheiten siehe nachstes 
Kapitel. 

21. Beziehung der magnetischen Energie zu den Induktionskoeffizienten. 
1m AnschluB hieran werde die magnetische Energie des Feldes durch die In­
duktionskoeffizienten ausgedruckt. Wir gehen von der Formel ftir die magne­
ti~"~e Energie aus, die aus Band XII bekannt ist, und nehmen an, daB zwei 

1) J. ZENNECK, Lehrb. d. drahtl. Tel., 2. Aufl., S.57. 1913. 
2) Vgl. hierzu J. ZENNECK, Elektromagnetische Schwingungen und drahtlose Tele­

graphie. 1905; J. ZENNECK, Ann. d. Phys. Bd. 11, S. 1135. 1903. 
8) A. KENNELLY, F. LAWS. P. PIERCE, Proc. Amer. lnst. Electr. Eng. Bd.34. S. 1749. 

1915· 
4) A. LAMPA, Wiener Ber. (Ha) Bd. 123, S.2313. 1914. 
5) A. PRESS, Phys. Rev. Bd.8, S.417. 1916; Bd. 15, S.450. 1920. 



.Ziff. 21. Beziehung der magnetischen Energie zu den Induktionskoeffizi-enten. 341 

Stromkreise vorhanden sind, auf die sich die Indizes 1 und 2 beziehen .. Die vom 
Stromkreis 1 herriihrende magnetische Energie TI ist 

TI = 81njS';h'i8l d., (35) 

wenn d. das Volumenelement des Feldes ist, iiber das das Integral auszudehnen 
ist. Mit Riicksicht auf Gleichung (19) und die Rechnungsregel 

SJ rot 2l = 2l rot SJ - div[SJ 2l] 
folgt 

TI = 8~j(2l1 rot SJI) d., 

wobei das Integral iiber den unendlich ausgedehnten Raum zu erstrecken ist. 
Statt dessen gilt ·auch 

TI = 21cj(2l1 il) d. = ;~ qlj 2lld~l> 
wenn i l ql der durch den Querschnitt ql tretende Strom ist. Urn die magnetische 
Energie des ersten vom Strom i l durchflossenen Stromkreises zu berechnen, 
brauchen wir demnach nur die durch den Querschnitt des Leiters hindurch­
tretende Stromstarke mit dem magnetischen FluB durch die von dem Strom­
IITe1s umrandete Flache zu multiplizieren und durch 2 c zu diyidieren. 

Nehmen wir den zweiten Stromkreis hinzu, so ist die magnetische Energie, 
herriihrend von dem magnetischen FluB durchden zweiten Stromkreis 

(36) 

Gleiches gilt fiir die magnetische Energie T 21 , die dadurch auf tritt, daB durch 
den ersten Stromkreis eine magnetische Induktion, vom zweiten Strorrikreis 
herriihrend, hindurchgeschickt wird. Die gesamte magnetische Energie wird 
danach betragen 

T = T I + 2 Tl2 + T 2 I 
1~ 1~ 

= 2 Ln + JIJ2 L 12 + 2 L 22 • 
(37) 

Die Beziehung TI = 11 Ln kann geradezu zur eindeutigen Bestimmung 

(Definition) und unter Umstanden zur Berechnung der Selbstinduktion eines 
Stromleiters benutzt werden und hat deshalb besondere Bedeutung. 

Ganz allgemein gilt bei einer groBen Zahl n von Stromkreisen, daB die 
magnetische Feldenergie in Summa durch die quadratische Funktion der Strome 
dargestellt werden kann 

(38) 

Die Beziehung der magnetischen Energie eines einzelnen Stromkreises zur 
Selbstinduktion kann noch in folgender Weise abgeleitet werden. Es sei La 
die Selbstinduktion des Stromkreises; er werde vom Strom h durchflossen, dann 



342 B. Kap. 1. S. VALENTINER: Elektromagnetische Induktion. Ziff. 22. 

muB bei Stromverstarkung die elektromotorische Kraft 
wunden werden, wozu die Energie 

I L dJk 
/c. /ck([t 

-Lkk~Jk iiber­
dt 

notwendig ist, durch die das magnetische Feld gewissermaBen aufgerichtet wird. 
1m ganzen wird also zur Herstellung des dem Strom h selbst zukommenden 
magnetischen Feldes die Energie 

jI L dh 1 L J2 
/c Tck([t = 2" kk /c 

aufgebraucht worden sein; sie muB demnach die magnetische Energie des Feldes 
eines einzelnen Stromkreises darstellen. Befindet sich in seiner Nahe der Strom­
kreis h, so entsteht in ihm infolge der Auderung des Stromes h die elektro-

motorische Kraft L dJk wozu die Energie - kl([t' 

I ILkli!Jk dt 

notwendig ist. Entsprechend tritt bei Anderung des Stromes im zweiten Kreis 
die Energie auf 

hLll d!/- + hLkl d!/ ' 

und fUr die Herstellung des den Stromen I k und h zukommenden magnetischen 
F eldes wird die Energie notig sein 

-I;;LkkJ'k + LITchh +~-Llln ; 

das ist gerade der obige Ausdruck (37) der magnetischen Energie, wie es sein muB. 
22. Stromverzweigung. Entstehen die Strome h und h in den Kreisen 

mit den Widerstanden W k und WI durch Einschalten je einer, aber gleichen 
elektromotorischen Kraft E im gleichen Augenblick, so gilt bis zur Ausbildung 
der Strome 

E J "V L dJk L dJI l = k Y k+ kk-dt + k1d.t' 

E J W dJk L dJI = I 1+ Llk([t + llri!' 
(39) 

Bei sehr klein en Widerstanden Wk und WI, groBen Induktionskoeffizienten kann, 
solange die Stromanderungen groB sind, das erste Glied der rechten Seite der 
Gleichungen vernachlassigt werden; es ist dann 

Lu dLk + Lkl dftl = Lkl dft + Lll dftz 

und nach der kurzen Zeit t, in der die Vernachlassigung erlaubt ist 

(40) 

Das ist aber die Bedingung dafiir, daB der Ausdruck (37) fUr einen bestimmten 
Wert der Summe (h + Il)t ein Minimum ist. Daraus kann man ablesen, daB 
die Anderungen von Ik und II so stattfinden werden, daB in jedem Augcnblick 
die magnetische Energie einen moglichst kleinen Wert hat. Beachtlich werden 
die Verhiiltnisse z. B. dann, wenn die beiden Kreise von ein und derselben elektro-
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motorischen Kraft E gespeist werden, die schnell veranderlich ist, so daB h Wk 

und Ix WI gegen die folgenden Glieder der Gleichungen (39) dauernd vernachlassigt 
werden konnen. Dann werden die Strome] k, Ix sich derart auf die beiden Leitungen 
verteilen, daB bei dieser Verteilung die magnetische Energie in jedem Augen­
blick kleiner ist als bei anderer Verteilung mit dem gleichen WerLder Summe 

h+Ix· 
1m librigen gelten zur Berechnung der Stromstarken in Stromverzweigungen 

auch bei Beriicksichtigung von Induktion~ die beiden KIRCHHoFFschen Regeln: 
1. fiir jeden Verzweigungspunkt ~]q = 0, wenn Jq die Stromstarke im 

qten Zweig ist und die Summe liber aile in den Punkt positiv oder negativ ein­
laufenden Strome zu nehmen ist; 

2. flir jeden moglichen geschlossenen Leiterkreis 

2J]~ W~ = 2J(~) - : :tf mdt, 
p 

worin die Summen liber aIl~ den geschlossenen Kreis (p) bildenden St~omstucke]~ 
mit den Widerstanden W~ und den elektromotorischen Kraften E~ zu nehmen 
sind und sich das Integral auf den gesamten, durch den geschlossenen Leiter-

. kreis (p) tretenden magnetischen InduktionsfluB bezieht, der gegeben ist durch 
den Ausdruck 

jmdt = LIP]! + L2P ]2 + ... Lnp]p, 
p 

herruhrend von den n Stromkreisen mit den Stromstarken h infolge der durch 
die Induktionskoeffizienten Lkp bestimmten Induktion. 

23. Berechnung von Induktionskoeffizienten. Es sind eine sehr groBe 
Menge von Formeln abgeleitet worden zur bequemen, mehr oder weniger an­
genaherten Berechnung von Koeffizienten der gegenseitigen Induktion und der 
Selbstinduktion von Leitern verschiedener Form, insbesondere von Spulen ver­
schiedener Dimensionen und Wicklungsarten. Ihnen liegt natiirlich die Defini­
tionsgleichung der Koeffizienten, das Doppelintegral (30) zugrunde, und sie sind 
nichts anderes als zum mindesten angenaherte Auswertungen desselben fur be­
stimmte FaIle. Sie enthalten explizite die experimentell leicht bestimmbaren 
AusmaBe der betreffenden Korper und finden sich zum Teil in groBen Samm­
lungen, die vor allem von ROSA und COHEN!) zusammengesteilt, von GROVER2) 

erganzt worden sind. Ihre vollstandige Aufzahlung wiirde hier nicht am Platze 
sein, sie gehort eher in ein Handbuch der Elektrotechnik als in das vorliegende . 

. Nur auf einige wichtige FaIle und das Prinzipielle der Rechnungsmethoden sei 
hier eingegangen neben einem Literaturnachweis der wichtigeren neueren dies-

1) Eine ausfiihrliche Literaturangabe der bis 1908 erschienenen Arbeiten zur Berech­
nung von Induktionskoeffizienten findet sich bei P. DEBYE, Enzykl. d. math. Wiss. Bd. 5, 
2. Teil, S.462ff. - Eine Zusammenstellung von fiir die numerische Rechnung brauchbaren 
Formeln mit Beispielen und den dazu benotigten Tabellen geben E. B. ROSA U. L. COHEN, 
Bull. Bur. of Stand. Bd. 5, N. 1. 1908; wir finden dort Formeln fiir die gegenseitige Induktion 
von zwei koaxialen Kreisen, zwei koaxialen Spulen, von koaxialen Solenoiden, von einem 
Kreis und einer koaxialen einlagigen Spule, femer die Selbstinduktionskoeffizienten eines 
Kreisringes mit kreisformigem Querschnitt, einer einlagigen Spule, oder eines Solenoids, 
eines Kreisringes mit rechteckigem Querschnitt, eines linearen Leiters, endlich noch Formeln 
fUr den mittleren geometrischen und arithmetischen Abstand (s. Ziff.24 u. 25). 

2) F. W. GROVER, Bull. Bur. of Stand. Bd. 14, S. 537. 1919; die von ihm mitgeteilten 
Formeln beziehen sich hauptsachlich auf Induktionskoeffizienten von parallelen Kreisringen 
mit gemeinsamer und mit paralleler Achse, auf die Selbstinduktion eines Solenoids und einer 
Spule mit rechteckigem Querschnitt, und auf die gegenseitige und die Selbstinduktion gerad-
liniger Leiter. . 
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beztiglichen Arbeitert1). Auch sei verwiesen auf die Behandlung der Induktions­
koe£fizientenin Band XVI. 

24. Der mittlere geometrische Abstand. Die Berechnung der Induktions­
koeffizienten von in der Praxis vorkommenden korperlichen Leitern ist deshalb 
besonders unbequem, weil fUr diese Fal1esogar schon die Formeln (30) nur eine 
Annaherung bedeuten, indem diese unter der Annahme linearer Leiter ab­
geleitet wurden und in der Praxis eben der endliche Querschnitt des Leiters 
eine Rolle spielen muB. Es ist leicht zu sehen, daB unter der Voraussetzung, 
daB der Querschnitt des Leiters konstant und der Strom gleichmaBig tiber den 
Querschnitt verteilt ist, Gleichung (30) mit fk = 1 zu ersetzen ist durch 

Lkl = Llk = -;- ~-JdqlJdqkj'fdSk dS1 • 
C q,qk r 

(41) 

Mit Vorteil kann man bei der Auswertung dieser Integrale oft von dem "mitt­
leren geometrischen Abstand" R zweier Querschnitte, den schon MAxwELL2) 

1) a) Betreffend Koeffizienten der gegenseitigen Induktion (G.!.): koaxiale Kreis­
strome: NAGAOKA, Proc. Phys. Soc. Bd.25, S. 31. 1912, mit wichtiger, bequemer FormeI; 
TERAZAWA, Tohoku Math. Journ. Bd.10, S.73. 1916, mit Benutzung der Methode von 
NAGAOKA undAusdehnung auf G.!. zwischen Solenoid und koaxialem Kreis und G.!. zwischen 
Solenoid und koaxialem Hohlzylinder; KING, Phys. Rev. Bd. 18, S.139. 1921 gibt stark 
konvergierende Reihen; MATHY, Journ. de phys. et Ie Radium Bd.2, S.227. 1921. -
Nichtkoaxiale Kreisstrome: MATHY, Journ. de-phys. et Ie Radium Bd. 2, S. 355. 1921, 
in einer Ebene gelegen; S. BUTTERWORTH, Phil. Mag. Bd. 31, S. 276 u. 443. 1916, in ver­
schiedenen Abstanden, aber auch nahe beieinander gelegen, gut konvergierende Reihen; 
MALLIK, Phil. Mag. Bd.43, S.604. 1922. - Koaxiale Spulen: S. BUTTERWORTH, Phil. 
Mag .. Bd. 29, S. 578. 1915; vgl. auch die Berechnungen der Selbstinduktionskoeffizienten 
von Spulen, denen meist Formeln fur G.L zugrunde liegen, z. B. ESAU. - paraUele 
Spulen: S. BUTTERWORTH, Phil. Mag. Bd.31, S.443. 1916, gegeneinander verschiebbar, 
Variator; MATHY, Journ. de phys. et Ie Radium Bd. 3, S. 178.1922. - Besondere Leiter­
formen: ESAu, Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 410.1920, in parallelen Ebenen einander gegenuber­
liegende Rechtecke von ungleicher GroBe; ESAU, Jahrb. d. drahtl. Telegr. Bd. 5, S.212. 
1911; Bd. 16, S.257. 1920; Bd. 17, S.83. 1921; Bd. 17, S. 179. 1921; Bd. 17, S.242. 1921 
(Zylinder-, Flach-, Rahmenspulen). 

b) Betreffend Koeffizienten der Selbstinduktion (S.L). Einlagige Spulen: COURSEY, 
Electrician Bd. 75, S. 841. 1915, anknupfend an die Formel von NAGAOKA, L = ",2 D n 2 l k, 
worin D mittlerer Durchmesser, n vVindungszahljcm, l Spulenlange, k ein Korrektionsfaktor, 
der aus Kurventafel als Funktion von ljD zu entnehmen; S. BUTTERWORTH, Phil. Mag 
Bd. 31, S.276. 1916 u. Nature Bd. 104, S. 364. 1919, Flachspulen mit wenig verschiedenerr 
innerem und auBerem Radius und soIche mit kleinem innerem Radius, womit aIle Faile urn· 
faBt sind; SPIELREIN, Jahrb. d. draht!. Telegr. Bd. 13, S.490. 1918, Flachspulen endlichel 
Breite; ESAU, s. oben. - Mehrlagige Spulen: BERGANSIUS, Versl. Amsterdam Bd. 19 
S. 1133. 1911, Solenoide mit vielen Drahtlagen; GROVER, Phys. Rev. Bd. 18, S. 136. 1921 
mit Erleichterung der numerischen Rechnung durch Tabellen; ESAU, J ahrb. d. drahtl 
Telegr. Bd. 15, S. 2. 1920, exakte Formeln fur Spulen merklicher Ganghohe fur groBe un, 
kleine Windungszahlen. - Besonders wichtige Leiterformen: Lord RAYLEIGH, Proc 
Roy. Soc. London Bd. 86, S. 562. 1912, Bestatigung einer fruheren Formel (188!) fUr Sol 
eines dunnen Kreisringes; TERAZAWA, Tokyo Proc. Bd. 5, S. 84. 1909, Kreisring von kIeiner 
Querschnitt; LYLE, Phil. Trans. (A) Bd.213, S.421. 1914; ESAu, Jamb. d. drahtl. Telegl 
Bd. 14, S. 271 u. 386. 1919, Spulen von rechteckigem und quadratischem Windungsquerschnit1 
vgl. auch ESAu, Jamb. d. drahtl. Telegr. Bd.16 u. 17, s. oben; ROLF, Jamb. d. drahtl. Teleg 
Bd. 19, S. 127. 1922, Vereinfachung der Formeln von ESAu fUr S.!. von Spulen mit quadn 
;tischem Windungsquerschnitt; GROVER, Bull. Bur. of Stand. Bd. 18, S. 735. 1923, polygona 
Spulen, die mit Kreisspulen verglichen werden. 

G. A. CAMPBELL gibt Phys. Rev. Bd.5, S.452. 1915 ein graphisches Verfahren Z1 

Berechnung von G.r. an von Stromkreisen, die aus geraden Drahten zusammengesetzt sin' 
Vgl. E. ORLICH, Kapazitat und Induktivitat. Braunschweig. 1909. 
2) J. C. MAXWELL, Lehrb. d. Elektr. u. d. Magn., deutsch von VVEINSTEIN, Bd. 

Ziff. 691 ff. 1883. V gl. auch P. DEBYE, Enzykl. d. math. Wiss. Bd. 5, 2. Teil, S.462ff., dess' 
Darstellung wir folgen. 
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einf'iihrte, Gebtau,ch machen. 
legung. 

Auf ihn kommt man durch 10lgende 'Ober­

L' = -.-!.-.ffd5k d51 
Ik C2 Y 

istder Induktionskoeffizient zweier Linien 11pp. hat, wenn diese Linien parallele 
Geraden sind, von der Hinge l im Abstand a, den Wert 

LTcI = -;{lln Yl2 + a2 + I _ 2 yl2 + a2 + 2 a} .1 
c Yl2 + a2 - I 

1 { 2 I a' 1 a2 }' = 2-l In - - 1 + - - - - + ... c2 a 1412 

(42) 

Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung (41) ein und brechen die Reihenentwick­
lung nach dem zweiten Gliede ab, so kommt 

L1k = :2 2l{ln2l- q/~Jflnadqkdql-1} (43) 

als Ausdruck des Induktionskoeffizienten zweier gerader paralleler Leiterstiicke 
gegeneinander, allerdings mit Querschnitten und einem Abstand klein gegenuber 
der Lange. Das in der Formel enthaltene Doppelintegral, dividiert durch das 
Produkt der beiden Querschnitte, kann als Logarithmus eines mittleren Ab­
standes der in einer Ebene gelegenen Querschnitte aufgefaBt werden, so daB 
wir schreiben konnen 

_1 ffInadq1dqk = InR, I qlqk 

Lk I = !2 2l {In ~l - 1 } . 

und (44) 

Der Koeffizient der Induktion zweier paralleler Leiterstucke gegeneinander, die 
verglichen mit ihrem Querschnitt, lang sind, ist demnach gleich dem zweier 
paralleler Linienstucke der gleichen Lange im Abstand R. Die. Bestimmung 
dieses mittleren Abstandes R kann danach zu einer bequemeren Auswertung 
der Induktionskoeffizienten uberhaupt fiihren. 

25. Induktionskoeffizienten gerader oder kreisformig gebogener Drahte. 
Als mittlerer geometrischer Abstand R zweier in einer Ebene liegender, sich 
nicht uberdeckender Kreisflachen mit dem Abstand d ihrer MitteIpunkte ergibt 
sich z. B. R = d, woraus fUr den Koeffizienten der gegenseitigen Induktion 
zweier gerader paralle1er Drahte von kreisrundem Querschnitt und dem Ab­
stand d der Achsen folgt 

Llk = :2 2l {In ~ - 1}. 
Auch zur Berechnung der Selbstinduktion ist die EinfUhrung von R zweck­
maBig, indem auch in diesem Fall die Gleichungen (43) und (44) Giiltigkeit haben 
und R den mittleren Abstand eines Querschnittes "von sich selbst" darstellt. 
Bei kreisformigem Querschnitt vom Radius ro findet man unschwer 

R = ro e-! = ro· 0,7788, 

so daB fur den SeIbstinduktionskoeffizienten eines geraden Leiters mit kreis­
fOrmigem Querschnitt folgt: 

Lkk =-2l In---. 1 { 21 3} 
c2 Yo 4 
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Hat man es mit komplizierteren Querschnitten, nicht z. B. mit kreisformigen 
zu tun, so kann man haufig R auf Grund des folgenden Satzes finden (DEBYE, 
1. c. S.463): . 

"Sind RA , RB ... die mittleren geometrischen Abstande verschiedener Teile 
mit den Flacheninhalten A, B, ... einer Figur von einer anderen Figur N, 
so ist der mittlere geometrische Abstand R der ganzen aus A, B, ... zusammen­
gesetzten Figur von N gegeben durch 

(A + B + .. ·)lnR = AlnRA + BlnRB + ... " -. 
Statt der Gleichung (42), die sich fur parallele gerade Linien ergab, gilt als 

1nduktionskoeffizient fUr zwei koaxiale Kreislinien, wenn die Durchmesser im 
Vergleich zum gegenseitigen Abstand groB sind, der Ausdruck 

1[ 8A{ x x2+3y2 
Lkl = c2 A4 n ln-;- 1 + 2A + 16A2 _X

3 + 3x y2 + ... } 
32A3 

x 3 -6 xy2 }l + 48A3 +... , (45) 

worin A der Radius des einen, A + x der des zweiten Kreises, y der Abstand 
der Kreisebenen und ~ =Vx-z-+yZ der kurzeste Abstand der Kreislinien istl). 
Fur benachbarte Kreisstrombahnen gilt danach in erster Annaherung (Quer­
schnitte klein im Vergleich zu A) 

Lkl = :24nA{ln8; -2}, 
weIlll R den mittleren geometrischen Abstand der einander nachsten Quer­
schnitte' darstellt. 

1st der Querschnitt der Kreisbahnen derselbe (Kreis vom Radius a) und ist 
der kurzeste Abstand der Drahtachsen ~ = d, so ist 

Lkl = -4nA In- - 2 1 {8A } 
c2 d' 

der Koeffizient der gegenseitigen 1nduktion. Fur den Selbstinduktionskoeffizient 
eines Kreisringcs vom Radius A mit kreisfOrmigem Querschnitt vom Radius a 
erhalt man 

Lit,· = -4nA In- - - . 1 {8A 7} 
n· c2 a 4 

Berucksichtigt man bei der Berechnung mehr Glieder der rechten Seite der 
Gleichung (45), so nimmt der letzte Ausdruck den Wert an [M. WIEN2)] 

Lkk=;24nA{ln8:[1+o,11(;Y]- ~ -O,0095(;Y}· 
1) Bereits MAXWELL hat L~l in aller Strenge berechnet und gefunden 

wenn 

k = 2VA (A + x) 

V(2 A + .1')2 + y2 

und Fund E die vollstandigen eUiptischen Integrale erster und zweiter Gattung fur den 
Modul k sind. Zur bequemeren Auswertung hat MAXWELL Tabellen berechnet. (J. C. MAX­
WELL, Lehrb. d. Elektr. u. d. Magn. Bd. II,§ 696.) 

2) M. WIEN, Wied. Ann. Bd.53, S.934. 1894. 
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Endlich sei hier noch die ebenfalls von M. WIEN angegebene Formel fUr 
den Selbstinduktionskoeffizienten eines Drahtrechteckes mit den Seiten S1 und S2 

mitgeteilt. Man erhiHt sie, wenn man den Koeffizienten der gegenseitigen In­
duktion zweier linienhafter Rechtecke berechnet, von denen das auBere die 
Seiten S1 und S2 hat, wahrend die Seiten des inneren von denen des auBeren urn 
den mittleren geometrischen Abstand R des Drahtquerschnittes "von sich selbst" 
verschoben sind. Diesen findet man dadurch, daB man den magnetischen FluB 
durch die Rechteckflache von jeder der vier Seiten einzeln bestimmt und die 
vier Teile zusammen addiert. Das Ergebnis ist 

Lkk = 42{S11n (~it ) + s21n (~2 ) + 2y's~ + s~ - 2s1 - 2S2}. (46) 
c R s~ + s~ + Sl R s~ + s~ + S2 

Besitzen die Drahte, wie z. B. Eisendrahte, nicht die Permeabilitat des 
umgebenden Mediums, so treten in die Formeln die verschiedenen ft-Werte 
ein. Auch derartige FaIle hat MAXWELL bereits behandelt. In seinem Lehrbuch 
der Elektrizitat und des Magnetismus findet man ein iiberaus reiches Material, 
das sich auf die Berechnung von Induktionskoeffizienten bezieht. Die Selbst­
induktion eines Drahtes der Permeabilitat ft, der Lange lund vom kreisformigen 
Querschnitt mit dem Radius a ist 1} 

L = 2 c (In 2: + : - 1) . 

.. 26. Induktionskoeffizient von Spulen. Das wichtige Problem der Berech­
nung der Selbstinduktion und gegenseitigen Induktion von Spulen wird in der 
Regel so in Angriff genommen, daB man die Spule sich zerlegt denkt in eine 
Zahl getrennter Windungen und die Selbst- und gegenseitigen Induktionen der 
einzelnen Windungen berechnet und summiert. Meist ist daher die Rechnung 
sehr umstandlich. 

1m Falle einer unendlich langen Spule mil! dem Radius A und n1 Windungen 
pro Langeneinheit geht man freilich am besten von dem Wert der magnetischen 
Energie aus und findet die einfache, leicht ableitbare Formel fUr den Selbst­
induktionskoeffizienten der Uingeneinheit der Spule 

L 4",,2 A2 Q 

kk= /;2 ni· 

Der Fall der kurzen weiten, einlagigen Spule mit n-Windungen wird da­
gegen zweckmaBig mit Hilfe der angedeuteten Zerlegung erledigt. In erster 
Naherung findet man 

4"" { (SA) (SA 7 ) } Lkk="C2 A n(n-1} Intr-2 +n Ina--4 -C, 
.. 

wenn 
c = 21n{1! 2! 3! ... (n -1)!}, 

ferner A der mittlere Radius der Spule, a der Drahtradius und d der Abstand 
zweier Mittelpunkte benachbarter Drahtquerschnitte ist. 

Der Fall der kurzen, weiten, mehrlagigen Spule ist von MAXWELL in der 
Weise behandelt worden, daB er die Windungen ersetzt dachte durch einen 
massiven Ring vom Querschnitt des Gesamtquerschnitts der Windungen in 
einer Meridianebene und dann an das Resultat eine Korrektion dafiir anbrachte, 
daB er bei dieser Betrachtungsweise die Drahte von rechteckigem statt von 
kreisformigem Querschnitt annahm und die Isoliermasse urn die Driihte nicht 

1) Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. Bd. 21, S.381. 1886; K. WAITZ, Winkelmanns lIandb. 
d. Phys. Bd. V, 2. Teil, S. 596. 1908. 
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berucksichtigte. Spiiter hat STEFAN, iihnIich vorgehend, fill die Selbstill.duktion 
einer so1chen Spule eine andere FormeI abgeIeitet, die fUr den quadratischen 
Wicklungsquerschnitt die einfache Form annimmt 

_ 4n 2 { 8 A 1 b2 
( 8 A )} L"" - C2 A n In V2 b - 0,84834 + 24 A2 In yz b + 1,2242 

+ :; An (In ~ + 0,15494) 1), 

wenn wieder A den. mittleren Spulenradius, b eine Seite des Wicklungsquer­
schnittes und n dieWindungszahl, a den Drahtquerschnittsradius und d die 

b 

c c 

a a 

d 
Abb. 9. Zur Berech­
nung des Induktions­
koeffizien ten zweier 

Ringspulen. 

Entfernung der MitteIpunkte zweier benachbarter Draht­
querschnitte bedeutet. 

Wie kompliziert und umstandlich die Berechnung der 
Koeffizienten im allgemeinen selbst bei scheinbar einfachen 
Gebilden wird, mag man aus den hierunter noch ange­
gebenen Koeffizienten gegenseitiger Induktion in zwei 
praktisch wichtigen Fallen entnehmen. 

<X) Koeffizient der b~genseitigen Induktion zweier 
gleicher, kurzer, weiter Ringspulen [STEFAN 2) , ROSA 3)J. 
Der mittlere Radius der Spulen sei a, der Abstand der 
mittleren Ebenen d (klein gegen a), der Querschnitt b· c, 
die Windungszahl n (Abb.9). 

L12 = 4;2 ~ { In Sda (1 + 136 ( ~ ) 2 + ... J - 2 + 116 ( ~ ) 2 + ... } + A LI2 , 

wenn das Korrektionsglied 

L1 L = 4:n n2 a {3 b2_±.C;2 In 8 a _l_~b~-=J~ + b2 - c2 + ~b4 +~ c4 - 5 b2 c2 
12 96a2 d 192a2 12d2 120d4 

6b4 +6c4 +Sb2 c2 3b6-3c6+14b2c4-14b4c2 7c2d2 (sa 163) + ~-5760a2d2 -- + 504d6 --- + 1024a4 ln1r - 84-

15b2 d2 (lnsa _ 97)}. 
1024a4 d 60 

Wie aus Gleichung (45) Ieicht zu entnehmen ist, hat LI2 - L1L12 die Bedeutung 
des Koeffizienten der gegenseitigen Induktion zweier koaxialer Kreise vom 
Radius a in der Entfernung d der Kreisebenen. 

fJ) Koeffizient der gegenseitigen Induktion zweier gleichlanger koaxial in­
einander liegender (also verschieden weiter) enger Spulen [ROSA und COHEN 4)J. 
Die Lange der Spulen sei l, die Durchmesser 2a1 und 2a2 (a1 < a2), die Wiil.­
dungszahlen n 1 und n2' 

L_422 (l '-'15) 12 - c:n a1 n1 n 2 - ~ a2 , 

wenn 

mit r = yl2 + a§. 

1) Uber die Konstante 0,15494 vgl. E. B. ROSA, Bull. Bur. of Stand. Bd. 3, S. 1. 1907. 
2) J.STEFAN, Wied. Ann. Bd.22, S.115. 1884. 
3) E. B. ROSA, Bull. Bur. of Stand. Bd. i, S.331 (spez. S.348). 1907. 
4) E. B. ROSA U. L. COHEN, Bull. Bur. of Stand. Bd. 3, S.305. 1907. 
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Zum SchluB sei nochmals darauf hingewiesen, daB allen diesen Formeln 
die Annahme zugrunde liegt, daB der Strom den Querschnitt des stromfiihrenden 
Drahtes gleichmaBig erfiillt, daB man es alsG nicht z. B. mit Wechselstrom hoher 
Frequenz zu tun hat. 

c) Induktion in bewegten, linearen, geschlossenen Leitern. 
27. Induktion bei der Bewegung fester Leiterkreise im Magnetfeld. Die 

Behandlung dieser Falle ist, wenn das Magnetfeld bekannt ist, in der Regel 
sehr einfach, da es meist keine Schwierigkeit macht, anzugeben, wie sich der 
FluB durch die Flache des Leiterkreises, die sog. Windungsflache, wahrend der 
Bewegung geandert hat. Nach Gleichung (6), auf die auch Gleichung (13) 
bzw. (21) hinauskommt, wenn wir iiber die Zeit der Anderung von )8 noch 
integrieren, kann man den Integralstrom berechnen, indem man die Differenz 
der Induktionsfliisse durch den Leiterkreis zu Anfang und zu Ende der Zeit 
bildet. Einige wichtige Beispiele seien im folgenden behandelt. 

28. Der Magnetinduktor. Annaherung eines Magneten an eine stromlose 
Spule. Einem Kupferdrahtkreisring vom Radius R nahere sich in der Achse 
ein Magnetstab mit der Pol starke m und dem magnetischen Moment M = m . l, 
wenn l die Entfernung der Pole ist. Die Entfernung des einen Pols von der Ring­
ebene sei z, die des anderen z+l (Abb. 10). Dann treten durch den Ring, wenn 
wir annehmen, daB vom Pol 4n m Induktionslinien, nach allen Richtungen 
gleichmaJ3ig verteilt, ausgehen, von diesem 
Pol 

j)81 d f = 2nm(1 - YR2~Z2) 
Induktionslinien hindurch; von dem ande­
ren also 

l 
z m 

)82df=-2nm 1-,; . f· (Z+l ) 
Abb. 10. Zur Theorie 
des Magnetinduktors. 

• rR2 +(z+I)2 

Wird der Magnet in der Richtung der Achse von groBer Entfernung (z = 00) 
bis zu der Entfernung z = a herangefUhrt, so ist die Anderung des magnetischen 
Flusses in der Zeit t und damit der Integralstrom, multipliziert mit dem Wider­
stand W des Ringes, gegeben durch 

t 

wj1dt= 2nm{ l+a _ a 1 
Co YR2 + (1 + a)2 yR2 + (a2) J 

o 
und fUr z = -lI2, d. h. bei Annaherung des Magneten bis zu der Stellung, in 
der die Magnetmitte in der Ringebene liegt 

t . 

WfJdt=-~~~. 
Co -,/ 12 o R2 +-

4 

Benutzt man an Stelle eines Ringes eine Spule mit n-Windungen und von einer 
Lange ll' dann betragt die Anderung des magnetischen Flusses, wie sich leicht 
zeigen laBt, fiir den Fall, daB die Mitte des Magneten mit der der Spule zu­
sammenfall t 

t 

wjJ dt = :0 4nl~n {1/ R2 + (~~ lIt -V R2 + (I -; II t}. 
o 
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1st die Spule lang gegen den Durchmesser (2 R) und ist auch II - l groB gegen R, 
so nahert sich der Ausdruck einer sehr einfachen Form und wird z. B. fill II ::P l 
(d. h. bei Verwendung einer langen, engen Spule und eines kurzen Magneten) 

~ 4nmnl _ ~4 M 
c II - c n n1 , 

wenn n1 die Windungszahl pro cm bedeutet. Eine soIche Spule kann also zur 
Bestimmung des magnetischen Momentes eines Magnetstabes dienen. Sie er­
fordert nur die Messung des Integralstromes, der entsteht, wenn man den Ma­
gneten aus groBer Entfernung in die Mitte der Spule bewegt oder umgekehrt, 
und des Widerstandes. Der Strom muB mit einem ballistischen Galvanometer, 

das mittels des StromstoBes durch einen bekann­
ten Magneten geeicht werden kann, gemessen 
werden. 

Eine Anordnung, bestehend aus langer, dunner 
Spule, in die auf einem Schlitten ein Magnetstab 

N N S aus gr6Berer Entfernung eingeschoben und zur 
Eichung von Galvanometern benutzt werden kann, 

Abb. 11. Doppelmagnetinduktor. ist unter dem N amen "Magnetinduktor" bekannt. 
Handelt es sich darum, konstante Stromst6Be zu 

erzeugen, so benutzt man statt dieses Apparates auch den auf dem gleichen 
Prinzip beruhenden, aber bequemeren "Doppelmagnetinduktor", einer Spule,' 
in der zwei mit gleichnamigen Polen aneinandergesetzte Magnete hin und her 
geschoben werden k6nnen bis zu Stellungen, die durch Anschlage fixiert sind 
(Abb. 11). 

29. Drehung einer Spule im Magnetfeld. Erdinduktor. 1st eine Spule so 
in einem homogenen Magnetfeld aufgestellt, daB ihre Windungsebene senkrecht 
zur Richtung des Feldes liegt, so wird bei Drehung der Spule urn eine in der 
Windungsebene liegende, durch die Mitte der Spule verlaufende Achse um 90 0 , 

also bei einer Drehung, die die Windungsebene in eine dem Feld par allele Rich­
tung bringt, der magnetische FluB durch die Spule auf Null abnehmen. Er laBt 
sich also durch den InduktionsstromstoB messen. Dreht man in der gleichen 
Richtung weiter, so tritt der magnetische FluB durch die Flache der Spule von 
ihrer anderen Seite wieder ein, so daB ein gleicher Induktionswert entsteht. 
Eine Drehung um 180 0 wird also den unter Umstanden besser meBbaren, dop­
pelten InduktionsstoB hervorbringen. 

Diese Methode der Messung des magnetischen Flusses an einer Stelle des 
Raumes wird verwendet zur Bestimmung der "lntensitat" des erdmagnetischen 
Feldes" oder ihrer Anderungen und hauptsachlich zur Bestimmung des Ver­
haltnisses der Vertikal- zur Horizontalkomponente des Erdfeldes. Der dazu 
von 'vV. WEBER konstruierte und noch heute zu manchen Zwecken (z. B. zur 
Herstellung bekannter, konstanter Stromst6Be, zur Eichung eines ballistischen 
Galvanometers usw.) verwendete Apparat ist der "Erdinduktor". Er ist im 
wesentlichen eine Spule von vielen Windungen, rund 20 cm Durchmesser auf 
Holzrahmen, die bequem genau horizontal und genau vertikal justiert und in 
diesen Lagen um genau 180 0 gedreht werden kann. Das Verhaltnis der Strom­
st6Be in den beiden Lagen zueinander ist das Verhaltnis der vertikalen und 
horizontalen Komponente der erdmagnetischen Kraft, also gleich der Tangente 
des Inklinationswinkels (vgL Abb. 5, Ziff. 8). 

Sowohl der Erdinduktor, wie der in Ziff. 28 beschriebene Magnetinduktor 
kann dazu verwendet werden, den Widerstand der Spule zu bestimmen. Diese 
Methode hat als absolute Widerstandsmesslmg, absolute "Ohmbestimmung" 
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eine groBe Bedeutung erlangt (naheres s. Band XVI). Man muB zu dem Zweck nur 
die Galvanometerkonstante des benutzten ballistischen Galvanometers getrennt 
bestimmen konnen. 

30. Bestimmung eines Magnetfeldes durch eine Induktionsspule. "Win­
dungsfUiche". Die magnetische Feldstarke an irgendeiner Stelle des Raumes 
laBt sich, auch wenn sie in engem Raum veranderlich ist, mit Hilfe einer kleinen 
Kreisspule, die an ein geeichtes ballistisches Galvanometer angeschlossen ist, 
messen durch den InduktionsstoB, den man beobachtet, wenn man die Spule 
von der zu untersuchenden Stelle schnell zu einer Stelle bekannter Feldstarke 
bewegt. 1st der Durchmesser der Spule 2 R so klein (etwa 1 em und weniger), 
daB man das Feld in der Spule als homogen ansehen kann, so erhalt man die 
Felddifferenz (Bz - B 1) der Anfangs- und Endlage der Spule auf Grund der 
Gleichung (6) durch 

t 

Wf! dt = !!... (B2 - B1) 1m, 
Co 

(l 

worin n die Anzahl der Windungen der Spule und 1m das Mittel der Flachen 
der verschiedenen Windungen ist. 

Man bezeichnet das Produkt n· 1m oder die Summe der von allen Win­
dungen umschlossenen Flachen als "Windungsflache" einer Spule, deren genaue 
Bestimmung wegen der Verwendung der Spulen bei Induktionsmessungen eine 
groBe Rolle spielt. Neben anderen Methoden ist empfehlenswert die empirische 
Bestimmung der Windungsflache durch Messung des Induktionsstromes in einem 
bekannten Magnetfeld. 

31. Bewegung einzelner Teile des Kreises im Magnetfeld. Gleitstellen. 
Wenn ein einzelrtes Stuck eines Leiterkreises sich gegen die ubrigen Teile ver­

/1 

J~ 
B 

schiebt, wenn man z. B. einen Bugel AB, der 
auf zwei festen Leitungen schleifen kann, in der 
Pfeilrichtung (Abb. 12) sich bewegen HiBt, so 
andert sich die Geschwindigkeit an der Stelle 
A und B von einem Leiterelement dSl zu dem 
nachsten dsz unstetig und es ist die Frage, was 
andieserStelleausdem jrot[18o]dr=j[)Bo]d!3 Abb.12. Gleitstellen im Leiter-
wird. Indem hier aber die Richtung des Leiter- kreis. 
elementes und der Bewegung zusammenfallen, 
ist der Betrag der Elemente I)B 0] dfJ langs dieser Gleitstellen Null und man darf 
diese Unstetigkeitsstellen in diesem besonderen Fall unberiicksichtigt lassen. 

Wie in dem Falle eines festen Leiters stoBt daher auch bei der Bewegung 
einzelner Leiterteile mit Gleitstellen der charakterisierten Art meist die Rech­
nung nicht auf besondere Schwierigkeiten. Man wird soIche Stellen zum Unter­
schied zu den eigentlichen Gleitstellen, bei denen materielle Anderungen der 
Stromleitung eintreten, wie sogleich naher gezeigt wird, Dehnungsstellen des 
Stromkreises nennen konnen. Die Strombahn wird an irgendeiner Stelle gewisser­
maBen eine Dehnung erfahren, so daB die Flache, durch die magnetische 
Induktionslinien hindurchtreten, am Ende . der Bewegung groBer ist als am 
Anfang. 

Bei den Apparaten der sog. "Unipolarinduktion" ist der Vorgang insofern 
ein anderer, als immer neue materielle Leiterstucke die leitende Verbindung 
der ubrigen Teile herstellen und im Vorbeigleiten dieser Stucke an den in Ruhe 
oder in anderer Bewegung befindlichen Resten eine Unstetigkeit der Geschwin­
digkeit zweier aufeinanderfolgender Leiterelemente auftritt. 
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32. Unipolarinduktion. Der Grundtypus aller Experimente, die man als 
Unipolarinduktionsversuche bezeichnet, ist der folgende. Ein Stabmagnet ist 
urn seine Achse drehbar aufgestellt und wird in Rota,tion ·versetzt (Abb. 13). 
In der Mitte des Mantels sitzt eine Schleiffeder auf, die durch einen Kupfer­
draht mit einer Zuleitung zur Achse des Magneten verbunden ist. In dem auf 
diese Weise durchden Magneten geschlossenen Leiterkreise wird bei Rotation 
des Magneten ein Strom erzeugt, der sich leicht in einem in den Draht ein­
geschalteten Galvanometer nachweisen laBt. Auch diese Beobachtung wurde 
zuerst von FARADAY beschrieben und von ihm auf Grund seiner Vorstellungen 
tiber die Induktion in Leitern, die relativ zueinem magnetischen Feld bewegt 
werden, erklart. Infolge der Rotation des Magneten urn die Achse treten nach 
FARADAYS Anschauung in die durch Magnet und Kupferdraht geschlossene 
Flache immer neue magnetische Induktionslinien ein, die den Leiter schneiden 
und dadurch zu einem Induktionsstrom Veranlassung geben. Da nur der eine 

Pol bei dieser Betrachtungsweise beriicksichtigt werden 
brauchte - den anderen konnte man sich beliebig weit 
entfernt denken, ohne daB die Erklarung des Versuchs 
irgendeine .Anderung edahren diirfte - nannte man den 
Vorgang Unipolarinduktion. (Auch die Umkehrung dieses 

.f1 Induktionsversuches wurde in verschiedenen Variationen 
gezeigt: der drehbar aufgestellte Magnet gerat in Rotation, 
wenn in dem Kupferbiigel ein galvanisches Element ein­
geschaltet wird, wobei die Rotation in der Richtung statt-
findet, daB' sie von sich aus einen Strom von entgegen­
gesetzter Richtung als der von del' Batterie herriihrende 
zu erzeugen bestrebt ist.) 

Abb. 13.- Zur Uni- Die Erklarung dieses Expenmentes war bis in den 
polarinduktion. Anfang dieses J ahrhunderts hinein der Gegenstand leb: 

hafter Diskussion. Der tiefere Grund dieses Streites war 
das Bemiihen, dem einen oder anderen elektrischen Elementargesetz, der 
einen oder anderen Anschauung iiber den Zusammenha.ng zwischen Magne­
tismus und Elektrizitat Geltung zu verschaffen. Als auBerer Angriffspunkt 
diente der ungliickliche Umstand, daB je nach Zugrundelegung einer be­
stimmten Theorie ein bestimmtes Stromstiick, ein bestimmter Pol sich als 
allein oder besonders wirksam ansehen lieB. Gegenseitig wad man sich fehler­
hafte Vernachlassigung dieses oder jenes Stromteiles vor, wobei man sich in 
der Tat zuweilen auf Fehler aufmerksam machen 'konnte, es aber haufig nur 
nicht verstand, sich in die Anschauung des Gegners hineinzudenken. Mehr und 
mehr spitzte sich die Frage zu zu dem Problem: Bewegen sich die von einem 
Magneten ausgehenden Induktionslinien mit dem rotierenden Magneten, oder 
bewegen sie sich nicht mit, ein Problem, das nur infolge der sehr realistischen 
Auffassung der Induktionslinien entstehen konnte. Diejenigen, die an dem 
Mitbewegen der Induktionslinien festhalten wollten, erklarten die Induktion in 
dem oben beschriebenen Versuch mit dem Schneiden des Kupferbiigels durch 
die Induktionslinien, die Gegner mit dem Schneiden der Magnetoberflache 
zwischen den beiden Ableitungen. Reute weiB man, daB eine Entscheidung 
dariiber, 'welchem der Elementargesetze der Vorzug zu geben sei, nicht getroffen 
, '~'1 kann, da sie nur durch Vorgange in geschlossenen Stromkreisen gepriift 
werut:n konnen und, auf geschlossene Stromkreise angewandt, zu gleichen Resul­
taten fiihren. 

33. Behandlung der Unipolarinduktion in der MAXWELLS chen Theorie. 
Nach der MAXWELLschen Theorie muB man sich von den Vorgangen, die als 
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unipolare Induktioh bezeichnet werden, im besonderen von dem oben geschil­
derten Versuch, in folgender Weise Rechenschaft geben1). 

Die vom Kupferbiigel und der Verbindungslinie auf der MagnetoberfHiche 
umschlossene Flache andert bei Drehung des Magneten nicht seine GroBe oder 
die Lage zum magnetischen Feld (vorausgesetzt, daB der Magnet nach allen 
Richtungen gleich beschaffen ist). Bei der Drehung des Magneten soUte daher 
ein Induktionsstrom iiberhaupt nicht bemerkbar werden. Wir beriicksichtigen 
bei dieser Betrachtungsweise aber nicht, daB infolge der Drehung der Magnet­
ober£lii.che an ihr eine durch den Luftraum vom Leitungsdraht bis zur' Ober­
ffache des Magneten gespannte und unveranderliche Flache vorbeigleitet. An 
einer dadurch entstehenden Gleitflache, begrenzt durch Wegelemente langs des 
Mantels und durch unmittelbar benachbarte, dazu parallele Wegelemente im 
Luftraum und zwei unendlich kleine Verbindungsstiicke, treten im magnetischen 
Feld Flachenwirbel der elektrischen Feldstarke auf, die nicht iibersehen werden 
diirfen. In einem beliebig kurzen Zeitelement dt bewegt sich das zur Zeit t = 0 
in der Gleitlinie liegende Element ds infolge der Geschwindigkeit des Magneten 
urn das Stiick ,b· dt senkrecht zu d s und hat in der Zeit dt das Flachenstiick 
[b d s] dt iiberstrichen. Durch dieses Flachenstikk tritt der Kraft£luB 

[l8 b] d s . dt 

und erzeugt nach der zweiten MAXWELLschen Gleichung die induzierte elek­
trische Kraft dt f($ d s, wobei das Integral langs der Umrandung des kleinen 
Flachenstiickes zu nehmen ist. Es ist also nach der zweiten MAXWELLschen 
Gleichung 

(47) 

wenn ($1 und ($2 die Werte der elektrischen Feldstarke langs der beiden langen 
Seiten d S des Flachenstiickes sind.' (($1 - ($2) d s ist nach Gleichung (47) von 
der GroBenordnung des d S unendlich klein, ($1 - ($2 also endlich. An einer 
Gleitflache tritt somit ein Flachenwirbel auf, der proportional der Geschwindig­
keit der einen Flache gegen die andere ist und proport?nal dem magnetischen 
FluB senkrecht zur Gleitflache. 

Der Vorgang ist also im ganzen o££enbar der: Die Gesamtflache, die von 
Stromleitern umgrenzt ist, durch die ein magnetischer FluB hindurchtreten 
kann, zerfillt in drei Telle. Der eine Tell 11 liegt vollstandig im Luftraum (wir 
k6nnen uns, da die MAXWELLsche Theorie nur geschlossene Strome kennt, den 
Kupferbiigel durch den Luftraum langs der Magnetoberflache geschlossen 
denken); der zweite Teil 12 liegt vollstandig im Magneten; beide sind an GroBe 
unveranderlich und vermogen, da die magnetische Induktion iiberdies eine in 
ihre Ebene fallende Richtung hat, zu einer elektromagnetischen Induktion keine 
Veranlassung zu geben. Der dritte Tell ist die Gleitflache, die die Verbindung 
der beiden Flachen 11 und 12 bei der Bewegung der einen dauernd aufrecht­
erhiilt und die infolge der endlichen GroBe [l8 b] - worin b die Geschwindigkeit 
des in der Begrenzungslinie von 12 liegenden Elementes d s gegen das in der 
Begrenzung von 11 benachbarte Element ist - einer induzierten elektromoto­
rischen Kraft die Entstehung gibt. Bei dieser Art von Gleitung konll'en wir 
also das Entstehen einer Flache (durch Bewegung des d s senkrecht zu sich selbst) 
als den Zuwachs an Flache betrachten. 

1) A. SZARVASSI, Ann. d. Phys. Ed. 23, S. 73. 1907. - M. ABRAHAM, Theorie der 
Elektrizitat, 6. Aufl. Ed. I, S. 371. 1921. 
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Damit ist Klarheit geschaffen< auch· fUr den Fall, daB bei dem Vorbeigleiten 
einer leitenden Flache an zwei festen Zuleitungen ohne Auderung der von den 
Leitern eingeschlossenen Flache einige Leiterelemente· durch andere ersetzt 
werden. 

34. Berechnung des typischen Falles. In dem oben mitgeteilten typischen 
Beispiel der Unipolarinduktion finden wit danach die induzierte elektromoto­
rische Kraft leicht folgendermaBen. Da zu den Flachenwitbeln die Elemente as 
nur durch ihre zur Bewegung b senkrechten Komponente etwas beitragen,so 
brauchen wir von der VerbindungSlinie der Ansatzstellen des Kupferhiigels auch 
nur die Komponente, die parallel.der Magnetdrehachse und die, die radial senk­
recht zur Drehachse verlauft, beriicksichtigen .• Imubrigen ist es gleichgiiltig, 
wie wir die'VerbiIidungslinie durch den Magneten oder an der Oberflache legen. 
Sie mag z. B. langs der Schnittlinie einer dmch die Drehachse des Magneten 
gelegten Ebene und der Oberflache verlaufen. -Die Winkelgeschwindigkeit des 

Magneten sei u, dann ist die Ge­
schwindigkeit des Elementes as 
im Abstand r von der Drehachse 
b = [u· tJ = b • ur und 

f~as= :jr[lB'i5]as. (48) 

Das gleiche Resultat erhalten wir 
bei jeder andersgelegten Verbin­
dungslinie. Da es ferner ganz gleich­
giiltig sein muB, ob der Magnet sich 
dreht und der Drahtbiigel ruht, 

t oder umgekehrt, so muB man auch 
im letzteren Fall also mit ganz 

Abb.14. AMPERES Rotationsapparat. -anderer Gleitflache auf den Wert (48) 
kommen. Das ist in der Tat der Fall. 

Als GleitfHkhe kann dann gelten das Gleiten des Biigels durch die Luft. Die 
gleiche Winkelgeschwindigkeit vorausgesetzt, wird durch die gesamte Gleitflache 
in der Zeit at langs des Biigels genau derselbe IndukiionsfluB hindurchtreten, 
der durch die Gleitflache langs der Verbindungslinie auf der Oberflache des 
Magneten hindurchtritt. 

'Ober den Sitz der induzierten lelektromotorischen Kraft konnen wit bei der 
Unbestimmtheit der Lage der Gleitflachen offenbar nichts aussagen. Wohl aber 
kann man bei Kenntnis der Widerstande im Magnet und im verbindenden Draht 
die Verteilungder sich ausbildenden elektromotorischen Kraft berechnen1): 

"Die induzierte Integralkraft verteilt sich auf Magnet und Drahtschlinge im 
Verhaltnis ihrer Widerstande."2) 

35. Der AMPERESChe Rotationsapparat. Eine groBe Zahl von Apparaten 
und Versuchen sind angegeben worden, die unipolare IIiduktion (bzw. die Um­
kehrung davon: die elektromagnetische Rotation) zu demonstrieren. Hier sei 
auf den von AMPERE konstruierten aufmerksam gemacht, mit dem er die Rota­
tion eines Biigels im Magnetfeld zeigte. Ein zweimal rechtwinklig gebogener 
Draht ruht mit einer in der Mitte bei M angebrachten Spitze leicht drehbar 
auf einem Metallstab (Abb.14). Die Enden des Biigels tauchen in eine kreis-

1) Vgl. z. B. M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat, 6. Aufl. Bd. I, S.375. 1921-
2) Das Resultat irgendeines Induktionsversuches kann man nach Erledigung der 

prinzipiellen Frage natiirlich nun mit Hilfe jeder der beiden Kraftlinienanschauungen meist 
leicht vorhersagen; inmerhin ist es wichtig, die Bedeutung der Gleitstellen hervorzuheben. 
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runde QuecksilberrinneQ. Konzentrisch zu der Rinne sind einige stromdurch­
£lossene Windungen gelegt, die ein magnetisches Feld' hervorrufen. Liil3t man 
einen zweiten elektrischen Strom in die Quecksilberrinne eintreten, und ~iihrt 
ihn, nachdem er den Drahtbiigel und den Metallstab durchflpssen hat, von 
diesem ab, so wird der Biigel iufolge des Magnetfeldes in Rotation versetzt. 
Und umgekehrt wird durch Rotation des Biigels in ihnen bei leitender Ver­
bindung der Rinne mit dem Metallstab eirr Induktionsstrom erzeugt., Die Gleit­
£lache, in der j[58 b] as auf tritt, ist in diesem Fall von dem beweglichen Biigel 
iiberstrichen. b ist, wenn mit u die Winkelgeschwindigkeit des Biigels bezeichnet 
wird, 'gleich [~ • u] und die in der Zeiteinheit induzierte elektromotorische Kraft 

l 

E = u f 58 (sas) = u 258 l2, 
o 

wenn l die Lange des Biigels ist. 
36. Neuere, Untersilchungen iiber Unipolarinduktion. In eingehenden 

Untersuchungen von OLSHAUSEN 1) und von VALENTINER2) iiber die Deutung 
der Unipolarinduktionsversuche wurde dargetan, daB bei konsequenter Be­
nutzung irgendeines der bekannten elektrodynamischen Elementargesetze, oder 
der MAXWELL-HERTzschen Theorie oder einer der Kraftlinienanschauungen das 
theoretische Resultat stets mit dem experimentellen in Einklang steht. Trotz­
dem sind auch noch spater Arbeiten erschienen, in denen die Verfasser die Deu­
tungsmoglichkeit durch die eine oder andere' Theorie in Zweifel zogen. Man 
verfoIgte insbesondere den Fall des offenen Leiter~eises, der z. B. schon vor­
liegt, wenn man in dem in Ziff. 32 besprochenen Versuch die Magnetachse mit 
Erde, die Indifferenzzone mit einem Elektrometerverbindet. Etwas weniger durch­
sichtig ist die folgimde Anordnung: In einem homogenen magnetischen Feld 
Wird ein Zylinderkondensator urn die Zylinderachse in Rotation versetzt, wobei 
Feldrichtung und Achse zusammenfallen; entsteht auf den Belegungen eine 
Spanriungsdifferenz, wenn dieselben durch einen Drahtbiigel kurzgeschlossen 
sind? An diese Frage schlossen sich die weiteren an: Welchen EinfluB hat das 
Dielektrikum des Kondensators, welchen EinfluB die Bewegung desselben? 
Was die letzte Frage anbetrifft, so sollte sie vollig abgetrennt werden von den 
anderen Problemen, da ihre Beantwortung bei groBen Geschwindigkeiten des 
Dielektrikums von der Entscheidung fiir die eine oder andere Art der Erweite­
rung der MAXWELLschen Theorie auf bewegte Medien abhangt (s. unten). Bei 
kleinen Geschwindigkeiten kann man von einem EinfluB derselben auf das 
Resultat vollig absehen. Ohne zu einer anderen Beurteilung des Induktions­
problems Veranlassung geben zu konnen, haben in der Richtung in spaterer 
Zeit besonders eingehend gearbeitet BARNETT3), KENNARD'), FEHRLE6), PEGRAM6), 
SWANN 7), zum Teil freilich, ohne sich von irrigen Schliissen freizu halten. 

1) G. R. OLSHAUSEN, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 681. 1901. 
2) S. VALENTINER, Elektromagnetische Rotation und unipolare Induktion. 1904 (daselbst 

ausftihrliche Literaturangaben). 
3) S.]. BARNETT, Phys. ZS. Bd. 13, S.803. 1912; Bd. 14, S.251. 1913; Ann. d. Phys. 

Bd.45, S. 1253. 1914; Phys. Rev. Bd. 12, S.95. 1918; Bd. 19, S.280. 1922; Bd.20, S. 114. 
1922. 

4) E. H. KENNARD, PhiL Mag. Bd.23, S.937. 1912; Phys. ZS. Bd. 13, S. 1155. 1912; 
Bd.14, S. 251.1913; Phys. Rev. Bd.7, S.399. 1916. 

5) K. FEHRLE, Ann. d. Phys. Bd.42, S. 1109. 1913. 
6) G. B. PEGRAM, Phys. Rev. Bd.10, S.591. 19,17. 
7) W. F. G. SWANN, Phys. Rev. Bd. 14, S. 537. 1919; Bd. 15, S. 187, 227 u. 365. 1920; 

Bd. 17, S.242 u. 423. ,1921. 
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Zum Tell wird von ihnen die Frage der Moglichkeit der Entscheidung zwischen 
der Theorie von HERTZ und von LORENTZ durch den EinfluB der Bewegung 
des Dielektrikums, aber nicht entscheidend, mitbehandelt 1). 

d) Induktion bei Bewegung von Nichtleitern im Kreis. 
37. Induktion im offenen Kreis. Da in der Theorie von MAXWELL, HERTZ 

und ihren Nachfolgern die offenen Leiterkreise als durch das Dielektrikum ge­
schlossen behandelt werden, so gelten die beiden Tripel' der MAXWELL-HERTZ­
schen Gleichungen auch ffir Kreise, die Leiter und Nichtleiter enthalten. Bei 
Anderungen des elektromagnetischen Feldes treten aber im Dielektrikum 'Ver­
schiebungsstrom, Konvektionsstrom und Rontgenstrom auf, die in den Rech­
nungen beriicksichtigt werden miissen. Die Induktionserscheinungen, die in 
"offenen" Kreisen auftreten, haben insofern eine besondere Wichtigkeit erlangt, 
als sie mit zur Entscheidung iiber die Weiterfiihrung der MAXWELL-HERTZschen 
Theorie von LORENTZ u.a.· herangezogen werden konnen. Es handelt sich letzten 
Endes darum, festzustellen, we1che Beziehung bei bewegten Korpern zwischen 
den Vektoren 'l) (dielektrische Verschiebung) und @ (elektrische Feldstarke) 
bzw. zwischen 58 (magnetische Induktion) und ~ (magnetische Feldstarke) be­
stehen. Zwei auf Induktionswirkung in bewegtem Dielektrikum beruhende Ver­
suchsanordnungen zur Entscheidung wenigstens zwischen der HERTzschen An­
nahme iiber diese Beziehungen und der Annahme der spateren Forscher liegen 
vor, die von BLONDLOT und die von WILSON2). Auf sie sei im folgenden naher 
eingegangen. 

38. Versuche von BLONDLOT 3). BLONDLOT lieB zwischen zwei Metall­
platten, die im Abstand 1 parallel einander gegeniiberstanden und iiber ein 
Galvanometer miteinander leitend verbunden waren (Abb. 15), ei:nen Luftstrom 

Abb.15. Zum 
Versucl1 von 
BLONDLOT. 

mit groBer Geschwindigkeit (bis zu 140 m/sec) hindurchstromen. 
Senkrecht zu dem Luftstrom und parallel zu der Plattenebene 
verliefen die Induktionslinien eines starken Magnetfeldes. Ein 
an Stelle des Luftstroms durch das Magnetfeld gefiihrter, die 
Platten verbindender Leiter hatte einen kraftigen Induktions­
strom liervorgerufen. Die Induktionsgleichung ergibt 

'f 1 df 1 dj' 1 -@ds=cdt 58df=cdt ~df=c(Sjb), 

da fl in diesem Falle gleich 1 gesetzt werden kann. 1m statio­
naren Zustand wird ein elektrischer Strom nicht flieBen. Es bildet 
sich nur auf den Platten eine Ladung aus, entsprechend der 
Spannungsdifferenz f @ d s . Die elektrische Kraft zwischen den 
Platten ist demnach 1/c (Sj b) und die dielektrische Ve~schiebung, 

wenn die einfache Beziehung von HERTZ ffir bewegte Korper ('l) = e @') gilt 
e/c(~ b), woraus als Flachendichte der Ladung folgt 

1 8 ±- - (Sj b) . 4.,; c 

Diese Ladung muBte im Augenblick des Beginnens der Stromung durch das 
Galvanometer im SchlieBungsdraht derbeiden Platten flieBen, also einen Strom 
hervorrufen, der, wie BLONDLOT berechnete, bei der Empfindlichkeit seines 

1) Vgl. auch A. BLONDEL, C. R. Bd. 159, S.674. 1914. 
2) Uber andere Versuche zur Entscheidung der Frage s. Bd. XII. 
3) R. BLONDLOT, C. R. Bd. 133, S. 778. 1901; Journ. de phys. Bd. 1, S.8. 1902. 
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Galvanometers, der von ihm benutzten Feldstiirke SJ und der gewiihlten Ge­
schwindigkeit der Beobachtung nicht entgehen konnte. Der Strom blieb in­
dessen aus, so daB man schlieBen muBte, daB die Annahme von HERTZ falsch 
sei. Berechnet man das Resultat mit der Annahme von LORENTZ (Elektronen-

theorie) ;z) = e Q;' - .; [b SJ] , 

so erhiilt man statt der obigen Fliichendichte 
8-1 ± c. 4.n (SJ b) • 

Der daraus bei Beginn der Bewegung resultierende Strom war viel zu klein, 
als daB er von BLONDLOT hiitte bemerkt werden konnen. 

39. Versuche von WILSON 1). Auch die Versuche von WILSON ergaben ein 
Resultat, das gegen die Annahme von HERTZ sprach und fur die von LORENTZ 
oder einem der anderen spateren Forscher (die sich von der LORENTzschen so 
wenig unterscheiden, daB nur in Versuchen mit iiuBerst groBen Geschwindig­
keiten der bewegten Korper verschiedene Resultate auftreten). WILSON lieB 
einen Ebonithohlzylinder mit dem inneren Radius a, dem auBeren b in einem 
Magnetfeld in Richtung seiner Achse urn diese rotieren; das Magnetfeld wurde 
hervorgerufen durch eine Spule, in der sich der Zylinder befand. Innen und 
auBen war der Zylinder mit Metall belegt und die innere Belegung war mit 
Erde und dem einen Paar eines Quadrantelektrometers, die iiuBere mit dem 
allderen Paar verbunden. Dem Unipolarinduktionsversuch entsprechend wurden 
wir, wenn der Ebonitzylinder durch einen Metallzylinder ersetzt wfude, eine 
Induktionswirkung, eine Spannungsdifferenz im Elektrometer nachweisen konnen 
(genugend empfindliche Instrumente vorausgesetzt). Bei Bewegung des Dielek­
trikums ergibt die Theorie von HERTZ fur bewegte Korper folgendes: Die 
dielektrische Verschiebung ;z) ist = e Q;', wenn Q;' die Feldstarke im bewegten 
Dielektrikum bedeutet. Die Induktionsgleichung lautet, wenn, wie im vorliegen­
den Fall, die magnetische Induktion zeitlich unveranderlich ist (vgl. Gleichung 22) 

, 1 ' 
roq Q;' - c [0 58]) = 0 

oder 
Q;' + V~ = ~ [b 58] , c 

worin q; eine durch die Nebenbedingungen bestimmbare Ortsfunktion von der 
Bedeutung eines Potentials ist. Dieser Ausdruck, in ;z) eingesetzt, fUhrt mit 
Rucksicht auf 58 = J1 SJ und J1 = 1 im vorliegenden Fall zu 

;z)=-eVq;+~[bSJ]· . c 

Die Verschiebung im Innern des :e:bonitzylinders in Richtung des Radius r ist 
danach (Komponente in der Richtung r) 

;Z). = -e~~ ±~urISJI, 
wenn u r = v und u die Winkelgeschwindigkeit des Zylinders bedeutet. Bei 
der Hohe h des Zylinders und der Ladung e seiner inneren Belegung ist 

. 28 
;z)r'= hr' 

Dies in den obigen Ausdruck eingesetzt, gibt durch Integration 

8 :8lg(%) =Q;1-q;2±;c ISJI(a2-b2). 

1) H. A. WILSON, Phil. Trans. (A) Bd.204, S.121. 1905. 
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Der Faktor von e ist die Kapazitat K des Ebonitzylinders. CPl - CP2 ist die im 
Quadrantelektrometer zu messende Potentialdifferenz zwischen den beiden Be­
legungen, die auBerdem mit e und der Kapazitat K'des ganzen, am Elektrometer 
liegenden Systems in der Beziehung stehen muB 

e = K' (CP2 - CPI) , 

woraus e ge£unden und in die vorige Gleichung eingesetzt werden kann. So ist 

es also moglich, den Rest, niimlich ± ;c I SJ I (a 2 - b2) zu berechnen und mit 

dem Wert, der aus den experimentell bestimmten Daten u, SJ, a, b gefunden 
wird, zu vergleichen. 

Die Versuche ergaben nun im Gegensatz dazu einen kleineren Wert als 

;c I SJ I (a 2 - b2), namlich in Obereinstimmung mit der Theorie von LORENTZ 

(1 - ;) ;c I SJ I (a 2 - b2) , 

ein Ausdruck, auf den man kommt, wenn man, wie LORENTZ es tat, 

~ = e Q;' ,..- .!. [tJ SJJ c 
setzt. 

WILSON hat diese Versuche noch weiter ausgedehnt, indem er die Richtig­
keit des LORENTzschen Ansatzes auch flir magnetische Isolatoren zu priifen 
versuchte. Erl) bettete kleine Stahlkugeln in Siegellack oder Paraffin und stellte 
daraus einen Hohlzylinder her, den er statt des Ebonitzylinders benutzte. 
Auch in diesen Versuchen ergab sich Obereinstimmung mit der LORENTzschen 
Theorie. . 

40. Neuere Versuche. L. SLEPIAN 2) hat die Versuche von BLONDLOT und 
von WILSON mit den gleichen Resultaten wiederholt. Seine Anordnung des 
BLONDLoTschen Versuches unterschied sich nicht wesentlich von der BLONDLOTS. 

Auch er benutzte Luftstromgeschwindigkeiten von 140 m/sec 
und ein Feld von 6000 GauB. Der nach der HERTzschen 

s Theorie zu erwartende Ausschlag seines Elektrometers betrug 
27 mm, wovon er mit Sicherheit aber noch nicht den 10. Teil 
feststellen konnte. Die Wiederholung der WILsoNschen Versuche 
geschah in etwas anderer Form; er benutzte das Feld eines 
starken Elektromagneten, zwischen dessen Polen ein Ring aus 
dielektrischem Material hindurchgedreht wurde. Der Ring saB 
(Abb.16) auf einer nichtleitenden Scheibe, die um eine zu den 
Induktionslinien para1lele Achse sich in Rotation befand. 
Zwischen Ring und Scheibe lag ein Metallband, das mit 
Erde verbunden wurde, und um den RinK herum ein zweites 
Metallband, das durch Bfustenableitung mit dem Elektrometer 

Abb.16. Zum Ver- in leitender Verbindung stand. Die bei den Versuchen erhalte­
such von SLEPIAN. nen Ausschliige bestiitigten durchaus die Theorie von LORENTZ. 

Eine weitere Sicherung dieses Resultates gaben ihm endlich 
noch einige Variationen der Anordnung, derart, daB er nach der Theorie von 
HERTZ keinen, nach der Theorie von LORENTZ einen Ausschlag erhalten muBte, 
der bei der Empfindlichkeit seiner Apparatur geniigend groB war. Als dielek­
trisches Material verwendete er bei den Versuchen Ebonit, Paraffin und Schwefel. 

1) M. u. H. A. WILSON, Proc. Roy. Soc. Bd. 89 (A), S. 99. 1913. 
2) L. SLEPIAN, Ann. d. Phys. Bd.45, S.861. 1914. 
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e) Induktion' in kQrperlichen Leitern. 
41. Vorbemerkungen. Von praktischer Wichtigkeit und daher theoretisch 

mehrfach, besonders in speziellen Fillen, untersucht ist die Induktion in ruhenden 
Korpern durch Wechselstrom. DEBYE (1. c.) hat in seinem Aufsatz "Stationare 
und quasistationare Felder", in dem er an einigen Beispielen die Art und Mog­
lichkeit der mathematischen Behandlung dieser Probleme zeigt, die wichtigste 
Literatur der theoretisch behandelten Fille (his 1909) angegeben. Als besonders 
beachtenswert nennen wir hier zunachst von den dort aufgefiihrten Arbeiten 
die von OBERBECK, OBERBECK und BERGMANN, LAMB, V. IGNATOWSKI, WmN, 
LOHR, GROVER [uber die sog., zuerst von HUGHES1) angegebene "Induktions:, 
wage" (s. unten)], und eine Arbeit von CORBIN02) (uber die Induktion in einer 
Kugel im Drehfeld). Nicht wesentlich verschieden in mathematischer Beziehung 
von den eben genannten Problemen sind die Untersuchungen der Induktion in 
rotierenden Korpern oder bewegten Scheiben durch ein magnetisc'l\es Feld, oder 
der Induktionin ruhenden Korpern durch schwingende Magnetnadeln3) •. 

Rein experimentell direkt den Verlauf von Induktionsstromen z. 13. an der 
Oberflache eines rotierenden Rotationskorpers zu bestimmen, macht Schwierig­
keiten, nachdem bereits JOCHMANN 4) gezeigt hat, daB die Stromlinien nicht auf 
den Linien gleichen Potentials [den "isoelektrischen" Linien, die MATTEUCCI 5) 

durch aufgesetzte, mit einem Galvanometer verbundene Schleifkontakte fest­
legfe] senkrecht stehen. Man ist also bei der Behandlung auf die Rechnung 
und die Theorie angewiesen, deren Richtigkeit indirekt durch Vergleich von 
Folgerungen aus ihr mit der Erfahrung gepruft werden muB. 

Ganz besondere Bedeutung erlangte auf diesem Gebiet die umfangreiche 
(theoretische) Arbeit von H. HERTZ "Ober die Induktion in rotierenden Kugeln" 
(Dissert. Berlin 1880). HERTZ6) 15ste in dieser Untersuchung das Problem fur 
den Fall, daB der betrachtete Korper eine um ihren Durchmesser rotierende 
Kugel oder Hohlkugel sei 7). Die induzierenden Magnete konnte er dabei im 
auBeren, oder auch bei Hohlkugeln im inneren Raum befindlich annehmen. 
Weiter hat er dabei den Fall behandelt, daB die Masse der Kugel magnetische 
Polaritat anzunehmen vermag. Er konnte hier zunachst u. a. ableiten, daB 
die Stromungen, die in einer rotierenden Hcihlkugel durch ruhende Magnete 
induziert werden, immer in konzentrischen Kugelschalen erfolgen. Die Wirkung 
der Selbstinduktion dieser Stromungen besteht darin, daB eine Verdrehung 
der Stromlinien im Sinne der Rotation auftritt um einen Winkel, der fiir ver­
schiedene Schichten verschieden ist. Ferner wird die Intensitat beeinfluBt. 
In einer magnetis~hen Kugel ist ferner die Form der Stromliiig die gleiche 
wie in einer unmagnetischen gleichen Widerstandes, wenn' dies~ letztere um 
einen bestimmten Betrag schneller rotiert; als Ganzes betrachtet sind freilich 
die Stromungen in den beiden Fillen um einen verschiedenen Winkel verdreht 
und von verschiedener Intensitat. Eine Reihe von Zeichnungen veranschaulicht 
die Resultate. Unter anderen Spezialfallen behandelt HERTZ auch die Hem-

1) D. E. HUGHES, Phil. Mag. (5) Bd. 8, S. 50. 1879. 
2) O. M. CORBINO, Phys. ZS. Bd.6, S.227. 1905. 
3) E. RIECKE, Abh. d. Ges. d. Wiss. Gottingen Bd. 21, S. 2241876; F. HIMSTEDT, Dissert. 

Gottingen 1875 (Dampfende Wirkung einer leitenden Kugel auf schwingende Magnete). 
4) E. JOCHMANN, Pogg. Ann. Bd. 122, S.214. 1864. 
5) C. MATTEUCCI, Ann. chim. phys. Bd.49, S. 129. 1857. 
6) H. HERTZ, Ges. Werke Bd. I, S.37. 1895. 
7) R. GANS, ZS. f .. Math. u. Phys. Bd. 48, S. 1. 1902 gibt eine Erweiterng, indem er 

die Betrachtung auf rotierende Ellipsoide ausdehnt, freilich unter Vernachlassigung der 
Ruckwirkung. 
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mung einer rotierenden Kugel im magnetischen Feld und zeigt, daB in Dberein­
stimmung mit, den Beobachtungen von MATTEUCCIl) Kugeln verschiedener 
Radien und Hohlkugeln aus gleichem Material mit gleicher Schnelligkeit zur 
Ruhe gebracht werden. Wie allerdings GANS (1. c.) zeigte, ist dies nur zutreffend, 
wenn man die elektromagnetische Energie gegen die kinematische vernachlassigen 
dad, was durchaus nicht immer moglich ist. Unter dieser Einschrankung gilt 
der von HERTZ nachgewiesene Satz auch fiir Zylinder. 

Wichtig fiir die Technik ist ferner die Behandlung der Wirbelstrombremsen 
durch R. RUDENBERG 2), der insofern iiber HERTZ hinausgegangen ist, als er 
bei seiner Untersuchung auch beriicksichtigte,daB, wie es im allgemeinen in 
den praktisch wichtigen Beispielen der Fall ist, urn die Kugeln oder Scheiben 
nicht ein Material· mit homogener Permeabilitat (z. B. Luft) sich befindet, 
sondern Magnetpole, die die Selbstinduktion der Wirbelstrome vollig verandern. 

Endlich sei von friiheren Untersuchungen noch die Arbeit von BRYAN 3) 

iiber die Induktion in ebenen zylindrischen und spharischen Flachen genannt. 
42. Allgemeinere Behandlung. In letzter Zeit sind von ABRAHAM4) und von 

GANS5) wichtige theoretische Arbeiten iiber diesen Gegenstand erschienen. 
Letzterer behandelt von neuem die Induktion in rotierenden Kugeln, die sich 
in einem Magnetfeld befinden. Seine strengeren Ableitungen gelten auch fiir 

a --~>~ b 

so groBe Geschwindigkeiten, daB die Wir­
kung des von den Wirbelstromen herriihren­
den Magnetfeldes nicht mehr vernachlassigt 
werden kann. Nur darf im AuBenraum kein 
Eisen sich befinden, durch das der normale 
Kraftlinienverlauf deformiert wird. Fiir die 
Stromlinien findet er Kreise, deren Ebenen 
parallel der Rota tionsachse liegen und in einem 

Abb. 17· Zur Induktion in rotierenden von der Drehgeschwindigkeit abhangenden 
Kugeln bei kleinen (a) und groBen (b) 

Geschwindigkeiten. Winkel zu der Feldrichtung stehen. Bei 
• kleinen Geschwindigkeiten ist er Null, bei 

groBen 45°. Die der Arbeit von GANS entnommenen Bilder (Abb.17) stellen 
die Kugeln von oben gesehen in einem horizontalen Magnetfeld SJ fUr kleine bzw. 
groBe Drehgeschwindigkeiten u dar und zeigen durch die Pfeile die Stromrichtung 
in der oberen Kugelhalfte. Von besonderer Bedeutung fiir die Praxis (Wirbel­
strombremsen) ist sein Nachweis, daB das Bremsmoment, das fiir kleine Ge­
schwindigkeiten proportional der Winkelgeschwindigkeit, fiir sehr groBe aber 
umgekehrt proportional der Wurzel aus der Winkelgeschwindigkeit ist, fUr eine 
bestimmte Geschwindigkeit ein Maximum besitzt. Wachst also die Geschwindig­
keit iiber diese "kritische" hinaus, die iibrigens unabhangig von der Feldstarke 
ist, so nimmt das Wirbelstrombremsmoment ab und die Geschwindigkeit nimmt 
urn so mehr zu. - ABRAHAM will im besonderen, durch die "Erdtelegraphie" 
(vgl. Band XVII) angeregt, die Stromverteilung auffinden, die ein durch zwei 
Elektroden in die Erde geschickter hochfrequenter Wechselstrom in einer diinnen, 
durchfeuchteten Schicht der Erdoberflache bewirkt, und. behandelt dabei mit 
das Problem der in einer leitenden Platte durch einen benachbarten Wechsel., 
strom induzierten Stromung. 

1) C. MATTEUCCI, Ann. chim. phys. Bd. 39, S. 135. 1853. 
2) R. RUDEN BERG, Energie der Wirbelstrome. Samml. Elektrot. Vortr. Nr. 10. Stutt-

gart 1906. 
3) G. H. BRYAN, Phil. Mag. Bd. 38, S. 198. 1894; und Bd. 45, S.381. 1898. 
4) M. ABRAHAM, ZS. f. angew. Math. u. Phys. Bd.2, S.109. 1922. 
6) R. GANS, Arch. f. Elektrot. Bd.9, S.413. 1921. 
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Noch weit komplizierter ist die Behandlung des Verlaufs der Induktions­
strome in ferromagnetischen Materialien, die sich in einem Wechselfeld befinden. 
Den Fall der magnetisierbaren Kugel hat allerdings bereits HERTZ (1. c.) erledigt. 
"Ober die Induktion in einem Biindel von Eisenblechen sind Untersuchungen 
von DEBYE 1) und von KUHNS2) entstanden. DEFRETIN 3) hat 1917 gezeigt, daB 
in einem weicheisemen Vollring in einer Ringspule, die von Wechselstrom durch­
£lossen ist, eine Induktion auf tritt, deren Wert bei groBen Frequenzen umgekehrt 
proportional der Quadratwurzel der Frequenz zunimmt. Durch die Hysteresis 
tritt eine Phasenverschiebung der mittleren Induktion gegen die an der Ober­
£lache ein. Ftir die Technik ist es natiirlich von sehr groBer Bedeutung, tiber 
die Verluste an Energie infolge des Auftretens von Induktionsstromen in den 
Eisenteilen der elektrodynamischen Maschinen orientiert zu sein. Daher sind 
in elektrotechnischen Laboratorien und in der Technik viele wertvolle experi­
mentelle Untersuchungen in dieser Richtung angestellt worden, auf die wir 
indessen hier nicht einzugehen haben, da sie ftir die Erkenntnis der Induktions­
erscheinungen selbst nichts wesentliches beigetragen haben. Es sei indessen 
darauf hingewiesen, daB ftir so1che experimentelle Forschung viel Anregung 
aus dem Buch von RUDENBERG') entnommen werden kann. (Vgl. unten die 
Besprechung der Induktionsstrome im Eisenkem eines Induktors.) 

43. Dampfung. ARAGosche Scheibe. Die Wirkung der Induktion in korper­
lichen Leitem wurde zuerst von ARAG06) (1824) beobachtet, der indessen die 
Erscheinung nicht erklaren konnte. Er fand: eine Magnetnadel, die an einem 
Kokonfaden leicht drehbar tiber einer Kupferkreisscheibe aufgehangt war, so 
daB der MiUelpunkt der Nadel tiber dem Mittelpunkt der Scheibe sich befand, 
wurde beim Drehen der Kupferscheibe um eine vertikale, durch die Mitte gehende 
Achse aus ihrer Ruhelage abgelenkt und bei groBerer Tourenzahl mit in Rotation 
versetzt. (Um Luftreibung auszuschlieBen, war zwischen Magnetnadel und 
Kupferscheibe eine Glasplatte eingeschoben.) Auch umgekehrt konnte eine um 
die vertikale Achse drehbare Scheibe durch Drehung eines dariiber befindlichen 
Magneten mitgenommen werden [BABBAGE und HERSCHEL 6) 1825]. ARAGO be­
zeichnete diese Erscheinung als "Rotationsmagnetismus", indem er glaubte, 
eine besondere Art von Magnetismus gefunden zu haben. Bereits in seinen ersten 
Arbeiten tiber Induktion wies FARADAY darauf hin, daB die Erscheinung 
eine Induktionswirkung sein mtisse. Jedes Magnetende (Pol) induziert in der 
darunterliegenden leitenden Flache bei der Bewegung elektrische Strome, die 
die relative Bewegung zwischen Magnet und Platte zu hindem suchen, die 
relative Geschwindigkeit also verkleinem. Die induzierten Strome bezeichnet 
man haufig als "Wirbelstrome" oder "Foucaultstrome"7) (1855). 

Entsprechend wird eine tiber einer Kupferplatte schwingende Magnetnadel 
infolge der Induktionsstrome bald zur Ruhe kommen mtissen. Man spricht in 
dem Fall von einer elektromagnetischen Dampfung, die in vielen elektrischen 
MeBinstrumenten angewendet wird. Die "Wirbelstrombremse" ist eine wichtige 

1) P. DEBYE, ZS. f. Math. u. Phys. Bd.54, S.418. 1906. 
2) A. KUHNS, Elektrot. ZS. Bd. 27, S. 901. 1906. - Weiteres tiber Wirbelstromverluste 

im Eisen s. das folgende und die frliheren Kapitel ds. Bandes. 
3) A. DEFRETlN, C. R. Bd. 158, S.1885. 1917. 
4) RUDENBERG, 1. c . 
• ) F. ARAGo, Ann. chim. phys. Bd.27, S. 363. 1824. 
8) C. BABBAGE U. J. HERSCHEL, Phil. Trans. 1825, S.467. 
7) L. FOUCAULT, C. R. Bd.41, S.450. 1855. Die Bezeichnung "Foucaultstrome" ist 

wenig berechtigt, da FOUCAULT nicht der war, der diese Strome entdeckte; er wies zwar 
die Warmewirkung nach, deren richtige ErkHi.rung indes von J. C. POGGENDORFF gegeben 
wurde (POGGENDORFF Ann. Bd. 96, S. 624. 1855). 



362 B. Kap. 1. S. V ALENTINER: Elektromagnetische Induktion. Ziff. 44, 45. 

technische Anwendung davonl). Empfindliche Spiegelgalvanometer werden 
haufig nach dem Vorgang von 'GAUSS mit KupferhUlsen versehen, die das 
schwingende Spulen- oder Magnetsystem umgeben. Auch ohne eine soIche 
HUlse tritt bei den Galvanometern eine elektromagnetische Dampfung ein, und 
zwar bei Nadelgalvanometern eine Dampfung der Nadel durch die Spule, bei 
Drehspulinstrumenten eine Dampfung der Spule im starken Magnetfeld (vgl. 
Band XVI). Es laBt sich leicht zeigen, daB die sog. Dampfungskonstante p, das 
ist der Faktor, mit dem die jeweilige Wipkelgeschwindigkeit u das der Bewegung 
widerstehende Drehmoment gibt, dem Quadrat des magnetischen Moments M 
der Nadel, bzw.der Starke H des starken Magnetfeldes proportional ist. Es ist 
namlich p = y2jW, wenn W den Widerstand der geschlossenen Galvanometer­
leitung bedeutet und y die "dynamisehe Galvanometerkonstante", d. i. das yom 
Strom 1 bewirkte Drehmoment, das bei Nadelgalvanometern dem magnetischen 
Momerit M der Nadel, bei Spulengalvanometern der Feldstarke des Magneten 
proportionalist. (Vgl. KOHLRAuscH,Lehrb.d. prakt. PhysikNr.108.) .(Zwischenp, 
dem logarithmischen Dekrement A, der Schwingungsdauer bei Dampfung T 
und dem Tragheitsmoment K des schwingenden Systems gilt die Beziehung: 
2KA = T.p.) 

44. Widerstandsbestimmung durch Dampfung . . Man. erkennt, wie die 
Dampfungskonstante bzw. das logarithmische Dekrement.von dem Widerstand 
der Leitung abhiingt. Bei sehr hohem Widerstand ist die Dampfung gering, und 
es gilt, wenn Ao, Al , A 2 , A die logarithmischen Dekremente der Galvanometer­
systemschwingung sind, falls das Galvanometer kurz oder fiber die Widerstande 
Wl' W 2 geschlossen oder offen ist, 

Ao - A1 A - A1 
Wl :W2 =A-A : -A -A . 

0- 2 - 2 

Man kann diese Beziehung benutzen, um aus Dampfungsmessungen Wider­
stande zu bestimmen. Durch eine bestimmte GroBe eines der Galvanometer­
spule parallel geschalteten Widerstandes kann man eine aperiodische elektro­
magnetische Dampfung erreichen. 

1m AnschluB daran mag auf die Arbeiten von HIMSTEDT 2), von WEBER3) 

und von W ARBURG4) hingewiesen sein, die aus Dampfungsmessungen auf die 
GroBe des elektrischen Widerstandes der im Magnetfeld schwingenden Korper 
bzw. eines Korpers, fiberdem eine Magnetnadel schwingt, schlossen. HIMSTEDT 
untersuchte den Widerstand einer Kupferkugel mit dieser Methode, WEBER 
Kupfer-Zinklegierungen und Zinnamalgame. WARBURG4) zeigte, daB bei magne­
tischen Substanzen neben der eigentlichen hier behandelten Induktion fUr die 
Dampfung die magnetischen Eigenschaften von groBer Bedeutung sind, im 
besonderen die Hysteresis. 

45. Das WALTENHOFENsche Pendel. Ein eindrucksvolles, auf dem "Rota­
tionsmagnetismus" beruhendes Experiment ist die Dampfung einer zwischen 
den Polen eines kraftigen Hufeisenelektromagneten hindurchschwingenden 
Kupferplatte. FOUCAULT hat einen ahnlichen Versuch bereits 1855 beschrieben 
und dabei die Wirbelstrome und die durch sie entstehende Warme nachgewiesen. 
V. WALTENHOFEN5) gibt ihn in der folgenden Form an: Eine Kupferscheibe ist 
an einem Gestell aufgehangt, so daB sie in der Scheibenebene hin und her pendeln 

1) VgL R. RtiDENBERG, Sammlung Elektrot. Vortrage X. 1906. 
2) F. HIMSTEDT, Wied. Ann. Bd. 11, S.812. 1880. 
3) R. H. WEBER, Wied. Ann. Bd. 68, .S. 705. 1899. 
4) E. WARBURG, Wied. Ann. Bd. 13, S. 159. 1881-
6) A. V. WALTENHOFEN, Wied. Ann. Bd.19, S.928. 1883. 
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kann. In der "Ruhelage"befindet sie sich zwischen den Polen eines starken 
Elektromagneten. LaBt man die Scheibe aus groBer Amplitude herabschwingen, 
so daB sie durch die Ruhelage mit groBer Geschwindigkeit hindurchschwingen 
wiirde, wenn kein magnetisches Feld vorhanden ware, so wird sie in der "Ruhe­
lage" momentan zur Ruhe kommen, wenn das .Feld erregt wird. 

Von ARAGO selbst sind u. a. noch die folgenden, einem groBeren Kreis von 
Zuhorem leicht demonstrierbaren Versuche beschrieben, die freilich nichts 
wesentlich Neues bieten. 1. Ein Magnet hangt an einem Arm eines Wagebalkens 
austariert; von einer darunter befindlichen rotierenden Kupferscheibe wird er 
abgestoBen. 2. Eine Magnetnadel sei um eine horizontale Achse drehbar so 
aufgehangt, daB die eine Spitze nahe dem Mittelpunkt einer urn diesen in ihrer 
horizontalen Lage drehbaren Scheibe und die Drehachse .der Nadel senkrecht 
zu dem darunterliegenden Radius der Scheibe sich befindet; hangt die Nadel 
beiruhender Scheibe bei geeigneter Beschwerung annahemd vertikal, so wird 
die Spitze beim Drehen der Scheibe nach dem Mittelpunkt hingezogen; befindet 
sich die Spitze in der Nahe des Randes, so hat eine Anziehung nach dem Rande 
hin statt. . 

Als aufierst wichtige Anwendung dieses Mitnehmens von Scheiben durch 
ein bewegliches Magnetfeld ist hier die Konstruktion der Asynchronmotoren zu 
nennen, die auf die Entdeckung des Drehfeldes durch FERRARIS1) unter der 
Ausnutzung der Induktion in korperlichen Leitem zuriickgeht. 

46. Die Induktionswage. Dieses von HUGHES (s. oben) angegebene In­
strument solI zur Widerstandsbestimmung von Leitem dienen und ist im wesent­
lichen auf der lJberlegung aufgebaut, daB in der zu untersuchenden Metallmasse 
durch eine ihr nahe gebrachte, von Wechselstrom (oder veranderlichem Gleich­
strom) durchflossene Drahtspule Induktionsstrome erzeugt werden, die ihrer-

~seits in einer zweiten Spule wiederum Induktionsstrome hervorrufen; diese 
mtissen gemessen und aus ihrer Starke kann auf den Widerstand der Metall­
masse geschlossen werden. Zu absoluter Widerstandsbestimmung muG man frei­
lich genau tiber das in der Metallmasse entstehende Stromsystem orientiert sein, 
und das ist schon bei einfachen Korperformen, wie wir wissen, keine leicht zu 
erfiillende Forderung. LODGE 2) gab eine erste angenaherte Theorie des Instru­
ments, indem er an Stelle des Stromsystems in einem korperlichen Leiter einen 
einzelnen Kreisstrom setzte. OBERBECK und BERGMANN3) haben der Induk­
tionswage eine von der HUGHESSchen etwas abweichende Form gegeben in der 
Hoffnung, sie zu einem brauchbaren Apparat fUr Widerstandsmessungen zu 
machen. Zwei hintereinandergeschaltete, von Wechselstrom durchflossene Spulen, 
die raumlich so gestellt sind, daB sie sich nicht gegenseitig beeinflussen, wirken 

< induzierend auf je eine Spule, die der induzierenden Spule koaxial nahe gegen~ 
tiberliegt. Die beiden induzierten Spulen sind ebenfalls hintereinandergeschaltet 
und mit einem Elektrodynamometer verbunden. Bei geeigneter Entfemung der 
induzierten von den induzierenden Spulen wird das Elektrodynamometer keinen 
Strom anzeigen. Ein so1cher tritt auf, wenn zwischen das eine Paar eine leitende 
Platte gestellt wird und kann dadurch wieder auf Null gebracht werden, daB 
auch zwischen das andere Paar eine oder mehrere dtinne Stanniolplatten ein­
gefiihrt werden. Mit Hilfe einer empirischen Eichung gelingt es, aus der Zahl 
der Platten den Widerstand der in das erste Paar eingeschobenen zu bestimmen. 
OBERBECK') behandelte im AnschluB an einige Messungen, die er mit BERG-

1) G. FERRARIS, Ace. d. Scienze di Torino Bd.23, S.360. 1888. 
2) O. LODGE, Phil. Mag. Bd.9, S. 123. 1880. 
3) A. OBERBECK u. J. BERGMANN, Wied.. Ann. Bd.31, S. 792. 1887. 
4) A. OBERBECK, Wied. Ann. Bd. 31, S. 812. 1887. 
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MANN an dem Instrument ausgefiihrt hatte, die Theorie des Apparates fur den 
Fall, daB in den "Differentialinduktor", so wurde das System der zwei Paare 
von'In<iuktionsspulen auch genannt, eine in sich geschlossene Drahtrolle oder 
kreisformige Platten oder Kugeln eingefiihrt wurden. 

47. Neuere Arbeiten zur Induktionswage. Spater hat WIEN1) eine neue 
Form angegeben, da auch die von OBERBECK und BERGMANN benutzte nur 
sehr beschrankte Anwendungsfahigkeit besaB, indem sie brauchbare Resultate 
nur bei Verwendungsehr diinner Platten lieferte. Er schaltet die induzierenden 
Spulen in die Zweige einer WHEATSToNEschen Bruckenanordnung, laBt das zu 
untersuchende Metallstuck durch Annaherung an die eine Spule auf diese wirken 
und kompensiert die Wirkung durch Annaherung einer dritten geschlossenen 
bekannten Spule an die zweite induzierende. Er zeigt, daB bei einfachen Formen 
des herangebrachten Metallkorpers (Kugel oder runde Scheibe) das Leitvermogen 
mit dieser Anordnung absolut errechnet werden kann. Die Methode hat gewisse 
Vorziige vor anderen Methoden der Widerstandsmessung, und WIEN selbst nennt 
als solche: 1. man ist unabhangig von Kontaktfehlern und thermischen Ein­
fliissen; 2. man miBt die Leitfahigkeit des Metalls in der beliebigen Form, in 
der es vorliegt, ohne zu einer Strukturanderung durch Drahtziehen gezwungen zu 
sein. Aber es hat den Nachteil der Schwierigkeit ihrer strengen theoretischen 
Behandl,ung. So wird sie vermutlich auch in Zukunft hochstens in ganz be­
sonderen Fallen Anwendung finden. LOHR 2) hat sie bei der Bestimmung der 
Leitfahigkeit von Natrium und des Temperaturkoeffizienten benutzt. 

Eine Anwendung der Induktionswage, die darin besteht~ verborgene Eisen­
teile oder andere Metallstiicke in Korpern zu lokalisieren (in der militarischen 
Chirurgie z. B.) beschreibt LIPPMANN3). 

Sehr eingehend wurde die Theorie der Induktionswage von GROVER') in 
einer Ar]Jeit behandelt, in der er die Wirbelstrome in einem Blech und in zylin-. 
drischen Stab en in wechselstromdurchflossener Spule verfolgt. Er fragt nach 
der Widerstandserhohung und Selbstinduktionsverminderung der den unter­
suchten Korper umgebenden Spule in ihrer Abhangigkeit von den Dimensionen 
des Korpers; und das ist ja gerade das Problem, das bei den Leitfahigkeits­
berechnungen solcher Korper aus den Beobachtungen an der Induktionswage 
auftritt. DE BYE bringt ferner (1. c.) in sehr eleganter und knapper Form die 
Darstellung und Losung des Problems bei einem zylindrischen Kern und teilt 
Gleichungen fur die Kreisstrome im Kern mit, in denen auch der "Skin"effekt 
zum Ausdruck kommt. Es ergibt sich daraus, wie die Riickwirkung der Wirbel­
strome im Kern eine Verkleinerung des ursprunglichen Magnetfeldes im Innern 
der Spule und damit des Selbstinduktionskoeffizienten der Spule selbst ver­
ursacht, und wie diese Riickwirkung Schliisse auf die GroBe des Widerstandes 
des eingefiihrten Materials zu ziehen gestatten. 

48. Erwarmung eines Leiters durch Induktion. Aus der Kenntnis des 
elektrischen Feldes im Innern von korperlichen Leitern, in denen sich infolge 
von Bewegung im Magnetfeld oder infolge eines veranderlichen Magnetfeldes 
induzierte Strome ausbilden, HiBt sich auf Grund der Beziehung 

Q=oJ~2d'l, (49) 

die in dem Korper in der Zeiteinheit erzeugte Warmemenge berechnen, die als 
"Wirbelstromverlust" eine groBe Bedeutung hat (0 Leitvermogen). In einigen 

1) M. WIEN. Wied. Ann. Bd. 49. S. 306. 1893. 
2) E. LOHR. Wiener Ber. (IIa) Bd. 113. S.911. 1904. 
3) G. LIPPMANN. C. R. Bd. 159. S.627. 1914. 
4) F. W. GROVER. Dissert. Mftnchen 1909. 



Ziff. 48. Erwarmung eines Leiters durch Induktion .. 

der frillier angegebenen Arbeiten ist der Wert dieser GroBe fur verschiedene 
spezieile Faile berechnetl). GANS gibt fur die JOuLEsche Warme, die in der 
Zeiteinheit in einer Kugel yom Radius R, der Permeabilitat ft, dem spezifisehen 
Leitvermogen a und mit einer Winkelgeschwindigkeit u durch ein magnetisehes 
Feld H (senkrecht zur Rotationsaehse gerichtet) erzeugt wird (vorausgesetzt, 
daB man es nicht mit einem ferromagnetischen Material mit Hysteresisverlusten 
zu tun hat) an 2) 

(50) 

In einer neueren Arbeit3) zeigt GANS, daB bei sehr groBen Drehgeschwindig­
keiten die JOuLEsche Warme merklich proportional der Quadratwurzel aus der 
Gesehwindigkeit wird. 1st der Korper ein verlangertes Rotationsellipsoid, dessen 
Meridianellipse die Exzentrizitat e und die groBe Achse Ao = e ao hat, so nimmt Q 
den Wert an 

(51) 

DEBYE behandelt den Fall, daB sich im Weehselstromfeld Stabe von recht­
eckigem Querschnitt befinden, und gibt den Weehselstromverlust in ailgemeiner 
Formel dafur an. Naherungsweise ergibt sich fur drei spezielle Fane folgendes: 

IX) Querschnittsabmessungen des Stabes(Dicke 2 <5 und Breite 2 fJ) oder 
Wec.Qselstromfrequenz (Schwingungszahl n) klein; dann ist die in der Langen­
einheit in der Sekunde erzeugte Warmemenge 

Q = - - H2 n2 <52 fJ2 A (IX) - - - <5 fJ A (IX) + ... 512p,2 u { (4 p,un )2 } 
1 ;n;6 c2 1;n;2 c2 2 , (52) 

mit IX = <5/fJ und den Funktionen AI' A 2 . •• von IX, die bei IX = 1 ein Maximum 
haben, aber mit waehsendem Index abnehmen und so klein sind, daB kaum 
mehr als zwei Glieder ri1itgenommen werden mussen [AI (IX = 1) annahernd 0,5; 
A 2 (1X = 1) annahernd 0,1; und fUr IX = ° versehwinden diese FunktionenJ. 

fJ) Querschnittsabmessungen oder Schwingungszahl groB: 

Ql = H21/2:n (fJ + <5), 

r c2 

(53) 

also proportional dem Umfang, entspreehend dem Umstand, daB bei sehr groBen 
Sehwingungszahlen der Strom auf eine dunne Schieht an der Oberflache be­
sehrankt ist (Skineffekt). 

y) Ausartung des Stabes in ein Eleeh (<5 klein, fJ verhaltnismaBig groB, 
einige em), Fall der Praxis, wenn n ungefahr 2 n· 50, also die in der Praxis 
ubliehe Sehwingungszahl ist. 1st die Permeabilitat der Bleehe von der GroBen­
ordnung 500, so kommt mit Annaherung 

1) ·Vgl. z. B. H. HERTZ, FuBnote 6, S. 359; R. GANS, ZS. f. Math. u. Phys. Bd.48, S. 1. 
1902; P. DEBYE, ebenda Bd. 54, S.418. 1906. 

2) u, das Leitvermogen, "elektrostatisch", H, die Feldstarke, "magnetisch" gemessen, 
entsprechend den Gleichungen (13) in Ziff. 16. 

3) R. GANS, Arch. f. Elektrot. Bd.9, S.413. 1921. 
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In der Elektrotechnik 
die Formel 

verwendet man zur Berechnung 

q = ~ = constB2 b2 
4~ fJ ' 

dieser Verluste meist 

(55) 

worin qdie auf die Volumeneinheit bezogene, in der Sekunde erzeugte Warme ist, 
eine Formel, die mit der dariiberstehenden in erster Annaherung ubereinstimmt. 

49. Folgerungen. Induktionsofen. Aus Gleichung (52) ersieht man, daB 
in erster Annaherung die in einem Eisenstab von rechteckigem Querschnitt 
(bei runden Querschnitten istes nicht anders) pro 1 cm3 erzeugte Warme dem 
Querschnitt proportional ist. Will man die dadurch bedingten Verluste in Kor­
pern, die sich in einem elektromagnetischen Wechselfeld befinden, also moglichst 
vermeiden, so wird man dicke zusammenhangende Metallmassen aus der Nahe 
von Wechselstromspulen entfernen. Bei dem Funkeninduktor, bei dem zur 
Erhohung der magnetischen Induktion die Spulen mit Eisenkernen versehen 
werden, sind diese Verluste unvermeidlich, aber naturlich urn so geringer, je 
kleiner der Querschnitt des Kernes ist; es gibt daher ein gewisses Optimum 
des Querschnittes. Eine Unterteilung bringt, wie die Formeln zeigen, in bezug 
auf die Warmeverluste bei geringer Wechselzahl keinen Vorteil. Trotzdem trifft 
man diese Anordnung, weil, wie sich zeigen laBt, der magnetische FluB bei hohen 
Wechselzahlen geradeso wie der elektrische Strom nur nahe der Oberflache des 
Leiters flieBen kann (Skineffekt) und daher in einem dicken Leiter einen hoheren 
Widerstand findet als in einer groBen Zahl dunner Drahte von im ganzen gleichem 
Querschnitt (s. unten). 

Experimentell ist natfulich die in den korperlichen Leitern durch Induktion 
hervorgerufene Warme vielfach gemessen, daraus sind die Verluste berechnet 
worden und ihre Abhangigkeit von Form und Dimension bestimmt. Bei ferro­
magnetischen Leitern, bei den en Hysteresis auftritt, ist ein Teil der gemessenen 
Warme auf Hysteresisverluste zu rechnen. Die Teile, die von der Hysteresis 
und von'der Induktion herruhren, sind dadurch experimentell grundsatzlich nicht 
allzuschwer voneinander zu trennen, daB der Hysteresisverlust proportional der 
Frequenz, der Verlust infolge der Induktion proportional dem Quadrat der 
Frequenz zunimmt. Man muB also nur die Messungen bei verschiedenen Fre­
quenzen ausfiihren. 

Praktische Verwendung hat die Erwarmung durch Induktionsstrome in 
den sog. Induktionsschmelzofen gefunden, die in Eisen- und Metallhutten ein­
gefUhrt sind. Das Metall, das geschmolzen werden soil, Z. B. Eisen, befindet 
sich in einer ringformigen R6hre, in ihr einen Ring bildend, der nun von einigen 
sehr dicken Windungen (fUr etwa 100 Amp.) umwickelt ist, die von Wechsel­
strom durchflossen werden. SODDY!) hat auch im Laboratorium diese Art der 
elektrischen Heizung verwandt, urn Calcium im Vakuum zu schmelzen; das 
Metall war ringformig in ein GlasgefaB gebracht und wurde mit Hilfe von In­
duktion durch Wechselstrom, der durch eine geeignet angebrachte Spule floB, 
geschmolzen. 

f) Magnetischer Strom. 
50. OHMsches Gesetz des Magnetismus. Mehr und mehr wird in neuester 

Zeit von der Anschauung des magnetischen Kreises als Analogon zu dem elek­
trischen Kreis Gebrauch gemacht und die ZweckmaBigkeit dieser Anschauung 
erkannt. Es lassen sich in der Tat infolge der formalen Dbereinstimmung der 

1) F. SODDY. Proc. Roy. Soc. London (A) Ed. 78. S.429. 1906; Chern. News Ed. 95. 
S. 13.25.42. 51. 1907. VgL auch G. RIBAUD. Journ. de phys. et Ie Radium (6) Ed. 4. S. 214, 
1923. der die Theorie eines Induktionsofens mit Eenutzung hoher Frequenz behandelt. 
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Grundgleichungen die fUr elektrische Strome erkannten GesetzmaBigkeiten un­
mittelbar auf die "magnetischen Strome" iibertragen, und es handelt sieh nur 
darum, die Resultate in die friihere Sprache zu iibersetzen. So entspricht einer 
induzierten elektromotorischen Kraft eine induzierte magnetomotorische Kraft, 
einem elektrisehen Skineffekt ein magnetischer. 

Eine geschlossene Ringspule von klein em Windungsquerschnitt sei von dem 
Strom I durchflossen und enthalte n Windungen bei einer Lange l der Mittel­
linie der Spule. 1m Innern ist dann bei gleichmaBiger Wicklung die Feldstarke 

Ho = ] ~ n vorhanden, die zweckmaBiger in diesem Fall m Amperewindungs­

zahl/cm angegeben wird als in GauB, wobei 

1 Amp. Wind/em = ~~ GauB. (55) 

Infolge der Feldstarke &)0 herrscht im Innern der Spule ein magnetischer Strom 
oder KraftfluB )8, zu messen in Voltsekunden, der den ganzen Querschnitt aus­
fiillt (im allgemeinen nicht gleiehmaBig). Zwischen &)o.und )8 besteht, wenn wir 
ein Langenelement der Mittellinie mit ds, ein Querschnittselement mit dq, den 
spezifischen magnetischen FluB (die sp'ezifische magnetische Induktion) mit )80 
bezeichnen, und M die Permeabilitat des Eisens ist, die Beziehung 

J &)od5 = R J)8o dq, 
l 

oder im einfachsten Fall, dem der Konstanz von &)0 und )80' 
&) = &)0 l = )80 q R = )8 R . 

Nurr gilt aber ferner die Beziehung &)oM = )80 1). Also folgt 
1 1 

111 = -R oder R = -M' q. q. 

(56) 

(57} 

(58) 

Gleichung (57) bezeichnet man haufig als das "OHMsche Gesetz" des Magnetis­
mus und stellt j&)o ds bzw. j)8o dq und R in Par allele zu dem Linienintegral 
der elektrischen Kraft, dem elektrischen Strom durch den Querschnitt q und 
dem elektrischen Widerstand. 

51. Induzierte magnetische Feldstarke. Es liege nun eine zweite, in sich 
gesehlossene Spule um die erste herum, und durch die erste flieBe ein Wechsel­
strom; dann wird in der zweiten der Strom 12 induziert 

dB 
12 W 2 = -L12dt , 

und der FluB )8 zur Zeit t ist gegeben durch 
I 

-ME = HI + H2 = I1 n1 + 12 n2' q. 

(59} 

indem HI und H2 die durch die Strome II und 12 hervorgebracpten Feld­
starken sind. Statt des sen konnen wir wegen (59) schreiben 

mit 

Wegen der Analogie mit 

dB 
RE = HI -Adi 

A = ;;;2 . L12 . 

Wl= E - L dJ 
dt 

(60), 

spricht man hier von dem Ausdruck A ~~ als von emer induzierten magneto­

motorischen Kraft (einer induzierten magnetischen Feldstarke). Wie nun 

1) M unterscheidet sich von fh urn einen von den gewahlten Einheiten, in denen \8 und 5). 
gemessen werden, abhangenden Proportionalitatsfaktor. 
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durch die Selbstinduktion im elektrischen von Wechselstrom durchflossenen 
Kreis der Widerstand des Kreises scheinbar wachst, so auch im magne­
tischen Kreis durch eine "magnetische Selbstinduktion". Eine so1che tritt 
offenbar auf, wenn ein Leiter in der Nahe des magnetischen Stromes (Flusses) 
sich befindet, in dem infolge des magnetischen Wechse1flusse~ e1ektrische Strome 
induziert werden. Es wird also auch z. B. der magnetische FluB einen scheinbar 
groBeren Widerstand finden, wenn ein korperlicher Leiter herangebracht ist, als 
vorher, und eine Kupferplatte, zwischen die Windungen der ersten Spule ge­
steckt, den Magnetflu13 stark schwachen und unter Umstanden abbiegen. Dafiir 
tritt in der Kupferplatte Energie in Form von Warme auf, die dem elektro­
magnetischen Feld entzogen wird. 

In gleicher Weise kann man von dem elektrischen Skineffekt auf einen 
magnetischen schlie13en, der auch leicht nachweisbar ist und von ZENNECK in 
analoger Weise aus den MAXWELLschen Gleichungen abgeleitet wurde, wie es 
vor ihm COHN fiir den elektrischen Effekt getan hat. 

g) Zeitlicher Verlauf von Induktionsstromen. 
52. Zeitlicher Verlauf bei einem Stromkreis. Die Selbstinduktion eines 

Leiterkreises und die . gegenseitige Induktion mehrerer Kreise fiihren, wie wir 
sahen, bei Stromanderungen zur Entstehung einer von der Stromanderung ab­
hangigen elektromotorischen Kraft, die die Stromanderung zu verzogern sucht. 
Es ist nun zu untersuchen, wiediese Stromanderung beschaffen ist, wie der augen­
blickliche Stromwert von der Zeit abhangen wird. 

Wir fragen zunachst nach dem zeitlichen Verlauf in einem einzelnen Strom­
kreis mit der Se1bstinduktion L, dem Widerstand W, der elektromotorischen 
Kraft E, die als eine Funktion der Zeit t gegeben sein mag. 

Konnte man von der Selbstinduktion des Kreises vollstandig absehen, so 
ware fn jedem Augenblick die Stromstarke ] zufolge dem OHMschen Gesetze: 

] _ E{t) 
- W (6-1) 

eine bekannte Funktion der Zeit. Infolge der Selbstinduktion gilt fiir die Strom­
starke in jedem Augenblick die Beziehung: 

E (t) - L ~{ =]W, (62) 

aus der bei bekannter Abhangigkeit der elektromotorischen Kraft von der Zeit 
und gegebenen Anfangsbedingungen der Stromwert zu jedem Zeitpunkt berech­
net werden kann .. In dem einfachen Fall, daB E eine Sinusfunktion der Zeit, 
also z. B: 

E = C1 sin (n t) 

ist, nimmt (62) die leicht auflosbare Form an: 

]W = c1sin(nt) - L :{ 

mit der Losung: 

] -~t+ c1{Wsinnt-nLcosnt) = C ·e ' 
o YW2+n2V 

(63) 

(64) 

worin die Konstante Co sich aus der Anfangsbedingung bestimmen la13t, im iibrigen 
aber das erste Glied der rechten Seite mit wachsender Zeit in jedem Fall kleiner 
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und kleiner wird .. Das zweite Glied konnen wir in der Form einet einfachen Sinus­
funktion schreiben und erhalten damit: 

J = casin(nt:.-- cp), (65) 
worin 

. ~ nL 
C2 = YWz+~ und tgcp = W . (66) 

Der Vergleich der Gleichungen (63) und (65) zeigt, daB die Stromstarke. sicp. 
mit der gleichen Periode, die durch die GroBe n bestimmt wird, ande:ct:, wie die 
elektromotorische Kraft, daB aber zwischen ihren Schwingungen eine Phasen­
differenz besteht, die durch den Phasenwinkel cp gegeben ist. 1m nachsten Ka­
pitel werden die Eigenschaften des durch das zweite Glied der Gleichung (64) 
gegebenen Wechsclstromes, den wir infolge der von der Zeit abhangenden elektro­
motorischen Kraft und der Selbstinduktion hier erhalten haben, naher erortert. 
Hier haben wir uns deshalb mit diesem Glied nicht Z1,l befassen, und es seien nur 
.im AnschluB an die Gleichungen (65) und (66) die Bezeichnungen angegeben, 
die gewisse in der Praxis der Wechselstrome haufig auftretende GroBen erhalten 
haben. . 

53. Induktiver Widerstand. Als effektive Stromstarke bezeichnet man 
die Quadratwurzel des mittleren Quadrats der Stromstarke, das sich leicht in 
unserm einfachen Fall zu ~/2 ergibt, und schreibt 

J C2 

eU = Y2' 
Entsprechend nennt man effektive Spannung: 

-- c 
Eeu = Y (E2)m = --1-

Y2' 
Somit ist 

Eeff = Jeff' yW2 + n2 L2 . 

we hier bzw. im Nenner von (65) auftretende Wurzel VW2 + n 2 £'1-, die die 
Rolle des Widerstandes spielt, wenn man an das OHMsche Gesetz denkt, bezeich­
net man als "lmpedanz". Infolge der vorhandenen Selbstinduktion hat eine 
scheinbare Widerstandsvermehrung stattgefunden, die urn so groBer ist je groBer 
die Sclbstinduktion und je groBer n, die Periode ist. Das zu W hinzutretende 
Glied von der Art eines Widerstandes nL nennt man "ind ukti ven Wider­
stand" oder "lnduktanz" (auch "Reaktanz") im Gegensatz zu W, dem "OHM­
schen Widerstand". Mit wachsendem nL wachst auch der Phasenwinkel cp, 
der besonders dann, wenn der Stromkreis eine Spule mit Eisenkern enthaIt 
einen groBen Wert annehmen wird, d. h. einen Wert, der nl2 nahekommt. Von 
diesem Winkel hangt ihrerseits die elektrische Leistung A des in dem Kreis 
flieBenden Wechsclstromes ab, die sich berechnen laBt, indern man tiber das Pro­
dukt der Stromstarke und Spannung von Anfang bis Ende der Dauer einer Periode 
integriert, und durch die Dauer der Periode dividiert. Die Dauer einer Periode ist 

2.n-
7:=n' 

n ist die Anzahl der Schwingungen in 2n sec; nl2n = n l , die Schwingungszahl 
pro Sekunde, wird haufig "Frequenz", n/n die "Wechselzahl" genannt. Es ist also 

T 

A = ~ IE. J . dt = C1;2 coscp = Eeff • Jeff' coscp. 
o 

Handbuch der Physik. XV. 24 
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Fiir qJ = :n/2 wiirde A = 0 werden, Energieabgabe vermieden. Man bezeichnet 
Spulen, die eine groBe Selbstinduktion haben, einen groBen induktiven Wider­
stand darstellen, als Drosselspulen. cosqJ ist der sog. "Leistungsfaktor". 

54. Relaxationszeit. Eingehender haben wir uns hier nur mit dem ersten Glied 
der rechten Seite von Gleichung (64) zu beschaftigen. Das zweite fant von vorn­
herein fort, wenn wir es mit einer konstanten Spannung zu tun haben. SchlieBen 
wir an die Pole eines galvanischen Elementes von der konstanten Spannung E 
z. n. eine Spule mit der Selbstinduktion L an und ist der Gesamtwiderstand 
des Leiterkreises W, so gilt wieder Gleichung (64), vorausgesetzt, daB L von der 
Zeit unabhangig ist, also Z. B. die Spule kein Eisen enthalt, das wegen der von 
der Feldstarke abhangenden Permeabilitat eine Abhangigkeit des L von der 
Stromstarke bewirkt. Als allgemeine Losung von (62) ergibt sich 

JO - !!t 
WI=-ce L +E. 

~~"----~~--------~------~ 

Die Konstante c bestimmen wir, indem 
wir fordern: es sei zur Zeit t = 0, die 
Stromstarke I = O. Das trifft zu, wenn 
c = E ist, und somit 

I = : (1 - e - ~t) . (67) 

1,0 2,0 J,O Aus Abb.18, in der als Abszisse r;: t in 
~'ft Ohm 
~ • sec, als Ordinate die Stromstarke 

Abb.18. Stromverlauf beim SchlieBen. enry 
aufgetragen ist, ist der Verlauf von I zu 

entnehmen. Erstens sieht man, daB der Strom mit der Zeit allmahlich 
ansteigt bis zu dem durch das OHMsche Gesetz gegebenen Wert EIW. 
den er streng genommen erst zur Zeit t = 00 annehmen kann, praktisch 
aber bereits nach sehr kurzer Zeit angenommen hat, wenn LIW klein ist, 
also die Selbstinduktion klein gegen den OHMschen Widerstand. Zweitens 
erkennt man, daB der Strom urn so schneller ansteigt, je kleiner LjW ist. In 
dem gezeichneten Fall hat der Strom bis auf ca. 1%0 seinen Wert angenommen 

in 0,7 bzw. 7, 70 usw. Sekunden, wenn WL = 10, bzw. 1, 0,1 usw. HOhm ist. 
enry" 

Man nennt L/W, eine GroBe von der Dimension einer Zeit die Zeitkonstante, 
oder aueh die Relaxa tionszei t TO' Sie gibt die Zeit an, in der seit StromsehluB 
der Strom von Null auf einen Wert gestiegen ist, der sich von dem endgilltigen 
nur noch urn 1 Ie unterscheidet. 

Urn einen Begriff von der in praktisehen Fanen vorkommenden GroBe der 
Relaxationszeit zu geben, wollen Wir hier" zwei Beispiele behandeln. 

~) Die Spule des DUBOIssehen gi-oBen Halbringelektromagneten mit Eisen­
kern reprasentiert eine Selbstinduktion von ca. 100 Henry und hat rund 4 Ohm 
Widerstand, so daB W /L = 0,04 ist. Damit ergibt sich 

TO = 25 sec 
als Relaxationszeit; und in 175 sec hat der Strom einen von dem endgilltigen 
Wert um 1 %0 abweichenden Wert erreicht. 

(3) Ein einfaeher Kreis vom Radius 50 cm eines Kupferdrahtes, von 0,05 cm 
Radius besitzt eine Selbstinduktion von 4550 em = 4,55,10- 6 Henry und hat 
einen Widerstand von mnd 0,068 Ohm. Damit erhalten wir fiir die Relaxationszeit 

TO = 67.10- 6 sec 
und fUr die Zeit, in der der Strom aufIo (1-0,001) gestiegen ist, rund 460 .1O- 6 see. 
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55. Verlauf des SchlieBungsstroms. Infolge der Selbstinduktion tritt die 
_!!t 

der konstanten elektromotorischen Kraft E entgegenwirkende Kraft E· e L auf, 
auBer dem durch das OHMsche Gesetz berechenbaren Strom J = E /W der 

w 
"SchlieBungsextrastrom" :, e - Lt. Die gesamte Elektrizitatsmenge, die seit dem 

SchlieBen des Stromkreises durch den Leiter hindurchgeflossen ist bis zu dem 
Zeitpunkt t, erhalten wir aus: 

frdt=:'(t-~[1-e-~t]). (68) 
o 

und die dem SchlieBungsstrom allein entsprechende Elektrizitatsmenge ist: 

(69) 

HELMHOLTZl) priifte die Richtigkeit der Beziehungen, indem er eine Reihe 
zusammengehoriger Werte der Intensitat des Stromes zur Zeit t und ihres Inte­
grals nach der Zeit bis zur Zeit t bestimmte und aus den Beobachtungen berech­
nete, welche Funktion der Zeit die. Intensitat sei. Die Eindeutigkeit der aus 
den Beobachtungen folgenden Funktion konnte er mathematisch nachweisen. 
Bei dieser Untersuchung benutzte er eine Doppelunterbrecherwippe besonderer 
Konstruktion, seinen beriihmten, in spateren Jahren zur Messung kurzer Zeit­
intervalle haufig angewandten Pendelunterbrecher. Seine Beobachtungen er­
gaben eine volle Bestatigung der obigen Formeln. 

56. Verlauf des Offnungsstromes. Die Behandlung des Offnungsstromes 
ist insofern mit einer gewissen Schwierigkeit verbunden, als man eine bestimmte 
Annahme tiber die Art des Offnens, tiber die Anderung des Widerstandes im 
Kreise wahrend des Offnens von seinem ursprtinglichen Wert W auf den Wert 00 

machen muB. ARONS 2) untersucht den Verlauf des Extrastromes beim Unter­
brechen eines elektrischen Stromkreises unter der Annahme, daB zur Zeit t = 0, 
der Widerstand W = Wo ist, zur Zeit t = 1: dagegen 00 und in der Zwischenzeit 
durch 

W=Wo-x­x-t 

gegeben ist. Dann lautet Gleichung (62) 

dJ x 
E - L de = Wo x _ t' J 

. mit der vollstandigen Losung 

J= E {~(~)~r -(1:-t)}, 
L- Wox Wo x 

oder mit L/Wo = # 

J = :0 {} ~ x {( x : t) ~ _ x ~ t } . 
Fiir die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion erhaIt man daraus: 

_LdJ =E_{}_{(X_t)r~{} -1}. 
dt {} - x X 

1) H. v. HELMHOLTZ, Ges. Abh. Bd. I, S. 429; Pogg. Ann. Bd. 83, S. 505. 1851-
2) L. ARONS, Ann. d. Phys. u. Chem. Bd.63, S. 177. 1897. 

24* 

(70) 
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1st T > i}, so nimmt I stetig von EjWo bis 0 ab; die Spannung - L ~{waehst 
von 0 bis E T ~ -0' 1st aber T < i}, so nimmt zwar lauch stetig bis 0 ab; die 

Spannung waehst aber bis 00. In der Praxis wird natiirlieh vorher ein Dureh­
sehlagen der Isolation oder Funkenbildung eintreten. 

ARONS bereehnet beispielsweise das Anwaehsen der Spannung der Selbst­
induktion fur den Fall, daB der auszusehaltende Strom dureh die Wicklung 
eines Eisenringes hindurehgeht. Sein mittlerer Umfang betrage 100 em, sein 
Quersebnitt 20 em2, die Zahl der Windungen sei 2500;dann ist fiir J.l = 300 
die Selbstinduktion 4,8 Henry. Der Widerstand der Leitung sei 80 Ohm. Dann 
ist i} = 0,06 sec. E sei 100 Volt, T = 0,003 sec. Die Reehnung ergibt zur Zeit 

t die in der Tabelle eingetragenen Werte von W, lund -L 1e : 
t· 10' sec WOhm J Amp~re -L dJ Volt 

dt 

0 80 1,25 0 
20 240 1,22 194 
29 2400 1,11 2560 
29,9 24000 0,99 23600 
29,99 240000 

I 
0,88 212000 

30 00 0 00 

Eine Anwendung dieses starken Anwaehsens der Offnungsspannung be­
sehreiben ELSTER und GEITELl), die den von MAC FARLAN MOOREZ) angegebenen 
"Vakuumvibrator", einen im Vakuum sehwingenden WAGNERSehen Hammer, 
mit einer geeigneten Drahtspule als kleines, wirksames Induktorium benutzen; 
"bei geniigender Luftleere verlauft selbst bei Benutzung hoehgespannter Strome 
die Stromunterbrechung in diesem Apparate so rasch und erfolgt so vollkommen, 
daB die Selbstinduktion in einer kurzen vorgeschalteten Drahtspirale bis zum 
Funkeniibergang gesteigert werden kann", schreiben diese Forscher. 

57. Verlauf bei zwei Stromkreisen. Zeitlicher Verlauf von Stromen in 
zwei sich gegenseitig induzierenderi Stromkreisen. Es sei zunaehst angenommen, 
daB die beiden Stromkreise SehlieBungskreise konstanter elektromotorischer 
Krafte Ev E2 (galvanischer Elemente) seien. Lv L2 seien die Selbstinduktions­
koeffizienten der beiden Kreise, LIZ der Koeffizient der gegenseitigen Induktion, 
Wv Wz seien die Widerstande, II' lz die Stromstarken. Dann gilt: 

EI - :dt {LII1 + L12 12} _ II W11 
(71) 

Ez - df {LIZ 11 + L 2 1z} - 12 Wz 

oder wenn wir annehmen, daB L 1 , LIZ' Lz konstant sind: 

EI - Ll dLl - L12 dL2 = II WI ' I 
E L dll L dl2 I W 

2 - 12 dT - 2 dt = Z 2' 

(72) 

Zunachst laBt sich leicht erkennen, daB das Sicheinstellen des Stromes II bzw. 
12 beim Einsehalten der Elemente eine gewisse Zeit erfordert und nicht momentan 
eintreten kann. Denn nehmen wir an, die Zeit bis zur Einstellung sei T und sei 

1) J. ELSTER U. H. GEITEL, Ann. d. Phys. u. Chem. Bd.68, S.483. 1899. 
2) MAC FARLAN MOORE, Elektrot. ZS. Bd. 17, S.637. 1896. 
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auBerordentlich kurz. In dieser Zeit nehmen die Strome von Null zu den Werten 
All und AI" zu. Da die Betrage 

d d 
dt{Ldl + L 12 I,,} und dt{L12 11 + L2I,,} (73) 

nach der Bedeutung der Gleichung (71) nicht unendlich groB sein kOnnen, so 
mussen fiir die kleinen Auderungen der Zeit die Anderung der Klammeraus,. 
driicke ebenfalls sehr klein sein, woraus folgt, daB wenn nicht Ll L,,-L~ = 0 ist, 
die Betrage All und AI" Null sind. . 

Die Gleichungen (72) lassen sich ganz allgemein integrieren und die Losung 
lautet: 

wenn IX und (J die beiden positiven Wurzeln der Gleichung sind: 

(L1L2 - L~) X2 - (Ll W" + L2 Wl)x + W l W" = 0, 

(74) 

und aI' a2, bl , b" Konstante, die sich aus den Anfangs- oder Endbedingungen der 
Aufgabe bestimmen lassen. 

58. SchlieBungsstrom bei zwei Kreisen. Als Beispiel behandeln wir hier 
wieder den Fall des SchlieBungsstromes, der im gewohnlichen Funkeninduktor 
ohne Eisenkem angenahert realisiert wird. Die eine" die primare Spule werde 
zur Zeit t = 0 an eine Batterie E1 angelegt, die andere, die sekundare Spule ist 
ohne elektromotorische Kraft zu einem Stromkreis geschlossen. Dann ist 

E2 =0 
~ und zur Zeit 

t= 0 II = 0, J2 = 0, 

11 = :;:1' J2 = 0, 
und: 

(75) 

In Abb. 19 ist eine graphische Darstellung des zeitlichen Verlaufs der beiden 
Strome gegeben, wobei die 
folgenden Werte der Rech-

. nung zugrunde gelegt wurden. 

L1 = 10- 4 Henry, 

L2 = 10- 2 , 

L12 = 10-4 , 

Wl = 10 Ohm, 

W2 = 100 Ohm, 

E1 = 10 Volt, 

daher 
IX = 0,9 . 105 , 

(J = 0,1,105 • 

!!..-Pt --- --
O~r-~~---+----r---~---4--~ 

---
1 2 

Abb. 19. Stromverlauf in primarer und sekundarer Spule 
bei StromschluB in der primaren. 
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Wir sehen aus der Darstellung das allmahliche Ansteigen von It bis zu dem ent­
giiltigen Wert Et/Wt , sowie das Ansteigen von 12 bis zu dem maximalen Wert 
0,0074 Amp. und das nachfolgende Wiederabnehmen zum Wert Null. (In der 
Abb. 19 wurde eIIl statt 12 aufgezeichnet. wo 

e = -Y(Wt L 2 - W 2Lt)2 + 4 W t W2L~: Lt2E1 = 90,2 
ist.) 

Als gesamte Elektrizitatsmenge, die in dem SchlieBungsinduktionsstrom 
durch den zweiten Kreis geflossen ist, findet man 

jI dt - L12E1 (76) 
\I - W1 W2 ' 

o 
ein Ausdruck, der in unserem Beispiel den Wert 10- 6 Coul. annimmt. 

59. Offnungsstrom bei zwei Stromkreisen. Die Behandlung des Offnungs­
stromes, der in der primaren und sekundarenSpule beimAusschalten des primaren 
Stromes entsteht, ist wiederum nicht allgemein moglich, weil sein Verlauf von 
der Art des Offnens abhangig ist. Bei der Behandlung des SchlieBungsstroms 
konnten wir annehmen. daB der Widerstand der Leitung von der Zeit t = ° an 
konstant Wist. Beim Offnen wachst der Widerstand im primaren Stromkreis 
von W1 bis 00 an in einer meist nicht bekannten Weise. Immerhin kann man 
sich ein ungefahres Bild machen von dem zeitlichen Verlauf der Strome, das den 
Unterschied des SchlieBungs- und Offnungsstromes deutlich erkennen liiBt. 

Zur Zeit t = ° wird die elektromotorische Kraft E1 abgeschaltet, indem der 
Widerstand W in der Zeit von t = 0 bis t = 7: vom Wert WI bis 00 wachst. 
E2 ist von vornherein Null. Da 

d 
Tt{LI2 II + L2Ii! 

in Gleichung (71) nicht unendlich sein kann. sondern eine endliche GroBe 
sein muB, so kann der Betrag in der Klammer in dem Zeitintervall 7: nur ver­
schwindend klein sein, d. h. es muB wiederum 

L12 Jll + L2JI2 = O. 

wenn JI1 und JI2 die Stromanderungen in dem kleinen Zeitintervall sind. 
Die Anderung JI1 ist aber bekannt und = -E1/Wt , so daB als gesamte 
Stromanderung im zweiten Stromkreis wahrend des Ausschaltens folgt: 

JI2 = (J2)max = ~~2 ~1 . (77) 

Von dem Moment an ist nun 11 = 0, so daB fUr die Folgezeit die Gleichung (71) 
sich reduziert auf ' 

woraus folgt: 

dJ2 __ W 2 I 
dt - L2 2' 

W, 
I - L12 E1 -yt 

2 - -r; WI e·. (78) 

wenn man den Anfangswert (77) beriicksichtigt, und die Zeit t = 0 von diesem 
Anfangswert an rechnet. 12 nimmt somit beim Ausschalten von II einen maxi­
malen Wert an, von dem 12 schneller oder weniger schnell bis Null absinkt, je 
nachdem W 2/L2 groBer oder kleiner ist, eine GroBe, die nur durch die Beschaffen­
heit der zweiten Spule (bzw. Kreises) bestimmt wird, wahrend der maximale 
Wert selbst auch von der gegenseitigen Induktion der beidenKreise und Wider­
stand und Spannung des ersten Kreises abhangt. 
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Der Vergleich von Gleichung (78) mit Gleichung (76) ergibt iibrigens leicht, 
daB die gesamte Elektrizitatsmenge, die im O£fnungsinduktionsstrom durch 
den zweiten Kreis flieBt, gleich ist der, die im SchlieBungsstrom auftritt. 

Wie steht es nun mit dem zeitlichen Verlauf des Stromes im ersten Kreis. 
Beim Abschalten von El wachst W(t) bis unendlich und wir konnen in erster An­
naherung El als klein ansehen im Vergleich zu den in Gleichung (71) vorkom­
menden Gliedem und haben: 

und 

Ll 1/ + L121/ = - II WI '1 
L dll L dl2 12Tt+2(H=0. 

Darausfolgt durch Elimination von dI2/dt 

(L L~2) dll I W 1:---r; Tt=- 1 l' 

t 

--~!Wdt II = 10 e L,L. - L~2 , 

worin 
10 = ::1' 

(79) 

(80) 

Hier.aus folgt, daB der primare Strom dann besonders schnell abfillt, wenn 
Ll L2 - L~ sehr klein ist. Dann ist auch die Funkenbildung gering. Durch eine 
Reihe von Demonstrationsversuchen laBt sich diese Abhangigkeit leicht einem 
groBeren Zuhorerkreis demonstrieren, wenn man z. B. in dem sekundaren Kreis 

~ ohne Anderung VOIl L12 und von GroBen, die den ersten Kreis betreffen, -L2 ver­
andem kann, z. B. durch Einschalten einer variablen Selbstinduktionsspule, 
die so gestellt ist, daB sie die gegenseitige 1nduktion nicht andert. 

60. Wechselstrom im primaren Kreise. Raben wir es mit einer verander­
lichen elektromotorischen Kraft zu tun, die sich im primaren Stromkreis be­
findet, so wird der Vorgang in den beiden Kreisen durch das System von Glei­
chungen(72) beschrieben, in denen El eine Funktion von t und E2 = 0 ist. 1st 
El = c1 sin (nt), so lassen sich die Gleichungen leicht aufiosen und wir erhalten 

wenn: 

und 

II = als~n(nt - CPl)' } 

12 = a2sm(nt - CP2)' 

a _ Cl 

1 - JlW~2 + n2L~' 
-Cl nL12 a -

2 - Y(W{2 + n 2 LD (W~ + n2L~) , 
nL~ W{ W 2 - n2L l L 2 

tgCPl = W~; tgCP2 = - n(L2 W{ + L{ W 2) , 

tg (CPl - CP2) = :r.2
2 

W' W + n2L~2 W 2 
1 = 1 W~ + n2 L~ , 

L' L n2L~2L2 
1 = 1 - W~ + n 2 L~ . 

(81) 
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Sowohl der primare als der sekundare Strom ist ein sinusformiger Wechselstrom, 
der gegen die Phase der Spannung verschoben ist. Die Formeln lassen sich 
vereinfachen, wenn die Wechselzahl sehr hoch ist, n groB. Dann folgt wenigstens 
angenwert : 

L' - L _ Li2 
1- 1 L2 ' 

T;V' W Li2 W 
V 1 = 1 + L~' 2' 

CP1 - CP2 = n. 

Das Verhaltnis der Ampli tuden der beiden Strome berechnet sich zu: 

]2 max L12 n 

]1 max VW~ + L~ n2 
(82) 

61. Transformator. (V gl. Band XVII.) Ein wichtiges Beispiel der besprochenen 
Abhangigkeit E1 (t) bietet der Transformator, dessen Primarspule an eine Wechsel­
strommaschine angeschlossen ist. Er dient dazu, niedrige Wechselspannungen 
in hohe umzuwandeln oder umgekehrt, und besteht im wesentlichen aus einer 
primaren und einer sekundaren Spule, die auf ein und denselben Eisenkern ge­
wickelt sind. Bei sehr hoher \¥echselzahl, groBem Wert von n, haben wir an­
genahert: 

(83) 

und als Phasendifferenz der beiden Strome den Wert n. Urnfassen die beiden 
Wicklungen des Transformators eine gleiche Lange des Eisenkerns, so verhalten 
sich die Induktionen L12 und L2 wie die WindungszahlenZl und Z2 der beiden 
Spulen. Gibt ein Transformator keine Energie nach auBen ab, was nur dann 
der Fall ware, wenn keine magnetische Streuung stattfande und aIle mag­
netischen Induktionslinien beide Wicklungen vollig umschlossen, dann miiBte 
die ganze Energie des primaren Kreises im sekundaren Kreise aufgezehrt werden 
und es miiBte sein 

heff' E leff = J2eff' E 2eff 
und daher auch 

Jlmax' Elmax = J2max' E2max , 

oder 

man nennt dieses Verhaltnis das Transformations- oder Dbersetzungsverhaltnis 
des Transformators. 

Ein Vergleich der ersten Gleichung (81) mit Gleichung (65) und (66) zeigt 
ferner, wie der Primarstrom durch die Anwesenheit eines sekundaren Stromes 
beeinfluBt wird. Es scheint der Widerstand zugenommen, die Selbstinduktion 
abgenommen zu haben. Der scheinbaren Vermehrung des Widerstandes ent­
spricht ein lVIehrverbrauch an Energie, der durch die auBere veranderliche Span­
nung El(t) aufgebracht werden muE. Ware der zweite Stromkreis nicht vorhanden, 
aber der Widerstand des ersten Stromkreises 

W' = W + W 2Li2 n2 
1 1 W: + L~ n 2 ' 

(84) 
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so ware die im ersten Stromkreis wahrend einer Schwingung aufgenommene 
Energie t W1 J'fmax; bei Anwesenheit des zweiten Stromkreises und einem 
Widerstand WI im ersten Stromkreis muB also der Betrag 

1 (Wl - WI) Jimax , 

von dem zweiten Stromkreis aufgenommen werden, d. h. nach Gleichung (84) 

1 W2L~2n2 T2 
"2 W~ + L~ n2 J 1 max , 

was nach Gleichung (82) in der Tat nichts anderes ist als 1 W2 Fsmax. 
62. Die Beziehung Lt L2 = Li2. Wir miissen nun noch den Fall erortern, 

den wir bei Diskussion der Gleichung (72) ausschlossen, namlich den, daB 
Ll L2 = L~ ist .. 1st das der Fall, dann folgt aus (72) unmittelbar 

L12El - LIE2 = W1L 1dl - W2L d2· (85) 

Durch Multiplikation der beiden Gleichungen (72) mit L 1/W1 bzw. L 12/W2 und 
Addition finden wir ferner mit Berucksichtigung von Ll L2 = L~2 

LW~I + LW~2 - (fi:l + ~.:) :t (Ll11 + L 12 12) = Ll11 + L 12 12· 

Hieraus ergibt sich 

Ll11 + L1212 = (L¥:I + LW~2) (1- ce-w,:~W~,L, t), (86) 
""""" 

wenn c eine durch die Nebenbedingungen zu bestimmende Konstante ist. Von 
Wichtigkeit ist wieder die Kenntnis des Stromverlaufs, wenn in den ersten 
Stromkreis eine elektromotorische Kraft eingeschaltet wird und der zweite 

o Stromkreis keine enthaIt. Dann wird wieder (s. Ziff. 57), wenn die Gesamtande­
rungen beim Einschalten LJl1 und LJ12 sind, 

LIL111 + L12 LJ 12 = 0, 

L 12 LJ l1 + L2 LJ12 = 0 

sein mussen und ffir den Anfangswert von Ll11 + L1212 der Wert Null anzu­
nehmen sein. Dnter diesen Voraussetzungen gilt c = 1, und wir haben zur Be­
stimmung des Stromverlaufs in diesem Fall die beiden Gleichungen 

W1L 12 11- W 2L , 12 = L 12 E 1 , I 
L E { w, W, t} 

Ll11 + L1212 = tvl1 1- e -W,L,+ W.L, . 
(87) 

63. Induktion in einem Leiter vom Widerstand Null. Aus der Gleichung 
(62) folgt in dem Fall, daB der Widerstand des Leiters Null ist: 

dJ E =L Tt , 

wenn die elektromotorische Kraft E eingeschaltet wird. Dieser Fall hat ein prak­
tisches Interesse durch die Entdeckung der "Supraleitfahigkeit" (vgl. Band XIII) 
einiger Metalle bei der Temperatur des flussigen Heliums von KAMERLINGH ONNES, 
und ist von LIPPMANN 1) diskutiert worden. Man erkennt, daB, wenn eine konstante 
elektromotorische Kraft sich nicht im Stromkreis befindet (E = 0), und einmal 
z. B. durch Induktion von auBen her in der Leitung ein Strom 1 hervorgebracht 

I) G. LIPPMANN. Ann. de phys. Ed. 11. S.245. 1919. 
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worden ist, dieser konstant bestehen bleiben muB, bis irgendwelche andere Ein­
wirkungen von auBen eintreten. Das hat ONNES z. B. dadurch erreicht, daB 
er einen Bleiring im Magnetfeld auf die Temperatur des fliissigen Heliums abkiihlte 
und dann das Feld auf Null abnehmen lieB. Beim Austreten der magnetischen 
Induktionslinien dn im Zeitelement dt infolge des allmahlich verschwindenden 
Feldes entsteht eine Stromzunahme, die gerade so viel magnetischen Kraft­
linien Entstehung gibt, als austreten, so daB der magnetische FluB durch die 
Flache des Ringes unverandert bleibt und wir in dem Bleiring - der auch 
durch einen massiven Bleizylinder ersetzt werden kann - einen permanenten 
Magneten vor uns haben. 

h) Anhang. 
64. Modelle fUr die Induktionsvorgange. Urn von den Induktionsvorgangen 

eine bequeme mechanische Vorstellung zu erhalten, haben verschiedene For­
scher versucht, mechanische Apparate zu bauen, in denen die Vorgange in ge­
wissem Sinne analog verlaufen wie die elektrischen. Es wird dabei in der Haupt-

sache immer nur von der Tragheit von Massen Gebraqch ge-
B /I macht, der die Selbstinduktion (und auch die gegenseitige 

Induktion) in vieler Weise entspricht. Sie haben gegenwartig 
wohl kaum mehr als historisches Interesse, entbehren aber 
nicht ganz eines gewissen Wertes, da sie die schnell verlaufenden 
elektrischen Vorgange durch ihren verhaltnismaBig langsamen 
Ablauf qualitativ bequem iibersehen lassen. Es sei hier nur 
der beiden von RAYLEIGH und von BOLTZMANN gedacht, die 
jedenfalls mechanisch lehrreich sind. 

x) Modell von RAYLEIGH!). Auf eine Achse, aber unab­
hangig voneinander beweglich, sind die Rollen A und B auf­
gesteckt. Uber sie lauft eine Schnur ohne Ende, die ihrerseits 
die beiden mit den Gewichten E und F belasteten Rollen C 
und D tragt. Es ist leicht, an Hand der Abb. 20 zu erkennen, 
daB infolge der Tragheit der Gewichte E und F bei Beginn 
der Drehung der Rolle A die Rolle B aus der Ruhe durch die 
Schnur in eine Drehbewegung versetzt wird, die der von A 
entgegengesetzt ist, und bei Verlangsamung der Drehung von A 
die vorher mit gleicher Geschwindigkeit sich drehende Rolle B 

Abb.20. Modell in groBere Rotationsgeschwindigkeit gebracht wird. Dadurch 
von RAYLEIGH. solI die Induktion im sekundaren Stromkreis bei Zunahme 

oder Abnahme des primaren Stromes demonstriert werden. 
fJ) Modell von BOLTZMANN2). Bei diesem Modell entsprechen die Gleichungen 

flir die in bestimmter Weise voneinander abhangigen Bewegungen der Massen 
mv m2, ms urn die Drehachse A in den Entfernungen rv r 2, ra, die durch ein 
masseloses Gestange eingestellt werden konnen, formal vollig den Gleichungen fiir 
die Vorgange in zwei. mit Selbstinduktion 

L 9 1n2 r~ 
11 = m1 ri + -4 - , 

., m21"~ 
L22 = msr;; + -4-

und gegenseitiger Induktion L _ tn2 r~, 
12 - 4 

1) Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. Bd.30, S. 30. 1890. 
2) L. BOLTZMANN, Vorlesungen i.lber MAXWELLS Theorie Bd. I, S. 24££., insbes. S. 42ff. 

u. Tafel 2. 1891. 
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versehenen Stromkreisen. Es hat durch die Moglichkeit weitgehender Analogie 
besonderes Interesse, Die beiden in der Abb. 21 sichtbaren horizontalliegenden 
Zahnrader konnen mit einem Trieb einzeln oder gemeinsam in Bewegung gesetzt 
werden und sind durch das Paar vertikalstehender Zahnrader "gekoppelt", die 
auf eine horizontale, urn die vertikale Fiihrung drehbare Achse aufgesetzt sind. 
Wird das obere Zahnrad gedreht, so wird durch die Tragheit der mittleren eine 
Bewegung auf das untere in entgegengesetzter Richtung libertragen, sobald die 
Geschwindigkeit des oberen wachst; das untere bleibt in Ruhe, solange die Ge­
schwindigkeit des oberen konstant ist. Durch Veranderung der einem Zentrifugal­
regulator ahnlichen Gestange kann man die Entfernungen r1, r2, ra der Massen 
ml> m2, ms von der Achse andern, wodurch die Dbertragung der Bewegungen be­

Abb.21. Modell von BOLTZMANN. 

einfluBt wird genau in dem Sinne, wie 
die Induktion durch Anderung der Selbst­
induktion und der gegenseitigen Induk­
tion der Kreise beeinfluBt wird. Nahere 
Einzelheiten mogen im Original einge­
sehen werden. 

E U 
/' /1 

/ I 
/ I 

/ I 
/ I Uf 1 

II I 
II I 
1/ I 
II I 
II I 

I 
I 
1 
IS 

/ 
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/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ t 

Abb. 22. Graphische Darstellung der 
Energieverhaltnisse. 

65. Graphische Darstellung der Energieverhiiltnisse. Endlich sei hier auf 
eine graphische Darstellung der Energieverhaltnisse in einem Stromkreise 
mit Selbstinduktion von TERPSTRAl ) hingewiesen. Aus Gleichung (62) folgt 
die nun ohne nahere Definition der Buchstaben unmittelbar verstandliche 

Energiegleichung EJ dt = p W dt + J L it dt. 

In der Ebene JOt des rechtwinkligen Koordinatensystems der Abb. 22 sei 
die Stromkurve (w ) 

J = Jo 1- e- yt 

1) P. TERPSTRA, Phys. ZS. Bd.21, S. 467. 1920. 
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eingetragen und auf ihr senkrecht zur Ebene ein Zylindermantel aufgestellt. 
In der Ebene E 0 t sei die Spannungskurve der gegenelektromotorischen Kraft 
Ld] 

dt w d] --t 
EI = L de = Jn We L 

gezeichnet und diese Linie ebenfalls als Grundlinie eines zu der Ebene EO t 
senkrechten Zylindermantels benutzt. Durch die beiden Zylinder und die Ko­
ordinatenebenen und die zu EOt im Abstand Jo gezeichnete Ebene lassen sich 
drei Volumenstiicke abmessen, die einander gleich sind und gleich der im 
Feld durch das Entstehen des Stromes aufgespeicherten magnetischen Energie 
tLJ5. Die Volumina sind die folgenden: 

1. Innerhalb der beiden auf den Ebenen JOt und EOt aufgesetzten Zylin­
dem und begrenzt durch diese Ebenen (mit dem Element PQ5R·dt). 

2. Zwischen Ebene JOt, Ebene JOE, der durch J = Jo gelegten zu EOt 
parallelen Ebene und den beidenZylindermanteln (mi(dem Element PQ' 5' R dt) . 

. 3. Zwischen Ebene JOE, der durch J = Jo gelegten zu EOt parallelen 
Ebene, der durch E = Jo W gelegten zu JOt parallelen Ebene und den beiden 
Zylindermanteln (mit dem Element RTU' 5' dt). 

Zum Beispiel ist 

f~Q5R dt = JJ5w(e-~ t _ e- 2}!' t) dt = ~ LJ6. 
o 0 

Weiter ist: 
Flache P Q 5 R . d t: die in den Raum durch Anwachsen des Stromes ein­

tretende magnetische Energie. 
Flache R T U 5 . d t: die infolge der Differenz der konstanten elektromoto­

rischen Kraft E und der induzierten elektromotorischen Kraft und infolge des 
augenblicklichen Stromes auftretende Stromwarme. . 

Flache P T U Q . d t: die von der konstanten elektromotorischen Kraft im 
Element dt zur Zeit t geleistete Arbeit. 

Man kann, wje TERPSTRA ausfiihrt, aus diesem Diagramm unter anderem 
anschaulich erkennen, wie nach dem SchlieBen des Stromes die Arbeit, die von 
E geleistet wird, allmahlich zunimmt und wie der Bruchteil, der davon im Feld 
aufgespeichert wird, allmahlich abnimmt, bis alle Stromenergie in Warme um­
gewandelt wird. 



Kapitel 2. 

Wechselstrome. 
Von 

RUDOLF SCHMIDT, Berlin. 

Mit 68 Abbildungen. 

1. Vorbemerkung. Die graphischen und analytischen Methoden fur die 
Behandlung von Wechselstromproblemen sind aus ihren Anfangen heraus an 
Hand von Aufgaben entwickelt worden, die vornehmlich auf dem Gebiet der 
Elektrotechnik liegen. Daher war, wollte man den Umfang des vorliegenden 
Abschnittes nicht weit uber das Interessengebiet des Physikers hinaus ausdehnen, 
bei der Verarbeitung des in der Literatur vorliegenden Materials eine Beschrankung 
auf das Grundlegende notig. Nur in einzelnen Gebieten, die allgemeineres In­
t~!esse auch mit Bezug auf andere Gebiete der Physik beanspruchen durfen, 
wie z. B. die harmonische Analyse von Schwingungen, wurde eine groBere Voll­
standigkeit angestrebt. 1m ganzen ist jedoch der Stoff eingehender behandelt 
worden, als es sonst in physikalischen Handbuchern ublich ist; das wird mit 
Rucksicht auf . den Band "Elektrotechnik" dieses Handbuches nicht un­
erwiinscht sein. 

Die grundlegenden Werke der allgemeinen theoretischen Elektrotechnik, auf 
die vielfach Bezug genommen wurde, sind unten 1) angefiihrt. 

a) EinweUige Wechselstrome. 
2. Definition des Wechselstroms. Als Wechselstrome bezeichnet man 

Strome, deren Starke und Richtung sich periodisch mit der Zeit andern; die 
Zeit T, nach deren Ablauf die Starke des Stromes den gleichen Wert, seine 
Richtung den gleichen Sinn wieder an­
nimmt, heiBt die Periode oder die Peri- ~ ~t' 
odendauer. Die Funktion t(t), die den 
periodischen Strom i darstellt, hat also 
die Bedingung zu erfiillen: -t 

i = f (t) = f (t ± T) = f (t ± 2 T) = . . . (1) 

Tragt man die Zeiten als Abszissen, 
die Augenblickswerte des Stromes als 
Ordinaten auf (Abb. 1), so ist die Abb.1. ZeitdiagrammdesWechselstromes. 

1) F. BEDELL U. A. C. CREHORE, Theorie der Wechselstrome, deutsch von A. H. Bu­
CHERER. Berlin-Miinchen 1895; O. HEAVISIDE, Electromagnetic Theory, 3 Bde. London 
1899 ; A. RUSSEL, The Theory of Alternating Currents, 2 Bde. Cambridge 1904; E. KITTLER 
u. W. PETERSEN, Allgemeine Elektrotechnik Bd. II. Stuttgart 1909; J. L. LA COUR U. 

O. S. BRAGSTAD, Theorie der Wechselstrome (Bd. I von E. ARNOLD, Die Wechselstrom­
technik). Berlin 1910; E. ORLICH, Die Theorie der \Vechselstrome. Leipzig-Berlin 1912; 
A. FRAENCKEL, Theorie der Wechselstrome 2. Auf!. Berlin 1921. 
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gesamte, wahrend einer Periodendauer in einer Richtung flieBende Elektri-
zitatsmenge T 

Q=fidt=FI-F2' (2) 

wenn FI und F2 die Inhalte der von der Stromkurve begrenzten, oberhalb und 
unterhalb der Abszissenachse liegenden Flachen sind. Durch eine Parallel­
verschiebung der Abszissenachse urn den Betrag ig kann man es offenbar er­
reichen, daB die beiden Flachen inhaltsgleich werden. Die Momentanwerte i 
des Stromes setzen sich dann zusammen aus dem konstanten Betrag ig und dem 
variablen Werte iw: 

i = ig + iw oder iw = i - ig. 

ig T = FI - F2 = Q 
(3) 

(4) 

stellt die gesamte, innerhalb einer Periode in einer Richtung flieBende Elektrizi­
tatsmenge dar. Man kann daher ig als denjenigen Gleichstrom auffassen, der den 
gleichen Elektrizitatstransport innerhalb der Periode T besorgt, wie der Wechsel­
strom il). Aus (2), (3) und (4) folgt 

T 

fiwdt = Q - igT= O. 

Der periodische Strom i w , bei dem die gesamte in einer Richtung mitgefiihrte 
Elektrizitatsmenge innerhalb einer Periode Null ist, wird als reiner Wechsel-
strom bezeichnet. . 

Jede beliebige periodische Funktion, wie sie etwa in Abb. 1 dargestellt 
ist, laBt sich nach FOURIER auffassen als die Summe einer endlichen oder un­
endlichen Zahl von Sinusfunktionen. Wir betrachten daher zunachst den reinen 
Wechselstrom, der durch eine einfache Sinusfunktion dargestellt wird, den ein­
wellig~n Strom. Naturlich gelten die Betrachtungen, soweit sie die mathema., 
tische Darstellung betreffen, in gleicher Weise fur Wechselspannungen. 

3. Der analytische Ausdruck fiir einwellige Spannungen und Strome. 
In einem homogenen Magnetfelde von der Intensitat S) (Abb.2) wird eine ebene 
Drahtwindung von der Flache F urn eine auf der Richtung der Kraftlinien senk­
rechte Achse mit gleichfOrmiger Winkelgeschwindigkeit gedreht. In der Lage 001 

(x = 0) der Drahtwindung ist der gesamte die Windung durchsetzende Kraft­
fluB Wm = F . S); nach einer Drehung des Kreises urn den Winkel x ist 
W = F· S) cosx. Die Winkelgeschwindigkeit der Drehung sei dx/dt = w; dann 
ist x = w t + r:p, wenn r:p der Winkel ist, den die Normale auf der Windungs­
ebene zur Zeit t = 0 mit der Richtung der magnetischen Kraftlinien bildet. 

Abb. 2. Erzeugung 
einer einwelligen 
vVechselspannung. 

Wir erhalten 

Nun ist nach FARADAy-MAXWELL die induzierte elektromo­
torische Kraft 2) 

e=-~~ = wWmsin(wt+ r:p) =Emsin(wt+r:p). (1 ) 

Sie entspricht einer Sinusfunktion; ihr Maximum Em ist 
gleich w Wm • 

1) E. ORLICH, Die Theorie der Wechselstrome. S. 25. 
2) 1m Sinne der lVIAXWELLschen Theorie ist die GroBe -d</Jjdt als U mla u fsspa nn ung 

zu bezeichnen. Die gebrauchlichere Bezeichnung induzierte ElVIK, die die (formale) Ana­
logie mit den eingepragten ElVIKe zum Ausdruck bringt, ist unbedenklich, solange sie 
auf Vorgange in linearen Leitern beschrankt bleibt. (Vgl. K. W. WAGNER, Elektrotechn. Z. S. 
Bd.41, S. 641. 1920). 
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Aus Gleichung (1) folgt 
T 

fed t = iP(T) - iP(O) = 0 • 
o 

e ist also eine reine Wechselspannung. 
4. Bedeutung der Konstanten ro und p. Der analytische Ausdruck fur 

einen einwelligen Wechselstrom ist analog Ziff.3, Gleichung (1); 

i = 1m sin (wt + <p). (1) 

i heiBt der Augenblickswert, 1m der Hochstwert, Scheitelwert oder 
die Amplitude des Stromes. Die Bedeutung von w und <p ergibt sich aus 
folgender Betrachtung: Nach Ablauf der Periodendauer T muB i wieder gleiche 
GroBe und Richtung wie am Anfang haben. Nach Gleichung (1) ist das der Fall, 
wenn 

2:n: 
w T = 2.n oder w = T (2) 

ist. 1jT, d. h. die Zahl der Perioden in der Sekunde, heiBt die FrequenzI); sie wird 
nach einem Vorschlage des Ausschusses fur Einheiten und FormelgroBen mit 
t (im Gegensatz zu der friiher ublichen Bezeichnungs­
weise yoder n) bezeichnet: 

1 
T = t; w = 2nt. 0) 

Die Konstante w wird die Kreisfrequenz genannt; 
sie ist die Zahl der Perioden in 2.n Sekunden. 

Der konstante Winkel <p hangt von der Wahl 
des Anfangspunktes der Zeit ab. Zur Zeit 

t=-~=-.'!-..T 
(0 2:n: 

Abb. 3. Zeitkurve des ein­
welligen Wechselstromes. 

ist nach Gleichung (1) i = 0; i geht dabei von negativen Werten- zu positiven 
uber (s. Abb. 3). <p heiBt der Phasenwinkel. Fur die Betrachtung des 
zeitlichen Verlaufs von nur einem Strom kann man offenbar den Anfangspunkt 
der Zeit belie big wahlen; dagegen wird die Lage mehrerer Strome zueinander 
durch ihre Phasenwinkel bestimmt. Folgt Z. B. ein zweiter Strom der Gleichung 

i' = 1~, sin w t , 

so erreicht der Strom nach Gleichung (1) den Wert i = 0 urn rpjw Sekunden friiher, 
als der zweite Strom. Dieser eilt dem ersten urn den Winkel rp nach; rp gibt 
also die Phasenverschiebung zwischen beiden Stromen an. Eine positive 
Phasenverschiebung bedeutet Voreilung, eine negative Nacheilung. 

5. Die Summe von einwelligen Stromen. Die Summe der beiden Sinus­
funktionen 

sin(wt + rpI) 
und 

ergibt eme neue Sinusfunktion 

2sin (w t + rpl_±-~) cos <PI - 'P2 
2 2' 

1) Fur die Bezeichnung der Einheit derFrequenz ist ,,1 Hertz" vorgeschlagen worden; 
allgemeine Anwendung hat diese Bezeichnung bisher nur in der Hochfrequenztechnik 
gefunden. 
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Hieraus folgt ohne weiteres, daB die· Summe zweier einwelliger Strome gleicher 
Frequenz w 

il = Ilmsin(wt + CPI)' 

i2 = 1 2m sin (w t + qJ2) 

emen sinusf6rmigen Strom derselben Frequenz w von der Form liefern muB 

i = i l + i2 = Imsin(wt + qJ). 

Zur Bestimmung von 1m und qJ setzt man nacheinander wt = 0 und wt = n12: 

Hieraus folgt 

und 

ImsinqJ = IllnsinqJl + 12m sin qJz, 

ImcosqJ = IlmcosqJl + 12mcosqJ2' 

t 1 1m sin 'PI + 12m sin 'P2 
gqJ = . 

I l mcoS'P1 + 12m cos 'P2 

Der Quadrant, in dem qJ liegt, ist durch die Vorzeichen von qJl und qJ2 folgender­
maBen bestimmt: Werden Zahler und Nenner positiv, so liegt qJ zwischen 0 
und n12, werden beide negativ, so liegt qJ zwischen n und 3 n12. Wird der Zahler 
positiv, der Nenner negativ, so ist qJ zwischen nl2 und n, wird der Zahler negativ 
und der Nenner positiv, so ist qJ zwischen 3 nl2 und 2n zu wahlen. 

Allgemein gilt daher: Sind die Teilspannungen eines Wechselstromkreises 
einwellig, so ist es auch die Gesamtspannung; ebenso ist der Gesamtstrom, der 
sich aus mehreren, in parallelen Leitern flieBenden einwelligen Teilstromen zu­
sammensetzt, einwellig. 

Fiir technische Anwendungen ist von besonderer Wichtigkeit die Addition 
von n einwelligen Stromen (oder Spannungen) von gleicher Amplitude 1m , 

von denen jeder Strom gegen den vorhergehenden die gleiche Phasenverschiebung 
2nln. khat (k = ganze Zahl). Die Summierung ergibt 

s = F(wt) = Im{ sinwt + sin(wt + 2: k) + sin(wt + 22: k) + ... 
+ sin ( w t + (n - 1) ~~' k ) } 

n-1 

= 1m ~ sin(wt +;. 2: k). 
2=0 

Man bilde eine zweite Summe s' aus n Wellen gleicher Amplitude 1m , jedoch 

fUr F(wt + 2n k) : 
n 

s'= F(wt + 2: k) ="lm{ sin(wt + 2: k) + sin(wt + 22: k) + ... 

+ sin ( w t + (n - 1) 2: k) + sin (w t + 2 n k)} . 
Berucksichtigt man die Beziehung 

sin (wt + 2nk) = sinwt, 
so folgt 

s' = F( w t = 2: k) = 1m ~ sin ( w t + ;. 2: k) 
'<=0 
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und 

F(wt) = F(wt + ~2n). 
Diese Gleichung kann nur best~hen, wenn kin eine ganze Zahl ist. 1st das der 
Fall, so besteht die Summe s = s' ays 11zGliedern von der gleichen GroBe 1", sinw t, 
so daB 

s = s' = nl",sinwt 
ist. 

1st dagegen kin < 1 oder kin> 1, aber keine ganze Zahl, so kann die Gleichung 
s = s' nur bestehen, wenn 

s = s' = 0 
ist. 

Strome, die in ihren Phasen urn je 2: k (k S n, 2n ... ) gegeneinander ver­

schoben sind, finden bei den lVIehrphasensystemen (s. Ziff. 35 ff.) technische An­
wendung. Leiter, die von solchen Stromen durchflossen sind, konnen daher in 
einen Knotenpunkt zusammengefiihrt werden, wenn die Amplituden der Strome 
gleich sind: ihre Summe ist Null. 

Fur die einzelne Sinuswelle ergibt sich 
die Folgerung: Teilt man die Lange von k 
ganzen Wellen (s. Abb. 4) in n gleiche Teile, 
so ist die Summe der Ordinaten in den Teil­
punkten gleich Null, wenn kin < 1 oder 
kin> 1, aber keine ganze Zahl ist. Wird 

Abb. 4. Addition aquidistanter Ordi-
dagegen k = n, 2n . .. , so haben die Or- naten: k = 2; n = 5. 
dinaten in den Teilpunkten stets dieselbe 
GroBe und Richtung, ihre Summe ist n mal so groB, wie die einzelne Ordinate. 

6. Mittelwert der Stromstarke und der Spannung. Der analytische Aus­
druck fUr den einwelligen Strom gibt die Augenblickswerte des Stromes 
zu jeder Zeit tan; bei der Kiirze der Periodendauer ist es nicht moglich, diese 
Augenblickswerte mit einfachen experimentellen lVIitteln zu messen; auch bieten 
sie nur fUr wenige Probleme ein besonderes Interesse. Es ist daher notig, einen 
Ausdruck fUr ihren lVIittelwert zu gewinnen. 

Aus der Definition des reinen Wechselstroms (s. Ziff. 2) folgt, daB der lVIittel­
wert alIer Augenblickswerte, iiber eine Periode gebildet, gleich Null ist (elektro­
lytischer lVIi ttel wert). Aus diesem Grunde vermag der Wechselstrom die 
Spule oder die Nadel eines Galvanometers nicht abzulenken, wenn deren Eigen­
schwingungsdauer groB ist gegen die des Wechselstroms. 

Beschrankt man die lVIittelwertsbildung auf eine nur positive oder nur 
negative Halbperiode, so erhalt man den als lVIi ttel wert schlechthin bezeich­
neten Ausdruck 

T/2 

M(i) = ~ fidt. (1) 
o 

Auch diesem Werte kommt nur eine geringe Bedeutung zu. Die Wirkungen, 
die der Strom ausiibt und die fiir seinen Nachweis oder fiir die lVIessung 
seiner Starke Anwendung finden, sind dem Quadrate des Stromes in 
jedem Augenblicke proportional, z. B. die mechanischen Krafte in dem 
magnetischen Felde eines Stromes, seine Warmewirkungen usw. Es ist daher 
von groBter Wichtigkeit, einen lVIittelwert fUr die Quadrate der lVIomentan­
werte abzuleiten. 

Handbuch der Physik. xv. 25 
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In einem Leiter vom Widerstande R wird wahrend der Zeit dt die W1irme­
menge Ri2 dt gebildet. Die wahrend einer Periode freiwerdende W1irmemenge 

T . 

ist dann Rfi2 dt, unddie Warmemenge in der Zeiteinheit 
o 

T 

Q = ~ fi 2 dt. 
o 

Die gleiche Warmemenge wird in der Zeiteinheit durch einen Strom konstanter 
Starke I erzeugt, der sich aus der Beziehung 

ergibt. 
Q= R12 

Hieraus folgt: Dem Wechselstrome i ist in seiner Wirkung 
Strom I gleichwertig; zwischen beiden besteht die Beziehung 

/--T--

I = V ~ l2dt = YM(i2). 

em mittlerer 

(2) 

Den durch diesen Ausdruck definierten Mittelwert des Wechselstroms nennt 
man den wirksamen Mittelwert oder kurz den Effektivwert. Dieser Wert 
ist es, der von den gebrauchlichen MeBinstrumenten fiir Wechselstrom, den 
Hitzdraht- und elektrodynamischen Strom- und Spannungsmessem sowie auch 
vom Elektrometer in idiostatischer Schaltung angezeigt wird. 

Fur den einwelligen Strom i = 1m sinwt ergeben sich nun zwischen den 
Mittelwerten und dem Scheitelwerte die folgenden einfachen Beziehungen. 

D~r Mittelwert M(i) ist 
T/2 . 

M(i)=~f1mSinwt·dt=- :T1m[coswtJfi2= ~lm=0,6371m. (J} 
o 

Der Effektivwert -yM(i2) ergibt sich aus 

T T . 

. 1j-' I~ r. I~ [ Sin2wt]T I~ 
M($2) = T p"'sm2wtdt=2tj(1-COS2wt)dt= 2T t-2~ 0 ="2' (4) 

o 0 

,/- 1 
VM (i2) =1= ,r;:;lm = 0,7071mo 

r2 . 
(5) 

Das Verhaltnis voin Scheitelwert zum Effektivwert 1m!1 bezeichnet man als 
Scheitel£aktor; er ist fiir den einwelligen Strom 1/2. 

Das Verhaltnis des Effektivwerts zum Mittelwert V~i:;) nennt man den 

Formfaktor; er hat fUr den einwelligen Strom den Wert ;n; _ = 1,11 . 
2"j12 

Diese beiden. Faktoren, die natiirlich fur nicht einwellige Strome andere 
Werte haben, geben ein MaJ3 fiir dieStumpfheit oder Spi tzhei t der Welle. 
In der Regel bedient man sich fUr die Charakterisierung der Wellenform des 
Formfaktors; er nahert sich um so mehr dem Werte 1, je stumpfer die Kurven­
form ist und umgekehrt (s. Weiteres unter "Mehrwellige Strome", Ziff. 32). 

Die vorstehend gegebenen Definitionen der Mittelwerte usw. gelten sinn­
gemaB auch fiir die Wechselspannungen. In dem elektrischen Felde einer 
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wechselnden Ladung sind z. B. die mechanischell Krafte in jedem Aug~nblick 
dem Quadrate der Ladung und daher auch dem Quadrate der Spannung 
proportional. Neben dem Effekti vwert der Spannung spielt ihr Scheitel­
wert bei vielen Problemen (z. B. dem der Durchschlagsspannung) eine wichtige 
Rolle. 

7. Die Leistung des einwelligen Wechselstroms. Es gilt ganz ailgemein 
das Gesetz von JOULE: Bewegt sich eine Elektrizitatsmenge q unter der Ein­
wirkung einer EMK e, so wird die Arbeit A = e . q geleistet; also ist die Leistung 

n _ eq 
- t . 

Nun ist q/t = i die Elektrizitatsmenge, die in der Zeiteinheit durch den Quer­
schnitt des Leiters bewegt wird, also die Stromstarke; daher ist 

n = ei. 

Diese Beziehung besteht sowohl fUr Gleichstrom als auch fiir Wechselstrom, 
wenn man imletzteren Faile die Augenblickswerte von Strom und Spannung 
einsetzt. Der Mittelwert, iiber eine 
Periode gemessen, ist dann 

P d 

ist 

N=M(n)= ~feidt. 
o 

Fiir 

e = Em sin (cot + CPl), 

i = 1m sin (wt + CP2) 

n = Em 1m sin-(w t + CPl) sin (cot + CP2), Abb. 5. 2ieitkurve der Leistung. 

(1) 

Diese, die Augenblickswerte der Leistung darstellende Gleichung, enthalt ein 
konstantes Glied und eine Sinusfunktion, deren Frequenz gleich der doppelten 
Frequenz der Strom- und Spannungskurven ist. Bei der Integration zur Mittel­
wertsbildung wird das zweite Glied Null, und wir erhalten als AusdruJ:;k der 
Leistung 

N = M(n) = Er;Im cos (CPl - CP2) = E I coscp. (2) 

Der Mittelwert der Leistung Ia13t sich in einfacher Weise durch die Effektiv­
werte des Stromes und der Spannung, I und E, sowie die Phasenverschiebung 
zwischen dem Strome und der Spannung ausdriicken. 

Der Augenblickswert der Leistung schwingt, wie in Abb. 5 dargestellt 

ist, mit der doppelten Frequenz 2w urn den Mittelwert Im:m coscp. Nur wenn 

cP = 0 ist, sind die Augenblickswerte der Leistung dauernd positiv, ihr Mittel­
wert ist Em1m/2, gleich der Amplitude der ei-Kurve. 1st cP groBer als Null, 
aber kleiner als ± :n/2, so sind die Leistungswerte wahrend eines Tells der 
Periode negativ, d. h. von dem Energie aufnehmenden Tell des Stromkreises 
wird Arbeit an die Stromquelle zuriickgeliefert. Hierbei handelt es sich urn die 
elektrische und magnetische Feldenergie derjenigen Leitergebllde, die die Phasen­
verschiebung zwischen Strom und Spannung verursachen, namlich der Induktivi-

. taten und Kapazitaten; die Feldenergie wird abwechselnd in dem einen Halbtell 
der Periode aufgespeichert, in dem. nachsten zuriickgeliefert. 

25* 
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8. Blindleistung, Wirkleistung, Scheinleistung. In dem Stromkreise, 
in dem unter der Einwirkung der EMK e = Em sin (wt + <PI) der Strom 
i = 1m sin(wt + <P2) flieBt, sei der gesamte wirksame Widerstand R. Dann kann 
die Leistung n durch i2R ausgedriickt werden: 

n = R l;'sin2 (wt + <P2) 
oder 

(1 ) 

RI2 RI2 
n = T - T cos 2 (w t + <P2) • (2) 

Bei der Mittelwertsbildung bleibt nur das konstante Glied R 1;'/2 bestehen; es 
muB daher identisch sein mit dem ersten Gliede der Gleichung (1) in Ziff. 7. Ersetzt 

man in Gleichung (2) R1;'/2 durch E~ImcoS(qJl - <P2) und subtrahiert diese Glei­

chung von der Gleichung (1) in Ziff. 7, so erhalt man offenbar einen Ausdruck 
fUr die schwingende Energie der elektrischen und magnetischen Felder: 

w = - E~Im [cos (2 wt + <PI + <P2) - cos (<PI - <P2) cos2 (wt + <P2)] 
oder 

Em 1m· ( ). ( ) ( ) w = - -2- sm !PI - <P2 sm2 wt + <P2 . 3 

Der Mitt elwert , iiber n/2 Perioden (n = ganze Zahl) gebildet, ist Null, ent­
sprechend unseren Ausfiihrungen in Ziff. 7. Integriert man dagegen iiber 
einen positiven oder negativen Halbteil der w-Kurve, so erhalt man die zur 
Erzeugung der magnetischen und elektrischen Felder aufgewendete Arbeit, den 
Energieinhalt W dieser Felder. Zu diesem Zwecke legt man den Koordinaten­
anfang so, daB fiir t = 0 w = 0 wird, d. h. man setzt <P2 = 0 und integriert 
von 0 bis T /4; wird die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung 
wie in Ziff. 7 mit <P bezeichnet, so ist 

W 1 Em 1m' 1 EI . . = - - -- sm<p = - - sm<p. 
w 2 w (4) 

E I sin<p, eine der Feldenergie proportionale GroBe, heiBt dieBlindleistung; 
sie ist numerisch gleich der Amplitude der schwingenden Energie. Im Gegen­
satz zur Blindleistung wird E1 cos<p als Wirkleistung bezeichnet, wahrend 
E1 die Scheinleistung heiBt. 

9. Die WechselstromgroBen. Die Beziehung zwischen der Spannung e und 
dem Strome i in einem Stromkreise vom Widerstande R, der Induktivitat L 
und der Kapazitat C wird durch die Gleichung dargestellt: 

R · Ldi 1f'd e= ~+ Tt+C ~ t. 

Fiir den einwelligen Strom i = 1m sin OJ t erhalt man daraus 

e = I",R sinw t + 1", [OJ L - wic 1 sin (w t + ~) , 
e = E",sin(w t + <p). 

(1 ) 

(2) 

Die einwellige Spannung e setzt sich aus zwei Schwingungen zusammen. Die 
erste mit der Amplitude 1mR ist in Phase mit dem Strome i, sie ist dem OHlv[schen 
Spannungsabfall entgegengesetzt gleich. Die zweite Schwingung hat die Ampli­
tude 1m[wL -1/wC], sie eilt dem Strome urn 90° vor. Ihre physikalische Be­
deutung zeigt sich klarer, wenn wir dem zweiten Gliede der Spannungsgleichung (2) 
die Form geben: 

l",wLsin(wt+ ~)+lmwicsin(OJt- ~). 
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1m roL ist entgegengesetzt gleich der EMK der Selbstinduktion und eilt dem 

Strome um 90 0 vor. 1m w1C sin (rot - ~) ist die £iir die Ladung der Kapazitiit c 
erforderliche Spannung; sie eilt dem Strome um 90 0 nacho 

Die Amplitude Em der resultierenden Spannung e ergibt sich zu 

ihr Effektivwert ist 

E - I 1/ R2 + fro L __ 1 ]2 
m - m r l wC' 

(3) 

Die Phasenverschiebung p zwischen Strom und Spannung ist gegeben 
durch 

wL __ 1_ 
wC 

tgp= R (4) 

Der Effektivwert E der Spannung setzt sich aus zwei zueinander senk­

rechten Komponenten 1R und I [coL - w1c] zusammen; sie bilden mit dem 

Effektivwerte E ein rechtwinkliges Dreieck. Der Winkel zwischenE und 1R ist p. 

1R = Ecosp 
heiBt die Wirkspannung, 

I [roL - w1c] = Esinp 
die Blindspannung. 

'Z= VR2+ [roL- w1c] 2 

wird als Scheinwiderstand [Impedanzl)] bezeichnet. 
R ist der wirksame Widerstand oder Wirkwiderstand; er ist wegen 

der Stromverdrangung keinesfalls stets dem OHMschen Widerstande gleichzusetzen. 

x = [roL - w~l 
heiBt Blindwiderstand (Reaktanz). 

Sind Spannung E und Scheinwiderstand Z gegeben, so ist der Strom 
E 

1= Z. 

1JZ bezeichnet man als Scheinleitwe:ct (Admittanz). 
In gleicher Weise wie die Spannung kann auch der Strom als aus zwei Kom­

ponenten zusammengesetzt gedacht werden, namlich 

aus dem Wirkstrom2) 

und dem Blindstrom 

Ecosq; 
1cosp=-z-

. Esinq; 
Ismp=-z-· 

1/Z. cosp bezeichnet man als Wirkleitwert (Konduktanz), 
1/Z. sinp als Blindleitwert (Susceptanz). 

1) Die Bezeichnungen Impedanz, Reaktanz usw. stammen von HEAVISIDE. 

2) M. V. DOLIVO-DoBROWOLSKY, Elektrot. ZS. Bd. 13, S.222. 1892. 
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Bildet man aus den Augenblickswerten von e und i durch Multiplikation von 
Gleichung (2) mit i = Imsinwt den Aug~nblickswert ei der Leistung, so er-
halt man: . . 

ei = ~RSln2W t + ~wLsinw tcosw t - I~ wi c sinw tcoswt 

= E, Rsin2 w t + w [I~ L - ~1 sin2w t 
m 2 2w2C 

= ~RSin2W t + w [Wm - We] sin2w t. (5) 

Hier tritt in dem zweiten· Gliede als Schwingungsamplitude die Differenz der 
Energie der magnetischen und elektrischen Felder, [W m - We]l) multipliziert 
mit der Kreisfrequenz w, auf, eine GroBe, die entsprechend unseren Ausfiihrungen 

T 

in Ziff.8 gleich der Blindleistung ist. Bei der Mittelwertsbildung 1jT J ei dt 

wird dieses Glied Null, und wir erhalten die Wirkleistung 0 

N= RI~ = 12R 2 . (6) 

In den vorstehenden Definitionen der Wechselstromgro/3en sind sowohl die 
Konstanten des Stromkrei~es wie auch die Phasenverschiebung enthalten. Man 
kann, wie es der AusschuB fUr Einheiten und FormelgroBen 2) vorschlagt, die 
Definitionen lediglich auf die der Messung unmittelbar zuganglichen GroBen, 
die effektive Spannung, den effektiven Strom und die effektive Leistung be­
ziehen, Dann ist z. B. der Scheinwiderstand dem Verhiiltnis EjI, der Wirk­
widerstand dem Verhaltnis NjI2 und der Blindwiderstand dem Ausdruck 
y(EjJ2) - NjI2)2 gleichzusetzen. Diese Definitionen sind fiir einwellige Strome 
mit den oben gegebenen natfulich vollkommen identisch; iiber ihre Anwendung 
bei mehrwelligen Stromen s. Zif£. 31. 

10. Geometrische Darstellung einwelliger Strome. Die Strecke OP stelle 
in Abb.6 ihrer Lange nach den Scheitelwert 1m eines Wechselstroms i l dar; 
laBt man OP mit der Winkelgeschwindigkeit w, die gleich der Kreisfrequenz 
ist, in positiver, also der Drehung des Uhrzeigers entgegengesetzter Richtung 
rotieren, so hat OP nach der Zeit t die Lage OPl erreicht und dabei den Winkel w t 
durchlaufen. Die Projektion von OPl auf OY ist dann 

OB = 1m sinw t. 

1) Nach MAXWELL ist der Energieinhalt des magnetischen Feldes Wm = ~fiJjdf 
i lTr 1 '2 ' , d 'd ' . h ' = - r = - L ~ ; emer.&n erung von ~ um ~ entspnc t eine .&nderung von W m um 
2 2 

dWm = iLdi. Fiir i = Imsinwt folgt demnach 

dWm 'L di 1 LIs' -d- = ~ -d = -00 mSln2wt, t t 2 

und fiir die gesamte, wahrend Tj4 aufgespeicherte magnetische Energie 

T/4 

fdW = ~ LI~. 
o 

1 1 12 
In ahnlicher Weise ergibt sich die Energie der elektrischen Felder zu - E;' C = - -2m • 

2 2 00 C 
2) Elektrot. ZS. Bd. 41, S. 660. 1920. 
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Mit anderen Worten: Die Projektion der bewegten Strecke OP von der Lange 1", 
auf die Vertikale ist in jedem Augenblick numerisch gleich der Starke eines 
Wechselstroms il = 1",sinwt. 

Eine zweite $trecke OP', deren Lange der Amplitude I'm eines zweiten Wechsel­
stroms £2 entsprechen moge, und die gegen die Anfangslage OX urn den Winkel q; 
verschoben ist, hat in der gleichen Zeit die Lage OP2 erreicht. rhre Projektionen 
stellen daher zu jeder Zeit t die Augen- y 
blickswerte des Stromes 

i2 = 1;"sin (w t + q;) 

dar. Hieraus folgt: Der zeitliche Ver­
lauf einwelliger WechselstromgroBen 
kann durch Vektoren, d. h. nach Lange 
und Richtung definierte Strecken, voll­
sHindig und eindeutig bestimmt werden, 
wenn ihre Anfangslage durch Angabe Abb.6. Entstehung des Vektordiagramms. 
der Amplitude und des Phasenwinkels 
festgelegt ist. Man erhalt den Verlauf in Kurvenform, indem man die Zeit t bzw. 
den ihr proportionalen Winkel w t als Abszisse, die Projektionen auf die Y-Achse 
als Ordinaten auftragt (Abb. 6). Selbstverstandlich ist die Voraussetzung, daB 
die vVechselstromgroBen, deren Vektoren in einem Diagramm zueinander in Be­
ziehung gesetzt werden, die gleiche Frequenz haben. 

,Die Vektoren eines Diagramms sind rotierend zu denken; der Richtungssinn 
der Rotation muB, etwa durch einen Pfeil, bezeichnet sein, damit die Phasen­
verschiebungen eindeutig, nach Voreilung oder Nacheilung, bestimmt sind. Viel­
fach findet auch eine andere Darstellung Anwendung: an 
Stelle der Vektoren HiBt man die Gerade, auf die sie pro­
jiziert werden - in unserem FaIle die Y-Achse -, in um­
gekehrtem Sinne rotieren;· man bezeichnet die Gerade dann 
als Zeitlinie (vgl. Abb. 8). 

Die Summe zweier einwelliger Strome i1 und i2 ergibt 
eine neue Sinuslinie (s. Ziff. 5); ihr Vektor ist die Resultierende 
OP3 der beiden Vektoren OPl und OP2 , die nach den Regeln 
der Zusammensetzung mechanischer Krafte zu bilden ist 
(Abb. 7). Aus Abb. 7 ist ohne wei teres zu ersehen: die Summe 
der Projektionen von OPt und OP2 ist in jedem Augenblick 
gleich der Projektion der Diagonalen OP 3' Die Differenz 
il - i2 wird dagegen durch den Vektor P 2 P} dargestellt. 

Abb. 7. Zusammen­
setzung zweier Vek­

toren. 

In der praktischen Anwendung des Vektordiagramms wird in der Regel 
die Lange des Vektors nicht der Amplitude der betreffenden Wechselstrom­
groBe, sondern ihrem Effektivwerte 1) gleichgemacht; die Augenblickswerte er-
geben sich dann gemaB Ziff. 6, Gleichung (5), durch Multiplikation mit 12. 

11. Differentialquotient und Zeitintegral einesVektors. Ortsdiagramme. 1st 

so ist 
di . ( n) 
dt = 0) 1", SIll W t + 2: 

und 

fidt = f1",sinwtdt = ; sin(cot -~). 
1) G. ROSSLER, Elektrot. ZS. Bd. 16, S.681. 1895. 
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Hieraus folgt die Regel: Der Vektor des Differentialquotienten einer einwelligen 
WechselstromgroBe eilt dem Vektor dieser GroBe uin 90° voraus und ist im 
Verhaltnis w: 1 groBer. 

Der Vektor des Zeitintegrals einer einwelligen WechselstromgroBe eilt dem 
Vektor dieser GroBe urn 90° nach und ist im Verhaltnis 1: w kleiner. 

Als Beispiel ist in Abb.8 das Diagramm der Beziehung 

'R L di e=~ + de 

wiedergegeben, die das Verhalten einer Spule vom Widerstande R und der 
Selbstinduktivitat L darstellt. Der Vektor I entspricht dem Strome i; der 
Vektor wI dem Differentialquotienten dijdt, der dem Strome urn 90 ° voreilt. Die 
graphische Addition der Vektoren RI und LwI liefert den Vektor E der 

wI 

LwI 

Abb. 8. Vektori­
e1Ie Zusammen­
setzungderSpan­
nung E aus ihren 
KomponentenRI 

und LwI. 

Spannung e. Die GroBe von E ergibt sich aus 

E = IyR2 + w2 L2, 

die Phasenverschiebung p zwischen Strom und Spannung aus 
R 

tgp = wL; 

die Spannung eilt dem Strome urn den Winkel p voraus. 
Dieses einfache Beispiel zeigt klar die Anschaulichkeit 

und den Nutzen der geometrischen Darstellungsweise. 
In einem Diagramm, das den Zusammenhang mehrerer 

GroBen darstellt, hat die Anderung eines Vektors der Gro/3e 
oder Richtung nach die Anderung samtlicher mit ihm zu­
sammenhangender Vektoren zur Folge. Die gesetzmaBigen 
Beziehungen zwischen den Vektoren ermoglichen es in vielen 
Fallen, einen geometrischen Ort anzugeben, der diese Ande­
rungen kennzeichnet. So entstehen die sogenannten Orts­
d i a g ram me, aus denen ohne wei teres die GroBe und 

Richtung aller zusammenhangenden Vektoren abgelesen werden kann, wenn 
einer oder mehrere von ihnen GroBe oder Richtung andern. Wird in dem 
in Abb. 8 dargestellten Beispiel die Spannung E konstant gehalten, so ist der 
Halbkreis tiber E der geometrische Ort, der die gegenseitige Lage der beiden 
Spannungskomponenten RI und LwI bestimmt. 

Die Ortsdiagramme sind fiir die Losung von Aufgaben der Wechselstrom­
technik ein unentbehrliches Hilfsmittel, das im Laufe der Jahre immer mehr 
verfeinert worden ist. An dieser Stelle kann nicht naher darauf eingegangen 
werden; eine systematische Darstellung ist von BLOCH!) gegeben, die Anwen­
dung auf technische Probleme zusammenfassend von WALTZ 2) behandelt wor­
den. (Vgl. auch ds. Handb. Bd. 17.) 

12. Die symholische Darstellung von WechselstromgroBen durch kom­
plexe Zahlen. Der Anschaulichkeit der geometrischen Darstellung durch Vek­
toren steht als Nachteil gegentiber, daB die Durchfiihrung von Rechnungen 
an Hand der Vektordiagramme unter Umstanden kompliziert und untibersicht­
lich wird. Eine sehr durchsichtige Rechenmethode ist nun in der Verwendung 
komplexer Zahlengebilde als Reprasentanten der Vektoren gegeben. Diese 
Rechenmethode ist zuerst von HELMHOLTZ in seiner Abhandlung tiber "Telephon 
und Klangfarbe'(3) fiir die Behandlung von Wechselstromproblemen benutzt, 

1) O. BLOCH, Die Ortskurven der graphischen Wechseistromtechnik. Zurich 1917. 
2) E. WALTZ, Wechseistrom-Arbeitsdiagramme. Berlin 1912. 
3) H. v. HELMHOLTZ, Berl. Ber. 1878, S.488. 
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von RAYLEIGHl) auf die Darstellung akustischer Vorgange angewendet und 
insbesondere von STEINMETZ2) in systematischer Weise auf das Gebiet der 
Elektrotechnik iibertragen worden. Hier findet diese elegante Methode heute 
in umfangreicher Weise Anwendung, trotz des Widerstandes, dem sie noch hier 
und dort begegnet. Man hat ihr zum Vorwurf gemacht, daB sie der physika­
lischen Anschauung entbehre. Das ist nur scheinbar so; vergiBt man nicht die 
geometrische Bedeutung der komplexen Symbole, so lassen sich auch mit jeder 
Stufe der Rechnung bestimmte physikalische Vorstellungen verkniipfen. 

Die Methode griindet sich auf folgende Uberlegungen: . 
1. Von GAuSS S) ist (1831) gezeigt worden, daB einer komplexenZahl a + jb 

(j imaginare Einheit = y 1) eine geometrischeDeutung zukommt. Eine 
geradlinige, vom Koordinatenanfang 0 (Abb.9) auf der Abszissenachse ab­
geschnittene Strecke vom absoluten Betrage r wird mit r· (+1) oder r· (-1) 
bezeichnet, je nachdem sie auf der positiven oder negativen Seite der Abszissen­
achse liegt. Die Lage - r kann man sich durch Drehung der Geraden + r urn 
den Winkel 180 0 aus der Anfangslage + r entstanden denken. Allgemein wird 
daher die Lage r", einer Geraden, die den Winkel cp mit der Abszissenachse 
einschlieBt, durch die Gleichung be-
stimmt sein 

r", = r· t(cp) , 

worin t(cp) eine Funktion des Winkels cp 
ist. Die Theorie der komplexen Zahlen 
lehrt 4), daB diese Funktion 

t(cp) = coscp + j sincp 

ist, so daB 

r", = r(coscp =t- jsincp) = rei'" 
Abb. 9. Geometrische Darstellung der kom­

plexen Zahl a + j b. 

ist. Hierin ist e = 2,71828 die Basis der natiirlichen Logarithmen. 
1m speziellen Falle cp = n/2 ergibt sich 

r(n/2) = j r • 

Die Multiplika tion mit +j bedeutet demnach eine Drehung von r 
urn 90 0 in positiver Richtung (Linksdrehung), die Multiplikation 
mit ei '" eine Drehung urn den Winkel cp in positiver Richtung. 

Bei Drehung in negativer Richtung tritt -j an Stelle von +j. 
Setzt man 

so ist 

a = rcoscp, 

b = rsincp, 

r",=a+jb. 

Die komplexe Zahl a + j b wird also geometrisch durch den Komplex der recht­
winklig zueinander liegenden Strecken a und b dargestellt; a und b sind die recht­
winkligen Koordinaten des Punktes P. Man kann daher auch den Punkt P 
als den Reprasentanten der komplexen Zahl a + j b auffassen. 

1) Lord RAYLEIGH, Theory. of Sound. London 1877. 
2) A. E. KENNELLY u. C. P. STEINMETZ, Trans. Amer. Electr. Eng. Bd. 10, S. 175.1893; 

Elektrot. ZS. Bd. 14, S. 597. 1893; vgl. R. RfiDENBERG, Elektrot. ZS. Bd.45, S.509. 1924. 
3) C. F. GAUSS, G5ttinger Nachr. 1831, S. 64. 
4) Vgl. z. B. O. SCHLOMILCH, Vorlesungen tiber h5here Analysis Bd. II, S. 35. Braun­

schweig 1895. 
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2. In der Abb. 10 stelle entsprechend unseren Ausfiihrungen im vorigen 
Kapitel der Vektor OPI = ~ den durch die Sinusfunktion 1m sin{wt + rp) ge­
gebenen Wechselstrom dar. Die Lage des Punktes PI bestimmt eindeutig den 
Vektor ~; andererseits ist PI der Reprasentant einer komplexen Zahl a + ib. 
Aus der Identitat beider Darstellungen folgt, daB wir den Vektor ~ symbolisch 
durch die komplexe Zahl a + i b beschreiben konnen: 

~ = a + ib = 1m {cosCf! + isinrp) = Ime!'I'. 

Allgemein bedeutet daher ~e1'1' einen Vektor, der durch Linksdrehung urn den 
Winkel "I' aus dem Vektor ~ hervorgegangen ist, wie in Abb. 10 der Vektor OPo' 

Die Winkelgeschwindigkeit w tritt in der vorstehenden Darstellungsform 
nicht in Erscheinung. Das ist kein Mangel, solange man nicht - wie es bei 
den meisten Problemen die Regel ist - die zei tlichen Anderungen der GroBen 
in Betracht ziehen will. 1st dies erforderlich, so laBt sich die Winkelgeschwin­
digkeit w ohne weiteres durch Hinzufugen des Faktors ei rot zum Ausdruck 
bringen, so daB der Vektor die Form ~ei('I'+OJt) annehmen wiirde. 

y 3. Es seien zwei nach der Sinus-
. funktion veranderliche GroBen durch 

fC--Z...I.~a.:---'r+-~X 

Abb.10. Darstellung 
desVektors durch eine 

die Vektoren OPI und OP2 (Abb. 11) 
dargestellt; ihr symbolischer Aus­
druck lautet: 

Hieraus 

~I = II e1'1'1 , 

~2 = 12 e1 '1' •• 
1;­

Abb. 11. Beziehung 
zwischen zwei Vek­
toren ,~h und S'2' komplexe Zahl. 

wenn r das Verhaltnis von II und 12 
ist. Diese Gleichung sagt geometrisch gedeutet aus: Man erhalt den Vektor ~I 
aus ~2' indem man ~2 mit der Verhaltniszahl r multipliziert und urn den 
Winkel rp vorwartsdreht. r ei'l' selbst stellt eine komplexe Zahl 

r = a + ib = r{cosrp + isinrp) 
dar. Dahe); ist 

~l = r· ~2' 
Diese einfache lineare Beziehung kann stets zwischen zwei Vektoren aufgestellt 
werden; die symbolische Darstellung durch komplexe Zahlen liefert also ein 
Mittel, Wechselstromprobleme in ahnlich einfacher Weise wie Gleichstrom­
probleme zu behandelnl). 

13. Durchfiihrung von Rechnungen mit der symbolischen Methode. Fur 
die praktische Durchfuhrung von Rechnungen ist zu beachten: 

1. Fiir den einwelligen Strom besteht zwischen dem Maximalwert 1m und 
dem Effektivwert I die einfacheBeziehung 1m = 1(2. Ersetzt man in der 

Gleichung ~ = 1m (cosrp + isinrp) = Imei'l' 

1m durch I, so ist ~ das Symbol des Effektivwerts; auf diesen kommt es in 
der Regel an. 

2. Projiziert man in Abb. 12 den Vektor ~l auf den Vektor ~2 und den 
zu diesem senkrechten i~2' und sind die Projektionen a- bzw. b-mal so lang 
wie der absolute Betrag von ~2' so ist 

~1=~2{a+ib). 

1) K. W. WAGNER, Wechselstrome. In Handworterb. d. Naturwiss., Bd. X. Jena 1914. 
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Die Phasenverschiebung cp zwischen 31 und 32 ergibt sich dann aus 
b 

tgcp = Ii; 

-<p i~t der Winkel, um den die durch den Vektot 31 dargestellte periodische GroBe 
der durch 32 dargestellten voreilt. Den absoluten Betrag des Vektors 31 erhaIt 
man aus ,-;:---::-:: 

11 = I2ya2 + b2. 
{Vgl. Ziff. 14 Multiplikation von Vektoren.} 

Allgemein: Lieferl die Rechnung die Beziehung zwischen zwei Vektoren 
in der Form 

o,_o,a+i b JJz 
.v1 - .v2 c + i d ' 

so gilt fUr die Effektivwerte 

/a2 + b2 

11 = I2l c2 + d2' 

und fUr die Phasenverschiebung 

bc- ad 
tgcp = ac+bd' 

bJX-------

Abb.12. Phasenver­
schiebung zwischen 

zwei Vektoren. 

13. Der Diffe­
rentialquotient nach 

der Zeit. 

3. Differentiation und Integration. Der mit der Winkelgeschwindig­
keit w rotierende Vektor 3 (Abb. 13) hat sich in der Zeit dt um den Winkel w dt 
geclieht und ist in die Lage 3' gelangt. Die Strecke PP' hat die Lange I w dt 
oder in symbolischer Schreibweise - P P' steht auf 3 senkrecht - j 3 w d t. 
Daher ist d3 = j3 w dt, und der Differentialquotient nach der Zeit 

dC'f 
-jf=j w 3; 

durch Umkehrung folgt 

j3 dt = .~ . 
1 0J 

4. Widerstandsoperatoren. Die Spannung an einer Spule yom Wider­
stande R und der Selbstinduktivitat List gegeben durch 

R · L di 
e= ~+ at' 

d. i. in komplexer Schreibweise 
~=(R+jwL)3· 

Die Spannung an einem Kondensator von der Kapazitat C ist 

e=~fidt 
oder symbolisch 

~=~c3. 
1 0J 

Sind Widerstand R, Induktivitat Lund Kapazitat C in Serie geschaltet, 
so ist 

~ = 3 [R + j ( w L - OJ 1J] . 
In allen Fallen hat die Beziehung zwischen Spannung und Strom die Form 
des OHMschen Gesetzes; an Stelle des Widerstandes im OHMschen Gesetz treten 
die GroBen R, l' w L, 1/(1' w C) oder Verbindungen von ihnen. Man nennt diese 
GroBen daher Widerstandsoperatoren. 
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Das Verhiiltnis von Spannung und Strom, der S«heinwiderstand, ist in der 
symbolischen Darstellung eine komplexe Zahl, deren reeller Teil den Wirkwider­
stand, deren imaginarer Teil den Blindwiderstand darstellt. Der allgemeine 
Ausdruck ffir den Widerstandsoperator ist demnach 

.8 = (R' + iX) . 
Mit den Operatoren rechnet man wie mit Widerstanden. Bei Reihenschaltung 
der Teile eines Stromkreises isf der Operator 3 = Z'3n, wenn 31,32.·. 3n die 
Operatoren der einzelnen Teile sind. Bei Parallelschaltungist der resultierende 
Operator aus 1 ~ 1 

B=~ 8 .. zu berechnen. 
Entsprechend unseren friiheren Ausfiihrungen bestehen fUr den Operator 3 

die folgenden Beziehungen 

3 = R' + iX = R'(1 + itgtp) = Z(costp + isintp) = Zei'P. 

Hierin ist 

der Scheinwiderstand; x 
tgtp = 1F 

die Tangente der Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung; 

der Wirkwiderstand; 
R' = Z costp 

d BI· d·d d X = Z sintp er m Wl erstan . . 
Fur die Darstellungsform 3 = R'(1 + itgtp) geben wir nachstehend eine 

Zusammenstellung der Werte von R' und tgtp ffir einige wichtige Kombinationen; 
wir eninehmen sie einer von W. JAEGER1) gegebenen Ubersicht. Es bedeutet 

<'l=1-w2 LC; C=1-1/(w2 LC); L'=LC; C'=C/<'l. 

Kombination 

~ 

~~ 
R 

-W-
R 

LUrr 
~~ 

R 

~ 
~ 

R L 

~ 

$ 

R' 

R 

R 

tg'P 

wLIR 

-1f(wRC} 

R/(wL) 

-wRC 

wL'/R 

R/(wL' ~) 

Rw/L-~/(wRC) 

wUJ/R - wRC 

R~/(wL) 

1) W. JAEGER, Elektrische MeBtechnik, 2. Aufi., S. 499. Leipzig 1922. 
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14. Die Leistung in symbolischer Darstellung. lVIultiplikation von Vek­
toren. Die Beziehungen zwischen den Spannungen und Stromen im Wechsel­
stromkreise werden durch lineare Differentialgleichungen wiedergegeben. In 
symbolischer Schreibweise enthalten diese Gleichungen daher die Vektoren des 
Stromes und der Spannung nur in der ersten Potenz, auch Produkte mehrerer 
Vektoren kommen nicht vor. Natiirlich treten Produkte der Widerstandsope­
ratoren .8 auf. Die Operatoren sind aber keine Vektoren, sondern komplexe 
Zahlen, deren Multiplikation nach den bekannten Regeln fiir komplexe Zahlen 
erfolgt. 

Wirkliche Produkte von Vektoren erhaIt man bei der Berechnung von 
Leistungen und E££ektivwerten, d. h. bei der Bildung von Mittelwerten (vgl. 
Zi£f. 6 u.,7). Leistungen und Effektivwerte sind skalare Gr.oBen. Es leuchtet ein, 
daB ihre Herleitung aus den VektorgroBen nur unter Beachtung bestimmter 
Regeln gestattet ist. 

Die Vektorrechnung unterscheidet bei der Multiplikation zweier Vektoren 
zwei verschiedene Produkte, das skalare oder innere Produkt und das Vektor­
produkt odeI' auBere Produkt. Das skalare Produkt, wird erhalten, indem 
die Betrage der Vektoren mit dem Kosinus des von ihnen eingeschlossenen 
Winkels multipliziert werden. 1st z. B. ~ der Vektor einer Kraft, die einen 
materiellen Punkt mit der durch den Vektor 9 dar­
gestellten Geschwindigkeit fortbewegt, so ist die Arbeit, 
die die Kraft ~ in der Zeiteinheit leistet, eine skalare 
GroBe und ihr Wert 

(~ • g) = I ~ \.\ 9 \. cos (se g) . 

Vnter dem Vektorprodukt zweier Vektoren III und 58 Abb. 14. ~ das Vektor­
wird ein neuer Vektor ~ verstanden. Seine GroBe ist produkt von 2! und 58. 
gleich dem Flacheninhalt des Parallelogramms aus 
beiden Vektoren, seine Richtung senkrecht zur Ebene des Parallelogramms, und 
zwar so, daB eine Drehung von III nach 58 auf dem kurzesten Wege und eine 
Vorwartsbewegung in Richtung von ~ eine Rechtsschraubung ergibt (Abb.14). 
Kennzeichnen wir, wie ublich, das Vektorprodukt durch eine eckige Klammer, 
so ist 

I ~ \ = I [Ill· 58J I = IIllI . \581 sin (Ill 58) . 
Das skalare Produkt hat die Form der von-uns als Wirkleistung bezeichneten 

GroBe, der Betrag des Vektorprodukts die Form der als Blindleistung bezeich­
neten GroBe. Sind Q; und 3 die Vektoren des Stromes und der Spannung, und 
ist q; der Winkel der Phasenverschiebung zwischen beiden, so ist o££enbar die 
Wirkleistung 

N = \ Q; 1·131 cosq; = E I cosq; (1 ) 

und die Blindleistung 

(2) 

und es ist nun zu untersuchen, wie diese Ausdrftcke erhalten werden, wenn Span­
nungs- und Stromvektor in komplexer Schreibweise 

Q; = E e}'P', 
gegeben sind. 

Die Multiplikation dieser Ausdriicke ergibt 

~. ~ = E· I ~(qh + CPt)' = E· I [.cos (q;1 + q;2) + j sin (q;1 + q;2)], 
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d. h. eine Gr6Be, die zu dem Mittelwerl der Leistung und zu der Blindleistung 
keine Beziehung hat. Wir erkennen ihren physikalischen Sinn, wenn wir sie 
mit, der in Ziff. 7 abgeleiteten Gleichung (1) der Leistung vergleichen; hier tritt 
der Winkel (CPl + CP2) in dem zweiten Gliede auf, das den nach einer Sinuskurve 
mit der doppelten Frequenz schwingenden Teil der Momentanleistung kenn­
zeichnet; und das oben erhaltene Produkt ist der komplexe Ausdruck dafiir. 
Man sieht nun ohne weiteres, daB zur Bildung der Leistung es notig ist, bei 
der Multiplikation einen der beiden Vektoren der Spannung und des Stromes 
durch seinen konjugiert komplexen Vektor zu ersetzen: ' 

[Q; • '§] = E • I Si('Pl-'P.) = EI [cos (CPl - CP2) + i sin (CPl - CP2)], (3) 

[~. ~l = E • Is-i<'P,-'P,) = E I [cos (CPl - CP2) - j sin (CPl - CP2)]' (4) 

Der reel1e Teil entspricht dem skalaren Produkt der Vektorrechnung und stellt 
die Wirkleistung dar, der imaginare Teil entspricht dem Vektorprodukt und 
stellt die Blindleistung dar: 

N = [Q; • '§]reell , (5) 

Nb = [Q; • '§]!mag • (6) 

Die Einfiihrung des konjugiert komplexen Vektors zur Bildung der Leistungs­
groBen ist physikalisch nicht zu begriinden; ihre Notwendigkeit ergibt sich aus 
der Besonderheit der Darstellung der Strom- und SpannungsgroBen durch 
komplexe Ausdriicke. 

1m Gegensatz zur skalaren Wirkleistung ist die Blindleistung eine vektorielle 
GroBe, die analog dem Vektorprodukte senkrecht iur Ebene 'der Vektoren, in 
diesem Falle Q; und ~, gerichtet ist. Man lasse sich nicht durch die Bezeichnung 
"Leistung" tauschen, sondern erinnere sieh, daB die Blindleistung eine mit delll 
Faktof 2:n; t dem Energieinhalt der elektrischen und magnetischen Felder 
proportionale GroBe ist (Ziff. 8). Die Energie dieser Felder schwingt mit der 
doppelten Frequenz des Wechselstroms urn den Wert O. Ein "Mittelwert" 
kommt der Blindleistung nicht zu; daher'ist ihr Vorzeichen unbestimmt, es ist 
in den Ausdrucken fiir die Leistung einmal positiv, einmal negativ, je nachdem 
der Strom- oder Spannungsvektor durch den konjugierl komplexen Vektor er­
setzt wird. 

Sind die Vektoren Q; und ~ in der Form gegeben 

Q;=Esf'P'=a+jb, 

~ = I sf 'P. = e + i d , 

so ist die Wirkleistung 

N= ae + bd, 
die Blindleistung 

Nb = lad - bel· 

(7) 

(8) 

Fur die Bildung der Effektivwerte aus den VektorgroBen laBt sich 
aus den vorstehenden Betrachtungen eine einfache Regel ableiten. Multi­
pliziert man 

Q; = E sf'P. = a + jb 

mit dem konjugiert komplexen Vektor ~, so erhrut man 

[ Q; • ~] = E2 SO = E2 = a2 + b2 

und hieraus 

E = ya2 + b2 • 
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Fiihrt also die Rechnung auf das Ergebnis 

(t - IX + ifJ 
- l' + i~ , 

so wird der Effektivwert E gewonnen durch Multiplikation mit (t: 

femer ist 

[ -] 1X2 + fJ2 
(t • (t = E2 = 1'2 + ~2 ; 

fJ1' - IX~ 
tgg:> = 1X1' + fJ~' 
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(9) 

Multiplikation zweier einander gleicher Vektoren. Nach Glei­
chung (1) ist der Mittelwert der Leistung das skalare Produkt der Vektoren (t 
und ~: 

((t.~) = E· 1 cosg:> = M(e i), (10) 

wenn g:> der Winkel zwischen (t und ~ ist. Ersetzt man in (1) (t durch ~ bzw. 
~ durch (t, so ergeben sich die Rechenregeln: 

(~. m = 12, 

(~'im = 0, 

(f~'im = 12 , 

((t. (t) = E2 , 

((t • i (t) = 0 , 

(f(t • i(t) = E2 . 

(11) 

(12) 

(13) 

Eilt der Vektor (t dem Vektor ~um den Winkel g:> voraus, so bilden die Vektoren 
(t und i~ den Winkel (90 0 - g:», die Vektoren i(t und ~ den Winkel (90 0 + g:». 
Dann ist 

((t. im = -~(f(t) = E· 1 sing:>. (14) 

Zur Berechnung der Blindleistung aus ~ und (t kann also auch so verfahren 
werden, daB man den Vektor ~ mit dem Vektor i(t, d. h. mit dem um 90 0 nach 
vorwarts gedrehten Vektor (t, oder daB man (t mit i~ multipliziert. 

Aus (10) und (14) folgt 

(~ • (t) 2 + (f ~ • Q;) 2 = (~ . Q;) 2 + (~ . j Q;) 2 = 12 E2 . 

15. Beispiele: Drei-Voltmeter- und Drei-Amperemeter-Methode zur 
Messung von Leistungen. Ein einfaches Beispiel fiir die Anwendung der Multi­
plikationsregeln ist die Ableitung von Ausdriicken flir die Leistung, in denen neben 
einem OHMschen Widerstande lediglich drei Spannungen oder drei Strome vor­
kommen. Schaltet man dem Leitungsteil von beliebigem Scheinwiderstande Z 
(Abb. 15), dessen Leistungsaufnahme zu bestimmen ist, einen induktions-und 
kapazitatsfreien Widerstand vom Betrage Rl vor, so setzt sich die Spannung (t 
vektoriell aus den Spannungen (tl und Q;2 zusammen: . 

Q; = Q;l + Q;2 • 

Quadriert man unter Beachtung der Multiplikationsregeln III Ziff. 14, Glei-
chung (10f£.), so erhalt man . 

E2 = Ei + E~ + 2E1 Ez cos (El' Ez). 

El ist in gleicher Phase mit dem Strome 1 und gleich Rl 1. Daher wird 

E2 = Ei + E~ + 2 Rl Ez 1 cos (E2' 1) . 

Hieraus ergibt sich die Leistung N 2 in Z: 

1 
E21 cos (E2' 1) = N z = 2Rl (E2 - E~ - E~). 
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Die Phasenverschiebung CfJz in Z ist durch 

1 
cosCfJz = cos(Ez, I) = E E (EZ - E~ - EID 

gegeben. 2 1 2 

Die Gesamtleistung N ist 

N = ~ ~l (E2 + E~ - E~) , 
die Phasenverschiebung CfJ zwischen E und 1 ist gegeben durch 

cosCfJ = ~~ El (EZ + E~ - EID· 

Ziff. 16. 

Die Messung der Leistung ist auf die Messung dreier Spannungen zuriick­
gefiihrt. GroBe MeBgenauigkeit wird man von dieser Methode wegen der 
Differenzbildung nicht erwarten diirfen; zweckmaBig wird Rl so gewahlt, daB 
Rl1 = E z wird. 

In iihnlicher Weise ergibt sich bei ParallelschaItung eines Widerstandes Rl 
(Abb.16) zu dem Leitungsteil, dessen Leistungsaufnahme bestimmt werden 
soll, aus ~ = ~l + ~2: 

und unter Beriicksichtigung von 1 1 = E / Rl : 

I I 

'-'--£z~ 

Abb. 15. Drei-Volt­
meter-Methode. 

N z = E1zcoSCfJ2 = Rl (12 - ~ _~), 
. 2 

I2-I~-I~ 
COSCfJ2 = 21112 

Die Gesamtleistung wird 

N = ~1 (1Z + ~ - 1~) 
Abb.16. Drei- und 
Amperemeter- 12 + I~ - I~ 

Methode. cos CfJ = 2 I II • 

Rier ist die Leistungsmessung auf die Messung dreier Strome zuriickgefiihrt; 
sie ist mit den gleichen Mangeln behaftet wie die Drei-VoItmeter-Methode. 
In beiden Fallen ist notigenfalls der Eigenverbrauch der zur Messung der 
Spannungen oder Strome benutzten Instrumente zu beriicksichtigen. 

Die Drei-VoItmeter-Methode ist gleichzeitig von SWINBURNEl) und von 
AYRTON und SYMPNER2), die Drei-Amperemeter-Methode von FLEMINGS) an­
gegeben. 

16. Die analytisch-geometrische Behandlung von Wechselstromkreisen. 
Die symbolische Rechenmethode mit komplexen GroBen, die, besonders 
von STEINMETZ propagiert, in Amerika und England friihzeitig Eingang ge­
funden hat, hat sich trotz ihrer Eleganz in Deutschland nur schwer GeItung 
verschaffen konnen. Man hat ihr den Vorwurf gemacht, daB sie der Anschaulich­
keit entbehre und keine Vorstellung der physikalischen Vorgange vermittle. 
Mit Unrecht. Wer sich der Bedeutung der Symbole bewuBt bleibt, wird gerade 
in der einfachen und iibersichtlichen Gestalt, die die Gleichungen annehmen, 
eine Erleichterung fiir die Obertragung der mathematischen Form in das physi­
kalische Bild sehen. Reute ist die symbolische Methode auch bei uns fur die 

1) J. SWINBURNE, Industries Bd.10, S.306. 1891. 
2) W. AVRTON U. W. E. SYMPNER, Electrician Bd.26, S. 736. 1891. 
3) J. A. FLEMING, Electrician Bd.27, S.9. 1891. 
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theoretische Behandlung yon Wechselstromproblemen unentbehrlich geworden. 
Der Praktiker steht ihr allerdings nach wie vor ablehnend gegeniiber. Seiner 
auf das Konkrete gerichteten Denkweise liegt die konstruktive Lasung der Auf­
gaben durch das Diagramm naher. Zwischen beiden Methoden vermittelt ein 
von NATALIS1) neuerdings entwickeltes Rechenverfahren. NATALIS benutzt 
zwar Vektoren zur Darstellung der WechselstromgraBen, vermeidet aber die 
Anwendung komplexer GraBen. Das Vektorverhaltnis, in der symbolischen 
Darstellung eine komplexe Zahl, und seine Multiplikation mit einem Vektor 
wird durch eine geometrische Konstruktion gewonnen; das Vektorprodukt wird 
als Parallelogramm dargestellt. 

Auf eine ausfiihrliche Beschreibung des Verfahrens von NATALIS muB hier 
verzichtet werden. Es magen nur kurz die Gedankengange fiir die Grundlagen 
wiedergegeben werden, wobei wir zum Teil einer Darstellung von NATALIS2) 

selbst folgen. 
Jede Vektorgleichung, z. B. ~1 = ~2' enthiilt zwei Aussagen und laBt sich 

daher in zwei Gleichungen zerlegen. Die erste besagt, daB die Effektivwerte E1 
und E2 gleich sind, und die zweite, daB die Vektoren in ihrer Richtung und 
Phase iibereinstimmen. Das Ver-
haltnis zweier Vektoren ~ und 
~ ist durch einen Schein wider­
stand.8 gegeben. Wird.8 nach­
einander an die Spannungen ~ B 
und e gelegt und entstehen dabei 
die Strame ~ und i, so muB 

@ e 
(1 ) 

sein, d. h. die . beiden Dreiecke 
AOE und aOb in Abb. 17 sind 
ahnlich. Das Vektorverhaltnis 

@ e 
.8 = ~- = T (2) 

" / 
/ 

, 
/ 

o 0 

Abb. 17. Darstellung des 
V e ktorver haltnisses. 

_ a. 

7J -

o 
Abb.18. Multipli­
kation eines Vek­
tors mit einem 
Vektorverhaltnis . 

enthalt zwei Werte, namlich das Verhaltnis der Effektivwerte Ell und den 
Winkel f{J der Phasenverschiebung zwischen ~ und ~. Es ist zu beachten, daB .8 
unabhangig yom Koordinatensystem, also eine 1nvariante ist. 

1st der Scheinwiderstand durch das Vektorverhaltnis ~/~ gegeben und wird 
derselbe Widerstand an eine Spannung e gelegt, so ist der dabei entstehende 
Strom 

. ~. e 
t=:j­

@ 

nach GraBe und Richtung zu ermitteln, indem man das Dreieck AOE der Abb. 17 
so verschiebt und verdreht, daB die Richtung OA mit Oa zusammenfallt. Zieht 
man dann ab II AE (Abb. 18), so ist der Strom i nach GraBe und Richtung durch 
die Strecke 0 b gegeben. Diese Konstruktion ist die allgemeine Lasung der Auf­
gabe der Multiplikation eines Vektors ~ mit einem Vektorverhaltnis (e/~). Sie 
bildet die Grundlage fiir die Auswertung der im iibrigen nach den Regeln der 

1) FR. NATALIS, Die Berechnung von Gleich- und Wechselstromsystemen. Berlin: 
Julius Springer 1924; FR. NATALIS u. :a:. BEHREND, Wiss. Veroffentl. a. d. Siemens-Konz. 
Bd. 1, H.2, S.65. 1921.; FR. NATALIS, Elektrot. ZS. Bd.40, S.645. 1919; Bd.41, S. 505. 
1920.; Elektrot. u. Maschinenb. Bd.39, S. 510. 1921; Wiss. Veroffentl. a. d. Siemens-Konz. 
Bd.2, S.275. 1922; Bd.3, H. 1, S.1. 1923; Bd.4, H.1, S.189. 1925. 

2) FR. NATALIS, Elektrot. u. Maschinenb. Bd. 39, S. 510. 1921. 

Handbuch der Physik. XV. 26 
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Vektoranalysis zu entwickelnden Vektorgleichungen. Sind mehrere Wider­
stande (§;1/01 , (§;2/02"" zu beriicksichtigen, so ist es vorteilhaft, nach Abb. 19 
fUr aile entweder die gleiche Bezugsspannung (§;o oder den gleichen Bezugsstrom 00 
zugrunde zu legen und zu schreiben 

(4) 

oder 

(4a) 

Da (§;o/i = f 100 ist, so sind die beiden Dreiecke A a B und CaD ahnlich. Die 
Gleichungen (4) werden vorzugsweise benutzt werden, wenn es sich urn Parallel-

II schaltung von Widerstanden, die Gleichungen (4a), 
wenn es sich urn Reihenschaltung von Widerstanden 
handelt. Diese beiden gleichwertigen Ausdrucksweisen 
fUr die Widerstande entsprechen den auch sonst iiblichen 
Bezeichnungen der Leitfahigkeit und des Widerstandes; 
denn es ist " 8 

/ " 
/ 

/ 
/ 

Abb. 19. Vektorverhalt­
nisse flir die gleiche Be­
zugsspannung cro bzw. 
den gleichen Bezugs-

<) ..l..'~ + _ h + f2 + 
vI J()2 ••• - 00 

wobei die vektorieile Addition von iI, i2' ... bzw. h, 
T2' ... in bekannter Weise auszufUhren ist. 

Beispiel: Die Anwendung des Verfahrens von strom 00' 
NATALIS mage an einem einfachen Beispiele erlautert 

werden. Zwei Scheinwiderstande 21 und 22 seien durch ihre Wirkkomponenten 
r1 , r2 und ihre Blindkomponenten Xl' X 2 gegeben. Es sind die Spannungen e1 

und e2 an den Widerstanden zu berechnen, wenn beide Widerstande hinter­
einandergeschaltet an eine Spannung (§; gelegt werden; au13erdem ist der 
Strom 0, von dem sie durchflossen werden, zu bestimmen. 

Da es sich urn Reihenschaltung handelt, fUhrt man einen beliebigen Bezugs­
strom ~o ein. ~o erzeugt an den Widerstanden die Spannungen 

h=21~0' } 
T2 = 2200' 

Die Scheinwiderstande 21 und 22 sind also definiert durch die Vektorverhaltnisse 

3, C~ ;" ' I 
22 = ~ .. 

00 

Zur Konstruktion dieser Vektorverhaltnisse tragt man an den Bezugsstrom 
00 = aD (Abb.20), der nach dem fiir die Zeichnung festgelegten StrommaB-
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stabe in beliebiger Richtung gezeichnet ist, die Winkel Cfil und Cfi2 an; ihre Gro13e 
ist aus 

%2 
tgCfi2 =-r 2 

zu berechnen. Auf ihren freien Schenkeln werden die Streck en OA = h und 
OE = h in dem festgelegten Spannungsma13stabe abgetragen. Die Strecken OA, 
OE und OD bestimmen dann durch ihre Gro13e und Richtung die Vektorver­
haItnisse h/~o und f2/~O. Fiir den Drehsinn, in we1chem die Winkel Cfil' Cfi2 an­
zutragen sind, ist die Art der Blindkomponenten der Widerstande ma13gebend; 
liberwiegt die Induktivitat, so mu13 der Spannungsvektor dem Stromvektor 
voreilend, liberwiegt die Kapazitat, so mu13 der Spannungsvektor nacheilend 
gezeichnet werden. Flir die Berechnung der Spannungen el und e2 dienen die 
Beziehungen 

el + e? = Q;, 

e1 h 
Hieraus folgt f2 

e - rs;_f_l_. It: f2 
1 - ~ h + f2 ' e2 = ~ h + f2 • 

h + b die Diagonale OC des aus h und f2 gebildeten 
Parallelogramms ist in gleicher Phase mit Q;. Tragt man 
auC der Verlangerung von 0 C die Strecke OE = Q; ab und 
zieht EF parallel zu CE, so ist el der GroBe und Richtung 
nach durch FE, e2 durch OF gegeben. 

Der Strom 0': ergibt sich aus der Beziehung 

0, _ 00 _ 00 
.J - €l h - e2 -f;- . 

Man verlangert OD liber D hinaus und zieht FG parallel ED 
oder HG parallel AD, dann ist OG der Gro13e und Rich­
tung nach gleich 0'. 

E 

o 
Abb. 20. Konstruk­
tion der Spannungen 

C1 und ez . 

Das Beispiel zeigt, da13. das Verfahren von NATALIs nichts grundsatzlich 
Neues enthalt. Die Rechnung wird, wie bei der symbolischen Methode, in vek­
torieller Form durchgefiihrt. Das Rechenergebnis wird dagegen mit Hilfe einer 
geometrischen Konstruktion ausgewertet, wahrend die symbolische Methode 
sich hierzu der komplexen Operatoren bedient. 1m vorliegenden Beispiel ware 
zu setzen 

und man erhielte 

3l=rl +jx], 

82 = r 2 +jx2 , 

und hieraus analog Ziff. 14, Gleichung (9) 

Die Auswertung ist bei der einfachen Form derLosung nach beiden Methoden 
naturgema13 einfach. 1st das Ergebnis dagegenvon komplizierterer for:rn, so 

26* 
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ist der zeichnerische Aufwand bei der Methode von NATALIS ganz erheblich. 
Daher wird sich der Physiker ihrer in der Regel nur dann bedienen, wenn es 
sich darum handelt, Losungen in allgemeinster Form graphisch darzustellen, 
urn die Erkenntnis der physikalischen Beziehungen unter den einzelnen GroBen 
sowie das Auffinden von GesetzmaBigkeiten zu erleichtern. Besondere Vorteile 
bietet das Verfahren von NATALIS fUr die Konstruktion von Ortsdiagrammen; 
bezuglich dieser muB jedoch auf das Buch von NATALIS1) verwiesen werden. 

b) MehrweUige Strome. 
17. Der analytische Ausdruck fiir den mehrwelligen Strom. Theorem 

von FOURIER. Die Anordnung nach 'Abb. 2 (Ziff.3) liefert eine einwellige Um­
laufsspannung nur unter der Voraussetzung, daB die Zahl der Kraftlinien, die 
von' einer urn ihre Achse sich drehenden Drahtschleife oder Spule unischlossen 
werden, sich wie eine Sinusfunktion andere. Diese Voraussetzung kann aber in 
der Praxis nur naherungsweise erfiillt werden, weil die Erzeugung vollig 
homogener Magnetfelder unmoglich ist. Die Anwesenheit von Eisen in den 
Wechselfeldern bringt weitere Komplikationen. Die Kurven, die den Verlauf 
der EMK von Wechselstromgeneratoren kennzeichnen, weichen daher mehr 
oder weniger von der Sinusform abo . 

Zu einem analytischen Ausdruck fur derartige Kurven, deren Verlauf dem­
nach durch eine beliebige, einfach periodische Funktion gegeben ist, gelangt 
man durch das Theorem von FOURIER 2), nach dem jede beliebige Funktion 
durch eine endliche oder unendliche Reihe von Sinusfunktionen dargestellt 
werden kann, deren Periodenzahlen sich wie ganze' Zahlen verhalten. Diese 
Reihenentwicklung ist fUr so zahlreiche Gebiete der Naturwissenschaften bedeut­
sam geworden, daB sie als bekannt vorausgesetzt und auf eine eingehende Be­
grundung an dieser Stelle verzichtet werden kann. Eine urnfassende historische 
Bearbeitung des gesamten Problems ist von BURKHARDT 3) gegeben worden; 
eine kurze trbersicht findet man in WINKELMANNS Handbuch der Physik, Bd. II'). 

Wendet man die FOURIERSche Reihenentwicklung auf die Stromkurve 
i = t(OJt) an, so erhalt man als analytischen Ausdruck fur diese Funktion 

k=oo 

i = t(OJ t) = 1;Imk sin (k OJ t + 1pk)' (1 ) 
k=O 

Hierin ist k eine beliebige ganze Zahl, I mk die Amplitude der einzelnen Schwingung, 
1pk ihr Phasenwinkel, k OJ ihre Kreisfrequenz. Abgesehen von einer Gleichstrom­
komponente (k = 0) erscheint der Strom i von der Frequenz OJ als die Summe 
einer einwelligen Grundschwingung von gleicher Kreisfrequenz OJ und einer 
endlichen oder unendlichen Zahl darubergelagerter einwelliger Oberschwingungen, 
deren Kreisfrequenzen das 2-, 3-, ... -fache derjenigen der Grundschwingung 
sind. Aus dieser physikalischen Vorstellung heraus hat man fur Wechselstrom 
beliebiger Kurvenform den Ausdruck mehrwelliger Strom gepragt. 

Entwickelt man in Gleichung (1) 

und setzt 

Imk sin(k OJ t + 1pk) = Imk sink OJ t COS1pk + Imk cosk OJ t sin 1pk 

I,mk C~S1pk = ak, } 

Jmk Slll1pk = bk , 

1) FR. NATALIS, Die Berechnung von Gleich-Wechselstromsystemen. Berlin 1924. 

(2) 

2) J. J. FOURIER, Theorie anal. de la chaleur. Deutsch von B. WEINSTEIN. Berlin 1884. 
~) H.BuRKHARDT, Jahresber. d. D. Math.-Ver. Bd. 10, S.1901ff. 

,4) F. AUERBACH, Akustik. Leipzig 1909. 
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so kann i in der Form geschrieben werden 
k=oo k=oo 

i = 1(00 t) = bo + ~ aksink 00 t + ~ bk cosk 00 t. 
. k=1 k=1 

Fiir die Umrechnung der ersten Form in die zweite geIten dabei die Beziehungen 

oder 
. b" 

SlU1pk= I' 
mk 

b
k I tg1pk =-

a" 
ak 

COS1pk = I. 
.mk 

(4) 

Fiir die zweite Form ist bemerkenswert, daB alle Glieder der Sinusreihe und 
aile Glieder der Kosinusreihe fur sich die gleiche Phase oder bei verschiedenen 
Vorzeichen die entgegengesetzte Phase, also eine Phasenverschiebung von n 
haben, wenn die Periode gleich 2 n gesetzt wird. Dabei haben die Glieder. der 
Kosinusreihe gegenuber denen der Sinusreihe eine Phasendifferenz von n/2. 
In der ersten Darsteilungsform dagegen haben alle Glieder im ailgemeinen ver., 
schiedene Phasen, die durch die Beziehung 

bk tg1p =-
ak 

bestimmt sind, worin bk/ak das Verhaltnis der Amplituden des Kosinusgliedes 
und des mit ihm zusammengefaBten Sinusgliedes gleicher Frequenz ist. Das 
Verhaltnis beider Amplituden bestimmt demnach die Phase . 

. _Macht die Funktion i = I(wt) fur t = t' einen endlichen Sprung, so liefert 
die FOURIERsche Reihe das arithmetische Mittel aus beiden Werten der Un­
stetigkei tssteile. Gelten also fur t = t' die beiden Werte 11 (00 C) und 12 (00 t), so ist 

1(00 t') = HII (00 t) + 12 (w t)] . 

18. Die Bestimmung der Koeffizienten der FOURIERschen Reihe. Die 
Koeffizienten ak und bk, die Ampli tuden der Einzelschwingungen, und bo, 
die GroBe der Gleichstromkomponente, lassen sich als bestimmte Integrale 
in folgender Weise darsteilen, wenn die Funktion i = I(wt) gegeben ist. Zur 
Abkurzung setzen wir in den folgenden Entwicklungen wt = x. 

Man multipliziert die Reihe 
k=oo k=oo 

i = I (x) = bo + ~aksinkx + ~bkcoskx 
k=l k=l 

einmal mit sinZx, das andere Mal mit cosZx, wo Z eine beliebige positive ganze 
Zahl ist, und integriert uber eine Periode, d. h. zwischen den Grenzen 0 und 2 n . 
Nun gelten die Beziehungen: 

2", 

(sinkxsinZxdx = 0 fur k;e.Z, (1 ) 
"0 

fiir k 'Z>O, =,n 
2", 

!coskxcoslxdx = 0 fUr k~Z, (2) 
0 fUr k=Z>o, =n 

2", 

!coskxsinZxdx = 0 fur beliebige k und l, (3) 
0 

2", 

!sinh~dx =,0. (4) 
0 
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Daher fallen jedesmal alle Glieder der Reihe bisauf eins fort, fur das· k = 1 ist, 
und man erhalt 

211' 

a,. = ~ II (x) sinkxdx, 
o 

2,,; 

1 f . b,. = -;- I(x) coskxdx. 
0' 

(5) 

(6) 

bo, die Gleichstromkomponente, wird gefunden, indem 
aller i wahrend einer Periode bildet (vgl. Ziff. 2): 

man den Mittelwert 

2,,; 

bo = 2~II(X) dx. (7) 
o 

Fur einen reinen Wechselstrom wird bo = O. 
Durch die bestimmten Integrale sind die Werte der Amplituden vollstandig 

und eindeutig bestimmt. Die AusfUhrung der Integration wird allerdings nur 
in besonderen, einfachen Fallen m6glich sein, da fur die in der Praxis vorkommen­
den Kurvenformen in der Regel ein analytischer Ausdruck nicht abgeleitet 
werden kann. 

Die Integrationsgrenzen k6nnen beliebig anders gewahlt werden, wenn sie 
nur eine ganze Periode umfassen. 

19. Besondere FaIle von FOURIER-Reihen. In der besonderen Anwendung 
der FouRIERschen Reihe auf Wechselstromkurven ergeben sich dadurch wesent­
liche Vereinfachungen, daB den beiden Halbteilen der Kurven eine gewisse Sym­
metrie·zukommt. Von den nachstehend behandelten Fallen kommen fUr kom­
mutierten Wechselstrom vorwiegend der dritte, fUr Wechselstromkurven der 
vierte bis sechste in Betracht. 

1. Die Halbwellen sind in bezug auf die Ordinatenachse spiegelbildlich 

:1tfV1~ 
: 0 z : ~ 
~:E----~2~--~ 

gleich (Abb. 21). Dann gilt die Bedingung 

1 (x) = 1 (- x) . 

Sie wird nur durch die Kosinusglieder der 
Reihe erfullt: 

"=00 
i = I (x) = bo + ~ b,.coskx. 

k=l 
Abb. 21. Kurve, deren Halbwellen in 
bezug auf die Ordinatenachse spiegel­

bildlich gleich sind. 
Die Integration fUr die Bestimmung von 

ble braucht nur uber die Halbperiode erstreckt zu werden, da 

I (x) cosk(2n -x} = I (x) coskx 

ist, die Integrale uber beide Halbperioden daher denselben Wert haben. Man 
erhalt 

und analog 

:rc 

ble= ~11(x}COSkXdX, 
o 

:rc 

bo = ~ II (x) d x . 
o 
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2. Die Halbwelle erfahrt mit der Spiegelung an der Ordinatenachse zugleich 
eine Spiegelung an der Abszissenachse; die Kurve ist. in bezug auf den Urspruhg 
symmetrisch (Abb. 22). Es gilt die Bedingung 

t(x) = - t(-x). 

Sie wird o£fenbar nur von den 
Sinusgliedem der Reihe erfiillt: 

k=oo 

i = t(x) = Laksinkx; 
k=l 

worin 
n 

ak = ~!t(x)sinkXdx 
. 0 

ist. Dagegen ist 

bo=O. 

Abb. 22. Kurve, deren Halbwellen bei gleichzeitiger 
Spiegelung an Ordinaten- und Abszissenachse gleich 

sind. 

Beide Halbteile sind flachengleich, aber von entgegengesetztem Vorzeichen. 
3. Die beiden Halbwellen verlaufen vollkommen gleichartig (Abb. 23); die 

Kurve ist typisch fur kommutierten Wechselstrom. Sie erfiillt die Bedingung 

t(x) = t(x + n) . 

Bildet man die Reihe t(x + n), so erhalt 
ma:rrGlieder sink (x + n) und cosk(x + n). 
Wegen der Beziehungen 

sink (x + n) = sin(kx + nk) = (-1)ksinkx, 

cosk(x+ n) = cos(kx + ilk) = (_1)kcoskx 

wird die Bedingung t (x) = t (x + n) nur er­

Abb. 23. Kurve mit gleichen Halb­
wellen. 

fiillt, wenn k eine gerade Zahl ist. Die Reihe enthalt neben bo nur diejenigen 
Sinus- und Kosinusglieder, deren Koeffizienten k gerade Zahlen sind. 

4. Die negative Halbwelle ist das Spiegelbild der positiven in bezug auf die 
Abszissenachse (Abb.24). Dieser Bedingung entsprechen die Kurven des durch 
Maschinen erzeugten Wechselstroms. Die Be­
dingungsgleichung lautet 

t(x) = -t(x + n). 

Sie wird, wiederum mit Rucksicht auf 
ziehungen 

und 
sink (x + n) = (-1)ksinkn 

cosk(x + n) = (_1)kcoskn 

die Be-

nur durch diejenigen Sinus- und Kosinusglieder 
Abb. 24. Kurve, deren negative 
Halbwelle das Spiegelbild der posi­
tiven in bezug auf die X-Achse ist. der Reihe erfiillt, deren Koeffizienten ungerade 

Zahlen sind. Die Integration zur Berechnung der 
Koeffizienten braucht wegen der Flachengleichheit 
tiber die halbe Periode erstreckt zu werden: 

n 

ak. ~ !t(x)sinkxdx, 
o 

der beiden Halbwellen nur 

n 

bk = ~!t(x)coskXdX, 
o 

bo=O. 
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5. Als Sonderfall von 2. und 4. erhalt man die ebenfalls fUr Wechselstrome 
wichtige Kurve nach Abb.25, bei der die negative Halbwelle das Spiegelbild 

-.z;+ 

der positiven in bezug auf die Abszissen­
achse ist, und die auBerdem in bezug auf 
den Ursprung symmetrisch ist. Nach den 
AusfUhrungen unter 2. und 4. wird eine 
solche Kurve durch eine FOURIERSche 
Reihe dargestellt, die nur ungerade Sinus-
glieder enthalt. Zur Berechnung der 
Koeffizienten a" integriert man iiber die 

Abb.25. Kurve, deren negative Halb­
welle das Spiegelbild der positiven in 
bezug auf die X-Achse ist, und die 
auBerdem in bezug auf den Ursprung 

Viertel periode 
",/2 

a" = ~Jf(X)SinkXdX. 
o symmetrisch verHi.uft. 

20. Die Trapezkurve als Wechselstromkurve. Die Reihenentwicklung nach 
den in Ziff. 19 gegebenen Anweisungen beschrankt sich nattirgemaB auf einzelne 
idealisierte Kurvenformen, fUr die sich ein analytischer Ausdruck gewinnen 
HiBt. In den nachfolgend behandelten Beispielen derartiger Kurvenbilder ist 
die trapezformige Kurve als die wichtigste an die Spitze gestellt; es mag da­
her kurz ihre Bedeutung begriindet werden. 

In Abb. 2 (Ziff. 3) ist eine Anordnung zur Erzeugung sinusformigen Wechsel-
stroms skizziert, bei der eine Drahtspule in einem hom 0 g e n e n Magnetfelde rotiert. 

Die praktische Ausfiihrung einer Wechselstrom­
maschine nach dieser Anordnung verbietet sich 
aus wirtschaftlichen Griinden. Die Erzeugung ge­
niigend starker Magnetfelder ist nur unter Ver­
wendung von Eisen in den Feldspulen und im Anker 

S moglich; auf die HomogeniHit des Feldes muB man 
verzichten. In Abb. 26 ist nach FRAENKELl) das 
Schema eines zweipoligen Wechselstromgenerators 
mit Trommelwicklung wiedergegeben. Feldspulen 
und Ankerwicklung sind in Eisen eingebettet. Die 
Magnetpole umschlieBen den Anker ringfOrmig. 1m 
Gegensatz zu der Anordnung nach Abb.2, bei der 

Abb.26. Zweipoliger Wechsel- die Kraftlinien von Pol zu Pol einander parallel ver­
stromgenerator mit Trommel- laufen, durchsetzen hier die Kraftlinien den Luft-

wicklung. spalt senkrecht zu der Oberflache des Anker- und 
L=Uufer; S~Stander. Feldeisens. Eine einfache Uberlegung lehrt, daB bei 

diesem Verlauf der Kraftlinien die raumliche Verteilung des Feldes urn die Pole 
sinusfOrmig sein miiBte, damit eine sinusformige EMK bei gleichfOrmiger Rotation 
der Ankerspule induziert wiirde. Oder umgekehrt: Die induzierte EMK verlauft 
nach der gleichen Kurve, die die raumliche Verteilung des Feldes urn die Pole 
angibt. Wie sieht nun die Feldverteilung bei un serer Maschine aus? In Abb. 27 
ist der Umfang des Stators der Maschine abgewickelt. Die Strecken 1: entsprechen 
je dem halben Um£ange; 1: wird als Pol teil ung bezeichnet, d. i. derjenige Teil 
des Umfanges, der einen Pol umfaBt. Die Shecken 5 sind gleich der Lange 
der beiden Bogen, die die Feldwicklungen hagen. Die Drahte der Wicklungen 
liegen symmetrisch zur neutralen Zone des Feldes. Der Verlauf der Feldstarke 
bei dieser Anordnung ist . im unteren Teil der Abbildung gezeichnet. Zu beiden 

, , 

1) A. FRAENKEL, Theorie der Wechselstrome, S. 168. Berlin 1921 . 
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Seiten der neutraleri Zone istdie Feldstarke gleich groB, aber entgegengesetzt 
gerichtet. Zwischen den beiden bewickelten Polbogen kann das Feld als homogen 
betrachtet werden. Es resultiert daher eine Feldverteilung, die durch eine trapez­
formige Kurve gekennzeichnet ist; und dieser Kurve 
entspricht auch der VerlaUf der induzierten EMK, vor­
ausgesetzt, daB die Anketwicklung in einer Nut des 
Ankereisens konzentriert ist. Verteilt man die Wick­
lungen auf mehrere N uten, die urn einen bestimmten 
Winkel gegeneinander versetzt sind, und schaltet man 
die Wicklungen hintereinander, so wird durch 'Ober­
lagerung einer Reihe phasenverschobener trapezformi­
ger Kurven eine Annaherung an die Sinusform erzielt, 
wie man sich duich Konstruktion leicht iiberzeugen 
kann. Neben der trapezformigen Kurve als Grundform 
sind als Extreme die Rech tecks- und die Dreiecks-

. for m von Wichtigkeit, die sich bei der Reihenent­
wicklung als Sonderfalle der Trapezform ergeben. 

_r , "C_ 

,~, ; _s__ , I""-S~ I 

I' 'I I ,I I J I I I I 
, @®®®®®I @EIlEllElHBal' , 

Abb.27. Verlauf der Feld­
starke in bezug auf die 

Feldwicklung. 

. 21. Beispiele von Reihenentwicklungen. a) Die Trapezkurve. Sie ent-
spricht"den Bedingungen des in Ziff.19 unter 5. behandelten Falles; sie enthalt 
nur die Sinusglieder der Reihe mit ungeraden Koeffizienten a,.. In Abb. 28 
ist als Abzsisse x(= rot), als Ordinate die induzierte 
EMK e aufgetragen. 1st deren Amplitude A =Em , 

so ist ... ~ x 
e = t (x) = Em - ffir x = 0 bis a X=(X, 

e = t(x) = Em fur" b' ;;r X=tX IS x=2' 

Die Amplitude a,.- der Sinusschwingungen ist d,em­
nach: 

Abb. 28. Trapezkurve. 

",,/2 [ '" n/2 1 
a,. = :!t(X)Sinkxdx = ! Em :!xsinkxdx + !sinkxdx 

o 0 '" 

= ~E [(Sink IX _ COSklX) + COSklX] 
;;r m IX k2 k k' 

4Em . k (x,. = -k2 sm (x. 
;;r1X 

Die Reihenentwicklung mit den ungeraden Sinusgliedem ergibt den Ausdruck: 

t () 4Em ( . . 1. . 1 . 5 . 5 + ) e= x =-- sm(Xsmx+-sm3(Xsm3x+-Ssln (xSIn x··· . 
;;r1X 9 2 

Das Bestreben, den Wechselstrommaschinen eine moglichst einwellige Kurve 
der Spannung zu geben, fiihrt zu der Frage, welche besondere Trapezform sich 
der Sinusform am meisten nahere. Das ist zweifellos diejenige Form, bei der 
die dritte OberweUe fortfallt; sie hat bei weitem die groBte Amplitude und es 
ist durch geeignete Wahl von (X offenbar moglich, sie zum Verschwinden zu bringen. 
Wahlt man (X = n/3, soistsin3(X = sinn = O. Es verschwindet aber nicht nur 
die dritte Welle, sondem aile Oberweilen vor der Ordnung 3n, wenn n eine 
ganze Zahl ist, so daB nur die Oberwellen von der- Ordnuilgszahl (6 n ± 1) iibrig­
bleiben. Da 
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ist, SO 1ii13t sich die Trapezkurve, bei der IX = :rt/3 ist, in die Reihe entwicke1n: 

f() 6fiE (. 1. + 1 . 1. ) e = x = ~ m smx- 2Ssm5x 49 sm7x - 121 sm11x + .... 

Eine dieser Trapezform nahekommende Fe1dverteilung bei Wechselstromgenerato­
ren wird dadurch erreicht, daB man nur % der Polbogen bewickelt (vgl. Ziff. 20). 

b) Die Re ch t eckskurve (Abb. 29) wird als Sonderfall der Trapezkurve er­
halten, wenn man IX = 0 setzt. sin IX/ IX niihert sich fur IX = 0 dem Grenzwert 1, so dp.B 

4Em 
ak=~ 

ist. Die Reihenentwicklung ergibt 

f () 4Em ( . 1. 1 . ) e = x = ---;;- sm x + "3 sm 3 x + -:5 sm 5 x + ... . 

- -f , 

2Jl 

/I 

I t 
o x 0 Jt 2Jl X 

: 
-

Abb. 29. Rechtec~skurve. Abb. 30. Rechteckskurve, urn ;;r!2 gegen 
den Nullpunkt verschoben. 

Fur die nach Abb.30 urn 90° verschobene Kurve ist 

11 (x) = I (x + ~) . 
Unter .Berucksichtigung der Beziehung sin [ (4n ± 1)~ + x] = ± cosx erhiilt 
man 

4 Em ( 1 1 ) e=/l(x)=--;:c- cosX-"3cos3x+-Scos5x+", . 

Die Rechteckskurve ist die Kurve des kommutierten Gleichstroms. 

x 

Abb. 31. Dreieckskurve. Abb. 32. Dreieckskurve, urn ;;r(2 gegen 
den Nullpunkt verschoben. 

c) Fur die Dr e i e c k sku r v e , bei der die beiden Periodenhii1ften durch gleich­
seitigeDreiecke dargestellt werden (Abb. 31), ist IX = :rt/2. Dann ist sink IX =± 1, 
wo k eine ungerade Zahl (4n ± 1) ist. Wir erhalten 

I ( ' 8 Em ( . 1. 1 . 5 ) e= X} =~- smX-gsm3x+2Ssm x- .,. 

und fur die urn 90 ° verschobene Kurve nach Abb. 32: 

e = 11 (x) = f (x + ~) = 8 ~m ( cos X + ~ cos 3 x + ;5 cos 5 x + ... ) . 

Wir geben nachstehend noch die Reihenentwicklungen einiger wichtiger Kurven­
formen an, ohne auf die im ubrigen einfache Ableitung niiher einzugehen. 
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d) Sageformige Kurve (Abb.33) 

2Em( . 1. 1 . ) 
e~ -- smx + -sm2x + -sm3x + ... 

:n: 2 3 
und nach Abb. 34 

2 Em ( . 1. + 1 . ) e = -- smx - -sm2x -sm'lx - •... :n: . 2 . 3 J 

Abb. 33. Sageformige Kurve. Abb. 34. SagefOrmige Kurve. 

e) Kommutierte Sinuslinie (Abb.35): 

e = 2Em(1 _ 2cos2x __ 2cos4x _ 2cos6x _ ... ) . 
:n: 1·3 3·5 5·7 

f} Kommutierte Kosinuslinie (Abb.36): 

e = 8Em (1 sin2x + 2 Sill 4 x + 3sin6x + .:.) . 
;n; 1·3 3·5 5·7 

x 

Abb. 35. Kommutierle Sinuslinie. Abb. 36. Kommutierte Kosinuslinie. 

Reihenentwicklungen von Kurven, die sich aus Bogen von Hyperbelfunktionen 
zusammensetzen, sind von ORLICH 1) und DREYFUS2) behandeIt worden. 

22. Formel von KRIGAR-MENZEL. Ftir die Reihenentwicklung einer perio­
dischen Kurve, die tiber die Lange einer Periode aus ft unter beliebigen Winkeln 
aneinandergesetzten geradlinigen Stticken besteht, hat KRIGAR-MENZEL3 ) eine 
allgemein anwendbare Formel aufgestellt. Sie kann, auf Wechselstromkurven an­
gewendet, dadurch von Nutzen sein, daB 
sie gestattet, die Amplituden der Teil­
schwingungen in erster Annaherung zu be­
rechnen, wenn man die Kurve durch einen 
sich ihrem Verlauf moglichst anschmie­
genden gebrochenen Linienzug ersetzt. 

Die Koordinaten der Eckpunkte 
(s. Abb. 37) seien I 

I 

''"'''''-----.2Jl 
, 

)11 

XO' Xl' ... X, ••• X,. , 
Abb.37. Kurve, die durch einen gebro­

chenen Linienzug ersetzt ist. 

I} E. ORLICH, Theorie der Wechselstrome, S.37. 1912. 
2} L. DREYFUS, Arch. f. Elektrot. Bd.7, S.388. 1919. 
3) O. KRIGAR-MENZEL, Wied. Ann. Bd.49, S. 545. 1893. 
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die ganze Periode sei 2n = xp. - xo. Der Linienzug in dem Intervall zwischen Xr 

und X'+l wird durch die folgende analytische Funktion dargestellt: 

Y = Yr%r+1 - Yr+1%r + Yr+1 - Yr X 

%r+1 - %r %r+1 - %r 

(r=1,2,3···/h-1). 

Die Koeffizienten ak und bk der FOURIERSchen Reihe sind durch die Integrale 
bestimmt: 

"'u 
ak = : f~ sin k x d x , 

"'0 
"'p. 

bk ~ ~fYCOSkXdX. 
:;r 

"'0 
Bildet man den Anteil der Integrale, der von x = x, bis x = x,+! reicht, so 
erhalt man 

Xr+t Xr+l 

ak(l)} = ~ Yr%r-i'l - Y,+1%r {{sin kX}dX + ~ Y'+1 - Yr fx{Sin kX} d x. 
bk (,) :;r %r+1-%' v coskx :Jl %'+1-%'. coskx 

"', "'r 
Bei der Integration treten Glieder mit dem Faktor 1jk auf. Nun mtissen nach 
einem Satz von STOKES die Koeffizienten bei der Entwicklung einer Funktion, 
die selbst keine Sprtinge hat, deren Differentialquotienten aber unstetig sind, 
proportional 1jk2 fortschreiten. Daher brauchen die Glieder mit dem Faktor 11k 
nicht perticksichtigt zu werden, sie fallen bei der Summierung tiber aIle Teil­
intervalle fort, ahnlich wie bei dem in Ziff. 21 unter a angefiihrten Beispiel. 
Ftihrt man die Summierung aus, und setzt die in der Entwicklung vorkommen­
den Neigungen der Teilstrecken 

Yr+l - y, = tgt}.r+1 
X'r+l - Xr r' 

so erhalt man die Formeln: 

~:} = k;;r [(tg#~_1 - tgt}~) {~~~} Xo 

+ (tg#6 - tg#i) {sin}Xl cos 
+ .......... . 
+ (tg #~:=~ - tg #~-1) {~:} Xf<- 1] . 

Ein etwa vorhandenes unperiodisches (Gleichstrom-)Glied ist gegeben durch 

"'0 
23. Die Summe mehrwelliger Strome. Die Betrachtungen dieses Abschnitts 

sind fUr die Entwicklungen der folgenden von Bedeutung. Nach Ziff. 5 ist die 
Summe mehrerer einwelliger Strome von beliebiger Phase wieder ein einwelliger 
Strom; die Summe mehrerer einwelliger Strome gleicher Amplitude, deren 
Phasen jedesmal urn dengleichen Winkel fortschreiten, ist gleich Null. Diese 
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einfachen Beziehungen gelten fiir mehrwellige Kurvenformen nicht. Es leuchtet 
ohne weiteres ein, daB als Summe zweier mehrwelliger Strome gleicher Kurven­
form nicht ein Strom derselben Form resultieren kann, weil die Oberschwingungen 
verschiedener Ordnungszahlen sich unter stets verschiedenen Phasenwinkeln zu­
sammensetzen. Eine allgemeine Begriindung ist von ORLICHl) gegeben, der auch 
die SonderfaIle, die Ausnahmen von der Regel bilden, behandelt. Hier beschranken 
wir unsere Betrachtungen auf die Zusammensetzung von n mehrwelligen Schwin­
gungen, deren jede um den gleichen Phasenwinkel gegen die vorhergehende 
verschoben ist. Die allgemeine Form des mehrwelligen Stromes, als Fourier­
Reihe dargestellt, ist, wenn wieder rot = x gesetzt wird, 

i = f(x) = ~Mx), 
worin 

( 1) 

(2) 

ist. Wir bilden die Summe von n Schwingungen, deren jede die allgemeine 
Form /'c(x) hat; die Phase jeder der 1 bis n Schwingungen solI jedoch um 211:In 
gegen die vorhergehende Schwingung verschoben sein: 

n-l n-l 

S -.1; aksin(kx + A. ~ 211:) +.1; bkcos(kx + A. ~ 211:) = s~ + s~. 
A=O A=O 

In diesem Ausdrucke sind aIle Summen s~ und-s': gleich Null, bei denen kin keine 
ganze Zahl ist. Die Summe aller tibrigen ist (vgl. Ziff. 5) 

, Es verschwinden also bei der Summierung von n mehrwelligen Wechselstromen 
- gleicher Kurvenform, die gegeneinander eine Phasenverschiebung von je 211:In 

haben, aIle Einzelwellen der Fourier-Reihe bis auf diejenigen, deren Ordnungszahl 
k = n, 2n, 3 n ... ist. Werden z. B. die in n parallelen Leitem flieBenden Strome, 
deren Phasenwinkel der vorausgesetzten Bedingung entsprechen, in einem 
einzigen Leiter vereint, so enthalt der resultierende Strom nur die n-te, 2n-te, 
3 n-te ... Oberschwingung der Teilstrome. 

24. Arithmetische Analyse mehrwelliger Kurven. Die Berechnung der 
Koeffizienten der F ourierreihe als bestimmte Integrale nach Ziff. 19 und 21 ist nur 
in wenigen einfachen oder idealisierten Fallen moglich. Bei der Untersuchung 
von Wechselstromproblemen ist das .Bild der Spannungs- oder Stromkurven 
meist durch ein Oszillogramm gegeben und nicht durch einen analytischen Aus­
druck darstellbar. Hier muB ein Naherungsverfahren Platz greifen, das dadurch 
gekennzeichnet ist, daB an die Stelle der Integration die Summierung einer 
endlichen Zahl von Ordinaten tritt, wobei die Genauigkeit des Ergebnisses 
durch die gewahlte Zahl der Ordinaten bedingt ist. 

Teilt man die Lange einer Periode 211: in 2n gleiche Teile, so ist der Abstand 
der Teilpunkte 1I:1n. Die Ordinaten in den Teilpunkten seien Yl' Yz, Ya ... Yzn; zu 

der Ordinate Yr gehOrt dann die Abszisse Xr = r!!.... Die unendliche Reihe nach . , n 
Ziff. 17, Gleichung (3), die eine beliebige periodische Funktion darstellt, geht 
tiber in eine Summe von 2 n Gliedem: 

n-l n 
y=f(x) = bO+~aksinkx+~bkCOskx. 

k=l k=l 
( 1) 

1) E. ORLICH, Theorle'der We<;b.seistJ;"ome, St 37.. 
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Jede Abszisse Xr und die ihr entsprechende Ordinate Yr muE dieser Gleichung 
genugen. Es lassen sich also 2n lineare Gleichungen von der Form 

n-1 n 

Yr = bo + Z'aksinkxr + Z'bkcoskxr 
k=l k=l 

aufstellen, aus denen die 2n Koeffizienten ak, bk und bo berechnet werden konnen. 
Das Ergebnis ist 

2n 

ak= ~2:YrSinkxr fUr k = 1,2··· (2n -1) 
r=l 

2n 

bk = : 2' Yr cos k xr (Xr = r : ) . 
r=l 

(2) 

FUr k = 0 und k = 2n erhalt man aus der zweiten Summe 2nbo und 
2nbn • 

SCHLEIERlVIACHERl) hat untersucht, welche Genauigkeit den aus 2n Gliedern 
der Reihe berechneten Koeffizienten zukommt. Bezeichnen wir diese mit a12n) 

und b~2n) imGegensatz zu den "wirklichen" Koeffizienten ak und bk , so laBt 
sich auf Grund der in Ziff. 23 entwickelten Gedankengange leicht die Be­
ziehung ableiten: 

b~n) = bk + b2n - k + b2n +k + b4n - k + b4n+k + ... 
Die Amplituden a~n) und b~n) enthalten also die Amplituden von Ober­
schwingungen hoherer Ordnung als k; ist z. B. die dri t te Oberwelle aus 2n = 12 
Ordinaten berechnet, so ist in dem Ergebnis die.9. und 15.,die 21. und 27. Ober­
welle usw. enthalten. 

25. Vereinfachte Berechnung der Koeffizienten. Die Berechnung der 
Koeffizienten aus einer groEeren Zahl von Ordinaten erfordert eine erhebliche 
Rechenarbeit; sie zu vereinfachen haben sich viele Autoren bemuht. 1m eipzelnen 
kann auf die Arbeiten hier nicht eingegangen werden, sondern es muE auf die 
mathematische Literatur verwiesen werden. 

Fur reinen Wechselstrom ist bo = O. Beide Kurvcnhalften sind in bezug 
auf die Abszissenachse spiegelbildlich gleich; es treten nur die Oberschwingungen 
ungerader Ordnung auf und es genugt, bei der Summenbildung die Halbperiode 
zu berucksichtigen. 1st n die Zahl der Teilpunkte der Halbwelle, so ist 

n 

ak = ~ 2: Yr sinkxr , 

r=l 

1st n eine gerade Zahl, so lassen sich nach i<UNGE2) jeweils zwei Glieder zusammen­
fassen, die in gleichem Abstande von der Mitte der Halbwelle (x = 71:/2) liegen 

1) A. SCHLEIERMACHER, Elektrot. ZS. Bd. 31, S. 1246. 1910. 
2) C. RUNGE, Elektrot. ZS. Bd'.26, S.247. 1905. 
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und denen die Abszissen Xr = r ~ und Xn - r = (n - r) ~ zukommen. Beruck-
sichtigt man, daB n n 

sink(n - r)~ = sinkr~, 
n n 

cosk(n - r) ~ = - coskr~ 
n n 

ist, so kann man die Koeffizienten ak und bk als die folgenden Summen darstellen: 

ak =.! [2 Yn/2 sin k2n + 2~~Yr + Yn-r) sin k:n], 

bk = ! [- 2Yn + 2~~Yr - Yn-r) cos k:n]. 
In der gleichen Arbeit hat RUNGE ein Rechenschema fur 12 und 24 Ordinaten 
gegeben. Dber eine weitere Modifikation des Verfahrens berichtet SCHLEIER-
MACHERl). . . 

Ein sehr elegantes Verfahren ist von FISCHER-HINNEN2) angegeben. Es 
beruht auf dem in Ziff. 23 abgeleiteten Satze, daB die Summe von n mehrwelligen 
Schwingungen vollkommen gleicher Kurvenform, deren jede eine Phasenver­
schiebung von 2:n/n gegen die vorhergehende hat, nur noch die n-te, 2n-te ... 
Obe1:schwingung enthalt. Unter Voraussetzung reinen Wechselstroms, bei dem 
nur Oberschwingungen ungerader Ordnung vorkommen, wird in Gleichung (2) 
Ziff. 23 ffir . 

x=O: f(k)(O)=bk> 
ffir 

x = it/2: f(k) (:n/2) =± ak' 

Diesen Werten entsprechend werden aus Gleichung (3) Ziff.23 die Summen 
gewonnen: s = n(bn + b3n + b5n + ... ), 

Sf = n(an - a3n + a5n _ ••• ). 

Teil t man die Lange einer Periode von x = 0 bis x = 2:n der Reihe nach in 
3, 5, 7 ... Teile, und bildet die Summen S3' S5' S7 ••• der Ordinaten, so gelten 
fUr die Berechnung der Koeffizienten bk die Gleichungen: 

S3 = 3 (b3 + bg + b15 + ... ), 
S5 = 5(b5 + b15 + ... ), 
S7 = 7(b7 + b21 + ... ), 
s9=9(bg + ... ). 

Eine entsJ>- .;chende Teilung der Periode von x = 7,/2 bis x = 5 :n/2 liefert die 
Gleichungen fur die Berechnung der Koeffizienten ak: 

s~ = 3 (- a3 + ag - a15 + a21 - ••• ) , 

s; = 5 (a5 - a15 + ... ) , . 
s; = 7 ( - a7 + a21 - ••• ) , 

s~ = 9 (ag - ... ) • 

1) A. SCHLEIERMACHER, Elektrot. ZS. Bd.31, S. 1246. 1910. 
2) J. FISCHER-HINNEN, Elektrot. ZS.· Bd. 22, S.396. 1901. 
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Dem Verlahren von FISCHER-HINNEN ahnlich ist das von HOUSTON und 
KENNELLy1). 

26. Zeichnerische Verfahren zur Koeffizientenbestimmung. Die bestimmten 
Integrale nach Gleichung (5), (6), Ziff. 18, durch welche die Amplituden ak und bk 
gegeben sind, sind FHichenintegrale; sie lassen sich auswerten, indem man zu­
nachst die Werte ysinkx und ycoskx konstruiert. Zu diesem Zwecke tragt man 
die Langen einer geniigenden, in gleichen Zwischenraumen 2njn errichteten 
Zahl von Ordinaten der Kurve auf die Strahlen einer Windrose mit deli 
Winkeln 2n jn ab (Abb. 38). Die auf die Ordinatenachse gefanten Lote ergeben die 
Werte ysinx, die Abschnitte aW: der Abszissenachse die Werte ycosx. Mit Hilfe 
dieser Werte und der zugehorigen Abszissenwerte 2n/n, 2· 2njn ... 2n werden 
die Integralkurven fUr a l und bl gezeichnet und ausplanimetriert. Fiir die Be-

stimmung der k-ten Oberwelle ist zu beachten, daB urn den Winkel k 2:.: fort-
zuschreiten ist. . n 

Die Konstruktion der Integralkurven und ihre Planimetrierung vermeidet 
v. SANDENZ), indem er die Summenformeln nach Ziff.25 zugrunde legt; die 
einzelnen Werte Ynsin2njn werden mit Hilfe eines Richtungslineals konstruiert 
und graphisch addiert. 

R. ROTHE3) zeigt, wie die Amplituden 

Imk=1ai+b~ 
umnittelbar durch Konstruktion gewonnen werden konnen. Die durch eme 
endliche Reihe von 2n-Gliedem dargestellten Koeffizienten 

ak = ~(Ylsink!!.... + Yzsink2!!.... + ... + YznSink2n) , n n n 

bk = ~(YI cosk!!.... + yzcosk2!!"" + ... + Y2ncosk2n) n n n 

ergeben, vektoriell addiert, die Amplitude I mk . In symbolischer Schreibweise 
ist also 

y Nach Ziff. 12 ist Yei'P der Vektor von der 
Lange Iy I und der Richtung ~, oder bei nega­
tivem y von der entgegengesetzten Richtung. 
Urn Imk zu finden, braucht man nur die 2n-Vek­
toren geometrisch zu addieren. Man zeichnet 
hierzu eine Windrose nach Abb.38 mit den 
Vielfachen von njn auf Pauspapier, was fUr 
n = 8 oder n = 12 fiir viele Zwecke aus­
reichend ist. Mit Hilfe der Windrose fUgt man 

die Vektoren y / k ~ geometrisch aneinander. 
Ihre Summe ergibt in der komplexen Ebene 
den Vektor nlmk' dessenn-ter Teil, von 0 aus 

Abb. 38. Zeichnerische Bestimmung gerechnet, den Punkt mit den Koordinaten 
der Koeffizienten der Fourierreihe. ak, bk liefert. 

1) E. J. HOUSTON U. A. F. KENNELLY, Electrical World Bd. 31, S. 580. 1896; Elektrot. 
ZS. Bd. 19, S. 717. 1898; s. auch E. ORLICH, A.ufnahme und Analyse von Wechselstrom­
kurven, S.85. Braunschweig 1906. 

2) H. V. SANDEN, .AI:ch. f .. Elektrot. Bd. 1,S. 42. 1913. 
3) R. ROTHE, Elektrot .. ZS. ;Bd. 41, S. 1000 .. 1920. 
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PICHELMAYER und SCHRUTKAl) fiihren die harmonische Analyse periodischer 
Kurven auf die Analyse von Trapezkurven zuriick; sie ersetzen die Kurve durch 
einen sich moglichst eng anschmiegenden, gebrochenen Linienzug, der durch 
Parallele zur X-Achse in trapezmrmige Streifen zerlegt wird. Fiir die Analyse 
dieser Streifen ergeben sich einfache Form~ln; die Summierung der Wellen 
gleicher Ordnungszahl liefert die einzelnen Harmonischen der ganzen Kurve. 
In ahnlicher Weise verfahrt MEURER2) unter Benutzung rechteckiger Streifen, die 
er graphisch oder analytisch auflost. 

Eine grundsatzlich strenge Losung gibt das Verfahren von SLABy3). 
1st das geometrische Bild der zu analysierenden Kurve t(x) gegeben, so kann 
man leicht durch Konstruktion eine neue Kurve finden, die der Gleichung 

y = t(x - hcosx) 

geniigt, wobei h = n/n ist (s.Abb. 39). Praktisch kommt dies auf eine Verschiebung 
jedes Punktes der ursprunglichen Kurve parallel zur X-Achse heraus, wobei jedoch 
die GroBe der Verschiebung eines jeden Punktes entsprechend der Kosinus­
funktion eine andere ist. Die Planimetrierung des zwischen den beiden Kurven 
liegenden FHichenstreifens liefert unmittelbar die Amplitude a1 cler ersten 
Harmonischen; ein entsprechendes Verfahren liefert b1 bei Verschiebung urn hsinx. 
Es gilt die Regel: Verschiebt man die zu analysierende Kurve urn hcoskx bzw. 
hsinkx, so berechnen sich die Koeffizienten ak und bk aus dem Inhalt ]k und n 
der entstehenden Flachenstreifen nach den Formeln 

Abb. 39 gibt eine Anschauung von dem Ver­
fahren fiir die Bestimmung derdritten Oberwelle: 
h ist gleich n/12 angenommen. 1st] der durch 1z'~'-"'rr-t-+7~--L-C!""'=-R-­
Planimetrieren gefundene Inhalt der schraffierten 
Flache, so ist 

2 
a3 = 33Th]' 

Abb. 39. Koeffizientenbestim­
mung nach SLABY. 

Eine tJ'bersicht und Beschr 'lllg der harmonischen Analysatoren, 
Apparate, die die Bestimmung derKoeffizienten der Fourierreihe auf rein mecha­
nischem Wege gestatten, gibt ORLICH4). Von neueren Konstruktionen seien 
erwahnt die von MADER5) und CHUBB und HARTENHEIM6). 

27. Effektivwert, Leistung mehrwelliger Strome. In dem Produkte zweier 
mehrwelliger Strome 

1) K. PICHELMAYER U. L. V. SCHRUTKA, Elektrot. ZS. Bd.33, S. 129. 1912. 
2) F. MEURER, Elektrot.ZS. Bd. 34, S. 121. 1913.' 
3) R. SLABY, Arch. f. Elektrot. Bd. 2, S. 19. 1914; Elektrot. zS. Bd. 40, S. 535, 551.1919. 
4) E. ORLICH, Aufnahme und Analyse von Wechselstromkurven. Braunschweig 1906. 
5) V gl. A. SCHREIBER, Phys. ZS. Bd. 11, S. 354. 1910. 
6) M. HARTENHEIM, Elektrot. ZS. Bd. ,8, S. 49, 1917. 
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treten Produkte von drei verschiedenen Formen auf, die durch die Faktoren 
sinrwt· sinqwt, cosrwt· cosqwt und sinrwt· cosqwt gekennzeichnet sind, wenn 
r und q zwei beliebige Werte von k sind. Bildet man nun den Mittelwert 

p 

M( ' .,) 1 f' "dt ~~ = T ~~ , 
o 

so werden gemaB Gleichung (3), Ziff. 18, samtliche Produkte der dritten Art Null; 
das gleiche gilt entsprechend den Gleichungen (1) und (2); Ziff. 18 ffir die Pro­
dukte der ersten und zweiten Art, mit Ausnahme derjenigen, bei denen r = q 
ist, die also sin- oder· cos-Glieder gleicher Frequenz enthalten. Unter Be­
riicksichtigung der Gleichung (4) in Ziff.6 und der Umrechnungsformeln (4) 
in Ziff. 17 findet man 

p 

M(ii') = ~ fii'dt = L: ~ (aka~ + bkll,.) = L: ~ ImkI'mk COS(Wk - W~) (1) 
o 

Ffir i = i' ist 

(2) 

Imk ist die Amplitude der Oberwelle von der Kreisfrequenz kw. FUhrt man statt 
ihrer durch die Gleichung -iI!.k= ~ den Effektivwert Ik der Oberwelle ein, 
so ergibt sich die Beziehung 

1= M(i2) = -V2~' (3) 

Ffir technischen Wechselstrom ist die eine Kuryenhillte das Spiegelbild der 
anderen in bezug auf die Abszissenachse: er enthaIt nur Schwingungen ungerader 
Ordnung. Daher kann man schreiben . 

I f I~ + 1~ + Ig + 
und entsprechend ffir die Spannung 

E = -VE~ + E~ + Eg + .... 

(4) 

(5) 

Ersetzt man in Gleichung (1) den Augenblickswert des Stromes i' durch den 
Augenblickswert der Spannung e, so erhalt man den Mittelwert der Leistung 

p 

N = M(ei) = ; feidtL: ~ EmkImkcos(Wk -~). (6) 
o 

Fiihrt man wieder statt der Maximalwerte Emk , Imk die Effektivwerte ein, 
so nimmt die Gleichung die Form an: 

N=2~~~~' m 
wenn Wk - W~ = f{Jk gesetzt wird, oder 

N = E1I1 COSf{J1 +E3I 3 COSf{J3 + E515 cosf{Js + ... (8) 

IIiermit ergibt sich die Gesamtleistung als die Summe der Einzelleistungen der 
einzelnen Harmonischen. Oberschwingungen, die nicht sowohl in der Spannungs-
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kurve als auch in der Stromkurve enthalten sind, haben keinen Anteil, an der 
Leistung. 

Die Gleichungen (4), (5), (8) weisen die Moglichkeit einer strengen Be­
handlung mehrwelliger Schwingungen; hierbei ist jedoch in jedem Fall die 
Zerlegung der Schwingungen in ihre einzelnen harmonischen Komponenten Not­
wendigkeit. 

28. Phasenverschiebung und Leistungsfaktor bei mehrwelligem Strom. 
Fur einwelligen Strom besteht zwischen der Phasenverschiebung cp, der 
Leistung N und den Effektivwerten E und I die einfache Beziehung 
coscp = NjE I. Eine ahnliche einfache Beziehung laBt sich fUr mehrwelligen 
Strom nicht ableiten; die durch die Gleichungen (4) und (5) in Ziff. 27 
definierten Effektivwerte des Stromes und der Spannung kommen in dem 
Ausdruck fUr die Leistung nicht vor. Es fragt sich, ob uberhaupt eine all­
gemein gilltige Definition fUr die Phasenverschiebung mehrwelliger Strome ge-
geben werden kann. ' . 

ORLICH l ) weist auf die theoretische Moglichkeit einer so1chen Definition 
hin. Er setzt, fUr einen bestimmten Zeitpunkt to die einzelnen Harmonischen 
eines Stromes als Vektoren geometrisch aneinander. Der Winkel zwischen dem 
resultierenden Vektor und der Abszissenachse kennzeichnet dann die Phase 
des Stromes. Die Vektoren des Systems rotieren mit verschiedenen Winkel­
geschwindigkeiten entsprechend den Frequenzen, die den Oberschwingungen 
eigentumlich sind. Infolgedessen variiert auch die Rotationsgeschwindigkeit des 
resultierenden Vektors mit der Zeit, ebenso wie sich auch seine Lange mit der 
Zeirandert. Die praktische Anwendung eines so1chen Systems begegnet erheb­
lichen Schwierigkeiten und die Losung bietet daher, wie der Verfasser selbst 
betont, nur theoretisches Interesse. 

Eine andere Moglichkeit fUr die Definition der Phasenverschiebung ergibt 
sich daraus, daB man derjenigen gegenseitigen Lage einer e- und i-Kurve, bei 
der N = M (e. i) = 0 ist, die Phasenverschiebung nj2 zuschreibt; daB eine 
so1che Lage stets angebbar ist, zeigt ORLICH2). Eine Verschiebung der einen 
Kurve urn eine halbe Periode aus ihrer Lage wurde dann der Phasenverschiebung 
Null entsprechen. Aber auch diese Definition versagt, sobald man die Verschiebung 
dreier Kurven angeben will. Der Grund hierfur IaBt sich, wie ORLICH im einzelnen 
nachweist, folgendermaBen formulieren: Sind abe drei Stromkurven, so mogen a 
und b durch Verschieben auf der Abszissenachse in eine so1che Lage zu e ge­
bracht werden, daB (ae) und (be) nach der obigen Definition die wirkliche Phasen­
verschiebung Null besitzen. Dann entspricht diese gegenseitige Lage von a und b 
im allgemeinen nicht der nach der gleichen Definition gegebenen Phasenver­
schiebung Null von a und b. 

Die Praxis hat einen radikalen Weg eingeschlagen. Die Zerlegung von 
Schwingungen in ihre harmonischen Komponenten, die fUr eine strenge Be­
handlung notig ist, bedeutet im allgemeinen ein zu umstandliches Verfahren. 
Die Praxis geht daher von den auch bei mehrwelligen Stromen ohne Sohwierig­
keit meBbaren GroBen, der Leistung N und den Effektivwerten E und I des 
Stromesund der Spannung aus und setzt in Analogie mit der Beziehung E I coscp, 
die fUr einwelligen Strom Gultigkeit hat, den Faktor k, der das Verhaltnis von 
N zu E I kennzeichnet, gleich dem Kosinus eines Winkels ([J: 

N 
E I = k = cos ([J . (1) 

1) E. ORLICH, Elektrot. ZS. Bu. 24, S. 60. 1903. 
2) E. ORLICH, Theorie der Wechselstrome, S.57. 

27* 
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k bzw. cosif? werden als Leistungsfaktor bezEichnet, if? wird die effektive 
Phasenverschiebung genannt. Fiihrt man an Stelle der Mittelwerte N, E und I 

-die Augenblickswerte ein, so ist k durch die Beziehung bestimmt: 

T 

~ rei dt 
k = cos if? = ___ ~(~ = _----:;:::0'======= 

l'M(e2) M(i2) 1/ T T 

~ V Je2 dtJi2 dt 
o 0 

(2) 

29. Beziehung zwischen wirklicher und effektiver Phasenverschiebung. 
Die Betrachtungen des vorigen Abschnittes lehrten, daB bei Stromen mehr­
welliger KU;I:venform im allgemeinen von einer wirklichen Phasenverschiebung 
nicht gesprochen werden kann. Nun gibt es zwei Sonderfille, die eine Ausnahme 
bilden; sie betreffen Strome, die entweder lihnliche oder symmetrische Kur­
venform besitzen. In diesen beiden Fillen ist die wirkliche ~hasenverschiebung cp 
durch den Betrag T bestimmt, um den die eine Kurve parallel zur Abszissen­
achse verschoben werden muB, damit die Schnittpunkte der Kurven mit den 
Abszissenachsen zusammenfailen und alle Maxima und Minima dieselbe Abszisse 
haben. cp ist also durch die Gleichung definiert: 

..!L=~. 
2n T 

Es fragt sieh, welche Beziehung in diesen Fillen zwischen der wirklicl • Phasen­
verschiebung cp und der effektiven Phasenverschiebung if? besteh' 

Man bezeichnet zwei Kurven als li h n I i c h, wenn die Ordir ~n der einen 
Kurve'das gleiehe Vielfache der Ordinaten der anderen sind: 1st die Gleiehung 
der einen Kurve 

so ist die Gleichung einer lihnlichen Kurve 

if = J..~Imksin(kwt + VJk +kcp). 

Fur diesen FalllliBt sich fUr die effektive Phasenverschiebung if? und die wirk­
Hche Phasenverschiebung cp folgende Beziehung ableiten 1) : 

(1) 

Fur cp = 0 ist if? = 0; fUr cp = 11,/2 ist if? = 11,/2, da nur ungerade Werte von k 
.in Frage kommen. Fur aile Werte zwischen cp = 0 und cp = 11,/2 ist dagegen 
.if?>g;. 

Bei symmetrischen Kurven laufen beide Kurvenhillten symmetrisch zu 
der mittleren Ordinate; sie enthalten gemliB Ziff. 19 nur Sinusglieder. 1st die 
Gleiehung der einen Kurve 

i = ~Imksinkwt 

und die Gleichung einer um cp. verschqbenen zweiten Kurve 

i' = ~I;"~sin(kwt + kcp), 

1) E. ORLICH, Theorie der Wechselstrome S. 53ff. 
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so i~t die Beziehung zwischen .der effektiv~n. Pha.~en~ersclliebung if) und der 
wirklichen Verschiebung .qJ durch den Ausdruck gegeben 1): 

(2) 

Fur qJ = 7&/2 ist if) = 7&/2 (k 'ungera,de), fiir qJ = 0 ist dagegen if) =F 1-
In Abb. 40 sind nach RUSSEL2) eine Reihe symmetrischer Kurven gezeichnet, 

die. samtlich den gleichen Eftektivwert E haben. Die ersten Halbteile del' Kurven 
sind durch die Gleichungen gegeben: 

Kurve a: Rechteckskurve 

b: paraboliscne' Kurve 

c: Sinuskurve 

d: Dreieckskllrve 

e: umgekehrte parabolische Kurve 

e=E, 

. ,r:::E' ',- 2n 
e --: r2 Slllyt, 

e=4Y3E ~, 

e=16rsE(~)2, 

t: umgekehrte Kurve dIjtter Ordnung e = 64 flE ( ~ r. 
In der nachstehenden Tabelle 

~ sind die nach Gleichung (2) in 
Ziff. 28 berechneten Werte der 
effektiven Phasenverschiebung zwi­
schen den einzelnen Kurven und 
der Sinuskurve c angegeben, die e 
einer wirklichen Verschiebung qJ = 0 
entsprechen: 

Kurve coSP P in Winkel-
graden 

a 0,9003 25,8 
b 0,9995 2,2 
c 1,0000 ° d 0,9928 6,75 
e 0,9322 21,2 
f 0,8628 30,4 

Die wirkliche Verschiebung qJ = 0 

e-E 

ist, wie ein Blick auf die Ab- T/lf 
bildung zeigt, bei symmetrischer Abb.40. Kurven von gleichem Effektivwert E. 
Kurvenform eindeutig bestimmt. 
Die Zahlen der Tabelle lehren eindringlich, daB wirkliche und effektive Ver­
schiebung streng zu unterscheiden SiIid; eine physikalishe Bedeutung kommt 
der letzteren nicht zu. 

1) E. ORLICH, Theorie der We~h;;elstrome, S. 53ff. 
2) A, RUSSEL, The theory, of l!lte;rnating currents, S. 152. 
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80. Die Grenzwerte des Leistungsfaktors. Nach der allgemeinen Defi­
nition (Ziff. 28, Gleichung 2) ist 

RUSSELl) hat die Grenzwerte von k berechnet, indem er zunacht die obige 
Gleichung als eine endliche Summe von n-Gliedem darstellt: 

k = lim el it + e2 i2 + . . . + en in 
y(e~ + e~ + ... + e!) (i~ + i~ + ... + i!) , 

worin el ... en, i 1 ••• in die Ordinaten sind, die den n-Teilpunkten einer Perioden­
Hinge zugeordnet sind. Durch eine einfache Transformation erhalt man nach 
ORLICH 2) 

1 _ k2 = lim (e1 i2 - e2 i l)2 + (el is - e3 il)2 + .. . 
. y(e~ + e~ + ... + e!)· (i~ + i~ + ... + i~) 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen nur positive GroBen, daher ist 
k <: 1 3). Der Grenzwert 1 kann nur erreicht werden, wenn 

ist, d. h. wenn e = const· i ist, wenn also beide Kurven einander ahnlich sind. 
In allen anderen Fallen bleibt k < 1 und die effektive Phasenverschiebung 
<P> o. 

In ahnlicher Weise HiBt sich zeigen, daB negative Werte des Leistungs­
faktors k, die < - 1 sind, nicht auftreten konnen; auch dieser Grenzwert wird 
nur bei ahnlichen Kurven erreicht. 

31. Geometrische Darstellung mehrwelliger Strome. Nach Ziff. 10 ist die 
Voraussetzung fur die Darstellung einer WechselstromgroBe durch einen rotieren­
den Vektor der sinusformige Verlauf der GroBe mit der Zeit. N ur in diesem Falle sind 
die Projektionen des Vektors auf die Ordinatenachse den Augenblickswerten der 
darzustellenden GroBe gleich oder, wenn die Lange des Vektors den Effektivwerten 
der GroBe gleichgemacht ist, den Augenblickswerten mit dem Faktor f2 proportio­
nal. Von einer Beziehung des Vektors zu den Augenblickswerten in diesem Sinne 
kann naturlich bei mehrwelligem Verlauf der Spannungs- oder Stromkurve 
keine Rede sein; es fragt sich nur, ob die Anwendung von Vektoren zur Dar­
stellung der gegensei tigen:Lage der GroBen und die Zusammenset zung 
der Vektoren nach dem Parallelogramm unter Benutzung des Winkels der effek­
tiven Phasenverschiebung statthaft ist. 

Sind drei Strome iI' i2, is durch die Beziehung 

is=il+i2 
miteinander verbunden, so ist 

i~ = if + i~ + 2il · i2 • 

I) A. RUSSEL, The theory of alternating currents. S. 146. 
2) E. ORLICH, Theorie der Wechselstrome, S.57. 
3) Vgl. auch G. ROSSLER, Elektrot. ZS. Bd. 19, S.598. 1898. 
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Durch Mittelwertbildung erhaIt man die Gleichung der Effektivwerte 

Ii = ~ +.ij + 21112 cos lP, 

da in Analogie mit Gleichung (1), Ziff.28 

M (il i2) = 1112 COS lP 
zu setzen ist. 
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Es folgt: Is kann als Diagonale eines Parallelogramms mit den Seiten II 
und 12 und dem Winkel lP zwischen II und 12 konstruierl 'werden. Damit ist 
aber auch die geometrische Darstellungsmoglichkeit erschopft. Wenn auch die 
Lange des Vektors Is seinem Effektivwerl entspricht, der Winkel zwischen Is 
und II bzw. Is und 12 ist keineswegs allgemein gleich den effektiven Phasen­
verschiebungen zwischen diesen Stromen. Werden die Winkel zwischen iI' i2 , is 
mit lP12 , lP2S und lP13 bezeichnet, so ist, wie RUSSELl) gezeigt hat, die Gleichung 

lP12 + lP2S = lP13 

im allgemeinen nich t erfiillt. Hieraus folgt, daB es nicht ohne weiteres moglich 
ist, drei Strome durch drei Vektoren in einer Ebene darzustellen, indem man die 
Vektoren mit den Winkeln der Phasenverschiebungert aneinanderreiht. Die 
Bedingung, unter der diese Darstellung erlaubt ist, laBt sich leicht finden, wenn 
man nach ORLICH2) berucksichtigt, daB die effektive Phasenverschiebung zwischen 
zwei Stromen nur dann gleich Null werden kann, wenn die Strome ahnliche Kur­
venformen besitzen (vgl. Ziff.29). Daher konnen zwei Strome von verschie­
dener Kurvenform nie durch zwei in dieselbe Richtung fallende Vektoren dar­
gestellt werden, gleichgiiltig, welche Verschiebung sie gegeneinander haben. Dies 

. ist nur dann zulassig, wenn die Augenblickswerte beider in einem konstanten Ver­

. haltnis zueinander-stehen, d.h. wenn beide Kurven ahnlich verlaufen. Von dieser 
Bedingung ausgehend laBt sich zeigen, daB drei Strome iv i2 , is nur dann durch 
drei Vektoren in einer Ebene dargestellt werden konnen, wenn zwischen ihren 
Augenblickswerten eine homogene lineare Gleichung besteht: 

ail + bi2 + cis= 0, 

wo a, b und c Konstanten sind3). 1st diese Bedingung nicht erfiillt, so lassen sich 
die drei Vektoren nur im Ra ume unter ihren zugehorigen Winkeln zusammen­
setzen. 

Die Bedingung dafur, daB vier Strome sich im Raume aneinandersetzen 
lassen, ist nach RUSSEL in Analogie mit der ?bigen Gleichung 

ail + bi2 + Ci3+ di4 = O. 

Eine allgemein giiltige Darstellung mehrwelliger Strome durch Vektoren 
in der Ebene oder im Raume ist also nicht moglich. Wenn trotzdem das Vektor­
diagramm zur Darstellung mehrwelliger Strome unter Benutzung der Beziehung 

N 
coslP = EI 

vielfach angewendet wird, so kann das Verfahren nur Naherungswerte liefern. 
E und I werden in diesem Falle haufig als die aq ui valen te Sinusspannung 
bzw. der aquivalente Sinusstrom bezeichnet. 

1) A. RUSSEL, Alternating currents. Bd. I, S. 182. 
2) E. ORLICH, Theorie der Wechselstr6me, S.64. 
3) Vgl. auch A. RUSSEL,Alternating currents. Bd. I, S.181. 
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Bei der Anwendung auf techi:J.ische· Probleme, z. B. "beider Einfuhrung des 
Magnetisierungsstromes beim Transforn:J.aton;liagramm, macht man nun nicht 
selten die Erfahrung, daB die" graphische, Darstellung Ergebnisse liefert, die uber­
raschend gut mit den Versuchsergebnissen ubereinstimmen; Dies hat die folgenden 
Grunde1). Die von modernen Generatoren 'gelieferte Spannung ist praktisch 
sinusformig. Wenn nun auch der Magnetisierurtgsstrom infolge der wechselnden 
PermeabilWit im Eisen verzerrt ist, so haben doch die hoheren ~armonischen 
der Stromkurve an del' Leistimg keinen Anteil; auchrnachen sich die Oberwellen 
im Effektivwert des Stromes in der Regel wenig bemerkbar:" eine Harmonische, 
deren Amplitude .ein Zehntel del' Amplitude del' Grundwelle ist, vermehrt den 
Effektivwert nul' urn 0,5 %. Da die Phasenverschiebung aus del' gemessenen 
Leistung, die nur" die Grundwelle berucksichtigt, berechnet wini, so ist es 
einltiuchtend, daB die Diagramme mit den MeBergebnissen ziemlich genau 
iibereinstimmen mussen. I.st jedoch die Voraussetzung del' sinusformig~n Span­
nung nicht gegeben, so liefert die graphisc~e Darstellung nul' rohe Naherungs­
werte und sollte nur dazu dienen, die Dbersicht uber die Beziehungen zwischen 
den einzelnen GroBen zu erleichtern. 

Die Definitionen, die fUr WechselstromgroBen unter Voraussetzung ein­
welliger Strome in Ziff.9 gegeben sind, werden in del' Praxis haufig auch fur 
mehrwellige Strome angewendet 2); man setzt z. B. 

den Scheinwiderstand 

den Wirkwiderstand 

den Blindwiderstand x = Y(E/I)2 - (N/12)2 = 1Z2 R2. 

Die physikalische Bedeutung, die diese GroBen bei einwelligen Stromen mit 
Bezug auf die Konstanten des Stromkreises haben, kommt ihnen bei verzerrter 
Kurvenform nicht mehr zu; so hat die Zerlegung des Scheinwiderstandes in 
zwei zu einander senkrechte Komponenten keinen physikalischen Sinn mehr. 
Daher fuhrt das Rechnen mit diesen GroBen bei mehrwelligen Stromen zu keinen 
genaueren Ergebnissen, es sei denn, daB bei einwelliger Spannung ein nul' 
maBig verzerrter Strom vorliegt. Riel' konnen aus den gleichen Grunden, die 
die Anwendung del' graphischen Darstellung gestatten, befriedigende Resultate 
erzielt werden. 

Nach Gleichung (1), Ziff. 28,. und Gleichung (7), Ziff. 27, ist 

E I cos (j;J = ~Eklkcoscpk> 
dagegen ist 

Das Verhaltnis 
E ~ sin (j;J 9= ~Eklksincpk 3). 

F _ 1;Ekl ksin<pk 
- Elsin<p 

wird als In d u k ti 0 nsf a k tor bezeichnet. Es ist stets kleiner als 1 4). 

1) H. SCHERING, Elektrot. ZS. Bd.45, S.712. 1924. 
2) Auch der AEF bezieht in dem in Ziff. 9 angefiihrten Vorschlage die Definitionen 

allgemein auf mehrwellige Strome Vgl. hierzu die Bemerkungen von H. SCHERING, Elektrot. 
ZS. Bd. 45, S. 712. 1924. ,. " 

3) G. ROSSLER, Elektrot. ZS. Bd.1'9. S.598. 1898. 
4) Vgl. A. FRAENKEL" Theorie .der Wechselstrome, S.97. 
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32. Formfaktor, Scheitelfaktoi'. Nach Ziff.6 wird d~a<: Verhiiltnis des 
Effektiv'wertes zum arithmelischen .Mittelwert· 

~ = yMCe2) 

M(e) 
. . ' 

als Formfaktor, nas. Verhiiltnis' des Scheitelwertes 'Zull 'Effekti""""rt 

Em 
a=--

'yM(e2 ) 

als Scheitelfaktor bezeichnet. 
Der Formfaktor hat eine gewisse Bedeutung ftir die Berechnung des maxi­

malen Flusses, der Scheitelwert ftir. die Berechnung der maximalen Spannung. 
Zwischen dem Hochstwert . des gesamten Induktionsflusses lJf und dem 

Effektivwert der Spannting 

besteht fur Wechselstromkurven, deren eine Periodenhalfte das Spiegelbild der 
anderen in bezug' auf die Abszissenachse ist, die Beziehung 

. E 
M(e) =, I = 41 lJfm , 

wenn 1 die Frequenz ist 1). Die Integrationsgrenzen fur die Mittelwertsbildung M (e) 
sind dabei so zu wahlen, daB M(e) ein Maximum wird. Mit Hilfe des Form­
faktors ist man daher imstande, den Hochstwert des Flusses, der fur die Verluste 
im ~J3:isen maBgeb~nd ist, aus· dem Effektivwerte zu berechnen. Dabei ist fur 
die Bestimmung des Formfaktors selbst die Kenntnis des arithmetischen Mittel­
werts der WechselstromgroBe erforderlich. Um ihn zu ermitteln, braucht man 
nicht die Stromkurve etwa oszillographisch aufzunehmen, sondern kann ihn 
z. B. mit Hilie vQn Gleichstromi.nstrumenten messen, indem man den Wechsel­
strom mit einem' geeigneten Kommutator gleichrichtet. 

Der Formfaktor ist nie kleiner als 1; das ist sofort einzusehen, wenn man 
den Effektivwert und den arithmetischen Mittelwert nach RUSSEL2) als Grenz­
werte endlicher Summen darsteIlt: 

fM(e)2 = 'lim[e~ + e~n+'" e~p', 

M (e) = lim e1 + e2 + ... en . 
n 

Nach einem bekannten algebraischen Satze ist die erste dieser Summen stets 
groBer als die zweite, es sei denn, daB aIle n GroBen einander gleich sind. In 
diesem Falle wird der Formfaktor gleich 1. 

In nachstehender Tabelle sind die Form- und Scheitelfaktoren fur die in 
Abb. 40 gezeichneten Kurven a, d, e, 1 angegeben. AIle diese Kurven werden 
flir t = 0 bis t = T/4 durch die 
Gleichung dargesteIlt: 

(4 t) n 
e =EY2n + 1 T . 

Der Effektivwert samtlicher Kurven 
ist E, der Hochstwert EY2n + 1 . 

Kurve 

a 
d 
e 
!. 

n 

0 
1 
2 
3 

Tabelle. 

I g I (J 

1 1 
1,155 1,732 
1,342 2,236 
1,512 2,646 

1) Die maximale Andernng des Flusses wahrend Tj2 ist 21[Fm, der Mittelwert M(e) 

der induzierten EMK daher 2I[Fm = 4!l[Fm' 
Tj2 

2) A. RUSSEL, Alternating currents Ed .. I, S.68. 
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Fiir die Bildung des arithmetischen Mittelwertes geniigt es, die Integration 
von 0 bis T/4 zu erstrecken, da die Kurven symmetrisch zu der in T/4 errichteten 
Ordinate verlaufen. 

T/4 

M(e) = EY2n + 1· ~ I(~rdt = EY:~. 
o 

Demnach ist der Formfaktor 

der Scheitelfaktor 
(J = Y2n + 1. 

Der Formfaktor der Sinuskurve ist 1,11 (Ziff. 6); der Formfaktor der Recht­
eckskurve ist demnach kleiner als dieser, derjenige der Dreieckskurve und der 
noch spitzer verlaufenden Kurven e und t dagegen groBer. Der Formfaktor 
gibt daher einen gewissen Anhalt fiir die Stumpfheit oder Spitzheit der Kurve. 

·33. Veranderung der Kurvenform durch Kapazitat und Induktivitat. 
Wird eine mehrwellige Spannung 

e = 1; (ak sin k w t + bkcos k w t) 

durch eine Induktivitat L geschlossen, so ist der Strom 

i = lIedt = ~L.2 (~k sinkwt - ~kcoskwt). 
Wird die Spannung durch einen Kondensator von der Kapazitat C geschlossen, 
so ist der Strom 

i = C~~ = wC1;(kakcoskwt - kbkcoskwt). 

Wahrend der einwellige Strom keine Veranderung durch Einschalten von In­
duktivitaten oder Kapazitaten erfahrt - Differentiation und Integration einer 
Sinusfunktion liefert stets wieder eine Sinusfunktion -, wird die Kurvenform 
mehrwelliger Strome von Grund auf geandert. Die Amplituden der Oberschwin­
gungen des Ladestromes eines Kondensators sind k-mal groBer als die Amplituden 
der Oberschwingungen der Spannungskurve. Je hoher daher die Ordnungszahl 
der Oberschwingungen ist, urn so starker pragen sich diese in der Kurve des 
Ladestromes aus. Dagegen bewirkt das Einschalten einer Induktivitat ein 
Abschleifen der Oberschwingungen. Ihre Amplitude betragt nur den k-ten Teil 
der Amplituden der Oberschwingtingen der Spannungskurve. 

34. Veranderung der Kurvenform durch ferromagnetische Korper im 
Wechselfeld. Magnetisierungsstrom. Verlaufen die Kraftlinien eines magne­
tischen Feldes ganz oder teilweise in Eisen, so sind Feldstarke und Induktion 
nicht mehr einander proportional, da die Permeabilitat ft veranderlich ist. Bei 
zyklischer Magnetisierung entsprechen auBerdem jedem Wert der Feldstarke ~ 
wegen der Remanenz verschiedene Werte der Induktion, je nachdem bei zu­
nehmender oder abnehmender Feldstarke gemessen wird. Der Verlauf der In­
duktion in Abhangigkeit von der Feldstarke ist durch den als Hystereseschleife 
bekannten Kurvenzug gegeben. Von vomherein laBt sich daher aussagen, daB 
die Kurve eines das Feld erregenden periodischen Stromes der Kurve des Ffusses 

q>=q.j8 

nicht gleich sein kann, gleichvielob der FluB nach einer einwelligen oder nach 
einer mehrwelligen Kurvenform verlauft. 
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Schaltet man auf die Wicklungen eines geschlossenen Eisenringes eine 
Wechselspannung e, so mogen ein Strom i und je Windungseinheit ein 
InduktionsfluB q, entstehen. Die drei GroBen sind durch die Beziehung verkniipft 

'R dtfJ e = ~ + W dt' 

wenn R der Wirkwiderstand der gesamten Windungen und w ihre Zahl ist. Unter 
der vereinfachenden Annahme, daB der Spannungsabfall i R vemachlassigbar 
klein gegen die gesamte Spannung ist, lieferl die Integration 

q, = !fedt. 
Einer ein welligen Spannung 

e = Em sinw t 

entspricht demnach ein sinusformiger FluB 

q,=-q,msin(wt- ~) 
mit der Amplitude 

q,m= Em. 
row 

Der FluB eilt der Spannung e um 90° nacho 
1st die Spannungskurve von mehrwelliger Form, so verlauft auch der FluB 

na~h einer mehrwelligen Kurve, jedoch sind ihre Amplituden als die einer Integral­
kurve gemaB Ziff.33 verkleinert. Die dem Flusse q, entsprechende Umlaufs-

spannung w ~~ muB dagegen wieder der ursprunglichen Spannungskurve genau 

entsprechen, ein Ergebnis, das 
auch aus der Gleichung 

dtfJ 
e = wfit 

unmittelbar abzulesen ist. Der 
Maximalwert des Flusses ist 
bei mehrwelliger Kurvenform 

1 
q,m = W4t M (e) 

(vgl. Ziff.32). 
Wahrend die Form des 

Flusses sich in einfacher 
Weise aus der Form der 

CP.y'(i) 

Abb.41. Konstruktion der Stromkurve aus der Hyste­
resisschleife. 

Klemmenspannung ergibt, laBt sich die Form des auftretenden Stromes i nur 
in komplizierter Weise ausdem Verlauf des Flusses und unter Berucksichtigung 
der eingangs erwahnten Beziehung zwischen Induktion und Feldstarke bzw. 
Amperewindungen ableiten. Da sich diese Beziehung nicht in gesetzmaBiger 
Form analytisch darstellen laBt, kann man auch flir die Gestalt der Strom­
kurve keinen analytischen Ausdruck gewinnen; man ist auf eine graphische 
Konstruktion angewiesen. Diese ist in Abb. 41 unter Voraussetzung eines 
sinusformigen Verlaufes des Flusses (Jj durchgeflihrt. Der Magnetisierungs­
kurve ifJ = t (i) ist fur jeden Wert des Flusses der zugehOrige Wert des Stromes 
entnommen und im Zeitdiagramm aufgetragen. Die so erhaltene i-Kurve 
ist stark verzerrt. Ihr Maximum filit mit dem der ifJ-Kurve zusammen; 
jedoch ist bemerkenswert, daB die Nullwerte der i-Kurve gegeniiber der 
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4>-Kurve 'zeitlich friiherliegen, eirte VerschiebWlg,' die durch <lie mit der 
zyklischen' Magnetisieruilg aufttetenden_ Hystereseverluste, bedingt ist. Man 

Abb. 42. Die Komponenten des 
Stromes i: Der Magnetisiernngs­
strom if.' und der Verluststrom i h • 

pflegt den' Gesamtstrom i zu zerlegen in den 
eigentlichen Magnetisierungsstrom if." der mit 
der 4>~Kurve - in Phase ist, und in einen 
Strom ih , der die Verluste <ieckt und der mit 
der e-Kurve in Phase ist (Abb. 42) .. Die if.'­
Kurve . nimmt dann eine symmetrische Ges~alt 
an, entsprechend einer Magnetisierungskurve, 
bei derdie beiden Aste zusammenfallen und 
durch den- Nullpunkt gehen. 

Werden die Kurven von e und i experimen­
tell, etwa_ mit Hille des Oszillographen, aufge­
nommen, so. kann die Magnetisierungskurve 
leicht gezeichnet werden, indem man das so­
eben beschriebene Verfahren (Abb. 41) umkehrt. 

Durch Planimetrieren der von dem Kurvenzugbegrenzten Flache erhiilt man die 
Verluste1), undzwar sowohl die Hystereseverluste als auch die WirbeIstromverluste. 

c) Mehrphasen -Wechselstromsysteme. 
85. Das Dreiphasensystem. Die Elektrotechnik ist friihzeitig dazu tiber­

gegangen, Wechselstromgeneratoren mit .mehreren voneinander isolierten Wick­
fungen zu bauen, deren jede eine EMK liefert. Verbindet man die Generator­
wicklungen in bestimmter, spater zu erortemder Weise unteteinander und mit 
energieaufnehmenden Stromkreisen, so erhiilt man ein Mehrphasen-Wechselstrom­
system. Die rechnerische Behandlung eines solchen Systems, das lediglich die 
Kombination mehrerer Einphasensysteme darstellt, kann ohne Schwierigkeit 
auf die Behandlung des Einphasenstromkreises, deren Grundlagen in den vorher­
gehenden Kapiteln gegeben sind, zurtickgefiihrt werden. Indessen bedingt die 
gegenseitige magnetische und elektrische Verkettung der Kreise einige Besonder­
heiten, die mit Rticksicht auf die groBe Bedeutung .der Mehrphasensysteme 
nachstehend kurz erortert werden mogen. Die Erorterungen sollen beschrankt 
bleiben auf das symmetrische verkettete Dr e i phasensystem; aIle anderen Systeme 
sind praktisch bedeutungslos geworden. 

In Abb. 43 ist das Schema eines Dreiphasengenerators skizziert. Drei von­
einander isolierte Wicklungen sind in gleichem Winkelabstande tiber dem Umfange 
E<ines Kreises angeordnet. Zwischen Ihnen rotiert ein Magnet mit det Winkel­
geschwindigkeit w und induziert in jeder Wicklung eine Spannung e. Die Span­
nungen haben, gleiche Dimensionierung der Spulen vorausgesetzt, gleiche GroBe; 
ebenso ist die Frequenz bei allen die gleiche. In der Phase sind die Spannungen 

/ut / N " iJ' \ 
I I 
I I 
\ I , S I 

3 '-----fi€p 
Abb.43. Schema des Drei­

phasengenerators. 

urn einen Winkel von je 2n/3, der den Spulenabstand 
im Raume kennzeichnet, gegeneinander verschoben. 
Ftir die einzelnen Spannungen ergeben sich daher die 
Gleichungen: 

e1 = Em sinwt, 

e2 = Emsin(wt ----' 2;), 
es = Emsin(wt - 22;); 

e1 , e2 , ea nennt man die Phasenspannungen. 

1) J. u. B. HOPKINSON, Electrician Bd.29. S.510. 1892. 
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. 36. Schaltungen des Dreiphasensystems. Sternschaltung: Vereinigt 
man drei Enden der Generatorwicklungen zu einem Knotenpunkt, dem,sog. S t e'rn­
punkt, so setzen sioh die drei Phasenspannungen, die bei dieser. Schaltungs­
weise auch als Sternspannungen bezeichnet werden, zu dtei neuen Spannungen, 
den verketteten oder Linienspannungen zusammen. Die.GroBe und Richtung 
'der Phasenspannungen wird - bei Voraussetzung einwelliger Kurvenform -
in dem Vektordiagramm Abb.44 durch die Vektoren OA, OB und OC dar­
geStellt. DIe geometrische Zusammensetzung zweier Sternspannungen, unter 

1 i 

2 i ~ ___ , 
I 
I 
I 

i I 
13 : 

C..:;...----~8 L------------------to---------------------~ 

Abb. 44. Spannungsruagramm 
des Dreiphasensystems. 

Abb. 45. "Stemschaltung des Generators ~nd der 
Belastung. 

Berucksichtigung ihres Richtungssinnes, ergibt die verkeUeten Spannungen e12 , 

e2S ' eSI entsprecheIid den Vektoren AB, BC, CA. Es gelten daher fur die Mo­
mentanwerte die Gleichungen 

und die hieraus folgende 

Der Effektivwert Ev der verkeUeten Spannung ist aus den geometrischen 
Beziehungen des Diagramms ohne weiteres abzulesen; er betragt das 1"3 fache 
der Phasenspannung E. 

Verbindet man die Enden der Generatorwicklungen mit einer gleichfalls 
in Stern geschalteten Belastung (s. Abb. 45), so sind fur die Fortleitung der 
Strome im allgemeinen vier Leitungen erforderlich. Die 
Summe der in einem Knotenpunkt zusammenflieBenden 
Strome ii' i 2 , is, io muB nach dem KIRCHHoFFschen Ge­
setz in jedem Augenblick gleich Null sein: 

- (il + i2 + is) = io· 
Setzt man die Strome im Diagramm' nach Abb. 46 zu< 

sammen, so schlieBt der Vektor des Stromes io das Strom­
viereck. 

Sind die Strome nach ihrer GroBe und nach ihrer 
Phasenverschiebung gegen die zugehorigen Spannungen 
gleich - symmetrische Belastung -, so wird io = O. Die 

Abb. 46. Stromdia­
gramm des Drei­

phasensystems, 

Vektoren der Strome iI' i2 , is schlieBen sich zu einem gleichseitigen Dreieck. 
Der die Sternpunkte 0 und 0 1 verblndende Leiter, der als n e u t r a 1 e r 
oder N u 11 e i t e r bezeichnet wird, kann fortfallen. Wird er bei unsymme­
trischer Belastung fortgelassen, so entsprechen die Spannungen an den drei 
Zweigen der Belastung nicht mehr den Phasenspannungen; es triU eine Ver­
schiebung des Sternpunktes der Belastung' ein (vgl. Ziff.39). 
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Ringschal tung: Die Summe derdrei Phasenspannungenist gemaB Ziff. 35 
gleich Null, wenn die Spannungen einwellig verlaufen. Diese Tatsache gibt die 
Moglichkeit, die Wicklungen des Generators nach Abb, 47 hintereinanderzu­
schalten (Ring~ oder Dreiecksschaltung), ohne daB Ausgleichsstrome in den 
Wicklungen flieBen. Belastet man den in Dreieck geschalteten Generator, so 
ist in jedem Augenblick die Summe der in einem Knotenpunkt zusammentreffen­

Abb.47. Dreiecksschaltung 
des Generators. 

den Strome gleich Null. Unter Berucksichtigung der 
Stromrichtung erhalt man daher die Beziehungen: 

. . . 
~12 = ~1 - ~2' 

i 23 = i2 - i 3 , 

. . . 
~31 = ~3 - ~1·· 

Bei syrnmetrischer Belastung ist 

·37. Der EinfluB von Oberwellen. Sternschal tung: Die drei Phasenspan­
nungen eines Generators haben stets die gleiche Kurvenform. Nun hat die Be­
ziehung zwischen den Momentanwerten der verketteten Spannungen und der 
Sternspannungen 

allgemeine Gilltigkeit, unabhangig davon, ob einwellige oder mehrwellige Span­
nungen vorliegen. Daher besteht auch die aus diesen Gleichungen durch Addition 
gewonnene Gleichung 

e12 + e23 + e31 = 0 

bei jeder beliebigen Kurvenform zu Recht. Welche Folgerung ergibt sich hieraus 
fUr die Oberwellen der ve r k e tt e ten Spannungen? N ach Ziff. 23 gilt allgemein 
der Satz, daB die Summe von n mehrwelligen Schwingungen, die urn den gleichen 
Winkel in der Phase gegeneinander verschoben sind, nicht Null ist, sondern 
Oberschwingungen vonderjenigen Ordnungszahl k enthalt, fUr die kin eine 
ganze Zahl ist. Hieraus folgt, daB die verketteten Spannungen eines Drei­
phasensystems, bei denen ja die erwahnten Voraussetzungen zutreffen, Ober­
schwingungen von der Ordnungszahl 3, 9, 15 ... nicht enthalten durfen (Ober­
wellen gerader Ordnungszahl sind beim Wechselstrom aus anderen Grunden 
nicht vorhanden); andernfalls konnte ihre Summe nicht gleich Null sein. Der 
Grund fUr das Fehlen der Oberschwingungen von der Ordnungszahl 3, 9, 15 ... 
ist leicht einzusehen. Die drei Phasenspannungen sind urn je 27[/3 gegenein­
ander in der Phase verschoben, die Oberwellen der k-ten Ordnung urn k 27[/3. 
Demnach haben alle Oberwellen, bei denen kl3 eine ganze Zahl ist, eine Phasen­
verschiebung von 27[ oder ein ganzes Vielfaches davon, d. h. sie haben die gleiche 
Phase und fallen bei der Differenzbildung 

fort. Die Amplituden der ubrigen Oberwellen mit der Ordnungszahl 5, 7, 11 
usw. sind dagegen 13 mal so groB wie die Amplituden der entsprechenden 
Oberwellen in den Phasenspannungen. 

Das Verhaltnis des Effektivwertes Ev der verketteten Spannung zu dem 
Effektivwert E der Phasenspannung ist 

E. Y3· YEi + E~ + E~ + ... 
E YEI + E~ + E~ + E~ + ... ' 
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also kleiner als 13, vorausgesetzt, daJ3 die Oberwellen der 3., 9. usw. On;lnungs­
zahl in den Phasenspannungen auftreten. 

Das Vorhandensein von Oberwellen der Ordnungszahl J, 9, 15 ... in den 
Phasenspannungen, d. h. von Oberwellen, die in den verketteten Spannungen 
nicht auftreten konnen, hat zur Folge, daB auch bei vollkommen symmetrischer 
Belastung bei Schaltung nach Abb. 45 in dem Nulleiter Ausgleichsstrome von 
hoherer Frequenz flieBen. 1st ein Nulleiter nicht vorhanden, so ¥:ann jeder 
der Sternpunkte erhebliche Spannung gegen Erde haben, wenn der andere ge­
erdet istl). 

R in g s c h a It u n g: Die Summe der Phasenspannungen ist nicht gleich Null, 
wenn die Kurve der Spannungen mehrwellig ist. GemaB Ziff. 23 resultiert daher 
bei der Ringschaltung der Generatorwicklungen eine Spannungvon 3-,9-, 15- ... 
facher Frequenz, die in den Wicklungen einen Ausgleichsstrom hervorruft. Wegen 
der damit verbundenen dauernden Verluste ist die Ringschaltung der Stern­
schaltung unterlegen. 

38. Geometrische Darstellung des Dreiphasensystems. Sind die Phasen-
spannungen yon beliebiger Kurvenform 

e1 = LEmksinkrot, 

e2 = LEmk sin (k ro t + k 2;) , 

ea = ~Emk sin(kro t + k 22;), 

so-;st gemaB Gleichung (2) in. Ziff. 28 die effektive Phasenverschiebung 
zwischen zwei aufeinanderfolgendenSpannungen 

1:;E!, k cos k 2$ 
cp . 3 cos = ...... E2 

~ mk 

k, die Ordnungszahl der Operwellen, kann im allgemeinen aIle Werte der ganzen 
Zahlen annehmen. SchlieBt man diejenigen Oberwellen aus, deren Ordnungszahl 
durch 3 teilbar ist, so enthalt die Spannung nur Oberwellen, deren Ordnungs­
zahl von der Form 

k = 3h± 1 (h = 0,1,2, ... ) 

ist. Fur diese Werte von k wird 

cosk 2; =cos(h2n±2;) 

2$ 
und daher cos cP = cos)"" . 

2$ 
= cos)"", 

Hieraus folgt: Die verketteten Spannungen eines Dreiphasensystems, die 
gemaB Ziff.37 die 3., 6., 9., ... Oberschwingungen nicht enthalten, konnen 
stets durch ein ebenes Dreieck dargestellt werden; die Phasenspannungen nur 
dann, wenn sie die 3., 6., 9., ... Oberschwingungen nicht enthalten. 1st diese Be­
dingung nicht erfilllt, wie es die Regel ist, so lassen siCh die Phasen- und Linien­
spannungen eines Dreiphasensystems nur im Ra ume durch eine dreiseitige 
Pyramide darstellen. Diese Darstellung ist stets moglich 2). 

1) Naheres s. z. B: A. FRAENKEL, Wechselstr6me, S. 124 .. 
2) tlber den allgemeinen Beweis ffir ein n-Phasensystem s. E. ORLICH, Theorie der 

Wechselstr6me, S.74ff. 



39. Berechnung der Sternschaltung. SymmetrischeLinienspannungen. 
Die <4ei Phasenspannungen sind in Abb. 48 durch die VektorenOA=@l' OB= @2' 
OC=@g darsgetelit; hierbei ist die einwellige Kurvenform vorausgesetzt. Werden 
an die Phasenspannungen gemaB Abb. 45 drei Widerstande. ~1' ~2' 53 beliebiger 
Art in Sternschaltung angeschlossen, so falit der Sternpunkt der Belastung 
im allgemeinen nicht mit dem Sternpunkt 0 der Phasenspannung des Generators 
zusammen. Er hat gegen diesen eine durch den Vektor 0 D dargestellte Spannungs­
differenz @o. Die Strome in den Widerstanden und in demNulleiter vom Wider­
stande 50 seien Sl' S2' S3' So; dann bestehen die folgenden Gleichungen: 

/I 

Abb.48. Berechnung der 
Sternschaltung. Symmetri­

sche Linienspannungen. 

Sl~l = @1 ~ @o, I 
S2 ~2 = @2 - @o, 

S3 ~3 = @3 - @o, 

S050 = - @o' 

( 1) 

Beriicksichtigt man, daB die Summe der vier,Strome 
gleich Null ist, so erhillt man aus diesen Gleichungen 
die folgende Beziehung fiir @o: 

~1+~2+~3 
@=~1 32 33 

o 1 1 l' -+-+-
31 32 33 

(2) 

und durch Einsetzen dieses Wertes in die Gleichungen (1) die Strome in den Wider­
standen ih, &2' 53' 50 sowie die Spannungen an ihren Enden, die durch die Vek­
toren DA, DB, DC und DO dargestellt sind. Fehlt der Nulleiter, so ist in allen 
Gleichungen 1150 = 0 zu setzen1). 

Un~ymmetrische Linienspannungen. Bei ungleichmaBiger Berastung der 
einzelnen Phasen eines DreJistromverteilungsnetzes sind die Linienspannungen 
nicht rriehr einander gleich. Ihre Vektoren bilden ein ungleichseitiges Dreieck. 
Bezeichnen wir die noch unbekannten Sternspannungen einer in Stern geschalteten 
Belastung, die aus den Widerstanden 51' &2' &3 gebildet wird, mit @1' @2' @3' so 
gelten die Beziehungen . 

@1 - @2 . @12; @2 - @3 = @23; @3 - @1 = @31' (3) 

Wir suchen den Sternpunkt zunachst fiir den Fall, daB die Belastungs­
widerstande untereinander gleich sind: 

Abb. 49. Berechnung der Stern­
schaltung. Unsymmetrische 

Linienspannungen. 

Dann wird 

~1+~2+~3 CY+CY+D- 0 . ~ ~ "5- = ",h 0\52 0\53 = , 

und unter dieser Voraussetzung folgt aus den 
Gleichungen (3) 

1 
@1 =3 (@12 - (31) , 

@2 = ; (@23 - @d , 

1 
@3 = 3 (@31 - @23) . 

Der Sternpunkt der Belastung liegt, wenn die Belastung symmetrisch ist, 
lm Schwerpunkt 0 des Dreiecks der Linienspannungen (s, Abb. 49). 

1) Uber eine geometrische Konstruktion des Sternpunktes der Belastung s. z. B. 
A.. FRARNK1U._ Thpnrlp' npr "VVprhcplctri-lrnp c:::. "no 
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Hat man so den Sternpunkt der symmetrischeri Re1astung analytisch oder 
durch geometrische Konstruktion ermittelt, so HiBt sich die Aufgabe, den Stern­
punkt der ·unsymmetrischen Belastung zu bestiI'nmen" in ganz ;anal6ger Weise 
durchfiinren, wie die eingangs dieser Ziffet behandelte Aufgabe. Man ersetzt 
in den GleichUilgen (1) den 'yektor Q:o durch den Vektor Wo,. der ¢lurch die 
Strecke OD' in.Abb. 49 dargestellt ist. Die Bestimmungsglekhung fiir Wo ist 
dann von gleicher Form, wie Gleichung (2). 

40. Beziehung zwischen Phasen- und Linienstromen. Diei Widerstande 31' 32' 
33 seien nach Abb. 50 in Dreieck geschaltet. Dann bestehen zwischen den Linien­
stromen ~12' ~23' ~31 und denPhasen­
stromen ~1' ~2' ~3 die Gleichungen 

Ferner ist 

~12 = ~1 -~2' ) 

~23 = ~2 - ~3' 
~31 = ~3 - ~1' 

(1) 

~1;! + ~23 + ~31 = 0, (2) Abb. 50. Beziehung zwischen Phasen-
0< 0< 0< ( ) und Linienstromen. 
0\51 h + 0\5232 + 0\5333 = o. 3 . 

Quadriert man Gleichung (3) und eliminiert die in beiden Gleichungen auf­
tretenden Produkte ~1~2' so erhalt man .zur Berechnung der Linienspannungen 
die Gleichung 

(4) 

und-zwei ahnliche Gleichungen ffir 123 und lSI' Ebenso laBt sich zur Berechnung 
der Phasenstrome aus den Linienstromen leicht die Gleichung ableitenl ): 

.n (31 + 32 + 5s) 2 = (I~ 33 + Pal ~h) (32 + 3s) - I~ 32 53 . (5) 

41. Satz von KENNELLY. Die Berechnung des Spannungsmittelpunktes 
einer in Stern geschalteten Belastung nach Ziff.39 ist auBerst einfach; sind 
aber die Sternspannungen bekannt, so lassen sich die weiteren Berechnungen 
fiir jede Phase einzeln durchfiihren. Um sich dieses Vorteils auch. bei der Drei­
ecksschaltung der Belastung bedienen zu konnen, kann man nach KENNELL y2) 
die Dreiecksschaltung durch eine in bezug auf die auBeren Stromkteise aqui­
valente Sternschaltung ersetzen. Die Sternschaltung mit den Widersjanden 31' 32' 33 
ist einer gegebenen Dreiecksschaltung mit den Widerstanden 3a; 3b, 3. offenbar 
aquivalent, wenn die Scheinwiderstande zwischen je zwei Klemmen bei beiden 
Schaltungen die gleichen sind, d. h. wenn die Beziehungen bestehen: 

31 + 32 = 3.c(3a + crb) 
3a + 5b + 5c 

und zwei ahnliche. Hieraus folgt: 
31 = __ 5b3_c_. 

3a + 3b + 5c 

.42. Die Leistung des Dreiphasensystems. Die gesamte Leistung ist gleich 
der Summe der Leistungen der drei Phasen; fiir die Augenblickswerte besteht 
demnach die Gleichung 

(1) 

wenn el , e2 , es dieSternspannungen, iI' i2 , is diePhasenstrome sind (s.Abb.45). 

1) Vgl. A. RUSSEL, Alternating currents. Bd. I, S. 230; E. ORLICH, Theorie der 
Wechselstrome, S.80. . 

2) A. E. KENNELLY, Electrical World Bd. 34, S.413. 1899 •. 

Handbuch der Physik. XV. 28 
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Bei symmetrischer Belc.._.:ung sei 

el = fiE sinwt; 

Bieraus errechnen sich die Leistungen der einzelnen Phasen: 

elil = E1[coscp - cos(2wt - cp)], 

e2 i2 = E 1 [coscp - cos (2wt - 2 23% - cp) 1 ' 

ea i3 = E 1 [ cos cp - cos ( 2 w t - 4 2 ~"< - cp) 1 . 

r-:-------~'I!l?'v'VV----,~ Bei· der Summierung wird die Summe der 
periodischen Teile der drei Gleichungen 
gleich NulL Daher ist ei = 3E1 coscp. 

)---:::,..-~---+----.IJ Es ergibt sich das bemerkenswerte Resul-
£.; tat, daB bei symmetrischer Belastung des 

Dreiphasensystems der Augenblickswert der 
'----------"IMI'Vv---t-----:I1 gesamten Leistung konstant ist, wahrend 

die Leistung des Einphasenwechselstroms 
Abb.51. LeistungsmessungnachARoN. nach Ziff. 7 periodisch um einen Mittel­

wert schwankt. 
Fuhrt man statt der Phasenspannung E die verkettete Spannung Ev ein, so 

erhalt man fUr die Leistung den Ausdruck 

Bei Dreiphasensystemen ohne Nulleiter ist die Summe der drei 
Strome iI' i2 , i3 stets gleich Null, unabhangig von der Kurvemorm. Diese 
Tatsache gibt die Moglichkeit, einen der Strome i aus der Leistungsgleichung 
zu eliminieren: 

(2) 
oder 

e i = el3 ~l + e23 ~2' 1 
= e21 12 + e31 13 , 

= e32 ia + e12 i 1 . 

Diese fUr die Messung der Drehstromleistung wichtige Beziehung ist zuerst 
von ARON in einer Patentschriftl) und unabhangig von ihm von BEHN-EsCHEN­
BURG2) abgeleitet. Sie gibt die Drehstromleistung in Dreileitersystemen fur jede 
beliebige Belastung und Kurvemorm richtig an. 

Zur Messung der Drehstromleistung geniigen demnach zwei Leistungsmesser, 
die nach Abb. 51 geschaltet sind. 

Unter Voraussetzung symmetrischer Belastung und einwelliger Kurvenform 
kann man aus den Angaben der beiden Leistungsmesser den Winkel der Phasen-

1) H. ARON, Patentschrift vom 26. XI. 1891. 
2) BEHN-EsCHENBURG, Elektrot .. Z8. Bd. 13, S. 73. 1892. 
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verschiebung der Strome gegen die Phasenspannungen berechnen. Der Leistungs­
messer 1 zeigt die Leistung (s. Abb. 52) 

NI = El3 I I cos(30o - T), 

der Leistungsmesser 2 die Leistung 

N z = E23Izcos(30° + T)' 

Die Summe beider Ausdrucke ist, wenn 

E13 = E 23 = Ev 
und 

gesetzt wird, 

Nl + N z = V3EvIcoST' 

ihre Differenz 

N 1 - N2 = EvIsinrp. 

Hieraus folgt die Beziehung 

_ ,/-N1 - N2l) 
tg T - r 3 N1 + N2 . 

Vektor --

Abb. 52. Diagramm der Aron­
Schaltung. 

1st der Sternpunkt des Generators und der der Belastung durch einen Nulleiter 
verbunden, so sind nach Gleichung (1) drei Leistungsmesser erforderlich, deren 
Stromspulen von den Phasenstromen 11 ,12 , Ia durchflossen werden und deren 
Spannungsspulen zwischen je einen AuBenleiter und den N ulleiter gelegt werden 2). 

43. DasDrehfeld. Das Prinzip der Erzeugung des elektrischen Drehfeldes ist 
von GALILEO FERRARIS3) angegeben und von N. TESLA4) gleichzeitig und un­
abhangig zur Kollstruktion eines Motors mit KurzschluBanker benutzt worden. 

Es stelle B (s. Abb. 53) den Vektor eines elektromagnetischen Feldes dar, 
das mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w in der Pfeilrichtung rotiere. 
Zu jedem Zeitpunkte t kann man sich dieses Feld in zwei zueinander senkrechte 
Komponenten Bl und Bz zerlegt denken, deren Momentan-
werte durch die Gleichungen dargestellt werden: 

Bl = Bcoswt = Bsin(90° + wt), 

Bsinw t. 

Diesen Gleichungen entsprechen zwei sinus£ormige Wechsel­
felder von der Kreisfrequenz w, deren maximale Amplitude 
gleich B ist und deren Phase urn 90 0 gegeneinander in dem 8 2 

Sinne verschoben ist, daB BI dem Felde B2 voraneilt. Es folgt Abb. 53· Zu-sammensetzung 
hieraus: die Superposition von zwei raumlich und zeitlich des Drehfeldes 
urn 90 0 gegeneinander verschobenen Wechselfeldern von gIeicher aus 2 Vektoren. 
Amplitude ergibt ein Dreh£eld, dessen konstante Ampli-
tude gleich dem Maximum der Amplitude der beiden Einzelfelder ist, 
und das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotiert, und zwar derart, 

1) Uber die Bedingungen, unter denen diese Beziehung auch fur mehrwelligen Strom 
gultig ist, s. E. ORLICH, Theorie der Wechselstrome, S.87. 

2) Uber Modifikationen der Formel (1) durch Einfuhrung der verketteten Spannungen 
s. E. ORLICH, Elektrot. ZS. Bd.28, S.71. 1907. 

3) G. FERRARIS, Rotationi elettrodinamiche prodotte mezzo di correnti alternate. 
Torino 1888; Ref. Elektrot. ZS. Bd.9, S. 568. 1888. 

4) N. TESLA, Ref. Elektrot. ZS. Bd.9, S.343. 1888. 

28* 
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daB wahrend einer Zeit T der Winkel 00 T = 2n t T = 2n, also eine Um­
drehung zuriickgelegt wird; die Rotation erfolgt entgegengesetzt dem Um­
laufssinne der Vektoren der Einzelfelder. In physikalischer Betrachtungs­
weise wiirde man eine Schwingung, deren Amplitude und Lage durch den 
Vektor B dargestellt ist, als zirkular polarisierte Schwingung bezeichnen. Sind 
die Maximalamplituden B ihrer Komponenten nicht gleich groB, oder ist ihr 
Phasenunterschied von 90 0 verschieden, so wiirde eine elliptisch polarisierte 
Schwingung resultieren. 

Von besonderer Wichtigkeit in der Elektrotechniksind Drehfelder, die 
durch Superposition von drei urn 120 0 raumlich und zeitlich verschobenen 
Wechselfeldern entstehen, und zu deren Erregung der Dreiphasenwechselstrom 
ein eil1£aches Mittel bietet. Die Vektoren der Einzelfelder sind gegeben durch: 

Bl = Bsin(oot + 240°), 

B2 = Bsin(oot + 120°), 

B3 = Bsinoot. 

Diese drei Vektoren kann man zu zwei aufeinander senkrechten Kom­
ponenten derart zusammensetzen, daB man fUr die Komponenten die Glei­
chungen erhalt: 

Y'= ~ Bsin(oot + 90°), 

X· 2 B' ="3 smoot. 

Damit ist dieser Fall auf den eingangs behandelten zuriickgefiihrt. Die Super­
position von drei raumlich und zeitIich urn 120 0 verschobenen Wechselfeldern 
ergibt . ebenfalls ein mit der Winkelgeschwindigkeit 00 rotierendes Drehfeld; 
seine konstante Amplitude betragt jedoch das 1,5 fache der Amplituden der 
Einzelfelder. 

Uber die raumliche Verteilung der Einzelfelder ist in den vorstehenden 
Betrachtungen keine Aussage gemacht; sind die Felder homogen, so ist auch 
das resultierende Drehfeld in dem betrachteten Raume homogen. In den fUr 
die Anwendung des Drehfeldes praktisch wichtigen Fillen, z. B. bei Asynchron­
motoren hat man es in der Regel mit einer sinusformigen raumlichen Verteilung 
der Induktion iiber die Polflachen zu tun (vgl. Ziff. 20). Der Augenblickswert B", 
des Feldes im Abstande x von der neutralen Zone des Feldes ist gegeben durch 

B B' % • '" = sln-;-nslnoot, 

worin 1: die Polteilung, d. h. der 2p-te Teil des Umfanges ist, wenn p die Zalll 
der Polpaare ist. Zwei raumlich und zeitlich urn 90° verschobene Wechsel­
felder von raumlich und zeitlich sinusformig verteilter Induktion haben also 
an der Stelle x die Augenblickswerte 

% 
BIZ = Bcos-ncosoot, 

7: 

B B · % • 
2'" = Sln-slnoot. 

7: 

Die Zusammensetzung beider gibt das resultierende Feld 

B", = Bcos(oot - : n). 
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Die Gleichung stellt eine mit der Winkelgeschwindigkeit co fortschreitende 
Welle, _d. h. das resultierende Drehfeld dar; seine raumliche Verteilung ist eben­
.falls sinusformig; 

In iihnlicher Weise ergibt die Superposition von n Wechselfeldern von 
gleicher GroBe, die raumlich und zeitlich urn 21C/n gegeneinander verschoben 
sind, die allgemeine Gleichung des Drehfeldes 

Bz = ~ Bcos(cot - : 11',)1). 

d) Ausgleichsvorgange in quasistationaren Stromkreisen2). 

44. Stationlire und quasistationlire Vorglinge. Die bisherigen Betrachtungen 
nehmen lediglich auf den stationiiren Zustand Bezug. Er ist in einem Wechsel­
stromkreise dadurch gekennzeichnet, daB aile Spannungen und Strome peri 0 di sch 
veranderlich sind, veranderlich mit der Periode der auf den Stromkreis wirkenden 
EMK. Dem stationaren Zustande entspricht ein bestimmter Betrag der gesamten 
Energie der eIektrischen und magnetischen Felder; die Verteilung der Energie 
ist in jedem Augenblick gegeben durch die GroBe der Strome in den Spulen 
und der Spannungen an den Kondensatoren. Wird der stationare Zustand gestort, 
sei es, daB die wirkende EMK oder, wie bei Schaltvorgangen, die Konstanten R, 
L, C des Stromkreises sprunghaft geandert werden, so wird ein neuer Be­
harrungszustand eintreten. Dem neuen Zustand entspricht ein anderer Betrag 
und~eine andere Verteilung der gesamten Energie. Die Energieanderung aber 
kann sich nicht p16tzlich, sondern nur in einem stetigen Vorgange vollziehen, da 
eine p16tzliche Energieanderung eine unendlich groBe Leistung erfordern wiirde3). 

Der Dbergang von einem Beharrungszustande in den anderen erfordert also 
eine gewisse Zeit. Die den Ubergang vermittelnden Vorgange klingen nach 
einer Exponentialfunktion aus. Das bedeutet, daB der Ubergang theoretisch 
eine unendlich groBe Zeit erfordert; praktisch lauft er in den meisten Fallen 
in dem 13ruchteil einer Sekunde abo 

1st die Energie an bestimmten Stellen des Stromkreises konzentriert, so 
geht der Ausgleich der Energien, die zwei verschiedenen stationaren Zustanden 
entsprechen, im ganzen Stromkreise gleiChzeitig vor sich; man spricht in diesem 
Faile von quasistationaren Vorgangen. 1st diese Voraussetzung nicht erfiillt, 
ist also Kapazitat und Induktivitat fiber den ganzen Stromkreis verteilt, so 
kann eine gleichzeitige Anderung des Stromes und der Spannung nicht statt­
haben. Die Anderungen pflanzen sich vielmehr mit Lichtgeschwindigkeit als 
sog. Wanderwellen von der Schalt- oder Storungsstelle aus fiber die Leitun­
gen fort. 

Die mit den Ausgleichsvorgangen verbundenen Erscheinungen, die lange 
Zeit hindurch nur theoretisches Interesse besaBen, sind ffir die praktische Elektro­
technik von ungeheurer Bedeutung geworden, seitdem elektrische Energie­
mengen von groBem Betrage bei hohen Spannungen und auf weite Entfernungen 
fibertragen werden. Ihre mathematische Behandlung umfaBt ein so umfang­
reiches Gebiet der theoretischen Elektrotechnik, daB an dieser Stelle nur die 
Grimderscheinungen in quasistationaren Stromkreisen kurz behandelt werden 
-konnen. 1m· fibrigen aber muB auf die unten angegebene elektrotechnische 

1) Naheres s. E. KITTLER und W. PETERSEN, Allgemeine Elektrotechni1!:, Bd. III; 
E. ARNOLD, Die W~chselstromtechnik. 

2) Vgl. auch dieses Handbuch Bd. 17. 
3) Vgl. K. W. WAGNER, Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in Freileit1;mgen und 

Kabeln. Leipzig 1908. 
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Literatur1), besonders aber auf das ausgezeichnete Werk von R. RUDENBERG, 
und bezuglich der Vorgange in nichtstationaren Kreisen auf das Kap. "Ober­
spannungen und lJberstrome in Bd. 17 ds. Handb. verwiesen werden. Die fol­
genden Ziff.45 bis 50 lehnen sich teilweise an die Darstellung RUDENBERGS 
an, wie auch ein Teil der Abbildungen seinem Werke entnommen ist. 

45. Allgemeines Schaltgesetz fur quasistationare Stromkreise. Unter der 
Voraussetzung, daB die sog. Konstanten des Stromkreises, der Widerstand R, 
die Induktivitat Lund die Kapazitat C, als wirkliche Konstanten angesehen 
werden konnen, wahrend sie bei strenger Betrachtung mehr oder weniger von 
der Anderungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen FeldgroBen abh1ingen, 
kann die Beziehung zwischen der auf den Stromkreis wirkenden Spannung e und 
dem Strome i stets durch eine lineare Differentialgleichung von der Form 

~(L~~ + ~fidt+Ri)=e2) (1) 

dargestellt werden. Die Summe ~ bedeutet dabei, daB die Summe in der Diffe­
rentialgleichung nach den bekannten KIRCHHoFFschen Gesetzen, entsprechend 
der Zusammensetzung der einzelnen Glieder des Stromkreises, zu bilden ist. 
Nun gilt fur physikalische Vorgange, die durch line are Differentialgleichungen 
beschrieben werden konnen, allgemein das Gesetz, daB die wirkenden Krafte 
in ihrer Gesamtheit dieselben Summenwirkungen hervorbringen, wie wenn man 
sie nacheinander wirken lassen wiirde3). Man kann demnach den gesamten 
wahrend eines Ausgleichvorganges flieBenden Strom in zwei Teile zerlegen, 
den stationaren Strom i', der sich langere Zeit nach dem Schalten unter dem 
EinfluB der Spannung e einstellt, und den Ausgleichsstrom i", der den stetigen 
"Obergang vermittelt 

i = i' + i"; (2) 

die Differentialgleichung erh1ilt dann die Form 

~(L ~~ + ~fi'dt + Ri') + ~ (L d;;' + ~fi"dt + Ri") = e. (3) 

Der stationare Strom i' erfullt fUr sich die Bedingung 

~(L~~ + ~fi'dt+ Ri') = e. (4) 

Die Differenzbildung liefert demnach die Differentialgleichung 

~ (L d;;' + ~fi" dt + Ri") = 0 (5) 

zur Bestimmung des Ausgleichstromes i". Dieser ist von der Art und GroBe 
der wirkenden Spannung vollig unabh1ingig. Man bezeichnet ihn daher auch 
als fr e i e n Strom. 

1m Augenblick des Schaltens, zur Zeit t = 0, besitzt der Gesamtstrom, 
da plotzliche Anderungen nicht stattfinden konnen, noch die gleiche Starke io = i, 

1) J. J. THOMSON, Recent Researches on electricity and magnetism. Oxford 1893; F. 
BEDELL U. A. C. CREHORE, Theorie der Wechselstrome. Ubersetzung von A. H. BUCHERER. 
Berlin-Munchen 1895; O. HEAVISIDE, Electromagnetic theory. London 1899; K. W. WAGNER, 
Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in Freileitungen und Kabeln. Leipzig 1908; CH. P. 
STEINMETZ, Theory and calculation of transient electric phenomena and oscillations. New 
York 1909; W. PETERSEN, Hochspannungstechnik. Stuttgart 1911; A. FRAENKEL, Theorie 
der Wechselstrome. Berlin 1922; R. Rtl"DENBERG, Elektrische Schaltvorgange. Berlin 1923. 

2) R. Rtl"DENBERG, 1. c. S. 19. 
3) Vgl. z. B. W. DEUTSCH, Arch. f. Elektrot. Bd.6, S.226. 1918. 
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wie unmittelbar vor dem Schalten. Der Anfangswert von if{ des freien Stromes 
ist dann nach Gleichung (2) so zu bestimmen, daB er, zu dem Anfangswert des 
stationaren Stromes io addiert, den Zustand vor dem Schalten ergibt: 

(6) 

46. Stromkreise mit Induktivitat und Widerstand. In einem Stromkreise 
mit Induktivitat und Widerstand wird die Beziehung zwischen Spannung und 
Strom durch die lineare Differentialgleichung 

R ·+ L di e= ~ -dt 
(1) 

dargestellt. 
1. Abschalten der Spannung. Bei einem solchen Stromkreise werde 

die Spannung durch SchlieBen des Schalters (s. Abb. 54) plotzlich abgeschal­
tet. Dann ist der freie Strom i" nach Ziff.45, Glei­
chung (5) bestimmt durch die Gleichung 

d ·" 
0= Ri" + L ;t . 

Die Integration ergibt die bekannte HELMHoLTzsche1) 

Gleichung. des freien Stromes 

L 

-~t 
i" = if{13 L , 

Abb. 54. Stromkreis mit In­
(2) duktivitat und Widerstand. 

wenn ir; der Wert von i" zur Zeit t = 0, also der Anfangswert des Ausgleichs­
stroms ist. if{ ist nach Gleichung 6 (Ziff. 45) zu bestimmen. In dieser Gleichung 
wird io, der Anfangswert des nach Ablauf des Ausgleichsvorganges sich ein­
stellenden station[ren Stromes, gleich Null. Daher ist 

." . 
~o = ~o, 

worin io der Wert des vor dem Schalten flieBenden stationaren Stromes i zur 
Zeit t = ° ist. Die Stromstarke nimmt von ihrem Wert io, den sie imAugenblick 
des Schaltens besitzt, nach einem Exponentialgesetz bis auf den Wert ° ab 
(s. Abb. 55). Die Geschwindigkeit des Abklingens 
ist bedingt durch das Verhaltnis 

L 
J[=T, 

durch sie sog. Zei t konstan teo 

(3) 

2. Einschalten einer Gleichspannung E. 
In der Differentialgleichung (1) tritt die konstante 
Spannung E als Storungsglied auf: 

L :: + Ri=E. (4) 

t 
Abb.55. Ausgleichsstrom in 
einem Stromkreise mit Induk­
tivitat und Widerstand. Ab-

schalten der Spannung. 

Die Zerlegung der Gleichung gemaJ3 Gleichung (4) und (5) Ziff. 45 liefert den 
stationaren Strom i' und den freien Strom i". Fur den stationaren Zustand ist 
di'jdt=O, daher 

., E 
~ = R' (5) 

1) H. v. HELMHOLTZ, Ann. d. Phys. Bd. 83. S. 505. 1851. 
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Der Bestimmungdes freien Stromes liegt dieselbe Gleichung zugrunde, wie im 
vorhergehenden Faile, so ,daB der. Gesamtstrom nach Gleichung (2) Ziff.4S 

R . ., +." E + ." --L t 
~ = ~.~ :- R . ~o e 

wird. Aus der Grenzbedingung io = 0 fur t = 0 folgt gemaB Gleichung (6) 
ZiIL 45 und unter Beriicksichtigung von Gleichung (5) 

daber ist der Gesamtstrom 
E ( _.!!..t) 

i = R ,1 - e L • (6) 

Die Stromstarke i steigt nach einem Exponentialgesetz ailmahlich auf den 
Wert i'= EjR des stationaren Stroms (Abb. 56) . 

. 3. Einschalten einer Wechselspannung e = Emsin(wt + 1jJ). Hier 
tritt in der Differentialgleichung (1) ein· nach einer Sinusfunktion zeitlich 

~ --------------

- . 
Abb.56. Verlauf des Stromes 
belm Efo.schalteo. einer Gleich­
spannUIig auf einen Stromkreis 
mit Induktivitat und Wider-

stand. 

veranderliches Storungsglied auf: 

L ~; + Ri = Emsin(wt + 1jJ). (7) 

Die beiden-voneinander unabhangigen Differential­
gleichungen fiir den stationaren Zustand und den 
'lJbergangszustand sind: 

L ~i; + Ri' = Emsin(wt + 1jJ), (8) 

L d1;' + R i" = 0 . (9) 

D~e bekannte Losung der Gleichung (8) liefert fiir den stationaren Strom die 
Beziehung 

i' = 1msin(wt + gJ), 
worin die Amplitude 

und der Phasenwinkel 
wL 

tg(<p - 1jJ) = If 

ist. Die Gleichung fur den Ireien Strom ist vollkommen identisch mit den ent­
sprechenden Gleichungen unter 1. und 2. Demnach ist der Gesamtstrom wahrend 
_des Einschaltvorgangs 

Aus der Grenzbedingung io = 0 fur t = 0 folgt aus Gleichung (6) Ziff. 45 

if{ ~ - i~ = - 1m sin cp , (10) 

und fur den Gesamtstrom wahrend des Einschaltvorganges 

. '1['( +) . _-~tl. ~ =_ Slll W t C{J ----, SlllC{J.e. J. (11) 
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Dem stationaren Strome ist ein nach einer Exponentialkurve abklingender 
Strom iiberlagert; die GroBe des letzteren ist abhangig von dem Zeitpunkte des 
Einschalteris, also abhangig von der GroBe des Phasenwinkels rp. 1st dieser gleich 0 
oder 180°, geht also der stationare Strom im Augenblick des Einschaltens dUrch 0, 
so tritt kein Ausgleichsstrom auf, der Wechselstrom schwingt sofort unbeeinfluBt 
auf seinen normalen Wert ein. In .a1lenanderen Fallen iiberlagert sich dem sta­
tionaren Wechselstrome ein Ausgleichsstrom (Abb. 57), dessen Anfangswert sich 
nach Gleichung (10) bestimmt. Er. ist 
entgegengesetzt gleich dem Werte des 
stationaren Stromes, den dieser zur Zeit 
t = 0 haben wiirde. Er hat demnach 
sein Maximum, wenn der Phas.enwinkel 
rp = 90 ° ist, da in diesem Falle der 
Wechselstrcim im Augenblick des Ein­
schaltens seinen Maximalwert durchlauft. 
Die auftretendenUberstrome konnen im 
ungiinstigsten Falle den doppelten Wert 
der Amplitude des stationaren Stromes 

Abb. 57. Einschalten einer Wechsel­
spannung auf einen Stromkreis mit In­

duktivitat und Widerstand. 

erreichen. Ein so1cher Fall liegt vor beim Einschalten stark induktiver Strom­
kreise mit geringem Widerstande, bei denen also die Zeitkonstante einen groBen 
\Vert hat. Da bei ihnen die Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom 
annahernd 90 ° betragt, so ist der ungiinstigste Schaltmoment der Augenblick, 
in gem die einzuschaltende Spannung durch Null geht. 

47. Stromkreise mit Kapazitat und Widerstand. 
1. Entladung des Kondensators. In Stromkreisen nach Abb. 58 wird 

die Beziehung zwischen einer auf den Stromkreis wirkenden Spannung e und 
dem ihr entsprechenden Strome i durch die Integralgleichung wiedergegeben: 

Ri+ ~fidt=e. (1) ~c 

Ersetzt man i durch C a:t, worm eo die Spannung am 1 I 
Kondensator bedeutet, so erhalt man die lineare Differen-
tialgleichung 

C dec 
R Tt+eo=e. (2) 

Die Spannung e werde in ahnlicher Weise, wie es Abb. 54 
zeigt, durch eine KurzschluBverbindung abgeschaltet. 

R 

Abb. 58. Stromkreis 
mit Kapazitat und 

\Viderstand. 

Dann erhiilt man aus Gleichung (2) die Gleichung der Ausgleichsspanriung e~, 
wenn man e = 0 setzt. In Analogie mit Ziff.46, Gleichung (2) ergibt sich dem­
nach fiir den zeitlichen Verlauf der Kondensatorspannung bei der Entladung 
iiber einen Widerstand die Beziehung 

(3 ) 

Die Integrationskonstante E ist hierbei aus der Uberlegung gewonnen, daB 
zur Zeit t = 0 die Spannung e~(o) ainKondensator noch der urspriinglicheri 
Ladespannung E gleich ist. 

Fiir den Strom folgt aus dieser Gleichung durch Differentiation nach der 
Zeit und Multiplikation mit C 

(4) 
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Kondensatorspannung und Strom klingen nach demselben Exponentialgesetz 
abo Die AnfangsstromsHirke (t = 0) ist gleich EjR. 

2. Einschalten einer Gleichspannung E. In der Di£ferentialgleichung 
fur die Kondensatorspannung tritt die konstante Spannung E als Storungs~ 
glied auf 

Red;; + eo= E. 
Ihre Losung ergibt in Analogie mit Zif£. 46 fUr die stationare Spannung 

ec = E, 
fUr die freie Spannung 

t 

e" - e" Ii - RO 0- O(D) 

(5) 

1m Schaltmoment t = 0 ist die Gesamtspannung am Kondensator Null, daher 

und 
eO(o) = eC(Ol + eC(Ol = 0 

eC(Ol = -eC(Ol = -E. 

Demnach ist die Gesamtspannung 

eo = E (1 - Ii - ;0) 
und der Strom 

(6) 

(7) 

Die Anfangsstromstarke (t = 0) bangt lediglich von dem Verbaltnis EjR abo Da~ 
her kann der Ladestrom von Leitergebilden mit kleinem Widerstande, wie es Stark­
stromkabel sind, im Augenblick des Schaltens ganz erhebliche Werte erreichen. 

Der Verlauf von Spannung und Strom ist in Abb. 59 angedeutet. 
3. Einschalten einer Wechselspannung e = Em sin(wt + 'IjJ). Die 

Behandlung wird in ahnlicher Weise durchgefUhrt wie in Ziff. 46. Der stationaren 
Wechselspannung e entspricht ein stationarer Strom 

-_£_---------- i' = Imsin(wt + gJ). 

Amplitude 1m und Phase gJ sind bestimmt durch 

Abb. 59. SchalteneinerGleich­
spannung auf einen Strom­
kreis mit Kapazitat und 

Widerstand. 

und 
1 

tg(gJ - 'IjJ) =- wCR' 

Die stationare Kondensatorspannung ist 

, 1f"dt Im ( ) eo = C ~ = - w C cos w t + gJ 

= -Em(o)cos(wt + gJ). 

Fur die freie Kondensatorspannung gilt dieselbe Gleichung wie unter 2. Be­
rftcksichtigt man, daB fUr t = 0: eC(O) = -eC(Ol = Em(o) cosgJ ist, so ergibt sich 
fUr die gesamte Kondensatorspannung 

eo = Em(o) [- cos(wt + gJ) + cos gJ Ii _RtO]. (8) 
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Der Ausgleichsstrom ist 
"/I de:! 1m t 
~ = C tIt = - wCRcosCPe - RC, 

und der gesamte Strom 

[ cos<"/, -~] i=Im sin(wt+cp} - wCRe RC • (9) 

Den 0bergang zum stationarenZustande vermitteln eineAusgleichsspannung 
und ein Ausgleichsstrom, deren Anfangswerte von dem Zeitpunkte des EinschaItens 

Abb. 60. Schalten einer Wcchselspannung 
auf einen Stromkreis mit Kapazitat und 
Widerstand. Verlauf der Spannung am 

Kondensator. 

Abb. 61. Schalten einer Wechselspannung 
auf einen Stromkreis mit Kapazitat und 

Widerstand. Verlauf des Stromes. 

abhangen. Filit dieser mit dem Durchgange des Stromes durch Null zusammen 
(cp = 0), so erreichen beide Anfangswerte ihr Maximum (Abb. 60 und 61). Der 
maximale Anfangswert des Ausgleichsstromes ist 

'" _ Im _ _ 1/wC I 
zm-wCR- R m' 

Er hangt von dem VerhaItnis des Blindwiderstandes 1/wC zum Wirkwider­
stande R ab und kann in kapazitiven Stromkreisen mit kleinem Widerstande 
erhebliche Werte annehmen. 

Der maximale Anfangswert der Ausgleicbsspannung am Kondensator, der 
erreicht wird, wenn im SchaItmoment der Strom durch Null geht oder - in Strom­
kreisen mit kleinem Widerstande - wenn die auf den Stromkreis wirkende Span­
nung ihren Hochstwert erreicht, ist entgegengesetzt gleich der Amplitude der 
stationaren Kondensatorspannung. 

Fallt der SchaItmoment mit der Amp lit u de des stationaren Stromes zu­
sammen (cp = 90°), so tritt weder ein freier Strom noch eine freie Spannung auf. 

48. Stromkreise mit InduktivWit, KapazWit und Widerstand (Schwin­
gungskreise). N ach Gleichung (5) in Ziff. 45 ist die Summe der Ausgleichsspan­
nungen gleich O. Es besteht daher fill einen Stromkreis nach Abb.62 die Be­
ziehung 

Ri" + L d;;' + ~!i"dt = O. 

Durch Differenzieren wird sie in die lineare Differential­
gleichung zweiter Ordnung iibergefUhrt: 

d2 i" R di" i" 
dt2+YTt+ LC =0. (1 ) 

Abb. 62. Stromkreis mit In­
duktivitat, Kapazitat und 

Diese wird durch den Ansatz befriedigt: 

i" = keyt. (2) Widerstand. 
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Setzt man diesen Wert in Gleichung (1) ein, so erhiiltman zur Bestimmung 
des Exponenten y die Beziehung 

2+R + 1 _ Y L Y LC - O. 

Ihre Auflasung ergibt 
R .. '1/ 1 (R )2 

Y=-r±1V LC- 2L . (3) 

1st R < 2yLjC, so ist der Wurzelau~druck reell. Setzt man seinen Wert gleich (J, 
und Rj2L = iX, so ist 

Y=-iX±j{J. 

Y ist doppelwertig und komplex. Die Exponentialgra3e III Gleichung (2) ist 
daher 

Die vollstandige Lasung der Differentialgleichung (1) lautet demnach 

i"=f-lXt(acos{Jt+bsin{Jt), (4) 

wenn a = (kl + k2) und b = j (k1 - k2) gesetzt wird. Zieht man die Sinus­
und die Kosinusfunktion in eine Kosinusfunktion zusammen, indem man zwei 
neue Konstanten I" und b durch die Gleichungen 

a = I" cosb, 

b =-1" sinb 

einfiihrt, so geht die Gleichung (4) in die Form iiber: 

i" = I"f- lXt cos({Jt + 0). 

I" und b sind Integrationskonstante, die in jedem einzelnen Falle aus den 
Anfangsbedingungen zu bestimmen sind; I" ist. die Amplitude, b der Phasen­
winkel des Ausgleichsstromes. 

Der Ausg1eichsstrom fiihrt periodische Schwingungen mit der Frequenz {J 
aus. Sie ist gegeben durch 

{J = V LiC - (:Lt . (6) 

{J entspricht der Eigenfrequenz des Schwingungskreises und hat bei kleinem 
Widerstande den Naherungswert 

(J = V ~c· (7) 

Die Amplitude des freien Stromes klingt entsprechend der Zeitkonstante 
ex = Rj2L nach einem Exponentialgesetz ab. In Abb. 63 ist eirie abklingende 
Schwingung i" fUr den Fall b = 0 gezeichnet. 

Mit wachsendem R wird die Eigenfrequenz des Kreises nach Gleichung (6) 
immer kleiner, bis sie bei R = 2yLjC den Wert 0 erreicht. Der Ausgleichs­
vorgang verlauft jetzt aperiodisch. Wird R> 2 yLjC , so wird der Wurzelaus­
druck selbst imaginar, Y daher reell. Entsprechend der Doppelwertigkeit er­
halt man als Lasung der Differentialgleich ung (1) den A usgleichsstrom 

i" = kl f)·,t + k2 fy,t. 

kl und k2 sind Integrationskonstante, die aus den Anfangsbedingungen zu er­
mitteln sind. 
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Dem Ausgleichsstrome i" entspricht an der Selbstinduktion L eme Aus­
gleichsspannung 

d ·" " L Z eL= lit, 

und an dem Kondensator eme Ausgleichsspannung, die gemi:iB Gleichung (1) 
die GroBe hat: 

eo = - i" R - e1. 

Differenziert man Gleichung (5) nach t, so erhalt man unter Beriicksichtigung 
von Gleichung (6) 

e1 = -r"V ~ e-lXtsin (pt + <5 -+: C), 
worin C bestimmt ist durch 

1 R 
tgC = exfJ = 2fJL' 

(8) 

Fiir die Ausgleichsspannung am Kondensator laBt sich eine ahnliche Beziehung 
ableiten1) : 

(9) 

Beide Ausgleichsspannungen sind, abgesehen von dem bei kleinem Widerstande R 
geringem Winkel C gegen den Ausgleichsstrom i" urn 90 0 in der Phase verschoben. 
Ihre Amplitude erhalt man durch Multiplikation der Stromamplitude mit 1 Lje , 
eine GroBe, die als charakteristischer Widerstand oder auch als Schwin­
gun g s wid e r s tan d bezeichnet wird. Die gegensei tige Phasenverschie bung 
der Kondensator-. und Selbstindnktionsspannung betragt 2 C . 

Der VerI auf des Ausgleichsstroms und der Ausgleichsspannung am Konden­
sator ist fUr den Fail der Entladnng eines Kondensators iiber einen Widerstand 
und eine Selbstinduktion in Abb. 63 skizziert. Hierbei ist der Anfangspunkt 
der Zeit so gewahlt, daB die Phase <5 
des Stromes gleich N nil ist. Der 
hochste Spannungswert tritt auf fUr 
pt = nj2. Nimmt man an, daB der 
Widerstand des Schwingungskreises 
sehr klein ist, so daB C gegen nj2 
klein ist, so berechnet sich die maxi­
male Amplitude der Spannung aus 
Gleichung (9) zu 

" "l/Y - :!lex 
ec(",) = Ire e 2fJ, 

oder bei Beriicksichtigung von Glei-
chung (7) Abb.63. Verlauf des Ausgleichsstromes i" 

n R und der Ausgleichsspannung e~ am Konden-
, I" l/T - 4 . l/- sator in einem Schwingungskreis. 

ec(",) = r C e LIC. 

Der abschwachende EinfluB des exponentieilen Gliedes auf die maximale Span­
nungsamplitude macht sich erst bemerkbar, wenn R von derselben GroBen-
ordnung wie der Schwingungswiderstand 1 Lje ist. Die auftretenden Uber­
spannungen konnen daher bei kleinem Widerstande erheblich sein. 

1) Vgl. R. RUDENBERG, Elektrische Schaltvorgange, S. 33. 
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49. Schalten einer Gleichspannung E auf einen Schwingungskrejs. Die 
Konstanten 1" und ~ der Gleichung (5) und (9) in Ziff. 48 ergeben sich aus 

E 

E 

. den Anfangsbedingungen: fur 
t = 0 ist (vgl. Ziff. 47, 2) 

i({=I"cos~=O, 
also 

II I" VL ,. E ec(o) = eCos .. = - , 
also 

1" = _~ l/C 
COS!: ry, 

Abb.64. VerIauf der Spannung am Kondensator beim 
Sehalten einer Gleiehspannung auf einen Sehwingungs­

kreis. 

Der Ausgleichsstrom wird 
/-

i"= -~V£rlXtsinPt COS!: L ' 

die gesamte Kondensatorspannung, die Summe 
der konstanten Spannung E wird 

der Ausgleichsspannung und 

[ 
e-lXt ] 

/ 
/ 

/' 
/ 

Abb. 65. Ausgleiehsstrom beim Sehalten einer 
Gleiehspannung auf einen Sehwingungskreis. 

eo = E 1 -- cos (flt - l;) . cos!: 

Das Einschalten einer Gleichspan­
nung lost einen Schwingungsvorgang 
aus. Bei kleinem Widerstande 
ist cos l; angeniihert gleich 1. 
Die Amplitude der Ausgleichs­
spannung erreicht zu Anfang fast 
den doppelten Wert der stationiiren 
Spannung. Der Ausgleichsstrom, 
dessen Anfangsamplitude bei klei­
nem l; gleich dem Verhiiltnis der 
stationiiren Spannung zu dem 

charakteristischen Widerstande des Kreises ist, klingt nach demselben Expo­
nentialgesetz wie die Spannung auf den Wert Null ab (Abb.64 und 65). 

50. Schalten einer Wechselspannung auf einen Schwingungskreis. Einer 
Wechselspannung E ( 

e = mCOS W t + 1p) 

entspricht nach Ziff. 46 der stationiire Strom 

i' = Imcos (w t + cp) 

und die stationiire Kondensatorspannung 

die Phase durch 

e'c= ~csin(wt + cp). 

wL __ 1_ 
wC 

tg(cp -1p) = -R-' 

( 1) 

(2) 
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Fiir die Bestimmung der Konstanten I" und ~ des Ausgleichsstromes liefern 
die Gleichungen (5) und (9) der Ziff. 48 bei Berucksichtigung der Anfangsbedin­
gung (vgl. Ziff. 47,3) die Beziehungen , . 

if{ = I" cos~ = -Imcosp, 

JI I"l/L. (.It r) 1m· 
"0(0) = r C sm u - .. = - ooC smp . 

(3) 

(4) 

Die weitere Rechnung vereinfacht sich wesentlich, wenn sie auf Strom­
kreise mit kleinem Widerstande bezogen wird. In diesem Falle kann nach Ziff. 48 
C vernachHissigt werden. Ferner hat die Eigenfrequenz die einfache Form 

fJ = JI Lie-

Aus Gleichung (4) folgt 

I"sin~ = - 1m sinp = - LIm sinp, 
. ooYLC 00 

(5) 

und durch Division von Gleichung (5) und (3) 

tg~=l.tg<p. 
00 

(6) 

Damit sind die Konstanten I" und ~ bestimmt, und wir erhalten aus Gleichung (3), 
die Anfangsamplitude des Ausgleichsstromes 

I coscp y' fJ2 • I" = - _m __ = -I cos 2 m + - Sln2 m cos(l m r 002 r , 

o ferner nach Glei~hung (8), Ziff. 48 die Anfangsamplitude der Kondensator­
spannung 

~ I ' {J2 
Eo = I" - = - ----"'-ycos2 P + - sin 2 <p C {J C 002 ' 

Im/wC ist nach Gleichung (2) die Amplitude der stationaren Kondensator­
spannung; wir setzen sie gleich E~: 

(8) 

Besteht zwischen der Eigenfrequenz des Kreises und der Frequenz der 
stationaren Spannung Resonanz (fJ = w), so wird nach Gleichung (6) ~ = p und 
der Gesamtstrom i unter Beriicksichtigung der 
Gleichung (1) und der Gleichung (5), Ziff.48 

i = if + i" = 1m (1 - C'"t)cos(wt + p), (9) 

und die Gesamtspannung am Kondensator 

eo = eo + e'o = E~ (1 - e-'"t) sin (w t + p). (10) 

Die Anfangsamplituden des freien Stromes und 
der freien Spannung am Kondensator sind ent­
gegengesetzt gleich den stationaren Werten im 
Schaltmoment. Yom Werte Null ausgehend 
wachsen Gesamtstrom und Gesamtspannung am 

- -- - -- - - -- ------=--=---=---

- - -- - - - - - -- ~-::....---=:...-=--

Abb.66. Schalten einer Wechsel­
spannung auf einen Schwingungs­

kreis bei Resonanz. 

Kondensator . einer Exponentialkurve folgend allmahlich auf 
die allerdings im Resonanzfalle.extrem groB sind (Abb.66). 

ihre Endwerte, 
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Sind Eigenfre"quertzund aufgedruckte Frequenz voneinander verschieden, 
somussen die Gleichungen (9) und (10) in der Form geschrieben werden: 

i = Im[cos(oot + <p) - e-txtcos(ftt + <p)J, (11) 

eo = E:"[sin (00 t + <p) - e-txtsin 1jJ t + <p)] • (12) 

Der Verlauf des Ausgleichsvorganges i~t jetzt abhangig von dem Zeitpunkte 
des Schaltens. Fiillt dieser mit dem Maximum des stationaren Stromes zusammen 
(<p = 0), so ist nach Gleichung (6) ~ = 0, und die Amplituden des Ausgleichs­
str:omes und der Ausgleichsspannung sind 

1"=-lm , 

Ell OJ E' a=-p m' 1 
(13) 

Die Gleichungen fiir den Gesamtstrom und die Gesamtspannung lauten demnach 

i = 1m{cosoot - e-txtcospt) , (14) 

eo = E:,,(sinoot - e- txt ; sinpt). (15) 

Abb.67. Verlauf des Ausgleichsstromes beim Schalten einer Wechselspannung auf einen 
Schwingungskreis. Keine Resonanz. 

Geht der stationare StromimAugenblicke des Schaltens durchNull (<p = 90°), 
so ist () = 90°, und die Amplituden des Ausgleichsstromes und der Ausgleichs­
spannung sind 

I" =- ! I m 'l 
Ea=-E:". 

(16) 

Gesamtstrom und Gesamtspannung am Kondensator sind durch die Gleichungen 
gegeben: 

eo = E:" (cos 00 t - e- txt cosp t) • 

(17) 

(18) 

Abb.68. Verlauf der Sp"!-nnung am Kondensator beim Schalten einer Wechselspannung 
auf einen Schwingungskreis. Keine Resonanz. 

Der Verlauf des Ausgleichsvorganges ist fur diesen Fall in Abb.67 und 68 
gezeichnet. Die Amplituden des Ausgleichsstromes konnen kurz nach dem 
Einschalten ganz .erhebliche Werte annehmen. 
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51. Die Forme! von HEAVISIDE. In den in den Ziff. 46 bis 50 behandelten 
Beispielen ist das Zeitgesetz, das die Anderung des Stromes und der Spannung 
bestimmt, aus den jeweiligen fUr das betreffende System gultigen linearen Diffe­
rentialgleichungen abgeleitet worden. Die Integrationskonstanten ergeben sich 
aus den Anfangsbedingungen, ihre. Ermittelung ist in schwierigen Fallen zeit­
raubend. HEAVISIDEI ) hat eine allgemein gultige Formel mitgeteilt, die gestattet, 
den zeitlichen Verlauf der veranderlichen GroBen eines Systems bei plotzlichem 
Einwirken einer von auBen eingepragten Kraft auf einfache Weise zu berech­
nen, ohne auf die Integrationskonstanten eingehen zu mussen. HEAVISIDE hat 
die Formel ohne jeden Beweis gegeben. Diese Lucke hat WAGNER 2) geschlossen. 
Er hat die Formel begrundet und gleichzeitig die Grenze ihrer Gilltigkeit ab­
gesteckt. Gleichzeitig hat er ihre Anwendungsmoglichkeit durch eine groBe 
Reihe von Beispielen belegt. Spater hat CASPER 3) einen Beweis ohne Hilfs­
mittel der Funktionentheorie gegeben und DEUTSCH 4) als Verallgemeinerung 
der HEAVIsIDEschen Formel eine Superpositionsformel begrundet, die auf eine 
groBe Zahl der auf totale oder partielle Differentialgleichungen fUhrenden tech­
nischen Probleme anwendbar ist. Wir mussen uns hier darauf beschranken, 
kurz den Inhalt der HEAVIsIDEschen Formel mitzuteilen, wobei wir der Dar­
steHung W AGNERS folgen. 

Auf ein elektromagnetisches (oder mechanisches) System mit beliebig vielen 
Freiheitsgraden wirke in einem bestimmten Zeitpunkt (t = 0) an beliebiger Stelle P 
die eingepragte Kraft K, unter deren EinfluB ein neuer Gleichgewichtszustand sich 
einstellen wird. Es solI nun fUr die veranderlichen GroBen 5 des Systems, in unserem 
Falle Strom und Spannung, der zeitliche Verlauf angegeben werden. Hierbei 
wird vorausgesetzt, daB die SystemgroBen durch line are Gleichungen verknupft 
sind, daB fUr sie z. B. line are Differentialgleichungen bestehen soHen. Man 
denke sich nun zunachst das System in einer erzwungenen Bewegung, bei 
der alle SystemgroBen das Zeitgesetz const· cpt befolgen. Diese Bewegung 
solI dadurch zustande kommen, daB an der Stelle Peine eingepragte Kraft cpt 

tatig ist. Unter ihrer Wirkung wird die gesuchte SystemgroBe den Wert 

annehmen. Z ist eine Funktion von p, die sich dadurch ergibt, daB man in die 
Systemgleichungen fUr die einzelnen veranderlichen GroBen Ausdrucke der Form 
const· cpt einfUhrt und alle GroBen bis auf die gesuchte GroBe 5 eliminiert. 
Z heiBe die Stammfunktion von S. 

Man bestimme nunmehr die Wurzeln der Stammgleichung 

Z=O. 

Sie seien mit PI' P2' P3 ... Pn ... bezeichnet. Dann gibt -nach HEAVISIDE 
der Ausdruck 

(1 ) 

den zeitlichen Verlauf der SystemgroBe 5 unter der Einwirkung einer an der 
Stelle Pin dem Zeitpunkt t = 0 auftretenden, dann konstant bleibenden Kraft K 

1) O. HEAVISIDE, Electromagnetic Theory Ed. 2, S. 127. London 1899. 
2) K. W. WAGNER, Arch. f. Elektrot. Ed. 4, S. 159. 1916. 
3) L. CASPER, Arch. f. Elektrotech. Ed. 15, S. 95. 1926. 
4) W. DEUTSCH, Arch. f. Elektrotech. Ed. 6, S. 225. 1918. 

Handbuch der Physik. XV. 29 
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an. Z(O) ist der Wert von Z fur p = 0, Z' der Differentialquotient von Z nach p. 
p,. ist im allgemeinen komplex von der Form 

p,. = -ex,. ± i OJ,.; 

das Glied cp"t bedeutet dann eine gedampfte Eigenschwingung mit dem Damp­
fungsfaktor ex,. und der Kreisfrequenz OJ,.. Das erste Glied der Gleichung fUr S 
entspricht dem stationaren Zustande, das zweite dem Ausgleichsvorgange. 

Fur Wechselstrom folgt die eingepragte Kraft dem Zeitgesetz 

K = Kocirot • 

Fur diesen Fall lautet die Gleichung fUr S: 

(2) 

Als Beispiel wahlen wir den in Ziff.46 behandelten Fall des Schaltens einer 
konstanten Spannung E auf einen Stromkreis mit Widerstand und Induktivi­
tat. Wir lassen nach der Anweisung von HEAVISIDE an Stelle von E eine ein­
gepragte Kraft von der GroBe wirken, daB alle SystemgroBen das Zeitgesetz 
const· cpt befolgen; wir setzen also zunachst E = EpcPt • Dieser EMK entspricht 
ein Strom I = IpcPt • Aus der Differentialgleichung (4) in Ziff. 46 erhalt man 
dann durch Einsetzen dieser Werte die Gleichung 

E BPI 

I= R+LP' 
Die Stammfunktion Z = R + Lp entspricht dem Widerstandsoperator des 
Kreises. Die Stammgleichung Z = 0 liefert die Wurzel 

R 
Pl= - L' 

ferner ist Z (0) = R und dZjdp = L. Demnach liefert die HEAVIsIDEsche 
Formel (1) fUr den Strom die aus Gleichung (6) der Ziff. 46 bekannte Beziehung 

E ( _!!"t) 
1= R 1 - c L . 

Eine wesentliche Vereinfachung der Rechenarbeit wird besonders in kompli­
zierteren Problemen erzielt, wofUr WAGNER eine Reihe von Beispielen angibt. 
Ebenso sind von ihm die Fane diskutiert worden, in denen die Forme} von 
HEAVISIDE versagt. 

Die Anwendung der HEAVIsIDEschen Rechnung auf Hochfrequenzprobleme 
behandelt A. HUNDl). . 

1) A. HUND, Jahrb. d. drahtl. Telegr. Bd.16, S.431. 1920; Bd. 17, S.40, 98. 1921. 



Kapitel 3. 

Elektrische Schwingungen 1). 
Von 

EGON ALBERTI, Berlin. 

Mit 40 Abbildungen. 

1. Allgemeines. Obwohl Wechselstrome und elektrische Schwingungen 
Vorgange gleicher Art sind, rechnet man Wechselstrome im allgemeinen nicht 
zu den elektrischen Schwingungen, sondern betrachtet sie als die untere Grenze 
derselben auf der elektromagnetischen Wellenskala; die obere Grenze des Ge­
bietes der elektrischen Schwingungen bilden die Warmestrahlen und die Licht­
strahlen. 

Durch die Untersuchungen am elektrischen Funken mit Hilfe des rotie-
~ renden Spiegels (FEDDERSEN 1859 bis 1861) wurde zum ersten Male der Nach­

weis erbracht, daB die schon von alteren Untersuchungen 2) her bekannte oszilla­
torische Entladung von Kondensatoren in Schwingungen s e h rho her F r e -
que n z erfolgt. Gleichzeitig wurde damit zum ersten Male die theoretisch von 
SIR WILLIAM THOMSON abgeleitete Eigenschwingung von Kondensatorkreisen 
nachgewiesen. Die Methode des rotierenden Spiegels wurde seit dieser Zeit ein 
wichtiges Mittel zur Beobachtung und Messung von Schwingungen. Die eigent­
liche Entwicklung des Gebietes der elektrischen Schwingungen datiert jedoch 
erst seit den HERTzschen Arbeiten (1887), die den Nachweis fUr die Gilltig­
keit der MAXWELLschen Theorie erbrachten. Durch Verwendung offener Os­
zillatoren und Erzeugung sehr schneller elektrischer Schwingungen stellte HERTZ 
im Oszillator einen Schwingungszustand her, bei dem die Stromverteilung nicht 
mehr als quasistationar anzusehen ist. Damit wurden die Bedingungen flir eine 
gunstige Strahlung elektrischer Energie in den Raum erfiillt und die Grundlage 
fur die Entwicklung der drahtlosen Telegraphie gegeben. 

1) H. HERTZ, Untersuchungen fiber die Ausbreitung der elektrischen Kraft. Leipzig 
1892 = Ges. Werke 2; H. POINCARE, Les oscillations electriques. Paris 1894; J. ZEN NECK, 
Elektromagnetische Schwingungen. Stuttgart 1905; M. ABRAHAM, Enzyklopadie der mathe­
matischen Wissenschaften. Bd. V, 2, Artikel 18; Elektromagnetische Wellen. Leipzig 1906. 
M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat, 3. Aufi. Leipzig 1907; E. COHN, Das elektromagnetische 
Feld. Leipzig 1900; C. TISSOT, Les oscillations electriques. Paris 1910; J. A. FLEMING, The 
principles of wireless telegraphy, 2. Aufi. London 1910; P. DRUDE, Physik des Athers, 
2. Auf I. 1912; H. ROHMANN, Elektrische Schwingungen. Leipzig o. J.; J. ZENNECK U. 

H. RUKoP, Lehrb. d. drahtI. Telegr., Leipzig 1925; F. OLLENDORF, Die Grundlagen der 
Hochfrequenztechnik. Berlin 1926; ,F. BREISIG, Theoretische Telegraphie. 2. Auf I. Braun­
schweig 1924. 

2) Besonders A. v. OETTINGEN, Pogg. Ann. Bd. 115, S. 513. 1862. 

29* 
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I. Schwingungen in geschlossenen Kreisen 
(Kondensatorkreisen). 

Es sei fur die folgenden Betrachtungen zunachst die Annahme gemacht, 
daB innerhalb des Wii'kungsbereiches des Kreises keine magnetischen Materia­
lien, also vor allen Dingen keine Spule mit Eisenkern vorhandensei. Uber den Ein­
fluB von Eisen auf die Schwingungen von Kondensatorkreisen s. ~iff. 18 bis 22. 

a) Eigenschwingung eines einzelnen Kreises. 
2. Experimentelle Aufnahme der Schwingungskurve. Kondensator, Spule 

und Widerstand sind die Teile, aus denen sich ein Kondensatorkreis aufbaut. 
Ladt man den Kondensator auf eine Spannung V, z. B. in einer Schaltung nach 

Abb. 1, und schlieBt dann den Schalter 5, so wird sich 
die auf dem Kondensator C1 aufgespeicherte Elektri­

l zitatsmenge uber den Wider stand R1 und die Selbst-
-- induktion L1 entladen. Den Vorgang der Entladung 

Abb. 1. Schaltung zur La­
dung und Entladung eines 

Kondensatorkreises. 

kann man am einfachsten durch Aufnahme der Strom­
kurve mit Bilfe eines Oszillographen beobachten; 
hierzu sind allerdings Schleifenoszillographen nicht 
geeignet, sondern es sind masselose Oszillographen 
wie der Glimmlichtoszillograph oder die BRAuNsche 
Rohre, erforderlich. Man erhalt im allgemeinen Kurven 
wie in Abb.2. Die im Kondensator aufgespeicherte 
Energie schwingt in einem abklingenden Wellenzuge 

aus ; esentsteh teine Schwingung mit abnehmender Amplitude. SoIche Schwingungen 
nennt man gedampfte Schwingungen im Gegensatz zu ungedampften, bei denen 
die Amptituden gleichbleiben. Schwingungen, die wie hier in einem sich selbst 
uberlassenen Kondensatorkreise ohne aul3ere Einwirkung auftreten, nennt man 
die Eigenschwingungen desselben. Mit Schleifenoszillographen lassen sich diese 

Abb. 2. Schwingungsvorgang bci Entladung eines Kondensators . (Eigcnschwingung cines 
Kondensatorkreises. ) 

Erscheinungen deswegen im allgemeinen nicht verfolgen, weil die Schwingungen 
zu rasch verlaufen. Die Anzahl der Schwingungen pro Sekunde, die Frequenz 
der Sehwingungen, ist zu hoch. 

Der schwingungsformige Charakter der Entladung laBt sieh noeh auf ver­
schiedenen anderen Wegen naehweisen. Unterbrieht man z. B. den Schwingungs­
kreis an einer Stelle dureh eine nieht zu grol3e Unterbrechungsstelle (Funken­
strecke), so wird, wenn die Spannung am Kondensator hoch genug ist, ein Funke 
ubergehen. Betrachtet man diesen Funken in einem rotierenden Spiegel [FED­
DERSEN l)J, so wird das Bild des Funkens in einen Streifen aufge16st, auf dem man 
abwechselnd helle und dunkle Linien beobachtet. Die hellen Linien entspreehen 

1) W . FEDDERSEN, Pogg. Ann. Ed. 113, S.437. 1861; Ed. 116, S. 132. 1862. 
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groBer Helligkeit des Funkens, die dunklen geringer. Aus dem Weehsel der 
Helligkeit folgt, daB der Strom dureh den Funken, d. h. der Vorgang der Ent­
ladung periodiseh verlauft. PAALZOW1) beobaehtete ebenfalls mit dem rotieren­
den Spiegel die Entladung des Kondensators, jedoeh mit einer GEIssLERsehen 
Rohre an Stelle der Funkenstreeke. Eine sehr genaue Aufnahme der Sehwingungs­
kurve erhalt man ferner mit Hilfe eines Pendelunterbreehers naeh der von 
HELMHOLTZ angegebenen Methode 2). -aber Aufnahmen von Kurvenformen bei 
zwei und mehr gekoppelten Sehwingungskreisen siehe Ziff. 10, 15 und 17. 

3. Theorie der Kondensatorentladung 3). Selbstinduktion, Kapazitat und 
Widerstand seien als konstant angenommen. Vorausgesetzt sei ferner, daB die 
Dimensionen der Sehwingungskreise klein sind gegen die Wellenlange, d. h. daB 
wir es mit quasistationaren Weehselstromen zu tun haben. Der auf die Spannung V 
aufgeladene Kondensator von der Kapazitat C enthalt die elektrisehe Energie 
Ue = -} CV2. Beginnt der Ausgleiehsstrom uber die angesehlossene Selbst­
induktion L zu flieBen, so sinkt die Spannung am Kondensator und die 
elektrisehe Energie wandelt sieh in magnetisehe Energie der Selbstinduktion L urn. 
U m = -~ LI2. 1st kein Widerstand im Kreise, sind also keine Verluste vorhanden, so 
muB die Gesamtenergie konstant bleiben. Dureh den Widerstand R des Kreises 
wird jedoeh in der Zeit dt der Betrag J2R· dt in Warme umgewandelt. Die 
J oULEsehe Warmeentwieklung ist gleieh der Energieabnahme des Systems 

J2R dt = - d(Ue + Um ) = - d (lLI2 + ~-CV2). (1) 

Hieraus erhalt man fUr den 
Strpm I die Differentialgleiehung: 

d21 dI I 
LIfi2+R(fl+C=O. (2) 

Die Losung dieser Gleiehung lautet: 

I = Al e- iXlt + A2 e-iX,t , 
wo 

(3 ) 

R '~1 
<Xl' it2 = 2L ± V 4L2 - LC (4) 

Abb.3. Verlauf der Funktion y = fe-to 

ist. Eine analoge Gleiehung gilt fiir die Spannung V am Kondensator. 
Aperiodisehe Entladung. 1st der Ausdruek unter der Wurzel positiv, 

also R2> 4LjC, dann ist it reell und man erhalt fUr I eine einfaehe Exponential­
funktion bzw. eine Summe von zweien. Es finden keine Sehwingungen staU, 
der Kreis ist aperiodiseh. 

Aperiodiseher Grenzfall. 1st R2 = 4LjC, so sind die beiden Wurzeln 
cinander gleich und man erhalt aus Gleichung (3) nur eine Partiallosung. Die 
allgemeine Losung kann man jedoch durch einen Grenzubergang erhalten. Sie 
lautet, wenn Rj2L = c5 gesetzt wird, 

(5) 

Das erste Glied der rechten Seite zeigt wieder den Verlauf der aperiodischen 
Entladung, wahrend das zweite Glied zunachst einen Anstieg und dann erst 
einen allmahlichen Abfall ergibt. Der Verlauf des zweiten Gliedes ist in Abb.3 
dargestellt. 

1) A. PAALZOW, Berl. Ber. 1862, S. 152. 
2) H. V. HELMHOLTZ, Repert. d. Phys. Bd. 5, S.269. 1869; N. SCHILLER, Pogg. Ann. 

Bd. 152, S. 535. 1874; A. BATTELLI U. L. MAGRI, Phys. ZS. Bd. 3, S. 539; Bd. 4, S. 181.1902; 
Phil. Mag. (6) Bd. 5, S.1, 620. 1903. 

3) SIR WILLIAM THOMSON, Phil. Mag. (4) Bd. 5, S. 393. 1853; Math. and Physical Papers 
Bd. I, S. 540; P. DRUDE, Physik des Athers. 2. Aufl. 1912, bes. S.447· 
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Gedampfte, periodische Entladung. 1st R2 < 4LjC, dann werden 
die heiden Werte von (X komplex und die Lasung der Differentialgleichung er­
halt die Form: 

wo 

und 

I = Ale-~te+i"'t + A2e-~te-i"'t, 
=Ae- Jt sin(2;t + tp) =Ae-~tsin(wt + tp), 

15 = Rj2L i = y'-1 
1/ 1 R2 V·-1--

w = r LC - 4L2 = LC - 152 , 

(6) 

(7) 

(8) 

tp ist die Phase der Schwingung. Fiir die Spannung Vam Kondensator erhiilt 
man die analoge Gleichung 

V = B e-~t sin (wt + tp') . (9) 

Nimmt man an, daB der Kreis zu Beginn (t = 0) stromlos und der Kondensator 
auf das Anfangspotential VA geladen ist, beriicksichtigt man ferner, daB Strom 
und Spannung durch die Beziehung: 

dV 
I=-C Tt , (10) 

miteinander verkniipft sind, so lauten die Lasungen: 

1= CVAw e- Jt sin (wt) 
cas2 e ' 

V V = _A e-~tcos(wt - e) 
case ' 

wo e bestimmt ist durch die Gleichung: 

t e = RT = R 
g 4nL V¥ - R2 

(11) 

(12) 

(13 ) 

Strom und Spannung stellen gedampfte Schwingungen von der Periodendauer 
T, derFrequenzF = 1fT, oder der Kreisfrequenz w = 2njT dar. 1st R2 gegen 
4L/C zu vernachlassigen, so kann e = 0 gesetzt werden und es wird: 

1= CVAwe-Jtsinwt, 

V = VAe-~tcoswt, 

T = 2n-yCL oder 1 
w=--

VCL 
(THOMSONsche Formel). 

(14) 

(15 ) 

(16) 

Die Schwingungen sind gedampfte Sinusschwingungen. Sie lassen sich gra­
phisch mit Hilfe einer logarithmischen Spirale darstellen, deren Fahrstrahl mit 
der Winkelgeschwindigkeit w rotiert. Die Projektion des Fahrstrahles auf eine 
der Koordinatenachsen gibt den VerIauf der Schwingungen wieder. Zwischen 
Strom und Spannung besteht eine Phasendifferenz von nf2. 

Da man unter einer Wellenlange diejenige Strecke versteht, urn welche die 
Schwingung sich wahrend einer Periode fortpflanzt, und da die Fortpflanzungs­
geschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen in Luft annahernd gleich der 
Lichtgeschwindigkeit ist, so ergibt sich die Wellenlange der elektrischen Schwin­
gungen zu: 

A = cT = 2ncyLC, (17) 
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wo c die Lichtgeschwindigkeit ist. Die Frequenz des Kondensatorkreises ist 
also bestimmt durch das Produkt von KapazitiH und Selbstinduktion; durch 
Veranderung einer der beiden GraBen kann man die Frequenz beliebig ein­
stellen. 

Die THOMsoNsche Formel gilt streng nur fUr ideale Kapazitaten und In­
duktivitaten, die man praktisch nur bis zu einem gewissen Grade verwirklichen 
kann. Jede Spule hat eine gewisse Eigenkapazitat CL, jeder Kondensator eine 
gewisse Selbstinduktion lc. Unter der Voraussetzung, daB im Schwingungskreise 
CL bzw. Ic zur Kondensatorkapazitat C bzw. zur Selbstinduktionder Spule 
L, einfach additiv hinzukommt, tritt an Stelle der einfachen THOMsoNschen 
die folgende Formel zur Berechnung von F: 

(18) 

Diese Formel liefert fur alle praktischen Falle geschlossener Kondensatorkreise 
eine genugende Genauigkeit. Bei den Untersuchungen von GIEBE und ALBERTI!) 
mit einern Schwingungskreis, dessen Kapazitat und Induktivitat durch voll­
kommene Abschirmung der Spule, der Kondensatoren und der ZUleitungen ge­
nau definiert waren, ergab sich bei Erregung des Kreises mit ungedampften 
Schwingungen mit einer Wellenlange von liber 1000 m eine Dbereinstimmung 
bis zu 0,01 % zwischen gemessenen und berechneten Werten. Wenn man auch noeh 

die bei den letzten Betrachtungen vernachlassigte Dampfung des Kreises (j = RL 
beriicksichtigt, so wirJ: 2 

F - 1 - 1 1/ 1 (j2 
- T - 2n (L + to) (C + eL ) - • 

( 19) 

Fur Strom undSpannung gelten dann wieder die allgemeineren Lasungen, die Glei­
chung (11) und (12). Ihre Phasendifferenz ist jetzt nicht mehr zu allen Zeiten 
gleich n/2. Zwar treten die Maximalwerte der Spannung wieder zu denselben 
Zeiten auf, wenn der Strom verschwindet (0, 1/2 T, T, 3/2T usw.), aber das Maxi­
mum des Stromes tritt nicht rnehr zu den Zeiten 1/4T, 3/4T, 5hT usw. ein, sondern 
urn E/W fruher und das Maximum der Spannung urn E/W spater, so daB zwischen 
Strommaximum und Verschwinden der Spannung eine Zeitdifferenz von 2E/W 
liegt. 

Nach Lasung (5) der Differentialgleichung (2) nehmen die Amplituden 
nach einem Exponentialgesetze ab, d. h. das Verhaltnis der Amplitude A einer 
Periode zur nachstfolgenden gleichgerichteten Amplitude A' ist wahrend des 
ganzen Ablaufes der Schwingungen konstant: 

2", 
A 0- 02' 
AI = e OJ = e (20) 

Der natiirliche Logarithmus dieses Verhaltnisses 

{} = In ~ = (j 2n = (j T AI OJ , (21) 

wird das logarithmische Dekrement der Schwingungen genannt und im allge­
meinen als MaD der Dampfung gewahlt. Aus Gleichung (7) und (21) erhalt man 
noeh die Beziehung: 

1 RT .,/C {} = 2 -y;-- = nR / y . (22) 

1) E. GlEBE U. E. ALBERTI, ZS. f. techno Phys. Bd. 6, S. 92 u.135. 1925. 
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Durch Einsetzen des logarithmischen Dekrementes in Gleichung (19) erhalt 
man n6ch fiir die Schwingungsdauer den Ausdruck 

T = To Vi + :;2' (23) 

wenn mit To die Schwingungsdauer bei der Dampfung Null bezeichnet wird. 
In dem Ansatz ffir die DifferentiaIgleichung waren zunachst nur die J OULE­

schen Verluste im Widerstande R beriicksichtigt, es konnen jedoch noch verschie­
dene andere Verluste in einem Kondensatorkreis auftreten, z. B. durch Wirbel­
strome, durch Spriihen der Kondensatoren, Verluste in der Funkenstrecke und 
dielektrische Verluste. Man kann diese Verluste in erster Annaherung dadurch 
beriicksichtigen, daB man aquivaIente Widerstande einftihrt, z. B. einen Verlust­
widerstand rv ffir die dielektrischen Verluste, oder ffir die Funkenverluste einen 
Funkenwiderstand rf. Die GroBe der Ersatzwiderstande ist so zu bemessen, daB 
bei ungeandertem Verlauf der Stromkurve in den Widerstanden dieselbe Energie 
wahrend des ganzen Ablaufes der Schwingungen verbraucht wiirde. Die Art 
der Verluste ist jedoch vielfach derart, daB die Ersatzwiderstande nicht den 
Charakter eines rein OHMschen Widerstandes haben. Der Funkenwiderstand 
z. B. ist abhangig von der Stromstarke, er wird kIeiner mit wachsender Strom­
starke. Infolgedessen fallen die Amplituden der Schwingungskurve nicht nach 
einem ExponentiaIgesetz ab, das logarithmische Dekrement der Dampfung ist 
nicht konstant, auBer der Grundschwingung treten infolgedessen auch harmo­
nische und unharmonische Oberschwingungen auf1). Wenn man trotzdem vielfach 
mit einem konstanten Dampfungsdekrement rechnet, so geschieht es in erster 
Annaherung. Genau so gut, wie man ffir die verschiedenen Verluste Ersatzwider­
stande einfi.'Lhrt, kann man natiirlich auch besondere Dekremente einfiihren. 

Von Interesse ist noch die Frage, wie groB der Stromeffekt einer ged~mpften 
Schwingung ist, deren Amplitudenkurve eine Exponentialkurve ist, oder, da 
man es im allgemeinen nicht mit einem einzigen gedampften Kurvenzug, sondern 
mit einer Anzahl N gleichartiger, in gleichen Abstanden aufeinanderfolgender 
Kurvenziige in der Sekunde zu tun hat, wie groB der Stromeffekt dieser ist. 
Er ist: 

I" lVI~ ( 4) ~ff = 4F' 2 

wenn 10 die Anfangsamplitude der Schwingungen ist. Die Messung des Strom­
effektes erfolgt im aIIgemeinen mit Hitzdrahtinstrumenten. 

b) Eigenschwingungen zweier gekoppelter Kreise 2). 

4. Allgemeines. Zwei miteinander gekoppelte Schwingungskreise konnen nach 
RAYLEIGH und M. WrEN als ein einziges System mit zwei Freiheitsgraden aufgefaBt 
werden. Fiihrt man einem solchen System in irgendeiner Form eine bestimmte Ener­
gie zu und iiberlaBt es dann sich selbst, so treten in dem System Schwingungen 
auf, die man aIs die Eigenschwingungen oder freien Schwingungen des gekoppelten 
Systems betrachten kann. Sind keine Verluste vorhanden, so bleiben die Schwin-

1) Vgl: F. OLLENDORFF, Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik. Berlin 1926, ins­
besondere S. 194. 

2) A. OBERBECK, Wied. Ann. Bd.55, S.623. 1895; M. WIEN, ebenda Bd.61, S.15t. 
1897; P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd. 13, S. 512. 1904; Physik des Athers, 2. Auf!., S.472ff. 
Stuttgart 1912; M. WIEN, Ann. d. Phys. Bd.25, S.625. 1908; F. KIEBITZ, ebenda Bd. 40, 
S.138. 1913; W. ROGOWSKI, Arch. f. Elektrot. Bd.9, S.427. 1921; W. GROSSER, Dissert. 
Jena 1922; Arch. f. Elektrot. Bd. 10, S. 257. 1921; W. TATARINOW, Arch. f. Elektrot. 
Bd. 12, S. 1. 1923; F. HARMS, Jahrb. d. drahtl. Tel. Bd. 15, S.442. 1920; H. HECHT, 
Elektr. Nachr. Techn. Bd. 3. S. 121. 1926. 
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gungen dauernd bestehen; praktisch treten natiirlich stets Verluste auf, so daB 
die Schwingungen allmahlich abklingen. Um die Schwingungen dauernd aufrecht­
zuerhaIten, ist die Nachlieferung von Energie aus irgendeiner Energiequelle er­
forderlich. Damit wird der Charakter der Schwingungen jedoch abhangig von 
der Art der Energienachlieferung. In diesem Fall hat man es nicht mehr mit 
freien Schwingungen, sondern zum Teil wenigstens mit erzwungenen Schwingungen 
zu tun (vgl. Ziff. 12 bis 17). 

Einige der im folgenden durchgefUhrten Aufgaben lassen eine doppelte 
Auffassung zu. Hat man es z. B. mit einer extrem losen Koppelturg zweier Kreise 
zu tun, bei der der zweite Kreis keine Riickwirkung auf den ersten ausiibt, so 
gelangt man zu derselben Visung, ob man die Kreise aIs ein gekoppeltes System 
auffaBt, oder ob man bei der Durchrechnung der Gleichungen von der Annahme 
eines einzigen Kondensatorkreises ausgeht, der unter der Einwirkung einer 
auBeren Kraft steht. Die auBere Kraft, die im allgemeinen gar nicht an einen 
Schwingungskreis gebunden zu sein braucht, ware dann in diesem speziellen 
Fall der im Primarkreis flieBende Strom. 

5. Begriff der Koppelung, Koppelungskoeffizientl). Zwei Kreise heiBen 
gekoppelt, wenn Schwingungen in dem einen Kreis Schwingungen in dem anderen 
erregen. Es sind drei verschiedene Koppelungsarten zu unterscheiden: die galva­
nische, die magnetische oder induktive und die elektrische oder kapazitive Koppe­
lung. GaIvanische Koppelung ist vorhanden, wenn beide Kreise eine gemeinsame 
Strombahn besitzen, wenn der Spannungsabfall an einem OHMschen Widerstande 
in beiden Stromkreisen liegt. Diese Art der Koppelung tritt bei hochfrequenten 
SchWingungen stark zuriick gegen die beiden anderen Koppelungsarten. Han­
delt es sich um eine Kombination mehrerer Koppelungsarten, so kann man 
die gaIvanische fast immer ganz vernachlassigen. Man nennt zwei Kreise 
magnetisch gekoppelt, wenn sie sich durch elektromagnetische Induktion 
gegenseitig erregefl konnen. Eine solche Koppelung ist z. B. vorhanden, wenn 
beiden Kreisen cine Spule gemeinsam ist; die dabei gleichzeitig vorhandene 
gaIvanische Koppelung kann man dagegen, wie eben auseinandergesetzt, auBer 
acht lassen. Elektrisch oder kapazitiv sind zwei Kreise gekoppelt, wenn ein 
elektrisches Feld zwischen Teilen des einen Kreises und solchen des anderen 
Kreises besteht. Dies ist immer dann vorhanden, wenn beide Kreise eine Ka­
pazitat gemeinsam haben. Je hoher die Frequenz der elektrischen Schwingungen 
ist, desto mehr treten die elektrischen Koppelungen gegeniiber den magnetischen 
Koppelungen hervor. 

Die drei verschiedenen Arten der Koppelung sind in den Abb. 4, 5 und 6 
durch die praktisch wichtigsten FaIle dargesteIlt, Lk und Wk sind dabei als reine 
Selbstinduktion und als rein OHl\!scher Widerstand gedacht. Abgesehen von 
der K,ombination dieser Koppelungen gibt es besonders fiir die kapazitive Kop­
pelung noch andere SchaItungen, deren Erorterung jedoch zu weit fiihren wiirde. 
Als MaB flir die GroBe der Koppelung dient der K 0 P pel u n g s k 0 e ff i z i en t 
oder K 0 p pel u n g s f a k tor 2). Fiir die obigen drei SchaItungen nimmt er die 

1) M. WIEN, Wied. Ann. Bd.61, S.151. 1897; J. ZENNECK U. H. RUKoP, Lehrb. d. 
drahtl. Telegr., bes. S.95. Stuttgart 1915; H. REIN U. K. WIRTZ, Radiotelegr. Praktikum, 
bes. S. 141. Berlin 1922; W. GROSSER, Dissert. Jena 1922; Arch. f. Elektrot. Bd. 10, S.257. 
1921; N. v. KORSHENEWSKY, Jahrb. d. drahtl. Telegr. Bd.19, S.94. 1922; H. HECHT, 
Elektr. Nachr. Techn. Bd. 3, S. 121. 1926. 

2) H. HECHT (1. c.) unterscheidet zwischen Kopplungskoeffizient und Kopplungs­
faktor und bezeichnet als Kopplungskoeffizient jedes der beiden Kreise das Verhaltnis 
der Energie im Kopplungsgliede zur Gesamtenergie des betreffenden Schwingungskreises. 
Das Produkt dieser beiden Kopplungskoeffizienten ist dann gleich dem Quadrat des 
Kopplungsfaktors k2 - k k 

- 1 2' 
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gleiche Form an, wenn man ihn durch die Spannungen an den Teilen der ge­
koppelten Kreise definiert. Er ist: 

wo 

elc die Spannung zwischen den Punkten 2 und 3 ist, 
e1 bei induktiver Koppelung die Spannung am Kondensator Cv 

bei kapazitiver Koppelung die Spannung an der Induktivitat L 1• 

bei Widerstandskoppelung die Spannung an C1 oder Lv 
e2 bei induktiver Koppelung die Spannung am Kondensator C2 , 

bei kapazitiver Koppelung die Spannung an der Induktivitat L 2, 

bei Widerstandskoppelung die Spannung an C2 oder L 2• 

1 

(25) 

Abb. 4. Galvanische 
Koppelung. 

Abb. 5. Induktive Koppelung 
ii ber eine gemeinsame Spule. 

Abb. 6. Kapazitive 
Koppelung. 

Bei induktivcr Koppelung (Abb. 5) kann man auch schreiben: 

k = Lk 
)I (Lk + L 1) (Lk + L z) 

(26) 

Sind die beiden Kreise nicht durch eine gemeinsame Spule Lko sondern durch 
die Gegeninduktivitat L12 der beiden Spulen Ll und L2 miteinander gekoppelt 
(s. Abb. 7), so wird: 

Bei kapazitiver Koppelung der beiden Kreise nach Schaltung /, 1 /~- 1 1/ C1 C2 

?= /(1+g~)(1+~:) =, (C1 +-Ck )(CZ +-Ck)' 

c,G"'O=~ 
Abb.7. Induktive Koppelung durch 

eine Gegeninduktivitat. 

ist Wk klein gegen 0) L und 1/0) C, so wird: 

k-l/ W
k -l~-- wL1 ·wL2 - / ~_1_ •• __ 1_ 

W C1 w C2 

(J = 1 - k 2 heiBt der Strcukoeffizient. 

(27) 

(Abb. 6) ist: 

(28) 

ist: 

(29) 

(30) 
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Dben die im Sekundarkreis erregten Schwingungen keine Riickwirkung auf 
den Primarkreis aus, dann sagt man, die Kreise sind extrem lose miteinander 
gekoppelt; ist eine Riickwirkung vorhanden, so spricht man von einer festen 
Koppelung. 

Sind die OHMschen Widerstande klein gegen die induktiven, so daB sie 
eine gewisse von der Koppelung abhangige GroBe nicht iiberschreiten, so spricht 
man von vorherrschender Koppelung, im anderen Fall, wenn die Wirkung der 
Dampfung die der Koppelung uberwiegt, von vorherrschender Dampfung. 

6. Keine Riickwirkung. Extrem lose Koppelung. Der Kondensatorkreis 
unter der Einwirkung ungedampfter Schwingungen. Es sei zunachst die An­
nahme gemacht, daB im Primarkreis keine Energie verbraucht wird. Bei ex­
trem loser Koppelung wird auch die auf den zweiten Kreis ubertragene Energie in 
erster Annaherung zu vernachlassigen sein, so daB man die Annahme machen 
kann, daB im Primarkreis ungedampfte Schwingungen bestehen, die auf den 
Sekundarkreis einwirken. Die Einwirkung einer auBeren Kraft auf den Konden­
satorkreis, gleichgiiltig in welcher Weise sie erfolgt, kann man sich, wenn 
keine Ruckwirkung vorhanden ist, stets durch eine EMK E im Kreise selbst 
ersetzt denken. Die in Ziff.3 aufgestellte Differentialgleichung fUr den Strom 
I und die ganz analog aussehende Gleichung fur die Spannung V bleibt also 
bestehen, wenn nur der EMK E durch Hinzufiigen eines Gliedes Rechnung ge­
tragen wird. Nehmen wir zunachst an, daB eine sinusfOrmige ungedampfte 
Schwingung der Frequenz WI auf den Kondensatorkreis wirkt und in diesem eine 
sinusfarmige, ungedampfte EMK E = Eo cos WI t erzeugt, so wird die Differen­
tialgleichung fiir die Spannung: 

d2 V dV V E Eo 
L dt2 + R lit + c = - c = - C cosw1 t. (31) 

Die Lasung diese~ Gleichung lautet: 

V E w~ + (j2 ( ) A - ot ( ) = 0 cos WI t + rpl + e cos W2 t + rp2 . y(w; - w~ - (j2)2 + 4wi ,p 
(32) 

Fur den Strom ergibt sich analog: 

1= ELo ,/ WI sin (WI t + rpl) + B e- ot sin (W2 t + rp2) , 
r (wi - w~ - (j2)2 + 4wi (j2 

(33) 

wo W 2 und b die oben definierte Eigenfrequenz und Dampfung des Kondensator­
kreises sind. 1m Kondensatorkreis entstehen unter der Einwirkung der auBeren 
Kraft zwei Schwingungen, eine ungedampfte Schwingung von der gleichen Fre­
quenz wie die Erregerschwingung, eine erzwungene, wie sie im Gegensatz zur 
Eigenschwingung genannt wird, und eine gedampfte Schwingung von der Eigen­
frequenz des Kondensatorkreises. Betrachten wir zunachst die ungedampfte 
Schwingung, welche den Dauerzustand darstellt und bald nach dem Einsetzen 
der Schwingungen allein vorhanden ist, so folgt, daB bei Vernachlassigung der 
Dampfung die Amplitude der Schwingungen ein Maximum wird, wenn die Fre­
quenz der Erregerschwingung gleich der Eigenfrequenz des Kondensatorkreises 
ist. Man sagt dann, der Kondensatorkreis ist auf die Erregerfrequenz abgestimmt, 
er ist in Resonanz mit ihr. Dber diese Schwingung lagert sich zu Beginn eine 
gedampfte Schwingung von der Eigenfrequenz des Kondensatorkreises. Die 
Anfangsamplitude dieser Schwingung ist genau so groB wie die Amplitude der 
ungedampften Schwingungen, aber von entgegengesetztem Vorzeichen, da im 
Anfangszustand die Spannung des Kreises Null sein muB. Diese Vorgange werden 
im Gegensatz zu dem Dauerzustand als Einschwing- oder Einschaltvorgange 
bezeichnet. 
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Abb.8 stellt den Verlauf der Schwingungen dar, und zwar sind die dunn 
ausgezogene und die gestrichelte Kurve die beiden Einzelschwingungen, aus 
denen sich die Gesamtschwingung (ausgezogene Kurve) zusammensetzt. Die 
Amplitude der letzten steigt nur allmahlich an, der Anstieg erfolgt urn so lang­
samer, je schwacher gedampft der Kondensatorkreis ist. Die Amplitude ist bei 
Resonanz viel hoher, als wenn der Kreis nicht abgestimmt ware. Der Grurid 
dafur ist der, daB im Anfangszustand die auBere Kraft dauemd Energie an den 
Kreis nachliefert, die nur zum Teil im Widerstand verbraucht wird, zum andem 
Teil zur ErhOhung der Amplitude dient, bis der Energieverbrauch im Schwingungs· 
kreis gleich der in gleicher Zeit zugefiihrten Energie ist. 
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Abb. 8. Schwingungen im Kondensatorkreis bei Erregung durch ungedampfte Schwin­
gungen. (Einschaltvorgange. Lose Koppelung.) 

Es war vorausgesetzt, daB die Dampfung zu vemachlassigen ist. 1st dies 
nicht der Fall, so ist das Maximum von Strom und Spannung der erzwungenen 
Schwingung nicht mehr genau dann vorhanden, wenn die Frequenz der er­
regenden Schwingung gleich der der freien Schwingung des Kreises ist. Die 
Spannung erreicht ihr Maximum vielmehr dann, wenn 

der Strom dann, wenn 
(34) 

(35) 

1m allgemeinen liegt also die Resonanz an verschiedener Stelle, je nachdem man 
die Spannung oder den Strom miBt, praktisch ist allerdings 02 gegen w§ fast 
immer zu vemachlassigen. 

Zwischen der Erregerspannung E und der Kondensatorspannung V be­
steht nach Abklingen der gedampften Schwingung gemaf3 Gleichung (32) eine 
Phasenverschiebung <PI' die sich bestimmt aus: 

t = 2Wl/) 
g <Pl wi _ w~ _ /)2 . 

Unter der Voraussetzung, daB 0 sehr klein ist, wirdim FaIle der Resonanz Cf!l = 71:/2. 
Die Beobachtung der Phasenverschiebung liefert also ein Mittel zur Bestimmung 
der Resonanz. 

Resonanzkurven l ). Unter der Verstimmung des Kondensatorkreises 
gegen die Erregerfrequenz versteht man die Anderung der Eigenschwingung des 
Kondensatorkreises durch Anderung seiner Selbstinduktion oder Kapazitat bei 

1) V. B]ERKNES, Wied. Ann. Bd.44, S. 74. 1891; Bd. 55, S. 121. 1895. 
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Konstanthaltung der Erregerfrequenz. Umgekehrt kann man natiirlich auch 
die Erregerfrequenz gegen die Eigenschwingung des Kondensatorkreises ver­
stimmen. Als Verstimmungsgrad 6 sei definiert: 

(37) 

Nimmt man den Stromeffekt im Kondensatorkreise in Abhangigkeit von der 
Verstimmung auf und stellt diese Abhangigkeit graphisch dar, so erhalt man 
eine Kurve, die die Resonanzkurve genannt wird. Im allgemeinen wahlt man als 
Ordinate in dieser Darstellung jedoch nicht den Stromeffekt seIber, sondern 
sein Verhaltnis zu dem Stromeffekt bei Resonanz: y = Jeff II, . Dann wird 

. eff 

die Ordinate bei Resonanz gleich 1. Die Gleichung der Resonanzkurve lautet: 
ij2 

Y ='{}2 + 4n2 1;2 • (38) 

Der Stromeffekt bei Resonanz ist: 

(39) 

Den Verlauf zweier solcher Resonanzkurven zeigt Abb. 9, 
und zwar bei verschiedener Dampfung des Kondensator­
kreises. Ftir Kurve a ist das Iogarithmische Dekrement 
{} = 0,1, fUr Kurve b {} = 0,28. Man sieht, daB die Reso­
nanzkurve urn so scharfer ist, je kleiner die Dampfung 
ist. Aus der Breite der Resonanzkurve bei einem be­
stimmten Stromeffekt, z. B. bei der Halfte seines Wertes 

. bei Resonanz, kann man ein MaB ftir die GroBe der 
- Dampfung herleitcn. Die Genauigkeit der Berechnung 

/ 
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ist am groBten dort, wo die Resonanzkurve unter einer 0,9 '7,0 V 
Neigung von etwa 45 a verlauft. Tragt man deswegen Abb:9. Resonanzkurvcn. 

bei der graphischen Darstellung nicht y, sondern die 
Logarithmen von y als Ordinaten tiber der Verstimmung auf, dann erhalt die 
Resonanzkurve im oberen Teil einen etwas flacheren, im unteren Teil einen 
ctwas steileren VerI auf, so daB sich die Dampfung ftir aIle Teile der Kurve bis 
zu groBen Verstimmungen gleich gut bestimmen laBt 1). Naheres tiber die Messung 
der Dampfung und tiber die Verwendung der Resonanzkurven zur Messung einer 
Frequenz s. Bd. XVI. 

Die Resonanzkurven verlaufen praktisch nicht immer gemaB der oben 
angegebenen Gleichung, es kommen Abweichungen verschiedenster Art vor. 

o Entweder die Kurven verlaufen unsymmetrisch zur lVIittellinie, oder das Damp­
fungsdekrement ist nicht tiber den ganzen Verlauf der Kurve konstant. Auch 
kommen bisweilen zwei oder mehrere Maxima in den Kurven vor. Die Ursache 
daftir ist meistens in Verlusten zu suchen, die ein von der Stromstarke abhangiges 
Dampfungsdekrement ergeben, wie z. B. Sprtihverluste in Kondensatoren, oder 
in Verlusten, die stark von der Frequenz abhangig sind, wie die Wirbelstrom­
verluste. Ebenso erhalt man eine anomale Resonanzkurve, wenn die Erreger­
schwingung keine reine Sinusschwingung ist. vVird bei der Aufnahme der Re­
sonanzkurve der Stromeffekt nicht direkt im Sekundarkreise gemessen, sondern 
in einem mit diesem gekoppelten aperiodischen Detektorkreise, so konnen 
unsymmetrische Resonanzkurven durch eine direkte Energietibertragung yom 

1) O. DROYSEN, Jahrb. d. draht!. Telegr. Ed. 9, S. 121. 1914. 
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Primarkreis auf den aperiodischen Detektorkreis entstehen. Naheres iiber anor­
male Resonanzkurven s. Literatur 1). 

SARASIN und DE LA RIVE2) fanden, daB unter bestimmten Bedingungen 
die gemessene Wellenlange der elektrischen Schwingungen wesentIich von den Ab­
messungen des Resonators abhangt und nannten diese Erscheinung "m ul tiple 
Resonanz". Dieselbe tritt jedoch nur bei gedampften Erregerschwingungen und 
off e n e n Schwingungskreisen '(HERTzschen Oszillatoren) auf und erkHirt sich aus 
der sehr starken Dampfung der von diesen Sendern ausgestrahlten Schwingungen. 

7. Der Kondensatorkreis unter der Einwirkung f;edampfter Schwin­
gungen 3). In dem Kapitel iiber die Eigenschwingungen von Kondensatorkreisen 
war gezeigt, daB Strom und Spannung, wenn der Kondensator einmal auf­
geladen und der Kreis dann sich selbst iiberlassen wird, in gedampften Sinus­
schwingungen abklingen. Wenn man diese Schwingung auf einen zweiten Kreis 

c. C1 wieder bei extrem' loser Koppelung, etwa 
~ ~' . nach einer Schaltung der Abb. 10 ein-

wirken laBt, so entsteht in diesem, ahnlich 
wie bei der Erregung mit ungedampften 

T Schwingungen, eine erzwungene, diesmal ge­
-' - dampfte Schwingung von der gleichenFrequenz 

und Dampfung wie die erregende, und auBer-
R2 R1 dem eine Eigenschwingung von der Frequenz 

Abb. 10. Schaltung zurErregung eines und Dampfung des zweiten Kreises. Beide 
Kondensatorkreises mit gedampften Schwingungen setzen sich zu einer einzigen zu­
Schwingungen. M die Gegenindukti- sammen. Die Differentialgleichung dieser 
vita t der beiden Scbwingungskreise. Schwingung ist in ahnlicher Weise a ufzustellen, 
wie bei der Erregung mit ungedampften Schwingungen. Ihre Lasung lautet: 

V = Vi e- J,t sin (Wi t + CPl) + V2 e-b,t sin(w2 t + CP2) • (40) 
Die Amplitude sowohl cler erzwungenen als der Eigenschwingung wird ein Maxi­
mum, wenn beide die gleiche Frequenz haben, d. h. wenn beide Systeme auf­
einander abgestimmt sind. Abb. 11 zeigt oben den Verlauf der Erregerschwin­
gung, unten die Stromkurve des Kondensatorkreises fiir den Fall, daB die 
Dampfung der beiden Systeme verschieden ist. Uings der Abszisse sind die ganzen 
Perioden N gezahlt. Man sieht, daB die Amplitudenkurve der resultierenden 
Schwingung nach kurzer Zeit beinahe mit der Amplitudenkurve der schwacher 
gedampften Schwingung zusammenfallt, die schwacher gedampfte Schwingung 
herrscht vor. Es sind zwei FaIle von Interesse: 

Entweder ist die Dampfung des Erregerkreises geringer als die des Sekundar­
kreises, dann erhalt man im Sekundarkreis nach kurzer Zeit praktisch die­
selben schwach gedampften Schwingungen wie im Erregerkreis. 

Oder die Dampfung des Sekundarkreises ist geringer als die des Erreger­
kreises, dann verlaufen die Schwingungen so, als ob nur dessen schwach gedampfte 
Eigenschwingung vorhanden ware. Das Erregersystem staBt nur das Sekundar­
system in seinen Eigenschwingungen an. 

Fiir die Resonanzkurven erhalt man eine ganz analoge Gleichung, wie im 
Fall der ungedampften Schwingungen, nur tritt an Stelle der Dampfung des 
Sekundarkreises die Summe der Dampfungen der beiden Kreise. Die Kurven 

1) J. ZENNECK u. H. RUKOP, Lehrb. d. drahtl. Telegr., bes. S. 139. Leipzig 1925; 
M. WIEN, Ann. d. Phys. (4) Bd.25, S.652. 1908; S. LOWE, Jahrb. d. drahtl. Telegr. Bd. 6, 
S.325. 1912; O. DROYSEN, ebenda Bd.7, S.153. 1913; E. GlEBE U. E. ALBERTI, ebenda 
Bd. 16, S.242. 1920; E. ALBERTI, ebenda Bd. 16, S.252. 1920. 

2) E. SARASIN U. L. DE LA RIVE, Arch. ·de Geneve 3, Bd. 23, S. 113. 1890. 
3) V. B]ERKNES, Wied. Ann. Bd.44, S. 74. 1891; Ed. 55, S. 121. 1895; P. DRUDE, 

Ann. d. Phys. (4) Ed. 13,S. 512. 1904; P. DRUDE, Physik des .Athers, 2. Aufl., S. 461 if. 1912. 
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verlaufen also flacher. Benutzt man wieder die Breite · der Resonanzkurve zur 
Bestimmung der Dampfung, so muB man jetzt, urn die beiden Dampfungen ge­
trennt zu erhalten, noch eine weitere Messung ausfuhren (s. Bd. XVI.) 

Die Schwingungs­
vorgange in einem 
RUHMKORFFschen In­
duktionsapparat lassen 
sich in der gleichen 
Weise behandeln, wie die 
eben erorterten Schwin­
gungsvorgange, nur sind 
andere Anfangsbedin­
gungen vorhanden 1). 

Bei den bisherigen 
Betrachtungen war vor-
ausgesetzt, daB die in 
dem Kondensatorkreis 
erregten Schwingungen 
keine Ruckwirkung auf 
die Erregerschwingun­
gen ausuben. Nur unter 
dieser Voraussetzung ist 
es sta tthaft, fUr die im Se­
kumiarkreis induzierte 
EMK eine ungedampfte 
oder gedampfte Sinus­
funktion anzusetzen. Es 
solI jetzt der EinfluB 
der Ruckwirkung. unter­
sucht werden. 

o 

J~ 
I'rimiirq ScI>wlngvng 

'.to ! 1/ \ N 
j _v. IL..lL 

Oe/rremenl des !rf'elsl!S "0,0$ 
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Abb. 11. SChwmgungen im Kondensatorkreis bei Erregung 
mit gedampften Schwingungen. (Lose Koppelung.) 

8. EinfluB der Riickwirkung bei gekoppelten Kreisen 2). Vernachlassi­
gung der Dampfung. Es sei zunachst vorausgesetzt, daB weder im Primar­
kreis noch irn Sekundarkreis Energie verbraucht wird, so daB dem System keine 
Energie zur Aufrechterhaltung der Schwingungen aus irgendeiner Energiequelle 
nachgeliefert werden muB. Dagegen sei im Anfangszustand im Primarkreis 
magnetische oder elektrische Energie vorhanden, die beim Nichtvorhandensein 
des zweiten Kreises ungedampfte Schwingungen im Primarkreis von der Frequenz 
seiner Eigenschwingungen ergeben wiirde. Bei fester Koppelung beider Kreise 
wird die auf den Sekundarkreis ubertragene Energie so groB, daB sie auf den 
Primarkreis zuruckwirkt. Bei induktiver Koppelung wird die durch eine gegen­
seitige Induktivitat L12 im Primarkreis durch den Sekundarstrom induzierte 

EMK E1 = L12 dd~2. Die Differentialgleichungen der Strome lauten fUr diesen 

Fall, wenn die Widerstande gemaB der A.nnahme vernachlassigbar kleiner Ener­
gieverluste gleich Nun gesetzt werden: 

L dII 1 fI d L dI2 
1 (it + C1 1 t + 12 (it = 0 , (41) 

L dI2 1 fI d L d II 
2 (it + C2 . 2 t + 12 (it = 0 . (42) 

1) R. COLLEY, Wied. Ann. Bd.44, S.109. 1891; B. WALTER, ebenda Bd.62, S.312. 
1897; A. OBERBECK, ebenda Bd. 64, S. 203. 1898. 

2) Siehe FuBnote ' 2, Ziff. 4 . 
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Die Lasung der Gleichungen lautet: 

II = Alsin(w~t + TIl + Blsin(w~t + T2), 

12 = A2 sin(wU + 1fJll + B 2 sin(W2t + 1fJ2)' 

Ziff. 8. 

(43) 

(44) 

Analoge Gleichungen gelten fUr die Spannungen. Bei kapazitiver Koppelung der 
beiden Kreise kommt man zu Gleichungen derselben Form, doch haben die Fre­
quenzen andere 'Verte. Somit lagern sich in beiden Kreisen zwei einfache Sinus­
schwingungen verschiedener Frequenz (w~, (2) iibereinander. 

Bei induktiver Koppelung 1) sind die Gleichungen fiir die Frequenzen, 
wenn WI und w 2 die Kreisfrequenzen jedes Einzelsystems im ungekoppelten 
Zustande bedeuten und 

gesetzt wird: 

~=X' 
w ' 1 

1/1+X2[ 1/ w~ = WI V ~ 1 + V 1 -

(45) 

(46) 

(47) 

Die Frequenzen weichen von den Eigenfrequenzen der ungekoppelten Kreise 
urn so mehr ab, je fester die Koppelung ist. 1m allgemeinen wird die groBere 
Frequenz vergroBert, die kleinere verkleinert. Auch im Falle der Abstimmung 
der beiden Kreise aufeinander, bleiben in jedem der Kreise zwei Schwingungen 
verschiedener Frequenz erhalten, es ist nicht moglich, beide Kreise mit einer 
einzigen Schwingung gleicher Frequenz schwingen zu lassen. Fiir den Fall der 
Abstimmung WI = W2 = W werden die Frequenzen: 

I W 
Wl=,~, 

y1 - k 

I W 

W2 = V1 + k' 

Die entsprechenden Gleichungen fiir die WellenHingen sind: 

A~ = .11/T-=-!?, 
},2=AV1+k. 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

Andert man die Eigenwelle eines der beiden Kreise z. B. dadurch, daB man die 
Kapazitat C2 des zweiten Kreises kontinuierlich andert, wahrend man die Eigen­
welle des Kreises I konstant halt, so andern sich auch die beiden Koppelungs­
frequenzen w~ und w~. In Abb. 12 ist die Abhangigkeit der durch WI dividierten 
Koppelungsfrequenzen 01 = OJ~! WI und 02 = W~/ WI von x wiedergegeben. In 
erster Annaherung stellen sie in der N ahe der Resonanz die beiden Aste einer 
Hyperbel dar, deren Asymptoten die Eigenfrequenzen der beiden Kreise sind. 

Bei k a paz i ti v e r K 0 P pel u n g 2) der beiden Kreise in einer Schaltung nach 
Abb. 6 sind die Gleichungen der beiden auf WI bezogenen Koppelungsfrequenzen: 

(52) 

(53) 

1) W. ROGOWSKI, Arch. f. Elektrot. Bd. 9, S. 427. 1921. 
2) W. GROSSER, Dissert. Jena 1922; Arch. f. Elektrot. Bd. 10, S.257. 1921. 
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~5r-------~;--------r-'----------rT--------.r--.rr----' 

~O~t--------+----~----+-------~~-----1L-~~---------; 

3,5r--------;--~~~~--~----_Tr__7T_--_+--------~ 

3,0 I---------jf---------J-------r-Fi------t-----j 

~5r---~~--~----~---+-T-.~----r---------~---------i 

~Or-----~--~F-----F-~----------r---------~--------_i 

~5r---~----~~-F,~---+----------r---------~---------i 

Abb. 12. Koppelungsfrequenzen bei induktiver Koppelung zweier Kreise. 
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Fur den Fall der Abstimmung ergibt sich: 

w~=wY1 +k, 

w~ = wY1 - k. 

(54) 

(55) 

In Abb. 13 sind die Frequenzen wieder in Abhangigkeit von x dargestellt. Die 
Kurven verlaufen im alIgemeinen ahnIich wie bei induktiver Koppelung. Wah-

rend aber bei induk­

15= 
1 ---------------------------- 1 

M ~'~~!l~Jt~F!~~ 

tiver Koppelung die 
schnellere Koppel­
schwingung immer be­
trachtlich schneller als 
die schnell ere der beiden 
ungekoppelten Eigen­
schwingungen ist, die 
langsame Koppelschwin­
gung sich dagegen ver­
haltnismaBig wenig von 
der langsameren der 
beiden ungekoppelten 
Eigenschwingungen un­
terscheidet, ist es bei 
kapazitiver Koppelung 
gerade umgekehrt. 

~ - ~ 
o 0,2 0/1 0,6 0,8 1 0,2 o,q 0,6 0,8 2 2,2 2, q 2,6 2,8 J 

Abb. 13. Koppelungsfrequenzen bei kapazitiver Koppelung. 

Den Verla uf der 
Schwingungen in bei­
den Kreisen, der fur 
kapazitive und induk~ 
tive Koppelung derselbe 
ist, zeigt bei Abstim­
mung Abb. 14. Das 
Wesentlichste daran ist 

die periodische Anderung der Amplituden, die in der Abbildung durch eine 
gestrichelte Linie umrandet sind. Die beiden Koppelschwingungen bilden 

Abb. 14. Schwebungen bei fester 
Koppelung (ungedampfte Schwin­

gungen). 

Schwebungen. Die Zahl der Schwebungen pro 
Sekunde ist gleich der Differenz der Schwin­
gungen (w~ - w~). Je mehr die Frequenzen der 
beiden Schwingungen sich unterscheiden, je fes­
ter also die Koppelung ist, urn so groBer ist die 
Zahl der Schwebungen. Die Schwebungen im 
Sekundarsystem sind gegen die Schwebungen 
im Primarsystem urn eine VierteIschwebung ver­
schoben. .Strom- und Spannungsamplituden 
haben im Sekundarsystem immer dann ihren 
Maximalwert, wenn sie im Primarsystem sich im 
Minimum befinden und. umgekehrt. Die Ener­
gie, die sich zu Anfang nur'im ersten Kreis be­
findet, wandert allmahlich vollstandig in den 
zweiten Kreis hinuber, dann wieder zuruck usw. 

Die Stromamplituden der beiden Schwingungen, aus denen sich die Schwe­
bungen jm Primarsystem wie im Sekundarsystem ergeben, verhalten sich an­
nahernd, wie ihre Frequenzen: I~. I~. ro~ 

1,(. = I~~ = ro~ • (56) 
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Die Schwingung mit der kiirzeren WellenHinge hat also die graBere Strom­
amplitude. 

Bei Verstimmung der beiden Kreise gegeneinander tritt die Erscheinung 
der Schwebungen nur unvollkommen auf. Vor allen Dingen kommen die Schwirr­
gungen im Primarsystem nie ganz zur Ruhe, ihre Amplitude erreicht nur ab­
wechselnd Maxima und Minima. 

9. Dampfung in beiden Schwingungskreisen. Es ist zweckmaBig, wegen 
der Dampfung noch eine Unterteilung nach drei verschiedenen Koppelungsstufen 
zu treffen. Sie seien bezeichnet als: mittlere, kritische und feste Kopplung. 
1m ganzen haben wir somit vier verschi~dene Koppelungsstufen. 

Mi ttlere Koppelung. Eine Riickwirkung der beiden Kreise aufeinander 
sei zwar vorhanden, aber noch sehr gering. Insbesondere sei ferner die Dampfung 
des einen Kreises viel kleiner als die des anderen, so daB die Dampfungsdifferenz 
graBer ist als der mit 2n multiplizierte Koppelungskoeffizient; der als MaB der 
Riickwirkung dienen kann. Es sei also: 

(57) 

Die Schwingungsvorgange sind bei kapazitiver und bei induktiver Koppelung 
der beiden Kreise die gleichen, d. h. der Charakter der Strom- und Spannungs­
kurven ist derselbe wie bei extrem loser Koppelung (vgl. Abb. 11). Praktisch 
wichtig ist besonders der Fall, daB die beiden Kreise aufeinander abgestimmt 
sind, die Eigenfrequenzen der Kreise im ungekoppelten Zustande also einander 
gleich sind: WI = W z = w. Dann schwingen die beiden Kreise noch nahezu 
mifderselben Frequenz, namlich ihrer Eigenfrequenz, aber die Dampfung der 
Schwingungen ist bereits geandert. Waren die Dekremente der ungekoppelten 
Kreise 1}1 und 1}z, so sind sie jetzt: 

1st k klein gegen 

,1}~ = H1}1 + 1}z) + ! Y(1}l - 1}z)2 - 4n2 k2 , (58) 

1}~ = !(1}1 + {)2) ~! Y(1}1 - i}2)2 - 4n2 k2 • (59) 
{}1 - {} 

---=-_--=-2 so wird' 
2:n:' • 

:n:2 k2 

1}~ = 1} 1 +:;;:----{} , 
v2- 1 

(60) 

:n:2 k 2 

1}'z = 1}2 - {}-{} . (61) 
2- 1 

Die Beziehungen gelten nur bei Primarsystemen ohne Funkenstrecke. 
Feste Koppelung. Herrscht die Wirkung der Koppelung vor, so daB: 

(2n k)2 > ({}l - 1}2)2 , (62) 

so lauten die Gleichungen fUr den Strom im Primarkreis und im Sekundarkreis: 

II = I~ + Ir = Al e-~,t sin (w~ t + CPl) + Bl e-~2t sin (w'zt - CP2) , (63) 

12 = 12 + I{{ = A2 e-o,t sin (wi t + ¥'l) + Bz e-o,t sin (w'zt + ¥'z) . (64) 

Analoge Gleichungen gelten fUr die Spannungen. Es lagern sich, wie bei fester 
Koppelung ohne Dampfung (Ziff. 8) in beiden Kreisen zwei Schwingungen iiber­
einander, die Schwebungen ergeben. Die Schwingungen klingen jedoch nach 
einem Exponentialgesetz mit der Zeit abo Ihr Verlauf ist in Abb. 15 gegeben. 
Fiir die Frequenzen erhalt man, solange man die quadratischen Glieder der Damp­
fung vernachlassigen karin, dieselben Werte wie bei vollkommener Vernach­
lassigung der Dampfung [Gleichung (46) bis (55)]. Die Frequenzen werden in erster 
Annaherung durch die Dampfungen nicht verandert. 
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Die Dampfungen ergeben sich aus den Dampfungen der ungekoppelten 
Systeme c)l und c)2' aus der Verstimmung 1) x = W 2/W1 und aus dem Koppelungs­
koeffizienten k bzw. dem Streukoeffizienten a. Setzt man eine Reihenentwick­

\ 
\ 

lung an und bricht nach 
den Gliedern erster Ord­
nung ab, so erhalt man 
fiir die Dampfungen den 

1l+I+HVL+If+l..l-I+t++w.-\+I-l-hf+fl~~ttt+f-\~~f-\+lli£'ii'1~~ allgemeinen Ansa tz : 

Abb. 15. Schwebungen bei fester Koppelung (gedampfte 
Schwingungen) . 

c)~ = c)l U 1 + c)2U2' (65) 

c)~ = c)l U1 + c)2 U2 , (66) 

wo die Gewichte U1 , 

U2 , U 1 und Ut die Ab­
hangigkeit von der Ver­
stimmung und dem 
Streukoeffizienten dar­
stellen. Es ergibt sich 
wieder ein Unterschied 
zwischen kapazitiver 
und induktiver Koppe­
lung der beiden Systeme. 

Induktive Koppelung 2). Die Gewichte fiir 
Koppelschwingung sind: 

die Diimpfung der raschen 

(67) 

fur die Dampfung der langsamen Koppelschwingung: 

U = ~[1 _ 1 - ~ ], U _ ~[1 _ 1 - m] (68) 
1 20 1/ 40x2 2-20 1/ 40x2 · 

V 1 - (1 + X2)2 V 1 - (1 + X2)2 

Fiir die Summe der beiden Koppeldampfungen ergibt sich: 

c)~ + c)~ = ~ (c)l + c)2), (69) 

sie ist also stets groBer, bei festerer Koppelung sogar erheblich groBer als die 
Summe der Dampfungen der ungekoppelten Kreise. 

Sind die Dampfungen in ungekoppeltem Zustande c)l und c)2 gleich groB, 
so ergibt sich fUr die Koppeldampfullgen der aus Abb. 16 ersichtliche Verlauf. 
Die Dampfung der langsamen Koppelschwingung hat bei Resonanz ein Mini­
mum, die Dampfung der raschen Koppelschwingung ein schwach ausgepragtes 
Maximum. Bei starker Verstimmung ist die Dampfung der langsamen Koppel­
schwingung nahezu gleich der Dampfung des einzelnen ungekoppelten Kreises, 
wahrend die Damp£ung der raschen Koppelschwingung mit zunehmender Kop­
pelung sehr viel groBer wird als diese. 

1) Das hier gebrauchte MaE der Verstimmung x ist zu unterscheiden von dem Gl. (37) 

definierten Verstimmungsgrad ~ = (w2 - WI) • 
WI 

2) W. ROGOWSKI, Arch. f. Elektrot. Bd. 9, S. 427. 1921. 
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1m Faile der Resonanz erhalt man fur die Dampfungen der Koppel­
schwingungen: 

und fUr die Dampfungsdekremente: 

#1= ~(#1+#2)(:;)= :(#I+#2)V1~k' 

#~ = ~ (#1 + #2) (ill~) = ~ (#1 + #2) I 1 . ill ~1 + k 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 

Wahrend bei mittlerer Koppelung (s. Ziff. 9, Absatz 2) die Dekremente annahernd 
gleich dem Mittelwert der Dekremente der ungekoppelten Kreise sind, wird mit 
festerer, induktiver Koppelung das Dekrement der Schwingungen mit der hoheren 
Frequenz groBer, das Dekrement der Schwingungen mit der niedrigeren Fre­
quenz kleiner als jener Mittelwert. 

Kapazitive Koppelung 1). Die Gewichte fUr die Dampfung der raschen 
Koppelschwingung sind: 

(74) 

fiir die Dampfung.5i, .5~ 
der langsamen Koppel­
schwingung: 

u1 = U2 , u2 = U1 • (75) 

Es sind also nur zwei 
voneinander verschie-
dene Gewichte vorhan-
den. Die Summe der 
beiden Koppeldampfun-
gen ist gleich der Summe 
der Dampfungen der un-

~~.--:..-.-. . / o-o,~. ,f-.i(,-'-._._ __ .. ~ ql --'-'_'_'_'_0_ 

gekoppelten Kreise: .51 =.52 1-<==-------;,-;;,----======= 
':::..--:-................. 6=' O,2J_l5..:.Q,1..------_::--.:::========-=--: 

<5;: + <5~ = <51 + <5 2 , (76) " ---- kz.0,5_-----.... , __ tf..:P}i..----
Bei gleichen Dam­

pfungen der ungekoppel-
ten Kreise (<51 = <5 2) sind 
auch die Dampfungen 
der Koppelweilen einan­
der gleich, und zwar 
unabhangig yom Grad 

x 
012 3 

Abb. 16. Die Dampfungen der Koppelschwingungen bei in­
duktiver Koppelung. Dampfungen ungekoppelt primar und 

sekundar einander gleich. 

der Verstimmung gleich der Dampfung des einzelnen Kreises .. 

<5;: = <5~ =<51 = <5 2 . (77) 

l) W. GROSSER, Dissert. Jena 1922; Arch. f. Elektrot. Ed. 10, S.257. 1921. 
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Auch bei Resonanz sind die Dampfungen der Koppelwellen einander gleich, 
sie sind gleich dem Mittelwert der Dampfungen der ungekoppeIten Kreise 

(78) 

;Fiit die Dampfungsdekremente ergeben sich damit bei Resonanz die Beziehungen 

19·~ = ~ (191 + {}2) (:J = ~ WI + {}2) Vi ~ k ' (79) 

{}~ = ~ ({}1 + {}2) (:J . ~ ({}1 + {}2) Vi ~k ' (80) 

d. h. das Dampfungsdekrement der langsamen Koppelschwingung bei induktiver 
Koppelung ist gleich dem Dampfungsdekrement der schnellen Koppelschwin­
gung bei kapazitiver Koppelung und umgekehrt, wenn bei beiden Koppelungs­
arten der Koppelungskoeffizient den gleichen Betrag hat. Liegt im Primar­
system eine Funkenstrecke, so gelten die Ableitungen nicht mehr [Naheres 
s. Literatur1)]. 

Es war bisher vorausgesetzt, daB die quadratischen Glieder der Dampfung 
vernachlassigt werden konnen, trifft dies nicht mehr zu, so fuhrt man statt des 
Koppelungskoeffizienten k zweckmaBig den K 0 p pel u n g s g r ad: 

(81) 

em. Er unterscheidet sich, wenn die Dampfungen der beiden Kreise nahezu gleich 
sInd, kaum von dem Koppelungskoeffizienten, man gibt ihn vielfach in Prozenten 
an. Ein Koppelungsgrad von 1 % bedeutet z. B., daB k' = 0,01 ist. Die Be­
dingung: der festen Koppelung lautet jetzt: 

k'>O. (82) 

Fur die Frequenzen gelten nahezu dieselben Gleichungen wie bisher, nur ist 
k' an Stelle von k zu setzen. 

Kritische Koppelung. Die Grenze zwischen der mittleren und der festen 
Koppelung bildet die kritische Koppelung: 

(2n k)2 = ({}1 - (}2)2.(83) 

Es sind im allgemeinen zwei freie Schwingungen vorhanden, deren Perioden 
und Dampfungen verschieden sind, nur im Falle der Resonanz ist eine Frequenz: 

w~= w~= w (84) 

und eine Dampfung vorhanden: 

19i = {}~ = t C{}1 + 192) • (85) 

10. Experimentelle Aufnahme der Schwingungsvorgange. Experimentell 
sirid die Kurvenformen der Strome in gekoppelten Kreisen mit dem Glimmlicht­
oszillographen von DIESSELHORST 2) aufgenommen worden, sie haben eine glan­
zende Bestatigung der Theoric ergeben. Auch die Funkenaufnahmen von RAu 3) 

1) C. FISCHER, Ann. d. Phys. Bd.22, S. 265., 1907; M. WIEN, Phys. ZS. Bd. 7, S. 871. 
1906; Bd. 8; S. 10. 1907; Elektrot. ZS. Bd. 27, S. 839. 1906; C. FISCHER, Phys. ZS. Bd. 11, 
S.420. 1910. 
:, '2) H. DIESSELHORST, Verh. d.' D. Phys. Ges. Bd. 5, S. 320. 1907; Bd. 6, S. 306. 1908; 
Elcktrot. ZS. Bd. 29, S. 703. 1908. 

3) H. RAU, Jahrb. d. draht!. TeL Bd.4, S. 52. 1910. 



Ziff. 11, 12. Loschfrinken ini Primarkreis .. 

zeigen das Pendeln der Energie zwischen beiden Kreisen bei fester Koppelung, 
wenD. auch die Amplitudenkurve hier 'nicht in Erscheinung tritt. 

Die beiden Schwingungen in den Kreisen konnen auBer durch Kurven­
aufnahme auch durch Frequenzmessung mit einem Wellenmesser nachgewiesen 
werden. Abb.17 stellt eine aufgenommene Resonanzkurve dar. Die beiden 
Maxima geben die Frequenzen der beiden ·Schwingungen. Wenn die gegenseitige 
Induktion L12 und damit der Koppelungsfaktor k 
zwischen den beiden Kreisen allmahlich verringert . 
wird, nahem sich die. beiden .Maxima der Reso­
nanzkurve, bis sie schlieBlich bei sehi loser 
·Koppelung zusammenfallen .. 

11. Schwingungs­
kurve bei Loschfun-
ken iin Primiirkreis 1). 
Die in Abb.15 darge-
stellten Kurvenformen 
geben den Stromver-
lauf, wenn keine Fun­
kenstrecke im Primar': 
system ist. Sobald eine 
Funkenstrecke einge-
schaltet ist, kann der 
Verlauf ein wesentlic.h 
anaerer sein. Wird 
namlich die Funken­
strecke durch beson-
dere Mittel in der Zeit, 

, 

/ 
/ 

I ' 
I I 

Anlennenkreis 

49 : 1,0 '1,f ~ . 
fW,e1/(!J1messl!I'- FI'eq¥i!I1Z) +'V 

I , 

+ ~ 
Abb. 17. Resonanzkurve. bei 

fester Koppehmg. 

in der der Stro-m im 
Primarsystem durch 
Null geht, derartig 

Abb. 18. Schwingungsvorgang bei Loschfunken im Primarkreis. 

entionisiert, daB die vom Sekundarsystem induzierte EMK nicht mehr aus­
reicht, urn die Funkenstrecke wieder zu ziinden, so erhalt man einen Verlauf 
der Schwingungen wie in Abb. 18. Sobald das Primarsystem seine Energie 
an das Sekundarsystem, das in Wirklichkeit haufig der Antennenkreis ist, ab­
gegeben hat, schwingt dieses allein mit seiner Eigenfrequenz und mit der ihm 
eigenen Dampfung. Man nennt eine derartige Erregung eines Schwingungskreises 
StoBerregung und das Primarsystem den StoBkreis. NachAbklingen der Schwin­
gungen im Sekundarsystem kann man dann durch geeignete Anordnungen von 
neuem eine StoBerregung einsetzen lassen usw. Man hat es dann mit zwei unab­
hangigen Frequenzen zu tun: mit der Frequenz des Sekundarsystems und der sehr 
viel niedrigeren Frequenz der Loschfunken, die auch Wellengruppenfrequenz 
genannt wird. Dber die von M. WIEN und E. VON LEPEL angegebenen Losch~ 
funkenstrecken, welche die fUr dieStoBerregung erforderliche schnelle Ent­
ionisierung des Gases bewir ken, siehe Bd. 16 u. 17 . 

. C) Gekoppelte Systeme unter der Einwirkung 
von Schwingungserzeugern. 

12. Allgemeines. Wird einem der beiden Schwingungskreise des gekoppelten 
Systems oder auch beiden durch einen Schwingungserzeuger Energie nach geliefert, 
so sind, wie bereits friiher (Zif£. 4) ausgefiihrt ist, im allgemeinen keine freien 

1) M. WIEN, Jahrb: d. drahtl. Telegr. Bd. 1, S.469. 1908; Bd.4, S.135. 1911; Ann. 
d. Phys. Bd. 25, ,S. 625 .. 1908; Phys. ZS. Bd, 11, S,76, 311. 1~)10 •. 
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Schwingungen mehr vorhanden. Der Schwingungsvorgang ist vielmehr abhangig 
von der Art der Energiezufuhr. Die Energiezufuhr kann ihrerseits wieder abhangig 
sein von der GroBe der Riickwirkung des Sekundarkreises auf den Primarkreis, 
also yom Koppelungsgrad und der Dampfung. Die allgemeine Behandlung des 
Problemes ist schwierig, es seien im folgenden nur einige Fille naher erortert. 

13. Konstante Stromamplitude im Primarkreis. Werden durch die Ener­
giezufuhr ungedampfte Schwingungen im Primarkreis aufrechterhalten, so steht 
der Sekundarkreis unter der Einwirkung einer konstanten auBeren Kraft wie 
im Falle extrem loser Koppelung ohne Dampfung (vgl. Ziff. 6}. Der Schwingungs­
vorgang muB also ebenso verlaufen wie dort. Diese Art der Energiezufuhr haben 
wir z. B. im allgemeinen bei Rohrensendern (vgl. Bd. 17). In beiden gekop­
pelten Kreisen tritt im Dauerzustand eine einzige ungedampfte Schwingung der 
gleichen Frequenz auf. Nur beziiglich der Wellenlange verhaIt sich ein soIches 
System nicht wie zwei Kreise extrem loser Koppelung, sondern wie zwei fest­
gekoppelte Kreise. Es schwingt mit einer der beiden Koppelungswellen, beide 
sind an sich moglich, weIche von beiden in Erscheinung tritt, hangt von der Art 
der Erregung ab (Naheres s. auch Bd. 16 u. 17). 

14. Konstante EMK im Primarkreis1). Eine konstante EMK im Primar­
kreis kann man z. B. dadurch erhalten, daB man den Kreis an die Sekundarseite 
eines Transformators oder an einen Funkeninduktor anschlieBt, wahrend die Pri­
marseite des Transformators an einerWechselstrommaschine liegt. Die auftretenden 
Schwingungen sind erzwungene. Nimmt man Resonanzkurven auf, so liegt das 
Maximum der Sekundarspannung nicht dort, wo die Eigenschwingungen der beiden 
Kreise iibereinstimmen, sondern bei niedrigeren Frequenzen des Sekundarkreises. 

15. StoBweise Energienachlieferung. Der Schwingungsvorgang kann den 
Charakter der freien Schwingungen angenahert dadurch erhalten, daB man 
den gekoppelten Kreisen sehr geringe Dampfung gibt und zu bestimmten Zeiten 

- stoBweise immer nur so viel Energie nachliefert, als in n:r: der Zwischenzeit verbraucht ist. Es sind dazu vor allen 
a Dingen gewisse Phasen- und Koppelungsbedingungen 

zu erfiillen, die von der besonderen Versuchsanordnung 
abhangen. K. HEEGNER2) hat ein Verfahren angegeben, 

.lIflf\I\_I\I\f\I\_fIIlflfI_ in gekoppelten Kreisen durch stoBweise Energienach­
~ v V V v v V V V v v V V V v- lieferung aus einem ruckgekoppelten Rohrensender 

I! I! I ~ b Schwebungen aufrechtzuerhalten. Er nennt dieses Ver­
--1UL...JUL.....JUL fahren "StoBerregung iiber die Periode der Schwe-

bungen". Urn die beiden Frequenzen, weIche die 
~ stationaren Schwebungen ergeben, aufrechtzuerhalten 

I ! I I ~ I III miissen beide Koppelungswellen annahernd denselben 
...JUIl..-fUUl...-JUL C Riickkoppelungsgrad besitzen. In Abb. 19 ist der oszillo-

graphisch aufgenommene Schwingungsverlauf fur drei 
Abb. 19. Durch StoBer- Fille soIcher durch StoBerregung aufrechterhaltener 
regung aufrechterhaltene . . . 

Schwebungen. Schwebungen wledergegeben. DIe oberen Kurven m 
den Oszillogrammen stellen den Strom im Kapazitats­

zweig des Primarkreises dar, die unteren Kurven die stoBweise Energienach­
lieferung aus dem Anodenkreis der angeschlossenen Elektronenrohre. In den 
drei dargestellten Fillen stehen die beiden Frequenzen in einem rationalen Ver-

I) G. GLAGE, Experimentelle Untersuchungen am Resonanzinduktor. Dissert. StraB­
burg 1907; H. BOAS, Jahrb. d. draht!. Telegr. Bd.3, S.432, 607. 1910; K. ROTTGARDl, 
Phys. ZS. Bd.12, S.652. 1911; S. KIMURA, Jahrb. d. draht!. Telegr. Bd. 5, S.222. 1911; 
Bd.6, S.459. 1912; G. SEIBT, Elektrot. ZS. Bd. 25, S. 276. 1904.· 

2) K. HEEGNER, Arch. f. Elektrot. Bd. 11, S.239. 1922; Bd.12, S. 211. 1923; ZS. f. 
Phys. Bd. 13, S.392. 1923; Jahrb. d. drahtl. Telegr. Bd.22, S.73. 1923. 
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haltnis, und zwar verhalten sich dieselben in a wie 3:4, in b wie 5 :6, in c wie 
7: 8. Die Differenz der beiden Verhaltniszahlen ist jedesmal 1-

Es liegt nahe, die HEEGNERSche Methode der Erzeugung von Schwebungen 
mit der WIENschen StoBerregung durch Loschfunken zu vergleichen (Ziff.11). 
Der wesentlichste Unterschied besteht darin, daB die auftretenden Frequenzen 
bei der WIENschen Anordnung die Frequenz des Sekundarkreises und die Frequenz 
der StoBerregung sind, w1i.hrend es bei der HEEGNERSchen Anordnung die beiden 
Koppelungsfrequenzen und die daraus folgende Schwebungsfrequenz sind. 

16. Stationare Schwebungen bei anomaler Riickkoppelung des Schwin­
gungserzeugers. Ein weiteres Verfahren zur Herstellung stationarer Schwebungen 
ist ebenfalls von HEEGNER1) angegeben worden, es beruht auf anomalem Verlauf 
der Riickkoppelung. Ausfiihrlich kann hier nicht auf die Methode eingegangen 
werden, da bei der Ableitung der Schwingungsgleichungen eine sehr genaue Kennt­
nis der Rohrencharakteristik und der wesentlichsten Eigenschaften der Sender­
schaltungen als bekannt vorausgesetzt werden miiBte. Es sei nur erw1i.hnt, daB 
die anomale Riickkoppelung dadurch definiert ist, daB mit zunehmender Rohren­
steilheit die Dampfung der Schwingung zunimmt, w1i.hrend im allgemeinen das Um­
gekehrte stattfindet. Die von HEEGNER aufgestellte lineare Theorie fur die hier 
zugrunde gelegte Senderschaltung liefert zwei mogliche stationare Schwingungs­
zustande, von denen jedoch der eine labil ist. Diese labile Schwingung kann 
sich aufrechterhalten, wenn sie mit einer zweiten stabilen Schwingung Schwebun­
gen bildet. Das geschieht durch das System gekoppelter Kreise. 

17. Drei gekoppelte Schwingungskreise. Der Fall dreier gekoppelter Schwin­
gurigskreise in Verbindung mit einem Generator ist theoretisch und experi­
mentell von HEEGNER 2) behandelt. Das Hauptproblem ist die Erzeugung dreier 
Frequenzen und die aus den drei Frequenzen zu bildenden Schwingungsvorgange. 
1m Symmetriefall haben die beiden auBeren Frequenzen die gleiche Amplitude 
und den gleichen" Frequenzunterschied gegen die Mittelfrequenz. Fiir diesen 
Fall liefert die Zusammensetzung der beiden auBeren Frequenzen eine voll 
ausgebildete Schwebung, deren 
Grundfrequenz gleich der Mittel­
frequenz ist. HEEGNER unter­
scheidet zwei Fille. 1m ersten 
Falle ist die eine Halbschwebung 
mit der Mittelfrequenz in Phase, 
wahrend die andere entgegen­
gesetzte Phase hat. Dieser 
Schwingungsvorgang wird als 
"Modulation" bezeichnet, sobald 
die maximale Schwingungsampli-
tude nicht groBer wird als die Abb. 20. Schwebungen dreier Frequenzen, aufrecht-
Amplitude der Mittelfrequenz, die erhalten durch StoBerregung. 
auch als "Tragerfrequenz" be-
zeichnet wird. 1m zweiten Falle hat die eine Halbschwebung den Phasenunter­
schied n/2 gegen die Mittelfrequenz, die andere Halbschwebung den Phasen­
unterschied -n/2. Der erste Fall kann durch StoBerregung hergestellt werden, 
der,zweite Fall durch anomale Riickkoppelung. Fiir die Aufnahme der Schwingungs­
vorgange im ersten Fall besaBen bei den HEEGNERSchen Versuchen Sekundar- und 
Tertiarkreis die gleichen Dampfungen, sie waren mit dem Primarkreis elektrisch 
gekoppelt, jedoch nicht unter sich gekoppelt. Abb.20 gibt den Schwingungsvor-

1) K. HEEGNER, ZS. f. Phys. Bd: 19, S. 246. 1923. 
2) K. HEEGNER, ZS. f. Phys. Bd; 24, S. 366. 1924. 
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ga:ng wieder. Die obere Kurve stellt den Primiirstrom, die untere den Anoden­
strom dar. Die Periode umfaBt 15,5 Schwingungen, fUr 53/ 4 Schwingungen findet 

Abb. 21.Schw.ebungen dreier Frequenzen, 
aufrechterhalten durch anomale Riick­

koppelung. 

eine Amplitudenumkehr statt. Die Ampli­
tude der Mittelfrequenz verhalt sich zur 
Amplitude der auBeren Frequenzen wie 
3 :4. Fur den zweiten Fall, der durch 
anomaIe Ruckkoppelting hergestellt ist, 
gibt Abb. 21 ein Beispiel fur den Verlauf 
der Schwingungen. "Die drei Frequenzen 
stehen im Verhaltnis 9:10:11. Die obere 
Kurve stellt denPrimarstrom dar, die 

'zweite den Strom deshaher gestimmten 
Kreises, die dritte den des tiefer ge­
stimmten Kreises, die vierte Kurve zeigt 
den Verlauf des Anodenstromes. In dem 
haher gestimmten System beobachtet man 
die aus haherer und mittlerer Frequenz 
gebildete Schwebung., in dem tiefer ge­
stimmten System dieaus tieferer und mitt­

lerer Frequenz gebildete Schwebung. Die Schwingungskreise sind im Fall der 
anomalen Ruckkoppelung magnetisch gekoppelt, und zwar wieder der Primar­
kreis mit dem Sekundarkreis und dem Tertiarkreis, wahrend diese ·unter sich 
moglichst 1.mgekoppelt sind. 

d) Schwingungskreise mit Eisenkernspulen. 
18. Die Induktivitat und der wirksame Widerstand einer Spule mit ge­

schlossenem Eisenkern ist abhangig von der Stromamplitude, der Kurvenform 
des Stroines und einer evtl. vorhandenen Vormagnetisierung. Daraus ergibt 
sich, daB die Schwingungsvorgange in Kreisen mit Eisenkernspulen einen 
wesentlich anderen Charakter haben als bei eisenfreien Spulen. 

19. Induktivitat und wirksamer Widerstand von Eisenkernspulenl). 
Wegen ihrer Abhangigkeit von der Kurvenform des Stromes kann man keine 
allgemein giiltige Definition dieser GraBen geben. SCHUNCK und ZENNECK fuhren 
fur sinusfotmigen Strom folgende Definitionen ein: 1st 

i = lsinwt 
der Strom durch die Spule, so ist im allgemeinen Falle die Spannung e an ihr 
von derForm 

e = Al sinwt - Bl coswt + A2 sin2wt - B2 cos2wt + . .. (86) 
Die Spannung an einer eisenfreien Spule yom Widerstande R und der Induk­
J:ivitat L wurde unter denselben Umstanden 

= iR - L :: = Rl sinwt - wLl coswt (87) 

sein. Fur die Grundschwingung von det Amplitude I ist also 

als Verlustwiderstand und 

R _AI 
e - I 

L-~ 
. . e - 001 

als Induktivitat der Eisenkernspuleamzufassen. 

(88) 

(89) 

1) H. SCHUNCK U. J. ZENNECK, Jahrb. d. drahtl. Telegr. Bd. 19, S. 170.1922; A. FEIGE, 
ENT. Bd.2, S.96. 1925; H. PLENDL, F. SAM MER U. J. Z'ENNECK, Jahrb. d. drahti. Telegr. 
Bd.26, S. 98. 1925. '. ' . , 
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Die experimentell bestimmte Abhangigkeit der Induktivitat Le und des 
Verlustwiderstandes Re von dem.Effektivwert des Stromes gibt Abb. 22 wieder. 
Die Kurven LeI bzw. ReI beziehen sich auf den Fall, daB kein Gleichstrom uber­
lagert ist: 

Le2 bzw. Re2 auf die Uberlagerung emes Gleichstromes von 0,1 Amp., 
Lea Rea" 0,3 Amp., 
Le4 R e4 " 1,0 Amp., 
Le5 R e5 " 2,0 Amp. 

Bei reiner Wechselstrommagnetisierung steigt, wie zu erwarten, im Gebiet geringer 
Sattigung die Induktivitatmit wachsendem strom steil an, urn dann im Gebiet 
starkerer Sattigung mit zunehmendem Strom wieder abzufallen. Mit wachsender 
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Abb.22. Induktivitat und Verlustwiderstand einer Eisenkernspule in Abhangigkeit vom 
Effektivwert des Stromes. 

Folge, daB der Dampfungsfaktor Re/2Le bei wachsendem Strom zuerst zu 
einem Maximum ansteigt und dann ebenfalls langsam ab£allt. 

Die Abhangigkeit der Induktivitat und des wirksamen Widerstandes der 
Eisenkernspulen von der Stromstarke auBert sich bei Schwingungskreisen be­
sonders in gewissen Unstetigkeiten, die als "Kipperscheinungen" bezeichnet 
werden und sich in einem plotzlichen Umspringen der Stromstarke zu groBen 
oder zu kleinen Werten kundtun. Mit der Induktivitat der Eisenkernspule 
hangt auch die Eigenfrequenz des Schwingungskreises, in den die Spule ein­
geschaltet ist, von der Stromstarke abo Das bedeutet unter anderem, daB man 
den Kreis aufeinefremde Schwingungnur fur einen bestimmten Wert des 
Stromes abstimmen kann. Bei diesem wird dann der gewohnliche Schwingungs­
vorgang durch einen Resonanzeffekt uberlagert. Von groBer Bedeutung ist es 
ferner, an welcher Stelle der Induktivitatskurve die Resonanz liegt, ob sie unter­
hcilb oder oberhalb des ~aximums liegt. 

Von den mannigfachen im vorhergehenden beschriebenen Schwingungs­
vorgangen bei einem und mehreren gekoppelten Schwingungskreisen sei nur in 
einigep. Fallen der. EinfluB von· Eisenke.rnen in den Spulel1. erortert. 
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20. Schwingungskreis mit Eisenkernspule unter der Einwirkung ge­
dampfter Schwingungen 1). Die von PLENDL, SAMMER und ZEN NECK benutzte 
Anordnung zur Aufnahme der Schwingungsvorgange geht aus Abb. 23 hervor. 

~
1 ~ 1m Primarkreis liegt ein Schalter U1 , durch den 

der Kondensator C1 entweder mit der Batterie B 
Ct~?-ff-i1 auf die Spannung V aufgeladen, oder an die 

e Spule Ll angeschlossen werden kann. 1m Sekun-

g~ darkreis kann mit Rilfe des Umschalters U 2 C3 l R entweder die Spule mit Eisenkern oder zum 
L z~ Vergleich eine eisenlose Spule L mit in Serie 

1 '77zo/~' geschaltetem Widerstande R eingeschaltet wer-
~ @i9 den. Es sei nun bei loser Koppelung der beiden 

f, Kreise der Kreis 2 mit Eisenkernspule bzw. mit 
Ersatzspule auf die Frequenz des Primarkreises 

Abb. 23. Anordnung zur Aufnahme 
der Schwingungsvorgange in einem 
Schwingungskreis mit Eisenkern­
spule bei Erregung mit gedampften 

Schwingungen. 

abgestimmt, und zwar so, daB in beiden Fallen 
derselbe Strom in Kreis 2 flieBt. Diese Ein­
stellung erfolgt jedoch nicht mit Rille der ge­
dampften Schwingungen des aufgeladenen Kon­
densators C1 , sondern mit einem ungedampften 

Rilfsstrom. Die Resonanzeinstellung liege auf der Induktivitatskurve unterhalb 
des Maximums bei kleinen Werten. Auf gedampfte Schwingungen groBer 
Amplitude reagiert nun der Sekundarkreis mit Eisenkernspule ganz anders 
als der eisenfreie. Wahrend im eisenfreien die Amplituden proportional der 
Primarspannung bei Anderung der Spannung V der Batterie B wachsen, bleiben 
die Amplituden bei Einschaltung der Eisenkernspule fast vollkommen auf der­
selben Rohe. Man erhalt eine Art von Amplitudenbegrenzung bei der 
Einwirkung von gedampften Schwingungen. Der Grund ist folgender: Sobald 
die EMK und damit auch der Strom im Sekundarkreis etwas groBer wird, 
fallt der Sekundarkreis mit Eisenkernspule nicht nur wegen der Zunahme 
seiner Induktivitat immer mehr auBer Resonanz, sondern es wachst auch 

Abb. 24. Schwingungskreis ohne Eisenkernspule unter der 
Einwirkung gedampfter Schwingungen. 

_t 
Abb. 25. Schwingungskreis mi t Eisenkernspule unter der Ein­

wirkung gedampfter Schwingungen. 

der Verlustwiderstand 
stark. Beide Erschei­
nungen verhindern eine 
weitere Zunahme der 
Stromampli tude. 

Ganz anders ver­
lau£en die Schwingun­
gen, wenn die Reso­
nanzeinstellung ober­
halb des Maximums 
der Induktivitatskurve 
liegt. Solange die Pri­
marspannung klein ist, 
bewirkt der Eisenkern 
auch hier eine Ampli­
tudenbegrenzung im 
Sekundarkreis, sobald 
die Primarspannung 
und damit die im 
Sekundarkreis indu-

1) H. PLENDL, F. SAM MER u. J. ZENNECK, Jahrb. d. drahti. Telegr. Bd. 26, S. 101. 1925· 
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zierte EMK aber so stark wird, daB die Induktivitat und der Verlustwider­
stand der Eisenkernspule nach Dberschrei ten des Maximums wieder kleine 
Werte besitzen, dann wachsen die Schwingungen im Sekundarkreis intensiv 
an. Aus den Abb. 24 und 25 ergibt sich deutlich der Unterschied im Schwingungs­
vorgang ffir einen Kreis ohne und mit Eisen in dem eben besprochenen Fall. 

21. Erzwungene Schwingungen in gekoppelten Kreisen, wenn der Sekun­
darkreis eine Eisenkernspule enthalt. Erzwungene Schwingungen in gekoppelten 
Kreisen sind von PLENDL, SAMMER und 'Ill, 0 
ZENNECK1) in der durch Abb. 26 dargesteIlten 
Schaltung untersucht worden. Der Primarkreis 
ist auf die Maschinenfrequenz von 515 Per./sec 
abgestimmt. Die Stromspannungscharakteristik 
(Abb. 27) des Sekundarkreises wurde bei kon­
stanter Koppelung der Kreise durch Messung 

Abb. 26. Anordnung zur Aufnahme der 
Schwingungsvorgange in gekoppelten Kreisen 
mit einer Eisenkernspule im Sekundarkreis. 
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Abb.27. Stromspannungscharakte­
ristik des eine Eisenkernspule ent­

haltenden Sekundarkreises. 

des Sekundarstromes bei Anderung der Maschinenspannung aufgenommen, die 
im Sekundarkreis ·induzierte EMK E12 aus den Konstanten berechnet. 

Ware der Sekundarkreis eisenfrei, so wiirden in ihm ungedampfte Schwin­
gungen auftreten. Bei Verwendung von Eisenkernspulen zeigt im aIlgemeinen 
sowohl der Primar- als 
der Sekundarstrom Pen- it 
delungen wie in Abb. 28. a i 
Die Starke der Pende­
lungen, d. h. das Ver­
haltnis der maximalen 

_t 

zur minimalen Strom- . 
amplitude hangt unter i~2 
sonst gleichen Umstan- b . 

den von der Klemm­
spannung der Maschine Abb. 28. Strompendelungen bei Eisenkernspulen infolge von 

Kipperscheinungen. abo Die Pendelungen 
kommen dadurch zu­
stande, daB der Strom im Sekundarkreis auf groBe Werte springt, sobald die EMK 
im Sekundarkreis den KippwertAA' (Abb. 27) iibersteigt. Gleichzeitig werden die 
Koppelungsschwingungen der beiden Kreise angestoBen und durch Riickwirkung 
im Primarkreis Induktivitat und wirksamer Widerstand erh6ht. Infolgedessen 
faIlt der Primarkreis, der auf die Maschinenfrequenz abgestimmt war, auBer 
Resonanz, der Strom sinkt. 1st das Absinken so stark, daB im Sekundarkreis 
die induzierte EMK dabei unter den Wert CC' faIlt, so kippt der Sekundarstrom 
wieder von C auf D zuruck. Bedingung fUr das Entstehen der Pendelungen ist 

1) H. PLENDL, F. SAM MER u. J. ZENNECK. Jahrb. d. drahtl. Telegr. Ed. 26. S. 104. 1925. 
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alsoein Kippen des Sekundarstromes zu hoheren und ein ZUrUckkippen zu 
niederen Werten. 

Dber den EinfluB von Eisenkernspulen auf die EinschaltvOlgange bei 
Schwingungskreisen s. Literatur 1) 

II. Schwingungen in offenen Kreisen2). 

22. Allgemeines. Bei der Aufstellung der allgerp,einen Differentialgleichung der 
Schwingungen eines Kondensatorkreises [Gleichung (2), Ziff.3J war angenommen, 
daB man es mit einer Anordnung zutun hat, bei der Kapazitat und Selbstinduktion 
streng voneinander zu trennen sind. Dies ist bei einem Kondensatorkreis im 
allgemeinen der Fall, denn die gesamte Kapazitat ist nahezu im Kondensator, 
die gesamte Selbstinduktion in der Spule enthalten. Die Korrekturen, dl,e an 
der THOMSONschen Formel wegen der Spulenkapazitat und der Selbstinduktion 
der Kondensatoren anzubringen sind, sind derart, daB dadurch nur die Ge­
samtkapazitat bzw. die Gesamtselbstinduktion erhoht wird. Die Differential­
gleichung selbst bleibt von der Anbringung dieser Korrekturen unbeein­
fluBt. Unzulanglich wird die Differentialgleichung erst dann, wenn Kapazitat 
und Selbstinduktion nicht mehr geschlossen auftreten, sondern liber den Schwin­
gungskreis verteilt sind, wie es z. B. der Fall ist, wenn der Schwingungskreis 
im wesentlichen nur aus einem System paralleler Drahte besteht. Dann ist der 
Strom nicht mehr an allen Punkten der Bahn wie bei einem stationaren Strom 
(Gleichstrom) gleich groB, sondern er besitzt langs der Strombahn verschiedene 
Phase und Amplitude. Er ist nicht mehr quasistationar. Auch bei einem ge­
schlossenen Kondensatorkreis kann dieser Fall eintreten, namlich dann, wenn 
die Wellenlange der elektrischen Schwingungen nicht mehr groB ist gegen die 
Dime,nsionen des Schwingungskreises (die Lange der Strombahn). Praktisch 
spielt dieser Fall jedoch zur Zeit noch keine groBe Rolle, theoretisch gehorter 
zu den Schwingungsvorgangen in Kreisen mit verteilter Kapazitat. Schwingungs­
fahige Gebilde, bei denen man eine verteilte Kapazitat und Selbstinduktion 
hat, nennt man offene Oszillatoren oder offene Sender.. 

Im allgemeinen genligt es, flir die Behandlung der Schwingungen nicht quasi­
stationarer Kreise die Leitungsstrome zu verfolgen, man kcimmt dann mit 
den aus der einfachen Wechselstromtheorie abgeleiteten Begriffen von Selbst­
induktion, Kapazitat, Widerstand, Spannung und Strom starke aus,. In einigen 
besonderen Fallen ist man jedoch genotigt, yom Standpunkt der MAXWELLschen 
Theorie eine strengere Durchfiihrung der Aufgfl,be vorzunehmen und die Vor­
gange im umgebenden Isolator mit in Rechnung zu setzen. Dementsprechend 
ist im folgenden zwischen einfacher Wechselstro~theorie und MAXWELL-SOMMER­
FELDscher Theorie unterschieden. 

a) Einfache Wechselstromtheorie der Schwingungen nicht 
quasistationarer Kreise [KlRCHHOFF 3)]. 

23. Telegraphengleichung. Sind Kapazitat und Selbstinduktion liber das 
Schwingungssystem verteilt, so ist, da der Strom nicht mehr an allen Punkten der 
Strombahn gleich groB ist, die magnetische bzw. elektrische Energie nicht durch 

1) H. PLENDL, F, SAMMER U. J, ZENNECK, Jahrb. d. drahtl. Telegr. Bd. 26, S. 103. 1925. 
2) M. ABRAHAM, Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaiten, Bd. V, 2 Ar­

tikel18; Elektromagnetische Wellen. Leipzig 1906; M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat, 
3. Aufl., Bd. 1. 1907; P. DRUDE, Physik des At'hers, 2. Aufl. Stuttgart 1912., 

3) G. KIRCHHOFF, Ann, d. Phys. Bd. 100, S. 193. 1857; Bd. 102, S. 529. 1857; Berl. 
Ber. 1877. S. 598; O. HEAVISIDE, El. papers. Bd. 2, S. 119, 307. 
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ein einziges Glied lLI~ QZW. -~ C V2 darstellbar, es tritt an ihre Stelle eine Summe 
oder ein Integral, bei dem der Strom I eine Funktion des Ortes ist. Urn eine Glei­
chung fur die Strom- und Spannungsv((rteilung aufstellen zu konnen, muB man 
entweder die Verteilung von Kapazitat und Selbstinduktion kennen oder, da dies 
nur in den seltensten Fallen moglich ist, durch vereinfachende Annahmen sich auf 
Losungen erster Annaherung beschranken. Die folgenden Ableitungen gelten fUr 
alle Leitersysteme, bei denen die elektrische Ladung, welche sich zwischen zwei be­
liebigen Querschnitten des Systems befindet, Null ist. Das sind z. B. das Kabel 
und das Paralleldrahtsystem. Die beiden Leiter dieser Systeme fiihren an gegen­
iiberliegenden Stellen entgegengesetzt gleiche Ladungen, die also zusammen Null 
ergeben. Bei beiden Systemen sind Kapazitat und Selbstinduktion gleichmaBig 
uber den Oszillator verteilt. Man kann dann von einer Kapazitat und Selbst-
induktion pro Langeneinheit sprechen, sie seien mit C bzw. L bezeichnet. Diese 
sind z. B. fur ein Paralleldrahtsystem, wenn seine Lange 1 groB ist gegen den 
Abstand d und d groB gegen c).en Radius r der Drahte: 

- d 
L = 4ln r ' (90) 

- 1 
C=---d 

v2 41n­
r 

(91) 

wo v2 das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit ist. Ferner sei der Widerstand pro 
Langeneinheit -~R. Fiir Systeme dieser Art erhalt man als Differentialgleichung 
des Stromes, wenn keine auBere Kraft wirkt, die Beziehung 

d2 [ R d[ 1 d2[ 

fii2 + I dt - Ie dx2 = 0 . (92) 

Diese Gleichung wird, dasie fiir: die Fortleitung der StromstoBe beim Telegraphieren 
gilt, Telegraphengleichung genannt (vgl. a. Bd. 17). Da die Vorgange beim 
Te1egraphieren und Telephonieren langs Leitungen jedoch an einer anderen Stelle 
dieses Handbuches (Bd.18) ausfUhrlich behandelt werden, so sollen im folgenden nur 
die Erscheinungen bei sc:hnellen elektrischen Schwingungen betrachtet werden. Es 
sei zunachst der Widerstand R als unendlich klein gegen die anderen GroBen 
vorausgesetzt, so daB also von einer Dampfung abgesehen wird. Die Gleichung 
erhalt dann die Form 

d2[ 1 d2[ 

fii2 - Ie dx2 = O. (93) 

Obwohl nach den obigen Voraussetzungen der gerade Draht nicht in den Giiltig­
keitsbereich der Gleichung gehort, so verlaufen doch in gewissen Fallen die Schwin­
gungen auch am geraden Draht nahezu so, wie sich aus der Losung der Glei­
chung (92) ergibt. Die Riickleitung des Stromes kann man sich etwa im Unend­
lichen stattfinden denken. 

24. Stehende Wellen auf Drahten. Linearer Oszillator. Die einfachste 
Form eines Oszillators ist die eines geraden, an beiden Endenfreien Drahtes. 
Er habe die Lange l, mit x werde die Entfernung von einem Ende bezeichnet. 
Fiihrt man die Grenzbedingungen ein, daB an beiden Enden des Drahtes der 
Strom zu jeder Zeit Null sein muB, so erhalt man als Losung der Differential­
gleichung: 

I A . kn . [(knv) 1 
= " SIll T x . SIll -,- t + <PIc (94) 
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und eine entsprechende Gleichung fUr die Spannung V: 

V = !.. . ~ Ak cos (k 11:). x. cos ( k 11: v) t 
C v I I' (95) 

wo k jede beliebige ganze Zahl ist und 

v = V rEe' (96) 

die Gleichung fur v ergibt sich, wenn man fUr irgendein System gleichmaBig 
verteilter Kapazitat und Selbstinduktion ihre Werte pro Langeneinheit be­
rechnet1) .. cist die Dielektrizitatskonstante des den Draht umgebenden Mediums: 
Fur Luft als Dielektrikum ist c = 1 und v gleich der Lichtgeschwindigkeit. 
Aus der Gleichung ergibt sich, daB man je nach der Wahl von k beliebig viele 
verschiedene Losungen erhalt, die man auBerdem noch miteinander kombinieren 
kann. Der einfachste Fall ist der, daB k gleich 1 gesetzt wird, man erhalt dann 

~ die Strom- und Spannungsverteilung fUr 
~i---·------_ die Grundschwingung des SysteT?s. F~r 
~:~ andere Werte von k ergeben slch dIe 

i Losungen der entsprechenden Ober-
Abb. 29. Grundschwingung des linearen schwingungen. Strom und Spannung sind 

Oszillators. nicht nur von der Zeit, sondern auch 
vom Ort abhangig. Fur jede einfache 
Schwingung hat der Strom an allen Stellen 
des Drahtes dieselbe Frequenz und Phase, 
aber seine Amplitude andert sich langs 
des Drahtes. Tragt man uber den einzel·· 
nen Punkten des Drahtes als Abszisse 
die Stromamplitude als Ordinate auf, so 
erhalt man als Kurve der Stromverteilung 
Sinuskurven. Fur die Grundschwingung 
stellt Abb. 29, fUr die erste, zweite und 
dritte Oberschwingung Abb. 30 die Strom­
verteilung dar. Bei der Grundschwingung 

Abb. )0. Oberschwingungen des linearen istdieStromamplitude inder MitteamgroB-
Oszillators. ten, an den beiden Enden Null, beiden Ober-

schwingungen bleibt der Strom nicht nur an 
den Enden des Drahtes dauernd Null, sondern entsprechend der Ordnungszahl 
der Oberschwingung auch an ein oder mehreren dazwischenliegenden Punkten. 
Der Draht wird durch die Nullstellen in eine Anzahl gleicher Teile geteilt. Stellen, 
an we1chen die Stromamplitude maximale Werte annimmt, nennt man Strom­
bauche, Stellen, an we1chen der Strom dauernd Null ist, Stromknoteh. Tragt 
man in derselben Weise Iangs des Drahtes die Spannungsamplituden auf, so er­
halt man die Kurven der Spannungsverteilung, wie sie in den obigen Abbildungen 
durch die ausgezogenen Linien dargestellt sind. Es gibt hier ebenso wie beim 
Strom, Bauche und Knoten, nur liegen die Spannungsbauche an den Stellen, 
wo die Stromknoten sind und umgekehrt. Strom und Spannung sind in der Phase 
urn 90 a gegeneinander verschoben. 

Das Verhaltnis der Stromamplitude fo im Strombauch zur Spannungs­
amplitude Vo im Spannungsbauch ist 

I - l/-=-v: = vC = V ~ . (97) 

1) Siehe z. B. M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat, Bd. I, S.349. 3. Auf I. 1907. 
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Damit ist die Abhangigkeit des Stromes und der Spannung vom Ort wieder­
gegeben, es besteht aber auBerdem noch die Abhangigkeit von der Zeit. Fiir 
eine bestimmte Stelle x des Drahtes ergibt sich nach Gleichung (94) ein Wechsel-

knv . • . 
strom von der Frequenz w = -z-' Setzen Wlr qJk = 0, was man bel Betrachtung 

einer einfachen Schwingung tun kann, so ist zur Zeit t = 0 der Strom langs 
des ganzen Drahtes Null, nach einer Viertel Periode hat er seinen Maximal­
wert angenommen, nach einer halben Periode ist er wieder gleich Null usw. 
In derselben Darstellungsweise, wie oben, erhalten wir, wenn wir den Strom­
und Spannungsverlauf von Achtel- zu Achtelperiode aufnehmen, Kurven wie 
in Abb. 31 und 32. 

Wellen der hier geschilderten Art nennt man stehende Wellen im Gegen­
satz zu den fortschreitenden Wellen (Ziff. 27), bei we1chen die Stromkurve in 

Abb. 31. Stromverteilung der Grund­
schwingung des linearen Oszillators 

von Achtel- zu Achtelperiode. 

Abb. 32. Spannungsverteilung der 
Grundschwingung des linearen Oszil­
lators von Achtel- zu Achtelperiode. 

Richiung des Dlahtes fortschreitet. Stehende Wellen kann man immer in zwei 
fartschreitende Wellen zerlegen, die bei gleicher Wellenlange und Amplitude 
in entgegengesetzter Richtung wandern. Die Lange stehender Wellen ist gleich 

c dem doppelten A1?stand zweier benachbarter Knotenpunkte, bei der Grund­
schwingung also gleich der doppelten Drahtlange 

), = 2l = 2nv . 
OJ ' 

A 
F),=v=y. (98) 

25. Zusammengesetzte OsziIlatoren. Einsei tig ge erde ter Drah t. Die 
einseitige Erdung eines Drahtes ist gleichbedeutend damit, daB man eine unend­
lich groBe Kapazitat an das eine Ende des Drahtes anhangt. Das Potential 
an dieser Stelle wird dann dauernd gleich dem Erdpotential, also gleich Null. 
Wir haben dart einen Spannungsknoten bzw. einen Strombauch. Der ganze 
Draht schwingt, wenn er in der Grundwelle erregt wird, mit einer viertel Wellen­
lange, er schwingt so, wie die Halfte des linearen an beiden Enden freien Drahtes. 

, Der Schwingungszustand eines einseitig geerdeten (mit einer unendlichen, ebenen, 
leitenden Metallflache verbundenen) Oszillators ist derselbe, als ob man sich 
jenseits der Erde das spiegelbildlich gleiche Schwingungssystem vorhanden 
denkt. Die Erde wirkt wie ein vollkommener Spiegel. 

Gerader Draht mit zwei gleichen Kapazitaten an den Enden 
(HERTzscher Sender). Durch die an den Enden angehangten Kapazitaten wird 
die wirksame Kapazitat des Senders vergroBert. Damit wird die Frequenz 
kleiner, die \Vellenlange groBer als bei einem einfachen Draht derselben Lange. 
Die Strom- und Spannungsverteilung langs des Drahtes ist diejenige von Abb. 33, 
sie ist ein Teil derjenigen Sinuskurve, we1che bei einem geraden linearen Oszillator 
derselben Frequenz (d. h. einem den KapaziHiten entsprechend verlangerten 
Draht) die Stromverteilung darstellen wiirde. . 

Einsei tig geerdeter Drah t mit zwischengeschaltetem Konden­
sa tor. Den eingeschalteten Kondensator kann man als einen mit der Kapazitat 
des Oszillators in Serie geschalteten Kondensator auffassen. Durch die Serien-

Handbuch der Physik. XV. 31 
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schaltung wird aber die Gesamtkapazitat des Schwingungssystems verklei­
nert, die Frequenz also vergroBert und die Wellenlange verkiirzt. Man nennt 
Gaber einen Kondensator in dieser Schaltung einen Verkiirzungskondensator. 
Die Strom- und Spannungsverteilung ist die in Abb. 34 eingezeichnete, das 
Spiegelbild an der Erdoberflache ist mitgezeichnet. 

Einsei tig geerdeter Drah t mi t eingeschal teter Spule. Durch das 
Eirischalten einer Spule zwischen Draht und Erde wird die Selbstinduktion des 
Systems und gleichzeitig seine Wellenlange vergroBert, die. Frequenz verkiirzt. 

,1 
/ I 

I I 
I I 

I 

Die Strom- und Spannungsverteilung beim schwingenden 
System ist in Abb. 35 dargestellt. Spulen in dieser Anord­
nung werden Verlangerungsspulen genannt. 

I \ I 

: ' I 
I \ I 
I ,I 
I _ I 

Abb. 33. Strom- und 
Spannungsverteilung 

beim linearen Oszi11ator 
mit Endkapazitaten. 

Abb. 34. Strom- und Span­
nungsverteilung bei einseitig 
geerdetem Draht lind Ver-

kurzungskondensator. 
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Abb. 35. Strom- und Span­
nungsverteilung bei ein­
seitig geerdetem Draht mit 

VerHi.ngerungsspule. 

26. Zwei parallele Drahte. Werden zwei parallele Drahte endlicher Lange 
(LEcHERsches Drahtsystem) in ihrer Eigenschwingung oder einer Oberschwingung 
derselben erregt, so treten auf ihnen ebenfalls stehende Wellen auf. Die Strom­
und Spannungsverteilung langs derselben ergibt sich aus folgender Betrachtung: 
Verbindet man beide Drahte, deren Abstand sehr klein gegen ihre Lange sei, 
an irgendeiner Stelle durch eine leitende, widerstands- und selbstinduktionslose 
Verbindung (Briicke), so istan dieser Stelle die Spannung zwischen beiden 
Leitungen Null (Spannungsknoten und Strombauch). 1st ein Ende der beiden 
Drahte frei, d. h. nicht durch eine Briicke miteinander verbunden, so muB an 
demselben der Strom dauernd Null sein (Stromknoten und Spannungsbauch). 
Daraus ergibt sich: 

Sind beide Enden des Paralleldrahtsystemsdurch eine Briicke geschlossen, 
so ist die Wellenlange der Grundschwingung gleich der doppelten Lange l des 
~inzelnen Drahtes, ihreFrequenz w = 21lvjl = 1lvjl. Die Frequenzen der Ober­
schwingungen sind ganze Vielfache davon. 

1st das Paralleldrahtsystem an einem Ende offen, so ist die Wellenlange 
der Grundschwingung gleich der vierfachen Lange de~ einzelnen Drahtes. Sind 
Oberschwingungen vorhanden, so ist die Viertelwellenlange derselben ein un­
gerades Vielfaches der Drahtlange. 

Erregt mandas System paralleler Drahte mit gedampften oder ungedampften 
Schwingungen und andert man kontinuierlich die Lange und damit die Eigen-
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frequenz der Drahte z. B. durch Verschieben einer Brucke (vgL Ziff. 28) in Rich­
tung der Drahte, wahrend man gleichzeitig die Intensitatsverteilung aufnimmt, 
so erhalt man eine Anzahl von Resonanzkurven, deren Maxima eine halbe 
Wellenlange voneinander entfemt liegen l ). Zeichnet man die Resonanzkurven 
urn, indem man statt der Ordinaten ihre reziproken Werte auftragt, so erhalt 
man Parabeln; zeichnet man auch diese wieder urn durch EinfUhren einer neuen 
Abszisse Xl = X2, so erhalt man eine Anzahl parallel laufender gerader Linien., 

27. Fortschreitende Wellen langs Drahten. Von der Differentialgleichung 
fUr die Schwingungen nicht quasistationarer Kreise bei VemachHissigung der 
Dampfung ist bisher nur eine Speziallasung erartert worden. Die allgemeine 
Lasung lautet 

I = t (x + v t) + cp (x - v t) . (99) 

Eine entsprechende Gleichung gilt wieder fUr die Spannung, sowie fUr die Ladung 
pro Langeneinheit. 

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich streng wiederum nur auf Systeme, 
wie das Kabel- und das Paralleldrahtsystem, auf einen Einzeldraht hachstens 
in erster Annaherung. Diestrenge Theorie der fortschreitenden Wellen langs 
eines metallischen Einzeldrahtes miter Berucksichtigung der endlichen Leit­
fahigkeit des Drahtes (s. Ziff. 36). ' 

Der Lasung entsprechen zwei Spannungs- und zwei Stromwellen, die langs 
der Leitung in entgegengesetzten Richtungen laufen. Der gesamte Energie­
strOJn, welcher langs der Leitung in einer Richtung flieBt, ist gleich dem Produkt 
aus Stromstarke und Spannung. Unter Spannung ist dabei die Spannung zu 
verstehen, welche zwischen zwei Punkten der beiden parallelen Leiter, die in 
demselben Querschnitt liegen, herrscht. S6lange von einer Absorptionder 
Energie in den Leitem abgesehen wird, andert sich die Amplitude der Wellen 
beim Fortschreiten nicht. 

Macht man fur den Anfangszustand die Annahme, es herrsche im Punkte 
x = 0 eine Spannung V = 2A, im ubrigen sei die Spannung langs des Drahtes 
Null, so pflanzt sich die halbe Spannung A nach beiden Seiten langs derDrahte mit 
der Geschwindigkeit 1) fort. Wird im Punkte x = 0 nicht eine Spannung von 
dem Momentanwerte V = 2A, sondem eine in Abhangigkeit von der Zeit sinus­
farmige Spannung V = 2A sin (wt) angelegt, so breiten sich riach beiden Seiten 
Sinuswellen aus, die sich darstellen lassen 
III der Form 

V = A sinw (t - ~). (100) 

Gleichzeitig mit den Spannungswellen pflan­
zen sich in den Drahten zwei sinusfarmige 
Stromwellen fort. Die in der positiven Rich-

I+ 

tung fortschreitende Stromwelle ist in Phase Abb.36. Strom- und Spannungsver­
mit der nach derselben Richtung fort- teilung bei fortschreitenden Wellen. 
schreitenden Spannungswelle, wahrend in 
negativer Richtung die beiden Wellen urn 180 0 in der Phase verschoben sind. 
Abb.36 zeigt den Strom- und Spannungsverlauf. Zwischen Strom- und 
Spannungsamplitude besteht die Beziehung 

~: = v C = V I . (101) 

1) O. SCHRIEVER, Ann. d. Phys. Ed. 63, s. 645. 1920; A. SCHEIBE, Ann. d. Phys. 
Ed. 73. S. 54. 1923; G. LAVILLE, C. R. ~d. 176, S. 573. 1923. 

31* 
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28. Re£lexion an ei'ne.r Briicke. Sind die beiden Drahte an irgendeiner 
Stelle senkrecht durch eine Ieitende Verbindung iiberbriickt, so kann an dieser 
Stelle keine Spannungsdifferenz auftreten. Ein einfacher Draht als Briicke 
gibt allerdings noch keinen vollkommenen Kurzschlu13, da er fiir die kurzen 
Wellen immer noch einen merklichen Dampfungswidersta~d besitzt. Infolge­
dessen wird hinter der Briicke betrachtliche Energie Iangs der Drahte weiter­
geleitet. Der Briickendraht stellt darin die Koppelung zwischen den beiden 
Teilen des Paralleidrahtsystems vor und hinter der Briicke dar. Einen wesentlich 
besseren Kurzschlu13 erhiilt man, wenn man das System statt mit einem Draht 
mit einer Metallscheibe [Plattenbriicke1)], deren Ebene senkrecht auf den Parallel­
drahten steht, iiberbruckt. An der Metallscheibe werden dann auch die elektro­
magnetischen Wellen, weIche sich in der Umgebung der- Drahte fortpflanzen, 
reflektiert. Die Bedingung des Kurzschlusses kann man mathematisch dadurch 
erfiillen, daB man am Ort der Brucke eine der ankommenden Spannung Ve 
jederzeit entgegengesetzt gleiche Spannung Vr ansetzt.. Das bedeutet, daB 
von der Briicke· aus in entgegengesetzter Richtung eine Spannungswelle Iauft, 
die der ankommenden gieich ist. Die Sparmungswelle wird an der Brucke mit 
einer Phasenanderung von 180 0 reflektiert. Hinter der Brucke sind die Wellen 
abgeschirmt. Zwei Wellen gieicher Wellenlange und Amplitude, aber von ent­
gegengesetzter Richtung, wie sie im vorliegenden Fall entsteheri, geben als 
resultierende Schwingung keine fortschreitende Welle mehr, sondern eine stehende 
Schwingung. Wie bereits in Ziff. 24 besprochen, ist die Phase uberall dieselbe. 
1m Melnent, in dem an einer beliebigen Stelle die Schwingung Null ist, ist sie es 
auch an allen Stellen des Drahtes. Hat die Schwingung dagegen an irgendeiner 
Stelle ihren Maximalwert erreicht, so. hat sie zur selben Zeit Iangs des ganzen 
Drahtes ihren Maximalwert. Die Knoten der stehenden Welle liegen an soIchen 
Stellen, an denen die beiden fortschreitenden Wellen urn 180 0 in derPhase 
verschoben sind. 

29.· Re£lexion am Drahtende. Am freien Ende eines Drahtes kann immer 
nur ein Stromknoten auftreten. Das freie Ende wirkt also auf eine Stromwelle 
wie die Briicke auf eine Spannungswelle. Die Stromwelle wird dort mit einer 
Phasenverschiebung von 180 0 reflektier~. Es treten wieder stehende Wellen auf. 

30. Kondens~tor am Ende der Leitung. Werden die Enden der Leitung 
durch einen Kondensator von der Kapazitat. C verbunden, so wird eine die 
Leitung entlanglaufende Welle den Kondensator, sobald sie ihn erreicht hat, 
aufladen. Sind keine Energieveriuste vorhanden, so bildet sich ein reflektierter, 
in entgegengesetzter Richtung eilender Wellenzug aus. Die Spannung der ein­
fallenden Welle eilt derjenigen der reflektierten Welle urn einen Phasenvorsprung cp 
voraus, der durch die Gleichung 

cp 00 C 
~~=-~E 0~ 

bestimmt ist. 1st die Endkapazitat C gIeich Null, so haben wir wieder den Fall 
der Reflexion an den freien Enden der Leitung, ist die Endkapazitat unendlich, 
so haben wir den Fall der Dberbruckung der beiden Leitungen durch eine 
metallische Verbindung. . 

31. Beide Enden der Leitung iiberbriickt. Das eine Ende der Leitung sei 
durch einen Kondensator, das andere Ende durch eine metallische Verbindung 
uberbriickt. 'Ein derartiger Kreis ist die einfachste Form eines Kondensator­
kreises, bei dem die Selbstinduktion die Gestalt einesschmalen, langen Recht­
ecks hat. Man erhalt als Losungen des Systems Grund- und Oberschwingungen. 

1) o. SCHRIEVER, Ann. d. Phys. Bd.63, S: 645. 1920. 
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Die Frequenz der Grundschwingung ist, wenn man. die Kapazitat der Leitung 
gegen die am Ende angeschlossene Kapazitat vernachlassigen kann und wenn l 
diE'edLa~get der Leitung zwischen den' beiden ! I I ..... ~ .......... ! 

n en E, w~ i~lc ~(!z. (10J) l//'~ 
lL ist die gesamte Selbstinduktion des Recht­
ecks. Die Formel wurde zuerst von KIRCHHOFF 
aus der Fernwirkungstheorie abgeleitet, und 
zwar fiir beliebige Form des Schlie13ungskreises, 
sie stimmt iibeiein mit der THOMsoNschen For­

~l~ I 

I 5= 
Abb.37. Strom- und Spannungs­
verteilung eines Kondensator­
kreises mit einfacher Stromschleife. 

mel [Gleichung (16)]. Der Kreis kann unter den obigen Bedingungen fiir die Grund­
fi-equenz nahezu als quasistationar angesehen werden, fiir die Oberschwingungen 
ist er nicht mehr quasistationar. Die Strom- und Spannungsverteilung fiir 
die Grundschwingung zeigt Abb.37.. 

32. Ubergang von einem Dielektrikum in ein zweites. Das Paralleldraht­
system verlaufe zum Teil in Luft, von einem bestimmten Querschnitt ab jedoch 
in einem zweiten Medium mit der Dielektrizitatskonstanten e. Es bleiben die 
oben abgeleiteten Beziehungen bestehen, -wenn die Kapazitat C durch eC und 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v durch v/Ve ersetzt wird. Aus den Grenz­
beciingungen an der Trennungsflache beider Dielektrika ergibt sich eine reflek­
tierte Welle und eine im zweiten Medium fortschreitende Welle. Die Wellen­
langen der beiden Wellen verhalten sich wie die Wurzel aus der Dielektrizitats-
konstanten . 

(104) 

Die Spannungsamplitude der reflektierten Welle zur Spannungsamplitude 
der einfallenden Welle ist 

Ar _ re--=-!. (105) 
A. jI~ + 1 

Bei der Reflexion von Wellen, die aus einem Medium mit der kleineren Dielektri­
zitatskonstante auf die Trennungsflache gegen ein Medium mit der gr613eren 
Dielektrizitatskonstante fallen, erleidet die Spannung wie bei der Reflexion 
an einer Briickeeine Phasenanderung von 180°, die Stromwelle wird mit gleicher 
Phase reflektiert. Umgekehrt verhalten sich die Phasen der reflektierten Wellen, 
wenn die ankommende Welle sich im 
Medium mit der gr613eren Dielektrizitats­
konstante befindet. 

Die Spannungsamplitude der im 
zweiten Medium fortschreitenden Welle 
zur Spannungsamplitude der ankommen­
den Welle ist 

(106) 

Uberbriickt man die Drahte im zweiten 
Medium mit einer leitenden Verbindung, 

Abb. 38. Strom- und Spannungsverteilung 
an parallelen Drahten beim Ubergang in 

ein zweites Dielektrikum. 

in der Entfernung einer halben Wellenlange von der Trennungsflache oder einem 
ganzzahligen Vielfachen davon, so entstehen in beiden Medien stehende Wellen. 
Den Strom- und Spannungsverlauf langs der Drahte zeigt Abb. 38. Die Bestim-
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mung der WellenHi.nge elektrischer Wellen in einem zu untersuchenden Medium 
im Verhaltnis zur Wellenlange in Luft durch Messen der Abstande der Spannungs­
knotenwird nach DRUDE 1) zur Bestimmung der Dielektrizitatskonstanten 
benlltzt. 

33. EinfluB der Dampfung. 1st die Leitfiihigkeit des Drahtes nicht un­
endlich groB, wie bisher angenommen wurde, so gilt Wieder die allgemeine Tele­
graphengleichung [Gleichung (92)J und ihre Losung lautet fur sinusfOrmige Er­
regung 

(107) 

Das ist eine fortschreitende Welle, deren Amplitude wahrend des Fortschreitens 
abnimmt. fJ bezeichnet man als den Absorptionskoeffizienten. 

Wendet man die Formeln auf das Paralleldrahtsystem an, so ergibt sich 
nach DRUDE, wenn 'Y der Radius der Drahte, d ihr Abstand und c die Licht­
geschwiridigkeit ist, fur die Fortpflanzungsge-schwindigkeit der Drahtwellen 

cv'2 

v=v . V R2 1 + 1 + 2 

. (400)2(ln ~) 
(108) 

R 
Fur schnelle elektrische Schwingungen ist im allgemeinen -- sehr klein 

4ln~ 
r 

gegen OJ, so daB die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen gleich !fer Licht­
geschwindigkeit wird: 

v = c. 

Fiir den Absorptionskoeffizienten erhii.lt man unter den gleichen Voraus­
setzungen 

fJ=RC= R 
2c 8 31 d c n-

(109) 
r 

Die Amplitude sinkt auf den e-ten Teil ihres Anfangswertes, wenn fJx = 1 
d. h. nach Durchlaufen eines Weges: 

ist, 

d 
8c3 1n­

r 
s = ---==----

R 
(110) 

Die Dampfung der Wellen ist an Kup£erdrahten auBerordentlich klein und 
experimentell kaum £eststellbar. Sie wird dagegen meBbar, wenn man sehr 
dunne Eisendrahte benutzt. Der Widerstand eines Eisendrahtes ist fur hoch­
frequente Strome nach Lord RAYLEIGH2) 

Rh = Ronr y'ft; , (111)' 

wo Ro den Gleichstromwiderstand, (J die elektrische Leitfahigkeit, f.1, die magne­
tische Leitfahigkeit und r den Radius des Drahtes bedeutet. Daraus ergibt 

1) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.8, S.336. 1902; Bd.16, S.116. 1905; ZS. f. phys. 
Chern. Bd.40, S.636. 1902; H. RUBENS, Berl. Ber. 1915, S.4; R. JAEGER, Ann. d. Phys. 
Bd.53, S.409. 1917; F. HOLBORN, ZS. f. Phys. Bd.6, S.328. 1921-

2) Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. (5) Bd. 21, S. 381. 1886; P. DRUDE, Physik des Athers. 
2. Auf!. Stuttgart 1912, insbesondere S. 514. 
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sich flir den Widerstand pro Lingeneinheit, wenn man den Wert des Gleich­
stromwiderstandes 

einsetzt. 

R - ~l./ fl - r / aT . 

Dann ist R nicht mehr klein gegen 
d 

4wln-. 
r 

t112) 

(113) 

( 114) 

Auf diese "Teise hat J. v. GEITLER 1) den EinfluB der Dampfung an einem System 
paralleler Eisendrahte von 0,1 mm Starke und 5 mm Abstand untersucht. Bei 
T = 6 . 10 - 8 ergibt sich beispielsweise s = 10m. 

Neuerdings sind von LAVILLE 2) mit ungedampften Schwingungen die 
~esonanzkurven an parallelen Eisendrahten aufgenommen und aus dem Verlauf 
der Kurven die Absorption und die Wellenlange berechnet worden. Er findet, 
daB die aus der einfachen Wechselstromtheorie abgeleiteten Gleichungen die 
Erscheinungen nicht mehr genugend genau wiedergeben. Die von MIE3) auf 
Grund der MAXwELLschen Theorie aufgestellten Gleichungen geben unter Ver­
nachlassigung der Glieder hoherer Ordnung auBer der Absorption eine merkliche 
Anderung der Wellenlange, die mit den experimentellen Befunden gut uberein­
stimmt (vgl. hierzu Zif£' 35). Danach gilt flir die Wellenlange 1 am Leiter 
die Gleichung : 

(115) 

wo 10 die fur einenwiderstandslosen Leiter sich aus der Theorie ergebendeWellen­
lange bedeutet. Die Wellenlangen bei Eisen sind also erheblich kurzer als bei 
Kupfer. Der Absorptionskoeffizient ergibt sich nach beiden Theorien nicht 
sehr verschieden. Hystereseverluste scheinen keinen merkbaren EinfluB zu 
haben. 

34. Eigenschwingungen von Spulen 4). Bei den Eigenschwingungen von 
Spulen handelt es sich um nicht mehr quasistationare Vorgange, da die Wellen­
lange meist in der GroBenordnung der Lange des Spulendrahtes liegt. Die Spule 
ist ebenso wie der gerade Draht ein System mit verteilter Kapazitat und Selbst­
induktion, das unter Umstanden durch eine ebenfalls uber die ganze Spule 
verteilte Erdkapazitat modifiziert ist. Es tritt neben der Grundschwingung 
eine Reihe von Eigenschwingungen auf, die jedoch im allgemeinen nur ange­
nahert harmonische Oberschwingungen der Grundschwingung sind. Nach dem 
Vorgange von ROGOWSKI kann man zwei Arten von Eigenschwingungen unter­
scheiden. Bei Eigenschwingungen erster Art gerat die Spule in Strom­
resonanz, d. h. in der Mitte der Spule liegt ein Strombauch, an den Enden Strom­
knoten (Spannungsbauche). Bei den l!igenschwingungen zweiter Art tritt 
Spannungsresonanz auf. In der Spulenmitte ist ein Stromknoten, an den Enden 
Spannungsknoten. Die Stromverteilung im Draht erhalt man durch Aufnahme 
des Magnetfeldes der Spule. Dazu flihrt man eine kleine MeBschleife, die mit 

1) J. V. GEITLER, Wied. Ann. Ed. 49, S. 184. 1893. 
2) G. LAVILLE, C. R. Ed. 176, S. 986. 1923. 
3) G. MIE, Wied. Ann. Ed. 2, S.201. 1900. 
4) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Ed. 9, S. 293.1902; R. RUDEN BERG, Elektrot. u. Maschinen­

bau Ed. 32, S.731. 1914; K. W. WAGNER, Arch. f. Elektrot. Ed. 6, S.301. 1917; Ed. 11, 
S. 238.1922; VV. ROGOWSKI, ebenda Ed. 7, S. 17 u. 240.1918; Ed. 11, S. 267.1922; VV.LENZ, 
Ann. d. Phys. Ed. 43, S.749. 1914; A. GorBE. Arch. f. Elektrot. Ed. 9, S. 1. 1920. 
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einem Thermoelement verbunden ist, parallel zur Spulenachse an den Windungen 
entlang und beobachtet gleichzeitig an einem mit dem Thermoelement ver­
bundenen Galvanometer den Strom. Urn den EinfluB einer groBen Erdkapazitat 
zu untersuchen, wird zweckmaBig in das Innere der Spule ein geerdeter, an einer 
Seite geschlitzter Metallzylinder gebracht. Samtliche Eigenschwingungender 
Spule bleiben bei Erdkapazitat erhalten, nur Wellenlange und Dampfung der 
Eigenschwingungen werden groBer. Bei der Grundschwingung sind die Ande­
rungen durch die Erdkapazitat sehr stark, bei hoheren Oberschwingungen 
nehmen sie immer mehr a b. Ahnliche Wirkungen ruft Eisen in der Spule hervor. 

35. Besondere Leiterformen 1). Fiireinige besonders einfache Formen 
der Leiteroberflache, die jedoch im wesentlichen nur ein theoretisches Interesse 
besitzen, sind von verschiedenen Seiten die Eigenschwingungen An und die 
Strahlungsdekremente an berechnet worden. So fand J. J. THOMSON 2) flir 
eine vollkommen leitende Kugel vom Radius a . 

( 11S) 

Ferner ist der Fall des Kugelkondensators, des leitenden Zylinders und der 
Fall der zu einem Kreisring gebogenen Rohre von rechteckigem Querschnitt 
behandelt. M. ABRAHAM 3 ) hat die Theorie eines gestreckten, vollkommen 
leitenden Rotationsellipsoides entwickelt, das im Grenzfall einen stabformigen 
oder nadelformigen Leiter darstellt. In diesem Grenzfalle ist die Wellenlange 
der Grundschwingung gleich der doppelten Lange des Leiters,die Oberschwin­
gungen sind harmonisch. 

b ~ MAXWELL-SOMMERFELDSche Theorie der Schwingungen 
nichtquasistationarer Kreise. 

36. Metallische Drahte. Die Anwendung der MAXWELLschen Theorie 
auf die Schwingungen nichtquasistationarer Kreise ist zum ersten Male streng 
von SOMMERFELD 4) durchgefiihrt worden. Er hat den Fall eines geraden, 
beiderseits unendlich langen metallischen Drahtes von kreisformigem Quer­
schnitt und endlicher Leitfahigkeit behandelt. Irgendeine Riickleitung, wie 
z. B. in einem Zylinder von unendlich groBem Radius, wird nicht vorausgesetzt, 
dagegen werden zeitlich ungedampfte Schwingungen angenommen. Die Diffe­
rentialgleichungen fiihren auf BESsELsche Funktionen. Das Ergebnis der SOMMER­
FELDschen Losung, das mit den experimentellen Tatsachen durchaus iiberein­
stimmt, sei an zwei Grenzfanen betrachtet: 

1st das Leitungsvermogen des Drahtes groB und der Drahtradius zur Wellen­
lange nicht zu klein, was fiir die praktischen Fane im allgemeinen zutrifft (z. B. 
bei einem Kupferdraht von 4 mm Durchmesser und einer Wellenlange von 
etwa 30 cm), so ist die Fortpflanzungsge~hwindigkeit der Wellen nahezu gleich 
der Lichtgeschwindigkeit und die ortliche Dampfung sehr gering. Die elektrische 
Kraft nimmt nach dem Innern des Drahtes nach einem Exponentialgesetz 
auBerordentlich schnell ab, und zwar um so mehr, je besser die Leitfahigkeit 

1) Ausfiihrliche Zusammenstellung und Literatur bei M. ABRAHAM, Enzyklopadie 
der mathematischen Wissenschaften Bd. V, 2, Artikel 18; Elektromagnetische Wellen, 
besonders S. 500. Leipzig 1906. 

2) J. J. THOMSON, Lond. math. soc. Proc. Bd. 15, S.197. 1884; Rec. res. S. 361-
3) M. ABRAHAM, Ann. d. Phys. Bd.66, S.435. 1898. 
4) A. SOMMERFELD, Wied. Ann. Bd.67, S.285. 1899; ferner M. ABRAHAM, Enzyklo­

padie der mathematischen Wissenschaften Bd. V, 2, S. 526. 
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ist. Der ganze Vorgang spielt sich, dann in einer sehr diinnen OberfHichen­
schicht ab (Hautwirkung, Skineffekt). 

1st dagegen der Drahtradius zur Wellenlange auBerordentlich klein und das 
Leitungsvermogen nicht zu groB (z. B. bei einem Platindraht von 0,004 mm 
und einer Wellenliinge von etwa 100 em), so weicht die Fortpflanzungsgeschwindig­
keit von der Lichtgeschwindigkeit merklich ab, die ortliche Dampfung ist starker. 

Die MAXWELLschen Feldgleichungen sind femer noch bei der Theorie des 
Kabels und der Paralleldrahte angewandt worden. Das Kabel, aufgefaBt als 
zwei konzentrische, metallische Kreiszylinder mit dazwischenliegendem Isolator, 
ist von J. J. THOMSON1), zwei parallele Drahte von kreisfOmrigem Querschnitt 
von G. MIE2) behandelt. MORTONS) berechnete den Fall einer beliebigen Anzahl 
paralleler Drahte, welche in die Ecken eines regelmaBigen Polygons eingespannt 
sind, LEVI-CIVITA 4) das Problem eines Drahtes, dem parallel ein ebener, diinner, 
leitender Schirm aufgestellt ist. 

37. Dielektrische Drahte. Die SOMMERFELDsche Losung ist nicht die einzige 
Losring des Problems. HONDROS5) hat gezeigt, daB neben der "Hauptwelle" 
noch "Nebenwellen" moglich sind, daB diese aber der Hauptwell@ gegeniiber 
so stark gedampft sind, daB bei metallischen Drahten nur die Haupt­
welle in Erscheinung tritt. Nimmt 
man aber statt des metallischen 
Drahtes einen solchen aus dielektri­
schem Material, so ist nach HONDROS 
und DEBYE 6) die Intensitat der 
Nebenwellen groB, wahrend die 20 

Hauptwelle vollkommen verschwin- '18 

det. Die am dielektrischen Draht 10 

entlanglaufenden Nebenwellen kann '1'1-

manimGegensatz zudenim Vakuum '12 

vorhandenen Wellen (den Erreger- '10 
wellen) auch als "Drahtwellen" be­
zeichnen. Es sind nur dann Neben­
wellen moglich, wenn die Lange I 
der Erregerwellen einen gewissen 
Wert nicht iiberschreitet. 1st v der 
Brechungsexponent und r der Radius 

l/v 

des Drahtes, so muB 

2n p-=1 l::;;'--r v2 - 1 
-2,40 

(116) 

Abb.39. WellenHi.nge L der Nebenwellen dielek­
trischer Drahte in Abhangigkeit von der Lange 

der Erregerwelle 1. 

sein. Die Wellenlange L der Drahtwellen andert sich zwischen zwei Grenz­
werten, im einen Grenzfall ist L gleich 1, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
also gleich der Lichtgeschwindigkeit. Verkleinert man, von diesem Grenzwert 
ausgehend, die Lange der Erregerwellen, so weicht Limmer mehr von 1 ab und 
nahert sich dem anderen Grenzwert l/v. In Abb. 39 ist L in Abhiingigkeit von I 
fiir Wasser als Drahtmaterial aufgetragen, und zwar fiir die Nebenwellen erster 
und zweiter Ordnung (Ll und L 2). Die beiden Grenzwerte sind durch die beiden 
vom Nnllpunkt ausgehenden Geraden dargestellt. 

1) J. J. THOMSON, Proc. Roy. Soc. London Bd.46, S.1. 1889; Rec. Res. S.262. 
2) G. MIE, Ann. d. Phys. Bd. 2, S. 201. 1900. 
3) W. B. MORTON, Phil. Mag. (6) Bd. 1, S.563. 1901. 
4) T. LEVI-eIVITA, Ace. Line. Rend. Bd. XP, S.163, 191 u. 228. 1902. 
5) D. HONDROS, Ann. d. Phys. Bd.30, S.905. 1909. 
6) D. HONDROS U. P. DEBYE, Ann. d. Phys. Bd.32, S.466. 1910. 
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Die experimentelle Untersuchung der Wellen an dielektrischen Drahten 
ist von SCHRIEVERl) mit einer Anordnung durchgefiihrt worden, die aus 
Abb. 40 hervorgeht. Die Wellen werden von dem Erreger I, einem Rohren­
sender in der Schaltung von BARKHAUSEN und KURZ, erzeugt und ihre Lange l 
mit einem LECHERschen Drahtsystem II gemessen. Mit dem Erreger ist der 
dielektrische Draht III gekoppelt und auf diesem ein Indikator IV verschiebbar 

f 
ijlY 

~ 
o 

Jl£ 

Abb. 40. Anordnung nach SCHRIEVER zur Untersuchung elektrischer Wellen an dielektrischen 
Drahten. 

angebracht. Der dielektrische Draht D bestand aus einem mit Wasser gefiillten 
Glasrohr' vom Radius r = 2,76 cm. Der Schirm Sl diente zur Abschirmung 
des Drahtes vom Sender. Der Schirm S2 ist erforderlich, urn durch Reflexion 
stehende Wellen zu bekommen. Die Messung erfolgte in der Weise, daB die 
Stellung des Schirmes S2 so lange verandert wurde, bis der in 3/4 Abstand beider 
Schirme gehaltene Indikator maximalen Ausschlag gab. Dann ist die Entfernung 
der Schirme gleich der Lange L der dielektrischen WelIe. Es wurde L in Ab­
hangigkeit von l bestimmt und eine gute Ubereinstimmung mit der Theorie 
gefunden. 

1) O. SCHRIEVER, Ann. d. Phys. Bd.63. S.645. 1920. 



Kapitel 4. 

Die DispersionundAbsorption elektrischer 
Wellen. 

Von 

W. ROMANOFF, Moskau. 

Mit 22 Abbildungen. 

a) Theoretische Grundlagen der Dispersion im elektrischen 
Spektrum. 

1. Einleitung. Nachdem HERTZ die elektrischen Wellen entdeckt hatte, 
warde bald die Untersuchung der Fortpflanzung elektrischer Wellen durch Dielek­
trika aufgenommen und ihre Dispersion in verschiedenen Substanzen gemessen. 

Seitdem ist im Gebiet der elektrischen Dispersion und Absorption, trotz 
der Schwierigkeiten, mit welchen diese Untersuchungen verkniipft sind, ein 
umfangreiches experimentelles Material gesammelt worden. Aus den Messungen 
der Dielektrizitatskonstanten und Absorptionskoeffizienten in schnell wechselnden 
Feldem kann man ersehen, da13 das Verhalten der Dielektrika manchmal den 
MAXWELLschen Gleichungen geniigt, manchmal aber starke Anomalien auf­
weist. 

So verhalten sich z. B. viele Gase wie ideale Dielektrika, und die wasserigen 
Salzlosungen zeigen eine Absorption, die der Leitfahigkeit der Losung entspricht. 
Hingegen weisen die meisten organischen Substanzen Anomalien auf. Diese 
konnen von zweifacher N atur sein. Die Dielektrizitatskonstante und der Bre­
chungsexponent konnen von langeren Wellen zu kiirzeren einen starken Abfall 
zeigen, welcher von gro13er Absorption begleitet ist. Diese Absorption kann 
viel gro13er sein als die, welche der Leitfahigkeit allein entsprechen wiirde. Es 
konnen aber auch Maxima und Minima des Brechungsexponenten und der 
Absorption auftreten, welche den bekannten Streifen der anomalen Dispersion der 
Optik ganz analog sind. Diese Anomalien konnen auch komplizierter Natur 
sein. In einigen Wellenbereichen kann sich das Dielektrikum normal verhalten, 
in anderen aber Streifen anomaler Dispersion oder einen steilen Abfall der Dielek­
trizitatskonstante zeigen. Unter anomalem Verhalten der Dielektrika ver­
steht man in Analogie mit der Optikdie Abnahme des Brechungsexponenten 
mit zunehmender Frequenz, also mit abnehmender Wellenlange. Den umgekehrten 
Fall der Abnahme des Brechungsexponenten mit abnehmender Frequenz, also 
mit zunehmender Wellenlange bezeichnet man als normale Dispersion, obwohl 
dieser Fall im elektrischen Spektrum viel seltener vorkommt als die anomale 
Dispersion. 

Die Erforschung des Gebietes der anomalen Dispersion und Absorption 
im elektrischen Spektrum ist viel schwieriger als in der Optik. 1m elektrischen 
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Spektrum gibt es keine so exakten Methoden zur Messung der Konstanten der 
Dielektrika, wie in der Optik. Die Dielektrizitatskonstanten und die Brechungs­
exponenten, welche verschiedene Forscher gemessen haben, unterschieden sich 
nicht selten urn viele Prozente. 

Weiter sind die meisten Untersuchungen auf diesem Gebiete mit gedampften 
Wellen ausgefUhrt worden, ohne den EinfluB der zeitlichen Dampfung zu be­
achten. Wie aber jetzt bekannt ist, hangen die Werte der Konstanten des Dielek­
trikums von der zeitlichen Dampfung der Wellen abo 

Diese Tatsache erschwert den Vergleich der Messungen verschiedener 
Autoren, wenn sie mit gedampften Wellen gearbeitet haben, da die GroBe der 
zeitlichen Dampfung nur sehr selten angegeben ist. Heute besteht ein groBer 
Vorteil darin, daB es jetzt Methoden zur Herstellung kurzer ungedampfter Wellen 
gibt. Messungen der Dielektrizitatskonstanten, des Brechungsexponenten und 
des Absorptionskoeffizienten mit ungedampften Wellen liegen aber bis jetzt nur 
in sehr geringer Zahl vor. 

Solche Messungen sind aber von groBer Wichtigkeit, da nur mit ihrer Hilfe 
die Dielektrizitatskonstanten und die Brechungsexponenten richtig bestimmt 
werden konnen. In der Tat unterscheiden wir von der statischen Dielektrizitats­
konstanten, welche den statischen Feldem oder sehr langen Wellen entspricht, 
in den Gebieten, wo die D.K. von der Frequenz abhangt, die dynamische 
D.K. Als dynamische D.K. wollen wir denjenigen Wert der D.K. definieren, 
den sie fUr eine bestimmte ungedampfte, sinusformige Welle hat. Dieser Wert 
hangt mit dem Brechungsexponenten n durch die bekannte Beziehung (1) zu-
sammen. e = n2(1 - ,,2) , (1) 

wo " der Absorptionsindex ist und n" der Absorptionskoeffizient genannt wird. 
Das Vor-handensein dieses Absorptionskoeffizienten kann durch verschiedene 
Grunde verursacht sein. 

Wenn " = 0 ist, so liegt ein ideales oder MAXWELLsches Dielektrikum 
vor. e, n und " beziehen sich auf die gleiche Wellenlange A. 

Bei Vorhandensein einer Absorption im Dielektrikum kann sie erstens 
von der Leitfahigkeit (J des Dielektrikums herruhren. Nehmen wir an, daB 
im Dielektrikum eine ebene elektrische Welle X in der x-Richtung fortschreitet, 

X = A e- 2n"z/J." ei:n<tIT-,XfJ.) , I (2) 

A = V"T, n = V, A = nA, 

wo c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der Welle in der Substanz, A' und A die Wellenlangen im Vakuum und in der 
Substanz sind. 

Aus der Grundgleichung fUr die Stromdichte in Richtung der x-Achse 
• s oX X 
1x=4or8t+(J 

in Verbindung mit (2) folgt 
e-i·2oT oX s' oX 

1x= 40r "Tt=4or"at' 
was fUr die komplexe D.K. , e = n2(1-ix)2 
ergibt: n2(1-,,2) = e, 

n2 " = (J T, 
2oT/e 

" = --:-:--;=~===c= 
1 + V1 + {2oT/s)2 
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Der Absorptionsindex " wird also nach der MAXWELLschen Theorie nur durch 
die Leitfahigkeit (J der Substanz bestimmt. Diese Absorption, welche man als 
normale bezeichnet, ist durch zahlreiche Versuchebestatigt und fiir wasserige 
Salzl6sungen auch quantitativ gepriift und im Einklange mit der Theorie ge­
funden· worden. Wir werden nicht naher auf diese Untersuchungen eingehen 
und weisen auf die Literatur hinl). 

Zweitens kann der Absorptionsindex " fUr einige Substanzen viel gr6Bere 
Werle annehmen, als es der Leitfahigkeit entspricht. In diesen Fallen steht " 
in keinem Zusammenhange mit der Leitfahigkeit und ist gew6hnlich von ano­
maler Dispersion begleitet. Das ist der Fall der ancimalen Absorption. 

Um diese Anomalien der Dielektrika aufzuklaren, sind von einigen For­
schern Theorien vorgeschlagen, die gr6Btenteils ungedampfte Wellen voraus­
setze.n. 

Aber unsere Kenntnisse a:uf diesem Gebiete sind durchaus noch nicht so 
vollstandig, daB sie einen Boden fUr die theoretische Bearbeitung bieten k6nnten, 
wenn auch viele Hinweise auf die Natur dieser Phanomene schon vorliegen. 
Der Gang der Konstanten der Dielektrika mit der Wellenlange ist nur in seltenen 
Fallen bekannt, und die Messungen sind nicht systematisch im ganzen Gebiete 
der elektrischen Wellen durchgefUhrl. 

Wir gehen nun dazu tiber, die theoretischen Ubedegungen, die MeBmethoden 
und die experimentellen Ergebnisse zu besprechen. 

2. Theorien von DRUDE. Schon in den ersten Arbeiten tiber elektrische 
Dispersion in verschiedenen Dielektrika von THOMSON2), BLONDLOT 3); GRAETZ 
und FOMM4) und DRUDE5) wurde eine Abnahme der D.K. mit der Abnahme 
der Wellenlange festgestellt und von GRAETZ und FOMM, sowie von DRUDE 
als anomale Dispersion gedeutet. GRAETZ und FOMM, welche unter anderen 
K6rpern Beryll· untersucht haben, fanden fUr diesen einen ahnlichen Gang 
der Dispersion, wie er aus optischen Erscheinungen bekannt war. Sie er­
lautern diese .Ahnlichkeit der elektrischen und optischen Dispersion, aber als 
Ursache der elektrischen Dispersion betrachten sie die Leitfahigkeit, die ftir 
verschiedene Wellenlangen verschieden sein kann und den Gang der D.K. be­
dingen muB. DRUDE, der im Jahre 1895 Athylalkohol und Wasser untersucht 
hat, erwahnt die Notwendigkeit, das Vorhandensein von Eigenschwingungen des 
K6rpers in dem untersuchten Intervalle der Wellenlangen fUr die Erklarung der 
anomalen elektrischen Dispersion anzunehmen, und stellt die Frage, ob nicht auch 
im Gebiete der elektrischen Wellen solche Eigenschwingungen existieren k6nnten. 

1m Jahre 1897 publiziert DRUDE6) ein umfangreiches Material tiber D.K., 
aus welchem er den SchluB zieht, daB organische Fltissigkeiten sehr oft eine 

1) J. J. THOMSON, Proc. Roy. Soc. London Bd. 45, S. 269.1889; E. COHN, Ann. d. Phys. 
Bd.38, S.217. 1889; J. STEFAN, ebenda Bd.41, S.414. 1890; J. MOSER, C. R. Bd.110, 
S.397. 1890; A. EICHENWALD, Ann. d. Phys. Bd.62, S.571. 1897; J. A. ERSKINE, ebenda 
Bd.62, S.454. 1897; C. NORDMANN, C. R. Bd. 133, S.339. 1901; K. WILDERMUTH, ebenda 
Bd.8, S.212. 1902; O. v. BAEYER, Ann. d. Phys. Bd. 17, S.43. 1905; O. BERG, ebenda 
Bd. 15, S.306. 1904; H. ZAHN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 5, S.38. 1924; O. BLUH, ZS. f. 
Phys. Bd. 25, S.220. 1924; E. A. HARRINGTON, Phys. Rev. Bd. 8, S. 581. 1916; L. KOCKEL, 
Ann. d. Phys. Bd.77, S.417. 1925. Zusarnrnenfassende Literatur iiber das ganze Gebiet 
der DK. s. ds. Handb. Bd. XII, Dielektrika von GUNTHERcSCHULZE, Ber. v. SCHRODINGER, 
Dielektrizitat in L. GRAETZ Handb. d. Elektr. u. Magn. Bd. I, S. 157 u. O. BLUH, Phys. ZS. 
Bd.27, S.226. 1926. 

2) J. J. THOMSON, Froc. Roy. Soc. London Bd.46, S.292. 1889. 
3) R. BLONDLOT, C. R. Bd. 112, S. 1058. 1891. 
4) L. GRAETZ U. L. FOMM, Sitzungsber. d. Bayr. Akad. Wiss. Bd.24, S. 189. 1894; 

Wied. Ann. Bd. 54, S. 626. 1895. 
5) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd. 54, S. 352. 1895. 
6) P. DRUDE, ZS. f. phys. Chern. Bd.23, S.267. 1897. 
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bedeutende anomale Dispersion aufweisen. Zur Erklarung dieser Tatsache 
macht DRUDEl) die Annahme, daB die sich anQmal verhaltenden Korper Eigen­
schwingungen im elektrischen Spektrum besitzen. Hier werden zur Erklarung 
der anomalen elektrischen Dispersion und Absorption zum erst en Male die 
Eigenschwingungen des Korpers im elektrischen Spektrum herangezogen. Diese 
Ansicht stoBt aber auf Schwierigkeiten, welche darauf beruhen, daB man 
Atomen und Molekiilen, welche schon Eigenschwingungen im optischen Spektrum 
besitzen, noch weitere, viellangsamere Eigenschwingungen zuschreiben muB, was 
keine groBe Wahrscheinlichkeit hat. 

Da bis dahin uber ganz bestimmte Streifen. der anomalen Dispersion 
noch nichts bekannt war, sondern fast ausschlieBlich ausgedehnte Gebiete 
der anomalen Dispersion hervortraten, in welchen die D.K. kontinuierlich von 
groBen Werten fUr lange Wellen bis zu sehr kleinen Wert en fUr optische Wellen 
abnahm, war es keine dringende Notwendigkeit, Eigenperioden des Korpers 
im elektrischen Spektrum anzunehmen. 

Wenn wir von den Dispersionsstreifen, welche damals nochnicht mit Sicher­
heit festgestellt waren, absehen, ist das Verhalten der Dielektrika im elektrischen 
und im optischen Spektrum ein verschiedenes, da die anomale Dispersion sich 
uber das ganze Gebiet der elektrischen Wellen erstreckt,aber keine Maxima 
und Minima, wie im optischen Spektrum, zeigte. Aus diesen Grunden versuchte 
DRUDE eine andere Theorie zu entwickeln, welche gerade die ausgedehnten 
Gebiete der anomalen Dispersion erklaren sollte und die Annahme langsamer 
Eigenschwingungen zu umgehen erlaubte. 

Wenn wir von den optischen Theorien der Dispersion und Absorption aus­
gehen, so konnen wir den Zusammenhang zwischen der D.K., dem Brechungs­
exponenten und dem Absorptionskoeffizienten in wohl bekannten Gleichungen 
folgendermaBen ausdrucken. 

Wir bezeichnen mit m die Masse des Resonators, mit k den Koeffizienten 
der Dampfung, mit e die Ladung des Resonators und nehmen an, daB jeder 
Resonator bei einer Verschiebung aus seiner Ruhelage in diese mit einer Kraft 
zuruckgezogen wird, welche der kleinen Verschiebung x proportional ist (die 
quasielastische Kraft). Wir setzen voraus, daB es liur eine Gattung von Reso­
natoren gibt. 

Wird der Resonator durch eine Kraft E erregt, so lautet seine Bewegungs­
gleichung 

mx + kmx + w5mx = eE, 

wo Wo dit Frequenz der Eigenschwingungen des freien ungedampften Resonators 
ist, welche aus der Gleichung bestimmt wird: 

X+w~x=O. 

E ist in der Theorie von DRUDE2) mit der elektrischen Kraft X des auBeren 
elektrischen Feldes identisch, in den Theorien von LORENTz3 ) und PLANCK4) ist 

E=X+ 4n p ·3' 

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 58,S. 19. 1896. 
2) P. DRUDE, Lehrbuch der Optik. S. 364. 1906. 
3) H. A. LORENTZ, La theorie electromagnetique de l\faxwell. Leiden 1892. 
4) M. PLANCK, Berl. BeL 1902, S. 470; .1903, S. 480; 1904, S·740; 1905, S. 382. 

H. A. LORENTZ, The theory of Electrons .. 5. 138. 1909. 
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wo P die Polarisation oder das elektrische Moment der Volumeinheit ist: 

P=Nex. 
Das gibt fUr die Kraft 

4.n 
E=X+-Nex, 

. 3 

wo N die Anzahl der Resonatoren in der Volumeneinheit ist. 
Dann bekommt die Gleichung (3) die Gestalt 

oder 

und endlich 

mx + mkx + wgmx = e(X + 4: Nex), 
\ ;) 

" + k . + (2 4.n N e2
) _ e X x x wo- 3 --m x-m ' 

4.nN e2 

3m 

495 

(4) 

Suchen wir die Losung der Gleichung (4) fUr den Fall einer stationaren, unge­
dampften elektrischen Welle von der Frequenz w, so konnen wir 

und x = aeirot 

setzen und bekommen 

(-w 2 + ikw + w62) x = .!!...-X, m 
oder e X 

X=- . . 
m wJ2 - w~ + i k w . 

Da die elektrische Verschiebung 

D = X + 4nP= X +4nNex 
ist, so haben wir 

( 4.n N e2 1 )' D=X 1+---',2 2+'k =eX. 
m Wo - w Z w. 

Fur die D.K. bekommen wir den Ausdruck: 

, 4.n N e2 /m 
; = 1 +'2 2 +. k' Wo - w z w 

Da Wlr setzen konnen e' = n2(1- i,,)2, bekommen wir fUr den Brechungs­
exponenten n und fUr den Absorptionsindex " folgende Ausdrucke: 

2( _ 2) ~ -.L 4.n N e2/m(w~2 - w2l 
n 1 " - 1 I (W~2 _ (2)2 + w 2 k 2 (5) 

2 _ 4.nkwNe2 /m 
2n ,,- (())~2_W2)2+W2k2' (6) 

Wenn wir in diese Formeln statt der Kreisfrequenzen w die Wellenlangen und 
statt " den Absorptionskoeffizienten k = n" einfUhren, so erhalten Wlr: 

(7) 

(8) 
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Raben wir den Fall so groBer Dampfung der Molekularresonatoren, daB man 
das Tragheitsglied mx in der Gleichung gegenuber dem Reibungsglied mkx ver­
nachlassigen kann, dann erhalten wir anstatt (4) eine Gleichung von der Form 

k3c + {}x= eX, 

welche zu folgendem Ausdruck fur die D.K. fuhrt: 

, 4% N e2/D "1 

8 = 1 + 1 + i kID. w = 1 + 1 + i aw ' 

e2 k 
81 = 4nN -:0: a = -;a,. 

Wenn viele Gattungen von Resonatoren vorhanden sind, so werden die 
Formeln viel komplizierter1). Wir wollen sie aber nicht wiedergeben, da diese 
Formeln keinen groBen praktischen Wert haben. 

Wir wollen nur einige Bemerkungen uber den Fall eines isolierten Dispersions­
streifens hinzufligen. Wenn ein solcher Fall vorliegt, so bedeutet dies, daB 
der K6rper auBer den Resonatoren, welche diesen Dispersionsstreifen hervor­
rufen, keine anderen Resonatoren enthalt, welche Eigenschwingungsperioden 
in der Nahe des Dispersionsstreifens haben. Wenn das Dispersionsgebiet zwischen 
den Wellenlangen Al und A2 liegt (A2 > AI) und Ao die Eigenwellenlange in diesem 
Gebiete ist, so darf der K6rper, Ao ausgenommen, nur Eigenschwingungsperioden 
haben, welche viel kleiner als Al und viel gr6Ber als A2 sind. Der EinfluB dieser 
Resonatoren, welche ziemlich weit von dem untersuchten Gebiete liegen, wird 
sich mit der Wellenlange, falls diese in dem Intervalle zwischen Al und A2 liegt, 
nicht andem und kann als ein konstantes Glied 80 an Stelle der 1 in die 
Formeln (5) und (7) eingefligt werden. So erhalten wir folgende Formeln: 

'1,0 e2 
4%N - (W~2 - ( 2) 

2( 2) _ + m 
n 1-" -Eo (w~2_w2)2+w2k2' (10) 

2 2 _ ).2(22 - 2~2) 
n - k - 8 0 + h (J.2 J.12)2 J.2· 

• -'0 + g. 
(11 ) 

wo 80 die D.K. flir sehr kurze Wellen bedeutet. 
Anstatt der Formel (9) erhalt man 

8' = 8 + "1 
o 1 + iaw 

(12) -1,0 

Abb. 1. Die Dispersion irn opti­
schen Spektrurn. Der Gang der Funktionen n 2 - k 2 und 2nk ist 

in der Abb. 1 flir den Fall dargestellt, daB im 
Bereiche der Eigenschwingungen der Resonatoren der Absorptionskoeffizient 
so groB ist, daB n 2 - k 2 negative Werte annimmt. Dieser Fall ist in der 
Optik flir Metalle bekannt. Die reelle D.K. 8 = n 2 - k 2 muB in diesem Falle 
negativ werden. 1m optischen Spektrum k6nnen wir aber die D.K. nicht messen, 
dieser Begriff findet daher in der Optik, insbesondere der Metalloptik, keine 
Anwendung. Zu der Frage, welchen Sinn negative D.K. haben k6nnen, kehren 
wir noch spater zuruck (Ziff.23). 

Mit dem Einflusse der Dampfung der auffallenden Wellen auf die Dispersion 
haben sich theoretisch ANDREJEV2) und POTAPENK03 ) beschaftigt. 

1) D. GOLDHAMMER, Dispersion und Absorption des Lichtes, S. 29-32.1913; \V. VOIGT, 
Handbuch der Elektrizitat und des Magnetisrnus, S.1319. 1918. 

2) N. ANDREJEV, Journ. d. Russ. Phys. Chern. Ges. (Phys. Teil) Bd. 41, S.46. 1909. 
3) G. POTAPENKO, Verh. d. Wiss. Forsch. lnst. f. Phys. u. Krist. d. Mosk. Univ. Nr. 6, 

S. 72. 1926. 
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Wenn wir die Formeln der Optik auf das Gebiet der elektrischen Wellen 
ausdehnen wollen, sind wir gezwungen, fiir die ErkHirung der elektrisc4en Dis­
persion in den Molekiilen elektrische Resonatoren von groBerEigenfrequenz 
anzunehmen. Als Vorteil dieser Theorie ist die Tatsache anzusehen, daB sie 
nicht nur die anomale, sondern auch die normale Dispersion zu erklaren im­
stande ist. ,.Wollen wir keine Eigenfrequenzen im elektrischen Spektrum an:. 
nehmen, so kann man nach DRUDE zu einer Theorie dieser Erscheinungen auch 
ohne die Hypothese sehr langsamer Molekulareigenschwingungen gelangen. 

Diese Theorie wird von DRUDE 1) folgendermaBen begriindet: . 
N ach der Theorie der optischen anomaleh Dispersion sind die Ab­

sorptionsstreifen um so breiter, je gr6Ber die Dampfung der Eigenschwin­
gungen der Molekiile 'ist. Die Schmalheit der Absorptionsbanden in der Optik 
besagt, daB die Dampfung der molekularen Resonatoren ziemlich klein ist. 
Demgegeniiber haben wir im elektrischen Spektrum sehr ausgedehnte Absorptions­
gebiete, und so sind wir berechtigt, im elektrischen Teile des Spektrums sehr 
groBe Diimpfungskonstanten anzunehmen. Diese Annahme fiihrt uns zu .der 
Folgerung, daB,.selbst wenn die Periode der einfallenden Welle viellangsamer 
ist als die Eigenschwingungsperiode der Resonatoren, letztere einen bedeutenden 
EinfluB auf die Erscheinungen haben konnen. Man kanrt als extremen Fall die 
Schwingungsperioden der Resonatoren als verschwindend klein im Vergleich 
zur Periode der einfallenden Wellen annehmen. Um diese Tatsachen mathe­
matisch zu formulieren, konnen wir von der Formel (11) ausgehen. Nehmen 
wir J.f" welches in der DRuDEschen Dispersionstheorie identisch mit der Eigen­
wellenlange 10 der Resonatoren ist, als verschwindend klein im Vergleich zu der 
einfallenden Wellenlange 1 an, d. h. setzen wir 10 = 0, so entsteht aus (11) und (8) 

(13) 

(14) 

Zu demselben Resultat kommt man auch, wenn man von der Formel (12) aus­
geht, welche dem Falle sehr groBer Dampfung entspricht. 

Fiir sehr kleine Wellenlangen nahern sich hiernach n 2 und u den Grenzwerten: 

u=O, fiir1=0, 

fUr sehr groBe Wellenlangen den Grenzwerten: 

u=O, fUr 1=00. 

1300 ist mit der statischen D.K. identisch. 
Aus der Gleichung (13) sehen wir, daB 13 = n 2 (1 - u 2) bestandig abnimmt, 

wenn 1 von 00 bis 0 faUt, aus Gleichung (14), daB n 2 u ein £laches Maximum 
zeigt. Wir haben angenommen, daB im Korper nur eine Gattung von Resonatoren 
existiert; waren es mehrere, so hatten wirfUr n 2 u auch mehrere Maxima gefunden, 
aber fiir diesen komplizierten Fall ist die Theorie bei DRUDE nicht entwickelt. 
Den Gang von n 2 - k2 und nk fiir den einfachen Fall kann man aus Abb. 1 
ersehen. 

Diese Theorie ist nur imstande, die anomale Absorption zu erklaren, da 
die D,K. nach der Gleichung (13) mit wachsender Wellenlange nicht abnehmen 
kann. . 

1) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Ed. 64, S. 131. 1898. 
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Weiter hat DRUDEl) gezeigt, daB man zu denselben Formeln (13) und (14) 
gelangt, wenn man die Vorstellung einfUhrt, daB in einem isolierenden Medium 
von der D.K. 101 Bestandteile von der D.K. 102 und der LeitHihigkeit a ein­
eingebettet sind. Dabei sollen diese Bestandteile von so kleinen Dimensionen 
angenommen werden, daB die Periode ihrer Eigenschwingungen gegenuber den 
Perioden der einfallenden Wellen zu vernachlassigen ist. Diese Vorstellung wurde 
zuerst in einer Arbeit von MILLIKAN2) als ein Gedanke von NERNST ausgesprochen. 
MERCZYNG3) hat die dargelegte Theorie von DRUDE auf Grund des vorhandenen 
experimentelIen Materials diskutiert. Er zeigt, daB man aus den DRuDEschen 
Formeln (13) und (14), weIche folgendermaBen geschrieben werden konnen: 

2 2) _ (soo - so) 1,2 _ _ (soo - so) g2 _ _ sco -so 
n (1-u -100 + g2+J,2 -1000 g2+J.2 -lOco 1+(J,/g)2' 

2 _ (soo - so) g}. _ (soo - so) J./g 
212 U - g2 + },2 - 1 + (}./g)2 ' 

den Absorptionsindex u eliminieren kann, was zu folgender Gleichung fiihrt: 

( .1 \ 1 .12 (X2 n4 -122 f ---1- ---
00 1 + (X2 I - 4 (1 + (X2) 2 ' 

J. 
IX =-. 

g 

Aus dieser Gleichung kann man sehr leicht 1 + IX2 und dann die Material­
konstante g bestimmen. Fur diese Rechnung ist nur die Kenntnis des Brechungs­
exponenten 12 fUr einige WelIenlangen notig, urn auch gleichzeitig die Frage zu 
beantworten, ob das Dispersionsspektrum des Korpers durch eine oder durch 
mehrere Absorptionsbanden bestimmt ist. Wenn g fUr alIe Brechungsexponenten n 
dieselbe GroBe behalt, liegt eine einzige Bande vor. Die Rechnung, weIche fUr 
Glyzerin, Athylalkohol, Wasser, Essigsaure, Anilin und Amylalkohol durch­
gefUhrt ist, hat gezeigt, daB es nicht moglich ist, den Gang der Dispersion durch 
das Vorhandensein einer einzigen Bande zu erklaren. 

3. Dipoltheorie von DEBYE. In der optischen Dispersionstheorie nehmen 
wir nur Elektronen oder Ionen an, weIche quasielastisch gebunden sind, durch 
die auBere elektrische Kraft nach entgegengesetzten Richtungen aus ihrer Ruhe­
lage gezogen werden und so Dipole bilden. Man kann sich aber vorstelIen, daB 
in den MolekUlen schon fertige Dipole mit konstantem Moment existieren und 
daB die Wirkung der auBeren Kraft nur darin besteht, daB diese die MolekUl­
achsen, deren Richtungen gleichmaBig im Korper verteilt sind, in der Kraft­
richtung einzustellen sucht. SoIche Dipole im MolekUl hat schon REINGANUM4) 

im Jahre 1903 zur Erklarung der Molekularkrafte eingefiihrt und ihre Momente 
geschatzt. Urn die Erscheinungen der elektrischen Dispersion zu erklaren, konnen 
wir auch annehmen, daB im Innern der Isolatoren nicht allein elastisch gebundene 
Elektronen, sondern auch fertige Dipole mit konstantem elektrischem Moment 
vorhanden sind. Diesen Weg haben SCHRODINGER5 ) und DEBYE6) eingeschlagen 
und Theorien eines Dielektrikums entwickelt, weIche den Temperaturgang der 
D.K. ergeben. Dieselbe Vorstellung uber das Vorhandensein fertiger Dipole 
hat DEBYE7) fUr die Erklarung der anomalen Dispersion im elektrischen Spektrum 
benutzt. Es moge hier nur der \Veg angedeutet und das Endresultat angegeben 

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.64, S. 139ff. 1898. 
2) R. MILLIKAN, Wied. Ann. Bd. 60, S. 376. 1897. 
3) H. J\lIERCZYNG, Ann. d. Phys. Bd.39, S.1059. 1912. 
4) M. REINGANUM, Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 334. 1903. 
5) E. SCHRODINGER, VVien. BeT. Bd.21, S. 11a u. 1937. 1912. 
6) P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 13, S.97. 1912. 
7) P. DEBYE, Ber. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 777. 1913; Handb. d. Radiol. Bd. VI, 

S. 643. 1925. 
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werden. Der EinfluB der Dipolmolekille auf die Dispersion wird von DEBYE im 
wesentlichen auf folgende Weise gedeutet. 

Wenn im Innem eines Dielektrikums plotzlich ein elektrisches Feld ent­
steht, werden die Molekille nach kurzer, aber endlicher Zeit sich mit den Achsen 
ihrer elektrischen Momente so eingestellt haben, daB jedes Kubikzentimeter 
ein von Temp'eratur und Feldstarke abhangiges Moment angenommen hat, 
welches dann nachtraglich nur noch kleine, durch die Molekularbewegung hervor­
gerufene Schwankungen zeigen wird. Dieses endgilltige Momentverursacht 
im wesentlichen die D.K. des Korpers; zu derselben liefem auch die quasielastisch 
gebundenen Elektronen einen kleineren Beitrag. 

Wenn wir vom statischen Felde zu e1ektrischen Wellen ubergehen, so werden 
die Molekille nicht genugend Zeit haben, urn wahrend einer Vierte1schwingung 
der e1ektrischen Kraft sich so einzustellen, daB das statische Moment erreicht 
wird. Bei sehr schnellen Schwingungen werden sich die Dipole gar nicht mehr 
einstellen, und es.werden nur die Elektronen allein die Dispersionserscheinungen 
verursachen. Es wird also die D.K. von langsamen zu schnellen Schwingungen 
bestandig abfallen. Nach dieser Theorie kann die anomale Dispersion im elek­
trischen Spektrum nur in Substanzen mit Dipolmolekillen auftreten. Urn die 
Theorie quantitativ zu fassen, mussen wir berechnen, wie die BOLTZMANN­
MAXWELLsche Verteilung der Dipolachsen sich zeitlich einstellt. Nehmen wir 
an, daB in einem bestimmten Augenblick t die Anzahl der Dipole eines Kubik­
zentimeters, deren Achsen im Raumwinkel dQ enthalten sind, IdQ ist, wo I 
die" Verteilungsfunktion ist. Fiir diese Verteilungsfunktion findet DEBYE die 
Differentialgleichung: 

of 1 a [. (at )] e{)t=sinb'ab' sm-& kT ab-MI . 

e ist die Reibungskonstante, -& der Winkel zwischen der Dipolachse und 
einer im Raume festen Achse, k = 1,372 '10-16 Erggrad- 1 die BOLTZMANNsche 
Konstante, T die absolute Tempetatur und M das Drehmoment, welches die 
elektrische Kraft auf den Dipol ausubt. Steht nun das Medium unter der Ein­
wirkung eines periodischen elektrischen Feldes F = Foeiwt, so ergibt die Diffe­
rentialgleichung (15) fUr die Funktion I den Ausdruck: 

I=A(1+ ~ eoo ·:TFo&rot.cos-&). (16) 
1 + z 2k T 

Hier ist A eine Konstante, p, das Dipolmoment, w die Frequenz des elektrischen 
Fe1des. Weiter konnen wir das beobachtbare Moment seines Kubikzentimeters 
der Substanz in Richtung der elektrischen Kraft nach der Formel berechnen, 

2", 

S = jlp,cos-&d-&, 
o 

da td-& (die Anzahl der Dipole im Winkel d-&) nach (16) bekannt ist, und dann 
das mittlere beobachtbare Moment m eines Dipolmolekills durch Division von s 
durch die Anzahl der Dipolmolekille pro Kubikzentimeter bestimmen. So er­
halt man 

mit der Abkiirzung 

1 ft2 
m = --F eirot 

1+i~3kT 0 
000 

2kT 
wo=--' e 

32* 
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Weiter muB man die dielektrische Verschiebung 

D=E+4nP 

ausrechnen. Die Polarisation P ist das mittlere Moment eines Kubikzentimeters 
gleich N m, wenn N die Anzahl der Molekille in Kubikzentimeter bedeutet. 
Aus der Verschiebung D = c'E erhalt man die komplexe D.K. Ii' = n 2 (1 - i,,)2. 

Die Rechnung ergibt 
GOO • W 80 
--+~---

2 (1 ')2 800 + 2 Wo 80 + 2 n -~" = , 1 . w 1 
--+~---
800 + 2 Wo 80 + 2 

wo Coo und Co die D.K. fUr unendlich langsame und sehr schnelle Schwingungen 
bedeuten. 

Wenn man abkiirzend setzt 
eco + 2w 
eo + 2wo = x, 

so bestimmen sich n 2 und " zu: 

2 = ~ [1/ e;" + e~,t'2 + 000 + eo.x2 J, 
n 2' 1+X2 1+X2 

" = __ 1_. 1 + X2 [-,/e;" + e~ X2 
eoo - eo X 1 + X2 

Der Absorptionsindex " erreicht ein Maximum 

V~ - V;;; 
"max = ,r-+ I ., 

yeoo leo 
( 18) 

wenn -
W _ EO + 21;-;;; 
Wo - 800 + 2 / -;;. 

Aus der Formel (18) ist ersichtlich, daB in dieser Theorie" nicht groBer als 1 
sein kann. 

SCHRODINGER1) hat bemerkt, daB die Theorie von DRUDE, welche unter 
der Annahme einer aperiodisch gedampften Elektronengattung abgeleitet ist, 
auf dieselbe Form gebracht werden kann, wie die Theorie von DEBYE. 

In der Tat folgt aus der Gleichung (12) fiir w = 0 Coo = Co + 101 oder 
101 = Coo - cO' 

Weiter konnen wir fUr (12) auch schreiben 

0,88 n 
c' = 10 + eoo -: ~ = eoo + i.aweo 

o 1+taw 1+taw' 

was mit der Abkiirzung 

a(eo + 2) 
eoo + 2 , 

formal in die DEBYESche Formel iiber­
geht: 

~~~~&-~~~~~~~~~ 
~2 19 gj" 

Abb. 2. Der Gang der Dispersion nach der 
Dipoltheorie. 

In Abb. 2 ist der Gang von n," und n" nach den Rechnungen von DEBYE 
dargestellt. Dieselben Kurven entsprechen auch der DRuDEschen Theorie. 

1) E. SCHRODINGER, Ber. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 1167. 1913. 
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b) Die experimentellen Methoden. 
4. Die LEcHER-DRUDEsche Anordnung. Die von LECHERl) eingefiibrte 

Methode, die elektrischen Wellen mittels eines Paralleldrahtsystems zu unter­
suchen, ist von vielen Forschem2) weiter entwickelt und zum Studium der Dis­
persion und Absorption im elektrischen Spektrum benutzt worden. Eine iilinliehe 
Methode, aber mit einem anderen Erreger ist von BLONDLOT3) entwickelt worden. 
Besonders viel hat DRUDE4) auf diesem Gebiete gearbeitet und zwei Anordnungen 
ffir die Bestimmung von e, n und "ausgebildet. Bei der ersten Anordnung 
durchsetzen die LECHERschen Drahte einen Trog, wie. er von COHNS) angewandt 
war. Die Wellen erzeugte DRUDE mit einem BLONDLoTschen Erreger, mit welchem 
die Paralleldrahte induktiv gekoppelt waren. Auf den Drahtenliegt eine Briicke 
fest, hinter welcher eine zweite Briicke verschoben werden kann. Zwischen den 
Briicken konnen sich intensive, stehende, elektrische Wellen ausbilden, wenn 
die Entfemung zwischen den Briicken ein ganzzahliges Vielfaches der halben 
Wellenlange ist .. Die Existenz der Wellen wird durch Aufleuchten eines ZEHNDER­
schen Vakuumrohres erkannt. Man miBt die Wellenlange auf den Drahten 
einmal in Luft, wenn der Trog leer ist oder gar nieht mit y 
den Drahten in Verbindung steht, und ein zweites Mal in -n-. ' 
der Fliissigkeit, welche man in den Trog eingieBt. Der Trog .1 r 
wird so aufgestellt, daB die Innenflache seiner Vorderwand 
genau im ersten Knoten des Wellenzuges hinter der BriickeB1 Abb. 3. DRuDEscher 

Kondensator. liegt. Das Verhaltnis der Wellenlange in Luft zu der Wellen-
lange in der Substanz gibt direkt den Brechungsexponenten n des Dielektrikums. 
Der Nachteil dieser Anordnung besteht darin, daB sie sehr groBe Mengen von 
Fliissigkeiten verlangt. 

Die zweite DRuDEsche Anordnung erlaubt die D.K. e des Dielektrikums 
zu messen. An -dem Ende der Drahte ist ein kleiner Kondensator (wie auf der 
Abb.3) angebracht. 

Die Drahte mit dem Kondensator konnen mittels eines posaunenartigen 
Auszuges verlangert oder verkiirzt und so auf Resonanz mit dem Erreger gebracht 
werden. Mit dieser Methode konnen fliissige und feste Dielektrika in ganz kleinen 
Mengen untersucht werden. Urn den BLONDLoTschen Vibrator intensiv zu erregen, 
hat DRUDE6) vorgeschlagen, diesen Vibrator mittels eines Teslatransformators 
zu speisen, und die konstruktiven Grundlagen des Transformators ausgearbeitet. 
Weiter entwickelte SCHAEFER?) die DRuDEsche Anordnung in konstruktiver Hin­
sieht. Urn mit der zweiten DRuDEschen Anordnung die D.K. zu messen, fiillt 
man den Kondensator mit der zu untersuchenden Fliissigkeit. Fiir feste Korper 
kann man folgendermaBen verfahren. Man laBt den Korper in Pulverform 
in dem Kondensator schmelzen, und dann wieder erstarren oder man gibt nach 
DRUDE8) den Elektroden des Kondensators solche Gestalt, daB man den Korper 

1) E. LECHER, Ann. d. Phys. Bd. 41, S. 850. 1890. 
2) H. RUBENS, Ann. d. Phys. Bd.42, S. 153. 1891; L. ARONS U. H. RUBENS, ebenda 

Bd.42, S.581. 1891; Bd.44, S.206. 1891; Bd.45, S.381. 1892; E. COHN, ebenda Bd. 45, 
S.370. 1892; E. COHN U. P. ZEEMANN, ebenda Bd.57, S.15. 1896; R. BLONDLOT, C. R. 
Bd. 119, S.595. 1894; D. MAZZOTTO, Rend. Ac. Lincei (5) Bd.4, S.1 u. 240. 1895; Nuov. 
Chim. (4) Bd.1, S.308. 1895; Bd. 2, S. 296. 1895. 

3) R. BLONDLOT, C. R. Bd. 113, S. 628. 1891. 
4) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.54, S.352. 1895; Bd. 55, S.633. 1895; Bd. 58, S. 1. 

1896; Bd.59, S. 17· 1896; Bd.61, S.466. 1897; ZS. f. phys. Chem. Bd.23, S.267. 1897. 
5) E. COHN, Ann. d. Phys. Bd.45, S. 370. 1892. 
6) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.9, S.293 u. 590. 1902; Bd. 13, S. 512. 1904; Bd. 16, 

S. 116. 1905. 
7) CL. SCHAEFER, Berl. Ber. 1906, S. 769. 
8) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.61, S.474. 1897. 
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in Form einer Platte untersuchen kann. Man bestimmt dann die D.K. des Korpers 
durch Vergleichung mit der D.K. einer Eichfliissigkeit. Man kann diesen Ver­
gleich nach STARKEl) auch in einem Kondensator der Form (Abb, 3) durch 
Einsenkung des festen Korpers in die Eichfliissigkeit ausfiihren. Bei Gleichheit 
der D.K. wird die Kapazitat des Kondensators sich nicht andern. Wie DRUDE 
gezeigt hat und die Messungen bestatigt haben, ist auch die Form des GefaBes 
des Kondensators von groBer Wichtigkeit. Einwandfreie Resultate erhalt man 
in Kolbchen, deren Glaswande iiberall parallel den elektrischen Kraftlinien des 
Kondensators verlaufen. 

5. Die Anordnung von DRuDE-COOLIDGE. COOLIDGE2) hat die Eigenschwin­
gungen des folgenden Systems (Abb. 4), welches sehr geeignet zur Dispersions­
und Absorptionsmessungen ist, berechnet. Dieses System kann man durch Ver­
schiebung der Briicke B langs der Lecher-Drahte, welche die Verlangerung des 
Systems AB C bilden, auf Resonanz mit dem Erreger bringen. Die Rechnung gibt 
A 8 folgenden Ausdruck fUr die Eigenwellenlange des 

I :be I !_--_ Systems: 
. :..j..: . .... ;, [2:rra 2rra/ ] l 
IE-a '"'><: a' 1>'j!' 00 + eO = 2' cotg -;,- + cotg -},- , 

Abb.4. Die Anordnung von d _~ __ 4 ~ k 19 Rd. J 
COOLIDGE. 00 = 4n ko 19 R ' U -0 

(19) 

Hier bezeichnet k die Arbeitskapazitat des Kondensators C, ko die Ballastkapazitat 
(Kapazitat der Drahte im Glase und auBerhalb des Kondensators), d den Abstand 
der Drahte voneinander und R deren Radius, a und a' die Abstande des Kon­
densators C von den beiden Briicken des Systems, e die D.K. 

Fiir den Absorptionsindex u gibt die Rechnung nach POTAPENKO 3) : 

[ 

sin2;n; a'/), I sin2rr a/A] 
~ = (1 + ~~) dy 1 -L 2:rr a sin2;n; a/I, + a sin2rr a'p, • 
1 - ,,2 e k 4;n; I A . 2;n; (a + a') 

Sln--J,---
(20) 

Hier ist dy der Zuwachs des logarithmischen Dampfungsdekrementes. Die 
D.K. und der Absorptionsindex werden in dieser Anordnung folgendermaBen 
gemessen. Man bestimmt auf den LECHERschen Drahten die Wellenlange und 
die Entfernungen a und a' . Wenn man dann den Kondensator mit Eichfliissig­
keiten von bekannter D.K. fiillt, kann man die Kapazitaten ko und k berechnen. 
Dann gieBt man die zu untersuchende Fliissigkeit in den Kondensator ein und 
bestimmt die Verkiirzung p des Systems (Abb.4) oder die neue Entfernung a', 
welche der Resonanz mit dem gefiillten Kondensator entspricht. Endlich wird 
der Zuwachs del' Dampfung dy des Systems infolge der Absorption im Kon­
densator aus der Verbreitung del' Resonanzkurve bestimmt. Nach diesen An­
gaben kann man aus (19) und (20) die D.K. e und den Absorptionsindex u er­
mitteln. 

6. Die Anordnung von COLLEY. Die elektrischen Wellen, welche man mit 
den Erregern von LECHER und BLONDLOT erzeugen kann, zeigen eine groBe 
Dampfung. Wenn man den Gang del' Dispersion im elektrischen Spektrum 
untersuchen will und die Existenz einer Eigenfrequenz der Molekiile in diesem 
Gebiete nicht fill unmoglich halt, muB man, urn Dispersionsstreifen nachweisen 
zu konnen, mit wenig gedampften Wellen arbeiten. Diese Uberlegungen 

1) H. STARKE, Berl. Ber. 1906, S.769. 
2) W. COOLIDGE, Ann. d. Phys. Bd.69, S. 125. 1899. 
3) G. POTAPENKO, ZS. f. Phys. Bd.20, S.21. 1923. 
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haben COLLEY!) dazu veranlaBt, die LECHERsche Anordnung so umzugestalten, 
daB sie elektrische Wellen von sehr kleiner Dampfung liefern kann. Da 
die groBe Dampfung der Wellen in den LECHERschen Drahten, welche direkt 
mit dem Erreger gekoppelt sind, von dem Funken im Erreger herruhrt, 
hat COLLEY die LECHERschen Drahte nicht niit dem Erreger, sondern mit einem 
schwachgedampften System gekoppelt, welches er das erregende oder Primar­
system nennt, und welches er mit einem starkgedampften Erreger koppelt. 
So ist die ganze Anordnung aus drei Teilen zusammengesetzt: (Abb. 5), dem 
Erreger, dem Primarsystem und den LECHERschen Drahten. Der Erreger be­
steht aus zwei Messingstabchen A und B, welche birnenartige Ansatze m und n 
tragen und sich iiber zwei Funken in einen biigelartigen Draht entladen. Urn die 
zwei Funken gleichzeitig iiberspringen zu lassen, sind die Stabe A und B des 
Erregers durch einen kleinen Kondensator K miteinander gekoppelt. Wegen 
der Anwesenheit von zwei 
Funken und der starken 
direkten Koppelung mit 
dem Primarsystem ist die 
Dampfung des Vibrators 
so groB, daB er das Primar-
system, welches aus einem 
geschlossenen Drahtviereck 

Abb. 5. Die Anordnung von COLLEY. 

besteht, also keinen Funken enthalt und darum eine sehr kleine Dampfung 
besitzt, nach dem Prinzip der StoBerregung erregen kann. 

Die LECHERschen Drahte bilden die unmittelbare Fortsetzung des Primar­
systems. Infolge sehr kleiner Dampfung der Wellen, welche mit dieser Anordnung 
erzeugt werden, ist die Anordnung fiir Dispersionsuntersuchungen sehr geeignet. 
Der weitere Vorteil dieser Anordnung ist die M6glichkeit, durch bloBe Verschiebung 
der Brucke B2 die Wellenlange kontinuierlich zu verandern, da die Wellenlange 
in weiten Grenzen nur von den Dimensionen des Primarsystems abhangt, 
nicht aber von der Periode des Erregers. Man kann mit demselben Vibrator 
Primarsysteme von sehr verschiedener Lange geniigend stark erregen. 

Um wenig gedampfte Wellen zu erzeugen, haben auch MIE2) und seine 
Mitarbeiter EGGERS3), SETTNICK4) und RUKOp5) Erreger fUr sehr kurze Wellen 
gebaut. 

Die LECHERschen Drahte durchsetzen einen Trog, welchen man mit der 
zu untersuchenden Flussigkeit fUilt. Die Messung des Brechungsexponenten n 
besteht darin, daB man die Wellenlangen }. und },' in der Luft und in der 
Fliissigkeit bestimmt. 

Wenn man die Wellenlange des Primarsystems andern will, muB man die 
Briicke B2 verschieben, was eine entsprechende Verschiebung des Troges mit 
der Fliissigkeit notwendig macht, da die Grenzflache der letzteren sich immer 
im ersten Knoten der stehenden Wellen befinden muB. Um diese Verschiebung. 
welche sehr umstandlich ist, zu vermeiden, hat COLLEy6) einen Kunstgriff vor­
geschlagen, welcher aIle Messungen des Brechungsexponenten in einem be­
stimmten Bereiche von Wellenlangen mit einem unbewegten Troge durch-

1) A. R. COLLEY, Journ. d. russ. phys. chern. Ges. (Phys. Teil) Bd. 38, S.431. 1906; 
Ed. 39, S. 210. 1907;Bd. 40, S. 121,228,269.1908; Phys. ZS. Bd. 10, S. 329, 471, 657. 1909; 
Bd. 11, S.324. 1910. 

2) G. Mm, Ber. d. D. Phys. Ges. Bd.8, S.860. 1910. 
3) F. EGGERS, Dissert. Greifswald 1907. 
4) C. SETTNICK, Ann. d. Phys. Bd. 34, S. 565. 1911. 
5) H. RUKOP, Ann. d. Phys. Bd.42, S.489. 1913. 
6) A. R. COLLEY, Ber. d. Univ. vVarschau Bd. 1. 1915. 
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zufUhren gestattet. Man kann namlich in das Primarsystem einen Kondensator 
einschalten, wie das in der Anordnung von COOLIDGE (Abb. 4, Kond. C) ge­
schieht. Wenn man diesen Kondensator von der Brucke B2 bis zur Mitte 
des Systems verschiebt, so andert sich die Periode des Primarsystems, und es 
ist jetzt moglich, die Auderung der Wellenlange nicht nur durch die Verschiebung 
der Brucke B 2 , sondern auch durch die Verschiebung des Kondensators C zu 
erzielen. Wenn man einen ahnlichen Kondensator auf der anderen Seite der 
Brucke B2 auf den LECHERschen Drahten symmetrisch anbringt, und in der­
selben Weise wie den Kondensator C verschiebt, so wird die Lage des ersten 
Knotens, also auch die Lage des Troges auf den LECHERschen Drahten unverandert 
bleiben. Um die Dampfung der Wellen in der COLLEYSchen Anordnung noch weiter 
zu verkleinern, hat ROMANOFF!) untersucht, wie die Dampfung der Wellen von 
der GroBe der Plattenbrucken, welche das Primarsystem und die LECHERschen 
Drahte abgrenzen, abhangt. Es hat sich herausgestellt, daB Drahtbriicken und 
kleine Plattenbrucken die Wellen sehr unvollkommen reflektieren und nur groBe 
Plattenbrucken, deren Dimensionen vergleichbar mit der Wellenlange sind, eine 
vollkommene Reflexion bewirken. Mit solchen Brucken kann man Dekremente 
erzielen, welche fast nur durch die J OULEsche Warme bedingt sind und etwa 
0,005 fUr das Primarsystem betragen. 

7. Die Anordnung von WILDERMUTH. Die Anordnung von WILDERMUTH2) 
verfolgt das Ziel, die Absorptionskoeffizienten quantitativ zu messen. Zu diesem 
Zwecke durchsetzen die LECHERschen Drilite, welche vertikal verlaufen, einen 
Trog oder ein Glaszylinder mit der zu untersuchenden Fliissigkeit, deren Tiefe 
durch Ab- oder ZugieBen der Flussigkeit verandert werden kann. 

Die Wellen gehen teilweise direkt durch die Fliissigkeit hindurch, teilweise 
werden sie aber mehrmals an den Grenzen der Fliissigkeit reflektiert. Durch 
diese Reflexionen treten Interferenzen auf, welche bewirken, daB die Intensitat 
der durchgegangenen Wellen, die zu dem MeBinstrument gelangen, mit wachsender 
Schichtdicke der Fliissigkeit periodisch ab- und zunimmt. Solche Intensitats­
schwankungen hat zuerst G. U. YULE 3 ) beobachtet, ohne sie rechnerisch zu 
verfolgen. BJERKNES4) und DRUDE6) haben die Rechnungen in ahnlichen Fallen 
ausgefUhrt, und BERG6) hat fUr den vorliegenden Fall exakte Formeln entwickelt, 
welche den Verlauf der Intensitatskurve wiedergeben. Der Verlauf dieser Kurve 
hangt von der Wellenlange, der zeitlichen Dampfung und der Absorption der 
Schwingungen in der Flussigkeit abo Wenn diese Kurve gegeben ist, kann der 
Absorptionsindex berechnet werden. 

8. Die Kraftwirkungsmethode. Die D.K. ist von GRATZ und FOMM7) nach 
der Kraftwirkungsmethode gemessen. Diese Methode besteht in der Beobachtung 
der Drehung von dielektrischen Ellipsoiden in einem homogenen Wechselfelde. 
Anstatt eines Ellipsoids konnen auch Scheiben und Stabchen angewendet werden. 
Die Drehung ist dem Quadrat der angewandten elektrischen Kraft proportional. 
Dadurch wird es moglich, die Messungen mit Wechselspannungen auszufuhren. 
GRATZ und FOMM fUhren Untersuchungen mit Schwingungen bis ca. 106 - 107 
pro Sekunde aus. 

1) W. ROMANOFF, Journ. d. Russ. Phys. Chern. Ges. (Phys. Teil) Bd. 50, S.57. 1918. 
2) K. WILDERMUTH, Ann. d. Phys. Bd. 8, S.212. 1902. 
3) G. U. YULE, Ann. d. Phys. Ed. 50, S. 742. 1893. 
4) V. BJERKNES, Ann. d. Phys. Bd.44, S. 92, 513. 1891. 
0) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.60, S. 1. 1897. 
6) O. BERG, Ann. d. Phys. Bd. 15, S.307. 1904. 
7) L. GRATZ U. L. FOMM, Ann. d. Phys. Ed. 53, S.85. 1894; Bd.54, S.626. 1895; 

Munchener Ber. Bd.24, S.184. 1894. 



Ziff. 9, 10. Verschiedene Methoden. 505 

FURTHl) hat dieselbe Methode fiir die Bestimmung der D.K. gut leitender 
Substanzen weiter ausgearbeitet und die Rechnungen fiir den Fall ausgefiihrt, 
daB in einem fliissigen Dielektrikum von der D.K. eo und von der LeiWihigkeit ao, 
welches sich zwischen zwei Platten eines Kondensators befindet, ein Rotations­
ellipsoid aus einer anderen Substanz von der D.K. e und der Leitfahigkeit a 
an einem diinnen Faden aufgehangt ist. Das Drehmoment, welches dem Quadrat 
der Feldstarke proportional ist, erreicht ein Maximum, wenn die Rotations­
achse des Ellipsoids mit der Richtung der Kraftlinien einen Winkel von 45 0 

bildet. Das Drehmoment hangt nur von der D.K. der Fliissigkeit, nicht 
aber von der D.K. des Ellipsoids ab, wenn die Wellenlange der verwendeten 
elektrischen Schwingungen groB gegen die Abmessungen der Apparatur ist, 
sonst ist das Feld im Innern des Ellipsoids nicht homogen, wie es die Theorie 
voraussetzt. Dadurch ist eine obere Grenze fUr die Frequenz festgelegt. 

9. Kalorimetrische Methode. HARMS2) hat eine Methode angegeben, um 
die anomale Absorption der Wellen in einem Dielektrikum kalorimetrisch zu 
messen. 

In ein schwingendes System sind zwei gleiche Kondensatoren parallel ein­
geschaltet. Jeder Kondensator befindet sich in einem Glaskolben, welcher mit 
einer Kapillarrohre k versehen ist (Abb.6). Der Kolben wird mit Fliissigkeit 
gefiillt. Dies geschieht mit Hilfe des Hahnes H, welcher gestattet, 
den Stand der Fliissigkeit in der Kapillarrohre zu regulieren. 
Wenn der Schwingungskreis erregt ist, erwarmen sich die Fliissig­
keiten in beiden Kondensatoren, und man kann das Verhaltnis 
der entwickelten Warmemengen dem Verhaltnis der Tempe­
raturen oder dem der Steighohen der Fliissigkeiten in den Kapillar-
rohren gleichse~zen. Um durch diese Methode die anomale 
Absorption zu messen, vergleicht man die anomal absorbierende 
Substanz mit einer normalen Substanz, einmal bei ganz lang-
samen Schwingungen, wenn die anomale Absorption fehlt, und 
das andere Mal bei der zu untersuchenden Schwingung. Mit 
dieser Methode hat HARMS Alkohole bei Wellenlangen zwischen 
20 m bis etwa 5 m untersucht. 

Eine andere Anordnung, die Absorptionswarme zu messen, 
hat ROMANOFF3) entwickelt. Sie erlaubt, mit einer ganz kleinen 
Menge der zu untersuchenden Substanz auszukommen. Ein kleines 

H 

Glaschen aus Quarz 'Yird mit eiiligen Tropfen des Dielektrikums Abb 6 K 1 . _ 
gefiillt und in das elektrische Feld zwischen den LECHERschen tris~h~ ~e~~:;e 
Drahten gebracht. Die Absorptionswarme wird mit einem Thermo- nach HARMS. 

element gemessen, das in das Dielektrikum eingesenkt ist und 
sich wegen der Absorption erwarmt. Um die Erwarmung des Thermoelementes 
durch die Induktionsstrome, welche in dem MeBkreise Thermoelement-Galvano­
meter auftreten, zu kompensieren, ist ein zweites Thermoelement entgegen­
geschaltet, welches sich auBerhalb des Dielektrikums befindet. 

10. Optische Methoden. Unter den optischen Methoden verstehen wir die 
Nachbildung einiger optischen Versuche mit freien elektrischen Wellen. Die 
Brechung elektrischer Strahlen in Prismen kann zur Bestimmung des Brechungs­
exponent en dienen, besonders fUr sehr kurze Wellen. Diese Methode ist zuerst 
von ELLINGER4) angewandt worden. 

1) R. FURTH, ZS. f. Phys. Ed. 22, 5.98. 1924. 
2) F. HARMS, Ann. d. Phys. Ed. 5, 5.564. 1901-
3) W. ROMANOFF, Ann. d. Phys. Ed. 69, 5.125. 1922. 
4) H. ELLINGER, Ann. d. Phys. Ed. 46, 5.513. 1892; Ed. 48, S. 108. 1893. 
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Wie aber BLAIR!) gezeigt hat, bekommt man mit dieser Methode keine 
einwandfreien Resultate. Der Grund liegt darin, daB ein Prisma mit einem 
kleinen brechenden Winkel gleichzeitig als eine keilformige, diinne Platte wirken, 
also Interferenzen hervorrufen kann. Diese Methode ist nur selten angewandt 
worden. 

Die Reflexion von elektrischen Wellen an verschiedenen Substanzen gibt auch 
ein Mittel, den Brechungsexponenten dieser Substanzen fUr sehr kurze Wellen 
zu bestimmen. Der Erreger wird im Brennpunkte eines Hohlspiegels angebracht 
und die Intensitat der Strahlen gemessen, welche von dem Erreger ausgehend 
sich nach der Reflexion an der Oberflache einer Substanz im Brennpunkte des 
sekundaren Hohlspiegels wieder vereinigen. Diese Methode ist zuerst von COLE 2) 
angewandt worden. Wenn die Intensitat des reflektierten Strahles und der 
Einfallswinkel bekannt sind, kann man den Brechungsindex der Substanz nach 
den FRESNELschen Formeln berechnen. 

Andere optische Erscheinungen, wie z. B. Interferenzen der elektrischen 
Strahlen, sind von LANG3), KOSSONOGOW4) und BLAIR5) benutzt worden. Kos­
SONOGOW stellte in den Gang vertikaler elektrischer Strahlen, welche von zwei 
Ralften eines parobolischen Spiegels ausgingen, zwei GefaBe mit derselben 
Fliissigkeit. In einem GefaBe wird die Hohe der Fliissigkeit geandert und der 
Gang der Interferenz der Strahlen, welche durch die GefaBe hindurchgehen, 
im Brennpunkte eines zweiten parobolischen Spiegels mit einem Koharer unter­
sucht. Die Versuche gestatten, die Wellenlange in der Fliissigkeit zu bestimmen. 
LANG hat eine Nachbildung des akustischen Versuches von QUINKE realisiert. 
Die Anordnung bestand aus verschiebbaren Papierrohren, deren Wande mit 
Stanniol iiberzogen waren. Ein Erreger von RIGHI erzeugte Wellen von 80 mm, 
welche dUTCh einen Koharer nachgewiesen wurden. Fiillt man einen Teil der 
Rohre mit einem Dielektrikum, so kann man die hierdurch bewirkte Verschiebung 
der Interferenzmaxima und -minima messen. Auf diese Weise kann man den 
Brechungsexponenten des Dielektrikums bestimmen. 

BLAIR5) hat mit einem Interferometer fUr elektrische Wellen nach MICHELSON 
diinne Platten aus dielektrischem Material untersucht. 

Alle optischen Methoden sind wesentlich ungenauer als die Draht­
wellenmethoden. Das riihrt von den Diffraktionserscheinungen her, welche 
die Fortpflanzung elektrischer Wellen durch Prismen, Platten und Offnungen 
in Schirmen immer begleiten. Die Beugung elektrischer Wellen, deren Ein­
fluB sehr schwer zu vermeiden ist, stort die Reinheit der Messungen mit freien 
elektrischen Wellen. Diese Methoden sind aber im Bereiche sehr kurzer 
Wellen geeignet, wo die anderen Methoden versagen, oder wo deren Ver­
wendung mit groBen Schwierigkeiten verbunden ist. 

11. Die Vorteile der ungedampften Wellen. Die Elektronenrohre, welche 
ungedampfte Wellen erzeugt, findet bei den neuesten Versuchen iiber Disper­
sion elektrischer Wellen ausgedehnte Verwendung. \\Tie schon friiher erwahnt 
worden ist, sind die Ergebnisse, welche man mit den gedampften Wellen 
erhalt, schwer miteinander vergleichbar, da die D.K., der Brechungsex­
ponent und der Absorptionsindex von der Dampfung der Wellen abhangen, 
letztere aber sehr selten gemessen worden ist. Ein Vergleich der Messungen 
mit den Dispersionstheorien, welche flir ungedampfte Wellen entwickelt 

1) W. R. BLAIR, Phys. Rev. Bd.24, S.531. 1907. 
2) A. COLE, Ann. d. Phys. Bd. 57, S.290. 1897. 
3) V. v. LANG, Ann. d. Phys. Bd. 57, S.430. 1896. 
4) J. KOSSONOGOW, Phys. ZS. Bd.3, S.207. 1902. 
5) vV. R. BLAIR, Proc. Amer. Phys. Soc. 1906. 
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sind, ist auch nur dann berechtigt, wenn die Messungen mit so1chen ausge­
fUhrt sind. Diese Vorteile der ungedampften Wellen, sowie die Genauigkeit, 
we1che man mit ihnen erzielen kann, zeigen ihre Bedeutung fUr die Dis­
persionsmessungen. In erster Linie kornmen die Anordnungen in Frage, we1che 
imstande sind, kurze elektrische Wellen zu liefem. Fiir Wellen von der Gr6Ben­
ordnung 1 m haben WHITEl), VAN DER POL2), GUTTON und TOUTLy 3), SOUTH­
WORTH 4), HOLBORN5) und andere Anordnungen angegeben. Noch kiirzere Wellen 
bekommt man nach der Methode von BARKHAUSEN und K URZ6), die von SCHEIBE 7), 
GILL und MORRELL 8), GRECHOWA 9) und anderen weiterentwickelt worden ist. 
Wir besprechen weiter unten die fiir die Dispersionsmessungen wichtigsten 
Anordnungen, we1che besonders kurze Wellen zu liefem imstande sind. 

12. Die Methode von HOLBORN. Zwei Elektronenr6hren sind in eine Gegen­
taktanordnung geschaltet (Abb.7a). Beide Anoden und beide Gitter sind mit­
einander verbunden. Der Anodenkreis und der Gitterkreis sind durch die Selbst­
induktionen La und Lg gekoppelt. Um kurze Wellen zu erzeugen, hat HOLBORNlO) 
die Spulen La und Lg fortgelassen (Abb. 7b), so daB die beiden Kreise nur durch 
die innere R6hrenkapazitat gekoppelt sind. 
Durch Verschiebung der Briicken Bl und B2 
k6nnen der Anoden- und der Gitterkreis in 
Resonanz gebracht werden. Die Gitter 

a b 

Abb. 7a u. b. Die Anordnungen von HOLEORrf. 

erhalten zweckmaBig eine positive Vorspannung von 10 bis 25 Volt, urn das 
Anschwingen zu erleichtem. Die Gleichspannungen werden den Briickenmitten 
zugefUhrt, und man arbeitet mit Anodenspannungen von 200 bis 500 Volt. 
Die kiirzeste Welle, die auf diese Weise von HOLBORN erreicht wurde, hatte 
eine Lange von 3,4 m. Nach Entfemung der R6hrensockel und der Anoden­
kappen konnte HOLBORN die Wellenlange bis auf 2,4 m herabsetzen. Die Leistung 
fillt allerdings unterhalb 3,5 m rasch abo Mit diesen Wellen hat HOLBORN den 
Brechungsexponenten des Wassers gemessen. Bei Verwendung von Spezial­
r6hren mit kleiner Kapazitat kann die Wellenlange, wie es MESNyll) gelungen 
ist, bis 1,2 m verkleinert werden. 

1) W. WHITE, Gen. Electr. Rev. 1916, S.751. 
2) E. VAN DER POL, Phil. Mag. Ed. 38, S.90. 1909. 
3) GUTTON u. TOUTLY, C. R. Ed. 168, S.271. 1919. 
4) G. C. SOUTWORTH, Radio Rev. Ed. 1, S. 577. 1919. 
5) F. HOLEORN, ZS. f. Phys. Ed. 6, S.328. 1921. 
6) H. EARKHAUSEN u. K. KURZ, Phys. ZS. Ed. 21, S. 1. 1920. 
7) A.ScHEIBE,Ann.d.Phys. Ed. 73, S.54. 1925; ZS.f.HochfrequenzEd.27, S.1. 1926. 
8) E. GILL u.1. MORRELL, Phil. Mag. Ed. 44, S. 161. 1922; Ed. 45, S.864. 1923; Ed. 49, 

S.369. 1925· 
9) M. T. GRECHOWA, ZS. f. Phys. Ed. 35, S. 50 u. 59. 1925; Ed. 38, S.621. 1926. 

10) F. HOLEORN, ZS. f. Phys. Ed. 6, S.328. 1921. 
11) R. MESNY, L'Onde Electr. Ed. 3, Nr. 1. 1924. 
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13. Die Methode von BARKHAUSEN und KURZ. Die Methode von BARK­
HAUSEN und KURZl) ist besonders geeignet, kurze elektrische Wellen zu er­
zeugen. Nach dieser Methode wird das Gitter der Kathodenrohre mit dem 
positiven Pol einer Batterie verbunden, deren negativer Pol an die Kathode 
gelegt ist. Die Anode der Elektronenrohre wird direkt mit demFaden verbunden, 
oder es wird ihr ein im Verhaltnis zu dem Faden kleines positives oder ein ne­
gatives Potential erteilt (einige Volt). Der Vorgang, welcher die Wellen erzeugt, 
kann nach BARKHAUSEN als eine Hin-und-Herbewegung der von dem Faden 
emittierten Elektronen urn das Gitter herum angesehen werden. Die Wellen­
Hinge der erzeugten Schwingung ist der Quadratwurzel aus dem Gitterpotential 
proportional. Nach dieser Methode kann man Wellen bis 50 cm und darunter 
erzeugen. Eine weitere Entwicklung hat diese Methode in den Untersuchungen 
von GRECHOWA2) und SCHEIBE 3) gefunden, welche einen Zweirohrengenerator 
und einen Mehrrohrengenerator konstruiert haben. Besondets der Zweirohren­
generator (Abb. 8), wie ihn GRECHOWA angibt, ist wegen seiner Symmetrie 

fUr die Arbeit mit LEcHERschen Drahten 
geeignet. Das Gitter und die Anode 
werden mit Zweirohrengeneratorbatterien 
durch kleine Drosseln verbtmden, welche 
dem schwingenden System in den Knoten 
der elektrischen Kraft zugefiihrt sind. 
Die Anoden beider Rohren, sowie die ent­
sprechenden Gitter, sind durch die gerad­
linigen Leiter Al A2 und Gl G2 verbunden, 

Abb. 8. Zweirohrengenerator. 

deren Lange man verandern kann (51' 52)' Dabei erhalt der auBere, die zwei 
Rohren verbindende Schwingungskreis die einfache Form eines LEcHERschen 
Zweidrahtsystems. 

Wenn die Periode des SchlieBungskreises, welcher aus den zwei Rohren 
und den Verbindungsdrahten besteht, oder einer von seinen Obert6nen mit der 
Periode des Elektronenprozesses in den Rohren selbst zusammenfiillt, wird die 
Energie der Schwingungen besonders groB. In den LEcHERschen Drahten 
oder im Sekundarkreise, welche mit dem Rohrengenerator induktiv gekoppelt 
sind, treten intensive Wellen auf, so daB wieder eine von den fruher beschriebenen 
Methoden fur die Dispersionsmessungen angewendet werden kann. Urn die 
Wellenlange kontinuierlich zu verandern, kann man das Gitterpotential und 
in einigen Grenzen die Lange des SchlieBungskreises und die Heizung der Kathode 
variieren. Mit dieser Anordnung konnen Wellen von 30 em Lange und noch 
kurzere erzeugt werden. 

14. Die Schwebungsmethode. Die Uberlagerungsmethode, wie sie in der 
drahtlosen Telegraphie entwickelt worden ist, kann auch fiir exakte Messungen 
kleiner Kapazitaten oder deren Anderungen verwendet werden. PUNGS und 
PREUNER4) und HERWEG5) haben Anordnungen angegeben, welche die Uber­
lagerungsmethode zu einem feinen Mittel der MeBtechnik machen. 

Wenn zwei nahe benachbarte, ungedampfte, durch Elektronenrohren erzeugte 
Schwingungen hoher Frequenz uberlagert werden, so entsteht (nach Gleichrichtung) 
eine Differenzschwebung horbarer Frequenz, die einem Telephon zugefuhrt werden 
kann. Wenn zum Beispiel die Frequenz des Schwebungstones 1000 pro Sekunde 

1) H. BARKHAUSEN U. K. KURZ, Phys. ZS. Bd.21, S.1. 1920. 
2) M. T. GRECHOWA, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 50, 59. 1925; Bd.38, S. 621. 1926. 
3) A. SCHEIBE, Jahrb. d. drahtl. Telegr. Ed. 27, S.1. 1926. 
4) L. PUNGS U. G. PREUNER, Phys. ZS. Ed. 20, S.543. 1919. 
5) J. HERWEG, Ber. d. D. Phys. Ges. Bd.21, S.572. 1919. 
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ist, so muB man nach PUNGS und PREUNER den Telephonkreis mit einer dritten 
Elektronenrohre koppeln, welche Schwingungen gleicher oder etwas verschiedener 
akustischer Frequenz erzeugt. 1st die Frequenz des akustischen Generators nicht 
genau 1000 pro Sekunde, so hort man im Telephon Schwebungen der beiden aku­
stischen Schwingungen, welche verschwinden, wenn die Frequenzen gleich werden. 

Wird die Frequenz des akustischen Generators festgehalten, so entspricht 
einer Anderung der Schwebungen urn eins in der Sekunde eine gleiche A.nderung 
der Schwingungszahl des Schwingungskreises hoher Frequenz. Jehoher die 
Schwingungszahl des hochfrequenten Kreises ist, desto empfindlicher ist also 
die Schwebungsmethode. 

Diese Methode gibt ein sehr empfindliches Mittel, kleine Anderungen der 
Wellenlange eines Hochfrequenzkreises zu beobachten, die durch entsprechende 
Anderungen seiner Kapazitat hervorgerufen sind. In der Anordnung von HERWEG 
ist der Kreis von akustischer Frequenz durch eine elektrisch betriebene Stimm­
gabel ersetzt. HERWEG benutzte eine Frequenz von 106 • Bei dieser Schwingungs­
zahl rief eine Kapazitatsanderung von 10- 6 das Auftreten von einer Schwebung 
in zwei Sekunden hervor, wenn vorher zwischen Telephon und Stimmgabel 
auf Schwebungsfreiheit eingestellt war. 
. Eine objektive photographische Methode, die Schwebungen zu beobachten, 
hat FRITTS 1) atisgearbeitet. 

Zum Nachweise der Schwebungen verwendeten JONES und TASKER2) die 
BRAUNsche Rohre, und HAMMER3) das Vibrationsgalvanometer. Die Schwebungs­
methode wurde bis jetzt nur auf Wellen, deren Lange nicht kleiner als 
50 mist, angewandt, da es bei noch kiirzeren Wellen umstandlich ist, die 
Konstanz der Frequenz aufrechtzuerhalten. Das ist der Grund, warum diese 
Methode fUr die Dispersionsmessungen noch keine groBe Bedeutung gewonnen hat. 

15. Andere Methoden mit ungedampften Wellen. Es gibt noch eineAnzahl 
verschiedener Methoden zur Bestimmung der D. K. mit ungedampften Wellen. 
Einige von diesen unterscheiden sich von den obenerwahnten, mit gedampften 
Wellen durchgefUhrten Versuchen nur durch die Verwendung ungedampfter Wellen. 

Andere Methoden verwenden die Resonanz von Schwingungskreisen. Ihr 
Wesen besteht darin, daB mit dem ungedampften Sender ein MeBkreis in Resonanz 
gebracht wird, dessen veranderliche Kapazitat mit Fliissigkeiten bekannter 
D.K. geeicht wird. Dann kann dieser MeBkreis zur Bestimmung unbekannter 
D.K. dienen, wie es auch in der zweiten DRuDEschen Methode der Fall ist. Mit 
Resonanzmethoden arbeiteten WALDEN"'), LATTEy5), THEODORTSCHIK 6) und 
andere. HELLMANN und ZAHN7), welche ihre Methode fUr gut leitende Substanzen 
ausbauten, schlossen aus der Dampfung des Resonanzkreises auf die GroBe der 
D.K. Verschiedene andere Methoden, welche von SCHAEFER und MERZKIRCH8), 

FALKENBERG9), KAROLUS und Prinz REUSS10), CARMAN und LORANCEll) und 

1) E. C. FRITTS, Phys. Rev. Bd.21, S. 198. 1923. 
2) L. T. JONES U. H. C. TASKER, Phys. Rev. Bd. 18, S.330. 1921. 
3) W. HAMMER, Ber. d. naturf. Ges. Freiberg 1920. 
4) P. WALDEN, H. ULICH U. O. WERNER, ZS. f. phys. Chern. Bd. 115, S.177. 1925; 

Bd. 116, S.261. 1925. 
Ii) R. T. LATTEY, Phil. Mag. Bd.41, S. 829. 1921. 
6) K. THEODORTSCHIK, Phys. ZS. Bd. 23, S. 344. 1922. 
7) H. HELLMANN U. H. ZAHN, Phys. ZS. Bd.26, S.680. 1925. (Anm. d. Red. b. d. 

Korr.: Siehe auch Ann. d. Phys. Bd.80, S. 191, 1926; Bd. 81, S. 711. 1926; Phys. ZS. 
Bd. 27, S. 636 u. 680. 1926. H. ZAHN,. Ann. d. Phys. Bd. 80, S. 182, 1926.) 

8) CL. SCHAEFER U. J. MERZKIRCH, ZS. f. Phys. Bd.13, S. 166. 1923. 
9) 1. FALKENBERG, Ann. d. Phys. Bd .. 61, S.167. 1920. 

10) KAROLUS U. PRINZ REUSS, Phys. ZS .. Bd. 22,S. 362. 1921. 
II) A. P. CARMAN U. G. F. LORANCE, Phys. Rev. Bd. 20, S. 715.1922; Bd. 21, S. 197. 1923. 
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anderen entwickelt worden sind, haben" fi.ir die Dispersionsmessungen im elek­
trischen Spektrum noch keine Verwendung gefunden; wir weisen darum auf 
die Literatur hin. 

c) Die experimentellen Ergebnisse mit stark gedampften Wellen. 
16. Die Bedeutung der alteren Versuche fiir die Dispersionsfrage. Die 

Arbeiten auf dem Gebiete der Dispersion und Absorption elektrischer Wellen 
kann man in drei Gruppen einteilen. Die erste Gruppe umfaBt die Arbeiten, 
welche mit stark gedampften Wellen ausgefiihrt worden sind. Zu der zweiten 
Gruppe gehoren systematische Untersuchungen, bei denen schwach gedampfte 
Wellen angewandt worden sind. Die dritte Gnippe bilden die Untersuchungen mit 
ungedlimpften Wellen, welche erst in der neuesten Zeit ausgefiihrt worden sind. 

In den Arbeiten der ersten Gruppe ist ein umfangreiches Material iiber 
die D.K. und den Brechungsindex zahlreicher Substanzen fi.ir verschiedene 
Frequenzen gesammelt worden, aus dem ganz klar die anomale Dispersion 
im elektrischen Spektrum hervorgeht. Hierher gehoren hauptsachlich die Ar­
beiten, welche in der Zeit bis 1907 ausgefUhrt worden sind. 

Leider aber liefem alle Angaben, welche von verschiedenen Forschem fi.ir 
verschiedene Frequenzen in dieser Zeit mitgeteilt worden sind, kein vergleich­
bares Material, und zwar wegen der verschiedenen Temperaturen, wegen der ver­
schiedenen Qualitat der untersuchten Substanzen, wegen der ungleichen Genauig­
keit der verschiedenen Methoden und wegen der ungleichen zeitlichen Dampfung 
der angewandten Wellen. Dies macht es unmoglich, die Angaben dieser Periode 
fiir das nahere Studium des Wesens der Dispersion auszunutzen. 

Die ersten Arbeiten, welche den anomalen Charakter der Dispersion im 
elektrischen Spektrum ohne Zweifel festgestellt haben, waren die Untersuchungen 
von DRU])E, der die D.K. einer groBen Menge von Substanzen bestimmt hat. 
Wie DRUDE selbst, so haben auch andere Beobachter die D.K. oder den Bre­
chungsindex nur fiir einige ausgewahlte Wellenlangen gemessen. Aus den Resul­
taten dieser Untersuchungen kann man darum ohne Zweifel nur den SchluB 
ziehen, daB die D.K. von langen zu kurzen Wellen hin bestandig abnimmt. 
Fi.ir den genauen Gang der Dispersion in einzelnen Gebieten konnen sie nicht 
viel Sicheres beitragen. Wir besprechen nur kurz diejenigen Untersuchungen, 
welche groBere Bedeutung fUr die Dispersionsfrage haben. 

17. Die Messungen der Dispersion und Absorption fUr einzelne Wellen­
langen. Fi.ir langere Wellen hat NERNSTl) mit seiner Briickenmethode fUr die 
D.K. von Ather, Chloroform, Anilin, Alkohol und Wasser im Bereiche der Fre­
quenzen von 104 bis 107 konstante Werte gefunden. 

Den Brechungsexponenten des Wassers hat zuerst COHN2) nach der Draht­
wellenmethode gemessen und fUr die Wellenlange A = 292 cm gleich der Quadrat-
wurzel aus der statischen D.K. gefunden. . 

JULES) hat solche Messungen fi.ir Wasser und Alkohol nach der Drahtwellen­
interferenzmethode fUr A = 900 cm durchgefUhrt und kommt zu dem gleichen 
Resultat. Dasselbe bestatigt auch ELLINGER4), welcher nach der Prismenmethode 
Wasser und Alkohol mit Wellen von ca. 60 cm untersucht hat. 

Fiir verschiedene Wellenlangen, sowie fi.ir A = 75 cm und ;" = 73 cm gibt 
DRUDED) ein groBes Beobachtungsmaterial, aus welchem er wichtige Schliisse 

1) W. NERNST, Ann. d. Phys. Bd.60, S.601. 1897. 
2) E. COHN, Ann. d. Phys. Bd.45, S. 370. 1892. 
3) U. JULE, Ann. d. Phys. Bd. 50, S. 742. 1893. 
') H. ELLINGER, Ann. d. Phys. Bd.46, S.513. 1892; Bd.48, S.108. 1893. 
5) P. DRUDE, ZS. f. phys. Chem. Bd.23, S.267. 1897. 
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uber die anomale Dispersion im Zusammenhange mit der ehemisehen Kon­
stitution zieht. Er findetl), daB die elektrisehe Anomalie dureh das Auftreten 
gewisser Atomgruppen im Molekiil bedingt ist. Als solche Gruppen nennt er 
mit Sicherheit die Hydroxylgruppe OH und vielleieht aueh die Amidogruppe~NH2 
und die CN-Gruppe. DRUDE bemerkt, daB die elektrisehe Absorption aueh in 
festen K6rpem, welche die OH-Gruppe enthalten, ganz deutlieh auf tritt, 
wie seine Versuehe mit Ameisensaure, Essigsaure und Phenol, welche er im 
starren Zustande untersuehte,. gezeigt haben. Mit elektriseher Absorption. und 
ehemiseher Konstitution besehaftigte sich aueh KAUFFMANN2). . 

Weiter hat COLE 3 ) fUr Wellen von ungefahr A = 600 em, A -:- 520 em und 
A = 310 em naeh der Drahtwellenmethode fUr Wasser die Beziehung n 2 = e 
(statiseh) bestatigt. Fur die Welle A = 5 em findet COLE naeh der Reflexions­
methode fUr Wasser wieder den Wert n = 8,8, welcher gleich dem Breehungs­
exponenten fUr lange Wellen ist. FUr Alkohol ist der Breehungsexponent n = 3,2 
fUr A = 5 em, anstatt n = 5,2 fUr lange Wellen; hier ist also deutlieh anomale 
Dispersion vorhanden. Mit noeh viel kUrzeren Wellen hat LAMPA4) gearbeitet. 
Folgende Tabellen 1 und 2 geben eine Ubersieht uber die Resultate, welche 
er mit Wellen A = 8 mm, A = 6 mm und A = 4 mm naeh der Prismenmethode 
fUr den Breehungsexponenten n erhalten hat. 

Tabelle 1. Feste Kerper. 

Substanz I n 
A=8mmll=6mm A=4mm 

Paraffin 
Ebonit . 
Schwefel 

!:~~ I !:~~ I !:~~ 
1,80 2,01 I 2,00 

Tabelle 2. Flussigkeiten. 

Substanz 

Benzol . . 1,77 1,76 1,74 
Terpentinel .. 1,78 1,72 1,63 
Glyzerin . . .• 1,84 1,76 1,62 
Alkohol absolut 2,57 2,29 2,24 
Wasser. . .. 8,97 9,40 9,50 

Wenn wir von der Ungenauigkeit der Prismenmethode absehen, so kann 
man sagen, daB es fUr einige Substanzen eine deutliehe anomale Dispersion 
gibt. Wenn wir den Wert von n fUr Alkohol fUr diese kurze Wellen mit dem 
Wert n = 3,2 fUr A = 5 em und n = 5,2 fUr lange Wellen vergleichen, so zeigt 
sich der anomale Gang der Dispersion ganz deutlieh. 

Benzol, Wasser und Athylalkohol hat aueh MARx5) untersueht. Er ver­
wendet Wellen von der Lange A = 3,2 em, A = 4 em, A = 36,5 em und A = 53 em, 
und arbeitet mit der Drahtwellenmethode. Er findet fUr Benzol in diesem 
Bereiehe einen normalen Gang der Dispersion, namlieh einen Anstieg des Bre­
ehungsexponenten von n = 1,56 fUr A = 53 em bis n = 1,96 fUr A = 4 em. 
FUr Wasser findet er folgende Resultate n 2 = 80,6 fUr A = 36 em und n 2 = 85 
fUr A = 3,2 em, also aueh einen normalen Gang der Dispersion. Endlieh fUr 
Athylalkohol erhalt er anomale Dispersion, namlieh n = 4,54 fUr A. = 53 em 
und n = 2,97 fUr A = 4 em. 

COOLIDGE6) hat naeh seiner Anordnung (Ziff. 5) fUr Wellenlangen von 
1 bis 1,5 m fUr sehr viele Substanzen die D.K. gemessen. Er untersuehte einige 
verflussigte Gase, wie Sehwefeldioxyd, Ammoniak, Chlor und Kohlendioxyd, 

1) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.60, S.500. 1897. 
2) H. KAUFFMANN, ZS. f. phys. Chern. Bd.28, S.673. 1899. 
3) A. COLE, Ann. d. Phys. Bd. 57, S.290. 1896. 
4) A. LAMPA, Ann. d. Phys. Bd.61, S.79. 1897; Wiener Ber. Bd.54, S. 1179. 1895; 

Bd. 55, S. 1049. 1896. 
5) E. MARX, Ann. d. Phys. Bd.66, S.411 u. 597. 1898. 
6) W. D. COOLIDGE, Ann. d. Phys. Bd.69, S.125. 1899. 
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Wasser und Salzlosungen, viele Ester, Misehungen aus Alkoholen und ver­
sehiedenen organisehen Flussigkeiten. Es gelang ihm, eine sehwaehe anomale 
Absorption" = 0,008 des Wassers zu konstatieren, sowie die Indizes der anomalen 
elektrisehen Absorption von einigen Fettsaureestern und Benzolsaureestern zu 
bestimmen. 

KOSSONOGOW1) hat den Gang der Dispersion in einigen Substanzen fiir 
dieWellenlangen ;. = 1,92 em, ;. = 2,95 em, ;. = 4,30 em, A. = 6,43 em und 
;. = 9,04 em untersueht und findet naeh der. Interferenzmethode (Ziff.10) 
einef1. sehwaehen normalen Gang der Dispersion fur Paraffin (flussig), Petroleum, 
01. Naphthae, Terpentin und Benzin und einen anomalen fiir Rizinuso1. Letzteren 
sueht er dureh einen wahrseheinliehen Wasserzusatz zu erklaren. BECKER2) 

hat den Breehungsexponent fiir einige 
Tabelle 3. Absorptionsindex 2n"fJ. Substanzen naeh d~r Interferenzmethode 

der Alkohole nach WILDERMUTH. 

Methylalkohol. . 
.Athylalkohol . . 
Propylalkohol. . 
Isobuthylalkohol . 

,t=63cm I ,t=22,2cm 

0,03 
0,10 
0,15 
0,14 

0,42 
0,27 
0,12 

von QUINCKE fiir ;. = 7,5 em gemessen. 
Mit den Wellenlangen ;. = 22,2 em und 
;. = 63 em hat WILDERMUTH3) naeh der 
Drahtwelleninterferenzmethode (Ziff. 4) 
die Absorption in Salzlosungen, Wasser 
und einigen Alkoholen bestimmt. Fiir den 

Absorptionskoeffizienten, bezogen auf 1 em, namlich fUr 2n"jl, gibt er 
Werte, welche in der Tabelle 3 zusammengestellt sind. 

Tabelle 4. Absorptionsindex 2n,,/J. und Temperaturkoeffizient {} nach v. BAEYER. 

J.=74em 2,.x,t {J 

Methylalkohol. . . . 0,041 9,0° 0,028 21,5 ° - 0,001 
.Athylalkopol, 96,1 proz .. 0,083 14,4 ° 0,070 21,0° - 0,002 
.Athylalkohol, 99, 5 proz .. 0,092 13,0° 0,073 21,0° - 0,0027 
Propylalkohol . 0,116 11,0° 0,102 20,0° - 0,0016 
Isobuthylalkohol, technisch . 0,096 14,0° 0,094 27,0° - 0,00016 
Isobuthylalkohol, rein 0,090 12,0° 0,100 24,5° + 0,0008 
Glyzerin 0,104 12,5° 0,128 22,0° + 0,0025 

Naeh derselben Methode hat BERG4) die Absorptionskoeffizienten von Salz­
losungen bestimmt. v. BAEYER5) hat fUr dieselbe Reihe von Alkoholen und fiir 
Glyzerin die Absorption gemessen und den Temperaturkoeffizienten der Ab­

Tabelle 5. Brechungsindex und 
Dielektrizitatskonstante fur Wasser 

und .A thylalkohol. 

Wasser Athylalkohol 

,t em I n I n' I 'co 

sorption ermittelt. Seine An­
gaben sind in der Tabelle 4 zu­
sammengestellt. Die Tempera­
tur, bei welcher die Absorption 
gemessen worden ist, ist in der 
Spalte t angegeben. 

Mit sehr kurzen Wellen von 
4,5 em und 3, 5 em Lange hat 
MERCZYNG 6) naeh der Reflexions­

methode (Ziff. 10) die Dispersion von Wasser, Glyzerin, Anilin, einigen Alko­
holen, Essigsaure und Athylester untersueht. Seine Beobaehtungen sind fiir 

26 4,5 16,88147.3 1 81 
3,2 6,54 42,7 81 

1) J. KOSSONOGOW, Phys . .zS. Bd.3, S.207. 1902. 
2) A. BECKER, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 22. 1902. 
3) K. WILDERMUTH, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 212. 1902. 
4) O. BERG, Ann. d. Phys. Bd. 15, S.307. 1904. 
0) O. V. BAEYER, Ann. d. Phys. Bd. 17, S.30. 1905. 
6) H. MERCZYNG, Ann. d. Phys. Bd.33, S.1. 1910; Bd.34, S. 1015. 1911. 
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Wasser und Athylalkohol in der Tabelle 5, fUr andere Substanzen in der 
Tabelle 6 wiedergegeben. 

Nach derselben Methode hat ECKERT1) eine Untersuchung uber Dispersion 
und Absorption im Gebiet kurzer elektrischer Wellen ausgefUhrt. Er hat das 
Reflexionsvermogen und die Absorptionskoeffizienten fUr Wasser, Methyl-, 
Athyl-, Propyl-, Isobuthylalkohol und Glyzerin mit Wellen folgender Lange 

Tabelle 6. B r e c hun g sin d e xu n d Die 1 e k-
trizitatskonstante furverschiedene 

Subs tan zen. Tabelle 7· Wasser. 

}~ =4,5 em " n' '= 2cm n "Yo " 
lVIethylalkohol 5,43 29,4 32,7 8,8 8,89 0,60 0,07 
Amylalkohol 1,82 3,31 15,7 5,7 8,79 1,08 0,12 
Glyzerin . 4,09 16,8 56,0 3,7 8,10 1,72 0,21 
Anilin . 2,09 4,36 7,4 1,75 7,82 2,70 0,35 
Essigsaure 1,87 3,50 9,7 
AthyIather . 1,81 3,26 4,25 

gemessen: A. = 8,8 cm, A. = 5,7 cm, A. = 3,7 cm und A. = 1,75 cm. Mit Hilfe des 
Reflexionsvermogens und des Absorptionskoeffizienten wurden die Brechungs­
exponenten berechnet. Das Resultat fUr Wasser ist in der Tabelle 7 dar­
gestellt, fur andere Substan­
zen ist der Absorptionskoeffi­
zient n u in der Tabelle 8 
wiedergegeben. 

Aus den Resultaten von 
MERCZYNG und ECKERT kann 

c man sehen, daB. alle unter­
suchten Substanzen eine gro­
Bere oder kleinere anomale 
Dispersion zeigen. 

Tabelle 8. 
Absorptionskoeffizient n% nach F. ECKER~. 

Substanz 

lVIethylalkohol . 
Athylalkohol . 
Propylalkohol . 
Isobuthylalkohol 
Glyzerin .... 

I 
).=1,75 I "=3,7 1 1-=5,7 

1=17°-19° t=15°-18° t=17° 

0,80 
0,39 
0,30 
0,25 
0,27 

1,38 
0,45 
0,50 
0,26 
0,26 

1,44 
0,60 
0,58 
0,31 
0,23 

Wenn wir die Resultate der verschiedenen Forscher vergleichen, so kann 
man sehen, daB sie sich manchmal urn viele Prozente von einander unterscheiden. 
In der Tabelle 9 sind z. B. die Angaben verschiedener Autoren fUr den Brechungs­
exponenten n fiir kurze Wellen zusammengestellt. 

Tabelle 9. Brechungsexponent des Wassers und des Athylalkohols fur kurze 
Wellen nach verschiedenen Beobachtungen. 

I ? 5,7 5,0 4,5 3,7 3,5 3,2 

'Vasser 

I 
n 8,79 8,8 6,79 8,10 6,44 9,22 

ECKERT lVIERCZ. lVIARX. 

Athylalkohol 

'1 
n 3,4 3,2 2,25 

ECKERT COLE lVIERCZ. 

Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, daB fUr Wellenlangen, welche sich nur 
wenig voneinander unterscheiden, betrachtliche Unterschiede im Brechungs­
exponenten eintreten konnen. Dies ist fUr die Wellenlangen A. = 3,7 cm, 
A. = 3,5 cm und A. = 3,2 cm besonders deutlich. 

Aus dieser Tatsache kann man schlieBen, daB entweder die genannten 
Methoden nicht genau genug sind, oder daB im elektrischen Spektrum enge 
Dispersionsstreifen vorliegen. Da alle Untersuchungen, welche wir betrachtet 

1) F. ECKERT, Ber. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S.307. 1913. 

Handbuch der Physik. XV. 33 
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haben, nur ftir einzelne ausgewahlte Wellenlangen unter ganz verschiedenen 
Verhaltnissen ausgeftihrt worden sind, so kann man aus ihnen tiber die 
Existenz der Dispersionsstreifen keine Schltisse ziehen. Das ware nur moglich, 
wenn der Gang der Dispersion ftir bestimmte Bereiche systematisch bei kontinuier­
licher Veranderung der Wellenlange untersucht ware. Diese Aufgabe stoBt aber 
auf groBe Schwierigkeiten, weIche in der Unvollkommenheit der experimentellen 
Methoden liegen. Ftir ganz kurze Wellen gibt es bis jetzt noch keine bequemen 
Methoden, weIche ein leichtes Verandern der Wellenlange ohne Umbau der 
ganzen Apparatur gestatten. Eine Losung dieser Aufgabe fiir langere Wellen ist 
zuerst fUr die Drahtwellenmethode von COLLEY vorgeschlagen (Ziff. 6) worden. 

d) Die experimentellen Ergebnisse mit schwach gedampften 
Wellen. 

18. Die Messungen von A. COLLEY. In den Versuchen, weIche COLLEyl) 
tiber die Dispersion elektrischer Wellen ausgefiihrt hat, stellte er sich die Auf­
gabe, den Gang der Dispersion mit der Wellenlange systematisch zu verfolgen. 

Wenn man die Existenz von Dispersionsstreifen fiir wahrscheinlich halt, 
so kann man nur dann hoffen, diese Streifen nachzuweisen, wenn man mit 
schwach gedampften Wellen arbeitet. Sonst werden die Resonanzerscheinungen 
zwischen den molekularen Resonatoren und den einfallenden Wellen ganz ver­
waschen. Diese Gedanken fUhrten COLLEY zum Umbau der DRUDEschen 
Anordnung, weIche nur ziemlich gedampfte Wellen zu liefern imstande war. 
Mit seiner Anordnung (Ziff. 6) hat COLLEY das elektrische Spektrum in Wasser, 
Athylalkohol, Benzol, Toluol und Azeton untersucht. Aus diesen Versuchen 
zog COLLEY 2) sehr wichtige Schliisse tiber die Methodik der Messungen von 
Brechungsexponenten, besonders von absorbierenden Fliissigkeiten. Wenn man 
nach der Drahtwellenmethode den Brechungsexponenten in einem Fltissigkeitstrog 
mess en will, so kann man auf zwei Weisen verfahren. Man kann enhveder in der 
FHissigkeit den erst en und den nten Knoten mess en ufld die Wellenlange in der 
Fliissigkeit aus den Lagen dieser Knoten bestimmen. Dieses Verfahren bezeichnet 
man als Wellenlangenmessung aus den relativen Lagen der Knoten. Man kann 
aber auch die Lage eines bestimmten (ersten oder zweiten) Knotens relativ zu 
der mit einem Knoten zusammenfallenden Fliissigkeitsgrenze ermitteln. Dieses 
Verfahren kann man als eine Bestimmung der absoluten Knotenlage bezeichnen. 
Als halbe WeIlenlange wird in diesem FaIle die Entfernung des erst en Knotens 
von der Fliissigkeitsgrenze angenommen. 

Wenn auch das erste Verfahren zuverlassige Resultate in einem dispersions­
und absorptionsfreien Gebiete gibt, so ist dieses Verfahren prinzipiell unrichtig, 
wenn die Messungen in einem Dispersionsstreifen oder in einer stark absorbieren­
den Fli.issigkeit durchgehihrt werden. In diesem FaIle ist die Resonanzlage 
der Briicke fUr jeden Knoten von der zeitlichen Dampfung des Systems, weIches 
zwischen der Flussigkeitsgrenze und der Briicke liegt, abhangig. Verschiedenen 
Resonanzlagen der Briicke entsprechen verschiedene Dampfungen des abgegrenz­
ten Systems, und folglich werden sich aus verschiedenen Knotenlagen verschiedene 
Langen fUr dieselbe Welle in der Fhissigkeit ergeben. 

Das fUhrt zu der Notwendigkeit, den Brechungsexponenten fiir aIle Wellen­
langen aus ein und demselben Knoten zu ermitteln, am zweckmaBigsten aus 
der Lage des ersten Knotens, da in diesem FaIle die zeitliche Dampfung des ab-

1) A. R. COLLEY, Phys. ZS. Bd. 10, S.471 u. 657. 1909; Bd. 11, S.324. 1910; Journ. 
d. Russ. Phys. Ges. (Phys. Teil) Bd. 38, S.431. 1906; Bd. 39, S.21O. 1907; Bd.40, S. 121 
u. 228. 1908; Ber. d. Warsch. Univ. 1915. 

2) A. R. COLLEY, Phys. ZS.Bd. 10, S.477. 1909; Ann. d. Phys. Bd.43, S.309. 1914. 
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gegrenzten Systems die kleinste ist 1ll1d die Dispersion am deutlichsten hervor­
tritt. Die Abb. 9 erHiutert den EinfluB der Knotenlage auf den Brech1ll1gsindex. 

Die dargestellte Kurve gibt den Gang der Dispersion in Wasser zwischen 
den Wellenlangen 34 cm 1ll1d 27 cm, wie er sich nach den beiden Verfahren 
ermitteln liillt, wieder. Die P1ll1kte x sind aus den Lagen des ersten Knotens 
relativ zur Fliissigkeitsgrenze, die P1ll1kte 0 aus den relativen Lagen der Knoten 
ermittelt worden. In dem dispersions-
freien Teil der Kurve fUhren beide 9,200 
Verfahren zu demselben Resultat. In­
mitten des Dispersionsstreifens wird ~100 
die aus den Wellenlangenmess1ll1gen 
nach den relativen Lagen der Knoten 9,000 

erhaltene Dispersionskurve ganz abge­
plattet. 8,900 

Die ersten Versuche, welche COLLEY 

uber die Dispersion des Wassers aus- 8,800 

gefiihrt hat, haben gezeigt, daB das 
elektrische Spektrum sehr kompliziert 8,700 

3'10 

x 

l' 1\ 
oaus relativen Lagen I \ xausdem 1. Knoten 

'" I' ./r . x 

~ 

JJO J20 310 JOG 

"t inmm 

290 JB() 270 gebaut ist.Neben den dispersionsfreien 
Teilen des Spektrums treten Gebiete 
auf, . welche aus zahlreichen Disper­
sionsstreifen bestehen. Weitere Unter­
suchungen, welche COLLEY in Athyl­
alkohol, Benzol, Toluol und Azeton 

Abb. 9. EinfluB der Knotenlage, aus welcher 
der Brechungsexponent bestimmt ist, auf die 

Gestalt der Dispersionskurve. 

ausfUhrte, haben seine friiheren Beobachtungen bestatigt. Aus allen seinen Unter­
suchungen zieht COLLEY den SchluB, daB das elektrische Spektrum seiner Natur 
nach identisch mit dem optischen Spektrum ist. Die Dispersionsstreifen des 
elektrischen Spektrums mussen den molekularen Resonatoren der Substanz zu-
geschrieben werden. Aus _ ~ __ 
den zahlreichen Beob­
achtungen, welche COL­

LEY ausgefUhrt hat, 
geben wir die Disper­
sionsstreifen wieder l ), 

welche mit groBter Sorg-
faIt in Toluol gemessen 
. worden sind, und welche 
die typische Gestalt der . 1,520 
Dispersionsstreifen im 
elektrischen Spektrum 
darstellen (Abb. 10). 

.3'18 

x 

,]'1'1 .]'ItJ JJ6~mm 
Diese wichtigen Unter­
suchungen waren nur in­
folge der groBten Prazi­
sion moglich, auf welche 

Abb. 10. Dispersionsstreifen in Toluol nach COLLEY. 

COLLEY die Messungen mit seiner Anordn1ll1g gebracht hat, sowie infolge der 
kleinen Dampfung, welche die Wellen in dieser Anordnung besitzen. 

Weitere Versuche mit derselben Anordnung hat OBOLENSKy2) in Petroleum· 
ausgefiihrt und auch eine komplizierte Struktur des Spektrums gefunden. 

1) A. R. COLLEY, Ber. d. Warsch. Univ. 1915. 
2) N.OBOLENSKY, Phys. ZS. Bd. 11, S.433. 1910; Jouro. d. Russ. Phys.-Chem. Ges. 

(Phys. Teil) Bd. 41. S. 269. 1909. 
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.~ 19. Das elektrische Spektrum 
_ des Wassers. COLLEY hat das ! Wasser im Bereiche der Wellen­
i langen von 70 bis 20 em unter­

sueht und einen komplizierten Bau 
des Spektrums festgestellt. Von 
den Dispersionsstreifen hat er nur 
einige genau verlolgt; die anderen 
sind von ihm nur angedeutet, da 
zur genauen Feststellung des gan­
zen Spektrums eine zu groBe Zahl 

:> .... 

;,; von Beobachtungen notig war. Aus J diesen Grunden ist der Verlauf ein­
... zeIner Streifen in der COLLEYSehen 
il Kurve als ein vorlaufiger 1) zu be­.. :e traehten. Zur genauen Ausmessung 

I 
+ 
.... .... 

aller Streifen sind weitere Beob­
aehtungen erforderlich. 

Die COLLEYSehen Versuehe 
fiber die Dispersion des Wassers 
sind von anderen Forsehern fort­
gesetzt worden. RUKOP 2) hat naeh 
der Drahtwellenmethode in dem­
selben Bereiche von 70 bis 20 em 
Wellenlange die Dispersion des 
Wassers untersueht. Er arbeitete 
mit sehwaeh gedampften Wellen; 
welche dureh StoBerregung erzeugt 
wurden. Seine Resultate erhielt er 
aus der relativen Lage der Knoten 
(Zif£' 19). Der Verlauf der Disper­
sionskurve ist ziemlich abgeplattet. 
Doch kann man ganz deutliehe 
Stellen anomaler Dispersion in der 
Kurve von RUKOP erkennen. Die 
Kurve von RUKOP ist m die 
Abb. 12 zusammen mit der Kurve 
von WEICHMANN eingezeichnet. 
Ein ebenso steiler Abfall des 
Breehungsexponenten im Bereiehe 

~ von 30 bis 20 em WellenHinge, wie 
j ihn RUKOP gefunden hat (der 

Brechungsexponent falit von 9,00 
bis 8,80 ab), liegt auch in den Be­
obaehtungen von COLLEY vor (bei 

:3 '" COLLEY fant der Brechungsexpo-
j nent von 8,7 bis 8,4 ab). 

I 
x 

1) A. R. COLLEY, Untersuchungen 
im elektrischen Spektrum von Fliissig­
keiten, S. 38. 1908. 

2) H. RUKoP. Ann. d. Phys. Bd.42. 
S.485. 1913. 
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Die Beobachtungen im elektrischen Spektrum des Wassers sind von IWANOW1) 
,auf den Bereich der Hingeren Wellen (124 bis 62 cm) ausgedehnt. Da zu dieser 
Zeit die Methodik der Messungen von COLLEY noch· weiter verfeinert war, sind 
diese Messungen mit Beriicksichtigung alier n6tigen VorsichtsmaBregeln aus­
gefUhrt worden und k6nnen als besonders genau bezeichnet werden. Die Resultate 
von IWANowsind in der Kurve der Abb. 11 dargestellt. In der Abbildung sieht 
man vier Kurven, von denen die erste, die zweite und die dritte aus der absoluten 
Lage des ersten, zweiten und fUnften Knotens ermittelt sind und die vierte aus 
den relativen Lagen der Knoten berechnet worden ist. Man sieht, wie die 
letzte Kurve im Vergleich zu den ersten abgeplattet ist. Die Dispersionsstreifen 
bilden ein Bandenspektrum. 

Auf noch Hingere Wellen erstrecken sich die Beobachtungen von RUCKERT 2), 

der den Bereich zwischen A = 250 cm und A = 57 cm untersuchte. Er arbeitete 
mit schwach gedampften Wellen, welche er nach der Anordnung von RUKOP 

60 55 so '15 '10 .35 30 25.lcm20 
Abb. 12. Dispersionsstreifen in Wasser nach WEICHMANN. 

Kurve I - Brechungsexponen t 1t} T . • 
Kurve IT _ Absorptionskoeffizient" nach \\ EICIDIANN, 

Kurve III - BrechungsexpOllent n nach RUKOP; 
Kurve - - x - - Dispersionsstreifen nach COLLEY. 

erzeugte. Die Brechungsexponenten wurden aus der relativen Lage der Knoten 
berechnet. Es gelang ihm nicht, Dispersionsstreifen festzustellen, er findet aber 
eine deutliche anomale Absorption fUr Wellen von ungefahr 120 bis zu 57 cm 
Lange, was gerade auf das Dispersionsgebiet von IWANow, welches zwischen 
118 und 64 cm liegt, hinweist. 

Eine eingehende Untersuchung der Dispersion und Absorption des Wassers 
im Bereiche von }. = 65 cm bis }. = 27 cm hat WEICHMANN,3) nach der Draht­
wellenmethode ausgefUhrt. Er arbeitete mit schwach gedampften Wellen, wie 
sie von RUKOP hergestellt waren. Er hat drei enge Dispersionsstreifen gefunden, 
welche ein Bandenspektrum bilden. Die Dispersionsstreifen sind von entsprechen­
den Absorptionsmaxima begleitet. Seine Resultate sind in der Abb. 12 wieder­
gegeben und mit ausgezogener Linie dargestellt. Diepunktierte Linie gibt 

1) K. IWANow, Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 481. 1921; Warschauer Ber. 1915, Nr. 5. 
2) E. RUCKERT, Ann. d. Phys. Bd. 55, S. 151. 1918. 
3) R. WEICHMANN, Phys. ZS. Bd. 22, S. 535. 1921; Ann. d. Phys. Bd. 66, S. 501. 1921. 
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einen Streifen von COLLEY, der von ihm genau verfolgt war, und die dritte Kurve 
die Beobachtungen von RUKOP wieder. 

Fiir ganz kurze Wellen haben MOBIUS 1) und TEAR2) das elektrische 
Spektrum des Wassers untersucht. Da es noch keine Anordnungen gibt, welche 
imstande sind, ganz kurze, schwach gedampfte Wellen zu erzeugen, muBten 
diese Versuche mit stark gedampften Wellen ausgefUhrt werden. Wir fiihren 
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Abb.13. Dispersion des \Vassers nach Abb. 14. Die Dispersion des Wassers nach 
MOBIUS. TEAR. 

+ Punkte, aus denen die Kurven gezeichnet wurden; - - - - Theoretische Kurve nach der Dipoltheorie; 
0-0-6 Beobaehtungen von TEAR; A Prismenwerte; 0 Alle iibrigen Punkte. 

Die gestrichelten Linien grenzen die zur darunter­
liegenden Kurve gehorigen Punkte abo 

X-X-X Beobaehtungen von ECKERT; 
.--. Beobachtungen von RUBENS. 

hier die Resultate an, urn den Gang der Dispersion bis zu den kiirzesten Wellen 
auszudehnen. Die Dispersions- und Absorptionskurve von MOBIUS, welcher 
mit der Reflexions- und Prismenmethode arbeitete, sind in Abb. 13 dargestellt. 

In diesem Gebiete der Wellenlangen zwischen 
Tabelle 10. Dispersion des A. = 3,5 em und A. = 0,7 em i.st die anomale 

Wassers nach .TEAR. 

A in em 

0,42 
0,84 
1,10 
1,50 
1,80 
2,70 

n 

5,33 
5,68 
6,27 
6,62 
6,65 
8,45 

1,28 
1,49 
1,44 
1,83 
2,32 
2,26 

Dispersion so stark, daB der Brechungsexponent 
von 9 bis 5 abfallt und dann wieder bis zu 7 
steigt. 

Fast denselben Bereich von A. = 0,4 em bis 
A. = 2,7 em hat TEAR nach der Reflexions­
methode untersucht. Er arbeitete mit sehr 
reinen und verhaltnismaBig schwach gedampften 
Wellen, welche er mit der feinen Anordnung von 

NICHOLS und TEAR3) erzeugte. Es gelang ihm daher, in diesem Bereiche drei 
Streifen anomaler Dispersion festzustellen. Seine Resultate fUr Wasser sind 
in der Abb. 14 und Tabelle 10 dargestellt4). 

20. Diskussion der Resultate. Wenn wir die verschiedenen Versuche, welche 
zur Erforschung des elektrischen Spektrums des Wassers mit schwach gedampften 
Wellen angestellt wurden, miteinander vergleichen, so kommen wir zu dem 
SchluB, daB die Resultate dieser Versuche schon viel besser miteinander im Ein­
klange stehen und die N atur des elektrischen Spektrums viel besser aufklaren, 

1) W. MOBIUS, Ann. d. Phys. Bd. 62, S. 293. 1920. 
2) J.D.TEAR, Phys. Rev. Bd.21, S.611. 1923. 
3) E. F. NICHOLS U. J. D. TEAR, Phys. Rev. Bd.21, S.587. 1923. 
4) Anm. d. Red. b. d. Korr.: Vgl. a. G. MIE, Phys. ZS. Bd. 27, S. 792. 1926, der 

aus Versuchen von FRANKENBERGER den SchluB zieht, daB die Streifen zwischen J. = 52cm 
und ). = 58 cm von Verunreinigungen mit Natriumsilikaten herriihren. 
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als es die Versuche mit stark gedampften Wellen konnten. Die Bestatigung der 
Dispersionsstreifen, welche COLLEyentdeckte, durch die Versuche von IWANow 
und WEICHMANN und teilweise durch die Versuche von RUKOP und in ganz 
kurzen Wellen durch die Versuche von MOBIUS spricht fiir die Realitat dieser 
Streifen und die .Ahnlichkeit des elektrischen und des optischen Spektrums. 
Eine weitere Bestatigung dieses Gedankens kann man in dem Versuch von 
IWANOWl) sehen, die regelmaBig verteilten Streifen zwischen A = 118 cm und 
A = 100 cm als ein Bandenspektrum zu deuten. In der Tabelle 11, die die 
Rechnungen von IWANow 
wiedergibt, sind die Lagen 
der einzelnen Streifen nach 
dem Gesetze von DELAN­
DRES 'V = A + Bm2 berech­
net und mit den beobachte­
ten Lagen verglichen. 'V ist 
die dem Schwerpunkt des 
Streifens entsprechende 
Frequenz, A und B sind ge­
wisse, der Serie zugehorige 
Konstanten und m eine 
ganze Zahl (0, 1, 2, 3 ... ). 

Die Ubereinstimmung 
ist -befriedigend. Die Ban­

Tabelle 11. A = 159,33 • 106, B = 0,275 • 108• 

l/2 in mm v: 100 beob. v: 10' ber. I Differenz 

{ 159,33 -
588,0 160,28 159,60 -

160,43 -
582,5 161,80 161,80 0,00 
575,0 163,91 163,73 - 0,18 
566,5 166,37 166,20 - 0,17 
557.5 169,05 169,23 - 0,18 
545,0 172,93 142,80 -0,13 
534,5 176,33 176,93 - 0,60 
519,2 181,53 181,60 -0,07 
503,5 187,19 186,83 - 0,36 
489,2 -

I 
192,60 -

473,7 - 198,93 . -

denspektra im ultraroten Teil des optischen Spektrums werden von BJERRUM2) 

als Rotationsspektra gedeutet. Vielleicht kann diese Ansicht auch auf den elek­
trischen Teil des Spektrums libertragen werden. Es liegen aber solche Rech­
nungen noch nicbt vor. Wenn zwischen verschiedenen Beobachtungen doch 
einige Unstimmigkeiten bestehen, so sind sie leicht durch die verschiedenen 
Methoden der Messungen (Messungen aus der relativen und den absoluten Lagen 
der Knoten) und durch die ungleiche Dampfung der Wellen erklarlich. 

Wenn wir die Dispersionsstreifen von COLLEY mit den Dispersionsstreifen 
von WEICHMANN vergleichen, so besteht der Unterschied in der Tatsache, daB 
bei COLLEY nicht drei, sondern mehrere Streifen in demselben Bereiche ent­
halten sind. Da aber einerseits diese Kurve von COLLEY nicht auf groBe Genauig­
keit Anspruch machen kann (Ziff.20), und andererseits von den drei Streifen 
WEICHMANNS der erste genau mit den Streifen von COLLEY (in die Abb.12 
eingetragen) libereinstimmt und sich am Ort des zweiten Streifens auch einige 
Streifen bei COLLEY finden, -so kann dem Unterschied der anderen Teile des 
Spektrums keine groBe Bedeutung zugeschrieben werden. 

In den kurzwelligen Teilen des Spektrums haben wir den starken Dispersions­
streifen von MOBIUS, welcher sich liber zwei Oktaven erstreckt. 

Einige Beobachtungen von COLE, ECKERT, LAMPA, MARX und MERCZYNG 
(Ziff. 18) passen ganz gut in die Dispersionskurve von MOBIUS, andere weichen 
von ihr aber abo Wenn man die geringe Genauigkeit der optischen Methoden 
berlicksichtigt, sind diese Abweichungen begreiflich. 

1m ganzen bestatigt die Kurve von MOBIUS die optische Natur des elek­
trischen Spektrums, da der Gang der Dispersion ganz ahnlich demjenigen im 
optischen Spektrum ausfallt. 

Die Resultate von TEAR (Abb. 14) fallen in Einzelheiten nicht mit den 
MOBIusschen zusammen. TEAR findet im ganzen drei Dispersionsstreifen, von 

1) K. IWANow, Ann. d. Phys. Bd.65, S.497. 1921-
2) V. BJERRUM, Nernstfestschrift 1912, S.90. 
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denen zwei die Stelle einnehmen, die bei MOBIUS mit einem Streifen ausgefiillt 
ist. Von beiden Autoren wird aber in diesem Bereich eine starke anomale 
Dispersion konstatiert. 

21. Die Alkohole. Die Alkohole zeichnen sich durch groBes Absorptions­
venn6gen aus; deswegen ist die Messung ihrer Absorptionskoeffizienten von 
besonderem Interesse. 

Die ersten systematischen Untersuchungen der Absorption wurden von 
ROMANOFF1) mit schwach gedampften Wellen nach der Drahtwellenmethode 
ausgefiihrt. 1m Bereiche der Wellenlangen von A. = 50 em bis A. = 100 em 
wurden fiir Methyl-, .Athyl-, Isobuthyl- und Amylalkohol die Absorptionskoeffi­
zienten nn. gemessen. Die Resultate sind in gekiirzter Fonn in der Tabelle 12 
zusammengestellt. 

Tabelle 12. A bsorptionskoeffizien ten n" fiir Alkohole. 

l in em 103 I 89 I 77 I 69 I 65 I 61 57 53 49 I 45 

Methylalkohol . - 0,32 - 0,36 0,37 0,38 0,38 0,42 0,38 -
Athylalkohol . - 0,79 - 1,00 0,99 1,01 0,99 0,95 0,88 -
Isobuthylalkohol 1,21 1,13 1,15 1,13 1,09 1,07 1,13 1,07 0,99 0,91 
Amylalkohol 0,98 0,91 i 0,90 0,85 0,83 - 0,78 - 0,68 -

Alle Alkohole besitzen eine starke anomale Absorption, welche mit der 
Wellenlange veranderlich 1st. Diese Messungen stimmtm ganz gut mit den 
Beobachtungen fiir einzelne Wellenlangen von DRUDE, WILDERMUTH2) und 
v. BAEYERS) iiberein. Spater hat ROMANOFF4) diese Untersuchungen nach der 
Erwarmungsmethode (Ziff.9) mit ganz schwach gedampften Wellen, deren loga­
rithmisches Dekrement unter 0,01 gehalten war5) (die Summe der Dekremente 
des Primar- und Sekundarsystems war ungefahr 0,015) wiederholt und das 
friiher gefundene Resultat bestatigt. 

Messungen der Dispersion und Absorption in Methyl-, .Athyl- und Propyl­
alkohol hat in neuester Zeit POTAPENK06) ausgefiihrt. Er arbeitete mit der 
Anordnung von COLLEY nach der Methode von DRUDE-COOLIDGE (Ziff. 6, 7). 

Tabelle 13. Brechungsexponent, Absorptionsindex und Dielektrizitats­
konstante der Alkohole. 

Methylalkohol Athylalkohol Propylalkohol 

l I n I " • l I n I " I • l I n I " I • 
33,30 6,04 0,38 31,1 29,40 2,97 I 0,705 4,44 29,38 1,22 2,04 -4,70 
40,20 5,40 0,23 30,8 38,00 3,45 0,524 8,62 31,20 1,31 1,63 -2,84 
48,88 5,74 0,12 32,5 45,00 3,74 0,347 12,30 37,16 1,64 0,839 +0,79 
49,00 5,71 0,12 32,3 50,94 3,71 0,289 12,6 44,86 3,00 0,444 +7,22 
55,88 5,52 0,09 30,2 57,96 4,00 0,286 14,7 
65,34 5,16 0,08 31,8 65,34 4,29 0,217 17,5 
72,00 5,69 0,07 32,2 72,00 4,47 0,226 14,0 
75,44 5,87 0,06 34,4 74,80 4,37 0,179 18,5 
79,92 5.43 0,06 29,4 79,70 4,31 0,171 18,0 I 
84,74 5,64 0,06 31,8 84,70 4,44 0,161 19,2 

I 89,70 4,60 0,131 20,9 I 
1) W. ROMANOFF, Ann. d. Phys. Bd.40, S.281. 1913. 
2) K. WILDERMUTH, Ann. d. Phys. Bd.8, S.212. 1902. 
3) O. v. BAEYER, Ann. d. Phys. Bd. 17, S.30. 1905. 
4) W. ROMANOFF, Ann. d. Phys. Bd.69, S.125. 1922. 
5) Die Beschreibung der Apparate fiir schwach gedampfte Wellen s. W. ROMANOFF, 

Journ. d. Russ. Phys.-Chem. Ges. (Phys. Tell) Bd.50, S.57. 1918. 
6) J. POTAPENKO, ZS. f. Phys. Bd. 20, S. 21. 1923; Verh. d. Wiss. Forsch.-Inst. f. Phys. 

u. Krist. d. Mosk. Univ. Nr.6. 1926. (Russisch.) 
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In dem Bereiche von 1 = 30 em bis 1 = 90 em ist die anomale Dispersion dieser 
Alkohole, besonders von Athyl- und Propylalkohol, ganz erstaunlieh. Fiir 
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Abb. 15. Dielektrizitatskonstante 
und Absorptionsindex des Athyl-
-, alkohols. 

Athylalkohol fiillt die D.K. von e = 20 fiir 
die WellenHinge A = 89,7 em bis e = 4,4 
fiir die Wellenlange A = 29,4 em. Fiir 
Propylalkohol von e = 7,22 fiir A = 44,86 em 
bis e = -4,7 fiir A = 29,4 em. Die Resul­
tate sind in der Tabelle 13 und in den 
Abb. 15 und 16 d~rgestellt. In der Abb. 15 
ist noeh die Absorptionskurve R von 
ROMANOFF, welche naeh der Erwarmungs­
methode gewonnen ist, eingetragen. 

2,0 
e IC 

+12,0 ~S 

+~O 
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Abb.16. Dielektrizitll.tskonstante und Absorptions­
index des Propylalkohols. 

0- Beobachtungen von POTAPENKO; __ Andere Beobachtungen. 

Wegen des Interesses, das Propylalkohol bietet, sind Messungen anderer 
Forseher (aus Ziff.18) fiir einzelne Wellenlangen umgereehnet und in der Tabelle 14 
zusammengestellt. 

Tabelle 14. 
Breehungsexponent und AbsorptiO'nskoeffizient des Propylalkohols. 

DRUDE WILDERMUTH V.BAYER ECKERT 

}, = 74 em }. = 63 em }. = 22,2 em }. = 74 em }. = 5,7em }. = 3,7em }. = 1,75em 

n I nx nx nx nx nx I x nx I x nx I x 
3,85 1,59 1,50 0,952 1,20 0,58 I 0,21 0,50 0,18 0,30 0,11 

1m Bereiehe kiirzerer Wellen untersuehten MClBIUS1) und TEAR2) die Alkohole. 
1m Bereiche von A = 3,3 em bis A = 0,7 em hat MOBIUS fiir Athylalkohol 
anomale Dispersion und Absorption, aber keine Anwesenheit von Streifen ge­
funden. Zu demselben Resultat kommt aueh TEAR, welcher neben Athylalkohol 
aueh Methylalkohol untersuehte. Fiir diesen weist er auf einen wahrseheinliehen 
Streifen bei A = 2 em hin. 

22. Die negativen Dielektrizitiitskonstanten. Zum ersten Male konnte 
POTAPENKO in Propylalkohol eine negative D.K. beobaehten. Die Kapazitat 
des Kondensators, welcher mitPropylalkohol gefiillt ist, wird fiir die entspreehende 
Frequenz aueh negativ, und das sehwingende System, das einen sOlchen Konden­
sator enthalt, besitzt eine groBere Kapazitat im leeren Zustande, als wenn der 
Kondensator gefiillt is.t. Bei den Versuehen von POTAPENK03) muBte man das 
sehwingende System (Abb. 4) urn p = 0,5 mm verlangem (anstatt zu ver-

1) W. MOBIUS, Ann. d. Phys. Bd.62, S.293. 1920. 
2) J.D.TEAR, Phys. Rev. Bd.21, S.611. 1923. 
3) J. POTAPENKO, Verh. d. Wiss. Forseh.-Inst. f. Phys. u. Krist. d. Mosk. Univ. Nr. 6, 

S. 63. (Russiseh.) 
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kiirzen, wie es gewohnlich der Fall ist), urn dieses System wieder auf Resonanz 
mit der entsprechenden WellenHinge zu bringen, wenn der Kondensator C mit 
Propylalkohol gefiillt war. 

Urn sich eine Vorstellung von dem Zustand des Dielektrikums in diesem 
FaIle zu machen, kann man folgendermaBen verfahren1). Nehmen wir an, daB 
die molekularen Resonatoren des Dielektrikums hinter der erregenden Kraft 
in Phase zuriickbleiben konnen. Zwischen der elektrischen Verschiebung D, der er­
regenden Kraft E und der Polarisation P des Dielektrikums, welches den Raum 
zwischen den Platten des Kondensators ausfiillt, besteht die Relation 

D=E+P=eE 
mit dem Wert fiir die D.K.: 

e = 1 + PIE. 
Wenn die erregende Kraft E = Eocosrot mit der Frequenz ro schwingt, kann 
die Polarisation der molekularen Resonatoren in Phase urn den Winkel qJ zuriick-
bleiben: P = Po cos (rot - qJ) . 

In diesem FaIle wird der Ausdruck fiir die D.K. 

1 + Pocos(wt - tp) 1 + Po + Posintp t t e = = -cosqJ ---. gro 
Eocoswt Eo Eo 

mit der Zeit veranderlich und kann wahrend der Periode beliebige Werte an­
nehmen. 

Wir konnen die Annahme machen, daB fiir den Mittelwert der D.K., welcher 
sich aus den Messungen ergibt, nur der unveranderliche Teil der D.K. maB­
gebend ist, und der von der Zeit abhangige Teil wegen der Tangensfunktion 
im Mittel verschwindet. Wir erhalten dann fiir die D.K. 

+ P o e = 1 rcosqJ. 
o 

Dieser Ausdruck kann kleiner als 1 sein, wenn cos qJ negativ ist. Wird 
PolEocosqJ nicht nur negativ, sondern auch der absoluten GroBe nach groBer 
als 1, so erhalten wir eine negative D.K. 

23. Versuche in anderen Substanzen. Systematische Untersuchungen hat 
COLLEy2) in Benzol, Toluol und Azeton durchgefiihrt und OBOLENSKY in Petroleum. 
Es sind zwei Dispersionsstreifen zwischen;' = 26,6 cm und ;. = 25,6 cm fiir Benzol 
beobachtet worden, vier Streifen im Spektrum von Toluol zwischen;' = 35 cm 
und ;. = 33 cm und zwei Streifen zwischen;' = 27 cm und ;. = 25 cm. Die letzten 
zwei Streifen sind auch fiir Azeton nachgewiesen worden. AIle Streifen sehen 
ganz analog aus und sind fiir Toluol in der Abb.10 wiedergegeben. In der 
neuesten Zeit wurden Benzol und Azeton fiir eine Reihe von Wellenlangen 
zwischen;' = 29,3 cm und ;. = 65,3 cm von POTAPENK03) untersucht, ohne den 
genauen Gang der Dispersion zu verfolgen, Azeton besitzt in diesem Bereiche 
ein geringes Absorptionsvermogen, Benzol ist fiir diese Wellen ganz durchlassig. 

Fiir Glyzerin hat TEAR') Messungen mit kurzen Wellen angestellt. Er 
findet im Bereiche von;' = 2,7 cm bis ;. = 0,42 cm einen anomalen Gang der 
Dispersion und einen Streifen bei ;. = 2 cm, welcher vielleicht durch den Zusatz 
von Wasser zu erklaren ist5). 

1) W. ROMANOFF, Journ. d. Russ. Phys. Chern. Ges. (Phys. Teil) Bd. 58, S. 567. 1926. 
2) R. COLLEY, Phys. ZS. Bd. 11, S.324. 1910. 
3) J. POTAPENKO, Verh. d. Wiss. Forsch.-Inst. f. Phys. u. Krist. d. Mosk. Univ. Nr. 6, 

S. 70. 1926. (Russisch.) 
4) J. D. TEAR, Phys. Rev. Bd.21, S. 618 u. 192. 1923. 
5) Anrn. d. Red. b. d. Korr.: Vgl. a. DEWAR u. FLEMING, Proc. Roy. Soc. Bd. 61, 

S. 324. 1897 und Bd. 62, S. 257. 1898. 
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e) Die experimentellen Ergebnisse mit ungedampften Wellen. 
24. Mit ungediimpften Wellen hat HOLBORN1) die D.K. des Wassers 

gemessen, ohne die Dispersion zu verfolgen. Er findet fiir A. = 268 em 
e = 81;5. 

SAUZIN2) hat die D.K. des Wassers fiir A. = 4,4 m und A. = 2,4m bestimmt 
und SAN-ICHIRO MIZUSHIMA3) fiir die Wellen l = 6,1 m und l = 9,5 m Athyl­
ather, Azeton und Glyzerin untersueht. BLAKE und SHEARD4) haben fiir l = 2,5 m 
die D.K. des Wassers und des Petroleums bestimmt und finden Werte, welche 
mit anderen Beobaehtungen nieht iibereinstimmen. SOUTHWORTH6) hat die 
Dispersion des Wassers fUr ungedampfte Wellen naeh der Drahtwellenmethode 
im Bereiehe der Wellenlangen von l = 276,4 em bis l = 124,4 em untersueht 
und keine Dispersion gefunden. 

Fiir sehr lange Wellen von l = 103 m bis l = 33,2 m hat LATTEY 6) die 
Dispersion des Wassers gemessen. Fiir die D.K. bekommt er Werte von 77,8 
bis 82,7. 

Fiir eine Wellenlange von 200 m haben POWERS und HUBBARD7) fUr die 
D.K. den Wert 86,2 gefunden. 

BOCKS) hat mit ungedampften Wellen naeh der Methode von BARKHAUSEN 
und KURZ Glyzerin fiir A. = 136 em untersueht, und THEODORTSCHiK9) hat naeh 
der Resonanzmethode fiir den Wellenbereieh zwischen l = 182 m und A. = 26 m 
die D.K. von Isobuthylalkohol und Amylalkohol gemessen. Beide Alkohole 
sind in diesem Bereiche frei von Dispersion. 

f) Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit den Theorien. 
25. Ein Vergleieh der experimentellen Resultate fUr die Breehungsexpo­

nenten und Absorptionskoeffizienten im Bereiche der ganZ kurzen elektrisehen 
und der langsten ultraroten Wellen (0,1 bis 0,3 mm) mit der Dipoltheorie von 
DEBYE (Zif£. 3) ist zuerst von RUBENS10) fiir Wasser ausgefUhrt worden. Damals 
konnte er fUr kurze elektrisehe Wellen nur zwei Angaben von ECKERT fUr 
l = 1,7 em und A. = 8,8 em in Betraeht ziehen. Deswegen war die Uberein­
stimmung eine befriedigende. 

In der Abb.14 ist derselbe Vergleieh, wie ihn TEAR mit Heranziehung 
seiner eigenen Beobaehtungen anstellt, wiedergegeben. Die gestriehelten Kurven 
entsprechen der Dipoltheorie. Wenn wir noch die Dispersionsstreifen von COLLEY, 
IWANow, WEICHMANN und MOBIUS heranziehen, so passen sie zusammen mit 
den Beobachtungen von TEAR nieht in die theoretisehe Kurve. Da die Theorie 
von DRUDE zu denselben Formeln fiihrt, kann sie aueh den Gang der Dispersion 
im Wasser nieht wiedergeben. 

Den Vergleieh der Ergebnisse fUr Glyzerin mit der Dipoltheorie haben 
GRAFFUNDERll) und BOCK12) ausgefiihrt. Wenn man die Zusammenstellung von 

1) F. HOLBORN, ZS. f. Phys. Bd.6, S.328. 1921-
2) M. SAUZIN, C. R. Bd. 171, S.164. 1920. 
3) SAN-ICHIRO MIZUSHIMA, Bull. Chern. Soc. Japan Bd. 1, S.47 u. 83. 1926. 
4) F. BLAKE U. CH. SHEARD, Phys. Rev. Bd. is, S.148. 1920. 
5) G. C. SOUTHWORTH, Phys. Rev. Bd.23, S.631. 1924. 
6) R. T. LATTEY, Phil. Mag. Bd.41, S.829. 1921. 
7) W. P. POWERS U. J. C. HUBBARD, Phys. Rev. Bd. 15, S.535. 1920. 
8) R. BOCK, ZS. f. Phys. Bd.31, S. 534. 1925. 
9) K. THEODORTSCHIK, Phys. ZS. Bd. 23, S. 344. 1922. 

10) H. RUBENS, Ber. d. D. Phys. Ges. Bd. 17, S. 315. 1915. 
11) W. GRAFFUNDER, Ann. d. Phys. Bd.70, S.225. 1923. 
12) R. BOCK, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 534. 1925. 
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BOCK, welche alle Beobachtungen beriicksichtigt (Abb. 17), betrachtet und die 
Angaben von TEAR einfiihrt, so kann man keinebefriedigende Dbereinstimmung 
finden. 

In Abb. 17 sind mit Kreisen die Beobachtungen bezeichnet, welche in die 
theoretische Kurve passen, mit Kreuzen alle anderen Beobachtungen. In der 
Tabelle 15 sind die Namen der Beobachter und die Angaben zusammengestellt. 
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Abb. 17. Vergleich der Di!lpersionsmessungen 
fur Glyzerin mit der Dipoltheorie. 

Tabelle 15. Dielektrizitatskonstante 
des Glyzerins. 

-Nr. Beobachter Acm E 

1 LAMPA 0,40 2,62 
2 TEAR 0,42 3,90 
3 LAMPA 0,60 3,10 
4 LAMPA 0,80 3,40 
5 TEAR 0,84 4,60 
6 TEAR 1,10 4,81 
7 TEAR 1,50 5,21 
8 TEAR 1,80 6,24 
9 TEAR 2,7 6,36 

10 MERCZYNG 4,5 16,2 
11 ECKERT 5,7 14,4 
12 V.LANG 8,5 14,4 
13 DRUDE. 75 25,4 
14 DRUDE. 75 16,5 
15 BOCK . 136 15,0 
16\ DRUDE . 200 39,1 
17 THWING 1000 56,2 

Zu demselben Resultat fiihrt auch der Vergleich der Messungen an Athyl­
alkohol ~mit den Theorien von DRUDE und DEBYE, der nach der Zusammen~_ 
stellung von POTAPENK01) in Abb.18 wiedergegeben ist. Dabei sind die Tabellen 12 
und 13 (Ziff. 22) und die Beobachtungen von DRUDE, COLE, ECKERT, MERCZYNG, 
MOBIUS und TEAR zugrundegelegt worden. Durch die ausgezogene und die 
gestrichelte Linie ist der Gang der theoretischen Kurve ffu zwei verschiedene 
Werte der Materialkonstanten roo dargestellt [Gleichung (17), Ziff. 3]. Die strich­
punktierte Kurve gibt die Beobachtungen fur nx wieder. Aus der Abbildung 
ist ersichtlich, daB man die theoretischen Kurven nicht an die Beobachtungen 
im ganzen Bereiche anpassen kann. Aus diesen drei Beispielen ist zu ~rsehen, 
daB die Dipoltheorie oder die DRuDEsche Theorie (Ziff.2, 3) die Dispersion 
im elektrischen Spektrum nicht richtig wiedergeben, obwohl sie imstande sind, 
den Abfall der D.K. von Hingeren zu kfuzeren Wellen angenahert zu beschreiben. 
Ffu andere Substanzen sind die Beobachtungen so luckenhaft, daB keine Prufung 
m6g1ich war. 

Die Dispersionsstreifen, welche jetzt schon von vielen Autoren festgestellt 
sind, k6nnen nur durch die optische Dispersionstheorie wiedergegeben werden. 
Das zwingt zu der Annahme von molekularen Resonatoren von groBen Eigen­
perioden. Das Vorhandensein solcher ist aber nicht unwahrscheinlich, da zwischen 
den Dimensionen der Resonatoren und deren Eigenwellenlangen kein Zusammen­
hang bestehen muB. 

Endlich folgen die negativeri D.K., welche ffu Propylalkohol beobachtet 
sind, zwanglos aus der optischen Theorie der Dispersion, wie auch die Absorptions­
indizes, welche gr6Ber als eins sind. In die anderen Theorien passen diese Tat­
sachen nicht. Die Bandenspektra, wie sie IWANOW und WEICHMANN beobachtet 

1) G. POTAPENKO, Verh. d. Wiss. Forsch.-Inst. f. Phys. n. Krist. d. Mosk. Univ. Nr. 6, 
S.88. 1926. (Russisch.) 
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haben, weisen aueh auf die grundsatzliehe Ahnliehkeit des elektrisehen und des 
optisehen Spektrums hill. 

Das Wasserspektrum ist aber zu kompliziert, als daB ein Vergleich mit 
der Dispersionstheorie, welche nur eine Resonatorengattung berueksiehtigt, 
moglieh ware. Eine Prufung der optisehen Dispersionstheorie ist von ROMANOFF1) 

mit vereinfaehten Annahmen fUr Athylalkohol in einer eben ersehienenen Arbeit 
ausgefUhrt worden. Es seheint, daB das Spektrum von Athylalkohol im Bereiche 
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Abb. 18. Vergleich der Dispersionsmessungen fur Athylalkohol mit der Dipoltheorie. 

<!)- Beobachtungen von POTAPEl>'1W; 0- Andere Beobachtungen; x- Theoretische Kurve. 

von langen Wellen bis zu 10 em herunter nur einen Streifen enthalt, und daB 
man hoffen kann, die einfaehe Dispersionstheorie mit nur einer Gattung von 
Resonatoren hier erfolgreieh anzuwenden. Aus der Abb.16 geht hervor, daB 
zwischen 1 = 8 em und 1 = 4 em wieder ein Anstieg des Brechungsexponenten 
auftritt und dernnach dort ein neuer Streifen, ebenso wie zwischen 1 = 1 em 
und 1 = 2 em, liegen kann. Die Messungen in diesem Bereich sind so liicken­
haft, daB es nicht moglieh ist, irgendwelche Annahmen uber diesen Teil des 

1) W. ROMANOFF, Journ. d. Russ. Phys.-Chem. Ges. (Phys. Teil) Bd.58, S. 573. 1926. 
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Spektrums zu machen. Deswegen kann die theoretische Kurve, welche nur 
eine Resonatorengattung beriicksichtigt, den Gang der Dispersion in diesem 
Teile des Spektrums nicht wiedergeben. Es kommt nur auf den Gang der Dis­
persion in dem abfallenden Aste der Kurve. an. Bei diesen Vereinfachungen 
wurden bei der Rechnung die Gleichungen (10) und (11) (Ziff.2) zugrundegelegt. 
Die D.K. eo ist gleich dem Quadrat des optischen Brechungsexponenten gesetzt 
worden, welcher zu 1,82 angenommen wurde. Fiir;,o, welcher WellenHinge die 
D.K. e = 1,82 entspricht, gibt eine Extrapolation der experimentellen Kurve 
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(Abb. 15), angenahert Ao = 23,2 cm. 
Mit diesem Werte von ;,0 kann man 
aus zwei Punkten der experimentellen 
Kurve die molekularen Konstanten g 
und h berechnen und dann die Kurve 
weiter konstruieren. Die so gewonnene 
Kurve ist in der Abb. 19 dargestellt. 

Mit nur einer Gattung von Reso­
natoren und ganz angenaherter Fest­
setzung von Ao gibt die Kurve die 
Dispersion in dem Streifen'befriedigend 
wieder. Urn mehrere Streifen wieder­
zugeben, miissen mehrere Gattungen 
von Resonatoren herangezogen werden. 

50 100 .;tom 150 Zwischen A. = 15 cm und A. = 7 cm 
Abb.19. VergleichderMessungeninAthyla1ko- muB Athylalkohol eine negative D.K. 
hoI mit der theoretischen Dispersionskurve. haben. Dieser Bereich ist noch nicht 

. untersucht worden. 
26. Die Gestalt der Dispersionsstreifen. Wie die Abb. 10 und 12 zeigen, 

ist die Gestalt eines Dispersionsstreifens im elektrischen Spektrum von der 
Gestalt eines Streifens im optischen Spektrum verschieden (Abb. 1). Der Unter­
schied besteht darin, daB nach Durchgang durch den Dispersionsstreifen in der 

c Richtung von langeren Wellen zu kiirzeren 
Geschw. noch ein Buckel auftritt, welcher auf der 

1lI \ 
\ 

Abb.10 ganz deutlich nach jedem Streifen 
erscheint. 

Dieser Unterschied riihrt davon her, daB 
im ersten Falle die Gruppengeschwindigkeit, 
im zweiten FaIle die Phasengeschwindigkeit 
fiir die Gestalt des Streifens verantwortlich ist. 

SOMMERFELD!) und BRILLOUIN2) haben 
1-------4r--~-----,V die Fortpflanzung des Lichtes in dispergie­

renden Medien berechnet. Die nebenste­
hende Abb. 20 zeigt den Gang des Bre­
chungsexponenten im FaIle anomaler Dis­
persion, wie er von BRILLOUIN fiir die 

Abb.20. Der Gang der Dispersion fiir Gruppengeschwindigkeit (II) und fiir die 
die Gruppengeschwindigkeit und Sig- Signalgeschwindigkeit (III) berechIiet wor-

nalgeschwindigkeit. den ist. Dabei ist auch die Kurve fiir 
v die Frequenz, C di~Li,,!,tgeschwindigkei~in:Vak~lUm. die Phasengeschwindigkeit (I) eingezeichnet 

. D. _{ I fur die Phasengeschwmdlgkelt; .. . .' 
~le k lSper II fUr die Signalgeschwindigkeit; Wenn man 1m elektnschen Spektrum dIe DlS-
Slons urven III fUr die Gruppengeschwindigkeit. . ·t d·· ft W 11·· t perSlOn ml ge amp en e enzugen un er-

1) A. SOMMERFELD, Ann. d. Phys. Bd.44, S. 177. 1914. 
2) L. BRILLOUIN, Ann. d. Phys. ·Bd. 44, S.203. 1914. 
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sucht, so muB die Dispersionskurve von der Gruppep.geschwindigkeit und in­
mitten des Streifens von der Signalgeschwindigkeit abhangen. Wenn man die 
theoretische Kurve fUr die Gruppengeschwindigkeit oder Signalgeschwindigkeit 
mit der Dispersionskurve von COLLEY (Abb. 10) vergleicht, so tritt die Ahnlich­
keit in der Form dieser Kurven besonders deutlich hervot. 

27. Die elektrische Dispersion und die Assoziation der Molekiile. Die 
Diskussion der experimentellen Ergebnisse zeigt, daB in allen Substanzen, welche 
verhaltnismaBig genau untersucht worden sind, Streifen anomalerAbsorption 
entdeckt worden sind. Die neuesten Untersuchungen mit schwach gedampften 
Wellen haben die grundsatzliche Ahnlichkeit des elektrischen und des optischen 
Spektrums, welche COLLEyl) festgestellt hat, bestatigt. In Dipolfltissigkeiten k6nnen 
auch die Dipolmolektile einen Beitrag zur D .K. geben, dieser allein reicht aber in den 
untersuchten Substanzen nicht aus, urn die Dispersion zu erklaren. Ob es Di­
elektrika gibt, wo die Dispersion nur vom Dipoleffekt abhangt, ist noch nicht 
festgestellt. In seinen Untersuchungen macht COLLEY einige Voraussetzungen 
tiber die Natur des elektrisehen Spektrums. Er nimmt an, daB das elektrische 
Spektrum h.auptsaehlieh von den Eigenschaften der'molekularen Gruppen ab­
hangt. Deswegen mtissen die Assoziation und die Dissoziation der Molektile, 
sowie andere Veranderungen jeder Art in den Molekular-
komplexen besonders scharf in den elektrischen Dispersions-
streifen zu erkennen sein. ECKERT2) nimmt aueh an, daB die 
elektrischeAbsorption von der Anwesenheit assoziierter Mole­
ktile abhangt, und bemerkt, daB vielleicht die von DRUDE 
entdeckte Tatsaehe (Ziff. 18), 
daB die elektrisehe Dispersion 
und Absorption im Zusammen­
hange mit der. ehemischen 
Konstitution steht, So zu deu­
ten ist, daB die Anwesenheit 
von gewissen chemischen 
Gruppen eine Neigung zur 
Assoziation hervorruft. 

Da die Temperatur die 
Assoziation der Molektile sehr 
stark beeinfluBt, so muB 
die elektrisehe Absorption in 
hohem Grade von der Tempe­
ratur abhangen. Die vor­
stehende Tabelle 16 yon 
ECKERT, welche den Gang der 
Absorption in Wasser mit der 
Temperatur flir die Wellen­
lange A. = ),7 em darstellt, 

_bestatigt diese Tatsache. 

Tabelle 16. 
Abhangigkeit der Absorp­
tion des Wassers von der 
Temperatur ffir }. = 3,7cm. 

Temperatur 6 0 14 0 36 0 

nx 1,83 1,72 1,18 

Abb. 21. Verlauf des 
Brechungsexponenten 

des Wassers mit der 
Temperatur. 
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Abb. 22. Gestalts­
anderung des Disper­
sionsstreifens mitder 

Temperatur. 

Eine eingehende Untersuehung der Temperaturabhangigkeit des Breehungs­
exponenten des Wassers inmitten eines Streifens hat IWANow3) ausgeflihrt. 
In Abb.21 ist der Verlauf der Temperaturkurven des Brechungsexponenten 
flir A. = 89,24 cm (Maximum des Breehungsindex) und fur A. = 86,18 em 

1) A. R. COLLEY, Untersuchungen fiber Dispersion im elektrischen Spektrum von Flfissig­
keiten, S. 38. Odessa 1908. 

2) F. ECKERT, Ber. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S.307. 1913. 
3) K. IWANow, Ann. d. Phys. Bd.65, S.502. 1921. 
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(Minimum des Brechungsindex in demselben Streifen Abb.11) wiedergegeben. 
Der Temperaturkoeffizient IX zwischen 12 bis 65 0 berechnet sich fiir 1 = 89,24 cm 
zu IX = 0,031 und fiir 1 = 86,18 cm zu IX = 0,014. Die Abb. 22 zeigt, wie ein 
anderer Streifen zwischen 1 = 114,2 cm und 1 = 112,6 cm sich mit der Tem­
peratur verandert. Aus den Abbildungen geht hervor, daB bei 50 bis 60 0 der 
Streifen schon verschwunden ist. Die Ergebnisse dieser Untersuchung konnen 
so gedeutet werden, daB die Dispersionszentren sehr komplizierte Molekular­
komplexe sind, die mit steigender Temperatur zerfallen. Ihre Kompliziertheit 
bedingt, daB sie so groBe Eigenperiode haben. 

Diese Schltisse, welche fiir Wasser als eine mogliche ErkHirung angesehen 
werden konnen, bedtirfen einer weiteren Priifung fiir andere Substanzen. Wie 
schon DRUDE gefunden hat (Ziff. 18), ist die Dispersion und Absorption in 
hohem MaBe von der chemischen Konstitution abhangig. COLLEY weist auch 
auf die Tatsache hin, daB die chemische Konstitution der Molekiile einen Ein­
fluB auf die Struktur des elektrischen Spektrums haben kann. Er findet einige 
Dispersionsstreifen, welche sich identisch in verwandten Substanzen wieder­
holen. Unsere Kenntnisse tiber die elektrischen Spektra sind aber noch so un­
vollstandig, daB diese Frage weiterer Untersuchung unterworfen werden muB. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB fi.ir die festen Korper und Dampfe bis 
jetzt noch keine systematischen Untersuchungen tiber die Dispersion und Ab­
sorption im elektrischen Spektrum ausgeftihrt worden sind, und daB nur einige 
Angaben ftir einzelne Wellenlangen vorliegen1). 

1) H. RUBENS, Bed. Ber. 1916, S.1280; J.IVES, Phil. Mag. Bd.25, S.702. 1913; 
R. JAEGER, Ann. d. Phys. Bd. 53, S. 409. 1917; J. GRANIER, C. R. Bd. 179, S. 1913. 1924. 
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