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Allgemeine physikalische Konstanten

(September 1926) 1).

a) Mechanische Konstanten.

Gravitationskonstante . . . . . e e e e . .. 665-10"%dyn . cm?. g~
Normale Schwerebesohleumgung .. . . . . . 980,665 cm -sec”*
Schwerebeschleunigung bei 45° Brelte . . . . . 980,616 cm -sec™?

1 Meterkilogramm (mkg). . . . . . . . . . . . 0,980665 - 108 erg
Normale Atmosphire (atm) . . . . . .. . . . 1,01325-10% dyn . cm~2
Technische Atmosphire . . . . . . . 0,980665 - 10° dyn .ecm-”
Maximale Dichte des Wassers be1 1 atm .. . 0,999973 g -cm~

Normales spezifisches Gewicht des Quecksﬂbers . 13,5955

b) Thermische Konstanten.

Absolute Temperatur des Eispunktes . . . . . . 273,2,°
Normales Litergewicht des Sauerstoffes . . . . . 1,42900g-1""
Normales Molvolumen idealer Gase. . . . . . . 22,4145 -10% cm?®

JO,SZO45 - 102 cm®-atm .« grad 1!

- 108 .
Gaskonstante fiir ein Mol . . . . . . . . . . .10’83132 107 erg

4,184, int joule

grad—1

0,8309, - 10! int joule - grad ~*
1,985, cal - grad —1

1,1623 - 10~ % int k-watt-st

Energiedquivalent der 15°-Kalorie (cal) . . . . . 4186, - 107 erg
g -
4,2685 - 10~ mkg

c) Elektrische Konstanten.

1 internationales Ampere (intamp) . . . . . . . 1,0000, abs amp

1 internationales Ohm (int ohm) . . . . . . 1,0005, abs ohm

Elektrochemisches Aqmvalent des Sllbers . . . . 1,11800-10"% g «int coul =*

Faraday-Konstante fir ein Mol und Valenz 1. . 0,9649, - 105 int coul

Tonisier.-Energie/Tonisier.-Spannung . . . . . . . 0,9649, - 10° int joule - int volt~!
d) Atom- und Elektronenkonstanten.

Atomgewicht des Sauerstoffs. . . . . . . . . . 16,000

Atomgewicht des Silbers. . . . v . .« . . 107,88

Loscumiptsche Zahl (fiir 1 Mol) e e .. ... 6,06,-10%

BorLrzManNsche Konstante 2. . . . . . . . . . 1,372-10 " erg-grad !

1/,s der Masse des Sauerstoffatoms . . . . . . . 1,650-107%* g

Elektrisches Elementarquantum e

1,592 - 10~ 1 int coul
14,774 - 101 dyn'/: - cm

Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m . 1,764 - 108 int coul - g~

Masse des ruhenden Elektrons m . . . . . . . . 902-10"% g
Geschwindigkeit von 1-Volt-Elektronen . . . . . 5945107 cm -sec™!
Atomgewicht des Elektrons . . . . . .-. . . . 546.107*

e) Optische und Strahlungskonstanten.

Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . 2,998;+10% cm - sec™!?
Wellenlange der roten Cd-Linie (1 a’cm, 15 C) . 6438,470, - 107 % cm

RvyDpBERGsche Konstante fiir unendl. Kernmasse . 109737,1 cm~?
SoMMERFELDsche Konstante der Feinstruktur . . 0,729 1072

STEFAN-BoLTzMANNsche Strahlungskonstante o . { 1,37, - 10~ 12 cal
Konstante des WieENschen Verschiebungsgesetzes . 0,288 cm - grad

5,75 - 10~ 12 int watt - cm ~2 . grad —4
.cm~2?.sec™!.grad—*

WieN-PLaNcksche Strahlungskonstante ¢, . . . . 1,43 cm - grad

f) Quantenkonstanten.
PraNcksches Wirkungsquantum 2 . . . . . . . 6,55-107% erg - sec
Quantenkonstante fiur Frequenzen ff =#/k . . . 4,775;-107*" sec. grad
Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenldnge . 1,233 -10"%*cm
Radius der Normalbahn des H-Elektrons . . . . 0,529-10"% cm

1) Erlauterungen und Begriindungen s. Bd. IT d. Handb. Kap.

10, S.487—518.



A. Magnetismus.

Kapitel 1.

Magnetostatik.
Von
P. HErtZ, Goéttingen.

Mit 24 Abbildungen

I. Vorbemerkungen.

1. Gegenstand der Magnetostatik. In dem Kapitel iiber Magnetostatik
soll von der Wirkung ruhender magnetischer Kérper die Rede sein. Ihre sicht-
baren Wirkungen bestehen vor allem in Bewegungsinderungen von Eisen-,
Nickel-, Kobaltstiicken, in geringerem Mafle in Bewegungsanderungen auch be-
liebiger anderer Korper. Die Darstellung dieser Bewegungserscheinungen nétigt
zur Einfilhrung des Begriffes ,,magnetische Feldstirke”, der zunichst als ein
ideales Element eingefithrt wird, von dem wir aber annehmen, daB ihm eine
physikalische Realitdt entspricht. Es wird unsere Aufgabe sein, zu ermitteln,
wie diese GroBe mit der fiir den Magneten charakteristischen GréBe zusammen-
hingt, mit dem magnetischen Quantum oder der magnetischen Ladung.

Zur Darstellung dieser Abhingigkeit ist die Einfithrung eines anderen Be-
griffes, die Einfithrung der magnetischen Induktion, von Nutzen. Spéter werden
wir sehen, daB der Induktion eine selbstindige Bedeutung zukommt. Somit
kénnen wir es als Aufgabe der Magnetostatik bezeichnen, die Abhangigkeit
anzugeben, in der die magnetische Feldstarke und Induktion zu den magnetischen
Quanten ruhender magnetischer Kérper stehen.

2. Quellen- und Wirbeltheorie. Bei der Behandlung dieses Gebietes liegt
besondere Veranlassung zu methodologischen Erwigungen vor.

Im allgemeinen kann ein Wissensgebiet induktiv oder deduktiv behandelt
werden; aber die zweite Darstellungsart wird nur im AnschluB3 an die erste, die
unentbehrlich ist, befriedigen. In der deduktiven Darstellung gehen wir von
allgemeinen Prinzipien aus; diese sind entweder so gewéhlt, da méglichst wenige
von ihnen erforderlich sind, oder nach einem sachlicheren Gesichtspunkt. Bei
der induktiven Darstellung kommt es darauf an, erst die Uberzeugung von der
Giiltigkeit der obersten Sidtze durch geeignete Erfahrungssitze herbeizufiihren.
Dabei kénnen wir erstens dem historischen Weg folgen, zweitens aber von anderen
als den historisch zuerst gewonnenen Erfahrungen zu den allgemeinen Gesetzen
aufsteigen.

Eine Abweichung von der historischen?) Darstellung wird in Frage kommen,
wenn man durch sie rascher zu den elementaren und allgemeinen Sitzen gelangt,

1) D. h. der Darstellung, die sich an die historische Entwicklung anschlieft und aufler-
dem die traditionelle Darstellung ist.

Handbuch der Physik. XV. 1



2 A. Kap. 1. P, HErtz: Magnetostatik. Ziff. 3, 4.

aus denen deduktiv die Sdtze unseres Gebietes abgeleitet werden kénnen. Dies
ist wohl der Grund, weshalb jetzt vielfach die Ansicht verbreitet ist, die bisher
iibliche Behandlung, die von der Quellendarstellung des Magnetismus aus-
geht, sei durch eine andere zu ersetzen, in der von der Wirbeldarstellung
ausgegangen wird. Richtig verstanden darf aber auch die erste nicht als falsch
bezeichnet werden?).

Obwohl jedoch die Vorziige der zweiten nicht bestritten werden konnen,
habe ich mich fiir die Darstellung im Handbuch nicht zu einer Abweichung
von der iiblichen Behandlung entschlieBen kénnen. Wir wollen uns also dieser
anschlieBen, doch auch auf die andere kurz hinweisen.

3. Zwei Einteilungsprinzipien. Noch in einer anderen Hinsicht sind zwei
Darstellungen moglich; da wir beide geben wollen, ist hiermit ein Einteilungs-
prinzip gewonnen.

Abgesehen von zu Boden fallenden Kérpern, 148t sich fiir die meisten Be-
wegungsdnderungen, die wir im tdglichen Leben zu beobachten Gelegenheit
haben, die Ursache sofort in anderen Kérpern erkennen, die entweder jene be-
rithren oder mit ihnen durch Vermittlung anderer Korper in materielle Verbindung
treten. Demgegeniiber scheinen Magnete und elektrisierte Kérper das Eigentiim-
liche zu haben, daB sie in die Ferne wirken, und zwar sofort. Ob indes die Wirkung
Zeit braucht oder nicht, ist eine Tatsachenfrage, zu deren Entscheidung rohe Ver-
suche natiirlich nicht ausreichen. Dagegen zeigt die genauere Uberlegung, dal der
Begriff einer nur vermittelten Wirkung sich von dem einer teilweise unver-
mittelten Wirkung nicht trennen 148t. Dennoch ist jeder der beiden scheinbar
entgegengesetzten Auffassungen eine besondere Darstellungsart angepallt; ent-
weder wir gehen vom Integralgesetz aus und leiten daraus das Differentialgesetz
ab, wie es der Fernwirkungstheorie entspricht, oder wir gehen den umgekehrten
Weg. Der Vollstindigkeit halber wollen wir beide Darstellungen geben.

Mit dieser Einteilung kreuzt sich eine andere. Die Erscheinungen des Magne~
tismus sind sehr verwickelt, aber gewisse Grenzfille gestatten eine einfachere
Behandlung. Es liegt nahe, von dem speziellsten Grenzfall ausgehend, zu immer
allgemeineren Annahmen fortzuschreiten. Um dieses Einteilungsprinzip mit dem
vorhin besprochenen zu verbinden, verfahren wir so, daf wir in einem ersten
Hauptteil die ersten beiden Stufen der Allgemeinheit einnehmen, und zwar in
zwei Abschnitten fiir den Standpunkt der Fernwirkungstheorie erst die spezielleren,
dann die allgemeineren Annahmen zugrunde legen, und sodann in einem dritten
Abschnitt die entsprechende Darstellung vom Standpunkt der Nahwirkungs-
theorie geben. Im zweiten Hauptteil behandeln wir dann vom Standpunkt der
Nahwirkungstheorie die beiden letzten Stufen der Allgemeinheit.

4. Fernwirkungstheorie und Nahwirkungstheorie. Schon ganz rohe Beob-
achtungen scheinen zu zeigen:

1. daBl die magnetischen (elektrischen) Wirkungen keiner Vermittlung be-
diirfen;

2. daB sie keine Zeit brauchen.

Das ist der Standpunkt der Fernwirkungstheorie.

Natiirlich kann aber von einer Wirkung im eigentlichen Sinne nur die Rede
sein, insofern wir auch die Zustidnde vor der Herstellung der zu betrachtenden
Anordnungen in Betracht ziehen. Ob dann die Ausbreitung der Wirkung Zeit

1) Jede Behandlung des Gebietes muB, wenn sie vollstandig sein will, von beiden Dar-
stellungsarten Gebrauch machen. Es kann sich also nicht um eine Entscheidung zwischen
Quellentheorie und Wirbeltheorie handeln, sondern nur darum, ob wir unser empirisches
Ausgangsmaterial so wahlen, daB wir zuerst zu der einen oder zuerst zu der anderen Dar-
stellung gelangen. Ubrigens sind geschlossene ,,Molekularstrome* auch Idealisierungen.



Ziff. s. Fernwirkung und Nahwirkung. . 3

braucht oder nicht, ist eine Tatsachenfrage; die Entscheidung ist aber ohne Be-
lang fiir die Darstellung der Magnetostatik. Ubrigens ist auch der Begriff
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, falls man nicht unstetige Vorginge betrachtet,
einigermaBen mit Willkiir behaftet.

Was nun den ersten Punkt betrifft, so ist es auch eine Tatsachenfrage, ob
zwischen den ponderablen Kérpern sich Vorgiange abspielen, die als die Wirkungen
zwischen jenen vermittelnd in Betracht kommen kénnten. Die Auffassung,
daB es solche Vorgange nicht gibt, wird jedenfalls als Fernwirkungstheorie zu
bezeichnen sein. Gibt es sie aber, so konnte trotzdem von Fernwirkung die Rede
sein, wenn man in jenen Vorgingen eine Vermittlung nicht sehen will und auch
die Auffassung hat, daB an jeder Stelle des Feldes die Feldstirke durch un-
vermittelte Fernwirkung entsteht bzw. gedndert wird. Zwischen Fernwirkungs-
theorie — in diesem Sinne — und Nahwirkungstheorie besteht also kein sachlicher
G egensatz.

Dagegen kann unterschieden werden zwischen zwei Betrachtungsweisen,
je nach den Zusammenhingen, die man zugrunde legt, um aus ihnen die andern
abzuleiten.

So koénnen wir vom Integralgesetz zum Differentialgesetz, ebensogut
aber auch den umgekehrten Weg gehen. Beider Darstellungsarten wollen
wir uns hier bedienen. Es ist aber zu beachten, daB der experimentelle
Ausgangspunkt naturgemiB ein Integralgesetz sein muf. Von einer Nah-
wirkungstheorie wird daher im zuletzt erklirten Sinne nur insofern geredet
werden koénnen, als, nachdem die Theorie von Ferngesetzen ausgegangen
ist,..das Gebiet noch einmal in anderer logischer Ordnung dargestellt
wird.

Der Ubergang von der Integraldarstellung zur Differentialdarstellung ist
wichtig, weil die Erfahrung Integralgesetze liefert, manche Probleme aber
*am einfachsten mit Hilfe der Differentialdarstellung gelost werden (siehe
z. B. Ziff. 62). Der umgekehrte Ubergang ist niitzlich aus folgendem Grund:
Unter gewissen speziellen Voraussetzungen — Fall 1 und 2, Ziff. 5 — kann
der Eindeutigkeitsbeweis sehr einfach — wenn das auch nicht die einzige
Art ist — dadurch gefithrt werden, daB man allgemein fiir diese Voraus-
setzungen den Ubergang vom Differentialgesetz zum Integralgesetz vollzieht
(Ziff. 60). .

5. Vier Stufen der Allgemeinheit. Als erste Aufgabe der Magneto-
statik kann es angesehen werden, die Wirkung von Magneten auf andere
Kérper, z. B. Eisen-, Nickel-, Kobaltstiicke, auch andere Magnete, zu be-
stimmen. Als Hilfsbegriff, zur Lésung dieser Aufgabe fithren wir den Begriff
der magnetischen Feldstdrke ein, der aber auch fiir andere Aufgaben eine
" Rolle spielt, und von dem wir annehmen, daB ihm eine physikalische Realitit
entspricht.

Um die Feldstirke aus der Anordnung der Magnete zu berechnen, wird aber
die Einfithrung noch eines anderen Begriffes erforderlich, des Begriffes der ma-
gnetischen Induktion. Auch der Induktion kommt wieder eine Bedeutung un-
abhingig von dieser besonderen Aufgabe zu.

Um die Probleme der Magnetostatik 16sen zu kénnen, miissen wir also den
Zusammenhang von Induktion und Feldstirke kennen.

In bezug auf diese Abhingigkeit kénnen wir 4 Fille unterscheiden:

1. Die Induktion ist gleich der Feldstirke.

2. Die Induktion ist proportional der Feldstirke.

3. Die Induktion ist eine eindeutige Funktion der Feldstarke.

4. Die Induktion ist durch die Vorgeschichte der Feldstirke bestimmt.

1*



4 A. Kap. 1. P. HeErTz: Magnetostatik. Ziff. 6.

Fiir permanente Magnete tritt an Stelle von 1. und 2. ein anderes Ab-
hingigkeitsgesetz, das spiter angegeben werden wird?).

Diese Fille bilden eine Reihe von wachsender Allgemeinheit.

Der erste Fall ist nicht fiir das ganze Feld, sofern es nicht von Strémen er-
zeugt wird (Kap. 2), zu realisieren. Man kann es aber so einrichten, daf3 der Teil
des Raumes, fiir die jene Bedingung nicht erfilllt ist, sehr klein wird.

Auch wenn das nicht zutrifft, so gilt doch noch unter gewisser Voraussetzung
ein Teil der GesetzmiBigkeiten, die gelten wiirden, wenn der erste Fall unserer
Einteilung streng realisiert wire. Wir wollen mit ihrer Besprechung den Anfang
machen, ohne uns auf die allgemeine Theorie zu beziehen, wie das in der obigen
Einteilung schon geschehen ist. Nur in den Uberschriften der Abschnitte soll
diese Beziehung zur Geltung kommen.

II. Konstante Permeabilitét.

a) Standpunkt der Fernwirkungstheorie. Permeabilitit = 1.

6. Grundtatsachen; Qualitatives. Schon den Alten war bekannt, daB3 ge-
wisse Eisenerze die Eigenschaft besitzen, kleine Eisenteilchen anzuziehen und
festzuhalten. Nach ARISTOTELES soll bereits THALES v. MILET (627—547 v. Chr.)
diese Kenntnis besessen haben. Der Magnetstein erhielt seinen Namen von der
Stadt Magnesia in Karien, wo er gewonnen wurde. Als eigentlicher Begriinder
der magnetischen Wissenschaft kann erst GILBERT?) gelten. Die quantitative
Erforschung der Gesetze des Magnetismus setzt mit CourLoms?) ein.

Das wichtigste natiirlich vorkommende magnetische Material ist der Magnet-
eisenstein, eine Oxydationsstufe des Eisens nach der Formel FeO -+ Fe,O,,
weniger stark magnetisch ist der Magnetkies, der die Formel 5 FeS + Fe,S,
besitzt, noch weniger einige Erze des Nickels und Kobalts. )

Nuri kann man aber auch Magnete kiinstlich herstellen. Man bringt etwa
ein Stiick Eisen in Beriihrung mit einem natiirlichen Magneten. Dadurch wird
es selbst ein Magnet — ein kiinstlicher. Freilich verliert es seine magnetische
Eigenschaft fast ganz, wenn wir es entfernen. Bringt man aber ein Stahlstiick
in Berithrung mit einem natiirlichen Magneten, etwa indem man es mit ihm
bestreicht, so behilt es seine magnetische Eigenschaft auch nach der Entfer-
nung bei. Es ist ein dauernder oder permanenter kiinstlicher Magnet geworden.
Ein solcher kann nun auch seinerseits zur Erzeugung anderer kiinstlicher Magnete
verwandt werden. Heutzutage werden aber kiinstliche Magnete nur durch elek-
trische Stréme hergestellt.

Jeder Magnet besitzt auf seiner Oberfliche Stellen, die das Eisen nicht an-
ziehen (wenn es auch tangential zur Richtung der Oberfliche bewegt wird). Die
Enden eines stabférmigen Magneten besitzen gewdhnlich die Eigenschaft, daB sie:

1. verhiltnismiBig sehr stark anziehende Krifte ausiiben, dafl

2. in ihrer Nihe die Kraft normal zur Oberfliche steht, und daB

3. die Krifte von allen Seiten — auch von seitlich gelegenen Punkten —
gegen das Ende gerichtet sind.

1) Es liegt natiirlich an unseren MaBeinheiten, wenn wir die Proportionalitatskon-
stante zwischen Induktion und Feldstirke gleich 1 setzen. Aligemein liegt der Fall 1.
vor, wenn jeder Feldstirke dieselbe Induktion wie im Ather entspricht. Die Art der Ab-
hangigkeit, die fiir permanente Magnete 3. entsprechen wiirde, kann nur dann vorkommen,
wenn auch die 2. entsprechende erfiillt ist.

2) W. GiLBERT, De Magnete. London 1600.

3) A. Cu. CourLoMB, Mémoires de 1’Académie royale des sciences 1785, S. 606, deutsch
von W. K6nNI1G in Ostwalds Klassikern Nr. 13.
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Denkt man sich nun an jeder Stelle des Raumes die Richtung, in der dort Eisen
unter dem EinfluBl des Magneten bewegt wird, und nun von jedem Punkte aus-
gehend eine Kurve gelegt, die stets diese Richtung besitzt, so erhilt man dadurch
eine Schar von Kraftlinien. Kraftlinien diinner Stibe kann man sichtbar
machen, indem man die Magnete mit einem Papierblatt bedeckt und dieses mit
Eisenfeilspinen bestreut; dann ordnen sich die Eisenfeilspine in Kraftlinien
(s.S.24, Abb. 7) an. Die Kraftlinien eines Stabmagneten werden nach dem oben Ge-
sagten die Eigenschaft haben, gegen die Enden zu konvergieren; wir nennen
die Enden Polenden und den Punkt im Innern des Magneten, dem die Kraft-
linien zustreben, den Pol.

Doch brauchen Stahlmagnete nicht immer an den Enden Polenden zu
besitzen. DaB das meist so ist, hat seinen Grund in der {iblichen Art
der Herstellung. Moglich ist aber an sich, daB die Enden keine Polenden sind?).

Nun wird man den Polenden eine Eigenschaft beilegen und sagen, sie haben
ein magnetisches Quantum oder eine magnetische Ladung. Wollte
man freilich diesem magnetischen Quantum Materialitit zuschreiben, so wiirde
man sich in Widerspruch zu der heutigen Anschauung setzen. Darum bleibt es
doch richtig, daB in den Polenden ein Etwas ist, das den von ihnen ausgehen-
den Wirkungen zugeordnet werden kann. Nur das ist wieder zu bestreiten, daf3
dieses Etwas eine elementare Eigenschaft ist, vielmehr handelt es sich um be-
stimmte Anordnungen von elementaren Dingen.

Endlich haben uns diese Betrachtungen nur auf den Begriff der Ladung
gefithrt, ohne daB wir schon dafiir die endgiiltige Definition gewonnen hétten.
Es ist moglich, daB an beliebigen Stellen eines Magneten Erscheinungen der eben
beschriebenen Art auftreten, und doch die Teile um den Konvergenzpunkt der
Kraftlinien herum keine Ladung besitzen. Der Begriff der Ladung wird eben
- zunichst aus bestimmten Erscheinungen abstrahiert; nach der Abstraktion er-
gibt sich aber, daB nicht in allen Fallen, wo die der Abstraktion zugrunde
gelegten Erscheinungen vorhanden sind, wirklich die jenem Begriff ent-
sprechende Realitét vorhanden sein kann. Die wahre Definition kann nur eine
implizite sein.

Ein Polende zieht nicht nur Eisenstiicke an, sondern auch andere Pol-
enden. Manche Polenden stoBen sich aber auch ab. Das fithrt zu einer wichtigen
Einteilung der Polenden: Wenn ein Polende 4 ein Polende b abst68t, wenn b
ferner ¢ abstoBt, so st6Bt a auch ¢ ab. Die Eigenschaft, sich abzustoflen,
ist also transitiv. Uberall, wo symmetrisch-transitive Relationen bestehen,
fithren wir einen Begriff ein, in bezug auf den die betreffenden Dinge gleich
sind?). So auch hier. Wir sagen von den Polenden, sie besitzen gleiche
+ Ladungsart.

Nun zeigt sich weiter: Zwei Polenden, die sich nicht abstoBen, ziehen sich
an; und wenn a sowohl b als ¢ anzieht, so stoBen sich b und ¢ ab. Daraus folgt:
Es gibt nur zwei Ladungsarten. Um einen Namen fiir diese zu finden, hingen wir
die Magnetnadeln auf. Im allgemeinen werden die Polenden derselben Art nach

1) Sofern iiber die Form des Magneten nichts ausgemacht wird, ist es auch mog-
lich, daB an einer Stelle die Kraft senkrecht gegen den Korper und zudem stirker als
in der Umgebung ist, daB aber dennoch die Kraftlinien in der Richtung nach dem Kor-
per hin divergieren; ferner ist es moglich, daB an einer Stelle, wo die Kraft stirker als
an benachbarten Korperstellen ist, ihre Richtung doch tangential ist. Endlich ist es durch-
aus moglich, daB die beiden Enden gleichen Magnetismus besitzen und die Mitte die
-entgegengesetzte Ladungsart (siehe z. B. J. MicHELL, A treatise of artificial magnets,
1. Aufl.,, S. 6. Cambridge 1750).

%) Vgl. z. B. HELmHOLTZ, Erkenntnistheoretische Schriften, S. 86 u. 101f. Berlin 1922
und die dort angegebene Literatur.
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derselben Richtung zeigen, entweder nach Norden oder Siiden?).” Die Orientierung
des Magneten wird man dadurch erkliren, daB man die Erde als Magnet ansieht.
Der nach Norden zeigende Pol der Nadel ist dann offenbar ein Pol von entgegen-
gesetzter Art wie der geographische Nordpol der Erde. HeiBt also dieser
(magnetische): Nordpol,» so muB jener als Siidpol bezeichnet werden. Diese
Terminologie hat  AMPERE?) einfiihren wollen. Aber sein Ubersetzer GILBERT?®)
sieht voraus, daB sie sich nicht-einbiirgern wiirde. In der Tat nennt man auch
jetzt noch den nach Norden bzw. Siidden weisenden Pol der Magnetnadel ihren
Nord- bzw. Siidpol; der geographische Nordpol der Erde ist also ihr magne-
tischer Suidpol. Dem Nordpol bzw Sudpol schreiben wir Nord- bzw. Siidmagne-
tismus zud).

7. Permanente Magnete5). Die Magnetostatik — im engeren Sinn — hat
es mit den von den Magneten ausgehenden Wirkungen zu tun. Nun gibt es
natirliche und kiinstliche Magnete. Eisen wird, wie schon gesagt, bei Anniherung
an andere Magnete nur voriibergehend, solange die Berithrung besteht, in einen
Magneten verwandelt; dagegen wird ein Stahlsttick durch Bestreichen zu einem
dauernden oder permanenten Magneten. Allgemein verstehen wir unter einem
permanenten Magneten jeden Korper, der seine magnetische Eigenschaft
nahezu unverindert behilt; auch natiirliche Magnete sind permanente Magnete.

Es ist klar, daB die Magnetostatik sich in erster Linie mit permanenten
Magneten befassen muB. Sofern Magnete nicht durch Stréme erzeugt sind
(Elektromagnete), setzt nidmlich ein voriibergehend (temporir) magnetischer
Korper die Nachbarschaft eines permanenten Magneten voraus. Wir werden
daher in den ersten Teilen dieses Kapitels den Fall behandeln, daf nur permanente
Magnete im Felde gegeben sind. Ubrigens spielen auch in der Technik permanente
Magnete eine wichtige Rolle, z. B. fiir MeBinstrumente, fiir Telephone, in der
Automobilindustrie usw.

Es moégen daher der theoretischen Darstellung der Magnetostatik ein paar
Worte tiber die Herstellung, die {ibliche Form und das Material von permanenten
Magneten vorausgeschickt werden.

Frither waren die verschiedensten Methoden zur Herstellung permanenter
Magnete fiblich. Die Magnetisierung galt als eine wichtige Kunst, und G. KNIGHT
hielt seine Methode sein Leben lang geheim®). Man magnetisierte nach der
Methode des einfachen und des Doppelstriches. Dieses letztgenannte Verfahren
besteht darin, zwei Magnete mit entgegengesetzt gerichteten Polen in konstantem
Abstand tiber dem zu magnetisierenden Stahlstiick mehrfach hin und her zu be-
wegen’). Heutzutage bedient man sich zur Herstellung von permanenten Magneten

1) Ausnahmen sind moglich. Es kann z. B. in einem Stabmagneten ein anderer starker
kleiner Magnet vorhanden sein, der entgegengesetzt gerichtet ist. Bei der Einstellung unter
dem EinfluB des Erdmagnetismus ist die Einwirkung des kleinen Magneten ausschlaggebend,
aber bei der oben beschriebenen Klasseneinteilung kommt es auf die Ladungsart der Pol-
enden an. Es ist ein Gliick; daB solche abnormen Fille sich zun#chst der Beobachtung ent-
zogen haben. Sie hatten uns sonst vielleicht die Auffindung der Gesetzmé#Bigkeiten er-
schwert, die sich ja gar nicht auf Polenden beziehen, sondern auf etwas, das nur durch
implizite Definitionen festzulegen ist.

?) A. M. AMPERE, Ann. chim. phys. Bd. 15, S. 67. 1820.

3) A, M. AMPERE, Gilberts Ann. d. Phys. Bd. 67, S. 124. 1821.

4) Natiirlich kommt einem Polende, wenn es zu der Klasse von Polenden gehort, die
normalerweise nach Norden zeigen, auch dann Nordmagnetismus zu, wenn es, frei auf-
gehiangt, nach Siiden zeigen sollte (s. Anm. 1).

5) Nzheres s. Ziff. '85.

) J.Lamont, Handb. d. Magnetismus, S.227. Leipzig 1867. Vgl. auch J. MicHELL,
A treatise of artificial magnets. 1. Aufl. S. 8. Cambridge 1750; und auch die Vorrede in
der franzosischen Ubersetzung, S. XXI. 1751.

7) J. MicHELL, a. a. O.
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ausschlieBlich des elektrischen Stromes. Man bringt den Stahlstab in eine strom-
durchflossene Spule; zieht man ihn wieder heraus, so bleibt er magnetisch. Da-
mit er seine Stirke nicht mehr #ndert, setzt man ihn noch erst der Wirkung
eines entgegengesetzt gerichteten Stromes aus, wodurch er freilich an Stirke
einbiit (Ziff. 85).

Folgende Formen sind iiblich?):

1. Magnetstibe und Magnetnadeln.

2. Gebogene Magnete, z. B. Hufeisenmagnete.

3. Magazine, d. h. Kombinationen mehr oder weniger zahlreicher Einzel-
magnete, etwa von Stab- oder Hufeisenform, so daB entsprechende Teile, ins-
besondere entsprechende Pole, aneinander zu liegen kommen. Die elnzelnen
Schichten werden durch Luft oder Firnis voneinander isoliert.

4. Astatische Magnete: zwei festverbundene Magnetnadeln, die parallel
sind, deren Pole aber entgegengesetzt gerichtet sind. Ein solches Nadelpaar
ist der Einwirkung des Erdfeldes entzogen.

Die Giite des permanenten Magneten hingt natiirlich auch vom Material
ab. Als MaB fiir die Eignung eines Materials hat GumricH das Produkt von
wahrer Remanenz und Koerzitivkraft eingefiihrt?). Die Bedeutung dieser GréBe
kann erst an anderer Stelle erklirt werden (Ziff. 85). Versuche von E. GUMLICH?)
ergaben nun, daB man durch Legierung von Eisen und Mangan eine hohe Koerzitiv-
kraft erzielen kann, wobei allerdings die Remanenz zu stark abnahm. Durch
Zusatz aber von Kobalt, dessen Legierungen mit Eisen nach P. WEIss und PREUSS
einen hoheren Sittigungswert als reines Eisen besitzen, konnte die Remanenz
wieder gehoben werden. Eine weitere Verbesserung ergab ein Zusatz von
Chrom. Neuerdings hat man gute Erfolge mit gréBeren Zusatzen von Kobalt
erzielt4).

" 8. Das Couromssche Gesetz. Wenden wir uns jetzt den quantitativen Be-
ziehungen zu, dié fiir die Gesetze fiber die magnetischen Wirkungen gelten. Wir
bemerken zunichst, daB die Kraft zwischen zwei magnetischen Polen in der
Richtung ihrer Verbindungsgeraden wirkt. Das Grundgesetz fiir die Beziehung
zwischen Stirke der magnetischen Wirkung und Entfernung wurdeim Jahre 1785
von CouroMB gefunden?).

Couroms bediente sich zweier Methoden. Einmal lie3 er einen Magnetstab
aus verschiedenen Entfernungen auf eine Magnetnadel wirken und mafl deren
Schwingungsdauer. Zweitens bediente er sich der Drehwage: An einem Drahte
wurde eine Magnetnadel horizontal drehbar aufgehdngt, daneben ein fester ver-
tikaler Magnet gestellt, und es wurden durch Drehen verschiedene Lagen auf-
gesucht, fiir die sich die Torsionskraft, die Kraft des Erdmagnetismus und die
vom festen Magneten herrithrende Kraft das Gleichgewicht halten; aus der Tor-
sion konnte dann unter Beriicksichtigung der Kraft des Erdmagnetismus die
Kraft zwischen dem einen Ende des festen Drahtes und dem einen Ende der
Nadel berechnet werden.

1) Vgl. GriAtz, Handb. d. Elektr. u. d. Magn., Bd, IV, S. 8f. Leipzig 1920.

2) E. GumricH, Magnetische Messungen, S.204. Braunschweig 1918.

%) E. GumiricH, ZS. f. Physik. Bd. 14, S.241. 1923. Elektrot. ZS. Bd. 44, Heft 7,
S. 145..1923.

4) F. STABLEIN, ZS. f. techn. Phys. Bd. 6, S. 582. 1925.

5) Cu. A. CouromB, Mém. Acad. Roy. 1785, S. 606; deutsch von W. Ko6nIiG, Ost-
walds Klassiker Nr.13. Leipzig 1890. Vorlaufer: J. MicHerr (A treatise of artificial
magnets. 1. Aufl. S. 19, Cambridge 1750); stellt das spater nach CourLoms genannte
Gesetz auf Grund eigner vorlaufiger und fremder Beobachtungen als wahrscheinlich hin
(siehe E. HoppE, Geschichte der Physik, S. 360. Braunschweig 1926); T. MAYER, Gottinger
Anz. 1760; J. H. LaMBERT, Hist. de l’acad. de Berlin 1765, S. 22.
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Voraussetzung fiir die Messung mit der Drehwage ist:

1. daB der Magnetismus an den Enden in einem kleinen Bereiche konzen-
triert ist;

2. daB die Wirkung der abgewandten Pole vernachlissigt werden kann.

ad 1. CouroMB schlo aus Vorversuchen, daf sich das ,,Wirkungszentrum®
des Magnetismus in etwa 1/;, der Stablinge von den Enden entfernt befindet?),
und dal fast der ganze Magnetismus einer Nadelhdlfte in einem am Ende be-
ginnenden Bezirk von 1/, bis 1/, der Nadelldnge konzentriert ist. CouLoMB stellte
die Nadeln so auf, daB bei der Entfernung Null die abgeschitzten Wirkungszentren
sich berithrt hatten; der Bezirk, in dem sich nach seiner Angabe fast der ganze
Magnetismus befindet, ist allerdings nicht klein gegen die kleinste benutzte
Entfernung der Pole.

ad 2. Daf} die Wirkung der abgewandten Pole vernachlissigt werden kann,
schloB CourLomB aus seinem Entfernungsgesetz. Dieses wird also nicht direkt
bestitigt, sondern eine Folgerung aus ihm, bei deren Ableitung das Gesetz zweimal
benutzt wird. CovrLomB fand nun, daB3 die Kraft, mit der die Magnet-
pole aufeinanderwirken, dem Quadrat ihrer Entfernungen um-
gekehrt proportional ist.

Dies Entfernungsgesetz hat CouromB nur angendhert bestitigt gefunden.
Esist aber zu beachten, daBl auch tatsichlich nur angendhert zwischen den beiden
Magneten eine Kraft wirkt, die dem Quadrat der Entfernung der Pole umgekehrt
proportional ist. Um so genauer wird das Quadratgesetz Geltung haben, je besser
den obenerwidhnten Bedingungen geniigt wird. Es ist nun klar, dafl sie um so
besser erfiillbar sein werden, je diinner die Magnetnadeln sind. Aber geringe
Dicke der Nadeln dient noch (vermutlich) aus einem anderen Grunde zur Ver-
einfachung der Theorie.

In die allgemeinen Formeln geht noch eine Konstante ein. Wird diese
gleich = gesetzt, so kann die Gesamtkraft aus Elementarkriften zusammen-
gesetzt werden, die das quadratische Entfernungsgesetz befolgen; wenn aber
die Konstante von 1 verschieden ist, was tatsdchlich fiir permanente Magnete
immer zutrifft, so treten noch Zusatzglieder auf. Man wird nun auf Grund der
im folgenden zu entwickelnden Theorie vermuten kénnen, daBl diese verschwin-
den, wenn die Drihte sehr diinn sind gegen den Abstand der aufeinander-
wirkenden Pole, also erst recht gegen die Linge der Magnete selbst. (Einen
strengen Beweis fiir diese Behauptung kann ich aber nicht angeben.)

Wir werden nun zunichst von der Wirkung isolierter Pole sprechen. Damit
wir uns diesem Grenzfall beliebig ndhern kénnen, wire zunichst erforderlich,
daB} die obigen Bedingungen 1.—2. immer besser erfiillt werden kénnten.

Aber auch wenn das nicht der Fall ist, 1aBt sich mit immer groferer An-
nidherung der Fall herstellen, daB die Gesamtwirkung aus Elementarkriften
zusammengesetzt wird, die dem quadratischen Entfernungsgesetz geniigen; dazu
ist, wie wir sahen, noch eine Bedingung erforderlich. Wir brauchen aber nicht
zu verlangen, daf} die Magnete diinn gegen ihre Linge sind; es geniigt vermut-
lich, wenn die Lineardimensionen der aufeinanderwirkenden Magnete klein gegen
ihre Entfernung sind. (Auch diese Behauptung vermag ich nicht streng zu be-
weisen.) .

Als CouromBssches Gesetz kénnen wir zunichst das Gesetz bezeichnen,
daB sich fiir den oben angegebenen Grenzfall die Kraft umgekehrt wie das Quadrat

1) Nach neueren Angaben befindet sich bei einem Stab der Konvergenzpunkt der
Kraftlinien in einer Entfernung von etwa 1/;, der Lange von den Enden; vgl. auch die Be-
rechnung Rieckes (Ziff. 38), wonach der Abstand der Schwerpunkte von den Enden 1/,
der Lange betragt. Vgl. auch J. MicHELL, a. a. O. S. 19.
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der Entfernung verhilt; sodann aber auch das Gesetz, daB sich die Gesamt-
wirkung zweier Magnete aufeinander, falls ihre Dimensionen klein gegen die Ent-
fernung sind, so berechnen lifit, als ob tiber den ganzen Kérper Pole verteilt
wiren. Endlich kann man auch darunter noch ein allgemeines Gesetz ver-
stehen, daB sich hier noch nicht aussprechen 148t (Ziff. 54). Das CouroMBsche
Gesetz im zweiten Sinne wurde nach seiner Entdeckung noch auf viele andere
Weisen, zum Teil strenger, bestéitigt. Auf die Gaussische Bestitigung werden wir
spater zu sprechen kommen (Ziff. 27).

9. Magnetisches Quantum. Wir beginnen mit der Betrachtung gewisser
GesetzmiBigkeiten fiir die Wirkung isolierter Pole aufeinander. Empirisch kénnen
wir sie nicht exakt bestitigen, da, wie bemerkt, punktférmige Pole nur ange-
nihert — und wohl nicht mit beliebig zu steigernder Anniherung — herge-
stellt werden kénnen, und auBerdem stets die Wirkung der abgewandten Pole zu
berticksichtigen ist. Aber angendhert lassen sich diese Gesetze bestitigen,
sofern die Magnete nur hinreichend entfernt voneinander sind.

Seien P, Q, p, q¢ vier Pole und werden nacheinander P und p, Q und p, P
und ¢, Q und ¢ in dieselbe Entfernung gebracht. Bezeichnen wir mit [P, ¢],
[Q, ] usw. die Kraft von P auf $, Q auf p usw., so ist

[P, p] _ [Pq) (1)
[Q, 7] Q.41

Soviel mal also wie die Wirkung von P auf p stdrker ist als die von Q auf $,
ebensoviel ist auch die Wirkung von P auf ¢ stdrker als die von Q auf g.

" Der Satz gilt auch, wenn von p und g ein Pol Nord-, der andere Stidmagnetis-
mus besitzt. In diesem Fall haben in (1) die Zdhler links und rechts verschiedenes
Vorzeichen. Die Briiche links und rechts sind auch dem Vorzeichen nach die-

_selben. Sie sind positiv, wenn P und @ beide Nordmagnetismus oder beide
Stidmagnetismus besitzen, sonst negativ.

Wir wollen jetzt verschiedene Entfernungen beriicksichtigen. Sei [P, p; 7]

die Kraft, mit der P auf p in der Entfernung » wirkt. Wie wir eben gesehen

haben, ist [P, p; 7] _ [P, g;7] 21
) [Q, 9571 [Q,q;57]° .
Aber es ist auch [P, ps m] [P, qs 7] o

[Q.05v]  [Q.q;:7]

Wir werden also sagen, dal an und fiir sich die von P ausgehende Wirkung
in einem bestimmten Verhiltnis stirker (oder schwicher) ist als die von @, und
werden das Verhiltnis [P, p; 1]

[Q, ps71°
das unabhingig von p und 7 ist, als das Verhiltnis des aktiven magnetischen
Quantums von P zu dem von Q bezeichnen. Indem wir einem Pol willkiirlich
die Einheit des magnetischen Quantums zuschreiben, gelangen wir zum Begriff
des aktiven magnetischen Quantums.

1) Nach dem Couromsschen Gesetz braucht man diese Beziehung nur fiir ein » anzu-
[P, pin]
[P:PJT’] . . . . . [Q’P;71]
= 0.7 é, eine Beziehung, die aber allgemeiner ist, als das Couromssche Gesetz.
2) Auch diese Beziehung ergibt sich, wenn (2) fiir ein beliebiges » nachgewiesen ist,
aus dem CouromBschen Gesetz bzw. aus der in der vorigen Anmerkung angegebenen
Gleichung.

setzen; sie folgt dann fiir alle. Es gilt namlich nach dem Couromsschen Gesetz
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Wir kénnen noch auf eine zweite Weise den Polen Zahlen zuordnen; wir
haben ndmlich (P, p; ] [Q,p;7) (4)
(Pog;n]  [Q.957]°

Man wird also den Polen p und ¢ ein Verhéltnis ihrer passiven magnetischen
Quanten zuschreiben, nimlich den von P und 7 unabhingigen Bruch

(P, p57]

[P, g5 7]
Indem wir einem Pole willkiirlich die Einheitsladung zuschreiben, gelangen wir
zum Begriff des passiven magnetischen Quantums.

Aber das Verhiltnis des aktiven magnetischen Quantums zweier Pole ist
gleich dem Verhiltnis ihrer passiven magnetischen Quanten. In Zeichen:

(P, ps ] __ g, P; 7] (3)
[Q, p;n] g, Qs 7]’
Wenn wir also einen Pol als Einheitspol wihlen, so ist das aktive magnetische
Quantum stets dem passiven gleich.

Indes bediirfen wir, um 4. und 5. einzusehen, keines neuen Erfahrungs-
satzes, der speziell der Magnetostatik angehérte. Aus dem Reaktionsprinzip folgt
namlich, daB sich die Krifte, die zwei Pole P und Q von demselben Pol ¢ aus
derselben Entfernung erleiden, wie ihre aktiven magnetischen Quanten verhalten
[GL (5)], also auch ihr Verhiltnis unabhingig von dem magnetischen Quan-
tum der auf sie wirkenden Pole und deren Entfernung ist [Gl. (4)].

Die Kraft also, die zwischen zwei Polen wirkt, verhilt sich, wenn die Ent-
fernung festgehalten wird, wie das Produkt der magnetischen Quanten, oder es
ist, wenn diese mit e;, e, bezeichnet werden und die Kraft mit K:

K=A4¢e,, (6)

wo A positiv ist und noch von der Entfernung abhingt. Es ist also -’

| | K=f@ee | (7)
Aus dem CouromBschen Gesetz (Ziff. 8)1) folgt aber

K= e, (8)

wo a eine von der Entfernung unabhingige, positive Konstante ist. Die Kon-
stante 4 hingt von unseren MaBeinheiten ab. Diese wihlen wir aber nun-
mehr so, daB a = 1 wird. Nordmagnetismus setzen wir positiv, Siidmagnetis-
mus negativ. Es ist dann

e 8y

L ©)

Man erhilt also — vom Vorzeichen abgesehen — das magnetische Quantum eines
Poles, wenn man einen gleich starken aufsucht, d. h. einen Pol, der dieselbe
Wirkung hervorruft (s. oben), ihn von jenem in der Entfernung 7 aufstellt und
die Kraft K miBt, die er von jenem erleidet. Es ist dann sein magnetisches

Quantum e=-+7JK. (10)

Um (10) anwenden zu kénnen, miissen wir also schon wissen, was Gleichheit des
magnetischen Quantumsist. Hierzu kénnen wir uns auf die fritheren Festsetzungen
berufen, die méglich sind auf Grund der GesetzmiBigkeiten (1) bis (5). Indes
kann man die Gleichheit des Quantums auch definieren, wenn nur ein Teil jener
GesetzmiBigkeiten gilt, ndmlich die folgenden:

K::

1) Es verdient bemerkt zu werden, daB das Gleichungssystem (2) bis (7) und das
CouromBsche Gesetz voneinander unabhingig sind.
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Wenn P und Q auf den Pol $ in der Entfernung »; die gleiche Kraft ausiiben,
so werden sie auch auf jeden anderen Pol ¢ in jeder anderen gleichen Entfernung 7,
die gleiche Kraft ausiiben. Hierzu ist noch das Reaktionsprinzip zu nehmen.
Eine solche GesetzmiBigkeit kann gelten, ohne daf doch der ganze Inhalt von
(1) bis (5) zu gelten brauchte.

Auch dann kénnten wir gleiche Quanten definieren — eben als solche P und Q,
die auf einen Pol in einer Entfernung dieselbe Kraft ausiiben — und dann nach (10)
das MaB des magnetischen Quantums. Es miiBten dann aber immer noch zur
Entwicklung der vollen Theorie die Sitze (1) bis (5) hinzugenommen werden.

Die magnetischen Quanten haften an den Polen. Es ist das zunichst keine
Erfahrungstatsache sondern eine Festsetzung, die durch die Sitze (1) bis (5)
nahegelegt wird. Nun gelten diese auch nicht annihernd, und auch nicht das
CouromBsche Gesetz, wenn die magnetischen Quanten nicht von derselben
GréBenordnung sind. So ist z. B. folgendes méglich: Zwei gleich starke Pole sind
so weit entfernt, daB das CouromBsche Gesetz mit einer gewissen Anndherung
gilt. Ersetzt man nun aber den einen durch einen sehr viel schwicheren, so
nimmt die Wirkung nicht in demselben Verhiltnis ab, und das Couromssche
Gesetz versagt ginzlich. Man wird dann dem schwicheren Pol noch immer ein
Quantum zuschreiben, das nach (10) zu bewerten ist (dadurch also, dafl man
ihn mit einem ihm gleichen in Wechselwirkung bringt). Schreibt man dem
Pol aber dieses Quantum zu, so wird, wenn er in Wechselwirkung mit dem
starken Pol gebracht wird, das CouromBsche Gesetz (9) auch nicht an-
ndhernd erfiillt. Wir kénnen ihm nun aber doch ein Quantum zuschreiben, das (9)
geniigt. Dieses, das nicht an dem Pol haftet, sondern sich mit seiner Entfernung
verdndert, heilt das freéie Quantum.

Die allgemeine Theorie wird auch iiber die Anziehungskrafte beliebig ge-
stalteter Magnete Gesetze aufstellen miissen. Sofern die Magnete eine gegen
ihre Dimensionen groBe Entfernung voneinander haben, kann man die Gesamt-
kraft erhalten, indem man die Magnete in Volumenelemente zerlegt, diesen ma-
gnetische Quanten zuschreibt, die Elementarkrifte nach dem CouLoMBschen
Gesetz ermittelt und integriert. Die erforderlichen magnetischen Quanten heiflen
scheinbare. Der Begriff des wahren Quantums fiir beliebige Formen wird
spiter eingefiihrt werden. Fiir sehr langgestreckte Formen ist der wahre Magne-
tismus gleich dem scheinbaren.

Die im vorstehenden definierte Einheit der magnetischen Ladung heif3t
absolute Einheit des ¢ - g - s-Systems. Wie aus der Gleichung (10) hervorgeht,
besitzt die in den Einheiten gemessene magnetische Ladung die Dimension

mElEE-L,

Das magnetische Quantum 1 besitzt ein Pol, wenn er auf einen ihm gleichen
in der Entfernung 1 befindlichen die Kraft eine Dyne ausiibt.

10. Die magnetische Feldstdrke. Gewohnlich?) besitzt ein Magnet an den
beiden Enden entgegengesetzte Pole. Bricht man ihn durch, so findet man an
der Bruchstelle in jedem Teilstiick einen Pol von entgegengesetzter Ladungsart,
wie an dem anderen Ende?). Das legt die Annahme nahe, daB jeder Magnet

1) Siehe S. 5, Anm. 1.

2) Dieser Versuch wurde in einem von PETRUS PEREGRINUS DE MARICOURT am 12. Aug.
1269 geschriebenen Brief beschrieben: Petri Peregrini Maricourtensis; de: Magnete, seu Rota
perpetui motus, libellus. Augsburg 1558; Neudrucke von Schriften und Karten iiber Meteoro-
logie und Erdmagnetismus Nr. 10. Berlin 1898. (Vgl. E. HoprE, Geschichte der Physik.
S. 340. Braunschweig 1926. — R.van REeEs [Pogg. Ann. (3) Bd. 10, S. 1. 1847] erwihnt
einen solchen Versuch von CourLoms.
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gleich viel Nord- und Stidmagnetismus enthilt. Man stellt sich also den Magneten
aus kleinen Molekularmagneten aufgebaut vor. In der Mitte kénnen sich die ent-
gegengesetzten Pole aufheben, an den Enden werden sie nicht kompensiert und
wirken in die Ferne. Wir werden spiter Tatsachen kennenlernen, die es be-
stitigen, daB ein Magnet gleich viel Nord- und Siiddmagnetismus besitzt (Ziff. 37).

Es 14Bt sich nun zeigen, daB sich jede Verteilung des Magnetismus, bei der
sich im ganzen Nord- und Siidmagnetismus aufheben, durch Paare entgegen-
gesetzter Pole ersetzen 1d8t. Wir werden also von der Betrachtung solcher Pol-
paare ausgehen koénnen. Dabei wird es aber zweckmiBig sein, zunichst die
Wirkung von Einzelpolen zu behandeln, also zunichst guf die Beschrinkung zu
verzichten, daB3 in einem System ebensoviel Nord- wie Siidmagnetismus enthalten
ist. Sie kann nachtriglich eingefithrt werden. Ubrigens kann der Fall einer be-
liebigen Anordnung von Polen auch durch sehr lange Magnete angenihert realisiert
werden. Man ordnet dann die Magnete so an, daB von jedem nur der eine Pol
zum System gehort, wihrend der andere sehr weit entfernt ist. Die Wirkungen
dieses Systems sind dann nur an Stellen zu betrachten, die den abgewandten
Polen nicht zu nahe liegen. Denken wir uns also ein beliebiges System von
magnetischen Polen.

Sei ein Pol P, hervorgehoben, und nennen wir die Kraft, die die iibrigen %
auf ihn ausiiben, ®y. .z;;; nennen wir ferner die Kraft, die einer, der ite von
den k-Polen, auf ihn ausiibt, wenn die anderen entfernt werden

*@i;l .
Dann gilt

k
K160 = zi@i;l- : (11)
T

Dieser Satz ist ein reiner Erfahrungssatz. Er kann natiirlich nicht fir alle
Werte von % und fiir alle Lagen verifiziert werden. Man bestitigt ihn etwa fiir den
Fall £ = 2. Eine Verifikation fiir ihn gibt z. B. die Gaussische Methode (Ziff. 27).

Unser Kombinationsprinzip gilt tibrigens fiir viele Gattungen scheinbarer Fern-
krifte.Wiirde ein Prinzip wie dieses nicht gelten (bzw. das D’ ALEMBERTsche Prinzip),
so hitte die Einfithrung des Kraftbegriffes neben dem Begriff der Beschleunigungen
keinerlei Bedeutung. Man erkennt auch in diesem Zusammenhang, dafl man
nicht etwa Kraft als Produkt von Masse und Beschleunigung definieren darf.

Das Kombinationsprinzip gilt nur fiir die Wirkung von Polen, diese als Grenz-
gebilde aufgefaBt. Nicht aber diirfen wir allgemein die Wirkung eines beliebig
gestalteten Magneten nach dem Kombinationsprinzip bestimmen. Natiirlich
steht es immer frei, das Kombinationsprinzip formal durch die Annahme auf-
rechtzuerhalten, durch die Kombination hitten sich die magnetischen Quanten
verdndert; es komme nur auf die freien an, und diese seien nur fiir die isolierten
Magnete den wahren (annihernd) gleich.

Aus der Definition der passiven magnetischen Quanten (Ziff. 9) folgt, daf3,
wenn ¢; die Ladung des /-ten Poles ist und ¥; die Kraft, die von dem ¢-ten auf
einen Einheitspol ausgeiibt wird

K0 = af; (12)
ist, also nach (11) & .
Ri..m=eak. (13)
1

Daraus ergibt sich: Will man fiir ein gegebenes System von Polen P, ... P,

berechnen, wie groB3 die Kraft auf jeden anderen Pol in jedem Punkte ist, so

‘ k

braucht man nur ein fiir allemal fur alle Punkte einen Vektor, namlich Efi
T
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zu ermitteln. Die Kraft auf einen Pol von der Stirke ¢ fmdet man durch Multi-
plikation dieses Vektors mit ¢;.

Wir nennen nun den Vektor, aus dem wir die Kraft auf den Pol ¢; durch
Multiplikation mit e; erhalten koénnen, also die Kraft auf den Einheitspol,
Feldstirke und bezeichnen ihn mit 9.

Es ist also %
2=9. (14)
T

Schreiben wir fiir die Kraft jetzt einfach § und lassen auch den entbehrlichen
Index ! fort, so schreibt sich (13)
R=e9. (15)

Nach dieser Darstellung ist die Feldstirke eine ideale GroBe, eine RechengréBe.
Sie gibt an, welche Kraft auf einen Einheitspol ausgeiibt wiirde, wenn er sich
an einer bestimmten Stelle befinden wiirde. Ist er dort nicht vorhanden, so
kann zwar diese Kraft berechnet werden, aber eine Realitit ihr zuzuschreiben,
haben wir keine Veranlassung. So der Standpunkt der Fernwirkungstheorie
(in einem gewissen Sinne des Wortes, siehe Ziff. 4).

Anders die Nahwirkungstheorie. Dlese wird an jeder Stelle des Raumes

eine Realitit annehmen, die dem Ausdrucka entspricht, und von der irgend-

eine MaBbestimmung durch jenen Ausdruck bestimmt ist. Zweifellos wird die
Nahwirkungstheorie — das Wort in diesem Sinne verstanden — einleuchtender
erscheinen.

Aus (14) folgt: Bringen mehrere Systeme von Polen einzeln die Feldstarken §;
hervor, so bringen alle zusammen eine Feldstirke

=29 (16)
hervor.
Die von einem einzigen Pol ¢ in der Entfernung » erzeugte Feldstirke be-
sitzt nach (9) den absoluten Betrag

= [9]= - (17)

Daraus ergibt sich auch die Dimension der Feldstirke. Da e die Dimension
mé 3¢~ 1 besitzt (Ziff.9), hat § die Dimension m#tl-:¢-1. Eine Feldstirke, deren
absoluter Betrag = 1 ist, heiit ein GauB. Das magnetische Quantum 1 erzeugt
also in der Entfernung 1 die Feldstirke 1 Gauss. Befindet sich dort, wo eine Feld-
stirke von 1 GauB herrscht, das magnetische Quantum 1, so erfihrt dieses die
Kraft von 1 Dyne, d. h., sofern es die Masse 1 besitzt, einen Geschwindigkeits-
" zuwachs von 1 cm/sec.

Wir haben die Feldstirke durch die Kraft definiert, die ein Einheitspol
erfahrt. Es zeigt sich aber nun, daB die Feldstirke noch anders gemessen werden
kann. Bilden wir aus einem Leitungsdraht eine kleine ebene Schleife, bringen
diese in die zu untersuchende Stelle des Feldes und dann plétzlich in sehr groB3e
Entfernung, so flieBt durch den Draht ein Strom: Die gesamte Elektrizititsmenge
kann mit dem ballistischen Galvanometer gemessen werden. Wir variieren nun
die anfingliche Stellung der durch die Schleife bestimmten Ebene, bis wir die-
jenige erhalten, bei deren Wahl man nach der Entfernung der Schleife die grofite
Elektrizititsmenge E findet. Die senkrecht auf dieser Ebenenstellung stehende
Richtung ist die Richtung der Feldstirke. Der Richtungssinn der Feldstarke
bestimmt sich durch folgende Regel: Sieht man vom Endpunkt eines in der
Schleifenebene errichteten, der Feldstdrke parallelen Vektors auf die Ebene, so
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sieht man die Bewegung des Stromes (die der Elektronenbewegung entgegen-
gesetzt ist) im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigersinnes erfolgen. Ist end-
lich W der Widerstand der Schleife und f der Flicheninhalt der von 1hr um-
spannten Fliche, so ist: 1] =

wo ¢ eine universelle Konstante ist, deren Wert, wenn E und W elektrostatisch
gemessen werden, 3-10%° cm/sec betrdgt. Hierdurch ist § vollstandig bestimmt.

11. Das Potential. Da nach (17) die von einem Pole von dem Quan-
tum e hervorgebrachte Feldstirke den Betrag e¢/s? besitzt, so sind die Kompo-
nenten 9,, 9y, H, der Feldstirke durch

cEW (18)

$o= 5%
ééy:%y (19)
@z = ;ea"z

gegeben, wenn x, vy, z die Komponenten des Vektors bedeuten, der vom Pole
aus zu dem Punkte gezogen wird, in dem die Feldstirke gesucht wird, und 7
den absoluten Betrag dieses Vektors.
Sei nun ein beliebiges System von Polen gegeben. Wir nennen die Stellen,
an denen diese liegen, Quellpunkte und bezeichnen sie mit P,, also mit P,
P,y usw., ihre Koordinaten mit %,q, 9,1, 241, %42, Vo2, %2 USW., ihre magnetischen
Quanten mit ¢,;. Der Punkt, fiir den die Feldstdrke gesucht wird, heiBe Aufpunkt
und werde mit P, bezeichnet, und seine Koordinaten mégen mit x,,, v,, z, bezeichnet
werden. Endlich’ sei 7, 4; der Abstand von P, und P,;. Dann ist nach (16) und (19)
Dz = Zzeq,; x”ys 'x” usw. (20)

par
Um nur mit einer Formel statt mit drei rechnen zu brauchen, setzen wir

6”
b — 27 (21)

Daraus ergibt sich sofort durch Differenzieren

o 0P 0P
bh=—g =g S=—gp
wofiir wir $=—grad @ (22)

schreiben.
@ heiBt das Potential.
12. Larracesche Gleichung. Aus (19) ergibt sich:

99: _ 9% _  usw
. - dy 0z )
wofiir wir schreiben: rotH = 0. (23)
Ferner folgt aus (19) a@ a@y a@
. z 2 — O ,

+
wofiir wir schreiben: div .SZJ —0. . (29)
Aus (22) und (24) ergibt sich:

26 F6 . Fo
o2 T o T g2 =0

wofiir wir schreiben: AdD—0. (25)

Diese Gleichung heifit die LarLacEsche Gleichung.
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13. Kraftlinien. Schreiten wir von einem Punkte des Raumes ein wenig in
Richtung der Feldstirke fort, gehen dann von dem neuen Punkte in der Rich-
tung der dort herrschenden Feldstirke wieder ein wenig weiter und setzen dieses
Verfahren fort, so erhalten wir einen geradlinigen Streckenzug. Werden nun
die Strecken dieses Zuges immer kleiner gemacht, so konvergiert er gegen
eine Kurve, die Kraftlinie heiBt. Die Kraftlinie hat in jedem Punkt die Rich-
tung der Feldstirke. Man kann sich den ganzen Raum mit Kraftlinien erfiillt
denken.

Das zu einem Pol gehorige Kraftliniensystem strahlt radial von ihm aus.
Wir werden bald ein Verfahren kennenlernen, das Kraftliniensystem zu zeichnen,
das zu mehreren auf einer Geraden liegenden Polen gehort.

Zunichst bringt das Kraftliniensystem nur die Richtung der Feldstirke in
jedem Punkt zur Anschauung. Es fragt sich, ob wir auch die Stirke der Kraft
aus ihm ersehen kdénnen.

14. Dichte der Kraftlinien. Das ist mdglich, wenn wir bei der Auswahl
der zu zeichnenden Kraftlinien eine gewisse Regel befolgen. Aus (24) und dem
Gaussischen Satz folgt -

f H.do=0, (26)

wo die Integration iiber eine geschlossene, keinen Pol enthaltende Fliche zu er-
strecken ist, deren Oberflichenelement do sei; $, sei die Komponente der
Kraft in Richtung der dufleren Normale. DasIntegral. f $, do tiber eine beliebige
(auch ungeschlossene) Fliche heiBt KraftfluB. Der KraftfluBl also durch jede
geschlossene, keinen Pol enthaltende Fliche ist Null.

Wir denken uns jetzt ein Flichenstiick F,, das nirgends den Kraftlinien
parallel ist und durch keine Pole geht. Wir teilen es in moglichst kleine Zellen 40,;
diese wihlen wir so klein, daB sich innerhalb von 40, der Vektor § nicht merk-
lich dndert. Nun lassen wir von jedem 40, nach beiden Seiten Z, Kraftlinien

ausgehen, wo
g Zy =g A0, 9, (27)

ist, und g so gewdhlt wird, daBl Z, eine groBe Zahi ist. Die Kraftlinien verfolgen
wir dann beliebig weit, nur sollen sie F, nicht wieder schneiden. Nach Konstruk-
tion ist auf F, die Normalkomponente , von $ durch die durch g dividierte
Dichte Z,/40, der Punkte gegeben, in denen die Kraftlinien das Flachenstiick
durchsetzen. Entsprechendes gilt aber auch im ganzen Raum, wohin die Kraft-
linien dringen. Betrachten wir nimlich ein aus Kraftlinien bestehendes réhren-
férmiges Stiick, das an einem Ende von einem Flichenstiick 40, begrenzt wird
und am anderen Ende durch ein Flichenstiick, das 40 heiBe. Dann ist nach
(26), da an der Réhrenwand $, = 0 ist,

[$ndo= [$,do,

40, 10
Dy040, = $,40.

Also, wenn Z die Zahl der durch 40 dringenden Kraftlinien bedeutet, da Z=Z
ist, nach (27) P
i $,40. (28)

Insbesondere wird man solche Flichenstiicke 40 wihlen, die senkrecht auf den
Kraftlinien stehen. Fir sie ist
1 Z
9] = 7 40 ' (29)
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Der absolute Betrag der Feldstdrke ist iiberall gleich der Dichte
der Kraftlinien, d. h. der Zahl der Kraftlinien, die ein Flichen-
element von geeigneter GroéBenordnung?) durchsetzen, dividiert
durch den Inhalt des Fliachenstiickes, eine ein fiir allemal fest
gewidhlte Konstante.

Wir haben so ein Mittel gewonnen, nicht nur die Richtung, sondern auch
die GréBe der Kraft durch die Dichte der Kraftlinien zum Ausdruck zu bringen.

15. KraftfluB in einem System von Polen. Legen wir um einen Pol von
dem magnetischen Quantum e eine Kugel, so ist nach (17) das iiber die Kugel-
fliche erstreckte Integral f 9, do = dme.

Nach (24) und dem Gaussischen Satz mul} also fiir jede nur den Pol enthal-
tende Fliache das iiber sie erstreckte Integral

[$.do=4ne (30)
sein.
Betrachten wir nun ein System von Polen Pi, P?... P}, P...und eine
Fliche F, die die Pole P, umschlieBt. Auf dieser Fliche ist nach (16)

=291+ 9,
wenn $? die von den P? herrithrende Feldstirke und §’ die Feldstirke bedeutet,
die von den Polen P, ... herrithrt. Es ist also

[$.d0 =3 [§,d0 + [0,
Nach (24) und (30) ist also [$.d0 = 4me, (31)

wo ¢ das gesamte magnetische von der Fliche umschlossene Quantum bedeutet.

Fiir ein System von Polen ist der Kraftflu8 durch eine einen
Teil dieser Pole umschlieBende Fliche gleich dem 4am-fachen des
von der Flache umschlossenen magnetischen Quantums.

Insbesondere wird der KraftfluB durch eine einen einzigen Pol von der
Stirke ¢ umschlieBende Fliche 4 7 e sein.

Nach der in Ziff. 14 angegebenen Konstruktion miissen also von jedem Pol
von der Stirke ¢ Kraftlinien in der Zahl 4meg ausgehen. Hiufig sagt man,
indem man auf die Zahl g keinen Wert legt, jeder Pol ¢ entsende 4 7 ¢, insbeson-
dere jeder Einheitspol 4 7z Kraftlinien.

16. Kraftlinien eines Poles. Wir wollen jetzt die zu einem System von
Polen gehérigen Kraftlinien konstruieren und mit dem Kraftliniensystem eines
isolierten Poles beginnen.

Zu diesem Zweck miissen wir die Fliche der um den Pol beschriebenen Kugel
in flachengleiche Teile zerlegen.

Wir legen durch den Mittelpunkt O der Kugel eine Achse, die die Oberfliche
in 4 und B durchst68t. Teilt man die Achse in sehr viele gleiche Teile und legt
durch die Teilpunkte senkrechte Ebenen, so wird die Kugelfliche in sehr viele kleine
gleiche Teile zerlegt. Doch sind diese in einer Richtung noch nicht geniigend unter-
teilt. Wir werden sie also noch durch viele durch die Achse gelegte Meridian-
ebenen von gleichem Winkelabstand in gleiche Teile zerlegen. Nun ziehen wir
durch jeden dieser Teile gleich viel radiale Geraden. Wir kénnen auch durch jeden
Flachenteil nur einen Radius ziehen; dann bestehen die Flichenteile 40, von

1) Das Flachenstiick darf nicht so klein gewahlt werden, daB es nur von wenigen Kraft-
linien durchsetzt wird, und nicht so groB, daB in ihm die Kraftliniendichte sich wesentlich
andert. .
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denen oben (Ziff. 14) die Rede war, aus sehr vielen solchen Teilen. Man kann
insbesondere alle Kraftlinien durch die Schnittpunkte der auf der Achse senk-
recht stehenden Ebenen mit den Meridianebenen ziehen. Beschrinkt man sich auf
die Kraftlinien in einer Meridianebene, so erhdlt man eine Figur, die folgender-
maBen (Abb. 1) konstruiert wird: Der Durch-
messer AOB eines Halbkreises wird in gleiche Teile
geteilt; in den Teilpunkten werden Lote errichtet,
und durch die Schnittpunkte mit dem Kreis die
Radien gezogen. Diese sind die gesuchten Kraft-
linien. Hieraus erhilt man das Kraftliniensystem,
das durch die Dichte der Linien die GréBe der 4 g . 4
Feldstirke abzulesen gestattet, wenn man die APP-1- Krar‘iﬂl%l:ﬁ im unipola-
Figur um AB um ganzzahlige Bruchteile von '
4 Rechten so oft hintereinander dreht, bis sie in die Anfangslage zuriickkehrt.
Wir suchen nun nach einem Prinzip, das wenigstens fiir gewisse Fille ge-
stattet, aus den zu zwei Systemen von Polen gehérigen Kraftliniensystemen
das Kraftliniensystem zu ermitteln, das beiden zusammen zukommt. Ein solches
Prinzip gibt esin der Tat fiir Systeme von Polen, die auf einer Geraden liegen.
Man kann also von einem Pol ausgehend das Kraftliniensystem konstruieren,
das beliebig vielen, auf einer Geraden liegenden Polen entspricht.
17. Kraftlinien fiir Systeme von Polen, die auf einer Geraden liegen. Wir
denken uns ein System von Polen, die auf einer Geraden liegen; diese machen wir

durchgehende Kraftlinie ganz in der durch den Aufpunkt und die Achse be-
stimmten Ebene liegen. Die folgenden Betrachtungen werden sich iibrigens in
gleicher Weise auf jedes System von Ladungen beziehen, das rotationssymmetrisch
* um die Achse angeordnet ist.

Wir wollen uns jetzt # Ebenen im gleichen Winkelabstand durch die Achse
gelegt denken (n sehr groB) und ein dem Dichtegesetz geniigendes Kraftlinien-
system konstruieren, fiir das die Kraftlinien nur in jenen Ebenen verlaufen,
und zwar so, daB die Kurven in jeder Ebene aus denen in jeder anderen Ebene
durch Drehung hervorgehen. Es geniigt also, N
eine Ebene zu betrachten.

Denken wir uns (Abb. 2) einen Punkt 4 5 »
in der Entfernung y von der Achse, und o
dariiber einen Punkt B in der senkrechten dy | X*
Entfernung A4y von A, wo 4y sehr Klein ist, Are
so besitzt die aus AB durch Rotation ent- y
- standene Fliche den Inhalt 2my dy. Es
miissen durch diese Fliche also hindurch- AbD. 2. Zur Konstruktion der Kraft-
treten g-2zy Ay H cosa Kraftlinien, unter linien im rotationssymmetrischen Feld.
o den Winkel zwischen der Kraftlinie und
der Achse verstanden. Also treten in unserer hervorgehobenen Ebene.
yy Ay H cosa Kraftlinien durch AB hindurch, wenn

y — 8 .9
V= 27

gesetzt wird.

Ziehen wir jetzt von B und A zwei den Kraftlinien parallele Geraden BN, AM
und von B das Lot BC auf AM, so ist BC = Ay cosw, also treten durch BC
hindurch y-y-H-BC Kraftlinien, d. h. der Abstand zweier Kraftlinien ist

1 1
= H

Handbuch der Physik. XV.
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Um also die GroBe der Feldstirke unserer Darstellung zu entnehmen, haben
wir nicht nétig, durch Rotation das volle Kraftliniensystem zu erzeugen; auch
unsere Darstellung in der Ebene reicht dazu schon aus, weil die mit y multiplizierte
Feldstdrke tiberall umgekehrt proportional dem Abstand ist.

Daraus folgt: Zeichnet man in der Ebene eine Kurve C,, die nirgends in
die Richtung der Kraftlinien fillt, 148t durch diese Kraftlinien in solcher Dichte
gehen, daB auf jedes kleine Kurvenstiick 4s die Anzahl yy §, 4s entfillt,
unter y eine Konstante von geeigneter GroBe verstanden, und verfolgt diese
Kurven beliebig weit, doch so, daB sie die Kurve C, nicht wieder schneiden, so
hat die erhaltene Kurvenschar tiberall die Eigenschaft, da der Abstand

zweier Nachbarkurven | 1

v v-H

betrigt. Diesen Satz kdnnen wir noch etwas anders beweisen. Wir geben den
Beweis am besten im AnschluB an andere Betrachtungen, denen wir uns gleich
zuwenden werden. Uberzeugen wir uns aber zunichst noch, daB unser Ergebnis
auch durch die oben (Ziff. 16) gegebene Konstruktion der zu einem Pol gehérigen
Kraftlinien bestitigt wird.

Betrachten wir eine Meridianebene, in der die von uns konstruierten Kraft-
linien verlaufen; sei (Abb. 3) die Rotationsachse die x-Achse, die senkrecht dazu
stehende Achse die y-Achse, a der Radius des Kreises, ds, der Abstand der
Schnittpunkte zweier sukzessiven Kraftlinien mit dem Kreise, dx, der Abstand

ihrer Abszissen, y, ihre ¢-Koordinate, so ist p dx,
Sp=—a
Yo
v In einer Entfernung » vom Mittelpunkt ist
also der Abstand der benachbarten Kraft-
linie
Vg Axg¥_ dxgr® _ dxgre 1
5= ="y = ya TayH " yH’
wenn y die Ordinate an der betreffenden
Stelle ist und a
% A PR
Abb. 3. Zur Konstruktion der Kraftlinien gesetzt wird, oder
im unipolaren Feld. P
V= ZE 3

wo p die Zahl der Kraftlinien in der Ebene bedeutet.

Wir wollen jetzt zu anderen Betrachtungen iibergehen, von denen aus wir
wieder auf unsere Kraftlinienkonstruktion fiir den rotationssymmetrischen Fall
zuriickgelangen.

18. Larracesche Gleichung in der Ebene. Denken wir uns anstatt der Pole
parallele sehr lange Geraden, die mit konstanter magnetischer Dichte versehen
sind. Man kann sich diesen Fall realisiert denken durch sehr groBe magnetische
Blitter. Diese durchsetzen alle senkrecht eine Ebene und entfernen sich senkrecht
sehr weit nach beiden Seiten von ihr. Von den beiden zur Ebene senkrecht
stehenden Kanten befinde sich die eine in dem von uns zu betrachtenden Gebiete
und besitze konstante lineare magnetische Dichte, die andere sei sehr weit ent-
fernt und besitze die entgegengesetzte Dichte, die der Ebene parallelen Kanten
endlich seien neutral.

Nun sind unsere Gleichungen (22) bis (25) zunichst fiir punktférmige
Ladungen abgeleitet. Sie gelten aber, wie man leicht sich iiberlegt — und davon
werden wir spater Gebrauch machen —, auch fiir beliebige Verteilung des magne-
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tischen Quantums. Aus ihm folgt fiir unseren Fall, wenn wir die Koordinaten-
achse x, ¥ in die ausgezeichnete Ebene legen:

B aa@y =0, Y
=+ aa%” =0, (33)
b=—5%  S=—5. BT
eEP | ED 35)

9}?‘!‘6—3)2——0.

Fiir dieletzten drei Gleichungen schreiben wir jetzt, mit verdnderter Bedeu-
tung der Symbole div, grad, 4:

div$ =0, (33°)
H=—grad @, (34)
AP =0. ,v (35)

Wir haben es mit einem ebenen Problem zu tun.

Zunichst folgt nun aus dem Gaussischen Satz fiir die Ebene: Zieht man
durch eine Kurve Kraftlinien von einer solchen Dichte, dal auf die Strecke As
die Anzahl y 459, entfillt, unter $, die Komponente von $ in der zur Kurve
normalen Richtung, unter y eine groBe Zahl verstanden, und setzt diese Linien
fort, so werden die Kraftlinien iiberall diesem Dichtegesetz geniigen. Uberall
wird der Abstand der Kraftlinien 1/yH sein.

Senkrecht auf den Kraftlinien stehen nach (34) die Linien konstanten Poten-
tials. Zeichnet man diese so, daf @ immer um 1/y wichst, wenn man von einer
zur nichsten iibergeht, so betrigt der Abstand zweier solcher Kurven nach (34)
1/y H. Die Ebene ist also in lauter kleine Quadrate eingeteilt. Fiir kleine
Teile der Ebene gilt also, daB man die Kraftlinien auch in dem richtigen Ab-
stand durch Drehung um einen rechten Winkel aus den Potentiallinien erhilt.

19. Zusammensetzung von Potentiallinien und Kraftlinien fiir das ebene
Problem. Gegeben seien zwei verschiedene Systeme 4, B von Potentiallinien und
Kraftlinien. Wir fragen nach dem zusammengesetzten System, d. h. dem System
von Kurven, das entsteht, wenn die Magnetismus-
verteilungen, die den beiden Systemen einzeln @ @
entsprechen, zusammen gegeben sind. Offenbar ist
das C entsprechende Potential die Summe der

P

Einzelpotentiale @, und &3 ¥
Gy = Py + Pg. (36) &7

Hieraus ergibt sich sofort die Konstruktion der 2‘5‘3 A

Potentiallinien im System C aus dem der Systeme 4 7%
und B. Man hat einfach eine Schar von Kurven
diagonal durch die Kreuzungspunkte der Kurven-
systeme A, B zu legen. Ein Blick aut die neben-
stehende Abbildung (Abb. 4), in der die Zahlen Abb. 4. Zusammensetzung von
Vielfache des Wertes von 1/y bedeuten, tiberzeugt Potentiallinien.
sofort von der Richtigkeit der Konstruktion.

In genau derselben Weise erhilt man aber auch aus den zu 4 und B gehérigen
Kraftlinien die zu C gehorigen Kraftlinien: Man erhilt das System der Kraft-
linien, die zu C gehoren, indem man die Systeme A und B konstruiert und die

2%

¢
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‘Diagonalen konstruiert. Es folgt das sofort daraus, daB man aus der Schar
der um konstante Werte wachsende Potentiallinien durch Drehung um einen
rechten Winkel die Schar der Kraftlinien — auch inihrem richtigen Abstand — erhalt.

Man kann die Richtigkeit dieser Konstruktion der zu C gehérigen Kraft-
linien aber auch leicht beweisen, ohne auf die Potentiallinien Bezug zu nehmen.
Es ist zu zeigen:

1. daB die Diagonallinien die richtige Richtung haben;

2. daB sich aus ihrem Abstand die GroéBe der Kraft in C richtig ergibt.

1. Seien (Abb.5) ac, bd zwei benachbarte 4-Linien, ab, cd zwei benachbarte
B-Linien. Die Groe des Parallelogramms ab dcist: ab - Abstand (ab, cd) = ac - Ab-

stand (ac, bd), also: abiac—Hy H,. (37)

Die Seiten in dem durch die Kreuzung entstandenen Parallelo-
gramm verhalten sich wie die Intensitdten der parallel den Seiten
wirkenden Feldstdrken. Daraus folgt die erste Behauptung.

2. Sei ef die auf ¢d folgende B-Linie. (¢ auf der Verlingerung von ac, f auf
der Verlingerung von bd). Es ist das Parallelogramm abdc = ad fc, daher

a c » e p ad-Abst. (ad, cf) =ac-Abst. (ac, bd)
G [4
Hyy ]
ac

, y Abstand (ad, cf) = ad Hiy
/ /d /]‘ Aus dem unter 1. Bewiesenen folgt
4 7 aber ac  H,
Abb. 5. Zusammensetzung von Kraftlinien. 2d- E

also: Abstand (ad, cf) = 1717 , womit unsere zweite Behauptung bewiesen ist.
- ¢

Wir bemerken noch, daf es zu 4 und B zwei Scharen von Diagonalkurven
gibt. Welche zu wihlen ist, hingt in leicht ersichtlicher Weise von dem Richtungs-
sinn ab, in dem die Kraftlinien der beiden Scharen 4, B verlaufen.

20. Funktionentheoretische Darstellung. Einen anderen einfachen Beweis
fir die Konstruktion der Kraftlinien im C-System erhalten wir aus funktionen-
theoretischen Sitzen.

Aus der Gleichung (33) folgt nach dem STokEsschen Satz, daB, iiber eine
geschlossene Kurve integriert,

[©ydx — $H.dy) =0
ist. Erstrecken wir also dieses Integral von einem festgewdhlten Anfangspunkt
aus, so gelangen wir zu einem vom Endpunkt abhingigen, vom Wege aber
unabhéngigen Wert. Nennen wir diesen ¥, so ist:

o
Hy = %’
o 38)

Da nun lings der Kurven 'I’—- const
a p Yax + dy =0

ist, also @ydx—@xdy——o,

so sind diese Kurven Kraftlinien. Hieraus folgt das Gesetz fiir die Zusammen-
setzung der Kraftlinien analog Ziff. 19, Abs. 1. Wir gelangen auch wieder leicht
zur Einteilung der Ebene in Quadrate durch Potential- und Kraftlinien.
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Nach (38) und (34) ist nimlich

o6 v
% oy’
o6 ow (39)
Ty T

Aus diesen Gleichungen, den sog. CAuCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen,
folgt aber, daB @ + ¢ ¥ eine analytische Funktion von x + ¢y ist. Durch eine
solche wird die Ebene @ -+ 7 ¥ konform auf die Ebene x -+ 7y abgebildet.
Zeichnet man nun die Kurven der ¥ + ¢y-Ebene, fiir die @ und ¥ ganze Vielfache
einer sehr kleinen Zahl 1/y sind, so wird diese Ebene von einem Netz sehr kleiner
Parallelogramme bedeckt. Aber die zugehérigen Kurven in der @ + ¢?P-Ebene
teilen diese in sehr kleine Quadrate, daher muB auch die x 4 7y-Ebene in Quadrate
eingeteilt sein. Es ist nun leicht zu zeigen, dal benachbarte Kurven ¥ = const
den Abstand besitzen, den wir in Ziff. 18 fiir benachbarte Kraftlinien fest-
gesetzt haben. :

21. Rotationssymmetrische Felder. Kehren wir jetzt von dem Fall des
zweidimensionalen Problems zu dem Fall der dreidimensionalen rotations-
symmetrischen Anordnung zuriick. Sei eine Anzahl von Polen auf einer Geraden
gegeben, die Symmetrieachse wird, und die wir zur x-Achse machen.

Es geniigt, die Kraftlinien in einer Halbebene durch die Symmetrieachse zu
zeichnen. In diese Halbebene legen wir die positive y-Achse; die x-Achse sei
nach rechts positiv. Fiir jeden Punkt der #y-Ebene ist nun $, = 0. Gehen wir
aber zu einem Punkt iiber, der durch Drehung um einen kleinen Winkel 4 um die
x-Achse entsteht, so erhalten wir eine $,-Komponente im Betrage $, 4, und
da die Differenz zwischen den z-Komponenten der beiden Punkte

ist, so folgt 9. _ &,
W = -y—.
Es wird also nach (24) ¢ 95, = 9
ax T &y—*_Ty:O’ (40)
oder (9, 9) 9(9y9)
b T g =0. (41)

Beschrinken wir nun die Betrachtung auf die x y-Ebene und verstehen
unter ' einen Vektor, der ymal so grofl wie 9 ist, und unter div’ den Ausdruck

09, | 99,
o Ty

divy’ = 0. (42)

Hieraus folgt aber, daBl das Feld des Vektors ' in derselben Weise durch
ein System von Kraftlinien dargestellt werden kann wie das Feld des Vektors § im
ebenen Problem: Man kann Kurven zeichnen, deren Richtung iiberall die
Richtung von §’ ist, und deren Abstand umgekehrt proportional der Gréfe
von 9’ ist, also 1/y H' betrédgt, unter y eine Konstante verstanden. Ferner: Stellt
man ein Feld 4 und ein Feld B in dieser Weise dar, so wird das Feld, das vor-
handen ist, wenn die A und B entsprechenden Pole zusammen gegeben sind,
dadurch gefunden, daB man die diagonalen Kurven durch die Schnittpunkte
der zu A und B gehdrigen Kurve legt. Wir haben in Ziff. 19 die Diagonalkon-
struktion zunichst fiir den Fall bewiesen, daBl der betreffende Vektor ein Poten-
tial besitzt. Aber ein zweiter Beweis (S. 20 oben) war von dieser Voraussetzung

so ist
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unabhingig. Die Konstruktion ist also giiltig, auch wenn kein Potential vor-
handen ist, sofern nur die Divergenz des betreffenden Vektors verschwindet.
Dieser Fall liegt hier vor. Zu §’ kann es ndmlich kein Potential geben, sonst
miiBte iiberall sein

_ 9%, 9% ’
O—ax - ay:

) 8. ,
=y | — S = — 9. = — iy

was offenbar nicht zutrifft.

Unsere Kurven sind zugleich eine Darstellung des Vektors $. Denn sie
sind tberall § parallel und haben einen Abstand 1/y Hy .

Nun gibt es aber zu § ein Potential @. Konstruiert man die Kurven konstan-
ten Potentials, indem man @ von einer Kurve zur nichsten um 1/y wachsen 1a6t,

so erhilt man fiir benachbarte Potentiallinien den Abstand - 1/ Y — 1 . Die Ebene

wird also durch die Potential- und Kraftlinien in Rechtecke getellt deren Seiten
sich wie 1:y verhalten. Daraus ergibt sich ein neuer Beweis fiir die Zusammen-
setzung der Kraftlinien. Es ist nidmlich sofort klar, daf} sich die Potentiallinien
eines zusammengesetzten Systems durch Ziehen der Diagonale ergeben (s. oben
Ziff. 19). Da nun die Kraftlinien senkrecht auf den Potentiallinien stehen und
auch ihrem Abstand nach aus ihnen durch Drehung und Abstandsinderung im
Verhiltnis 1:1/y hervorgehen, so miissen auch die Kraftlinien eines zusammen-
gesetzten Systems durch die Diagonalkonstruktion gefunden werden kénnen.
Dasselbe kann auch noch auf eine andere Weise gezeigt werden.

Legt man durch irgendeinen Punkt der xy-Ebene eine beliebige Kurve €,
die die x-Achse jenseits aller Pole in einem Punkte trifft, der ein gréBeres x hat
als alle diese!), und 14Bt die Figur um die x-Achse rotieren, so entsteht. eine
Fliche #. Bilden wir nun das iiber diese Fliche erstreckte Integral

1 [
9= g[8, (43)
F
wo die Normale » von innen nach auBlen gezogen ist. Offenbar ist
Q= [9,yds= [$,ds. (44)
€ €

Nach (43) und (24) ist £ fiir einen gegebenen Punkt xvy unabhingig von €, also
reine Ortsfunktion in der xy-Ebene und zudem lings der Kraftlinien konstant,
so daf die Gleichungen der Kraftlinien werden:

£ = const . (45)

Der Abstand zweier sehr naher Kraftlinien ist nach (44) tiberall gegeben durch
aQ

d S = m N (46)

und zwar wichst £2, wenn man von einer Kraftlinie zu einer solchen andern iiber-
geht, daf der Schnittpunkt der Kurve € mit der ersten Kraftlinie zwischen
ihrem Schnittpunkt mit der zweiten und ihrem Schnittpunkt mit der Abszissen-
achse liegt.

Sind 2,4, Qy die zu den Systemen A, B gehérigen Funktionen, so gilt fiir
die zu dem System C gehérige Funktion £ nach (16):

- Qo= Qi+ Q5. @)

1) Wiirden wir € nach der anderen Seite der x-Achse ziehen, so erhielte die sogleich
einzufithrende Funktion {2, eine Konstante abgerechnet, den entgegengesetzten Wert.
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Zeichnet man nun fiir 4 und B die Kraftlinien in solcher Dichte, dal der Abstand
zweier benachbarter 1/y Hy betrigt, so dndert sich nach (46) 2 beim Ubergang
zur Nachbarkurve um 1/y. Nach (47) erhilt man also durch Ziehen der Diago-
nalen die Kraftlinien im richtigen Abstand?).

Wir haben bisher y sehr groB angenommen, die Kraftlinien also sehr dicht.
Das ist nétig, um durch sie die Stirke der Kraft in jedem Punkt des Feldes
graphisch zu veranschawulichen. Aber fiir keine Konstruktion mit noch so groem y
hat die Forderung, es solle der Abstand 1/y Hy betragen, einen ganz prézisen
Sinn, da H und v ein wenig von Kraftlinie zu Kraftlinie variieren. Man wird also
verlangen, dal das lings der Potentiallinie genommene Integral

1
nyds——-—y~ (48)

ist (eine Forderung, die wegen (42) von der Wahl der Potentiallinie unabhingig
ist), d. h. daB die Funktion Q von Kraftlinie zu Kraftlinie um 1/y sich 4ndert.
Aus (47) folgt dann wieder, daBl auch bei Wahl eines nicht groBen Wertes von
y die Kreuzungspunkte so zugeordneter Kraftlinien von 4 und B genau auf
einer Kraftlinie von C liegen.

Zu bemerken ist noch, daB3 man aus Kraftlinienbildern der betrachteten Art,
wenn man sie sukzessive um sehr kleine ganzzahlige Bruchteile von 2 =z um die
Rotationsachse rotieren 148t, zu rdumlichen Kraftlinienbildern gelangt.

Endlich sieht man leicht, daf} alle Betrachtungen dieser Ziffer fiir den Fall
eines beliebigen rotationssymmetrischen Feldes bestehen bleiben. Nur hat man dann
nicht nur punktférmige Magnetismusverteilungen, sondern auch kontinuierliche
Dichteverteilungen (Ziff. 28). Im Innern der magnetischen Korper kann man
dann aber natiirlich keine Kraftlinien zeichnen. Die Kurve € (siche oben) ist
so zu ziehen, daB die zugehorige Fliche F keine magnetische Quanten trennt,
und dafB diese alle nach der Seite abnehmender x von ihr liegen.

22. Unipolares Feld. Wenden wir uns wieder der Betrachtung der auf einer
Geraden angeordneten Pole zu und beginnen dazu mit der Betrachtung eines
Poles. Wir legen durch ihn eine Gerade, die x-Achse, und beschreiben eine
Kugel mit dem Radius ¢ um ihn. Wihlen wir einen Punkt auf der x-Achse,
der vom Mittelpunkt die Entfernung x besitzt und legen durch ihn die zum
Durchmesser senkrechte Ebene. Die auf der Oberfliche ausgeschnittene Kalotte,
deren Punkte gréBere Abszissenwerte besitzen, hat den Inhalt 2 7 a (¢ — x). Da-
her gehdrt in einer durch die x-Achse gelegten Ebene zu einer Kraftlinie, deren
Schnittpunkt mit der Kugeloberfliche die Abszisse x besitzt, nach (43) und

17) die Funktion
( ) 9:6(1.—_%):6(1—-C05ﬁ), (49)

wenn ¢ den Winkel zwischen der Kraftlinie und der positiven x-Achse bezeichnet?).
Um also in unserer Ebene Kraftlinien in der gehérigen Dichte?) zu zeichnen,
muBl man in ihr Lote auf der x-Achse im Abstand a/ye ziehen und die Punkte,
in denen diese die Kugeloberfliche durchstoBen, mit dem Mittelpunkt verbinden.

Ist y sehr groB, so haben auf der Kugeloberfliche zwei sukzessive Kraft-

linien den Abstand
a a 1

ve vy  yHy'

1) Vgl. J. CL. MaxwEeLL, Treatise on electricity and magnetism, deutsch von B. WEIN-
sTEIN, Bd. I, § 123. Berlin 1883.

%) Vgl. J.CL. MAXWELL, a. a. O.

3) D.h. so verteilt, daB, wenn andere Systeme mit derselben Verteilung der Kraft-
linien gegeben sind, fiir das zusammengesetzte System die Diagonalregel gilt.
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Da aber 1/y Hy proportional der Entfernung vom Mittelpunkt wichst, so muBl
iiberall der Abstand zweier Kraftlinien diese GréBe haben. Werden die Linien
also sehr dicht gezeichnet, so dienen sie in der Tat zur Darstellung des Kraft-

feldes, auch seiner Intensitdt nach.

Abb. 6. Konstruktion von Kraftlinien im bipolaren Feld.

23. Das bipolare Feld. Um das Kraftlinienfeld eines gleichstarken Nord-
und Siidpols in einer Ebene durch die Symmetrieachse, auch der Intensitit nach,
darzustellen, haben wir nach dem Vorhergehenden die Pole zu verbinden, um
jeden Pol mit dem gleichen Radius einen Kreis zu schlagen, die beiden in die

Abb.7. Eisenfeillichtbild der Kraftlinien im bipolaren Feld.

Symmetrieachse fallenden
Durchmesser in gleich viele
gleiche Teile zu teilen (mdog-
lichst viele) und in den Teil-
punkten Lote auf die Sym-
metrieachse zu errichten.
Die Schnittpunkte der Lote
mit den Kreisperipherien
sind mit den Mittelpunkten
zu verbinden und durch
diese beiden Scharen von
Geraden die Diagonalen zu
ziehen. So ist die oben-
stehende Abbildung kon-

" struiert, die wir dem Werke

von H. EBERT: Magne-
tische  Kraftfelder ent-

nehmen?). Hiermit vergleichen wir eine experimentell mit Eisenfeilspinen
erhaltene Darstellung in dem Werke?) von GRIMSEHL.

1) H. EBerT, Magnetische Kraftfelder, S.90; vgl. auch J.Cr.MaxweLL, Lehrb. d.
Elektr. u. d. Magn., deutsch von B. WEINSTEIN. Berlin 1883, Tafel I.

?) E. GRIMSEHL, Lehrb. d. Phys. Bd. II, S. 5. 1923.
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Je dichter die Lote auf der Symmetrieachse gezogen werden, um so besser
148t sich aus der Darstellung die Intensitit der Kraftlinien entnehmen; um so
mehr Punkte der Kraftlinien werden aber auBerdem auch genau erhalten.
Denn alle Kreuzungspunkte liegen genau auf den Kraftlinien. Verfolgt man
eine bestimmte Kraftlinie des zusammengesetzten Systems, so kann man die-
jenigen Kraftlinien der unipolaren Ausgangssysteme, die bei der eben an-
gegebenen Konstruktion zum Schnitt zu bringen sind, als homolog bezeichnen
und ebenso die zugehérigen Lote. Sind zwei Lote einander als homolog zu-
geordnet, so erhilt man offenbar zwei andere homologe, indem man entweder
gleich viel Teilpunkte beide Male nach rechts oder beide Male nach links geht.

Wir kénnen aber auch allgemeiner als homolog zwei Lote bezeichnen, von
denen jedes in seinem Kreis von einem festen Ausgangslote dieselbe Entfernung
hat, und werden auch dann den Satz haben, daB die zu homologen Loten ge-
horigen Radien sich in Punkten ein und derselben Kraftlinie schneiden. Denn
nach (49) ist fiir beide Radien zusammen die Summe der Gréfen £ konstant
geblieben?).

Hieraus ergibt sich nun die folgende Konstruktion (RoGET 1831): Wir
verbinden (Abb. 8) S mit N, halbieren die Strecke SN in O. In O er-
richten wir das Lot; es wird nun die Kraft- v
linie gesucht, die durch einen Punkt P dieses A
Lotes geht und dort natiirlich parallel SN ver-
laufen muB. Wir beschreiben um S und N
zwei Kreise mit den Radien SP = NP. Sei UV
eine.Strecke, die senkrecht auf SN steht, und
liege U auf dem Kreis um N, S auf dem Kreis 4
um V (beide an derselben Halbebene), so ist der
Schnittpunkt X von NU und SV ein Punkt der

Kraftlinie. .
Aus (47) und (49) folgt fiir die Gleichung 5 7 i
der Kraftlinien Abb. 8. Konstruktion einer Kraft-
costdg — costly = const , (50) linie im bipolaren Feld.

wo ¥y bzw. J¢ der Winkel der Richtung SN mit dem vom Nord- bzw. Sid-
pol zum Aufpunkt gezogenen Vektor bedeutet, was sich natiirlich auch aus der
Abb. 8 ergibt.

Eine Methode von ANDREAS MILLER gestattet, fiir eine groflere Reihe von
Feldpunkten unmittelbar die Richtung der magnetischen Kraft anzugeben?).

24. Magnetische Energie. Nach (9) Ziff. 9 erfihrt von zwei aufeinander
wirkenden Magnetpolen jeder vom anderen dieselbe, entweder eine anziehende
oder abstoBende Kraft. Wire das nicht der Fall, so miite man ein System
von zwei fest verbundenen Magneten herstellen kénnen, das sich selbst be-
standig beschleunigen wiirde (die abgewandten Pole kénnten sehr weit entfernt
sein). Wir nehmen an, dafl eine solche Vorrichtung unméglich ist und haben
daher das Reaktionsprinzip schon bei der Ableitung einer Teilaussage von (9)
Ziff. 9 benutzt (S. 10).

1) DaB die Schnittpunkte der durch die Endpunkte homologer Lote gezogenen
Radien auf der Kraftlinie liegen, kann auch ohne Einfothrung der Funktion £ eingesehen
werden. Man muf3 sich auf das Dichtegesetz der Kraftlinien im unipolaren Feld (Ziff. 17)
beziehen und auf das Gesetz der Kraftlinienzusammensetzung (Ziff. 21, S. 21) und be-
achten, daB die beiden Lote bei jeder beliebig feinen Einteilung immer gleich viel Teil-
punkte entfernt von den Ausgangsloten sein werden.

2) ANDREAS MILLER, Das magnetische Kraftfeld eines bipolaren Stabes. Programm
der kgl. Ludwigs-Kreisrealschule Miinchen 1897; H. EBERT, a.a. O. S. 80.
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Fiir die folgenden Betrachtungen brauchen wir zunichst noch nicht (9)
und noch nicht das CouromBsche Gesetz anzuwenden; es geniigt vorerst die
Anwendung des Reaktionsprinzips und des Satzes, daB3 die Krifte der Pole in
der Richtung ihrer Verbindungslinie wirken.

Betrachten wir # Pole. Wir denken uns die Pole nacheinander vom Unend-
lichen in die Punkte P, ... P,1) gebracht und fragen nach der von den Kriften
geleisteten Arbeit. Seien x;, y;, 2; die Koordinaten des é-ten Poles, sei 7,; = 734
der Abstand des i-ten und k-ten Poles, g;;(#;;) die Kraft vom s-ten auf den
k-ten Pol, also

Gin(7ir) = &ri ("xa) »
und setzen wir

[gik(”)d”ik = G (riz) , (51)

ik
wobei die Konvergenz des Integrals angenommen wird. Es ist dann offenbar
Gir (i) = Gri (7rs) - (52)

Der erste Pol kann ohne Arbeitsleistung herangeschafft werden. Auf den
zweiten wirkt die Kraft mit den Komponenten

Fp— % 0Gy Orp __0G12

7 = o — usw.
g12( 12) 712 (91,12 (9;\:2 (9):2

Daher wird gegen die Krifte die Arbeit geleistet

G2 (712)

wo jetzt 7, die Entfernung der Pole 1 und 2 in ihren Endlagen bedeutet.
Fir die im ganzen gegen die Kraft geleistete Arbeit hat man

W = Gia(ry9) + - - -
Gy (713) + Goy(7g5) - -
+

oder
W= Z/Gik(yik) ,
wobei jede Kombination von ¢, 2 einmal zu nehmen ist, also

W =12 Gi(riz) : (53)

wo 1, kalle Werte annehmen kénnen, nur nicht dieselben. Fiir unendlich ent-
fernte Pole ist wegen der Konvergenz der Integrale (51) W = 0.

Aber es ist noch nicht gezeigt, daB die Arbeit der Krifte unabhingig von
der Art ist, wie die Pole in ihre Lage gebracht sind. Esist allgemein die x-Kompo-
nente der Kraft des i-ten Poles auf den A-ten

Xy — %; 0G; s
8ik =~ °
Vix E7
1) Dieser Vorgang wire folgendermaBen als Grenzfall realisierbar: P; ... P, befinden

sich in einem Gebiete G. Sei R eine Lange, die groB3 gegen die Dimensionen von G ist. Zu
Anfang befinden sich samtliche Pole in einer Entfernung >R von einem Punkt P, in G;
auflerdem bleibe wihrend der Bewegung die eine Hilfte der Pole dauernd in einer Ent-
fernung >R von P, und voneinander. Fraglich ist nur, ob es gelingen kann, die Magnete
immer langer zu machen und dabei zu wverhindern, daB die Bezirke, in denen die
beiden magnetischen Quanten konzentriert sind, auch selbst immer ausgedehnter werden.
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Mithin ist die x-Komponente der Kraft auf den A-ten Pol {iberhaupt
— i

wo ¢ alle Werte auBer 2 annimmt, d. h. = —,—g}vz . Daraus und aus dem Ver-
k

schwinden der W fiir unendlich entfernte Pole folgt, daB W die Arbeit ist, die
gegen die magnetischen Kréfte geleistet wird, wenn die Pole auf irgendeinem
Wege in ihre Endlage gebracht werden, und daB die von den magnetischen Kréften
geleistete Arbeit bei der Uberfithrung von einer Lage in die andere gleich der
Abnahme der GroBe W ist. Wir nennen daher W die magnetische Energie.

Wir kénnen jetzt unsere Betrachtungen auch auf den Fall anwenden, daf
die Pole paarweise vorhanden sind, immer ein positiver und ein negativer zu-
sammen, und daB bei der Heranschaffung aus dem Unendlichen die zusammen-
gehorigen Pole durch einen starren Stab verbunden sind.

Nach unseren fritheren Formeln kénnen wir die magnetische Energie durch
die magnetischen Quanten ausdriicken. Zunichst haben wir nach (7)

gin(rir) = eiexf (ix) »
wo f von den Indizes unabhingig ist. Also ist

co

Gix(7:x) :fgik(u)d”ik = e e F (r1)
i
wenn *

ﬁ(u)du:F(r)

_ist. Mithin erhalten wir nach (53)

W=142>ee,Firltan), (54)
oder, setzen wir

ZekF(rik) = &, (55)
W= %—Z &; @i . (56)

Nach dem Couromsschen Gesetz bzw. (9) ist
Flra) = - (57)

R i3

D; P (58)

@; ist unabhingig von dem magnetischen Quantum des ¢-ten Poles. Es ist
der Wert, den am Orte des i-ten Poles die Funktion

D= >% (59)

¥r
besitzt. Hier ist unter 7; der Abstand des k-ten Poles von dem Punkte verstanden,
fiir den der Wert der Funktion gesucht wird. Die Funktion @ haben wir schon
als Potential eingefithrt (Ziff. 11) (21).

Die Bedeutung des Energieausdrucks besteht darin, dafl mit seiner Hilfe
die ponderomotorischen Krifte zwischen den Magnetpolen berechnet werden
kénnen. Es ist aber nicht ausgeschlossen, daB eine molekulartheoretische Be-
trachtung dahin fithren konnte, eine andere GréBe als Energie zu bezeichnen.

Es muB jedoch in Erinnerung gebracht werden, da8 Pole, wenn wir von
der Verwendung von Strémen absehen, nur unter gewissen Bedingungen durch
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Magnete zu realisieren sind. Die Linge der Magnete braucht jetzt nicht mehr
grof} gegen die Entfernung angenommen zu werden, da wir ja beide Pole bei der
Berechnung der Energie beriicksichtigt haben (S.27). Wohl aber miissen die Quer-
dimensionen der Polflichen klein gegen die Entfernungen sein. Das muB der
Fall sein, damit die Pole als punktférmig angesehen werden kénnen. Trifft es nicht
zu, so wird man die hier entwickelten Formeln zunichst so anzuwenden ver-
suchen, dafl man die Polflichen der Magnete in infinitesimale Teilflichenstiicke
zerlegt (bzw. den Magneten in Volumenelemente) und auf die in ihnen enthal-
tenen magnetischen Quanten die Formel fiir die Energie anwendet. Man gelangt
aber so zu einem Ausdruck, der nicht allgemein richtig ist. Nur wenn eine gewisse
Konstante 1 wire, was aber praktisch nicht vorkommt, wiirde diese Formel die
richtige Energie geber!. Auch in der allgemeinen Theorie gilt freilich die (56)
entsprechende Beziehung; nur ist @ nicht durch den Ausdruck gegeben, der aus
(58) durch Anwendung auf die infinitesimalen magnetischen Quanten hervorgeht.
: 25. Feld eines Dipols. Als Grundgesetz der Magnetostatik gilt uns das
Couromssche Gesetz. Bei seiner Bestitigung durch Covroms wurde die Wirkung
eines Poles jedes Magneten nicht berficksichtigt. Aber ganz ist sie natiirlich
nicht zu vernachlissigen. Andererseits ist es, wie wir spiter sehen werden,
unméglich, einen Koérper ganz mit einem magnetischen Quantum einer Art
zu versehen. Es wird also nétig sein, beide Pole zu beriicksichtigen und auBer-
dem den Umstand, daB der Magnetismus nicht in den Polen konzentriert ist.
So verfihrt die Gaussische Methode, iiber die wir gleich zu berichten haben
werden.

Bei dem Gaussischen Verfahren ist nun, umgekehrt wie beim CouLomBschen,
die Entfernung der Magnete sehr grol gegen ihre Linge. In erster Anniherung
kann man mit einem Kraftgesetz rechnen, das firr gréBer werdende Entfernungen
immer genauer realisiert ist. Man kann die Pole immer niher zusammenriicken
und in demselben MaBe stirker werden lassen, den Magneten also ersetzen durch
ein Paar sehr benachbarter, sehr starker Pole. Ein solches Gebilde mag zunichst
magnetischer Dipol heiflen. Der Begriff des magnetischen Dipols ist auch
fiir den Aufbau der Theorie von der gréSten Wichtigkeit.

Denken wir uns zwei benachbarte magnetische Pole mit den magnetischen

Quanten —e und 4 ¢, ihr Abstand sei /. In einem Aufpunkt, der auf der Ver-
bindungslinie der Pole liegt, ist die Feldstirke H =e¢ <;127

+
die Entfernungen des Aufpunktes von dem positiven bzw. negativen Pol be-

1
—;2:), wenn #,, 7_

e deuten, also angenihert
d (1
L H=—clg, (ﬁ) ¢
2ol _,m 0
é_ h = . 7,3 1,3 ’
wenn .
A el=m (61)
4 gesetzt wird.
Ebensoleichtist es, dasFeld in der die Mitte O

—-e

Abb. 0. Feld eines Dipols. der Verbindungslinie der Pole senkrecht durch-

setzenden Ebene zu berechnen (Abb.9). Fiir jeden

Aufpunkt fallt die Richtung der Feldstirke in die durch ihn und den Magneten

bestimmte Ebene E. Die von den beiden Polen herrithrenden Krifte haben den
2

absoluten Betrag e/(iT + 72>, wo 7 die Entfernung des Aufpunktes von O ist.

Die Komponenten senkrecht zur Richtung des Magneten heben sich auf. Die
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Komponenten parallel der Magnetrichtung sind gleich und haben die Richtung
vom Nordpol zum Siidpol und die Grofe

l

S R
J(G+r) (G+7)
Also ist .
H= —— . : (62)

Diese Formel gilt auch streng fiir ein Paar endlich entfernter Pole. Fir einen
3 ,

14 . .
K3 = gegen 1 vernachlissigen und haben somit

Dipol ditrfen wir - also

. m
H=". (63)
- Bei gleichem Abstand ist also die Feldstiarke auf der Verldngerung
des Dipols doppelt so groB wie in einem Aufpunkt, der sich auf
einem im Mittelpunkt des Dipols auf diesem errichteten Lote
befindet.

‘Wir wollen diese Betrachtungen verallgemeinern. Wir nennen den vom
Pol — ¢ zum Pol + ¢ gezogenen Vektor |, seine Lange wieder /. In einem beliebigen

Aufpunkt ist das Potential R

b=l —1), (64)

\7 7

_wenn 7, und 7_ wieder die Entfernungen des Aufpunktes vom positiven und

negativen Pol bedeuten. Nun ist 7-,1— — ;L angendhert gleich dem I-fachen des
+

Differentialquotienten einer Funktion, die folgendermaBen definiert ist: Die
Punkte auf dem Vektor | bestimmen wir durch ihre Entfernung vom Anfangs-

punkt und ordnen jeder Entfernung s eines solchen Punktes Q das Reziproke
1

der Entfernung 7 des Punktes @ vom Aufpunkt P zu. = — ;« ist angendhert
+ -

- das I-ache des Differentialquotienten dieser Funktion von s. Versteht man also

unter 7 die Entfernung des festgehaltenen Aufpunktes P vom variabeln Punkt Q,

so ist angenihert
1

1 1
" Um zum Ausdruck zu bringen, daB der Aufpunkt festgehalten wird und 1/r
als Funktion des Punktes (), des Quellpunktes, angesechen wird, schreiben wir

1 1 1
;/: - ;t = I gradq; .
Nun gilt allgemein, wenn v eine Funktion des Abstandes zweier Punkte ist,
und dem Symbol ,,grad ein Index ¢ oder p zugefiigt wird, je nachdem v als Funk-
tion des Quellpunktes oder Aufpunktes angesehen wird, wahrend der andere

festgehalten wird:
grad,y = —grad,y . (65)
Also ist in unserem Fall angenéhert:

1o ——I(gradﬁ/) .

N v
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Wir setzen nun den Vektor
el=m (66)

und nennen ihn Moment des Dipols. Dann ergibt sich fiir das Potential

Q§=mgradq% = —mgradp—:;,
) (67)
= & (mgrad,r) = 5 (my),

wo t der Vektor vom Dipol zum Aufpunkt ist.

Wir wollen das Feld, das sich von der durch (66) gegebenen Funktion @
als Potential ableitet, als Feld eines Dipols bezeichnen. Die Feldstirke
eines Dipols ist also der Grenzwert, dem die Feldstirke eines Polpaares zustrebt,
wenn bei festgehaltenem Wert des Moments m = e[ der Polabstand unbegrenzt
verkleinert wird; das Feld eines Dipols ist nur der Inbegriff dieser Grenzwerte
von Feldstiarken, und einen Dipol gibt es nicht eigentlich; er ist nur ein zu diesen
Vektoren zugedachtes ideales Element?). Charakteristisch fiir ihn ist das Moment.
Den absoluten Betrag m = |m| des Momentes wollen wir sein skalares Mo-
ment nennen.

Angenihert kann das Feld zweier sehr benachbarter, sehr stark entgegen-
gesetzter gleicher Pole durch das Feld eines Dipols ersetzt werden.

Aus (67) erkennt man: Das Potential eines Dipols vom Moment m in einem
Aufpunkt P ist gleich der Komponente der Feldstirke nach der Richtung von m,
die ein Pol von dem magnetischen Quantum |m| erzeugt.

In Komponenten geschrieben, ergibt sich fiir @, wenn %, v,, 2, die Koordi-
naten des Aufpunktes, x,, y,, 2, die Koordinaten des Quellpunktes bedeuten:

ol ol ol 1

P = My g My M | (69)
ol 1 ol i
= —|m o+ y-@%+mzé}j

Zur Berechnung der von einem Dipol erzeugten Feldstirke legen wir den
Nullpunkt des Koordinatensystems in den Dipol, die x-Achse in die Richtung °
des Moments und setzen |m|=m. Es ist dann nach (67)

¢ =275 (69)

»3

Also nach (22) fiir die Komponenten von 9:

3m:¢2
Or = + ,
3mxy
Dy = 5 (70)
Imxz i
'@z: 75

Ein Punkt in der Verldngerung der Dipolachse (also in unserem Fall ein auf der
x-Achse liegender Punkt) heilt ein Punkt in erster Hauptlage; ein Punkt in
der durch den Dipol senkrecht zu der Achse gelegten Ebene, (also in unserem
Fall ein Punkt in der yz-Ebene) heilt ein Punkt in der zweiten Hauptlage.

1) Nach WHITEHEAD-RUSSELL ein unvollstindiges Symbol.
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Fir Punkte in der ersten Hauptlage ist

m 3mr: __ 2m

@x“_‘_?ﬁ_{‘ P I ®y=@z:0:

also allgemein

O1="5- (71)
Fir einen Punkt in der zweiten Hauptlage ergibt sich
m
SQ:»:—;,T: @y:@zzoy
also allgemein m
Ou=— - (72)

In der ersten und zweiten Hauptlage ist also die Feldstdrke der Dipolachse
parallel. In (71) und (72) erkennen wir (60) und (63) wieder. DaB die Kraftlinien
fir Punkte in erster und zweiter Hauptlage der Dipolachse parallel laufen,
zeigen auch die Kraftlinienbilder Abb. 6 und Abb. 7 Ziff. 23. Die Gleichungen (70)
lauten in Vektorform

m 3(mr)r
i):—“ﬁ"!‘%r‘, : - (73)
oder
2 3
» @:%—FF{(mr)r—mrz},
das. ist

S [x[rm]],

$=23+

wo die eckigen Klammern das Vektorprodukt bezeichnen.

Es ist bemerkenswert,; daB sich die Feldstdrke in groBen Entfernungen um-
gekehrt wie die dritte Potenz der Entfernung verhilt. Daraus, daB dieses Ent-
fernungsgesetz fiir jeden magnetischen Korper gilt, schlieBen wir spiter, dafl
jeder magnetische Kérper ebensoviel positiven wie negativen Magnetismus ent-
hilt (Ziff. 37).

Die Gleichung der Kraftlinien eines der x-Achse parallelen Dipols erhalten

wir wieder in der Form
£ = const,

wo £ die in Ziff. 21 eingefithrte Funktion ist; 148t man den Wert der Kon-
stanten eine arithmetische Reihe durchlaufen, so bekommt man auch in jeder
Ebene durch die Dipolachse die richtige Kraftliniendichte. Es ist leicht zu
sehen, daB o0 '

Q= —1

o ox

ist, wo £ die zum positiven Pol gehérige Funktion £ ist, und / der Polabstand.
Nach (49) ist aber

Q/—':B('l———{),
7
also ist 2 2 1 42
Q=m (%) =m i——”—>:my+z.
ox\ 7 ¥ ¥8 73

Hieraus folgt fiir die Kraftliniengleichung
72— %% = cr®
Y2+ 22 =crd,

unter ¢ eine Konstante verstanden.

oder
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26. Polpaar. In erster Annidherung werden die Formeln (71) und (72) auch fiir
das Feld eines Paares von Polen in endlichem Abstand gelten. Wir kénnen aber
auch fiir diesen Fall die Feldstirke genau angeben. Es ist offenbar, wenn L
den Polabstand bedeutet, und Le = m gesetzt wird, fiir Aufpunkte in der ersten

Hauptlage: . . Com

R
2 2 T 4R

Hj; wurde bereits in der vorigen Ziffer gefunden. Die Formel (62) gilt auch
firr endliche Polabstinde. Wir haben also

Hy= (74)

m

1
S 75
4 2
Durch Reihenentwicklung bekommen wirl)
2m 1 L2 3 L*
H= 220 55+ (70)
_om 3 L2 15 L*
Hy == § i) 77)

Den Vektor m vom Betrage m und der Richtung von negativen zum positiven
Pol nennen wir Moment des Polpaares.

27. Gaussische Methode. Wie schon bemerkt, wurde eine schirfere Be-
statigung des Couromsschen Gesetzes durch Gauss gegeben?). Noch in anderer
Beziehung ist die Gaussische Methode wichtig. Sie benutzt das Feld der Erde,
und durch sie wird es daher auch mdéglich, die Intensitit des Erdfeldes in absolutem
MafBl zu bestimmen, sowie das Moment des Dipols, durch den sich in erster An-
niherung die benutzten Magnete ersetzen lassen. Wir setzen hier nur das Prinzip
der Methode auseinander und gehen an anderer Stelle genauer auf sie ein.

Sei ein Magnetstab gegeben, von dem wir annehmen, dal3 seine magnetischen
Krifte von zwel Punkten ausgehen. Wie wir spiter sehen werden, miissen dann
die magnetischen Quanten in diesem Punkte entgegengesetzt gleich sein. Die
Wirkung des Magnetstabes in groen Entfernungen wird also angenihert dieselbe
wie die eines Dipoles sein. Freilich handelt es sich nur um eine erste Anniherung.
Soll genauer gerechnet werden, so sind noch Glieder zu beriicksichtigen, durch
die sich unser Paar von Polen von einem idealen Dipol unterscheidet. Anderer-
seits bedeutet es fiir den allgemeinen Fall iberhaupt eine Anndherung, wenn wir
unseren Magnetstab durch ein aus zwei Polen bestehendes Gebilde ersetzen.
Aber wie ebenfalls spiter gezeigt wird, ist eine solche Anniherung immer
moglich. Sehen wir also einstweilen den Magnet als einen idealen Dipol an, dem
ein bestimmtes Moment s zukommt.

Nun 148t man den Magnetstab auf eine drehbare Magnetnadel wirken. Der
feste Magnet liege stets in einer Geraden senkrecht zum magnetischen Meridian,
und die drehbare Nadel werde in erster und zweiter Hauptlage von dem festen
Magneten angebracht. Sie steht also einerseits unter dem EinfluB der Feld-
stirke 9, des Erdfeldes, andererseits unter dem Einflul der Kraft, die vom
Magneten herriihrt, also seiner Achse parallel ist und daher senkrecht auf $, steht.
Die Nadel muB3 also von der Richtung des magnetischen Meridians abweichen,

1) Siehe F.KoHrLrAUSCH, Wied. Ann. Bd. 31, S. 610. 1887.

2) C. F. Gauss, Werke Bd. 5, S. 81; Pogg. Ann. Bd. 28, S. 241, 591, 1833; Abhandlgn. d.
Gottinger Ges. d. Wiss. Bd. 8, S. 3—44 (gelesen am 15. Dez. 1832); deutsch herausgegeben
von E. DornN (iibersetzt von Kier). Ostwalds Klassiker Bd. 53, Leipzig 1894.
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und zwar ist der Ablenkungswinkel ¢ fiir die erste Hauptlage, wie aus (71) folgt,
gegeben durch om

tgor = AH, (79)'

wenn m das skalare (S. 30) Moment des Magneten ist. Der Ablenkungswinkel g;;
fiir die Nadel in zweiter Hauptlage ist, wie aus (72) folgt, gegeben durch

m
t = e, 80
8P = g, (80) N
Wir kénnen also auf zwei Weisen das Verhilt- i
nis m/H, bestimmen. m und H, kénnen einzeln
gefunden werden, wenn m H,, ermittelt werden kann. P
(4

Hierzu macht man den ersten Magneten be-
weglich und 148t ihn um den Meridian schwingen,
indem man die Drehachse durch seine Mitte gehen
laBt. Nehmen wir wieder an, er bestehe aus zwei
entgegengesetzt gleichen Polen vom magnetischen
Quantum ¢ und besitze die Linge /. Das Dreh- ¥,
moment, das bei einer kleinen Entfernung aus dem
Meridian entsteht, ist dann gleich dem Winkel-
abstand ¢, multipliziert mit einer Konstanten, der
Direktionskraft, fiir die gilt

D =mH,. (81) M,

Denn die Kraft auf den Nordpol in tangentialer
Richtung ist eH,sing (s. Abb. 10), also ange-

nihert eH ¢, das Drehmoment also angenihert
. )

eH 05 oder —?H o@. Dasselbe Drehmoment wirkt .8

auf den Siidpol, auf den ganzen Magneten also

das Drehmoment mH,@. Die Formel (81) ist 5

hier abgeleitet fiir eine aus zwei Polen bestehende A1y, 40, Vom Erdfeld auf die

Nadel. Sie gilt aber streng fiir einen beliebigen Magnetnadel ausgeiibtes Dreh-

Magnetstab, sofern unter s das skalare Moment moment.

desjenigen Dipols verstanden wird, der fiir die

Bestimmung von m/H, den gegebenen Magneten in erster Anndherung ersetzt.
Nun bestimmt sich die Schwingungsdauer 7T einer Nadel aus der Direktions-

kraft D nach der Formel
T=2n ]/E ,

wenn S das Trigheitsmoment ist; also 148t sich D und daher m H, ermitteln,
und, weil m/H, bestimmt werden kann, kénnen = und H, einzeln in absoluten
Einheiten gemessen werden?).

Zugleich gibt das Verfahren die Moglichkeit, das CouroMBsche Gesetz zu
prifen. Fiir die erste Hauptlage mufl nach (79) und (80) der Tangens des Ab-
lenkungswinkels doppelt so gro sein wie fiir die zweite, also muB3 auch, wenn
es sich um kleine Ablenkungswinkel handelt, angenihert fiir die erste Hauptlage
der Ablenkungswinkel das Doppelte des fiir die zweite Hauptlage geltenden

1) Ubrigens beriicksichtigt Gauss noch die Torsionskraft und muB daher noch beson-
dere Versuche mit der beweglichen Nadel heranziehen, bei der diese der Wirkung der Tor-
sion und des Erdfeldes ausgesetzt wird.

Handbuch der Physik. XV. 3
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Ablenkungswinkel sein. Diese Folgerungen hat Gauss gepriift. Er fand?)
bei verschiedenen Entfernungen folgende Werte fiir ¢; und ¢y
Wir sehen, daB in der Tat ¢, nahezu

Merter Pz P doppelt S0 groB ist wie @7, und daB Ehe

' Zahlen in jeder Kolonne annidhernd im
1,3 2°13’ 51,2" 1°10719,3” umgekehrten Verhiltnis des Kubus der
L4 o1 27 f&f 8 is 152’9 Entfernung stehen.
}2 : 1; ?6 0 3; 12:; _ Um eine noch schirfere Bestitigung
1,7 1 0 99 0 30 57,9 fir diese Gesetze zu geben, hat Gauss
1,8 0 50 52,5 0 25 59,5 die Werte fiir ¢; und ¢;; nach der Methode
;g o ‘313 fég 0 fg ?2 der kleinsten Quadrate in die Form ge-
21 | 0 32 46 0 16 24,7 bracht
2,5 0 18 51,9 0 9 361 tgp =ar-3 4+ br5,
3,0 0 11 07 0 5337
3,5 0 6 56,9 0 3289 Er erhielt
4,0 0 4 359 0 2222

' tg ¢; = 0,086870 7% — 0,0021857°%,
Merter @y beob. — @ ber. | gz beob. — @, ber. tg‘PII — 0’043435 y-3 + 0,0024497—5
1.3 + 087 +6,0” Mit diesen Formeln erhielt er neben-
e + g’é I stehende Tabelle.
1.6 — 33 | —32 Wir sehen, wie genau es zutrifft, daB3
1,7 — 5,0 | —1,2 der Koeffizient von 7~ fir tge; das
1.8 + 4.2 —3.4 Doppelte des entsprechenden Koeffizien-
;3 j: 13"2 | i?g ten fiir tgqy; ist. DaB aber ein Glied mit
21 + 0.9 +4.9 7% auftritt, darf nicht als Widerlegung
2,5 —10,2 . —2,5 des CouromBschen Gesetzes angenommen
3,0 — 11 —0,2 werden. Denn, wie schon bemerkt, gelten
2:3 - g? | ;1(7) die hier benutzten Formeln (71) und (72)

nur angenidhert fir unseren Fall.

28. Kontinuierliche Magnetismusverteilung. Um die Wirkung eines Stab-
magneten genauer zu berechnen, diirfen wir nicht mehr an der punktférmigen
Verteilung des Magnetismus festhalten. Dann miissen wir auch beliebige Formen
des Magneten zulassen. In dem Volumenelement dz des Magneten soll das
magnetische Quantum g dt enthalten sein. p heiBt die magnetische Raum-
dichte.

Auch in diesem Falle gibt es eine Feldstdrke, d. h. es gibt einen Vektor,
aus dem die Kraft auf einen Pol durch Multiplikation mit seiner Stirke erhalten
wird. Die Formeln, die wir jetzt fiir die Feldstirke aufstellen werden, erhalten
wir durch sinngeméfle Modifikation aus den fritheren. Wie diese gelten sie aber
nur unter gewissen Bedingungen. Hinreichend ist (vermutlich), daf8 sich die be-
trachteten Magnete von anderen Magneten oder magnetischen Kérpern so weit
entfernt befinden, daB die Dimensionen der Kérper klein gegen die Entfernung
sind (vgl. Ziff. 8). Spiter ist die Theorie zu erweitern. Wir bekommen eine
Konstante in unsere Formeln; und, wenn diese =1 gesetzt wird, so gelten die
jetzt aufzustellenden Formeln allgemein.

Andererseits wird in der vervollstindigten Theorie die Hauptrolle eine Dichte
spielen, die verschieden von der jetzt einzufiihrenden ist; und, wollen wir das
Feld in groBer Entfernung berechnen, diirfen wir diese nicht in die hier gegebenen
Formeln einsetzen.

1) C. F. Gauss, Werke, S.109; Ostwalds Klassiker S. 39.
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Wir erhalten, wie bemerkt, unsere allgemeinen Formeln durch sinngemifBe
Modifikation aus den fritheren. So geht aus (20) hervor

%, =/%9«(’"ry;v_"‘f) dv usw., (82)

WO %, ¥,, %, die Koordinaten des Quellpunktes, #,, ¥,, 2, die des Aufpunktes
sind, und g, die magnetische Raumdichte im Quellpunkt ist. In Vektorform
schreibt sich (82)

p=[ 2k ar, ®)

WO 1,, der vom Quellpunkt zum Aufpunkt gezogene Vektor ist.

An dieser Formel halten wir auch fiir. Aufpunkte fest, die sich nicht in groBer
Entfernung von dem Magneten befinden. Freilich kénnen wir dann die Feld-
stirke nicht durch die Wirkung auf den Einheitspol definieren, sondern miissen:
uns etwa an die Definition durch den Induktionsstrom halten (Ziff. 10). Ja, auch
fiir das Innere des Magneten gilt unsere Formel. $ kann dann nur nach Her-
stellung von Bohrungen gemessen werden.

Es ist aber zu beachten, daB den Gleichungen (82) und (83) kein physika-
lischer Inhalt zukommt, der itber den der Gleichung (24) fiir den leeren Raum
und (23) hinausginge. Denn es ist nicht mdglich, $ und p einzeln zu messen;
nur aus der Messung von § kann auf o geschlossen werden. Der Ansatz (82) und
(83) legt auch § keine anderen als die genannten Bedingungen auf. Niheres
weiter unten (Ziff. 59).

Wieder leitet sich § von einem Potential ab. Fiir Punkte auBerhalb der
Magnete ist das einfach zu sehen. Setzen wir

’ & =f—9—f dz, (84)
: 4 o
so wird U

1 1 1 !;
—grad,® = — quradPTdr = Qq—fggradﬂdt,zfgqﬁrqp =.

Es ist aber nicht schwer, zu zeigen, daB auch fiir innere Punkte die Differentiation
unter dem Integralzeichen erlaubt ist!). Es ist also iiberall, wenn

o —[Lar (84)
gesetzt wird )
H = —grad®. (85)
<Hieraus folgt, daB iiberall
rot$ =0 (86)
ist. Fiir Aufpunkte auBerhalb der Magnete folgt aus (85)
div § =0, (87)
was mit (85) zusammen die LAprAcEsche Gleichung
4D =0 (88)

ergibt.

Wie schon bemerkt (Ziff. 10, S. 11 und 25, S.28), enthilt ein Magnet eben-
soviel positiven wie negativen Magnetismus. Auf diese einschrinkende Bedingung
werden wir vorerst keine Riicksicht nehmen. Wir werden Fille betrachten, fiir die

1) H. Poincarg, Théorie du potentiel Newtonien, S.80ff. Paris 1899; RIEMANN-WEBER,
Partielle Differentialgleichungen, Bd. 1, S. 240ff. Braunschweig 1900.

3*
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sie verletzt ist, und zwar deshalb, weil die Untersuchung dieses besonderen Falles
die Ableitung von Sitzen vorbereitet, die auf die realisierbaren Fille angewandt
werden konnen.

29. Magnetische Oberflichendichte: Potential der homogen mit mag-
netischer Flidchendichte belegten Kugeloberflidche. Ist die magnetische Ladung
so verdichtet, daB} auf ein Flichenelement eine Ladung # d o entfillt, so heiBit % die
Flichendichte des Magnetismus. Wir kénnen die Flichendichte als eine sehr
groBe riumliche Dichte ansehen: Auf dem Flichenelement 4o stehe ein
Zylinder von der sehr kleinen Hohe 4, und dieser sei erfiillt von der sehr groflen

rdumlichen Dichte ¢ = —’}77 Im Zylinder befindet sich also der Magnetismus

—Z- doh =mndo. Statt dessen kann man, wenn g sehr groB und % sehr klein ist,

sagen, do besitze die Flichendichte # .
Fir das Potential @, das von einer mit der rdumlichen Dichte 5 belegten
Fliche herrithrt, gilt offenbar )

¢ =[mlo (89)

Berechnen wir nun das Potential einer homogen belegten Kugeloberfliche.

Sei (Abb. 11) a der Radius, O der Mittelpunkt der Kugel, P der Aufpunkt in der

Entfernung » vom Mittelpunkt, Q ein Quellpunkt auf der Kugeloberfliche,

QP =7. Den Winkel QO P setzen wir =¢. Nun betrachten wir die Zone auf

der Kugeloberfliche fiir die Punkte, firr die

¥ zwischen zwei Werten 9% und 9* 4 d¢
liegt. Thr Flicheninhalt ist:

2ma?sind* dd
also ist:
F4
inddd
(p =27 a2 n/ﬂly_d .
. 0
Es ist aber
Abb. 11." Potential einer homogen 2 __ .9 2 __
belegten Kugeloberflache. 1o ri=attp 2ap cosd,
, a
vdr = apsinddd,
daher iy
. sind d = wp
daher wird T
2z an 2ran
@ = d}' = VY — ¥q) »
P p ( B 0)
To

Nun ist fiir einen duBeren Punkt

Yo = P —a,

o rm=p+a

und fiir einen inneren

to=a—7p,

ta=a-+9p.

Somit ist fiir duflere Punkte, wenn e das magnetische Quantum der Oberfliche

bedeutet, . 4waty

3 (90)

, 2
und fiir innere: & =4dnay. (91)



Ziff. 30. Potential einer Vollkugel. - 37

Das Potential der Kugelﬂéiche berechnet sich also so fiir 4ulere Punkte, als ob
die ganze Ladung im Mittelpunkt vereinigt wire. Fiir innere Punkte ist es kon-
stant. Das Potential ist an der Oberfliche stetig.

Fir die Feldstdrke ergibt sich nach (85): Die Feldstarke ist radial gerlchtet
Im AuBenraum haben wir

|9°| = 1,2 , (92)
|| =o. (93)

Die Kraft ist unstetig und erleidet beim Durchgang durch die Kugelfliche einen
Sprung vom Betrage

und fiir das Innere

e
E=4J‘E’I].

30. Potential einer Vollkugel. Betrachten wir eine Kugel vom Radius a,
deren magnetische Raumdichte iiberall konstant = g ist, und deren Gesamt-
magnetismus = ¢ ist. Auch dieser Fall ist nicht zu realisieren, seine Behandlung
wird' aber fiir das Folgende niitzlich sein.

Denken wir uns die Kugel in sehr diinne konzentrische Schalen zerlegt Jede
dieser Schalen ersetzen wir durch eine Kugeloberfliche und breiten die in der
Schale vorhandene Ladung gleichmiBig mit flichenhafter Dichte iiber die Kugel-
fliche aus. Fiir das Potential eines duBeren Punktes ergibt sich dann durch

Integration
=", )
3 (94)
. wenn p die Entfernung des Aufpunktes vom Kugelmittelpunkt ist. Fiir das
Potential in einem inneren Punkte in der Entfernung  vom Mittelpunkt erhalten
wir, indem wir die Wirkung einer zur gegebenen konzentrischen durch den Auf-
punkt gehenden Kugel nach (94) berechnen, die Wirkung der anderen Kugel-
schalen aber nach (91):

a
i 47430
Q"" 31) P+4n97d79
»

=4_”3ij+2,,9(“2_;52), 93

=2moa® — %9?2'

Aus (94) folgt fir die Kraft im AuBenraum
9] = 3- 96)
Fir die Kraft im Innern der homogenen Kugel gilt nach (95) B
| o' ="Tor, (97)

wenn t den vom Mittelpunkt der Kugel zum Aufpunkt gezogenen Radiusvektor
‘bedeutet. Hieraus ergibt sich

divg'=4me (98)
und nach (85) : , '
AP = —4 7. (99)
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Haben wir nun einen beliebig gestalteten Koérper mit der homogenen
magnetischen Raumdichte g, so kénnen wir um einen inneren Aufpunkt eine kleine
Kugel beschreiben. Da fiir den Anteil I der Feldstirke und des Potentials, das
von ihr herriihrt, gilt

div;=4=ng,
ADr = —4mp,
und fiir den Anteil IT, der von den iibrigen Teilen des Kérpers herriihrt, nach (87)
und (88) div $y7 = 0,
APy =0,
so gilt auch in diesem Fall fiir die Gesamtfeldstirke und das Gesamtpotential
div) =4mnp, (100)
AD = —4mop. (101)

Aber auch, wenn die Dichte nicht konstant ist, gelten, wie wir sehen werden,
die Gleichungen (100), (101)Y).

31. Poissonsche Gleichung. Um die Gleichungen (100), (101) allgemein zu
beweisen, kniipfen wir an die Betrachtungen von Ziff. 15 an. Man verallgemeinert
leicht (31) und zeigt?), daB, auch wenn die magnetische Dichte kontinuierlich ver-
teilt ist, fiir jede geschlossene Fliche gilt:

[$.do=14me
——/g—?dv= 4me,

wo ¢ das magnetische Quantum ist, das von der Fliche umschlossen wird. Wenden
wir diese Gleichungen auf ein sehr kleines Gebiet ohne Flichendichte an, so
erhalten wir mit Hilfe des Gaussischen Satzes

divh =4mnp, (100)
AP =—4np. (101)

Die Gleichung (101) heiBt die Poissonsche Gleichung?).

Es muB aber bemerkt werden, daf3 sich der ganze physikalische Inhalt der
Gleichungen (100) und (23), so wie diese bis jetzt verstanden werden, in der
Forderung ausdriickt, daff im leeren Raum div$ = 0 und iiberall rot § = 0 ist.
Vom phinomenologischen Standpunkt muf doch ¢ durch die Beobachtungen ge-
geben sein; o ist also nur eine Funktion, durch die sich nach (83) das beobachtete
$ ergibt. Es liBt sich aber zeigen (Ziff. 60): Wie auch das Vektorfeld § stetig
gewihlt ist, sofern nur im leeren Raum div$ = 0 ist und tiberall rot § = 0, so

wird, wenn @ = Zi;div.i) gesetzt wird, durch (83) 9 zuriickerhalten. Durch (100)

und (23) wird also dem Felde keine andere Bedingung auferlegt, als daf iiberall
rot = 0 und im leeren Raum div = 0 ist.

(102)

1) Der SchluB, sie miiBten gelten, weil in einer sehr kleinen Kugel um den Aufpunkt
die Dichte mit hinreichender Anniherung als konstant anzusehen ist, ist ganz verfehlt.

2) C.F. Gauss, Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im verkehrten Verhiltnis
des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und AbstoBungskrafte. Artikel 22,
Werke V, S.224. RiEMANN-HATTENDORF, Schwere, Elektrizitik, Magnetismus. § 12, S. 41.
Hannover 1876. . ’

3) C.F. Gauss (FuBnote 2 S. 38), Artikel 10, 11, S.2101.; RIEMANN-HATTENDORF (Fuf3-
note 2 S. 38, §13, S.14. O. HOLDER, Tiibinger Dissert. 1882; H. PoiNcarE, Théorie du
potentiel Newtonien, S. 88, Paris 1899,



Ziff. 32. Poissonsche Gleichung. Kreisscheibe. Flachendivergent. 39

Die Gleichung (100) gewinne aber sofort dariiber hinaus den Charakter einer
Aussage iiber beobachtbares Geschehen, wenn behauptet werden kénnte,-daB o
an den Magneten haftet. Indes trifft das nicht zu fiir ¢, sondern fiir eine in Teil b
zu betrachtende GroBe: Diese ist die rechte Seite einer dhnlich wie (100) gebildeten
Gleichung, der wir aber mehr physikalischen Inhalt zuschreiben miissen.

Aus Gleichung (100) folgt, daB eine Kraftliniendarstellung wie sie in Ziff. 14
beschrieben wurde, fiir das Innere der Magnete nicht méglich ist (siehe dazu
Ziff. 40).

32. Kreisscheibe. Flichendivergenz. Denken wir uns eine mit der konstanten
Flichendichte # belegte Kreisscheibe vom Radius @. Den Scheibenmittelpunkt
machen wir zum Mittelpunkt eines Koordinatensystems, legen die yz-Ebene in die
Scheibe und die #-Achse senkrecht dazu. Gesucht wird das Potential fiir einen Auf-
punkt auf der x-Achse mit der Abszisse x. Das ringférmige Gebiet zwischen den mit
dem Kreisrand konzentrischen Kreisen mit den Radien # und # -+ d# enthilt

das magnetische Quantum 2 % du 5 und liefert daher, wenn # den Abstand
2anudu , Da

seiner Punkte vom Aufpunkt bezeichnet, den Potentialbeitrag

72 = y? 1 x2
ist, so ist vdy = udu.
Man erhilt also fiir das Potential

b= Znn/dy—— 270 (ry — 1) = 2 (%% + @ — x).

Daraus ergibt sich fur die x-Komponente der Feldstirke in einem Punkte
der positiven x-Achse

PN
=2 1— e
ng 7 77( Va? + uz)
und in unmittelbarer Nahe der Scheibe
Do =27y,

Bezeichnen wir also die Seiten der Fliche als I und 77 und mit # die Richtung
der Normalen von I nach II, so ist

Ou — On =4y (103)
oder auch BT OB\
A g
(Ga) = (&) =47, (104)
.oder auch, wenn ¢ die Richtung der von der Fliche weg gezogenen Normale
bedeutet
O + 97 =47, (103")

Wir bezeichnen allgemein fiir einen Vektor a die Summe a + a T als Flichen-
divergenz und wollen dafiir diva schreiben. Dann konnen w1r (103") auch

schreiben L
div®) = 4ay. (103")

Die Gleichung (103) wurde hier nur fiir den Mittelpunkt einer homogen
‘belegten Kreisscheibe abgeleitet. Ohne Rechnung leitet man daraus die Giiltigkeit
fiir einen beliebigen Punkt einer homogen belegten Ebene ab. Ein Beweis fiir
einen beliebigen Punkt €iner inhomogen aber stetig belegten Ebene wird weiter
unten (Ziff. 43) gegeben. Die Gleichung gilt aber allgemein fiir eine
beliebige Fliche in einem beliebigen Punkt, in dem die Dichte stetig ist, und
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in dem es eine Tangentialebene und zwei wohl definierte Hauptkriimmungs-
radien gibt.

Die Gleichung (103"’) entspricht der Gleichung (98) und kann aus ihr durch
Grenziibergang hergeleitet werden.

Wie eine Flichendivergenz kann man auch eine Fliachenrotation einfiihren.
Ist e der von I nach IT gezogene Einheitsvektor, so bezeichnen wir als Flichen-
rotation das Vektorprodukt

rﬁa = [e, Ay — a,] . (105)

Offenbar ist die Flichenrotation nur da von Null verschieden, wo die Tangential-
komponenten unstetig sind.

Die magnetische Feldstirke hat iiberall, auch dort, wo Flichendichte vor-
handen ist, stetige Tangentialkomponenten. Daher ist {iberall

rotH =0 (106)

und diese Gleichung entspricht (86).

83. Magnetische Doppelschicht. Von besonderer Wichtigkeit ist ein Ge-
bilde, das man erhilt, wenn man zwei sehr stark flichenhaft, entgegengesetzt
geladene Flichen sehr nahe zusammenbringt. Es kommt dann fiir jeden
Punkt nur auf das Produkt Flichendichte mal Abstand an. Der GrenzprozeB
entspricht ganz demjenigen, durch den wir in Ziff. 25 zum Begriff des Dipols
gelangt sind. Wir nennen das durch ihn erhaltene Gebilde eine Doppelschicht
und werden zu seiner Betrachtung (Ziff. 42) iibergehen, nachdem wir eine fiir die
Theorie des Magnetismus wichtige GroBe eingefiihrt haben.

34. Stabmagnet. Wir wollen die Feldstirke eines Stabmagneten berechnen,
eines Magneten, der gegen seine Linge I sehr kleine Querdimension hat. Den
Stab kénnen wir uns durch eine Gerade ersetzt denken. Auf das Geradenelement
dx wird das Magnetismusquantum p o dx entfallen, wenn ¢ die GroBe des Quer-
schnitts und ¢ die Raumdichte bedeuten. Wir setzen dieses Produkt gleich %
und koénnen es als Liniendichte bezeichnen. Nun machen wir die Voraus-
setzung, es sei — was praktisch stets mit groBer Anniherung erfiillt ist!) — die
Liniendichte in je zwei von den Enden gleich weit entfernten Punkten entgegen-
gesetzt gleich. Nennen wir also die Entfernung von der Mitte %, so soll sein

k(x) = —k(—x). (107)

Hieraus folgt, daB3 der Gesamtmagnetismus gleich 0 ist. Wie wir bereits mehr-
fach bemerkten und spiter begriinden werden, gilt das immer streng.

Wir beschranken uns nun zunichst auf die Berechnung der Feldstarke fiir
Aufpunkte in erster und zweiter Hauptlage [Ziff. 25, S. 30]2).

1. In einem Aufpunkt in erster Hauptlage, der vom Mittelpunkt des Stabes
die Entfernung 7 hat, ist das Potential

l
g

_ kdxﬂ

TS -
_2

2

2

(108)

1) Falls diese Voraussetzung nicht ganz erfiilllt ist, so kann man doch mit der aus
ihr abgeleiteten Formel rechnen, da man bei den Messungen den Stab in zwei ent-
gegengesetzte Lagen bringt und das Mittel aus den dabei gewonnenen Werten nimmt.
(F. KorLrauscH, Wied. Ann. Bd. 31, S. 610. 1887.)

%) Eine allgemeinere Rechnung (s. SchluB dieser Ziffer) bei E.Comun, Das elektro-
magnetische Feld, S. 181ff. Leipzig 1900. Wir folgen hier zunichst der Rechnung von
R. Gaxs, Einfithrung in die Theorie des Magnetismus, S. 66. Leipzig 1908.



Ziff. 34. Stabmagnet. 41

Die Entwicklung nach Potenzen von 7 ergibt

Wegen der Symmetrie verschwinden der erste dritte, fiinfte Term usw. und
man erhilt

D = 1'2 + + usw. (109)
Hier ist .
ty
my =kadx ,
i
)
13 2 (110)
2 2
mngkx”dx, m =ka5dx usw
i i
) )

Fiir die Feldstdrke in der ersten Hauptlage folgt daraus

2. Fiir einen Punkt, der in der Richtung des Stabmagneten (vom negativen
zum positiven Pol) iiber der durch die Mitte des Stabes gelegten senk-
rechten Ebene die kleine Erhebung x, besitzt und dessen Abstand von dem
Magnetstab # betrdgt, ist offenbar das Potential

14

t3
V7R (2 — x,)?
i .
T2

d. i.,, wenn x; vernachlissigt wird

kdx
/ V x2 Zxx

Nun steht in der Mittelebene die Feldstirke auf der Mittelebene senkrecht.
Indem wir @ nach x, differenzieren und dann x, = 0 setzen, erhalten wir
fiir die Feldstirke in der zweiten Hauptlage:

+..—
2
kdx 3 x4 15 x*
oy =[S (1= 35+ 55+ ), )
i
)
Hy—=" _3m  15m (114)
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Nun ist fiir einen Magneten, der aus zwei Polen - ¢ im Abstand L besteht, nach
(110) oder (111), (114), (76), (77)

my=¢elL (115)

my = 2(£)e =22, (116)

4
Soll also ein Polpaar. fiir einen Aufpunkt erster und zweiter Hauptlage den
gegebenen Magneten in erster Annidherung ersetzen, so muf3

el =m, (115)

sein, unter m, den fiir den gegebenen Magnetstab berechneten Koeffizienten
verstanden.

Hierdurch wird aber magnetisches Quantum und Polabstand nicht einzeln
bestimmt sondern nur ihr Produkt. Insbesondere kann man den Magneten
in erster Anniherung durch einen idealen Dipol ersetzen (L = 0; e = o0).
Wenn das Polpaar auch in zweiter Anndherung den Magneten ersetzen soll,
so muf sein:

el =m,, (115)

el =4m,, (116)

also o
L=2|/~3. (117)1)

ny

Falls also m; = 0 ist, wird L = 0, d. h. das Feld 148t sich am besten durch einen
idealen Dipol ersetzen. In noch gréBerer Anndherung 148t sich der Magnet nicht
durch ein Polpaar ersetzen. ,

Fiir ein Polpaar nannten wir einen Vektor vom Betrage eL in der Richtung
vom negativen zum positiven Pol sein Moment (Ziff. 26). Fir einen Stab-
magneten heiBt Moment ein Vektor von der GréBe m, in der Richtung der
positiven x-Achse, wobei die x-Achse so zu ziehen ist, daB3 m, positiv wird. In
erster Anniherung ersetzt unseren Stabmagneten jedes Polpaar und jeder
Magnet von demselben Moment. Das Polpaar, das den Stabmagneten in erster
und zweiter Ndherung ersetzt, hat auch dasselbe Moment.

Das Moment des Polpaares 1i6t sich schreiben

m=e, 1 + 1y, (118)

wenn ey, ¢, die Magnetquanten der beiden entgegengesetzten Pole sind, und
15, 1, die von dem Punkte in der Mitte zwischen diesen Polen zu ihnen gezogenen
radii vectores sind. Ebenso ist das Moment fiir den Stabmagneten

m=[krds, (119)

wenn ds das Langenelement des Stabes bedeutet und t die radii vectores
vom Mittelpunkt des Stabes zu seinen Lingenelementen. Man iiberlegt sich aber
leicht, daB man in beiden Fallen statt des Mittelpunktes einen beliebigen
anderen Bezugspunkt wihlen kann, ohne daB, wenn man in die Integrale
die von diesem aus gezogenen Vektoren einsetzt, der Wert des Integrals sich
dnderte (siehe Ziff. 38).

1) Siehe z. B. E. RieckE, Pogg. Ann. Bd. 149, S. 67. 1873; Wied. Ann. Bd. 8, S. 317.
1879; F. KonLraUSCH, Wied. Ann. Bd. 3, S. 610. 1887; E. Rieckg, Pogg. Ann. Bd. 149,
S. 67. 1873; E. ConN, Das elektromagnetische Feld, S. 183. Leipzig 1900.



Ziff. 35. Anwendung auf die Gausssche Methode. 43

Aus (111) und (114) findet man fiir die Feldsté4rke, die ein Polpaar im Auf-
punkt in erster und zweiter Hauptlage erzeugt, wenn man nach (110) setzt

M, = 2(£)ve = (%)v B 1ml , (120)
2 It
H="mi+ 0 30, ), (121)
N 3 L 15 L*
=21 = 3 5+ ) 122)

Diese Formeln stimmen mit den in Ziff. 26 direkt gewonnenen Formeln (76)
und (77) dberein.

Ubrigens ersetzt das durch (115) bzw. (115) bis (117) bestimmte Polpaar
in erster bzw. erster und zweiter Anniherung unseren Magnetstab nicht nur
fiir die Aufpunkte erster und zweiter Hauptlage. In allen entfernten Auf-
punkten stimmen in erster und zweiter Ndherung die vom Polpaar erzeugten
Feldstarken mit denen vom Magneten erzeugten iiberein. Es ist ndmlich?),
wenn ¢ der Winkel zwischen der Stabachse und dem vom Mittelpunkt zum Auf-
punkt gezogenen Radiusvektor ist, wenn dessen Linge = # und wenn cos® = #
gesetzt wird,

|~

2 T3
dj: k‘?.af_ 2_ kd Pn_f_l) n:
1/]/1—?7—%%.%-%
7 l
WO
1-3...2n—1)[ , nm-(m—1)
P, (u) ““1.2_‘;’?’;44{”—2.(2%——1) * (12
B I DR ’
2-4.-2n—1)-(2n — 3) .
1st, also
o =Fil)yy, 4 By, 4 Dol (124)

Wenn wir daher unser Polpaar so wihlen, dal} es in de . Werten von m, bzw. m,
und m, mit dem Magneten ibereinstimmt, d. h. nach (115) bzw. (115) bis (117)
bestimmen, so wird im ganzen Felde Ubereinstimm ng in erster oder in erster
und zweiter Annidherung bestehen. Die beiden Pur zte im Abstand

L Jmg
7 =|m
von der Stabmitte, die also den Stabmagneten in - rster und zweiter Annédherung
ersetzen, heilen nach E. RIECKE die d4quivalr nten Pole2). Aus (124) und
(120) erhilt man natiirlich auch die Reihenents icklung fiir das Potential eines
Polpaares.

85. Anwendung auf die Gausssche Methc le. Beriicksichtigt man fiir die
Feldstirke noch Glieder, die die fiinfte Poter z der reziproken Entfernung ent-
halten, so hat man nach (111) und (114) fiir die Feldstirke in Punkten erster
(I) und zweiter (1) Hauptlage zu setzen

1) E. Coun (FuBnote1 S. 42), S. 182. — 2) E. RIECKE, Wied. Ann, Bd. 8, S. 302. 1879.
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Fiir die Ablenkung ¢; und ¢y, die also eine Nadel in erster oder zweiter Haupt-
lage unter EinfluB des Stabmagneten aus dem Meridian erfiahrt, ergibt sich
statt (79) und (80)
m,
tgor = a1t + 5 22). (125)
m m,

tg gpr = —7-3—}}—0(1 — 53—@%—:) . (126)
Durch zwei Messungen (gleiches # fiir erste und zweite Hauptlage; dieselbe Lage,
verschiedenes 7; verschiedene Lage und verschiedenes 7) kann bereits #g/m, ele-
miniert und berechnet werden. Schwingungsbeobachtungen ergeben dann m,
und H, einzeln?).

36. Weitergehende Anndherung. Man kann den Stabmagneten nicht genau
durch ein Polpaar ersetzen, das dasselbe m,, m; und m; besitzt. Aber man kann
denjenigen Abstand L’ berechnen, den ein Polpaar besitzt, dessen m,, m; mit dem
des Magneten iibereinstimmt, und seinen Abstand mit L vergleichen, wenn L
der Abstand des Polpaares ist, dessen #,, m; mit dem des gegebenen Magneten

ibereinstimmt?). Wir fanden
L=2 l/ 2, (117)
"y
Da fiir ein Polpaar nach (120) '
L/ 4
My = 2" (_) 1

2
ist, so ist

L'=2| ZLL: (127) 3)

F.KoHLRAUSCH hat nun untersucht, ob die Abweichungen zwischen L und L’
bedeutend sind. Dabei benutzt er eine Formel von VAN ReES?Y) fiir die Liniendichte
des Magnetismus. Nach dieser ist die Liniendichte der negative Differential-
quotient einer Funktion M* der Entfernung x von der Stabmitte, und auBerdem
sind die Pole noch Triger magnetischer Quanten, die gleich den Werten von
M* an den Enden sind, und es ist

M¥*=a—0b(c®+c?,
wo a, b, ¢ Konstanten sind?). ’

Indem KoHLRAUSCH die von VAN REES angegebenen Werte von «, b, ¢ heran-
zieht, findet er, daB der aus dem ersten Korrektionsglied abgeleitete Polabstand
L = 0,83 = % der Stablinge ist. Der aus dem zweiten Korrektionsglied abge-
leitete Polabstand L’ weicht von dem aus dem ersten abgeleiteten nur wenig
ab. Fiir genauere Rechnungen hilt KoHLRAUSCH es fiir wahrscheinlich aus-
reichend, L’ um 44 groBer zu machen als L. Fiir die weitaus hiufigsten Zwecke
wird dieser Unterschied unwesentlich sein, und man kann beide Glieder mit dem

1) Gauss Werke V, S. 110. Ostwalds Klassiker S. 39; Gauss, a.a. O. S. 82.
) F. KorLrRAauscH, Wied. Ann. Bd. 31, S. 609 ff. 1887.
%) F. KOHLRAUSCH, a.a.O. S. 611.

4) R van REEs, Pogg. Ann. Bd. 74, S.214ff. 1849.

%) M* ist der mit dem Querschnitt multiplizierte Wert der Magnetisierung (Ziff. 39 und
40) nach der Richtung der positiven ». M* dx also das Moment des Elementes dx (Ziff. 40).
Die aus der Differentiation von M* fiir % folgende Formel wurde bereits auf Grund theoretischer
Vorstellungen von Biot (Traité de physique III, S. 70 1816) aufgestellt und an Messungen
CourLoMBs (Mém. de l'acad. 1789, S. 468) gepriift, der die Schwingungsdauer von Magnet-
nadeln in der Nahe verschiedener Stellen bestimmte. vaN REES bestimmte die GréBe M*
durch Messung eines Induktionsstromes.

5]
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firr das erste geltenden Polabstand L berechnen. Das wiirde aber heien, daf3
man auch bei Beriicksichtigung der —7ten Potenz der Entfernung in den
Reihenentwicklungen fiir H den Magneten durch ein Polpaar ersetzen kann.. Die
Fernwirkungen sind dann nach den Formeln (Ziff. 26) zu berechnen

HI = 3/ 12 \2° (128)
4 U 747)
m 1
Hy = T;Fﬁ)’; (129)
42

37. Gesamter Magnetismus eines Korpers. Ein nach dem iiblichen Ver-
fahren hergestellter (nicht jeder) Magnet hat an seinen Enden ungefihr gleich
groBe entgegengesetzte Pole. In der Mitte findet sich sehr wenig Magnetismus.
Der Magnet besitzt also im ganzen ungefihr den Gesamtmagnetismus Null
Es ist zu vermuten, daB es sich hier um eine strenge GesetzmiBigkeit handeln
wird, daB der Gesamtmagnetismus wirklich Null ist. Hierin werden wir bestarkt
durch einen von PETRUS PEREGRINUS DE MARICOURT schon im 13. Jahrhundert
angestellten Versuch, den auch Couroms gemacht hat?).

Brechen wir den Stab in der Mitte durch, so treten an der Bruchstelle
magnetische Ladungen von entgegengesetzter Art wie die an den Enden vor-
handenen auf. DaB in einem Bruchstiick der Magnetismus an der Bruchstelle
dem Magnetismus gleich ist, der sich genau am alten freien Ende befindet, ist
nicht zu erwarten; denn wenn unsere Vermutung richtig ist, so muf ja der neue
Pol so stark sein, daB er den gesamten entgegengesetzten Magnetismus der
Stabhilfte aufhebt?). .

Immerhin macht schon der Umstand, daB iiberhaupt ein ausgleichender
Magnetismus auffritt, das Bestehen einer Gesetzlichkeit wahrscheinlich, wonach
Magnete, im ganzen genommen, keinen Magnetismus besitzen. Dafl nach dem Zer-
brechen an der Bruchstelle neuer Magnetismus wirksam wird, diirfte sich kaum
anders erkliren, als daB die betreffende Stelle schon vorher Magnetismus besaB,
dieser aber durch den Magnetismus der jetzt entfernten Hilfte kompensiert
war. Man wird so dazu gefiihrt, sich den Magneten aus lauter kleinen Elementar-
magneten aufgebaut zu denken. Dadurch wiirde auch die vermutete Gesetz-
miBigkeit ihre Erklirung finden — wenn sie auch daraus nicht mit Sicherheit
folgt (die Elementarmagnete konnten ja verschieden starke Pole haben). °

Entscheidend ist folgende Betrachtung: Wir haben gesehen (Ziff. 28), daB
die von zwei entgegengesetzt gleichen Polen herrithrende Feldstarke umgekehrt
wie die dritte Potenz der Entfernung von einem im Endlichen gelegenen Punkte
abnimmt. Ein solches System verhilt sich ganz anders wie ein einzelner Pol,
dessen Feld wie 1/#% abnimmt. Allgemein findet man: Eine Komponente der
Feldstirke, die von einem beliebig gestalteten Korper erzeugt wird, 148t sich

in eine Reihe a + a, 4 ay n
72 ¥3 7t

entwickeln, wo a,, a,, @, . . . auf Geraden, die von einem im Endlichen gelegenen
Punkte ausgehen, konstant sind, und a, gleich dem gesamten Magnetismus ist3).

1) Siehe S. 11, Anm. 2.

2) Aus den Messungen von VAN REEs (s. oben S.44, Anm. 4) ergibt sich, daB bei
einem Stab von 50cm der alte Pol nur etwa 139% von der Stirke des neuen besitzt.
Genau denselben Wert findet J. Worscumipt, Theorie des Entmagnetisierungsfaktors
und der Scherung von Magnetisierungskurven, S, 59. Braunschweig 1925.

3) Siehe z. B. H. PoiNcark, Théorie du potentiel Newtonien, S. 56. 1899.



46 A. Kap. 1. P. HerTz: Magnetostatik. Ziff.. 38.

Nun verschwindet erfahrungsgemil die Feldstirke im Unendlichen immer
wie 1/r®. Also ist der gesamte Magnetismus eines magnetischen Koérpers immer
Null.. Nehmen wir nur rdumliche Dichte ¢ und Flichendichte % auf der Ober-

fliche an, so muf} sein
fodr+ [ndo=0. (130)

38. Moment eines Magneten. Hieran schliefen wir die Erérterung eines
wichtigen Begriffes, der uns schon in besonderer Form begegnet ist. Wir kniipfen
dabei an eine aus der Mechanik bekannte Betrachtung an.

Sei ¢ die Dichte eines Kérpers, wihlen wir einen Bezugspunkt B, nennen t
den von B zu einem Punkt des Koérpers gezogenen Vektor und bilden durch
Integration iiber den Kérper den Vektor

d
g =122, (151)

Tragen wir nun von B den Vektor g ab, so gelangen wir zu einem Punkt S,

der unabhingig vom Bezugspunkt B ist. In der Tat: Ist B’ ein anderer Be-

zugspunkt, und b der von B’ nach B gezogene Vektor, so erhalten wir fiir den
zu B'gehérigen Vektor

»_ledz(xt +d) [eodrx

T Jedr T [edx

+b=qg+0D.

Wir gelangen also zudemselben Punkt S. Denken wir uns nach jedem Volumen-
element eine Menge Vektoren gezogen, deren Zahl proportional der Masse
dieses Volumenelements ist, so kann der von B nach S gezogene Vektor als das
arithmetische Mittel aller Vektoren angesehen werden. S heiBit der Schwer-
punkt. Wie man sieht, ist g nicht vom Bezugspunkt unabhingig.

Haben wir einen elektrischen Korper und ist p die elektrische Dichte,
so kénnen wir auf dieselbe Weise einen Vektor und einen Punkt S definieren.
S nennen wir dann den elektrischen Schwerpunkt.

Aber unsere Konstruktion versagt, wenn [odz = 0 ist. Oder, wenn wir
wollen, dann fillt S ins Unendliche. In diesem Fall ist aber der Zihler

m= [odrt (132)

unabhingig vom Bezugspunkt; denn wenn dieser um den Vektor —b ver-
schoben wird, so geht das Integral iiber in

fgdt(r—l—b) zfgdrr—{—bfgdr
= [odrr=m.

Natiirlich ist aber der Punkt, zu dem man gelangt, wenn man vom Bezugspunkt
aus um den Vektor m weitergeht, vom Bezugspunkt abhingig.
Der entsprechende Fall trifft nun gerade fiir den Magnetismus zu. Wir nennen
den Vektor
m= / edrtr,

wo wieder ¢ die magnetische Dichte bezeichne oder, wenn die Flichendichte %
vorhanden ist,

m=[odrt+ [ndox (133)

das magnetische Moment des Korpers. Es ist vom Bezugspunkt unabhingig.
Dieser Vektor ist uns schon frither bei Betrachtung des Dipols, des Po'paares
und des Stabmagneten begegnet (Ziff. 25, 26, 34). Es gibt, wie wir sehen, ein
magnetisches Moment, aber keinen magnetischen Schwerpunkt.
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Teilen wir aber den Magneten in zwei Teile 77, 7", so dafl nicht in beiden
einzeln das gesamte magnetische Quantum gleich 0 ist, so sind die Punkte, zu
denen man durch Abtragen der Vektoren

f@dtt f@dlf

_ . _
fgdr ’ fgdt
7 7o

gelangt, vom Bezugspunkt unabhéingig und kénnen als magnetische Schwer-
punkte von 7’ und T" gelten. Dabei ist der Einfachheit halber die Flichen-
dichte nicht beriicksichtigt; es ist klar, wie das zu geschehen hitte. Bringen

wir nun in die Schwerpunkte die Quanten ¢'= f odtund ¢''= —é' = / o’dz,

so ist ihr Moment t'e¢’ + t''¢”, wie jeder solche Vektor, der aus entgegen-
gesetzt ‘gleichen GréBen ¢/, ¢ gebildet wird, vom Bezugspunkt unabhingig
und = f otdr also = dem Moment m des Gesamtmagneten. Das System der
in den” magnetischen Schwerpunkten angebrachten Quanten e¢’, ¢’ hat also
dasselbe Moment wie unser Magnet und erzeugt daher, wie spiter (Ziff. 40,
S. 53) gezeigt werden wird, in groBer Entfernung dieselbe Feldstirke wie dieser.
Man kann zu 7' und T auch beliebige, nicht zusammenhingende Teile rech-
nen, endlich auch zu 7" diejenigen Teile, fiir die der Magnetismus positiv ist,
zu T" diejenigen, firr die er negativ ist.

E. Riecke!) hat auf Grund der Messungen von VAN REES (s. oben S. 44,
Anm. 4) die Lage 4quivalenter Pole (s. oben S. 43) mit der Lage der Schwer-
punkte des positiven und negativen Magnetismus verglichen. Er findet fiir
einen von VAN REES untersuchten Stab von 50 cm Linge als Abstand der dqui-
valenten Pole 0,825 und als Abstand der Schwerpunkte 0,717 der Stablinge.

Wihrend die auf einen schweren Koérper wirkenden Krifte des Gravitations-
feldes der Erde eine von Null verschiedene Resultierende besitzen, ist die Re-
sultierende der auf einen Magneten im magnetischen Erdfeld wirkenden Krifte
Null. Sein mechanischer Schwerpunkt wird also nicht beschleunigt. Dagegen
ergibt sich fiir die Rotation um einen festen Punkt ein Drehmoment

@=f[9d1g90: ﬂzg)o[f@d'”]:@om- (134)

Der Magnet verhilt sich im Erdfeld also wie ein Polpaar von demselben Moment.

89. Magnetisierung, molekulartheoretische Betrachtung. Das Ergebnis der
Ziff. 37 legt es nahe, noch eine fiir den Zustand des Koérpers charakteristische
GroBe einzufithren, aus der nach einer bestimmten Vorschrift die riumlichen
und flichenhaften magnetischen Dichten g und # so folgen, daB (130) von selbst
befriedigt ist. Ziehen wir dazu die molekulartheoretische Vorstellung, die wir
uns bereits (S. 12) gebildet haben, heran. Wir denken uns den Magneten aus Moleku-
larmagneten aufgebaut, die aus zwei entgegengesetzt gleichen Polen bestehen.
Jedem Molekularmagneten komme ein Moment m zu, ein Vektor, dessen Rich-
tung vom Siidpol zum Nordpol weist, und dessen GréBe gleich dem Abstand
der Pole, multipliziert mit dem absoluten Betrag des magnetischen Quantums
ist. Sei jetzt eine Einteilung des Raumes in Zellen 7 gegeben, deren lineare
Dimensionen von derselben GréBenordnung sind, und die physikalisch unendlich
klein sind. Die Bedeutung dieses Ausdrucks wird gleich erklirt werden. Wir
ordnen jedem Werte des Index ¢ eine Polstirke ¢; zu und einen Abstands-
vektor |;, wobei fiir beide GréBen ein gewisser Spielraum zugelassen wird, und

1) E. Rieckg, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 318. 1879.
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wobel natiirlich auch verschiedenem 7 gleiches ¢; oder gleiches |; entsprechen
kann. Die Anzahl von Molekularmagneten, deren Mittelpunkte sich in 7 befinden,
und fiir die innerhalb des vorgesehenen Spielraums der Vektor vom negativen
zum positiven Pol [; und die Polstirke --e; ist, sei #;7, und wir setzen jetzt

|G| =1, (135)
eily= m;,

eli=m;, : (136)
pils =Znim,~. (137)

Physikalisch unendlich klein heiBt aber z, wenn:

1. die Anzahl #;z fir jedes ¢ sehr groB ist,

2. die #; sich nicht wesentlich #indern, wenn man von einer Zelle 7 zu einer
benachbarten iibergeht). Die lineare Dimension von z nennen wir ebenfalls
physikalisch unendlich klein.

Denken wir uns jetzt ein Gebiet T, dessen Berandung Dimensionen hat,
die grofl gegen die physikalisch unendlich kleinen sind, und in dem 9% merkliche
Anderungen erfihrt, ein Gebiet also, das viele Zellen 7 umfassen wird, und fragen
wir nach dem in ihm enthaltenen Quantum von Magnetismus. Offenbar werden
nur diejenigen Molekularmagnete einen Beitrag dazu liefern, von denen nicht
beide Pole auBerhalb und nicht beide innerhalb T liegen, deren Achse also die
Oberflache von T durchschneidet. Betrachten wir nun ein Flichenelement do der
Berandung von T, dessen lineare Dimensionen physikalisch unendlich klein
sind, und sei » die Richtung der nach auBlen gezogenen Normalen auf do. Be-
trachten wir ferner den zum Index ¢ gehdrigen Vektor {; und das Polquantum e;
und errichten nach auBlen hin auf do einen schiefen Zylinder, der do zur Basis
hat und dessen Mantelfliche aus Vektoren I; besteht, der also das Volumen dol;,
besitzt. Von den Molekularmagneten, fiir die [; der Vektor vom negativen zum
positiven Pol ist, und die die Polstirke e; haben (innerhalb der vorgeschrie-
benen Spielriume), werden alle, deren Mittelpunkte sich im Zylinder befinden,
do so durchschneiden, daB3 der negative Pol sich in 7" befindet und nicht der
positive?), oder umgekehrt, je nachdem [(;, ein positives oder negatives Vor-
zeichen besitzt. Die Anzahl dieser Molekularmagnete ist #;do{;, und der ent-
sprechende Beitrag zum unkompensierten Magnetismus

~wdoel;, = —n;dom, .

Dem Index ¢ iiberhaupt entspricht der Beitrag —f n;my,do. In T befindet sich

also der Magnetismus
- 2 My My, do
/

= —[a0 X mms, = — [M, o
' T
= -—j/div?)ﬁdt.

1) Die Einteilung in Zellen z und die Bedeutung der #; sind also durch eine implizite
Definition gegeben; vgl. H. A. LoreENTz, Math. Enz. V, 2, Heft 1 (V, 14), S.201.

%) Der Zylinder ist zwar in seiner Erstreckung von do weg kleiner als physikalisch
unendlich klein. Es gentigt aber, daB die Basisfliche do physikalisch unendlich klein ge-
wihlt wird,
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In T sollte M merkliche Anderungen erfahren; wihlen wir T so, daB M
nur gegen M geringe Anderungen erfahrt, so erhalten wir fiir das magnetische
Quantum in 7T in hinreichender  Annzherung —divik - 7, fiir die GroBe also,
die als makroskopische Dichte zu gelten hat ~

= —diviR. (138)

AuBerhalb des Magneten ist 3t = 0. Geht man vom Innern zum Rande iiber,
so kann || langsam auf den Wert 0 sinken. Es kann aber auch || so rasch
abnehmen, dal man fiir die phinomenologische Betrachtung von einer Unstetig-
keit sprechen wird. Wir haben dann, wie durch eine Grenzbetrachtung folgt,
vom makroskopischen Standpunkt noch an der Oberfliche eine Flichendichte

7 = —divilt = M, (139)
anzunehmen wo » die nach aullen gezogene Normale ist (Ziff. 32). Da ndmlich
im ‘AuBenraum I = 0 ist, so ist divIk = —IN,.

Esist aber nicht ohne weiteres klar, daB der Mittelwert $ der mikroskopischen
Feldstarke nun auch wirklich gleich der Feldstirke ist, die sich aus der durch (138)
und (139) gegebenen kontinuierlichen Verteilung ¢, 5 errechnet. Indes zeigt?)

man, daf} seine Divergenz gleich dem Mittelwert der Divergenz der mikroskopischen
Feldstirke ist, also wenn g der Mittelwert der mikroskopischen Dichte ist,

div)) = 4np = —4adivit,
divp = 4y = —4zadivik = —42M,,

womit, wenn man noch den spiter zu beweisenden Eindeutigkeitssatz hinzuzieht
(Ziff. 60 und 61), in der Tat bewiesen ist, daB sich § nach den Regeln der Po-
- tentialtheorie aus den durch (138) und (139) gegebenen Werten o, 5 berechnet.
Wir kénnen das auch noch anders zeigen. Nach (67) ergibt sich fiir das
Potential unserer Dipole

D = / M grad, - d . (140)
Durch partielle Differentiation erhalten wir daraus
¢=f~_ di:?ﬁdr _l_/E)JE:do’ (141)
das ist
@ [edry [ndo, (142)
wenn wieder: )
—divM=M, =9 (139)

gesetzt wird.

40. Magnetisierung, phdnomenologische Betrachtung. Die voraus-
gegangenen Betrachtungen haben fiir uns, da wir es hier nicht mit der Mole-
kulartheorie des Magnetismus zu tun haben, nur heuristischen Wert. Wir fiithren
I jetzt zundchst als einen Vektor ein, der auBerhalb der Magnete gleich 0 ist und
im Innern den leferentlalglelchungen

M, =19 (144)

1) H. A. LorENTZ, a.a.O. S.202; M. ABrauaM, Theorie der Elektrizitit, 5. Aufl.,
Bd. II, S./228. Leipzig 1923. s

Handbuch der Physik. XV. 4
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geniigt, wo » die nach auBen gezogene Normale ist. Diesen Vektor aufzusuchen,
legen die Betrachtungen der vorigen Ziffer nahe. Aber wir wollen jetzt von
ihnen absehen; wir haben noch eine andere Veranlassung, einen diesen Glei-
chungen geniigenden Vektor zu suchen.

Wir erkannten fiir magnetische Korper das Bestehen der Gleichung

fgdr—[—/ndo:O. (130)

Man wird nun wiinschen, ¢ und #.aus einer solchen Grée abzuleiten, daf das
Bestehen dieser Gleichung von selbst gewihrleistet wird. Es ist aber leicht
zu sehen, daB alle aus einem Vektor I nach den Gleichungen (143), (144) ab-
geleiteten Funktionen o und % von selbst auch (130) geniigen. Es ist némlich
fir sie: [odr=— [divikdr = — [ M, do = — [ndo.

Umgekehrt kénnen wir aber auch zeigen, daB zu jeder (130) geniigenden
Verteilung ¢, # ein (143), (144) geniigender Vektor It gefunden werden kann.
Im besonderen konnen wir I noch der Bedingung

rotM =0
unterwerfen. Setzen wir ndmlich

1 d
9)?1=—Z;grad/gg71—,

so wird
roti, =0
und nach (100)
div M= —p.
Wir machen nun den Ansatz
M= M; + M,
und miissen M, so bestimmen, daB
rotM, =0,
divilt, = 0
und am Rande
Moy =n — My,

ist, wo die rechte Seite eine bekannte Funktion ist, die wir f nennen. Es ist

aber
t/fdo =f17do —f?))lvdo
==fndo — fdivémldt
=f17d0—{-fgdr=0,ﬂ
Machen wir nun weiter den Ansatz:

SJE2 = grad Y,
so daB3
rot M = rotM, =0
wird, so ist zu losen:

Ay =0,

und am Rande
9y _ —7
oy :

Diese Aufgabe ist aber wegen / / do = 0 immer 19sbar. Lassen wir die Bedingung
rot M = 0 fallen, so gibt es sogar unendlich viele (143), (144) geniigende Vektoren
M. Wir nennen nun zunichst jeden fiir das Innere des Magneten definierten,
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als Funktion des Ortes (143) und (144) geniigenden Vektor It Magnetisierung.
Der Vektor It ist aber durch Messung der Feldstirke allein nicht eindeutig
bestimmbar. Denn zu einem System g, 5 gehdren, wie eben angegeben, viele
Vektorfelder IR,

Nicht einmal das System g, # ist aber eindeutig aus den Beobachtungen
zu ermitteln, die ja auf den Raum auBerhalb der Magnete beschrinkt sind?).
Allerdings werden wir spiter sehen, daB man durch Anbringung von Bohrungen
prinzipiell tiberall § und damit nach (100) und (103) auch g,  bestimmen kann.
Hier beziehen wir uns noch nicht auf dieses Verfahren. Jedenfalls gibt z. B.
die Kraft in der Nihe der Oberfliche keinen sicheren AufschluB iiber die dort
vorhandene magnetische Dichte. Alle solche Ermittlungen sind nur Wahr-
scheinlichkeitsschliisse. Zu ihnen gehért z. B. auch die CouLomMBsche?) Bestim-
mung der magnetischen Dichte eines Stabes durch Schwingungsbeobachtungen.
Dennoch haben derartige Schliisse uns iiberhaupt erst auf den Begriff des
magnetischen Quantums gefiihrt.

Sofern wir es nur mit ein und demselben nicht zu verindernden Magneten
zu tun haben, wird jede Lésung von (143) und (144) die gleichen Dienste tun.
Aber bereits aus den Uberlegungen der vorigen Ziffer geht hervor, daB einem
Vektor I eine besondere physikalische Bedeutung zukommen wird. Diese
Bedeutung muB auch experimentell zum Ausdruck kommen. Es wurde schon
darauf hingewiesen, daB beim Zerbrechen des Magneten an der Bruchstelle
Magnetismus auftritt3). Diese iiberraschende Erscheinung erklirt sich, wenn
man.annimmt, daB an den betreffenden Bruchstellen schon frither Magnetis-
mus vorhanden war, der nur durch den Magnetismus des jetzt fehlenden Stiickes
aufgehoben wurde. Man kénnte nun meinen, daB die neu auftretende magnetische
Flachendichte sich nach (144) aus dem frith er vorhandenen Vektor 9 ableitete,
d. h. daB M beim.Zerbrechen des Magneten an dessen Teilen haftete. Das be-
stitigt sich nicht; es haftet an den Teilen des Magneten ein anderer Vektor,
der in enger Beziehung zu dem hier betrachteten steht. Hier mull es ge-
niigen, folgenden Standpunkt einzunehmen:

Dem Magneten schreiben wir eine gewisse Verteilung ¢, » zu, fiir die die
Verteilung der Feldstdrke gewisse, aber nicht alle Mdglichkeiten ausschliefit.
Nach (143) und (144) gehéren dazu Vektorfelder, von denen eines ausgezeichnet
ist. Die Art der Auszeichnung kénnen wir hier noch nicht angeben. Den Vektor,
der zu dieser Auszeichnung gehért, nennen wir Magnetisierung und be-
halten jetzt ihm die Bezeichnung mit It vor.

Als Moment eines Magneten definierten wir den Vektor

m=fgdrr-[—fndor. (133)
Durch Einfithrung von 9% nach (143) und (144) erhalten wir
m=— [diviirdr + [ M, dor.

Partielle Integration liefert aber
m= f Mdr. (145)

Das Moment eines Magneten ist also daskV'olumenintegral der
Magnetisierung.

1) Z.B. kann man einen Raum ,,ausfegen‘’, d. h. ein magnetisches Quantum im Innern
eines Raumes durch eine Oberflichenbelegung so ersetzen, daB die Wirkung fiir den AuBen-
raum ungeindert bleibt. (H. Poincarg, Théorie du potehtiel Newtonien, 1899, § 121, 129.)

2) Ch. A. Couroms, Mém. de I'acad. des sciences 1789, S. 468; s. auch Ziff. 36, S. 44,
Anm. §.

3) S. 11, und 45.

4*
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Das Integral f Ik dz aber, das iiber einen im Innern des Magneten befindlichen
T
Raum T erstreckt ist, ist nicht gleich dem Integral f odr ¢ — dieses Integral
7

wiirde vom Bezugspunkt gar nicht unabhingig sein —, sondern gleich dem

Moment fgrdt i fnrdo,

das T zukommen wiirde, wenn es aus dem Verband des Magneten geldst
wiirde — und zwar so, daB seine Magnetisierung erhalten bliebe (siehe oben) —
und so seine Oberfliche Flichendichte erhielte. Wir kénnen nun allgemein unter
dem Moment 1 eines Teiles des Magneten die Summe der Integrale f edrr -+ f ndox
verstehen, die diesem Gebiet zukommen, wenn wir es aus dem tibrigen Korper
herausnehmen. Dann ist I der Grenzwert, dem bei abnehmender GroBe von T
der Quotient von m und T zustrebt.
Aus (100) und (143) folgt

div(® 4+ 47M) = 0.

Wir erinnern nan noch einmal ausdriicklich daran, daB (100) nur fiir den Fall
gilt, da dem Magneten keine andern Korper nahe sind. Nur fiir diesen Fall
haben die hier definierten Dichten g und # unmittelbar physikalische Bedeutung.
Nichts hindert freilich, dem Magneten in jedem Fall die Dichteverteilung bei-
zulegen, die ihm isoliert zukommt; aber mit dieser Dichte ¢ wird im allgemei-
nen die wirklich vorhandene Feldstirke § nicht durch die Gleichung (100)
zusammenhédngen.

Setzen wir nun 5(;:) + 4a M =B , (146)
so ist, wie wir sahen diveB — 0. “ 4‘7)
Nach (144) ist an der Oberfliche des Magneten, da auBerhal. des Magneten
M = 0 ist, _
divit = —7p,
also nach (103”) und (146) auch
div8 =0. (148)

Der Vektor % hat iiberall verschwindende Divergenz. Wir nennen ihn die
Induktion.

Wie wir frither sahen (Ziff. 31), 148t sich ein Kraftliniensystem, das durch
seine Dichte die Intensitdt der Feldstirke zur Darstellung bringen soll, nur fiir
den AuBenraum der Magnete zeichnen. Jetzt sehen wir aber, daB eine ent-
sprechende Darstellung fiir den Vektor 8 tiberall, auch im Innern der Ma-
gnete, moglich ist. Ein System solcher Kurven nennen wir Induktions-
linien. Im AuBenraum der Magnete ist $ =9, und das System der Induk-
tionslinien gibt daher im AuBenraum auch eine Darstellung von $ der GroBe
und Richtung nach.

Wir kénnen nun auch das Potential @ eines Magneten durch I ausdriicken.
Es ist nach (143) und (144)

o=

Partielle Integration liefert:
@ = f (3 grad, 1) d (140)

D =— f (Sﬁgradp%) dv. (149)

divit
7

dr + f T 44 (siche auch (Ziff. 39).

oder
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Ist der Aufpunkt sehr weit entfernt, so folgt aus (145)
1 )
D= —mgradp7, (150)

In groBer Entfernung wirkt also, wie der Vergleich mit (67) zeigt, jeder Ma-
gnet vom Moment m wie ein Dipol vom Moment m, und fiir sein Feld gelten
die Formeln (71) bis (73).

41. Magnetisierungslinien; zwei Typen von Magnetisierung. Wenn ein
Magnet nur auf seiner Oberfliche magnetische Dichte besitzt, so ist im Innern
nach (143) iiberall

divik =0.

Die Magnetisierung 148t sich also durch ein System von Kurven, auch der GréBe
nach, zur Darstellung bringen. Wir nennen diese Kurven Magnetisierungs-
linien.

Denken wir uns ein System den Raum stetig erfiillender Kurven. Aus
diesem Kurvenfeld bilden wir einen abgeschlossenen Raum, der durch einen Man-
tel 4 von Kurven und durch zwei Endquerschnitte Qy,Q, begrenzt ist (Abb. 12a).

e o

C e

a b c

Abb. 12. Spezielle Magnetisierungsarten: magnetischer Faden und magnetische Doppel-
schicht.

Wir kénnen es nun so einrichten, daB ein Kérper der angegebenen Gestalt nur
auf den Querschnitten Q,; Q, Magnetismus besitzt, nicht aber im Innern und
auf den Mantelflichen, und daB seine Magnetisierungslinien zu den Kurven
unserer Schar gehoren. Zu diesem Zwecke brauchen wir nur aus der kontinuier-
lichen Schar eine sehr dichte Menge auszuwihlen und die Intensitit von IR
durch deren Dichte zu bestimmen.

Jetzt verandern wir die Gestalt unseres Korpers, und zwar unterscheiden
wir zwei Fille:

1. (Abb. 12b.) Wir verkleinern die Endquerschnitte Q,, Q, immer mehr,
jedoch so, daB sie immer auf denselben Flichen Qf, Q% bleiben.

2. (Abb. 12c.) Wir lassen die Mantelfliche 4 kleiner werden, jedoch so, dal
sie immer auf ein und derselben rohrenférmigen Fliche A° bleiben.

Durch die kontinuierliche Schar von Magnetisierungslinien ist nun noch nicht
die Stirke der Magnetisierung gegeben. Wir kénnen aber in beiden Fallen fiir
jede einzelne Wahl von Q,, Q, bzw. A noch auf verschiedene Weise die Intensitdt
der 9t bestimmen, je nach der diskontinuierlichen Kurvenmenge, die wir aus
der kontinuierlichen Schar auswihlen. Im ersten Fall mag nun die Intensitit
der M so bestimmt werden, dafl

[E)ﬁ,.do = [%do
&% Qs
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bei steter Verkleinerung von @, und Q, konstant bleibt: man erkennt leicht
daB eine solche Bestimmung von It moglich ist; im zweiten Fall sorge man dafiir,
daB fiir jede Magnetisierungskurve bei der Verschiebung das iiber sie erstreckte
Integral f M, ds = einen konstanten Wert behilt, was, wie wir sehen wer-
den (Ziff. 42), moglich ist.

Im ersten Fall erhilt man i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>