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Vorwort.

Dieses Buch bildet eine Herausgabe der Vorlesungen, die ich
in Ergdnzung zu meinen Vorlesungen {iber Experimentalphysik
an der Universitit Bern halte. In diesen ,,Erginzungen zur
Experimentalphysik‘“ wurden jeweils ausgewihlte Aufgaben, Fra-
gen und Probleme behandelt, wie sie sich gerade im Anschluf3 an
die Hauptvorlesung ergaben. Es war dabei keineswegs die Ab-
sicht, den an und fiir sich schon reichlichen Wissensstoff noch
wesentlich zu vermehren. Vielmehr sollte die ja immer unzuling-
liche kursorische Vermittlung des Stoffes dadurch wirksamer ge-
macht werden, daB ich die Studierenden zu selbstdndiger Bearbei-
tung von physikalischen Fragen anleitete. Die rein rezeptive
Arbeit der Horer sollte so durch eine produktive Mitarbeit
lebendig gestaltet werden. Bald bot sich hier als Thema ein
Gegenstand, der in der Hauptvorlesung nur kurz berithrt werden
konnte und der sich nun ausfiihrlich und exakt behandeln lieB,
bald wurden die neu erworbenen Kenntnisse zur Lésung einer
instruktiven Aufgabe verwendet. Dann wieder kamen Zusammen-
hinge zur Sprache, die in Physikbiichern vielfach nicht deutlich
genug hervortraten. Gelegentlich aber wurden auch neuartige
Themen und interessant scheinende Probleme zur Behandlung
gestellt.

Die Absicht ging dahin, die Durchdringung des Stoffes auch
einem groBeren Kreise zu ermoglichen. Man muBte sich daher
einerseits auf elementare mathematische Hilfsmittel beschrinken
und andererseits versuchen, die Entwicklungen und Beweise so
einfach und durchsichtig als moglich zu gestalten. Auf diese Weise
konnte es gelingen, sogar Dinge, deren Behandlung in der Experi-
mentalphysik gewshnlich als zu schwierig befunden wird, dem
Verstindnis nahe zu bringen. Nicht unwichtig schien es mir, ge-
legentlich einen Beweis nicht nur durchzufiihren, sondern auch
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etwas iiber das Warum des begangenen Weges sowie iiber weitere
Moglichkeiten der Behandlung zu sagen. Auch wurde kurz auf
Fragen eingegangen, die einem kritisch begabten Anfinger bei der
Bearbeitung auftauchen mégen. Das Ziel war, den Studierenden
allmihlich in die geistige Werkstatt des praktischen Physikers
einzufithren und ihn mit dem dort vorhandenen Riistzeug ver-
traut zu machen.

In gleicher Weise méchte nun auch dieses Buch versuchen,
Kenntnisse und Fahigkeiten zu vermitteln. Immerhin konnte
auch eine noch so geeignete Darstellung dieses Ziel nie voll er-
reichen, wenn nicht der Lernende mitarbeiten und sich an neuen
Aufgaben selbst versuchen wiirde. So moge er sich denn jeweils
nach dem Studium eines Paragraphen nochmals zur selbstindigen
Durchfiihrung der Aufgabe hinsetzen. Je nach der erlangten
Ubung wird ihm die Fithrung eines einfacheren Beweises gelegent-
lich schon nach Lesen der Einleitung gelingen. Eine erhéhte
Selbstindigkeit und Freude am selbst Erarbeiteten sollen ferner
die Aufgaben bezwecken, die vielfach am Schlusse der Abschnitte
gestellt werden. Diese sind so gewihlt, daB sie in engem AnschluBl
an den behandelten Gegenstand unmittelbar gel6st werden kénnen,
so daB mir eine Bearbeitung im Text nicht erforderlich schien.
Es war mir immer eine besondere Freude zu sehen, wie auch nicht
Naturwissenschaften Studierende allméhlich zur Lésung solcher
Aufgaben befihigt wurden und wie sich allgemein ein lebendiges
Interesse an der physikalischen Ideenwelt und sozusagen am
physikalischen Denksport einstellte. Dabei habe ich selbst auch
manche Anregung erfahren.

Was den Charakter des Buches anbelangt, so soll es nicht eine
mit physikalischen Beispielen versehene Einfithrung in die Mathe-
matik des Naturwissenschafters darstellen, vielmehr ein Physik-
buch, bei dem die Mathematik nur das nétige Beiwerk zur exakten
Behandlung liefert. Als Sammlung von Themen und Aufgaben
und in seiner didaktischen Art, sowie entsprechend der Behand-
lung von neuartigen Fragen diirfte es auch fiir den Fachkollegen
nicht ohne Interesse sein. Der Hauptsache nach aber moéchte
dieses Buch allen Studierenden, die Physik als Haupt- oder Neben-
fach studieren, Wissen, Kénnen und Anregung vermitteln und
manchem bei der Lektiire seines Experimentalphysikbuches ein
zusitzlicher Ratgeber und Wegbereiter sein. Dariiber hinaus aber
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mag es vielleicht dem angehenden Physiker auch den Ubergang
zum Studium der theoretischen Physik erleichtern helfen. So
mochte ich denn wiinschen, daB diese ,,Erganzungen zur Experi-
mentalphysik nicht nur im eigenen Hérsaal, sondern nun auch
in einem groéBeren Kreise fruchtbringend wirken moégen.

Bern, Mai 1942.

H. Greinacher.
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I. Mechanik.

§ 1. Die Briickenwaage.

Die Konstruktion der Briickenwaage (in Abb. 1 schematisch
dargestellt) hat folgende drei Bedingungen zu erfiillen. Es soll
I. das Gewicht P einen
gegebenen Bruchteil der _~-- 2 -l

- ~—dy— =
O 0

Last Q ausmachen, PR
II. die Verteilung der
Last auf der Briicke keine

Rolle spielen, s P
IIL. die Briicke beim e e
Einspielen sich parallel zu '

I S

sich selbst verschieben. s A

Zur Berechnung des [PUN— Y ———— =
Gleichgewichts der Waage Abb. 1.
kann man auf die wir-
kenden Kraftmomente eingehen, oder aber, man wendet das
Prinzip der virtuellen Arbeiten an. Das erste Verfahren ist das
anschaulichere, das zweite aber, zumal es einem das Eingehen
auf Details erspart, das bequemere. Hiernach hat man nur die
Arbeiten zu berechnen, welche die wirkenden Krifte bei einer
kleinen, mit dem Mechanismus der Anordnung vertriglichen
Verschiebung (einer virtuellen Verschiebung) leisten und die
algebraische Summe aller Arbeitsbetrige dann gleich null zu
setzen.

Hierbei ist zu beachten, daB die Waage schon vor dem Auf-
legen von P und Q im Gleichgewicht ist. Die dann bereits vor-
handenen Krifte (Hebel, Waagschale, Briicke usw.) ergeben also
fiir sich schon die virtuelle Arbeit o. Legt man jetzt P und Q
auf, so hat man nun bloB noch die virtuellen Arbeiten dieser
beiden Gewichtskrifte zu berechnen und dann zusammen gleich
null zu setzen. Denkt man sich etwa P gehoben und Q gesenkt,

Greinacher, Experimentalphysik. I



2 I. Mechanik.

so ist die an P gegen die Schwere geleistete Arbeit gleich der
von ( hergegebenen.
Q verteilt sich dabei auf die beiden, je nach der Lage auf der
Briicke variablen Anteile Q; und Q,, wobei aber
Q=01+ Q..
Ferner ist, da die Neigungswinkel & und f sehr klein sein
sollen,

die Hebung von P: a «x,
die Senkung von 0:1: a4«
und von Qs a3 f5.

Wir haben nun nur die Arbeitsbetrige dieser drei wirkenden
Krifte in Rechnung zu setzen. Krifte, wie etwa die Spannung in
der starren Verbindung der Hebelenden von a4, und a, geben
keinen Beitrag. So erhalten wir denn
virtuelle Arbeit Paox=0Q,a,6+ Qya3p. (1)

Um jetzt das Gleichgewicht der Krifte zu finden, haben wir
die verschiedenen Verschiebungen durch eine einzige auszu-
driicken und die Arbeitsgleichung dann durch diese zu kiirzen.
Die Beziehung zwischen &« und S folgt aus der konstruktiven
Eigenschaft der Waage, daB3 die Hebelenden von a, und a, stets
dieselbe Senkung erfahren. Danach ist

ay o= a, 3, (2)
so daB aus (1) wird

Paoc—Qlaloc-{—Qzasa—Aoc

Nach Kiirzung mit dem von o verschiedenen &« kommt

P“=9141+Q2“3:“:- (3)

GemiB dieser Formel miiBten zur Berechnung von P das Q,
und @, einzeln bekannt sein. Das dringendste Erfordernis fiir
die Brauchbarkeit der Waage ist aber Bedingung II, d. h., daB
fir das Gleichgewicht nur die Summe Q, + Q, maBgebend sein
darf. Dies fiihrt zur Forderung, da8 in (3) die Faktoren von Q,

und Q, gleich sein miissen:
as

a—a2a4;



§ 2. Schwingungsdauer einer Fliissigkeit im U-Rohr. 3

oder daf3
e (4)

) ay
In diesem Falle wird dann
Pa=Qa,, (5)

d. h. es gilt dieselbe Beziehung wie bei der einfachen Schnell-
waage; und kann das Verhiltnis @,/a gemaB Forderung I nach
Belieben gewihlt werden.

Um nun auch Bedingung III zu erfiillen, muB sein

a, 6 = ag 3.
Im Hinblick auf (2) ergibt dies
a4 a3
o

gliicklicherweise also dieselbe Hebelbedingung wie oben (4), so
daB sich das Gewiinschte von selbst ergibt.

Natiirlich kénnte man nach Erhalt von (3) auch so vorgehen,
daB man erst Bedingung III erfiillte. Dabei ergibe sich dann
das Resultat, daB die Faktoren von (; und Q, iiberraschender-
weise gleich groB ausfallen. Man wiirde sozusagen durch Bertick-
sichtigung des in III ausgedriickten, mehr dsthetischen Momentes
mit der gleichzeitigen Erfiilllung der fiir die Brauchbarkeit maB-
gebenden Bedingung II belohnt werden.

§ 2. Schwingungsdauer einer Fliissigkeit im U-Rohr.

Welche Pendelformel ist auf die Anordnung
der Abb. 2 anzuwenden? Wir haben kein em | ]
mathematisches Pendel vor uns, da keine be-
'stimmte Pendellinge und auch kein physisches,
da keine Rotation und damit kein Tragheits-
moment vorhanden ist. Hier schwingt vielmehr
eine einheitliche Masse m unter der Wirkung
der Schwere auf und ab, wobei die trei-
bende Kraft proportional mit der Entfernung
der Masse aus der Ruhelage anwichst. Wir
haben somit die Formel fiir ein elastisches
Pendel, auf das eine Direktionskraft D wirkt, anzuwenden:

t=z2n)m/D. (1)

1 *

—t
>3]

S Y S
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Die bewegte Masse ist m= Iqo, wo ¢ den Querschnitt, ¢ die
Dichte bedeutet. D ist die Kraft, welche die Fliissigkeit zuriick-
treibt, wenn diese um I cm aus der Ruhelage verschoben wird.
Da der Niveauunterschied 4 B in diesem Falle 2 cm betrigt, so
entspricht D dem Gewicht einer Fliissigkeitssiule von 2 cm.
Also ist

D = 2qpg.
Daher erhalten wir

S T
t= 27:]/-!—?—& = 27:1/» . (2)
2908 28

Die Schwingungsdauer ist also gleich derjenigen eines mathema-
tischen Pendels von der Hohe einer Fliissigkeitssdule 4 = /2.
Die Natur der Fliissigkeit spielt dabei keine Rolle, da ja ¢ aus (2)
herausfallt.

§ 3. Anderung der Schwerebeschleunigung infolge der
Drehung der Erde.

Ein unter dem Breitengrad ¢ (Abb. 3) befindlicher Gegen-
stand erfihrt, kugelfsrmige Gestalt und kugelsymmetrische
Massenverteilung der Erde vorausgesetzt, eine nach dem Erd-
mittelpunkt gerichtete Beschleunigung g. Infolge der Rotation

Achse

Abb. 3. Abb. 4.

der Erde kommt aber noch eine | zur Drehungsachse gerichtete,
zentrifugale Beschleunigung # hinzu, deren Gré8e vom Abstand ¢
von der Achse und der Winkelgeschwindigkeit w der Erdrotation
abhingt.

Aufgabe: Man berechne Richtung und GréB8e der wahren
Beschleunigung g aus der gemessenen g'.



§ 3. Anderung der Schwerebeschleunigung infolge der Drehung der Erde. 5

g und p setzen sich vektoriell zu g’ zusammen (Abb. 4). Wir
berechnen zunichst die Richtung von g bzw. den Winkel zwischen
¢ und g’ und sodann die absolute GréBe von g.

I. Richtungsabweichung d.

Nach dem Sinussatz haben wir

sind __ p

=2 (@)

sin ¢ g

Dabei ist
p = w20 = w?rcosQ,
wo 7 den Erdradius bedeutet.

Danach erhilt man

. sin ¢
sind = w27 cosg L

oder schlieBlich
. w?y .
sind = o7 SIn2g. (2)

0 besitzt hiernach Extremwerte fiir ¢ = o und 9o° d.h. fiir
Aquator und Pol, ferner fiir die mittlere Breite ¢ = 45°. Fiir Pol
und Aquator findet man unmittelbar d = o, wihrend man fiir
das Maximum ¢ = 45° erst nach Einsetzen der Zahlenwerte fiir
w?r und g’ seinen Wert angeben kann. o folgt aus der Um-
drehungszeit der Erde, also eigentlich aus der Linge des Stern-
tages. Wir kénnen aber bis auf einen Fehler von weniger als 3%,
den etwas groBeren Wert des mittleren Sonnentages von 86400"
beniitzen und rechnen w = 27/86400. Unter Beniitzung eines
mittleren Erdradius von 6,36 - 108 cm ergibt dies fiir

w?r = 3,36.
Nimmt man noch g’ = 981 hinzu, so erhalten wir
sind = 0,00171 - sin2¢. (za)
Danach betrigt das Maximum der Abweichung 0m = 6'.
II. GréBe von g (wenn g und @ bekannt).
Man wird ansetzen entweder den Kosinussatz
g%=g*+ p*—2gpcosg, (3)

und hat eine quadratische Gleichung zu lésen, oder den Sinussatz
in der Form

sind P
sin (p +4) g’ (4)
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und wird den Wert von sind aus (1) hierin einsetzen. In beiden
Fillen ist die Berechnung etwas umstdndlich. Man wird aller
dings in deren Verlauf einige Vernachlidssigungen vornehmen
konnen im Hinblick auf die Kleinheit von d. Dieser letztere Um-
stand kann aber schon von Anfang an beriicksichtigt werden. Sehr
haufig kann man eine rein schematische Durchfiihrung der Rech-
nung vermeiden und diese vereinfachen, wenn man sich erst die
GroBenverhaltnisse etwas ansieht.

So schneidet man hier sozusagen den gordischen Knoten
entzwei, wenn man g durch eine Senkrechte aus der stumpfen
Ecke des Dreiecks (Abb. 4) in zwei Stiicke teilt. Der erste Teil
ist pcosg, der zweite aber mit gr6Bter Anndherung g’. Also
hat man unmittelbar das gesuchte Resultat

g=¢ + pcosy,
d. h.
g=g + o?rcosg. ()

§ 4. Wie weit ist der Mond von der Erde entfernt?

Zur Berechnung bendtigen wir ein Abstandsgesetz. Nach

NEwWTON haben wir
M m

K=f o (1)

Hier bedeuten M und m die Massen der Erde und des Mondes,
die man sich in ihrem Mittelpunkt konzentriert denken darf,
und R den Abstand dieser Punkte (Abb. 5).

Da die Anziehungskraft gleich dem zentri-

fugalen Trigheitswiderstand sein muB, so
A ist auch -
=) K = mw?R. (2)
Durch Gleichsetzen von (1) und (2) folgt
m
| gz = @*R. (3)
Abb. 5. f ist zwar experimentell bekannt, aber

M kennen wir nicht. Weiter kommt man
erst, wenn man sich des Zusammenhangs zwischen Massen-
attraktion und Gewicht erinnert und auf Grund desselben eine
zweite Beziehung ableitet. Wir wollen hierzu zwei Wege an-
geben.
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Der erste Weg geht von der Erkenntnis aus, daB die Attrak-
tionskraft K nichts anderes als das Gewicht des Mondes im Ab-
stand R darstellt. Danach ist K = mg’, wo g’ die Beschleunigung
der Schwere in Mondabstand bedeutet. Diese konnen wir aber
aus derjenigen auf unserer Erde ausrechnen. Es gilt nach dem
quadratischen Abstandsgesetz

g:g=r"RY (4)

woraus folgt
2

K=mgg . (5)
Durch Gleichsetzen von (5) und (1) erhilt man dann
fM = g7 6)

Der zweite, zweifellos elegantere Weg verlangt die Betitigung
der Phantasie. Anstatt die wirkliche Attraktion und Schwere
des Mondes gleich zu setzen, kann man sich den Mond erst mit
punktférmig konzentrierter Masse auf die Erde versetzt denken.

Dann wire sein Gewicht mg und die Attraktion fivfz—m. Also

hitte man

Dies ist aber nichts anderes als die Beziehung (6).
Die fragliche GroB8e M bzw. fM 14Bt sich nun leicht aus (6)
und (3) eliminieren. Durch Division von (3): (6) erhdlt man

1 ®?R
R g2 7)

Hieraus kann man R entweder absolut oder aber in Erdradien
ausrechnen. In letzterem Falle lautet das Resultat

R_ i/ ¢

= Ve ®)
Es kommt also auf das Verhiltnis der Erdbeschleunigung g zur
zentrifugalen Beschleunigung des Mondes, wenn er im Abstand 7
in seinem gewohnten Tempo rotierte, an.

Man findet fiir R:7 etwa 60, d. h. der Mondmittelpunkt ist

von der Erde 59 Erdradien entfernt.
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§ 5. Wie grof} ist das Gewicht einer laufenden Sanduhr?

Wir legen einmal die Uhr auf die Waage und stellen sie
ein zweites Mal darauf. Im zweiten Fall flieBt ein Strom von
Sand herunter und befindet sich wdhrend dieser Zeit nicht
mehr auf der Waage. Ist in diesem Fall das Gewicht der Uhr
kleiner?

Hier ist zu bedenken, daBl zwar jedes Sandkdrnchen in dem
Moment, wo es sich loslost, sein Gewicht abhebt, daB3 es aber
beim Auffallen unten sowohl sein Gewicht als den durch den Fall
erlangten Impuls an die Waage abgibt. Die Uhr zeigt also die
in Abb. 6 (obere Kurve!) eingezeichnete Gewichtsschwankung an,
und es fragt sich, ob das Gewicht im Mittel ebensoviel unter als

iiber dem Normalgewicht ge-
legen hat bzw. ob die beiden
Fliachen I und I7 gleich groB3
/y ausfallen miissen. In diesem
Fall wire dann beim Herab-
9574 / fallen eines Sandkorns das
Uhrgewicht im Mittel kon-
! ug{% *stant geblieben. Bedenkt
‘ man nun, daB stets viele
Sandkorner herabfallen, wo-
bei die Kurven (Abb.6) ganz
beliebig gegeneinander verschoben sein werden (das Herabfallen
geschieht ja unregelmiBig und nicht etwa portionsweise in periodi-
schenZeitabstinden), so sieht man ein, daB sich die Gewichts-
mankos und Uberschiisse in allen méglichen Lagen iiberdecken,
und wenn die Flichen 7 und 7 in Abb. 6 gleich gro8 sind, so wird
eine Waage tatsichlich auch trotz der vielen Schwankungen keine
Gewichtsinderung anzeigen, solange die Uhr lauft. Nur beim Be-
ginn und Ende des Sandstroms entstehen zwei Schwankungen,
zuerst eine momentane Abnahme und dann eine Zunahme des
Normalgewichts. Nun wird man aus dem Satz von der Konstanz
des Impulses schon schlieBen kénnen, daB beide Flichen I und I7
gleich groB sein werden und daB der in Form von Gewicht beim
Fallen verlorene Impuls sich beim Auffallen wieder vorfinden
muB. Allein es ist doch lehrreich, sich die Verhiltnisse auch ein-
mal im einzelnen zurechtzulegen.

Abb. 6.
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Es ist der wihrend der Fallzeit verlorene Impuls, wenn u die
Masse des Sandkorns: uge, d. h. Gewichtskraft x Fallzeit. Wah-
rend der Bremsung beim Auffallen des Korns wird seine Ge-
schwindigkeit v abgegeben, und es ist der Impuls uv. Der Uber-
schuB an Impuls wihrend der Zeit = + ¢’ ist also

AT = plo—gr), (1)
und die mittlere Gewichtsschwankung wire
_u—gT)

Da aber nach dem Fallgesetz v = g7, so folgt 4G = o.

Man kann statt eines einzelnen Sandkorns auch den ganzen
Sandstrom zum Gegenstand der Betrachtung machen. Man
wird dann den Gewichtsverlust durch den Teil des Sandes, der
sich im Fallraum befindet, vergleichen mit dem Impuls, den dieser
Teil des Sandes beim Auffallen abgibt. Wir gehen also von irgend-
einem Zeitpunkt aus und lassen den in diesem Moment im Fall-
raum befindlichen Sand herabfallen. Hierzu braucht es eine
Zeit v. Der Impuls, der in dieser Zeit abgegeben wird, betrigt

mv, und die wihrend der Fallzeit ausgeiibte Kraft ist ?

Nun befindet sich aber infolge des kontinuierlichen Vorganges
dauernd eine Masse # im Fallen, das Gewicht ist also konstant
um mg vermindert, zugleich wird ebenfalls dauernd eine Kraft

mTv ausgeiibt. Die Differenz oder die Gewichtsinderung be-
rechnet sich also zu
4G ="2—mg, (3)

T
was aber, da v = gr ist, wiederum = o ergibt.

Bei diesen Ableitungen ist, wie naheliegend, die Voraussetzung
gemacht, daB das Herabfallen ohne Bewegungshindernis, also im
Vakuum, erfolge. Man wird nun den allgemeinen Fall, daB die
Uhr Luft oder irgendein reibendes Mittel enthilt, ins Auge fassen
miissen. Ohne Zweifel wird hier, weil iibersichtlicher, die Betrach-
tung am einzelnen Korn und nicht am Sandstrom den Vorzug
verdienen. Der Unterschied des allgemeinen Falles gegeniiber
dem behandelten speziellen besteht darin, daB jetzt die Bewegung
des Sandkorns nicht nur beim Auffallen, sondern auch schon
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unterwegs gebremst wird. Dies geschieht durch eine von unten
nach oben gerichtete Kraft, die wir mit K bezeichnen wollen.
K wird durch di€ Reibung des Mittels (Gas oder Fliissigkeit)
hervorgebracht. Nach actio = reactio entsteht hierdurch eine
gleich groBe, nach unten gerichtete, also auf die Waage driickende
Kraft. Wir haben nun nur nachzusehen, wie gro8 der durch K
ausgeiibte Kraftantrieb ist in der Zeit, die zwischen dem Los-
losen des Korns (Beginn des Herabfallens) bis zum Zeitpunkt,
wo es unten seinen Impuls abgegeben hat, liegt. Das Korn wird
beschleunigt mit einer Kraft gleich der Differenz zwischen Ge-
wichts- und Reibungskraft, also mit ug— K. Da aber Kraft
= Masse X Beschleunigung, so haben wir

d
ug—szd—f, (4)

oder (nach Erweiterung mit 4¢) in Impulsform
Kdt= ugdt—udv. (5)

Nennen wir die ganze Zeit, wihrend der das K6rnchen sich bewegt,
7, so wire der Gesamtimpuls, den die Bremskraft auf die Waage
ubertragt

.[Kdt = ugT — A“'v]i:?:ng (6)

Nun ist aber v sowohl am Anfang als am Ende o, das zweite Glied
fillt somit weg, und man erhilt fiir die mittlere Kraftwirkung
auf die Waage .
-f—l%i—t =pug. (7)
Wenn sich das Korn also loslést, um zu fallen, verliert zwar die
Waage das Gewicht ug, die Bremskraft fiigt aber im Mittel ein
gleich groBes hinzu, und die mittlere Gewichtsinderung ist o.
Fir den Fall, daB8 das Sandkorn so stark gebremst wird, daB
eine gleichformige Fallgeschwindigkeit sich einstellt, wiirde die
Impulskurve etwa so aussehen, wie in Abb. 6 (untere Kurve!)
gezeichnet. Die Fliche unterhalb und oberhalb der Horizontalen
ware gemiB (7) wiederum gleich gro8.
Unsere Betrachtungen gelten nur fiir den Fall, daB die Sand-
uhr (wie gewohnlich) geschlossen ist. Kommuniziert der Fall-
raum etwa mit der freien Atmosphire, so wird ein Teil der Reak-
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tionskraft zu K nicht auf die Waage driicken, sondern sich durch
Vermittlung der Atmosphire nach aulen auf die Umgebung fort-
pflanzen. In diesem Fall wiirde dann tatsichlich eine laufende
Sanduhr etwas leichter sein.

Vielleicht wird es an dieser Stelle interessieren, daB3 seinerzeit
in der Phys. ZS. 7, 248, 335, 336, 400 (1906) die Frage zur Dis-
kussion stand, welches das Gewicht eines zugedeckten Glases
ist, in dem sich eine Fliege befindet.

§ 6. Kreisbewegung und Impuls.

Der Impuls oder das Zeitintegral der Kraft f K dt berechnet
sich fiir den gewéhnlichen Fall, daB die Kraft in Richtung des
Weges wirkt, algebraisch, fiir jeden
andern Fall aber vektoriell. Wir wollen
es fiir den Grenzfall, wo die Kraft |
zum Weg steht, berechnen, und zwar
fiir den besonders einfachen Fall, daf3
die Kraft konstant wirkt, d. h. fiir
‘die gleichformige Kreisbewegung.

Frage: Wie groB ist der Im-
puls, der an eine Masse  tibertragen
wird, wenn sie sichh von 4 (Abb. 7)
nach B mit der Geschwindigkeit v
bewegt ?

Der Impulsanteil auf einem Wegstiickchen db = 7 d@ betragt

Abb. 7.

il = Kdi = Kdg);—;,

oder, da dg/dt die Winkelgeschwindigkeit w bedeutet,

ar — K2

Fiir alle Winkelstiickchen d¢ wird, da K konstant ist, der Beitrag
gleich groB, hat aber variable Richtung. Aus Symmetriegriinden
wird die Resultante, d. h. I die Richtung der Winkelhalbierenden
von CA und C B besitzen. Wir haben daher nur in dieser einen
Richtung CM aie Komponenten der Impulsanteile 4/ zu bilden
und diese algebraisch zu addieren, um den resultierenden Im-
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puls I zu erhalten. Nun ist die Komponente von 47 in Rich-

tung CM
Kdg

—,— cos (: — g)),

der Impuls I betrigt demnach

9

I:/f%ifcos(%——g)), (1)

0

was man auch schreiben kann

(27

I = g/d(q) — —g) cos (w - %),
0

dies ergibt

I=Esin< —i)la,
® 2 /o

die Grenzen & und o eingesetzt, kommt

I=£<si
@

o . Ay
n—(-— sm—f\))
2 2/

I=2%sin%, (2)

Trigt man den Betrag von I in der Richtung C B als Funktion
von « auf, so erhilt man die in Abb. 8 eingezeichnete brezel-

N\

mo,

Abb. 8.

formige Kurve. Hierbei ist willkiir-
lich 2K/w = r gesetzt. Man sieht,
daB fiir einen halben Umlauf der
Impuls maximal ist (2K/w), und
null fiir einen ganzen. Im {ibrigen
spiegelt die Impulskurve durchaus
nicht die voéllig zentralsymmetrische
Bewegung der Masse m wieder. Dies
hingt damit zusammen, daB ja ein
ganz beliebiger Punkt der Kreis-
bewegung als Anfangspunkt heraus-
gegriffen ist. Fiir jeden solchen
Punkt muB zwar die Kurve gleich
aussehen, aber ihre Lage, d. h. die

Orientierung der Mittellinies ist jeweils durch den gewihlten

Punkt festgelegt.
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Fiir die Herleitung der Impulskurve gibt es noch eine zweite
Moglichkeit. Nach dem Impulssatz ist

Kdt=d(mbv).
Hier ist der Geschwindigkeitsvektor mit b bezeichnet. Daher ist
I=mp,—mb,. (3)

Tragen wir daher die beiden Vektoren m b, und —m b, auf (Abb. 8)
und bilden den resultierenden Pfeil, so erkennt man unmittelbar,
daB der Zahlenwert von I (die Linge des Pfeiles)

I=zmvsin%. (4)

Der Vergleich von (2) mit (4) liefert
K=mowv. (5)

Dies ist unter Beriicksichtigung der Beziehung w = y/r die
bekannte Formel fiir die gleichférmige Zentralbewegung

K=" (52)

v

Bemerkung: Auch unter Beriicksichtigung der Massenver-
inderlichkeit mit der Geschwindigkeit (siehe § 7) erhilt man die-
selben Formeln, da im vorliegenden Falle der Geschwindigkeits-
wert stets gleich grof ist.

§ 7. Masse und Geschwindigkeit.

Ein bewegter Korper besitzt nach der speziellen Relativitits-
theorie eine groBere Masse als ein ruhender. Die Zunahme der
Masse mit der Geschwindigkeit 1aBt sich auf folgende Weise be-
rechnen. Wir fithren einem Korper Bewegungsenergie E zu, be-
rechnen diese und setzen Energiezunahme = Massenzunahme
multipliziert mit c2, d.h. E = ¢2(m — m,), wo m, die Ruhemasse,
¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Damit der Korper wirklich
nur kinetische Energie und keine potentielle erhilt, miissen wir
ihn entweder dem Schwerefeld entzogen denken, oder aber, wir
lassen ihn sich auf horizontaler Bahn bewegen. Wirkt auf ihn

eine Kraft K ein, dann ist die Energiezunahme pro 4 x gegeben

durch Kdx. Diese ist nun gleich c¢2dm. Da K = d—(}:i), so
haben wir
d (mv)

dx —a = c2dm. (1)
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Da ferner dx/dt = v, so ist auch

vd(mv) = ctdm. (1a)

Nun haben wir dies zu summieren, mit der Geschwindigkeit o
und der Ruhemasse m, beginnend. Man wird auf dem gewdhn-
lichen Weg: Ausrechnen von d(mv) und Separation der Variabeln,
dann Integration, zum Ziele kommen. Einfacher ist es, wenn
man erkennt, daB links ein vollstindiges Differential entsteht,
wenn man mit m erweitert, also schreibt

(mv) - d(mv) = c2mdm . (2)
Man hat dann
d(mv)2 = c*d(m?),

und kann unmittelbar summieren:
m? v2 = c2m?], = c2(m2— my?). (3)
Dies liefert, nach m aufgelost, die bekannte Beziehung

me=
Vr— /o)

(4)

§ 8. Das Gesetz des freien Falles in der speziellen
Relativitidtstheorie.
Die Gesetze des freien Falles geben die Beziehung zwischen
Fallraum (%), Fallzeit (§) und Fallgeschwindigkeit (v) und lauten
in der klassischen Mechanik

h= ,g,t2’ ! (I)
2

v=gt, (2)

v=]’25ﬁ, (3)

wo g die Beschleunigung der Schwere (die Fallbeschleunigung)
bedeutet. Eigentlich gibt es nur ein Fallgesetz und (1) bis (3)
sind nur drei verschiedene Formulierungen. Denn je zwei der
Ausdriicke konnen aus dem dritten mathematisch abgeleitet
werden unter Beriicksichtigung der Definitionsbeziehungv=dx/d:.
Das Fallgesetz selbst ist nichts anderes als der Ausdruck des
Energiesatzes, angewendet auf ein homogenes Schwerefeld. Im
speziellen erhdlt man (3) so, daB man setzt: potentielle Energie
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eines Massenpunktes zu Beginn des Falles gleich der kinetischen,
die er beim Herabfallen erlangt, d. h.

mgh:vzimvz. (3a)

Auch in der relativistischen Mechanik gilt der Energiesatz,
und koénnen die Fallgesetze aus diesem abgeleitet werden. Nur
hat der Satz eine andere Formulierung. Das
Hauptresultat der speziellen Relativitdtstheo-
rie besagt, daB Energie und Masse einander A
dquivalent sind. Das Kennzeichen dafiir, daB
die Energie konstant bleibt, ist also die Un- My 6 dz
verianderlichkeit der Masse; und wir erhalten
die Fallgesetze aus der Forderung, daB die z
Masse im ganzen Fallraum konstant bleiben )
muB. Was sich idndert, ist nur die Natur 25
der Masse. Beim Herabfallen verschwindet Abb. 9.
potentielle Masse, und es entsteht kinetische
Masse. Beide Anderungen miissen nun einander gleich sein.

Die kinetische Masse oder die Zunahme der Masse infolge der
Erlangung einer Fallgeschwindigkeit v ist in bekannter Weise (§ 7)

(4)

I
e = (= 1)
Der Verlust an potentieller Masse 148t sich leicht berechnen. Er
ist gleich dem Gewinn an potentieller Masse, wenn man den Kérper
um den Fallraum % hebt. Es habe die Masse in irgendeiner Hohe x
(Abb. 9) den Wert m,. Dann ist auf der Strecke dx der Gewinn
an potentieller Energie m,gdx. Da nun allgemein nach der spe-
ziellen Relativititstheorie eine Energiezunahme gleich ¢2X Massen-
zunahme ist, so folgt fiir die Zunahme der potentiellen Energie

my g dx = c®dm,. (5)
Schreibt man dies so P
wdr=" (52)

so 1aBt sich dies integrieren, und man erhalt

% x + const. = Inm,. (6)

Am Ende des Fallraums ist ¥ = 0 und m, = m,. | Denn m, ist die
Ruhemasse am Orte, wo der Korper die Geschwindigkeit v besitzt



16 I. Mechanik.
(Gleichung 4); das ist aber am Ende des Fallraums. Wenn wir
dies in (6) einsetzen, so kommt

const. = Inm,, (6a)

oder durch Subtraktion von (6) und (6a)

m.
£ x=Inm,—Inm,=In =,
[ my

Hieraus folgt ,
mzzmoec—’.x~ (7)

Die Zunahme der potentiellen Masse bei Hebung von x = 0 bis
x = h ergibt sich daraus zu

g g g
Iy T.0 LA
mye  —mge® = mo<ec' — I). (8)

Die Ausdriicke (8) und (4) miissen nun einander gleich sein, d. h

my . —c%'h
e " ©
Dies gibt, nach v aufgeldst,
_2gh
'U=CVI—-6 G (10)

Es ist leicht zu zeigen, da diese Formel, wie es sein muB, in (3)

iibergeht fiir den Fall, daB 2gh € ¢2. Man hat nur den Ex-
_h

ponentialausdruck zu entwickeln ¢ ¢ =1 —Z-fz—h—{— — und zu
bedenken, daB8 die héheren Potenzen verschwindend klein sind.
Wiirde andererseits der Fallraum so weit zunehmen konnen,
daB 2gh > c? wird, dann wiirde sich v dem konstanten Wert ¢
nihern, also den relativistisch maximal zulidssigen Wert, eben die
Lichtgeschwindigkeit, erreichen.

Resultat (10) kann auch noch auf andere Weise gewonnen

werden. Fillt ein Korper frei herunter, so gilt in jedem Augenblick
ms

IO

wo v, die Geschwindigkeit und », die Ruhemasse am betreffenden
Orte, d. h. in der Hohe x, bedeutet. m, ist aber eine Funktion
von x, denn die potentielle Energie des Koérpers nimmt mit der
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Hohe tiber dem Boden zu. m, berechnet sich aus der Ruhemasse
am Boden nach der oben abgeleiteten Formel (7). Also ist

7.,
I

mge®
VI v,/c

wo m, die Ruhemasse am Boden ist. Die Masse 7 muBl im ganzen
Fallraum gleich groB sein. Ihren Wert finden wir leicht, wenn
wir (11) auf den Anfangspunkt des freien Falles anwenden. Dort
ist x=h und v, = 0. Dies in (1I) eingesetzt, ergibt

(17)

9.

m=mgye° . (12)
Also haben wir durch Gleichsetzen von (11) und (12)
.g_.h 30’ '
cl

=V—I._—vx/c)2 . (IIa)

Nach dem Durchfallen des Fallraums ist x = o und v, = v. Diese
Werte in (11a) eingesetzt, ergeben

9.

e s

VI v/c
Dies stimmt aber mit (9) iiberein, und gelangen wir damit zum
selben Resultat (10).

Damit ist die Aufgabe, das relativistische Fallgesetz zu finden,
gelést. Wir konnen natiirlich auch noch ‘die den Gleichungen
(r) und (2) entsprechenden Ausdriicke ableiten. Doch ist dies
eine rein mathematische Aufgabe. Wir wollen den Weg nur kurz
andeuten und die Resultate angeben. Man bezeichne etwa den
in der Zeit ¢ durchfallenen Raum mit x, rechne x also vom An-
fangspunkt des Falles aus nach unten und bedenke, daB v, = dx/d¢,
dann ist gemiB (x0)

—
_ ar _ V ="
vp=_,=cfI—e ) (x3)

oder

Greinacher, Experimentalphysik. 2
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Nun lassen sich beide Seiten integrieren, und man erhilt schlie8lich

2. 1 < gt _«‘L‘>
h=?1n7 et +e °). (14)
Der Ausdruck unter dem In nennt man den hyperbolischen Ko-
sinus, und schreibt man demgemaB

e gt
h-— Eln@oij. (I4a)

Wenn man (14) differenziert, d. h. bildet dA/d¢, so findet man
die Geschwindigkeit v nach Durchlaufen von %#. Man erhilt
dann den hyperbolischen Tangens, und das Resultat schreibt sich

v =cifang%t. (15)

Bemerkung. Uber die Ausdehnung der Ableitung auf den
Fall eines inhomogenen Schwerefeldes siehe Helv. Phys. Acta 7,
394 (1939).

Aufgabe 1. Man fithre die Berechnung der Formeln (14)
und (15) wirklich durch. ,

Aufgabe 2. Man zeige, daB fiir g¢ <c¢ (14) und (15) in die
klassischen Formeln (1) und (2) iibergehen.’

§ 9. Reaktionskraft eines seitlich aus einem Gefif3
austretenden Fliissigkeitsstrahls.

Auf den ersten Blick kénnte es scheinen, daB die an der Off-
nung (Abb. 10) fortfallende Druckkraft die Reaktionskraft er-
gebe. Dann wire bei einem Offnungsquer-
schnitt ¢ und einer mittleren Druckhdhe 4
die riicktreibende Kraft K = ghog dyn.
Wir haben aber, da Wasser beim Aus-
fluB beschleunigt wird, nicht ein stati-
sches, sondern ein dynamisches Problem.
Eine in der Zeit d¢ mit der Geschwindig-
keit v ausstrémende Fliissigkeitsmenge dm
Abb. 10. wird durch eine Kraft beschleunigt, die

nach dem zweiten Grundprinzip der Mechanik

dImpuls _v-dm
K=—3—="a (x)
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Wenn wir von der Strahleinschniirung absehen und somit ¢ mit
dem Strahlquerschnitt identifizieren, haben wir
am = quodt. (2)
Also ist
K = qv2p. (3)
v? berechnet sich, eine ideale Fliissigkeit vorausgesetzt, nach
TORRICELLI aus
vt = 2¢h. ()
Demnach folgt
K =2qhog*. (5)

Diese horizontal nach rechts wirkende Triebkraft ergibt nach
actio =reactio eine gleich groBe statische Kraft nach links. Diese
Reaktionskraft setzt sich somit aus zwei gleichen Teilen zu-
sammen, einem, der dem fehlenden Wanddruck entspricht und
einem gleich groBen, der infolge der Wasserbeschleunigung noch
hinzukommt.

Aufgabe. Man beweise, daB eine Fliissigkeit aus einer
Offnung (Querschnitt g) am Boden eines zylindrischen GefiBes
(Querschnitt ¢’) in der Zeit ¢ = ¢'/q |/24/g ausflieBt, wenn man
der Berechnung die Beziehungen (2)

und (4) zugrunde legt. ]
]
§10. Wie weit spritzt ein Fliissig= erl':::i %

keitsstrahl aus einer seitlichen | -—=—-%]

Offnung? o=

Besonders einfach wird der Fall, ﬁ?i:_'r: ¥4

wenn das GefaB auf einer ebenen Unter- %E:——_—_,_:
lage steht. Die Seitenbewegung x des E—_E_:r':

Strahls (Abb. 11) findet in der gleichen Abb. 11

Zeit statt, in der er um die Strecke y
frei herabfillt. Ist v die Austrittsgeschwindigkeit, so ist die
gleichférmig durchlaufene Strecke

x = vt,
und ferner ist
y = —5 £2.

* Die Ableitung und experimentelle Bestatigung dieser Formel findet
sich schon bei D. BErNouLLI: Hydrodynamica, S. 289f. 1738.

2%
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Daher g 2

y=-, - (1)
Da nach TORRICELLI v%2 = 2g (h— ¥), so folgt, dieses in (1) ein-
gesetzt,

x?=4y(h—y). (2)
Fiir die Reichweite ¥ kommt es also auf das Produkt der beiden
Abschnitte, in die % durch die Offnung geteilt wird, y und # — y
an. Vertauscht man daher den oberen kleinen Abschnitt mit dem
unteren groBen, so ist x gleich groB. Das heiBt, zwei Offnungen,
die gleich weit von der Mitte der Fliissigkeitssidule abstehen (eine
oberhalb, eine unterhalb) geben dieselbe Reichweite. Es ist daher
zweckmiBig, als Variable nicht y, sondern den Abstand von der
Mitte zu wihlen. Bezeichnet man diesen mit z, so ist

h
y=5 =+
Danach ist entsprechend
h
h—y=—_Fz,
und es wird nach (2)

d. h.

S VR
x_2V4 2. (3)

Hieraus ersieht man unmittelbar, daBl 4z und —z denselben Wert
fiir x ergeben, ferner, daB fiir z = o x seinen groBten Wert, nam-
lich x = &, besitzt und daB fiir z= %/2, d. h. oben und unten
an der Siule, x = o wird.

Letzteres ist auch ohne Rechnung verstindlich, da eine Offnung
oben keine Austrittsgeschwindigkeit und eine unten keinen Fall-
raum fir den Fliissigkeitsstrahl ergibt. Man kann also schon
anfangs schlieBen, daB bei zwischenliegender Stellung ein Maxi-
mum fiir die Reichweite herauskommt. Wenn man auBerdem
noch vermutet, daB ein solches fiir %/2 eintritt, so wiirde man
zum vorneherein die Variable z statt y beniitzen und gelangte so
noch unmittelbarer zur Endformel (3).

Bemerkung. Da Formel (3) weder die Dichte der Fliissig-
keit noch die GréBe g enthilt, so gilt das Resultat fiir beliebige
Fliissigkeiten und Schwerefelder.
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Aufgabe. Das Gefil sei nicht direkt auf dem Boden, son-
dern in irgendeiner Hohe dariiber aufgestellt. Man zeige, daB
genau dieselben Beziehungen wie oben gelten, wenn man jetzt
nicht die Tiefe der Fliissigkeit, sondern den Abstand des Fliissig-
keitsspiegels vom Boden mit /% bezeichnet.

§ 11. Die barometrische Hohenformel.

Der Luftdruck kann nur eine Funk- T T
tion der Hohe sein, da er in jeder hori- i P '
zontalen Ebene einen konstanten Wert P :Ax
besitzt. Der Grund der Druckzunahme < A
nach abwirts besteht in der Zunahme o b g
des Gewichts der dariiber lastenden Luft- o, L ome | 17
siule. Auf der Strecke dx (Abb. 12) A'b; ” e

kommt pro cm? das Gewicht hinzu
04 x Gramm bzw. die Gewichtskraft ¢ /x ¢ dyn. Es ist also

p—p =ogdx. (1)

Bezeichnet man die Druckzunahme in der x-Richtung mit 47,

so wire demnach
—dp=o9gdx. (1)

Diese Beziehung kann auch aus einer Gleichgewichtsbedingung
abgeleitet werden. Man denkt sich die diinne Luftschicht 4x
fest, etwa in eine diinne, gewichtslose Schachtel eingeschlossen.
Dies ist gestattet, da bei jeder Gleichgewichtsanordnung, un-
beschadet des Gleichgewichts, beliebige Teile festgehalten (fixiert,
festgeklemmt usw.) werden diirfen. Denn das Gleichgewicht kann
dadurch nur verbessert werden. Dann haben wir einerseits die
Luftscheibe, die mit dem Gewicht ¢ /¥ Gramm nach unten und
den Auftrieb p —p’, der nach oben wirkt. Die Seitenkréfte heben
sich auf.

In (1) haben wir drei Variable p, ¢, x in Differentialform: Zur
Integration muB eine Variable eliminiert werden. Nun gilt ja
pV = poV, (bei konstanter Temperatur). Da aber die Dichte sich
umgekehrt proportional dem Volumen #4ndert, so ist auch

?_ Vo
bo 4

(2)

S|
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Man kann also ¢ durch p ersetzen:

_ 0,
= %

9 und p, sind irgend zwei zusammengehorige Werte. Man
wird diejenigen fiir den Ausgangspunkt x = o wihlen. Wir haben
—dp=g pdx. 3)
0
Die Variabeln sind durch Division mit $ leicht zu trennen:
— =&, 4%, (32)
und man erhidlt, indem man vom Erdboden bis zu irgendeiner
Hohe # summiert:
% b
—Inplt =g,
d. h.
Inpy —Inpn =g > h. 4)
Dies 148t sich auch schreiben

pthoe—%?'h- (5)

Setzt man in (4) rechts die Werte fiir p, und g,, d. h. Normal-
druck und Normaldichte, ein, so kommt

981 + 0,001293 A

Inpy —Inpr = 76 13,6 081

Links kann man nun p, und $, in beliebigen Einheiten ausdriicken.
Wenn wir ferner Briggsche Logarithmen verwenden und % in
Metern (iiber Meer) erhalten wollen (statt in Zentimetern), so
hitten wir noch zu schreiben:

log po —log p» __ 0,001293

= «I00: /.
0,4343 76 - 13,6

Dies ergibt fiir # in Metern
7= 18400 (log p, — log#), (6)
und, wenn der Druck in Zentimeter Hg abgelesen wird:

h = 18400 (2,881 — logp). (6a)
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Eine hiibsche Erweiterung der Aufgabe bestiinde darin, bei der
Ableitung der Formel die Abnahme der Schwere mit der Hdohe
(siehe diesbeziiglich § 4) zu beriicksichtigen. Es sei aber erwéhnt,
daB auch fiir sehr groBe Hohen meist Formel (6) beniitzt wird.

Bemerkung. Aneroidbarometer haben die Eigenschaft, da3
ihre Angaben (nicht wie bei Hg-Barometern) unabhingig vom
Wert von g erfolgen.

II. Akustik und Wellenlehre.

§12. NEWTONsche Formel fiir die Schallgeschwindigkeit.

Die Schallausbreitung stellt sich in einem eindimensionalen
Gebilde, wie einem (zylindrischen) Stab (Abb. 13), besonders ein-
fach dar. Wir schlagen den Stab, etwa mit einem Hammer, am

einen Ende an und er- N p

. i
zeugen dadurch eine . N,
Kompressionsstelle, die -kl K3
Y4
|

sich nun lings des Stabes ? o 2!
mit Schallgeschwindig- -
keit ausbreitet. Es ist - 1777/
zweckmiBig zur Erfas-
sung der Aufgabe, sich
die Verhiltnisse zu skizzieren. Der schraffierte Teil sei die Kom-
pressionsstelle, die sich in der StoBzeit ¢ ausbildet. Der Einfachheit
halber wird man die wihrend dieser Zeit wirkende StoBkraft als
konstant annehmen. Nach Aufhéren der Kraftwirkung pflanzt
sich die Kompression durch den Stab hin fort und hat in irgend-
einer Zeit ¢ (nach ihrer Ausbildung) die Strecke ! durchlaufen.
Es ist die Schallgeschwindigkeit

Abb. 13.

c=-. (1)
Sie ist aber auch
c=—, (2)

wenn A die Strecke bedeutet, welche in der StoBzeit  von der Kom-
pression erfaft wird.

Fiir K kennen wir nun eine statische und eine dynamische
Beziehung, nimlich das HookEsche Gesetz und den Impulssatz.
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Das erstere lautet, wenn der Stab beim Schlag um 44 ver-
kiirzt wird:

ALK
4= Eq’ (3)
das zweite
K v = erzielte Bewegungsgrofe. (4)

Letztere findet man, wenn man die in Bewegung gesetzte Masse
mit der ihr erteilten Geschwindigkeit multipliziert. Das in Be-
wegung gesetzte Stabstiick ist aber der Teil links von A. Zu-
stand III unterscheidet sich nun von Zustand I dadurch, da3 der
gerade vor A liegende Teil des Stabes komprimiert, also verkiirzt
ist. Es ist daher ein Teil des Stabes, und zwar von der Linge 7,
um 44X nach rechts verschoben worden, und zwar in der Zeit ¢.
Die mittlere Wanderungsgeschwindigkeit ist demnach 44/¢. Natiir-
lich ist der in der Kompressionsstelle enthaltene Teil auch etwas
nach rechts verschoben worden. Die zugehérige Masse ist aber
so klein im Verhiltnis zur iibrigen bewegten, die ja beliebig gro8
gewihlt werden kann, da ¢ unbegrenzt, daB die entsprechende
BewegungsgroBe nicht in Betracht fillt.

Die erzielte Bewegungsgrofe ist also gl -L“, so daB wir
nach (4) haben

Ki=-"""—. (42)

Nun wird man (3) und (4a) vergleichen bzw. K eliminieren wollen
und erhilt

A qleda
_/Il—E—q et
oder
ilg
1=z (5)

oder

c=V§. (6)

Da die Kompression kurzzeitig erfolgte, muB sie adiabatisch sein.
E bedeutet daher den adiabatischen Elastizitdtsmodul, der gegen-
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iiber dem statischen um den Faktor » (Verhiltnis der spezifischen
Wérmen c,/c,) groBer ist. Fiir ein (ideales) Gas hat man fiir E
den Ausdruck: px (p = Gasdruck).

§ 13. Schallgeschwindigkeit in Abhingigkeit von der
Luftfeuchtigkeit.

Zur Behandlung dieser Aufgabe sind Weg und Durchfiihrung
vorgezeichnet. Man wird zunichst feststellen, von welchen Fak-
toren die Schallgeschwindigkeit iiberhaupt abhingt. Antwort

gibt die NEwToNsche Formel ¢ = |JE/p, wo E den (adiaba-
tischen) Elastizititsmodul, ¢ die Dichte bedeuten. Fiir ein ideales
Gas ist E= px (p: Gasdruck, = = c,/c,: Verhiltnis der spezi-
fischen Wirmen), so da8 man hat

¢ = EC (1)

Der atmosphirische Druck p ist gegeben und damit als konstant
zu betrachten. Es bleibt daher nur der EinfluB der Feuchtigkeit
auf die beiden Gré8en x und ¢ zu beriicksichtigen. Nun betréigt
» firr Luft 1,40, fiir Wasserdampf 1,33. Beim volligen Ersatz von
Luft durch Wasserdampf wiirde x also um 5°o abnehmen. Die
Anderung der Dichte ¢ mit dem Ersatz von Luft durch Wasser-
dampf 148t sich leicht aus dem AvoGcADpRoschen Satz entnehmen,
daB die Dichten sich wie die Molekulargewichte verhalten. Dem-
gemiB ist die Dichte von H,O-Dampf ¢, im Verhiltnis 18/28,9
kleiner als diejenige der Luft ¢,. Also ¢, = o, - 18/28,9. Dies be-

28,0 — 18 o
8 100=377 lo .

Auch bei teilweisem Ersatz der Luft durch H,0-Dampf diirfen
wir infolge der Giiltigkeit der Mischungsregel annehmen, daB sich
die Anderung von ¢ zu der von x im Verhaltnis 37,7 : 5 vollzieht.
Da ferner beide GréBen in derselben Weise in die Formel (1)
‘eingehen, so ist auch der EinfluB auf ¢ im selben MaBe vorhanden.
Es ist daher der EinfluB der Feuchtigkeit auf ¢ weitaus gréBer als
der auf #, so daB man in erster Niherung nur den EinfluB auf o
zu berticksichtigen braucht. Immerhin ist zu beachten, daB die
so berechnete Abhingigkeit der Schallgeschwindigkeit von der
Feuchtigkeit etwas zu groB ausfillt, da die Verdnderlichkeit von
» der von ¢ entgegenwirkt. Wie denn ohne weiteres ersichtlich,

deutet eine prozentuale Abnahme von



26 II. Akustik und Wellenlehre.

daB, wenn % und ¢ im selben MaBe abnehmen wiirden, der Einflufl
der Feuchtigkeit auf ¢ iiberhaupt wegfiele.

Bezeichnen wir die Partialdrucke der Luft und des H,O-
Dampfes mit p, und p,, so berechnet sich nach der Mischungsregel
die Dichte der feuchten Luft zu

— . D Ps
e=01, T 0y (2)

oder, da

P=1p1+ b2

ist, auch zu b—p ,
— _‘_: ] 2
0=0 b + 02 b

—0— 2 a—e). ()
Dies in (1) eingefiihrt, liefert

c= px
Ve

oder, da V%—’ die Schallgeschwindigkeit fiir trockene Luft be-
1
deutet (Bezeichnung: ¢;), haben wir

G

VI_ P2 01— 02 '
P 01

Die Schallgeschwindigkeit in trockener Luft ¢, berechnet sich
demnach folgendermaBen aus der in feuchter ¢

P2 01— 02
ag=clr— 2 "2
! V P 0

eine Formel, die auch fiir irgend ein anderes zwei- oder mehr-
atomiges Gas, fiir das dann die entsprechende Normaldichte o,
einzusetzen ist, gilt. Unter Beriicksichtigung, daBl gegeniiber 1
der Subtrahend sehr klein ist, kann eine viel beniitzte Ndherungs-
formel Anwendung finden. Es ist

T+ 2)"=1+4 nx,
sofern man sich auf das erste Glied der binomischen Entwicklung
beschrinkt. Daher ist

cl==c<1——

(4)

c =

I P201— 0
s e ) (5)
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Setzt man den Wert @10;@2

1

fiir Luft ein, so erhilt man

o= c(I —0,I9 %) (6)

Die Korrektion 0,19 p,/p ist recht klein. Rechnet man mit
wasserdampfgesittigter Luft bei etwa 209, d. h. mit p, = 20 mm
und p = 760 mm, so betrigt dies 0,005. Die Anderung von ¢
macht also sogar in diesem extremen Fall nur 0,5% aus. Die
Temperaturkorrektion fiir trockenes Gas berechnet sich ander-
seits aus ‘ -

Co= ¢; J1—0,00367 - ¢ . %)

¢o = Geschwindigkeit bei 0°; ¢, bei t°. In all den hiufigen Fillen,
wo man feuchtes Gas hat, wire dann noch die Korrektion (6)
hinzuzufiigen. Man trigt diesem Umstand dadurch Rechnung,
daB man statt des Koeffizienten 0,00367 in (7) einen etwas gro-
Beren Wert einsetzt und schreibt

Co= ¢; |/ T— 0,004 - ¢

(siehe etwa F. KoHLrRAUSCH: Prakt. Phys., S. 114. 1935).

Aufgabe. Man leite die Formel (7) fir die Temperatur-
abhingigkeit von ¢ aus (1) ab unter Beachtung, daB nur ¢, nicht
aber px, mit der Temperatur verdnderlich ist.

§ 14. Welches ist die Tonfrequenz, die ein Beobachter
hort, wenn er sich gleichzeitig mit der Tonquelle bewegt?

Bewegt sich eine Tonquelle auf einen ruhenden Beobachter zu,
so wird die ausgesandte Welle verkiirzt, so daB statt des ur-
spriinglichen Tons # ein héherer #’ entsteht, und es ist

r—_"
=1 vfc’ (1)
wo v die Geschwindigkeit der Tonquelle und ¢ die des Schalles
bedeuten. Im Falle einer Entfernung wire ebenso
L
n —L ey (ra)
Bewegt sich nun der Beobachter mit der Geschwindigkeit v’, so
nimmt er, je nachdem er sich auf die Tonquelle zu- oder weg-
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bewegt, mehr oder weniger Wellen dieser Frequenz »' auf, und
er hort

n' ' =n'(1 +9/c), (2)
das heiBit, gemiB (1) bzw. (1a)
o 1k vk
n _—n_ﬁ?v/c . (3)

Man beachte, daB in dieser Beziehung sowohl v als v’ bei einer
Anniherung -+ gerechnet sind.

Beziehung (3) beantwortet nun die Frage: wann bleibt der
Ton trotz Dopplereffekt unverindert? Es ist #”' = n, wenn
' = —u, d. h. wenn der Abstand zwischen Beobachter und Ton-
quelle konstant bleibt.

Bemerkenswert ist der Umstand, daB die Ableitung Schwierig-
keiten bereitet, wenn man erst den Beobachter und dann die
Schallquelle sich bewegen 148t, d. h. erst die Zahl der vom Ohr
aufgenommenen Wellen ausrechnet und dann die Wellenlinge
andert. Hier spielt also die Reihenfolge der stufenweisen Behand-
lung eine gewisse Rolle.

§ 15. Echo und Geschwindigkeit bewegter Schallquelle.

Der einfachste Fall liegt vor, wenn sich eine Tonquelle vom
Beobachter weg auf eine reflektierende Wand zubewegt. Be-
zeichnen wir ihre Geschwindigkeit mit v und die Schallgeschwin-
digkeit mit ¢, so ist die Frequenz des zuerst gehérten Tons

n
1+ v’
wo n die gewodhnliche Frequenz bedeutet. Die Frequenz des
sonach gehdrten Tons ist dementsprechend

n, =

No — n
L

Betragt das gehorte Intervall ¢ = #n,/%,, so folgt hieraus

. I+ v
1= — R
11— vfc

und die Geschwindigkeit der Tonquelle ergibt sich zu

i—1
S v=Ci. (1)
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Beispiel. Ein Wald, gegen den ein Eisenbahnzug fihrt, gibt
den Pfiff der Lokomotive um einen Ton hoher wieder. Man erhilt

fir 1= i’—2_= 1,122... und c¢=340m/s, v= 19,6 m/s oder
70,6 km pro Stunde.

Der Fall liegt komplizierter, wenn die Schallquelle S (Abb. 14)
sich nicht in der Richtung vom Beobachter B weg, sondern
unter einem Winkel « dazu bewegt und wenn der Schallstrahl
von S zum Reflektor den Winkel § ein-

schlieBt. Dann geben nur die Komponenten
v;= v cose und v,= v cosf3 Dopplereffekt,
und die Beziehungen lauten
n n
= und 7, = acosi (2)
14— —_ -
c c
Hieraus folgt
T COS &
P T s 3
— 1=
und man erhilt
. i—1
V="C cospLcosa (3) Abb. 14.

Die Geschwindigkeit einer Schallquelle ist also ohne Kenntnis
von « und 8 nicht berechenbar. Indessen kann man die Geschwin-
digkeit, die eine Schallquelle bei einem gehérten Intervall ¢
mindestens besitzen muB, ohne weiteres angeben. Man braucht
nur die im Nenner von (3) befindlichen GréBen cos 8 und cos &
durch ihren Héchstwert, nimlich durch 1, zu ersetzen und erhilt
damit den kleinsten Wert, den v annehmen kann. Das heift
aber, man wendet Formel (1) an, wobei man sich dessen bewuBt
bleiben muB, da8 dies im allgemeinen Fall nicht den richtigen
Wert, sondern nur einen unteren Grenzwert fiir die Geschwindig-
keit einer Schallquelle ergibt.

§ 16. Die diatonische Tonleiter als Tonspektrum.

Vergleicht man die Intervalle, welche die Tone der diatonischen
Tonleiter mit dem Grundton bilden, so findet man hierfiir das
Verhiltnis von zumeist kleinen ganzen Zahlen. Dies ist ohne
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weiteres verstdndlich, wenn fiir die Auswahl der Téne das Prinzip
der Konsonanz maBgebend war. Denn nach HELMHOLTZ ist die
Bedingung der Konsonanz um so besser erfiillt, je mehr gemein-
same harmonische Obertone zwei Klinge besitzen. Solche stehen
aber mit dem Grundton im einfachen Frequenzverhiltnis
I1:2:3:4 usw.

Nun zeigt es sich aber weiterhin, daB die Tonfolgen gfe eine
besonders einfache GesetzmiBigkeit aufweisen. Die Intervalle

3, 4, % lassen sich offenbar durch den Ausdruck "T_H darstellen,

wenn man # der Reihe nach die Werte 2, 3, 4 beilegt. Auch noch
weitere ToOne lassen sich in dieses Seriengesetz einordnen. So
d(3) und der Grundton c selbst (), mit =8 und # = oo.
Schreibt man das Seriengesetz in der Form

. I

1, =1+ n (I)
so erkennt man leicht eine gewisse Ahnlichkeit mit der optischen
Lyman-Wasserstoffserie }% = % — ;Ig. Dem Unterschied im

Vorzeichen des Laufterms entsprechend, liegt dann allerdings die
Seriengrenze #n = oo im akustischen Falle beim kleinsten und im
optischen beim groBten Frequenzwert. In beiden Féllen ent-
spricht aber # = 2 dem Grundton, so daB das Tonspektrum bei
g(n = 2) beginnt und bei ¢(n = o) endigt.

Es erscheint nun die Frage natiirlich, ob es nicht gelingt,
das ganze Tonspektrum in ein Seriengesetz einzuordnen. Man
erkennt allerdings sofort, daB die To6ne akc, nicht durch den
Ausdruck (1) wiedergegeben werden. Da aber g den Ausgangs-
punkt fiir eine abwirtsfithrende Serie bildet, so kann die Frage
gepriift werden, ob g nicht ebensogut den Ausgangspunkt fiir
eine nach oben fithrende Serie bilden kénnte. Fiir die Intervall-
reihe gahe,, d.h. 3, 3, %2, 2, wird man in der Tat unschwer den

. . 2n — 1 .
allgemeinen Ausdruck finden — oder, was dasselbe ist,

. I

lg=2—"". (2)
Es muB nun das Verhiltnis dieser oberen Serie zu der unteren

interessieren. Man ersieht unmittelbar, daB die beiden Kurven

t,= f;(n) und i, = £, (n) spiegelbildlich gleich sind, d. h. die Summe
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i, + 1, ist konstant, und zwar stets gleich 3. Bemerkenswert ist
dabei, daB fir 7, und 7, die gleiche Auswahl der Laufzahl gilt,
mit der Ausnahme, daB in der oberen Serie die Laufzahl » = 4
nicht vertreten ist. Die Intervallkurve sieht nun fiir die ganze
Tonleiter aus, wie dies in Abb. 15 dargestellt ist.

Die beiden GesetzmaBigkeiten: 1. Gleicher Verlauf der 7,- und
1;-Kurve auf- und abwirts, 2. gleiche Laufzahlauswahl, sprechen
dafiir, daB vom physikalischen Standpunkt aus auch der Ton
i, = 7 mit der Laufzahl #» = 4 zur Serie, d. h. Tonleiter, gehort.
Seine Auslassung konnte durch das musikalische Moment erklirt

2 92
5/8

_—

L7

Abb. 15.

werden, daB dadurch eine Folge von Halbténen abhc, ver-
mieden wird?!.

Es ist nun ein leichtes, die beiden Seriengesetze zu einem
einzigen zusammenzufassen. Da die eine Kurve ebensoweit ober-
halb als die andere unterhalb der Mittellinie M liegt, so werden
wir die Koordinaten von dieser aus rechnen. Es ist die Intervall-
differenz der Téne gegeniiber g(3)

3 3 I 3

. . I
= —_——= e — Yy =2 — — — = = — —
4 T2 2 2 1 n 2 2

1
n’

1 Sjehe dariiber auch Helv. Phys. Acta 6, 305 (1933). Naturwiss.
1933, 824.
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und die beiden Intervalle ¢, und 7, erhdlt man, indem man diesen
Ausdruck 4 entweder von 3 subtrahiert oder dazu addiert,
also bildet

= (L) =32
zm*‘{i(‘“z‘ n>— 2 (3:{: n ) (3)
Hieraus erhdlt man die 9 Téne der Tonleiter durch Einsetzen
der Laufzahlen n = 2, 3, 4, 8 und . Die Steigung der Inter-
valle mit der Laufzahl, d.h. |di/dn |, ergibt sich zu 1/n2
Aufgabe. Man zeige, daB das Tonspektrum auch durch den
Ausdruck .
. I n —1I
o= (34 57)

wiedergegeben werden kann, wo #' die Werte 1, 2, 3,7, 00 an-
nimmt.

§ 17. Mathematischer Ausdruck fiir eine Welle.

Der einfachste Fall ist der einer einseitigen linearen Wellen-
ausbreitung. Wihrend bei allseitiger Ausbreitung (z. B. in Luft)
die Wellenintensitit mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt,
ist sie hier, von Absorptionsverlusten abgesehen (ihnlich wie beim
Scheinwerferlicht), konstant. Besonders iibersichtlich sind die
Verhiltnisse bei Transversalwellen, wie man sie z. B. erhilt,
wenn man das eine Ende eines horizontal ausgespannten Gummi-
schlauches auf und ab bewegt. Alle Punkte der Strecke werden
dann der Reihe nach in gleiche Schwingung versetzt, d. h. die
Schwingungsform, die Frequenz
und die Amplitude (Intensitit),
sind fiir alle Teile gleich. Wir wol-
len im speziellen den Punkt 4
(Abb. 16) eine harmonische Schwin-

| gung ausfithren lassen. Dieser Fall

? ist grundlegend, da sich eine be-

] liebige Schwingungskurve nach

Abb. 16. FOURIER immer als Summe solcher

harmonischer Schwingungen dar-

stellen 1aB8t. Fiir die Ausweichung y des Punktes A zu einer

Zeit ¢t Sekunden nach Beginn der Schwingung hat man dann
den Ausdruck

L'spater
—_—————

y=asin2xnt. (1)
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Wir wollen nun von dieser Schwingungsformel ausgehend
zur Wellenformel gelangen. Von einer solchen verlangt man,
daB sie an jedem Ort der Strecke, d. h. fiir jedes x und zu jeder
Zeit t den Schwingungszustand, d. h. die Ausweichung aus der
Ruhelage y,, angibt.

Wir betrachten den Schwingungsvorgang an irgendeinem
Punkt B, dessen Lage durch die einzige Koordinate x bestimmt
ist. Je groBer x ist, um so spiter wird B von der Schwingung
erfaBt. Diese Zeit ¢’ berechnet sich aus der Wellengeschwindig-
keit ¢ nach der elementaren Beziehung

x=ct. (2)

In der Zeit ¢, in der die Bewegung sich von 4 nach B fortgepflanzt
hat, hat Punkt A4 bereits eine Strecke y = a sinzznt’ zuriick-
gelegt, und vy, ist, da die Schwingung dort erst jetzt anfingt,
noch gleich o. Sie wird nun stets um die Zeit ¢ nachhinken,
d. h. fiir sie ist die Zeit stets um ¢’ weniger weit vorgeschritten
als die von 4. Die Schwingungsformel fiir B, die zu der von 4
gehort, lautet also

ye=asinzrgn({t—1). (3)

Unter Beriicksichtigung von (2) schreibt sich dies:
yx——-asinzrzn( ——-ci) (4)

Diese Beziehung kann in verschiedener Form geschrieben werden,
indem man den allgemeinen Zusammenhang

A
c:nl:——
T

mit einbezieht. Man hat dann die mit (4) gleichwertigen Aus-
driicke

yz=asin27r('nt—;i) (42)
oder

Yz = asin 27r<i~-—§) (4b)

Aus der letzteren Fassung geht hervor, daB immer, wenn ¢ um =
oder x um A zunimmt, y, wieder denselben Wert annimmt. Denn,
wenn man statt ¢ schreibt ¢ + ¢ und statt x x -+ 4, so dndert

Greinacher, Experimentalphysik. 3
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sich das Argument des sin um 27, der Sinus selbst ist also wieder
derselbe. Gleichung (4) ist nun gemiB unserer oben formulierten
Forderung die Wellenformel, d.h. sie liefert y = f(x,¢). Man
erkennt unmittelbar, daB sie auch fiir Longitudinalwellen gilt.
Die y bedeuten dann einfach die longitudinalen Ausweichungen.
Ferner gilt (4) auch fiir rAumliche Ausbreitung, nur ist dann zu
bedenken, daB die Wellenintensitit, d. h. a? mit dem Quadrat
der Entfernung (x) und daher a mit 1/« abnimmt, und daB8 (4)
dann lauten muB:
b . x
yx=75m2nn(t——~l—). (5)
Mit der Ableitung von (4) bzw. (5) ist die Aufgabe geldst. Es ist
zum Verstindnis der Wellenformel aber angezeigt, aus dieser
auch die charakteristischen Merkmale einer Welle herauszulesen.
Diese konnen etwa so formuliert werden: 1. Jeder Punkt der
Strecke vollfithrt eine harmonische Schwingung der gleichen
Amplitude. 2. Eine Momentphoto ergibe eine Wellen- (Sinus-)
Linje. 3. Aufeinanderfolgende Momentphotos (kinematographische
Aufnahme!) ergdben stets dieselbe Wellenlinie, die aber mit fort-
schreitender Zeit mit der Geschwindigkeit ¢ nach rechts riickt.
1. Wir wihlen irgendeinen Punkt B, halten also x konstant.
Dann wird (4):
Yz =asin (2xnt — @), (6)
wo

Q= 2771‘i = const.
d. h. wir haben eine Sinusschwingung mit der Amplitude a und
der Frequenz #, die, abgesehen von der Phase, identisch ist mit
der des Anfanges 4.

2. Hier bedeutet ¢ einen gegebenen Wert, d.h. = const., und
(4) wird dann

. X
y,=asm(gp—27r7), &)

d.h. wir erhalten lings x eine Sinuskurve mit der Amplitude a.
Die Nullstellen (y,= o) sind durch den gewihlten Zeitpunkt,
d. h. durch ¢, bestimmt.

3. In einem gegebenen Zeitpunkt ist an irgendeinem Punkt,
z. B. B, die Ausweichung y, die durch (4) gegébene. Wie ver-
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schiebt sich nun der Ort, der einem konstanten ¥, entspricht?
vy, = const. liefert die Bedingung

t—~ — const.
c
oder x = ct -+ const. (8)

Der Ort gleicher Ausweichung, d. h. x, verschiebt sich also mit
konstanter Geschwindigkeit ¢ nach rechts (¢ wichst ja gleich-
férmig). Im speziellen wandern also auch Tiler und Berge und
ebenso die Nullstellen gleichmiBig nach rechts.

§ 18. Zusammenhang zwischen stehender und
fortschreitender Welle.

Stehende Wellen entstehen immer, wenn zwei gleiche Wellen-
ziige einander entgegenlaufen. Dies 148t sich an Hand der Wellen-
gleichung (§ 17) unmittelbar beweisen. I und II seien die beiden
Wellen (Abb. 17). Um deren Gleichung anschreiben zu kénnen,
miissen wir eine Bezugs-
ebene haben, von wo aus £
wir x rechnen. Wir werden 4, 8,
verniinftigerweise fiir E !
dieselbe Lage fiir beide 7
Wellen wihlen. Man be-
denke, daB im allgemeinen
die Schwingungen in A4, Abb. 17.
und A4, nicht in Phase
sind, sondern irgendeine (zeitlich) konstante Phasendifferenz auf-
weisen. Man kann nun E (ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit der Behandlung) so wihlen, daB 4, und A4, in Phase sind.
Denn Punkte rechts von 4, hinken, je weiter sie von ihm ent-
fernt sind, in der Schwingung hinten nach, Punkte rechts von 4,
eilen aber entsprechend in der Schwingung voraus. Man kann
also, wenn A, und A, nicht in Phase sind, E so weit nach
rechts oder links verschieben, bis Phasengleichheit erreicht ist.
Jetzt vereinfachen sich Rechnung und Ausdriicke entsprechend.
Fiir die Ausweichungen y, und y, in B, und B, (d.h. an der
selben Stelle) hat man

4, 8,

x=0|Bezugsebene:

. %)
y1=asm27rn(t—7) (x)

3*
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und

y2=asinzzn(\t+§). (2)

Wiirde die Schwingung in 4, gegeniiber der in 4, um eine kon-
stante Zeit #' nachhinken, so wire im Ausdruck fiir y, statt ¢ zu
schreiben ¢— 1. Diese Komplikation vermeiden wir nun. Fiir
die resultierende Ausweichung y bei B, bzw. B,, d.h. die Summe
y,+ ¥, erhalten wir nach dem bekannten trigonometrischen Satze
fiir sinx 4 sinf,

y:yl+y2=2asin27:nt-c0527rn%— (3)
oder unter Beriicksichtigung, da8 ¢ = An,
E2 .
y=2acos2m--sin2zwni. (4)

Wir erhalten demnach eine Sinusschwingung lings der ganzen
Strecke mit der ortlich variabeln Amplitude 2a coszrz-; .

Das Amplitudenbild entspricht dem in Abb. 18 dargestellten:
Die Amplitude ist ein Maximum = 2a fiir x= % /2, wo
k=o0, 1, 2, 3 usw. Dann ist nidmlich das Argument des cos:
o, 7, 2w, 37 usw. Die Amplitude wird andererseits jeweils null,
wenn x = kA/z 4+ A/4; dann ist
X -+ ;-) = cos(kfr—l— ;) =o0.

X 27
COS27 — = COS — (R
A i\ 2

Es gibt also Stellen, die dauernd in Ruhe sind: Knoten; ihr Ab-
stand ist 4/2, und dazwischen befinden sich die Schwingungs-
biauche. Da sinz2znt zwischen 4+ 1 und —1 #ndert, finden die
Schwingungen zwischen der ausgezogenen und der gestrichelten
Kurve Abb. 18 statt. Dabei schwingen alle Teile zwischen

zwei Knoten in Phase, fiir sie

EE‘ E A gilt ja der von x unabhingige
E\\; I N | Ausdruck sinzzn¢. Hingegen
T/T\\\ %7 1 < kehrt sich die Phase jeweils

S A "~ bei aufeinanderfolgenden Ge-

I

1

bieten um. Denn das Vor-

Abb. 18. zeichen der Amplitude springt,

wenn das Argument von

cosz2m x/A die Grenzen o, m, 2w, 37 usw. iiberschreitet, von
+ zu —. Wihrend wir also fiir das eine Gebiet zu setzen haben
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+sinzznt, geht dieser Ausdruck sprunghaft beim Uberschreiten
eines Knotens in —sin27nt {iber. Es ist aber

—sin2znt =sin (2znt + 7) = sinz;rn(t—}—é),

d. h. die Schwingung differiert um eine halbe Periode 7/2. Wenn
daher beim Passieren der Ruhelage die Teile des einen Gebietes
nach oben schwingen, so schwingen die des nichsten nach unten.
Die gleichzeitigen Schwingungsrichtungen sind in Abb. 18 durch
Pfeile angedeutet. Ausdruck (4) zeigt also, daB die Interferenz
der beiden fortschreitenden Wellenziige I und /I zu einem Schwin-
gungszustand, d. h. zur Ausbildung einer stehenden Welle fiihrt.

Zwei sich entgegenlaufende Wellenziige stellt man am ein-
fachsten her, wenn man eine Welle sich reflektieren 14B8t. Die an-
kommende und reflektierte Welle sind zwar nicht gleich intensiv,
qualitativ wird man aber dieselbe Interferenzerscheinung erwarten
diirfen. Die beiden Wellen haben im Moment und damit am Ort
der Reflexion dieselbe Phase, wenigstens trifft dies fiir den Fall
zu, daB die Reflexion an einem (mechanisch oder optisch) diinneren
Medium stattfindet. Die Reflexionsebene spielt dann die Rolle
unserer Bezugsebene E. Formel (5) ist daher unmittelbar an-
wendbar fiir die stehende Welle, die entsteht, wenn eine Welle
sich an einer bei E befindlichen Wand reflektiert. An dieser bildet
sich dann ein Schwingungsbauch aus, dem in regelmiBigen Ab-
stinden von 4/4 Knoten und Biuche folgen.

Anders, wenn die Reflexion an einem dichteren Medium er-
folgt. Dann wird ein Wellenberg als Wellental zuriickgeworfen,
die Phase kehrt sich um, und die Schwingungen der beiden Wellen
besitzen am Ort der Reflexion einen Gangunterschied einer halben
Periode. Diese Bedingung erfiillt aber eine Ebene im Abstand 4/4
von unserer Bezugsebene, und zwar sowohl links als rechts davon.
Riickt man nimlich £ um A/4 nach links, so schwingt 4, um
1/4 frither und A, um 7/4 spiter. Der Gangunterschied ist also 7/2.
Eine Reflexionsebene, an der Stelle von E’ angebracht, ergibt
daher gerade das Interferenzergebnis, wie es nach Abb. 17 ab-
geleitet und in Formel (4) dargestellt ist. E’ bedeutet somit eine
Reflexionsebene und E die dazu gehérige Bezugsebene fiir die
Messung von x und ¢. Will man x und ¢, statt von E aus, von der
Reflexionsebene aus messen, und beriicksichtigt man, daB diese
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auch rechts von E liegen kann, dann hitte man in Formel (4)

zu x noch + A/4, zu ¢ noch + /4 hinzuzufiigen, so daBl man hitte

— 2asi AW _x £
y-_zasmznn(tj::) COS27 .

oder
y=2asin(27rnt:[:%)-cos(27r)ii-725). (5)
Aufgabe. Man leite Formel (5) direkt ab, indem man eine
ankommende und eine reflektierte Welle unter Beriicksichtigung

des Phasensprungs addiert.

§ 19. Entstehung der Schwebungen durch Interferenz.

Schwebungen entstehen, wenn zwei Wellenziige mit wenig
voneinander abweichender Frequenz miteinander interferieren.
Fiir die beiden Wellen kénnen wir schreiben:

y1=asin27rn<t~——;)
(1)
— gsinz~un' (1 — %
yz—asmzl.n<t c)

Hierin sind die Amplituden gleich groB angesetzt, und ist als
Bezugsebene eine solche gewihlt, daB die Schwingungen der
beiden Wellen dort in Phase sind, was ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit immer erlaubt ist. Man erhilt durch Superposition,
dhnlich wie in § 18,

Y=Y+ Vo= 2asinzz % (t — %) cosz;——z— (t — —>

c

Wir bezeichnen die mittlere Frequenz E%Zi- mit # und die

Differenz #n — »n’ mit J» und schreiben demgemif
y_zasmzrcn(t—c—) cos An(t-——ci). (2)

Wir erhalten das Produkt zweier Wellen. Da aber # > dn, so
andert die erste sich zeitlich viel schneller als die zweite. Ja,
die erste wird schon sehr viele Schwingungen ausgefiihrt haben,
ehe der Betrag der zweiten sich wesentlich geindert hat. Man
wird daher, dhnlich wie in § 18, den Ausdruck (2) auffassen als
eine Welle sin27 7 (f — x/c) mit der zeitlich und 6rtlich langsam
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variierenden Amplitude 2a cosmdn(t— x/c). Man kann auch
sagen, man erhilt eine Welle mit einer mittleren Frequenz 7,
die praktisch von # und #’' nicht zu unterscheiden ist, und mit
einer Amplitude, die sinusformig moduliert ist.

Eine Vorstellung von der Interferenzwelle erhdlt man durch
Aufnahme einer Momentphoto, d. h. man wihlt einen festen Zeit-
punkt, etwa ¢ = o0, und zeichnet zunichst einmal den o6rtlichen
Verlauf der Amplitude, d. h. die Amplitudenwelle, auf. Man er-

hilt Abb. 19. Die Amplitude 24 cos (—— Tdn %) =2acos7 dnoi
hat ihren gr6Bten Wert 41, wenn

ﬂdnoi:kﬂ, wo k=0,1,2,3..., dh fir x=kz”n (3)

und ihr Minimum = o0, wenn

c

man =hkr+—, dh fir x=k . + 4)

2-dn’
Der Abstand L zwischen zwei Maxima oder Minima betrigt
c
L=xk_xk_1=d—ﬁ’ (5)
Wir ergdnzen Abb. 19 noch dadurch, daB wir die Schwingungs-

figur der Welle sin27 % (t — x/c) fiir /= o einzeichnen. Diese ist
begrenzt einerseits durch die Amplitudenkurve, andererseits

R R
AN N A >
INATATRY Al ATV

£1 S -

Abb. 19

durch deren gestrichelt gezeichnetes Spiegelbild. E sei die Bezugs-
ebene (x=o0, ¢t=0). Die Welle sin27# ({— x/c) erscheint in
Portionen, d.h. Gruppen von der Linge L abgeteilt. Diese
Wellengruppen bewegen sich mit derselben Geschwindigkeit nach
rechts wie die Welle sin27# (¢ — x/c). Denn beide Faktoren in
(2) enthalten genau denselben Ausdruck ¢-— x/c. Bezeichnet
man die Zeit, die eine Gruppe braucht, um sich um ihre Linge L
zu verschieben, mit T, so gilt ¢ = L/T. Unter der Schwebungs-
frequenz versteht man nun die Zahl der Wellenpakete oder
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WellenstoBe, die pro Sekunde an einem Orte vorbeiziehen. Da
ein WellenstoB die Zeit T braucht, so ist N nichts anderes als
1/T, und man hat c= LN. Der Vergleich mit (5) zeigt nun, daB
N=4dn.

Man wird vielleicht noch beachten, daB3 die Amplitudenwelle
in aufeinanderfolgenden Wellengruppen ihr Vorzeichen andert.
Das bedeutet aber (ihnlich wie in § 18) nichts anderes, als daf3
die Welle sin 27 % (f — x/c) beim Ubergang von einem Gebiet ins
andere ihre Phase um 7, d. h. 7/2, dndert. Da an dieser Stelle
aber die Amplituden o sind, so tritt das bei den Schwingungs-
figuren nicht augenfillig hervor.

§ 20. Schwebungen bei veridnderlicher
Wellengeschwindigkeit.

Wenn die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle nicht
unverdnderlich, sondern eine Funktion der Frequenz bzw. der
Wellenldnge ist, dann haben wir (1) in § 19 folgendermaBen anzu-
schreiben: )

. X
Yy =asinz2nm n(t—- 7)
) . (1)
Vo = asinzz n’ (t— {,),

wo jetzt ¢’ = ¢ ist. Die Addition ergibt nun:

y:ZasinZn(?_j;_’it_xf_’l/ﬁ—*;n/c)
comelo-miosfZ=Z) e
. I ’
oder, wenn wir wiederum setzen z= —— und n—n'= dn

und beriicksichtigen, daB8 ¢/n = A und ¢'/n’ = ', so ergibt dies

y=2asin2n(ﬁt— :—(—/Il——{— ;,))-comr(zmqf—x(—;1 —%,)) (3)

Da A nur wenig von A’ verschieden ist, so wird man fiir 4 bzw. 4’
einen mittleren Wert A setzen diirfen und fir 1 —A' = 44
schreiben. Der Ausdruck lautet dann:

y:zasinzn(ﬁt—é)-cosn(dn-t—}—x%‘). (4)

' /o
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Wir erhalten, wie in § 19, eine rasch verlaufende Welle multipli-
ziert mit einer langsam verlaufenden Amplitudenwelle. Man
wird also bei einer Momentphoto dieselbe Abb. 19 erhalten.
Nur besitzen die Wellengruppen eine andere Linge. Sie bewegen
sich auch mit einer anderen Geschwindigkeit als die Einzelwellen.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Amplitudenwelle erhilt
man, wenn man nachsieht, wie sich der Ort konstanter Amplitude
zeitlich dndert. Man setze also

cos::(dn-t + x%) = const. (5)
oder
dn-t—{—x%:const. (52)

Dies ergibt fiir dx/d¢, d. h. die Gruppengeschwindigkeit c,, den
Ausdruck

= Cg = —A2 (6)

¢, wird man mit der Wellen- bzw. der Phasengeschwindigkeit ¢
vergleichen wollen. Man kann entweder # oder A4 durch ¢ er-
setzen unter Beniitzung von ¢ = #1 bzw. von

dc=mndl+ Ldn. (7)

Setzt man den Wert von J# aus (7) in (6) ein, so erhdlt man

G=c—15°. (8)

Dies ist die Formel von RAYLEIGH!. ¢, und ¢ stimmen nur iiberein,
wenn keine Dispersion der Wellen vorhanden ist, d.h. wenn
de¢/dd = o. ¢, ist groBer oder kleiner, je nachdem ¢ mit 4 ab-
nimmt oder zunimmt. Es ist ¢,= 0, wenn ¢ = k- 4.

Aufgabe. Man zeige, da die Linge L einer Wellengruppe

gleich ist AL; .

1 Apparate zur Demonstration dieser Beziehung sind beschrieben in
Helv. Phys. Acta 10, 490 (1937); 14, 552 (194I).
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Ill. Warmelehre.

§ 21. Die Barometerkorrektion.

Um den Barometerdruck in absoluten Einheiten, d. h. in
dyn/cm? zu finden, hitte man die Hg-Sdule in Zentimeter auszu-
messen und das Produkt zu bilden

Hohe X Dichte X Schwerebeschleunigung.

Wenn man also den Druck einfach in Millimeter oder Zenti-
meter Hg angeben will, hat man die Angaben immer fiir die gleiche
Dichte und Schwerebeschleuni-
gung zu machen. Die abge-
lesene Barometerhohe ist dem-
nach immer erst auf Normal-
bedingungen zu reduzieren.
Wir wollen uns auf die Tem-
peraturkorrektion  beschrin-
ken. Man hat festgesetzt, daB
man den Barometerstand fiir
Hg von 0° C angeben soll.
Ferner sei vorausgesetzt, da8
der Malstab seinerseits auch
bei 0° C richtig zeigt. Es ist

= also aus der bei irgendeiner

% Temperatur gemachten Ab-

r; 7 o lesung zu berechnen, wie diese

Abb. 20. ausfallen wiirde, wenn Baro-

meter samt MaBstab auf o° C

abgekiihlt wire. Die Kontraktion des Glases spielt dabei keine

Rolle, da der Barometerstand bei nicht zu engen Réhren, wo

die Kapillaritit verschwindend ist, nicht von der Rohrweite
abhingt.

Wir nehmen die Korrektion in zwei Stufen vor (Abb. z0)
und denken uns zunichst nur das Hg (samt Glas) auf 0° abgekiihlt
(Ubergang I—> II). Die Zahl der abgelesenen Teilstriche bei #°
sei ng‘). Hier, wie im folgenden, beziehe sich der obere Index

von n auf Hg, der untere auf den MaBstab. Die Ablesung bei Hg
auf 0% und MaBstab auf #° ist dann zu bezeichnen mit n(t‘)). Sind

o~
o~

(0)

NP
e

3
o~
1
K]

I I T 1T T T T T T 1T 1. 1T 1 1

e ) s 0
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die Dichten des Hg bei £°: ¢ und bei 0°: ¢,, so haben wir nach
dem Prinzip der kommunizierenden Roéhren

"(tt) 0= ”EO) Qo - (1)
Nun besteht die Beziehung

0 = 0t (1 + at). (2)
a: Volumausdehnungskoeffizient des Hg. ‘Also ist
()
©_ ™
T (3)

Nun kiihlen wir auch den MaBstab auf 0® ab (Ubergang II —> I1I).
Seine gesamte Linge /, reduziert sich dabei auf /;, wobei gilt

L= lo(x 4+ ). @)

«: linearer Ausdehnungskoeffizient. Da hierbei der Abstand der
Teilstriche verkleinert wird, fillt die Ablesung jetzt zu groB aus.
Die Ablesung bei o°:#{® verhilt sich zu der bei ¢°:#{") um-
gekehrt wie die Linge des MaBstabes bei 0% und #°. Das heiBt, es ist

a0 0
und somit
(0) — 4(0)
ny! = n) (1 4 «1). (6)
Setzen wir #{) aus (3) ein, so erhalten wir
0 (Tt
Mo =M T ar (7)

Da die Glieder mit ¢ klein gegen 1 sind, so ist nach einer bekannten

Niherungsformel (siehe etwa § 13 I — x und demnach

I
T
n0 = nll (1 + at) (1 — at),
und wenn man beim Ausmultiplizieren das Glied mit 2 wiederum

vernachlissigt,

w0 = n" [1 — (a — &) 2]. (8)
Das heiBt, das Glied, das zu der Ablesung ng‘) zu addieren ist,
bzw. die Korrektion betriagt

— (g —
n (@ —x)1.
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Es ist fir Hg a = 0,000181
fiir Messing & = 0,000025
daher a— & = 0,000156.

Die Korrektion wiirde offenbar dann wegfallen, wenn es gelinge,
ein Material fiir den MafBstab zu finden, dessen linearer Aus-
dehnungskoeffizient gleich dem Volumausdehnungskoeffizienten
des Hg wire.

Bemerkung. Die Reihenfolge der stufenweisen Reduktion
kann ohne weiteres vertauscht werden, da die Operationen ja
unabhingig voneinander sind. Siehe dagegen etwa Aufgabe § 22,
wo dies nicht angeht.

Aufgabe. Man rechne die Barometerkorrektion aus, indem
man sich erst den MaBstab und dann das Hg auf o° abgekiihlt
denkt.

§ 22. Thermische Krifte.

Ein Metallstab sei zwischen zwei festen Widerlagern an-
gebracht. Welcher Druck entsteht, wenn der Stab von 0° auf #°
erwirmt wird?

Es besteht keine Moglichkeit, diesen Druck unmittelbar als
Funktion der Temperatur zu berechnen. Man mu8 sich den Zu-
stand 2 aus dem Zustand 1 durch irgendwelche Vorginge ent-
standen denken, die selbst berechenbar sind. Solche sind die
thermische Ausdehnung und die elastische Dehnung (bzw. Kom-
pression). Wir lassen also zundchst den Stab sich ausdehnen,
wofiir gilt )

ly=1lo(1 + «2). (1)
Hieraus folgt die Verlangerung
I, — 1y = lyit.

Nun komprimieren wir um ebensoviel und gelangen damit zum
Endzustand. Es ist, unter der Annahme, daB man unterhalb der
Elastizititsgrenze bleibt, nach HookE bei der Temperatur ¢
LK
Al =-"—. 2
‘ E.q ( )

Hier bedeuten E; und ¢; Elastizititsmodul und Querschnitt bei £°.
Setzt man nun /,— [, = 41, so folgt

K,
lyot =
0 E,q.
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Seite lies statt
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102, Ende § 41 u=1-+4mx u=1+4nk
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¢
114, Formel (4) [Jvat [Jvat
0 0
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oder unter Beniitzung von (1)

E,qut

K:1+at' (3)

Da im allgemeinen «¢ < 1, wird man mit gentigender Anndherung
setzen diirfen
K = Equt, 4)

wobei auch die Temperaturveranderlichkeit von E und ¢ un-
beriicksichtigt bleiben darf. Fiir einen Fe-Stab von ¢ = 1 cm?,
o =105 E,=2-10%kg/cm? und ¢ = 50° findet man bereits
K = 1000 kg. K ist unabhingig von der Linge des Stabes.

Bemerkung. Man beachte, daB man fiir die Berechnung die
Reihenfolge der Operationen nicht vertauschen kann! Wohl
kann man durch Zusammendriickung und nachherige thermische
Ausdehnung zum selben Endzustand gelangen. Aber fiir die
thermische Ausdehnung unter Druck haben wir keine Beziehung,
und selbst, wenn man fiir eine Ausdehnung bei konstantem K
die Formel (1) anwenden wollte, so wire « fiir einen unter Druck
befindlichen Stab nicht bekannt.

Aufgabe 1. Man zeige, daB sich (3) darstellen 1iBt durch
K=EFE;q,(1 + «t)ot, wo ¢, den Querschnitt bei 0° bedeutet.

Aufgabe 2. Man wihle eine beliebige Anfangstemperatur
und erhéhe oder erniedrige die Temperatur um 4¢. Man zeige,
daB die entstehende Druck- bzw. Zugkraft sich berechnet nach
der Formel

__Eqoad:

K=
K ist die Kraft, die bei der Temperatur ¢ auftritt, £ und ¢
sind ebenfalls die fiir diese Temperatur giiltigen Werte. Unter
K/q versteht man den Druck bzw. den Zug. Warum ist ersterer

im allgemeinen Kkleiner als letzterer?

§ 23. Druck eines Radreifens.

Ein Radreifen R, (Abb. 21) werde heil auf ein Rad R, auf-
gebracht. Welcher Druck entsteht bei der Abkiihlung von # auf
0°? Voraussetzung: starres Rad.

Die im Reifen entstehende Spannung ist nach § 22

P = Equt. (1)
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Da der Reifen sich zusammenzuziehen sucht, driickt er mit einer
gewissen Kraft K auf das Rad, die man finden kann 1. durch
Behandlung des Gleichge-
wichts der Krifte, 2. aus
dem Energieprinzip. Das
erste Verfahren ist etwas
umstidndlicher, dafiir aber
anschaulicher.

1. Wir betrachten ein
abgegrenztes Stiick des Rei-
fens, indem wir zwei Linien
COund CO’, die einen Win-
kel ¢ einschlieBen mogen,
zeichnen. Das zwischen O,
O’ eingeschlossene Stiick S
wird sowohl nach links als
nach rechts mit einer Kraft
P gespannt. Die Resul-
tante dieser Krifte liegt in Richtung der Winkelhalbierenden
und hat, da die Projektion von P auf diese den Wert P sing/2
besitzt, die GroBe

Abb. 21.

pP,= zPsin%. (2)

Unter Beniitzung von (1) schreibt sich
P,=2Equt sin%. (3)

Diese Kraft wird durch den Gegendruck des Rades auf S aufge-
hoben. Wiahlt man den Winkel ¢ sehr klein, so steht P, | auf
dem ganzen Bandstiickchen S. Bezeichnet man die Oberfliche
von S mit f und den Raddruck, d.h. die auf 1 cm?2? wirkende
Druckkraft mit K, so ist

P,=K,f . (4)
Daher ist der gesuchte Druck

K1=2EquSinL/2. (5)
Man wird nun noch f durch den Winkel ¢ ausdriicken. Ist die
Streifenbreite b, der Raddurchmesser 7, so ist

f=rgb (6)
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und Equs singf
2L0qxt S 2
Ky==0 = ?)

Wihlen wir ¢ geniigend klein, so ist sing/2 = ¢/2; daher wird
unter Beriicksichtigung, daB ¢ = bJ, wo ¢ die Dicke des Reifens,

K== ®

4

Dies ist der Druck, den der Reifen auf das Rad und umgekehrt
das Rad auf den Reifen ausiibt. Dieser Gegendruck kann natiir-
lich nur hervorgerufen werden durch eine entsprechende elastische
Kraft. Eine exakte Behandlung des Problems miite also auch
die Kompression des Rades mit beriicksichtigen.

2. Bei irgendwelchen Vorgdngen muB der Energiesatz gelten.
Wir lassen das Rad z. B. sich kontrahieren oder sich ausdehnen.
Nehmen wir den zweiten Fall. Die Druckkraft zwischen Rad und
Reifen sei K. Dann wird bei einer Vergré8erung des Radius um
dr die Arbeit geleistet

44 =Kdr.

Dabei wird der Umfang # des Rades um 4% vergr6Bert und die
elastische Energie des gespannten Reifens 4, wird um den Betrag

AA = Pdu

zunehmen. Denn, denken wir uns den Reifen etwa an der Stelle O
durchschnitten, und miiBte jetzt die ganze Reifenlinge, d. h. #,
um Jdu vergroBert werden, so wire die Arbeit 44, = Pdu zu
leisten. Da nun 44 = 4 A, sein muB, so haben wir

Kd4r=Pdu, (9)
und da % = 277, so folgt unmittelbar
K=2nP. (10)

(z0) ist aber mit (8) identisch. Man hat nur zu beriicksichtigen,
daB K = Druck X Fliche = K, - 27 7b, ferner P aus (1) und
g = b0 einzusetzen.

Aufgabe. Formel (1) stellt (siehe § 22) eine Naherung dar
fiir den thermischen Druck bei Erwdrmung von 0° auf {°. Man
zeige, daB sie fir den vorliegenden Fall der Spannung bei Ab-
kithlung von #° auf 0% exakt gilt. E und g bedeuten dann die
Werte bei o°.
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§ 24. Verhiltnis der spezifischen Wirmen z—f nach
CLEMENT und DESORMES.

Der Versuch (Abb. 22) besteht darin, dal man erst mit einem
Geblise etwas Luft durch den mit Hahn H versehenen Ansatz in
den groBen, mit Luft gefiillten Glasballon G hineinpumpt. Nach-
dem die kleine hierdurch bewirkte Erwdrmung sich ausgeglichen
hat, liest man den erzeugten Uberdruck % ab. Durch kurzzeitiges
Abnehmen des Pfropfens Z (oder Offnen eines Hahns) liBt man
die Luft sich rasch und damit adiabatisch bis zum Atmosphéren-

5

)

Abb. 22. Abb 23.

druck ausdehnen. Dabei kiihlt sich das Gas etwas ab. Nun setzt
man Z sofort wieder auf und 148t Wirme von aullen zustrémen,
bis wieder die Anfangs- (AuBen-) Temperatur erreicht ist. Dabei
steigt der Druck des abgeschlossenen Luftvolumens an bis zu
einem Uberdruck, den wir mit 4’ bezeichnen.

Aufgabe. Es soll bewiesen werden, daB c,/c,, das wir ab-
kiirzungsweise mit y bezeichnen, sich nach der Formel berechnet
h

Y=
Wir stellen die Zustandsianderung der Luft im CLAPEYRONschen
pV-Diagramm dar (Abb. 23). Der Anfangszustand wird durch
den Punkt I dargestellt; Druck und Volumen seien mit $, und V',
bezeichnet. Beim Abheben des Pfropfens wandert der Punkt (der
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Zustand) liangs einer Adiabaten herab, bis der Barometerdruck p,
erreicht ist. Das Volumen ist dabei auf V, gewachsen. Da bei
adiabatischer Anderung nach PoissoN p V7 unverindert bleiben
muB, so gilt fiir I und I7 die Beziehung

y21 V{ = IszZ (1)

Nach Wiederaufsetzen von Z bleibt nun das Volumen konstant.
Der Zustandspunkt wandert von II nach III senkrecht in die
Hohe, und die Temperatur wichst proportional mit dem Druck.
Diese Beziehung ist im Zusammenhang mit (1) aber offenbar
nicht geeignet, um zu einer Formel zu gelangen, die nur Drucke
allein enthilt. Hingegen gibt es auBer (1) noch eine Beziehung
zwischen p und V. Da den Punkten I und III dieselbe Tem-
peratur entspricht, so liegen diese auf einer Isothermen (gestrichelt
gezeichnet). Fir I und III ist also das Gesetz von BOYLE-
MARIOTTE anzuwenden:

1’1V1 = P3V3»

P1Vi=psV,. (2)

Zwischen (1) und (2) lassen sich V; und V, eliminieren, da diese
beiden GréBen nur in der Verbindung V,/V; vorkommen und
damit nur eine einzige Variable reprdsentieren. Wenn wir (2)
mit y potenzieren, kommt

hVI=1:V5,
dies durch (1) dividiert ergibt

oder da V=V,

Py _#

b P’
was sich schreiben 148t

B =8 (3)

Nun sind statt der Drucke selber die Uberdrucke einzufiihren.
Man hat

P1= P + A
und

Ps= 752 + W ’

so daB aus (3) wird

Pa(ps+ AT = (b + ). 4

Greinacher, Experimentalphysik. 4
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‘Die Uberdrucke % und %’ werden klein gewihlt gegeniiber dem
Barometerdruck p,, so daB #/p, und %'/p, kleine GréBen dar-
stellen. Es ist daher zweckmiaBig, (4) so zu schreiben, daB diese
Briiche erscheinen. Dies erreicht man durch Division mit p}.

Man erhalt ) 5 1 WA
(1+5) =(+3) (42)

Soweit gilt die Formel streng. Nun machen wir von der Niherung
Gebrauch, daB, sofern ¥ << 1:

T+ 2)"=1+4 nx.

Dann kommt

h 4
14 (y I)E_I—{-ypz.
Nach Streichung der 1 und Wegheben von p, bleibt noch
y—1)h=yh.
Hieraus folgt
h
7 =iz 5)

Da wir das Verhiltnis zweier Drucke haben, ist die Einheit, in
der wir 4 und 4’ messen, gleichgiiltig. Man wird daher ein Mano-
meter mit irgendeiner passenden Fliissigkeit (Ol) nehmen und
direkt die abgelesenen Héhen % und %' in die Formel einsetzen
diirfen.

Zum SchluB muB noch auf einen prinzipiellen Punkt hinge-
wiesen werden. Kurven im pV-Diagramm bedeuten immer Zu-
standsinderungen eines Gases von konstanter Masse. Beim
Versuch von CLEMENT und DESORMES aber entweicht Gas beim
Abnehmen des Pfropfens! Trotzdem kann die Darstellung als
korrekt angesehen werden. Durch die Adiabate wird eben die
Zustandsidnderung jenes Teils des GefiBinhaltes dargestellt, der
in der Flasche verbleibt. Dieser Teil durchlduft dann auch die
Isochore von II nach III. Vielfach wird der Versuch nicht mit
anfinglichem Uberdruck, sondern mit einem entsprechenden
Unterdruck begonnen, indem man erst etwas Luft aus dem GefiB
heraussaugt. Dies entspricht sogar dem urspriinglichen Ver-
fahren von CLEMENT und DEsorMES. In diesem Fall ist, wie
leicht einzusehen, der Versuch inkorrekt, denn beim Offnen des
Pfropfens stiirzt Luft hinzu. Nehmen wir in erster Niherung an,
die einstiirzende Luft komprimiere den verdiinnten Gasinhalt
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wie etwa ein mit Atmosphirendruck wirkender fester Kolben.
Dann besteht der Gasinhalt beim Druckausgleich aus einem
Teil, der komprimiert und damit erwdrmt, und einem Teil, der
bei gegebener AuBentemperatur noch hinzugekommen ist. Nach
Aufsetzen des Pfropfens flieBt nur von dem komprimierten
Gase Wirme ab. Der Druck steigt daher nicht so hoch an, 4" und
damit y wird also zu klein gefunden. Wenn der Fehler auch
nicht groB ist (auch im Vergleich mit den iibrigen methodi-
schen Fehlern), so wird man doch prinzipiell besser mit Uber-
druck arbeiten.

Aufgabe. Man leite Formel (5) fiir den Fall ab, daB der
Versuch mit Unterdruck ausgefithrt wird (in der Annahme, daB
die Zustandsinderung an einer konstanten Gasmenge ausgefiihrt
werde).

§ 25. THOMSON-JOULE-Effekt und mechanisches
Wirmedquivalent.

LaBt man ein Gas sich adiabatisch (d. h. bei vélliger- Warme-
isolation) ausdehnen, so kann die Abkiihlung sehr verschiedene
Werte annehmen, ja es kann unter Umstidnden sogar eine Er-
wirmung eintreten. Die beiden Grenzfille sind die Ausdehnung
bei maximaler Arbeitsleistung des Gases und die bei Ausschaltung
jeder AuBeren Arbeitsleistung. Wir wollen uns diese einzeln
niher betrachten und miteinander vergleichen.

Beim ersten Fall denken wir uns eine Gasmasse M (Abb.24,1a)
zwischen zwei leicht beweglichen Kolben K,K, eingeschlossen.
Bewegt man nun K,; nach rechts, bis er an die Stelle von K,
tritt (1), so hat man am Gase die Arbeit p, V, geleistet, ebenso-
viel hat aber das Gas wieder abgegeben. Der Zustand des Gases
und damit seine ZustandsgréBen V¢, haben sich also nicht
geindert. Hilt man nun K, fest und 148t das Gas sich ausdehnen,
indem man rechts von K, den Druck allmihlich auf p, absinken

P2
1aBt (Ic), so wird die Expansionsarbeit f p dV, daneben aber
D1
noch die Arbeit zur Uberwindung der Kohisionskrifte zwischen
den Gasmolekiilen geleistet. Diese ist gleich der Differenz
der Kohisionsenergie U;— U,. Diese Arbeitsbetrige werden
der Energie des Gases entzogen, und es tritt eine der Arbeit

4*
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Ds
f p a4V + U,;— U, entsprechende Abnahme der Wirmeenergie ein.

b1
Diese Abkithlung T,— T, rechnet sich fiir ein ideales Gas nach

der Formel aus 1
1 —_——

Ty _ (P2} 4
n=nl ®
Sie ist am groBten fiir ein einatomiges Gas mit y = 1%.

Den zweiten Fall erhalten wir durch eine einfache Abidnderung
des ersten. Wir schalten vor den Kolben K, (Abb. 24, II) eine

| T PN
Abb. 24.

porése Wand D (Wattepfropfen, Diise usw.), durch welche das
Gas nur langsam hindurchstréomen kann, und senken den Druck
rechts von K, gleich von Anfang an auf p, (IIa). Jetzt wird der
Kolben K, sich nach rechts bewegen, da infolge der Druck-
differenz p; — p, fortdauernd Gas durch den Pfropfen nach-
stromt. K, bewege sich so, daBB der Druck links davon nur un-
merklich gréBer als rechts davon ist, d.h. im Idealfalle auf
beiden Seiten = p,. K, werde mit entsprechender Geschwindig-
keit so nach rechts bewegt, daB der Druck p, aufrechterhalten
bleibt. Der Endzustand ist erreicht, wenn der Kolben K, am
Pfropfen angelangt ist (/Ib). Die Gasmasse hat dann ihr End-
volumen ¥V, und die Temperatur ¢, angenommen.
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Ein Vergleich von Fall I und I zeigt folgendes. Beim ersten
wird das Gas erst ohne Veridnderung in die Position der Abb. 2471%
gebracht, worauf man sich das Gas unter Arbeitsleistung .aus-
dehnen 1iBt. Beim zweiten dehnt sich das Gas unter Reibung im
Pfropfen aus und wird in expandiertem Zustand in seine End-
lage gebracht. In der Diise bildet sich also gleichzeitig Reibungs-
wirme und Expansionskilte. Die beiden Effekte sind, wie der
Versuch zeigt, von nahezu gleicher Gré8e; denn die Temperatur ¢,
ergibt sich nur wenig verschieden von ¢#,.

Die Energiebilanz fiir den zweiten Fall, welcher dem THOMSON-
JouLE-Versuch entspricht, ist folgende. Die von auBen aufge-
wendete Arbeit betrigt p,V,, die vom Gase geleistete p,V,.
Die in das Gas hineingesteckte Energie ist also $,V;— p,V,.
Diese findet sich wieder in der Vermehrung der ,,innern Energie‘.
Diese setzt sich aus der Warmeenergie und der Kohésionsenergie
zusammen. Die Vermehrung des Wiarmeinhaltes ist Mc, - (t; — ¢,).
Die Zunahme der zweiten bezeichnen wir wieder wie oben mit
U,— U,. Wir haben also, wenn wir die Warmeenergie in erg
ausdriicken (mechanisches Wiarmedquivalent: J), die Beziehung

PVi—pVo= JMc,(ta— 1) + Up— U, (2)
oder . et Uy
tz__tl___h 1—P;];c" 1 2 (22)

Da U, — U, stets positiv ist, muB das Produkt p,V, (bei £,) also
groBer als p, V, (bei ¢,) sein, damit eine Abkiihlung erfolgt. Eine
Berechnung des Temperatureffektes ¢, —¢, fiir den Allgemein-
fall soll nicht durchgefiihrt werden. Jedoch sei er fiir zwei Spezial-
fille angegeben.

1. Ideales Gas. Fiir ein solches gilt

P1Vi= poVo(T + &ty) (32)
bzw.
P2Va= PoVo(T + &bp). (3b)

Ferner ist die Kohisionsenergie U = o. Wir haben daher
priVi— Vo= poVoa(ty—to) = JMcy,(ta—1y). 4)
Da M/V, die normale Gasdichte g, bedeutet, so schreibt sich
(J oo+ po&) (b —1;) = 0. (4a)
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Da der erste Faktor immer +-, also stets Zo0, so folgt {, = ¢,,
d. h. daB der THOMSON-JouLE-Effekt = o ist.

2. Flissigkeit. Auch auf diesen Fall muB unsere Beziehung
anwendbar sein. Die Anderung der im iibrigen sehr groBen Ko-
hisionsenergie ist verschwindend klein. In erster Niherung wird
man auch von der Volumeninderung durch Druck und Tem-
peratur absehen diirfen und gelangt dann so zu dem einfachen

Ausdruck
(Pr— 22V = JMc,(la—1y). (5)

Unter Beriicksichtigung, daB die Dichte ¢ = M/V, folgt hieraus
die Temperaturerhéhung
tz_flzel :&- (52)

Joc

Diese Beziehung liefert auch ein einfaches Mittel, um J zu be-
stimmen. Man 148t zu diesem Zwecke Wasser unter Druck in
konstantem Strom durch eine Diise stromen und miBt die Tem-
peraturerhéhung. Da in diesem Falle ¢ und ¢, praktisch = 1
sind, so folgt dann J aus

j=b=" ©)
2 1
Das Verfahren bietet nebst seiner Einfachheit den Vorteil, da
die bei kalorimetrischen Messungen auftretenden Wirmever-
luste klein ausfallen, da die Fliissigkeitsmenge hier nicht be-
grenzt istl.

§ 26. Dampfdruck und Fliissigkeitskriimmung.

Es laBt sich leicht einsehen, daB eine Fliissigkeit leichter bei
konvexer als bei konkaver Oberfliche verdampft. Denn im ersten
Falle ist die Molekularanziehung zwischen den verdampfenden
Molekiilen und der Fliissigkeitsoberfliche kleiner. Der Dampf-
druck, der sich in diesem Falle einstellt, ist demnach entsprechend
groBer.

Frage: Welches ist die Beziehung zwischen Dampfdruck und
Kriimmung der Fliissigkeitsoberfliche ?

Folgendes Gedankenexperiment soll uns den Weg weisen.
Man bringe in ein luftleeres GefiB (Abb. 25) z. B. Wasser. Dieses

1 Ein Demonstrationsapparat auf Grund dieses hydraulischen Prinzips
in Helv. Phys. Acta 8, 160 (1940).
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wird augenblicklich so weit verdampfen, bis sich der fiir die be-
treffende Temperatur maBgebende Dampfdruck eingestellt hat.
Tauchen wir jetzt eine Kapillare in das

Wasser, so steigt dieses bis zur kapil- |
laren Steighohe 4. Dies hat zur Folge, |
daB das Wasser auBerhalb und inner- | oy |
halb der Kapillaren unter verschiedenem |
Dampfdruck steht. Denn der Druck an
der unteren Fliche p, ist um so viel | 6 <
groBer als der Druck p, in der Hohe 4, H |
als dem Gewicht einer Dampfsiule von | '

|
der Héhe % entspricht. Es ist also r o E g
pu—po=hdg dynjem2. (1) | °
Das Ganze ist nur dann im Gleichgewicht, Abb. 25.

wenn der Fliissigkeitsmeniskus mit dem

Dampfdruck p, und die untere Wasserfliche mit dem Dampf-
druck p, im Gleichgewicht ist. Der konkaven Fliche in der
Kapillaren muB also der um p, — p, kleinere Dampfdruck ent-
sprechen. Wire nimlich der Druck nur von der Temperatur ab-
hingig, also im Gleichgewicht sowohl unten als oben = p,, dann
wire der Dampf in der Kapillaren bei p, nicht gesittigt. Es
miiBte fortdauernd Wasser aus der Kapillaren verdampfen, der
Dampf wiirde dann zum &uBern Niveau herabfallen, sich kon-
densieren und als Wasser wieder in der Kapillaren hochsteigen.
Wir hitten eine dauernde stoffliche Zirkulation und damit ein
Perpetuum mobile. Statt dessen haben wir aber ein Gleich-
gewicht, und die Bedingung hierfiir zu finden gilt es jetzt.

Wir haben dreierlei Krifte in Betracht zu ziehen: 1. Den
hydrostatischen Druck der gehobenen Wassersiule, 2. den Dampf-
druck p, bzw. p, und 3. den Kohisionsdruck K, und K,, das sind
die Druckkrifte, welche die Wassermolekiile an der Oberfliche
infolge der Molekularanziehung in die Fliissigkeit hinein zu treiben
suchen. Auf das duBere Wasserniveau driicken #, und K, und
auf den Meniskus im Innern p, und K,. Die Differenz ist gleich
dem hydrostatischen Druck der gehobenen Wassersiule. Also
haben wir , + K, — (p, + K,) oder

pu— po + Ku— Ko = heg. (2)
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$o — Py ist nun der Dampfdruckunterschied, der sich bei einer
konkaven Fliche gegeniiber einer ebenen ausbildet. Wir finden
ihn, wenn wir uns von den speziellen Voraussetzungen des ge-
danklichen Experimentes befreien, d. h. 2 aus (1) und (2) elimi-
nieren. Es folgt

pu— bo+ Ku— Ko =5 (u — p0),

woraus sich ergibt, daBl der Dampfdruckunterschied

dp=po—pu= =7 (3)

Die Differenz des Kohisionsdruckes bei krummer und ebener
Flache ist nun nichts anderes als der kapillare Druck K. Im
einfachsten Falle einer halbkugeligen Oberfliche mit dem Radius 7

hat K den Wert K = ?, wo T die Oberflichenspannung be-
deutet und wo 7+ bei konvexer und — bei konkaver Fliche

anzunehmen ist. Setzen wir diesen Ausdruck in (3) ein, so er-
halten wir

2T
AP = eli—1)" 4)
Da zumeist o= 0, so vereinfacht sich dies zu
2Td
ap=- (42)

Aufgabe. Man leite die Formel unter Zugrundelegung einer
Flissigkeit mit Kapillardepression (z. B. Hg) ab, wobei man
beachte, daB es fiir das gedankliche Experiment gleichgiiltig ist,
ob die Fliissigkeit benetzt oder nicht, bzw. ob der Radius » der
Formel (4) den Radius der Kapillaren bedeute oder nicht.

§ 27. Der Siedeverzug.

Damit eine Fliissigkeit siedet, miissen zwei Bedingungen er-
fillt sein. Einmal muB die Temperatur so weit gesteigert werden,
daB der entstehende Dampfdruck gleich dem #4uBern auf der
Flissigkeit lastenden Gasdruck ist. Dann aber muB durch eine
zusitzliche Temperatursteigerung dafiir gesorgt werden, da8 sich
im Innern der Fliissigkeit Dampfblasen bilden kénnen. Die Héhe
der nétigen Ubertemperatur hingt ab 1. vom hydrostatischen
Druck an der Stelle, wo die Blasen sich bilden sollen bzw. der
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Tiefe unter der Oberfliche, und 2. vom Widerstande, den die
Fliissigkeit einem ZerreiBen durch Dampfblasen infolge der mole-
kularen Anziehungskrifte entgegensetzt. Dementsprechendsetzt
sich die Siedepunktserhéhung J¢ aus zwei
Teilen 4¢, und 4%, zusammen.

4t ist leicht anzugeben. Es entspricht Po| 9
der Erhohung, die nétig ist, um statt des
duBern Druckes p, (Abb. 26) den Druck

|

: : J |

po+ hog zu iiberwinden. Man hat also die < 4= =
=|

Abhingigkeit des Dampfdruckes von der
Temperatur fiir Werte, die in der Nihe des
Barometerdruckes liegen, zu kennen und
nachzusehen, welches 4¢; der Druckzunahme
hog entspricht. Nun kennt man sehr genau
den Siedepunkt des Wassers in Funktion des duBeren Druckes
in der Nihe einer Atmosphire. Die Abhingigkeit lautet nach
REGNAULT, wenn man die neueren MeBresultate von H. MOSER!
berticksichtigt,

= 100 + 0,0369 (by — 760), (1)

wo by den Barometerstand in mm Hg bedeutet. Die Beziehung (1)
stellt aber ebensogut die Abhingigkeit der Dampftemperatur ¢
vom Dampfdruck &, dar, da ja beim Sieden der Dampfdruck
gleich dem #uBeren Druck ist.

Will man in (1) die Drucke in absoluten Einheiten angeben, so
hat man die mm Hg erst mit dem Faktor > in cm Hg, dann

diese in Gramm (Multiplikation mit 13,6) und schlieBlich in dyn
(Faktor 981) umzurechnen. Entsprechend ist der Zahlenfaktor

0,0369 mit — zu multiplizieren. Bezeichnet man die in

13,6 - 8;
dyn/cm? angegebenen Barometerdrucke bzw. die den Tempera-
turen ¢ und ¢ entsprechenden Dampfdrucke mit p,' und p,, so
hat man daher

¢ —25—003.69][36 ggl(ﬁ’—m)

= 2,77-107% (pg' — po) - (2)

1 Moser, H.: Ann. d. Phys. (5) 14, 790 (1932).
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Die Siedepunktserhéhung ¢, in der Tiefe / berechnet sich hier-
nach zu }
' —t=dt,=2/77-10""hog
oder, wenn man ¢ = I, g = 981 einsetzt, zu
A4t = 0,027 h. (3)

So betrigt sie beispielsweise in einer Tiefe von 10 cm 0,27° C.
Und nun die Berechnung des durch die Kohisionskrifte be-
dingten Siedeverzugs 4¢,. Fiir diese gibt die Tatsache einen An-
haltspunkt, daB die GroéBe des Siedeverzugs von der Anwesenheit
von Gasblischen in der Fliissigkeit abhingt. Je mehr Luft eine
Fliissigkeit enthilt, d. h. je groBer die Gasblasen, in die hinein
die Fliissigkeit verdampfen kann, um so geringer der Siedeverzug.
Das hingt damit zusammen, daB der sich iiber einer Fliissigkeit
einstellende Dampfdruck von der Kriimmung der Oberfliche ab-
hingt. Der Dampfdruckunterschied 44 bei sphirischer und
ebener Fliche ist nach § 26, wenn d <,
2T 4
7o 4)
Bei konkaver Fliche ist, da » negativ, auch 4p negativ. In ein
Luftblischen vom Radius 7 hinein entwickelt sich also bei der
reguliren Siedetemperatur nicht ein Dampfdruck p,, sondern ein
um 4p kleinerer Druck. Damit nun im Blischen ein Dampfdruck
gleich dem #duBeren Druck p, entsteht, muB3 die Siedetemperatur
ebenda erh6éht werden um einen Betrag, welcher der Druck-
differenz 4p entspricht. Diese Siedepunktserhohung 4%, 138t sich
nun ebenso wie die 4¢, aus der Formel (3) entnehmen. Man hat
nur fiir p,' — p, den Ausdruck (4) einzusetzen. Man erhilt sofort

(5)

Der gesamte Siedeverzug ist, soweit die lineare Beziehung (3) zu
Recht besteht, einfach gleich der Summe von 4%, und 4¢,. Wir
finden daher

4p =

5 2TJ_
ro

Aty = 2,77-10"

To |
dt = 2,77-1075 (3;-0—- + hg’). (6)
Fiir Wasser konnen wir die Werte einsetzen T, = 57,1 dyn/cm,
d

1
0 1650°

so daBl man schlieBlich in Zahlen erhilt

At = 3'79—[ 10—6 + 0,027 &. 7)
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Die beiden Summanden sind dann gleich gro, wenn » ungefihr
gleich 0_;12 w betragt. Die Gasbldschen miissen also schon sehr

Kklein sein, damit der erste Summand {iberwiegt. Immerhin tut er
dies schon bei einem Siedeverzug von 1° da J¢, ja selbst bei
h = 10 cm kaum 0,3° betrigt.

Von besonderem Interesse muB nun die Frage nach dem
maximal moglichen Siedeverzug erscheinen. Nach Formel (7)
sieht es so aus, wie wenn' dieser beliebig hohe Werte annehmen
koénnte, da man ja 7 bis gegen o hin abnehmen lassen kann. Nun
wird aber der Durchmesser eines Luftblischens niemals kleiner
als der eines Molekiils, also einige A werden konnen. Nehmen wir
aber diesen #uBersten Fall an, d.h. setzen wir in (7) etwa
r=1,01-10"8%cm ein, so berechnet sich eine Siedepunkts-
erhdhung von 4¢ = 100°. Sogar dieser Wert ist noch zu hoch, da
fiir so groBe Temperaturunterschiede die REGNAULTsche Formel
ihre Giiltigkeit verliert. Man wird zu einem besseren Resultat
gelangen, wenn man erst 4 aus (4) ausrechnet, unter Zugrunde-
legung von 7 = 1,91 - 10~ °cm, und dann in einer Dampfdruck-
tabelle! die entsprechende Temperaturdifferenz nachsieht. Man
findet so den wesentlich kleineren Wert 4¢= 38°.

Auch diese Zahl ist noch mit Reserve aufzunehmen. Denn
einmal sollte fiir T nicht der Wert fiir 100°, sondern der kleinere
fiir 100 4 4¢ geltende Wert eingesetzt werden. Dann aber werden
auch die Voraussetzungen, die der Formel (4) zugrunde liegen,
kaum bis herab zu Luftblischen von molekularen Dimensionen
zutreffend sein. Dies schon nicht, da bei so kleinen Abmessungen
iiberhaupt nicht mehr von einem kugeligen Hohlraum gesprochen
werden kann. Immerhin kann das Resultat als eine Schitzung
der oberen Grenze des Siedeverzugs gelten, und zwar in dem Sinne,
daB man sagen kann, daB bei Siedeverziigen von 30—40° ein
ZerreiBen der Fliissigkeit ohne Zuhilfenahme von Gasblischen
angenommen werden muB. In diesem Zusammenhang darf er-
wihnt werden, daB Siedeverziige von 20—40° verschiedentlich,
héhere aber nur selten beobachtet worden sind. Der von G. KREBS?
mitgeteilte Wert von etwa 100° scheint hier den Rekord zu halten.

1 Zum Beispiel F. KonLrAUSCH: Prakt. Physik 1935, 903.
2 KreBs: Pogg. Ann. 136, 144 (1869).
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§ 28. Der CARNOTsche Kreisprozef.

Wir stellen erst fest, daB sich die Wirme eines Gases, prin-
zipiell wenigstens, vollstindig in mechanische Arbeit umwandeln
14Bt. Man hat nur durch das unter dem Druck p stehende Gas G
(Abb. 27) einen Kolben K vorwegschieben zu lassen. Maximale
Arbeit wird man erhalten, wenn I. keine Reibung vorhanden,
2. der duBere Druck p’, der iiberwunden werden muB, stets so
dem inneren angepaBt wird, daB er gerade nur wenig kleiner als

X dieser ist. Der Vorgang wird dann

5 P% ¥ zwar unendlich langsam vor sich
gehen, aber erst aufhéren, wenn p auf

— o gesunken, d.h. das Volumen auf
oo gewachsen ist. Hat man ein ideales
Gas, dann gilt fiir diesen adiabatischen Vorgang T V?—! = const.
Wenn V=co wird, sinkt also die Temperatur auf den absoluten
Nullpunkt, d. h. die ganze Warme wird verbraucht, umgewandelt.

Von einer Warmekraftmaschine verlangt man aber nicht
einen einmaligen, sondern einen sich periodisch wiederholenden
Vorgang. Und daher wird man die Arbeitsleistung des beniitzten
Stoffes, hier eines idealen Gases, bei einem in sich zuriicklaufenden
Vorgang, d. h. einem KreisprozeB, untersuchen miissen. Dieser
ist, um den idealen Nutzeffekt zu erhalten, ohne Verluste auszu-
fiithren. Hierzu wird man, wie oben, Druckdifferenzen ver-
schwindend klein machen, aber auch Temperaturunterschiede
zwischen dem Wirmespeicher und dem idealen Gas mdglichst
klein wihlen, damit sich nicht wertvolle (héher temperierte)
Wiérme von selbst in weniger wertvolle (nieder temperierte) um-
wandeln kann. Wenn es sich dementsprechend auch um unend-
lich langsam ausgefithrte Prozesse handelt, so kann man sie sich
natiirlich doch unbenommen beliebig schnell ausgefiihrt denken.
Diese Vorginge, die eigentlich eine Aneinanderreihung von Gleich-
gewichtszustinden bedeuten, haben den Vorteil, daB man sie
ebensogut in umgekehrter Richtung ausgefithrt denken kann,
d. h. sie sind umkehrbar. Solche reversibeln Kreisprozesse kommen
zwar in der Natur nicht vor. Sie entsprechen einem idealen Fall,
und der aus ihnen berechnete Nutzeffekt bedeutet daher die
Grenze, die man bestenfalls annihernd erreichen kann. Ein
KreisprozeB stellt sich in der p V-Ebene durch einen geschlossenen

Abb. 27.
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Linienzug dar. Im Prinzip wird man eine beliebig in sich ge-
schlossene Kurve wihlen konnen, und letzten Endes interessiert
ja auch der Nutzeffekt fiir einen beliebigen KreisprozeS. Allein
zur Berechnung wird man erst einmal einen Linienzug ver-
wenden, der aus Stiicken besteht, die besonders einfache physi-
kalische Vorginge darstellen und dementsprechend auch leicht
zu berechnen sind. Das sind z. B. Isothermen, Isobaren, Iso-

vV

Abb. 28.

choren und Adiabaten. Nun braucht es offenbar, um zum An-
fangspunkt zuriickkehren zu kénnen, mindestens drei Teilstiicke
(§24). ZweckmiBig ist es aber, deren vier zu wéhlen, da dann zwei
paarweise derselben Art sein’kénnen. Man kommt dann also mit
zwei Sorten aus. Wir wihlen zwei Isothermen und zwei Isochoren
und konstruieren damit den in Abb. 28 dargestellten KreisprozeB.

Wir lassen das Gas bei konstanter Temperatur T, sich
von I bis 2 ausdehnen. Die durch die geleistete Arbeit ver-
brauchte Wirme @, wird aus einer Warmequelle der Tempera-
tur T, ersetzt. Hierbei besteht die Beziehung, daB die auf dem
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Wege 1 bis 2 geleistete, der Wirme (, #quivalente Arbeit
gleich ist 2
dy=JQy= [paV. (1)
1

Hierbei bedeutet ] das mechanische Wirmedquivalent. Unter
Beniitzung der Gasgleichung und unter Zugrundelegung von
I Mol Gas gilt fiir den Vorgang 1 bis 2

pV =RT,, (2)

daher ist auch )

A2=]92:JRT2%=RT2./%;- (3)
1

Nun folgt die Abkiihlung von 2 bis 3 bei konstantem Volumen,
d. h. ohne Arbeitsleistung flieBt die Wirmemenge Q ab. Von
3 nach 4 gelangen wir durch Kompression des Gases. Dabei
miissen wir die Kompressionswirme Q, in einen Wirmebehilter
der Temperatur T, abfithren. Die geleistete Arbeit ist offenbar
ebensogroB3 wie die, welche das Gas bei Expansion von 4 bis 3

hergeben wiirde. Diese ist aber
3

A1=]Ql=4fi>dV (1a)
oder, da hier gilt
V=RT,, 2a
p3 . ? (2a)
av av
A== [RT,Y = RT, [T 33)
4

Nun ist aber die Summe / g auf dem Wege 1 bis 2 ebenso-

groB wie auf dem Wege 4 bis 3, da sie zwischen denselben Grenzen
V, und V, ausgefiihrt ist. Also ist, wenn wir diese Summe mit

> bezeichnen, Ay=J0,=RT, 3 (4)

und

A1:]QJ.:R?12' (42)
Auf dem Wege 4 bis 1 wird keine Arbeit geleistet. Wohl aber muB3
Wirme zur Temperaturerh6hung von T, auf T, zugefithrt werden.
Diese hat gerade den gleichen Betrag wie die Wirme, die auf dem
Wege 2 bis 3 fortgefilhrt werden muBte. Die gesamte beim
KreisprozeB gewonnene Arbeit betrigt offenbar 4, — A4,. Wir
haben also folgende Bilanz: Die Wirmequelle hat die Wirme-
menge Q, hergeben miissen. Hiervon ist der Teil Q; unverbraucht
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wieder abgeflossen. Nur die Differenz Q, —(Q, ist in die ent-
sprechende Arbeit 4, — A4, verwandelt worden. Der zur Arbeits-
leistung verbrauchte Teil der Warme, dividiert durch die insgesamt
verbrauchte Warme oder der Nutzeffekt 7 ist daher

y =%
! Q
Unter Beniitzung von (4) und (4a) findet man aber unmittelbar
T2 - Tl
nN=-——=.
Bemerkung. } T, &

1. Die mit Q bezeichnete Wiarme muB so zugefithrt bzw. ab-
gefilhrt werden, daB keine Temperaturdifferenz zwischen Gas
und Wirmebehilter vorhanden ist. Dies kann nur durch eine
unbegrenzt groBe Zahl entsprechend temperierter Behélter er-

fiilllt werden, was aber gedanklich keine Schwierigkeiten bereitet.
2

2. Die Summe j'pdV bedeutet die zwischen Kurve 1 bis 2
1 3

und der Abszissenachse eingeschlossene Fliche, analog f pav
4

die Fliche unterhalb 4 bis 3. Die Differenz oder die beim Kreis-
prozeB geleistete Arbeit wird also durch die schraffierte Fliche
dargestellt.

Verallgemeinerung. Wie bekannt, gilt der CARNOTsche
Satz (5) auch fiir einen beliebigen Kreisproze, sofern man unter
T, und 7T, die hochste und die
niederste bei dem ProzeB auftretende
Temperatur versteht. Das heiBt
aber, wenn wir in unserem spe-
ziellen Kreisproze3 (Abb. 29) irgend-
eine geschlossene Kurve einzeichnen,
welche die Bedingung erfiillt, dal
sie die beiden Isothermen beriihrt,
muB sich fiir diese derselbe oben be-
rechnete Nutzeffekt ergeben. Fiir
einen Beweis geniigt es offenbar, zu
zeigen, daB der eine Kreisproze8 7,
durch den anderen ersetzt werden Abb. 29.
kann, ohne daB sich etwas am Nutz-
effekt andert. Dasist nun in der Tat moglich, indem man den spe-
ziellen KreisprozeB so lange erweitert und deformiert, bis er sich
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dem allgemeinen Fall angepaBt hat. Einmal 148t sich der Prozef3
dadurch erweitern, daB man beliebig viele Isothermen einfiigt
(Abb. 29), die man einmal in der einen, einmal in der anderen
Richtung durchlaufen liBt, wobei energetisch sich nichts dndert.
Der Ubersicht halber ist nur eine beschrinkte Anzahl eingezeichnet.
Der eine KreisprozeB zerféllt damit in eine beliebig groBe Anzahl
derselben Art. Wir ersetzen ihn durch unendlich viele differentielle
schmale Streifen. Die Linge dieser Streifen diirfen wir nun auch
beliebig dndern, da die Volumgrenzen, zwischen denen der ProzeB
lauft, keine Rolle spielen [in (5) sind die Volumina verschwunden!].
Also komprimieren wir alle schmalen Streifen so lange, bis sie
gerade die eingeschriebene Kurve beriihren. Diese wird dann von
einer Reihe von isothermen und isochoren Stiickchen umrandet.
Diese Umrandung ist aber von der Kurve selbst nicht zu unter-
scheiden, wenn die Zahl der Kreisprozesse unendlich groB ge-
macht wird. Also kann man den urspriinglichen speziellen Kreis-
prozeB auf die beliebige Kurve zusammenschrumpfen lassen,
ohne daB sich etwas am Nutzeffekt dndert. Man erkennt daher
im allgemeinen Fall den speziellen und umgekehrt.

Damit ist natiirlich auch bewiesen, daB der Satz fiir simt-
liche speziellen Fille Giiltigkeit hat. Solche lassen sich unter
paarweiser Beniitzung von Isothermen, Isobaren, Isochoren und
Adiabaten deren sechs konstruieren. Besonders erwihnt sei die
Verwendung zweier Isothermen und zweier Adiabaten, da dies
der urspriinglichen von CARNOT untersuchten Kombination ent-
spricht. Mit der gegebenen Verallgemeinerung ist natiirlich noch
nicht bewiesen, da3 der CARNOTsche Satz nicht nur fiir ein ideales
Gas, sondern fiir irgendeinen anderen Wirmetriger gilt. Dazu
bedarf es dann noch einer besonderen Betrachtung, auf die wir
hier aber nicht niher eintreten wollen.

§ 29. Die CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Gleichung.

Dies ist eine der wichtigsten Gleichungen der Thermodynamik.
Sie bezieht sich nicht nur auf das Gleichgewicht zwischen zwei
Aggregatzustinden, sondern ganz allgemein das Gleichgewicht
zwischen irgend zwei Phasen ein und desselben Stoffes (z. B. zwei
Modifikationen). Sie lautet’

QJ = (vy—v) T 2L, (1)
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Handelt es sich um das Gleichgewicht zwischen einer Fliissigkeit
und ihrem gesittigten Dampf, so bedeuten @ die totale Ver-
dampfungswiarme (innere 4 duBere), v,— v, die VergroBerung
des spezifischen Volumens (Volumen der Masseneinheit) beim
Verdampfen, p den Dampfdruck, T die absolute Temperatur und
J das mechanische Wirmedquivalent. (1) gilt aber ebensogut
fiir das Schmelzen und das Sublimieren. Im ersten Falle wire Q
die Schmelzwérme, v, — v, die spezifische VolumenvergréBerung
beim Schmelzen und 47 die Gefrierpunktserh6hung bei An-
wendung eines Uberdruckes dp. Wihrend bei Dimpfen dp/d T
immer - ausfillt, da stets v, > v;, so kann beim Schmelzen
dp/dT auch — sein. Das heiBt, man erhilt eine Gefrier-
punktserniedrigung mit zunehmendem Druck (wie z. B. bei
Wasser).

Die Ableitung der C.-C.-Gleichung kann durch die (gedank-
liche) Ausfithrung eines reversibeln Kreisprozesses vorgenommen
werden. Man denke sich wie in Abb. 27 ein GefiB, dessen Vo-
lumen durch einen beweglichen Kolben K verdndert werden
kann. Nur sei jetzt G nicht mit einem Gas, sondern mit einer
Fliissigkeit angefiillt. Wir wihlen z. B. 1 g Wasser; das Volumen
betrigt dann ungefihr 1 cm3. Die Umgebung, die als Wirme-
speicher diene, besitze dieselbe Temperatur 7" wie das Wasser,
und auf den Kolben wirke von auBlen ein Druck, der dem Dampf-
druck, den das Wasser beim Verdampfen erzeugen wiirde, gerade
das Gleichgewicht hilt. Wir wollen nun das Wasser bei kon-
stantem Druck verdampfen und fithren ihm zu diesem Zwecke
Wirme zu. Da sich hierbei das Volumen von v, und v, vergréBert,
muB3 der Kolben Arbeit leisten. Die totale Verdampfungswiarme
setzt sich dabei aus zwei Teilen zusammen: 1. der Warme fiir
die Anderung des Aggregatzustandes (innere Verdampfungs-
wirme) und 2. dem Aquivalent der Warme fiir die Arbeitsleistung
P+ (vy— v;) (duBere Verdampfungswirme). Stellen wir den Vor-
gang in der CLAPEYRONschen puv-Ebene dar (Abb. 30), so ent-
spricht dies dem Ubergang von Zustand 1 zu Zustand 2. Dieser
erfolgt gemdB einer horizontalen geraden Linie, da gleichzeitig
mit der Temperatur auch der Dampfdruck konstant bleibt,
unabhingig davon, ob das Mengenverhiltnis von Fliissigkeit und
dampfformigem Anteil sich dndert. Ausgehend von Zustand 2
wihlen wir nun als zweiten TeilprozeB eine kleine Volumenver-

Greinacher, Experimentalphysik. 5
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groBerung (Ubergang 2 - > 3). Diese erfolge ohne Wirmezufuhr,
d. h. adiabatisch. Mit der kleinen Volumenzunahme v; — v, = dv
ist eine entsprechende Arbeitsleistung und damit eine kleine Ab-
kithlung um 47T verbunden.

Wir kithlen nun auch die Umgebung des Gefilles, d. h. den
Wirmespeicher auf T— 4T ab und komprimieren den Dampf
bei konstanter Temperatur T — 4 T. Es tritt Kondensation ein,
und die totale Kondensationswirme Q' muB an die Umgebung
abgefithrt werden. Wir kondensieren bis nahe zu dem Betrage,
wie er dem Anfangszustand 1 entspricht (Ubergang 3 —> 4) und

kehren dann wirklich

zum Anfangszustand zu-

lg 7 riick, indem wir noch

; ’ 2 . . . )

a %7 ; eine .adlabatlsche Kom,

t 14 Llr 5 pression um v,—v; = dv

- V;—'; | 0 rar i vornehmen (Ubergang

| ” ] 4 —> 1).

““““ T T S .

Bei diesem Kreispro-

—_— zeB ist nun insgesamt

Abb. 30. die Wirme Q der Tem-

peratur T verbraucht
worden. Davon ist ein Teil in Arbeit verwandelt, ein Teil bei
der Temperatur (T'— 4 T) in die Umgebung abgeflossen. Nach
dem CarNoTschen Prinzip muB aber fiir einen reversibeln Pro-
zel3 gelten

Wiarmewert der Arbeitsleistung  Temperaturdifferenz (2)
verbrauchte Wirme "~ Hochsttemperatur

Den Wert fiir die Arbeitsleistung finden wir aus dem Arbeitsweg
1—2—3—4—1. Er ist (siehe auch §28) einfach gleich dem von
ihm eingeschlossenen (schraffierten) Flichenstiick. Wir kennen
allerdings die Kurvenstiicke 2—3 und 4—1 nicht. Wir wissen
nicht einmal, ob bei der Expansion 2—3 der Dampf gesittigt
bleibt oder wo Punkt 4 genau gewihlt werden muB. Aber wir
wissen, da 4v und v’ fast beliebig klein gegeniiber v, — v,
(bzw. v3 — v,) gewdhlt werden kénnen. Die vom Arbeitsweg ein-
geschlossene Fliche weicht daher nur unmerklich wenig vom In-
halt eines Rechteckes von der Linge v, — v; und der Breite ./
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ab, so daB wir die Arbeitsleistung gleich 4p(v,— v,) setzen
diirfen. Daher wird aus (2)

dp (v, —vy)
AT
——iQ—’- =7 (3)

Diese Beziehung ist aber mit (1) identisch.

Damit haben wir die C.-C.-Gleichung, d.h. eine Beziehung
zwischen wirklich meBbaren GroBen aus einem idealen Kreis-
prozeB abgeleitet. Man koénnte sich nun noch fragen, ob dies
zuldssig ist, denn bei jedem in Wirklichkeit ausgefithrten Kreis-
prozeB, der ja immer irreversibel ist, diirften wir in Formel (2)
nicht das Gleichheitszeichen setzen. Es miite dann heiBen: linke
Seite << rechte Seite, und wir erhielten die C.-C.-Beziehung in
Form einer Ungleichung. Eine solche Ungleichung wiirde in der
Tat herauskommen, wenn wir den Nutzeffekt irgendeiner Ma-
schine mit dem durch unseren Kreisproze3 dargestellten Arbeits-
verlauf berechnen wollten. Allerdings besteht die Moglichkeit,
sich dem Idealfall zu nihern, indem man alle vorkommenden
Druck- und Temperaturdifferenzen klein genug macht (und die
Reibung vermeidet), also einenaus lauter Gleichgewichtszustinden
bestehenden Zyklus, der dann naturgemaf duBerst langsam ver-
lauft, herstellt. Das 148t sich im Prinzip um so besser erreichen,
je kleiner der Kreisproze in seinen Dimensionen ist, schon da
ja der Zeitverlauf abgekiirzt wird. Praktisch wird dies allerdings
wegen der experimentellen Schwierigkeiten in der Handhabung
so kleiner GréBen nicht moglich sein. -Aber wir kénnen uns den
idealen Fall in fast beliebiger Anndherung realisiert denken. Wir
koénnen nicht nur die Breite des umlaufenen Rechtecks in Abb. 30
sehr klein nehmen, sondern auch die Linge sehr klein wihlen,
da tiber die GréB8e von Q nichts vorausgesetzt ist. Immerhin muB
die Linge noch als groB gegeniiber der Breite angenommen werden,
da die Umlaufskurve in Wirklichkeit kein Rechteck ist, aber
doch die Formel fiir ein Rechteck angewendet werden soll. Ferner
diirfen die Abmessungen nicht unendlich klein im mathematischen
Sinne sein, sondern nur so klein, daB die statistischen Schwan-
kungen der ZustandsgréBen (7, $) noch keine Rolle spielen. Fiir
diesen physikalisch unendlich kleinen KreisprozeS diirfen wir
nun die Reversibilitit als erfiillt ansehen und somit das Gleich-

5*
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heitszeichen setzen. Unsere Formel gibt dann eine Gleichgewichts-
bedingung zwischen einer Anzahl physikalischer GroBen fiir einen
Punkt der pv-Ebene und dessen unmittelbarer Umgebung (d T', d).
Ganz allgemein wird man es nun verstehen, daB immer, wenn
sich ein unendlich kleiner reversibler KreisprozeB ausdenken
14B8t, man hierdurch zu einer Gleichgewichtsbeziehung gelangen
wird (siehe auch §57).

Aufgabe. Man berechne die Gefrierpunktserniedrigung des
Wassers pro 1 Atmosphire. Latente Schmelzwirme: 79,7 cal,
vy — ¥, = —0,0900.

IV. Optik (Strahlungslehre).

§ 30. Minimum der Strahlenablenkung durch ein Prisma.

Um zu beweisen, daB
die  Winkelablenkung d
(Abb. 31) des durch das
Prisma hindurchgehenden
Strahles ein Minimum be-
sitzt, wird man diese Ab-
lenkung 0 erst einmal als
Funktion des Einfallswin-
kels «, berechnen. Hierzu
dienen 1. die vorhandenen
Winkelbeziehungen und 2.
das Brechungsgesetz, angewendet auf die 1. und 2. Fliche. Man
hat, da 0 der AuBenwinkel des schraffierten Dreiecks ist,

Abb. 31.

0=0;—f1+xs— fBs. (1)
Ferner ist, wenn ¢ den Prismenwinkel bedeutet

&=+ fa, (2)
so daB (1) auch geschrieben werden kann

d=o0+ o —e. (3)
Ferner ist

sin &, = # sin 3, (4)
und

sinxy, = 7 sin 3. (5)
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Aus (2) bis (5) lieBen sich 8, f,, &, eliminieren, so da man d als

. . ad
Funktion von «, erhielte. Durch Ausrechnen von e und
1

Gleichnullsetzen des Ausdrucks wiirde man nach Schema f die
Minimalbedingung herausfinden. Einfacher und ibersichtlicher
wird die Behandlung, wenn man die Minimalbedingung gleich
in (3) zum Ausdruck bringt und schreibt

d(9) = doy + doxy = 0. (3)

Man wird dann allerdings auch (2), (4), (5) in Differentialform
beniitzen miissen, also schreiben

aB,+ dfy = o. (2a)
cos, do; = n cosf; df;. (4a)
COS0y Aty = 1 COSf, df3,. (5a)

Man bemerkt, daB man die Differentiale leicht eliminieren kann.
Denn (4a) dividiert durch (5a) liefert

cosoy doy __ cos By d By

cosay, Aoy cos By d 3y’

oder, da nach (2a) und (3a) :—Z“l = Z~‘Z~1= —1, so folgt
2 2
cosx; _ cosp oder COS&; _ COSO, ©6)

cosa&,  Cosf3, cos3;  cos3,

Die Bedeutung dieses Resultats ersieht man, wenn man die Be-
ziehung (4) und (5) einfithrt. Um keine Quadratwurzeln zu
haben, wird man (6) quadrieren und schreiben

1 —sin?a; 1 —sin?a,

1—sin?3, 1—sin%3,

und weiter
T 2 im2 2\ —— 22 qin2
(I n® sin p’l) (I n? sin 32). (7)

1 —sin?g, 1 —sin? 3,

Dieser Ausdruck bedeutet, daB dieselbe Funktion f (8) fiir zwei
Werte von 3 gleich groB sein muB, was mit einiger Wahrschein-
lichkeit darauf schlieBen 1i8t, daB 3, = ,. Allein, man kann
auch (7) tbers Kreuz ausmultiplizieren und wird dann in der
Tat . sofort auf dieses Resultat gefithrt. Eine zweite mogliche
Losung 3, = —f3, kommt nach der Natur des Problems nicht in
Frage. Da infolge von 8, = 8, automatisch auch &, = &, sein
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muB, so heiBt das also, daB der Strahlengang symmetrisch ver-
laufen muB. Diese Bedingung in (2), (3), (4) eingesetzt, liefert
nun den Extremwert von d
Wir haben
e=2p

dm = 2K — &
und daher

__Onte _ &
®x = 2 und ﬂ —_ ;‘ »
d. h. nach (4) oder (5)
r;m + €
2

sin = #sin ; . (8)

Nun ist noch zu beweisen, da3 dies einem Minimum und nicht
einem Maximum entspricht. Dazu miiBte man nun eigentlich
wiederum auf die Bildung von d = f(x,) zuriickkommen und dann
den zweiten Differentialquotienten bilden, um festzustellen, ob
dieser + oder — ausfillt. Gliicklicherweise 148t sich dieses um-
stindliche Verfahren durch folgende Uberlegung vermeiden. Wir
haben festgestellt, daB nur ein Extremwert existiert. Ist dieser ein
Minimum, dann geniigt es, fiir einen beliebigen Einfallswinkel &,
nachzuweisen, daB fiir J ein Wert herauskommt, der groBer ist
als 0m. Man wird nun «, so wihlen, daB die Rechnung besonders
einfach ausfillt. Das trifft z. B. zu fir ;= 0, also _| Inzidenz.
Dann ist auch 3, = o, ferner ist gemiB (2) 8, = ¢, so daB sich
fiir die Ablenkung J, nach (1) ergibt

60 =g — E.
Da ferner nach (5) unter Beriicksichtigung, daB (8, = ¢, gilt

sinx, = #sine,
so folgt
sin (d, + ¢) = nsine. (9)

Nun haben wir zu beweisen, da8 d, > 0». Im Hinblick auf die
Form der Ausdriicke (8) und (9) scheint es offenbar leichter, zu

zeigen, daB3

(0+ >S m+

sin
Ein solcher Beweis geniigt aber, da in diesem Falle dann auch

d, 3
0—22 > 2+ und damit auch dy > dn sein muB. Vorausgesetzt
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ist nur, daB3 5’%*_—8 den Winkel von qo° nicht iibersteigt. Dies

laBt sich aber leicht verhiiten, indem man & geniigend klein
wihlt, eine Wahl, die einem ja frei steht. Denn es geniigt zu be-
weisen, daB fiir irgendeinen Fall, also z. B. fiir den Spezialfall

s<%, herauskommt 0y > dwm. Dadurch wird der allgemeine

Geltungsbereich der Formel (8) in keiner Weise beriihrt.
Wir miissen nun die Form von (9) an die von (8) angleichen,
gehen also in Anwendung eines trigonometrischen Satzes auf den

halben Winkel "L;ﬁ iiber. Wir haben

. d £ d, + € . & £
2sin % £ cos % — 5y sin -t cos .
2 2 2 2

nsin; bedeutet aber gemdB (8) nichts anderes als sin d—"’:— f, SO
daB wir haben
&
COS —
. (’0+8_ . Jnl+£- 2
sin = = sin ~*—— e (10)

cos
2

Man erkennt, da8 das Verhiltnis der beiden cos stets grofer als 1
ist. Damit ist aber nachgewiesen, daf3

.4
in o+ € O+ €
2 2

S > sin

H]

was bedeutet, daB Jm einen kleinsten Wert darstelit.

§ 31. Das Brechungsgesetz aus dem FERMATschen Satz.

Nach dem FErRMATschen Prinzip wihlt ein ,,Lichtstrahl'’ den
Weg kiirzester Ankunft. Demnach pflanzt sich Licht von einem
Punkt 4 nach einem Punkt C lings einer geraden Linie fort,
sofern das Zwischenmedium iiberall dasselbe. Befindet sich aber
z.B. 4 in Luft und C in Glas (Abb. 32), so wird der Lichtstrahl
an der Begrenzung beider Medien geknickt. B liegt dann nicht
auf der geraden Verbindungslinie von 4 und C, sondern sicher
rechts davon, da das Licht dann eine groBere Strecke in Luft mit
der groBeren Geschwindigkeit ¢; zuriicklegen kann. Uber die
Lage von B wissen wir zunichst allerdings nur, daB der Punkt



72 IV. Optik (Strahlungslehre).

wie A und C in der Zeichenebene liegen muB. Denn jedes Heraus-
treten aus derselben wiirde den Lichtweg vergroBern. Ferner

’ ist wiederum, wie oben, die
/
]

gerade Linie von 4 nach
B, ferner von B nach C
die kiirzeste Verbindung.

Frage: Wo liegt der
Punkt B, der das Licht
von A nach C in der kiirze-
sten Zeit gelangen 14Bt?

Die gegenseitige Lage
der beiden  beliebigen
Punkte 4 und C ist durch
die Koordinaten y,, ¥, und
x bestimmt. Variabel sind
, die beiden Strecken x, und
%, bzw. die beiden Winkel & und 3. Jedoch sind diese GroBen
nicht unabhingig voneinander. Denn es gilt

x= %+ %= y, tga 4 v, tg B. (1)

Wir bezeichnen die Zeit, die der Strahl von 4 nach B gebraucht,
mit ¢,, die von B nach C mit #,. Demnach ist die Gesamtzeit

== tl + tz.
Nun ist o o
B=yct;, und BC = cyt,,
also
= AB | BC
T e
Da aber

y,= ABcosx und y,= BC cosf,
so ist dies auch

[ = Y1 + Vs ) (2)

T cycosx | cycosB

Nach dem gewoéhnlichen Vorgehen hitte man nun, um den
Extremwert von ¢ zu finden, tgf bzw. cosf aus 1 auszurechnen
und in (2) einzusetzen, dann zu bilden d#/dx und dies = o zu
setzen. Man kénnte aber ebensogut « aus (1) entnehmen und in
(2) einsetzen und 4¢/d3 bilden und dies = o setzen. Beide Aus-
driicke (1) und (2) sind ja in « und 3 gleich gebaut. Demzu-
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folge scheint es nicht gerechtfertigt, eine der Variabeln zu bevor-
zugen. Man wird daher versuchen, beiden GroBen gleiche Ge-
rechtigkeit widerfahren zu lassen. Dies wird uns dann nicht nur
den Vorteil einer iibersichtlichen Behandlung, sondern auch einer
gewissen Vereinfachung eintragen. Wir eliminieren daher weder
o« noch 8, sondern differenzieren zunichst (1) und (2), wie sie
sind. Es liefert (1)

Ny dg=o. (1a)

cos? cos2 B

Um (2) zu differenzieren, ist zu beriicksichtigen, da

I d cosx sin &
= T 5 A
cos & cos?a ~ cos?a
Man findet so
¥y Sinx Yy sing
dt=2——da+ =% 2a
¢, cos? + ¢y cos? B ap. (22)

Die Minimumbedingung ist nun d¢ = 0. Dementsprechend lassen
sich jetzt (1a) und (2a) schreiben

N

costa T 0"2,3 ap

sin o o Sin
FLLLIPMI (LT 23
¢y cos? i ¢y cos? 3

dx und df heben sich durch Division der linken und rechten
Seiten der Gleichungen weg. Da auch die Glieder vy,, y, und cos?*
verschwinden, so bleibt nur noch iibrig

sin & *_ sin ,8

51 Ce
oder .
sin & 6
sing = ¢y’ (3)

Da c,/c, gleich dem Brechungsquotienten #, so erhalten wir also
das SNELLIUSsche Brechungsgesetz. Einer besonderen Unter-
suchung, ob es sich bei (3) um ein Minimum der Lichtzeit handelt,
bedarf es nicht. Denn erstens geht das Minimum ohne weiteres
daraus hervor, daB der Lichtweg, wenn B nach links oder rechts
hinaus wandert, schlieBlich unendlich groB8 wird, und dann er-
iibrigt sich iiberhaupt die Diskussion. Denn das FERMATsche
Prinzip verlangt in seiner Allgemeinheit bloB, daB die Lichtzeit
einen Extremwert aufweise. Sie kann also. sowohl einem Mini-
mum als einem Maximum entsprechen.
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Hingegen scheint noch die Frage berechtigt, ob die Beweis-
fithrung in der einfachsten Form vorliegt. Dies im Hinblick auf
die etwas umstindlichen Ausdriicke (1a) und (2a), aus denen
dann das einfache Resultat (3) hervorspringt. Man wird bei
dieser Sachlage vielleicht etwas an den Ausspruch vom Gebirge
und der Maus erinnert. In der Tat kann man nach'dem Vorgang
von Pranck! durch die Beniitzung der Strecken AB und BC
als Variable die Winkelfunktionen vermeiden, aber im Prinzip
ist der Weg des Beweises doch derselbe.

Es gibt nun aber eine Méglichkeit, den Zusammenhang zwischen
Fermatschem Prinzip und Brechungsgesetz unmittelbar zur
Anschauung zu bringen.

4 Man zeichne sich einmal
* den Lichtweg (Abb. 33)
AB-—> BC, welcher der

2 kiirzesten Ankunft ent-

spricht. Nun zeichne man
einen unmittelbar benach-
barten Strahl AB'—>B'C.
Jetzt kann man in sehr
hiibscher Weise Anwen-
dung machen von dem
Satze, daBl eine Funk-
’ tion sich in der Nihe

eines Extremwertes hoch-
stens nur um kleine Grofen von 2. Ordnung (oder eventuell
noch héherer Ordnung) 4ndern kann. Der Unterschied in der
Laufzeit der beiden Strahlen 4 B’'C und ABC ist also unend-
lich klein 2. Ordnung, wenn B’B unendlich klein 1. Ordnung
ist. Diesen Unterschied finden wir, wenn wir um A und C durch
B und B’ Kreisbogen schlagen. Dann unterscheiden sich die
Lichtwege um die Strecken a und b, wo 2 und b ebenfalls un-
endlich klein 1. Ordnung sind. Die Differenz in der Laufzeit ist

Abb. 33.

b .
entsprechend ci — . Da dies gemdB dem FErMATschen
1 2
Prinzip bis auf GréBen 2. Ordnung = o sein muB, so haben wir
a b
o o =0. (4)

1 PLaNck, M.: Einfithrung in die theoretische Optik, S. 67. 1927.



§ 32. Beziehung zwischen Linsen- und Spiegelgleichung. 75

Nun ist aber weiterhin ersichtlich, daf3
a= BB'sine und b= BB'sinf, (5)

da die Kreisbogen (bei unendlich kleinen Winkeln) auf beiden
benachbarten Strahlen | stehen. Die Beziehungen (4) und (5)
fiihren daher unmittelbar zum Brechungsgesetz.

Aufgabe. Man leite aus dem FERMATschen Satz auch das
Reflexionsgesetz ab. Man wihle also statt eines Punktes C
unterhalb der Trennungsebene einen oberhalb C’ (Abb. 32). Man
wird dann genau dieselben Ausdriicke wie oben finden, nur ist
jetzt ¢, = ¢;, und somit folgt

sin «

sin 3

=1 oder & = f5.

§ 32. Beziehung zwischen Linsen- und Spiegelgleichung.

Frage: Warum gilt fiir Linsen und sphérische Spiegel dieselbe
Gleichung:

Ty TR @

Gewohnlich wird diese Abstandsbeziehung einmal unter An-
wendung des Brechungsgesetzes (Linsen) und einmal unter An-
wendung des Reflexionsgesetzes (Spiegel) abgeleitet, und es wird
auf das zunichst befremdliche Resultat, daB trotz der ganz ver-
schiedenen Voraussetzung dieselbe Formel herauskommt, gu-
meist keine Antwort erteilt. Zunichst ist aus dieser Tatsache
zu schlieBen, daB es auf die speziellen Voraussetzungen, ob
Brechung oder Reflexion, offenbar nicht ankommt, und daB die
Beziehung infolgedessen eine allgemeinere GesetzmiBigkeit zum
Ausdruck bringt. Was Linsen und Spiegeln gemeinsam ist, das
ist ihre abbildende Wirkung. Man wird daher versuchen, die
Gleichung (1) als Ausdruck fiir irgendein abbildendes System zu
deuten. Bei einem solchen schneiden sich alle von einem Gegen-
standspunkt ausgehenden Strahlen in einem Bildpunkt. Diesen
gewinnt man also, wenn man irgend zwei , Konstruktionsstrahlen*
zeichnet und ihren Schnittpunkt bestimmt. Wir haben nun zu
beweisen, daB nach Ausfithrung einer solchen Konstruktion das
Abstandsgesetz (1) herauskommt, unabhingig von den speziellen
Voraussetzungen. Wir wihlen als Konstruktionsstrahlen einen



76 IV. Optik (Strahlungslehre).

Parallel- und einen Fokalstrahl (Abb. 34). In der Ebene H be-
finde sich eine diinne Linse oder der Scheitel eines sphirischen
Spiegels. Die ausgezoge-

7 ¢ nen Linien geben den

R Strahlenverlauf fiir das

g /g dioptrische und die ge-
l £ ==V strichelten die fiir das
s 5 ' , katoptrische  System.
v\ Man erhdlt in beiden
L] Fillen Bilder b und d’ der-

Abb. 34, selben GroBe und vom

selben Abstand # von
der Ebene H. Damit ist gezeigt, daB die Abstandsbeziehung
also gleich ausfallen muB. Diese selbst erhilt man nun ohne
weiteres aus den schraffierten Dreiecken.
Man hat einmal

g _v—1f

? - f (2)
und ein zweites Mal y

8 _

E_ L (2a)
Durch Gleichsetzen und Ausmultiplizieren erhilt man alsobald

I I I

Tyt

Die Differenzierung zwischen Linsen- und Spiegelabbildung ge-
schieht erst, wenn man nach der Brennweite f fragt. Hier ergibt
sich in bekannter Weise aus dem Brechungsgesetz

I I I

7—("“1)(7—1+r—2) (3)
und aus dem Reflexionsgesetz

I . 2

T

Aufgabe. Ubungsweise kann (1) auch unter Verwendung
eines Parallel- und eines Zentralstrahles (Strahl durch die Mitte
von H) oder eines Fokal- und eines Zentralstrahles abgeleitet
werden. Ferner kann die Giiltigkeit von (1) unschwer fiir den
allgemeinen Fall eines Linsensystems dargetan werden. y und 8
bedeuten dann die Abstinde von der gegenstandsseitigen bzw. der
bildseitigen Hauptebene.
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§33.Bestimmung der Brechkraft einer Zerstreuungslinse
aus ihrer verkleinernden Wirkung.

Von einem Punkt B aus (Abb. 35) werde ein Gegenstand der
Linge g einmal von bloBem Auge und einmal durch eine Zer-
streuungslinse L betrachtet. Die Winkel, unter denen wir den
Gegenstand in beiden Fillen sehen, seien ¥ und ¢. ¢ erhilt
man, wenn man denjenigen Strahl zeichnet, der von der Pfeil-
spitze ausgehend durch die Linse nach B gebrochen wird. Da
der Strahl nach unten geknickt ist, fillt ¢ kleiner aus als Y.

Dementsprechend erscheint der Gegenstand auf die GroBe g
zusammengeschrumpft zu sein, und die Verkleinerung ist

_Eg __twe_¢
R Y &
4 tgy v
Frage. Wie berechnet sich die Zerstreuungsweite f aus v?
Zunichst hat man gemiB Abb. 35 die geometrische Beziehung

g _a+vy g _at+§p
ey und =g
und daher ¢
§ __¢a & _ 2
7_/—}—1 und ‘3-}—1,
woraus ,
_§& _ (2 s
R R N

Dazu kommt die Linsengleichung. Denn G und B sind konju-
gierte Punkte. Zwar wird nicht ein von G herkommender, auf
die Linse auffallender Strahl nach B abgelenkt, wohl aber wird
ein umgekehrt verlaufender, d. h. ein nach G zielender Strahl nach
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B hin gebrochen. Also bedeutet G den virtuellen Gegenstands-
punkt zum reellen Bildpunkt B. Die Gegenstandsweite y ist
dementsprechend mit negativem Vorzeichen einzufithren. Da
analog ein auf die Linse auffallender auf den Brennpunkt zielender
Strahl parallel austritt, so ist auch f negativ einzusetzen, und

wir haben
I I I
7Ty + 2 (3)
Da y unbekannt ist, wird man dieses aus (2) und (3) eliminieren,

d. h. man setzt den Wert von 1/y aus (3) in (2) ein und erhilt

@ A
R A =.a<ﬁ+1)a, @
o(F+5)+ (Fr)+
oder zunichst
_(Gr)d
*_wj%-'_l a
und hieraus
Pl ) 9

Zur Messung der Verkleinerung wird man fiir ¢ einen in nicht
zu groBem Abstand aufgestellten MaBstab oder sonst ein regel-
milig gemustertes Gebilde (wie ein Ziegeldach) wihlen und
nun dhnlich verfahren wie bei der Bestimmung der VergroBerung
eines Fernrohrs. Man wihlt als Gesichtsfeld am einfachsten die
ganze Linsendffnung, d.h. man visiert nach dem Linsenrand
und zihlt die Anzahl der Teilstriche, die im Gesichtsfeld der Linse
erscheinen, und die Anzahl, welche von bloBem Auge gesehen,
aus dem Gesichtsfeld durch die Linse herausgeschnitten wird.
Das Verhiltnis gibt dann die Verkleinerung v. Variiert man (3
etwa so lange, bis v = } wird, so gibt 8 (wenn 8 < a) gerade die
Zerstreuungsweite.

Die subjektive Methode 148t sich ohne weiteres zu einer objek-
tiven gestalten, indem man den umgekehrten Strahlengang ver-
wendet und an Stelle des Auges eine punktférmige Lichtquelle
bringt. Man erhilt dann einen hellen Zerstreuungskreis von der
Ausdehnung g und einen dunkeln Schatten vom Durchmesser g'.
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Besonders einfach wird die Methode, wenn man die Lichtquelle
unendlich weit entfernt (3 = o), etwa als solche die Sonne ver-
wendet. Andert man dann den Abstand a so lange, bis v = }
wird, dann ist gemaB (5) a = f.

Aufgabe. Aus (5) kann umgekehrt v als Funktion der Ab-
stinde a und @ berechnet werden. Man zeige, daB} fiir einen
gegebenen Gesamtabstand a + 3 die Verkleinerung am groBten
wird, wenn a = 3. Experimentell an jedem Brillenglas eines
Kurzsichtigen zu zeigen. Man betrachte durch ein solches einen
Gegenstand auf dem Tisch und bewege das Glas vom Auge auf
den Gegenstand zu.

§ 34. Brennweite und Lage der Hauptebenen zweier
zentrierter Linsen.

Vorausgesetzt seien zwei diinne Sammellinsen. Man wird
zweckmiBig erst den Strahlenverlauf zeichnen (Abb. 36). Ein
paralleler Strahl wird durch Linse I nach ihrem Brennpunkt F,
gebroche;n, Linse II lenkt ihn aber nochmals ab, so daB er die
Achse im Brennpunkt des Systems F schneidet. Die Lage der
bildseitigen Hauptebene H findet man, indem man den ein-

fallenden und den aus dem System austretenden Strahl zum
Schnitt bringt. Wie berechnet sich nun die Brennweite f und der
Abstand x der Hauptebene von der bildseitigen Linse I1?

Zur Berechnung konnen sowohl optische als rein geometrische
Beziehungen helfen. 1. Stellt man einmal fest, daB alle parallelen
Strahlen, unabhingig vom Achsenabstand %, nach Durchtritt durch
Linse I nach F, zielen und daB Linse II alle nach dem Punkt F
ablenkt. Nun bedeutet aber der Ort, in dem sich die von einem
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Gegenstandspunkt herkommenden Strahlen schneiden, den Bild-
punkt. Da alle durch den Bildpunkt F gehenden Strahlen vor
Ablenkung durch Linse II nach F; gezielt haben (also nicht
davon herkommen), so bedeutet F; den virtuellen Gegenstands-
punkt. F, und F sind demnach konjugiert, und es gilt die Linsen-
gleichung fiir die Abbildung durch Linse II. f, —d bedeutet den
negativen Gegenstandsabstand, f — x den Bildabstand. Wir haben

i

f2
2. Diese eine Beziehung geniigt nicht zur Berechnung von f
und %, doch kommen noch geometrische Beziehungen hinzu.
Aus den schraffierten Dreiecken folgen die Ahnlichkeitspropor-
tionen:

I

=—f1—__—+f_x~ (1)

h h f (2)

¥ h—d  f—ax

Wir entnehmen hieraus den Wert von }é; und setzen ihn in

(1) ein. Dies ergibt

Tt h
T T h—a T ih—a
was uns sofort (etwa durch Erweitern der Cleichung mit ﬁ?‘—d)
1
den bekannten Ausdruck fiir f liefert:
I I I d
PR TR TR )

x folgt aus (2). Setzt man dieses namlich reziprok an, so findet
man unmittelbar

x=f'.%- (4)

LaBt man die parallelen Strahlen von rechts her in das System
eintreten, dann erhalten wir das entsprechende Resultat fiir die
Brennweite nach links und die gegenstandsseitige Hauptebene.
Man hat nur f, und f, zu vertauschen und x von Linse I an nach
rechts zu rechnen. Man erkennt, daB (3) denselben Wert fiir f
ergibt, wie es ja allgemein sein soll, wenn das erste und das letzte
Medium eines Systems gleich ist. Fiir x’ ergibt sich indessen

A=t (42)
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Den Abstand der beiden Hauptebenen findet man, wenn man
bildet d — x — %x’. Es ist dieser Abstand

a d I 1
e=d—fy —fi,=d=atf+7)
Unter Verwendung von (3) ergibt dies
I a’
e=d=af(j+57)
oder
@=—pi- (5)

Da a negativ ausfillt, so liegt die bildseitige Hauptebene niher
an Linse I und die gegenstandsseitige niher an Linse II. Die
Hauptebenen sind also in der Reihenfolge vertauscht. Fiir den
Spezialfall, daBB d = f, 4 f,, wird nach (3) die Brechkraft = o,
und entsprechend ist x = x'= o . Die Hauptebenen riicken also
aus dem Linsensystem heraus ins Unendliche. Man hat dann
ein teleskopisches System.

Ein System mit zwei Linsen stellt auch das photographische
Teleobjektiv dar. Hier gehen die Strahlen erst durch eine Sammel-
linse und dann durch eine Zerstreuungslinse hindurch. Man
wird zur Berechnung dieses Falles unmittelbar dieselben Uber-
legungen wie oben verwenden koénnen.

§ 35. Brennweite und Hauptebenen einer Linse.

Probleme lassen sich gelegentlich vermittels Ahnlichkeits-
betrachtungen behandeln. Unter Umstinden gilt es allerdings,
den Weg zur Aufzeigung von Ahnlichkeiten erst zu finden. Ein
solches Beispiel ist das
einer dicken Linse. Dieser
Fall 148t sich nidmlich auf
den in § 34 behandelten
von zwel diinnen Lin-
sen zuriickfithren. Man
braucht sich nur den Zwi-
schenraum zwischen den
beiden Linsen mit Glas
ausgefiillt zu denken. Der
Strahlengang ist dann genau so zu zeichnen wie in Abb. 37. Ja,
es sieht zunichst so aus, als ob auch alle Beziehungen und Ergeb-

Greinacher, Experimentalphysik. 6

p-——— g ——— -
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nisse dieselben sein miiBten. Das kann aber schon darum nicht
sein, da die Hauptebenen im Falle zweier Linsen vertauscht liegen,
dies aber bekanntlich bei einer dicken Linse nicht zutrifft! Es
gilt daher, genau das Gemeinsame und das Trennende in beiden
Fillen festzustellen und zu beriicksichtigen. Man erkennt, daB
die geometrische Beziehung (2) des § 34 zwar auch hier unver-
andert zu Recht besteht, daBl aber die gewodhnliche Linsen-
gleichung nicht anwendbar ist, da es sich um die einmalige
Brechung an einer Kugelfliche handelt. Da hier Bild und Gegen-
stand nicht im gleichen Medium liegen, wie das bei einer Linse
der Fall ist, so spielt die Strahlenrichtung eine wichtige Rolle.
Dies ersieht man schon daraus, daB die Brennweiten in Luft
und Glas ungleich groB sind.

Ganz allgemein gilt fiir ein optisches System, da8 die Brenn-

weite in Glas f* (letztes Medium) und die Brennweite in Luft f
*

erstes Medium) so zusammenhidngen T _ t. Dies geht aber
g n

auch in unserem Fall unmittelbar aus der Abbildungsgleichung
fiir eine. brechende Kugelfliche hervor. Diese lautet fiir einen
Strahlengang von links nach rechts

= 7‘1— E (1)

wo 7 und B den Gegenstands- und den Bildabstand bedeuten.
Vertauschen wir hierin die Rolle von Gegenstand und Bild (Gegen-
stand im Glas, Strahlen von rechts nach links), so gilt dann ent-

sprechend n—1 1 n
-= 4+ . 2
=7+ @)
Die Brennweite in Glas erhdlt man aus (1), indem man y = o

und B = f* setzt zu % =

man entsprechend mit (2) verfihrt. Man erhalt /i =n;_ :

Hieraus folgt eben % = f. Die Beziehungen (1) und (2) lassen

n—1I

7

—* und diejenige in Luft, wenn

sich demnach auch schreiben

n I n

F=vtE (ra)
und

=2, (2a)
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Man kann somit die Linsengleichung anwenden, wenn man die
Strecken, die sich auf Glas beziehen (also auch die bildseitige
Brennweite), durch den Faktor # dividiert!

Nach dieser allgemeinen Betrachtung sind wir nun in der
Lage, die Modifikationen anzugeben, die hier gegeniiber dem
Problem zweier Linsen anzubringen sind. Alle parallelen Strahlen,
die durch Linse I gebrochen werden, zielen nach dem Brenn-
punkt F¥. Sie tun es dort in Luft, im Falle einer brechenden Kugel-
fliche aber in Glas. Fiir die Brechung und Abbildung durch
Fliche II der dicken Linse bedeutet daher I} den virtuellen
Gegenstandspunkt in Glas. Die virtuelle Gegenstandsweite be-
trigt demnach in Glas ff —d, und die Abbildungsgleichung
durch Fliche II schreibt sich gemiB Gleichung (2a) folgender-

mafBen an
I n I

=—w— ti— (3)

fs /r ——_d

Dementsprechend ist auch die geometrische Beziehung [§ 34,
(2) bzw. (4)] korrekterweise zu schreiben
I/
f ’1' —d f—x

und x=£—f—

e

Durch Elimination von f— x zwischen (3) und (4) erhidlt man

(4>

I n 1 a

iy Y 5)

oder unter Beriicksichtigung von f¥ = nf,

1 1 I a
fh T h nhh’ (©)
ferner
_ af _

Analog ist der Abstand der gegenstandsseitigen Hauptebene von

der Fliache I y
2= whh (7a)
Hierzu kommen noch die Ausdriicke fiir f, und f, (Luftbrenn-
weiten der Flichen I und 1))
I _""1 ynd ~=""1. (8)

h 71 fa £

6*
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Aus (6) und (7) in Verbindung mit (8) berechnen sich unmittel-
bar die Brennweite der Linse und der Scheitelabstand ihrer Haupt-
ebenen aus den Kriimmungsradien 7, und #,. Der Abstand
zwischen den Hauptebenen ergibt sich, dhnlich wie in § 34, zu

- , d 1
a=d—x—x=d———n/—(;—l+g>, (9)
was sich unter Beriicksichtigung von (6) auch schreiben 1i8t
g4 <L _4_
= n \f + nfy /a)
—g (= 4
=d ( - s fg)' (10)

Dieser Abstand ist fiir nicht extrem groBe Linsendicken 4 stets

positiv und wird bei kleinen Dicken, wo der Subtrahend zu ver-
nachlassigen ist, gleich d“——, d.h. fir gewdhnliches Glas
(n = 1,5) etwa d/3. Hieraus ergibt sich, daB fiir den Fall gleicher
Krimmung 7, = 7,, d.h. symmetrische Verhiltnisse, auch die
beiden Scheitelabstinde x und x' nahezu d/3 sein miissen.
Aus (7) und (7a) folgt in Verbindung mit (8) noch die ein-
fache Beziehung
¥l _n (11)
& h "1
Zur Berechnung von f und x bzw. x’ ist es nicht notwendig,
die Ausdriicke fiir f, und f, aus (8) in (6) und (7) einzusetzen. Die
Beziehungen werden dadurch nur weniger iibersichtlich. Hin-
gegen ist es fiir manche Zwecke doch wiinschenswert, die Formeln
auch direkt in Funktion von 7,, 7, und » ausgedriickt zu besitzen.
Wir fiigen diese daher noch bei. Man erhilt

1 I 1 (n—1)d
f———(n_l)(’_1+_"; nr7y )’ (12)
ferner
_ dry
it —m—n4d (13)
X = in (x3a)

Tomintr)—@m—1d’

Bei kleinen Linsendicken wird man (13) und (13a) durch Streichen
des Subtrahenden im Nenner vereinfachen diirfen. Als Spezial-
fille seien nur zwei erwihnt:
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1. Diinne Linse, d. h. d= 0. Man erhilt die gewéhnliche
Linsengleichung mit x = %" = o.

2. Glaskugel als Linse, d.h. »;,=7,=7 und d = 27. Man
findet

2 (n—1)

I .
— und x=x" =7,
f ny

d. h. die Brechkraft betrigt 1/# von der einer diinnen Bikonvex-
linse derselben Kriimmung, und die beiden Hauptpunkte liegen,
wie bei einer diinnen Linse, im Mittelpunkt vereinigt.
Aufgabe. Zwischen d =0 und d = 27 liegt demnach ein
Maximum fiir . Man zeige, daB dieses dann vorhanden ist, wenn

d=_2r
I
1+ VT
und den Wert hat
a—2r 1Pt
Vn +1

§ 36. Beziehung zwischen Fernrohr und Mikroskop.

Bau und Funktionsweise von Fernrohr und Mikroskop sind
grundsitzlich gleich. Beide Instrumente bestehen im Prinzip aus
zwei hintereinander geschalteten Sammellinsen, wobei die erste
(das Objektiv) ein reelles Bild des Gegenstandes erzeugt und die
zweite (das Okular) als Lupe zur Betrachtung dieses Bildes dient.
Eine Sammellinse kann also sowohl als Objektiv als auch als
Okular dienen; ja, sie kann beide Funktionen gleichzeitig aus-
iiben. Man hat nur hinter das Objektiv einen Planspiegel zu
stellen, der die Strahlen auf das Objektiv, das nun als Okular
wirkt, zuriickwirft, und man hat ein einlinsiges Mikroskop?!.

Je nach dem- Abstande zwischen Objektiv und Okular kann
man ferne oder nahe Gegenstinde betrachten, so daB ein Instru-
ment prinzipiell sowohl als Fernrohr wie als Mikroskop zu ge-
brauchen ist. Nur kann es nicht gleichzeitig starke Ver-
groBerung fiir ferne und nahe Gegenstinde geben. Daher besteht
zwar kein qualitativer, wohl aber ein bedeutender quantitativer
Unterschied zwischen Fernrohr und Mikroskop. Dieser 14Bt sich

1 Helv. Phys. Acta 14, 554 (1941).
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etwa so kennzeichnen: um ferne Gegenstinde vergroBert zu sehen,
muB das Objektiv schwach, um nahe vergréBert zu sehen, stark
sein. Das Okular ist dasselbe. Um nun wirklich ein und dasselbe
Instrument als Fernrohr und Mikroskop gebrauchen zu kénnen,
miiBte man daher das Objektiv austauschen koénnen. Es lieBe
sich ein Fernrohr auch allmahlich in ein Mikroskop verwandeln,
wenn man die Brechkraft des zundchst schwachen Objektivs
immer grofer und groBer machen kénnte. Man ersieht hieraus,
daB eine scharfe Grenze zwischen beiden Instrumentenformen
nicht besteht, wohl aber vermutet man, daB die VergréBerungen
eines Fernrohrs und eines Mikroskops in einer einfachen Be-
ziehung zueinander stehen.

Um eine solche zu deduzieren, muB3 erst die Definition der Ver-
gréBerung in beiden Fillen gegeben sein. Die WinkelvergroBerung
eines Fernrohrs ist das Verhiltnis der Winkel, unter dem ein
Gegenstand im Fernrohr und von bloBem Auge erscheint. Gegen-
stand und Bild sind dabei im selben Abstand zu betrachten.
Normalerweise wihlt man unendlich groBe Entfernung. Die
VergroBerung eines Mikroskops und auch die einer Lupe wird
ebenfalls durch das Verhiltnis dieser Winkel bestimmt. Gegen-
stand und Bild sind hier aber nicht im selben Abstand mit-
einander zu vergleichen. Dies wiirde sonst zu einem den Tat-
sachen nicht entsprechenden, unendlich groBen Wert fiir die Ver-
‘groBerung fithren. Da nimlich die Bilder im Mikroskop und in
der Lupe bei Betrachtung mit dem unangestrengten Auge in
unendlicher Entfernung erscheinen, so wire auch der (kleine)
Gegenstand zum Vergleich in unendliche Entfernung zu riicken.
Dies wiirde aber einen verschwindend kleinen Gesichtswinkel
liefern, so daBB das Winkelverhiltnis ungeheuer gro8 wiirde. Man
muB daher fiir den Gegenstand einen passenden Vergleichs-
abstand wihlen. Es lidge nahe, als solchen einfach den Abstand
festzusetzen, wie er gerade bei Betrachtung des Gegenstandes
durch das Instrument vorliegt. Allein das wire unzweckmiBig,
da dieser Abstand mit der Tubuslinge variiert. Auch wiirde
dies den Tatsachen wiederum, wie aus dem Fall der Lupe unmittel-
bar ersichtlich ist, nicht gerecht werden. Betrachtet man nim-
lich durch eine ans Auge gehaltene Lupe einen Gegenstand und
nimmt die Lupe weg, so erscheint der Gegenstand unter dem-
selben Winkel. Als Vergr6Berung kidme also immer I heraus.
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Nun kann man aber einen Gegenstand gar nicht in Lupenabstand
betrachten, da man auf so kurze Entfernung nicht akkommodieren
kann. Um einen tatsichlichen Vergleich zu erhalten, mu3 man
daher den Gegenstand ohne Lupe unbedingt in einen groBeren
Abstand bringen. Als solchen hat man allgemein die deutliche
Sehweite von 25 cm festgesetzt.

Um nun den Vergleich der VergréBerung von Fernrohr und
Mikroskop durchzufiihren, wird man z. B. vom Fernrohr aus-
gehen (Abb. 38) und einen unendlich fernen Gegenstand G ab-
bilden. Es werden dann die parallel auf die Objektivlinse (Brenn-
weite f,) auffallenden Strahlen zu einem Bild b vereinigt. Nun
bringt man einen kleinen Gegenstand g in die Nihe des Objektivs
und wihlt dessen GroBe g und Abstand y so, daB die Winkel ¢
bzw. 1 dieselben sind. Damit g sich nun in b abbildet, mu8 vor

\'\\.\fmf’ -
: 5 A/(f
G 7 W\LT\]/V

Abb. 38.

die Objektivlinse des Fernrohrs eine passende Linse (Brennweite f)
geschaltet werden. f mufBl gerade gleich ¥ sein. Denn in diesem
Falle treten von g ausgehende Strahlen || aus der vorgesetzten
Linse f aus und treffen also auch || auf die Objektivlinse f; auf.
Das Instrument ist aber so eingestellt, daB || auf f, auffallende
Strahlen sich zu einem Bilde in b vereinigen.

Wir schreiben nun die VergroBerung fiir Fernrohr und Mikro-
skop v; und v, an.

Es ist

y tgy
Vf —m — =X ——
d ¢ tgo

und

v_ﬂvtgw
m — —~ T

9 gls

¢s sei der Gesichtswinkel von bloBem Auge in deutlicher Seh-
weite s. Das Verhiltnis der beiden VergréBerungen ist

Um __ tgp _ B3 __ bs

v gl gls g8’
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b .

Da — = ﬁ, so ist auch
g - 7

=5 (@

vt v
was unter Beriicksichtigung von y = f auch geschrieben werden
kann v s
Diese Beziehung erlaubt eine einfache Deutung. s/f bedeutet
namlich nichts anderes als die normale VergréBerung v; einer Lupe
der Brennweite f, so daB man hat

Uy = V" U, (2)

d. h. aber, die VergréBerung eines Mikroskops ist gleich der eines
Fernrohrs, multipliziert mit der LupenvergréBerung der Vorsatz-
linse, die das Fernrohr zum Mikroskop macht. Hieraus ersieht
man auch ohne weiteres, daB3 bei gleicher Linge ein Mikroskop
eine weit stirkere VergréBerung besitzt als ein Fernrohr.
GemiB (1) 148t sich nun auch die VergroBSerungsformel des
einen Instruments aus der des anderen herleiten. Nehmen wir
die einfachere des Fernrohrs als bekannt an v; = f,/f,, so haben
wir unmittelbar ;
= IS
Um= fof . (3)
Indessen will man nicht v,, in Abhingigkeit von der Brennweite f
der Vorsatzlinse, sondern von der Brennweite des Objektivs
haben. Letztere setzt sich aber aus den beiden Brennweiten
fund f, zusammen. Bezeichnet man die Brennweite des Objektivs
mit F, so gilt
I I I
F= 5 T 7 (4)
und unter Beriicksichtigung, daB y = f und § = f,, liefert das
die bekannte Formel fiir die Brechkraft einer Doppellinse
I I I
Fo 7T (42)
Wir setzen nun 1/f aus (4a) in (3) ein und erhalten
= hs (L — }_)
=R \F Tk
—.sSth—F)
7



§ 37. KIrRcHHOFFsches Strahlungsgesetz. 89

f1— F bedeutet den Abstand der beiden (einander zugewandten)
Brennpunkte vom Objektiv und Okular und wird die optische
Tubuslinge genannt. Bezeichnen wir diese mit /, so folgt die
bekannte Formel fiirs Mikroskop

sl
Un=cE (5)

Aufgabe. Statt vom Fernrohr, das man durch Vorsetzen
einer Sammellinse in ein Mikroskop verwandelt, kann man natiir-
lich ebensogut vom Mikroskop ausgehen, dem man eine Zer-
streuungslinse vorsetzt. Es gibt nicht mehr Miihe, die Aufgabe
auch in dieser Weise durchzufithren!.

§ 37. KIRCHHOFFsches Strahlungsgesetz.

Manche Beziehungen lassen sich durch zweckmiBig gewihlte
Gedankenexperimente gewinnen, so diejenige zwischen Emissions-
und Absorptionsvermégen eines Temperaturstrahlers.

Emissionsvermégen e = sekundliche Strahlungsenergie, die von
I cm? ausgeht,

Absorptionsvermégen @ = absorbierter Bruchteil der auf irgend-
eine Fliche auffallenden Strahlung.

Wir denken uns einen Hohlraum in irgendeinem Koérper, der
sich auf einer konstanten Temperatur T (Abb. 39) befindet. Wir
wihlen zweckmiBig zylindrische
Form mit einem Querschnitt von
1 cm2 Die linke Endfliche sei
absolut schwarz, reflektiere also
nichts, die rechte sei beliebig. Fer-
ner sei die Zylinderwand ideal spie- 4
gelnd, absorbiere also nichts. Es
stellt sich ein stationirer Zustand Abb. 39.
ein (PrevosTsches Strahlungsgleich-
gewicht), bei dem durch einen beliebigen Querschnitt von links
nach rechts und von rechts nach links gleichviel Strahlung hin-
durchtritt. Dabei riihrt alle Strahlung von den beiden Endflichen
her, und die Zylinderwand hat nur dafiir zu sorgen, daB alle Strah-

1 Siehe diesbeziiglich Helv. Phys. Acta 4, 432 (1931).
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lung von der schwarzen Fliche nach der beliebigen gelangt und
umgekehrt. Die Strahlung von links besteht nur aus schwarzer
Strahlung, diejenige von rechts sowohl aus der aus der rechten
Fliche emittierten und der von dieser reflektierten Strahlung.
Bezeichnen wir das Emissionsvermdgen der schwarzen und der
beliebigen Fliche mit e, bzw. ¢, ferner die reflektierte Strahlung
mit R, so gilt also

es= ¢+ R. (1)

Anderseits wird nun die Strahlung e, durch die Fliche rechts
zum Teil reflektiert, zum Teil absorbiert. Nennen wir den letz-
teren Anteil 4, so gilt also auch

e,= A+ R. (2)
Aus (1) und (2) folgt

e=A. (3)

Das Absorptionsvermégen a ist definitionsgemal

a = :" ) (4)
so daB (3) sich schreibt
' e= ae,
oder
4
o= 5)

Bei der Ableitung war stillschweigend vorausgesetzt, daB die
Seitenwand des zylindrischen Hohlraums selbst keine Strahlung
aussendet. Im Falle einer ideal reflektierenden Wand ist das aber
auch nicht der Fall, wie ebenfalls ein einfaches Gedankenexperi-
ment beweist. Man denke sich einen Hohlraum in einem auf der
Temperatur T befindlichen Korper, der iiberall vollkommen
spiegelt. Wiirde nun die Wand strahlen, so wiirde sich die Strah-
lung im Hohlraum fortwihrend verstirken, da die Winde ja
nichts absorbieren. Ein in den Hohlraum hineingebrachter Korper
wiirde sich demnach von selbst auf eine beliebig hohe Temperatur
erwiarmen. Dies widerspricht aber dem 2. Hauptsatz der Warme-
lehre.
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V. Elektrizitat und Magnetismus.

A. Magnetostatik.

§ 38. Feld eines Stabmagneten in der 1. und 2. Hauptlage.

1. Hauptlage: Punkt P (Abb. 40) auf der Verbindungslinie
der beiden Pole (Achse des Magneten).

Die Kraftwirkung auf den Einheitspol in P entspricht der
Differenz der AbstoBung von -+ und der Anziehung von —m.
Das heiBt, das resultierende Feld $ ist gleich der Differenz der

D2 9,

Abb. 40.

Einzelfelder , und 9,. Da diese gleiche Richtung haben, kénnen
wir algebraisch addieren

9= 91—
Um beide Pole gleichmiBig zu beriicksichtigen, rechnen wir die

Abstinde von der Mitte zwischen +m und —m. Nach dem
CouromBschen Gesetz haben wir nun

m m
Y= )
Auf gleichen Nenner gebracht, folgt

2mly
Y=
Da ml das magnetische Moment I bedeutet, so ist dies

2Mr
O ==y @)
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Fiir groBere Abstinde » > l/2 kann der Subtrahend im Nenner
weggelassen werden, und das Resultat vereinfacht sich zu

p=21. | (2a)

2. Hauptlage: Punkt P’ auf der | durch die Magnetmitte
gehenden Schnittebene.

Hier sind die beiden von -+ und —m herrithrenden Felder
9, und $, gleich groB, nimlich m/a?, haben aber verschiedene
Richtung. Da beide dieselbe Neigung gegen die Schnittebene
besitzen (Abb. 40), so verliuft die Resultierende horizontal. Der
waagerecht von P’ aus gezeichnete Pfeil bedeutet sowohl die
horizontale Komponente von §, als von §,. Diese beiden Kom-
ponenten, zueinander addiert, geben die resultierende Feld-
stirke §’, also

9 = 9, cosx + 9, cosx

oder
.i)’=zén;cosoc. (3)
Nun ist
2
cosq = —,
a
also —
, m
O=5="7-" 4)
Fiir groBeren Abstand ist praktisch # = a und somit
r_ M
9 =5 (42)

Es folgt das bekannte Resultat, daB in gleichen Abstinden
$=29". In beiden Lagen nimmt das Feld mit #3 ab.

Bemerkung. Die Formeln (2) und (4) gelten fiir kleine Werte
von 7 nicht mehr, da dann keine polartige Wirkung mehr an-
genommen werden darf.

§ 39. Feld eines Dipols.

Zwei Magnetpole von der Stirke +m und —m oder zwei
elektrisch geladene Punkte mit den Ladungen -+¢ und —e be-
finden sich in einem Abstand / voneinander (Abb. 41).

Frage. Wie groB ist die Kraft K auf einen Einheitspol in
irgendeinem Punkte P, d.h. die Feldstirke?
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Das Resultat wird in beiden Fillen gleich lauten, da das
CouroMBsche Gesetz sowohl fiir magnetische als elektrische
Ladungen gilt. Die Aufgabe bildet eine Verallgemeinerung der
in § 38 behandelten. Die Lage des Punktes P ist relativ zum
Magneten durch zwei Koordinaten bestimmt. Man wird etwa 7,
und 7, wihlen oder, analog wie in § 38, den Abstand » von der
Stabmitte bis zum Punkt P und wird dann etwa noch den
Winkel « hinzunehmen.

Abb. 41. A,

Das Vorgehen ist vorgezeichnet: Man setzt die beiden Krifte
K, und K, zur resultierenden zusammen. Zur Berechnung dient
der Kosinussatz ‘

K?2=K,*+4 K,2— 2K, K,cos¢gp. (1)
Fiir ¢ haben wir ebenfalls nach dem Kosinussatz die Beziehung

=724 r,2—27,7,c08¢. (2)
Indem man cos@ aus (2) in (1) einsetzt, erhilt man das fertige
Resultat. Es ist aber sehr uniibersichtlich. Vor allem tritt das
Abstandsgesetz nicht explicite hervor. Daher ersetzen wir 7,
und 7, durch » und «. Hierzu dient wiederum dasselbe Mittel:

Der Kosinussatz. Schreiben wir diesen der Reihe nach fiir die
Dreiecke r7,1/2 und 77,1/2 an, so haben wir

,lz___(,z_;_l;)—rlcosoc 3)
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und
2 2 ”
7y =(7 —|-:>—|— rlcosw, (4)
letzteres in Beriicksichtigung, daB cos(180 — &) = —cosx. Er-

setzen wir zunichst 7,2 und 7,2 in (2) durch die Werte aus (3)
und (4), so folgt

2
=2 <72 + 7) — 27;7,C08 @,
d. h. nach cosg aufgeldst

r:— —

cosp = 4 (5)

7172

Wenn wir dies in (1) einsetzen und beriicksichtigen, daB

m m
K1=rl—2 und K2:77’ (6)
so finden wir
12
2 r"——
K 1 1 4
m S T T e 7)

Zwecks Ausrechnung wird man auf gleichen Nenner bringen:

12
x _ 7t 4 724——27172<72—7>

: : (72)

Man beachte, daB #,% und 7,2 die Form x — y und x + ¥ haben,
daB also bei der Addition von 7,4+ 7,* die Doppelprodukte weg-

fallen. Ferner stellt sich auch 7,7, dar in der Form }Jx2— y2.
Somit hat man

A 272 o052 >2 PN g e 2 B
s 2(7*+—) + 2722 cos?x—2 24+ — ) —7r?l2cos? o+ (#2— —
K? 4 4, 4

me ,14 ,24 . (8)

Eine Vereinfachung des Ausdrucks kann man nur erwarten,
wenn man sich auf gréBere Abstinde 7 beschrinkt. Es sei also
r>l/2. Man wird dementsprechend, um die Niherungsrech-
nung durchzufiihren, das Verhiltnis l/r einfithren. Das geschieht
durch Ausklammern von 7% im Zihler:

K2 2% 72 \2 12 12 12 \2 12
ST b a 2 [y ___ Y A N 2
Sl )+ Feota o= B~ oo

47%

(8a)

}.
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Indem man hohere Potenzen als die zweite von /7 nicht beriick-
sichtigt, ist der Radikand der Wurzel

l2
— cos?«

I+,

272

und die Wurzel daraus nach einer bekannten Niherungsformel

12
R 2
14 ol

2
Dies ist gemdB (8a) mit <I — #) zu multiplizieren, so daB
sich unter Weglassung der Glieder mit (//7)* ergibt

]2
I— - cos?ux.
27

Die Klammer [ ] in (8a) wird also

2 2 2 2 2
I +*;7—2+7COS 04——-(1—*27005 0()
oder

l2
272 + ;;; cosfa =5 (I+3 cos? x).
Somit wird aus (8a)

27292 (1 + 3cos“‘zx)
s ™
K 7t 7yt

Da fiir 7,7, = 72 gesetzt werden darf, und da m/ das magnetische
Moment It bedeutet, so erhalten wir schlie8lich

m
K =5 |1+ 3cos’x. (9)

Die Abhidngigkeit des Feldverlaufs von « bei konstantem Ab-
stand 7 gibt die in Abb. 41 eingezeichnete Kurve wieder. Hier ist
der Betrag der Feldstirke auf den Radien abgetragen.
Aufgabe. Eine Vereinfachung der ziemlich umstindlichen
Rechnung 148t sich erzielen, wenn man den indirekten Weg tiber
das magnetische Potential einschligt!. Aber auch bei direkter
Berechnung 148t sich der Weg wesentlich abkiirzen, wenn man
gleich anfangs gewisse Vernachldssigungen einfiihrt, deren Zuldssig-
keit zum vornherein allerdings nicht sichersteht; nimlich, daB

Vy—7 @
man setzt cos« = -*——*, ferner & 7,7= < 7,7 und cos - = I.

1 GriMseHL: Lehrbuch der Physik, Bd. 2, Teil 1, S. 91.
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Man bilde dann die Komponenten von K; und K, in Richtung
von 7. Ihre Differenz sei D. Ferner rechne man die Kompo-
nenten von K; und K, | zu 7 aus. IThre Summe sei S. Die Resul-
tante K berechnet sich dann aus

yD* 4 5%

§ 40. Magnetisches OHMsches Gesetz.

Der magnetische Induktionslinienflu8 (der ,,Flux‘), der durch
den Querschnitt ¢ (Abb. 42) eines homogenen Magnetfeldes $
hindurchtritt, ist

®=qud. (1)

Unter der Zunahme des magnetischen Potentials verstehen wir
die Arbeit, die man am magnetischen Einheitspol auf der be-
treffenden Strecke leisten muB.
Betrachten wir den Flux zwischen
irgend zwei Ebenen im Abstand /
und bewegen wir einen solchen Pol
7 # von P, nach Py, so ist diese Arbeit
bzw. die Potentialzunahme

Vi—V.= 9l (2)

Abb. 42. Aus (1) und (2) ergibt sich
eine Beziehung zwischen @ und
V,—V,, indem man § eliminiert. Man erhilt

b 4

'
Vi Vi=a,. )

Dies entspricht vollig dem elektrischen Oumschen Gesetz
Vi—Ve=JW,. (4)

Dem elektrischen Widerstand W, = ;lq— entspricht der magne-

tische )

x bedeutet die elektrische, u die magnetische Leitfahigkeit (die
Permeabilitit), $/ nennt man die magnetische Spannung. Sie
ist gleich der Abnahme des Potentials in Richtung § bzw. I, d. h.

Ol=—(V,—7V)). (6)
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Oder die Zunahme des Potentials auf dem Wege / betragt —$!.
Ist § lings einer Strecke nicht konstant, d. h. dndert es sich der
Gr6Be und der Richtung nach, so berechnet sich die magnetische
Spannung V oder gemiB (6) die Abnahme des Potentials als
Summe

—(Vz—V1)=1f®xdx- (7)

Hierbei bedeutet $, die Komponente des Feldes in der jeweiligen
Wegrichtung dx. Erstreckt man das ,Linienintegral® iiber
eine geschlossene Kurve, so erhidlt man das, was man Rand-
spannung oder Umlaufsspannung nennt. Diese ist unabhingig
vom gewihlten Wege = o, d. h. man kehrt immer wieder zum
selben Potentialwert zuriick.

Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn der geschlossene Weg um
einen elektrischen Strom herum fithrt. Dann wirkt auf dem Um-
fang eine Potentialdifferenz von 0,47 J, wenn J in Ampere aus-
gedriickt wird (siehe Berechnung § 44). Man sagt, der magne-
tische Kreis besitze eine ,,magnetomotorische Kraft“. Es ist
dies eine Bezeichnung, die man in Analogie zur elektromotorischen
Kraft in galvanischen Elementen gewihlt hat, die aber nicht sehr
gliicklich ist, da es sich in beiden Fillen nicht um Krifte, sondern
um Energien handelt.

§ 41. Der Entmagnetisierungsfaktor.

‘Magnetisierung J und magnetische Induktion B sind Funk-
tionen der magnetischen Feldstirke §. Fiir irgendeinen Punkt
eines magnetisierten Materials 148t sich J und %, falls die Feld-
stirke am betreffenden Ort des Materials § ist, darstellen durch

J=x9 und B=u$, (1
# = Suszeptibilitdit, u = Permeabilitit,

wo x und u nur fiir paramagnetische Substanzen konstant, fiir
ferromagnetische aber selbst wieder Funktionen von $ sind. Auf
alle Fille ist zur Berechnung von J und ¥ an irgendeinem Punkt
die Kenntnis der dort herrschenden Feldstirke $ nétig. Es
erhebt sich nun die Frage, wie groB ist das Feld an irgendeinem
Punkt im Innern, wenn ein Kérper in ein homogenes Magnet-
feld 9, hineingebracht wird?
Greinacher, Experimentalphysik. 7
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Durch die erzeugte magnetische Induktion (Influenz) wird
dieses Feld 9, in charakteristischer Weise verdndert, und zwar
sowohl auBerhalb als innerhalb des Kérpers. Die Anderungen sind
bedingt 1. durch die GréB8e von # und u, 2. durch die Form des
Korpers. Hier soll uns vor allem die Abhangigkeit des innern
Feldes  von der Form interessieren. Denn die Kenntnis dieses
Feldes ist es, die fiir magnetische Messungen wichtig ist. Ganz
allgemein kann man sagen, daB das innere Feld stets kleiner ist
als das Feld, in welches das Material gebettet ist. Formell
kann man dies so verstehen: an den Enden des Korpers ent-
stehen induzierte Pole (Abb. 43), die nun ihrerseits ein sekundéres
Feld $, erzeugen. Das resultierende Feld § ist demnach iiberall

Abb. 43.

die vektorielle Summe von 9, und $,. Im Innern des Materials
ist , von rechts nach links gerichtet, schwicht also §,, so daB
9 < Ho- Die Schwichung wird in einem gegebenen Fall um so
betrachtlicher sein, je groBer die Polstirke, bzw. die Magneti-
sierung J, so daB man an jeder Stelle des Materials ansetzen kann

H="9—«]. (2)

« hat die Bedeutung eines Schwichungskoeffizienten. Man
nennt ihn den Entmagnetisierungsfaktor, da das zweite
Glied von (2) im Sinne einer Vernichtung der Magnetisierung
wirkt. Nimmt man nidmlich das induzierende Feld $, weg, so
bleibt nur das entgegengesetzte Feld $, wirksam und zerstért
das entstandene Feld §, sofern nicht eine innere magnetische
Kraft, Koerzitivkraft genannt, fiir die teilweise Aufrechterhaltung
von 9 sorgt (remanenter Magnetismus). Den Grund fiir die Ent-
magnetisierungstendenz bilden also die Pole bzw. die freien
Magnetismusmengen. Will man die entmagnetisierende Kraft
beseitigen, so wird man die Pole geniigend weit auseinander oder,
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noch besser, ganz zum Verschwinden bringen. Dies kann sehr
weitgehend erreicht werden, indem man einen langgestreckten
Koérper wihlt oder dann fiir einen geschlossenen magnetischen
Kreis sorgt. Dieser Fall liegt vor bei einem Eisenring, den man
durch eine Stromspule magnetisiert, oder einem Hufeisen-
magneten, dessen Pole man durch einen Weicheisenanker schlieBt.
Man kann daher einen Elektromagneten zu einem Permanent-
magneten machen. Das 148t sich leicht mit Hilfe eines Trans-
formators zeigen, dessen magnetischer SchluB sich offnen 14Bt.
Man magnetisiert den Kern, indem man Gleichstrom durch die
eine Spule hindurchschickt. Hernach verbindet man diese Spule
z. B. mit einer kleinen Glithlampe. Offnet man nun rasch den
magnetischen Kreis, so leuchtet diese einen Moment auf, da die
entstandenen freien Pole die Magnetisierung plétzlich zerstéren.
Schreibt man (2) in der Form

a=B=8, (2a)
so hat man die Definitionsgleichung fiir den Entmagnetisierungs-
faktor «. Zu bedenken ist, daB §, und 9 im allgemeinen ver-
schiedene Richtung besitzen und daher $,— 9 vektoriell zu
bilden ist. ] besitzt andererseits gemifB (1) die Richtung von 9,
so daB « der Quotient aus zwei verschieden gerichteten Vek-
toren, also ein sogenannter Tensor, ist. « hingt einerseits von
der Gestalt des Korpers ab und ist andererseits von Ort zu Ort
verschieden. Dieser allgemeine Fall hat indessen keine prak-
tische Bedeutung. Denn einmal 148t sich « nicht berechnen,
und dann sind solche Versuchskoérper, eben aus diesem Grunde,
fiir magnetische Messungen nicht zu gebrauchen.

Es gibt nun aber besonders ausgezeichnete Fille, wo o«
1. rdumlich konstant ist, 2. eine fiir die betreffende Koérperform
berechenbare GroBe besitzt. Das ist immer dann der Fall, wenn
sich ein Korper, der in ein homogenes Feld gebracht wird, auch
homogen magnetisiert. In diesem Falle hat dann « die Bedeutung
eines fiir die Form charakteristischen Zahlenfaktors.

Zunichst interessieren hier zwei theoretisch interessante Grenz-
fille, die dadurch ausgezeichnet sind, daB der eine den kleinsten,
der andere den groBten moglichen Wert fiir « ergibt. Diese sind
in Abb. 44 nebeneinander schematisch dargestellt. Wir denken
uns ein homogenes Feld $, hergestellt, wie es z. B. im Innern

7*
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einer langen Stromspule entsteht. Nun bringen wir einmal
einen Fe-Stab, der sehr lang im Verhiltnis zu seiner Dicke sei
und einmal ein Fe-Blech, das sehr diinn im Verhiltnis zu seinem
Durchmesser sei, in der gezeichneten Lage hinein.

Im ersten Fall wird das Feld 9, gar nicht gestoért. Die Kraft-
linien verlaufen nach wie vor im Innern und auBen horizontal,
und da die tangentielle Komponente der Feldstirke stets stetig
ist, so ist § = 9,. Dies ergibt aber fiir « gemaB (2a) den Wert o,
wenigstens an allen Stellen, die von den Enden geniigend weit
entfernt sind. In fast idealer Weise wird dieser Fall realisiert
durch einen Eisenstab, den man zu einem geschlossenen kreis-

+
. 580

+

oo
N

Abb. 44.

formigen Ring um- und zusammenbiegt und den man gleichmiBig
bewickelt.

Im zweiten Fall des ,,magnetischen Blattes’* wird ebenfalls
das Feld auBerhalb des Probestiickes nicht gedndert, wohl aber
im Innern im Verhiltnis u reduziert. Denn da die Kraftlinien
| zur Trennungsfliche verlaufen, ist die GroBe % stetig. Es

Do

ist B= 1B, oder H = w Infolgedessen wird aus (2a) unter
Beriicksichtigung von (1) und von u =1+ 47«
Do Do
“_»iﬂo—g _@o“;‘_y__l B
T I =4r.
u

o kann also innert der Grenzen o und 47 variieren.

Es liegt nahe zu fragen, wie stellen sich die Verhiltnisse dar,
wenn man die Rolle des Fe und der Luft vertauscht? Die in
Abb. 44 schraffierten Teile stellen also jetzt den Luftraum in Fe
dar. Dann entstehen an denselben Stellen wie frither die freien
magnetischen Ladungen. Nur miissen wir die —- und - -Zeichen
miteinander vertauschen. Ferner bedeutet jetzt §, das Feld in
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Fe und $ dasjenige in Luft. Im Falle der diinnen , Luftréhre*
haben wir wieder = §, und damit « = o. Im Falle der diinnen
,Luftplatte’ ist wegen der Stetigkeit von %B: = u9,, und
ferner wegen der umgekehrten Magnetisierung | = —x$,. Aus
Beziehung (2a) wird also fiir diesen Fall

Do—ud _1—u
=T S T —2

Der Fall des Luftkanals und des Luftschlitzes ist aus zwei
Griinden bemerkenswert. I. ersieht man, daB3 das Feld im ersten
Falle gleich dem Feld in Fe, im zweiten gleich der Induktion
in Fe ist. Ganz allgemein hingt die magnetische Wirkung in
einem Luftraum von dessen Form ab. 2. Der Fall der entgegen-
gesetzten Magnetisierungsrichtung entspricht einem diamagne-
tischen Verhalten. Man versteht daher, daB ein diamagnetischer
Korper genau denselben Entmagnetisierungsfaktor besitzt wie
ein ferro- oder paramagnetischer Korper derselben Form. DaB
auch in diesem Fall eine entmagnetisierende Wirkung vorhanden
ist, ist leicht einzusehen, da nach Wegnahme des induzierenden
Feldes auch das diamagnetische Material von selbst wieder in
den unmagnetischen Zustand zuriickkehrt.

Nun kommen wir zu den praktisch wichtigen Fillen, wo ein
Korper beschrinkter GroBe sich gleichmidBig magnetisiert. Es
ist dies eine Aufgabe der mathematischen Physik, und wir geben
nur das Resultat wieder: GleichmiBige Magnetisierung bekommen
wir bei einem drehrunden Korper, dessen Profil einen Kegel-
schnitt aufweist. In erster Linie kommen in Frage das Rotations-
ellipsoid und der Spezialfall der Kugel. Fiir die Kugel erhilt man

den einfachen Ausdruck &« = g . Fir das Ellipsoid sind die

4.

Ausdriicke wesentlich komplizierter. Es gibt aber Tabellen, die
« fiir jedes Achsenverhiltnis angeben.

Zum SchluB fithren wir noch die Formeln an, welche §, J und 8
in einem Material zu berechnen gestatten, wenn das homogene
Feld 9, bekannt ist. Um sie zu finden, setzen wir in (2) den Wert
J = 29 ein und erhalten

=9 —azH

und hieraus

= *“QO“T’ . (3)
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Unter Beniitzung dieses Ausdrucks folgt dann

— *9o_
= 4)
und
— M9
B = 1o
oder durch Ersatz von u durch x
_ (1 +47%) D
O=""ha 5)

Genau dieselben Betrachtungen und Formeln gelten nun auch
fiir die Polarisation der Dielektrika. Hier bedeutet dann » die
Elektrisierungskonstante 2, J und % die Elektrisierungsstiarke
oder Polarisation ‘ bzw. die elektrische Induktion ®, & die Ent-
elektrisierungskonstante. Besonders wichtig ist hier der Fall der
elektrisierten Kugel, da man ihn auf die Polarisation der Mole-
kiile iibertragen kann. Bringt man eine elektrisierbare Kugel in
ein elektrisches Feld €;, so herrscht in der Kugel das Feld

C=6— 1%, (6)
oder es ist
E= 2 )
1+ AT,

ZweckmiBigerweise filhrt man statt %2 die Dielektrizit4dtskon-
stante ¢ ein, indem man die zu ¥ =1 + 4 7% analoge Beziehung
& = I 4 47 k beniitzt. So erhilt man den Ausdruck

=32, (8)

B. Elektromagnetismus.
§ 42. Magnetische Wirkung stromumflossener ebener
Flédchen.

Zur Berechnung der magnetischen Stromwirkung wird ge-
wohnlich das BioT-Savartsche Gesetz in der Form angewendet

mJdlsing
72

4K =
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(ADbb. 45). Hierbei ist J elektromagnetisch gemessen, und der
Beitrag der magnetischen Feldstirke, der vom Leiterelement 47
herriihrt, ist dementsprechend

A.@:i‘K:]Alsm'(g- (1)
Haiufig lohnt es sich, den Ausdruck eines Gesetzes auf die Moglich-
keit verschiedener Formulierungen hin zu untersuchen. Einmal
wird sich einem dann auch der Inhalt unter verschiedenen Ge-
sichtspunkten darbieten, dann aber ist es fiir die Losung prak-
tischer Aufgaben wichtig, sich der geeigneten Form zu bedienen.
So 148t sich Formel (1) an Hand der Abb. 45 leicht eine andere
Fassung geben. Der Ubersichtlichkeit wegen ist dort 7 nicht
von der Mitte von 47, sondern
vom unteren Ende aus ge- 2 ax
zeichnet. Dies ist wegen der (74 4z

differentiellen Kleinheit von #7 i *m

41 ohne weiteres zuldssig. Man
erkennt, daB Jlsing die
Strecke 4b bedeutet. Ferner, daB, wieder wegen der Kleinheit
aller mit 4 bezeichneten GréBen, 4 b praktisch gleich dem Bogen-
stiickchen ist, das zum Winkel 4« gehort. Es gilt dann

Adb=rdx.

Infolgedessen geht die Formel (1) iiber in

r2

Abb. 45.

ap=1 =122 (2)

72 7

In dieser Form kommt ohne weiteres zum Ausdruck, daB8 das
Bror-Savartsche Gesetz ein Abstandsgesetz mit der Potenz 1
ist. Fiir den Fall, daB alle 4/ in derselben Ebene liegen, haben
auch alle Beitrige 49 dieselbe Richtung, und man findet die
resultierende Feldstdrke durch algebraische Summation:

p=7[2% 3)

Damit lassen sich auch alle Fille, die einfach zu berechnen sind,
angeben: Es muB 7= f(«x) bekannt und von einfacher Form
sein. So eignet sich jede Funktion » = 2«" zur Berechnung. Wir
beschrianken uns hier auf die archimedische Spirale

r=kx.
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Hierfiir erhilt man

= d = Joga”,

d. h. s
&
o=l0g 2. @

Stellt man etwa eine Rosette gemid8 Abb. 46 her mit acht Bogen-
stiicken von &, = 45° bis &, = 909, so erhilt man als Feldstirke

=87 logz. (42)

Einfach ist unter Verwendung von (3) auch die magnetische
Wirkung eines geraden Stromleiters zu berechnen. Bezeichnet

Abb. 46. Abb. 47.

man mit @ (Abb. 47) den senkrechten Abstand des Punktes P
vom Stromleiter der Linge /, so besteht die Beziehung

a =¥ Ccosc,

also ist

&g
d
[5) =]f7a coso
&

I

sin o, — sina;). (5)

Befindet sich der Punkt P gerade iiber dem linken Ende von 7,
so ist &y = o und

H= ]smoc
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Dehnt sich das Stiick rechts bis ins Unendliche aus, so wird
o= 90% und H = %. Fir ein beidseitig beliebig ausgedehntes

gerades Stiick folgt dementsprechend das be-
kannte Resultat

=27 (52)

Einfach ist nun die Anwendung auf das
regelmiBige Vieleck. Der Beitrag der Seite 1
(ADbb. 48) ist

2-- sinx. Abb. 48.

a ist hier die Mittelsenkrechte. Also ist fiir das #-Eck
J

H= 27nsinoc,

und da & = :—:, so erhilt man schlieBlich

2]

@=Tnsin%. (6)

Fir n = oo geht das Vieleck in den Kreis iiber. Da dann

sin 3 = %, so folgt aus (6) die bekannte Formel fiir den
Kreisstrom

p=1221 ?)
Aufgabe 1. Man rechne $ aus fiir 7= a« -+ b und eine aus
vier Stiicken (¥, = 0%, &, = 909 bestehende Fliche.
Aufgabe 2. Wie groB ist die Feldstiarke in der Mitte eines
stromumflossenen Rechtecks? Wann ist diese bei gegebenem
Umfang (fixer Drahtlinge) ein Minimum ?

§43. Magnetfeld eines Kreisstroms und eines Solenoides.

Alle Leiterelemente 4! eines vom Strom J durchflossenen
Kreisrings (Abb. 49) liefern denselben Beitrag 4K zur Kraft-
wirkung K auf einen Magnetpol m, der auf der Achse liegt. Da
4l | a und somit sin(4!7, a) = 1, so ist

K = 2117
a
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(J elektromagnetisch gemessen). « ist in der Papierebene ge-
zeichnet. Das dazu gehérende 4/ steht dann | dazu. Da anderer-
seits 4K wiederum _| zur Ebene 4/, a wirkt, so liegt es seiner-
seits auch in der
Papierebene und ist

4% _L_ a einzuzeichnen.
Aus Symmetriegriin-
den liegt die Resul-
tante aller Teilkrafte
4% 4K inder Achse. Nur
S el die  Komponenten

\ 4K, in dieser Rich-

| tung geben also einen
N1/ Beitrag zur Resultan-
ten. Das heiB3t, man
hat, um K zu finden,
nur die algebraische Summe X4K, zu bilden. Nun ist
4K, = 4K sinx. Daher, wenn wir die Summierung iiber den
geschlossenen Kreis mit ¢ bezeichnen:

Abb. 49.

K =@ 4K sinx = g 4177522 (1)

a

Da der Faktor von 4! konstant ist fiir die Summation, so ist

Jmsinx Jmsinx
K= a_z ¢Al = 22 Zﬂg .
Beriicksichtigt man, da8 sinx = %, so ist dies auch
K = ]a—sm 2w 2. (2)

Fiir w? die Kreisfliche f gesetzt, heiBt dies, daB die magnetische
Feldstirke § = den Wert besitat:

o =211 (3)

ad
Fiir groBe Entfernungen, d. h. fiir ¢ € a darf auch gesetzt werden

o= (33)

73
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Die Kraftwirkung entspricht also ganz der eines kurzen Magnet-
stabes in der 1. Hauptlage (siehe § 38). Dort wurde gefunden

g):?ﬂe_

73
Die Stromschlinge ist somit bei gréBeren Abstinden gleichwertig
einem Stabmagneten mit dem magnetischen Moment

M=1f]. (4)

Man sieht sofort ein, daB man in der Formel (3) die Grund-
lage fiir die Berechnung der magnetischen Wirkung eines Solenoides,
d. h. einer Stromspule, gefunden hat. Denn es liegt nahe, eine
enggewickelte Spirale als eine Hintereinanderschaltung von Kreis-
stromen aufzufassen. Die Gesamtwirkung auf irgendeinen Punkt
der Achse wire dann die vektorielle Summe der Wirkung der ein-
zelnen Kreise. Die Addition kann dabei wiederum algebraisch
vorgenommen werden, da die Resultante aus Symmetriegriinden
in der Achse liegt, und daher von jeder Windung nur die Kom-
ponente lings der Achse beriicksichtigt zu werden braucht.
Man hat dann eine Reihe von # Gliedern, wenn #» Windungen vor-
handen sind, zu summieren.

Diese Aufgabe bildet nun ein hiibsches Beispiel dafiir, wie unter
Umstinden die Summierung von vielen Gliedern, deren Zahlen-
wert sich in kleinen Stufen &dndert, in eine bequeme Integration
verwandelt werden kann. Dies gelingt immer, wenn man die
Reihe einer endlichen Anzahl von stufenweise sich dndernden
Gliedern ersetzen kann durch eine unendliche Anzahl von Gliedern
differentiell kleinen Unterschieds. Dies ist hier moglich. Ersetzt
man beispielsweise eine Spule von » Windungen und der Strom-
stirke J durch eine gleich lange von 2# Windungen mit der
Stromstirke J/z, so erhilt man praktisch dieselbe magnetische
Wirkung. Und letzten Endes kann man die Spule iiberhaupt
durch einen metallenen Hohlzylinder, der in allen Teilen gleich-
miBig von Strom umflossen ist, ersetzen, wenn man den Gesamt-
strom gleich #J wihlt. Den Metallzylinder kann man sich dabei
o diinn denken, und von einem Durchmesser, der dem Durch-
messer der Spule, von Drahtmitte zu Drahtmitte gerechnet, ent-
spricht. FlieBt pro 1 cm Breite der Strom 7, so flieBt durch ein
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dr breites Stiick der Strom ¢ d7, und dieses iibt auf einen Achsen-
punkt P (Abb. 50) die Wirkung aus

idr

Die axiale Komponente erhidlt man durch Multiplikation mit
sing = 2
a

1dro .dr
Ay = 5 2me= zng%a—s,

und die Feldstiarke 9 ist die Summe von 7, bis 7,, also

Ta
. [dr
©=24§97=2n921/§. (5)
LAY
Da a%= 72+ @2, so ist
Ty
.' ar
®=2ﬂg2t/mél—2. (6)
L5
po—————— b———=—- -~
, ¢ <
A A Vi 2
-z |1 r—————-- ﬂﬁ
Itz
b ————— Ty =t
[ - Ty —
Abb. 50

Der Wert dieses Integrals findet sich in vielen Sammlungen an-
gegeben!. Er ist

-r
e

Die Grenzen 7, und 7, eingesetzt, ergibt das Resultat

o= 2“i<Vrzzr-2k ¢ V*x’rj- ¢ ) 7)

1 Siehe z. B. F. KoHLRAUSCH: Praktische Physik, S. 939. 1935.
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Der Gesamtstrom im Zylinder -7 muB nun gleich J# sein. Es
ist also 1= 7] - —?— = Jn,, wenn man mit #, die Windungs-

dichte (Windungszahl pro 1 cm) bezeichnet. Daher

b=2rlm ( Vrzz:zt' & Vrlzr-ll- IS ) ' N

Damit konnen wir auch das Feld im Innern einer Spule be-
rechnen. Fiir einen Punkt P’ zwischen 4 und B (Abb. 5¢) kann
die Wirkung des links und rechts davon befindlichen Spulenteils
einzeln nach (8) angegeben werden. Sei der Abstand P'4 = x
und demgemiB P'B=1—x, so ist fiir die linke Spulenhilfte
zu setzen 7, = x und », = o, und fiir die rechte r,=/— x und
7, = 0. So findet man in zweimaliger Anwendung der Formel (8)
fir die Summe 9, + $;_,

B=2r]m(

x l—=x ’
hﬁ+w’+Vu—xv+w)' ©)

Das Feld am Ende der Spule (¥ = o bzw. x= ) ergibt sich zu

27 J nyl 27 [ ny
e — = . 10
® JE+et i+ (o2 (x)

Fiir die Mitte der Spule x = é findet man

_ 27 Jnyl _ 27:jn1_. I

® V2la+e*  Vi/a+(o/n? )

Ist o/l sehr klein
(lange Spule), so er-
hilt man den bekann- , >
ten Ausdruck L ;T 7

@; &y
Om=4n [ny. (12)
Formeln (8) und (9)
gestatten eine ein- Abb. 51.
fache Interpretation.
Beniitzt man die-Bezeichnungen der Abb. 51, so kénnen beide
Ausdriicke dargestellt werden durch

$ =27 [ n, (cosx, F cosw,), (8a, 9a)
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wo das obere Vorzeichen fiir P, das untere fiir P’ gilt. In dieser
Form erlaubt die Formel auch eine einfache Abschitzung des
Fehlers, den man gegebenenfalls durch Anwendung der zumeist
gebrauchten Formel (12) begeht.

§ 44. Feld eines Elektromagneten.

Um diese Aufgabe behandeln zu kénnen, muB folgende Eigen-
schaft der Stromspulen bekannt sein: Die Arbeit, die ein Magnet-
pol entgegen dem magnetischen Felde einer solchen Spule zu
leisten hat, hingt nur von der Stromstirke und der Windungs-
zahl ab. Bewegt man einen Einheitspol durch eine Stromspule
hindurch und schlieBt den Weg auBlen herum, indem man zum
Anfangspunkt zuriickkehrt, so betragt die geleistete Arbeit

A =o0,4m]N Joule/Polstirke. (1)

JN nennt man die Zahl der Amperewindungen. Weder Form
und GroBe der gewdhlten Umlaufskurve, noch die Umgebung der
Stromwindungen (ob Luft oder Eisen) spielen eine Rolle. Dieser
Satz 1aBt sich auf Grund der Tatsache, daB alle magnetischen
Kraftlinien geschlossen um einen
Stromleiter herumlaufen, fol-
gendermaBen beweisen.

I. Zunichst ist einzusehen,
daB man von einem gegebenen
Punkt P ausgehend (Abb. 52),
stets dieselbe Arbeit leisten
, muB, auf welcher Kurve man
auch einen Magnetpol um einen
Leiter herumfithrt. Denn wire
auf Kurve K, die Arbeit gro8er
als auf Kurve K,, so lieBe
sich ein Perpetuum mobile kon-
struieren. Man wiirde dann auf
Kurve K, Arbeit gegen das
Feld leisten und auf Kurve K, Arbeit vom Feld leisten lassen,
indem man diese Kurve in umgekehrter Richtung durchlaufen laft.

2. Auch auf zwei Kurven, z. B. K, und K, die keinen gemein-
samen Punkt besitzen, muB sich aus demselben Grund dieselbe
Arbeit ergeben. Denn man kann von jeder Kurve zur andern

Abb. 52.
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ohne Arbeitsleistung gelangen, indem man dafir sorgt, daB der
Verbindungsweg W die Kraftlinien senkrecht durchschneidet.

3. Um den Arbeitswert selbst zu berechnen, wihlt man eine
Kreiskurve K, die den Leiter eng umschlieft. Nimmt man zu-
nichst an, der Leiter sei sehr diinn und damit der Kreis sehr
klein, dann riihrt die magnetische Wirkung praktisch ganz nur
von dem kurzen Leiterstiick her, das vom Kreise gerade um-
schlossen wird. Welches nun auch die Form des Leiters sei,
dieses winzige Stiickchen darf immer als geradlinig angesehen
werden'. Somit diirfen wir die Formel anwenden fiir die Arbeit
an einem Einheitspol, der um einen unendlich langen geraden
Leiter auf einem Kreis herumbewegt wird. Diese lautet aber

A, =o04m].

4. Diese Formel gilt nach 1 und 2 fiir eine beliebig weite
Kurve, die den diinnen Stromleiter umschlieBt. Sie gilt daher
auch fiir einen massiven Stromleiter, den man sich aus einem
Biindel solcher diinnen Stromleiter zusammengesetzt denken kann.

5. UmschlieBt die Kurve statt eines Stromleiters deren N,
so ist die Arbeit das N-fache fiir einen Strom, und wir erhalten

allgemein
A=o04n]N.

A bedeutet die bei einem Umlauf am Einheitspol geleistete
Arbeit, also die Zunahme des magnetischen Potentials bei einem
Umgang. Dies stellt aber gleichzeitig auch die Arbeit dar, die
das magnetische Feld bei umgekehrtem Verlauf hergibt, d. h. den
Wert von f¥,dx (siehe § 40). Wir haben daher die allgemeine

Beziehun,
e $Qedx=04n]JN. (2)

Damit sind wir nun imstande, folgende Aufgabe zu losen:
Wie groB ist das Feld eines Elektromagneten in Funktion des
Polabstandes? Wir wihlen als Beispiel einen Ringmagneten
mit Flachpolen, auf den N Stromwindungen aufgebracht sind

1 Weder der Leiterteil, der noch als geradlinig angesehen werden kann,
noch der Durchmesser des umschlieBenden Kreises sind im mathematischen
Sinne 00 klein. Sie miissen immer noch so groB angenommen werden, daB
die strukturelle Beschaffenheit des Leiters und der Elektrizitat keine Rolle
spielt. Hingegen ist Voraussetzung, daB der Durchmesser des Kreises gegen-
iiber dem Leiterelement klein sei.
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(Abb. 53). Infolge des Luftschlitzes (Breite b) tritt eine betricht-
liche Streuung des Induktionsflusses ein. Der von der Stromspule
ausgehende Flux tritt gegen die Pole hin immer mehr und mehr
seitlich zum Eisenring heraus in die Luft.
Das magnetische Feld im Ring $; ist
daher in der Spulenmitte am gréBten
und nimmt gegen die Polenden hin all-
méhlich ab. Ist die Spule einigermaBen
lang, so betrigt das Feld in der Mitte,
unabhingig vom Polabstand, 0,4 7 J %,
wo n die Windungszahl pro Zentimeter
bedeutet. Auch auf der Luftstrecke wird
die Feldstirke $, um so weniger kon-
stant sein, je groBer b ist. Betrachten
wir die Verhéltnisse auf der Mittellinie
des Ringes und nehmen an, daB das Feld annihernd lings dieser
Linie verlduft, so wire in Anwendung von (2) zu berechnen

Abb. 53.

1 b
Joidst [pudr=o4r]N. (3)

Da der Verlauf von §; und §, nicht bekannt ist, sind wir auf die
Verwendung von Mittelwerten angewiesen. Bezeichnen wir diese
nun ihrerseits mit §; und $,, so hitten wir

Dil + Qab=04mJN. (4)
Dabei gilt stets s
i = uw:
Dies in (4) eingesetzt, ergibt, wenn man nach §, auflost,
, N
§o = 2472, (5)
wt?

Die Abhingigkeit von der Schlitzbreite b erhalten wir, wenn wir
den unverinderlichen Umfang L = [ + b einfiihren.
Es wird dann aus (5)
_ 04mJNu =
b= —ns (52)
Hieraus ersieht man zunichst, daB §, um so groBer ist, je kleiner
der Luftschlitz . Die Feldstirke, die man in einem unendlich
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schmalen Schlitz messen wiirde, ergibt den gré8ten Wert. Denn
setzen wir b= 0, so folgt

r_ 047 JNu
R LIS (6)

Fiir das Verhiltnis von §,/9," erhilt man

9 L

B Earer )
Nimmt man als Beispiel L = 100 cm, b= 1 cm, u = 3000, so
betrigt der Quotient schon nurmehr 1, d.h. aber, das Feld

31’
besitzt nur noch 3°o des Maximalwertes.

§ 45. Energieaufnahme einer Stromspule.

Die Energieaufnahme irgendeines elektrischen Verbrauchers,
also auch einer Stromspule, ist, wenn man den Strom J (Ampere)
und die Spannung ¥V (Volt) als konstant voraussetzt, gegeben
durch das Produkt JV¢. Falls J und V variabel sind und nur
wiahrend einer kleinen Zeit 4¢ als konstant betrachtet werden
diirfen, ist jedoch der allgemeine Ausdruck anzusetzen

=A/t]th.
0

Diese Energie findet sich nun zum Teil wieder im magnetischen
Felde (E,,), das in der Spule erzeugt wird, zum Teil in der Strom-
wirme (E,) im Leitungsdraht.
Aufgabe. Es sollen diese beiden Teile berechnet werden.
Fiir den Spezialfall, da8 es sich um ein langgestrecktes Solenoid
handelt, kénnte man folgendermaBen vorgehen. 1. Zur Berechnung
von E,, geht man davon aus, da8 man fiir das homogene Feld in

der Spule ansetzen kann $ = 0,47 ] ll—v (§ 43), ferner, daB die

2
Energiedichte (Energie pro 1 cm?3) % betriagt. E,, ergibt sich
dann als Produkt EnergiedichteX Volumen. Der so erhaltene
Ausdruck lieBe sich dann schlieBlich noch wesentlich verein-
fachen, wenn man die Formel fiir die Selbstinduktion L als be-
kannt voraussetzt (§ 58). 2. Zur Berechnung von E,, hat man
t

unmittelbar das JourLEsche .Gesetz, wonach ist E,= [ w]2dt
(w = Leitungswiderstand).
Greinacher, Experimentalphysik. 8
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Die Aufgabe 148t sich aber einfacher und dabei zugleich fiir
den allgemeinen Fall behandeln, wenn man vom OnMschen
Gesetz ausgeht. Bei dessen Anwendung hat man allerdings zu
bedenken, daBl irgendeiner angelegten Spannung, sofern diese
variabel ist, immer eine induzierte Gegenspannung entgegen-
wirkt. Es ist also dhnlich wie beim Betrieb eines Elektromotors
oder einer galvanischen Zelle, wo der angelegten Spannung eine
Polarisationsspannung entgegen wirkt.

Man muB daher schreiben

V—V=w], (1)
wo V' die induzierte Gegenspannung bedeutet. Nun ist
/ a]
Vi=L_;» (2)
so daB aus (1) wird '
d
V=Li+u]. 3

Hieraus soll nun eine Energiegleichung gebildet werden, welche

‘ t
die obengenannten Ausdriicke, insbesondere f JVdt, enthilt.
0

Man erhilt sie unmittelbar, indem man (3) mit Jd¢ erweitert.
Es ist

t t t
JTvai=[L]a] + [w]*at. (4)

Ohne Kenntnis des Stromverlaufs 148t sich der 1. und 3. Teil
dieses Ausdrucks nicht angeben, wohl aber der 2., welcher der
magnetischen Energie entspricht. Nehmen wir an, daB zu Be-
ginn (¢ = o) der Strom J auch o sei, so ist die magnetische Energie
! : Tt

En=[L]d] =L [Ja] =L, (5)
wo [, den Stromwert nach Ablauf der Zeit ¢ bedeutet. Wir kénnen
jetzt schreiben

t 2 t
0/]th=L§+0/w]2d¢. (4a)

Man sieht, daB der Anteil E,,, so lange auch Strom flieBen mége,
nicht beliebig weit anwachsen kann. Seine GréBe ist einfach
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durch den Stromwert zur Zeit ¢ bestimmt. Es ist auch gleich-
giiltig, wie dieser Stromwert erreicht wird, so daB3 (5) tiberhaupt
den allgemeinen Ausdruck fiir die magnetische Energie einer
Stromspule fiir irgendeinen gegebenen Stromwert J darstellt.
Anders die JourLeEsche Warme E,. Ihr Betrag nimmt fort-
wihrend zu und wichst mit der Zeit ins Unendliche, und damit
nimmt natiirlich auch der gesamte Energieverbrauch E un-
begrenzt zu.

Als Beispiel moge uns der Fall eines sinusformigen Wechsel-
stromes dienen. Dann ist, wenn wir eine beliebige, aber ganze
Zahl von Perioden ins Auge fassen, der Energieverbrauch

E=],V,cosgp-t,

wo [,, V, die Effektivwerte und ¢ die Phasenverschiebung be-
deuten. Ferner ist Ausdruck (5), da J nach jeder Periode wieder
o ist, ebenfalls gleich o, und aus E wird, wenn man » als vom
Strom (d. h. der Stromwéirme) unabhidngig annimmt,

t
E,=w[J2dt=w], -t
0
Also folgt nach (4a)
J,V,cosg =w]’. (6)
Diese Beziehung kann man zur Bestimmung von cosg bzw. @

. . . Ve
beniitzen. Es ist, nach cosg aufgeldst, cosgp = wJe und da

Ve’ Je
den Wechselstromwiderstand W bedeutet,
w
CosQ = 7.

Aufgabe 1. Man rechne die Ausdriicke der Formel (4a) fiir
den Fall aus, da man den Strom einer Batterie durch eine Strom-

spule schlieBe. Dann wichst der Strom von o auf den stationdren
wt

Endwert ], an nach der Exponentialformel [ = Jo(1 —e L).
Der Einfachheit halber wird man den innern Widerstand der
Batterie als vernachlissigbar klein annehmen.

Aufgabe 2. Man rechne den Spannungs- bzw. Stromverlauf
in einem Schwingungskreis aus unter Beniitzung des Energie-
satzes, wonach die Summe aus der Ladungsenergie des Konden-

8*
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2 2
sators 2—85 und der Stromenergie der Spule 5_2]_ stets gleich grof8
bleiben muB. Unter Beriicksichtigung, daB J= % ist, kommt

man durch eine einfache Integration zum Ziel.

C. Elektrostatik.

§ 46. Die Potentialwaage.

Diese besteht aus einem Plattenkondensator (Abb. 54), dessen
obere geerdete Platte an einem Waagebalken hingt und deren
untere isoliert und fest montiert ist und auf ein Potential V' auf-

p geladen wird. Die

z ‘ Z K Waage befindet sich

L — 1,2 0 beiungeladenemKon-

T ! densator im Gleich-

W VY e !t gewicht. Nach Auf-

ladung der unteren

Platte entsteht eine

Anziehungskraft K, die nun durch Auflegen eines Ubergewichtes

gemessen wird. Die Beziehung zwischen K und V wird gew6hn-
lich auf eine der beiden folgenden Arten abgeleitet.

Nach der ersten greift man auf die Formel fiir den elektro-
statischen Druck zuriick (siehe § 49). Dies ist die mechanische
Kraft, die auf jede elektrisch geladene Oberfliche in Richtung
des elektrischen Feldes wirkt und die 27 02 pro 1 cm? Oberflache
betrigt, wobei ¢ die Ladungsdichte, d. h. die Ladung pro I cm?
bedeutet. Besitzt eine Kondensatorplatte die Oberfliche fcm?,
so ist daher die gesamte Anziehungskraft K = 27 ¢%f. Da nun
die Ladung e eines Kondensators, von der Randwirkung ab-
gesehen (diese soll in der Folge iiberhaupt auBer Betracht ge-

. Qg

Abb. 54.

lassen werden), gleichmiBig verteilt ist, so ist 0 = ; und
== (1)

Um V an Stelle von ¢ einzufiihren, sind die Beziehungen zu be-
niitzen

e= CV (C= Kapazitit) und C= 47%“ (2= Plattenabstand),
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und man erhilt dann die bekannte THOMSONsche Formel

fV2
87ta?’

K= (2)
Nach der zweiten Art beniitzt man das Prinzip der virtuellen
Arbeiten, was auf die Verwendung des Energiesatzes hinausliuft.
Statt dessen kann aber auch die gewohnliche Anwendung des
Energieprinzips zum Ziele fithren. Wir wollen diesen Weg hier
beschreiten, zumal er auch fiir die spitere Behandlung des Qua-
drantelektrometers richtunggebend sein wird.

Wir schreiben zu diesem Zweck die Energie eines Platten-
kondensators in der Lage der Abb. 541 an und lassen nun den
Kondensator Energie abgeben, indem wir die elektrische An-
ziehungskraft durch eine gleich groBe nach oben gerichtete Kraft
iberwinden und durch Herabbewegen der oberen Platte auf den
Abstand a (Abb. 54 IT) Arbeit leisten lassen. Hierbei bleibt die
Ladung der unteren Platte unverindert. Die Ladungsenergie
verringert sich in diesem Falle einzig und allein durch die Ver-
groBerung der Kapazitit. Die mechanische Arbeit ist nun aller-
dings nur berechenbar, wenn K als Funktion des Plattenabstandes
bekannt ist. Hier miissen wir als bekannt voraussetzen, daB
gemdaB (1) K fiir jeden Abstand gleich groB ist (eine Voraus-
setzung, die wir bei Anwendung des Prinzips der virtuellen
Arbeiten nicht machen miissen!). Wir sind dann in der Lage
anzusetzen: Abnahme der Ladungsenergie — geleistete Arbeit
oder

26, 2c = Kla—a). (3)
Da

so folgt hieraus

d. h.

oder wieder wie oben



118 V. Elektrizitat und Magnetismus.

Man koénnte versucht sein, das Energieprinzip auch noch in
anderer Weise anzuwenden. DaB hierbei aber Vorsicht geboten
ist, moge folgendes Bei-
spiel zeigen. Man denke
sich die obere Platte
etwa gewichtslos und

d an einer Feder F auf-
gehingt (Abb. 55). Der

T ! Abstand betrage bei
1 V 5" ungespannter Feder 4.
Z % Nun lade man die un-

tere Platte auf, indem
man zunichst die obere
Platte festhilt. Hierauf lasse man die obere Platte los. Dem neuen

Gleichgewichtszustand entspreche der kleinere Abstand a.
2

e
auf el ab.

Abb. 55.

2
Die Ladungsenergie nimmt dabei wiederum von 5%
0
Setzt man jetzt filschlicherweise: Abnahme der Ladungsenergie
= gewonnene elastische Energie bei der Verlingerung der Feder
um a,— a, so erhilt man fiir K das Doppelte des richtigenWertes!
Aufgabe. Man weise den begangenen Fehler nach und stelle

ihn richtig. Eventuell lese man hierzu die Ausfithrungen des § 47.

§ 47. Das Quadrant-Elektrometer.

AT In Abb. 56 sind je die Hilfte der Quadranten-
paare Q; und Q, und die Elektrometernadel N,

é € letztere in der Nullage, angedeutet
v Frage. Um welchen Winkel & dreht sich

die Nadel, wenn an den Zuleitungsklemmen die
Potentiale V;, V, und V, angelegt werden?

3 A
'. k |2 Wir kénnen dhnlich vorgehen, wie bei der
! i ! Potentialwaage. Wir halten erst die Nadel in
i_ i J: der Ruhelage fest und erteilen den Quadran-
all 7116 ten Q;, O, und der Nadel N die den Potentialen
Vi, Vo, V, entsprechenden Ladungen. Nun
Abb. 56.

lassen wir die Nadel los. Dann verwandelt sich
ein Teil der Ladungsenergie infolge der Drehung der Nadel (da diese
Geschwindigkeit annimmt und der Faden sich tordiert) in mecha-
nische Energie. Hierauf 148t sich nun der Energiesatz anwenden.
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Wir betrachten zunichst ganz allgemein die Anderung der
Ladungsenergie eines Kondensators. VergroBern wir die Kapa-
zitdt ¢ um Jc¢ bei unveranderter Ladung, so betragt die Zunahme
der Ladungsenergie

e2 e? —e2dc

AE:z(c +do) 2¢  z2c(c+do)’

oder, da - das Potential V vor der Anderung und das

+ c+dc
jenige V' nach der Anderung bedeutet, so ist die Energiezunahme
4E="""4c. (1)

Man erhilt also 4E als Funktion eines mittleren Potentials
V=Jvv', dh. o
4E = _TVZ dc. (1a)

Nun soll man aber die Ablenkung & des Quadrantelektrometers
nicht fiir solche mittleren Potentiale, sondern fiir die Potentiale,
wie sie bei der abgelenkten Nadel vorhanden sind, berechnen.
Dies bedeutet natiirlich eine Komplikation, die sich aber durch
einen Kunstgriff spielend beheben 1i8t. Man schaltet einfach
einen beliebig groBen Kondensator parallel zum MeBgerat! Be-
tragt die Kapazitit desselben C und die des letzteren ¢, so gilt
dann analog wie vorhin

e e? —e2dc

JE:z(c+Ac+C)"z(o+c“)=z(c+C) c+dc+0O)°

Da nun de<<c+ C, so sind V und V' praktisch gleich groB,
und man hat

AE = —4¢, (2)

wo V jetzt sowohl das Potential vor als nach Drehung der Nadel
bedeutet. :

Ahnlich gehen wir nun auch beim Quadrantelektrometer vor,
indem wir uns an die Klemmen zwei Kondensatoren angeschaltet
denken (gestrichelt gezeichnet). Bezeichnen wir die Kapazitit
zwischen Q, und dem dort hineinreichenden Teil der Nadel mit
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¢, und die zwischen @, und Nadel mit c,, ferner die entsprechenden
KapazititsvergréBerungen bei Drehung der Nadel mit 4c; und
dc,, so ist die Zunahme der Ladungsenergie bei einer Drehung
der Nadel aus der Ruhelage gegeben durch

—_— N 2
JEIZ_%MACI_%QACZ. (3)

Nun gilt es noch, die Zunahme der mechanischen Energie bei ab-
gelenkter Nadel zu berechnen. Diese sei 4E,,. Haben wir diese
berechnet, kénnen wir dann die algebraische Summe aller Energie-
idnderungen = o setzen. Das heiBt

AE,+ 4E, = o0. (4)

Nun ist zu bedenken, daB die Nadel nach Loslassen aus der Ruhe-
lage schwingt. Es entsteht also sowohl elastische Energie des
verdrehten Fadens als auch kinetische Energie der schwingenden
Nadel. Es wird bei der Bewegung im allgemeinen auch Reibungs-
arbeit geleistet werden. Es steht einem aber frei, den Fall bei
ungedimpfter Nadel zu behandeln. Dann schwingt die Nadel
durch die neue Gleichgewichtslage («) hindurch, um nach Er-
reichung des doppelten Ausschlages 2« zuriickzuschwingen. In
diesem Moment besteht nun die ganze mechanische Energie
nur aus Torsionsenergie. Diese 148t sich aber leicht angeben, so
daB man Gleichung (4) am besten fiir diese Nadelposition an-
wendet. Bezeichnen wir das Direktionsmoment des Aufhinge-
fadens mit D, so stellt sich die elastische Energie bei Verdrillung
um den Winkel 2« dar durch D/2.(2«)2 Wir haben also

AEn =7 (20)". 5)

Nun muB auch 4E,; fir den Winkel 26 angeschrieben werden.
Wenn wir die Kapazititsinderungen 4c¢, und 4c¢, proportional
dem Winkel ansetzen diirfen und annehmen, daB8 die Nadel sich
nach rechts (Abb. 56) bewege, so haben wir zunichst

dey = —k(20) und dc,= +k(2¢) (6)
und damit

aE = — T appy eV gy ()
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Durch Gleichsetzen von 4E,, (5) und —4E; (7) folgt

(Va—Vy?

U= VM pot) + = oty = Daoe. (8

2
Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen « und den Potentialen,
der wir nun, nach « aufgeldst, verschiedene Formen geben kénnen.
Einmal hat man :

k
o= S [V,— Vo2 — (V,—Vy?] (9)
Dann 148t sich dies aber auch weiter entwickeln, so daB man erhilt

6= 2V, Vyd Vi 2V, V,— V)

2
k
= S [2V, (Vi— Vi) — (P — V)]
und schlieBlich

x=*w, —v, (Vn — (10)

Vit Ve
5 .

2

Dies ist die bekannte MAXWELLsche Formel.

Auf die verschiedenen Schaltungsmoéglichkeiten treten wir
nicht ein. Hingegen sei darauf hingewiesen, daB man groBe
Empfindlichkeit bei groBer Apparatkonstanten %/D erhilt. Das
heiBt: Einmal muB die Kapazitidtsinderung (k) bei Nadeldrehung
groB und dann das Direktionsmoment (D) klein sein (feiner
Aufhingefaden).

Aufgabe. Die Behandlung des Quadrantelektrometers kann
auch in der Weise geschehen, da man die Ladungen, wie oben,
bei festgehaltener Nadel zufithrt, daB man aber vor dem Los-
lassen derselben dem Aufhingefaden erst eine solche Torsion er-
teilt, wie sie der neuen Gleichgewichtslage entspricht. Dies
geschehe durch Drehen des oberen Fadenendes um den Winkel
—o. Nun bringt man die Nadel samt dem tordierten Faden
langsam in die Endlage, d.h. man drehe oberes und unteres
Ende (mit der Nadel) um den Winkel «. Bei diesem Vorgang
nimmt die Ladungsenergie ab, und am oberen Fadenende wirkt
ein konstantes Kraftmoment, das bei der Drehung entsprechende
Arbeit leistet.
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§ 48. Potentialfeld einer geladenen Kugel.
Das Potential im Abstand x von einem geladenen Punkt hat

den Wert V = f; Das Potential eines ausgedehnten geladenen
Konduktors findet man daher, indem man sich die Oberfliche in
lauter kleinste Flachenstiickchen zerlegt denkt. Befindet sich
auf einem die Ladung de und ist der Abstand von dieser Ladung
und dem Punkte P gleich x, so ist das Potential durch die algebra-

ische Summe aller 4e¢/x zu finden:

de

V= —. (1)
Hierbei ist im allgemeinen Je und x variabel. Die Aufgabe ist
gewohnlich dadurch kompliziert, daB3 die Ladungsverteilung auf
der Oberfliche zunichst unbekannt ist. Besonders einfach ist
nun der Fall einer geladenen Kugel, da die Ladungsdichte tiberall
konstant ist und auch die variable Gro8e x sich einfach dar-
stellen 14B8t. Es sei daher das Potential auBerhalb und innerhalb
einer geladenen Kugelfliche berechnet.

Um die Summation (1) besonders einfach zu gestalten, wird
man die Einteilung der Flichenelemente zweckmiBig vornehmen.
Man wird also von vorneherein etwa alle Elemente, welche das-
selbe x besitzen, zusammenfassen. So wird man z. B. die Kugel-

Abb. 57.

oberfliche in lauter schmale Riemen zerlegen, indem man
Schnitte | zu 7 ausfithrt. Ein solcher Riemen von der Breite 45
ist in Abb. 57 gezeichnet. Der Umfang des-Riemens betrigt
2m@. Das Flachenstiick ist also

df =2mo-4b;
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da aber o=Rsing und 4b=R-Jg,

so ist auch df=z2nR¥sing-d¢. (2)
Bedeutet o die Ladungsdichte, so sitzt auf 4f die Ladung o - 47,
und der Beitrag, den der Riemen fiir das Potential an P liefert,
ist demnach Rossing.
__2nR¥¢sing.dg

AV = === (3)
Der konstante Faktor 27 R%?¢0 bedeutet offenbar die halbe
Kugelladung ¢/2, da 27 R? die Oberfliche einer Halbkugel dar-
stellt. Also ist einfach

e sing-. 49

Zur Summierung muf3 nun entweder ¢ durch x oder umgekehrt
x durch ¢ ausgedriickt werden. Nach dem Kosinussatz ist

x2=R2+4 72— 2Rrcos¢. (4)
Es sieht zunichst so aus, als ob der Ersatz von x durch ¢ ein-
facher wire. Ein sicheres Urteil konnen wir aber erst fillen,
wenn wir auch die zweite Variante uns ansehen. ¢ kann aller-
dings nicht direkt aus (4) in (3a) eingesetzt werden. Dies ist nur
moglich, wenn wir (4) erst differenzieren. Dies liefert, da R und 7
Konstanten sind, den einfachen Ausdruck

xdx = Rrsing-dg. (4a)

Man sieht zu seiner Uberraschung, daB sich tatsichlich (3a) unter
Verwendung von (4a) ganz bedeutend vereinfacht, da hier wie

-4 . .
dort der Ausdruck En—q;——(p erscheint. Man erhilt unmittelbar:

e dx
AV =~ o (5)
und damit .

Nun ist der kleinste Wert, den x annehmen kann, AP =7 — R
und der gréBte BP=7r-+ R. Die X 4x oder die Zunahme von
% betrigt also BP— AP = 2R, oder fiir ¥V kommt

V=21 (6)
Auch das Potential im Innern der Kugelfliche findet man durch
dieselbe Formel (5a). Fiir einen Punkt P’ (Abb. 57) wichst der
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Abstand von der Kugelfliche von P'4 bis P'B. Also ist jetzt
die Zunahme von x, d.h. X J4x= P B—P'A. Bezeichnen
wir den Abstand P'C mit 7, so ist PPB=7"+ R und
P’A= R—7' und daher X 4x=27". Dies ergibt fiir V nach
Fcrmel (5a), in der statt 7 ebenfalls #” zu schreiben ist,

V=g 7)

Der Abstand P’'C, d. h. " spielt also keine Rolle, und das Potential
besitzt den festen Wert ¢/R, wie er auch auf der Oberfliche vor-
handen ist.

Bemerkung. Diese Resultate hitte man auch unmittelbar
aus dem Gaussschen Satz gewinnen kénnen. Da von einer mit e
geladenen Kugel 47 ¢ Kraftlinien ausgehen, ganz ebenso wie von
einem mit ¢ geladenen Punkt, und da in beiden Fillen aus Sym-
metriegriinden der Feldverlauf punktsymmetrisch aussehen muB,
so ist auch das Kraftfeld und damit auch das Potentialfeld (auBer-
halb der geladenen Fliche) dasselbe. Das heiBt, das Potential in
der Nihe einer Kugel ist so, wie wenn man es mit einem geladenen

Punkt zu tun hitte, also: V = i. Ferner ist das Innere einer

A
geladenen Kugel feldfrei, also: % = 0, oder V = const., d. h.

gleich wie an der Oberfliche.

§ 49. Feld in der Nihe einer elektrisch geladenen ebenen
Fliche und elektrostatischer Druck.

Wir wollen das Feld direkt, d.h. ohne Zuhilfenahme des
Potentialbegriffs, berechnen. Wir denken uns als Idealfall eine
unendlich  ausgedehnte
Ebene mit gleichmiBig
verteilter elektrischer La-
dung. Auf jedem Qua-
dratzentimeter befinden
sich o elektrostatische
Einheiten. Wie groB ist

ar M die abstoBende Kraft K,

Abb. 58. e .
die eine Ladung +e¢ im
Punkt P (Abb. 58) durch die geladene Ebene erfihrt; bzw. wie
groB ist die Stirke des elektrischen Feldes K/e im Punkt P?
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Die Kraftwirkung eines kleinen Flachenstiickchens 4f in der
Ebene auf + ¢ ist nach dem CouromBschen Gesetz unmittelbar
anzugeben. Es ist, da die Ladung auf 4f gleich o4f,

4K ="51° (1)

Wir haben also die Ebene in lauter kleinste Flichenstiickchen
zu zerschneiden, dann die einzelnen 4 K auszurechnen und vek-
toriell zusammenzuzdhlen. Nun sieht man aber, daB3 aus Sym-
metriegriinden die Resultante | zur Ebene stehen muB. Es geniigt
also, alle vertikalen Komponenten von 4K zu bilden und diese
algebraisch zu addieren (alle horizontalen Komponenten zu-
sammen sind ja 0). Also haben wir zu berechnen

K=2X4Kcosx

oder nach (1)

K= Z0drecos, (2)
Man wird eine solche Summation dadurch so einfach als moglich
gestalten wollen, daB man die Zerschneidung der Ebene in
Flachenstiickchen zweckmaBig vornimmt. Zweifelsohne wire
da eine Zerteilung in kreisférmige Zonen mit dem Mittelpunkt
in M angezeigt, da jedes ringférmige Flichenstiick iiberall den-
selben Abstand 7 von P
aufweist. Indessen kann
man auch erst einmal
priifen, ob sich der Aus-
druck (2) nicht auf eine
einfachere Form bringen
laBt. Hier bedeutet
offenbar 4f cos o« eine
Flichenprojektion. Man
erinnert sich an die Be-
ziehung zwischen den Abb. 59.

verschiedenen Schnitt-

flichen eines Zylinders. Schneidet man einen solchen einmal
| und einmal unter einem Winkel &« durch, dann verhilt sich

P

die erste Schnittfliche f, zur zweiten f, wie:%’: cos«. Denken

wir uns nun einen Kreiskegel mit der Spitze in P (Abb. 59),
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und wihlen wir die Offnung differentiell klein, so daB wir prak-
tisch einen unendlich diinnen Zylinder haben, so ist

Afy= Adf coso,
(2) wird dann

A

K=" (2a)
4
’—zf" hat aber eine einfache Bedeutung. Schneidet man den
Kegel im Abstand 1 cm von P _| durch, so verhilt sich dieses
Flachenstiick

Adfy  dfy=1%:72,
d. h.
dfy  Af

12 7 g2
Nun nennt man dies den rdumlichen Winkel (Bezeichnung: Jw).
Er wird gemessen durch das Flichenstiick 4f,’, das der Kegel
aus der Einheitskugel herausschneidet. (za) gewinnt also die
einfache Gestalt

K=JXc¢edow. (3)
Da 0 und e fiir alle Winkelelemente gleich gro8 sind, ist dies auch
K=¢eXdw. (32)

Diese Beziehung gilt natiirlich fiir beliebige Form der Flichen-
stiickchen 4f. Wenn wir nun zu allen Flichenstiickchen der
Ebene 4f die entsprechenden riumlichen Winkel bilden und
diese gemiB (3a) summieren, so erhalten wir offenbar den raum-
lichen Winkel einer Halbkugel. Dieser ist 27, und fiir die Kraft K
finden wir somit

K =2mge, (4)
d. h. die Feldstarke ist

K
€=_—-=z2mo, (4a)

unabhiingig vom Abstand von der Ebene und gleich gro8 nach
unten und oben.

Dies ist auf den ersten Blick ein iiberraschendes Resultat;
denn die Feldstirke in nichster Nihe jeder geladenen Fliche
betrigt bekanntlich 47 ¢. Es muB also auch im Falle einer diinnen
Metallscheibe die Feldstirke 47 6 und nicht 270 sein. Die Er-
kliarung liegt darin, daB jede Metallscheibe, sie mag so diinn sein
wie sie will (von menomolekularen Schichten abgesehen), zwei
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geladene Flichen aufweist: eine obere und eine untere. Fiir jede
gilt unser Resultat. Und das, was man tatsichlich beobachtet,
ist ein Summationseffekt. Wie aus Abb. 60 unmittelbar ersicht-
lich, wirkt rechts der Fliche II die Feldstirke €, 4+ €, = 470
und links von I —€;, — €, = —47 0. Im Zwischenraum ist das
resultierende Feld €, — €, = o, wie

es sein muB}, da jeder geladene Korper

im Innern feldfrei ist. Diese Uber- r
legung liefert auch leicht den Wert

fir den elektrostatischen Druck. Die -G~
Fliche II (Abb. 60) wird durch die _g 1
eigene Ladung nicht nach auBen ge- T
trieben, da ihr Feld nach beiden
Seiten gleich stark zieht, wohl aber
durch die Ladung von I. Es ist also
die Kraftwirkung auf 1 cm? gegeben
durch die Ladung von 1 cm? auf IJ (o), multipliziert ‘mit dem
von I herrithrenden Feld 270, also

D = 27 ¢2. (5)

Abb. 60.

Das Resultat gilt zundchst nur fiir eine geladene Metallplatte.
Es 148t sich aber leicht fiir beliebige Flichen verallgemeinern.
Zunichst ist einzusehen, daB je nidher ein Punkt P sich an der
Ebene befindet (Abb. 59), um so weniger die entfernteren Teile
der Ebene einen Beitrag zum Feld an diesem Punkt liefern. Ja,
wenn P geniigend nahe an der Fliche liegt, so rithrt die Wirkung
praktisch nur vom gerade gegeniiber liegenden Flichenstiickchen
her, und dieses kann fiir irgendeine Fliche als eben betrachtet
werden. Denken wir uns also ein ebenes
Flachenstiickchen 4f auf einer beliebigen
Fliache (Abb. 61), so erzeugt dieses nach innen
und auBen ein Feld von der GréBe 27 ¢. Die G
ganze iibrige Fliche liefert an der Stelle von
Af auch ein Feld €5, und zwar gerade von
der gleichen GroBe, da ja das resultierende
Feld auBen an Jf eben 47 o betrigt. Daher €+ €= 470,
wobei € = 270, d.h. €= 27¢. Nach innen hebt sich € und
€y auf. Die Kraftwirkung auf 4f ist nun:

Abb. 61.

Ladung auf 4fX €& also o4df-27a,



128 V. Elektrizitat und Magnetismus.

d. h. es ist
4K = 2mo%- df (6)
und der elektrostatische Druck
AK
D = —A'f‘ == 2770'2 .

Die Verhiltnisse bei einem geladenen Kondensator stellen
sich ebenfalls sehr einfach dar. Jetzt sind die beiden Flichen
ungleichnamig geladen. Die Felder von I und II heben sich
nach auBen hin auf [(Abb. 62), und das
ganze Kraftfeld beschrinkt sich auf den
Zwischenraum mit dem resultierenden
Feld 2€ = 4mo. Die Anziehungskraft
zwischen den Platten schreibt sich un-
mittelbar an: Ladung einer Platte X Feld
einer Platte

Abb. 62, K =fo-21n0= 27 o%f. (7)

§ 50. Kraftwirkung einer geladenen Kugel.

1. Auf einen Punkt P; im Innern der Kugel. Zwei diinne Kegel
(Abb. 63), die von P; diametral ausgehen, schneiden zwei Fliachen-
elemente f, und f, aus der Kugel heraus. Man zeige, daB die Kraft-
wirkungen, die von f, und f, ausgehen, sich'im Punkt P; auf-
heben.

Beide Kegel der Linge a, bzw. a, haben dieselbe Offnung mit
dem rdumlichen Winkel w (siehe §49). Die von f, und f, her-
rithrenden Felder sind

/ /
@1 == O.;llé_ und @2 = O';’:z' .
Man hat nun zu zeigen, da8
@ “_22.

Falls die Flichen f;, und f, den Kegel | abschnitten, so wiirde
sowohl f,/a,? als f,/a,2 einfach den raumlichen Winkel w bedeuten,
und da dieser nach beiden Seiten gleich groB ist, so wire der
Beweis fiir €, = €, schon geliefert. Nun schlieBt aber f, mit der
Normalen# einen gewissen Winkel ein. Da #_| 4, und f, | Radius,
so ist dieser Winkel gleich groB wie «,. Nach einem bekannten

B &)
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Satze der Geometrie ist der senkrechte Kegelschnitt f,'=F,cos«,.
Auf der anderen Seite ist aber ebenfalls der senkrechte Kegel-
schnitt f," = f, cos®,. Also kann man fiir die Ausdriicke in (1)
schreiben

’ f ’
zf L bzw. 2 ,
a,® cos oy a,® cos &,
d. h. aber
w @
—— und —— .
COS & COS X,y

Wie aus Abb. 63 hervorgeht, sind aber «; und «, als demselben
Zentriwinkel zugehorend gleich groB. Daher folgt, daB die Be-
ziehung (1) zu Recht besteht.

Abb. 63.

2. Auf einen Punkt P, auBlerhalb der Kugel. Man wird nun
versuchen, auch fiir diesen Fall dieselbe Betrachtung durchzu-
filhren. Wir lassen durch einen diinnen von P, ausgehenden
Kegel die Flachenstiickchen F;, und F, aus der Kugel heraus-
schneiden. Die von F; und F, herrithrenden Felder €, und G,
sind jetzt gleichgerichtet. Sie betragen wieder

F. F
G = GZ} und €, = 07:2 .
In der Tat 14Bt sich auch hier beweisen, daBl €, = €,. Denn es ist
zunichst, dhnlich wie oben, N | A, und F, | Radius, so daB
der von F; und N eingeschlossene Winkel = 3, ist. Ferner ergibt

sich fiir den senkrechten Kegelschnitt bei F, die Fliche
F,'= F, cos f34,

Greinacher, Experimentalphysik. 9
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so daf3
F/
G =0 rcns,
. Fy )
oder, da wieder —5 = w, so ist ebenfalls
1
ogw ow
@lzm und @2—'-56‘;;?;.

Da nun wiederum gemiB Zeichnung f3, = f3,, so folgt tatsichlich
61 = @2-

Das Feld, das die Kugel im Punkt P, erzeugt, hat aus Symmetrie-
grinden die Richtung CP,. Den Beitrag, den die Flichen-
stiickchen F; und F, zur Resultanten liefern, erhilt man daher,
wenn man die Projektion von €, und €, auf die Richtung CP,
bildet. Es sind daher nicht nur €, und €,, sondern auch ihre Bei-
trage gleich groB, da €, und €, ja dieselbe Richtung besitzen.

Alle Elémentarkegel, die man von P, aus gegen die Kugel
zielen lassen kann, sind in dem gréBeren Kegel enthalten, den
man erhdlt, wenn man die Tangenten ¢{¢ an die Kugel zieht.
Der Beriihrungskreis dieses Kegels, d. h. ein Schnitt bei SS
durch die Kugel, teilt diese also in zwei ungleiche Hilften. Die
linke enthilt alle Flichenstiicke mit dem Index 2, die rechte die
mit dem Index 1. Da paarweise die Wirkung zweier entsprechen-
der Flachenstiicke 1 und 2 gleich groB ist, so folgt daraus, daf3
die Kugelhilfte links von SS und die rechts davon die gleiche
Kraftwirkung in P, hervorbringen. Je niher der Punkt P, an
die Kugel heranriickt, um so kleiner ist die zugewandte Hilfte,
und sie schrumpft auf ein ebenes Miniaturstiick zusammen bei
allerkleinstem Abstand. Das heiBt, das gegeniiberstehende Flachen-
element besitzt eine ebenso groBe Wirkung wie die ganze iibrige
Kugelfliche zusammen genommen. Es liBt sich beweisen, daB
dieses Resultat auch fiir eine beliebig gestaltete, geladene Fliche
Giiltigkeit besitzt (siehe § 49).

Verlauf des Kraftfeldes an der Oberfliche. Eine dhnliche Be-
trachtung 148t sich auch fiir P; durchfithren. Jede Schnittfliche
durch P, teilt die Kugel in zwei Hilften gleicher Wirkung. Wihlen
wir also beispielsweise wieder einen Schnitt | CP; und lassen
P; an die Oberfliche heranriicken, so erhalten wir wiederum das
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Resultat, daB die Hilfte der Wirkung vom angrenzenden ebenen
Flichenelement stammen muB. Fiir den Sprung, den die Feld-
starke zwischen innen und auBen macht, bekommt man daher
folgende Erklirung:

Auf P, wirkt von 4f die Feldstirke €/z, von der iibrigen
Fliche f ebenfalls §/2, also in Summa €/z 4 /2 = €.

Auf P; wirken dieselben beiden Feldstirken, hingegen hat
die von 4f herrithrende umgekehrte Richtung, also ist die Re-
sultierende €/2 — €/z = o.

Soweit die Theorie. In Wirklichkeit sind die Verhiltnisse aus
zwel Griinden etwas anders.

1. Die Kraftwirkung in P, ist unter der Voraussetzung be-
rechnet,«daB ein geladener Punkt in P, die elektrische Verteilung
auf der Kugel nicht durch Influenz stére. Das ist aber immer der
Fall. So ist die abstoBende Wirkung einer geladenen Kugel auf
einen - Einheitspol stets kleiner als die anziehende auf einen
— Einheitspol im selben Abstand. Man kann aber die Stérung
beliebig klein machen, indem man eine geniigend kleine Ladung
in P, anbringt. Immerhin ist man hierin doch beschrinkt, da
die kleinste zur Verfiigung stehende Ladung das Elektron ist.
Influenzstorungen lassen sich daher nicht vermeiden, wenn man
in nichste Nihe der Oberfliche, d. h. bis auf molekulare Ab-
messungen herangeht. .

2. Die Oberfliche ist in Wirklichkeit keine mathematische
Kugelfliche. Sie ist im Kleinsten rauh und porés. Das Kraftfeld,
das ein eindringendes Elektron durchliuft, nimmt daher in un-
regelmaBiger Weise und allmihlich auf o ab und zeigt sogar leb-
hafte zeitliche Schwankungen infolge der thermischen Bewegungen
der Atome. Die Verhiltnisse in dieser Ubergangsschicht werden
von obiger Darstellung nicht erfaBt.

§ 51. Direkte Berechnung des Feldes einer geladenen
Kugel.

Der indirekte Weg besteht darin, daBl man erst das Potential in
der Nihe der Kugel ausrechnet (wie dies in §48 ausgefiihrt

wurde) und dann bildet -gg. Man erhilt, da V= ;, sofort

dV_e
Tdr 2

@:

9*
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Der Weg iiber das Potential ist trotz des Umweges der einfachste.
Grund: Potentiale berechnen sich, da sie Skalare sind, in der
Form einer algebraischen Summe, wihrend andererseits bei der
direkten Berechnung von Kraftfeldern eine vektorielle Summierung
notwendig ist.

Aufgabe. Man zeige, daB selbst fiir den einfachen Fall einer
geladenen Kugel die direkte Berechnung des Feldes umstind-
licher ausfillt als unter Verwendung des Potentials.

Abb. 64.

Man wird, wie bei der Berechnung des Potentials, alle Flichen-
elemente zusammenfassen, die denselben Abstand x vom ge-
wihlten Punkt P besitzen (Abb. 64). Wihrend die schmale
Kugelzone gemiB § 48 den Beitrag
e singpdeg
2— x )

AV =

an das Potential V' liefert, ist der Beitrag fiir € entsprechend

46 = £ 27 dy (1)

Man ist nun hier in der gliicklichen Lage zu wissen, dafB aus
Symmetriegriinden die Resultierende aller Beitrige <€ in die
Richtung » fallt. Es geniigt daher, die Beitrige Z€ in Richtung »
auszurechnen und dann diese algebraisch zu addieren, um das
resultierende Feld € zu finden. Indem wir den Winkel ¥ einfiithren,

bekommen wir also
r+R
e [sing dp
C=—-[—F—Tcosu. (2)
2, Fa :
r—R
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Wie im Falle der Potentialrechnung (§ 48) kann man auch hier
sing dg durch x ersetzen und erhilt dann

r+R

_ e ‘dxcosy
T 2Rv r 3)

r—R

¢

Wiahrend man aber dort sofort integrieren konnte ( f axl),
muB man hier erst ¥ durch x ausdriicken. Unter Verwendung
des Kosinussatzes hat man
2242 — R?
o 2xXv o

4)

cosY =

Der Integrand in (3) wird daher

cos y I 72 — R?
ik S , 5)

x T2 27 42
und man erhilt

i d r+R
G = 4_; =|[dx + (* — R?) / x—;’L_R ) 6)
Der Inhalt der [] ergibt
R2_72 r+R R2__72 R2__,2
T kR R T - T

=2R+ (R—7)+ (R+7)=4R.
Als Resultat findet man schlieBlich

e e
@:4—;2—Ie.4R:~

72’

(7)

Aufgabe. Man versuche, die Rechnung etwas eleganter zu
gestalten, indem man in (3) substituiert x cos ¥ = vy und den Aus-
druck / 'd—;—y = — / y - d(—;—) partiell integriert. Man wird dann
finden, daB das erste Integral = o ist, d. h. verschwindet und das
zweite [ %{ sich auf eine sehr einfache Form (ihnlich wie bei

der Potentialrechnung in § 48) reduzieren 1aBt.

§ 52. Kapazititsinderung eines Kondensators durch
eine geerdete Umbhiillung.
Bevor wir unser spezielles Problem behandeln, wird es zweck-

maBig sein, erst die allgemeinen Grundlagen zu entwickeln. Ein
geladener Korper, der sich allein im Raume befindet, besitzt nur
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freie Ladung. Befinden sich aber in der Nachbarschaft andere
geladene oder ungeladene Korper, so tritt zu seiner freien Ladung
noch eine Influenzladung, die der Natur nach gebunden ist, hinzu.
Man erkennt den Zusammenhang am besten an Hand eines ein-
fachen Beispiels. Nihert man einem geladenen

4 Korper (Abb. 65) einen geerdeten Leiter L,
eO so bleibt die Ladung zwar unveridndert, das
z Potential sinkt aber von V auf V'. Die Kapa-

zitdt ¢ verwandelt sich also in die groBere ¢,

4 ) wobei die Beziehung gilt
eQ e=cV=cV. (1)
¢’ L

Will man daher bei der Anndherung von L
das Potential V' auf seinem Wert behalten, so
muB man dem Koérper entsprechend Ladung zufithren. Die In-
fluenzladung werde also bei konstantem Potential V' zugefiihrt.
Sie wird um so groBer sein miissen, je groBer V selbst ist. Man
kann fiir sie daher ansetzen c,, V. Hierbei bedeutet c,, den In-
fluenzierungsfaktor, der von der Gestalt der beteiligten Leiter,
ihrer GréBe und ihrem Abstand abhingt. Man hat somit den
Ansatz: die neue Elektrizitdtsmenge des geladenen Kérpers nach
Anndherung von L, d.h. ¢ ist gegeben durch die Summe

Abb. 85.

e =ce+ c,V
oder gemiB (1) durch
€ =cV 4 cp,V
=tV (2)

Da wiederum nach (1) ¢//V die neue Kapazitit ¢’ ist, so folgt

¢ =c+ ¢p.
¢ und ¢,, werden auch als Teilkapazititen bezeichnet. Dabei ist ¢
ein MaB fir die freie, c,, fiir die gebundene Ladung. ¢ kann auch
als Eigenkapazitit bezeichnet werden.

Wiirde man statt L zu erden, dieses selbst bei der Anniherung
auf dem Potential V halten, so konnte offenbar keine Influenz
eintreten und daher auch keine Kapazititsinderung erfolgen. Fiir
die Influenzierung kommt also die Potentialdifferenz zwischen
Korper und Leiter L in Frage. Ist das Potential von L V;, so
wiirde der Ausdruck (2) allgemein lauten

e =cV+cp,(V—T7). (3)
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So gelangen wir nun zwangsliufig zu dem allgemeinen Ausdruck
fiir die Ladung eines Korpers, der von beliebigen Leitern um-
geben ist. Bezeichnen wir Ladung, Potential und Eigenkapazitit
unseres Koérpers mit ¢;, V5, ¢; und die entsprechenden GréBen fiir
den zweiten, dritten usw. Koérper mit ¢,, Vy, ¢y, €3, V3, ¢3 usw., so
driickt sich e, offenbar folgendermaBen aus

er=0 Vit cw(Vi—Vo) + Cla(Vl_._V:i)—{_614(V1_V4)+“' . (49)

Hierbei sind ¢,,, ¢,3, ¢4 die Influenzierungskoeffizienten bzw. Teil-
kapazititen zwischen 1 und 2, ferner 1 und 3 usw. Analog gilt
natiirlich auch fiir den zweiten Korper mit der Eigenkapazitit c,

ea=0Co Vot (Vy—V1) + cos(Va—V3)+Coa(Vo—Vyg)+ -+ . (4b)

Und dhnlich lauten die Ausdriicke fiir die iibrigen. Da die In-
fluenzierungskoeffizienten immer nur die Wechselwirkung zwischen
zwei Leitern betreffen, die Influenz von Korper m auf » aber so
groB ist, wie von » auf m, so ist jederzeit c,,, = ¢,,,. Das hindert
nicht, daB eine Verschiebung
der Lage nur eines der
Korper gleichzeitig alle In-
fluenzierungskoeffizienten
andert.

Das Gleichungssystem (4)
bildet nun die Grundlage
auch fiir die Behandlung
unseres Problems. Ein Kondensator befindet sich in einem
geerdeten Faradaykifig (Abb. 66).

Frage. Wie groB ist die Kapazitit:

I I

S}

I. wenn eine Belegung mit dem Kifig verbunden ist,
II. wenn beide Belegungen isoliert sind ?

Die beiden Fille sind in Abb. 66 I und II schematisch dar-
gestellt. Wir haben ein Dreikorperproblem: zwei Kondensator-
platten und die Hiille. Fiir beide Fille gemeinsam gilt somit:

er=~0CVi+ co(Vi—Vs) + c13(Vi— V)
ey =CVy+ C(Va—V,) + cos(Vo— V3) (5)
es=C3Vy+ 51 (Vs — V) + (Vs — V).



136 V. Elektrizitait und Magnetismus.

Da V3= o0 und ¢,, = c,,, so reduziert sich dies auf
ey =10 Vit co(Vy— Vo) 4 ¢33V,
er=cVy+ cia(Vo— V1) + ¢V (5a)
3= —C13Vy—Co5 V.
Hiervon interessieren uns nur die Ladungen der Kondensator-
platten e, und ¢,. ¢;, das {ibrigens gleich o ist, haben wir nur der

Vollstandigkeit halber angeschrieben. Die Glieder ¢, + ¢,5 sowie
€y + Co3 wird man zusammenfassen. Wir schreiben daher

¢ =cit 5 und ¢ = cy+ cog.

¢, und ¢, sind die Teilkapazititen der beiden Kondensatorplatten,
wenn sie sich in der geerdeten Hiille befinden. Also schreiben wir

ey=0¢/'Vi+ ca(Vi— V)

ey =0y Va+ca(Vo—TV1).

FallI. V,= 0. Esist die Ladung der allein beniitzten Kon-
densatorplatte 1 gemiB (5b)
ey =c!Vi+ V5.

(5b)

Somit ist die Kapazitit fiir diesen Fall
Ci=1¢ + ¢ (6)
Fall II. Als Kapazitit C;; kann angesehen werden sowohl

21 2
der Ausdruck — als T

andere kénnen wir ohne weiteres aus (5b) ausrechnen. Es muB
eine bestimmte Annahme gemacht werden, wie der Kondensator
,,betrieben® werden soll. Je nachdem erhilt man die entsprechende
,,Betriebskapazitit’. Ist die Anordnung der Kondensatorplatten
einigermaBen symmetrisch oder iiberwiegt c,, bei weitem die
anderen Koeffizienten, so wird man setzen diirfen e, = —e¢,.
In diesem Falle schreibt sich (5b) folgendermaBen

ey =10, Vi+4 cio(Vy,— Vo) : ¢y
—e =0 Vot cpo(Vo—V,y) | —¢.

Weder das eine noch das

(7)

e . . . .
Um Cp= —V—IV— zu finden, wird man hieraus einen Ausdruck
17 Ve

formen miissen, der ¥V, und V, nicht einzeln, sondern nur in der
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Kombination V; — V, enthilt. Dies geschieht durch Erweiterung
der Ausdriicke (7) mit ¢,’ und —c," und Addition. Man erhilt

ey(ca’ +¢1) = ¢/ ¢’ (Vi—Vy) + 165" (Vi—Vy) + 106y (V1—V5),
woraus man findet

Crr — o cz,”‘*‘ C12 (e + c)

61/ _{_[2/ )
was man auch schreiben kann
o
Cui=c¢,/ 22— + .
n=6 ot o (8)

Wir sehen hier, daB ¢," mit einem echten Bruch multipliziert ist.
Ein Vergleich von (8) und (6) zeigt daher, daB C; > Cy;.

D. Elektrodynamik.

§ 53. WHEATSTONEsche Briicke.

Die Widerstandsproportion fiir die Einstellung der WHEAT-
STONE-Briicke ist bekanntlich sehr einfach abzuleiten. Wesent-
lich umstiandlicher gestaltet sich die Berechnung des Briicken-
stroms, der auftritt, wenn einer der vier Briickenzweige gedndert
wird. Die Aufgabe stellt sich aber sehr hiufig, so bei Wider-
standsinderungen durch Erwirmung (Widerstandsthermometer,
Bolometer, Barretter), durch Belichtung (Selenzelle), durch
Magnetfelder (Wismutspirale) usw., dann aber auch, wenn man
die MeBempfindlichkeit der WHEATSTONE-Briicke beurteilen will.
Es soll daher diese Rechnung durchgefithrt werden, zumal die
Hilfsmittel hierzu fix und fertig vorliegen in den ,, KIRCHHOFFschen
Regeln‘. Immerhin bedarf es dazu noch einiger Uberlegungen.
So wird man bald erkennen, daB die allgemein durchgefiihrte
Rechnung umsténdlich und uniibersichtlich wird, was damit zu-
sammenhingt, daB bei Anderung eines Widerstandes, z. B. von
a (Abb. 67) nicht nur der Briickenstrom 7, sondern auch der MeB-
strom J sich dndert. Nun kann man aber an Stelle der Strom-
quelle den Strom als primir gegeben ansehen. Denn dieser kann
ja mittels eines Regulierwiderstandes beliebig eingestellt werden,
ja kann auch wirklich durch Einschaltung eines Strombegrenzers,
etwa einer Elektronenrohre, konstant gehalten werden. Auf alle
Fille wird man in erster Niherung von seinen Anderungen ab-
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sehen diirfen und sich mit der Berechnung von 7,/J begniigen.
jo bedeutet dabei den Briickenstrom, der bei vorgingiger Ab-
gleichung der Briicke nach Stérung des Gleichgewichts entsteht.

Abb. 67.

Man wird nun zunichst einmal ganz allgemein den Briicken-
strom bei beliebigen Widerstandsverhéltnissen ausrechnen. Be-
zeichnet man mit a,b,¢,d,y (Abb. 67) die Widerstinde, mit
A,B,C,D,j die entsprechenden Strome, so gilt bei der fiir 7
angenommenen Richtung nach KIRCHHOFF I:

A=B+j. (1)
D=C+j. (2)
J=A+4C=B+D. (32, 3b)

KircHHOFF II:
ad + yj=cC (4)
dD + yj=bB. (5)

Wir stellen zunichst fest, daB hier 5, nicht 6 voneinander unab-
hingige Gleichungen vorliegen. Denn (3a) und (3b) stellen nur
eine Gleichung dar, da 4 4+ C = B+ D aus (1) und (2) folgt.
Unbekannt sind die Gré8en 4 BCDj. Da es deren fiinf sind, so
haben wir die fiir die Berechnung notwendige und hinreichende
Zahl von Gleichungen aufgestellt. Die Ausdriicke sind so einfach,
daB es nicht lohnt, zur Auflésung die Determinanten heranzu-
ziehen. Wir entnehmen z. B. 4 und D direkt aus (3a) bzw. (3b)
und setzen die Werte in die Gleichungen (1), (2), (4) und (5) ein.

Man erhilt
J—C=B+47. (1a
J—B=C+17j. (2a
a(J —C) 4 7j=cC (42
a(] —B) + yj=bB. (52

—_— -~ — —
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Man kann nun B aus (5a) und C aus (4a) ausrechnen, und in
(2a) oder (1a), die ja identisch sind, einsetzen. Man erhilt, da
nach (1a) bzw. (2a) | —7= B+ C,

c_vi+adl | vita]
]_—7: b+d + a-}—c * (6)

Um /] zu berechnen, wird man mit (b + d) - (2 + ¢) erweitern.
Nach Sammlung der Glieder mit j auf der einen und ] auf der
andern Seite der Gleichung ergibt sich

i @t +d)—dato—a@®+a

J @tobt+a+y@tbtetad

oder nach Ausmultiplizieren des Zihlers

7 bc—ad (7)
J T @tab+tdrretbtotd 7

Um nun j, zu finden, haben wir erst die Briicke abzugleichen,
d. h.j = ozumachen. Wir erfiillen also die Bedingung bc—ad=o.
Jetzt dndern wir z. B. 4 in a + 4a und rechnen j, nach (7) aus.
Es ist

fo bc—(a+4da)d

J @atdatobtd+y@tdatbteta)’

Dies ergibt unter Beriicksichtigung, daB b¢c — ad = o,
Jo —d-da

J _(a+c)(b+d)+y(a+b+c+d>+Aa(y+b+d)'(

8)

Zumeist wird man das Glied mit 44 im Nenner vernachldssigen
diirfen und schreiben kénnen
Jo —d-da

] @rob+dtr@tbreta’ (82)

Wihlt man, wie hiufig, a = b = ¢ = 4, so vereinfacht sich dies zu
1'9_ _ _—_/I a
J  s@+n’ (9)

a und ¥ gehen dann also in gleicher Weise in die Formel ein.

Bemerkung. Die weitere Ausgestaltung und Anwendung der
Formel (8) findet man z. B. in F. KoHLRAUSCH: Praktische Physik,

S. 551, 1935.
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§ 54. Gruppenschaltung von galvanischen Elementen.

Eine gegebene Zahl z von Elementen sei in # Gruppen ein-
geteilt. Die m Elemente einer Gruppe seien hintereinander, die
n Gruppen selbst aber einander parallel geschaltet. In Abb. 68

W, ist der Fall fir m = 4 und » = 3 dar-

FVVVMAMAA £ gestellt.

—J ‘l“ Frage. Wie miissen » und # bei ge-
i gebenem z gewidhlt werden, damit der
_H"H'— durch den gegebenen &duBeren Wider-
- stand W, flieBende Strom einen Maximal-

hl 1.{ ,,.I H — 3 wert aufweist ?
N Zur Berechnung der Stromstirke
t haben wir das Omnmsche Gesetz fiir

L_l"h"ll'l*_ einen geschlossenen Stromkreis anzu-
—mey wenden. Bezeichnen wir die EmK und
ADD. 68. den inneren Widerstand eines Ele-

mentes mit E bzw. W, so ist die treibende Kraft der Batterie mE

und der gesamte innere Widerstand %Wi. Daher haben wir

mE = J (W, + 2 Wy). (1)

Hierzu kommt die feste Bedingung
z2=mn. (2)

(r) kann daher nach Erweiterung mit » und unter Beriicksich-
tigung von (2) auch geschrieben werden

2E=J(nW,4+ mW,). (ra)

Nach Schema f miiBte jetzt die eine Variable, m oder #, aus
(2) in (ra) eingesetzt werden. Man erhielte dann J entweder als

Funktion von m oder ». Dann wire % oder di% zu bilden und
gleich Null zu setzen. SchlieBlich wire noch nachzuweisen,

daB der so gefundene Grenzwert von J wirklich ein Maximum

ist. Das heit, es wire zu zeigen, daB3 entweder
aj

dm?

d2
;1;2] oder

< o.
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Die Ausfithrung bildet durchaus keine mathematischen Schwie-
rigkeiten. Hingegen zeigt sich ein Hindernis anderer Art. Es ist
nicht moglich, sich aus Griinden der ZweckmaBigkeit fiir die Eli-
mination der einen Variablen zugunsten der andern zu ent-
scheiden, da beide in durchaus gleicher Weise in die Ausdriicke
(ra) und (2) eingehen. m und #» besitzen sozusagen gleichen
mathematischen Wert, und dementsprechend haben sie auch
Anspruch auf gleichm#Bige mathematische Behandlung. Eine
solche ist tatsichlich auch mdglich, und die Beriicksichtigung
dieses Moments der mathematischen Gerechtigkeit lohnt sich
dadurch, daB es uns in besonders einfacher und iibersichtlicher
Weise zum Ziele fithrt. Wir eliminieren daher iiberhaupt nicht
und differenzieren direkt (2) und (1a):

o=mdn-+ ndm, 3)
ferner
=J(Wodn+ Widm)+ W, +mW;,) d]. (4)

Nun setzen wir die Maximumbedingung dJ = o an. Da J ¥ o,
so reduziert sich (4) auf

o=W,dn+ W,dm. (4a)
Aus (3) und (4a) folgt aber unmittelbar
nW,=mW, )
oder
Wo=" W (52)

Das heiBt, der innere Widerstand der Batterie % W, muB gleich

dem #uBeren Widerstand W, sein, ein Resultat, das von all-
gemeinerér Bedeutung ist. Denn in jedem Fall, wo an eine strom-
liefernde Apparatur ein Verbraucher angeschlossen ist, muB dieser
an jenen angeglichen sein. Man denke etwa an einen Radio-
apparat und einen Lautsprecher oder an eine Thermosiule und
ein Galvanometer.

Den Wert fiir das Strommaximum J,, findet man grundsitz-
lich so, daB man aus (2) und (5) » und » ausrechnet und in (1)
bzw. (1a) einsetzt. Bei der Ausfilhrung kann aber wiederum
etwas verschieden verfahren werden.
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I. m bevorzugt. II. m und » gleichmiaBig
behandelt.

Unter Beriicksichtigung von Man erweitert (5) einmal
(5a) reduziert sich (1) auf mit 7 und einmal mit # und
mE — 2W, ], erhalt W, — miW,

Elimination von » zwischen (2) und
und (5) ergibt n2W, = zW,.
s, Wa Hieraus folgen die Ausdriicke
mE=z—=. ) '
Wi fir m und », die man nun in

Dies oben eingesetzt, filhrt zu (1a) einsetzt, so daB nun hieraus
wird

W o
Ve g —ow,] W Vrn
W, aJm — Vi X e
oder ]/ E=Tn (W,,—]/ ’ W“_+ Wiy s Wi )
EYl/ =z :ijl/ZWaWi.-
== — —— 6
In="7 VWa Wi ©) was wiederum liefert

El/ =z
=3 Vwiw ©
Der erzielbare Maximalstrom nimmt also mit der Wurzel aus der
Zahl der zur Verfiigung stehenden Elemente zu. Man bemerke,
daB in Wirklichkeit # und #, und damit auch z, stets positive,
ganze Zahlen unter AusschluB der Null bedeuten. In der mathe-
matischen Behandlung sind aber diese GroBen als stetige Variable
behandelt. Die abgeleiteten Resultate gelten also nur insoweit,
als sie sich durch ganzzahlige Werte von m und # realisieren
lassen. Die Kombination ist so zu treffen, daB die Abweichungen
von den errechneten Resultaten moglichst klein werden. Dies
wird sich um so besser erreichen lassen, je groBer die Zahl z ist.
Die Frage, ob J,, ein Maximum oder Minimum darstellt, 1iBt
sich ohne Differenziation beantworten, da man festgestellt hat,
daB nur ein Extremwert vorhanden ist. Wir miissen nur zeigen,
daB fiir irgendeine Wahl fiir m oder # ein Stromwert heraus-
kommt, der kleiner als J,, ausfillt. Man wird auch hier wieder
die mathematische Gerechtigkeit walten lassen und die Wahl so
treffen, daB » und » gleichmaBig beriicksichtigt sind. Das ist in
idealer Weise der Fall, wenn wir setzen m — %. Dann ist z — m?2
und (1) schreibt sich

V2E =] Wi+ W),
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woraus fiir den Strom folgt

T=52lt. )

Nun ist leicht zu zeigen, daB £< 1. Denn es ist

J
J _ VW

Jn " Wat Wi
2

Da aber das geometrische Mittel J/W, W, stets Kleiner ist als

Wa+ W(

das arithmetische . so ist bewiesen, daB J, ein Maxi-

mum darstellt.

§ 55. Leuchttemperatur einer Metallfadenlampe.

Eine Metallfadenlampe mit Zickzackhalterung ist luftleer, und
gibt der Faden die elektrische Heizenergie fast vollstindig in
Form von Strahlung ab. Im stationiren Zustand ist also die se-
kundlich verbrauchte elek-
trische Energie E gleich o _ —— iy
der Strahlungsenergie S —u l g i
(Abb. 69). Der Wattver-
brauch E ist gewdhnlich
an der Lampe angeschrieben. Die Strahlung ist, sofern der
Glithdraht (Wolfram) als ein grauer Strahler anzusehen ist,

nach STEFAN-BOLTZMANN zu berechnen aus
S=wcfT*—kTy". (1)

Abb. 69.

Das erste Glied ist die vom Faden ausgestrahlte, das zweite die
von der Umgebung in den Faden eingestrahlte Energie. T, sei
die Raumtemperatur, f die strahlende Fliche. ¢ bedeutet die
Strahlungskonstante fiir den schwarzen Korper. « ist ein echter
Bruch, der mit 0,9 angesetzt werden kann. Wenn die Lampe
nicht brennt, ist = T, und, da dann ebensoviel eingestrahlt als
ausgestrahlt wird, ist S = o. Daraus folgt aber, daB «cf=%
sein muf3. Wir schreiben also

S = acf(T*— Ty9). (1a)

Da T vielmals groBer ist als T, so verschwindet 7T'y* praktisch
gegeniiber 7% und kann daher vernachlissigt werden. Behalten
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wir aber T, korrekterweise bei und bedenken, da S = E, so
folgt aus (1a)

4

T:l/JE——]—TO“. (2)

xef

f berechnet sich aus der Linge ! und dem Durchmesser 4 des
Drahtes zu f = 7ld cm?. Um eine Berechnung von T zu ermég-
lichen, miiBte nun eine Lampe zur Messung von / und 4 gedffnet
werden. Es ist dies aber nicht nétig, sofern man sich mit einer
Schitzung begniigt. Auch wenn «, / und 4 nur ungenau bekannt
sind, 148t sich schon ein brauchbarer Wert berechnen, dank der
Form der Formel (2). Jede fehlerhafte Schitzung der GréBSen
«, ¢ und f geht nimlich nur mit dem vierten Teil ins Resultat
ein. Ist allgemein .

n

n___
y=|x=uxn,

so betrdgt die Abweichung, d.h. das Differential

1
., w! 1 —1
dy—%—x" dx_xyx dx
und der relative Fehler 4y/y ist
dy 1 dx
y  n oz’

d. h. gleich dem #. Teil des relativen Fehlers von x. Setzt man
nun schitzungsweise /= 70 cm und d = 0,002 cm, so kommt
f=0,44 cm2. Da ferner ¢= 5,7, - 10712 Watt cm—2grad—*, so be-
kommen wir unter Zugrundelegung einer 50-Watt-Lampe

E o
— = —A—ST = 22,0+ 102,
acf  0,9-5,75-10712.0,44
Hiergegen betrdgt Ty*= 300%, d. h. nur 81 - 108, ist also zu ver-
nachldssigen. Wir erhalten daher

4
T = 103 J/22,0 = 2170° abs.,

d. h. eine Temperatur von rund 1900° C.

§ 56. Dissoziationsgrad eines Elektrolyten.

Den Bruchteil der in einem Elektrolyten gelosten Molekiile,
welcher dissoziiert ist, nennt man den Dissoziationsgrad. Be-
finden sich also in einem einfach dissoziierenden, d.h. biniren
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Elektrolyten, wie HCl, je 1 cm® N geloste Molekiile und ist die
Zahl der positiven bzw. der negativen Ionen %, so ist der Disso-
ziationsgrad

X = }\T .

Dieser betragt fiir starke Elektrolyte wie etwa HCI-Losung
nahezu 1. Bei schwachen Elektrolyten, wie bei organischen Siuren,
ist er aber von Losung zu Lésung verschieden und variiert zu-
dem mit der Konzentration.

Frage. Wie hingt « von der Konzentration der Lésung ab?

DaB die Spaltung in Ionen keine vollstindige ist, haben wir
offenbar so aufzufassen, daB3 zwar eine dissoziierende Kraft vor-
handen ist, daB aber eine zweite Kraft dieser entgegenwirkt.
Die dissoziierende Wirkung ist den elektrostatischen Kriften der
Dipolmomente des Losungsmittels zuzuschreiben und ist daher
bei solchen mit groBer Dielektrizitdtskonstanten (wie z. B. Wasser)
besonders stark. -+- und —-Ionen suchen sich aber infolge
elektrostatischer Anziehung andererseits wieder zu vereinigen.
Die Dissoziation des Elektrolyten entspricht also einem stationiren
Zustand oder einem dynamischen Gleichgewicht, bei dem pro
Sekunde gerade so viel geloste Molekiile in Ionen zerfallen, als
von den vorhandenen Ionen sich wieder vereinigen. Nun ist
aber die Zahl der pro Sekunde gebildeten Ionen offenbar pro-
portional der Zahl der nichtdissoziierten Molekiile, d. h. gleich
b+ (N —mn), wobei die Konstante b ein MaB fiir die Starke der
dissoziierenden Kraft ist. Die Zahl der durch Wiedervereinigung
zuriickgebildeten Molekiile ist sowohl der Zahl der positiven n*
als der Zahl der negativen Ionen # proportional oder, da
nwt=mn = mn, so ist diese Zahl an2 wo die Konstante a ein
MaB fiir die Wiedervereinigungstendenz angibt. Man hat nun
einfach gleichzusetzen

b(N —n) = an?, (1)
und unter Beniitzung von # = « + N erhédlt man

b(N —aN) = ax2N?,
oder schlieBlich

b o
aN~ 1—0a
Greinacher, Experimentalphysik. 10
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N ist nun offenbar proportional der Konzentration c¢. Setzt
man daher N = k- ¢, so schreibt sich

b ?

ake 1—a
. b .

oder, indem man on Zu einer Konstanten K zusammenfaft,

K o

s (2)
Dies ist das OstwaLDsche Verdiinnungsgesetz. K nennt man die
Dissoziationskonstante. Deren Zahlenwert hingt naturgemil
davon ab, wie man die Konzentration ¢ definiert. Sie ist im
iibrigen eine Funktion der Temperatur. Will man nun den Disso-
ziationsgrad als Funktion von ¢ berechnen, so ist (2) nach « auf-
zulésen, und man erhilt zunichst

Schon aus (2) folgt unmittelbar

1. daB, wenn ¢ gegen o konvergiert, auch der Nenner von (2)
I — ¢ = 0 werden muB3. Das heiBt aber, daB &« = 1 und somit
jeder Elektrolyt bei unendlicher Verdiinnung vollstindig disso-
ziiert sein muB.

2. daB bei kleinem ¢ auch 1 — « klein sein wird. Dann darf
aber a2 in (2) praktisch = 1 gesetzt werden, und es folgt

K 1
c 11—«
oder
c
I—o=4,

was einem linearen Verlauf entspricht.
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3. daB bei groBem ¢ oder kleinem K o« klein wird und der
Nenner von (2) praktisch = 1 gesetzt werden darf. Dies fiihrt
dann zu der Beziehung

I

X~ —.

Ve
Das Resultat 1 ermdglicht es, den Dissoziationsgrad eines Elektro-
lyten aus dessen Aquivalentleitfihigkeit £ zu finden. Darunter
versteht man den Quotienten aus der gewéhnlichen Leitfihig-
keit und der Zahl der im Kubikzentimeter vorhandenen Mole ge-
16sten Stoffes. Die Theorie zeigt, daB8 das Aquivalentleitvermogen

A4 =96500« (ut—+ u’),

wo »" und # die beiden Ionenbeweglichkeiten bedeuten. Nimmt
man, wie es die ARRHENIUSsche Theorie tut, an, daB #»* und %
nur wenig von der Konzentration abhingen, so gilt fir ¢ = o,
dh fira=1
Ay = 96500 (™ + u").
Es ist daher
A
4y

Bei starken Elektrolyten sind die Voraussetzungen grund-
legend anders. Hier ist « unabhingig von der Konzentration
stets = 1, und dafiir sind #* und # Funktionen der Konzen-
tration, was damit zusammenhingt, daB die Ionenbeweglich-
keit nicht nur durch die innere Reibung im Losungsmittel, sondern
stark auch durch die Ionenkrifte mitbestimmt ist. Hier darf
man nicht mehr annehmen, daB die einzelnen Ionen so weit durch
das Losungsmittel getrennt sind, daB sie sich in ihrer Bewegung
gegenseitig nicht beeinflussen.

Das Ostwalbpsche Verdiinnungsgesetz stellt einen Spezial-
fall des chemischen Massenwirkungsgesetzes dar. Auch diesem
liegt die Vorstellung eines dynamischen Gleichgewichts zwischen
Bildung und Zerfall zugrunde. Der dynamischen Betrachtungs-
weise entsprechend liegt es nun nahe, nicht nur das Gleichgewicht,
sondern auch die Verinderung desselben in die Behandlung mit
einzubeziehen. So koénnte man z. B. versuchen, den zeitlichen
Verlauf des Dissoziationsvorganges zu berechnen. Man denke
sich etwa in einem gegebenen Moment einem Loésungsmittel den
gelosten Stoff gleichmiBig beigemengt. Dann wird zunichst nur

10*

=K.
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die Dissoziation einsetzen, und erst mit dem Anwachsen der
Ionenzahl wird immer stirker auch die Wiedervereinigung auf-
treten. Die Ionenzahl nimmt dann von o an zeitlich bis zu dem
Maximum des Gleichgewichtszustandes zu. Es ist nun offenbar
die Zunahme d# proportional dem Zeitelement d¢ und der Diffe-
renz der Ausdriicke (N — ) und an2 Also

dn = [b(N — n) — an?] dt.
Da #n = «N und demzufolge dn = N - d«, so erhdlt man die Be-

ziehung
do = [b(r — &) —aN«?] dt. (4)

Wir geben hier gleich das Resultat der Integration:

& =

**V” c" 1 rq (5)

wo abkiirzungsweise g = e 1+4E
Dieser Ausdruck wire auch anwendbar auf die Ionisierung der
Gase, z. B. Rontgenstrahlen. Formel (5) gibt dann die Zunahme
der Ionisierung nach Einsetzen der Bestrahlung. a bedeutet in
diesem Fall den Wiedervereinigungskoeffizienten und b wire ein
Ma8 fiir die Strahlungsintensitit.

Aufgabe. Man fithre die Integration von (4) aus.

§ 57. Elektromotorische Kraft und Energieverbrauch
des galvanischen Elements.

Bezeichnet man die EmK mit £ und den aus dem Element
entnommenen Strom mit J, so ist die abgegebene Leistung E J
und die in der Zeit ¢ geleistete Arbeit E J¢. Oder, da J¢ den
Ladungstransport e bedeutet, so ist die Arbeit 4 auch

A= ¢E. (1)

Diese besteht, sofern die Pole einfach durch einen Widerstand
verbunden sind, aus der Stromwirme im dufBleren und im inneren
Widerstande des Kreises. Es liegt nahe, anzunehmen, daB die
Arbeit gleich ist der beim Stromdurchgang verbrauchten che-
mischen Energie. Betrigt die Warmetonung, die dem chemischen
Umsatz im Element entspricht, Q cal, so ist diese mit QM einzu-
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setzen, wo M das mechanische Warmedquivalent M = 4,19 Joule/cal
bedeutet. Man hat also die einfache Beziehung

QM = ¢E. (2)

Zur Verdeutlichung dieser Beziehung wihlen wir als Beispiel
das DaNiELLsche Element (Abb. 70). Hier wird durch die Strom-
entnahme auf  der einen Seite Zn aufgeldst, auf der andern Cu
abgeschieden. Wenn wir diese Reaktion ohne Zuhilfenahme des
elektrischen Stromes bewerkstelligen, dann wird keine elektrische
Arbeit geleistet, es wird nur Wérme produziert,
und Q bedeutet nun die entsprechende Warme-
ténung. Diese rein chemische Reaktion ist sehr
einfach auszufithren. Man braucht nur bei einem
DaNieLL-Element den trennenden Tonzylinder
wegzunehmen, so da8 CuSO, und ZnSO, sich
mischen. Dann setzt alsogleich die Auflosung
von Zn und die Abscheidung von Cu ein. In
Wirklichkeit wird man den Versuch so ausfithren:
Man wirft in ein Kupferkalorimeter, das mit -L
Kupfersulfatlosung beschickt ist, eine abgewogene - (uss, 7280,
Menge Zinkspdne und mit die Warmetdnung bei Abb. 70.
der Auflésung. Betrigt diese bei der Auflésung

eines Grammaiquivalents Q, cal, dann ist die entsprechende Elektri-
zititsmenge ¢ in (2) mit 96500 Coulomb einzusetzen. Man hat also

E=2%19_ @ vygq (2a)
96 500 23000
Fiir die Wirmeténung wird pro 1g Zn etwa 800 cal gefunden.
Da das Aquivalentgewicht des Zn 65,4/2 betrigt, so ergibt dies
Q.= 800 954 _ 26200 cal.
2
Man erhilt somit fiir das DANIELLsche Element:

26200
= —— = 1,1, Volt.
23000

Dies stimmt nun mit dem gemessenen Wert recht gut {iberein.
Leider aber versagt das in (2) formulierte, von J. THOMSON
aufgestellte Gesetz in sehr vielen Fillen. Hiufig wird nur ein Teil
der chemischen Energie in elektrische umgewandelt, und ein Teil
tritt als Wirmeténung im Elektrolyten in Erscheinung. Auch
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kommt es sogar vor, daB die gewonnene elektrische Energie
groBer ist, als der chemischen entspricht. Dann zeigt sich beim
Stromdurchgang eine Abkiihlung des Elektrolyten. Wie GiBBs
und HELMHOLTZ gezeigt haben, stimmt die THOMSsONsche Regel
immer dann nicht, wenn die EmK temperaturabhingig ist. Die
richtige Formel muB nach ihnen lauten

oM AE
E—7+Tﬁ- (3)

Danach ist die elektrische Energie Ee groBer als die chemische
QM, wenn E mit T zunimmt, und kleiner, wenn E abnimmt.
Letzteres ist der seltenere Fall. Verwendet man also Formel (2),
so erhilt man fiir die EmK im ersten Fall einen zu kleinen, im
zweiten einen zu groBen Wert. In Formel (3) treten neben Arbeit
und Wirme auch Temperaturen auf. Dies 148t ihren Charakter
als thermodynamische Beziehung erkennen. Schreibt man sie
etwa in der Form

edE AT
¢E—QM T’ (4)
d. h.
) Arbeitsdifferenz __ Temperaturdifferenz
Arbeitswert einer Warme Temperatur ’

so erkennt man die Form des CArRNOTschen Wirmesatzes. Und
in der Tat 148t sich (3) auch unter Verwendung eines passend
gewidhlten reversibeln

Kreisprozesses ableiten.

Der Anfangszustand

i des Elementes sei durch

1 i I, Punkt 7 in Abb. 71 dar-

e AT —= —~meaqr  gestellt. Wir schlieBen
‘ ‘ 7 %as flem&ant durch 1<iine}:1n

raht, den wir hoch-

<G4 ' ohmig wihlen, damit

die Vorginge langsam

vor sich gehen. Indem
wir eine Elektrizitits-
menge ¢ durch das Ele-
ment flieBen lassen, gelangen wir von Punkt r nach 2. Die

— Flekiriztstsmenge
Abb. 71.

eE
vom Element geleistete Arbeit betrdgt ﬁcal, die verbrauchte
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chemische Energie Q cal. Ist %4— — @ positiv, dann wiirde eine

Abkithlung des Elementes erfolgen. Wir miissen daher zur Kon-
stanthaltung der Temperatur T (z und 2 in derselben Hohe!)

eine Wirmemenge 57 — @ zufiihren. Es geschehe dies mit

Hilfe eines auf T temperierten Wérmereservoirs. Nun kiihlen wir
das Element um 47T ab, indem wir eine kleine Warmemenge in
ein gleichtemperiertes Reservoir abfithren. Diese Warme konnen
wir darstellen durch mc 4T, wo m die Masse, ¢ die mittlere spezi-
fische Wirme des Elementes bedeuten. Bei 3 angekommen,
schicken wir nun durch das Element in umgekehrter Richtung
eine gleiche Elektrizititsmenge ¢ und machen dadurch den
chemischen Vorgang wieder voéllig riickgingig. Da die EmK
bei der um 4T tieferen Temperatur mit £ — 4 E anzusetzen ist,
so ist die bei dem Vorgang frei werdende Wirmemenge gegeben

e(E—AJdE . . . " .
durch ( M—) — Q. Diese werde in ein Warmereservoir von

der konstanten Temperatur T'— 4T abgefithrt. Wir erwarmen
nun schlieBlich noch, indem wir die Warme mc’ 4 T zufithren und
gelangen so von ¢4 nach 1 zuriick. Da angenommen werden darf,
daB ¢ und ¢’ nicht merklich voneinander verschieden sind, so
heben sich die beiden auf dem Wege 2 —3 und 4 — 1 zugefiihrten,
bzw. weggefithrten Warmemengen auf. Es ist also bei dem Kreis-
prozeB die Wirme

E_ g (B AB ) e

M M M

als solche verschwunden, d. h. in Arbeit umgesetzt worden. Dabei
ist aber die Wiarme eE/M — Q verbraucht worden, indem diese
zum Teil in Arbeit verwandelt, zum Teil in das tiefer temperierte
Reservoir iibergegangen ist. Der Quotient mu3 nach dem CARNOT-
schen Satz der Temperaturdifferenz 4 T dividiert durch die Tem-
peratur des hoher temperierten Wirmereservoirs sein. Man erhilt

so die Beziehung JE
e
M 4T
= (4a)

e¢eE
mw e

Man erkennt sogleich, daBl dieser Ausdruck mit (4) identisch ist,
woraus dann ohne weiteres auch die Richtigkeit von (3) hervorgeht.
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§ 58. Selbstinduktion einer Stromspule.

Die Definitionsgleichung fiir den Selbstinduktionskoeffizienten
lautet v
L e _*d'J' . (I)
dt
Um L zu finden, hat man also die durch eine Stroménderung
d J/dt induzierte EmK V zu berechnen. Nun gilt allgemein
adp
V=— dat’ (2)
wo @ den Induktionslinienflul bedeutet. Da man V nach (2)
elektromagnetisch erhilt, soll auch in (1) und in der Folge das-
selbe MaBsystem vorausgesetzt werden. Wir berechnen L fiir
den besonders einfachen Fall eines langgestreckten Solenoides.
In diesem Falle ist das Magnetfeld im Innern homogen und hat

den Wert N
O=4n] (3)

(siehe § 43). Der FluB durch eine Windung ist also, wenn mit ¢ der
Querschnitt der Spule bezeichnet wird, ¢-u - $, und @ hat fiir
alle N Windungen zusammen daher den Wert

2=Nqud. (4)
Unter Beriicksichtigung von (3) wird
N
@=Ngqu-4z] . (5)
Diesen Wert in (2) eingesetzt liefert
____ 4mugN*dj
V== (6)

Hieraus folgt gemiB (1)
__ 4TugN?

L= 47ea 7)
Dieses Resultat kann auch aus der Energiebeziehung gefunden
werden: L.,
E=_]2 (8)
Denn diese stellt eine Integrationsform der Beziehung (1) dar
(siehe §45). Die magnetische Energie E ist, da die Energie-

2
dichte eines Magnetfeldes den Wert 2—% besitzt,
)2 2
E= A;Jf; X Volumen = ”gﬂql. (9)
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Indem man_ $ aus (3) einsetzt, ergibt sich hierfir
uql 1672 J2N?

8x 12 ’

oder schlieBlich
E=220101 72 (10)

Durch Vergleich von (8) und (10) folgt dann wiederum der in (7)
angegebene Wert fiir L.

Formel (7) gilt naturgemidB wegen der Wirkung der freien
Enden der Spule nur angenihert, am besten etwa noch fiir eine
Spule, die zu einem Kreisring zusammengeschlossen wird.

Bemerkung. Bei der exakten Berechnung von Selbstinduk-
tionen fithrt der Umstand, daB in der Nihe eines Stromfadens
(linearer Leiter) die magnetische Feldstirke oo gro8 wird, stets
zu einer gewissen Komplikation. Diese kann nur dadurch be-
seitigt werden, daB man die Rechnung fiir Leitungsdrihte ge-
gebener Dicke durchfiihrt.

E. Elektrotechnik.

§ 59. Energieabgabe einer Stromquelle bei
angeschlossenem Elektromotor.

Eine Stromquelle, z. B. eine Batterie, mit der elektromo-
torischen Kraft E (Abb. #2) sei an den Punkten 4 und B mit
einem Elektromotor ' verbun-
den. Die Onmschen Wider-
stinde des Kreises links und
rechts von A und B seien
W, und W,;, der Gesamt- #
widerstand sei W.  Somit

W = W(l + W’i'
Frage. Welches ist der
Energieverbrauch der Batte- Abb. 72.

rie, und wie dndert sich dieser

mit der Belastung bzw. der Tourenzahl des Elektromotors?
Ein laufender Motor wirkt gleichzeitig als Dynamo und liefert

daher eine Gegenspannung. Wir wollen sie mit P bezeichnen, da

diese GroBe durchaus der Polarisationsspannung entspricht, die

man erhilt, wenn an Stelle des Motors eine elektrolytische Zelle
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gebracht wird. P hiangt offenbar von der Tourenzahl des Motors
ab. Je weniger dieser belastet ist, um so groBer wird also P.
Das Onmsche Gesetz lautet nun

E—P=W]. (1)

Der Energieverbrauch der Batterie in der Zeiteinheit, d. h. ihre
Leistung L, ist .

L=E].
Entnimmt man J aus (1), so erhilt man

__E(E—P)
===, (2)

Daraus geht das auf den ersten Blick sonderbar anmutende
Resultat hervor, da3 der Batterieverbrauch, d. h. die Leistung L,
groBer ist, wenn der Motor stillgehalten wird, als wenn er (unter
Arbeitsleistung) lduft. Denn der Verbrauch bei feststehendem
Motor, d. h. bei P = o, ist nach (2)

F2

Ly= 3. (2a)

In diesem Falle verwandelt sich alles in Warme. L#Bt man aber
den Motor laufen, so entsteht zwar ebenfalls Wiarme; aber diese
zusammen mit der geleisteten mechanischen Arbeit ist kleiner
als dem Wert (2a) entspricht.

Zum Vergleich wird man etwa noch das Verhdltnis L: L,
anschreiben. Dieses ist nach (2) und (za)

L P .
= I—%- (3)
Es kann auch bei Freilauf des Motors nicht unterhalb einen
durch die Energieverluste im Motor bestimmten Wert herab-
sinken, da stets P < E. Man kann aber durch duBere Arbeits-
leistung die Tourenzahl so weit hinauftreiben, daB P = E.
Dann leistet die Batterie gar keine Arbeit mehr. Und wenn der
Motor noch schneller angetrieben wird, so wird P> E, und der
Batterie wird Energie zugefithrt. Dies entspricht etwa dem
praktisch wichtigen Fall einer Akkumulatorenbatterie, die auf-
geladen wird.
Aufgabe. Um wieviel miiBte man das E der Batterie (durch
Zusatz von Elementen) vergréBern, damit bei laufendem Motor
ebensoviel Energie wie bei stillstehendem verbraucht wiirde?
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§ 60. Leistungsaufnahme eines Elektromotors.

Die Anordnung sei wiederum die der Abb. 72 (§59). Wird
der Motor véllig gebremst, so nimmt er nur Leistung in Form
von JouLkscher Wirme in seinem innern Widerstand W, auf.
Liuft er, so konsumiert er nicht nur Stromwirme, sondern noch
eine Leistung infolge seiner Rotation. Diese kénnte im Idealfall
ganz in mechanische Energie umgewandelt werden. In Wirklich-
keit aber wird diese ideale Nutzleistung nur zum Teil in mecha-
nische Arbeit umgewandelt, zum Teil wird sie durch Reibung,
Hysterese, Wirbelstrome usw. im Motor verbraucht und geht so
verloren.

Frage. In welcher Beziehung steht die ideale Nutzleistung L’
zur Stdarke der Stromquelle E? Wie groB ist andererseits die
gesamte vom Motor aufgenommene Leistung L'’ ?

Man wird wiederum an die Grundbeziehung des § 59 ankniipfen:

E—P=W]. (1)
Die Nutzleistung ist offenbar gleich der Batterieleistung, ver-
mindert um die gesamte im Stromkreis verbrauchte JouLEsche
Wirme, also
L'=E]—W]J2.
Ein Blick auf (1) zeigt, daB man diesen Ausdruck ohne weiteres
gewinnt, wenn man (1) mit J erweitert. Dann folgt ndmlich

E]—P]=W]e,

d. h.
L'=P]. (2)
Setzt man nun J aus (1) in (2) ein, so erhilt man das Resultat
+_ P(E—P)
L' == (za)

Die Nutzleistung ist demnach sowohl, wenn P = o0, als wenn
P=E, gleich o und ist, wie ohne Rechnung einzusehen, am

groften, wenn P = % Dann ist nach (za)

E2?
I—x’nax - i‘ W (3)

also im Hinblick auf § 59 (2a)
I r,nax - ; Lo- (3 8.)
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Die gesamte vom Motor aufgenommene Leistung L" erhilt man,
wenn man zu L' noch die im Motor verbrauchte JouLEsche
Wirme hinzufiigt

"=P]+ W] @
= J(P+W.]).

Indem man das J in der Klammer ersetzt unter Beniitzung

von (1), ist dies auch
PW, + E W

=J—5 (5)

Da die Leistung L'' andererseits = J X Klemmenspannung am
Motor ist, so erkennt man, daB letztere (V) gegeben ist durch
PW,+ EW;

PWe £ EW:, 6)

V= 5

Es ist zu vermuten, daB L” (dhnlich wie L’) fiir ein bestimmtes P
einen Maximalwert aufweist. Wir ersetzen zunichst in (5) J
durch dessen Wert aus (1) und schreiben

E—P PW,+EW;

o A
L_W w

Durch Differenzieren nach P erhalten wir

L’ _ (E—P)Wo— (PWa+ EW)
iP We

Wenn wir diesen Ausdruck gleich o setzen, so folgt fiir P die
Beziehung

_E( _ W
P=3 (I ) 7)
Ein Maximalwert tritt also hier nur auf, wenn W; <W,, da
nur dann P positiv ausfillt. Beim unteren Grenzfall W, = o, wo
im Motor keine JourLesche Wirme verbraucht wird, erhilt man

nach (7) P= g, also dieselbe Bedingung wie oben fiir L',

was nicht zu verwundern, da dann iiberhaupt L' und L'’ iden-
tisch werden. Damit ist aber auch gezeigt, daB das Resultat (7),
wie im fritheren Fall, auch nur einem Maximum und nicht einem
Minimum entsprechen kann.

Bemerkung. Zur Demonstration des Maximums von L'
bremse man einen Elektromotor allmihlich vom Leerlauf bis
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zum Stillstand ab. Dann sinkt P von seinem groBten Wert auf o,
und man beobachtet bei einer bestimmten Tourenzahl einen Maxi-
malausschlag am angeschlossenen Wattmeter.

Aufgabe. Wie miissen die Elemente einer Akkumulatoren-
batterie geschaltet werden, daB diese bei gegebener Stromquelle E
moglichst rasch aufgeladen wird? W, kann in diesem Falle als
sehr klein auBer Betracht gelassen werden.

§ 61. Addition von WechselstromgroBen.
Gegeben seien zwei Wechselspannungen
V,=V,sinwt

und Vy=V,sin (vt + ¢). (1)

Hier bedeuten ¥, und V, die Scheitelspannungen, ¢ die Phasen-
differenz zwischen beiden Spannungen, w die Kreisfrequenz. Es
soll gezeigt werden, wie man geometrisch die Summe V=V, + V,
finden kann. Vorausgesetzt ist hier, wie bei allen #dhnlichen
Fillen, dal w fiir beide Summanden gleich groB ist.

Man erkennt, daB die beiden Ausdriicke (1) die Form linearer
harmonischer Schwingungen besitzen. Diese kénnen aber immer
als Projektion einer gleich-
formigen Kreisbewegung vy,
aufgefaBt werden. Lassen f— """ " T T TTTTTTT ; \’?\
wir namlich einen Punkt
P, (Abb. 73) auf einem
Kreis mit dem Radius V,
mit gleichférmiger Win-
kelgeschwindigkeit w ro- (|m——/———N———FKp*+----------
tieren, so hat er in der
Zeit t den Winkel w? iiber-
strichen. Seine Projektion
auf den vertikalen Durch- ¢
messer des Kreises ergibt
die Strecke V,=V,sinw?. Fiir die Projektion des Punktes P,,
der wt+ @ auf dem Kreise mit dem Radius V, iiberstrichen
hat, gilt analog V,= V,sin(w¢-+ ¢). Die Rotationsbewegung
der Punkte P; und P, 1i8t sich nun nach dem Prinzip der
ungestorten Superposition zusammensetzen. Man nimmt von

Abb. 73.
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P, aus den Radius V, in den Zirkel und trigt ihn in Richtung
ot -+ @ auf (ebensogut kénnte man natiirlich auch, von P, aus-
gehend, die Strecke V, in Richtung w¢ auftragen). So gelangt
man zu einem Punkt P, dessen Projektion auf die Vertikale
die Strecke V = V,4 V,, d.h. die algebraische Summe der
beiden Pfeile V, und V, ergibt. P reprisentiert daher den Ort,
welcher der gleichzeitigen Rotation der Punkte P, und P, auf
ihrem Kreis nach Ablauf der Zeit ¢ entspricht. ¥ erscheint als
Projektion der Strecke OP auf die Vertikale, d.h. es ist
V =O0P sin(wt+ ¢'), wenn wir mit ¢’ den Winkel zwischen
OP und O P, bezeichnen. Den gr6Bten Wert, den V annehmen
kann, ist OQP. Letzteres bedeutet daher den Scheitelwert der
Spannung, so daB man schreiben kann ¥V = ¥V sin(w¢ + ¢'). Die
Summation der Ausdriicke (1) ergibt also eine resultierende
Wechselspannung V' mit dem Scheitelwert 77 und der Phase
wt + ¢'. Diese beiden GréBen findet man gemiB der Zeichnung
einfach so, daB man die Strecken O P; und O P, vektoriell zur
Resultanten O P zusammensetzt. Man darf daher ¥, und V, als
Vektoren behandeln. Das Argument des Sinus gibt die Richtung
an, in welcher der Zahlenwert des Vektors, d. h. der Scheitelwert,
aufzutragen ist. Dann gibt die Linge des resultierenden Pfeiles
den resultierenden Scheitelwert und dessen Richtung die Phase
an. Die Konstruktion kann fiir beliebige #-Werte ausgefiihrt
werden. Die relative Lage der Strecken O P;, O P, und OP zu-
einander bleibt davon unberiihrt, d. h. ¢’ bleibt zeitlich konstant.
Dies folgt aus der Unverdnderlichkeit der gegenseitigen Lage von
O P, und O P,, die gemiB Konstruktion ein festes Verhiltnis zu P
bedingt. DemgemdB muB auch P mit derselben Winkelgeschwin-
digkeit wie P; und P, rotieren.

Die vektorielle Behandlungsweise von WechselstromgréBen
laBt sich nicht nur geometrisch, sondern auch algebraisch be-
griinden. Wir setzen

V="V,+Vy=V,sinwt+ Vysin (0t + ¢), (2)

und wollen nun 1. zeigen, daBl V wieder eine Wechselspannung
mit der Kreisfrequenz w ist und 2., daB Scheitelwert und Phase
der vektoriellen Zusammensetzung von ¥, und V, entsprechen.
Wir setzen also

V = Vsin (0t + ¢). (3)
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Durch Gleichsetzen von (2) und (3) und Entwickeln der Sinus-
glieder erhalten wir
Vsinwtcosg’ + V coswtsing’

= V,sinwt + V, sinwtcosg + VzcoswtsingJ. (4)
Damit diese Gleichung fiir beliebige Werte von ¢ erfiillt ist, miissen
einerseits die Faktoren von sinw? und andererseits die Faktoren

von coswt auf der linken Seite der Gleichung gleich denen der
rechten Seite sein. Das heifit, es muB3 sein

Vecosg =V, + Vycosg
und

Vsing' = Vysing. (5)

Hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren
VE=V,24 V,2+ 2V, V,cosq, (6)

ferner durch Division

V2 sin ¢

tgg' = = (7)

V,+ Ve cos ¢ ’
Wir stellen also zunichst fest, daB es moglich ist, V; 4 V, durch
eine Wechselspannung ‘der Kreisfrequenz w gemiB (3) darzu-
stellen. Bedingung hierfiir ist die Erfiillung der Gleichungen (6)
und (7). (6) sagt aber nichts anderes aus, als daB V die Diagonale
eines Parallelogramms mit den beiden Seiten 7, und ¥V, und dem
eingeschlossenen Winkel ¢ bedeutet. Denn nach Abb. 73 ist
gemif3 dem Kosinussatz

V2="V2+ V,2—2V,V,cos (180 — Q).

(7) entspricht der Formel, nach welcher sich der Winkel zwischen
V und V, berechnet. Damit ist aber bewiesen, da man die Summe
zweier Wechselspannungen erhilt, wenn man deren Scheitel-
werte vektoriell zusammensetzt. Die Resultante gibt dann den
Scheitelwert und die Phase der resultierenden Spannung.

§ 62. Wechselstromwiderstand eines
Schwingungskreises.

Eine Wechselspannung V = V sinw¢ werde an einen Schwin-
gungskreis angelegt (Abb. 74). Dann flieBt ein Teil des Wechsel-
stroms durch den Kondensator C mit dem Widerstand W, und ein
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Teil durch die Stromspule mit dem Widerstand W, und es ist in
jedem Moment

i =i+ g (1)

Bezeichnen wir die Scheitelwerte der Stréme mit 7, ¢; und 7,, so
folgen die entsprechenden Widerstinde W, W, und W, nach dem
OnMmschen Gesetz aus

- 7
y T T =" und —=-2. (2)
Wy 14 W, 14

< ey

I
w

Da V iiberall als gemeinsamer Faktor auftritt, so sind die Leit-
werte /W, 1/W, und 1/W, den Scheitelwerten der Strome
proportional. Das heit aber, die in
der geometrischen Darstellung aufge- -
tragenen Stromwerte stellen bis auf ~.
einen konstanten Faktor auch die Leit- ~.

werte dar. ~

Der Strom ¢, in der Stromspule hinkt hinter 7 nach. Die
Phasenverschiebung betrage ¢. Dann ist 7, unter dem Winkel — ¢
aufzutragen (Abb. 75). 7, eilt andererseits um 7z/2 voraus, also
weist 7, nach oben. Die Zusammensetzung von 7, und 7, kann nun
so geschehen, da man ¢, erst in seine Komponenten 7, sin ¢ und
1, cos @ zerlegt und die erstere von 7, subtrahiert. Dann hat man
die Resultante aus dem horizontalen Teil 7, cosg und dem verti-
kalen 7, — 7, sing zu bilden, was uns liefert

2= (1, cos @)% + (i, — 7, sin )2,
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d. h. L _ .
12 = 1,2 4 1,2 — 27,1, sing. (3)
Dies ergibt unter Beriicksichtigung von (2)

I

1 1 2sin g
wrT W2 + Wy

WoW, 4

Nun ist in bekannter Weise der Wechselstromwiderstand

fiir einen Kondensator Wy = —

wC’

fiir eine Stromspule W, = Jw® + 0®L?,
ferner ist

ol . . wlL

tgg=—und damit sing = ————=—,

w Jw? + w? L2

also erhidlt man
r_ ! 22 20LeC
W= rern T O T e

Auf gleichen Nenner gebracht kommt

1 1+ w2 w?2C? - w*L2C2—202L C
w2~ w? —{»—w2L2 .

Das 1., 3. und 4. Glied im Zihler geben ein vollstindiges Quadrat,
so daB man das Resultat schreiben kann

1/ w? + w? L2
W= l/ (1—wLCE+ w?Clut’ (5)

Die Phasendifferenz zwischen ¢ und V erhilt man gemi8 Abb. 75 zu

r Wi —W,sing
tgg = W, cos ¢ ©)

W,
T Wycos¢ —tgy

. wCVw2+w2L2 ol
- cos g w

Wenn man fiir cosg noch seinen Wert einsetzt, findet man
schlieBlich

tgg' = wCw— " (1—w?LC). (7)

Aus (5) geht hervor, daB W ein Maximum wird, wenn

I—w?lC =o, (8)

Greinacher, Experimentalphysik. II
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d. h. wenn Stromresonanz vorhanden ist. Es wird dann

102 272 W, W
:M_w_ oder W_—__._l_2
oCw w

w (9)

Ist w verschwindend Kklein, so stellt der Schwingungskreis prak-
tisch einen Stromunterbruch dar, da W = oo. Fiir ¢’ erhélt man

tgg' =wCw. (10)
Dieser Ausdruck kann vermoge Beziehung (8) auch in der Form
geschrieben werden
, w
tgg' = o7 (10a)
Man hat daher
tgg' tgp = 1. (zob)

@' ist bei Resonanz stets von Null verschieden, solange w 5= o
ist. Es ist jedoch méglich, ¢’ unter anderen Bedingungen zu
Null zu machen. Indem wir den Ausdruck (7) gleich Null setzen,
erhalten wir hierfiir die Beziehung

L
- =w+ w?l®. (11)
. . Parallel- .
‘Allgemeine Bemerkung. Bei Hintereinander- Schaltung sind
. Strome . die Spannun
die S vektoriell zusammenzusetzen. Da L g
pannungen der Strom
g . ., dieselbe . . . .
fiir die einzelnen Teile ist, so ergibt die Summation den
derselbe
resulti d reziproken Widerstand
esuitierenden Widerstand

Aufgabe. Man fithre die Rechnung in der hier gezeigten
Weise unter der Annahme durch 1. daB vor den Kondensator
ein OnMscher Widerstand gelegt sei, 2. daB parallel zum Kon-
densator ein Omnwmscher Widerstand liege. Letzteres reprisen-
tiert das Ersatzschema fiir den Fall eines mit Verlusten behafteten
Kondensators.

F. Radiologie.

§ 63. Druck durch bewegte Ionen.

Nicht nur in Elektrolyten, sondern auch in Gasen bewegen
sich die Ionen unter Reibung durch das Medium und nehmen
daher in einem elektrischen Felde € eine gleichférmige Geschwin-
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digkeit v an. Bezeichnet man die Geschwindigkeit im Felde
1 V/cm mit #, so gilt
v=uC. (1)

Die Ionen iibertragen dabei fortwihrend Impuls auf die Gas-
molekiile, und es entstehen Druckdifferenzen, die den elek-
trischen Wind verursachen.

Frage. Welches sind die durch den Ionenstrom hervor-
gerufenen Gasdruckinderungen?

Wir wollen, um mdglichst einfache Verhiltnisse zu bekommen,
der Berechnung eine Anordnung zugrunde legen, bei der nur
Druckidnderungen, aber keine
Gasstrémungen auftreten. Wir 4 $
erzeugen z. B. einen Ionenstrom
in einem abgeschlossenen Gas- + #—z—f
raum. Zwischen zwei Konden-
satorplatten P, P, wird (Abb. 76),
sofern diese geniigend groB und
nahe beieinander sind, die Luft RO @-——— == N
anallen Stellen eines Querschnitts Abb. 76.
gleich stark nach rechts bzw.
nach links bewegt, kann aber seitlich nicht ausweichen, und es
entstehen Druckdifferenzen in der Langsrichtung.

Hier liegt nun ein Fall vor, wo es fiir die Berechnung und das
Verstindnis nétig ist, erst auf den elementaren Vorgang einzu-
gehen und dann den Allgemeinfall sozusagen aus seinen Bestand-
teilen aufzubauen. Wir denken uns einmal ein einzelnes Ton mit
seiner Ladung ¢ an irgendeiner Stelle, z. B. in der Schicht S
entstanden (Abstand x). Auf dieses wirke die Kraft K= €-e.
Auf einer beliebigen Strecke SE = z—x {ibertrigt es an die
Gasmolekiile den Impuls K - ¢, wo ¢ die Laufzeit von S nach E

£

i
f
]
)

7em?

I S

ist. Da v= ?—t—l, so haben wir fiir den Impuls

Z— X

Kt=GEe

v

GemiB (1) ergibt dies, wenn wir die Beweglichkeit fiir 4 Ionen
mit »* bezeichnen:

Kt:e(z—x)' (2)

ut
Ir*
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Starten nun aus der diinnen Schicht S (Dicke dx) pro Sekunde

Z Ionen, so ist der auf die Zwischenschicht S—FE pro Sekunde

iibertragene Impuls oder die treibende Kraft gegeben durch
K,—ZKt=27°¢"7%) (3)

ut

Dieser hilt nun eine Gegenkraft in Form eines in E gegeniiber S
erhohten Gasdruckes p, das Gleichgewicht. Die Druckerhéhung
an. E ist daher

e(z—x)

pr=Z——. (32)

Befindet sich die Ionen emittierende Schicht (Oberflichen-
ionisierung) an P, so gilt, da x = o,

VA

pe="2. (4)

Der Druck steigt linear an und betrigt an der Gegenplatte z = a
VA

pa="". (4a)

pa ist der Uberdruck an P, gegeniiber P, und ist, verglichen mit
dem Gasdruck selbst, klein. Daher durfte auch bei der Ableitung
" rdumlich als konstant angenommen werden, obschon es eine
Funktion des Gasdruckes ist.

Man beachte, daB in (4) bzw. (4a) die Feldstirke € nicht
vorkommt. Bei konstantem Z ist der Ionendruck also ganz
unabhdngig von der angelegten Spannung. In Wirklichkeit
liegen die Verhiltnisse allerdings anders. Sendet P; z. B. Gliih-
ionen aus, dann wird von diesen je nach der angelegten Spannung
nur ein mehr oder weniger groBer Prozentsatz der pro Sekunde
gebildeten Ionen in die Strombahn gezogen. Der Gasdruck p,
wichst also genau nach dem Gesetz an, nach dem der Ionenstrom
mit der Spannung ansteigt. Man konnte geradezu die Sit-
tigungskurve manometrisch aufnehmen.

Wir erweitern nun unsere Betrachtung auf den Fall, wo die
Tonen nicht nur in einer diinnen Schicht S, sondern im ganzen
Zwischenraum erzeugt werden. Damit erhalten wir allerdings
die Komplikation, da8 immer + - und —-Ionen gleichzeitig ent-
stehen. Wir kénnen uns aber die Betrachtung dadurch ver-
einfachen, dal wir annehmen, es sei nur eine Ionensorte vor-
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handen. Und weiterhin wird man sich auf den einfachsten Fall
beschrinken, daB die Ionisierung homogen sei, d. h. daB in jedem
Kubikzentimeter pro Sekunde N + -Ionen gebildet werden. Dann
ist die in der Schicht S (Querschnitt I cm?) erzeugte Menge
N -dx und die Druckerhéhung, welche diese Ionen erzeugen,
ist gemaB (3)

Ne

o E—x)dx. (5)

Nun denken wir uns den ganzen Zwischenraum zwischen P; und E
in lauter solche Schichten S zerlegt und summieren alle durch
(5) wiedergegebenen Einzelwirkungen. So erhalten wir un-

mittelbar ]
g{ (z—x)dx.

Dies ergibt

Ne X LNk Ne( , 22
wt |? 2 o ut )’
oder
Nez?
+ —
Pz - 2ut (6)

Der Druckanstieg ist also quadratisch und hidngt wiederum
nicht von € ab.

In Wirklichkeit kommt nun noch ein entgegengesetzter nega-
tiver Ionenstrom hinzu. Dessen Wirkung superponiert sich, so
daB wir in derselben Schicht E eine DruckerhShung in entgegen-
gesetzter Richtung erhalten. An Stelle von »* miissen wir jetzt
#~ und an Stelle des Abstandes z, den Abstand von P,, also a— z

setzen. Es ist somit

— Ne(a—2)?

py =Tele ol )
Den Ionendruck der -+ -Ionen an P, erhilt man, wenn man in

(6) 2= a setzt. Somit haben wir

Nea?
+ = Y
P a 2yt (63.)
Den Ionendruck der —-Ionen an P, erhalten wir andererseits,
wenn wir in (7) z = o setzen. Also ist

pr = Ned (7a)

2u
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Zum besseren Verstindnis tragen wir die beiden Kurven (6)
und (7) in Abb. 77 unter der gewohnlich zutreffenden Voraus-
setzung, daB »* < %™, auf. Die Kurven p} und $; geben nun
den Druckverlauf fiir die beiden Fille an, da8 je nur eine Ionen-
sorte allein vorhanden sei. Wie ist der Verlauf nun bei gleich-
zeitiger Wirkung beider Ionen? Die ---Ionen erzeugen eine
Druckerhéhung nach rechts, die —-Ionen nach links. Also hitte
man allem Anschein nach einfach eine Differenzwirkung, und der
resultierende Verlauf ergibe sich als Differenz von ] — p;.
Wir haben hier aber ein hiibsches Beispiel fiir einen naheliegenden
TrugschluB vor uns. Denn es ist gerade umgekehrt. Den resul-

tierenden Druck erhilt
! man durch Addition
| von 7 und . Denn
|
|

-

uYu-=07 .
man denke sich erst

den positiven Ionen-
strom allein. Dann
stellt sich der Druck-
verlauf ] (Abb. 77)
ein. Nun setzen wir
den —-Ionenstrom zu.
Dieser bildet iiber die-
R al,ﬁ ser Druckkurve den
Abb. 77, seinem p, entsprechen-
den Druckverlauf aus.
Man hat also iiberall zu den Ordinaten von ] noch die von p;
zu addieren, und erhdlt dann die in Abb. %7 eingezeichnete
muldenférmige Kurve p, = pF + p; .
Es ist

Pip;

7

u

/7

- _@_’ -
fo - ——
N
N
o)
e — Az/gaz

Q&

2 2
pe= (220, ®)
Hiernach bzw. aus Abb. 77 ist zu ersehen, daB im ganzen
Zwischenraum P, P, Uberdruck herrscht. Diesen kann man sich
wiederum aus der Zusammensetzung des Endzustandes aus den
Einzeleffekten erkliren. Man denke sich zunichst das GefiB
Abb. 76 stromlos. In P; befinde sich eine kleine Offnung, so
daB der Druck innen und auBen ausgeglichen ist. Nun lasse
man den ---Tonenstrom einsetzen. Gegen P, bildet sich eine
Druckerhéhung aus, und es wird durch die Offnung in P,
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eine entsprechende Menge Luft eingesogen. Jetzt schlieBen
wir diese Offnung und machen eine solche in P,. Damit nun
keine Luft ausstrome, erhohen wir dort den #HuBeren Druck
um p, gemiB (6a). Jetzt lassen wir den —-Ionenstrom ein-
setzen. Sogleich entsteht eine gegen P, hin zunehmende Druck-
erhohung, und es wird entsprechend Luft durch die Offnung in
P, nachgesogen. Es entsteht der resultierende durch p, wieder-
gegebene Druckverlauf, der nun den DruckiiberschuBl gegen-
iiber der Atmosphire im Zwischenraum zwischen P; und P,
angibt.

Gewohnlich interessiert die Druckdifferenz zwischen den
beiden Platten. Diese ist, wie aus Abb. 77 ohne weiteres ersicht-
lich,

Pra= I‘v%(f (1% - 1%—) . )

Fir die Lage des Druckminimums zwischen P, P,, d. h. fir 4,
findet man aus (8) leicht die Beziehung
a—2z u-

=5 (x0)

Diese gibt, wie die Ionenlehre zeigt, zugleich die Lage fiir die

neutrale Schicht an, welche die an P, liegende —- und an P,

liegende +4--Raumladung voneinander trennt. Die groBte zwischen

P, und P, auftretende Druckdifferenz liegt offenbar zwischen

A und P,'. Die Lage von A stimmt nicht etwa mit der von B,

wo pF = p, ist, iiberein. Dieser Punkt ist bestimmt durch
a—2z /f_

— =V (x1)

Zum SchluB bemerken wir noch ausdriicklich, daB unsere
Formeln nur fiir ein rdumlich konstantes N gelten. Hierfiir
sind zwei Bedingungen zu erfiillen: 1. muB die gebildete Ionen-
zahl in jedem Kubikzentimeter die gleiche sein, 2. ist fiir Sat-
tigungsstrom zu sorgen. Mit dem Vorhandensein von Wieder-
vereinigung ist weder die Ionendichte rdumlich konstant, noch
ist iiberhaupt die Zahl der 4 - und —-Ionen an einem gegebenen
Ort gleich groB. '

1 Phys. ZS. 19, 188 (1918).
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Im iibrigen liBt sich eine weitere Verallgemeinerung der
Formeln fiir den Fall rdaumlich variabler Ionisierung und
bei Vorhandensein verschiedener Ionensorten unschwer durch-
fithren?.

Frage. In einem abgeschlossenen Gefi (Abb. 76) entsteht
durch den Ionenstrom an P, ein groBerer Gasdruck als an P,.
Warum erfihrt das GefiB trotzdem keine nach rechts treibende
Kraft?

Aufgabe. Man rechne die Druckdifferenz zwischen A4 P,
und A4 P, (Abb. 76 u. 77) aus.

§ 64. Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit mit Hilfe
von lonenstromen.

Als Umrechnungsfaktor zwischen dem elektrostatischen und
dem elektromagnetischen MaBsystem erscheint die ,kritische
Geschwindigkeit, die mit der Lichtgeschwindigkeit identisch
ist. Um diese zu bestimmen, hat man also eine und dieselbe
GréBe einmal im einen und einmal im andern MaB zu messen.
Mit Vorliebe wurde die Kapazititsmessung angewendet, die sich
durch besondere Genauigkeit auszeichnet und den Vorteil hat,
daB man die Kapazitit elektrostatisch nicht zu bestimmen
braucht, sondern aus den Abmessungen des Kondensators sehr
genau berechnen kann. In gewisser Hinsicht noch einfacher ist
es2, die Dielektrizititskonstante zu beniitzen. Wihlt man als
Versuchsobjekt das Vakuum, dann braucht die DK. elektro-
statisch tiberhaupt nicht gemessen zu werden, sie hat den Wert 1.
Geeignet erweist sich hier die PoissoNsche Gleichung3

edV = —4mp. (1)

Hier bedeutet 4V in bekannter Weise die Summe der zweiten
Ableitungen nach den drei Koordinaten

a2V a2V ove
Er R ro

! Hess, V. F.: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt.IIa 129, Heft 6 (1920).

2 Siehe ausfiihrlicher ZS. f. Phys. 10, 63 (1922). — Ionen und Elektronen,
S. 52. Teubner 1934.

3 In der oft gebrauchten Form 4V = — 4w gilt die Beziehung nur fiir
das Vakuum und stimmt auch in den Dimensionen nur im elektrostatischen
MaBsystem.
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oder, da die Komponenten der Feldstirke €, = ——507‘/ usw. sind,
— ( :E’ + i—(j' + 22@’) = — div € (Divergenz von §).

¢ ist die rdumliche Ladung im Kubikzentimeter, ¢ die DK.

Man kann nun (1) fiir das elektromagnetische und das elektro-
statische MaBsystem anschreiben. Mit den entsprechenden In-
dizes hat man dann

en div Cn = 47 gm (a)
und
& div € = 4mos. (1b)
Dazu kommt noch
£
Em = ;2— ) (2)

wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Besteht nun eine ex-
perimentelle Moglichkeit, (1) auf das Vakuum anzuwenden, so
wird (1b) zur Messung von &, gar nicht benétigt. Man kann in (2)

& = 1 setzen und unter Verwendung von ¢,, = ;2 wird (1a) dann
I .
= divCm = 47 0om. (3)

Man hat nun im Prinzip an irgendwelchen Raumladungen g,
im Vakuum die div €,, zu messen, um aus (3) ¢ zu finden. Solche
Raumladungen sind leicht herzustellen, so durch Elektronen.
Ja, auch Tonen in Luft und in anderen Gasen koénnen verwendet
werden, da man die DK. der Gase immer noch praktisch =1
setzen darf. Hingegen erweisen sich die Gr6Ben der Beziehung (3)
ungeeignet zur Messung. Nun muBl aber auch jede andere Be-
ziehung, die sich aus (3) herleitet, zur Bestimmung von ¢ ver-
wendbar sein. Eine solche ist die Raumladungscharakteristik,
d. h. die Beziehung zwischen Strom und Spannung fiir ein ioni-
siertes Gas. Besonders einfach sind die Ausdriicke fiir den Fall
der Oberflachenionisierung. Wir weisen hier auf folgende Fille hin:

1. Elektronenstrom im Vakuum zwischen einer Zylinder-
elektrode und einem koaxialen Glithdraht (Linge= 1!, Ra-
dius = 7). Fiir diesen gilt nach ScHOTTKY

=)z vk, @

m
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¢,/m bedeutet dabei die spezifische Elektronenladung (Ladung
pro Masseneinheit).

2. Tonenstrom in Gasen.

a) Fiir einen Plattenkondensator (Abstand = a, Ionenbeweg-
lichkeit = #,,) findet man nach RUTHERFORD

. QU
A Jy = Jznad Vi (5)

b) Fiir zylindrische Anordnung (innerer und #uBerer Ra-

dius = a bzw. b, Linge = I) ist nach GREINACHER?!

Iy, V2
2 — m’ m )
¢ ]m 2a? (V(b/a)2—— 1 —arctg J(b/a)? —1 )?

Praktisch am einfachsten ist die Anwendung der Formel (4).
Wenn wir V,,, I,, und ¢, in Volt, Ampere und Coulomb um-
rechnen, so findet man nach ¢ aufgeldst

Va/zV
¢ = 0997 10° | T T (4a)

Hier liegen nun bereits geniigend, allerdmgs zu anderem Zwecke
ausgefiihrte Messungen vor. Um einen Zahlenwert fiir ¢ zu finden,
konnen wir daher irgendwelche in der Literatur vorkommende
Angaben beniitzen. So z.B. die von DusamMAN? in Amerika
gefundenen Zahlen 7 = 0,130 Ampere, V' = 129 Volt, » = 1,27 cm
und /= 7,62 cm. Mit diesen finden wir unter Verwendung von

©)

;n: 1,76 - 108 Clb/g ¢ = 2,99 * 10'° cm/s.
Bemerkung. Will man ¢/m nicht von vornherein als bekannt

voraussetzen, so 14Bt sich dieses auch mit derselben zylindrischen
Anordnung leicht bestimmen3.

§ 65. Kathodenstrahlengeschwindigkeit und
Beschleunigungsspannung.

Ein Elektron (Ladung —e, Masse ) fliege ungestért von der
Kathode K zur Anode A (Abb.78). Durch die Potential-

1 Ionen und Elektronen, S. 31. Teubner 1924.

? DusHMAN, S.: Phys. ZS. 15, 684 (1914).

3 Beschrieben in Verh. d. Dtsch. Phys. Ges. 14, 856 (1912). — Einfiih-
rung in die Ionen- und Elektronenlehre, S. 84. Bern: P. Haupt 1923.
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differenz ¥V werde es von der Geschwindigkeit o bis zur End-
geschwindigkeit v beschleunigt. Die dabei geleistete elektrische
Arbeit ist A = ¢V. Da diese sich in kine-

tische Energie umsetzt, haben wir # A
eV ="0y2, (1)
2 -
woraus in bekannter Weise folgt N ’
e
v = Vz V—. (2)
m -y 0

Da Kathodenstrahlen aber Geschwindigkeiten Abb. 78.
annehmen konnen, die mit der Lichtgeschwin-
digkeit ¢ vergleichbar sind, kann die klassische Formel (1) nur
beschrinkte Giiltigkeit besitzen. Es ist zu bedenken, daB die
Masse eine Funktion der Geschwindigkeit ist (siehe § 7):

— o
" e o
Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, lige es nahe, einfach
Ausdruck (3) in (1) einzusetzen. Man erhielte dann eine leicht
zu losende, biquadratische Gleichung in v. Das Resultat wire
aber nicht korrekt, da die Kombination eines ,klassischen*
Ausdrucks (1) mit einem ,relativistischen (3) nur ein Mittel-
ding zwischen beiden geben kann, also eine Formel mit be-
schrankter Giiltigkeit. Der in (1) verwendete Ausdruck fiir die
kinetische Energie ist aber der klassischen Mechanik entnommen.
Um nun den korrekten (allgemein giiltigen) Ausdruck zu gewinnen,
miissen wir den Satz von der Aquivalenz von Energie und Masse
verwenden. Die Energie eines ruhenden Elektrons ist, wenn
seine Ruhemasse bedeutet, m,c2, die eines bewegten mc2 Die
Zunahme (m — m,)c? entspricht der kinetischen Energie. Diese
ist also unter Beriicksichtigung von (3)

moc2( : ———I). (4)

1 — (w/o)®

Die Energiegleichung (1) haben wir demgemiB korrekterweise zu
schreiben

eV = moc2(
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Die Auflésung nach v ist sehr einfach zu bewerkstelligen. Man
findet

—_—
vV =cC VI — @-2 . (6)

\ myg 02)
MaBgebend fiir die Endgeschwindigkeit ist also das Verhiltnis
der beiden Energien eV und mgc2, d. h. der elektrischen Arbeit
und der Eigenenergie des Elektrons. Solange erstere Kklein,

d. h. solange eV & m,c?, gilt die klassische Formel (1). Denn
(6) reduziert sich dann unter Beniitzung der Niherungsformel

(r + %)"= 1 + nx folgendermaBen
1/ [ eV eV e
U=CV1_(I+m0-c’2) =CVI—(, mocz)ZVZV"To.
Fiir den anderen Grenzfall, wo eV > m, c2, erhilt man anderer-
seits, da das 1 im Nenner zu vernachldssigen ist,

—r
v:CVI’—(Zo;) > (7)
und schlieBlich unter Beniitzung derselben Niherungsformel

v=rc [I — L(’Z“;zﬂ- (7a)

2 \

Man wird etwa noch die Zahlenwerte fur — =1,76-107el. magn. E.
und ¢ = 3-10'° cm/s einsetzen, ferner V statt elektromagne-
tisch, in Volt angeben, also statt V setzen V - 108. Man erhilt
dann fiir (6)

/ I
v:—‘c.l/l—m_ﬁ—vﬁ- (6a)

Hieraus ergibt sich z. B. fiir

11 v
V = 1 Million Volt:— = 0,94,

11 v
V' = 2z Million Volt:—= 0,97,.

Wir bemerken, daBl diese Formeln von allgemeiner Bedeutung
sind, denn sie gelten fiir alle Ionenstrahlen. Man hat nur die
entsprechenden Werte von e¢/m, einzusetzen.

Aufgabe. Wie groB wire nach (1) die Spannung, um Ka-
thodenstrahlen von Lichtgeschwindigkeit zu erhalten?
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§ 66. Rontgenwellen und Materiewellen.

Die Materiewellen, die einem mit der Geschwindigkeit v be-
wegten Teilchen der Masse m nach de BROGLIE zuzuordnen sind,

haben die Wellenlinge i

V= (1)

wo h das Prancksche Wirkungsquantum % = 6,6 - 10727 erg - s
bedeutet. Dieser winzigen GroBe entsprechend sind die Wellen
im allgemeinen schon bei geringen Geschwindigkeiten v so klein,
daB8 sie nicht mehr nachweisbar sind. Indessen kénnen doch
Elektronen mit ihrer kleinen Masse schon namhafte Geschwindig-
keiten annehmen, ohne daB dies der Fall wire. In Form der
Kathodenstrahlen besitzen sie Wellenlingen, die mit denen der
Rontgenstrahlen vergleichbar sind. Dies zeigt sich dann da-
durch an, daB sie dhnliche Beugungserscheinungen wie diese
hervorrufen kénnen. Es besteht auch keine Schwierigkeit, die
Materiewellen einer Kathodenstrahlung durch Wahl der pas-
senden Beschleunigungsspannung an die Wellenlinge irgendeiner
monochromatischen Rontgenstrahlung anzugleichen. Eine andere
Frage ist es, in welchem Verhiltnis die Wellen zweier genetisch
miteinander verkniipften Rontgen- und Elektronenstrahlen stehen.

Frage. Sind in diesem Falle Materie- und Roéntgenwellen
stets oder nur fiir eine bestimmte Entladungsspannung gleich
lang oder sind sie stets verschieden groB? Welches ist dann die
langere Welle?

Fiir die kurzwellige Grenze der Bremsstrahlung (weiBes
Rontgenlicht) hat man die EINSTEINsche Beziehung

eV =hv. (2)

e = Ladung des Elektrons, ¥V = Entladungsspannung und
v = Frequenz. Die Wellenlidnge 4 ergibt sich aus der allgemeinen
Wellengleichung ¢= A (c= Lichtgeschwindigkeit), so daB man hat
. he
L= ;37' . (23.)
Nun sind 2 und 4’ nicht unabhingig voneinander, da die Be-
ziehung gilt (siehe § 65)
eV = c*(m—my), (3

wo m, die Ruhemasse des Elektrons bedeutet.
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Um nun zwei GroBen, z. B. 4 und ', miteinander zu vergleichen,
kann man entweder die Differenz oder den Quotienten bilden.
Im ersten Falle ist zu fragen, ob der Ausdruck + oder —, im
zweiten ob er =1 ist. Das ZweckmiBigere erkennt man sofort,
wenn man zundchst einmal den Wert von eV aus (3) in (2a) ein-

setzt. Man erhalt

=t (3a)

T cim—my)

Man wird sich leicht fiir die Bildung des Quotienten entscheiden,
schon da dann % herausfillt, also schreiben

A muv

T_c(m—mo)' (4)
In diesem Ausdruck stecken zunichst zwei Variable # und v,
und wird man die eine vermittels der Beziehung
—_ "o _
" Y=

eliminieren miissen. Dies geschieht besonders einfach, wenn man
(4) erst in der Form schreibt

(5)

A v/c

VT 1—mgm

Mit Riicksicht auf (5) ergibt dies sofort

A _ vfc _ 8
A I_VI—(v/”c? I——VI—/5’2 ’ (6)

wenn wir, wie etwa iblich, abkiirzungsweise %: B schreiben.
Nun ist A/A" gréBer, gleich oder kleiner als 1, also

A F3 >

V2 — I.

P e (7)
Hieraus folgt der Reihe nach

ﬂ%I-—-l/ITﬁT,

Ji— g Z1—p.
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Man wird beachten, daB

I—B2=(1—p)(1+p),
also
Ji=B)i+p=1—4p

oder

Wenn wir in der Annahme, daB 8+ 1, durch |/1— @ kiirzen, so
folgt schlieBlich

Ji+RZV1—5. (8)

Da o < 8 < 1, so sieht man unmittelbar, daB das Zeichen > zu-
treffend ist. Als Resultat ergibt sich daher

2

»—;—'—,-> 1, d.h 1>

A bedeutet dabei die kleinste durch den Elektronenstrahl erzeugte
Rontgenwelle. Schon diese ist also gréBer als A'. Daher ist simt-
liches weiBes Rontgenlicht, verglichen mit den Materiewellen der
Kathodenstrahlen, langwelliger. Es zeigt sich also eine gewisse
Analogie zur Stoxesschen Regel fiir das Fluoreszenzlicht.

Von Interesse sind noch die Werte von A/A’ fiir die Grenzfille
B = o0 und 8= 1. Diese ergeben sich aus (6). Fiir § = 1 erhilt

. A . . C s
man unmittelbar -7 = 1. Das heiit, bei Annéherung an die Licht-

geschwindigkeit verschwindet der Unterschied zwischen A und 4’.
Fiir B = o erhidlt man zunichst den unbestimmten Wert 4.
Dieser 148t sich ohne Differentiation von Zahler und Nenner finden,

wenn man |/ — B2 entwickelt. ‘Es ist
fiir § <1 Ji—g=1— 3

Ao B 2
daher 7"~41———(1-—;_L—‘32)—,3 ’

A/2" wird also fiir f = o unendlich groB.
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Der Verlauf von A/A" und vergleichsweise auch fiir 4" sei in
Abb. 79 wiedergegeben.

Aufgabe 1. Wenn man (6) mit 1+ JT—f2 erweitert,
erhilt man die Form

P 3

Man fithre an Hand von (6a) den obigen Beweis durch fiir

A i .VI—_—;’}? ] (6a)

A 7. A
s>, wenno <f<r1und-;=r1, wenn f =1 und 7 = -
wenn 3 = o.

Aufgabe 2. Man zeige durch zweimalige Differentiation von

(6a), daB die Kurve einen Wendepunkt bei 8 = [E besitzt.

2
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