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Vorwort.

Dieser Band ist aus Vorlesungen entstanden, die mein Freund und
Kollege Thomsen und ich in Hamburg gehalten haben. Die Darstellung
und nidhere Ausfithrung dieses Bandes geht allein auf Herrn Thomsen
zuriick.

Es handelt sich hier um die verschiedenen Arten der Kugelgeometrie,
die sich alle einbauen lassen in die sogenannte hohere Kugelgeometrie
von Lie und auf deren Boden systematisch zusammengefait werden
konnen. Die allgemeine Kugelgeometrie liefert ein Beispiel zur Aus-
einandersetzung der Ideen von Kleins Erlanger Programm, das an
Schlagkraft dem der projektiven Geometrie gleichwertig, ja, wenn man
zu den schwierigeren Fragen der Differentialgeometrie iibergeht, sogar
iiberlegen erscheint. Besonders handelt es sich um die Darstellung der
Inversionsgeometrie des Raumes (oder, wie wir sagen wollen, um die
Kugelgeometrie von Mobius) und um die Kugelgeometrie von Laguerre.
Diese letztere Gruppe ist heute fiir die Physik als Gruppe der speziellen
Relativititstheorie wichtig geworden. Von der Kugelgeometrie aus ge-
winnt man aber weiter auch Einblick in die verschiedenen Zweige
der nichteuklidischen Geometrie. Endlich wird auch der Verwandtschaft
der Kugelgeometrie von Lie mit der projektiven Geometrie Rechnung
getragen. So findet sich die projektive Flichentheorie, wie sie ins-
besondere von Fubini und Cech begriindet und vor allem in Italien
gepflegt worden ist, in den §§ 901f. von diesem Standpunkt aus in ihren
Grundziigen entwickelt. So 4Bt sich wohl sagen, daB in den vorliegenden
drei ersten Bédnden die Differentialgeometrie der wichtigsten endlichen
geometrischen Gruppen im wesentlichen enthalten ist.

Elementargeometrische Dinge der Kugelgeometrie, fiir die es wenig-
stens in deutscher Sprache keine leicht lesbare systematische Dar-
stellung gibt, nehmen im folgenden einen breiten Raum ein. Die im
engeren Sinn differentialgeometrischen Untersuchungen sind insbeson-
dere in den Kapiteln III und VI—IX enthalten.

Wegen der Fiille und Vielgestaltigkeit des Stoffes war manche Be-
schrinkung geboten. Fragen der ,Differentialgeometrie im GroBen‘
hat man auf unserem Gebiet eben erst zu behandeln begonnen und
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wir konnen davon nur eine Kostprobe bringen (§65). Fragen der
komplexen Differentialgeometrie haben wir (von gewissen Ubungs-
aufgaben abgesehen) ganz vermieden und uns ausschlieflich auf Reelles
beschrinkt. Weiter haben wir mehrdimensionale Betrachtungen fast
immer vermieden. Nur in Fillen, wo sie eine lohnende Einsicht in
dreidimensionale Probleme gewihren (vgl. z. B. §77) haben wir sie
herangezogen.

Die vorkommenden Funktionen werden in der Regel als reell und
reguldr analytisch vorausgesetzt. Dal} bei einer Benennung wie ,,be-
nachbarte Punkte einer Kurve® ein Grenziibergang angedeutet ist, ist
nicht jedesmal wieder besonders hervorgehoben worden.

An Vorkenntnissen werden nur die Anfangsgriinde der projektiven
Geometrie und etwa der Inhalt des dritten Kapitels des ersten Bandes
dieser Vorlesungen bendtigt.

Bei den Korrekturen sind wir wieder aufs freundlichste unterstiitzt
worden, insbesondere durch die Herren Berwald (Prag), Haack (Danzig),
Konig (Hamburg) und Schatz (Innsbruck). Thnen allen wie der bewihrten
Verlagsbuchhandlung sei hierdurch nochmals gedankt.

Hamburg, im Dezember 1928.
Wilhelm Blaschke.
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Einleitung.

Kennzeichnende Eigenschaften der Abbildungen
von Mobius, Laguerre und Lie.

§ 1. Die Abbildungen von Mobius, Laguerre und Lie als
Abbildungen von Gebieten.

Es soll die Aufgabe des dritten Bandes dieses Lehrbuches sein, die
Differentialgeometrie von drei eng miteinander verwandten geome-
trischen Transformationsgruppen zu entwickeln, die wir nach ihren
Entdeckern Mébius, Laguerre und Lie benennen werden. Die drei ge-
nannten Gruppen treten zunidchst in der ebenen Geometrie auf. Es
gibt aber drei ganz entsprechende Gruppen im Raum, deren jede
die ebene Gruppe als Untergruppe umfaBt. In der Geometrie der
drei ebenen Gruppen spielt der Kreis eine besondere Rolle. Wir be-
zeichnen sie daher als die Gruppen der Kreisgeometrie. In der Geo-
metrie der rdumlichen Gruppen ist die Kwugel von dhnlicher Bedeu-
tung und wir nennen sie deshalb die Augelgeometrischen Transforma-
tionsgruppen.

Es lassen sich nun die Abbildungen solcher Gruppen, die fiir die
gesamte geometrische Wissenschaft von wirklicher Bedeutung sind, meist
durch Angabe nur weniger typischer geometrischer Eigenschaften kenn-
zeichnen und aus der Gesamtheit aller Abbildungen herausheben. Solche
Eigenschaften lassen sich z. B. fiir die projektiven Abbildungen der Ebene
in der im folgenden geschilderten Weise angeben:

Wir denken uns die projektiven Abbildungen erklirt durch die
linear gebrochenen Substitutionen der kartesischen Koordinaten &, g
einer gewoShnlichen euklidischen Ebene

g AErRbyREe e b oc

- * * * )

aetten*+f i e fl4o0.
_ gE¥hn*+k

\

T dgx g yf 18 b K
und bemerken dabei ausdriicklich, daBl wir uns ganz auf das Gebiet
der reellen Punkte und auf reelle Abbildungen beschrinken wollen.

Die allgemeinen projektiven Abbildungen sind dann bekanntlich keine
Blaschke, Differentialgeometrie III. 1
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iiberall eineindeutigen Punkttransformationen der euklidischen Ebene.
Ausnahmslos eineindeutig sind nur besondere projektive Abbildungen,
die affinen (d = ¢ = 0). Bei den iibrigen gibt es eine ganze Gerade
von Originalpunkten, denen in der euklidischen Ebene kein Bild ent-
spricht und ebenso eine ganze Gerade von Bildpunkten ohne
Original. Um sozusagen die Locher dieser Ausnahmestellen zu stopfen,
fithrt man bekanntlich in der projektiven Geometrie die uneigentliche
Gerade ein, die man einmal als Bild der erwdhnten Originalgeraden,
und zweitens als Original der erwihnten Bildgeraden zuordnet. Fassen
wir den euklidischen Raum als den eigentlichen, urspriinglichen Raum
unserer geometrischen Anschauung auf, so haben wir die durch Ein-
fiigen der uneigentlichen Geraden entstehende projektive Ebene gegen-
iiber der euklidischen Ebene als nachtrigliche Hilfskonstruktion an-
zusehen, die es erlauben soll, die projektiven Abbildungen als ein-
eindeutige Abbildungen darzustellen.

Fiir die euklidische Ebene kénnen wir nun wenigstens das folgende
sagen: Jede projektive Abbildung bildet gewisse Gebiete der eukli-
dischen Ebene ausnahmslos eineindeutig aufeinander ab. Dabei be-
zeichnen wir als ein ebenes Gebiet eine solche ebene Punktmenge, bei
der zu jedem Punkt P der Menge auch noch eine ganze zweidimen-
sionale Umgebung von Punkten — etwa noch das Innere eines
ganzen Kreises um P - zur Menge gehért. Beispiele von ebenen Ge-
bieten sind also: 1. die Punkte im Innern einer endlichen Anzahl von
Kreisen, 2. die Punkte aufBerhalb eines Kreises, 3. die Punkte der
ganzen euklidischen Ebene, 4. die Punkte der ganzen Ebene mit Aus-
nahme einer abgeschlossenen Menge, d.h. einer Menge, deren Hiu-
fungspunkte mit zur Menge gehéren.

Insbesondere ist also auch die euklidische Ebene mit Ausnahme
einer Geraden ein Gebiet. Nehmen wir also bei einer projektiven
(nicht affinen) Abbildung sowohl im Original, wie im Bild das Gebiet
aller Punkte mit Ausnahme der einen Geraden, deren Punkte bei der
Zuordnung leer ausgehen, so bildet die Projektivitit diese Gebiete
ausnahmslos eineindeutig aufeinander ab. Natiirlich ist dann die pro-
jektive Abbildung auch als Abbildung beliebiger entsprechender Teil-
gebiete der angegebenen Gebiete eineindeutig. Allgemein wollen wir
ein Gebiet der euklidischen Ebene, fiir dessen Punkte eine gegebene
Projektivitit ausnahmslos eineindeutig ist, ein regulires Gebiet dieser
projektiven Abbildung nennen.

Ohne die Hilfskonstruktion der projektiven Ebene zu gebrauchen,
kénnen wir die projektiven Abbildungen nun als Abbildungen der
gewdhnlichen euklidischen Ebene folgendermafen kennzeichnen:

Es sind die auf zugehorige regulive Gebiete erstreckien projektiven
Abbildungen iiberhaupt die einzigen eineindeutigen und umkehrbar stetigen
Abbildungen von Punkten xweier Gebiete, bei denen Gerade eineindeutig
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wieder Geraden entsprechen (d. h. bei denen die Mannigfaltigkeiten aller
Punkte des einen Gebiets, die auf ein und derselben festen Geraden
liegen, eineindeutig den entsprechenden Mannigfaltigkeiten des an-
deren Gebiets zugeordnet werden).

Diesen Satz werden wir im § 50 in einer etwas allgemeineren Fassung
beweisen, die wir fiir spitere Zwecke notig haben. Ganz der gleiche
Satz gilt auch fiir die projektiven Abbildungen des dreidimensionalen
und allgemeiner des #-dimensionalen euklidischen Raumes, wenn wir
nur statt ebener Gebiete #-dimensionale Gebiete nehmen, d. h. solche
Punktmengen, bei denen zu jedem Punkte noch eine #-dimensionale
Umgebung der Menge angehért. Fordern wir die Eineindeutigkeit
fiir den ganzen euklidischen Raum, so ergeben sich wieder nur die
affinen Abbildungen.

In dhnlicher Weise wie die projektiven Abbildungen konnen wir
nun auch die Abbildungen von Mébius, Laguerre und Lie kennzeichnen.
Genau so wie wir als Definition der projektiven Transformationen die
analytische durch die linear gebrochenen Transformationen der kartesi-
schen Koordinaten zugrunde legten, werden wir spiter die genannten
Abbildungen analytisch erkliren (§§ 8, 33 und 42) und dann die Eigen-
schaften, die wir jetzt anfiihren wollen, als fiir sie kennzeichnend nach-
weisen (§51). Die im folgenden angefithrten kennzeichnenden Eigen-
schaften mogen auf dem jetzigen Standpunkt als vorldufige Defini-
tionen der Abbildungen von Mo¢bius, Laguerre und Lie angesehen werden,
die wir vorausschicken, um gleich von vornherein ihre Bedeutung zu-
tage treten zu lassen.

Wir wenden uns zundchst den drei kreisgeometrischen Gruppen
der Ebene zu. Unter einem Gebiet von Kreisen verstehen wir eine
solche Kreismannigfaltigkeit, bei der zu jedem Kreis auch noch eine
dreidimensionale Umgebung benachbarter (also sowohl im Mittel-
punkt wie im. Radius wenig verschiedener) Kreise der Mannigfaltigkeit
angehort. Genauer ist ein Kreisgebiet dadurch erkldrt, daB sich seine
Kreise bei einer stetigen eineindeutigen Zuordnung zu den Punkten
eines dreidimensionalen Hilfsraumes auf ein Punktgebiet abbilden. Ein
Beispiel eines Kreisgebiets ist das Gebiet aller Kreise, deren Mittelpunkte
im Innern eines gegebenen Dreiecks liegen und deren Radien eine
Linge zwischen 4 und 5 MaBeinheiten haben.

Es gilt nun:

Die einzigen eineindeutigen und stetigen Abbil-
dungen gewisser Gebiete I' und I'* von Kreisen der eu-
kRlidischen Ebene, die

a) Punkte eineindeutig wieder Punkien zuordnen,

(d. h. die die Mannigfaltigkeiten aller /-Kreise, die durch einen

und denselben Punkt gehen, eineindeutig den entsprechenden
1%
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Mannigfaltigkeiten von I™*-Kreisen zuordnen), sind die Ab-
bildungen von Mobius;

b) Gerade eineindeutig wiederGeraden zuovdnen (d. h.
die die Mannigfaltigkeiten aller I-Kreise, die eine und dieselbe
Gerade beriihren, eineindeutig den entsprechenden Mannigfaltig-
keiten von I™*-Kreisen zuordnen) sind die Abbildungen von
Laguerre;

c) sich beviihrende Kretse immer wieder ebensolchen
zuorvdnen, sind die Abbildungen von Lie.

Besonders betonen wir dabei noch, dal wir es in den Fillen b) und c)
in der Regel nicht mit ,, Punkttransformationen® zu tun haben. D.h.
die Kreise durch einen und denselben Punkt gehen im allgemeinen
nicht wieder in die Kreise durch einen wund denselben Bildpunkt
iiber. Die Abbildungen von Mdbius, Laguerre und Lie im Raume
sind durch ganz entsprechende Eigenschaften gekennzeichnet. Man
hat nur statt Kreis Kugel und statt Gerade Ebene zu setzen. Ferner
hat man ein Kugelgebiet als eine solche Kugelmannigfaltigkeit zu defi-
nieren, der bei einer eineindeutigen stetigen Abbildung auf die Punkte
des vierdimensionalen Raumes ein vierdimensionales Punktgebiet ent-
spricht.

Es lassen sich also die Abbildungen der Gruppen, deren Geometrie
wir behandeln wollen, ,,im kleinen als Abbildungen von Gebieten
der euklidischen Ebene und des euklidischen Raumes durch ebenso
einfache Eigenschaften kennzeichnen wie die projektiven. Und diese
Kennzeichnung ist wohl die beste Empfehlung, die wir unsern drei
Gruppen mit auf den Weg geben koénnen. Sie biirgt uns fiir ihre Wich-
tigkeit innerhalb der Gesamtgeometrie.

Als die einzigen eineindeutigen und stetigen Abbildungen der Kreise
der ganzen euklidischen Ebene, die die Eigenschaft a) oder b) oder c)
besitzen, ergeben sich, wie wir sehen werden, jedesmal nur die
gewohnlichen dhnlichen Abbildungen. Diese spielen hier also dieselbe
Rolle, wie die affinen Abbildungen gegeniiber den projektiven. Das
ganz entsprechende Ergebnis erhdlt man im Raum.

Die Abbildungen von M6bius und Laguerre sind besondere Fille der
allgemeineren Abbildungen von Lie. Bei einer Abbildung zweier Kreis-
gebiete I'— I'* mit der Eigenschaft a) muB nimlich die Bedingung c)
von selbst erfiillt sein. Denn auf Grund von a) muf} ein Paar von
Kreisen, die genau einen Punkt gemeinsam haben, in ein ebensolches
Paar iibergehen, solche Paare sind aber identisch mit den Paaren sich
berithrender Kreise. Ebenso folgt auch aus b) die Eigenschaft ¢). Denn
nach b) miissen die Kreispaare mit genau einer oder genau drei gemein-
samen Tangenten in gleichartige Paare tibergehen. Diese Paare sind
aber gerade die sich von innen oder die sich von auBen beriithrenden
Kreise.
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Wir wollen hier noch ein nicht triviales Beispiel fiir eine Abbildung zweier
Kreisgebiete durch eine Abbildung von Lie anfiigen: Wir denken uns einen Kreis
festgelegt durch die Polarkoordinaten » und ¢ seines Mittelpunktes und seinen
Radius R. Wir betrachten das Gebiet I” aller Kreise, bei denen die Mittelpunkts-
koordinaten und der Radius durch die Ungleichungen beschrankt sind:

1 T 3 5
1 I ’2‘<7<1 0<‘P<—2—- fQ—QR/\-QA.

Die Mittelpunkte sind dann auf das in der Fig. 1
schraffierte Gebiet beschrinkt und die Radien aller
Kreise sind so groB3, daB diese das ganze Gebiet der
Mittelpunkte umschlieBen. Die Kreise dieses Kreis-
gebiets I” bilden wir nun ab auf die Kreise eines
Bildgebiets I™* von Kreisen mit den Koordinaten 7,

@, R nach den Formeln

(2) v = 71 Ty @=g@da; R= VAR

Man iiberzeugt sich leicht, da8 die Kreise von I” eineindeutig den Kreisen des Bild-
gebiets I'* zugeordnet werden, dessen Mittelpunkte auf das Gebiet

2 _ 5 _ 3
3) Sy A<e<iga
beschrinkt sind und dessen Radien fiir gegebenen Mittelpunkt {7, ¢} den Un-
gleichungen

5 /5 YT
4 o e =2 R (7> 2
(4) G'il/<6)+7‘< x4+‘ 1 +7
geniigen. Diese letzte Bedingung ergibt sich dabei am einfachsten aus 5 R 9

mittels der letzten der zu (2) gehorigen Umkehrformeln

57

7r:R9 ;_v y=¢—=a
5
®) l 5R 1

R- - 5

die fiir die Gebiete I"und I * wegen

U, 25
(6) R,B*‘ & :W’;2>0

ausnahmslos gelten.

Da die I'-Kreise alle das zugehérige in Tig. 1 angegebene Gebiet ihrer Mittel-
punkte ganz umschlieBen, gibt es nur sich von innen beriihrende I'-Kreise. Die
Bedingung fiir die innere Beriithrung zweier Kreise {r,; @;; R;} und {r,, @,, Ry} ist
bei positiv gerechneten Radien R, und R, nun

(7) 71473 — 27, 7, c08 (¢, — ;) — (R, — R,)2=0.
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Ersetzt man in dieser Gleichung die #, ¢, R nach (5) durch die entsprechenden quer-
gestrichenen GroBen, so ergibt sich nach einigen Umformungen mit Beriicksichti-
gung von (6)

(®) i T 277 008 (¢ — By) — (B, — Ry)* = 0.

Es gehen also sich berithrende I'-Kreise immer wieder in sich beriihrende I"*-Kreise

iiber (und zwar speziell, da El und R2 nach (1), (2) wieder positiv sind, immer
wieder in sich von innen beriihrende).

§ 2. Abbildungen von Gebieten und ihre Ausdehnung.

Wenn eine projektive Abbildung von zwei reguliren Punktgebieten
I"und I'* der euklidischen Ebene gegeben ist, so kann man die Eigen-
schaft der Invarianz der Geraden benutzen, um versuchsweise die
Abbildung unter Erhaltung der fiir die Projektivititen angegebenen
kennzeichnenden Eigenschaften auf die ganze euklidische Ebene auszu-
dehnen: Die projektive Abbildung der Punktgebiete induziert nimlich
eine eineindeutige Zuordnung der durch die Gebiete I" resp. I"™* hin-
durchgehenden Geraden. Jeder Geraden, die das Originalgebiet trifft,
entspricht also eine Bildgerade, die das Bildgebiet trifft. Nun kénnen
wir die Abbildung auf einen jeden Punkt auBerhalb des Originalgebiets
ausdehnen, indem wir durch ihn zwei das Gebiet treffende Geraden
ziehen, und ihn dann als Schnittpunkt dieser Geraden, deren Bilder
wir kennen, bei der Abbildung mitfithren. Wenn es mdoglich wire, die
vorgelegte Abbildung der Gebiete unter Erhaltung der angegebenen
kennzeichnenden Eigenschaften auf die ganze euklidische Ebene auszu-
dehnen, so miiBten dabei zunichst einmal sich schneidende (nicht
parallele) Gerade in ebensolche tibergehen. Wenn wir dann die Ab-
bildung auf alle Punkte der Ebene ausgedehnt hitten, so miifite sich
dann hinterher herausstellen, daB die kennzeichnenden Eigenschaften
in der ganzen Ebene ausnahmslos erfiillt wiren.

Eine solche Ausdehnung ist nun, wie wir schon erwdhnten, nur
moglich, wenn die gegebene Abbildung der Gebiete von vornherein
eine affine war. Bei allen anderen projektiven Abbildungen werden
gewisse Paare sich schneidender Geraden in parallele iibergehen und
wir konnen die Eineindeutigkeit fiir die Punkte der euklidischen Ebene
nicht aufrechterhalten. Wir werden also von unseren Forderungen
etwas, natiirlich méglichst wenig ablassen miissen. Das tun wir, indem
wir auf die Ausdehnung auf die euklidische Ebene verzichten und an
ihre Stelle die projektive Ebene setzen. Dic projektive Ebene stellen
wir uns dabei als ein Punktgebiet vor, das aus der euklidischen Ebene
durch Einfiigen der uneigentlichen Geraden entsteht, und durch diese
Gerade ,,iiber das Unendliche hiniiber'* stetig zusammenhdngt. Wir
schreiben damit der projektiven Ebene solche topologischen Zusammen-
hangsverhaltnisse zu, daB in ihr die projektiven Abbildungen als
iiberall stetig erscheinen.
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In dhnlicher Weise wie eine projektive Abbildung kénnen wir nun
auch eine fiir gewisse Gebiete gegebene Abbildung von Mdbius, La-
guerre oder Lie auf die ganze euklidische Ebene oder den ganzen Raum
auszudehnen versuchen, oder, wenn das unter Beibehaltung der an-
gegebenen kennzeichnenden Eigenschaften nicht moéglich ist, auf ein
in geeigneter Weise abgeindertes Gebiet. Dabei liegen besonders bei
den Abbildungen von Lie die Dinge noch etwas komplizierter als bei
den projektiven Abbildungen. Wollen wir z. B. eine Abbildung von
Lie, die fir zwei Kreisgebiete I" und I'* gegeben ist, auf die ganze
Ebene ausdehnen, so werden wir trachten, auch auBerhalb der Ge-
biete I'—I'* die Kreise eineindeutig einander so zuzuordnen, daf
sich beriihrende Kreise in ebensolche iibergehen. Da kommen nun zu-
nichst die Kreise f aullerhalb unseres Gebietes I" in Frage, die von
Kreisen unseres Gebiets I berithrt werden. Wird ein solcher Kreis f
von einem [I-Kreis berithrt, so gibt es auf Grund der Definitions-
eigenschaft des Gebiets gleich unendlichviele benachbarte I'-Kreise,
die ihn auch noch berithren. Man {iiberzeugt sich leicht, daB alle
Kreise f, die tiberhaupt von I-Kreisen beriihrt werden, ein Gebiet A
bilden. Wenn es nun {iberhaupt moglich wire, unsere Abbildung unter
Erhaltung der Eigenschaften der Eineindeutigkeit und Invarianz der
Beriihrung auf die ganze Ebene auszudehnen, so miiiten alle I™-Kreise,
die einen festen Kreis f aus A berithren, wieder iibergehen in lauter
I'*-Kreise, die einen und denselben festen Kreis f* beriihrten. Diesen
Kreis ¥* miiiten wir dann f als Bild zuordnen. Fiir jeden Kreis f
miiiten wir so das Bild finden kénnen. Weiter miiBten wir dann die
Abbildung aber in einem zweiten Schritt auch ausdehnen kénnen auf
alle etwa noch fehlenden, keinen I-Kreis beriithrenden Kreise t der
Ebene. Zu einem solchen Kreis t gibt es ndmlich immer Kreise f, die
sowohl t wie Kreise aus I" berithren. Diese Kreise f gehérten aber dem
Gebiet A an, und ihre Bilder wiirden uns schon nach dem ersten
Schritt bekannt sein. Es miiiten dann die Bilder aller t beriihrenden
Kreise f wieder alle einen festen Kreis t* beriihren, den wir { als Bild
zuordnen kénnten. Damit hitten wir dann die Abbildung in zwei
Schritten auf die ganze Ebene ausgedehnt. Hinterher miiite sich dann
herausstellen, daB die ausgedehnte Abbildung wirklich in der ganzen
Ebene ausnahmslos eineindeutig und stetig ist und die Bedingung
der Bertihrung fiir jedes beliebige Kreispaar erhilt.

Bei den Abbildungen von Lee zeigt sich nun, dal eine solche hin-
dernislose Ausdehnung der Abbildung von Gebieten auf die ganze
Ebene im allgemeinen nicht méglich ist. Wir wollen diesen Sachverhalt
an dem im vorigen Abschnitt gegebenen Beispiel (2) einer Abbildung
von Lie etwas erldutern.

Vorweg bemerken wir, daB die durch die Gleichungen (2) resp. (5) gegebene
analytische Zuordnung zunichst nur fiir unsere Gebiete I — I'* irgendwelche Be-
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deutung besitzt. Wie die Gleichungen auBerhalb der Gebiete die Kreise einander
zuordnen, das geht uns zunichst gar nichts an. Wir werden uns bei der Ausdehnung
der Abbildung allein durch die eben auseinandergesetzten geometrischen For-
derungen leiten lassen. Die Ausdehnung unserer Abbildung (2) st68t schon bei dem
ersten Schritt auf Hindernisse, wie wir jetzt zeigen wollen: Die Mannigfaltigkeit
aller I'-Kreise, die einen festen Kreis ¥ mit den Koordinaten {r,, ¢,, R,} beriihren, ist
diejenige, deren Koordinaten {r, ¢, R} an die Ungleichungen (1) und auB8erdem ent-
weder an die Gleichung

(9) 727§ — 274, cos (¢ — @) — (R— Ry)* =0
oder an die Gleichung
(10) 2L r3— 277, cos (@ — @) — (R+Ry)> =0

gebunden sind. Und zwar sind, wenn wir Ry und R positiv rechnen, durch (9)
nach (7) die sich mit f von innen, und durch (10) die sich mit f von au8en beriihren-
den Kreise gegeben. Dabei kénnen wir jetzt fiir die Polarkoordinate 7, auch ne-
gative Werte zulassen, wenn wir nur den Punkt mit den Koord'naten {7, @q}
als mit dem Punkt { —7q, Qo -+ 7} identisch auffassen. Wahrend zwei I'-Kreise
sich nur von innen beriihren konnten, kann es bei einem Kreis f auBerhalb I" na-
tiirlich sehr wohl vorkommen, daB es sowohl solche I'-Kreise gibt, die sich mit
ihm von innen, wie solche, die sich mit ihm von auBen beriithren. Ersetzen wir
nun in (9) und (10) die Koordinaten {7, ¢, R} der I'-Kreise nach (5) durch die

Koordinaten {7, @, 72} der Bildkreise in I'*, so erhalten wir:

\

—+RO>-— r(ﬂ —107 v, cos (¢-%—n)+10§<é+1¢0)_25=0.
J K4

DO =t

(11) (72 — &) [

—

(12) (*—R )[(-»§—R0>2—rg] — 10 7, o5 (@ —qp — 7) + 10E(%—RO>_25 =0.

Die Mannigfaltigkeit aller Kreise aus I”, die f bertihren, bildet sich also ab auf die
Mannigfaltigkeit aller I"*-Kreise, deren Koordinaten {7, @, R} auBer den Ungleichun-
gen (3), (4) entweder noch die Gleichung (11) oder noch die Gleichung (12) be-
friedigen.

Nehmen wir fiir f etwa den Kreis

- 1 ; 1
(13) {70 T4 (Po:*z', RO:Z}!

3

r B
Dieser kann sich mit I'-Kreisen, ]z. B. mit {r:z, Q= , R :—9«1:, sowohl

4]

}} von aullen be-
rithren, so daB wir wirklich beide Gleichungen (9) und (10), resp. (11) und (12}
beniitzen miissen. Da nach (13) gilt

| ~a |

, R=

|y

von innen, wie auch [z. B. mit {7= g Q=

1 LN 1 LN
(14) <-2——}—R0> —R <0 <727——R0> —R<0

konnen wir den Gleichungen (11), (12) unter Verwendung der Abkiirzungen
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_ ¥, _ 57
70 = ( i *0*;* - ro = 1 “*% N
\?—}-RO) — 73 <72 —1?0) — 7
(15) To =g+ 7; ¥ =P+
1 1 A
s 5<?+R0> . ” 5<?_RO>
0= ’7"”*:' °T 2
(Lor)-r e
die Gestalt geben:
(11a) P (76)— 27 7l cos (9 — @) — (R —Rg)* =0
(12a) 7 ()2~ 27 vl cos (@ — ) — (R — R{)" = 0.

Dabei sind die GroBen R/, —}E(;’, wie besonders zu betonen ist, nach (13) und (15)
negativ. Nehmen wir also ihre Absolut-
werte, so haben wir in (1l1a) und (12a)

die letzten Glieder als (R -+ ]Eg[)z und

(R 4 | R})]|)? zu schreiben. Aus der Form
von (11a) geht dann hervor, da von den
den durch (13) gegebenen Kreis f beriih-
renden ['-Kreisen die eine Halfte, namlich
die sich mit f von innen beriihrenden, iiber-
gehen in die I'*-Kreise, die sich mit einem

festen Kreis ! mit den Koordinaten

{r§, ®§, R}} von auBen beriithren. Denn in

dem letzten Glied von (11a) steht zwischen

R und | R)| das +-Zeichen. Die andere

Halfte, die sich mit f von auBen beriihren-

den I'-Kreise, gehen aber in solche Kreise

von ['* iiber, die sich mit einem andern

Kreis / mit den Koordinaten {%, ¢}/, R’(;}

gleichfalls von aufBlen beriihren. [Vgl. Fig.2.] Die ¥’ beriithrenden I'*-Kreise be-
rithren aber im allgemeinen keineswegs auch gleichzeitig ¥/ und umgekehrt. Es
gibt also keinen Kreis, der wieder von den Bildern aller f beriihrenden I'-
Kreise berithrt wird. Dieses Verhalten unserer Abbildung ist nun keineswegs
auf das spezielle Beispiel (13) beschrankt, sondern gilt sicher fiir ein ganzes diesen
Kreis umgebendes Kreisgebiet.

Evne eineindeutige Zuordnung dev Kreise auferhald unsever Gebiete unter Ev-
haltung der Bevithrungsbedingung — das sehen wiv schon bei diesem ersten Schyitt —
ist also nicht moglich.

Wiv sind einerseits gezwungen, unsevm durch (13) gegebenen Kreis ¥ zwei Bilder

¥ und §" zuzuordnen. Amdeverseits bleibt die Bevithvungsbedingung wnur in dem
schwachen Sinne invarviant, daf ein ¥ beviihvender I'-Kyeis in eimen solchen iibey-
geht, dev wewigstens einen der Bildkveise bevithvt. Da somit unsere Abbildung
Original—>Bild nicht mehr ausnahmslos eindeutig, sondern teilweise zweideutig
wird, und da man umgekehrt sehen kann, da8 sich ebenso auch die Zuordnung der
Bilder zu den Originalen als teilweise zweideutig ergibt, liegt es nahe, sich jeden
Kreis der Ebene von vornherein % zwes Exemplaren vorzustellen, und zu versuchen,
iiber diese so zu verfiigen, da8 die Abbildung zwischen den einzelnen Exemplaren



10 Kennzeichnende Eigenschaften der Abbildungen von Mobius, Laguerre u. Lie.

dann eineindeutig wird. Das Schicksal der Beriihrungsbedingung bei der Abbildung
des Kreises (13) gibt uns einen Fingerzeig, wie wir dies auf geometrischem Wege ver-
suchen konnen: Es gingen dort die sich mit f von innen beriihrenden I'-Kreise alle

iiber in Kreise, die alle wieder einen festen Kreis ' beriihrten. [Darauf, daB diese
Beriihrung im Bilde nicht wieder eine innere war, kommt es uns nicht an.] Ebenso
gingen alle I'-Kreise, die sich mit f von auBen beriihrten, {iber in £ beriithrende
Kreise.

‘Wir stellen uns nun zunéchst jeden Kreis in zwei Exemplaren vor, von denen
bei dem einen das AuBere und bei dem andern das Innere als die positive Seite aus-
gezeichnet ist. Wir deuten das in den Fig. 3 und 4 durch die nach den positiven
Seiten weisenden Pfeile an und kénnen uns auch etwa vorstellen, dal dem Radius
ein bestimmter Richtungssinn gegeben ist. Einen solchen Kreis mit ausgezeich-
neter positiver Seite nennen wir einen gerichieten oder orientierten Kreis. Als gleich-
sinnige Beriihrung zweier gerichteter Kreise bezeichnen wir nun eine solche, bei
der an der Berithrungsstelle die positiven Seiten beider
Kreise ubereinstimmen (Fig.5), als gegensinnige Beriih-
rung eine solche, bei der die positiven Seiten ver-

Fig. 3. Fig. 4. Fig. 5.

schieden sind. Wir denken uns nun die Kveise unsever Gebiete I' und I'* so gevichiet,
dap ihr Aupeves die positive Seite ist. Ausdriicklich betonen wir dabei, daBl wir
zu I' und I'™* nur die so gerichteten und nicht die entgegengesetzt gerichteten
Kreise zéhlen. Da inI" sowohl wie in I'*, wie wir gesehen haben, nur sich von innen
berithrende Kreise vorkommen, beriihren sich dann irgend zwei I'-Kreise und ebenso
zwei I'™*-Kreise notwendig immer gleichsinnig. Es ist dann durch unsere Abbil-
dung eine eineindeutige Zuordnung des Gebiets der gerichteten Kreise von I” zu
den gerichteten I'*-Kreisen gegeben, die die gleichsinnige Beriihrung erhilt. Nun
versuchen wir diese Abbildung I'->I"* auf alle gerichteten Kreise der Ebene aus-
zudehnen, so daB sich iiberall gerichtete Kreise eineindeutig entsprechen und gleich-
sinniges Berithren erhalten bleibt.

Nehmen wir jetzt unser Beispiel (13) der Fig.2, so beriihren die sich mit ¥ von
innen beriihrenden (jetzt gerichteten) I'-Kreise den gerichteten Kreis gleichsinnig,
der entsteht, wenn wir ¥ , nach auBen‘ richten, und den wir als f’ bezeichnen

wollen. Diese I'-Kreise gehen iiber in gerichtete I™*-Kreise, die sich mit ¥ von auBen

beriihren. Da die I"™*-Kreise alle nach auBlen gerichtet sind, haben wir ¥ nur nach
innen zu richten, um zu erreichen, daB alle f gleichsinnig beriihrenden I'-Kreise

sich auf ¥/ gleichsinnig berithrende I™*-Kreise abbilden. In dhnlicher Weise kann
man schlieBen, daB die ¥ von auBen berithrenden I'-Kreise den Kreis f” gleich-
sinnig berithren, der entsteht, wenn man f nach innen richtet, und daf3 diese Kreise

sich abbilden auf lauter I'™*-Kreise, die den nach innen gerichteten Kreis ¥ gleich-
sinnig beriithren. Wir kénnen jetzt also den beiden verschieden gerichteten Exem-
plaren von f in Ubereinstimmung mit unsern fiir die Abbildung geforderten Eigen-
schaften eindeutig je einen gerichteten Kreis als Bild zuordnen.

Die beste Ubersicht dariiber, wie jetzt die Ausdehnung unserer Abbildung ver-
lauft, bekommen wir, wenn wir den Ubergang zu den gerichteten Kreisen auch
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analytisch zum Ausdruck bringen. Wir denken uns den Radius der nach auBen
gerichteten Kreise positiv gerechnet, und den der nach innen gerichteten Kreise
negativ. Das hat den Vorteil, dal dann die Bedingung fiir das gleichsinnige Be-
rithren zweier Kreise {r;, ¢,, R;} und {r,, ,, R,} immer durch
(16) 77— 27 7, cos (pr— @) — (R — Rp)* =0
dargestellt ist, einerlei ob die Kreise sich von au3en oder von innen beriihren. Denn
bei sich von innen gleichsinnig beriihrenden gerichteten Kreisen (Fig. 6), miissen
die Radien entweder beide positiv oder beide negativ sein. Bei sich von auBen
gleichsinnig berithrenden gerichteten Kreisen miissen aber die Radien verschiedenes
Vorzeichen haben. Die Tatsache, da nach (1) und (4) die Radien unserer Kreise
aus I" und I'™ positiv sind, stimmt dann mit der Annahme iiberein, daf3 alle diese
Kreise nach aullen gerichtet sind.
Nehmen wir nun einen beliebigen ge-
richteten Kreis ) auBerhalb I" an, der nur
iiberhaupt von ['-Kreisen gleichsinnig be-
rithrt wird, und sind {r,, @, Ry} seine
Koordinaten, so geniigen alle ihn gleich-
sinnig berithrenden I'-Kreise der einzigen
Gleichung (9). Wir haben dann nur (9)
nach (5) in (11) zu transformieren, und die
Bilder der | gleichsinnig beriihrenden I'-
Kreise sind dann an die einzige Gleichung (11) gekniipft. Wenn nicht gerade gilt:

Fig. 6.

(17) (5+R) —ri=0

kénnen wir dann (11) unter Verwendung der in (15) gegebenen Abkiirzungen auf
die Form (1la) bringen. Ist dabei nicht gerade

1
(18) Ry =0,

so ist nach (15) der Radius 17?5 des Bildkreises von Null verschieden und wir haben
wirklich gerade wieder alle I'*-Kreise, die einen und denselben festen gerichteten

Kreis >[)' mit den Koordinaten {r,, @, }:(‘5} gleichsinnig beriihren. Die Formeln (15)
zeigen dann, daB fiir den Ubergang von den Koordinaten des Kreises § zu denen

des Bildkreises H genau dieselben Formeln (2) gelten, wie fiir die I'-Kreise. Die
Formeln (2) lassen sich also jetzt auch auBerhalb unserer Gebiete benutzen.

War fassen dahev jetzt die Gletohungen (2) auf als Definitions-
gleichungen fiv unseve auf die ganze Ebene ausgedehnte Abbildung
zwischen gevichteten Kreisen.

Von den Fallen (17) und (18) abgesehen, wird dann jedem gerichteten Kreis

_ = 1 z
{r, @, R} eindeutig ein Bildkreis {r, @, R} zugeordnet. Fiir (27+R> -0
\
kann man dann aus (2) die Umkehrformeln (5) herleiten, und wegen (6) muf} in

diesem dann R?-— 7240 gelten, und fir wirkliche Originalkreise muB wegen

R =0 auch nach (5) noch (}?2~ ;2) —10R=+0 gelten. Insgesamt kann man
aus unsern Formeln dann ersehen:
Es wevden die gevichteten Kreise {v, ¢, R} mit

\2 1
(19) <%~+R) ~A%0 und 5+ R%0
eineindeutig den gevichteten Kreisen mit

(20) R*—7%240 und R*—72—10R + 0
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zugeovdnet, und sich gleichsinnig beviihvenden dieser Kreise ent-
sprechen wiedev sich gleichsinnig bevithrvende.

Wir wollen die den Ungleichungen (19) (20) geniigenden Kreise als die reguldren
Kreise unserer Abbildung bezeichnen. Was die durch die Ungleichungen (19) und
(20) gegebenen Ausnahmestellen angeht, so ergibt sich, wie man durch Rechnung
leicht bestatigt: Alle regularen Kreise, die einen festen Kreis mit (}+R) =0 und
(4 -+ R)?— 7240 [also £ 0] berithren, gehen iiber in lauter gerichtete Bildkreise
durch einen und denselben Punkt. Umgekehrt entsprechen den reguliren Bild-
kreisen, die einen festen Kreis mit R2—%2—10 R=0 und R?— 723 0 beriihren,
lauter Originalkreise durch einen festen Punkt.

‘Wir kénnen also auch jetzt unsere Abbildung der gerichteten Kreise unter Er-
haltung der Eigenschaften der Eineindeutigkeit und Invarianz der gleichsinnigen
Berithrung noch nicht auf die ganze Ebene ausdehnen, sondern nur wenn wir die
weitere Abschwachung unserer Forderungen vornehmen, daB3 wir die Punkte als
eine Art Grenzfall (R = 0) mit zu den gerichteten Kreisen zihlen. Vereinigte Lage
von Punkt und gerichtetem Kreis haben wir dann als gleichsinnige Beriithrung zu
betrachten.

‘Weiter ergibt sich: Alle reguliren Kreise, die einen festen Kreis mit
(++R)*—+2=0 und %} + R0 gleichsinnig beriihren, gehen iiber in lauter
Kreise, die eine gerichtete Gerade gleichsinnig beriihren, und umgekehrtentsprechen
den regularen Bildkreisen, die einen Kreis mit R2 —7%2 =0, R2— 32— 10R+0
beriihren, lauter Originalkreise, die eine feste gerichtete Gerade gleichsinnig be-
rithren. Als eine gerichtete Gerade bezeichnen wir dabei eine solche, deren eine Seite
als positiv ausgezeichnet ist.

‘Wir haben also auch die gerichteten Geraden den gerichteten Kreisen zu-
zuzdhlen. Die nahere Untersuchung zeigt dann, daB wir auch gleichsinnig parallele
Gerade und Punkt und Gerade in vereinigter Lage als sich gleichsinnig beriihrende
Kreise aufzufassen haben. Nun haben wir nur noch die Fille ausgelassen, in denen

. " 1\2
gleichzeitig [ R L 2= + R>
Ey) \2

und R“—V:R' . 10R =

gilt, also die Fille

(21) r=0, R+%=O
und
(22) 7=0, R=0.

Dem System von Koordinaten (21) entspricht nur der einzige Kreis um den Ur-
sprung mit dem Radius — 4. Es ergibt sich, daB allen ihn in dem jetzt zu-
grunde gelegten Sinn gleichsinnig beriihrenden Kreisen genau die simtlichen ge-
richteten Geraden der Ebene als Bilder entsprechen. Ebenso entsprechen allen
Bildkreisen, die durch den Ursprung (22) hindurchgehen, die gerichteten Geraden
der Ebene als Original.

Da nun die Kreise, die durch einen sehr entfernten Punkt der Ebene gehen, so-
weit sie in dem uns sichtbaren Teil der Ebene verlaufen, um so geradenihnlicher
werden, je weiter der Punkt fortriickt, kénnen wir uns die Geraden im Grenzfall
vorstellen als die Kreise, die durch einen unendlich fernen oder wuneigentlichen
Punkt gehen.

Wir kénnen daher die beiden Locher, die in der eineindeutigen Zuordnung
noch bleiben, dadurch stopfen, daB wir einen uneigentlichen Punkt einfiihren,
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den wir wie alle Punkte zu den gerichteten Kreisen rechnen, und den wir einmal
als Bild dem Kreis (21) und zweitens als Original dem Punkt (22) zuordnen. Dieser
uneigentliche Punkt spielt in der Geometrie von Lie¢ eine ganz dhnliche Rolle wie
die uneigentlichen Punkte der projektiven Geometrie. Dabei haben wir hier aber
im Gegensatz zur projektiven Geometrie der Ebene statt einer ganzen Geraden von
uneigentlichen Punkten nur einen einzigen. Es ist deshalb auch das ebene Gebiet,
auf das wir die Abbildungen von Lie ausdehnen, und das wir durch stetiges Ein-
fiigen eines einzigen uneigentlichen Punktes in die euklidische Ebene bekommen,
von der projektiven Ebene wesentlich verschieden. Darauf werden wir spater noch
zu sprechen kommen. Ein solches ebenes Gebiet, bei dem man sich dann die
euklidische Ebene durch den uneigentlichen Punkt iiber das Unendliche hiniiber
geschlossen vorstellt, bezeichnen wir als eine Mébiusebene.

Nach dieser letzten Abanderung des Kreisbegriffs durch Hinzunahme des un-
eigentlichen Punktes haben wir jetzt endlich eine eineindeutige Zuordnung in der
ganzen Mobiusebene hergestellt. 'Wenn man dann die gesamte Abbildung noch ein-
mal iiberpriift, stellt sich heraus — wir berichten das hier nur kurz —, daB auch die
gleichsinnige Beriihrung in dem eingefithrten Sinne ohne Ausnahme erhalten bleibt.
Die Abbildung erweist sich dann auch als iiberall stetig, wenn wir nur der M&bius-
ebene in der eben schon angedeuteten Weise einen geeigneten topologischen Zu-
sammenhang zuschreiben.

§ 3. Die Abbildungen von Mobius, Laguerre und Lie als
Abbildungen im GroBen.

Der an unserem Beispiel erlauterte Sachverhalt ist nun typisch
iiberhaupt fir alle Abbildungen von Lie, und er 148t schon allgemein
erkennen, wie man in jedem Fall bei der Ausdehnung einer fiir
gewisse Gebiete gegebenen Abbildung von Lie vorzugehen hat. Denn
es zeigt sich, wie wir hier vorerst nur berichten, daf auch bei den
allgemeinsten Abbildungen von Lie auBer den angegebenen keine
weiteren Verwicklungen hinzukommen. Das Vorgehen ist daher immer
ganz dasselbe wie bei unserem speziellen Beispiel. Wenn wir noch
einmal kurz zusammenfassen, so haben wir den folgenden Sachverhalt:
Es ergibt sich, daB eine Ausdehnung einer fir zwei Gebiete I"—> I'*
gegebenen Abbildung von Lie auf die euklidische Ebene unter Bei-
behaltung der im §1 angegebenen kennzeichnenden Eigenschaften im
allgemeinen nicht moglich ist. Vielmehr wird die Abbildung im all-
gemeinen Fall (abgesehen noch von verschiedenartigen Ausnahme-
stellen) zweideutig. Um diesem Ubelstand abzuhelfen, denkt man sich
alle Kreise von vornherein in zwei Exemplaren: Wir iiberdecken jeden
Kreis mit zwel gerichieten Kreisen. Als einen gerichteten Kreis bezeich-
nen wir dabei einen Kreis, bei dem das eine der beiden Gebiete, in die er
die euklidische Ebene zerlegt, als seine positive Seite ausgezeichnet ist,
ebenso wie wir auch die Geraden durch eine solche Auszeichnung einer
positiven Seite richten werden. Die gleichsinnige Berithrung erkliren
wir dann nach der linken Seite der Fig. 6. Es ergibt sich nun all-
gemein, daB sich bei einer fir I" und I™ gegebenen Abbildung von Lie
die Kreise der Gebiete I" und I'* so richten lassen, daB sich gleichsinnig
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beriihrende Kreise in ebensolche iibergehen. Jetzt kénnen wir die Ab-
bildung auf alle gerichteten Kreise der ganzen Ebene unter Erhaltung
der Eigenschaften der eineindeutigen Zuordnung gerichteter Kreise
und der Invarianz der gleichsinnigen Berithrung ausdehnen, wenn wir
nur noch folgende weiteren Festsetzungen machen: Wir rechnen die
gerichteten Geraden als einen Grenzfall (Radius — o0) mit zu den ge-
richteten Kreisen und ebenso die Punkte (Radius 0), welche letztere
nicht mit irgendeiner Richtung versehen zu werden brauchen. Schlie8-
lich fithren wir, da auch dann noch im Original und Bild je eine Aus-
nahmestelle der Eineindeutigkeit bleibt, einen uneigentlichen Punkt ein.

Da wir die Gruppe von Li¢ auch mit dem Buchstaben K bezeichnen
werden, wollen wir fiir den Kreisbegriff, zu dem wir bei der Ausdehnung
unserer Abbildung von Lse gelangt sind, auch die Bezeichnung K-Kreis
verwenden. In den Begriff des K-Kreises fassen wir dann die folgenden
Elemente zusammen:

1. Die gerichteten Kreise,

2. die gerichteten Geraden,

3. die Punkte,

4. den uneigentlichen Punkt.

Wenn wir dann noch in den Begriff sich beriihrender K-Kreise die
folgenden sechs Fille zusammenfassen:

1. zwei sich gleichsinnig beriihrende gerichtete Kreise,

einen gerichteten Kreis und eine gleichsinnig gerichtete Tangente,
. zwei gleichsinnig parallele gerichtete Gerade,

einen gerichteten Kreis und einen Punkt in vereinigter Lage,
eine gerichtete Gerade und einen Punkt in vereinigter Lage,

6. den uneigentlichen Punkt und jede beliebige gerichtete Gerade,
so ergibt sich: Eine fir beliebige Gebiete gegebene Abbildung
von Lie [dft sich tmmer ausdehnen auf eine eineindeutige
Abbildung von K-Kreisen des Gesamigebiets aller K-Kreise,
bei der die Beriihrung zweier K-Kreise stets ervhalten bleibt.
Damit die Abbildung als durchweg stetig erscheint, hat man
dann den uneigentlichen Punkt in geeigneter Weise der
euklidischen Ebene stetig eingefiigt zu denken.

Diese Ausfithrungen sollen nur den Charakter eines vorlaufigen
Berichts besitzen. Sie sollen uns nur verstindlich machen, warum wir
spiter in der ebenen Geometrie von Lie die Begriffe ,,Kreis” und ,,Be-
rithrung von Anbeginn in der veridnderten Fassung voranstellen.

Bei den Abbildungen von Mdbius und Laguerre liegen die Verhalt-
nisse einfacher als bei den Abbildungen von Lie: Bei den M ¢bsus-Trans-
formationen haben wir nur in die euklidische Ebene einen uneigentlichen
Punkt einzufiigen und die Geraden als Kreise durch den uneigentlichen
Punkt zu rechnen, um unsere Abbildungen von Gebieten in dhnlichem

o o o
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Sinne ausdehnen zu konnen. Gerichtete Kreise und Geraden einzu-
fithren, ist hier nicht durchaus notwendig. )

In der Geometrie von Laguerre mulB man aber wieder gerichtete
Geraden und Kreise einfithren, kann aber dafiir in der gewshnlichen
euklidischen Ebene bleiben, ohne einen uneigentlichen Punkt einzu-
fiithren. Die gewéhnlichen Punkte hat man hier den gerichteten
Kreisen zuzuzihlen.

Fir den Raum sind die Verhiltnisse bei allen drei Gruppen ganz
entsprechend. An Stelle des gerichteten Kreises tritt die gerichtete
Kugel und an Stelle der gerichteten Geraden die gerichtete Ebene.

Wir werden spidter dann derart vorgehen, daBl wir zuerst die Ab-
bildungen von M¢bius, Laguerre und Lie als eineindeutige Abbildungen
gewisser Gesamtgebiete von ,,Kreisen’ oder ,,Kugeln‘‘ definieren, wobei
wir den Begriffen Kreis und Kugel jedesmal eine von der gewohnlichen
euklidischen etwas abweichende Fassung zugrunde legen. Dann werden
wir zeigen, daB jede solche Abbildung fiir gewisse geeignete Teilgebiete
eine Abbildung der im gewohnlichen euklidischen Sinne genommenen
Kreise oder Kugeln vermittelt, die die Eigenschaften des §1 besitzt.

Von diesen Abbildungen, die wir so als Teilabbildungen der fiir
die Gesamtgebiete erklirten Transformationen erhalten, beweisen wir
dann, daB sie iiberhaupt die einzigen Abbildungen von Kreis- oder
Kugelgebieten im gewoéhnlichen euklidischen Sinne sind, die die Eigen-
schaften des § 1 besitzen.



1. Kapitel

Stereographische Projektion und Geometrie
von Mébius in der Ebene.

§ 4. Hyperbolische Bewegungen in der Ebene.

Unsere Gruppen von Mobius, Laguerre und Lie haben, wie wir
sehen werden, eines gemein: Jede von thunen laf3t sich durch eine geeignete
Zuordwung abbilden auf eine Gruppe projektiver Transformationen in
einem Rauwm von genvigend vielen Dimensionen. Ihre Geometrie 148t sich
also in gewissem Sinne einordnen in die projektive Geometrie.

Wir wollen uns in den ersten drei Kapiteln mit der Geometrie der
Gruppe von Mibius in der Ebene beschiftigen. Und zwar wollen wir in
diesem ersten Kapitel (im § 8) zeigen, wie sich mittels der sogenannten
stereographischen Projektion diese Gruppe auffassen 1aft als Abbild
einer projektiven Gruppe des Raumes, ndmlich der Gruppe der so-
genannten hyperbolischen Bewegungen.

Wir wollen uns daher zunidchst mit der Geometrie dieser Gruppe,
mit der sogenannten hyperbolischen Geometrie befassen, um aus ihr
dann spiter mit Hilfe der stereographischen Projektion Einsichten zu
gewinnen in die Kreisgeometrie von Mdébius in der Ebene.

Zu der Gruppe der hyperbolischen Bewegungen des Raumes gibt
es als Gegenstiick eine Gruppe von Abbildungen der Ebene und dem-
entsprechend eine hyperbolische Geomelrie der Ebeme. Wir wollen mit
dieser beginnen, und dann im § 8 zur rdumlichen hyperbolischerr Geo-
metrie ibergehen.

Als Gruppe der hyperbolischen Bewegungen mit dem M aPkegelschnitt ®
bezeichnen wir die Gruppe aller projektiven Transformationen, die einen
festen nichtausgearteten Kegelschnitt § mit reellen Punkten in sich
iiberfithren.

Ein Beispiel einer hyperbolischen Bewegung ist die folgende Ab-
bildung: Wir wihlen einen festen Punkt {), der nicht auf ® liegt. Seine
Polare beziiglich & seidie Gerade g. (Vgl. Fig.7.) Einem beliebigen von
1) verschiedenen und nicht auf g gelegenen Punkt ¢ der Ebene ordnen
wir nun auf die folgende Weise einen Bildpunkt ¢* zu. Wir verbinden
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¢ mit § und bringen die Verbindungsgerade im Punkte 3 zum Schnitt
mit g. ¢* bestimmen wir dann als den zu g beziiglich des Paares {y, 3}
harmonischen Punkt der gemeinsamen Verbindungsgeraden. Die ein-
zelnen Punkte von g und der Punkt §) werden sich selbst als Bilder zu-
geordnet. Wir nennen diese besondere Abbildung: Spiegelung an dem
Punkt {) beziiglich der Geraden g.

Von dieser Abbildung, die natiirlich eine projektive ist, kénnen
wir leicht zeigen, daB sie den Kegelschnitt & fest 1iBt. Am besten
beweisen wir das so: Wir konnen die soeben beschriebene Abbildung
t — t* ihrerseits wieder einer Abbildung unterwerfen. Solche Ab-
bildungen von Abbildungen werden im fol-
genden sehr hdufig vorkommen. Die Trans-
formation ¢ — r* besteht ja nur in einer
Zuordnung der Punkte der Ebene zu Paaren.
Unterwerfen wir nun die ganze Ebene einer
Punkttransformation, so gehen die Punkte
rund g* in neue Punkte g’ und g'* {iber
und die Abbildung ¢ — g* wird dabei in
die neue ¢’ — '* transformiert. Wir tiben
nun auf die aus ), g und § bestehende Fig. 7.

Figur eine solche projektive Abbildung

aus, daB g in die uneigentliche Gerade g/ iibergeht. ® geht dann iiber
in einen Kegelschnitt §', dessen Mittelpunkt y’ als Pol der uneigent-
lichen Geraden g dasBild von yist. Die Abbildung g — ¢* geht dann
wieder iiber in eine ganz derselben Art, in der f’ und g/ die Rolle von
1 und g vertreten. Die transformierte Abbildung ¢’-— ¢'* ist aber eine
einfache Spiegelung am Punkte 1’ im gewdhnlichen Sinne. Indem
wir unsere Figury), g, ® durch unsere Transformation in eine bewegungs-
geometrisch spezielle Lage bringen, konnen wir die ganzen Verhiltnisse
,,besser sichtbar machen. Bei der Spiegelung am Punkte 1’ geht
natiirlich der Kegelschnitt & in sich iiber, da y’ sein Mittelpunkt ist.
Was fiir den Kegelschnitt & bei der Abbildung 1" — ¢'* gilt, mull
dann aber auch giiltig sein fiir den Kegelschnitt & bei der Abbil-
dung g — t*, die natiirlich projektiv ist. Damit ist die spezielle Ab-
bildung unserer Fig. 7 als hyperbolische Bewegung nachgewiesen.

L]

So wie wir einzelne Abbildungen wieder einer Abbildung unter-
werfen, konnen wir dasselbe natiirlich auch mit ganzen Gruppen vor-
nehmen. Gruppen, die durch eine einfache Abbildung auseinander
hervorgehen, nennen wir zueinander isomorph. Z.B. kénnen wir den
MaBkegelschnitt & unserer hyperbolischen Bewegungen durch eine
projektive Transformation in einen Kreis f iiberfithren. Die Gruppe der
hyperbolischen Bewegungen mit dem MaBkegelschnitt & geht dann iiber
in die Gruppe der hyperbolischen Bewegungen mit dem Mafkreis §.

Blaschke, Differentialgeometrie II1. 2
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Da in dieser bewegungsgeometrisch spezialisierten Gruppe die geometri-
schen Verhiltnisse ,leichter zu durchschauen sind, wollen wir sie
unsern folgenden Untersuchungen zugrunde legen. Wir bezeichnen die
Gruppe mit dem MaBkreis f zur Abkiirzung auch als Gruppe 9.

Die Transformationen aus § induzieren auf dem Kreis f eine Gruppe
von eineindeutigen Punkttransformationen. Offenbar ist die hyper-
bolische Bewegung in der ganzen Ebene bekannt, wenn die zugehérige
Transformation auf f gegeben ist. Denn durch jeden nicht auf f ge-
legenen Punkt p der Ebene kann man zwei verschiedene, den Kreis in
je einem Punktepaar schneidende Geraden legen. Die Bilder dieser
Punktepaare kennen wir aber, somit auch die Bilder der Geraden als
Verbindungslinien der Punktepaare der Abbildung, und das Bild p*
von p ist dann einfach der Schnitt der beiden Bildgeraden. Wir kénnen
uns also beim Studium der Gruppe $ auf das Studium der auf f indu-
zierten Gruppe beschrinken.

Zu einer Spiegelung am Punkte y beziiglich seiner Polaren g gehort
als Abbildung auf f einfach eine Projektion des Kreises ¥ auf sich selbst
aus dem Zentrum ), die jedem Punkt p auf f den zweiten Schnittpunkt
der Verbindungslinie {py} mit dem Kreise als Bild zuordnet. Liegt y
auBerhalb von f, so gibt es zwei reelle Tangenten an ¥, deren Be-
rithrungspunkte bei der Projektion des Kreises auf sich fest bleiben.
Bei einer hyperbolischen Bewegung gehen natiirlich Punkte auBerhalb
von f wegen der Existenz reeller Tangenten wieder in ebensolche iiber,
Punkte im Innern von ¥, wo diese fehlen, wieder in innere Punkte.

Wir wollen nun zeigen: Wir kénnen drei Punkte t* [a = I, II, T1I]
auf ¥ immer durch eine hyperbolische Be-
wegung, die durch Hinteresnanderaus-
fiihven von zwei Projekitonen des Kreises
auf sich enisteht, in drei beliebig vorge-
gebene Bildpunkie yo* diberfiihren. Wir
verbinden ndmlich erstens yI mit gII*
und I mit ¢I*. (Vgl. Fig.8.) Die beiden
Geraden schneiden sich in einem Punkty).
Projizieren wir f auf sich aus p und
nennen wir g+ die Bilder von ¢, so fallt
! nach ¢* und y¥nach gl*. Nun zie-
hen wir die Geraden {z™* ¢™*} und
{r™ ¢ *} bis zum Schnittpunkt 3 und
projizieren aus 3. Dann gehen alle t“* in die x** iiber. [Fillt von
den Punktepaaren, die wir bei der Konstruktion zu verbinden haben,
ein Paar in einen Punkt zusammen, so haben wir statt der Verbindungs-
geraden in diesem Doppelpunkt die Tangente an ¥ zu ziehen.]

Nachdem wir so eine Abbildung aus § konstruiert haben, die drei
Punkte g« in drei beliebige Bildpunkte go* iiberfiihrt, kénnen wir nun

Fig. 8.
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auch zeigen, daB die gefundene Abbildung die einzige der Gruppe § ist,
die die ¢ ¢ in die x** iiberfithrt. Gibe es ndmlich zwei solche, so miiBte die
eine aus der anderen entstehen, indem man ihr eine Abbildung aus $
anfiigt, die die ¢®* fest 14B8t, und nicht die Identitit ist. Eine solche gibt
es nun aber nicht, denn mit den t®* miiBte auch der zweite Schnitt-
punkt t des Kreises mit der Geraden durch g'* und den Pol der Ver-
bindungslinie {y™* y™*} fest bleiben. Von den vier Punkten g®¥
t ligen aber keine drei in einer Geraden, und die einzige projektive
Abbildung, die solche vier Punkte fest lieBe, wire die Identitét.

Somit gibt es zu vorgegebenen Bildern ¢** dreier Punkte ¢® immer
nur eine Abbildung aus . Daraus folgt zweierlei. Erstens dall § eine
dreigliedrige Gruppe ist, denn in der Angabe der drei Punkte ¢** auf f
stecken drei Parameter, und es gibt soviel verschiedene hyperbolische
Bewegungen wie es Punkttripel auf f gibt. Zweitens aber ersieht man,
daB alle hyperbolischen Bewegungen sich erzeugen lassen durch An-
einanderreihung von Projektionen des Kreises auf sich. Ja, es geniigen
sogar Projektionen aus Punkten auBlerhalb des Kreises.

Man kann namlich zeigen: Jede Projektion aus einem inneren Punkt q lagt
sich durch zwei Projektionen aus duBeren Punkten erzeugen: Zunachst gilt das,
wenn ( speziell der Mittelpunkt von f ist. Dann ordnet die zugehérige Projektion
einfach diametral gegeniiberliegende Punkte ein-
ander zu. Diese Zuordnung 1aB3t sich aber auch
erzeugen durch zwei gewohnliche Spiegelungen
an zwei durch den Mittelpunkt g hindurchgehen-
den senkrechten Geraden. Diese Spiegelungen
sind aber nichts anderes als Projektionen des
Kreises auf sich aus uneigentlichen, also aus du-
Beren Punkten. Wenn wir nun den Mittelpunkt
q durch eine hyperbolische Bewegung in einen
andern inneren Punkt q* tiberfithren und bei dieser
Abbildung die eben erwahnten drei Projektionen,
die eine ,,innere’* und die zwei ,,Auleren’’ mit Fig. 9.
abbilden, so sieht man, daB auch die Zerlegung
der ,,inneren‘‘ zu gq* gehorigen Projektion in zwei ,,duBere’ Projektionen moglich
ist. Wollen wir diese Zerlegbarkeit fiir jeden inneren Punkt nachweisen, so haben
wir nur noch zu zeigen, daB durch$ jeder innere Punkt q in jeden beliebigen eben-
solchen g* iibergefithrt werden kann. Das ergibt sich aber so: Wir ziehen durch
q eine Gerade g, die f in g! und ¢l schneiden mége, und ebenso durch g* eine Ge-
rade g* die ¥in ¢! * und ¢II * schneidet. Dann verbinden wir den Pol p von g mit q
und nennen den einen der Schnittpunkte von {p, q} mit dem Kreis /! (vgl. Fig.9).
Ebenso bezeichnen wir einen beliebigen der beiden Schnittpunkte der Geraden
(b*q*}, wo p* der Pol von {gl* Il #} ist, mit fIlI*, Es ist dann durch ge— go*
(¢ = I, II, III] nach den Ausfithrungen dieses Kapitels eine Abbildung aus § be-
stimmt. Diese fithrt die Geraden g und {pz!I} iiber in die Bildgeraden g* und
{p* 21} und ihren Schnittpunkt g in den Bildpunkt g*.

Nachdem wir so iiber den geometrischen Charakter der hyperbolischen
Bewegungen Klarheit gewonnen haben, wollen wir zeigen, daB alle die
bewiesenen Tatsachen sich auch einfach begriinden lassen aus ihnen
entsprechenden Tatsachen der projektiven Geometrie auf der Geraden.

PAd
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Wir denken uns f aus seinem ,,tiefsten‘ Punkt 8§ auf die durch seinen
Mittelpunkt gehende ,horizontale« Gerade e projiziert. (Vgl. Fig. 9a.)
Wir nennen diese Projektion die stereographische Projektion des Kreises
aus dem Punkt 3 auf die Gerade ¢. Diese Zuordnung der Punkte von ¥
zu denen von e wird eineindeutig, wenn wir 3 selbst den uneigentlichen
Punkt von e entsprechen lassen. Es entsprechen somit den Trans-
formationen der Gruppe $ auf f wieder eineindeutige Abbildungen der
Punkte von ¢. Von ihnen kénnen wir nun zeigen, dal sie das Doppel-
verhaltnis von vier Punkten erhalten, also projektive Abbildungen der

4 Geraden e sind, und weil auch auf e noch drei
Punkte ¢* in drei beliebige r* tibergefihrt werden
konnen, entspricht dann der Gruppe § auf ¥ die

¢ vollstindige dreigliedrige Gruppe der projektiven

Transformationen auf e.

Um nun die Invarianz des Doppelverhiltnisses
bei den Abbildungen auf e nachzuweisen, bemerken
wir zunichst, dall vier Punkte auff eine Invariante
gegeniiber § besitzen. Es gilt ndmlich der Satz:
Verbindet man vier feste Punkte auf f mit einem beliebigen fiinften
gleichfalls auf ¥ gelegenen, so haben die vier Verbindungsstrahlen
immer dasselbe Doppelverhiltnis. Das folgt einfach aus der Tatsache,
daB die beiden Verbindungsstrahlen, die von je zweien der vier festen
Punkte nach dem fiinften Punkt fithren, immer denselben Winkel ein-
schlieBen (auf Grund des Satzes von der Gleichheit der Peripherie-
winkel iber einer festen Sehne eines Kreises). Wir kénnen also
schlechthin von einem Doppelverhilinis von vier Punkien eines Kretses
sprechen, und fiir vier Punkte des MaBkreises f ist dieses eine Invariante
gegeniiber §. Diesem Doppelverhiltnis entspricht nun in der stereo-
graphischen Projektion das gewohnliche Doppelverhiltnis von vier
Punkten der Geraden ¢. Denn wir kénnen von den vier Punkten auf
t speziell die Strahlen nach & ziehen, und ihr Doppelverhiltnis ist das
dieser vier Strahlen. Da diese Strahlen aber einfach Projektions-
strahlen der stereographischen Projektion sind, ist ihr Doppelverhiltnis
auch das der vier Bildpunkte aufe.

Die harmonischen Punktepaare auf f, die denen auf e entsprechen,
sind, wie man aus der Erklirung des Doppelverhiltnisses von vier
Punkten auf t erkennt, insbesondere solche, deren Verbindungsgeraden
zu f konjugiert sind. Es enthélt also jede der beiden Geraden den Schnitt-
punkt der beiden Kreistangenten in den Punkten des anderen Paares.
Daraus ersieht man, dafl unsere Projektionen des Kreises auf sich aus
einem Zentrum Y auBlerhalb des Kreises jedem Punkt auf f den har-
monischen beziiglich des Paares der Beriihrungspunkte der Tangenten
von ) an den Kreis zuordnen. Diesen Projektionen entsprechen auf ¢
dann die harmonischen Spiegelungen an Punktepaaren. Und wie

Fig. 9a.
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aus jenen, so kann die projektive Gruppe der Geraden aus diesen erzeugt
werden.

Die hyperbolische Geometrie hat deshalb besondere Bedeutung, weil
sie eine Veranschaulichung der von Gauf, Bolya: und Lobatschefsky
axiomatisch begriindeten nichteuklidischen Geometrie darstellt. Bei
dieser Veranschaulichung, die von Felix Klein stammt, betrachtet man
ausschlieBlich das Innere von f. Dieses Gebiet entspricht der Lobai-
schefskyschen Ebene, deren Punkten die inneren Punkte von f ent-
sprechen. Definiert man als die nichteuklidischen Geraden die im
Innern von ¥ verlaufenden geraden Strecken, und als nichteuklidische
Entfernung zweier Punkte 1) und 3 den halben Logarithmus des Doppel-
verhéltnisses D (y, p, 3, q), das sie mit den Schnittpunkten p und q
bilden, in denen ihre Verbindungslinie ¥ trifft, so erfiillen, wie sich zeigt,
diese Begriffe die Axiome der Lobatschefskyschen oder hyperbolischen
nichteuklidischen Geometrie. Und es ergibt sich, dal der Inhalt dieser
nichteuklidischen Geometrie iibereinstimmt mit der Geometrie, die man
als Invariantentheorie der Gruppe § erhilt. Fiir die Zwecke, die wir
verfolgen, wird es von Nutzen sein, die hyperbolische Geometrie nicht
nur im Innern von f, sondern in der ganzen Ebene zu betrachten.

§ 5. Grundbegriffe der hyperbolischen Geometrie der Ebene.

Nach den Ideen, die Klein in seinem Erlanger Programm entwickelt
hat, ist nun unsere hyperbolische Geometrie nichts anderes als die pro-
jektive Geometrie in einer Ebene, in der der Kegelschnitt (Kreis) f von
vornherein zur Verfiigung steht und die Eigenschaften geometrischer
Gebilde, die fiir die hyperbolische Geometrie in Betracht kommen, er-
schopfen sich in ihren projektiven Beziehungen zu dem festen Kegel-
schnitt. Denn wenn zwei geometrische Figuren § und §* gegeben sind,
und die aus & und dem Kegelschnitt ¥ bestehende Figur & sich durch
projektive Abbildung iiberfithren 1i8t in die Figur &*, die aus §* undt
besteht, so lassen sich & und §* durch hyperbolische Bewegung inein-
ander ftiberfilhren. Sind also & und &* projektiv 4quivalent, so sind
es & und F* im Sinne der hyperbolischen Geometrie. Damit ist der
Inhalt der hyperbolischen Geometrie genau umrissen.

Wir schreiten nun zur analytischen Behandlung der hyperbolischen
Geometrie. Wir denken uns ein kartesisches Koordinatensystem &, %
in den Mittelpunkt von ¥ gelegt und nehmen f als Einheitskreis

1) 24+ y2=1 an.

Dann fithren wir homogene Koordinaten x,, #;, %, ein durch
M _

(2> §= %y’ = %y

Nach (2) ist %y = 0 die Gleichung der uneigentlichen Geraden und
(3) 33 a2 42 =0 |
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jetzt die Gleichung des Kreises (1). Fiihren wir fiir die zu (3) gehérige
Bilinearform in den Koordinaten zweier Punkte g, y) die abkiirzende
Schreibweise ein

(4) (9] == — %9 2,9, + %, 9,
so konnen wir statt (3) auch schreiben:
[rz]=0.
Weiter werden wir in Zukunft Gleichungen von der Form
G =%, 4y, [k=0,1,2],

die fiir irgendwelche Zahlen «, # in allen drei Koordinaten der Punkte
T, 9, 3 gelten, in der Form schreiben:

(42) p=er+py.
Wir unterdriicken also den Index % und schreiben statt der lateinischen

Buchstaben, die mit ihm behaftet sind, die deutschen.

Fiir die eingefiithrten symbolischen Ausdriicke gilt z. B. die einfache
Rechenregel:

Wenn die Gleichung (4a) besteht, und p ein weiterer Punkt ist, so gilt:

[3p] =e[ro] +Blyy].
Somit gilt z. B. auch:

(8) [33] = o [tz] + 20 B [ry] + B [y].

Die hyperbolischen Bewegungen schreiben sich in den homogenen Ko-
ordinaten x; nun als diejenigen linearen Transformationen

2
(6) Z :lgl;cklxl*

mit einer Determinante |¢,;| 40, die die Gleichung

[tz]=0
in sich iberfiithren.

Wir beginnen nun mit der Zusammenstellung geometrischer Einzel-
heiten.

I. Setzen wir die homogenen Koordinaten x, auch in ihrem gemein-
samen Normierungsfaktor als reell voraus, so folgt aus (2) und (3):

Fir Punkte auBerhalb £ gilt:

(7) [xx] >0,
fir Punkte im Innern von faber
(8) [rz] <O.

II. Zwei Punkte ¢ und y, die einer linearen Gleichung
) [ry] =0
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geniigen, sind zu dem Kreis f konjugiert. Halten wir y fest, so wird
durch (9) die Gleichung der Polaren von {) in den laufenden Punkt-
koordinaten g dargestellt. Wir kénnen die Koordinaten y,, y,, ¥, ebenso-
gut wie als Punktkoordinaten von y auch als Geradenkoordinaten der
Polaren auffassen. Punkt und Gerade sind ja in der hyperbolischen
Geometrie vollig duale Begriffe. Beschranken wir uns wie bei der Klein-
schen Deutung der Lobatschefskyschen Geometrie nur auf das Innere von
f, so kénnen wir die Zahlentripel § mit [§1] < 0 den Punkten, die Tripel
mit [yy] > 0 aber den Geraden des inneren Gebiets, die ja Polaren
duBerer Punkte sind, eindeutig als Koordinaten zuordnen.
III. Alle Punkte t, fiir die gilt

(10) t=ay+p3,

wo o und 8 fiir alle drei Gleichungen dieselben nicht gleichzeitig ver-
schwindenden Zahlen sind, erfiillen die Verbindungsgerade der Punkte
h und 3. Wegen der Homogenitit der Koordinaten ist nur das Verhdlt-
nis o : B fiir die Festlegung von t wesentlich. Greifen wir aus den Punkten
der Geraden vier heraus, tI, t¥, tIf IV

(11) ti=ealy-| fi3 =1, I, III, 1V],

so ist ihr Doppelverhdltnis D erkliart durch

(“I ﬂII _ “IIﬂI) (uHIﬂIV . “IVﬂIII)

(DCIﬂIV . DCIV ﬂI) (“ 1IIﬂII _ OCIIﬂIII) ¢

Fiir den Sonderfall, daB wir t!und tI mit den in der Darstellung (11
g

die Gerade aufspannenden Punkten §) und 3 zusammenfallen lassen und
tT und t'V dann in der Form ansetzen:

(12) D(tI, tII’ tIII’ tIV) i

(13) tV =y 4-B3; tT—a@y + f3
gilt nach (12)

I vy % .©
(14) Dy, t', 3, t¥V) Fige

IV. Wir kommen jetzt zur analytischen Darstellung der im vorigen
Abschnitt [vgl. Fig.9a] beschriebenen stereographischen Projektion. Der
tiefste Punkt 3, aus dem projiziert wird, hat die Koordinaten {s, = 1;
s3=0; s, = —1} und die Gerade ¢ der Projektion ist die &-Achse
unseres kartesischen Koordinatensystems x, = 0. Mit Ausnahme ihres
uneigentlichen Punktes kénnen wir alle Punkte ¢ der &-Achse e durch
Koordinaten der Form {zy = 1, #; = &, ¥, = 0} darstellen, wo £ dann
einfach eine kartesische Koordinate auf der Geraden e der Projektion
ist. Die homogenen Koordinaten des Punktes 1, der ¢ bei der Projektion
auf dem Kreise § entspricht, kénnen wir dann in der Form darstellen:

1462 1-¢

(15) Xy =0 —5 %, =0&; Xy =0 5 -
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Hier ist ¢ ein beliebiger Faktor, der wegen der Homogenitit der Ko-
ordinaten x auftritt. Die Richtigkeit der Formeln ergibt sich daraus,
daB erstens

[tr]= — 22+ 2]+ 22 =0

ist, daB also y wirklich ein Punkt auf dem Kreise f ist, und daB zweitens
die Determinante

%o %y So
(16) 1, 6,8 = %, xls1l 0

Xy %y Sy |

ist, daB also z, r und 3 linear abhidngen, somit nach (10) auf einer
Geraden liegen. Aus der Darstellung (15) ergibt sich als Grenzfall,
wenn man & unbegrenzt wachsen 146t und ¢ gleichzeitig so klein werden
14B8t, daB £2-p endlich bleibt, die Zuordnung des uneigentlichen Punktes
von ¢ zu 3.

V. Wir wollen jetzt eine Formel fiir das Doppelverhaltnis D von vier
Punkten ¢!, g™, ¢ ¢V auf dem Kreise f ableiten. Wir gehen davon aus,
daB das entsprechende Doppelverhiltnis der den g in der Projektion
entsprechenden Punkte mit den kartesischen Koordinaten &I, £11, &1L
EWV durch

— T (10T _ £V
) D, g, g, gy — G D
gegeben ist. Ersetzen wir nun nach (15) die Koordinaten irgend zweier
der vier Punkte 1, etwa ¢*und y” durch die kartesischen Koordinaten &*

und &7, wobei fiir ¢*und t# in (15) fiir @ zwei verschiedene Faktoren
0¢ und of auftreten kénnen, so folgt nach (4) die Identitit

[t*rf] = — éef"@"’(é&“ — &R,

Ersetzt man nach dieser Gleichung in (17) die Differenzen &4 — &# durch
die [1“z#] und die o, so fallen die ¢ heraus und es bleibt

O] [FII V]
(172) D= V‘ IpIV][ g111211
Diese Formel liefert nun wegen der Unbestimmtheit des Vorzeichens
der Wurzel das Doppelverhiltnis D der ¢ nur dem absoluten Betrag nach,

wahrend es doch sicher auch dem Vorzeichen nach bestimmbar sein mu83.

In der Tat kann man eine andere geeignetere Formel ableiten. Aus der
Identitat

(EI — §II)2 (EIII _ é‘IV)‘.B . (§I — EIII)Q (511 _ §IV)2
:(§I_§IV) (é:III_éII) [2 (EI,_SII) (é‘III _§IV) — (E I__ EIV) (EIII_ §II)]
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kann man nédmlich aus (17) durch Umformen folgern

I pIB (eI pIV\2 (.1 IR ( I .IV\2
oD g P MgV (T TR (1 g TV)
(67— gIV)? (IO __ g I0y2
Hier treten nur mehr die Quadrate der (£% — £#) auf, so daBB man die
& — £F ohne Wurzelzeichen durch die [¢*t#] ausdriicken kann. Die o
fallen dabei wieder heraus und man erhilt fir D (rL, ¢, ¢, ¢IV) die
Formel
(gL U] [g T IV] — [ L T [ T 1V]
(18) 2D —-1= [ V][I 1] :

§ 6. Die nichteuklidische Entfernung.

Wie im §4 schon erwdhnt, wird die wichteukiidische Ewntfernung
zweier innerhalb f gelegener Punkte t) und 3 auf das Doppelverhaltnis
zuriickgefiihrt, das §) und 3 mit den beiden Schnittpunkten p und q
ithrer Verbindungslinie mit dem Kreise f bilden. Setzen wir in (13)
t™ = p und £tV = q, so miissen, da p und q auf dem Kreise (3) liegen
sollen, o :funde: fnach (5) Losungen der Gleichung

(19) [pp] =[] -+ 2 Blys) + 6255 = O
sein. Daraus ergibt sich

A 11 U DIT RO HOR

Setzt man die beiden Lésungen in (14) ein, indem man etwa fir a: f

das obere und fiir & : 8 das untere der Zeichen in (20) wihlt, so erhalt
man

Dbl *Vt)a tm][aa}
Wihlt man dagegen fiir «: § das untere Vorzeichen in (20) und fiir
x:f das obere, so erhilt man fiir D den reziproken Wert von (21).
Ebenso geht D in den reziproken Wert iiber, wenn man { und 3 ver-
tauscht. Durch 1) und 3 ist also nur die in D und 1: D symmetrische

Funktion D 4 115 bestimmt. Man erhilt aus (21)

Lip Iy 1 O+ [yaf
(22) 4<D - > T2 4D [yylss)”
Der Ausdruck rechts ist also eine Invariante der Punkte §) und 3.
Da die Punktepaare {)3} und {pq} sich nicht trennen, ist D positiv
und wir kénnen die nichteuklidische Entfernung ! ¢y, 3> der Punkte y
und 3 erkliren durch

1
(23) Ky, p=5lgD.
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Ersetzt man D durch den reziproken Wert, so dndert der Logarithmus
das Vorzeichen. Die nichteuklidische Entfernung ist also bis auf ein
Vorzeichen bestimmt. Man nimmt statt des einfachen Doppelverhalt-
nisses den Logarithmus deshalb, weil ihm fiir die nichteuklidische
Entfernung dreier Punkte §), 3, v auf derselben Geraden die Funktional-
etgenschaft der Addierbarkeit zukommt: Nimmt man ndmlich auBer
1) und 3 einen dritten Punkt 1w auf ihrer Verbindungsgeraden an:

w=aVy+ Vs,
so weist man mit Hilfe von (12) leicht die Gleichung nach:
(24) D(U) P, 3 q)'D<5: b, w, Q)‘D(m’p:t)’ Q):1§
daraus folgt nach (23) die behauptete additive Eigenschaft
(25) 1y, 3 4 1G, 0+ Lo, 1) = 0.
Aus (22) und (23) ergibt sich die Formel

2

(26) ﬁggf%€]== ch?l,

wo chl = %(el -+ ¢~ der hyperbolische Kosinus ist. Durch die Funktion

ch?l ist die reelle GroBe ! wiederum bis auf ein Vorzeichen bestimmt.
Weil ch?! fiir reelles / immer > 1 ist, folgt fiir die GroBe

[ns]®
27 = 2B
(27) J [99] 53]
die wir auch schlechthin als die Invariante der beiden Punkte y und 3
bezeichnen wollen, im Fall zweier innerer Punkte

(28) J>1.

Wie steht es nun mit der Bedeutung der GroBe J fiir den Fall, daB y
und 3 nicht mehr beide innere Punkte von f sind ? Zunichst haben alle
abgeleiteten Formeln auch Giiltigkeit, wenn die Punkte y, 3 beide auBBer-
halb f liegen und ihre Verbindungslinie ¥ trifft. Dann trennen sich die
Punktepaare {3} und {p q} wieder nicht und es ist D > 0, so dal man
! wieder durch (23) erkliren kann und auch die Formeln (26) und (27)
haben dann unverdndert Giiltigkeit.

Anders ist es im Fall, daB einer der Punkte, etwa 1), innerhalb und
der andere, 3, auBlerhalb ¥ liegt, ([hy] < 0, [33] > 0). Dann trennen
sich die Paare {1 3} und {pq} und ihr Doppelverhdltnis D ist <O.
Wollen wir dann eine reelle nichteuklidische Entfernung / definieren,
so miissen wir statt (23) setzen

1
1, p=15lg(—D).
Statt (26) und (28) erhalten wir dann

LT A
(2) T=fyylfpg = =0
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worin shl =% (¢! —e~!) den hyperbolischen Sinus bedeutet. Haben
wir endlich zwei duBere Punkte, deren Verbindungslinie den Kreis ¢
iiberhaupt nicht trifft, so sind die Punkte p, q nicht mehr reell vor-
handen und wir kénnen die GréBe J nicht mehr in der angegebenen
Weise auf ein Doppelverhéltnis und eine nichteuklidische Entfernung
zuriickfithren. Wir kénnen J aber in diesem fiir unsere spiteren Zwecke
besonders wichtigen Fall auf andere Weise geometrisch deuten:

Da unsere Punkte §) und 3 jetzt beide auBerhalb ¥ liegen ([yy] > 0,
[43] > 0) schneiden ihre Polaren, deren Gleichungen in laufenden Punkt-
koordinaten g durch

(30) [t9]=0 und [r3/=0

gegeben sind, den Kreis f in zwei reellen Punktepaaren {ul, u!} und
{v, v}, Die u bestimmen sich als Punkte von ¥ nach (3) aus den
Gleichungen

(31) [uu]=0; [uy]=0,

die fiir die Verhiltnisse der homogenen Koordinaten u,: u, : u,, weil
[uu] = 0 quadratisch ist, zwei Losungen liefern, die eben den beiden
Punkten 1 und u™ entsprechen. Ebenso ergeben sich ! und v als
Losungen von

(32) [bo] =0; [v3]=0.

Die vier Punkte u!, u™ und p !, I bilden dann auf f ein Doppelverhiltnis
4, das wir nach der Formel (18) berechnen kénnen. Wir werden sehen,
daB wir die Invariante J (27) durch dies Doppelverhiltnis erkliren
konnen.

Die Polaren von §) und 3 schneiden sich, da die Verbindungsgerade {y)3} den
Kreis ¥ nicht trifft, in einem Punkt ¢ innerhalb des Kreises, und fir ¢ gilt nach
8), (9) [x11 << O0; [ty] = [r3] = 0. Setzen wir nun

o 1 ~ F N T
(33) p=——; 6—_——:; T = e,
¥y o] Vi3] V=[rtl
so gelten die Gleichungen
(34) Hil=[38]=0, [Hol=[F3l=—[t8]=+1.
Setzen wir ferner zur Abkiirzung
(35) [53]=s,
so gilt nach (33) und (27)
(36) st=].

Da die Punkte g, 1) und t sicher nicht auf einer Geraden liegen, sind 7, §§ und 7
linear unabhingig, und wir kénnen z. B. die Koordinaten der Schnittpunkte u
(ul, u1l) nach

37 u=cf+g5+rt

aus ), 3 und t linear kombinieren. Da die u sicher nicht auf der Verbindungsgeraden
{1, 3} liegen, also keine Linearkombinationen von f) und 3 sind, kénnen wir die homo-
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genen Koordinaten der 1t so normieren, daB in (37) der Faktor y bei { gleich 1 wird.
Aus (31) folgt dann mittels der Rechenregeln (5) unter Beriicksichtigung von

(33) (34):

uu]l=c?+ 2 —-1+2afs=0,
38 {[ A] B +2af

ujl=c+Fs=0.
Daraus e;geben sich zwei Losungssysteme {«, f} und dementsprechend die beiden
Punkte
@) NI ES Y

J1—s®

die den beiden verschiedenen Vorzeichen entsprechen. Wir wollen etwa fiir ul
das positive und fiir 41l das negative Zeichen annehmen. Ganz analog erhilt man
aus (32) fiir p die beiden Werte

s3—19 .
(40) b=+ 3"V g,

J1—s2
wo wir wieder pI durch daspositive und pI durch das negative Zeichen bestimmen.
Aus (39) und (40) kann man dann berechnen

[ Inl]=[pIpll] =—2,
(41) LT oT] =Wl oM = — (143),
[ulpll] =[uIpI] =s—1.
Nun gilt fiir das Doppelverhaltnis 4 (uT, v, uTl, pH) der vier Punkte 1, b nach (18)
[ulpI][ull pIT] — [T 11 [pT pI1]

24 —1="-" :
4-1 [uT 1] [y p]]
Daraus folgt
_ (149 —4
24—1= 1P
Aus (36) ergibt sich dann fiir J die Identitit
441\

(42) I-(54)

Damit ist die gesuchte Erkliarung der Invariante J durch das Doppel-
verhiltnis A der vier Punkte u, v gefunden. Weil der Schnittpunkt
der Polaren von 1) und 3 innerhalb fliegt, trennen sich die Paare [ul, u'l]
und [v!, v] auf f und esist 4 < 0. Daher ist der Bruch (4 - 1) : (4 —1)
dem absoluten Betrage nach < 1. Aus (42) folgt dann fiir unseren Fall

(43) 0sJ<t1.

Wegen dieser Ungleichungen kénnen wir hier im Gegensatz zu (26) und
(29) eine nichteuklidische Entfernung / durch

(44) J =cos?]
definieren, dabei ist fiir die zwei Punkte y und 3 die nichteuklidische

Entfernung dann eineindeutig bestimmt, wenn wir / auf den Werte-
bereich

0

I
I
ol ]

beschrianken.
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Die Erklirung der Invariante J durch das Doppelverhiltnis A hat
auch Giiltigkeit fiir den Fall zweier dulerer Punkte y, 3, deren Ver-
bindungslinie f trifft. [Fiir diesen Iall haben wir ja durch (22) schon
eine andere Erklirung mittels des Doppelverhdltnisses D gegeben.]
Jetzt ist der Schnittpunkt t der Polaren von ) und 3 ein duBerer Punkt
([rr] > 0) und in (33) wird 1 imaginir. Die formale Herleitung von (42)
bleibt aber dieselbe. Da sich {uI, uM} und {nI, oI} jetzt nicht trennen,
gilt 4 > 0 und statt (43) dann J > 1, so dafB} wir statt (44) jetzt (26) zu
setzen haben.

Als den nichteuklidischen Winkel zweier Geraden, oder wie wir auch
sagen wollen, als den H-Winkel zweier Geraden definieren wir die zur
nichteuklidischen Entfernung duale GroBe: Wir setzen den H-Winkel
zweier Geraden einfach gleich der nichteuklidischen Entfernung ihrer
Pole. Sehen wir 1 und 3 als Geradenkoordinaten (vgl. § 5 IT) an, so er-
halten wir aus (26) (29) und (44) die entsprechenden Ausdriicke fiir den
,,Winkel @, wenn wir einfach / durch ¢ ersetzen. Fur den Fall zweier
sich innerhalb ¥ schneidender Geraden, der fiir die Kleinsche Veran-
schaulichung der Lobaischefskyschen Geometrie wichtig ist, liegen die
Pole dem Fall (44) entsprechend. Es gilt also die Winkelformel

2 [y 3
(45) ot g = Il

Zum SchluB wollen wir uns noch mit den ,,Kreisen* der hyperbolischen Geo-
metrie beschaftigen, die wir zum Unterschied von den Kreisen im gewd6hnlichen
euklidischen Sinne auch als H-Kreise bezeichnen wollen. Ein solcher Kreis ist
erklart als Ort aller Punkte 1), die von einem festen Punkt 3 einen festen nicht-
euklidischen Abstand haben. Es muf dann fiir alle Punkte ) des H-Kreises die
Invariante J konstant sein. Es muB also eine Gleichung der Form

2

=

BLE) S

(v y] [33]
mit einer Konstanten C gelten. Fiihren wir fiir [33]-C die neue Konstante — p2
ein, so haben wir eine Gleichung der Form

(46) s+ 2yl =0.

Uns interessieren nur die innerhalb f verlaufenden H-Kreise. Uber die geometrische
Gestalt dieser H-Kreise kénnen wir sehr leicht Aufschlufl bekommen, wenn wir
aus der Ebene , in der wir unsere ebene hyperbolische Geometrie betreiben, in
den Raum hinausgehen. Wir denken uns im Raum iiber f als GroBkreis die Kugel §
konstruiert. Es sind die H-Kveise der Ebene unsevev hyperbolischen Geowmetrie
dann einfach die senkvechten Projektionen dev auf dev Kugel § gelegenen Kreise,
mit Ausnahme der in zu € senkrechten Ebenen gelegenen Kreise, die sich natiirlich
in die Geraden projizieren. Die H-Kreise innerhalb ¥ sind also alle Ellipsen. In
der Tat: Denken wir uns im Raume homogene kartesische Koordinaten y,, ¥,
Ve, Vs eingefiihrt, derart, daB die Koordinaten y,, ¥;, ¥, in der Ebene € mit den in
dieser bereits eingefithrten Koordinaten iibereinstimmen, so ist

(47) =¥ iyt =0
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die Gleichung der Kugel & Eine zu § nicht senkrechte Ebene 148t sich dann in
der Form

(48) Y3 =Gy Yot 4y ¥+ 42 Vs

darstellen, wo die y laufende Koordinaten sind und ¢, ¢,, ¢, die Ebene festlegen.
Es ist leicht einzusehen, da die Ebene (48) fiir

—43+gi+e>—1

die Kugel & in einem reellen Schnittkreis trifft. Seine Projektion auf die Ebene
E(y; = 0) erhalten wir durch Elimination von y; aus (48) und (47)

(49) =3+ YEF (— Yo+ 1Y+ ) =0.
Setzen wir g, = p-z,(¢ = 0, 1, 2) so haben wir aber gerade eine Gleichung der

Form (46), was zu beweisen war.

Den Punkt 3 nennen wir den Mittelpunkt des H-Kreises. Man erkennt aus (47)
(48), daB die drei Falle

(50) — g+ g2 +48S0,

in denen der auf & gelegeneKreis den in € gelegenen GroBkreis f nicht schneidet,
schneidet oder beriihrt, in der Projektion den drei Fallen entsprechen, daB3 der
Mittelpunkt 3 innerhalb von f, auBerhalb von f und auf f liegt. Natiirlich ent-
spricht einem H-Kreis in § durch die senkrechte Projektion auf & immer ein Paar
von zu § spiegelbildlichen Kreisen.

§ 7. Stereographische Projektion der Kugel. Tetrazyklische
Koordinaten.

Im § 4 haben wir die Gruppe § der hyperbolischen Bewegungen in
der Ebene und die durch sie auf dem MaBkreis ¥ induzierte Gruppe
vermittels der stereographischen Projektion auf eine Gerade e ab-
gebildet. Wir fanden als Bild wieder eine projektive Gruppe auf e,
nidmlich die Gruppe sdmtlicher projektiver Abbildungen von e. Die
ganze Sachlage wird nun weit bedeutsamer, wenn wir die ganze Zu-
ordnung auf eine um eins héhere Dimensionszahl {ibertragen. Wir
werden in diesem Abschnitt die stereographische Projektion einer
Kugel § auf eine Ebene behandeln und dann im § 8 die Gruppe der
hyperbolischen Bewegungen mit der MaBkugel § einfithren. Es wird
sich dann herausstellen, daf dieser Gruppe und der durch sie auf
der MaBkugel induzierten, in der Projektionsebene nicht etwa wieder
eine Gruppe projektiver Transformationen der Ebene entspricht, son-
dern eine wesentlich neue Gruppe, nidmlich die Gruppe von M dbius
in der Ebene, die wir auch als die Gruppe der Kreisverwandtschaften
von Mébius bezeichnen wollen. In die Geometrie dieser Gruppe kénnen
wir dann vom Standpunkt der hyperbolischen Geometrie des Raumes
aus vermittels der stereographischen Projektion Einsicht gewinnen.
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Wir fithren im Raume ein kartesisches Koordinatensystem &, #,
ein, in dem die Kugel ® die Gleichung &2 + 5%+ {2 =1 hat. Von
diesen unhomogenen Koordinaten wollen wir nun gleich zu homogenen
kartesischen Koordinaten iibergehen, indem wir setzen:

(51) =2 =2 =4

Z, z,’ z, "
In ihnen hat & dann die Gleichung
(52) —al falfal 42l =0.

Wir projizieren nun die Kugel & aus ihrem Siidpol 8 mit den Koordinaten
3 ={sg=—1, sy =1, s, = s, = 0} auf die Aquatorebene, indem wir
jedem Punkt g von & in der Projektionsebene den DurchstoBpunkt g
seiner Verbindungsgeraden mit dem Siidpol 3 zuordnen (Fig. 10). Wir
nennen die Kugel & die Grundkugel, die Ebene x; = 0 die Grundebene
der stereographischen Projektion. Durch diese Abbildung werden die
Punkte der Grundkugel -eineindeutig

den Punkten der Grundebene zuge-

ordnet, mit Ausnahme allein des Siid-

pols, dem man in der Grundebene als

ideales Gebilde einen wuneigentlichen

Punkt entsprechen 1aBt. Da sehr nahe

an dem Siidpol gelegene Punkte sich

in,,sehr weit drauBen‘‘ gelegene Punkte

der Ebene abbilden, kann man mit dem

uneigentlichen Punkt die Vorstellung

eines ins Unendlichferne geriickten

Punktes verbinden. Um die stereo-

graphische Abbildung als eine iiberall

stetige Abbildung ansehen zu kénnen,

denken wir uns die Ebene durch den

uneigentlichen Punkt iiber das Unendliche hiniiber stetig zusammen-
hingend. Wir schreiben also der Ebene den topologischen Zusammen-
hang der Kugel zu. Wir haben hier eine Ebene von dem im § 2 schon
erwdhnten Zusammenhang, eine sogenannte M dbius-Ebene, die wir
[als zweidimensionale Mannigfaltigkeit] auch als eine M, bezeichnen
wollen.

Rechnerisch stellt sich die Beziehung der stereographischen Projektion
folgendermallen dar:

Haben wir in der Grundebene einen Punkt g mit den Koordinaten
T ={1,0, & g}, fiir den also & und % nach (51) gewdhnliche kartesische
Koordinaten sind, so bekommen wir die Koordinaten g des ihm auf der
Grundkugel entsprechenden Punktes durch die Formeln
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14+ &+

l%zg L,

149

(53) 1 T B
l %, =0-&,
Xg =07

Diese Formeln entsprechen den im § 5 unter (15) fiir die stereo-
graphische Projektion eines Kreises angefithrten. ¢ == 0 ist hier wieder
ein Faktor, der auftritt, weil die Koordinaten » homogen sind. Die
Richtigkeit von (53) folgt daraus, daB fiir die x die Kugelgleichung (52)
erfillt ist und daB alle dreireihigen Determinanten der Matrix

, _
|z s %, |
—

! X1 St % }
Xy Sy Ey |

i . |
“ X3 S3 X3 |

verschwinden, was besagt, dal die Koordinaten von g, 8 und g linear
abhédngen, daB also g, § und 1 auf einer Geraden liegen. Jedem Punkt
der Grundebene &, # 148t sich dann bis auf einen Faktor g ein System
von vier Zahlen zuordnen, die der Gleichung (52) geniigen. Als ein
Grenzfall ergibt sich fiir &— oo oder 5 — oo das System der Ko-
ordinaten des Sudpols. Die vier Koordinaten x4, x;, %,, %4, die wir
somit nicht nur den Kugelpunkten, sondern auch den Punkten der
Grundebene als Koordinaten zuordnen koénnen, bezeichnen wir als
Vierkreiskoordinaten oder nach ihrem Erfinder Darboux als die tetra-
zyklischen Koordinaten des Punktes der Grundebene. Der Name findet
spater (vgl. § 32, Aufg. 7 und 8) seine Rechtfertigung. Die Vierkreis-
koordinaten sind in doppelter Weise iiberzahlig. Einmal sind sie ho-
mogen und zweitens gentigen sie der Gleichung (52). Die tetrazyklischen
Koordinaten werden zur Behandlung der Geometrie der Kreisverwandt-
schaften von M¢bius, wie wir sehen werden, in besonderer Weise ge-
eignet sein. Wir wollen im folgenden ebenso, wie wir das im § 5 fiir
die Punkte der Ebene getan haben, die Punkte des Raums mit deut-
schen Buchstaben bezeichnen (g, v, 3, ... $) und ihre homogenen Ko-
ordinaten immer mit den entsprechenden lateinischen Buchstaben
(%5, ¥; ... s;). Fir den Raum wollen wir dann &hnliche Abkiirzungen
einfithren, wie im §5 fiir die Ebene. Wir setzen fiir zwei Punkte 1,

(54) (TY) = — %Yo + %, Y1 + %2 Ys - %3 ¥y

und fiir den quadratischen Ausdruck auf der rechten Seite von (52)
entsprechend (rx). Die Formen in den vier Variablen unterscheiden
wir durch runde Klammern von den in § 5 eingefiihrten Ausdriicken
fiir die Formen in den drei Variablen der Ebene, die wir in eckigen
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Klammern geschrieben hatten. Im folgenden werden wir allerdings
hiufig, wenn keine MiBverstindnisse zu befiirchten sind, die runden
Klammern weglassen. Die in den Gleichungen (4a) gegebene zusammen-
fassende Schreibweise verwenden wir auch hier. Die Rechenregeln (5)
gelten dann auch fiir Punkte des Raumes, wenn wir nur die eckigen
Klammern durch runde ersetzen.

Haben wir einen Punkt f) im Raume, der auBerhalb der Grundkugel &
liegt, so gilt fiir seine homogenen Koordinaten, wenn wir diese nicht
nur in thren Verhiltnissen, sondern einzeln als reell annehmen

(85) (hy) > 0.
Die Polarebene von f) beziiglich &, die die Gleichung
(56) (hz) =0

in den laufenden Koordinaten g hat, trifft dann die Grundkugel in
einem reellen Schnittkreis. Wir kénnen somit den Punkten auBerhalb
& Kreise auf § zuordnen. Wollen wir die Zuordnung der 4uBeren Punkte
zu den Kreisen auf der Kugel eineindeutig machen, so miissen wir den
Raum als projektiv, (als P;) voraussetzen. Den uneigentlichen Punkten
entsprechen dann die GroBkreise der Kugel.

Wir wollen nun ermitteln, welches geometrische Gebilde einem
Kreis auf der Kugel in der Projektion entspricht. Wir haben nach dem
geometrischen Ort aller Punkte zu suchen, deren tetrazyklische Ko-
ordinaten [auBer (52)] noch einer linearen Gleichung (56) mit (1) > 0
geniigen, Wenn wir in (56) nach (53) die tetrazyklischen Koordinaten
durch die kartesischen &, # ersetzen, erhalten wir

(67) Do+ y)(E+ 9% — 29,6 — 2y, =1y, — ¥+

Da wir eine quadratische Gleichung in den £, 5 mit dem einzigen quadra-
tischen Glied &% 4- %2 haben, entsprechen den Kreisen auf der Kugel
in der Projektion fiir y, + y; & 0 die Kreise und fir y, + y; = 0 die

Geraden der Ebene. Letztere konnen nach (57) wegen y, = — y, dann
in der Form
(58) Y&+ s =19

dargestellt werden. Im folgenden wollen wir die Geraden als Grenzfille
von Kreisen mit ins Unendliche wachsendem Radius betrachten und,
da sie die Bilder der Kugelkreise durch den Siidpol sind, kénnen wir
uns der Ausdrucksweise bedienen: Sie sind die Kreise durch den un-
cigentlichen Punkt.

Wir kénnen dann den Punkten t) des P, auBerhalb der Grundkugel &
auf dem Umwege iiber die Schnittkreise ihrer Polarebenen mit der
Kugel eineindeutig in der Projektion die Kreise und Geraden der Ebene
zuordnen. Wir bezeichnen die vier homogenen GréBen y in (56) als die
Vierkreiskoordinaten oder die tetrazyklischen Koordinaten des Kreises,

Blaschke, Differentialgeometrie ITI. 3
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oder der Geraden (56). Fiir die Geraden y, -+ y; =0 werden die
GroBen y,: y,: y, der Vierkreiskoordinaten nach (58) die gewohnlichen
homogenen Linienkoordinaten. Fiir die Kreise yo + y; & 0 hédngen
nach (57) die tetrazyklischen Koordinaten des Kreises (56) mit den
kartesischen &, 1, seines Mittelpunktes und seinem Radius R zusammen
durch die Formeln

1+ (&5 +n5 — R 1— (&5 +n5 — R
Yo=20" ; Yy, =0 ;
(59) Y 2 1 2
Yo = 0-&p; Yg =01,
mit einem beliebigen Normierungsfaktor o, wie man durch Einsetzen
in (57) bestitigen kann. Aus (59) erhdlt man y, 4+ y; = o, daher gilt

umgekehrt fiir die Berechnung von &, 5y, R aus den in beliebiger
Normierung gegebenen y:

_ Y Y
(60) S0 = Yoo’ o = 35+,
o (h)
(61) R? = CAEE

Nehmen wir den Raumpunkt § nicht mehr au8erhalb der Kugel, sondern
auf ihr an, gilt also yy = 0, so wird die Polarebene (56) seine Tan-
gentenebene und die einzigen reellen Zahlsysteme ¢, die (52) und (56)
geniigen, koénnen dann nur die mit x; prop. v, sein, die also den
Berithrungspunkt ) von Kugel und Ebene selbst darstellen. Dement-
sprechend stellt eine Gleichung (56) in den tetrazyklischen Punkt-
koordinaten ¢ mit ) = O nur einen einzigen reellen Punkt dar, eben
den mit x; prop. y,. Das findet auch in der Gleichung (61) seinen Aus-
druck, die auf R = O fiithrt, und in der Tatsache, daB dann die Formeln
(59) in die (53) fiir den Mittelpunkt § mit den kartesischen Koordinaten
&g, Mo Ubergehen. Da so die Punkte als ausgeartete auf den Mittelpunkt
zusammengeschrumpfte Kreise mit dem Radius O erscheinen, wollen
wir sie auch als ,,Punktkreise’ bezeichnen. Wenn wir daher die stereo-
graphische Projektion als Zuordnung der Punkte des P, auBerhalb der
Grundkugel zu den Kreisen und Geraden der Projektion auffassen, so
erscheint die Zuordnung der Punkte auf & zu den Punkten der Mébius-
Ebene, die wir anfangs als Definition der stereographischen Projektion
benutzten, als ein Grenzfall. Es ist daher ganz zweckmiBig, die stereo-
graphische Projektion von vornherein als eine durch die Formeln (59)
vermittelte Zuordnung der Punkte des P, auBerhalb und auf & zu den
Kreisen, Geraden und Punkten der Mobius-Ebene M, der Projektion
aufzufassen.

Zum SchluB bemerken wir noch, daB fiir einen Punkt {) innerhalb von
! (yy < 0) die Polarebene (56) an der Kugel vorbeilduft, und daB es
dann {berhaupt keine reellen Punkte ¢ der Grundebene gibt, die der
Gleichung (56) zugleich mit (52) gentigen.
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§ 8. Abbildung der hyperbolischen Geometrie des Raumes
auf die Kreisgeometrie von Mobius in der Ebene.

Wir betrachten jetzt die Gruppe der projektiven Transformationen
3

(62) 2, = Yo, o [k=0,1,2,3]
1=0

mit |¢;,| & 0, die die Kugel § in sich iiberfiihren, die also die Gleichung

(63) (x1) =0

invariant lassen. Wir nennen sie die Gruppe © der hyperbolischen Be-
wegungen des Pg mit der Mafkugel & Zum Unterschied von der drei-
gliedrigen Gruppe der hyperbolischen Bewegungen der Ebene, die wir
dann mit $, bezeichnen, werden wir diese Gruppe auch zuweilen g
nennen, weil wir gleich sehen werden, daB sie sechsgliedrig ist.

Als Sonderfall gehéren nach unserer Erklirung zu ihr z. B. die
Drehungen um den Kugelmittelpunkt.

Zunichst ist ohne weiteres ersichtlich, daB bei § die Punkte auBer-
halb der Grundkugel als die einzigen, von denen reelle Tangenten an
sie gelegt werden konnen, in ebensolche iibergehen. [Ebenso werden
innere Punkte mit inneren vertauscht.]

Legen wir daher der stereographischen Projektion die am Schlufl
des vorigen Abschnitts dargestellte Auffassung zugrunde, so ent-
spricht unserer Gruppe $ in der Grundebene M, eine Gruppe I von
Transformationen, die Kreise und Geraden mit Kreisen oder Geraden
vertauscht, und die aus den linearen Transformationen der Vierkreis-
koordinaten besteht, die die Gleichung gy =0 erhalten. Da die
tetrazyklischen Punktkoordinaten der Gleichung (63) geniigen, werden
wegen der Invarianz dieser Gleichung auch Punkte der M, wieder
Punkten zugeordnet. Da bei den hyperbolischen Bewegungen be-
ziiglich ® konjugierte Punkte in ebensolche iibergehen, bleibt auch
die Beziehung (56) fiir einen Punkt yj auflerhalb und fiir einen Punkt ¢
auf der Kugel erhalten, d. h. aber in der Projektionsebene gehen ein
Punkt und ein Kreis in vereinigter Lage wieder in ein ebensolches Paar
iiber. Wir haben in der Mgbiusschen Ebene M, also eine Gruppe von
Abbildungen mit den Eigenschaften:

A) Sie sind eineindeutige Punkitransformationen der Mobius-Ebene
M,. B) Sie ordnen dabei den Kreisen und Geraden als Punktmannig-
faltigkeiten eindeutig wieder Kreise oder Geraden zu.

Wir wollen diese Gruppe I auch kurz die Gruppe der M obius-Trans-
formationen der Ebeme nennen. Die Vierkreiskoordinaten sind deshalb
zur analytischen Behandlung der Geometrie dieser Gruppe besonders
geeignet, weil sie sich 1n thnen nach (62) durch lineare Transformationen
darstellen LiPt, was z. B. durch die kariesischen Koordinaten wicht ge-
leistet wivd.

8%
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Die Gruppe § der hyperbolischen Bewegungen induziert auf & eine
Gruppe M von Punkttransformationen der Kugel auf sich, die Kreise

in Kreise iiberfithren. Die Gruppe I bezeichnen wir als die Gruppe der
Mébius-Transformationen der Kugel. Aus ihnen erhdlt man durch
Herunterprojizieren auf die Ebene die Mdbiusschen Punkttransforma-
tionen der Ebene.

Wir werden spiter im § 49 zeigen: Die esnfachen geometrischen Eigen-
schaften A, B sind schon kennzeichnend filr die Kreisverwandischaften
von Mébius, diese sind also die einzigen {iberhaupt méglichen Ab-
bildungen mit den Eigenschaften A, B. Dabei bemerken wir besonders,
daB die Voraussetzung der Stetigkeit fiir die Kennzeichnung der Mobius-
Transformationen nicht nétig sein wird.

Betrachten wir insbesondere eine Mgbius-Transformation, die den
uneigentlichen Punkt fest 148t, so haben wir eine eineindeutige Punkt-
transformation der euklidischen Ebene, die Gerade mit Geraden ver-
tauscht. Eine solche ist aber, wie im § 1 schon erwdhnt, eine affine,
und wenn sie insbesondere auch noch Kreise erhilt, eine gewohnliche
dhnliche Abbildung. Die Gruppe der dhnlichen Abbildungen, die der
gewOhnlichen Bewegungsgeometrie zugrunde liegt, ist also eine Unter-
gruppe von M. Die invarianten Begriffe der M§bius-Geometrie sind
daher eine bestimmte Auswahl der invarianten Begriffe der Bewegungs-
geometrie. Wir haben es in der Mébius-Geometrie also ausschlieflich
mit gelaufigen anschaulichen geometrischen Begriffen zu tun.

Da die dhnlichen Abbildungen nach dem Vorigen die einzigen Kreis-
verwandtschaften der M, sind, die den uneigentlichen Punkt fest lassen,
so zeigt sich, daB alle iibrigen als Punkttransformationen der euklidi-
schen Ebene nicht mehr eineindeutig sind, es sind immer zwei singulédre
Stellen da; einem Punkt ndmlich entspricht kein euklidischer Punkt als
Bild (er wird dem uneigentlichen zugeordnet) und es gibt einen zweiten
Punkt (der in speziellen Fillen mit dem ersten zusammenfallen kann) der
als Bild keinen euklidischen Punkt als Original hat.

Die Mobius-Ebene ist dann eine kiinstliche Hilfskonstruktion, die
uns erlaubt, die Kreisverwandtschaften als ausnahmslos eineindeutige
Punkttransformationen eines Punktgebiets aufzufassen.

Ebenso verschaffen wir uns einen neuen Begriff des Kreises (= Kreis
+ Gerade), um die Kreise einander eineindeutig zuordnen zu kdnnen.
Wir werden spiter, wo scharfe Prazisierung notig sein sollte, den fiir die
Gruppe M zurechtgemachten Kreisbegriff auch mit dem Namen M-
Kreis belegen.

Wir wollen nun firr die hyperbolischen Bewegungen des Raumes
einen ganz dhnlichen Satz beweisen, wie im §4 fiir die Ebene:

Gibt man auf der Kugel zwei Tripel von Punkten t* und r**, so gibt
es 1mmer gemaw zwei Transformationen aus O, die die drer Punkte ¢*
in die drei Punkie t** iiberfiihren.
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Wir fithren den Beweis in zwei Teilen, die denen beim Satz in der Ebene ganz
entsprechend sind.

Teil 1. Wir geben wirklich zwei Transformationen unserer Gruppe an, die
die g2 auf die g2* abbilden. Den Projektionen des Kreises auf sich in der hyperbo-
lischen Geometrie der Ebene entsprechen im Raum gewisse Transformationen
L — r*, die wir analytisch durch

. 206%Y)
(64) T
definieren. Die Transformationen (64) mit festem f) sind sicher hyperbolische
Bewegungen, denn sie sind linear in den »,* und aus der Rechenregel (5) folgt (r 1)
= (x*1*), sie fithren also die Gleichung (63) von & in sich iiber.

Und zwar ordnen sie, da ¢, t* und {) linear abhingen, einem Punkt ¢ der Kugel
auf seiner Verbindungsgeraden mit dem festen Punkt 1) deren zweiten Durchstof3-
punkt mit & zu. Aus ry) =0 folgt r*y =0, der Schnittkreis von & mit der Polar-
ebene von 1), der auch der Beriihrungskreis des Tangentenkegels von ) an & ist,
bleibt dann fest. Unsere Transformationen (64) sind also Projektionen der Kugel
auf sich aus festen Zentren ).

Sind uns nun die Punkttripel r® und g* gegeben, so bestimmen diese zwei
Kreise t und t* auf & Wir kénnen nun durch eine Projektion der Kugel auf sich
t in t* iberfiihren. Denn durch zwei Kugelkreise 148t sich bekanntlich immer ein
Kegel zweiter Ordnung legen, dessen Spitze wir als Projektionszentrum t) wihlen
konnen. Bei dieser Abbildung gehen die £« in drei Punkte y* auf t* iiber. Nun ist
aber eine Projektion von § auf sich, deren Zentrum in der Ebene von t* liegt, in
dieser Ebene einfach eine Projektion des Kreises t* auf sich im Sinne des § 4. Dort
haben wir auch gesehen, daB sich die Punkte fa immer durch zwei solche Trans-
formationen in die Punkte ye* auf dem gleichen Kreise t* iiberfiithren lassen.

Somit haben wir tatsichlich durch drei Projektionen des Kreises auf sich die
re in die r* ibergefiihrt.

Nun gibt es auBler der gefundenen Abbildung aber noch eine zweite von ihr
verschiedene, die dasselbe leistet. Wir konnen niamlich an die gefundene Abbildung
noch die Projektion aus dem Pol der Ebene von t* anfiigen, die alle Punkte von
t* einzeln fest 1aBt, also auch die x** Die durch Anfiigen dieser letzten, von der
Identitat sicher verschiedenen Transformation an die erste entstehende Gesamt-
abbildung ist dann aus vier Projektionen der Kugel auf sich erzeugt.

Teil 2. Wir zeigen, daB3 die zwei gefundenen Abbildungen auch die einzigen
hyperbolischen Bewegungen g— gy« * sind. Wir beweisen das, indem wir zeigen,
dafl es tiberhaupt nur zwei solche Abbildungen geben kann.

Bei einer solchen Abbildung geht zunichst die durch die drei Punkte r¢ be-
stimmte Ebene ¢ in die Ebene ¢* der Punkte g2 * {iber und die Zuordnung der beiden
Ebenen ¢ und ¢* ist eine projektive, die den Schnittkreis t von ¢ mit & in den Schnitt-
kreis t* von &* mit & iiberfithrt und dabei die drei auf t gelegenen Punkte pe in
die Punkte r¢* auf t*. Alle moglichen solchen Zuordnungen unterscheiden sich
dann hochstens um eine hyperbolische Bewegung von ¢* mit dem MaBkreis t* und
den drei Fixpunkten r *. Diese hyperbolische Bewegung ist aber nach §4 die Iden-
titdit. Es ist durch die Angabe der ¢® und r2* die punktweise Zuordnung der
Ebenen ¢ und &* schon eindeutig festgelegt.

Es geht ferner der Pol 3 von ¢ iiber in den Pol 3* von ¢*. Hat man nun einen nicht
auf { gelegenen Punkt p der Kugel, so kann man ihn von j aus auf die Ebene &
in den Punkt v projizieren. Das Bild tv* von {v auf ¢* kennen wir aber, wie das
aller Punkte vone. p* ist nun sicher DurchstoBpunkt der Geraden {3* fv*} mit der
Kugel. Solcher Punkte gibt es aber zwei, b;* und p*. Wihlen wir einen von diesen
aus, etwa 9r*, so istdurch die Zuordnung {¢%, 3, v} — {r ¢ *, 3*, v;*} aber eindeutigeine
projektive Abbildung bestimmt. Denn von den beiden Systemen von je finf
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Punkten liegen sicher kein evier in einer Ebene. Da eine hyperbolische Bewegung
nun eine projektive ist, kénnen, wenn iiberhaupt, nur zwei Abbildungen go-—>ga*
moglich sein, w. z. b. w.

Genau so wie auf der Kugel so gibt es natiirlich auch in der Ebene
zu zwei Punkttripeln ® — g** gerade zwei Kreisverwandtschaften. Die
beiden verschiedenen Abbildungen z* — **, die wir gefunden haben,
konnen wir nun durch eine einfache geometrische Eigenschaft unter-
scheiden. Von jedem Punkt auf einer Kugelfliche strahlt ein Biischel
der Flache angehérender Linienelemente aus. In diesem Biischel kénnen
wir einen Umlaufssinn als den ,,positiven’’ festlegen und dann das mit
dem ,,positiven Sinn‘‘ versehene Biischel von Linienelementen durch
stetiges Verschieben auf der Kugel nach beliebigen anderen Stellen
schaffen und mit den dortigen Linienelementbiischeln zur Deckung
bringen und dabei den positiven Umlaufssinn auf sie {ibertragen. Die
Topologie lehrt nun, daB bei einer Fliche vom Zusammenhang der
Kugel das Ergebnis von dem durchschrittenen Wege unabhingig ist.
Man kann also wirklich den Umlaufssinn an den verschiedenen Stellen
vergleichen. [Was von der Kugel gilt, gilt natiirlich auch von der
Mobius-Ebene.] Nun kehrt eine Projektion der Kugel auf sich aber
den Umlaufssinn jedes Linienelementbiischels der Kugel um, wie man
erkennt, wenn man ein solches auf der Kugel nach der Stelle verschiebt,
nach der es durch jene Abbildung beférdert wird. Da nun die eine der
gefundenen beiden Abbildungen durch eine ungerade Anzahl (drei), die
andere aber durch eine gerade (vier) von derartigen Transformationen
erzeugt wird, kehrt die eine den Umlaufssinn um, die andere aber nicht.
Da nun die Punkttripel $** auf der Kugel eine sechsparametrige stetig
zusammenhingende Mannigfaltigkeit bilden, da es zu jedem solchen
Tripel eine ,,gleichsinnige’ Abbildung aus 9, gibt, die den Umlaufs-
sinn erhilt, und eine ,,ungleichsinnige’, und da man eine der gleich-
sinnigen Abbildungen durch stetige Abdnderung sicher nicht in eine
ungleichsinnige iberfithren kann, gilt nun der Satz:

Unsere Gruppe ¢ der hyperbolischen Bewegungen und ganz analog
natiirlich die zugehorigen Gruppen Mg und Mg der Kreisverwandt-
schaften auf der Kugel und in der Ebene, bestehen aus zwei getrennien,
stetigen Scharen von Transformationen, die sich als gleichsinnige und
ungleichsinnige unterscheiden lassen.

Die gleichsinnigen Abbildungen bilden, da sie die Identitét enthalten,
fiir sich eine Gruppe. Die zu §, 9 und I gehorigen , gleichsinnigen*

Untergruppen wollen wir im folgenden als ¥, M} und M} bezeichnen.

Wichtig fiir das Folgende ist die aus dem Vorigen hervorgehende
Tatsache, daB sich jede Abbildung aus § durch die speziellen Ab-
bildungen der Art (64), durch die Projektionen der Kugel auf sich, er-
zeugen 14Bt. Genau wie beim entsprechenden Satz in der Ebene kénnen
wir auch hier wieder zeigen, da Projektionen mit duleren Zentren zur
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Erzeugung der Gruppe geniigen. Eine Projektion aus einem inneren
Zentrum 148t sich nAmlich immer durch drei aus duBeren ersetzen.
Auf den Beweis, der dem entsprechenden der Ebene ganz analog ver-
lauft, verzichten wir hier.

§ 9. Grundbegriffe der hyperbolischen Geometrie des Raumes
und der Kreisgeometrie in der Ebene.

Nach den Ideen des Erlanger Programms erschopft sich unsere
hyperbolische Geometrie des Raumes in den projektiven Beziehungen
geometrischer Gebilde zur Grundkugel ®. Sind wir mit der projek-
tiven beziehungsweise hyperbolischen Geometrie im Raume vertraut,
so kénnen wir aus dem Bilde der stereographischen Projektion also
eine allgemeine Orientierung gewinnen iiber die Grundbegriffe der
Mobiusgeometrie in der Ebene. Im folgenden stellen wir eine Reihe
von Grundbegriffen der hyperbolischen Geometrie des Raumes zu-
sammen und bestimmen jedesmal die entsprechenden in der ebenen
Kreisgeometrie.

I. Wir haben schon gefunden, daB sich entsprechen:

Punkt auBerhalb & — M-Kreis der Ebene?),
Punkt auf & — Punkt der Mobiusebene M,.

Da durch 4 der Siidpol in einen beliebigen andern Punkt von & iiber-
gefiihrt werden kann, so kann durch 9, der uneigentliche Punkt in
jeden beliebigen eigentlichen tbergehen. Somit kommt auch den
Geraden als M-Kreisen durch den uneigentlichen Punkt keine in-
variante Bedeutung zu.

II. Die Formel (18) fiir das Doppelverhilinis von vier Punkien r*
auf einem Kreise gilt auch fiir vier Punkte eines auf der Kugel & gele-
genen Kreises t in der hyperbolischen Geometrie des Raumes, wenn
wir nur in (18) die eckigen Klammern durch runde ersetzen, wenn wir
also schreiben:

@ G

Das sieht man so ein: Die Formel (65) hingt nicht von der Normierung
der homogenen Koordinaten der Punkte r* (x =1 bis IV) ab, denn
sie ist homogen vom Grade 0 in den Koordinaten jedes der vier
Punkte. Der Ausdruck (65) hingt also nur von der raumlichen Lage
der Punkte ab. Nun ist aber der Ausdruck auch invariant gegeniiber §g,
denn er ist es gegeniiber den Transformationen (64), die die Gruppe er-
zeugen; es folgt namlich aus: (64) (z* tf) = (x** t#*) (x, f =1 bis IV).
Weiter ist die Formel (65) sicher richtig fiir Punkte ¢ des Kreises t’

(65) 9D —1— (@1 1) (p 1L £ 1V) — (p1 5 10T (gHgIV;)h.

1) D. h. Kreis im euklidischen Sinne oder Gerade.
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der Ebene x5 = 0, in dem diese von der Grundkugel geschnitten wird.
Denn fiir den Kreis t’ in dieser Ebene fallen nach (4) (54) die eckigen
Klammern mit den runden zusammen. Da man nun einerseits jede die
Kugel & in einem Kreis t schneidende Ebene durch §, in jede andere,
also auch in die Ebene x, = 0 mit dem Kreis t’ {iberfithren kann und
dabei das Doppelverhiltnis von vier Punkten des Kreises invariant
bleibt und da andererseits (65) gegeniiber §, invariant ist, gilt diese
Formel allgemein.

Da die stereographische Projektion als eine Zentralprojektion die
Punkte eines Kreises der Kugel denen seines Projektionskreises in der
Ebene projektiv zuordnet, ist durch die Formel (65) auch das Doppel-
verhéltnis von vier Punkten eines M-Kreises der Mébiusebene ge-
geben. Dieses, im gewdhnlichen projektiven Sinne genommene Doppel-
verhiltnis ist also eine Invariante gegeniiber M.

II1. Auch die Formeln fiir die nichteuklidische Entfernung iiber-
tragen sich unmittelbar auf die riumliche Geometrie, wenn man die
eckigen Klammern durch die runden ersetzt. Im Raum hat man z. B.
die nichteuklidische Entfernung zweier innerhalb @ gelegenen Punkte
h und 3 wieder nach (23) zu definieren durch das Doppelverhiltnis,
das dieses Punktepaar mit den beiden DurchstoBpunkten p, g threr
Verbindungsgeraden mit ® bildet. Wieder argumentiert man wie
unter II: Man weist einmal die Invarianz des Ausdrucks

()
(66) T= 596y
gegeniiber §4 nach und bedenkt dann, daB die ganze Figur {y, 3, p, q}
in einer Ebene (sogar in einer Geraden) liegt, die man in die Ebene
%4 == 0 iiberfiihren kann, wo (66) mit dem entsprechenden Ausdruck
in den eckigen Klammern iibereinstimmt.

Fiir uns wird besonders der Fall zweier auBerhalb & gelegener
Punkte wichtig. Man kann hier durch §) und 3 eine beliebige, & in
einem Kreis t schneidende Ebene ¢ legen und dann in dieser Ebene
genau dieselbe Konstruktion vollfiihren, die im § 6 zur Deutung von J
durch das Doppelverhiltnis 4 (42) fithrte: Man zieht in ¢ die Polaren
von ), 3 beziiglich t, die t in zwei Punktepaaren ul, u™l, v, v schneiden.
Mit deren Doppelverhidltnis hidngt dann [ durch (42) zusammen.
Wieder braucht man zum Beweis nur zu bemerken, dall man & durch
9, in die Ebene x4, = 0 iiberfithren kann, wo dann der Beweis nach § 6
richtig ist. Zu betonen ist dabei, daB fir die Deutung von J die &
schneidende Hilfsebene ¢ durch 1), 3 beliebig gewéhlt werden kann.

Wir wollen jetzt untersuchen, welche mdébiusgeometrische In-
variante der nichteuklidischen Entfernung in der stereographischen
Projektion entspricht. Uns interessiert nur der Fall, wo 1) und 3 duBlere
Punkte von & sind, denen dann in der Projektion M-Kreise entsprechen.




§ 9. Grundbegriffe der hyperbolischen Geometrie des Raumes. 41

Schreiben wir den Ausdruck (66) nach (59) von den tetrazyklischen
auf die kartesischen Koordinaten {&,, 7,, R} und {£,, 75, R} der beiden

Kreise y) und 3 um, so erhalten wir fiir die Invariante J:

(67) ]=[@—§V+@w4wﬂ4m+ﬁﬂr.

2RER

Fiir den Fall sich schneidender Kreise steht rechts in der Klammer
aber gerade der elementargeometrische Ausdruck fiir das Quadrat des
Kosinus des Winkels ¢ der beiden Kreise. Man erhilt diesen Ausdruck,
indem man auf das Dreieck der nebenstehenden Fig.10a den Kosinus-
satz der Trigonometrie anwendet und bedenkt, daB y =7 —¢ ist.
Es ist also nach (67)

o (937 . 2
(68) J= Gy — P
Da bei sich schneidenden Kreisen fiir reellen Winkel ¢ gelten muB
0 £ J £1, lehrt der Vergleich mit (43),
daBB zwei sich schneidenden Kreisen im
Raum zwei duBere Punkte entsprechen,
deren Verbindungsgerade die Kugel &
nicht trifft. Der Winkel zweier sich schnet-
dender Kreise der Ebene st dann gleich
dey nichteuklidischen Entfernung dev thnen
i der stereographischen Projektion ent-
sprechenden Punkie des Rauwmes. Das Fig. 10a.
gilt wenigstens, wenn wir wie / auch ¢ auf den Wertbereich

(69) 0<p <5

beschrinken. Nach §5 II entsprechen zwei zur Kugel konjugierten
duBeren Punkten speziell zwei senkrechte Kreise

(70) (v3)=0.

Der Erklirung der Invariante J durch das Doppelverhiltnis A, die wir
am Anfang dieses Paragraphen als riumliche Ubertragung von (42)
gegeben haben, entspricht in der Projektion das Folgende: Man legt
zu den Kreisen 1) und 3 einen beliebigen senkrechten Kreis t, der y in
den Punkten u!, ™' und 3 in den Punkten v?, v schneidet. Ist dann 4
das unter Nr. IT dieses Paragraphen erklirte Doppelverhéltnis der vier
Punkte u!, u'l, v und v auf dem Kreise t, soist J der in (42) gegebene
Ausdruck in 4. Damit ist fiir sich schneidende Kreise § und 3 der
Winkel ¢ in Beziehung zu einem Doppelverhiltnis gesetzt. Die Er-
klirung durch das Doppelverhiltnis A liefert aber, was wichtiger ist,
auch eine Deutung der Invariante ] fiir den Fall sich nicht schnei-
dender Kreise 1) und 3.
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IV. Dic stereographische Projektion bildet die Fliche der Kugel §
winkeltrenw auf die Ebene ab. Das kann man dadurch zeigen, daBl man
beweist: Der Winkel zweier Kreise auf der Kugel ist immer dem Winkel
der Bildkreise gleich, die aus ihnen durch stereographische Projektion
auf die Ebene entstehen. Es geniigt offenbar, dies fiir die Paare von
zwel sich im Siidpol schneidenden Kreisen der Kugel zu zeigen. Denn
man kann durch eine einfache Drehung der Kugel um den Mittelpunkt
immer einen der Schnittpunkte eines beliebigen Kreispaares der Kugel
in den Siidpol iiberfithren. Bei dieser Drehung bleibt aber der Winkel
der Kreise erhalten. Da nun die Drehung um den Kugelmittelpunkt
eine Abbildung aus §, ist, entspricht ihr in der Projektion eine Mdbius-
transformation; diese erhilt aber den Winkel der Projektionskreise,
der nach (68) als Invariante nachgewiesen ist. Bei der Drehung der
Kugel dndert sich also weder der Winkel der Kreise der Kugel noch
der Winkel der Kreise der Projektion. Wir kénnen uns also tatsichlich
auf Kreise beschrinken, die sich im Siidpol schneiden. Es projizieren
sich in diesem Fall aber die Kreise in zwei Geraden, die, wie aus Sym-
metriegriinden ohne weiteres klar ist, den Tangentenrichtungen der
Kreise im Stidpol parallel sind. Diese parallelen Geraden bilden na-
tiirlich denselben Winkel, wie die Tangenten im Siidpol, womit der
Beweis gefiihrt ist.

Aus der Winkeltreue der stereographischen Projektion geht hervor,
daB die nichteuklidische Entfernung / zweier Punkte g und 3, die beide
auflerhalb & liegen und deren Verbindungslinie § nicht trifft, gleich
dem Winkel der beiden Schnittkreise ist, in denen die Polarebenen von
 und 3 die Kugel & schneiden.

V. Das zum Punkte duale Gebilde in der hyperbolischen Geometrie des Raumes
ist die Ebene. Entsprechend §6 definieren wir dann den H-Winkel zweiev Ebenen
als die nichteuklidische Entfernung der Pole. Treffen die Ebenen die Kugel in zwei
sich schneidenden Kreisen, so ist der H-Winkel der Ebenen dann einfach der
‘Winkel der Schnittkreise.

VI. Fiir zwei sich bevithvende Kreise, die einem Punktepaar im Raum ent-

sprechen, deren Verbindungslinie die Kugel tangiert, gilt nach (68) in Vierkreis-
koordinaten

(1) (D) 33) —(hp*=0.

Da die Gleichung fiir den Fall, daBl einer der Kreise, etwa ), in einen ,,Punktkreis“
ausartet (§t) = 0), in die Beziehung )3 = 0 der vereinigten Lage von Punkt und
Kreis iibergeht, kénnen wir diese als einen Grenzfall der Beriihrungsbedingung
ansehen, was fiir spatere Entwickelungen von Wichtigkeit ist. Natiirlich kann
die Beziehung der vereinigten Lage ebensogut als ein Grenzfall der Bedingung
(70) fiir die Orthogonalitat zweier Kreise angesehen werden.

VII. Da im Raume zwei verschiedene Kugelpunkte nie zueinander konju-
giert sein kénnen, so gilt fiir zwei reelle Punkte u, v der Ebene [uu = po = 0]
niemals

72) up=20.
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Da im Raum zwei innere Punkte y) und 3 nie konjugiert sein kénnen, ist das gleich-
zeitige Bestehen der Gleichungen
py<<0, 33<<0, p3=0

unmoglich.

VIII. Eine Gerade £ des Raumes kénnen wir uns durch zwei Punkte
p, q festgelegt denken. Durch

(73) t—ap+pa

sind dann alle ihre Punkte dargestellt. Sucht man zu allen Punkten
der Geraden (73) die Polarebenen auf, so schneiden sich diese in einer

zweiten Geraden O, der reziproken Polaren oder konjugierten Geraden
von £, die wir uns mit Hilfe zweier ihrer Punkte v, v etwa in der Form
dargestellt denken kénnen:

(74) w=pb+ow.

Da jeder Punkt u konjugiert zu jedem Punkt t der ersten Geraden
ist, so gilt
(ut)=0
identisch in «, 8, , 0. :
" Da von zwei beziiglich & konjugierten Geraden £, Q) im Raume, die

nicht gerade ein Paar Kugeltangenten sind, immer eine, etwa £, die
Kugel in einem reellen Punktepaar 1, 8 (tt = 83 = 0) trifft und die
andere Gerade £, die Schnittgerade der Tangentenebenen von t und 8
ist, kann £ auch aufgefaBBt werden als Ort aller Punkte t, die zu den
zwei Kugelpunkten t, 3 zugleich konjugiert sind, fiir die also gilt:

tt=3t=0.

Daraus erkennen wir aber, dafl der Geraden £ in der Projektion die
Schar von Kreisen durch die zwei festen Punkte
1, 8 entspricht und 9 dann die Schar aller zu
diesen senkrechten Kreise. Zu letzterer gehéren
speziell die Punktkreise v, 3 (Fig. 11).

Jede Schar von Kreisen, die den Punkten einer
Geraden des Raumes entsprechen, bezeichnen wir
als ein Kreusbiischel. Wie wir eben gesehen haben,
entspricht einer Geraden £, auBerhalb & das
Biischel aller Kreise, dic durch zwei reelle Punkte,
die, ,Grundpunkte’ hindurchgehen. Einer Geraden

Fig. 11.
2, die & schneidet, entspricht ein Biischel von

Kreisen ohne solche Grundpunkte, das aber immer aus den Orthogonal-
kreisen eines Biischels der ersten Art besteht.

Einer & tangierenden Geraden R entspricht nach (71) ein Biischel
sich bertihrender Kreise. Wir nennen ein solches Biischel mit einem
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Grundpunkt, ndmlich dem gemeinsamen Beriihrungspunkt, ein aws-

geartetes Biischel. Da in diesem Fall auch die Polare R von R eine
Tangente von ® ist, gehdren solche ausgearteten Biischel paarweise
zusammen. Da alle Punkte von % zu allen von % konjugiert sind,
schneiden sich beide Biischel senkrecht (Fig. 12).

IX. Einer Projektion der Kugel auf sich
aus einem duferen Punkt y, also einer Ab-
bildung (64) mit § > O entspricht in der
Ebene eine Inversion, d. h. eine Trans-
formation durch reziproke Radien beziiglich
des Kreises ). Wir erhalten ndmlich den
Punkt ¢*, wenn wir durch den Punkt ¢
alle Kreise 3 ziehen, die zuy) orthogonal sind
[t3 =193=0]. Diese treffen sich dann
wegen t*3 = 0 alle wieder in dem Punkt
t*. Allgemeiner liefert die Formel (64)
analytisch die durch Inversion gegebene
Zuordnung beliebiger Kreise p— t* statt nur der Punkte. Wir
nennen r* den zu g beziiglich §) inversen Kreis. Die Inversion ist eine
involutorische Transformation, d.h. sie vertauscht entsprechende
Punkte paarweise.

Wie die Gruppe ¢ aus den Projektionen der Kugel auf sich aus
auBeren Punkten, so ldft sich die Gruppe der Kreisverwandischaften von
Mobius aus Inversionen erzeugen. Die Inversion ist die typische Ab-
bildung dieser Gruppe, an der sich die wesentlichen Eigenschaften
studieren lassen. Wir nennen die Mébiusgeometrie daher auch In-
verstonsgeometrie.

Fig. 12.

X. Da man in der hyperbolischen Geometrie jeden Punkt der Grundkugel &
(schon durch eine Drehung) in den Siidpol riicken lassen kann, in der Ebene durch

Fig. 13. Fig. 14.

eine Kreisverwandtschaft also jeden Punkt in den uneigentlichen, kann man in-
versionsgeometrische Figuren oft der Anschauung zuganglich machen, indem man
geeignete Punkte ,,ins Unendliche riicken 1a8t. So kann man die Kreisbiischel
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Fig. 11 und Fig. 12 in die in Fig. 13 resp. Fig. 14 abgebildeten entsprechenden
Typen tberfithren, indem man einen Grundpunkt zum uneigentlichen macht.
Parallele Geraden sind dabei Kreise, die sich im uneigentlichen Punkt beriihren.

XI. Dem Begriff der gewohnlichen euklidischen Entfernung zweier Punkte
der Ebene kommt in der Inversionsgeometrie keine invariante Bedeutung zu,
denn man kann sie z. B. dadurch iiber alle Grenzen wachsen lassen, da3 man den
einen Punkt in den uneigentlichen iberfithrt, ebensowenig ist der Mittelpunkt
eines Kreises mit diesem invariant verbunden, denn man kann diesen ins Unendliche
beférdern und den Kreis im Endlichen lassen.

Es wird sich in der Inversionsgeometvie dev Ebene, wie auch in der auf dev Kugel
im folgenden ausschlieflich wm Winkelbeziehungen von Kreisen und die vereinigle
Lage von Punkten und Kveisen handeln. Auch die unten eingefithrten Doppel~
verhiltnisse von vier Punkten eines Kreises kénnen wir, wie wir spdter sehen
werden, durch Winkelbeziehungen erklaren.



2. Kapitel.
Invarianten der Kreisgeometrie von Mébéus.

§ 10. Allgemeines zur Invariantentheorie der Gruppe
von Moébius.

Weil wir es in der Inversionsgeometrie mit homogenen Koordinaten
zu tun haben, werden nur solche Ausdriicke geometrische Bedeutung
besitzen, die nicht nur invariant sind gegeniiber der Gruppe der linearen
Substitutionen )

3
® % =k:_20’bikxk [ 54| + 0]
der Vierkreiskoordinaten, die die Gleichung
(2) (fr)=—x + 2 + 2 + %

in sich {iberfithren, sondern weiter noch gegeniiber den ,,Ummnormie-
rungen'’

(3) v*=Ax, (A £0).

Hier ist 4 nun keineswegs als eine fiir alle Kreise und Punkte der Ebene
gleiche Konstante zu betrachten, wie die Koeffizienten 3;; in (1). Denn
fiir verschiedene Kreise und Punkte kann die Umnormierung in ver-
schiedener Weise mit voneinander unabhingigen GroBen A vorgenom-
men werden.

Wenn wir es mit stetigen Mannigfaltigkeiten von Kreisen und Punkten zu
tun haben, ist A als eine Funktion des Ortes dieser Mannigfaltigkeit anzusetzen.
Ist durch g (f) z. B. mit Hilfe eines Parameters ¢ eine Kreisschar gegeben, so sind

nur solche Ausdriicke Differentialinvarianten derselben, die bei den Transfor-
mationen

() r=i()x

mit einer beliebigen Funktion A von ¢ ungeindert bleiben. Bei stetigen Mannig-
faltigkeiten wollen wir im folgenden wenigstens die Voraussetzung machen, da 4
eine stetige Funktion der in Frage kommenden Parameter ist. Wir nehmen allge-

1) Aus Griinden der ZweckmiBigkeit schreiben wir hier die linearen Trans-
formationen in der nach den »; aufgeldsten Form.
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mein an, daB ,,sehr wenig verschiedene’ Kreise der Mannigfaltigkeit auch in der
Normierung ihrer Kreiskoordinaten sehr wenig voneinander abweichen.

In der Invariantentheorie sowohl der Gruppe U der erwidhnten
linearen Substitutionen (1), (2) als auch der eine willkiirliche Funktion
enthaltenden Gruppe P der Umnormierungen ist streng genommen
erst die Mobiusgeometrie gegeben. Das wird dann von Wichtigkeit
sein, wenn es sich darum handelt, auf rechnerischem Wege wirklich
Moébiusinvarianten zu ermitteln. Die geometrische Abbildung, die durch
die einzelne Kreisverwandtschaft vermittelt wird, ist natiirlich durch
die linearen Transformationen (1) allein schon festgelegt.

Nun stellen alle Transformationen (1), bei denen die b,; sich nur
um einen gemeinsamen Faktor unterscheiden, dieselbe geometrische
Abbildung dar. Ersetzen wir ndmlich die b,, durch C-5,,, so erhalten
wir die ¢* in der neuen Normierung C-¢*, und statt (g*g*) erhalten wir
C?-(gx*1r*). Nun multipliziert sich gy bei einer allgemeinen Transforma-
tion (1) sicher mit einem positiven Faktor. Denn wir wissen, daBl im
Raum bei den hyperbolischen Bewegungen duBere Punkte rx > 0 in
duflere {ibergehen miissen. Man kann es daher bei jeder einzelnen
Mobiustransformation durch geeignete Normierung der &;, erreichen,
daB nicht nur die Gleichung (2), sondern (ry) dem absoluten Betrage
nach invariant bleibt. Wir kdnnen dann statt der Gruppe U (1) (2) die
Gruppe B derjenigen linearen Transformationen zugrunde legen, die
die Form (ry) absolut invariant lassen. Von der Gruppe % gelangen
wir dann zu A, indem wir noch die Substitutionen

x* = C-x;, mit der Konstanten C

hinzunehmen. Da diese aber sowieso in den viel allgemeineren Um-
normierungen B (3) enthalten sind, kénnen wir jetzt die Bildung der
Invarianten der Inversionsgeometrie in den beiden Schritten vollziehen:

I. Bildung von Invarianten gegeniiber der Gruppe B der linearen
Transformationen der tetrazyklischen Koordinaten, die die Form (x i)
absolut invariant lassen. Die Invarianten gegeniiber dieser Gruppe
wollen wir Halbinvarianten nennen.

IT. Bildung solcher Halbinvarianten, die sich auch noch bei den
Umnormierungen B nicht dndern.

Dies Vorgehen ist deshalb zweckmiBig, weil die Invariantentheorie
sowohl der Gruppe ¥ wie auch der Gruppe P besonders einfach zu
beherrschen ist.

Die Gruppe % ist im wesentlichen mit der Gruppe der eigentlichen
und uneigentlichen orthogonalen Substitutionen in vier Verdnder-
lichen dquivalent und weicht nur dadurch unwesentlich von ihr ab,
daBl die Form (ryr) vor dem ersten Glied das negative Zeichen hat,
statt des positiven, also indefinit ist.
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Die weiteren Untersuchungen dieses Buches sollen die Differential-
geometrie stetiger Mannigfaltigkeiten von Kreisen und Punkten zum
Gegenstand haben. Es handelt sich also vor allem um die Auffindung
der inversionsgeometrischen Invarianten einer solchen stetigen Mannig-
faltigkeit. Wir wenden uns nun zu dem vorbereitenden elementargeome-
trischen Problem: Gegeben ist eine Zahl von endlich vielen Kreisen und
Punkien. Es ist ein vollstindiges System unabhingiger TNVersionsgeome-
trischer Invarianten derselben zu bestimmen. Wir werden in den Schritten
I, IT vorgehen und uns zunichst der Bestimmung aller Halbinvarianten
der gegebenen Kreise und Punkte zuwenden. Wir wollen im folgenden
dies Problem gleich in einer etwas allgemeineren Fassung behandeln,
um fiir spitere Zwecke gewappnet zu sein. Wir betrachten gleich den
n-dimensionalen Fall und zwar in diesem allgemein eine Gruppe

n
(5) % =k§“;’k 7

von solchen linearen Transformationen, die eine beliebige quadratische
Form

n
(6) tr= 2 Byxx,
hh=1
in sich iiberfithren, also absolut invariant lassen. Von der Form (6)
setzen wir nur voraus, daB sie nicht ausgeartet ist, daB also die Deter-
minante

B=|By[+0

ist. Die By, sind als irgendwelche ein fiir allemal fest vorgegebene Kon-
stante zu betrachten und wir miissen beachten, daB das Symbol g
in den néchsten beiden Abschnitten statt (2) die allgemeinere Bedeutung
(6) haben wird.

In unserem allgemeinen Ansatz sind fiir # = 4 speziell unsere Sub-
stitutionen B und die erwihnten orthogonalen Substitutionen ent-
halten. Fiir die Gruppe 9B gilt, wenn wir statt des Index 4 den Index 0
schreiben:

() Byy=—1; B,=B,,=By—-+1; B, =0 fir i+k.

Wir wollen die allgemeinen, zu einer beliebigen quadratischen Form (6)
gehorigen Transformationen wverallgemeinerte orthogonale Substitutionen
nennen. Was den Kreisen und Punkten in unserem jetzigen allgemeinen
Fall entspricht, sind die Systeme von » Koordinaten x,, x, . .. x,, die
wir (da es sich um homogene lineare Transformationen handelt) in
den Begriff eines Vektors zusammenfassen und mit den deutschen
Buchstaben g, §) usw. bezeichnen wollen.
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Wir wenden uns der Aufgabe zu: Gegeben ist eine Anzahl p endlich
vieler, rgendwie fest vorgegebener Vektoren:

(8) S LA SE AN 2 2

wo P ganz beliebig % der Dimensionszahl n sein kann. Es soll ein voll-
standiges System ihrer absoluten Invarianten gegeniiber der Gruppe (5)
(6) bestimmt werden.

Wir beginnen damit, daBB wir zwei wichtige Typen von Invarianten
unserer Gruppen angeben:

1. L4Bt sich ein Vektor 3 aus einer Reihe von 7 <# linear unab-
hingigen Vektoren gl, ¢™... g linear kombinieren, d. h. gelten Glei-
chungen von der Form

(9) e=oelxl f oMyl 4o arar

firallek = 1...#n Koordinaten, so sind die Koeffizienten o« Invarianten
der Vektoren (sogar gegeniiber der Gruppe aller linearen Transforma-
tionen). Multipliziert man nimlich die Gleichung (9) mit «;, und
summiert iiber %, so geht sie nach (5) in die entsprechende Gleichung
in den z* und x* iiber, wobei die Koeffizienten « die gleichen bleiben.

Da die Vektoren g!...x" linear unabhingig sind, verschwinden
nicht alle 7-reihigen Determinanten der Matrix ||¢%, ¢@...¢"|| und
man kann die « durch die Komponenten der z und x ausdriicken, indem
man sie aus 7 geeigneten von den # Gleichungen (9) berechnet. Daraus
geht hervor, daBl die o rationale Funktionen der Vektoren sind.

2. Die zu der quadratischen Form (rg) gehorigen bilinearen und
quadratischen Formen (x®t#) (o, B =1I...9p), die ,,skalaren Produkte‘
der Vektoren sind ebenso Invarianten, da mit der quadratischen
Form (6) gleichzeitig auch die zugehérige Bilinearform in sich iibergeht.

Es gilt nun der Satz: Alle Invarianten unserer p Vekioren lassen
sich vmmer durch Invarianten dieser beiden Typen ausdriicken.

Man kann an Beispielen leicht erkennen, daB zur Darstellung des vollstindigen
Systems der Invarianten weder die Koeffizienten der Linearkombinationen allein,
noch die Skalarprodukte geniigen. Z. B. gibt es bei einem einzigen Vektor g die
Invariante pg, die sich sicher nicht durch Koeffizienten von Linearkombinationen
ausdriicken 1i8t, da es gar nichts linear zu kombinieren gibt. Auf der andern
Seite liefern zwei proportionale Vektoren g und § mit

rr=r3=33=0
ein Beispiel dafiir, da3 die Skalarprodukte nicht geniigen, denn diese verschwinden
hier alle, wihrend doch der Proportionalititsfaktor u in 3 = u-{ eine Invariante ist.
Um unseren Satz zu beweisen, zeigen wir zunichst: Es lassen sich
alle Invarianten von gerade n linear unabhingigen Vektoren alletn aus
thren skalaven Produkten aufbauen. Wir filhren den Beweis dadurch,

daB wir zeigen: Zwei Systeme von # linear unabhingigen Vektoren
Blaschke, Differentialgeometrie 111, 4
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gl...¢» und z'...Z" bei denen entsprechende skalare Produkte
gleich sind:

(10) | phpt = ph p=1...n]

lassen sich immer durch eine orthogonale Substitution ineinander iiber-
fithren. Zunichst gibt es iiberhaupt nur eine lineare Transformation

n
(1) 2= b, %,
k=1
die die Vektoren g in die g* iiberfiihrt, fiir die also gelten muf
p LIS’ {i=1,2...nJ
S = b., x .
= 2 A=LIL..n

Denn die #2 Gréen b, lassen sich aus diesen #?2 linearen Gleichungen
eindeutig und reell bestimmen. Denn fiir ein festes ¢ haben wir ein
System von # linearen Gleichungen fiir die #» GréBen b;; mit variablem %
und die Determinante des Gleichungssystems ist gerade die aus den
n Vektoren gebildete Determinante

(12) 4=t ", ...,

die wegen der linearen Unabhingigkeit der Vektoren von Null ver-
schieden ist. Nun miissen wir nur noch zeigeh, daB die lineare Trans-
formation (11) im Fall des Bestehens der Gleichungen (10) eine ortho-
gonale Substitution ist, d.h. eine solche lineare Transformation, die
das ,,skalare Quadrat 33 eines beliebigen Vektors 3 nicht dndert.
Jeder Vektor 3 148t sich aus den linear unabhingigen g* linear kom-
binieren:

mit Koeffizienten s#, die nach dem friitheren Invarianten sind. Es muf3
daher fiir die nach (11) transformierten Vektoren 3z, ¢* gelten

mit dem gleichen s*.
Aus (10) ergibt sich aber in der Tat

on

n n
pp= X stsr(phpr)= X stst(rhrt) =73
Ay =1 i p=1
An diesen Satz schlieBen wir folgende Erginzungen an.
1. Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten gilt allgemein fiir zwei
Reihen von je # Vektoren gI...g" und yI...pH":

(13) |Bi -] g% -con |- [9% .osyn = [ @eyh)| [ f=TII...9],
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wo die Determinante auf der rechten Seite miftels der »2 Skalarprodukte (r* yb)
gebildet ist. Nach (12) ist daher, wenn man B = | B,,| setzt,

(14) B-4% = (xegh)|.
Dabher gilt: Es ist fiir # linear unabhingige Vektoren auch
(13) [@Eezh) | +0.
. n(n4-1) . iy
2. Die — voneinander verschiedenen skalaren Produkte der # linear un-
abhingigen Vektoren — (wegen der Symmetriebedingung ¢ 1# = gfge gibt es
n(n-41)

unter den #2 Skalarprodukten £® ¢# ja nur — verschiedene) — sind auch

wirklich lauter voneinander unabhéngige Invarianten. Das konnen wir etwa da-
durch beweisen, daB3 wir zeigen: Wir konnen es durch geeignete, etwa durch
stetige Abanderung eines der # Vektoren immer erreichen, daB ein bestimmtes

(+1

vorgegebenes der ———— Skalarprodukte sich &ndert, alle andern aber nicht.

‘Wir unterlassen es hler, den einfachen Beweis im einzelnen durchzufiihren, ebenso
den Beweis des folgenden Satzes:

3. ‘Auch fiireine Anzahl» < % von linear unabhéngigen Vektoren g4 (A =I...7)
ist das vollstindige System der unabhingigen Invarianten durch die skalaren
Produkte gegeben. Man kann nidmlich zu den Vektoren g4 noch # — # weitere Vek-
toren yr+1I, yr+II . " hinzufiigen, die mit ihnen zusammen ein System von #
linear unabhingigen Vektoren bilden. Fiir die » Vektoren ist dann nach Satz 1
das vollstandige System unabhingiger Invarianten durch die Skalarprodukte ge-
geben. Man kann dann aber weiter zeigen, da3 man durch stetige Abanderung der
Hilfsvektoren f) alle mit den 1) gebildeten Skalarprodukte variieren kann, so daf
als Invarianten der £# nur deren eigene Skalarprodukte iibrig bleiben.

Nun wollen wir endlich zu ganz beliebigen p Vektoren (8) iiber-
gehen. Wir kénnen ein System linear unabhingiger Vektoren von der
hochsten méglichen Zahl # << # herausgreifen und so numerieren, dafB3
gL, g .. r7 diese Vektoren sind, die wir als Grundvekforen bezeichnen
wollen. Dann koénnen wir alle weiteren aus ihnen linear kombinieren:

=it bafir ey [v=(@+1)... 4],
wo die Koeffizienten dieser Linearkombinationen nach dem zu Be-
ginn dieses Paragraphen Gesagten Invarianten sind, und da durch
Angabe der af. ..o, der Vektor ¢* sich aus den Grundvektoren ein-
deutig bestimmt, sind diese Koeffizienten die einzigen wesentlichen
Invarianten, die zu den skalaren Produkten der Grundvektoren 1. .. ¢”
hinzukommen und mit diesen zusammen das System der unabhingigen
Invarianten bilden. Damit ist der eingangs erwdhnte Satz schon be-
wiesen, daf} sich alle Invarianten eines Systems gegebener Vektoren
durch die Skalarprodukte und Koeffizienten von Linearkombinationen
ausdriicken lassen. Zugleich ist die allgemeine Vorschrift zur Be-
stimmung des vollstindigen Systems der wumabhdngigen Invarianten
einer Reihe von Vektoren gegeben:

Man bestimme zuerst die hichstmogliche Zahl v von linear unabhdn-
gigen Vektoren unter den p gegebemen. Dann gretfe man irgend ein System
4*
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von v linear unabhingigen ,Grundvektoren' aus ihnen heraus und kom-
biniere alle iibrigen aus diesen linear. Das vollstindige System der un-
abhdngigen Invarianten ist dann gegebem durch die Skalarprodukie der
Grundvektoren und die Koeffizienten der gebildeten Linearkombinationen.

‘Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einer Bemerkung, die wir an den Multi-
plikationssatz (13) fiir Determinanten kniipfen.

Die Substitutionsdeterminante ® = |a,,| in (5) muB gleich 4 1 sein, denn jede
der beiden aus den # Vektoren gebildeten Determinanten auf der linken Seite von
(13) multipliziert sich bei einer Substitution (5) mit der Determinante ®, wihrend
B = | B,,| eine unveranderliche Konstante darstellt; die ganze linke Seite multi-
pliziert sich somit mit D2. Wegen der Invarianz der skalaren Produkte dndert sich
die rechte Seite aber nicht und daraus folgt D% = 1.

Da sich somit eine Determinante von # Vektoren bei den Transformationen
(5) mit dem Faktor ® = - 1 multipliziert, lassen die speziellen Transformationen

mit ® = |a,,] = + 1 die Determinanten invariant, bilden daher eine Unter-
gruppe der allgemeinen Gruppe, die Untergruppe der ,,eigentlichen Substitutionen,
wie wir sagen wollen. [Die Substitutionen mit 9 = — 1 bezeichnen wir als un-

eigentliche.]

Gegeniiber der allgemeinen Gruppe ist nur das Produkt zweier Determinanten
absolut invariant, das sich nach (13) durch skalare Produkte ausdriicken 1aBt,
wiahrend eine einzelne Determinante noch das Vorzeichen wechseln kann.

§ 11. Inversionsgeometrische Invarianten endlich vieler
Vektoren. Die Vorzeicheninvariante dreier Kreise.

Die Sitze des § 10 kdnnen wir jetzt unmittelbar fiir die Bestim-
mung der inversionsgeometrischen Invarianten einer Reihe gegebener
Kreise und Punkte verwenden. Die Konstanten B;; der Form (6)
haben jetzt die in (7) angegebenen Werte, so daB z. B. fiir das
Quadrat einer Determinante von 4 Vektoren nach (14) die Formel gilt

(16) el gt e V2= — | (x*rf)]  (mit «, =1 bis IV).

Nach dem am SchluB von § 10 ausgesprochenen Satz koénnen wir
ohne weiteres das vollstindige System unserer Halbinvarianten auf-
stellen. Es sind nun aus den Halbinvarianten, d. h. aus den Skalar-
produkten der Grundvektoren und den Koeffizienten der Linearkom-
binationen, die wir gefunden haben, noch Normierungsinvarianten
zu bilden, d. h. solche Ausdriicke, die gegeniiber den Substitutionen

(17) pe=A%.p** [e=T1...p]

invariant sind, wo die A* alle méglichen reellen, von Null verschiedenen
Werte annehmen diirfen. Die p GroBen A* kénnen dabei fir die ein-
zelnen Vektoren verschiedene, voneinander ganz unabhingige GroBen
sein. Nach (17) multiplizieren sich die Skalarprodukte mit aus den 2
gebildeten Faktoren:

(18) (x2zf) = A2 2P (z** F¥) [,8=1...9].
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Ebenso einfach substituieren sich aber die Koeffizienten der Linear-
kombinationen. Haben wir die Linearkombination (9), so gilt nach
Ausfithrung der Umnormierung (17) eine Darstellung

Poprt o AT 2T
Diese kénnen wir auf die mit (9) gleichlautende Form

Vi T% vE %
PRGN S Tl SRR S o
bringen, wenn wir

AV %

(19) a;:ﬁcx@ [e=1...7]

setzen. Nach (19) multiplizieren sich also bei den Umnormierungen (17)
die Koeffizienten o, der Linearkombinationen ebenso wie die Skalar-
produkte einfach mit Faktoren, die Produkte von ganzen positiven
oder negativen Potenzen der A* sind. Das allgemeine Verfahren zur
Bildung der Normierungsinvarianten wird daher das folgende sein:
Wir stellen alle von Null verschiedenen Skalarprodukte der Grund-
vektoren und die Koeffizienten der Linearkombinationen mit ihren
Substitutionsformeln (18) (19) zusammen. Kommt in diesen einer der
Koeffizienten A iiberhaupt nur bei einer einzigen Halbinvariante vor,
so konnen wir diese Halbinvariante einfach weglassen: Sie ist zur Bil-
dung von Normierungsinvarianten nicht verwendbar, denn der Koef-
fizient A 1Bt sich, da er nur an dieser einen Stelle vorkommt, iiberhaupt
nicht beseitigen'). Wir behalten somit ein System von solchen Halb-
invarianten iibrig, daB jeder der Koeffizienten A bei den Substitutions-
formeln (18) (19) mindestens zweimal vorkommt. Betrachten wir nun
alle Halbinvarianten, bei denen ein bestimmter Koeffizient A¢ vor-
kommt, so kénnen wir A? eliminieren, indem wir eine der Halbinvarianten
herausgreifen und alle {ibrigen mit solchen positiven oder negativen
moglicherweise auch gebrochenen Potenzen dieser multiplizieren, dal
in den Substitutionsformeln der gebildeten Produkte A¢ herausfallt.
Diese Produkte sind dann ihrer Anzahl nach um eine GréBe weniger
als die anfinglichen Halbinvarianten. Dafiir haben wir aber den
einen Koeffizienten ¢ herausgeschafft. Nehmen wir jetzt die eben
gebildeten Produkte und die Halbinvarianten, bei denen A? von vorn-
herein nicht vorkam, so haben wir ein System von Halbinvarianten,
aus dem wir jetzt in derselben Art einen neuen der Koeffizienten A* elimi-
nieren konnen. So fahren wir fort, bis wir alle A herausgeschafft haben
und dann die absoluten inversionsgeometrischen Invarianten der ge-
gebenen Vektoren iibrig behalten.

1) Vergleiche aber die Bemerkung zwei Absitze spiter!
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Bei dem Verfahren haben wir etwa auftretende gebrochene Po-
tenzen wegen der mit ihnen verbundenen Mehrdeutigkeiten zu be-
seitigen, indem wir die in Frage kommenden Ausdriicke immer gleich
in solche Potenzen erheben, daBl die gebrochenen Exponenten weg-
fallen.

Auf diese Weise kann man sich in jedem Falle die inversionsgeome-
trischen Invarianten verschaffen. Es ist aber noch eine Erginzung zu
machen. Bisher haben wir gar nicht berticksichtigt, daB die GroSen A
in (17), wenn wir reelle Koordinaten beibehalten wollen, ausdriicklich
als reell vorausgesetzt werden miissen, dal3 daher alle GréBen, die sich
bei Umnormierungen nur mit Quadraten der Koeffizienten 4 multi-
plizieren, ihr Vorzeichen nicht dndern. Daher kommen zu den In-
varianten, die sich aus dem Eliminationsproze3 ergeben, noch gewisse
Vorzeicheninvarianten hinzu. Triviale Vorzeicheninvarianten sind z. B.
die vom Typ sgn (x ) [sgn = Vorzeichen], die angeben, ob der Vektor ¢
ein eigentlicher oder ein Punktkreis ist oder ob er im Fall gy <0
keinen reellen Kreis darstellt, Hier ist

sgne=-1 fir >0
(20) sgnz=—1 fir <0
sgne =20 fir =0

zu setzen. Man bekommt alle wesentlichen solcher Vorzeicheninvari-
anten, wenn man sie fiir alle wihrend des Eliminationsprozesses auf-
tretenden GroBen bildet, die sich nur mit Quadraten der A substituieren.
Diese werden allerdings hiufig nicht von den durch die Elimination
gewonnenen Invarianten oder untereinander unabhingig sein. Fiir das
Symbol sgn merken wir uns die fiir reelle GroBen A und B giiltigen
Rechenregeln

(21) sgn A B =sgn A-sgn B,
(22) sgn 4? = 41,
(28) |A|-sgnd =4.

Als ein Ubungsbeispiel wollen wir das vollstindige System der In-
varianten dreier linear unabhdngiger Kreise ¢, 9, % bestimmen. Nach
§ 10 kommen als Halbinvarianten dann nur die Skalarprodukte in Frage.
Speziell wollen wir annehmen, daB von den drei Kreisen keiner zu
einem andern gerade orthogonal ist.

Wir haben hier die sechs nicht verschwindenden Skalarprodukte:

TréDs 9y @Ehs 530
rydded; ;s Fred.

In den Klammern ist hinter jedes skalare Produkt der Faktor geschrieben, mit
dem es sich bei den Umnormierungen

(24) r=Ar*; p=pp*;  p=vi*

multipliziert.
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Weil bei den ersten drei Produkten nur Quadrate der reellen GréBen A, u, »
stehen, haben wir nach unserer allgemeinen Regel ihre Vorzeicheninvarianten zu
bilden. Es ergeben sich die drei trivialen

(25) sgnry; sgnyy; Sgngg.,

die in unserm Fall gleich 4 1 sind, weil wir Kreise voraussetzen. Wir kénnen nun
mit der Elimination von 4 beginnen, indem wir die skalaren Produkte, die sich mit
2 oder A? substituieren, durch die entsprechende Potenz etwa des gemischten Ska-
larprodukts Y dividieren. Wir erhalten dann statt der drei GréBen rg, 1Y), 3%
die beiden

1
@ B B

AuBer diesen beiden haben wir jetzt noch die drei GroBen Y, 93, 33, die sich alle
fiinf nur mit Potenzen von y und » substituieren. Weil in (26) bei der ersten GroéBe

nur das Quadrat u? vorkommt, haben wir die Vorzeicheninvariante sgn (ILU%?
zu bilden, die nach (21) (23) aber trivialerweise wieder auf (25) fithrt. Benutzen
wir das skalare Produkt )3 zur Elimination von yu, so behalten wir vier GréBen:
@D . (D)
2 (v > b TN

) (&v)

py ,1 a
{(Ta)—g<;g—>; 3507,

Hier haben wir fiir alle vier Ausdriicke die Vorzeicheninvarianten zu bilden. Es
ergibt sich nur aus dem zweiten eine nichttriviale, die wir nach Multiplikation mit
sgn (rY)%2 = + 1 in der Form

(28) ¢=sgn (zy) (v3) (2

schreiben kénnen.

o
@7

Diese wichtige Invariante wollen wir die Vorzeicheninvariante dreier Kreise
nennen.

Aus (27) ergeben sich durch Elimination von »2 die drei weiteren Invarianten

29) g EDO o (D0, g NG

xiGs)’ DTN (h3)?

Statt dieser drei Invarianten kénnen wir ,um die ganzen Verhiltnisse symmetri-
scher zu gestalten, auch die uns aus § 9 bekannten Ausdriicke fiir die Invarianten
je zweier der drei Kreise zugrunde legen:

L)

L“@mmw’

_ va)?

(30) % )G
A:,&QL

BITR

Man kann dann B, £ und R auf die folgende Weise durch diese drei neuen Inva-
rianten und die Vorzeicheninvariante ¢ ausdriicken:
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e
SBML’

(1) %R=—]1—,
e
D=¢ l/ 7o

Die letzte dieser Gleichungen folgt unter besonderer Beriicksichtigung von (23).
Es sind somit die Invarianten dreier Kreise g, 1), 3 nicht durch die
drei Invarianten (30) erschopft, die fiir sich schneidende Kreise ja das
cos? ihres Winkels darstellen, sondern es kommt noch die Vorzeichen-
wnvariante ¢ = sgn [(¢h) (93) (3%)] hinzu. Zwei Tripel von Kreisen, die
in den Invarianten (30) iibereinstimmen, aber verschiedenes ¢ besitzen,
lassen sich nicht durch eine Kreisverwandtschaft ineinander tiberfithren.
Die Invariante ¢ 148t sich nach (28) formal auch fiir den Fall defi-
nieren, daf beliebig viele der drei Kreise in Punktkreise ausarten.

Wir wollen ihr fiir alle hiernach in Frage kommenden Fille eine
geometrische Deutung geben. Einer stetigen Anderung der Vierkreis-
koordinaten — [bei der wir es vermeiden, alle vier Koordinaten gleich-
zeitig zum Verschwinden zu bringen] — entspricht auch geometrisch eine
stetige Anderung des entsprechenden Kreises in der Mobsusschen Ebene,
wenn wir nur den gewohnlichen Stetigkeitsbegriff, der fiir die Inversions-
geometrie auf der Grundkugel gilt, auf die Grundebene {ibertragen, also
die Abdnderung eines Kreises der Ebene stetig nennen, wenn ihr eine
stetige Abdanderung des zugeordneten Kreises der Kugel entspricht. Wir
betrachten es also auch als stetige Anderung eines Kreises der M ¢bsus-
schen Ebene, wenn wir etwa den Radius eines Kreises, unter Festhaltung
eines Punktes und der Tangente in diesem, tber alle Grenzen wachsen
lassen, bis der Kreis in eben diese Tangente hineinfillt und ihn dann
,»,nach der andern Seite hiniiberklappen®, so daB} er in einen Kreis mit
sehr groBem Radius {ibergeht, der seinen Mittelpunkt auf der der an-
fanglichen entgegengesetzten Seite der Tangente hat. Jedes Tripel
von eigentlichen oder Punktkreisen 1aBt sich nun durch stetige Ab-
anderungen seiner drei Kreise iiberfiihren in ein Tripel reeller Punkte.
(Diese allgemeinen stetigen.Abdnderungen der Kreise haben natiirlich
nichts zu tun mit unseren speziellen Transformationen der Kreise
durch eine Kreisverwandtschaft, bei der, wie wir wissen, nie ein Kreis
in einen Punkt {ibergeht.) Nun gilt nach § 7 fiir zwei Punkte ', ¢
bei Riickgang auf kartesische Koordinaten und bei Verwendung der
Faktoren !, o in §7 (53)

IoI R ”
(31a) plpl— QQL_[(EI — EIR L (pT — T2
Daraus ergibt sich, dafB fiir drei Punkte der Ausdruck
(32) e = sgn [Tz W) (1 ¢ 1) (; 11 1))
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gleich—1 ist. Da nun der Ausdruck (gfig™) (z™¢™) (zM™¢f) bei
stetiger Abanderung der Kreise ¢* sein Vorzeichen nur dndert, wenn
eine Konfiguration mite = 0 durchschritten wird, in der mindestens zwei
der Kreise senkrecht sind (oder ein Kreis sich mit einem Punkt in
vereinigter Lage befindet), so konnen wir folgenden Satz aussprechen:

Es ist ¢ = — 1, wenn die drei Kreise t* durch stetige Abinderung
in der Mobiusschen Ebene in dvei verschiedene veelle Punkie tibergefiihrt
werden konnen, ohne dafs wir sie dabet in eine Lage bringen, in der irgend
zwet Kreise senkrecht sind (vesp. ein Kreis durch einen Pumki geht). Es
ist £ = -+ 1, wenn eine solche Uberfithrung nicht moglich ist. Endlich
ist £ = 0, wenn trgend zwei Kreise orthogonal sind.

In Fig. 15 und Fig. 16 sind zwei Tripel sich nicht schneidender Kreise ange-
geben, die den Fillen ¢ = — 1 und ¢ = + 1 entsprechen, in Fig. 17 und Fig. 18

zwei Tripel sich schneidender Kreise, bei denen die Ausdriicke (30) fiir die Winkel
{ibereinstimmen, die sich aber dennoch nicht durch eine Kreisverwandtschaft

! I
el S
I
z IE
£ z
EM
Fig. 15. Fig. 16, Fig. 17. Fig. 18.

ineinander iiberfithren lassen, weil die Vorzeicheninvarianten verschieden sind.
In Fig. 17 kann man z. B. den Radius des Kreises T unter Festhaltung seines
Mittelpunktes so weit vergréBern, daB ¢ und I ganz in sein Inneres zu liegen
kommen, ohne daB er dabei in eine senkrechte Lage zu einem der beiden Kreise
gerat. Nun kann man weiter I und ¢! so weit auf ihren Mittelpunkt zusammen-
ziehen, daB sie sich nicht mehr schneiden, und wir erhalten die Konfiguration
von Fig. 15. Den Kreis 3! konnen wir dann aber in eine seiner Tangenten iiber-
fithren und auf die andere Seite hiniiberklappen. Jeder der drei Kreise liegt dann
ganz im AuBern der andern beiden und alle drei lassen sich auf Punkte zusammen-
ziehen, also ist ¢ = — 1. In Fig. 16 und Fig. 18 kann man wohl zwei Kreise in
der erlaubten Weise auf Punkte zusammenzichen, aber die beiden Punkte liegen
dann auf verschiedenen Seiten des dritten Kreises und dieser 148t sich nicht in
einen von den andern beiden verschiedenen Punkt verwandeln, ohne daf seine
Peripherie durch einen von diesen hindurchgeht.

§ 12. Gerichtete Kreise.

Es erweist sich schon in der Bewegungsgeometrie haufig als zweck-
miBig, statt der gewohnlichen Kreise und Geraden die ,,gerichieten’
oder , orientierten' einzufiihren, von denen wir in der Einleitung (§§ 2, 3)
schon gesprochen haben.
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Wir erkliren im Gegensatz zu anderen gebrauchlichen Definitionen
die gerichteten M-Kreise in einer Weise, die sich ohne weiteres auf den
Raum, auf ,,gerichtete” Kugeln und Ebenen iibertragen 1aBt, wie wir
im Kap. VI sehen werden. Wir nemnen eimen gerichteten M-Kreis
einen solchen, betr dem das eine dev beiden Gebiete, 1n das er die Ebene
zerlegt, als seine positive Seite ausgezeichnet 1st. Der Begriff des gerich-
teten Kreises ist etwas gegeniiber M, invariantes. Denn zwei Punkte,
die auf derselben Seite eines Kreises liegen, gehen bei einer Kreis-
verwandtschaft wieder {iber in zwei Punkte, die auf derselben Seite
des Bildkreises liegen. Die Vorzeicheninvariante (32) der beiden Punkte
und des Kreises ist namlich in diesem Fall ¢ = —1, da der Kreis sich,
ohne die Punkte zu iiberschreiten, auf einen Punkt zusammenziehen
14Bt. Fir zwel auf verschiedenen Seiten des Kreises liegende Punkte
ist dies aber nicht méglich und es ist ¢ = + 1. Somit geht das Gebiet,
das als positive Seite des gerichteten Kreises ausgezeichnet ist, wieder
iiber in eines der beiden Gebiete, in das der Bildkreis die Ebene zer-
legt, und das dann als positive Seite des gerichteten Bildkreises zu
nehmen ist.

Natiirlich ist damit nicht gesagt, daB das AuBere des Kreises immer
wieder in das AuBere iibergeht, daB also Kreise mit positivem Ra-
dius in ebensolche iibergehen. Prinzipiell haben wir zu beachten, daB
ein gerichteter Kreis ein ganz anderes geometrisches Grundelement
darstellt, als der gewdhnliche. Wihrend letzterer einfach eine ein-
dimensionale Mannigfaltigkeit von Punkten ist, ist der erste eine solche,
die in Beziehung gesetzt ist zu einer zweidimensionalen Punktmannig-
faltigkeit, ndmlich der des Gebiets auf der positiven Seite. Da der
gerichtete Kreis gegeniiber dem ungerichteten das geometrisch inhalt-
reichere Gebilde ist, wird im allgemeinen eine Zahl gerichteter Kreise
mehr Invarianten gegeniiber Kreisverwandtschaften besitzen, als die
Zahl der entsprechenden ungerichteten Kreise.

Das kommt schon bei zwei sich schnei-
denden gerichteten Kreisen zum Ausdruck,
die mehr Invarianten haben, als die zuge-
horigen ungerichteten Kreise, wie wir jetzt
sehen werden.

Zwei sich schiefwinklig schneidende un-
gerichtete Kreise teilen die Ebene in die

Fig. 19. beiden folgenden Gebiete: In das Gebiet

des Winkelraums des spitzen Winkels, das

in der Fig. 19 schraffiert ist, und in das Gebiet des stumpfen Winkel-
raums (in der Figur nicht schraffiert). Sind die beiden Kreise ge-
richtet, so ist von den beiden Winkelrdumen immer einer ausge-
zeichnet, nimlich dadurch, daB jeder seiner Punkte auf der posi-
tiven Seite des einen und gleichzeitig auf der negativen des andern




§12. Gerichtete Kreise. 59

liegt. In der Fig. 20 deuten die Pfeile die positiven Seiten der
Kreise an und der schraffierte Winkelraum ist der ausgezeichnete, Wir
konnen somit zwei gerichieten Kreisen den einen threr beiden Nebenwinkel,
ndmlich den Winkel, der zu dem ausgezeichneten Gebiet auf der posi-
tiven Seite des eimen und auf der negativen Seite des andern Kreises
gehdrt, als thren ,,Winkel' schlechthin zuovdnen. Bei den entsprechen-
den ungerichteten Kreisen sind die beiden Nebenwinkel, unter denen
sie sich schneiden, vollig gleichberechtigt. Wollen wir ihnen eindeutig
einen Winkel zuschreiben, so miissen wir, wie wir dies in § 9 getan
haben, den Winkelwert ausdriicklich auf das Intervall zwischen 0 und
7/2 beschrinken, also ausdriicklich immer den spitzen Winkel ¢

(0 o< %) nehmen. Das kommt auch darin zum Ausdruck, dal nur

cos?p bestimmt ist (aber nicht cos¢ selbst), denn zu den Werten
von cos? ¢ [0 < cos?p < 1] gehdren ja
eineindeutig die Werte von ¢ zwischen
0 und 7/2. Beizwei gerichteten Kreisen
konnen wir nun vermittels des ausge-
zeichneten Winkelraums auch entscheiden,
ob ihr Winkel ¢ spitz oder stumpf ist,
wir koénnen ihnen also eindeutig einen
Winkelwert ¢ zwischen 0 und 7 zuordnen
und somit einen Wert von cos @, denn die Werte von cosq
[—1 <cos@ < + 1] entsprechen eineindeutig diesen Werten von @.
Natiirlich kann man aus dem Winkel @ der gerichteten Kreise den
zugehorigen ¢ der entsprechenden ungerichteten bestimmen, denn es ist

(32a) cos? p = cos?yp,

aber nicht umgekehrt aus ¢ den Winkel ¢. Fiir orthogonale Kreise
fallen die Winkel ¢ und ¢ zusammen und es sind beide gleich 7/2.

Wir haben nun noch zu zeigen, dafl der Winkel @ zweier gerichteter
Kreise invariant gegeniiber Jt; ist.

Wir hatten ihn definiert als zu dem Winkelraum gehérig, dessen
Punkte alle auf der positiven Seite eines der Kreise lagen und auf der
negativen des andern. Das Gebiet aller dieser Punkte konnte entweder
der spitze Winkelraum sein oder der stumpfe. Bei einer Kreisverwandt-
schaft werden sich die positiven Gebiete der beiden Kreise wieder ab-
bilden auf gewisse positive Gebiete der Bildkreise, und der erklirte
ausgezeichnete Winkelraum mufB dabei wieder in einen der beiden vor-
handenen Winkelrdume, entweder den spitzen oder den stumpfen,
tibergehen. Soll nun der Winkel des ausgezeichneten Winkelraums
dem Betrage nach derselbe bleiben, so mufB bei einer Kreisverwandt-
schaft der spitze Winkelraum notwendig in den spitzen iibergehen
und der stumpfe in den stumpfen. Das folgt aber einfach daraus,
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daB fiir die beiden Kreise und einen im spitzen Winkelraum gelegenen
Punkt die Vorzeicheninvariante ¢ = — 1 ist, fiir einen Punkt des
stumpfen Winkelraums aber nicht. Denn im ersten Fall lassen sich
die Kreise ohne Uberschreitung des Punktes gleichfalls auf Punkte
zusammenziehen, im zweiten aber nicht. Somit ist tatsichlich der
Winkel ¢ zweier gerichteter Kreise und somit auch die Funktion cos ¢
eine Invariante. Da sich nach (32a) der Winkel ¢ der entsprechenden
ungerichteten Kreise aus @ bestimmen l48t, nicht aber umgekehrt
@ aus @, so haben zwei gerichtele Kreise wirklich mehr Invarianten als
die zugehdrigen ungerichieten.

Wir wollen nun mittels des Begriffs des gerichteten Kreises der
Vorzeicheninvariante ¢ dreier ungerichteter Kreise des vorigen Para-
graphen fiir den Fall dreier sich paarweise schiefwinklig schneidender
Kreise noch eine neue geometrische Deutung geben. Wir behaupten
nidmlich das Folgende:

¢ ist gleich — 1, wenn sich die drei ungerichteten Kreise so richten
lassen, daB3 eine gerade Anzahl von spitzen Winkeln entsteht, sie ist
gleich + 1, wenn dies nicht mdglich ist.

Offenbar hingt die Moglichkeit, durch geeignete Richtung der
Kreise eine gerade Anzahl von spitzen Winkeln zu erzielen, nur von
der Figur der drei ungerichteten Kreise ab. Denn wenn man die Kreise
irgendwie gerichtet hat und wenn man dann die Richtung eines der
drei Kreise dndert, so gehen von den zwei Winkeln, die er mit den
andern beiden Kreisen bildet, die stumpfen in spitze iiber und die
spitzen in stumpfe. Die Gesamtzahl der spitzen Winkel bleibt also
gerade oder ungerade, je nachdem wie sie war.

Die Geradheit oder Ungeradheit der Zahl moglicher spitzer Winkel
ist somit etwas Invariantes gegeniiber 9, das nur von den ungerich-
teten Kreisen abhingt.

Wir kénnen nun unsere Behauptung leicht einsehen, wenn wir die
Figur unserer drei ungerichteten Kreise dadurch bewegungsgeometrisch
spezialisieren, da8 wir durch eine Kreisverwandtschaft einen Punkt des
einen der drei Kreise, der keinem der beiden anderen angehdért, in den
uneigentlichen beférdern.

Da sich bei dieser ,,Spezialisierung® weder ¢ dndert als Invariante
gegeniiber M,, noch die gerade oder ungerade Anzahl der spitzen
Winkel, so kénnen wir an der spezialisierten Figur alles studieren.

Es entsteht die Figur zweier Kreise ¥ und g im cuklidischen Sinne,
die sich schiefwinklig schneiden, und einer Geraden ), die die beiden
Kreise schiefwinklig schneidet (Fig. 21). {) darf durch keinen der Mittel-
punkte M ;und M ; von x'und g™ gehen, denn sonst wire die Gerade
senkrecht zu einem der Kreise. Wir kénnen dann durch die im §11
eingefithrte stetige: Abanderung ohne Uberschreitung orthogonaler
Lagen, ¥ und ¢ auf ihren Mittelpunkt zusammenziehen, da alle Kreise
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mit diesen Mittelpunkten y sicher nicht senkrecht schneiden und man
erkennt: Es ist ¢ = — 1, wenn die Mittelpunkte M; und My auf der
gleichen Seite der Geraden y) liegen, es ist aber ¢ = 4+ 1, wenn die Mittel-
punkte auf verschiedenen Seiten von ) liegen. Man kann dann jedes-
mal ) beliebig richten und ¢*und ¢™ dann eine solche Richtung erteilen,
daB sie spitze Winkel mit y bilden, also so, wie dies in Fig. 21 ange-
deutet ist. Im ersten Falle
&g =—1 ergibt sich dann fir
gt und T ein stumpfer, im
zweiten Fall ¢ = 4- 1 ein spitzer
Winkel. Wir haben also tat-
sachlich fiir ¢ = —1 eine ge-
rade, fir ¢ = 4- 1 eine unge-
rade Anzahl spitzer Winkel,
wie dies unser Satz behauptete.
Umgekehrt gilt nun fiir drei sich paarweise schiefwinklig schneidende
gerichtete Kreise g, §) und 3 mit den Winkeln ¢, % und §: Es ist die
Vorzeicheninvariante ¢ der zugehorigen ungerichteten Kreise

(33)  e=sgn[(x)(n3)(3x)] = + sgn[cos - cosip-cos ).

Denn der Ausdruck rechts ist in Ubereinstimmung mit unserem Satze
fiir eine gerade Anzahl spitzer Winkel negativ, da der cos eines spitzen
Winkels > 0 ist und der eines stumpfen < 0.

§ 13. Normalkoordinaten und gerichtete Kreise.

Bei einer Anzahl gegebener M-Kreise und Punkte kann man sich
die Ubersicht iiber die vorhandenen Invarianten dadurch erleichtern,
daB man fiir die M-Kreise sogenannte Normalkoordinaten einfiihrt.
Setzt man

4 I
(34 SENTTE
so koénnen sich die Normalkoordinaten §,, 9, ¥,, J, die man durch
das Zeichen ~ von den unnormierten unterscheidet, bei einer Um-
normierung ) = Ap* hochstens noch mit einem gemeinsamen Faktor
— 1 multiplizieren und bleiben sonst ungeindert. Fiir einen gegebenen
Kreis y sind also die Normalkoordinaten ¥; bis auf den gemeinsamen
Faktor — 1 bestimmt, was auch in (34) in der Mehrwertigkeit der
Wurzel zum Ausdruck kommt. Statt durch (34) kann man die nor-
mierten Koordinaten auch durch die Forderung

(35) | hj=1
festlegen. Fiir den Winkel zweier in Normalkoordinaten gegebener
Kreise erhdlt man nach §9 (68) jetzt die Formel

(36) cos? p = (5™
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Fiir Punkte ()y) = 0 1aBt sich die angegebene Normierung der Koordinaten
nicht vornehmen, und man kann die tetrazyklischen Punktkoordinaten durch Fest-
legen des numerischen Wertes eines skalaren Produktes, also durch eine Forderung,
die halbinvariant ist, nur normieren, wenn man andere geometrische Gebilde zu
Hilfe nimmt. Ist z. B. auBer dem Punkt p noch ein Kreis t) gegeben, der nicht
durch ihn hindurchgeht, ist also vy # 0, so kann man § = p: (vf§) setzen, wo
wir f) in normierten Koordinaten annehmen. Wir haben dann

(37) =1 =1

Die Normierung von 9 ist an die von f] gekniipft und § und §) kénnen, wenn die
Gleichungen (37) erhalten bleiben sollen, nur noch gleichzeitig ihr Vorzeichen
wechseln.

SchlieBen wir unter den M-Kreisen die Geraden (y, + y, = 0) aus,
so haben wir nach §7 (59), (61) fiir die eigentlichen Kreise 1) = o2+ R?
und aus §7 (59) folgt dann nach (34) fiir die Normalkoordinaten der
Kreise:

g 0 2R ; 1 2R
(38) s _
Y2 = R Vs =R

§y— LHEEnd—RY 1 (E - nf —RY

Eigentlich haben wir hier wegen der Zweideutigkeit der Wurzel
V%: -4 o R fiiberall auf den rechten Seiten noch den Faktor 41
hinzuzufiigen. Dem wollen wir statt dessen aber dadurch Rechnung
tragen, daB wir uns fiir den Radius R des Kreises die beiden Méoglich-
keiten vorbehalten, ihn positiv oder negativ zu rechnen. Nach (38)
hingt der Radius mit den Normalkoordinaten zusammen durch die
Formel

1
(39) =55,
Fiir die Geraden entspricht die Verwendung von Normalkoordinaten
einfach der Festsetzung, daB in der in den laufenden kartesischen
Koordinaten £, 5 geschriebenen Gleichung §7 (58) die Koeffizienten
durch §§ = §; 4 57 = 1 normiert werden.

Da zu einem ungerichteten Kreis einerseits zwei Systeme von
Normalkoordinaten gehéren, die sich durch den gemeinsamen Faktor
— 1 unterscheiden, andererseits aber zwei verschiedene zugehdrige
gerichtete Kreise, so liegt es nahe, fiir jeden ungerichteten Kreis die
beiden Systeme von Normalkoordinaten nach irgend einer Vorschrift
den beiden gerichteten Kreisen eineindeutig zuzuordnen. Diese Vor-
schrift kann prinzipiell zundchst ganz beliebig sein. Sie 148t sich aber
in ganz besonders ausgezeichneter und zweckmiBiger Weise geben.
Nach (36) gilt fiir den Winkel zweier sich schneidender ungerichteter
Kreise ¢ und ) die Beziehung cos?p = (£f)2. Richten wir nun g und y
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irgendwie, so wird nach (36) fiir den Winkel ¢ der gerichteten Kreise
sicher entweder

cos 7= (§) oder cosp—— ()

gelten miissen. Welche Formel gilt, das hingt natiirlich davon ab,
welche Systeme von Normalkoordinaten (¢ oder — £ und f) oder — )
wir den gerichteten Kreisen zuordnen. Es gilt nun der Satz: Es lassen
sich den sdmilichen gerichteten Kreisen der Ebene die Systeme der Normal-
koordinaten gleichzeitig devart zuovdnen, dafi der Winkel @ irgend zweier
sich schneidender gerichteter Kreise t und Y) vmmer durch

(40) cos @ = + (¢ )

gegeben ist.
Da cos?2@ = (I )2 von vornherein gilt, kénnen wir statt (40) auch
schreiben:

(a) sgn (cos §) — sgn i ).

Da die Formeln (40), (41) fiir senkrechte Kreise [cos® = 0, £ fj = 0]
ohnehin richtig sind, kénnen wir uns beim Beweis auf sich schiefWinklig
schneidende Kreise beschrinken. Wir nehmen zunichst einen belie-
bigen Kreis g an, dem wir ein beliebiges der beiden Systeme von Normal-
koordinaten zuordnen. Dann betrachten wir zunichst alle gerichteten
Kreise 1), die ¢ schiefwinklig schneiden. Jedem dieser Kreise ) konnen
wir dann ein solches der beiden moglichen Systeme von Normalkoordi-
naten zuordnen, daB fiir den Winkel zwischen ¢ und y gilt

(42) sgn (cos 7) = sgn (£§).

Wir haben nur das gemeinsame Vorzeichen der y, geeignet zu wéhlen.
Da der Kreis §)’ der aus y durch Umkehrung der Richtung entsteht,
mit ¢ einen Winkel ¢’ bildet, der der Nebenwinkel von @ ist, fiir den
also cos ¢’ = — cos @ gilt, entspricht ihm gemif der Forderung

sgn (cos g') = sgn (5 )

dann das System der Normalkoordinaten §’ = — §. Wir haben, nach-
dem wir so allen g schiefwinklig schneidenden Kreisen Normalkoordi-
naten zugeordnet haben, auch zu zeigen, daB fiir irgend zwei sich schief-
winklig schneidende von ihnen [§® und ] der Winkel ¥ gerade durch

(43) sgn (cos P) = sgn (51 §1T)

gegeben ist. Das folgt aber einfach aus der Formel (33). Denn nach
ihr ist

(44) sgn [(p'9™) (9T ) (h™ r)] = sgn [cos @1 cos prr- cos ),
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wo @1 und @i die Winkel von § und y™ mit ¢ sind, fiir die nach (41)
schon

{ sgn (cos ) = sgn (z h1)

45 <
(#) sgn (cos gyr) = sgn (F ™)

gemacht ist. In (44) koénnen wir aber links auch die fiir die gerichteten
drei Kreise eingefithrten Normalkoordinaten schreiben, da dieser Aus-
druck der linken Seite von der Normierung der drei Kreise {iberhaupt
unabhingig ist. Er ist ja einfach die Vorzeicheninvariante der drei
zugehorigen ungerichteten Kreise. Aus (44) und (45) folgt dann aber
gerade (43), was zu beweisen war.

Es gilt also: Wenn man fiir dres sich paarweise schiefwinklig schnei-
dende gerichtete Kreise die Normalkoordinaten so wdhlt, daf fir zwet
threr Winkel (40) gilt, so gilt (40) auch fiir den dritten Winkel.

Daraus folgt nun aber, daBl man (40) fiir alle gerichteten Kreise
der ganzen Ebene gleichzeitig durch richtige Zuordnung der Normal-
koordinaten gliltig machen kann. Denn haben wir zwei ganz beliebige
sich schiefwinklig schneidende Kreise { und 3, so kann man immer
einen Kreis{)? finden, der sowohl t, wie 3, wie auch den Kreis g, von dem
wir ausgingen, schiefwinklig schneidet. Die Koordinaten von §° sind
dann als die eines ¢ schneidenden Kreises schon festgelegt. Nun kann
man t und 3 solche Normalkoordinaten erteilen, daB3 (40) fiir die beiden
Winkel gilt, die sie mit §° bilden. t, 3 und y° sind dann aber drei so
normierte Kreise, daB (40) fiir zwei ihrer Winkel gilt, also gilt (40)
auch fiir den dritten Winkel, nimlich den von t und 3 gebildeten,
was zu beweisen war.

Wir konnten die Koordinaten von g noch beliebig wahlen. Da eine
Anderung der Koordinaten von gy um den Faktor — 1, wenn wir (40)
giiltig erhalten wollen, eine gleichzeitige Anderung der Koordinaten
aller Kreise um den Faktor — 1, also eine Transformation

(46) i=—¢

nach sich zieht, sind durch die Forderung
(40) die Normalkoordinaten aller Kreise
bis auf ein allen gemeinsames Vorzeichen
festgelegt. Entscheiden wir uns bei einem
beliebigen gerichteten Kreis fiir eins der
beiden méglichen Systeme von Normal-
koordinaten, so sind damit die Koordi-
naten aller gerichteten Kreise nach (40)
eindeutig festgelegt. Als Spezialfall der Formel (40) ergibt sich fiir
die Normalkoordinaten zweier gerichteter Kreise ¢ und y) als Bedingung
fiir deren gleichsinniges Berithren (Fig. 22)

(47) Bj—+1.

Fig. 22. Fig. 23.
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Als Bedingung fiir ihr ungleichsinniges Beriihren (Fig. 23) aber
(48) hi— —1.

§ 14. Festlegung der Normalkoordinaten der gerichteten
Kreise.

‘Wir haben in unserer ebenen Mobiusgeometrie die Vierkreiskoordinaten der
Punkte und ungerichteten Kreise und Geraden bisher durch die Formeln (59) und
(68) des § 7 definiert, die es erlaubten, sie aus den kartesischen Koordinaten der-
selben zu ermitteln. Die stereographische Projektion gab uns dabei nur eine geo-
metrische Veranschaulichung fiir diesen analytischen Zusammenhang. Das System
der kartesischen Koordinaten &, # haben wir dabei in der iiblichen Weise eingefiihrt
zu denken: Es werden vom Nullpunkt aus auf den beiden Achsen die Skalen der
positiven und negativen Abstande abgetragen. Die Koordinaten jedes Punktes
werden dann als die Skalenwerte genommen, die die FuBpunkte seiner Lote auf
die Achsen besitzen. Von einer Richtung irgendwelcher Elemente in dem im § 13
angefiihrten Sinne (selbst der beiden Geraden der Koordinatenachsen) ist dabei
keine Rede.

Jeder ungerichteten Geraden kénnen wir die in der Gleichung §7 (59) aui-
tretenden Koeffizienten y,: y;: ¥, als homogene Koordinaten zuordnen. Diese
kartesischen Koordinaten lieferten uns nach § 7 gleichzeitig die tetrazyklischen
Koordinaten des M-Kreises dieser Geraden, wenn wir ¥4, ¥,, ¥, beibehielten, und
¥1 = — ¥, setzten. Die tetrazyklischen Koordinaten der §-Achse 7 = 0 sind dann
einfach {0, 0, 0, y,}. Fiihren wir fiir die ungerichtete &-Achse nach (34) Normal-
koordinaten ein, so wird y; = 1, also erhalten wir die
beiden Systeme

{0,0,0,+1} wund {0,0,0,—1}.

Wir kénnen nun etwa der nach Fig. 24 gerichteten &-
Achse das System der Normalkoordinaten {0, 0, 0, 4+ 1}
zuordnen. Dann sind durch die Fovderung, daf3 der
Winkel zweiev gevichteter M-Kreise immey durch (40)
gegeben sein soll, allen gevichteten Kreisen dev FEbene
eindeutig Novmalkoordinaten zugeovdnet. Diese Normal- Fig. 24.
koordinaten wollen wir im folgenden immer verwenden.

Wie kann man sie nun fiir einen beliebigen M-Kreis bestimmen? Fiihren wir
die 4 Vektoren e?, eI, eI, ¢lll mit den tetrazyklischen Koordinaten

e ={1, 0, 0, 0}

el ={0, 1, 0, 0}
(49)

ell ={0, 0, 1, 0}

eIll={0, 0, 0, 1}

ein, so ist die §-Achse in der angegebenen Richtung durch el dargestellt. Nehmen
wir jetzt z. B. die Gerade 3 mit der Gleichung § — % = 0 in der in der Fig. 24 an-
7T

gegebenen Richtung, so muB, da sie mit eIIf den spitzen Winkel ¢ = i bildet,

gelten cos = (3elll) =z =1 l\/vg'i
und daraus folgt, daB3 die gerichtete Gerade 3 die Koordinaten
1 1
| V2| e

Blaschke, Differentialgeometrie I1I. 5
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erhalten muf3. Der in (49) dargestellte Vektor eIl stellt die 5-Achse dar, und zwar
entspricht den Normalkoordinaten eIl die in Fig. 24 angegebene Richtung, was
nach (50) daraus folgt, daB ell3 < 0 ist, eIl mit 3 also einen stumpfen Winkel
bilden muB.

Nun sind aber die Koordinaten jeder gerichteten Geraden t) der Ebene fest-
gelegt, denn eine jede schneidet mindestens eine der Achsen schiefwinklig oder
beriithrt sie. (Parallele Gerade beriihren sich ja im uneigentlichen Punkt). Sie
sind durch die Tatsache bestimmt, daB 3, und 3, die cos der Winkel der Geraden 1)
mit eI und eIl sein miissen. Haben 3, und y; diese Bedeutung, so ist die § 7 (58)
dann entsprechende Gleichung

(51 $E+ 9 =9,

die sogenannte Hessesche Normalform der Gleichung einer gerichteten Geraden.
‘Wir setzen auch

(52) Vo=a;3  Py=ay Hy=w,
so daB3 wir fiir (51) haben
(53) ety =w (mit of +af =1)

und nennen a4, ¢, und w die Koordinaten der gerichteten Geraden. «; und &, sind
dann also die cos der Winkel der Geraden mit den gerichteten Koordinatenachsen.
w ist in dieser Darstellung einfach der Abstand der Geraden vom Ursprung, der
positiv genommen wird, wenn der Ursprung auf der positiven Seite der Ge-
raden liegt, und negativ, wenn der Ursprung auf der negativen Seite liegt. Das
erkennt man so: Da einerseits, wie man leicht nachrechnet, alle gerichteten Ge-
raden, die durch eine einfache Drehung

E= cosy-&*4sin y.p*
n=—siny.-E¥4 cos y-yn*

um den Ursprung mit dem Drehungswinkel y auseinander hervorgehen, dasselbe w
besitzen, und da andererseits bei allen diesen Geraden der eben erklirte Abstand
derselbe ist, braucht man den Nachweis etwa nur fiir die der &-Achse parallelen
Geraden zu fithren. Bei einer solchen Geraden ist aber J, == o; = 0, somit &, =
+ 1. Fir ¢y = + 1 erhalt man dann die zur gerichteten &-Achse eIl gleichsinnig
parallelen Geraden und fiir oy = — 1 die ungleichsinnigen. Aus der Tatsache,
daB der Schnittpunkt der Geraden mit der 7-Achse durch die Koordinate 5 = %4: 93
= w: o, gegeben ist, liest man aber unmittelbar die zu beweisende Behauptung ab.

Die zu el gleichsinnig parallelen Geraden p (die also eIl im uneigentlichen
Punkt gleichsinnig beriihren) haben, was wir gleich benutzen wollen, Normal-
koordinaten der Form

(54) {w, —w, 0, 1}.

Denn es ist fel = 0 und nach (49) pelr = + 1.

w ist nach der eben gegebenen Erklirung dann einfach die 5-Koordinate des
Schnittpunktes von p mit der #-Achse.

Nach diesen Ausfithrungen iiber die Geraden kommen wir nun zu den gerich-
teten Kreisen (Kreis im euklidischen Sinne). Da es zu jedem solchen eine ihn
schiefwinklig schneidende Gerade gibt, und die Koordinaten der gerichteten Ge-
raden bereits festgelegt sind, so sind auch die Normalkoordinaten der gerichteten
Kreise bestimmt. Es gilt nimlich das Folgende: Ist die positive Seite eines Kreises
das AuBlere, so mufl man ihm von den beiden Systemen von Normalkoordinaten
dasjenige mit

(55) Bo+95 >0
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zuordnen, ist die positive Seite das Innere, aber das System mit
(56) §o+3, < 0.

Das ergibt sich so: fiir die zur §-Achse eI gleichsinnig parallele Tangente p eines
gerichteten Kreises f) muB nach (47) gelten $fj = 1, somit nach (54)

(87) — @ (Jy+9)+ =1
Nun ist nach (38) die Koordinate 7, des Mittelpunkts von 1) einfach durch

Mo = % % 5
Yo+,
gegeben. Nach (57) haben wir also
w - 1
L

Ist nun die positive Seite des Kreises das duBlere, so liegt die Tangente p immer
tiefer (Fig. 25) als der Mittelpunkt, es ist also #y — w positiv, woraus wirklich
(55) folgt. Ist die positive Seite das Innere, so liegt
die Tangente p hoher als der Mittelpunkt, es ist
7o — w << 0 und es folgt dann (56).

In den Formeln (38) haben wir die Zweideu-
tigkeit der Normalkoordinaten eines ungerichteten 7
Kreises dadurch zum Ausdruck gebracht, daB3 wir |

2z

-]

lieBen. Wollen wir jetzt (38) als Formeln fir die

uns fiir den Radius R das Vorzeichen noch frei { 7,,1
V)

Normalkoordinaten eines gerichteten Kreises beibe- e
halten, so folgt aus (39), daB wir dann den Radius ¢
eines Kreises positiv zu rechnen haben, wenn seine Fig. 25.

positive Seite das AuBere ist, sonst aber negativ.

Durch el in (49) ist nach (38) speziell der Kreis mit dem Ursprung als Mittel-
punkt dargestellt, dessen Radius - 1 ist, dessen positive Seite also das AuBere ist.
e? entspricht wegen (e®e?) = — 1 kein reeller Kreis.

Wir wollen jetzt sehen, wie sich in den Normalkoordinaten der gerichteten
Kreise die Gruppe der Kreisverwandtschaften darstellt. Dazu bemerken wir
vorweg noch eines. Die fiir alle gerichteten Kreise der Ebene gleichzeitig giiltige
Transformation

(58) r=—t*

der Normalkoordinaten, die alle ungerichteten Elemente, Punkte und Kreise fest
1aB3t, stellt, wie wir gesehen haben, eine Anderung der Zuordnung von Normal-
koordinaten und gerichteten Kreisen dar. Wenn wir nun aber die Zuordnung der
Koordinaten {0, 0, 0, + 1} von eII zu der nach Fig.24 orientierten &-Achse, sozu-
sagen als einen Bestandteil des festen Koordinatensystems ein fiir allemal bei-
behalten, so ist damit auf Grund der Forderung (40) auch einem geometrisch ge-
gebenem gerichteten Kreise ein fiir allemal ein bestimmtes System von Koordi-
naten zugeordnet. Dann haben wir die Transformation (58) als eine geometrische
Zuordnung von gerichteten Kreisen g-» p* aufzufassen, und zwar entspricht
jedem Kreis der umgekehrt gerichtete. Wir nennen die Abbildung (58) daher den
Richtungswechsel. Dieser ist keine Kreisverwandtschaft im eigentlichen Sinne, denn
bei einer Kreisverwandtschaft miite ja ein Punkt auf der positiven Seite eines
Kreises auf die positive Seite des Bildkreises mitgenommen werden. Der Rich-
tungswechsel 148t ja aber alle Punkte fest. Wir wollen daher den Richtungs-
wechsel und allgemeiner eine Abbildung, die aus einer Kreisverwandtschaft und
einem Richtungswechsel zusammengesetzt ist, auch als uneigentliche Kreisver-
wandtschaft bezeichnen.

5*
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Kniipfen wir nun an die Ausfiihrungen des § 10 an, so bleibt bei der Darstellung
der eigentlichen und uneigentlichen Kreisverwandtschaften in den Normalkoordi-
naten der gerichteten Kreise von der Gruppe B der Umnormierungen nur (58)
iibrig. Aber auch auf diese Transformation kénnen wir verzichten, da sie in den

Abbildungen
3

(59) Br= 3 o %
=0

enthalten ist. Somit koénnen wir uns ganz auf die Abbildungen (59) beschrinken.

Da in (59) der Richtungswechsel und die uneigentlichen Kreisverwandtschaften
mit enthalten sind, werden manche geometrische Beziehungen, die gegeniiber den
eigentlichen Kreisverwandtschaften invariante Bedeutung besitzen, nicht mehr
invariant sein. Das gilt z. B. fiir die Eigenschaft eines Punktes, auf der positiven
Seite eines gerichteten Kreises zu liegen. Denn bei einem Richtungswechsel wird
sie zerstort.

Wenn wir zum Schluf noch auf die Bedeutung der Einfithrung gevichieter Ele-
mente hinweisen, so beruht ihr Vorteil zunachst darin, daf die Invariante cos ¢
fiir den Winkel ¢ zweier gerichteter Kreise eine lineare Funktion der Normal-
koordinaten ist, wihrend die Invariante cos? ¢ fiir den Winkel zweier ungerichteter
Kreise in ihnen quadratisch ist. Der tiefere Grund fiir die Zweckmdfigkeit der Ein-
fithrung gevichteter Elemente sowohl in der Geometrie der Gyuppe von Mobius wie auch
in der Geometrie threr Untergruppe dev Bewegungen ist aber die Existenz dev Invayi-
anten vom Typ (32), d. h. dev Vorzeicheninvarianten dveier Kreise.

‘Wiahrend man bei Benutzung ungerichteter Elemente neben den Invarianten
vom Typ (30) je zweier Kreise schon bei verhdltnismaBig einfachen Problemen
auch auf die Vorzeicheninvarianten zuriickgreifen mug, sind diese bei gerichteten
Kreisen vollig entbehrlich. Denn nach der Formel (33) ist fiir drei gerichtete Kreise
die Vorzeicheninvariante ja einfach bestimmbar aus den den Winkeln entsprechen-
den Invarianten cos @, cos ¥ . .. usw. der drei Kreise.

§ 15. Biischelinvariante dreier sich beriihrender Kreise.
Gerichtete Winkel,

Wir, bringen in diesem Paragraphen noch einige einzelne Ergin-
zungen zur ebenen Inversionsgeometrie.

Drei Kreise eines ausgearteten Biischels (§9 Nr. VIII) haben eine
inversionsgeometrische Invariante. Wir kénnen ndmlich nach §9 (73)
den einen g der drei Kreise, etwa den mittleren, zu dem die anderen
beiden auf verschiedenen Seiten liegen, aus den andern beiden y und
4 linear kombinieren

(60) r=eay+p3.

Richten wir dann die drei Kreise so, daB sie sich im gemeinsamen
Beriihrungspunkte alle drei gleichsinnig beriihren, so gilt fiir die Normal-
koordinaten der gerichteten Kreise I, §, 3 nach (35) und (47)

FE=ih=ii=
(61) { An__aa AA
ty=93 =311
Sind « und B in (60) speziell die Koeffizienten der Linearkombination

(62) r=ah+ps
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die zu den gerichteten Kreisen in Normalkoordinaten gehért, so muf
wegen (61) o + 8 =1 gelten. Daher kénnen wir setzen

- a ¥ —anz ¥
(63) o = cos® 5; p=sin® ..
cos? % ist dann eine Invariante der drei ungerichteten Kreise, da diese

2
GroBe sich als Koeffizient einer Linearkombination nicht bei den

linearen Substitutionen (59) dndert, in denen erstens die Mébius-Trans-
formationen und zweitens der gemeinsame Richtungswechsel der drei
Kreise enthalten ist. Die Umnormierungen kommen ja bei der Ver-
wendung der Normalkoordinaten gerichteter Kreise nach §14 gar
nicht mehr in Frage.

Wir wollen 0052?2— eine geometrische Deutung geben!

Alle gerichteten Kreise 1, die § gleichsinnig und 3 ungleichsinnig
berithren (vgl. Fig. 26), fiir die also gilt

(64) th=F1; t3=—1,

werden von I unter konstantem Winkel ge-
schnitten, wie man geometrisch unmittelbar er-
kennt, wenn man etwa durch eine Inversion \‘"")
den Grundpunktb des Biischels in den uneigent- \'
lichen Punkt und £, §), 3 in gleichsinnig parallele

Gerade iiberfithrt. Wegen (62) (63) erhilt man Fig. 26.
(65) t;ﬁ:cos‘l%— sin‘-’—g—zcosy).

Da nach (40) nun ff gerade gleich dem cos des Winkels ist, den alle

Kreise t mit z bilden, so ist dieser Winkel gerade der in (63) auftretende
Winkelwert 9. Damit ist die ,,Biischelinvariante’ vy der drei Kreise
I, 1), 3 geometrisch gedeutet.

Ist p = g, ist also % zu allen t senkrecht, so sind ) und 3 zuein-

ander invers beziiglich des Kreises ¢. Denn esgilt nach (62) (63) fiir ¢ = g
A 1 . ~ ~ ~ ~
t=-+0-+3 oder F=+4+2f—4.

Diese Gleichung bekommen wir aber aus §8 (64), wenn wir 3 fiir —g,
fiir ¢* und f fiir 1) einsetzen und (61) beriicksichtigen.

Wir gehen jetzt zu etwas anderm iber. Wir wollen aufler den ge-
richteten Kreisen auch noch gerichiete Winkel einfithren. Bei der Ein-
fithrung der letzteren handelt es sich aber um einen ganz anderen
Vorgang als bei den gerichteten Kreisen. Wir beschrinken uns niam-
lich im folgenden auf die Geometrie der Untergruppe M; der gleich-
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sinnigen Kreisverwandtschaften, bei denen nach §8 der Umlaufssinn
in einem von einem Punkt ausstrahlenden Biischel von Linienelementen
erhalten bleibt.

Wir konnen in unserer Ebene also ein fiir allemal einen Umlaufs-
sinn als positiv festlegen, etwa nach den gebrduchlichen Festsetzungen
den Antiuhrzeigersinn. Ein Bischel mit positivem Umlaufssinn
geht dann bei einer gleichsinnigen Kreisverwandtschaft in ein eben-
solches iiber. In der Geometrie der Gruppe I, konnten wir einem
Paar gerichteter Kreise die Invariante cos @ zuschreiben. Durch cos ¢
ist aber der Winkelwert ¢ zwischen 0 und 2z nicht eindeutig festgelegt,
sondern nur zwischen 0 und s. Es ergibt sich nidmlich fiir die beiden
Winkel ¢ und 2z — ¢ derselbe Wert von cos¢. Die Einfilhrung ge-
richteter Kreise ermdglichte uns ja nur, zwischen den Winkeln ¢ und
7—¢ zu unterscheiden. Haben wir in der Fig.27 die beiden ge-

richteten Kreise ¢ und ), die sich in den Punkten v und tv schneiden,
so steht es uns ja frei, den Kreisen den durch den nicht schraffierten
Winkelraum gegebenen Winkel ¢, oder auch den durch den groSien
Bogen gekennzeichneten Winkel 27— @ zuzuschreiben.

In der Geometrie der Gruppe M? konnen wir nun den beiden
Kreisen eindeutig einen Winkel ¢ zwischen 0 und 2z zuordnen, wenn

A, einer der beiden Schnittpunkte der Kreise, etwa v, ausgezeichnet
wird und wenn man

B. eine bestimmte Reihenfolge der beiden Kreise, etwa §—§
auszeichnet.

Es laufen nimlich vom Punkte v (Fig. 28) zwei Aste des Kreises I
aus. Der eine ist dadurch ausgezeichnet, daff man von ihm aus auf die
positive Seite von f gelangt, wenn man im positiven, d.h. Antiuhr-
zeigersinn um 9 herumgeht. Wir messen nun von diesem Ast aus den
Winkel, den man erhilt, wenn man im positiven Sinne um p herum-
lauft, bis zu dem Ast von f), auf den man von der negativen Seite dieses
Kreises auftrifft.
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Unter den Annahmen A, B koénnen wir daher dem Winkel ¢ nicht
nur einen cos @, sondern auch einen sing in invarianter Weise zu-
schreiben, denn den Wertepaaren der beiden Funktionen cos und sin
zusammen entsprechen eineindeutig die Winkelwerte ¢ zwischen 0
und 2w,

Aus der Fig. 27 ersieht man leicht, da der Winkel @ in 27— ¢
ibergeht, wenn man die Reihenfolge von g und y vertauscht, und
ebenso, wenn man den Winkel statt im Punkte p im andern Schnitt-
punkt tv miBt. In beiden Féillen dndert sing sein Vorzeichen.

Wie ergibt sich nun die gegeniiber M} invariante GréBe sing
analytisch ?

In der Geometrie der Gruppe ; haben wir nach § 10 zunichst
die zur Gruppe B gehérigen eigentlichen Substitutionen zu betrach-
ten (vgl. § 10 SchluB), und dann die Umnormierungen 9PB. Die
eigentlichen Substitutionen, die wir als Gruppe B* bezeichnen wollen,
sind nach § 10 unter den allgemeinen B diejenigen, die die vier-
reihigen Determinanten von vier Kreisen invariant lassen. Daher ist
fiir unsere Kreise z, fj mit den Schnittpunkten v, v der Ausdruck

_ |Edomw]
(66) He= 150

der sich bei Umnormierungen nicht dndert, eine Invariante gegeniiber
9T, Wir wollen zeigen, daB H schon die gesuchte Invariante sin ¢ ist.

Zunichst gilt, wenn I und f) sich schneidende Kreise sind,
(£9)2<1 und vw = 0, und
by =pr=1p=0
(67 PR

ww=wr=1wy=0

und v und w sind als die beiden Losungen dieser Gleichungen fiir die
homogenen Vierkreiskoordinaten bis auf die Normierung eindeutig

bestimmt.
Aus (66) folgt nach dem Determinantensatz (16) des §11

durch Quadrieren von (66) unter Beriicksichtigung von (67)
H?=1—(31)? =sin?p.
Also ist zunidchst entweder
H=4sing oder H= —sing.
Wollen w1r aber die Formeln §7 (53) und §13 (38) sowie §14 (53)
flir den Ubergang zu Kkartesischen Koordinaten von Punkten, ge-

richteten Kreisen und Geraden beibehalten, so miissen wir fiir ein
beliebiges Paar von Kreisen immer

(68) H= +sing

setzen.
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‘Wir kénnen namlich durch eine gleichsinnige Kreisverwandtschaft erreichen,
daB8 der ungerichtete Kreis £ in die ungerichtete Gerade eI iibergeht, v in den
,,Ursprung*“ {1, 1, 0, 0} und tv in den uneigentlichen Punkt {—1, 1, 0, 0}. Denn
nach § 8 lassen sich drei Punkte durch eine eigentliche Kreisverwandtschaft in
drei beliebige Bildpunkte iiberfithren, und wir kénnen v dem ,,Ursprung®, 1o dem
uneigentlichen Punkt und einen weiteren Punkt von % dann noch einem belie-
bigen Punkt von el zuordnen. Dann geht § von selbst in eI iiber. Durch einen
gleichzeitigen Richtungswechsel aller Kreise der Ebene, der H nach (58) nicht
andert, kénnen wir dann @ auch der Richtung nach mit eIl zusammenfallen
lassen. f) wird dann eine gerichtete Gerade durch den Ursprung, fiir die nach
(61) ¥4 = ¥, = 0 gelten muB.

Es wird nun nach (66)

-~ 00

10
1)
B

Y4

[om)

(69) H

Q)b‘f)
S O

i 3

\ 2 Z=3 Der ausgezeichnete Ast derGeraden y = eIl
-\. v ¢ ist nun einfach die negative &-Achse. %, ist
dann der cos des Winkels von fj mit der %-
Achse eIl
Liegt ) im ersten und dritten Quadran-
Fig. 29. ten, so wird fiir eine Richtung der Fig. 29
der Winkel mit el spitz, also 7, >0 und
nach (69) H <C 0. Der Winkel @ist dann aber >z, so daB sin § < 0 ist und (68)
zu Recht besteht. Dasselbe gilt aber auch, wenn man die Richtung von §j umdreht,
denn dann 4ndert sowohl ¥, und H, wie auch sin $ das Vorzeichen, denn § ist
jetzt << @ Ganz analog priift man die Richtigkeit von (68), wenn f) durch den
zweiten und vierten Quadranten geht.

Somit muf fiir beliebige Kreise T, § fiir den von T nach § tm Punkie v
gemessenen Winkel @ gelten:

1%, 6, v, mi‘.

(70) sing = =

Wie es sein muB, dndert die rechte Seite von (70) bei Vertauschung
von I und 4 sowie auch bei Vertauschung von v und v ihr Vorzeichen.

§ 16. Einordnung der euklidischen Bewegungsgeometrie
in die Inversionsgeometrie.

Aus § 8 wissen wir, dafl die Untergruppe derjenigen Mébius-Trans-
formationen, die den uneigentlichen Punkt fest lassen, einfach die sieben-
gliedrige Gruppe der dhnlichen Abbildungen im gewohnlichen Sinne
der Bewegungsgeometrie ist. Nehmen wir nun allgemeiner eine Unter-
gruppe € von M, die aus all den Mobius-Transformationen besteht,
die statt des uneigentlichen Punktes einen ganz beliebigen Punkt f
fest lassen, so ist diese Gruppe isomorph zur Gruppe der dhnlichen
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Abbildungen, d.h. sie geht durch eine einfache Abbildung, nimlich
durch eine den uneigentlichen Punkt nach ¥ bringende M&bius-Trans-
formation aus dieser hervor. Wir kénnen auch Bewegungsgeometrie
treiben, indem wir eine solche isomorphe Gruppe € mit einem be-
liebigen festen Punkte f zugrunde legen. Wir haben nur den Uber-
gang von der Gruppe der dhnlichen Abbildungen zu der isomorphen
Gruppe dadurch riickgdngig zu machen, daB wir die einzelnen geo-
metrischen Begriffe in der Geometrie der isomorphen Gruppe so inter-
pretieren, daB sie mit den entsprechenden Begriffen der Bewegungs-
geometrie iibereinstimmen: Wir haben z. B. den Punkt f als uneigent-
lichen Punkt zu bezeichnen, und die 9-Kreise durch f als die Ge-
raden usw.

Es ist nun, wie wir sehen werden, fiir gewisse Zwecke von Vorteil,
die Bewegungsgeometrie unter Zugrundelegung einer allgemeinen iso-
morphen Gruppe € zu betreipen. Nach den Ideen des Erlanger Pro-
gramms (vgl. den Anfang von §5) ist die Geometrie einer Gruppe &
gleichbedeutend mit der Inversionsgeometrie einer Mébiusschen Ebene,
in der ein absoluter Punkt f als von vornherein gegeben zur Ver-
fiigung steht.

Wir konnen somit die Bewegungsgeometrie als einen Teil der In-
versionsgeometrie betrachten: Die Invarianten geometrischer Gebilde
gegendiber dhnlichen Abbildungen sind thve inversionsgeometrischen In-
varianten beziiglich des festen Punktes f.

Diese Einordnung der euklidischen Bewegungsgeometrie in die In-
versionsgeometrie tritt jener bekannten Einordnung der Bewegungs-
geometrie in die projektive Geometrie als vollig gleichberechtigt an
die Seite, die in der Einfithrung einer absoluten Geraden mit zwei
auf ihr liegenden (konjugiert komplexen) absoluten Punkten in die
projektive Ebene besteht. Denn die Inversionsgeometrie der Ebene
1aBt sich ja keineswegs der projektiven Geometrie der Ebene unter-
ordnen (sondern nach § 8 nur der projektiven Geometrie des Raumes)
und tritt als vollig gleichberechtigt neben diese. Der Einbau in die
Inversionsgeometrie vollzieht sich insofern einfacher, als hier das ,,ab-
solute Gebilde* als ein einfacher Punkt f von geometrisch einfacherem
Charakter ist. Im § 19 werden wir sehen, daB} wir auch die nichieukli-
dische (die hyperbolische und die elliptische) Geometrie in die Inversions-
geometrie einbauen koénnen.

Die Behandlung der euklidischen Bewegungsgeometrie auf dem
Boden der Inversionsgeometrie kénnen wir formal in zwei verschie-
denen Stufen vollziehen.

A. Wir behalten die gewohnlichen Vierkreiskoordinaten bei und
fiilhren in den Formeln immer einfach den absoluten Punkt f mit, den
wir ganz beliebig lassen.
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B. Wir spezialisieren € auf die ,,wirkliche Gruppe der dhnlichen
Abbildungen, indem wir f in den ,,wirklichen uneigentlichen Punkt
riicken lassen, der nach §7 ja die Koordinaten hat:

(1) f={—1, 1, 0, 0}.

Haben wir dann einen Punkt g (rx = 0), so ist wegen § 9 Nr. VII (72)
tf 4= 0. Setzen wir dann tf = p, so folgt nach (71)

(72) rt=g, 2, =¢.
Setzen wir ferner

T B
(73) s =5 =
so ergibt sich aus gz = 0 und (72)
14+ (&2+77), 1- (824799
(74> Tp=Q 5 %1 =08 .

Da nun unsere Formeln (73) und (74) ganz mit den Formeln (53) des
§ 7 Ubereinstimmen, kénnen wir

| =0
(75) §=11 und m=
einfach als kartesische Koordinaten ansehen. Aus (75) folgt: Nor-
mieren wir die Punkte g an f in der ausgezeichneten Weise tf =1, so
sind nach (71) (75) die Koordinaten x, und x, einfach die kartesischen.
Die Formeln (73) (74) ziehen dann auch die entsprechenden Formeln
§7 (59) und (58) fiir den Ubergang zu den kartesischen Koordinaten
gerichteter Kreise und Geraden (= Kreise durch f) nach sich.

Durch Wahl des Punktes mit den Koovdinaten (71) [des uneigent-
lichen Punktes] fiir ¥ und Verwendung besonders novmievter Vierkreis-
koordinaten gelangen wiv also auf Stufe B zur gewihmlichen kartesischen
Behandlung der Bewegungsgeometyie. Fiir uns wird aber vor allem
die auf der Stufe A betriebene Bewegungsgeometrie von Wichtigkeit
sein, die sich enger in den Rahmen der Inversionsgeometrie einfiigt.
Wir wollen im folgenden einige den isomorphen Gruppen der Stufe A
entsprechende Hauptformeln der Bewegungsgeometrie zusammen-
stellen. Thre Richtigkeit koénnen wir jedesmal dadurch sicherstellen,
daB wir zur ,,wirklichen Bewegungsgruppe tiibergehen, indem wir
f die Koordinaten (71) erteilen, und dann nach § 7 (53), (58) und (59) kar-
tesische Koordinaten einfithren. Wir haben dann jedesmal zu zeigen,
daB man die bekannten Formeln der kartesischen Geometrie erhilt.
Fir die folgenden Formeln mége die Nachpriifung im einzelnen dem
Leser iiberlassen bleiben!

1. Gegeniiber unserer Gruppe € ist wegen der in ihr enthaltenen
,,Ahnlichkeitstransformationen* nur das Verhdiltnis der (mit Vorzeichen



§16. Einordnung der euklidischen Bewegungsgeometrie indie Inversionsgeometrie. 75

versehenen) Radien RT und RU zweier gerichteter Kreise §! und I
invariant. Es gilt

(76) R (5T1)

wie aus (71) und §7 (59) leicht zu beweisen ist. Dieser Ausdruck
hingt auch von der Normierung des absoluten Punktes ¥ nicht ab.

2. Wir miissen, um zur eigentlichen Bewegungsgeometrie im engeren
Sinne zu gelangen, eine Mafeinheit festlegen. Wir kénnen etwa einen
Kreis 3 als Einheitskreis wihlen und die Radien aller Kreise f) nach
der Formel (76) im Verhéltnis zum Einheitskreis messen. Nun kénnen
wir aber iiber die Normierung des absoluten Punktes f so verfiigen, daf3

3 —1 wird, indem wir
(77) =
setzen.

Dann ergibt sich der Radius R eines beliebigen Kreises f), in der
Einheit des Kreises 3 gemessen, in der Form

f.
t

|

(18) =069,

Der Festlegung der Normierung von ¥ entspricht somit in gewissem Sinne
eine Ausschaltung der Ahnlichkeitstransformationen. Denn einer Ahn-
lichkeitstransformation kénnen wir nach (78) immer eine Anderung
der Normierung des Punktes f zuordnen, etwa durch Ubergang zu
einéem neuen Einheitskreis; alle Radien multiplizieren sich bei einer
solchen mit demselben konstanten Faktor. Die in (71) gegebene Nor-
mierung des Punktes f entspricht der Wahl des Kreises ¢ I [vgl. § 14 (49)]
als Einheitskreis.

3. Der Muttelpunkt eines Kreises §) ist der zu f beziiglich y inverse
Punkt q, fir den nach §8 (64) gilt:

_ 20y,

(79) 1= =gy 0TI

4. Als Potenz s eines Punktes § tn bezug auf etnen Kreis 1) bezeichnet
man bekanntlich das geometrische Mittel aus den beiden Strecken,
die auf einer beliebigen den Kreis schneidenden Geraden von 9 nach
den beiden Schnittpunkten gemessen werden. Dieses ist fiir alle solchen
Geraden konstant. Liegt 3 auBerhalb des Kreises ), so ist s einfach
die Strecke von 3 nach einem der Berithrungspunkte der Tangenten.
Durch Riickgang auf kartesische Koordinaten bestatigt man leicht
die Formel:

1 4 —(

50 2T (6

=
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Schrumpft  auf einen Punkt zusammen, so stellt (80) einfach die
Formel fiir die Entfernung der beiden Punkte v und 3 dar.
5. Die Geraden sind die Kreise durch f. Fiir eine gerichtete Gerade 1
gilt somit
tt=o.

Fiir den kiirzesten Abstand / eines Punktes v von der Geraden 1 gilt
die Formel

(81) 12— <fl’>

6. Da die Winkel der Mobius-Geometrie die im gewdhnlichen eukli-
dischen Sinne genommenen sind, gilt fir den Winkel zweier Geraden !
und t™ natiirlich die gewohnte Formel

82 2 (t* ¢1)*
(82) cos?p = (WWITllj

§ 17. Beziehungen der Inversionsgeometrie zur
nichteuklidischen Bewegungsgeometrie.

Wir wollen jetzt die Untergruppe % derjenigen Kreisverwandt-
schaften betrachten, die einen Kreis t jestlassen. Wir wihlen hier ab-
sichtlich fiir den festen Kreis denselben Buchstaben wie in §16 fiir
den festen Punkt. Da sich die Gruppen %, die zu den verschiedenen
festen Kreisen gehoren, alle durch 9, aufeinander abbilden lassen,
kénnen wir der Einfachheit halber f in den Kreis ! [vgl. § 14 (49)]
hineinriicken lassen, also in den Einheitskreis um den Ursprung un-
seres kartesischen Koordinatensystems.

Kehren wir noch einmal zu unserer im § 8 behandelten stereogra-
phischen Projektion der hyperbolischen Geometrie des Raumes auf
die Inversionsgeometrie der Ebene zuriick!

= ¢list dann einfach der Schnittkreis der Kugel & mit der Ebene E,
auf die wir stereographisch projizieren. Im Raume entspricht % daher
die Gruppe % derjenigen hyperbolischen Bewegungen, die die Ebene des
Kreises f, also gerade die Ebene E der stereographischen Projektion
fest lassen. M 14Bt natiirlich auch den Pol p von E beziiglich der
Kugel & fest. Da E als Aquatorebene der Kugel ® durch ihren Mittel-
punkt geht, ist ihr Pol p der uneigentliche Punkt, nach dem alle zu
E senkrechten Geraden hinlaufen. Es gehen daher bei Abbildungen
von M die zu E senkrechten Geraden in ebensolche iiber.

Unsere Gruppe R, die ja erstens die Kugel & und zweitens die
Ebene E in sich iiberfiihrt, induziert nun sowohl auf der festen Kugel &,
wie auch auf der festen Ebene E eine Gruppe von Punkttransforma-
tionen, deren jede den ihnen beiden gemeinsamen Kreis f fest 14Bt.
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Aus der Gruppe von Punkttransformationen auf der Kugel ergibt sich
die Gruppe der Ebene E wenigstens im Gebiet innerhalb des Kreises £
einfach durch senkrechte Projektion, denn die zu E senkrechten und &
schneidenden Geraden miissen ja in ebensolche iibergehen. Die in E in-
duzierte Gruppe muB natiirlich aus Ayperbolischen Bewegungen dieser
Ebene mit dem Mafkreis ¥ bestehen. Es 1aBt sich auch leicht einsehen,
daB sie die vollstindige Gruppe der hyperbolischen Bewegungen von E
ist. Denn durch $)4 kann man nach § 8 noch drei gegebene Punkte ¢*
auf der Kugel & in drei beliebige Bildpunkte §** auf & iberfithren.

Durch die den Kreis f von § fest lassende Untergruppe <N von e kann
man dann aber noch drei gegebene Punkte ¢* von f in drei beliebige
Bildpunkte ¢** von f iiberfithren. Nach §4 machen aber alle hyperbo-
lischen Bewegungen von E, die drei Punkte des MaBkreises £ in irgend
drei Bildpunkte t** von f iiberfithren, die ganze Gruppe $; von E aus.

Wir haben jetzt das folgende Bild: Wenn wir unsere durch ¢ auf
der Kugel & induzierte Gruppe betrachten, also die Gruppe der Kreis-
verwandtschaften der Kugel, die den Kreis f festlassen, so koénnen
wir die Kugel einmal senkrecht auf die Ebene E projizieren. Dann
entspricht unserer Gruppe auf der Kugel in der Projektion die Gruppe
der hyperbolischen Bewegungen von E; und zwar in dem Bereich,
der fiir die Kleinsche Veranschaulichung der Lobatschefkyschen Geo-
metrie [vgl. § 4] in Frage kommt, in dem Innern des MaBkreises f.

Projizieren wir dann zweitens die Kugel stereographisch aus dem
Siidpol auf die Ebene E, so erhalten wir unsere Gruppe %, von der
wir ausgegangen sind, ndmlich die Gruppe der Kreisverwandtschaften
der Ebene, die den Kreis { fest lassen. Diese Gruppe kann man also
durch einfache Abbildung: Stereographische Projektion der Ebene E
auf die Kugel & und dann wieder senkrechte Projektion der Kugel &
auf die Ebene E auf die Gruppe der hyperbolischen Bewegungen von E
tnnerhalb des Mafkreises ¥ zuriickfiihren. Unsere Gruppe 9t ist also iso-
morph zur Gruppe der hyperbolischen Bewegungen der Ebene.

Es ist somit durch die Inversionsgeometrie in einer Ebene, in der
von vornherein ein fester Kreis zur Verfiigung steht, eine neue Ver-
anschaulichung der hyperbolischen {Lobatschefskyschen) nichteukli-
dischen Geometrie gegeben. Wir haben nur die einzelnen geo-
metrischen Elemente so nichteuklidisch zu deuten, wie es durch die
eben gegebene Zuordnung verlangt wird. Diese Veranschaulichung
stammt von H. Poincaré.

_ Wir denken uns jetzt die Ebene E in zwei Exemplaren, E und E*.
E ist die § durch senkrechte Projektion und E* die & durch stereo-

graphische Projektion zugeordnete Ebene. Haben wir nun in E einen
Punkt innerhalb ¥, so entspricht ihm auf & durch senkrechte Pro-

jektion ein Punktepaar, ein Punkt oberhalb und ein Punkt unterhalb E.
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Diese beiden Punkte bilden sich aber bei der stereographischen Pro-
jektion auf £* ab in ein zum Kreis { inverses Punktepaar. Denn sie
liegen auf ein und derselben Geraden durch denjenigen uneigentlichen
Punkt des Raumes, der dem Kreis f nach § 7 in der stereographischen

Projektion entspricht. Somit entspricht einem Punkt von E innerhalb ¥

ein zu ¥ inverses Punktepaar in E*. Die Punkte von E auf ¥ selbst
werden natiirlich den ihnen kongruenten Punkten von ¥ in E* zu-

geordnet. Haben wir weiter eine Gerade in I—E_, die f trifft, so entspricht ihr

durch die senkrechte Projektion auf der Kugel ein Kreis in einer zu E
senkrechten Ebene, diesem entspricht in der stereographischen Pro-
jektion ein zu f senkrechter Kreis von E*,

Haben wir in E einen Punkt und eine Gerade in vereinigter Lage,
so liegen auf & auch das entsprechende Punktepaar und der ent-
sprechende Kreis in vereinigter Lage, und daher auch in E* das zu f
inverse Punktepaar und,der zu ¥ senkrechte Kreis, die sich aus ihnen
durch die stereographische Projektion ergeben.

Haben wir in E einen H-Kreis [vgl. § 6], so wissen wir aus § 6, da3
ihm durch die senkrechte Projektion auf § ein Paar von zu E spiegel-

bildlichen Kreisen zugeordnet wird, deren Ebenen zu E nicht senk-
recht sind; diesen Kreisen entspricht in der stereographischen Pro-
jektion in E* ein Paar von zu f inversen Kreisen. Man erkennt leicht,
daf3 den drei Typen § 6 (50) von H-Kreisen die drei Fille entsprechen,
wo die beiden zu f inversen Kreise a) f nicht schneiden, b) f schneiden,
c) f beriihren.

Wir kénnen somit die folgende Tabelle von sich in E und E* ent-
sprechenden Elementen zusammenstellen:

E E*
Punkt von f Kongruenter Punkt von t
Inneres von f Ganze Mobius-Ebene E*"ii
Punkt innerhalb f Zu t inverses Punktepaar B

Geradenstiick innerhalb Zu ¥t senkrechter Kreis
Punkt und Gerade in Kreis senkrecht za f und zu finverses

vereiniger Lage Punktepaar in vereinigter Lage

H -Kreis Zu T inverses Kreispaar

Wir kénnen uns natiirlich auch in E* auf das eine der beiden Ge-
biete beschranken, in die die Ebene E* durch f zerlegt wird. Dann
bleibt von einem zu f inversen Punktepaar nur ein Punkt iibrig, und
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wir haben eine eineindeutige Zuordnung der Punkte des Inneren von
f in E auf die Punkte jenes Gebietes in £*. Den Geradenstiicken inner-
halb ¥ in E entsprechen dann zu f senkrechte Halbkreise in E*. Es
ist fiirs folgende aber ebenso zweckmiBig, die ganze Ebene E* bei-
zubehalten.

Zusammenfassend kénnen wir jetzt sagen: Die ebene hyperbolische
Geometrie tm Lobaischefskyschen Sinme ist nichis andeves als die In-
verstonsgeometrie in einer MOobius-Ebene, in der ein ,,absoluter' Kreis
als gegeben sur Verfiigung steht. Die Paare der zu diesem Kreis in-
versen Punkte haben wir dabei als einen einzigen Punkt zu betrachten,
und die zu ihm senkrechten Kreise als die Geraden der nichteuklidischen
Geometrie zu deuten.

§18. Inversionsgeometrische Formeln fiir die hyperbolische
nichteuklidische Geometrie.

Um zu sehen, wie wir die weiteren Grundgebilde unserer Ebene

in der Sprache der hyperbolischen Geometrie zu deuten haben,

wollen wir unsere Zuordnung E — E* analytisch darstellen. Wir wollen
unsere Zuordnung aber jetzt gleich dahin verallgemeinern, daB wir
in unserer Mébius-Ebene E* nicht mehr die spezielle Gruppe der Mobius-
Transformationen betrachten, die den Kreis ¥ = ¢ mit den Koordinaten

(83) t={0, 1, 0, 0}

fest lassen, sondern eine beliebige zu ihr isomorphe Gruppe mit einem

ganz beliebigen festen Kreis f. Die Zuordnung E - E* verallgemeinert
sich dann wie folgt:

Der Punkt des Raumes, der dem Kreise t durch die stereographische
Projektion zugeordnet wird, wird jetzt nicht mehr ein uneigentlicher
Punkt, sondern ein ganz beliebiger Punkt p auBerhalb der Kugel &

sein konnen, und ebenso kann jetzt seine Polarebene E eine ganz be-

licbige § schneidende Ebene sein. Die Ebene E braucht jetzt also
nicht mehr mit der Grundebene E* der stereographischen Projektion

zusammenzufallen. Die Zuordnung E — E* ist jetzt die folgende:
Bezeichnen wir den Schnittkreis von E und § mit ¥, so haben wir
einen Punkt ¢ von E, der innerhalb des Kreises ¥ gelegen ist, zuerst
aus dem Pol p von E auf die Kugel ® in ein Punktepaar T, t™ zu pro-

jizieren. (Das entspricht der senkrechten Projektion von E auf die
Kugel im speziellen Fall des §17.) Und dann haben wir ! und t
stereographisch auf die Grundebene E* in die Punkte y™* und ¢™* zu
projizieren. ¢™ und ¢™* bilden dann ein zum Kreis ¥ inverses Punkte-

paar, das wir dem Punkt ¢ von E als Bild zuordnen. Es entspricht
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dann der Gruppe der ebenen hyperbohschen Bewegungen der Punkte
rin E mit dem MaBkreis ¥ bei dieser Zuordnung die Gruppe der Mébius-
Transformationen von E*, die den Kreis f fest lassen.

Zur analytischen Behandlung dieser Zuordnung denken wir uns im
Raum nach §7 die homogenen kartesischen Koordinaten xg, x,, %,, %,
eingefithrt, und bezeichnen mit denselben Buchstaben x,, %, %,, %,
dann auch immer gleichzeitig die tetrazyklischen Koordinaten des Kreises
oder Punktes von E*, der dem Punkt des Raumes in der stereographi-
schen Projektion zugeordnet wird.

Es sind dann t (%, ky, ks, k5) zugleich die tetrazyklischen Koordi-
naten des Kreises f in £* und die homogenen Koordinaten des Punktes p
im Raume, der der Pol der Ebene E ist. In beiden Fillen normieren
wir £ durch

(84) ii=
Die Punkte I von E geniigen jetzt der Gleichung
(85) Tt=0.

Die Punkte t der Geraden @&, die den Punkt 1 in E mit dem Pol »
verbindet, stellen sich dann dar als Linearkombinationen

(86) t=at + B3
von f und I.
Die Gerade & durchst6Bt nach (84) (85) die Kugel ¥ in den Punkten t,
fir die
tt)y=a*+p2(zz)=0

gilt, also in den Punkten

tt=1+71—31)

t“=x—l/~(§z)f
Den Punkten t' und t" entsprechen durch die stereographische Pro-
jektion dann einfach die zu ¥ inversen Punkte g'*und g™*, deren tetra-
zyklische Koordinaten die homogenen der Raumpunkte t! und t"
sind. Wir haben somit

™ =olG+ Y -Gyt
=gl — ) — (7))

wo wir wegen der Homogenitit der tetrazyklischen Koordinaten g*
die beiden beliebigen Faktoren p! und ¢! mitfiihren wollen. (87) ist
die analytische Darstellung unserer Abbildung der Punkte f inner-
halb £ [also (rz) < 0] von E auf die zu ¥ inversen Punktepaare g*, g1*
von E*,

(87)
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Wir kénnen nun im Rahmen der Inversionsgeometrie die nicht-
euklidische Geometrie wieder in zwei Stufen betreiben, ebenso wie
im §16 die euklidische:

A. Wir fihren den Kreis f in den Formeln mit.

B. Wir geben dem Kreis f die ausgezeichnete Lage (83), und fiihren
Koordinaten ein, die zu dem Kreis f in ausgezeichneter Beziehung stehen.

In diesem Fall B gilt fiir die Koordinaten %, in E die Gleichung %, =0.

Die x4, %, % sind dann in der Ebene E einfach dic homogenen
Koordinaten, wie wir sie im § 5 benutzt haben und dort nur statt mit
%o, X9, ¥z Mit xg, %, ¥, bezeichnet haben. Der Ausdruck (xr) wird ein-
fach die dort zugrunde gelegte Form
(88) [rr]= —x + 2 + %
und fiir die inneren Punkte von f = f ist dann [rz] < 0.

Bei der speziellen Annahme (83) fiir f sind nach (87) die drei tetra-
zyklischen Koordinaten x;, x,, x, fiir beide Punkte t©" und ™" einfach
den x,, x,, x, proportional. Wir kénnen also von unserer auf Stufe A
inversionsgeometrisch betriebenen hyperbolischen Geometrie ohne wei-
teres den AnschluB gewinnen an die ebene hyperbolische Geometrie
des § 5, wenn wir (Stufe B) fiir f den Kreis (83) wihlen, und die Ko-
ordinaten x,, x,, %, eines beliebigen Punktes aus dem zu f inversen Paar
mit den in § 5 verwandten homogenen Koordinaten x,, %;, %, des ent-
sprechenden Punktes der hyperbolischen Ebene identifizieren. Somit
konnen wir wieder die zur Stufe 4 gehorigen Formeln, die wir im
folgenden zusammenstellen, auf der Stufe B durch Vergleich mit den
in §§ 5, 6 abgeleiteten Formeln verifizieren.

1. Die nichteuklidische Entfernung I zweier Punkte ), 3 in unserer
Ebene E* mit dem absoluten Kreis ¥ — [die Sterne, mit denen wir
bisher die Punkte von E* bezeichneten, lassen wir jetzt weg] — ist
gegeben durch die inversionsgeometrische Invariante von 1), 3 und f:

93 ?
(89 ch?l = [—T—T - 1} ch = cos. hyp.] .
) 696D {
Die rechte Seite dndert sich nicht, wenn wir fiir einen der Punkte y, 3,
etwa fiir ) seinen inversen {)’ einsetzen. Nach

= —2(i) Tty

USSR [_Q’_%L, _ 1} ,
(') (31) (1) (1)

(89) bleibt daher invariant. ch?] ist also, wie es sein muB, eine In-

variante, die nur von den beiden zu ), § gehérigen zu f inversen Punkte-

paaren abhingt.
Blaschke, Differentialgeometrie I11. 6

wird dann
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Um die Formel (89) auf die Formel (26) des § 6 fiir die nichteuklidische Ent-
fernung zuriickzufiihren, bemerken wir, daB3 bei der Koordinatenwahl (83) wird:
(Uf):J’u (3{):2'1.

Ferner gilt unter Benutzung der Schreibweise (88)

W =[sl+rn4s.
‘Somit erhalten wir aus (89):
(90) cneg= WY

a3
Y14

Wegen (hY)) = (33) = 0 wird nun aber
yi=—[9l & =—1[53]
somit erhilt man aus (90) tatsichlich die Formel (26) des § 6.

Wihlen wir in (89) speziell zwei Punkte ) und 3 der beiden zu f
inversen Paare, die auf derselben Seite von ¥ liegen, so kénnen wir fiir
die nichteuklidische Entfernung noch eine einfachere Formel gewinnen;
denn dann ist die Vorzeicheninvariante

sgn(y ) (vi) (31) = — 1,

also

(h3)
91 < 0.
o 50)6i)
Da nun aber fiir die reelle nichteuklidische Entfernung / gelten muf3
chi> 0, folgt aus (89) notwendig

chi=1— 3

(v) (1)

und daraus ergibt sich dann die endgiiltige Formel

2l _ _—(a)
%2) S 1)

2. Ebenso wie wir in der projektiv-geometrischen Veranschaulichung
der hyperbolischen Geometrie die nichteuklidische Entfernung durch
eine projektive Invariante erkliren, nimlich nach § 5 durch ein Doppel-
verhiltnis, kénnen wir sie in der inversionsgeometrischen Veranschau-
lichung in E* durch eine Winkelbeziehung der Figur des Kreises f und
der beiden zu 1), 3 gehorigen inversen Punktepaare deuten.

Wir wihlen diesmal 1) und 3 zu verschiedenen Seiten von . Es gilt
dann das Folgende:

Es ist ein Kreis p durch 1), 3 und senkrecht zu ¥ eindeutig bestimmt,
und ebenso ferner ein Kreis q durch y, 3 senkrecht zu p. Letzterer
schneidet ¥ unter einem Winkel y. Mit ihm hingt die nichteukli-
dische Entfernung ! aus (92) durch die Formel
l 1
(98) ch 5 = Tsnw]

Zusammen.
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Das beweist man so: Da p zu f und g senkrecht ist und durch t) und 3 hindurch-
geht, gelten die Gleichungen

(94) {vf=b_q:0

pyp=pz=0

Sollen die vier Gleichungen (94) in den Verhiltnisgrofen p eine Losung haben,
so miissen g, f, 1) und 3 linear abhingig sein. {, {j und 3 sind nun linear unabhingig,
da andernfalls, wie leicht einzusehen, §) und § entgegen der Voraussetzung zu f
inverse Punkte wiren. Es gilt daher eine Darstellung:

(95) g=ay+pstri.

Aus g = q3 = 0 folgt dann wegen (h)) = (33) = 0:

{ Boa +r(En) =0
ey +r(tg)=0.

Da nach §9 (72) (3) =0 ist, muB auch 90 sein, da sonst ¢ =f =9 =0
folgen wiirde. Normieren wir ¢ so, daBl y = 1 wird, so folgt aus (95), (96)

_¢ ({9 +(En)s
(v3)
Nach der Winkelformel § 9 (68) erhilt man dann

B, s
@qq) (Ff) - CEE

2
chzl:<422 —1>
sinZy

—1> 0, ergibt sich dann die Formel (93).

(96)

cos?yp =

Nach (89) ist dann aber

‘Wegen ch!>0, iy
3. Die Gleichung einer Geraden t als eines zu f orthogonalen Kreises
ist in laufenden tetrazyklischen Punktkoordinaten g durch

rt=0 mit tf=0
gegeben. Der Winkel ¢ zweier Orthogonalkreise t¥ und t¥ von ¥

(t1 £)?
D) (T

ist einfach der wnichteuklidische Winkel der Geraden, denn auf Stufe B
werden wegen (83) die Koordinaten £, der Geraden alle Null, und es
ergibt sich die Formel (45) des § 6.

Natiirlich entspricht dann auch allgemein dem gewdhwlichen Winkel

in E* der H-Winkel in E.

4. Wir schlieBen mit den folgenden Bemerkungen iiber die H-Kreise der hyper-
bolischen Geometrie, die, wie wir in § 17 schon sahen, den Paaren der zu f inversen
Kreise entsprechen:

a) Der ,,Mittelpunkt'* des H-Kreises, der durch das zu f inverse Kreispaar
{34, 41} dargestellt ist, ist durch das Paar der zu f inversen Punkte {b!, b1} darge-
stellt, in denen sich alle zu den 3 und { senkrechten Kreise schneiden.

6*

(97) cos?p =
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Das Punktepaar b ist fiir den Fall f schneidender Kreise 3 nicht reell, was dem

Fall entspricht, daB der Mittelpunkt des H-Kreises der Ebene E auBerhalb des
MagBkreises liegt.

b) Der wnichteuklidische Radius ! des H-Kreises, d. h. die konstante nicht-
euklidische Entfernung des Mittelpunktes von den Punkten der Peripherie ist
durch

(98) 1 ‘(3’3)“

gegeben, wo fiir 3 ein beliebiger Kreis des Paares {3, 31} eingesetzt werden kann.
Der Radius 148t sich also im Fall sich schneidender Kreise 3 und ¥ durch deren
‘Winkel erklaren.

§ 19. Gemeinsame Behandlung der elliptischen,
hyperbolischen und euklidischen
Bewegungsgeometrie im Rahmen

der Inversionsgeometrie.

Der Lobaischefskyschen oder hyperbolischen nichteuklidischen Geo-
metrie hat man bekanntlich als eine dritte nahe verwandte Geometrie
die sogenannte Riemannsche oder elliptische nichtenklidische Geometrie
an die Seite gestellt. Die elliptische Geometrie der Ebene 1iBt sich
bekanntlich anschaulich einfach durch die gewchnliche spharische
Trigonometrie, d. h. die Bewegungsgeometrie auf der Kugel inter-
pretieren, wenn man ein Paar von diametral entgegengesetzten
Punkten der Kugel immer mit einem Punkt der elliptischen Ebene
identifiziert.

Wir wollen zeigen, daBl man auch die elliptische nichteuklidische
Geometrie in die Inversionsgeometrie einbauen kann. Betrachten wir
in dem hyperbolischen Raum unserer stereographischen Projektion die
Gruppe derjenigen hyperbolischen Bewegungen, die einen Punkt f
innerhalb der Grundkugel (ff <C 0) fest lassen! Der Einfachheit halber
koénnen wir f als Mittelpunkt

(99) t={1, 0, 0, 0}

der Kugel wahlen. Da dann auch die Polarebene des Mittelpunktes f,
die uneigentliche Ebene fest bleibt, haben wir einfach die Gruppe der
gewohnlichen euklidischen Drehungen der Kugel um den Mittelpunkt.
Auf der Kugel haben wir also die gewdhnliche sphérische Trigonometrie.
Da, wie schon gesagt, die Gruppe der Drehungen der Kugel isomorph
ist zur Gruppe der elliptischen Bewegungen, bekommen wir auch in
der Gruppe, die den Drehungen in der stereographischen Projektion
entspricht, eine zur elliptischen Bewegungsgruppe isomorphe Gruppe.
Allgemeiner entspricht jeder Gruppe von hyperbolischen Bewegungen des
Raumes, die einen beliebigen Punkt ¥ tnnevhalb der Kugel fest lassen, in
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der Projektion eine zur elliptischen Bewegungsgruppe isomorphe Gruppe.
Wie sieht nun eine solche Gruppe in der Projektion aus? Einem inneren
Punkt f der Kugel entspricht nach §9 kein reeller Kreis der stereo-
graphischen Projektion. Wir kénnen einen solchen Vektor f mit tf << 0
aber durch das System aller co? Kreise ¢ geometrisch darstellen, fiir die

(100) rE=0

gilt. Ein solches Kreissystem wollen wir ein nullteiliges Kreissystem
nennemn.

Wir wollen zeigen: Die nullteiligen Kreissysteme sind identisch mit
den Systemen aller co0* Kreise, die einen festen Kreis v in irgend zwet
diametral gegeniiberliegenden Pumkien schneiden.

Haben wir nimlich einen festen Kreis t und einen Kreis y, der ihn in zwei
reellen Punkten pI und b schneidet, so ist durch

(101) t=(r)r— (ot

wegen tr = 0 der Kreis des durch p! und pT hindurchgehenden Biischels darge-
stellt, der den festen Kreis ¢ senkrecht schneidet. r schneidet nun t in zwei dia-
metralen Punkten, wenn der M-Kreis t speziell eine Gerade ist, also ein M-Kreis
durch den uneigentlichen Punkt. Der uneigentliche Kreis kann nach § 7 nun mit-
tels der Einheitsvektoren e® und e, die wir in § 14 (49) eingefithrt haben, in der
Form eI — ¢ dargestellt werden. Soll { Gerade sein, so muf3 also el —te? =0
gelten. Das ergibt nach (101)

(102) o)e)—(xe)—Gr)(xe) — (e =0.

Ein System von Kreisen g, die einen festen Kreis in diametralen Punkten schneiden,
geniigt also immer einer in den  linearen Gleichung (102) mit einem Vektor ¢ mit
tr >0 und den durch §14 (49) erklirten Einheitsvektoren eI und e?. Setzen
wir

T
I_e0__*_
(103) f prop. [e e D

(rel—1x e")} s
so gilt wegen (102)
=0

und wegen (eI —e®, el— e%) = O folgt aus (103)

I_ 012
ppo_lrel—re?® o
T

Es gehoren also alle ¢ einem nullteiligen Kreissystem f an. Ist umgekehrt ein
Vektor f mit £f < 0 gegeben, so kann man immer einen zugehorigen Kreis t be-
stimmen, so daB (103) gilt, daB also alle § den Kreis ¢ in diametralen Punkten
schneiden, man hat nur

v prop. [{(fel) — (Te®)} E— (£1) (e1—¢?)]

zu setzen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Obgleich die angegebene Konstruktion des nullteiligen Kreisystems
nicht mobiusinvariant ist und speziell der Kreis © mit dem System
nicht invariant verbunden ist, folgt natiirlich schon aus der stereo-
graphischen Projektion, daB ein nullteiliges Kreissystem durch M, in
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ein ebensolches iibergeht. (Eine invariante Konstruktion des null-
teiligen Systems ist in § 32, Aufg. 9 gegeben.)

Wir wollen die elliptische Geometrie als Inversionsgeometrie in
einer Mobius-Ebene, in der ein nullteiliges Kreissystem ¥ als gegeben
zur Verfiigung steht, hier nicht im einzelnen verfolgen, sondern be-
merken nur kurz: Alle Kreise eines nullteiligen Systems, die durch
einen festen Punkt gehen, gehen immer noch durch einen zweiten, wie
die Fig. 29a zeigt, in der das nullteilige System aus allen Kreisen
besteht, die den festen Kreis ) mit dem Mittelpunkt M in diametralen
Punkten schneiden. Zwei derartig zusammengehérige Punkte a und a¥*,
die wir auch alsinvers zu dem nullteiligen Kreissystem bezeichnen wollen,
haben wir mit einem einzigen Punkt der elliptischen Ebene zu identi-
fizieren. - Die Kreise des ,,absoluten‘ null-
teiligen Systems f haben wir als die Geraden
der elliptischen Geometrie zu betrachten.

Wir kénnen nun alle drei Geometrien
der §§16, 17 und 19, die euklidische, die
hyperbolisch-nichteuklidische und die ellip-
tisch-nichteuklidische mittels der Formeln
der Stufe A auf dem Boden der Inver-
sionsgeometrie gemeinsam behandeln, indem wir einen ,,absoluten
Vektor** f einfithren, von dessen skalarem Quadrat ff = C wir zu-
nachst offen lassen, ob C > 0, C = 0 oder C << 0 ist. Die euklidische
Geometrie ergibt sich so als ein Grenzfall C — 0 der beiden andern.
Das spricht sich auch im einzelnen z. B. in den Beziehungen der Formeln
der hyperbolischen Geometrie des § 18 und der euklidischen Geometrie
des §16 aus.

Nach §18 (92) haben wir fiir das Verhiltnis der nichteuklidischen
Entfernungen / und /, zweier Punktepaare 1), 3 und 1),, 3,:

Fig. 29a.

2
B 99D G

(104) = (03 0 DGY’

sh?

[N .

wo jetzt ¥ nicht mehr in der Normierung tf = 1 genommen zu werden
braucht, weil der Ausdruck rechts von der Normierung von f nicht
mehr abhingt. Nach §16 (80) wird firr ff —0 durch den Ausdruck
auf der rechten Seite von (104) aber gerade das Verhaltnis s2: s, der
beiden euklidischen Entfernungen s und s, der Punktepaare dargestellt.
Lassen wir (£f) gegen Null gehen, so riickt also

h

2O] w~

w

S
gegen .
h

w
s~
o
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Der Vergleich der Formeln der §§ 16 und 18 lehrt, daB bei dem
Grenziibergang, bei dem f auf einen Punkt zusammenschrumpft, die
folgenden Gebilde und GréBen ineinander iibergehen:

Hyperbolische Geometrie E Euklidische Geometrie
Punkt — Punkt
Gerade (Kreis senkrecht f) — Gerade (Kreis durch f)
H-Winkel (97) — Gewbhnlicher Winkel (82)

A —

sh 3¢ sh bl o sis

[? = nichteuklidische Entfernung [s = euklidische Entfernung (80)]

(92)]

H-Kreis — Kreis

Kommt es uns weniger auf die Betonung des Grenziiberganges an,
sondern vor allem auf eine moglichst weitgehende formale gemeinsame
Behandlung von nichteuklidischer und euklidischer Geometrie, so
konnen wir die Normierung von f im hyperbolischen Fall durch =1
(im elliptischen durch ff = — 1) festlegen und im euklidischen Fall
tf = 0 ein fiir allemal eine bestimmte Normierung f annehmen, die der
Festlegung der MaBeinheit gleichkommt. Die Formeln der §§ 16 und 18
und auch die entsprechenden, die man fiir die elliptische Geometrie
entwickeln konnte, weisen dann eine weitgehende formale Uberein-
stimmung auf.

§ 20. Koordinaten von Gaup.

Zum Schlusse dieses Kapitels wollen wir noch an einigen kurzen Aus-
fithrungen erldutern, wie man reelle Inversionsgeometrie in komplexen
Koordinaten betreiben kann. Fithren wir in unserer Mébius-Ebene nach
Gaup statt der kartesischen Koordinaten &, 7 die komplexe Veridnder-
liche
(105) z=§&417 1=f-1
ein, so nehmen die Gleichungen § 7 (53) bei Verwendung der neuen Be-
zeichnung y = 2 o die Gestalt an:

x,=0o(1+22)
(106) r, =0o(1—22)

x, = 0(z+ z)

X, =—1i0(z—%),

wo z die zu z konjugiert komplexe Zahl £ — 77 ist. Aus (106) erhilt man

umgekehrt:
Tyt 7 A

(107) =iz
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Wenn wir daher dem uneigentlichen Punkt, fiir den x, -+ x, = 0 gilt,
den Wert z = oo entsprechen lassen, konnen wir jedem Punkt der
Mébius-Ebene eindeutig eine komplexe Zahl z zuordnen.

Ersetzen wir in der Gleichung g} = 0 eines Kreises y die laufenden
Punktkoordinaten g nach (106), so erhalten wir

(108) (yz)=—(yoF¥1)22+ (Ya—19s) 24 (3o + i 95) 74 (y,— o) = 0.
Setzen wir
1y, — B -+ B; Ty,=—A—D,

(108a) 2
19, =1(B — B); 1y, =D— A4,

wo 7= 0 ein reeller Faktor ist, und 4 und D reelle, B und B aber zu-
einander konjugiert komplexe Grofen, so ergibt sich aus (108) fiir die
Gleichung des Kreises:

(109) ry=Azz+Bz-+-Bz+D=0.
Aus (108a) erhilt man

4 —
(110) t)nzr—z—(BB—AD).

Nur fiir BB-—AD > 0 erhdlt man also einen reellen Kreis.

Welche Transformationen der komplexen Variablen z entsprechen
nun den Kreisverwandtschaften? Um diese Frage allgemein zu be-
antworten, tun wir dies zunichst firr den speziellen Fall einer Inversion
§8 (64). Aus den Inversionen lassen sich ja, wie wir im § 8 gesehen
haben, alle Kreisverwandtschaften aufbauen.

Es wird nach §8 (64) vermittels (107)

_ 20" 0 +ry) — (b Yy) (35 +ia¥)
2r*) 0+ y0)— () (X +af) -

Ersetzen wir die Koordinaten von g* nach (106) durch z*, z*, die von
h nach (108a) durch 4, B, B, D, so ergibt sich:
__(Bz*4 D) (B+42%
(AZ*+B) (B+Az*)

Wir konnen hier durch B+ Az* kiirzen, denn fiir z%* = — B:A ver-
schwindet auch der zweite Faktor 4 z* -~ B im Nenner und diesem Wert
entspricht z = oo, was auch noch in der Darstellung

_ Bz*4D

() T iiB
zum Ausdruck kommt, die man durch Kiirzung des Faktors B + Az*
erhilt. Da der Kreis y nicht in einen Punkt ausarten darf, muB nach
(110) in der Formel (111)

(111a) BB—AD+0
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sein. Jede gleichsinnige Kreisverwandtschaft 1aBt sich nun durch eine
gerade Anzahl hintereinander ausgefiihrter Inversionen herstellen.
Setzt man nun zwei Inversionen 2 = z* und z* — 2z’ von der Form (111)
hintereinander, so bekommt man sicher eine Transformation der Gestalt
’
(12 NIPEZY. (s~ 47 +0)
wo o, 8, y, 0 komplexe' Zahlen sind. Denn z ist nach (111) eine linear
gebrochene Funktion von z*, z* aber als die zu z* konjugierte Gréfe
ist nach (111) wieder eine linear gebrochene Funktion von z’. Da zwei
zusammengesetzte linear gebrochene Substitutionen aber wieder eine
solche ergeben, und die Determinante «é — fy gleich dem Produkt der
entsprechenden Determinanten der einzelnen Substitutionen ist, die
nach (112) =+ 0 vorausgesetzt sind, folgt daraus die Behauptung. Da
zwei zusammengesetzte Transformationen von der Art (112) eine der-
selben Art ergeben, ist jede gleichsinnige Kreisverwandtschaft in der
Form (112) darstellbar. Umgekehrt ist aber auch jede Transformation
(112) mit irgendwelchen komplexen Koeffizienten eine Kreisverwandt-
schaft, denn sie erfiillt die beiden Eigenschaften des § 8, die wir

im § 49 als kennzeichnend fir Kreisverwandtschaften nachweisen

L .. . )
wollen: Sie ist erstens eineindeutig, wenn man dem Wert 2’ =—

, . [ .
nur z = oo und 2’ = oo auf der andern Seite z = L entsprechen 148t,

wie man durch Umkehrung der Substitution (112) ersieht. Zweitens
zeigt die Rechnung, daB die Gleichungen von der Form (109) in eben-
solche, Kreise also in ebensolche iibergehen.

Eine ungleichsinnige Kreisverwandtschaft kann man durch eine
ungerade Anzahl von Inversionen erzeugen, daraus ergibt sich, daB sie
die allgemeine Gestalt

(113) = SLTR (@8—py+0)

haben muB, und auch hier 148t sich zeigen, daB jede Transformation
dieser Form eine solche Verwandtschaft ist.

Mit der Verwendung der Koordinaten von Gauf hat die Inversionsgeometrie
in ihrer geschichtlichen Entwickelung begonnen. Im Jahre 1827 hatte Mobius
sich in seinem ,,Baryzentrischen Kalkil' mit den durch die linear gebrochenen
Transformationen der kartesischen Koordinaten dargestellten projektiven Abbil-
dungen der Geraden und auch mit dem Doppelverhiltnis von vier Punkten einer
Geraden beschaftigt. Die Darstellung der Punkte der Zahlenebene von Gauf
durch komplexe Zahlen fiihrte ihn dann dazu, die komplexen linearen Transfor-
mationen (112) zu untersuchen. Eine Reihe von Arbeiten sind in den Jahren
1852—1856 iiber diesen Gegenstand von ihm erschienen. Die erste tragt den
Titel: ,,Uber eine Methode, um von Relationen, welche dev Longimetvie angehoven,
2u entsprechenden Sditzen der Planimetrie zu gelangen.” Mobius hat sich auch mit
der geometrischen Bedeutung des komplexen Doppelverhiltnisses

(21 — 211 (111 _ £IV)
(114) D= (2T — 21V) (o1 _ 7 1)
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von vier Punkten mit den Koordinaten 21, 21, 21, ;IV beschéftigt, das natiirlich
eine Invariante gegeniiber den gleichsinnigen Kreisverwandtschaften (112) ist.
Er findet fiir die beiden reellen Invarianten, die in dem komplexen Doppelverhalt-
nis enthalten sind:

1. Der absolute Betrag | D| von D ist einfach der absolute Betrag des Doppel-
verhiltnisses der vier Strecken, denen die absoluten Betridge auf der rechten Seite
von (114) entsprechen.

2. Fiir das Argument der komplexen Zahl D gilt:

argD =g+ 1y,

wo @ und y die in der Fig. 30 angegebenen Winkel in dem durch die Pfeile ange-
zeigten Sinne sind. Das Argument von 2I — 21T ist ndmlich der Winkel der durch
die Punkte #I und zX bestimmten Geraden mit der &-Achse und daher gilt

21 —zII 21X IV
AE T ¥ By v ¥
woraus die Behauptung folgt.
Uber eine Darstellung der Invarianten

e |D| und arg D in tetrazyklischen Koordi-

;}7 naten und eine mébiusinvariante Deutung
LY P derselben vergleiche § 32, Aufg. 11 und 12.
v Die durch (112) (113) dargestellten

Mobius-Transformationen sind be-
a kanntlich nicht die allgemeinsten
3 konformen, d. h. winkeltreuen Ab-
£ bildungen der Ebene. Schreiben wir

die Punkttransformationen der Ebene

Fig. 30. ‘ -
in kartesischen Koordinaten:
Fr=u(é
(115) . (€,)
n*=wv(,n)

dann ist nach der Definition von H. A. Schwarz eine konforme Ab-
bildung eine solche, fiir die gilt:

(116) (A% + (dy*)? prop. d&? 4 dq°.

Eine solche Abbildung ist, wie man sagen kann ,,im unendlich Kleinen*
ahnlich und erhilt nach der bekannten Formel fiir den Winkel ¢ zweier
durch {d&, dn} und {6&, d7} gegebenen Linienelemente:

(AESE+Fdndn)®
(AE2 4 dn? (6524097

die Winkel, da sich die &, §7 genau so transformieren wie die d £, d1).
Die Bedingung (116) fithrt nach (115) auf die Gleichungen:

<2
cos® g =

ou ou /v ov

9F og T 08 om

(117) u\2 v\2? u\? v\?
(&) + ) =)+
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Als Losung ergibt sich:

ou o0v - o0 ou
1(118) 'a?:_i‘a‘n“a *I;‘g:—'—a?
oder

ou ov ov on

Die Gleichungen (I) sind die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen. Die Transformationen I kénnen also in komplexen Ko-
ordinaten dargestelit werden durch

(120) ¥ =1(2).

wo [ (2) eine beliebige analytische Funktion seines Argumentes ist.
Analog erhilt man aus (II):

¥ =f(2),

wo [ wiederum eine analytische Funktion ist. Da die Funktional-
determinante

: ou ou |

N
o0v

| 08 o

im Falle I positiv ist, im zweiten Falle aber negativ, liefert I gleichsinnig
winkeltreue, II ungleichsinnig winkeltreue Abbildungen.



3. Kapitel.

Kreisscharen, Kurven und Kurvennetze in
der Geometrie von Mobius in der Ebene,

§ 21. Kreisscharen in der Ebene?).

Geben wir die Koordinaten eines gerichteten eigentlichen Kreises g
als Funktionen eines reellen Parameters ¢, so ist dadurch in dér Ebene
eine Kreisschar bestimmt. Die Funktionen g (f) wollen wir als stetige und
so oft differenzierbare Funktionen annehmen, wie dies die spiteren
Untersuchungen erfordern. Fiir die normierten Koordinaten gilt dann
1t =1 und ¢z = 0 identisch in ¢, wenn wir Ableitungen nach ¢ durch
Punkte bezeichnen. Der Einfachheit halber wollen wir hier und im
folgenden bei dem Kreise ¢ und seinen Ableitungen die Normierungs-
zeichen ~ weglassen. — Wir wollen uns nun in den differentialgeometri-
schen Untersuchungen dieses Buches fast ausschlieSlich mit solchen
Fragestellungen beschiftigen, die der sogenannten Differentialgeometrie
tm Kleinen angehoren.

Die Differentialgeometrie im Kleinen — auch Kriimmungstheorie
genannt — handelt von den geometrischen Verhiltnissen einer Mannig-
faltigkeit — [z. B. von Kreisen oder Punkten] — in der unmittelbaren
Umgebung ein und derselben Stelle.

Im Gegensatz zu ihr beschéftigt sich die Differentialgeometrie im
GroBen mit solchen Eigenschaften der Mannigfaltigkeit, die sich erst
aus ihrem gesamten Verlauf bestimmen lassen.

In dem vorliegenden Falle der Inversionsgeometrie der Kreisscharen
haben wir die geometrischen Verhiltnisse der Schar in der unmittel-
baren Umgebung eines ihrer Kreise ¢ zu untersuchen, der etwa zu dem
Parameterwert ¢ = ¢, geh6ren moége. Das kommt auf das Studium der
Invarianten der durch:

(1) E:i‘:i,f'“

usw. bis zu beliebig hohen Ableitungen gegebenen ,,Vektoren‘‘ hinaus,

1) Zu den §§ 21—25 vgl. die Arbeit: G. Thomsen: Uber konforme Geo-
metrie II. Abh. des Hamb. Math. Sem. Bd. 4 (1925).
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die zu ein und derselben Stelle g resp. ¢ = ¢, gehéren. Zunichst haben
wir hier ganz die analoge Aufgabe wie im § 10. Wir haben die inversions-
geometrischen Invarianten der vorgelegten Reihe (1) von Vektoren zu
bestimmen. Wir miissen zunichst die orthogonalen Invarianten all
dieser Vektoren bilden: Diese sind nach § 10 die skalaren Produkte und
Koeffizienten von Linearkombinationen. Zweitens haben wir die Um-
normierungen zu beriicksichtigen. Nach § 14 kommen aber die Um-
normierungen gar nicht in Frage, weil wir alle Kreise der Schar als
gerichtet voraussetzen und sie durch ¢y =1 normieren. In unserer
Geometrie der Kreisscharen kommt nun noch ein Drittes hinzu: Nur
solche Ausdriicke werden geometrische Bedeutung haben, die auch noch
invariant sind gegeniiber den Parametertransformationen

(2) b= f(t*)9

die an Stelle von ¢ einen neuen Parameter ¢* einfilhren. Die Funktion f
setzen wir dabei als stetig und geniigend oft differenzierbar voraus.
Bei der Transformation wird, wenn wir

() = [f (%)) =z* (%)

dg* . dy df

at* ~ dt dt*

(3) dr* __d?),“.(df >‘3+ dy dxf

AR T ar \ar%) U ar aper

setzen, z. B.

Beschrianken wir uns auf solche Stellen, wo die Ableitung des Kreises
nach den Parametern ¢ und #* nicht verschwindet, so mull nach (3)

af

dt* =*= O
sein. Nach (2) gilt dann ferner:
1
(4) AvF = - dt.
drv

Da wir uns nur auf die Umgebung einer Stelle beschridnken, sind die

d a2 . .
GroBen Ti-té‘_’ Wf);? ... als konstante bei den Transformationen auf-

tretende Substitutionskoeffizienten zu betrachten. Und zwar tritt bei
jeder neuen Ableitung, bei jedem neuen Kreis der Reihe (1) in den
Transformationsformeln (3) ein neuer Koeffizient neben den schon vor-

. R AS . . ar . .
gekommenen auf, ndmlich bei —-5o (ti)" der Koeffizient ——5- (t*’;" . Die schein-
bare Schwierigkeit, aus den Kreisen (1) Invarianten gegeniiber den
Parametertransformationen zu bilden, also alle diese konsekutiven

. . d a2 C .. . . . .
Koefﬁzlentend—t’:, d—(”g;,-. .. zu eliminieren, 148t sich nun mit einem
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Schlage iiberwinden, und die Parametertransformationen lassen sich
iiberhaupt ganz ausschalten durch Einfithrung eines tnvarianten Para-
meters. In der gewShnlichen Kurventheorie fithren wir die Bogenlinge

ein, bei unsern Kreisscharen werden wir in ganz dhnlicher Weise ver-
fahren. Nach (3) und (4) gilt

ar*ar*\ ;. dy dg
V(mm)‘” “V(?ﬁ?ﬁ dt,
es ist also

(5) do= V(i) dt

eine invariante Differentialform [ein invariantes Differential]. Durch

(6) o=f]/—g-£dt

ist dann ein invarianter Parameter ¢ bis auf eine additive Integrations-
konstante und das mit dem Wurzelzeichen verkniipfte doppelte Vor-
zeichen als Funktion von ¢ bestimmt, auf den wir die Kreisschar im
folgenden beziehen werden. Bezeichnen wir Ableitungen nach ¢ durch
Striche, so dndern sich dann ¢’, ", ¢’ ... usw. bei Parametertrans-
formationen (von Vorzeichen abgesehen) nicht mehr. Durch Bildung
von skalaren Produkten und Linearkombinationen dieser Kreise kénnen
wir dann schon (bis auf Vorzeichen) invariante GréBen erhalten.

Dieser Einfithrung eines invarianten Parameters liegt folgendes zu-
grunde: Wir suchen uns eine bis auf Parametertransformationen in-
variante GroBe @, die irgendwie aus den Vektorfunktionen (1) gebildet
ist und die sich nach

a
(@) P =1k

transformiert, wo @* beziiglich #* in gleicher Weise gebildet ist, wie ¢
beziiglich ¢. Eine solche ist z. B. die in (5) verwandte GroBe V(zx).
Die Transformationseigenschaft von ¢ kénnen wir auch durch die Aus-
sage charakterisieren: ,

Es soll dasDifferential do = ¢*d¢* = @pdt invariant sein, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, es soll

2
(8) o=[pa
to
eine Integralinvariante sein. Haben wir einmal eine solche GréBe ¢
gefunden, so kénnen wir aus irgendeiner parameterinvarianten GroBe S
sofort durch Ableitung eine neue bilden, ndmlich durch:
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,_dS 1
®) S'=a %
‘ as s . . odr . , . . .
denn —- substituiert sich wie 27 in (3). S’ wollen wir auch die snvariante
Ableitung von S beziiglich der Differentialform
(10) do=g@dt
nennen. S’ kénnen wir nun wieder invariant ableiten:
dg
~ n__as’ 1 _a*s 1 as dt
(1) S =y T aE e T ar e

und so immer neue Invarianten bilden.

Denken wir uns die Kreisschar auf den invarianten Parameter (8)
bezogen, so sind die invarianten Ableitungen beziiglich der Form (10)
einfach die gewohnlichen Ableitungen nach diesem Parameter ¢. In
der Tat muB, wenn der Parameter ¢ schon von vornherein mit ¢ iden-
tisch sein soll, nach (10) und (8) ¢ = 1 sein und die invarianten Ab-
leitungen fallen dann mit den gewdhnlichen zusammen. Diese Ab-
leitungen nach o lassen sich also nach (9) und (11) bilden, ohne daB
vorher die Quadratur (8) ausgefiihrt und die Kreisschar explizite auf
den Parameter o transformiert ist.

Wir kénnen nun, wenn wir eine allgemeine Differentialform (10)
zugrunde legen, speziell fiir die einzelnen Vierkreiskoordinaten von ¢,
die im Gegensatz zu ihren Ableitungen nach ¢ als parameterinvariante
GroBen anzusprechen sind, die invarianten Ableitungen bilden. Wir
erhalten so die Vektoren g, ¢, " ... usw. Riickwirts lassen sich, wenn
@ festgelegt ist, die gewdhnlichen Ableitungen natiirlich sofort wieder
aus den invarianten berechnen, aber dies ist im allgemeinen gar nicht
vonndten, denn wir kénnen ganz im Bereich dieser letzteren bleiben,
ohne die gewshnlichen zu benutzen. Wir haben es ja mit invarianten
geometrischen Problemen zu tun, die nur die Kreisschar und nicht die
Parameterwahl betreffen, und wir kénnen uns die Kreisschar ja immer
auf den speziellen Parameter (8) bezogen denken.

Wir werden uns zweckmibBigerweise eine solche invariante Form
do = @dt suchen, die von mdoglichst niedrigen Ableitungen des Kreises
der Schar abhéngt. Der schon erwihnte Ausdruck ¢ =7/ ; t) ist nur von
erster Ordnung, und auf ihn wollen wir uns hier festlegen.

Man berechnet nach §9 (68) fiir den ,unendlich kleinen* Winkel
dy zwischen ¢ und dem ,,Nachbarkreis* ¢ -+ rdt:

(12) g dy = (i§)dr*.

Da bis auf Glieder von hoherer als erster Ordnung tg(dy) = dy ist,
gilt fiir unsern Parameter o also

(13) do? = dy?.
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Wir wollen uns im folgenden auf den Fall £ > 0 beschrinken, wo dieser
Winkel reell ist. Wir betrachten also nur solche Scharen, bei denen kon-
sekutive Kreise sich in einem reellen Punktepaar schneiden, d. h.
solche Kreisscharen, die von zwei reellen Kurven umbhiillt werden. Wir
tun das, weil wir einen bestimmten geometrisch anschaulichen Fall vor
Augen haben wollen. Die Scharen mit ¢f < 0 lassen sich im Kom-
plexen genau so gut mit den Formeln behandeln, die wir im folgenden
entwickeln werden, aber die einzelnen analytischen Ausdriicke lassen
dann nicht dieselbe reelle geometrische Deutung zu wie im Fall g > 0.
Wesentlicher ist der AusschluB der Scharen mit z ¢ = 0, bei denen sich
konsekutive Kreise beriithren. Durch ¢ ist in diesem Fall der Beriihrungs-
punkt von g mit ¢ + gd¢ dargestellt. Wir konnen leicht zeigen, daB die
Kreisschar g in diesem Falle einfach aus den Schmiegkreisen der Kurve
1 () besteht.

Aus rf = 0 erhdlt man durch Ableitung nidmlich wegen i =0
die Gleichung rf = 0. Leiten wir diese Gleichung wieder ab und be-
achten, daf3 aus { £ = 0 durch Differenzieren folgt £ = 0, so erhalten
wir 1T = 0. Es gilt also:

rr=ri=rr=0.
Der Kreis g geht also durch drei konsekutive Punkte der Kurve £ (Z)
hindurch und ist somit der Schmiegkreis.

In unserem Falle £ > 0 ist o nach (6) ein reeller Parameter. Im

folgenden denken wir uns die Schar auf ihn bezogen und bezeichnen
Ableitungen nach ihm durch Striche. Es ist dann in (7) (8) ¢ = 1 und

'y =1L

§ 22. Die Grundformeln fiir die Theorie der Kreisscharen.

Wir kénnen nun, ganz dem Verfahren von § 10 entsprechend, um
eine Ubersicht iiber den ganzen Vorrat an Invarianten der Kreisschar
zu bekommen, aus den vier niedrigsten linear unabhingigen der Kreise
(1) alle weiteren linear kombinieren. Es ist hier aber zweckmiBig, ein
wenig anders vorzugehen. Wir fiihren die beiden Schnittpunkte von g
mit dem Nachbarkreis, die beiden ,,Héllkurvenpunkie’ v und 9 ein,
dann gilt:

(14) pop=br=0g =0
(15) pb=pr=vgr =0.

b und b lassen sich als die beiden Losungen dieses Systems von einer
quadratischen und zwei linearen Gleichungen berechnen. Doch er-
iibrigt es sich fiir uns, die Koordinaten der v und b durch die ¢ und ¢’
wirklich irrational explizit auszudriicken. Wir begniigen uns mit der
Tatsache, daBl die Punkte v und b durch (14) (15) festgelegt sind, und
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werden im folgenden immer auf diese Gleichungen zuriickgreifen.
Wegen §9 (72) ist (v b) &= 0 und wir konnen v und b so normieren, daBl

(16) po—1
wird.

Die Normierung ist dadurch festgelegt nur bis auf die Transfor-
mationen der Form

_ 1 -
— %, — *
(17) p=Ap*; b=-0%,

wo A fir alle Stellen der Kreisschar natiirlich verschiedene Werte haben
kann, also eine Funktion des Parameters ¢ ist. Wir wollen die Nor-
mierung immer so annehmen, daB sie bei sehr nahe beieinander ge-
legenen Punkten nur sehr wenig verschieden ist, d. h., wir setzen 4 als
stetige Funktion von ¢ voraus. Der Kreis ¢" geht nach (14), (15) durch
b und b hindurch und steht wegen 1’ =0 auf g senkrecht. Wir wollen
ihn den Querkreis der Schar nennen.

Wir haben jetzt folgende Tabelle skalarer Produkte zwischen f, ¢/,
b und b:

(18) P 0 1 0 0

Aus dem Multiplikationssatz der Determinanten [vgl. §11 (16)] folgt nun
(19) bz e'®

Also sind die vier in der Determinante stehenden Vektoren linear un-
abhingig. Beschrinken wir uns nun auf die Gruppe M; (vgl. §15)
und zeichnen einen der beiden Hiillkurvenpunkte, etwa v aus, so
kénnen wir von einem beliebigen Parameter ¢ ausgehend den Para-
meter ¢ dem Vorzeichen nach festlegen durch die Forderung

T=1.

(20) do=|g,1,9,0]|dt.

Denn durch Quadrieren von (20) erhdlt man in Ubereinstimmung
mit dem Fritheren fiir 4o gerade die rechte Seite von (12). do er-
gibt sich nach § 15 als der im Punkte v vom Kreise ¢ zum Kreise
1 + rdt im positiven Sinne gemessene Winkel. Diese Festlegung des
Parameters wollen wir im folgenden immer wahlen. Fiir sie wird

(22) ltdvb| = 41.

Blaschke, Differentialgeometrie II1. 7
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Durch die Festlegung (22) des Parameters ¢ bekommt auch der Quer-
kreis eine ausgezeichnete Richtung, ndmlich eine solche, da8 in v der
Winkel von dem positiven Ast des Kreises ¢ nach dem negativen des
Kreises ¢’ positiv wird.

Aus den vier Grundvektoren (18) konnen wir nun die Ableitungen
derselben ", ¢’ ... sowie auch v/, "' ... und v’, v”’ ... linear kom-
binieren und dadurch nach §10 eine Ubersicht iiber den Vorrat der
voneinander unabhdngigen inversionsgeometrischen Invarianten der
Kreisschar gewinnen. Die Zugrundelegung der Vektoren (18) ist des-
halb zweckmiBig, weil nach (18) ihre Skalarprodukte alle die Werte 0
oder 1 haben, was die Rechnung sehr vereinfacht.

Wir setzen also z.B. an

(23) U=ag+pr +yv+00

mit Koeffizienten «, 8, ¢, d, die wir aus Skalarprodukten bestimmen
konnen, wenn wir (23) nach der Reihe mit den Grundvektoren g, t',
p und b ,,skalar” multiplizieren. Multiplizieren wir z. B. mit ¢, so er-
halten wir wegen- (18)

"

iy =«
und durch Multiplikation mit ', v, v der Reihe nach:
. Y =8 v=20; "v=y.
Aus (18) folgt nun aber durch Differenzieren

' =—1; i"=0.
Setzen wir noch zur Abkiirzung
(24) v’ =c¢; bi'=c,

so ergibt sich aus (23)
"= —r+cv+tco.

Allgemein werden wir die ersten Ableitungen der Grundvektoren ",
p’, b’ — [es kommen nur drei in Frage, da die Ableitung von ¢ mit dem
Grundvektor ¢’ zusammenfillt] — aus den Grundvektoren selbst linear
kombinieren kénnen, wenn wir die Tabelle der Skalarprodukte kennen,
die sie mit den Grundvektoren bilden.

Wir kénnen da nun die folgende Tabelle skalarer Produkte zusammen-
stellen:

7] -1 0 ¢ 3
(25)

v 0 —¢ 0 0

v 0 —C 0 0

Die in dieser Tabelle enthaltenen Bezichungen entstehen meist aus (18)
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durch Ableitung unter Beriicksichtigung von (24). Als einzige Aus-
nahme haben wir die Gleichungen

po=0 wund vy’ =0.

Diese gelten nicht ohne weiteres, wir kénnen ihre Giiltigkeit aber durch
geeignete Normierung von b und b erzwingen. Wir kénnen mit b und b
noch die Umnormierungen (17) vornehmen, ohne die Gleichung v b =1

zu zerstoren. Fithren wir nun v und b in neuer Normierung 9 und b ein:

~ A 1 _
— [0} . —_—
b=pu(o)v; b W)
so ist
BI:MIn+be
und
P-4 ’—
pvy=—-—TDb00D
“ t
Soll ’p = 0 werden, so haben wir
~fovdoe

p==C-e

A

zu setzen, wo C eine Integrationskonstante ist. 9, b sind durch die
Forderung 9’ b = 0, aus der wegen pp = 1 auch f0’ =0 folgt, in ihrer
Normierung dann bis auf Transformationen

‘b

=0
Of =

(26) §=C-p;

mit konstantem C festgelegt. Da v und b von ersten Ableitungen ab-
hingen, sind x und damit f und b von zweiter Ordnung.

Im folgenden wollen wir die Normierungszeichen A bei den nach (16)
und (25) normierten Punkten v und b wieder weglassen.

t”, v’ und 9’ lassen sich nun folgendermaBen linear aus den Grund-
kreisen kombinieren

t"=—¢+co+tco,
(28) v =—cy,
v =—cy.

Die Richtigkeit dieser Gleichungen weist man, wie wir es fiir die erste

schon getan haben, nach, indem man mit den vier Grundkreisen skalar

hineinmultipliziert und (18), (25) beriicksichtigt. Sie entsprechen ganz

den Frenetschen Formeln der gewdhnlichen Kurventheorie und lassen

nun sofort auch alle héheren Ableitungen der Grundvektoren durch

diese selbst ausdriicken. Man hat nur (28) geniigend oft zu differen-
7*



100 Kreisscharen, Kurven und Kurvennetze in der Geometrie von Mobius.

zieren und die ersten Ableitungen der Grundvektoren immer gleich
durch diese selbst auszudriicken.

Statt der in (24) definierten GroBen ¢ und ¢, die nach (26) nur in-
variant sind bis auf einen konstanten Faktor C resp. 1:C, werden wir
besser absolut invariante GroBen einfiihren. Aus den ¢ und ¢ selbst
14Bt sich nur eine solche GréBe bilden, namlich

(29) b= —2cc,
wo wir, um spatere Formeln zu vereinfachen, den Zahlenfaktor — 2
hinzufiigen.

Ist b = 0, so verschwindet mindestens eine der beiden GroéBen ¢
oder ¢. Nach (28) ist dann mindestens einer der beiden Punkte b
oder b fest d.h. wir haben eine Schar von Kreisen durch einen festen
Punkt. Ist sowohl ¢ = 0, wie ¢ = 0, so haben wir die Schar der Kreise
durch zwei feste Punkte, also ein Kreisbiischel im Sinne des § 9.

Weitere absolute Invarianten erhalten wir, wenn wir auch die Ab-
leitungen ¢’ und ¢’ von ¢ und ¢ hinzunehmen. Fiir ¢ == 0 ist

(30) g=7
und fiir ¢ &0
_ ¢

eine solche GroBe, die sich bei den Transformationen (26) nicht dndert.
Wihrend b von Ableitungen zweiter Ordnung der Kreisschar g abhangt,
sind g und g schon von dritter Ordnung. Aus (29) und (30), (31) folgt

(32) ¥ =b(g+e)-

Die drei Funktionen b (o), g(¢6) und g(o) sind also nicht unabhingig.
Im Fall b & 0 konnen wir etwa die zwei Funktionen b (¢) und g (o) noch
beliebig vorgeben. Es ist leicht einzusehen, daB alle Kreisscharen, bei
denen die Funktionen b (o) und g (o) gleich sind, sich durch Abbildungen
von Mdbius ineinander iiberfithren lassen. Denn nach (30) kénnen wir
dann c(o) bis auf die in (26) auftretende willkiirliche Integrations-
konstante bestimmen, die wir etwa beseitigen konnen, indem wir ¢ an
einer bestimmten Stelle ¢ = 0, den Wert ¢, zuschreiben, und aus (29)
bestimmen wir dann weiter ¢ (o). In (28) haben wir dann ein lineares
System von Differentialgleichungen fiir die 12 Funktionen g (o), v (o),
b (0), das nach bekannten Existenztheoremen ?) fiir vorgegebene Anfangs-
werte ¢, ¢, b, b genau eine Lésung hat. Nun miissen speziell unsere
Anfangswerte die Relationen der Tabelle (18) und die Gleichung (22)
erfiillen, und wir wissen dann, daB es zu jedem méglichen System von
Vektoren, die diesen Gleichungen geniigen, nur eine Kreisschar mit
den vorgegebenen Funktionen b(c), g(0) geben kann. Nun ldBt sich

1) Vgl. Bd. I, § 14.
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aber jedes System solcher Anfangsvektoren g, ¢’, v, b in jedes andere
durch eine gleichsinnige Kreisverwandtschaft iiberfithren. Haben wir
daher eine Kreisschar mit den Funktionen b(¢) und g (o), so kénnen
wir die zu einer Stelle gehorigen Vektoren ¢, ¢, , v in jedes andere
mogliche System solcher Vektoren iiberfilhren und dabei immer die
Kurve mitnehmen. Da b und g Invarianten sind und ¢ ein invarianter
Parameter ist, bleiben b (¢) und g (¢) dieselben Funktionen, und die Kreis-
schar stellt dann fiir die neuen Anfangswerte gerade die einzige mégliche
Losung dar. Alle Losungen, die zu den verschiedenen Systemen der
Anfangsvektoren gehéren, unterscheiden sich also nur durch Kreisver-
wandtschaft. g (o) und (o) bezeichnen wir auch, da sie eine Kreisschar
im inversionsgeometrischen Sinne individuell kennzeichnen, als ihre
natiirlichen Gleichungen.

Ist & =0, und verschwindet nur die eine der Gré8en ¢, ¢, ver-
schwindet also etwa ¢ nicht, so ist g (o) als einzige natiirliche Gleichung
auBer & = 0 brauchbar.

Nach unserer stereographischen Projektion des §7 ist unsere In-
versionsgeometrie der Kreisscharen nichts anderes als die Geometrie
der auBerhalb der Grundkugel verlaufenden Kurven des hyperbolischen
Raumes.

§ 23. Schmiegkreise. Beziehungen zur euklidischen und
nichteuklidischen Bewegungsgeometrie ebener Kurven.

Der Formelapparat fiir die Kreisscharen ist jetzt fertiggestellt und
wir kommen zum geometrischen Teil.

Eine der Aufgaben der Differentialgeometrie ist es, ein bis zu be-
stimmten Ableitungen gegebenes Element einer Mannigfaltigkeit zu er-
setzen durch eine elementargeometrische Figur, die der infinitesimal-
geometrischen dquivalent ist und sie eindeutig festlegt, und dann die
Eigenschaften des Elements der Mannigfaltigkeit in denen der elementar-
geometrischen Figur zu studieren. [In der bewegungsgeometrischen
Flachentheorie ersetzt man z. B. ein Element zweiter Ordnung einer
Fliche durch die aus dem Flichenpunkt, der Tangentenebene und dem
auf ihr liegenden Kegelschnitt der Dupinschen Indikatrix bestehende
Figur.] Ein Element einer Kreisschar von erster Ordnung ist bestimmt
durch den Kreis ¢ und die beiden Enveloppenpunkte v und b. Denn das
Element der Kreisschar besteht aus ¢ und dem zu g benachbarten Kreis,
der in dem Biischel der durch p und b gehenden. Kreise liegt. Da die
Enveloppenkurven g bertihren, sind auch die durch v und b gehenden
Linienelemente schon in erster Ordnung bestimmt. Gehen wir zum
Element zweiter Ordnung der Kreisschar iiber, so sind durch dasselbe
dann auch die Elemente zweiter Ordnung der Enveloppenkurven mit-
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bestimmt. Durch drei konsekutive Punkte einer Kurve ist nun der
durch sie hindurchgehende Schmiegkress oder Kriimmungskreis be-
stimmt. Durch Angabe der beiden g in p und b berithrenden Kriimmungs-
kreise 1) und b ist dann aber auch das Element zweiter Ordnung der
Kreisschar schon festgelegt. Man hat nur in der Schar der § und y
gleichzeitig beriihrenden Kreise ¢ und seine beiden konsekutiven Kreise
zu nehmen; diese machen dann das Element zweiter Ordnung der
Kreisschar aus. Die Invariante zweiter Ordnung b hangt im Fall 6 > 1,
in dem sich ) und ) schneiden, in einfacher Weise mit dem Winkel
der beiden Kriimmungskreise der Hiilllkurven der Kreisschar zusammen.
Wir wollen die beiden Kreise fj und y so richten, da8 sie den Kreis g
der Schar gleichsinnig berithren. Setzen wir §) und Y als Linearkombi-
nation der Grundkreise an und berechnen wir die Koeffizienten aus

(33) e

unter Beriicksichtigung von (28) und den daraus durch Ableitung her-
vorgehenden Gleichungen, so erhalten wir:

=y’ =0; yy=ypr=1,

=h'=pb"=0; phh=phr=1

po’
ho'

~ 1 S 1.
(34) h=r+, v Y=r+35b,
und fiir den Winkel:
2
(hh) =cosp=1—4
oder
(35) sin? ¥ — 5 .

Wir wenden uns jetzt dem Fall b = 0 zu, in dem die Formel (35) versagt.
Wir schlieBen den Fall des Kreisbiischels (¢ und ¢ gleichzeitig 0) aus
und nehmen an ¢ = 0, ¢ &= 0. Es folgt aus (28) b = konst und wir haben
Kreisscharen, deren Kreise alle durch den festen Punkt b gehen. Nach
§16 fithrt uns dieser Fall auf die gewdhnliche bewegungsgeometrische
Kurventheorie: Denn die Kreisschar ist durch Angabe der nicht aus-
gearteten Hiillkurve v (6) und des Punktes b voéllig festgelegt und die
Inversionsgeometrie unserer Kreisschar ist gleichbedeutend mit der
Untersuchung der inversionsgeometrischen Eigenschaften der Kurve v (o)
beziiglich des festen ,,absoluten Punktes v. Die Kreise durch b sind
die Geraden. ¢ ist also die Tangente und g’ die Normale von v. Die
Formeln (28) nehmen fiir ¢ = 0 die Gestalt an:

(37) :

Wegen der Beziehung p© =1 [vgl. (18)] hat unter der Annahme
0 ={— 1,1, 0, 0} der Kurvenpunkt v die im § 16 im AnschluB an (75)
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gegebene ausgezeichnete Normierung, bei der auf Stufe B die Koordi-
naten v, und v, direkt die kartesischen sind. Die letzten beiden Ko-
ordinaten g und 3’ sind dann aber nach §14 (52) die Komponenten
der Einheitsvektoren von Tangente und Normale, und wir konnen die
Gleichung (37) mit Unterdriickung der beiden ersten Koordinaten in
der Form schreiben: %, = — %;; v,/ = — ¢x;’ [t=2, 3]. Der Para-
meter der Kurve ist hier aber nach (13) nicht die Bogenldnge, sondern
der Winkel konsekutiver Tangenten, der sogenannte Kontingenzwinkel.
Fiir den Kriimmungsradius g erhdlt man nach §16 (78)

1 A= 1
(38) EZ(&)D)Z; oder c¢=p.
Fiir das Bogenelement gilt
(39) ds =gdo=cdo.
Ferner erhidlt man
ddo
=707 s

Dieser Ausdruck hingt im Gegensatz zu ¢ = ¢ von der Normierung des
festen Punktes b gar nicht ab, ist also eine Invariante gegeniiber Ahnlich-
keitstransformationen. Das gleiche gilt vom Kontingenzwinkel.

In dhnlicher Weise wie zur gewohnlichen kénnen wir auch zur nicht-
euklidischen ebenen Kurventheorie gelangen dadurch, daB wir Kreis-
scharen mit ¢ = g betrachten. Bei diesen Scharen sind alle Kreise zu
dem festen Kreis ¥ = ¢p — ¢D orthogonal. Denn es gilt nach (28)

(40) fr=t=1"=1"=0.

Setzen wir voraus, da ¢ und ¢ nicht beide verschwinden, daf3 also
nicht identisch Null ist, so folgt aus (40):

| I Z«:I> J;‘”, !m l —0.

Wegen (28) folgt dann, dafl ¢’ eine Linearkombination von g, ¢" und
¢’ ist. Das gleiche gilt dann aber, wie man durch Differenzieren dieser
Linearkombination ersieht fiir jede Ableitung t™ mit # > 3. Aus (40)
folgt dann auch (£z™) = 0.
Wegen
(ff)= —2cc=1b

haben wir fiir b > 0 einen eigentlichen Kreis f und fiir & << 0 ein null-
teiliges Kreissystem (§19). Im Fall b = 0 haben wir den schon be-
trachteten Fall eines festen Punktes. Die Integration von g = g ergibt
fiir b 4= 0, daB ¢ bis auf eine multiplikative Konstante 7 gleich ¢ ist:

(41) c=r1c.

Bei der Substitution (26) erhilt man

N 2~ 1_-
c=Cc, c=gc
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und nach (41)

S

t=C%rc.

Aus dieser Gleichung ersieht man, da8l man, falls & > 0, durch die Nor-
mierung von p und b erreichen kann, da ¢ = — ¢ wird, im Falle 5 < 0
aber ¢, = -+ ¢.

Im ersten Fall haben wir die Ayperbolische ebene Kurvemtheorie.
b und b sind dann invers beziiglich des absoluten Kreises f, und einem
Punkt der hyperbolischen Geometrie dquivalent. g ist die nichteukli-
dische Normale und ¢’ die Tangente der Kurve b (o) resp. (o). do ist
der H-Winkel konsekutiver Tangenten.

Wir fihren nur kurz an, daB8 durch

(42) ds=c-do

die ,,nichteuklidische Bogenlinge'* der Kurve gegeben ist. ¢ hingt in
einfacher Weise mit dem nichteuklidischen Radius des Kriimmungskreises 1)
der Kurve zusammen.

Im Falle ¢ = + ¢ gelangen wir zur elliptischen nichteuklidischen
Geometrie. Wir konnen diese nach § 19 durch die sphérische Trigono-
metrie veranschaulichen. 9 und ¥ sind dann diametrale Punkte der
Kugel, g stellt den zur Kurve v (o) normalen und g’ den sie tangierenden
Grofikreis dar.

§ 24. Die Hauptkreise einer ebenen Kurve.

Wenden wir uns wieder unserer allgemeinen Theorie zu und gehen
wir iiber zu dem Element dritter Ordnung einer Kreisschar! Durch das-
selbe werden jetzt auch je vier konsekutive Punkte der Hiillkurven,
also ein Element dritter Ordnung der Hiillkurven mitbestimmt. Mit
Kurvenelementen dritter Ordnung wollen wir uns jetzt vorerst be-
schiftigen. Die Normierung des Punktes 9 haben wir bisher nach (18),
(24) ,,an der Kreisschar® festgelegt. Man kann nun die Normierung
des Punktes p mit Hilfe eines Kurvenelementes dritter Ordnung auch
,,aus der Kurve heraus®, ohne die iibrige Figur der Kreisschar zu be-
nutzen, festlegen, ndmlich durch:

. | n,bl, D”, v T
(43) n:l/l‘ e .

Die langen Vertikalstriche sollen andeuten, daB der Absolutwert des
Radikanden zu nehmen ist. Der Ausdruck rechts dndert sich, wie man
leicht nachrechnet, der Form nach nicht, wenn man statt des aus der
Kreisschar heraus gewonnenen Parameters ¢ einen beliebigen Para-
meter einfiihrt, und ferner ist der Ausdruck auch invariant gegeniiber
den Umnormierungen b = A(¢) v*. Speziell kénnen wir rechts also b
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auch in der durch (24) festgelegten Normierung einsetzen. Tun wir
das und berechnen wir § nach den Formeln (28), so erhalten wir:

(44) b=1lel

Der Ausdruck (43) versagt erstens fiir v’v’ = 0. Diese Gleichung kann
aber fiir reelle Kurven nicht bestehen. Rechnet man nimlich nach §7
(53) auf kartesische Koordinaten um, so ergibt sich, daB v und v + v’de
in der Sprache der komplexen Geometrie auf derselben isotropen Ge-
raden liegen miiten.

Zweitens versagt (43) fiir | v,v’,9”,0”"| =0. In diesem Fall wire
aber der Kriimmungskreis §) von b stationdr [p’’’ wire von b, b’, v”’
linear abhingig und es wiirde auBer (33) auch noch (yb’”’) = 0 gelten].
Solche Punkte (Scheitel) miissen wir von der Betrachtung ausschlieBen.
Wir sehen zugleich, dal g = 0 resp g = 0 die Scharen liefert, deren
Kreise alle einen festen Kreis beriihren. Im folgenden setzen wir gg == 0
voraus. Da der normierte Kriimmungskreis f) ebenso wie 9 nur von der
Kurve p abhingt, sind auch die Kreise

st=0+b=r+01+7]e])

o]

(45) .
3 =h—b=z4+01—7[gl)

invariant in dritter Ordnung mit der Kurve v verbunden, die wir die
Hauptkreise der Kurve nennen wollen und die wir so richten, daB sie g
gleichsinnig beriihren. Nach § 8 (64) sind die beiden Kreise zueinander
invers in bezug auf den Kriimmungskreis f). Da b in seiner Normierung
noch in einem Vorzeichen willkiirlich ist, sind die beiden Kreise véllig
gleichberechtigt und geometrisch nicht unterscheidbar. Analoge Aus-
driicke erhélt man auch fiir die Hauptkreise 3+ und 3z~ der Kurve b.
Wir wollen den Hauptkreisen eine geometrische Deutung geben:
Vorweg bemerken wir, daB3 die Kurve b (o) durch die Richtung der
sie berithrenden Kreise ¢ auch selbst gerichtet wird. Wir geben uns nun

einen festen Winkelwert « in dem Wertbereich 0 < o < g vor. Dann

gibt es durch p immer gerade einen gerichteten Kreis p, der durch den
Kurvenpunkt p geht und die Kurve p (o) dort unter dem Winkel «
schneidet, den man im Sinne des § 18 von der gerichteten Kurve b (o)
nach dem gerichteten Kreis p zahlt. Fiir ihn gilt, wenn wir das Nor-
mierungszeichen ~ unterdriicken:

(47)  po=pbv=0; pp=1; pr=cose; pr =sine,
denn ¢ tangiert ja die Kurve in p. Aus (47) erhalten wir ’

(48) p= 4 cose-r-Fsineg-z’.
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Wir ziehen nun durch b aufler p noch die beiden Kreise, die die
beiden konsekutiven Linienelemente von p unter demselben Winkel «
in demselben Sinne schneiden. Diese drei Kreise werden im allgemeinen
einen gemeinsamen Beriihrungskreis haben, den Kriimmungskreis ihrer
nichtausgearteten Enveloppe. Wir stellen uns nun die Frage: Wann
entartet dieser Beriihrungskreis speziell in einen Punkt, d. h. wann
gehoren die drei Kreise durch p einem Biischel an? Es ist dies offenbar
eine Frage, die nur die Kurve v und den festen Punkt b angeht; es
kommt aber nicht darauf an, wie die Kreisschar sonst aussieht (wie
etwa die Kurve v (o) im weiteren verlduft). Wir werden fiir den Fall, daB
p und die beiden Nachbarkreise ein Biischel bilden, auch eine Bedingung
allein fiir die Konstellation der Kurve p und des Punktes b erhalten.
Daher kénnen wir fiir den Augenblick annehmen, daB wir eine Kreis-
schar haben, bei der die Hiillkurve v (0) auf einen festen Punkt zu-
sammenschrumpft, durch den die Kreise alle hindurchgehen. Solche
Kreisscharen haben wir aber im § 23 (im Zusammenhang mit der be-
wegungsgeometrischen Kurventheorie) behandelt. Wir kénnen also die
Formeln (37) verwenden, und unter dieser Voraussetzung ergibt sich
durch Differenzieren von (48):

p’'= —sine-x +cose-g’ +c-sine-p,

w2

Fiir den Fall des Biischels muf3 sein:

= —cose-y —sine-g’ + [c-cose 4 ¢'sine] .

(50) p"=Ap-+By'.

Wegen p'p'=1=-—pp"” und p'p” =0 erhdlt man aus (50), indem
man mit p und P’ hineinmultipliziert: 4 = —1; B =0 und es muB
‘gelten P’ = — p. Wir bekommen nach (48) (49) also als notwendige
Bedingung fiir den Fall des Biischels:

(51) ccose - ¢'sine =0

oder

(52) 7=g=—ctg¢x.

i

Wir fassen zusammen: Es gehen dann und nur dann die drei von b
auslaufenden Kreise, die drei konsekutive Linienelemente von b (o)
unter demselben Winkel « schneiden, noch durch einen zweiten Punkt
hindurch, wenn der Winkel o mit der in (30) erklirten Invariante g
unserer speziellen Kreisschar mit lauter Kreisen durch einen festen
Punkt » durch (52) zusammenhdngt. Wir wenden uns nun den fol-
genglen Fillen zu:

I Fir a« = + %ist g = 0. Man kann also nur dann von irgend-
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einem Punkte b aus drei konsekutive orthogonale Kreise durch v (o)
ziehen, die einem Biischel angehéren, wenn p an der Stelle einen Schei-
tel hat.

II. Fir e¢=+ % ist g =-—1, und aus (45) ersiecht man, daB g

dann mit dem einen der Hauptkreise identisch ist. Da ¢ aber durch b
geht, kénnen wir auch umgekehrt sagen: Dann und nur dann kann man
von einem Punkte b aus durch drei konsekutive Linienelemente einer
Kurve p (o) drei Kreise ein und desselben Biischels ziehen, die die

P . b4 . ‘ — .
Linienelemente unter dem Winkel Y schneiden, wenn b auf einem der

Hauptkreise von p liegt. Da der Punkt b aber zunéchst von der Kurve p
ginzlich unabhingig ist, und da die beiden Schnittpunkte des Biischels
der Kreise p, nidmlich b und der zweite Schnittpunkt, ganz gleichbe-
rechtigt sind, haben wir folgende geometrische Deutung fiir die Haupt-
kreise einer Kurve: Die reellen Grundpunkte aller Kreisbiischel, fiir die
etn Kurvenelement dritter Ovdnung ein Stiick einer Isogonaltrajektorie
unter dem Winkel 7:4 ist, erfilllen die beiden Hauptkreise der Kurve.

III. Will man fiir einen beliebigen Winkel « ein Biischel erhalten,
so muB, wie man aus (45) und (52) in dhnlicher Weise schlieBt, ¢ iden-
tisch sein mit einem der Kreise:

” B =+ Vtge b=z 401+ V|tga-g) L,
J o o N
de =f—1Ytge| b =141 — V[tge-gl)+

und auf §7, §; liegen dann die Schnittpunkte aller Kreisbiischel, fiir
die das Kurvenelement -+ « — Trajektorie ist. Die Kreise
9F  und 93
4 N

sind dann die Hauptkreise 3%, 37. Aus (22) und (28) ergibt sich weiter:
(55) d=-sgn|v, v, 0" 0" | = —sgng.

Die Vorzeicheninvariante é hingt nun nur von der Kurve ab, da sich der
Ausdruck in der Mitte bei Einfithrung eines neuen Parameters nicht
dndert. Aus (52) ersehen wir, daB die Kurvenelemente mit § = ++ 1
alle Kreisbtischel p mit reellen Schnittpunkten, fiir die sie Stiick
einer Isogonaltrajektorie sind, unter einem von der Kurve zum Kreis p
gerechneten positiven Winkel schneiden. Wir nennen Kurvenstiicke,
fiir die § = + 1 ist, daher positivgewunden, solche mit § = - 1, fiir die
der entgegengesetzte Fall eintritt, dagegen negativgewunden.

Wir konnen nun den Invarianten g und g unserer allgemeinen Kreis-
scharen eine geometrische Deutung geben. Die Kreise 1, 37, 3, die sich
in p beriihren, gehoren einem ausgearteten Biischel von der in § 15 be-
sprochenen Art an. Identifizieren wir etwa unter der Annahme, da3 ¢
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der mittlere der drei Kreise des Biischels ist 37 und 3 mit den
Kreisen {) und 3 der Formel (62) des § 15, so erhalten wir fiir die In-
variante §15 (63) der drei Kreise des Biischels nach (45):

2 L
(56) costy =11
Entsprechend verfahrt man, wenn etwa 3" oder 37 der mittlere der
Kreise ist. Analog 148t sich g deuten. Es 148t sich nun unschwer
einsehen, daB durch Angabe des Kriimmungskreises § und des ihn be-
rithrenden einen Hauptkreises 3, und die Angabe, ob es positiv- oder
negativgewunden ist, ein Kurvenelement dritter Ordnung festgelegt
ist, und daraus 146t sich dann folgern, daB das Element dritter Ord-
nung der Kreisschar (im allgemeinen Fall) gegeben ist, wenn wir in
jedem der Hiillkurvenpunkte von ¢ ein Paar solcher dort beriihrender
Kreise vorgeben, und die Angabe hinzufiigen, wie die Hiillkurven ge-
wunden sein sollen.

§ 25. Inversionsgeometrie ebener Kurven.

Wir wollen jetzt spezielle Kreisscharen mit |g| = 1 betrachten. Es
fallt dann y mit dem einen der Hauptkreise 3* oder 3~ zusammen
und wir haben Kreisscharen, die aus den Hauptkreisen der einen (aus-
gezeichneten) Hiillkurve v (6) bestehen. Indem wir so die Kreise der
Schar zur Hiillkurve b (¢) in invariante Beziehung setzen, gelangen
wir zur inversionsgeometrischen Kurventheorie. Wir studieren die Kur-
ven b (¢) in der einen Schar ihrer Hauptkreise. Beschrinken wir uns
etwa auf negativgewundene Kurven b (), so haben wir g= -{-1 zu
setzen. Alle in den vorhergehenden Paragraphen fiir allgemeine Kreis-
'scharen aufgestellten Begriffe iibertragen sich ohne weiteres auf die
Kurventheorie. Als die eine wesentliche Invariante der Kurve bleibt b
t#brig. b hingt von der Kurve in fiinfter Ordnung ab, wie das auch
zu erwarten ist, da der Hauptkreis von dritter Ordnung ist, und & in
der Hauptkreisschar von zweiter Ordnung. & hat nach (35) folgende
geometrische Bedeutung: Man zeichne eine der beiden Hauptkreisscharen
der Kurve und zeichne dann fiir den Kurvenpunkt sowie auch fiir den
,.gegeniiberliegenden’ Punkt der zwetten Hiillkurve der Schar die Kriim-
mungskreise. Deren Winkel ¢ hingt dann mit b durch (35) zusammen.
Der Parameter ¢ ist nur von dritter Ordnung in der Kurve und gleich
dem von G. Pick gefundenen niedrigsten invarianten Kurvenparameter

(57) do= V 0,5, 8,5 ‘j at,

(99)2

den wir nach Liebmann') als Inversionslinge einer Kurve bezeichnen

1) Vgl. H. Licbmann, Beitrage zur Inversionsgeometrie der Kurven., Miinchner
Berichte (1923).
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wollen. do ist der unendlich kleine Winkel konsekutiver Hauptkreise.
Der Querkreis ¢’ hingt von der Kurve in vierter Ordnung ab. — Auch
die ,,Ableitungsgleichungen® (28) konnen wir unmittelbar auf die
Kurventheorie anwenden. — Wir wollen jetzt die Schar der Kreise
(vgl. (54)!) 9% und 9, die zu einem festen Wert « im Bereich 0 < o < ;—t

gehoren, lings der Kurve betrachten. Nach (54) finden wir mit Hilfe
von (28) fiir g = + 1; ¢’ = ¢ durch Differenzieren

95" — —tgaly —(1+ Vtga) 2,

(58) R — v
9’ =+ Vtgelr’ — (1 —V[tge])~,
ferner
03" — ltgal s+ (L +1ltgas’+ [1 -+ 1Tegal-(1+ )]
+3 1tgel-3,
(59) 8" = ~V|tge|r + 1 —7|tge]) ' + [1 —W1@'<1 "}"Z‘)H‘
~ 5 Migal 2.

Wegen (#%, 97') = |tga| > 0 schneiden sich nach (14), (15) zwei
konsekutive Kreise der #}-Schar in einem reellen Punktepaar, also
auBer in v noch in einem weiteren reellen Punkte g}, ebenso schneidet
sich ¢, mit seinem Nachbarkreis auBer in b noch in einem weiteren
reellen Punkte q,. (Da ¢} und 97 sich in v beriihren, sind ¢} und ¢,
immer verschieden.) Das Biischel aller Kreise durch qf und ¢ ist
nun das einzige, fiir welches das Kurvenelement vierter Ordnung von v
Stiick einer Isogonaltrajektorie unter dem Winkel o« ist. Das folgt
ohne weiteres aus der geometrischen Bedeutung der Kreise 97, 9.
Wir wollen jetzt die Bedingung dafiir aufstellen, daf sich dres
konsekutive Kreise 97 in einem Punkte schneiden. Die Bedingung
dafiir, daB drei konsekutive Kreise einer Schar g (f) durch einen Punkt
gehen, ist ja b = 0. Damit ist nach (28) gleichbedeutend: 1 — (¢"' %"
=b =0. Ist die Kreisschar statt auf ¢ auf den allgemeinen Para-
meter ¢ bezogen, so schreibt sich diese Gleichung in der Form:

(61) T2 (E)—(E)—(F1)°=0.

Wenden wir dies auf die Kreisschar 9, an (die nicht auf ihren ausgezeich-
neten Parameter ¢ bezogen ist), so vereinfacht sich die Gleichung
wegen (9}, 0%') = |tg «| = const zu der Form (93", 9}"") — (¢4 95)2=0
und wir erhalten nach (58), (59) die Bedingung

(62) tg?e+b-[tge| =1,

(63) ltge| =5 (&) 0¥ 4 —b).
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Weil | tg «| positiv sein muB, scheidet hier das Minuszeichen aus. Wendet
man die Bedingung (61) auf die 9,-Kreise statt auf die ¢,-Kreise an,
so erhilt man genau dieselbe Gleichung (63). — Fiir einen bestimmten
Winkel o, nimlich den, der der Gleichung (63) geniigt, sind also die
Punkte g} und q stationdr und es gilt der Satz: Zu einem Kurven-
element fiinfter Ordnung gibt es ein Kreisbiischel, fiir das es ein Stiick
einer Isogonaltrajektorie ist. Der Schnittwinkel hdngt dabei mit der
Invariante b des Kurvenelements durch (63) zusammen.

Wir fragen jetzt nach solchen Kreisscharen, deren Kreise fiir beide
Enveloppenkurven Hauptkreise sind, fiir die also gilt: |g| = 1; |g] = L.
Es kommen zwei wesentlich verschiedene Fille in Betracht, je nach-
dem die beiden Enveloppenkurven gleich oder verschieden gewunden
sind.

I. Die Kurven sind verschieden gewunden. Dann ist g +g=0
und nach (32) b’ = 0 und b = const und damit ist auch der in (63)
ermittelte ausgezeichnete Winkel konstant. Fiir die #F und 9,-Kreise,
die zu diesem Winkelwert geho-
ren, ist dann die Gleichung (63)
identisch erfiillt. Die Punkte q;
und g, sind lings der ganzen
Kurve fest, und diese ist Iso-
gonaltrajektorie des durch sie
bestimmten Kreisbiischels. Die
Kurve v ist also eine Loxodrome.
Sie ist von der in Fig. 31 darge-
stellten Gestalt. Da die Kur-
ven p und b ganz gleichberech-
tigt sind, 1aBt sich von der

Fig. 3L Kurve b ganz analog beweisen,

daB sie eine Loxodrome ist. Der

Schnittwinkel «, unter dem v und b das Biischel schneiden, ist der-
selbe mit entgegengesetztem Vorzeichen. Es gilt also der Satz: Sind
die Kreise einer Schar fiir beide Hiillkurven Hauptkreise und sind
diese Kurvem verschieden gewunden, so sind die Kurven notwendig
Loxodromen gleichen Schmittwinkels. Im AnschluB an die Uber-
legungen iber die zu dem Winkelwert (63) gehorigen stationdren
Punkte g}, q7, kann man ersehen, daB es zu jeder Stelle einer ebenen
Kurve eine sechspunktig beriithrende oskulierende Loxodrome gibt.
Lassen wir bei einer Loxodrome den einen der festen Punkte, etwa g7,
ins Unendliche riicken, so bekommen wir die Isogonaltrajektorien eines
Geradenbiischels, die logarithmischen Spiralen, die in der Bewegungs-
geometrie durch die Gleichung do:ds = const charakterisiert werden.
Die Hauptkreise der einen Schar fallen mit den Tangenten zusammen.
Die Loxodromen haben unter allen ebenen Kurven die kennzeichnende
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Eigenschaft, daB sie eine eingliedrige Gruppe von Kreisverwandt-
schaften in sich gestatten. Das folgt aus der Konstanz der einzigen
wesentlichen Invariante . Eine (reelle) Loxodrome 148t sich bei geeig-
neter Wahl des Vierkreiskoordinatensystems immer in der Form dar-
stellen _
{x():chﬂt, x, =shpi [ch:coshyp]

%, =cosat, ¥, =sinal sh == sin hyp

wo o und § Konstante sind und ¢ der Kurvenparameter ist.

II. Die Kurven sind gleichgewunden. Hier ist g = g und wegen
§ 20 sind hier die Kreise ¢ alle orthogonal zu dem festen Kreis (¢ v—cD).
Stellen' wir uns auf den Boden der nichteuklidischen Geometrie, so
sind alle zu dem festen ,,uneigentlichen‘ Kreis senkrechten Kreise die
nichteuklidischen Geraden und bei den Kurven 9 und b fallen die
nichteuklidischen Tangenten mit den Hauptkreisen der einen Schar
zusammen. Sind ¢ und s nichteuklidischer Kriimmungsradius resp.
nichteuklidische Bogenldnge, so sind diese Kurven durch die Gleichung
do:ds = 1 charakterisiert. Die Integration der Gleichung dieser Kurven
ist bisher nicht gelungen. Uber die Diskussion ihrer Gestalt vgl. § 32
Aufg. 18. 4

§ 26. Flachen im hyperbolischen Raum!).

Wir wollen jetzt die Theorie der eindimensionalen Kreisscharen
und Kurven verlassen und eine Anwendung unserer in den Kapiteln I
und IT entwickelten Formeln auf zweidimensionale Mannigfaltigkeiten
geben. Nehmen wir die Koordinaten eines eigentlichen Kreises p als
stetige Funktionen zweier Parameter » und v an, so ist durch p (u, v)
ein Kreissystem in der Ebene gegeben. Wir kénnen dann p so nor-
mieren, dafl pp =1 und deshalb dann auch

(66) pp,=pp,=0

wird, wobeidie Indizes #,v Ableitung nach den Parameternbedeuten. Wenn
wir hier wieder unsere Abbildung der hyperbolischen Geometrie des
Raumes auf die ebene Inversionsgeometrie heranziehen, so entspricht
einem System eigentlicher Kreise in der Ebene eine ganz auBerhalb
der Grundkugel gelegene Fliche p (#, v) im Raume, und die hyperbolische
Flachentheorie in diesem Teil des Raumes ist gleichbedeutend mit der In-
versionsgeometrie der Kreissysteme auf der Kugel und in der Ebene.
Betrachten wir zundchst die Verhdltnisse im Raum! Zu jedem Punkt
der Flache p gibt es eine Polarebene beziiglich der Grundkugel, und
diese Polarebenen umbhiillen eine zweite Fliche p (#, v), die Polar-

1) Zu den §§ 26—31 vgl. die Arbeit: W. Blaschke, ,,Uber konforme Geo-
metrie ITI*. Abh. d. Hamb., Math. Sem. Bd. 4 (1925).
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fliche der Ausgangsfliche. Alle Raumpunkte, deren Koordinaten sich
linear aus p, p,, b, kombinieren lassen, erfiillen die Tangentenebene
der Fliche p. Da diese die Polarebene von p ist, muB gelten:

(67) pp=p5,=yp,=0.
Aus pp =0 folgt aber durch Ableitung unter Beriicksichtigung von

(67), daB auch
(68) Pp="ryp,=¥p,=0

gilt. p ist also umgekehrt wieder die Polarfliche von p. In der hyper-
bolischen Geometrie nennt man eine Gerade zu einer Ebene normal,
wenn sie durch den Pol der Ebene hindurchgeht. Die Gerade {p, p}
ist daher die gemeinsame Normale der beiden Flichen. Verbindet man
alle entsprechenden Punkte p und ﬁ, so erhidlt man das Strahlen-
system der nichteuklidischen Normalen der beiden Flichen. Fiir reelle
Koordinaten mufl nun gelten

(70) |9, D, 0,0 P

woraus man nach dem Determinantensatz §11 (16) und (67), (68)
erhilt:

(1) ®»)[(0,9,)* — (b, 0,)(p,p,)] >0.

Wir wollen nun im folgenden wur solche Flichen betrachten, deren Nor-
malen die Grundkugel wicht schmeiden, bei ihnen muB dann auch p
auBerhalb der Grundkugelliegen. Wir kénnen diesen Punkt dann so nor-
mieren, daB

>0,

(72) pp=1; Pp,=pp,=0

wird. Dann gibt (71)

und wegen der Gleichberechtigung der Flidchen p und b gilt dann auch:
(74) (ﬁu 51})2 - (5u 5u) (51; 51}) >0.

Im folgenden wird es zweckmiBig sein, die Formeln in p und p vollig
symmetrisch zu gestalten und keine der beiden Flichen zu bevorzugen.
Wir betrachten das Punktepaar {p, p} als das Grundelement unserer
Mannigfaltigkeit, das wir als Funktion der Parameter #, v in zuldssiger
Weise, d.h. so, daB die Gleichungen (67) und (68) erfiillt sind, vor-
gegeben denken.

Schneidet unserer Voraussetzung gemiB die Normale {p,p} die
Grundkugel nicht, so trifft sicher ihre reziproke Polare, die Schnitt-
gerade der Tangentenebenen der Flichen p und p, die Kugel in zwei
reellen Punkten v, w, fir die dann nach §9 (70) gilt:

(15) by =bp=0p=0
1

ww=wp=1twp=0.

fl
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Die Geraden {pbv} und {pw} sind dann die Tangenten des Flachen-
punktes p, die die Grundkugel beriihren und die wir die ssotropen
Tangenten der Fliche p nennen wollen.

Ebenso sind {pv} und {pw} die isotropen Tangenten von p. Wir
wollen die beiden isotropen Tangenten {pv} und {pv}, die die Kugel
im selben Punkt b beriihren, gleichartig nennen, ebenso sind dann
{prw} und {pw} gleichartige isotrope Tangenten in entsprechenden
Punkten der beiden Polarflichen. Wir wollen die Punkte v, tv so nor-
mieren, dafl bw = 4 1 wird, dann ist wieder wie bei den Punkten
b, b im § 22 die Normierung bis auf eine Transformation der Form (17)
festgelegt. Wegen
(76) |p,p,0,w|*=1

sind die vier in der Determinante stehenden ,,Grundvekioren’* linear un-
abhingig. Wir kénnen uns die Vektoren p, p so normiert (gerichtet)
denken, daB

(77) |0, p, P, 0| =—1

wird. Dann ist die Normierung (Richtung) von p und § bis auf einen
gemeinsamen Vorzeichen- (Richtungs-) Wechsel bestimmt.
Durch

(78) —(vdp)=ypdo=(pv,)du-t(pv,)dv=0

ist die Fortschreitungsrichtung du:dv auf der Fliche p lings der zu
v gehorigen isotropen Tangente gegeben. Denn wenn wir dp als
Linearkombination der Grundvektoren (76) ansetzen, so folgt aus

pdp =pdp =0dp=0:
(79) dyp prop bv.

Es liegt also der Punkt p 4 d p auf der Geraden {p, v}. Reihen wir die
durch (78) gegebenen zu den einzelnen Punkten von p gehorigen ,,iso-
tropen Richtungen® aneinander, so erhalten wir eine Kurvenschar auf
der Flache p, deren Tangenten alle die Grundkugel beriithren.

Ebenso liefert wdp = 0 eine zweite Schar solcher Kurven. Wir
wollen diese beiden Kurvenscharen die isotropen Kurven der Fliche p
nennen.

Durch

(80) — (0dP)=Pdo=(pv)du+ (pv)dv=0

ist die eine Schar der isotropen Kurven auf der Polarfliche p zu p
gegeben; da sie zum selben Punkt v gehort wie die durch (78) auf p
gegebene, wollen wir sie die zu den Kurven (78) gleichartigen isotropen
Kurven nennen. Fiir die Fortschreitungsrichtung (80) gilt analog (79):

(81) dp prop v.

Blaschke, Differentialgeometrie III. 8
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Wir wollen nun unser Paar {p, p} von Polarflichen auf die durch (78)
und (80) gegebenen gleichartigen zum Punkt p gehérigen isotropen
Kurven als Parameterkurven beziehen. Sollen die u-Kurven v = const,
dv =0 den Kurven (78) und die v-Kurven # = const, du =0 den
Kurven (80) entsprechen, so mul3

(82) —_bpu:pbuzo
und
(83) —0p,=pp, =0

werden. Durch die Einfiihrung dieser Parameterkurven zeichnen wir
den Punkt b vor dem an sich gleichberechtigten v wesentlich aus.
AuBlerdem wird der Punkt p der #-Kurve in derselben Weise zugeordnet,
wie der Punkt P der v»-Kurve. Aus (79) und (81) ergibt sich:

(84) p, prop v, p, prop v.

§ 27. Hyperbolische Flichentheorie und Inversionsgeometrie
senkrechter Kurvennetze auf der Kugel.

Den Flichen p, p entsprechen in der Inversionsgeometrie auf der
Kugel — auf diese wird es uns hauptsichlich ankommen — zwei Kreis-
systeme. Und zwar schneidet die Tangentenebene von p den Kreis p
aus, die Tangentenebene von p den Kreis p. Nach (68) ist p der Kreis,
der zu p und allen Nachbarkreisen des Systems p (#, v) senkrecht ist,
und nach (67) ergibt sich, daB p in der umgekehrten Beziehung zum
System p steht. v und w sind die beiden Schnittpunkte von p und p.
Den Parameterkurven (78), (80) auf den Flichen im Raum entsprechen
die Kurven eines Netzes v (%, v) auf der Kugel. p und p sind nun ein-
fach die Kriimmungskreise der beiden Kurven dieses Netzesim Punkte v,
denn aus (84) folgt p, v, = 0 und durch Differenzieren von (82) ergibt
sich pv,, =0. Es gilt also

(86) po=19po, =py,, =0,

p geht also wirklich durch drei , konsekutive‘ Punkte der u-Kurve
des Netzes. Ebenso gilt:

(87) po=pp,=po,, =0.

Wegen pp = 0 ist daher das Kurvennetz v (#, v) orthogonal. Es gilt
also der Satz: Bezichen wir ein Paar von Polarflichen p, b des hyper-
bolischen Raumes auf zwei Scharen von gleichartigen isotropen Kurven
der beiden Flichen, so beschreibt der gemeinsame Beriihrungspunkt der
beiden zusammengehorigen isotropen Tangenten der beiden Flichen mit
der Grundkugel auf dieser ein orthogonales Netz von Kurven, die den
isotropen Kurven der beiden Flichen entsprechen und deven Kriimmungs-
kreise in den Tangentenebenen der Flichen liegen.



§ 27. Hyperbolische Flachentheorieund Inversionsgeometrie senkrechter Netze. 115

Gibt man umgekehrt irgend ein orthogonales Kurvennetz v (u, v)
auf der Kugel, so umhiillen die Ebenen der Kriimmungskreise p, b
der Netzkurven zwei Polarflichen des hyperbolischen Raumes und
den Kurven des Netzes entsprechen zwei Scharen gleichartiger isotroper
Kurven auf den beiden Flichen. Ist v der Schnittpunkt der Kriim-
mungskreise, so bilden die reziproken Polaren der Verbindungsgeraden
{prw} das gemeinsame Normalensystem der beiden Flichen.

Der Beweis 148t sich so fithren: p und p lassen sich aus dem ge-
gebenen Netz durch die Gleichungen (86), (87) bestimmen und so nor-
mieren, daB die Beziehungen (66), (72) gelten. 1 ist dann durch (75)
bestimmt. Fiir eine reguldre Stelle des Netzes muf dann pu, 0
und pb, 40 sein. Wegen der Orthogonalitit des Netzes mull pp =0
sein. Da wegen vv, = pp, = 0 der Kreis p, in v auf p senkrecht
steht und auf Grund der analogen Gleichungen der Kreis v, auf p,
muB notwendig gelten:

(88) b, v,=0.

u-v

Setzen wir nun p, als Linearkombination der linear unabhingigen
Kreise p, p, v, v an, so muB wegen pp, = 0 und der aus (86) folgenden
Gleichung vp, = 0 eine Darstellung gelten: p, = «p -+ Sv. Aus (86)
folgt nun aber b,p, = 0 und wegen pv, == 0 daher « = 0. Also gilt
die erste der Gleichungen (84) und analog auch die zweite. Daraus
folgt aber p,p = p,p = 0 und durch Differenzieren von p¥ = 0 er-
geben sich dann die noch fehlenden der Gleichungen (67), (68), die die
Flachen p, p als Polarflichen kennzeichnen. Auch die anderen Be-
hauptungen des eben ausgesprochenen Satzes ergeben sich unmittelbar.

Als Beispiel einer geometrischen Anwendung der Formeln (67), (86)
sei ein von E. Cesdro herrithrender Satz mit ihnen bewiesen.

Wir betrachten das System der mit dem Kurvennetz v (u,v) ver-
bundenen Kreise
(89) g=+pc'()sa+_ﬁsinoc,

q=—psina - pcose,

wo o ein konstanter Winkelwert sein moge. Die Kreise q und 4 gehen
wie p und p durch die Punkte 9 und 1 und bilden mit den Kreisen
p und p konstante Winkel. Es gilt auch hier wegen (66), (67) und
(68), (72) |
(90) 9q==qd,=0qd,=qq,=qq,=0.

d.h. den Kreissystemen g, q entsprechen im hyperbolischen Raum

wieder zwei Polarflichen. Weil ¢ und ¢ Linearkombinationen von

p und p sind, liegen p, p, q, q auf derselben Geraden, und zwar sind

p, P, q, q Orthogonalflichen desselben nichteuklidischen Normalen-

systems, namlich des Systems der reziproken Polaren zu den Geraden

{vw}. Zu dem Flachenpaar {q, q} gehdrt nun ein neues Kurvennetz
8%
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auf der Kugel v (p, q), dessen Kurven p = const, ¢ = const, durch
Aneinanderfiigungen der Richtungen

qav =0
einerseits und

qav =0
andererseits entstehen, diese Richtungen sind aber, wie wir im § 26
ausgefithrt haben, zu den Kreisen ¢, q in v tangential. Die Kurven
des Netzes v (p, g) berithren also immer die Kreise g, g in b, bilden
also ein Isogonalnetz des Netzes b (#, v). Da qund q wieder Kriimmungs-
kreise des Netzes v (p, ¢) sind, so kénnen wir den Satz aussprechen:

Der Schuitipunkt o der Kriimmungskreise der Kurven eines ortho-
gonalen Netzes v (u,v) ist auch der Schwittpunkt der entsprechenden
Kriimmungskreise eines jeden Isogonalnetzes von v (u,v).

Aus dem Beweis ersehen wir noch, daB3 alle senkrechten Kurvennetze
auf der Kugel, die zu einem Paar von zueinander polaven Orthogonal-
flachen desselben nichteuklidischen Normalensystems gehoren, Isogonal-
netze voneinander sind.

§ 28. Grundformeln fiir senkrechte Kurvennetze
auf der Kugel.

Wir wollen jetzt die Ableitungen der vier Grundvektoren b, p, b, 1w
unseres Netzes nach den Parametern # und v aus den Grundvektoren
selbst linear kombinieren. Es gelten die folgenden Gleichungen:

b, =hv—1tp b, =ho —tp
P, =70 p,=170
o | L
p,=sv+tw p,=Sp+1tw
w,—= —7p—Sp—hw | m,=—7p—5p— hw

deren Richtigkeit man nachweisen kann, indem man sie einzeln mit
den vier Grundvektoren skalar multipliziert. Dabei sind die Gleichungen
(66), (67), (68), (72), (84), (86), (87) und die sich aus (75) ergebenden

(92) | po,=1bp,=0
|ww, =ww, =0
zu beriicksichtigen. Ferner ist zur Abkiirzung gesetzt:

Wy, = — bW, = wo, = —bw,=h
wp, = —pw, =7 wp, = —pw, =7r
(93) T -
bp,= —py, =1 bp,=—po, =1
wp,= —Phw,=s wp, = —pw,=s
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Da die #-Kurve dem Kreis p nach (86) in ganz derselben Weise zu-
geordnet ist wie die v-Kurve dem Kreis p, entsprechen sich die Formeln
der rechten und linken Tabelle in (91) und (93) in dem Sinne, daBl
man die eine aus der andern erhilt, indem man die Parameter # und v
und ferner p und p und die zugehorigen GréBen » und 7, ¢ und £ mit-
einander vertauscht, indem man v und v aber unveridndert 1a83t.

In den Formeln (91) steckt insofern eine Unbestimmtheit, als v
und v in ihrer Normierung noch nicht vollig festgelegt sind, sondern
nur bis auf Transformationen der Form

1

l@;‘;}'m*.
Wir werden die Normierung von 9 und v einstweilen noch nicht fest-
legen und spdter zeigen, wie man in verschiedenen Fillen in verschie-
dener Weise am zweckmaBigsten iiber sie verfiigen kann. Fiir unsere
Gleichungen (91), die ein System linearer partieller Differentialgleichun-
gen fiir die Funktionen b (#,v), p (», v), b (%, v), 0 (», v) darstellen,
haben wir nun noch die Bedingungen der Integrierbarkeit

(93a) p=21(u,v)-0%; W=

(94) Duo=Dyu, Puv="Poyy USW.

aufzustellen. Wir haben somit die Gleichungen (91) noch einmal ab-
zuleiten und koénnen dabei die ersten Ableitungen der Grundvektoren
nach (91) wieder aus diesen selbst kombinieren, so daB wir dann die
zweiten Ableitungen der Grundvektoren als Linearkombination dieser
selbst ausdriicken.

Wir erhalten z. B.

by, = (h, - hh—t7)o —htp —1tp.

Driickt man in den Gleichungen (94) beide Seiten nach (91) als Linear-
kombination der Grundvektoren aus, so miissen dann die Koeffizienten
der einzelnen Grundvektoren auf beiden Seiten gleich sein. Es fiihrt
z.B. v,, = b,, auf die Gleichung:

(hy+nh—t7)o —hty—t,p=(h,+hh—ir)o—ip—hip.
Daraus ergeben sich die Gleichungen:
h,—tr —h, —tr
t,=ht, t,=ht.

Fiihrt man die Rechnung analog fiir die drei iibrigen der Gleichungen
(94) durch, so wird man im ganzen auf sechs verschiedene Integrier-
barkeitsbedingungen gefiihrt:

(95) r,rh=75,1+5h
(96) FutTh=s5,Fsh
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(97) t,=ht
(98) t, = ht
(99) h, 4 rt=h, -7t
(100) stst=0.

Dabei gehen (95) und (96) sowie auch (97) und (98) paarweise inein-
ander iiber, wenn man die quergestrichenen mit den nicht quergestriche-
nen GroBen und gleichzeitig die Parameter » und v miteinander ver-
tauscht. (99) und (100) gehen bei solcher Vertauschung in sich selbst
iber.

Die in den Ableitungsgleichungen (91) auftretenden Koeffizienten
(101) hobyt, t,7,7,5,5

sind noch keine absoluten inversionsgeometrischen Invarianten unseres
Netzes. Denn erstens haben wir noch die Transformationen

(102) w= %), v=7F*).

der Parameter unseres Netzes zu beriicksichtigen, bei denen die Netz-
kurven % == const, v = const erhalten bleiben. Die Transforma-
tionen (102) entsprechen einer Abdnderung der Skalen der u- (bzw. v-)
Werte, die wir den einzelnen Kurven # = const (v = const) beilegen
konnen. Wir kénnen uns die Skala der »-Werte etwa einmal l1angs einer
Kurve v = const fiir die verschiedenen Schnittpunkte mit den Kurven
u = const aufgetragen denken und ebenso die Skala der v»-Werte
lings einer Kurve u = const. (102) entspricht also — so kénnen wir
uns vorstellen — der Anderung der Skalen auf den beiden Kurven,
die wir uns als Trdger der beiden Skalen vorstellen. Es werden nur
solche Ausdriicke in den GroéBen (101) Invarianten unseres Netzes
sein konnen, die sich bei den Transformationen (102) nicht dndern.

Zweitens haben wir die Transformationen (93a) zu beachten, die
die Normierung von v und i andern.

Wir iiben nun erstens eine Parametertransformation (102) aus, auf
neue Parameter #*, v*, und hinterher eine Umnormierung (93a), wo
dann 1 als beliebige Funktion von #*, v* zu nehmen ist. Wir stellen die
Formeln zusammen, nach denen die Gréfen (101) mit den neuen
h*, b*, % t* ... usw. zusammenhingen, die nach der in (93) gegebenen
Vorschrift fiir die neuen Parameter #*, v* und die neuen v*, jo* gebildet
sind.

Setzen wir zur Abkiirzung
(108) l'df—z; 1:d—f=?,

tdu*



§ 28. Grundformeln fiir senkrechte Kurvennetze auf der Kugel. 119

so haben wir:

1 — _ /led —
e (), e ()
= g% _:i—*
(104) A =3
t=Att*, t = AT t¥,
= L g* __i"*
s—ls B) S—ls .

Auf Grund dieser Formeln kann man sich leicht wirkliche absolute
Invarianten bilden. Solche sind z. B. 7:s und 7:s. Doch wollen wir
hier nicht weiter darauf eingehen, da wir im § 32 mittels einer etwas
anderen Methode das volistindige System der Invarianten unseres
Netzes aufstellen wollen.

Die in (91) und (95) bis (100) abgeleiteten Grundformeln sind zu-
gleich die Formeln der hyperbolischen Flichentheorie. Die inversions-
geometrischen Invarianten des Netzes entsprechen den Invarianten der
zugehorigen Fliche in der hyperbolischen Geometrie und kénnen als
solche oft besonders einfach gedeutet werden. Wir wollen uns z. B.
die Brennpunkte des Systems der Flichennormalen {p, p} berechnen,
d. h. dic auf der Geraden {p,p} gelegenen Punkte 3, in der diese von
Nachbarstrahlen des Normalensystems {p (%, v), p («, v) } getroffen wird.
Wir haben 3 als Linearkombination von p und p anzusetzen. Machen
wir den Ansatz
(106) g=cosap-tsinap,

so ist der Punkt 3 zugleich in normierten Koordinaten gegeben, und
den verschiedenen Werten von « zwischen 0 und m entsprechen die
einzelnen Punkte der Normalen. « ist nach § 6 (44) die nichteuklidische
Entfernung des Punktes 3 von p ; /2 — a seine Entfernung von p. Neh-
men wir p, p und « als Funktion von # und v an, so ist 3 dann und nur
dann ein Brennpunkt, wenn es eine Fortschreitungsrichtung o gibt,
so daB 3 -+ 63 auch noch auf der Geraden {p, p} liegt. 63 muB dann
eine Linearkombination von p und p sein oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, es mull gelten:

(108) bd3=0; wdz=0.
Setzen wir
(109) 03 =3, 0u 13,00,

so miissen die beiden in d% und dv linearen homogenen Gleichungen (108)
in diesen Differentialen eine Lésung haben, bei der d» und dv nicht
gleichzeitig verschwinden. Daher muf} die Determinante des Systems
dieser beiden Gleichungen verschwinden:

(110) (0 3,) (03,) — (v3,) (03,) = 0.
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Ersetzen wir 3 aus (106) und verwenden wir die Formeln (91), so er-
halten wir aus (110) die Gleichung fiir «:

(111) t7 sin?e 4 (¢5 — ¢ s)sinacos et — tr cos?a =0,

Hieraus erhalten wir zwei Losungen fiir o zwischen 0 und 7, also zwei
Brennpunkte. Diese werden wir in Analogie zur gewdhnlichen eukli-
dischen Fldchentheorie die (gemeinsamen) Hauptkriimmungsmittel-
punkte der Flichen p und p nennen. Die zugehérigen Werte «,, o,
geben die von p aus gemessenen nichteuklidischen Hauptkriimmungs-
radien. (Die Werte n/2 — &, n/2 — @, ergeben die von p aus ge-
messenen Radien.)

Statt der vier von p und p zu den beiden Brennpunkten gemessenen
Radien verwenden wir lieber die folgenden GroBen

(112)

Z’lztg“v 0 = g0y,

die man auch als die nichteuklidischen Hauptkricmmungen der Flachen p
bzw. p bezeichnet. Fir sie ergibt sich

{gl=ctg¢x1, 0, =cCtg ey,

1 15—1s 17

1 = T : 0} — M—'_‘_; _— T}
(1 3) H 9 (91 9.) 2%y 01 0 iy
= 1, - ts—15 = - tr

(114) H*2(91+Q‘2)_ 2ty 5 KMQ[QQ___;—';’

und es gelten die Relationen
(115) KK=1;, HK=H; HK=H.

Die GroBe H (H) bezeichnen wir als die mittlere Kriimmung, K (K) als
das Kriimmungsmaf3 der Fliche p (p) in unserer hyperbolischen Geo-
metrie. In den GroBen H und K haben wir zugleich zwei absolute
Differentialinvarianten unseres Netzes gefunden, was mit unseren
Formeln (104) fir die Substitution der GréBen ¢, %, » . . . usw. iiberein-
stimmt.

§ 29. Isotherme Kurvennetze.

Wir wollen jetzt untersuchen, wann der zu dem Netz v (u, v) ge-
horige zweite Schnittpunkt 1 (%, v) der beiden Kriimmungskreise p, b
ebenfalls ein orthogonales Netz beschreibt. Entsprechend der Bedin-
gung (88) mufB in diesem Falle gelten

(117) (w,w,)=0 oder 7s-+7rs=0,

wenn wir wieder von den allgemeinen Formeln (91) ausgehen. Wegen
(100) gilt also

[ sr+sr=0,

(118) |st45t=0.
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Es sind zwei verschiedene Fille méglich.
A. Die Determinante der Gleichungen (118) fiir s und s verschwindet.
Dann ist:
(119) 7t—rt=0.
B. Die Determinante verschwindet nicht, dann muB
(120) s=s5s=0

sein. Wir wollen uns in diesem Abschnitt zundchst nur mit dem Fall A
beschiftigen.

Aus (99) ergibt sich dann fiir uns zunichst, daB mit (119) gleich-
bedeutend ist:

(121) h,=h,.

Aus der Betrachtung der ersten beiden der Gleichungen (104) folgt
aber, daf8 wir in diesem und nur in diesem unserem Fall (119) resp.
(121) v und v so normieren kénnen, dafl

(122) h=h=20

wird. Denn wenn wir es bei unseren Substitutionen (104) erreichen
wollen, daf3 die neuen GroBen 2* und 1+ =0 werden, so muf}

(123) h =

gelten. Denken wir uns in A (#*,v*) statt u*, v* nach (102) # und v ein-
gefithrt, und bezeichnen die Funktion von % und v, die man so erhilt,
dann als u (u, v), so wird (123) nach (103) gerade

dlgu 7 dlgu
(124) =05 =2
Diese Gleichungen sind fiir eine Funktion g aber dann und nur dann
l6sbar, wenn (121) gilt.
u ist durch (124) dann bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Daraus folgt: Durch die Forderung (122) fiir unsere Netze (119) wird
die Normierung der Punkte b und v festgelegt bis auf

m*

O =

(125) p=Co*, =

mit einer Konstanten C.
Aus der Annahme (122) folgt jetzt mittels (97), (98) weiter

1, =0, t =0,
also
t="V(), t=1U(®)),
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wo V und U Funktionen ihres einzigen Arguments sind. Nach (91)

muB #f 4 0 gelten, da sonst das Netz auf eine Kurve zusammen-
schrumpfen wiirde. Wegen (104) kénnen wir es dann aber durch Wahl
der Parameter, also durch geeignete Wahl der Funktionen 7, 7 er-
reichen, daf

t=t=—1

wird. Nach (118) kénnen wir dann

r= 47

§ = —

l

&,
=G

[Z]]

setzen und die Gleichungen (91) bekommen fiir unsere speziellen Netze
die Gestalt:

nu::ﬁ’ np:p’
=Rv, p, =R,
(126) P b
p,=CGov—m, p,=—Gvr—mw,
w,=—Rp—6p, || w,=—Rp-+6p

und aus (95), 96) erhalten wir die Bedingungen:
(127) §Ru = 60’ éRv - CO:"u ‘

Diese sind aber nichts anderes als die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen fiir die Funktionen % (#,v), & (, v) [vgl. §20 Schluf],
die besagen, dall & = R + 1@ eine analytische Funkiton von

2=u-}+1v
ist. Aus (126) ergibt sich:
(do dv) = du® + do’.

Fiihren wir nun nach § 7 (53) statt der tetrazyklischen Koordinaten des
Punktes v kartesische &, % ein, so kénnen wir uns durch ¢ («, v);
7 (#, v) (mit Ausnahme héchstens des Siidpols und in der Projektion
des uneigentlichen Punktes) unser Netz dargestellt denken.

Man berechnet aus §7 (53), dal}

(dvdv) prop. d& 4 dy?
ist. Es ist also auch
(128) d&® +dn? prop. du® 4 do?.
Aus (126) und (77) folgt ferner

[ 0D, 0,% |

%) =1>0
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fiir jeden Hilfsvektor, den wir als Linearkombination von v, p, p, v
fiir + einsetzen und nach §7 (53) ergibt sich daraus, wenn wir fiir =
speziell den Vektor {—1, 1, 0, 0} einsetzen:

ﬁEunu§>O.

(129) ’5 0 |

(128) und (129) sind nun aber nach den Ausfilhrungen am Schluf3
von § 20 kennzeichnend dafiir, daBl V = & 4 ¢ eine analytische
Funktion von z = u + 7v ist.

Wir kénnen also filr v nach §20 die Gaupsche Koordinate V ein-
fiihren

v, + 1,
(130) I’__7Zt;;;
und dann ist unser spezielles Netz (119) immer durch eine analytische
Funktion V (z) gegeben. Solche Netze, die durch eine analytische
Funktion dargestellt werden koénnen, pflegt man als isotherme Netze
zu bezeichnen. Auch umgekehrt gehért zu einer analytischen Funktion
V (2) immer ein Netz von der speziellen Art (119): Denn es mu8l dann
notwendig (128) und weiter

(dvdv) prop.  du® 4 dv?
gelten, also (v,b,) = (v, v,), daraus folgt aber nach (91)
=1t

Wihlt man die Parameter %, v so, dal} { = ¢ wird, erhalt man weiter
nach (97) und (98):

by . by 1
L= k, +=h.
Somit gilt
h'U = hu
und nach (99) dann
y=1,

wodurch die Gleichung (119) gewéhrleistet ist.
Wir merken uns zugleich, daB die Bedingung

(131) by —=p b

u-u vV

fiir isotherme Netze kennzeichnend ist.
Wir wollen nun auch fiir den Punkt 1w die Gaufsche Koordinate

_ W tiw
w, -+ w,
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einfiihren. Weil nach (126)

(dwdw)  prop.  du® - dov?
ist und
I, 0y, 10, , |

__ |2 2
e =R >0,

fiir jeden Hilfsvektor x gilt, ist auch W eine analytische Funktion
von z, somit beschreibt auch W ein isothermes Netz. Da V natiirlich
auch eine analytische Funktion von W sein muB, ist die Abbildung
V — W der beiden isothermen Netze v (#,v) und ‘v (%, ) gleichsinnig
winkeltreu.

Die Bedingung (119) fiir unsere isothermen Netze liefert nach (113)

(114) fir die zugehorigen Flichen des hyperbolischen Raumes K = K
= — 1. Einem isothermen Netz entsprechen also ein Paar von Polar-
flichen vom hyperbolischen Kriimmungsmafe — 1.

§ 30. Wechselnetze.

Wir kommen nun zu dem zweiten der zu Beginn von § 29 angegebe-

nen Fille
(131a) s=s=0.

Hier gelten nach (93) die Gleichungen

(132> ?m Rmv—?mw—o,
pw=pw,=pw,, =0.

Diese sagen aus, daB die Kriimmungskreise p, P der »-Kurve und

u-Kurve in v gleichzeitig Kriimmungskreise sind fiir die »-Kurve und

v-Kurve in w. Wir wollen deshalb unsere Kurvennetze v (u, v) mit

s =15 =0 ,,Wechselnetze'" nennen, um einen kurzen Namen zur Ver-

fiigung zu haben.

Umgekehrt folgt aus (91) und (132), daB die gefundene Eigenschaft
unsere Wechselnetze kennzeichnet; es geniigt sogar zu fordern, daB
die Kreise p, p die - und v»-Kurven von v (#, v) berihren.

Wie im §29 kénnen wir wieder #7 4 0 voraussetzen.

Wir wollen nun zwei Fille unterscheiden:

1. 7 =0. Sei etwa # =0. Nach (91) wird dann p eine reine
Funktion von v, das System der Kriimmungskreise p reduziert sich
also auf eine einfache Kretsschar. Man rechnet weiter nach:
= 0.

|bo, b, .0

i u-uu uuu!

Somit besteht das Netz aus einer Schar von Kreisen v = const, eben

jener Kreisschar p (v) und ihren senkrechten Trajektorien. Das Bis-
herige gilt fiir ein beliebiges Netz mit der einzigen Bedingung » = 0.
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Nun ist in unserem Fall der Wechselnetze auch noch s = 5 = 0.
Da jetzt nach (91) auch (p,p,) = 0 gilt, haben wir nach § 21 speziell
eine Schar von Schmiegkreisen evner Kurve, und zwar der durch p,
oder nach (91) durch v (v) dargestellten Kurve.

2. Im folgenden sehen wir von diesem einfach zu behandelnden
Fall ab und nehmen 77 &= 0 an.

Nach (95) bis (100) erhalten wir das System von Gleichungen

(133) —, =5 =h
o e
(134) — == h
(135) h,rt=h, -+ 7t.
Daraus folgt
rt="U(u)
7t—V(v)
Nach (104) gilt nun
=12 r¥i*, ;[:;s;*[*,

da 72 (7% positiv ist, sgn (r¢) [sgn (7¢)] sich bei Parametertransforma-
tionen also nicht dndert, kénnen wir es daher durch Parametertransfor-
mation nur erreichen, daB entweder

(136) rt=-1 oder rt=—1 .
und ebenso

(137) 7t=— -1 oder 7f{— —1

wird.

Ersetzen wir aus (136), (137)  und 7 und aus (133), (134) 4 und %

durch ¢ und ¢, so bleibt die eine Bedingung (135) in der Form iibrig
t to__ ¢

die nur die eine GroéBe ¢:% enthilt. Die Vorzeichen der beiden Glieder
rechts kénnen wir dabei noch voneinander unabhingig beliebig an-
nehmen und erhalten so vier verschiedene Fille. Das riuhrt daher,
dal} die Vorzeichen von 7¢ und 7¢ in (136) und (137) voneinander ganz
unabhangig sind.

Die GroBe ¢:¢, die in (138) vorkommt, hdngt von der Normierung
von b, iiber die wir ja noch nicht verfiigt haben, nicht ab. Man kann
die Normierung von b etwa durch die Forderung

bp, = ¢ —1
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¢
festlegen und dann ¢ = 5 = ¢/ setzen. Wir konnen dann die Gleichung

(138) den vier moglichen Fillen der Vorzeichenwahl entsprechend auf
eine der Formen bringen:
(139) fu, = T 2shf, fu,= T 2chf.

Von diesen Differentialgleichungen (139) hdngt also die Bestimmung
der Wechselnetze ab. Vom Standpunkt der analytischen Funktionen
ohne Riicksicht auf die Realitdt stimmen diese Gleichungen im wesent-
lichen {iberein mit der beriihmten Gleichung

f wy sin f >
von deren Losung die Bestimmung der ,,pseudosphirischen® Flichen
im euklidischen Raume abhingt?).

Nach (113), (114) entspricht unserm Wechselnetz s = s =0 ein
Paar von Polarflichen mit verschwindenden mittleren Kriimmungen
H und H. Solche Flichen mit H =0 des hyperbolischen Raumes
heiBen nichieuklidische Minimalflichen. Bezeichnen wir ndmlich das
Integral

0 :”V(vu p,) — (0, 1,) (0, 9,) dudo,

das bei unserer Parameterwahl (84) nach (91) die Form annimmt:

0=[[p,p,dudv—= [fridudv

als die nichteuklidische Oberfliche von p, so sind die Extremalen des
Variationsproblems 60 = 0 gerade die Flichen mit H = 0.

Geht man namlich von p zu einer Nachbarfliche p* durch Variation
lings der Flichennormalen iiber:

=pten(uv)p,
wo ¢ eine Konstante und # (u, v) eine beliebige Funktion seiner Argu-
mente ist, so erhalten wir bei Vernachlissigung quadratischer Glieder
in &:

o* —”V(pu p3)® — (v vf) (¥ p¥)
=~0-—2¢[[H.n-d0,

woraus die Behauptung folgt. Ganz analog 148t sich die Behauptung
natiirlich auch fir die Flache p (%, v) beweisen.

§ 31. Invariante Ableitungen in einem Kurvennetz.

Bei dem Studium unserer senkrechten Kurvennetze auf der Kugel
haben wir, wie schon erwihnt, zu beriicksichtigen, daB bei einer Trans-
formation der Parameter u, v

(140) w=fw*);  v=7("

1) Vgl. etwa L. Bianchi, Le zioni di geometria differenziale I. (1922). S. 6581f.
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in neue Parameter #*, v* die Kurven u = const, v = const erhalten
bleiben. Nur solche Ausdriicke in p und seinen Ableitungen werden
also geometrische Bedeutung haben, die invariant sind gegeniiber den
Transformationen (140). Man kann nun hier die Transformationen (140)
dhnlich wie die Parametertransformationen bei den Kreisscharen im
§ 21 dadurch ausschalten, daB man die Skalen in invarianter Weise
festlegt, d. h. daB man auf einer #-Kurve und auf einer v-Kurve, dem
Verfahren des §21 entsprechend, einen invarianten Parameter fest-
legt. Da wir uns in unserer Differentialgeometrie im Kleinen auf die
Umgebung einer Stelle v des Netzes beschrinken, haben wir auf den
durch v hindurchgehenden Kurven v = const, # = const snvariante
Parameter festzulegen. Es kommt nur darauf an, zwel invariante
Differentiale

(140a) pdu und Pdv

fiir die beiden Kurven zu finden oder solche vom Netz abhingige, bis
auf die Transformationen (140) invariante GréBen, fiir die die Trans-
formationsformeln gelten:

af _ _df
(140D) =gy gL

Dann konnen wir statt der gewShnlichen Ableitungen immer die in-
varianten Ableitungen beziiglich der Differentialformen (140a) be-
nutzen [vgl. § 21 (10)]. Wir koénnen z. B. einfithren

(141) p=1b0:  F=Vr,p,

[wo p, b die nach (87) allein aus dem Netz bestimmbaren normierten
Kriimmungskreise sind], wenn die Ausdriicke auf der rechten Seite
nicht gerade verschwinden. Wir wollen uns im folgenden nun zunichst
gar nicht auf bestimmte Formen ¢ und @ festlegen, sondern diese noch
willkiirlich lassen. Wir wollen nun fiir die invarianten Ableitungen
einer GroBe S die Bezeichnungen einfiithren:
S 1 oS 1

(142> Sl:a—u';§ 522%*&*

Wie wir im folgenden {iberhaupt immer durch einen unten angehdngten
Fettdruckindex 1 invariante Ableitung beziiglich ¢ bezeichnen wollen
und durch den Fettdruckindex 2 Ableitung beziiglich ¢. So bedeutet
z.B. Sja die Ableitung von S; beziiglich ¢, also:

oS Oe

25 —
(143) 512 == 551 1_ — 0 1 ou ov .

v ¢ duiv pp @@

Bei hoheren invarianten Ableitungen ist dabei die Reihenfolge der
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Indizes wesentlich, es ist z. B. S;3 im allgemeinen verschieden von

Sg;- Man erhdlt nidmlich
s o7
0ts 1 9v Bu

(144) R TTRT ATA

Fiir die gemischten gewohnlichen zweiten Ableitungen einer GréBe S
gilt die Integrierbarkeitsbedingung:

2SS

dudv  dvou
Daraus entspringt eine Bedingung fiir die gemischten zweiten in-

varianten Ableitungen.
Aus (143) und (144) folgt ndmlich

(145) Sig+¢S1=Sa1+ ¢Sy,
WO

P, = Pu
(146) =05’ 170

gesetzt ist. Dabei sind ¢ und ¢ immer dieselben, nur von ¢ und ¢ ab-
hingigen GréBen, fiir welches S wir auch die zweiten invarianten Ab-
leitungen bilden. Sind ¢ und @ einmal im Netz festgelegt, so sind ¢
und ¢ dann absolut invariante GréBen.

Abgesehen von der Verschiedenheit der invarianten Ableitungen
von den gewohnlichen hinsichtlich ihrer Integrierbarkeitsbedingung,
1Bt sich mit jenen ebenso rechnen wie mit diesen. So gelten fiir das
Differenzieren von Produkten und Quotienten ganz dieselben Regeln.

Gilt

a-b=c,

so erhilt man durch invariante Ableitung
ak-b—{—a-bkzck [k:1,2]

wie sich aus (142) unmittelbar ergibt. Setzt man in (142) ¢ = ¢ =1,
so fallen die invarianten Ableitungen mit den gewdhnlichen zusammen.
Die Formen du, dv haben dann aber im allgemeinen keine invariante
Bedeutung. Allgemeiner kann man es, wenn ¢ und ¢ von 1 verschieden,
aber so gegeben sind, da ¢ = ¢ = 0 gilt, durch eine Transformation
(140) erreichen, dal die GroBen ¢ = ¢ = 1 werden und die invarianten
Ableitungen alle gleich den gewohnlichen werden.

Wir wollen jetzt die Theorie unserer Kurvennetze mit invarianten
Ableitungen behandeln. Dabei wollen wir jetzt die schon bekannten
Wechselnetze des § 30 von der Betrachtung ausschlieBen. Wir konnen
dann wegen ss 4= 0 und der schon erwihnten Voraussetzung ¢z <= 0
alle vier GréBen s, s, ¢, { als von Null verschieden annehmen.



§ 31. Invariante Ableitungen in einem Kurvennetz. 129

Betrachten wir die Kreise p nicht lings der #-Kurven, deren Schmieg-
kreise sie sind, lings derer sie sich also konsekutiv beriihren, sondern
langs der v-Kurven, so haben wir nach (91)

p,p, =25 t=0.
Wir haben zwei Fille zu unterscheiden:
1. p,p, > 0. Dann haben nach § 22 die Scharen der Kreise p lings
der v-Kurven reelle Hiill-Kurven.

2.p,9, < 0. Dann liegen konsekutive Kreise ineinander geschachtelt.
Entsprechend haben wir fiir p die zwei Fille

Es 148t sich nun leicht zeigen, daBl immer eins der beiden Kreis-
systeme p, p vom Typ 1 und das andere vom Typ 2 sein muB.

Nach (91) und (100) ist namlich p,p, =0 und daher
PR P [* =~ (b, p,) (B, P,) > 0.

Somit miissen fiir ein reelles Netz die Vorzeichen von p,p, und p, b,
verschieden sein. Wir wollen etwa annehmen

(147) P,0,>0; . p,p,<O0.

Wir kénnen nun als die beiden invarianten Linearformen ¢ und ¢
die folgenden zugrunde legen:

1, = _ 1
<pdu=V—2— (,p,) du; q)dvzl/—?(pvpv)dv.
Nach (91) ist dann

(148) (p:Vst; p=|—st.

Durch (148) sind die Formen ¢ und ¢ bis auf die in den Wurzelzeichen
steckenden Vorzeichen bestimmt. Die zu den Formen (148) gehérigen
invarianten Ableitungen bezeichnen wir jetzt wieder durch die In-
dizes 1, 2.

Die Normierung von b wollen wir ferner jetzt durch die Forderung

(149)

festlegen. Andert man das Vorzeichen der Wurzel in der Form ¢, so
muB dann auch die Normierung von v das Vorzeichen wechseln, um
die Forderung aufrechtzuerhalten. Sind die Vorzeichen von ¢ und ¢
bestimmt, so ist dann auch die Normierung von p vollig festgelegt.
Es sind jetzt bis auf die beiden Vorzeichen von ¢ und ¢, iber die wir
noch verfiigen konnen, alle GréBen unseres Netzes festgelegt.

Blaschke, Differentialgeometrie III. 9
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Benutzen wir die Normierung (149) und fiihren die neuen Bezeich-
nungen ein:

T=t:p, T=t:5
S=s:¢, S=5:p
(150) _
R=r:gp, R=7r:9p
H=h:p, H=n9,

so wird nach (148), (149):
ST=1, SI—=-—1. T=S5.
Nach (104) haben wir auBerdem nach Division durch ¢ ¢:

ST+ST=0.
Das Vorzeichen von ¢ legen wir jetzt durch die Forderung T'=1 fest,
dann folgt: S=1, T—1

S—_F §T—-—
Daraus folgt wieder T =1.
Das Vorzeichen von ¢ konnen wir ]etzt noch so festlegen, daB 7 = 1
wird. Dann haben wir insgesamt:
T=1 T=

151 _
(151) S=1 S=-—-1.

Wenn wir jetzt die Formeln der linken Tabelle in (91) durch ¢ und die
Formeln der rechten durch ¢ dividieren, bekommen wir sie in der
invarianten Gestalt:

pp=Hp—p pp=Ho—p
=Ry Pa =Ry
(152) P i
h=+v+mw pr=—v+mw

wmp——Rp—p—Hw| m=—Rp+p—Hw

Fiir die GroBen R, R, H, H miissen nun wieder Bedingungen der Inte-
grierbarkeit bestehen.
Nach (145) mul3 gelten
V12 + g by = Vg -+ by
(153) Prz g p1 =P+ gp2
usw.
Differenzieren wir (152) invariant, und ersetzen die Ableitungen der

Grundvektoren durch diese selbst, so erhalten wir in (153) Linear-
kombinationen der Grundvektoren. Auf beiden Seiten einer jeden
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der Gleichungen (153) miissen dann die Koeffizienten der einzelnen
Grundvektoren iibereinstimmen. Man erhilt unter anderem:

(154) H=¢ H=yq.

Ersetzen wir in den iibrigen Gleichungen iiberall ¢ und ¢ durch H
und H , so erhalten wir dann noch weiter:

!R2+2RE=—2H
(155) R, +-2RH=1+2H
IH2+R —H,+R

Die vier in unseren Formeln iibriggebliebenen GréBen R, E, H, I?,
die an die Gleichungen (155) gekniipft sind, stellen das wvollstindige

System der absoluten Invarianten unseres Netzes dar. R und R hingen,
wie man leicht nachrechnen kann, von dritten Ableitungen des Netzes

b (u,v) ab, H und H von vierten. In den Koordinaten der Kreise p
und P, also auch in den Punktkoordinaten des Flichenpaares {p,p}

des hyperbolischen Raumes sind R und R nur von erster, H und H
von zweiter Ordnung.

Nach § 30 wissen wir schon, da3 RR = 0 die Netze kennzeichnet, die aus einer
Kreisschar und ihren senkrechten Trajektoren bestehen. Aus (113), (114) ersieht
man, daB R und R in einfacher Weise mit den Hauptkriimmungsradien der hyper-
bolischen Fliachentheorie zusammenhingen.

‘Wir wollen ihnen aber auch noch eine direkte inversionsgeometrische Deutung
geben. Nach (152) ist

KX TRITR! =R,
(156) { 1011 Dygy |
DID1:1.

Nun sind nach § 24 die Hauptkreise 11, ¥ der durch p gehenden u-Kurve gegeben
durch

IR Y l
157) f—pt b V\ 1911 D11y
( P (o1o1)%

denn man kann unter der Wurzel Zahler und Nenner mit ¢® multiplizieren und
erhilt dann den entsprechenden Ausdruck statt in invarianten, in gewoéhnlichen
Ableitungen. (156), (157) geben:

»

tt=p+1IRlo, tM=p—}R]v.

Ebenso erhalt man fiir die Hauptkreise der v-Kurve

=5+ V|R]v; T2=5-V1|R|v.
Durch Py ist nun der Querkreis (vgl. § 22) der Schar D langs der u-Kurve gegeben,
fiir die die Kreise nicht Schmiegkreise sind. Fiir den Winkel p dieses Kreises mit
jedem der Kreise I, fII ergibt sich
cos?y =R,
g%
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analog fiir den Winkel % von p, mit den f
cos?p=R.
Um nun noch H und H zu deuten, bestimmen wir uns den Kreis %, der zu drei
konsekutiven Kreisen p lings der #-Kurve senkrecht ist. Fiir R0 erhalten
wir aus
39 =3Pu=3Puu=0.
den unnormierten Kreis

- o H
p=v—w——%-p.

Es ergibt sich dann fiir den Winkel y zwischen p und 3:

R 2 H?
==
und analog ergibt sich die geometrische Bedeutung von — 2H?: R®. H =0 be-
deutet also das Senkrechtstehen des Schmiegkreises p auf dem Orthogonalkreis 3.

§ 32. Vermischte Aufgaben zu den Kapiteln I bis III.

1. Im § 9 haben wir bewiesen, daB man jede Kreisverwandtschaft von Mébius
durch eine Aneinanderreihung von Inversionen erzeugen kann. Man zeige, da
zur Erzeugung einer jeden gleichsinnigen Kreisverwandtschaft vier und einer
jeden ungleichsinnigen drei Inversionen gentigen. (Vgl. J. Coolidge: , A treatise
on the Circle and the sphere* Oxford 1916.)

2, Vier Kreise eines Biischels haben eine Invariante D, der in der stereogra-
phischen Projektion das Doppelverhaltnis von vier Punkten einer Geraden ent-
spricht. Man deute diese Invariante durch méglichst einfache Winkelbeziehungen
an der Figur der vier Kreise, im besonderen in den Fillen, wo das Biischel ein
solches ohne reelle Schnittpunkte oder ein ausgeartetes Biischel ist.

8. Man deute das durch Formel (65) im § 9 gegebene Doppelverhiltnis von
vier Punkten eines Kreises durch eine Winkelbeziehung.

4. Man zeige im AnschluB an die Ausfithrungen des § 10, daB sich im allge-
meinen jede Invariante von p Vektoren I, ¢II. .. r? gegeniiber einer Gruppe ver-
allgemeinerter orthogonaler Substitutionen durch die skalaren Produkte der Vek-
toren ausdriicken 1iB3t, und daB eine Ausnahme nur der folgende Fall bildet:
Die Hochstzahl s der linear unabhingigen Vektoren unter den p gegebenen ist
erstens kleiner als die Dimensionszahl #» und zweitens < $ und drittens ist der
Rang # der p-reihigen Determinante

\\(ga}gﬂ)i, [O"ﬂ:I"‘p]

die aus den Skalarprodukten der Vektoren gebildet ist, kleiner als s.
5. Die im § 9 eingefiihrte Invariante

(xy)?®

T= e oy

kann man fiir den Fall sich nicht schneidender Kreise ¢ und ) folgendermaSen
durch eine Winkelbeziehung erkliaren: Die r und 1) gleichzeitig beriihrenden
Kreise zerfallen in zwei Scharen von je ! Kreisen 3 und t, von denen die Kreise 3
der einen Schar mit ¢ und {) die Vorzeicheninvariante £ = 4 1 (vgl. § 11), die der
andern Schar { aber die Vorzeicheninvariante ¢ = — 1 haben. Es zeigt sich, daB
alle Kreise t von einem gemeinsamen reellen Orthogonalkreis f geschnitten werden,
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die Kreise 3 aber nicht, und es zeigt sich ferner, daB f mit allen 3 denselben Winkel y
bildet, durch den die Invariante J nach

2 \2
T=(coery )

erklart werden kann (vgl. Fig. 32).

6. Man zeige im Anschlufl an die Ausfiihrungen iiber gerichtete Kreise (§ 13,
§ 14): Man kann alle Punkte der Ebene gleichzeitig so normieren, da

a) fiir je zwei Punkte u, b (ub) < 0 gilt, und daB

b) fiir einen gerichteten Kreis T und einen auf seiner positiven Seite gelegenen
Punkt ¢t immer

(Tu)>0

gilt, fiir einen gerichteten Kreis 1 und einen auf seiner negativen Seite gelegenen
Punkt u aber immer
(Fuw)<0.

Fig. 33.

Auf Grund dieser Tatsache kann es in der Inversionsgeometrie in gewissem
Sinne zweckmaBig werden, auch die Punkte in doppelter .,Orientierung® ein-
zufithren, und zwei Systeme von je vier tetrazyklischen Punktkoordinaten, die
sich um einen gemeinsamen negativen Faktor unterscheiden, als gegensinnig
gerichtete Punkte anzusehen. (Vgl. T. Takasu: Differentialgeometrie I. Téhoku.
Imperial Journal 1928.)

7. Von den vier in § 14 (49) angegebenen Einheitsvektoren e®, eI, ell, gIII ent-
spricht dem ersten wegen e%e® = -— 1 kein Kreis, die drei andern stellen aber
Kreise dar, deren geometrische Bedeutung wir schon im § 14 angegeben haben.
Fithrt man statt % nun noch einen vierten gerichteten Kreis

1
f:_:_(eo+e1+eII+eIII)
2]
ein, der die in Fig. 33 angegebene Lage hat, so kann man den Normalkoordinaten
%9, ¥, ¥, %3 eines beliebigen gerichteten Kreises 3 beziiglich des Systems der vier
Koordinatenkreise f, el, ell, eIt die folgende Deutung geben: %, ¥, #; sind einfach
die cos seiner Winkel mit eI, I und eI, Fiir %, gilt dann:

Ro=% 4+ 8 +2—|12]cos?,

wo & der Winkel zwischen % und f ist.
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8. Man deute in dhnlicher Weise wie unter Aufgabe 7 die Normalkoordinaten
eines gerichteten Kreises auch die Verhaltnisse der tetrazyklischen Koordinaten
eines Punktes b als Winkelbeziehungen an der durch p und die vier Koordinaten-
kreise {, el, ell, eIl gebildeten Figur.

9. Man kann jedes nullteilige Kreissystem (vgl. § 19) in mébiusinvarianter
Weise so konstruieren: Man nimmt drei paarweise senkrechte M-Kreise ¢, 1), 3,
zeichnet das Biischel aller Kreise t durch die Schnittpunkte von g und ¥, und kon-
struiert zu jedem Kreis t das Biischel 3, das durch die Schnittpunkte von { und 3
hindurchgeht. Die oo! Biischel 3 bilden
dann das nullteilige Kreissystem (vgl.
Fig. 34).

10. Im § 19 haben wir einen Vektor
f mit ff << 0 durch ein sogenanntes null-
teiliges Kreissystem geometrisch repri-
sentiert. Man deute die Invariante

(xy)®

T=Gnom

zweier solcher Vektoren ¢ und ) als geo-
metrische Beziehung zwischen zweisolchen
Kreissystemen. Ebenso deute man die In-
variante fiir den Fall, da nur einer der
Vektoren, etwa  ein solcher mit £ << 0 ist, der andere {) aber einen Kreis )y > 0
darstellt.

11. Man driicke die im § 20 fiir vier Punkte mittels (114) gefundenen Inva-
rianten | D| und arg D durch tetrazyklische Koordinaten aus. Man zeige, daB |D|
einfach gleich dem absoluten Betrag der rechten Seite der Formel (17a) des § 5
ist (wo nur statt der eckigen runde Klammern zu nehmen sind), und da8 fiir arg D
gilt:

Fig. 34.

| g1 I IV |
YTl (I IV) (L 1V) (¢ 10 ¢ 100) ’

(Vgl. J. Coolidge: A treatise on the circle and the sphere. Oxford 1916.)

12, Man gebe statt der im §20 angegebenen bewegungsgeometrischen Deutung
der beiden Invarianten | D| und arg D von vier Punkten inversionsgeometrisch in-
variante Deutungen an.

18. Man zeige, daB man im § 22 die Funktionen b(g) [b & 0] und g (o) ganz
,,beliebig*‘ vorgeben kann, und da8 dann immer bis auf Mobius-Transformationen
eine zugehorige Kreisschar bestimmt ist.

14. Geben wir uns die Koordinate z von GaupB als Funktion eines reellen Para-
meters ¢, so ist dadurch eine Kurve bestimmt. Der in § 25 (57) erwahnte niedrigste
invariante Kurvenparameter ¢ driickt sich in der Form aus:

sinarg D =

40t = o S, ] a,

wo {2, t} die sogenannte Schwarzsche Ableitung

T 83 /7\?
V= . ([
la,t}=5 -5 (z)
von z nach ¢ ist und & [{z, #}] ihr Imaginirteil. [Vgl. G. Pick. Circolo matematico
di Palermo 37 (1914) S. 341.] Bezieht man die Kurve auf den Parameter ¢ und
bildet dann die Schwarzsche Ableitung {z, ¢} von z nach o, so wird ¥ J(z,0) =1,

der Realteil R{z, o} stellt dann aber die einzige Differentialinvariante fiinfter Ord-
nung der Kurve dar, die wir in § 25 erwahnten. (7. Takasu, Hamburg, 1926.)
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15, Im AnschluB an §29 zeige man, daB bei der Darstellung V (z) eines iso-
thermen Netzes durch eine analytische Funktion die Gawufsche Koordinate W
des Punktes v durch

46

gegeben ist, und daB ferner die Invariante ¥ = R + ¢ & durch die Schwarzsche Ab-
leitung (vgl. Aufgabe 14) von V nach z:

V’H 3 /'V” 2
25 3()

gegeben ist. (W. Blaschke, Uber konforme Geometrie III. Hamb. Abh. Bd .4, 1925.)
16, Ist in § 29 fiir ein isothermes Netz V (2) die winkeltreue Abbildung V — W

gegeben, ist also die analytische Funktion W (V) gegeben, so ist die zugehérige

Funktion V(7), resp. die Umkehrfunktion z(V) durch :

2
B 1 4
z:fefW(V)—V av
bis auf eine Transformation

* z=az*¥}+b (a,b = const)

bestimmt. Die Transformation (*), also der Ubergang von ¥V (z) zu V (az* + b)
entspricht aber einfach dem am SchluB von § 27 geschilderten Ubergang von
einem Netz zu einem seiner Isogonalnetze. [W. Blaschke, Hamburg 1925.]

17. Man untersuche die Kurvennetze, bei denen die in § 31 definierten Inva-
rianten R, R, H, H alle konstant sind, und zeige, daB man ein aus lauter Loxo-
dromen bestehendes Kurvennetz erhalt.

18. Man diskutiere die Gestalt der am SchluB von § 25 erwahnten Kurven
der nichteuklidischen Geometrie im elliptischen und im hyperbolischen Fall aus
ihrer natiirlichen Gleichung @ = s--const. Man verfahre etwa nach dem Vor-
bild der von E. Cesaro in seinem Buche , Natiirliche Geometrie” (Leipzig 1901)
angegebenen Methoden der euklidischen Geometrie.



4. Kapitel.
Geometrie von Laguerre in der Ebene?.

§ 33. Isotrope Projektion und Abbildungen von Laguerre
in der Ebene.

Im 1. Kapitel lieferte uns die stereographische Projektion die Ab-
bildung einer Gruppe von projektiven Transformationen des Raumes auf
die Gruppe der Kreisverwandtschaften von Mébsus in der Ebene. Hier
soll uns eine andere, noch einfachere Projektion, die sogenannte isotrope
Projektion die Abbildung einer projektiven Gruppe des Raumes auf
die Gruppe & der Transformationen von Laguerre in der Ebene liefern.

Diese auf Chasles zuriickgehende Projektion wird auch als zykio-
graphische Abbildung oder nach F.Klein als Minimalprojektion be-
zeichnet, Wir denken uns im dreidimensionalen Raume wie zu Beginn
von §7 gewdhnliche kartesische Koordinaten eingefithrt, die wir hier,
statt mit &, 5, , der Reihe nach mit X,, X,, X, bezeichnen wollen.

Jedem Punkt ¥ des Raumes ordnen wir einen gerichteten Kreis
der ,,Grundebene der isotropen Projektion X = 0 zu, dessen Mittelpunkt
die Koordinaten {X,, X,, X, = 0} besitzt und dessen Radius R = X ist.
Wir erhalten den Mittelpunkt des zum Punkt X gehorigen Kreises
also einfach durch senkrechte Projektion auf die Grundebene; der
Radius ist dann gleich der I.inge des Projektionslotes, und zwar ist
er positiv fiir Punkte ,,oberhalb’ der Grundebene, und negativ fir
»unterhalb“dersel-
ben gelegene. Wir
konnen auch sa-
gen: wir erhalten
zu einem Punkt X
den Kreis der Pro-
jektion als Schnitt

Fig. 35. der Grundebene

mit dem Kegel,

der aus allen gegen diese unter dem Winkel 7:4 geneigten Geraden
durch X besteht (Fig. 35). Riickt der Raumpunkt in die Grund-
ebene hinein, so schrumpft der Projektionskreis auf einen Punkt

1y Die Arbeiten, in denen Laguerre diese Geometrie begriindet hat, finden
sich im zweiten Band der gesammelten Werke von Laguerre zusammengestellt:
(Oevres de Laguerve 11, pg. 592—670. Paris 1898. Gauthiers-Villars).
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zusammen. Wir rechnen daher in der Projektion die Punkte zu den
Kreisen. (Keineswegs aber werden wir die Geraden hier wie im Kap. I
zu den Kreisen rechnen.)

Die gerichteten Kreise und Punkte der euklidischen Ebene, die,
wie wir sehen werden, in der Geometrie der Gruppe & von Laguerre
nicht unterscheidbar sind, wollen wir in dem Begriff des L-Kreises
zusammenfassen. Wiy konnen nunmehr die isotrope Projektion auffassen
als eineindeutige Abbildung der Punkic des Rawmes auf die L-Kreise
der Grundebene.

Haben wir im Raume eine unter dem Winkel x : 4 gegen die Grund-
ebene geneigte Ebene — solche Ebenen wollen wir ssotrope Ebenen der
Projektion nennen —, so entsprechen ihren Punkten lauter Kreise, die
eine feste gerichtete Gerade (die mit geeigneter Richtung versehene
Schnittgerade der isotropen Ebene mit der Grundebene) beriihren.
Umgekehrt entsprechen allen L-Kreisen, die eine feste gerichtete Ge-
rade gleichsinnig berithren, immer die Punkte einer bestimmten iso-
tropen Ebene. Speziell sind dabei die auf der Geraden liegenden
Punkte als diese beriihrende L-Kreise mitzurechnen. Die isotropen
Ebenen entsprechen somit in der isotropen Projektion etneindeutiy den
gerichteten Gevaden der Grundebene.

Als Beriihrung zweier L-Kreise bezeichnen wir das Folgende: Falls
keiner der Kreise ein Punkt ist, die gleichsinnige Beriihrung der beiden
gerichteten Kreise, falls aber einer der L-Kreise ein Punkt ist, die
vereinigte Lage von Kreis und Punkt.

Als Beriihrung von L-Kreis und gerichicter Gerade bezeichnen wir:
Falls der L-Kreis kein Punkt ist, die gleichsinnige Beriithrung von Kreis
und Gerade, fiir einen Punkt aber die vereinigte Lage mit der Ge-
raden.

Aus der Definition der isotropen Projektion folgt, daB zwei sich
berithrende L-Kreise zwei Punkten des Raumes entsprechen, die auf
einer unter 7 :4 gegen die Grundebene geneigten Geraden liegen. Die
unter 7 : 4 gegen die Grundebene geneigten Geraden wollen wir auch als
1sotrope Geraden bezeichnen. Bei der isotropen Projektion entsprechen
den Punkten einer und derselben isotropen Geraden die L-Kreise
eines und desselben ausgearteten Biischels, die sich alle in ein und
demselben gerichieten Linienelement bertihren. Wir kénnen auch sagen:
Die isotropen Geraden des Rawumes entsprechen bes der Projektion einein-
deutig den gerichteten Linienelementen der Ebene.

Genau so, wie wir im Kap.I die Mobius-Transformationen der
Ebene als stereographische Projektion einer Gruppe von projektiven
Abbildungen des Raumes definiert haben, nimlich der hyperbolischen
Bewegungen, wollen wir jetzt die Abbildungen von Laguerre definieren
als isotrope Projektion einer Gruppe projektiver Transformationen,
und zwar der folgenden:
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Wir nehmen im Raum die Gruppe der linearen inhomogenen Trans-
formationen

2
1) X, = 30, X+ 4, [(=0,1,2]
E=0
der kartesischen Koordinaten, die die Gleichung
(2) - (Xo — Y+ (X1 - Y1)2 + (X, — Y2>2 =0

fiir die Koordinaten zweier beliebiger Punkte X und ) invariant 148t,
d.h. in die entsprechende Gleichung in den gestirnten GréBen iiberfiihrt.
Da (1) linear in den Kkartesischen Koordinaten ist, haben wir eine
Gruppe von projektiven, ja sogar von affinen Transformationen des
Raumes. (2) ist die Bedingung dafiir, daB die Punkte ¥ und ) auf der-
selben isotropen Geraden liegen. Wir haben also die Gruppe derjenigen
affinen Abbildungen des Raumes, die isotrope Geraden in ebensolche
iiberfithren. Mit den isotropen Geraden miissen dann aber auch die
isotropen Ebenen invariant bleiben als die einzigen Ebenen, bei denen
durch jeden ihrer Punkte genau eine reelle der Ebene angehérende iso-
trope Gerade geht. Denn auf den ,,sanfter* als unter dem Winkel 7 : 4
gegen die Grundebene geneigten Ebenen gibt es ja iiberhaupt keine
Geraden, die die Grundebene unter dem Winkel & : 4 treffen. Auf den
Ebenen, die ,steiler als die isotropen sind, aber genau zwei durch
jeden Punkt. Da unseren eineindeutigen Punkttransformationen (1),
(2) des Raumes in der Projektion eineindeutige Abbildungen der L-
Kreise der Ebene entsprechen und da den Punkten einer festen iso-
tropen Ebene des Raumes die L-Kreise der Ebene entsprechen, die
eine feste gerichtete Gerade beriihren, haben wir:

Unserer Gruppe (1) (2) des Raumes entspricht in der Ebene eine
Gruppe von Abbildungen mit folgenden Eigenschaften:

A. Es werden die L-Kreise der Ebene eineindeutig einander zugeordnet.

B. Es werden dabei gerichiete Gerade einetndeutig gerichieten Geraden
zugeordnet. [D.h. es werden die Mannigfaltigkeiten von L-Kreisen,
die eine und dieselbe feste gerichtete Gerade beriihren, eineindeutig
ebensolchen Mannigfaltigkeiten zugeordnet.]

Wir werden spiter (im § 49) zeigen, daB die durch (1), (2) definierten
Abbildungen von Laguerre iiberhaupt die einzigen moglichen mit den
beiden Eigenschaften A, B sind. Wieder ist es dabei nicht nétig, die
Stetigkeit der Abbildung zu verlangen.

Die Laguerresche Gruppe & ist anscheinend schon vor dem fran-
z6sischen Mathematiker E. Laguerre, nach dem man sie mit Recht
wegen seiner Verdienste um ihre Geometrie benannt hat, in ihrem
Zusammenhang mit den erwdhnten affinen Transformationen des
Raumes von Sophus Lie ums Jahr 1870 angegeben worden.

Wenden wir uns jetzt der Laguerre-Geometrie unserer L-Kreise
und gerichteten Geraden zu! Wenn keine MiBverstindnisse zu be-
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fiirchten sind, werden wir im folgenden die L-Kreise einfach als Kreise,
und die gerichteten Geraden einfach als Geraden bezeichnen, und
ferner unter Berithrung gleichsinnige Beriihrung verstehen.

Im Gegensatz zu den Transformationen des Kap.I und II haben
wir es in (1) mit unhomogenen linearen Abbildungen zu tun. Die Ko-
ordinaten X,, X;, X, bilden daher keinen Vektor im Sinne des § 10.
Wir schreiben hier wie im folgenden fiir unsere Kreiskoordinaten iiberall
die groBen Buchstaben [¥X; X,, X;, X,], weil sie sich unhomogen trans-
formieren, kleine Buchstaben [1; x4, %;, %,] aber fithren wir fiir solche
GroBensysteme ein, die sich wie die Koordinaten im § 6 homogen
transformieren, also einen Vektor bilden.

Da bei unsern Abbildungen (1) die Koordinatendifferenzen zweier
Kreise (Punkte im Raum) ¥ und 9) homogenen Transformationen unter-
worfen werden, schreiben wir fiir den Vektor

(3) 3=%—19
wieder einen kleinen Buchstaben. Wenn auller 3 noch ein zweiter
solcher Vektor

gegeben ist, bezeichnen wir mit

(4) G)=@E—9,2-9)

in abkiirzender Schreibweise die zu (2) gehorige Bilinearform:

— 2ty F 2.t 4 28,

Statt (X—9, X¥—19) schreiben wir auch (X —9)2

Wir werden im folgenden unsere Geometrie von Laguerre in der
Ebene immer im engsten Zusammenhang mit der Geometrie der ent-
sprechenden Gruppe im Raum behandeln. Diese besteht, wie wir ge-
sehen haben, aus den affinen Abbildungen, die isotrope Elemente [iso-
trope Ebenen und isotrope Geraden] wieder in isotrope Elemente tiber-
fithren. Wir wollen diese riumliche Gruppe J nennen. Wir wollen
hier noch erwihnen, wie man von diesen Abbildungen auf Grund
der Anschauungen der projektiven Geometrie eine sehr einfache geo-
metrische Vorstellung gewinnen kann. Denkt man sich nidmlich den
Raum der isotropen Projektion aus einem euklidischen durch Einfligen
der uneigentlichen Ebene zu einem projektiven Py gemacht, so schneidet
der durch einen beliebigen Punkt X gelegte Kreiskegel der isotropen
Geraden als Kegel zweiter Ordnung die uneigentliche Ebene in einem
Kegelschnitt. Da nun jede isotrope Gerade immer parallel ist zu irgend-
einer Geraden des Kegels durch X, geht sie durch diesen Kegelschnitt
in der uneigentlichen Ebene hindurch und umgekehrt ist auch jede
Gerade durch den Kegelschnitt eine isotrope Gerade. In gleicher Weise
lassen sich die isotropen Ebenen deuten als die Ebenen, die den un-
eigentlichen Kegelschnitt beriihren.
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Wir kénnen unsere rdumliche Gruppe I nun auffassen als die Gruppe
aller projektiven Abbildungen des P,, die diesen ,,absoluten Kegel-
schwitt' als Ganzes fest lassen. Denn mit dem Kegelschnitt bleibt die
uneigentliche Ebene als Ganzes fest, und man hat eine affine Ab-
bildung, die mit den Punkten des absoluten Kegelschnitts die isotropen
Elemente in ebensolche iiberfiihrt.

Die angegebenen projektiven Vorstellungen der Gruppe I konnen
uns fiir das Folgende manche Erleichterung bringen.

§ 34. Tangentenentfernung. Gerade Kreisreihen.

Die Form (X — 9))2 fiir zwei Kreise X und §) wird sich bei unseren
Abbildungen von Laguerre wegen der Invarianz der Gleichung (2)
hochstens mit einem Faktor multiplizieren kénnen, also
(8) (X —9)* =1-(&* —9*)°.

Hier muB nun 4 von den Kreiskoordinaten X7, Y} unabhingig sein,
denn da die Abbildungen (1) linear sind, muf aus (X — ¥))2 ein Ausdruck
entstehen, der in den X}, Y wieder quadratisch ist. A kann also nur
von den Substitutionskoeffizienten b,, abhingen, muBl somit fiir jedes
Kreispaar ¥, § immer derselbe Faktor sein?). Es ist daher der Ausdruck

©) S—(x— 97 E— )

fir zwei Kreispaare %, 9) und X, 9 eine Invariante der Geometrie von
Laguerre. Der Ausdruck (¥ —9)% hat in gewissen Fillen eine sehr
einfache geometrische Bedeutung: Es ist

=9 = — 7))+ —m) — (R, — Ry)*,
wenn wir mit {£;,%,} und {£,, 7} wieder die kartesischen Koordinaten
der Mittelpunkte und mit R; und R, die beiden mit dem richtigen
Vorzeichen genommenen Radien
der beiden L-Kreise bezeichnen.
Wihrend zwei ungerichtete Kreise
im gewohnlichen Sinne bis zu vier
gemeinsamen Tangenten haben
kénnen, konnen zwei L-Kreise
nur zwei, eine, oder gar keine
gemeinsame gerichtete Tangente
Fig. 36. besitzen. Nehmen wir an, daf} der
erste Fall vorliegt, so ist (X — 9)2
nach Fig. 36 einfach das Quadrat der Entfernung der beiden Beriih-
rungspunkte auf einer beliebigen der beiden Tangenten, die sog. Tan-
gentenentfernung ¢ der beiden L-Kreise. Sind also beide Kreispaare
vom Typ der Fig. 86, so ist die Invariante S einfach das Quadrat der
Verhiltnisse der beiden Tangentenentfernungen.
- 3

71)7Ma;4kann leicht nachrechnen, daB 1 = Vﬁ gilt [b=]b,]1.
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Legen wir die Tangentenentfernung eines Kreispaares als Einheits-
“entfernung fest, so kénnen wir alle anderen Tangentenentfernungen im
Verhéltnis zu ihr messen. Anstatt nun sozusagen in der Laguerreschen
Ebene eine Einheitstangentenentfernung als von vornherein gegeben
anzunehmen, kénnen wir uns ebensogut auf die Untergruppe &' der
urspriinglichen Gruppe £ beschrinken, die die Form (X — ¥))? absolut
invariant 148t, bei der also der in (5) auftretende, aus den b,, gebildete
Faktor 4 =1 ist.

Wir haben hier einen ganz dhnlichen Sachverhalt, wie in der Be-
wegungsgeometrie, wo gegeniiber den dhnlichen Abbildungen nur das
Verhiltnis zweier Entfernungen invariant ist, und wo-es dann auf
dasselbe hinauskommt, ob man alle Entfernungen im Verhédltnis zu
einer Einheitsentfernung mifBt, oder ob man die engere Gruppe der
Bewegungen zugrunde legt, die Entfernungen iiberhaupt invariant 1at.
In der Tat ist ja auch die Gruppe der dhnlichen Abbildungen des Raumes
nur dadurch von der & entsprechenden Gruppe §F des Raumes ver-
schieden, daB bei ihr die Form (2) auch vor dem ersten Glied das posi-
tive Vorzeichen hat.

Wir wollen & auch als Gruppe £4 bezeichnen und & als £,, da sich
herausstellen wird, daf die erste Gruppe sechs- und die letzte sieben-
gliedrig ist. Analog werden wir die entsprechenden Gruppen des Raumes
als 3 und J; bezeichnen. Die Gruppe €4 der Abbildungen der gerich-
teten Geraden und Kreise der Grundebene bezeichnen wir als engere
Laguerresche Gruppe, oder einfach als Laguerresche Gruppe, &, als
evwesterte Laguerresche Gruppe. Zu &, gelangen wir als zu der Gruppe,
die von &4 und den gewéhnlichen Ahnlichkeitstransformationen mit
dem Zentrum im Ursprung:

X,=C-X; (C = const)
erzeugt wird. '

Die Gruppe 3¢ im Raume ist aus der speziellen Relativitdtstheorie
bekannt. Die Transformationen

3
(7 Xx=3b,X,+d, [=0,1,2,3]
k=0
in den vier Variablen X,, X;, X,, X,, die die Form
(72) — (X — Yo)? + (X, — ¥))* + (X, — Y,)* + (X; — Yy)*

invariant lassen, sind die Lorentztransformationen der speziellen Rela-
tivitdtstheorie, in der Minkowskischen Welt, denen der Ubergang von
einem Inertialsystem zu einem andern entspricht.

Lassen wir in (6) und (7) X fort, so entspricht das der Unterdriickung
der einen riumlichen Dimension, die man ja hiufig vornimmt, um die
Verhiltnisse der Relativititstheorie anschaulich klar machen zu kdnnen.
Die isotropen Geraden unseres Raumes, die unter dem Winkel /4 gegen



142 Geometrie von Laguerre in der Ebene.

die Grundebene geneigt sind, sind in der Sprache der speziellen Rela-
tivititstheorie die Bahnen der geradlinigen Lichtstrahlen; die Geraden,
die steiler als unter dem Winkel 7/4 geneigt sind, die ,,zeitartigen’’ Ge-
raden, stellen die Weltlinien kréftefrei bewegter Massenpunkte dar, die
flachgeneigten Geraden endlich sind die ,,7aumartigen Geraden*. Durch
den Ausdruck

(8) &—9)=- (Xo — ¥)* + (X, = Y+ (X, ~ Yew
ist dem Raum eine Art Mapbestimmung aufgeprigt, die von der gewohn-
lichen des euklidischen Raumes nur in dem Vorzeichen von (Xy— Y,)?
abweicht. Da die quadratische Form (8) im Gegensatz zu der in der
euklidischen Bewegungsgeometrie auftretenden definiten hier indefinit
ist, wollen wir unsere zu {4 gehorige Geometrie im Raume auch eine
Bewegungsgeometrie mit indefintter MapPbestommung nennen. Obwohl
wir die Beziehungen zur speziellen Relativitatstheorie hier nicht im
einzelnen verfolgen wollen, wollen wir doch die Be-
zeichnungen raumartige und zeitartige Geraden fiir die
sanfter und steiler als 7 : 4 geneigten Geraden beibehal-
ten. Eine Schar von Kreisen der Ebene, die in der
Projektion den Punkten einer Geraden entspricht,
wollen wir alseine gerade Kreisreihe bezeichnen. Ent-
sprechend den drei Typen der isotropen, raumartigen
und zeitartigen Geraden haben wir isotrope, raum-
artige und zestartige gerade Kreisrethen in der Ebene.

Sind Xund ) zwei Punkte des Raumes, so sind durch

(9) BA)=2+1(EZ—9)

den verschiedenen Werten des Parameters 4 ent-
Fig. 37. sprechend die Punkte 3 der Verbindungsgeraden von
% und ) bestimmt.

Durch eine raumartige Gerade kann man immer zwei isotrope
Ebenen legen, daher entspricht ihr in der Projektion eine Kreisreihe,
deren Kreise alle zwei feste gerichtete Gerade gleichsinnig beriihren
(Fig. 37). Zu zwei Kreisen einer raumartigen Reihe gehort, da sie
immer zwei gemeinsame gerichtete Tangenten besitzen, eine Tangenten-
entfernung, deren Quadrat durch (¥ —9)? gegeben ist. In Uberein-
stimmung damit ist fiir zwei Kreise einer raumartigen Reihe, und
ebenso im Raume fiir zwei Punkte einer raumartigen Geraden, immer
(X—9)2> 0.

Fiir zwei Punkte einer zeitartigen Geraden ist (¥ —9)2 < 0. Da
eine zeitartige Gerade so steil ist, daB man durch sie keine isotropen
Ebenen mehr legen kann, entspricht einem solchen Punktepaar in der
Projektion ein Paar von Kreisen ohne gemeinsame gerichtete Tan-
genten. Die Invariante (X —9)? fiir zwei solche Kreise wollen wir
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am SchluB dieses Paragraphen durch eine Tangentenentfernung geo-
metrisch erklaren [in dhnlicher Weise, wie wir im §32 Aufg. 5 die
inversionsgeometrische Invariante sich nicht schneidender Kreise auf
eine Winkelbeziehung zuriickgefiihrt haben]. Wir werden uns dann
auch iiber die geometrische Gestalt einer zeitartigen Kreisreihe Rechen-
schaft geben.

Uberhaupt werden wir auf die Begriffe L-Kreis, gerichiete Gerade,
Beriihrung und Tangentenentfernung alle andern der Laguerreschen Geo-
metrie zuviickfiihren, ebenso wie die der MOobius-Geometrie auf die des
Punktes, des M-Kreises, der vereinigten Lage von Punkt und Kreis,
und des Winkels. Wie in der Inversionsgeometrie der Geraden, so
kommt in der Laguerre-Geometrie dabei, wie wir wissen, dem Punkte
keine selbstindige Bedeutung zu.

Auf die Grundbegriffe konnen wir z. B. den Begriff des gleich-
sinnigen Parallelismus von Geraden und den des Abstandsverhdltnisses
von drei solchen parallelen Geraden zuriickfihren: Denn die Paare von
gleichsinnig parallelen Geraden sind als diejenigen gekennzeichnet, zu
denen es keine gerichteten Kreise gibt, die sie beide beriihren, und
daher gehen sie durch &, in ebensolche Paare iiber.

Ferner kénnen wir das Abstandsverhéltnis dreier gleichsinnig paral-
leler Geraden, das sich, wie wir jetzt sehen wollen, als eine Invariante
gegeniiber &, herausstellen wird, auf ein Verhiltnis zweier Tangenten-
entfernungen zuriickfiihren. Drei parallelen Geraden g', g@, g™ ent-
sprechen namlich durch die isotrope Projektion im Raume drei parallele
isotrope Ebenen g* (o« = I, I1, III). Schneiden wir nun die drei Ebenen
mit einer Geraden P des Raumes, die sie in den Punkten X* trifft, so
ist das Verhéltnis der Abstinde {¥!, X} und {%!, £™} der Punkte
auf P von der Lage von B gar nicht
abhingig, es ist namlich gleich dem
Abstandsverhiltnisder dreiEbenen g*.
Da wir im Raume in §, eine affine
Gruppe haben, so ist das Verhaltnis V/
der Abstinde {g'g"} :{g' g™} der
Ebenen eine Invariante, und zwar
kann man V ein bestimmtes Vor-
zeichen zuschreiben, wenn man die
beiden Abstinde {g* g™} und {g! g™}
im selben Sinne rechnet.

Diesem rdumlichen Sachverhalt
entspricht in der isotropen Projektion
folgendes (Fig. 38): Nimmt man Fig. 38.
zu den drei gleichsinnig parallelen
Geraden g* eine beliebige raumartige gerade Kreisreihe $ mit den
Tangenten p und ¢ hinzu, (nur nicht gerade so, daBl $ oder ¢ zu
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den g parallel wird), so gibt es drei Kreise ¥* der Reihe %8, die die
Geraden g® beriihren. Das Verhaltnis der Tangentenentfernungen der
Kreispaare {£ £} und {X" 2™} hingt dann von der Wahl der Reihe
gar nicht ab. Es ist einfach gleich dem gewthnlichen Abstandsverhalt-
nis der drei Geraden g® wie man erkennt, wenn man speziell eine aus
lauter Punkten bestehende Reihe P mit gegensinnig zusammenfallen-
den Tangenten p und ¢ wahlt. Um die Invariante 7 mit dem richtigen
Vorzeichen zu bekommen, hat man nur die Tangentenentfernungen
der X¢ auf der Geraden p oder ¢ immer im selben Sinne zu rechnen.

Zu zwei gleichsinnig parallelen Geraden g! und g™ ist immer eine
Parallele eindeutig bestimmt, die sie unter gegebenem Abstandsver-
hiltnis V teilt. Von besonderer Bedeutung ist die Mittelgerade zweier
gegebener [V = —1].

Wir wollen jetzt die geometrischen Eigenschaften einer geraden
Kreisreihe untersuchen, die einer zeitartigen Geraden des Raumes
entspricht.

Haben wir zwei Punkte X und ) einer zeitartigen Geraden, so hat
ein dritter Punkt 3 derselben Geraden folgende Eigenschaft: Legen

wir irgend drei parallele isotrope

: Ebenen durch die drei Punkte %, 9), 3,

/ /T \ so ist ihr Abstandsverhdltnis immer

dasselbe, nimlich gleich dem der drei

Punkte %, 9, 8 auf ihrer Geraden.

) Man kann zu X und 9 also jeden

weiteren Punkt der Verbindungsge-

raden konstruieren, indem man zu

jedem Paar paralleler isotroper Ebenen

durch ¥ und9) die dritte Parallelebene

zeichnet, die vonihnen ein bestimmtes

Fig. 39. festes Abstandsverhiltnis besitzt. Alle

diese dritten Ebenen gehendann durch

einen Punkt der Geraden {¥ 9}. Das fiihrt in der Projektion auf

folgende Konstruktion einer zeitartigen Kreisreihe aus zwei gegebenen

X und 9 ihrer Kreise, die natiirlich ein Paar vom Typ der Fig. 39 sein

miissen: Man zeichnet zu jedem Paar von gleichsinnig parallelen Tan-

genten an die beiden Kreise die Parallele, die von ihnen das gleiche

feste Abstandsverhiltnis hat. Alle diese Parallelen umhiillen dann

einen Kreis 8 der Reihe. Den Werten des Abstandsverhiltnisses ent-

sprechen dann eindeutig die verschiedenen Kreise der Reihe. Fiir den

Wert — 1, wenn man also immer die Mittelgerade nimmt, erhilt man

den Mittelkrers der zwei gegebenen, dem im Raum der Mittelpunkt
der Strecke {X 9} entspricht. Er ist durch

(12) 8= 5 E+Y)
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gegeben. Nunmehr konnen wir auch die Invariante

(13) t=(%—9)°
der beiden Kreise ¥ und 9 deuten.

Wir behaupten ndmlich: Der Mattelkreis 3 hat von allen Kreisen ‘B,
die sowohl X wie ) gleichsinnig berithren, dieselbe Tangentenentfernung s,
deven Quadrat durch

(14) §¥=— %t
gegeben tst. Somit ist # = — 4s? auf eine Tangentenentfernung zuriick-

gefiihrt. Zum Beweis bemerken wir, daB fir  gelten mul3
W @-—®-9 =0 (p-TFY s

Aus der letzten Gleichung folgt mittels der beiden ersten unter Ver-
wendung der symbolischen Bezeichnung (4):

(16) 4s’=(P—X+P—-9)=2B—-%F—-9).
Aus der Identitit

E—9=(B—9)—(P—2)
folgt aber wegen (16)

(17) @—9)=t=—20—%%-19)
Aus (16) und (17) folgt dann die Behauptung. Ein spezielles Beispiel

einer zeitartigen Kreisreihe ist das von lauter konzentrischen Kreisen
beliebiger Richtung.

§ 35. Kreisvektoren. Ebene Kreissysteme.

Im § 33 haben wir bereits erwihnt, daB die Koordinatendifferenzen
zweier Kreise ¥ und 9) einen Vektor

(18) 3=%—-19
bilden, d.h. ein System von GréBen z;, die sich nach der zu (1) ge-
horigen homogenen linearen Substitution

2
(19) z;= b2 [l=0,1,2]
F=o

transformieren.

Hat man nun die wichtige Aufgabe der Geometrie von Laguerre,
die Invarianten einer Reihe von p L-Kreisen X', ¥ ... ¥? gegeniiber
Lg zu bilden, so reduziert sie sich auf die Aufgabe, die Invarianten
der p — 1 Vektoren zu bilden, die man erhilt, wenn man die Koordi-
naten eines der Kreise von denen der anderen abzieht, also etwa der
Vektoren ff — ¥ — %7, (1 =x¥"—%7.. . 1=%rT1—%7 Dieg
transformieren sich nach (19); durch den Ubergang von den Kreisen zu
Vektoren hat man also die drei Substitutionsgréfen d; in (1) schon aus-

Blaschke, Differentialgeometrie III. 10
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geschaltet, und man kann sich dann auf die engere Gruppe der homogenen
Substitutionen (19) beschrinken. Die Vektoren bilden somit ein Zwischen-
stadium fiir die Bildung der Invarianten einer Anzahl gegebener Kreise.

Da die Gruppe (19) zu den im § 10 behandelten verallgemeinerten
orthogonalen Substitutionen gehort, konnen wir die Sitze des § 10
anwenden, und wir sehen, daf3 alle Invarianten der Kreise ¥ sich durch
die skalaren Produkte der Vektoren ¢ und die Koeffizienten von Linear-
kombinationen ausdriicken lassen. Wie wir im Raum einen Vektor
durch die Figur zweier in bestimmter Reihenfolge genommener Punkte
(eine gerichtete Strecke) darstellen, so konnen wir einen ,,Kreis-
vektor' der Ebene durch zwei gerichtete Kreise mit einem Pfeil dar-
stellen, der die Reihenfolge der Kreise angibt, der also nichts zu tun
hat mit den Pfeilen, die die Richtung der einzelnen Kreise und Ge-
raden angeben (Fig. 40).

P

X
Fig. 40. Fig. 41.

Wir haben raumartige [(g ¢) > 0], zeitartige [(x ) < 0] und isotrope
Vektoren [(¢t) = 0] zu unterscheiden, je nachdem die beiden den Vektor
t = ¥ —9 darstellenden Kreise ¥ und 9 einer raumartigen, zeit-
artigen oder isotropen geraden Kreisreihe angehoren. Bei den Vektoren
im Raume kommt es nicht darauf an, von welchem Anfangspunkt sie
aufgetragen sind: Man kann einen beliebigen Vektor ¢ von einem beliebi-
gen Punkt 3 aus abtragen, indem man von J aus eine Strecke von der
Richtung und Léange des Vektors ¢ abtrdgt. In der Projektion entspricht
diesem Vorgang fiir den Fall eines durch zwei Kreise ¥ —9) fest-
gelegten raumartigen Vektors g, der vom Kreis 8 aus abgetragen
werden soll, das Folgende: Man zieht zu den beiden gemeinsamen
Tangenten von X und 9) die parallelen Tangenten an 8, und trigt
in der durch diese Tangenten bestimmten raumartigen Kreisreihe
einen Vektor bis zum Kreis 9§ ab, der von 3 den gleichen Tangenten-
abstand hat, wie §) von X. Und zwar ist der Tangentenabstand in der
Pfeilrichtung 3 — B abzutragen, die der Richtung X —9) (Fig. 41)
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entspricht. Man kann ‘§ auch erhalten, indem man zu jeder Tangente
von 3 die Parallele zieht, die denselben Abstand von ihr hat, wie die
parallelen Tangenten von X und ) voneinander. Diese Geraden um-
hiillen . Diese letzte Konstruktion gilt auch fiir die Ubertragung
zeitartiger und isotroper Vektoren .

Nach § 10 hat ein einziger Vektor g nur eine einzige Invariante gegeniiber £,
sein skalares Quadrat ¢y, und daraus folgt, daB zwei Kreise X und §) nur die einzige
Invariante (¥ — 9))? besitzen. Da man in jeder raumartigen geraden Kreisreihe,
wie aus (9) leicht ersichtlich, zwei Kreise X und §) mit (X — 9))2 = + 1 angeben
kann, in jeder zeitartigen aber solche mit (¥ — )2 = —1, in jeder isotropen
solche mit (¥ —9))2 =0, und da zwei Kreispaare mit gleicher Invariante sich
ineinander iiberfithren lassen, ergibt sich: Man kann durch g jede vaumartige
gevade Kreisveihe in jede ebensolche wberfihven, und Entsprechendes gilt auch von den
zettavtigen und isotropen Kreisveihen. Natiirlich kann man ebenso im Raum die

raumartigen, zeitartigen und isotropen Geraden durch g jeweils unter sich
vertauschen.

Durch einen Vektor g ist im Raume eine bestimmte Geradenrich-
tung festgelegt. Umgekehrt gehort zu einer gegebenen Richtung ein
bis auf die ,,Linge gz bestimmter Vektor g, d.h. ein Vektor, der
bis auf eine Multiplikation x; = A«; seiner Komponenten mit einem
gemeinsamen Faktor bestimmt ist. Zu einer Richtung gehért, wenn
wir den Raum der Gruppen  gemidB der am SchluB von § 33 aus-
einandergesetzten Auffassung zu einem projektiven machen, ein Punkt
der uneigentlichen Ebene. Die Verhiltnisse der Komponenten x,: x,: %,
des Vektors konnen wir bekanntlich als homogene projektive Koordi-
naten in der uneigentlichen Ebene deuten. Unsere Gruppe 4 (oder )
induziert in der festbleibenden uneigentlichen Ebene eine Gruppe pro-
jektiver Abbildungen, die den im §33 erwihnten absoluten Kegel-
schnitt fest 146t, also nach § 4 eine Gruppe hyperbolischer Bewegungen
mit dem absoluten Kegelschnitt als MaBkegelschnitt. Der Kegelschnitt
ist, da seine Punkte zu den isotropen Richtungen yy = 0 gehoren,
durch

tr=—% +% +x =0

gegeben. Die xq, x4, %, entsprechen also gerade den Koordinaten des § 5.
Zwei nicht gerade isotrope Richtungen, die durch die Vektoren y und 3
dargestellt seien, haben nun eine Invariante

__y*

(20) N=onas

In der Tat dndert sich N bei Substitutionen ) = Ap*, 3= w3* nicht,
hingt also nur von den Richtungen, und nicht von der Linge der sie
darstellenden Vektoren ab. Nach §6 hingt N nun aber in einfacher
Weise mit der nichteuklidischen Entfernung der beiden Punkte der
uneigentlichen Ebene zusammen, die den Richtungen entsprechen.
Entsprechend den vier Fillen des § 6 haben wir auch hier vier Falle
je nach der Lage, die die Punkte zum absoluten Kegelschnitt besitzen.

10*




148 Geometrie von Laguerre in der Ebene.

Da nun der Ausdruck (20) in unserer indefiniten Bewegungsgeometrie (g
gerade dem Ausdruck fiir das cos? des Winkels ¢ zweier Richtungen in
der gewohnlichen Bewegungsgeometrie des Raumes entspricht, so
wollen wir die aus (20) bestimmte nichteuklidische Entfernung / auch
als den indefiniten Winkel der beiden durch f) und 3 dargestellten Rich-
tungen in unserer Geometrie g bezeichnen, oder auch als J-Winkel.
Als ,,J — senkrecht” bezeichnen wir dann zwei Richtungen oder Vek-
toren, wenn

21) (h3)=0

gilt. Dann sind die entsprechenden Punkte der uneigentlichen Ebene

zum Kegelschnitt konjugiert.

In der Projektion wollen wir nur auf die Figur eingehen, die zwei von einem
Punkt X des Raumes auslaufenden ,,senkrechten‘‘ raumartigen Richtungen ent-
spricht. Durch jede der beiden zu den Richtungen gehérigen raumartigen Geraden
g und & lassen sich zwei isotrope natiirlich auch durch X gehende Ebenen legen. Da
g und & die uneigentliche Ebene in zwei zum absoluten Kegelschnitt konjugierten
Punkten schneiden, beriihren die beiden Paare isotroper Ebenen den absoluten
Kegelschnitt in zwei Punktepaaren, die auf dem absoluten Kegelschnitt harmonisch
im Sinne des § 4 sind. Die vier isotropen Ebenen sind Tangentenebenen des durch
X gehenden isotropen Kreiskegels, und jede Ebene, die diesen Kegel in einem
Kegelschnitt schneidet, mu dann von den vier isotropen Ebenen in zwei harmo-
nischen Paaren von Kegelschnitttangenten geschnitten werden. Das gilt im be-
sonderen von der Grundebene, die den isotropen Kegel in dem Kreis schneidet,
der X als Projektion entspricht. Den beiden Paaren isotroper Ebenen, resp. den
beiden raumartigen Geraden g, & entsprechen dann zwei Paare gerichteter Tangenten
des Kreises X, deren Beriihrungspunkte im Sinne des § 4 harmonische Punktepaare
des Kreises sind.

Zwei von einem Punkt ¥ auslaufenden ,,senkrechten‘‘ raumartigen Rich-
tungen im Raume entsprechen also in der Projektion zwei harmonische Paare von
Tangenten an den Kreis X.

Zu einer Tangente ¢ eines
Kreises £ kann man nun die
Tangente #*, die mit { zusam-
men das Tangentenpaar {r, s}
harmonisch trennt, auf fol-
gende LaguerreinvarianteWeise
konstruieren:

Man legt durch das Linien-
element T, in dem t den Kreis X
beriihyt, einen beliebigen weiteren
] Kreis 8 (Fig. 42). Dieser wird

Fig. 42. dann aufer von X noch von genau

einem weiteven Kreis & der durch

v und s bestimmien raumartigen gevaden Reihe bevithrt, und zwar in einem gerichieten
Linienelement t*, das die Richtung der gesuchten Tangente t* von X angibt,

Beweis: Da ein Punkt X und zwei zueinander senkrechte raumartige Richtungen,
also zwei bis auf je einen Faktor bestimmte Vektoren ) und 3 mit )3 = 0 keine
Invariante gegeniiber Jq besitzen, so 148t sich auch in der Projektion die Figur eines
Kreises ¥ und zweier harmonischer Tangentenpaare {f, $*} und {rs} durch £
in jede gleichartige tiberfithren. Man braucht daher die Richtigkeit unserer La-
guerreinvarianten Konstruktion nur in einem speziellen Fall, etwa in dem fol-
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genden nachzuweisen: ¥ ist ein Punkt und 7 und s sind zwei gegensinnig zusammen-
fallende Geraden durch X, ferner ist ¢ die in bestimmter Richtung genommene zu »
und s senkrechte Gerade durch X. Wie die geometrische Anschauung zeigt, erhalt
man in diesem Fall fiir #* die mit ¢ gegensinnig zusammenfallende Gerade, die
wirklich die harmonische Tangente zu ¢ beziiglich {r, s} darstellt.

Haben wir im Raume in einem Punkt X° einen Vektor v, so erfiillen
alle zu v in X° senkrechten Vektoren eine zu v ,,senkrechte Ebene.
Diese ist bestimmt durch X° und die uneigentliche Polare des zur Rich-
tung v gehorigen uneigentlichen Punktes beziiglich des absoluten

Kegelschnittes. Fiir die Punkte X dieser Ebene gilt dann
(22) (2—2%%0)=0

oder, wenn wir die abkiirzende Schreibweise (4) nicht nur fiir Vektoren,
sondern auch fiir Kreise beniitzen:

(%) = (X°0).

Setzen wir die Konstante (X°vb) = w, so ist allgemein die Gleichung
einer Ebene in den laufenden Punktkoordinaten X:

(23) ¥o=w.

Ist der Vektor p raumartig, so ist die zu ihm ,,senkrechte’ Ebene (23)
steiler als 7: 4 gegen die Grundebene geneigt. Eine solche Ebene nennen
wir zeitartig. Ist v zeitartig, so ist die zugehérige Ebene flacher als #:4 .
Eine solche nennen wir raumartig. Ist endlich v ein isotroper Vektor,
so ist (23) einfach die isotrope Ebene, die durch die in Richtung v von
X auslaufende isotrope Gerade hindurchgeht.

Allgemein bezeichnen wir ein von zwei Parametern abhingiges
System von Kreisen, die in der Projektion den Punkten einer Ebene
entsprechen, als ein ebenes Kreissystem. Wie im Raum eine Ebene
durch alle Geraden erfiillt wird, die durch einen festen Punkt nach
den Punkten einer festen Geraden gezogen werden konnen, so gilt fiir
die Projektion: Haben wir einen festen Kreis ¥ und eine beliebige
gerade Kreisreihe g, so bilden alle Kreise, die in einer der durch ¥
und einen Kreis von g bestimmten Kreisreihen liegen, ein ebenes Kreis-
system. Nun gibt es in einer raumartigen Ebene des Raumes nur
raumartige Geraden, in einer isotropen Ebene durch jeden Punkt nur
eine isotrope, sonst aber lauter raumartige Geraden, in einer zeitartigen
Ebene gibt es aber durch jeden Punkt unendlich viele raumartige so-
wohl wie zeitartige Geraden, die in den zwei Winkelriumen liegen, in
die die Ebene durch die beiden einzigen durch den Punkt gehenden
isotropen Geraden geteilt wird. Da es somit in jeder Ebene raum-
artige Geraden gibt, kénnen wir bei der angegebenen Erzeugung des
ebenen Kreissystems die Kreisreihe ¢ immer als raumartig annehmen,
und das ebene Kreissystem wird ,raumartig®, ,isotrop* oder ,,zeit-
artig, je nachdem der Kreis X keinen, einen oder zwei Kreise von g
beriihrt.
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Da wir im Raum durch J jede raumartige Ebene in jede gleich-
artige iberfithren kénnen, speziell also auch in die Grundebene, konnen
wir durch Q4jedes raumartige ebene Kreissystem in das aus allen Punkien
der Ebene bestehende Kreissystem tiberfithren. Da wir ferner jede zeit-
artige Ebene in eine zur Grundebene senkrechte {iberfithren kénnen,
koénnen wir jedes zeitartige Kreissystem iiberfithren in das System aller
L-Kreise, die zu einer festen Geraden senkrecht stnd. Von einem ebenen
Kreissystem, das einer isotropen Ebene des Raumes entspricht, wissen
wir ja schon, daB es aus allen L-Kreisen besteht, die eine feste gerichtete
Gerade beriihren.

Die ebenen Kreissysteme kénnen wir in einfacher bewegungsgeo-
metrischer Weise so erkldren: Wenn wir die zur Grundebene parallelen
raumartigen Ebenen ausschlieBen, denen die Systeme aller gerichteten
Kreise mit demselben festen Radius entsprechen, so schneidet jede
Ebene des Raumes die Grundebene in einer Spur s. Ein ebenes Kreis-
system ist dann ein
solches, bei dem der Ra-
dius R aller seiner

Aiﬁ’!ﬁ!(m. Kreise in einem kon-
V,. D g stanten Verhaltnis ¢ zur
[‘V)(y Entfernung » des Mit-

telpunktes von  der
Spurgeraden s steht:
Fig. 43. R=c¢r. Fir ¢2<1
’ erhdlt man, wie aus
dem Bilde der isotropen Projektion unmittelbar hervorgeht, die
raumartigen, flir ¢2=1 die isotropen und fiir ¢2>1 die zeit-
artigen Kreissysteme. Wahlt man statt der Spurgeraden s eine be-
liebige Parallele s, und bezeichnet den Abstand der Kreise von dieser
mit 7, so hingt der Radius mit dem Abstand  von s durch eine Formel
(23a) R=cr+d
zusammen, mit Konstanten ¢ und d. Die Darstellung (23a) hat dann
den Vorteil, daB in ihr auch die zuerst ausgeschlossenen Systeme mit
R = const fiir ¢ = 0 enthalten sind, fiir die die Spur s ins Unendliche
riickt. Durch (23a) ist dann das allgemeinste ebene Kreissystem dar-
gestellt.

Wie aus der Darstellung R = c¢7 fiir ¢2>>1 und aus der Fig. 43
hervorgeht, besiehi ein zeitariiges ebemes Kreissystem immer aus allen
L-Kreisen, die eine feste gerichtete Gerade s unter festem Winkel @ schneiden.
Die Punkte von s werden dabei mitgerechnet. Die Kreise des Systems
verteilen sich dann auf die ausgearteten Biischel durch alle gerichteten
Linienelemente, die die Gerade s unter dem festen Winkel ¢ schneiden.
Diese Linienelemente machen zwei Scharen von parallelen Linien-
elementen aus (vgl. Fig. 43), die den isotropen Geraden der zeitartigen
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Ebene im Raum entsprechen. Die Gerade s ist, wie wir besonders be-
tonen, mit dem Kreissystem nicht invariant verbunden: Bei einer Ab-
bildung von &, wird das Kreissystem natiirlich wieder {ibergehen miissen
in eine Mannigfaltigkeit von Kreisen, die eine feste Gerade ¢ unter
festem Winkel o schneiden, aber die neue Gerade ¢ wird im allgemeinen
der alten Geraden s nicht gerade wieder bei der Abbildung aus &,
als Bild entsprechen. Ebenso bleibt auch der Wert des festen Winkels ¢
nicht derselbe. Die Konfiguration der zwei Scharen von gerichteten
Linienelementen, die nach Fig. 43 auf einer Geraden aufsitzen, muB
natiirlich als solche etwas Laguerreinvariantes sein. In der Tat kann
man auch die zwei Scharen paralleler Linienelemente aus zwei ge-
gebenen parallelen Linienelementen 4, und 4, der einen Schar folgender-
maBen konstruieren: Man zieht zu jedem L-Kreis durch A; den L-Kreis
durch 4,, der ihn beriihrt. Wir bekommen damit ein gerichtetes Linien-
element 7, in dem sich beide Kreise berithren. Alle Linienelemente 7,
die man so bekommt, machen die eine Schar der Konfiguration aus,
und die zweite bekommt man, indem man fiir zwei Linienelemente 7,
und 7, aus den 7 dieselbe Konstruktion vollfithrt, wie fiir die 4;, 4.

Ein zeitartiges ebenes Kreissystem, dessen Kreise alle die feste
gerichtete Gerade s unter dem festen Winkel ¢ schneiden, schneidet
natiirlich auch die entgegengesetzt gerichtete Gerade § unter dem
festen Winkel 7 — @.

Nach (23) ist eine isotrope Ebene des Raumes gegeben durch eine
Gleichung
(24) Xv=w,

in den laufenden Punktkoordinaten ¥, bei der der Vektor b ein isotroper
Vektor vp = 0 ist. Die Stellung der isotropen Ebene ist dann allein
durch die isotrope Richtung b, d. h. durch die Verhiltnisse

(25) Uy 0,10, [— o5 +o +v7=0]

bestimmt. Wir kénnen v,, v;, v, als die Koordinaten des Punktes der
uneigentlichen Ebene auffassen, in dem die isotrope Ebene den ab-
soluten Kegelschnitt beriihrt. Alle parallelen, d. h. alle durch diesen
gleichen uneigentlichen Punkt gehenden isotropen Ebenen gehoren
dann zu den verschiedenen GréBensystemen:

(26) Vg V10, W
mit gleichen Verhiltnissen (25).

Den parallelen isotropen Ebenen entsprechen in der Projektion gleich-
sinnig parallele Gerade. Ein isotroper Vektor 9 bestimmt also eine
‘Geradenrichtung. Umgekehrt ist der zu einer Geradenrichtung ge-
horige isotrope Vektor p nur bis auf eine Substitution b = A-p* be-

stimmt. Die Richtungen der Tangenten eines festen Kreises entsprechen
eindeutig den Wertsystemen (25).
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Durch (24) ist die gerichtete Gerade in den laufenden Koordinaten X
der sie berithrenden L-Kreise dargestellt. Setzen wir speziell X, = 0,
so werden dadurch die beriihrenden L-Kreise auf die der Geraden an-
gehoérenden Punkte eingeschriankt. Die Geradengleichung (24) ist dann

(27) v, X, v, X, =w.

Da fiir eine reelle Gerade nicht v, = 0 sein kann, da sonst wegen v = 0
auch v; = v, = 0 sein miilite, konnen wir fiir (27) schreiben

v Uy . w
(28) A
und haben dann die Gleichung der gerichteten Geraden in der Hesse-
schen Normalform. [Vgl. §14 (53).] Denn wegen v = 0 gilt

n\ L (m)

('%) + ('Uo> =1
w: v, ist dann der mit dem richtigen Vorzeichen genommene Abstand
der Geraden vom Ursprung. Daraus folgt, daBl das im vorigen Para-
graphen als Invariante nachgewiesene Abstandsverhiltnis dreier in der
allgemeinen Form (24) gegebener paralleler Geraden g*

(29) X0 =w* [¢=1, II, III]

einfach durch
wl_ Il

(30) wl _ Il

gegeben ist, wenn wir etwa das Verhaltnis der Entfernung g! — g™ zur
Entfernung g'— g™ nehmen. Wesentlich notwendig fiir die Richtigkeit
der Formel (30) ist aber, daB der gemeinsame isotrope Vektor » in
allen drei Gleichungen (29) in derselben Normierung genommen wird,
so daB v, bei allen Abstinden w*: v, der Geraden g vom Ursprung
immer dieselbe GroéBe ist.

Wir kénnen eine gerichtete Gerade festlegen durch einen sie be-
rithrenden Kreis X, und den isotropen Vektor v ihrer Richtung. Ihre
Gleichung ist dann in den laufenden Koordinaten der sie beriihrenden
Kreise X, da nach (24)

gilt, einfach:
(31) (¥ — %,, )= 0.

§ 36. Sphirische Kreissysteme.

In der gewthnlichen Bewegungsgeometrie des Raumes ist eine Kugel in den
laufenden kartesischen Koordinaten X, durch eine Gleichung

(32) + (X —Z) (X, —Z)P + (X3 = 2,)" = C
gegeben, wo die Z, die Koordinaten des Mittelpunkts und die Konstante C das Qua-
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drat des Radius ist. In unserer indefiniten Geometrie [ werden wir entsprechend
als J-Kugel eine Flache bezeichnen, deren Gleichung die Form hat:

(33) (XMS)Q:_(XO“ZO)Q‘F(Xx_Zx)g’*“(Xz_Zz)z:C'

Wahrend in der definiten Geometrie (32) C > 0 sein muB, wenn man wirkliche
Kugelflachen haben will, unterscheiden wir im indefiniten Falle (33) die drei Typen
CZ0und C =(. Fiir C = 0 bekommt man einfach den vom ,»Mittelpunkt 3 aus-
strahlenden Kegel der isotropen Geraden. Fir C >0 ist durch (33) ein einschaliges,
und fiir C < 0 ein sweischaliges Rotationshyperboloid dargestellt, das den durch 3
gehenden isotropen Kegel als Asymptotenkegel besitzt. Da die Tangentenebenen
eines derartigen einschaligen Hyperboloids mit C > 0 alle zeitartig sind, und
diejenigen eines zweischaligen Hyperboloids alle raumartig, wollen wir die ein-
schaligen Hyperboloide (33) auch als zeitartige J-Kugeln und die zweischaligen als
raumartige J-Kugeln bezeichnen. Die isotropen Kegel nennen wir dann auch iso-
trope J-Kugeln. Bei der im § 33 (SchluB) erklarten projektiven Auffassung unserer
Geometrie der Gruppe & sind die J-Kugeln einfach identisch mit den durch
den absoluten Kegelschnitt gehenden Flichen zweiter Ordnung.

Auf den zeitartigen J-Kugeln [den einschaligen Hyperboloiden] liegen zwei
Scharen reeller, isotroper Geraden, auf den isotropen Kegeln gibt es nur eine Schar,
auf den raumartigen J-Kugeln aber gar keine.

‘Wir nennen ein Kreissystem der Laguerreschen Ebene, das den Punkten einer
J-Kugel in der isotropen Projektion entspricht, ein sphdrisches Kreissystem. Fiir
C = 0 besteht ein solches ,,isotropes* sphirisches Kreissystem einfach aus allen
L-Kreisen, die einen festen L-Kreis 8 beriihren.

Fiir C > 0 haben wir das System aller Kreise, die von einem festen Kreis 3,
dem ,,Muttelkreis, eine konstante Tangentenentfernung s[s% = C] besitzen. Ein
solches nennen wir ein zeitartiges sphdvisches Kreis-
system. Auf jeder Tangente von § gibt es zwei gerichtete 1
Linienelemente im Tangentenabstand s von § (Fig. 44.)
Alle diese Linienelemente sind auf einem zu 8§ konzen-
trischen gerichteten Kreise ¥ angeordnet, den sie unter
einem festen Winkelschneiden, pnd bilden zwei Scharen,
in ganz dhnlicher Weise, wie bei einem zeitartigen ebe-
nen Kreissystem die Linienelemente der Fig.43 aufeiner
Geraden angeordnet waren. Die Linienelemente ent-
sprechen hier den isotropen Erzeugenden der J-Kugel.
Alle L-Kreise, die durch die Linienelemente der Konfigu-
ration der Fig. 44 hindurchgehen, bilden dann das zeit-
artige sphirische Kreissystem. Wir kénnen also auch
sagen: Ein solches Kreissystem besteht aus allen gerich-
teten Kreisen, die einen festen gerichteten Kreis ¥ unter einem festen Winkel
schneiden, sowie aus den Punkten von ¥. Dabei ist wieder zu betonen: Es ist
wohl eine Konfiguration von Linienelementen, die nach Fig. 44 auf einem Kreis
angeordnet sind, etwas Invariantes, und sie geht immer in eine ebensolche iiber,
aber es ist im allgemeinen der Kreis ¥ nicht mit der Konfiguration invariant
verbunden. Bei einer Abbildung aus 8¢ kann sich eine Bildkonfiguration ergeben,
die auf einem von dem Bild T* von § verschiedenen Kreis angeordnet ist. Ebenso
kommt dem Wert des Schnittwinkels der Linienelemente mit ¥ keine invariante
Bedeutung zu. In ganz analoger Weise, wie die Konfiguration der Fig. 43, kann
man hier die Konfiguration der gerichteten Linienelemente der Fig. 44 konstruieren.
Nur hat man hier im Gegensatz zur Konfiguration Fig. 43 von zwei nicht parallelen
Linienelementen auszugehen.

Nicht ganz so einfach ist die Verteilung der L-Kreise eines ,,yaumartigen'
sphdrischen Kreissystems zu iibersehen, die den Punkten einer raumartigen J-Kugel

Fig. 44.
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(C < 0) entsprechen. Wir geben hier nur eine bewegungsgeometrische Konstruk-
tion. Spater im § 45 und § 46 werden wir auch Laguerre-invariante Konstruktio-
nen kennen lernen. Da eine raumartige J-Kugel ein zweischaliges Drehhyper-
boloid mit einer zur Grundebene senkrechten Achse ist, werden auch in der Pro-
jektion die Kreise des spharischen Systems drehsymmetrisch um den DurchstoBpunkt
der Achse mit der Grundebene verteilt sein. Wir haben also, um eine Ubersicht iiber
die Kreise des Systems zu bekommen, nur nachzusehen, was fiir eine Kreisschar
den Punkten eines Achsenschnitts des Hyperboloids entspricht. Ein solcher
Achsenschnitt ist eine gleichseitige Hyperbel mit zur Grundebene senkrechter
Hauptachse. Ihre Punkte X geniigen den Gleichungen

(34) x-82=cC
und
(35) Eo-w,

wo (35) die Gleichung der Ebene des Achsenschnitts sei. Da die Ebene durch den
Mittelpunkt 8 des Hyperboloids geht, geniigt 8 der Gleichung (35):

(36) Bb=w.

Statt (34) konnen wir auch jede Linearkombination von (34) und (35) mit einem
Faktor A schreiben
E-8):+iXv=C+iw.

Diese Gleichung konnen wir auf die Form bringen
(87) (x—-8)2=C,

wobei sich 3 und C, wenn man (36) berticksichtigt, durch

— i
(38) 8=8-50,

= 1
(39) C:C-I-Zl?(nb)
ergeben.

Die durch (37), (38), (39) dargestellten, von einem Parameter 1 abhangigen
J-Kugeln gehen dann alle durch unsere Hyperbel hindurch. Da unsere zur
Grundebene senkrechte Ebene zeitartig ist, gilt o > 0.

Es sind wegen C < 0 dann durch
—4C
(40) A= V .

zwei reelle Werte gegeben, fiir die C =0 wird. Die zugehorigen J-Kugeln (37)
arten dann in zwei isotrope Kegel aus. Wir kdnnen also unseve Hyperbel als Schnitt

zweier isotroper Kegel auffassen. Aus Symmetriegriinden miissen die Spitzen :9;1,
?; der beiden Kegel dann auf einer Geraden liegen, die im Mittelpunkt 3 zur
Ebene des Achsenschnitts senkrecht steht, und sie miissen von 3 gleichen Abstand
haben.

?,1 und gz liegen also auf derselben Parallelebene zur Grundebene, und ihnen
entsprechen daher zwei L-Kreise gl, ?,2 mit demselben auch dem Vorzeichen nach
gleichen Radius und reellen gemeinsamen Tangenten. Den Punkten der Hyperbel

entspricht dann die Schar der gl und 82 gleichzeitig beriihrenden L-Kreise.
Fiir das raumartige spharische Kreissystem haben wir dann die Konstruktion:
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Wir nehmen zwei L-Kreise gl und 8'2 mit gleichem Radius und veellen gemein-

samen Tangenten an und zeichnen alle Kreise ), die 31 und 32 augleich gleich-
sinnig berviihven (Fig. 45). Dann
lassen wiv die Figur um den Sym-

metviepunkt M von 3, und 3y vo-
tieven. Dabei gehen die ) in die
samtlichen Kreise eines vaumartigen
sphdvischen Kreissystems wber.

Nimmt man 3; und j, als
Punkte an, so erkennt man, daf3
als spezieller Fall die im §19 er-
wahnten nullteiligen Kreissysteme
zu den raumartigen sphirischen
gehoren.

§ 37. Einige Eigenschaften der Gruppe von Laguerre.

Das typische Beispiel einer Kreisverwandtschaft, bei der alle wesent-
lichen Eigenschaften der ganzen Gruppe M, der Abbildungen von
Mébius schon zur Geltung kommen, ist die Inversion. Das hat seinen
Grund in der im § 9 bewiesenen Tatsache, daB sich alle Mébius-Trans-
formationen durch aneinandergereihte Inversionen erzeugen lassen. In
der Geometrie von Laguerre gibt es ahnliche Transformationen, die
Laguerre-Inversionen, aus denen sich die ganze Gruppe &4 erzeugen
1aBt. Wir erkliaren sie als Zuordnungen der L-Kreise X — ¥* ana-
lytisch durch

2 [(X* vy) — w,]
(41) xz_'"—W’DO-{_x*!
WO b, ein konstanter nicht isotroper Vektor ist [(b,v,) == 0] und w,
eine ,,skalare” Konstante. Die Abbildungen (41) gehéren wirklich
zu ¢, denn sie sind lineare inhomogene Abbildungen der X, und fiir
zwei L-Kreise ¥, und %, gilt

(42) (x1 - 2€2>2 = (}:1* — ‘.;*)""a

wie man aus (41) unmittelbar berechnet. Untersuchen wir zunichst
die Eigenschaften der Abbildung im Raum der Gruppe g Aus (41)
erhilt man

(43) Xv,—w,— — [X*v, — w,].

Daraus ersieht man, daB die Ebene Xv, = w, in sich tibergeht, und
zwar bleiben alle ihre Punkte einzeln fest, denn aus ¥v, = w, folgt
nach (43) und (41) X = %X*.

Nach (41) ist der Vektor ¥ — X* proportional zu v, also J — senk-
recht (vgl. S. 148!) zur Ebene ¥v, = w,. Der Schnittpunkt der Ver-
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bindungsgeraden von ¥ und X* mit der Ebene ist der Mittelpunkt
3 (¥ 4 %*), denn nach (43) gilt:

1
5[3€b0—|—1£*1)0]:w0.

Man erhalt also zum Punkt ¥ das Bild, indem man das ,,Lot‘ auf die
Ebene Xv, = w, fillt, und auf diesem den ,,Spiegelpunkt X* auf-
sucht, der von der Ebene denselben Abstand hat wie X¥. Die Ab-
bildung (41) im Raum werden wir sinngemdB als J-Spiegelung an
etner Ebene bezeichnen. Entsprechend den Fillen pyoby << 0 und
Dy, > 0 spricht man von Spiegelungen an raumartigen und zeitartigen
Ebenen. Man kann zu X das Bild X* auch auf folgendem Wege
finden: Man schneidet den isotropen Kegel durch X mit der Ebene
¥, = w, Das liefert einen Kegelschnitt, und durch diesen gibt es
dann noch einen zweiten isotropen Kegel mit der Spitze X*. In der Tat
gilt fiir die Punkte ) des Kegelschnitts

(@_x)‘z:O Yo, = w,,
und daraus ergibt sich mittels (41), (43) als notwendige Folge
®— %92 =0.

In der Projektion haben wir als entsprechende Konstruktion fiir
die Laguerre-Inversion an dem ebenen Kreissystem Xb, = w,: Man
bestimmi zu etnem L-Kreis X auferhalb des Systems alle thn beriihrenden
L-Kreise des Systems, diese umbhiillen aufler X noch einen zweiten Kreis.
Dieser ist das Bild X* von X. Entsprechend den Fillen pgb, << 0 oder
Bobo > 0 eines raumartigen oder zeitartigen ebenen Kreissystems
spricht man von raumartigen und zeitartigen Laguerve-Inuversionen.

Anschaulicher wird die Laguerre-Inversion vielleicht, wenn man
sie als Zuordnung der gerichteten Geraden der Ebene auffaBt. Im
Raume erhalten wir zu einer isotropen Ebene ¢ das Bild, indem wir
sie mit der Ebene X9, = wy zum Schnitt bringen. Die Schnittgerade
ist im allgemeinen raumartig, es geht durch sie noch eine zweite iso-
trope Ebene hindurch, die das Bild ¢* von ¢ darstellt. Nur wenn X ,=w,
eine zeitartige Ebene ist, kann der Schnitt auch eine isotrope Gerade
sein. Dann entspricht o sich selbst. In der Projektion gilt unter Aus-
schluB dieses Sonderfalls: Man erhilt das Bild o* einer Geraden o, in-
dem man alle Kreise des Systems X0, = w, zeichnet, die ¢ beriihren, diese
liegen in einer raumartigen Kreisveihe, deven eine Tangente o und deven
zweite Tangente o* ist. Es gewiigt dann, zwei ¢ beriihrende Kreise aus
dem ebenen System zu zeichnen, um o* als thre zwette Tangente zu finden.

Allgemein kann man, wenn das ebene Kreissystem entsprechend
§ 35 durch eine gerade Kreisreihe g und einen Kreis ¥ auBerhalb der-
selben festgelegt ist, das Bild ¢* einer Geraden o auf folgende Weise
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konstruieren (Fig. 46): Man zieht zu ¢ die Parallele T an X. Sind dann
3 und ) die Kreise von g die 7, resp. ¢ beriihren, so ist das Bild 7*
von 7 die zweite auBer 7 gemeinsame Tangente von ¥ und 3, und o*
ist die Parallele zu t* an §). Der Beweis der Konstruktion, die fiir den
Fall, daBl ¢ zu einer der Tangenten von g parallel ist, noch dadurch
zu erginzen wire, dafl man ¢ an dieser parallelen Tangente nach ¢* zu
spiegeln hat, ergibt sich ohne Schwierigkeit aus den analogen Ver-
hiltnissen im Raume. Aus den angegebenen Konstruktionen ersieht
man, da8 die Laguerre-Inversionen involutorische Abbildungen sind
[genau so wie die Mobius-
Inversionen], d. h. Abbil-
dungen, die Bild und
Original wechselseitig ver-
tauschen.

Die wichtigeren La-
guerre - Inversionen sind
flir uns die zeitartigen.
Diese Zuordnungen lassen
sich durch & in die ge-
wohnlichen Spiegelungen
iberfithren. Wenn wir
ndmlich im Raum die
zeitartige Ebene X0, =w,
in eine zur Grundebene V]
senkrechte Lage bringen,
so besteht das zugehorige 6
ebene Kreissystem aus ¢ L
allen Xreisen, die zu Fig. 46.
einer Geraden % senk-
recht sind. Daraus ersieht man die Behauptung ohne weiteres,

Eine raumartige Ebene im Raume kénnen wir immer in die Grund-
ebene tiberfithren. Der J-Spiegelung an der Grundebene: [X, = — X,
X, =X, X,= X)) entspricht aber der im §14 schon betrachtete
Richtungswechsel, der jeden Kreis in den entgegengesetzt gerichteten
iberfiihrt, Punkte aber fest 1aBt. Jede raumartige Laguerre-Inversion
1Bt sich durch &, iiberfithren in den Richtungswechsel.

Wir wollen nun zeigen, daf sich die ganze Gruppe &g aus Laguerre-
Inversionen erzeugen lift.

Jede Laguerre-Transformation (1) zieht nach sich eine zugehoérige
homogene Transformation

2
(44) v, =2 by 0

der Vektoren v, speziell also auch der isotropen Vektoren v, d. h. in der
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Ebene eine Zuordnung der verschiedenen Richtungen der gerichteten
Geraden. Im Raum kénnen wir uns nach § 35 die zu J¢ gehorige hyper-
bolische Bewegung der uneigentlichen Ebene mit dem absoluten Kegel-
schnitt als MaBkegelschnitt dargestellt denken, wobei vq:v,:v, als
projektive Koordinaten aufzufassen sind.

Wollen wir die Vorstellungen der isotropen Projektion fiir die
Laguerre-Geometrie nicht zu Hilfe nehmen, so konnen wir v, 4, v, als
rechtwinklige homogene Punktkoordinaten in einer Bildebene denken,
in der dann durch

(45) vo=—93 v} +v;=0

ein Kreis dargestellt ist, dessen Punkten die einzelnen Geradenrichtungen
der Laguerreschen Ebene entsprechen. Nach (4) entspricht dann einer
Laguerreschen Abbildung der Vektoren und speziell der Geradenrich-
tungen wieder eine hyperbolische Bewegung dieser Bildebene, und
speziell des Bildkreises (45), den wir als das Richtungsbild der Laguerre-
schen Ebene bezeichnen wollen.

Zu einer Laguerre-Inversion gehért nach (41) speziell eine Trans-

formation
2 (0* v,)

46 —_ 2 "o *
() vy
Durch diese Transformation » — b* ist aber nach § 4 einfach eine Pro-
fekiion des Kreises (45) auf sich aus dem Zentrum b, dargestellt, denn
aus v = 0 folgt p*v* = O und v und p* liegen immer auf einer Geraden
durch v, Umgekehrt gehoren zu einer Projektion des Kreises des
Richtungsbildes auf sich immer unendlich viele zeitartige Laguerre-
Inversionen, den verschiedenen Werten von w, in (41) entsprechend.

Fithren wir die zwei Laguerre-Inversionen

o 2(X*py)
(473 X = (0 5) v, 1+ X
un
*¥ —
(48) pr— 2RI 0] e [0 5 =+ 0]

Do By

hintereinander aus, die zu derselben Abbildung (46) des Richtungsbildes
gehoren, so erhalten wir, da zwei Projektionen des Kreises des Rich-
tungsbildes auf sich aus demselben Zentrum v, die Identitdt ergeben,
eine Abbildung aus &, die alle Geradenrichtungen einzeln fest 1d3t.
Aus (47) und (48) ergibt sich:

(49) X = xrr - “20D0

Solche Transformationen vom Typ

(50) E= 2% L,
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wo U ={A4,, 4, A,} ein beliebiger Kreis ist, nennt man Parallel-
transformationen. Sie entsprechen den Schiebungen des Raumes. Jede
solche Abbildung 14Bt sich zerlegen in die zwei:

XOZX(;* X0*=X0**+Ao
(51) X, =X} 4, und X = X}**
Xg:X§+A2 X2*: ‘.;,**a

von denen der ersten in der Projektion eine gewdhnliche Schiebung
der Ebene entspricht, und der zweiten eine sogenannte Dilatation, die
fiir jeden L-Kreis den Mittelpunkt fest 14Bt, und den mit Vorzeichen
versehenen Radius um eine Konstante 4, vergroBert resp. verkleinert.
Die Paralleltransformationen bilden eine Untergruppe von &, Sie
lassen sich alle nach (47), (48), (49) aus Laguerre-Inversionen erzeugen.

Wir wollen jetzt zeigen: Haben wir die Figur § zweier Kreise ) und
B mit der Tangentenentfernung 1 und auferdem etner Tangente v von Y,
die nicht gleichzeitig auch 3 beriihrt, und haben wir ferner eine ebensolche
Figur §* [9*, 3%, r*] von zwei Kreisen und einer Tangente von 9*, so
gibt es immer genau eine Abbildung aus Lq, die F in F* diberfiihrs. Da die
Figur ¥* von 6 Parametern abhéngt, folgt daraus, daB3 die Gruppe {;
sechsgliedrig ist.

Den Beweis fithren wir wieder in zwei Schritten. 1. Wir zeigen, daf}
man immer § in §* durch & dberfithren kann, 2. Wir zeigen, daB das
nur auf eine Weise méglich ist. '

Den ersten Teil des Beweises fithren wir, indem wir zeigen: § 148t
sich immer in §* idberfilhren durch Aneinanderreihung von Laguerre-
Inversionen. Bezeichnen wir die gemeinsamen Tangenten von ¢) und 3
mit s und ¢ und die von 9* und 8* mit s* und #*, so gehoren zu den drei
Geradenrichtungen von 7, s und ¢ drei Punkte 9* des Kreises (45) des
Richtungsbildes und ebenso zu #*, s*, f* drei Punkte p**. Nach §4
gibt es nun immer eine Abbildung (44), also eine hyperbolische Bewegung
der Ebene des Richtungsbildes, die drei Punkte des Kreises (45) in drei
beliebige Bildpunkte iiberfiihrt, speziell ist das nach §5 durch Aneinander-
reihung von Projektionen des Kreises auf sich moglich. Zu diesen
letzteren Abbildungen des Richtungsbildes kann man aber immer zu-
gehorige Laguerre-Inversionen finden. Man kann es daher durch Laguerre-
Inversionen erreichen, daB3 & ineine Figur §' [¥)’, ', 7/, s', ¢'] iibergeht,
bei der die Tangenten #’, s’, # schon den Tangenten 7*, s*, t* der end-

giiltigen Bildfigur parallel sind. Nun kann man weiter §)’ durch die
Paralleltransformation X' — X*

(83) ¥=2+(9"—9%

in §* iberfithren. In der Tat ergibt sich aus (53) fir X' =9)' — X* = P*.
Man erhilt durch (53) aus §' eine Figur &' [9), 8", 7", 8", t"’], bei der
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schon "' mit Y* und auberdem die Tangenten "', s", ¢ von 9"' = P*
mit #*, s*, #* iibereinstimmen, denn eine Paralleltransformation erhilt
die Geradenrichtungen und die Tangenten 7', s’, ¢’, die schon vorher
den 7*, s*, ¢* parallel waren, fallen nach der Abbildung (53), wenn )"’
mit §* zusammenfillt, mit diesen Tangenten zusammen. 8" muB nun,
da die Tangentenentfernung zwischen ) und 8 immer gleich 1 geblieben
ist und da s* und #* seine Tangenten sind, mit einem der beiden Kreise
der durch s* und ¢* bestimmten geraden Kreisreihe zusammenfallen,
die von 9* die Tangentenentfernung 1 haben. Entweder fallt 3’ also
schon mit 3* zusammen. Dann sind wir fertig, wir haben dann § in &*
allein durch zeitartige Inversionen iibergefiihrt, denn die Parallel-
transformationen lassen sich ja aus solchen erzeugen. Oder 3'* ist
zweitens der Kreis (Fig. 47), der in der Kreis-
reihe {s*#*} auf der andern Seite von §* in der
Tangentenentfernung 1 liegt, wie 3*. Dann
schlieBen wir noch die Abbildung X — X*

aus ¢ an:

(55) X=—%*|29*

Diese 1aBt, da die zugehérige Transforma-
tion des Richtungsbildes p = — p* wegen

der Homogenitit der Koordinaten b in der

Ebene des Richtungsbildes mit v = p*, also

mit der Identitat dquivalent ist, alle Geraden-

richtungen fest. Ferner bleibt §)* fest, denn

aus ¥ = Y* folgt X* = Y*. Die Abbildung (55)

Fig. 47. 148t also die Figur {9)*, s*, t*, *} fest. AuBer-

dem fiihrt sie aber gerade noch 3" in 3* iiber.

Denn nach (9) muB sich 3" als Kreis der durch §* und 3* bestimm-
ten geraden Reihe in der Form

8" =9*+ (8" — 9%

darstellen lassen. Aus (§* —3'")2 = 1lund 8" + Z*folgtdann A = —1
und

(56) 3"=—38*+29*

Setzen wir in (55) nun aber fiir ¥ den Kreis 3" aus (56) ein, so folgt
X* = 3*. Also bildet (55) wirklich 3'* gerade auf 3* ab. Also konnen
wir auch in unserem zweiten Falle durch eine angehingte Abbildung
aus g noch erreichen, daB schlieBlich § in §* iibergeht. Wir haben
jetzt nur noch zu zeigen, daB auch (55) sich durch zeitartige Inversio-
nen und Richtungswechsel erzeugen 1iBt. Der Abbildung (55) ent-
spricht im Raum einfach eine J-Spiegelung an einem Punkt H*, bei

der jedem Punkt ¥ auf der Geraden {X, 9*} der Punkt X* zugeordnet
wird, fir den 9* Mittelpunkt der Strecke {X¥X*} ist. Daraus ergibt
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sich unmittelbar die in der Laguerreschen Ebene entsprechende Kon-
struktion.

Wir kénnen (55) in die drei folgenden Abbildungen X — X', " — X",
X' — X* zerlegen:

X, = + X; X)=— X{ X! =XF —2Y*
X, = — X, X/ =+ X/ X/ =X¥*—2V*
X, =— X, X=XV X/ =X¥_— 2v*

Von ihnen ist in der Projektionsebene die erste eine gewdhnliche Spiege-
lung an dem Koordinatenursprung X, = X, = 0, diese Spiegelung 146t
sich durch zwei Spiegelungen an zwei durch den Ursprung gehenden
senkrechten Achsen erzeugen. Diese gewdhnlichen Spiegelungen an
Geraden sind aber spezielle zeitartige Laguerre-Inversionen. Die zweite
Transformation ist ein Richtungswechsel, die dritte eine Paralleltrans-
formation, die sich nach dem Vorigen aus Laguerre-Inversionen zu-
sammensetzen 1aBt.

Somit 148t sich die Abbildung (55) aus Laguerre-Inversionen er-
zeugen, was zu beweisen war. Nachdem wir so gezeigt haben, daB zwei
Figuren § — §* sich immer durch Laguerre-Inversionen, also durch
Q4 ineinander iberfithren lassen, kommen wir zu dem zweiten zu be-
weisenden Schritt: Es gibt tiberhaupt nur eine Abbildung aus &,, die
F in F* dberfithrt. Da zwei verschiedene Abbildungen aus &4, die
& in * iiberfithren, sich durch eine angehingte Transformation aus
Q¢ unterscheiden, die F* fest 148t und nicht die Identitit ist, kommt
das auf den folgenden Satz heraus: Eine Abbildung & aus &,, die §*
fest 148t, ist die Identitdt. Die Giiltigkeit dieses Satzes ist aber einleuch-
tend. Denn jede Gerade der Ebene ist durch das Abstandsverhiltnis fest-
gelegt, das sie mit den parallelen Tangenten an §* und 8* bildet. Bei
© miissen aber nach § 4 alle Geradenrichtungen fest bleiben, da 7*, s*, ¢*,
also drei Punkte des Kreises (45) des Richtungsbildes fest bleiben.
Somit bleiben alle Tangenten der Kreise $* und 3* einzeln fest, und
wegen der Invarianz des Abstandsverhdltnisses {iberhaupt alle Geraden
der Ebene, was zu beweisen war.

Fiir &, gilt ein ganz dhnlicher Satz wie fiir 8. Lassen wir fiir die Figuren §
und §* die Forderung fallen, daB §) und 3, sowie 9* und 8* gerade die Tangenten-
entfernung 1 besitzen und lassen wir fiir die beiden Tangentenentfernungen zwei
ganz beliebige, nicht etwa gleich groBe Werte zu, so gilt: Es gibt immer genau eine
Abbildung aus &, die zwei solche Figuren & und * ineinander iiberfiihrt. Da
&* jetzt von 7 Parametern abhingt, ist &, siebengliedrig. Zum Beweis fithrt man
zunichst § ganz wie beim vorigen Beweis in eine Figur §” iiber, die bis auf den

Kreis 3" schon mit &* tibereinstimmt. Es sind dann die raumartigen Kreisvek-
toren 8" — 9* und §* — YP* proportional:

GO 3" =0-[8*—97%

und p ist wegen
B" -V =0B*—9*
Blaschke, Differentialgeometrie I11. 11
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gleich dem Verhéltnis der Tangentenentfernungen der beiden Kreispaare, das posi-
tiv zu rechnen ist, wenn 3 und 8* in der Kreisreihe {s*#*} auf derselben Seite von 9)
liegen und sonst negativ. Wir iiben dann auf §’’ noch die Abbildung ¥ — £* aus
Q, aus:

(58) ¥=0X*+(1-0)9*.

Diese 148t alle Geradenrichtungen fest und ebenso den Kreis §*, und fiihrt gerade,
wie aus (57) hervorgeht, 8 in 8* iiber. Man kann (58) zusammensetzen aus den

Abbildungen
_ Ly _ *
59 (E=sgne-X'+(1-0)9
\2=]0o|-2*,

von denen die erste fiir ¢ > 0 eine einfache Paralleltransformation, fiir g < 0 sich
aber aus einer solchen durch Anhingen einer Abbildung von Typ (55), sich also
jedenfalls durch Qg erzeugen laBt. Die zweite ist eine gewShnliche Ahnlichkeits-
transformation mit dem Zentrum im Ursprung. Die Gruppe &, 1aB8t sich daher aus
Laguerre-Inversionen und Ahnlichkeiten erzeugen. Der Beweis, daB jede §* fest-
lassende Abbildung aus @, die Identitat ist, beginnt damit, daB eine solche Ab-
bildung @ angehéren muB, da die Tangentenentfernung {*3*} unverindert
bleibt, 1nd ist von da ab genau der oben fiir ¢ gegebene.

§ 38. Ebene Kurven in der Geometrie von Laguerre.

Wir gehen jetzt zu einer differentialgeometrischen Anwendung
unserer isotropen Projektion iiber.

Als eine isotrope Kurve des Raumes [unserer 1sotropen Projektion]
bezeichnen wir eine Kurve, deren simtliche Tangenten isotrope Gerade
sind. Denken wir uns die Kurve mit Hilfe eines Parameters ¢ durch Funk-

. d ..
tionen ¥ (f) dargestellt, so muB der Tangentenvektor ‘g =1 isotrop

sein, es mufl also gelten:
(60) Bi=0.

In der Projektion entspricht einer isotropen Kurve eine Kreisschar,
deren Kreise sich konsekutiv beriihren, denn die Tangentenentfernung
konsekutiver Kreise ¥ und ¥ -+ gd¢ verschwindet. Eine solche Kreis-
schar besteht aber nach §21 aus den Kriimmungskreisen einer Kurve.
Da die Kriimmungskreise als L-Kreise gerichtet sind, wird auch der zu-
gehorigen Kurve eine bestimmte Richtung zugeschrieben. Wir kénnen
also sagen: Durch die isotrope Projektion werden die isotropen Kurven
des Raumes abgebildet auf die gerichteten Kurven der Ebene. Der Geo-
metrie §, unserer isotropen Kurven entspricht in der Projektion die
Laguerre-Geometrie der ebenen Kurven.

Was die Bildung von Invarianten unserer isotropen Kurve gegentiber
X, angeht, so haben wir an der zu untersuchenden Stelle der Kurve die
Invarianten der Punkte ¥, ¥, X . .. usw. zu bilden. Nun transformiert
sich nach (1) aber nur ¥ selbst 1nhomogen. Beim Differenzieren von (1)
nach ¢ fallen die Konstanten d; weg, und die Ableitungen von X sub-
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stituieren sich homogen, sie stellen Vektoren dar, weshalb wir fiir sie
auch kleine Buchstaben schreiben werden:

(62) i,%,T usw.

Was die Bildung von Invarianten betrifft, so scheiden fiir sie die drei
Koordinaten von X selbst iiberhaupt aus, da nur bei deren Trans-
formationsformeln allein je eine der GréBen d; vorkommt und diese
sich somit {iberhaupt nicht eliminieren lassen. Wir haben somit zuerst
die Invarianten der Vektoren (62) gegeniiber der homogenen Gruppe
(44) zu bilden. Dies Problem konnen wir nach § 10 aber durch Bildung
von Skalarprodukten und Linearkombinationen l6sen. Dann haben wir
weiter noch die Transformationen des Parameters ¢ zu beriicksichtigen.

In unserer Geometrie Jg ist durch die Gleichung

(63) (B—%1i)=0
in den laufenden Koordinaten 3 die isotrope Ebene gegeben, die alle.
Punkte 9 (4) der isotropen Tangente

(64) Y= x4 i
enthilt. Wir nennen (63) die isotrope Schmiegebene der isotropen Kurve
X (#). In der Grundebene ist durch den isotropen Vektor ¢ das gerichtete
Linienelement unserer gerichteten ebenen Kurve gegeben in dem sich
zwei konsekutive Kriimmungskreise der Schar X (f) beriithren. (63)
stellt die gerichtete Tangente der Kurve dar. Durch

TR
(65) o= [YiED]ar
ist nun ein gegeniiber &g (resp. &) invarianter Parameter der Kurve ge-
geben. Man kann diesen auch in der Form

o

darstellen, wo fiir * ein beliebiger Hilfsvektor eingesetzt werden kann?).
Es folgt namlich nach der Determinantenregel des § 10 wegen
b= 55 =0

(67) |8dx[*=(2%)*-(E%)-

Nimmt man in (65) die positive vierte Wurzel und in (66) die positive
Quadratwurzel, so stimmen nach (67) die Definitionen iiberein. Der
Parameter ist fiir 1% = 0 oder nach (67) fiir ¥ prop. ¢ unbrauchbar,
eine Bedingung, die, wie man leicht erkennt, im Raume die isotropen
Geraden und in der Ebene die ausgearteten Kreisbiischel kennzeichnet.
Diesen Fall schlieBen wir aus. Aus (67) folgt dann £ > 0 und wenn

1) Uber diesen von E. Vessiot und E. Study fiir die Minimalkurven der Be-
wegungsgeometrie gefundenen Parameter vgl. die Literaturangaben auf S. 28
von Band I.

11%*
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wir die Kurve auf den Parameter ¢ beziehen und Ableitungen nach o
durch Striche andeuten, wird

(68) " =1.
Setzen wir
(69) gm gm — @ ,

so gilt jetzt die folgende Tabelle skalarer Produkte.

gl g/1 g/// } g]:V
oo -1 0
(70) o 0 | —o
1
" ~1 0 & -
L 5 @’

-@ ist dabei eine absolute Differentialinvariante der Kurve.
Es gilt dann die Ableitungsgleichung:

(11) R L A 0

" 71 be-

deren Richtigkeit durch skalare Multiplikation mit ¢’, " und ¢
weisen ist.

Um eine Anwendung unserer Formeln zu machen, wollen wir die-
jenigen ebenen Kuwurven bestimmen, die durch eine cingliedrige Gruppe
aus 8¢ n sich selbst verschoben werden kémmen. Diese Kurven ent-
sprechen den Loxodromen der Mobius-Geometrie, die nach § 25 eine ein-
gliedrige Gruppe aus Mg in sich gestatten.

Wie dort, so ist auch hier die notwendige und hinreichende Bedin-
gung fir die Existenz einer solchen eingliedrigen Gruppe, daB die ab-
solute Differentialinvariante lings der Kurve konstant ist. Hier muf}
also @ = const gelten.

Wenden wir uns zunichst den entsprechenden isotropen Kurven
des Raumes zu! Aus @ = const folgt mittels (71)

(72) gUl +)¢ gI _ 6,

wo 3 ein konstanter Vektor ist. Es ist also fiir alle Punkte ¢ der Kurve
der Vektor ¢'"" + @y’ immer derselbe. Aus (72) folgt

(72a) 35 =—0.

Wir unterscheiden nun zwei Fille: Erstens @ = (. Diesen Fall sparen
wir fiir den nachsten Abschnitt auf und wenden uns hier zunichst
zu dem zweiten Fall @ & 0 oder 33 + 0. Dann kann man (72) auch
in der Form schreiben

(13) (24527 =34
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Setzen wir

; Loy,
(74) B(0) = X(0) + 51" (o)
so gilt nach (70)
(75) (B —%)2 zézconst.

Es ist also fiir jeden Punkt X unserer Kurve, d. h. fiir jeden Parameter-
wert ¢ die ,,Entfernung** des Punktes ¥ (¢) von dem zugehérigen durch
(74) definierten Punkt B (o) konstant, und zwar haben $ und X wegen
1:92% > 0 immer raumartige ,,Entfernung”. Nach (73) ist nun der
Tangentenvektor p’ der Kurve B (o) gleich dem konstanten Vektor

15'5’ also folgt p’* = 0. Das heibt: Alle Punkte R (¢) liegen auf ein

und derselben im Raume festen g
Geraden g. Nach (70), (74) gilt
weiter
B —%2)=0.

Der zur Stelle X (o) gehorige
Punkt P(o) ist also jeweils
gerade der Punkt von g, in
dem g von der isotropen
Schmiegebene (63) der Kurve
% (0) getroffen wird. Wir haben
also die Sachlage: Ziehen wir
durch jeden Punkt der Kurve
X (0) die isotrope Schmiegebene,
so schneidet diese die raum-
feste Gerade g jeweils in einem
Punkte 5, der von X die feste
,,Entfernung* 1: @ besitzt.

In der Projektionsebene ha-
ben wir somit folgende Verhalt-
nisse: Wirhaben eine feste nicht isotrope gerade Kreisreihe g. Zu jeder
Tangente unserer gerichteten ebenen Kurve gibt es einen sie beriihrenden
Kreis p der Reihe g. *B hat dann von dem Kriimmungskreis ¥ unserer
Kurve immer dieselbe Tangentenentfernung 1:®. Diese Tangenten-
entfernung ist natiirlich (vgl. Fig. 48) die gewthnliche Entfernung der
beiden Punkte, in denen die Kurventangente von B und X beriihrt
wird.

Damit ist die geometrische Bedeutung unserer ebenen Kurven mit
konstanter Invariante @ 4= 0, die eine eingliedrige Gruppe aus &,
in sich gestatten, auch gegeben: Wir unterscheiden zwei Fille:

a) @ < 0, dann ist nach (72a) die Reihe g der P (¢) raumartig. Die
raumartige Reihe konnen wir, wie wir wissen, durch & iiberfiihren in

Fig. 48.
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eine Reihe von Punkten auf zwei mit verschiedener Richtung zusammen-
fallenden Geraden als den Tangenten der Reihe.

Die Kurve hat dann einfach auf der Tangente von dem Beriihrungs-
punkt bis zum Schnittpunkt mit der festen Geraden g immer dieselbe
konstante Entfernung. Diese Eigenschaft kennzeichnet aber unter den
ebenen Kurven die Traktrix. Unsere Kurven mit @ = const << 0 gehen
also durch Laguerre-Transformation aus
der Traktrix hervor.

b) @ > 0. Dann ist der Vektor 3
zeitartig und ebenso die Reihe g. Die
zeitartige Reihe g konnen wir durch £ in
eine Kreisreihe aus lauter konzentrischen
Kreisen, etwa mit dem Mittelpunkt M

Fig. 49. iberfithren. Die auf der Tangente gemes-

sene Entfernung vom Kurvenpunkt bis zum

FuBpunkt des Lotes von M auf die Tangente muB dann konstant

gleich 1:® sein (Fig.49). Die Normalen der Kurve umbhiillen dabei

den festen Kreis um M mit dem Radius 1:®. Die Kurve ist dann

eine Evolvente dieses Kreises. Somit haben wir: Den Kurven mit

D = const > 0 entsprechen dic Kreisevolventen und thre Laguerve-Ver-
wandten.

§ 389. Der Laguerre-Zykel.

Wir wenden uns nun zu dem bisher ausgeschlossenen Fall@ = 0.
Aus (71) folgt:

(76) V=0

und durch Integration

(77) r(0)=a

(78) (0)=o0a-}0

(79) t' (o) = —a *a4-0b+c

(80) %(6):%—63a—l—§a‘“’5+6c—}—@,

wo a, b, ¢ konstante Vektoren sind, und ® ein konstanter Kreis. Wegen
(70) muB fiir die Vektoren a, b, ¢, wie man aus (77) bis (79) leicht folgert,
dabei die folgende Tabelle skalarer Produkte gelten.

a b ¢

a 0 0 —1
(81) S I B
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Unsere Kurven mit @ = 0 sind im Gegensatz zu den eben besprochenen
algebraisch. Wir werden sie als Laguerre-Zykeln bezeichnen.

Diese Kurven, deren eine in Fig. 50 abgebildet ist, sind von Laguerre
in den Jahren 1883--1885 vielfach untersucht worden?'). Fiir die zuge-
hérigen isotropen Kurven des Raumes Jg existiert keine raumhafte
invariante Gerade mehr, wie im Fall @ < 0, sondern nur nach (72)
die invariante isotrope Richtung 3 = ¢""" = a. Entsprechend ist in der
Ebene mit einem Laguerre-Zykel keine feste gerade Kreisreihe, sondern
nur eine invariante Geradenrichtung verbunden. Geben wir uns einen
beliebigen gerichteten Kreis 9 der Ebene und fragen wir nach der
Anzahl der gemeinsamen Tangenten von Kreis und Laguerre-Zykel! Es
muf fiir eine Stelle ¢ des letzteren, wo seine Tangente 9 berithrt:

X()—9, ¥(0)=0
gelten.
Nach (79), (80) erhdlt man aber eine
kubische Gleichung in @, also gibt es bis

L :
T '
O m

Fig. 50. Fig. 51.

zu drei reelle gemeinsam gerichtete Tangenten. Da ¥) speziell auch
ein Punkt sein kann, erkennt man, dal ein Laguerre-Zykel eine Kurve
dritter Klasse ist. ' ‘

Wir wollen jetzt folgende Eigenschaft des Laguerre-Zykels beweisen:
Wihilt man trgend zwei feste Lintenelemente v, und T, eines Laguerre-
Zykels und zieht man zu jedem westeren Linienelement T der Kuvve die
beiden Kreise 3 und 3™ durch v, resp. t,, die die Tangente t von T beviihven,
so ist die Richtung der zweiten gemeinsamen Tangente w von 3*und 31
immer ein und dieselbe feste, nur von T, und v, und nicht von der Wahl
von T abhdngige Richtung (Fig. 51).

Um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wir die 7;, 7, und 7 ent-
sprechenden Werte des Parameters ¢ mit o, 0, und o, die zu den drei
Stellen gehérigen Kriimmungskreise sind dann durch X(gy), X(oy),

1) Vgl. Laguerves gesammelte Werke Bd. 2, S. 661: , Sur les courbes de
direction . ... Auch die in diesem Abschnitt angegebene Erzeugung des La-
guerre-Zykels stammt von Laguerre.
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% (0) gegeben, und die zu diesen Stellen gehérigen Tangentenrichtungen
durch y'(sy), '(03), ' (0).
Die Kreise 3! und 3™ miissen dann durch

(82) J T=¥%(o) + 4,1 (o)
| 8T =%(0,) + 4,2’ (o)

mit Faktoren 4,, 4, darstellbar sein. A; und A, hat man dabei aus den
Gleichungen
(83) { (X (o) + 4,5 (o)) — X(0), ¢’ (©)=0

(3‘: (62) + 12 E’ (02) —X (6), g’ (&)) =0

zu berechnen, die besagen, daB die Kreise 3! und 8" die durch 7 gehende
Tangente ¢ beriihren. Man erhalt aus (83) nach (79), (80) und (81)

1 -~ 1 ~
(84) 11:—§<01—'0'); 122—3(0'2—0').

Wir haben uns nun die gemeinsamen Tangenten von 3 und 3 zu be-
rechnen. Einen jeden isotropen Vektor v der Ebene, also speziell die
zu den Richtungen der gemeinsamen Tangenten von 3! und 3™ gehérigen,
kénnen wir uns nun aus den drei konstanten Vektoren q, b, ¢ linear
kombiniert denken:

(85) b=waat+ b+ yc
und aus vp = 0 folgt dann nach (81):
(86) pP—2ay=0.

Fiir die zu den gemeinsamen Tangenten von 8! und 39 gehorigen iso-
tropen Vektoren muB jetzt gelten:

(81 — 811: D) =0
oder nach (82), (84) und (85):

(£(0)— 2 (0,=3) 8’ (o) — X (0) + 3 (0~ 3)x'(02) (watBo-+70))—0.
Nach (79), (80), (81) erhilt man daraus:
(87) 4a—f(o,+ 0y +20)+yo(o, +o0,)=0.

In der Darstellung (85) fiir die Richtungen der gemeinsamen Tangenten
miissen die Koeffizienten «, g, y also den Gleichungen (86) und (87)
geniigen. Wir konnen uns die isotropen Vektoren so normiert denken,
daB

(88) y=1
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wird, denn aus y = 0 wiirde nach (86) und (87) auch f =« = 0 und
somit b = 0 folgen. Aus (88) und (86) folgt dann

1 a9
(8 9) o — ? ﬂ b
und aus (87) ergibt sich fiir § die quadratische Gleichung:

f2 = Bl -t o+ 25) = — 230, + ),

die die beiden Lésungen

(%0 e
l pY =7 (0,4 0,)

besitzt. Der zu f! gehorige isotrope Vektor ist nach (89), (88) und (85)
g otatabtc

also nach (79) gerade ¢’ (6) und wir erhalten als triviales Resultat wieder

die zur Stelle ¢ gehorige Kurventangente ¢ als gemeinsame Tangente von

8% und 3™. Die Richtung der zweiten Tangente w aber, die nach (90),

(89), (88), (85) durch

(91) e (2 e 2 o=y (2 E)

dargestellt ist, hingt von ¢ gar nicht mehr ab, und das war zu beweisen.

Der bewiesene Satz fithrt zu der folgenden einfachen Konstruktion
des Laguerre-Zykels aus zwei gegebenen gerichteten Linienelementen 7,
und 7,, die weder parallel sind, noch auf ein und demselben Kreise
liegen und einer gegebenen weder zu 7y noch zu 7, parallelen Geraden-
richtung w. Man zeichnet zu jeder einzelnen zur Richiung o parallelen
Geraden die beiden sie berithvenden Kreise durch 1, und ©,. Diese Kreise
haben eine zweite gemeinsame Tangente t. Die zu allen zu W parallelen
Geraden gehovigen zweiten T angenten t umhiillen dann einen Laguerre-Zvykel.

Diese Konstruktion folgt aus dem vorhergehenden Satze unmittelbar, wenn
man weif}, dafl zwei beliebige Linienelemente 7; und 7, und eine beliebige Geraden-
richtung v immer aus zwei Linienelementen eines Laguerre-Zykels, die etwa den
Parameterwerten o¢;, o, entsprechen mégen, und aus der zugehérigen Richtung

p =1 ( ﬁ:;—iaﬂ bestehen kénnen. Das sieht man aber soein: Man kann leicht
\

zeigen, daB zwei beliebige zu zwei Stellen oy, 0, gehorige Linienelemente 7,, 7,
eines Laguerre-Zykels niemals parallel sind und niemals auf einem Kreise liegen,

\ .
und daB ferner die zugehérige Richtung v = 1’ ( UL_IZ:.E) niemals zu einem der

\

Linienelemente 17,, 7, parallel sein kann.
Man kann dann durch 7, einen Kreis 91! legen, der die durch 7, gehende Tan-
gente beriihrt, und durch 7, einen Kreis 91, der die Tangente durch 7; beriihrt
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(Fig. 52). Zieht man die zu v parallele Tangente p an 91, so hat man in {Q1, P, p}
gerade die Figur §§ des § 37, die man durch &, in jede gleichartige iiberfithren kann.
Die Figur {§)L, YU, p} ist mit der anfinglichen {z, 7,, 0} ganz aquivalent, da die
eine aus der andern festgelegt ist. Daher kann man auch die Figur {r;, 7,, 1} durch
&; in jede gleichartige tiberfithren. Da nun durch &, aus einem Laguerre-Zykel
wieder ein Laguerre-Zykel entsteht, kann man {r;, 7,, 1} einmal als zu einem be-
stimmten Laguerre-Zykel gehorig wahlen, und auf diesen dann alle Abbildungen
von ; ausiiben. Es sind dann auch nach der Abbildung 7, und 7, wieder zwei
Linienelemente eines Laguerre-Zykels und v die ihnen zugeordnete Richtung. Da
man durch &, aber dann alle méglichen fiir die Konstruktion zulissigen Figuren
erhilt {r;, 7,, v}, sieht man, daB man diese 7;, 7, und v, von den angegebenen Ein-
schrainkungen abgesehen, ganz willkiirlich wihlen kann.

Die mit einem Laguerre-Zykel verbundene feste Richtung /"' =«
ergibt sich einfach als vierte harmonische der zu zwei beliebigen Linien-

elementen 7,, 7, gefundenen zugehérigen Richtung ¢’ <ﬁ:2h"_2> beziiglich
des Paares der durch 7; und 7, bestimmten Richtungen y’(s;) und
t’ (02) oder anders ausgedriickt: Auf dem Kreis (45) des Richtungsbildes

sind die beiden Punktepaare {t’ (ay), ¢’ (02)}

4 und {r’ (Gl—jﬁ>; a} zueinander im Sinne

7% des §4 harmonisch. Das folgt einfach,

wenn man g’ (o), £’ (ds), ¥’ (Gl —zl_%) nach

) (79) ausdriickt und unter Riicksicht auf
(81) die Formel (18) des §5 anwendet,
dieaufD =-—1f{iihrt. Auchden Vektor ",
Fig. 52. der zu einer bestimmten Stelle ¢ der Kurve

gehort, findet dann weiter seine geome-

trische Deutung. Da ¢’ die Richtung der Kurventangente liefert, und da

P

glg// — zIllgll — 0; gl/2 — 1

gilt, erhalt man den Kreisvektor ¢'* einfach, indem man an X die Kurven-
tangente und auBerdem die Tangente parallel zur festen Richtung
1"’ = a zieht und in der durch die beiden Geraden gebildeten Kreis-
reihe von ¥ aus den Kreis im Tangentenabstand 1 zeichnet. Diese
Kreisreihe wollen wir die ,,normale Kreisveihe' der Kurve an der
Stelle ¢ nennen.

Ein Laguerre-Zykel ist durch vier konsekutive Kriimmungskreise be-
stimmt. Sind beispielsweise an der Stelle ¢ = 0 vier konsekutive
Kriitmmungskreise des Laguerre-Zykels (80) gegeben, so sind der Kreis
X(0) =D und die Vektoren ¢’ (0) = ¢, ¢”’ (0) = b bekannt. Denn diese
Vektoren hingen, wie man durch Transformation auf einen beliebigen
Parameter ¢ erkennt, nur von Ableitungen dritter Ordnung nach ¢ ab.
a 1Bt sich dann aber aus a2 = ab = 0 und ac = —1 bestimmen, es
sind somit die Vektoren a, b, ¢ und daher auch die ganze Kurve (80)
bekannt. Was fiir die Stelle ¢ = 0 gilt, muB3 aber natiirlich wegen der
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Gleichberechtigung aller Stellen der Kurve fiir irgend vier konsekutive
Kriimmungskreise gelten.

Da durch zwei konsekutive Kriimmungskreise drei konsekutive
Tangenten der Kurve bestimmt sind, durch drei solche Kreise aber vier
konsekutive Tangenten, und so fort, ist ein Laguerre-Zykel auch durch
fiinf konsekutive Tangenten bestimmt, oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, durch vier konsekutive Linienelemente oder durch ein Kurven-
element vierter Ordnung. Da die Differentialgleichung der Laguerre-Zykel
@ = 0 von vierten Ableitungen des Kriimmungskreises ¥ nach dem
allgemeinen Parameter ¢ abhéngt, gibt es durch irgend ein vorgegebenes
(gerichtetes) Kurvenelement vierter Ordnung genau einen (gerichteten)
Laguerre-Zykel.

Zu einer beliebig gerichteten Kurve der Ebene gibt es dann fiir jede
Stelle einen oskulierenden Laguerve-Zykel, der mit der Kurve vier kon-
sekutive Linienclemente gemeinsam hat. Die geometrische Deutung
des Vektors ¢' iibertrigt sich mittels des oskulierenden Laguerre-Zykels
auf beliebige Kurven. Fiir die Reihe X + A1 behalten wir den Namen
normale Kreisvethe bei.

§ 40. Vermischte kleinere Aufgaben.

1. Man zeige, daB sich die Gruppe &g allein durch die geometrisch anschau-
licheren zeitartigen Laguerre-Inversionen und eine einzige raumartige, nimlich den
Richtungswechsel erzeugen 1a83t.

2, Die Abbildungen aus &, die die dreireihigen Determinanten |gf, ¢TI, g™j
fiir beliebige Vektoren ¢® auch dem Vorzeichen nach invariant lassen, bilden nach
§ 10 eine Untergruppe 2% von £¢. Sind X und §) zwei L-Kreise mit zwei reellen ge-
meinsamen Tangenten, und ist v der zu einer v der beiden Tangenten und v der
zu der andern w gehorige isotrope Vektor, so ist der Ausdruck -

1

92) s [0E=9, ]
(0 1)

eine Invariante gegeniiber &f. Man zeige, daf s2 gleich dem Quadrat der Tangenten-
entfernung der beiden Kreise X und ) ist und daB s positiv oder negativ ist, je
nachdem der auf v von dem Beriihrungspunkt mit X nach dem Beriihrungspunkt
von ¥) fithrende Richtungspfeil aus dem Richtungspieil der gerichteten Tangente v
durch eine Drehung um s:2 entgegen oder mit dem Uhrzeigersinn entsteht.
Das Vorzeichen von s hangt von der Wahl der Tangente v unter den beiden in Frage
kommenden ab und von der Reihenfolge, in der die Kreise ¥ und 9) genommen
werden. 2; kann einfach definiert werden als die Untergruppe von 536, die den Aus-
druck (92) invariant 148t.

8. Man zeige, daB &, in vier getrennte stetige Scharen von Transformationen
zerfallt, und zwar daB @ zunichst in zwei Scharen &} und & zerfillt, je nachdem
das Vorzeichen der GroBe (92) erhalten bleibt, oder sich dndert und daB3 dann jede
dieser Scharen in zwei weitere zerfallt, [RF*, &, resp. &%, & 7] je nachdem
die zugehorige Abbildung auf dem Kreise des Richtungsbildes den Umlaufssinn
erhalt oder umgekehrt. Man gebe fiir jede der vier Scharen ein Beispiel einer Ab-
bildung an.

4. Jedes nichtisotrope ebene Kreissystem laBt sich aus zwel Paaren {g, k}

und {g, &} von gleichsinnig parallelen Geraden konstruieren:
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Man nimmt zu jeder Parallelen 2 von g und % die entsprechende Parallele %
von g und A, die von {g, &} dasselbe Abstandsverhaltnis hat, wie # von {g, #}. Zu

jedem Paar solcher gerichteter Geraden {%, 1;} zeichnet man die raumartige Kreis-
reihe. Alle diese Kreisreihen erfiillen dann das ebene Kreissystem.

5. Es gibt eine eingliedrige Untergruppe von Abbildungen aus &, die alle
Kreise eines ausgearteten Biischels ¥ einzeln fest lassen. Eine einzelne Abbildung
dieser Gruppe ist bestimmt, wenn fiir eine Geradenrichtung a die entsprechende
Geradenrichtung a* des Bildes gegeben ist. (Dabei miissen a und a* von der Rich-
tung des gerichteten Linienelementes 7 des Biischels verschieden sein.) Man kon-
struiert dann zu einer Geraden s das Bild s* auf folgende Weise: Man zieht durch
den s berithrenden Kreis X (Fig. 53) und legt die zu a und a* parallelen Tangenten
a und a*, sowie die durch 7 hindurchgehende Tangente ¢ an X£. Dann konstruiert
man die vierte harmonische Tangente p von ¢ beziiglich {a*, s} (§ 35), s* findet man
dann als vierte harmonische Tangente von a beziiglich {f, }.

6. Der Laguerre-invariante Parameter (65) einer ebenen Kurve 1aBt 51ch in
Bewegungsinvarianten in der Form

0= f {Veou \ do
schreiben, wo g, der Kriimmungsradius der Evo-
lute der Kurve ist, und do der Kontingenzwinkel.
Ist gy der Kriitmmungsradius der Evolute der Evo-

lute und g3 wieder der Kritmmungsradius der Evo-
lute dieserletzten Kurve, so gilt fiir die Invariante @ :

45_47@1 —40,0,+ 5@>

¢ 40}
7. Hat man drei L-Kreise X, 9), 8, die eine ge-
Fig. 53. meinsame gerichtete Tangente besitzen, aber keinem
Biischel angehéren, so kann man zu je drei paralle-
len Tangenten die vierte Parallele d ziehen, die mit ihnen ein festes Doppelver-
haltnis D besitzt. Die Geraden d umbhiillen dann einen Laguerre-Zykel. [Laguerre,

Werke, Bd. II, S. 667.]

8. Bewegungsgeometrisch kann man einen Laguerre-Zykel folgendermaBen
konstruieren: Man nimmt eine Parabel und eine feste gerichtete nicht zur Scheitel-
tangente parallele Gerade g. Spiegelt man g an allen Tangenten der Parabel, so
umhiillen die Bildgeraden g* einen Laguerre-Zykel.

9. Als Spiegelung an einer raumartigen geraden Kreisreihe 8 bezeichnen wir
die Abbildung aus &, die einer beliebigen gerichteten Geraden s die folgende
Bildgerade s* zuordnet: Sind p und ¢ die Tangenten der Reihe P, und ist X der
Kreis der Reihe P, der s beriihrt, so finden wir s* als diejenige Tangente von X,
die mit s zusammen das Paar der Tangenten {p, ¢4} von X harmonisch trennt (vgl.
§ 35). Man zeige, daB sich die eingliedrige Gruppe aus &g, die einen Laguerre-Zykel
in sich iiberfiihrt, aus den Spiegelungen an den normalen Kreisreihen (vgl. §39
SchluB) des Laguerre-Zykels erzeugen 1aBt.

10. Fiir die Invariante ¢ = (¥ — X1)2 zweier zu den Parameterwerten o; und
o, gehoriger Krilmmungskreise eines Laguerre-Zykels gilt:

1
b= — 12—(01-02)4.
Zwei Kriimmungskreise haben also niemals gemeinsame Tangenten.

11, Wir nennen Isotangentialkurve einer gegebenen gevaden Kreisvethe eine
solche Kurve, deren Linienelemente alle den gleichen Tangentenabstand a von
der Kreisreihe besitzen [gemessen auf der Tangente vom Kurvenpunkt bis zum
Berithrungspunkt mit dem Kreis der Reihe, der die Tangente beriihrt]. Durch
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X + 1’ sind dann zwei mit einem beliebigen Kurvenelement dritter Ordnung La-
guerre-invariant verbundene, die Kurve berithrende Kreise gegeben, die ein Gegen-
stiick zu den Hauptkreisen der Inversionsgeometrie [§ 24] darstellen. Man zeige:
Die gemeinsamen Tangenten aller raumartigen geraden Kreisreihen, fiir die das
Kurvenelement dritter Ordnung ein Stiick einer Isotangentialkurve mit der
Tangentenentfernung 1 ist, umhiillen die beiden Kreise X + r’. Man zeige ferner,
daB das in (65) angegebene Laguerre-invariante Differential do einer Kurve sich
in einfacher Weise durch die Tangentenentfernung konsekutiver ,,L-Hauptkreise*
X+ 1’ (oder X—y’) ausdriicken 14B8t. Konstruiert man fiir die zweite Hiillkurve
einer der beiden Scharen von L-Hauptkreisen einer Kurve den Kriimmungskreis,
so hingt seine Tangentenentfernung von dem Kriimmungskreis der urspriing-
lichen Kurve in einfacher Weise mit der Invariante @ zusammen. [H. Schaiz,
Monatshefte f. Math. und Phys. XXXV, 1928.]

12. Man entwickle die Laguerresche Geometrie allgemeiner Kreisscharen
in der Ebene. [H. Schaiz, 1. c.]

13. Die GroBe (@’)2: @® ist die niedrigste Differentialinvariante einer Kurve
gegeniiber der Gruppe £,. Man untersuche die Kurven (9)2: ®® = ¢ = const
oder integriert

ot
c(o+¢y)*
die eine eingliedrige Gruppe aus L, in sich gestatten. Besonders gebe man geo-
4
metrische Eigenschaften der algebraischen Kurven an, die man fiir ¢ =—1

und ¢ :%6 erhilt (sogenannte Hyperzykel). [W. Blaschke.]

§ 41. Zusammenhingende groBere Aufgaben.

A. Verwendung dualer Zahlen zur analytischen Behandlung der ebenen Geo-
metrie von Laguerre.
a) Setzt man in der Darstellung (24) X9 = @ [p9 = 0] der gerichteten Ge-
raden
vo=17rd; 0, =20r7; v,=ri—v?
W=7 Vg — Ty ¥y,
so erhilt man

(93) — () X2 X (1) Xy =V 1 — Ty

Betrachtet man 7y, 7y, 74, 75 als iiberzihlige Koordinaten der Geraden, so sind zu
gegebenen b und w die 7, #, (¢ = 1, 2) bestimmt bis auf eine Substitution

(94) v, = AvE; 7;:17*—{—17,*

mit beliebigen Faktoren 4, i

b) Wie eine gewdhnliche komplexe Zahl durch a 4 44’ mit % = —1 dar-
gestellt ist, so eine duale Zahl durch a -+ ¢ @ mit €2 = 0. a heiBt der Real- und @
der Dualteil. Man rechnet mit dualen Zahlen wie mit Potenzreihen in einer Va-
riablen ¢, die man immer nach dem ersten Gliede abbrechen will. Wahrend Ad
dition, Subtraktion und Multiplikation von dualen Zahlen unbeschrinkt durch-
filhrbar sind, kann man durch eine duale Zahl nur dividieren, wenn ihr Realteil
von 0 verschieden ist.

¢) Sind R =¥ + &7 und R} = v} + e7} zwei duale Zahlen und multi-
plizieren wir beide mit demselben dualen Faktor A = 4 + ¢ 4, so erhalt man fiir

R=ARF, R,=ARF,
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wenn man i, und R, nach Real- und Dualteil spaltet:
Ro=rte7, Ry=r+e7,.

Fiir den Zusammenhang der 7, 7, mit den 7, 7, ergeben sich also gerade die Glei-
chungen (94). Man kann daher den gevichtelen Gevaden dev Ebeme nach (93) ein-
eindeutig die Systeme von zwei dualen Verhdlinisgrifien R,: Ry zuordnen.

d) Man zeige, daB durch die Substitutionen der homogenen dualen Geraden-
Koordinaten:

(R =ARFL-BRF
95) { 1 T+ 2

R, = CR¥ + D RF

wo A, B, C, D duale Zahlen sind, fiir deren Realteile 4 = ad — bc¢ =+ 0 gilt, die
Gruppe QF dargestellt ist, und daB ferner durch

(96) {S‘ile&}Ef+Bﬂ§;"
R=CR¥+ DRE
die noch fehlende Schar 7 der Abbildungen der Gruppe &, dargestellt ist, wobei
RE—rr—e7¥; RE=r¥—e7¥
die zu §R1* und ERZ* ,,konjugiert dualen’* Zahlen darstellen.

e) Man stelle die Gleichung eines L-Kreises und eines Laguerre-Zykels in den
laufenden dualen Geradenkoordinaten seiner Tangenten auf.

f) Fiir vier Geraden mit den dualen Koordinaten 3}, ®7, R, RV [ =1, 2],
von denen keine zwei gleichsinnig parallel sind, ist das ,,duale Doppelverhaltnis‘‘
IqpIl Il T (. T
_ T - (T Y — s V)
- IgpnlV I qnlv I 1T
(9] 9" — &g RLY) (R R — 7w

eine Invariante gegeniiber F. Man zeige: Der Realteil von D ist einfach das
Doppelverhiltnis der vier Punkte auf dem Kreise des Richtungsbildes, die den vier
Geradenrichtungen entsprechen, der Quotient des Dualteils durch den Realteil
aber einfach die im geeigneten Sinn gemessene Tangentenentfernung des gemeiju-
samen Beriihrungskreises von R, T und R von dem gemeinsamen Berithrungs-
kreise von RI, RII und Riv. .

g) Man stelle spezielle Abbildungen aus &;, z. B. die Laguerre-Inversionen, die
in Aufgabe 5 des § 40 dargestellten Abbildungen und die Dilatation als Transfor-
mationen der dualen Koordinaten dar. Setzen wir unter der Annahme 7, = 0:

R R,=S=s-t¢5,
so konnen wir die Transformationen (95), (96) von Lg in der Form schreiben
g_AS*+B . AS*1B
cSs*+p’ c§*Lp’

o)

wobei wir dann noch gewisse Zusitze iiber die Zuordnung in den ausgeschlossenen
Fallen 7, =0, 7,f =0 zu machen haben. Die Darstellung der Gruppe £ durch
(97) in dualen Zahlen entspricht ganz der in § 20 gegebenen Darstellung (112) von
Mg durch komplexe Zahlen.

h) Fassen wir eine gerichtete Kurve als Hiillgebilde einer Schar gerichteter
Geraden auf, so konnen wir zwei Kurven mit einer gemeinsamen Tangente die
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Entfernung der Berithrungspunkte als die zu dieser Tangente gehérige Tangenten-
entfernung zuordnen. Die Tangentenentfernung zweier Kurven auf einer gemein-
samen Tangente in der Geometrie von Laguerre entspricht ganz dem Winkel zweier
sich schneidender Kurven in dem gemeinsamen Punkt. Wie die Punkttransfor-
mationen, die die Winkel invariant lassen, nach § 20 eine sehr viel umfassendere
Gruppe bilden als JRg, so stellen auch die Transformationen der gerichteten Ge-
raden der Ebene, die die Tangentenentfernung von Kurvenpaaren invariant lassen,
die sog. dquilongen Abbildungen, eine sehr viel weitere Gruppe dar als @, Man
zeige: Durch

(98) S= (5%
oder nach Spaltung in Real- und Dualteil durch

SHET =@ (%, )b e P(s¥, 5%)
ist immer dann eine dquilonge Abbildung dargestellt, wenn
(99) dP=A-dS*

mit einem dualen Faktor A gilt, also wenn
(100) Ao (s*, 5%)fed@(s*, S¥)=(A+¢1)(ds*+sd5*)

identisch in ds*, ds* gilt. Fir die Koeffizienten von ds* und ds* erhilt man je

zwei Gleichungen, die nach Elimination von 4, ]_;

(101) v _0%

ao
ergeben. (99) besagt, daB der Differentialquotient Jg= von der Fortschreitungs-

richtung ds*:d’s* unabhingig ist. Man kann also eine Funktion @, fiir die (99)
gilt, in Analogie zu den gewohnlichen analytischen Funktionen als analytische
Funktion der dualen Variablen S* bezeichnen, und die dquilongen Abbildungen
(wenigstens die sogenannten gleichsinnigen) sind dann durch analytische Funk-
tionen dargestellt analog den konformen.

B. E. Miillers zyklographische Abbildung von Flichen auf Kurvenscharen
der Ebene?).

a) Den Punkten einer Fliche des Raumes entspricht in der isotropen Projek-
tion ein Kreissystem. Beschrinken wir uns im Raume auf Flichen mit zeit-
artigen Tangentenebenen, auf ,,zeitartige Flichen, so werden diese Flichen von
zwei Scharen von isotropen Kurven iiberdeckt. Dementsprechend 1aSt sich das
Kreissystem in der Ebene auf zwei verschiedene Arten als das System der o2
Kriimmungskreise einer Kurvenschar auffassen, oder mit anderen Worten: In
dem Kreissystem gibt es zwei Familien von Kreisscharen, lings derer sich konse-
kutive Kreise beriithren. Da durch die eine der erwdhnten Kurvenscharen der Ebene
das Kreissystem sowohl wie die andere Kurvenschar mitbestimmt ist, kénnen wir
jede zeitartige Flache des Raumes auf eine Kurvenschar der Ebene abbilden.

Y) E. Miiller ist 1861 in Landskron in Bohmen geboren, hat 1898 in Ko6nigs-
berg (Preuflen) promoviert und ist seit 1902 bis zu seinem Tode 1927 Professor
fiir darstellende Geometrie an der technischen Hochschule in Wien gewesen.
Von seinem erfolgreichen Streben, diesem Gegenstand neues Leben zu verleihen,
zeugen seine Lehrbiicher, von denen fiir die erorterten Fragen seine ,,Zyklo-
graphie” zu beachten ist, die gegenwirtig von J. Krames herausgegeben wird.
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b) Da die isotropen Kurven unserer indefiniten Bewegungsgeometrie auf
Grund ihrer formalen Definition (60) das Analogon zu den (nur im Komplexen
existierenden) Minimalkurven (oder auch isotropen Kurven) der gewohnlichen
Bewegungsgeometrie darstellen (vgl. Bd. I § 20) und da sich jede Minimalfliche
der Bewegungsgeometrie als Sehnenmittelfliche zweier (konjugiert komplexer)
isotroper Kurven auffassen 14B8t, werden wir in unserer indefiniten Geometrie
eine Sehnenmittelflache zweier (reeller) isotroper Kurven als eine J-Minimalfliche
bezeichnen. In der Ebene lassen sich dann die diesen Flichen entsprechenden
Kreissysteme aus zwei gegebenen gerichteten Kurven dadurch erzeugen, daB
man zu jedem Paar von Kriitmmungskreisen der beiden Kurven nach § 34 den Mittel-
kreis konstruiert.

¢) Man beweise den Satz: Hat man in der Ebene zwei Kurven §; und §,, die
einen Schmiegkreis 9) gemeinsam haben, so kann man aus €, eine einparametrige
Kurvenschar konstruieren, indem man auf diese Kurve die einparametrige Schar
von Paralleltransformationen ausiibt, die §) in die Kriimmungskreise von €, iiber-
fithren. Diese Kurvenschar, resp. das System ihrer Kriimmungskreise ist das
Bild einer J-Minimalflache. Die zugehorige zweite Kurvenschar erhilt man aus
@, durch die Paralleltransformationen, die ) in die Kriimmungskreise von €
iiberfithren.

d) Man bestimme die beiden Kurvenscharen, die zu den folgenden Kreis-
systemen gehoren:

1. Man nehme das System aller Mittelkreise, die zu den Paaren der Kriim-
mungskreise zweier gegensinnig zusammenfallender Laguerre-Zykel gehoren.

2. Man nehme das Kreissystem, das in gleicher Weise zu zwei Laguerre-Zykeln
gehort, die durch die im § 37 erwahnte und durch die Formel (55) dargestellte
Spiegelung an einem L-Kreise §)* auseinander hervorgehen.

3. Man nehme das System aller Mittelkreise, die zu den Paaren je zweier
Kriimmungskreise ein und desselben Laguerre-Zykels gehoéren.

Die Kreissysteme 1, 2, 3 entsprechen drei J-Minimalflachen, die in unserer
indefiniten Geometrie das reelle Analogon dreier wichtiger (teils imaginarer)
Minimalflachen der Bewegungsgeometrie darstellen, namlich 1. der Minimalflache
von Enneper, 2. der Flache von Geiser und 3. der Flache von Lie.

¢) Man zeige, daB sich das Kreissystem d 3 auch auffassen 148t als das Kreis-
system, das aus den normalen Kreisreihen eines Laguerre-Zykels besteht.

Wihrend der Drucklegung dieses Bandes ist ein Buch von G. Bol iiber ebene
Laguerresche Geometrie erschienen: ,,Vlakke Laguerre-Meetkunde‘ (Amsterdam:
Verlag H. J. Paris, 1926).



5. Kapitel.

Die Geometrie von Lie in der Ebene.

§ 42. Pentazyklische Koordinaten. Abbildungen von Lie
in der Ebene.

Bisher haben wir die M§bius-Geometrie und die Laguerre-Geometrie
ganz voneinander getrennt behandelt. In diesem Kapitel wollen wir
nun beide Geometrien von einem gemeinsamen Gesichtspunkt aus
zusammenfassen. Sowohl die Gruppe von Modbius wie die von La-
guerre ist nidmlich eine Untergruppe der umfassenderen Gruppe der
Transformationen von Lie, mit der wir uns jetzt beschiftigen wollen.
Im Zusammenhang mit dieser Tatsache werden wir in diesem Kapitel
die Geometrien von Mdbius und Laguerre beide einordnen in die
Geometrie von L7e und dabei werden wir sehen, daB sich die Laguerre-
Geometrie in einem gewissen Sinne auffassen 1t als ein Grenzfall
der Mobius-Geometrie.

Wir wenden uns in diesem Abschnitt zunichst zur Definition der
Transformationen von Lie in der Ebene und werden in den folgenden
Paragraphen dann einige Grundtatsachen der ebenen Geometrie von
Lie zusammenstellen. Wir werden unserer Geometrie von Lie wieder
einen neuen Kreisbegriff zugrunde legen, der sowohl von dem in der
Mébius-Geometrie zugrunde gelegten wie auch von dem der Laguerre-
Geometrie verschieden ist. Wir legen ndmlich jetzt den schon im
§ 3 erwihnten Begriff des K-Kreises zugrunde und bezeichnen unsere
Gruppe von Lie-Transformationen der Ebene auch als Gruppe §. Der
Begriff des K-Kreises umfaBt nach § 3 dann die gerichteten M-Kreise der
Mébius-Geometrie (§ 12) und die L-Kreise der Laguerre-Geometrie (§ 33),
also sowohl die gerichteten Kreise und Geraden der euklidischen Ebene
wie auch die Punkte. Letztere werden aber nicht im Sinne der La-
guerre-Geometrie als ein euklidisches Kontinuum angenommen, sondern
als ein Mobius-Kontinuum, wie wir es in der Geometrie von Mdbius
benutzt haben. Es gilt also auch der uneigentliche Punkt des Mébius-
Kontinuums als ein K-Kreis.

Von einer Beriihrung zweier K-Kreise wollen wir dann weiter in
den sechs im §3 zusammengestellten Fillen sprechen.

Am SchluB dieses Abschnittes werden wir die Gruppe von Lie
definieren als eine Gruppe eineindeutiger Transformationen von K-

Blaschke, Differentialgeometrie III. 12
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Kreisen, die sich berithrende K-Kreise immer wieder in ebensolche
iiberfithren. Von dieser Gruppe werden wir dann spiter zeigen, daB
ihre Abbildungen iiberhaupt die einzigen mdglichen eineindeutigen
Abbildungen von K-Kreisen darstellen, die die Bedingung der Be-
rithrung invariant lassen.

Um unsere Gruppe analytisch in einfacher Form darstellen zu
koénnen, wollen wir nun zunichst geeignete Koordinaten einfiihren:

Im §14 haben wir gezeigt, daB wir den gerichteten Kreisen und
Geraden der Ebene eineindeutig die Systeme von 4 durch die Bedin-
gung
(1) (1) = — @5 47 25 2] =1

normierten tetrazyklischen Koordinaten x; zuordnen kénnen. .

Wir wollen jetzt von den vier normierten tetrazyklischen Koordi-
naten der gerichteten Kreise und Geraden zu fiinf homogenen Koordi-
naten iibergehen, bei denen es nur auf die Verhiltnisse ankommt.
Und zwar vollziehen wir diesen Ubergang in ganz dhnlicher Weise wie
den Ubergang von den kartesischen zu den homogenen Koordinaten
in der projektiven Geometrie. Wir setzen, wenn x,, %, %,, %5 die nor-
mierten tetrazyklischen Kreiskoordinaten sind:

(3) x=1 (fir i=0,1,2, 3)
4

und nennen vy, Yy, V2, Vs, Vg die fiinf homogenen pentazyklischen Kreis-

koordinaten. Die Gleichung (1) nimmt in diesen neuen Koordinaten

die Form an:

(4) Gy =—9yi+9+vs+y:—vi=0,

wo wir jetzt mit ()y) symbolisch die neue quadratische Form in den
5 Variablen bezeichnen. Die pentazyklischen Koordinaten geniigen
also der Gleichung (4).

Jedem gerichteten Kreis resp. jeder gerichteten Geraden entspricht
nach (3) eindeutig ein System von 5 der Bedingung (4) geniigenden
VerhiltnisgréBen y, aber umgekehrt entspricht nur den Systemen mit
ys == 0 nach (3) ein gerichteter Kreis oder eine gerichtete Gerade.
Fiir die Systeme mit y, = 0 gilt nach (4) aber

— 93+ 9 +9; +9;=0.

Wir kénnen die vier ersten Koordinaten dann gerade als die tetra-
zyklischen Koordinaten eines Punktes ansehen. Den Systemen mit
y4 = 0 lassen sich also eineindeutig die uneigentlichen und eigentlichen
. Punkte des Mobius-Kontinuums zuordnen. Insgesamt entsprechen also
gerade den Systemen von fiinf VerhaltnisgréBen mit der Nebenbedin-
gung (4) eineindeutig die K-Kreise der Ebene.



§ 42. Pentazyklische Koordinaten. Abbildungen von Lie in der Ebene. 179

Wie hingen nun die pentazyklischen Koordinaten eines K-Kreises
mit den kartesischen desselben zusammen ? Fiir die Aufstellung dieser
Zusammenhangsformeln unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fiir die gerichteten Kreise und eigentlichen Punkte haben wir die
kartesischen Koordinaten &g, 7, R, wo &, und 7, die Kkartesischen
Koordinaten des Mittelpunktes sind und R der Radius. Die Punkte
werden dabei ganz dem § 38 entsprechend als Kreise mit dem Radius 0
betrachtet und bei den Kreisen im gew6hnlichen Sinne wird der Radius
positiv oder negativ gerechnet, je nachdem der Kreis nach auien oder
nach innen gerichtet ist.

Aus den Formeln (38) des § 13 und den Formeln (53) des § 7 ergibt
sich nun fiir den Zusammenhang der pentazyklischen mit den karte-
sischen Koordinaten:

2 2 __ R2 —_ 2 2 RZ
(5) Yo ::9.,"1_,_“}“(50‘;’70 7_), ylzg_l (& “;’70 )’
Yo =05 Y = 0°Tg> V=0 R,

wobei p ein willkiirlicher, nur von 0 verschiedener Faktor ist, den
man wegen der Homogenitdt der y; hinzuschreiben muB. Aus (5) folgt
Yo + ¥; == 0 == 0 und es ergeben sich dann weiter die Umkehrformeln:

— Y. n:JL-
O vty 0 Yo+,

(6)

Yot ¥’
nach (5) und (6) entsprechen die gerichteten Kreise und die eigent-
lichen Punkte also eineindeutig den Systemen mit y, + y, == 0.

2. Den noch fehlenden Systemen mit v, 4- ¥, == 0 entsprechen nun
aber gerade die noch fehlenden Typen von K-Kreisen, nimlich die
gerichteten Geraden und der uneigentliche Punkt. Aus (3) und § 14
(62) folgt, daB die kartesischen Koordinaten a4, oy, @ der gerichteten
Geraden (wo «,, «, die Richtungskosinus sind und w der gerichtete
Abstand der Geraden vom Ursprung) mit den pentazyklischen durch die
Formeln zusammenhingen:

() {%f@w, Y, =0 (—w),
Yo =00y, Y3 =0y, Yy==0+1,

wo p wieder ein von O verschiedener Faktor ist.
Aus (7) ergibt sich umgekehrt:
(8) J}:Q:w &:a- ,&:“

B

| %4 Y4 L2 Ya 2

Es entsprechen also den Systemen mit y,+ 9, =0 und y, == 0 ein-
eindeutig die gerichteten Geraden der Ebene. Nun.fehlt nur noch das
12*
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System, bei dem sowohl yo + vy, = 0 wie y, = 0 ist. Aus (4) folgt in
diesem Fall aber wegen der Realitdt der y:

Yo=y3=0.

Es bleibt also nur ein System von reellen Verhiltnisgro8en ibrig,
némlich:

(9> ‘%:_‘1’ Y2=Y3=9,=0.

Dieses System haben wir aber nach §7 (53) und (3) gerade dem un-
eigentlichen Punkt zuzuordnen.

Die Formeln (7) fiir die gerichteten Geraden ergeben sich als ein
Grenzfall aus den Formeln (5) fiir die gerichteten Kreise und man
iberzeugt sich leicht, daB ein gerichteter Kreis und eine gerichtete
Gerade, deren pentazyklische Koordinaten sich sehr wenig unter-
scheiden, auch geometrisch sehr wenig verschieden sind. Wir werden
allgemein als eine stetige Abdnderung eines K-Kreises eine solche be-
zeichnen, die einer stetigen Anderung der pentazyklischen Koordinaten
entspricht, wobei es nur zu vermeiden ist, dafl diese alle gleichzeitig
verschwinden. Ein gerichteter Kreis kann also z. B. durch stetige Ab-
dnderung auf einen Punkt zusammengezogen werden und dann in
einen Kreis mit entgegengesetzter Richtung iibergehen. Weiter kann
er dann, wenn man seinen Radius etwa unter Festhaltung eines seiner
Linienelemente unbegrenzt wachsen 148t, in eine Gerade ibergefiihrt
werden und dann auf die andere Seite in einen Kreis mit entgegen-
gesetzter Richtung ,,heriibergeschlagen® werden.

Wir werden im folgenden fiir die pentazyklischen Koordinaten eine
dhnliche abkiirzende Symbolik einfithren, wie wir dies fiir die tetra-
zyklischen Koordinaten getan haben. Wir bezeichnen die zu (4) gehorige
aus den pentazyklischen Koordinaten zweier K-Kreise ¢ und y ge-
bildete Bilinearform mit

(10) @G = — %Y T % Y1 T ¥ ¥a T+ Xz ¥ — ¥, ¥,

Ebenso schreiben wir wieder vektorielle Gleichungen, z. B.:

5:“§+/3t)’

indem wir die Indizes unterdriicken und statt der lateinischen deutsche
Buchstaben einfithren. Es gelten fiir die Produkte mit den eckigen
Klammern ganz dieselben Rechengesetze wie fiir die Produkte mit den
runden Klammern. Der Einfachheit halber wollen wir oft, wenn keine
MiBverstindnisse zu befiirchten sind, bei den Skalarprodukten {(x 1))
die eckigen Klammern wieder weglassen. Skalarprodukte ohne Klam-
mern sollen im folgenden also immer die in fiinf Variablen genom-
menen Produkte von der Form (10) bezeichnen.
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Wir definieven jetzt die Transformationen von Lie in der Ebene durch
die linearen Transformationen der pemtazyklischen Koordinaten vy;, die
die Gleichung
(11) Gp=0

wn sich diberfithren. Da mit der quadratischen Gleichung (jhy) = 0
auch die bilineare Gleichung {t4) = 0 fiir zwei K-Kreise in sich iiber-
geht, wird auch diese eine Lie-invariante Beziehung zweier K-Kreis dar-
stellen. Sind in der Gleichung {¢y)) = 0 die § und y gerichtete Kreise,
und setzt man x, = y, = 1, so daB nach (3) die ersten vier Koordinaten
von g und §) die normierten tetrazyklischen Koordinaten sind, so wird:

(&h) =1,

wo (£ D) jetzt die fiir die 4 Variablen genommene Form ist. Nach § 15
stellt also (ty) = 0 die Bedingung fiir die gleichsinnige Berithrung der
beiden Kreise dar. Durch Riickgang auf kartesische Koordinaten iiber-
zeugt man sich nun leicht, daB durch {(zy) = 0 immer einer der im § 3
zusammengestellten sechs Félle fiir die Beriihrung zweier K-Kreise dar-
gestellt wird.

{xy) =0 ist also die Bedingung fiir die Beriihrung zweier K-Kreise,

und unsere Lie-Transformationen erhalten die Bedingung der Beriihrung
von K-Kreisen.

§ 43. Invarianten der Geometrie von Lie.

Deuten wir unsere fiinf pentazyklischen Koordinaten als homogene
kartesische Punktkoordinaten
ECUNNES  B
Yoo Yo' Yo Yo
in einem vierdimensionalen projektiven Raume P,, so stellt (4) die
Gleichung einer Hyperfliche zweiter Ordnung in dem P, dar. Der

Gruppe K von Lze entspricht dann im P, die Gruppe K aller projek-
tiven Transformationen des P,, die diese Hyperfliche in sich tiber-
fithren. Wir wollen zeigen, daBl sich die Form (hyp) bei den Trans-
formationen unserer Gruppe notwendig mit einem positiven Faktor
multipliziert:

(11a) G = @ y*- [0>0.]

Diese Aussage ist gleichbedeutend mit der, dall im P, die Punkte mit

{91 > 0 bei jeder Abbildung aus K in ebensolche iibergehen miissen,
und entsprechend Punkte mit {yy) << 0 in solche der gleichen Art.
Das koénnen wir so zeigen: Eine geometrische Beziehung, diein-
variant ist gegeniiber unserer Gruppe K (resp. K) muB in ihrer analyti-
schen Darstellung notwendig folgende Invarianzeigenschaften besitzen:
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I. Sie muf invariant sein gegeniiber der Gruppe der linearen Trans-
formationen der v, die die Form {99) absolut tnvariant lassen. Denn

diese Gruppe ist eine Untergruppe der Gruppe K (K), von der wir
ausgehen.

II. Sie muf invariant sein gegemiiber den Ummnormierungen
h= A t)* P

wo A wieder ganz dem § 10 entsprechend eine beliebige Funktion des
Ortes in der Mannigfaltigkeit der K-Kreise ist. Diese Invarianzeigen-
schaft muB3 wegen der Homogenitdt der Koordinaten y gelten.

Haben wir im P, nun einen Punkt y, der nicht auf der Hyperflache
(4) liegt, fiir dessen Koordinaten y also §f) == 0 gilt, so hat der Punkt
gegeniiber der Gruppe I als einzige Invariante das ,,skalare Quadrat
{yy). Denn die Gruppe I fillt unter die allgemeinen Gruppen des
§ 10, und die Koordinaten des Punktes y stellen ihr gegeniiber einen
Vektor dar. Sowohl gegeniiber I wie gegeniiber IT ist dann nur sgn {yy)
invariant. Ob dieser Ausdruck auch eine Invariante gegeniiber

K [K] ist, wissen wir noch nicht, denn die Invarianzeigenschaften I, IT
sind bisher nur als notwendig, nicht aber als hinreichend erkannt. Da
der Punkt y auler eventuell sgn {hy) aber sicher keine Invarianten
hat, wissen wir schon, daBl man im P, jeden Punkt mit yy > 0 durch
eine geeignete Transformation unserer Gruppe in jeden gleichartigen
iiberfithren kann, und ebenso kann man sicher alle Punkte mit yy << 0
miteinander vertauschen. Man kann also jeden Punkt mit yy >0
z. B. in den Punkt a mit den Koordinaten {O, 1, 0, 0, 0} iiberfithren,
dessen Polarhyperebene y, = 0 die Hyperfliche (4) in dem Rotations-
hyperboloid — y3 + v7 + y# — y2 = 0 schneidet, also in einer Fliche
zweiter Ordnung mit reellen Erzeugenden. Jeden Punkt mit 9 < 0
konnen wir aber tiberfithren in den Punkt b: {0, 0, 0, 0, 1}, dessen
Polarhyperebene die Hyperfliche (4) in der Kugel

— ¢+ 2 +ys+i=0

schneidet, also in einer Fliche ohne reelle Erzeugende. Da die Flichen
zweiter Ordnung mit reellen Erzeugenden und die Flichen zweiter Ord-
nung ohne reelle Erzeugende durch reelle projektive Transformationen
nun aber nicht ineinander iibergefithrt werden kénnen, kénnen auch die

Punkte a und b durch unsere Gruppe K nicht ineinander tibergefiihrt
werden. Allgemein gilt dann natiirlich: Die Punkte mit yy > 0 als
solche, deven Polarhyperebenen die Hyperfliche (4) in etner Fliche mit
reellen Evzeugenden schneiden, konnen nicht in die Punkte mit yy < 0
tibergefiihrt werden, bei demen man als das entsprechende Schwitigebilde
ewne Fliche ohne reelle Evzeugende erhdlt. Und das war zu beweisen.
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Nachdem wir die Richtigkeit der Beziehung (1la) erkannt haben,
koénnen wir nun aber ganz wie im § 10 verfahren: Wir kénnen bei
einer Abbildung unserer Gruppe K

4
yiszObucylf [t=0,1...4],

die b;;, ohne die geometrische Zuordnung der K-Kreise der Ebene

zu dndern noch mit einem gemeinsamen Faktor 1 :Vllu multipliziert
denken und dadurch erreichen, das yi stattin g (9*y*) in (y* y*) iiber-
geht. Dann haben wir eine Abbildung der Gruppe I, und die allgemei-
nen Transformationen mit beliebig normierten &;; lassen sich dann
aus den Abbildungen der Gruppe I und den speziellen Umnormierungen

y = (1: ]/y)-t)* mit konstantem u erzeugen.

Da diese aber in den allgemeinen Umnormierungen II enthalten
sind, sind die Forderungen der Invarianz gegeniiber I und II auch
hinreichend fiir die Invarianz gegeniiber der Gruppe von Lie. Wir
kénnen also dem Verfahren des §10 entsprechend die Invarianten
der Lie-Geometrie in zwei Schritten bilden: Wir bilden erst Invarianten
gegeniiber 1 (Halbinvarianien) und aus den Halbinvarianten dann noch
Normierungsinvarianten.

Ist uns eine Reihe von K-Kreisen gegeben, deren Lie-Invarianten
wir zu bestimmen haben, so gelten fiir die Bildung der Halbinvarianten
die allgemeinen Regeln des § 10. Denn unsere Gruppe I gehort ja zu
den dort definierten Gruppen verallgemeinerter linearer Substitutionen.
Die zu den K-Kreisen gehorigen Systeme von fiinf VerhéltnisgréBen 1
spielen die Rolle von Vektoren und die Halbinvarianten der gegebenen
K-Kreise sind durch die Skalarprodukte und Koeffizienten von Linear-
kombinationen ausdriickbar. Um aus den Halbinvarianten dann noch
Normierungsinvarianten zu bilden, hat man dann ganz den Vorschriften
des §11 gemiB zu verfahren.

Wir wollen jetzt nacheinander das vollstindige System der Inva-
varianten von 1, 2, 3 usw. K-Kreisen bestimmen. Der Einfachheit
halber wollen wir jetzt oft, wenn keine MiBverstindnisse zu befiirchten
sind, statt K-Kreis einfach Kreis sagen, und statt Berithrung im Sinne
der Geometrie von Lie einfach Beriihrung.

Ein Kreis hat als einzige Halbinvariante sein skalares Quadrat, da
fiir einen Kreis nach Voraussetzung aber immer yy = 0 gilt, ist iiber
diese Halbinvariante sozusagen schon verfligt. Somit existiert weiter
keine Halbinvariante, geschweige denn eine Lie-Invariante. Wir kénnen
also jeden K-Kreis durch eine Abbildung von Lie in jeden anderen
iiberfithren. Es kommt in der Lie-Geometrie weder den (gevichteten) Ge-
raden, noch dew Punkten selbstindige Bedeutumng zu.

Nehmen wir jetzt zwei Kreise ¢ und ), so gibt es aufler den beiden
verschwindenden skalaren Quadraten nur die eine Halbinvariante des
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skalaren Produktes (¢y) der beiden Kreise. Dieses multipliziert sich
aber bei den Umnormierungen

r=A4r*; p=pup*

bei denen 4, i beliebige von 0 verschiedene Faktoren sind, mit dem Fak-
tor A-u und kann daher auf jeden von 0 verschiedenen Wert gebracht
werden. Von invarianter Bedeutung ist nur die mit zwei Kreisen ver-
bundene invariante Gleichung tf) = 0, d. h. die Berithrungsbedingung.

Nehmen wir jetzt drei Kreise ¢, ¢, ', so haben wir zwei verschie-
dene Fille.

1. Die drei Kreise t® sind linear abhingig. Dann gilt etwa:

(12) M =art+ g™,

Soll nun ™ ein Kreis sein, so muB g™ g™ — 0 gelten. Durch skalares
Quadrieren von (12) folgt daraus aber wegen r'r! =" T =0:

2e Gty =0.

Soll g™ weder mit 3! noch mit ¢ zusammen-

fallen, so muB «f =+ 0, also 'y = Osein. Da

& sich dann auch Myl = ¢yt — 0 aus (12) er-

gibt, so beriihren sich alle drei K-Kreise paar-

weise. Drei sich paarweise beriithrende K-Kreise

miissen aber einem und demselben ausgearteten

Fig. 54. Biischel angehéren. Denn die in Fig. 54 die

beiden K-Kreise ' und " beriihrenden Kreise

lassen sich nicht so richten, daB sie beide Kreise 3! und g gleich-

zeitig gleichsinnig beriihren. Von den g! und ¢ im gewodhnlichen

Sinne berithrenden Kreisen bleiben also nur die des Biischels durch

das 3! und " gemeinsame Linienelement iibrig, und diese kann man

so richten, daf {iberall gleichsinnige Berithrung eintritt. Wenn wir im

folgenden von K-Kreisen ein und desselben Biischels reden, so meinen

wir immer sich gleichsinnig berithrende K-Kreise, die in ein und dem-
selben awusgearteten Biischel liegen.

Die Beziehung zwischen drei Kreisen, ein und demselben Biischel
anzugehoren, ist also etwas Invariantes. Somit gehen alle sich gleich-
sinnig beriihrenden Kreise ein und desselben Biischels wieder in eine
ebensolche Mannigfaltigkeit {iber. Statt Kreise eines Biischels kénnen
wir auch sagen: Die Kreise durch ein und dasselbe gerichicte Linien-
element. Gerichtete Linienelemente als Gebilde von K-Kreisen sind also
etwas Lie-Invariantes. Da man durch Umnormieren von ' und g™
in (12) die Faktoren o und f§ zu 1 machen kann, besitzen drei Kreise
eines Biischels keine Lie-Invariante. Die Kreise eines und desselben
Linienelementes konnen wir berfiihren in die gerichteten Geraden
eines Parallelbiischels. Denn auch diese stellen lauter K-Kreise dar,
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die sich paarweise beriihren. Der uneigentliche Punkt gehért dann dem
Biischel an und wir kénnen von durch ihn hindurchgehenden un-
eigentlichen Linienelementen sprechen.

2. Wir kommen jetzt zum Fall dreier linear unabhéngiger Kreise ¢*.
Wir haben die drei Halbinvarianten

(12a) G, ™, @D,

Wenn wir den Fall, daB sich zwei der drei Kreise beriihren, in dem
es keine weiteren Lieinvarianten Beziehungen gibt, ausschlieBen, so
sind alle drei GréBen (12a) von O verschieden. Bei den Umnormie-
rungen
%= A%.po* [ =1, II, 111}
haben wir dann
@rhy = A%-AB.(x* Py, [@, p =1 bis III]

und man iiberzeugt sich leicht, dall man aus den drei Skalarprodukten
nur eine Vorzeicheninvariante bilden kann, niamlich:

(13) o = sgn [(21 gII) @II gIII> <§ II1 §I>} .

Da das Produkt in (13) sich mit dem positiven Faktor (ALAAI)2
multipliziert, ist (13) wirklich eine Invariante. Die Vorzeicheninvariante
d spielt in der Lie-Geometrie eine dhnliche Rolle, wie die im § 11 in der
Geometrie von Mobius eingefithrte Vorzeicheninvariante ¢ dreier M-
Kreise, sie ist aber ihrer geometrischen Bedeutung nach von dieser
verschieden. Da drei K-Kreise, von denen sich keine zwei beriihren,
nur diese eine Invariante besitzen, kann man z. B. jedes Tripel mit

0 = —1 in jedes andere mit § = ——1 iiberfithren, aber nicht in eins
mit 6 = + 1.
Ein Beispiel eines Tripels von K-Kreisen mit § = —1 ist das Tripel

dreier Punkte, ein Beispiel fiir 6 = + 1, das aus einer gerichteten
Geraden und zwei auf verschiedenen Seiten von ihr gelegenen Punkten.
Das bestitigt man leicht, indem man die beiden speziellen Tripel in
kartesischen Koordinaten annimmt, dann nach (5), (7) ihre penta-
zyklischen Koordinaten einfithrt und den Ausdruck (13) bildet.

Es 14Bt sich also jedes Tripel mit § == — 1 durch Lie-Transformation
iberfithren in ein Tripel dreier Punkte, speziell z. B. in das Tripel
dreier Punkte auf einer Geraden g, jedes Tripel mit § = + 1 aber in
die Figur einer gerichteten Geraden und zweier auf verschiedenen
Seiten gelegener, z. B. zu ihr spiegelbildlicher Punkte.

Da es durch drei Punkte auf einer Geraden g nun zwei K-Kreise
gibt, die sie alle drei gleichzeitig beriihren, nadmlich die beiden in g
gegensinnig zusammenfallenden gerichteten Geraden, so gilt wegen der
Invarianz dieser geometrischen Eigenschaft:
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Zy jedem Tripel von K-Kreisen mit 0 = — 1 gibt es zwei reelle K-
Kreise, die alle drev Kreise gleichzeitig beriihren. Im Gegemsatz dazu
gibt es zu den Tripeln mit 6 = -+ 1 keine reellen gemeinsamen Beriih-
rungskreise. Das wird an dem Beispiel einer gerichteten Geraden und
zweier zu ihr spiegelbildlicher Punkte klar.

Die Invariante é dndert sich nach (13) nicht, wenn man die penta-
zyklischen Koordinaten stetig variiert, ohne daB irgendwann einmal
eins der Skalarprodukte verschwindet. Das heiBt geometrisch: ¢ dndert
sich nicht, wenn man die drei K-Kreise stetig abdndert, ohne dabei
Lagen zu iiberschreiten, bei denen sich zwei von den drei K-Kreisen
berithren. Es gilt also:

Fiir esn Kreistripel ist § = — 1, wenn man die K-Kreise des Tripels
durch stetige Abianderung ohne Uberschreitung von Beriihrungslagen in
drei Punkie tiberfiihren kann, es ist dagegen 6 = + 1, wenn dies nicht
mdglich 1st.

§ 44. Doppelverhiltnis von vier Kreisen eines Biischels.
Lineare Kreisscharen.

Wir gehen nun zu den Invarianten von vier Kreisen {iber, und
zwar wollen wir uns nur mit dem speziellen Fall von vier K-Kreisen
z, 9, p und p eines Biischels beschiftigen. Da nach (12) drei Kreise
eines Biischels linear abhingig sind, gilt etwa:

|p=ear+py,
|p=ar+By.
Die Koeffizienten «, 8, «, 73 sind hier Halbinvarianten, und zwar die

einzigen vorhandenen, da die skalaren Produkte der Kreise eines Biischels
alle 0 sind. Nehmen wir die Umnormierungen vor:

(14)

r=4-r%
h=pu-p*;

p =7 p¥,
15 -

mit von 0 verschiedenen Koeffizienten 4, u, z, 7, so erhalten wir aus (14)
ap* =l + B uy*,
ap* =air*+ Buy*

und wir konnen die Gleichungen (14) in die ihnen in den gestirnten
Koordinaten formal entsprechenden Gleichungen

B

prm e B,



§ 44. Doppelverhiltnis von vier Kreisen eines Biischels. Lineare Kreisscharen. 187

tiberfiithren, wenn wir setzen:

€= a¥; ﬂ;%m,

(16) ] B —

T

Tk, p__ T px
7% p ,uﬁ :

I

(16) sind die Substitutionsformeln fiir die Halbinvarianten o, «, 8, B
bei den Umnormierungen (15).

Wie man aus (16) leicht ersieht, kann man aus ihnen eine absolute

Invariante bilden, ndmlich:
o «

(17) D= A E
Welches ist nun die geometrische Bedeutung der Invariante D ? Neh-
men wir zunichst an, daB g, 9, p und p alle wirkliche gerichtete Kreise
eines Biischels sind! Wir kénnen dann zeigen: D ist gleich dem Doppel-
verhdlinis der vier Radien der Kreise unseres Biischels. Um das zu
beweisen, brauchen wir den Nachweis nur fiir den Fall zu fithren, daB
die Kreise des Biischels sich im Ursprung unseres kartesischen Koordi-
datensystems berithren. Denn wegen der Bewegungsinvarianz des
Doppelverhidltnisses einerseits und des analytischen Ausdrucks D an-
dererseits folgt die Behauptung dann fiir jede beliebige Lage des Bii-
schels. Fir die kartesischen Koordinaten &;, #,, R eines gerichteten
Kreises durch den Ursprung gilt nun

& +np —R* =0,

somit ist in der Darstellung (5) der pentazyklischen Koordinaten durch
kartesische -

(17a) Yo = ¢

—

0.

Nun schreiben wir von den Vektorgleichungen (14) nur die fiir die
Koordinatenindizes 0 und 4, also:

(18) pozuxo—{—ﬂyog ﬁo:‘@'xoir/?yo,
py=ox, + By, py=0x,+py,.

Aus diesen Gleichungen kénnen wir %, 8, a und § berechnen, denn es
ist die Determinante

A =%y, — Yo% +=0i

Wenn man nimlich mit R und R™ die Radien der gerichteten Kreise ¢
und 1) bezeichnet, so ergibt sich aus (5) und (17a), daB A bis auf einen
von 0 verschiedenen von den Koeffizienten ¢ herrithrenden Faktor
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gleich R™ — RI ist, und die Radien von % und Y sind ja sicher ver-
schieden. Aus (18) ergibt sich

(182) D— %. % _PiYo—PYs PaYo—PoYs
8 8 Ty Po— TPy 4Py — %Py

Nach (5) und (17a) kénnen wir jetzt in (18a) die pentazyklischen
durch die kartesischen Koordinaten ersetzen. Weil der Ausdruck (18a)
in den Koordinaten jedes der vier Kreise homogen ist, kénnen wir in (5)
die Faktoren p weglassen. Da nach (17a) dann xy = yo=po=po=1:2
gilt, erhilt man aus (18a), wenn man mit R™ und R die Radien
von p und p bezeichnet,

(RI _ Rm) (RII _ Rlv)’ :
Es ist also wirklich die Invariante D gleich dem Doppelverhiltnis
D (RY, R, RY™, R™) der Radien der vier gerichteten Kreise.

Auch wenn einer der Kreise im Grenzfall der Berithrungspunkt oder
die Tangente des Biischels ist, kann man die Invariante D als Doppel-
verhiltnis der Radien auffassen. Man hat nur dem Punkt den Radius 0
und der Tangente den Radius oo zuzuschreiben.

Besteht das Biischel aus lauter parallelen gerichteten Geraden, so
ist D, wie man ebenfalls leicht einsehen kann, das gewshnliche Doppel-
verhiltnis dieser Geraden. Haben wir statt einer der Geraden den
uneigentlichen Punkt, der ja dem Parallelbiischel als Berithrungspunkt
angehért, so ist D nur mehr das Teilverhdltnis der 3 iibrighleibenden
Geraden. Das Doppelverhiltnis von 4 K-Kreisen eines Biischels spielt
in der Lie-Geometrie die Rolle der einfachsten absoluten Invariante
ebenso wie der Winkel in der Mgobius- und die Tangentenentfernung
in der Laguerre-Geometrie. Wir werden alle folgenden Begriffe der Geo-
melrie von Lie aus den grundlegenden Begriffen K-Kreis, Bertihrung
und Doppelverhiltnis ableiten.

Mit einem Tripel von Kreisen g%, von denen keine zwei sich be-
rithren, ist eine ganze Schar von K-Kreisen invariant verbunden,
niamlich die aller Kreise 1), die sich aus den dreien linear kombinieren

lassen:
111

(19) y :agl 0l -

Damit ) ein Kreis ist, muB fir die Koeffizienten g, die Gleichung
gelten:

(19a) <t;t)>:)%9a9ﬂ<x“xﬂ>:0.

Entsprechend der Tatsache, daB jeder der Kreise ) durch die zwei
VerhiltnisgroBen gg : o1r: orr bestimmt ist und da diese an die eine Glei-
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chung (19a) gebunden sind, gibt es eine einparametrige Schar wvon
Kreisen Y.

Wir unterscheiden 2 Fille:

1. Die Vorzeicheninvariante 0 der drei Kreise ¢* ist = —1. Wir
konnen uns dann etwa die drei K-Kreise * in 3 Punkte der &-Achse
iibergefithrt denken. Dann sind die kartesischen Koordinaten # und R
fir sie 0, und nach (5) auch die pentazyklischen Koordinaten mit
den Indizes 3 und 4. Aus (19) folgt dann das Verschwinden dieser
Koordinaten auch fiir die ), und man erkennt leicht, daf} die y gerade
alle Punkte auf der den drei Punkten g gemeinsamen Geraden (der
&-Achse) sind, also alle K-Kreise, die die beiden in die &-Achse ent-
gegengesetzt gerichtet zusammenfallenden Geraden beriihren. All-
gemein ist im Fall § = — 1 durch
(19) also die Schar aller K-Kreise
dargestellt, die die beiden gemein-
samen Beriihrungskreise der t“
gleichzeitig beriihren. Natiirlich ge-
horen die ¢* als spezieller Fall mit zu
den ).

2. Es ist 6 = 4+ 1. Wir kénnen
dann die drei Kreise {iberfiihren
in drei konzentrische Kreise um
den Koordinatenursprung, denn
diese lassen sich offenbar nicht alle
drei durch stetige Abdnderung ohne Fig. 55.
Uberschreitung von Beriihrungs-
lagen auf Punkte zusammenziehen. Es sind dann fiir die z* die
Koordinaten x und x¢ = 0, und gleiches folgt dann auch fiir die y,,
y5. Es ergibt sich, daB die § mit den Kreisen um den Ursprung
identisch sind, wobei die Radien beliebige positive und negative Werte
haben kénnen.

Nun kann man aus drei konzentrischen Kreisen alle ibrigen zu
ihnen konzentrischen in der folgenden Lieinvarianten Weise kon-
struieren:

Man zieht durch jedes Linienelement 7 des einen der Kreise, etwa
! (Fig. 55), die beiden Kreise 37 und 3, die 3" resp. t™ beriihren,
und zu g%, 3 und 3™ jeweils den in ihrem Biischel gelegenen vierten
Kreis tg, der mit ihnen ein festes Doppelverhiltnis 4 bildet; alle zu
den verschiedenen Linienelementen von g! gehérigen Kreise t; um-
hiillen dann auBer gI noch einen weiteren Kreis g,, der zu der kon-
zentrischen Schar gehort, wie aus der rotationssymmetrischen Anord-
nung der Figur ohne witeres klare ist. Fithrt man die Konstruktion
fir alle méglichen Werte d des Doppelverhdltnisses durch, so erhilt
man alle verschiedenen Kreise der konzentrischen Schar y. Diese
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Konstruktion erlaubt wegen ihrer Invarianz zu einem ganz beliebigen
Tripel g* die zugehorige Schar f) zu konstruieren. Sie gilt sogar nicht
nur fiir den Fall 6 = 4 1, sondern auch fir den unter 1 schon er-
wihnten Fall § = — 1. Fiir vier Kreise einer solchen Schar ist dann
immer das Doppelverhaltnis, mit dem der vierte aus den drei iibrigen
konstruiert wird, eine absolute Invariante der Geometrie von Lie.

Wir wollen allgemein eine Schar von Kreisen, die sich nach (19)
aus drei linear unabhingigen linear kombinieren 14B8t, als eine lineare
Schar von K-Kreisen bezeichnen. Ist fiir irgend drei Kreise einer
linearen Schar ¢ = — 1, so ist auch fiir jedes Tripel von Kreisen der
Schar die Invariante 6 = — 1 wie aus dem Vorigen leicht zu entnehmen,
und das Analoge gilt fiir die Scharen mit § = --1. Die linearen Scharen,
die den uneigentlichen Punkt enthalten, sind einfach mit den geraden
Kreisreihen des § 34 identisch. Im Fall 3 = —1 ist das ohne weiteres
klar, denn die gemeinsamen Hilllkreise der Schar miissen dann Gerade
sein und man hat raumartige gerade Kreisreihen. Im Fall § = +1
erhilt man aber die zeitartigen geraden Kreisreihen. Das sieht man,
wenn man bei der der Fig. 55 entsprechenden Konstruktion den einen
der Kreise, etwa 1!, als den uneigentlichen Punkt nimmt. Man hat
dann gerade die am SchluB von § 34 fiir die zeitartigen geraden Kreis-
reihen angegebene Konstruktion.

Eine sehr einfache bewegungsgeometrische Kennzeichnung der all-
gemeinen Scharen mit 6 = + 1 ist im § 66 Aufg. 1 gegeben.

Fiir das Doppelverhiltnis von vier Kreisen ¢*[a = I bis IV]einer
linearen Schar gilt die Formel:

) <,I II)(xIII IV>_< I III) o IV>
(20) 2D —1= " '(Eliwxxfl ;m> LS

Sie ist uns formal schon aus § 9 als Ausdruck fiir das Doppelverhiltnis
von vier Punkten auf einem Kreise bekannt, wenn wir nur statt der
eckigen Klammern runde setzen. In der Tat sind vier Punkte eines
Kreises ja als spezielle K-Kreise einer solchen linearen Schar von
Typ 8 = — 1 aufzufassen, die aus den K-Kreisen besteht, die zwei gegen-
sinnig zusammenfallende Kreise gleichzeitig berithren. Das Doppel-
verhiltnis der vier Punkte des Kreises ist dann nach der Konstruktion
der Fig. 55 gerade das fiir die Punkte als K-Kreise einer linearen Schar
genommene Doppelverhiltnis. Fiir vier Punkte ¢* sind ja die letzten
pentazyklischen Koordinaten 0, so daB wir (20) mit tetrazyklischen
Koordinaten und runden Klammern schreiben kénnen. Wegen der
Invarianz der Formel (20) einerseits und des Doppelverhiltnisses
andererseits gegeniiber der Gruppe von Lie ergibt sich die Richtigkeit
von (20) dann allgemein. Zunichst wenigstens fiir die linearen Scharen
mit 6 = — 1, die mit der Schar der Punkte eines Kreises dquivalent
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sind. Fiir die Scharen mit ¢ = +4 1 braucht man die Richtigkeit von
(20) aber ebenfalls nur in einem speziellen Fall nachzuweisen, etwa
dem einer Schar von lauter konzentrischen Kreisen, was durch Riick-
gang auf kartesische Koordinaten leicht zu bewerkstelligen ist.

§ 45. Lineare Systeme von Kreisen.

Wir wollen jetzt die Systeme von K-Kreisen t betrachten, die
einer linearen Gleichung

(21) Q)= —ay%g+ a, %, + ay%, +a;%, —a,x, =0

mit konstanten Koeffizienten a geniigen. Da ein K-Kreis von drei
Parametern abhidngt, werden die an die eine Gleichung (21) gebun-
denen Systeme eine zweiparametrige Mannigfaltigkeit von Kreisen
ausmachen. Wir werden ein solches System ein lineares System von
K-Kreisen nennen. Man bezeichnet diese Kreissysteme auch mit dem
weniger gliicklichen Namen ,,lineare Kongruenzen‘.

Im §43 haben wir gesehen, wie man die K-Kreise der Ebene auf
Punkte eines projektiven Raumes P, abbilden kann, indem man die
fiinf pentazyklischen Koordinaten als homogene Punktkoordinaten im
P, auffaft. Den Kreisen entsprachen dabei die Punkte einer Hyper-
fliche zweiter Ordnung im P,. Den linearen Systemen (21) ent-
sprechen bei dieser Abbildung nun die Schnitte der Hyperfliche zweiter
Ordnung mit Hyperebenen. Die fiinf GréBen « in (21) sind dann gleich-
zeitig die projektiven Punktkoordinaten des Poles der Hyperebene.
Wir kénnen dann den verschiedenen linearen Systemen g auch die
nicht auf der Hyperflache zweiter Ordnung gelegenen Punkte des P, und
die auf ihr gelegenen eineindeutig zuordnen. Im §43 haben wir gesehen,
dafl den Abbildungen von Lie im P, die projektiven Abbildungen ent-
sprechen, die die Hyperflache in sich iiberfithren. Da sich in den Koor-
dinaten der nicht auf der Hyperfliche gelegenen Punkte des P, diese
projektiven Abbildungen genau so schreiben, wie in den Koordinaten
der Punkte der Hyperfliche, gilt auch fiir die Abbildungen von Lie
in der Ebene: Die Koeffizienten ¢ in (21), die wir als pentazyklische
Koordinaten des linearen Systems bezeichnen wollen, transformieren
sich genau so, wie die pentazyklischen Koordinaten der Kreise. Wir
haben hier ganz dhnliche Verhiltnisse, wie bei der stereographischen
Projektion des § 7. Wie dort die Punkte als Spezialfille der Kreise, so
erscheinen hier in gewissem Sinne die K-Kreise als Spezialfalle der
linearen Systeme. Die Abbildungen von Lie lassen sich auffassen als
Abbildungen der linearen Systeme, bei der die speziellen linearen
Systeme, die der Gleichung {aa) = 0 geniigen, fiir sich ineinander
iibergefiihrt werden. So ein spezielles System mit {aa) = 0 besteht
nach §42, SchluB, aus allen Kreisen, die einen festen Kreis mit den
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pentazyklischen Koordinaten a beriihren. So ein spezielles System
ist natiirlich einem Kreis vollig gleichwertig. Wir wollen uns jetzt
dem Fall aa = 0 zuwenden, in dem wir im Gegensatz zu dem Fall
eines ,,ausgearteten’’ Systems aa =0 von einem nichtausgearteten System
sprechen wollen. Die pentasphirischen Koordinaten g eines solchen
Systems stellen dann einen Vektor dar. Ein Vektor hat nach § 10 als
einzige Halbinvariante sein skalares Quadrat aq. Daraus ergibt sich,
da aa sich bei Umnormierungen mit einem positiven Faktor multi-
pliziert, die Vorzeicheninvariante sgn{aa). Wir haben somit drei
Typen von linearen Systemen, die wir auch in der folgenden Weise
benennen wollen:

1. aa> 0 elliptisches System;
2. aa =0 parabolisches System;
3. aa << O hyperbolisches System.

Welches ist nun die geometrische Bedeutung der Systeme von K-
Kreisen vom Typ 1 und 3?

Wir wollen wieder in (21) die pentazyklischen Koordinaten der
Kreise ¢ nach (5) durch die kartesischen ersetzen, dabei wollen wir
in der Bezeichnungsweise des § 33 setzen:

=X ny=X,, R=X,
und
(X%) = — X7+ X7 + X7

Dann schreiben sich die Gleichungen (5) in der Form:

(., _ 1+-&%X . N et 2.
(22) Yo=@ —5 1= 0 5
=X pm=0Xy ¥, =0 X
und aus (21) erhalten wir bei Fortlassung des Faktors p:

a, —a ag+ @ .. >
Lyt — L (XE) Fay Xy Fag Xy —a, X, =0.

(23)

Daraus ergibt sich: Die linearen Systeme mit ay + a; = 0 sind nach
§ 39 einfach die ebemen Kreissysteme, die Systeme mit ag—+ a, =0
aber mach § 36 die sphirischen Kreissysieme. Denn im ersten Fall ver-
schwindet das quadratische Glied mit XX und wir behalten eine Glei-
chung der Form (23) des § 35, die linear in den X ist. Dabei entspricht
der Fall {aa) = aj + a3 — a} < 0 den raumartigen, der Fall {aa) > 0
aber den zeitartigen ebenen Kreissystemen.
Fiir ay + a; + 0 kann man aber (23) in die Form

: A V2 {aa)
(24) <& a “0+“1> (@ +ay)?




§ 45. Lineare Systeme von Kreisen. 193

bringen, wobei gesetzt ist

( B A \2:3’:;{_2(913) Q[?[g
a0+a'1/ ay+a, (2 +ay)

und
UX)=ay X, +a, X, —a,X,; UAUA=al+a}—a?

und man sieht, daB auch hier dem Fall aa < 0 die raumartigen
und dem Fall aa > 0 die zeitartigen sphirischen Kreissysteme ent-
sprechen.

Wir kénnen also zusammenfassend sagen: Die elliptischen linearen
Kreissysteme sind im wesentlichen identisch mit den raumartigen ebe-
nen und spharischen Kreissystemen der Laguerregeometrie, die hyper-
bolischen linearen Systeme aber einfach mit den entsprechenden zeit-
artigen Systemen.

Da in der Lie-Geometrie jedes elliptische System in jedes andere iibergefiihrt
werden kann, und gleiches auch fiir die hyperbolischen Sys{eme gilt, sind jetzt die
ebenen und sphérischen Kreissysteme zueinander vollig gleichberechtigt. Wir
haben in unserem obigen Satz soeben ,,im wesentlichen’ hinzugefiigt, weil dabei
noch ein Zusatz zu machen ist: Wihrend wir die ebenen und sphirischen Kreis-
systeme in der Laguerre-Geometrie als Mannigfaltigkeiten von L-Kreisen, d. h.
von gerichteten Kreisen und eigentlichen Punkten aufgefaBt haben, betrachten
wir die linearen Systeme als Gebilde von K-Kreisen. Wir werden daher den
ebenen und sphirischen Kreissystemen noch gewisse Geraden und unter Um-
stinden auch den uneigentlichen Punkt hinzuzufiigen haben, um die linearen
Systeme zu erhalten. Was die Geraden angeht, so bekommt man sie natiirlich,
indem man in (21) die ¢ nach (7) durch die kartesischen Geradenkoordinaten
oy, %, @ ersetzt. Man kann aber auch ohne weiteres einsehen, welche Geraden den
ebenen, resp. sphirischen Systemen zuzuzihlen sind, wenn man bedenkt, daB sie
sich in diesen als Grenzfille, d. h. als Haufungselemente der. L-Kreise ergeben. An
gerichteten Geraden sind mitzuzihlen:

1. Im Falle von zeitartigen spharischen oder ebenen Systemen die Geraden,
die den festen gerichteten Kreis, resp. die feste gerichtete Gerade, die von allen
Kreisen des Systems unter festem Winkel geschnitten wird, unter demselben
Winkel schneiden.

2. Im Falle eines raumartigen spharischen Systems sind in der Fig. 46 die
etwa auftretenden gemeinsamen Tangenten der beiden Kreise 3,, '51 mitzurechnen,
sowie die aus ihnen bei der Rotation um M entstehenden Geraden.

3. Im Falle eines ebenen zeitartigen Systems sind gar keine Geraden mitzu-
rechnen. Denn bei diesen nach § 35 (23a) durch R = ¢ 7 + d darstellbaren Syste-
men riickt bei wachsendem R auch die ganze Kreisperipherie ins Unendliche, so
daB sich die Kreise gegen gar keine im Endlichen gelegene Geraden hiufen.

Der uneigentliche Punkt ¢ = {1, — 1, 0, 0, 0} ist, wie man aus (21) leicht er-
sieht, nur bei den ebenen Systemen a, -;- 4; = 0 mitzuzihlen. Die ebenen Sy-
steme sind also vor den spharischen dadurch ausgezeichnet, daB sie den uneigent-
lichen Punkt enthalten.

Die einfachsten bewegungsgeometrisch spezialisierten Typen von linearen
Systemen, in die die allgemeinen Systeme durch Abbildung von Lie iibergefithrt
werden kénnen, sind:

1. Fir die elliptischen Systeme die Mannigfaltigkeit aller K-Kveise, die eine
feste Gerade senkvecht schneiden. Dabei sind die eigentlichen Punkte der Geraden

Blaschke, Differentialgeometrie III. 13
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und der uneigentliche Punkt mitzuzihlen. Analytisch ist ein solches spezielles
System z. B. durch die Gleichung ag = #; = 0 gegeben, d.h. durch das System
mit den Koordinaten a = {0, 0, 0, 1, 0}.

2. Fiir die parabolischen oder ausgearteten linearen Systeme etwa die Mannig-
faltigkeit aller K-Kreise, die den uneigentlichen Punkt beriithren, d. h. aller ge-
richteter Geraden der Ebene. Der uneigentliche Punkt ist hier mitzuzihlen. Ana-
lytisch haben wir fiir dieses System die Koordinaten a = {— 1, 1, 0, 0, 0}, also die
Gleichung x4+ #; = 0.

3. Fir die hyperbolischen Systeme das System a={0,0,0,0,1} [#, = 0]
aller eigentlichen und uneigentlichen Punkte.

Wir wollen jetzt eine invariante Konstruktion der nicht ausgearteten

linearen Systeme geben.

Wir denken uns bei zwei (ausgearteten) Kreisblischeln B und B drei
Kreise 1,4, 3 des einen drei Kreisen I, ), 3 des anderen zugeordnet und
dann weiter jedem Kreis von B, der mit g, §) und 3 ein bestimmtes Doppel-

verhiltnis bildet, den Kreis von B, der mit £, ) und 3 dasselbe Doppel-
verhiltnis hat. Wir nennen solche Kreisbiischel, bei denen vier Kreisen des
einen immer vier Kreise des anderen mit demselben Doppelverhiltnis ent-
sprechen, Liegeometrisch aufeinander bezogene Kreisbiischel. Wir be-
weisen nun: Haben wir speziell zwer Liegeometrisch bezogene Krets-
biischel mit etnem, beiden gemeinsam angehorenden K-Kreis, der sich
selbst entspricht, und ziehen wiv dann zu jedem Paar entsprechender Kreise
alle sie beide gleichzeitig bevithrenden Kreise, so evhalten wiy ein zwer-
parametriges System von Kreisen, die ein lineares System bilden.

Um den Beweis zu fiihren, bezeichnen wir mit § den gemeinsamen
Kreis unserer beiden Biischel, und mit y, 3 und ), 3 zwei weitere ent-
sprechende Paare von Kreisen. Da g, 1), 3, sowie t, § 3 demselben
Biischel angehéren, gilt dann nach (12)

F=0r+oy,

25 B
(25) 3=0Qr-+06y.

Durch die Figur unserer fiinf Kreise ¢, 1, 9, 3, 3 ist die Zuordnung
unserer Biischel festgelegt.

Wir koénnen es durch geeignete Umnormierung von 3 in (25) er-
reichen, daBl ¢ = 1 wird und hinterher dann noch durch Umnormierung
von {), daB ¢ =1 wird. Ebenso kénnen wir durch Umnormierung
von 3 und § auch g und o zu 1 machen. Im folgenden wollen wir immer
diese Normierung von 1), ¥, 3 und 3 benutzen.

Haben wir jetzt in dem Biischel B einen weiteren Kreis

(28) t=ar+pBy
so ist nach (17) das Doppelverhiltnis

(29) Dty 8) =4
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Soll der Kreis
t=ar+ B9

in dem Biischel B mit 1, ), 3 dasselbe Doppelverhiltnis haben wie t
mit g, 9, 3, so muB gelten:

Da es nur auf das Verhiltnis &:/3_ ankommt, kénnen wir daher fur
zwei entsprechende Kreise t und

«—a, f=p
machen. Durch
(30) | t=ez+ By,
| t=az+ 89

sind also die entsprechenden Paare von K-Kreisen dargestellt. Nehmen
wir nun fiir jedes solche Paar die dieses gemeinsam beriihrenden Kreise v,
so muf} gelten

e 1By =0,
afpr) + poyp=0.

Jeder Kreis 9 der Mannigfaltigkeit, die wir so erhalten, mull einem
Gleichungssystem (31) mit nicht gleichzeitig verschwindenden GréBen
o, B geniigen. Das heilit aber, es muf} die Determinante desselben:

(32) O — ] =0

sein. Lassen wir die Kreise b mit v ¢ = 0, die den gemeinsamen Kreis ¢
beriihren, beiseite, so erhalten wir wirklich gerade lauter einem linea-
ren System angehérende Kreise, denn es ist r =t —1 wegen
{rr) = —2 {9h) = 0 ein nicht ausgeartetes System und es gilt pr = 0.

Die Konstruktion hat einen Schonheitsfehler. In (32) tritt der
Faktor v auf. Die Konstruktion liefert, wenn wir alle ¢ berithrenden
Kreise mitrechnen, zu viel, denn nicht alle der Gleichung vz =0
geniigenden Kreise werden auch die Gleichung vt = 0 befriedigen,
also dem System angehéren; wenn wir aber von vornherein alle g
berithrenden Kreise ausschlieBen, so erhalten wir nicht alle Kreise des
Systems r. Denn es wird Kreise geben, die sowohl pg = 0 wie br =0
befriedigen, z. B. den Kreis b = ¢ selbst.

Wir kénnen nun aber genau alle Kreise des Systems bekommen,
wenn wir erst die ¢ berithrenden weglassen und zu dem unvollstindi-
gen System, das man dann erhalt, die Haufungselemente hinzunimmt.
Natiirlich muB man schon von vornherein der Figur der durch die
fiinf Kreise 1, 1), 3, ), 3 bestimmten Liegeometrisch bezogenen Biischel

13*

(1)
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ansehen konnen, ob bei der Konstruktion ein elliptisches oder hyper-
bolisches System herauskommt. Das einfache Kriterium ist in der
Aufg. 2 des §66 angegeben.

§ 46. Weitere Eigenschaften der linearen Systeme.

I. Wir kommen jetzt zu einer zweiten invarianten Konstruktion des
linearen Systems:

Wir geben uns drei Kreise g%, ™, y vor, von denen sich keine zwei
berithren und konstruieren die lineare Schar aller Kreise 3, die t' und
I gleichzeitig berithren. Bestimmen wir dann zu jedem Paar 3!, 3t
von K-Kreisen aus 3 die durch 3!, 3/ und p ,,aufgespannte’ lineare
Schar t von K-Kreisen, so bilden alle Scharen t eine lineare Kongruenz.
Auf den Beweis kommen wir gleich zu sprechen. Beider Konstruktion
ist noch als wichtig hervorzuheben, dafl das lineare System schon durch
diejenigen linearen Scharen t erschépft wird, welche zwei reelle Hiill-
kreise besitzen. Es geniigt nach §45 also bei der Konstruktion die-
jenigen Paare 3! und 3™ von K-Kreisen der Schar 3 zu nehmen, die mit
 zusammen die Vorzeicheninvariante

d=sgn[GINGINGIiDH]) = —1

besitzen. Im Gegensatz zu der im vorigen Paragraphen fiir die linearen
Systeme angegebenen Konstruktion haben wir hier eine Konstruktion
gefunden, bei der nur die Begriffe K-Kreis und Beriihrung vorkommen
und nicht der des Doppelverhilinisses, und diese Konstruktion verlduft
dann in folgender Weise:

Sind die drei K-Kreise 1Y, t™ und v vorgegeben, so bestimmen wir
die Schar 3 aller K-Kreise, die t* und ¢t berithren. Dann nehmen wir
alle Kreispaare 31 und 31 aus 3, die mit vy zusammen ein Paar gemein-
samer Beriihrungskreise ¥ und 5 besitzen. Bei jedem solchen Paar
3, 3™ konstruieren wir dann die Schar aller Kreise t, die die K-Kreise
1 und YL gleichzeitig beviihven. Die Schaven t machen dann gerade alle
K-Kreise eines linearen Systems aus.

Wir werden dann weiter noch zeigen: Haben die drei zu Anfang
gegebenen K-Kreise t!, t' und y die Vorzeicheninvariante é = —1,
so wird bei der Konstruktion das lineare System elliptisch, ist aber

= + 1, so wird das System Ayperbolisch.

Wegen der Lie-Invarianz unserer Konstruktion brauchen wir von ihr nur fiir
ein einziges Tripel g1, 1&, ) mit § = — 1 zu zeigen, daB sie ein elliptisches System
liefert und fiir ein einziges Tripel mit § = + 1, daB man wirklich auf ein hyper-
bolisches System gefiihrt wird. Denn durch eine Abbildung von Lie koénnen
wir unsere Tripel {gI, ¢&%, §} in die allgemeinsten Tripel mit gleicher Vorzeichen-
invariante iiberfithren und ebenso unser System in das allgemeinste gleichartige
System.

Als Tripel mit § = — 1 nehmen wir nun zwei gegensinnig zusammenfallende
Gerade I und gU an und nehmen Y als einen zu der Geraden g, in die §! und ¥
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hineinfallen, senkrechten Kreis an. Die Schar § besteht dann aus den Punkten
der Geraden g. Da die ganze Figur {¢I, tI, §)} zu g symmetrisch ist, werden bei der
Konstruktion der linearen Scharen t auch nur zu g symmetrische K-Kreise heraus-
kommen koénnen, d. h. aber zu g senkrechte K-Kreise. Die zu g senkrechten K-
Kreise bilden aber, wie wir schon wissen, ein elliptisches lineares System. Es kom-
men nun auch wirklich alle K-Kreise des Systems bei Bildung der linearen Scharen t
heraus und sogar schon, wie behauptet, bei Bildung der linearen Scharen mit
reellen Hiillkreisen. Denn zu jedem zu g senkrechten K-Kreis t kénnen wir einen
K-Kreis f zeichnen, der y und { beriihrt (Fig. 56) und g in zwei Punkten I, 3I
schneidet. Nehmen wir zu f auch noch den zu g spiegelbildlichen Kreis ¥ hinzu,
so gehort § der durch 31, 31, ) bestimmten linearen Schar an, die die gemeinsamen
Berithrungskreise f und ¥’ besitzt. Es gehort also wirklich jeder Kreis des Systems
einer Schar t mit reellen Hiillkreisen an.

Fig. 56.

Im Fall § = + 1 nehmen wir ! und g wieder als nach g gegensinnig zusam-
menfallende Gerade an, so daB3 die Schar 3 wieder aus den Punkten von g besteht,
und {) als einen ausserhalb von g gelegenen Punkt. Die linearen Scharen t be-
stehen dann aus den Punkten der durch t) und je zwei Punkte 31, 3 von g bestimm-
ten Kreise und Geraden. Diese Scharen t haben alle zwei reelle Hiillkreise, denn
sie sind ja Scharen von K-Kreisen, die zwei gegensinnig zusammenfallende K-Kreise
gleichzeitig berithren. Die Scharen t machen dann aber gerade das hyperbolische
System aller Punkte der Ebene aus.

I1. Bisher haben wir iiber die geometrische Natur der Transforma-
tionen von Lie noch garnichts ausgesagt, wir wollen jetzt ein spezielles
besonders typisches Beispiel einer Abbildung von Lie betrachten, die
sog. Lie-Inversion oder die Spiegelung an einem linearen System. Wir
definieren sie analytisch durch:

24az®

I *
(33) g_ <C(ﬁ) a+ )

wo q ein fiir die ganze Abbildung ¢ — ¢* festes nicht ausgeartetes lineares
System darstellt. Da die Transformation (33) linear in den ¢* ist und
da aus (33) folgt tr = r**, so haben wir es wirklich mit einer Abbildung
von Lie zu tun. Aus (33) ersiecht man, daB alle K-Kreise des Systems a
einzeln fest bleiben. Das rechtfertigt auch den Namen Spiegelung
an einem System, denn wir nennen ja auch z. B. in der Gruppe der
gleichsinnigen und ungleichsinnigen Z#hnlichen Abbildungen die Ab-
bildungen, die die Punkte einer ganzen Ebene des Raumes fest lassen,
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die Spiegelungen an einer Ebene. Wie ist es nun mit einem Kreis ¢
auferhalb a? Nach (33) gilt fiir alle Kreise 3 des Systems, die g be-
rithren, fiir die also 3a = 3¢ = 0 ist, auch 33*=0. Das Bild ¢* von ¢
ist also einfach der zweite K-Kreis, der von allen g beriihrenden Kreisen
des Systems eingehiillt wird.

Als spezielle Fille von Lie-Inversionen ergeben sich: Wenn wir das
System a aller Kreise nehmen, die zu einem festen Kreis b senkrecht
sind, die gewohnlichen Inversionen der Mobius-Geometrie. Denn wenn g
ein Punkt ist, so sind die 3 alle durch g gehenden und zu b senkrechten
Kreise, die sich in dem Bildpunkt g* von ¢ noch ein zweites Mal schnei-
den. Nehmen wir das lineare System aller K-Kreise senkrecht zu einer
festen Geraden, so erhalten wir die gewdhnliche Spiegelung an einer
Geraden. Nehmen wir das System a als ein ebenes Kreissystem an, so
bekommen wir die Laguerre-Inversionen des § 37. Nehmen wir speziell
das System aller Punkte, so ergibt sich der Richiungswechsel.

Wir werden im § 49 zeigen, daf sich die ganze Gruppe von Lie aus
Lie-Inversionen erzeugen 148t. Hier wollen wir nur schon dies bemerken:
Da die Mobius-Inversionen einerseits und die Laguerre-Inversionen an-
dererseits spezielle Lie-Transformationen sind, und da sich aus ersteren
die Gruppe M, von Mobius, aus letzteren aber die engere Gruppe &4 von
Laguerre erzeugen 1afit, kann man jede M6bius-Transformation und jede
Laguerre-Transformation aus &g durch Lie-Transformationen erzeugen,
es sind also die Gruppen M, und &, Untergruppen der Gruppe von Lie.
Gleiches gilt aber auch von der erweiterten Gruppe &, von Laguerre,
denn diese liBt sich aus ¢z und den Ahnlichkeitstransformationen
erzeugen, letztere sind aber spezielle Abbildungen aus M,, alsoauch
spezielle Abbildungen von Lie.

ITI. Zwei lineare Systeme a und p haben die Halbinvarianten {aa},
{ap), {(pp) und daraus 148t sich die eine absolute Invariante

(ap)?

4 —
(34) K {aad{p p)
bilden. Wir wollen sie geometrisch deuten:

Wir wiahlen zundchst einen beliebigen Kreis u, der dem einen der
Systeme angehort, etwa a, dem anderen p aber nicht. Dann spiegeln
wir 1 an p und erhalten so einen neuen Kreis v. Nun spiegeln wir
b an q in einen dritten Kreis w, und dann schlieflich tv an p nach dem
vierten Kreis t. Aus der Formel (33) erhalten wir nach der Reihe:
20w

b=y P T

_Aappuw 20w
= woop T ep P
_4apow  8@piopw

b= Goomn ° opiae P TR

(35)
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Nun ist t eine Linearkombination der drei ersten Kreise u, b, o, denn
nach (35), 14Bt sich p aus u und v, nach (35), dann auch a durch u, »
und to linear kombinieren, nach (35); dann aber schlieBlich { durch
u, b und . Die vier Kreise gehéren also einer linearen Schar an
und haben nach §45 ein durch die Formel (20) gegebenes Doppelver-
hiltnis. Fiir dieses ergibt die Rechnung:

(36) D(u,t,0,w) =4 K.

Damit ist die Invariante K gedeutet. Der Wert des Doppelverhiltnisses
(36) hangt also weder von der Wahl von u in dem einen der Systeme
ab, noch davon, in welchem der beiden Systeme man u wahit.

IV. Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall K == 0, also zweier
Systeme a, p mit
(36a) ap=0,

die wir auch als snvolutorische oder in Involution befindliche Systeme
bezeichnen wollen. Nach (35) gilt in diesem und nur in diesem Falle
ba=0:

Fiir zwei involutorische Systeme liegt also mit jedem Kreise u, der
einem der Systeme, etwa a angehdrt, auch sein zu dem anderen System p
spiegelbildlicher Kreis v in dem System a. Wie sich nach der Nr.I
dieses Paragraphen der Begriff des linearen Systems allein auf die Be-
griffe K-Kreis und Beriihrung zuriickfithren 148t, so 14Bt sich auch
der Begriff der involutorischen Lage zweier Systeme allein auf diese
beiden Grundbegriffe zuriickfilhren. Das geht aus der soeben gegebe-
nen geometrischen Erklarung der involutorischen Lage und der unter
Nr. II gegebenen geometrischen Erklarung der spiegelbildlichen Lage
zweier K-Kreise beziiglich eines linearen Systems hervor.

V. Ein lineares System p und zwei ihm nicht angehérende und
zueinander nicht spiegelbildliche Kreise u, v besitzen eine absolute
Invariante:

_ un)(pp
(37) J= wp) (o

Wir konnen sie so deuten: Wir spiegeln u an p nach u’ und v an p
nach v’. Dann sind die vier Kreise 1, u’, v, b’ wieder linear abhingig,
liegen also in einer linearen Schar, und fir das Doppelverhiltnis
D (u, v, 1/, v’) der vier Kreise der linearen Schar ergibt sich nach (33)
und (20)

2D
Sind speziell die vier Kreise harmonisch (D = — 1), so gilt:
(39) ]_<uv><pn>_1

T upop
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§ 47. Uber den Einbau der Geometrie von Mébius
in die Geometrie von Lie,

Wir betrachten jetzt die Untergruppe der Gruppe von Lie, deren
Abbildungen ein bestimmtes lineares System fest lassen, d. h. deren
Abbildungen die Kreise eines bestimmten linearen Systems immer
wieder in Kreise desselben Systems iiberfithren. Von besonderer Be-
deutung werden fiir uns nur die beiden Fille sein, daB das {feste
System p hyperbolisch und daB es parabolisch ist, der Fall eines
elliptischen Systems wird uns weniger interessicren. Wir beginnen in
diesem Paragraph mit dem Fall des hyperbolischén Systems.

Wahlen wir speziell den im § 45 erwihnten einfachsten Fall eines
hyperbolischen Systems:

(44) »=1{0,0,0,0,1},

so sind die K-Kreise des Systems die samtlichen eigentlichen und un-
esgentlichen Punkie. Wir haben dann also die Untergruppe der Gruppe
von Lie, die Punkte in Punkte iiberfiihrt. Fiir die Punkte p gilt
nach (44)

am=—x,=0

und da fiir die Abbildungen g — r* unserer Untergruppe aus x, = 0
auch x} = 0 folgt, so werden die ersten vier pentazyklischen Koordi-
naten der Punkte unter sich durch lineare Transformationen substi-
tuiert, die die Gleichung

(45) Er)=—x x5 +2+25=0

auf die {rr) = 0 jetzt zusammenschrumpft, in sich iiberfithren. Nach
§ 8 konnen wir nun aber gerade die %, %y, %, x; als tetrazyklische
Punktkoordinaten auffassen, und unsere Abbildungen sind einfach die
Kreisverwandtschaften von M obius.

Die Gruppen, die ein beliebiges anderes hyperbolisches System
als (44) invariant lassen, gehen durch eine einfache Abbildung von Lie
aus der Gruppe mit dem speziellen System (44), also aus der Gruppe
von Mébius hervor. Wir kénnen auch bei Zugrundelegung dieser iso-
morphen Gruppen Mobius-Geometrie treiben, wenn wir nur die ein-
zelnen geometrischen Gebilde gerade mit dem Namen derjenigen ent-
sprechenden geometrischen Gebilde belegen, in die sie bei der Ab-
bildung der isomorphen Gruppe auf die wirkliche M&bius-Gruppe mit
dem System (44) iibergehen. Wir haben dann also z. B. die Kreise, die
dem allgemeinen festen System p angehéren, als Punkte zu be-
zeichnen.

Wir konnen nun die Mébius-Geometrie durch Einfithrung eines
absoluten Systems p in ganz derselben Weise in die Lie-Geometrie
einbauen, wie seinerzeit im § 16 und im § 17 die euklidische und nicht-
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euklidische Bewegungsgeometrie durch Einfilhrung eines absoluten
Punktes resp. eines absoluten Kreises f in die Geometrie von Mdbsus.

Nach den allgemeinen Ideen des Evianger Programms (vgl. § 5) sind
dann die Mobiusgeometrischen Eigenschaften irgendwelcher gegebener Fi-
guren nichis anderes als die Liegeometrischen Eigemschaften dieser Fi-
guren beziiglich des absoluten Systems. Haben wir z. B. eine Reihe
gegebener K-Kreise, ¥, ¢I'... t?, sosind die Mébius-Invarianten dieser
Kreise einfach die Lie-Invarianten, die man aus diesen Kreisenund
dem Vektor des absoluten Systems p bilden kann.

Wir konnen wieder, ganz dem Verfahren des § 16 bei der Bewe-
gungsgeometrie entsprechend, die M6bius-Geometrie in zwei Stufen be-
treiben:

A. Wir fithren einfach das absolute System p in unseren Formeln
mit, behalten pentazyklische Koordinaten bei und bleiben ganz in
engem Anschlufl an die Lie-Geometrie.

B. Wir legen uns von vornherein auf die spezielle Wahl (44) des
Systems p fest und gehen dann zu speziellen zu dem System in
besonders einfacher Beziehung stehenden Koordinatensystemen iiber.
Fiir die Punkte nehmen wir, wie schon angegeben, die durch die ersten
vier pentazyklischen Koordinaten gegebenen tetrazyklischen. Die
pentazyklischen Koordinaten der gerichteten Kreise und Geraden, also
der M-Kreise g, kénnen wir dann durch {(rp)=-—1, also x,=1
normieren. Dann sind nach (5) die ersten 4 pentazyklischen Koordi-
naten die wnormierten tetrazyklischen Koordinaten der gevichieten M-
Krerse.

Wir wollen jetzt wieder ganz dem Vorgehen im § 16 entsprechend
einige Formeln aufstellen, die zur Stufe A gehéren und deren Richtig-
keit man durch Ubergang zur Stufe B und Vergleich mit den in den
Kapiteln I und II in tetrazyklischen Koordinaten aufgestellten For-
meln leicht nachweisen kann.

I. Zwei zu dem absoluten System p nach (33) spiegelbildliche
Kreise ¢ und g* stellen in der Interpretation der Mébius-Geometrie ein-
fach zwei emigegengesetzt gerichiet zusammenfallende Kreise dar. Denn
nach (44) ergibt sich auf Stufe B, daB die ersten vier Koordinaten
von g und g* iibereinstimmen und die fiinften entgegengesetzt gleich
sind. Normieren wir g und ¢* so um, da x, = x¥ =1 wird, so unter-
scheiden sich dann die ersten vier Koordinaten, also die normierten
tetrazyklischen, um den gemeinsamen Faktor — 1, woraus nach § 13
die Behauptung folgt. Als zwei zum festbleibenden System p spiegel-
bildliche Kreise sind dann in der Mobiusgeometrie zwei entgegengesetzt
gerichtet zusammenfallende Kreise miteinander invariant verkniipft.

II. Der Winkel ¢ zweier gerichteter Kreise u und v ist durch

ub) {p p
{up(op)

(46) cosp=1—
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gegeben, wie man durch Riickgang auf tetrazyklische Koordinaten,
mittels § 13 (40) leicht erkennt. Der Winkel ist somit nach § 46 (37), (38)
als die dort angegebene Invariante zweier Kreise und eines linearen
Systems Liegeometrisch erklart. Er hingt mit dem dort eingefiihrten
Doppelverhiltnis D der u, v und ihrer zu p spiegelbildlichen Kreise
u’, v’ durch die Formel

(47) c.osq):%—l

zusammen. Auf Stufe B sind u’, v’ die mit u und b entgegengesetzt

zusammenfallenden Kreise, und aus (47) ergibt sich dann eine Ev-

kldrung der Winkelinvariante zweier Kreise durch ein Doppelverhilinis,

die auch noch im Fall sich nicht schneidender Kreise Giiltigkeit hat.
Wenn wir durch die Forderung

{48) pp=—1

(oder indem wir p = vip setzen) fir das hyperbolische System

p (pp < 0) eine invariante Normierung festlegen, so koénnen wir
statt (46) schreiben

_an
cosp — 1= an o
oder
(49) _ogin2® o W® _ un®y
- Y T W eb) (1 p) (v p)

III. Wir wollen jetzt sehen, welche Rolle ein von p verschiedenes
lineares System in der MObius-Geometrie spielt. Wir wollen uns nur
mit dem Fall eines elliptischen Systems a beschiftigen, der fiir uns
vornehmlich Interesse hat.

Das System a hat eine Mobius-Invariante, denn es besitzt mit p
eine Lie-Invariante (34)

_ fap®
(50) K= @aypp

Wir kénnen hier diese Invariante auch auf folgende Weise erkldren:
Mit dem System a sind zwei gerichtete Kreise Md&biusinvariant
verbunden, nimlich die nach

(51) p=ca+t By
aus a und p linear kombinierbaren, die sich fiir die aus
(52) Gp=e@ay+2afap -+ Gpn=0

bestimmten beiden Werte o:f ergeben. Diese beiden Kreise sind, wie
man nach (33) leicht nachrechnet, zu p spiegelbildlich, fallen also
gegensinnig zusammen. Da wegen aa > 0, pp <0, gilt: K <0, hat
(52) immer zwei reelle Losungen.
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Wir wollen jetzt einen beliebigen Kreis ¢ in dem System a anneh-
men und seinen Winkel mit einem der Kreise (51) berechnen. Nach
(46) gilt

4 GRdem
osP=1"4wan
Nach (51) folgt daraus wegen (ra) = 0:
(53) cosp =1— By

aplacap+pmp]

Hier hebt sich der Faktor {¢p) oben und unten heraus, der Winkel ¢
hiangt also, da ¢ dann gar nicht mehr vorkommt, von der Wahl des
Kreises ¢ in @ nicht ab. Aus (63) folgt durch Umformen:

1
cos?p = .
L (2) (@D) e EeD
o {ap) o {ap)
Hier kann man nun nach (52) f:« eliminieren und man behilt:
a 1
cos?p = 1——— Coen ’
@p?®
also nach (50)
(54) cos® @ = -

Da der cos? ¢ des Winkels zweier Kreise von ihrer Richtung gar nicht
abhingt, bilden also alle Kreise ¢ des Systems a mit dem ungerich-
teten Kreis, in den die beiden 3 zusammenfallen, den gleichen Winkel
[ein Resultat, das uns aus §45 fiir das elliptische System schon be-
kannt ist] und die Mobius-Invariante K des Systems bestimmt sich aus
dem Winkel ¢ nach (54).

IV. Aus (54) folgt nach §46 IV, daf die zu dem absoluten System p
involutorischen elliptischen Systeme a mit den Mannigfaltigkeiten aller
zu einem festen M-Kreis senkrechten K-Kreise identisch sind.

An diese Beispiele wollen wir noch einige Betrachtungen schlieBen,
die sich auf den Ubergang zur Stufe B beziehen.

Wenn es uns nur darum zu tun ist, zu einem gerichteten Kreis g
die unnormierten tetrazyklischen Koordinaten zu bekommen, die dem
ihm entsprechenden ungerichteten Kreis zugehéren, so kdnnen wir
einfach die finfte pentazyklische Koordinate weglassen und die vier
ibrigen sind dann die gewiinschten Koordinaten. [Vgl. (5) und § 7 (59)!].

Haben wir ein elliptisches lineares System a und lassen wir die
finfte Koordinate weg, so stellen die vier iibrigen einfach die homo-
genen unnormierten tetrazyklischen Koordinaten des mit dem System
nach (51) Mébiusinvariant verbundenen ungerichteten Kreises dar.
Denn bei Wahl des Systems (44) fiir p stimmen die ersten vier Ko-
ordinaten von a mit denen der Kreise 3 iiberein.
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§ 48. Einordnung der Geometrie von Laguerre in die
Geometrie von Lie.

Wir betrachten jetzt die Untergruppe aller Abbildungen von Lie,
die einen bestimmten K-Kreis p fest lassen. Da bei diesen Abbildungen
alle K-Kreise des parabolischen Systems, die aus den p beriithrenden
Kreisen besteht, immer wieder in Kreise desselben Systems iibergehen,
konnen wir auch sagen: Wir haben die Untergruppe aller Abbildungen,
die ein bestimmtes parabolisches System fest lassen.

Nehmen wir als den festen absoluten Kreis p speziell den folgenden an

(55) p= —1,1,0, 0, 0}, -

also nach (9) den uneigentlichen Punkt, so sind die K-Kreise des zu-
gehorigen parabolischen Systems die gerichicten Geraden, fiir deren Ko-
ordinaten g dann gilt

(56) tp==x,+%=0.

Wir haben also die Untergruppe der Gruppe von Lise, die gerichtete
Geraden in ebensolche iiberfithrt. Wir wollen zeigen, daBl diese Gruppe
einfach die wetere Gruppe &, von Laguerre ist.

Dazu bemerken wir zuerst, daf wir den K-Kreisen g, die den
absoluten Kreis p nicht beriihren, [gp == 0] durch die Forderung

(87) rp=1
eine besondere Normierung erteilen kénnen. Nach (55) wird dann
(58) X+ %, =1.

Bezeichnen wir die Koordinaten x,, x4, x, jetzt der Reihe nach mit
X,, X,, X, und fassen wir die drei X,, X,, X, in den Dreiervektor ¥
zusammen, setzen wir ferner

(59) XX~ — X} -+ X34 X2,

o) ergibt sich aus gy = 0 wegen (58)

(60) %y — %, =XX.
Aus (58) und (60) folgt dann:

14X 1-%E,
- (Rt At

1xg=X1; %=X, %, =2X,.

Der Vergleich mit (22) lehrt, daB X,, X,, X, jetzt einfach die in der
Laguerreschen Geometrie benutzten Eartesischen Koordinaten sind.
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Die Abbildungen von Lie sind nun als lineare Transformationen

(62) X, =

1

b8 [1=0,1...4]

Thge

der pentazyklischen Koordinaten gegeben, die die Gleichung (xz) =0
oder, wie wir statt dessen auch sagen konnen, die fiir zwei Kreise 1, y
die Gleichung

(63) Cap=0

invariant lassen. Bei unserer Untergruppe mufB3 nun speziell noch der
Kreis p in sich iibergefithrt werden. Setzen wir fiir ¢* in (62) die Koordi-
naten (55) von p ein, so muB sich dabei also auch fiir ¢ nach (55)
Xy = %Xq = x, = 0 ergeben. Daraus folgt, daBl in (62)

(64) baOZbal [oc=2,3,4]
ist. Schreiben wir nun die fiir die drei Indizes 7 = 2, 3, 4 genommenen

drei Gleichungen (62) nach (61) von den pentazyklischen Koordinaten
x; auf die kartesischen X;, X, und X, um, soergibt sich

14X*x* —X*
X, = by PE R g L X by, X0, X
1 I *x* —X*
(65) 2 = by e + b31 9 +b30 1*+b33 X2*+b34 X5
1 E x* —%
Xo=byp—5— s + by —5—— +b42 X + by Xo' by XoF

Wegen (64) fallen aber rechts die Glieder mit X* X* weg, und es bleiben
inhomogene lineare Substitutionen der X ibrig.

Die Gleichung (63) koénnen wir nun aber, wenn wir auch fiir ) die
drei kartesischen Koordinaten einfiihren, wegen der Identitit

« 1422 1
(66) W= — %oyt xy L EY=— EEIEDD

+1—2m 1_MJ+£2)~—%(3€—@)2

auch in der Form schreiben:
(67) (x— ) =0.

Dabei benutzen wir in (66) (67) fiir die Kartesischen Kordinaten-
tripel die Abkiirzung (4) des §33. Somit haben wir inhomogene
lineare Substitutionen der X, die die Gleichung (67) invariant lassen,
also nach §33 Transformationen der Gruppe ¢,. Da wir aber schon
wissen, daB &, eine Untergruppe von ® ist, die Geraden invariant 148t,
erhalten wir die gesamte Gruppe &,.

Wir konnen nun wieder auch dann Laguerre-Geometrie treiben, wenn
wir statt &, die isomorphen Gruppen zugrunde legen, die statt (55)
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einen beliebigen anderen K-Kreis p fest lassen. Wir haben die einzelnen
Gebilde dann nur wieder in geeigneter Weise zu interpretieren, z. B. die
p berithrenden Kreise ¢ [rp = 0] als Geraden.

Wieder kénnen wir die Laguerre-Geometrie auf zwei Stufen A und B
betreiben. Wir stellen jetzt einige Formeln zusammen, die zur Stufe A
gehoren, in denen also der absolute Kreis p ohne Spezialisierung mit-
gefithrt wird.

I. Nehmen wir zwei Kreise 1 und b, so kénnen wir aus ihnen und p
jetzt im Gegensatz zu der Mobius-Geometrie [vgl. (46)] keine Invariante
bilden, denn wegen pp = 0 existieren nur die drei Halbinvarianten
up, up, vp und die Grofe

(68) .....

ist von der Umnormierung p =.Ap* von p abhingig und multipliziert
sich mit 1:4%. Haben wir nun aber zwei Paare von K-Kreisen u, v
und u, v, so ist das Verhiltnis

up . up
updop "GP
eine Invariante, also eine Invariante der beiden Kreispaare gegen &,.

Gehen wir zur Stufe B iiber, so ergibt sich nach (67) nun aber bei
Ubergang zu den Koordinaten (61):

(69)

L. S N P
(70) upp z (1 —2).
Somit ist (69) einfach das Quadrat des Verhilinisses der Tangenten-
entfernungen der beiden Kreispaare. Fir ein einziges Kreispaar haben

wir gegen ¥, die Vorzeicheninvariante

(71) sgn [¢u v) (u p) o p)]

die nach (70) gleich —1 ist fiir Kreise mit raumartiger Entfernung und
gleich 4 1 fiir zeitartig entfernte Kreise.

Wir konnen nach (69) etwa durch ein bestimmtes Kreispaar u, b
eine Einheitstangentenentfernung festlegen und alle {ibrigen im Ver-
héltnis zu ihr messen. Dabei konnen wir aber p dann gerade so nor-
mieren, daB fir dieses eine Kreispaar u, 9 der Ausdruck

uo
— =1
uwp) o p
wird. Dann ist bei dieser Normierung p von p fiir jedes weitere Kreis-
paar u, v durch

Ly uv
(72) BEATHYT)
gerade das Quadrat der Tangentenentfernung in bezug auf die Ein-
heitstangentenentfernung {i1, v} gegeben. Nehmen wir also statt nur
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eines festen Kreises p einen fest normierten Kreis p in der Lie-Geometrie
als von vornherein zur Verfiigung stehend an, so konnen wir sagen:
Das kommt darauf hinaus, daB man in der Geometrie eine Einheits-
tangentenentfernung als gegeben annimmt, d. h. aber, daf man zu der
Gruppe L tibergeht.

I1. Nehmen wir jetzt den absoluten Kreis p von vornherein in fester
Normierung an, so hat ein elliptisches System a eine Invariante gegen
Qe nimlich

RGN
(73) =

Es gibt hier jetzt einen besonderen Laguerregeometrisch ausgezeich-
neten Typ von elliptischen linearen Systemen, nimlich die mit
ap =0, also die Systeme, die den uneigentlichen Punkt enthalten.
Diese sind nach §45 aber einfach die ebenen Kreissysteme, hier im
elliptischen Fall also die zeitartigen ebenen Kreissysteme.

SchlieBen wir diesen Fall aus, so bleiben fiir die elliptischen
Systeme ap == 0 nach §45 nur die zeitartigen spharischen Kreissysteme
ibrig. Um die Invariante (73) zu deuten, bemerken wir, da8 sich als.
Linearkombination ‘

(74) p=wa+fh

jetzt im Gegensatz zu (51) nur ein Kreis 3 ergibt. Denn in (52) wird
pp =0 und es ergibt sich als eine Lsung « = 0, der absolute Kreis.
Die andere Lésung ist dann einfach

__ah
(75) 6—_—‘ <aa> aJ[_"p!

also der zu p an a gespiegelte Kreis. Berechnen wir hier die Tangenten-
entfernung eines beliebigen a angehdrigen Kreises g [ra = 0] von 3,
so ergibt sich nach (72)

e ¢ 1
(76) =T R
womit die Invariante K gedeutet ist. Wir finden hier also die uns.
schon bekannte Erklarung eines elliptischen sphérischen Kreissystems
als Mannigfaltigkeit aller Kreise wieder, die von eimem festen Mittel-
kreis 3 (75) komstante Tangentenentfernung haben.

III. Die gleichsinnig parallelen Geraden ergeben sich in der Lie-
geometrischen Auffassung jetzt einfach als die K-Kreise, die denab-
soluten Kreis im selben gerichteten (uneigentlichen) Linienelement
beriihren. Das Abstandsverhdltnis dreier paralleler Geraden ergibt sich
dabei als das Doppelverhdlinis, das sie in ihrem Biischel mit dem ab-
soluten Kreis bilden.
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Wir schlieBen jetzt noch eine Bemerkung an, die sich auf den Uber-
gang zur Stufe B bezieht. Lassen wir bei den Geraden, fiir die nach (56)

%o+ %, =0

gilt, die ersten beiden pentazyklischen Koordinaten mit den Indizes0
und 1 weg, so gilt nach (7) fiir die iibrigen drei x,:%5:%, =0, a1,
wo a; und ap mit af + «F =1 die Richtungskosinus der gerichteten
Geraden sind. Setzen wir x, == 0;, x3 = b,, %, = p,, so gilt

(77) —v =0

und die v sind nach § 35 einfach die Komponenten des isotropen Rich-
tungsvektors der Geraden, den wir in der Laguerre-Geometrie eingefithrt
haben, und der das Richtungsbild der Geraden festlegt.

Die Geometrie von Laguerre ergibt sich als ein Grenzfall der
Geometrie von Mobius, wenn wir erst ein lineares Kreissystem p
einfiihren, fiir das pp = C gilt mit C << 0 und wenn wir dann C gegen
0 wandern lassen. Man kann die Gruppe von Laguerre als einen Grenz-
fall aus einer zur MOobius-Gruppe isomorphen Gruppe erhalten. Z. B.
kann man das hyperbolische System der Kreise mit 4 (x4 %;) — %, =0
mit einer beliebigen Konstanten A4 nehmen, das nach (5) aus den
Kreisen von dem konstanten Radius 4 besteht. In der zu diesem
System gehorigen Geometrie sind dann die Kreise vom Radius 4 als
Punkte zu interpretieren. Lassen wir nun A unbegrenzt wachsen,
so gehen die Kreise im Grenzfall in die Geraden iiber, also in die
K-Kreise des parabolischen Systems, das der Laguerreschen Geometrie
zugrunde liegt.

Wir haben hier ganz dhnliche Verhiltnisse wie im §19, wo wir
zuerst einen absoluten Vektor f mit ff = C eingefiihrt haben, umim
Rahmen der Mébius-Geometrie die nichteuklidische [hyperbolische und
elliptische] Bewegungsgeometrie zu entwickeln, und dann im Grenz-
fall ¥f = 0 die euklidische Bewegungsgeometrie bekamen. Wir kénnen
daher sagen, daB sich die Mobius-Geometrie zur Laguerre-Geometrie
ahnlich verhalt wie die nichteuklidische zur euklidischen Bewegungs-
geometrie.

Haben wir in der Mobius-Geometrie zwei Kreispaare ut, v und u,d
mit den Winkeln ¢; und ¢,, so gilt nach (49)

s 2@, - aPe up ub
(78) S ST = Ay en @p e’
wo p in beliebiger Normierung genommen werden kann. Gehen wir
jetzt zur Grenze pp — O iiber, so geht (78) iiber in das Verhaltnis der
Quadrate der Tangentenentfernungen der beiden Kreispaare. Im Zu-
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sammenhang damit werden sich tm folgenden hiufig als Gremzfille von
Sdtzen diber Winkelbeziehungen von Kreisen Sdtze tiber Tangentenentfer-
nungen von Kreisen ergeben.

Da es uns im folgenden weniger darum zu tun sein wird, immer
den Grenziibergang im Auge zu behalten, werden wir das absolute
lineare Kreissystem immer normiert annehmen, und zwar im Falle
von Mobius durch pp = —1 und im Falle von Laguerre so, wie es
der Festlegung einer bestimmten Einheitstangentenentfernung ent-
spricht.

Dann entspricht, wie der Vergleich der Formeln (49) und (72) lehrt,

fiir ein Kreispaar der Ausdruck — 2 sin? % fiir den Winkel formal dem

1 .
Ausdruck —-¢? fiir die Tangentenentfernung .

Da wir im §19 die nichteuklidische und euklidische Geometrie in
die Mobius-Geometrie eingebaut haben und jetzt wiederum die Mobius-
Geometrie in die Geometrie von Lie, kénnen wir natiirlich auch im
Rahmen der Lie-Geometrie nichteuklidische und euklidische Geometrie
treiben. Sind wir von der Lie-Geometrie zur Mébius-Geometrie durch
Einfiihrung eines hyperbolischen Systems p gelangt, so haben wir in
der Mobius-Geometrie noch einen Kreis im Sinne der Mébius-Geometrie,
also einen K-Kreis f, der dem System p nicht angehort, fp < 0,
einzufithren, um zur hyperbolischen Geometrie zu gelangen. Wir
haben hier also zwei absolute feste Vektoren, p und f einzufiihren.
Um zur euklidischen Geometrie zu kommen, haben wir aber einen
Punkt einzufiihren, das heit einen dem System p angehérenden K-Kreis.

Diesen letzteren Kreis haben wir wieder normiert anzunehmen [Af],
wenn wir statt der Geometrie der #hnlichen Abbildungen die Bewe-
gungsgeometrie im engeren Sinne haben wollen. Die Bewegungs-
invarianten einer Reihe gegebener Kreise ¢f, ¢™'. .. ¢? sind dann z. B.
die Lie-Invarianten, die sich aus diesen Kreisen und den beiden abso-
luten Vektoren p, ¥ bilden lassen. Ein Kreis 3 hat z. B. die Bewegungs-
invariante
R? — _ A(?s n*
GHEon’

die man durch Ubergang zur Stufe B bei der speziellen. Wahl (65) und
f=(—1,1,0,0, 0) [t ist uneigentlicher Punkt]

von p und f als das Quadrat des Radius nachweisen kann.
Natiirlich kénnen wir uns auch vorstellen, daB wir, um zur Bewe-

gungsgeometrie zu kommen, erst einen absoluten Kreis %, d. h.den

uneigentlichen Punkt einfiihren, damit also zur Laguerre-Geometrie

iibergehen und dann ein den uneigentlichen Punkt enthaltendes hyper-
Blaschke, Differentialgeometrie 1II. 14
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bolisches Kreissystem, d. h. aber ein raumartiges ebenes Kreissystem.
In der Tat haben wir ja im § 37 gesehen, dafl die Untergruppe der
Gruppe von Laguerre, die das spezielle aus allen Punkten bestehende
raumartige ebene Kreissystem in sich iiberfiihrt, die Bewegungsgruppe ist.

§ 49. Eigenschaften der Gruppe von Lie.

Wir wollen jetzt zeigen, daB man die ganze Gruppe von Lie aus den

Lie-Inversionen (33) erzeugen kann.
Wir betrachten folgende aus 6 Kreisen gebildete Figur: Wir nehmen zwei sich
nicht beriihrende Kreise v und v an, und aus der linearen Schar der p und v ge-
meinsam beriithrenden Kreise drei, etwa ¢, §) und 3; ferner nehmen wir zu den
5 Kreisen 9, v, 1, ), 3 als sechsten Kreis { einen Kreis

o hinzu, der ¢ und 3 beriihrt, dagegen f) nicht beriihrt
(Fig. 57). Wir wollen zeigen, da man diese Figur
der 6 Kreise in jede beliebige gleichartige §* mit den
Kreisen {£*,9*,3* 0* 0*,t*} durch Abbildung von Lze
iiberfilhren kann und zwar wollen wir zeigen, daB
diese Uberfithrung immer durch Aneinanderreihung
von Lie-Inversionen moglich ist.

Zunichst kénnen wir durch Lie-Inversion jeden
Kreis t in jeden beliebigen t nicht berithrenden Bild-
kreis t* [r1* 3= 0] iiberfilhren. Wir brauchen nur an
dem speziellen linearen System ¢ ==t -~ t* zu spie-
geln, dann haben wir nach (33) die Abbildung ¢ - x*

[er*) +* )]
2{rt*)

Juoy;

="\

(19) p=-2

[r+e%)

und fiir £* == ¢* ergibt sich bisauf die Normierung fiir ¢
wirklich t. Haben wir zwei sich berithrende Kreise t
und t*, so versagt(79). Wir kénnen dann aber einen
Kreis ¢ annehmen, der weder t noch t* beriihrt, und durch Lie-Inversion erst t
nach ¢ und dann o nacht* bringen. Durch Aneinanderreihung von Lie-Inversionen
konnen wir also einen Kreis t in jeden beliebigen Bildkreis t* tiberfiihren.

Nun denken wir uns den Kreis 3 unserer Figur & durch eine solche Abbildung S

in den uneigentlichen Punkt beférdert. Dann entsteht eine Figur §, bei der g
und t) iibergegangen sind in zwei Kreise g und §), und 9 und tv in die beiden gemein-

Fig. 57.

samen Tangenten ¥ und i von %, §j. Das Bild t von t ist dann eine weitere Tan-
gente von . Ebenso kénnen wir §* in eine gleichfalls aus zwei Kreisen, und drei

Geraden bestehende Figur %* iiberfithren, indem wir 3* durch eine Abbildung T

in den uneigentlichen Punkt schaffen. Fiir die Figuren (&y und ;}* haben wir nun
aber im § 37 gezeigt, daB wir sie durch eine Abbildung L aus &, ineinander iber-
fithren konnen. Wir kénnen also, indem wir S und L nacheinander ausfiihren,

nach $§* bringen. Durch die zu T inverse Transformation T-! kénnen wir dann

noch {* wieder nach §* schaffen, so daB & durch die Gesamtabbildung SL T-*
in §* iibergefiihrt werden kann. Diese Abbildung 1a8t sich nun aber aus Lie-
Inversionen zusammensetzen, denn erstens war dies fiir die Teilabbildung S mog-
lich, zweitens haben wir im § 46 schon gezeigt, daB sich jede Abbildung aus €,
also auch L aus Lie-Inversionen zusammensetzen 14B8t, und drittens gilt dies auch
von T-1. Denn die Abbildung T lieB sich aus hochstens zwei Lie-Inversionen zu-
sammensetzen, und da diese Abbildungen involutorisch sind, bekommt man zu
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einer aus ihnen zusammengesetzten Abbildung die inverse, indem man die einzelnen
Lie-Inversionen in umgekehrter Reihenfolge ausfiihrt.

Nun 148t sich auch leicht einsehen, daB man die zwei Figuren § und {* nur
durch eine einzige Lie-Transformation ineinander iiberfithren kann. Es gibt nim-
lich auBer der Identitat keine Abbildung von Lie, die die sechs Kreise der Figur §*

alle fest 1a8t. Da die Figur §* vom Standpunkt der Lie-Geometrie mit ?’;* aqui-
valent ist, geniigt es zu zeigen, daB eine Abbildung, die {* fest 148t, die Identitat

ist. Da der uneigentliche Punkt zu den festbleibenden 6 Kreisen der Figur %:”s:*
gehort, miite eine solche Abbildung nach § 48 eine Abbildung aus &, sein. Nun
wissen wir aber aus § 37, daB eine Abbildung aus &,, die die aus den Kreisen T*

und §* und den drei Geraden b*, fp* und t* bestehende Figur fest 14B8t, nur die
Identitit sein kann. Damit ist der Beweis allgemein gefiihrt.

Da die Figur F* von 10 Parametern abhdngt, ist die Gruppe von Lie in dev Ebene
10-gliedrig. Wir bezeichnen sie daher auch als Gruppe R4,.

Eine Lie-Inversion an einem Kreissystem a kénnen wir aus zwei Mébius-Inversio-
nen und einer Laguerre-Inversion erzeugen. Denn wir kénnen zuerst durch eine ge-
wohnliche Inversion M irgendeinen Kreis von @ in den uneigentlichen Punkt
iiberfiihren. Dann geht a iiber in ein ebenes Kreissystem a. Nun fithren wir die
Laguerre-Inversion L an dem System a aus, und dann schlieflich noch einmal die
Inversion M. Die Transformation M LM ist dann gerade die Spiegelung an dem
System a.

Wie die Lie-Inversion kénnen wir aber dann die ganze Gruppe von Lie aus
Mobius- und Laguerre-Inversionen erzeugen. Es entsteht also die ganze Gvuppe von
Lie durch Aneinanderveihung von Abbildungen von Mobius und Laguerve. Wahrend
so die Gruppe von Lie sozusagen die Summe der Gruppen von Mébius und La-
guerre ist, ist der Durchschnitt, d. h. die diesen beiden gemeinsame Untergruppe
nach § 1 einfach die Gruppe der ahnlichen Abbildungen. Alle invarianten Begriffe,
die in jeder der beiden Geometrien vorkommen, machen somit den Inhalt der
Geometrie von Lie aus, alle Begriffe aber, die in nur iiberhaupt einer der beiden
Geometrien vorkommen, bilden den Inhalt der Bewegungsgeometrie.

Wir wollen jetzt unsere ganzen Ausfilhrungen iber die Kreis-
geometrie der Ebene beschlieBen mit einem wichtigen Satze, der uns
mit seinem Beweis und verschiedenen Zusitzen auch noch die folgen-
den beiden Abschnitte beschéftigen wird. Wir nennen ihn den Haupi-

satz der Kreisgeometrie und sprechen ihn in der folgenden Form aus:

Eine eineindeutige Abbildung U der K-Kreise der Ebene, diesich
berithvende K-Kreise immer wieder in ebensolche tiberfiihrt, 1st notwendig
eine Abbildung von Lie.

Dabei ist wichtig, daf3 wir die Stetigheit der Abbildung garmichi zu
fordern brauchen.

Da wir nach den Konstruktionen des § 46 die linearen Kreissysteme
allein durch Ziehen von sich beriihrenden K-Kreisen erhalten, miissen
bei einer Abbildung U unseres Hauptsatzes alle Kreise eines und des-
selben linearen Systems wieder in die Kreise eines und desselben
linearen Systems iibergehen. Dadurch werden auch die linearen
Systeme einander eineindeutig zugeordnet, und es bleibt die vereinigte
Lage von K-Kreis und linearem System, d.h. das Liegen eines Kreises
in einem System erhalten.

14*
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Nach §46 Nr.I1V liBt sich nun die involutorische Lage zweier
Systeme allein durch den Begriff der Berithrung von K-Kreisen er-
kliren. Daher miissen bei unserer Abbildung U zwei Systeme in in-
volutorischer Lage immer in ebensolche iibergehen. Fiihren wir penta-
zyklische Koordinaten ein, so miissen allgemein zwei lineare Systeme @
und b mit
(80) ab=0

in ebensolche iibergehen. Das gilt natiirlich auch fiir den Spezialfall,
daB eines der Systeme parabolisch wird, in dem (80) dann einfach der
Bedingung der vereinigten Lage von System und Kreis dquivalent
wird und in dem weiteren Spezialfall zweier parabolischer Systeme, in
dem (80) der Berithrungsbedingung fiir zwei Kreise gleichbedeutend ist.
Wir wollen jetzt weiter sagen: Alle Systeme ¢, die sich aus zweien
p und q nach

(81) c=ap-+pfq

linear kombinieren lassen, bilden ein Biischel von lincaren Systemen.
Wir kénnen dann zeigen, daf bei der durch U induzierten einein-
deutigen Zuordnung der linearen Systeme alle Systeme ein und des-
selben Biischels immer wieder den Systemen ein und desselben Bild-
biischels zugeordnet werden. Denn die Systeme des Biischels (81) sind
gerade die einzigen, die mit allen den Systemen ¢ in Involution liegen,
die zugleich zu p und zu q involutorisch sind. Denn fiir die ¢ gilt

(82) pr=qr=0,

und wenn ¢y = 0 identisch fiir alle y gelten soll, die (82) geniigen, so
mulB ¢ eine Linearkombination (81) sein. Da ein Biischel immer durch
zwel seiner Systeme bestimmt ist und da die Abbildung U die lincaren
Systeme eineindeutig aufeinander bezieht, werden auch die Biischel
von linearen Systemen einander eineindeutig zugeordnet.

Deuten wir jetzt wie im § 43 die pentazyklischen Koordinaten der
linearen Systeme als homogene Punktkoordinaten in einem vier-
dimensionalen projektiven Raum P,, so entsprechen den Systemen
eineindeutig die Punkte, und den Biischeln (81) von Systemen ein-
eindeutig die Geraden des P,. Der Abbildung U entspricht dann
im P, eine eineindeutige Abbildung der Punkte einerseits und der Ge-
raden andererseits, die die vereinigte Lage von Punkt und Geraden
erhilt. Wir werden nun im nichsten Abschnitt zeigen:

Eine Abbildung tm n-dimensionalen projektiven Raume P, die Punkte
eineindeutig Punkien und Gerade eineindeutig Geraden zuovdwet, und
daber Punkte und Gerade in vereinigier Lage immer wieder in Punkte
und Gerade in vereinigter Lage idiberfiihrt, ist notwendig eine projekitve
Abbildung des P,.
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Wenn wir diesen Satz, den wir auch als Haupisatz der projektiven
Geometrie bezeichnen wollen, benutzen, so ist unsere U im P, ent-
sprechende Abbildung durch lineare homogene Transformationen der
Punktkoordinaten und U selbst durch ebensolche Transformationen der
pentazyklischen Koordinaten dargestellt. Da nun aber parabolische
Kreissysteme [¢t = 0] als Mannigfaltigkeiten von K-Kreisen, die einen
festen Kreis beriihren, in ebensolche tibergehen miissen, haben wir
speziell solche linearen Transformationen, die die Gleichung gy =0
in sich iiberfithren, also nach §42 Abbildungen von Lie.

Wir haben unseren Hauptsatz der Kreisgeometrie also aufeinen
Satz der projektiven Geometrie zuriickgefithrt. Der eigentlich wesent-
liche Teil unseres Beweises wird natiirlich in dem Beweis des Haupt-
satzes der projektiven Geometrie noch zuriickbleiben.

Bevor wir uns seinem Beweis zuwenden, wollen wir noch einige
Bemerkungen zur Kreisgeometrie anfiigen.

Aus dem Hauptsatz folgen ohne Schwierigkeit die beiden Sitze:

A. Eine Abbildung dey M obius-Ebene, die die Punkte ¢ineindeutig den
Punkten und die [ungerichieten] M-Kreise eindeutig den M-Kreisen
zuordnet, so daf3 die vereinigte Lage von Punkt und M-Kreis erhalten
bleibt, st eine Abbildung von Mobius.

B. Eine Abbildung der euklidischen Ebene, dic die gevichteten Geraden
ewneindeutiy den gevichicten Geraden und die gevichieten L-Kreise ein-
etndeutig den gerichieten L-Kreisen zuovdnet, so daf3 eine Gevadeund
ewn Kreis, die sich gleichsinnig beriihren, wiedey in ein ebensolches Paar
dibergehen, ist notwendig eine Abbildung von Laguerre.

Zu A bemerken wir: Da zwei sich beriihrende M-Kreise solche sind, die genau
einen Punkt gemein haben, folgt, daB bei einer Abbildung mit den Eigenschaften
des Satzes A die Beriihrung von ungerichteten M-Kreisen erhalten bleibt. Weiter
gehen zwei Punkte, die auf derselben Seite eines M-Kreises 3 liegen, wieder in
zwei Punkte iiber, die auf derselben Seite des Bildkreises liegen. Denn durch
zwei auf derselben Seite von 3 gelegene Punkte lassen sich immer zwei reelle M-
Kreise legen, die § berithren, wihrend dies fiir Punkte auf verschiedenen Seiten
nicht moglich ist. Es geht somit das ganze Punktgebiet, das auf einer der beiden
Seiten eines M-Kreises liegt, iiber in das ganze Gebiet, das auf einer der beiden
Seiten des Bildkreises liegt; nach der im § 12 gegebenen Definition des gerichteten
M-Kreises ist mit unserer zunichst fiir die ungerichteten M-Kreise gegebenen
Abbildung also eine Abbildung der gerichteten M-Kreise verkniipft. Es bleibt
nun auch die gleichsinnige Berithrung gerichteter M-Kreise invariant, denn diese
14Bt sich als eine Beriihrung zweier M-Kreise auffassen, bei der die positiven Seiten
der Kreise Punkte gemeinsam haben, wihrend bei einer gegensinnigen Berithrung
die positiven Seiten iiberhaupt keinen Punkt gemeinsam haben.

Da wir also eine Abbildung haben, die die Punkte der Mobius-Ebene einander
eindeutig entsprechen 148t, und in gleicher Weise auch die gerichteten M-Kreise,
derart, daB einmal die Beziehung der vereinigten Lage von Punkt und gerichtetem
M-Kreis und zweitens die der gleichsinnigen Berithrung von gerichteten }M-Kreisen
erhalten bleibt, haben wir insgesamt eine eineindeutige Zuordnung von K-Kreisen,
die die Berithrung von K-Kreisen erhalt. Die Abbildung ist nach dem Hauptsatz
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also eine Abbildung von Lie, da aber speziell die Punkte in Punkte iibergehen,
nach §47 eine Abbildung von Mdbius.

Zu B bemerken wir: Zuerst kann man hier schlieBen, daB sich beriithrende
L-Kreise in ebensolche iibergehen, denn diese Paare sind die einzigen mit genau
einer gemeinsamen gerichteten Tangente. Ferner miissen gleichsinnig parallele
Gerade als die einzigen Geradenpaare ohne gemeinsam berithrende L-Kreise in
ebensolche Paare iibergehen. Erganzen wir das euklidische Kontinuum der Ebene
nun noch durch den uneigentlichen Punkt, den wir sich selbst als Bild entsprechen
lassen, zu einem Mdbiusschen, so haben wir wieder eine eineindeutige Abbildung
der K-Kreise der Ebene, die die Berithrung von K-Kreisen erhilt, somit eine Ab-
bildung von Lie. Da aber speziell die Geraden den Geraden entsprechen, haben
wir eine Abbildung aus £,.

§ 50. Der Hauptsatz der projektiven Geometrie®).

Wir wollen uns zuerst mit Abbildungen auf der projektiven Geraden
beschiftigen und beweisen:

Eine cineindeutige Abbildung dev Pumkie ciner projektiven Geraden,
die zwei harmowische Punkicpaare immer wieder in ebensolche Paarve
tiberfiihrt, ist wotwendig eine projektive Abbildung. Dabei soll es sich
wie immer ausschlieflich um reelle Punkte und reelle Abbildungen
handeln.

Wir fithren den Beweis dieses Satzes, der im wesentlichen auf
v. Staudt zuriickgeht?), in zwei Schritten. Zuerst beweisen wir, daB eine
Abbildung € mit den Eigenschaften unseres Satzes notwendig stetig ist.
Dabei bezeichnen wir eine Abbildung als stetig, wenn eine jede gegen
einen beliebigen Punkt t konvergierende Punktfolge % immer iber-
geht in eine Punktfolge N*, die gerade wieder gegen den Bildpunkt r*
von t konvergiert. Den Beweis fithren wir so:

Die projektive Gerade, die wir uns iiber das Unendliche hiniiber
geschlossen vorstellen, wird durch ein Punktepaar {p, q} in zwei Stiicke
zerlegt. Die Punkte p*, q* eines zweiten Paares konnen nun entweder
auf verschiedenen der durch {p, q} erzeugten beiden Stiicke liegen oder
auf demselben. Im ersten Fall sagen wir: Das Paar {p*, q*} frennt das
Paar {p, q}, im zweiten: {p*, q*} trennt {p, g} nicht. Nun gibt es bekannt-
lich fiir zwei sich trennende Punktepaare kein reelles drittes, das zu
beiden harmonisch liegt, wohl aber existiert ein solches immer fiir zwei
sich nicht trennende Paare. Da im letzten Falle dies gemeinsame har-
monische Paar auch nach Ausfithrung einer Abbildung & auf Grund
der Invarianz der harmonischen Lage vorhanden sein muB, folgt aber:
Zwei Punktepaare, die sich nicht trennen, gehen bei einer Abbildung&
in ebensolche iiber und Gleiches gilt fiir sich trennende Paare.

1) Bei der Darstellung des Beweises habe ich niitzlich Hinweise benutzt,
die ich Herrn B.v.d. Waerden verdanke.

2) Der Beweis wurde in der hier gegebenen Form zuerst von Darboux
durchgefiihrt.
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Eine gegen einen Punkt r konvergierende Punktfolge 9 140t sich
nun auch als Punktmenge der folgenden FEigenschaft kennzeichnen:
Fiir jedes Paar von t auch noch so wenig verschiedener Punkte p, q muf
es immer noch unendlich viele Punkte der Folge geben, die mit t zu-
sammen das Paar {p, q} nicht trennen, also ,,auf derselben Seite* von
{p, q} liegen wie r. Weil nun bei unserer Abbildung & zwei sich nicht
trennende Punktepaare in ebensolche ibergehen, muB das Bild *
einer jeden gegen einen Punkt v konvergierenden Punktfolge N wieder
gegen das Bildt* von t konvergieren, das heil3t aber: Unsere Abbildung
@ ist eine stetige Abbildung der projektiven Geraden.

Wir kommen nun zum zweiten Teil unseres Beweises. Wir nehmen
drei beliebige Punkte a, b, ¢ auf unserer Geraden an. Diese werden
bei unserer Abbildung & in drei Bildpunkte a*, b*, ¢* iibergehen. Da
es nun zu drei Punkten g*[a = I, II, ITI] und drei gegebenen Bild-
punkten £** immer genau eine projektive Abbildung gibt, die die ¢®
in die ¢** iberfithrt, konnen wir zu unserer Abbildung &, von der wir

N

a PPty b c
Fig. 58.

erst zeigen wollen, dal} sie eine projektive ist, immer gerade eine pro-
jektive B auffinden, die die a*, b*, ¢* in die a, b, ¢ zuriickfiihrt. Die
durch Nacheinanderausfithren von @ und B entstehende Abbildung & P
besitzt dann genau so wie @ die Eigenschaften unseres Satzes und 138t
auflerdem die Punkte a, b und ¢ fest. Von dieser Abbildung & § kénnen
wir nun zeigen, daB sie die Identitit ist, daB also gilt

(83) SP=6,

wo € symbolisch die Identitit bezeichnet. Damit ist dann der Beweis
aber auch schon gefithrt, denn aus (83) folgt dann, daBl € die zu B
inverse, also eine projektive Abbildung ist.

DaBl @B die Identitit ist, zeigen wir nun indirekt: Gibe eseinen
Punkt p der Geraden, der bei der Abbildung nicht fest bliebe, so wiirde
das wegen der Stetigkeit der Abbildung auch von einer Umgebung
von p gelten miissen. Man miiite nun, wenn man von p aus die Gerade
nach jeder Seite hin stetig durchlduft, auf jeder Seite einmal zu einem
ersten Fixpunkt gelangen, spitestens zu einem der Punkte a, 5, c?).

1) Diesen SchluB darf man wieder nur auf Grund der schon bewiesenen Stetig-
keit der Abbildung ziehen. Ware die Abbildung nicht stetig, so kénnte es noch
Folgen von Fixpunkten geben, die sich von auBen gegen Punkte hiufen, die selbst
keine Fixpunkte sind. Dann koénnte man gar keinen bestimmten ersten Fix-
punkt treffen. Wegen der Stetigkeit muB aber jeder Haufungspunkt von Fix-
punkten selbst ein Fixpunkt sein, so daB der SchluB richtig ist.
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Die ersten Fixpunkte, die man auf Grund der Annahme eines nicht
fest bleibenden Punktes p auf den beiden Seiten treffen wiirde, seien
mit y und 3 bezeichnet (Fig. 58). Sie kdnnen moglichenfalls mit welchen
von den Punkten a, b, ¢ zusammenfallen, mindestens einer dieser drei
Fixpunkte wiirde aber noch auBerhalb der Strecke {y, 3} liegen miissen.
Nun kénnte man aber diesen, auBBerhalb von {, 3} gelegenen Fixpunkt
an dem Paar {y, 3} von Fixpunkten harmonisch spiegeln, und der
Spiegelpunkt { miiBte dann auch ein Fixpunkt sein und im Innern
von {y, 3} liegen. Das wire aber gegen die Voraussetzung, daB §) und 3
die ersten Fixpunkte sind, die man von p aus erreicht.

Die Annahme eines nicht fest bleibenden Punktes p fithrt also zu
einem Widerspruch. Somit ist wirklich die Abbildung &% der projek-

tiven Geraden auf sich
die Identitit.
Zum SchluBl bemerken

. " wir noch, daB unsere

Satze natiirlich ebenso
? wie fir Abbildungen
einer Geraden auf sich
\. ¢ selbst auch fiir Abbil-
a p b dungen  verschiedener
Fig. 59. Geraden auf einander

gelten.

Mit Hilfe unseres Satzes iiber die projektiven Abbildungen der
Geraden konnen wir jetzt den im vorigen Abschnitt ausgesprochenen
Hauptsatz der projektiven Geometrie beweisen.

Wir haben zu zeigen, daB eine Abbildung & des P, die die Punkte
sowohl wie die Geraden eineindeutig aufeinander abbildet und die
vereinigte Lage von Punkt und Geraden erhilt, notwendig eine pro-
jektive ist. Wir fiihren den Beweis in 5 Teilen:

I. Bei unserer Abbildung € miissen die r-dimensionalen lLinearen
Mannigfaltigkeiten P, (r << n) von Punkten des P, in ebensolche iiber-
gehen. Da wir diese Tatsache fiir die P,, d.h. die Geraden bereits
wissen, konnen wir das durch Schlul von # — 1 auf # in der folgenden
Weise zeigen: Man kann einen P, aus einem seiner P,_, und einem
weiteren, nicht dem P,_; angehérenden Punkte ¢ konstruieren, indem
man von g aus die Geraden nach sidmtlichen Punkten des P,_; zicht.
Die Punkte aller dieser Geraden machen dann den P, aus. Da diese
Konstruktion gegeniiber & invariant ist, folgt, wenn P,_, in P,_, iiber-
gehen, auch daB P, in P, iibergehen.

7

o

II. Bei unserer Abbildung & miissen zwei harmonische Punktepaare
einer Geraden immer wieder in zwel harmonische Punktepaare der
Bildgeraden iibergehen. Das folgt einfach daraus, daB man zu drei
Punkten a, b und p auf einer Geraden den vierten harmonischen p
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von p beziiglich {a,b} allein durch Ziehen von Geraden ermitteln kann.
Bekanntlich geht das nach der Konstruktion des vollstindigen Vier-
seits, an die durch Fig. 59 erinnert sei.

ITI. Da die Abbildung der Punkte einer Geraden auf die Punkte
ihrer Bildgeraden somit nach MaBgabe des zu Beginn dieses Para-
graphen bewiesenen Satzes erfolgt (d.h. die Eigenschaften der Ein-
eindeutigkeit und Invarianz der harmonischen Lage besitzt), ist sie
notwendig eine projektive Zuordnung. Es wird also jede Gerade des P,
ihrer Bildgeraden projektiv zugeordnet. Damit ist noch nicht gesagt,
daB alle diese projektiven Abbildungen einander entsprechender Geraden-
paare zu einer und derselben projektiven Abbildung des P, gehéren,
das bleibt jetzt vielmehr noch zu beweisen.

IV. Wir wollen zunichst be-
weisen, dal unser Hauptsatz
fiir den Fall der Ebene # = 2
richtig ist.

o) Zu diesem Zweck nehmen
wir zwei sich in einem Punkte a
schneidende Gerade g und % an
(Fig. 60) und ferner auf g zwei
Punkte p, q und auf %z zwei
Punkte r' und . Die vier Fig. 60.

Punkte p, q, ' und g gehen

bei der Abbildung & in vier Bildpunkte p*, gq*, g1*, t™* iiber. Nun
gibt es zu vier Punkten einer Ebene, von denen keine drei auf
einer Geraden liegen, und vier gleichartigen Bildpunkten immer genau
eine projektive Abbildung, die die beiden Punktquadrupel ineinander
iiberfithrt. Bestimmen wir zu dem Quadrupel p, q, x%, ™ und dem Bild-
quadrupel p*, q*, gT*, t* diese projektive Abbildung B, so stimmen
die Abbildungen & und § in den vier Punkten p, q, ', ™! iiberein.

B) Wir wollen jetzt zeigen, daB € und B fiir alle Punkte der Ebene
iibereinstimmen. Zundchst fithren & und B die Geraden g und 7% in
dieselben Bildgeraden g*, &*, ndmlich die Verbindungsgeraden der
Paare {p* ¢*} und {g"* t™*} iiber und damit auch ihren Schnittpunkt a
in denselben Bildpunkt a*. Wir kénnen nun immer, wenn & und
% in drei Punkten einer Geraden iibereinstimmen, schlieBen, daB die
Abbildungen in allen Punkten der Geraden iibereinstimmen. Denn
nach III vermittelt ebenso wie P auch & fiir jedes Paar entsprechen-
der Geraden eine projektive Zuordnung und zwei projektive Abbil-
dungen einer Originalgeraden auf eine Bildgerade stimmen bekanntlich
iiberein, wenn sie in drei Punkten iibereinstimmen.

Es stimmen daher die Abbildungen @ und P fiir die ganzen Ge-
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raden g und % iberein, denn fiir g stimmen sie in p, qund a und fir
B in gb, ¢%, o berein.

») Nun stimmen @ und § aber auch in jedem Punkt auBerhalb
von g und % iiberein, denn durch jeden solchen Punkt ¢ kann man
die beiden Geraden m und % ziehen, die ihn mit p resp. q verbinden
und die % iny und 3 schneiden (Fig. 60). Nun stimmen & und $ aber
in p, q, 9, 3 als Punkten von g und % iberein, daher ordnen € und B
auch die Geraden m und » als Verbindungsgeraden der Paare {py}
und {q3} denselben Bildgeraden zu. Dabei wird natiirlich auch der
Schnittpunkt ¢ von m und # demselben Bildpunkt ¢* zugeordnet,
was zu beweisen war.

Es stimmt also jetzt @ mit der projektiven Abbildung § in jedem
beliebigen Punkt der Ebene iiberein und damit ist unser Hauptsatz
fiir den Fall #» = 2 bewiesen.

V. Da unser Hauptsatz fiir den Fall » = 2 giiltig ist, kénnen wir ihn
jetzt durch SchluB von # —1 auf # allgemein beweisen.

o) Wir denken uns jetzt die Fig. 60 als schematische Darstellung
eines P,_;, den wir mit % bezeichnen und durch die Gerade 4 andeuten,
und einer % nicht angehorenden Geraden g. Der P,_, (h) und die
Gerade g haben dann einen Punkt a gemein. Wir nehmen jetzt
auf g zwei Punkte p, q an und in % auBerdem # solche Punkte r*
(o =1I,1II...%), daB von den # + 1 Punkten z* und a in % keine
n in einem P,_, liegen. Von den Punkten p, g, * liegen dann keine
#n 4 1 in einem P, ; und das gleiche gilt dann auch von den ihnen
durch die Abbildung & entsprechenden Punkten p*, g*, 1**.

Diese beiden Systeme von # - 2 Punkten bestimmen daher genau
eine projektive Abbildung B im P,, die sie ineinander iiberfiihrt.

f) Da wir unseren Hauptsatz als fiir den P,_; schon bewiesen an-
nehmen, bildet & jeden P,_, auf seinen Bild— P,_, projektiv ab,
also auch % auf A*. Nun stimmen aber fiir # die beiden projektiven
Abbildungen € und % in den #» + 1 Punkten %, a {iberein. Sie sind da-
her fiir » dberhaupt identisch, denn zwei projektive Abbildungen
zweier P,_, h— h* stimmen bekanntlich iberein, wenn sie dies fiir
# + 1 Punkte tun, von denen keine # in einem P,_, liegen. Des-
gleichen stimmen & und $P fiir alle Punkte der Geraden g iiberein,
weil sie dies fiir p, q und a tun.

y) Nun miissen G und P aber fiir alle Punkte auBerhalb % und ¢
iibereinstimmen, denn durch einen solchen Punkt ¢ kann man wieder
die beiden Verbindungsgeraden {op} und {oq} zichen, die 4 in y und 3
treffen, und genau wie unter IV y kann man wieder aus der Uberein-
stimmung beider Abbildungen in ¥, 3, , g auch auf die in ¢ schlieBen.

Damit ist dann der Hauptsatz allgemein bewiesen.
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§ 51. Die Abbildungen von Mobius, Laguerre und Lie
als Abbildungen von Kreisgebieten.

Eine Abbildung von Lie ordnet die K-Kreise der ganzen Ebene eineindeutig
einander zu. Greifen wir ein Gebiet von K-Kreisen, I', heraus, so wird dieses
wegen der Stetigkeit der Abbildung wieder auf ein Gebiet I™* abgebildet.

Zu jeder Abbildung von Lie gibt es nun gewisse Gebiete I'— I'*, fiir die sie
sich auffassen 148t als eine eineindeutige Abbildung von gew6hnlichen ungerichteten
Kreisen im euklidischen Sinne, bei der die Beziehung der Berithrung zweier Kreise
im gewothnlichen Sinne erhalten bleibt. Z. B. kénnen wir um jeden wirklichen
gerichteten Kreis 3 (der also weder eine Gerade noch ein Punkt ist) eine so kleine
Umgebung X wenig verschiedener Kreise angeben, da in dem Gebiet X' iiberhaupt
nur sich von innen beriihrende Kreise vorkommen. Wir brauchen ja nur die
Mittelpunkte der Kreise des GebietsX auf einen so kleinen Bereich zu beschranken,
daB die Summe zweier Radien von Kreisen des Gebiets nie gleich der Entfernung
ihrer Mittelpunkte werden kann, d. h. daB keine sich von auBlen beriihrende X'-
Kreise existieren konnen. Speziell kdnnen wir einen gerichteten Kreis 3 annehmen,
dessen Bild 3* wieder ein wirklicher gerichteter Kreis ist und dann die Umgebung
2" von 3 so klein annehmen, daB wegen der Stetigkeit auch die entsprechende
Bildumgebung 2'* des Bildkreises 3* von 3 so klein wird, da8 nur sich von innen
beriihrende Bildkreise vorkommen. Bei einer solchen Wahl von zwei Gebieten X
und 2'* von K-Kreisen kénnen wir dann bei den Kreisen dieser Gebiete einfach
die Richtung weglassen, und es bleibt dann eine Zuordnung von gew&hnlichen
ungerichteten Kreisen zweier Gebiete X — X*, bei der die Beriihrung im eukli-
dischen Sinne erhalten bleibt. Dabei interessiert uns gar nicht, daB dem Ge-
biet X', wenn wir seine Kreise in einer der anfinglichen entgegengesetzten Richtung
nehmen, durch die Abbildung von Lie eventuell noch ein von 2'* ganz verschiedenes
Gebiet 2** zugeordnet werden kann, fiir uns kommt nur in Betracht, daB fiir die
beiden Gebiete X' — X* eine eineindeutige Abbildung der euklidischen Kreise ver-
mittelt wird, die Berithrung erhilt.

Wir bezeichnen eine eineindeutige und die Beriihrung erhaltende Abbildung
zweier euklidischer Kreisgebiete, die wie die eben als Beispiel angefiithrte aus einer
Abbildung von Lie entsteht, wenn man in geeigneten Gebieten die Richtung weg-
148t, als eine auf rveguldre Kreisgebiete evstreckte Abbildung von Lie.

‘Wir wollen zeigen, dafl diese auf regulare Gebiete erstreckten Abbildungen von
Lie iiberhaupt die einzigen méglichen Abbildungen von gewohnlichen Kreisgebieten
2 — 2% sind, die

1. eineindeutig,

2. stetig sind und

3. die Beriihrung invariant lassen.

Mit diesem in der Einleitung schon angekiindigten Satze wollen wir dann
unsere Ausfithrungen zur Kreisgeometrie der Ebene schlieBen.

Da der Beweis in seinen Grundziigen dem Beweise des im § 49 behandelten
Hauptsatzes der Kreisgeometrie nachgebildet ist, wollen wir ihn hier nicht in allen
Einzelheiten auseinandersetzen, sondern nur kurz seine einzelnen Schritte angeben.

Vorweg miissen wir noch eins bemerken: Es kann sein, daBl das vorgegebene
Gebiet X in zwei Teilgebiete X, und X, zerfillt, bei denen sich kein Kreis von X; mit
einem Kreis von X, beriihrt. Es muB dann auch Z* in zwei gleichartige Teilgebiete 2 ¥
und 22* zerfallen, da ja die Abbildung die Eigenschaften 1, 2,3 unseres Satzes haben
soll. Die Abbildungen X, - X;* und 2, — 2,* haben dann aber gar nichts mit-
einander zu tun und sind durch nichts aneinander gekniipft. Daraus folgt: Wenn
wir schon durch unseren Satz beweisen konnen, daB unsere Abbildung X — 2*
eine Abbildung von Lie ist, so folgt nicht notwendig, da8 sie fiir die ganzen Gebiete
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mit ein und derselben Abbildung der Lieschen Ebene der K-Kreise zusammen-
fallt, sondern die Abbildung kann in verschiedenen Teilgebieten X, X, mit ver-
schiedenen Lieschen Abbildungen der Ebene iibereinstimmen. Wir wollen nun ein
gekettetes Gebiet ein solches nennen, bei dem man je zwei Kreise  und q durch eine
Kette p, aI, aIl. .. a”, q konsekutiver Kreise des Gebietes verbinden kann, von
denen je zwei konsekutive sich berithren. Und fiir zwei gekettete Gebiete X und
2* wollen wir jetzt zeigen, daB eine Abbildung T mit den Eigenschaften unse-
res Satzes notwendig mit einer und derselben Abbildung von Lie in der Ebene
ibereinstimmt.

‘Wir fithren den Beweis in den folgenden Schritten:

I. Der Beweis ist im wesentlichen schon gefiihvt, wenn es fiiy zwei beliebig kleine
Teilgebiete A und A* von X und X* gelingt, nachzuweisen, dap in ihnen die Abbildung T
eine auf vegulive Kreisgebiete evstreckte Abbildung von Lie ist. Denn die Abbildung
2 — X* entsteht durch einfache Ausdehnung der Abbildung A4 — A* auf die
Gebiete X2 und X* nach den Vorschriften des § 2: Alle A-Kreise, die einen festen
(4 nicht angehérenden) X-Kreis f beriihren, gehen nimlich nach Voraussetzung
unseres Satzes in die A*-Kreise iiber, die einen festen 2*-Kreis £* berithren und £*
ist bei der Abbildung T gerade der Bildkreis von . Und weil 2 und X* gekettete
Gebiete sind, kann man dann weiter in endlich vielen Schritten die Abbildung
A — A* auf die Abbildung X' — X* ausdehnen. Wegen der Voraussetzungen, die
wir in unserem Satze iiber die Abbildung T der Gebiete X' — X* gemacht haben,
148t sich diese Ausdehnung hindernislos vollziehen und keine der Schwierigkeiten
tritt auf, die nach § 2 bei der Ausdehnung auf die ganze Ebene vorkommen kénnen.

Setzen wir nun voraus, daBl unsere Abbildung T fiir die Teilgebiete 4 — A*
bereits als Abbildung von Lie nachgewiesen ist, so lassen sich also die Kreise von
4 und 4% so richten, daB die Abbildung der Gebiete 4 und A* der gerichteten
Kreise, die man erhélt, zu einer Abbildung Il von Lie gehért. Wir kénnen dann
bei jedem Schritt der Ausdehnung der Abbildung 4 — A* auf die Gebiete X — X'*
die neu hinzukommenden X-Kreise und 2*-Kreise immer gleich so richten (even-
tuell, indem wir sie in ihren beiden verschiedenen Richtungen verwenden), daB
die gerichteten Kreise bei der Ausdehnung der Abbildung A — A* gerade nach
Vorschrift der Abbildung I von Lie mitgenommen werden. Haben wir nimlich
einen X-Kreis ¥, so wissen wir ja, da8 alle ihn berithrenden A-Kreise g sich wieder
auf die A*-Kreise g* abbilden, die einen festen Bildkreis ¥* beriihren. Gehen wir
zu gerichteten Kreisen 4 — A* iiber, so wissen wir, da A — A* eine Abbildung
von Lie ist, also, daf alle gerichteten A-Kreise §, die einen festen gerichteten Kreis
t gleichsinnig berithren, wieder iibergehen in die A*-Kreise §*, die alle gleichzeitig
einen einzigen festen gerichteten K-Kreis {* berithren. Nehmen wir nun unseren

ungerichteten X-Kreis f in solcher Richtung~f an, daB er iiberhaupt von A-Kreisen 4
gleichsinnig beriihrt wird, so muB ihm als Bild durch die Liesche Abbildung U

ein K-Kreis f* zugeordnet werden, der von den Bildern §* der § berithrt wird.

Dieser K-Kreis £* mufB3 aber notwendig der in bestimmter Richtung genommene
Bildkreis £* von f sein, denn die gerichteten Kreise §, §* fallen ja in die g, g* hinein.
Da der angegebene Sachverhalt in analoger Weise bei jedem Schritt der Ausdeh-
nung giiltig ist, erkennt man leicht die Richtigkeit des Satzes: Wenn man unsere
Abbildung T fiir zwei beliebige Teilgebiete von X und Z* als Abbildung von Lie nach-
gewiesen hat, so ist sie auch fir die ganzen Gebiete als eine auf regulive Kreisgebiete
erstreckte Abbildung von Lie nachgewiesen.

II. Da wir somit unseren Satz nur noch fiir zwei beliebig kleine Teilgebiete
2 - A* zu beweisen brauchen, kénnen wir A4 etwa in der folgenden fiir unseren
Beweis besonders giinstigen Gestalt annehmen: Wir nehmen zwei konzentrische
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Kreise a und b aus 2, die so wenig verschieden sind, daB erstens alle Kreise a,
die ganz in dem durch sie gebildeten kreisringformigen Gebiet (Fig. 61) verlaufen,
noch zu X' gehoren und daB zweitens mit den g auch die Bilder g* der g so wenig
voneinander verschieden sind, da wie bei zwei Kreisen g auch bei zwei Kreisen g*
nuy innere Beyiihvung vorkommen kann. Das Gebiet der Kreise g nehmen wir dann
als A und das der g* als 4*. Richten wir dann die Kreise g und g* etwa alle nach

auBen, so vermittelt dann T eine Abbildung T der Gebiete A und A* der so ge-
richteten Kreise mit den Eigenschaften: 1. Sie ist eine eineindeutige Abbildung

der K-Kreise der Gebiete 4 und A*, 2. sie ist stetig und 3. sie erhilt die Berithrung
von K-Kreisen dieser Gebiete. Es kommt jetzt alles nur noch darauf an, die Ab-

bildung T als Teil einer Abbildung von Lie nachzuweisen.

TII. Den Beweis, dag die Abbildung T der Gebiete 4 — A* eine Abbildung
von Lie ist, bilden wir jetzt ganz dem Beweis des Hauptsatzes des § 49 nach. Wir
werden den Beweis auf den folgenden Satz der projektiven
Geometrie zuriickfiithren:

Eine Abbildung des n-dimensionalen projektiven Raumes
P,, die .

1. die Punkte zweier Gebicte I'— I'™* des P, eineindeutig
und stetig einander zuovdnet und die

2. die Gevaden zweier mit den Punhklgebieten I' und I'*

verkwiipfter Geradengebiete @ und O* cinander eindeutig und
stetig zuovdmet und die

Fig. 61.

3. einen Punkt von I" und eine Gerade von © in vereinigter Lage immer iibeyfihyt
in einen I'*-Punkt und eine @*-Gerade in veveinigier Lage, ist notwendig projektiv.

Dabei heift eine Mannigfaltigkeit von Geraden ein Geradengebiet, bei der zu
jeder Geraden auch noch eine Umgebung der Mannigfaltigkeit angehort, und zwar
von der Dimensionszahl, in der die Geraden im P, vorkommen, also 2# — 2. Ein
Punktgebiet I" und ein Geradengebiet ® heiBen wverkniipft, wenn durch jeden I'-
Punkt @-Gerade gehen, und wenn umgekehrt auch auf jeder @-Geraden I-Punkte
liegen. Mit einer @-Geraden durch einen Punkt gehén ja auf Grund der Definitions-
eigenschaft des Geradengebietes auch immer gleich unendlich viele benachbarte
durch diesen Punkt hindurch, und mit einem I-Punkt auf einer Geraden liegen
immer gleich unendlich viele auf dieser. Wir miissen in unserem Satz die
Gebiete I" und @ (resp. I'™* und %) natiirlich als verkniipft voraussetzen, denn
gabe es etwa ein Teilgebiet I von I', durch dessen Punkte iiberhaupt keine ©-
Geraden hindurchgingen, so wire nach unserem Satze iiber die Abbildung von I
tiberhaupt nichts vorausgesetzt, als daB sie eineindeutig und stetig wire und sie
brauchte nicht projektiv zu sein. Den Beweis unseres Satzes der projektiven Geo-
metrie wollen wir am SchluB unter Nr. VIII bis XII kurz andeuten.

IV. Wir werden nun auf die folgende Weise unseren Satz der ebenen Geo-
metrie von Lie auf den oben ausgesprochenen Satz der projektiven Geometrie
zuriickfithren: Wir bezeichnen als ein Gebiet lineaver Kreissysteme der Ebene eine
solche Mannigfaltigkeit von linearen Kreissystemen, bei der zu jedem System
auch noch eine vierdimensionale Umgebung wenig verschiedener Systeme der
Mannigfaltigkeit angehért. Da die im § 49 (81) erwahnten Biischel von linea-
ren Systemen in der Ebene in der Dimensionszahl 6 vorkommen, bezeichnen
wir ferner als ein Gebiet von Systembiischeln eine solche Mannigfaltigkeit von
ihnen, bei der zu jedem Biischel auch noch eine 6-dimensionale Umgebung der
Mannigfaltigkeit angehért. Wir bezeichnen weiter die folgenden Gebiete als ver-

kniipft: 1. ein Kreisgebiet A von K-Kreisen und ein Systemgebiet H, wenn
in jedem H-System K-Kreise aus A liegen und wenn jeder A-Kreis [4 — K-
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Kreis] in einem H-System enthalten ist. 2. ein Kreisgebiet A und ein Gebiet Z

von Systembiischeln, wenn es zu jedem A-Kreis ein Z-Biischel gibt, in dessen
samtlichen linearen Kreissystemen erenthalten ist, und wenn es zu jedem Z-Biischel

einen A-Kreis gibt, der seinen samtlichen Systemen angehoért. 3. ein System-
gebiet H und ein Gebiet Z von Systembiischeln, wenn jedes H-System ein
System eines Z-Biischels ist und wenn in jedem Z-Biischel ein H-System liegt.

‘Wir werden dann zelgen Man kann zu unseren unter Nr.II eingefiihrten

Kreisgebieten A und A* zwei mit ihnen verkniipfte Systemgebiete H und H*
angeben, und man kann weiter zwei Gebiete von Systembiischeln Z und Z*

angeben, die erstens mit den 4, A* und zweitens mit den H, H* verkniipft sind,
so daB folgendes gllt Alle A-Kreise eines H- Systems gehen bei unserer Abbil-
dung T der Gebiete A > A* mit den Eigenschaften 1, 2, 3 der Nr. II immer

wieder in die A*-Kreise eines und desselben H*-Systems iiber. Alle A-Krelse,
die den samtlichen Systemen eines Z-Biischels angehéren, gehen immer in die

A*-Kreise iiber, die den samtlichen Systemen eines festen Z*-Biischels ange-
horen. Unsere Abbildung zieht dann eine eindeutige und stetige Zuordnung der
Systeme der Gebiete H und H* und eine eindeutige und stetige Zuordnung der
Biischel der Gebiete Z und Z* nach sich, bei der ein H-System und ein Z-
Biischel in vereinigter Lage immer wieder iibergehen in ein H*-System und
ein Z*-Biischel in vereinigter Lage. Benutzen wir dann die auch im § 49 verwandte
Abbildung der Systeme und Systembiischel auf die Punkte und Geraden eines
P,, so entsprechen den H, H* Punktgebiete des P, und den Z, Z* mit ihnen

verkniipfte Geradengebiete des P,, und unserer Abbildung T der Gebiete H -> H*
und Z — Z* entspricht im P, eine Abbildung mit den Eigenschaften des unter
Nr. ITI erwahnten Satzes, also eine projektive Abbildung. Daraus folgt dann, da
wir in der Ebene eine lineare Abbildung der pentazyklischen Koordinaten der
Systeme der Gebiete H und H* haben. Aus der Tatsache, daB alle H-Systeme,
die einen und denselben A-Kreis enthalten, wieder in eine analoge Mannig-
faltigkeit von H*-Systemen durch einen festen A*-Kreis tibergehen, folgert
man dann leicht, daB wir speziell eine lineare Abbildung haben, die die Gleichung
{zr) =0 in sich iiberfithrt, also eine Abbildung von Lie fiir die Systemgeblete
H — H*, Daraus ergibt sich dann, da die Abbildung auch der Kreise A A%
eine Abbildung von Lie ist.

V. Wie konnen wir nun zu Gebieten von Systemen und Systembiischeln mit
den angegebenen Eigenschaften gelangen? Um zunichst die Gebiete H und H*
der Systeme festzulegen, beweisen wir den Satz:

Bei unsever Abbildung T gehen alle A-Kreise eines zusammenhingenden zwei-
dimensionalen Kveisgebiets, das ganz in einem bestimmiten hyperbolischen System t

enthalten ist, wieder in lauter Z*-Kreise iber, die einem wund demselben Bild-
system t* angehdven. Als ein zusammenhingendes zweidimensionales Kreisgebiet
bezeichnen wir dabei ein solches, das bei einer eineindeutigen stetigen Zuord-
nung der Kreise zu den Punkten einer Hilfsebene ein zusammenhéngendes
Punktgebiet ausmacht. Um den Beweis zu fithren, kénnen wir uns durch eine Lie-
Transformation der Ebene das System t in das hyperbolische System 1 aller
Punkte iibergefithrt denken. Dann gehen dabei 4 und A* in zwei K-Kreis-
gebiete A und A* tiber und T geht in eine Abbildung S der Gebiete A — A* iiber,
die die Eigenschaften unseres Satzes besitzt. Die Punkte von t, die dem Gebiet A
angehoren, bilden dann ein zusammenhingendes zweidimensionales Punktgebiet 1.
Zu jedem Punkt p von 1 gehort dann eine dreidimensionale K-Kreisumgebung
auch noch A an, also kann man sicher zu jedem Punkt v eine Zahl § angeben, so
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daB alle Kreise mit dem Mittelpunkt in b und einem Radius R <C § auch noch
zu / gehdren. Wir zeigen nun, daB die Punkte p von A bei der Abbildung S iiber-
gehen in lauter Kreise eines festen Bildsystems t*. Wir zeichnen um einen
Punkt fv von A als Mittelpunkt einen Kreis ¥ mit dem Radius g, wo g so klein
ist, daB erstens g < als die zu W gehorige Konstante § ist und daB zweitens der
Kreis I ganz in dem Punktgebiet A verliuft. Es sind dann die beiden in f
zusammenfallenden gerichteten Kreise ¥ und { K-Kreise aus 4 und die lineare
Schar aller K-Kreise, die ¥’ und ¥’ gemeinsam beriihren, also die Schar aller Punkte
von f gehért dann ganz zu A (also auch zu 4). Wir nehmen dann noch zu f einen
ihn schneidenden Kreis 8 hinzu, der so benachbart ist, da8 er noch ganz die-
selben Eigenschaften wie f hat, d. h. der zu A gehért und dessen Punkte alle
zu A gehéren. Auf 3 nehmen wir
einen Punkt f) an, der von den
Schnittpunkten mit f verschieden
ist. Bei der Abbildung geht jetzt
die Schar 3 der Punkte von f in
eine lineare Kreisschar 3* von A*
iiber, die zwei feste Hiillkreise
¥* und ¥’* hat, die gleichfalls
A* angehdren. ) geht in einen
weiteren A-Kreis §* iiber. Aus
der linearen Schar 3* und dem
Kreis n* kann man dann nach
§ 46 ein lineares Kreissystem t*
konstruieren. Wir wollen zeigen:
Alle Punkte von A gehen iiber
in A*- Kreise des Systems t*.
Haben wir einen beliebigen
Punkt b von A, so kénnen wir
ihn (vgl. Fig. 62) mit y durch
eine ganz innerhalb A verlau-
fende Kurve C verbinden. Zu
jedem Punkt von C gehért dann
die erwahnte Konstante §. Wir
nehmen jetzt eine GroBe ¢, die
kleiner als alle diese ¢ der Punkte
von C ist, so daB alle Kreise a
mit dem Radius R < ¢ um auf
C gelegene Mittelpunkte zu A
gehoren. ¢ konnen wir weiter so klein annehmen, daB alle diese Kreise ganz
in A verlaufen. Wir konnen nun immer eine Kette solcher Kreise a zeichnen,
von denen der erste a durch f) geht und der letzte a? durch b, und bei denen
jeder Kreis der Kette f, 8, af, o™...a? zwei konsekutive schneidet. Fiir
jeden dieser Kreise konnen wir nun zeigen, daB sich seine Punkte in eine lineare
Schar des Systems t{* abbilden. Denn nach der Reihe wissen wir immer von
drei Punkten eines solchen Kreises, daB sie sich in Kreise von {* abbilden und
wenn wir das fiir drei Punkte wissen, so folgt es fiir alle Punkte des Kreises, denn
mit drei Kreisen einer linearen Schar gehort immer die ganze Schar einem linearen
System an. Bei 8 wissen wir z. B., daB die Punkte §), m und n (Fig. 62) sich
auf Kreise von t* abbilden und bei a! dann weiter von §), gund §). Somit ist von
jedem beliebigen Punkt 9 von A bewiesen, daB er sich in einen Kreis von t* ab-
bildet. Wir haben also unseren Satz fiir das System { aller Punkte bewiesen.
Durch Ubergang auf die durch Lie-Transformation aus {f, 4, 4*} entstehende
Figur folgt aber, daB unser Satz allgemein gilt.

Fig. 62.
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VI. Aus Nr. V wissen wir jetzt, daB wir als das Kongruenzgebiet H das
aus allen denjenigen hyperbolischen Systemen bestehende wahlen konnen, bei

denen alle ihnen angehorenden A-Kreise ein usammenhdngendes zweidimensio-
nales Kreisgebiet bilden. Uber die geometrische Beschaffenheit dieses Gebiets H
koénnen wir durch die isotrope Projektion leicht Klarheit gewinnen. Unserm Kreis-

gebiet A, das nach Nr. II ja ganz speziell gewdhlt ist, entspricht im Raum das
Punktgebiet im Innern eines von zwei Kreiskegeln mit gleicher zur Grundebene
senkrechter Achse eingeschlossenen Raumstiicks. Den Systemen von H entsprechen
dann die zweischaligen Hyperboloide und raumartigen Ebenen (vgl. § 35, 36),
die dies Gebiet in einem zusammenhingenden Flichenstiick treffen.

VII. Um das Gebiet Z von Systembiischeln festzulegen, gehen wir von der
Gleichung (81) des § 49 aus und bemerken, daB fiir

(84) WP (qa) — (pa)? < 0.

in dem Biischel ¢ zwei parabolische ausgeartete Systeme ¢’ und ¢’ mit {c¢) =0
enthalten sind. Alle Kreise, die den simtlichen Systemen eines Biischels mit
(84) angehoren, beriihren also zwei feste Kreise. Wir konnen sagen: Die Biischel mit
(84) sind mit den linearen Kreisscharen gleichbedeutend, die zwei reelle Hiillkreise

haben. Sind die Hiillkreise ¢/, ¢’ zwei sich nicht schneidende A -Kreise, so werden alle

Kreise der zugehorigen linearen Schar auch zu A gehdren, wenn nur ¢’ und c¢”
hinreichend wenig voneinander verschieden sind. Denn dann weichen auch die
Kreise der Schar sehr wenig von den Hiillkreisen ab. Als Gebiet Z wahlen wir

nun das Gebiet aller ganz aus A-Kreisen bestehenden linearen Scharem, deren

Hiillkreise gleichfalls zu A gehéren. Von diesem Gebiet (und natiirlich auch von
dem Bildgebiet) kann man leicht zeigen, daB es alle unter Nr. IV verlangten Eigen-
schaften besitzt, im besonderen, da.B es ein mit H verkniipftes Gebiet darstellt.

VIII. Nun bleibt zum Schlufl nur noch iibrig, den unter Nr. I1I ausgesproche-
nen Satz der projektiven Geometrie zu beweisen. Wir fassen uns ganz kurz, da
der Beweis Schritt fiir Schritt dem Beweis des § 50 nachgebildet ist.

Zuerst miissen wir wieder einen Satz der projektiven Geometrie auf der Ge-
raden beweisen: Eine eineindeutige und stetige Abbildung zweiev Punkigebiete I' und
I'* einey projektiven Gevaden, die zwei harmonische Punktepaare von I' immey wieder
in ebensolche Paave vonI'* iiberfiihyt, ist notwendig projektiv. Da wir hier im Gegensatz
zu § 50 die Stetigkeit voraussetzen, brauchen wir nur den zweiten Teil des im § 50
gegebenen entsprechenden Satzes nachzuahmen. Wieder kann man den Beweis
auf die Tatsache griinden, daB eine Abbildung von Gebieten der projektiven Ge-

raden, die die angegebenen Eigenschaften hat und drei Punkte fest 148t, die Identi-
tat ist.

IX. In Analogie zur Definition des geketteten Kreisgebietes (vgl. Seite 222)
werden wir im P, ein Punktgebiet I" als durch ein Geradengebiet © gekettet bezeichnen,
wenn man irgend zwei Punkte von I” durch einen Streckenzug von I-Punkten und
©-Geraden verbinden kann. Man kann wieder nur fiir gekettete Gebiete zeigen,
daB fiir sie eine Abbildung B mit den Eigenschaften der Nr. III notwendig mit
einer und derselben projektiven Abbildung des P, iibereinstimmt. Wir kénnen den
Beweis fiir jedes gekettete Teilgebiet dann einzeln fiihren. Ahnlich wie unter I.
kann man zeigen, daB die Abbildung % in einem geketteten Gebiet als projektiv
nachgewiesen ist, wenn sie in einem beliebig kleinen Teilgebiet als projektiv nach-
gewiesen ist. Wir kénnen daher im folgenden das Gebiet I" als ein konvexes Punkt-
gebiet annehmen, also als ein solches, das von jeder Geraden und allgemeiner von

jedem P, mit s < # in einer zusammenhangenden Punktmannigfaltigkeit ge-
schnitten wird.
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X."Wir kénnen dann weiter je ein Gebiet von Py, P ... usw. bis P,_, an-
geben, so daB diese Gebiete alle untereinander und mit /" und @ verkniipft sind,
und fiir sie folgendes gilt: Aile I-Punkte, die einem und demselben P, (1 < s < n)
des erwahnten Pg-Gebietes angehiven, bilden sich ab auf lauter I'*-Punkte, die

wiedey einem und demselben Bild-P* angehiven.

XI. Vier harmonische I'-Punkie auf einer @-Geraden gehen bei unsever Abbil-
dung B immer wieder iiber in vier harmonische I'*-Punkte auf einer @*-Geraden.
Das folgt daraus, daB man bei der Konstruktion des vollstdndigen Vierseits (Fig. 59,
§ 50) alle Geraden so wenig verschieden von der Geraden g wahlen kann, daf sie
auch noch @-Gerade sind und daB man weiter die bei der Konstruktion verwandten
Hilfspunkte 1, 2, 3, 4, 5 so nahe an die I-Punkte a, p, b, ;5 legen kann, daB sie auch
noch I'-Punkte sind. Es wird dann nach Ny. VIII jede @-Gerade auf ihve Bildgevade,
sowett I'-Punkte in Frage kommen, projektiv abgebildet.

XII. Durch ahnliche Uberlegungen, wie die im § 50 an Fig. 60 ankniipfenden,
kann man jetzt den Satz der Nr. III fiir die Ebene beweisen, indem man in Fig. 60
die vorkommenden Punkte und Geraden als I-Punkte und ©@-Geraden wihlt.
Durch Schlu8 von # auf % 4 1 kann man den Beweis unter Zuhilfenahme des
Satzes von Nr. X dann allgemein fiihren.

XIII. Ahnlich wie im §49 bei den Abbildungen der Kontinuen leitet man
auch hier bei den Abbildungen der Gebiete die in der Einleitung § 1 ausgesprochenen

Sitze iiber die Abbildungen von Mdbius und Laguerve als spezielle Folgerungen
aus dem Satz iiber die Abbildungen von Lie her.

Blaschke, Differentialgeometrie ITI. 15



6. Kapitel.

Geometrie von Lie, Mobius und Laguerre
im Raum.

§ 52. Grundbegriffe der Geometrie von Lie im Raum.

Zwischen den drei kugelgeometrischen Gruppen im Raume be-
stehen ganz dhnliche Beziehungen wie zwischen den kreisgeometrischen
der Ebene: Die Gruppen von Mobius und Laguerre sind Untergruppen
der Gruppe vom Lie und ihre Geometrie 1Bt sich einbauen in die
Geometrie von Lie und dann einfach als ein Teilgebiet dieser be-
handeln. Da wir jetzt schon mit den entsprechenden Zusammen-
hidngen der ebenen Geometrie vertraut sind, wollen wir mit der
Geometrie von Lie beginnen und dann spiter die Geometrie von Mébius
und Laguerre gleich von dem Liegeometrischen Standpunkt aus be-
handeln.

In den meisten Séatzen erscheint die raumliche Lie-Geometrie als
eine einfache Wiederholung der ebenen, wenn man nur statt Gerade
Ebene und statt Kreis Kugel sagt. So definieren wir als die K-Kugeln
jetzt die folgenden Gebilde:

1. Die gerichteten Kugeln des Raumes. (Dabei bezeichnen wir als
eine gerichtete Kugel eine Kugel, bei der eines der beiden Gebiete, in die
sie den Raum zerlegt, als ihre positive Sette ausgezeichnet ist.)

2. Die gerichteten Ebenen des Raumes (die aus den ungerichteten
Ebenen entstehen, indem man eine der beiden Seiten der Ebene als die
positive auszeichnet).

3. Die Punkte des gew6hnlichen euklidischen Raumes.

4. Den uneigentlichen Punkt. (Wir erginzen hier wieder das eukli-
dische Punktkontinuum durch stetiges Einfiigen eines ,,unendlichfernen‘
Punktes zu einem rdumlichen Mobiusschen Kontinuum. Dieses ist von
dem projektiven Raum, wo man eine ganze Ebene uneigentlicher Punkte
einfiigt, wesentlich verschieden.)

Von einer Beriihrung zweier K-Kugeln sprechen wir dann weiter in
den folgenden 6 Fillen:

1. Bei zwei sich gleichsinnig berithrenden gerichteten Kugeln.

2. Bei einer gerichteten Kugel und einer gerichteten Tangenten-
ebene.
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. Bei zwei gleichsinnig parallelen Ebenen.

-

. Bei vereinigter Lage von Punkt und gerichteter Kugel.
. Bei vereinigter Lage von Punkt und gerichteter Ebene.

6. SchlieBllich gelten eine beliebige gerichtete Ebene und der un-
eigentliche Punkt als sich beriihrende K-Kugeln.

Wir wollen jetzt einige Haupttatsachen und Definitionen der Kugel-
geometrie von Lie zusammenstellen. Die Beweise, die denen der ebenen
Geometrie meist leicht nachzubilden sind, lassen wir hiufig fort.

1. Den K-Kugeln lassen sich die Systeme von sechs Verhdlinisgrofen

ot

Yo Y1 02 Y3 Va5
die der Bedingung

() W =—9 9 +vs+v:+y—yi=0

gendigen, eindeutig als Koordinaten zuordnen.

Den eigentlichen Punkten und gerichteten Kugeln des Raumes
mit den kartesischen Koordinaten &, 7, o, R — (o, 170, o Mittelpunkts-
koordinaten, R gerichteter Radius) — kann man ndmlich zunichst ein-
mal die Systeme mit y, + y; == 0 eineindeutig zuordnen -durch die
Formeln:

1+ (&5 -+n5 + &6 — R® 1—(§§+n8+03—R®
yO:Q.,..,,,QJ%__LJ v, = o- (OT”% ¢ — R?)

@) ya=0& Vs =01, ¥y =0-& ys=0-R,

die denen der Ebene § 42 (5) ganz entsprechen. Wir denken uns weiter
die gerichteten Ebenen in laufenden kartesischen Punkt-Koordinaten
&, n, £ in der Hesseschen Normalform

(3) e, étontal=w [df+“§+“§:1]

dargestellt. Hier sind o,, a,, oy die Richtungskosinus der gerichteten
Ebene, die wir etwa auffassen kénnen als die Kosinus ihrer Winkel mit
den in bestimmter Weise gerichteten Koordinatenebenen und w ist der
gerichtete Abstand der Ebene vom Ursprung, der positiv gerechnet wird,
wenn der Ursprung auf der positiven Seite der Ebene gelegen ist und
sonst negativ.

Es lassen sich dann die Systeme der VerhiltnisgroBen y mit
yo + v, = 0 und y; == 0 den gerichteten Ebenen eineindeutig zuordnen
durch die Formeln

Yo =0 W y, = 0+[—w] ys=g0-1
(4) »

Yo =0°¢ Vs =0 Yy =003
15%
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Diese Formeln ergeben sich natiirlich in dhnlicher Weise wie die For-
meln (7) des § 42 aus den dortigen Formeln (5) als ein Grenzfall aus (2).
Dem iibrigbleibenden System y, + y; = 0; y5 = 0, fiir das im Reellen
aus (1) folgt v, = y3 = y, = 0, lassen wir den uneigentlichen Punkt
entsprechen.

Wir nennen die 6 Koordinaten y die hexasphdrischen Koordinaten
der K-Kugeln. Als eine stetige Abinderung einer K-Kugel bezeichnen
wir wieder eine solche, die einer stetigen Anderung der hexasphirischen
Koordinaten entspricht, wobei das Wertsystem {0,0,0,0,0,0} zu ver-
meiden ist.

Wir verwenden wieder abkiirzende Symbole. Wir setzen

(5) TW = — %V XY T X Ve T XYy T XY — % Vs,

wo wir, da Milverstindnisse nicht zu befiirchten sind, jetzt die eckigen
Klammern fiir die Form in den 6 Variablen benutzen. Ebenso schreiben

wir jetzt Gleichungen
Zi:“xi+/3yi [i:()bisf)]

in vektorieller Form § = ax 4 fy bei Verwendung deutscher Buch-
staben. Die eckigen Klammern lassen wir auch hiufig wieder fort.

Man kann leicht nachweisen, daB fiir zwei K-Kugeln ¢ und y durch
die Gleichung {xry)=0 immer einer der sechs angefiihrten Fille von
Beriihrung gekennzeichnet ist.

II. Die Abbildungen von Lie im Raume definieren wiv als die lincaren
Substitutionen der hexasphdrischen Koovdinaten, die die Gleichung
(xr) = 0 invariant lassen. Durch ganz entsprechende Gedankenginge
wie in der Ebene (vgl. §§ 49—50) kann man auch hier zeigen, daf} die
Abbildungen von Lie die einzigen eineindeutigen Abbildungen von
K-Kugeln sind, die Beriihrung von K-Kugeln invariant lassen. Ent-
sprechend § 51 kann man auch hier zeigen, daB3 jede Abbildung von Lie
in gewissen geeigneten Gebieten nach Weglassen der Richtung der
Kugeln eine eindeutige Abbildung der Kugeln im gewdhnlichen eukli-
dischen Sinne vermittelt, die Beriihrung erhilt. Und dann 1Bt sich
wieder beweisen, dal die Abbildungen, die man so erhilt, iiberhaupt
die einzigen moglichen eineindeutigen und stetigen Abbildungen von
Gebieten euklidischer Kugeln sind, die die Beriihrung invariant lassen.

I11. Fiir die Bildung von Invarianten der Lie-Geometrie gelten wieder
die folgenden Gesetze:

Man bildet erst die Invarianten gegeniiber der Gruppe der linearen
Transformationen der y, die die Form (yp) absolut invariant lassen
{(Halbinvarianten). Fiir diese Gruppe gelten wieder die Regeln des § 10.
Aus den Halbinvarianten bildet man dann noch Invarianten gegeniiber
den Umnormierungen y = Ap*.



§ 53. Lineare Kugelscharen und Kugelkomplexe. 229

IV. Drei linear abhingige K-Kugeln beriihren sich, wie man § 43 (12)
entsprechend zeigen kann, in ein und demselben gerichteten Flichen-
element, sie gehoéren, wie wir auch sagen, esnem Biischel an. Es gehen bei
einer Abbildung von Lie alle K-Kugeln eines Biischels immer wieder
in ‘die Kugeln ein und desselben Bildbiischels iiber. Dabei miissen wir
die Biischel gleichsinnig paralleler Ebenen als Biischel von K-Kugeln
durch uneigentliche gerichiete Flichenelemente mitzéhlen. Jedem gerichte-
ten Flichenelement wird dann eineindeutig wieder ein eigentliches oder
uneigentliches gerichtetes Flachenelement als Bild zugeordnet.

V. Vier K-Kugeln eines Biischels haben eine Invariante, die man
wieder nach § 44 (14) und (17) berechnen kann und die hier im all-
gemeinen Fall wieder einfach das Doppelverhilinis der Radien der vier
Kugeln ist.

Auf die Grundbegriffe K-Kugel, Beriihrung, Doppelverhilinis gehen
alle noch folgenden zuriick. Besonders ist zu betonen, daB den Kreisen
und Geraden des Raumes in der Lie-Geometrie des Raumes keine in-
variante Bedeutung zukommt, nicht einmal dem Begriff des K-Kreises
im Sinne des Kap. V kommt im Raume eine invariante Bedeutung zu.

§ 63. Lineare Kugelscharen und Kugelkomplexe.

VI. Drei Kugeln %, von denen sich keine zwei beriihren, haben wie-
der als einzige Invariante die Vorzeicheninvarianie

(6) P = sgn [Q'I J’:II> @II &.HI> Q.III &.I>] .

Die Tripel mit ¢ = —1 [vgl. §43 (13)] lassen sich durch Abbildung
von Lie in drei Punkte iiberfiihren, speziell z. B. in drei auf einer
Geraden gelegene Punkte. Die Tripel mit = 4 1 lassen sich aber
itberfithren in das Tripel, das aus einer gerichteten Ebene und zwei zu
ihr spiegelbildlichen Punkten besteht.

Zu den Tripeln mit 6 = — 1 gibt es nun hier — und darin besteht
eine Abweichung von den entsprechenden Verhiltnissen der Ebene —
eine einparametrige Schar gemeinsam beriihrender K-Kugeln 3, wie man
aus dem Fall der 3 Punkte einer Geraden sieht, wo die K-Kugeln 3 die
Ebenen des Biischels durch die den 3 Punkten gemeinsame Gerade g
sind. Im Fall § = 4 1 gibt es dagegen iberhaupt keine gemeinsam
beriihrenden Kugeln, wie aus dem Beispiel der Ebene und der spiegel-
bildlichen Punkte zu ersehen ist.

VII. Alle Kugeln 1), die sich aus dreien, ¢!, ¢!, ™, von denen keine
zwel sich beriihren, linear kombinieren lassen [§ 44 (19)], bilden eine
lineare Schar von K-Kugeln. Falls fir die ¢ die Invariante § = — 1
ist, besteht die lineare Schar aus allen Kugeln ), die von simtlichen
Kugeln 3 berithrt werden, die ihrerseits die drei r* gleichzeitig be-
rithren. Denn mittels §44 (19) folgt aus 3x*=0 auch 3y =0. Im
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Fall dreier Punkte ¢* auf einer Geraden g sind die 3, wie wir gesehen
haben, die gerichteten Ebenen durch die den Punkten gemeinsame Ge-
rade g. Die K-Kugeln, die von allen diesen Ebenen berithrt werden, sind
dann aber die simtlichen Punkte von g. Diese machen dann die lineare
Schar aus. Da drei Ebenen des Biischels durch g, weil sie gemeinsame
Berithrungskugeln, ndmlich die Punkte der Geraden g besitzen, ebenfalls
ein § = — 1 haben miissen, bestimmen sie ihrerseits eine lineare Schar
von ganz demselben Typ wie die Punkte, nimlich die Schar, die aus
allen in beliebiger Richtung genommenen Ebenen des Biischels durch g
besteht. Zwei lineare Scharen vom Typ d = — 1 gehéren also in der
rdumlichen Geometrie im Gegensatz zur ebenen immer paarweise zu-
sammen. Wir nennen solche zusammengehorige Scharen kowjugierte
lineare Schaven. Fir drei Kugeln g® mit 6 = -+ 1 kann man die lineare
Schar wieder dhnlich wie in der Ebene konstruieren [vgl. § 44, Fig. 55]:
Durch jedes Flichenelement von t! zieht man die beiden Kugeln 3T
und 3, die g™ und ™ beriihren, und in dem Biischel ¢!, 3, 3! dann
die Kugel t;, die ¢!, " und 3™ jeweils unter festem Doppelverhiltnis d
teilt. Alle Kugeln t, umhiillen dann auBer ¢! noch eine zweite Kugel q,.
Die zu den verschiedenen Werten von d gehérigen Kugeln g, bilden dann
die lineare Schar.

VIII. Das Doppelverhdltnis d, das bei der eben erwidhnten Konstruk-
tion auftritt, ist wieder eine Invariante von vier Kugeln einer linearen
Schay. Fiir vier gegebene Kugeln ¢, ™, ™, ¢!V einer beliebigen linearen
Schar (mit 6 = —1 oder d = + 1) kann man dieses Doppelverhiltnis
d(zh % ™, ¢ folgendermaBen auf ein Doppelverhiltnis von vier
Kugeln eines Biischels zuriickfithren: Man withlt auf g! ein beliebiges
gerichtetes Flichenelement undzieht durch dies die K-Kugeln 'L, ™%, ™V,
die der Reihe nach ', y™ und ¢!V beriihren. Dann ist d gleich dem
Doppelverhiltnis D (g1, ™, ™, q'V) der vier in einem Biischel liegenden
Kugeln ¢!, gU, g, q!V. Analytisch ist d wieder durch die Formel (20)
des § 44 gegeben.

IX. Alle K-Kugeln 7, die einer und derselben linearen Gleichung
(7) ar=20 [a nicht identisch gleich 0]
geniigen, bilden eine dreiparametrige Mannigfaltigkeit. Eine solche
Mannigfaltigkeit nennen wir einen linearen Komplex von K-Kugeln.
Die linearen Kugelkomplexe spielen im Raum dieselbe Rolle wie die
linearen Kreissysteme in der Ebene. Wir unterscheiden wieder drei
Typen [vgl. § 45]

a) aa > 0 elliptischer Komplex,

b) aa = 0 parabolischer oder ausgearteter Komplex,

¢) aa < 0 hyperbolischer Komplex.

Die parabolischen Komplexe bestehen einfach aus allen Kugeln, die
eine feste K-Kugel mit den hexasphirischen Koordinaten a beriithren,
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Fiir die beiden andern Typen gelten zwei invariante Konstruktionen,
die ganz den beiden im § 45 und § 46 fiir die linearen Kreissysteme
angegebenen entsprechen. Bei der ersten Konstruktion hat man statt
der beiden Kreisbiischel jetzt zwei kugelgeometrisch bezogene Kugel-
biischel') mit einer sich selbst entsprechenden gemeinsamen Kugel zu
nehmen. Der lineare Komplex besteht dann im wesentlichen aus allen
K-Kugeln, die zwei sich entsprechende Kugeln beider Biischel gleich-
zeitig beriihren. Bei der zweiten Konstruktion hat man die Mannig-
faltigkeit aller Kugeln 3, die zwei feste K-Kugeln ¢! und ¢ ™ beriihren,
und eine weitere Kugel ) zu nehmen. Zu jedem Tripel von zwei
Kugeln 3!, 3™ aus der Mannigfaltigkeit 3 und y haben wir dann die zu-
gehorige lineare Scharvon K-Kugeln zu bestimmen. Alle diese linearen
Scharen erfiillen dann den linearen Komplex.

Jeder elliptische Komplex 1aBt sich ganz den Verhiltnissen der Ebene
entsprechend durch Abbildung von Lie iiberfithren in die Mannigfaltig-
keit aller K-Kugeln, die eine feste Ebene senkrecht schneiden, jeder
parabolische in die Mannigfaltigkeit aller gerichteten Ebenen, jeder
hyperbolische in die Mannigfaltigkeit aller Punkte.

Wie sehen nun die linearen Komplexe allgemein aus? Ganz der
geometrischen Gestalt der linearen Systeme von Kreisen in der Ebene
entsprechend gilt hier:

Ein allgemeiner elliptischer Komplex besteht immer aus allen K-Kugeln,
die eine feste gerichtete Kugel oder Ebene unter festem Winkel schneiden.
Die Punkte der Kugel, resp. der Ebene werden dabei als Grenzfall
wieder mitgerechnet. Im Fall einer festen Kugel haben wir das Analo-
gon zum zeitartigen sphirischen Kreissystem (§ 36), im Fall einer festen
Ebene das Analogon des zeitartigen ebenen Kreissystems (§ 35).

Ein allgemeiner hyperbolischer Kugelkomplex kann eine der beiden
folgenden Gestalten haben:

®) [Analogon des raumartigen sphirischen Kreissystems.] Man
denke sich die Fig. 45 des § 36 um die Symmetrieachse % rotierend.
Dann entsteht aus den beiden Kreisen 3,, 8; eine Ringfliche und
aus der Schar der Kreise t eine Kugelschar, deren Kugeln t den aus

3; und ?—)1 erzeugten Ring alle lings eines ganzen Kreises beriihren.
LaBt man nun die Schar der oo! Kugeln t um den Punkt M riumlich
rotieren, so kommt sie dabei in c0? verschiedene Lagen und es entsteht
eine Mannigfaltigkeit von 00® Kugeln. Diese bilden gerade den linearen
Komplex.

f) Der zweite Typ [der den raumartigen ebenen Kreissystemen ent-
spricht] besteht aus allen Kugeln, deren Radius R zu dem Abstand »

1) Das heiBit zwei Kugelbiischel, deren Kugeln paarweise einander so zuge-
ordnet sind, daB das Doppelverhiltnis von je vier entsprechenden Kugeln in
beiden Biischeln immer gleich ist.
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des Mittelpunktes von einer festen Ebene in der Beziehung

(8) R=cr4+d |c|<1

steht, mit festen Konstanten ¢ und d [vgl. § 35 (23a). Alle diese Tat-
sachen kann man leicht beweisen, indem man in (7) fiir die hexa-
spharischen Kugelkoordinaten g nach (2) etwa die kartesischen einfiihrt.

X. Die durch § 46 (33) gegebene Transformation bezeichnen wir
im Raum als Spiegelung am linearen Komplex oder wieder als Lie-
Inversion. Zu einer Kugel ¢ auBerhalb des Komplexes erhilt man wie-
der das Bild ¢*, indem man alle Kugeln des Komplexes nimmt, die ¢ be-
rithren und dann g* als deren zweite gemeinsame Beriihrungskugel be-
stimmt. Aus den Lie-Inversionen 1aBt sich wieder die ganze Gruppe
von Lie erzeugen.

Nehmen wir die aus zwei Tripeln ¢, ¢, ™ und y?, yT, y™ von
Kugeln bestehende Figur 7, bei der sich die t* untereinander sowie die
” untereinander nicht beriihren, bei der aber alle 1* alle yf beriihren,
und nehmen wir zu f eine dquivalente Figur /* hinzu, so ergibt sich, wie
wir hier ohne Beweis anfithren, daB es genau zwei Lie-Transforma-
tionen gibt, die f in f* iiberfiihren. Sehen wir von der Zweiwertigkeit
ab, so ergibt sich also, da die Figur f* von 15 Parametern abhingt,
daf die raumliche Gruppe von Lie 15-gliedrig 4st. Zum Unterschied
von der ebenen Gruppe &,, werden wir daher die rdumliche auch als
®,5 bezeichnen.

XI. Fir die Invariante § 46 (34) zweier Komplexe a und p 148t
sich wieder eine ganz entsprechende Deutung finden wie in der Ebene.
Man spiegelt eine a angehtrende Kugel u dreimal abwechselnd an p und
a und erhilt so vier Kugeln einer linearen Schar, deren Doppelverhiltnis
wieder nach § 46 (36) mit der Invariante der Komplexe zusammenhéngt.
Zwei Komplexe sind wieder snvolutorisch zueinander, d. h. es gilt fiir
sie ap) == 0, wenn mit jeder dem einen der Komplexe (etwa a) an-
gehdrenden Kugel u auch die zum andern Komplex p spiegelbildliche
Kugel v in a gelegen ist.

XII. Die Invariante § 46 (37) zweier Kugeln u, v und eines Kom-
plexes p 148t sich wieder nach §46 (38) auf ein Doppelverhiltnis von vier
Kugeln einer linearen Schar zuriickfithren, nimlich von u, v und den
beiden zu p spiegelbildlichen Kugeln u’, v’.

XIII. Fir die Determinante von sechs Komplexen ¢* [ = I bis VI]
gilt nach der Determinantenformel § 10 (14)

(9) S e A AP A kA ) (, p = IDbis VI).
Denn in der quadratischen Form (1) dieses Kapitels haben, wenn man
y, fiir den Augenblick mit y, bezeichnet, die in § 10 (6) auftreten-
den Koeffizienten die Werte:

By =By, = ?33 = Byy= —Bj; = — By =1

B, =0 fir i = k. B=|B;, |=-+1.
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§ 54. Uber die Verwandtschaft der Kugelgeometrie von Lie
mit der projektiven Liniengeometrie.
Wir kommen jetzt auf die Verwandtschaft zu sprechen, die die pro-
jektive Liniengeometrie mit der Kugelgeometrie von Lie besitzt.

Sind z, [+ =1, 2, 3, 4] homogene kartesische Punktkoordinaten im
Py, so sind bekanntlich die Linienkoordinaten ¢,; der durch die beiden
Punkte mit den Koordinaten z; und #; gehenden Geraden p durch

(10) bin =%t — %4
bestimmt!). Die sechs homogenen Linienkoordinaten der Geraden p ge-
niigen bekanntlich der Gleichung

(11) P12 Doy T D1sban T Pradas =0

Wir wollen beispielsweise fiir die Erzeugenden des hyperbolischen Para-
boloids mit der Gleichung x,x, = %, %, in den homogenen kartesischen
Koordinaten die Linienkoordinaten einfithren. Wir kénnen die Flache
mittels zweier Parameter p und ¢ in der Parameterform schreiben

X, == 0; Xy =00
(12) 1 3
X, =0, %=1,

wo dann die Flichenkurven g = const und ¢ = const den beiden
Scharen von Erzeugenden entsprechen. Die Darstellung versagt nur
fiir die beiden Erzeugenden

{%,=0; % =0} und {x,=0; x,=0}
in der uneigentlichen Ebene x, = 0 des P,, die sich aus (12) als ein
Grenzfall fiir ¢ — oo resp. ¢ — oo ergeben. Zwei Punkte

\ leigl; By = 040 Jtl:Q:’; lg == 0,0
(13) lzgzo; 24:1 lt,zzo; t,==1

die zu demselben ¢-Wert und verschiedenen Werten o; und g, von g
gehoren, bestimmen eine Erzeugende der Schar ¢ = const. Aus (10),
(13) ergibt sich fiir ihre Linienkoordinaten

{ 7512:1’34:(91*92)‘5; P13 =P =03
p14:(91“92)§ Pas ’_“*(Ql 92)02

Dividieren wir die homogenen Linienkoordinaten durch den Faktor
01 — 03, SO erhalten wir fiir die eine Schar der Erzeugenden die Linien-
koordinaten:
)
_ — 02

1) ¥ :{

1) Den Proportionalitatsfaktor, den man gewthnlich vor die rechte Seite
schreibt, lassen wir hier weg.

(14)

p1\1) ]pw
1l e o

28

=g

b3
=0
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Analog ergibt sich fiir die andere Schar:

(16) p(@):{@, 92> 0, — 0 ‘I‘ia O}-
Die beiden Scharen des Paraboloids sind durch ihren Schraubungssinn
unterschieden: Legen wir das System der homogenen kartesischen
Koordinaten als ein Rechtssystem zugrunde, so vollfithrt man, wie man
leicht erkennt, beim Durchlaufen der Schar (15) eine Rechtsschraubung,
beim Durchlaufen der Schar (16) aber eine Linksschraubung. All-
gemein bezeichnet man bekanntlich in der projektiven Geometrie eine
Fliche mit zwei Scharen reeller Erzeugenden als Hyperboloid. Die
beiden Scharen einer solchen Fliche sind immer durch den Schrauben-
sinn unterschieden.

Die Bedingung fiir das Schneiden zweier Geraden p und gq ist be-
kanntlich durch die zu (11) gehorige bilineare Gleichung

1
(17) 5 { P12 a4+ Pos Q1o + Pus G+ Do Tus T Pru Gap - Pag 0ug | =0

gegeben.

Es ist ferner bekannt, daB durch die linearen Substitutionen der
Linienkoordinaten, die die Gleichung (11) und damit auch die Glei-
chung (17) in sich iberfithren, om wesentlichen die projektiven Trans-
formationen des Rawmes dargestellt sind. Wir sagen im wesentlichen,
weil diese Gruppe etwas weiter ist als die Gruppe, die man gewdhnlich
der projektiven Geometrie zugrunde legt. Sie stellt nimlich auBer den
Kollineationen auch die Korrelationen dar, also insgesamt die dualisti-
schen Transformationen.

Fiihren wir statt der gewthnlichen Linienkoordinaten $,,, durch

P12 =491 + Gos P15 =92 + 445 b =914

bsi = 91 — Qo3 Dao = o — 445 bas =95 — 5

neue Linienkoordinaten ¢ ein, so geht die Gleichung (11) in die Gleichung
(19) — Gttt - —G=0

iber und die Gruppe der dualistischen Transformationen wird dann

durch die linearen Substitutionen dargestellt, die die Gleichung (19) in-
variant lassen.

(18)

Die der projektiven Liniengeometrie zugrunde liegende Gruppe
unterscheidet sich also nur um das in ihrer invarianten Gleichung vor
g} stehende negative Zeichen von der Gruppe (1) von Lie. Durch die
imagindre Transformation
(20) g =1y, [fir k=0,1,2,3,5] 9 = 1’/17'3’4

.

konnen wir die beiden Gruppen ineinander iberfithren. Sie stehen also
in ganz dhnlicher Beziehung, wie im 4. Kapitel die Bewegungsgruppe
und die Gruppe J¢ der indefiniten Bewegungsgeometrie.
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Die Transformation (20) ist die berithmte Geraden-Kugeltransforma-
tion von Sophus Lie. Da sie nur im Komplexen Giiltigkeit hat, stellt sie
im Reellen natiirlich keine eineindeutige Zuordnung der Geraden des
Linienraums zu den K-Kugeln des Kugelraumes dar, bei der sich dualisti-
sche Transformationen und Lie-Transformationen entsprechen. Ihre
Bedeutung fiir die reelle Geometrie beruht aber in der weitreichenden
Analogie zwischen projektiver Liniengeometrie und Liescher Kugel-
geometrie, die sie durch die komplexen Transformationsformeln (20)
aufgezeigt hat. So gelten fiir die Bildung von Invarianten fir beide
Geometrien ganz dieselben Gesetze:

Um Halbinvarianten zu bilden, haben wir zuerst die Gruppen zu
nehmen, die die quadratischen Formen (19) bzw. (1) absolut invariant
lassen. Beide Gruppen fallen dabei unter dieim § 10 erwédhnten, so dafl
fiir die sich in beiden Geometrien entsprechenden Gebilde, z. B. eine An-
zahl K-Kugeln und eine gleiche Anzahl Geraden, die Zahl der unab-
hingigen Halbinvarianten sowie das Gesetz ihrer formalen Bildung ganz
dasselbe ist, wenn man nur immer an Stelle der Form (1) der Kugelgeo-
metrie in der Liniengeometrie die Form (19) treten 148t. Bei beiden
Geometrien kommen dann in gleicher Weise die Umnormierungen hinzu.

Fiir die reelle geometrische Deutung der Invarianten werden die
Verhiltnisse aber, wie wir sehen werden, in beiden Geometrien sehr
wesentlich verschieden liegen kénnen. Viele Konstruktionen, die in der
einen Geometrie reell sind, haben in der andern kein reelles Analogon, und
man wird in der letzteren dann nach neuen reellen Konstruktionen
suchen miissen. Natiirlich wird auch der anschauliche Wert der einzelnen
geometrischen Begriffe und Konstruktionen in beiden Geometrien ein
wesentlich verschiedener sein koénnen.

Statt der zu (19) gehérigen Gruppe koénnen wir fiir die Liniengeo-
metrie natiirlich auch die ihr reell-isomorphe urspriingliche nehmen
[die zu (11) gehort] und missen dann nur die quadratische Form (11)
zugrunde legen. Fiihren wir dann die neue Bezeichnung

(21) D1a = %15 D1 = %, P1s = %3,
Doy = %y Pia = %55 Pag == %4

fiir die Linienkoordinaten ein, und definieren wir in der Liniengeometrie
das Symbol (xy) durch

(22) Qp) =%, X 4 %y Xy - X3 %,

in der Kugelgeometrie aber nach wie vor durch (1), so kénnen wir beide
Geometrien in weitgehender formaler Analogie behandeln.

Als wir ausfithrten, daB sich die Bildung der Invarianten in beiden
Geometrien nach ganz denselben Gesetzen vollzieht, haben wir noch einen
kleinen Unterschied unterschlagen. Wihrend sich bei den Abbildungen
von Lie, also den linearen Transformationen der v, die die Gleichung (1)
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in sich iberfithren, die Form (i) nur mit einem positiven Faktor multi-
plizieren kann — (fiir den Raum.laBt sich das ganz ebenso zeigen, wie
wir das im § 43 fiir die Ebene bewiesen haben) — gibt es in der Linien-
geometrie auch lineare Transformationen der Koordinaten (21), die das
Vorzeichen der Form (22) 4ndern, gegeniiber denen also sgn (rr) keine
Invariante ist, z. B. die Spiegelung an der Koordinatenebene z3 = 0,
die sich nach (10) (21) in Linienkoordinaten darstellen 148t durch:

xp=+xF [firi=1,3,5]; x; = — % [fiir ¢ = 2, 4, 6].

Die Gruppe der dualistischen Transformationen zerfillt somit in zwei
Scharen, von denen die eine, 9, sgn {x¢) invariant 146t und die andere,
9B, nicht. Die Schar % bildet eine Untergruppe der dualistischen Gruppe.
Wollen wir die formale Analogie zwischen unseren beiden Geometrien
moglichst weit bringen, so beschrinken wir uns in der Liniengeometrie
am besten von vornherein auf die Untergruppe %, die wir dann schlecht-
hin als die lintengeometrische Gruppe bezeichnen wollen. Denn nur bei
der Gruppe, die sgn () invariant 1iBt, kann man nach § 10 bei der
Invariantenbildung die Zerlegung in die zwei Schritte 1. Halbinvarian-
ten, 2. Normierungsinvarianten vollziehen. 9 stellt die Untergruppe
derjenigen dualistischen Transformationen dar, die den Schraubensinn
erhalten, also etwa eine rechtsgewundene Regelschar eines Hyperboloids
immer wieder in eine ebensolche iiberfithren. Diese Tatsache 148t sich
aus den jetzt folgenden Entwickelungen (vgl. Nr. IV) ohne weiteres ab-
lesen.

Wir stellen jetzt den im § 52 und § 53 fiir die Kugelgeometrie zu-
sammengestellten Tatsachen einige entsprechende der Liniengeometrie
an die Seite, wobei wir dieser jetzt die eben erwdhnte Gruppe zugrunde
legen.

1. Zwei Gerade besitzen eine invariante Gleichung {(tp) =0,
die Bedingung des Schneidens, die der Berithrungsbedingung zweier
K-Kugeln entspricht.

II. Drei Gerade mit linear abhidngigen Linienkoordinaten gehéren
demselben Bischel an. Die Geradenbiischel entsprechen den Biischeln
von K-Kugeln, und die (ungerichteten) Flachenelemente als Geraden-
gebilde den (gerichteten) Flichenelementen als Gebilden von K-Kugeln.

III. Bei drei linear unabhingigen Geraden g', ', ™! tritt hier ein
neuer Fall auf, der in der Kugelgeometrie kein reelles Analogon hat.
Wihrend dort drei reelle K-Kugeln, die sich paarweise beriihrten
[vgl. § 52 IV], notwendig einem Biischel angehéren, also linear ab-
héngig sein muBten, gibt es hier sich paarweise schneidende Tripel von
Geraden *

(23) @“rhH =0,

die keinem Biischel angehoren, ndmlich entweder drei Geraden, die
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durch einen Punkt gehen, ohne in derselben Ebene zu liegen, oder aber
drei Geraden, die in einer Ebene liegen, ohne durch einen und den-
selben Punkt zu gehen. Beide Fille sind gegeniiber den Korrelationen
dquivalent. Alle Geraden durch einen und denselben Punkt gehen bei
den Transformationen unserer Liniengeometrie entweder in eine eben-
solche Mannigfaltigkeit {iber oder in die Mannigfaltigkeit aller Geraden
in einer Ebene. Die Punkte und Ebenen als die einfachsten Gebilde der
projektiven Geometrie, die wir liniengeometrisch etwa durch die linear
unabhingigen Geradentripel ¢* mit (23) reprisentieren kénnen, haben
in der Kugelgeometrie kein reelles Analogon.

IV. Drei Gerade, von denen keine zwei sich schneiden, haben wieder
als einzige Invariante die Vorzeicheninvariante:

(24) 0 = sgn [l ¢ ¢ D).
Man weist leicht nach, dal} z. B. drei beliebige Gerade der Schar (15)
von Erzeugenden des dort betrachteten Hyperboloids ein § == —1

haben, drei Geraden der anderen Schar (16) aber § = + 1. Weil jedes
Tripel 1* von windschiefen Geraden sich in ein solches iiberfithren
14Bt, das in einer dieser beiden Regelscharen gelegen ist, so sehen
wir, daBl es zu jedem solchen Tripel immer oo! gleichzeitig schnei-
dende Geraden gibt, nidmlich die eine Erzeugendenschar eines Hyper-
boloids, der die £ * jeweils nicht angehéren. Istdiese Schar linksgewunden,
s0 1st 0 = — 1, ust sie aber vechisgewunden, so ist 6 = + 1.

V. Drei windschiefe Gerade ¢* bestimmen, den analogen Verhilt-
nissen der Kugelgeometrie entsprechend, eine lineare Schar, namlich
die der aus ihnen linear kombinierbaren Geraden

I
(25) 5= %;Qa re.

An dem speziellen Beispiel (15), (16) kann man zeigen, dalB je vier Ge-
raden einer der Regelscharen unseres speziellen Hyperboloids linear
abhingig sind. Daraus erkennt man, daB allgemein die linearen Scharen
mit den Regelscharen der Hyperboloide identisch sind. Und zwar ge-
héren immer zwei lineare Scharen (25) und

L S
(26) 3 :_21@;. t
A=

als zum selben Hyperboloid gehorig zusammen. Die zweite Schar (26)
denken wir uns dabei durch drei neue Geraden * aufgespannt. Wir
nennen solche zusammengehoérige Scharen konjugierie lineare Scharen.
Da alle 3 alle 3 schneiden miissen, gelten die Gleichungen:

(27) Gerh=0 [fiir &, 4 = I bis I1T]
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Zu den drei gegebenen Geraden t* sind die 3 die co! Geraden, die sich
aus den Gleichungen

(28) 31¢=0 [o=1Dbis [II] und

o

o
I
en

bestimmen und analoges gilt fir die 3.

VI. Vier Geraden eines Biischels haben ein Doppelverhilinis, das
sich wieder nach den Formeln § 44 (14), (17) bestimmt.

VII. Alle Geraden g, die einer linearen Gleichung {ay) = 0 ge-
niigen, bilden einen lincaren Geradenkomplex. Fir die nicht ausgearte-
ten Komplexe mit aa 4 0 gelten wieder ganz entsprechende Konstruk-
tionen, wie fiir die Kugelkomplexe. Zum Beispiel kann man einen
Geradenkomplex aus zwei projektiven Geradenbiischeln konstruieren,
die eine Gerade gemeinsam haben, indem man zu jedem Paar ent-
sprechender Geraden immer alle das Paar gleichzeitig schneidenden
Geraden zieht. Das kann man wieder mit Hilfe der auch fiir die Kugel-
geometrie zu verwendenden Formeln § 45 (30), (82) nachweisen.

Bekanntlich sind die linearen Komplexe mit aa < 0 identisch mit
den sogenannten Nullsystemen von Mobius'). Man kann leicht zeigen,
daB den Komplexen mit aa > 0 die rechtsgewundenen und den Kom-
plexen mit aa < 0 die linksgewundenen Nullsysteme entsprechen.

VIII. Fiir die Determinante von sechs Komplexen * [x = I bis VI]

gilt in der Liniengeometrie im Gegensatz zur Kugelgeometrie die
Formel:

(28a) e T Y, Y, eV = — [y

wie man erkennt, wenn man fiir die Form (22) die in § 10 (14) auf-
tretende GréBe B=|B,;| bestimmt.

§ 55. Hyperboloide und Zykliden von Dupin,

Unter Nr. V des vorigen Paragraphen haben wir gesehen [vgl. (25)
und (26)], wie sich die beiden Regelscharen eines Hyperboloids aus zwei
Geradentripeln ¢* und * linear kombinieren lassen. Da fiir die beiden
windschiefen Geradentripel gilt '
_ ] =0 fir e=g
@) 6| 1o et

folgt nach dem Determinantensatz (28a):

1 G =0 firidl=u
u I 40 fur d4p

el LTI LTI 2T 11 L II0 |2
Pt ,

(30) — — 4 Q‘IEH) Q;IIEIII) @IIIEI) @Iill) <§IIZIII> @IIIiI) =.= 0.

1) Vgl. F. Klein: Vorlesungen iiber hohere Geometrie. § 16. Berlin: Julius
Springer 1926.
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Die sechs Geraden 1% z* sind also linear unabhingig. In (28)
konnen wir statt der ¢* irgendwelche Linearkombinationen

III p
[ J— a
(31) y ﬂé’l £L

einfiihren, wobei wir durch die Forderung
4] +0

Sorge tragen, daB die drei §* wieder linear unabhingig werden. Die
Regelschar 3 kénnen wir uns dann statt aus (28) aus

(32) Fpe=0; 335=0

bestimmt denken. Dabei gilt jetzt nicht mehr notwendig {y*y?) = ¢
fiir & = B, die y* konnen also statt Gerade auch aligemeine lineare
Komplexe sein. Es lafit sich eine Regelschar eines Hyperboloids also als
,Durchschnitt dreier lineaver Komplexe darstellen. Fihren wir statt
der t* gleichfalls lineare Komplexe * ein durch
I
V=Zar mit |40

so gilt nach (27) identisch

(33) yept =0,
Die Komplexe t)* resp. §* spannen zwei Biindel
(34) p= 209" 5=,}2315"

von je oo? linearen Komplexen p und p auf, mit skalaren Koeffizienten
04, 03, derart, daB fiir jedes Paar p und p gilt pp = 0.

Zwei solche zusammengehorige Biindel linearer Komplexe nennt
man konjugierte Komplexbiindel. Die Geraden 3 des Hyperboloids sind
dann die ausgearteten Komplexe des Biindels p und die Geraden 3 die
des Biindels p. Setzen wir zur Abkiirzung

(35) Af=@eyfy;  Are = @iye),

so ergeben sich die Geraden nach (34) fir

(36) pp= A6 0,=0; pp= FA4*G5,=0.
a, A

Da nach (30) die $* und g* linear unabhéangig waren, und da wir nach
(31) die p* und p* als linear unabhingige Linearkombinationen der
1* resp. £* angenommen haben, gilt

(37) ’UI’ UH:T)IH: 51’ 511}5HIE +0.



240 Geometrie von Lie, Mobius und Laguerre im Raum.

Aus (28 a) folgt nun

(38) Mlnnnm 51 5115111 2 A. 4 >0,
wo A und A fiir die Determinanten

(39) A=|AF|; A=A
gesetzt sind. Wegen (38) ist dann

(40) A=+0, A+0.

Zusammenfassend kinnen wir jetzt sagen: Ein Hyperboloid lifit sich
immer durch zwet konjugierte, d. h. den Gleichungen (33) gentigende Biindel
9%, y* von linearen Komplexen mat nichtverschwindenden Determinanten (40)
darstellen. Wir werden jetzt zeigen, daB umgekehrt nicht immer zu jedem
Paar solcher konjugierter Komplexbiindel ein reelles Hyperboloid gehort.

Da ein Komplexbiindel das konjugierte mitbestimmt, wollen wir uns zunéchst
auf das eine der Biindel, etwa t)a beschrinken. Wir wollen sehen, ob ein Komplex-
biindel mit 4 + 0 iiberhaupt Invarianten gegeniiber unsern liniengeometrischen
Abbildungen besitzt und ob es {iberhaupt verschiedene Typen solcher Biindel gibt.

Zunichst kommen an Halbinvarianten der drei Komplexe t)a wegen ihrer linearen
Unabhingigkeit nur die Skalarprodukte in Frage:

(41) w*y?y =4t [Vgl. (35)]

Nun handelt es sich aber ja gar nicht um Invarianten der das Biindel aufspannen-
den Komplexe, sondern wir suchen Invarianten, die nur vom Biindel abhéngen,
die also bei einer Transformation

(42) y“ = Seh yf* leg|+0
der §* in neue das Biindel darstellende Komplexe t)f** invariant bleiben. Da in
den Substitutionen (42) die Umnormierungen der Komplexe y* fiir den speziellen
Fall [c‘; = 0 fiir o & f] mit enthalten sind, bestimmen sich also die Invarianten des
Biindels als die Ausdriicke in den Halbinvarianten (41), die auch noch gegeniiber

den Biindeltransformationen invariant sind.

Nach (42) gelten fiir die 4*?, wenn wir fiir die transformierten GréBen (t)y* t)d*)

noch A" schreiben, die Substitutionsformeln:

(43) Aop = ool Ays*.
Nach (41) gilt _
(44) Aaf = Apa.

Die 4%F [und natiirlich ebenso die 4%F *]sind also in den Indizes o und B symmetrisch
und stellen somit 6 unabhingige GréBen dar. Unsere Aufgabe ist jetzt, aus dem

System von 6 Groflen Aa%F , die sich nach (43) transformieren, die Invarianten
gegeniiber den Biindeltransformationen (42) zu bestimmen. Diese Invarianten
sind dann die gesuchten Invarianten unseres Biindels.

Die 4%/ lassen sich nun auffassen als die Koeffizienten einer quadratischen Form:
Fithren wir namlich die drei Variablen gy, ¢11, g1z €in, die wir uns etwa als kartesische
Koordinaten in einem 3-dimensionalen Raume vorstellen kénnen, und unterwerfen
diese den linearen Substitutionen

4r * IIwI ﬂ .
(45) ’ q; :ﬂ%Ic wap! @ =T, II, II]
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Die Transformation (45), die sozusagen die umgekehrte Transformation zu
(42) darstellt, weil jetzt die cf auf der Seite der urspriinglichen GréBen gg stehen,
statt wie in (42) auf der Seite der transformierten §)#* nennt man die zu (42) kon-
tragradiente Substitution. Die ganze Gruppe der Transformationen (45) ist natiir-
lich genau so wie (42) die aller linearen Transformationen mit nicht verschwindender
Determinante. Sind g, die kartesischen Koordinaten, so entspricht (45) die Gruppe
der homogenen affinen Transformationen, d. h. der nicht notwendig volumtreuen
affinen Transformationen, die den Ursprung ¢p = gy = ¢qyy = 0 fest lassen.

Denke nwir uns nun eine Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung [d. h. ein Hyper-
boloid oder Ellipsoid] mit dem Mittelpunkt im Ursprung, so koénnen wir ihre
Gleichung in den laufenden Punktkoordinaten g, immer in der Form

(46) IB*q0p=1

schreiben, wo die B*# symmetrische Koeffizienten [Ba'g = Bf *1 sind.
Wir konnen die Systeme von 6 GroBen B®f mit nichtverschwindender Deter-

minante | B*#| als Koordinaten eineindeutig den Mittelpunktsflichen zweiter
Ordnung mit dem Mittelpunkt im Ursprung entsprechen lassen. Transformieren
wir die g, nach (45), so geht (46) iiber in eine neue Fliche

@7 SB**qhqf=1.

. " . . af* . o
‘Wir kénnen uns berechnen, wie die neuen B £ mit den alten B # zusammen-
hingen. Ersetzen wir in

ZBaﬂ Ga 98 :ZBaﬂ* 0y q,é*;

die g¥ nach (45), so ergibt sich:
3B gu0p= 3B P* o1 c8q,q5.
afyd

Da diese Gleichung identisch in den g, gelten muB, folgt
(48) B*F = 3% cf BYO*.
Durch (48) werden also in den Koordinaten B*# unserer speziellen Flichen zweiter
Ordnung die homogenen affinen Substitutionen dargestellt. Da die 4 *in (43) sich

genau so transformieren, wie die B af bei solcher affinen Substitution, so kdénnen

wir unserem System A4 *# eine Flache zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkt im Ur-
sprung zuordnen und die Invarianten gegeniiber den Biindeltransformationen sind
nichts anderes als die Invarianten dieser Fliche gegeniiber den homogenen affinen
Substitutionen des Raumes. Nun la8t sich unsere Fliche durch eine spezielle
solche Transformation, namlich durch eine Drehung um den Ursprung immer auf
die Hauptachsen transformieren, so da wir eine Form

(49) Py af + Pyofi+ Py afir=1 [Pa =+ 0]
bekommen. Durch die homogene Affinitat

Ja = [1 : yﬁaﬂ] qz [@ =1, 11, III]
kann man dann [wegen P,:|P,| =sgn P, = 4 1] noch (49) auf eine Form

(50) oot am=1
Blaschke, Differentialgeometrie I1I, 16
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bringen. Da wir die Koordinaten vertauschen kénnen, kommt es natiirlich nur
auf die Anzahl der negativen und positiven Zeichen an. Wir kénnen also unsere
Flache auf eine der 4 folgenden Typen transformieren.

Lo of+oftafn =1
2 aftof—afg=1
3. af—of—ap=1
4

—of —afp—afr =1

(1)

Diese 4 Typen sind aber nun gegeniiber unserer homogenen affinen Gruppe we-
sentlich verschieden, denn sie kénnen nicht einmal durch die vollstindige affine
Gruppe ineinander iibergefilhrt werden. (51); stellt eine Kugel, (51); ein ein-
schaliges und (51); ein zweischaliges Hyperboloid dar, (51), endlich stellt eine
Flache ohne reelle Punkte dar. Wir konnen jetzt sagen: die einzige Invariante,
die unsere Flache bei den homogenen affinen Transformationen besitzt, ist die
Anzahl & der negativen Quadrate, die auftritt, wenn wir die Fliche auf die Nor-
malform (50) transformieren, und die die Werte 0, 1, 2, 3 annehmen kann.

Dementsprechend ist auch die einzige Invariante unseres Komplexbiindels
gegeniiber den dualistischen Transformationen der Liniengeometrie die Zahl x

der negativen Zeichen, die auftritt, wenn wir 4%/ durch Biindeltransformation
auf die Form bringen
; 1 fiir ¢ =
(52) A4°%F = + P
0 fir ¢4

Haben wir 4% auf diese Normalform gebracht, so sind die 3 Komplexe §)*, die dieser
Darstellung des Biindels entsprechen, nach (41) paarweise in Involution, d. h. die
Skalarprodukte je zweier verschwinden [vgl. § 53 XI] und sie sind auBerdem
so normiert, daB ihre skalaren Quadrate = - 1 sind. = ist dann einfach nach
§ 54 VII die Zahl der linksgewundenen unter den drei Komplexen. Es gibt also
vier verschiedene Typen von Komplexbiindeln, den Fallen (51) 1 bis 4 entsprechend.

Wir wollen jetzt auch das konjugierte Biindel hinzunehmen und sehen, wann
ein Paar solcher Komplexbiindel ein Hyperboloid darstellt.

Wir kénnen durch Biindeltransformation (42) dann A%F auf die Normalform
(62) bringen, gleichzeitig aber auch A™ Qurch die zu f)l gehorige und von der
ersten ganz unabhingige Biindeltransformation

(53) gh :Zziﬁf‘* mit fEf“|#0
auf die Normalform
54) A :{ &1t =

0 fir A4 u

bringen. Nach dieser Transformation haben wir sechs Komplexe 2, §*, die wegen
(38) linear unabhangig sind und von denen nach (33) und (52), (54) je zwei in Invo-
lution liegen.

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Invarianten 7z und & der beiden konjugierten
Komplexbiindel nicht voneinander unabhingig sind, sondern daB8 zwischen ihnen
die Relation
(55) awe=3

bestehen muB. Das bedeutet, dafi von 6 Komplexen, die paarweise in Involution
liegen, immer gevade drei linksgewunden und dvei vechisgewunden sein miissen. Wir
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gehen von einem Beispiel aus, bei dem dies gerade zutrifft: Wir nehmen die 6 Kom-
plexe a® [a = I bis VI], deren Linienkoordinaten a;‘ [i=1,2...6] [vgl. (21)] die

‘Werte haben:

ol ={1, 0, 1, 0, 0}

all ={0, 1, 0, 1, 0}

III —
(56) a {0, 0, 0, 0, 1}

alV ={1, 0, -1, 0, 0}

aV ={0, 1, 0, —1, 0}

aVI = {0, 0, 0, 0, —1}
In der Tat ergibt sich bei Berechnung der zu (22) gehérigen Skalarprodukte
(57) (a%afy=0 fir a+p [er, 8 = I bis VI]
und wegen al al = allgll = qIqIl = 4 1 sind die ersten drei Komplexe rechts-
gewunden, wegen alV qIV =qVaV=qVI gVl = .1 die letzten linksgewunden. Wir

konnen mit Hilfe dieses speziellen Beispiels nun leicht zeigen, daBl es nie mehr als
drei linksgewundene Komplexe mit verschwindenden Skalarprodukten geben kann.
Das steht im Zusammenhang mit der Tatsache, da man die Form (22) der Linien-
geometrie auf die Form (19) mit drei negativen und drei positiven Quadraten
transformieren kann. Jedes Tripel von drei zueinander involutorischen links-
gewundenen Komplexen kann namlich in das Tripel al, all, aIII #ibergefiihrt werden,
denn ein Tripel mit verschwindenden Skalarprodukten hat als einzige Invarianten
die Vorzeicheninvarianten der einzelnen Komplexe, diese sind bei allen diesen
Tripeln aber alle = -+ 1. Nehmen wir nun zu den al, all, alll einen vierten
Komplex b hinzu, der mit allen drei a verschwindende Produkte hat, so folgt
nach (22)

by + b, = by + by = by -+ by =0

(BB) = —2b2 —2b% — 257 <0,

und es wird

also muB b notwendig rechtsgewunden sein. In ganz derselben Weise zeigt man
auch, daB3 es nie mehr als drei rechtsgewundene paarweise involutorische Kom-
plexe geben kann, somit ist dann (55) bewiesen.

Nach (55) hat man jetzt nur mehr zwei verschiedene Typen konjugierter Biindel-
paare:

1. Es ist x=0; 7=3
(oder umgekehrt z=0; z =3)
(58) . -
2. Es ist x=1; =9
(oder umgekehrt & =2; z=1).

Im Fall 1 nehmen nach Transformation auf die Normalform die Gleichungen
(36) fiir die Koeffizienten oo, resp. 63, denen nach (34) in den Biindeln die Geraden
entsprechen, die Form an .

P - =2 = =2 __
(59) of +of+opy - 0; —of —~of— o = 0.

Da sie gar keine reellen Losungen fiir die Tripel 6, bzw. g; haben, die nicht
identisch verschwinden, gibt es im Fall 1 also gar keine reellen Regelscharen
eines Hyperboloids. Somit kommt der Fall des Hyperboloids nur fiir 2 in Be-
tracht und da haben die Gleichungen (36)
(60) of tof—ofp=0;

wirklich reelle Losungen.

=2 =2 =2 _
of -- ofp — oqq = 0

16*
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Da somit nur die Biindel des Falles 2 eine reelle Regelschar eines
Hyperboloids enthalten, kénnen wir unser Endergebnis dahin zusammen-
fassen: Nur diejenigen Biindel linearer Komplexe enthalten eine Regel-
schar eines Hyperboloids, die sich entweder durch drei paarweise involuto-
rische Komplexe, von denen etner linksgewunden und zwes vechisgewunden
sind, aufspannen lassen oder durch drei paarweise in Involution liegende
Komplexe, von denen etner rechis- und zwes linksgewunden sind.

Genau so wie in der Liniengeometrie konnen wir jetzt auch in der
Kugelgeometrie die Biindel y* von linearen Kugelkomplexen betrachten.

Wir haben wieder die Invarianten des GroBensystems A%# gegen-
iiber den Biindeltransformationen (42) zu bestimmen. Hier gilt nur jetzt
statt der Gleichung (55) fiir die Invarianten zweier konjugierter Biindel

(61) atn=2,

Denn weil die Form (1) zwei negative Quadrate und vier positive Qua-
drate besitzt, ergibt sich hier, daf von 6 linear unabhéngigen und paar-
weise in Involution befindlichen Komplexen immer zwei hyperbolisch
und vier elliptisch sein miissen. Man hat hier die zwei Fille

(62) 1) n=0; vy_z=2
2) a=1, z=1.

Die zugehérigen Gleichungen (36) fiir die in den Biindeln enthaltenen
Kugeln werden dann '
{ 1) oi-+oh+ofu=0; of—of —oiu=0

2) ol + ot —olu=0; oi+f ok —oim=0.

Im Fall 1 ist also den reellen Losungstripeln der o,, 0, entsprechend
nur in dem einen der konjugierten Biindel, nimlich 5‘, e<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>