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§ 1. ФАЗСН;,: ПРОСТРАНСТВО. ВblЧИСЛЕШ1Е ФА30ВЬ!Х ОБ'ЬЮ.юв. 
ПОДСЧЕТ ЧИСЛА КВАНТОВЫХ GОСТОЯНИЙ. 

itJtассическэs: система с S С1'епеЮIМ1/I свободы if функцией 

Гамильтона Н (1'~fJ..) (p=f1~p;.. "Ps; 1):::: r;" • "9-&) имеет уравнения 
. ан . ан (. . 

движения 8: =- ~<t;,; 9t= ~p,; • Решение ихР .. ::fРi t;pofJr;); 
9" ::::Cj-t(t,Рс9-0} , зависящее от 2$ начальных значений координат 

и 1/Iыпудьсовfb~о. дает полную инФОР1ШЦИЮ о состоя~Ии системы в 

JlЮ60Й IoЮl.:ен'l' :времени. Все траеКтОрии ;rЭМi\НУТОЙ сис::темы лежат на 

гиперповерхности постоянной энергии Hrp_lf):::.E • фаэовое прост­
ранство И!l6ет 2 S измерений; на его осях откладываются .. ! зна­

чеШIJ! координат и $ значений ютульсо:в. В фазовоJ,! пространстве 

состояние систе~ы иэображается точкой. траектория - линией. 

Справедлива Teope~a ЛИУВИЛЛЯ: ~~ЗDБЫИ объем, зани~аемuИ систе­

~оИ, при движении ;,е меНffется. T.e.~"~oaf1c=~9Pd~. что ЭКЕИ­
валентно paBeHCT~Y еДИВ~Ц6 якобиана прео6раЗОЕани~ от координат 

~оИ ИМПУJjЬсо13 ро 13 начальный момент времени к координатам 9-
и иь:пульсам р в J.lOW6HT вреJ<ени t • Т.е. 

d (f.!1:L= 1 
d (р., r.;.o ) 

Систеlolа эргодична, если с течением времени люОая траекто­

РИЯ ПРОЙдет сколь YY~ДHO близко к ЛЮ60И-эаданноИ 10чке гипер­

по~ерхвости ПОСТОЯННОЙ энергии. 

Определения: 

Г(Е)=! dpd~ 
Н(р.9)'=Е 

, 
- ОбъеllфаЗОВОГО пространства" ээкдюченный 

внутри гиперповерхности постояgноJ! энергии. 

f(E) = IJ(f.{(Р,~)-Е)dрd,!~· :: JГrE) 
Э Е' 

г( Е) - число кваитоl>ых состояниИ с энергией, lIеныllйй Е • 1J.JIя _ • 
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вычисления Г(Е) не06ХDДU1JО найти энергеrическйй спектр систе­

мы &n и подсчитать число "состояний, для которых 8n~E. • 

Если в задаче дискретностью знергетичесного спектра можно пре~ 

небречь, то Т(Е) можно найти ПО ФОРJ.lуnе ~ 

((E)=ГrEJ/(2ffli.)S (S - число степеней свободы) 
_ Jr(E) f --

9(Е)- ~=(2fIh)S fj(E) - плотность числа квантовых 
состояний 

ЗАДАЧИ 

в задачах I-3 нарисовать фазовые траектории, непосредст­

венно убедиться в справедливости теоремы Лиувилля, выяснить, 

является ли систе~а эргодичноЙ. 

1. Свободная ОДНОJaерная частица. 

2. Одномерная частица в пряыоу.гольноЙ потепциально~ яме. Рас­

смотреть случаи: а) соударение со ·с:енкоЙ упругое; О)' соуда­

рение неупругое • 

. 3. Одномерный гармонический осциллятор. 

4. Найти Г(Е) и 9(Е) ДЛЯ частицы :Е одномерной ПD~енциальной 
яые шириной а. . Рассмотретъ: а) классический случай; 6) кван­

ТОВЫЙ случай. Ре?ультаты сравнить. 

5 о. Найти Г(Е) и ,(Е) дЛЯ классического и квантового осцилля­

тора. 

6. Две классические чаотицы с массами т, и mz' находятся Е 
ПРЯМОУГDЛЬНО!! одномерной яме ~ириноit а . Найти r; (Е). 
7. Классическая частица находится в объеме У. 8анон дисперс,: ИJ 

&=Р/2.m. Найти Г(Е) ~ i(E). 
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8. Найти число КваНТОВЫХ состояний Г(Е) ДЛЯ частицы, находя-
, ~ 

. щейся в к.Убе с pe6poIl L. • Бакон дисперсии G = Р 12т. ПОУ~-
ченное решение сравнить с реЗ'ультато~ предыдущей задачи. 

9. Вычислить 9(Е) дЛЯ :ультрарелятивистско!! частицы (I!.::::.Cp ). 

заключенно!! в Объеме " • 
10. Наi1ти Г(Е) для N классических частиц идеального газа, 

находящеroся в об'Ь"еl!е V . Закон дисперсии для частицы&=р2jг.т. 
П. Найrи Г(Е) и 9(Е) дЛЯ " классичесI<ИХ гарuонических осцил­
ЛS!ОpQВ одинаковой частоты. 

12. Найти Г(ё) и ~(E) дЛЯ AI частиц идеального газа с законом 
дисперсии в:ср . 

§ 2. Jl.ИКРQКАНОНИЧЕСКОЕ РАСПРЕдЕЛЕНИЕ 

Статистические свойства эам.квутсй эргодичеоной системы 

описываются ЫИКРОltан"ническиu распределениеu 

f(P.9-)=~-tJ. (Hrp,Cj,) -Е) , где 
j =!J(J./(p,q,J-Е)dрdс;, 

J.:икроканоническое распределение ут:верцает: :все состояния с 

данной энергией равно:вероятны (эта форuулиро:вка справедлива как 

,ДЛЯ к.пассических, так и для кван'l'О:ВЫХ сис.тElil). 

Вероятность f'(n) Обнаружить СИС'l'е~ в Обi~с'l'И 19 
по~ерхиос'l'И H(p~if)= Е может 6ы!ь наЙдена по формуле 

гилер-

Р(д) =~ J J(H(p.cp-Е)dрd~ =fim" t~A) 
(f ",,1: Д Т- -

, 

где Т - полное вреwя иа6.пюдения, t(д)"- время. в течение 
которого систеl4а находи'l'СЯ в области д. 
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Энтропия замкнуто!! систеw определяетсН по Фчр»уле Водь" 
мана S= KO:::Kfп tJr • где А r - числок.ваНtО1JblХ' состояний 
СИСТ81!.Ы t К - постоянная БОЛЬЦJ.:ана. Энтропия \:акроско.ричеСI\,;): 

систем может быть определ.ена иначе: S=/(I!n fJCE) и S: к!п r(E' 

ЗАДАЧИ 

1. Найти расцределение ПО координата!>! р(х) и импульсам Р(?; 

дЛЯ кл.ассического гар,"онического осцил!Щтора. 

2. Две частицы находятся в ОДНОJlер.!юЙ потенциально!! яме шири­
Н~Й Q '" Энергия системы Е • НаЙТИРЭCl-;~lеделение по энергии 
.f (6) ДЛЯ одной из часtиц. 
3. tI qас:rиц идеального rB\lB наХОДПТСff В 06ъеме V и имею'f 
энергию t: . ВЫЧИСЛИТь энтропию газа. Найти распределение по 
энергии ДЛЯ одной частицы /Рассмотрет:Ь преД'ел Е -..- ; ,,-.,....,: 
Е -
;Т-,б. 

, 4. си~теМIi из tJ 
!!о.вой частоты (() 

lшаНТО]JЫХ гарnонических ОСiJ,ИJlJ\ЯТОРО:В ощша-

Г/ 't:. tI 
имещт энергию Е :::лaJ(11 +2:) ,Найти энтро" 

ПИЮ этой системы и распределение по энергии ДЛf! OlIilOI'O осцид-

./ М -
Зlятора 11 пределе /V- "iТ :; n 
5. Макроскопическое состояние N частиц ид,еалыiгоо 1'83'Э :в 06ъ­
еие V и с энергией Е !.:ЩIЩО опреД,еJ\ИТЬ, если задать числа nj, 
частиц :в !tэ:ждой ячейке оCiъемом ,и!. =/JPl. ~ \1, .в ш~ст!~меР!ЮJI 
ПРОС!РВИG'твв ОДНОй частицы. а) Найти энтропию T<lKoro uаКiЮСКОПJII 

ческоro СОСТОЯНИЯ, пренебреrая Обменным взаимодействие}! (статис 

ТIШ8 Больцмана). б) Из У,сло:вия k;аксимаЛЬНQСТИ энтропии найти 

равновесные значения IlL • В) Наtlти равновесную энтропию и 

сравни",!> ее с реЗУJlъ-rs-rО1l задачи 3. 
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6. лI К)lэссических ОДИН8КО:ВЫХ гармонических ОСЦИЛJIяторо.в имеют 

энергию Е • Найти. распределение по энергии для одного ОСЦИIL11В­

тора. Рассмотреть предедЫ Н-'- • t- -, . 
7. N частиЦ идеального газа находятся 11 06ъelOe V • Происходит 

флуктуация, :в реЗ"3ЛЪТ8те КОТОРО\\ 1'аз С't8Д 38HI/!)I.8Tb объем 1112. 

Найти .вероятвость ~кой фдУК!у8ЦИИ. 

§' 3. КАНОНИЧЕСКОЕ РАСПРЕДEJlЕНИЕ ГИББСА 

Для квазизаикиутых систем. помещенных 11 термостат, вероят­

ность \11" о6иаР"3d'fЬ СИС'fему в 1'1 -ом KB8RroDOM состоянии опре-
J:r (E-flt) ( ) -

деляется. ФОРМУJlО!! Io\f" Е:. q,.,. (Е-Е.n) (<j.". Ет - плотносrьсос!оя-
!На! теРМОСl'ата). Переходя здесь К пределу 6есконечно большого 

Tep~OC'ra'.ra, nOдучи\! каноническое распреде:nевие rи66С8 

., -~ -lл. 
Wn = _" - е к, где! = [е кт - СТ'8тистиЧес~;ая СУIШа! 

:с IJ 

Энергетический спектр системы 8" находится посредСТВОМ решения 
" стационарного УРaJJнения -Шредингера Н 'tn = 6" 't" • Средние 

значения фззических величин вычисляются по (1tJPМYJ1e !='i:.. Wf'I/nn • 

f 
.~ n 

где /"" = t n I 'rnde;, - диагональные Jlатричные элементы опера-
тора , в энергетическом преДСТl:iвлении. 

ОпераrОРН8Я (1tJpMa канонического распреде:nенмя: 
А " 
Н Н 

л .( - j('F r -- - ... w = -::;; е ,; ~ = J Р е кТ ; I = ! р w{ 
в классике вместо W/'t находится р (Р. 9-) - совместное распреде­

ление по координатам и и\!пулъсам системы: 

_ - Н~I?t-9-}1 _ну} '- dpd9- _~ 
P(P,q,J - е Ij е dp dq,., 2 =J(2.rli)S е 
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Обычно .2 

({- ~ - '" Р;. ( - ) н p~ Т. {'!i.f) = L. 2т- + и {'l, J 
_ '=( L 

ПОЭТОЫJ1 распределенин по ltоординатам и ИМПJ1льсам в классике 

статистически неэависzимы p({PiJ. {ii.JJ = р({ра> ~(fi.f) . 
. -fРi !Zm,KT -и/кт 
pmr.t) = fI е p({'ii.t) =8 е 

f/ и В находятся из условия НОРМИРОВКИ. 

Основные термодинамические соотношения: 

dE= dQ +dR - закон сохранения энергии применительно к тепло-

ВЫМ процессам. Если процесс Rваэистатиче.скиЙ (обратимый), то 

dQ=Tds и df=TdS-ЛdА 

.s =-1( L w" е" W,,; dR:: -}\ dJ. 
n 

, где С = L 6n W n 
n 

• Л:: - L W" д5n . 
J n ~)' 

(А - внешний параметр, " :. обобщенная сила). В дальнейшем бу­
дем предполагать, что внешний параметр - объем (.iI =У), тогда 

обобщенная сила - давление (11 :Р), так чтоdЕ=ТdS -РdV 

Иногда удобнее ИСПО,ЛЪЗDватъ ДрJ1гие термодинамические 

потенциалы: ' 
,F =Е -TS - свободная энергия; 

ф:: F TPV - термодинамический потенциал Гиббса; 

w :: Е + PV - ЭНТ8ЛЬПИЯ. 

ДЛЯ НИХ: dF = -$ dr-РdV; 

dФ = -S dT+ vdP; dw':: ~dS +vdP 

Бнзн один из потенциалов, можно ,найти остальные. Наиболее УДО6-

!ш!.: потенциалом является свободная энергия F • которая СШ13ана 
со СIзтистичеСRОЙ С;"М1ФЙ простым соотношением: 

р == - ктеn l 
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Зная F , v.ожно найтИ s=- (dF) 
;, '1' 

и уравнение оостояния 

Р=.- (:~),. 
Для больцмано13СКОГО идеального газа, содержащего N частиц" 

• N _ ~ _ (el tlN 
"iN. - #! - N I , ,-&к/ХТ 

где 21 - СТЭТС,)'AlllЭ' одной молекулы, l( :: f е 
( &!( - энергетический спектр одной частицы). Такиы образом, 

е 2, 
f: = -ктеn lli = -NКТen т 

ЗАДАЧИ 

1. Вывести каноническое распределение Ги66са, полагая, ч~о 

Teplt.OCTaTObl служит: а) идеальный газ с заКОffОМ дисперсии 
2/ . & ~p 2r.п ; 6)'система одинаковых гармонических осцилляторов. 

2. Найти распределение по энергии для одной молекулы pqBHOBeC­

ного идеального газа с законом дисперсии: а) G ::::. p'"j2m ; 
б) & = еР . Решение для случая а) сравнить с результатоы зада­

чи 3 § 2. В обоих случаях наИти среднюю энергию. 

3. Lля линейного гарlt.онического осциллятора наМ'и 2 ,Р ,Е. ,S . 
Найти распределение по координатам и и!.!пуЛьсаu: Вычислить --xr . 
?accL:oTpeTD: а) классический, б) квантовый случ~и. 

4. Для N частиц идеального газа в Объеме V и () температурой Т 

найти статсуыыу, все теР!l.од~намические потенциа~. теплоемкость, 

уравнение состояния, распределение по энергии. Вычисления сде­

лать для законов дисперсии: а) 8,:. P~2 m ,б) [,' = еР 
5. Энергетический спектр частицы JЗ кубе, с ребром L.. 

Jt'2J; 2. 2. 1-
& --(п +n +nl.) 

n'n2."! - 2т!.'" f 1. J 
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Найти статс.Уыму и теплоемкость при кТ <<. 2 т," 2-
?i2.1) l. 

и при 

KT~ 2"гм L. z. • Во БТОРОМ случае найти давление, исполъзуп 

{ 
формул;\' Р = - э"l 

6. Найти теплоемкость и энтропию двухуровневой систе,мы ( 64 • &2 " 

С краТНОСТЯI4И ВЫРОJr.дения Cj.f и 12.' Построить-графИК заВИСИ1\ос­
ТК теплоеыкости ОТ температуры. 

7.лI частиц идеального газа находятся во вращающеl4СЯ с часто­
i'ОЙ си цилиндре (цараыетры цилиндра даны). Температура 7'1 • 

Найти 2 • F '. да:вление PC'i). плотность n.;:r) , силу. действую­
щую 'на каждое основание и'боковую поверхность. 

8. Идеальный газ находится :ji цилиндре (ось цилиндра направлена 

БДОЛЬ оси 2 ) и ПОl4ещен в г~авитаЩ10ннЬе поле Ц = Гnt; 2. Найти 

те же величины. ЧТО и в предыдущей задаче. 

9. Для частицы. движущейся в объем~ \1 • 'найти матрицу ПЛОтнос­
ти Е координа1~ОИ представлении,. решая уравнение Блоха. Найти 

СТ8ТСУОУ. 

IO. Найти матрицу плотности для квантового гаРМDничеокаго ос­

циллятора в координатном и импульсnом представлениях. Используя - -полученныe результаты, БЫЧИСЛИТЬ х 2 И pz. • 
П. Жесткий pOTaTOp~ состоящий из двух грузов массы m и 

соединяюще.го их невесомого с~ержня длины е , помещен в тепло:вую 
среду 1'6мцературы Т • Найти среднюю силу натmкения стержня. 

12. Рассчитать сре:днее БЗ8.имодеЙствие i!ежду ,цИПОЛЬНЫМИ молеку­

лами, находящимиоя ~ /:8ССТОflНИ; R 2~Г от дру га. Энергия 
БзаимодеЙСТБИЯ и == а1 t _ 3 CR 1)(~ 2.} много меньше К'Т" • 

R~ RS 
13. Найти работу, совершаеыую идеальным газом, и получаемое им 

, тепло в изотеР1:ичеС1ЮМ, изохорическом, изобарическом и адиа6а-



- п-
<:(аконы диоперои" ДЛЯ частиц: а) & = р 2/2т ; тичеСRОМ процессах. v .. 

6) &=СР . 
14. ПокаЗ8ТЪ, что процесс расширения теПЛОТllзолированного lще-

альнаГО газа в пустоту (о6ъем увеличивается O~ I/f до ~ ) 
нео6ратиы. Найти ИЗkенение энтропии. 

15. ПОК8зать. что изменение температуры идеального газа в 

процесс е Джоуля-Томсона отсутствует. 

16. Доказать соотношения: 

,C~$) = (аР) . 2) (;~), (aV) . 1) 
дТ т ат 1 =- дТ р; 

v 
3) (асу) = Т( ;i"p J . 4) (:~)s ер (дР) , = 

Су дV то ё)У ;- ат 2 v 

6) = 

; 

5) (:;~ = T(:~l -р ; (~~), v -T(~) 
дТ р 

17. Найти теплоемкость газа ДByxa~ouныx молекул. Учесть колеба-, 
тельную и вращательные степени сво6сды. Указание: изменением 

уо»ента инерции »олекудbl Э8 счет колебали! npевеБРечъ. 

18. Над плоским бесконечныu катодок имеется электронное облако. 

Найти распределение плотности электронов в пространстве. Заданы 

поверхностный заряд катода 

06Лiка вБЛизи него. 

. 
~ и плотнОсть ПО электронного 

19. То ав, что и в предыдущей задаче, раССЧl!таr'ъ ДllЯ катода, 

и~еющего форvу 6есконечного цилиндра радиуса R • 

§ 4. БОЛЬШОЕ КАНОНИЧЮКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПШБСА 

Если систе~а Обменивается с термостатом частицами, жо 

:вероятность Wn,N иметь систе",!> N частиц и находиться в n -о., 

квантово" состоянии определяется ФОрмулой 
f pll-1n.N 

II/n,II = у е кт 
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,.... 
z - статистичеСr:а!I cJ!ct:a 601,ъu'огораСUРСД€liения Ги66са 

_ l!!!.. Em.N· fl!N 

2 ::. L е кт L е-кт = L е "r l N 

" n N ' 
где l..", - стаТС:УМI'3 кан:оничее;кого распределения, когда систеlSа 

COAer.Z11'i' !i ЧGС'~t~ц. GСНОl'ш.;е ~ср:,:од,шгJ..ические 'l'оу,д(:ства § 3 

lfЫ,JlЮТСЯ слt/j,~::ЩИ:J ~6разо~:: d[=TdS -РdV -t- pdil ; 

dF =-SdТ-РdV+f/di1;' dФ:::.-SdТ+VdР+jUdiJ, 

dW = TdS -f-vdp o'}ldN; dя. =- .5dT - P,dV -il d;U 
Здесь введен еще О~:Ш теРr.iQд~",з.'С,tческиЙ ПО1'епциал Q. = F -fUN 
i\OTOp;ь;r~ ,связан (; 2 ~ОР':.7Ло:: 

Q. = -КТE!n К. 
Если В'IН~/Ij!!!lЦ; г.:ожа о!'.су~C'l'Буют, . т. е. объем RВЛRе1'СЯ хар,щтерис-
~акрй сисуе~. У'О Ф == fU N и 51 = -PV . 

ЗАДАЧИ 

1. Непосредственным 
- (сМо) 

;iсреднением 7(окага ть: -

6) (6NY =кТ (;:)т а) tJ =- -
dJU т 

г. ~JIЯ 60льцманооокого ИДIЗр,ЛЬНОГf) ",аза наЙ';':А 

системе иметь rJ 4&С1:ИЦ. ВЫЧИСЛИ'.i?ь (Li hY-" . 
Р", - ввронтност 

I 3. Используя большое каноническое распределение Ги66са, найти 

давлсние идеального газа. [ ,F, S, ХИМИЧGСК\IЙ по тенциал, i . 
Сравнить полу чанные ВЫРШlfения с теми, дО то рыв 'полу чаются с по-J 
uощъю каноничсского РrJспределеНИ5I • 

. 4. ПОК8З3ТЬ, что ХИJ.\ичесУ.иЙ потенциал СИСIемы с СJ'щес'.гвенно 

nерс!:.е,шьа: '!'<tЩЮL: частиц (НсШРIJмер, фотонный газ) раJJИН нулю. 

I:щ( .8 Э1:0:~ с"учзе найти среднее число частиц? 



- 13 -

5. ИдеаJIЬНJ1~~ газ COA€P:'i;~'r ,.; !,:оЛ€К,У Л, заКЛlCчеаных .Б объеме V • 

Ha!1TiI версятность того, что Е вы",€_1СННОЙ час'l'И объема 11' 

содержится n ~'(\лекул. Рассмотреть предельный С.iiучаЙ v-- О 
, " ' "'-- ; ~ =п . 

§ 5. РАСПРЕДЕJIЕiШЕ EG3E-э:1iltТЕ!НА, ФЕРМИ-ДИРАКА, ЮЛЬц!:АНА 

Состояние идеального газа'б~де~ определено, если У~Gзать 

чисr..o П!( частиц 'в ка;;;,;;.о\' К -ом состоянии одноМ частицы, 

Средние значеНl~Н П!( в ::;аБ;~СИ!':ОСТII О,Т спина частицы опре",елены 

f 
-распределение Ферми-Дирака для частиц 

с пол,Уr:елым спином; 

распреде.1ение Базе-Эйнштейна для частиц 

с ll.еЛ!111 СПИНО}.!. 

энергетически:1 спектр одно;! частицы 

(ато.:а, молеКУ;i!!). Х;а:ически~ :ютеНll.иал}J наход:тся из условия 

НОi:>!'ИРОВi{И ~ пк = N (лJ - поз;ное число :.:астиц :в систе1~е). 

1сли nк.« 1 (ЕЫСD~ие теl'пера:J:УРЫ и низкие :ШОТНОС7И), 

jJаспределени? Фер.:l:-,Lирака 1: EU3 е-Эt1нште:1на перехо.цят в распре-
'- p-~ ... 

деление БQ]',Ы.,l1ана nк. :. е ~ . 
ТеРl.:ощ:наt:ичеСЮI:1 ПО'rеы.:.zал sl Баvод"m~я по '10рt:уле , . ",':'&с" 

n. = + Г(Т L. tп ( f ::t е --;<т"") 
к 

{JjepXHI!J;! знак - ;::,:г..я ~epL.:j~OH03, н,:юш1 - для 60З0НОЗ). 

Если ПL CT.:;'r:cT ельна б ДЕи::::ние КI'а31:r~л.ассично и час!ица 

Иl.!еет то.пь"о С:::::::<:I;;':(с 3iiJ'TpeHHi:e стеПf;НИ свободы, ТО условие 
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нормировки мо1КНО записать так: 

N = f f dPdv 
o=-s \2 1Гn)3 

1 

( ц (1, 6) - ЭI!ВРГИЯ частицы во внешнем поле). Отоюда плотность 

числа частиц с Ю.:ПУЛJ>СОЫ Р :s точке 'i и прсеIЩ1!ей спина 6 
равна 

n(р, "i .. 6) == ~:1i)З 
1 

а в случае бодьцмано:вской статистики 

-_ f 
n (Р, 't,6) $ -(2-1ih-)3""""е 

P-p~zm -u('i,6) 
кт. 

Суммируя по 6 и интеГРИРJЯ ПО И!шулъсам, можно найти концен­

трацию n (1:) . Например, в БОЛЬдl.ШНОВСКОМ случае при u{t./:,)=Ufl! . . 

~ формула Болъцмана. 

Давление P(1r) при наличии внешнего поля можно найти из выра­

жения для 5t • БЫЧИСЛЯЯ его для малОгО объема <1У 
и/Л =-РdV ) . 

• $ _ JJ-p%m ~U('::) 
_ [' dP ( КТ) Р(7.) = :t.KT,:.s J"f21r1i)?> ел [~e . 

в случае ПРИlI,ениj..~ОСТИ статистики Больцмана эта формула дае!!' 

~звеСТRое СООfвошение между давлением и КDнцентрацией 

p('i) =кТn (i) 
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ЗАДАЧИ 

1. Для идеального газа 60ЗОНОВ' и фермионов найти Wnl( - :веро-_ 

ятность ~ахождения nl( частиц Б К -ои квантово» состоянии. 

Вычислить (nк - n'~...)(nlC'-nl(')' 
2. Решить задачу 5 § 2 с учеТОl! 061.енного ВЗ8ИJ!одействия, Т.е. 

для а) фермионов,б) 60ЗОНОВ. 

3. Найти все термодинамические функции полностью вырохденного 

газа ферuионов с законо~ дисперсии: а)& ::.p~z.m ; 6) & =сР . 
4. Найт~ тер!о!одинаыические функции 60ЗОНОВ при Т < То 
( ~ - температура :вырождения). 

5. Найти химический потенциал 60лъцмановского идеального газа. 

Вычислить первую квантовую направку к хи~ическому потенциалу и 

давлению для Бозе и Ферми-газов. В ЯВНОМ виде найти условия 

ПРIDIСНИМОСТИ статистики Больщ,!8Н8. 

6. llоказать, что для идеального газа с законом дисперсии 

2 
PV = зЕ 

? lдеалышй газ фСРl:ИОНО:В находится во вращающеllСЯ с частотой 

fJ.) ЦШlИщре. iJайти химический потенциал. концентрацию n('i) 
и да:вление Р (:r) при т = о 
8. Газ ~еРJ.:ионD:в наХОДИ!rСЯ в ОДНОЫС;JНОLl ГiOJie тяжести СП =m9! ) 
и заключен 13 цилиндр С осью :ВДОЛЬ, 2. • НайтО! те же Ееличины, 

\ 

что и :в предыдущей задаче. 

9. ПОК8З8!Ъ. ~!~ :в Д13y~epHO~ СJl~чае Бозе-13ыро~еRие OTC~TCTEy~. 

10. Найти раБО!r~ и ПРИ!rОК тепла для газа БОЗОВОЕ Е адиа6атичес­

KO~, ИЗО!rер~ическо~, изохорическом и изобарическом процессах 

а) Т»"'го ; 6) Т < то (То - !re~iIepaтypa Бозе-конден-сации). 
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§ 6. ТЕПЛОВОЕ L13ЛУЧЕНИЕ 

ЭJJеКТРОl;агнитное поле 13 Ky6~ с ребром L.. и периодическими 

граНИЧНЫIlИ условиями предста:вляеТСf! как суп~позиция плоских 

волн, каждая из ЕОТОРЫХ характеризуется .БОЛНО:ВШ,; DeIИОРОЫ К и 

поляризацией d. ,( UJX,oI = (:к ). При :вычислении энергии каждой 
ШЮСКОt\ волне сопостаВЛfiется гармоничес!(ий осциллятор, так что 

Н= fj;( 4~ 1- w:.~ ~~OI) 
• 

или в прlfдста:влении вторичного КВЗНТОВ3НIffl 

"', л 1) Н = ~ n W.t,;r (n",.К.... 2 
Таким 06раЭDU, энергия поля' - сумма энергий отдельных осцил­

JlЯТОР~:В 

n ц)ае,К' 

-От сумuировавия по К UОЖНD перейти к интегрированию 

",.-:- J Vdts. J у,,),2 
~ -- 2. (2ff)h - '$"2. С ~ d UJ 

VW2. 
где й(ш)::: а - плотнос'1'Ъ плоских BOJIН с Ч11СТОТО!! W • 

f 1j2.C 

Е =J" hw . tJ(ш)dw _ 
D е'" CIJ/KT -1 1 

46 VT" 
с 

/ ffZКЧ S 
Ь = ба n 3 c.t .: ~87'fO- г/сек3 град4 - постоянная 

# Стефан~-Болъцuана. 

Спектралънгя lШЩНОСТЬ ИЗ.'Jуч~ния (q.OP"'YJ18 Планка): 

l' f, V Ц)~ Р(Ш; = 1(2 С 3 e1t4J/f(r _ { 



- 1'7 -

С КОРПJ1С1\J1ЛЯРНОЙ точки зрения электромагнитное поле - это 

идеальный газ 60зе-чаОl"Щ- фОТОНОБ, СОСТОJ1НИ? которых опреде­

Jif!ЮТОЯ квантовыми чиолами J. ,К . Энергия <iOToHa {;oI.K:::lI Ш"'-К 
ИМПJ1ЛЬС р..к = 11 к . Среднее число Ч:о~'онов в оостоянии d. ,К 
определитсн распределением Еозс-qйнmтейна с fU =0 

i1,ir== e~-1 Следовательно, Е= ];nW-',кП.с,К ,что 
совпадает с формулой, приведенной Быте. 

Тело, rrоглощающее вое падающ . ма него излучение, назыа-­

ется абсолютно черны: •• Для такого тела интенсивнооть излучения 

с единицы поверхности в телесный угол dst. равна 
d З:: : 6TIoCOsBd.st (dя =sinedgd'f , в - J'гол }.:ЫЩ:i 
напра13лениеы ИЗЛJчения и норцалью к поверхности). Полная 

иктеНСJ.IВНОСТЬ J =6т". 

ЗАДАЧИ 

I. Найти веРОЯТl[ОСТЬ того, «ТО одна 1:0да (К,.,() ргвповесного 

~~з;;учеНl:Я соде,:::.::: пк;", ~OTOHDB. НВЙТ;1 энтропию это~ J.iOAbl И 

Ч;1сла фоТОНОЕ • 

2. Найти среднее число фО'1'онов tJ Б о()ъеl'е V . Вычист.итъ (dN)~ 
3. ВЫЧilСЛИ'I'Ъ спе~~траJ:ЬН;iЮ ПЛОТНОСТЬ энергии и .все теР!LоДинам~-

t;lOс;;ие потен:.:,иаJlЫ в О;;'!iOl.:ер!юl.: и ДЕуltерном случаях. 

4. ВЬ!вес~и закон Сllе'щения Вина длч Д:ВУllерного И3JlучеЮ1Я. 

5. ПОRаэатъ, что в ОДНОllерно~ случае закон Вина не ~ожет быть 

сфо p1I.y ли рова н. 

6. пок8.зать, что для трехыерного излучения PV = Е/3 . Найти 
аналоги зто7: q',ормулы для одно}(ерного и ДIJУltерного случаев. 
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7. Считая землю равновесным черным телом, определИть ее T~ne­, 
рату ру. Расстояние от Солнца ДО Земли R;: 150'10 км, 

• • Rc=D.7-/0 КМ, 7ё = 5700 К(предполагается. 'что теuпература 
Земли зависит 1fOJlbKO ОТ температуры Солнца). 

8. Черное сферическое тело радиуса 't ОКрJ'жено зачерненной 

с Обеих сторон тонкой оболочкоМ радиуса R . Найти, !taR такой 

§ 7. СТАТИСТИКА ЭЛЕКТРОНОВ В t~ЕТAJIЛАХ И ПОJIУПРОВОДНИКАХ 

'.~ 
Квантовые представления Ферми и Базе в случае !JыполпеНИfl 

(&-рJ/КТ 1 
HepaBeHC'rBa е ..!> ~Еереходя'r в классическую функцию 

Максвелла-Больцмана n =е ~ (невuрожденный идеальный газ), 
т.е. I,ритерием применения ;классической статистики является 

неравенство 

(f.-p)/KT : ·jtI/КТ 
е . > е » 1 , 

которое после СУМliирования по квантовым числам сводится 1, виду 

V (2~mKT1Jl2 l' 
N h!/ », 

Условием Бырождения газа будет обратное неравенство 

" >. (21imкtjЗ/2 
V ;J h2. . 

Электронный газ в металлах является вырожденным вплоть до 

10iv
• теl:.пера:rур порядка f\ 

При температуре абсолютного нуля электронный газ в !:.етал­

лах наЗЫЕа;рт полностыо вырождеюIЫМ. Б ЭТОМ случае распределение 

Ферми И1.iеет вид 

при б ~ fUo 

при (, ~JUIЗ 
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где jUo - ХИ)l!ичеСiШ;! потенциал газа при Т=О К. 

Средняя энергия сис~е~ р?вна 

Е = j&Я(&)d&. 
химический потенциал JUo опреде.т.яется из условия 

J.lo 

N = J g-(6)d& . 
о 

Плотность числа состс'яний ~(&) зависит от зонной струк-

т;уры данного кристаю;а. Пр;; раССJ.:отрении с;::а60заполнеНfiЫХ 

электронаL~ энергетических зон ~';:,06HO пользоваться предстаВJ:iе­

ние)~ о раОПреде!1ении з;;еI,ТjJС'Н~В в зоне; в СЛ~'чае же почти за-

пслненных З0Н qол~е полезны~ nвляетси пре;:,ставление о распреде-

в З0не' 1 

прСДСТiJВМJеТ 00(;0;; ВС,;сm':'iЮСiЬ ТОГО, что одночастичнос элект­

POHiiOC состс,яние L ив З8!iЯТО. ТОБОРИТ, что L -с состояние 

занято кваЗИ'Jвст;щеЙ-Дl;,!ркоti, '3 К()'ТОРОЙ заряд, и~:п:ульс. энергия 

и nc:r"Hi,;;a.:: Ферtv\1'1 fU опреДВJ1RIOТСfI с JtеД:УЮ:;ИI.: ОGраЗО1i' 

еn =+Iel pn =-р . 
6n =Const - б(р.) , JUh =. const -р 

Отсюда С.iiедует, <;те, дыр:;;; по;: Ч;,dfi:JТСR ре спрt:;:(еJ:iению ФеРkИ 

вtSЫ1ЗИ ;1\!'.Э зеНbI ;:РОЕО'nН'ОСТ\! IIIЗlI! JlЫРМt>lи Вб::i~31~ потол"а ва;1ент­

ней 3(:1;L;. ДГ,f1 Ю1У. В [1 рИбли:lIt€' ни<! эффективной !.:ассЬ! закон диспер­

сш: Ic!.eer просу()!~ вид 
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(электроны) ; 

(дырки) " 

где энергил отсчитываетсл от пото.лка валентной зоны, E~- шири-; 
.. т" т~ ifv1\ ' на запрещенно .. ЗОНЫ; t 11 h - Э'i"i'8ктивные !.:ассы электронов и , 

дырок соответственно. При этом функция ~(&) ПРОПо. рцио.нальна {f. 
Для вычисления магнитной во.СПРИИМЧИВОСТИ электро.нно.го. газа 

'удо.бно пользоваться теРJ.:о.ДИН8мическим потенциалом Л. . в пере­

манных т . У, J1 и Н, магнитный момент 
- (aitJ 

, N : - atrJт, V,j\l 

~АДАЧИ 

I. Найти скорость, импульс И эн'ергию Ферми полностью вырожден­

нога алектронного. газа ( & = p'''/zm). 
2. По.лучить условия идеальности для электронного газа в металле 

и не:выро.ждеННОIt полупро:воднике. Можно. ли рассматривать эдектрйн­

ный газ меди как идеальный (n =8-10,:g см-3 ). 
3. Найти среднюю энергию полностью БЫ ожденного электронного 

газа lJ висмуте. считан что 8,:: ~ -t' ~ т;; p~ PI< 
4. Найти свободную &нергию И давление подностью вырожденно!'о 

электронного газа." 

5. Вычислить дисперсию флуктуаций энергии в полностью вырож~ен-
\ 

нам эдектронно.м газе. 

6. В сплавах 8if4 SG:t при определенном )( реализуется 6есще- . 

lieBoe состояние. При ЭТО1t энергия и ИШ1ульс электрона свnэаны 

l1pi!6n'll!'&eHHblbl соотношением & = ~p . Рассчитать энергию и 
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давление полностью ВЫРDждеввого электронного газа. 

7. Энергия электрона :в магнитно1.l поле Н равна 6}JБI1 
( б= .t 1 ]J зависимости от того. параллелен или антипараллелен 

полю спино:вый Jlагвитный uомент электрона). Вычислить магнитную 

:восприимчи:вость системы свободных электроно:в в случае полного 

ВЫРОЖДi)НИЯ. Найти ХИli.ичеСI\ИЙ потенциал. Считать, что р »р6Н 

8. Предполагая сильное БЫРО1f.дение кТ <.< р. найти магнитную 

восприимчивость, 06:JСJ10вленн~'ю о ,J6итаЛЬНЫJi д:вижениеы электро­

нов в слабом l1aГH~,THOM поле fUs н «кТ . 
9. ПJJDРЯОСРЪ состояниl1 элеr,тронов имеет :вид 

Q ={const , & >0 
( о ,&<0 

Прv. полно1/. ЧИСJlе элеRТРОНО:В N вычислить: 
а) энергию ФеРl'И ПРИ т=о К 

6) теплоемкость в СJJучае СИJJЬЯОГО вырождения; 

В} пол;учить условие ОТС:;iТСТВИН вырождения. 

Ы. СпредеJlИТЬ число столкновений со стенкой в электронном газе 

пр.; Т=О К. 

11. :10казатъ, что :ypaBHeHv1," состояния ИДeшIьного Ферми-газа 
2.-

ИJ..еет вид PV= зЕ . Еыв€ии ф)рм~лу СЖИlLаеl.IOСТИ в случае 

сильного вырождения. Оцеюнъ Сii\illliаемссть кристаЛлического нат­

рин (плотность о,э7 r/c'l/>') . 

~C. Рассчитать плотноеть ТDКЗ насы~ения теРМGэлектронной эмис­

СI~И ИЗ L:еталла С работой выхода Д (Эффект РИЧардсона). 

13. На~ти хи~~ческиfi потенциал н cDOcTBedHOK полупроводнике 

пр" КТ« &~ (61- ширина запрещенной зоны, те и mh - эффек­
тиыше J!accbl ЭjiектроНL Е j, ,цЬ;РОК соот:ветственно). 
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14. Найти плотность дырок в полупроводнwке, содержаще~: в 1 см3 

110. акцепторов с уровнями, лежащими выше !{ран валентной зоны 
на Ео. . Считать, что CI1CTel,;a дырок в :валентной :зоне невырожде­

на, а на каждом акцепторноlI. уровне UОжет ааходиться JlИШЬ один 

электрон. 

15. Найти хиыческийй потенциал и l!ЛОТНОGТЬ ;)лектронов проводи-

. мости В предельных случаях низких и 13ЫСОЮIХ температур, если 

полупроводник содержит "'а. доноров в { см3 • Энергия донорных 
уровней .1ежит ниже дна зоны ПРОВОДИМОСТИ на Е d. • 

I6. rIолупроводник содержит лJа. доноров и л/о. акцепторов на 
f см3 (Nd. > Na ). определить температурную зависимость коацеа­
трации электронов и дырок в случае, когда ш.рождение в зоне 

ПРО:ВОДИJlОСТИ ОТСУТ СТВУ вт ц; l1РО:ВОДИ!.!ОСТЬ, в основном, примесная. 

§ 8. ФЛУКТУАЦИИ ТЕР!.:одинАМИЧИ::КИХ ВЕЛичин. 

МАкеИМАЛЪНАЯ РАБОТА 

Для того. чтобы перевести. C~CTeMy, ~аходящуюся в тепловом 

контакте с термостатом, из равновесного С9СТОЯНИЯ в неравновес­

ное нео6ХОДИМQ затратить работу 

R;: 7(, dSn .,. ~ (Е - Тgs + РО v) • 
где Sn - суммарная энтропия системы и термостата; То , РО -

равновесные знаЧЫJИЯ теuпературы и давления. ПОСУ.ОЛЬКУL1Sn~О , 

1"0 R~ A(E-~S t PoV) :: Rтin ,т.е. минимальная работа будет 
затрачена при обратимом (f1Sn=O) процессе. И наоборот, если 

систеыа неравновесна, то при обратимом переходе в равновесное 

состояние o!fa совершает мансю.:альяую работу I Rmax i :: I Rmilll 
Если на систему не действуют внешние силы ( R = О ') и о i18 
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аамопроизвольно откдоняется от равновесного состОЯНИЯ, ~O 

вероятность флуктуации можеr быть вычислена по формулак 
ASn _Rmю 

W "'" е -я- или W ..... е 1<'0 

Находя l!Sn при R=O, получик 

w ~ ехр{ -~ (/j(E -тоS .Ро'у))} 
Предполагая, что в процессе флуктуаци~ сама система внутренне 

равновесне, но не находится 1! равно:весии с TepNOCTaTOII, пову­

чим, разлагая .4 Е по степенЯJI 4 S и 1:. V 

ЗАДАЧИ 

1. fiайти АТ·ЛР; Ap·fj V; fj$·fjV; АSЗ't 
v 

2. Найти дисперсию фЛУffтуацийу~елъного o~ъeMa ,АГ 

Указание: при вычислении считать число частиц ~ ПОСТОЯННЫМ. 

3. \',спользуп резулъта'1' предыдущей задачи. записать дисперсию 

ФJlУК'1':!аций ПJlО'1'НСС'1'И 1 ;;J.ЛЯ идеального газВ'. 
4. Най'1'И предел чу:вствительнос'1'И пружинных :весов, подчиняю­

щихся закон:! Гука. 

5. Найти предел чувствителЬНОСТИ газового термометра. 

6. Вычислить :вероятность 1'ОГО, что за счет случайной флуктуа­

ции вода :в сосуде 06ъеllОМ V нагреется от те}!IIе~ры 1; l!O 7; 



- 24 -

'7. Определить 1iа1tСИ1i~JlЬНУЮ работу, которую mJжно получить при 
соединении сосудов с ДВУ1iЯ идеальпыыи гаЗ81iИ, имеющими одина­

ковую Т6мпераrУРJ То и числа частиц N, но разные объемы V., 

и "i . 
8. ТО же, что и в предыдущей задаче, если до соединения сосу­

дов ra<ibl имели одинаковое давление РО и разные те1;пературы -т; 

и1%. 
9. Найти ЫИНИ1iВЛЬНУЮ работу, которую неоС5ХОДИ1iО произвести над 

идеалышM rаЗОIl для ТОГО, чтобы сжать его от давления Р1 дО 

давления Р1 при постоянной те~пературе. равной температуре 

среды (1-= "/'0 ). 
10. Найти ыаксиыаJlЬНУЮ работу, которую можно получить с по­

мощью идеального газа при охдаждении от температуры 1г до 

i'6»nврзтурыореды 10 при поатоянном объеме. 

§ 9. НЕРАВНОВЮНЬlЕ СИСТЕМЫ 

Ддя исследования свойств систем, выведенных из СОСТОnПИfl 

раввовеси~ внешними ~)здеЙст~иями. мы 6удеы использовать ме­

~oд кинетическогО уравнения и метод ма!рицы плотности. 

Кинетическо~ уравнение Больцмзна описывает временную 

эволюцию классической функции распределения р (i, р) и по­
лучается из JСЛОВИ~ ПиесУ.и~аемостиП этой функции (теорема 

.Jlиу ВИJIJlН) 

ар - ар ..:.. ~p 
.. ~t + U' ar .,. Р др" = О 

где ~ = [o~ + J-r" d~ + К ~p . Последнее слагаемое 
• d ар аРIt аРу ар! 
р!! описывает ИЗ)lенение функции распределения за счет 
др . 
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!Дую часть, вынося ее в интеграл столкновений 
-ар -

;иловых воздействий. Их обычно разделяют на короткодействую-

[::lст. • и на 
действующая одинаково коллективную F аТ; ,где F - сила, 

на все частицы, находящиеся в данной области фазового прост-

ранства. 

Функции распределения, ~ало отличающиеся от равновесной 

ро ('i.p) , удобно представить в виде t :1'[0 ~ f(:C,p) ,а . C)f __ !! 
столкновения учесть феНОlI.еНОЛОГИ-lески at ст - 1: 

( ~ - вре~я релаксации). Тогда в приближенно~ виде имеем 

а" w d'f -F д Ро _ 'f .t т v a1f: т ар - - ~ 
Вычислив P(f,P1t) , З8теv. нетрудно проследи'l'Ь эволюцию КОН-
центрации частиц n(1:,t) .... лJ (pCi,p,t)dp , 
ъ.:акроскопическоЙ скорости vtt:f) -11Yj(1f,p,t) dp 
плотности тока J = е l1" ,если речь идет об злеК'l'ронах, 
и т.д. 

Ес:;и эволюция систеuы не !.:ожет быть описана кинетическим 

уравнением Еольщ.:ана, используется метод Ilатр.щы плотности 

и;* = [H,~] 
где Н - оператор Гамr.лътона систе1:Ы. ,9 - ~атрица плотности. 
lопшьтониан Н Обычно представляют в виде Н = 1:10 .,. н F '., 

где Н,: - 'ош:сыгает внешнее воздействие, Но - га1lилътониан 
равновесной систеll.ы. При I.:алом отклонении от равновесия 

1 -Ho/КI 
Р = ро + А 9, ро = 2 е - равне,весная матрица плот-

НОСТИ. Тогда в приБЫlженном Вllде 

[Р! д~?) =-[Но,t:.рlТ[Н~,РоJ 
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дзш !Ого, чтоБы иэ6еJ!!ЭТ:Ь ТРУДНОСТИ, СJ1ЛЭЭННОЙ С ИС!JОЛЬЗО:ВЭ­

аием 06paTi!ыroo во времени ураваения для необратиIrIых процес­

сов, 06ычно испо~ъэуют адиабатическое вкдючение внешнего 
. J't 

воздействия Н, - Hr:l! со последующим сrреllлением <1-:",0 

Отыскав матрицу плотности jP • затем МОЖНО ВЫЧИСЛwrь 
среднее значение оператора любой физической :величины 

<11> =Sp (Л"f) . 

ЗАдАЧИ 

1. В начальный ыомент Ер~мени ~ молекул равновесного идеаль­
НОГО газа занимаю! объем шара раДИ:iса R . Затем l'аз. начинает 

беспреПЯ1'С1'венно расширят~ся :в П~СТО'!;У. Найти f(i,p, t) и 
n(i, t) • ~ 

2. Вшlес1'И распределение БОJIьщ,ава для ЩlОТНОСТИ lЩ6МЬВОrP 

raЭ8 в ОХВОРОДUOII поле тяжести' из 8инеrич6свого уравнения. 

3. :в начu'Ьвый момент Т8uпераrура rазз .энутри lIВJЮГО тарою!'!:) 

объема рвди,са R О'1'J!J/lчается на ве.JlИЧIЩУ .аТ о"" равновесного 

ДЛН всего гаЗ8 значвния Т (АТ« т ). Найти ffitP,t) при 
задвнном времени релаксации '!; .• Сид двльнодеlitСТВИfl a8'f. 

4. Найти плотность тока 11 холодной плазме. находящ6ЙСЯ В одно-. 
- - i.~ родном lIери.одиче~ROJ,j электрическом поле Е :::. Ее е . 

Найти диэnектрическуrn проницаемость при наличии вреJtенной дис­

персии. :Указание: считать f!iIlаЗlI.у'электронеЙтрально!. а 1!DЛОЖИ-

-тельный заряд ионов неподвижны» и равномерно распределенным в 

простраНСl'ве. 

5. Пол~читъ зравнение собс!венных колебаний EAO~HOCT~ заряда в 

ХОЛОДНОЙ беСС~ОЛRновительной плазме. Каков вдияние оказы»аю~ 
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СТОДКНОВСRИН? Указание: от уравнения БОЛЬЦ,l:аН<:i перейти к ура:в--'нениlO длн ь.:акроскопических величин j и n и :Воспользоваться 

у равнеН:IЯILИ элеКТРОДИН8Ji.ИК/I. 

б. ВЫЧИСЛИТЬ ~ензор проводиыости электронного газа :в металле 

(ПОЛУПРОWДНИi\е), поuещ"mном в однородные постоянные поля Е и 
н (E.LH ). 

7. f1вr<ти 6 (Ш.К) и & (шJк) ДJЯ ШШЗl.:Ы С учето~ :вреыенной и 
ПР(1стра:Jспенно;; ,4исперсии. Вычисления провести для вырожден­

НО;] и нев<;ро?.денноЙ плазl.:Ы. Рассмотреть, в частности. случаи: 

К l1'~ «c.J (Нlрожденная плазыа) и к{кд.т« UJ (не1ШРО:Ж-
денная плаЗl:а). 

1:. ПО.J~ч,;:rь дисперсионное уравнение для плазМенных :волн с 

~ че:rОl: пр,)странствен~оi: дисперсии (см. неравенства предыдущей 

зс.дачи). 

9. То ~:e ca~,oe "~ля поперечных злеКТРОL'3Г!ШТНЫх ВОЛН (У:i1ьтра­

ФИОJ\"1:)!>ЭЯ :-;ро.-,раЧНDЦЕ- М€Т8ЛJlОВ). 

10. JJ811ТИ 6~K (Ш"К) 111'1 э;;е:;";:юн;щ;~ :ri!еРДОТельной п;.а;;:."...:, 
НЭХО.J!ЯlUеPiся в (1Д.НОРОl1НОМ ПОСТQf!ЮiСL! L'ЗГ!ШТНО!!. ПОJiе (tJ)«el1/mc , 
к l'F «еl1/mс ). Получить .дJН:nepc::OHHoe УРавнение ДЛЯ ге;;и-

l':сна. 

II. То \!~ самое ,1\3\Я Эllеi<;:rРОНР.О-Д1:lрочно;:J ТJ3еРДотеJlЬНОЙ nлазuы 

с Р8jЗНЫ14 кол~чеством ЭJ1еКТРОНСЕ n г '~ ,:;c:pOr; nь . ~1СС;jеДОЕать 
спектр LlаГh\:!()П.18ЗI.leI-lНЩС ЮЛИ. Ка~l':е v.3l1.еiieiiJя в CrIeKTpe наОлю­

~al)!C5'l, €CЛi1 l'Iе ~ NЬ ? 

12. Peruv.rb за.МЧУ Jf 4, ;;схо;::'! ;;3 урзгне,Н;ff .::\Jiя uатрицы плот-
- ) - -ц-с !ЮCfИ " ИСПОJiЪзуя приближеНifе gязко го треН:1Я P(t = ре 

, P(t) - оператор Иl.lпульса в пp€дстаВJlен;ш :::'еЙзеНОерга). 
13. l!еВJ,ijJожденный Э1lеюроНlШЙ газ iiаходится Jj квантующем 
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l!агни1'НОЫ ( Ае!!./mс. > КТ) и перпендикулrРНОill к неы] эJtект­
ричеСКОJl лоле Е. ( Е«Н). Считая. что частота СТ{)llIfНDiнmий 

llала по сравнению с sl. = eUjmc , ВЫЧИСЛИТ:!> '1'енэор .ПРО1l0ДИ­
l!ОСТИ 6 i.и • PacC)tO'.rpeTb, 11 Ч8с'лtости. рассеяние Н& точечных 

дефектах. V=Vo r:..d'{i'f-i;J. концентрация которых'" • 
(. . 

Указаiше: использо:ватъ уравнение для Jlатрицы ПЛОТНОСТИ, считая 

рассеи~ающий потенциал l!озмущениеl4. 

14. Из линеаризо.l!aННОГО по внешнему ОДНОРОДНОМ) электрическо\&у 

ПОJIЮ Е уравиеНl'!1! ДnЯ 1I8orР14Щi ПЛОТнQСТИ ПОЛjЧИТЬ кинетичеСКОЕ: 
-f(/; 

;lрввнение БОnЪЦLIsна для электронов в твердом теле при рассея­

нии нв неподвижныХ приuесf!x, 

15. Определить связь теплопроводности и ПРОВОДИ!lОСТИ (заХDВ 

Видемана-Франда). 
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О ТВ Е ТЫ и РЕШЕН И Я 

. § 1. ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО. ВЫЧИСЛЕНИЕ ФАЗОВЫХ ОБЪЕМОВ. 

подСЧЕТ ЧИСЛА КВАНТОБШ СОСТОЯНИЙ 

4. а) Для классической частIщы r(E)=(Z1i1'l) dp1td1. = 211"1'1' 
f ~ 2aJ2rnE 

12rn~E 

) аг a.ffrТi' . 1 J (( 2/. ) d g(E =aE-2trh{f или 9(Е}= 2r.h d 1'. ~т-E dplI Х = 
= Q J(JlPx -JГmЕ) ~ J~ +C:~))dp.:. Q JZrji' 
1ih': . IP.I/m Ip..l/m 1 (21ih) (Е' 

, ;t'n1 t 
6) Энергетический спектр частицы·&n = Zma.~ " • Число Г(Е) 
KBaHToBы~ состояний с энергией, не превыающейй эад?нного зна­

чения Е , равно JlаКСИМВЛЬНОltу числу n_ ,ДЛЯ KO~OPOro 

&I'\mox ~ Е . Таким. образом, г(Е)::n_= [( 2;"~:E//%1 . 
СКОбки [ J - знак "антье" - взятие' hелой части числа. Если 

k't,l ) ~ а n;;:;!' 
Е »--- , ТО знак "аитье" JlОЖНО ОПУСТJБТЬ и Г(Е.:: ;h 

2ma.~ . 

что совпадает с результатом пункта а). 4 

5. а) Для классического осциллятора Г(Е) = 2.1r~ J dp. dx 
Геометрически этот интеграл представляет площадь эллипса с 

полуосю&и J2mE и JZE/mllJ'- • Так ч~о 
1 г;;::::;:- Е ) а r f Г(Е) = 21Гft 1i'.,ZmE ·~ZElm(&J1 =;;;; ,(Е = if =~ 

б) Энергетический спектр осцилляiора &n:n(.f) (n + f/1) (n=О, f,t • .J 
Г(Е)=nmox +1 , где n""АХ - ыаКСИ1lальное ЧИСЛО, дШl 1Штороro 

бп,..о.а ~E 4 nпw =[l:J - f 1 . Следрватвnьво 
Г<Е)::: [.!. .. .1.] . ЕОl!И E»?\tJ.) • то знак nантье" И 1/'1.. )lОQO 

М.I 2. Е 
опусrи!ь, так что Г(E.)::;~ • ЧТО совпадае!' с резуш.Т8ТО1l, по-

~чеааым в пункте а) для классичеокоro ~сци~тора. 
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6. '(Е) =(2.:h)1. J dx, dx" dPtdJ\ "" (2.~~)i 2 J т,т" Е 
Р:!2т,+Р:/2.т2. '-Е 

Эдесь интеграл по импульсам равен площади эллипса с полуосями 

J2m,E и J2m%E . . 

7. ~(E)=(2;n}5JJ(im -е)dVа4р =(2;',,)4]( JI~;~) + 

.,. d(P+Г2mEJ)p2.dpSin8d8d'f=~/2m)V2 ГЕ 
IPI/Гn 12.1ih)3 \ V 

Здесь интеграл по импульсам с '(р .. J 2тЕ) равен нулю, Т.Х. 

р положительно. 

I _ 1 Jd- dV - v lt'1i ( Е)312 
IIE) - {21ih)5 Р - (21in)3 т 2т 

p2/!lM'E . 
Интеграл по импульсам здесь есть О15ъем шара с радиусом /2тЕ . 

. $%h1. 2 2. " 
8. Энергетический спектр. частицы t,t),n2,n

3 
- 2т~2. (n, +n2.+"3) 

Г{Е) ра.вно числ.Jl КО.1l(jи~а'цИЙ троеУ, чисел n." nz , ";з, для 

ноторых &n,"2n5' Е . Если на трех взаимно перпендикулярных 
осях отJtЛ8дыватъ чисJIЗ n • • 11t • "5 t то каждому СОС.0тоянию в 

тако).! пространстве будет соответСтво:вать точна. I.:ножество 

:всех состояний образует кубическую рсшеТl{У с реором элементар­

ной ячейки равным f • Очевидно, что Г(Е) равно ЧИСГlmУ~iе:.\У2 
решетки, которые находятсн внутри Сферы радиуса R= ~ 1jztJ2.1 

Если R):> 1 , то Г(Е) равно числу узлов или числу элементар­
НЫХ ячеек внутри этой. сферы, т.е. просто объему этой сферы: 

r(E)=f ~R3:: (2;~P ~ (2тЕ)$/2 . I/'ножитель 1/8 

появляется ПОТОМJ, что числа n1 , n2, ~nз> О • 

9. Г((:):; {2;Л)~ J dp dv = (2 ~h)i J ?PJt dp" ~P! :; 
ер ~ Е Р)С +Р!/ +pf f:..f;. 

v lt1l Е3 ~ 
:; (21111)3 ""3 ст 

Здесь интеграл по и~пульсам равен 06ъe~y шара с радиусом Е/С 



('",\ оГ lл~iJ··· { ) е, 
g,t.}=" дЕ (f1f~~)r; ~ Е:: (Zh;;, 

V f J(P-Elc) ~d" ч~VЕ~ = (21rfi}3 С Р PSl1! Эdвd'1:::.: (24i1'!)3 с;; 
10. Г(Е) = f N rr.tdp,d\1.. в этой ф:>рuуле tI! 

. N! (2.1i11t3 .i ~ 

t:.p~/2m ~E 
i;&i 

появляется 11 сил;утождеств'епkоЬти частиц: при перестаНОJЗке 

qас~иц состояние систецн не uеняеТСR. ИRтеrра~ по ~~~~дЬcay . 

представляе'l' СМОЙ объе}': 3М -мерно:'о тара радиусом {2iiiE' • 

Воспользуемся для объема n -мерного тара фоРМУ~DИ 
V. (R)= !Jinl2. Rn 

'1'01' а {Е = у" 1Г:.Nlг (2тE)~/2. 
" r(q+1)' ~ д Г) "'1(21;1'1)1>11 Г(3Н/2 +i) 

При 11::.1 получи).! результат задачи ~ 7 этого параграфа. 

П. ГfЕ)-(2in),i l'i' dp~dx~ . Делая заJlену. 
. ~(~+~~}'E 

переuеннщс A=J2m' fk Х, = yZ/mUJ'ZXi. , получим 
2* J . EN 

Г(Е) = иJN(21"h>'" Q dp. dXi. = N1(ftш)1l 
f (p~l.+Xil.)"E . 

Здесь интеграл есть объеl.! 2/'1 -l'ериоro шара раДlo1уса lЁ. • 

§ 2. !.:~КРОКАНОНИЧЕСКСЕ РАПРEдEJlЕНИЕ 

1. Совместное распределение по координатам и иvлульсаы 
--f (pt тш2х.t ) 

~(P.X) =9 J 2т ~ 2. -Е . Из ~словия НОРJ.!Ировки 
r . _ р" mC&)"XI. ~\ 
J9(p.x)dpdx= ~ находи),! ~ =]J.(2.m + ~ -E;dpdx =::. 

-!: 21i 
=21/Л9.(Е)=(д (си. Jl!5 § 1) 

Р(Х)= J9(p,x)dP=ii-JJ(~ + m~"xJ. -E)dp= 

=~J(J(р-'2m{Е-~)') ... · J(p .. J2m(E _ m1'-x,t) ))dp= 
2Тi Ipl/m . Ipl/m 
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ц;Ггn 1 
:::: 1i ff {Е - т2.'l Х! Y/l 1 f 

Аналогично р(р]= Jp(p,X)dX.:;:Ii{[m (E-p:l/z.m)1h 
Те же результаты 1:0ЖНD получить иначе. Вероятность W(d)() 

найти частv.цу :в интервале dx равна W(dX):: 'Ч,Х) , где 
t(dx} - lJре1,Ш нахо~rдеиия частицы в интервале dx , т - пер'ЮД. 
Решение УРЭ:ЭН8ВИЙ движения ДЛЯ гармонического осциллятора 

дает X='/2Ejmw t ~in (blt "''/), ОТr~уД3 t (dx) =.ldt :: 
2dx 2. dX 

::: wJZE/mlJiC' COJ(r..Jt i' 1) :::: ("J/ZЕ/mщ:"( f- m ;::X2/12. 

(dx):::: t(dx) _..!!:!.... lJ ,\'_ шГriI dx _ 
W т - 2:л ttUXJ~ 1ifi (Е -m(jJtХ&/l) 1/2. -р(х)dХ 

Т.е. ДЛЯ n'(х) получен TQT же регулизт, что и выше. 
r -2 2 

2. ( -.tJfР, ~ ) р P'X'H.X~) =9 (2т, 't 2т!. -1: 
_ L p' l р/ ~) 
~ =!J\Z:n, + ,2;'2, -Ejdp,dpldx,dx;. = 

::: (ZJlIi)2.~(EJ=2.1ia2{m,m2. (Cj,:~ i:a6 § 1). 

ДЛИ получения ?(61) нужно ПРОСУI,':МИ1JOНR'1'Ь Р (р, Х, р2.Х 2.) 

по всем СОСТОilШШМ при УСЛОВЮ:, что ЭПСРП:Н перво;! частицы 

фlШGиро.вана, 1'.8. 
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',.3Еергия 
iJ 

E:::t)(.IJL(ni+J)=f)!V(M+~). Т.е. M=i:nj.. Число CCCTOK~ 
~1 , 

ннИ GИG~емы ~JI{f"i} рюшо числу спососов, КО~ОРШJИ МОЖ.'Ю 

ИЗ tJ ч~сел {l"I i } u6разоr;ать разную 1'1 с ; злемеИТЭРЕ' 
J (/II+m-fН 

1'(щ!6L'!U8ТОР2Jtи 1\(lЛJ чии ~H \м) = {I'!~ 1)1 М! 
ОGцит,щ!тора ф:'ЩС:1iJОВЭН&. т.е. зщаНО,I1, , -' > 

:н.ерг~я пеРЕ 

'~""Lf'I' .-3'. 1. 

и число СОСТОЯНИЙ БС~Й системы, когда фИJ~сиро:ван8' .3Н6'рГ1!Я 
N7/'1-1'f4-?,j! 

первого осцил:!Я':.'ора, равна flll-t{Н-n.J::: (N-2.j! 1'1-"1'; • 

!~СIФ.маЯ vероятuоотъ R ::: 9-,.1-* (M-n.J::.JtJ . .fМ-n,-2.J! М! (м-,:: 
• ~i 9u(М) {N-2.}!(М-n,JН/J.f/1-;' . 

Если N--. J::;iiз ' то из формулы Стирлин:га 
, м! _ n {м-ш ~ 1. (iV+M"'in4-2.)! _ 1 

(11-n)! -/'1 ; (N-~! -!iГ' \l'J+m-m· - \N +1'1)'" 
M~ (MIN)fIt nfe 

Поэтому Рn/' N(M+f!/)1I,+1 = (1:,f. M/N)/tfH = (1 +nf )f1f+<j 

3НТРОIН!Я "=fп иli(11) • ПО формуле Стирлинга lnl1!=мfлtН') 

2n 'I',H}!= (N+H)fn(tJ+M) -(Н+М); I!n ("I-f)!""Nl!ntJ·~ 
6 .':IJ[(1.f-n)fn(1+ii)-nеn;;1 



6=4= 
=Nen 

'б. f{/z) 'f 

", плотнЬстьqисла частиц 
n· N _L' 

" ~ - I'J 2iiiS 
- Шj. - v(2.1fm8)5/J1. !:о 

[2fi;;)Э' J\ 
еil (гтmfJ)!Il. 
. i'I (21ii,):> 

-r,',[ 
(i? I 
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, ) Е -&" 
6) 9T(E-6n = (J'ruJ)ti(rH)! ; 

(Е ~E>n)'·H 
Wn = L (Е _ &" )'''-4 

" е -&"/8 _ 
при N-- 11 E.=~N nолуЧИ1\ W n ; (8 -") 'i:e-&n/8 -u 

2. f(&) = J~{р.,рJ(Н-&)dрdq, = ." 

f 
-~ . _.&.! 

с R е ' кт J(H-t)dpd~ = 11 е «Т. J(H-&)dpd'} =-

_~ _H~~ 

::: f1 е к ~(&); IГ' =Je ~ dpd'J-
р! 

а) д.f= Je -'iiYiКт dpdv ;; v (21imKTY'k 
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р (Х) == f WN 'tл (X}'r; (х) :; ~1ibl th 2~ы.,) f/г " 

J( ~p С-к" 't,(1J th ~~T) . Здесь 'tn (х) - собственная Ф:lНJЩИЯ 
оператора энеРГIШ осцшrлff'rора 

'(mw"fч (rrЩJ-,~ 1 ДJ~Хl.н Тi'i1W) 
~n(x) Х ';th J = Щ k"n! е n(XV71 

Jjри J3;';Ч~1СJlещlИ р (х) следует :ВОС!10льзо:ваТЬСII формулой 

. f: (~~{'Hn (х)Нn(ч) = (1-l:2гr~е.хр{ 2J1!1lf-~~:~it)l:tJ ' 

4. ДЛR <50ЛЬЦJ,;аНОВСКОl'О идеального газа 
tJ N 

:2 ~I (ее1) ":2' 
Сон .. I\I!:::: 1\1>1"' где ~! - статсумма одной частиU,Ы 

r= ::-ктеn2н ==-rJктf!п eN~' 
о) ~ :: rdpdv е- 2:;КТ _ V(Z1itтlK,..)~/2. 

f J(21rn)~' - \ (21in)3 

6)-} dpdV - ~~ _ 81iV I.KT_)~ 
21- (2#1)3 е ..,. (2 ~n р \ с J 

п) Р(&) ~ ~-! -#т 
:;. (KT)3N/t г( 311) е " 

т. р! ""'12 
1. =(-22fУ-' . 2 "=} dpdxdydl. е -~ - J( = 

8. N 1\1 I " (21iFl)~ 

" _ 1iR2 (г.1itnк.т)3/z. кт (е -",/!, _ е -":tl2.) 
" (21in}3 1Y19 

r ilF r аР , 
t.;:: - д1: ; r~ == - дГ - Сi{ЛЫ, деflствующие на llИжпеfJ J1 
1, f l:z. 2.,;'F 

веРХllее ОСНОJ3анин. {50/(.::: - a/t' 



.да:вление , -т~ 
rJm'te 

P('i) =KTn('f>. = :lR1{e-"'!!,IКт _ е-m9ёг/КТ) А 
9. Ненc:iрмиро1!аннsя Jlатрица плотности W'Н,:: е-Р,Н (ft=Jт) 

~wtm .. А {If} -
1J!.о:влеТ1!ОРЯ6Т :i равнению Блоха -:;-:: - Н w с 

. " (lf) " о /ь . 
• 1ЩЧЗДЫШ'l1 условие)! V/ (f>=G)= f 
в координаrаО)l предсrавлении: 

d~l~ (х.х·,р> ~x \V(Н)()()J('.~); W(Н)(х.х;о) =J(x-x') 
/1 А ~! 

ДJlS СВО60ДНDJI ЧВСТJЩЫ Н = - 2т Ь • поэтому 

dw(W)r;;i/b):-t 111. .4 W(Н}'i'i'А)' J(i-i") .. 'Il't-i
'
{j)" 

~J?t . 2т d \ • 'Г' (1, • 

ЭfO уравнение типа уравнения rеП~ОПРО:ВОДВОСtИ. Его решение; 

~(t" 1[')1. 
wtN> ('i, 'f,p) ... (l~t~)* € - " -

4\ (н} 
CtarC'''!Aa i"".sp w' или :в нашем CJlj'чае 

Z .. J а}( d у d1:: W~O c'i: 'i:~) "" v ( t':t.гjJ!f! 
IO. J.!атрица ПЛОТНОС!'! ОСЦИn:П!Г1'ора :в R(>ордина~n"l! nрвДСТВ:ВЛСЕ; 

_.hUl ('"". е кт 
УХ.' = '- WN 'f'n (x}'tn (х'), :где Wn .- ( -ttrи/ICТ) 

" 1-е 
'f' n(к)- СОбствевнь:е функции оператора энергии ОСЦИJlJl!Г1'ора 

(СУ. ~ 3 § 3)- . 

_ l rи 1!Ы)~ { тси ~ t,t "ы 'J} р хХ' - (1i1l th 2кТ etIp - 2JiSh t.(a)/~TL(X +Х )ф кт -2.хХ 
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xz. -Jo x2dx - 1i th IittJ - рос - гтш С 2"К'Г 

II. ВРlJщгтельнCJЯ :энергия ротатора &6р. "" 2.f, (м." + М:),; 
те" 1= т - :момент инерции 

1 • -~. 
~8p_ ={21ih)Z.JdM~dM2.d':!,d'f2.e= 1frKT 
Fвp. ==-ктеn l",_ _ Сила (= - ~~.,. :: 2.;"-

14. 11 S = N к en ~~ . При нахождении 4S следует учесть. что 
7е~;перат;у ра начального и конечного СОСТОЯНИЙ одинакова. 

15. Продесс ДЖОУЛЯ-Томсона протекает при ПООТОЯRНОЙ энтальпии. 

ТакиlЛ образом, НУЖЕО найти (!!) 
i}P w 

Г"3Т.' :: а(т,w) '" _ [C)W., /(~, =_ Т(.Н-}т-+ У = 
\ар!", d(P,W) - \эр J.,. Эi Jp ер 

;: i· ( v -т (!~~) . Учитывая уравнение СОСТОЯНИЯ идеалън~rO 
газа Р P·v=Nt<T , найдем (~;~w =0. . 

§ 4. БОЛЬШОЕ КАНОНИЧЩ:КОЕ РАСПРЕдЕЛЕНИЕ ГИБЮА 

1. а) N;: r. w. 'н ==)" Ne~"IKT r. е -&АН//(Т -
n н fI,N;r " . (~~) :: KT(L еn!) :--
~p т (jp r 

f 1. "I/-&"'N 
6) iJ2 =L N2 w.. :; (~ .-L-, е ICТ = 

n,н п." r ар" ~ 
{ ) 2. ~2 2" А. '2 _ Л. 

= /(1 .~ = (к;)2 е КТ" е j(f'"_ 

~ а jtI" • djiZ - t _S1/tc.r 

:: (к;)2 е Л//(Т[ J (~ff1T е-n/КТ" + (~~5! е J= 
:(iJY ~кТ (!~)T ; (АЮ2. =: tJ~ _(;:jJZ :='КТ(-:;),. 



woиекуnы 8нутреввихстепеней СВОБОдЫ) 

{
;i ! lTf1~)* ~ 

}J :: KTtn fv(T) V . (ткт 7 ; 
'~ кТ 

Л. :-КТ;;Т; Р =--v = v 
:... ' N IZ'f1r~\Vz. 

F =< $t -t ftJl·J =-кТНТ'" fJ ктtn {l.(T)V \~ J; 
s =, - I а,:] = _ K~ + KfJ ln {;Т l z,},1. ., ~k} _ 

\-:ffJv,il lo(i}V \ 'пКТ) 
_ нкт (}'l(Y,T 2) 

, l(V,T) \ ат У,Н 

Е ~ F- TS. Дnя ОДНО8!о\t\iОГО l'аза Е = t ii кТ . 
4. Одно ИЗ условий теплового равновесия - ~Иflнмалъностъ 

свободной энерги,и "газа как функции N (при фt!ксированныхТ 
и У). 'f.e. ' ~' :"~"' 

Ia кт }-
(.~~ =O::.ftJ J ;J :JjJ·[e L е 
\ ,У I'l " ",Н 
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§ 5. РАСПРЕдEJlЕНИЕ БаЗЕ-ЭЙНШТЕЙНА, ФЕРМИ-ДИРAIU, БОJlblJ.»АНА 
(}I-~)nlCll(Т 

1. \./ е 
УУnК = -" """;t-e 'r.IUi~_':'If"'""I)-r:1 кт~ { ... - ДЛЯ феР}lИ-:ZЗСТ.Ц, 

- - ДЛЯ бозе-частиц) 

(nк -n,,)(nк • - "К') = (AI'J~)1. J"rtl = КТ (:ZIC)T JICIC' .. 

, e-Y- J . 
(e~±1Y КК, 

.. 
2. u-,! 

а) АГ ~fJ n.' (th -n.)' ; 
". L ... 
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При Т ="0. Е:. r: ; я =- j Е • -PV ; Ф =.f: "'PV = g Е ; . 

5=0, w:::ф + SТ=Ф 

4. При Т< то JJ=Й . и 
~ r: m ~ (KT)5/~ 
f = J&dN, =~'28 ~ 1t t. V (lJ - кратнасть 

О 

СПИRовоroвырожден~я энерге~ического' уравня) .r· -6/К, 1 
Л,= KT~ 2(&)ln ((-е ) d& =- j"E = - РУ 

F=.n.;S=~(Е-F)=!~ Ф=-F-РV=- ~ 
AJ/КТ 

5. :в случае болfЦlo:8НОВСКОГО газа (е - «1 
, ~ 

= KTenf лJ·Z ~~ hS
} }JSOIЩ- ,. V (mKT)~k ., 

с учеТО)f первой квантовой поправки 

2T~ А!'" кТ 
q. V (m/(Tp/2. 

"/кТ T~ NIi! 
P=-уС. ~ Z'J- V(rnK;)~7L 1 . Здесь ъеРХ!iI1И знак or"o-

ситсн к случаю статистики Qер~·и. а !iI:::':Ш~Й - к БОЗ€-С1'Зi'\<IС1"К€. 

В явном виде условие применимос'!'\, ООJl,ЬЦll1ЭНОВСг;ОЙ сгзтист»ки 
14/"'; ZSk1i"/L~"-'N 

е <.<. 1 сводr;ТСfI го q. V (ткТР/2 < < 1 

J- . \vmЧz.J .... &*d& 
. б. Е :о о ~dN& = г fh. 52 n!> о ~(&-JJ}fкТ ± 1] 

и после интеrРИ?СЕ8НИR по 
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7. jU находи!ся из условия 

/'J ... r: (2~)!Jdr n(p;:r,6) , где при Т=О 
..:- "'1&0 р&. m(Ua't.~) 

n (р, 'L,6) =- е VЦ-2in + 2-

. После ИН!6грироэания получим 

N =: 1вli m 44 е.[(!н + mшZ~)5/z 5~] 
f5~1t! wi ,- 2 -}l 

( е и R - ДЗlИНS И радиус ЦИJlиндраСОО!1!е'!с~:веIiИО) . 

( р& mW2."&)fi 
Р('t)=~i:)!Jd!РРл[1~~ P-2m + 2. ~] 

УЧИ'rывая. Ч!l'О при Т -о 2'tL) 

PJт KTln[1 + е (14 -p'fZrrt+ т'1 /кт J :: 
т-а 

=: (ftJ -Gn ~ m~г7.) е (р -:; ~ m ~27.2) 

8. JU находи!сл из уравнения: ~ 

'1 р& "'=- L dr fJ {Jj'---m".f:)::: (lJ1i)! lo 1{'" > 2m 1 
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= {aL[p:-(}J-mg~)5k] при JU )m~h 
.L.}J при JU <. mgn 

(а) 

(6) 

f ~ '~$ (2m)*д... ." 
..,. (l .. ,,)i mi' 15 (0'1 - поперечное сечение цилиндра) 

J,lГmfll.( ~ 
n(:)= 3~Ц1~ р-m??:) 8 (fU-m'jс) 

р() &nmtlz. ( sA 
с :: t5~2F,!> }J-mgr) Z8(}J-m9"t) 

9. В д!~»epHOM случае полное число частиц 

N = j-,(&) п( d& = Z$g;s j (g~~~JI('" . :; 
о • е -1 

""_ U~-6) 
= 21т S J Е e f d & "" 21im SKT f. ! е ~ 

,,~ о (af "% t.1 е 

Отсюда видно, что}J не может обратиться в НJ·ЛЬ Ю1 ЕРИ i\aKoi!" 

конечной теllDературе, так что Базе-конденсация вевоз~ожна. 



В одномерном случае 

Е 1, (KT)~ 
= 6С fi 1= =: д=-Е 

4. В двумерном случае ыаКСИ~)I функции ~Ew дос~иrаеТС!I 
при значении UJmoll!::f ~. т .в. ВЫПОЛRЯе~я закон СJlещеНJlЯ 
Вина. 

5. В одво»ерно» случае ыаксиУ.Ум функции (единственный) ddEr._ , w 
независимо от теыпературы расположев при (А) =0 • ПОЗ~ОJlУ, 
закон смещения Вина сформулировав быть не может. 

6. Для трвJ()lврноro ИЗЛJ.чвния t.W/ r. 6 ' 
s'l. :: r: = кт 1il~~ J шЧn [ 1 - е. - К] dы = - ~ с vт" 

о _ 

16- ~K" _, r- .1aJ....j (tJtdbl ,*"т4 
\1 - 60n,r,C2.} с:::: :t'-c! о (ekt&J/KT:тr = с v 
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Р ~ -l~\= 'l,' т" , то ес1'Ь ру = зЕ • • v7T зс ~ 
Для ~B~»epHDГD 8ЭЛJчения '" ~ . 
.- 1.1.. J- [ ~TJ . (кт)~e2. 
F"rЯ-КТ"с&о ruln 1-е dW::-Д8 1гfjL-с L 

~ ......-
Е .fl.J 6J~dш =-2F- p-~-, ру= ~ 

.. C~ о (е ~/ItT_1) • l-V '- -

Лия оДно»ерного изn,чения 

е r [~/I(r: (кт)zе 
F= '& sl. == KT"1rc ~ еn 1-е ] dw = - 1111 са T(z) -Е= ~ !(e~/~~i) =-F; р ... f; РУ =Е 

'(. в СОС~ilRИИ 'rепзювоro равно:весия ПО1'О:К иэлучею~я 3еltJlИ 

(черноro шара) U, равен nOT01t1 иэлучения Солнца UI..' падаю­

щеllJ на поверхность Земли в телеСRО)l угле Ая. -~ по глощаeMOI.OJ­

ею. 

(9--ААА---- Rc 

э -- -V----- -- -- _-JC -------.-•• 
/-т;Ч 2 2 

Ui=Lj1i~6T~It; U2.=_O_C:-~.rt9iR~=6'Л7ёЧ R!Rc 

. 11' Ric 
llриравни:ваЯUf и иг. ,получаем • 

1": :: ~ -t ~.Rc ~т. :::2.80 о К 
~ \Rf,C. J t 

8. В состОЯнии теIШОВОгЬ равновесия с излучениеJl тела 060ЛОЧ-

Т· ка имеет теunерзтуrу ,КО1'орую можно оценить, прираЕНИЕая 

полные пото1tи 
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(R 1>1>1.) 

;lз~:енение внут ренней энергии тела в единицу времени (скорость 

охлаждения) определяется разностью потока излучения тела и ! 
и потока излучения оболочки иа., поглощаемого телом 

Наличие ООолочки уме;ьшает скорость охлаждения тела в 

R2/(R l -t2
) pa~. 

§ 7. СТАТИСТИКА ЭЛЕКТРОНОВ В МET~AX 11 ПОЛУПРОВОДНИКАХ 

1 ~ JUo = /:: ( 3 ~ N 1 %; p~:: J 2.т р. ; 1JF, ::: ~IL 

2. Вырожденный электронный газ Б металле можно счита:rь идеаль­

ны],;, еСJ,И средняя кинетическая энергия электрона (по порядку 

величины равная химическому потенциалу 8кин.:::::;: t~eYk ) 
-\ много ООJIьше потенциальной энергии взаимодействия электрона с 

flдрО~j U = 2: eZ
, где а ..... (l V)·,з - среднее расстояние I!ежду 

а. - Ne .1 (22. m j3 О ' >"> u если д.-vе » -1:." е ll. . электроном и ядр м. Dt<UH.' п"" 

В l:еди последнее неравенство не выполняется. 

-1 
3. Симметричный тензор mi.Jc: в главных осях имеет три различ-

-i -1 -1 
ных составляю:дих ( m)(j!' ту'! и mн). ВВОДff новыв пврвll8Н:Ш8 

U} --L!L Р. - fl'I ::: J!L n. 11J:..!!l. n (т - loiacc8 с.воеод-J; - т." )t , JI1 ту'! 'У' ':Ii ГI1H "'-2 

ного электрона), можно записать среднюю энергию в виде 
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Е = В1ivm .. mvчmil!~ J9f,J .... .:!i.."..2.-~-~-&-~-2 tJ'l.df> :: 
(2:f1tm)b (j lf 2т 

110 
::. 2f"VmJ!! I'nyv 1Т1" &. (§,.т)~! J J1+X'l x2.dx 

(2JiПт)3 W о 

Полвrая ~ = ch8 • запишеы Е ':В :виде 
6\, 

Е = Z1iVrтi,.,. mY!I~~ &;.(~m)~/2 r сЛ 2 в sh2e dB :: 
. (2$"t!m)b .[f J . 

::. (~)% 1ivmlOt тУ!I ml;! {sh (lta ) - ~ е J 
~ 2. (1i1;p m&k (; о 

Граничный ИJlПУЛЪС Ферми ~ и 80 определяются из УСЛО:ВИЯ 

~ 21ihm (-.AtL) i~ = 
-v т"" f1"!!f!r' fМl?: 8'1iV 

sh f) = 2rhm {_Lylt (М-/4 .J~ mхх mv'l mlё т61 811У • 
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(; =i (3~1.)2f3 ~2. (4}% 
(6 fз)? :: f.! - &l. ~ - :Z~ (31i~YI! ~~ (4У'/а 

б. Плотность СОСТОЯНИЙ й(&)= i1ГVf>" • Поэтоыу 
р '(26h)$~~ 

Е = f&~(G)d6 =.(31i1t-})f,f." 
7. СПИНОJЭая энергии электрона :в магнитном ПОле равна t:. jJJi 
поэтому 

n ::f яо (р + JUs/i) .. tл.о (р-р,.н) > 

где $2.0 (/U)- потенциал в отсутствие поля. При Р& Н «р 
ПОЛУЧИМ 

Откуда 

1 0- 11: д?до _ А (oNl 
v э fUl. - V ~ aJU Т," 

Считая газ ПОЛНОСтью вырождеивым. получим 

• ].:: flJ: (2 т)Ц' JI.I 4ft . 
2.рЦ,!. 

(для вычисления (~~) испаЛЪЗ0вался ответ к задаче ~I), 
r- т,у 

Химический nотеIщиал определяется из УСДОЭI!FI: 

N = Б f1rr.t.;: ~(~~~jJ~ {(JU-Р/8 Н)3!t'+(II+J!"н)'kj 
Учитывая, что' р» РвИ • ПОJlУЧИМ 

f .. ,11. 14:' 
jU=J.Io-Т~ • 

где ро - химический потенциал при Н ... О (Сlol. зада'f3 Ie 1). 

8. Уровни энергии орбитального движения электрона 
t; =P:/Zm + (Zn+1)JUaH 
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где n = О. ',2 ._. , Р!. - импульс Б' направлении поля. Число 

d г~U dp 
состояний винтеРБале Pl. при ззданно!,' n eCTЬ~ i: 

(С14. Ландау, лифшиц "Квантовая I>'.еханика"). Поэтом:! 

~. тУ Н - r { P-Р;/2m-(2n+1)!J§J.i 
~~=-KT ~~: ~l en 1 +е .. кт· }dP~ 

СУМIlУ ыожно БЫЧИСЛИТЬ С помощьюфорuулы СУ1.мирования Э;iлера­

lJВЮ10ренв -f.. f:(n+f) = J F(x)dx+ 2.~ р'{о) 
n={) о I 

условие примеНИIlОСТИ которой со~тоит в r.:а,::юсти относительного 

И31lенения :;ункции F(x) на одни:. II:are n -n .. 1 . ПОСJ:еднее 

БЫПОJlНИIlО при JUБI1 «кТ 
Учитывав все это, получи~ 

'R=2JUБ нj((р-2.р,Нх)dХ+ ~~H c)((~-;n!1!§H)'1 . .: 
1-1 о n=о 

=]((x)dX _ {2P,)lf а! (р) 
...... 21f cft.J 

где ... 
'((,,) _ кттУ Jo {О { [ )( -P~/lm }} .. - - 2.1" n! __ Ln u1 .1 .... еа;р кт J dp~ 

Первое с;;агаеl!ое в вь:ра",еш:и ,::.ля st но: !ю;:;ер:,::ст Н , ': .6. 

равен Яо . Такиl' образо!!. 

Отсюда БОСПРИИМЧИВОСТЬ 1- равна одно;; тре'Ги Еосг,;,!:ш.Ч1ВСС-;:;;' 

из предыдуще~озадачи. 

~. а) N = J 9(6)dl :::9Ро' JUo = ~ 
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6) Условие отсутствия ВЫРОIДения~ & » 1 

ПОэтому . - d& - .J#- ...l!-
N = 'J[ e(f,-р}Jкr -+1 "-'3.[ е =? е IC"'I<.T 

Стнуда e JUlкr = 9:' ,Т.е. N < .. 9КТ 
В) в слуqае силъноrо вырождения ( eJl/~T» 1 ) имееы 

J- 9-€.Ц& IP JP 1 Е = е (j,-jUJjI<.Т 1 = 1 { 8. d &- [1 - ((.-1-9/кт 1 ]t;d&-r 
о ;- о 1> е + 

J- бd6 } fjtl~ 2.J- xdX } 
+14 (f.e.-J.l)/Ki .. 1 ::. ~ т -+ 2 (кт) о elC "1 

Е::. 'f!J2 + ~ {кт" 
Z б \ J 

( сЕ) _ Зi2.<;ка.т 
Су ::. \СТ v - 3 

IO. Число элС!,тронов В единице объема с Iшщлъса~~ 1\ ИНТер:ВЗ­

ле dp , Н8l1ра:ВJlенны/.~и под угло!.! К НОРJ.!8ЛИ К стенке в И1f'rерва­
ле d е . есть 

• fi21iSin{1c1Bp2dp :: n(&).f(2m)Зk .п; sin8d8d& 
. (2:5'1i)~ (2.1"#; )5 
ИСКОl;Jое ЧИСЛО СТОJ!R!iовениИ ~ {QтнеС2иное !с 1С!/ стенки) 
пОлучается умножение],; на lJ'cosB ( 1J":: р/,.,,) и интеГРИРО1JlJниеы 

по dfJ от О ДО 1//2. и по ·dp от о до РО 
В результате им.еем ~ _ 3{31i2}!3 А I N)1.t13 

- 16 m \У ...., 
п. E=!&n(6)9 C&)d& ~(G)""П;) 

pv O=-я=j9(f.)en (1 + е (fI-f.)!К )d& = . 

_О 

,.. f f (; 9(&) n (6) d& :: ~ Е 
. о 

2:. 
Т.е. PV=-:rЕ 
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Иdот"Р!iическая с:;:и,,:аеr.:ость 

fi:ЭV) _.3 (аЕ.\ _E-..]-t __ 9V2. __ ~т V l/З 
\зр, - ~[aY), v - 101: - (3!?/!> п~ N 5/з 

i3десь Е по;,згалось равно:: энеггv,1\ ПОЛНОСТЬЮ в;.,;ро;,.дснного 

эле~7РОННОГО газв. 

Для натрия (aV) ::. -2,6'40-есек2.см " , -ар т 
12. 1.u' - потенциальная энергия 

Э.:1ектрона вне I:еталла. fI = W-po - --1--~r----
рабо~а выхода с уровня ФеРЫI!. КОЛ\!- Ii ~ 
чество электронов. в!.шете:ВШ1llХ в еl\и- t i .1.CГ

l ницу :времени с единицы ПОБерхност\oI &l... 

LCеТВJ:ЛВ ра:вно, 'Г 

Nt = f dp~ ~." f ар,. df>.J 1i(е(t~/щк.т ... i) = 
Ре > {2rТiiiГ _ . 

- ItJmKTjd& е" (1 e~r.t)/Kr) 
- (21i1i)! ! + 
. 1cr 

г. 

Гl.i:: 62 =. ~ • с ч::тзя JU - JUo:: W- - JLlo =- А > '> КТ , 
2.т 

;~C::', ч:";!,: ~\''Ie!.: J~3ЛОSСНРf! под.::н~еГ~а::'ЬiiС~~ :J'Hl~L.l!i1 Е .t-.<":'--:' Гtc' 
. ," • . (1J-&~)fкт . 

1:8.101::\" паРЭl:СТРJi е 

.1 __ ljf"rn(kt)2,,-1r а' 
N't (2rю) с' j = eJV'f; 

13. В со6СТВБН;:О1.' ПОJ,~'прово,zы:ке 1{онцентраLУfi дырок р раЕ;;Э 

i\Оiiцi:;i:!тращш ЭJiБКТРОRО:В n . ilСПО~Ь3JЯ ДЛR дырок," здеИРО!:lОВ 
I!ЗDеСТRЫе законы дисперсии 

_&~ = Е, +Р'lг.mе и • f:,h =- Р·/гm,. 
( р - И!l!!УJ:ЬС к:вазичастицы, Е, - ширина запрещенно:1 зоны) и 

считая электроны и дырки неВЫРОЖДеНRЫJlИ, получи)! 
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Прирэвнивая полученные выражеRИЯ. Ba~дeM: 

111 = ix l' lKT еn rnh 
г 2. ч те 

14. Чис;;о ;,::рок :D Еалсвтно:1 зоне д~я невырождеН!:iОГО СЛJ'чая 

равно 

Число элеl\ТРОНОВ на акцепторных УРОВННХ 

n - "'а. 
.Q - } p(Ea-fIJ)!I<Т +1 

с:. ~ 4;) 

Пренеореган с:о6ственншси НО с'о\т е л ЯI.: и , запише!l. :JСJЮвие ЗЛСИРQ-

нейтральности в виде 

Р :: nQ. 
Отсюда 
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15. Решение аналогично предыдуще~~. 

16. В СJl~чае. КОГД,а вырождение D З0иаХОТС~ТСТDует и прово­

,1li':ILOCTJ, в OCHOBHO~: П;J\н:есная, пир ,"огут быть получены 

Р np =n~ • Гс'" И3 У авнения ..~" 

.1 (2 f KT у' '3k -ti/Ki 
n~ =r l, (Z'nt>2j (те т,.) е 

и условия Э;Jектронейтралъности n +Na. = Р -+' Nd 
Р = J<Ndч-Н4)t + nt N\-tJо. 

n :J (Nd;Nq )1. + n~- + NdtNo. 

§ 8. ФДУ1\ТУ ЩИИ ТЕРIЩ,iЩНAlLИЧЕСIШХ ВЕЛИЧИН. 

NAКСИМШIШ{ РАБD'!А. 

1. АТ6Р = кт'- (~P) • t;Vi;P =-кт 
С" ~T v 

6SAV.T(~V)p; ASA"f=KT 

2. При ПОСТОЯЮiОl' N найде)! А У '= t.V' • Отсюда 
N Н' 

(6(~)Y = ~t (AV)t .- ~ (~) 
~ т t 

;;3 ~рэвнения C(1~ РV:NКТПО;Т::УЧИL'(i*р' :-L'! 
.t t JT пкТ 

С;;iJдовательво (/1*) = rJi 
3. ПРli пос:rОЯННОI: N и флуктуирую;це)! V запиmе~ 

А (~) =:.- -~2. А V . Следовательно 

(6 (f) )1. = ~: (А у)" ~2Jr 
Если, F.ЭПjJОТj'IЬ, СЧl1тать ~ЛУRТУИРУЮЩИ!,: Н , а V ПО С';; (1 ЯЮlЫL', ТО 

(6(~)Y· = (fjf.J)2./ v" . Gтсюда (AN)I::N t ЧТО )!ОЖ1iО получить 
И пря)!ы)! iсреднениеы. 
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4. Предел чувствительности определяется средненвадратичным 

ОТЮlOнение},! показзний при60ра за счет теплового движения. 

Для изме!!ения длины пружины на АХ затрачивается МИНIi!.ШЛЪ;±Э': 

работа Rmin .: r (д)()2., поэтому вероятность такого' отклонеНИf 

иr(дх) = с ехр {_ ~~;)2.} 
ПОЭТOJ,.у (6 x)i:: ~ • Соответствующая ошибка из~'среН:!:1 ,,,,. 

А t =- r J (АХ )2. = J r кт , 

5. ~т=т{tN)-lti 

б. Rrni.n = V C.,TRn ( 1 + 1i ;.Tf1 
.. Rm .... 

?J.! "-' е КТ. 

7. R--Q~ ::. зr./кт. [1 - l ч V1 Vz. ~ ~ ] 
... А . [(v. + 1/'l.)2.J 

R - .3.1 f Т _2.5fз~Г ~Tz. ).~} 
8. '"ох --2'..,1< Т.,+ 2. .Т.Т2.[(т. +T'l.)2. 

9. RrnLn :NI<To [ ел ~2. + Po(-J,. - bJl 
где ~ - давление среды. 

!О. RrnQ/I ::. : "'к (Т-То) + ~ N KTfп ~o 

§ 9. НЕР.АВНОВЕСНЫЕ СИСТЕМЫ 

1. Кинетическое' у равнение в OTCYTcTB;ie соударений и вР.ешнего 

воздействия имеет вид __ 
cV -t ~ аР=о 
ё)t m a't 

Приt=о функци5' распределения отлична от НУЛ:; только llдSl 

области I iil ~ R 
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. 1 -f/2IТ1K' 
f (i,p'o) := (27imктГ'/2 (j ~R!)- е 

llОЭТОllУ решение~ будет ФУЮЩ\1fI 

. _ _ _ {21imkt)-* (t1iRз)-~ехр[-/mкт},Ji"-~tl ~R 
P('t,p,t) - . _ . . 

о • \1:- ~tl >R 

Плотность числа частиц 

2. Га::! однороден лишь :в !iвпраЩ;tНv.и ве;;тикаы: (ось ё ). ПОЭТОL:] 

11 стацr;онарRОIl СЛ;l'чае 11 без coyдapeH~~ 

Й af 
1.t~ Эl ~ mч- аРе; = а pt 

Ищеы решение Б 1!у,;це р::: и(?) е -2in;tF • 'IОГ,Ц8 
_ IТIC}l 

U(l) =и(о) е кТ аи т9;и 
Сl ~ 2.кТ :. О , С'Т:t;уда 

3. Gткл::шение функ~ии распределении o~ раЕновесной в начаЛЬНd;\ 

1I0!leHT вреutни отлично 0'1' нуля только в обхасти I ~ f ~ R 
'Р("С,р,о) = prr,p,O) - ро er.p,О) ;: "61. 

= ATl3-f'R3Гf (-L. -1-'е -rn;к:r 
т (2.fim кт)?/2. 2ткТ 7J.l 
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Pe~~B~e .и~етического уравнения име~т ВИД 

~(__ -t-/'I: 
JJ>('- _ ) _ ( 1.,Р,О) 2 
H't,p' t -

О 

п,ри 

-при 

1'1- ~tl ~R 
1"i-!t\>R 

4. СЧ~ТDR поле Е направлен"ы~ по оси Х , ЗВПиmем 

УМНОЖЗI1 это уравнение на 1fx и интегрируя по d 31t, найдем 

УРUВНfние ДJIЯ П~lОТНОСТ~ тока 

_lli + ~2N C(i)fv: d~od311J., ::_~ 
at m L. )( д 11~ V t 

где jx = eNJv; If(i, 1J,t.) d3 v-- , N - ПJiOтность числа 
JЗРПДОlJ. 

~iНТСl'рал по ~U:'ОijСL,i СЛ3Г3Сf.:ОЫ ]L!lIИС;iнется по .-част?:ы и РЭЕСН 

i.wt 
IJ силу lЮjJ:,:ИРО1Jl';И. Далее, посr;олы,у E(t) =Ео е 

• - i.llJt 
оледует искать ресение в виде (х =: Jш е • Это дает 

. "'е2.Ео 
Jt.J= m (ци +i/t) 

l.I!ДУiЩИR 1.) = 6Е :.t -+ ч '1i ер С ц ctp J~ 
другои атороны, эt = 

спектральных !Ш1:понент Lc.u СРЦ) = j с.>' Следовательно, 
, ' q'[,e2.N -
\,;I(tcJ) = 1 - m(UJ1.-Lw/t) 

ИДИ ДЛЯ 

5. 'z;е:1ствуя 'rэк ;,0, Y-Вi, В пре~::>Jдущо~j ЗDдаче, получим при 'L.....,.. 

iI 1" e
rn
2.r.J E(t) :. о 

dt 
При~еНRR к этому ~равнению операцию d~v и уЧитывая, что 

dLvf=~r.en и divJ=e~~ ,г,:;с: n=NJ'f'd 5 11' 

ОТJ(Jюнение Ч)lсла элек'-,роноз от parHOB.CCHoro значенин, наtlд€u 

д2 n + 41ie1-tJ п - О 
(н 2. m -
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Отсю~а ВИДНО, ЧтО плотность заряда осциллирует с частотой 

Шр :: ~ Ч1rеtN • Если :;честь конечность 't t то В правой чаСТI 
, ", 

последнего ~'равнения появится -t i!tn ,что приведет I{ зату­
i а 

ханию 1:0ле6аний с декре}lеНТОll "t . 
6. КИfiетическое уравнение в линейном приближении по f Иl.:еет 

Отметим, что Б линеВнок приближении Блияние ыагнитноro поля 

OTcyTcTByeor" поэто}!j' оставлено второе слагаеllое в левой часТ;1 

ура:внения. 

Решение иксет БИД 

f :: - e't" 1fiY (Е" е: [Е HJ) , 
f +st~1: т .. 

еН ' 
гд.е .n. = -;:nc - чаСtота Ераш.еНШI эnектрона в ыаГНИ'l'ша, поле. 

LычислеНJlе 1'01:8 и тенэора прС'вод'ИIIОСТИ при st 't «. f (сла60е 

магнитное поле) и n'l»> f (сильное l!аГНИ'J'ное поле) прсдос­

тавляе~ длf са~остоятельно~ работu. 

7. Линеаризовавное по электрическому тюлю {,И;Jе'J'ическое ;урав­

нение имеет В!',[; 

П:уст:ь и имеет вид плоской jJОЛНЫ, раСПРОа1'раняющейся 

вдоль оси Х • Тогда ище~ решение в Биде 
_ _ LCUJt-tр) 

~(;r, v;t) :: 'f fIJ., ("") е 
Из кине~ического уравнения следует 

1ff.J,,.(i-) == еЕо . .u. 
m "г' (7""w7_"=q.""1I;;:'"'", )1"", .. :-Jf"'/т:;:" 
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Спектральная амплитуда плотности тока 

. ~V .. 
. _ e~Nr:of vi цd~1'-

iwq.. - - т ~(ш "f1J.1IX)+~-f 
!1ри выполнении неравенстэ 1- vi: <<.Ц) И '1-1 ~ «(,с) 
можно вести разложение подинтегралъной функции Б ряд по малому 

q.v;, , 
параметру ~ • в частности, ДЛЯ невырож;ценноro / случая, 

пренебрегая столкновениями, ПОЛУЧИМ в первом неисчезающем по 'l­
rrриС'лиженuи 

ДеЙС~ЕУЯ так же, как и:в задаче'4 данного ~араграфа, найдеы 

f:,fwfj ) = 1- Ч1iе2.N (1 + 2кТ (}2.) 
\' '7 m (,&)1 m wi ,. 

8. Ищем решение с Са1JОGоглаСClва'/I/IЫМ полем в виде 'trродолыюif 

ВОЛНЫ 

Тогда пренебрегая столкновениями 

v) . е Ее ~~o 
т, + . - =0 
<.V.~ ~m(w-q.t1X} oUX 

Про интегрировав з10 уравнение по СКОРОСТЯbl И исключив электри-

ческое поле посредством di.v Е ::: ч'Jiеn или -iq.Ео = 4Те nU>.'t, 

найдем 

nЦJ. (1 + Ч'iiе2.N J ~ d~1Y) == О 
, lJr ' q, w -q, vj. 

Для того, ЧтоОы существовало решение n(.a},1j. ,*0 • неО6ХО;;ИМО 

приравнять нулю выражение в скобках. ПDЛЪЗУР,С~ малостью пара­

uетра 9-: ,как и в предыдущей задаче, ПО"УЧ;;М в r.E?SЫPOll­
де!iН(j.~: случае Ц)2 = 4я;;,'}.~ + -9~T 'J..2. 
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9. Дисперсионное ,равнение для электроw.агнитных волн следует 

. IoIз ,равнеlfий lIаксвелла 

r (&)! (J. ~ I,'f"i. (;~) - i + q... q..1C ] Е = о 
Lctq.t. Ц( (с) I U(. ч.2 1( 

d&t I Cl,)t ( ( IffL6uc\ -' r -+' 9-.: q.." 1 - о 
.. CI'f1. di.к - <.V7 d", -чг-

В:ведеl.l &. (й fAJ) = '. - "f ~ 6j.f( • Для изотропной cpeды 
~,. . u( '" 

вис =&Jё.к' где ~(fJ(A») определено в задаче !f 7 данного 
параграФа. 

n,CtJ> ~ 11 Ol • !Qг;ца записанный выше определитель имее~ 
:вц 

(C~2 & (i,w) _1)2.. 6(~,ы) =0 

Если в Ui, (.с))= О. то I.\bI получ~еlo: прододьные колебания, рас­
смотреННЫе в предыдущей задаче. Поперечные волны, как следуе1 

из ,раВНений Максвелла, существуют при условии 
t 

С ~~! & (f· w) - f = О 
ПолъзуяСь рез,льтатвыи задачи ~ 7 данного параграфа, найдем 

Ц)l =' "1i:;,2N .,. ct~t. 

10. Jiинеаризvя кинетическое уравнение по электричеС!';ОkУ поЛJO 
. ~ - i'(C&Jt-q.) - - - -н 
( t = Ео е , EoJ. Ч. и Н " Ol, - внешнее 
постОянное однородное магнитное поле) и прене6регая столкнове­

.нИЯJiИ, I!айдеll 

i.(c.u-D1r.) \J) (i) -t ~ [1Нl]. C)'f,.,w (V) ... еЁо Н. =0 
1'! I 't.C&J те ~ tr т ~и 

Решение этого уравнения выглядит так же, как решение задачи ~<6 

данного пара графа • Следует лишь произвести замену t-[i.(I&J--q.~}З-f 



Вычисляя по найденной "",IЦ (и) 1'011, получим 

6x!l = -6ух .: - e~c , 6101': 6'J'J «6.'1 
При вычислении проводимости мы пользовались неравенстваыи 

(J) _ а 1. « е Н 
-у"'* --те 

Подставим полученный тензор 6i.K в дисперсионное уравнение 
(сп;. задачу i\: 9). Тогда для поперечных волн 

1 - [ 't~eJ~~ J2 - О 
Отметим, что мы пренебрегае» членами, содержащими 6)CJ1 и 6'1'1' 

, и отбросили также (AJ2/cl.lj,t, поскольку ищется решение f.V_,.,t " 
Из последнего уравнения 

, ~ .. 
("'=~ ,,1е 

Из уравнений ~:акс:велла находим; что поляризация геликона 

круговая с вращением вектора Е вместе G вращение~ электронов 
в магнитном поле. 

II. НаJlИчие дырок уменьшает 6хх , так как дыl>ии дрейфуют 
[ -Е -Н) вместе с электронами в направлении и создают, следо-

вательно, ток, противоположный току злектронов. При равно» 

,количестве злектронови дырок 6Ji!l =0 ,а 

б.х , = 6уу :ё~~~( т; .. т:) 
где "'=nе=nь 

н 
Прене6регая током смещения, получим tJ.) = ' й, 

~1.j1N (rn; +mь) -у 
Если 11, *n" ,то появляется геликон и еще.одно реn:ение, 

nропорциональное /nе-nпl и Иliею:цее конечную частоту при 

~ -о . 
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I2. ]инеаРИЭDваНВDе по элеRтрическо~~ полю ~равнеи~е для 

матрицы ПJIОТ"ОСТИ Иllеет :вид ( ~ : ро -t V. ) 
i.1i ::' :: [ На" ",~. 1 ~ [ Н,:, ~. ] 

где Н, =~et't . описывает взаимодействие электронов с внешниq 

эnектрически» попе»," - рассеивающая час~~ гаЫИЛЪТОНИ8на 
Z . 

Р 
Н, = 2т 

Решением записанного уравнения б]дет 

J
i:. uиа+vНt-t'} 1 j.{и..+~{t-t') 

~c : i- е fI lHF'~OJ е dt' --
Плотв:ооть тоиа 

- е J &! ~Гvt'f) • т.\'р(РР.): 
= ~Js,fр(!-t'J[НF,~оJ}dt' . 

I'Ae p(t). -; t<Нe+V)t;; е ~(и.+V)t 

Испоnьзуя приближение вnзкого ~ревия. YKa~aHHoe в условии, и 
- - ic.)t 

считая, ЧfО Е =Е"е , 6ез труда ПОЛУЧИJl 
"':"(J.\ _ е t N 1': -Е (Н 
J .~) -", (i.c.rt' .1) 

13. П;усть Е ".ох !II 11 ПО l. ГаЫИllЬNНИВН эnеКfрона 
(_ ,_)а. 

Н .. P-сlJ -еЕх .. У 
. 2т 

где V - потенциаn хаотически расположенных ~eHTpOB рассеяни~ 

ВекторRЫЙ потендиал »ожво выбрать в калибровке 1аНД8j 

Д:( O.HJC.O).B СИJlЬНОJo1 liагви:rНОII поле, когда ЗJlен!рон успеет 
"'\iO!'О pe.~ Qбер~'tЪСR 1IoKp1r :!l\li,,\~ Н , преце чеы С'!О:!lКВJ''ТЬС1\, 
LОЖНО рассматривать \1 как воз~ущеRие. 
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СобствеННЫEl. значения и со60т:веюru8 Функции Оператора 

Р. t (й _' 1+)( \ 2 1>..1. 
Н ~.....!.. l' ,.., с l' - е Е х .,. .:.s.. 

i гт 2т . 2т 

B~ ~ 

Е"А. Р. =fiя(" .. l) + Ра ",с.Е.. А .. , "J" .. 2т Н '1 

't :; e-rp{ f(AJIj" Pi!l)} (" (Х-1Со) 
где ~ (х} - собственная Функция осциллятора, 

- 1st! еЕ 
хо =ш~ - i'it'F 

О'l'l!е'l'ИМ.., что скорость· электрона »./ направлении оси ~ 

ПОМiI!lЮ КОJlе6атеЛЬ!:iО\i имеет и ПОСТОf!ННJ'Ю/СОСТЭВляющую ,С f . 
ПОЭТОILУ при J'среДij(JН\'1,j <!Jy>;:; Sp (tJ;p) наИдем 

. J
. ~ еnсЕ 
IJ - Н 

Ток Jx появляется IJ реаультатс расссЯ!н!И, Что свнаан() с :13-

. MeHeH~e!l.. l\оординаты ХО - ЦeliТj1а ОСДИJlЛfщиtl при стощшопеНИflХ. 

РассеюзвющиИ потенциал V можно, УЧИТЫ1Jат:ь по 'теории .вvзмуще­

ниtt при j. «; IJ • Соответственно 1481'РИЦJ1 ПЛО:ГНОGТИ следу вт 
исю::.r.ь в виде ряда 9 = Ро i- р,;. р, ..... , 
где ИНД6i<;(':Ы указывают степень разложения по V • Далее, для 

выЧисления неоБХОдимо отыскать Р!. • Т.К. при Х80тичеСIФll рас­
положении центров рассеяния Р4 не дает вклада в ток. Поэтому 

из уравнения ДЛЯ матрицы ПЛОТliO"СТИ С,lедует 

Lf;J(q.)pt =(EJЦ -Е-i)(р*J.,.1\1 +Ур" (f., - ~p) 

aiJ{9:lJp -l :: (EJII-Е'I}(9Jрl·-t~fV}t~l(Рf~у-РI""V~J 

где индевсы Jl и ~ 031ШЧ8ЮТ ра"ЛИЧi!Ые наборы И3 ,,:I!UH70EblX 
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. 
чисел t1 , Р". Pt. S; V"", PJl'l -J.'.атрич,ше элементы соот-

~етствующих операторов по сОбственным ФУНКЦИfl~ оператора Н 

("J"., =(,.~. а ПРРИЭВОДfiВff ПD вре~ениLIi ::1.2 = i.J;J Р"2. • ЧТD 
соответст:вует вдивбвтичеС'{О)!j1 В.;JIючению ВО3~Jщенvя. 

Из привеД6НflЪ!Х уРВБН6ни!t находятся ,. и ft . СОDтвет-
СТ~УЮЩl'lе :вычисления про:веД6НЫ Aдa1iCOIl и ХольстеЙНОll (см .E.tlAtJOtnf, 
Т. Нolstei.n, З. Phy,s. Спет. Sofids ,10,254,1959, с).;. также пе­
ревод 11 сборнике nВопросы квантовой теории нео6раТИ)!blХ процес­

сови И.А., I96I) 

14. Реlllеаие jрвьнения i.1i ~1 .. [Н.р] , 
PI -l'Д~ Н = 2m 'i' V -еЕ t . буде" искать :в приближенном Биде 

,. t> +рЮ, 'J -равновеснвя t.lВТРiща ПJЮТНОСТИ, tfJ 
-

-линеиная по ЭJIектрическоыу полю добавка. Тогда 

i-ftJр;" :: (е:' -E:')~~ -е~Тi.9(D)]~к, .. 

( 
(f} (4) ) 

-t- L VкK" nK.~o - n;titu Vj('Jj(' 
к" r r . I 

EtoJ JjII(I 
где ~ ~ 2iii""" . ..а...!атричные Э]lе~ен'1'Ы ЕЬJ.числены О'1'НОСИl'ельно 

_ LK't 

оазиса 'К') = е . 
[- .)] , 

Кощ.:утатор '[, р ИLеет ТОЛЬКО диагонадьдь;е l~аТРi1ЧJiые· 

ЗJIеllент),J РЕ, ,.11.(1' -i.;' J-n,> . 
r'''e . f ./ .. :. 9~ 1'''''' ... n ~ ..... f'" - ра!>НОВtСIi8И ФУIilЩilИ распреДeJlе-

н.и~ 
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Если К ~K' • ТО 

04;;Т8ТЬ, что диагонаilЬНi.:е эле~,с;;;:г", 
(f) 

9« = f'l 
сравнению с недиагонадъныlI.И Pitir ИJ.:еют Юj3ШУЮ степень в 

ра3110же~{ии по раосе!1вающеloiУ потендиалу V • Тогда в послед-

нем уравнении сумма имеет на единицу большую степень по V 
чем остальные члеш',. Следовательно 

ю 
~K' ::: 

n{11 
lодставлнн r кК' 

V"tК' ( 'fit - ~ ) 
E1r -Ек> - Lr,I 
в уравнение (, - ) 

~ пользунсь соотношением 

)( ~ LJ ::: Р ( ~) т i. '1i J (ж), 

"'" 
• устреМJ!ЯR J.... о 

!IОJlУЧЩi кинетическое уравнение с интегралом ()тою(новений 
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