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ПРЕДИСЛОВИЕ

Теория чисел нанимается изучением свойств целых чи-
сел. Аналитическая теория чисел — часть теории чисел,
л которой наряду с собственными методами существенно
используется аналитический аппарат математики.

Цель настоящей книги — познакомить широкий круг
читателей с центральными: проблемами аналитической
теории чисел. Оставляя в стороне второстепенные дета-
ли, я старался изложить то главное, что привело к со-
временному состоянию теории. Поэтому часто даны не
лучшие известные к настоящему времени результаты,
однако все они принципиально не отличаются от пос-
ледних.

Книга посвящена четырем проблемам аналитической
теории чисел — проблеме целых точек в плоских обла-
стях, проблеме распределения простых чисел в натураль-
ном ряде и арифметических прогрессиях, проблеме Гольд-
баха п проблеме Вариига. На примере решения этих
проблем изложены основные методы аналитической тео-
рии чисел — метод тригонометрических сумм И. М. Ви-
ноградова, метод комплексного интегрирования, круговой
метод Г. Харди, Д. Лптлвуда и С. Рамапуджана.

После каждой главы помещены задачи; они объеди-
нены по темам п решать их рекомендуется в порядке
следования. Задачи уточняют доказанные теоремы пли
вводят в круг новых идей современной теории чисел.

От читателя требуется знание теории чисел в объеме
книги II. М. Виноградова «Основы теории чисел», мате-
матического анализа в объеме университетского курса,
теории функций комплексного переменного в объеме кни-
ги И. И. Привалова «Введение в теорию функций ком-
плексного переменного».

Книгу рекомендуется читать подряд, так как все гла-
вы связаны между собой. Если какой-то прием в книге

5



повторяется несколько раз, то первое его употребление
изложено подробпо, следующее — менее подробно. Каж-
дое утверждение, включая переход от одного соотноше-
ния к другому (равенство, неравенство), должно быть чи-
тателем понято (обосновано). Только такое чтение прине-
сет пользу.

Особое место в книге занимают задачи, которые, в ос-
новном, очень трудные; они могут служить темами
серьезной исследовательской работы.

Темы, близкие к изложенным в книге, исторические
справки н литературу можно иайтп в монографиях
[1] —[12].

Нумерация утверждений и формул в каждой главе
своя; при ссылках на утверждения из других глав указы-
вается глава, например, теорема 2, III означает: теорема
2 гл. III.

Второе издание значительно отличается от первого:
добавлена глава о целых точках, иерестроепы доказатель-
ства ряда теорем в главах III—VII, X, XI, даны краткие
решения или указания к решению задач.

Большую помощь при работе над книгой мне оказали
Г. И. Архипов, С. М. Воронин, А. Ф. Лаврик, В. Н. Чу-
бариков. Рукопись была перепечатана и оформлена
Л. Н. Абрамочкиной и Р. II. Сорокиной.

Я глубоко благодароц всем названным товарищам.

А. Л. Карацуба



ОБОЗНАЧЕНИЯ

с, со, Ci, . . . — абсолютные положительные постоянные, в раз-
пых теоремах, вообще говоря, разные.

При положительном А записи В = О (Л), В <S А означают, что
\В\ ^z сА; запись А X В означает, что

CLA ;g В sg С2А.

е, Ei — положительные сколь угодно малые постоянные числа, п,
т, к, I, N — натуральные числа; везде кроме гл. II р, /ч, . . . —
простые числа. ц(и) —функция Мёбиуса,

(1 (и) -

1, если и — 1;

О, если п — р"т;

( — l ) h , е с л и п = р 1 . . . р к ш

При х > О

1 1 ( rfw т . Г (i«
In x — log я = I — ; Li X = \

J и J ]nu1

где

(
1-6 2

Г du , Г du
J In и J In и
0 1+6

Л (7?) —функция Мангольдта,

A ( n ) = ( l °gP. «ели „ = / ;

10, если пфрк.
ф(£) —функция Пилера — число натуральных чисел, меньших

к н взаимно простых с к.
TJ3 (х) — функция Чеоышева,

при Z ^ fc, (I, к) = 1,



х(п)—число натуральных делителей га; т&(гс)—число реше-
ний уравнепия xt ... Хк — п в натуральных числах xi, ..., xi,;
таким образом, Тг(и) =г(п); Я (и)—число простых делителей п.
При веществешгом а, [а] — целая часть а — наибольшее целое чи-
сло, не превосходящее а; {а} = = а — [а] —дробная часть а; | |а| | =
= min({a}, 1 — {а}) — расстояние от а до ближайшего целого
числа.

s — комплексное число, s = а + it, где i2 — — 1 . Re s = о,
I m s = (; s = a — it; вообще / — величина, комплексно-сопряжен-
ная с /; иездо In s = logs — главная ветвь логарифма; у — посто-
янная (константа) Эйлера,

/ 1 1
7 = lim I + - 7 - • + • • • + — — In m

нетривиальные ну.чп дзета-функции Римана н Л-рядои Дпрнхло
нумеруются в порядке возрастания абсолютной величины их мпп-
Mi.ix ч.четей; тригонометрическая сумма — конечная сумма вида

где G н F — действительные функции натурального аргумента п,

ехр(гф) = cos Ф + i sin ф.



Г Л А В А I

ЦЕЛЫЕ ТОЧКИ

В этой главе рассматриваются первые задачи теории
целых точек, именно «проблема Гаусса о числе целых то-
чек в круге» и «проблема делителей Дирихле». Далее
считаем, что на плоскости задана декартова система коор-
динат XOY.

§ 1. Постановка задачи, вспомогательные утверждения
и простейшие результаты

О п р е д е л е н и е . Точка М с координатами ix, у) на-
зывается целой, если х и у — целые числа.

Рассмотрим круг хг + уг ^ R и обозначим через KiR)
число целых точек в этом круге. При больших R величина
КШ) близка к площади круга ли. Обозначим через Д(Д)
разность между K{R) n nR, A(R) = K(R) — ni?.

Проблема'Гаусса о числе целых точек в круге состоит
в том, чтобы для величины !A(i?)! получить возможно бо-
лее точную оценку сверху при R -»- + °°.

Аналогично формулируется проблема делителей Ди-
рихле. Рассмотрим гиперболу xy — R и число IAR) целых
точек с положительными координатами под пей. Пусть

где f—постоянная Эйлера. Для величины 1ЛДЙ)! тре-
буется получить возможно более точную оценку сверху.

Из определения LiR) и функции tin) — числа делите-
лей п — следует равенство

L (R) ---- 2 х (и),
п < П

которое объясняет название проблемы.
Сформулироватшые проблемы являются частными слу-

чаями более общей проблемы о числе целых точек в обла-
сти, ограниченной кривой у = fix), где fix) — непрерыв-
ная неотрицательная на отрезке [а, Ы функция, и прямы-
ми х = а, х — Ь, у = 0, причем считаются точки М = (х, у)
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с условием а < х <• Ь, 0<y^f(.x). Обозначим это число
буквой Т. Тогда

= 2 [/(*)!= 2 / И - 2 {/И}. (1)
<4Ь Ь о<зс<Ь

Тем самым возникают две з а д а ч и : 1) нахождение зна-
чения первой суммы; 2) нахождение возможно более точ-
ных асимптотических формул для второй суммы. Решепие
первой задачи при достаточно общих предположопиях от-
носительно fix) дается теоремой 1. Вторая задача состав-
ляет основную трудность проблем теории целых точек.

Т е о р е м а 1 ( ф о р м у л а Э й л е р а — М а к л о р е н а ) .
Пусть fix) дважды непрерывно дифференцируема на от-
резке [а, Ь] и функции pix), а(х) определяются равен-
ствами

X

р (х) = —, {х}, а (х) = 1 р (и) du.
о

Тогда . '"•-

ь
f(x) = $f(x)dx + p(b)f(b)-p(a)f(a) + o(a)f'(a)-

ь
Ъ) + \а (х) f"- (x) dx.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем предполагать, что па ип-
тервале (а, Ь) лежит по крайней мере одна целая точка.
Разбивая промежуток интегрирования целыми точками на
новые, получаем равенство

j a (x) j- (x) dx = ] a{x)f"(x)dx +
а а

а (х) /" (х) dx+ \ а (х) /" (х) dx.

На каждом из получившихся интервалов интегрирования
функции р(х), aix) — непрерывно дифференцируемые,
причем а'{х)=р(х). Поэтому, интегрируя дважды по
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частям, найдем

a(x)f"(x)dx =

-a(a)f'(a) + ±f(la] + \) + p(a)f(a)- J f(x)dx;
a

n+l

a (a;) f(x)dz=-L f(n+l) + ~j(n) - J / (*) <fe;

j a (x) /" (г) da: =
Ы

ь
= а (Ь) /' (6) - p (b) j (b) + i - / Ш - f / (*) da;-

[Ы

Подставляя эти формулы в предыдущее соотношение, по-
лучим утверждение теоремы.

3 а м е ч а и п е. Часто применяется более простая фор-
мула суммирования:

и и

= \f(x)dx + p (b) f(b)-p (a) / (a) - j p (x) f (x) dx. (2)
a a

Здесь уже достаточно, чтобы fix) была непрерывно диффе-
ренцируема на [а, Ъ\.

Перейдем к проблемам Гаусса
и Дприхле.

Т е о р е м а 2 (Гаусс) . Для
KiR) справедлива следующая
асимптотическая формула:

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмот-
рим криволинейную трапецию Рис. 1.

О < х < УД/2, 0 < у < УД - х

г

(см. рис. 1). Весь круг К: х~ + уг < Д, состоит из восьми
областей, равных этой трапеции. Учитывая перессчепия
этих областей по квадратам со стороной УД/2 и

U



применяя формулу 1, находим

0<Х<>'Н/2

Вычислим предпоследнюю сумму, пользуясь теоремой 1:

/В/2

Так как |а(к) |=£ '1 /8 и первый интеграл равен площади
рассматриваемой криволинейной тра-

i пеции лй/8 + Д/4, то

что и требовалось доказать.
Too р е м а 3 ( Д и р и х л е ) . Для L(R) справедлива

следующая асимптотическая формула:

L(R) =R(\nR + 2-f - 1) + Д,(Д), Д.(Д) = 0(УД),

гЗе "f — постоянная Эйлера.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим криволинейную тра-

пецию (см. рис. 2) 1 =5 .г sc У/?, 0<у s^B/x. Область L
состоит из двух областей, равных этой трапеции,
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Применяя формулу 1, найдем

Из теоремы 1 следует

Ув

1

По определению постоянной Эллора,

применяя к сумме в скобках теорему 1, найдем
оо

1

Тем самым для величины L(R) получаем формулу

£ (Д) = Д In Д + 2 / Д (-j- - [VR}) + (2y-l)R-

-2 У U

где

что и требовалось доказать.
З а м е ч а н и е . Если дробные доли функции /(.г) =

= ТД - х1 при 0 < х ^ УД/Г Д /(?;) = Д/г при 0 < х «= Г Л



распределены «равномерно», т. е. количество дробных до-
лей fix), попадающих па любой интервал (а, Ь) с [0, 1],
пропорционально длине (а, Ь), то

2 {4} =4
4VR

(для этого достаточно [0, 1) разбить па «малые» равные
интервалы), и в теоремах 2 и 3 получается уточнение

Щ Д,(Д)=о(УЖ

§ 2. Связь проблем теории целых точек
с тригонометрическими суммами

Проблема целых точек в § 1 сведена к проблеме
асимптотического поведения суммы дробных долей j(x).
Последняя тесно связана с проблемой распределения зна-
чении {fix)}, которая в свою очередь сводится к иссле-
дованию тригонометрических сумм. Установление этих
связей и составляет основное содержание § 2.

В рассматриваемых вопросах часто полезными бывают
функции, близкие к характеристическим функциям ин-
тервалов, по значительно более гладкие.

В следующей лемме строятся такие функции.
Л е м м а Л. Пусть г>1, г —целое, а и $ —вещест-

венные, 0 < А < 1/4, A«S|} — a = ^ l — А. Тогда существует
периодическая с периодом 1 функция tyix), удовлетво-
ряющая условиям

Л п Д

1) i\*ix) = 1 в промежутке а -|—|- ^ х ^ р ^-;

2) 0 < ty(x) < 1 в промежутках

д
3) ${х)=0 в промежутке р + — ==
4) г|;(;г) разлагается в ряд Фурье вида

у (х) = р - а + 2 g(m) e**

где \g (m) | < min ((3 - a, —тЦ-, —,Ц- f , г , . YV

а



Д о к а з а т е л ь с т в о . Зададим функцию \$0(х) равен-
ствами (см. рис. 3)

1) ^0(х) = 1 при а<х<$;

2) г|)0(а)=г|:1)(р) = 1/2;

3) фоЫ = 0 при р < а; < 1 + а;

- 4) ^ W - i f o C r + l ) .
Раскладывая ее л ряд Фурье, найдем

t o (-Г) = "0,0

причем

«о,о = J to И dx '--' Р — а'.

п . . 1 , 1 , С-УЛ о—члгтх,1Т .—.
" и , 0 ~ J ТО \х) е а-1 —

° р

2пт при

Возьмем теперь б = Д/(2г) и последовательно определим

Рис. 3.

равенствами

(Ж) = " ^ J t p - l du-

Функция \\-9(х) обладает свойствами

1) ipp(z) = 1 при а + рб ^ х -< р — рб;

2) 0 < ifp(;r) < 1 при а — рб < х < а + рб и при

< : г < Р + рб;
3) фрЫ = 0 при р + рб г? ж s£ 1 + а - рб;

— рб <
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+ 00

4) г|)р (х) = р - а + 2 Ят,р

где a m , p = i

Свойства 1 — 3 следуют непосредственно из определе-
ния i|'p(.r) ir свойств ajjp-i(а1). Докажем свойство 4, предпо-
лагая, что оно верно для i|ip_i(^).

Имеем

1 1 /+e \

ао,р = J 4V И dx = J 26" ( J ^Р"1 ^ + ") du]dx =
О

= J W j ^ P - 1 (:r + «) dM e - 2 ^ ™ ^ =
о \-6 /

+ 6 / 1 v

= 4E J du J 4'P-I (;c + ") e~2nimxdx =
-6 \o >

+ 6 / 1 ч

= T4- \ ei7lim"du\ i|)p_x (ж -f- u) е-2я1т(к+«)йд; I

- 6 ^0 /

26
.— 2Л{т(5 — г л г т а / глгшб „— 2Лг7?1б \р

= г тт ; г при т Ф О,
2 nm \ 4JIWW6 I

что и требовалось докапать. Полагая р = г, получим ут-
вергкдеппе леммы.

Построенная функции i|;(.r) ткюбражепа па рис. 4.
Следующая лемма сводит вопрос об асимптотическом

поведении суммы дробных долой различных функций к
оценке тригонометрических сумм,

Л е м м а В. Пусть 6 t, о"?., . . . , SQ — вещественные числа,
0 ^ й „ < 1 , s = l , 2, . . . , ^ . Пусть, далее, г — целое число,
г 5з 1, 0 < Д < 1/8, /?, а и Р ~ вещественные числа с ус-
ловием A=Sfl — a ^ S l — A, i|3(.r)—функция леммы А, от-

16



вечающая заданным Д, а, [5, г. Если теперь при
любых допустимых значениях а и $ для суммы

Q

£/(а, Р) = 2 ty(Ss) выполняется соотношение (Да, р) =

а) при любом а с условием 0 < о =£ 1 число Аа значе-
ний ft,, подчиненных неравенству 6* < о, выражается
формулой Л„=оО + /?а, где / i a =
= O(R) + O(AQ);

б) имеет место равенство
О

V^ 1

5 = i S 2 Рис. 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) При 0 < Р — а =? 1 обозначим
через Z)(a, fl) количество чисел б3 с условием а ^ б3 <
<p(modl) . Если 2Д < р — a s£ 1 — 2А, то из очевидного
неравенства

и условий леммы следует, что

Это соотношение распространяется па случай произволь-
ных а и ^ , 0 < р —cc=Sl, с помощью таких равенств:
если 0 < р — а < 2Д, то

, а + 1 - 2 Д ) ;

если 1 — 2Д s£ р — а < 1, то

2) (а, Р) = 2)(а, а + -|") +

Отсюда при a = 0, р = о следует перное утверждение
леммы.

б) Будем считать У? < 0,10, так как в противном слу-
чае утверждение становится тривиальным. Вольмем и =
= [QR~l\, v = 1//г; согласно а) находим (полагаем Л0 = 0,
Ло = 0)

,„ - Л,„_ 1 ) т = vQ



Количество чисел б., с условием (к — l)v <i б3 < A;v равно
Ahv — Aih-i)v, к=1, 2, ..., п. Поэтому, умножая получив-
шиеся выражения для Ahv — Alh-t)v на (к — l)v п скла-
дывая, получим нижнюю оценку для S, а умножая на
kv н складывая,— верхнюю оценку, т. е.

k - i ) v

k-1

Далее,

2 V*Q (к -1) = v^ifi^ii = -I-

1 v/c (Дй у - 7?(A_1)V) = v 2 (kRhv -(к- 1) i

- ^ ( f t - 1 ) v ) = v (nRnv - Rlv-... - f l ( n _ 1 ) v ) = О

2 (i?ftv - R(h-i)v) {k-i)v = O (R) + О {AQ).
k

Отсюда утверждение б) следует тривиально.
Из доказанной леммы видно, что для асимптотиче-

ского вычисления суммы {fix)} надо уметь вычислять
сумму ф(/(ж)), а из леммы А следует, что это вычисление
сводится к оценкам тригонометрических сумм вида

§ 3. Теоремы о тригонометрических суммах

При определенных условиях, наложенных на функ-
цию fix), стоящую и экспоненте, тригонометрическую
сумму можно с хорошей точностью заменить другой, бо-
лее «короткой», т. е. с меньшим числом слагаемых в пен;
тривиальная оценка последней уже дает не тривиальную
оценку первоначальной суммы.

Л е м м а 1. Пусть fix) и q>ix)—действительные
функции, удовлетворяющие на отрезке La, b] следующим

18



условиям: существуют числа II, U, А,

Н>0, U>A>1, 0<b

такие, что

и число участков монотонности функции — __ , где п —

произвольное целое число, ограничено абсолютной посто-
янной. Тогда при любом А из интервала (О, 1) справед-
ливо равенство

ь
2 ср (я)

+ O(HlnU) + O (II (/' (b) - / ' (а))), (5)

причем постоянные в знаках О зависят только от А.
Д о к а з а т е л ь с г в о. Будем считать b — а~> с > 10,

так как в противном случае утверждение леммы триви-
ально. Кроме того, можно считать, что 0 <f(x) < UA~',
a^x^b. Действительно, если (5) доказано ври послед-
нем ограничении, то

0 < - ^ (/ И - [/' {а)] х) = /' (х) - [/' (а)] =

ф (ж)

ft

2 f ц> (х) е2пМЮ-11'Ш
а)-[/'(о)]-Д^п^/'(Ь)-[/'(а)]+Л ^

+ О (Н In С/) + О ((/' (Ь) - /' (fl)) Н) =

ь

f Ф

Возьмем m = [ЮС/3] и при [а] + 2 ̂  М < [Ы — 1 рассмот-
рим интеграл WM,

+0,6

WM^ Г Ф(М + ;г)е^/(м+х)8 1 п(2 т + 1 ) " ^ ; г ,J ^ ' sin яг
-0,5

2* 19



Так как

sin (2m + 1) лх _ у inx

n——m
+0,5

Г sin (2m + 1) лх j , T I ,

то 1 : • — d x = i , и, следовательно, WM =
jj sin JCJC-0,5

-щю + 7М, где
+ 0,5

-0,5

Оценим FM. Для этого представим F M в виде суммы
трех интегралов:

+l/m -1/m 1/2
V M = j + J + J •

— 1/т —1/2 +1/т

Первый интеграл оценим тривиально, воспользовав-
шись формулой конечных приращений:

Ф11/'1)1Д1J ^ J
/ /

J J
—l/m —l/m

Второй и третий интегралы оцениваются одинаково. Оце-
ним, например, второй, предварительно проинтегрировав
по частям:

- х) егк'11^1+х'1 ф (М) е2лг/(Л1)\ dx-=^

l/m
_ у (М + х) ег"^(М+ж) _ ф (д/) ewVW) cos (2;и + 1) я^ 1 / 2 ,

sin яг (2т + 1) л i/m
1/2
Г cos (2т + 1) л* v ,

+ J (2т + 1) л Y*dX'
1/т

где

ж sin л.т

(ф (Д/ + Д) ^""(M+s) — ф (Д/) e8"if(M))
-™ sin îx* "'
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тт - п( VH\Первое слагаемое является величиной порядка и —•;— .
\ Am J

Оценим оставшийся интеграл. Имеем

Yx«

1/2 1/3

Г cos (2,„ + 1) я , j/Я С ̂  UH
J (2т + 1) Л * Лт J з: Лт
/ /

)
1/тп 1/т

Таким образом,

Суммируя последнее соотношение по М,. пользуясь опре-
делением WM И формулой (6), последовательно получаем

^

=

где

[ Ы - 1

т
_ V

п——

+0,5 т

2-0,51 1=-

[Ь]-1

m Af=[a] +

Ф (М
т

.X
[й]-0,5

= Г

fO(Я) =

•(Я) =

), (?)

Оценим /„ при n^f'(a) — Л. Так как /"(ж)>0, то
функция /'(ж) — п монотонно возрастает, т. е.

/ 'Ы> /'([«] + 1,5) >/'(«),
поэтому

[Ь]-0,5

7»-/' Ф
/ ' ( . r ) - « [ l + i . 5 J

[a]+ 1,5

По условию леммы функция q>(x)/(f'(x) — n) имеет
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конечное число участков монотонности. Следовательно,
, я н
™ f (la\ + 1 »5) — п ~~-f'(a)—n'

При /г^/'(Ь) + Д получаем аналогичную оценку:

Тем самым из (7) и полученных оценок /„ приходим к
равенству

Кроме того, имеем

/„ = J ср (ж)

отсюда п ни последней формулы следует утверждение
леммы.

С л е д с т в и е . Пусть выполняются условия леммы 1
и пусть, кроме того, \f'(x)\ < б < 1, а ^х ^Ь.

Тогда
ь

ф (ж) e2"i/(*> = ( ср (ж) е™ШхЫх + О {II In С/),

г5е постоянная в знаке О зависит только от 8.
Л е м м а 2. Пусть Fix) и ц>(.х) — действительные

функции, удовлетворяющие на отрезке [а, Ь] следующим
условиям: 1) существуют числа II, U, А,

II>О, U>A » 1,
такие, что

A'1 <F" Ы < A-1, F'"{x) « A-4J-1,

2) при некотором с, а^с^Ь,

F'{c)=0;
3) функция G,

Q _^_ ф

" (х -\- с) у2 (f (х + с) — F (с)) F" (с) '

имеет конечное число участков монотонности. Тогда
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имеет место следующая асимптотическая формула:
ь

Ф (х) e**m*Ux = ^тт • Ф 1 ! ^ - т + О (Я) •
и

i

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разбивая точкой с промежуток
интегрирования па две части, получаем

ь с ь

а ос

Вычислим второй интеграл. Имеем
ь ь-с

/ = j ф (Х) e 2n№) d ; r = e2niF(c) j ф (ж + С)
с О

ТЗ последнем интеграле сделаем замену переменной ин-
тегрирования вида F(x + с) — F{c) = и:

F(b)-F(c)

J /'' (г + с)
о

(здесь ц>(х + с) и ^"(ж + с) следует рассматривать как
функции и). Сравним теперь / с иптегралом /',

F(b)-F(c

(с)

Имеем оценку

\J-Jl\<

(
Г ф (Сч Л/ I e - n i t l d u .

J т v / f 2кА (с)
о

F(b)-F(c)

j G (и) einiudu

где
V

По условию леммы функция G(u) будет кусочно-мо-
потопной. Поэтому, представляя е2"1" в виде cos 2nu +
+ i sin 2ям, разбивая промежуток интегрирования на про-
межутки единичной длипы и пользуясь кусочной моно-
тонностью G(u), приходим к оцепке

— J'\< max | G ( w ) | <
0<u<F(b)-F(c)

max
6 — С

Ф (Д + С)

Р' (х + с)
ф(£)

2 (А (х + с) — F" (с)
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Далее,

-F{c) = ± F"

<PJ£)

cp (f) -j- О (xHU'1) ф(с)

поэтому
ф (-г + g)

xA) =O(H).

Ныпислпм теперь /'. Оиолпачая череа Л, разггость Fib)—
— F(c), будем иметь

ф ((с) einiF^ С e2niu , _

VJFV) J Уп " ~~

п "'
— Ф (с) е2Пг 1 Г е2"^" ̂ м _ ф ( с ) е 2 з т г ' ( с ) | е 2 " ^ "

~\/2F"(c) J Ун У2F" (с) J Уи
О л

Оценим последний интеграл двумя способами. Прежде
всего

Х+1

J Уп "".J У» "У'

кроме того, при К > О

е2Л|и

„2ni«

г = - rfH.

у/' (й) - /• (г)

Так как
± F"F (Ь) - F (с) = ± F" (I) (Ь - с)* > (ft - cf Л'1,

то

(b)-F(c) Г (Ь) | У Л
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Тем самым получили

e 2 n i i r ( c ' Г einilldu

W 3J =

Аналогично вычисляется первый шиеграл в (8):

. (х) е° 4
у 2/.'" (С) J У »

n

Так как
oo oo

( cos 2nu , {' sin 2ли , \
\ 7=— du — I y=— аи = -гг)

о о
то из доказанных соотношений следует утверждение
леммы.

Т е о р е м а 4. Пусть действительные функции fix),
(pix), Fix) — fix) — пх удовлетворяют условиям лемм 1 и
2. Тогда, определяя числа хп из уравнения fixn) = п,
будем иметь

2 ф (х) e2 n i / ( a : ' —

= ^ g H ) ) f
У г f'(.a)<cn<f'(b) Yf" (xn)

+ O(HlnU) + O (H (/' (Ъ) - Г (а)) + О(Н / I ) . (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 1 получаем (5).
К каждому интегралу /„.,

ь
/„ = j ф (х) e'Wi(«*)-n*)da;, /' (а) + 1 < га < /' (Ъ) — 1,

а

применим лемму 2, а при /'(а) — 1 <га</ ' (а) + 1,
/'(Ь) — 1 < ге < /'(Ь) + 1 воспользуемся оценкой /„ < ЯУЛ.
Складывая асимптотические формулы для 1п, получим
утверждение теоремы.
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Следствие. При условиях теоремы 4 справедлива
оценка

Д о к а з а т е л ь с т в о . Тривиальная оценка правой ча-
сти (9) дает

2 Ф (х) е»**К*> « //((/' (Ъ) - f (а) -|- 1) / 3 + In U) «

Из этого следствия и леммы 2 уже легко доказать
соотношения

Однако в случае проблемы круга и проблемы делителей
новую тригонометрическую сумму, стоящую в правой ча-
сти (9), можно оценить не тривиально, что позволяет по-
лучить еще более точные утверждения относительно ве-
личин А(й) п Л,(/?).

Л е м м а 3. Пусть fix) — действительная функция на
[а, Ы, q*S:b — a, q — натуральное число. Тогда

а<п<Ь

где gin) = /(« + г) — fin), а, постоянная в знаке 4С — аб-
солютная.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для удобства будем полагать
e2lxiHn) = 0 при п =£ а и Ъ < п. Тогда при любом целом m

и, следовательно,
ч

9 n m = l

Заметим, что внутренняя сумма справа в последнем ра-
венстве равна нулю при п^а — q п Ъ < п, т .е . можно
считать a— q<n<b. Пользуясь неравенством Копти,
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получим

.2 (b — a)

в 2

п т=1

2 (Ь "V "V У ewi(Hn+m)-f(n+s))

Рассмотрим кратную сумму. Функцию в экспоненте пред-
ставим в виде разности /(v + г) — /(v), где г = 1 , 2, . . .
. . . , q— 1 п v = [o] + l, . . . , [Ы — г, так как при осталь-
ных значениях параметров получим нуль. При фиксиро-
ванных г и v система уравнений

in 4- т = v -|~ г
1 <

имеет ровно q — r решений, так как т — s — r и реше-
ниями будут наборы s = 1, тга = г + 1, re = v — 1; s = 2,
m = r + 2 , n = v — 2, . . . ; s = q — r, m=q, n — v—q + r.
Тем самым находим

g-i

9 - 1

2 (? — '•) 2
r—i a<v<b—r

9 - 1

< q 2 2 е2я**<п>

Отсюда следует утверждение леммы.
Т е о р е м а 5. Пусть к >2, K = 2h~\ функция f(x)

имеет k-ю непрерывную производную на [а, Ь], причем

1а, Ь\.Xhlh при всех

Тогда справедлива следующая оценка:

2 У(п) I < (Ь _ в ) {b-a) K
2 1

1—1? *~* 2К-2

з9е постоянная в знаке < — абсолютная.

Доказательство. Будем предполагать, что
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так как в противном случае утверждение теоремы стано-
вится тривиальным. Докажем теорему по индукции. При
к = 2 из следствия теоремы 4 имеем (все условия теоре-
мы 4 выполняются)

2 е2я»<п> < (Ь - а) ЛЯУ2 + Я^ 1 ' 2 .
а<п<Ь

Предполагая справедливость теоремы для к — 1, докажем

ее для />• (А->2). Возьмем 9 ~ |Л,,к lJ и применил! лем-
му 3. Ток кпк

Я„»(й-ар ;
то

it утверждение леммы дает

|а<л<:Ь

S
и<п~<Ъ — г

где gin) — fin + г) — fin). Так как

при некотором | е [д, Ь], то

Поэтому к внутренней сумме применима индукционная
оценка: К, = 2k'2, 2K, = К,

1 2

п<Ь—г I
| А д ) ( А ) f

о < п I

Отсюда находим

S a r < Cfc-X (Ь - a)
r—l

_ £ 2
< Cft_! (b - о) Л к + 2Cft_x (b - a)' Klh

 K-\

28



Тем самым для нашей суммы получаем оценку

У. е2Я1/(71)

1

'—1 {Ь — а.) kk

2 h -f~ co (2cft_i) {b — а) к^

где cjt ^ m a x yca -J- CQC/.—X, c0 (2c f t_j) " ) . Не ограничивая

общности, будем считать с1 = 4r jj. Тогда ск s£ Ci, и теоре-

ма доказана.

§ 4. Целые точки п круге л под гиперболой

П р е ж д е чем п р и м е н я т ь развитую теорию к проблемам
целых точек, докажем еще одну лемму.

Л е м м а 4 (п р е о б,р а я о в а н н е А б е л я ) . Пусть
/(.г) — непрерывно дифференцируема на [о, Ъ\, с„ — про-
извольные комплексные числа,

г I ,\ У

Тогда
ъ

2 cnf (n) = - [ С (х) Г (.г) dx + С (Ь) / (Ь).
a </i «Ь ц

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

С(й)/(Ь)- 2 сл/(и)= 2 с„ (/(ft) -/(«)) =

Ъ Ь

= 2 J Cn/'W^'= 2 | с„^(ге; ж)/' (я) da:,

II, если п ̂  х^ Ь;
где g(ra; ж) = ( ^ g c j j H ^ < ? ? ^

Меняя в последней сумме порядок суммирования н
интегрирования и замечая, что

2 cng(n;x)= 2 с„=С{х),

а<п<Ь а<п^х

получаем утверждение леммы.
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Т е о р е м а 6. Для КШ) справедлива следующая
асимптотическая формула:

К (R) = nR +

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычислим о,

а= 2

Для этого возьмем ?• = l\n RI > 1, Л =/?~1/6' ~ 1/26'*; пусть
а и £1 — произвольные дейстинтельпые числа, 0^ ioc<
< Р < 1, и г|з(а;) — функция леммы Л, отвечающая задан-
ным г, А, а, $. По лемме В достаточно оценить а0,

= 2 g{m)Um,

где Um = 2d ^ i m V R~x"> I S (m) | < m i n f •:-rz-l, ^r^-, X

X ( —:—j-д-] ). Имеем

Осталось оцепить сумму по m, i-'- \m\ ^ \ Чп П.
К тригонометрической сумме Um,

0<Х<УИ/2

применим теорему 4, полагая в ней H=l, fix) =
= -miR~^?, U = ylV2, o = 0, b = 1Rl2, A ~
Все условия теоремы выполняются, п мы имеем

V R — x* Ь 2 + га

g(n)=f (хп) - п {хп) = - VR (тг2 + /тг2);

" / ^ - т Д • л/ТТх~\ - ( " 2 + 2 ) 3 /

my R

140)-0; r(V-r)=mi
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Отсюда находим, пользуясь оценкой | g{m) I^TiTmT'

2 girn)Um <

1 4- п2)

(Ю)
Оценим внутреннюю сумму. Применим лемму 4 (преоб-
разование Лбеля), полагая в пен

С „ = е2Я

Тогда

= "г 1 с ̂  х

ю

ГДе CCr)= 2 e ) д ^ т >
10<п«х

Для оценки суммы C(z) применим теорему 5. Прежде
всего находим fVI){n):

/(vi) („) = 360 VR (тг2 + m2)~1 1 / 2

На промежутке суммирования С(х) может лежать пуль
/<vi)(re), равный п0,

т.

Рассматривая самый общий случай, промежуток сумми-
рования СЫ разобьем на <ln m промежутков Е„, Еи

Е2, . .., Е-1, Е-г, ..., где

Ео = {п; па — Кп< п„ + {},

Ev = Ы; п„ + 2V-' < п < п„ + 2V>, v = 1, 2, ...,

£_v = {п; п„ - 2V s£ п < п„ - 2V-'}, v = 1, 2, . . .

Длина Е„ равна 2, длина Е±ч равна 2V~', v ^ 1. Далее,
при п е E±v, v > 1,

\fiYJ)(n)\ хтт-62\

Поэтому, полагая в теореме 5 к = 6 , Х6 = 1/11т~62у,
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находим (v > 1)

2V ( / i ? •

Ч-v

< иг
1-1'16 ( V Лт-*)'11**-,

Подставляя полученную оценку в (10), будем иметь

g(m)U 5 ао4 1п7?.

Отсюда и ни леммы В следует утверждение теоремы.
Т е о р е м а 7. Для числа L(R) целых точек с положи-

тельными координатами под гиперболой ху = R справед-
лива следующая асимптотическая формула:

L (R) = R (In 7? -|- 2Y - 1) + О\НЪШ In2 7?).

Д о к а -ч а т е л ь с т в о. Достаточно доказать формулу

у Ш = 4-
У 1 " J

Точками 2~ЬУ7?, где /с = 0, 1, 2, ..., иоделим промежуток

( 1Л 2 4 6, у R\ rra <s:h\R промежутков вида (а, 2а),

а > / ? 3 246- Докажем неравенство

( А ) _ « < л"3"24"6 in л .

Перейдем к тригонометрическим суммам, считая в" лем-
ме А г = [Ln/?]. Как н в теореме G, надо оценить сумму

0<т<Д"-11пД

где А — пока некоторый параметр,

U(m)= 2 е
,Л1Й
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Сумму Uirn) будем оценивать по-разному, в зависимости
от величины и, другими словами, в зависимости от дли-
ны промежутка суммирования величин {R/x).

1. Пусть

п З 24G _^0» _ __^sr o 3 87

i - ± А А

Возьмем А — Л 7 я 7 In 7 i? < — , и оценим U(rn) no

теореме 5, полагая в ней к = Ъ, K = i, 'ki = mR/u\ h < 1.
Найдем

J/ (»г) < a {mR/atf + a 2 (wA'/a1) c;
l l

2, Пусть теперь Л'3 e ' ^ d ^ / f i , В этом случае
сделаем переход от U(m) к более короткой сумме по те-
ореме 4, а затем применим теорему 5' Возьмем

А = Дп/41«-»о/411и2 д < 1/ю

(R считаем достаточно большим). Полагая в теореме 4
fix) = — mR/x, находим

/' (х) = mR/x2, /" {х} = — 2mR/a?;

„ = VmR/n, g («) = — 2

т Д Г 1 / 4 ; /' (а)

/' (2а) = /тг/?/4а2;

mfi mH

Вклад остаточного члена последней формулы дает вели-
чину порядка

А. А. Карацуба 33



Далее, применяя преобразование Абеля, находпм

V n-3lie—2ni4,YтпН __-
тй тй

la2 a2

тВ/а2

Гг
J (X) Х +

где С(х)= 2 е-
2п1йУшш. Оценим С(х) по теореме 5,

тН
s

<1

полагая в ней f(n) = 21/tnnR, к — 5. Находпм К = 16,

13 17 121 41

)15а ю -[-( H l #)i2o a so.

)11/30а-1/5 4_ (щД)61/120 а-11/20;

1 1

Из полученных оценок следует утверждение теоремы.

ЗАДАЧИ

1. Пусть функция f"(x) непрерывна на отрезке а <; х sg: Ь и
при некоторых А ^= 1, D ^ 1 удовлетворяет условиям:

/"Г*)5*1М, | / ' ( * ) | < О .
Тогда

2 в з л № ) -С (ГФ) - /' («)) У Л + V I + 1 и ((Ь - a) D).

2. Пусть ! ) - в < Л , Л > 1 , и функция /"(^) непрерывна на
fa, b], причем

f"(x) > 1/4, 0 < / ' ( л : ) « 1 , a<^<6.

Тогда имеют место следующие асимптотические равенства:

а)

Ь

Т} (а, 6) = j / (м) dx + p (b) f (b) - p (a) / (a) -

где Г/ (а, Ь) — число целых точек в криволинейпой трапеции

а < д : < Ь , 0 < ^ < /(*) , И р (л;) = — — {я}-.
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3. Построить кривую у = f{x), удовлетворяющую условиям
задачи 2 и такую, чтобы на пей лежало > 4 2 / а целых точек (тем
самым будет доказано, что остаточный член в формуле р4) не мо-
жет быть заменен на о(А2/г)).

4. Пусть V(R)—число целых точек в шаре X2 + У2 + Z2 ^
^ R2. Сцраведлива следующая асимитотическая формула:

V (R) = -у лЛ3 + О (R3?2 Jn2 R).

5. Доказать, что при а ^ У | г | выполняются неравенства

а) ^ п"«У«М11 / в,
а<п<2а

1 ]



Г Л А В А II

ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

Настоящая глава является вспомогательной и содер-
жит необходимые в дальнейшем сведения пл теории це-
лых функций.

§ 1. Бесконечные произведения.
Формула Вейерштрасса

Введем понятно бесконечного произведения.
О п р е д е л е н и е 1- Пусть и,, и2, ..., и„, . . . — беско-

нечная последовательность комплексных чисел, отличных
от — 1. Бесконечным произведением называется выраже-
ние вида

оо

П (1 + ип) - (1 + U l ) (1 + и2) . . . (1 + ип) ... (1)

Выражения вида

П ( 1 - И М - ( 1 + » : ) - - - ( 1 + » А ) - ^ (2)
T J - - - 1

называются частичными произведениями.
О п р о д е л е н и е 2. Если последовательность (2) чи-

сел vk сгодится при к ->• °° к числу v т^ 0, то говорят, что
бесконечное произведение (1) сходится, и имеет .значение,
равное v, т. е.

v-. 1пп1Ъ-П(1-Мп). (3)

Если же последовательность vh не сходится или v =
= 0, то бесконечное произведение (1) называется расхо-
дящимся.

Для большинства приложении достаточно следующе-
го признака сходимости.

Т е о р е м а 1. Если ряд

Ui + иг + . . . + ии + . . . (4)

абсолютно сходится, то сходится и произведение (1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о - Дано, что сходится ряд

поэтому Ига | ип | = 0; следовательно, не ограничивая
п-»оо

общности, можно считать |и„| =̂  1/2, га = 1, 2, . . . Пред-
положим сначала, что ип = а — действительные числа,
га = 1,2,— Тогда |1п (1 + ип)\ «£ 2|и„|. Отсюда следует
сходимость последовательности In (1 + г/.,) + . . . + In (1 +
+ и„) = In (I + wj . . . (1 + ип) и, следовательно, произведе-
ния (1).

Пусть теперь ип — произвольные комплексные числа.
Надо доказать, что при п -*• °° сходятся две последова-
тельности действительных чисел

|i> n | = |( l + H1)...U + »JI = ll + »il...ll + Bj , (5)

arg vn = arg (1 +, щ).. .(1 + un) =
= arg (1 + щ) •+ .. • + arg (1 + м„). (6)

Чтобы сходилась последовательность (5), необходимо ы
достаточно сходимости последовательности \vj2. Но

11 + ип Р = 11 + ап + фп р = 1 + al + pi + 2an,
ап =Rez/.(1, f>n = imun,

и так как | а* + Р» + 2а„ | < ( к„ |2 + 2 | ип |, то сходи-
мость |г>„12 следует из уже доказанного. Сходимость (О1)
следует нз того, что при достаточно большом ге0 и п > ге0

arg arc sin < Я | Pn |.

Теорема 1 доказана.
Перейдем к изучению бесконечных произведений

аналитических в некоторой области функций.
Т е о р е м а 2. Пусть un(s) — бесконечная последова-

тельность аналитических в области G функций, причем
а) un(s) Ф —1 при n = l ,2 , . . . # s s G ;
б) \un(s)\ =£а„ при п = 1, 2, . . . и s e G;

оо

в) числовой ряд 2
 а
п сходится.

Тогда произведение
00

сходится при любом s<=G, а функция v(s), определенная
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равенством

n = i

является аналитической в области G, причем vis) Ф О
при s s G.

Д о к а з а т е л ь с т в о - Сходимость (7) при s^G сле-
дует пз теоремы 1. Чтобы доказать аналитичность v(s)
в G, достаточно доказать равпомерпую сходимость к vk(s),
s^G, последовательности аналитических функций vk(s),

"Ь (S) = П (1 + "» (.5))-

Положим П (1 + ап) = р, (1 + % ) . . . ( ! + а,г) =
7)~1

Докажем прежде поего, что прп любом s e G

- 1
Рп

(8)

Действительно, если к ^ 1, то

— 1 = | (1 + и„+1 (s)) . . • ( ! + "»+* ( s ) ) - 11 =

= | Un+1 (S) - { - . . . -f- Mn+ft (S) + Un+l (S) Un + 2 (S) + . . .

...+ un+1 (s) ... uv+k (s) I < an+l + ... + an+k -\-

0-n+lan+2 O-n+h =

Переходя к пределу прп й->-<», получим (8). Теперь
имеем

(s) — i'n (s) | = | vn (s) — 1

< Pn (J^ — l) = P - Pn < в

при п^па(г) и любом s^G. Теорема доказана.
О п р е д е л е н и е 3. Функция /(s), аналитическая в

любой конечной части s-плоскости, называется целой.
Докажем теперь две теоремы о существовании целой

функции, имеющей своими нулями только числа задан-
ной бесконечной последовательности, и о разложении
целой функции в бесконечное произведение по нулям
(обобщение основной теоремы алгебры).
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Т е о р е м а 3. Пусть at, ..., ап, . . . — бесконечная по-
следовательность комплексных чисел, причем

О < I <Xi! = ^ | <2г I ^ . . . ^ I «Ян I ^ S . . .
и

Нт-Дт- = 0.

Тогда существует целая функция G(s), которая имеет
своими нулями только числа ап {если среди ап есть рав-
ные, то нуль G(s) будет иметь соответствующую крат-
ность).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пун п — 1, 2, ,,. положим

и рассмотрим бесконечное произведение
со

И М * ) . (9)
п=1

Докажем, что это произведение сходится во всякой точке
s Ф ап, п = 1, 2, ..,, плоскости комплексного переменного
и является целой функцией Gis) с нулями аи «2, . . .
.. ., а„, . ... Для этого рассмотрим круг С с радиусом \ап\

оо

ы бесконечное произведение 4 J J мг (s)- Докажем, что

последнее произведение сходится к аналитической функ-
ции в круге Ы<1а„1. Тогда (9) также будет аналитиче-
ской функцией в этом круге, которая имеет там только
пули «,-, 1а,-| < 1а„1. Так как 1а„|->°°, то тем самым тео-
рема будет доказана. При | s l< \а„\,

In ur (S) = In (l - — U -L + 4- f-i-

Т о г д а п р и r — n , n + l,...u \s\ < \an\
r + l

llIMr(s) = rrl

r \ar ) r + i\ar

И

ur(s) = e T \ a r ' r+1\ar )
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Таким образом, достаточно доказать абсолютную сходи-
мость ряда

при Ы < |а„| . Но при любом 0 < е < 1/2 п Ы
< (1 — е)1ап1 имеем

+1

Отсюда следует равномерная абсолютная сходимость (10)
в области Ы < (1 — &)1я„1, т. е. аналитичность (9) в
круге С. .Теорема доказана.

С л е д с т в и е 1 ( ф о р м у л а В е й е р ш т р а с с а ) .
Пусть Й1, ..., ап, ...— последовательность комплексных
чисел, удовлетворяющая условиям теоремы 3. Тогда
функция Gis)

«. , . -L+i(-L.\2+ + J_('_L\ n - 1

G(s) = * m I l f l - — )ean ^"n> '" n~l[an>
n=i\ "nj

является целой и имеет своими нулями только числа О,
ait a2, ..., а„, ...

С л е д с т в и е 2. Пусть последовательность чисел a.t,
а2, ..., ап, ... удовлетворяет условиям георемы 3, и, кро-
ме того, существует целое число р^О такое, что сходит-
ся ряд

2- 1

n=l КГ1

Тогда функция

n = i

удовлетворяет геореме 3-
Действительно, в этом случае при Ы ^ (1 — е)|а„| ряд
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мажорируется рядом

'

Т е о р е м а 4. Каждая целая функция Gisd может
быть представлена в виде

G ( s ) = <f
n=l

где His) — целая функция, а числа 0, a,, a2, ..., an,...—
нули G{s), расположенные в порядке возрастания их
модулей. Если, кроме того, последовательность а„, п =
= 1, 2, ..., удовлетворяет условиям следствия 2, то

—+1(—Y+
П ( l - — )e"n 2 l °" i ""

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нули G(s) не могут иметь пре-
дельной точки, т. е. их можно расположить в порядке
возрастания модулей. По теореме 3 построим целую
функцию Gtis), имеющую своими нулями пули G(s).
Полагая

f ^ = ТмТГ п р п s ^ fln' f (a")

видим, что срЫ — целая функция, нигде не равная нулю,
т. е. и логарифм фЫ —целая функция. Но тогда qp(si) =
— eHi'\ где His)— целая функция. Так же доказывается
второе утверждение теоремы. Теорема доказана,

§ 2. Целые функции конечного порядка

Введем ряд определений, необходимых для дальней-
шего.

Определение 4, Пусть G(s) — целая функция и
М(г) = Ма (г) = m a x \ G ( s ) \ .

существует а>0 такое, что

М(г)<е г в при г > г о ( а ) > О , (И)

то G(s!) называется целой функцией конечного порядка;
в этом случае a = infa называется порядком G(s). Если

41



же (11) не выполняется ни при каком а > 0 , то говорят,
что порядок G(s) равен °°.

О п р е д е л е н и е 5- Пусть st, s2, .. -, sn, •• • — последо-
вательность комплексных чисел таких, что

• О < M s S |* 2 | «£....«£ | * J * 3 . . . (12)

Если существует Ъ > 0, для которого

2 | * п Г ь < + °о, (13)
П—1

то говорят, что последовательность (12) имеет конечный
показатель сходимости; в этом случае (5 = inf Ъ называ-
ется показателем сходимости (12). Если же (13) не вы-
полняется ни при каком Ъ > 0, то говорят, что показа-
тель сходимости (12!) равен °°.

Основным утверждением этого параграфа является
Т е о р е м а 5. Пусть G(s)— целая функция конечно-

го порядка а и G{0)¥=0, sn — последовательность всех
нулей G(s), причем 0 < IsJ «S |sal < . . . < U J *S . . . Тог-
да последовательность sn имеет конечный показатель
сходимости р ^ а,

G(s) = eg<«) П (1 - — )e s " ^ "n

где p^*0 — наименьшее целое число, для которого

g(s)—многочлен степени g<,a и а = max(g, [}).
кроме того, для любого с > 0 найдется бесконечная по-
следовательность ru г2, . . . , г„, . . . , г„ -> +«э, такая, что

m a x | G ( s ) | > e c r " , | * | = гп, п ~ 1, 2, . . , ,

то а = $ и ряд 2 I sn |~^ расходится.
п=1

Для доказательства теоремы 5 понадобится ряд вспо-
могательпых утверждений — лемм. В этих леммах будем
предполагать выполнение условий теоремы 5, а такжо
будем использовать обозначения этой теоремы.

Лемма 1, Пусть 0<r<R и m — число нулей G{s)
в круге \s\ < г. Тогда
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим

"L Л2 _ sL

т>% -

п=1 Л ( К — s n )

где s,, s2, ..., sm — нули G(s) в круге Ы < г.
Функция F(s) — аналитическая в круге Ы < / ? , п

при |s | = R

\F(s)\ = \G(s)\.

Следовательно, в силу принципа максимума

П Т 7 Т < 1
n—l I u n I \s]—R

Отсюда следует утверждение леммы.
С л е д с т в и е . Если m — число нулей функции G(s)

в круге радиуса г = R/2, то
1 1 M(R)

ni
In 2 | G ( 0 )

Л е м м а 2. Если Nir) — число нулей G(s) в круге ра-
диуса г, то при любом е > 0 найдется С = С ( е ) > 0 такое,
что

кроме того, [5 < а.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое неравенство следует из

леммы 1 н определения порядка G(s). Докажем сходи-
со

мость ряда 2 I sn \~Ь при любом b > а. Отсюда будет

следовать второе утверждение леммы. По уже доказан-
ному неравенству п < c\sja+e при любом е > 0, т. е.

_Ь h _

I sn \~ьs^ca+En а+Е, и если Ъ > а, то —-т-— > 1 прп до-

статочно малом е > 0, что п доказывает сходимость ука-
занного ряда.

Л е м м а 3. Пусть .<;„'—последовательность (12) с ко-
нечным показателем, сходимости (5, р > 0 — наименьшее

оо

целое число, для которого 2 I
s
" |~

 г
 < + °°) и
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Pis) — целая функция, определенная равенством

n = l

Тогда порядок Pis) равен (}. Если, кроме того, \sn\-*-+°°
оо

и 2 l s n | ~ B < + оо, то
п=1

\P(s)\<e"\ \s\ = r.

Д о к а з а т е л ь с т в о - Пусть а —порядок P(sO. Из
леммы 2 следует, что 0 < а. Осталось доказать, что
а < Р + е при любом е > 0, т. е. надо доказать, что
l n | P ( s ) | < c ( e ) | s | ( ! + e при Ы-*оо.

Обоаначая для краткости множители произведения
(14) через u(s, sn), находим

где

2: = l " ( S ' S n ) | , 2 2 = 2 1п |м(я,Я„) | .
|s/sn|>l/2

Далее, для слагаемых в 2 имеем

111 | U (.V, S n )
P + 2

для слагаемых в имеем

с (г)

если

, если р = О

Следовательно,

Если p = /) + 1, то первая сумма ^ lslp.
Пусть р</) + 1 п р + е < / > + 1 . Тогда первая сумма

P+E

I s " ! Р+е
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Итак, цри любом р > 0 первая сумма < lslp+8. Если р > 1,
то вторая сумма (так как £5 > р)

3+е
\Sn\

Р+е

если же р = О, то вторая сумма

2 1
|s/sn|>l/2 I n\

Тем самым первая часть леммы доказана, Для доказа-
тельства второй части заметим, что р > 0 (так как IsJ -*•
-> + оо ц ряд 2 1 sn I сходится), А тогда, заменяя
в ирпведенных рассуждениях J5 + е на Р (т. е, вынося вез-
де Ыр) и беря 0 < е < р, получим второе утверждение.
Лемма доказана.

Пусть теперь P(s) — целая функция конечного поряд-
ка а, Р(0) Ф 0, По теореме 4

Р (S) = ев(«)
I

1 ( s \п~1

По лемме 2 показатель сходимости sn не превосходит а.
Пусть р > 0 — наименьшее целое число, для которого

7 1 = 1 I а П

Тогда по теореме 4

П = 1

(15)

где ^(s) — целая функция. Ниже (лемма 5) будет доказа-
но, что g(s) — многочлен. Для этого нужна следующая
лемма, которая имеет самостоятельный интерес (см. гл.
VI, § 1).

Л е м м а 4, Пусть R~>0, и функция f(s),
со

аналитическая в круге \s — su\ ^R, причем Re f(s) ^ M на
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окружности Is — sol =R. Тогда

а) TJI /(n) (*0) | =• | о„ К 2 {M - Re / (*0)} R~n, n

б) округе \s— s o | < r < 7 ?

I / (*) - / (*„) I < 2 [M]- Re/(so)> 1[LT,

1 /tn) (*) | < 2и! {M - Re / (So)} ^ Д » ^ , » > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем а) сначала при s0 = О,
й0 = /(0) = 0, Так как Re /(s) достигает максимума на гра-
нице, a f(s) = 0 при s = 0, то Л/З^О. Полагая ап =

= | «„ | е " , s = 1Яегф, будем иметь

Re / (R e

i T ) = J ) | ап \ cos ( П ф + ф п ) R n . (16)

СХ)

Так как ряд 2 | # п | - й п сходится, то ряд (16) сходится

равномерно при 0 « 2 ф < 2 л , т. е. его можно почленно ин-
тегрировать, что дает

Re/(Rel4>)d(p = O.
a

Кроме того,

j Re/ (Rei<p) cos (mp + Ф„) с/ф « я Г«„ | /?n, " n > 1.
о

Следовательно (М &*0, 1 + cos («ф + ф„) > 0), имеем

2Я

я | an | /?" = j Re / (Яе(ф) {1 + cos (геф + Фп)} dq> < 2яМ;
о

КК2М/Г".

ЕСЛИ же s0 ^ 0, то рассмотрим F(s'), где

(s') = /(*' + *0) - д , = alS

r + a2s'2 + ...

Тогда F(0) = 0, ReF(s') ^Af-Re/(s«) при U'l = Л . От-
сюда и из доказанного следует утверждение а) леммы.
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б) Далее,
0

(*) - / (s0) I < 2 {M - Re/ (so)> 2 (i

почленно дифференцируя ряд для /(s), найдем

I /(Л) («) I < S \ a m \ m ( m - l ) . . . ( m - n + l)\
т—п

< 2 {М - Re / (s0)} 2 /?г (тп - 1) . . . (/n-

- R e / ( « „ ) } •
(Д - г ) П + Г

Лемма полностью доказана.
Л е м м а 5. Целая функция g{s) в (15)—многочлен

степени g ^ а.
Д о к а з а т е л ь с т в о , Возьмем k = [al) тогда число р

в (15) не превосходит к. Докажем, что g(ft+1)(s) = 0. Для
этого, логарифмируя и дифференцируя (15) к+l раз,
найдем

rf/ Я И ; ( S n _ s )

Рассмотрим круг Is I ^R/2; тогда при Is,, I >R

I С f I '—^- — I <? I

I * n ~~ * I ^* 2 I " I'

и так как ряд 2 I sn |~( + 1 ) сходится, то

2
N > n ' n ' М> й

при R -*• °°. Рассмотрим теперь функцию

f 2 ^

которая является (АН- 1)-й производной от

47



На окружности \s\ =2R выполняется оценка

по принципу максимума это неравенство справедливо
и внутри круга Ы ^ 2R, т. е. там

кроме того, Re#R(0) = 0. Применяя лемму 4, б) с r — R/2,
найдем

Так как е > 0 сколь угодно мало, то правая часть послед-
него неравенства стремится к 0 при Я -*• +°°. Отсюда из
(17) и (18) получаем, что gW){s) -> 0 при Ы = Я - > ° ° ,
т. е. g<ll+1)(s) = 0. Лемма доказала.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. По теореме 4
имеет место формула (15); по лемме 5 g(s) — многочлен
степени g^a. Так как порядок eg{s) равен g, а порядок
произведения по пулям в (15) равен р, то порядок а ^
=Smax(g, р), т. е. а = maxig, p). Далее, еслп р < а, то
а — g п, следовательно,

где ct > 0, с2 > О — абсолютные постоянные, в > 0 —
сколь угодно мало, т. е. в можно взять таким, что р + е <
< а, что противоречит условию теоремы. Поэтому а = р.
Расходимость ряда 2 I Лп | следует из леммы 3. Тео-
рема 5 доказана.

С л е д с т в и е . Если G,(s)— целая функция конечного
порядка а, то G,(s) = smG(s), где G(s) — целая функция
теоремы 5, тп>0.

ЗАДАЧИ

1. Пусть f(x)—многочлен с действительными коэффициента-
ми, f(x) = a o + aix + . . . + On-i i "" 1 , A > 0, и ц = ц(Л, /) —
мера тех точек х отрезка [0,1], для которых | / ( z ) | ^A. Дока-
зать, что

( , _ -=-)ц<1 mm^1,4? (Аа ) п 1 J,
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где
а = max |<Zj|, / = О, 1, . . . , re —4.

2. Пусть /(z)—многочлен с действительными коэффициеп-
тамп

f(x) = и.\х + . . . + апх
п, a = m a x | a j , ;' = 1, 2, . . . , п.

Доказать, что
1

Imin (1,32а- 1 ' " ) .

3. Пусть f{xh . . . , xr) — многочлеп с действительными коэф-
фициентами,

a (0, . . . , 0) — 0, a — max I a IL,..., tr) I.

Расслютрпм кратный трпгопометрпческпп пнтеграл /,

1 1

/ == 1 . . . I e v l > йхх ... dxT.

0 0

Тогда справедлива оценка

/ < min ( l , 3 2 r a ~ 1 / n (in (a + 1) + if'1)-

4. Пусть a ^ 1, г ;г 1, n J : l ,

1 1 . n n

. . . f d i x . . . rf^r.

и о

Тогда

5. Пусть при 0 < х < 1 вещественная функция /(i) имеет
производную п-го порядка, п > 1, и при некотором Л > 0 вы-
полняется неравенство

Тогда мера U тех точек х, где | / ' ( z ) | ^ В, не превосходит
1

(2и - 2) (BA~l) " - 1 .

G. При условиях задачи 5 для интеграла /,
1-

о

4 А. А. Карацуба



справедлива оценка

7. Пусть / (z) — многочлен с действительными коэффициен-
тами,

...+ anxn x ,

= 1 " •

а = mln (.r) |V".

Доказать, что промежуток а < i < 6 можно покрыть непере-
секающимися промешутками в количестве т,

так, что на каждом из нпх прп некотором г, 1
няется неравенство

1 Р ( ) | ( > Н у

п, выпол-

8. При условиях задачи 7 для интеграла /,
ь

справедлива оценка
|/ | sSmin (Ь — а, 6еп3Н~1).

9. Пусть в = в (к) —несобственный интеграл («особый инте-
грал проблемы Террп») вида

2ft

dax... dan.

— оо — о о

Доказать, что 9 сходится при
ъ i



Г Л А В А III

ГАММА-ФУНКЦИЯ ЭЙЛЕРА

§ 1. Определение и простейшие свойства

О п р е д е л е н и е . Гамма-функция Эйлера ГЫ задает-
ся равенством

со / \

~ seys TT11 л- — I e-3 'n

где ^ — постоянная Эйлера.
Из определения и теорем гл. II следует, что r~*(s) —

целая функция порядка не выше первого. Далее, F(s) —
функция, аналитическая во всей s-плоскости, за исключе-
нием точек s = 0, —1, —2, ..., где она иыеет простые по-
люсы.

Т е о р е м а 1 ( ф о р м у л а Э й л е р а ) . Имеет место
равенство

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения бесконечного
произведения (гл. II, § 1) и определения функции ГЫ
последовательно получаем

—) , t a fl (i + -i

=s lim m- П И + i = « Нш П (l + i\ П 1 + | =

m-cc „=i

что и требовалось доказать.
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С л е д с т в и е 1.

С л е д с т в и е 2.

Т е о р е м а 2 ( ф у н к ц и о н а л ь н о е у р а в н е н и е ) .
Имеет место равенство

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1) получаем

ГТ-_Х_. ~г~ = Iim -

Теорема доказана.
С л е д с т в и е 1. Yin + 1) = и!, n — натуральное.
Следствие 2. При натуральном п

^формула удвоения).
Т е о р е м а 3 ( ф о р м у л а д о п о л н е н и я ) . При s,

не равном целому числу, имеем

sin ль'

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего представим sin ns
в виде бесконечного произведения. Функция sin яэ — це-
лая, первого порядка, имеет нули s = 0, ± 1 , ±2, ..., т. е.
по теореме 5, II

ос

sin ns — i'eH<6) Y

где His) = as + b.
Логарифмируя это равенство, а затем дифференцируя,

найдем

cos its _1_ , „ , . . V ' 2s
sin us s ^ ' ' •« re

2

 s

2 '
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Переходя к пределу при s -*• 0, получаем а = О, т. е.

His) = b. Далее, — - — = с ]_± 1 . Опять при
* n=i \ п I

s -*• 0 найдем с = я , т. е.

Sill Jti' = ПЬ J J 1 ^- ,
n=l \ П

Из определения функции T(s) имеем

а но теореме 2 Г(1 — s) = — sl4—s). Отсюда следует ут-
иерждение теоремы.

С л е д с т в и е . Г(1/2) = Ул.
Т е о р е м а 4 ( и н т е г р а л ь н а я ф о р м у л а ) . При

Re s > О
то

Г (s) = J e-H'^dt.
6

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что интеграл справа
при R e s ^ o 0 > 0 сходится равномерно и, следовательно,
представляет функцию, аналитическую в полуплоскости
R e s > 0 . Из (1)

т1 / ч 1. 1-2 . . . (п — 1)

Г (s) — lim s ' _ ns.

Рассмотрим функцию
n 1

1 ) • ts dt = ns 1 (1 — £)" ts~1dt —

о о
1 1

j (l ) = n
о о

1

*•• -П . ( « + 1 ) . . . ( » + ! . - 1) J ^ tft~

Следовательно,
n

Г (s) = lim П (s; и) = lim V (1 — —
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00

Пусть I\ (s) = J" е-Ч-ЧЬ Тогда
о

n

l\ (s) -T(s) = Km fг8"1 (е-' - ( l - J _ j V
n-»oo t/ \ \ '•II

При Ul < n f 1 + - M < e<; кроме того, прп 0 < у < 1

1 — mj^ (I — y)\

Поэтому

г,И-гм,
что п требовалось доказать.

С л е д с т в и е .
+ 00

J е-»а£/и = / я .

§ 2. Формула Стирлинга

В прпложениях важно знать поведение T(s) прп \s\ -*•

Т е о р е м а 5. При б > 0 и —я + 8 < arg s < я — б име-
ет место формула (Стирлинга):

log Г (s) = (s - ±) log s - s + log / 2 я + О (-jiy),

причем постоянная в знаке О зависит только от б.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения T(s) находим

-Ml- (2)
Прп натуральном N рассмотрим две суммы:

s 1 = 2 1/», s 2 = 2
l/2<n<JV+l/2 l/2<n<JV+l/2
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Применяя к каждой из них теорему 1, I, найдем

N+1'2

6 ' tL

Из (2) п полученных формул для 2i, 22 следует

где с — абсолютная постоянная,

+ ОО

j = С а {х) dx1/2

Далее,
/4°о

^ Д г 2 + | s |2 — 2
2x I s | cos 6

Итак, получили

log Г (я) = (s L) log .9 - s + c + О ( i p )

Возьмем в этой формуле s = п, п + 1/2, 2и, воспользуемся
формулой удвоениями тем, что Г(1/2) = Уя; при п -*• +°°
получим с = log У2я. Теорема доказана.

Следствие 1. Функция Г~'Ы является целой пер-
вого порядка.

Следствие 2. При а ^ о ^ р и t ->• -h °°

причем постоянная в знаке О зависит только от а, р.
С л е д с т в и е 3. Дифференцируя (3), найдем

(larg s\ < п)
Г (а) _
Г (s)
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§ 3. Бета-функция Эйлера и интеграл Дирвхле

С гаыыа-функцней тесно связана бета-функция Эйле-
ра, простейшее свойство которой докажем ниже, и инте-
грал Дирихле.

О п р е д е л е н и е . Бета-функция Эйлера ВЫ, v) при
Бе и > 0, Re v > 0 задается равенством

1

В (и, v) -г-, j а-11"1 (1 — х)*-1 их.
о

Л е м м а. Справедливо равенство

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, мож-
но считать о, = Rew->1, o2 = R e y > l . Далее, при У 5*0

= О (min (1, У)),

оо 00

j tu~le-tdt < j f^e-tdt = О [е~х),
x x

при X > I

где постоянные в знаках О зависят только от ot. Пусть
Х>1, Y = Х-°'Ъ; тогда

х х*
Г (и) = f р-Ч-Ш + О (У); Г (v) = j f-^-^T + 0 (У).

Y О

Перемножая эти соотношения, получим

где
х

у \o /

Во внутреннем интеграле сделаем замену переменной
интегрирования вида х = zt, O^z^XH'1. Тогда получим

J =

X

\
У

х (х\~г

= \ tu+v-1e't \
У V о

"-ie-t*dz dt =
J

= Г fu+»-ie-( f 2"-ie-' ldz \dt -f 0 ( e - 1 ^ ) = J, + 0 (e-Vx),
У \o /
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где
X /X \

J1 *~ \ г"- 1 ! j tu+v-1e-^z+1)dt \dz.
о \Y /

Во внутреннем интеграле сделаем замену переменной
интегрирования вида t(z + 1) — х, (z + 1)У sS x^(z+ 1)X;
получим

X /(.z+DX ч

Лг+\)Х

О ^ ^ > \(г+1)У

г д е

Кроме того, при О-^г^-у^Х — Y °'

J xu+"-ie~xdx = T(u + v) + O( YY).

Следовательно,

i (z-
Наконец,

V x

0

a » - l

+ 1)»+"

л/2

-) CX)

0

J.

= j a-u-i (i _ x ) 0 - i ̂  + О ( F 0 l 5 a i ) = 5 (и, v) + О (F°'5(7i).

о

Тем самым получили соотношение

Г (и) Г (v) = Г (и + v) В (и, v) + O{ VY) + О (yO l 5 ai).
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Переходя в этом равенстве к пределу при X -*• + °°, полу-
чим утверждение леммы.

Т е о р е м а 6. Пусть f(u) — непрерывная функция,
a t > 0, а2 >,0, ..., а„ > О,

n - 1

/ = r К) r («j... r к )
Г (ах + а + ... + а„)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим X = £3 + . • • + tn п
рассмотрим интеграл

Z 3

о \ о /

t,, (1 — v)

Сделаем в /i замену t1 =—= , а затем поменяем
порядок интегрирования:

1-Я, / 1

^ ] (I
0 \А

4Х

К 4
Сделаем во внутреннем интеграле замену U — ТУ:

1 П-У \

о V о



Для / получаем формулу

*= г(«;+«; '•••' / № - + у х

Отсюда следует утверждение теоремы.
Интеграл / теоремы 6 называется интегралом Дирихле.

ЗАДАЧИ

1. Пусть М и N — натуральные числа, М ̂  2,

о

Доказать, что

(„) = f в Ь я ( 2 М + 1)И
J sinftu

In Л

2. При условиях задачи 1 справедливо равенство

s - 2d

c ~ • £ J w +
п=0 /?—= — М

JVfe2 П,5Л+1

где / ( / , ) - = - Л г

е ~ 2 Л ' ~ f e23Ii?Vu2rfu.

3. При обозпачонпях задачи 2 доказать равенство

2 , я 1 ^

h^-iM _ Л [ -M+0,5

4. Доказать равенство («сумма Гаусса и ее аргумент»):

N-1 п- _лт

2 " ' ^
п=о

5. Пусть р ^= 2, р — простое число, р делит произведение
двух натуральных чисел гейт. Методом математической ипдук-
ции (ипдукцию вести по р) доказать, что р делит либо я,
либо т.

6. Доказать, что если
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где pi, . . . , p r , q\, ..., q,— простые числа, p i < . . . < p r , qt <
< ... < q,, alt ..., a r, Pi, . . . , pa — натуральные числа, то

г = s, pi = qh ai = Pi, . . ., p r = qr, ar = p r

(теорема об однозначном разложении натуральных чисил на иро-
стые сомножители).

7. а) Доказать, что если а0, аи ..., ah — целые числа, т —
натуральное число, к\ < т, и, кроме того,

а0 In т -\- Я[ In (m + 1) + . . . + в» In (m -\- к) = О,
то

о0 = а, = . . . = о й = 0 .

о

б) Доказать, что при любом натуральном числе т як^&у^т
найдутся целые числа ао, я ь . . . , ак не все равные нулю и та-
кие, что

яо1п т -\- в! In (т -\- 1) + . . . + аА In (m + A') = 0.

8. При любом натуральном числе к справедливы неравенства

9. Пусть 1 sg: ц < TV; тогда для любой комплекснозначноп
функции /(ж) справедливо тождество

2 Л (п) / (п) - 2 I* <<*) 2 (IogZ)/(W)-
u<n<:V d<u



Г Л А В А IV

ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА

§ 1. Определение п простейшие свойства

О п р е д е л е н и е . При Re s = о > 1 функция
дзета-функция Римана — задается равенством

U«) = Zj -г.
n - 1 "

Из определения следует, что £(s) — аналитическая функ-
ция в полуплоскости R o . s > 1 .

Л о м м а 1 ( ф о р м у л а и л и т о ж д е с т п о Э й л е-
ра). При Re s > 1 справедливо равенство

Д о к а з а т е л ь с т в о . При целом X > 2, Re s > 1, в си-

лу абсолютной сходтшосттт рядов 1 -| - | — - + • •. п од-
/»' Р "

нозначностп разложения натуральных чисел на простые
сомножители, имеем

где | Й ( Й 1 < 2 - Т = К < ^ 1 Х М Пере-
n>X n> A*

ходя к пределу при X -> +°°, получим. утверждение
лемлты.

С л е д с т в и е . t,(.s)¥=O при R e . s > l .
Действительно, при Re s = о > 1
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Продолжим £(s) в полуплоскость Re s > 0.
Л е м м а 2. При Ro s > 0, N > 1, млгеет место равенство

)>- - 1

где р (и) — -7j {и}.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем натуральное число
M>,N, применим формулу (2) гл. I, получим

М+1/2 М+1'2

W +-L<n<M+-i- " Л-+1/2 " JV+1/2

М + 1/2

Следовательно, при Re s > 1

7 7 - 1 j\J

Но последний интеграл определяет аналитическую функ-
цию в полуплоскости Re s > 0. В силу принципа аналити-
ческого продолжения следует утверждение леммы.

С л е д с т в и е . £(s) — функция аналитическая в полу-
плоскости R e s > 0 за исключением точки s = l; в точке
s = 1 дзета-функция £(s) имеет простой полюс с вычетом,
равным 1.

Прежде чем продолжить £(s) на всю s-плоскость, до-
кажем лемму.

Л е м м а 3. Пусть х> 0, а— вещественное,

Q(x,a)= ^

0 f-L, a\=

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не нарушая общности, можно
считать 0 < а < 1. Возьмем JV > 10, М = iV5, и рассмотрим
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интеграл
+0,5

J **££*-•*- 2 J—

-0,5

Так как
+0,5 + М +0^5

-2Пг

-0,5 и = - ш _ 0 i 5

ТО

l \ji) = е -\- И (п), (1)

где
+ 0,5

1L \ft/) •

—0,5

Оценим |Л(тг)| при условии, что —iV < ns^N. Прежде
всего имеем

Д(и) = /, + /, + /„
где

l S = j Ф(и)(1и, I2 ==
- 0 , 5

ф („) = «in л (2Д/ + 1) и ( „х(„+а+и)= _ е-„х(п+а)2)

Оценим /2- Для этого оценим |Ф(и)|, \и\ <iV~3, пользуясь
формулой конечных приращений:

Следовательно,

Интегралы Iv /3 оцениваются одинаково. Оценим /s. Ин-
тегрируя по частям, приходим к равепству
j - COS П (2М + 1) U / 1г,^.и,1Л2 ^ Г | + „ , 2 Ч |0, 5

3 я (2М + 1) sin пи ке е ;ljv-3 +

J п (2М + 1)
л/-я
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d /e-nx(n+a+u)2_c-nx(n+a)2

гДе Y'И = ^7 ( iET^ )• Оценивая гру-

бо | F ( B ) | , i V - 3 ^ u < 0 , 5 , находим

Следовательно,

Таклм образом,

Суммируя (1) по и, —iV < »*S iV, получим

+N +0.Ъ +ЛТ

4 ЛГ +JV ",5

е-£л;.'4(
J

Далее,
JV+0,5 +oo

J(k)= J г21ЧЬ-го(и+а) г^ = j e~2nifc
-N-0,5 - o o

+ О (e-TOiV) = e№ikaJ (k; x) + О

где J{k;x)--^ \ e-
2nihu-nxa*du.

— oo

Вычислим J [к; — I Имеем

;—)=X \ e-2nihUX-nXU2^u = хе-ПХк2 \ e -
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Пусть Х > 1 и Г — контур прямоугольника с вершинами
-X, +Х, -X + ik,X + ik. Тогда

+х +х

0 = \e-nxu2du= [e-^du— \ е-"*<«+*:)а^и +
Г -X —X

h h

+ j" e-nxiX+iU?du _ j" e-nx(-X+iu)2du. (2)
0 0

Оба последних интеграла но абсолютной величине не пре-
восходят

к

о

Переходя Б (2) к пределу при X -> + «», получим

I e-m(u+hi)2dLl _ e-
nxu*du = - 4 = \ е""вУ 2 С?У =

J J I/ nj J
4

I/ nj
' О

Итак,

+м

Переходя в последнем соотношении к пределу ври
/V -> + оо> получим утверждение леммы.

С л е д с т в и е 1. Пусть R e s > 0 , a — вещественное,
+ 00

G ( s , a ) = S е-

/ \ +

е( — , а ) = ] А ^ У е - я А -

Следствие 2. 9 ( " , oj = ]/"xQ {x, 0).
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Теорема 1 (функциональное уравнение
д з е т а-ф у н к ц и и). Имеет место равенство

s).

Доказательство. По теореме 4, III при Re s > 0
и натуральном п

оо оо

-j-J = \ e-v-uJ^du = ns \ e-nn*

т. е.
00

«_ . х л _«

я 2 г (-i-J n-» = I е-л"2 ха;2 da;.
о

Следовательно, при Re s > 1

±- f °° \
' 2 8 ж (3)

(возможность перемены порядка суммирования и инте-
грирования следует из того, что "Ve-nn2x _"g^ e-nN 2x^

n>N

г > 1 , а У е-п«2» = О/-1,.) При0<а;<1).

оо

Далее, если ю (х) = 2 £~пп *» то из следствия 2
п = 1

леммы 3 о (—) = — — + — а*/" + ̂ 1/2« (а;). Поэтому
\ X J ь ь

оо s 1 j оо _«

f a f i " ^ (а;) ̂  = j a;2

 ю (a:) da; + j a:2 w (a:) da; =
0

s

J-_! -±-1-
х2 +х 2 2]d){x)dx. (4)

Так как wix) = 0(е~лх) при а; -»• + °°, то из (4) следует,
что правая часть (3) является аналитической функцией
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при любом s Ф 0, 1 и не меняется от замены s на 1 — s,
т. е.

1 - S

я ''"

Следствие. Функция

является целой и

§ 2. Простейшие теоремы о нулях

Из теоремы 1 видим, что при s = —2, —4, . . .
.. ., —2п, ..., дзета-функция равна 0, так как при этих
значениях s r~'(O,5s)=O; при s = 0 дзета-функция не
равна 0, так как нуль r~'(O,5s) гасится полюсом £(1 — s).
Выписанные пули называются т р и в и а л ь н ы м и . Кроме
тривиальных дзета-функция имеет бесконечно много н е-
т р и в и а л ь н ы х нулей, лежащих в полосе (к р и т и-
ч е с к а я п о л о с а ) 0 ^ Re s =£ 1.

Т е о р е м а 2. Функция |(s) является целой функцией
первого порядка, имеющей бесконечно много нулей р„
таких, что 0 ^ Re р„ sS 1; ряд^ 1 9п \~Х расходится, а ряд
2 | Р п | ~ 1 - Е сходится при любом е > 0. Нули \{s) явля-
ются нетривиальными нулями £(s).

Д о к а з а т е л ь с т в о . При Re s > 1 дзета-функция,
а следовательно, п |(s) не имеет нулей; из теоремы 1
следует, что %(,s) ¥= 0 и при Re s < 0. Так как |(0) = |(1) Ф
¥= 0, то нулями |(s) будут только нетривиальные ну-
ли £(s).

Определим порядок | (s) . Для этого оценим |(s) при
\s\ -*• +°° (достаточно это сделать при R e s > 1/2). Из лем-
мы 2 при R e s > l / 2 следует, что £Ы = О(Ы). Так как
|Г(,?) | ^ ес1в|1п|я1} т 0 порядок |(s) не выше первого.
Но прп s ->- + оо In F(s) ~ s In s, поэтому порядок |(s) ра-
вен 1. Из теоремы 5, II следует, что ряд2|Рн| \ где рп—•
пули |(s), расходится и, следовательно, |(s) имеет беско-
нечно много нулей, а ряд ^ | рп р 1 - Е сходится при лю-
бом е > 0. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 1. Имеет место формула
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С л е д с т в и е 2. Нетривиальные нули дзета-функции

расположены симметрично относительно ГС/>ЯЛШ;Е Re s = —^

и Iins = 0.
Везде ниже нетривиальные нули дзета-функции будем

нумеровать в порядке возрастания абсолютной величины
их мнимых частей, а при одинаковых абсолютных величи-
нах мнимых частей — в произвольном порядке.

Т е о р е м а 3. Имеет место равенство

Us)
1 1 1 i

где рп — все нетривиальные нули £(s), Во — абсолютная
постоянная.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Боря от левой и правой частей
(5) логарифмическую производную, получим утверя«дение
теоремы.

Т е о р е м а 4. Пусть р „ = ^ „ + 1 у п , п = 1, 2, ...,—все
нетривиальные нули £(s), 215г2. Тогда

1 clog Т.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем s = 2 + iT. Тогда

n = l

и, следовательно (теорема 3),

_Re4^ = Ref-U-i?n-

Так как £'(«) А (и)

7 1 = 1

7 1 = 1

< с 2 , то
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Далее, из того, что

i
s~Pn'

R e _ ! _ = R e

0,5

fi2 _ u 2
Ни i Гц

следует утверждение теоремы.
С л е д с т в и е 1. Число нулей р„ дзета-функции, для

которых Т ̂  |1шр„| ^ Т + 1, не превосходит с4 log Г.
С л е д с т в и е 2. Я/;и Т5^ 2 справедлива оценка

У = О (log Г).
|T-V n |>l l Y « I

С л е д с т в и е 3. /7/?м - К о ̂ 2 , s = а + if, Ul>2,

причем суммирование в последней сумме ведется по ну-
лям р„ функции £(s), г/ которых \t — Ira р„| ^ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как оценка (6) справедлива
при s = a + it, UI 3* 2, —1 «S a s£ 2, то

Вычтем из этого соотношепия такое же при s = 2 + ?f:

Е с л и \fn — t \ > l , т о

1

и утверждение следует из следствий 1 и 2.
Т е о р е м а 5 (Ш. В а л л е - П у с с е н ) . Существует

абсолютная постоянная с > 0 такая, что в области s —
плоскости

нулей дзета-функции.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция £(s) в точке s = l
имеет полюс, поэтому при некотором положительном чис-
ле Yo в области Is— 11 < Yo У н е е н е т нулей. Пусть р„ =
= Pn+ i'in — нуль £(s), причем I fJ > V При Res = o > 1

Ь V ' П = 1 ™ 7 1 = 1

и, следовательно,
оо

_ R e - ^ - = ^ A(w) тГ а соз(г log n).

Так как для вещественных ф справедливо неравенство

3 + 4 cos ф + cos 2ф = 2(1 + cos ф)2 > О,
то

3 { * (а) ) I 1 ( Re Г ((Т + " } 1 I ( Re * ia + г 2 г ) ) > О

(7)

Оценим сверху каждое слагаемое, стоящее в левой части
(7). Из теоремы 3 и следствия 1 теоремы 4 при s = a,
1 < a «S 2, получаем

где # i > 0 — абсолютная постоянная. Далее, опять из тео-
ремы 3 при s = a + it, I < a =S 2, \t\ > Yo, находим

где Л > 0 — абсолютная постоянная. Так как 0 < рА < 1,
РЬ = РА+JY/., то

т, 1 _ R 1 _ a ~ h ^ п.

кроме того,

Поэтому
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Из этого неравенства следует и такое:

Подставляя найденные оценки в (7), получим

3
а — 1 - 4

где Ai > 1 — абсолютпая постоянная. Последнее неравен-
ство имеет место при любом t, Ul>fo, и любом о, 1 <

<о«=2. Возьмем в нем t = уп, о = 1 +

тогда будем иметь
iog( Iy n I + 2 ) '

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е. Пусть Т > 2 и с > 0 — абсолютная по-

стоянная теоремы. Тогда в области

имеет место оценка

Д о к а з а т е л ь с т в о . По следствию 3 теоремы 4

£(»)

и, следовательно,

СО»)

- L - + О (log Г),
|*-Vn

+ О (log Г).

Так как

log ( Г + 2)' 2 log ( Г + 2)'

то
СО

что и требовалось доказать.
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§ 3. Приближение конечной суммой

Для решения ряда задач теории чисел требуется оцен-
ка l£(s)f в критической полосе. Поэтому £Ы приближают
суммой первых членов ряда, которым она определяется
при R e s > l , а затем оценивают эту сумму. Ниже будет
получено простейшее приближение £(s).

Т е о р е м а 6. При О < о0 < о < 2, пх ^ UI > 2л, имеет
место формула

где постоянная в знаке О зависит только от а0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 2 при N > х

V

Последнее слагаемое есть величина порядка O(k|jV"°).
Рассмотрим сумму S,

Вводя обозначения ф (п) = п~а, / (и) = ^~^п п-> видим,

что к S применимо следствие леммы 1,1, т. е.

S = Г u~sdu + О (х~а In х) = -J^l + f^Il + О (д;-а In x).
X

Отсюда, из (8), устремляя N к +°°, получим утвержде-
ние теоремы.

ЗАДАЧИ

1. Доказать, что если | arg т| <С л/2, то

1 \ С-. г ("J1 ™

1 °° г 1 J ^ -
S ~ T V V 2 ' т ' _ "Г" (ЛТ)

 2 _ (лт)

72



где Г (г, х) —неполная гамма-функция,
оо

Г (*,*) = {e~\z

2. Вывести из формулы задачи 1 соотношения:
S

а) л™

б) пусть /г > 0, 2лхг/ = | t | , х > Л, у > Л, ЛГ > 0. Тогда
при — К < о < К

"T V
Г|4-

3. Функция Z(t),

где « v ' =

+
, принимает действительные зпа-

чения при действительных зпачешшх t.
4. Доказать, что фупкция 9(г), t ^ 2, определенная в задаче 3,

имеет вид

5. При любом целом к ^ 0, г ^ 2, справедливы формулы

i ( ( ) ) +
~V п

+ O(r 1 / 4 ( lnt ) 2 h + 1 ) ,

s i n m _ t l n n )

где постоянные в знаках О зависят только от к.
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6. Пусть к ^ 0, к — целое фиксированное число, Т ^ 2, Р •.
= УТ/2л, функция Ф(г) определена равенством

Ф(0 = 2 ] \ / - / С ° З ( ^ Д ^ - ) + О1У 4 ( 1 П :

Пусть, далее,

v o =

Сравнивая | 5 i | и

V,=0 Vr=0

доказать существование нуля нечетного порядка функции Ф(г)
на промежутке (Т, Т + 11), где

1

Я > Г 6 " + 6 ( 1 п Г ) 2 ,

7. Пусть fc — целое, к > О, Г > Го,

Тогда промежуток (Г, Т -\- Н) содержит нуль нечетного по-
рядка функции Z ( " ) ( )



Г Л А В А V

СВЯЗЬ МЕЖДУ СУММОЙ КОЭФФИЦИЕНТОВ
РЯДА ДИРИХЛЕ И ФУНКЦИЕЙ,

ЗАДАВАЕМОЙ ЭТИМ РЯДОМ

Метод, которым доказываются теоремы этой главы,
носит название м е т о д а к о м п л е к с н о г о и н т е г р и -
р о в а н и я .

§ 1. Общая теорема

О п р е д е л е н и е 1. Рядом Дирихле называется вы-
ражение

где а„ — комплексные числа (коэффициенты ряда Дирих-
ле), s = a + it.

Рассмотрим с у м м а т о р н у ю ф у н к ц и ю коэффи-

циентов ряда Дирихле Ф(х) = 2J an. Функцию Ф(х) мож-
но выразить при определенных условиях па ряд (1) че-
рез /Ы.

Т е о р е м а 1. Пусть ряд (1) для /Ы абсолютно схо-
дится при о > 1 , \ап\^А(п), где А(п) > О— монотонно
возрастающая функция п и при а -*• 1 + О

2lan|rc-« = 0((a-l)-a), a>0.
• n = l

Тогда при любых bo^b> I, T^ I, x = N + -~-, имеет ме-

сто формула
Ъ+iT

ф (х) = У а \ f(s) ds + O\
+

(х) = У. ап = ~ \ f(s) —

где постоянная в знаке О зависит только от Ь9.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего имеем

Ъ+iT

& I 4* =
Ъ-iT

1 + 0GТ | log a , если а > 1;

О 0 < а < 1.
(2)

Т I log а|

Действительно, пусть а > 1 ( 0 < а < 1 ) . Возьмем U>
> b и рассмотрим контур
Г(Г,) (см, рис. 5).

По теореме Коши

-U

I Г

-о-\

Ш

Е

m)-71 = i (e>D.

-г

Рис, 5,

и соответственно
1 Г asds Лj — = °

т. е.

1 f

bi
J

b-iT

Ь + iT
(3)

b—iT

где R и R, — соответствующие интегралы по сторонам I,
II, III. Интегралы по I и III равны по абсолютной ве-
личине; поэтому если а > 1 , то

ь

2.71 i

если 0 < a < 1, то

2л

Кроме того, если а > 1, то

2л

76

r l o g f l '

Пlog a | •

ц -т
при С/



и если 0 < а < 1, то

при U —>• + оо.

Переходя в (3) к пределу при U -> +°°, получим (2). Так

как х — N + — . то — =/= 1 при натуральпом п. Ряд (1)

абсолютно сходится при s = b + it. Интегрируя его по-
членно, найдем

b-iT n = l Ь-iT

где

Сумму под знаком О разобьем па две: в первую отнесем

те слагаемые, где—<-н- илп — ^ 2 ; для них
Og П

2 1 ап I
— ь ~ ~

= О I — ], то первая сумма будет

О
Т (Ь— 1 ) а

вторая сумма имеет вид
- 1

XA (2x) 2Ь TV+0,5 - l

Выделяя в последней сумме слагаемые с n = N—\, N,
/V + 1, которые являются величинами порядка О(х), для
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оставшейся части к находим оценку

ж/2 JV+l

= О (х log x).

Из полученных оценок следует утверждение теоремы.

§ 2. Асимптотический закон распределения
простых чисел

Асимптотическим законом распределения простых чи-
сел называется утверждение л (х) ~ -г— или, эквива-
лентное ему, г|г(д;) ~ х. Сейчас будет доказано более силь-
пое утверждение.

Т е о р е м а 2 (Ш. В а л л е - П у с с е н ) . Существует
абсолютная постоянная с > 0 такая, что

•ф (х) = 2 Л (и) = a; -j- О (a;e~c^ l n : c);
П.ЙХ

же г
111 U \

2
Д о к а з а т е л ь с т в о . При Re s > 1 имеем

£'(«) _ V А (я)

Не ограничивая общности, будем предполагать х =
= (7V+ 1/2) 5^ 100. Применим теорему 1; из гл. IV следу-
ет, что в теореме 1 можно взять а = 1, Л ( ) 1
Возьмем теперь

6 = 1 + -г^—, Г =' log х

Тогда

Ь-1Т

По теореме 5, IV и следствию из нее при некоторой аб-
солютной постоянной Ci > 0 в области R e s = a ^ a 1 = l —

— 2 log (Г + 2)' 1^1^^« дзета-функция t,(s) не обраща-
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ется в нуль, и, кроме того,

при s = Oi + it, s = a±iT, Oi *£ о s£ b, s = b + it.
Рассмотрим интеграл / по контуру Г (см. рис. 6):

С(»)
г

Подынтегральная функция имеет
внутри контура полюс первого по-
рядка с вычетом, равным х. Поэтому

Ь + ГТ

\f-ds = 2 + R,
ь-%т

Ь + гТ

& 1 (-
h

-т

Рис. 6.где R — сумма интегралов по верх-
ней, нижней и левой стороне Г. Оце-
ним эти интегралы. Первые два равны по абсолютной ве-
личине и оцениваются

Ь+ГГ

J _ Г / С (s) \ xs .
2Щ J \ £ ( * ) / «

J I ^JE±JIL\ Î

интеграл по левой стороне равен

1 ? ( V <s)\ х ' 1 Г С (о, + it) x"1

= О ^ i + J Т-)) =
Из полученных оценок, определения Г и а1 следует пер-
вое утверждение теоремы.

Рассмотрим

, у А(п)

п<х
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Во второй сумме к ^ log x и при каждом 1;>2 в сумме
<1/х слагаемых, не превосходящих 1. Поэтому

~gx). (4)

Полагая в лемме 4,1 с„=Л(«), fix) = I/log x, т. е.
С (х) = % сп = Ц(х) = х + О ( ^ - с / П ^ ) , /' И =

= — 1/ж log2 х, найдем
X

= Г_ФЫ
log x ~~ J i o g a „ Jog x

2

где

( X v

J log ц J

11 г ,—
= O\ \du-\-\ e-cVlozudu + xe

h

x
I du . x
J log2u l°g * ~log2 и l°g -1" log u

2

J o 8 " J o 8 ж

= 1logu ^ log 2 *
2

Отсюда и из (4) следует второе утверждение теоремы.

§ 3. Представление функции Чебышёва в виде суммы
по нулям дзета-функции

Метод комплексного интегрирования позволяет на-
писать явные формулы, связывающие различного вида
суммы но простым числам с пулями дзета-функции. Одна
из таких формул будет сейчас доказана.

Т е о р е м а 3. Пусть 2<кТ^х. Тогда

Ц(х)=У,Л(п) = х- У ^-+0 f*bg 2 s\
п^ж |1тр|«Г r \ T

где р — нули дзета-функции в критической полосе.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 3, IV при Re s > 1

С'(') = V А (») =
t (s) +* „«

n=l
оо

i_ M У /—L_ _L\ в (5)

где р„ — все нетривиальные нули £(s). Как и при доказа-

тельстве теоремы 2 (Ъ = 1 -f . ),

Ь + iT,

, . 1 С I I' (s) \ Xs

Ь 1 Г

(6>

где Г sg у, sg 7' + 1 и Т, взято так, что расстояние от пря-
мой lm s = Tl до ближайшего ну-
ля Ы

l

logr •П

(это всегда можно сделать, так как —
(теорема 4, IV, следствие 1) чис- -у
ло нулей £Ы, у которых Т «S
sS 1 т р ^ Г + 1, есть O(log Л ) . Рас-
смотрим интеграл /, ш

Рис. 7.

где Г — прямоугольник (см. рис. 7). По теореме Коши
и (5)

£'(0) (7)

Осталось оценить интегралы по сторонам Г I, II и III.
Интегралы по I и III равны по абсолютной величине и
оцениваются величиной

da. (8)
1

-0,5

6 А, А, Карацуба

- 0 , 5
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Интеграл по II не превосходит
- 0 , 5

2п

- 1и
-г,

У

Оценим величину

С (-0,5

(-0,5 +^)

С (а + , где -0,5 *£ о < Ъ и i = ТиС (а + it)
или о = —0,5 и 2 s£ U| < 71!. Опять (теорема 4, IV, след-
ствие 3)

Последняя сумма имеет порядок 0(logz:r), так как если
lt\ ^Tlt то о = —0,5 и нулей t,(s) таких, что \t — yn\ *Zl,
не больше O(log (UI+2)); если же t = Tu -0,5^.a^b,
то в силу выбора Tt

Из полученпой оценки, (8), (9) и (7) следует утверж-
дение теоремы.

З а м е ч а н и е . Возьмем в доказанной теореме Т =
= ехр (Vina;). Из теорем 4 и 5 гл. IV будет следовать еще
одно доказательство теоремы 2.

ЗАДАЧИ ;

1. Пусть ряд f(s), f(s) = > — , абсолютно сходится при

Re л > 1, и пусть при некотором 6 > 1 A (I) = ^ fln' 5 (&) =

ОО

' ( 6 ) 1=г . Тогда при имеет место равенство

b + iT

Ь-iT
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В ( Ь ) £ _ + 2Ь —sf^+logr] max

2. Доказать, что при Т ̂  2
2Т

j с(у + г«)|4^ = о(Пп4г).
г

3. Доказать, что при X ^ 2

где Ра(и) —многочлен третьей степени.

4. Доказать, что при X Г> 2

лг (X) = 2 и (») = о (х е -
с У Г °г5).

5. Чтобы £(s) не имела нулей в полуплоскости Res>"f,
1/2 < f < 1, необходимо и достаточно выполнения одного из со-
отношений (е > 0 — произвольно мало): а) 1|э (х) = х + О (x v + e );

X

б) п (х) = 1 т ^ г + ° ^ v + e ) ; в> м ы=
2

6. Пусть 0 ̂  а < 1, N ̂  2. Тогда

^~P f tr (pft) + О (log3 Я),
П=2 Ph

где рА —пули g(s) и х = -у- +2nia.

7. Полагая гр0 (я) = 2 1 доказать, что при

8. а) Пусть г(п)—число решений уравнения ф(гс)=гс. Тогда

In ж).2г (п)=сх+о(*\ б) Доказать, что \ _1_=с In г+О (In
I l l *•• Ф (га)

9. Пусть х > 2. Тогда

Ш
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Г Л А В А VI

МЕТОД И. М. ВИНОГРАДОВА
В ТЕОРИИ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ

В этой главе будет доказана т е о р е м а о с р е д н е м
И. М. В и н о г р а д о в а и на ее основе — оценка дзета-
функции в окрестности Res = l, новая граница нулей
дзета-функции и новый остаточпый член в асимптотиче-
ской формуле распределения простых чисел.

§ 1. Теорема о среднем значении модуля
тригонометрической суммы

Средним значением модуля тригонометрической суммы
называется величина J,

j = j K n { P ) = f... f I 2 в«-К-+
о о | х ^ р

В ряде задач теории чисел важно знать порядок роста /
с ростом Р ( т е о р е м а о с р е д н е м з н а ч е н и и ) .

Докажем несколько вспомогательных утверждений.
Л е м м а 1. Пусть Хи ..., Хп — целые числа и

Л, п(Я,1, . . . , Хп) — число решений системы уравнений

к
(1)

Справедливы следующие соотношения:

а) Jh,n (^i. . . . Дп) =
1 1

= j . . . П 2 е

2 П 1 ( а 1 Х + - + а п Ж П ) 2"е-2Я{(а1).1+...+апХ„) d c t i

о о I х < р

...

б) Л.п {\, ... Д „ К Jh.n (0, . , . , 0) = Jht» (P) = / ;
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в) 2 / * , n ( * i . . . . Дп) =

г) \Х1\<кР,...,\\п\<кРп;

д) J = / f t>nl

е) е с л и х и ..., х 2 к удовлетворяют (1) с Xt = ,,, — Хп =
= 0, го :r, + yl, ..., a;2ft + yl удовлетворяют (1) с Х, = . . .
. . . =» Хп = 0 ири любом А.

Д о к а з а т е л ь с т в о . При целом X имеем

(1, если X = 0;

[0, если ХфО.

Отсюда а) следует, если возвести модуль подынтеграль-
ной функции в степень 2к и проинтегрировать по at, ...
..., ап; б) следует из того, что модуль интеграла не пре-
восходит интеграла от модуля подынтегральной функции;
в) следует из того, что левая часть равенства есть число
всех возможных наборов хи ..., х2к системы (1), т. е.
Ргк; г) следует из условий па хи ..., x2h;

д) следует из в), б) и г); е) следует, если последова-
тельно подставим в первое, второе, ..., последнее уравне-
ние системы (1) числа х{+А, ..., х2к + А. Лемма до-
казана.

Л е м м а 2. Пусть ич, vv>0, а > 0, 0 > 0, а + 0 = 1.
Тогда

Р I P \a I P

v=l \v=l / \v=l

{неравенство Гёлъдера).
Д о к а з а т е л ь с т в о . При х > 1 имеем

ха г? ах + р,

так как функция ха — ах — fi — убывающая. Отсюда при
а, Ъ е [0, 1] получаем

Полагая

6 =р ' р

v=l v=i

получим утверждение леммы.



Следствия.
1. Неравенство Коши;

W=l / \v=l / \v=l
P \ft IP \h-l P

о I V .. „. I ^ - I V .. 1 V .. .Л
\v=l / \v=l / v= l̂

P \h P

^^ j V I '^^^ ^^J ^V •

. v=l / v=l

4, Пусть Uj^O, £ = ! , . . . , & ; тогда

{cpeduee геометрическое неотрицательных чисел не пре-
восходит их среднего арифметического). При к = 1 нера-
венство очевидно; предполагая его правильность при
к— 1 и пользуясь (2), получим
,, „ —((,, „ M(k-l)yk-l)/h( k\l/k __
щ ... uh — {(их ... ик_{) ) [uk) =

к — 1 / ч к~Х , 1 ft ^ "l + ' ' • + "ft

Л е м м а 3. Пусть п>2, Р>(2п)1п, Д=(2п)\ R —
наименьшее целое число с условием HR > Р, наконец,
i>i, ..., г;„ пробегают целые числа интервалов

где при некотором со с условием 0 === со < Р имеем

Тогда число ЕЛ систем значений vu ..., vn таких, что
суммы V1 = v1 + ... + i v . . . , Vn = Vi + ... + Vn ле-
жат соответственно в каких-либо интервалах с длинами

1 , . . . , Р - \ (3)

удовлетворяет неравенству

E1<erw H * , r{n) = -—lnn+vn
2 + Yn.

А если v\, ,, ,,v'n пробегают те же значения, что и vx,..,
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..., vn {независимо от последних), то число Е случаев,
когда разности V1 — Vlf .. , ,Vn — Vn лежат соответст-
венно в каких-либо интервалах с длинами

Р1'1^, ..., pW-W, (4)

удовлетворяет неравенству
п(п—3) Зп—1

Е<2енюН * Р » .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала оценим Е{. Пусть s —

целое число с условием 1 < s < п. Если при заданных
v,+1, ..., vn суммы Vi, ..., Vn лежат соответственно в ин-
тервалах с длинами (3), то суммы ь\ -(-...-}- vs,..., î i -f-
+ • • • + v's лежат соответственно в некоторых интервалах
с длинами 1, . . . , Ps~l.

Пусть Tit, ..., т|. и rii '+li, ..., !!„ + !„ — две системы
значений vt, ..., v, с таким свойством и с наименьшим
значением Т1„ (следовательно, %. > 0). Находим

Si + • • • -\
Ss

е
Ss = о,

откуда выводим
h - A' = 0;

Л =
Is

(5)

Л' =

(лх + ё.А) — л г (ч
Ei

( n l + l i ) 8 _ n J (г.
s ^ i

S - l ~Г £S- l ) — 'П._ !
1 0

S r
! - l (

0

' s - l

a
p • - 1

Далее к равенству (5) применим следующее преобра-
зование. Оба стоящие в нем определителя разложим по
элементам первого столбца и, рассматривая результат
как разность значений некоторой функции от Vi при vt =
= т | г + | 1 и при 171 = 11!, применим формулу Лагранжа.
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Получим новое равенство, где элементы первого столбца
заменяются соответственно числами 1, . . ., з{~ с неко-
торым хи подчиненным условию Xt < xl < 1Y Проведя
далее аналогичное преобразование в отношении второго,
третьего и т. д. и наконец предпоследнего столбца и за-
тем еще в отношении последнего столбца, но только
лишь для первого определителя, получим

А , =
1 1

s - l s - l
г1 • • • xs

1 . . . 1

c s - l xs-l vs-l ps-l
1 ••• s - l s

Х3 <^ Г s .

Отсюда находим
S - 1

— 7 P TJ

r = 0

где UT является коэффициентом при xT

s в разложении

А, = (х. — х{)... (xs — х,-.^A3_4

по степеням xs и, следовательно, равен произведению
А,_! на сумму произведений чисел —хи ..., —ха-и взятых
по s — 1 — г. Поэтому будем иметь

8 - 1

откуда, ввиду справедливого при ( > 1 неравенства
х1+1 — Xj > (2t — 1)7?, получим

TT S—1

a ( 2 - 0 , 5 ) . . . ( s - 0 , 5 ) '

где, ввиду

In (2 — 0,5) -f- , . . -f- In (s — 0,5) > j In xdx = s In s — s + 1 ,
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будем иметь '•••'
Ls < 4e3-1s-\

Из доказанного следует, что v, при s > 1 и при заданных
vs+i, ..., vn может иметь лишь меньше чем ^te'~ls~sH"~l

различных значений. А так как vt при заданных v2, . . .
..., vn лежит в интервале с длиною 1 и, следовательно,
не может иметь более двух раьличных значений, то
имеем

Е, < 2 ft Ue'-Vtf- 1 ) = 2- 4й"1 (e//)n(7l-1)/2 П s~\
2s~2

откуда, ввиду
Г 2 2

s In s > \ s Ins ds > j |- In и — T-,
s=2

находим
£• < e

r ( n ) - 1 / / n ( n - 1 ) / 2

А отсюда, ввиду

для числа Е' систем значений vit . . ., vn таких, что сум-
мы Vi, ..., Vn лежат соответственно в каких-либо ин-
тервалах с длинами (4), получим неравенство

Е' < e

r ( n ' // n ( n ~ 1 ) / ' 2 p ( n ~ 1 ) / ' 2

Наконец, замечая, что число всех систем v{, . . . , vn

меньше, чем 2РпН~п, найдем

Л е м м а полностью доказана.
Т е о р е м а 1 (о с р е д н е м И. М. В и н о г р а д о -

в а). Пусть х>0 — целое, к > пх, Р > 1. Тогда

J = Л(Р) = Л, п(Р) ^ Dx • Р™-^\
где

£>т = (ит) 6 п т (2и) 4 п ( п + 1 ) т .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, теорему достаточно
доказать лишь для к = пх. При т = 1 и любом Р теорема
верна, т. к. интеграл Jn(P) равен числу решений системы



уравнений
xL -f-.., -j- xn — xn+1 — . . . — x2n = 0,

-n — ^ n + l — • • • — X2n = U,

которое не превосходит
n\Pn Д

Кроме того, при т > 1 и P^.D\' x' утверждение тео-
ремы тривиально. Поэтому будем рассматривать лишь
случай, когда т > 1, Р>В\/Ш).

Пусть т и Ро — натуральные числа, и пусть теорема
верна при т =£ т, Р^Р0, а также при т ^ т + 1, Р <Ро.
Докажем, что она верна и при т ^ т + 1, Р = Р„; тем са-
мым, согласно принципу математической индукции, бу-
дет доказано, что теорема верна всегда.

Положим 7г = га(тп+1), Н = (2п)\ Д = [/>#-•+11.
Тогда Р sS RII и Jh(P) г£ Jk(RII).

Преобразуем подынтегральное выражение интеграла
Jh{RH). Прежде всего

ПН 11-1

5 = 2 егптх) = 2 S(y),

где

f {х) = а,х + . . . + апх
п

z = l

Следовательно, Я - 1 Н-1

1/1=0 1/̂ =0

Набор чисел г/i, ..., ук, а вместе с ним и произведение

назовем правильным, если среди чисел г/1; ..., ук есть и
таких, что разность между любыми двумя из них по аб-
солютной величине превосходит единицу. Остальные на-
боры и отвечающие им произведения назовем неправиль-
ными. Пусть теперь

Sh = Wl -Ь W2,
где W, состоит из правильных произведений SiyJ...
...S(yk), a W2 — из неправильных. Тогда (лемма 2, след-
ствие 3)

URH) sg 2/, + 2/2,
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где
i i

JVL = J . . . ^W^da^.. dan, | x = l , 2 .
о о

Оценим Jt. Применяя лемму 2, следствие 3, найдем
i i

Л < # 2 f t max j . . . Us (у,) ...S (yk) | 2 da, . . , dan.
Vv--,Vko о

Будем считать, что максимум достигается на числах
у и ..., ук, и числа уи . . . , ук расположены так, что yt <
<Уг<-.-<уп, причем г/v+i— г/v > 1, v = 1, 2, . . . , п—1.
Сумму SiyJ, v > / r + 1 , мы разобьем на ^t = [RP~i+l/n +
+ 1J малых сумм, каждая с длиною интервала суммиро-
вания pl-l/n или, быть может, меньшей (последняя). Тог-
да произведение

S(yn+i)...S(yh)

представится суммою не более чем th~n слагаемых вида

где S'(y^) — одна из сумм, полученных разбиением S(y,).
Далее, пользуясь тем, что среднее геометрическое неотри-
цательных чисел не превосходит их среднего арифмети-
ческого, найдем

1^ \Уп+1)\ . . . | О (Ук)\ ^ ~к~^~к •

С л е д о в а т е л ь н о ,

где у — одно из yn+i, •.., Ук- Но последний интеграл ра-
вен числу решений следующей системы уравнений:

- (zn + I + Ry,)v - . . . - (z2n + RyJv =

= (z2 n +i + aY + . . . — (z2ft + аУ, v = 1, 2,

в которой уi, ..., yn, a — фиксированные целые числа,
0<a=A+Ry<P, уц-t — г/„> 1, Ц = 1,2, . . . , п - 1, не-
известные Zi, . . . , z2n меняются в пределах от 1 до R,
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а неизвестные z2n+1, ..., z2h меняются в пределах от 1 до
Р ' < Р ' ~ 1 / П . Эта система эквивалентна такой (лемма 1, е):

(*1 + RVi -a)v + ...+ (zn + Ryn - of -

- (zn+1 + Ryi-af-...- (z2n + Ryn - a)v =

= Zzn+l + • • . — ZV

2k, V = 1, 2 П.

Пусть J — число решений последней системы уравнений,
У'(Х(, ..., Хп) и ]" (X,, ..., Хп) —числа решений таких си-
стем:

(z, + Ryi - аУ + . . . + (zn + Ryn - aY - (z

. . . - (z2n + Ryn - a)v = Xv, v = 1, 2, ..., n

и
v . . . + zh+n — zh+n+1 — . . . — z2k= Kv, v = 1,2,... ,n.

Тогда

/ = 2 /(*!,...лоЛ*!,...,*».).
Применяя лемму 1, б), паходим

Но последняя сумма равняется числу решений системы
неравенств

I (z, + Лг/. - a)v + . . . + (zn + Ryn - аУ -

- (zn+I + Д ? 1 - a)" - ... - (z2n + Ryn - a)1 <(Л - ra)^1-1'»',

v = l,2, ..., n.

Применяя второе утверждение леммы 3, получаем
n(n— 3) зп—1

2 / ' (Л-!,..., Я„)< (2Л)П 2/(71)Я 2 p 2 ,

Объединяя найденные оценки, приходим к неравенству

( ) [ +) Н 2 Р а Д
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По предположению индукций

Далее находим (пользуемся тем, что Р> D

Р > (2п)ап при т sS п\

и

Р>(2п)Нт+1) при т>п.

Поэтому

-i(k-n)f ^ , 2P~inHYmn

n(n—3) зп—1

2 P 2 X

Теперь оценим Jz. Из чисел 0, 1, . . . , Я — 1 можно не
более чем Нп~Ч(.п— 1)! способами выбрать возрастающий
ряд из п — 1 чисел. С каждым таким рядом связано
(2и —2) А наборов у„ . . . , #ft. Поэтому общее число непра-
вильных наборов г/i, . . . , ук будет не больше чем

Л п - 2)" = В.
(я-1)1

Следовательно, /2 не превосходит

где #1, . . . , ук — такой набор чисел, при котором послед-
ний интеграл принимает максимальное значение. Опять
пользуясь неравенством между средним арифметическим
и геометрическим, леммой 2, и предположением индукции,
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получаем, что
1 1

... dan =
о о

= В2 Jh (Я)

Из оценок интегралов /,, и /2 следует доказываемое ут-
верждение.

§ 2. Оценка дзетовой суммы

Тригонометрические суммы вида

2 и", 2 «"
п=1 а<п^2а

будем называть д з е т о в ы м и суммами.
Для оценок таких сумм потребуются две леммы.
Л е м м а 4. При Р>1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно предположить, что 0 <
< а < 1. Тогда

р

е2Я!СХХ — 1 1 1
_ 11 ' | s i n Jtct ( ~~~~ 2 1 | <х || "

Лемма 5. Пусть

Тогда при любом р, {/ > О, Р > 1 «меси

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать, что при
любом [i,
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Имеем

я т ?2 '
?Pi>g, 1б'Ы1<2?.

Так как функция liarll—периодическая с периодом 1, то,
делая замену у = ах+ [q$J, найдем

где 16" (у)\ < 2. Если 2 < Iу\ sS q/2, то

\> —

Лемма доказана.
Т е о р е м а 2. Существуют две абсолютные постоян-

ные с > 0 и ч > 0 такие, что при 2 ^ N ^t

2 и" (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 100 ^ Л/ ̂  N; оценим
2М

Возьмем а = [М 5 / п], \<,х, у «S а. Имеем
2М

п=М

Отсюда

W(n)

где W (п) = W = 2 2 в1

х = 1 у = 1

п . Оценим 1ТУ1. Так как

> — I I = 2 sin Ф ф | , то при г
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где

m = i

. 11 log t <
Г г < - log M ^ T -

Определим целое число г из условий

Тогда

где

I)7

2я/п , m = 1,

При целом к 5з 1 (леммы 2 и 1)

| W1 \2k
a

V 2ni(a1xv+...

Далее (леммы 1, 2, 4),

X 2 Л , г ( ^ , . . . , М

t . r(0 0 ) Х

X
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где
Ат = 2кат, т = \, ..., г.

Для целых т из отрезка

сумму по \im оценим, пользуясь леммой 5; для остальных
т сумму по \im оценим тривиально, именно, величиной
(2AJ\ Имеем (т из (7))

/2Ат. 6 Ь 1 (2Ат -f qm In qm) •

где
т 1 D

a m = (— l ) m l , gm = [ I 0m < 1 .

Из условий на т находим

<Тт<400.(32) г(24т)2Г-2 / 1 1;

8 log t

Так как a=£ MWil, TO, выбирая наименьшее целое т из
условия ет > 380г и применяя к оценке Л, ДО, ..., 0) тео-
рему 1 при к = гх, получим

4 logt

1 3 Я

где Ci>0 и fi > 0 — абсолютные постоянные.
Отсюда следует нужная оценка 151, а из нее — оценка

теоремы (6). Теорема доказана.
С л е д с т в и е . При \tI > 2

£(1 + it) = O(log2/3 Ul).

Доказательство получается из леммы 4, IV и лем-
мы 4, I.
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§ 3. Оценка дзета-функции вблизи единичной прямой

Оценку типа оценки следствия теоремы 2 можно полу-
чить и в окрестности прямой Re s = 1.

Т е о р е м а 3. Существует абсолютная постоянная ft >
> 0 такая, что при о > 1 — ft log""2'3 \t\, \t\ ^ 2, выполня-
ется оценка

Б(о + it) = OUog2'3 If I).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно предполагать о ^ 2 . Возь-
мем fi = f/2, где f > 0 — абсолютная постоянная теоре-
мы 2, ЛГ = [охр (1п2/3 \t\], x=\t\.Ilo лемме 4, IV

-£+ 2 17 + 0(1)-" n

Модуль первой суммы не превосходит

N N

Для оценки второй суммы применим лемму 4, I, полагая

сп = и-», С (и) = 2 «' i (. / («) = «-".
iV

и теорему 2:

У 4" < с т f | С (и) | и-1-^!* + | С (ж)

(
log»

J e w ^ 2 i " g | t | У

Теорема доказана.
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§ 4. Теоретико-функциональная лемма

Для уточнения границы нулей дзета-функции потре-
буется следующее вспомогательное утверждение.

Л е м м а G. Пусть F{s) — аналитическая в круге
I s — So I < г функция, F(s0) Ф О, и в этом круге

FU)
F(*o)

Если F(s) Ф О в области \s — st.

a) Re ° ^ log M;

r/2, Re(s-so)SsO, то

где р — любой нуль F(s) в области Is — s 0 l<r/2,
Re (s - s0) < 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию

g(s) = F (s) П (s — Р Г \ S ¥= P. g (P) = lim g (s).
p s-»P

где p — все нули F(s) в круге |s — sol ^ r/2 с кратностью;
g(s) — аналитическая в круге |s — sol ^ г функция. На ок-
ружности |s — sol = г имеем

(s) п
Следовательно, такое же неравенство имеет место в кру-
ге Is — Sol ^ г. Рассмотрим меньший круг Is — s 0 l^ r/2;
в нем g(s) Ф 0. Поэтому, беря главную ветвь логарифма,

видим, что / (s) = In —r-~ аналитическая функция в
g\so)

этом же круге и

Re/(s) = g(s) logM

(M > 1 по принципу максимума, так как при s = $0

, — 1 и Re/(so) = O). Поэтому, применяя лемму 4, а),

II, получим
*' (so)

F'(so)

.ylogM;

. 4
so~P
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т. е.

Так как Re (s0 — р) > 0, то из

Re
F' (*о) •

следуют утверждения леммы.

§ 5. Новая граница нулей дзета-функции

Уточнением результатов гл. IV, § 3, является
Т е о р е м а 4. Существует абсолютная постоянная

с > 0 такая, что t,(s) ¥=0 в области

In 3 (| 11 -f- 10) In In ( | 11 -f- 10)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t>tu>0, t—ордината
нуля р = о + it; положим

— f - ^ '- . *<i.
In 3 (2t + 2) In In (2t + 2)

к

Надо доказать, что d > ct > 0. Будем считать, что ta на-
столько велико, что

где fj > 0 — постоянная теоремы 3. Тогда

d У,

- 10 '

Рассмотрим точку

— U it =

(см. рпс. 8). Из точки s0 опишем круг радиуса г,

г = ;—= ;
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точка р будет лежать внутри круга радиуса г/2 с центром
So, ввиду того, что

2 In2 3 (2f+ 2) 1п2 / 3 (2t + 2) In In (2t + 2) '

Полагая в лемме 6 F(s) = £(s),
оценим

в круге Is — sol ^ г. По теореме З
в круге I s — So I «£ г

Кроме того,

1 < v J _ < i + Гrf" _
I а \ 0/1 n = i ^ ~ и

*• л.

Поэтому

45

l'2~d~-

Точно такая же оценка имеет место в круге Is — s,!«£r,
Si = o0 + i'2i. Так как t,(s) ¥=0 в областях Is — so| «S r/2,
R e ( s - s 0 ) > 0 и | s - s , | s £ r / 2 , R e ( s - s , ) ^ O , то, приме-
няя лемму 6, найдем

Re- : — — logM + Re—-— =

In2/3 (2t + 2) In In (2t + 2)

Re - Ш > _ 1 i o g M = _ ± in2/3 ( 2 f + 2 ) l n ^

Кроме того, при о0 > 1

г( т о - 1

Далее (как в гл. IV, § 3),
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Подставляя полученные оценки в последнее неравенство
и производя сокращения, найдем

или
1
d

Так

I n j

/In

V

как

ln(2f +
20d

\n(2t +
20

din d

2)

2 ) i
1

+ 0

2 0 d l n

г? 1 1
Yi

dWf40

> oo при

i IT» О

ln ln

d->0

неравенства видим, что d 5= ct > 0. Утверждение теоремы
следует из уже доказанного и теоремы 5, IV.

§ 6. Новый остаточный член
в асимптотической формуле распределения

простых чисел

Простым следствием теоремы 4 и результатов § 3, V
является

Т е о р е м а 5. Справедливы следующие асимптотиче-
ские формулы (х ^ х0 > 0):

In In х

X

, . Г du . г. I I I \nx \o,e\

п(х)=\-. Ь О I x е х р — с 2 -т—-.—
4 ' J In и ' ^ ^ ^ 2 ^ In In лгу у

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем T, ln T = ln3/r> x X
X (ln lna;)-3/5, применим теорему 3, V и теорему 4; будем
иметь

' т° У — 4- П
\1тпр\<Т Р

где

n In Z1'

Отсюда получаем первое утверждение теоремы. Второе
утверждение следует из первого (см. § 2, V).

102



ЗАДАЧИ

1. Пусть с > 0 — произвольное фиксированное число, f — по-
стоянная, 1 < Y < 3/2, т ф О, Р Js 1,

Если 0 < | т | < ^ o g P ) 3 - - ^ г д е 0 < 8 < д _ 2 ^ Т О

2. Пусть 0 < а ^ : 1 н D(a)—количество чпсел ряда х — 1,
2, .. ., Р с условием {f(x)} < а.

Если f(x) удовлетворяет условиям задачи 1, то

Мо) = о(я е - е « ( 1 «* | ' ) "
3. Пусть 0,5 с Re s s£ 1, \l\ ^ 2; тогда

£ M = " 0 ( l * l c ( 1 - o ) 8 / ! ! l o g
4. При х ^ 1 имеем

2 xft (n) = Z P ^ ! (log X) + 0Z!- p (Cl log Xf ,

где p = с/А:2/3, ] 0 | г£ i, P / i _ i ( « ) — м н о г о ч л е н степени к—1.
5. Пусть вещественные числа а ь . . . , aw линейно независимы

над нолем рациональных чисел, 0 < е < 1/4. Тогда дли любых
вещественных чпсел Pi, . . . , fijv найдется t такое, что | | u i t — Pill <
< в, . . , , \\uNl — PKII < e.

6. Пусть

Ф ( . Г ; s, G ) = S «"* e p

n a,,(n)
p ^ —каноническое разложение п на простые сом-

v
ножителц, Op — независимые вещественные переменные, индекси-
рованные простыми числами. Если

Ф(Х; so, в) = 0 ,

то для всякого S > 0 найдется s{ такое, что Re si > Re s0 — б и

7. При Re s > 1 справедливо равенство

х (и) т
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где

8. Доказать, что

а = 0; б)-£-
6=1 ds

d С (2.)

s = l

9. Пусть

где 6р , 6 р , . . . , 6pf t— независимые вещественные переменные,

индексированные простыми числами в порядке следования. Дока-
зать, что для всякого натурального т найдется кв = кв(т) такое,
что при любом к ^ ко уравнение

имеет вещественное решение (0 , . . . , 0 \.

10. Доказать, что существует вполне мультипликативная
функция Х'(п), т. е. Х'(пт) = Х'(п)Х'(т) при любых натураль-
ных п и т, с условиями

а) | Г ( л ) | = 1 ;
б) равенство Я ' ( р ) = М р ) = — 1 выполняется для всех прос-

тых р кроме конечного их числа;
в) функция F(s), определенная при Re s > 1 равенством

оо

Х'(п)
S '

п = 1 га

имеет мероморфное продолжение на всю s-плоскость;
г) F'(s)\,=i<0;
д) справедливы соотношения

при о

11. При любом о е 1, 1 -f- —— I, X ^ XQ > 0, множество зна-

чений функции F\,

F. = F. (е„) _ V ( 1 ,1 А О р у - 2d -f

от вещественных переменных 6Р, 0,5Х <С р ^. X, является кругом
K = K(R) радиуса R>c/\nX с центром в точке (Д, 0).
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12. Существует с\ > О такая, что при Х ^ Х 0 > 0 и а =. 1 +
-\- ci/ln X имеет место соотношение

_ V k'(n)^K = K(R).

13. При а = 1 + q/ln X, X :> Хо > О, существует решение
уравнения

п<Х

с вещественными 0 р , 6 р , . . . ( ф ^ А ^ а , 6J из задачи 6).

14. При X :> Хо > 0 уравнение

имеет решение s\ такое, что

R e * 1

> 1 + 2IFT



Г Л А В А VII

ПЛОТНОСТЬ НУЛЕЙ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ
И ПРОБЛЕМА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

В ИНТЕРВАЛАХ МАЛОЙ ДЛИНЫ

Из асимптотической формулы для п(х) (теорема 5, VI)
следует, что на интервале (х, х + у), х > х0 > О,

у = х ехр — с In In х

,6\

1
есть простое число. Применение теорем о плотности рас-
пределения нулей дзета-фупкции в критической полосе
позволяет получить значительно более сильный результат
(см, следствие теоремы 2).

§ 1. Простейшая плотностная теорема

О п р е д е л е н и е . При O s S a ^ l , T ^ 2 функции N(T)
и N(a, Т) задаются равенствами

N(T)= 2 1, N(a,T)= 2 1;
l l K T |Imp|«T

R ^

другими словами, N(T) — число нетривиальных нулей
дзета-функции в прямоугольнике l i m p i d 71, Ma, T) —
число нулей дзета-функции в прямоугольнике Ц т р | ^ Т,
Re p > а.

Проблема состоит в том, чтобы для N(a, T) получить
возможно более точпую оценку. Предварительно докажем
лемму.

Л е м м а . Пусть Sit) — комплекснозначная непрерывно
дифференцируемая на отрезке [t0, th] функция,

*„<*»<.. .< **-» < h.

Тогда, полагая б = min {tr+1 — tr), будем иметь



Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим функцию (0г(£) сле-
дующим образом (характеристическая функция интервала
(«г, *r+i)): . ..

(1, если tr^. ts^ tr+1;
r I 0 в остальных точках.

Положим
t

1 Г
ф г (i) = \ сог (и) du,

«О

Тогда

*r+l

5- J

Суммируя обе части неравенства по г и применяя к ин-
тегралу от произведения неравенство Коши (квадрат ин-
теграла от произведения неотрицательных функций не
превосходит произведения интегралов от квадратов функ-
ций), получим утверждение леммы.

Т е о р е м а 1. При 1/2 =ё а < 1 имеет место оценка

Mo, T)^craii-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т>2; возьмем в теоре-

ме 6, IV х = Т. Тогда при -̂ | | Г

8Т^
га 1

Умножая последнее равенство па

(л "У 1Х(") у _ г20'1,
пех п*
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найдем

где

Далее,

где

(1)

П-4Т

ап= 2
т\п

n/m-4T

= (1, если п = 1;
\0, если! < и ^ X. (2)

Кроме того, всегда \ап\ =£! т(ге). Пусть теперь s = р, £(р) =
= 0; тогда из (1) и (2)

2 Ч
<п<ХТПГ

2 Ч

+ 0 *1

Суммируя обе части последнего неравенства по всем ну-
лям дзета-функции из прямоугольника a =S Re p < 1,
I Im р| ^ Т, найдем

\Мх(9)\21

Преобразуем сумму по р так, чтобы можно было приме-
нить лемму. Возьмем А = [In Т] и разобьем отрезок [—Т,
+Т] на отрезки длины 1 вида

Ат + п, ге = 1, ..., A; \m\<TA-i + i.
Тогда

2= 2 i 2 <
Р \m\<TA~1+l n = = 1 Am+n—Kim p<Am-\-n

^ A max 2 2
H n a |m/<TA-l+l Am+n-Klra p^Am+n

Так как в каждом прямоугольнике А тп + и — 1 < Im p ^
^Ат + п пе более с2 In T нулей, то, выбирая по одному
нулю из каждого такого прямоугольника, получим не бо-
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лее c3 In T сумм; обозначая через 2 ' наибольшую из них,
Р

найдем

2Разбивая 2 н а не более чем с4 In T сумм, объединяя в
р

одну сумму слагаемые, у которых 7\ ̂  llmpl =^27\, 27\ =ё
^ Т, найдем

(3)
причем суммирование в S" ведется по нулям р дзета-
функции, Г, sg |lm р| =g 27\ < T, a ^ R e p ^ l , l imp —
— Im p'l Э= In T ~ 1. Оценим теперь сумму

h Ч

где Ъп — произвольные числа с условием | 6 „ 1 < т ( и ) , Y.
Э= 1 — любое целое.

Имеем (р = a r + itT)

Ь-п-Ъ-_ у (_L
Y<n<2Y \ га

X

х _2 ь-™-|1г + - ^ 5 - „ 2
Y <

Так как a =£ ar < 1, то

2' 2
УОК2У

1 2 2 2
Y<n<2Y r

К сумме Sn по г, У<га=^2У, применим лемму; получим
2Г,

V I . ..2
dt

/2Г, 1/2

j 2
1

I 2 dt

1/2
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Осталось оценить интеграл /,
2Г,

J =
у I r<m^n

dt,

где lc,J < тЫ) log т.
Возводя модуль суммы по т в квадрат, интегрируя,

найдем

i V

Iя < log2 У 2 т3 (,/*)« У log5 У;
YY

r = l
Т-1/ 2

V Y < ^
Отсюда

J « (TJ + У3) log6 Y; Sn « (Г.У + У2) log6 Y;

У '2 Ъ
(4)

Теперь, разбивая в (3) первую сумму в фигурных скобках
на <hi T сумм ц применяя полученную оценку (4) (заме-
тим, что в этом случае Х < У < X J T ) , найдем

2' 2 ^
аналогично, разбивая вторую сумму в фигурных скобках
(3) на <sln T сумм вида (4) (заметим, что в этом случае
1 < У < X), найдем

~ г 2 " i ш (р) I3«-f^r ( т^ + Х*~2О) Ill? т «
< (Г2~2СТ

In7 T < in' 71.

Из полученных бцепок, выбора X и (3), следует утверж-
дение теоремы,
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§ 2. Простые числа в интервалах малой длины

Т е о р е м а 2. Пусть h Зг я0 '7 5 exp (In0'8 х), х 3* х0 > 0;
тогда справедлива асимптотическая формула

г|г(ж + /г) - 1|:Ы =h + O(h exp (-In0'1 ж).

Д о к а з а т е л ь с т в о . При 2 < Г < а ; (теорема 3, IV)

Следовательно (можно считать h^x),

|Imp|«T "

(5)

Оценпм сумму по р. Имеем

(,r -f- hf —
x + h x+h

Р

где а = Re р. Далее,

S= 2 х°= 2 \logx[xudu + l) =

|Imp|<T llmpl^rV „ /

1

= N (Т) + log х 2 \x
u
F(u,a)du,

где
[, если 0^.и^.о;

Из определения F(u, а) следует равенство

2 F (и, а) — N (и, Т).
|1тпр|<Г

Теперь заметим, что если и > 1/2, то по теореме 1

Mu, T) <

если же 0 < и < 1/2, то будем пользоваться тривиальной
оценкой (следствие 1 теоремы 4, IV):

Ми, Т)<ЩТ)<ТЫТ.
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Кроме того, по теореме 2, VI ~ '
N (и, Т) = О, если только

U > ~ 1п2/3(Г.+ 10)1п1п(Г+10) = ~ 7 ' ''

Учитывая все это, приходим к оценке (считаем х>2ТЧ

Ч2

S < Т In T -f log x \ xuT In Tdu -f
о

l-V(T)

+ log a; ) x

uTia~u) (In 71)10 du <
1/2

< а:1/2Г In Г + ( ж Г " 4 ) 1 " ^ 1 1 ' ^ (In 71)10 In a:.

Отсюда и из (5) получаем
Ч> (я + ft) - ^ (*) _ , | п(Т\пТ\

Полагая в последнем соотношении

Г4 = а;вхр(-1п0''а;),
видим, что при

остаточные члены есть

Теорема доказана.
С л е д с т в и е . При обозначениях и условиях теоремы 2

на интервале (х, х + h) есть простое число.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

= h + О О ехр ( — lnOlla:)) > 1,

если х ^ ха.

ЗАДАЧИ

1. Пусть а — произвольное фиксированное число из проме-
жутка 0 < а ^ 1/4, t ^ tQ > 0, X <: р. Рассмотрим два соотноше-
ния А и В:
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A. U -

в. _

Доказать, что выполнение одного из них влечет за собой вы-
полнение другого.

2. Для того чтобы выполнялось соотношение (гипотеза Лин-
делёфа)

необходимо и достаточно выполнение любого из условия:
Г

а) 4 с 4 r = 1 , 2 , . . . ;

1

г
б) А Г 11 (а + it) \2hdt = О (ТЕ), а > 1/2, Л = 1,2, . . . ;

1

г
в) 1

г) £ " ( * ) =

> а о > 1 / 2 , 0 < б < 1—любое, Я = Я [к, б, а0) > О,

Д) ^ ( Х ) = . 2 ih(n) = XPh_ 1(lnX) + O(X^ a + E ) f ft=2,3,...

3. Пусть е > 0 — фиксированное число, и пусть выполняется
гипотеза Линделёфа. Доказать, что

N(a, Т) = О(у(2+е)(1-") In* T).

4. а) Доказать, что при N ^ No найдутся простые числа р и
р' с условием

N = P + P'+O(№>), ч>Ц2. (6)

б) При выполнении условий задачи 3, доказать (6) с произ-
вольным ^ > 0.

5. При выполнении условий задачи 3 доказать, что
Mp(x + >i)—y(x) =h + O(h exp (—In0' хх)),

где h ^ z°'5+e.



Г Л А В А VIII

L-РЯДЫ ДИРИХЛЕ

Подобно задачам о распределенип простых чисел в на-
туральном ряде можно ставить и решать задачи о распре-
делении простых чисел в арифметических прогрессиях с
разностью i ^ l и начальным членом I, 1 < I < к, (Z, к) —
= 1. Эти задачп важны по только как обобщения класси-
ческих, они имеют исключительно большое значение при
решении многих аддитивных проблем с простыми числа-
ми (см., например, гл. X).

Благодаря существованию мультипликативной функ-
ции, позволяющей выделить из заданной последовательно-
сти целых чисел подпоследовательность, принадлежащую
арифметической прогрессии вида кп + l, п = ..., —2, —1,
О, 1, 2, , удается применить уже развитые в гл. V ме-
тоды. Такой функцией является функция %(п), введенная
Дирихле и названная им характером. Везде ниже под ха-
рактером будем понимать характеры Дирихле.

§ 1. Характеры п пх свойства

Прежде всего определим характеры по модулю к, рав-
ному степени простого числа, и докажем их основные
свойства. Характеры по произвольному модулю к опреде-
лим затем через характеры по модулю, равному степени
простого числа; при этом основные свойства последних
сохранятся.

Пусть к = ра, где р > 2 — простое число, а > 1. Как
известно, по модулю к существуют первообразные корни,
и пусть g — наименьший из ппх. Через ind n будем обо-
значать индекс числа п, {п, к) = 1, по модулю к при ос-
новании g, т. е. число у = Т(̂ и) = т& п такое, что

gT = n (mod к).

Таким образом, индекс числа определяется с точностью до
слагаемых, кратных ц>{к).
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О п р е д е л е н и е 1. Характером по модулю k = pa

t

р>2 — простое, а > 1, называется функция %(п), областью
определения которой является множество целых чисел п,
и такая, что

X И = X(п; к) = %(п; к, тп) =

О, если (п, &)>1;
.тп ind n.т

Ф(Л) (и, й) = 1,

где m — г̂ елое число'.
Из определения характера видно, что функция %(п) =

= %(п; к, тп) зависит от параметра пг, является периоди-
ческой по в с периодом ф(/с), т. е. существует, вообще
говоря, фШ характеров по модулю к, которые получаются,
если брать m равным 0, 1, ..., фШ — 1.

Пусть теперь к = 2а, а ^ З . Как известно, для любого
нечетного числа п существует система индексов Yo = ^о(п)
и Yi = ^dn) по модулю к, т. е. такне числа Y« П Yn ч т о

n = (-l)V°5yi(modk).

Таким образом, числа Yo И Y» определяются с точностью до
слагаемых, кратных соответственно 2 и 2а~2.

О п р е д е л е н и е 2. Характером по модулю к — 2а,
а ^ 1, называется функция lin), областью определения ко-
торой является множество целых чисел п, определенная
одной из следующих формул:

(О, если (п, 2) > 1;

X («) = X (п; 4) = х (п; 4; w 0 , 0) =
(0, если (п, 4)>1;

) m ° V
( - l)m°V°, если (п, 4) = 1,

где п = (—l)0(mod4), m0—целое;

%(п) ==х(и; 2а) = х(«; 2а, m0, /»j) =

( и , 2 а ) > 1 ;

(я,2") = 1, а>3,

m0, wi4 — целые числа.

8» 115



Из определения 2 видно, что функция %(п) = %(п; 2а,
та, mj зависит от параметров т0 и т{, является перио-
дической по то и rrii с периодами соответственно 2 и 2°~2,
т. е. существует, вообще говоря, ц>(к) =<р(2°) характеров
по модулю к = 2°, которые получаются, если брать т0

равным 0, 1, а т , равным 0, 1, ..., 2°~2 — 1.
Ввиду того, что индекс числа или система индексов

числа периодические с периодом, равным модулю функ-
ции, аддитивные, т. е. индекс произведения (соответствен-
но система индексов произведения) равняется сумме ин-
дексов сомножителей (соответственно сумме систем ин-
дексов сомножителей), получаем следующие свойства ха-
рактера %(п):

1. %(п) по модулю к — периодическая с периодом к
функция, т. е. %(п) =%(п + к);

2, %(п) — мультипликативная функция, т. е. %(ппг) =

Очевидно также, что %(1) = 1.
Л е м м а 1. Существует ровно ц>(к) характеров по мо-

дулю k = pa, a S5 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо доказать, что из опреде-

ленных ф(/с) характеров нет двух тождественных. Прежде
всего при любом целом а справедливо равенство

л ^ч 2л{— [0, если а ^= 0 (rood ш)\
—- 7 е m = { (1)
m ~ 11, если a^O(modm).

Первое равенство следует из того, что сумма равняется

= 0, так как е т Ф 1;

второе равенство очевидно. Далее, если п по модулю к
пробегает приведенную систему вычетов, то у(п) или соот-
ветственно ч„(п) и чДгс) пробегают полные системы выче-
тов по модулю срШ или соответственно по модулям 2 и
2а~2 (случаи к = 2, А; = 4 тривиальны). Если теперь %(и;
к, тг) и %(п; к, тг) — разные характеры к=ра, р>2,
т. е. mi ^ m2(mod ф(/с)), то из тождественного их равен-
ства следует противоречие:

2 4 ё ^ 2 " *
Случай к = 2а доказывается так же.
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О п р е д е л е н и е 3. Характер %(п), равный 1 на чис-
лах, взаимно простых с модулем, называется главным и
обозначается %о(п).

Из определений 1—3 следует, что по модулю к = 2
%о(п) = %(п), по модулю к = 4 Хо(я)=х(гс; 4, 0), по мо-
дулю к — 2а, а>2, %0(п) = %(п; к, 0, 0), и по модулю к =
= рЛ, р>2, Хо(гс) = х ( и ' > ^> 0)-

О с н о в н о е с в о й с т в о х а р а к т е р о в — с в о й с т в о о р т о г о -
н ад^ь и о с т и — с о д е р ж и т с я в с л е д у ю щ е й л е м м е .
, Л е м м а 2. Справедливы равенства

1

\ ' xmodh (0, если пф1 (mod к),

где суммирование ведется по всем ср(&) характерам мо-
дуля к;

к

Доказательство леммы получается из (1) и определе-
ний 1—3.

Наименьший период характера %(и) может быть мень-
ше, чем его модуль. Важную роль в дальнейшем будут
играть характеры, называемые п р и м и т и в н ы м и (иног-
да п е р в о о б р а з н ы м и ) , наименьший период которых
равен их модулю.

О п р е д е л е н и е 4. Неглавный характер %(/i) = %(п;
к, тп) по модулю к = ра, р>2 — простое, называется при-
митивным (первообразным), если {тп, к) = 1; неглавный
характер %(п)=%(п; k)=%in; k, m0, т^) по модулю к =
= 2а, а > 3, называется примитивным (первообразным),
если mo—i, {nil, 2) = 1; неглавный характер по модулю
4 называется примитивным {первообразным). Все осталь-
ные неглавные характеры по модулю к называются про-
изводными.

Непосредственным следствием определения 4 является
тот факт, что каждому производному характеру по моду-
лю к = р* отвечает равный ему тождественно примитив-
ный характер по модулю ki = /Д [} < а.

Для примитивных характеров справедлива формула,
которая устанавливает связь между значениями прими-
тивных характеров и значениями с у м м Г а у с с а S:

,%)=2 l(n)e™^.
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Л е м м а 3. Если %(и) — примитивный характер по
модулю к, то

т(х)Х(и) = 2 x ( V ^ , (2)
а=1

где

т ( ] ( ) = 2 х ( « ) Д И Х ) 1 = / А . (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о . При к — 4 равенства (2) и (3)
проверяются непосредственно. Пусть к ФА, {п, к) = I;
определяя m из сравнения m n s l(mod к), будем иметь

— h - — 2Л'—

X (n) t(x) = 2 l W x M e X " =
а=1

k .ah . <m
v i — / v 2лг-т~ x i — / v 2Лг—^—

2 ( ) ft S ( ) fc

(воспользовались мультипликативностью %(п), пбрподич-
ностью %{п) п ~e21Xin'hn тем, что вместе с а числа am про-
бегают полную систему вычетов по модулю к). Осталось
рассмотреть случай (и, к) > 1. Слова в (2) стоит нуль.
Если к = р > 2, то (И, /С) = р, н справа в (2) также будет
нуль, так как % Ф %о и

Пусть теперь к = ра, а > 1 , п = гр. Тогда

а = 1 и=1 и—о

Докажем, что
Р - 1 _

ti=0

Пользуясь тем, что (и, р) = 1, периодичностью и мульти-
пликативностью х, достаточно доказать равенство

Р - 1

Пусть р > 2. Тогда первообразным корнем по модулю ра
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будет число g + pt, где g— первообразный корень по-мо-
дулю р, t — такое, что

Если ч — индекс числа 1 + upa~i по модулю ра, то *f =

(g + Ptf = (1 + Pbf1 = 1 + «р"- 1 (mod p a ) .

Отсюда находим

4i = иЪфа~г, bbi = 1 (mod

Следовательно,

где

2 J l i

, p) = l; 2 e p = 0.
tl=0

Пусть р = 2, /с = 2а, а > З. Тогда система индексов чис-
ла 1 + u2a~' равна 0, 2a~3, поэтому {то = 1, (иг,, 2) = 1),

= 0 .

Таким образом, (2) доказано при любом п. Из (2) и (1)
находим

2 х(«)
2Лг-

е к(X) Р = 2
7 1 = 1 П = 1

h k , (а—Ъ)п

= 2 X (а) X (Ь) 2 е2Пг ^ ~ = ^(/c),

что доказывает (3).
Лемма полностью доказана.
Определим теперь характер по произвольному модулю

к. Везде ниже к = рх . .. р/ — каноническое разложение
А; па простые сомножители.

О п р е д е л е н и е 5. Характером %(п) по модулю к
называется функция, задаваемая равенством

П ( Р ) (4)
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О п р е д е л е н и е 6. Характер по модулю к называ-
ется главным, если в (4)

X («." РТ) = Хо («; р"'), * = 1, . . . , г.

О п р е д е л е н и е 7. Неглавный характер по модулю
к называется примитивным (первообразным), если в (4)
%(п; рр)— примитивные характеры по модулю р^\ t =
= 1, . . . , г. В противном случае /(и) называется произ-
водным.

Из определения (7) следует, что каждому производ-
ному характеру %(п) по модулю к отвечает равный ему
на числах, взаимно простых с к, примитивный характер
%i(n) по модулю ки причем к{ делит к, В этом случае
говорят, что у,(п) является характером, и н д у ц и р о в а н -
ным %Ап), a Xi^) называют примитивным (первообраз-
ным характером, о т в е ч а ю щ и м ( п о р о ж д е н н ы м ) %,

Все доказанные выше утверждения относительно ха-
рактеров по модулю к = ра справедливы для произволь-
ного к и являются простыми следствиями уже доказан-
ных.

Сформулируем о с н о в н ы е с в о й с т в а х а р а к т е -
ра %(п) по модулю к.

1, Характер %(и) по модулю к — периодическая с пе-
риодом к функция, не равная тождественно нулю, причем
%(п) = 0, если (п, к) > 1, и х(^) ^ 0, если (п, к) = 1.

2, %(и//г) = %(п)%(т) при любых п и т (мультипли-
кативность).

3, Существует ровно ц>(к) различных характеров по мо-
дулю к.

4, Свойство ортогональности:

. _ II,

(о,
I, если п = 1 (mod Л);

x m5d k 10, если n^kl (mod к),

где суммирование ведется по всем ср(&) характерам
модуля к;

ь
, . II, если V = v0;; (и) = |

5. Пусть х — примитивный характер по модулю к.
Тогда

k .mn

120



где

т(х)= 2х(")е \ |т(х)1 =
п = 1

Свойства 1—5 доказываются просто. Докажем, напри-
мер, свойство 5. Пусть к = kik2, {k{, к2) = 1; тогда

%{т; к) =i(m; k^xim; кг).

Выражение rriik2+m2ki пробегает полную систему выче-
тов по модулю к{к2, когда mi и т2 пробегают полные си-
стемы вычетов соответственно по модулям к{ и к2.
Поэтому

ft

S = S (n,

< К) х

n, k2).

Кроме ТОГО, т(у) = S(l, к). Отсюда и из леммы 3 получа-
ем (5).

Характер х^) по модулю к можно определять свой-
ствами 1 и 2.

Л е м м а 4. Пусть Y(n)—периодическая с периодом
к функция целочисленного аргумента п, не равная тож-
дественно нулю, мультипликативная, т. е. Yinm) =
= Y(n)Y(m), причем Y(n)=0, если (п, к)>1. Тогда

Yin) = %(п; к, тп)
при некотором т.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (а, к) = 1; тогда

Т= 2 Y(n)x(n)= 2 Y(an)x(an) = Y(a)x(a)T.
n=l п=\

Поэтому либо Y(a) = %(а) при некотором %, либо Т = О

121



при любом %. Но тогда при любом Ъ, (.Ь, к) = 1,

П = 1

что противоречит условию. Лемма доказана.
С л е д с т в и е . Произведение двух характеров по мо-

дулям ki и к2 есть характер по модулю kik2.
Характеры являются комплекснозпачными функциями.

Особое место занимают характеры, отличные от главных
п принимающие только действительные значения; они на-
зываются д е й с т в и т е л ь н ы м и ( в е щ е с т в е н н ы м и).
Например, если р>2 — простое, то действительным ха-
рактером по модулю р будет такой:

/ р — 1\ \ 0' если (п, р ) > 1 ;
XV4 — Х\п, Р, 2 ) — | ( _ i ) i n d " j е с л и (И) р) ~ 1.

Этот х а р а к т е р называется с и м в о л о м Л е ж а н д р а п

обозначается (-Y Характер, принимающий хотя бы

одно комплексное значение, называется комплексным ха-
рактером %(п), а характер, принимающий значения, комп-
лексно-сопряженные к %(п), называется комплексно-сопря-
женным к %(п) и обозначается у(.п). Для любого характера
%(п) по модулю к выполняется равенство

Наименьшее натуральное г, для которого %г(п) = %0(п),
называется степенью характера; таким образом,
главный характер имеет первую степень, действитель-
ный— вторую, комплексный — третью или выше.

В силу мультипликативности характера

т. е. %( — 1)=±1, Характеры, для которых %(—1)=+1,
называются четными, а характеры, для которых %(—1) =
= —1, называются нечетными.

Отметим еще одно свойство характеров. Если %Ф%и —
характер по модулю к, то при любом М

ДхИ
Последнее неравенство можно уточнить, если % — прими-
тивный характер.
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Л е м м а 5, Пусть % — примитивный характер по мо-
дулю к,

<?= 2 х(«).
п < М

Тогда
\SKVklnk.

Д о к а з а т е л ь с т в о , Можно считать М < к — 1. По
свойству 5

к

и поэтому

. тп
л ••-, _ 2лг —

X (п) = -рт- 2 , X И е ,

ft — 1

* = -гЦ-2хМ 2« х = — 2 х Н
TV Y I ^ ^ ^ J I /f T( У) *™

^ л / m ~ l 71 <с Л? \ л / m — 1

Переходя к неравенствам, найдем

-ilsinK^l ft-i

.mM
2Я1 - г -

о ft

2Я1 - т -

е " — :

s i n л •
у

sin я .

Если А; — нечетное число, то

2f
так как sin л,а ^ 2а при 0 ^ а ^ 1/2,

Если А: — четное число, то
ft/2-1 ft/2-l

ГО = 1

Далее,
1 2га

2т — 1'

— ^]n/f, A;—нечетное;

?i/2-l ,

V -~ < In (Л — 1) < In /r — -J-, к — четное.

Отсюда следует утверждение леммы. 123



§ 2. Определение £-рядов и их простейшие свойства

L-ряды Дирихле — функции комплексного перемен-
ного, подобные дзета-функции Римана, введены Дирихле
при исследовании вопроса о распределении простых чи-
сел в арифметических прогрессиях. Везде ниже под
/.-рядом будем понимать L-ряд Дирихле.

Пусть к — натуральное число и х — какой-либо харак-
тер по модулю к.

О п р е д е л е н и е 8. L-рядом называется ряд

L = L(s, Х ) = 2 ^ . И е * > 1 .

Ввиду того, что 1 х ( и ) | < 1 , следует аналитичность
L{s, %) в полуплоскости R e s > l . Для L(s, %) имеет место
аналог формулы Эйлера ( э й л е р о в с к о е п р о и з в е д е -
н и е ) .

Л е м м а 6, При R e s > l справедливо равенство

\ (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о , При X > 1 рассмотрим функ-
цию

Так как Re s > 1, то

I* Х ( Р ) \ - 1 _ 1 , Х ( Р ) 4 _ Х ( Р » ) ,

\ Р ) Р Р2

следовательно,

= S № + R{s,X) (7)

(воспользовались мультипликативностью %(п) и однознач-
ностью разложения натуральных чисел на простые со-
множители). Далее,
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где o = R e s > l . Переходя в (7) к пределу Х - > + ° ° , по-
лучим утверждение леммы.

Из (6) находим
1

а—1

т. е. £(s, x ) ^ 0 при R e s > l . Если характер % по моду-
лю к является главным, то L(s, %) лишь простым мно-
жителем отличается от дзета-функции £ Ы .

Л е м м а 7. Пусть %(п)=%0(п) по модулю к. Тогда
при Re s > 1

Хо) ( ) П
p\fe

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы следует из (6) и опре-
деления главного характера х„(п).

С л е д с т в и е . L(s, %0) — аналитическая функция во
всей s-плоскости, за исключением точки s = l, где она
имеет простой полюс с вычетом, равным

p\fe\ р

Если характер %(п) является производным, a %i(n) —
примитивный характер по модулю к{, к{\к, отвечающий.
%(п), то L(s, x) лишь простым множителем отличается от

)
Л е м м а 8. Пусть Xi — примитивный характер по мо-

дулю к{ и х — индуцированный Xi производный характер
по модулю k, ki Ф к. Тогда при Re s > 1

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы следует из (6) и свойств
Xi и х-

Функцию L(s, у) легко продолжить в полуплоскость
Re s > 0.
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Лемма 9. Пусть х^Хо! тогда при R e s > 0 справед-
ливо равенство

со

L(s, x) = s \S(x)x-s-1dx, (8)
i

sde

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть TV > 1, R e s > l . Приме-
няя преобразование Абеля (лемма 4.1), будем иметь

где
c(x)=S(x)-l.

Переходя к пределу N -*• +<»} получим (8) при
R e s > l . Но |5(а:)1 ^ ц>(к); поэтому иптеграл в (8) схо-
дится в полуплоскости Re s > 0 и определяет там анали-
тическую функцию, что и требовалось доказать.

С л е д с т в и е . При Re s > 1/2, % Ф %°» выполняется
оценка.

| 1
Логарифлгируя, а затем дифференцируя (6), получаем

Лемма 10. При Re s > 1 справедливо равенство

L' (s, у) _ ^ А (га) у (7?) ,q.

Л (*, X) ' Z ns " ^ ;

П = 1

Применим теперь к (9) теорему 1, V с & = 1—|— т—,

а = 1, ^ ^ 2 , будем иметь

•ф (х, X) =

2 . . . . . ^ Ь+?Т I U (s,

n^* Ь-iT

далее, при (к, I) = 1

; *. ') = ОТ 2

Таким образом, чтобы знать поведение 1|з(а;; А, I), надо
знать поведение ч̂ (аг, у) при всех х по модулю ft, т. е.
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надо знать поведение интеграла в (10), а чтобы иссле-
довать интеграл в (10), надо об Lis, у) иметь те же све-
дения, что и о дзета-функции (см. гл. IV—V).

Изучение Lis, у) проводится по той же схеме, что и
£(s), однако здесь появляются специфические трудности.
Прежде всего Lis, у) продолжается на всю s-плоскость;
доказывается, что соответствующая ей функция £(s, у)
является целой функцией первого порядка, к которой
применяется теорема 5, II.

§ 3. Функциональное уравнение

Функциональное уравнение будет получено для Lis, у)
с примитивным характером %; тем самым и в силу лем-
мы 8 Lis, у) будет продолжена на всю s-плоскость при
любом %. Вид функционального уравнения завысит от
того, четным пли нечетным является характер %, т. е.

х ( _ 1 ) = + 1 дли Х (-1) = - 1 .
Прежде чем вывести функциональное уравнение для

Lis, у) и продолжить L(s, у) на всю s-плоскость, дока-
жем вспомогательное утверждение, аналогичное функци-
ональному уравнению для Oix) (см. лемму 3, IV).

Л е м м а 11. Пусть у — примитивный характер по
модулю к. Для четного характера у определим функцию
В(х, у) равенством

О ( * , Х ) = 2 Х(п)е h

а для нечетного характера у определим функцию бДя, у)
равенством

ол^, х) = 2 «х(«)е h » х>о.

Тогда для введенных функций Qix, у) и Qiix, у) спра-
ведливы следующие соотношения iфyнкцuoнaльныe урав-
нения):

г—г- I . \

(И)

где т(%) — сумма Гаусса.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся доказанным в
лемме 3, IV равенством ^

+ °° я(п+а)2 + °°

2J е = Ух 2J
П = — о о

где £ > 0, а — вещественное.
Имеем

_ h +00 п'ЛХ | 2Лгтп

2 "

= i XMJ^T

hn\n+—

ZJ
 e

1 — — OO

k +°o я(йп+т)2

Л V ~ / ч V hi

x ^dK\m) £l б
m = l n=—oo

что докалывает равенство (11).
Чтобы доказать равенство (12), продифференцируем

почленно (13) и заменим х на х/к, а па /и//с (указанные
ряды можно почленно дифференцировать, так как полу-
чающиеся после этого ряды равномерно сходятся). По-
лучим

пп^х 2Яг mn + о о я(/гп+т)2

пе h h =

Отсюда, как и выше, выводим
h. +00 п-пх

т=1 п=—оо

я(/гп+т)2

+<»

Лемма доказана.
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Т е о р е м а 1 ( ф у н к ц и о н а л ь н о е у р а в н е н и е ) .
Пусть % — примитивный характер по модулю к,

б [0,если х ( - 1 ) = + 1;

[1, если х ( — 1) = — 1;

Тогда справедливо равенство

Д о к а з а т е л ь с т в о , по-существу, повторяет вывод
функционального уравнения для дзета-функции (теоре-
ма 1, IV).

Предположим, что %(—1)=+1. Имеем

Л
и 1л ы I • I I |-1 " 1 - "

о

Умножая последнее равенство на %(п) а суммируя по п,
при Re s > 1 получим

5 5 °° Л j / оо 7t2j[X \

Ь \П=1 /

Ввиду того, что х — четный характер, имеем

7 1 = 1

Разбивая последний интеграл на два, производя в одном
из них замену неременной интегрировання [х -*• \1х) и
пользуясь (11), найдем

оо S

2
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4~i
(15)

Правая часть этого равенства является аналитической
функцией при любом s и, следовательно, дает аналити-
ческое продолжение L(s, у) на всю s-илоскость. Так как
Г(х/2) ¥=0, то L(s, x) — регулярная всюду функция. Да-
лее, при замене s на 1 — s и у на х, правая часть (15)
умножается па }'к/х(у), так как x(~D — I u> следова-
тельно, т(х)т(х) = =

 TCX^X^
 = ^' Отсюда получаем утверж-

дение теоремы при 6 = 0.
Предположим, что %(—1) ——1. Имеем

Следовательно, при Re s > 1
S + l oo S l

(f
о

SI

)== y j 01^' X)x dx + ~^=r ) M*' X)

Последнее равенство дает регулярное продолжение
Us, у) на вею s-плоскость; правая часть его при замене
s на 1 — s и х на х умножается на i\lkx(y) ввиду того, что

Отсюда получаем утверждение теоремы при 6 = 1. Тео-
рема доказана.

С л е д с т в и е . %(s, %) — целая функция; если %(—1) =

-- '+1, то единственными нулями L(s, у) при Re s =S 0 яв-

ляются полюсы Г|-|-), т. е. точки s = 0, —2, —4, . . . ;

если 5С(— 1) = — 1, то единственными нулями L(s, x) при

Ees=S0 являются полюсы ГI —-f—)> 7'. е. точки s = — 1,

- 3 , - 5 , . . .
Ниже (см. § 2 гл. IX) будет доказано, что L(l, x) ^ 0.

Отсюда и в силу (14) следует £(0, х) ^ 0.
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§ 4. Нетривиальные нули; разложение
логарифмической производной

в ряд по нулям

Мз следствия к теореме 1 вндио, что функция L(s, у),
у — примитивный характер, имеет в полуплоскости
Re s < 0 лишь действительные нулп; эти нули являются

( S \ I S -\- 1 \

~2 I или Г I —ц— \ и называются т р и в и -
а л ь н ы м и ; тривиальным также называется нуль s = 0.
Кроме тривиальных функция L(s, у) имеет подобно дзе-
та-функции бесконечно много нетривиальных нулей, ле-
жащих в полосе ( к р и т и ч е с к а я п о л о с а ) 0 =£ Re s =S 1.

Т е о р е м а 2. Пусть у — примитивный характер.
Тогда функция | (s, у) является целой функцией первого
порядка, имеющей бесконечно много нулей р„ таких, что

оо

0 =S Re р„ =£! 1, р„ Ф 0, причем ряд 2 I Рп Г 1 расходится,
7 1 = 1

оо

а ряд 2 | Рп Г 1 Е сходится при любом г > 0. Пули | ( s , у)
п=1

являются нетривиальными нулями L(s, у ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о.. При Re s > 1/2

|Е(*,х)|<2й*+» 1 « | | Г ( - Ч ^ ) |

Последняя оценка | | ( s , x l̂ в силу функционального
уравнения (14) и равенства

i6Vk

справедлива также при Re s < 1/2; кроме того, | (0, %) Ф
Ф 0. Поскольку In F(s) ~ s In s при s -*• +<», по теореме
5,11 получаем первое утверждение теоремы. Так как
L{s, %) Ф 0 при R e s > 1, то из (14) следует, что | (s , x) Ф
Ф 0 при Re s < 0, т. с. нули | (s , x) являются нетривиаль-
ными пулями ZXs, x^ лежащими в полосе O ^ R e s ^ l .
Теорема доказана.

С л е д с т в и е . Имеет место формула

)e~^, (16)

где А = A(%), В = B(%) — постоянные.
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Н е т р и в и а л ь н ы е н у л и L(s, %) с и м м е т р и ч -
н ы о т н о с и т е л ь н о п р я м о й Res = 1/2, что сле-
дует из (14). Везде ниже будем считать, что нули р„,
п = 1, 2, ..., нумеруются в порядке возрастания абсолют-
ной величины их мнимой части.

Следующее вспомогательное утверждение устанавли-
вает связь постоянной В = В(%) с нетривиальными нуля-
ми L(s, x).

Л е м м а 12. При обозначениях следствия из теоре-
мы 2 справедливо равенство

2/T 4 (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем логарифмическую про-
изводную от обеих частей (16) и применим (14):

Так как Lip,,, %) = L{{ — р„, у) = Ир,„ у) = L(l — р„, -/) =
— О, то р„ п 1 — р„ — нули L(s, j(). Отсюда следует утвер-
ждение леммы.

§ 5. Простейшие теоремы о нулях

Докажем несколько простых утверждений о нетриви-
альных пулях L(s, %), аналогичных соответствующим ут-
верждениям о пулях дзета-функции.

Т е о р е м а 3. Пусть р„ = |5„ + гу„, /г==1, 2, ..,,— все
нетривиальные нули L(s, у), % — примитивный характер
по модулю k, T 5= 2. Тогда

2т
Д о к а з а т е л ь с т в о . При s = 2 + iT имеем (6 =

или 1)

+ б + 2га ~ "2га / ^ ^ "га""Г" Zi~2^Ci ° g ' '
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из (16) и (14)

' ~ P n ' PnJ 2

- R e

отсюда и из (17)

( s + <5 + 2

кроме того,

Re — = Re -r;—тгт—r

2-Р»

Объединяя полученные оценки, пз первого равенства
выводим утверждение теоремы.

При условиях и обозначениях теоремы 3 сираведлп-
вы следующие следствия.

С л е д с т в и е 1. Число пулей р„, для которых Т *Z
< I Im р„| < Г + 1, не превосходит с log kT.

С л е д с т в и е 2. Имеет место оценка

2 r ^ ^ g
\T-yn |>l l y - Vn)

Теорема 4. При - l ^ o < 2 , s = o + «, Ul 5= 2,
имеет место равенство

причем суммирование ведется по нулям р„ функции
£(s> x). % — примитивный характер, у которых

ImpJ = U-fJsH.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Как л при доказательстве тео-
ремы 3, имеем

где s = о + z7, UI ^ 2, - К о ^ 2.
Вычптая пз этого соотношения такое же при s ;

— 2+ It, найдем
см

L' (s, X)

£ ( s . X)

Еслн |^ п — t\ > 1, то

1 1
а + i< — рп 2+ it — рп (v»-08 (v»-0s

и утверждение теоремы получается из следствия 2.

ЗАДАЧИ

1. Пусть f(t) = «о + a,t + a2i
2 + ..., где a0, otj, a2, . . . про-

извольные комплексные числа. Доказать, что для любого п ^ О
найдутся два многочлена

Р = Ро + Pi* + . . . + p«i", (? = go + 9i* + . . . +qnt
n

такие, что

2. Пусть р 5? 3, p — простое число, a, 6, с, ..., я,-, Ь,-, ( = О,
1, ...— целые числа; будем говорить, что 1) многочлен F(x),
F(x) = ao + atx-i- . . . + апх

п + an + lx
n+1 + . . . + атхт, имеет сте-

пень гс^О по модулю р, если ат = . . . == an + t = O(modp),
a n ^ 0 ( m o d p ) ; 2) многочлен G ( x ) = 6 0 + b , z + . . . + Ьтхт срав-
ним с ^(х) по модулю р, если 6,- = a,(modp), i = 0, 1, ..., т\
3) чпсло а является корнем F(x) по модулю р кратности к ^ 1,
если

F(x) = (х —а)"(Ьхг + сх ' - 1 + . . . + d) (modp).
Доказать, что 1) если числа аи ..., аг различны ио модулю р,
являются корнями многочлена F(x) по модулю р с кратностями
ки ..., кп степень F(x) по модулю р равна п, то кх + . . . + /cr ^
<: п; 2) если ^(я) =э O(modp), то а является корнем F(x)

по модулю р; 3) если к ^ 1 и F (n) ^ -jp F' (a) s= . . . =н

Е; „ ^.. F ^ " 1 ' (я) ^ 0 (mod р), то а является корнем f (х) по

модулю р кратности к.
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3. Пусть/(i) = x3 + ax+b,F(x) = ± ( / ( * ) ) < P - » « + 1, g(x) =
= 2/(x) ( ± ( / ( X ) ) ( P - ' ) / 2 +_1) + /'(x) (*P - x).

Доказать, что каждый корень F (х) по модулю р является по
крайней мере двукратным корнем g(x). Вывести отсюда, что для
числа Np решений сравнения у2 == х3 + ах + Ъ (modp) справед-
лива оценка

\N,-p\ e£ (P + 3)/2.

4. Пусть /г — нечетное положительное число,

/(х)=ах"4-Ьх™- 1 + . . . + с , (а, р) = 1,

Раскладывая разность F{x'') — f1(x) по степеням Я = х*> — х и
пользуясь задачей 1, доказать существование многочлена g(x)
степени т,

1 < т < кр + (/с2 + й) (га — 1) + Р ^* га

и такого, что кан:дый корень ^(х) является корнем g кратности
2ft+1, ft<(p-l)/4

5. При условиях задачи 4 доказать неравенство

6. Еслн V(X) и N(X)—число квадратичных вычетов п, соот-
ветственно, невычетов но модулю р на отрезке [1, X], то

цр, N(X) ^ y X -

7. Пусть Х = Х(р)—>• + оо при р—v + оо и для каждого
Y :> X выполняется равенство V(Y) = Y/2+ "(У). Обозначая че-
рез п--п(р) наименьший квадратичный невычет по модулю р,
будем иметь

8. При к :> 1, 1 sg Z < р, справедливо неравенство

J . / , , \\2ft

> L~T~m < (2А-)'1 2'V + 4kZ2k У р.

9. Пусть г/ и V—целые числа, pS=pu(e), р о ' 5 + Е < i / < р>
vи v

p E < V < p , VF = ' V ^ (iLlt-L), где и и у в последней сум-

и v
ют соответственно U и F различпых по
огда
\W\ s^cUVp-6, 5 = 5 ( e ) > 0 , c = c(e).

и v
ме пробегают соответственно U и F различпых по модулую р
значений. Тогда
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10. Пусть X 5* р°'25+Е. Тогда

= б(Б)>0, с =

11. Для наименьшего квадратичного невычета и = п(р) по
модулю р справедлива оценка

п =- и (р) =
- + Е

12. Пусть х, — последовательность вещественных чисел такая,
что Ил;, — i m | | > б > 0, г Ф т. Тогда при любых а„

R M+N

r=i п=М+1

•2Лгпхг ^+4 1
M + N

13. Для я(х)(1 + о(1)) значений р, р ^ х, наименьший квад-
ратичный ловычет п = п(р) и наименьший простой квадратич-
ный вычет у = и(р) не нревосходят с iog 2 + e x.



ГЛАВА IX

ПРОСТЫЕ ЧИСЛА
В АРИФМЕТИЧЕСКИХ ПРОГРЕССИЯХ

Метод комплексного интегрирования и доказанные в
гл. VIII утверждения об L-рядах позволяют выписать
явную формулу, связывающую сумму значений функции
Л(га) по числам, принадлежащим заданной арифметиче-
ской прогрессии, с нулями L-рядов. Асимптотический за-
кпп распределения простых чисел и арифметических
прогрессиях будет следовать из этой явной формулы и
теорем о границе пулей L-рядов. Всюду пиже предполага-
ем к ^ х.

§ 1. Явная формула

Введем две функции, подобные vp-функцтш Чебышёва.
О п р е д е л е н и е . Пусть % — произвольный характер

по модулю к. Функции ф(#,х) п ${x;k,l), I =S I sc k,
U, k) = 1, задаются равенствами

^(#1 X) = Ъ Л(»)к(л),
n<.v

4>(*;ft, i ) = S Л(и).
n^I(modA)

В силу свойства ортогональпости характеров (свойство 4,
VIII) имеем

' xmodft

2 A ( n ) + i 2 * ( * X ) X ( 0 . (1)
(n, h)=l

Первое слагаемое отличается от ,fe) т|з (^) на величину

ф(*)
(о, ft)>l
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Далее, если %i — примитивный характер по модулю
ки ki\k, порождсппый характером %, то в силу свойства Xi

(х, X) = 2 Л(в) =

х l o g 2 * ,

Тем самым изучение $.(х; к,1) свелось к изучению §(х, Xi),
где %i — примитивпый харатер по модулю /е„ Jd\k.

Т е о р е м а 1. Пусть % — примитивный характер по
модулю к, 2 =£ Т г£ х; тогда

* ) Ф >
|1тпр|-<Т Р

где р — нетривиальные нули L(s, у).
Д о к а л а т е л ъ ст в о. По следствию 1, VIII найдется

Ти Т^Т^Т+1, такое, что | Z \ - I m p J > l/clog kT, где
р„ — пулп L(s,%). Рассмотрим прямоугольник Г с верши-
нами в точках Ъ — 1Т1г Ъ + iTu —0,5 + П\, — 0,5 — iTh где

6 = 1 + (log х)~1. Интегрируя т " Т " ^ п

ру Г, найдем

1 С / U (s, X) ] xs - ks

2 лi ) 1 L (s, 7.) J s • = - 2

;)) по конту-

-—\- Glna;,

где IGI < 1. По теореме 1, V (а = 1, х = N + 0,5)

x log x

Осталось оценить интегралы по верхпей, пижней и левой
сторопам прямоугольника Г. Иптегралы по верхпей и
нижней сторонам Г оцениваются одинаково. Пользуясь
теоремой 4, VIII и выбором Ти получаем

1
2nt

-o,a+ir, -0,5

1

-0,5 Р х -

+ О (log kT)
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Интеграл по левой стороне Г оценивается так:
+тх

— f f L'(-^ + it)2 n J 1 L(-0,55 + it) J - 0,5 + it
r-dt

+ТЛ

-0,5 Г I L'(-0,5+itx J I n-o,s + u;
-т.

dt

0,5 + \t\

так как из теоремы 4, VIII

L'(— 0,5+ i«

у*

L(— 0,5+if)

Объединяя оценки, получим утверждение теоремы.

§ 2. Теоремы о границе нулей

Как и при доказательстве теоремы 5, IV о границе
нулей дзета-функции, будет использоваться неравенство

3 + 4cos <p + cos 2ф > 0,

ф — вещественное, и оценки сверху величин

Z, (*, х)

при А1 = о + it, 1 = %i и s = а + Ш, 1 — xi • Особую труд-
ность доставляет вопрос о границе вещественных нулей
Us, %) с вещественным характером %.

Т е о р е м а 2. Если % — комплексный характер по
модулю k, s = о + it, ro L(s,%) не имеет нулей в области

Re s = о ^ 1 j — , , . , . , ... •.
"^ log А- ( | /1 + 2) "

Если же х — действительный характер по модулю k, s =»
= о + И, то L{s,y) не имеет нулей в области

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала случай при-
митивных характеров %. Пусть х — комплексный характер,
s = o +it, о > 1 , t>0; тогда %(п) = е'ш(п),

'-' (s, X) _ V Л(ге)х(/г) _ -a -«logn+i(,(n).
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- Re L'!s' x} = У л ( в ) n~acos{i log n - со (га)},

oo

- Re L

L^^l %2 = 2 A (") re~° cos 2 {t log rc - со (i»)}.

Поэтому

Оценим сверху каждое слагаемое в (2), при этом бу-

дем пользоваться леммой 12, VIII и оценкой г ,.

(см., папример, доказательство теоремы 3, VIII):

7 " U / 7 1 = 1

y(s> t) _ «„ Z/(«T + *<, X)
к,

L (», х) ~ ^ (а + it, X)

Если через Xi обозначить примитивный характер, инду-
цированный х2, то Xi ^ X» п

>*' X ) \ ' "1/ p\h * P p\fe

Следовательно, применяя уже полученную оценку (3),
найдем

— Re — . " ' \. ^ — Re -гт—, .о —г- + log к <[
Г In _1_ /9* v z I L (О -h lit, У. 1

<c8logA;(i4-2). (4)
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Так как Re - L _ = — — Ё - ^ о, то
* — Р I * — р |

Пусть теперь р = р-Ь if — нуль Lis, %); не ограничивая
общности, можно считать у > 0. Возьмем в (5) t = 4, о =
= 1 -Ь l/2clog k(t + 2); получим

P<l- l/14c logA(Y + 2).

Докансем утверждение теоремы для действительного при-
митивного характера х- Имеем х2 — Xoi

' (? "j*\ Т' (<Л

L (s, х

из теорем 3 и 4 гл, IV

log Л;

Подставим эту оценку и оценки (3) в (2), возьмем t — y,
где р = р + i"f — нуль L(s, %), Ч>0, получим

0 - 1

а — 1

Рассмотрим два случая — случай больших "f 11 случаи
малых Y- Пусть f > x/log /г, где 0 < х < i/5cit x — абсо-
лютная постоянная. Полагая о = 1 + x/log к{у+2), найдем

/» с

Пусть теперь 0 < Y < x/log Л. Тогда, пользуясь (3), будем
иметь

оо

_ ^ ^ < C 2 l o g ^ _ 2 T±V<c2logk- {a

2^~*®f,

(6)

так как нули р функции L{s, %) имеют вид р = р ± 1 ^ .
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Далее,
00 ОО

-Г?^ в 2х(»)Л(»)я- в >-2 Л ( я ) л —о

П = 1 П = 1

С (о) ^ 1

Отсюда и из (6)

Возьмем о = 1—X/log/c, х=Я/10; тогда из последнего
неравенства найдем

X Я"> —
* 7

Таким образом, теорема доказана для примитивного ха-
рактера %. Для производного характера % теорема следует
из уже доказанного и леммы 8, VIII.

Перейдем к исследованию расположения действитель-
ных нулей L(s, %) с действительным примитивным харак-
тером х- Граница для таких нулей к настоящему времени
значительно более грубая, чем та, которая получена в
теореме 2, Прежде всего оценим снизу L(l,%).

Л е м м а 1. Пусть % — действительный примитивный
характер по модулю к. Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь оценкой суммы ха-
рактеров (лемма 5, VIII) и преобразоваппем Абеля (лем-
ма 4, I), находим (т>0)

т-

V ч d

м

Рассмотрим

)

L(l,

при

Я (

1/2

0 —

-ч,

-?,

00

11=1

1

х(«)
п

т<

1 функ

ап

X

цию Hit),

= 2 X(d

^ , . Vк log к
1 m

•

).
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Если п = р ! 1 . . . p u

u — капопическое разложспис п на
простые сомножители, то

поэтому ап~^0, я

т г ^ 1. Отсюда

* u 2 ^ - 2

m = l

21/1 -t

Далее,

m 1 \n\m n = l r=l

JОценим сверху разность H (t) _J ^ = <?(i),

n = i

где Лп = -. Имеем

2 Sn+1t
n

^-= Cl Vk log к log -±-j;
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n ^ l
/П-1

(1 - 1 ) in

1 -f- f - t - . . . -f- *™ (n + 1)

• • • + tn

+ cx

Получили I G (t) I < Зса У к log к log Отсюда

Возьмем

тогда

что и требовалось доказать.
Докажем теперь теорему А. Пепджа о границе дей-

ствительного пуля и следствия из нее.
Т е о р е м а 3. Пусть %—действительный примитив-

ный характер по модулю к. Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим о па отрезке
[1— 1/8 log к, 1]. По теореме о среднем значении

где
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и оценку суммы характеров (лемма 5, VIII), находим

Отсюда тт из леммы 1

Л (а, %)>Л(1, x ) _ ( i

если а > 1 с < — Теорема доказана.J , с <
у к log4fe c i

Следствием теорем 2, 3 и теоремы 5, IV япляется от-
лимис от пуля L(l, %) при любом 5С, т. с. отличие от нуля
|.(0, /) при любом 5С (см. доказательство теоремы 2, VIII).

В приложениях часто недостаточно полученной в тео-
реме 3 границы действительных нулей L(s, x). Однако
модули, для которых действительный пуль может быть
большим, расположены крайне редко. Это обстоятельство
может быть исполыювгшо для доказательства утвержде-
ний, которые дают возможность во многих приложениях
с успехом применять теорему 3 (см., например, гл. X).

Т е о р е м а 4. Пусть %t — действительный примитив-
ный характер по модулю kt, %г — действительный прими-
тивный характер по модулю к2, Ъ^1г, L(s, %i) и L{s, x2)
имеют действительные нули соответственно p t и рг, тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим характер %{п) =*
= хЛп)х2(п) — характер по модулю kik2 (см. следствие,
лемма 4, VIII), причем %(п) Ф /0(и), так как %^%2- При
о > 1 имеем

оо

О < 2 Л (и) (1 + х, (п)) (1 + %2 (и)) и - -
п—1

C'(g) y ( g ' X 0 ^ ( g ' X 2 ) /У (a, X) ,™
5(o) L ( a , X j ) Цръ %2) L ( a , X ) ' K'}

Подобно тому, как доказывалось неравенство (4), находим

<X)
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кроме того, из (3)

/- (<*> Х 2 )

Подставим полученные оценки в (7):

Возьмем о = 1 -f 5—iotT д. /,, t тогда найдем

min(B l t p 2 ) < 1 - „ / , . .

Теорема доказана.
С л е д с т в и е 1. Пусть % — все характеры по модулю

к и L{s, %) — отвечающие им функции. Тогда лишь одна
из L(s, %) может иметь действительный нуль р4 с условием

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если %t и %2 — два нетожде-
ственных характера по модулю к, то порожденные ими
примитивные характеры Х\ и %2 нетождественны, а моду-
ли их кг и к2 не больше к. Отсюда получаем утверждение
следствия.

С л е д с т в и е 2. Пусть 3 ^ к < х. Существует не более
одного ка, 3 < ка < х, и не более одного действительного
примитивного характера %t no модулю к0, для которого
L{s,Xi) имеет однократный действительный нуль р\ такой,
что

а ^ 4 _ _ _ _ £
" ^ log х '

Если, кроме того, есть L(s,y), где % — действительный
характер по модулю к, такие, что

то k^ 0(mod ko).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если pt — m-кратный нуль

L{s,Xi\ т^2, то, повторяя доказательство теоремы 4,
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найдем

2

-I

I O g ж ;

что противоречит условию следствия. Далее, если имеется
еще один действительный примитивный характер %г, не
тождественный %lt для которого L(s, %2) имеет большой
действительный нуль р2,

™ ^ * log ж'

то получаем противоречие с утверждением теоремы. Пусть
теперь х — действительный характер по модулю к такой,
что

Если %2 — примитивный характер, порожденный %, по мо-
дулю feat то к = Odnod fc2) и

Отсюда следует, что кг = к„, %гш^%\. Следствие доказано.
С л е д с т в и е 3. В обозначениях и при условиях след-

ствия 2 выполняется неравенство

0 ^ " (log log i ) 8 '

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 3 и условию след-

ствия

Отсюда получаем утверждение.
Следующая теорема К. Зигеля устанавливает более

точную границу действительного нуля, чем предыдущая.
Т е о р е м а 5. Для любого е > 0 существует с =

= с ( е ) > 0 такое, что если % — действительный характер
по модулю к и $ — действительный нуль L(s,%), то
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Предварительно докажем вспомогательное утвержде-
ние.
. Л е м м а 2. Пусть %, и %г — различные действительные
примитивные характеры по модулям соответственно kt и
к2. Пусть, далее,

F(s) =

Тогда при 9/10 < о < 1 имеет место оценка

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего XOU — неглавный
характер по модулю fc,fc2. Следовательно, F(s) — регуляр-
ная во всей s-плоскости функция, за исключением точки
s = 1, где она имеет полюс первого порядка с вычетом
Х = L(l,Xi)L(l,X2.)L(\,XiXJ- При R e s > l разложим F(s)
в ряд Дирихле:

Так как прп Re s > 1

X

x i - i

a faip) = 0 , ± 1 , Xz(p) — 0, ±1, то легко найти, что

&! = 1, &п>0 при и > 1 .

Действительно, если ^Др) = ~ 1 , %а(/>) = +1, то

если хДр) = 0, Хз(р) = +1, то
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если %t(p) = О, %2(р) = — 1 , то

если %i(p) =%2^p) = 0, то

IL = IT (1 - jr Г
р / р \

Остальные возможные случаи аналогичны уже разобран-
ным. Перемножая все П(, получим ряд Дирихле F(s),
причем Ъх = 1, Ьп>0.

Следовательно, при Is — 21 < 1

s)= S am(2-s)m,
m—о

так как

Функция g(s), задаваемая равенством

регулярна во всей s-плоскости. Поэтому равенство

имеет место и в круге

Is - 21 < 3/2. (9)

Оценим g(s) в круге (9). На границе Is — 2 | = 3 / 2 имеем

0 ^
I ^ (», Xi) I < cA'i, | Z. (s, ха) I < сй а, | L (s, XiX2) I < cA'A

(следствие к лемме 9, VIII) ; следовательно,

lg(s)|<c,UMfc2)2, I s - 2 1 = 3 / 2 .

Последнее неравенство по принципу максимума имеет
место и внутри круга (9). Оценивая ат — X в (8) по тео-
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реме Коши о коэффициентах степенного ряда, найдем

\ат-Х\ <c2{ktk,)2(2/3)m, m = 0, 1, 2, . . .

При М > 1 и 9/10 < о < 1 имеем

2 | ат - X | (2 - о)т < 2 сг (ВД2 ( | (2 - а))
т=М т=М '

<

М

М-1

(

1 — а з \ д. /̂ V 15

Определим целое М из соотношения

) MW({)
тогда

Так как М < 8 log /с,/с2 + с4, то

(2 - а)" = е м 1ов ( 1 + 1-о ) < е

м ( 1 - 0 ) < с5(Аг,А:а)
8(1-0>.

Лемма доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Прежде всего дока-

жем существование такого ko = kt)(e), что при к>к0 и
а > 1 - 1//с"

)^0, (10)

где % — действительный примитивный характер по моду-
лю к. Отсюда будет следовать утверждение теоремы.

Предположим, что нет таких к, для которых есть нуль

L(s,%) на отрезке 1 — т п - ^ о < 1. Обозначая через kt =

= /с1(е) наименьшее к с условием к' 3* 10/е, получил! (10)
при к > /с,(е).

Предположим теперь существование такого kt, для
которого L(s, %t), 5Ci — действительный прплштивньш ха-
рактер по модулю ки имеет нуль s — at на отрезке
Г 8 \

1—ттг»!)- Пусть к2 — пока произвольное натуральное10
и /

число, большее ки и%2 — действительный прил!итивпый ха-
рактер по модулю k2(%z^%i, так как к^^к^,
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По лемме 2, ввиду равенства ГЛаиХ\) = 0,

О — Fin \>> 1 сХ Ik h \8(1""°1) \ 8

где

Таким образом,

Применяя оценки для L(l, Хг) и L(l, XiXz) и з следствия
леммы 9, VIII, найдем

£(1, х>) > с2(1 - a1)(A-1/c2)-°'8e(]og кМ-\

Возьмел! теперь к2 = к2(г, kt, а,) настолько большим, что-
бы было /сГ°'8Ес2 (1 — ох) (In А^а)"2 > к^°'1в. Тогда при
всех /t > &2 будем иметь

гДе % — действительный примитивный характер по моду-
лю А*. Отсюда и из оценки сверху для L'(a, x) получаем

На, х) = Ш, х) - (1 - a)L'(a2, x ) >

если 1 — ^ tr < 1, к^к3 (е) = Л3- Следовательно, при

/с > max (/с,,/с3) получил! (10). Теорема доказана.
З а м е ч а н и е . Постоянная c = c(s) в доказанной тео-

реме неэффективна, т. е. по заданному е > 0 найти с =
= с(е) нельзя. Поэтому все утверждения, в которых, по
существу, применяется эта теорема, неэффективны (см.,
например, следствие 2 теоремы 6).

§ 3. Асимптотический закон распределения
простых чисел в арифметических прогрессиях

Применяя результаты предыдущих параграфов, полу-
чим асимптотические формулы для величин ty(x; k, I) и
п(х; к, I).
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Теорема 6. При х>{ справедливы равенства

где Et = 1, если гао модулю к существует действительный
характер %, такой, что L(s, j(,) имеет действительный нуль
Pt > 1 — c/Iog к и Et — 0 в противном случае.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предполагаем /с ^ е^1ов х. Харак-
т е Р Хи для которого Et = 1, может быть только один
(следствие 1 теоремы 4). По формуле (1)

Пусть х ¥= Xo, %i и x* — примитивный характер по модулю
&!, /сД/с, порожденный %. Тогда по теореме 1 при Т =

4i*, I*) = 2 Л (") X* (и) = - 2 —

где р — нетривиальные нули L(s,%*:). По теореме 2

поэтол-гу

+ Y"
(воспользовались следствием 1 теоремы 3, VIII) .

Таким образом,

* (*, X) = ^ (*, X*) + вх log2 х = О ( x e - c o v a ^

Пусть теперь % = %t. Тогда

Ф (*, Хг) = - ^ -X" - 2 т + ° (^-
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причем

^~^ l o g i

Оценивая последню сумму no p Ф ${ так же, как это было
сделано выше, найдем

Так как

получаем первое утверждение теоремы.
Второе утверждение теоремы получается из первого

преобразованием Абеля (лемма 4,1):

л (*;*,/) =

где
(1, если п == J (mod &);

а (и) = а (и; &, Л = ] п , ,
' ; (0, если п ф I (mod /с);

отсюда
х

, , .. С \Ь (и: к, I) , , гЬ ( ж : /f, Z) , /./ ,/•", <> \
я (ж; й, г) = y v ' ,: rfu + y v ' ' + 6» ( ух log- ж) =

У u- lug" и IUS £

_ 1 Г d« _ Xt (?) Г цР'-^ц

- Ф (к) J log2 и Х РХФ (*) j lug2 и +

что и требовалось докапать.
Из доказанной теоремы, теорем 3, 5 и следствий 2

и 3 теоремы 4 выведем три следствия о распределении
простых чисел в арифметических прогрессиях.
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С л е д с т в и е 1. Пусть 1 =S к < (logx)2"8, где 0 < е <
<1/2. Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 3

у g4 Л
поэтому

с l o p ж

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е 2. Для любого фиксированного А > 1

и 1 ^ й ^ ( 1 п а ; ) А справедливы асимптотические формулы

где c, = c 1 U ) > 0 .
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 5 при любом е > О

Р, < 1 - c(e)/fc\
Возьмем е = 1/24, тогда

. с(е)1орг ж .

xP l < хе *~ < x e-
c ( E ) ( l o g x)1 = хе-0^^,

что и требовалось доказать.
З а м е ч а н и е . Постоянная Ci — c^A) неэффектив-

на, г. е. Ci = ct(A) не может быть вычислена по задан-
ному А (см. теорему 5).

С л е д с т в и е 3. Пусть х>у>3, и рассмотрим все
к, не превосходящие у. Тогда, за исключением, быть мо-
жет, «особых» модулей к, которые кратны некоторому к0,
к0 5= clog2 у (log log у) ~8, для остальных справедливы асим-
птотические формулы

/ log х\

ф ( * ; ft, I) = - ^ + О ( « - " . ^ * ) + О ( ~ С )

{х; к, I) =
' lug х \21- У J.

Доказательство получается из следствий 2 и 3 к тео-
реме 4.
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ЗАДАЧИ

1. а). *».,сть х — примитивный характер по модулю к, Re s
а > О, Z^ k(\t\ -\-1). Тогда (простейшее приближение)

б) Пусть % — примитивный характер по модулю к, |argT)|
л/2; тогда (в обозначениях гл. VIII)

T(X)U 2

где Г(г, г)—пеполпая гамма-фупкдия (см. гл. IV, задача 1).
2. Пусть 5С — примитивный характер по модулю к, к ^ Q; тог-

да при любых ап выполняется неравенство

2'2
ft<sQ х mod ft

n—M+l

M+N

3. Пусть 2 > Re sx = a% ̂  0, Imj
условиях задачи 2 имеем

M+N M+N

1;

я„Х (в) в" 8 *

4. Пусть Re s > 0, % — характер по модулю /с. Доказать, что
при s = p, Z,(p, х) = 0 , Re р > 0, Z:
< Z, выполняется одно из неравенств:

в » Х ( в ) в '

а (и) X («) в ~ р

4/3

4 __ ,

I1 («) X (») » 2
Y<n<Z

в-Р I4/3

к3;

(в) )С (в) в

где | а „ | ^ ( )
5. Пусть N(a, Т, /) —число нулей L(s,%) в области Re s ^ а,

| Im s | ^ Т; тогда для 0,5 ̂  а ^ 1, Т ^ 2, Q ^ 1, и при условиях
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задачи 2 имеем

N С?) 3 ' 2 а log 1 0 Г).

6. а) При любом А > 0 найдется В = В(А) > 0 такое, что
А'

max ';*,*) —

где постоянная с = с ( Л ) > 0 эффективно не вычисляется,
б) Существует копстапта В > 0 такая, что

у
Y' h 1\
Л.ч К. li)

max N2-e

где ci > 0 — эффективно вычисляемая постоянная.
7. Пусть к = рп, p^S — простое чпсло, s и т — натуральные

числа, прпчем s ^ п — 1, п — s ^ sm < п. -j- s — 1, ind у — индекс
числа и по модулю к; тогда

^ °) = в 1р«м + 1 «2 (р»и)2 + . • • + ^ «m (P s«)m (mod p»-i),^ = в 1 р м + 1 «2 (р и ) + . • • + ^ «m (P

где (оь р) = (аг, р) = . . . = (я,,,, р) = 1, и число у"1 (mod/)"-'')
определяется из сравпепия wt = I (mod / ) " " ' ) .

8. Пусть % — произвольный пеглавиый характер по модулю
к •-— рп, р ^ 3, р — фиксированное простое чпсло; тогда при
1 ^ г ^ 0,5л, N1' •••- к, выполняется оценка

2 Х(т)
N

9. При условиях задачи 8 функцпя L(s, %) Ф 0 в областп

| 1 т . | < е

с « ( 1 п 1 п * ) Я , Пе« = а > 1 J s
(

10. Доказать, что при к = рп, р^З, р — фиксированное про-
стое чпсло, Аг г=; 21 / 9, х —>- + оо, справедлива асимптотическая
формула



Г Л А В А Х

ПРОБЛЕМА ГОЛЬДБАХА

Настоящая глава посвящена исследованию вопроса о
представимости нечетного N суммою трех простых чисел
( п р о б л е м а Г о л ь д б а х а ) . Здесь будет доказана тео-
р е м а И. М. В и н о г р а д о в а об асимптотической
формуле для числа представлений N суммою трех про-
стых чисел, из которой следует представимость всех до-
статочно больших нечетных N суммою трех простых
чисел.

Сначала дано более простое, но неэффективное дока-
зательство (теорема 3), которое затем заменено эффек-
тивным (теорема 4).

§ 1. Вспомогательные утверждения

Выразим аналитической формулой число представле-
ний натурального числа N суммою трех простых чисел.

Л е м м а 1. Пусть J(N) — число решений в простых
числах ри рг, р3 уравнения N = pt + р2 + р3. Тогда

1

/ (N) = j S3 (a) e-2niaNda, (1)
о

где S(a) = 2 e2niav.
p<N

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если тп —целое отличное от
нуля число, то

1

e2niamda — -,
2nim

о
" = 0 .

Следовательно,
1 ' 1, если тп = О,

О, если тп — целое число, тпфО.
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Отсюда получаем

i.

= J (5 (a))3 e

что и требовалось доказать.
Существо кругового метода Г. Харди, Д. Литтлвуда

и С. Рамануджана в форме тригонометрических сумм
И. М. Виноградова состоит в том, что из J(N) выделяется
предполагаемый главный члеп асимптотической формулы
для величины J(N) при N -»- + °°. Для этого интервал
интегрирования [0,1) в (1) разбивается несократимыми
рациональными дробями (дроби Фарея) па непересекаю-
щиеся интервалы; сумма интегралов по интервалам, от-
вечающим дробям с малыми знаменателями, и дает пред-
полагаемый главный член. Нам нужна будет лемма о
приближении действительных чисел рациональными.

Л е м м а 2. Пусть т ^ 1, а — вещественное число,
тогда существуют целые взаимно простые числа а и q,
1 ^ q «S т, такие, что

а

а
g

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, мож-
но считать 0 ^ а < 1 . Рассмотрим при пг = 0,1,..., [т]
числа {am}. Оли лежат на промежутке [0, 1), следователь-
но найдутся значения m, m = mu m = т2, такие, что

{amj — {amj = 0/т, |0 | «S 1,
или

а(тх — т2) — [amj] +• [ат2] = 6/т,

где 1 =s \тх — тг\ ^ [т] ^ т. Отсюда следует утверждение
леммы.

§ 2. Круговой метод в проблеме Гольдбаха

Выделим предполагаемый главный член асимптоти-
ческой формулы величины Л ДО. Во всех дальнейших
рассуждениях будем считать N 5= No, где Л̂ о — достаточно
большое фиксированное положительное число. Предвари-
тельно преобразуем J(N).
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Пусть An В — два положительных числа (конкрет-
ные значения А ж В выберем позднее), L = lnN, x —
= N • L~B, Q = LA, ит — 1. В силу периодичности подын-
тегральной функции в {I) по ос, имеем

(2)

По лемме 2 каждое а из промежутка [—%, 1 — %\ пред-
ставим в виде

, (а,д) = 1, | г | < ^ (3)

Легко видеть, что в этом представлении О^а^ q~ 1,
причем а = 0 лишь при q = 1. Через Z?i обозначим те а,
для которых в представлении (3) q^Q, через Е2 обозна-
чим оставшиеся а. Множество Et состоит из непересекаю-
щихся отрезков. Действительно, Ех состоит из отрезков
Eia, q) вида

а 1 П , i

(a,q) = l, q--=l,2,...,[Ql-

Если Eia, q) и £(«!, ^i) — два разных отрезка Еи т. е.
(а — а{)

2 + (д — qj2 ¥= 0, то расстояние между центрами
этих отрезков равно

а сумма полудлцн их равна

<?Т ~*~ ^ Т qq1'

Следовательно, Е(а, q) и Е{аи qj не пересекаются.
Обозначая через Л интеграл по множеству Еи а через

/2 — интеграл по множеству Е2, т. е.

• = J S3(a.)e-'inlaNda,

будем иметь
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Цель настоящего параграфа — получить асимптотическую
формулу для величины Jt. Нам нужна будет

Л е м м а 3. Пусть а имеет вид (3) и a s Et. Тогда

s{a) = W M ( z )
где

N If

% = i du + O (1).
•*"• log n J log и ' v '

n—-8 3

Д о к а з а т е л ь с т в о . При любом п из промежутка
l/N < и < N по следствию 2 теоремы 6, IX имеем

Поэтому

S (а) = S (-f + г) =

где
Г {I) = 2 e2 I I i 2 p =

'

Применим к последней сумме преобразование Абеля
(лемма 4, I), полагая с„ = я(/г; д, /) — я(/г — 1; q, I),
f(u) = e2 n i z u. Пользуясь асимптотической формулой для

сы,
С(«)= 2 с УТ

и тем, что при /г ^ 3
п

p2Jlizn

J 1 c u t = l
log и logn

из (4) получим утверждение леммы.
З а м е ч а п и е . Постояпная п знаке О не эффективна,

так как мы существенно пользовались следствием 2 тео-
ремы 6, IX.
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Л е м м а 4. Для величины /4 справедлива следующая
формула:

где

g
(а,<7)=1

+0,5 v
С

l л

.2Л12П

— 0,5

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению

e

где
+ 1/ЗХ

J/-l/gt

По лемме З в этой формуле

отсюда

•—f- z ] = „ M 3 (z) -f- О
У Ф8 (q)

Тем самым для I(a, q) находим

а +1!дх

т w -i/дт

Интеграл в последней формуле заменим близким к нему
интегралом х. Имеем

+1/9Т +0,5

j
—i/ат -6,5

+0,5

где | Я | < 2 j \M{z)\sdz.
+1/9!
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Оценим \M(z)\ при 0 < | z l ^ l / 2 . Интегрируя один
раз по частям, найдем

JV
-2Jlizt*

J log"
3

du =
.2Jti2U

2niz log и

N
N JL f « w 1

з 2niz J log u '

Поэтому
+0,5

-4 ^C ?2i

Итак, последовательно получаем

9 - Х
-2Я{—N --!В+2А\

J ) •

Двойную сумму в последнем равенстве преобразуем так
же, как раньше преобразовали интеграл по z. Имеем

ще

»

V

Следовательно,

Наконец,

O(N2L-*B+2A).

+0,5

j
-0,5

0,5

j M8 (z) e~™itNdz
+0,5

|M(z)|2dz =
- 0 , 5
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Таким образом, получили окончательную формулу:

Л = ах + O(N2L-A~l) + O(N2L~iB+2A),

что ir требовалось доказать.
Исследуем более подробно величины к и а.
Л е м м а 5. Имеет место равенство

2\ogAN \ l o g 4 TV

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть
N „_. _

Тогда

£/ 1|M(z)-M0(z)|<N ( j ^ - -

i l ^ —n(_M-
\\og~u ~~Tog~N} ~ (log2 Л'

2

Полагая, далее,
+0,5

и о = к о ( ^ ) = j M2 (z) e-
- 0 , 5

находим
+0,5

-0,5

Следовательно,

>g4iV

где /0(Л0 —число решений уравнения

П{ -h n2 ~h п3 = N, 3 ̂  /г1( п2, п3 ^ N — 6.

При фиксированном /г3, З^/гз^Л^— 6, уравнение

/г, + п2 — N — /г3, 3 =S /гь /г2 ̂  Л' — 6

имеет 7V — /г3 — 5 решений; поэтому

11* 163



Итак,

21og3Ar Vlog4iV

что и требовалось доказать.
Л е м м а 6. Имеет место равенство

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем прежде всего, что
сумма T(q),

г
является мультипликативной функцией q. Пусть q
(?i, ?2) = 1. Тогда

2 Я „
e «A =

o 2 = l

Отсюда следует мультипликативность T(q) н v(g). Далее,
таг как

то

П (i + Т(Р) + y(f) + • • •) = 2 vfa) + of 2 ^ - ) =

Переходя к пределу X -*• +°о, найдем

р

Из определения "у(д) получаем

I — ,—^—з, если. p\iV;

^ , если

7(р г ) = 0> е с л и
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Таким образом,

что и требовалось доказать.
Из доказанных лемм следует основной результат па-

стоящего параграфа.
Т е о р е м а 1. Для, / t справедлива асимптотическая

формула

»,2

-О
2 (log Nf

где

3 а м е ч а и и я.
1. Постоянная в знаке О в доказанной теореме неаф-

фективна, так как, по существу, применялось следствие
2 теоремы 6, IX.

2. Ниже (см. § 3) будет получена асимптотическая
формула для Л с эффективной постоянной в знаке О.

3. При нечетном N ввиду очевидных неравенств

находим

Чтобы получить асимптотическую формулу для / =
= J(N), надо оценить /2, а для этого нужна оценка
| 5 ( а ) | при а, принадлежащих множеству Е2.

§ 3. Линейные тригонометрические суммы
с простыми числами

Докажем теорему И. М. Виноградова об оценке ли-
нейной тригонометрической суммы с простыми числами.
Следствием этой теоремы и теоремы 1 будет асимптоти-
ческая формула для числа представлений нечетного N
суммою трех простых чисел.
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Т е о р е м а 2. Пусть
a = —ч

S = S(a)= 2

Тогда
S

где

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем

пользуясь свойством функции Мёбиуса, найдем
N

2 е2я*«"= 2 ii (d)S{d),
i dPn—i d\P

(n,P)=i

S(d)= 2 e23liamd.
0<m<Nd-1

Отсюда
S = S0-Sl + O(iN), (5)

где
С _ V V

Суммы 5о и ;&! оцениваются одинаково. Оценим So. Отре-
зок 0 < m < N разобьем на < log А̂  отрезков вида М <
< m < Ж', Л/' < 2М и рассмотрим сумму

o. (6)22
mdg<N

Если М ^ Н, то, применяя лемму 5, VI, найдем

S(M)= 2 2 e

2 n t o m d o <

+... + 2 , (7)
(r—0,b)i<n<(r+0,5)q
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где г < NM~lq~l. Пусть к — наименьший неотрицатель-
ный вычет числа an по модулю g при 1 =S n < q; тогда

и II а?

Отсюда, полагая

an , Qn || « тми, ' Э К 1

ik, если & ^ 0,5 q;
и = {

найдем

и = {
[ — к, если /е>-0,5д,

Поэтому первое слагаемое в (7)

К остальным слагаемым в (7) применим лемму 6, VI;
получим

< q log q + Nq'1 log N + NM"1 log

«^(log,V)(^- + ̂ - + 4-). (8)

Пусть теперь М<И. Сумму S(M) представим в виде

Обозначим буквой бА каждое d0, имеющее ровно к про-
стых сомножителей, превосходящих Я2. Если к0 — макси-

h

мальное значение к для d0 < TV, то 2 ° ^ N, т. е. Ло < log iV.
Имеем

S(M)= 2Sk(M),
fe=0

sh(M)= S
M<m<M'

Оцепим S0(M). Пусть x — число простых сомножителей
бо, бо>Лг71/-1Я-1; тогда

> NH'*; (2х + 2) 0,5 /loiW > log/V;
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Применяя тривиальное неравенство

будем иметь

2 Ш

Оценим 8кШ), к > 0. Сравним Sk(M) с суммой

где /> пробегает простые числа интервала IP < р ^ }'N,
a i пробегает значения rfl5 имеющие ровно к—1 простых
сомножителей, превосходящих IP. Пусть /с>1. Членов
с (р, t) —p сумма Тк имеет

N

Остадьгтые члены суммы Th такие же, что и члены
суммы Sh(M). причем каждый член суммы Sk(M) входит
в ТА ровно к раз. Поэтому

Последнее равенство справедливо и при к == 1. Оценим
Тк. Обозначим пгр = щ интервал

MIP <u^M'1N

разобьем на < log N интервалов U < гг < U\ U < V ^ 2U,
и пусть

Применяя лемму 6, VI, нолучим
2U

2
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< £ /

f l + ̂  + - ^ j log TV;

n. (u) | < / l fj

Отсюда и из (8)

JV (log Nf* (log log ЛГ) (-1 + j / ! +

что n требовалось доказать.
Т е о р е м а 3. Для числа J{N) представлений нечет-

ного N суммою трех простых чисел справедлива следую-
щая асимптотическая формула:

N2

J (N) = a (N) — , + О

^ ) 1 1— 1) /P\N

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 1, формул § 2 и тео-
ремы 1 при А = 15 имеем

J (N) = /х (ЛО + / 2 (^) = a ^ з



где

= f Ss(a)e-
27liaNda.

По определению множества Е2 для а<^Е2 выполняется
равенство

а i 0 , . .
а = — + -г, ( « , ? ) = 1,

1 п

| 8 | < 1 , (log N)15<q<N (log ЛГГ2 0;

по теореме 2

Поэтому
1

/ 2 (YV) < max | S (a) | f | S (a) \4a < /V2 (log Л')""5.

Отсюда следует утверждение теоремы.
С л е д с т в и е ( п р о б л е м а Г о л ь д б а х а ) . Сущест-

вует такое No, что каждое нечетное N>Na есть сумма
трех простых чисел.

В силу замечания к теореме 1 постоянная в знаке О
в формуле (9) н е э ф ф е к т и в н а , поэтому н п о с т о я н -
н а я iV0 н е э ф ф е к т и в н а . В следующем параграфе бу-
дет получена э ф ф е к т и в н а я асимптотическая форму-
ла для /(ЛО, тем самым и постоянная Л̂ о в следствии ста-
нет эффективной.

§ 4. Эффективная теорема

Прежде всего получим нетривиальную оценку триго-
нометрической суммы с простыми числами S(a) и в том
случае, когда знаменатель рационального приближения
а мал.

Л е м м а 7. Пусть е0 > 0 — достаточно малое постоян-
ное число,

N,

c c = ^ - + z ; ( a , g ) = l , O<

Тогда

S(OL)= У e2nia
J V - J ^
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 6, IX

, ,. Li л ,-, 5С, (!•) С и г , ,
я (га: о, I) = —j-r- — Е, , , I -, аи 4-

Ф (?) Ф (?) J log и

2

+ О (ne~c'Vl~°^), / F < га < N.

Поэтому, повторяя первую часть доказательства теоремы

1 — преобразование S f -—|- zj ; будем иметь

2 Л г — I

О l o g ' v | z | ) ,

где

такилг ооразом,

<Piq) l Ф(?) I log и
du:

2Лггп

Ф ( ? ) ^ z 1

+ О

п Pi—1

+ О ) . (10)

Так как ул — некоторый действительный характер по
модулю q, то (см. гл. VIII, § 1)

9 9

1vT -—i ^ ^

9

h к к
:l^(I-n)
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Переходя к неравенствам в (10), найдем

ЭД« ^ + ш

что и требовалось доказать.
Т е о р е м а 4. Д.«я числа J(N) представлений нечет-

ного Лг суммою трех простых чисел справедлива следую-
щая асимптотическая формула:

= о (N) — ^ - — т -J- О
V ; 2(logJV)3 Г

еде

(/> - 1)" / Р Л ' I г - 3/» + 3 /

м постоянная в знаке О — эффективная.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем T = iV(Iog iV)~20; no

лемме 2 для а е , 1 ;

, (а, д) = 1, | z | < ^ . (И)

Через Ei обозначим те а, для которых 5 ^ (logiV)3, а че-
рез Е2 — множество остальных а. Как и раньше,

где / , = f S3(a)e-wiaNdoc, Jt = f 5 3 (a) e '
2 3 t t o J Vdct.

Оцепим /2. Если в представлении (11)

qXlogN)20,

то по теореме 2

£•(«)« iVQogiV)-7;

если же (log iV)3 < q < (logiV)20, то по лемме 7

Поэтому
1

Л < ^ | S (а) | j | S (ct) |2dct < TV2 (log TV)'3'5 (log log TV).
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Вычислим теперь Л. Прежде всего рассмотрим мно-
жество всех q, не превосходящих у,

log JV

у = e(iog log JV)2.

по следствию 3 теоремы 6, IX при V7V =̂  х < N, за ис-
ключением, быть может, «особых» модулей q, которые
кратны некоторому q0,

qo^c log2 y(log log г/)~8 Ss с log2 Mlog log ЛО"18,

для остальных справедлива асимптотическая формула
/ ,N L i x . ,-, I — с,(log log x)2

Интеграл Л представим в виде суммы двух интег-
ралов:

где интегрирование в Jx ведется по таким а, у которых
в представлении (11) q s£ (log TV)3 не принадлежат к «осо-
бым» модулям, а в /i интегрирование ведется по таким
ее, у которых в представлении (11) gssdogTV)3 принад-
лежат множеству «особых» модулей. Повторяя доказа-
тельство теоремы 1 для неособых модулей, будем иметь

где суммирование в последней сумме ведется по q, не
принадлежащим к «особым» модулям,

v

Оценим / " . Возьмем D = [(logTV)30], A = ND~l. Тогда

'2* 2d e

D . a

= ^ s _ i S < ^ ^ 8 • e 2 I t t z s A + О ( | z |/17V) =

D . a

: 2 е м Ы 2 e

2nVp ^-^(^^(logiV)"10);

173



отсюда

2
1 (log NYW) + О (N*q-3 (lo

где

Таким образом, для /i получаем оценку

^< 2" i Ĉ  2
Л

р

Для оценки iH^St, s2, s 3) | применим лемму 7; находим

Далее, число решений уравнения

не превосходит I/2,
Поэтому

D.

dog log ^ ) 4
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причем суммирование в последней сумме ведется по «осо-
бым» q. Поэтому

1 „

' ?Om<(log JV)(log log Л') 2 2 * Ш

12

T? (log log Nf «

Окончательно получаем

/ ' „ Лг2 (log log .V)16

( 1 3 >

Из определения *\{q) и «особых» модулей q следует

« ?0~
2 (log log log TV)2 « (log TV)'4 (log log TV)25;

из (13) и последней оценки находим
2 у"

т > 2л V ( g ) +
N"(loglogN)u

Объединяя полученное выражение для / х с (12), будем
пметь асимптотическую формулу для Jh а следователь-
но, и для /:

= ° W T T £ ^ + 0 (

,5
I

2 (log Л')3 WlogiV) 3 ' 4 ) '

2(logiV)3 \ (logiV)3 '4,/'

что и требовалось доказать.

ЗАДАЧИ

1. При фиксированных натуральных числах п, т, к получить
асимптотическую формулу для числа решений уравнения

р3 = N

в простых числах ри р2, рз-
2. Пусть К(Х) —число четных чисел, не превосходящих X и

не представимых суммою двух простых чисел. Доказать, что при
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любом фиксированном D > О

К(Х) =

3. Пусть Р —целое положительное число; z пробегает целые
числа zi, . . . , г„; 5 ' обозначает сумму значений функции /(г) ^ О,
распространенную на значения г, взаимно простые с Р; Sd озна-
чает сумму значений функции /(z), распространенную на значе-
ния z, кратные d. Тогда при четном т > 0 имеем

d \ P

4. а) Пусть ft < ж0'9, In 6 = In ж • (1000 In In ж)-11; 0 ^ Z < /с,
(Z, /с) = 1. Тогда для числа Т чисел вида kn -\-1, п = 0, 1, .. ., пе
делящихся на простые ^ 6 и не превосходящих х, имеем оценку

ex In In х
: ф (Л:) I n X •

б) Пусть 0 < а < 1, 0. Тогда

СХ In In £

5. Доказать, что

2- (Р — 1) = cQx + О
/ж (1л 1иж)э

\ In ж

где со > 0 — абсолютная постоянная.
6. а) Пусть р — простое число, (к, р) = 1, q — простые числа.

Тогда существует абсолютная постоянная f > 0 такая, что

q<pV

. ср*

где S = (Y)
б) При условиях а) число квадратичных вычетов (невыче-

тов) вида q -\- к, q ^ р"1, по модулю р равно

7. Пусть р — простое число, (Л, р) = 1; существует абсолют-
пая постоянная f > 0 такая, что

а) :СР" 6 = 6 (7) > 0;

б) число квадратичных вычетов (невычетов) вида \i(n)n-\-k,
\х{п) ^=0, п ^ р1, по модулю р равно

= 6 ( V ) > 0 .



Г Л А В А XI

ПРОБЛЕМА ВАРИНГА

В настоящей главе исследуется вопрос о представи-
мости натуральных чисел N суммою фиксированного чис-
ла одних и тех же фиксированных степеней натуральных
чисел, т. е. вопрос о разрешимости в натуральных числах
хи х2, ..., хк уравнения

xl + хп

2 + . • . + xl = N, (1)

где п > 3, к = к(п) ( п р о б л е м а В а р и н г а ) . Проблема
Варннга обобщает т е о р е м у Л а г р а н ж а о том, что
каждое натуральное число есть сумма четырех квадратов
целых чисел.

Здесь будут доказаны два утверждения И. М. Вино-
г р а д о в а относительно Л, „(ЛО—числа решений урав-
нения (1); одно касается асимптотической формулы для
Jk,n(N), Л7-^-+°°, которая будет получена при числе сла-
гаемых к порядка /г2 log n\ отсюда, в частности, следует
существование к = к(п), для которого (1) разрешимо в
целых неотрицательных числах при любом N ^= i; другое
утверждение касается оценки сверху наименьшего к как
функции п, при котором уравнение (1) разрешимо для
всех достаточно больших N; именно, будет доказано су-
ществование такого No = N0(n), что все N^Ne представ-
ляются в виде (1) при числе слагаемых к порядка
п log /г, и будет доказано существование бесконечной по-
следовательности N, которые непредставимы в виде (1)
при к < /г.

§ 1. Круговой метод в проблеме Варинга

Пусть Л, „(ЛО—число решений в натуральных числах
Xi, ж2, . . . , хК уравнения

Везде ниже будем предполагать, что натуральное число
N больше некоторого фиксированного Na = Na(n) > 0, ко-
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торое зависит только от п, п 5= 3. Как и при доказатель-
стве леммы 1, X, имеем формулу, выражающую Jhi „(<Л0
через интеграл от тригонометрической суммы:

1 1-й

/ = Jk<n (N) = J Sk (a) e~*niaNda = J Sk (a) e~™iaNdcc,
о —и

где теперь

S (а) = Ц е2дгаж»1 р = 7V1/n, т = 2пРп-\ хх = 1.

По лемме 2, X каждое а из промежутка [—к, 1 - х ) пред-
ставим в виде

a = - y + z , l < g < r , (a,q) = l, | z | < — ;

через i?! обозначим те а, для которых в последнем пред-
ставлении q ^ Р0 '2 5, через Е2 обозначим оставшиеся а.
Множество Ei состоит из непересекающихся отрезков
Е(а, q) вида

3 = 1 , 2 , . . . , [ ^ 2 5 ] -

Обозначая через Л интеграл по множеству .Z?i, а через
/2 — интеграл по множеству Е2, будем иметь

Цель настоящего параграфа — получить асимптотиче-
скую формулу для Ji. Прежде всего оценим сверху мо-
дуль «полной» тригонометрической суммы S(a, q) и мо-
дуль тригонометрического интеграла ( )

S{a,q)^yje*%'i, {a, q) = 1;
x=l

1

у (z) = i' einizxndx.
о

Л е м м а 1. Для lS(a, q)\ справедливо неравенство

| S (a, q) | < n»V-1 / t a.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если q = q^2, (?i, 3 2 ) = 1, то

5(a, q) = S(ai, qi)S(az, q2).
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Действительно, выражение х^2 + x2qi пробегает полную
систему вычетов по модулю q, когда хх и хг пробегают
полные системы вычетов по модулям соответственно qt и
д2; кроме того,

"qi(modq).

Поэтому

где

Отсюда

S(a,q)=S(a1,p*1)...S(ar,p!T), (2)

где q ~ Pi • • • Pr —каноническое разложение числа g.
Оценим \S(a, pa)l, сс>1, р — простое. Пусть а = 1. Тогда

V 2Я1—i" 1 2Я1
a,Kni/n

Так как сравнение г/п = Л (modp),
более п решений, то

— 1 , имеет не

2Jti—у"

e *>

р - 1

P —

где через К" обозначено число решений сравнения

х\ == а;" (mod /?), l < ^ i , ^ 2 < / ? -

Далее, i ^ < 1 +/г(/> — 1), следовательно,
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Пусть теперь 1 < а < п, (и, р) = 1. Тогда

г=1 у=о г=1
zs=o(modp)

Если a > /г, то, обозначая через т показатель, с которым
/> входит в каноническое разложение числа п, будем
иметь

S(a,p*)= 2 2 е Р
у~0 г=1

= 2 2 е Р Т + 1 = p'+i 2
у=о г=1

r^o(modp)

= р т +! 2 е р а""п = Р71-^ (а, ра-п)-
2=1

Для дальнейших рассуждений введем функцию Т{а, q),

Па, q) = q-i+i/nS(a, q).

Из полученных оценок S{a, ра) находим: при 1 < а < п,

(р, п)=р

\Т(а, ра)\ =./ro(1-1/n) |S(a, pa)\ <ра/п<р^п;

при a = 1, (/>, /г) = 1

при К a < /г, (р, п) = 1

| T(a, pa)\= p

Таким образом, при 1 < a. < n

\n, если р <Г /гв;

Последние неравенства справедливы при любом <х, так
как при a > /г
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Из (2) получаем

что и требовалось доказать.
Следствие. При k>2n+i сходится «особый» ряд

о = аШ) проблемы Варинга:
"° .aN

О = i

Л е м м а 2. Для |v(z)l справедливо неравенство

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем считать z > 2" п дока-
жем второе утверждение леммы, так как при 0 < z =£J 2"
утверждение леммы тривиально. Замена переменной ин-
тегрирования zxn — и дает
1 1 z 1

( = — z~ [ и~1+Чe™iudu =
J

1

Первый интеграл по абсолютной величине не превосходит
1

о

второй интеграл, взятый один раз по частям, равен

J 2л1 |1 '

и по абсолютной величине не превосходит
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Отсюда получаем
lT(z)l<2z- 1 /",

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е . При к>п сходится «особый» интеграл

Ч = у{п, к) проблемы Варинга:
ос / 1 \ h

у = у (п, /с)'= [ j e™izxUdx e~™*dz.
-oo \0 /

Т е о р е м а 1. Для величины Jt при к^2п + { спра-
ведлива следующая формула:

где

„ +

2 (
0<a<q

(a,g)=l

o\

• !

u ft

n

1

2))\

Vj

\
I

+оо/1

7 (п, Л) = j И einizxndx e-
\ J-oo \o

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению /, и свойству
множества £\ имеем

g < P 0 , 2 5 0a-<a< -1/gx

ПреобразуемS( 1- z\. Представляя х, l ^ x ^ P , в виде

х — qt + s, где s = 1, 2, ..., g, а при фиксированном s

переменная t меняется в пределах < £ < » бу-

дем иметь

{ - *)=

Так как

А
dt
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то по следствию к лемме 1.1
(Я-«)/«

) " = Г

= -i- I e™iz*ndx + 0 (1) = -£- у (ziV) + 0 (1).

Таким образом,

д
о

£-S(a,q)y(zN)+O(q). (3)

Из лемм 1 и 2 находим

- Л - (а,

/ , = PhV + О (R),
где

2ЯГ
 + 1 /

(a,g)=l

9

f
J
/l n

/ 2 J V и \

< 2i*-o.« j ' dz + J 2/г (zN)~h/ndz + P"-"- 1 -
V 0 2 nW-l /

= О (рк~п~°>7ъ)

Преобразуем V. Прежде всего имеем
+1/9Т

J
+/9 +W/gx

J yk (zN) e-
ixizNdz = -Д- j yh (z)

l/gx -JV/gx

О (R,) = -1- 7 + О № ) ,
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где

i<~W J |Y(*)|k<te<lT J Z~dz = O\(qTf'~1p-k).
N/ N/N/qx N/qx

Следовательно,

. . !
(a,g)=i

где

R <— У
q>P<>>

Окончательно находим

X x )
+O\Nn «"у,

что и требовалось доказать.
Исследуем a = a{N) и вычислим f = ^(и, ft).
Л е м м а 3. Существует положительная постоянная с,

зависящая только от п и к, с = сЫ, к) > 0, такая, что
сингулярный ряд a = оШ) теоремы 1, при k~^ An больше
с, т. е. о > О О,

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция

Ф(!7)= 2
(a,g)=l
0<a<q

мультипликативна. Действительно, если q = qiq2, (<7i, <72) =
= 1, a = alq2 + atql, то

S(a,q)=

n—1 n n—l n
2nt 9 a 2ni ' i

9j ^1 g, ^1
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. . / , a N
s ( a ) V ^ ^

= O(gj)O(g2).
Далее, так как

то

П ( 1 + Ф ( Р ) + Ф ( Р 2 ) + . . . ) = 2
р<Х q<X

где

Д(Х)< 2 |Ф(?) |<:х п .

Переходя к пределу при X -*- +°° в последнем равенстве,
получим

оо

2 Ф(/О
оо

^ . С1 (К, П) J7J

V

Заметим, что Ф(р") —действительные числа, г^ 1.
Применим еще раз оценку (4):

"1)г <^с (к п) р~3'

поэтому при р > с2(к, п)

1 + ф(р)
т. е.

П (1 +

х П ( 1 + Ф ( Р ) + Ф ( Р 2 ) + . . . )>

Осталось доказать, что каждая скобка последнего произ-
ведения больше нуля.

Обозначим Th{pm) число решений сравнения

>»). (5)
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Тогда будем иметь

= £

а=1 \к=

1

Оценим снизу Тк(рт) при достаточно большом т .
Прежде всего рассмотрим Т^р"1), где

, если / ? > 2 , га = /гт/гх, (га15 /г) = 1;

1т + 2, если р = 2, га = /?тга1, (гах, /?) = 1.

Докажем, что 7\(/>т)>0 при А > 4га, т. е. сравнение (5) име-
ет решение х®\ . . ., хй° , причем такое, что хотя бы одно
из Xj° > 1 < ; < к, не делится на р. Не ограничивая общ-
ности, можно считать 0<N<p\ Ш, р) = 1, А==4га — 1 .

Если р = 2, то />г = 2Т+2 < 4га, и нужным решением
будет следующий набор чисел:

= ... = ** = 0 .

Пусть р > 2 и g — первообразный корень по модулю р"1.
Если

то количество решепий сравнения

£+...+x2=N(modpV) (7)

совпадает с количеством решепий сравнения

так как a = [i + габ,

(x.g6)'1 + . . . + (ад 6)" = iV^6" ^

Обозначим k(N) наименьшее /г, при котором (7) име-
ет нужное решение, и пусть m — число всех различных
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kW). Очевидно, что т < п. Множество всех N разобьем
на т классов, относя в один класс числа Ni и iV2, для ко-
торых k(Ni) = k(N2), и пусть Nt, Nz, ..., Nm — наимень-
шие натуральные представители своих классов, располо-
женные в порядке возрастания. Докажем, что k{Nr) ^
< 2 г — 1 , г = 1, 2, . . . , т. При г = 1 должно быть Nl — 1,
k{Ni) = 1 <i 2 • 1 — 1. Если неравенство доказано для г =
= 1,,2, . . . , h, то, рассматривая два числа Nh+i — 1 и
iVji+t —2, видим, что одно из них не кратно р, меньше
Nh+i и, следовательно, принадлежит к одному из уже рас-
смотренных классов, т. е. k(Nh+i) ^ 2h — 1 + 2 = 2(/г + 1) —
— 1, что и требовалось доказать. Итак, k(N) «£ k(Nm) ^
«5 1т — 1 г̂ ; 2/г — 1 < 4/г. Таким образом, сравнение (7)
имеет решение х± , . . ., а;̂ 0) такое, что (a*i , />) = 1.

Далее, покажем, что если разрешимо сравнение

, (8)

причем (г/, р) = 1, то при любом т > "f разрешимо срав-
нение

я " = a (mod/)"1). (9)

Пусть г/о — решение сравнения (8), (г/n, р) = 1 и g —
первообразный корень по модулю рт, если р > 2; g = 5,
если р = 2. Возьмем натуральное Ъ таким, чтобы

тогда

При произвольном натуральном г рассмотрим выражение

Ъ + грт-1(р - 1) = рЧр - 1Kb, + г/>т-'-т);

так как п = рхпи (nt, р) = 1, то возьмем г таким, чтобы
bi + г/) т " ' " т делилось на и,; тогда

Ъх + гр™-1-* = пф; Ъ + r p m - i (р — 1) = nh (p — 1);

gb+rP™-4P-i)= gb ( m o d рПуг gb+rvm-4v-i)yl == a (mod pm)

и a;0 = yog
h{v~i) — решение сравнения (9).

Перейдем к оценке снизу Тк(рт). Рассмотрим срав-
нение

1 < Xu X2, . . . , Xh < pV, 1 < l/2, . . ., yh < pm-V.

При k> <in оно имеет решение Ях0 , ;4 , . . . , xh

0) такое,
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что (xi°\ p) = 1, т. е. оно имеет
(A_i)(m_T)

решений в числах х[0), . . . , х(°\ у2, . . ., yh . Но тогда срав-
нение

z?=N- (*<°> + р ^ - . . . - (40) + РчУн)п (mod p»)

разрешимо относительно х, при любых г/2, ..., ук, 1 =̂
< У», • • -, У» < Рт-\ т. е.

Отсюда и из (6) следует

r—l

оо

1 + 2 Ф (Pr) > p-*h~V;
r = l '

П (1 + Ф ( Р ) + Ф(Р Ч ) + . . . ) > П ^ v ( 7 " 1 ) >
( h ) р^са(к,п)

^с 3 (/г, /г) > 0;

о = о (N) > с (к, п) > 0 .
Лемма полностью доказана.

Л е м м а 4. /7ри /г > /г + 1 справедливо равенство

7 (с Y ( r ( 1 + n N *

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим более общий ин-
теграл

+ 00 / 1 \ k

g(x)= f f e*nizuTldu e~2!lixzdz, 0 < x < 2.
-оо \0

Так как

то ^(х) сходится абсолютно при /г ^ п + 1.
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Функция g{x) непрерывна на интервале 0 < а ; < 2 .
Действительно,

+ 00

x + Ax)-g(x)\<4 J f e™izuTldu

|Дя|-1/3

f zdz+8-2k j ;
О |Дх|-1/3

Поэтому F(c), 0 < с < 2 ,

| sin nAxz | dz <

= )g(x)dx,
0

дифференцируема. Далее, при 0 <, с
+00 / 1

- J 1
— o o N 0

1 1 +oo

= ]...\du1...duk\ - — e

j Г / sin 2JXZA sin 2nz (к — с) \ ,
• • • duk\ г L dz,

где Я = и? + . . . + К.
00

„ Г sin ax _, п .
Так как ах = -^-sign ос, то

о
1 1

F (с) = у J . . . J (sign Я — sign (Я — с)) dut ... duk =
о

\ u± ... duk.

Сделаем замену переменных интегрирования u1=t^nс1 ,...
. . ., uk = tk

 nc1/n', получим интеграл Дирихле (теоре-
ма 7, III):

F(c) = rThck'n \ ...\ t ? . . . С dh...dtk =

r"l7T)
; к

г -
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Дифференцируя Fie), найдем g(c):

А . ,
g{c) = c .

Т")
При с = 1 получаем утверждение леммы.
§ 2. Оценка суммы Г. Вейля и асимптотическая формула

в проблеме Варинга

Чтобы получить асимптотическую формулу для Л, „(/V),
необходимо нетривиально оцепить сверху 1Л1, а для это-
го надо уметь оценивать |£(а)| при <х^Ег.

О п р е д е л е н и е . Суммою Г. Вейля называется три-
гонометрическая сумма вида

р
Л = Л (ап+1, ..., аг) — 2J e ,

х—1

где f(x) = anJrix
n+i + . . . + <XiX, сь, — действительные числа,

V = П + 1, П, . . ., 1.
Т е о р е м а 2. Пусть а п + 1 = — + — , (а,д) = 1,

ч q
1, i j l-' 4< д<Р" + 1~1 / 4, 5 — сг/л«л«а Г. Вейля. Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем применять введенные в
лемме 1, VI обозначения, пользоваться леммами 1, 3, 5,
6 гл. VI и теоремой 1, VI. Схема доказательства теоремы
близка к схеме доказательства теоремы 2, VI.

Прежде всего при Y = [pi-i/™2] имеем
S^W + OiY),

Y Р

гдеW=Y~X 2 2 e™if(x+v). Разложим fix + y) по сте-

пеням х:

fix +y)= an+ix
n+i + g1(y)x" + . . . + gn(y)x+ goiy).

При целом his* 1, применяя леммы 3 и 1 гл. VI, находим

Y

2= Y 2 2J
f̂ ^1 *•! •n
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-А. С
ni(an+1bn+1+g1(y)Kn+...)

J h,n+1

= .

По

у—1 у

X

лемме \

>'f-n

<Y

/ ,

, VI

X

> „ < я

У

/ , 4.--

у

2 е

лК-

у

'.»(

Н +

2

е

..., я„)

• } =

+...+*.(«>ч)

X

2

(

по теореме 1, VI при к^пх
п(п+1) I ,

Л,„ (0, . . . , 0) < (m)6n\2n)in(n+1)xP2k~^^(i - ( l

Далее,

gi(j/) = (га + 1)а„+1г/ + a n , [AJ < A;PV, v = 1, ...

поэтому, применяя лемму 4, VI, получим

2

(10)

(И)

(12)

у

У

= 2

< У. min(2kPn,

n(n-l)

Y . (13)

Наконец, пользуясь леммой 5, VI, найдем оценку
последней суммы:
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< б( {n +

q

i] Y + 1 j (2kPn + q log q) < 8кпРп+0''1ъ log P.

Из (10) — (13) при т = [4ra log га] + 1, получаем

что и требовалось доказать.
Т е о р е м а 3. Для числа JKn(N) представлений на-

турального N в виде (1) при к ^ en2 log n справедлива
асимптотическая формула

" +0{Nn "2

где

±

И v))
()

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя круговой метод (см.
§ 1), будем иметь

где / 1 = f Sh(a)e-vtiaItda, / 2 = f

Из теоремы 1, лемм 2 и 3 следует

J1 = ya(N)Nn

Из теоремы 2 для

| S (а) | < с 3 (га) Р 8oon2iog n <

Отсюда, пользуясь обозначениями леммы 1, VI и теоре-
мой 1, VI при «т ^ kt < Л/2, находим

Чов J f 1 5 (a( п , к) ^ ^ Г в о о п Ч о в J f 1 5 (
о
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х 2 Ju^niK ...An-n 0)<
4 l

•t (n, к) Р'

Возьмем теперь

т = [in log n] + 1>Ап log n, ki = n%, k = 2kt + 800ws,

получим утверждение теоремы.

§ 3. Оценка G(n)

Введем новое удобное при дальнейших исследованиях:
О п р е д е л е н и е . При п^Ъ функция Gin) равняет-

ся наименьшему к такому, что любое натуральное N ^
^ Noin) представило суммою к натуральных слагаемых
вида хп.

Т е о р е м а 4. Для Gin) справедливы оценки

п < Gin) < en log п.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последовательность
чисел X вида Х = Рп + Рп~г, P^Poin)—натуральное
число. Так как [Х1/п] = Р, то натуральных чисел, не пре-
восходящих X и представимых суммою к натуральных
слагаемых вида хп, не больше

Рк s£ Рп < X = Рп + Р"-\

если к ^п. Отсюда следует первое утверждение теоремы.
Для доказательства второго утверждения рассмотрим
уравнение

ип

х + ... + ul + un

m+1

(14)

где Xi, x2, . . . , xh, uu ..., u2m — натуральные числа,причем

< « « <

Л - -2Р\ 1 П < " 2
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Прежде всего

A-nN = ^ Г < "1 + • • • + "m + "m+l + . . . + C <

^ ) П = 2'n+iN.

Далее, уравнение

"Г + .. . + ип

т = i 4 + 1 + ... + и\п (15)

имеет только решения вида и1 = и т + 1 , иг = и т + 2 , ..., и т =
= и 2 т . Действительно, если, например, us ¥= um+a, s <m, и
И( = И т + 1 , . . ., Ua-i = ttm+,-,, ТО

и равенство (15) невозможно.
Пусть 1Ш) — число решений уравнения (14). Тогда

1

/ (N) = J Sh (а) Т\ ( а ) . . . Тг

т (а) е-****"с1а,

где

Пользуясь определением множеств Еи Е2 § 1, будем
иметь

/(ДО = / | ( Л 0 + / ,

Оценим 12Ш). По теореме 2 для а.<

Поэтому

"f1 ?с 4 (и, Л) i 5 V 8 0 0 n lognl \ I 7\ (a) |a . . . | T m ( a
о
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Последний интеграл равен числу решений уравнения
(15), т. е. числу наборов щ, ..., ит, и не превосходит

Следовательно,
_k h_
, n

(п, к) Р,Р2 ...PmN

Оценим снизу /,(iV). По определению /,(iV)

Il(N)= 2 • • • 2 j 5" (Ct) е~2п;а(1Ч-и?-. . . - 4

Но интеграл

при 11 — J N ^ N± ^ (1 —) N и к^ An вычисляется

по теореме 1 (см. также леммы 2 и 3):

1 (a) e 2"icUS ida = ye (NJ N? +

- C l (ft, n) N
Отсюда

h(N)> 2 ••• S \c (к, n) N """1 -
ui>um+l %' u 2m

_h_ ] _ \ h

— Ci (ft, fi) Nn inJ > 2~2m ( P ^ s . . . Pmf c(k,n)Nn 1 —

— сг (ft,
Так как

/у>, . . . Pm > ce (n, m) iV

то при ft = An, m — [c0nlogn], N>N0(n) будем иметь

что и требовалось доказать.
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ЗАДАЧИ

1. Пусть р^З, р — простое число, пи ..., геА — фиксированные
натуральные числа, Т — число решений сравнения

Доказать, что при X ф O(modp)

2. Пусть р ^г 3 — фиксированное простое число,

Доказать, что при любом N сравнение

а* + . . . + * £ = ЛГ (mod <?), i<xv...,xk^P,

разрешимо, если А; ^ ЗОто, и существуют такие N, что при к < m
это сравнение не имеет решений.

3. Пусть 1 ^ г < п, р — простое число, р > п, 1 ^ Р < рг.
Тогда для числа Т решений системы сравнений

^ + • • • + х

п = Уг + • • • + Уп ( m o d Р) -

£ (mod pn),

справедлива оценка
r(r-l)

4. Доказать, что при любом натуральном числе п и х Js (2re)!

на отрезке [ж, 2ж] леншт по крайней мере п различных простых
чисел.

5. Пусть Р> (4гс2)п и pt, . . . , р п —некоторые различные про-
стые числа отрезка [Р>/п, 2Р 1 / П ] .

Рассмотрим систему уравнений

и через J2 обозначим такие решения этой системы, что для каж-
дого pj, j — 1, . . . , п, как среди чисел xt, . . . , xh, так и среди чисел
Уи ..., уъ. имеется не более чем п — 1 не сравнимых по модулю
Pj чисел. Доказать, что

7 2hPhK
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6. Пусть к > п, Р > 1, 1 = 1{Р; п, к) —число решений систе-
мы уравнений задачи 5. Тогда существует число р, принадлежа-
щее отрезку [Р 1 / п , 2Р1/П] и такое, что

г+
J = J (Р; п, к) <bkinp PnJ (Pj n, k—n) + (2re)2кпРк,

где Р1 = Рр'1 + 1.
7. Пусть Т, л, А — натуральные числа, т ^ 1, ге ̂  2, А; > гет,

Р ^ 1. Тогда для числа 7 = 7(Р; re, fc) решений системы уравне-
ний задачи 5 справедлива следующая оценка:

/ = / (Р; п, к) < ге2пл(п)2к (87.)2ntpaft-i(n)i

где

4
2

8. Пусть ге ^ 2; построить многочлен /(ж) степени п с целы-
ми коэффициентами и такой, что

/Or) =0(mod2"), если z = 0(mod2),

j(x) = I(mod2"), если :r=3l(mod2).
9. Рассмотрим систему сравнений следующего вида (система

Гильберта — Камке):

жп-1 + .. . + ж п-1 э Лгл_1 ( m o d 2»),

Здесь х\, ..., жА — неизвестные, Nn, ..-, Nt — фиксированные це-
лые. Доказать, что для разрешимости системы необходимо, чтобы
А; было не меньше, чем наименьший неотрицательный вычет по
модулю 2" числа anNn + on_,JVn-i + . . . + «I^I, где f(x) = о„жп '+
+ a n-i^ n~' + . . . + aiT — многочлен предыдущей задачи.

10. Пусть п = 2\ ft ^ 2 — целое, доказать, что из сравнения
xi + • • • + *" = 0 (m°d 4re), где fc < 4re, следует, что

ari s= . . . = #* ^ 0 (mod 2).
11. Пусть 96т ^ ге ^ 1024, / ь ..., / т—любые целые числа,

удовлетворяющие соотношениям
3 1

-jj ге < h < /2 < • • • < •'т < Т ге-
Рассмотрим систему сравнений
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с условием, что среди неизвестных этой системы есть нечетные
числа. Тогда из ее разрешимости следует, что А; ^ 2 " , и = ге/32.

12. Говорят, что форма F=F(xi, . . . , хк) от А; переменных
с целыми коэффициентами тривиально представляет нуль по
модулю р, если при некотором натуральном числе М из срапне-
н и я F(xh . . . , xk) == 0 ( m o d p M ) следует, что х\ == . . . = ггг, ==
= O ( m o d p ) .

Доказать, что для любого натурального числа г, существует
такое п0 = гео(г), что прн любом п ^ щ существует форма F(ан,...
. . . , Хк) степени, не превосходящей п, с целыми коэффициентами,
число переменных которой к,

и, и= - .
( l o g 2 re)(log2 log 2 n) ... ( log 2 . . . log 2 re)(log2 . . . logj j n)

r 7+i

и трипиальпо представляющая нуль по модулю 2.
13. а) Пусть р—. печетпое простое число, т ^ ге/64(р — 1),

ге^ (р — I ) 8 , ji, . . . , ]т—любые целые числа, удовлетворяющие
соотношениям

Зге п

Рассмотрим систему сравнений

1 + . . . + х3,1 = 0 (mod p ? 1

+ • • • " I " X'k = l

 v

с условием, что среди неизвестных этой системы есть не крат-
ные р. Тогда из ее разрешимости следует, что к^ри, ц =
= ге/64(Р-1).

б) Пусть р — нечетное простое число. Для любого натураль-
ного числа г существует такое re1 = rei(r; p), что при п~^-п\ су-
ществует форма F(xi, . . . . Xk) степени, не превосходящей п, с це-
лыми коэффициентами, число переменных которой к,

" " ' (1оеР

п)(1оёр 1оёрп) • • • (logp--- log p re)( log p . . . logpre)

г r+1

и тривиально представляющая нуль по модулю р.
14. Пользуясь тем, что при к^сп21пп справедлива оценка

(«упрощенная верхняя граница интеграла И. М. Виноградова»)

/ = Jhtn (Р) < cL (re) P

доказать следующую теорему:

Пусть f(x) = a n + 1a;n + 1 + . . . + ct\x, a v — действительные чис-

ла, V = B + 1 , . . . , 1| a n + l = = ' 2~>
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| 6 | < 1; тогда

<сЛп) РА,

где b = (mm(PPn+1-1)) 1 б с г Л п "( ( q q ) )
15. а) Найти асимптотическую формулу для числа решений

уравнения
Pi + Р-2 + Ж" = N,

где п ̂  2, п фиксировано, pt, р2 — простые числа, х — натураль-
ные числа.

б) Найти асимптотическую формулу для числа решений урав-
нения

р + х2 + У2 + z n = N,

где п > 2, п фиксировано, р — простые числа, х, у, z — натураль-
ные числа.



УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

Г Л А В А I

1. Повторить доказательство теоремы 4, полагая т =
= [10(6 — a)D]; вместо асимптотической формулы для /„, вос-
пользоваться оценкой 1п <С ~\!А.

2. а) Взять в лемме 1 г = 1, Д = A~i/3; для коэффициентов
ряда Фурье фупкции г|з (х) применить оценки

—-т, если 1 ̂  | т | ^ А1'3;

—iA1''3, если | m l > ^ 1 / 8 ;
I g (m)

еумму t ' M , i ^ \т\

тт = V
7П ^ J

оценить, пользуясь результатом задачи 1 (см. также доказатель-
втва теорем 6 и 7).

Р) Следует из а) и теоремы 1.

3. (В. Ярник). Пусть JV>1, т = 2 ф ( г е ) > 1Ч = lJk

v>
 v =

n= 1
V

= 1, 2, . . . , m, | v — дроби Фарея, отвечающие N, ^ v

 = 2 *г,

v
Ly = ^ lr, M-,—точкп на плоскости Х о У с координатами К-,,

Через точки Мм провести кривую y = f(x) так, чтобы

/"(х) » 1/N\ i = K1^x^Km, Km > Л'3,

0 < / ' ( а г ) < 1 , X, ^ar^X™.

(См. также J а г n i k V. Uber die Gitterpunkte auf konvexen Кш>
ven, Math. Zeitschrift, 1925, Band. 24, h. 3, 500—518.)

4. Плоскостями x = 0, у = 0, z = 0, z = y, y = z, z = :r об-
дасть шара разбивается на 48 равновеликих областей. Рассмот-
реть одну такую область:

и провести рассуждения, аналогичные доказательству теоремы 2.
(См. также [3], с. 29—39.)
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5. а) Следствие теоремы 5;
р) Взять q = [а з е / 4 1г- 1 1 / 4 1], применить к сумме лемму 3, к

новой тригонометрической сумме применить теорему 4, к новой
тригонометрической сумме применить теорему 5 при к = 5. (См.
также [4], с. 117—119).

Г Л А В А II

1. Пусть Е — множество тех точек отрезка [0, 1], для которых
I/fa) I ^ ^ 4 (следовательно, ц(Е) = (i). Тогда в Е найдется п то-
чек xit X2, . . . , хп таких, что! х. — х . \~>\к — /1 —t—. Рассмот-

1 " J' га — 1
реть линейную относительно а0, ai, . . ., а„_] систему уравнений
вида

/fa.)
и найти из нее Oj,

2. Пусть

= QtA

Ы =

и

-- а.

1

= [
0

= 1,

cos:

2, . . . ,

2 л/ (ж)

Интервал интегрирования разбить на два множества Е[ и
к Ei отнести те точки, для которых

К (

к Ei отнести остальные точки. Интеграл по Е\ оценить тривиаль-
но, т. е. величипой (i(£i)i множество £г разбить на ^ 2га — 2
интервала, в каждом из которых f'(x) монотонна и знакопостоян-
на, рассмотреть интеграл по одному такому интервалу (восполь-
зоваться при этом приемом оценки интеграла, который приме-
нялся при доказательстве теоремы 4,1). (См. также [1], с. 27—30.)

3. Доказательство вести индукцией по числу переменных г,
пользоваться результатами задач 1 и 2, предпарительно предста-
вив многочлен f(xh ..., хт) в следующем виде:

/ (xv .. ., хг) = 2 • • • i

(См. также Ч у б а р и к о в В. Н., О кратных рациональных
тригонометрических суммах и кратных интегралах, Матем. замет-
ки, 20, № 1, 1976, 61—68.)

4. Предварительно доказать равенство

/ = ( ~ 1 ) ' 1 Г ег*1а*П (In xf-Чх.
(г — 1 ) ! J

о

5. Как и в задаче 1, выбрать п точек xi, • •., хп, принадле-
жащих U и таких, что
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построить интерполяционный многочлен Лагранжа g(x), отвечаю-
щий i'(x) и узлам интерполяции х\, ..,, хп,

Я ( Х ) = У V (х \ ( ж - ж х ) • • • ( ж - * v - i ) ( * - * v + i ) • • • ( * - хп)
{ >

 v t i ( V ) (*v - * ! ) • • • (*v - *v-i) К - *v+i) • • • (*v~ *») '

и к функции F(x) = g(x)—i'(x) применить последовательно
п — 1 раз теорему Ролля. (См. также А р х и п о в Г. И., К а р а -
ц у б а А. А., Ч у б а р и к о в В. Н., Тригонометрические ипте-
гралы.—Изв. АН СССР, сер. Матем., 43, № 5, 1979, 971—1003.)

6. Следует по схеме задачи 2 с использованием задачи 5.
7. Покрытие произвести за ^ п шагов, рассматривая последо-

вательно при к = 0, 1, . . ., п — 1 функции

и замечая, что при любом D > 0 число промежутков, в каждой
точке которых выполняется неравенство

не превосходит Л, а число промежутков, в каждой точке которых
выполняется неравенство

1Р„-»(*)| >D,
не превосходит к + 1.

8. Следует из задач 6 и 7.
9. Воспользоваться результатом задачи 8, предварительно оце-

нив сверху объем области Q = fi(an, ..., ai) тех точек ап, • •., osi,
где величина Н не превосходит Р, Р — натуральное число; для
этого рассмотреть при г = 1, 2, . . ., Р области Qr = Q r ( a n , . . . , ai)
тех точек a n . . . . , ai, где выполняются неравенства

доказать равенство

(г (Qr) = j ... J dan . . . dat = 2

и, далее, доказать, что каждая точка области Я, принадлежит при
некотором г, 1 «^ г «^ Р, области Qr. (Доказательство расходимо-
сти 0 при 2к ^ 0,5 (га2 + п) + 1, а также обобщения задач 5—9,
литературу, см. в статье к задаче 5).

Г Л А В А III

1. См. доказательство теоремы 4.1.
2. Следует из задачи 1.
3. Следует из задачи 2.
4. Воспользоваться задачами 2, 3 и тем, что при N =:1 сумма

5 = 1 .
(К задачам 1—4 см. также [6], с. 19—24).

5. Если rii и mi — остатки от деления п и т на р, 0 < щ < р,
О < т 1 < р, то по условию ra4mi = kp; каждый простой делитель
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меньше р; по предположению индукции он делит к; произ-
водя сокращения, получим противоречивое равенство: 1 = кф.

6. Следует из задачи 5.
7. а) Пусть 0 < а = max | aj |, ри|| га -f- q, pv || IA; тогда и «^ и.

(См. также Н и к и ш и н Е. М. О логарифмах натуральных чи-
сел.—Изв. АН СССР, сер. Матем., 43, № 6, 1979, 1319—1327.)

б) (В. К. Рыжов). Следует из тождества

((в + 2) (в - I) 2) ((в - 2) (в + I) 2) (ге3) =

= ((в + 2 ) ( в - 2 ) в ) ( ( в - 1 ) ( в + 1 ) в ) » .

8. а) При к = 1 по определению т;,(ге) = 1; поэтому

2 Мвх*.

Предполагая справедливость утверждения при к = пг, докажем
его при к = m + 1. Так как ik+1 (re) = 2 T/t №> т о

2 к

что и требовалось доказать.
б) Как и в а ) , неравенство доказывается по индукции. При

к = 1 оно тривиально. Предполагая, что неравенство имеет место
при /г = пг, доказать его при к = m + 1, пользуясь преобразова-
нием Абеля, неравенством Ть(гаг) =g; т^ (ге)ть (г) и рассуждениями
а) (см. также М а р д ж а н и ш в и л и К. К. Оценка одной ариф-
метической суммы.—ДАН СССР, 22, № 7, 1939, 391—393).

9. Пусть F(m, re)—произвольная функция натуральных ар-
гументов; тогда

2 *•(!.»)= 2 2 *•("».») 2 м<*) =
—г d\m

= 2 22

= 2 2 2 ^ (^ F (dr're) -
Nd-1 n<2V(dr)-l

- 2 2 2 |i№F(ir,B);
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полагая т = dr, последнюю кратную сумму перепишем так:

2 S i x w 2 *(*.»)•

Если взять теперь

ГЛ(ге)/(гет), и < п;

О, и.^- ге,

то получим требуемое:

2 Л(ге)/(ге)=2 2 2 \i(d)A(n)f(ndr) —

- l !
u<n V

2 2 \i(d)A(n)f(ndr)-
rd<N ndr<:2V

= 2

2 ( 2 С№) 2 Л (И) /(BIB).

(См. также V a u g h a n R. C, On the distribution of ap modulo
1,— Mathematika, vol. 24, p, 2, № 48, 1977, 135—141.)

Г Л А В А IV

1. При Rex > 0, Re s > 1, производя замену переменной инте-
грирования х —v n (поворот луча интегрирования на угол ф =
= arg т) и пользуясь следствием 1 леммы 3, будем иметь (см.
также доказательство теоремы 1):

LL (
0 \"=1 /
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f •" ( 2 • ^ * = ̂  f4-7 -V-i/Д -W4-\ 4-7 4--i. . , , ,
da; —

кроме того,
~ S S

Г ( 1J ' 1 ' 1 ' - ^ - Г 2

Г ж 2 2 й П т rfr — т 2 2 T I 2 2 га3"1 Г / J — - i IT*. 2 — ^

1 ч '

Отсюда следует утверждение задачи.
2. а) Взять г = 1 и повторить рассуждепия доказательства

теоремы 1.

б) Ваять г = 2 е > * > 0, соответствующие интегралы

оценивать, пользуясь леммой 2,1. (См. также Л а в р и к А. Ф.
Приближенные функциональные уравнения функций Дирихле.—
Изв. АН СССР, сер. Матем., 32, № 1, 1968, 134—185.)

3. Из функционального уравнения дзета-функции (теорема 1)

при s = ~2 + it следует

2 Г —

т. е.

4. Следует воспользоваться равенством

1 it
л ~ " Г I

„120(0 _

-
^ 2

и формулой

In Г (») = (»- у) In « - «+ ЬV2H + J
о

5. По формуле Лейбница при целом к,

7*—Q
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Из задачи 4

JL (e

i9<«) = Г (6' (t))reiQ(» + О (г"1).
df

Из леммы 2 при 0 ^ та ^ к, N ^ 1,

iV2

(2)

И») (±+ и) = (_ лт У (Ь»)7" , ^
в \ 2 "т" I ^ > £d 1 , .. "i j ,m

n = l
• « - 2 -

+ 0

Полагая Л* > No = г/2я, преобразуем сул!Л1у 5,

V . (In»)1"

применив к пей следствие леммы 1,1 (см. доказательство теоре-
мы 6). Устремляя N —>- + оо, получим

s l m ) ( i + «) = ( - o m
-\-0

п<:(/2Я -у1

п L

(1прТ

Применяя теорему 2,1, доказать соотношение

V (In п)т

 jrit = (

я ~~ а я

V
_i .
а г

• +

где 6,(t) = —г in t + г ь 2я + г + я / 4
И з п р и б л и ж е н н о г о ф у н к ц и о н а л ь н о г о у р а в н е -

н и я

для Z(m) ( 4 "г «):

In-

1 Г" + 0 ( r - 1 / 4 ( l n t ) m + 1 ) ,

^формул (1), (2), следует задача.
6. Взять Д = 8/Z^1 In Я и сумму S\ разбить на две:

тде
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Для Su имеем

p\k

*u< 2
п<1-Д)Р

(ы-Ц
\ п_

нг-1

v=o

V 1

 e2ntV

V=0

Для iSi2 имеем

rninftf,, _ — ) < 1.

Slt<H{
Р(1-Д)<п<гР у»

„ inP

nvгде v — некоторое целое число с условием Т <

После замены переменных и преобразований, приходим к
суммам а, а (в):

Р I I Шп(Р-т)
i i e2

т < д р

(в) =
И1п (Р-т)

Наконец, преобразование Абеля дает

а (а) < afe

S .Шп(Р-т)

Последнюю сумму оценим тривиально, если а <; у^Р, и по третьей

производной (теорема 5,1), если а>-|/"Я. Для | 5 , | получим

| 5 Х | < Я^ (In P)h (7-1/в я -л-1 1 п 2 г + г-1/4 1 п Г ) #

В |5г| выделим слагаемое при п = 1, а оставшуюся часть оценим
так же, как оценивали 5ц- Получим

S2 = Я [ (In P ) h (I + О ( Г 1 / 4 ( 4 Я 7 1 In P ) r ) + О ( г - 1 / 4 In Т)}.

7. Следует из задач 5 и 6. (См. также М о з е р Я. Об одной'
теореме Харди — Литтлвуда в теории дзета-функции Римана.—
Acta Arithm., 31, 1976, 45—51; К а р а ц у б а А. А. О расстоянии
между соседними нулями дзета-функции Римана, лежащими на
критической прямой.— Труды МИАН, 157, 1981, 49—63.)
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Г Л А В А V

1. При Re x > 1 преобразованием Абеля получаем

Умножить обе части равенства на z s + 1 /(s + 1), проинтегрировать
по отрезку [6 + tT, Ь — 1Т\ и применить рассуждения теоремы 1.
(См. также К а р а ц у б а А. А. Равномерная оценка остаточного
члена в проблеме делителей Дирихле.— Изв. АН СССР, сер. Ма-
тем., 36, № 3, 1972, 475-483.)

2. Применяя следствие теоремы 6, IV, получаем

V 1 т ' (и) и

^ т ~\/п П

где 0 ^т ' (ге) ^ т ( г а ) . Последний интеграл оценить, пользуясь
рассуждениями, подобными тем, которые применялись при дока-
зательстве теоремы 1, и оценкой

У, т?(п)<СХ1паХ.

3. (Харди— Литтлвуд). При Res > 1.

«=1 "

применить теорему 1 и задачу 2. (См. также H a r d y G. Н.,
L i t t l e w o o d I. E. The approximate functional equation in the
theory of the zeta-function, with applications to the divisor prob-
lems of Dirichlet and Piltz.— Proc. London Math. Soc. (2), 21, 1922,
39-74.)

ft. По следствию к теореме 5, IV при некотором с > 0 в об-
ласти 2 ^ | ( ] ^ Т, а ^ 1 — c/logT, выполняется оценка

В этой же области

/ А \

— In С (а + И * I

1+15£т

а
т. е.

Кроме того, при 6 > 1 по теореме 1
Ъ+iT

1 X
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Далее следует повторить рассуждения теоремы 2.
5. Д о с т а т о ч н о с т ь . Во-первых, а) и б) следуют одно из

другого с помощью преобразования Абеля (см. теорему 2). Далее,
при Re s > 1 применяя преобразование Абеля, находим

c~sdx •
„ s I - ' ' I

n = l
= s г

оо

f i?
J

R(x)x-s-4x = ^—-Ys\ R(x)

где R(x) = O(xi+e). Последний интеграл определяет аналитиче-
скую функцшо в полуплоскости Re s > f. Следовательно, в силу
припщша апалитического продолжения, функция t,'(s)l^>(s) D по-
луплоскости Re s > f является аналитической во всех точках, за
исключением точки s = 1, где она имеет полюс первого порядка;
отсюда следует, что £(s) не имеет нулей при Re s > j . Если же
в полуплоскости R e s > Y пет нулей, то а) и б) следуют из тео-
ремы 3 (см. следствие). Утверждение с) следует по схеме реше-
ния задачи 4.

6. (Литтлвуд Д. Е.) Воспользоваться формулой ( п р е о б р а -
з о в а н и е М е л л и н а)

Zni J
)dw ( R e ^ > 0 , а > 0 )

ii теоремой 3.
7. Доказать, что при с > О, Т ^ 2

с+гТ

с-гТ

воспользоваться формулой (2),V, теоремой 3, IV и методом дока-
зательства теоремы 3.

8. а) При Re s > 1 рассмотреть функцию /(s),

п = 1

которую сравнить с £;(«);
б) При Rex > 0 рассмотреть функцшо

9. Следует из теоремы 2.
З а м е ч а н и е . В задачах 8 и 9 получить остаточные члены,

отвечающие остаточному члену теоремы 2 (см. также теорему
3, VI).
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ГЛАВА VI

1. Повторить доказательство теоремы 2: рассмотреть сумму Sr

s = 2 е2 Л { т / ( х ), P9/10<N<P,
x=N+l

взять а = [JV5/n], r = ci(logN)i~\ разложить функцию mf(n-\-xy)
в ряд Тейлора по степеням ху и оценить (как в теореме 2) двой-
ную сумму W,

» F = 2 2 е**^*"), f (sy) = У, asx
s,/s

(нетривиально оценить сумму минимумов для тех s, которые ле-
жат в промежутке c2(logiV)f-i < s < c3(logiV)f-1

) где ch c2, c3 сле-
дует подобрать, пользуясь условиями задачи).

2. Следует из задачи 1 и леммы В, I.
3. Следует из теоремы 2 и теоремы 6, IV (применить пре-

образование Абеля).
4. К функции /(s) = t,k(s) применить задачу 1, V: для оцен-

ки .4(1) воспользоваться задачей 7,111; взять а = 1—(2с/>)~~2/3,
где с > 0 — постоянная задачи 3, Т = Х*~а, и рассмотреть соот-
ветствующий интеграл по контуру прямоугольника с вершинами
Ь + П\ а + iT, а — iT, b — iT, (b = 1 + (log X)-'1); так как А (£)
неубывающая функция | , то при h = X<a+'>/2

X+h

-1 Г 4(l)i|<>l(X)<-L
ft J Л

Л. ft л.

(См. также К а р а ц у б а А. А. Оценки тригонометрических сумм
методом И. М. Виноградова и их применения.— Труды МИАН, 112,
1971, 241—255, и статью к задаче 1, V).

5. При каждом /, / = 1, . . ., N, построить е-«стаканчик» точки
Pi, т. е. функцию (fj(xj) = 0 при \XJ — fij| J s е, фj(Рj) = 1 (см.
лемму Л. I ) , разложить в ряд Фурье f(xu ..., xN) = qpi(zi) . . .
• • • фл (ZJV) и доказать, что
Т 1 1

aNt) dt = T \ ... [ / (xv . .., xN) dxx .. . dxN + о (Т).

О 0 0

6. РасСдМОтреть две функции комплексного переменного z:

Ф(Х; so -f- z, 0) и Ф(Х; so + z), воспользоваться принципом аргу-
мента и задачей 5.

7. Воспользоваться ойлеровсшш произведением для t,(s).
8. Используя соотношение (4), § 1, IV, провести вычисления.
9. Функцию F (0„ , Ор , . . . , 0 р \можно представить в виде

k

 i 2*Wp

— е ге+ 0(1) = L (Q , . . . , О \ + О (1),
7 1 = 1 "

причем 0 ( 1 ) я в л я е т с я непрерывной функцией аргументов 0., >•••$„.
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Множество значений L ( 0 р , . . . , 0 р \ есть круг (к > 10) радиуса

k

у ±
В силу расходимости ряда 2 Р — 1 (см> задачу 9, V) утверждение
задачи является следствием непрерывности F.

10. Воспользовавшись предыдущей задачей, изменить конеч-
ное количество %(р) так, чтобы выполнялись пункты а), б), в), г).
Справедливость пункта д) проверить методом комплексного ин-
тегрирования (см. гл. V).

11. См. указание к решению задачи 9.
12. Используя результаты д) а и д) (3 задачи 10, применить

теорему Лагранжа о конечном приращении.
13. При X > A"i рассмотреть

и применить задачи 11 и 12.
14. Воспользоваться задачами 13 и 6.
(К задачам 5—14 см. также В о р о н и н С. М. О нулях част-

ных сумм ряда Дирихле дзета-функции Римана.— ДАН СССР 216,
№ 5, 1974, 964—967).

Г Л А В А VII

1. Для доказательства В применить теорему 1, V и восполь-
зоваться А. Для доказательства А воспользоваться результатом
задачи 2, IV, применить преобразование Абеля и В.

2. Н е о б х о д и м о с т ь : а) и б) следуют из задачи 1; в) сле-
дует из г); для доказательства г) получить предварительно оценку

£ хк(п)пи < V x i ti s , l

(см. задачу 1, В); д) следует из теоремы 1, V.
Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть выполняется а) и пусть при не-

котором во > 0 существует последовательность чисел Т] —*- + оо
такая, что

1

из теоремы б, IV следует, что при 11 — Тj\ ^ 1/2.

* - Ti I Tt l n T i

при | i -
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отсюда

при к > 1/е0 получаем противоречие.
Достаточность б) и в) доказывается аналогично, г) тривиаль-

но. Докажем д). При Re s > 1

Z P f c - l (In A") Z - s - ] - d X + s [ /?й (X) X-*~4X= f (s) -1- ff (o);

1

функция /(.?) регулярна при любом Re s > 0, s Ф i, g(s)—регу-
лярна при Re s > 1/2; оценивая | /(s) | д \g(s)\ при Re s 55 s0 >
> 1/2, \l\ 5г 2, найдем

пои любом к 5г 2; отсюда следует, например, б) (си. также [4],
с'.Ш--?,2П).

3. Согпользоиаться задачей 2, г) и повторить доказательство
TC-opt-мч !.

А. а) Пусть N > Я > 0, / — число решепий неравенства

Лт — р < р' ^ Л' — р + Н, р < W2,

^ У (Л- - у -j- Я ) р - (-V - Р)р

 Jr n / > 2 In ЛЛ

двойная сумма по абсолютной величине не превосходит ш,

JV—р + Н N+H
^ хР dx.

|Impl<cT

Последний интеграл оценить, пользуясь неравенством Коши и
теоремой 1.

б) Следует из задачи 3 подобно а).
5. Повторить доказательство теоремы 2. (См. также Л и н-

н и к Ю. В. Некоторые условные теоремы, касающиеся бинарной
проблемы Гольдбаха.—Изв. АН СССР, сер. Матем, 16, № 6, 1952,
503-520.)
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ГЛАВА VIII

1. Рассмотреть систему п линейных уравнений с п + 1 неиз-
вестными числами qo, 5ь . . . , дп-

2. 1) Пусть к[ + . . . + кг ^ п + 1; не ограничивая общности,
можно считать &i + . . . + кг = ге + 1. Раскрывая скобки, после-
довательно выберем Ь, с, d, ..., г, m так, чтобы выполнялось со-
отношение

...(х- n r ) ' i ' - S + . . . + с (х - a/i-f- tf (* - a / i - 1 + . . .

. . . + / (я - a j + m = / (ж) (mod p).

Из определения следует, что если

(x-a)G(x) =0(modp),

то G(x) £= O(modp). Полагая, далее, в первом соотношении х =
= Я], найдем, что m = O(modp); вынося за скобки х — а.\ п по-
вторяя такие /ко рассуждения, последовательно получим / s= О, . . .
. . . , d Е= 0, c s O , .,., Ь s^ 0 но модулю р. Наконец, из

ап (х - П^\Х - аг)
к* . . . ( х - а ^ ' 1 = (х - a,) f t r G (JT) (mod p)

следует, что ап = 0 (modp), что противоречит услояию "ал;!чи,
2) F(x) =F(x)—F{a) = (х — a)G(x) (modp). 3) Раскладыви;: l-'(x)
в ряд Тейлора по степеням (х — а), получаем

F' (a) F" (а)
f ( * ) f ( * ) f ( a ) P f r . J ' d . ) "

х - a ) " " 1 = (x- a)hG (x) (mod

3. (А. Г. Постников). Воспользоваться задачей 2. 3) при />" — 1.
Далее, если /i, 72, /о — числа решений сравнений ( f (z)) ( I ' " " : / 2 +
+ l = 0(modp), — ( / ( ^ ) ( P - D / 2 ) + 1 = 0 ( m o d p ) , /(г) = O(iuod p),
то iV;, = 2/2 + /о, а по задаче 2, 1)

2/J + Z ^ C T . £(*•) = — (p+1), 2 / 2 + / 0 ^ с т . g(a:):

кроне того, 7i + /2 + /о = р- (См. также П о с т н и к о в а Л. П.
Тригонометрические суммы и теория сравнений по простому
модулю, уч. пособие МГПИ им. В. И. Ленина, 1973. A. Time. Ober
Anniihorungswerte algebraischer Zahlen.— J. reine ang. Math. 1909,
135, 284—305.)

4. Имеем

F(xv) = F(x + H) = a0 + a,H + a2IP + . . . + arH
r,
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где
п (р — 1)

Bv = 2?v (*) = t > + . .., v = 1, 2, . . . , (p - l)/2.

Пользуясь задачей 1, найдем многочлен h{x) вида

... +ЪкП
к

и такой, что

Коэффициенты со, с ь -.., cft определяются из системы линейных
уравнений:

%bk

О = а г

Последние п уравнений этой системы можно записать так

= о,

Из этой системы находим bo, 61, , b^:

В, ... В._. B

s+1
В h+1

зя ... в, Bs+2 ••• Вк+2

Bh

Старший одночлен многочлена bk-,+\ имеет вид

... Ва

... с*+1

s ... с 2

Степень многочлена а, (х) р а в н а — 2 — n — s> а коэффициент при

старшей степени а,(х) равен a^f~1^2. Степень с» не превосходит
степени a,bk-t, 0 ^ s ^ /с; но степень а,6&_, при любом s,
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О <: s <: ft, равна

к (к + 1) (в - 1) + п.

Коэффициент при этой степени в многочлене с* равен х,

k+i

s—l

p - 1 c\ ... cs~x c°

nh /~ih-\-5—2 /ift+s *--i2/i
° r ••• ° r c r . . . C r

1 1 . . . 1
p - 1

2

Гак как га — нечетное число, к «£ (р—1)/4, то x ^ O ( m o d p ) . Та-
ким образом, многочлен g(^),

g(ar) = eo + с,Я + . . .

имеет степень т. по модулю р,
— 1

т=кр + к (к + 1) (и — 1) -f j

и каждый корень F(x) по модулю р, является корнем кратности
2к + 1 многочлена g(x).

5. Будем считать п ^ 3, р > 4гс2. Пусть /v — число решений
сравнения

Р - 1

F (x) = l)v=0(modp), v = l, 2.

Тогда

п

Возьмем в задаче 4 i = ("1/2/5 — l) + 1, применим задачу 2,

найдем

(2ft-

Кроме того,

Следовательно,

/„ > P - 71 •

= ftp + ft (ft+ 1) (n -

-f; h 5= p —
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(К задачам 4—5 см. также С т е п а н о в С. А. О числе точек
гипероллиптической кривой над конечным полем.— Изв. АН СССР
сер. Матем., 33, № 5, 1969, 1171—1181; К о р о б о в Н. М. Оценка
суммы символов Лежандра.— ДАН СССР, 96, 4, 1971, 764—767.)

6. При X < р имеем

из леммы 5, VIII следует задача
7. Невычетами среди чисел 1, 2, . . . , У будут те числа, которые

делятся на простые, больше п, т. е.

С другой стороны,

^ Y у (л I'1 Y i

V \ 1 П " ' U n n ))'

(см. также В и н о г р а д о в И. М. Основы теории чисел,— М.:
Наука, 1981, с. 113).

8. Имеем

y

TOj m 2 , t = i X = l

Вси наборы (пц, . . . . ni2h) разбить на два класса А и Б; в класс
А отнести те из них, у которых имеется по крайней мере к + 1
различных значений т,}, в класс В — все остальные. Число набо-
ров класса В не превосходит к\ Zh. Если набор {тп\, . . . , ты) при-
надлежит классу А, (7. + т^) . . . (А, + m2f t) = (Я, + nij) х . . .

... (к-\-т'Л r, nij, . . . , отг —попарно различные числа, то одно из
06j равно 1, п к сумме

применима оценка задачи 5.
9. Взять к = [(2е)-'] + 1, возвести |W| в степень 2к, при-

менить неравенство Гёльдера и задачу 8. (См. также К а р а ц у -
б а А. А. Суммы характеров с простыми числами, принадлежащи-
ми арифметической прогрессии,— Изв. АН СССР, сер. Матем., 35,
№ 3, 1971, 469—484, лемма 4.)

216



10. Возьмем У = fp0-*5"-')], Z = [ p 0 ' 2 6 * ] , тогда (ср. с дока-
зательством теоремы 2,VI)

т<Х

W < (YZ)'1 V

где г/г/ sa l(modp). Далее, при любом к

р - 1

где т'(^) — число решений сравнения

ту' ==X(modp), т ^. X, у-

Применим неравенство Коши:

Y.

Т- (Я))
2 V 2ft

Первая сумма в последнем неравенстве равняется числу решений
( d ) X ^ У

р у д р
сравнения ту\ = mly (modp), т, т{

очередь не превосходит

У т2 (к) = О

у,
у р

У, которое Б СВОЮ

1п3р).

Ко второй сумме применим задачу 8. Выбирая к = к(е), получим
утверждение (см. также B u r g e s s D. A. The distribution of
quadratic residues and non-residues, Mathematica, 4, 1957, 106—112,
К а р а ц у б а А. А. Суммы характеров и первообразные корпи
в конечных полях.—ДАН СССР, 180, № 6, 1968, 1287—1289).

11. Следует из задач 7 и 10.
12. Следует из леммы гл. VII.
13. (С. Учияма). Пусть 0 < е < 0,01, У = 1п2+Е X, к =

= ———•—^—, л ^ Л о ( е ) . Рассмотрим сумму Wm,
Zi in. in л.

wm = У ( У f.
р<Х \ q<Y x

где т — натуральное число, q и р — простые числа. Имеем

' i \

где т т (и) —число решении уравнения qi ... дт = п в простых
числах д; «5 У, / = 1, . . ., т. Пользуясь формулой (5) и задачей
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12, приходим к неравенству
р - 1 2Я1—

Пусть теперь для М значений р, р С̂ X, вьшолняется равенство

Тогда из предыдущего неравенства следует такое:

М (я (У))
2* (У* + X2); = б(е)>0.

1 + 6 ) значений р ^ Z выполня-

ется неравенство

т. е. среди чисел g ^ F есть квадратичные вычеты и невычеты
по модулю р.

ГЛАВА IX

1.

• " .

где

С(в) =

а)

N

Имеем

(п) ч _L X(7i)7i-" = и Г С (и) u-^du + С(N) N~a,

к-1

1 = 0

К сумме по т применим следствие леммы 1,1; получим

k-i / «• Nki

(и) = 2 "/ (0 1 *-«<fa + О (1) = О (Л).С

Отсюда и из первой формулы при TV —>- + оо получим требуемое.
б) Повторить решение задачи 1, IV, заменив £(s) функцией

Us, х).
2. Так как х — примитивный характер по модулю к, то по

лемме 3, VIII
h я '
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Распространяя в нужном месте суммирование на все характеры
по модулю к и пользуясь мультипликативностью характера, по-
следовательно получаем

2
xmod k

M+N

п=М+1
M + N M+NM + N M+N h

<т 2 2 2 °п«т 2 -
г п=М+1 т=М+1 Ь=1

k M+N M+N

b=i

_ Ф

k Ьп-ст

^ хм.•"-*-=
с=1

c,fc)=l
.b(n-m)

2 M ~

M+iV

b = l

Применяя, далее, задачу 12, VIII, получим требуемое.
3. Применяем преобразование Абеля:

M+N

2
к=М+1

где

M+JV

f C(u)u~S*+iA~1d
M+l

M+N

2J
 an& (") n

2 I M+N

<20|

+ 20 | С {M

M+l
M+N

f u-1\C(u)fdu+20\C(M+N)
M+l

| 2 < 20L \ u~1\C(u) \2

Суммируя обе части неравенства по % и к и пользуясь задачей 2,
получим требуемое.

4. Умножим равенство а) задачи 1 на

Мх (s, X) = 2 I-1 (") * Н «~*.

Пользуясь свойством функции Мёбиуса, при s = p получим

n \Y<n<Z n

+ O(kZ-a\Mx(p,X)\),
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где

2
d\n

nY <d<min(x . n l " 1

Ц(<*),

Отсюда утверждепие следует тривиально.
5. Пусть s — p — пуяъ L(s, %), Ее s ^ a,

в задаче 4
1; возьмем

2(3-2<х)
QT,

Z =
(В, если _L<a<JL;

У, если _ < а < 1.
4

Все рассматриваемые нули всех Z-рядов с примитивными харак-
терами •/ по модулю к <; Q разделим на четыре класса, относя в
первый, второй, третий и четвертый классы пули, для которых
выполняется соответственно первое, второе, третье или четвертое
неравенство задачи 4 (классы могут пересекаться). Суммируя
каждое из неравепств по нулям своего класса, а затем складывая
все получившиеся неравенства, приходим к такому соотношению:

у 2' tf(a.r.w
ft«QXmodft

2 2 2
&<Q X mod Л р х

Ка;кдая из сумм справа оценивается подобно сумме задачи 3:
нули р~ разбивают па классы, относя в однп те, для которых
А'^ 1Я> рх < А + 1, Л = —Г, — Г + 1, . . . , Т — 2, Т — 1; в одном
классе будет -С In ((> + Т) нулей, а всех классов <С Т; при оценке
третьей суммы, еще применяется неравепство Гельдера:

2'mod k я 2 /
<( 2

(i) */ ('

У
Qx mod

i ) J-P |4/3

!

2 ix
Y

(ra)

3x

(n

7. (ra) n~e

2'
mod ft

4 / 3 <

2N2/3X

1

Y-

n ~ p

Все указанные суммы оцениваются одинаково; оценим, например,
самую последнюю, т. о. 2:

V — V У У у(,л „-Р
h-szQ Xmodft

= 2 2'
?i«;Q Xmodfc

%' (n) X (л)

где т'(га)<т(га), р = px, Л
рим такую сумму W,

Im px < A + 1. Для этого рассмот-

mod

т' ('0 ге-аХ(га) п<х-р
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эта сумма соответствует сумме задачи 3, с)
ап =т ' (л)л~ в .

Поэтому
N

Тем самым

После несложных вычислений получим утверждение задачи.
6. а) Из § 1

где х 1 — примитивный характер по модулю ки к^\к, порожден-
ный характером %. Отсюда

max

2

так как
ф(Й!г) >ф(/сОф(г), ф(г)

то

^ " dh

Если /ci ^ (In X)N, N > 0 — любое фиксированное число, то нуж-
ная_оценка следует из теоремы 6. Пусть (lnX)N <. ki а^.

) - B . Рассмотрим о (Я),

по теореме 1 при Г ==

2 ж
Теперь оценим такую сумму:

2 2 22
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где р = а + it. Имеем
а
j" Xada,

О* 5

f1, 2Т , х) + (In X) f Z«7V (а, 2Г

0 > 5

Отсюда

(In X) max Z K 2 2 Y V (a- 2 r i - z i)-
a KK

Подставляя в последнюю оценку результат задачи 5, а затем соби-
рая вместе все предыдущие оценки, получим требуемое с В =
= А + 2.

б) Повторить рассуждения а) и в нужном месте восполь-
зоваться следствиями 2 и 3 к теореме 4 и следствием 3 к тео-
реме 6.

(К задачам 2—6 см. также [6], [8], [ И ] , В и н о г р а -
д о в А. И. О плотностной гипотезе для L-рядов Дирихле.-—Изв. АН
СССР, сер. Матем., 29, № 4, 1965, 903—934; В о m Ь i е г i E. On the
large sieve, Mathematica, 12, 1965, 201—225.)

7. Пользуясь рассуждениями леммы 3, VIII, доказать, что

ind (1 + р'и) = {р — 1)р'~1ч, где (^ р) = 1.

Рассмотреть, далее, функцию /,

/ (1 + p*z) = P'z - _L ( / г ) 2 + ... + (-1)™-1 -L О л г ,
2 m

и доказать, что

/(1 + рЧг) + /(1 + p«z2) sa/((l + P ' * , ) (1 + р«г2)) (modp") .

Отсюда и из предыдущего вывести соотношение
ind (1 + р'и) == (р — 1)а/(1 + psu) (mod (р — 1)р"~ г ).

где (а, р) = 1. (См. также П о с т н и к о в А. Г. О сумме харак-
теров по модулю, равному степени простого числа.— Изв. АН СССР,
сер. Матем., 19, 1955, 11—16.)

8. Оценивать так же, как оценивалась дзетовая сумма (теоре-
ма 2, VI): взять s = [0,5ш—'], а = [TV0'25], получить неравенство

\S\ ^a~2N\W\ +2a2,
где

Пользуясь задачей 7, последнюю сумму заменить тригонометри-
ческой и дословно повторить доказательство теоремы 2, VI; в
соответствующем месте нетривиально оценивать суммы миниму-
мов с индексом m из интервала 0,5г < m < 1,5г. (См. также Р о-
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в и н С М . О нуцях L-рядов Дирихле.—Изв. АН СССР, сер. Ма-
тем., 23, 1959, 503—508; К а р а ц у б а А. А. Тригонометрические
суммы специального вида и их приложения.— Изв. АН СССР, сер.
Матем. 28, № 1, 1964, 237—248; Ч у б а р и к о в В. Н. Уточнение
границы нулей Л-рядоь Дирихле по модулю, равному степени
простого числа.— Вестник Московского Университета, № 2, 1973,
46-52.)

9. Пусть х Ф Хо! при любом целом X > 1, Re s = а > О, при-
меняя преобразование Абеля, найдем

оо

X) = 2 X (п) n~s + s \ С (и) и

где

с («) =
тем самым

i (s- X) = S X («) «~S "I" О ((| * 1+ 1) u1"0).

Разбивая сумму по re на две, п ^ N и п > N, применяя в первом
•случае тривиальную оценку, а во втором — оценку задачи 8, при
i V = e x p ( l / ) 2 / 3

Res = a > 1 —

яайдем

Далее, при
\t\ < e x p ((log log к)2)

повторить рассуждения теоремы 2, VI с такими параметрами:

Ы d

2'3d (log/c)2/

10. Из задачи 5 при к = рп, -^-х6< к < i e , Т = exp (In In x) 2

имеем

2 ЛГ (а, Г, X) < Г/с8 ( 1-а )1п1 0х;
X mod h

следовательно,

ф (к) '•' Т }'

где
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Пользуясь задачей 9 (см. также доказательство теоремы 2, VII),
получаем (Y = 1 — сх (In х) ~2'3 (In In х) - J )

L, Tv On *)

v
Г xaN (a, 2^, X) da,)

l I a »Px| < T l ^ ' 0,6

x m o d f e | I m p x [ < r 1 ^ 0 6

= О ( Г 1 х е х р ( - 1 п ° ' г 5 х ) ) .

Разбивая сумму в ii по р, па < In Г сумм и применяя последнюю
оценку, получим требуемое. (См. также Б а р б а н М. Б., Л и н -
п и к Ю. В., Ч у д а к о в Н. Г. On prime numbers in an arithme-
tic progression with a prime-power difference, Acta arithm, 9, № 4,
1964, 375—390.)

Г Л А В А X

1. He ограничивая общности, можно считать (re, та) = 1. По-
вторяя доказательство теоремы И. М. Виноградова о трех простых
числах, получим для числа решений I задачи формулу

где Io(N)—число решений в натуральных числах х, у, z урав-
нения

пх + таг/ + kz = N,

), y ( q ) =*»

а=1
(а,д)=1

Так как к г(?) —мультипликативная функция, то

р

кроме того, пз-за условия (п, та) == 1 получаем, что

Y(p») = 0 при s ^ 2.

Поэтому

о = П (1+ТЫ) П T ( l + — - iП
p\nm!iN

2. Пусть ап — четные числа,—-Х < a n < Z, n = 1, 2, . . . , M

Рассмотрим уравнение pi + р а = а„, р ь р 2 —простые числа. Как
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при доказательстве теоремы 1, возьмем L = In X, т = ХЬ~А, хт
= 1, Q = LB, определим множества Еи Е2 и интегралы /,,
Получим

/ = J S3 (а) Г (а) da = / , + /.,,

где / — чпсло решений рассматриваемого уравнения,

S (а) = 2 e™iaP, Г (а) = 2

По теореме 2
1

/ < max | S (а) | \ I 5 (а) | | Г (а) | а'а «
ass J

V
1 1

: X ( I " 0 - 5 7 * + L - ° - 5 A ) L3 " I / \ I 5 ( a ) | 2 da\\T ( a ) | 2 d a =

о о

Далее,

n = l

Пользуясь формулой § 2

m

и проводя такие же рассуждения, получим

n=i

где

PXa n , ( p — 1,

Отсюда при А = 2.D + 12, В = Z) + 10, следует требуемое. (См-
также Ч у д а к о в Н. Г. О проблеме Гольдбаха.— ДАН СССР,
17, № 7, 1937, 331—334.)

15 А. А. Карацуба *



3. Пусть a = J D 1

1 . . . pk

h — каноническое разложение а на прос-
тые сомножители, та < &, та — четное, тогда

поэтому

V=l d\(z v ,

S
( 2 v ,

d ) ^
4. а) В задаче 3 возьмем та = 10 [In In x], x^ x0,

2 ( ) S S
V=l d\(2v,P) d\P

Q(d) O(d)<:m

Находим (пользуемся задачей 9, V)

Т < У, |х (d) (JL + (
•^^ I kd

d\P \-
I

где

у 1

р

п

r—m+l fl(d)=r
B(dj>m

r=m+l

i 6x V /lnlnb + с \r ^ / 1

ф ( ) In ж
r=m+i r=m+i v

m

d\P r=o
Q(d)<m
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б) Повторить а) с In 6 = 1пж(сг l n l n i ) - 1 , т = 2[с2 In In x],
где подобрать ct и с2 (в зависимости от а) нужным образом. (См.
также Ml], с. 53.)

5. Пользуясь определением т(гс), имеем равенство

У 1

Сумму по к разбить на две: при к ^.^х (1пя)~ в применить зада-
чи 6, IX и 8, V, при Уя(In х)-в <; k ^ yj" воспользоваться преды-
дущей задачей. Сумму о под знаком О при п г=с Уж (In г) - D оценить
так:

о" < У) -t' (г), где -t' (г) < х (г);

(См. такя;е [11], с. 477.)
6. а) Можпо взять, например, любое *( > 1. Рассмотрим сум-

му V,

n<pV ^ ' '

и применим к ней задачу 8, III с N = р*, и = уЛ'; получим

V = V{ — V2 + О flU In N),

где

1 м ш^

d-iu

Разобьем еще последнюю сумму па две, суммируя по г, г ^ s и
и < т- ^ JV. К каждой из четырех образовавшихся сумм применить
задачу 9, VIII. Переход к а осуществляется с помощью преобра-
зования Абеля, б) Следует из а). (См. также К а р а ц у б а А. А.
Суммы характеров с простыми числами.— Изв. АН СССР, сер. Ма-
тем., 34, № 2, 1970, 299—321.)

7. а) и б) следуют, как а) и б) предыдущей задачи.
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Г Л А В А XI

1. При любом у, 1 ̂  у ̂  р — 1, умножая обе части сравнения
на ут, та = п\... щ,, убеждаемся, что оно эквивалентно такому:

т. е.
( n i nh

a W + +*

о=0 *j=0 i/i=O 5=1

2. Рассмотреть сравнение

Пусть IF(iVi) —число его решений,

2«i
w7 (^i) = Q'1 S "S* (") e Q = w 0 (A'i) + w i (Ni)'

a=l

в Wr,(Nl) входят слагаемые по а вида

a = pa~vau где (a,, p) = 1, 0 ^ v ^ а/та,
в W\(Ni)—все остальные. Доказать, что прп любом t из проме-
жутка 3 ^ f ̂  л — 1 и любом Ni

(пользоваться при этом результатами леммы 1).
Далее, рассмотреть сравнение

«J + . . . + х? + иг + иг + ugv
n = ;V (mod «

«1, U2 имеют вид п,

где m i = [ m ] , г—целое число, определяемое условиями 2rn sg

^ — < 2 ( г - | - 1 ) л , | v пробегают целые положительные числа, пе

кратные р, меньшие P p - 2 r ( v - r ) и такие, что | " попарно не срав-
нимы по модулю p2rn, v = 1, 2, .. ., та> + 1; числа и0 имеют впд

где £v пробегают целые положительные чпсла, не кратные р,
меньшие yPp- r< v-') и такие, что g" попарно не сравнимы по

модулю prn; v принимают значения целых чисел, меньшие TJP и
не кратные р.
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Пусть- V, Vo, V — количество чисел BI, ПО, V И W(N)—число
решений нашего сравнения; имеем

Далее,

W (N) < Pf max
Q - i

a=o

ini-

Первую двойпую сумму оценить, пользуясь определением W\ и
неравенством Коши:

"о V—0

2Я1-

где (ai, ?) = 1, т|(у) — число решений сравнения u o = y ( m o d g ) .
Вторая двойная сумма равняется числу решений сравнения и\ =
== zi2(inod Q). После вычислений получим требуемое. (См. также
К а р а ц у б а А. А. Проблема Варинга для сравнения по модулю,
равному степени простого числа.— Вестник Московского Универ-
ситета, сер. 1, № 4, 1962, 28—38.)

3. Прежде всего

где Tt — число решений такой спстемы сравнений (при некотором
фиксированном паборе чисел К\, . . . , Кп)'

+ . . . + хп =з Ах (mod p),

+ . . . + х\ = Я, (mod p~),

' + ... +x£ = Xn(modpn),

Представить ж(, i = 1, 2, . . . , л в виде

Чтобы хь .. ., хп удовлетворяли системе, необходимо, чтобы пе-
ременные xi, 1, . . ., xi, n удовлетворяли системе сравнений

х^ ^̂  J- . . . Ч- х^ п S3 Xv (mod p), v = 1, . . . , п,

а переменные xi, s, . . . , xi,n, s = 2, . . . , г,—своей системе лппой-
ных сравнений (при фиксированных xi, i, , xi, n)

где Xs,«, . . ., kr,B—некоторые целые числа.
Число решений первой системы не превосходит га!, так как

из элементарной теории симметрических функций следует, что при
р > п а фиксированных К все решения этой системы есть переста-
новки некоторого единственного решения. Матрица коэффициен-
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тов каждой из линейных систем сравнений имеет в силу попар-
ной несравнимости переменных х{ по модулю р максимальный
ранг, и поэтому число ее решений не превышает величины р'.
Для Г и Т получаются оценки

r(r-l) r(r-l)

\р 2 рп.

4. При х < 16 утверждение проверяется непосредственно;
пусть х ̂  16. Имеем •.

(/.-о = 2 ь t = 2 2 Л (<*) =
t<ft t<h d|t •u-ift.

/ 2m \ (2m)!

2m ,j/2m , / 2/re \

A = In ( m j = ф ( 2 m ) - if j — j•)

Отсюда

/2 \
\|з (2т) — лЬ 1т) < 71 < it (2m) — тЬ (m) -~ \Ь -s- m

Пользуясь тем, что

методом математической индукции доказать неравенство

Ц(х)<хIn 4.

Далее, доказать, что

1п р > -^- In 4 — 1пУ 4й —У 2m In 4;
m<p<2m

У 1> m l n 4
- I -У 1> I In4>i/

m<7i2m 3 l n 2 m In 2m ^ 2

Из последнего неравенства получить утверждение задачи.
5. Оценим число наборов (х\, . . , . хь). Пусть рв—-одно из

чисел pt, . . . , р-п. Для каждого набора (хи . . . , xh) рассмотрим
набор \x'i\ . . . i xh)i состоящий из остатков от деления на р, чи-
сел XI, . .., Xh'.

а . = x( s ) (mod p s), 0 < x l s ) < p t , г == 1, . . . , А.

Количество всех получившихся таким образом наборов не пре-
восходит (при заданном ps) числа
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Тем самым для каждого х = (хи . . . , хк) получаем систему срав-
ненпй

Эту систему сравнений можно заменить одним сравнением вида

где М = (Mi, ..., Mk)—фиксированный набор чисел, причем
О ^ Mi < pt.. .рп, » ' = 1 , •.., к. Так как каждая координата х
не превосходит Р_< pi . . . рп, то последнее сравнение эквивалентно
уравнению х = М, т. е. число наборов (х\, ..., Xk) = х не пре-
восходит

n — 1 ге — 1/

Число наборов (yi, . . . , уь), удовлетворяющих системе урав-
нений задачи, не превосходит nlPh~n.

Отсюда следует, что

6. При Р <: (4л 2)п неравенство задачи тривиально. Пусть
Р> (4л2)71; по задаче 4 на отрезке [Pl/n, 2Pi/n] лежит п раз-
личных простых чисел, пусть это будут рг, . . ., рп. Полагая
f(x) = a i x + . . . -\-апх

п, будем иметь

J = J(P; л, к) =

у ini(j(x,) + ...+i(xh)) 2
S ... da.n.

Все наборы х= (хи ..., Xk) разобьем на два класса А и В: на-
бор х = (хи . . . , xh) отнесем к классу А, если среди чисел
рь . . . , р п существует такое p s, что среди чисел хи . .., xk най-
дется по крайней мере п попарно не сравнимых по модулю р,
чисел; все остальные наборы отнесем к классу В. Получим

где

Q I x=A XSB

х=А XS.B

dQ.

Интеграл 72 оценен в задаче 5. Оценим 7i. Величина 7i — это
число решений системы уравнений задачи 5 при условии, что

х = (xh , . , u ) e у = у h)

Все наборы х е 4̂ разобьем на л совокупностей Ль ..., А„, относя
в одну совокупность те из них, которые отвечают своему рв = р,
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s = 1, . . . , п. Получаем

где

Далее,

•'l

\i с

8 =1ягА 8

= I V
_

гло штрих в первой сумме означает суммирование по паоорам
х;, .,., хп, которые попарно не сравнимы между собой по моду-
лю р.» = р. Разбивая сплошное суммирование во второй сумме на
р прогрессий с разностью р н применяя неравенство Ге'льдора,
последовательно получаем

= i Q

лпЩу+рг)

jLk—гп V" S 2Й—2nj

где символ 2 " означает суммирование по всем наборам чисел
хи .... хп, которые поменяются в пределах от — г/о до Р — Уо и
попарно ие сравнимы по модулю р. Последний интеграл не пре-
восходит величины

J(Pt; n, к-п)Т,

где Pi = Рр~1 + 1, Т — число решений системы сравпепий зада-
чи 3. Отсюда уже легко следует неравенство задачи.

7. Провести доказательство индукцией по параметру т, поль-
зуясь неравенством задачи 6. (К задачам 3—7 см. также К а-
р а ц у б а А. А. О системах сравнений.— Изв. АН СССР, сер. Ма-
тем.,'29, № 4, 1965, 935—944; К а р а ц у б а А. А. Теоремы о
среднем и полные тригонометрические суммы.— Изв. АН СССР,
сер. Матем., 30, № 1, 1966, 183—206; [12], с. 12—29.)

8. Рассмотрим многочлен F(x),

^ + . - ± 2 " - i * ( * - 1 ) " ; , ( * - " - ^ -
х

F (x) = ^ - 2

= 2 - 1 (1 + (1 - 2 ) x + 1 ) (mod 2n).

Из определения F (х) следует, что

F(x) = 0 ( m o d 2 " ) , если * = 0(mod2);

F(x) = I(mod2»), если а; = 1 (mod 2).

Так как максимальная степень 2, на которую делится га! равна
га — 1, то все знаменатели коэффициентов многочлена F(x) —
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нечетные; следовательно, существует многочлен f(x) с целыми
коэффициентами ап, . . . , а2, а, = 1 и такой, что при всех х

f(x) = F(x)(mod2").

9. Умножая первое, второе, . . . , последнее сравнение на а„,
я п - ь . . . , "i и складывая, получим

0 < I < 2",

В силу свойства j(x) следует, что

. I =/ci(mod2") 1

где &i есть число нечетшлх неизвестных средп zt, . . . . Xh- Отсюда
к ГЭ к; ^5 ?.

(К задачам 8—9 см. также Арх-нпов Г. И. О значении осо-
бого ряда в проблеме Гильберта — Камке.— ДАН СССР, 259, № 2,
1981. 265—267.)

10. Если х — нечетпое число, то при п = 2 s выполняется срав-
нение

хп ==

х -з

Из определения f(t) следует, что

Представим /(/) в виде

Отсюда следует утверждение задачи.
И. Не ограничивая общности, можно считать все хи ..., xk

печатными числами. Представляя каждое х,, j = 1, . . ., к, в виде

.== + 5 a 3 *' m od2 n ), определим мпогочлеп f(t) равенством f(t) =

= t'1 + . . . -f- tak. Докажем, что

a2 (t - 52j™) (* - 5

8 i —

где а о, аи а2, . . . , am_, — целые числа ^а0 = /(о Зт), а{ равняется

частному от деления /(б Зт~1) — а0 па 5 т~1 _ 52 3"1 ' и т ' д ' J '

^(i) —многочлен с целымп коэффицпептами. Далее,

s ± i C s с . - ' о - - - с . - * . - i ) (l* - * - + i ) • • • ( * « - 'm )
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где tt=5i3s, ce = 9 ( « 5 ) = o ( m o d 2 2 3 s ) , s = l , 2 , ...,m. Если

через б (у) обозначить наибольшую степень 2, делящую ,̂ то

6(5°-1) = 6 (о)+ 2, 6(а!) = | "у | + Г-̂ -1 + . . .и, следовательно,

С. - * ! ) • • • ('. - *.-i) ('. - *.

> 2/s Н- ^ - j m - log2 (/, - j^j) (ia+1 - is) > 32--

Кроме того,

6 ^ ( 1 ) ( l _ 52Jm) ( l - 523'™-1) . . . ( l - 52 3 '1)) > 3m > n/32.

12. Форму, тривиально представляющую нуль по модулю 2,
назовем особой. Доказать, что если F — особая форма, то при
любом т~^\ найдется N такое, что из сравнения

F = F{xu .,., xk) = 0(mod2 w )
следует

xi ~ ... = xk = 0 ( m o d 2 m ) .

Пусть теперь при натуральном к величина к(к) равняется наи-
меньшей из степеней п таких, что существует особая форма F
степени л от Л переменных. Из задачи 10 следует неравенство

Далее, доказать, что у.(к) ^ х(к + 1).
Пусть теперь п = it, « — натуральное число, F(y0, Уи

..,, yt-i) —особая форма степени л (t),

G(xh ..., Xk) — F(y0, yh . . . , yt-i),
где

Степень формы G равна nx(t). Так как форма F — особая, то
при некотором N из сравнения

F{y0, Уи.--, у,-у) = 0 ( m o d 2 " )
следует, что

I/O = У\ = ••• = Vt-i = 0 ( m o d 2 2 " ) ,

т. е. найдутся числа 1 ^ j\ < . . . < /i = 2i с условием

Из задачи 11 следует, что к(к) ^.nx(t), если только к < 2", и =
= га/32.
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Отсюда по индукции доказать неравенство

к (1с) < с ( l o g 2 k) ( log 2 log 2 к)... ( l o g a . , . I o g 2 k) ( l o g 2 . . . logfo),

r+1 r+2

из которого следует утверждение задачи.
13. Решается так же, как решались задачи 11—12.
(К задачам 11—13 см. также А р х и п о в Г. И., К а р а ц у-

б а А. А. О локальном представлении нуля формой.— Изв. АН
СССР, сер. Матем., 45, № 5, 1981, 948—961. А р х и п о в Г. И.,
К а р а ц у б а А. А. Об одной задаче теории сравнений.— УМН,
37, вып 5, 1982, 161-162.)

14. Повторить доказательство теоремы 2, XI. (См. также [1],
44—72; К а р а ц у б а А. А. Среднее значение модуля тригоно-
метрической суммы.—Изв. АН СССР, сер. Матем., 37, № 6, 1973,
1203-1227).

15. а) Повторить решение задачи 2, X. Интеграл /2 оценить,
пользуясь задачей 14. Главпый член будет иметь вид

2 / (N - хп) a (N -xn), P =

где

j <N У
-^^ log m log то

m+mL=N-xn

a(iv-«")= n hj^w-) п
(См, также E s t e r m a n n T, Proof that every large integer is
the sum of two primes and a square. Proc. London math. Soc, 11,
1937, 501-516.)

б) Повторить решение а), пользуясь результатами § 1, XI.
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5
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Продолжение
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