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Aus dem Vorwort zur ersten Auilage.

Zu den notwendigen Nebenwissenschaften des hoheren Telegraphen-
technikers gehort auch die theoretische Elektrizitiatslehre; fast aus allen
ihren Gebieten ergeben sich Anwendungen auf die Telegraphentechnik.
Damit er sich iiber die im Fortschritt der Technik auftretenden Fragen
ein sicheres und selbstindiges Urteil bilden konne, braucht er daher
eine auf geniigend breiter Grundlage aufgebaute Darstellung der Elek-
trizitdtslehre; andererseits kann diese gegeniiber den eigentlichen Auf-
gaben des Berufs nicht hoher als fiir eine Hilfswissenschaft gerechnet
werden. Aus dieser Lage ergibt sich fiir den normalen Fall die Not-
wendigkeit eines Buches, das grundsitzlich das ganze Gebiet umfafit,
wihrend es in der Ausfithrung diejenigen Fragen besonders eingehend
behandelt, welche fiir die Telegraphentechnik am wichtigsten sind.

Unter diesem Gesichtspunkt ist das vorliegende Buch verfalt
worden, und zu seiner Einfiilhrung mégen einige Worte iiber seine
Anlage und iiber die Art der Darstellung dienen.

Diese geht aus von den Maxwellschen Feldgleichungen fiir ruhende
Korper, die in ihrer allgemeinsten Form als Grundgesetze der Elektro-
dynamik aufgestellt werden. Sie erscheinen dabei als Verallgemeine-
rungen des Biot-Savartschen und des Induktionsgesetzes, die beide
durch den Versuch gefunden sind. Die Verallgemeinerung beruht auf
der die Grundlage der Nahewirkungstheorie bildenden Voraussetzung,
dal} die Verschiebungsstrome denselben Gesetzen folgen, wie die Leitungs-
strome, und daB ein grundsitzlicher Unterschied zwischen schnellen
und langsamen Vorgidngen nicht besteht.

Indem man die Feldgleichungen in dieser Weise einfiihrt, gewinnt
man den Vorteil, dall alle die verschiedenartigen Vorgéinge sich als
besondere Fille der allgemeinen Grundgesetze herleiten lassen. Es
wird also im Fortgang der Darstellung niemals ndtig, neue Voraus-
setzungen zu machen, die eine Erweiterung der ersten bedeuten, viel-
mehr kommen allenfalls Einschrinkungen der ersten Annahmen vor,
die daher auch keine neue Priifung der Richtigkeit der Grundgesetze
notwendig machen.

Bei diesem Vorgehen vom allgemeinsten Falle zu dem besonderen
kommt es sehr auf das mathematische Werkzeug an, zumal in einem
Buche, das sich an Kreise wendet, in denen der Regel nach die Ubung
in der mathematischen Rechnung nicht grof ist.



1V Vorwort.

Die erforderlichen mathematischen Formeln dienen zwei erheblich
verschiedenen Zwecken. Bei denen der ersten Art handelt es sich vor
allem um Schlufifolgerungen aus den Grundgesetzen, die in die Form
von Gleichungen gekleidet sind. Diese dienen dazu, das, was einem
groferen Gebiete zusammengehoriger Fille gemeinsam ist, aus den
allgemeinen Voraussetzungen herauszuarbeiten; als Beispiel diene die
Verkniipfung des magnetischen Feldes einer Stromung mit ihrem elek-
trischen durch das Vektorpotential. Hierbei bleiben Einzelfalle vollig
auller Betracht, daher tritt auch das Verfahren des Rechnens gegen
das des Folgerns ganz zuriick. Aus dem auf diese Weise vorgearbeiteten
Material wird dann in den Verfahren der zweiten Art ein Einzelfall
herausgegriffen, z. B. aus dem genannten das magnetische Feld einer
Doppelleitung, und bis in die Einzelheiten verfolgt. Hier tritt im
Gegensatz zu dem vorigen die Rechnung mehr hervor.

Nach der Verschiedenheit des Zwecks beider Arten von Mathematik
ist auch die ihrer Hilfsmittel erklirlich. Die erste Form mul, da es
gich um ridumliche Vorgéinge handelt, fiir solche anschaulich und der
Ubersichtlichkeit halber knapp sein. Hierfiir eignet sich vortrefflich
die Vektorenrechnung, weil in ihr die im Raume gerichteten Grofen
mit ihren Betrigen und ihren Richtungsunterschieden gegeneinander
unmittelbar auftreten. Eine gewisse Schwierigkeit liegt zwar darin, daf
die Vektorenrechnung nicht als bekannt vorausgesetzt werden kann;
aber einmal gehdrt zu dem unbedingt notwendigen mathematischen
Werkzeug nicht viel, andererseits ist auch dem Praktiker das Rechnen
in rdumlichen Koordinaten nicht besonders geldufig, wenn es sich um
die schwierigeren Integralumformungen handelt. Dagegen stellt die
Rechnung in Koordinaten bei der Zerlegung und Zusammensetzung der
Komponenten groBie Anspriiche an die Vorstellungskraft. Die Erfahrung
im Unterricht hat die Annahme, dafl die Vektorenrechnung selbst die
geringsten Schwierigkeiten mache, vollig bestéitigt.

Der praktische Zweck des Buches macht neben der Darstellung
der Grundlagen die Durchfithrung bestimmter Rechnungen unentbehr-
lich. Fiir diese eignet sich allein die gewGhnliche Algebra, und fiir
den Leser ist es am bequemsten, wenn der Gang der Rechnung aus-
fithrlich wiedergegeben ist. Auf diese Weise ist das Mal der erforder-
lichen bereiten Kenntnisse der Infinitesimalrechnung auf die Kenntnis
des Differenzierens im einzelnen und der Bedeutung des Integrals im
allgemeinen eingeschrinkt worden.

Berlin, im Juni 1910.
Dr. F. Breisig.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Seit dem Erscheinen der ersten Auflage haben Telegraphie und
Telephonie eine auBlerordentliche Entwicklung erfahren, der eine leb-
hafte theoretische Forschung die Wege gewiesen hat. Sie verfolgt mit
verbesserten Hilfsmitteln das alte Ziel, die Bedingungen zu untersuchen,
unter denen Leitungen und Schaltungen ein an einem Ort gegebenes
Zeichen an einem anderen moglichst formgetreu, nach den Erforder-
nissen des einzelnen Falles, wiedergeben konnen. Hierbei tritt die
Untersuchung der fliichtigen Vorginge zu Beginn und am Ende jedes
Zeichens oder jeder Lautgruppe in den Vordergrund, und zu ihrem
Verstindnis ist es geboten, den Wellencharakter der Vorginge in den
Leitungen mehr als friiher hervorzuheben. Es ergab sich hieraus eine
fast vollstindige Umarbeitung der auf die Eigenschaften der Leitungen
beziiglichen Teile.

Hinsichtlich der mathematischen Hilfsmittel bin ich bei den Grund-
sitzen der ersten Auflage geblieben. Als viel benutztes Hilfsmittel ist
die Formel von Heaviside fiir die Ausgleichstrome hinzugekommen,
auch wird von Besselschen Funktionen etwas mehr als vorher Gebrauch
gemacht. Ich habe mich aber bemiiht, die Rechnungen iiberall so weit
auf elementare Grundlagen zuriickzufiihren, daf der frither bezeichnete
Grad mathematischer Kenntnisse auch jetzt ausreicht, um die Her-
leitungen zu verstehen.

Abgesehen von Riicksichten auf den Umfang muBte ich mir nach
zwei Richtungen Beschrinkungen auferlegen. Eine Reihe bedeutsamer
Aufsitze fithrt zu wichtigen praktischen Folgerungen, die ich nur an-
deuten, nicht ausfiihrlich wiederholen konnte; ferner betreffen Ver-
offentlichungen der letzten Jahre in verschiedenen Léindern Fille, in
denen entsprechend enger gewdhlten Voraussetzungen der Aufgabe,
deren Wichtigkeit anzuerkennen ist, auch gréBere mathematische Hilfs-
mittel erfordert werden, oder in denen mit solchen Hilfsmitteln eine
fiir den Kundigen elegantere Losung erreicht wird. In solchen Fillen
mub sich ein Lehrbuch, das sich in erster Linie an Studierende und
Praktiker wendet, auf die Nennung solcher Arbeiten als Material be-
schréanken.

Berlin, im Februar 1924.
Dr. F. Breisig.
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Erster Teil.

Grundbegriffe und Rechnungsweisen.

Erster Abschnitt.

Das elektromagnetische Feld und seine Bestimmungsgréfen.

§ 1. Altere und neuere Anschauungen iiber die elektrischen und
magnetischen Vorgénge. Zur Erklirung der elektrischen und magnetischen
Erscheinungen hat man frihzeitig die Annahme gemacht, dal sie von
besonderen Stoffen, den als gewichtlos angesehenen elektrischen und
magnetischen Massen oder Flissigkeiten, herrithrten. Auch heute spielen diese,
wenn auch in verdnderter Auffassung, eine Rolle. Dagegen unterscheidet
sich die heute geltende Theorie von der fritheren wesentlich in der Vorstellung
itber die Art, in welcher elektrische oder magnetische Korper, die rdumlich
voneinander getrennt sind, die der Beobachtung zuginglichen Krifte auf-
einander ausiiben.

Die altere Anschauung nennt man die Fernwirkungstheorie. Zwischen
elektrisierten oder magnetisierten Korpern lassen sich mechanische Krifte
nachweisen, welche dhnlich wie die Gravitationskrifte nach dem Newtonschen
Gesetz wirken, also dem Produkt der Mengen direkt und dem Quadrat der
Entfernung umgekehrt proportional sind. Die Gravitationskrifte galten
bis in die neueste Zeit als Fernkrifte. Es besteht noch kein Erfahrungs-
beweis dafiir, dafi die Schwerkraft oder die Anziehung zwischen Himmels-
kérpern von einer anderen, als den oben genannten Grofen, abhingig sei,
so dafl, wenn die Massen und ihre Entfernungen gegeben sind, auch die
Krifte als vollig bestimmt gelten konnen.

Fir die elektromagnetischen Kriafte hat H. Hertz die endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit durch Versuche nachgewiesen. Anderungen der
Lage oder Grofe einer Menge Elektrizitat oder Magnetismus bringen an einem
entfernten Orte Anderungen der von den Mengen ausgehenden Krifte hervor,
die auler von den Mengen und den Entfernungen auch von der Zeit ab-
hingen; da diese Krifte nicht unvermittelt den Raum iiberspringen, sondern
sich von Stelle zu Stelle fortpflanzen, werden sie auch durch die Eigen-
schaften der ponderablen Korper bestimmt, die den Raum erfiillen.

Breisig, Theoretische Telegraphie. 1
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Diese neuere Anschauung beruht also auf der von Faraday aufgestellten,
von Maxwell durch Rechnung begriindeten Nahwirkungstheorie. Ein elektri-
scher Vorgang an irgend einem Orte des Raumes ruft elektrische Krafte
hervor, die den elektrischen Zustand der zunichst liegenden Stellen verdndern
und sich von Stelle zu Stelle mit endlicher Geschwindigkeit, nimlich der
Lichtgeschwindigkeit, wellenférmig fortpflanzen.

§ 2. Einheiten der elektrischen und magnetischen Menge. Die Vor-
stellung von elektrischen und magnetischen Mengen kann auch gegenwartig
nicht entbehrt werden, es beruhen auf ihnen die grundlegenden Definitionen.

Zwei elektrisierte oder magnetisierte Kérper iiben aufeinander, wie schon
erwihnt, mechanische Krifte aus, die dem Newtonschen Gesetz folgen. Man
kann demnach zunichst zwei Mengen miteinander vergleichen, indem man sie
auf eine dritte wirken 146t und die mechanischen Krifte mift. Es ist daher
grundsétzlich moglich, von zwei magnetischen oder elektrischen Mengen fest-
zustellen, daB sie einander gleich sind.

Zwei magnetische Mengen m im Abstande # cm iben im leeren Raume
aufeinander eine gewisse mechanische Kraft aus; ist diese gleich p Dynen,
so setzt man nach dem Newtonschen Gesetz, welches in der Anwendung auf
elektrische und magnetische Mengen auch das Coulombsche genannt wird,
zur Bestimmung der Mengen m
me

p:rﬁ

Praktisch gilt diese Formel nicht nur fir den leeren Raum, sondern fiir
jeden von unmagnetischen Stoffen erfilllten Raum. Hiernach ist also die
Einheit der magnetischen Menge in elektromagnetischem MaBe diejenige,
welche auf eine gleich groffe im Abstande r cm mit der mechanischen Kraft
1/r2 Dynen wirkt.

Auch die Krifte zwischen ruhenden elektrischen Massen kann man in
mechanischem MafBe bestimmen. Wenn Elektrizititsmengen in demselben
MaBsystem wie Magnetismen, also in elektromagnetischem Mafle gemessen
werden, so wird diejenige Elektrizititsmenge als Einheit bezeichnet, welche
im leeren Raume auf eine gleich grofie im Abstande r cm die Kraft ¢2/r2 Dynen
ausiibt, wobei ¢ =— 3 .10 cm die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet.

In der Praxis gebraucht man das aus dem elektromagnetischen ab-
geleitete ) praktische MaBlsystem (Anhang I). Die elektromagnetische und
die praktische Einheit des Magnetismus stimmen iiberein; dagegen ist die
praktische Einheit der Elektrizitatsmenge (1 Coulomb) gleich 1/;, der elektro-
magnetischen Einheit. — In einzelnen Fallen rechnet man in elekrostatischen
Einheiten, von denen 9.102° auf eine elektromagnetische Einheit gehen.

Wenn nichts anderes bemerkt wird, gelten in diesem Buche die elektro-
magnetischen Einheiten.

Auf Grund dieser Definitionen lassen sich wenigstens grundsitzlich Ein-
heiten der elektrischen und magnetischen Menge feststellen. Wir wollen uns
solche auf geeigneten Trigern angesammelt denken und benutzen diese nun
in gedachten Versuchen, um den Raum auf das Vorhandensein elektrischer
oder magnetischer Krifte zu untersuchen.
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§ 3. Elektrische und magnetische Feldstirke. Bringen wir den elektri-
schen oder magnetischen Probekorper an eine bestimmte Stelle des Raumes,
so wird man mit geeigneten Vorrichtungen, z. B. Wagen, entweder eine auf
ihn wirkende mechanische Kraft feststellen konnen, oder nicht. Im letzteren
Falle nennen wir den Ort je nachdem unelektrisch oder unmagnetisch, im
anderen Falle schlieBen wir auf das Vorhandensein von elektrischen oder
magnetischen Korpern an anderen Orten und auf elektrische oder magnetische
Krafte, die von ihnen ausgehen.

Einen Raum, in welchem elektrische oder magnetische Krifte wirken,
nennen wir ein elektrisches oder magnetisches Feld. Man kann sich ein
derartiges Feld topographisch aufgenommen denken, indem man an zahl-
reichen Stellen bestimmt, welchen Wert nach Grofie und Richtung die auf
den Probekorper wirkende Kraft hat. So bestimmt man auch tatsichlich das
magnetische Feld der Erde mittels der Magnetnadel und eines geeichten
Hilfmagnets. Die mechanische Kraft, welche im elektrischen Felde im leeren
Raum auf einen die Einheit der positiven Elektrizitit tragenden (kleinen)
Korper ausgeitbt wird, nennt man die elektrische Feldstirke € oder
auch die elektrische Kraft dieses Feldes; analog nennt man die in einem
magnetischen Felde im leeren Raume auf einen Magnetpol mit der magneti-
schen Menge Eins wirkende Kraft die magnetische Feldstirke § oder
auch die magnetische Kraft.

Es ist zu beachten, daf die magnetische und die elektrische Feldstirke
wohl durch mechanische Krifte unter Zuhilfenahme eines Einheitspoles
gemessen werden, aber nicht mechanische Krifte an sich sind. Man erkennt
dies schon daraus, daB ihre MaBzahl von der Wahl des Einheitspoles ab-
hingt. Die Feldstdrken sind also auch nicht in Dynen angebbar, sondern
haben ihre besonderen Mafe.

§ 4. Vektoren und Skalare. Die elektrische Feldstirke € und die
magnetische Feldstirke § sind mit Absicht durch gotische Buchstaben be-
zeichnet worden, um eine besondere Eigenschaft dieser GroBen anzudeuten,
auf welche schon bei ihrer Definition hingewiesen wurde; zur Feststellung
dieser GroBen an einem bestimmten Orte des Raumes bedarf man der Angaben
ihrer GroBe und ihrer Richtung. Im allgemeinen hat man dazu drei Stiicke
anzugeben, z. B. drei Koordinaten in einem raumlichen Koordinatensystem.
Man nennt solche gerichteten GroBen Vektoren. Auch in anderen Zweigen
der Physik kommen Vektoren vor, z. B. Geschwindigkeit, Beschleunigung,
Strémung.

Den Gegensatz zu den Vektoren bilden die Skalare, welche durch eine
Angabe vollig bestimmt sind. Beispiele sind Masse, Linge, Hohe, Temperatur;
elektrische und magnetische SkalargroBen werden uns die folgenden Ab-
schnitte noch lehren. Um den Unterschied anzudeuten, werden fir Skalare
die lateinischen oder griechischen Buchstaben benutzt.

Ein gotischer Buchstabe bezeichnet also zunichst eine physikalische
GroBe bestimmter Art, enthilt aber auBerdem den Hinweis, daf diese durch
Gréfle und Richtung zu bestimmen ist. Kommt es in einem gegebenen Falle
lediglich auf die GroBe des Vektors €, nicht auf die Richtung an, so benutzt
man dafiir das Zeichen |§|, gelesen ,Betrag von €“. Wir werden in § 8

1*
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bis 19 einige Rechnungsweisen kennen lernen, in denen die Eigenschaften
des Vektors besonders beriicksichtigt werden.

§ 5. Elektrischer Strom, dielektrische Verschiebung und magnetische
Induktion. Nach dem in § 3 Gesagten #uflert sich das Vorhandensein einer
elektrischen oder magnetischen Feldstirke dadurch, daB die elektrischen oder
magnetischen Mengen mechanischen Kraften unterworfen werden.

Es ist wahrscheinlich, daf auch scheinbar unelektrische Kérper Elek-
trizititsmengen enthalten, und zwar in den kleinsten Teilen gleich groBe
Mengen positiver wie negativer Elektrizitit, so daB sie nach auBen un-
elektrisch erscheinen. Ahnliches wird in bezug auf den Magnetismus von
magnetisierbaren Koérpern angenommen.

Wenn in einem Felde mit derartigen Eigenschaften eine elektrische oder
magnetische Feldstirke zustande kommt, so wird sie nach der Annahme auf
die kleinsten Mengen mechanische Krifte ausiiben.

In bezug auf ihr Verhalten gegen elektrische Feldstirken zerfallen die
bekannten Korper in zwei Klassen. Leiter nennen wir solche Kérper, in
denen eine elektrische Kraft eine Bewegung der elektrischen Mengen iiber
endliche Wege, einen elektrischen Strom, zustande bringt, Nichtleiter dagegen
solche Korper, bei denen die elektrischen Mengen in der Regel nur iiber sehr
kleine Strecken bewegt werden konnen.

Der elektrische Strom wird, wie spéiter niher dargestellt wird, durch die
von ihm hervorgebrachte mechanische Kraft auf einen magnetischen Einheits-
pol gemessen; als Einheit des elektrischen Stromes gilt derjenige, bei welchem
in jeder Sekunde eine Einheit der Elektrizitdtsmenge, wie sie in § 2 definiert
ist, durch den Querschnitt des stromfithrenden Leiters tritt.

Unter elektrischer Stromdichte i versteht man die Elektrizititsmenge,
welche in einer Sekunde durch eine zur Stromrichtung senkrechte Fliche von
1 em? Querschnitt tritt, oder auch das Verhiltnis des Stromes zum Quer-
schnitt. Die Stromdichte ist also ein Vektor.

Erfahrungsgemsf ist die von einer gegebenen Feldstirke bewirkte Strom-
dichte in Leitern verschiedener Art verschieden. Man setzt das Verhiltnis
1: & = @, wonach also

t=—=6¢ . . . . ... . (1)

ist, und nennt 6 die spezifische Leitfahigkeit des betrachteten Leiters.

Die durch i bezeichnete Stromung im Leiter, welche so lange dauert, wie
auch € besteht, nennt man auch den Leitungsstrom.

Zur Erklirung der Erscheinungen in Nichtleitern macht man die An-
nahme, daf in ihnen die elektrischen Doppelmengen, je eine positive und eine
negative gleich groBe Menge, als Ganzes innerhalb des Molekularverbandes
an ihrer Stelle verharren miissen, daf sie sich dagegen unter der Wirkung
der elektrischen Kraft an ihrer Stelle richten kénnen. Von jedem Doppel-
pole gehen elektrische Krifte aus, die auf die nichstliegenden Doppelpole
wirken und sich durch diese auf die ferneren iibertragen. Wenn keine duflere
elektrische Kraft in dem Felde besteht, so stellt sich jeder Doppelpol in die
Resultierende der von den benachbarten ausgeiibten Krifte. Daher wird in
einem Felde ohne &ullere elektrische Kraft keine bestimmte Richtung bei der
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Lage der Achsen der Doppelpole vorherrschen. Tritt in einem sclchen Felde
eine elektrische Kraft auf, so wirkt sie auf die positive Hilfte jedes Doppel-
poles in dem einen, auf die negative in dem entgegengesetzten Sinne, und es
kommt eine Drehung jedes Doppelpoles zustande. Denkt man sich senkrecht
zur Richtung der elektrischen Kraft eine Fliche gelegt, so werden auf der-
jenigen Seite dieser Fliache, aus welcher die Kraft heraustritt, mehr positive,
auf der anderen mehr negative Pole sein. Hért die elektrische Kraft auf, so
gehen die Doppelpole wieder in die Anfangslage zuriick, und auf jeder Seite
der Flache liegen wieder ebensoviele positive wie negative Pole. Die Kraft
bewirkt also, daf eine bestimmte Menge Pole durch die Fliche treten, wie
man sagt, verschoben werden. Man nennt die Menge positiver Elektrizitit,
welche von einer elektrischen Feldstirke gegebener GroSe durch eine Fliche
von 1 cm? senkrecht zu ihrer Richtung verschoben wird, die dielektrische
Verschiebung D.

Erfahrungsgemaf ergeben sich bei gleichem € in verschiedenen Kérpern
verschiedene Werte von ©. Man nennt das Verhiltnis 4w ¢2®: € die Di-
elektrizitatskonstante & des betreffenden Korpers und bezieht alle auf

den leeren Raum, fiir welchen ¢ = 1 gesetzt wird. Es ist also:
&
— T & 9
D Lt & @)

In dem von ponderabler Masse freien, leeren Raume setzt man als Trager
und Ubertrager der elektrischen und magnetischen Krifte den Ather voraus;
man nimmt an, daf auch dieser durch die Krafte eine Anderung erfihrt,
etwa in Form von Zug- und Druckspannungen. Wenn es nicht auf die
Bewegung freier Pole, der Elektronen, im leeren Raume ankommt, wie sie
beispielsweise bei Kathodenstrahlen stattfindet, kann man den massefreien
leeren Raum wie einen Nichtleiter ansehen. Fiir ihn gilt, daB die Verschiebung
der Feldstirke numerisch gleich ist.

Bringt man einen stabférmigen, aus zwei lingsweise dneinandergesetzten
Teilen bestehenden Leiter in ein elektrisches Feld, so daB er der Richtung
der Feldstirke parallel ist, so zeigt er sich auf der in der Richtung der
Feldstirke liegenden Hilfte positiv, auf der anderen negativ elektrisch. Lost
man die Verbindung der Teile und trennt sie voneinander, so bleibt der eine
Teil positiv, der andere negativ. Unter der Wirkung einer elektrischen Feld-
stirke kann also eine Trennung der beiden Elektrizititen eintreten, und es
gibt fiir sich bestehende positive und negative elektrische Mengen.

Eine elektrische Verschiebung kann nicht plétalich, sondern nur inner-
balb einer, wenn auch kleinen Zeit zustande kommen. Wihrend dieser Zeit
tritt also durch eine senkrecht zur Kraftrichtung gelegte Fliche Elektrizitit
hindurch. Es ist anzunehmen, daB diese bewegte Elektrizitat dieselben
Wirkungen im umgebenden Raume hervorbringen wird, wie die in Leitern
bewegte. Man nennt deshalb das Verhiltnis der in einer gewissen Zeit be-
wirkten dielektrischen Verschiebung zu dieser Zeit, oder die auf eine sehr
kleine Zeiteinheit bezogene Menge der dielektrisch verschobenen Elektrizitat

den Verschiebungsstrom. Der analytische Ausdruck dafiir ist %itb - Sollte
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irgendwo Leitungsstrom 6§ mit dem Verschiebungsstrom gleichzeitig auf-
treten, so nennt man ihre Summe den wahren Strom ¢. Es ist also

' 6D
c:I+06~t ............. (8)

Mit Bezug auf die magnetischen Krafte verhalten sich alle bekannten
Korper wie die Nichtleiter gegen die elektrischen Krafte. Der dielektrischen
Verschiebung @ entspricht die magnetische Induktion B. Sie ist gleich
der Menge positiven (Nord-) Magnetismus, die von einer magnetischen Feld-
stairke gegebener Grofe £ durch eine Flache von 4 @ em? senkrecht zu ihrer
Richtung verschoben wird. Man nennt das Verhaltnis g — B/H die mag-
netische Permeabilitat. Es ist also

B = {,L,D ............... (4)

Alle Koérper sind wieder auf den leeren Raum bezogen, fiir den y — 1
gesetzt wird. Auler bei Eisen, Nickel und einigen anderen , paramagnetischen*
Metallen, bei denen g groBe Werte hat, und bei einigen ,diamagnetischen®
Metallen, deren w < 1 ist (hauptséchlich Wismut und Antimon) kann man
¢ ohne merklichen Fehler gleich Eins setzen bei Luft, ferner bei Kupfer, Zink
und anderen in elektrischen Apparaten gebrauchten Materialien.

Da es keine magnetischen Leiter gibt, gibt es anch keine freien Magne-
tismen. Legt man zwei aneinandergesetzte Eisenstibe in ein magnetisches
Feld, so zeigt sich zwar der eine nordmagnetisch, der andere siidmagnetisch,
aber bei der Trennung beider ist jeder wieder in der einen Héilfte nord-
magnetisch, in der anderen siidmagnetisch. Fir magnetische Mengen gilt
also der Satz, dal jeder Korper gleich viel positive und negative Mengen
enthalte.

Zwischen den elektrischen Grofen € und © einerseits und den magne-
tischen § und B andererseits besteht eine Unsymmetrie, wie sich zeigt in

den Beziehungen

& .
= faal B=ed

©

und darin, dafi die Menge verschobener Elektrizitat fir 1 cm? gleich 9, dagegen
die Menge verschobenen Magnetismus fir dieselbe Fliache gleich f}n ist.

Diese Unsymmetrie beruht auf der historischen Entwicklung und ist rein
konventionell durch die einmal getroffene Wahl der Bedeutung von & und u.
Aus diesem Grunde soll sie auch fernerhin beibehalten werden.

§ 6. Die elektromagnetische Energie des Feldes. Wir haben in § 5
die Vorstellung gebildet, daf durch die elektrischen oder die magnetischen
Krifte die kleinsten Doppelmengen Elektrizitit oder Magnetismus, welche
sich in den dielektrischen oder in magnetisierbaren Kérpern befinden, gerichtet
werden, so dall eine Fliche bestimmter Grofe senkrecht zur Kraftrichtung
auf der einen Seite mehr positive, auf der anderen mehr negative Pole
enthalt.

Es ergibt sich dadurch eine Art Schichtung der Elektrizitit oder des
Magnetismus in Flichen senkrecht zur Kraftrichtung.



Die Energie des elektromagnetischen Feldes. 7

Fafit man ein Raumelement von der Form eines geraden Zylinders ins
Auge, dessen Grundfliche d f auf der Kraftrichtung senkrecht steht, wihrend
seine Hohe ds mit der Kraftrichtung zusammenfillt, so befindet sich auf
jedem Querschnitt die Elektrizitdtsmenge =+ |D|df oder die magnetische
Menge iﬁ{%] df, und zwar der positive Betrag auf derjenigen Seite der
Flache, auf welcher die Kraft heraustritt, wihrend im unerregten Zustande
diese Betrige in jeder Schicht gleich Null waren.

Fur das ganze Raumelement kommt dies darauf hinaus, daf von den
Elektrizititen, die sich in der Grundfliche, durch welche die Kraft eintritt,
befanden, durch die elektrische Kraft die Betrige = |®|d [ voneinander
getrennt wurden, und daf dann durch Fortsetzung dieser Wirkung die
Trennung bis zur Austrittsfliche fortgepflanzt wurde, also daf die Menge
+ | D|df von der Eintrittsfliche bis zur Austrittsfliche bewegt wurde.

Dazu ist eine gewisse Arbeitsleistung erforderlich gewesen, welche als
Energie im Felde aufgespeichert ist und beim Aufhéren der elektrischen Kraft
wiedergewonnen werden kann.

Der Betrag dieser Energie ergibt sich folgendermaBen: Die Feldstirke ¢
wachse von Null an bis zu einem Endbetrage. Ein Zwischenwert sei &
Diesem entspricht ein Zwischenwert von D, der ®; genannt werde. Wird in
dem Zeitelement d? die Feldstirke €; um d&; gesteigert, so bedeutet dies

die Bewegung der Menge + d ®;d [ iiber die Strecke ds unter der Wirkung
der Kraft €; Die Arbeitsleistung ist daher:

CidDidfds.
Da nun .
b= 4 7 c? ¢

ist, so ergibt sich fiir die Arbeitsleistung im Raumelement dv =— dfds
wiahrend der Zeit d¢ der Betrag

& d

4mwce? di

Wenn diese Grole von der Zeit ab, zu der € = 0 war, bis zu der-

jenigen, wo es den Wert & erreicht, integriert wird, so ist unter Beriick-

sichtigung der Tatsache, daB das unelektrische Feld keine Energie besitzt,
&

(G2 dt dov.

die elektrische Energie der Raumeinheit Smot @2
Es ist daher die elektrische Energie eines beliebigen Raumes
I
] 2dy o v o o e e e e e
u_j o Gdo (5)
Analog ergibt sich die magnetische Energie eines Raumes zu
| ® g . 6

Die Summe beider nennt man die elektromagnetische Energie des Raumes;
sie hat den Betrag
(1 /¢
— | = (= @2 2
W—j 8n<c2 & -I—y@)dv.
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Erfahrungsgemaf wird die elektromagnetische Energie eines leeren Raumes
durch denselben Ausdruck dargestellt, wenn man ¢ — 1 und g — 1 setzt.

§ 7. Grundgesetze der Elektrodynamik. Mit Hilfe der Grofen €, ®,
i, § und B lassen sich alle elektrischen Vorginge beschreiben. Sie zerfallen
aber nach dem Mafle, in dem die genannten GréBen miteinander in Beziehung
treten, in verschiedene Gruppen. Es gibt elektrische Vorgange, in denen nur
€ und D eine Rolle spielen, magnetische, in denen nur § und B vorkommen,
dagegen auch solche, in denen simtliche Grofen und ihre riumlichen und
zeitlichen Anderungen beriicksichtigt werden miissen.

Die Gesetze, aus denen man theoretisch den Verlauf der elektrischen und
magnetischen Erscheinungen ableitet, beruhen auf gewissen Grundannahmen.
Die altere Theorie ging aus von dem Coulombschen Gesetz fiir die rubenden
Vorginge, dem Biot-Savartschen Gesetz fiir die Wirkungen zwischen Stromen
und Magneten und verschieden gefalten Induktionsgesetzen fiir die Wirkungen
zwischen elektrischen Stromen. Auch diese Gesetze sind nicht unmittelbar
gefunden worden, da es weder punktférmige Pole noch fiir sich bestehende
Stromelemente gibt, sondern sie sind Endglieder einer mehr oder weniger
langen Reihe von Schliissen.

Um fir die Zwecke dieses Buches die elektromagnetischen Vorginge
einheitlich abzuleiten, bedienen wir uns der Maxwellschen Theorie. Diese
spricht die Grundgesetze in einer Fassung aus, in der sie sich auf bestimmte
gedachte Versuche beziehen, ohne damit zu sagen, dal sie gerade durch diese
Versuche gefunden worden seien.

In der Maxwellschen Theorie spielen eine grofie Rolle die Betrige der
mechanischen Arbeit, welche geleistet wird, wenn sich eine bestimmte Menge
Elektrizitat oder Magnetismus in einem elektrischen oder magnetischen Felde
itber einen zum Ausgangspunkt zuriickkehrenden Weg bewegt.

Eine Analogie bietet die Arbeit, welche zu leisten ist, wenn eine schwere
Masse gegen die Krifte der Schwere auf geschlossenen Wegen beférdert wird.
Beispiele bieten das Pendel, sowohl das gewohnliche, bei dem Hin- und
Riickweg zusammenfallen, als auch das konische, bei dem das Pendel-
gewicht eine Fliche umkreist; ferner ein Schwungrad, dessen Teile samtlich
in geschlossenen Bahnen kreisen. Die Erfahrung lehrt, dafl, wenn bei
solchen Bewegungen die Schwere irgendwo auf dem Wege Arbeit leistet,
diese Arbeit in einem anderen Teil der Bewegung wiedergewonnen wird, so
dal die Schwere im ganzen keine Arbeit leistet. Die auf dem geschlossenen
Wege bei Bewegung der Masse von den Kraften der Schwere geleistete Arbeit
ist also Null.

Ahnlich, wie Arbeit geleistet wird, wenn sich eine schwere Masse im
Felde der Schwerkraft abwiarts bewegt, ist auch die Bewegung einer Menge
Elektrizitat in einem elektrischen Felde mit der Leistung einer Arbeit ver-
bunden. Aus den elektromagnetischen Erscheinungen ist zu schliefen, dab
die Gesamtarbeit bei Bewegungen iiber geschlossene Wege im elektrischen
oder magnetischen Felde nicht wie bei der Schwere stets Null ist.

Man kann alle Vorginge in Kérpern, welche ruhen oder sich im Ver-
gleich zur Geschwindigkeit des Lichtes und der Elektrizitit wenigstens langsam
bewegen, aus zwel Gesetzen ableiten, welche in die Form der sogenannten
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Maxwellschen Feldgleichungen gebracht worden sind. Sie betreffen das
Wechselverhiltnis der elektrischen und magnetischen Krifte im Felde.

Entsprechend ihrer allgemeinen Geltung sind die Feldgleichungen etwas
abstrakt, und sie lassen sich daher leichter in mathematischen Zeichen als in
Sitzen aussprechen. Wir werden die mathematische Formulierung voraus-
gehen lassen. Dafiir eignet sich besonders die Darstellung durch Vektoren.
Der folgende Abschnitt wird sich daher mit den Vektoren und ihren wichtig-
sten Funktionen naher beschaftigen.

Zweiter Abschnitt.

Vektorenrechnung.

§ 8. Addition und Subtraktion von Vektoren. Diese, wie iiberhaupt
das Rechnen mit Vektoren, geschehen nach bestimmten, fiir alle Vektoren
giiltigen Regeln, welche hier und da von denen fiir Skalare abzuweichen
scheinen, im Grunde jedoch auch die Rechnungsweisen der Skalare enthalten 3).

Wegen der Allgemeingiiltigkeit Fig. 1. Fig. 2.
der Regeln kénnen wir die fir die
einzelnen Operationen am besten aus

Beispielen erlautern. e B
‘Wohin gelangt man, wenn man,
von einem Anfangspunkt ausgehend, A

zuerst eine Strecke 9 in der dieser
zugeschriebenen Richtung (Fig. 1) zuriicklegt und darauf eine Strecke B in
der damit bezeichneten Richtung?

Es ist ohne weiteres ersichtlich, daf man zu dem durch den vierten
Eckpunkt des aus % und B konstruierten Parallelogramms gelangt. Eben-
dahin wiirde man unmittelbar auf dem mit € nach Richtung und Lénge
bezeichneten Wege gelangen. Man schreibt daher

CE=A+B- - (7)

Man erhilt die Summe zweier Vektoren, indem man sie nach
Gro68e und Richtung aneinandersetzt.
Aus der Fig. 2 ist ersichtlich, da auch

E=B+A- - (7 a)

Leitet man hieraus nach den Regeln der Algebra ab $ — € — U und
interpretiert diesen Satz geometrisch, so lautet er:

Man erhilt die Differenz zweier Vektoren, indem man vom
Endpunkt des Minuendus aus den Subtrahendus in entgegen-
gesetzter Richtung ansetzt.

Aus der Form % + B — € = 0 folgt der Satz:

Vektoren, deren Summe Null ist, bilden eine geschlossene
Figur.

Die Sitze kénnen ohne weiteres auf Summen oder Differenzen von mehr
als zwei Vektoren erweitert werden.
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Zur rechnerischen Auswertung solcher Vektorengleichungen mufl man in
der Regel auf Koordinatensysteme zuriickgreifen. Wéahlen wir ein gewthn-
liches rechtwinkliges, so soll es stets ein sogenanntes Rechtssystem sein.
Wenn man die z-Achse (Fig. 3) auf dem kiirzesten Wege in die Lage der
y-Achse tiberfithrt und dabei das ganze System in der Richtung der z-Achse
vorwirts bewegt, so fithrt man dieselben Bewegungen wie beim Eindrehen

eines rechtsgingigen Korkziehers aus. Eine andere Merkregel ist, dafl z, y, 2
zueinander liegen wie die nach drei annihernd aufeinander senkrechten
Richtungen ausgespreizten drei ersten Finger der rechten Hand. Legt man
durch den Anfangspunkt des Vektors U ein derartiges Koordinatensystem, so
habe der Endpunkt von % die Koordinaten A, %,, A, (vgl. Fig.4), der von B
die Koordinaten B,, B,, B, Es ist bekannt, dal der Endpunkt von €
folgende Koordinaten hat:

@x:%[x—}_%xy @1/:%[?/+%y, @ZI‘—‘%‘Z—}—%Z...(S)

Die Vektorgleichung € — ¥ + B umfabt diese drei Gleichungen, welche
sich ersichtlich als spezielle Falle der Vektorgleichung fir die Komponenten
nach jeder der drei Achsen darstellen. Da die Koordinatenachsen an sich
beliebig gelegt sind, folgt fir die Komponenten nach einer beliebigen
Richtung s:

o= Wy b By o v oo e e (8 a)

Aus Fig. 4 ergeben sich folgende Beziehungen zwischen dem Vektor und

seinen Komponenten. Der Betrag des Vektors oder die Strecke O A ist

9 = YU T U FUT e e e ©)

Der Winkel zwischen der Richtung des Vektors und der y-Achse ist

A O B, sein Kosinus ergibt sich, da das Dreieck 4 B O bei B einen rechten
Winkel hat, zu 0 B: 0 A, oder cos (U, y) = ¥, /|A|; daher ist auch

cos (U, ) = U/ |A| und cos@W,2) = W /|A| - - - - (9a)

Eine Summe aus ngleichen Vektoren ergibt einen Vektor derselben
Richtung von =facher Liange. Vektoren, die sich nur durch einen skalaren
Faktor unterscheiden, haben also gleiche Richtung.

§ 9. Produkte von Vektoren. Aus Beispielen, wie sie sogleich angefiihrt
werden sollen, ergibt sich, daf ein Produkt zweier Vektoren zu einem Skalar
oder zu einem neuen Vektor fithren kann. Man hat daher auch fir die
Rechnung zweierlei Produkte von Vektoren zu unterscheiden.

a) Das skalare oder innere Produkt von Vektoren. Auf einen
schweren Koérper wirke eine Kraft {8 von der in Fig.5 angegebenen Grofle
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und Richtung. Der Korper bewege sich auf einer Gleitschiene um eine Strecke,
die nach GroBe und Richtung durch den Vektor dg bezeichnet werde. Es wird
gefragt, welche Arbeit dabei von B geleistet wird.

Um diese Frage zunichst auferhalb der Vektorenrechnung zu beantworten,
sei daran erinnert, dal die geleistete Arbeit A gleich ist dem Produkte aus
dem Wege und der in dessen Richtung fallenden Komponente der Kraft, oder
daf A = |P| |dg]| cos (B, d8), wenn mit (P, d8) der Winkel zwischen P
und d8 bezeichnet wird. Eine Fig. 5.
Arbeit ist eine skalare GroSe.

Wenn man daher bei
zwei Vektoren U und B das
Produkt aus ihren Betrigen
und dem Kosinus des ein-
geschlossenen Winkels bildet,
so entsteht ein Skalar, welches das skalare oder innere Produkt genannt wird
und symbolisch durch AB bezeichnet wird:

AB = |A| | B cos(A, B) =+ - - -« - (10)

Wenn es erforderlich, ein skalares Produkt von anderen oder von einem

Vektor zu trennen, so setzt man es in runde Klammern. Nach der Definition
ist (AYB) (€D) durchaus verschieden von (AE) (BD).

Um das skalare Produkt durch die rechtwinkligen Komponenten von U

und B auszudriicken, sei daran erinnert, dafl in dem ebenen Dreieck aus drei
Vektoren A, B und € die Gleichung gilt

2| [B]cos (U, B) = A2+ [B|2— |G
A2 =AU+ A + %,  B2=B; + B, + B,

¢ = @[x — B,)? + (s)ly - 23y)2 + @ — B,)2.
Daher ergibt sich

Fig. 6.

das

Nun ist

ferner

AB = Ao Bo + AyBy + LB, - - - -+ o o - (11)
Aus der Herleitung folgt weiter, dafl
AB = BUA v v v e i e (12)

Da ferner

UB + D) = Ae(Br + Do) + Uy (By + Dy) + AU (B + D)
ist, so folgt:
AB+ D) =AB+AD -« v oo .. (13)
b) Das vektorielle oder 4ullere Produkt von Vektoren (Vektor-
produkt). Wenn ein Korper (Fig. 6) um einen Punkt O drehbar ist, und
an einem von (O aus nach Richtung und GréBe durch t bestimmten Punkte B
eine Kraft P angreift, so kommt eine Drehung zustande um eine Achse, welche

auf der Ebene von tr und P senkrecht ist. Das entstehende Drehmoment wird
auler durch seine GroBe auch durch seine Beziehung zur Achse, also durch

eine Richtung bezeichnet, und ist demnach ein Vektor . Der Grofe nach ist es

11" ‘EB‘ Sin(r7ﬂ3)'
Denn das Drehmoment hat den kleinsten Wert, wenn P in der Richtung von ¢
liegt, den groften, wenn es auf r senkrecht steht.
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Die GroBe || |B| sin (r, B) ist der doppelte Flicheninhalt des von r und P
gebildeten Dreiecks. Man wahlt die Richtung von IR in der Art senkrecht
zur Ebene von t und B, dal man die Bewegung des rechtsgingigen Kork-
ziehers nachahmt (Fig. 7), wenn man v auf dem kiirzesten Wege in die Lage
von P iiberfithrt und dabei das ganze System in der Richtung des IR bewegt.

Man nennt den so definierten Vektor It das dufere oder Vektorprodukt
der beiden Vektoren r und P und schreibt

Dabei ist also

M = |x| [Plsin (v, P) - - - (15)

Ferner steht 9t auf der Ebene von t und P senkrecht, und die drei Vektoren
M, t, P bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.
Man sieht aus der Richtungsbestimmung von i nach Fig. 8 leicht, dal

[Br] = —M.

Hierin unterscheidet sich das &duBere Produkt vom inneren.
In bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem hat der Vektor It
drei Komponenten, welche sich durch seine Projektionen auf die drei Achsen

Fig. 7. Fig. 8. Fig. 9.

kS

ergeben. Da I in die Richtung der z-Achse fillt, wenn r und ‘B beide in
der zy-Ebene liegen, so sieht man leicht, daB im allgemeinen Falle

M. gleich der Projektion des Dreiecks auf die xy-Ebene

My » n ” » » ” » W'Ebene
my ” n ” ” » ” » zx-Ebene
ist.
Wir wollen fiir die allgemeine Formel das Vektorprodukt
betrachten. Es ist also (Fig. 9)
€. =204B".
Nun ist
20A'B' = 2(0A4'A4, + A'A,B,B'— OB'B))
— 9 <0A1 LA'A, 4 AB, A, A"+ B\ B 0B, ‘B,Bl>.
2 2 2
Daher

€ =AU + (By —Ay) U + B:) — By By
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Die anderen Komponenten kann man wegen der Symmetrie der Koordi-
naten durch zyklische Vertauschung der Indizes ermitteln und findet

€, = %Y, — A B, l
G =B, — B, L v v (16)
@2 - Q[m%y_%[y%z [

§ 10. Gemischte Produkte von Vektoren. Aus den Definitionen der
beiden Arten von Produkten ergibt sich die Gleichung

%2 B2 = AB? + LB - an

die man zur Berechnung des Betrages des Vektorprodukts benutzen kann.

Von Produkten aus mehr als zwei Vektoren betrachten wir zuerst das
skalare Produkt

AB, €]

Der Vektor § = [B, €] ist dem Betrage nach gleich dem Parallelogramm, das
mit den Seiten B und € gebildet werden kann; der Richtung nach steht er
auf der Ebene dieses Parallelogramms senkrecht. Das skalare Produkt aus
und § ist also gleich dem Produkt aus dem Inhalt des Parallelogramms und
der dazu senkrechten Komponente von %[, also gleich dem Rauminhalt des aus
den drei Vektoren 9, B, € ableitharen Parallelepipeds. Daraus folgt aber, daf

AB,C)l=B[C A =C[A,B] - - - - - - -« (18)

ist, weil alle drei Ausdriicke denselben Rauminhalt bedeuten, nur dafl man
von verschiedenen Grundflichen ausgegangen ist. Es ist wesentlich, da8 die
zyklische Folge der Vektoren beachtet wird. Es folgt noch, daB

AL, B =B[AL A =0+« .+« ... (19)

Das Produkt [QI, [, @]J, also das dulere Produkt aus den Vektoren ¥ und
{8, €] ist ein Vektor. Durch Zuriickgehen auf die Komponenten kann man
leicht nachweisen, dal

[%[8,6]] = BAE) —CQAB) - - - - - - - . (20)

Geometrisch stellt es einen auf Y senkrechten, in die Ebene von B und €
fallenden Vektor dar.

§ 11. Geometrische Darstellung der Felder von Skalaren und Vektoren.
Allgemein bekannt sind die meteorologischen Karten, in denen gewisse
ortlich verianderliche GroBen fiir einen bestimmten Zeitpunkt dargestellt sind.
Man bezeichnet an jedem Orte den Wert der verdnderlichen GréfBe und ver-
bindet diejenigen Orte durch eine Linie, an welchen gleiche Werte herrschen.
Da man an jedem Orte nur einen Wert auftragen kann, so eignet sich diese
Art der Darstellung nur fiir skalare Grofien. Es gibt auch Karten dieser Art,
in denen Elemente von Vektoren eingetragen sind, z. B. solche gleicher magneti-
scher Deklination oder gleicher magnetischer Horizontalintensitiat; es sind aber
Karten von Skalargrofen, da jedem Orte nur eine Bestimmung zugeordnet ist.
Zu Karten dieser Art gehoren auch die Hohenschichtenkarten.

In meteorologischen Karten, wie den tiglichen Wetterkarten, finden sich
aber auch die Ansétze einer Vektorendarstellung; es sind nimlich Pfeile ein-
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gezeichnet, welche die Richtung und Stirke des an jedem Orte herrschenden
Windes darstellen; nicht mehr in skalarer Form, denn es ist nicht jedes dieser
Elemente gleichsam als Ordinate dem Orte zugeordnet. sondern nach der tat-
sichlichen Richtung eingezeichnet, und zwar mit einer Darstellungsweise,
welche durch verschiedene Befiederung die Stirke des Windes erkennen 1if(t.

Ahnlich ist die in der Vektoranalysis gebriuchliche Darstellung von
Skalaren- und Vektorenfeldern. In einem skalaren Felde denkt man sich
durch alle Punkte, in denen das Skalar denselben Wert hat, eine Fliche
gelegt. Meist wahlt man die Flichen auch so, dal von einer zur anderen
derselbe Unterschied im Werte des Skalars besteht. Solche Flichen kénnen
einander nie schneiden, wenn das dargestellte Skalar eindeutig ist, sie um-
hiillen sich also wie die Schalen einer Zwiebel.

Vektoren stellt man durch Linien dar, deren Tangente an jeder Stelle
die Richtung des Vektors angibt. Um auch seinen Betrag darzustellen, ver-
wendet man statt der in der Meteorologie gebriuchlichen verschiedenen Be-
fiederung das Mittel, an einer gegebenen Stelle um so mehr solche Vektorlinien
fiir ein senkrecht zu den Linien liegendes Flichenstiick von 1 em? zu zeichnen,
je grofler der Betrag ist. Man denkt sich jede Flacheneinheit in so viele
gleiche Teile zerlegt, wie der Betrag des Vektors in dessen Einheiten aus
macht, und ordnet jedem solchen Flichenanteil eine Linie zu.

Solche Bilder von Vektoren sind unter dem Namen Kraftlinienbilder
allgemeiner bekannt, indessen kann man sie auch von anderen Vektoren, als
Kriaften zeichnen, weshalb wir zweckmiBiger die zur Darstellung des Vektors U
dienenden Linien als 9-Linien bezeichnen.

Hiufig gibt ein Vektor die Intensitat und Richtung einer dauernd oder
kurze Zeit durch eine Flache tretenden Strémung an, oder kann doch so
gedeutet werden. Hat man ein flaches Wassergefil, in welchem an einer
Stelle @ Wasser zugefithrt wird, wihrend an einer anderen Stelle b ebensoviel
abflieft (s. Fig. 11), so wird das Wasser nicht nur auf der unmittelbaren
geraden Verbindungslinie von & nach b strémen, sondern auch noch in daneben
liegenden krummlinigen Bahnen. Man erhilt also ein Strémungsfeld. Wir

wollen uns in einem solchen ungefihr senkrecht
zur Richtung der Strémung durch eine geschlossene
Linie eine Fliche f; gelegt (Fig.10), und durch
deren Randkurve die Linien gezogen denken, welche
in jedem Punkt mit der Richtung der Strémung
zusammenfallen. Legen wir an einer anderen Stelle
wieder eine Fliche fy, welche die Stréomungslinien
unter einem beliebigen Winkel schneidet, so ent-
steht innerhalb des Stromungsfeldes ein abgeschlossener Raum, den man eine
Rohre des dargestellten Vektors nennt. Er hat folgende wichtige Eigen-
schaft. Nehmen wir an, daf die Flissigkeit nicht zusammendriickbar sei, so
muf in jedem Augenblick ebensoviel aus dem Raume austreten, wie in ihn
eintritt. Nun ist die rohrenférmige Seitenwand iiberall parallel der Richtung
der Stromung, also tritt durch sie weder etwas ein, noch aus; daraus folgt,
daf durch die Fliche f; so viel eintritt, wie durch f, austritt.

In einem Vektorfelde 146t man von jedem cm? senkrecht zu dem Vektor 2

eine Schar von || Vektorlinien ausgehen. Nach dem Erliuterten ist die Zahl



Das Oberflichenintegral eines Vektors. 15

der Vektorlinien, welche durch die beiden Endflichen der Rohre gehen, an
jeder Stelle des Feldes dieselbe.

In einer Vektordarstellung erkennt man also die Richtung des Vektors
aus der Tangente der Vektorlinie in einem gegebenen Punkte, seinen Betrag
an der Zahl der Linien auf 1cm2

Man kann daher statt des Betrages || eines Vektors % auch die Zahl
der A-Linien angeben, die eine zu den -Linien an der betrachteten Stelle
senkrecht liegende Fliche von 1 cm? Inhalt durchsetzen.

§ 12. Das Oberildchenintegral eines Vektors. Bei Betrachtung der
Windlinien auf einer Wetterkarte findet man, daf die Winde von den Stellen
des barometrischen Maximums abstromen und denen des Minimums zustrémen.

Ein Vektorfeld enthilt daher im allgemeinen solche Stellen, von denen
die Vektorlinien ausgehen, Quellen genannt, und andere Stellen, an denen sie
wieder zusammenlaufen, Senken genannt.

Wir stellen uns die Aufgabe, ein Feld auf Quellen und Senken zu unter-
suchen und betrachten als Beispiel die in § 11 erwihnte Wasserstromung
nach Fig. 11. Um sie zu untersuchen, denken wir uns eine MeBeinrichtung
angewandt, bestehend aus einem oben und unten offenen zylindrischen Gefis,
in dessen Wand zahlreiche Turbinen angebracht sind, deren Umliufe gezihlt

werden konnen, derart, daf die Drehungen durch ausflieBendes Wasser positive
Angaben der Zihler ergeben, wihrend die Umldufe bei einfliefendem Wasser
negative Angaben machen. Es wird vorausgesetzt, dal die Durchlisse so
zahlreich sind, daf das Einsetzen der Mefeinrichtung den Verlauf der Stromung
nicht dndert. Setzt man dieses Gefifl etwa bei A in die Strémung ein, so
werden die Turbinen auf der Seite @ negativ zihlen, die auf der Seite b dagegen
positiv, und wenn man nach einer gewissen Zeit die Mengen Wasser, die aus-
getreten sind, mit denjenigen vergleicht, welche eingetreten sind, so wird sich
deren Gleichheit ergeben, da sich in dem Gefill kein Wasser stauen kann.
Bringt man dagegen das MeBgefa8 nach B, so dal es a umgibt, so werden
seine Zahler lauter positive Angaben machen, dagegen, wenn es b umgibt,
lauter negative, und es wird sich daher ergeben, dal a eine Quelle, b eine
Senke ist, wihrend Riume wie der bei A quellenfrei genannt werden.
Wenden wir dies Beispiel auf ein allgemeines Vektorfeld an, so haben
wir zunichst, da es in der Regel nicht wie dasjenige des Beispiels eben ist,
sondern die Vektoren im Raume nach verschiedenen Richtungen gehen, eine
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MeBvorrichtung zu wahlen, welche allseitig geschlossen ist, also eine geschlossene
Oberfliche, die einen bestimmten Raum vollstindig umgibt. Alle Teile dieser
Fliche werden von Vektorlinien durchsetzt, welche zum Teil austreten, zum
Teil eintreten. Wenn an der Stelle eines bestimmten Oberflichenelements der
Vektor den Wert U hat, so kommen nach § 11 auf 1 cm? senkrecht zu seiner
Richtung |¥| Linien des Vektors. Bildet die nach aulen gehende Normale
eines Flichenelements df mit der Richtung von ¥ den Winkel (%, df), so gehen
durch das Flichenstiick von innen nach auBen hindurch

IUA| [dF| cos (A, df) = Adf

Linien des Vektors 2. Da, wo der Winkel (¥, df) spitz ist, wie bei a in Fig. 12,
ist dieser Betrag positiv, bei b dagegen, wo der Winkel stumpf ist, ist der
Betrag negativ. Das richtige Vorzeichen ist aber in Udf schon enthalten.
Bildet man die Summe fiir samtliche df, so erhilt man das Integral

[aat,

(')
welches das Oberflichenintegral des Vektors 9 iber die Oberfliche f ge-
nannt wird.

Nach der Herleitung ist ersichtlich, dal der von der Fliche umschlossene
Raum eine Quelle enthilt, wenn das Integral einen positiven Wert hat, eine
Senke, wenn das Integral negativ ist, und dall der Raum quellenfrei ist, wenn
das Integral Null ist.

Die Ausfithrung der Integration entspricht also der Summierung der
Zahlungen bei dem MeBinstrument fiir die Wasserstromungen. Wir kommen
auf dieses Beispiel zuriick, um darauf aufmerksam zu machen, daf es unter
Umsténden zu irrigen Folgerungen Anlal geben kann, und &hnlich auch das
Oberflachenintegral.

Wenn nimlich der umgrenzte Raum in dem einen oder dem anderen
Falle eine Quelle und zugleich eine Senke enthilt, die gleich stark sind, so
wird das MeBinstrument sowohl wie das Flachenintegral den Raum im ganzen
als quellenfrei bezeichnen, oder, wie man sagt, iiber die Quellen und Senken
hinwegmessen. Es besteht also im allgemeinen die Notwendigkeit, das Ober-
flichenintegral fiir einen moglichst kleinen Raumteil zu bilden. Es ergibt
alsdann, wieviel Vektorlinien im ganzen aus diesem Raumteil entspringen, wobei
solche, die nur hindurchtreten, nicht mitgezihlt werden. Um einen endlichen
Raum abzusuchen, teilt man ihn in solche kleinen Raumteile. Diejenigen
Linien, welche in einem Raumteile entspringen, laufen durch die benachbarten
hindurch, werden also dort nicht mehr gezihlt. Die Gesamtmenge der in
dem Raume entspringenden Vektorlinien ist dann gleich der Summe der in
den einzelnen Raumteilen entspringenden.

Die Zahl der in einem gegebenen Raumteil entspringenden Vektorlinien
in einem Felde, das gleichmaBig mit Quellpunkten besetzt ist, welche Linien
nach allen Richtungen aussenden, ist dem Inhalte des Raumteiles proportional.

§ 13. Die Divergenz. Man nennt die Zahl der aus der Raumeinheit
an einer bestimmten Stelle des Vektorfeldes A entspringenden U -Linien die
Divergenz von ¥, als Formelzeichen div . div ist also positiv, fur die
Stelle eines positiven Quellpunktes, z. B. eine positive Elektrizitdtsmenge. Aus
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dem Raum dv entspringen div % dv Linien des Vektors %A, und man erhalt
die Gesamtzahl der U -Linien, welche aus der den Raum umschliefenden
Fliche nach auBlen treten, durch das Integral

{ divar o,
()
dieses Integral erstreckt iiber alle Raumelemente.
Aus der gleichen Bedeutung der beiden Integrale, iiber die Oberfliche
und iiber den Raum, ergibt sich der Satz

jdiv%{dv = J‘szldf ............ (21)
) )
wenn [ die Oberfliiche des Raumes v ist. Er wird der GauBsche Satz
genannt.

§ 14. Darstellung von div ¥ in verschiedenen Koordinatensystemen.
Nach der Herleitung und der Bedeutung der Divergenz ist sie nur von dem
Bau des Vektorfeldes abhingig, nicht aber von dem Koordinatensystem,
welches man zu seiner rechnerischen Festlegung gebraucht.

Bezieht man aber das Vektorfeld auf ein bestimmtes Koordinatensystem,
so kann man das Verhiltnis der durch Summation iber die Oberfliche des
Raumelements sich ergebenden Zahl der ent-
springenden U-Linien zum Inhalt des Raum-
elements durch Differentialquotienten der
Komponenten von 2 nach den Koordinaten
darstellen und erhilt so Formeln, welche die
Berechnung von div 3 erleichtern.

Rechtwinkliges dreiachsiges Ko-
ordinatensystem. Wir wollen zunichst
A auf ein rechtwinkliges dreiachsiges Ko-
ordinatensystem der x,y,# beziehen. Fir
eine beliebige, durch die Koordinaten a, b, ¢
bestimmte Stelle des Raumes seien die drei Komponenten des Vektors
?Ixy %[ya Q'IZ'

An der Stelle a,b,c (Fig.13) sei ein kleines rechtwinkliges Parallelepiped
von den Kanten dx, dy, dz parallel zu den Achsen aus dem Raume heraus-
geschnitten. Jede seiner sechs Flichen wird von 9 -Linien durchsetzt. Da
A mit dem Orte verdnderlich ist, so haben Uy, UA,, A, auf den verschiedenen
Flichen verschiedene Werte, welche durch Beisetzung der Koordinate wie folgt
bezeichnet werden sollen: Der Wert beispielsweise von %, ist auf der Fliche

1,2,8,4. ... (Upy—s—1pay
5, 6, 77 8.... (%Iy)y:b{—l/gdy.

Die beiden anderen Koordinaten x und z haben fiir beide Flichen
beziiglich dieselben Werte ¢ und ¢ und werden deshalb nicht besonders ver-
zeichnet. Wir nehmen dabei den Wert der Komponenten auf der ganzen,
beliebig kleinen Fliche gleich dem Werte in jhrem Mittelpunkt an. Ks soll
nun die Zahl der durch die Oberflichen des Raumelements austretenden

A-Linien festgestellt werden. Die Zahl der auf jede Fliche entfallenden ergibt
Breisig, Theoretische Telegraphie. 2
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sich aus der Grofe dieser Fliche, multipliziert mit der zur Fliche senkrechten
Komponente von . Wenn man mit 9, die im Sinne der positiven y-Achse
verlaufende Komponente bezeichnet, so ist die Komponente im entgegengesetzten
Sinne als — 9, zu rechnen, KEs treten demnach aus der Flache

5,6,7,8....dwvde  (Uy)y=0+1,dy A-Linien,
1,2,3,4....d0dz(—Wy)y=p—1/,ay A-Linien.

Soweit diese beiden Flichen in Betracht kommen, treten also aus dem
Raumteil aus:

drdz [(%y)y =b+1ady — (%[y)y = b—l‘/zdy]'

Nach einer bekannten Formel ist

o
)y =1+ 12y = @ry)y_w '''' (aﬁ,-b

1 awty
"2 <2> <6J2 y**b_}—.”

1
1 o
(Q[y)y:b_l]zdy = (er)y:b _2_dy< 5 (‘/>y:b

por ( A 92% .
1 2\ 2/ y=»
Daher

o
Ay =6 +15day — (%y)y—b—lgdy—dy< y> b+
y=

0y

Wenn man dy geniigend klein wihlt, kann man den Wert der rechten
Seite geniigend genau durch den ersten Posten angeben; der nachste ent-
hilt schon (dy)®. Die beiden betrachteten Flichen ergeben also als Zahl
der austretenden I -Linien

— {z.
<8y y:bdxdy<

Gleiche Uberlegungen kann man fir je zwei andere Flichen anstellen
und erhilt so als Gesamtzahl der aus dem Raumteil austretenden - Linien

den Ausdruck
<%@+0%[y—|—9—%2> dx dy dez.

a sy
IRIN}
oo

Der Inhalt des Raumteiles ist dx dy d2. Wenn man die Zahl der aus
dem Raumteil austretenden % -Linien durch den Inhalt des Raumteiles divi-
diert, erhilt man die Zahl der ¥ - Linien, welche an der betrachteten Stelle
aus der Einheit des Raumes entspringen, also div .
In dem rechtwinkligen Koordinatensystem ist
. o O A o
d — -7 y Z.
iU . +
Der Zusatz der Stelle abc¢ ist nicht mehr erforderlich, da diese an sich
beliebig gewihlt werden kann.
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Raumliche Polarkoordinaten. In diesen Koordinaten bestimmen
wir die Lage eines Punktes durch folgende drei Stiicke. Wir nehmen eine
passende Richtung als Achse, die mit der #-Achse eines rechtwinkligen drei-
achsigen Systems iibereinstimme. Durch einen beliebigen Punkt dieser Achse
legen wir eine dazu senkrechte Ebene und wihlen in dieser eine Richtung,
die etwa mit der z-Richtung ubereinstimme. Wir legen ferner durch # und
den zu bestimmenden Punkt eine Ebene, die mit der Ebene # 2 den Winkel &
bildet, und ziehen vom Anfangspunkt einen Strahl » nach P, der mit # den
Winkel ¢ bildet. Diese drei Stiicke
bestimmen die Lage des Punktes
vollstaindig. Um den Punkt dhnlich
wie bei dem anderen System durch
Strecken festzulegen, schligt man
in der Ebene P ¢ einen Kreis (Meri-
dian) mit dem Radius 7, in einer
durch P gelegten, zu # senkrechten
Ebene einen Kreis (Parallelkreis) mit
dem Radius rsin ¥ und hat dann
als Koordinaten die Strecken r, r &
und 7 @ sin®. Diese treffen im
Punkt P rechtwinklig zusammen
und bilden in dieser Reihenfolge ein
Rechtssystem.

Ein Raumelement in diesen
Koordinaten besteht (Fig. 15) aus
einem rechtwinkligen Kistchen mit
den Kanten dr, rd 9 und r sin ¥d o.

Zur Bildung des Oberflichenintegrals

iiber dieses Raumelement nehmen wir

zuerst die Flachen rd ¥ rsin¥ d .

Die Komponente des Vektors I in

der Richtung des 7 sei 2,; auf der unteren Fliche 1 ist also die nach auBen
gehende Komponente — .., auf der oberen Fliche 2 ist sie (4 Up)r =y 4 ar
Beide Flichenelemente liefern zusammen

(r2sin@dIdo W)y gr — (r2sind dddoU,),.

Wir machen &hnliche Entwicklungen, wie im vorigen Beispiel, aber es
ist zu beachten, dal nicht nur U,, sondern auch das Flichenelement sich
mit r dndert. Der Beitrag dieser beiden Elemente ist

) 1 0(r? i
sindd®do o 2 U) dr = r?sind drddoe [4 O—(L@J .
or 2 or

Die Komponente in der Richtung des wachsenden ¥ heife y; auf der
nach vorn gelegenen Fliche 3 geht sie mit der nach auflen gehenden Normale,
auf Fliche 4 dieser entgegengesetzt. Wir erhalten also die Beitrige

(rsin® drWs)rs + ras — (r sin & drWg),r o

5 . ) 1 O(sindrUyp)
—_— = r? reing ’
=, g rsin¥ drdg)rdd = risind drdd do [rsinﬁ X ]

DES
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Endlich ergibt sich fir die noch tibrigen Flichen der Beitrag

(rdrdd Us)rsind.o+reinvdo — TAr AT Uy sinv. o
1 a%[m]

0 .
_ 5 © . — 2 gy - —
Teinb e (rdrddUy,)rsmddo r2sinddrdddo [rsmﬂ 7o

wenn 9, die Komponente in der Richtung der wachsenden & bezeichnet.
Addiert man diese drei Posten und dividiert die Summe durch das Raum-

element r2dr sin @ d 9 d @, so ergibt sich

1002, 1 0(sin®Uy) 1 2%,

dw%[:ﬁ or rsin 9 09 +rsinﬂ 0w

. (23)

Zylinderkoordinaten. In Zylinderkoordinaten wird ein Punkt P
(Fig. 16) bestimmt durch den Abstand r von der Achse &, durch die bis zum
Fubpunkt des Lotes » gemessene Linge # von einem
festen Punkt O der z-Achse und den Bogen rd in
einer zur Achse senkrechten Ebene., 2, r und r®

bilden ein Rechtssystem.
Das Raumelement ist rechtwinklig und hat die
Kanten dz, dr und rd® (Fig.17). Zum Oberflichen-
integral liefern die zu # senkrechten Flichenelemente

den Beitrag

rdrd® N, a; — (rdrd®9L,),

0 o,
=5, (rdrd®U)de = rdrdzd® l—a-éf .

Die zu dr senkrechten Fliachenelemente ergeben

(rded®Up)ryar — rdeav Ay

Fig. 17. ? ‘1 0(r¥,)
- o U, = ad |- —= |-
3 5y (rdzd®Aydr = rdrde lr or ]
dz| Endlich liefern die Flachenelemente senkrecht
7 zurdd
: (dZ'dr Wg)ro + ras — (A2 dr Wg)py
L ritv.‘} :;;—ﬂ(dzd;%y)rdﬁ_—-_rdrdzdﬁ[% %’]
Da rdrdzd® der Inhalt des Raumelementes ist, so folgt
. cUs 1 0(r¥,) 1 20Uy
— 2 2 0% L. 24
div 3l cz + r or r 09 (24)

§ 15. Untersuchung eines Vektorfeldes. In einem Raume sei festgestelit,
daB die elektrische Feldstirke € nach einem Zentralpunkt gerichtet ist und

den Betrag % hat, wo r der Abstand des Aufpunktes von dem Zentralpunkt

ist. Indessen sei im Innern einer Kugel vom Radius R, deren Mittelpunkt
jener Zentralpunkt ist, tiberhaupt keine elektrische Feldstirke nachweisbar.
An welchen Stellen dieses Feldes befinden sich freie Elektrizitdtsmengen?



Untersuchung eines gegebenen Feldes. 21

Von jeder Elektrizititsmenge gehen Verschiebungslinien, ©-Linien aus
Wir untersuchen, wieviel ‘D-Linien an einem beliebigen Punkt entspringen,
bilden also div D.

AuBerhalb des Raumes der Kugel, wo die Feldstiarke stetig ist, wenden
wir eine passende Formel fiir div © an; hier zweckmilig die fir Kugel-
koordinaten (23):

) 100D, 1 o(sin® Dy) 1 029,
dw‘,D_ﬁ or ' rsin® co 77+rsinﬂ 0w

Im vorliegenden Falle ist auBerhalb der Kugel, weil € und ® in die
Richtung von r fallen, nach Gl. (2)

& a
T 4me2 r?

D, Dy, =

(

0, Dy =0,

also ist div ©® == 0 aulerhalb der Kugel. Dort befinden sich also nirgendwo
freie Elektrizitaitsmengen. Ebenso ist innerhalb der Kugel div © — 0, weil
dort ® iberall Null ist. Die Mengen kénnen also nur in der Grenzschicht
sein. Da dort © unstetig ist, kann man die Formel nicht anwenden, sondern
hat die Divergenz nach ihrer Definition zu berechnen.

Wir grenzen einen kleinen dosenféormigen Raum ab, der durch Mantel-
teile eines Kegels mit dem korperlichen Winkel d ¢ und von zwei Segmenten
von konzentrischen Kugeln begrenzt ist, die der Kugelfliche mit dem Radius R
sehr benachbart sind (Fig. 18). Der Inhalt dieses Raumes ist

dv = R?2.do.dn,

wenn d#n der Abstand der beiden Kugelflichen ist.
Nur zu der auBlerhalb der Kugel liegenden Oberfliche
dieses Raumes hat © eine von Null verschiedene
Komponente, also ist
& a
. _ & @ .
divDdv in e R2R duo.

Die linke Seite dieser Gleichung stellt das Raumintegral fiir den ab-
gegrenzten kleinen Raum dar, die rechte Seite das Integral iiber seine Ober-
fliche (GL 16). div D dwv ist die in dem Raumelement befindliche Elektrizitats-
menge. Da sie in der Grenzschicht, also flichenmifig verteilt ist, kann man

die Flachendichte % einfithren durch die Gleichung
div®dv = h.R*do.
Dann ergibt sich
& a
h= 4me? B2

Auf der ganzen Kugel befindet sich die Menge

Q= amRen = 2.

o2
Das Feld auBerhalb der Kugel ist also
g=2 Y

& r?
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Es ist so gestaltet, als wenn es von einer im Mittelpunkt der Kugel
befindlichen Elektrizititsmenge vom Gesamtbetrage der auf der Kugel ver-
teilten herrithrte.

§ 16. Das Linienintegral eines Vektors. Mit der Feststellung der Orte
der Quellen und Senken ist die Beschreibung einer Stromung noch nicht
abgeschlossen. Bei einer Wasserstromung z. B. beobachten wir an Stellen,
die weder Quellen noch Senken sind, eigenartige Erscheinungen, die wir als
Wirbel oder Strudel bezeichnen. Es sind kreisende Bewegungen um eine
Achse. Die bei Herleitung der Divergenz besprochene Mefleinrichtung wiirde
eine derartige Bewegung nicht anzeigen, da die Wirbelbewegung tangential
erfolgt, also die Turbinen nicht in Drehung setzen wiirde. Wirbel und Strudel
sind aber auf eine andere Weise von davon freien Stellen der Stromung zu
unterscheiden. Im Bereich eines Wirbels wird ein im Wasser schwimmender
Kérper herumgetrieben, er legt also geschlossene Wege unter bestindigem
Kraftantrieb zuriick. Der Wirbel kann daher mittels Antriebes auf einen
in geschlossenen Bahnen sich bewegenden Korper Arbeit abgeben. Wenn man
dagegen in einer wirbelfreien Stromung einen Korper auf einer geschlossenen
Bahn herumfithrt, so wirkt zwar auf einem Teil der Bahn die Strémung im
Sinne, auf dem anderen aber entgegengesetzt der Bewegung; die insgesamt
geleistete Arbeit ist also eine Differenz, die in der Regel Null ist.

Im Felde der Schwere wird bei Bewegung von Kérpern iiber geschlossene
Bahnen, z.B. bei Drehung eines Schwungrades, keine Arbeit gegen die Schwere
geleistet, man kann daher dies Feld wirbelfrei nennen.

Ein Magnetpol dagegen erfihrt durch einen Strom, wenn er ihn umkreist,
fortgesetzt Antriebe in demselben Sinne, hier besteht also ein Wirbel.

Zur Untersuchung eines Vektorfeldes auf das Vorhandensein von Wirbeln
eignet sich die Feststellung der Arbeit, welche von dem Felde an einem
geeigneten Objekt geleistet wird, wenn dies einen Umlauf auf einer geschlossenen

Bahn macht, also z. B. derjenigen Arbeit, die von
einem elektrischen Felde an der Einheit der
Elektrizititsmenge geleistet wird. Im allgemeinen
Falle sei die auf die Einheit des Agens der be-
treffenden Erscheinungsform wirksame Kraft durch
den Vektor A bezeichnet, der an jeder Stelle des
Feldes als nach GréBe und Richtung bekannt
vorausgesetzt wird.

Auch eine Wegstrecke ist ein Vektor, da sie an jeder Stelle sowohl nach
Grofe wie Richtung gegeben sein mufl (Fig. 19). Die geleistete Arbeit ist
gleich dem Produkt aus dem Wege in die lings der Richtung des Weges
entfallende Kraftkomponente. In gewdhnlicher Schreibweise ist sie also

1A |d 8] cos (U, d8)
oder in der Schreibweise der Vektorenrechnung A dg§. Dieser Betrag ist ein
Skalar; die Gesamtarbeit ist bei einer Bewegung von einem Ort 1 bis zu einem
Ort 2, wo 8 die Werte 8, und 8, hat,
3 = 8
fuds.

8 — 8
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Das Integral iiber einen geschlossenen Weg bezeichnet man durch

[aas
O
und nennt es das Linienintegral des Vektors U iiber den geschlossenen Weg.

§ 17. Die Rotation eines Vektors. Bei der tatsichlichen Berechnung
des Linienintegrals iiber den geschlossenen Weg liegen &hnliche Umstinde
vor, wie bei der Berechnung der aus einem geschlossenen Raum austretenden
Vektorlinien. Ein Linienintegral, das zufillig zwei entgegengesetzt gleiche
Wirbel umfafit, wiirde keinen von ihnen erkennen lassen. Wie in § 12 und 13
ein Mittel angegeben wurde, die Anwesenheit oder Abwesenheit von Quellen
und Senken in einem Vektorfelde durch einen fiir eine bestimmte Stelle zu
bildenden Ausdruck div ¥ zu untersuchen, so soll jetzt ermittelt werden, wie
man durch eine geeignete Untersuchung der Vektorfunktion an einer bestimmten
Stelle feststellen kann, ob dort ein Wirbel besteht oder nicht.

Durch die Linie des geschlossenen Weges sei eine beliebige Flache f
gelegt. Wir zerlegen sie auf willkiirliche Weise in Teile (Fig. 20). Der
Umfang jedes dieser Teile ist wieder eine geschlossene Linie. Bilden wir
das Linienintegral des Vektors % mit einem bestimmten Umlaufsinn fir zwei
Flichenteile 1 und 2, so ist es bei leicht verstindlichen Bezeichnungen:

fir 1 Ues ab + Upo be + Uea cd + %[(da)%

fur 2 Nao de + + %I(ce)ﬁ
+ Yepef
+ Ao fd
Hierin ist also z. B. %, die Komponente von ¥ in der Richtung des Stiickes
ab von a nach b, und ab die Linge des Stiickes ab. Da qy = — Aoy

so fallt der Beitrag der den beiden Flichen gemeinschaftlichen Seite ¢d aus
der Summe heraus, wenn man die Linienintegrale fiir 1 und fir 2 addiert.
Fiigt man die Integrale iiber weitere Flachenteile hinzu, so fallen stets die
Beitrige derjenigen Seiten der Teilflichen weg, welche zwei Teilflichen ge-
meinsam sind. Bildet man also die Summe der Linienintegrale um sidmtliche
Teilflichen, so ist diese gleich dem Linienintegrale iiber die umrandende ge-
schlossene Linie.

Man kann also letzteres auch aus den Linienintegralen um Teilflichen
durch Addition der Einzelbetrige zusammensetzen.
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Es handelt sich nunmehr wieder um die Aufgabe, das Linienintegral um
eine kleine Fliche zu berechnen.

Wir denken uns als solche im Felde eines Vektors U parallel der (y2)
Ebene (Fig. 21) eine Fliche mit den Kanten dy und de parallel den Achsen y
und 2. Ihr Mittelpunkt habe die Koordination @, b, ¢. Der positive Umlauf-
sinn ist der gezeichnete, weil er einem Drehen von y nach ¢ und einem gleich-
zeitigen Vorschieben nach -+ x entspricht. In Betracht kommen fir das Linien-
integral nur die Komponenten U, und A;, weil %, auf der Fliche senkrecht
steht. Die Komponenten haben an allen Stellen verschiedene Werte, indessen
kann man, wenn dy und d# geniigend klein sind, fiir die Komponenten die-
jenigen Werte einsetzen, welche sie in der Mitte der Seiten haben. Das Linien-
integral wird dann

Ayy=s 3y + WLly=b + pay 42 + (— Uy=n dy + (—U)y=1 1, ay.

z=c~—1ydz z—=¢ z=m¢ + lgdz z=c¢

Entwickelt man wieder, wie in § 14 und vereinigt, so ergibt sich
oA, 0%,
(0 _2%) 4y
Der Zusatz der Koordinaten abc ist nicht mehr erforderlich. Hierbei diente
die z-Achse als Umlaufachse. Wiirde man den Wert der Linienintegrale
berechnen bei einem Umlauf um ein der #z-Ebene paralleles Flichenstick dz dx
oder um ein der zy-Ebene paralleles Flichenstiick dx dy, so erhielte man fiir

y als Umlaufachse <6 L — 6_9L> dz dez,
oz 0w
z als Umlaufachse <08%9[c£ — 8;;0) dr dy.

Der Wert des Linienintegrals um eine kleine Fliche ist also, auch wenn
man dz, dy, dz gleich lang wihlt, von der Wahl der Umlaufachse abhingig,
er ist also einer bestimmten Richtung zugeordnet.

Definiert man einen Vektor $ durch seine Komponenten:

g, — 0% oYUy
e Oy 0z
oA, oYU,
Ry = Pyl S (25)
oA oA
B — Y =
e oz oy
so nennt man N die Rotation von ¥ und schreibt
N = rot A

Nach englischem Gebrauch wird auch die Bezeichnung $ == curl A gebraucht.

Nach der Herleitung ist die Rotation von U ein Vektor, dessen Kom-
ponente nach einer bestimmten Richtung den Betrag der Arbeit ergibt, die bei
einem vollstindigen Umlauf um eine Flicheneinheit senkrecht zu jener Richtung
von den Kriften des Feldes geleistet wird. Der Vektor selbst gibt durch seine
Richtung diejenige Achse an, bei welcher die Arbeit den gréBten Wert hat,
und durch seinen Betrag den Betrag der Arbeit. Er ist demnach von dem
gewihlten Koordinatensystem unabhingig.
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Bei der Beziehung der Grofie rot U auf einen Umlauf um eine Achse ist
es wichtig, die Komponenten auch fiir ein zylindrisches Koordinatensystem
zu bestimmen.

Bei dem Flachenelement r d© dz in Fig. 22 ist r die Umlaufachse, die
Umlaufrichtung ist die des Linienzuges 1234. Das Linienintegral ergibt

Uy rd®)s + (U de)g 4 a0 — Ao 7d ), 4 4, — (A d&)y.
Nach der Entwicklung und Reduktion Fig. 22.
ergibt sich
oU, oUWy
r oo 0z
Bei dem Element dr dz ist rd¥ die Umlauf-

achse und der Umlauf geschieht in der Reihen-
folge 1485. Daher ist das Linienintegral

Qsd2)r + Urdr)s 4 az
- (%Iz dz)r +dr — (%[r d7")z~

rotﬂ[rdrdﬁ:( ) rdr do.

Also ist

roly A drdez = ( — =) dr dz.
cz

Bei dem Umlauf um das Flichenelement r d & dr ist die z-Achse die
Umlaufachse, das Linienintegral wird in der Richtung 1562 gebildet und hat
den Wert

(Q[,- dr),g —l— (2[01‘(1/3),«.‘. dr_(ﬁr dT)0+ 40—(%07‘(,1’3‘),.

Daher ist
. 1 a(ri)«[ﬁ) a%[r
rot,‘)lrd%dr_<r Y

Bei der Reduktion auf die Flicheneinheit als Flichenelement ergibt sich

)rdr as.

§ 8%[2 3%[0
roty A = rod 0z ]
oA 0¥,
— — Ue o oo 26
roty Y — 5s or (26)
rot, U i o(rWs) 00U,

r  or roo

Fiir Polarkoordinaten ergeben sich die Gleichungen

1 0(sin®UAy) 00Uy
Mtr%—rsina‘}( 09 T )
_ 1 a%r 1 a(rs)lw) ......
roty WA — T or (27)
10Uy 1 0%,
TOtw%[ = 77—' 7'_ 09

Beispiel. Angenommen, der Vektor ¥ habe die Eigenschaft, daf A, = 0,
A, = 0 seien, so daB an jeder Stelle nur eine Komponente in der Richtung
der Tangente eines um die 2-Achse gelegten Zylinders iibrig bleibt, nimlich ¥s.
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Dessen Wert soll sich mit # nicht andern, so dall also an jeder Stelle des
Mantels dieses Zylinders derselbe Wert von g herrscht; wohl aber #ndere
sich Wy mit 7, so dafl der Betrag des Vektors in gréBerem Abstande von der
Fig. 23. Achse anders ist als in der Nahe der Achse (Fig.23). Vektoren
dieser Art bilden einen zylindrischen Wirbel um die z-Achse.

Nach den Komponentengleichungen ist

rot, A = 0, roty A = 0, rot, A = lQ(r%@
r or

Die letzte Gleichung sagt dasselbe wie die Anschauung,
dafl namlich in einem solchen Felde nur ein Wirbel um die
z-Achse besteht.

Handelt es sich beispielsweise um eine Flissigkeit, welche
sich in allen Teilen mit gleichmaBiger Winkelgeschwindigkeit @

um die £-Achse dreht, so kann fir Yy die lineare Geschwindigkeit » @0 gesetzt
werden. Dann ergibt sich

rot, A = 2 .

§ 18. Der Satz von Stokes. Bei der bisherigen Ableitung der Kom-
ponenten der Rotation hat sich ergeben, da8 das Linienintegral von 9 um
eine kleine Fliche gleich dem Produkt aus dem Inhalt der Flache in die zur
Fliache senkrechte Komponente des Vektors rot % ist. Dabei mufl der Umlauf-
sinn mit der als positiv gerechneten Komponente ein Rechtssystem bilden.
Ein Flachenelement ist ebenfalls gerichtet, also ein Vektor und kann dar-
gestellt werden durch eine Gerade von der Richtung der Normalen des Flichen-
elements und einer Lange gleich dessen Flacheninhalt. Dieser Vektor heile df.
Dann ist das skalare Produkt

rot Adf = rotA| |df! cos (¥, df),
oder gleich dem Betrage des Linienintegrals um die Fliche df. Da das Linien-
integral um eine endliche Fliche gleich der Summe der Linienintegrale um
ihre Teile ist, so wird es auch gleich j rot Ad{. Durch Gleichsetzung erhilt man
')
[was = frotaf. .. ......... (28)
C ()
Die beiden bisher abgeleiteten Satze
f%[df :jdw?ldv (21; Gaub))
) )
jw@ — jm%df (28; Stokes)
O "
stellen wichtige Integralumformungen dar, die in der Folge hiufig gebraucht
werden. Es ist festzuhalten, daB im Falle des GauBschen Satzes f eine Fliche
ist, die den Raum v vollig umschlieft, wihrend in dem Stokesschen Satze
die Fliche f von der Linie s zusammenhdngend berandet wird.

§ 19. Der Gradient. Man kann sich nach § 11 das Feld einer skalaren
Grofe U durch Flachen dargestellt denken, in denen die Grobe konstante
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Werte hat. Wenn man von einem Punkte einer solchen Fliche aus nach ver-
schiedenen Richtungen um gleiche kleine Strecken voranschreitet, so wird der
Wert des Skalars sich verschieden dndern; bei Richtungen, die in die Tan-
gentialebene fallen, dndert sich der Wert gar nicht, bei solchen nach der einen
Seite der Tangentialebene wird er grofer, nach der entgegengesetzten Seite
wird er kleiner.

Unter den Richtungen, in denen der Wert grofler wird, gibt es eine be-
stimmte, in der er die groBte Anderung erfahrt. Wir bestimmen nun einen
Vektor, den wir den Gradient des Skalars U nennen, als Formelzeichen

grad U,

durch folgende Stiicke: Seine Richtung ist diejenige, in welcher die Anderung
des Skalars auf die (kleine) Langeneinheit den groften Wert hat, sein Betrag
ist der Betrag dieser Anderung auf die Lingeneinheit.

Man kann diesen Vektor in beliebiger Weise in Komponenten zerlegen
und daher auch aus solchen zusammensetzen. Man erhilt daher beispielsweise
fiir Cartesische Koordinaten den Wert des Gradienten, indem man der Reihe
nach bildet

oU

grad, U — g—g, grady, U = %g, grad, U = 5 0 (29)

U .
Denn es ist z. B. %—x der Betrag der Anderung von U auf die kleine

Langeneinheit in der z-Richtung. Daher ist

ot = Y+ 52

ov
ox

S usw
Y&+ G+ G

In der erliuterten Weise spricht man von dem barometrischen Gradient
einer Luftdruckverteilung, von dem Temperaturgradient in einem Zimmer.

Bei manchen Skalaren liegen die Stellen konstanter Werte auf Linien.
So ist die Meereshohe in einem geographischen Gebiet eine skalare GroBe, die
in allen Punkten der bekannten Schichtlinien denselben Wert hat. Will man
die Anderung der Meereshohe mit dem Orte feststellen, so kommen offenbar
nur solche Richtungen in Betracht, die in der dargestellten Erdoberfliche
liegen. Unter diesen ergeben die beiden, welche mit der Tangente der Schicht-
linie zusammenfallen, fiir die Anderung auf die Liingeneinheit den Wert Null,
fiir alle Richtungen nach oben ergeben sich positive, fiir alle Richtungen nach
unten negative Werte. Auch hier gibt es eine Richtung der gréften Anderung,
des Gradienten, und es ist anschaulich, dal sie in einer Erdkarte lan jeder
Stelle der Richtung des flieBenden Wassers entgegenliuft.

cos (grad U, z) =

§ 20. Besondere Rechnungsregeln. Mit Riicksicht auf den Gebrauch
bei spiteren Anwendungen seien einige Rechnungsregeln mit den Vektor-
operationen nachgewiesen.
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Was ergibt rot (rot A)?

Wenn dieser Ausdruck unter Benutzung Cartesischer Koordinaten in
einen anderen Vektorausdruck umgeformt sein wird, so wird dieser unabhingig
von dera als Hilfsmittel benutzten Koordinatensystem gelten.

Nach der Definition ist

rot, (rot Y) — 0_6‘; (rot,A) — % (roty )

(8% 6%&)_'&(8%[ o,
ay oy 0z\ 0z Bx)

Nach Ausfithrung der Differentiationen und Hinzufiigung von

A, 02U,
+ oxr  0at
erbialt man
02U, , 02U, | 02U, oAU, oA, 00U
roe ) = — (554 T oo +ax<a 5t 50)
Man bezeichnet allgemein
o2 | oA | oAU N
‘a}z‘+5§5+ 5. L (30)
daher wird in Vektorsymbolen
frot, (rot A) = — AU, + dw A.

Was fiir die x-Komponente gilt, ist auch fir jede andere gultig; man
kann daher allgemein schreiben

rot(rotA) — — J U+ graddio¥ - - -« - - . . (31)
Aus dieser Gleichung geht noch hervor, da 49, gesprochen Delta U, auch

eine von dem Koordinatensystem unabhingige Vektorfunktion ist.

Zwei fernere wichtige Formeln beziehen sich auf die Berechnung von
divrot A und rot grad U.

Fihren wir die erste Berechnung in Cartesischen Koordinaten aus; es
ergibt sich

, 0 [e% 2y, 0%, oY, oY, 0%
d’“‘““e?(ay az>+ <a """)* (ax ay)

divrotA = 0 - - . . « . ..o . (32)

Ist also ein Vektor B als Rotation eines anderen, U, bekannt, so folgt,
daB das Feld des ersten Vektors B quellenfrei ist, da div B — 0.

Die zweite Vektorrechnung werde fiir zylindrische Koordinaten ausgefiihrt.
Wenn man grad U — U setzt, so sind fiir den Vektor [ die drei Komponenten
zu bilden

oU oU oU

2[’:6_1" %0276‘4‘}’ %[z:a—z'
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Nun ist nach GL (21)

o oU © 0oU
robr A = 56 derod
ooU 00U
robod = by eres "
10 oU o (oU
"0‘=9‘—7a<ff-aa>_;§5<a7>_

Da aber drei rechtwinklige Komponenten von rof % Null sind, so ist dies
selbst Null, also ist
rotgrad U = 0 « « + « = o o v o o v (33)

LaBt sich ein Vektor als Gradient darstellen, so ist sein Feld wirbelfrei.
Dieser Satz gilt auch in der Umkehrung.
Wir berechnen ferner div [%[ B]

= a%(%[y% — A, B,) + (QI B, — U B,) + (?Ix By — Ay Ba)

. 0B, 0By 0B, 5%y_a%x>]

——_[%x<8y 8z>+%[y<85 0x>+%<6x oy
8‘2[4__% 8%13, > 891,,___3%5)]_

+[% ( >+ ( +%’<6w oy

In Vektorform heilit dies

0y
div[UA, B] = BrotY —AvrotB- - - - . . . .. (34)
Endlich ergibt sich far div (Urot A), wo U ein Skalar ist,

—(Urot A) + (UrotyQI) + (Urot A)

= 2Urotz%l -+ — rotyQI + oy rotz%[

+ U(ai 7otz A + rofy A —I— rotz 21)
also
div(UrotU) = grad UrotW - - . - . . . . . (85)
weil der zweite Posten den Faktor div rot U enthilt, das nach Gl (32) den
Wert Null hat.

Dritter Abschnitt.

Die Maxwellschen Feldgleichungen fiir ruhende Korper.

§ 21. Die erste Maxwellsche Feldgleichung, Sie bezieht sich auf
das magnetische Feld als eine Folge einer vorhandenen elektrischen Stromung.
Gehen wir aus von dem einfachen Fall einer Strémung in einem zu einem
Stromkreis geschlossenen linearen Leiter, so ist es bekannt, daB in der Nihe des
stromfithrenden Leiters magnetische Krifte bestehen. Uber deren Richtung
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gibt die Amperesche Handregel Auskunft. Richtet man die rechte Hand-
fliche dem Draht zu, die Finger nach der Seite des positiven Stromes,
so wird der Nordpol einer jenseits des Stromleiters befindlichen Magnetnadel
in der Richtung des seitlich ausgestreckten Daumens abgestofen. Dies gilt
in allen Lagen, welche man um den Leiter herum einnehmen kann. Einfacher
driickt diese Beziehungen der Satz aus: Die Richtung des positiven Stromes
und die Linien der von ihm erzeugten magnetischen
Feldstirke bilden ein Rechtssystem. Auf einem
geschlossenen Wege 8 (Fig.24), der den Leiter mit
dem Strom J einmal umschlingt, hat also die magne-
tische Feldstirke stets eine Komponente derselben
Richtung, in der die Stiicke des Weges 8 durchlaufen
werden. Im Gegensatz zu einer geschlossenen Bahn
im Felde der Erdschwere ist in diesem Falle das
Linienintegral der magnetischen Feldstirke nicht Null, sondern die erste
Maxwellsche Feldgleichung gibt fiir den Fall der Fig. 24 den Wert

j@dé = 4xnd
O

Wenn dagegen der geschlossene Weg, iiber welchen man die Magnetnadel
zu fithren hitte, den Leiter nicht umschlingt, so sagt die Erfahrung, dal bei
einem Umlauf in bestimmter Richtung die magnetische Feldstirke auf einem
Teil des Weges eine Komponente in der Richtung des Umlaufs, auf einem
anderen aber eine Komponente entgegengesetzt dieser Richtung hat. Dann
liegen also dhnliche Verhiltnisse vor, wie im Felde der Erdschwere. Die
erste Maxwellsche Feldgleichung gilt fiir diesen Fall ebenfalls, in dem Sinne,
dafl J den von dem geschlossenen Wege umschlungenen Strom bedeuten soll.
Im zweiten Falle ist dieser umschlungene Strom gleich Null, also auch das
Linienintegral der magnetischen Feldstarke.

Der Satz, daf das Linienintegral der magnetischen Feldstirke fiir jeden
geschlossenen Weg gleich dem 4 mfachen des von dem Wege umschlungenen
Stromes sei, ist aus den Erfahrungen an linearen Leitern abgeleitet worden.
Die Maxwellsche Elektrodynamik macht die Annahme, dafl dieser Satz auch
fur Stromungen beliebiger Art gelte. Diese Annahme ist beim Ausbau der
Theorie keineswegs als selbstverstindlich betrachtet worden; sie hat sich aber
fir alle bekannten Fille bestétigt.

Statt an lineare Leiter haben wir an korperliche Leiter, also an raumliche
Verteilung des Stromes zu denken; im allgemeinsten Falle haben wir auler
dem Leitungsstrom auch noch den gleichzeitigen Verschiebungsstrom zu
beriicksichtigen.

Um dem ersten Grundgesetz fiir den allgemeinen Fall eine Fassung zu
geben, denken wir uns durch den Weg des Linienintegrals eine von dem
Wege berandete Fliche gelegt, und in Elemente d{ geteilt, die also sowohl
nach ihrem Flacheninhalt, als auch nach der Richtung ihrer Normalen bekannt
sind. Die Fliche wird entweder an allen oder doch an einigen Stellen vom
Strome durchsetzt. Wir wollen die auf die (kleine) Flicheneinheit an der
Stelle des Elements df entfallende Stromstéirke oder die Stromdichte des
wahren Stromes (Leitungsstrom -+ Verschiebungsstrom) nach GroBe und
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Richtung mit ¢ bezeichnen. Dann ist ¢df der senkrecht durch das Flachen-
element hindurchtretende Strom. Bildet man

jcdf

fir die ganze von der Randkurve umgrenzte Fliche, so erhdlt man den
gesamten von der Randkurve umschlungenen Strom. Nunmehr heift die erste
Hauptgleichung )
J@dé:emfcdf ............ (36)
o )
Sie kann mit Hilfe des Satzes von Stokes sogleich in einer anderen
Form angegeben werden, namlich

[rotpat = 4 [ cdf.
p )
Da die Integration auf beiden Seiten iiber dieselbe Fliche f zu erstrecken
ist, kann man dies schreiben:

J. (rotH —4dme)df = 0.
(69}
Soll dies Integral aber in jedem Falle Null sein, so mufl

'rot@:/lﬂc ............ (363,)

sein. Die Komponenten von rof§) bauen sich aus den ersten Ableitungen
von § nach den Koordinatenrichtungen auf; ihre Existenz beruht demnach
auf der Verschiedenheit der Werte der magnetischen Feldstirke an den ver-
schiedenen Stellen des Feldes. Gleichung (36a) stellt also die rdumliche Ver-
teilung der magnetischen Feldstirke in der Abhéngigkeit von der Stromdichte
dar. Sie betrifft daher dasselbe, was durch die Ampéresche Regel und das
Biot-Savartsche Gesetz von einem linearen Stromkreis ausgesagt wird.

§ 22. Die zweite Maxwellsche Feldgleichung. Diese stellt das
elektrische Feld und gegebenenfalls die elektrische Strémung als eine Folge
bestimmter elektromotorischer Krifte und magnetischer Anderungen dar.
Wir gehen wieder von einem linearen Stromleiter aus. Damit ein Strom
entstehe, miissen chemische oder thermoelektrische Stromquellen in ihm
vorgesehen werden, oder magnetische Felder in seiner Nihe sich &ndern.
Wenn ein Strom fliefit, so hat die elektrische Feldstirke an jeder Stelle des
geschlossenen Leiters eine Komponente in der Richtung des Umlaufsinnes des
positiven Stromes. Das Linienintegral der elektrischen Feldstirke ist also
in diesem Falle von Null verschieden.

Wir denken uns einen bestimmten Stromfaden als Randlinie einer Fliche f,
die wir in Elemente df{ teilen. Wenn in der Nihe des Leiters magnetische
Krifte bestehen, etwa durch einen Dauermagnet, so wird an jeder Stelle der
Flache f eine bestimmte Induktion B erzeugt. Bildet die Normale von d{ mit

dem positiven Umlaufsinn der Randlinie ein Rechtssystem, so ist j Bdf die

)
Gesamtzahl der Linien des Vektors, welche die Fliche durchsetzen und dadurch

von dem Stromfaden umschlungen sind. Man nennt sie auch den magnetischen
Fluf @ durch die Fliche f.
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Wenn dieser sich dndert, so entsteht im Leiter eine elektrische Feldstirke
und gegebenenfalls ein Strom. Man weill, daff sein Umlaufsinn und die
positive Richtung des magnetischen Feldes ein Linkssystem bilden, so daB,
wenn der positive FluB zunimmt, ein Strom negativen Umlaufsinnes entsteht.

Enthilt der Leiter chemische oder thermoelektrische Stromquellen, so
soll angenommen werden, dall diese an einigen Stellen elektrische Feldstirken
hervorbringen, die, auf die Langeneinheit an dieser Stelle bezogen, gleich €,
seien. Dann entfallt auf die Strecke d 8 der Betrag €, d 8. Infolge der beiden
Wirkungen, der eingeprigten und der induzierten Krifte, erhilt das Linien-
integral der elektrischen Feldstirke die Form

j@dézj@edé—J?—%df ....... e (37)
ot
© © "
Man erhilt daraus nach Anwendung von Gl. (28) die Differentialform
0
/rot(@__@e) — ——F? ......... (373,)

Als zweite Maxwellsche Feldgleichung wird diese Gleichung in der
Verallgemeinerung gebraucht, dal sie fiir die elektrischen Vorginge in
beliebigen Feldern, in denen magnetische Krifte sich dndern, malgebend ist.

§ 23. Die Kontinuitétsgleichung fiir die Vektoren ¢ und B. Nach der
Rechenregel div rotY = 0 erhilt man
divrot — dxwdive = 0, div rot (€ — §,) = — div %t% =0,
also divec = 0 und div B = const (1).
Nach § 13 bedeutet die Divergenz eines Vektors die Zahl von Linien

dieses Vektors, welche aus der Raumeinheit entspringen. Da sich ergibt, daf
dive =0 o « « « ¢ o v v o o .. (38)

so geht also aus den Feldgleichungen hervor, dal nirgendwo Linien des
Vektors ¢ entspringen oder endigen kénnen. Dies heilt aber, daB durch die
Oberfliche jedes Raumes im ganzen ebensoviel wahrer Strom austritt wie
eintritt, daB es also nur geschlossene Stréme gibt.

Was den Vektor B betrifft, so sagen die Feldgleichungen nur aus, dal
nirgendwo durch einen elektromagnetischen Vorgang freier Magnetismus
entstehen oder verschwinden kann, Die Erfahrung geht in dieser Beziehung
noch einen Schritt iiber die Feldgleichungen hinaus; es ist bisher noch
nirgendwo freier Magnetismus beobachtet worden.

Es ist daher stets

zu setzen

§ 24. Einteilung der theoretischen Telegraphie. Obwohl die elektro-
magnetischen Erscheinungen durch die Feldgleichungen einheitlich bestimmt
sind, ist es in der Elektrodynamik iiblich, das Gebiet in Teile zu zerlegen,
die Gruppen von Erscheinungen mit gemeinsamen Eigenschaften umfassen.
Diese Abteilungen ergeben sich aus den Feldgleichungen, wenn man iiber die
Veranderlichkeit der Grofen mit der Zeit einschrinkende Anpahmen macht.
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Wir teilen die theoretische Telegraphie in derselben Weise ein und
machen zunichst die Voraussetzung, dafl die elektrische Feldstirke zeitlich
unverdnderlich sei und daB keine Stromung bestehe. Dann sind zeitliche
Anderungen der magnetischen Feldstirke ebenfalls ausgeschlossen. Sehen
wir von magnetischen Kriften im Felde iiberhaupt ab, so bleiben die Vor-
géinge in ruhenden elektrischen Feldern iibrig, die zunachst besprochen werden
sollen. Die Anwendungen betreffen hauptsichlich die Kapazitit elektrischer
Leitungen.

Im folgenden Teile nehmen wir Felder elektrischer Stréomungen an, die
sich mit der Zeit nicht dndern sollen; wir nennen solche Felder stationér.
Mit stationdren Stromen sind auch zeitlich unveranderliche magnetische
Felder verbunden. Wir wenden die Ergebnisse dieses Teiles hauptsichlich
auf die Induktivitit von Leitungen und die Elektromagnete der Telegraphen-
apparate an.

Weiterhin besprechen wir die Vorgiinge, die mit zeitlichen Anderungen
der elektrischen und magnetischen Feldstirken verkniipft sind. Unter diese
gehoren die verdnderlichen Vorginge in den Telegraphen- und Fernsprech-
leitungen und -apparaten, sowie die Erscheinungen der drahtlosen Telegraphie.
Wegen der Mannigfaltigkeit der Vorginge und ihrer groBen technischen Be-
deutung werden wir ihre Darstellung in mehrere selbstindige Teile zerlegen.

Breisig, Theoretische Telegraphie. 3



Ziweiter Teil.

Das ruhende elektrische Feld.

Erster Abschnitt.

Potentialtheorie.

§ 25. Grundgleichungen. In dem ruhenden elektrischen oder dem elektro-
statischen Felde sind die elektrischen Grofen € und D zeitlich unveranderlich
und die Stromdichte gleich Null. Daraus folgt zunichst, daB innerhalb der
Leiter kein ruhendes elektrisches Feld bestehen kann. Wenn dort die elek-
trische Feldstirke eine endliche Grofe hitte, so wiirde sie auf die elektrischen
Mengen bewegend wirken, also Strémungen hervorbringen. Innerhalb eines
von leitenden Massen erfillten Raumes besteht also tberhaupt kein &- oder
D-Feld, dieses erstreckt sich nur auf die nichtleitenden Raume.

In diesen gilt wegen der Abwesenheit magnetischer Anderungen nach
der zweiten Hauptgleichung

rot & = 0,
da ein Nichtleiter auch keine eingeprigten EMK besitzt. Aus der Gleichung
rotE& — 0 ergibt sich, daB im ruhenden elektrischen Felde jedes Linien-
integral iiber einen geschlossenen Weg den Wert Null hat.

Wird ein elektrisches Feld von einer leitenden Hiille umschlossen, inne:-
halb deren, wie vorher gezeigt, die elektrische Feldstirke Null ist, so muf}
auch jeder Weg, der von einem Punkt der Hille durch das Feld zu einem
anderen Punkt der Hiille und durch die Hiille zuriickfithrt, das Linien-
integral Null ergeben. Da in der Hille € iiberall den Wert Null hat, ist
also fiir zwei beliebige Punkte der Hiille

2
J Edg = 0.
1

Dies kann entweder so geschehen, dafl auf einem Teile des Weges die
Komponente von €, die in die Richtung von d g fillt, auch dem Sinne nach
mit d & zusammenfillt, wihrend sie in einem anderen Teile des Weges gegen
d g gerichtet ist. Dann mufl sich innerhalb des Feldes eine Quelle oder
Senke, d. h. eine von der Hiille isolierte Menge Elektrizitit befinden. Ist dieses
aber nicht der Fall, so kann das genannte Integral nur dadurch Null werden,
daB € wberall Null ist.
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Befinden sich innerhalb der Hiille freie Elektrizitaten, z. B. auf den
Drihten eines von einem Bleimantel umschlossenen Kabels, so gehen von
diesen doch keine elektrischen Krifte in den Raum auBerhalb der Hiille iiber,
weil innerhalb der Hiille iiberall € = 0 ist. Die ruhenden elektrischen
Krifte konnen einen Leiter nicht durchdringen.

Bildet man fiir einen Raum das Integral

j div D d v,
@)

so bedeutet dies nach § 13 die Summe der aus dem Raume austretenden
D-Linien oder die algebraische Summe der in dem Raume befindlichen Elek-
trizitatsmengen. Nehmen wir an, daf sich innerhalb einer Hiille elektrisierte
Korper befinden, beispielsweise die Leiter eines Kabels in einem Bleimantel,
so wollen wir das Raumintegral iiber den Raum, welcher durch eine ganz
innerhalb der Hiille gelegene Fliche f, begrenzt ist (Fig. 25), in der Weise
bilden, daf wir die Summierung teilen in diejenige
iber den Raum I und die ither den Raum II. Der
Raum I soll durch eine Flache f; abgeschlossen sein,
die alle elektrisierten Koérper umschlieft. Dann ist

jdwi@ dov
I

die Summe der Elektrizititen auf diesen Kérpern,

J' div® dv
I
die Summe der Elektrizititen auf der inneren Seite der Hiille.

Das Integral tiber den ganzen Raum ist nach Gl (21) gleich dem Ober-
flichenintegral von © genommen iiber die umschlieBende Fliche, also die
Flache fp. Da aber in der Hiille ® mit € itberall Null ist, so ist auch dieses
Integral Null. Demnach ist

jdw@ dv = —jdw@ do.
11 I

Es befindet sich daher auf der Hiille ebensoviel Elektrizitit wie auf den im
Innern befindlichen elektrischen Kérpern, aber mit entgegengesetztem Vor-
zeichen.

Da ein durch eine Hille begrenztes Feld in dem #uBeren Raume keine
Krifte hervorbringt, also auch von dort nicht beeinflubt werden kann, so
nennt man es ein geschlossenes Feld. Die letzte Entwicklung 1aft sich
also so zusammenfassen, dall ein geschlossenes Feld ebensoviel positive wie
negative Elektrizitdt enthilt.

In der Meftechnik werden elektrische Felder, die man dem Einfluf
duberer Storungen entziehen will, also zwischen Leitungen, in Drehkonden-
satoren, zwischen den Klotzen von Widerstandskisten und &hnlichen Apparaten,
dadurch zu geschlossenen Feldern gemacht, daB man die gesamte Mef-
einrichtung oder ihre Einzelteile in geerdete Metallhiillen, Réhren u. a. ein-
schlieft.

g*
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§ 26. Das elektrische Potential. Aus der Gleichung rot @ — 0, der
Form der zweiten Hauptgleichung fir das elektrostatische Feld, folgt nach
der in (Gl 33) abgeleiteten Rechenregel, da rot grad U — 0, dafi € sich als
Gradient einer skalaren Funktion darstellen 1a6t. Man setzt

und nennt ¢ das elektrische Potential des Feldes.
Bedeutet ds die Lange eines von einem Aufpunkte nach einer bestimmten
Richtung gehenden Linienelements, so ist die Kraftkomponente in dieser Richtung

op
Cy = — Bs o (41)
Man erhilt also aus der als bekannt angenommenen Funktion ¢ die nach
einer beliebigen Richtung s wirkende Komponente der elektrischen Feldstirke,
indem man die Differenz der Werte von ¢ in zwei benachbarten Punkten
durch den Abstand der Punkte dividiert; die Kraft liegt in der Richtung der
Verbindungslinie beider Punkte und geht von héheren Werten von ¢ zu
geringeren. Weil €, endlich sein muB, ist ¢ eine stetige Funktion.
Wird die Elektrizititsmenge Eins von den Feldkriften itber die Strecke
ds verschoben, so wird die Arbeit geleistet

0
Eyds = — 29 as.
0s
Setzen sich solche Strecken zusammen zu einem Wege zwischen @ und b
(Fig.26), so ist die Arbeit das Integral

Fig. 26. j@d@ = Py — Py e - e (42)

Wird derselbe Weg in umgekehrter Richtung durch-
laufen, so bleiben die &; unveriandert, aber die d§ haben
umgekehrte Vorzeichen. Es ist also

a J Edg = Pp — Pg.
b
Wenn man von b aus einen neuen Weg nach ¢ wihlt, und auf dem
anderen zuriickgeht, so ist das Linienintegral iiber den ganzen Weg Null
wegen rot & — 0, daher ist das Linienintegral iiber den neuen Weg auch
gleich @y — @, Das Linienintegral

jb@d@ = gu— g1

nennt man auch in anderen Feldern als elektrostatischen die elektrische
Spannung des Ortes a gegen den Ort b. Im elektrostatischen Felde ist die
Spannung zwischen zwei Punkten von dem Wege des Linienintegrals un-
abhingig und gleich der Potentialdifferenz. In anderen Feldern besteht die
Unabhéngigkeit vom Wege nicht oder nur in beschrinktem MafBe. In solchen
Feldern, die kein Potential haben, kann man also auch nur von der Spannung
zweier Orte, nicht von ihrer Potentialdifferenz sprechen.
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§ 27. Differentialgleichung des Potentials. Bildet man von
&

D= 49:02@
den Ausdruck dio® — & /029 0@  O%@ (43)
T 4me\0a2 ' 0y2 322) o

so ist nach der Bedeutung von div D dies die Zahl der in der Raumeinheit
entspringenden ‘©-Linien, oder die raumliche Dichte ¢ der Elektrizitat. Daher
erfiillt die Funktion ¢ die Differentialgleichung
0? c? 02 c?
d¢:a:;+a;;-|—8:;:—4ng—s ..... (44)
Diese Gleichung wird die Poissonsche Differentialgleichung genannt.
Als Beispiel wird in § 257 das Feld in einer Elektronenrdhre dargestellt
werden.
Handelt es sich um ein Dielektrikum, das keine freien Elektrizititen

enthélt, auller an den begrenzenden Leitern, so ist ¢ — 0.
Im allgemeinen ist also die Differentialgleichung des Potentials im elek-
trischen Felde AP =0 « v (45)

sie heifit Laplacesche Differentialgleichung.
Die Elektrostatik beschiftigt sich damit, Losungen dieser Differential-
gleichungen zu suchen und fiir bestimmte Fille zu diskutieren.

§ 28. Grenzbedingungen an Trennfléchen in Nichtleitern. In den prakti-
schen Fillen ist das elektrische Feld durch Leiter vollstindig oder zum Teil
begrenzt und enthélt hdufig im Innern Flichen, an denen verschiedene Nicht-
leiter zusammenstoBfen. Das Potential ist auch hier Fig. 27.
stetig, wir haben noch festzustellen, welchen Bedingungen ds,
seine Ableitungen, die Feldstirken, zu geniigen haben.

Handelt es sich um eine Flache innerhalb des Di-
elektrikums, in der zwei Isolatoren mit verschiedenen
Dielektrizitatskonstanten & wund &, aneinanderstofen
(Fig. 27), so sei das Linienintegral iiber einen geschlosse-
nen Weg gebildet, der auf jeder Seite der Trennfliche in
deren unmittelbarer Nahe verliuft. Die Wege 2, 3 und 4, 1 konnen so
klein gemacht werden, daB sie keinen Beitrag im Vergleich zu den Wegen
1, 2 und 3, 4 bringen. Es ist daher

2 4
[€ as + [Eds =0
1 3
Wir wihlen die Linienelemente d8; und d8, so, dall sie einander ent-
gegengesetzt parallel gehen und unmittelbar benachbart, nur durch die Fliche
getrennt sind. Der Betrag beider sei |dg|. Ist €, die Komponente von @,
nach dg, so ist die Komponente von &, nach d§ gleich — &, Daher ist

2
[ (€1, — 6y |ds| = 0.
1

Dies bedeutet aber, dal
ie u r, 6. = G,
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An einer Trennfliche im Dielektrikum sind also die der Fliche parallelen
Komponenten der Feldstirke einander gleich.

Mit Bezug auf das Potential heifit dies auch, daB die Grofie %ls) zu beiden

Seiten der Trennfliche denselben Wert hat.
Um den Verlauf der zur Fliche normalen Komponente von € zu ermitteln,
sel aus dem Raume in der Nihe der Fliche ein kleiner dosenformiger Teil
abgegrenzt (Fig. 28), bestehend aus einem
niedrigen Zylinder mit den Grundflichen df,
und df,, die einander sehr nahe benachbart,
aber durch die Trennfliche geschieden sind.
Die gesamte Zahl der aus diesem Raume aus-
tretenden ©-Linien muf Null sein. Wahlt man
die Entfernung der Flichen voneinander hin-
reichend klein, so kommen die durch den Mantel
des Zylinders austretenden Linien gegen die
durch die Grundflichen austretenden nicht in Betracht. Das Oberflichen-
integral ist dann

Dy dfy + Dydfy = 0.

Darin bezeichnen ®; und D, die Werte von ® an den Orten der beiden
Flachenelemente df, und df,. Wenn man beide Flachenelemente sehr nahe
zusammenfallen 148t und den Inhalt eines jeden mit |df|, die Komponenten
von ®; und 9D, in der Richtung der aus dem Raume 1 nach dem Raume 2
gehenden Normale der Trennfliche mit @, und ®,, bezeichnet, so treten
aus der Fliche |dfl im Raume 2 im ganzen ®,, |df| Linien des Vektors D
aus, aus der im Raume 1 gelegenen Fliche aber — D;, df|. Daher ist
Din = Dgu
oder auch
& € = &€

Fiir die Funktion ¢ gilt hiernach an einer Trennflihce zweier 1solatoren

die Gleichung
°PN _ . (29
é <a’n>1 o 82<a”, 2

Es ergibt sich also, dal an einer Trennfliche im Dielektrikum die zur
Flache tangentialen Komponenten von & und die zur Trennfliche normalen
Komponenten von ® stetig bleiben.

§ 29. Grenzbedingungen an Leitern. Nach § 25 ist die elektrische Feld-
stirke &, also auch die Verschiebung © in Leitern stets gleich Null. Daher
hat dort das Potential einen auch riumlich unverinderlichen Wert. An der
Trennfliche zwischen Leiter und Dielektrikum erleiden beide Vektoren eine
Unstetigkeit. Vom Leiter gehen, falls er Elektrizitit der einen oder anderen
Polaritat enthalt, D-Linien aus; wenn man kleine Teile des Leiters in ge-
schlossene Flichen einschliet, so ist das Oberflichenintegral von © iber die
den T.eiterteil umschliefende Fliche im allgemeinen von Null verschieden. Im
Innern des Leiters kann sich keine Elektrizitit befinden, weil dort ® = 0 ist,
daher muB sie in der Grenzschicht sein.
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Da man iiber die Dicke dieser Schicht von Elektrizitit keinerlei Erfahrung
hat, so spricht man statt von der rdumlichen Dichte, von der Flachendichte h,
indem man das Verhiltnis der auf einer Flache df befindlichen Ladung dg
zum Inhalt der Fliche derart bezeichnet. Wir definieren also
__dy
T dr

Es bleibt zu untersuchen, welches Verhalten die tangentialen und die
normalen Komponenten von € und © an der Grenzfliche zeigen.

Denkt man sich das Linienintegral iiber einen geschlossenen Weg gebildet,
ahnlich dem in Fig. 28, der zu beiden Seiten der Trennfliche, aber ihr beliebig
benachbart gewihlt ist und derart, daB je zwei Elemente der beiden Weg-
halften einander parallel liegen, so ergibt das Integral den Wert Null. Im
Leiter ist, da € tiberall Null ist, auch die tangentiale Komponente Null; es
mufl daher auch auf der Seite des Dielektrikums die tangentiale Komponente
von € an jeder Stelle Null sein. Demnach steht an der Leiteroberfliche €
iiberall senkrecht auf der Flache. Die E-Linien, also auch die ©-Linien,
treffen senkrecht auf. Man erkennt die Richtigkeit dieses Satzes auch daraus,
daB, falls € eine tangentiale Komponente hitte, es dadurch die Elektrizitit
an der Oberfliche verschieben wiirde; dal also kein Gleichgewichtszustand
bestehen kann, solange nicht € senkrecht zur Oberfliche steht.

Um das Verhalten des Vektors © zu finden, grenzen wir auf der Ober-
fliche des Leiters eine kleine Fliche df, ab, und konstruieren dariiber nach
Fig.29 den rohrenférmigen Korper, dessen Mantel iiberall der Richtung des
Vektors © parallel ist. Dieser Kérper werde durch
eine Fliche df, abgeschlossen, die im allgemeinen
beliebig gelegt werden kann, fir den vorliegenden
Fall aber senkrecht zu © angenommen werde. Bildet
man das Raumintegral der Divergenz iiber diesen
Raum, so ist es gleich der eingeschlossenen Elektri-
zititsmenge; also gleich h|df,|, da diese Menge allein
sich innerhalb des Raumes befindet. Der Wert des
Integrals ergibt sich aber auch als das Oberflichen-
integral der aus dem Raume austretenden Komponente von ©. Nun hat D
keine Komponente senkrecht zur Oberfliche des Mantels der Réhre und ist
im Innern des Leiters iiberall Null. Fir das Oberflichenintegral bleibt also
nur der auf die Fliche df, entfallende Wert, oder D, df,, wenn ®; den Wert
von © an der Stelle des df, bezeichnet. In den Betrigen geschrieben ist dies

Dyw|dfy

Dies ist gleich dem Betrage & |dfy|. Wir erhalten so mit einer etwas anderen
Ableitung als in der allgemeinen Vektorentheorie den Satz, daB in jedem Quer-
schnitt einer Vektorréhre sich dieselbe Zahl von Vektorlinien befindet; fur
den Vektor D speziell, dafi der Betrag der Verschiebung auf allen Quer-
schnitten der Rohre derselbe ist.

Dieselben Uberlegungen gelten noch, wenn wir die Fliche df, sehr nahe
an df, heranlegen. Dann geht |df, | iiber in |dfy| und D, , in D,, die Normal-
komponente von ® an der Leiteroberfliche. Dann ist

D, = h.

h
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D, ist also an der Leiteroberfliche gleich der Flichendichte der Elek-
trizitait. Fir den Vektor € folgt, daff an der Leiteroberfliche

2
¢, = 47‘5hc£ ............. (47)

Da im Innern des Leiters & = 0 ist, so ist also & an einer Leiterfliche
unstetig.

Diesen Zusammenhang von s und € benutzt man, um aus der Potential-
funktion mit Hilfe von &, auch die Flichendichte % zu berechnen, nach der
Formel

& 0@
T T 4me? om

§ 30. Wesentliche Eigenschaften des Potentials. Von dem elektro-
statischen Potential haben wir folgende Eigenschaften kennen gelernt: Das
Potential ist allgemein eine stetige Funktion des Ortes. Auf der Oberfliche
von Leitern ist es konstant. Seine partielle Ableitung nach irgend einer
Richtung ergibt negativ genommen die in diese Richtung fallende Komponente
der elektrischen Feldstirke.

Die elektrische Feldstirke steht auf Leiteroberflichen senkrecht, an
Flichen, in denen zwei Dielektrika verschiedener Dielektrizititskonstante
zusammentreffen, sind die zur Fliche tangentialen Komponenten der Feldstiarke
auf beiden Seiten der Fliche einander gleich, die senkrechten Komponenten
verhalten sich umgekehrt wie die Dielektrizititskonstanten.

§ 31. Niveauiléichen des Potentials. Das Potential ist eine Ortsfunktion,
man kann es daher z B. auf Cartesische Koordinaten beziehen. Gibt man
ihm einen festen Wert C, so stellt

@y 2 =C
eine Fliche dar. Auf dieser Fliche steht die elektrische Feldstirke iiberall
senkrecht; denn weil sich in der Flache der Wert vou ¢ nicht dndert, so ist
die Kraftkomponente nach jeder Richtung in der Fliche gleich Null. Eine
solche Fliche nennt man eine Niveaufliche. Zu ihnen gehéren zunichst die
Leiteroberflachen.

Niveauflichen, welche verschiedenen Werten von (' zugehoren, kénnen
einander nicht schneiden, sie umgeben einander also schalenartig.

Fir die Beurteilung der Krafteverteilung in einem elektrischen Felde ist
die Zeichnung einer Anzahl von Niveauflichen, genauer ihrer Schnittlinien
mit einer geeigneten Ebene sehr dienlich.

Wenn nicht aus der Form der Potentialfunktion die geometrische Gestalt
der Fliachen konstanten Potentials ersichtlich ist, wie etwa in den Beispielen
der §§ 33 bis 43, so bleibt in der Regel nichts anderes iibrig, als fiir eine
gentigende Zahl von Punkten des Feldes die Werte des Poteuntials zu berechnen
und Punkte gleichen Potentials durch einen Linienzug zu verbinden. Dies
letztere Verfahren stimmt also mit demjenigen itberein, nach welchem die
meteorologischen Karten der Luftdruck- oder Temperaturverteilung angefertigt
werden.



Konstruktion von Niveauflichen. 41

In anderen Fillen ist es moglich, die Verteilung auf einer Oberfliche
komplizierter Gestalt auf wenige Quellpunkte zuriickzufithren; in diesem Falle
lassen sich die Potentialflichen leichter zeichnen.

Fig. 30 gibt die Schnittlinien der Niveauflichen eines Feldes an, das von
zwei gleichen Massenpunkten herrithrt. Deren Potentialfunktion ist, wenn e

2
eine der Massen einschlieflich des Faktors % bedeutet, ; und r, ihre Ab-

stinde von dem Aufpunkte sind [vgl. § 34, Gl. (55)]
e e

Man kann also Flichen gleichen Potentials ermitteln, wenn man erst die-

jenigen Linien zieht, in denen : bestimmte Werte hat, d. h. Kreise, und darauf
1

gleiche Linien fiir ; = Const. Wo z. B. der Kreis mit - —= 3 mit dem
2 7y

far ;ef == 9 sich schneidet, ist ¢ — 12. Denselben Wert erhilt ¢ in dem

2
Schnittpunkte der Kreise —;~ = 4, £ =8 usw.

1 7o

Man kann auf diese Weise leicht geniigend viele Punkte feststellen, in
denen ¢ denselben Wert hat und sie durch eine Linie verbinden. Die Er-
mittlung der Linien fiir verschiedene Werte ergibt eine Kurvenschar, aus der
man die Verteilung der Kréfte leicht ersehen kann. Man erhilt nimlich
nach diesem Verfahren Linien, in denen das Potential sich um gleiche Werte
unterscheidet. Geht man von einem Punkte einer Niveaufliche auf dem
kiirzesten Wege zu der nichsten niedrigeren, so gibt dieser Weg die Richtung
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der elektrischen Feldstirke an; der Betrag der Anderung, dividiert durch den
Abstand der Linien, ergibt, wenigstens wenn die Anderungen hinreichend klein
sind, den Betrag der elektrischen Feldstirke. Diese ist also um so gréfer, je
dichter an einer bestimmten Stelle die Niveaulinien sind. Dies gilt natiirlich
auch fir Scharen von Niveaulinien, die nach einem anderen Verfahren ermittelt
worden sind.

§ 32. Konstruktion von Feldlinien. Man kann die Feldlinien aus
einer Zeichnung der Niveaulinien ermitteln, indem man darin die Kurven
einzeichnet, die alle Niveaulinien senkrecht schneiden. Man hat dabei ihre
Haufigkeit nach § 11 so zu bemessen, daB ihre Zahl fiir ein bestimmtes Stirck
der Niveaulinie der Feldstirke proportional ist. In der Regel wird dies
Verfahren geniigenden Uberblick iiber den Lauf der Feldlinien geben.

Da die Feldlinien die Niveauflichen senkrecht schneiden, so kann man
aus der Gleichung ¢ = Const die Differentialgleichung der Feldlinie als der
orthogonalen Trajektorie ableiten. In einzelnen Fillen ist es moglich, diese
Gleichung zu integrieren, so daf man danach die Feldlinien bestimmen kann;

indessen ist dies Verfahren auf wenige Fille
beschrénkt und soll nicht weiter erértert werden.

Wenn man die im Felde befindlichen Mengen
durch solche ersetzen kann, die in einzelnen
Punkten oder auch geraden Linien (§ 46 u.f)
angehduft sind, so lassen sich die €-Linien eines
solchen Feldes angendhert durch Konstruktion
finden.

Wir beschrinken uns auf den fiur die
Telegraphentechnik wichtigeren Fall, dafi man
die Klektrizitatsmengen des Feldes durch solche
auf geraden Linien ersetzt denken kann, die fir
jede Liangeneinheit dieselbe Elektrizititsmenge
tragen. Aus Symmetriegriinden ist das Feld
einer solchen Linie symmetrisch um die Linie
als Achse verteilt, und in einem Querschnitt
senkrecht zur Achse erscheinen die Feldlinien
als Radien mit gleichem Winkelabstand.

Befinden sich in dem Felde mehrere solche,
wie wir annehmen, parallele Linien, so kreuzen

sich die Radien, und es gilt, den Verlauf der resultierenden Krafte zu
zeichnen.

Ein hinreichend kleines Stiick des Feldes kann man als homogen ansehen.
Haben wir zwei sich kreuzende homogene Vektorfelder €, und &,, so ist
die Stirke jedes umgekehrt proportional der Zahl der Linien auf 1cm?2 in
der Zeichnung also etwa auf 1 cm Breite, senkrecht zur Richtung der Vektoren
gemessen.

In Fig. 31 sind Flachen gleichen Rauminhalts:

OACB —= 0A.04A' = 0A4.d, — OB.OB' = 0B.d,

und

OCDB = 0C0.0C = 0C.d,,
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wenn d,, d, und d, beziiglich die Abstinde der Vektorlinien §,, &, und der
Diagonalen § untereinander bedeuten. Aus

OA:0B = d,:d,
folgt, dal OA dem Betrage des Vektors €, OB dem des Vektors &, pro-
portional ist. Daher ist O C die Richtung der resultierenden Feldstirke .
Da aber auch

04:0C = d,:d,
ist, so folgt, daB O C dem € ebenso proportional ist, wie 0. A dem ;.

Man erhilt also fiir die Konstruktion der Vektorlinien die Regel, daf
man durch das Netz der sich schnéidenden Vektorlinien jeder Quelle oder
Senke die Kurven legen soll, die
in jedem Schnittpunkt mit der
Diagonale zusammenfallen.

Danach ist Fig. 32 fur das
Feld zweier gleich stark geladener
paralleler Linien ausgefiithrt. Von
dieser Art ist das elektrische Feld
vor einer aus mehreren parallelen
Driahten bestehenden Mehrfach-
antenne. Je mehr solche parallele
Drahte nebeneinander liegen, um
so mehr werden die Linien vor
den mittleren in eine zur Ebene
der Driahte senkrechte Lage ge-
bracht. Fir einen Aufpunkt, der
in einem Abstand von der Grofle
des Drahtabstandes oder mehr
vor einem derartigen aus parallelen Drahten gebildeten Gitter liegt, wirkt
also die Ladung der Drihte, wie wenn die Krifte von einer geladenen Ebene
ausgingen.

Man beobachtet ferner, dafi das Feld in der nichsten Nihe der ange-
nommenen geladenen Linien, d. h. der Quellen, fast radial von den Linien
ausgeht, also daf die Verteilung in der néichsten Nihe jeder Linie durch die
anderen nicht merklich gedndert wird.

Zweiter Abschnitt.

Felder gegebener Form.

§ 33. Verteilung auf konzentrischen Kugeln. Wenn ein geschlossenes
Feld durch zwei konzentrische Kugeln gebildet wird, so ist aus Symmetrie-
griinden der Abstand r vom Mittelpunkte die einzige GroBe, mit der sich €

oder @ indern konnen. Nun ist, da r = V2 4 y2 +~z;,

ox  dr oz  dr r' ox2

op _de or _de x o¢ d¥@ <x>7 do rﬁr:_

ar? \\r
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0*g e . . . o
——, und - sind hiernach leicht hinzuschreiben. Es ergibt sich
0y? 0&2
d2e 2 dog
Ao — B
4 dr? r dr (49)
2
Daraus folgt, wenn glq) == u gesetzt wird, du —— fﬁr oder 4 — — Cl,
ar u r 2
wo C, eine Konstante ist; endlich ergibt dp/dr = — C, 72, daf
C
@ = 0’2 + 777.1 .

C, ist eine zweite Konstante. Diese Gleichung stellt also die Potentialfunktion
des Feldes innerhalb der Kugeln dar.

Das Potential soll auf der inneren Kugel (r = R,) den Wert ¢, haben,
auf der duleren (r — R,) den Wert g,. Dann ist

— _$1£17f PRy | B Ry @, -—% (50)

R, — R, r R,— R,

Fiir die Komponenten der Feldstirke folgt, wenn wir der Kiirze halber
die Bezeichnung C; beibehalten,

C, . __ Cyy Cz
C.=—5 &=, &=
Daraus ergibt sich, dal
LG <
[@ = (51)
Da aber auch ¢, — — oy —_ s ist, so folgt, daf die elektrische Feldstirke

dem Quadrate des r umgekehrt proportional ist und in die Richtung von r
tallt. Die Richtungen aller Krifte gehen also durch den Mittelpunkt der
Kugeln.

Die Elektrizitaitsmenge auf der inneren Kugel ergibt sich als Produkt
ihrer Flache in den Betrag von ® an der Oberfliche, also gleich

, & C eC
4w R} —— I
Y4me? 2 c2
Nennen wir diese Menge ¢), so ergibt sich unter Beachtung von Gl (49)
und (50)
& Rl 1{2 -
0 — T — Q) - - - e e e e H9
Y & Ry — Iy (91 — @3) (52)

Diese Menge ist der Spannung V = ¢, — ¢, der beiden Flichen propor-
tional, auferdem einem Faktor, der lediglich die Mafe der Kugeln, die
Dielektrizititskonstante und, des Mafisystems halber, das Quadrat der Licht-
geschwindigkeit enthilt. Dieser Faktor ist fiir ein Kugelpaar von gegebenen
Mafen eine Konstante. Man nennt das Verhaltnis ¢/V die Kapazitit K des
Kugelkondensators. Sie ist

& IRy

( — -
. ¢ Ry — R,
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Wenn gegeniiber R, die Linge R, sehr groB wird, so nahert sich K dem
Werte

K =% Ry o (54)

als Grenze. Man nennt letztere Grofe die Kapazitat einer Kugel vom Radius
R,. Die Formel gilt nur unter der Voraussetzung, dal die Kugel von allen
anderen leitenden Korpern weit entfernt sei.

§ 34. Elektrische Massenpunkte. Die Konstante C, a0t sich auch
durch die gesamte Menge auf der inneren Kugel bestimmen, C; — ¢2 @)/,
und es fillt dabei der Kugelradius aus der Rechnung heraus. Man erhilt
also in dem Dielektrikum dieselben Krifte, wenn man statt der wber die
innere Kugel ausgebreiteten Menge eine in ihrem Mittelpunkte konzentrierte
gleiche Menge als wirksam voraussetzt. Eine derartige gedachte Menge nennt
man einen elektrischen Massenpunkt.

Das Potential eines Massenpunktes () auf einen im Abstande r befind-
lichen Trager der Menge Eins ist nach dem Bisherigen

@
o = G+ s r
Das Potential hat fir uns hauptsichlich die Bedeutung, daB wir aus ihm
durch Differentiation die Kraftkomponente nach einer beliebigen Richtung
gewinnen konmen. In dieser Beziehung ist der Wert der Konstante C,
belanglos, jede additive Konstante C, gibt einen richtigen Wert. Nach Uber-
einkunft wird C, so gewahlt, daf das Potential in unendlich grofier Ent-
fernung von dem Massenpunkte den Wert Null erhilt. Daher wird also
Cy = 0 gesetzt, und es folgt, dafl
_ 29 5

@ = PRI (55)
das Potential eines Massenpunktes im Abstande » darstellt. Dies 148t sich
auch so aussprechen, daf wir unter dem Potential eines Massenpunktes die
Spannung gegen einen umendlich entfernten Leiter verstehen. Das Potential
von irdischen Korpern, die mit der Erde verbunden sind, wird gleich Null
gesetzt; wird einem solchen Korper etwa als zweiter Belegung eines Konden-
sators durch die andere Belegung eine Elektrizititsmenge zugefithrt und mit
ihm der Erde, so ist die dadurch erzielbare Anderung des Erdpotentials,
wenigstens bei den bisher angewendeten MafBen und Spannungen, un-
merkbar klein.

Aus der Definition der Massenpunkte folgt, da sie das Coulombsche
Gesetz erfilllen; ferner dal man Koérper, welche im Vergleich zu den Ab-
stinden, in denen ihre Wirkung betrachtet wird, nach jeder Richtung kleine
MaBle haben, angenahert als solche Massenpunkte betrachten darf.

§ 35. Systeme elektrischer Massenpunkte. Die Elektrostatik in der
alteren Form fihrte alle Elektrizititsverteilungen auf solche Massenpunkte
zuriick. Hat man deren mehrere, ¢y, ¢y, ¢5..., an den Punkten a, b, ¢,
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@y by, Cy ... des Koordinatensystems, welche von dem Aufpunkte z, y, # die
Entfernungen r,, 7y, . .. haben, so ist
c? q
@ = ? 7 ............ (5())

wenn % die Zahl der Massenpunkte. Diese Grofe geniigt, wie leicht zu
zeigen, der Gleichung 4/ ¢ — 0. Die nach der .x-Richtung wirkende Kraft ist

cQ ¢ — q & — ay 2 q
R G - B S L Sy s
€ oz & Z : 12 2 €08 (r,@) - (57)

r? r

d. h. sie ist die Summe der Komponenten der von den einzelnen Massen-
punkten ausgehenden Krafte nach der Richtung der x-Achse.

Ist die Verteilung der Massenpunkte stetig, so nimmt ¢ die Form an:
dv
r

c2

‘dq_cﬂ'
=7 =

r &

wenn @ die raumliche Dichte und v den erfiillten Raum bedeutet.

Diese Darstellungsweise fithrt nur in einzelnen Fallen zu Resultaten
iber Elektrizititsverteilungen, da ja in der Regel die Verteilungsart nicht
von vornherein bekannt ist, also weder die Lage noch die Masse jedes Massen-
punktes.

Wir werden daher im allgemeinen die verschiedenen Fille der elek-
trischen Verteilungen als Lésungen der Gleichung 4@ — 0 ableiten.

§ 36. Potential und Feldstirke in einem sehr fernem Punkte. Um
festzustellen, welche Eigenschaften das Potential und die Feldstirke in sehr
grofem Abstande von den Massenpunkten haben, schliefe man die simtlichen
Massenpunkte in eine Flache ein und schlage (Fig. 33) um den fernen Punkt
Kugeln, von denen die kleinere gerade bis an die genannte Fliche heran-

reicht, ohne einen der Massenpunkte einzu-
schlieffen, der andere sie mit simtlichen Massen-
punkten einschlieft. Dann liegt das Potential
in den Grenzen

dg & dy
T o < |1
JR'Z = c? P le

Q@ ¢ Q.
R<02w<R1

2

oder

LaBt man den Aufpunkt beliebig fern riicken, so unterscheiden sich
R, und R, beliebig wenig von einem zwischen ihnen liegenden Wert R.
Dann ist also
¢ @

P=%F R’
In sehr groflem Abstande ist also das Potential unendlich klein von der

ersten Ordnung. Aus #shnlichen Uberlegungen folgt, daf die Feldstirke
unendlich klein von der zweiten Ordnung ist.
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§ 37. Kapazitit eines Korpers beliebiger Form. Die Vorstellung
elektrischer Massenpunkte ist niitzlich zum Nachweise des Satzes, dafl auch
bei beliebig gestalteten Korpern das Verhaltnis zwischen Ladung und Spannung,
also die Kapazitit, eine konstante Grole ist.

Wenn man namlich allen Raumelementen des Leiters oder richtiger allen
Oberflichenelementen statt der Ladung d¢ die p-fache Ladung gibt, so geht
das Potential aus dem Werte f?qu,’r in den Wert pc:'[ dg/r wber, das

Potential bleibt also der Ladung proportional.

§ 38. Einheiten der Kapazitdt. Die Kapazititseinheit des elektro-
magnetischen MaBsystems kommt dem Leiter zu, der unter der Spannungs-
einheit die Elektrizititsmenge Eins aufnimmt. Die Spannungseinheit des
praktischen MaBsystems ist 1 }'= 108 cgs-EKinheiten; die praktische Einheit
der Elektrizititsmenge ist 1 Coul. = 0,1 cgs-Einheiten. Ein Kondensator
von der Einheit des elektromagnetischen Mafsystems wiirde bei 1 ¥ Klemmen-
spannung die Menge 10° Coul. aufnehmen. Die Kapazitit eines Konden-
sators, der bei 1 V Klemmenspannung 1 Coul. aufnehmen kénnte, nennt man
1 Farad; es ist also 1 elektromagnetische (cgs)-Einheit der Kapazitiat
— 10°% Farad (F).

Das Gebrauchsmal der Kapazitit ist das Mikrofarad; 1 u F = 10—¢ F.
Man erhalt also aus einer im elektromagnetischen MaBsystem (c, g, s) durch-
gefithrten Rechnung die Kapazitit in Mikrofarad durch Multiplikation
mit 1015,

Werte des ¢ fiir verschiedene Stoffe findet man im Anhang V.

§ 39. Der ebene Kondensator. Wenn das Dielektrikum von zwei
parallelen leitenden Ebenen begrenzt wird, deren Abstand voneinander sehr
gering gegen die iibrigen Dimensionen ist, so werden die elektrischen Grofen
innerhalb des Dielektrikums nur von dem Abstande des betrachteten Punktes
von den Leiterflichen abhingen, wenn wir von Stellen in der Nihe der Riander
absehen. Legt man die xy-Ebene eines Koordinaten-

Fig. 34.
systems in die eine der beiden Flichen (Fig. 34), so L
ist @ nur von # abhangig, es ist also 4
d2 @
Ay = =0 ¥
9 dz? J
oder -

@ = az +b.

Hat auf der ersten Flache, also fir £ =— 0, @ den Wert ¢,;, wihrend
fir # = 0 sein Wert @, ist, so ergibt sich

® = @; + (P — @) g

Die Flachendichte ergibt sich aus

h:*,,Laj,L ¢ 91— P
4me2 02  4me? 0
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Hat die Flache einer Belegung den Inhalt F), so ist die Elektrizitdtsmenge

r
Q= [ a5 (@1 — 92

Da ¢, — @, die Spannung zwischen den Platten des Kondensators ist,
so ist seine Kapazitit

F r
— Zfi% (cgs) = 0,0885 . 10— %-« wl .. (59)
wenn alle Lingen in Zentimetern gemessen werden.

§ 40. Kondensatoren mit koaxialen Zylinderflichen. Kondensatoren,
welche von zwei einander umhillenden Zylindern gebildet werden, sind nicht
mehr, wie die Kugelkondensatoren, geschlossen, sondern sie sind an zwei
Stellen offen. Fiir die praktisch wichtigen Anwendungen kann man sie aber
wie geschlossene betrachten, weil die Linge der Zylinder in der Regel gegen
die Dicke des Dielektrikums auBerordentlich grofl ist. Dies zieht nach sich,
daB die elektrischen Linien iiberall, auBer in der ndchsten Ndhe der Enden,
in zu der Zylinderachse senkrechten Ebenen verlaufen, und aus Symmetrie~
griinden die Richtung der Radien der Zylinder haben. Der Abstand r von
der Achse ist also die einzige Variable, mit der sich die elektrischen Grofen
andern; sie sind namentlich von der gewéhlten Stelle auf der Zylinder-

achse unabhangig, die zur z-Achse gewahlt werde. Setzt man also %(g =0
oy ay e .
und Py 0, so ergibt sich fur 4o — 0 die Form
ade  1de
- ——— = 0.
dr? K r dr

Das Integral dieser Gleichung lautet
o =Clogr+Cy - - - - - - . .. (60)

Wenn nichts anderes bemerkt wird, soll logr hinfort stets den natirlichen
Logarithmus von # bezeichnen.

Konzentrische Kabel. Wir wollen diese Losung auf ein Kabel an-
wenden, das aus einem inneren zylindrischen Leiter mit dem Radius R,
besteht, der von einem anderen leitenden Zylinder mit dem Radius B, um-
geben ist. Der Raum zwischen beiden sei mit zylindrischen Schichten von
Nichtleitern erfiillt, und zwar gehe von dem inneren Zylinder bis zum
Radius I ein Dielektrikum mit der Konstante &;, von da bis zum &ufleren
Zylinder ein solches mit der Konstante &,.

Die Potentialfunktionen in den beiden Réumen mit verschiedenen
Dielektrizitatskonstanten unterscheiden sich durch die Werte der Integrations-
konstanten. Sie haben die Form

fir den Raum & - - - - @' = Cilogr + Cb,
n o ” Egv v v e ‘P” — ’1, 1097“ + 0,2,
Zur Bestimmung der Konstanten dient zunichst die Festsetzung, dafl

das Potential auf dem inneren Zylinder den Wert ¢, auf dem &uleren
Zylinder den Wert ¢, haben soll. Ferner muB fir r = R der Wert von ¢’
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dem von @" gleich sein; endlich sind in der Trennfliche die dielektrischen
Verschiebungen auf beiden Seiten gleich.
Daraus ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen:

¢, = Cilog B, + Cs
@, = CilogR, + C3
CilogR + Cy = C{logR + Cs5
& 0 = & C5.

Die Werte der vier Konstanten lassen sich somit aus den Konstruktions-
bedingungen (R, R,, By, &, &) und den Betriebsbedingungen (¢;, @,)
bestimmen.

Zur Kapazitatsberechnung geniigt die Kenntnis einer der GréGen C;
oder C{. Denn aus ihnen kann man die elektrische Feldstirke und die Ver-
schiebung an jeder der beiden Grenzflichen finden, also die Elektrizitdtsmenge
ermitteln.

Zur Berechnung von C; dient die Determinante (Anhang IV):

— ¢ + Ci lo.qua 0 ’ 1’ 0

— Qg ) logRg, 0, 1 — 0
CilogR, — logR, 1, —1|
61 Ci y T 82 ’ 0, O

und diese ergibt:
&y (@1 — @) = C; [(8,—&,) log R — &, log R, + &5 log R, ]:

Die auf einer Lénge von lcem des inneren Leiters befindliche Menge

berechnet sich, weil % = & ist, zu dem Werte
- & ﬂ _ & 01
0= —"tzam 2"h="%s
Daraus ergibt sich:
Q . b& 1
A T R L) =Ty e vy

Diese Formel liefert also die Kapazitit von einadrigen Kabeln mit
Hiillen aus Isoliermaterialien von verschiedenen Dielektrizititskonstanten. Sie
ist z. B. anwendbar auf Gummiadern, bei denen der Draht schichtenweise
mit Gummi verschiedener Zusammensetzung isoliert ist.

Von gréBerer Bedeutung sind Kapazititsberechnungen an Kabeln mit
gleichartigem Dielektrikum. Die Kapazititsformel konnte leicht aus der
Gleichung des Potentials hergeleitet werden; sie ergibt sich aber auch aus
der Formel fir das Kabel mit doppelter Isolation, wenn man darin & —é&,— ¢
setzt. Die letztere Formel ist auch weniger wegen ihrer praktischen Be-
deutung als deswegen abgeleitet worden, weil sie eine leicht zu ibersehende
Anwendung der in § 28 und 29 aufgestellten Grenzbedingungen fiir das
Potential ermoglicht.

Breisig, Theoretische Telegraphie. 4
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§ 41. Telegraphenkabel mit Guttapercha-Isolation. Indem man die
Dielektrizitatskonstanten gleichsetzt, erhilt man fir ein einadriges Kabel die
Kapazititsformel:

und zwar fiir ein Stiick Kabel von 1 cm Ldnge. Fir 1km hat man mit 105,
zur Umwandlung in g F' mit 10 zu multiplizieren, so dal die Formel in
praktischem Mafe lautet:

Unter R; ist der halbe Durchmesser des inneren Drahtes, unter R, der
halbe Durchmesser der mit Guttapercha umprefiten Ader zu verstehen; als
aulerer Leiter gilt das Seewasser oder das feuchte Erdreich, die das Kabel
umgeben.

In der Praxis werden bei der Beschreibung eines Seekabels nicht diese
Durchmesser, sondern die Gewichte von Kupfer und Guttapercha fiir eine
bestimmte Linge, meist eine Seemeile, angegeben. Es ist leicht, die GréBen
R, und R, darauf zuriickzufithren.

Bezeichnet 6, das spezifische Gewicht des Kupfers, 65 dasjenige der
Guttapercha, so sind, wenn R, und B, in Zentimetern bestimmt sind, das
Kupfergewicht Ku und das Guttaperchagewicht Ga fir 1km:

Ku = 100 R} maokg,
Ga = 100 (R} — R})m 6, kg.

Daher ist

R,l Oy Ga

= =1 e

R? + 6, Ku
Man hat daher

&
K — QII; @7@— H’F/ km . . . . .. (64)
g 6, Ku

An der Form dieser Gleichung ist zu erkennen, daf es gleichgiltig ist,
in welchen Einheiten die Gewichte @ und K% bestimmt sind, da nur ihr
Verhiltnis in Betracht kommt.

Fiir ¢ hat man etwa 3,5 zu setzen.
0,
Es bleibt noch der Faktoraf zu bestimmen. Man darf fir 6; in der Regel

nicht das bekannte spezifische Gewicht 8,94 fiir gezogenes Kupfer einsetzen,
weil der Kupferleiter in den meisten Kabeln nicht die vorausgesetzte
zylindrische Form hat.

Aus technischen Griinden bestehen die Kupferleiter der Kabel nicht aus
einem I)rahte, sondern aus mehreren miteinander verseilten Drahten. Ur-
spriinglich hat man dazu sieben gleich starke Drihte genommen, von denen
sechs um den siebenten herum verseilt waren. Spiter hat man den inneren
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Draht stirker genommen als die dulleren. Eine heute fast allgemein benutzte
Konstruktion (Fig.35) besteht darin, dal um einen inneren zylindrischen
Draht 12 schwichere, ebenfalls zylindrische herumgelegt sind. pig. 3s.
Damit diese aneinander anschliefen, muf der Durchmesser des
inneren Drahtes das 2,83fache des Durchmessers der &#uBeren
Driahte betragen. Eine spiter fir lange Seekabel wieder auf-
gegebene Konstruktion eigener Art zeigt das erste Deutsch-
Amerikanische Kabel von 1900. Um einen zylindrischen Draht sind vier
Drihte von trapezférmigem Querschnitt so herumgelegt, daB das Ganze
moglichst genau einen zylindrischen Draht ergibt.

§ 42. Kapazitit von Litzenkabeln. Kabel mit gleich groSem Kupfer-
gewicht und gleich grofem Guttaperchagewicht werden um so gréfere Kapa-
zitdt haben, je grofer die Oberfliche der Kupferseele ist. Litzenkabel haben
eine groflere Oberfliche, als solche mit massivem Leiter.

Um die Kapazitit eines Kabels mit einer Kupferlitze als Seele anzugeben,
hitte man, wie dies in § 45 ndher begriindet ist, fiir das Potential eine
Funktion zu suchen, die auf der Oberfliche der Litze und auf der duferen
Fliache der isolierten Ader konstante Werte hat und die bekannten Grenz-
bedingungen erfallt. Statt dessen kann man sich fiir die gebriuchliche
Konstruktion mit einem starken und 12 schwicheren Drihten mit einer
Einschliefung des Wertes der Kapazitit in Grenzen begniigen.

Die Kapazitit des Kabels mit Kupferlitze ist sicher kleiner, als die eines
Kabels mit einem massiven Leiter, dessen Durchmesser so grof ist, wie der
grofte Durchmesser der Litze, also 2(9, + 2 @,).

Dagegen ist die Kapazitit des Kabels mit Litze groBer, als die eines
Kabels mit kreiszylindrischem Leiter, der in derselben Hille vom Radius R,
entstiinde, wenn man das Kupfer der dulleren Hilfte der auBeren Drihte in
gleichmiBiger Schicht iber den Umfang des verbleibenden Querschnitts ver-
teilte. Der Radius ¢ dieses Leiters ist bestimmt durch die Gleichung

n
02 = (01 + 02)* + 3 s
wo n die Zahl der dulleren Drihte ist.
Die Kapazitit liegt also in den Grenzen

3,5 3,5
. SR> T

R
18log —— 2 — 18109 =2
011+ 20 9 0
Nehmen wir B = 5,5, 0, = 1,46, 9, = 0,52 in Millimetern, und
p — 12, so ist ¢ — 2,36, also ist

0,247 > K > 0,230.

Engere Grenzen als diese lassen sich mit einfachen Mitteln nicht an-
geben. Thre Unterschiede stimmen nach der GroBenordnung mit denjenigen
iberein, welche bei den & der Guttaperchasorten vorkommen. Man kann
daher ohne praktischen Fehler Unterschiede der Kapazitit fiir Litzen- und
Zylinderform vernachlissigen, wenn die Leiter gleiche grofite Durchmesser
haben und die isolierten Adern gleich stark sind.

4 %
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§ 43. Praktische Formeln zur Kapazititsberechnung. Zur Bestimmung
des Wertes, der fir die Dichte des Kupfers in die Formel einzusetzen ist,
hat man bei einer Litze das Verhiltnis des Kupferquerschnittes in der Litze
zum umschliefenden Kreise zu berechnen. Fiir die angenommene Form ist
dies 0,783. Demnach ist 6; — 8,94.0,783 = 7,00 zu setzen. Bei 6, = 0,97
ergibt sich

Nach einer von Dearlove aufgestellten Tabelle?) hat ein Kabel, das
gleiches Gewicht von Kupfer und Guttapercha fiir eine bestimmte Linge aut-
weist, fir eine Seemeile eine Kapazitit von 0,355 u F, also fiir 1km 0,192y F.

Daher ist
&
199 = — .
0 9.log 8,22
Da andererseits fir ein beliebiges Kabel
K= : Ga\'
1 2 —
9log< + 72 Ku)
so folgt, dal
1
K= 017 wF/km . . . ... (66)

Ga
log brigg. —
og brigg. (1 + 7,22 Ku>

Diese Formel gilt streng nur fir Kabel, deren Leiter die beschriebene
Form der Litze hat; aber auch bei etwas abweichender Form bietet sie noch
ziemliche Genauigkeit, da durch den Logarithmus geringe Unterschiede des

Wertes 1 4 7,22 % einflufllos gemacht werden.

Dritter Abschnitt.

Ermittlung elektrischer Verteilungen aus der
Potentialfunktion.

§ 44. Eindeutigkeit der Losungen der Gleichung 4 ¢ — 0. 1In den
bisher besprochenen Fillen war es moglich, die Gleichung 44/ ¢ = 0 in eine
totale Differentialgleichung umzuwandeln und zu integrieren. Wenn dies,
wie zumeist, nicht moglich ist, geht man so vor, dal man aus den etwa
bekannten Funktionen, die der Gleichung 4 @ — 0 geniigen, eine solche
heraussucht, welche die Grenzbedingungen ebenso erfillt, wie es in einem
bestimmten Falle vom Potential verlangt wird. Es ist nachzuweisen, daf
eine Losung, welche die verlangten Grenzbedingungen erfiillt, auch die einzige
Lésung fir einen bestimmten Fall ist, daB sie also wirklich das Potential ist,
von dem ja Eindeutigkeit verlangt wird.

Das Potential ¢ selbst ist tatsichlich stetig und hat an den Grenzen
des Feldes, also an den Leitern, vorgeschriebene konstante Werte. Seine
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negativen ersten Ableitungen, die Komponenten der elektrischen Feldstarke,
sind im Felde stetig, aufler an etwaigen Trennflichen verschiedener Nicht-
leiter; an den Grenzen des Feldes steht die elektrische Kraft senkrecht zur
Oberfliche und hat einen durch die Fliachendichte gegebenen Wert. Diese
Bedingungen sind rein physikalischer Natur und unabhingig davon, ob fir
das Potential eine mathematische Formel angegeben werden kann.

Nehmen wir nun an, es sei eine Funktion @' gefunden, die der Gleichung
A @' = 0 geniigt; ferner soll sie an den Leiterflichen dieselben konstanten
Woerte haben, wie das Potential; auch ihre ersten Ableitungen sollen an den
Grenzflichen so bestimmt sein, daB sie nur eine zur Grenzfliche senkrechte
Komponente haben, und zwar von dem Werte, welchen dort die elektrische
Feldstirke hat. Kommen Trennflichen im Nichtleiter vor, so sollen fir die
ersten Ableitungen von ¢’ dieselben Bedingungen gelten, wie fiir die Kom-
ponenten der elektrischen Feldstarke.

Das Potential @ und die Funktion ¢’ einerseits, die elektrische Feld-
stirke und — grad @' andererseits stimmen also an den Grenzflichen und
an den Trennflichen iiberein; sie konnten allenfalls im Felde selbst ver-
schieden sein, wo man ja iiber den Verlauf des Potentials zunéchst nichts weif3.

Es bleibt zu beweisen, dab iiberall ¢ — ¢’ ist.

Greenscher Satz. Bildet man von zwei Skalaren Uund W den Ausdruck
div (U grad W),
g0 ist dieser nach der Bedeutung der Operatoren
0 ow 0 ow 0 ow
I (v%™ Z(vZ™ (v Y =T U .
M( 8x>+6y< 8y>+az< az> AW+ grad U grad W.
Nach dem Gaufschen Satze ist (Gl. 16)

J' Ugrad W df = J dv div (U grad W),

o) )
also

j' U grad W df = [ do (UAW + grad U grad W) - - - - (67)
) )
Dieser Satz heillt der Greensche Satz.
Wir machen die besondere Annahme, dafl 4W — 0 sei; dann ergibt sich

j U grad W af ::J‘gmd U grad Wdwv.
@ @)

In dieser Gleichung werden die Werte von U und grad W an der Grenz-
flache eines Feldes in Beziehung gesetzt zu den Werten der Gradienten von
U und W innerhalb des Feldes; diese Form ist offenbar fiir den vorliegenden
Zweck brauchbar.

Anwendung auf das Potential. Wir setzen nun U — ¢ — ¢/,
W= ¢&U. Da die fir ¢ zu suchende Funktion die Gleichung 4 ¢ = 0
erfilllen soll, und die Funktion ¢’ die Gleichung 4/ ¢’ — 0 nach Annahme
erfiillt, so geniigt auch W = & (¢ — ¢') der Gleichung 4 W = 0. Wir
erhalten demnach

j Uecgrad U df = j & (grad U do.
) (v)
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Die Funktion U =— ¢ — ¢’ hat an den Grenzen den Wert Null, weil ja
@' dort denselben Wert haben soll wie ¢; ebenso ist an den Grenzen
grad U =0, weil die Ableitungen von @' mit den Komponenten der elektrischen
Feldstirke gleich gemacht worden sind. Nehmen wir zunichst noch an, daf
im Isolator keine Trennflichen seien, so bezieht sich das Oberflichenintegral
lediglich auf die Leiterflichen.

Das Oberflichenintegral J‘Ue grad U df hat unter den genannten Be-
)
dingungen den Wert Null, weil alle Einzelbetrige Null sind. Daher ist auch
js (grad U)2dv = 0. (grad U)? ist ein skalares Produkt aus zwei gleichen
@)
Faktoren und demnach gleich dem Quadrat des Betrages jedes Faktors, also
z.B. in Cartesischen Koordinaten

iy = (2 + (5] + (22

(grad U)? ist also wesentlich positiv, ebenso dwv, die Gleichung

S & (grad U)2dv — 0 kann daher nur dadurch erfilllt werden, dall grad U=10

()
ist. Daraus konnte man folgern, dall U — const wire, aber da U an der

Grenzfliche den Wert Null hat, so mufl die Konstante den Wert Null haben.
In einem Felde mit gleichméfigem Dielektrikum ist also @ — ¢@’. Man
erkennt, daf in Feldern mit homogenem Dielektrikum schon die Tatsache,
daB an der Oberfliche @ — ¢’ ist, geniigt, um auch die Identitit im Felde
zu folgern; die Ubereinstimmung der Potentiale an den Grenzflichen schliefit
also in solchen Feldern schon diejenige der Kréfte ein.

Haben wir eine Trennfliche im Dielektrikum, so denken wir uns diese
durch Oberflichen eingehiillt, die wir dann zur Grenzfliche des Feldes hinzu-
rechnen. Wir schliefen auf diese Weise die Trennfliche aus dem Felde aus,
aber indem wir schlieBlich die einhiillenden Flichen unendlich nahe zusammen-
fallen lassen, beriicksichtigen wir doch das ganze Feld. Es kommt also zu

dem als Null nachgewiesenen Oberﬂ'alchenintegralj & U grad U df iiber die das

@)
Feld begrenzenden Leiterflichen hinzu das Oberflichenintegral uber die beiden

die Trennfliche einhiillenden Flichen. Dieses Oberflichenintegral erstreckt
sich auf ¢U grad U in der Richtung der aus dem Felde heraustretenden
Normale, also fiir die Seite ¢, auf die Normale n;, fiir die Seite &, auf die
Normale n,. Die Bezeichnungen sind dieselben wie in Fig. 28.

Die Grenzbedingungen lauten nun fir die Feldstidrken

0 _ 0@
S om T 2wy
fiir die Ableitungen von @'
o¢' 0g'
om T “omy

und zwar gilt die erste Bedingung der obwaltenden Tatsachen halber, die
zweite, weil @’ so bestimmt wird. Daher gilt fiir die Differenzen

LU 00
Yon, —  Pomy’
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Fassen wir nun bei der Integration iber die einhiillenden Flichen je
zwei auf beiden Seiten der Trennfliche nebeneinander liegende Flichen-
elemente zusammen, so bringen sie in der Summe den Beitrag Null zu dem
Oberflichenintegral; dieses ist also iiberhaupt Null. Das Vorhandensein einer
Trennfliche &ndert also nichts an dem Werte des Raumintegrals. Daher
bleibt auch im allgemeinen Falle bestehen, daf ¢ — ¢’ = 0 ist.

Wir erhalten also den Satz:

Eine Funktion, welche der Gleichung 4/ ¢ =— ( geniigt und sowohl selbst,
als durch ihre ersten Ableitungen an Grenz- und Trennflichen die fiir das
Potential und die elektrische Feldstirke durch die Eigenschaften des Feldes
vorgeschriebenen Grenzbedingungen erfillt, ist das elektrische Potential
dieses Feldes.

§ 45. Feststellung von Leiteroberilichen aus einer gegebenen
Potentialfunktion. Es sei auf irgend einem Wege eine Funktion ¢ gefunden,
die der Gleichung 4 @ = 0 geniigt; sie kann dann als Potentialfunktion
einer noch unbekannten elektrischen Verteilung betrachtet werden. Stellt
man ¢ etwa in Cartesischen Koordinaten dar und setzt @ (x, ¥, 2) = const,
wobei man fiir die Konstante der Reihe nach verschiedene Werte einsetzt,
so gehort zu jedem Werte der Konstanten eine Fliche, die also eine Niveau-
flache der Funktion ¢ ist.

Die Ableitungen von ¢, allgemeiner die grad ¢ haben bei gegebener
Form von ¢ fiir jeden Punkt des Feldes feste Werte, sie lassen sich also
nicht mehr besonderen Grenzbedingungen anpassen, auller, wenn man die
in ¢@ vorhandenen Parameter inderte. Eine gegebene Funktion ¢, fiir
died @ = 0 ist, entspricht demnach einem ganz bestimmten elektrischen
Felde. Man kann nun unter Feststellung von € = — grad @ nach den in
§ 5 dargelegten Vorstellungen jeder Niveaufliche bestimmte dielektrische Ver-
schiebungen zuordnen, deren Summe fiir alle Flachen dieselbe ist. Angenommen,
die Funktion ¢ nehme ab, wenn man den Aufpunkt in der Richtung der aus
der Fliche austretenden Normale verlegt, dann sind alle Flichen auflen mit
positiven, innen mit negativen Belegungen zu versehen; durch die Feldkrifte
werden die positiven nach auBen, die negativen nach innen gedringt.

Man denke sich nun den Raum zwischen zwei Niveauflichen durch
leitende Stoffe ausgefiillt; dann werden sich die negativen Belegungen der
dufleren Fliche gegen die positiven der inneren Fliche ausgleichen, und
der Leiter wird im Innern unelektrisch sein.

Der von diesem leitenden Korper umschlossene Innenraum bildet ein
geschlossenes Feld, dessen Krifte sich in den Raum auBerhalb des Leiters
nicht fortpflanzen und daher auller Betracht bleiben konnen. Die elektrische
Feldstirke des Raumes aulerhalb des Leiters endet an diesem senkrecht, sie
hat also kein Bestreben, eine Anderung der dort befindlichen Ladungen
herbeizufithren. Diese bleiben demnach in Ruhe, und damit behalt auch das
Aullere Feld seine Gestalt bei.

Es ergibt sich daher, dal man aus jeder Funktion ¢, die der Gleichung
A @ = 0 geniigt, Flachen ableiten kann, die, mit einer bestimmten Elektri-
zititsmenge belegt, in der Umgebung das Potential ¢ hervorbringen. Bei-
spiele hierfiir bieten die folgenden Abschnitte.
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Vierter Abschnitt.

Verteilungen auf gestreckten Leitern.

§ 46. Vereinfachung der Gleichung /¢ — 0; allgemeine Losung.
Unter gestreckten Leitern versteht man solche, bei welchen die Abmessungen
in einer der drei Richtungen auBerordentlich grof gegen diejenigen in den
beiden anderen Richtungen sind. Verlaufen mehrere Leiter dieser Art
parallel nebeneinander, so sind in den praktischen Fillen die Abmessungen
der Leiter und ihre gegenseitigen Abstinde in allen Querschnitten, welche
senkrecht zu der Achse der groBten Dimension (#) gelegt werden, unverindert.

Unter Anordnungen, bei denen mehrere Leiter ein Feld bilden, rechnen
die oberirdischen und unterirdischen Telegraphen- und Fernsprechleitungen,
und daher ist ihre Behandlung hier besonders wichtig.

Wenn, wie vorausgesetzt, die geometrische Anordnung des Feldes mit
der z-Koordinate sich nicht andert, so trifft dies auch fiir die elektrische Ver-

0o

teilung zu. Es ist also Ve 0, und fir Mehrfachleitersysteme ist die
Verteilung der elektrischen Krifte durch die Gleichung

02 0

aif 842; =0 e e (68)
gegeben. r Yy

Als Loésung dieser Gleichung ist jede beliebige Funktion von (z ++ 7y)
brauchbar, z. B. log (x + 7y), sin (x + iy) u. a. m. Setzt man

u=@tig=rF@+iyg) - (69)
wo also @ den reellen, ¢ ¢y den imaginiren Teil von % bedeutet, so ist
cu . ou ., )
é;—f(x+@y): ay——-@f(x‘l'l?/)
0% _ o . % 5
Py @+ iy); o2 1" @+ vy),

wenn mit /' und " Ableitungen nach z -+ ¢y selbst bezeichnet werden. Die
Summe der beiden zweiten Ableitungen ist Null, also Gl (68) erfilllt. Jede
Funktion des Arguments (x | #y) liefert also eine mogliche Lésung oder
vielmehr deren zwei, weil sowohl der reelle Teil ¢, als der Faktor 4 von ¢
jeder fir sich der Differentialgleichung geniigen.
Ferner ist
ou 09 .0
te ox ' ‘0w

ou__ 09 , 0%
by—azﬂ”%
Daher ist
(09 4 ;01\ _ 09 0%
’(axJ”ax) =%y T oy
1
also o9 _ 0y 0y o
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Sind @ = const und y = const die Gleichungen zweier Kurven, so wird
der Winkel ¢,, den die Tangente von ¢ =— const im Punkte z,y mit der
2-Achse bildet, gegeben durch

dy o o
— ¥ X dy — 0.
tg ooy is 0 axdx+ay Y 0
Daher ist
__09 /09
tgon = ox/ oy

Fir denselben Punkt wird der Winkel o, zwischen der Tangente von
1 — const und der z-Achse bestimmt durch

Wegen der fiir die Ableitungen von ¢ und y nachgewiesenen Be-

ziehungen ist daher
tgo, . tgog =— — 1.

Dies heilt aber, daf die Linien ¢ — corst und y — cunst sich recht-
winklig schneiden. Wihlt man also die Zylinder ¢ — const als Niveauflichen
des Potentials, so stellen die Linien y == const die €- oder D-Linien dar.

Die Gleichung fiir das Potential koaxialer Zylinder 148t sich herleiten
aus dem Ansatze u = log (x 4 ¢y). Dieser geniigt nach Gleichung (69) der
Gleichung 4 @ = 0. Setzt man

x=rcos?, y—=rsind,
so ist

2ty =re?, g8 =" r =yt

also ist

@ =log Va2 + y? = logr,

Y
= g = tg = -

1 arctg -

Koaxiale Zylinderflichen (r — const) sind daher die Potentialflichen, und
Linien % — const, also Radien, sind die €- oder

®-Linien.

Liegt der Leiter nicht in der z-Achse selbst,
sondern auBerhalb dieser Achse, aber ihr parallel
mit der Spur @, b in der z-y-Ebene (Fig. 36), so
wird man den Ansatz

uw = Clogx

zu machen haben, wo aber logr =— log [(x — a) + ¢ (y — b)] ist. Die Kon-
stante C ist der Ladung der Léngeneinheit des Leiters proportional.

§ 47. Verteilungen auf zwei parallelen gestreckten Leitern. Wir
wollen nun auf den Fall zweier paralleler Linien mit gleich groffen und
entgegengesetzten Ladungen eingehen, von denen die eine die Abszissenachse
im Abstande + a von dem Ursprunge schneidet, die andere im Abstande — a.
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Da das Potential beider sich aus der Summe der einzelnen Potentiale ergibt
(§ 35), so machen wir den Ansatz

u=Clog(x +a-+iy) — Clog (x — a + iy).

Daraus ergibt sich

_ (x4 a)* 4 92 az/
v =gl e 1= Carn 0
Die Flichen ¢ — const sind Kreiszylinder. Setzt man
@+a?+o

(@—ap4p- °

so ergibt eine Umformung die Gleichung

#2 4+ 1\2 2% \?
. . 2 — .
<x aﬂ—4>+ﬂ ~<“ﬂ—q>

In einem beliebigen Querschnitte liegen daher die Mittelpunkte aller
Niveaukreise in der x-Achse. Der Mittelpunktabstand jedes Kreises bestimmt
sich durch

2
d — % ii ............. (70)
und sein Radius durch
. 3 ax (71)
Q - %2 — 1 ..........

In der Mittelebene (# — 0) ist x — 1, daher 9 = 0; wenn % > 1 ist,
so ist @ positiv; fir solche %, die kleiner als eins sind, ist ¢ negativ.
1
Haben wir zwei Werte %; und %, — . so ist fir den durch %; be-
1
stimmten Zylinder

tpl — Olog%lr

fir den durch %, bestimmten Zylinder ist

1
= Clog — = — @,.
Po % 1
Die beiden Zylinder haben folgende Mittelpunktabstinde:
%? 41 1241
- jram—; pum— —d M
dl a%12_—1, d2 1/%1 1 1y

ihre Halbmesser sind bestimmt durch

r 2a%1 dax, \? o 2a/%1 2
01_‘/ u2—1 V l/xl——l = o

Die Zylinder, welche entgegengesetzt gleichen Potentialen entsprechen,
liegen also symmetrisch zur y-Achse und haben gleichen Durchmesser.

Die Linien __2Zey — b, wo b eine wihlbare Konstante ist, stellen
72+ 42— a?
ebenfalls Kreise dar. In der Normalform lautet ihre Gleichung



Einfache Leitung iiber der HErde. 59

Die beiden Punkte x = a, y —= 0 und £ = — a, y = 0 erfiillen die
Gleichung unabhangig von dem gewihlten Werte von b. Alle §-Linien eines
senkrechten Schnittes durch die Zylinder konvergieren also in diesen beiden
Punkten, welche demnach die Quelle und die Senke des Feldes darstellen.

Wir gelangen so zu folgendem Satze:

Verteilungen von Elektrizitat auf parallelen, leitenden Kreiszylindern
wirken wie gleiche und entgegengesetzte Ladungen auf zwei parallelen geraden
Linien, welche gleichmafig mit gleichen und entgegengesetzten Ladungen be-
haftet sind.

Es bleibt noch die Beziehung der Konstanten A zur Elektrizititsmenge
festzustellen.

Die gesamte Elektrizitatsmenge, welche sich auf einer der leitend ge-
machten Potentialflichen befinden wiirde, 146t sich am einfachsten berechnen
aus der ihr gleichen dielektrischen Verschiebung in der Mittelebene. Sei

_ O, @tapty
P
so ist
G — 0P ( ots _ z—6 >
T e T T\etaeptyr @—apty
In der yz-Ebene, der Mittelebene, ist daher
2Ca
(@x)-z- =0 — mg'

Man erhilt die gesamte dielektrische Verschiebung auf einem Streifen
von 1 cm Breite in der Richtung der y-Achse als das Integral

-J,:co . C V+oa C
¢ Y &
J Ay (Da)e=0 = |2—chg arctg;J =52

Eine dieser Verschiebung gleiche Menge befindet sich auf jeder Niveau-
fliche. Nennt man die Ladung jeder Niveaufliche fir 1 cm Lénge in der

z-Richtung g, so ist also
e C

RN

also

9 2 | g2
Sl P Gl ol et
e a—orty
Als zylindrische Fliche im Sinne dieser Betrachtung gilt auch die Mittel-
ebene. In dieser Auffassung gibt die vorstehende Entwicklung das Mittel,
die Kapazitit eines in der Nihe der Erde ihr parallel gespannten Drahtes

oder mehrerer Drihte zu berechnen.

§ 48. Kapazitit einer einfachen Leitung gegen Erde. Bringt man
eine Leitung vom Durchmesser 2 ¢, deren Abstand von der Erde h ist, auf
die Spannung V gegen Erde, so hat man mit dem im vorigen Beispiele ent-
wickelten Falle folgende Analogie.

Auf einer zylindrischen Flache befindet sich, auf die Léngeneinheit ge-
rechnet, eine Menge | g, auf einer der Achse des Zylinders parallelen Ebene
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auf jedem Streifen von 1 cm senkrecht zur Achse des Zylinders die gleiche
Menge entgegengesetzten Vorzeichens.

Macht man daher
2+ 1 __ 2an

w—1 T w1

h—=a
so stellt a die Hohe der die Leitung vertretenden geladenen Linie dar, und
aus % ergibt sich die Spannung des Leiters gegen die Erde durch
V = 2 q c2log nat .
¢ ist hier gleich Eins gesetzt. Nun ist aber
a=Vh—o2

=1

Da £ in der Regel mehrere Meter, @ einige Millimeter betrigt, so kann
man praktisch geniigend genau setzen:

27
o—n a2
Y
Es ist also
V=—2qc¢c Zog%@
und die Kapazitit
1 1
— —_— = uF/km . . . .
K 2¢c2log 2 h/o (cgs) 18logmnat 2 h/@ )k (78)

Das Potential in dem Raume oberhalb der Erdoberfliche hat also die-
selbe Verteilung, als wenn statt der auf der Erdoberfliche durch Influenz ver-
teilten elektrischen Mengen ein zweiter Leiter angenommen wiirde, welcher
sich hinter der mit der Erdoberfliche zusammenfallenden Mittelebene befindet
und ein Spiegelbild der Leitung oberhalb der Erde darstellt. Wir fithren so
die Verteilung in dem Leitersystem Draht— Erde zuriick auf die Verteilung
zwischen zwel mit Elektrizitat geladenen Linien, die sich in einem allerseits
unbegrenzten homogenen Dielektrikum befinden und symmetrisch zu einer
an der Stelle der Erdoberfliche gedachten Ebene liegen. Da wir ferner a =5
und % = ;»1— = 2—@fanden, so bedeutet dies, dal wir bei oberirdischen

2
Leitungen ohne merklichen Fehler die an Stelle der Leitung gedachte geladene
Linie in die Achse des Leitungsdrahtes legen konnen.

§ 49. Systeme paralleler Leitungen. Wenn mehrere Leitungen parallel
der Erde gespannt sind, so wird man das fiir eine einzelne Leitung Ent-
wickelte sinngemaB so zu erweitern haben, dal man fiir jede einzelne Leitung
eine mit Elektrizititsmengen belastete Linie oberhalb der Erde einfithrt und
die Verteilungen auf der leitenden Erdoberfliche ersetzt durch die Spiegelbilder
der angenommenen belasteten Linien, bezogen auf eine mit der Erdoberfliche
zusammenfallende Fliache. Das Potential an einem beliebigen Orte P ergibt
sich bei dieser Annahme als Summe der Potentiale, welche die einzelnen Paare
von geladenen Linien hervorbringen. Bezeichnet man die auf die Lingen-
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einheit bezogenen Ladungen der Linien mit ¢y, qs,--..¢n, die Abstinde der die
Leitungen darstellenden geladenen Linien von dem Punkte P (Fig. 37) mit
a1, Ggy ... Ay, die Abstinde der Spiegelbilder von P mit D, Dy, ... D, so ist
das Potential in P

c? D D D
=T (20bo0 0t + 20slog 0 4 4 2000 ) (70
ay ) Ay
Bei Zahlenrechnungen ist ¢ = 1 zu setzen; es wird aber hier der Voll-

standigkeit halber mitgefiihrt.

Fir die Kapazititsberechnung kommt es wieder darauf an, den Wert
des Potentials auf einer Niveaufliche zu der auf dieser Fliche befindlichen
Elektrizitatsmenge ins Verhéltnis zu setzen.

‘Wir haben also die Form der Niveauflichen

festzustellen. Diese sind Zylinder, aber

ihr Schnitt in einer zu den Leitungen

senkrechten Ebene ist nicht mehr, wie in

dem Falle des § 48, ein Kreiszylinder.

Insbesondere in gréfleren Abstinden von

den geladenen Linien weichen sie von

dieser Form durchaus ab. Wie aber im

Falle eines Drahtes die allgemeinen For-

meln iber die Lage der Niveauflichen

durch die MaBverhiltnisse eine Verein-

fachung in dem Sinne erfahren, daf die

Achse des zylindrischen Leiters mit der

geladenen Linie zusammenfallt, so kann

man sich auch im vorliegenden Falle iiber-

zeugen, dafl die Niveauflichen des Potentials

in solchen Entfernungen von den Linien, wie sie fiir die Oberfliche eines
Drahtes gelten, dessen Achse mit der geladenen Linie zusammenfillt, nur
auBerordentlich wenig von der Form der Kreiszylinder abweichen.

Wir wollen dies an einem etwas einfacheren Falle erliutern, namlich
an zwei Leitungen von 2 ¢ — 5 mm Stirke, welche in der gleichen Hohe
von h = 7m iiber dem Erdboden einander parallel gespannt sind, mit einem
Achsenabstande von ¢ = 20 em. Sie mégen zur weiteren Vereinfachung
als entgegengesetzt gleich geladen angenommen werden. Wir ersetzen die
Leitungen durch zwei mit derselben Ladung belastete Linien und deren
Spiegelbilder. Ist die Ladung der Lingeneinheit ¢, so ist das Potential

c? D,
¢ =-_2qlog 4. Ds
Wir wollen feststellen, in welchen Grenzen das Potential auf einer
Zylinderfliche schwankt, die eine der beiden Linien mit Abstand @ umgibt;
wir setzen also etwa a; = @. Zur weiteren Vereinfachung wollen wir statt
der wirklichen Werte von a,, D; und D, solche bequemerer Form einsetzen,
welche den groiten Wert, den ¢ auf der Fliche @, — @ hat, noch vergrofiern,
und den kleinsten Wert noch verkleinern.
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Wir erhalten dann

2 ¢? 2h+ 0 a+t o

2 qlo R
P Y@h+ 0P + (at )
q)>,.kq; sh—e e

o V@h—or+(w—e?)
Unter den angegebenen Verhaltnissen reduzieren sich die Briiche merk-

(@t+eo) 4 (@—0)
0 0

lich auf Man erhilt

Y

+@>7 9 > log’ ;f-

2¢%q

Der Unterschied der Grenzen betrigt fir @ =20, ¢ — 0,25 etwa 0,48 v. H.
Wiirde man andererseits berechnen, welche Durchmesser der Leiter in horizon-
taler und in senkrechter Richtung haben miilte, damit seine Oberfliche auf
konstantem Potential wire, so wiirde sich ergeben, daB die beiden Durch-
messer in hoherem Mafle iibereinstimmen, als es bei den wirklichen Drihten
zu erwarten ist.

Fir oberirdische Leitungen folgt daher, daf man ihre Oberflichen mit
geniigender Genauigkeit als solche Flichen ansehen kann, in denen das
durch die obige Formel angegebene Potential ¢ konstante Werte hat, und
daf man die Ladungen auf jeder Oberfliche durch solche auf einer in der
Achse des Drahtes liegenden Linie ersetzen kann.

Die Werte der Potentiale auf den verschiedenen Leiteroberflichen ergeben
sich aus der fir @ aufgestellten Gleichung, wenn man fiir den Abstand des
Aufpunktes von der gerade betrachteten geladenen Linie den Radius des zu-~
gehorigen Drahtes, fiir die iibrigen Abstinde die Achsenabstinde der Linien
setzt. Wir bezeichnen den Achsenabstand der beiden Leitungen m und =
als @mn, denjenigen der Leitung m vom Spiegelbilde der Leitung n als D, ,.
Dabei ist @mn = @nm und D,,, = Dy, Auf der Mittelebene, an der alle
Leitungen gespiegelt sind, hat @ den Wert Null; denkt man sie sich leitend,
so stellt sie die Erdoberfliche dar. Beziehen wir alle Potentiale auf die Mittel-
ebene, so sind sie mit den Spannungen V der Leiter gegen Erde identisch;
wir nennen die Spannung des Leiters m gegen Erde V,, und erhalten nun-
mehr das System:

Ly = 241'09*”' +2qzlog - + +2(1n109’D7n

c2
22 # 9 qn ?Og 27 ( )

2 Ay n

D
= + 24,
Qg1

und zwar hat man so viele Gleichungen wie Leitungen. Sind also die
Spannungen der Leitungen gegen Erde gegeben, so lassen sich ihre Ladungen
41, 4 --- berechnen, ebenso aus den Ladungen die Spannungen.

Fir die Technik wichtige Anwendungen finden diese Formeln einerseits
fir die Bestimmung der Kapazitit von Mehrfachleitungen, andererseits fiir
die Theorie der elektrischen Influenz zwischen Hochspannungsleitungen und
benachbarten Schwachstromleitungen.
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§ 50. Mehriachleitersysteme. Mit diesem Namen bezeichnet man
Systeme paralleler gestreckter Leiter, die in derartiger gegenseitiger Abhingig-
keit betrieben werden, dall der Verlauf der elektrischen, allgemeiner der elektro-
magnetischen Vorginge in einem der Leiter durch die gleichzeitigen in den
iibrigen Leitern wesentlich bestimmt wird. Mehrfachleitersysteme sind dem-
nach z. B. Doppelleitungen, deren Zweige als Hin- und Riickleitung in einem
von anderen Leitern getrennten Leitersystem dienen; ferner Drehstrom- oder
andere Mehrphasenstromleitungen.

In der relativen Bedeutung des Wortes ,wesentlich“ liegt es, daf man
in anderen Fillen iber die Anwendbarkeit der Bezeichnung als Mehrfach-
leitersystem zweifelhaft sein kann. Wenn es z. B. auf den Verlauf der
Strome in einer Kraftiibertragungsleitung ankommt, so wird die aus Fern-
sprechleitungen an demselben Gestinge sich ergebende Riickwirkung so gering
séin, daB sie fiir den Verlauf der Starkstrome als nicht wesentlich zu be-
zeichnen ist; ferner darf man, um lediglich die Fortpflanzung der Fern-
sprechstrome zu studieren, die durch die Sprechstrome in den Kraftleitungen
hervorgerufenen elektromagnetischen Vorginge und deren Riickwirkung auf
die Vorginge in den Fernsprechleitungen vernachlissigen. Will man aber
die Beeinflussung der Fernsprechleitung durch die Stréme der Kraftleitung
untersuchen, so bilden ohne Zweifel beide Arten von Leitungen ein Mehrfach-
leitersystem.

Telegraphenleitungen in derselben Linie sind im allgemeinen nicht als
Mehrfachleitersysteme anzusehen, da sie so gut wie unabhingig voneinander
arbeiten; wenn aber die Untersuchung die Feststellung der Storungen zum
Ziel hat, so ergibt sich wieder ein Mehrfachleitersystem.

§ 51. Doppelleitung. Durch die Anwendung ist in der Regel die
gpannung V der beiden Zweige gegeneinander bestimmt; durch die geometri-
schen Verhiltnisse ergibt sich dann, welche Spannungen ¥V, und V, beide
Zweige gegen KErde annehmen. Den Zusammenhang
dieser (Grofen findet man auf folgendem Wege.

V bedeute die Spannung des Leiters 1 gegen den
Leiter 2; sie ist also positiv, wenn V; > V, ist (Fig. 38).

LaBt man von Leiter 1 eine Einheit der Elektrizitits-
menge erst nach 2 und dann zur Erde fithren, so wird
die Arbeit V 4 ¥, geleistet. Wird dieselbe Menge von 1
unmittelbar zur Erde gefithrt, so ist die Arbeit gleich V;;
daher ist
V="V —7V,
Fir die beiden Spannungen ¥, und V, erhilt man

:’i V] _ 2q1 109*5 + 2 ¢y ?og h1 +7L2

&
—Vy, = 2¢,10 l+ +2 gz log

2712’
Y
Dabei ist der geringe Betrag, um den der Abstand einer Leitung von

dem Spiegelbilde der anderen den Wert h; -+ h, ibertrifft, der Einfachheit
halber vernachlassigt. Man hat folgende Fille zu unterscheiden:
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1. Die Zweige dienen als Hin- und Riickleitung eines isolierten Systems.

Dann ist ¢; = — gy = ¢, weil fiir jedes Stiick der Leitung die Gleichung
divi = 0 gilt. Dann ist also
£ a 2h
—V, =2qlog— ———,
e qog91h1+h2
& a 2hy
SV, = —909log = .
PN X
Die Spannung V teilt sich dann derart, dal
L1
V. — 017y £ Ry
! a 2N a 2hy ’
— = g — =
0171+ hy 02 by + hy
a 2h,
log— 272
Ve — — 7V 0g92h1+}12
P ﬁﬁhl + 10 2 2h2_
01 by + by g@ﬁ hy + hy

Die Spannungen der Leitungen werden entgegengesetzt gleich im all-

h h
gemeinen Falle, wenn (Tl = E{ ist. Wenn man, wie dies praktisch wohl
1 2
stets geschieht, 9, — @, macht, so bleiben die Spannungen ungleich, auler
wenn h; = hy ist. Eine im strengen Sinne symmetrische Doppelleitung be-

steht also nur, wenn die Zweige gleich hoch angebracht sind. Bei der prak-
tischen Ausfithrung ist sie aber auch in diesem Falle nicht zu verwirklichen,
weil die verschiedene Anniherung der Leitungen an die Stangen oder andere
Leiter die Symmetrie doch beeintrichtigt.

Tatsidchlich ist die Unsymmetrie gering. Nehmen wir z. B. an, dal
hy = 700, hy = 720, a = 20 und @, = @, = 0,2 seien, so ist

£
0—27'1 — 2¢.2,3.1,994,
&
C?sz —2¢q.2,3.2,006,
so dab
V, =04975V, V, = —0,5025V

wird. Man kann also bis auf kleine Fehler eine oberirdische Doppelleitung
aus gleich starken Drihten als eine hinsichtlich der elektrischen Eigenschaften
symmetrische betrachten.

Machen wir nun auch ; = hy, so bemerken wir, daf aus den Gleichungen
der Abstand von der Erde véllig herausfillt. Allerdings ist in den Gleichungen
schon vorausgesetzt, da8 (2 k)2 gegen a? grof sei, eine Bedingung, der in der
Wirklichkeit weitgehend Rechnung getragen ist. Leitungen, welche im Ver-
gleich zu ihrem gegenseitigen Abstand weit von der Erde entfernt sind, ver-
halten sich also im wesentlichen, als wenn die Erde iberhaupt nicht vorhanden
wire. Dies gilt freilich nur fiir solche Stellen, die weit von der Erde entfernt
sind, wahrend in der Nahe der Erde die Niveauflichen des Potentials durch
die Erde eine Anderung erfahren 3).
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Man kann also fiir eine symmetrische oberirdische Doppelleitung mit
groBer Genauigkeit setzen:

& a
c_2V1 - 29(“!13;
& a
6‘_2V2 - _2q10g53

woraus sich dann ergibt
& a
po qlog 0

Diese Formel kann dazu dienen, die auf der Lingeneinheit des positiv
geladenen Zweiges der Leitung befindliche Elektrizititsmenge g aus den Di-
mensionen und der Spannung der beiden Zweige zu berechnen. Man pflegt
das Verhaltnis ¢/V als die Schleifenkapazitit der Doppelleitung zu be-
zeichnen. Diese ist also

. &
" 4ctlogale

Durch diese Benennung soll darauf aufmerksam gemacht werden, dal
durch die Bezeichnung Kapazitit allein die Ladungsverhaltnisse eines Mehr-
fachleitersystems nicht geniigend genau bestimmt sind, sodann, daB sich
die angegebene Griofe auf einen ganz bestimmten Betriebsfall, hier den mit
isolierter Hin- und Riickleitung, bezieht.

2. Die Leitungen dienen in Parallelschaltung als Leiter eines an den
Enden geerdeten Systems.

Schneidet man aus der Doppelleitung ein kurzes Stiick heraus, so haben
die beiden Zweige dieselbe Spannung V, gegen Erde, und daher gelten die
Gleichungen:

2h hy+h &
2ql7oa?lfl+ 2gplog == = .V,
Iy + Dy 2hy, ¢
2qylog— — -+ 2‘12709E =5 "
Aus diesen folgt:
¢ 1 e Q2 fy 4y -
Vi 2. 2h . 2h < h1+h2>2"
log = " log——(log ———=
g 01 g Q2 7
& 0 2hy  a
g 1 ¢ g@1 hy 4 ko .
VvV, 2 2 2 h 2
1 log 2h log=—*— (709 M&)
01 Y a
Unter der Voraussetzung der symmetrischen Anordnung der Leitungen
werden —ql und %If‘— einander gleich; unter den im Bau obwaltenden Verhilt-
1 1

nissen stimmen sie fast genau iberein. Auch diese Quotienten haben die
Dimension einer Kapazitit; sie kénnen wieder nicht schlechthin als die

Breisig, Theoretische Telegraphie. 5
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Kapazititen der Leitungen bezeichnet werden, weil sie sich auf die be-
sondere und willkiirliche Voraussetzung ¥V, — V, beziehen. Wir wollen den
Quotienten ¢,/V; als Simultankapazitit des ersten Leiters bezeichnen, weil
der Leiter bei der Simultanschaltung (fiir gleichzeitige Telegraphie und Tele-
phonie) den Telegraphierstromen gegeniiber diese Kapazitit zeigt.

Fur eine symmetrische Doppelleitung ist die Simultankapazitit jedes
Drahtes

&

K=o —
2c2log 4 h2/a @
Vergleicht man diesen Wert mit der Kapazitit einer Einzelleitung

€
2¢2log 2 h/o’

so findet man, daB die Kapazitit jedes einzelnen von zwei parallel geschalteten
Drihten kleiner ist als die Kapazitit eines einzelnen Drahtes. Die Kapazitit
der beiden Drihte zusammengenommen ist zwar gréfler als die eines einzelnen
Drahtes, aber sie betragt nicht das Doppelte davon.

Ahnliches gilt auch, wenn man mehr als zwei Drahte parallel anordnet,
wie es, wenigstens angenihert, in den Antennen der drahtlosen Telegraphie
der Fall ist; die Kapazitit eines solchen Senders wichst langsamer als die
Zahl der Drahte.

§ 52. Teilkapazititen. Wenn es sich um einen Uberblick tuber die
Elektrizitatsverteilung in Mehrfachleitungen mit zahlreichen Leitern handelt,
so ist die Anwendung des Begriffes der Teilkapazititen sehr bequem.

Wir gelangen zu diesem auf folgendem Wege.

In dem Gleichungssystem (75)

D D
—V; = 2¢q,log= + 2 gylog =*
01 (237}

D D
—Vy=2¢ Iogl + 2 g, log 2
a9y Q2

welches den Zusammenhang zwischen Spannungen und Ladungen auf einem
System mit vergleichsweise diinnen und voneinander weit entfernten Leitern
darstellt, ist durch die Gréflen D, @ und @, also die Konstruktionsdaten, eine
eindeutige Abhingigkeit zwischen den Groben V und ¢ gegeben. Aus diesem
Gleichungssystem kann man ein anderes bilden von der Form

@y =cu Vit Vot o dcnVa
Qs = o, Vi -+ coaVot - -degmVulte - oo oo (79)

Hat der Leiter ¢ das Potential Eins, wihrend die Potentiale aller iibrigen
Leiter Null sind, so besitzt nach Gl. (79) der Leiter e die Menge ¢, ein
Leiter f die Menge ¢,z Nach Maxwell?) heilt c,, die Kapazitit des eten
Leiters, ¢.r der Induktionskoeffizient der Leiter e und f.
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Man kann statt dieses Gleichungssystems wieder ein anderes schreiben:

th = ko Vit ko (Vi—Vy) +Eis (Vi —V3) + - + ki (V1 —Vy)

9o = ko Vo + kg (Vo —V1) + kos (Vo — V) + -+ + kou (Vo — V) ¢ (80)

Die Koeffizienten & sind durch die Koeffizienten ¢ véllig bestimmt. So
ist z. B.:
e = kio + kyg + kg £ -+ Fya, }
kin

Cp = —kig, 3= —kyg, -y 00 = —

Die Koeffizienten k& ergeben sich demnach ebenfalls aus den Dimensionen,
sind also von den gerade obwaltenden Werten der Spannungen und Mengen
unabhingig.

Durch jedes der beiden Systeme (79) und (80) wird die auf einem
beliebigen Leiter e befindliche Menge g, in Teile zerlegt; aus (80) geht her-
vor, wie diese Teile von den Spannungen zweier Leiter gegeneinander
abhéngen.

Man wiirde dasselbe Ergebnis hinsichtlich der Spannungen und Mengen
erhalten, wenn man sich die Leiter selbst dimensionslos, also auch
kapazititsfrei didchte und zwischen je zwei Leiter ¢ und f einen Kondensator
von der GroBe k.r legte. Man erkennt hieraus auch, daB k., = ke, also
auch ¢, = ¢f. ist. Die k,; haben positive, die ¢.r negative Werte.

Diese Kondensatoren %, s, auf gleiche Leiterlingen gerechnet, heifen die
Teilkapazititen der Leiter gegeneinander.

Die Koeffizienten k,, kg, -+ geben an, welcher Teil der Ladung jedes
Leiters von der Spannung des Leiters gegen Erde herrithrt; sie heifen die
Teilkapazitidten der Leiter gegen Erde.

Der Begriff der Teilkapazititen ist hier zwar von einem bestimmten
Mehrfachleitersystem hergeleitet worden. Gehen wir aber auf den § 35
zuriick, nach welchem sich in einer beliebigen Verteilung das Potential an

2
jeder Stelle als %Z%, also als lineare Funktion der einzelnen Mengen dar-

stellen 14Bt, so ist zu erkennen, daf die Gleichungssysteme (79) und (80)
unter verdnderten Werten der Koeffizienten ¢ und k fiir jede beliebige An-
ordnung von Leitern gelten.

Die Teilkapazititen haben also fiir jedes System von Leitern bestimmte
Werte, die sich aus den Konstruktionsgréfen Form, Abstinde, Dielektrikum
ergeben, und von den Betriebsgrofen Menge und Spannung véllig unab-
hingig sind. Dagegen sei, um Irrtimer zu vermeiden, hervorgehoben, dal
die Teilkapazitit zweier Leiter nicht lediglich durch ihre Lage zueinander
bestimmt ist, sondern auch durch alle iibrigen Leiter des Systems.

Zur Erliuterung besprechen wir die

§ 53. Teilkapazititen einer Doppelleitung. Aus Fig. 39 ergibt sich, daB

@ = ko Vi +k(V,—Ty),
qs = kg Vo + K (Vo — V).

Macht man ¢, = — gy == ¢, so wird, wenn V;, —V, — V gesetzt wird,
k k
V=2V, Vp=-—2_.
! o+ kg~ ? Fyo -+ Ego

5*
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Man erhilt die Bedingung fiir die elektrische Symmetrie der Doppel-

leitung, daB %,, = kgo. Dies wird nur der Fall sein, wenn beide Leiter auch
geometrische Symmetrie zeigen.
Fig. 39. Wird, Symmetrie vorausgesetzt, ki = koo = Fko,

K so ist die Schleifenkapazitit

1 = Kl =k + 1/”2 ko.
ko ikzo Legt man beide Lc.siter an dieselbe Spannung, so hat
T T das Paar die Kapazitiat

K, = 2k,
Wird ein Leiter geerdet, so ist die Kapazitiat des anderen
Ky = ky 4 k.

Diese drei an der Doppelleitung nach bekannten Verfahren mefBbaren
Kapazititen hingen also durch die Gleichung zusammen:

4K, + K, = 4K,

§ 54. Kapazitiit von Doppelleitungskabeln. In dem fir die Telephonie
sehr wichtigen Falle eines Kabels mit zwei symmetrischen, in einer isolierten
Hin- und Riickleitung betriebenen Leitungen liegen die Drihte einander
benachbarter Leiter so nahe, dafl es nicht angingig ist, den Durchmesser der
Drahte goegen die Abstinde zu vernachlissigen.

Eine Lésung, welche auf solche Leitungen anwendbar ist, bietet sich
folgendermalen. Gefordert wird eine Anordnung (Fig. 40), in der das

Potential auf dem Leiter 1 den Wert 4V,
auf dem Leiter 2 das Potential — ¥ hat;
der Symmetrie halber ist es in der Mittel-
ebene Null; aullerdem soll es auf einer
Hiillle den Wert Null haben, welche die
durch die Achsen der Leiter gelegte Ebene
im Abstande R von der Mittelebene beider-
seits schneidet. Im iibrigen mufl diese
Hiillle etwa kreisférmigen Querschnitt
haben; es wiirde z. B. keine brauchbare
Lésung ergeben, wenn die Hiille sich beiderseits mit zwei Asten der y-Achse
asymptotisch néiherte.

Wir werden versuchsweise an Stelle der beiden Leitungen zwei entgegen-
gesetzt geladene elektrische Linien setzen, welche zunichst in der Mittelebene
das Potential auf dem Werte Null lassen. Damit es in den Punkten
2 =-+R, y = 0 auch den Wert Null habe, mufl offenbar auBerhalb der
Hille auf der positiven z-Achse eine negativ geladene Linie und ibr ent-
sprechend auf der anderen Seite eine positive gleicher Einheitsladung an-
genommen werden. Mit diesen Annahmen kénnen wir den Forderungen
geniigen, dal das Potential zu beiden Seiten der Mittelebene symmetrische
Werte und an einer bestimmten Stelle der z-Achse den Wert Null habe. Fir
einen beliebigen Punkt P erhilt man das Potential

c? r s
— " (2qlog-2 _>
5( thrlnL2qlloyrI
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Man kann hierin verfiigen iiber die Werte ¢;, @, b. (Fig.41.) Es ver-
einfacht die Gleichungen erheblich, wenn man ¢, — ¢ setzt, man erhalt dann
rars

9 q
P =71 09711'1"
Das Potential hat den Wert Null auf der hinsichtlich ihres Schnittes

in der zy-Ebene durch die Gleichung

To¥y = 7171
oder

(@ + a)? + y?][(0 — x)* + »°] = [(& — a)* + ¥*] [(b + @) + ¥7]
bestimmten Flidche.
Nach Ausscheidung der auf beiden Seiten gleichen Posten erhilt man

z(b—a)(a®+ y2—ad) = 0.

DaB b und « verschieden seien, ist hier notwendige Voraussetzung. Das
Potential ist also Null, wo # == 0 ist, also in der Mittelebene und aulierdem
auf einem Kreise, der mit
dem Radius B — Vab um
den Anfangspunkt ge-
schlagen ist.

Die angenommene An-
ordnung von vier Linien
ergibt also hinsichtlich der
Fliche mit dem Potential
Null eine befriedigende
Lésung.

Man kann iibersehen,
daB sich bei einer anderen
Wahl des Verhaltnisses
¢1/q andere Formen der
geerdeten Hiille als die des
Kreiszylinders geben. Macht
man z.B. ¢, >g¢q, so wird
die Hiille einen linglichen
Querschnitt erhalten. In-
dessen diirfte die Annahme
eines kreiszylindrischen
Querschnittes  fiar alle
praktischen Erfordernisse
geniigen.

Wenn R gegeben ist, ist jetzt nur noch eine der Grofen @ und b wahlbar.
Man kann innerhalb des Kreises a gréfer oder kleiner wihlen, und danach
wird eine bestimmte Potentialfliche die x-Achse an diesen oder jenen Stellen
schneiden. Nun soll a so bestimmt werden, daB ein bestimmter Wert des
Potentials @, fiir welchen ndmlich

ToTs
ryi T
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ist, an den Stellen der z-Achse herrscht, wo diese die Leiteroberflichen trifft.
Diese Stellen seien z; — A und 2, — 4 4+ D, worin A und D nach Fig. 42
aus den Konstruktionsverhiltnissen entnommen werden kénnen.

Da die Grofen r ihrer Natur nach positive Gréfen sind, so erhdlt man
fiir 2, und x, die Bestimmungsgleichungen

(@4 2) (b —ay) = u(a— ) (b+ 2,)
(@ -+ 29) (b — 9) == u (B — a) (b + 22).

Daraus ergibt sich

u—+1

b—a)x 1= = R?—
—1 " 9
(b—a)ac2 Wil = B?— z;-

Aus diesen Gleichungen lassen sich b —a und % — 1/u + 1 bestimmen.
Fir die letztere Grofe ergibt sich

w—1 ‘/Rs—(A+D)2 A
w4+1" )

—4&  A+D
Man erhilt daraus fir u die Gleichung

3 . (A2
u2 — 9 <27A E,,,,E—F_AE) >+ 1 — 0.
D R4 (A2 4 A D)
Sie geht in eine bequemere Form iiber, wenn man den Achsenabstand
der Leiter mit 2 d, ihren Durchmesser mit 2 ¢ bezeichnet, so daf
D=2 A=d—0¢
wird. Dann ergibt sich die Gleichung
d R?— (d2—?)
29 Sl 1 =0
YR BT @

Von den beiden VVurzeln dieser Gleichung ist mit Riicksicht darauf, daB
der log einen positiven Wert ergeben mul, nur die mit zwei positiven
Gliedern zu gebrauchen.

Man erhalt daher auf der durch die angegebenen MaBe bestimmten
Fliche das Potential

o= n [T V() ez 1) @

In der Regel ist das Quadrat unter der Wurzel grol gegen Eins, wenn
némlich der Achsenabstand erheblich gegen die Drahtstirke ist. Dann kann
man auch @2 gegen d? vernachlassigen.

Die Schleifenkapazitat der Doppelleitung ist das Verhaltnis ¢/2 @; mit
der zuletzt genannten Vereinfachung erhalten wir den Wert

&

K= 'WRQ a2 (8)
R2 4 d?
T P (85)
— ; @ F/km
i /
)Glognat 24 B —

RZ—}—dﬁ
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Fur die praktische Brauchbarkeit dieser Formel kommt es darauf an,
ob die Niveaufliche, welche nach ihrer Bestimmung zwar die z-Achse in den-
selben Punkten schneidet wie die Oberfliche des Leiters, auch sonst geniigend
genau mit ihr zusammenfillt, so daf man statt der ganzen Leiterfliche die
Niveaufliche setzen darf. Diese Priifung lift sich nur von Fall zu Fall durch
numerische Rechnung ausfithren. Man hat dazu noch die Werte a und b zu
berechnen und dann eine Reihe von Stellen aufierhalb der z-Achse aufzusuchen,
in denen das Potential den vorgeschriebenen Wert hat.

Fig. 43 zeigt eine Reihe von Potentialflichen der angenommenen Potential-
funktion, wobei fiir die innersten als Leiteroberflichen die Werte B —0,3 cm,
D = 0,07cm, A — 0,08 cm gewihlt
sind. Es wurde angenommen, daf diese
MafBe (1898) ungefihr bei einem viel-
paarigen Telephonkabel zutreffen, wenn
man sich statt der eine Doppelader
umgebenden geerdeten Adern eine
elektrisch gleichwertige geschlossene
Zylinderfliche denkt.

Nicht nur die innersten Flichen,
sondern auch noch mehrere der daran
sich anschliefenden sind mit groBer
Genauigkeit Kreiszylindern gleich.

Es sei noch darauf aufmerksam
gemacht, dall die Kapazitit von Kabeln
sich nicht 4ndert, wenn man alle linearen
Dimensionen in gleichem Mafle vergrofert. Kabel #hnlichen Querschnitts
haben also bei gleichem Dielektrikum auch gleiche Kapazitit.

Eine Diskussion der Formel fiir die Kapazititsberechnung ergab zu-
nichst, daB die Kapazitit um so gréBer ist, je kleiner u, je kleiner also auch
w— 1/u -+ 1 ist. Demnach ist die Kapazitit um so kleiner, je grofier R und
je kleiner D ist; diese Aussagen decken sich mit der Anschauung. In betreff
der GroBe A4 ist zu sagen, dafl die Kapazitit sowohl grofl wird, wenn die Leiter
sehr nahe aneinanderkommen, wodurch ihre gegenseitige Teilkapazitit
gesteigert wird, als auch, wenn sie dem Bleimantel sehr nahe kommen, weil
dies die Teilkapazitit gegen Ende vergrofert. Es wird also eine bestimmte
Lage der Adern innerhalb des Mantels geben, fiir welche die Kapazitit einen
Mindestwert hat; die Rechnung ergibt kein einfaches Resultat; die Adern
sind so zu legen, daB ihr kiirzester Abstand voneinander etwas kleiner als
das Doppelte ihres kiirzesten Abstandes vom Bleimantel ist.

§ 55. Kapazitit von Doppelleitungen in vielpaarigen Kabeln. Bei
vielpaarigen Kabeln kommt nicht der Bleimantel, der das ganze Kabel um-
schlieft, fiur die Bestimmung der Kapazitit in Betracht, die geerdete Hiille
wird vielmehr durch die benachbarten Adern dargestellt. Dies ist ohne
weiteres ersichtlich bei der Messung der XKapazitit, da nach Vorschrift
wihrend der Messung jeder Doppelader die anderen geerdet sein sollen. Auch
im Fernsprechbetriebe konnen die Nachbaradern in Ansehung des Verlaufs
der Wechselstrome in der zum Sprechen benutzten Ader als geerdet gelten.
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Bei den meisten Z B-Schaltungen hat wenigstens eine Ader sowohl in der
Ruhe- als auch in der Arbeitsschaltung Erde im Amte.

Von einer zylindrischen Hiille kann daher bei den Adern vielpaariger
Telephonkabel nicht gesprochen werden; die Hiille wird von einzelnen, bald
naher, bald weiter ab von der besprochenen Ader liegenden Drihten gebildet.
Hat man ein Kabel im Schnitt vor sich, so kann man durch Ausmessung den
mittleren Wert des Abstandes der benachbarten Drihte vom Mittelpunkte
einer Schleife feststellen und diesen in der Formel (82) fiir R einsetzen. Mit
gleicher Genauigkeit wird man aber auch die Kapazitit bestimmen kénnen,
indem man statt des R eine Griofe einsetzt, die man aus der mittleren Raum-
beanspruchung einer Doppelader und dem Durchmesser ihrer Drihte berechnet.

Wir wollen zu diesem Zwecke annehmen, die Doppelader nehme einen
zylindrischen Raum vom Radius R’ ein und alle Doppeladern seien gleich-
méfig iber die Fliche des Kabelquerschnittes verteilt. Letatere Annahme
trifft zu, die andere ist etwas idealisiert, aber durch keine einfachere zu
ersetzen. , Unter diesen Annahmen liegen je sechs Doppeladern gleichmifig
verteilt um eine siebente herum; verbindet man die Mittelpunkte der sechs
duferen Adern, so erhdlt man ein regelméafiges Sechseck, dessen Flichen inhalt

den Raum von g + 1 == 3 Doppeladern umschlieBt. Die Seite dieses Sechsecks

ist 2 R', daher ergibt sich der Flicheninhalt, der auf jede Doppelader fillt,

zu 2 R'2 V?T Nennen wir diese Fliche F, so ist
R = 0,537V F.

Aus dem lichten MaBe des Bleimantels und der Zahl der Adern kann
man also die Grofie R’ bestimmen.

Es bleiben von den in Fig.42 vorkommenden GréBen noch R und A
zu bestimmen, da D ==2 @ ist, wenn 2 ¢ den Durchmesser der Drihte bezeichnet.

Fir R wird man den ungiinstigsten Wert wihlen; dieser ergibt sich,
wenn die Ebene der Drihte der Nachbarader durch die Achse der besprochenen
Ader geht, und fiir R gilt der Wert von dieser Achse bis an die zundchst
liegende Stelle des nichsten Drahtes der Nachbarader. Man findet so R
—=2R' — (A4 D). Der Abstand 2 A der Drihte einer Schleife hiingt nicht
unmittelbar von R’ und ¢ ab, da man nach Belieben die Drahte mehr gegen-
einander und mehr nach auBen isolieren kann. Bei der Betrachtung der
Verteilung der Adern in einem fertigen Kabel gewohnlicher Bauart findet
man aber keine sonderlichen Unterschiede zwischen den Abstinden von Adern,
die demselben Paare angehoren und den Abstinden von Adern verschiedener
Paare. Man kann daher annihernd setzen

I
A= 9 (R' — D).
In der Kapazititsformel (82) ist statt des nichsten Abstandes 2 A der
Drihte ihr Achsenabstand 2d eingefithrt; fiir diesen erhélt man unter obiger
Annahme R

7=
=7

und ferner

R = R —p.
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Setzt man diese Werte in Gl (83) ein und entwickelt unter der An-

2
nahme, daf (%) gegen Eins zu vernachlassigen sei, so erhilt man die Formel

K= : ¢ uF/km - . - - (84)

8 R 3 ¢
— (1 = Z 3
36 log nat [10 0 < 10 R’>]

Nach den von der Reichs-Telegraphenverwaltung aufgesteliten Bedingungen
ergibt sich bei Kabeln von 350 bis 500 Paaren fiir jede Doppelader im Mittel
eine Raumbeanspruchung, wie sie aus nachstehender Tabelle ersichtlich ist,
welche auch den fir die vertragsmifig gewahrleistete Kapazitit von
0,037 uF/km geltenden Wert von & enthilt.

Drahtstiirke . I | R

inmm | inmomm? | in mm | &
0,6 6.85 141 | 1,67
0,8 9,75 1,68 | 1,51
0,9 | 13,42 1,97 | 1,57

Bei Kabeln, die aus Lagen verschiedener Drahtstirke aufgebaut sind, ist
die Fliche F' fiir jede Lage besonders zu berechnen.

Fianfter Abschnitt.

Verteilung auf Leitern mit verdnderlicher Kriimmung.

§ 56. Unterschiede der Flichendichte. Wir haben bisher das elektrische
Feld zwischen Leitern betrachtet, die eben, zylindrisch oder kugelférmig waren,
oder wenigstens von einer dieser Formen so wenig, wie praktisch ausfiithrbar,
abwichen. Das gemeinsame Kennzeichen dieser Formen ist, da8 alle Teile der
Oberfliche eines Leiters irgend einer dieser Formen gleiche Kriimmung haben.

Es ist wichtig, auch die Verteilung auf Leitern zu untersuchen, deren
Oberflichen an verschiedenen Stellen erheblich verschieden gekrimmt sind.
Wihrend fiur diese Untersuchung meistens das dreiachsige Ellipsoid gewahlt
wird, das aber eine verwickelte Rechnung nétig macht, wollen wir den Einflufl
der Kriimmung der Oberfliche auf das elektrische Feld an einigen erheblich
einfacheren Beispielen betrachten.

Nach § 35 bieten sich Losungen der Gleichung 4/ @ — 0 in der allgemeinen
2
Form ¢ — %Z%, worin die ¢ Mengen von Elektrizitit bedeuten, die stellen-
weise oder stetig verteilt sein konnen. Nach § 45 kann man jede Flache
@ — const als eine Leiteroberfliche auffassen, deren Ladungen dasselbe Feld
erzeugen, wie die Elektrizititsmengen ¢ in der gegebenen Anordnung.
Schon ganz einfache Beispiele dieser Art geniigen dem vorliegenden Zwecke.

Wir untersuchen zunichst das Feld zweier Mengen ¢, und g, Seine
Potentialfunktion ist: o — Ci<;‘11, +@>
e\ ry/’
wo 7, und r, die Abstinde des Aufpunktes von den beiden Mengen sind.
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Die Niveauflichen sind offenbar drehrund nach der die Mengen ver-
bindenden Linie, wir zeichnen sie fiir einen Meridianschnitt.

c? 2
Fur Fig. 44 ist angenommen, daB T h= 100, —CE— gs = 1 sei. Gezeichnet

sind die Flachen ¢ == 10, 9 = 9,5, ¢ =9, ¢ = 8,5, p == 8. Alle diese Flichen
sind im groBen und ganzen Kugelflichen, aber mit einem Buckel an einer Stelle
in der Nahe von g,. Diese Stelle ist in Fig. 45 in gréSerem MaBstabe gezeichnet.
Wir betrachten zunichst die Fliche ¢ — 9,5
als Leiteroberfliche. Die Feldstirke ist uns gegeben
als § = — grad @ und wir finden sie angenihert,
indem wir von einer Stelle der Fliche ¢ — 9,5
auf dem kiirzesten Wege zur Fliche ¢ — 9,0
ubergehen und den Unterschied 0,5 durch den Ab-
stand der Flichen dividieren.
Die Flichen liegen einander auffillig naher
vor dem Buckel, als an den ibrigen Teilen der
Oberfliche; an dieser Stelle der Oberfliche, wo die
Krimmung am groBten ist, herrscht also die grofite
Feldstirke, demnach auch die gréBte Flachendichte
der Elektrizitat.
Nach der Feldstirke richtet sich auch die
Beanspruchung des Isoliermaterials. Diese ist also
am grofiten vor den Stellen grofiter Kriimmung.
Die Feldstirke in der Richtung der Achse
ergibt sich auf der Seite des Buckels als

4 qs
@ = 0n? " (m— )
wenn z; der in der Richtung von ¢, nach g, positiv
gemessene Abstand des Aufpunktes von ¢; ist;
dagegen ist die Feldstirke in der Richtung der
Achse auf der dem Buckel entgegengesetzten Seite

des nahezu kugelférmigen Koérpers

92
(xg + @)
wenn z, der Abstand des Aufpunktes von ¢; in der von ¢, abgewendeten
Richtung ist. Wenn, wie hier angenommen, ¢, betrichtlich groBer als g, ist,

- 4
@2—'%,22_'_

¢

80 ist 41 etwa gleich ,,,1,,1,,;

x12 x22
dagegen ist

%2 yetrachtlich grofler als

. 42
(2 —a)?

(z, + a)

§ 57. Wirkung von Spitzen. Spitzen sind Stellen, an denen die Kriimmung
einer Oberfliche sehr betrdchtlich wird. Dije Feldstirke wird also dort sehr
groB werden.
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Wir untersuchen dazu folgendes Beispiel: Auf der negativen Seite der
x-Achse seien in bestimmten Abstinden vom Nullpunkte elektrische Massen-
punkte angeordnet, und zwar seien Elektrizititsmengen und Abstinde beziiglich

¢ e .. a4
q k) k2 s k4 ) ]‘: 2 n b
. & e @
) k b k2 ki k” )

wo k eine Zahl sei.
Die Zahl dieser Massenpunkte kann beliebig gro sein. Ihre Gesamtmenge
ist auch bei unendlich groBer Anzahl endlich, wenn & >> 1, da die Mengen eine

geometrische Reihe mit dem Exponenten —1}2— darstellen; deren Summe ist dann

1— ey o w
——k{:_;lf, far n — oo, Q = qké:*i .

Wir nehmen zunéchst die Anzahl n der Massenpunkte als endlich an.
Thr Potential in einem Aufpunkte z,y ist die Summe der Potentiale der
einzelnen Massenpunkte, also

R

Solange x, y nicht mit einem der Massenpunkte zusammenfallt, also
aulerhalb der negativen z-Achse, ist ¢, eindeutig, endlich und stetig. Wir
wollen den Wert des Potentials im Anfangspunkte untersuchen: es ist dort

_029 — ko <_1>"
Pon = zkh—sak—l[l_ k J

LBt man die Zahl der Punkte beliebig gro werden, so nihert sich dieser
2
Ausdruck der endlichen Grenze % 4 k—éi
Die Feldstirke im Anfangspunkte ergibt sich aus der Uberlegung, daB
alle von den einzelnen Massenpunkten ausgehenden Krifte in der Richtung der

@n = qk?

positiven x-Achse wirken, und da der Massenpunkt aus der Entfernung

q
k2 T.2h
ﬁ die Kraft ©- a_ in der Richtung der z-Achse dullert. Die Gesamtkraft ist also

2
G =n"

Sie ist also um so grofer, je groBer n gewiblt wird, obwohl dabei, wie
vorhin gezeigt, weder die Menge der Elektrizitit, noch das Potential sich
merklich dndern.

Wenn man die Niveaufliche mit dem Potential g, feststellt und durch
eine kongruente metallische Fliche ersetzt, so nimmt diese bei der endlichen
Ladung ¢, das Potential ¢, an, aber sie hat bei grofflem # in einem Punkte
eine auflerordentlich hohe Feldstirke.
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Das Krimmungsma8 einer Kurve, die durch eine Gleichung ¢ (z, y) = 0
gegeben ist, wird durch die Formel dargestellt:
<8¢>282w 00909 2’9 @)29@

1 \By) 5w TP %w g peny o0 ) T

e ’8¢>>2 09 \*
(52) + (&)
Wir wollen die Kriimmung in den Punkten der positiven z-Achse unter-

suchen, die in der Nahe des Anfangspunktes liegen. In den Ableitungen,
deren Berechnung nicht schwierig ist, haben wir also ¥ = 0 zu setzen. Die

2
Rechnung ergibt, dafl dann %% — 0 und 8890 g)y

— 0 werden. KEs verbleibt

also

und dies ergibt

a2
1 k2h<x+%>

Fir = 0 geht dies iiber in

kR
ke

0 a n  a(k—1) n

1

Dieser Ausdruck wichst mit # iiber jedes Maf hinaus, die Potentialfliche
der angegebenen Verteilung hat im Anfangspunkte eine Spitze. Wir sehen
also, dal die Feldstirke an einer Oberfliche um so gréBer wird, je stirker
dort die Fliache gekritmmt ist.

Diese Wirkung von Spitzen ist bekannt. Sie findet in einigen Fillen
eine niitzliche technische Anwendung, vor allem in den Blitzableitern der
verschiedenen Konstruktionen, deren gemeinschaftliches Prinzip ist, Spitzen
verschiedenen Potentials gegeneinander zu stellen. Als solche werden ver-
wandt Korper mit einzelnen Spitzen oder Zahnen, oder mit Schneiden, oder
mit einer rauhen, aus vielen kleinen Kriimmungen bestehenden Oberfliche
(Retortenkohle).

In anderen Fillen hat die héhere Flachendichte an Stellen groBer Kriimmung
unerwiinschte Folgen.

Die Feldstirke an der Oberfléche eines bestimmten Leiters ist der Spannung
proportional, und daher zeigen sich an Leitern fiir Hochspannung auch bei
solchen Kriimmungen, die fiir Niederspannung unbedenklich sind, die aus zu
hoher Flichendichte folgenden Vorginge.
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§ 58. Antennen fiir Telegraphie ohne Draht. Im Bereiche der Tele-
graphentechnik sind es hauptsichlich die Antennen der drahtlosen Telegraphie,
bei denen betriebsmiflig hohe Spannungen verwendet werden.

Die Verteilung der Elektrizititen auf der Antenne ist zwar, wihrend sie
arbeitet, wegen der Wellenausbildung anders als bei einer statischen Ladung,
wie spiter niher gezeigt werden wird;
die Flichendichten sind n#mlich im
allgemeinen am oberen Ende, wo sie
schon unter statischen Verhiltnissen
am grofiten sind, noch hdher unter den
Verhiltnissen der Schwingungen. In-
dessen kommt bei den Antennen der
grofen Stationen mit langer Welle die
tatsichliche Verteilung der statischen
ziemlich nahe. Wir konnen deshalb
schon das Wesentliche feststellen, wenn
wir die ruhende Verteilung an einem
einfachen Beispiele betrachten.

Wir fragen nach der Form einer
Antenne, die einer iiber eine senkrechte
gerade Linie gleichmiBig verteilten
Elektrizitdtsmenge entspricht.

Damit das Potential einer solchen
Anordnung in der Erdoberfliche Null
sei, muf} die Linie durch ihr Spiegelbild (Fig.46) unterhalb der Erdoberfliche
erginzt werden. Zum Werte der Potentialfunktion, in einem Punkte a, b,
bringt die mit g Einheiten in der Lingeneinheit geladene Linie den Beitrag

L J ) y=1+h
S DL 2 () —b)E gy —
P SJVaUr(y—b)ﬂ gq[logva +@—b2+y—0b
c? Va2 + Q+h—bp+ (1 +h—b)

= g1

y=h

¢ Va2 + (h—b)? 4 (h—10)
Das Spiegelbild ergibt in demselben Punkte den Beitrag
1+h
¢2 qdy
P, — — N
J Va2 + (g 4 bp

g VARV At it b
C Va2 4+ (- by + (1)
Daher ist die Potentialfunktion der geladenen Linie oberhalb der Erd-
oberfliche

an2+<l+h—b>2+<i+h—b>
¢ Va4 (h —b)2 + (h —1)

o Ve (402 (k4 b)

Ve FQ+hf 02+ +h+4b)

q)_.
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Wie leicht festzustellen, ist diese Funktion in der Tat Null, wenn man
b = 0 setzt, d.h. fiir alle Punkte der Erdoberfliche.

Die Kapazitit gegen Erde fiir eine Antenne, die die Form einer bestimmten
. l
Niveaufliche hat, erhalten wir als 2° in elektromagnetischen Einheiten. Es

ist im Bereiche der Hochfrequenztechnik iiblich, Kapazititen in elektrostati-
schen Einheiten anzugeben. Nach der Bemerkung in § 2 ist daher die Kapazitit
gleich dem Quotienten ¢ql .

¢

Fig. 47 enthalt fiir eine 50 m lange Antenne, die 2m iber dem Erd-
boden endet (oder in Leiter ohne merkliche Kapazitit iibergeht), die Niveau-
flachen, die einer Kapazitit von 1000, 1500, 2000 cm
entsprechen. Die innere dieser Flichen nihert sich
in der Form der einer stabformigen Antenne, wihrend
die AuBere Ahnlichkeit mit einer trichterformigen
Antenne hat. Die Wirkung einer Antenne wird
offenbar vermehrt, wenn die Ladung sich haupt-
sichlich in den hochgelegenen Teilen der Antennen
ansammelt; da die stabférmige Antenne mit einer
gleichmiBig geladenen Linie iibereinstimmt, so folgt
fiir sie, daB eine Verbreiterung der Antenne am oberen
Ende vorteilhaft ist.

Man erkennt an den Potentialflichen der Fig. 47,
dall bei einer Antenne linglicher Form am oberen
Ende das groBte Gefille der Spannung besteht, wenn
man von den Zustinden am unteren Ende absieht, die
hauptsichlich durch die Zuleitungen vom Erreger-
system bestimmt werden. An jener Stelle ist sie also
auch der Gefahr von Verlusten iber Flichenstiicke zu
grofer Krimmung am meisten ausgesetzt.

ZweckmaBig werden die Antennen deshalb am
oberen Ende mit einem Antennenkopf versehen, z B.
Harfenantennen mit einem starken Metallrohr, dessen
Réinder sorgfiltig gerundet sind.

Nach dem am Schlufl des § 32 Gesagten ist die
Flachendichte auf der Oberfliche eines zu einem
Netze gehorenden Leiters, bei einer im Vergleich
zum Durchmesser grofien Maschenweite, dieselbe, als
wenn der Leiter allein vorhanden wére. Bei Mehr-
fachantennen ist es daher nicht zweckmiflig, zu
diinne Drahte zu verwenden; auch sind Litzen aus
diinnen Drahten in elektrischer Beziehung weniger
zweckmiBig, als zylindrische Leiter, weil sie bei
gleichem Querschnitt grofere Kriimmungen haben.

Scharfe Ecken kommen bei Antennen auch dort vor, wo die Drihte
untereinander oder mit dem Antennenkopf verbunden und abgekniffen sind;
man kénnte sie nur durch gelétete Verbindungen vermeiden, was aber mit

Fig. 48.
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Ricksicht auf die Festigkeit des Materials meist nicht zulissig ist. Auch
wenn man die Enden rund feilte, wiirden sie doch noch Anlal zum Sprithen
geben. Marn mubB daher die Spitzen auf andere Weise unschidlich machen.
Wie dies geschehen kann, 1ifit sich aus Fig. 44 und 45 erkennen. Die Fliche
mit dem Potential 10 besteht aus zwei Teilen, die in zwei gegeneinander
gerichteten Spitzen zusammenstoBen. Man sieht aus dem Verlauf der Flichen
@ == 10 und ¢ = 9,5, dal die Feldstirke gerade in der Nihe dieser beiden
Spitzen die geringsten Werte hat. Daraus folgt, dal man eine Spitze
unschéidlich macht, wenn man sie gegen einen Leiter desselben Potentials,
aiso gegen eine andere Stelle desselben Leiters richtet.

Man héitte also einen in einen Antennenkopf eingezogenen und durch
eine Wickelstelle befestigten Draht in der in Fig. 48 bezeichneten Weise in
sich zuriickzubiegen, um schédliche Spitzenwirkungen zu vermeiden.



Dritter Teil.

Stationare Felder.

§ 59. Grundgleichungen des stationdren Zustandes. Als stationir
bezeichnet man solche Felder, deren Zustinde sich mit der Zeit nicht dndern.
Wir erhalten demnach die Grundgleichungen des stationiren Zustandes, indem
wir in der ersten Hauptgleichung von den beiden Komponenten des wahren
Stromes

0D
=0 —
¢ &+ 51
nur die erste beibehalten, die andere aber gleich Null setzen. In der zweiten

0
Hauptgleichung ist o3 — 0 zu setzen, da sonst bei der gegenseitigen

ot
Abhéngigkeit der elektrischen und magnetischen Gréfen die Strémung nicht
stationir sein koénnte.
Die Grundgleichungen nehmen also die Form an

rot) = 4me6@, rot(E—¢)—0 ... ... . (85)

Erster Abschnitt.

Das elektrische Feld stationidrer Strome.

§ 60. Das elektrische Potential im Felde stationédrer Strome. Die
zweite Hauptgleichung bedeutet, daf

[E—e)as=o,

C
j@d@:j@em.
O (@)

Soweit die Integrationswege keine eingepragten Krifte enthalten, also
fiir den Raum auBerhalb der Leiter und fiir das Innere homogener Leiter ist

j’ G,d8 = 0,

O
daher auch

j@d@ = 0.
0
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Demnach besitzen die elektrischen Krifte ein Potential, derart, daf
¢ = — gradq) ............. (86)

Die Gleichung divi == 0 (38) wird im Falle homogener Leiter zu
div 8 € == 0, also auch div € = 0, und daraus folgt

A(p:O .............. (87)

fiir das Innere homogener Leiter und den umgebenden Raum.
Losungen der Gleichung 4 ¢ — 0 ergeben §, also auch die Stromdichte.

Es handelt sich noch um die Grenzbedingungen. Bilden wir ‘ Edsg fir einen

geschlossenen Weg, der an der Grenze zweier Leiter zum Teil in dem einen,
zum Teil in dem anderen verlauft, so kann dies zerlegt werden (Fig. 49) in

b 4 d a
J Gudsy + [ Caydmy + | Gy dsy + [ Gy day,
a b 4 d
wo ds, und ds, zwei einander unendlich benachbarte durch die Grenzschicht
getrennte kurze Strecken sind, & und &, die in deren Richtungen fallenden
tangentialen Komponenten. dn,, und dny, sind
die zur Trennfliche normalen Wegstrecken,
& ny, und Eny, die in deren Richtungen fallenden
Komponenten.

Die Integrale iiber die Strecken von b bis ¢
und von d bis a sind trotz der Kleinheit ihres
Weges nicht zu vernachlissigen, denn sie be-
deuten die Kontaktpotentialdifferenz der beiden
verschiedenartigen Metalle. Da diese aber einmal in dem einen, das andere
Mal im entgegengesetzten Sinne auftritt, so heben die beiden Integrale normal
zur Flache sich auf, und es ergibt sich

b a
f@tldsl + [ Grds, = 0.
a b

Ist der Weg von a bis b im Leiter 1 nur das Stiick ds;, der von b bis a
im Leiter 2 nur das Stiick ds,, und wir lassen beide unmittelbar neben-
einander liegen, so ist

G, =G, - - (88)

Durch eine Trennfliche zweier Metalle geht daher die tangentiale Kom-
ponente stetig durch.

Handelt es sich um die Grenze zwischen einem Leiter und einem Nicht-
leiter, so ergeben die Integrale auf den Wegen senkrecht zur Trennfliche
jedes fiir sich Null; es bleibt dann fir die tangentialen Komponenten der
elektrischen Feldstirke die Bestimmung bestehen, daf sie stetig durch die
Fliache gehen.

Um das Verhalten der normalen Komponente zu erkennen, denken wir
uns, wie in § 28, einen durch die Grenzfliche geteilten dosenférmigen Raum
abgegrenzt, dessen Boden und Deckelfliche einander sehr nahe liegen und
beliebig groll gegen die Mantelfliche sind. Wendet man auf diesen Raum
die Bestimmung div i = 0 an, so ergibt sich durch Uberlegungen, die denen

Breisig, Theoretische Telegraphie. 6



89 Isolationswiderstand von Guttaperchakabeln.

im § 28 durchaus shneln, daff die Stromdichte auf beiden Steiten der Grenz-
fliche denselben Wert haben mufi. Dies bedeutet aber, dafl

6,8, =6,GC,, - - . oL (89)
ist. Liegt an Stelle des zweiten Leiters ein Nichtleiter (6, = 0), so muB
auch 6, &, = 0 oder &, == 0 sein.

Es gelten also fiir eine stationire Stromung folgende Bestimmungen :

1. Das elektrische Potential
a) ist stetig in homogenen Leitern und erfilllt dort die Gleichung

d¢ =0;

b) erleidet an einer Grenzfliche zweier Leiter eine Anderung gleich der

Kontaktpotentialdifferenz.

2. Die elektrische Feldstirke ist im Innern jedes homogenen Leiters stetig;
an der Grenzfliche zweier Leiter oder eines Leiters gegen einen Nicht-
leiter bleibt die tangentiale Komponente stetig, wihrend die normale
sich zwar sprungweise dndert, die normale Komponente der Stromdichte
aber auf beiden Seiten denselben Wert hat.

3. Fir die Stromung ist iiberall divi = 0.

In diesen Sitzen kommt die magnetische Feldstirke gar nicht vor; die
Strémung ist also fiir sich allein bestimmt.

Vergleicht man diese Sétze mit denen fir die statische Verteilung (§ 30),
so findet man weitgehende Ahnlichkeit; es tritt indessen der Vektor i an die
Stelle von © und damit ¢ an die Stelle von &. Manche Fille aus der Elektro-
statik geben daher die Losung von Aufgaben aus der Lehre stationirer
Strome an. Einige Angaben iiber Leitfahigkeiten findet man in Anhang VI.

§ 61. Anwendung auf die Berechnung des Isolationswiderstandes von
Telegraphenkabeln. Die gewohnlichen Isoliermittel verhindern den Uber-
gang von Gleichstromen nicht vollkommen, sondern sie besitzen eine im
Vergleich zu der des feuchten Erdreichs allerdings sehr geringe Leitfihigkeit.
Diese vermindert sich auch mit der Dauer der Elektrisierung. Wir wollen
den Isolationswiderstand eines Telegraphenkabels unter der Voraussetzung
berechnen, daf die zylindrische Seele auf dem Potential ¢;, die duBere Fliche
des die Seele konzentrisch umschliefenden Isoliermittels auf dem Potential
Null gehalten werde, und dall das Isoliermittel zu einer bestimmten Zeit (etwa
nach 1 Minute) die Leitfihigkeit ¢ habe. Nimmt man fiir das Potential,
dhnlich wie in § 40, die Form an

¢ = Cilogr + G,
so bestimmen sich C, und C,, unter Geltung der Bezeichnungen des § 40,
durch die Gleichungen
@, = C lon R, + C,,
0 = Cylog By + Oy,
log Ry/r
= ¢ log Ry E
wird. Die Stromung hat nur eine Komponente in der Richtung von 7, sie ist
. 1/r
Y oy

so daB also
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Durch eine Zylinderfliche von 1 cm Hohe, lings der Achse gemessen und
vom Radius r flieBt der Strom
276 @,
log Ry /By

Als Widerstand der Hiille bezeichnet man nach dem Ohmschen Gesetz
das Verhiltnis ¢, /J oder 1 R,

J=2mri, =

Setzt man fiir ¢ den in elektromagnetischem Mafie geltenden Wert ein,
so erhilt man aus der Rechnung den Isolationswiderstand in absoluten Ein-
heiten fiir 1 cm Kabellinge. Um die gesuchte Gréfe in Megohm fiir 1km zu
erhalten, hat man das Ergebnis mit 106.107.10% =— 102° zu dividieren.

Nach Messungen von Zielinski®) hat die Leitfihigkeit der Guttapercha
nach einer Elektrisierung von 1 Minute und bei 15°C Werte zwischen
1.10~% und 2,6.10~2 in elektromagnetischem MaBe.

Bedeutet also a eine Zahl zwischen 1 und 2,6, so erhilt man fiir den
Isolationswiderstand eines Guttaperchakabels nach 1 Minute und bei 15°C
den Wert R,

W= log nat B (Megohm /km).
1

2ma

§ 62. Stromung in einem einseitig unbegrenzten leitenden Mittel.
Die Telegraphenleitungen sind an beiden Enden mit der Erde durch Erd-
platten verbunden, durch welche der
die Leitung durchfliefende Strom der
Erde zugefithrt wird, um darin die
Bahn zu schliefen (Fig. 50). Wir
wollen, um die Ausbreitung der Stréme
in der Erde annidhernd kennen zu lernen,
den Fall annehmen, dafl einem durch
eine Ebene von einem Nichtleiter ge-
trennten leitenden Kérper von unendlich
groBer Ausdehnung an zwei Punkten
der y-Achse, die vom Anfangspunkt
des Systems die Abstinde b haben, in
der Zeiteinheit gleiche und entgegen-
gesetzte Elektrizititsmengen zugefithrt
werden (Fig. 51).

In dem #hnlichen elektrostatischen System, das sich nur durch die Ruhe
der Elektrizititsmengen unterscheidet, wiirde sich fir das Potential die

Losung ergeben: 1 1
=o(-2)
i 7y

Der Analogie halber wird man es hier mit derselben Losung versuchen,
und zwar gelte zunichst:

o = ( (i — —1—> fiir den Leiter,

Fig. 50.

7 7y
12 1 ]' . . .
¢"" = C, ( — — — ) fiir den Nichtleiter.
71 L)

6*
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Da aber das Potential in der Trennfliche stetig ist, so fallt der Unter-
schied von C; und C, wieder fort. Wir haben es also mit

1 1
9= C(Z"E>

fir den ganzen Raum zu tun.

Damit die Losung fir den vorliegenden Fall zutreffe, mul die Stromung
senkrecht zur Trennfliche iberall Null sein, d. h. es mufl €, — 0 sein fir
z = 0. Dies ergibt, da

=gt (g — b a2,
rd =t (g bRt 2

2 z
€ = + 0<}§__;}>.

Man sieht, daB fir & = 0 wberall auch €, = 0 ist; wir schliefen
aber die Erdungspunkte r; == 0 und r, == 0 von der Betrachtung aus, weil
in ihrer Nihe die Annahme, daf die Stréme an zwei Punkten zugefiihrt
werden, wegen der Form der Erdplatten nicht mehr zutrifft.

Man erhilt die Konstante C aus der Stromstirke J durch die Uber-
legung, dal alle Stromung die Mittelebene in der Richtung der negativen
y-Achse durchsetzen mufl. Bilden wir also

y—> y+b
€, = C<~::~ e — ‘-'>
Vizt =02+ 2P Vie+ (@ + 0 + 221
und setzen darin y = 0, so erhalten wir die Stromdichte an der Stelle z, #

der Mittelebene zu
2D
C .. == .
({CESEro
Die Stromdichte hat also gleiche Werte an allen Stellen der x z-Ebene,
die auf dem Umfange eines um den Anfangspunkt als Mittelpunkt ge-

t=206

schlagenen Halbkreises mit dem Radius ¢ = Va2 + 22 liegen. Bilden wir
einen Halbring mit dem Radius @, der Breite d ¢, so wird dieser Halbring
von der Stromstirke durchflossen:

2bmodo
C ——=
Vb2 + 093
Die gesamte Stromstirke ist
¢ b
J:jdvﬁ ~%£97 = ‘ aw%f{,
3 /
/ Ve + o)
worin b2 4 02 = u gesetzt ist. Daher ist
1 = @
J = ——27szC[t] = 2xmaC.
Vu
u = b2
Es ist daher endgultig
J 1 1 )
U (e 91
9 2m6 \n ry 1)
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Legen wir durch die beiden Punkte, in denen der Strom zu- und ab-
flieBt, eine Ebene, die mit der x y-Ebene den Winkel « bildet, so ist fiir alle
Punkte dieser Ebene

g = — Ity

Die Komponente der elektrischen Kraft senkrecht zu dieser Ebene ergibt

sich als
G, = G, sina L+ E,cosc.
Dies hat den Wert

J , 1 1 1 1
€, = —57e [msmoc(Eé—@> —|—zcosoc<;;3—7§)]-

Setzt man ¢ — — xi{gw, so wird die Klammer gleich Null. Die
Stromung verlduft also an jeder beliebigen Stelle innerhalb einer durch die
Verbindungslinie des Zufluf- und des AbfluBpunktes gelegten Ebene.

Fihrt man an Stelle der bisherigen Koordinaten zylindrische ein, nim-
lich y, o und @, letzteres als Abstand jedes Punktes von der y-Achse,
so wird

_ 1 1
LT <V92+<y—b>2 v@2+(y+b)2>
Wihlt man ein festes y, d. h. eine bestimmte Ebene senkrecht zur Ver-
bindungslinie des ZufluBpunktes mit dem Abflufpunkte, so hangt @ nur von
@ ab. Wie in der Mittelebene befinden sich also auch in jeder anderen solche
Punkte, die gleichweit von der y-Achse liegen, unter den gleichen elek-
trischen Verhdltnissen. Von o« hingt @ nicht ab.
Um die Stromverteilung zu iibersehen, wollen wir auf die Berechnung
der Stromstirke zuriickgehen, aber die Integration nicht bis ins Unendliche,
sondern nur bis zu einem bestimmten @ ausdehnen. Dann ist

1 1
sy=raavo(f— L) e
b ‘/bz + o2
Das Verhiltnis von J, zum Gesamtstrome ist
J\‘-’ — 1 . b
J Vba + o2
Dies Verhaltnis ist beispielsweise 0,8, wenn ¢ — 4,9 b; oder 0,9, wenn
9 = 9,95b. In einem einseitig unbegrenzten Leiter verzweigen sich daher

die Strome sehr weit.

Wendet man dies auf die aus den Erdplatten der Telegraphenleitungen
in die Erde gehenden Strome an, so ist ersichtlich, daf man mit einiger
Wahrscheinlichkeit nur fir kurze Leitungen das Erdreich als einen einseitig
unbegrenzten homogenen Leiter ansehen darf. Uber die Massen, welche das
Innere der Erde bilden, ist so wenig bekannt, daff man vorsichtigerweise nur
eine mafbig dicke Schicht an der Oberfliche, die Wasser fithrt, als leitend
ansehen darf.

In den meisten Fillen hat man die Verteilung der Strome in der Erde
eher so anzusehen, als ob es sich um eine leitende ebene Fliche handelte, die
an zwei Stellen mit den Stromzufiihrungen verbunden ist.
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§ 63. Stromung in einer ebenen Platte. Fiir diese Aufgabe bietet
sich eine Analogie in der Potentialverteilung um zwei gleichmiBig elektri-
sierte gerade Linien. Die von diesen ausgehenden ©-Linien verlaufen in
Ebenen, welche zu jenen Linien senkrecht stehen.

Demnach wiirden, wie in Fig. 11, die Stromungslinien Kreise sein, welche
durch die Erdungspunkte der Telegraphenleitung hindurchgehen. Wir legen
die Zufithrungen in die Punkte + b und — b der y-Achse. Das Potential

ist gegeben durch
— 4] 2.
@ Clog < h>

Die Stromdichte in der zu der Verbindungslinie der Erdungspunkte
senkrechten Mittelebene ergibt sich aus

y+b y—b
G — —2 0< — )
v Bl 02 2t (g — b
fiir y — 0; die Stromdichte an der Stelle z ist also

. 4C0b
- Ny £
Der Gesamtstrom, welcher durch die Mittelebene geht, hat den Wert
t e
—J = J tyhda —= — 4m6hC,

wenn mit J der an der positiven Elektrode eintretende Strom und mit %
die Dicke der leitenden Schicht bezeichnet wird. Man erhilt daher

A Rk
= tmorn 1y —b>2
Bildet man daraus

o=Vl + ()

so findet man die Stromdichte an einer beliebigen Stelle zu

. J b
li| = - —_— . . - (93)
Th 22 4 (g + 0PI + (g — b))
Um einen Uberblick zu erhalten, wollen wir die Stromdichte fiir # = 0,

also die Verbindungslinie der Erdungsstellen naher verfolgen; dort hat sie
fiir gleiche Abstinde von der Erdplatte grofere Werte als an anderen Stellen
des Feldes. Der Ausdruck reduziert sich auf

J b

N

wo der Quadratwurzel stets das positive Zeichen zu geben ist. KEs ergibt
sich hieraus, dal die Stromdichte schon in geringem Abstande von der Ein-
trittstelle, verglichen mit der Leitungslinge, aulerordentlich klein geworden
ist. Man kann sich also ohne erheblichen Fehler vorstellen, daf die in die
Erde gehenden Elektrizititsmengen in der Niahe der Erdplatte wie von einem
groflen Reservoir aufgenommen werden, wihrend entferntere Stellen keine
merkliche Stromung zeigen.

i =



Lineare Leiter. 87

§ 64. Strome in linearen Leitern. Von iiberragender Wichtigkeit
sind fiir die Technik solche Leiter, deren Linge im Vergleich zu den Dimen-
sionen des Querschnittes sehr groB ist, sogenannte lineare Leiter. Diese Leiter
sind durch Isoliermittel gegen seitliche Stromverluste geschiitzt, und daher
tritt durch zwei Querschnitte F; und F, dieselbe Elektrizititsmenge in der
Zeiteinheit ein und aus. Die Feldstirke und die Strémung haben an allen
Stellen die Richtung des Leiterelementes d 8 und man nennt das Produkt aus
Stromdichte und Querschnitt den Strom .J.

Aus der zweiten Hauptgleichung folgt

Ci@dgzg Gd8=1F - - -« .. (94)

Die Summe der im Kreise verteilten eingeprigten elektromotorischen
Krifte ist die gesamte EMK E. Andererseits ergibt sich aus i = ¢ & und

1] = J
=T cae— 7| 1a8]
Edg = J j G
Den Ausdruck : ;} nennt man den elektrischen Widerstand des Leiter-

stiickes von der Lénge |d§/|, dem Querschnitte ¥ und der Leitfihigkeit ¢
Das Integral stellt also den Gesamtwiderstand R des Stromkreises dar, wir

setzen } |
etlze ——j’idg

Dies ist demnach auch in den Feldgleichungen enthalten.

Bei verzweigten Leitern ist die zweite Hauptgleichung auf jede Schleife
des Netzes anzuwenden und ergibt den Satz: Die Summe der eingeprigten
EMK ist gleich der Summe der Spannungsverluste.
Die Gleichung divt = 0, auf einen Knotenpunkt
angewandt (Fig. 52), heilit, dal die Summe der
abfliefenden Strome Null ist, wobei man die zu-
fliefenden Strome als negativ zu rechnen hat. So
ergeben sich also die sogenannten Kirchhoffschen
Regeln:

1. An jedem Verzweigungspunkte ist die
Summe der zuflieBenden Stréme gleich derjenigen
der abflieBenden Stréme.

2. In jeder Schleife des Netzes ist die Summe der EMK gleich der
Summe der Spannungsverluste. Aus der Gleichung

fEe—e)ds =0

folgt, daf} die elektrischen Krifte in solchen Bereichen, in denen keine ein-
gepragten Krifte in den Leitern enthalten sind, ein Potential haben.

Fig. 52.

§ 65. Stromung in einem Kabel mit zylindrischer Hiille. Zur An-
wendung dieser Sitze wollen wir die Potentialverteilung in dem inneren
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Leiter und dem Dielektrikum eines in einem leitenden Mittel liegenden
Kabels betrachten.

Im inneren Leiter flieBt Strom nur in der Richtung der Achse, welche
mit der 2z-Richtung zusammenfallen moge; die elektrische Kraft reduziert
sich also dort auf die Komponente &, Das Potential erfiillt die Gleichung

o2g

aar — oder @ — az-b.

In den Punkten 2, und &, habe ¢ die Werte ¥; und V,, dann ergibt
sich nach Elimination von ¢ und b

_ha—Tea V-V,

— 2.
? by — 4 by — &
Daraus ergibt sich
h—
g, = ——=.

Vy — V, ist die Spannung zwischen den beiden Stellen z; und 2, des Kabels,
2y — 2, ibr Abstand, €, ist also die Spannung auf die Lingeneinheit.

Da 6 &, = 1, ist, und bei einem Durchmesser 2 B; des Leiters

R12 niz == J
die Stromstirke des Leiters ist, so folgt, dal
J
@z _— _R?;t_(i

Um das Potential im Dielektrikum festzustellen, benutzen wir fiir die
Gleichung 7ot & =— 0 am besten die Differentialform fir die Zylinder-
koordinaten. Danach ist

r 0% o0z = '
6_(_&1 __8(52_0
0z or 7

Lo0G) 96 _

r or rod

Aus Symmetriegriinden ist die Potentialverteilung dieselbe in jeder durch
die Achse gelegten Ebene, d. h. auch im Dielektrikum ist &y — 0. Daraus
folgt auflerdem, dal

0s, 5¢,
o — 0 md G5 =0
sind, so daf also €, und &, nicht von & abhingen. Die mittlere Gleichung
o€, _ 06,
o0z  Or
wird erfiillt, wenn man
- oU . ou
S, == — —— y, — —
&, oy ¢, 52

setzt; U ist also das Potential im Dielektrikum.
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Dies hat die Laplacesche Differentialgleichung 4 U = 0 zu befolgen.
In Zylinderkoordinaten ergibt sich diese aus Gl. (24)
10(r€,)  102Cy  0C,

W = T % T ae

indem man fir &, und §, die partiellen Differentialquotienten einsetzt und
€y = 0 setzt:

2U 100 20 _
or2 ' r or 082
Macht man den Ansatz U — f; (r). [, (2), so ergibt sich

£z )<d""f1(r) 1 dﬁ(?‘)) T fr )d fae) _ — 0

r dz2

0.

Man erfillt diese Gleichung, indem man setzt

@fi(r) | 1dfi(r)

i T ar
d?fy(2) _
R

Die erste Gleichung ist identisch mit

(1) =0

sie ergibt

f1(r) = a; + aylogr.
fa(#) = by + by 2.

U = (b + b,2) (@ + aylog ).

Die Konstanten werden mittels der Grenzbedingungen bestimmt. Der
innere Leiter habe den Durchmesser 2 R;, der Durchmesser der Ader mit

Isolation sei 2 R,.
Dann ist U — 0 fir r — R, und jeden Wert von #z. Daraus folgt, daB

a, + aglog Ry = 0.

Durch diese Bestimmung erhilt U die Form

Aus der zweiten folgt

Es ist also

log By —logr
log R,
An der Oberfliche des Leiters, also fiir r — R,, mull U fiir jedes z mit

V tubereinstimmen; es ist also

Vieas— Voo V1 —V log By — log B,
29— 2, s — 2 ¢ = @b+ ab2) logRy,

U= (by+ by 2) a,

Daraus folgt

(Vi2e— Vyey)log R, (Vy— Vz) 109 R,

= , Uy by — L AL
(29— 21) (log Ry — log Ry) 1 (32 —21) (10./ Rz —log Rl )

ay by
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Demnach wird
(Vieg— Vyz) — (Vy, — Vz)z log Ry — logr

U= 2y — 2, log Ry — log L’l

Bezeichnet (%) das Verhiltnis des Potentials im Dielektrikum zu dem

auf der Leiteroberfliche in demselben Querschnitt, also fiir dasselbe 2, so ist

<g) log By — logr
@ log Ry — log Rl

Die Komponenten der elektrischen Kraft im Dielektrikum sind

J logRy,—logr L .
RimologR, —logR,’ " rlog Ry/R,

Auf der Oberfliche des stromfiithrenden Leiters (r — R,) ist

J @ 1 .
= fome O T R, g myBy
es steht also dort die elektrische Kraft nicht genau senkrecht. Der Winkel
weicht aber unter den wirklichen Verhaltnissen nicht viel von 90° ab. Wenn
der Leiter fur 1 mm? Querschnitt einen Strom von 1 Amp. fiithrte, so wire
der Spannungsabfall fir 1cm, also &,, bei Kupfer
nur etwa 0,00018 Volt, wogegen in der Regel auf
die wenigen Millimeter Dicke des Isolators eine Span-
nung von mehreren Volt entfillt; €, ist also stets
erheblich gréfer als €,.
Ubertrieben gezeichnet stellt Fig. 53 den Verlauf
der E-Linien im Dielektrikum dar. Die zugehérige
Richtung des Stromes ist durch J bezeichnet.
Den von der Oberfliche ausgehenden &-Linien
entspricht auch eine Oberflichenladung des Leiters.
Fir 1cem? ist sie

@131 ==

¢ =

(@r)r =Ry

4nc2
Auf einer um den Draht gelegten Zylinderfliche von der Hohe d ¢ befindet
sich die Ladung

£EQ

q:2ﬂ:R1dZ@Rl—— CQRbRQRI dz.

Das Verhiltnis g/@ oder die Kapazitit ist fir die Langeneinheit
&

— 2e log Ry/ R,

Die Kapazitiat ist also ebenso groB, wie die statische.

An der duleren Fliche des Dielektrikums, wo dieses an die leitende
Schicht anstoBt, ist r = R, also

- P
U—=20 y, — O’ _
» G G T Rylog Ry/R,

Dort miinden also sowohl die G-Linien, als auch die ®-Linien senkrecht ein.
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Der angenommene Fall weicht von der Wirklichkeit um ein geringes
ab, da, wenn die duBere Hiille die Riickleitung bildet, in dieser auch ein
Spannungsabfall stattfindet, der hier vernachlissigt worden ist. Der Unter-
schied ist aber nur sehr gering, da, wie in § 62 und 63 gezeigt, die Strom-
dichte auler an den Erdplatten selbst auBerordentlich klein ist.

§ 66. Stromung in einer symmetrischen Doppelleitung. Wir nehmen
an, dafl die Doppelleitung so weit von der Erde entfernt sei, daf deren Ein-
wirkung auf das elektrische Feld nicht von Belang ist. Wir legen die Achsen
der Leiter in die x¢-Ebene parallel und symmetrisch zur z-Achse.

Nach Art der Entwicklung in § 65 und unter Benutzung der in § 47
abgeleiteten Sitze iiber die statische Verteilung im Felde der Doppelleitung
kommen wir zu folgenden Ansatzen fir die Potentiale:

Fir die positive Leitung ¢, = + €, — 2

fir die negative Leitung @, = — C; 4 J>2R 2,
2 2
im Dielektrikum U = C, <Cl B z) To g i :32 i 32

Darin bedeutet B den Widerstand der Doppelleitung fiir die Léngen-
einheit, C;, C; und a sind Konstante, deren Werte zu bestimmen sind; dafiir
kommen in Betracht die Drahtstirke 2 @ und der Achsenabstand 2d der
Leitungen.

Ohne weiteres sieht man, dafl 4@, = 0 und 4 @, — 0, sowie dal die

elektrische Feldstirke innerhalb der Leiter den Betrag JTR und im positiven

Leiter die Richtung + e, im negativen die entgegengesetzte Richtung hat.
Die Konstante C, bezieht sich auf die Werte des Potentials an der Stelle
der Leitungen, von der aus # gerechnet ist; fiir die Komponenten der Feld-
stirke ist sie ohne Belang.

Auch die Funktion U erfillt die Gleichung 4 U = 0, und zwar, weil

o2 2

f),gzg = 0 ist, und weil U nach § 46 die Gleichung 80 , T 21[5— 0 erfillt.
2

Wie dort ndher gezeigt ist, hat der Faktor 709( v aft g ; konstante Werte

(s—ap +
auf Kreiszylindern, deren Achsen der z-Richtung parallel laufen, und wir
konnen ein Paar solcher Zylinder mit den beiden Leitern in Ubereinstimmung
bringen nach den Gl. (70) und (71). Ist auf der Oberfliche der Leiter

@+ap+y o,
(r—ap =
so haben a und % nach diesen Gleichungen die Werte
a — Vdﬁ — 92

L _VitetVi—e

Vd {-—Q—-V{l—-@
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Soll auf der Oberfliche des positiven Leiters I/ == @, sein, bei beliebigem ¢,
so erfordert dies, daf
.1
€ = 21og k
Man erhalt daher
log @ TV — 0 +y*
1 JR (@ — de —02 4y
U=—(C,— -2
oo VAT e+ Vi—e

Vd+9—Vd—9

Auf der Oberfliche des zweiten Leiters nimmt das so bestimmte U nach
den Ausfithrungen in § 47 von selbst die dem Vorzeichen nach entgegen-
gesetzten Werte an, stimmt also dort mit @, iiberein.

Fir ein bestimmtes # hat U dieselbe Form, wie das statische Potential
zweier paralleler Drihte; daher sind auch hier die Feldlinien der Komponente
von & in der £ y-Ebene Kreisbégen, die von der einen Leitung zur anderen
hiniibergehen.

Die Komponente &, hat an der Oberfliche des positiven Leiters den
J
Wert R, in der Mittelebene, £ — 0, hat sie den Wert Null, und an der

2

s . . . . J R Lo
Oberfliche des negativen Leiters hat sie den Wert — 5 Die Linien des
Vektors € setzen also in diesem Falle an beiden Leitern schrig an und passieren
die Symmetrieebene senkrecht.

§ 67. Leiter mit Ableitung. Es handle sich um eine Doppelleitung aus
zwei geradlinigen Leitern, deren Isolation gegeneinander nicht vollkommen
sei. Wird die Entfernung von
einem festen Punkte mit 2z be-
zeichnet, so sei an der Stelle z
die Spannung der beiden Leiter
Vs, der Strom im ersten .J,.
J, ist mit 2z veradnderlich,
weil infolge der Isolationsfehler
Stréme von dem ersten zum
zweiten Leiter verlaufen, die demnach den Strom J. schwichen. Aus
Symmetriegrinden gehen diese Seitenstréme im homogenen Dielektrikum
gsenkrecht zwischen den Leitern iiber, und daher erhilt man an der Stelle z des
zweiten Leiters wieder dieselbe Stromstirke, aber entgegengesetzter Richtung,
wie an der Stelle z des ersten Leiters.
Wendet man auf ein Flichenstiick 1, 2, 3, 4 im Dielektrikum (Fig. 54),
das von je einem Element d2z und zwei in senkrechten Ebenen zu den Leitern
verlaufenden Linien begrenzt ist, den Satz an, daf

[€ds = o,
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so ergibt sich, wenn R, und R, die Widerstinde jedes der beiden Leiter fir
die Langeneinheit sind:

3 1
J,Rldz+j@dg+J,R,dz+j@da =o0.
2 4

Nun ist
:
’@d@ == Vz, j@dﬁ e Vz+dza
2
also ist
av.
j@dg +j Cds = Vipa:— V=" de;
daher kommt
av, o -
— =L@ R (97)
Ferner muB an jeder Stelle des Leiters déivi = 0 sein. Durch den Quer-

schnitt bei 1 tritt ein J,, bei 2 tritt aus J, 4 4,; der Unterschied geht durch
die Oberfliche des Leiters verloren. Der Betrag hiangt von der Spannung
und der Leitfahigkeit des Materials ab. Man setzt den Verluststrom, den das
Element d¢ herbeifithrt, gleich GV,d#z, und nennt G die Ableitung fiir die
Léangeneinheit. Dann ist also

J, = Jora:+ GV, dz,

oder

Wenn R den Gesamtwiderstand beider Zweige fiur die Langeneinheit
bezeichnet, so ergibt sich aus beiden Gleichungen entweder

v, daxJ, v
in = GRYV, oder de = —=GRJ, - - - - - .. (99)

Wir konnen weiterhin den die Stelle 2z kennzeichnenden Index fortlassen.
Aus Gleichung (97) folgt
V=a,e Ver | age” ZVGR
av
dz
G 2 VGR —ZVGR
=V% (—— a, e + age ) .

An der Stelle 2 = 0 habe V den Wert V, und J den Wert J,; man
kann @, und a, durch diese Grofen eliminieren und erhilt:

ezVGR + e— VGR V eﬂ GR __ e—zVG‘R

und mit Hilfe von JR — —

V:Vo ‘)

VY V Y Ve (100)
VGR —2VGR VGR __ ,—z R
J:Joe —}—c #1612 _V__ i ¢ l
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich noch folgende:

¢VGE | o VGE T #VGE _ ~sVGER
PER T ¢ R 100a)

GVER 4 e VR G VGE _ o aVaR | (100a
To=J =" "~ +E7 o

Das Verhaltnis V,/J;, welches angibt, welche Spannung erforderlich ist,
um die Einheit der Stromstirke in die Leitung zu treiben, nennt man ihren
scheinbaren Widerstand. Es hingt von ¥V und J ab, also vom Widerstand
des am Ende angeschlossenen Apparates.

§ 68. Gleichstrommessungen an Leitungen. Um die GroBen (¢ und R
durch Messung zu bestimmen, lifit man zuerst die beiden Zweige am fernen
Ende isolieren, und dann sie kurz verbinden; die dazu gehsrenden Werte
von V,Jy heilen der scheinbare Isolationswiderstand U, und der scheinbare
Kurzschlufwiderstand U,. Beim Isolieren ist J — 0 fiir 2 =— I, beim Kurz-
schluf ¥V = 0 fir # = I, daher

T AVEER + e—1VGR

V7V G gVaE _ —1VeR
T S (101)
IR dVGR _ ,—1VGR
U, =V "~ =" -
G@VGR | ,~1VGE
Daraus geht zunichst hervor, daB
R 1 L
l/ L= YU Uy - e (102)
Ferner ergibt sich
en’ﬁ — o~ 1VGER U,
AVGE _ . Var ) U,
und daraus
. U,/ U.
2lVGR — 1+ 1U2/U ........... (103)
1— YU, U,
Man findet weiter
- _— /U,
1VGR —1VGR — 9 1
e + € U1 _ Ug,
— . N
JVGR _ ,—1VGR — o}/ _ "2 .
AVFE Va2

Nennt man V., und J, die Werte von Spannung und Stromstirke am
Ende der Leitung, so ergibt sich

' |
Vo = ]/Ul'_ U, (Ve ‘7‘U2J)|

o=y by (a4 %)



Messungen an Telegraphenleitungen. 95

Ist mit der Leitung (Fig.55) am Anfange eine EMK E und ein Wider-
stand R,, am Ende ein Widerstand R, verbunden, so ist

Vo == E—ROJO) Ve = ReJu
daher

J, :EVUlg_[_]? e ﬁlR"Ri N ¢ i 1))
OBt RA T
1

Wenn, wie bei Telegraphenleitungen, nur eine Leitung und Erdriick-
leitung vorhanden ist, so kann man die vorstehenden Uberlegungen anwenden,

indem man unter ¥ die Spannung der Fig. 55.

Leitung gegen FErde versteht; die E

Doppelleitung verhidlt sich, wie zwei 1o

aneinander stofende mit entgegen- QM J;:%Re
gesetzten Spannungen betriebene Einzel- Ro

leitungen.

Beispiel: Eine 394 km lange Eisenleitung von 5 mm Durchmesser ergab
die Widerstiande

bei Isolation . - . . - U, = 6000 Ohm,
bei Erdung . - - . . . U, = 2330 Ohm.
Daraus folgen
7, _ | YT
V ? = 0,623, VU,U, = 3740, PV 4,31.
U, 1 — Yo,y

Daher ist )
m 3 I
VG R = 0,001 85, l G = 3740,
und daraus erhilt man

R = 6,92; G = 0,495.10—°.

U.
? = 5,92 berechnen,

l
so wiirde man einen erheblich zu giinstigen Wert erhalten, wihrend anderer-
seits die Ableitung zu groB, also zu ungiinstig berechnet wird, wenn man den

Wiirde man den Leitungswiderstand fiir 1km als

1
Quotienten — - bildet.
U,

Bei kiirzeren Leitungen ist dies eher zuldssig. An einer 146 km langen
Leitung wurden U; = 40 000, U, = 1350 gemessen; daraus erhilt man

R =936, G =0,174.10"5,
wahrend
U, _ 1 s
= 9,25, T 0,171.10
1st.
Beim Messen von Telegraphenleitungen wird zur Kontrolle der Ergebnisse
gelegentlich ein bekannter Widerstand am Ende angeschaltet, und die Summe
des bekannten und des vorher gemessenen Leitungswiderstandes nochmals

bestimmdt.
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Als scheinbarer Widerstand einer Leitung stellt sich das Verhiltnis Vy J,
dar, welches hier ergibt
Vo _ Vet Ugde
Jo Je+ Vo Uy

Liegt am Ende der Leitung der Kontrollwiderstand R,, so ist V, = R,J.,
daher

U—

U — - ,Rf_"% [,I?v ............ (106)
1+ R. U,

U ist demnach nur insoweit gleich der Summe von R, und U,, als R,'U,;
klein gegen Eins ist. Dies ist um so weniger der Fall, je groBer R, und je
linger die Leitung ist.

Beispiel: An die vorher genannte Leitung von 394km Linge wurde
ein Widerstand von 4700 Ohm angeschaltet, und man erhielt U — 4000.
Nach der Formel wiirde sich U — 3930 ergeben. In Anbetracht des Um-
standes, dafl die Isolation der Leitungen nie vollkommen gleichmaBig ist,
ist diese Ubereinstimmung als sehr gut zu bezeichnen. Gegen die Summe
R, -+ U, = 7030 weicht U sehr erheblich ab.

Dagegen ergab die kiirzere Leitung von 146 km Linge mit R, = 1400
ein U = 2600. Aus U,, U, und R, berechnet hitte sich I” = 2650 ergeben.
Die Summe von U, + R, ist 2750, also die Abweichung von U gegen diese
Summe vergleichsweise gering.

Man erkennt, daB bei Messungen an oberirdischen Leitungen die Er-
ganzungsmessung mit dem Zusatzwiderstand nicht ohne einige Berechnungen
zur Kontrolle des MeBergebnisses dienen kann. Nach vorliegenden Messungen,
welche anzufithren zu weit fithren wiirde, weichen die gemessenen Werte von
U auch hiufig erheblich stirker, als bei den angefithrten Messungen, von dem
berechneten ab. Da kein Grund vorliegt, einzelne Messungen einer Reihe
fiir weniger zuverlissig zu halten, als andere, so ist die Abweichung auf die
mangelnde Richtigkeit der Voraussetzungen, hier einer gleichméafBigen Ableitung,
zuriickzufithren. Die Messung mit dem Zusatzwiderstand bietet demnach die
Moglichkeit eines Urteils dariiber, ob die Leitung gleichméifig oder an einzelnen
Stellen weniger gut isoliert ist.

Zweiter Abschnitt.

Das magnetische Feld stationédrer Strome.

§ 69. Das Vektorpotential. Im vorigen Abschnitt ist gezeigt worden,
daf es grundsitzlich méglich ist, die Stromdichte 1 an jeder Stelle eines
bestimmten Feldes zu berechnen. Aus der bekannten Stromdichte folgt, wie
jetzt gezeigt werden soll, auch der Wert der magnetischen Feldstirke an jeder
Stelle des Feldes. Nach der ersten Hauptgleichung ist rot  =— 4 71, und es
handelt sich um Auffindung eines Integrals dieser Gleichung, die eine Diffe-
rentialgleichung in einer der Formen (25) bis (27) ist. Man benutzt dazu
eine Hilfsfunktion 11, indem man fiir ein Feld ohne Eisen den Ansatz macht:

H=rotll- .- . - .. (107)
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. Der Vektor Il muB nach der Rechenregel (31) fiir rot (rot 1) die Bedingung
erfillen:
dxt = — AU -} graddioNl . - - - - . . (108)

Man kann dieser Bedingung durch eine Funktion geniigen, fiir welche
graddivl = 0, AU = —4xi .. . ... (109)

ist. Die zweite Bedingung stimmt der Form nach tiberein mit der Gleichung
A @ = — 47 /e fir das skalare elektrostatische Potential, indessen tritt
auf der rechten Seite statt der skalaren riaumlichen Dichte der Vektor i der
Stromdichte auf, wie links statt des Skalars ¢ der Vektor 1I. Es verspricht
Erfolg, fir Il die dem skalaren Potential nachgebildéte Form zu wéhlen:

- “i AV o e (110)
(':;)

Dabei ist die Integration itber den ganzen von der Stromung erfiillten
Raum zu erstrecken; sie kann aber auch beliebig weiter ausgedehnt werden,
weil fir alle iibrigen Raumelemente i :== 0 ist. Die Funktion U wird das
Vektorpotential der Stromung genannt.

Bevor nachgewiesen wird, da U in der Form (110) die Bedingungen (109)
erfillt, soll zunichst das allgemeine Verhalten dieses Vektors festgestellt werden.

§ 70. Stetigkeit des Vektorpotentials und seiner Ableitungen. Das
Vektorpotential hat die Komponenten

U, = Jlx do, U, = J‘\ty dev, U, = ‘\-vtz; dv.
v T T

Befindet sich das Stromelement id v an der Stelle a,, b,, ¢;, der Aufpunkt,
fiir welchen das Vektorpotential bestimmt werden soll, an der Stelle x, ¥y, 2,
8o ist

v= Ve =Pt (=) (e —e)

Es ist ersichtlich, daB U, 1, l,, also auch Il fiir einen Punkt auferhalb
der Stréomung endlich, eindeutig und stetig sind; dagegen wird U fiir einen
Aufpunkt innerhalb der Stromung unbestimmt. Um die Stetigkeit zu priifen,
schlage man um den Aufpunkt als Mittelpunkt eine kleine Kugel mit dem
Radius R. Das Integral iiber den ganzen Raum ist die Summe der Integrale
iitber die Kugel und iiber den Rest des Raumes. Letzteres Integral enthilt
nur endliche M, ist also endlich.

Um das andere Integral zu untersuchen, werde dv als Raumelement in
Kugelkoordinaten nach § 14 gewihlt, also zu

dv = |[r2d v sind¥ddde.
Dann wird
r <R, ¥ =@, 0--27
u=[ [ [ desintdtddo
r=0, 9==0, @=—=0
Auch bei unendlich kleinem |1’ bleibt dieses Integral endlich, daher ist U

auch fiir einen Punkt im Innern der Strémung endlich.
Breisig, Theoretische Telegraphie. 7
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Von den ersten Ableitungen wollen wir eine Komponente untersuchen.
Es ist z B.:
oll, “ LT —ay
o )7

AuBlerhalb der Stromung ist daher die erste Ableitung von 1l endlich
und stetig. Fir einen Aufpunkt innerhalb der Strémung zerlege man wieder

den Raum wie vorher und setze dv = 12'dt sin & d¥ dw. Dann ist
) P r—a o
,u”:— ‘tﬂl -2 dr sin ¥ d9 do.
cr JJ T ‘
r—a, . . .
Da - = cos (t, ) stets unter 1 liegt und i als stetig angenommen

wird, so bleiben auch diese Integrale fir jeden Punkt innerhalb der Strémung

endlich.
Leitet man die zweiten Ableitungen aus der Form (110) fiir U her, so
bleiben sie fir Punkte im Innern der Strémung unbestimmt. Es ist namlich

" | S
ol —jix<—-~ 3 “1)>dv.
rx? T8 v 3

Auflerhalb der Stromung ist auch die zweite Ableitung endlich und stetig.
Innerhalb der Stréomung bleibt aber der Ausdruck unter dem Integral un-

bestimmt. Dies hat zur Folge, dal man die aus U :J i dv gebildeten

Werte fiir die zweiten Ableitungen nicht zur Untersuchung von Eigenschaften
des Vektors 11, z.B. zur Feststellung des Wertes von AU fiir einen Punkt
innerhalb der Strémung verwenden kann.

§ 71.7 Untersuchung von dévW. Wir finden den Wert aus den nun-
mehr als stetig bekannten ersten Ableitungen, welche die Werte haben:

oll, (v —
2= — |7 e,
ox JI K v
ol Cu—b
0 v __Jty![ 1d’b‘,
cy T
o, [ or—ep
Py ——. s s duv.
Dann ist
. dv , . .
divll = ——j;—s [(x—a)iz F—b)i,+ (2 —e)il)

Der Faktor (x — a,) i, + (v — b)) 1y + (¢ —¢;) i, ist gleich dem skalaren
Produkt i, weil z.B. x — a, die 2-Komponente von 1, i, die von i ist.
Er ist also gleich t 1t .cos(i, v) und die Gleichung lautet:
divll = — ‘ FRRLCLIN
rﬂ
Die Beziehung div i — 0 hat die Bedeutung, daf alle Strémung in ge-
schlossenen Bahnen vor sich geht. Wir wollen sie in Stromfiden zerlegen
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und davon einen beliebigen auswihlen, von dem zunichst angenommen wird,
da er nicht durch den Aufpunkt gehen soll.

Die Kurve in Fig. 56 sei ein beliebiger
Stromfaden, welcher den Strom dJ fiihrt.
Hat der Stromfaden den Querschnitt d, so
ist dFd{ = dv, wenn d{ ein Stick des
Fadens ist. Dann ist

adJdl] = 1dFdl = i.dv.

Da dJ iiberall denselben Wert hat, so
ist jetzt
Al cos (r,dI)_

2

divll = —dJ

o

Man sieht aber, dal d[|cos(x,dl) = |dr, ist, namlich die Anderung

des Betrages von t, wenn man von einem Punkte des Stromfadens bis zu

dem benachbarten geht. Nun ergibt J d: — -—j d(,;), iiber einen ge-
v :

. 1
schlossenen Weg genommen, den Wert Null, weil ¢ dabei im ganzen ebenso-

viel zu-, wie abnimmt,
Dies trifft aber auch dann zu, wenn der Aufpunkt einem Punkte des
Stromfadens beliebig nahe kommt. Da vorher gezeigt worden ist, dal die

GréBen ?;liw usw. auch fir Punkte innerhalb der Strémung endlich bleiben,
so ergibt sich, daB fir jeden beliebigen Aufpunkt

divll = 0
ist. Die erste Bedingung von Gleichung (109) ist also erfallt.

§ 72. Untersuchung von 4 1l aufierhalb der Strémung. Es bleibt aus
§ 69 noch zu beweisen, dal

AU = — 47t
tir jede Stelle des Raumes ist. Fiir Stellen, an denen i =— 0 ist, also solche

auBerhalb der Stromung, kann man die zweiten Ableitungen aus dem ‘. { dv

ableiten, weil alles endlich ist.
Man erhilt

o2l " *— a,)? 1 )
= = \|idol(3 - — =)
ex? ' v( v 8 |x|2
oun [, (y—0) 1 >
= dv(3— C
oy? . ! |r's ers !
ozl ¥ (¢ —cp )2 1 )
— = \|idv( 3 —" — ")
022 ' <3 v r|3
Daraus ergibt sich, da8 fiir einen Punkt auBerhalb der Stromung 411 = 0
ist. Da dort auch i = 0 ist, so ist fiir einen solchen Punkt die Gleichung

AN = 4 =i erfullt.

7%
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Der Nachweis, daB diese Gleichung auch fiir einen Punkt innerhalb der
Stromung gilt, ist nicht durch Bildung der zweiten Differentialquotienten zu
fithren, weil diese innerhalb der Strémung unbestimmt werden.

Wir werden fiir diesen Fall die Richtigkeit des Ansatzes indirekt
erweisen.

§ 73. Verkettung. Aus dem bisherigen folgt, daB fiir einen aulerhalb
der Stromung gelegenen Punkt die Gleichung rot § == 0 erfiillt wird, wenn

man §) = rotJ. 11 dv setzt. Die Gleichung rot § = 0 bedeutet, dal die Feld-

starke im ganzen keine Arbeit leistet, wenn die magnetische Einheit um ein
vom Strome nicht durchsetztes Flachenstiick auf einem geschlossenen Wege
herumgefithrt wird. Aus § 17 ist bekannt, daB die Arbeit bei der Umkreisung
einer beliebigen Fliche gleich Null ist, wenn sie bei Umkreisung jedes Flachen-
elementes diesen Wert hat. Ist A (Fig.57) das Gebiet der Stromung und &

eine geschlossene Linie, die nicht vom

Strom durchsetzt wird, so ist das

Linienintegral von § ither § genommen
@ aleich Null,

] Durch die Linie g, dagegen laBt
sich keine Fliche legen, welche nicht
von der Stromung durchsetzt wiirde.
Das Linienintegral von § iiber &, dar-
gestellt durch das Flichenintegral von
rot § iiber §, enthalt also Teile, in denen
der Aufpunkt innerhalb der Strémung

liegt; der Wert des Linienintegrals um ; ist nach dem bisher bewiesenen
noch nicht festgestellt.

Man kann diese Beziehungen von Strémung und Integrationsweg in ein-
facher Form mittels des Begriffes der Verkettung ausdriicken.

Ziwei geschlossene Linien heifen verkettet, wenn man sie nicht trennen
kaun, ohne eine davon aufzuschneiden.

Daher gilt der Satz:
Das Linienintegral von § == rotll iber .einen mit der Strombahn nicht

verketteten Weg hat den Wert Null.

§ 74. Das Linienintegral iiber einen mit dem Stromleiter verketteten
Weg. Der noch zu beweisende Satz, daf fir einen Punkt innerhalb der
Strémung AU — — 4 ®i ist, kommt nach der Herleitung in § 69 darauf
hinaus, zu zeigen, daB rot == 4 i, wenn man fir  den Wert setzt

H = rotj ; do.
)
Andererseits ist der Satz rot = 4 wi gleichwertig mit dem anderen

jﬁdal - 4nj'tdfl = 4,
O (f1)
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wo J der Strom ist, der die von dem Wege &, (Fig. 57) berandete Flache f,
durchsetzt. Es soll also

Jrotlldé’l = 4mJ

@)
sein, wenn der Weg 8, den Strom J umschlingt.
Wir werden zunichst  — rot Il geeignet umformen. Die Komponenten

von § setzen sich aus den ersten Ableitungen von 1l zusammen, die nach § 70
auch fiir Punkte innerhalb der Stréomung endlich bleiben; die Berechnung des
Linienintegrals mittels der Komponenten von § == rot 1l ist also zulissig.
Nach der Definition der Operation 70t in Gleichung (25) ist
< ' 0 o (i i
P = rot, 1 = 87112 — 7119 = t dv— *a Iy dv
oy 0z cy )t 0z )
@) )
" dv

= —j c 3[iz(.7/_b1)—‘iy(5—‘01)]~
)
Da z—a,, y—1U,, #— ¢, die Komponenten von v sind, so ist nach
Gleichung (16)
ty(e — ) —1:(y — b)) = (i, ]

_ e
Dz :“j[r 1 dv,
)

Daher ist also

oder allgemein
H = rotll :Jbr’r]d@ ............. (111)

)
Von diesem Ausdrucke haben wir das Linienintegral iber einen ge-
schlossenen Weg zu bilden.
Wir zerlegen die Strémung in einzelne Stromfiaden und beschranken uns
zunichst auf einen davon.
Er bildet eine geschlossene Linie, deren Lingenelement d[ ist und fithre
den Strom J'. Die Stromung geht dem o[ parallel, also ist

tdo = J'dl.

Die Stromstirke ist an allen Stellen dieselbe, also ist

— [di,r]
» = J’j P (112)
o

Das Integral iiber den Raum der Stromung ist in ein Linienintegral iiber
die Lange des Stromfadens ibergegangen.

§ 75. Anderungen am Leiter und am Integrationswege. Mit dem
Stromfaden sei der Weg & verkettet (Fig. 58), iiber den das Linienintegral
j&}d@ zu nehmen ist. Wir denken uns nun einen zweiten Stromfaden [, der
Os
einer anderen Strémung, als der bisher betrachteten angehért, neben den
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Stromfaden I gelegt. 7, soll auch den Strom J' fithren, aber mit & nicht ver-
kettet sein.

Dieser zweite Stromfaden erzeugt an den einzelnen Stellen des Integrations-
weges eine Feldstirke

H=J' J [iil,’:]

Cy

?

und es ist, weil keine Verkettung besteht, jé}ldé = 0. Daher ist
Gs

[©+B)ds =] da.
Os Cs

Wenn die Integrationen tiber beide Leiter in gleichem Umlaufsinne aus-
gefithrt werden, so kann man zerlegen:

b a
- [, ]  , {[d]x]
= J| "0 g
o=r [0l [ls
a iiber ¢ b aber d
a[ b
. aly, 1] "[d1;, 1]
. 7 1 L 1
H = J.[ s —}—J" O
b tiber e t.z iber A

Liegen aber ! und I, von « iiber ¢ nach ¥
und von @ iiber ¢ nach b unendlich nahe neben-
einander, so sind die beiden ersten Posten jeder
Summe einander entgegengesetzt gleich, und es
ist daher

Or+y

genommen iber den geschlossenen Weg ahbda,
unter Weglassung des doppelten Weges acb.

Das Linienintegral der von diesem erweiterten Stromfaden herriihrenden
Feldstirke § -+ £, iber § ist dasselbe, wie das von § allein iiber 8.

Dies fithrt zu dem Satze: "

Das Linienintegral der magnetischen Kraft auf einem mit einem Strom-
leiter verketteten Wege ist unabhingig von der geometrischen Gestalt des
Stromleiters, vorausgesetzt, dal die Stromstirke und die Verkettung durch
eine Anderung der Gestalt des Stromkreises nicht gesindert werden.

Wenn man andererseits neben den Weg & noch einen zweiten 8, legt
(Fig.59), der mit [ nicht verkettet ist und auf einem Teil seiner Linge mit ¢

zusammenfallt, so ist das Linienintegral j@d@ — 0. Dabher ist auch
(1)
[Das = [pas,
)+ (¢p (%)
wenn (s) + (v,) bedeutet, daf das Linienintegral erst itber den Weg ¢, dann
iber den Weg &; genommen werden soll. Aus Griinden, die denen bei der
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vorhergehenden Uberlegung shnlich sind, ist das Linienintegral iiber s und
dann iiber §; gleich dem iiber die nicht gemeinsamen Teile der Wege.

Man sieht hieraus, daB das Linienintegral auch unverindert bleibt, wenn
man den Integrationsweg beliebig erweitert, vorausgesetzt, daf die Verkettung
unverdndert erhalten bleibt.

Aus diesen Uberlegungen geht hervor, daf man fir die Berechnung des
Linienintegrals itber einen mit einem Leiter verketteten Weg einen Leiter
und einen Weg ganz beliebiger Form wahlen darf, wenn diese nur miteinander
in derselben Weise wie bei dem vorgelegten Leiter verkettet sind.

§ 76. Berechnung des Linienintegrals. Der Leiter mit dem Strome
sei (Fig. 60) ein Kreisring in der y, 2-Ebene, und der Integrationsweg werde
genommen von — X bis 4+ X
iber die x-Achse und auf einem
Halbkreis in der x y-Ebene nach
— X zuriick. Leiter und Inte-
grationsweg sind also verkettet.

Da der Leiter in der
4 2-Ebene liegt, so ist a, -— 0,
und da ferner der Integrations-
weg in der x y-Ebene liegt, so
kommen fir das Linienintegral
nur §,; und §, in Betracht; ferner
ist fir jeden Punkt des Weges
& == 0 zu setzen.

Die Stromelemente id ¢ =— Jd [ haben an jeder Stelle tangentiale Rich-
tung; das Bogenelement d[ des Kreises hat die Komponenten 0, db,, d¢,
und daher ist

tde =0, thdv=Jdb, t.dv=Jde.
Daher wird

[ P]
D= —| J bt g—wydal
~ J
N, —
Dy ( .
Die Integrale sind #iber den Umfang des Leiterkreises auszudehnen.
Setzt man b, — Reos®, ¢; = Rsinw, so wird

25
R — ycoso
o :JR { - — - B
D .[( @ (x2 + 92 + R?2 — 2 Rycosw)’?’
2

5, — J R X Co0S @ .
Dr j‘dw(xz—ky?’—}—fi?—:ZRycosmf&

0
Wir zerlegen das nun zu berechnende Linienintegral Isjdg iber den

geschlossenen Weg in die beiden Teile von — X bis -+ X iber die x-Achse
und von -+ X bis — X iiber den Halbkreis und berechnen zuerst den zweiten
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Teil. In die Richtung des Linienelementes des Halbkreises (Fig. 61). also
in die Richtung der Tangente fillt von $ die Komponente

Hr = Hycos & — O, sin V.

Auf dem Halbkreise ist + = X cos®¥, y -- Xsin . Wir erhalten

zunichst
25

o = JR J da

0

Xcos@w — Rsintr
(B2 4+ X2 — 2 R X sin & cos w)’2

Davon ist das Integral zu bilden:
‘19 E
‘ 'Dt . Xd .
¢ 0
Wir wollen darin statt §; eine Grofe einfithren, die grofer als X ist,

indem wir setzen
27
. ’ X R X
b) JR ) d = 2x.J .
Dt < J do (X—. Ry 1 (X— Iyp

Diese GiroBe entstelit, indem wir bei &, im
Zahler 1 statt cosw setzen, das Abziehen des
positiven Wertes I sin ¥ unterlassen. und im
Nenner statt der GroBe 2 R Xsin® cos o die
sicher grofere 2 I X abziehen. Alle diese MaB-
nahmen vergrofern den Ausdruck.

Der auf den Halbkreis entfallende Teil des

Liniegintegrals |  d ¢ ist also sicher kleiner als

J
‘ I X2 I x:

Do, (U =— 272, .
"r/(‘\_ A]{)S( 1 T I(X—R)3

<
O

Dieser Ausdruck ist um so kleiner, je gréfler X ist. Man kann ihn
beliebig klein machen, wenn man den Integrationsweg so wihlt, daf er von
einem sehr weit vom Kreise entfernten Punkte der .-Achse iiber diese bis zu
einem gleich weit entfernten auf der anderen Seite des Kreises und daun
iber den Halbkreis zuriickfihrt. Je grofer der Halbkreis ist, um so weniger
fallt auf ihn von dem ganzen Wert des Linienintegrals. Daher ist dessen
Wert der Grenzfall des Integrals iiber den geradlinigen Teil des Weges,

namlich : X

[lﬁldll' fir X == co.
Zx

Da der ganze Integrationsweg in der x-Achse liegt, ist in £, auler

£ == 0 auch y --= 0 zu setzen; man erhalt:
27
. R?
Dp = J 12 [ 19 _gpy T __.
V(% R%)3 }(r2 -+ R2)3

3
0
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Zur Ausfithrung der Integration iber x fithrt man zweckmifig einen
Winkel o als Integrationsvariable ein durch die Festsetzung:

. R B
st — — = wonach # =— -—,
\/R2 + a2 tgo
daher wird
dx = — Rdo/sinte
und
Hedx = —2mJsinodo.
Demnach ist das gesuchte Integral
+X
~ z—=+X X
j@xdm:2%c7[coso¢] — 4 e
z=—X VI{2 + X2
—X

Wird X gegen R sehr grof, so ist der Wert des Integrals 4 mJ, und

dieser Wert stellt zugleich denjenigen des Linienintegrals j $ d 8 iber einen

C
mit dem Stromleiter verketteten Weg dar.

Auf den Halbkreis von X bis — X entfillt der Betrag

. X
i <1 — —:_>
V R -+ X2
der bei grofiem X niherungsweise den Wert 2 wJ B2/ X2 hat. Bei X —= 10 R
entfillt also auf den Halbkreis nur 1/,q, des Gesamtwertes der bei der Um-
kreisung des Stromleiters geleisteten Arbeit.
Es ist also bewiesen, dal der Ansatz
b= j L IJ dv,
L mE

(V)
der aus der Annahme

U= [ % dv
JT
(v)
hergeleitet ist, die Gleichung 7ot § — 4 mi in jedem Falle erfiillt. Damit ist

die allgemeine Giltigkeit des Ansatzes fiir das Vektorpotential erwiesen.

§ 77. Zusammenfassung fiir Auigaben iiber stationére Felder. KEine
Aufgabe aus dem Gebiete stationirer Strome wird nach dem vorstehenden
gelost durch folgende Mittel: Die elektrische Feldstirke ist bestimmt durch
das elektrische Potential ¢, welches die in § 60 angegebenen Eigenschaften
besitzt, ferner durch die dort genannten Grenzbedingungen an Ubergangs-
flichen und die Bedingung divi = 0.

Wenn eine auf den Fall passende Loésung der Gleichung 4 ¢ — 0
gefunden ist, so ergibt sich daraus fir jede Stelle €, also auch i = ¢@.
Daraus kann aber 1 oder § nach (110) und (111) an jeder Stelle berechnet
werden.

Grundsitzlich ist also jeder stationire Vorgang bestimmt; indessen
bietet die Ausfithrung der Integrationen fir andere als die einfachsten Falle
grofle Schwierigkeiten. Die tatsichliche Bedeutung der Grofie Ul liegt nicht
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sowohl in der Moglichkeit, die Vorginge an jedem beliebigen Punkte des
Feldes zu berechnen, sondern in der Anwendung auf die Berechnung der
Energie des gesamten Feldes.

§ 78. Das magnetische Feld einer symmetrischen Doppelleitung.
Doppelleitung aus diinnen Drahten. Wir legen diese, wie in § 66, in
Fig. 62. die x z-Ebene so, daf} die Leiter
der z-Achse parallel laufen.
Zunachst wollen wir an-
nehmen, der Durchmesser der
Leitungen sei sehr klein gegen
ihren Abstand; die Strom-
stirke sei J. Wir greifen auf
jeder Leitung ein Element d 2
heraus, das vom Anfangspunkt
den Abstand # hat; das Vektor-
potential werde fiir einen
Punkt P berechnet, der von
der x y-Ebene den Abstand ¢,, von der Leitung auf der positiven Seite der
2-Achse den Abstand a; und von der anderen Leitung den Abstand a, habe.
Dann ist

+
J V“] + (Z - 01)2 J Vazz + (5 i 01)2

21 ist die Lange der Leitung; da die Stréme der z-Achse parallel laufen,
gibt es nur die Komponente 1, von II. Es ist daher
z=+1
Va] +(z—e2 42 ~—ﬁc}] )
Va._, + (2—01)2+z—~01

= —1

II—J[

Wir wollen unsere Betrachtung auf den Hauptteil der Leitung unter
Ausschluf der an den Enden liegenden Stiicke beschrinken. Von den Enden
bleiben wir so weit ab, daf I —¢, gegen a, und a, in jedem Falle sehr grof ist.

Diese Einschrankung macht praktisch nichts aus, da wir z. B. bei einer
Doppelleitung, die Hunderte von Kilometern lang ist, kaum 100 m auBer
Betracht lassen miissen, wenn wir selbst am Ende des betrachteten Stiickes a,
und a, gleich mehreren Metern wihlen wollen. Unter dieser Beschrinkung
geht das Integral uber in

ay\? x 4+ a)? 2
U, = J, log (i) — J,log E T a; i ;’2

Man erkennt aus dieser Form, dafi der Betrag des Vektorpotentials einer
Doppelleitung, deren Drahte im Vergleich zu ihrem Abstande voneinander sehr
diinn sind, auf denjenigen Flachen konstante Werte hat, die nach § 47 und 66
als Niveauflichen des elektrischen Potentials bestimmt sind, namlich auf
Kreiszylindern, deren Lage und Durchmesser aus Gleichung (70) und (71)
hervorgehen. Man kann also I, = C ¢ setzen, wo C eine innerhalb jedes
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zu den Leitungen senkrechten Querschnittes konstante Grofe ist. Die Kom-
ponenten der magnetischen Feldstirke ergeben sich nach der Bedeutung der
Gleichung § = rot Ul im vorliegenden Falle, wo nur die #-Komponente von 11

besteht, als 2

ow

Aus der Gleichung 7ot — 0, die an den von Strémung freien Stellen
des Raumes gilt, also iberall aulerhalb der diinnen Drihte, folgt, dafl die
magnetische Feldstirke als negativer Gradient eines Skalars v, des magneti-
schen Potentials dargestellt werden kann (vgl. § 80), und daher ist

0% _ 09 0% _ 409
oz oy’ oy oz

Diese Gleichungen bedeuten aber nach § 46, daB die Linien ¢ — const
und ¢ = const aufeinander senkrecht stehen; daher sind also die $-Linien
des magnetischen Feldes gleichgerichtet mit den Niveaulinien des elektrischen
Feldes, wahrend andererseits die & -Linien des elektrischen Feldes mit den
Niveaulinien des magnetischen Potentials zusammenfallen.

Doppelleitung aus starken Drahten. Wir nehmen des Zusammen-
hanges wegen diese Berechnung hier voraus, obwohl wir uns fir ihre Durch-
fithrung auf eine erst spiter niher besprochene Rechnungsweise stiitzen
miissen.

Ist der Abstand der Leiter nicht sehr grof gegen den Durchmesser der
Drihte, so hat man den Strom jeder Leitung in Stromfiden zu zerlegen mit
der Stromstirke Jdf/R2®, wo J der Gesamtstrom im Draht, R der Halb-
messer des Drahtes und df der Querschnitt des Stromfadens ist. Fir einen
einzelnen Stromfaden gilt die bisherige Entwicklung; bezeichnet man also
mit a; und @, die Abstinde des Aufpunktes von den Stromfiden im ersten
und zweiten Leiter, so bringt der betrachtete Anteil des Stromes zum Vektor-
potential den Beitrag

. ) N
Oy = C%: Oy =

T 19g 2.
Rz got1

Um den Gesamtwert zu erhalten, hat man diesen Ausdruck iiber den
Querschnitt des Leiters zu integrieren. Die dazu erforderliche Rechnung ist
in § 112 fur diesen und mehrere andere Fille unter einem allgemeineren
Gesichtspunkte mitgeteilt.

So lange der Aufpunkt auflerhalb der Leiterfliche liegt, ist
J. loga, df = R2=mlogr,,

nach (3) in § 112, wenn r; der Abstand des Aufpunktes von der Achse des
positiven Leiters ist; ebenso ist

jloga2df = R2m log r,,

dl, = 2.

wo 7, den Abstand des Aufpunktes von der Achse des negativen Leiters
bezeichnet. Daher ist fiir eine Schleife aus zylindrischen Leitern mit dem
Achsenabstand 2 d in einem Aufpunkte auBerhalb der Leiter

(@ + AP + g2

U7 = Jlog N R
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Der Durchmesser der Drahte spielt hierbei keine Rolle.
Bildet man danach die Komponenten der magnetischen Feldstirke

a Y Y
Oy =— — [ 2 .
° O R e
e e—d 4 x+d
TR e T

so stellen die ersten Posten die Komponenten voun 2 J/r; dar, die zweite da-
gegen die von — 2.J/7r,.

2J/r ist die Feldstarke, die ein langer, in der Nahe des Aufpunktes
geradliniger Leiter hervorbringt; die Vorzeichen bei 2 J/r; und 2J/r,
zeigen nach der Ampéreschen Regel die Richtung der magnetischen Krifte
an. Die Feldstirke £ ist also gleich der Summe der Feldstirken, welche
die als selbstindig betrachteten Leiter erzeugen wiirden, und es ergibt sich,
dall man bei einer Schleife aus parallelen Drihten die magnetische Feldstirke
richtig bildet, wenn man sie berechnet, als wenn jeder Draht einem selb-
standigen Kreise angehorte.

Liegt der Aufpunkt im Innern eines der Leiter, z B. des positiven, so
ergibt die Integration nach (6) in § 112, daB

)

9
J‘ logadf = Rﬁn{logR— ZLtl — <%> 7

wenn R; den Abstand des Aufpunktes von der Achse bezeichnet. Da der
Aufpunkt auBerhalb des negativen Leiters liegt, so bleibt

f log agdf = R2m log 1.
Man erhalt daher ’

A - 2
1, = 2J{Zog72-logR 4+ i ll— <%> ]}

oder in den Koordinaten z und y ausgedriickt:

- (o + ap + o 5 —dp + g
1; = Jlog e +J(1— ( 1;2 - ~>
Fir die Komponenten der Feldstirke erhilt man
i Y Y
Oe = —2J = 2d T
P w2 ey
i r—d z-+d
P =2J + 2J e
b w g
Die beiden ersten Posten sind die Komponenten von
R, 2JRE/ R2
2 =

Der Zihler stellt den Strom dar, der von einem Kreise mit dem Radius
R, umschlungen wird, der Bruch also die Feldstirke innerhalb des Leiters
im Abstande R, von der Achse. Die zweiten Posten von i und Sjly haben
dieselben Werte wie bei H? und H* Fiir das innere der Leiter gilt also das-
selbe, wie fir den Raum auflerhalb der Leiter beziiglich der Zusammensetzung
der Feldstarke aus den von jedem Leiter einzeln hervorgebrachten Betragen.
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§79. Biot-Savartsches Gesetz und Ampéresche Regel. In einem
Raume, der kein Eisen enthilt, hat nach Gleichung (111) § die Form
S L2
P = j I de.
Fiir einen linearen Leiter folgt daraus:
- [, ]
= J =.
o =75
o
In der Form der gewdhnlichen Analysis geschrieben, wobei di die Lange
des Leiterelementes d{ und r die Linge von t bedeute, ergibt sich
o =J j dl sin (r, d1)

r2
0}

Dabei ist zu beachten, dafi df, 1,  in der angegebenen Reihenfolge ein
Rechtssystem bilden und dal $ auf der durch di und r zu legenden Ebene
senkrecht seht. Die Integration ist iiber den ganzen, nach der Natur der
Sache geschlossenen Stromkreis zu erstrecken.

Man kann sich dieses Integral aus Teilbetrigen

apH = 57% sin (r, dl)

aufgebaut denken und erhdlt so die Formel des nach Biot und Savart
benannten Gesetzes. Dieses Gesetz ist aus Beobachtungen an Stromen, die
also geschlossen waren, abgeleitet und kann daher auch nur auf geschlossene
Strome wieder angewandt werden.

Die vorhin angegebene Regel iiber die Reihenfolge von dl, t, § im Rechts-
system entspricht der als Ampéresche Regel bezeichneten.

§ 80. Magnetisches Potential aufierhalb der Stromung. Wie am Ende
von § 77 angedeutet wurde, eignen sich die GroBen von  und U selbst
weniger zur Beschreibung der Eigenschaften des magnetischen Feldes, als
gewisse aus ihnen abgeleitete GroSen. Als eine solche wollen wir in dem
Raume auBerhalb der Strémung das magnetische Potential 9 berechnen. Dall
ein solches besteht, folgt aus der Gleichung 7ot § = 0, die wiederum aus der
Bestimmung i = 0 fir den Raum auBerhalb der Strémung folgt. Zwischen
D und ¥ gilt die Gleichung

D= —gradp -« .- (114)

Um das magnetische Potential zu berechnen, gehen wir aus von dem in
Gl. (112) abgeleiteten Ausdrucke fii¥ die magnetische Feldstirke im Raume
um einen Stromfaden mit der Stromstirke J, nimlich

H = JJ Ldy%lj .
v
®
Wenn man eine im Punkte P (Fig. 63) befindliche Einheit des Magne-
tismus um das Stiick dv verschiebt, so wird die Arbeit Hdr geleistet. Diese
ist demnach gleich [ [d1, v]dy

G

)
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Nach Gleichung (18) laft sich dies in folgender Weise umformen :
1, v]dx
s o,

r3
U] 0]

Die Arbeit ist nunmehr durch ein Linienintegral um den Stromleiter
dargestellt. Nach dem Satze in Gleichung (28)

fads = [ rot uas,
©) )
wo f eine von s berandete Fliache ist, kann das
Linienintegral um den Leiter auch durch ein
Flachenintegral dargestellt werden, welches sich
auf eine beliebige, von dem Leiter berandete
Flache bezieht, etwa die in Fig. 63 durch die
Koordinateneinteilung angedeutete. Die bei der
Verschiebung der magnetischen Einheit geleistete
Arbeit ist also
7 j (ndr] ar.
o
(6)]
Hierin bedeutet v den Abstand des Aufpunktes von einem Flichenelement
und die Bildung der Operation rof setzt die Verschiebung des Punktes a;
by, ¢; in der Fliche voraus. Die Verschiebungen nach den drei Achsen seien
day, dby, de,. Fir zwei beliebige Vektoren U und 9B ist

TOtal [?«[y 23] _ 681) (?/[z %y - 2[1/ %T) N (?I % - E)I Bz)
1
Setzen wir
T
A= IR1ES B =dr,
so ist
| 1]
ew O o e,
ol | o 9 — .
A I8 da, * ob, ' A oc,
Ferner ist

B, =dx, By —=dy, B, —dz

Dadurch wird

) @‘ = D
roa, Lli’j'r‘] = i( x| dz + —ldy + a‘cr d5>

e oa, N oay

< el el agi,>
. v o qr r )
N\ Far T H0r T oer

So lange |v| von Null verschieden ist, hat der Faktor von dx im zweiten
Posten dieser Summe stets den Wert Null.
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Die Klammer des ersten Ausdruckes enthilt in

ol el ol
R \r‘

da,’ 8b, ' 0e

, genommen in der Fliche f, daher ist

rot, [rde] 0 <grad i> dr,
vy

“ g3 oa,

1
die Komponenten von grad l?

Daraus folgt aber

[z, d1] < 1‘>
& —_ d J— y
BE grad { grad < fdl,

und die bei der Verschiebung der magnetischen Einheit um die Strecke dv
geleistete Arbeit ist

. ; 1
Jdr j grad <gmd % >df = dx grad <Jj grad . df)-
Q) ‘ ) |
Andererseits ist dieselbe Arbeit, durch das Potential 9 ausgedriickt, gleich
— grad Y dr.

Durch Gleichsetzung dieser Ausdriicke erhilt man

rot

P = —Jjgmd w—! af + comst - - . . - . .. (115)
)

1 1
grad ‘? ist der Differentialquotient von ‘?1 nach einer bestimmten

| X
Richtung g. Bildet diese mit der Normalen n von |df| den Winkel (g, ), so ist
der Wert jedes der skalaren Produkte, aus denen sich das Integral zusammen-
setzt, gleich

| 1 N
\ —1 | cos (g, 1) |df.
1‘ | (gm) |df 1
Das Produkt der beiden ersten Faktoren ist aber identisch mit TJB-
n

Schreibt man in der Weise der gewdhnlichen Algebra » fiir v| und df far
|df], so wird 1
o —

r
Y= —J Wdfqtconst -------- (116)

(0]

Die Konstante bestimmt sich dadurch, dafl die Arbeit auf einem ge-
schlossenen Wege, der von einem Punkte des Feldes ausgeht und dorthin
zuriickkehrt, ohne den Strom zu umschlingen, den Wert Null hat; fiir solche
Wege ist auch die Konstante gleich Null zu setzen. Liegen dagegen in einem
bestimmten Falle Wege vor, die den Strom einmal oder mehrmals umschlingen,
ehe sie zum Ausgangspunkte zuriickkehren, so ist die Arbeit, die bei jedem
Umgange geleistet wird, nach § 76 gleich 4 7 J, also bei n Umgéngen 4 mn.J.
Ganz allgemein genommen, ist also das Potential vieldeutig; da aber in der
Regel entweder keine oder nur eine einmalige Umschlingung des Stromes
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vorliegt, so fiithrt die Vieldeutigkeit des Potentials in bestimmten Féllen nicht
zu Zweifeln.

§ 81. Magnetische Doppelschicht. Ampéresche Theorie des Magne-
tismus. Die Schlubformel des vorigen Paragraphen gestattet mehrere an-
schauliche Darstellungen.

Man denke sich die Flache gleichmifig mit magnetischen Mengen belegt,
und zwar auf der positiven Seite der Normalen mit Nordmagnetismus, auf

der anderen Seite mit Siiddmagnetismus;
ferner sollen die Belegungen fir die

Flacheneinheit die Menge +% haben

und den Abstand d% voneinander. Die
Belegung einer Fliche df bildet also
einen kleinen Magnet mit den Polen

d
—}»def und dem Polabstand dn, also

dem Momente Jdf.

Das Potential dieser beiden Massen
im Punkte P ist (Fig.64), wenn dn als
sehr klein gegen r angenommen wird:

s dfldn df/dn
(7 —’_7>,_ dneosa” <J r >,+ dneosa’
2 2

\ r r

Dies ist aber gleich

) e
ar r . r
_J;ZAﬁ ancogd/ncosu—-— Jaﬁdf

Belegt man also die ganze Fliche gleichmifBig mit einer magnetischen
Doppelschicht vom Moment J fiir 1 gem, und zwar positiv auf der Seite, aus
welcher ein mit dem Strom ein Rechtssystem bildender Strahl r austritt, so
hat diese Doppelschicht im Punkt P das Potential

) "
v=—J | af
()}
sie ist also in der magnetischen Wirkung auf einen fernen Punkt dem Strom
aquivalent.

Da man die magnetische Doppelschicht auf jeder von der Stromfliche
berandeten Fliche angebracht annehmen kann, so gelangt man hier wieder
zu der schon in § 6 dargelegten Vorstellung iiber die Schichtung der magne-
tischen Mengen in einem magnetischen Felde.

Man kann sich aber auch, statt Strome durch Magnete, umgekehrt solche
durch Strome ersetzt denken, indem man statt eines kleinen kurzen Magnets
(Molekularmagnet) vom Moment M d[ einen die zur magnetischen Achse
senkrechte Fliche df umkreisenden Strom J == M annimmt. Man gelangt
so zu der Ampéreschen Theorie des Magnetismus.
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Dritter Abschnitt.

Magnetische Felder von Dauermagneten und Elektromagneten.

§ 82. Anwendung der Ampereschen Theorie. Bei den Elektro-
magneten ist die Verkettung der magnetischen Linien mit dem erregenden
Strom offenkundig, bei den Dauermagneten wird nach der Ampéreschen
Theorie angenommen, dafl jedes Eisenmolekiil von einem Kreisstrom umgeben
sei, welcher ihm ein bestimmtes magnetisches Moment erteilt. Die Annahme
solcher Strome, die ohne Energiezufuhr in widerstandslosen Bahnen kreisen,
bereitet gewil der Vorstellung einige Schwierigkeiten; sie ist trotzdem nach
den Grundlagen der neueren Anschauungen iiber den Aufbau der Kérper aus
kleinsten Teilen wahrscheinlich. Da sie die Erscheinungen des Magnetismus
der Dauermagnete auf dieselben Ursachen, wie diejenigen an Elektromagneten
zurickfithrt, wollen wir uns im wesentlichen dieser Theorie anschliefen.

Danach wiirden in einem magnetischen Stiick Eisen die Molekiile, die
wir uns um ihren Schwerpunkt frei beweglich vorstellen, wit ihren Strémen
sich so richten, daf ihre Gesamtwirkung in jedem auBerhalb des Eisens
gelegenen Punkte aufgehoben ist. Eine magnetische Feldstirke dagegen
richtet die Molekiile und bringt ihre Stréme in angenihert parallele Ebenen,
so daB sie eine Resultante nach aullen erhalten. Geht die magnetische Kraft
zuriick, so suchen auch die Molekiile ihre Anfangslage wieder einzunehmen.
Infolge einer dem Eisen eigentiimlichen Eigenschaft ist dies nur nach einer
kiirzeren oder lingeren Zeit moglich; man muf annehmen, dafl eine innere
Reibung im Eisen der riickkehrenden Bewegung der Molekiile entgegensteht;
o8 bleibt auch nach dem Aufhéren der magnetischen Kraft noch Magnetismus
ibrig, remanenter Magnetismus, der bei weichem Eisen sehr klein, bei hartem
Stahl groBf ist. Der remanente Magnetismus ist nicht stabil, sondern er kann
auch durch andere als magnetische Krifte, z. B. Erschiuttern, Erhitzen, ver-
andert werden; andererseits kennt man empirische Verfahren, um zeitliche
Anderungen des Magnetismus an Stahlmagneten fast unmerklich zu machen.

Wir wollen nun zunichst unter der Annahme des einheitlichen Ver-
haltens von Dauer- und Elektromagneten die in § 3 und 4 erwihnten Grofen
H und B niher betrachten und ihre fir die Technik wichtigsten Beziehungen
feststellen.

§ 83. Die magnetische Feldstirke und das magnetische Potential.
Die magnetische Feldstirke wird nach § 3 gemessen durch die mechanische
Kraft auf einen der Feldstirke unterworfenen magnetischen Einheitspol.
Hiernach kénnen wir zundchst von einer magnetischen Feldstirke nur in
dem eisenfreien Raume sprechen, da wir in den von Eisen erfiillten Raum
nicht mit einem Probepol gelangen kénnen. Fir den Raum innerhalb des
Eisens wird die Annahme gemacht, dafl die magnetische Feldstirke dort
dieselbe sei, wie wenn man in der Richtung der magnetischen Kraft einen

Raum von sehr geringem Querschnitt ausgebohrt hitte, der den Probepol
aufnimmt.
Breisig, Theoretische Telegraphie. 8
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In dem Raume auBerhalb des Eisens gibt es bei Dauermagneten keine
geschlossenen Linien, welche mit Stromen verkettet sind, da wir die erregenden
Ampéreschen Stréme in der Masse des Eisens eingebettet annehmen. Auch
bei Elektromagneten werden keine Wege eines ihrer Wirkung unterworfenen
Kérpers in Betracht kommen, die zwischen dem Eisen und der Spule ver-
laufen und so die Spule umschlingen. Wir finden daher, daf es in den
Feldern ruhender Magnete keine Wege gibt, die mit Stromen verkettet sind;
es ist daher stets

rot — 0, also H — — grad .

Aus der Gl (39) div®B = 0 ergibt sich in jedem homogenen Korper
die Gleichung
AP =0. ... ... (117)
Aus Losungen dieser Gleichung kann man in &hnlicher Weise die Ver-
teilung der magnetischen Kraft in magnetischen Feldern geeigneter Form
berechnen, wie dies in den § 33 u.ff. fiir die elektrische Kraft in elektrischen
Feldern mit Hilfe von Losungen der Gleichung 4 @ == 0 geschehen ist. Ein
Beispiel hierfur folgt in § 93.

§ 84. Die magnetische Induktion 8. Nach den Ausfithrungen im § 5
bringt die magnetische Feldstirke § eine bestimmte Anordnung der Magne-
tismen zuwege, welche wir durch den Vektor der magnetischen Induktion B

kennzeichnen. Man setzt
B=yuh

Fiir die meisten Korper ist w merklich gleich Eins; fiir die als magnetisch
bezeichneten dagegen weicht es von Eins ab. Erfahrungsgemif ist es aber
fiir einen bestimmten magnetischen Kérper keine konstante Grofie, sondern
die Abhéngigkeit des B von § wird durch eine noch von mehreren anderen
GroBen abhingige Funktion bestimmt, fiir die ein analytischer Ausdruck noch
nicht gefunden worden ist.

Zum Ersatz dafiir bedient man sich der Magnetisierungskurven, welche
zusammengehdrende Werte von £ und B darstellen. Geht man vom unmagne-
tischen Zustande aus, bei dem § == 0 und auch B == 0 ist und steigert 9,
etwa durch Einleiten eines Stromes bestimmter Stéirke in einer das Eisenstiick
umgebenden Spule, so nimmt B Werte an, wie sie durch die Ordinaten der
Linie O C der Fig. 65 angegeben werden. Man nennt diese Linie fiir die
erste Magnetisierung die jungfriuliche Kurve. Das eigenartige dieser Magne-
tisierungskurve ist, dall die Induktion bei mafiigen Werten von § diesem
etwa proportional ist, aber bei weiterem Steigen von § zuriickbleibt, um
schlieflich nur noch langsam zuzunehmen. Man nennt diese Erscheinung
Sattigung des Eisens. Wenn man, nachdem £ den Wert 100 erreicht hat,
wobei also B nach der Kurve den Wert 14 500 erhalten hat, die magnetische
Feldstirke vermindert, so erhdlt man erfahrungsgemil fir ein bestimmtes £
einen anderen Wert als vorher, und zwar einen grofleren, derart, dal 3,
nachdem die Feldstirke auf den Wert Null gebracht ist, nicht den Wert
Null, sondern einen Wert O B annimmt. Dieser Wert bezeichnet den rema-
nenten Magnetismus des Eisens nach der voraufgegangenen Magnetisierung.
Hitte man bei einem geringeren Werte von § als 100 bereits mit der Ver-
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minderung der magnetischen Feldstirke begonnen, so wirde man auch fir
$ — 0 einen anderen, und zwar einen kleineren Wert der Induktion B er-
halten. Man wiirde auch wieder andere Werte von 3B erreichen, wenn man
von § — 0 aus die Feldstirke von neuem wachsen und dann abnehmen liefe.
Nur in einem stimmen alle moglichen Kurven iiberein, namlich daf sie fur
sehr grofie Werte von § dieselben Werte fiir B ergeben.

Fig. 66.

Amperewindungen fiir 1 Centimeter

Um fiir verschiedene Eisensorten vergleichbare Resultate zu erhalten,
nimmt man daher die Magnetisierungskurven nach einem gleichméBigen Ver-
fahren auf. Man unterwirft die Eisenprobe Magnetisierungen wechselnder
Richtung in Feldern, die bis zu gleich hohen positiven und negativen Werten
von § verstirkt werden; die obere Grenze des § hingt aus praktischen
Griinden davon ab, ob es sich um ein Material von hoher oder geringer
Permeabilitit handelt. Wiederholt man die Magnetisierung zwischen den
gleichen Grenzwerten von § mehrere Male, so decken sich die Magnetisierungs-

8%
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kurven. Sje bilden geschlossene Linien, die Magnetisierungsschleifen genannt
werden. Man nennt eine Magnetisierung zwischen gleichen positiven und
negativen Werten, bei der die Schleife einmal durchlaufen wird, einen vollen
Zyklus. Solche Zyklen werden andauernd bei der Magnetisierung durch
Wechselstrome duarchlaufen,

Wegen der Mefverfahren und der Ergebnisse fiir verschiedene Eisen-
sorten wird auf die einschligige Literatur verwiesen 6).

Bei der Anwendung der Magnetisierungskurve fir die Berechnung von
Elektromagneten bedient man sich der mittleren Magnetisierungskurve, deren
Ordinaten die Mittelwerte der B-Werte des aufsteigenden und des absteigenden
Astes der Magnetisierungskurve fiir denselben Wert von $ sind.

Fig. 66 gibt nach Kapp die Magnetisierungskurve fir Gufeisen,
Schmiedesisen, FluBeisen und Ankerblech, und zwar fiir jedes Material durch
zwel Linien, deren untere fiir die am unteren Rande bezeichneten geringeren
magnetisierenden Krifte gilt, wihrend die obere Kurve sich auf die am
oberen Rande angegebenen gréfleren magnetisierenden Krifte bezieht. Statt
durch die Feldstirken ist die magnetisierende Kraft durch die ihnen pro-
portionalen Ampérewindungen auf 1em Liénge angegeben; die Beziehung
beider wird in § 89 niher dargelegt werden.

§ 85. Aniangs- und reversible Permeabilitit. Fir die Telegraphen-
technik haben die besprochenen Magnetisierungskurven nur insoweit Interesse,
als es sich um die Verwendung von Eisen fiir Elektromagnete handelt, die
mit kriaftigen Stromen betrieben werden, derart, daB die Feldstirke einige
Ampérewindungen auf das Zentimeter betrigt. Anders ist es mit den
Magnetisierungsvorgangen in der Fernsprechtechnik, also bei Horern, Trans-
formatoren, Pupinspulen, Krarupleitern. Wegen der Kleinheit der Stréme
bleibt in diesen Fallen die Feldstirke weit unter den genannten Werten. Es
kommt daher fiir solche Falle, in denen B in geringen Betrigen um den Wert
Null herum schwankt, nur die Anfangspermeabilitit in Betracht, welche, wie
in Fig. 65 der Anfang der von O ausgehenden Kurve andeutet, erheblich
kleiner ist als die auf dem mittleren Ast der Kurve O C herrschende. Sie liegt
fiir weiches Eisen in der Niahe von 100. Wenn, wie in Fernhorern, das Eisen,
auf welches die geringen magnetischen Feldstirken aus der Elektromagnet-
bewicklung einwirken, durch einen Dauermagnet schon auf eine héohere
Magnetisierungsstufe gehoben worden ist, so hat dies doch fiir die durch die
Strome erzeugte magnetische Induktion keinen Vorteil. —Bei den kleinen
Anderungen der Feldstirke folgt die Induktion nur beim ersten Aufstieg der
Magnetisierungslinie, welche der gegebenen grofen Feldstirke entspricht.
Bei dem ersten Abstieg dagegen und den spiteren Hin- und Hergingen folgt
B einer Linie, die im grofilen und ganzen nur dieselbe Neigung gegen die
Abszissenachse hat, wie die der Anfangspermeabilitit. Man spricht von dem
zugehorigen Werte von g als der reversiblen Permeabilitit 7). Es ist also
nicht moglich, die aus wechselnden schwachen magnetischen Kriften folgende
Induktion durch starke hinzugefiigte dauernde Krifte zu heben.

§ 86. Verhalten von § und B an Trennildchen. Fiar H gilt die Gleichung
jéjd@ = 0, die nur eine andere Form der Gleichung rof  — 0 ist.
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Wenden wir diese auf die einer Grenzfliche parallele Komponente von §
an, vollstdindig nach der Analogie des in § 28 fiir € angegebenen, so folgt
wieder, daB die zur Trennfliche parallele Komponente von § in dieser Flache
stetig ist, d.h. auf beiden Seiten der Flache denselben Wert hat.

Fir B folgt aus der Gleichung div B — 0, wiederum analog dem in § 28
fir ® bewiesenen, dall die normale Komponente von B auf beiden Seiten der
Trennfliche denselben Wert hat.

Liegt also beispielsweise eine Grenzfliche zwischen Luft und Eisen in der
xy-Ebene, so wollen wir ein homogenes ebenes Feld annehmen, derart, dafl §
in der y z-Ebene liegt.

Dann hat  die Komponenten £, und §,. FErsteres ist zur Grenzfliche
parallel, daher ist

O = Dge - - - (118)

wenn durch die Beisitze I und ¢ angedeutet wird, dafl es sich um die Werte
in Luft und in Eisen handle.
Ferner gilt fiir die zur Grenzfliche normale Komponente von B, also
B,, dab
(B = (Ba)er also (Hahy == WD)e - - - - - - - (119)

Kommt daher eine §-Linie aus dem Kisen unter einem Winkel @, an die
Grenzfliche heran, so ist

(Dl = Hecos e, (Do)t = Do Sin P

Die Komponenten des § in der Luft sind also

(@y)l = 9. cos @,, (@z)l - H’@e 51 @,

Daher ist {g i = u g ..

Da u sehr hohe Werte hat, so treten bei Grenzflichen zwischen Luft und
Jisen auch die innerhalb des Eisens sehr flach einfallenden B-Linien fast senk-
recht in den Luftraum ein. So ist fiir g — 2000 und @, = /% tg @; = 17,4,
also weicht @; nur etwa um 3° von 90° ab.

Man kann daher bei den fir die praktischen Anwendungen in der Regel
notwendigen Anniaherungsverfahren annehmen, daf die -Linien an der Ober-
fliche des Eisens in jedem Falle senkrecht ansetzen.

Elektrische §-Linien setzen an Eisen, wie an jedem Leiter, stets senkrecht
an (§29); fiir magnetische Linien ist das Eisen kein Leiter, sondern es hat
gegen P die Eigenschaften, wie ein Dielektrikum mit hohem & gegen €.

§ 87. Magnetische Hysterese. Mit diesem Namen bezeichnet man die
Erscheinung, daB die Anderungen der Induktion hinter dener der magnetischen
Feldstirke zeitlich zuriickbleiben, wodurch der Unterschied der Magnetisierungs-
kurven bei aufsteigender und bei absteigender Magnetisierung entsteht. Sie
ist mit einem Arbeitsverlust verbunden. Nach § 6 hat man, um die magnetische

1
Induktion B einer Raumeinheit um d B zu steigern, die Arbeit 471:@(1 B zu

1
leisten. Diese ist, abgesehen von dem Faktor P der Flicheninhalt der in
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Fig. 67 schraffierten Fliche. Bei einer Anderung von §) um einen endlichen

Betrag ist also
By

L
- d
47 £a®
8y
die zur Steigerung der Magnetisierung aufgewendete Arbeit, oder die Fliche

ABDC. Geht § von , nach §; zuriick, wobei B andere Werte annimmt
(Fig. 68), als vorher fiir dieselben §, so wird eine Arbeit wiedergewonnen,

welche gleich Zli mal der Fliche DFERB ist, die der Fliche 4 BE ent-

sprechende Arbeit dagegen ist verloren. Verfolgt man dies iiber einen ge-
schlossenen Zyklus, so ergibt sich, daf die Fliche der Magnetisierungsschleife,
mit 4 7 dividiert, die fiir die Hin- und Hermagnetisierung erforderliche Arbeit
darstellt.

Diese Arbeit héngt bei einer bestimmten Eisensorte von dem erreichten
Hochstwerte von B ab. Von Steinmetz ist empirisch gefunden, dal} sie der
Potenz BL° proportional ist; nach Kapyp8) ist fiir gutes weiches Eisen der
Verlust fiir 1 em?® und einen Zyklus etwa gleich 0,0015 81 Erg. Die Arbeit
ist gleich grof fir jeden Zyklus, ob dieser langsam oder schnell durchlaufen
wird; auch kann sie nicht durch Unterteilung des Eisens vermindert werden.

Ferner ist es, wenn die Induktion auf eine bestimmte Hohe gebracht
wird, gleichgiiltig, ob dies durch Ausbildung eines geschlossenen magnetischen
Kreises, oder durch Anwendung groflerer Feldstirken erreicht wird; der Ver-
lust durch Hysterese fiir 1 cm3 Eisen wird dadurch nicht geiindert.

AuBer von der Héhe der erreichten Induktion 8 hingt der Verlust durch
Hysterese vom Material ab; am wenigsten Verlust findet sich bei weichem
Eisen, am meisten bei hartem Stahl. Aus diesem Grunde sind alle diejenigen
Teile von Apparaten, in welchen das magnetische Feld hiufig wechselt, aus
weichem Hisen zu bauen.

Dal} sie zweckmabig auch so weit wie moglich unterteilt werden, hingt
nicht unmittelbar mit den magnetischen Kigenschaften zusammen, sondern
mit den Wirbelstrémen, und wird an anderer Stelle besprochen werden.

§ 88. Magnetpole. Wir haben aus den Keldgleichungen in Gl. (33)
gefolgert. dafl dir B = 0 ist. Die B- und die H-Linien sind also geschlossen,



Magnetpole. 119

und es gibt nach dieser Auffassung nirgendwo im magnetischen Felde wahre
Quellen und Senken. Die Beobachtung scheint etwas anderes zu ergeben durch
die Tatsache, daB an stabféormigen Eisenstiicken Pole vorkommen, d.h. Stellen,
an denen die B-Linien austreten, und solche, an denen sie wieder in das Eisen
zuriicktreten. Man kann auch, wie Gans?Y) gezeigt hat, die Erscheinungen
aullerhalb der Magnete ebenso darstellen, wie es den Tatsachen entspricht,
wenn man im Eisen das Vorhandensein wahrer Magnetpole annimmt. KEine
Entscheidung zwischen der Ampéreschen Theorie und der von Gans laft
sich nicht fallen, weil wir nicht in das Innere des Eisens eindringen konnen.
Jede Theorie hat eine Voraussetzung, die der Nachpriifung durch Beobachtung
nicht zuginglich ist: die Ampéresche fordert die Molekularstrome, die von
Gans den wahren Magnetismmus. Wir haben uns der Ampeéreschen an-
geschlossen, weil sie fir dauernde Magnete und fiir Elektromagnete dieselbe
Ursache des Feldes annimmt, also eine einheitliche Darstellung zulaft.

Auch Elektromagnete, in denen gemal den Feldgleichungen wahrer
Magnetismus nicht entstehen oder verschwinden kann, zeigen bei geeigneter
¥orm Pole, nimlich wenn die B-Linien aus dem Eisen in einen Luftraum
itbertreten, in dem sie sich wegen der geringeren Permeabilitat sofort nach
allen Seiten auszubreiten streben. Hierdurch wird in dem Luftraum dieselbe
Erscheinung hervorgerufen, als wenn die Linien von einer Quelle ausgingen.

‘Wenn es nur auf die Zustinde im Raume aullerhalb des Eisens ankommt,
50 kann man eine bestimmte Verteilung von positivem Magnetismus auf dem
einen und negativem auf dem anderen Pole annehmen, die im Raume dieselben
Krifte hervorbringt, wie sie das Feld tatsichlich besitzt. Als einfachste An-
néherung kann man fiir einen Magnet statt dieser Verteilung je einen positiven
und negativen Pol setzen, und hiervon wird in der Darstellung der Krafte
stabformiger Magnete vielfach Gebrauch gemacht. So in der Theorie der
Galvanometer mit beweglichen Magneten, bei der Bestimmung der Elemente
des Erdmagnetismus.

Wir benutzen die Vorstellung punktférmiger, in dem Felde verteilter
Magnetpole in dem folgenden Paragraphen bei der Berechnung der Energie
magnetischer Felder mit Dauermagneten; wir stellen uns dann also ein solches
Feld ahnlich vor, wie ein elektrisches Feld mit verteilten Elektrizititsmengen,
deren raumliche Dichte mit @,, bezeichnet wird. Das magnetische Potential
Omdv

dieser Mengen ist ¢ — [ ; filr die zu einem Magnet gehdrenden Mengen

o

gilt aber die besondere Forderung, dall jgmd’u = 0 ist. Das magnetische

Potential erfiillt dann, dhnlich wie das elektrische nach Gl.(44) die Gleichung
A 11[) = —4x Qm-

§ 89. Die magnetische Energie eines Feldes mit ruhenden Magneten.

Zugkraft. In § 6 ist die magnetische Energie der Volumeinheit zu 8”3 H?

berechnet worden. Man kann daher, wenn der Wert von § an jeder Stelle
bekannt ist, durch Integration @iber den Raum die magnetische Energie des
Feldes berechnen. Mit Hilfe des Greenschen Satzes lassen sich aber Formeln
angeben, welche diese Berechnungen auf einfachere zuriickfithren.
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Wir haben dazu iber die magnetischen Korper besondere Annahmen
zu machen. Entweder sollen in dem Raume Dauermagnete von der Art vor-
kommen, daf ihr Magnetismus durch die Kréifte des Feldes nicht mehr ver-
dndert wird, d.h. also von sehr hartem und hoch magnetisiertem Stahl. In
diesem Falle ist der Magnetismus im Felde in einer gewissen Weise verteilt,
die wir durch seine réumliche Dichte ¢,, angegeben denken. Oder wir be-
trachten in einem zweiten Falle einen begrenzten Raum, in dem nur un-
magnetische Korper vorhanden sind, etwa den Luftraum zwischen den Polen
eines Elektromagnets.

In beiden Féllen haben wir g — 1 zu setzen.

Nach dem Greenschen Satze, Gl. (67), ist

." UAdWdv —= J Ugrad Wdj— Igrad Ugrad Wdo.
(v) ) @)
Hierin ist f eine Oberfliche, die den Raum ¢ ganz umschlieit. Setzt man
U= W = v, wo ¥ das magnetische Potential des Raumes ist, so ergibt sich,
da = —grady und AP — — 4 7WQ,,

tm g ondo = [4Hdf + [Ordv - - - - . (120)
) (6] )

In dem ersten Falle, wo Dauermagnete sich in dem Raume befinden,
nehmen wir den Raum v beliebig groB an. Die Oberfliche f liegt dann sehr
weit von den Magneten entfernt, und dort ist ¥ beliebig klein von der ersten
Ordnung, § beliebig klein von der zweiten Ordnung (vgl. § 86). Das Ober-
flichenintegral verschwindet alsdann, und man erhilt

(,@de = 4nj'wgmd@'.
@) )
Die magnetische Energie eines unbegrenzten Feldes, in dem magnetische
Mengen in einer bestimmten Verteilung vorkommen, jedoch stets gleich viel
positive und negative, ist also

T, = —;t—ngmdi; (beliebig grofer Raum) - - . (121)
)

An diese Formel wird in § 107 erinnert werden.

Im anderen Falle ist itberall @,, = 0 und daher wird die linke Seite von
Gl (120) gleich Null. Dagegen liegt die Oberfliche wenigstens zum Teil in
endlicher Entfernung, so daf§ das Flachenintegral einen von Null verschiedenen
Wert hat. Dann ist also

Ty = — lejwb di (Feld zwischen zwei Magnetpolen) . . 122)
()]

Bei der Berechnung der Zugkraft von Magneten geniigt es in der Regel,
die Betrachtung auf die Felder zwischen zwei parallelen ebenen Eisenflichen
zu beschrinken, deren Durchmesser grof gegen ihren Abstand voneinander
ist. Das magnetische Feld ist in diesem Falle homogen, d.h. § hat iberall,
abgesehen von den Réndern, denselben Wert. Daher ist —d¢ — Hduz,
wo  den Abstand des Aufpunkts von einer der Flichen bezeichnet; es folgt
P = 9P, — D, wenn angenommen wird, daf ¥ den Wert ¥, fiir x = 0 habe.
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Wenn wir annehmen, dal auler an den beiden parallelen Eisenflachen,
deren jede den Flicheninhalt F' haben mége und deren Abstand a sei, nirgendwo
eine erhebliche Zahl von $-Linien in das Eisen ibertritt, so ist der Wert der
magnetischen Energie dieses homogenen Feldes nach Gl. (122)

1 . -
on {(— U HF+ W —Ha)HF|.

wobei der erste Posten den auf die Fliche x — 0 entfallenden Teil des Ober-
flachenintegrals bedeutet, der zweite den auf die Fliche # — a entfallenden
Teil, und fir § die Komponente im Sinne der nach aullen gehenden Normale
gesetzt ist, also — § bei £ — 0 und +  bei z = a.

Man erhilt daher

T:—lw.@?aF ............ (123)

Andert man a um einen sehr kleinen Betrag, wobei angenommen wird,
daB § sich nicht dndere, so ist

1
1T — 2
d =3 H2Fda.

Dies bedeutet aber, da d T eine Arbeit, da ein Weg ist, daff sich in Luft
zwei derartige Flichen mit der Kraft

anziehen.

Fihrt man an Stelle von § den Flub @ ein durch die Beziehung @ — F 9.
so wird

§ 90. Berechnung von Elektromagneten. Die vorstehend aufgestellten
Sitze itber das magnetische Feld gelten unabhingig davon, welche Ursache
das Feld zustande gebracht hat und aufrecht erhilt. Bei Dauermagneten hat
man hinsichtlich der Krifte, die sie ausiiben, mit den gegebenen Verhiltnissen
zu rechnen, dagegen ist man bei den Elektromagneten in der Lage, das magne-
tische Feld innerhalb gewisser Grenzen so zu verdndern, daf eine beabsichtigte
Wirkung hervorgebracht wird.

Nur wenige Formen von Elektromagneten lassen eine #hnliche Berechnung
des magnetischen Feldes zu, wie etwa bestimmte Leiterformen die Berechnung
des elektrostatischen Feldes. Man hat offenbar zu einer strengen Lésung ein
Integral der (leichung 4% = 0 zu suchen, das den Grenzbedingungen des
gerade vorliegenden Falles geniigt. Ein Beispiel dieser Art, bei dem aber auch
Naherungsannahmen gemacht werden miissen, bietet § 93; fiir gewdhnlich
haben indessen die Elektromagnete Formen, fiir die man das Potential nicht
streng durch eine Losung der Gleichung /19 — 0 angeben kann. Fiir die
Ziwecke der Technik geniigt eine Anniherung, die darauf beruht, daf die Per-
meabilitit des Eisens so groB ist, dal man im wesentlichen durch das Eisen
den magnetischen Linien einen bestimmten Weg vorschreiben kann.
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Zur Berechnung eines Elektromagnets ist erforderlich, einen Zusammen-
hang zwischen der magnetischen Feldstirke £ und dem Flusse @ an jeder
Stelle des Weges der magnetischen Linien festzustellen. Fiir die magnetische
Feldstirke ¥ ¢ilt die erste Hauptgleichung

| Dds — safidf,
® )
wo s eine der geschlossenen Linien des Vektors §, und / eine beliebige von
dieser Linie berandete Fliche ist.

Hat man einen Elektromagnet, wie in Fig. 69, in Form eines Hufeisens
mit vorgelegtem Anker, das auf dem Joche eine Spule mit { Windungen tragt,
in denen der Strom J aufrechterhalten wird,
so kann man mit grofer Wahrscheinlichkeit
den Weg einer Induktionslinie, wie die ge-
strichelte Linie, zeichnen; diese ist also die
Linie 8. Jede Fliche, die man durch sie
legen kann, wird von §{ Windungen des

Stromes J durchsetzt, daher ist ‘sz = §{J.
)

Fig. 69.

Man erhilt i
| Hds = 4xg.
®
Das Linienintegral der magnetischen Kraft ist also leicht zu berechnen,
allein man braucht, wie gesagt, den Wert des § an jeder einzelnen Stelle.
Dazu kommt man angenihert durch die Theorie des allgemeinen magnetischen
Kreises, die eine Verallgemeinerung der Theorie eines homogenen magnetischen
Kreises ist.

§91. Der magnetische Kreis mit vollstindigem Eisenschluff. Wir gehen
aus von einem Toroid, einem ringférmigen Kérper, der durch Rotation einer
Kreisfliche um eine aufler ihr gelegene Achse entsteht.

Wir denken uns ein solches Toroid aus homogenem Eisen gleichmifig
mit einem isolierten Leitungsdraht bewickelt, so dal eine Spirale entsteht, die
auBer an den Zufithrungen geschlossen ist.

Von den Zufithrungsstellen denken wir uns die zur Stromquelle fithrenden
Drahte dicht nebeneinander gefithrt, so daB sie aulerhalb des Eisens kein
magnetisches Feld bilden. Im Innern der Spule verlaufen die magnetischen
Linien wegen der vollkommenen Symmetrie in konzentrischen Kreisen, wihrend
fiir jede angenommene Linie auBerhalb der Spule f&;)dé — 0 ist, da sie mit
keinem Stromleiter verkettet ist. Das magnetische Feld besteht also nur in
der Spule. Ist { deren Windungszahl, .J der Strom, so ist also fiir jede Feld-
linie f@dz‘z —=4mtlJ.

Wegen der Symmetrie hat § an allen Stellen derselben Feldlinie den-
selben Wert und wenn diese den Radius ¢ hat, so ist also 4 7§{J = 27 0 H,.

Daraus geht hervor, daf sowohl die Feldstirke als auch die magnetische
Induktion an den inneren Stellen des Ringes etwas grofier ist als an den
duberen; wir wollen aber diesen Unterschied vernachlissigen, indem wir an-
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nehmen, daf die Dicke des Ringes nur klein gegen seinen Durchmesser sei.
Wir nehmen statt der §-Linien von verschiedenem Durchmesser die durch
den Mittelpunkt des Querschnitts gehende. Die Lange der Mittellinie des
Toroids sei I, dann ist die mittlere Feldstirke

Wird J in Ampere gemessen, so erhilt man § in absolutem elektro-
magnetischem Mafle als

. 4 Sy

H = To g e (127)

Fir den homogenen magnetischen Kreis kann man also sehr leicht die
Feldstirke berechnen, demnach mit Hilfe der Magnetisierungskurve das zu-
gehérige B und daraus den Flull @.

Der Bequemlichkeit halber gibt man statt der Beziehung zwischen £ und 3

J . J.
die zwischen j = CZA und B an und nennt -CZA die Amperewindungen auf
1 cm Liange des magnetischen Kreises. In diesem Malle sind die Abszissen
der Fig.68 gewahlt. Einem g = 10 entspricht § —= 4 7. — Man nennt die
Einheit der magnetischen Feldstirke 1 Gaufl. In einem Felde, das y Ampere-

windungen auf 1 cm hat, herrscht also die Feldstirke i?t %, oder etwa 0,8 y Gaul.

Fir einen vorgeschriebenen Wert @ des Flusses findet man die mittlere
Induktion B als den Quotienten B — D ‘F, wo F der Querschnitt des Toroids
ist. Fiur B findet man aus der Magnetisierungskurve eines gegebenen Materials
die GroBe 7 und durch Multiplikation mit der mittleren Lange des Kreises
die GréBe X = g1; X nennt man die gesamten Amperewindungen.

"Fiar jedes gegebene Toroid kann man aus der Magnetisierungskurve eine
Tabelle aufstellen, die zusammengehérige Werte von @ und X enthilt, und
aus der sich die Magnetisierungskurve dieses Toroids zeichnen 1aft.

An dem Toroid ist offenbar der kreisférmige Querschnitt des Eisenkérpers
am wenigsten wesentlich, da man ja doch mit einer mittleren Linie rechnet.

Es wird ferner auf die kreisringformige Gestalt nicht sehr ankommen,
wenn die Magnetisierung des Eisens noch gering genug ist, dal seine Per-
meabilitit grol gegen die des umgebenden Mittels ist. An jeder Stelle, an
der sich die Krimmung der Oberfliche é#ndert, werden zum Unterschied von
dem genau konzentrischen Verlaufe bei dem Kreisring Feldlinien das Bestreben
haben, aus dem Eisen auszutreten und Schlufl durch den Luftraum zu suchen;
ihre Zahl wird aber bei mifigen Abweichungen von der Kreisform gegen die
im Eisenkoérper vernachlissigt werden kénnen.

Elektromagnete mit vollstindig geschlossenem Eisenkreis konnen zur
Hervorbringung von Bewegungen nicht benutzt werden; diese Form wird aber
vorzugsweise fur Transformatoren und Drosselspulen verwendet, bei denen
man mit einer gegebenen Stromstirke einen moglichst groBlen magnetischen
Fluf erzeugen will; insbesondere die Pupinspulen werden nach dieser Art gebaut.

§ 92. Geteilte magnetische Kreise. Elektromagnete zur Erzeugung von
Bewegungen, wie die in der Telegraphie gebriuchlichen, sowie solche, deren
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Teile zur Erzielung einer bestimmten Wirkung beweglich sein miissen, wie
z. B. die der Dynamomaschinen, unterscheiden sich von den bisher besprochenen
dadurch, daff die B-Linien an bestimmten Stellen aus dem Eisen in Luft iber-
treten miissen; nach § 86 dndert sich an diesen Stellen die magnetische Feld-
stairke sprungweise. Obwohl auch fir solche Elektromagnete die Gleichung

j Hds — 4x§J gultig bleibt, kann  nicht wie bei dem homogenen Kreise
durch Division mit der Lénge berechnet werden, da es eben nicht an allen
Stellen jeder Linie denselben Wert hat.

Ein solcher magnetischer Kreis besteht also aus einer Reihe von Teilen,
durch welche die Induktionslinien der Reihe nach hindurchtreten, und die
einzeln aus homogenem Material sind. In jedem dieser Teile hat die Induktion
einen von dem Querschnitte und dem gesamten Flusse abhingigen Wert.
Wiirde man einen einzelnen Teil herausgreifen, z. B. das Hufeisen des Elektro-
magnets in Fig. 69, und es durch ein Stick aus gleichem Material zu einem
geschlossenen Kreise ergénzen, so wiirde darauf bei derselben Induktion von
der insgesamt erforderlichen Zahl von Amperewindungen der Betrag %1 ent-
fallen, wobei y nach der Magnetisierungskurve des geschlossenen Kreises aus
dem gegebenen B festzustellen wire. Dieser Wert 3! bei gegebenem B wiirde
von dem Werte des fiir den gesamten Kreis erforderlichen X unabhéingig sein,
so daB, wenn man Schliefungsboégen verschiedener Lange wahlte, zwar das X
fiir jeden Fall anders wire, nicht aber ! fiir das Hufeisen. Man wird daraus
schlieen, daf dann auch auf das Jochstiick oder einen anderen Teil des un-
gleichartigen magnetischen Kreises diejenige Zahl von Amperewindungen ent-
fallt, welche sich fiir dieses Stiick ergeben wiirde, wenn man es auf ganz
beliebige Weise zu einem homogenen magnetischen Kreise schlosse.

Man gelangt so zu einer Aufteilung des gesamten Betrages des Linien-
integrals der magnetischen Feldstirke in einzelne Teile, deren Summe 4 7 § J ist.

Ein Kreis bestehe aus n Teilen, von denen der hte die Permeabilitit us,
den Querschnitt ¥}, die mittlere Lange I, hat, und es sei zundchst angenommen,
daB alle Teile denselben magnetischen Flufl @ fiihren.

Der hite Teil hat die Induktion B, — f,

h
Teile zugehorige Magnetisierungskurve eingeht, findet man den zu B, ge-
horenden Betrag y;; fur diesen Teil ist also im ganzen erforderlich die Zahl
Xu == xnln Amperewindungen.

Daher ist

und indem man in die dem

; ‘-[A = 2 X}L {h-
1

Fiabrt man die w;, ein, so ist

< 23h
D ="
2} y'h
und
- [/
Only = S
Dnl wn Fn
also
—1— H IL
.”.gt/A:(pE e (128)

10 1 Un 1IL
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Man nennt den Ausdruck der linken Seite, der die Ursache des magne-
tischen Feldes darstellt, auch die magnetomotorische Kraft. Der Summen-
ausdruck auf der rechten Seite ist gebildet wie der Widerstand eines zu-
sammengesetzten Leiters, dessen einzelne Teile die Linge 1p, die Leitfihigkeit
uy und den Querschnitt Fj, haben.

Man konnte die Gl (128) in der Form lesen, dafl die magneto-
motorische Kraft gleich dem Produkt aus dem magnetischen Fluf in den
magnetischen Widerstand sei. In dieser Form bildet sie eine Analogie zum
Ohmschen Gesetz. Es ist aber zu beachten, daB die besprochenen magne-
tischen Vorginge statisch sind, und daf sie eine groBere Ahnlichkeit mit
den Zustinden in einem aus lauter Isolatoren bestehenden elektrischen Felde,
als mit einer Stromung haben.

Man dehnt die Analogie auch auf die einzelnen Teile des magnetischen
Kreises aus und nennt 1, die magnetische Potentialdifferenz an einem

bestimmten Stiicke, - - seinen magnetischen Widerstand. Dies ist aber
nur zuldssig, wenn man auf diese Art die gesamte magnetomotorische Kraft
fir einen geschlossenen Kreis berechnet, wihrend eine magunetomotorische
Kraft $,1, an das einzelne Stiick des Kreises angelegt, eine vollkommen
andere Magnetisierung als die vorausgesetzte bewirken wiirde.

Streuung. In noch hoherem MaBe als bei Anderungen der Kriim-

mung eines Toroids treten seitlich Feldlinien aus, wenn der magnetische
Kreis aus Eisen in Luft iibergeht. Man bezeichnet dies als Streuung der
Feldlinien. Um sie zu beriicksichtigen, werden Néherungsformeln 10) benutzt,
auf die hier nicht niher eingegangen werden kann.
Der Satz [Gl. (128)] vom magnetischen Kreise erfahrt
durch diesen Vorgang eine Abdnderung in dem Sinne,
daf der magnetische FluB in einzelnen Teilen des
magnetischen Kreises kleiner ist als in anderen. Vie
dies beriicksichtigt wird, ist am besten aus dem
zweiten der hier folgenden Beispiele zu ersehen.

§ 93. Beispiel einer Losung der Gleichung
Av = 0. Es soll die Form der Pole eines vielpoligen
Magnets berechnet werden, wie er zur Erzeugung
von Wechselstrémen bis zu ¥ = 1500 Perioden, Sek
gebraucht wird. Wechselstrommaschinen dieser Art
dienen zur Messung der Vorgéinge in Telephonleitungen
und Apparaten. Der Magnet, Fig.70, besteht aus
einem &uBeren Zylinder @, der von einer eisernen
Scheibe ¢ getragen wird, mit vorgelegtem glatten
Ring b. Zum Schlub der magnetischen Linien dient
weiter ein innerer Zylinder und eine Scheibe d, welche
mit dem Ringe b das nutzbare magnetische Feld f ein-
schlieft. Die Erregerspule E umschlingt den inneren Zylinder. Die Scheibe d
tragt gegen b hin eine solche Anzahl von Polen p, daB bei der zulissigen
Umdrehungsgeschwindigkeit in einer feststehenden, in das Feld eingeschobenen
Spule ein Wechselstrom der gewiinschten Frequenz erzeugt wird.
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Es soll eine solche Form der Pole ermittelt werden, dal die radiale
Komponente der Feldstirke, welche allein die Kurve der induzierten EMK
bestimmt, iiber den Umfang sinusformig verdnderlich verteilt ist.

Da a, b, ¢, d aus gutem Schmiedeeisen bestehend gedacht werden, ist zur
Hervorbringung der Induktionslinien innerhalb des Eisens nur eine sehr
geringe magnetomotorische Kraft erforderlich im Vergleich zu der fir die
Magnetisierung des Luftfeldes noétigen. Man kann daher annihernd an-
nehmen, daf die Flichen von @ und d, von denen die Linien des Feldes [
ausgehen, Niveauflichen des magnetischen Potentials seien. Zur Verein-
fachung der Rechnungen ist eine zweite Annahme erforderlich. dal nimlich
das Feld von den Polen zum Ringe b senkrecht iibergehe, also dall es keine
Komponente in der Richtung der Achse habe, die wir zur z-Achse wihlen.

Durch diese Annahme wird die Giiltigkeit der Losung auf einen Teil
des Feldes beschrinkt; der Verlauf aufllerhalb dieses Teiles wird sich aber
mehr der geforderten Form nshern, als wenn auch das innere Feld infolge
der Form der Polschuhe anders als sinusférmig wire.

Unter diesen Annahmen haben wir folgende Aufgabe: Es soll die Leit-
linie eines Zylinders berechnet werden, der gegen einen duBeren Kreiszylinder
eine unverdnderliche magnetische Potentialditferenz hat, wobei die radiale
Komponente vor den Polen des Feldes sinusférmig veranderlich sein soll und
zwar pmal fir den ganzen Umfang.

Wir benutzen dazu die Gleichung dic — A ¥ =— 0 in der Form fiar
Zylinderkoordinaten:

05 L 100D 109Dy

oz ' r Or +r 6%20'
., 09
Nun ist '/"z = 0, nach Voraussetzung, ferner
oy oV
@r—"—'«()ry @0““—r«0'ﬁ,9
also folgt
¢ 1cy 1 2y
8r2+1' or Trogoe ™ &

Beim Aufsuchen einer Losung ist zu bedenken, daf das magnetische
Potential nicht nur die sinusartige Komponente, sondern auch noch einen
von ¥ unabhingigen Teil enthalten muf, weil alle Pole gleichnamig sind.
Wenn der innere Zylinder ebenfalls glatt wéare, so wire nach Analogie von
Gl (60) ¥ = logr die Losung. Diese erfiillt auch die obige Gleichung.
AuBer dieser Lésung haben wir noch eine andere zu suchen, welche sinp 4
oder cosp @ enthalt. Da, wie Gl (69) gezeigt wurde, das Potential bei
zylindrischen Verteilungen eine Funktion von # 4 iy = 7¢/? ist, so bietet
der reelle Teil der Ausdriicke

(ref?)» und (ref?yr
geeignete Losungen.

Wenn es moglich ist, den Grenzbedingungen zu geniigen, so hat der
Ansatz

Y= A+ Clogr + DrPcosp® -+ Er—Pcosp &
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die von dem magnetischen Potential der vorliegenden Verteilung verlangten
Eigenschaften.

Zunichst soll dieses Potential an der Innenfliche des &uBeren Zylinders,
deren Radius R sei, konstant sein, d. h. von # unabhéngig. Daher ist

DR?+ER? =0

zu setzen, und es wird
r\? RN\D
v = A+ Clogr + DRP [<R—> _<r> ]cospn?.

Fir r = r;, auf dem Zylinder, der die Polvorspriinge gerade umschlielit,
soll die radiale Komponente der Feldstirke die Form B, 4 Bcos) & haben.
Dies ergibt

P
—Q—I)RP l( > (R>]cospﬁ_Bo+Brosp&
r R

also

1
C — —B,r,, RPpl = —Br
R r

Der konstante Wert auf dem dulleren Zylinder kann gleich Null gesetzt
werden, wobei ¥ in die magnetische Potentialdifferenz ¥ zwischen dem Auf-
punkte und dem #uleren Zylinder itbergeht. Dazu mul gesetzt werden

0 = A+ Clog k.
Brp

P
(11 \? > < ) ( )
<R> T <7'1,
Die Form der Polfliche, welche das verlangte magnetische Feld liefert,
ergibt sich, wenn wir den Wert von & fiir ein beliebiges Wertepaar r, ¥ gleich

dem Werte setzen, der an der duBersten Stelle jedes Polzahues besteht, also
fir Wertepaare

Man erhilt dann

T — Byry h)g]:: — cosp .

r=r;, 4 =0; r—rwr,, U =— 2w usw.
Dies liefert die Gleichung

rn B <%>p— r1> <R> <>

Bylog ~ -+ - - .
CGTEGY GG

R »
In der Regel ist < L‘> sehr grof} gegen <2> und in erhéhtem Male

cosp D | = 0.

ay o R\P P . .

gilt dies fiir <7> und <;,> - Diese Gleichung vereinfacht sich also zu der
v

Form
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Unter derselben Vereinfachung erhalt man fir die magnetische Potential-
differenz zwischen den Polen und dem &uBeren Zylinder den Wert
T — B,r, logRu}—Br1 cospd - - - oo .. (130)
71 Y
Diese ist gleich dem Produkte 4  § J zu setzen, wenn man den auf das
Eisen entfallenden Teil des Linienintegrals der magnetischen Kraft gegen 4"
vernachldssigen kann. Gl (129) stellt die Leitlinie der Kurve in Polar-
koordinaten dar. Man kann dafiir schreiben

BO Ty p 1 \P
—1—(" "
Blog(y) 1 <r> cosSp

Nun liege die tiefste Einsattlung der Kurve, also die Stelle, die
cosp ¥ — — 1 entspricht, auf dem Radius ry, dann ist

B, ry )1‘ . <vr1 )1”
B 10g<r2 =1+ g

Setzt man zur Abkiirzung

ry \ ¥y p
( ) =, > =
r ¥y

wo also
1 Tu < uy,
B
so ergibt die Vereinigung beider Gleichungen unter Ausschaltung von BO
1
1— ‘10—*_:0 log u
cosp & = - gu 0

Diese Gleichung ergibt so lange Werte von cosp & iiber dem oder bis
zum Betrage — 1, als der Zahler = — u ist. Nur wenn die rechte Seite einen
kleineren absoluten Betrag als Eins hat, ergeben sich reelle Punkte der Kurve,
also brauchbare Losungen. Zwar wird fir jeden Wert von #%;, wenn man
w == u, werden la8t, cosp ¥ == — 1, allein es zeigt sich, daB « unter Um-
stinden fiir die benachbarten Werte von © komplex wird. Daher hat der

71\ P
Wert u, = <rl) eine bestimmte Grenze, die wir auf folgendem Wege finden.
Fo s

Fs sel 4 = 1y — 0 gewihlt, wo 0 so klein ist, daB man setzen kaun:

) )
log (uy — 0) = log wy — w

0
Dann erhilt man die Bedingung fiir reelles & in der Form

1 + uy / >
log )= —u,+ 0
709“0 & - 0 0,
oder .
+ Uy > 1
ugloguy =
u, darf also nur so grob sein, dafi
1 P
log uy << T,
= 4,

Diese Urenze liegt bei u, = 3,6.
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Um eine Kurve zu erhalten, deren Punkte alle reell bestimmt sind, mufl

p
also <;l> =< 3,6 gewiblt werden. Wahlt man es gréfer, so fallen zuerst in
2

der Nahe von 180° dann weiter nach 90° zu die Kosinus unter — 1, d.h. es
ist keine Kurve angebbar.
Die angegebene Grenze des %, hat noch eine andere merkwiirdige Be-

deutung. Das Verhiltnis

By _ 14w

B T logu,
ist sehr groB sowohl fiir grofe u,, als auch fiir solche, die nahe an Eins
liegen. Es hat also ein Minimum, und zwar liegt dies vor, wenn

1 —{—7 Uy
Uo

log uy =

Die Grenze der durchaus Fig. 71.
bestimmten Polfliche liefert also
zugleich das giinstigste Verhiltnis
der nutzbaren magnetischen Feld- 0131,
stairke B zu der mittleren Feld-
stairke B,. Dieser Wert ist
B
B, 0,278.
Anker mit flacheren Polzihnen, als diesem Verhaltnis entspricht, nutzen
also das Feld schlechter aus.
Fig. 71 stellt drei Zdhne eines Ankers mit 30 Polen bei r; — 10 cm dar.

Die Leitlinie dieser Zahne fillt zum groften Teil 1it einem Kreisbogen vom
Radius 0,13 r; zusammen.

§94. Anwendung der Sd#tze vom magnetischen Kreise. Es soll
die Magnetisierungslinie und die Tragkraft eines Elektromagnets berechnet
werden, der nach Fig. 69 gebaut ist. Der Hufeisenmagnet hat einen Quer-
schnitt von 2 < 2 cm?, der Anker von 2 > 1cm2 Beide sind aus Schmiede-
eisen. Die Magnetisierung soll so bemessen werden, dal der Anker bei einem
Polabstand von 0,2 cm eine Kraft von 5kg ausiiben kann.

Um die Kraft von 5kg, also 2,5.981000 Dynen an jedem Pole hervor-
zubringen, ist ein bestimmter magnetischer Fluf zwischen Anker und Feld-
magnet erforderlich; nach GL (125) hat er den Wert

& = 8xPF,
wo P die Kraft an jedem Pole, F' der Querschnitt des Luftraumes ist. Dies
ergibt hier

D — 15650cgs.

Bei einem Abstande von 2 mm wird die Zahl der Feldlinien, die an den
Polen gestreut werden, schon ziemlich betriichtlich sein, wir veranschlagen
sie auf 1/, der vom Hufeisen erzeugten, Dieses hat also 1/; mehr Feldlinien
zu fithren, als nutzbar gerechnet werden.

Far einen bestimmten nutzbaren Fluf @ betrigt die Induktion im

Anker @ 2, im Tuftraum @4 und im Hufeisen @/3. Die Lingen der mitt-
Breisig, Theoretische Telegraphie. 9
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leren Feldlinie betragen in den drei Teilen der Reihe nach 9cm, 0,4 cm
und 18 cm.

Bedeutet § eine der Zahlen fiir Schmiedeeisen, so erhilt man 18y fir
den auf das Hufeisen, 9y fiir den auf den Anker entfallenden Teil der
Amperewindungen ; auf denLuftraum entfallen

10 (Izl 9
A F 4w
oder 0,08 @ Amperewindungen. Man erhilt z. B. fir @ = 5000

!' B [ 4 z1
Hufeisen . . . . .. [ 1860 | o041 7,4
Anker. . . . . . . . | 2500 0,63 [ 5,7
Luftraum . . . . . . 1250 — 400,0
[ X =:418,1

Auf demselben Wege ergeben sich die Zahlen:

& 8000 11 000 14 000 17 000

|
X | 662 910 ' 1160 | 1410

Die Zahlen fir @ und X sind einander fast genau proportional, weil die
auf die Eisenteile entfallenden Amperewindungen gegen die fiir den Luft-
raum unbetrichtlich sind und das Eisen nur sehr wenig gesittigt ist. Es
ist daher ungefihr

X = 0,839.
Um eine Zugkraft von 5kg zu erhalten, hat man also rund 1300 Ampere-
windungen aufzuwenden.

Diese Zahlen lassen auch erkennen, daf in Elektromagneten, die Luft-
spalte von der GroBenordnung von Millimetern haben, die im Eisen liegenden
Teile der geschlossenen magnetischen Linien fast keine magnetomotorische
Kraft verbrauchen, also wie ein magnetischer Kurzschlub wirken.

Wir wollen noch eine interessante Rechnung iiber den Sitz der magnetischen

Energie anschliefen. Das JSMn H2d v zerfillt in drei Teile, von demen der

erste sich auf den Feldmagnet bezieht, der zweite auf den Anker, der dritte
auf die beiden Luftraume. Innerhalb jedes Teiles kann man § als konstant
ansehen; jeder Teil trigt dann zur Energie den Betrag u v '8 m bei. Aus
den fir @ = 5000 berechneten Zahlen fir B und y erhilt man die Werte
der nachstehenden Tabelle fir u und §; aus ihnen und dem Rauminhalt ist
die Energie jedes Teiles berechnet:

i |
H ‘ noo| W ‘ &
Hufeisen . . . . . | 0,51 8260 | 72 | 2440 Erg
Anker . a0 a0 0,79 3160 | 20 1560
Luftraum . . . . 1250 | 1 | 1,6 100 000

Die Energie befindet sich also trotz des kleinen Volumens des Luft-
spaltes zum weitaus grofiten Teile nicht im HFisen, sondern im Luftspalte.
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Man kann daher bei Apparaten mit erheblichen Luftzwischenrdumen, wie den
Telegraphenapparaten, die magnetische Energie geniigend genau aus der In-
duktion im Luftraum zwischen den Polen und dessen Volumen berechnen.

§ 95. Elektromagnete von Telegraphenapparaten. Bei den Elektro-
magneten von Telegraphenapparaten wird nur in einigen Fillen die Energie
des ankommenden Stromes unmittelbar zur Hervorbringung der Zeichen be-
nutzt, z. B. bei Farbschreibern und Klopfern. Bei den Farbschreibern (Morse-
apparat, Wheatstone) wird die erforderliche Arbeit dadurch vermindert,
daf die Elektromagnete nur ein leichtes Rad seitlich zu verschieben haben,
welches den Antrieb zur Uberwindung der Reibung am Papier und zur Er-
zeugung der Zeichen durch ein besonderes Laufwerk erhalt. Bei den Klopfern
wird die Energie des Stromes in die Form geeigneter Schalle gebracht, in der
sie auch bei geringem Gesamtaufwand leicht wahrgenommen wird. Bei allen
anderen Apparaten hat der in die Leitung eingeschaltete Elektromagnet
nur die Aufgabe, eine beim Empfinger in reichlichem Mafe zur Verfiigung
stehende Energie auszulosen; entweder auf mechanischem Wege, wie der
Hughes-Elektromagnet durch geringe Verschiebung einer Sperrklinke die
Druckvorrichtung mit dem Antrieb des Laufwerkes verbindet, oder auf elektri-
schem Wege, indem durch Schliefen eines Ortskreises dessen Elektromagnete
in Gang gesetzt werden, die ihre Energie aus einer hinreichend starken
Stromquelle entnehmen. ,

Die Eigentimlichkeit der telegraphischen Elektromagnete ist also, daf$
sie weniger fiir grofle Kraftwirkung, als fiir schnelles und sicheres Ausfiithren
bestimmter Bewegungen bestimmt sind.

§ 96. Apparate mit neutralen Elektromagneten. Neutrale Elektro-
magnete sind solche ohne Dauermagnetismus. Wir finden sie bei den meisten
Klopfern und Farbschreibern, sowie bei den gewdhnlichen, nicht polarisierten
Relais. Die Wirkung dieser Elektromagnete beruht allein auf dem durch den
Strom hervorgebrachten magnetischen Felde. Der Elektromagnet ist fast
immer hufeisenférmig, und der vor den Polen liegende Anker bewegt sich gegen
die Pole und von ihnen weg um eine Achse, die auBerhalb des Ankers liegt
und seiner Langsrichtung meist parallel ist. In seltenen Féllen, so bei den
gewohnlichen Weckern, steht die Drehungsachse senkrecht zur Lingsrichtung.
In der Regel wird also der Abstand beider Pole vom Anker bei dessen Be-
wegung gleichmifig gedndert. Der Anker bewegt sich zwischen zwei An-
schligen; gegen den einen wird er in der Ruhe durch eine Feder gezogen,
deren Kraft derjenigen der Elektromagnete entgegenwirkt, der andere Anschlag
begrenzt die Bewegung unter dem Antrieb des Elektromagnets.

Der Luftspalt zwischen Anker und Elektromagnet bietet einen magneti-
schen Widerstand, der im Vergleich zu dem der Eisenteile sehr grof ist.
Weil das Eisen nur wenig gesattigt ist, kann man den erzeugten Flul bei
einer bestimmten Ankerlage der Stromstirke proportional, die Zugkraft ihrem
Quadrat proportional setzen.

Den magnetischen Widerstand kann man, ohne auf die Einzelheiten
néher einzugehen, folgendermalen einfithren. In der Ruhelage des Ankers
betrage er wa, wo a die in Zentimetern gemessene Linge des magnetischen

gx*
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Weges sei, unter Umrechnung der Teile im Eisen auf Luft. « wird also im
wesentlichen die Linge des Luftspaltes sein. Bewegt sich der Anker auf den
Magnet zu, um zem, so wird der magnetische Widerstaud w (¢ — x). Der

J
Flub ist also dem Betrage P und die Zugkraft dem Betrage J2/(a — x)?

proportional, also etwa A4,J2/(a — )2

Liegt der Anker am Ruhekontakt, so wird er dort durch eine gewisse
Federkraft gehalten, die infolge Anspannung der Feder vergrofert wird,
wenn der Anker sich unter dem Zuge des Elektromagnets bewegt. Die Ver-
groferung der Federkraft ist dem x proportional. Wir konnen die Zugkraft
an jeder Stelle mit A4, (xy -+ x) bezeichnen; A,x, ist dann die Kraft in der
Ruhelage und z, wire die Strecke, um die der Ruhekontakt zuriickgenommen
werden miilte, um die Feder ganz zu entspannen.

Wir wollen nun fir den Betrieb des Elektromagnets die beiden Fille
unterscheiden, dafl der Strom sehr schnell oder ziemlich langsam ansteige.

Im ersteren Falle erhilt die Zugkraft des Ankers schnell grofle Werte,
und es wirken daher grofle beschleunigende Krifte auf den Anker, wenn er
sich auf die Pole zu bewegt. Damit die Riickwartshewegung, die allein unter
der Wirkung der Feder erfolgt, ebenfalls schnell ausgefitlhrt werde, ist es
niitzlich, die Feder stark anzuspannen, also dem 2z, einen grofen Wert zu
geben. Um dies auszugleichen, hat man den Luftraum, also a, moglichst zu
verkleinern, damit die Zugkraft grofi werde.

Im betrachteten Falle, der vornehmlich auf nicht zu lange oberirdische
Leitungen und auf Ortskreise zutrifft, hat man also den Anker moglichst den
Polen zu nidhern und die Feder stark anzuspannen.

Der andere Fall mit langsam ansteigender und demgemifl auch langsam
abfallender Stromkurve betrifft lange oberirdische und Kabelleitungen. Das

Fig. 72. zeitliche Bild eines Zeichens
ist das einer lapjsam an-
wachsenden und langsam

' ] ' wieder abnehmenden Strom-
. le welle (Fig. 72). Wenn die
] t to ta Ordinate J; den Wert des

Stromes anzeigt, bei dem
die magnetische Kraft gerade gleich der Federkraft geworden ist, so bedeutet
die zugehorige Zeit ¢, den Anfang der Bewegung des Ankers. Indem dieser
sich nach dem Arbeitsanschlag bewegt, vermindert er den magnetischen

Fig. 73.

Widerstand, und die Zugkraft des Elektromagnets wichst schneller als die
Gegenkraft der Feder, da sie dem Quadrat von (¢ — x) umgekehrt pro-
portional ist. Wenn daher der Strom auf der anderen Seite seines Hochst-
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wertes den Wert J; wieder erreicht, zur Zeit f,, so reicht die Federkraft
noch nicht hin, den Anker wieder abzureifien, sondern er bleibt noch bis zu
einer Zeit {3 am Arbeitsanschlag, bis der Strom den Wert J, erreicht hat.

Wenn, wie bei telegraphischen Zeichen des Morsealphabets, mehrere
Punkte und Striche aufeinanderfolgen, so iiberlagern sich die den einzelnen
entsprechenden Zeichen am Ende (Fig. 73). Damit ein Relais einen Strom
derartigen Verlaufs in der richtigen Weise in Zeichen zerlegen konne, ist es
erforderlich, dal die Hohe jeder Teilwelle iiber J; hinausgehe, und die Ein-
sattlung zwischen je zwei Teilwellen unter o, falle.

Man wird haher das Relais so einzustellen haben, daf J; und J, so nahe
wie moglich beieinander liegen. Wir wollen nun feststellen, unter welchen
Bedingungen dies zutrifft.

Der Ankerhub sei i. Die Stromstérke J; ist gegeben durch die Gleichung

J 2

:H a; = A, 2y,
namlich die Gleichsetzung der magnetischen und der Federkraft fir x — 0.
Dagegen ergibt sich J, aus

JJr

4, —(‘d':"h)g == Ay (2o + k).
Es folgt also
JIZ a? Zo

P (@ —h)? (z + I)
2
1
J2’
sprochenen fiir Kabelbetrieb moglichst gleich Eins, iiberhaupt moglichst klein
gemacht werden. Nun ist.

Dieses Verhiltnis das wir p nennen wollen, soll nach dem be-

ap__ 2ah Lo
ta  (@a—hP x+h’
cp __ a? h

0xe (@ — h)? (z, + R)2’

op _ a?a[2(x + W) —(@a—h)]
ch (a —h)3 (zo + B)2

Das Verhiltnis p nimmt also ab, wenn @ wichst, wahrend es mit x,
und kb zunimmt. Man erhilt daraus fir die Einstellung eines Elektromagnets
bei langsam verinderlichen Strémen folgende Regel.

Bei Wellen, die nur Stirkeunterschiede des Stromes, und zwar verinder-
licher Grofe aufweisen, stellt man den Anker des Relais moglichst weit von
den Polen ab. Man macht den Hub méglichst klein und spannt die Feder
nur so weit, daB sie den Anker sicher aus der Arbeitslage zuriickholt.

Man erkennt, daB bei dieser Art Einstellung sowohl die magnetische
Wirkung als auch die Federwirkung geschwicht werden; die Einstellung auf
Trennung der Zeichen erfolgt auf Kosten der Arbeitsgeschwindigkeit.

Im ganzen genommen ist deshalb das neutrale Relais fiir den Kabel-
betrieb wenig geeignet.
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§ 97. Polarisierte Relais. Magnetischer Aufbau. Vom neutralen Relais
unterscheiden sich die polarisierten Relais durch Hinzufiigung eines Dauer-
magnets. Nach dem magnetischen Kreise kann man erstens solche unter-
scheiden, bei denen die Weicheisenkerne mit den Spulen nur als Polschuhe
des Dauermagnets wirken (Hugh es-Elektromagnet, Telephon), und in denen
daher die Wirkung des Stromes in einer Verstirkung oder Schwichung des
gesamten Kraftflusses besteht, und zweitens solche Relais, bei denen zwei
getrennte Kraftfliisse des Dauermagnets bestehen, die von demjenigen des
Stromes entgegengesetzt geandert werden. Nach diesem Prinzip sind die
meisten der eigentlichen Telegraphenrelais gebaut.

Die magnetische Anordnung des Relais mit doppeltem magnetischen
FluB ist in Fig. 74 im Prinzip dargestellt. Gegeniiber dem einen Pol des

Dauermagnets NS befindet sich der Anker des
Relais, wahrend der andere Pol dem Joche des
Elektromagnets naheliegt. Der vom Nordpol aus-
gehende Fluf teilt sich in zwei Teile @; und @,,
welche in entgegengesetzten Richtungen durch die
Schenkel des Hufeisens zum Siidpol zuriicklaufen.
Der Elektromagnet ist so bewickelt, daB der durch
den Strom erzeugte Flub @ das Hufeisen in einerlei
Umlaufssinn durchsetzt; im Vergleich zu @, und @,
die beide als positiv angesehen werden mégen, gilt
der vom Strome erzeugte Fiul @ auf der einen Seite
positiv, auf der anderen negativ. Die auf den
Anker wirkende Kraft ist daher fiir das Beispiel
der Fig. 74 der Differenz

(Dy + D)2 —(D, ~ D)2 = (B D) + 2P (D, + Dy)

proportional. Solange kein Strom flieBt wirkt eine
Kraft, die (P,2— @,2) proportional ist und die
Ankerzunge gegen den Kontakt auf der Seite des
groferen der beiden Fliisse anlegt; damit eine
Bewegung zustande kommt, muB der Strom einen
solchen Wert erlangt haben, da§}
oo PI—BF _B—0,
2(2, + D,) 2
ist.

Die Differenz der beiden Fliisse @, — @, ist daher fiir die Empfindlich-
keit des Relais mafigebend. In der Ruhelage steht der Anker einem der Pole
niher als dem anderen, so daB die Fliisse verschieden grof sind, und bei
gegebener Hubhihe ist die Differenz um so grofier, je grober der Gesamtfluff
ist. Fir die Empfindlichkeit ist daher ein nicht zu starker dauermagnetischer
Fluf giinstig. Dagegen wichst mit dem FluB der Kontaktdruck, also die
Sicherheit, mit der das Relais arbeitet.

Man sieht ferner, dall die magnetische Wirkung des Stromes dem Produkt
des vom Strome erzeugten Flusses und des gesamten dauernden Flusses
proportional ist. Wenn der letztere grof ist, so bringen also auch kleine
Werte des Stromes schon merkliche Krifte hervor. Bei neutralen Relais
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sind die Krifte dem Quadrat des Stromes proportional. Wenn also die
Krifte P fir einen bestimmten Strom J iibereinstimmen, so sind sie fiir
kleinere Stromstirken grofer beim polarisierten als beim neutralen Relais.
In Fig. 75 stellt n die Kurve des neutralen, p die des polarisierten Relais dar.
Das polarisierte Relais eignet sich daher am meisten dort, wo es sich um
den Nachweis schwacher, ebenso auch langsam anwachsender Strome handelt,
wahrend ihm in Ortskreisen, deren Strome man schnell anwachsen lassen
kann, das neutrale Relais iiberlegen ist.

§ 98. Grundsitze fiir die Einstellung. Um die Grundsitze fir die
Einstellung des polarisierten Relais zu finden, nehmen wir zunéichst an, der
ankommende Strom sei von der Form der Fig. 72, also Einfachstrom, der
durch Zeichen von einerlei Stromrichtung gebildet wird. Auf den Anker
wirkt eine Kraft, die sich aus der des dauermagnetischen Feldes und der
des vom Strome erzeugten Feldes zusammensetzt. Wir denken uns die Lage
des Ankers durch den Winkel © bestimmt, um den er aus derjenigen Ebene
herausgedreht ist, in welcher im stromlosen Zustande des Relais die Kraft
beider Pole auf den Anker sich das Gleichgewicht halt. Dies Gleichgewicht
ist labil, der Anker folgt jedem Antrieb nach einer der beiden Seiten, bis die
Bewegung an den Anschligen begrenzt wird. Das Drehmoment, das bei einer
Ablenkung & aus der Nullage auf den Anker wirkt, ist bei den kleinen vor-
kommenden Ablenkungen dem & proportional, es sei gleich P& gesetzt.

Die Kraft, welche das vom Strom erzeugte, durch das
Hufeisen und die Spitze des Ankers allein verlaufende Feld
hervorbringt, ist von & unabhingig, weil dieses Feld durch et
die Bewegungen des Ankers nicht geindert wird; einer
VergroBerung des Luftspaltes auf der einen Seite steht eine
Verminderung auf der anderen gegeniiber.

Wir bezeichnen das von dieser Kraft erzeugte Dreh-
moment als 4, J.

Bei einem auf Einfachstrom eingestellten Relais nimmt
der Anker in der Ruhe die Lage — &, ein (Fig. 76), bei
der Bewegung gelangt er bis zu der Lage — & + &, die
mit — ¥, noch dasselbe Vorzeichen haben mufB, weil der 0
Anker durch die Feldkrafte zuriickgefithrt werden soll.

Ist .J, derjenige Strom, bei welchem der Anker sich von der Ruhelage aus
in Bewegung zu setzen beginnt, J, derjenige, bei dem er beginnt, zurickzu-
kehren, so ist

Fig, 76,

A J, = Py,
Ay Jy = P(%—¢),
also
Jy
Jy  S—e

Es liegt wieder im Interesse des guten Arbeitens, dieses Verhiltnis so
nahe wie méglich gleich Eins zu machen. Daraus folgt zundchst, daf man
¢ gegen 9y klein machen muB. Hier, wie beim neutralen Relais ist also ein
kleiner Hub Voraussetzung einer guten Einstellung. Man verbessert ferner
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das Verhéltnis, wenn man &, moglichst grof macht. Wenn die Stirke des
dauermagnetischen Feldes gegeben ist, so ist leine VergroBerung von &, mit
einer Verminderung der Empfindlichkeit verbnnden. Wenn man das dauer-
magnetische Feld durch Verstellen der Polschuhe des Hufeisens schwicht, so
wichst zwar die Empfindlichkeit, aber auf Kosten der Arbeitsgeschwindigkeit.

Bei Doppelstrombetrieb, wo Stréme der einen Richtung wihrend der
Zeichensendung, Strome der entgegengesetzten Richtung in den Zwischen-
zeiten der Zeichen gegeben werden, wird das Relais so eingestell, daB es
entweder auf der einen oder der anderen Seite der Nullage liegen bleibt, bis
eine Anderung der Stromrichtung den Anker hinaberlegt. Hier sind also die
Stromstirken bei Beginn der Hin- und bei Beginn der Zuriickbewegung gleich,
wenn die Anschlige fiir den Anker richtig eingestellt sind; hier kann also
ohne weiteres iiberhaupt nichts iber die Bedeutung des dauermagnetischen
Feldes fir das Arbeiten des Relais gesagt werden.

Bei dieser Sachlage ist es erforderlich, die Tatigkeit des pelarisierten
Relais durch Aufstellung seiner Bewegungsgleichung niher zu untersuchen.

§ 99. Bewegungsgleichung des polarisierten Relais. Es ist bereits
festgestellt worden, dall der Anker in einer von der Nullage um den Winkel &
abweichenden Lage von dem dauermagnetischen Felde aus ein Drehmoment P &
erfahrt, wihrend das vom Strom erzeugte Feld auf ihn mit einem von der
Lage ¥ unabhingigen Moment wirkt. Wir wollen dieses allgemein durch eine
Zeitfunktion U angeben, deren Form von den Eigenschaften des gesamten
Stromkreises abhingt. Weil es sich hier darum handelt, das Verhalten des
Relais beim Empfang einer Welle zu untersuchen, und da, wie sich ergeben
wird, die Zeit der Bewegung des Ankers unter betriebsmiBigen Verhaltnissen
nur einen kleinen Teil der Zeit des Zeichens beansprucht, so wollen wir fiir
U die fiir die Rechnung bequeme Form wihlen:

U=A+ Beos(@t + @).
Diese Form stellt einen periodischén Vorgang dar, der nach Verlauf der

2x 2x 2
Zeiten t + o t4+ 2. o' t+n a»:t immer wieder denselben Wert hat

2x
wie zur Zeit {. Die Zeit I' — o ist also die Periode dieses Verganges.

Je nachdem man die Werte von 4 und B wihlt, ergibt sich eine Welle,
die durch Entsendung von lauter gleichgerichteten oder von abwechselnden
Zeichen gsbildet wird; die angegebene Form pafBt sich also dem vorliegenden
Zwecke gut an.

Auf die Bewegung des Ankers wirkt noch cine dritte Kraft, niamlich die
verzogernde Kraft der Reibung, die sich einer Anderung seiner Lage widersetat.

ad .
Wir kénnen ihr Drehmoment als — R It einfithren. In dieser Form ist es
¢
negativ, wenn ¥ wichst, und positiv, wenn 9 abnimmt. Die Summe der drei

b
Momente U + P # —Rd - stellt in jedem Augenblicke der Bewegung das

dat

beschleunigende Moment dar. Da dieses andererseits fiir einen Korper vom
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. . a2
Tragheitsmoment K gleich K -

Py ist, so erhalt man die Gleichung der Be-

wegung in der Form

d E>
d12

Diese Gleichung gilt unter der Voraussetzung, daf die Riickwirkung der
Bewegung des Ankers auf die Kurve des erregenden Stromes vernachlissigt
werden konne. Die Beriicksichtigung dieser Riickwirkung wiirde die Lésung
der Aufgabe sehr erschweren.

Wenn wir fir U die oben angenommene Form einsetzen, so erhalten
wir das allgemeine Integral

—_A - A g
T VP+ Ko | Rea? _cos (@ ¢ 4 )+ Crekt + Cye

In dieger Gleichung ist

+R@Qwa:u

o Row
w%“P+wa
P R%t4PK
v °K } (2K)
L _ Rk _ ﬂ%+4PK‘
Y (¢ L (2 K)?

C, und C, sind Integrationskonstanten, die von den Anfangsbedingungen ab-
héngen.

Wir werden zunichst von der Reibung absehen, also B = 0 setzen.
Dadurch wird
P 1P
x:O, 11:—}—‘/1{’ 1,2:— K
Wir setzen abkiirzend
P
= A
V
Dann ist also
&= — 4 B Sc08(0t + @)+ Crett 4 Coe?t - - . (131)
P P+Ko !

§ 100. Verhalten bei Einfachstrom. Die Grofe ¢ in der Funktion
U dient dazu, der Welle einen passenden Anfangspunkt zu geben. Indem
wir zunéichst die Bewegung des Relais vom Ruhekontakt (& — — &) zum
Arbeitskontakt (& — — &, + &) untersuchen, wollen wir die Zeit ¢ von dem
Augenblick an rechnen, wo das dauermagnetische Moment P& und das
Moment U einander gerade das Gleichgewicht halten; solange U kleiner
als P9 ist, kann der Anker nicht vom Ruhekontakt loskommen. Wir
setzen also

P8y — A-+ Beosgy;

A—DP®H, .
B

dadurch wird

cosQp, — —
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Nach Lage der Dinge muf sich die Funktion U zur Zeit ¢ = 0 auf einem

aufsteigenden Teile der Welle befinden. Stellt die Wellenlinie in Fig. 77 die

Funktion A+ Bceoswt dar, wenn

man die Zeiten von O aus zihlt, so

liegt der Nullpunkt der Zeit fiir die

Funktion A + Beos(wt -+ @) fir

den Fall der betrachteten Bewegung

an der Stelle 0,, irgendwo zwischen

¢ —x und ¢ = 2x. Das Vor-

zeichen von cos ¢, richtet sich also

nach der GroBe von 4 — P, , dagegen ist sin ¢, fiir diesen Fall immer
negativ. Es ist also

o AP\
s @, = — l/l—( g > .

Der Augenblick ¢ = 0 ist ferner dadurch bestimmt, daf & = — &,
dd
und daB der Anker sich in Ruhe befindet, daf also Tt — (0 fiir t = 0. Da-
durch ergeben sich die Gleichungen
A—PD, B
Ci+ Gy = p - “!".P_*_'ngcosq)n

@

B )
C,—Cy, = _TP—}—Kicouésm%'

Man erhalt daraus

0?42
C+ C, = HBP—F K a2 05 Prs
w/A .
Cl — 02 = _BP+ l!(_a)‘ési’n(pl.
Zur Zeit t sei & = — &, + «, also o der von Beginn der Bewegung

an durchlaufene Winkel; dann ist

B B
o = P—cos tpl‘P——_l_ szcos(cot—}- ®,)

! B <w2 08 @, + P sin >e“
2P+ Ko\ PP 5%
LB <w?c S Y sin >e—’~'
2P L K2\ A% ) 5% :
Zur Vereinfachung kann man annehmen, es sei cos ; — 0, indemn zur
Zeit t — 0 die Zugkraft des veranderlichen Feldes die des dauernden Feldesx
gerade erreicht hiatte. Dann wire sin ¢, = — 1 und man erhielte
B o
— / —i ;
o = P+ Ko <2"/l (eft—e t)——smo)t>.

Damit oo mit der Zeit moglichst schnell wachse, muf das erste Glied,
das einzige positive, bald grofile Werte annehmen, und dies erfordert, daf 1
groll sei. Bei gegebenem K mufl also P grof gemacht werden und dies be-
deutet, daf man mit starkem Felde arbeiten soll. Wenn die Bedingung, daB
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A = P, nicht ganz erfiillt ist, so enthalt die letzte Gleichung noch einige
Glieder, deren Bedeutung man nur durch numerische Rechnung genau auf-
klaren kann. Es ist aber ausgeschlossen, dal die Bedingung, daf das Feld
stark sei, nur fir die Mitte der Wellenkurve Geltung haben sollte.

Wenn ein starkes Feld schon bei der Bewegung des Ankers nach dem
Arbeitskontakt giinstig ist, wo es der antreibenden Kraft widersteht, so ist es
erst recht fiir die umgekehrte Richtung giinstig, in der es die Bewegung des
Ankers unterstiitat.

Es ergibt sich also fiir die Einstellung des polarisierten Relais fiir Ein-
fachstrombetrieb in Kabeln, da man das magnetische Feld méglichst kraftig
und den Hub méglichst klein machen und den Anker so weit aus der Mittel-
lage herausdrehen soll, als es nach der verfiigbaren Stromstirke méglich ist.

§ 101. Verhalten bei Doppelstrom. Die Art der Untersuchung ist
fast genau dieselbe wie bei dem Einfachstrom, nur dall die Hin- und Her-
bewegung sich, abgesehen von der Richtung, nicht unterscheiden. Eine Ver-
einfachung ist zunéchst, daff 4 = 0.

Die Zeit wird gezihlt von dem Augenblick, wo U den Wert P ; er-
halt, wo also

P ; — B cos @,.

Da die Hinbewegung bei positivem Strom stattfinden soll, so liegt @,

T
zwischen 32 - und 2=, also ist

JR—
. Pe\?
Sin @y == —L 1_<2B> .

19
Zur Zeit ¢ = 0 st & = — _, 7 = 0. Dies ergibt
L {
¢ Ko?
G+ G=—) py For
5 p
| z—(%)
ol
L R S

Demnach wird

_ B 1{oq/ (Pe\: &Ko,
1(}_'P+1(mzl_c"s(“’th"D‘-’Hz[x"/l <2B> 2 B]et

17w/ P8_2_§Kw2 .y
_E[IV1_<23) 2 B]}e '

Das einzige positive Glied hierin, das also allein die Vergroferung des
@, das Umlegen des Ankers bedeutend, veranlaBt, ist das mit ¢**. Auch hier
ergibt sich also wieder die Notwendigkeit eines starken dauermagnetischen
Feldes.
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Berticksichtigung der Reibung. Die Reibung bewirkt nach § 97,
dal statt einer GrofBe A deren zwei auftreten, eine positive 4, und eine nega-
tive 4, Da es nach vorstehendem hauptsiachlich darauf ankommt, dal die

positive Grofle 4, moglichst
hohe Werte habe, da ferner
die Reibung diese zu ver-
kleinern strebt, so ist der
Vorteil eines starken Mag-
netfeldes bei vorhandener
Reibung erst recht ersicht-
lich. Es bedarf kaum der
Erwihnung, daf die Rei-
bung so klein wie méglich
sein soll.

Zeitlicher Verlauf der Ankeranziehung. Bei einem Standardrelais
wurden in Einheiten des cgs-Systems durch Messung festgestellt:

P = 975000,
K — 5.2
& — 0,0025,

B = 15000 bei 4,5 Milliampere.

Fiir eine Frequenz @ = 210, oder 2000 Zeichen jeder Richtung in einer
Minute wurde die Bewegungskurve berechnet, die in Fig. 78 wiedergegeben ist.

Vierter Abschnitt.

Stromleiter im magnetischen Felde.

§ 102. Magnetischer Fluf in Verkettung mit einem Stromleiter. Eine
andere Deutung des magnetischen Potentials beruht darauf, daB in dem
Ausdruck

5(1!
LI

vET) e Y

durch — die zu df senkrechte Komponente derjenigen magnetischen

o(1/r)
on

Feldstirke dargestellt wird, welche von einem im Punkte P (Fig.79) an-
genommenen Magnetpole der Feldstirke Eins an der Stelle des df hervor-

gebracht wiirde.
. o(ljr) ., 1.
Daher ist — o n df oder auch — grad “ df die Zahl der durch das

Flachenelement hindurchtretenden Linien dieser Feldstirke, welche mit &'
bezeichnet werde, und demnach ¥ das Produkt aus der Stromstirke in die
Gesamtzahl der die Fliche des Stromleiters durchsetzenden Linien des Vek-
tors §’. Wir bezeichnen diesen Fluf mit — @', weil er nach Fig. 79, wenn
der Umlaufsinn des Stromes mit der Normalen ein Rechtssystem bildet, den
Leiter in einer Richtung durchsetzt, die derjenigen eines mit dem Strome
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ein Rechtssystem bildenden Flusses entgegengesetzt ist. Daher ist also
VY= —JP.
Wenn der Magnetpol gegen den Strom bewegt wird und dabei den Weg

dr beschreibt, so wird die Arbeit — %?dv geleistet; in der Richtung des dr
oy

wirkt also auf den Magnet eine Kraftkomponente — 37

Durch den magnetischen Flufl ausgedriickt, hat diese mechanische Kraft
den Wert

’ a Q’
B=J
Allgemein ist also
P = J grad D ... (132)

Wenn der magnetische FluBi, der den Leiter durchsetzt, von einem Felde
beliebiger Gestalt, statt von einem einzelnen Magnetpol herrithrt, so ist das
magnetische Potential gleich dem negativen
Produkt aus der Stromstirke in dem ge-
samten Fluf @, letzterer positiv gerechnet,
wenn er mit dem Strom ein Rechtssystem
bildet.

Fiir die geleistete Arbeit ist es gleich-
giiltig, ob der Leiter ruht und das magne-
tische Feld sich bewegt oder umgekehrt.

Es ergibt sich folgender Satz:

Die Arbeit, welche die Krifte eines
magnetischen Feldes bei der Bewegung
eines Leiters mit unverinderter Strom-
starke leisten, ist gleich der Zunahme des

| o
mit dem Leiter verketteten magnetischen o
Flusses, multipliziert mit der Stromstirke. g © b.

Man ersieht hieraus leicht, welche I ;

Stellung ein frei beweglicher Leiter im

magnetischen Felde einnehmen wird; er wird sich bewegen, solange noch
eine Anderung seiner Lage die Grofle des Flusses dndert. Fir die Ruhelage
gilt also, daf der FluB ein Maximum oder ein Minimum sein muf. Ist er
ein Minimum, d. h. hat er grofle negative Werte, so wird bei jeder Bewegung
aus der Ruhelage vom Felde Arbeit geleistet, der Leiter ist also im labilen
Gleichgewicht; um ihn aus der Lage im Maximum herauszubewegen, muB
von auflen her Arbeit geleistet werden, der Leiter ist also im stabilen Gleich-
gewicht.

Unsere Herleitung nimmt einen negativen Fluf an, wenn J und die
Feldstirke ' des duleren Flusses zueinander in der Lage der Fig.80a sind;
ein Maximum positiver Linien jenes Flusses liegt also vor, wenn J und § in
der Lage der Fig.80b sind. Dies stimmt mit der Ampéreschen Regel
iiberein, wonach der vom Strom J durchflossene Leiter auf der oberen Seite
einen Nordpol, auf der unteren einen Siidpol aufweist. Ein so gerichteter
Magnet ist in dem durch Fig.82b bezeichneten Felde im stabilen Gleich-
gewicht.

Fig. 80a. Fig. 80Db.
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§ 103. Leiter, die in einem magnetischen Felde drehbar sind. Im
Bereiche der fiir die Telegraphentechnik wichtigen Anwendungen finden wir
diese Anordnung beispielsweise bei den Heberschreibern, den Drehspulen-
galvanometern und den Oszillographen. Wir nehmen an, daf der Leiter um
eine Achse drehbar sei, er kann im iibrigen eine beliebige Form haben.
Aus praktischen Griinden wird diese zur Achse symmetrisch sein. Ein
Leiter der im oberen Teil der Fig.81 gezeichneten Form ist in bezug auf

Fig. 81. Fig. 82. die magnetische Wirkung &quivalent mit
i A a . B gemFmehrfachen Leiter im dunt«zrenh'l'eil

er Fig. 81, vorausgesetzt, daf die hori-

Ez zontalen Teile je zweier aneinander-

D C  stoBender Stromkreise eng genug neben-

einander liegen. Es tut also der

i Allgemeinheit der Betrachtung keinen

Eintrag, wenn man sich den Leiter aufgebaut denkt aus zwei

— Teilen senkrecht zur Achse 4 B, C D, welche durch zwei unter
A gleichen Winkeln gegen die Achse geneigten geraden Stiicken
(")  AD und BC verbunden sind (Fig.82). In dem Leiter kreise
Cg der Strom J, der durch eine in einem der Leiter A B oder

) C D eingeschaltete Stromquelle unterhalten wird.

Der Leiter ist im stabilen Gleichgewicht, wenn er das positive Maximum
des Flusses umfafit, im labilen, wenn ihn das negative Maximum des Flusses
durchsetzt. In beiden Fillen ist der Kraftantrieb auf den Leiter gleich Null.
Indessen wird der Leiter, wenn er nur ein geringes aus dem labilen Gleich-
gewicht bewegt wird, unter dauernder Arbeitsleistung in das stabile iiber-
fithrt. Da der Kraftantrieb zu Anfang und zu Ende Null und stets positiv
ist, so hat er demnach ein Maximum, und dieses wird da liegen, wo der
Leiter gerade gar keinen Fluf aufnimmt. Diese Stelle wollen wir besonders
betrachten.

Offenbar verliuft hier die magnetische Kraft parallel zur Leiterebene
und also senkrecht zur momentanen Bewegungsrichtung des Leiters. Ist die
Feldstirke dort konstant, wie fiir einen kleinen Bereich vorausgesetzt werden
kann, so ist der durch die Leiterebene gehende Fluf, nachdem sich der
Leiter um den Winkel d & gedreht hat, der Leiterfliche und dem Winkel d &
proportional, also ist

dD — + 21sino(a-+1'glcose) Hd .

Die geleistete Arbeit ist J d @, oder gleich

JH2lsine.(a+ Yylcosa)d D,

Stellt man diese Arbeit als ein Produkt aus einer Kraft in einen Weg
dar, so kann man @ + 1/, cos & als den mittleren Bewegungsradius des Leiter-
stiickes [ betrachten, (@ + ! 43lcosw)d ¥ ist dann der Weg, den die Mitte
des Leiterstiickes beschrieben hat. Demnach wire J $1sin o die Kraft, die
auf jedes der beiden Stiicke ! wirkte. Man kommt so zu dem Ergebnis, da§
in einem magnetischen Felde von der Stirke £ auf ein von einem Strom .J
durchflossenes Leiterstiick von der Linge I eine Kraft J$1sino ausgeiibt
wird, wenn das Leiterstiick mit der Feldrichtung den Winkel o bildet, und
zwar steht diese Kraft senkrecht auf der durch die Richtung der Feldstirke
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und das Leiterstiick gelegten Ebene, derart, daf Strom J, Feld § und Kraft
in der angegebenen Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Man kann dies
ausdriicken in der Form

P=T[JLH] « « - - vv (183)

Die Teile der Leiter, die nicht der Achse parallel sind, tragen also zu
der Kraft nichts bei und sind deshalb als untétig zu bezeichnen. Sie sind
indessen zur Umschlingung des magnetischen Flusses ebenso unentbehrlich wie
die der Achse parallelen tatigen Teile. Man wird aber ihre Linge so gering
machen, wie es mit Ricksicht auf die Erreichung des Zwecks moglich ist.

§ 104.  Magnetische Wirkungen zwischen Stromleitern. Um die
magnetischen Krafte zwischen zwei Stromleitern zu berechnen, haben wir nach
der Analogie der Krifte zwischen einem Stromleiter
und einem Magnet den magnetischen Flufl zu suchen,
der von einem Leiter durch die von dem zweiten
berandete Fliche gesandt wird, und diesen mit
der Stromstirke des zweiten Leiters zu multipli-
zieren. Die Zunahme dieses Produkts bei einer
gedachten Verschiebung eines der Leiter ergibt die
geleistete Arbeit, und daraus findet man die
mechanische Kraft zwischen den Leitern.

Durch den Leiter 1, (Fig.83) legen wir eine
beliebige Fliche, deren Element df, sei. Ist
die an der Stelle dieses Elementes von dem Strom
des Leiters I, erzeugte Feldstirke, so ist der gesamte, die Fliche des Leiters
l, durchsetzende Fiul

D, — J. Haf,,
f2
und zwar ist dieser Fluf positiv im Sinne eines Rechtssystems, wenn gleiche
Richtung von J; und J,, wie gezeichnet, angenommen wird. Nun ist, wie
Gl (107) angibt, § = rotU, wo

u :j "o :Jlji[l-
(] ]

) ((2))
Nach dem Stokesschen Satze ist

jmmdf2 = [uag,

(f2) ()
wenn f, und [, eine Fliche und ihre Randlinie bezeichnen. Daher ist
" d
@, = Jljdrg L2
it

(CYRRNUY)

Hierin ist also {tr| der Abstand zweier Leiterelemente d1; und d{, von-
einander.

Sowohl begrifflich als auch formell (als inneres Produkt zweier Vektoren)

ist ein Induktionsfluf durch eine Fliche ein Skalar. Wir koénnen daher
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das Resultat auch in der Form der gewohnlichen Rechnung schreiben und

erhalten
@, = J, j J dldl, 99;_(411’6”2) ....... (134)

) ()

§ 105. Das Neumannsche Potential zweier Stromkreise. Man ver-
steht darunter das Produkt aus — @, und J,:

Y= —J; Jgj j-'(fc'l—fllrd L) cos(dly dly)- - - - . - (135)
ap

Nach Analogie des in § 102 Ausgefithrten bezeichnet die negative
Anderung dieser Grofle bei einer Bewegung der Stromkreise gegeneinander
die dem Leitersystem zugefithrte Arbeit.

Fiir den Sinn der Bewegungen gelten die in § 102 fiir Bewegungen eines
Stromleiters im magnetischen Felde eines Systems von Magneten angegebenen
Regeln. Danach ziehen also gleichgerichtete Stréme einander an, entgegen-
gesetzt gerichtete stoflen einander ab.

§ 106. Energie des magnetischen Feldes einer Stromung. Wir nehmen
an, daB in einem Raume eine oder mehrere Stromungen vorhanden seien,
jedoch weder magnetisierbare Koérper noch Dauermagnete. Dann ist also
$ = rotll und die magnetische Energie ist nach GL (6) und (28)

1 1 1 1
= 9dy = — s = — | di d — .
MJ o Sn-[@rotlldz Snjdw[u@] o+ Snjllrot.bdv

Die Integration muf den Raum umfassen, in dem itberhaupt eine magne-
tische Kraft besteht, der Raum kann aber auch beliebig erweitert werden.
Nun ist

T =

fdivu e = [[uglaf,

(v) (V)]
wo [ eine den Raum » umschlieBende Fliche ist. Das Vektorprodukt [U ]
ist kleiner als ||| Ferner ist

=] o<

Setzt man statt aller vorkommenden |r' fiir den Abstand von Teilen der
Stromung von der Oberfliche den kleinsten Wert R, so ist
i d tid
ilav _ flijae,
x| R
[U| ist also bei sehr groBem R mindestens von der ersten Ordnung
unendlich klein. Wir haben weiter

o= [Wav < 100

i v

daher ist nach dhnlichen Uberlegungen
19 < I

1dv
2
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|| ist also mindestens von der zweiten Ordnung unendlich klein. Da-
her ist

‘[u sg]df/j |

) (¢ 4]
Wihlen wir als Raum eine Kugel mit dem Radius R, so istJ |dfi = 4 R2m.
also ist

d§|

jr,g1ai <= (Jfiav)

Dies Integral ist also fiir die Oberfliche eines sehr grofien Raumes be-
liebig klein. Es bleibt demnach

1 - 1 . op
T:-Sr—nj.llrot.pdv:(zj.lltd@ ------- (136)
(&) )

§ 107. Magnetische Energie eines Systems von Stromen und Magneten.
Es seien wieder, wie in § 89, magnetisierbare Korper ausgeschlossen, dagegen
seien von den Strémen unabhingige Dauermagnete in dem Felde vorhanden;
die Dichte des positiven Magnetismus an einer beliebigen Stelle des Raumes
sei Q.

Dann ist = rot Ul — grad ¥'; der erste Teil rithrt von den Stromen,
der zweite von den Magneten her. Die magnetische Energie des Systems kann
geschrieben werden

_1 [ " !
T— S”J@(rotu—g;adw)dv,

O]
oder nach Gl. (136):

- - ,
— Qlllldv—Sn“.Sjgiadw dv.

Ferner ist @ ®
j Hograd P'dv = J rot U grad ¢’ dv — J (grad 2 de.
Nach Gl (121) ist fiir einen beliebig grofen Raum

1 . 1
_— 2 — !
Sﬂj(gmdw) dv = 3 jtp omdv.
(v) (@)
Nach der Rechnungsregel (29) ist
rotU grad ¢ = div (¢' rot 1),
also ist nach dem GauBschen Satze:
jrotllgmdw’dv = j'w’rotlldf.
) @)
Wird die Integration iiber einen beliebig grofen Raum erstreckt, so ver-
schwindet das Oberflichenintegral, weil an der Oberfliche ¥’ von der ersten,

rotll von der zweiten Ordnung unendlich klein ist.
Es ergibt sich also

T=3[uide+ 3¢ oudv- - - .. .. (137)
) )]
Breisig, Theoretische Telegraphie. 10



146 Berechnung der Energie.

An dieser Form ist bemerkenswert, dal T sich aus den beiden Grofen
zusammensetzt, die in den Gleichungen (121) und (136) einzeln fiir die Energie
des magnetischen Feldes der Stromung und fir die Energie des Feldes der
magnetischen Mengen festgestellt werden. Daraus geht hervor, daf die magne-
tische Energie des Systems von Stromen und Magneten sich nicht dndert, wenn
die Strome als Ganzes gegen die Magnete als Ganzes bewegt werden, obwohl
dabei nach § 105 den Leitern Energie zugefithrt wird. Wohl aber bringt eine
Bowegung der Stromleiter unter sich oder eine Bewegung der Magnete unter
sich eine Anderung der Knergie des Systems hervor.

Wenn einer oder mehrere der Magnete sich gegen die anderen bewegen
unter der Wirkung der Feldkrifte, so wird dadurch der von den Magneten
herrithrende Betrag der Feldenergie vermindert; die dem bewegten Teile mit-
gegebene Energie wird aus der Feldenergie bestritten, die demnach kleiner
wird. Anders ist es bei dem Teile der Energie des Feldes, der von den Stromen
herrithrt.

Um das Integral } [illdv, das die Energie des magnetischen Feldes der
Strome bezeichnet, zu berechnen, wollen wir die Integration iiber den ganzen
Raum zerlegen in eine Summe von Integrationen iiber die Riume, in welchen
die einzelnen fiir sich bestehenden Stromungen stattfinden. Da alle Stromungen
in geschlossenen Bahnen vor sich gehen, so lifit sich diese Unterteilung des
Raumes stets ausfithren. Die Raumelemente, welche keine Stromung haben,
diirfen nach Belieben mitgerechnet werden oder nicht, da sie keinen von Null
verschiedenen Beitrag liefern.

Bezeichnet i die Stromdichte in dem Raume k, '1i| den Abstand eines

Raumelementes im Raume % von einem im Raume %, wobei also ,1txn' = |tas
ist, so ist das Vektorpotential der Stromung des Raumes k& an einer Stelle des
Raumes h idor
W =1
1Ykn
(vk)

und man erhilt fiir das Integral folgende Summe:

1 . 1 .. 'ildvl igdvg Mindvn>
- dv = d e e -
2 Jtu i 2 ) nth <. T + 1To1 . l +., Tni,
(r1) (vy) (vg) (vn)
1. (1, do, "igdﬂg 'ind@'n>
iydw et ‘ )k
+ 2 ? 2<. 'T19- +. Tog! F FN Tng!
(v2) (vy) (v2) ( vn)
1 (. (1, dv, iy dvy "i,,dﬂ,.)
— i1, de — T .
+ 5 || EE ol R
(vn) (v1) (@2) (vn)

Man sieht, daB sich in dieser Summe zunichst # Posten befinden, in denen
nur Stromungen desselben Raumes vorkommen, z. B.:
1. i de,
9 J‘Ildvlj»“-uv. ,

(vy) (v1)

in denen die Integration zweimal iiber denselben Raum zu erstrecken ist.
DaB darin r an einzelnen Stellen Null ist, ist nach § 70 ohne Belang fiir die
Endlichkeit des Integrals.
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Ferner kommt jede Kombination von Strémungen zweier Riume zweimal

vor, z. B.:
ljtld ‘tzd% lj‘i2dw?j‘11dz{1'
2 |12 To1,

(vp ) (v2) ry)
Diese beiden Integrale sind gleich. Mann kann daher schreiben:

1 (. 1, t, dv ) todv [, (15 dov
(o = 2o [0+ o [54% 4  o90 1
) ©) ) @) @
1{. todv " (1, dv
+ 2“112(%2“721‘ P4 |iadoy 2 3+"‘ (188)
@ oy @y @D
1(, (g dvg
+ o |t dog | 0% 4
2 J
(v3) (vg

Bei einer Verschiebung der Stromleiter gegeneinander bleiben die Posten,
die durch den Faktor 1/, hervorgehoben sind und die eigene Energie jeder
einzelnen Stromung angeben, unverindert; die Anderung der Energie bezieht
sich nur auf die anderen Posten, welche die zwei bestimmten Strémungen
gemeinsame Energie darstellen, und von denen wir einen herausgreifen wollen:

, 19 d vy
J‘II dvy. ‘ 2L G
(v (v9)

Nun seien die beiden Leiter 1 und 2 linear und von solchen Abmessungen
des Querschnittes, dafl diese gegen die Abstinde t; unbetrichtlich sind. Dann
geht das Integral iiber in

J; JQJ-dll |, h
[CYREERC Y]
wo dl; und dl; Elemente des einen und des anderen Leiters sind. Man er-
kennt, daB diese GroBe bis auf das Vorzeichen mit der GroBe ¥ in Gl (135)
iibereinstimmt.

Gleichwohl wird nicht die an den Leitern geleistete Arbeit durch eine
Verminderung der aus den Strémungen herrithrenden Feldenergie bestritten,
vielmehr liegt folgende Beziehung vor:

Die an zwei Leitern bei einer Verschiebung geleistete Arbeit, also die
ihnen in Form lebendiger Kraft zugefithrte Energie ist nach Gl. (135)

{
- d(JIJQth“:ﬂ
. [CYRE Y]
Dabei sndert sich die magnetische Energie um

aT = d(LJgjdllj‘TlI?>
(CY R C))
Wird also den Leitern eine gewisse Energie zugefiihrt, so wachst die
Energie des elektrischen Feldes um denselben Betrag. Dieser Energieaufwand

muB irgendwoher bestritten werden, und zwar, da keine andere Quelle vor-
10*
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handen ist, so kann sie nur aus den Stromquellen genommen werden, die die
eingeprigten EMK liefern.

Diese hier allgemein gezeigte Beziehung ist auch durchaus anschaulich.
Die gemeinsame Energie des magnetischen Feldes zweier Leiter ist ersichtlich
um so gréber, je niher sie beieinander liegen, da sie sicher verschwindet, wenn
die Leiter weit auseinander liegen. Wenn man in zwei Spulen Strome kreisen
146t und dann die Spulen frei gibt, so ziehen sie sich an; sie konnen dabei
Arbeit leisten zur Hebung von Gewichten, aulerdem tritt ein vermehrter
Energiebetrag in das magnetische Feld.

Fianfter Abschnitt.

Induktivitit von Stromkreisen.

§ 108. Magnetische Energie von linearen Stromen in eisenfreiem Felde.
Die Feststellung dieser GroBe ist besonders wichtig fiir die Theorie der elektri-
schen Leitungen. Wir wollen aber unter linearen Leitern nicht solche von
verschwindenden Querschnittsabmessungen verstehen, sondern diese Ab-
messungen zwar gegen die Linge der Stromwege als klein, aber nicht als
unbetriachtlich gegen die Entfernungen der Stromwege voneinander ansehen.
Der bequemen Rechnung halber gehen wir aus von dem Integral

. ty du,
[t 2%,
() (v2)

welches die den Leitern 1 und 2 gemeinsame Energie darstellt. Zunichst
greifen wir aus der Strémung zwei Stromfaden heraus, deren Querschnitte
also gegen jedes 1. verschwindende Abmessungen haben und die Stromstirken
dJ, und dJ, fihren. Dann geht das Integral iiber in
L al
dJidd, [(l[lj ‘rz.
@ @
Wir nennen

die Gegeninduktivitit der beiden betrachteten Stromfiden. Man kann, statt
die Integration zuerst iiber I, und dann iber I; auszufihren, auch mit I; an-
fangen, da vt der Abstand der beiden Elemente voneinander ist, ohne eine
Bevorzugung eines davon. Fiir jedes Paar Stromfiden kénnen wir das zu-
gehorige My berechnen. Wir bilden dann weiter

T12=j

SARCH)

»~

ddyddy My -+« - oo . (140)
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Da wir bei diesem Integral alle Stromfiden der Leiter, die wir vorher
geteilt hatten, wieder zusammenfassen, so ist Ty, identisch mit dem den beiden
Leitern gemeinsamen Teile der Feldenergie, der bisher durch das Integral

" iy de
T = Jiudn | 4
(v) (v2)
dargestellt wurde. Wir definieren dann eine Grofe
T 1

M: - . '. M’ """ 140
127 L T L, j‘”ld‘@ 2 (1402)

J) (T2

und nennen M, die Gegeninduktivitit der beiden Stromleiter.

Die beiden Stromfiden kénnen auch aus demselben Leiter gewshlt werden.
Wir haben dann, um die dem Leiter eigne magnetische Energie zu berechnen,
die Integration zweimal iiber den Strom des Leiters auszufithren, und nach
Gl. (138) den Faktor 1/ beizufiigeu. Dann ist also

T:125d'75d‘”‘112 .......... (141)
@
und man definiert eine andere Grofie durch die Gleichung
2T 1 " ,
B P
0D

L heiBt die Selbstinduktivitit des Leiters. Wenn keine Verwechselung mit
anderen Induktivitaten zu fiirchten ist, nennt man L; auch schlechthin die
Induktivitit des Leiters.

Wir fithren hier einige Berechnungen fiir die praktisch wichtigsten Fille aus.

§ 109. Induktivititen von Systemen gerader paralleler Leiter. Die
Grundlage der Berechnung ist nach obigem die Berechnung der Gegeninduk-
tivitit zweier Stromféiden.

Thre Bezeichnungen und ihre Abstinde folgen aus Fig. 84 und 85.

Fig. 84. Fig. 85.
e b] ..
."':’ L ___/:'
g dd,
-—— b? -
:‘:’ lg s g )
ay dJ,
Das Integral fiir die den beiden Schleifen gemeinsame magnetische Energi

ol
AT,y = (ledJQj‘d[l ‘ ':2,
(VS
kann in eine Summe von Integralen iiber die einzelnen Teile der Schleifen zerlegt
werden; so setzt sich die Integration iiber den Leiter I, (Fig.85) zusammen

aus der Integration iiber @,, das Verbindungsstiick rechts, itber b, und das
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Verbindungsstiick links. Wenn die Lénge I der geradlinigen Teile sehr gro8
ist gegen die der Verbindungsstiicke, und in der Tat ist ein Verhiltnis von
10% oder mehr zu 1 die Regel, so liefern die Verbindungsstiicke keinen merk-
lichen Beitrag zu dem Integral. Man kann daher setzen:

a 412 ag=+12 by —12 ag=+12
p .

T, :deJ2J da, j:ﬂ + dJldJ2j b, jd-;“
ap = 12 ag-=—1'2 by=— 412 ag=—1"2
ag = +12 by =—12 by == —12 by =—12

db
—i—dJldJQJ da, J-»r2+deJ2j db, jd-:-’?-
ay = —12 bg= +112 by=+1U2 by= +12

Die Winkelfunktion fillt fort, weil alle Elemente untereinander
parallel sind.

Die Integrationsgrenzen sind hier so angegeben, wie sie sich bei einem
geschlossenen Umlauf ergeben und d T,, ist daher in der Tat durch ein Linien-
integral um einen geschlossenen Weg dargestellt. Man kann dafiir schreiben:

+12  +12 +12 tue
{ " d
dTlQ fomn d(]idg]é“‘dalj";g — dJldJQJ‘dbljffﬁg
—l2 =12 S S
(142)
+U2 412 L2 e
ab N d
— 44 d«’zjdaljf + dJlngj‘dbl [ :’2
=y -~z Zire Zie

Danach stellt sich dT,, als eine Summe von vier gleichartigen Integralen

dar, zu welcher Leiterteile mit gleichgerichteten Strémen positive, solche mit

entgegengesetzten Stromen negative

Teile liefern. Jedes Integral hat die

Form von dT,,, und man kénnte

die Lage so auffassen, als wenn auch

die Energie sich aus den vier Einzel-

betrigen zusammensetzte. Das dies

falsch ist, erkennt man schon daraus,

dafl eine Emergie wesentlich positiv

ist. Daher stellt nur die Summe, nicht der einzelne Posten eine Energie dar;
man kann die Energie nicht an den einzelnen Leitern lokalisieren.

Dagegen kann man sich der einfachen Rechnung halber der Zusammen-
setzung des Integrals fir d T,, aus vier Posten bedienen. Miflt man (Fig. 86)
die Lage von zwei Elementen zweier Leiter durch die Abstinde x und y von
der Mitte, so ist das Integral

+12 12

Jd !/J 77E o
Yart @—

12 =12
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zu berechnen, wo a den senkrechten Abstand der Leiter bezeichnet. Bei der
Ausfithrung der Integration nach # gilt y als unverénderlich, daher ist zunichst

id iz S +12
L e e — 2 — ) —
) ZV,;”* Pa—r og[Va2+ (@ — 4+ (= .1/)]_”2

= log[Ya*+ (y — /20 — (y —1 2)]

— log[Ya? + (v + 1.2 — (v + 2)}
Beide Ausdriicke sind noch nach y von — /2 bis +4 1’2 zu integrieren.
Die Integrale haben die gemeinsame Form

Jtog (YaF 07 —v) do

Fir das Integral iiber den ersten Posten ergeben sich die Grenzen fiir
v zwischen — 7 und 0; fiir den zweiten Posten liegen sie zwischen 0 und + 1.
Das gesuchte Integral ist also

+12 +12 0 +1
dz i S —
dy e lo‘( a2+ v2—v)dv— | lo ( a?+ vt —wv)do.
J JVa2 e J g (Va2 + ) J g (Y )
—12 —12 —1 0

Nun ist j log (V a? —T—Tﬂ —v)de
vdv
= v log (Va2 + vl) + ==
g (Var + JV S
= v lag (‘/az + v — ) + Vaﬁ + ok
. Daher ergibt sich fiir die Summe der beiden Integrale der Wert

\/az+z+l
1o
Vz+zz—z

Da 1 in jedem praktischen Falle aullerordentlich grol gegen a ist, so
erhalt man schlieBlich fiir das gesuchte Integral

—2(Ya 42— a).

+U2 412

dx 21
J JVaz+(x—y)z 2Z<70ga—1> ------ (143)

2 e

Es sei erwahnt, daB man dieses Integral wohl als den Koeffizienten der
gegenseitigen Induktion zweier gerader Leiter aufeinander bezeichnet hat;
wie oben festgestellt, ist die Beziehung dieses Integrals auf die Energie oder
die Gegeninduktivitat der Schleifen, deren Teile die Leiter sind, willkirlich,

Nach Gl (142) ist nunmehr, unter Beriicksichtigung der durch Fig.84
dargestellten Abstinde der Schleifenzweige voneinander

21 21
dTy, = dJldJ2.2l{log-?} —Tog 3, 109, + log " }
71

R R,

71 7e

— dJ,dJ,.21lg
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Dieser Ausdruck ist die gemeinsame magnetische Energie der beiden
geschlossenen Schleifen mit den Strémen dJ; und dJ, und die GroBe
R, R,y

M = 21log I (144)
172

heifit die Gegeninduktivitat der beiden Schleifen.

§ 110. Theorie storungsireier Schleifen. Wir kniipfen an die Formel
des lotzten Paragraphen an
M= Qllogﬂl =
r17y
fir die Gegeninduktivitat zweier Schleifen. Wenn dieser Ausdruck gleich Null
gemacht werden kann, so besitzen die Schleifen kein gemeinsames magnetisches
Feld, so daB Anderungen in der einen nicht in die andere iibertreten.
Diese Feststellung rithrt von Christiani her11).
Um geeignete Lagen der Schleifen festzustellen, wollen wir zunichst die
Abstéinde anders benennen. Wenn die Leiter ay, b;, a,, by der Reihe nach be-

ziffert werden, so ist z. B. r; = r;3 usw. und fir M — 0 gilt die Bedingung
Fis __ Tu
T3 T24

Halten wir die beiden Leiter 1 und 2 fest, so miissen also die anderen
so gelegt werden, dal die Abstinde jedes Leiters von 1 und 2 in konstantem
Verhaltnis stehen.

Nach § 47 liegen die Punkte, deren Abstinde von zwei festen Punkten
ein konstantes Verhiltnis haben, auf Kreisen, deren Lage durch die Gl. (70)
und (71) gegeben ist. Es gibt also zahlreiche Lagen fiir zwei gegeneinander,
mit Bezug auf magnetische Induktion stérungsfreie Schleifen.

Der hier auftretende Zusammenhang mit der elektrostatischen Aufgabe
filhrte Grawinkel 12) dazu, die Frage zu stellen, ob zwei Schleifen, die kein

Fig. 88. gemeinsames magnetisches Ield haben,
auch keine elektrostatische Wirkung auf-
einander ausiiben. Dazu ist erforderlich,
dab beide Leiter auf derselben Niveaufliche
des elektrischen Feldes liegen. Dies ist in
der Tat der Fall, wenn ihre Spuren in der
vorbezeichneten Weise auf Kreisen liegen.

‘Wihlt man z. B. zu den beiden Leitern
a; und b, die Leiter a, und b, wie an-
gegeben, so sind die beiden Schleifen
storungsfrei gegeneinander. Zu diesen
beiden Schleifen 146t sich noch eine dritte
@3 by legen, die ndmlich sowohl auf einem
der Kreise liegt, die durch @, und by bestimmt sind als auch auf dem Kreise,
dem a, und b, selbst angehdren. In dieser Lage zueinander sind nach
Grawinkel die drei Schleifen S;S,, P, Py, T} T, der Fig. 87.

Mehr als drei solche Schleifen lassen sich nicht angeben. Andere An-
ordnungen sind nicht vollkommen stérungsfrei. Es ist aber zu beachten, daf
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auch die nach der Theorie vollkommen stérungsfreien Leitungen praktisch
nicht genau gebaut werden konnen, so daf man selbst bei Befolgung einer
fir die Bautechnik kaum brauchbaren Anordnung, wie nach Fig. 87, dennoch
nur eine Annaherung an die vollstindige Unabhangigkeit der Leitungen von-
einander, nicht aber diese selbst erhilt.

Man wird daher fir die Praxis, wie Christiani niher ausfiihrt, solche
Anordnungen wihlen, die die Gegeninduktivitit sehr gering machen, wenn sie
sie auch nicht vollstindig aufheben.

Eine Anordnung, die eine hohe Anniherung an die Storungsfreiheit
bietet und doch auch den Anforderungen des Baues geniigt, ist die von
Christiani angegebene Konstruktion mit wechselstindigen J-Stitzen, Fig. 88.
Die Ebene jeder einzelnen Leitung wird unter 459 gegen die Vertikale geneigt,
und zwei wechselstindige Leitungen werden in einen solchen Hohenunterschied
gebracht, dafl die Ebene der zweiten zur senkrechten Mittelebene der ersten
wird. Setzt man dies bei den ferneren Leitungen fort, so ergibt sich, dal
bei Erhaltung gleicher Horizontalabstinde von der Achse des Mastes die
dritte Schleife gegen die erste nicht mehr genau induktionsfrei ist, aufler
wenn der Abstand zweier Drihte derselben Schleife verschwindend klein wire.
Dagegen lifBt sich die dritte Leitung im Prinzip durch eine geringfiigige
Senkung unter gleichzeitiger Verschiebung nach aullen gegen die beiden
anderen induktionsfrei machen; die natiirliche Verstirkung der Stange kommt
dieser Korrektion auf halbem Wege entgegen.

Diese Konstruktion 146t nur eine geringe Ausnutzung der Stangen zu,
und die fortschreitende Vermehrung der Fernleitungen fithrte dazu, daf das
Prinzip der stérungsfreien Anordnung der Leitungen zugunsten einer ge-
schlossenen Bauweise fallen mufte.

Bei dem nunmehr gebrauchlichen Bau auf Quertrigern liegen die ver-
schiedenen Schleifen des Linienzuges in parallelen wagerechten Ebenen. In-
dem man den Drahten einer Schleife einen Abstand von 20 ecm gibt, aber den
Mindestabstand von senkrecht iibereinander liegenden Schleifen auf 50 cm
bemilt, erreicht man bei miBig langen Leitungen geniigende Stérungsfreiheit.
Bei langen Leitungen setzt man die Gegeninduktivitst herab, indem man die
Zweige der Schleifen kreuzt. Dadurch wird erreicht, daf der von einer
Schleife ausgehende magnetische FluB eine andere Schleife auf einer Strecke
in positiver, auf einer anderen in negativer Richtung durchsetzt, so daf nur
die Differenz zur Wirkung kommt. Es liegt auBerhalb des Zweckes dieses
Werkes, auf diese Fragen niaher einzugehen 13).

§ 111.  Selbstinduktivitit und Gegeninduktivitit bei korperlichen
Leitern. Die Formel
) R, R,
ATy, = dJ,dJ, 21 log kR,
nry
ist nur fiir Leiter abgeleitet worden, deren Durchmesser sehr gering ist
Wenn auch die Bedingung, daB 7 groB gegen den Durchmesser oder den
Abstand der Leiter ist, bestehen bleibt, so soll doch jetzt der Betrag der
Energie fiir Schleifen aus IDrihten abgeleitet werden, deren Dicke gegen ihren
Abstand nicht verschwindend klein ist.
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Wenn wir neben der Schleife a,b, mit dem Strome dJ; uns noch eine
zweite a3 by mit dem Strome dJ, gelagert denken (Fig.89), so sendet diese
durch die Schleife ay,b, mit dem Strome d.J, einen magnetischen Fluf mit
der Energie
R\ R;

r1 72

dTiy = 21dJidJ,.log

Die Schleife a,b, enthalt nunmehr mit dem System der Schleifen a, b,
und a;b; gemeinsam die Energie:

R,R, , R;Ré)
. aJil )
2ZdJ2 <dJ1 Iog T + 1 t0g ’ri’r’g

Ahnliches gilt, wenn eine dritte oder noch mehr Schleifen zu dem System
der beiden hinzukommen. Ein kérperlicher Doppelleiter a;, b; (Fig. 90), der den

Fig. 89. Fig. 90.

o by
2 b,
ry s
r Ty .
ag by

Gesamtstrom J; fithrt, kann in ein Biindel von unendlich diinnen Stromleitern
zerlegt werden. Sind die Querschnitte der beiden Leiter f; und fi, so ist der

J; J
ein Flichenelement durchfliefende Strom fd f1 oder f% dfi- Wir wollen
1 1
uns die Zerlegung in df; und df{ so ausgefithrt denken, daf die Zahl der
Stromfiden beiderseits dieselbe ist, so dal je zwei einen geschlossenen Leiter
bilden; dann ist

Jidffy == Jidf/fi - e e (145)
Die von dem gesamten Leiter durch die Schleife ayb, mit dem Strome
dJ, gesandte Energie ist
R.E,

Yy ¥y

aT = 214dJ, ‘ dfl-‘? log
) '

Indessen kann man dies Integral auch ganz oder zum Teil iiber f; bilden,
unter Beriicksichtigung von Gl. (145). Wir zerlegen es in

dT = 21dJ, {J‘olfl'?—loglif1 + J’olfl’t}lf;logl{2
1 1

" )

J1 j' oy }
—\dfi-=logr, — dfi ., logry;-
j vh g fi fi g T2

(o ()



Mittlerer geometrischer Abstand. 155

Zu der Schleife ayb, konnen nun noch andere treten, welche zusammen
einen zweiten Leiter bilden. Man erhilt die Gesamtenergie des Schleifen-
paares als das Integral

J. ,
T, = j'idfz.dT.
fa
(f2)
Richtet man wieder die Teilung der beiden Zweige des zweiten Leiters

so ein, dal sie gleich viel Stromfiden enthalten, von denen je zwei ein Paar
bilden, so kann man wieder setzen

Ja
fa

und die Integration nach Wahl iber f;, oder f2 ausdehnen. Man erhilt so
Doppelintegrale, deren Flachenelemente so gewahlt sind, dall je eines an jedem
der beiden Enden des Abstandes liegt, dessen log unter dem Integralzeichen
vorkommt. Es ist

Ja
dfy = fzdfz

T
Tis = 21 ,?;“f{j'dfljdfé log Ry + de{-fdfz log B,
1/2
Sy ¢ f
R : (146)
—jdﬁjd& log r, — jdﬁjdfé tog 7, |
R, £ Ldp

§ 112. Der mittlere geometrische Abstand. Die Aufgabe, fiir zwei
Flachen f; und £, das

fafsfafslogs

zu berechnen, kann fiir verschiedene Formen von Flichen unabhingig von
der vorliegenden Aufgabe gelost werden.

Sehr dienlich ist dafiir die von Maxwell14) eingefithrte Definition des
mittleren geometrischen Abstandes. Ein Punkt p (Fig.91) hat von den ver-

schiedenen Punkten einer Linie s den veranderlichen Abstand z. Man bilde

f 0g 2ds und definiere eine Grofe d durch die Gleichung
) .

s.logd = J logzds.
s)

Darin ist s die Linge der Linie und die Integration ist tiber die ganze
Linie auszudehnen. Die Gréfe d kann nach der Form der Gleichung als
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eine Lange angesehen werden und heifit der mittlere geometrische Abstand
des Punktes P von der Linie s.
Hat man zwei Linien s; und s, (Fig. 92), so setzt man

8; Sglogd — j ds, J.cls2 log 2;
(s1) (89)
bei zwei Flachen (Fig.93) endlich wird
fifalogd = | dfy | dfylog 2
(2} 2
gesetzt. In allen diesen Fillen heiit d der mittlere geometrische Abstand

der Gebilde voneinander.
Fig. 94.

Fig. 93.
af
daf
gh . gz z
af

Ferner kann # den Abstand zweier Punkte derselben Linie bedeuten,
und man kann das Doppelintegral bilden

J'dsj'ds loge = s2logd,

& ®
wobei d sinngemall der mittlere geometrische Abstand aller Punkte der Linie
voneinander oder der Linie von sich selbst genannt wird. Auf dhnliche Weise
ist (Fig. 94) der mittlere geometrische Abstand d

I Fig. 95.

. s einer Fliche von sich selbst definiert durch
L \ frlogd = [df|dfloge.
[R B D

Wir beschrianken uns hier auf die Berech-
nung der mittleren geometrischen Abstinde bei
Kreislinien und Kreisflichen.
Zunidchst berechnen wir den mittleren geometrischen Abstand d einer
Kreislinie von einem Punkte. Es ist nach Fig. 95
2 .’n
27 Rlogd = j‘Rd(p logo =13 | Rdg log(R? + a2— 2da R cos p).
0 0

Daraus erhilt man

27
y * 2___ 9 ine
2nR01709d:}i” 2a 2aR cos @
oa 2a J R? -+ «2—2aR cosw
27
R 'R2+a2——2u1icosq)+a2—152(

ly

24 R4 a2—2aRcosp

2n
dg
R L a*—2aR cosg

Rx B . ’
— s b

0

a
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Zun#chst kann das von 0 bis 27 erstreckte bestimmte Integral durch das
doppelte des von 0 bis & erstreckten ersetzt werden. Fihren wir dann ein

fg—g — u, so daf also 0 Su={ o,

so erhilt man:

¢logd Rm R ¢ 2 du
- e 4 2 — R2 .
TR s e T o @CTE ) gyt (R—apw

0

2

K

Offenkundig sind die Elemente dieses Integrals stets positiv. Wir haben
darauf bei Umformungen zu achten und danach die Fille a >> R und a <R
zu trennen.

Fiir den Fall a >> R wird

) oo ek
L CaF R
p (R + a2+ (B —a)2u? a? — R? 14 <a,,-,',Ri>2u2
: v a+ R
Y=o
= 2 arct ¢ _ﬁ u—l = r
—-aﬁ—]%[ ga—}R T e— R
Uu=—0
Dagegen erhilt man fir a < I
. v /R —a
24w 2 "Rta _ =x
. (R + a2+ (R—a)2ur ~ 12— a2 1 (R — a>2u2 TR —q?
. R+ a
Daher wird
1. fiir ¢ > R, wo d = d, sei,
0logd, 1
L e O 1 — nst.
o4 o ogd, loga + const

Da fiir beliebig grofe Abstinde a der mittlere geometrische Abstand gleich a
wird, so folgt, dal im Falle a > R allgemein

d, = a.
2. fir ¢« <R, wo d == d; sei, ist
0 loyrdi = 0, also d; = const.
oa

Punkte innerhalb der Kreislinie haben also einen von ihrer Lage unabhingigen
mittleren geometrischen Abstand von der Kreislinie. Da derjenige des Mittel-
punkts R ist, so gilt allgemein

d; = R.

Die Werte der mittleren geometrischen Abstinde von Kreisflichen er-
geben sich, indem man sich die Kreisfliche in sebr diinne konzentrische
Ringe unterteilt denkt, deren jeder mit einer Kreislinie verglichen werden kann.

3. Ein Punkt auBerhalb einer Kreisfliche liegt aullerhalb jeder Kreis-
linie. Der mittlere geometrische Abstand jedes Punktes auflerhalb einer Kreis-
fliche von dieser ist daher gleich seinem Abstand vom Mittelpunkt des Kreises.
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4. Liegt eine andere Fliche auBerhalb der Kreisfliche, so ist der mittlere
geometrische Abstand jedes ihrer Punkte von der Kreisfliche gleich ihrem
Abstand vom Mittelpunkt der Kreisfliche. Der mittlere geometrische Ab-
stand der ganzen Fliche von der Kreisfliche ist also derselbe, wie vom
Mittelpunkt des Kreises.

5. Daher ist der mittlere geometrische Abstand zweier auseinanderliegen-
der Kreise gleich ihrem Mittelpunktabstand.

Dieses einfache Ergebnis ist niitzlich fiir die Berechnung der Gegen-
induktivititen.

6. Ein Punkt innerhalb einer Kreisfliche im Abstand @ vom Mittelpunkt
liegt fiir einen Teil der Ringe innerhalb, fiir einen anderen auferhalb.

Gebhen wir aus von der Grundformel

z R?logd == j dflog o,
)
so zerfallt das Integral in zwei Teile; den iiber den
inneren Kreis bis zum Abstand a (Fig.96), und fiir
die Ringe dieses Kreises ist der betrachtete Punkt
ein #ulerer, ferner die Summierung iiber den &uBeren
Ring, und fiir dessen Teile ist der Aufpunkt ein innerer
Punkt. Man hat daher
R

R
nR2logd — ma*loga + J 2xrdrilogr = ma2loga + atlﬂlog'r—':;J-
a

Fig. 96.

I

ES ergibt Sich daraus
Z d —_— l R ! : 91 'Ra )L
Og 09 2 3 (

&

Dieser Ausdruck stellt also den mittleren geometrischen Abstand eines
Punktes einer Kreisfliche von dieser Fliche dar.
7. Bildet man fiir die Kreisfliche

i} 1 1 /a\?
7 — -1 (2
j(f[logR 9 T 9 <R>]’
()
so ist dies nach der Definition gleich dem Inhalt der Kreisfliche multipliziert
mit dem log des mittleren geometrischen Abstandes der Kreisfliche von sich
selbst. Man erhilt
R R
wR2logd — 2nada<70gR — l> 7 wsda = m R <iogR — 1\)-
2/ " ) Re 4

0 0
Der mittlere geometrische Abstand einer Kreisfliche von sich selbst
ergibt sich daher aus
logd = log R — log e*+
zu ,
d = Re~"+ = 0,779 R.
§ 113. Gegeninduktivitit von Schleifen mit parallelen Leitern kreis-
formigen Querschnittes. Wendet man die Formeln fiir den mittleren geo-
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metrischen Abstand zunichst auf zwei Schleifen an, wobei also alle Kreise
auseinanderliegen und ihre Mittelpunktabstinde fiir die mittleren geometrischen
Abstinde zu setzen sind, so ergibt sich aus Gl (146):

T, = 21J,J510g BBy (147)
r1i7y

wo R;, Ry, ry, 7, der Lage nach die Bedeutung der gleichnamigen Gréfen in

Fig. 85 haben, aber die Mittelpunktabstinde der Leiter bedeuten. Daher ist
M =21 ZogRle
717y

die Gegeninduktivitit getrennter Schleifen von der Linge I.

Fig. 98.
T~y
§ 70
-~ B"/

Haben die Schleifen einen Leiter gemeinsam (F'ig. 97), der die Stromstirke
Jy =— — (J; + J,) fihrt, so wird

J. J. Jy
T, = 22[—};":‘[(1;”1‘{01& log Ry + f:];jdﬁjdﬁ log Ry
s

; A
e j df, jdfz logr, — fgzgjclfgjdfs logr2] -

Daraus ergibt sich fir die Gegeninduktivitit der Schleifen ¢ und b
(Fig. 98), welche den Winkel y einschlieflen, nach (5) und (7) in § 112

M, = 21 log “b 7—1—>

¢ Qs 4
ghnlich ist
M :2l<loq ?{c - 1> ........ (148)
¢ Y a, 4

g 1
u = 21(70%@1 +~-4>
2

wo @, b, ¢ die Mittelpunktabstinde, @,, 05, 03 bezliglich die Halbmesser der
Drihte an den Scheiteln der Winkel o, 3, ¢ bedeuten.

§ 114, Selbstinduktivitéit einer Schleife aus zwei parallelen Drihten.
Wir fithren diesen Fall zuriick auf zwei Schleifen, deren Leiter aber zu je
zweien in Querschnitt je eines der Leitungsdrihte liegen (Fig.99). Nach
Gl (141) und (144) ist die magnetische Energie dieses Leitersystems, wenn J
die Stromstéirke, f; und f; die Querschnitte der Leiter sind,

1 " 1 ' 1
|2 Jan [artoomm=] del“[ af, togr, — mfdfzj dfylogn)

T—=17] °
lfife
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Bei kreisférmigen Querschnitten der Leiter erhilt man nach (5) und (7)
in §112

T 2J2Z<Zogvzdg 4 i)
1§82

Nach der Formel 7'=— 1, L J? ist also die Selbstinduktivitit der Schleife

L:4l(log~2,ii, +..l> .......... (149)
Veo.e: 4
Man erhilt daher far die
Induktivitit einer Doppel-
leitung aus 4mm starken
Drahten, die 20 cm Abstand
haben (4= 20, 9, = 0, =0,2),
fiir 1em Schleifenldnge

L=41(log100-+1/,)=19,441

in elektromagnetischen Einheiten. Man gibt meist den Wert in Henry fir
1km an, hat also noch mit 104 zu dividieren, daher

L = 0,001 94 (Henry/km).

§ 115, Selbstinduktivitit einer Schleife aus konzentrischer Hin- und
Riickleitung. Wir berechnen fiir diesen Fall die magnetische Energie zweck-
mibig nach dem in § 6 abgeleiteten Ausdrucke

u
T = j 8?5:)2610.
()

Bei einem geniigend langen Leiter hingt der Wert der magnetischen
Feldstirke § nur von dem Abstande r von der Achse ab und die Richtung
des § ist senkrecht zum Radius. Ein geschlossener Kreisumlauf um die Achse,
bei dem der Strom J’ umschlungen wird, gibt
das Linienintegral 2 mr$, welches gleich 47 J’
ist. Daher ist

Fig. 100.

2J
=127

Ist J der Strom jedes der beiden Leiter, so
ist also in dem Raume zwischen beiden Leitern
(Fig. 100), wenn 7, in diesem Raume den Ab-
stand eines Punktes von der Achse, und £, die
Feldstirke bezeichnet,

D

Ein geschlossener Weg, der ganz auBerhalb des dufleren Leiters verlduft,
umschlieBt insgesamt den Strom Null, da er Hin- und Rickleitung enthalt.
AuBerhalb des duleren Leiters ist also kein Feld vorhanden.

g

Ty
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Wir haben noch das Feld innerhalb der Leiter darzustellen. Im Ab-
stande r; von der Achse innerhalb des inneren Leiters umschlieft ein Kreis,
2
—r—lf, also ist innerhalb

der das Linienintegral 2mr, §, ergibt, den Strom J B3
1

des Innenleiters 9T
6 = Rlé 4T
Ein Kreis mit dem Radius #, innerhalb des AuBenleiters umschlieft den
Strom
gy TR
Ry2— R,?’
also ist dort
2J  Ry2—rgd
O = g ma
3 2 3
In den Trennflichen gehen, wie leicht festzustellen ist, die Werte der
Feldstirken fir die angrenzenden Felder stetig ineinander iiber.
Wir berechnen die magnetische Energie der gesamten Anordnung als die
Summe der in den Teilriumen vorhandenen Energien. Es ergibt sich fiir
ein, in der Achse gemessen, ! cm langes Stiick des Kabels:

1. Fir den Raum des Innenleiters . - . . . . . . . . 1J2 %1 .
. . Ny Iy
2. Fir den Raum zwischen den Leitern - . . . . . . 1J2u, logR .
1
3. Far den Raum des AuBenleiters . - . . . . . .. 1J? s By — Iy
3 R,
Der letztere Ausdruck ist aber nur eine Nsherungsformel fiir den folgenden
J2 Ry 3 1
L 4 3 (R.2 — R.2 2.2 " R.2
Z(Rs—RQ)Z [Rs IogR2 (g2 — IRy2) (4 I 1 Ry )]
und gilt, solange Iy < 1,25 R, ist. Die Selbstinduktivitit ist also
— gyt By Ts —_E;)
L—21(4+uglogﬁl+u3 T L. (150)

In § 109 ist ausgefithrt worden, dall man ohne einen Fehler im Resultat,
wenn allerdings auch ohne einen Beweis der tatsichlichen Richtigkeit, die
magnetische Energie auf die einzelnen Teile eines geschlossenen Stromkreises
sich verteilt denken und als von den darin flieBenden Stromen herrithrend
betrachten kann. Man kann sich in gleicher Weise den FluB (vgl. § 78)
oder die Selbstinduktivitit aus Teilen bestehend denken, die von den
einzelnen Zweigen der Schleife herrithren. Der #ulere Leiter bringt nach
dieser Betrachtungsweise bei der vorliegenden Anordnung kein Feld in dem
von ihm umschlossenen Raum hervor; wir wiirden also dem Strom im inneren
Leiter innerhalb eines Zylinders mit dem Radius R, den magnetischen FluB

R
217 (M 4wy 1072
< L T alog E,
zuschreiben.
Breisig, Theoretische Telegraphie. 11
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Wendet man dieselbe Uberlegung auf eine aus Kupferdrahten bestehende
Schleife im Luftraum an (4, =— gy = 1), so wiirde der erste Leiter in sich
selbst und der von der Schleife umschlossenen Fliche einen Fluf

1 2d
2ZJ< -+ log— >
4 91
hervorbringen, wihrend der zweite fiir sich einen gleich starken und gleich-
gerichteten Flull erzeugte. Der gesamte, mit der Schleife verkettete Fluf

wire dann

1 2d

4ZJ< +log - - :),

4 ‘/91 02
also ergdbe sich nach dieser Betrachtungsweise derselbe Wert der Selbst-
induktivitat wie nach der in § 114, die aber theoretisch besser begriindet ist.

Diese Art zu rechnen fuhrt zu richtigen Ergebnissen, wenn man sie auf

Leitersysteme anwendet, deren Stréme die Summe Null haben, weil dadurch,
wie in § 109, im Ergebnis ein Linienintegral um einen geschlossenen Weg
zustande kommt, wenn auch nicht jeder Teil der Summe fiir sich dieser Forde-
rung entspricht. Wir benutzen die vorstehende Betrachtungsweise, um noch
naherungsweise die Selbstinduktivitit fiir einen technisch wichtigen Fall zu

berechnen.

§ 116. Induktivitit einer Schleife aus Driihten, die Eisen in kon-
zentrischen Schichten enthalten. Zunichst wiren hier Schleifen aus eisernen
Driahten zu nennen. Wir nehmen ndherungsweise an, daB die Induktion in
jedem Drahte durch den Strom in dem anderen nicht merklich mitbestimmt
werde, und daB man sich das gesamte Feld der Schleife durch Ubereinander-
lagerung der von beiden Leitern erzeugten Felder entstanden denken kénne.

Jeder Leiter sendet bis zur Mitte des anderen den Flufi

w 2 d)
log "
21lJ ( 4 + log o)
wo fir ¢ je nachdem @; oder @, zu setzen ist; der Gesamtflufl des Feldes
ist daher die Summe davon, und man erhilt die Induktivitit

L = 4?<log— ,2 d-_ y,) ......... (151)
VQI 0 4
Als zweites Beispiel kommt in Betracht eine Doppelleitung, deren Drihte
jeder eine konzentrische Schicht aus Eisen tragen, etwa in Form einer Be-
wicklung mit diinnem Draht in enger Spirale.
Hat diese die Dicke 0, so erzeugt der Strom J im ersten Leiter in der

Schicht vom Radius r die Induktion g 2’:], und in der ganzen Eisenschicht be-

findet sich der Fluf
0
2ludlog @ T %1

01

Durch das Eisen wird also der Flufl in der Schicht um
)
21(5L-—1)Jlogglj !

1
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vermehrt. Ahnliches gilt fiir den zweiten Leiter. Die Fliisse im Innern der
Leiter und im Raum auBerhalb bleiben unveridndert. Addiert man siamtliche
Fliisse, so ergibt sich fir die Induktivitat

L= 4l<zog, 2d _i_”,’fjlog(glﬂ‘al)f@ﬁi@_i_ ?,) .. (152)
0102 2 01 02 4

Wegen der meist geringen GroBe von d; und 0, gegen @; und g, kann
man hierfir angenihert setzen:

bt PG

Sechster Abschnitt.

Induktivititen geerdeter Einzelleitungen.

§ 117. Schwierigkeit ihrer Feststellung. Fiir die Telegraphentechnik
hat die Feststellung dieser GrofBen ein besonderes Interesse, weil sie mehr
als die tibrige Technik von Stromkreisen mit Riickleitung durch die Erde
Gebrauch macht. In §62 und 63 ist entwickelt worden, wie ungefihr die
Riickleitung der Stréme in der Erde vor sich geht; danach zersplittern sich die
Riickstrome auBerordentlich, so daB sich ein derartiger Stromkreis sehr von
golchen unterscheidet, in welchen die Stromung tberall in verhidltnismabig
engen Bahnen vor sich geht. Auch bei Kabelleitungen innerhalb einer leitenden
Hille wird der Strom der Riickleitung nur zum kleinsten Teile durch die
Hiille gehen, weil deren Widerstand gegen den des umgebenden Erdreichs
oder des Seewassers sehr grof} ist 15).

Um die Induktivititen solcher Stromkreise zu berechnen, wird man nach
dem Beispiel der §§ 113 bis 116 von der Gegeninduktivitit zweier Stromkreise
ausgehen, welche zum Teil aus parallelen, geradlinigen Leitern bestehen, wie
die Teile 1 2 und 3 4 von Fig. 101, zum Teil aus Kreisbogen, die je einen der
Stromfiaden darstellen, in denen die Riick-
leitung in der Erde erfolgt. Die Gegen-
induktivitit dieser beiden Stromkreise ist 1

das Integral
' 1 b
j d[,lj‘(mlb,
r

(a) ®)
welches iiber die ganzen Leiter auszudehnen ist.

Die Schwierigkeiten, die sich der Berechnung dieses Integrals entgegen-
stellen, sind nicht nur rechnerischer Art. Nach der Form der zu integrie-
renden Funktion hingt der Wert der Summe hauptsichlich von den Werten
der Funktion an denjenigen Stellen ab, an welchen r kleine Werte hat, wo
also die Schleifen einander nahe kommen. Soweit die Integration auf die
Stiicke 1 2 und 3 4 auszudehnen ist, steht das Resultat nach Gl. (144) bereits
fest. Wo es sich aber um die Berechnung des Teilintegrals iiber eine gerade
Strecke der einen und einen Bogen der anderen Schleife handelt, kommt in

11%*

Fig. 101.
3 4

a
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Frage, da8 die Art des Verlaufs der Stréme gerade an den Erdungsstellen
nicht genau bestimmt ist. Man hat deshalb den Ausdruck fir M so zu ver-
einfachen, daf man die Riickleitung in der Erde entweder wie in einer sehr
diinnen Platte oder wie in einem allseitic unbegrenzten Raum verlaufend
annimmt. Der zweite Fall wird in § 120 erdrtert werden; statt des ersten
wihlen wir einen etwas einfacheren, aus dem sich auch noch andere brauchbare
Folgerungen ergeben.

§ 118, Stromkreise mit teilweise flicheniérmigen Leitern. Eine Schleife
sei aus einem zylindrischen Draht vom Radius ¢ als Hinleitung und einem
dem Draht parallelen Bande von der Breite p
als Riickleitung zusammengesetzt.

Die Induktivitdt dieses Leiters fiur die
Lingeneinheit ergibt sich durch Integration
des Ausdrucks

Fig. 102.

e

e worin die r die Abstinde der Leiter zweier

Schleifen (Fig. 102) bezeichnen, deren jede in
einem Zweige einen Stromfaden aus dem Drahte, im anderen einen Strom-
faden aus dem Bande enthilt. Wenn man nennt:

R, den mittl. geometr. Abstand des Drahtquerschnitts von sich selbst,
R2 » ” ” ”» ”9 Drahtes von dem Radius,
R; » ” » » Bandes von sich selbst,

so ist die Induktivitat der Schleife
L = 4log R, — 2log B, — 2loy K.

Der Wert von R, ist unter (7) in § 112 bereits bestimmt zu @ e,

Fiir die Berechnung von R, nehmen wir an, daf
die Dicke des Bandes gegen den Abstand des Drahtes
vom Bande sehr gering sei. Der gesuchte mittlere
geometrische Abstand ergibt sich (Fig. 108), da der
mittlere geometrische Abstand vom Drahte nach (3)
in § 112 gleich dem von seinem Mittelpunkt ist, zu

x +e
plog Ry = ‘ log Va2 + 22 d .

x=—"0

Fihrt man den Winkel o ein, so geht das Integral

iber in
70(}Va2+?dx = a Iogfa - _(_ioaA S atqoc(log ¢ ~1> + ac.
’ cos o6 cos* : coS 0
a i
Dies ergibt z.B. an der oberen Grenze, wo atgo =— ¢, s — Va2 4 c?

und o« = arcitgc:a ist,
¢ (log Vo_tl %? — 1)+ aarctge/a.
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Insgesamt wird

plog Ry = blog Va2 + b2 + clog Vaﬂ + ¢2 —p + a(arctgb/a 1 arcitg c'a).
Wir nehmen an, dal der Draht senkrecht iiber der Mitte des Bandes
liege, also daB b =— ¢ — p/2 sei. Dann wird

p

2 2
log Ry = log |/ a® +11~—— 14 fa/rcfgé,d.

Den Wert R; berechnen wir aus der vorletzten Formel, indem wir
@ =— 0 setzen. Wir erhalten dann den mittleren geometrischen Abstand R’
der Linie p von einem Punkt, der sie in b und ¢ teilt, zu

log B/ :-Z logh -+ ; loge — 1.

Setzt man b — z, ¢ — p —x, so wird

log B = z--?ogx +(I)—;w)log(p—x)~ 1.

Das Integral

»
1
—\|logR dzx
o

ist der gesuchte mittlere geometrische Abstand der Linie von sich selbst.
Man findet dafiir

23 (0= )= (=0 }) =]

Daher ist

I

p
=0

log Ry — logp —3/y — log 0,222 p.

Man erhilt also fiir die Induktivitit des aus Draht und Band be-
stehenden Leiters

Hitte man statt des Bandes im Abstand a einen Draht von gleicher
Stiarke wie in der Hinleitung, so wire die Induktivitit

2
L' =2 <log 52— + })) .

Wenn p noch klein gegen a ist, so unterscheiden sich I und L' nur
wenig, und zwar in den Gliedern, die von den Feldern im Innern der Leiter
abhingen. Wenn p grofler wird, nimmt der Wert von I zunichst ab, so-
lange namlich p2/4 gegen a2 noch unbetriachtlich ist; fir Werte von p, die
groB gegen a sind, nimmt I wieder zu.

Man erkennt hieraus, daf die Ersetzung eines Teils eines Stromkreises
durch einen bandférmigen Leiter die Induktivitit vermindert, solange der
Abstand der Hin- und Riickleitung grof gegen die Breite des Bandes ist.

Dieses Ergebnis spielt indessen nur eine nebensichliche Rolle; fir die
Frage der Induktivitit geerdeter Leitungen ist wichtiger die Folgerung aus
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der Annahme, daB p grol gegen a ist, so dal die Riickstréme iiber eine grofe
Fliche verteilt sind, wie es bei den Strémen geerdeter Telegraphenleitungen
der Fall ist. Die Induktivitit ist alsdann groBer, als wenn die Riickstréome
in enger geschlossener Bahn verliefen.

Bei der Herleitung der Grole L ist angenommen, daf die Rickstrome
itber den ganzen Querschnitt des Bandes gleichmiBig verteilt seien. Der
Fall der geerdeten Leitung unterscheidet sich davon dadurch, daf die Strom-
dichte der Riickstrome nach aulen stark abnimmt. L&abt man in L den
Wert von p gegen a sehr groB werden, so nimmt es immer groBere Werte
an, die allerdings nur logarithmisch zunehmen. Bei dem Falle der geerdeten
Leitung ist es dagegen wahrscheinlich, dafl die weitab liegenden Stréme zum
Felde nicht mehr merklich beitragen, so daf also der Wert der Induktivitit
sich einer Grenze ndhert. Welcher Wert dies wahrscheinlich ist, wird aus
dem anderen jetzt zu besprechenden Falle hervorgehen.

§ 119. Leiter mit allseitiger Riickleitung. Wir nehmen an, daf ein
Stromfaden mit der Stromstirke dJ sich mit einem geradlinigen Teile in der
#-Achse eines zylindrischer Koordinatensystems von — 7/2 bis 4 1 2 erstrecke
und daB die Strome sich zwischen diesen beiden Punkten in einem unbegrenzten
loitenden Mittel schlieBen. Bildet man dann fiir einen beliebigen Punkt
auBerhalb dieser Geraden einen Vektor ¥, der nur eine #-Komponente hat,

— = dJl 54
+ € —2p d gV02+(z—l/2)2+(z—l’2) (154)

B, — dJdg Vo2 + (¢ +1/22 + (¢ + 1/2)
V92
g0 ist dieser zwar dem Vektorpotential nach Gl (110) hnlich gebildet, aber
er kann nicht als Vektorpotential bezeichnet werden, weil die Integration nicht
fiber einen geschlossenen Weg erstreckt worden ist. Gleichwohl ergibt rot 8
einen Vektor £, welcher mit der magnetischen Feldstirke der Anordnung in
allen zu erwartenden Eigenschaften iibereinstimmt, ferner ist rot  — rot rot B
— 4xiund t = — grad ¢, wo @ das elektrische Potential und i die Strom-
dichte im Felde bezeichnen. Wir wollen hierfiir zunichst die Belege bringen.

rot B hat nur eine Komponente, die sich nach Gl (21) als Hy = — =~

ergibt. Wendet man nach Ausfithrung der Differentiation die identische
Gleichung an

(o ot o) (o F 5 — ) = ot

so erhilt man

By = _qg< 2412 2 —1/2 >
Vor -+ 122 Vor+ (z—1l2p

Die Quadratwurzeln sind stets mit dem positiven Vorzeichen zu nehmen.
Soll § = {0, Ds, 0} die magnetische Feldstirke im Felde der betrachteten
Strémung sein, und die geometrischen Voraussetzungen dafiir sind offenbar
erfilllt, so muB das Linienintegral 2w @ s fiir einen die z-Achse um-
schlingenden Kreis gleich dem 4mfachen des umschlungenen Stromes sein.
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Wihlt man 0 <2<+ 1/2 und 146t (I/2 — 2)? noch groll gegen @2 sein,
so wird das bezeichnete Linienintegral

' R I
Sds — smar . Gloprotar—n)

1 0? 1 02
5 C+ s iaasa)

Es kommt dem Werte 47 dJ, welcher die Verkettung des gesamten Stromes
mit dem Wege des Linienintegrals bedeutet, um so niher, je kleiner g ist.

Wiahlt man ¢ >> /2 und 146t auch weiter (I/2 — £)? groB gegen @2 sein,
so ergibt sich

¢ (g —ep) ~ T3 £ 55)

Hds = mdJ - 3 2
5 (a0 sm)

Dieser Wert verschwindet mit @. Beide Ergebnisse entsprechen der An-
schauung, daB eine Kreislinie, welche den von — I/2 bis 4 /2 gehenden
Stromfaden selbst umschlingt, um so mehr mit der gesamten Stromung ver-
kettet ist, je kiirzer sie ist, wihrend eine Kreislinie, deren Fliche der von
—1/2 bis +1/2 gehende Stromfaden nicht selbst durchsetzt, um so weniger
von der Stromung umschlingt, je kleiner ihr Durchmesser ist.

1
Fir den Vektor i = e rot§ ergeben sich nach Gl (26) die Kom-

ponenten
C__18% 1 25
Q Am Oz ). 9 ’ z — in 969
Man erhilt dafar
‘_‘dJ< e e ____»’0<dJ__dJ
T g\ s 743 T 09 \4mry 4nr2>
. _i{<2—11’2_2+l/2‘ __ o rad _ aJ .
P AN ryd ) T s \47r, 4m~2>

Hierbei ist ;2 = @* + (¢ —1,2)? und r? = @2+ (¢ + [, 2)2,  Das Feld
hat also in Ubereinstimmung mit der in § 61 besprochenen Stromung ein

Potential a1 1)
P = iz6 ry T

Der Vektor 8 ist daher als eine geeignete Rechnungsgrofie zu betrachten,

aus der man fir Punkte aullerhalb der Geraden von — /2 bis /2 durch

Differentiationen die magnetische und die elektrische Feldstirke ableiten kann.

Von dem Vektorpotential kann er nur durch eine Funktion unterschieden

sein, die als Gradient eines Skalars dargestellt werden kann,
U=+ grad ¢,

weil nur unter dieser Annahme rot Il und rot 8B dieselbe magnei';ische Feld-
starke ergeben.
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In dem hiernach zulissigen MaGe wollen wir den Vektor L zur Berech-
nung der beiden Kreisen gemeinsamen magnetischen Energie des Feldes und
der Gegeninduktivitit verwenden.

§ 120. Berechnung der gemeinsamen magnetischen Energie. In einem
rechtwinkligen Koordinatensystem =z, y, ¢ (Fig. 104) gehe die eine Linie,
mit dem Strome d J; und von der Linge 7,

durch den Punkt (— ;, 0, 0) und ihr

Mittelpunkt falle in die 2-Achse; die andere,
mit dem Strome dJ, und von der Lénge 1,,

gehe durch den Punkt <—§— g, 0, 0) und

Fig. 104.

ihr Mittelpunkt liege in der Hohe 2, iiber
der xy-Ebene. Die Stréme dJ, und dJ,
schliefen sich in dem umgebenden Mittel.
Jeder fir sich bringt dort magnetische
und elektrische Feldstirken hervor, die
einzeln fir sich aus einem Hilfsvektor 8
wie in § 119 berechnet werden kénnen. Die beiden Hilfsvektoren haben
hier auch nur Komponenten in der z-Richtung, sie seien B; und B, benannt.

Es gilt
Yt ) ewt (v B (4 )

B, == dd; log ~; i2 =y )
Yer g o (=5 (- 1)

%_ﬁJwv@—D@ﬁ+@—%ﬁjﬁ%—@+®.
2 — 2 o

‘/ <r — Z>2—|— ¥+ (z — gy — 122)2-{— <z — &y — ;2—>

Die magnetische Energie des gesamten Feldes findet man aus dem Integral

1 -
T— o @+ soas,
@
wo fiir jede Stelle §; die durch die erste Stromung, £, die durch die zweite
Stromung erzeugte magnetische Feldstirke bedeutet. Man kann T in drei

Teile zerlegen, deren erster nur §,?, deren zweiter nur ,* enthalten. Diese
stellen wie in § 107 die jedem System eigene Energie dar. Der Rest

1
T, = L[J‘bl'b2d7]
)
ist die gemeinsame Energie und hidngt mit der gesuchten Induktivitit durch
die Gleichung zusammen

T, = My »dJ,dd,
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Umformung. Auf Grund der Rechenregel (28) konnte man aus dem
Vektorpotential 1 jeder Stromung &hnlich der ersten Gleichung in § 106 bilden

9, = div[ll;, Ho] + 47U, 1.
Mit Hilfe des Vektors &, wird diese Gleichung '

919, = div[B; + grad ¥y, o] + 47ty (By + grad ¢y).
Die Rechenregel (28) ergibt aber, wenn man U = grad ¢;, B == H, setzt,
mit Riicksicht auf Gl (27)

div[grad P, o] — — 4®iy grad ¥,.
Aus der Zusammenfassung dieser beiden Gleichungen folgt, daff der Vektor B,

sich gerade so, wie das Vektorpotential auch fiir die Energieberechnung ver-
wenden lafit. Wir legen also dieser Berechnung die Gleichung zugrunde

D19 = div [By, H1 + 471, Bse

Zerlegung des Integrationsraumes. Die Integration ist auf den
ganzen unendlichen Raum auszudehnen. Wir zerlegen diesen in drei Teile.
Um jede der beiden einen geschlossenen Strom fithrenden Geraden legen wir
eine beliebig eng anschlieBende Hiille, deren Gestalt noch néher bestimmt
werden soll. Dadurch werden die Riume »; und v, firr sich abgetrennt. In
dem verbleibenden Raume v; sind alle Grofen By, ;, i; und By, sy, 15 wohl-
definiert und keine von ihnen wird dort unendlich oder unstetig.

Berechnung fir den #ufleren Raumteil. Es soll zuerst gezeigt
werden, dall

[ 128, dv = o
(v3)
Da 9B, nur eine Komponente nach # hat, lautet dieses Integral genauer
to +o +o
fazfayfas® i,

—® —w —w

Wir betrachten niher die Integration nach 2. Da i3, — — 6 68?;2 ist, wo @,

nach Gl 155 gebildet ist, so ergibt die Integration in Teilen:
+ o z—+ o + o

o
—6 J 251%?;2012 = ——6[%1 %] + 6 Jldz%a—s\zl-
— O Z—— @ —
Der erste Posten verschwindet, weil 8; und ¢, fir # — + oo beide Null
werden. Der zweite Posten lautet ausfithrlich, abgesehen von konstanten
Faktoren,
+ @
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Die Feststellung, dall auch dieses Integral Null ist, wird erleichtert durch die
Anwendung des im Anhang unter III naher erorterten Hilfssatzes aus der
Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen. Nach diesem erweitert
man das vorstehende Integral. indem man z zwischen + oo und — o eine
geeignete, an sich beliebige Folge von komplexen Werten durchlaufen 1i8t.
Dieses Integral iber eine geschlossene Linie in der komplexen Zahlenebene
ist gleich Null, wenn diese Linie keine Punkte. einschlieft, in denen die zu
integrierende Funktion unendlich oder unstetig wird, im anderen Falle gleich
der Summe der Integrale iiber geeignete, diese Punkte umschlieffende
geschlossene Zahlenfolgen.

Das oben genannte Integral lassen wir iitber folgende Werte von # laufen,
Von dem reellen Werte — I ausgehend, durch wachsende reelle Werte bis
zum Werte 4+ R, dann iiber alle Werte Rei? bei konstantem R und fir &
von 0 bis w. Lassen wir B dann iiber jedes MaB wachsen, so haben wir
das gesuchte Integral neben dem iber den unendlichen Halbkreis.

Fir grofie Werte von B hat die erste Klammer die Dimension 1, /R2, die
zweite die Dimension 1,/R% Da dz = iRel?d®, so ist das Integral iiber
den Halbkreis um so naher gleich Null, je gréBer B gewiahlt wird.

Das gesuchte Integral ist also gleich der Summe der Integrale um die
singuldren Punkte. Als derartige kommen die folgenden in Betracht:

. l . 1
31:—.’:(@91’*—21)7 22=i<’691——;>,

&

53:j7<492+50+'%'>1 Z4=i<é92+zo—%>~

0, und @, sind die senkrechten Abstinde des Aufpunktes von den beiden
geraden Stromfaden. Die dem positiven Vorzeichen entsprechenden komplexen
Punkte liegen in der Zahlenebene innerhalb der umschlungenen Fliche.

l
Fassen wir 2, = i0; + —21 ins Auge, so sehen wir, daB fiir diesen Wert

nur der erste Posten des ersten Faktors unendlich wird. Ahnlich ist es fiir
die anderen Werte. Es geniigt, eines der Integrale, z. B.

_be
1\? 1.\ 2
ors G Yorrlar
fir eine derartige Stelle, z. B. ¢, — 49, + b zu untersuchen,

2
Setzt man 2z = i0; + 1—21 + ref?, wo # konstant und beliebig klein

gegen @, und 121 ist, und 9y von 0 bis 2x lduft, so beschreibt dadurch z

einen Kreis um den Punkt z;. Fiur diesen ist das gesuchte Integral bis auf

kleine Grofien niederer Ordnung
27

V2'591”w V@f + (Z_Zo + %2>2
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Dieses Integral verschwindet aber mit r. Da dies fiir alle singuliren Punkte
gilt, ist demnach das Integral jig%l dv = 0,
(v3)
Es ist ferner das Integral j.di'v [By, Ds] dv zu betrachten, Es ist nach

(v3)

Gl (21) identisch mit dem Oberflichenintegral
EALI

f3
wo fg die Oberfliche des Raumes vg bedeutet. Diese setzt sich aus drei Teilen
zusammen. Als ersten nennen wir die unendlich ferne Fliche, gedacht als
eine grofle Kugel. Der darauf entfallende Teil des Oberflichenintegrals ist
aus denselben Griinden gleich Null, wie sie in § 106 fiir ein gleichartiges
Integral angegeben worden sind.

Der zweite und dritte Teil der Oberfliche von v; ist die Begrenzung
gegen die fiir sich abgetrennten Riume ¢; und v,.

Wir haben diese Fliachen niher zu bestimmen und wahlen sie als Zylinder,
welche die Linien mit gleicher Achse und gleicher Lénge umschliefen und an
beiden Enden durch Halbkugeln gleichen Durchmessers abgedeckt sind.

Wir legen durch Zylinder und Kappen Schnitte senkrecht zur Achse.
Diese sollen durch den Winkel u gegen die ¢-Achse bestimmt sein. Auf der
Kappe ist £—1/2 = r cosy, ¢ = r sinw und daher

%{_—_dJl ZO_qV(Z +r003“)2+v’"23”",2!‘+h+rcosy,

r(1 4 cosu)
Auf dem Zylinder ist 1/2 — z == rig <{L —Z—) = — #, o —=r, also
8" = d.J, log V(Iysing + rcosu)® + r2sinu + 1, sinp { reosp
r(l + cos u)
Fir p = m /2 gehen beide Grofen ineinander itber. Fiir verschwindendes »

werden belde logarithmisch unendlich.

Wir haben zunichst zu bilden [U,, Do]df;, = [df;, U] D, an der Ober-
fliche von v;. Da U; die Richtung der z-Achse, df die des nach innen
gehenden Radius der Kugel oder des Zylinders hat, so liegt [df, I;] an allen
Stellen in den zur Achse senkrechten Schnitten und tangential und bildet mit
der z-Achse ein Rechtssystem. Der Vektor £,, der von dem im Abstande a
liegenden zweiten Leiter herriihrt, liegt ebenfalls in der zur z-Achse senk-
rechten Ebene und bildet mit der Achse dieses Leiters ein Rechtssystem. An
zwei "an entgegengesetzten Enden eines Durchmessers liegenden Stellen der
Oberfliche von »; bildet also £, mit dem Vektor [df,, B,] Winkel, die sich
zu 180° erginzen und die Produkte [df;, B;], gleichen sich fir je zwei
solche Stellen um so mehr aus, je kleiner r gewahlt wird. Die nahere Unter-
suchung zeigt, daf der Unterschied der Werte von §, an zwei solchen Stellen
mit 7 von erster Ordnung unendlich klein wird. Da B, mit r logarithmisch
unendlich gro8 wird, aber lim (rlogr) == 0 ist, so ist das in Rede stehende

r=>0
Integral J [B,, Hy]df, iber die Oberfliche von »; gleich Null.
1)
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Um die Leitung I, denken wir uns eine Fliche derselben Art gelegt.
Wir schreiben diesmal [B,, §,]dfs = B, [, dfy]. Sowohl der Vektor ¥,
als der Vektor [,, df;] haben an allen Stellen die Richtung - # oder
wenigstens eine Komponente nach dieser Richtung. Fassen wir unter den
dfy auf dem Zylinder einen Ring von der Hohe dz oder auf der Halbkugel
eine Zone, deren Breite einem Zuwachs dy von @ entspricht, zusammen, so ist
fir den Zylinder

12
| 2 "
J. 2 2
R = | 27;rde.

2
TR G
P e
2 2
Bei unendlich kleinem r wird dies gleich 4 wdJ,dz.
Bei der Halbkugel fillt in die Richtung +- # nur eine Komponente von
| D9, dfy], welche sin w proportional ist. Da der Flicheninhalt der Zone gleich

2mr2 sinpudp ist, so ergibt sich fir den Beitrag dieses Fliachenelements
zur z-Komponente

[ di,] = ¢

[ 72 12

g 4 —- z —
de 2 2
[Do, dfol: = T2 | A —————— . § AL S 1271

r Vr2+ <Z 122>2 ]//’;2+<Z_l22>2

Der Faktor von du verschwindet mit . Es bleibt also von dem Integral
iiber den Raum ¢; nur das Integral iiber die Zylinderfliche, die I, umgibt,

ibrig, es ist
z.225+ Z; - 2 7
)+ (e Y)

' ‘/ a2+<z+

1 { .
i) $1Hydv = dTyady | delog o T L
JH(—3)

(v3) V a4+ <Z -
1]
z:zo—fzf
Ehe wir es auswerten, wollen wir noch feststellen, dafi die Integrale iiber
die Rdume o, und v, verschwinden. Wir bilden hierbei das Raumintegral
selbst. In der Kugelkappe wahlen wir auf dem unter dem Winkel u liegenden
Radius ein Raumelement im Abstande 4 vom Mittelpunkt. In die Gleichung

ro !5~

o | s

l l
41 1
£y #7

B . J .
oGty e -

L
2
Falle bildet die Feldstirke ©;, da sie tangential gerichtet ist, mit der Feld-
stirke ©,, die fiir alle Punkte fast dieselbe Richtung hat, an den beiden

D

haben wir also einzusetzen ¢ — A siny, 2 — | == 4 cosg. Auch in diesem



Gegeninduktivitit zweier Leiter mit allseitiger Riickleitung. 173

Enden eines Durchmessers Winkel, die sich zu 1800 ergénzen. Davon ab-
l
gesehen ergibt sich aber fiir das Element des Integrals, da @ gegen 2z 4 ;

verschwindet, der Wert

_d+

= — A2 si .
9o lsinu(l cosu)A2 sinudAidu do

Das Raumintegral iiber die Kugelkappen ist also Null.

Fir den zylindrischen Teil denken wir uns den Stromfaden vom Radius r
in konzentrische Schichten zerlegt, deren eine den Radius @ hat. In dieser
ist, wie in § 78 erortert, auf dem grofiten Teil der Linge , =— 2:’2{1 0,
und nach den Enden zu geht es bis auf den halben Betrag zuriick. Auch
hier kommt nur die Differenzwirkung fiir Punkte in symmetrischer Lage zur
Achse in Betracht, aber wir brauchen dies gar nicht in Rechnung zu setzen.

Schon das Integral

»
hi

247
J'dz jbgﬁWJQZﬂedo

erhilt den Faktor %2, der an der oberen Grenze mit » verschwindet.
Die Integrale iiber die Ridume v, und ¢, ergeben also keinen Beitrag.
§ 121.  Gegeninduktivitit zweier Leiter mit allseitiger Riickleitung.

Aus dem allein iibrighleibendem Integral folgt nach Division mit dJ; dJ,
fiir die Gegeninduktivitdt der Wert

1
272+ 22 -

)

Mo = | delog -—;7——7_2_ z

2 | _ 1 .
& Va i <Z 2> - <z 2>
2

Zur Auswertung dient die Formel

jmdw+w+wm=cmWF¥ﬁ+m—vﬁ+ﬁ

Fiar die Integration des log des Zahlers ist v = 2 4 —121‘, mit den Grenzen

Zz2== zp—

2 ?L_flﬂgvszo_}_ll_—}i_l%
2 == 2
Fir die Integration des log des Nenners ist v == & — —221, mit den Grenzen
_hAh h—1

2 5 <oz — "
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Es ergibt sich fiir den in Fig, 104 dargestellten Fall

e O L e

(o= [ (g e a

e Lo (=)

Yot (st B0 Yo (o= )

Haben die Leitungen die gleiche Lénge ! und sind sie nicht gegeneinander
versetzt (2, = 0), so erhdlt man, wie in § 109

My, = 11log Var++1
Va2 4 12 —1

und wenn a klein gegen [ ist, ergibt sich die dort als Gl. (143) angegebene
Formel

(@ i P—a)

21
1']1’2 - 21<Zogfa —1>'

Die Bedeutung der vorstehenden Rechnung ist aber, dal fiir dies Ergebnis
eine feste physikalische Bedeutung gewonnen worden ist. Die Formel stellt
die Gegeninduktivitat zweier Stromsysteme dar, die aus zwei in ein unendlich
ausgedehntes Mittel eingetauchten parallelen Leitern von der Linge I und
dem Abstande @ und ihren Riickstromen in dem Mittel bestehen.

In den Fillen wirklicher Einzelleitunger mit Riickleitung durch ein weit
ausgedehntes Mittel, z. B. Land-Telegraphenleitungen oder Seekabel, sind die
Voraussetzungen dieser Rechnung nicht streng erfillt, indem das Mittel ent-
weder nur als weit ausgedehnter Halbraum oder als eine im Vergleich zur
Linge 1 nicht beliebig tiefe flache Schicht zu betrachten ist. Physikalisch
ghneln aber diese Fille dem berechneten darn, dafl die Riickstrome im Ver-
gleich zu dem geschlossen laufenden Strom in der Leitung sehr stark aufgelost
sind. In einer in der ersten Auflage dieses Buches mitgeteilten Rechnung,
bei der der Riickstrom auch geschlossen, aker in grofem Abstande von den
benachbarten parallelen Teilen der Kreise verlief, ergab sich nahezu dasselbe
Ergebnis, nur daf an Stelle des Postens — 1 in der Schlufigleichung die
Grofie — 1,5 trat. Man wird daher annehmen kénnen, daf das vorliegende
Ergebnis fiir Leitungen mit verteilten Riickstromen auch unter praktischen
Bedingungen sehr nahe den Wert der Gegeninduktivitit darstellt.
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§ 122. Formeln fiir die Induktivititen geerdeter Einzelleiter, Nehmen
wir nach dem Vorstehenden die Gegeninduktivitit zweier paralleler Leiter
gleicher Linge an zu

M= 21<lognat%l—1>,
so erhalten wir die Selbstinduktivitit eines geerdeten Leiters durch folgende
Uberlegung.

Der Strom, also auch das magnetische Feld einer Doppelleitung, wird
nicht gedndert, wenn man sie an beiden Enden in den neutralen Punkten
erdet. Eine solche Leitung kann also auch als System zweier geerdeter
Leitungen beobachtet werden. Ist L, die Selbstinduktivitit jedes derselben,
so ist die magnetische Energie gleich

T=1,LsJ1* + MJyJy + Yy Ls T2,

oder, wenn J;, =— — J, = J

T=(;s—M)J2

Da diese GroBe andererseits gleich
d

2172 (log ot %
ist, nach Gl. (151), wenn d den Achsenabstand der Leiter vom Radius ¢ be-
zeichnet, so erhilt man, indem man fiir M den angenommenen Wert einsetzt,

21 w
—91(1 . 2.
Ly l<og@ 1+4>

Dies ist eine haufig als Induktivitit eines geraden Leiters von der
Lange [ bezeichnete GroBe. Als solche hat sie, solange man nicht die Art
der Riickleitung angibt, keinen physikalischen Sinn. Wir erkliren sie als
den Wert der Induktivitit einer geerdeten Leitung von der Linge I, unter
dem Vorbehalt, dafi eine genauere Rechnung an Stelle der Zahl 1 eine um
ein Geringes davon verschiedene ergeben kann, etwa bis zu 1,5. Unterschiede
in der Lage der Riickleitungsstréome, die durch die obwaltenden Boden-
verhaltnisse eintreten, haben gleichfalls auf diese Zahl einen gewissen Einflufi.
Far praktische Zwecke sind die angegebenen Werte jedenfalls sicher genug.

Messungen der Gegeninduktivitit und Selbstinduktivitdt von oberirdischen
Einzelleitungen sind wegen der Erdstréme schwierig; Massin hat solche
ausgefiithrt, ist aber nicht zu sicheren Ergebnissen gekommen. An unter-
seeischen Telegraphenkabeln hat Kunert16) Messungen der Selbstinduktivitit
mittels Wechselstromen ausgefithrt, welche, auf Gleichstrom extrapoliert, mit
dem nach vorstehender Formel berechneten Wert zusammenpassen.



Vierter Teil. «

Quasistationire Felder.

Erster Abschnitt.

Allgemeine Beziehungen.

§ 123. Begrifi des quasistationdren Feldes. In den bisherigen Unter-
suchungen sind in den Maxwellschen Gleichungen die Grofien € und §) als
zeitlich unverinderlich angesehen worden, und dies zog eine gewisse Ver-
einfachung der Gleichungen nach sich. Iir verinderliche Zustinde sind
die Gleichungen ihrem vollen Inhalte nach anzuwenden. Indessen lassen
sich auch hier nach den tatsichlichen Verhiltnissen zwei Klassen von Er-
scheinungen unterscheiden, die sehr rasch verlaufenden und die langsamer
verlaufenden.

Nehmen wir als Beispiel das magnetische Feld zwischen zwei strom-
fithrenden geschlossenen Leitern. Wenn sich der Strom in einem Leiter
indert, so wird auch das Feld eine Anderung erfahren, und zwar wird diese
im allgemeinen in Form einer Welle durch das Feld hindurchgehen, so daB
die entfernter liegenden Teile spater von der Anderung betroffen werden als
die niaheren. Nun breitet sich die Anderung mit Lichtgeschwindigkeit aus,
wahrend der Verlauf der Anderung an jedem einzelnen Punkte eine durch
die besonderen Bedingungen des Vorganges bestimmte Zeit erfordert. Wenn
der mit Lichtgeschwindigkeit fortschreitende Vorgang zur Durchmessung des
Raumes, in dem die Wirkungen in Frage kommen, eine unmefibar kleine Zeit
erfordert gegen die Zeit, in der die betrachtete Anderung abliuft, so kann
man ohne merklichen Fehler es so ansehen, als wenn die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der elektrischen Welle unendlich grofi wire.

In diesem Falle kann man also das magnetische Feld, das von dem
Strome des ersten Leiters ausgeht und ihn mit dem zweiten Leiter verkettet,
so berechnen, als wenn der Strom in jedem Augenblick stationir wire, wenn
er auch in Zeiten, die gegen die zur Durchmessung des Abstandes beider
Leiter erforderliche Zeit sehr grof sind, seinen Wert dndert.

Pflanzt sich in einem anderen Beispiel eine elektrische Welle lings einer
Doppelleitung fort, und zwar, wie es bei Fernsprechstromen der Fall ist,
indem sie wihrend einer Sekunde einige hundert oder einige tausend Mal
ihren Wert andert, so kann man wieder bei einem Stiick maBiger Lange die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ohne erheblichen Fehler als so grofi rechmen,
daB man die Bewegung in jedem Augenblick als stationir betrachten darf.
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Dagegen darf man bei einer Antenne fiir drahtlose Telegraphie, die
100 m lang ist, und auf der sich eine Welle von 300 000 Perioden/sec aus-
breitet, die Phasen der Welle nicht mehr als iiberall gleich betrachten, weil
die Welle in einer Periode 1000 m zuriicklegt, also auf 100m 36° Phasen-
unterschied der Welle entfallen.

In den zuerst genannten Fillen darf man das magnetische Feld des
wechselnden Stromes so betrachten, als wenn es von einem stationiren Strome
herrithrte, der gerade dieselbe Stirke hat, wie der Wechselstrom in dem
betrachteten Augenblicke. Man nennt deshalb solche Vorgénge quasistationir.

§ 124. Form der Feldgleichungen. Da eine quasistationdre Stromung
dann besteht, wenn man ohne Fehler die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
elektrischen Wellen als unendlich ansehen kannj so fallen aus den Feld-
gleichungen diejenigen Glieder fort, die ¢ ausdriicklich enthalten. In der
Differentialform werden daher die Gleichungen

rot  — 4xi,
rot(@~@e)=—%t§-

Bildet man in bekannter Weise die Flachenintegrale und schreibt statt
ibrer auf der linken Seite die gleichwertigen Linienintegrale (Fig. 105), so
ergibt sich
Fig. 105.

J'@dglzzmjidfl:zm.f, .

(31 (fv)
1 fi T

cB
[E—cyae=—] " Das i
(32) (f2)

f; und f, bedeuten Flichen, die beziiglich von ¢; und §,
berandet sind.

Die erste Gleichung f&jd 8; — 4 wJ stimmt mit derjenigen fiir stationére
(3
Strome uberein. Es folgtl; daraus, daf das magnetische Feld quasistationirer
Strome in jedem Augenblick den Wert hat, den es bei einem stationdren
Strom hitte, der dieselbe Stirke besitzt, wie der veridnderliche Strom in dem
betrachteten Augenblick.

Insbesondere gilt auch das in § 102 von der magnetischen Energie Aus-
gefithrte. Die Zunahme der magnetischen Energie ist also d T = Jd @,
wenn @ der mit dem Leiter verkettete Flufl ist, und zwar gilt diese Gleichung
nicht nur, wenn die Zunahme des Flusses durch Bewegung der Leiter, sondern
auch, wenn sie durch Anderung der Strome erfolgt.

Die zweite Feldgleichung in der Form

03
ot
ergibt, daB die elektrischen Krifte nicht mehr wie vorher bei stationdren

Strémen allgemein ein Potential haben, da das Linienintegral iiber solche

geschlossene Wege, die ein magnetischer Flul durchsetzt, nicht mehr Null ist.
Breisig, Theoretische Telegraphie. 12

rot (@ — @) = —
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In der Form fiir den linearen Leiter

ad

JR—E_—at .......... . (156)
stellt die zweite Hauptgleichung das bekannte Induktionsgesetz dar, wonach
eine Zunahme des einen Leiter durchsetzenden magnetischen Flusses in ihm
eine EM-Gegenkraft erzeugt, die der Anderungsgeschwindigkeit des Kraft-
flusses gleich ist. In der Aussage, daB die erzeugte EMK der Anderungs-
geschwindigkeit gleich, nicht nur proportional sei, liegt zugleich die Festlegung
des absoluten elektromagnetischen Malsystems fiir die elektrischen Vektoren;
nachtriglich erkldren sich daher die in § 2 getroffenen Festsetzungen.

§ 125. Abhiéngigkeit des Linienintegrals vom Wege. Die Aussage,
dal das Linienintegral im Falle verdnderlicher Stréome vom Wege abhinge,
hat eine einfache und dabei praktisch wichtige Bedeutung. Um sie zu
erkennen, wollen wir die Spannungsmessung an einem Leiter mit verinder-
lichem magnetischen Felde ndher betrachten.

In Fig. 106 sei abc ein Teil eines solchen Leiters, z. B. der Biigel eines
Hochfrequenz-Schwingungskreises oder ein Teil einer Wechselstrombahnleitung.

Die Spannung von
A gegen B ist nach
§ 26 die Arbeit, die ge-
leistet wird, wenn eine
Einheit der Elektrizitits-
menge von A nach B
befordert wird. Messen
wir die Spannung mit
einem Hitzdrahtinstru-
ment, so wird tatséchlich eine Elektrizititsmenge bewegt, und zwar ersichtlich
auf einem durch die Zuleitungen vorgeschriebenen Wege. Die Erwirmung
des Hitzdrahtes ist der im Instrument verzehrten Leistung, also dem Quadrat
der Spannung proportional.

Wenn wir das Instrument so einschalten, dal die Zuleitungen a, b, von
A nach B in der unmittelbaren Nihe des Leiters gefithrt werden, so befindet
sich der Leiter a, b; in derselben Lage zum Felde, wie der Leiter ab. Die
Strome J in dem Leiter a,b, und J; im Leiter a,b, verhalten sich dann
umgekehrt, wie die Widerstinde R und W der Leiter, also ist J, = J R/ W.
Die in diesem Falle angezeigte Spannung ist also lediglich der Spannungs-
abfall im Widerstande des Leiters a b.

Wenn wir aber das MeBinstrument in die durch a, b, bezeichneten Zu-
leitungen einschalten, so dal der geschlossene Kreis Ac Bbya, das von dem
verinderlichen Strome erzeugte magnetische Feld zu einem mehr oder weniger
groBen Teile umschliefit, so wirkt auf den Strom im MeBinstrument auBer dem
Spannungsabfall im Widerstande des Leiters ab noch die durch das magnetische
Feld induzierte EMK. Je nach der Lage der Zuleitungen ist diese ver-
dnderlich, also ist auch die vom MeBinstrument angezeigte Spannung von
der Fihrung der Zuleitungen, mithin im eigentlichen Sinne vom Wege des
Linienintegrals abhingig.

Fig. 106.
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Die Spannung von A gegen B fiir einen gegebenen Weg hat einen
bestimmten Wert, auch wenn keine Elektrizititsmengen beférdert werden.
Die gleichen Uberlegungen gelten also auch fiir statische Spannungsmesser;
deren einfachster ist die MeBSfunkenstrecke. Nun ist bekannt, daf man bei
Hochfrequenzkreisen an zwei Stellen wie A und B des Biigels, die in der
Nihe des Kondensators liegen, starke Funken ziehen kann. Sie haben also
eine Spannung von vielen Tausenden von Volt, unmittelbar von A4 nach B
gemessen. Wenn auf den Weg iiber den Leiter dieselbe Spannung fiele, so
wiirde der Leiter wegschmelzen.

Die Abhangigkeit der Spannung oder des Linienintegrals vom Wege ist
also eine durch die Erfahrung belegte Tatsache. Wie in § 26 erwihnt, gibt
es nur in solchen Feldern, in denen das Linienintegral vom Wege unabhéngig
ist, ein Potential; veranderliche Felder haben also kein Potential. Dies gilt
erst recht fir Felder, die nicht quasistationar sind.

In einem verinderlichen Felde hat man auf die Fithrung der Zuleitungen
zu Mefeinrichtungen sorgfiltig zu achten. Soweit man sie nicht fest verlegen
kann, soll der bewegliche Teil aus verseilten (Zwillings-) Drahten bestehen,
damit nicht bei Bewegungen der MeBvorrichtungen Fehler entstehen. In
Fig. 108 ist dies durch die Zuleitungen a; b; angedeutet. Eine solche Fithrung
ist bei Kreisen fiir hohere und Hochfrequenz, insbesondere bei Messungen
an Fernsprechkreisen, unentbehrlich.

§ 126. Energiegleichung. Es seien mehrere Leiter gegeben mit den
eingeprigten EMK E,, E,, ..., den Stromen J;, Jy, ..., den Selbstinduktivititen
L,, L, ..., den Widerstinden R,, R,, ..., welche untereinander die Gegen-
induktivititen M, haben sollen.

Dann lautet die zweite Hauptgleichung, auf jeden Leiter angewandt,
unter Beriicksichtigung von Gl. (156)

; d
SRy — By = — (L A Mgy M Jg ),
d
JoBy— By = — = (MiyJy + LyJy + Mg Js + -+),
d ,
Jy Ry — By = —‘d’t’(MmJl + My Jy + LsJs + )

Wenn man diese Gleichungen beziiglich mit Jy, Jy, J3, ... multipliziert
und alle Gleichungen addiert, so ergibt sich

d
TRy + Jo?Ry + - — (Body + Eyly + ) = — (o Ladi® +1p Lo dy?
+ Yy Lgdg? + -+ + Mypdidy + Mg Jydg + Magdyds + o)

Die Betrige, aus denen sich die Summe in der Klammer auf der rechten
Seite zusammensetzt, sind im einzelnen die der magnetischen Energie im
eigenen oder gemeinsamen Felde der einzelnen Leiter, und

T=1YLJ2+ 1Ly Jg? + -+ + My i Iy + -
ist die gesamte magnetische Energie. Die rechte Seite der Gl. (157) bedeutet

also die Abnahme der magnetischen Energie in der Zeiteinheit, auf der linken
stehen die Posten, aus denen sich diese Abnahme zusammensetzt.

12*

(157)
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Der Posten J,21; + Jy2 Ry 4 - -+ ist wesentlich positiv. Er bedeutet also
auf alle Fille einen Energieverbrauch in der Zeiteinheit und stellt die in den
Widerstinden in einer Sekunde verzehrte Energie dar. Der andere Posten
ist je nach Umstinden positiv oder negativ. Er ist positiv, wenn die Strome
in den Leitern in der Richtung fliefen, in der die eingeprigten EMK wirken,
bedeutet also dann die von den eingepréagten Kriften hergegebene Leistung.
Man kann in diesem Sinne die Energiegleichung so lesen: Der Uberschuf
der in den Widerstinden verzehrten Energie itber die von den eingeprigten
EMX zugefithrte wird aus der Energie des magnetischen Feldes bestritten.

Schreibt man die Energiegleichung in der Form

2EJ*--*+24]2R ......... (157 a)

so lautet sie: Der in den Widerstinden nicht verzehrte Betrag der Energie,
die von den eingeprigten EMXK den Stromkreisen zugefithrt wird, dient zur
Verstiarkung der Energie des magnetischen Feldes; sie bezieht sich dann auf
Vorginge, bei denen die Stromstirken ansteigen und mit ihnen das magne-
tische Feld.

Das magnetische Feld eines Leitersystems wirkt daher wie ein Energie-
sammler, der einerseits den UberschuB der zugefiihrten tiber die verbrauchte
Energie aufzunehmen und andererseits einen Mehrverbrauch zu decken im-
stande ist.

§ 127. Kondensatoren in quasistationdiren Stromkreisen. Wenn in
eine Leitung ein Kondensator eingeschaltet ist, so ergibt die Bedingung, daB
iiberall im Raume divi — 0 sei, folgenden Zusammenhang.

Legt man (Fig. 107) um eine der Kondensatorplatten eine geschlossene
Fliche f, so mufl durch diese ebensoviel Elektrizitat in der Zeiteinheit ein-

Fig. 107. treten wie austreten. Die austretende Menge ergibt sich
£ aus der dielektrischen Verschiebung © als der Betrag
0D

daf,

[Gear
(']

die durch den Leitungsstrom eintretende als

‘ tdf = J

)

Letzteres Integral kann iiber die ganze Fliche f
erstreckt werden, weil iiberall, auller im Stromleiter, die
Stromdichte Null ist, die Flichen im Dielektrikum also keine Beltrage zZur
Summe liefern. Die Kontinuitdtsbedingung ergibt also

ot
()] (9]

ja df—.{ldf ........... (158)

Handelt es sich um langsam veranderliche Felder, so @ndern sich die ®
an allen Stellen gleichzeitig, man kann also die Differentiation nach ¢ auf das

Integral j@df ausdehnen. Letzteres stellt aber die der Kondensatorfliche
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zugehorige Ladung dar, welche g genannt werde. Sie ergibt sich aus der
Spannung ¥V am Kondensator als ¢ = K V.
Fir langsam veranderliche Felder folgt also

dq
J=-1 = e e e e e e e e e e 5}
o K it (159)

§ 128. Elektrische Energie in Kondensatoren. Wenn ¥ der Momentan-
wert der Kondensatorspannung ist, und wihrend einer kurzen Zeit d¢ ein
Strom J in den Kondensator flieft, so erhoht er die Spannung um dV; die

Stromstérke selbst ist wie vorher durch K—dV gegeben. Dieser Vorgang

at
bedeutet eine Vermehrung der Energie des Kondensators um den Betrag
av
= ——dt
au VK i
Daraus folgt
U=1,KV2 « v (160)

wenn man annimmt, daB der Kondensator ohne Spannung auch keine Energie
enthalte.

§ 129. Stromkreise mit Induktivitdt und Kapazitdt. Enthalt ein ein-
faches oder verzweigtes System von Leitern an mehreren Stellen Konden-
satoren, so hat jeder fiir sich die Kontinuititsbedingung zu erfillen, aus
welcher folgt, dab jeder Kondensator in dem Zweige, in den er eingeschaltet
ist, eine Gegenspannung
4q

V:K

hervorbringt, wobei ¢ und J durch die Gleichung J = %— verbunden sind.

Stromkreise mit Kondensatoren koénnen also nach den Xirchhoffschen
Gesetzen behandelt werden, indes sind die EMX bestimmter Maschen zeitlich
verinderlich.

Stromkreise, in denen mit dem Strome ein magnetisches Feld entsteht,
bestehen in der Regel zum Teil aus Leitern, die fiir sich unter einem be-
stimmten Strome ein kriftiges magnetisches Feld bilden, wie Elektromagnete

Fig. 108. Fig. 109.

Yo, BIT E gn
v 1

und Spulen, zum Teil aus solchen, wie gestreckten Drahten, die fiir sich
unter demselben Strome nur ein schwaches Feld bilden. Einen derartigen
Kreis stelle Fig. 108 dar.

Wenn die Klemmen 1 und 2 des Elektromagnets geniigend nahe zu-
sammenliegen, so kann man sich ohne merkliche Anderung der magnetischen

E
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Wirkung den Stromkreis in zwei zerlegt denken (Fig.109); in jedem soll der
Strom J wie frither flieflen. Die elektromagnetische Energie der beiden jetzt
gebildeten Schleifen ist

YgInJ? + MJ? 4 Yiy LyJ2.

Falls nun M — 0 ist, d. h. also falls die beiden Leiter, in die man
sich den Stromkreis zerlegt denken kann, kein gemeinsames magnetisches
Feld besitzen, ist die Energie 1, L, J2 + 1/ Ly J2 Man kann sie alsdann,
ohne einen Fehler zu begehen, auf die beiden Teile des Stromkreises verteilen.
M ist beispielsweise gleich Null, wenn der Kreis 2 iberhaupt induktionsfrei
ist, also aus nahe nebeneinander verlegten oder aus miteinander verseilten
Drihten besteht.

M ist ferner gleich Null, wenn der Kreis mehrere elektromagnetische
Apparate enthilt, die entweder so gebaut oder so aufgestellt sind, dafll sie
kein gemeinsames magnetisches Feld haben.

Unter der Bedingung, daf zwischen den verschiedenen Teilen eines
Stromkreises kein gemeinschaftliches Feld besteht, kann man also die magne-
tische Energie in einzelnen Apparaten lokalisiert annehmen. Die gesamte
magnetische Energie ist dann

Yo XL J2 = 1/,J2 2 L,
wo die XL — L, + L, + --- die Summe derjenigen Betrige von Selbst-
induktivitat ist, welche den einzelnen Apparaten zukommt, wenn sie fiir sich
allein einen Strom fithren.
Unter der genannten Bedingung kann man also von Stromkreisen

sprechen, in denen Apparate mit Selbstinduktivitat verteilt sind. Fir jeden
einzelnen gilt nach Gl (156)

, dd
RJI—FE = —1 dt
oder
. dJ
f— + L .
E=RJ+L

Dies bedeutet aber, dal man an allen Stellen, wo Apparate mit
Selbstinduktivitit eingeschaltet sind, fiir einen solchen eine verinderliche
EM-Gegenkraft

aJ
V=RJ+ L

in Rechnung zu setzen hat. Im iibrigen gelten auch hier wieder die Kirch-
hoffschen Regeln.

Zweiter Abschnitt.

Veridnderliche Strome unter der Wirkung konstanter EMK.

§ 130. Stromkreise mit Widerstand und Induktivitit. Tn der An-
ordnung nach Fig. 110 bedeutet E eine konstante elektromotorische Kraft,
R, L einen Apparat mit Induktivitdit und Widerstand, T’ eine Taste, welche
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in der oberen Stellung den Apparat mit einem induktionsfreien Widerstand r
und der Stromquelle zum Kreise schlieft, wiahrend sie in der unteren Stellung
die Stromquelle durch kurzen Schlubl aus dem Fig. 110.

Kreise aus- und dafiir einen Widerstand r; ein- I,

schaltet. Der innere Widerstand der Stromquelle

sowie die Widerstinde der induktionsfreien Zu-

leitungen seien zu vernachlassigen. R,L
Ansteigender Strom. Fir die obere J
Stellung der Taste gilt die Gleichung: g
a
B=r/4V=0@+n+157.
Setzt man
J — _E__ lso @ _ du
TTRYF T Y a7 A
so ergibt sich
du R4+ r
= = —dt
” L ’
woraus das Integral folgt:
; E _E+r,
= .J— _—R + ; = Ade L -

Hierin ist A die aus den Anfangsbedingungen zu ermittelnde Integrations-
konstante. Man denke sich den Versuch so, daf die Taste zuerst am unteren
Kontakt anlag; dann flieft mangels einer Stromquelle auch kein Strom. In
dem Augenblick der SchlieBung des Stromkreises am oberen Kontakt ist also
der Strom noch Null; wenn wir die Zeit von diesem Augenblick ab zéihlen,
so folgt, daf fir ¢ = 0 auch J = 0 ist.

Setzt man in der letzten Gleichung J — 0 fiir ¢ = 0, so ergibt sich

—E/R+r= A,
daher
E _Btr,
J = —’[{?<1'—6 L > ......... (161)

Wir erhalten nach dieser Gleichung fiir den Anstieg des Stromes folgendes
Bild. Mit dem Anlegen der Stromquelle beginnt der Strom zu wachsen. Da

ad E _EBtr,
—_— - - L
di L ’
so erkennt man, daf der Zuwachs in der Zeiteinheit anfangs am groBten ist
R+
und spéater immer mehr nachlifit. Wenn - —L——rt hinreichend grof geworden

ist, ist der Zuwachs sehr klein. Der Wert des Stromes nahert sich mit

wachsender Zeit dem Werte J, =— E/(R + r), also demjenigen, welcher nach

dem Ohmschen Gesetz als stationirer Strom den Kreis durchflieBt.
Zeitkonstante. Das Verhiltnis J/J, eines Zeitwertes des Stromes zu

seinem Endwert hingt also wesentlich von dem Werte von R?_ "t ab. AuBer

der wahlbaren GréBe ¢ kommt darin das Verhiltnis Rﬁ— ;= T vor;dat T
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eine unbenannte Zahl ist, so ist T als eine Zeit anzusehen. Es heiBt die
Zeitkonstante des Stromkreises mit der Induktivitit Z und dem Widerstande

R+ 7
Normalkurven. Gl (161) 148t sich jetzt auf die Form bringen

¢
J{o- =1—c¢ T,
in der die Eigenschaften des Stromkreises I, R, r und die Betriebsbedingung E
wenigstens nicht ausdriicklich vorkommen, sondern nur das Verhiltnis der
Zeit zur Zeitkonstante und das gleichzeitige Verhiltnis des Stromes zum
Endstrom. Setzt man fir ¢/T einen bestimmten Wert, z. B. 0,4, so folgt
daraus ein bestimmter Wert fir J/J,, namlich 0,330. Die Kurve der Fig. 111

gibt fiir jeden Wert von ;T den zugehorigen Wert von ¢—*'T und 1 — ¢—¢/T.

Man kann sie benutzen, um fiir einen Stromkreis mit gegebenen Eigen-
schaften den Wert des Stromes zu einer beliebigen Zeit nach dem Strom-
schluf zu bestimmen. Wenn z. B. E — 15, L — 20, R 4+ r — 1000, so ist
T == 0,020 Sek., J, == 0,015 A. Der Zeitwert des Stromes 1,5, Sek. nach
Stromschluf ergibt sich aus ¢/ 7 = 0,5 zu 0,393 J, = 0,0059 4.

Man erkennt aus dem Verlaufe der Funktion 1 — ¢~ *'T, daB der Strom
seinen Endwert zu einer Zeit { =— 7 7' mit einer Anngherung von mehr als 1,94,
also praktisch vollstindig erreicht hat.

Schwebelage. Nachdem der Strom einen gewissen Wert J; erreicht
hat, werde die Taste nach dem anderen Kontakt hiniiber gelegt. Kine ge-
wisse Zeit T lang wird die Taste keinen der beiden Kontakte beriihren, und
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es ist demnach jetzt die Stromquelle mit beiden Widerstinden » und r, und
dem Elektromagnet im Kreise. Die Stromgleichung ist also

E:(R-}—r—i-rl)J—}—L%T,

und in deren Integral

E _Etrtmn,
- L
R+4+r+4+n + ae
ist zur Bestimmung von @ fir { = 0 fiir J der Wert J; zu setzen. Dann
ergibt sich
J—17 _IL+’_+_’1t+ E <1 _EBirtn >
= Je L —\|1—e¢ L .
! Ritr+nr

Die Stromstirke nihert sich mit wachsender Zeit dem neuen Grenzwert

E
Rtr4rn
Arbeitslage der Taste war, und © geniigend klein ist, so kann man mittels der
Niherungsformel e=% == 1 — 0§ den Ausdruck fiir die Stromstirke umformen in

P= (=B ) B2 ()

Wihrend der Schwebezeit sinkt also die Stromstirke um einen Betrag,
der um so geringer ist, je kleiner der bei der Unterbrechung hinzutretende
Widerstand ist. Wenn dagegen eine Unterbrechung eintritt, also r, sehr groB
ist, so fallt der Strom in sehr kurzer Zeit auf den Wert Null

Abfallender Strom. Nachdem die Taste den unteren Kontakt er-
reicht hat, ist die EMK fiir den Stromkreis unwirksam geworden. Dann
lautet die Stromgleichung:

Wenn der Wert J; der Endwert B des Stromes in der
R4+

aJ
0 :(R—%—rI)J—i—L-%-
In das Integral

R+r1t

J=uae T
ist als Anfangsbedingung J = J, fir ¢t = 0 einzusetzen.

Daher ergibt sich
R+ry ‘.

J=1dye T
Nach der Kurzschliefung der Stromquelle fallt also der Strom bis auf
beliebig kleine Werte ab.
Das Verhiltnis J/J, fiir einen bestimmten Augenblick kann ebenfalls
der Kurve (Fig.111) entnommen werden.

§ 131.  Stromkreis mit Widerstand und Kapazitit. Wenn ein
induktionsfreier Widerstand R mit einem Kondensator K in Reihe liegt
(Fig. 112), so ist die Stromgleichung

— g — 44
E'._K—{—RJ, oder, da J—dt’

__ 4 g
E=yx Ry
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Das allgemeine Integral ist

t
q = KE + ae XZE

Ladung. Der Kondensator sei zunichst ungeladen; wir haben dann

q = 0 fiar { — 0 zu setzen und erhalten
ot
q = KE(l—e K ) .......... (162)
Daraus folgt .
E —.
J = "¢ EE,
R

Der Kondensator nebst Widerstand hat also auch eine Zeitkonstante

T = KI, die um so grofer ist, je grofer das Produkt von K und R ist.
Fig. 112. Der Verlauf der Ladung ¢ entspricht demjenigen des an-
steigenden Stromes in einem Apparat mit Selbstinduktion.
Der Ladestrom nimmt einen solchen Verlauf, daf er

im Moment ¢ =— 0 mit dem hochsten Werte g einsetzt.

Der Kondensator wirkt also fiir den ersten Augenblick wie
eine widerstandslose Verbindung seiner Zuleitungen, und
der erste Wert der Stromstirke ist durch den im Stromkreise liegenden
Leitungswiderstand bestimmt. Wenn man schreibt

¢
. J=E/Re",

8o kann man ReTals den augenblicklichen Widerstand des gesamten Kreises
ansehen; dieser wichst also mit der Zeit von dem Werte R bis zu beliebig
groBen Werten, wahrend der Strom bis auf beliebig kleine Werte abnimmt.

Nach hinreichend groBer Zeit ist also die Ladung vollendet. Sie hat
dann den Wert ¢ — KE, welcher der Definition der Kapazitit entspricht.
Unter praktischen Verhiltnissen ist indessen diese Zeit nur kurz.

Ein deutsches Telegraphenkabel von 500 km Lange hat einen Widerstand
von 3600 Ohm und eine uber die ganze Linge verteilte Kapazitit von 100 uF.

Wir werden spiter die zur Ladung erforderliche Zeit genauer bestimmen;
um ihre obere Grenze festzustellen, sei angenommen, daf die Kapazitit von
100 Mf. im ganzen am fernen Ende des Widerstandes lige. Wihrend in
Wirklichkeit die am nahen Ende liegenden Teile sich iiber den vor ihnen
liegenden kleinen Teil des Widerstandes laden, nehmen wir also an, daB alle
Teile sich iiber den Héchstwiderstand laden; die berechnete Zeit der Ladung
wird also grofier als die wirkliche sein.

Damit die Ladung als beendet angesehen werden kann, soll t = 7 T’
= 7KZR sein. Dies ergibt hier 2,5 Sek. Wenn bei Kabelmessungen eine
bestimmte langere Dauer der Ladung vorgeschrieben wird, so geschieht dies
nicht mit Riicksicht auf die Vollendung der Ladung, sondern weil die elektri-
schen Eigenschaften K und R des Isoliermaterials von der Dauer der Elektri-
sierung abhangen.

Entladung. Wird ein Kondensator, der die Ladung ¢ enthélt, auf einen
Widerstand vom Betrage R geschaltet, so geht die Entladung nach der

q

Gleichung — K=

dq .
R o vor sich.
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Wir erhalten mit der Grenzbedingung, da ¢ — @ fir t = 0

13
g = Qe *E

War @ — KUE, so dafi die Ladung des Kondensators vollendet war, so
ergibt sich fiir den Entladungsstrom J — dgq’dt

¢
J:—%e—;’m.

Der Entladungsstrom hat also in diesem Falle denselben zeitlichen Ver-
lauf, abgesehen vom Vorzeichen, wie der Ladungsstrom; das negative Vor-
zeichen bedeutet entgegengesetzte Richtung.

§ 132. Scheinbare Unstetigkeiten der Vorgénge., Nach den fiir
einen Stromkreis mit Kapazitit entwickelten Formeln finden im Augenblick
t = 0 Unstetigkeiten statt. Solange die Taste gedffnet ist, also bis zum
Augenblick ¢ = 0, flieft kein Strom; sofort darauf erhilt er aber nach der
Formel den Wert £ R, scheinbar ohne Zwischenwerte zu durchlaufen. Bei
einem Kondensatorkreise mit beliebig kleinem Widerstand miiite die Strom-
stdirke nach der Formel im ersten Augenblick beliebig groB werden. In
Wirklichkeit sind solche Unstetigkeiten freilich ausgeschlossen. Daf sie in
den Formeln vorkommen, beruht darauf, da diese fiir die ersten Augenblicke
nicht genau gelten. Wir haben vorausgesetzt, daf der Stromkreis nur
induktionsfreien Widerstand enthalte; dies trifft aber nicht vollkommen zu,
weil jeder Leiter eine bestimmte, wenn auch geringe Induktivitit L hat. Wenn
die Anderungen des Stromes, wie zu Beginn des Ladungsvorgangs in einer
Zeit von der Grolenordnung I /R verlaufen, so bestimmt die Induktivitit
die Form des Vorgangs. Der Ladestrom des Kondensators wird daher
zwar sehr schnell ansteigen, aber doch stetig bleiben. Auch wenn der vor-
geschaltete Widerstand beliebig klein wire, bliebe der Strom endlich, weil
die Zuleitung auBer der Induktivitit auch Kapazitit besitzt; dies wird bei
Besprechung der Vorginge in Leitungen ndher gezeigt werden.

§ 133. Widerstand parallel einer Induktivitit. Nach den beigesetzten
Bezeichnungen (Fig.113) lauten die Kirchhoffschen Gleichungen:

J=Jht Ty E=rl4 Ry Ryy= R+ L0

Daraus ergibt sich fur J; die Gleichung:

ad,
(B + VLS Y + SRy + 1Ry + Baly) — By B = 0.

Der Form nach stimmt sie mit den Gleichungen fir die schon be-
sprochenen einfacheren Fille itberein. Da ferner auch hier fir { — 0 der

Strom .J; mit dem Werte Null beginnt, so ergibt sich das Integral

ER _ TRt Bt By By
5= : (1 ):

e S L(Ba+17)
rRy + rRy + B, R,
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Nach der dritten Gleichung erhilt man hieraus den Wert von J,,

; rRy+7rRy+ R R
= i <1 rBy T rman
VR1 + TRQ + ]{11{2 1{1 (7' + _R2)

Diese Anordnung besitzt also ebenfalls eine Zeitkonstante
T = L(Ry + 7)/(rRy + rRBy + R Ry).

Vergleichen wir beide Strome in demselben Augenblick, so ist ersichtlich,
daB der Strom in dem Elektromagnet stets geringer, der in dem induktions-
freien Widerstande stets grofer ist als ihre beziiglichen stationiren Werte.
Macht man R, — R, — R, so ist

E -t E ro =5
N 1— T) :——»—--( [ T)-
i R—i—2r< ¢ =g\l "
Bei gleichen Widerstinden in einem Wege mit Selbstinduktivitit und
einem parallelen induktionsfreien bevorzugt also der Strom in dem Zeitraume

der verdnderlichen Strémung den induktionsfreien Weg. In dem letzteren
iibertrifft der Anfangswert den stationidren Endwert.
Fir den Gesamtstrom J erhilt man:

2F r -L
— =7 . ) T Y.
J*R—f-:?r(l 1{‘("8 )

Fig. 114 zeigt den nach einem Oszillogramm gezeichneten Stromverlauf
fir » = 4000, R, =— R, =— 1000 und einen nicht niher bestimmten Wert
der Induktivitit. Die mit @ bezeichnete Kurve bezeichnet den Strom .J,
wahrend b den Strom J;, ¢ den Strom J, darstellt. Das lingere Zeichen
dauerte 0,115 Sek.

Ohne weiteren Beweis folgt aus dieser Entwicklung, dalB bei einer Ver-
zweigung in zwei Wegen verschiedener Induktivitit der verianderliche Strom
den Weg iiber die kleinere bevorzugt.

§ 134, Widerstand parallel einer Kapazitit. Die Kirchhoffschen
Gleichungen (Fig. 115) lauten:

J=J, +Jy, E=rJ+ Ry, R’ J; + 1

K == RQJQ.
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d
Fiigt man noch hinzu, daf J, — g, und lést nach g auf, so ergibt sich:
r + R2

dt
dt < T+ E%__‘_ . >

Mit der Anfangsbedingung g = 0 ergibt sich das Integral:

E = q—

KER2< ?> rR, +rR, + R R
1 — T — g - T2 T e
q = R, Fr e , wo T K R, 7
Man erhilt ferner fiir die Stréme
¢
J, = By ¢ T,
rB, + rBy, + R R, l
o] t
Ty = _E (1 R T>‘
By +r rR, + rRy + R\ R,

Der Endwert von J; ist Null, der von J, ist E'(R, - 7). Es ergibt
sich, dal ein Widerstand, dem ein Kondensator parallel geschaltet ist, wihrend

Fig. 115.

des verinderlichen Zustandes einen geringeren Strom aufnimmt als wahrend
des stationdren; im vorliegenden Falle bevorzugt also der Strom den Weg
durch den Kondensator.
Fiir den Gesamtstrom J ergibt sich hier:
E ! *R22 —
o S L e
Der Verlauf dieser Stréme wird fiirr » — 4000, R, = 0, R, = 1000
und K — 17 Mf in Fig. 116 dargestellt; die Kurven a, b, ¢ gelten der Reihe
nach fiir die Stréome J, J; und J,. Die Dauer des lingeren Zeichens betrug
zwischen den senkrechten Strichen 0,110 Sek. Man erkennt an den Kurven
der Zwischenrdume zwischen aufeinanderfolgenden Zeichen die Schwebelagen
und Ruhekontakte des im unverzweigten Kreise liegenden Unterbrechers.

t
J =—

§ 135. Anwendung auf Telegraphenkabel. Die vorstehende Ent-
wicklung gestattet eine wenn auch nur niherungsweise richtige Anwendung
auf den Stromverlauf in Telegraphenkabeln. Dieser wird spéter genauer
dargestellt werden. Telegraphenkabel sind grofe Kondensatoren, aber die
Ladungen konnen die einzelnen Langen der Kabel nur erreichen, indem sie
den Widerstand der vorliegenden Leitungsstiicke durchlaufen. Die am An-
fange liegenden Teile des Kabels laden sich also beinahe ohne vorgeschalteten
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Widerstand, wahrend fir die am Ende liegenden Teile nahezu der ganze
Leitungswiderstand als Vorschaltewiderstand wirksam ist. In erster An-
niherung denke man sich die gesamte Kapazitit des Kabels als einen Konden-
sator in die Mitte des Leitungswiderstandes gelegt. Auf der einen Seite
liegt die Stromquelle ¥ (Fig.117), auf der anderen der Empfangsapparat A,
Fig. 117. dessen Induktivitit wir hier auler acht
T Iy lassen wollen. Macht man R, — 0, ferner
L den halben Leitungswiderstand gleich r
; T und r + 4 = R,, so entspricht die An-
= ordnung Fig. 117 derjenigen in Fig.115.
Von Interesse sind die Kurven des abgehenden und des ankommenden
Stromes, also ¢ und ¢ der Fig.116. Da tatsichlich die Kapazitit naher, als
hier angenommen, am Kabelanfange liegt, so ist die Hohe der Ladungsspitze
von dem Ladungswiderstande fast unabhéngig, sie richtet sich nur nach dem
der Stromquelle vorgeschalteten Widerstande.

E

§ 136. Induktivitit parallel mit Kapazitit. Hier lauten die Kirch-
hoffschen Gleichungen (Fig.118):

. d
Fig. 118, J=J, +dy, Jy = Lig’ E=rJ+ Ry, + kq—,
dJ, 7
Ridy + L = By, + zlc

Man kann daraus J und J, ohne weiteres elimi-
nieren und erhalt:

T L dg | 4
E=rh+ ¢+ ) + 4

dJ, dq q
Bt Ly =B gy 4 g

Um aber auf eine Differentialgleichung mit einer Variablen, z. B. ¢, zu
kommen, hat man die erste Gleichung nochmals zu differenzieren. Man er-
hialt dann drei Gleichungen, in-denen aufler ¢ und seinen beiden Ableitungen

d
die beiden Veranderlichen J; und dt? vorkommen. Diese kénnen also eliminiert

werden. Man erhilt dann die Determinante:

, ; dg | ¢ i
— K T (V an 1{2) dt + K ’ ¥, 0 :
azq 1 dyg L
x (T + R2) dt2 + K d_t ? 07 r } =0.
i |
| dg = q 1
i Bayy 3 >~ —L|

Daraus ergibt sich die Gleichung
d%q
di?

L dq4,&+r

L (R, +1) E)at ” K”‘I:Eb)l-

+ (rBy 0By + BB+
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Durch die Substitution
KER,

_Rl +r -
wird diese Gleichung in die homogene lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung hinﬁbergefiihrt:

LBy + ) g + (rBy + r By + TRy +

LN du B +r
RTINS

Macht man den Ansatz u — e”t, so ergibt dieser

o PL @A) by (rRt R+ BB+ )+ ] =0

Da ¢”t als Ansatz fiir % nicht dauernd Null sein kann, so muB der
Klammerausdruck den Wert Null haben. Dies gibt eine Gleichung mit den

Wurzeln :
1 /R R,r 1
— 1y 2t _
AL ot rm + )>
. V Ryr ”-_F 1 2 4Rl+r
L i(iz;?n ' K(RZ+r)'> KL R, + r

Der Charakter des Vorganges hiingt wesentlich davon ab, ob die Quadrat-
wurzel reell oder imaginér ist; im ersteren Falle ergeben sich den bisherigen
Fallen ahnliche, sogenannte aperiodische Vorginge, im letateren periodische.
Periodische Vorginge werden in den folgenden Abschnitten naher betrachtet
werden, hier wollen wir auf den an der Grenze zwischen den periodischen
und den aperiodischen Vorgéingen liegenden Fall eingehen, daf die Quadrat-
wurzel den Wert Null habe.

Bringt man alle Posten auf den gemeinsamen Nenner [K L (R, -+ 7)]2
so wird der Radikand :

{L + K[Ry(By + 1) + Ryr]}2 — 4+ KL(R, + ) (By + 1)
= L2 —2LEK[(B, + r)(By + r) + ] + K2[(B; + ) (B, + r)—r?]2
Setzt man dieses gleich Null, so ergeben sich die Wurzeln:
L= K(I+ )R+ )+ 7+ 20 V(B + (R £ 1)
= K(V(B, + ) (B + ) + )"

Wir betrachten weiterhin den Fall, daf R, — R, — R seien; dann ist
eine von r unabhingige Wurzel:

L = KR

Mit diesem Werte fithrt die Gleichung fiir y zu der Wurzel
-1
V= TkR

Fir die verdnderliche Ladung ergibt sich also das Integral

KER !
j T KR
1= Ry e
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Mit der Anfangsbedingung ¢ = 0 fiir { = 0 wird das Integral

t
T )

R+r
Man erhilt daraus zunichst den Kondensatorstrom
_dg _ B -
o= =t
Fiir den Strom in der Spule ergibt sich
dJy _ q __ ER
EBhtl =g tBh=p 3
Unter Benutzung der Entwicklung in § 130 erhilt man also
, R
— Y __pe L
J = B be .

Da J, fir ¢ = 0 den Wert Null hat, und da ferner R/L — 1/KR ist,

so folgt .

E -
— " {1 — KR .
/s R+ < ¢ >
Der Gesamtstrom ist daher

E

J“R?f

Wenn also L — K R? gemacht wird, so wirken die beiden parallel ge-
schalteten Stromleiter wie ein Leiter ohne Induktivitit oder Kapazitit. Die
Wirkung der Induktivitit 1aBt sich also durch diejenige der Kapazitit aus-
gleichen.

Der Stromverlauf in einer derartigen Anordnung ist in Fig.119 fir
r —= R; — Ry, — 1000 Ohm, K — 14 Mf und eine passend abgeglichene
Induktivitit wiedergegeben. Die Dauer der Stromgebung des lingeren Zeichens
betrug 0,116 Sek. Die Stréme J, J;, J, werden der Reihe nach durch die
Kurven a, b, ¢ dargestellt. Man erkennt an der Kurve a, daf die Aus-
gleichung von Induktivitit und Kapazitit fast vollkommen gewesen ist.

Fig. 119.
Fig. 120.
By &5
1y
R.L

§ 137. Kondensatoren zur Uberbriickung von Relaiskontakten. Zur
Vermeidung von Funken beim Offnen des Ortskreises schaltet man der
Offnungsstelle einen Kondensator K (Fig. 120) mit einem Vorschaltwider-
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stand I; parallel. Indem dieser beim Offnen des Ortskreises sich ladet, hilt
er die Spannung an den Kontaktstellen, welche sonst durch die Selbstinduktion
des Elektromagnets gesteigert werden wiirde, so niedrig, daf der Ortskreis
funkenlos gedffnet wird.

Sobald der Kontakt geéffnet wird, befolgen der verinderliche Strom J
und die verinderliche Ladung ¢ die Gleichung

‘ 4 g ,
(R+ R)J + L “d_tl‘ Ty = L.

Fir ¢ ergibt sich das Integral
¢ — KFE + e“’”(q1 cos ot + ¢, Sinot),
y
at
J = ¢ "|(eq,— Bar) cosort — (B, + way) sinart].

oy — 1 _(Rj}_£12 ﬁ_R—}—Rl.
VKL 2L ’ L

Vor der Offnung des Ortskreises flof in ihm ein Strom, dessen Stirke
im Augenblick der Offnung mit J, bezeichnet werde. Der Kondensator war
kurzgeschlossen, hatte also keine Ladung. Nach erfolgter Offnung nimmt
der Strom andere Werte an, die Stetigkeit verlangt aber, daB fir ¢ = 0 auch
J = J, gesetzt werde. Man hat also die Gleichungen

0 =KE + q
Jo = 0qy — Bay.
Man erhalt mit den hiernach festgestellten Werten von ¢; und ¢, die
schlieBliche Form der Gleichungen fiir ¢ und J:

und daraus folgt fiur J =

Hierin ist

¢ = KE -+ e~ﬁt[—KEcosut - <ic°—gKE> sin at]
) E
= ~(5 ) ' ]
J e [Jocosoct <“J0 ol sin ot

Die Spannung an den Relaiskontakten ist V = qu -+ R,J oder

= K + ¢ 8t {cos ot [RiJ, — K| -+ sinot [%’ <71( — E%_‘;_@))
. R —R
Ty al E]} ’

Fir eine zweckmibige Wahl der GriBen R; und K werden folgende
Gesichtspunkte in Betracht kommen :

Was zunichst J, betrifft, so liegt es im Interesse der guten Wirkung des
Empfangsapparates, wenn man den Ortskreis so einrichtet, daf der Strom in
der verfiigbaren Zeit den stationdiren Wert erreicht. Daher ist J, = E/I
zu setzen. Die Spannung V soll fir den Anfang so klein wie moglich ge-
halten werden; dies spricht gegen groBe Werte von R;, da, falls B;J, > E
ist, also R, > I?, im ersten Augenblick die Spannung erhoht werden wiirde.

Breisig, Theoretische Telegraphie. 13
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Gegen eine Verminderung von I?; unter den Wert von R spricht, daf der
vom Kondensator beim nichsten KontaktschluB iiber die Kontakte fliefende

E
Strom den Anfangswert i hat, und daf es nicht niitzlich ist, diesen Wert
1

iiber den des Dauerstromes steigen zu lassen. Danach ist R, = I? zu wéhlen.
Nunmehr wird
R
-t Jo/1 R?
— - L i of = 7 .
v E -+ e smoct“<K L)

Hiernach ergibt sich eine zeitweilige Spannungserhshung, wenn L > K 2.
Man wird also zweckmiflig K so wihlen, dafl I, =— K R2. Wirde man K
noch gréfler machen, so trate zwar voritbergehend eine Spannungsverminde-
rung ein, die aber wegen des Faktors sinot zu spit einsetzen wiirde, um
noch niitzlich zu sein.

Unter den Bedingungen B, —= R und L — KR? wird ¢« = 0. Da
hierdurch die Richtigkeit der Rechnung zweifelhaft wird, gehen wir auf die
Grundgleichung zuriick, indem wir darin von Anfang an dem L den Wert

K R? geben.
Wir erhalten die Grundgleichung in der Form
d*q dg |, 4
— 27 _= 9 — it
E KR dt2+ Rdt+K
Die Loésung

.
q:KE(l——e_I?R)
\

t

4 ——

J = kR
R

geniigt der Differentialgleichung und den Anfangsbedingungen; sie ergibt fir
die Spannung an den Kontakten die Beziehung V — E.

Wenn man also den Ortskreis mit dem Kondensator so abgleicht, dal
R = R, und L = KI? wird, so ist diese Abgleichung fir die Sicherung
der Kontakte sowohl gegen zu hohe Spannungen als zu hohe Stromstirken
die gunstigste 17).

Dritter Abschnitt.

Stromintegrale.

§ 138. Gesetze der Verzweigung von Elekfrizititsmengen. Die Ver-
folgung einer Aufgabe, in der mehrfache Verzweigungen von Strémen in
Kondensatoren oder mehrere Apparate mit Induktivitdten und Kondensatoren
vorkommen, fithrt zu komplizierten Rechnungen. Fiir viele Fille geniigt es,
statt den Verlauf eines Stromes in jedem einzelnen Augenblicke festzustellen,
das Zeitintegral zu berechnen, und in dieser Fassung bietet die Aufgabe
solche Vereinfachungen, dall auch komplizierte Fille der allgemeinen Be-
trachtung zugénglich werden.
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In der Telegraphie handelt es sich um Stromsendungen, bei denen die
in der Ruhelage geerdete Leitung an der Geberstelle eine Zeitlang mit der
Stromgquelle verbunden und alsdann wieder an Erde gelegt wird. Uber die
Leitung geht also ein StromstoB, dessen Stirke zu Beginn und am Ende den
Wert Null hat. In der Leitung seien an einer Stelle parallel zueinander
ein Widerstand K; ohne Induktivitit und ein solcher R, mit Induktivitit L
geschaltet. Nennt man die Strome beziiglich J; und J,, den Gesamtstrom o,
die beforderten Elektrizititsmengen ¢,, ¢, und ¢, so gelten die Gleichungen

dJ,
J, Ry = J,Ry + L dtﬁ,
J=J; + Js

Bildet man die Zeitintegrale, z. B. j Jdt, so ergibt sich, weil J, an
0

beiden Grenzen den Wert Null hat,

g, = Ryq,
4= ¢ + ¢s

R,y

Daraus folgt, dal ¢, =— ¢ R[JfR}’ qs = ¢ R1 T R2'

Die Elektrizititsmenge eines StromstoBes verteilt sich also auf beide
Zweige nach ihren Widerstinden in derselben Art, wie ein stationdrer Strom.
Die Induktivitét spielt im Zeitintegral keine Rolle fiir die Verteilung.

Wenn ferner etwa ein Kondemsator K einer Spule R, L parallel ge-
schaltet ist und der Momentanwert der Ladung des Kondensators g, genannt
wird, so ist

~ ay _ 4
BhAL G4y = k-

Die bis zur Zeit ¢ durch die Spule und im unverzweigten Kreise be-
forderten Mengen seien ¢, und ¢, dann ist

4 = 4; + g
Die Gleichung
ddJ, q—q
g 11
B+ L dt K

1 o .
at Null sind, iber in

(@ —aq1)t=00 = 0.

Im Zeitintegral geht also durch einen Widerstand, dem ein Kondensator
parallel geschaltet ist, eine solche Elektrizititsmenge hindurch, als wenn der
Kondensator gar nicht vorhanden wire.

Diese allgemeinen Sitze wollen wir auf besondere Fille anwenden.

geht aber fir { = oo, wo sowohl J; als

§ 139. Integral der EMK einer Spule mit Induktivitdt. In einer Leitung,
welche den Widerstand R hat, werde durch eine EMK ein stationirer Strom o/,

13%
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unterhalten; in der Leitung befinde sich noch eine Spule I;, L,. Wird die
EMXK abgeschaltet, so ist die Differentialgleichung des Stromes

L Czl‘tf + (B, + R)J = 0.

Der Strom sinkt vom Werte J, auf den Wert Null; wihrend dieses Vor-
ganges wird im ganzen eine Elektrizititsmenge ¢ befordert. Durch Integration
ergibt sich

Lydy = (By + R)y,
also
Ly J,

1= g + R’

Eine Spule mit Induktivitat wirkt also bei der Stromunterbrechung wie
eine EMK mit einem Zeitintegral gleich dem Produkt aus Induktivitit und
Stromstirke. Sie liefert in der Richtung des Stromes eine Elektrizititsmenge
gleich dem Quotienten aus diesem Produkt und dem Widerstande des Strom-
kreises. Wenn der Stromkreis noch Kondensatoren in irgendwelcher Schal-
tung enthdlt, so nehmen diese im Zeitintegral keinen von Null verschiedenen
Betrag von Elektrizitit auf, sie kénnen also weder die Menge beeinflussen,
noch ihre Verteilung éndern.

Nach § 130 verlauft der Strom in einer Spule bei Beginn eines Zeichens
zeitlich ebenso, wie nach dessen Schlufl, nur in entgegengesetzter Richtung.
Daher ergibt sich, daf fiir einen anwachsenden Strom eine Spule im Zeit-
integral wirkt wie eine EMK mit dem Zeitintegral — L oJ,.

§ 140. Die Maxwell-Erde., Man bezeichnet mit diesemn Namen eine
Schaltung fir Schnellbetrieb 18), bei der in der Erdleitung ein Widerstand W
Fig. 121. (Fig. 121) eingeschaltet ist, dem ein
Kondensator K parallel liegt. Die
Schaltung dient dazu, der Kurve des
am Ende ankommenden Stromes sowohl
beim Beginn als beim Ende einen

steileren Anstieg zu geben. Wenn zu
Beginn des Zeichens der Kondensator
ladungsfrei ist, so nimmt er zunichst die Hauptmenge der ankommenden
Elektrizitit auf und schlieft dadurch gewissermafllen den Widerstand kurz.
Erst wenn der Kondensator eine gewisse Ladung aufgenommen hat, kann
der Spannungsabfall im Widerstande merkliche Werte annehmen. Die
Maxwell-Erde bewirkt also, daB der Strom ansteigt, als wenn er den hohen
Wert erreichen wollte, den er bei Kurzschlull des Widerstandes annehmen
konnte, dall aber der Indwert des Stromes auf einen geringeren Betrag
beschrankt wird. Dem steileren Anstieg bei Beginn entspricht auch ein
schnellerer Abfall beim Ende des Zeichens.

Nach dieser Erklarung muf also der Widerstand R ziemlich hohe Werte
erhalten. Die Bemessung des Kondensators K richtet sich nach der Kapazitit
des Kabels und der Induktivitit des Endapparates. Sie soll hier unter dem
Gesichtspunkt der Verteilung von Stromintegralen dargelegt werden, wihrend
wir bei der Theorie der Telegraphenkabel auf die Frage der Versteilerung

2
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naher eingehen werden. Wir untersuchen nach Fig. 122 den Vorgang am
Ende des Zeichens.

Der Stromkreis enthalte eine Leitung von ! km Linge mit einem Wider-
stande von R Ohm und einer Kapazitit von K Farad fir 1 km, ferner am
Ende der Leitung den Endapparat mit Induktivitat.und die Maxwell-Erde.

Fig. 122, K,
]

1

Ri - if(dx R,L, W

In der vorhergehenden Zeit sei in der ganzen Leitung der Strom J erzeugt
worden ; dann hat ein Punkt der Leitung im Abstande z von ihrem Anfange
die Spannung J[W + R, + B(I —=)]. In der Kapazitit K d % eines kurzen
Stiickes Leitung an der Stelle # befindet sich daher die Menge

dg = KJdz[W+ B, + R(I—2x)].
Bei der Entladung geht ein Teil nach dem Anfange der Leitung, ein
Teil nach dem Ende. Letzterer ist im Zeitintegral
Rz + R,
dg, = d — .
h Wi R TR+ R,
Wir haben hier den Satz angewendet, dal die Verteilung der Mengen im
Zeitintegral nur von den Widerstanden, nicht von den Induktivititen oder
Kapazititen des Stromkreises abhingt. Im ganzen sendet die Kapazitit der

Leitung nach dem Ende die Menge
l

Q= J dx KJ I‘
0

= 3 Wt 4 i, [V R T+ S
Die Selbstinduktivitit des Kabels und des Elektromagnets ergibt eine

ebenfalls nach dem Ende zu fliefende Menge

. J (L1 4 Ly)
LT WL R RIFR,
Der Kondensator K, besafl die Ladung
K, . WJ.

Davon gleicht sich ein Teil durch den Widerstand W aus, ein anderer
Teil geht, und zwar nach dem Anfange der Leitung zu, in die Leitung hinein.

Er vermindert also um diesen Betrag die nach dem Ende flieBende Menge.
Sein Wert ist

W+ R, + R(1—2)](Rz + o)
W4+ R, +RI+ R,

W
W+R +Rl+ Ry
Die gesamte den Apparat durchfliefende Menge ist im Zeitintegral gleich
@+ 95 — G-

a = K, WJ
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Durch geeignete Wahl von K, und W kann man offenbar diesen Wert
gleich Null machen, also erreichen, daB nash dem Aufhéren des Zeichens im
ganzen keine Elektrizititsmenge den Apparat durchflieBt. Dies bezieht sich
aber nur auf das Zeitintegral; in Wirklichkeit fliefen nacheinander positive
und negative Strome durch den Elektromagr.et, deren Mengen sich ausgleichen.

Wir betrachten die Grenzfille, dal g; sehr gering gegen ¢ sei, und daB
umgekehrt g, gegen ¢; verschwinde.

Im ersten Falle lautet die Bedingungsgleichung

(L1 -+ L)) = K, W=

Sie gilt also fir Apparate mit hoher Selbstinduktivitit am Ende von
Leitungen mit geringer Kapazitit.
Im zweiten Falle lautet die Gleichung

2 R,
R1

Es ist vorhin bemerkt worden, daf W verhaltnismaBig groB sein miisse,
um die beabsichtigte Wirkung hervorzubringen. I, als Widerstand eines
Apparates mit geringer Selbstinduktivitit, [, als Erdleitungswiderstand
werden unerheblich gegen W sein. Wenn dies auch von 15 RI galte, so
hatte man

KIRI
"y ’ (( W Ry = Vg R+ Ry) + (W - 1:1)> = K, W2 . . (163)

KyW =1, KiRl - o oo en (1632)

Bei einem Kabel mit starkem Leiter, also kleinem Einheitswiderstande
und groBer Kapazitit hat man also in erster Anniherung das Produkt K, W
gleich der Hailfte des Produktes aus dem (esamtwiderstand in die Gesamt-
kapazitit des Kabels zu machen.

Im Betriebe kommt diese Anniherung den tatsichlichen Verhiltnissen
trotz der Vernachlassigung der anderen Widerstinde deshalb nahe, weil der
Strom auf dem Kabel fast nie den Endwers erreicht. Daher nehmen auch,
wie spéiter naher gezeigt werden wird, die einzelnen Stellen des Kabels nicht

50 hohe Spannung an und so viel

Ladung auf, wie hier voraus-

gesetzt wurde; es ist daher ¢; im

Betriebe geringer als nach der

Formel. Die Vernachlassigung

der Widerstinde in den Klam-

mern, auller dem W7, gleicht

diesen Unterschied in etwa aus.

¥ig. 123 stellt eine Aufnahme an einer kiinstlichen Leitung dar, welche

aus einem Widerstand von 3600 Ohm bestand, von dem an funf gleich weit

auseinander liegenden Punkten je 2u F' zur Erde abgezweigt waren. Als

Empfangsapparat war ein Standardrelais eingeschaltet. Die Maxwell-Erde

bestand aus einem WWiderstand von 5800 Okm, dem verschieden grofie Kon-

densatoren parallel geschaltet wurden. Bei 0,25 u F, Kurve 2, war die Aus-

gleichung am besten; bei 0,45 u F', Kurve 1, ist die Maxwell-Schaltung zu

stark; bei 0,05 4 I, Kurve 3, ist sie zu schwach. Die Zeichen der Fig. 123

sind ein Ausschnitt aus einem [-Zeichen, von denen 180 in der Minute
gegeben wurden, das dargestellte dauerte 0,C8 Sekunden.
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Die Wirkung der Maxwell-Erde an einem langen Kabel wird in Fig. 124
an zwei Kurven dargestellt, die nacheinander bei verschiedener Geschwindig-
keit auf demselben Blatte aufgenommen sind, und die ankommenden Stréme
am Ende eines kiinstlichen Kabels von 3600 Ohm und 100 u F' darstellen.

Fig. 124.

: W
ﬁ" T —

Bei der Aufnahme der Kurve a war hinter das als Empfinger dienende
Standardrelais eine Maxwell-Erde mit 7400 Ohm und 25 u F gelegt; das
ganze Zeichen, wie es die Figur darstellt, wurde in der Minute 167mal
gegeben. Die Batterie war so gewahlt, da ein Dauerstrom von 8 Milliampere
zustande kam, wenn der Stromschliefer ruhte., Die Kurve b dagegen stellt
die Form des ankommenden Stromes gleichen Endwertes beim Fehlen der
Maxwell-Erde dar; das Standardrelais konnte das Zeichen gerade noch
richtig wiedergeben, aber nur bis zu einer Geschwindigkeit von 1187 in der
Minute; bei dieser Geschwindigkeit ist die Aufnahme geschehen. Tatsichlich
ist also die Stromkurve ohne Maxwell-Erde noch viel flacher, als es nach
Fig. 124 scheint, weil infolge der Aufnahme auf demselben Blatt die Abszissen
der Kurve b im Vergleich zu denen von ¢ auf etwa 7/,, verkiirzt sind, wihrend
gleiche Ordinaten gleiche Stréme wie bei Kurve a anzeigen.

Die Bedingung (163) ist hier fast genau erfiillt. Berechnet man beide
Seiten von Gl (163), so ergeben sich 1024.106 und 1369.10%. Fir den
Unterschied kann man zum Teil die vernachlissigte Induktivitat des Relais
anfithren.

Herrn Postrat Dreisbach verdanke ich die Mitteilung, daf die in
Gl (163 a) angegebene Regel im Betriebe bei Kabeln mit einem Werte des
KI1R1 von 200 000 bis 700 000 uF Ohm bestitigt wird.

§ 141. Die Gegenstromrollen nach Godfroy ). Eine andere Vor-
richtung zur Beschleunigung der Entladung sind die Gegenstromrollen, welche
an verschiedenen Stellen des Kabels, insbesondere am Anfang und am Ende
angebracht werden, bei Landkabeln auch an Orten unterwegs. Zum Ver-
stindnis ihrer Wirkung wollen wir den Entladungsvorgang am Anfang des
Kabels (Fig. 125) betrachten. Wihrend der
vorhergehenden Stromsendung hatten die von
der Batterie ausgehenden Stréme die Rich-
tungen der gestrichelten Pfeile, die aus-
gezogenen Pfeile stellen die Richtung der
Entladung aus dem Kabel dar, sowie den
Strom, welchen die Spule nach dem Auflosen
des stationdren Stromes fortzusetzen bestrebt
ist. Die Entladung aus dem Kabel flieit dem
Ladungsstrom entgegengesetzt. Die Spule
bietet den Entladungsstromen nicht nur einen Weg, sondern die in ihr beim
Verschwinden des Stromes entstehende EMK saugt bei geeigneter Bemessung
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die Ladung aus dem Kabel unter Umgehung des Apparates ab. In Wirklichkeit
ist auch hier nur zu erreichen, daf das Zeitintegral des Stromes den Wert
Null hat; das Resultat ist gleichwohl, wie bei der Maxwell-Erde, eine
schnellere Entladung und daher eine schiarfere Trennung aufeinander folgender
Zeichen.

Néher auf die Berechnung der Induktivitit der zu verwendenden Spulen
einzugehen, hat zurzeit nicht mehr so viel Interesse, wie vor stark einem
Jahrzehnt. Die Landkabel im Deutschen Reiche werden heute mit Doppelstrom
in Gegensprechschaltung betrieben, und die Entfernungen, iiber welche ohne
Ubertragung gearbeitet wird, sind stark verkiirzt worden. Es miite von
der wirklichen und der kiinstlichen Leitung je eine Gegenstromrolle zur Erde
abgezweigt werden. Die Anordnung wiirde sehr viel Strom verbrauchen; sie
ist daher aufgegeben worden.

Die Fig. 126 und 127 stellen die Vorginge an dem in § 140 erwdhnten
kiinstlichen Kabel mit Gegenstromrollen dar, und zwar Fig. 126 die am

Anfange, Fig. 127 die am Ende. In Fig. 126 bedeutet « die Kurve des
Stromes, der hinter der Gegenstromrolle in das Kabel (2800 Ohm, 80 uI")
eintritt; b zeigt den durch die Gegenstromrolle zur Erde flieBenden Strom

Fig. 127.

an, ¢ den iiber den Empfinger der gebenden Stelle fliefenden Riickstrom.
Die Gegenstromrolle erfiillt, wie ersichtlich, die Aufgabe, die Entladung aus
dem Kabel unter Umgehung des Empfangsapparates zur Erde zu fiihren,
man sieht aber, dal sie den tberwiegenden Teil der von der Stromquelle
gelieferten Strommenge beansprucht.

Die Spulen waren so abgeglichen worden, dafl ein in die Erdleitung des
Empfangers eingeschalteter Strommesser so wenig wie moglich zuckte. Die
Kurven ¢ zeigen die erfolgte Abgleichung, bei der positive und negative
Reststrome sich fast aufheben.
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Die Zeichengeschwindigkeit war hierbei 851 in 1 Minute. Von den
Kurven der Fig. 127 bezieht sich Kurve a auf die Schaltung mit Gegenstrom-
rollen. Kurve b stellt die Empfingerkurve desselben Kabels bei derselben
Geschwindigkeit dar, indessen ohne Gegenstromrollen und solcher Batterie-
spannung, daf der stationire Endwert etwa derselbe war, wie vorher. Als
Empfinger diente ein Morsefarbschreiber, der im ersten Falle vollkommen
gute Zeichen gab, wihrend er bei Kurve b den Strich und die beiden letzten
Punkte nicht trennte.

§ 142. Scheinbare Selbstinduktivitdit von Leitungen. Man entnimmt
den Rechnungen iiber Stromintegrale noch den Begriff der scheinbaren Selbst-
induktivitat einer Telegraphenleitung, zu dem folgende Uberlegung fiihrt.

Wenn die Leitung am Anfang und am Ende bei der Entladung direkt
geerdet wird, so folgen fiir die durch ihre Selbstinduktivitit und Kapazitit
in Bewegung gesetzten Elektrizititsmengen die Betrige

JL KIR1
roo__ o X
4L="3, 49K I,
Thre algebraische Summe 146t sich schreiben
_J (R1)2
0 =1 (LZ—KZ ; )
Hitte die Leitung nur Selbstinduktivitit, keine Kapazitit, so wire
L Ll
= pp
es kann also
2
L = (Ll -—Kl(R;l)

als die scheinbare Selbstinduktivitdt der Leitung bezeichnet werden. Je
nachdem L' positiv oder negativ ist, geht bei der Erdung ein Stromstoff in
der Richtung des vorhergehenden Stromes oder ihm entgegengesetzt; es ist
leicht zu sehen, dafl ersteres bei oberirdischen Leitungen nicht zu grofer
Linge eintritt, wihrend das andere in der Regel bei Kabelleitungen der Fall
ist. Mit einiger Anndherung gelten diese Angaben auch noch, wenn die
Leitung mit Apparaten verbunden ist; es ist aber in jedem Falle leicht, durch
die ausfithrliche Rechnung den tatsichlichen Betrag der in der einen oder
anderen Richtung in Bewegung gesetzten Menge zu bestimmen.

Vierter Abschnitt.

Neuere Rechnungsweisen
fiir die Berechnung von veridnderlichen Vorgingen.

§ 143. Ausgleichsvorgiinge. In den Beispielen des vorhergehenden
Abschnitts haben wir die fiir den einzelnen Fall geltende Differentialgleichung
zuerst allgemein integriert und dann die unbestimmten Konstanten durch
Zuriickgehen auf die fiir bestimmte Werte der Integrationsvariablen, hier ¢,
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geltenden Werte der abhingigen Variablen ihrem Werte nach bestimmt. Das
Verfahren ist an sich ganz richtig, aber im wesentlichen formal algebraisch.
Man kann ihm nach K. W.Wagner 20) eine physikalische Deutung geben; welche
alle Vorginge aus einem einheitlichen Gesichtspunkt betrachtet und daher
zumal bei den verwickelten Vorgingen an Leitungen die Ubersicht erleichtert.
Es handelt sich darum, daf die Erscheinungen, welche zu beobachten sind,
wenn ein Stromkreis aus einem gewissen Anfangszustand in einen bestimmten
Endzustand versetzt wird, als durch voritbergehende oder fliichtige oder Aus-
gleichsvorginge erzeugt betrachtet werden.

Wenn im Beispiel des § 130 an einen vorher stromlosen Kreis aus einem
Widerstand und einer Spule mit Induktivitit eine EMK gelegt wird, so wird
der Kreis aus dem Anfangszustand der Stromlosigkeit in einen zweiten Zustand
eines gleichmilig dauernden Stromes versetzt. Von dem natiirlichen Vor-
gang wird Stetigkeit verlangt, daB also der Strom nicht sprungweise, sondern
allmahlich ansteigt. Die bisherige Betrachtung erfiillt diese Forderung, indem
sie nachweist, daB der Strom in einem Zeitelement d ¢ nur um ein Element d J
wiichst, so dal dJ/dt eine endliche Grofle ist.

Man kann aber auch die Stetigkeit dadurch herstellen, dafl man in dem
Stromkreis einen mit dem Augenblick der Einschaltung der EMK, einem plétz-
lichen Vorgang, plotzlich eindetzenden Ausgleichstrom voraussetzt. Seine
Ursache ist der einmalige Wechsel der EMK, und dementsprechend ist der
Ausgleichstrom voriibergehender Art. Man kann diese Auffassung folgender-
maBen in eine Formel kleiden:

(V) = (Nsy - Jp furt = 0.

Der Zustand s, geht im Augenblick ¢ = 0 unter Mitwirkung der fliich-
tigen Vorgénge in den Zustand s, iiber.

Wendet man diese Auffassung auf die Ergebnisse in § 130 an, so ergibt
sich fir den Ubergang von dem stromlosen in den stromfithrenden Zustand

E
(J)sl = 0, (J)Sz == R’
also nach Gl (161):
BB,

= — €
fi R
Bei der Riickkehr aus dem stationdr gewordenen Zustand in den strom-
losen ist dagegen
A
(J)sl — &

i’ (J)Sz - 0;

also ist
r

— E -5t .

sz — +‘ n €

Dieses Beispiel erinuert insofern an bekannte Vorstellungen, als es dem
Strom in der Spule bei Stromschlufl einen dem Dauerstrom entgegengerichteten,
bei Stromdffnung ihm gleichgerichteten voriibergehenden Strom, wie man
sagt Extrastrom, beifiigt. Dieser hat also die gleiche Richtung, wie der in
einer von der ersten Wicklung induzierten Nachbarwicklung entstehende
Induktionsstrom.
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Weil die Ursache des Ausgleichstromes der einmalige Wechsel der EMK
ist — vorausgesetzt, dal nicht mehrere schnell folgende Wechsel zu sich
iiberdeckenden Ausgleichstrémen fithren —, so ist der zeitliche Verlauf des
Ausgleichstromes fiir beliebige Form und Stirke der Verdnderung der EMK,
abgesehen von der erreichten Stromstirke, immer derselbe.

Die besprochene Betrachtungsweise ist fir die Einsicht in die physika-
lischen Vorgéinge sehr fruchtbar. Wir begniigen uns gleichwohl im wesent-
lichen mit diesem Hinweis auf ihr Prinzip, weil sie fiir die meisten Berech-
nungen durch ein bis dahin wenig beachtetes Rechnungsverfahren von
Heaviside 21) ersetzt werden kann, dessen Begrindung und Prazisierung
K. W. Wagner zu danken ist.

§ 144. Aligemeines Integrationsveriahren nach Heaviside. Ohne
nihere Begriindung, man mdochte sagen, aus reiner Anschauung, hat
Heaviside eine Formel aufgestellt, nach welcher man Vorgéinge, bei denen
ein System aus dem Zustand der Ruhe in einen anderen Zustand ibergeht,
mittels einer nur grundsitzlichen, aber praktisch gar nicht erforderlichen
Integration formelmafig darstellen kann, ohne dall man sich um die Be-
stimmung der Konstanten nach einem der bisher besprochenen Verfahren
auch nur zu kitmmern braucht. Damit ist ein Werkzeug geschaffen, dessen
Wichtigkeit seine eingehende Darstellung rechtfertigt.

Die Darstellung zerfillt in den Nachweis eines analytischen Ausdrucks
fiir eine EMK, welche bis zu einer gewissen Zeit den Wert Null und von
dieser Zeit ab einen konstanten Wert hat, und in die Aufstellung einer
Gleichung, nach welcher sich aus dieser EMK die abhingigen Groflen als
Zeitfunktionen ergeben. Fiir beide Teile machen wir wieder Gebrauch von
dem schon in § 119 benutzten Hilfssatz iiber Funktionen einer komplexen
Verénderlichen (Anhang III).

§ 145. Zeitfunktion eines sprungweise ansteigenden Vorgangs. Aus
der Theorie der bestimmten Integrale sind Funktionen bekannt, welche bis
zu einem bestimmten Wert eines Parameters, z. B. der Zeit, einen bestimmten
festen Wert haben und von diesem Wert des Parameters ab dauernd einen
anderen Wert annehmen. Eine solche Funktion ist das Integral

'sinptdp

p=0
. 7 . T
welches fiir negative ¢ den Wert — 9 fiir positive ¢t den Wert -+ 9 und fir

t = 0 den Wert Null hat. Aus ihm wird der diskontinuierliche Faktor von
Dirichlet hergeleitet, der fiir alle Werte von ¢ mit Ausnahme eines begrenzten
Intervalls den Wert Null, in diesem Intervall aber einen konstanten Wert hat.

Heaviside geht von dem Integral einer der Funktion des obigen dhnlichen

Dt
aus, ndmlich von der Funktion C der komplexen Verdnderlichen p.

Diese Funktion ist fiir endliche ¢ stets endlich und stetig, aufler fir p==20.
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Wir rechnen die Zeit positiv von dem Augenblick ab, in dem der An-
stieg einsetzen soll, vorher liegende Zeiten gelten als negativ. Fig. 128 stelle
die Ebene der komplexen Zahlen p dar. Fiir alle Werte von p, deren reeller
Anteil positiv ist, nimmt ¢? ! fir negative Zeiten beliebig weit ab, also fiir
alle Punkte, die rechts von der Achse 4 B liegen. Dagegen nimmt e?? fir
alle Punkte links der Achse 4 B mit positiven Zeiten beliebig weit ab.

Es soll nun gezeigt werden, dal die Funktion

5 p.‘.:t-‘}-ioo
. P .
U — é}il‘ij‘rl}i dp ........... (l()4)
p=—im
die Eigenschaft hat, dal sie fiir alle negativen Zeiten den Wert Null, fir
t = 0 und alle positiven Zeiten dagegen den Wert E hat. Als Funktion
der Zeit hat sie dann den durch Fig. 129 dar-

Fig. 128.
gestellten Verlauf, welcher der einen im Augen-
blick ¢ = 0 in einen Stromkreis eingeschalteten
konstanten EMK entspricht.
Nach dem Hilfssatz hat das Integral
er?
B
O
iiber die geschlossene Linie 4 O B C A4, welche den
Punkt p — 0 umgeht, den Wert Null, wie nahe
Fig. 129. auch der kleine Bogen an den Nullpunkt heran-
kommt. Wenn wir die Linie so ausdehnen, dal
!- AB von — i oo bis + 7 oo geht, B CA also einen
Halbkreis mit sehr groffem Radius bedeutet, so ist,
+iw
£ t um den Beweis zu fithren, daf das J fiir alle
0 —i®

negativen ¢ den Wert Null hat, zu zeigen, dal der
auf den Halbkreis entfallende Anteil selbst dem Wert Null beliebig nahe
kommt.
Ist R der Radius des Halbkreises, so ist

p =2z + 1y == R (cos p + isin @).
Man erhilt die auf dem Halbkreis liegenden Wertepaare  und y, indem
man @ bei festem I stetig dndert. Es ist also:
dp = iR (cosp + isin@) d .
Es handelt sich daher um den Wert des Integrals

)“ﬂ
P ="

eRi(cosp +ising)
j R(cosp + ising)

o r
V=g

iR (cosp +ising)d e

fiir B = oo. Da cos @ > 0, so verschwindet das Integral fiir alle £ -2 0 um
so mehr, je grofler R ist.
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Daher hat die in Gl. (164) definierte Funktion fiir alle Zeiten vor { — 0
den Wert Null.

Der Integrationsweg A O BD A fur die p mit negativem x, welche fiir
die positiven Zeiten in Betracht kommen, enthélt auch einen Halbkreis, welcher,
weil diesmal cos ¢ <C 0 ist, fiir alle positiven ¢ einen mit R verschwindenden
Beitrag ergibt; die Integration iiber den geschlossenen Weg ergibt also
ebenfalls dasselbe, wie die iiber die imaginire Achse von — i oo bis -+ 4 oc.

Der Weg A O BD A umschlieft aber den Nullpunkt, der ein Unstetig-
keitspunkt ist. Der Wert des Integrals iiber den ganzen Weg, der iiberein-
stimmt mit dem Wert der Funktion T von ¢t = 0 bis { = oo, ist also gleich
dem Wert des Integrals iiber eine den Nullpunkt umschliefiende Linie.

Setzt man p = r¢?, wo r eine kleine Grofie bezeichnet, so handelt es

sich um das Integral

27
.
4

U= én;_s idge @se+ismgt
Q=0
Je kleiner man » annimmt, um so mehr wird die Exponentialfunktion
gleich Eins, das Integral also gleich 274 oder U — E.
Hiermit ist also von der Funktion U in Gl (164) bewiesen, daB sie von
t = — oo bis beliebig nahe vor { —= 0 den Wert Null, von ¢ = 0 bis
t = -+ oo den Wert F hat.

§ 146. Die Darstellung der abhiingigen Veréinderlichen. Die plotzlich
mit konstantem Werte einsetzende treibende EMK ist durch Gl (164) als
Zeitfunktion dargestellt. Man kann die Funktion U auffassen als die Summe

1

von Betrigen > 7”1130 e?f, deren jeder durch einen bestimmten Wert der Grofle

p gekennzeichnet ist. Jeder Anteil fiir sich wird zum Wert der abhangigen
Variablen einen Beitrag in der Hohe

4S — E(lp_ ot

T 2map W ¢
herbeifithren, und daher ergibt sich im ganzen
+7 >

E "ept P 5
— 27rilj0W P e e (165)
—i ®

Bis zur Zeit t = 0 ist nach der Herleitung S = 0; bei der Auswertung
des Integrals von der Zeit { = 0 ab ist der Integrationsweg itber A O BD A
zu wihlen.

W ist hierin als ein Faktor von bestimmter Dimension, je nach der Art
von S aufzufassen, der eben das Verhaltnis des Teileffekts d S zu dem Teil

4

Eev?
der EMK von der GroBe. —2—;—2_ dp bezeichnet.
Es ist angebracht, darauf hinzuweisen, daf eine Gleichung wie (165)
nicht das Ergebnis eines normalen Beweises ist, sondern wie eine Erfindung

zu betrachten ist. WWie eine solche hat sie etwas Uberraschendes, Sprung-
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haftes. Sie kann daher kaum anders als durch den Nachweis ihrer
Brauchbarkeit begriindet werden.

Man findet W, das im allgemeinen eine Funktion von p ist und von
K. W. Wagner als die Stammfunktion fir die besondere Aufgabe bezeichnet
wird, aus ihren Differentialgleichungen, indem man feststellt, in welchem
Verhaltnis eine abhidngige Variable von der zeitlichen Form SeP! zu einer
EMK von der Zeitform E ¢P! steht.

Bei der Ausfithrung der in Gl. (165) vorgeschriebenen Integration sind
die Unstetigkeitspunkte zu beachten. Ein solcher ist zundchst p = 0, andere
liegen in allen Werten von p, fir welche W=— 0 wird, also den Wurzeln p,
dieser Gleichung.

Nach den Regeln fiir Integrale komplexer Funktionen iiber geschlossene
Wertefolgen ergibt sich ohne weiteres eine Umformung der Gl. (165); die dort
angegebene Integration ist zu ersetzen durch Integrationen (Fig.130) um die
einzelnen Unstetigkeitspunkte, so dafl Gl (165) iibergeht in die Gleichung

E ept ept \ \
S*m”;‘wdwfgjpwdpf """ (166)
@] O
p=90 »

v

Diese Integralumformung ist aber nach K. W. Wagner nur zulissig,
wenn die Funktion W drei Forderungen erfillt: 1. daf ‘117 fir alle Punkte
eines Kreises mit beliebig grofem Radius I unter einem festen endlichen
Wert liegt, 2. dal keine Wurzel von 11" einen positiven reellen Anteil habe,
3. daB 17 eine eindeutige Funktion von p sei.

Die erste Forderung wird erhoben, damit das Integral auch an der Grenze
BDA des Integrationswegs verschwinde, so dal man die Integration von
—doc bis 4 d¢oo durch die iber einen geschlossenen Weg ersetzen kann.
Wiire die zweite nicht erfillt, so ligen Unstetigkeitspunkte in dem Integra-
tionsgebiet fiir die Zeit vor { — 0, und ware die dritte nicht erfiillt, so wiren
auch die abhiangigen Verdnderlichen nicht eindeutig.

Funktionen, welche die zweite Forderung erfillen, ergeben dadurch fir
alle Zeiten vor ¢ = 0 fur die Funktion S den Wert Null.

Es bleibt noch ibrig, fiir die Integrale itber die kleinen Kreise geeignete
Formeln zu finden.

In der Nihe des Nullpunkts setzen wir p = r¢’®? und erhalten den
Anteil
Q=27
E erte“”
=_-- 1 .5 4.
S QWiJ(W)pf:oi v
=0

Mit abnehmendem r wird dies
E
S = . ——-
’ (W)p -0

Bei einem anderen Unstetigkeitspunkt p, setzen wir

P =1+ ga wo g = re'v.
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Dann ist
ePt — byt ggt’

oder fiir kleine £

et = ePyt (1 -+ £1).

.
W= Wy +E(G )

Ferner ist

und darin ist (W), ,, = 0, weil p, eine der Wurzeln von W =0 ist. Man

erhalt daher
Pt eyt £
(20 W‘>pv £y <a W) (1 H"p)'
op
Mit dp = dE = idopre? Fig. 130.
folgt unter Fortlassung kleinerer
Grofen hoherer Ordnung
@ =27
E epyt .
9 e ¢ d .
<8p>

S, =

=0
Der Faktor von id@ ist
von @ unabhingig, also ist

Eepv?
Sy = » (8 W>_—
14 bp pv
Man erhilt so schlieflich die Formel fir die abhingige Verinderliche
E Ee?
§ = . et (167)

W(pt 0) ,, » _‘__>
al’ Dy

welche wir fortan die Heavisidesche Formel nennen.

Wie man sieht, erfordert diese Gleichung, welche tatsichlich das Integral
einer Differentialgleichung darstellt, keine Ausrechnung von irgendwelchen
Integralen. Threr praktischen Verwertung stellen sich Schwierigkeiten nur
in der Auffindung der Wurzeln p, fir jede beliebige Gleichung W =— 0
entgegen.

Beispiel. Wir werden im folgenden sehr viel Gebrauch von dieser
Formel oder daraus abgeleiteten machen, es diirfte aber zweckmaBig sein, an
einem Beispiel, das wohlbekannt ist, die Formel von Grund auf anzuwenden.
Die Differentialgleichung des Stromanstiegs in einer Spule mit Induktivitat,
§ 130

=JE+r+ Ld J

ergibt unter der Annahme, dafl eine EMK I, ept einen Strom JpeP! herbei-
fithrt, die Gleichung
Ey,= T, (R+r+pl).
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Daher ist
. R W
W RirtpL, p—=—"Fr o2W_ . W(o) = It 4 r.
L op
. . . . CW | .
Es gibt hier nur eine Wurzel, und p kommt in By nicht vor. Die
Formel (167) ergibt
__ R4+ '
E Ee L
TR T E
- L

Wenn man sie ordnet, stimmt sie mit GL (161) vollkommen iiberein.

§ 147. Fall einer Stammiunktion mit gleichen Wurzeln. Es kommt
unter besonderen Bedingungen vor, dal zwei oder mehr Wurzeln der Gleichung
W — 0 zusammenfallen. Die bisherige Ableitung beruht darauf, daB die
Entwicklung von W in eine nach Potenzen von £ steizende Reihe bereits
mit dem Gliede mit £ beginnt, weil (%) nicht mehr Null wird, wenn

Py
Py eine einfache Wurzel ist. Ist aber z. B. p; eine mehrfache Wurzel, so daf
man bei insgesamt % Wurzeln schreiben kann

W= (p—p)¥P—0) (®—p3) - (0 —Pu—s),

s0 werden einer oder mehrere Differentialquotienten nach p fir p = p,; zu Nuli;
die nach Potenzen von £ steigende Entwicklung beginnt erst mit & — rkeike,

und da im Zahler nur d& = ir¢’?d ¢ steht, so erscheint Jf?;t;/,g- fir
p = p; unendlich grof.

Man erhilt die Losung fir diesen Fall, indem man davon ausgeht, dal
gleiche Wurzeln davon herrithren, daf von den im allgemeinen untereinander
verschiedenen Wurzeln durch bestimmte Ab#dnderung der Parameter einige
sich einander genidhert haben und schliefilich zusammengefallen sind. Wir
fithren die Uberlegungen fiir eine dreifache Wurzel durch, weil sich daraus
zur Genilge ersehen 14aft, wie das Ergebnis bei einer beliebig vielfachen zu
ermitteln ist.

Es sei

W= (p—p1) (0 —pa) (p —ps) W,

worin p;, Ps, ps drel Wurzeln sind, die vorlaufig als verschieden betrachtet
werden, aber spiter untereinander gleich werden sollen. W' ist das Produkt
(p —ps)-..(p —pn), wenn W im ganzen »n \Wurzeln hat. Man hat dann
zu bilden:

et EQE, (2t DEIE, j (ot DEGE

W+ s J. ® W+ s (P Wipy + 5,

o O C
worin &, &, & wie vorher die komplexen Zahlen auf dem Umfange kleiner
Kreise bezeichnen, welche die Unstetigkeitspunkte p,, ps, p; umgeben. Y ist
die Summe der Integrale um die Unstetigkeitspunkte, die einfachen Wurzeln
entsprechen.

+
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Man hat wie vorher zu bilden:
ch ,
Woese = W)+ (%) = &= (11— 2) OV
Dy

Wie man leicht sieht, werden die iibrigen Posten von aaz[{fﬁr p=p

gleich Null. Ferner ist
(Wpo+ & = & (D2 — P1) (s —p5) (W)py,
(Wps+5 = &5 (ps — p1) (D3 — P3) (W’)pa'

DazB. d§ = idyé, so fallen £, &,, &, in Zihler und Nenner heraus,
und die obige Summe geht {iber in

ebit e’l)zt
2m'< — L —
Pr (P1— 2) (By — Ps) (W)p, ' Dy (03 — 1) (P2 — p5) (W')p,
eI’3t

T D5 (ps — p1) (93 — Dy) ( W’)1;3> + 2

Wir wollen zuerst nur p; und p, allmihlich zusammenfallen lassen und
setzen p, — p; — §5, wobei {, eine allmihlich verschwindende GroSe ist;
man erhidlt dann fir die beiden ersten Posten der Klammer, deren dritter
vorliufig gerade so wie 2 zu behandeln ist,

ebit ep1t— &t

P1 &0 (01 —ps) ( Wl)pl (p1 — &) Ea (01 — G — ) (W' )pl—-‘
Wo §, additiv steht, kann es gestrichen werden; auch ist (W'), ¢,
merklich gleich (W'),,, weil p, keine Wurzel von W' ist. Daher hat man
zu setzen:

et < 1 e— St ePt
P1(P1—p5) ( VV’)pl Ea ) )§2 =0 P1(P1—p3) ( W’)m
Kommen drei gleiche Wurzeln in Betracht, so werde p, — p; — §,,

ps — p; — &3 gesetzt. Die Entwicklung fiir drei Posten ergibt nach der-
selben Art:

t2
B P U W
OV 0\ Lalla—Es) & (Ga—E)/ESS T p (W),

Ahnliche Herleitungen ergeben, auch wenn noch mehr gleiche Wurzeln
vorhanden sind, endliche Integrale, wie es nach der physikalischen Bedeutung
des Operators W nicht anders zu erwarten war.

§ 148. Anpassung der Heavisideschen Formel fiir verinderliche
elektromotorische Krédite. Mit der bisher erdrterten Formel kann man den
Anstieg einer abhéngigen Verdnderlichen, Stromstirke, Spannung, mit der Zeit
feststellen, wenn zur Zeit t — 0 an ein in vélliger Ruhe befindliches System
eine EMK angelegt wird, welche unbeschrinkt lange auf einem konstanten
Wert gehalten wird. Fir die Aufgaben der Fernmeldetechnik kommen aber
gerade solche Vorginge in Betracht, bei denen die EMK sich in kurzen Zeit-
rdumen dndert, sei es, daB sie, wie bei der Telegraphie mit Gleichstromquellen,
nur kurze Zeit angelegt und dann wieder abgenommen wird, sei es, daf sie,
wie in der Telephonie, sich dauernd &ndert. Man kann Vorginge der ersten

Breisig, Theoretische Telegraphie. 14
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Art aus der Kurve des Anstiegs fiir ein Dauerzeichen ableiten. Hat die
EMK FE wihrend einer Zeit 7 gewirkt, und man ersetzt sie dann durch einen
Leiter gleichen Widerstandes, aber ohne EMK, so ist es fiir den Stromverlauf
gerade so, als wenn zur Zeit T zu der bestehenden EMK E eine andere — E
hinzugefiigt worden wire, da beide zusammen von { = 7 ab die EMK Null
ergeben. Wenn man also von den Ordinaten der Kurve des Anstiegs eines
Dauerzeichens von der Zeit T ab die fiir die Zeit { — T geltenden Ordinaten
abzieht, so erhilt man die Kurve fir ein Zeichen, fur das eine EMK nur
wihrend der Zeit T gewirkt hat. Nach dieser Art ist es seit langem gebréuch-
lich, die Kurven fiir Telegraphierzeichen zu ermitteln und nach Belieben
zusammenzusetzen. Fir manche Aufgaben ist es indessen vorteilhaft, die
Heavisidesche Formel so zu erweitern, daf man den Verlauf auch fiir den
Fall rechnerisch feststellen kann, da vor der Zeit { — 0 schon andere Zeichen
vorausgegangen sind, oder dal von { =— 0 ab absatzweise oder stetig die
EMK wechseln.

Die Erweiterungen beruhen auf folgender Uberlegung. In der Heavi-

0t
sideschen Formel ist E i—o-dp der Teil der EMK, welcher auf den Anteil dp

aller méglichen Werte von p entfillt, aber er gilt unter der Annahme, daB

diese EMK wenigstens eine endliche Zeit ¢ gewirkt hat. In Anbetracht dessen,
ept
dal — das zeitliche Integral von eP! ist, kann man als den Anteil von

¢
E e;—:— withrend einer Zeit dz den Betrag Ee?®—2dz betrachten. Man hat
sich also die wirksame EMK f(2) in einzelne Teile zerlegt zu denken, die
zeitlich nacheinander auftreten. Der Wert, welcher zur Zeit 2z, von { = 0
gerechnet, wirksam ist, hat zur Zeit ¢, zu der wir das Gesamtergebnis fest-
stellen, nur wihrend des Zeitraumes ¢ — & gewirkt; dieses erscheint also
statt £ im Exponenten. In den nachfolgenden Beispielen werden wir Falle
finden, in denen einige Impulse von EMK vor der Zeit { = 0 begonnen und
wieder aufgehort haben, andere EMK dagegen zur Zeit { noch andauern.
Wir haben dabei folgendes zu beachten.

Es ist ‘

Dt )

Ef__ — EJ Pl =2z +E.

p p
0

Man hat dies in Gl.(165) einzusetzen und nach p auf dem angegebenen Wege
zu integrieren; nach Gl (166) und (167) zerfallt die Integration in die um den
Punkt p = 0 und um die Punkte p,. Der erste Posten vorstehender Summe

pt ]
ist gleich E(e?— » >, nihert sich fiir p — 0 dem Werte Et; der von ihm
herrithrende Anteil in Gl. (167) bleibt also fiir p = 0 stetig und das Integral

ist Null. Nur der Posten - liefert einen Beitrag, und zwar den ersten Posten

WE— in GL (167). Wenn auBer der bei £ — 0 beginnenden und vorliufig
(p=—0)

beliebig lange dauernden Stromsendung noch andere beriicksichtigt werden
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sollen, die spitestens mit dem Augenblick ¢ — 0 aufhéren, so konnen diese
nach ¢{ = 0 keinen Dauerwert hervorbringen. Man hat demnach bei ihnen
auch nur den ersten Posten der vorstehenden Summe zu beriicksichtigen.
Dauert die Stromsendung von — ¢, bis —¢;, so liefert sie zu der EMK nach
t = 0 den Beitrag

—t

t
{Egp(t—l) dz — Eer (eptz _epfl)'
p

—tg

Die nach Gl (166) vorgeschriebene Integration der gesamten EMK um
p = 0 braucht nur an dem einen Posten B ausgefithrt zu werden, da alle

anderen den Beitrag Null ergeben; dagegen sind die Integrationen um die
Punkte p, auf die Summe aller Posten auszudehnen.

§ 149. Die Heavisidesche Formel fiir einen Anstieg nach regel-
mébBigen Wechseln. Von der Zeit ¢ — 0 ab soll ein positives Zeichen willkiir-
licher Dauer entsandt werden; vorher aber sollen je # positive und negative
von der Dauer T abwechselnd ausgehen, so dall zur Zeit ¢ — 0 das letzte
negative zu Ende ist. Dem ersten positiven dieser Zeichen soll ein negatives
von der Dauer g, vorausgehen.

Einen anhaltenden Strom fithrt nur das zuerst genannte Zeichen herbei,
da die anderen schon vor { — 0 wieder aufgehort haben. Wir haben also
mit folgenden EMK zu rechnen:

¢

»

yj E E
-2 EerCt—adg — —(ept — 1) 4-
v +~ p( )+ v

0

— | Bept—2 gz — ._E(ept_._ep(t‘l'f))
p

4+ | Eept—ngy = E(ep(tmr)__ep(tw))
b

N
-+ Eert—2a gz — E(ep(t+2n‘r)_.ep(t+[2n—-1]r))
P

—2nz

—2nT
.

— V| Bert-245 — E(ep(t+2nr>_ep(t+zo>).
p

o

T

Bei der Integration um p = 0 ergeben sidmtliche Klammern den Betrag
Null, auch die letzte, da p so klein gewihlt werden kann, daBf auch p (¢t + 2,)
noch beliebig klein ist. Die Integration um p — 0 braucht demnach nur an

B ausgefithrt zu werden. - Fiir die bei Feststellung der abhingigen Variablen

14*
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S auBlerdem erforderliche Integration um p, kommen alle Posten in Betracht.
Da alle p, ein negatives reelles Glied besitzen, so ist bei hinreichendem z, der
Posten EeP@+%)/p zu vernachlissigen. Die verbleibenden Glieder lassen sich,
da sie eine geometrische Reihe bilden, leicht summieren, und wir erhalten die
Gleichung fiir die abhingige Variable in den beiden Formen

. E dpept 1 + e@n+1)pr
—'27{@"}" "+“2"M;J pW 14 e - (1682)
Op:(l Op,,
B ebyt 1 + e(2n+l)p,,
E —— —_— .
8=,z T 2E 2w T T 1 468D)
- dp)

Allerdings setzen diese Gleichungen voraus, daf mit den angegebenen
Unstetigkeitspunkten alle, die einen Beitrag liefern, beriicksichtigt worden sind.
‘Wie man sieht, gibt es noch Unstetigkeiten in den Punkten p.7 == (2u + 1)=4,
da fir diese Werte 1 -+ e?7 — 0 wird.

Setzt man aber p,T — (24 + 1)wi + £, so wird ePu? = — ¢,

aé zremdﬂ

dpu =" =

- -+ Fir beliebig kleine £ und r wird eines dieser Integrale

(%)
E \op /% < iddre?

ami efy | \@u o Vi -

=i @0+ D)
@)

Man kann 7 stets so klein wahlen, dal auch r(2% - 1) fiir jedes 7 beliebig
klein ist. Diese Punkte liefern also keinen Beitrag und wurden deshalb aus
den Hauptformeln sogleich fortgelassen.

Nach einer groflen Zahl solcher Wechsel wird der Ausdruck ¢?n+Dpy7
gegen 1-.verschwindend klein, und man erhilt dann

e”v

(14 e

b 15 o

Zur Erlauterung diene der Vorgang in einem Kreis mit Induktivitit und
Widerstand. Dort ist

R ow
W—~R+pL7 pl_—_Lv 5'{;‘—“11’
man erhalt also
RT
E , e T
/'———“R 1—2- - R
1+e L

Ist 7 sehr grofB, so geht die Gleichung iiber in

Jr w = ]E<1 — 2(’_§t>.
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Diese Gleichung zeigt den Vorgang fiir Doppelstrom an, wenn jeder einzelne
der vorhergehenden Anstofe so lange dauert, dal darin das Zeichen merklich

ablauft. Der Strom beginnt mit dem Werte ——11;} fir { = 0 und strebt dem

Werte + _g zu.

Bei endlichen 7 beginnt J mit dem Werte

B
El—e T

Ji-m0 = 'S “EL
1+e I

der also unter dem stationidren Wert liegt. Hat der Anstoll die Dauer 7, so
erreicht J den Wert

T

=
SIE--]

— €

1+e¢

Jt:’r — +

&

T

G-+

Nach einer Folge regelmafiger +~-Wechsel liegen innerhalb eines jeden die
Anfangs- und Endwerte symmetrisch zur Nullinie des Stromes, und sie bleiben
um so mehr hinter dem stationiren Wert zuriick, je kleiner T ist.

§ 150. Die Formel nach Heaviside fiir den Anstieg nach einzelnen
vorausgehenden Zeichen. Fir die Telegraphie ist es wichtig, festzustellen,

welchen Verlauf ein Zeichen nimmt, das auf Fig. 131.
ein anderes oder mehrere andere von langer .
oder kurzer Dauer folgt. Wir lésen zuerst £
die Aufgabe fiir den in Fig. 131 dargestellten @ — z z. 10 z
. 1 2
Fall. Nach § 148 haben wir folgende EMK = «..—
zZu summieren.
¢
i E E E
+ Eep(t_z)dz-l—b‘zﬁ(cpt—l)‘*—g
0
[ Fepi—s E oo t+)
— e dz = » (Pt — P E+m)
.
—n
! E
+ Ecp(t—z)dz —_ (cp(t+71+r2)_ep(t+rg))
J P
—(m+7)
(Tt )
N\ Eertt=2dz — E (pPt+mtTd  epttatn+),
J P

— @+ 1+ 7
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Unter Anwendung der in § 146 angegebenen Regel (167) finden wir fiir
grofes 2,

E C ebyt
—_— — (1 — Py L Py(@m+™) . . (169
Se+) )yo + 2K % P (1 —ePv™ 4 Prv(mt™) (169a)
%0 o

Ist 7, hinreichend gro8, so kommt die Gleichung auf dasselbe hinaus, wie die
Gl (168) fir grofes T, weil die vorausliegenden Stromsendungen ohne Ein-
fluBl sind.

Fig. 132. Das nach der abgeleiteten Formel
festgestellte Zeichen habe die Dauer z;.
und danach werde die EMK wieder
umgekehrt. Wir haben fiir die Fest-
] 7yl % stellung des abfallenden Zeichens nach
T v Fig.132 zu summieren. Es ergibt sich

auf demselben Wege wie vorher

ePrt

E .
Sy =— — ———92F ——— (1—ePv® Py (Tt _epy (o2t . . (169Db
O Wp=o §<p 0W> ( e A
op /up

Es soll beispielsweise der Verlauf des Zeichens n in dem Kreise mit Wider-
stand und Induktivitit verfolgt werden, wobei also 7, = 37, 1, = 13, — 7T
zu setzen ist.

Man findet das Ansteigen fiir den Strich, indem man in Gl (169a)
oW

Ty — oc setzt. Es ergibt sich mit den bekannten Werten fiir p und -

op

J, = %(1—2(5_§t>.

Den Abfall wihrend des Trennstromes findet man aus GL (169b), indem man
Ty — oo setzt, als

Jy = —-ﬁ (1—-20—§t>(1——c—3§r)-

Die Zeit ziahlt bei jedem Intervall von seinem Beginn an von neuem. Man
sieht, daf J, fiir £ — 0 denselben Wert hat, wie J; fir £ — 3 1.

Das Ansteigen beim Punkt ergibt sich aus Gl (169a) unmittelbar als

/ R R R
J3:-IE?\1—23 Lt)(l—e L 4Lr).
Auch dies beginnt mit dem Wert, mit dem J, fiir { — 7 abschlieft.

Der Abfall am Ende des Zeichens folgt aus Gl (169b) ebenfalls un-
mittelbar als

J, = —fé(l—?e—ﬁt)(l——e—

SIE N
=]

—2 T —5.
T A I 5. ‘r)
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Nimmt man T — L an, so sind die Stromwerte am Anfang und Ende jedes

R
Intervalls
fiir den Strich - - . . — % und + 0,904 %,
» » Zwischenraum - 0,904 g und — 0,302 %,
w n Punkt . ... —0,302-31? und + 0,520 11;,
s y Abfall . ... 40,520 ﬁ und — %

§ 151. Der Vorgang des Einschwingens unter sinusartig veriinder-
lichen elektromotorischen Kréften. Wir gehen aus von dem Integral

+im ¢
__E ePt—2 sin(@z + §)
o g [ et
—to 0

in welchem { und z dieselbe Bedeutung haben wie in den vorhergehenden
Paragraphen. Da das unbestimmte Integral

j e? =0 sin(we 4 §)de = —ePC—2 _cowcos(wz”—{-ig i%ﬁiﬂ(m +9

ist, so erhilt man

& +io ot |
5= %}j‘.dp (02 + p2) W (o cos§ + psin§)
+iw
E (4, @cos@t + 8 + psin(ot +§)
. 277?6 . P (002 + lﬂ)W —

-—10
Unstetigkeitspunkte gibt es aufler fiir die Werte p, der Wurzeln von ¥ — 0
fir p) = + ¢® und p"” = — im. Man kann feststellen, dab fir p = + i®
die beiden Teile von S sich gegeneinander aufheben. Es bleiben also nur die
Integrale um die Punkte p, ubrig, und so wird

S=E ervt ® cos§ + py sin §

T @ pf)(aafov)pv

_ES'® cos (0t + §) + py sin (0t + §)

oW

F ()

(@ + 295, .
Der erste Posten wird mit wachsender Zeit immer kleiner, und daher geht
der Vorgang immer mehr in eine periodische Schwingung von gleichbleibender
Stiirke und von der Periode @ der erregenden EMK iiber. Auf diese Einzel-
heiten gehen wir in einem spiteren Teile ein.

()
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Als Beispiel betrachten wir die Aufladung eines Kondensators iiber einen
Widerstand. Die Grundgleichung ¥ sin (w2 + §) :élf + R % liefert die Werte

r— 1 —__ 1 oW _
W—K+pR, p == KR Cp__R.

Nehmen wir { == 0, lassen also die EMK mit dem Hochstwert einsetzen, so wird
. KE

V1 + w2K2Re
Der Winkel g ist definiert durch die Gleichung {9y — wKR.

In Fig. 133 stellt die punktierte Kurve des oberen Teiles die Kosinus-

funktion dar, die gestrichelte die Exponentialfunktion; die Differenzen beider
sind die Zeitwerte des Klammer-
ausdruckes. Die Kurve fiir ¢ ist im
unteren Teile von Fig. 133 fur sich
dargestellt. Es dauert nach dieser
Kurve einige Zeit, ehe die Kurve
von ¢ eine regelmifige Sinuskurve
geworden ist; zu Anfang hat sie
die Form einer Sinuskurve, deren
Achse in die Form der Exponential-
kurve gebogen ist.
Fiir andere Annahmen iiber §,
also iiber den Wert, mit dem die
EMK bei Beginn des Vorganges ein-
setzt, wiirden wir etwas verdnderte
Formen der Ladungskurve erhalten,
die aber alle das gemeinsam haben,
dafl die Ladung die Form einer
sinusformig verdnderlichen Grofle
annimmt nach einem Ubergangs-
zustand, dessen Dauer dieselbe ist, wie die des verdnderlichen Zustandes, der
bei konstanter EMK dem stationiren Werte vorausgeht. Der Stromkreis
bedarf also einer gewissen Zeit, um sich einzuschwingen.

Die regelmifBigen periodischen Anderungen, welche die elektrischen
GroBen nach Ablauf der kurzen Zeit des Uberganges ausfithren, fallen unter
die als elektrische Schwingungen bezeichneten Vorgange. Die hier erwihnten
Schwingungen richten sich in der Periode nach derjenigen der treibenden
EMK und heiien erzwungene Schwingungen. Neben diesen gibt es Schwin-
gungen, die bei beliebiger Periode der treibenden EMK stets mit derselben
Periode vor sich gehen, allerdings nur bel besonderen elektrischen Eigen-
schaften der Stromkreise. Diese Schwingungen heiflen freie. Sowohl die
freien als die erzwungenen Schwingungen haben in der Telegraphentechnik
eine groBe Bedeutung. Wegen der mannigfaltigen Beziehungen und Begriffe,
die sich an die Erorterungen iiber diese Schwingungen kniipfen, ist es zweck-
miBig, sie selbstindig zu behandeln, obwohl die Vorginge, an denen sie
beobachtet werden, zum iiberwiegenden Teile in das Gebiet der quasistationiren
Strome gehoren.

q (cos (@t—y) —cosyge KtR) .



Ianfter Teil.

Elektrische Schwingungen
in Kondensatorkreisen.

Erster Abschnitt.

Erzeugung und Eigenschaften freier Schwingungen.

§ 152. Der einfache Schwingungskreis. Dieser besteht aus einer Spule
und einem Kondensator in Reihenschaltung, sowie Vorrichtungen, um den
Kondensator zu laden und darauf die Schwingungen auszuléosen. In Fig. 134
ist die Ladung aus einer Stromquelle ¥ an-
gedeutet, die nachher durch eine Taste T' aus
dem Schwingungskreise ausgeschaltet wird.

Bei den Anwendungen in der drahtlosen

Telegraphie dient zur Ladung eine Hoch-

spannungsquelle, und statt der Taste dient

eine Funkenstrecke, die selbsttitig den Kurz-

schlub wie die Taste ausfithrt, wenn die

Spannung des Kondensators einen bestimmten

Wert erreicht hat. Der Funke stellt, genau

genommen, nicht wie die Taste einen kurzen

SchluB von gleichbleibendem kleinen Widerstand dar, sondern sein Widerstand
ist verdnderlich und nimmt mit der Zeit zu. Fir die meisten Zwecke geniigt
es aber, den Funken wie einen méifligen unveranderlichen Widerstand zu
betrachten.

Es interessiert hier nur der Vorgang bei der Entladung des Kondensators.
Wir nehmen an, daf zu Beginn des Vorganges die Ladung des Kondensators
den Betrag ¢) babe, und daf dann der Stromkreis sich selbst iiberlassen werde.
R und L sollen den gesamten Widerstand und die gesamte Induktivitit,
K die Kapazitit des Kondensators bezeichnen.

Es sei g die Ladung des Kondensators zur Zeit ¢, J =— 3? der bei einer
Erh6hung der Ladung in den Kondensator tretende Strom; dann ist also
—dg/dt der Entladestrom. Dann lautet die Gleichung fiir die Entladung
aJ

0.
it

q _—
w FRI L
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Als Gleichung mit nur einer abhingigen Variablen erhilt sie die Form
d*g dg , 9 _
S TR TR
Der Ansatz ¢ — et fithrt auf die Bedingungsgleichung

R 1
2 - + — =0.
P+ vt g =0

R R2 1
= — .
’ 2L~ V4 L* KL

konnen reell und verschieden groB, reell und gleich oder komplex und ver-
schieden sein. Der zweite Fall ist in § 136 erdrtert worden; wir beschiftigen
uns hier hauptsichlich mit dem dritten. Die Wurzeln sind komplex, wenn

Deren Wurzeln

4L
22 z
B < K’

dagegen sind sie reell, wenn R? grofer als 4 I/ K ist. Der erste und dritte
Fall trennen sich also nach dem Kennzeichen, da8 der erste bei verhaltnis-
mifig groem Widerstande, der dritte bei verhiltnismaBig kleinem Wider-
stande auftritt.

Wir setzen fir den dritten Fall

1 R?
e S 171
+ VKL gz (1712)
wo also o eine reelle positive Grofle darstelle; ferner sei
R -
97 = ﬁ ............. (1 71 b)
Die beiden Wurzeln der Bedingungsgleichung sind dann y, = — 8 + i ¢,
vs — — B—ia. Das allgemeine Integral wird nunmehr

qQ = ay e(—ﬂ+ia)t .L a, e(_ﬁ—ia)t.
Wir formen dies um in
q — e~ 5t [(a; + ag)cosot—+i(a; — ay) sinot].

Tatsichlich konnen in ¢ nur reelle Groflen vorkommen, und wir machen
dies augenscheinlich, indem wir schreiben

q = e 3 (Cycosot -+ Cysinot).

Zur Bestimmung von C; und C, dienen- uns die bekannten Bedingungen
fiir den Augenblick f — 0. Wir fassen als solchen den Zeitpunkt auf, in
dem ¢ den Wert ¢ hatte, wihrend noch keine Entladung, also kein Strom
dq
dt

J = e Ptcosat(e. Cy — B C;) —sinet(f Cy + aCy)l
Die Bedingungen fiir { — 0 ergeben daher

Q=0C. 0=0C—p0C,.

bestand. Es war also ferner J — == 0 zur Zeit { — 0. Zunichst ist
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Man erhilt daraus
g = Qe Pt <cosoct + ﬁsmut)
o? + B?

J=———" Qe Psinunt

Da w2 + B2 = ﬁ ist, kann man einen Winkel 4 angeben durch
sin® = BYKL, cos% = a YKL

und erhilt fiir die Verinderlichen die Form

- cos(wt—ﬁ)
‘71/ ........ (172)
7 Qe
B T W kKL sinot

Unter der Bedingung, daB R? < 4 L/K, welche verhaltnismiBig kleinen
Widerstand voraussetzt, wird die Abhingigkeit der Verinderlichen von der
Zeit durch eine Funktion ausgedriickt, die sowohl eine Exponentialfunktion
enthélt, also mit der Zeit beliebig klein wird, als auch eine trigonometrische
Funktion der Zeit, und daher sich mit der Zeit periodisch éndert. Fig. 135
stellt die oszillographi-
sche Aufnahme des Ent-
ladungsstromes dar. Wir
nennen einen solchen
Vorgang eine gedimpfte
elektrische Schwingung.

Wire B2 > 4 L/K,
so wiirden beide Wurzeln
der Bestimmungsgleichung fiir y reell ausfallen. Dann kénnen in den Integralen
auch keine trigonometrischen Funktionen auftreten, die das Kennzeichen
periodischer Vorginge sind. Bei hohem Werte des Widerstandes im Vergleich

Tig. 135.

zu VL/ K ist also ein Kondensatorkreis nicht fahig, freie elektrische Schwin-
gungen auszufithren. Wir nennen ihn dann aperiodisch.

§ 153. BestimmungsgroBen einer Schwingung. Wir nannten eine

durch die Form
u = uge Plsin(et + &)

dargestellte verinderliche GroBe eine gedimpfte Schwingung. Abgesehen
von dem Faktor uy, der die Stirke der Schwingung bestimmt, enthilt u zwei
mit der Zeit verianderliche Faktoren. Der erste, e—#?, beginnt bei ¢ == 0
mit dem Werte Eins, und indem er dauernd abnimmt, erreicht er schlieflich
den Wert Null. Der zweite Faktor dagegen gibt eine periodisch zwischen
<+ 1 und — 1 verdnderliche Gro8e an. Der erste Faktor bewirkt also das
allméhliche Abklingen der durch den zweiten Faktor dargestellten periodischen
Bewegung. Wir wollen zuerst eine Schwingung betrachten, bei der f so
klein ist, daB ¢—f! fiir eine merkliche Zeit vom Anfang an nahezu gleich
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Eins gesetzt werden kann. Die wenig geddmpfte Schwingung nahert sich
fir einen nicht zu grofien Zeitbereich der ungeddmpften, die die Form hat

w = uy sin (et + &),

Ungedampfte Schwingungen. Mit Bezug auf den zeitlichen Verlauf
sind diese Schwingungen durch zwei Grofen bestimmt, die Periode und die
Phase.

Wahlen wir zwei Zeiten ¢, und ¢, so, dafl ¢, —= #;, + 27/« so ergibt
sich, da «' zur Zeit ¢, denselben Wert hat wie zur Zeit ¢,. Dies trifft auch
zu, wenn ¢, = ¢; — 2% %/« wo n eine beliebige ganze Zahl ist. Wir nennen
die Zeit

die Zeit oder Dauer einer Periode. Auf eine Sekunde kommen daher

1 0

Perioden; v heifit die Periodenzahl oder der Puls der Schwingung. Diese
beiden GréBen sind durch ¢ bestimmt, das den Formeln das einfachste Aus-
sehen gibt. o ist gleich der Zahl der Perioden in 27 Sekunden; wir ge-
brauchen fir & den Namen Kreisfrequenz der Schwingung.

Wenn die Periodenzahl gegeben ist, ist ein beliebiger Zeitwert der
Schwingung durch den Wert von ot + & bestimmt. Diese Grofe wird die
Phase der Schwingung genannt. Aus der Phase erkennen wir, in welchem
Zustande ihrer Bewegung sich die Schwingung befindet. Wenn sie in Fig. 136

’/\ Fig. 136.
;+;}~1 a N/d e

im Punkt a der Zeit den Hochstwert erreicht, so befindet sie sich in der
Phase /2, im Punkt b in der Phase @, in ¢ in der Phase 3 /2 usw. Im
Anfangspunkt der Zeitachse liegt die Phase der Schwingung zwischen 0 und
7/2, sie ist gleich 9, worauf sich ot - & fiir ¢ = 0 beschrinkt.

Man sieht hiernach leicht, daf zwei Schwingungen gleicher Periode in
gleicher Phase sind, wenn sie zu gleichen Zeiten durch Null und durch die
Hochstwerte gehen, einerlei, ob die Hochstwerte gleich oder verschieden sind.

Schwingungen, die nicht gleicher Phase sind, haben einen Phasen-
unterschied. So ist der Phasenunterschied der Schwingung 4 sin(«t 4 ©)
gegen die Schwingung Bsin ot gleich ¥, da z. B. die erste Schwingung die
(r 2— )
—

Phase #/2, also den Hochstwert, zur Zeit - erreicht, die zweite

w/2
dagegen dieselbe Phase erst zur Zeit “u Ein Phasenunterschied kann

positiv oder negativ sein. Von einer Schwingung, die gegen eine andere
gleicher Frequenz einen positiven Phasenunterschied hat, sagt man, sie eile
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jener voraus, oder sie liege vor; eine Schwingung mit negativem Phasen-
unterschied gegen eine andere wird als zuriickbleibend oder zuriickliegend
bezeichnet.

Mit dem Namen Amplitude oder Weite wird bei ungedampften
Schwingungen der Faktor uy bezeichnet.

Gedampfte Schwingungen. Die Phase einer gedimpften Schwingung
wird ebenso wie die einer ungeddmpften durch den Wert von ¢ | & gegeben.
Die Periode der gedimpften Schwingung wird nicht durch die Wiederkehr
gleicher Zeitwerte, sondern gleicher Phasen bestimmt; die Periode der gedimpften
Schwingung uge~#tsin (¢ + &) ist also wie die der ungedampften 27/ e
Die Bezeichnungen der Periodenzahl und der Kreisfrequenz bleiben ebenfalls
unverandert.

Dampfung. Wie schon bemerkt, hingt die Dimpfung von dem Verlauf
der Funktion e~#! ab; die Schwingung erlischt in um so kiirzerer Zeit, je
groBer B ist. Man nennt § die Dampfungskonstante. Vergleichen wir
die Zeitwerte der Schwingung in zwei Zeitpunkten, die um eine ganze Periode
auseinanderliegen, so ist unabhingig von der gewihlten Phase das Verhiltnis
der Zeitwerte

Uy vaﬁ—
- — e ¢
Ug

In diesem Verhaltnis stehen auch je zwei aufeinanderfolgende Hochst-

B
92 =
werte gleichen Vorzeichens. Man nennt den Betrag e ™4 das Dekrement der

Schwingung und ferner die Gréfe
. B
b=2m I (174)
das logarithmische Dekrement. Es ist nach dem in Gl (171 a) und
(171 Db) festgesetzten auch
W ﬂ T ..o v oo (174 a,)

Das logarithmische Dekrement einer Schwingung, die in der Zeit von
20 Perioden auf 1',, ihres ersten Hochstwertes sinkt, ergibt sich aus

€0 =100 zu bH = 0,23.

Die nachfolgende Tabelle gibt mehrere Werte des Produktes »d an,
wobei n die Zahl der Perioden bedeutet, die ablaufen, bis die Amplitude der
Schwingung auf 1/a ihres ersten Hochstwertes zuriickgegangen ist:

S —
a. . ... b 4 | 10 120 50
0 | 23 | 30 3,9

§ 154. Anwendung auf den einfachen Schwingungskreis. Die Perioden-
zahl oder 2 7 ‘ot erhélt hier den Wert

T —= —_ _° N e VE))
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Bei den in der Anwendung wichtigsten Schwingungskreisen fiir hohe
Periodenzahl itberwiegt der Posten 1/K L erheblich den Posten R2/4 L% und
man kann daher anndhernd setzen

T:Qn‘/ﬁ ........... (175 a)

Die Grofie T', die nur von den Eigenschaften des Schwingungskreises
abhingt, wird deshalb die Dauer seiner Eigenschwingung genannt.

Die Dauer einer Periode ist also um so grofer, je grofer die Kapazitat
und die Induktivitit des Kreises sind.

Wellenldnge. Bei der Anwendung in der drahtlosen Telegraphie
werden die Schwingungen aus dem Kondensatorkreise auf den freien Raum
iibertragen, und sie schreiten dort mit Lichtgeschwindigkeit fort. Dije Phase
der Schwingungen #ndert sich um 2 in der Zeit 2w /&; in dieser Zeit ist
die Welle im Raume iiber die Strecke 2z ¢/o¢ fortgeschritten. Daher ist die
Schwingung an zwei Orten, die in der Richtung der Fortpflanzung der Welle
voneinander den Abstand A — 2@ ¢/ haben, in gleicher Phase. Bei einer
im Raume fortschreitenden Welle nennt man den Abstand zweier Punkte
gleicher Phase die Wellenldnge, und diese ist daher

A=2meVKL - .- ... (176)

Man spricht in der Technik hoher Frequenzen auch bei Schwingungen
in Kondensatorkreisen von ihrer Wellenldnge, so dal man darunter diejenige
versteht, welche bei der Ubertragung der Schwingungen auf den freien Raum
oder auf oberirdische Kupferdrahtleitungen auftritt.

Die Dampfungskonstante des Kondensatorkreises ergibt sich zu

Sie ist also von der Kapazitit unabhingig, wichst aber mit dem Wider-
stande. Zwei Kreise, fiir die das Produkt K L denselben Wert hat, haben
gleiche Frequenz und Wellenlinge; je kleiner man die Kapazitit wahlt, um
so geringer wird bei gleichem Widerstande die Dampfungskonstante.

Wir konnen nach Feststellung von 3 abschitzen, welchen Fehler wir bei
der Vernachlassigung von R2/4 L2 gegen 1/K I gemacht haben. Genau ist

T #271‘/1{?,

R
Vs Fou

Da der von 1 abzuziehende Posten unter der Wurzel ein Korrektionsglied
ist, konnen wir darin ohne merklichen Fehler fiir das Gesamtergebnis fir K L

T\2
den Wert (217_[> setzen. Da aber :?Ij T = BT = b ist, so erhalten wir
2m VKL

PG

Der Fehler bei Vernachlissigung des abzuziehenden Gliedes betrigt also

1 2
nach den Regeln iiber Rechnungen mit kleinen GroBen g <%;> - Sollte er
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1 Proz. betragen, so miifte d =— 0,89 sein. FEine solche Schwingung wire
schon nach etwa fiinf Perioden bis auf 1/, erloschen. Fiir die praktisch
angewandten Kondensatorkreise ist also die Korrektion von I' ganz un-

betrichtlich.

§ 155. Die Energie im Schwingungskreise. Sie ist in jedem Augen-
blick die Summe der magnetischen und der elektrischen Energie. Gehen wir
aus von der Gleichung

aJ -
L)+ RIS =0,

so erhalten wir durch die Multiplikation mit J = dg¢/d¢

d /1 d /1 ¢
el 2 ) L s __ .
dt <2 LJ) PR dt (2 K> 0

Schreibt man dies

d 1 ¢2 oW
9 J— e — 2
— i < LJ?2 + 9 ,>_ ot — RJ

so heiBt diese Gleichung, daB die Abnahme der elektromagnetischen Energie
W in der Zeiteinheit gleich der im Widerstande verzehrten Leistung ist.

Um den zeitlichen Verlauf der Energieabgabe kennen zu lernen, setzen

wir die Werte von J und ¢ nach Gl (172) ein. Wir erhallten
2 p— 28t
W= %%—;;QL [1— sin® sin(2at + &)

Wegen der Kleinheit von & kann man bei miBig gedimpften Schwin-
gungen von dem mit sin ¥ multiplizierten Posten absehen. Die Energie ver-
mindert sich also nach einer Exponentialfunktion, also in gleichen Zeiten
um denselben Verhiltniswert, aber absolut am Anfang der Schwingung stirker
als gegen das Ende.

Mit ¢ und J verschwindet auch periodisch die elektrische und die
magnetische Energie. Wenn J = 0 ist, wie z. B. zur Zeit «{ = 0, =, ..., n7,
so hat alle Energie die Form elektrischer, zu den Zeiten @t — n'2 + @,
3m/2 + &, ... hat alle Energie die Form magnetischer Energie.

§ 156. Potentielle und kinetische Energie. Elektrische Energie kann
auch in statischen Zustinden vorhanden sein, z. B. in einem Kondensator
mit unverdnderlichen Ladungen; magnetische Energie dagegen ist, wenn wie
hier keine Dauermagnete vorhanden sind, nur wihrend des Bestehens eines
Stromes, also bewegter Elektrizitit vorhanden. Man kann daher die elek-
trische Energie als eine potentielle, die magnetische als eine kinetische
Energie bezeichnen.

Analogie mit dem Pendel. Im elektrischen Schwingungskreise geht
die Energie fortgesetzt aus der potentiellen Form in die kinetische tiber und
umgekehrt. Bei einem schwingenden Pendel haben wir dieselbe periodische
Umformung der Energie. Die Ahnlichkeit erstreckt sich aber auch auf die
Differentialgleichung der Bewegung.
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Ist M das Trigheitsmoment des Pendels, D die Direktionskraft und o
die Ablenkung aus der Ruhelage, so ist die Differentialgleichung des Pendels
azo dv

Mdﬂ ,+])smﬂ—{—Rfdt— =0

?

do
dt
Kraft, welche z. B. negativ ist, wenn @ von einem positiven Werte auf einen
etwas kleineren sinkt; da das Pendel sich auf diesem Wege beschleunigt, so

wenn mit R der Reibungskoeffizient bezeichnet wird. R bedeutet eine

&
ergibt sich, daf R %t— der Beschleunigung entgegenwirkt.

Far die iiblichen kleinen Amplituden des Pendels ist sin @ merklich
gleich ¥. Man sieht, dal die beiden Differentialgleichungen dann iiberein-
stimmen, wenn man folgende Gréfen gleichsetzt:

Elektrischer Schwingungskreis . . ‘: L |1/K q J
BAREe g 5 % % & Saars S % @ 8 | | D | 9 |av/ae

Die kinetische Energie ist dargestellt durch

1LJ? und | M<d—ﬁ>2
2 2 at )’
da d©/dt die Winkelgeschwindigkeit des Pendels ist.

Die Direktionskraft ist das Verhéltnis derjenigen Kraft, welche am Hebel-
arm 1 in tangentialer Richtung wirkt, zu dem (kleinen) Winkel, um welchen
durch sie der Pendelkorper aus der Ruhelage gedreht ist. Ist dieser Winkel
gleich & und wird er um d®© vermehrt, so wird die Arbeit D& d ¥ geleistet,

also von & = 0 bis zu einem Endwert &' die Arbeit D2 Dieser entspricht
2

in der Tat die elektrische Energie %%

Beide Vorginge folgen also ganz &hnlichen Gesetzen. Dies hat fir die
Erkenntnis der Vorgidnge elektrischer Schwingungen den Vorteil, daf man
sie durch einfache und tibersichtliche Versuche mit mechanischen Schwingungs-
systemen erliutern kann 22).

Zweiter Abschnitt.

Der einfache Schwingungskreis als Empfinger.

§ 157. Erregung durch eine geddmpite Schwingung. Als Empfinger
wird der Schwingungskreis durch eine duflere wechselnde EMK erregt, z. B.
durch einen die Spule durchsetzenden veranderlichen magnetischen FluG.

Firr diesen Vorgang lautet die Differentialgleichung

, aJ
Eedtsinot = RJ + L—d—t + Iq(

Nach dem, was allgemein an Kreisen mit Erregung durch eine wechselnde

EMK, und besenders fiir den Kondensatorkreis, festgestellt worden ist, G1.(170),
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kann man den Ansatz machen, daB die Verdnderlichen die Form gedampfter
Schwingungen erhalten, in denen sowohl die treibende Schwingung nach
Periode und Dampfung erscheint als auch die Eigenschwingung des Kreises.
Demnach wire zu setzen

g == Ae %sin(ot + @) + Be—Blsin(at + o).

Indem man diesen Ansatz in die Gleichung einfiithrt, erhdlt man folgende
Bestimmungsgleichung :

Ee9tsin oot

:—.-Ae—"tsinwt{%g—lif(écosq)—}—msz’nw)-}—L[(é?—m?)coqu—|—26msmq7]}'
_ {sin @ - .

+ Ae ‘”coswt'l K —R(0 singp — wcosp) + L{(02—?) sing — 20 6 cos @]

. cos & . e

—i—Be—”smoct{ I —R(Bcost+ asmﬂ)—{—L[(ﬁz—uﬁ)cosﬁ+2ﬁaswﬁj}

|

-+ Be3tcos ot {SWIL{'& —R(fsin® —o cos?)+ L{(B2—ot2)sin & — 2 B ot cos ﬁ]J--

Damit diese Gleichung erfilllt werde, miissen die Faktoren der Zeit-
funktionen auf beiden Seiten iibereinstimmen, also

E—=4A { 63;{9) — R(0cos @ + @sin@) + L[(02— @?)cosp -+ 26ws1‘ntp]},
wihrend alle iibrigen Faktoren Null sind. Aus der ersten dieser drei Glei-
chungen ergibt sich

¢ — ,,f%LawTEw,,,,_

99 =1/K—Ré + L(0*—o?)
Demnach ist

A= B -
V[1/K— RO + L (02— )2+ (2L0® — Ro)?
Indem man ferner von den anderen beiden Gleichungen die erste mit
cos ¥, die zweite mit sin & multipliziert und beide addiert, erhalt man
% — BB+ LB —w)=0.

Multipliziert man dagegen beziiglich mit sin & und cos ¥, so ergibt sich
2LBo— Roe = 0.
Daraus folgt, daf
R 1 R
— 9 — =,
P=31 “=%1 i
Hiernach sind von den im Ansatze enthaltenen unbekannten Konstanten
A, ¢, a, 3, B, & die vier ersten bestimmt; B und & aber hingen von den
Anfangsbedingungen ab. Was ot und f betrifft, so zeigt ein Vergleich mit
Gl (171a und b), daB sie dieselben Werte haben wie fiir eine freie Schwin-
gung des Kondensatorkreises.
Breisig, Theoretische Telegraphie. 15
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Die Vermutung, dafl die Bewegung sich aus einer erzwungenen und einer
freien Schwingung zusammensetze, ist demnach richtig. Man kann noch
setzen

___200-p
YT ot 3 p
E 1
A = - — E— — —_——— T o .
L (e — o) + (6 — B + 402 (0 — )
Fir die Konstantenbestimmung braucht man J — %, oder

J = Ae % [cos ot (o cos @ — 0 sinp) —sinwt (§cos p + o sin )]
+ BePt[cosot (et cos & — fBsind) — sin ot (B cos & 4 o sin &)].
Fir ¢t = 0 ist sowohl ¢ — 0 als auch J — 0, und daher folgen die
Gleichungen
0= Asing + Bsin® und 0 = A (0 cos ¢ — 0 sin @) + B(ecos & — B sind).
Man erhilt daraus

Bsin® — — Asing,
o Beos® — A[(0 — B) singp — @ cos @].
Hiernach ergibt sich fir den Strom die Form
J = Ae= % [—sinwt(d cos p 4 0 sing) + cos 0t (o cos p —0 sin @)]
BO—pB) .
P )sing]

|

—cosoat(mcosgo—ﬁsinq))j

+ Ae—Bt {smat,“%ﬁ cos @ + <“— (178)

Die Darstellung dieser Formel durch Kurven stellen wir zunichst zu-
riick und besprechen vorher den Vorgang mit der Vereinfachung, dal das
Dekrement der erregenden Welle im Vergleich zu dem des Kondensatorkreises
sehr klein sei.

§ 158. Erregung durch eine ungedédmpite Schwingung. Setzen wir
0 — 0, so erhalten wir fiir ¢ und J je einen Posten, der keinen Exponential-
faktor, sondern nur periodische Funktionen enthalt und je einen zweiten
Posten mit dem Faktor ¢—8%{ Nach Ablauf einer gewissen Zeit ist der zweite
Posten gegen den anderen verschwindend klein geworden, und sowohl ¢ als
J werden ungedimpfte Sinusschwingungen von der Form

B sin (ot + )

(] — - —— -
= VR: 4 (0L —1/0 K)*
. Beslett o) AL (179)
VR + (0L —1 o K)?
wo
tgp —— R (wL—1/0K)

Im Gegensatz zu den vorher besprochenen freien Schwingungen sind
dies erzwungene Schwingungen.
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Zum Nachweis der Schwingungen diene ein in den Kreis in Reihe ein-
geschaltetes Hitzdrahtinstrument. Die Angaben eines solchen Instrumentes
betreffen den mittleren Wert des Quadrats der Stromstirke, oder wie in § 169
niher dargestellt werden wird, bei sinusférmigen Strémen das halbe Quadrat
der Amplitude des Stromes. Sie dndern sich daher mit jeder der GriBen o,
R, L, K. Halten wir die Frequenz der erregenden Schwingung konstant und
sehen von einer Anderung der Grofe R ab, so konnen wir die Anzeige des
Hitzdrahtinstruments sowohl durch Anderung der Kapazitit als der Induk-
tivitit beeinflussen.

Man erkennt, dal die Anzeige den groften Wert erhilt, wenn
oL —1/oK =0,

oder wenn

Wihlt man K I grofer oder kleiner, als dieser Gleichung entspricht, so
wird die Angabe kleiner. Die Eigenfrequenz o des Kreises ist unter Voraus-
setzung mifiger Dimpfung durch die Gleichung o2 K., — 1 bestimmt; also
ist die Erregung des Kondensatorkreises durch die dullere Schwingung bei
gegebenem Widerstand am groften, wenn die von auflen her erzwungene
Schwingung die Frequenz der Eigenschwingungen hat.

Man bezeichnet diese Erscheinung als Resonanz.

Mit der erregenden Schwingung in Resonanz befinden sich alle Konden-
satorkreise, fiir die das Produkt KL den Wert 1/w? hat.

Kennt man fiir einen Kondensatorkreis mit verinderlichen Eigenschaften
die Werte von K und I. einzeln fiir jede Einstellung, oder wenigstens den
jeweiligen Wert ihres Produktes, so kann man den Kreis benutzen, um die
Frequenz @ einer den Kondensatorkreis erregenden Schwingung zu messen.
Man nennt einen derart eingerichteten Kondensatorkreis einen Wellenmesser.

Die grundsitzlich einfachsten, zugleich die in der deutschen Technik
fast ausschlieflich gebauten Wellenmesser haben einen stetig verdnderlichen
Kondensator. Zur Bestimmung einer Frequenz dndert man den Kondensator
so lange, bis das Hitzdrahtinstrument die grofite Ablenkung zeigt.

§ 159. Resonanzkurve. Wenn man bei der Feststellung der gréften
Ablenkung nicht nur auf diese achtet, sondern auch auf die daneben liegenden
kleineren Werte und diese Beobachtungen als Kurve auftrigt, so erhalt man
die Resonanzkurve. Stellt man etwa durch deren Ordinaten y das Verhaltnis
einer beliebigen Ablenkung zur groften dar, wihrend man zur Abszisse x die
zu einer bestimmten Einstellung des Wellenmessers gehorige Frequenz wihlt,
so lautet die Gleichung dieser Kurve:

R? 4 B2

T Fon— ) i re(i-LE)

oK

Kennt man @ und beobachtet zusammengehoérige Werte von 2 und y, so

kann man daraus f3/w, also auch das Dekrement des Kondensatorkreises
bestimmen.

15%
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Grofere technische Bedeutung hat die Bestimmung des Dekrements der
erregenden Schwingung aus der Resonanzkurve. Es ergibt sich durch eine
einfache T:Tberlegung, dal ein Kondensatorkreis durch eine fremde Schwingung
gleicher Frequenz um so stirker in Schwingungen gebracht wird, je weniger
diese geddmpft ist, je mehr Schwingungen nimlich in jedem Zuge zur Er-
zeugung der Resonanzwirkung beitragen. Je weniger geddmpft also die
Schwingung ist, um so mehr priagt sich die Resonanz aus, um so spitzer wird
fiir ein gegebenes Bereich der Frequenzen die aufgenommene Kurve.

§ 160. Bestimmung des Dekrements durch Aufnahme einer Resonanz-
kurve. Wird zum Anzeigen der Schwingungen ein Hitzdrahtinstrument
verwendet, so richten sich dessen Ablenkungen nach der wihrend jedes Zuges
von Schwingungen entwickelten Stromwirme, sie sind also dem Ausdrucke

1= [ Jreat
0
proportional. Dieses Integral wird als der Integraleffekt des Stromes be-
zeichnet.
Berechnung des Integraleffektes [Bjerknes?23)]. Wir gehen aus
von der Gl. (178) in abgekiirzter Form
J = e=% 0, sinwt + et Cycoswt + ¢ P10, sinot + e 30, cos aut.
Das Quadrat dieses Ausdruckes erhilt durch einfache goniometrische
Umformungen die Gestalt:
J? = —-e_“t{C2 + Oy — (02— (,y2) cos 20t + 2 C, C, sin 2 ot}
4 lem20t {02 4 C,2 — (C52— C,2) cos 2t + 2C5C, sin 2 it}
4 o= O+AEIC Oy + Cy Cy) sin (0 + o)t + (C, Cy — Cy Cs) sin (0 — o)t
— (0, C3 — CyC)) cos (@ + o)t + (C,C5 + CyCy) cos (@ — o0)t}.

Unter Anwendung der Formeln

© 1 @® a x b
—at —_— —at —_ —at o7 [ —
j() dt = o '(e cosbtdt—a2+b2, je Smbt‘lt—az_{_ba
0 0 0
erhalten wir fiir J J2dt den Wert
0
C1 ‘}'7072 . (C - 022) ) 4 C, G, @
40 4 w2 02T 2 @b o
Cs2 + 02 _ __C_’s2 - C,? ﬁ o Cs C, S
+ ip i w4+ 2w + B
@ + o w0 —0
TOGTCD) g Lap o T T GO PG e
, o+ p , o+ p
OO RNG @GS ED o e g 04
‘Wir fithren nun ein
0+ o 0 — o ) 0 —
——_;" m, g T _L A U, 9 ﬁ =@
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und machen in Ubereinstimmung mit der tatsichlichen Lage die Annahme,
daf 7, u, @ gegen m klein seien, derart, daf ihre Quadrate gegen m? ganz
unbetrichtlich sind. Diese Annahmen kommen hinsichtlich der Frequenz
darauf hinaus, daf die Resonanzkurve nur fiir einen Bereich in der Nihe
der Resonanzfrequenz untersucht wird, wihrend hinsichtlich der Dimpfung
Kreise mit extrem grofer Dimpfung ausgeschlossen werden. Unter diesen
Annahmen wird sich zeigen, daf§ die aufgefiithrten zehn Posten von verschie-
dener Ordnung sind; wir werden uns dann auf die Glieder beschrinken,
welche die anderen iiberwiegen, so daB wir die Korrektionsglieder vernach-
lassigen. '

Wir haben zunichst die Konstanten C in den neuen Werten auszu-
driicken. Dazu gebrauchen wir

__ 200—p)  _  em+n
WP =@ =) T O—Br mr—g

Setzen wir zur Abkiirzung
Vimr — 3 + 02(m + 1) = Y(m* + 0% (* + ¢*) =,
es wird die mit A bezeichnete Grofle 4 — E/2p L. Man erhilt ferner mittels

mr — @2 . o(m + r)
= -y, S _ — —
cos @ » in g »
fiir die Konstanten die Werte
. E
Ci=—A40cosp+wsing) = a9yt [m? @ —mr(u—0)+ 0(r*+po + 09,

. E
Cy=A(wcosp — 0 singp) = 2p2L[m2r+m(y9+r2)+MoJ,

Oy =" (0Beos g + [ — B3 — B]sinp)
_.I_

E T m-r
_— 8 3 - 2
syer | =0+ 0 T @) + ¢
0, = —0C,. ,
Diese letztere Beziehung folgt daraus, daB J — 0 fiir £ =— 0. Nahert
man sich mit oo dem @ so weit, daB r gegen m klein wird, so werden unter
der ferneren Voraussetzung méfiger Dimpfung die Koeffizienten unter Ver-

"y \2 u 2 0 2
nachléssigung der mit (——> , < ) , <-> multiplizierten Glieder
m m m

2 —
¢, — Emte <1 _re—e

T 2p2L me )’
y . Emir wo + 1
Co = 2p2 L (1 + mr )'
_ Emﬁ,@,( r(p—0)
G = 2p2 L 14 mQ )

Die GroBen C sind also alle von derselben Gréfienordnung. Untersucht man
ferner die Faktoren der Grofen C;2 4+ (2 usw. auf S. 228, so findet man, daB

1 1 0 -—o 0+ 8

10 4B @—apt OF B @—wit @+ B
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gleicher Ordnung und unter diesen Faktoren am groften sind. Von der
ersten Ordnung sind dagegen klein
[ o ad - - © + o

R A CE ) N

Von der zweiten Ordnung sind klein gegen die gréften Faktoren

0 o ﬁ A 0+ p )
w00 o BT (@ af + (0 + PP

Es kommen, wenn wir die mit Bezug aufr, ¢ und @ zuldssigen Streichungen

vornehmen, nur vier der zehn Posten in Betracht. Davon fillt noch einer

fort, da C,C,— C,C; das Glied der hochsten Ordnung nicht enthilt.
Es bleibt

n

' C + G? Cs? 4 G2 G, 05 + Gy (i |
2 — - —t—— — (0 - .
JPO="0 T e w0
0
Bei denselben Streichungen haben wir ferner
p=myr4 e
Em_E
2L T 2L(r2 — g2
Man erhilt daher unter Beschrankung auf das Hauptglied

o)

Al 2 0
Jedt:(ﬁ_>,J, (4, b = )
4L/ P+ e)\pto  uw—o 4 u?

0

1 <E>2 w
T s\l (@ )
Fithren wir wieder die Grofien @, 0, &, 8 ein, so erhalten wir

@«

_ 1By o+ B
|2t = o (2) spra—ap s 0 O

o

0

Auswertung der Resonanzkurve. Nach den mit dem Wellenmesser
ausgefiihrten Beobachtungen zeichnen wir eine Kurve in folgender Art. Wir
ermitteln die Kondensatoreinstellung, bei welcher der Ausschlag des Hitzdraht-
instruments den groSten Wert hat, und aus der Eichungskurve die Resonanz-
wellenlédnge, die dieser Einstellung entspricht.

Wir tragen dann eine neue Kurve auf, deren Abszisse das Verhaltnis
jeder der beobachteten Wellenlingen zur Resonanzwellenlinge, und deren
Ordinate das Verhiltnis jedes beobachteten Ausschlags zum grofiten ist.
Diese Kurve ist der zuerst besprochenen Resonanzkurve dhnlich, sie hat aber
das Maximum Eins bei der Abszisse Eins.

Das Maximum entspricht bei der hier vorausgesetzten geringen Diampfung
der Kreise derjenigen Einstellung des Wellenmessers, bei welcher er gleiche
Frequenz mit dem erregenden Kreise hat. Der Integraleffekt ist

_ LBy o+p
= <1;> 0B[(@ — ) + @ + A
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Bei den gebriuchlichen Wellenmessern mit unverinderlicher Induktivitat
ist sowohl L als auch E von der Einstellung des Kondensators unabhingig.
E ist der Faktor, der die Intensitit der in dem Wellenmesser induzierten
EMK bestimmt; er wird durch den die Spule des Wellenmessers durch-
setzenden magnetischen Fluf bestimmt, der sich bei einer Verstellung des

Kondensators nicht éndert.
Die Gréfen @ und 0 hingen mit dem Wellenmesser nicht zusammen, die

Grofe g — % ist bei Wellenmessern mit fester Spule ebenfalls von der

Anderung des Kondensators unabhingig. Mit dem Kondensator andert sich
in dem Ausdruck fiir I nur die GroéGe ¢, so daf bei Resonanz

h= (B
i\L) 3G+ B
Das Verhiltnis I/I,, das wir zur Ordinate wihlen, ist also
R
(@ —e)? + (0 + B)?
Als Abszisse soll das Verhiltnis A/, gewihlt werden, wo nach (176)

2me 2mc
}'o prrammy 3 l =
® o
also setzen wir # = ®,/«. Wir konnen dann schreiben
1

y — 2 2"
(4} 1
() (0-2)
Daraus erhilt man

(=, 202y

Zu einer bestimmten Ordinate d der Kurve gehdren zwei Abszissen, deren
eine etwas unter Eins liegt, setzen wir x; =— 1 — a, wéhrend die andere etwas
iber Eins liegt, x; = 1 + b. Dann sind also @ und b die Sticke (Fig. 138),
die die Kurve auf einer in der Hohe d gezogenen Parallelen zur x-Achse
links und rechts von der Geraden £ — 1 abschneidet. Man erhalt mit Riick-

. d
sicht darauf, daB —l_ ﬁ wesentlich positiv ist, die beiden Gleichungen
O+p _1/_4 ( 1 _1>
o  fl1—d\l—a ’

O+p8__ 1/ 4 <1 _ 1 )
w  f1—d 140,
Es ist daher auch

_1.4 o
o  J1—d(l—a)(1+Db)
Unter der Voraussetzung mifiger Dimpfung sind @ und b fir die Teile
der Resonanzkurve, die man praktisch benutzt, schon klein gegen Eins (/4

C. . (182)
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bis 1/;,) und einander so nahe gleich, daB (1 —a) (1 + b) nicht merklich
von Eins abweicht.

Aus der Resonanzkurve ergibt sich also die Summe der logarithmischen
Dekremente der erregenden Schwingung und des Wellenmessers bei der
Frequenz @ der erregenden Schwingung, nach Gl. (174) die Grobe 2 0+8
zu dem Woerte ?

"abd
= 2 —
5 + b T Vl -
wo nach Fig. 137 die GréBen a, b, d, 1 — d die vier Strecken sind, die auf
den sich kreuzenden Geraden £ = 1, y — d durch die Resonanzkurve ab-

geschnitten werden.

Den Bedingungen der Ableitung, daf namlich die verschiedenen Fre-
quenzen ¢ nur wenig von der Resonanzfrequenz w abweichen sollen, ent-
sprechen am besten die Teile der Kurve, die in der Niahe des Gipfels liegen.

Die drei in Fig. 137 gezeichneten Kurven entsprechen den Dekrementen
0,1, 0,2 und 0,3.

Naherungsverfahren. Nennt man die Wellenlange bei Rosonanz 4,
die bei #; und z, beziiglich A; und A,, so ist x; = 4; 4, und 2, = 1,4,
also erhalten wir

Ao — A
0 =1—g ="2"",
0
Ag— 4
b—2,—1 = 2 ) 0
0
Fiir ein Naherungsverfahren ist geniigend genau A, = 1/3(4, 4 4,) und

man erhilt N . —
— ORI 6 T
b1+b2_2nlg—}—ll Vl—d (183)
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Offenbar braucht man fir dieses Verfahren nicht mehr die Umzeichnung
der Resonanzkurve, wie sie zur Ableitung gebraucht wurde, man kann vielmehr
die Beobachtungen selbst als Ordinaten gegen die Kondensatoreinstellungen
als Abszissen auftragen; man legt dann eine Horizontale in beliebiger Hohe
und stellt als 4, und 1, die Wellenlingen fest, die den Schnittpunkten der
Resonanzkurve mit der Horizontalen entsprechen.

Ausscheidung des Dekrements des Wellenmessers. Wie er-
sichtlich, liefert das angegebene Verfahren die Summe der Dekremente der
erregenden Schwingung und des Wellenmessers selbst. Um letzteres auszu-
scheiden, nimmt man eine zweite Resonanzkurve auf, nachdem man den
Widerstand im Mefikreise um eine bekannte Grofe geandert hat. Allerdings
wird vorausgesetzt, dal die Grofe der Induktivitit des Kreises bekannt ist,
damit daraus die neue Dampfungskonstante des Kondensatorkreises und
danach dessen verdndertes Dekrement bestimmt werden kann.

§ 161. Stromverlauf in einem Kondensatorkreise als Empiinger. Wir
kehren nunmehr zu der in § 157 unterbrochenen Darstellung einer Kurve fiir
den Strom des Kondensatorkreises zuriick. Der wichtigste Fall ist derjenige
der Resonanz zwischen der erregenden Schwingung und dem Kondensator-
kreise. Wir setzen fiir diesen Fall &« — ® und erhalten dadurch zunichst

TLO—pVier + 0 —Br
Der Strom erhilt dann die Form

E
4L —p)

+ sinwt [<%>2e—‘” — (g )26*'3 "] + 6;- ﬁcos @t(e % — e*ﬁt)}.

Eine Rechnung, auf die wir nicht niher eingehen wollen, zeigt, daf dieser
Ausdruck auch endlich bleibt, wenn sich 0 und f§ beliebig nahe kommen.
Dieser Fall hat keine besondere Wichtigkeit und kann fernerhin iibergangen
werden. Von den drei Posten der Klammer haben der zweite und dritte die
Bedeutung von Korrektionsgliedern, da sie 0/® und /e in der ersten und
zweiten Potenz enthalten. Der Verlauf ist also im wesentlichen durch das
erste Glied bestimmt.

Fur die Gleichung

J =

20
tﬂ¢=a_ﬂa 4

J = {2 sinwt (et — ¢—BY)

E
T2E-p
ergibt sich als Darstellung eine den Sinuskurven #hnliche Linie, deren Hochst-
werte aber innerhalb der Ordinaten -+(e— %% — ¢~ 8% eingeschlossen sind.
Man erhilt so die Fig. 138, die fiir zwei Schwingungen mit den Dekrementen
0,20 und 0,10 gezeichnet ist.

Die auBersten Falle dieser Art sind, daf das Dekrement der erregenden
Schwingung gegen das des Kondensatorkreises sehr groB oder sehr klein ist.
Im ersteren Falle reduziert sich der Ausdruck auf die einfach gedimpfte
Schwingung, wie in Gl (172). Sehr stark gedimpfte Schwingungen erregen

(et —eBYsinwt
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also einen Kondensatorkreis wie ein einmaliger Anschlag, und er schwingt in
seiner Higenfrequenz; sie konnen demnach, wie dies auch anschaulich ist,
keine merklichen Resonanzwirkungen hervorrufen.

Ist andererseits 0 sehr klein, so geht der Faktor e~ %t — ¢—#! in die aus
§ 130 bekannte Form 1 — e¢—#¢ iiber; der Kondensatorkreis schwingt sich
dann in einer Reihe von Schwingungen auf die volle Amplitude ein.

Fig. 138.

AT ATATATATA = =a=

Andere Kurven ergeben sich, wenn wir die erregenden Schwingungen
etwas schneller oder etwas langsamer erfolgen lassen, als der Eigenfrequenz
des Empfingers entspricht. Dann entstehen wie bei dhnlichen akustischen
Vorgingen Schwebungen. Die Amplitude der Schwingungen erreicht dann
nicht wie in Fig. 138 ein Maximum, sondern mehrere mit einer Frequenz
gleich der Differenz der beiden zusammenwirkenden. Wegen dieser hier
weniger wichtigen Einzelheiten wird auf die ausfithrliche Darstellung von
Bjerknes verwiesen.

Dritter Abschnitt.

Schwingungen gekoppelter Systeme.

§ 162. Begriff gekoppelter Systeme. Aus dem in § 155 itber den
Verbrauch der Energie im Schwingungssystem Gesagten geht hervor, dal in
einem einfachen Schwingungskreise die Energie nur innerhalb der Leitungs-
bahn in Wirme umgesetzt wird, Es wird spiter gezeigt werden, dal der
Schwingungskreis noch in anderer Form Energie abgibt, nadmlich durch
Strahlung, indessen ist deren Betrag im geschlossenen Kreise verschwindend
klein gegen die im Widerstand verzehrte.

Es wird dann auch gezeigt werden, daB offene Schwingungskreise,
namlich solche, deren Dimensionen von der GroBenordnung der Wellenlinge
der Schwingung sind, Energie durch Strahlung abgeben. Sie dienen als
Sender in der drahtlosen Telegraphie. Um sie zum Schwingen anzuregen,
ist es gebriauchlich, sie mit einem geschlossenen Schwingungskreis durch
elektrische oder magnetische Felder zu verbinden, zu ,koppeln“, so dafl die
Schwingungen des geschlossenen Kreises auf den anderen iibertragen werden.
Eine strenge Darstellung dieser Vorginge nach den Maxwellschen Feld-
gleichungen ist bei der komplizierten geometrischen Form gekoppelter Systeme
nicht angéingig. Zur Anniherung denkt man sich den zweiten Schwingungs-
kreis durch einen ebenfalls geschlossenen ersetzt?¢), in den Widerstand ein-
geschaltet ist, welcher so viel Energie verzehrt, wie der offene Schwingungskreis
durch Strahlung abgibt. .

Es seien demnach zwei Schwingungskreise gegeben, durch ihre Selbst-
induktivititen L, und L,, die Gegeninduktivitit M, die Widerstinde R,
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und R, und die Kapazititen K; und K, Bei einem Sender erhilt der
Kondensator des ersten Kreises eine Anfangsladung ¢, und darauf wird der
Kreis durch einen Funken kurzgeschlossen, dessen Widerstand in R, ent-
halten sei und ndherungsweise als zeitlich unverinderlich angesehen werde;
bei einem Empfanger wird einer der beiden Kreise von aufien her durch eine
periodische EMK erregt; dabei sind anfangs fiir beide Kreise Stréome und
Spannungen gleich Null.

§ 163. Der gekoppelte Sender. Um uns fiir die Darstellung des Vor-
gangs beim Sender der Formel von Heaviside bedienen zu konnen 25), setzen
wir an Stelle des Vorgangs der Entladung des Primirkreises den der Ladung
aus einer Stromquelle konstanter EMK, deren Widerstand in R, enthalten sei.
Mit Bezug auf die verdnderlichen Vorginge bedeutet dies gegeniiber der
Ladung nur die Umkehrung aller Richtungen. Es gelten die Gleichungen

dJ, ddy 41
E=EJ+ Ly 57 + M  + c,
i P B (184)
0 — Y2y g% s
Body + Ly 5 + M+ c,
worin J; = ddqtl und J, = ddq: - In der Heavisideschen Form erhalten wir

) 1 : 0
Ep = q1p <Fl + pR + P2L1) + qopp? M

1 .
0= q1p P*M + qop <"C +pBy + Z92L2>'
2

Fir ¢;, und ¢y, ergeben sich Ausdriicke mit dem gleichen Nenner, welcher
lautet

(InZa— Mt + (R Ly + R Lps + (G4 ¢+ RIR2>p2

R, 1{2
r <02 o)+ c1
Wir schreiben ihn

(L Ly — M) f(p) = (Ln Ly — M2) (p —p1) (0 — pa) (p — ps) (p — Po)-
Die GroBen p; bis p, sind also die Wurzeln der Gleichung f(p) = 0. Es
gilt zunachst

L, 0 +pRs+p{zg

d1p — T St T

I, L, — M2 f(p)
Uyp = Ey, prM
T L Ly— DM f(p)

Man erhilt daraus in der Grundform der Heavisideschen Formel

tiw

E ePtdp /1
R P Ml)jéof(io) <‘ég+p32+”’L2>'

—f
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Die Integration reduziert sich in bekannter Weise auf Integrale um
kleine Kreise, welche die Unstetigkeitspunkte umgeben. Zerlegt man die

Summe in einzelne Posten, so wird die Funktion auller fiir die

et 1
pf(p) G
Wurzeln von f(p) auch fiir p = 0 unendlich. Das Integral um diesen
Punkt liefert von g; den Anteil

P g
Co(Ly Ly — M) (F(0)) sy
In der Tat nimmt der an die konstante Spannung E angeschlossene Kreis
mit der Kapazitit C, im Dauerzustand die Ladung C,E auf.
Nach Gl (167) konnen wir auch schreiben
E et

4= CE + S

1 )
L Ly— M2 24 bf '(CQ +l)vR2+l7vL2>
Y (p8p>,

E o
R
or/v
Aus den Ladungen ¢, und ¢, folgen die Stromstirken, da J, = pg, ist.
Wir wollen uns auf deren genaueres Studium beschrinken. Man hat also
die Gleichungen fiir ¢,, und gy, mit p zu multiplizieren. Dadurch fillt die
Integration um den Nullpunkt fort, entsprechend dem Umstande, daf der
Differentialquotient des konstanten Endgliedes Null ist.

Der Ausdruck fir 2; besteht aus vier Posten zu<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>