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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая книга представляет собой попытку создания краткого учеб-
ного пособия, соответствующего программе курса математического анализа для
математико-механических специальностей университетов.

При написании книги авторы руководствовались рядом обстоятельств. Во-
первых, развитие математики и расширенно сферы ее применения привело к из-
менению степени важности тех или иных разделов математического анализа и
для математического образования, и для использования их в прикладных вопро-
сах. Так, например, в связи с расширением использования математических мето-
дов при исследованиях явлений и процессов, определяемых большим числом па-
раметров, для математика, выпускника университета, увеличилась необходимость
владеть анализом векторных функций векторного аргумента и вместе с тем умень-
шилась необходимость в оперировании тонкими признаками сходимости числовых
рядов и несобственных интегралов. Во-вторых, во многих учебниках и учебных по-
собиях математически строгое изложение начальных разделов математического
анализа часто заменяется в теории многомерных интегралов апелляцией к «оче-
видности по аналогии», что не может считаться удовлетворительным. В-третьих,
современное развитие теоретической механики требует достаточно свободного вла-
дения интегрированием по многообразии или хотя бы по клеточном комплексам,
которое отсутствует в большинстве имеющихся пособий по математическому ана-
лизу. Таким образом, нужна книга, по которой студент, начиная с простейших
понятий, последовательно доходил бы в изучении математического анализа до
этих, иногда достаточно сложных, теорий.

В университетских курсах математического анализа рассмотрение материала
не выходит за пределы метрических пространств. Следовательно, все предельные
переходы могут быть определены счетными процессами. Поэтому авторы отказа-
лись от рассмотрения фильтров или эквивалентных им понятий, и все построения
в книге, для которых используются предельные переходы, осуществляются с помо-
щью пределов последовательностей. Примеров этого может служить определение
интеграла Римана.

Так как в большинстве приложение интегрального исчисления используется
схема Коши–Римана построения интеграла, то, с нашей точки зрения, в краткой
курс математического анализа нет необходимости приводить понятие интеграла
Лебега. Изложение лебеговской теории интегрирования, вполне доступное для сту-
дентов университета, содержится в ряде учебников и учебных пособий по теории
функций вещественной переменной и функциональному анализу.
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Наш опыт преподавания математического анализа покапал, что многомер-
ные теории, если с них начинается рассмотрение того или иного вопроса, студен-
тами усваивается плохо. Поэтому в «Кратком курсе математического анализа»
принято концентрическое изложение материала, когда после одномерного случая
рассматривается двумерный или более простой многомерный, а затеи уже общий
многомерный случай.

Длительный опыт чтения лекций по математическому анализу позволил авто-
рам достичь большой компактности изложения ряда вопросов, причем, как наде-
ются авторы, без ущерба для понимания излагаемого материала. Такая компакт-
ность изложении, а также то, что в «Краткий курс математического анализа» не
включены вопросы комплексного анализа, дифференциальной геометрии и неко-
торые другие, излагаемые в соответствующих курсах, дало возможность написать
достаточно краткую книгу, что при большой загруженности студентов является,
с нашей точки зрения, ее достоинством.

Со многими главами, книги познакомились сотрудники кафедры математи-
ческого анализа ВГУ И.С. Иохвидов, В.Ю. Сандберг и В.П. Трофимов, отдельные
главы просмотрели М.А. Крейнес и П.К. Рашевский. Ими, а также рецензентами
рукописи В.М. Тихомировым, Ю.Ф. Коробейником и коллективами кафедр мате-
матического анализа Ярославского университета, теории функций Белорусского
университета сделав ряд ценных указаний, за которые авторы приносят искрен-
нюю благодарность.

Прекрасно понижая, что предлагаемая книга имеет много недостатков, авто-
ры будут признательны всем, кто своими советами будет содействовать ее улуч-
шению.
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УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ

∀ — квантор всеобщности: ∀x — «любой x»;
∃ — квантор существования: ∃x — «существует x»;
⇒ — импликация: «Из A следует B («если A, то B»);
⇔ — двойная импликация: «Из A следует B и обратно» («A

равносильно B»);
¬ — отрицание: «не A» или, например, «A �⇒ B, что означа-

ет: «Из A не следует B»;
x ∈ A — x есть элемент множества A;
A ⊂ B — A есть подмножество множества B;
∅ — пустое множество;
A ∪ B — объединение множеств A и B;
A ∩ B — пересечение множеств A и B;
A B — разность множеств A и B;
A× B — прямое (декартово) произведение множеств A и B;
(x, y) — упорядоченная пара элементов x и y;
{a, b, c, . . . , } — множество,состоящее из элементов a, b, c, . . .;
{x ∈M | Φ} — множество,состоящее из элементов x ∈M , обладающих

свойством Φ;
{xn} — множество, состоящее из элементов x1, x2, . . . или после-

довательность, членами которой являются x1, x2, . . .;
f : A→ B — отображение множества A в множество B;
x

f→ y — y есть образ x при отображении f ; знак f опускается,
если ясно, о каком отображении идет речь;

f(A) — образ множества A при отображении f ;
f−1(B) — прообраз множества B при отображении f ;
f ◦ g — композиция отображений f и g;
fA — сужение отображения f на множество A;
N — множество всех натуральных чисел;
Q — множество всех рациональных чисел;
R — множество всех вещественных чисел;
Rn — n-мерное евклидово пространство, R1 = R;
|x| — модуль (длина) вектора x;
〈x, y〉 — каноническое скалярное (внутреннее) произведение век-

торов x и y из Rn;
‖L‖ — норма оператора (матрицы) L;
ρ(x, y) — расстояние между элементами x и y метрического про-

странства;
∼ — знак эквивалентности.
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Глава I

МНОЖЕСТВА. ЧИСЛА. ОТОБРАЖЕНИЯ

При изучении явлений природы возникает необходимость подсчитывать пред-
меты и измерять величины. Не вдаваясь в глубокий анализ понятий числа и вели-
чины, напомним лишь не очень четкое определение: величина есть то, что можно
измерить, т.е. сравнить с другой величиной того же рода, принятой за единицу
масштаба.

С помощью тех или иных приспособлений (приборов) измерение многих ве-
личин может быть сведено к измерению длины прямолинейных отрезков.

Если для подсчета предметов достаточно целых положительных (натураль-
ных) чисел, то для измерения длины отрезков надо вводить дробные числа, а в
случае направленных отрезков — отрицательные числа. Более того, уже в древ-
ности стало известно, что диагональ квадрата несоизмерима с его стороной, т.е.

не существует рационального числа
p

q
такого, что

(
p

q

)2

= 2, следовательно, для

измерения длины отрезков недостаточно одних рациональных чисел. Необходимо,
таким образом, расширенная совокупность чисел, которая должна включать раци-
ональные числа, а также подчиняться тем же правилам арифметических действий
и обладать большинством тех же важных свойств, что и рациональные числа.

Далее будет рассмотрен один из способов получения такой расширенной сово-
купности чисел, основанный на абстракции реального процесса измерения длины.
Предварительно ознакомимся с важным для всей математики понятием множе-
ства и с простейшими действиями, которые можно совершать над множествам.

Основы теории множеств были разработана немецким математиком Г. Кан-
тором (1845–1919).

§ 1. Множества. Простейшие операции над множествами

Множество — совокупность или собрание объектов какой-либо природы.
Примерами множеств являются множества чисел, множества точек прямой или
плоскости, множества линий и т.д. Каждое отдельное множество задается прави-
лом или законом, позволяющим судить, принадлежит объект данному множеству
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или нет. Понятие множества — одно из первоначальных понятий, и потому опре-
деления этого понятия, т.е. сведения его к другим понятиям, более простым и
ясным, не дается.

Множества обозначается прописными буквами латинского или готического
алфавита: A,B, . . . ,M,K, . . ., N,M, . . . и т.д., объекты, из которых составлено
множество (элементы множества), — малыми буквами латинского или греческого
алфавита. Если множество A состоит из элементов a, b, c, . . ., оно обозначается сле-
дующим образом: A = {a, b, c, . . .}. Если a есть элемент множества A, записывают:
a ∈ A, если же a не является элементом множества A, то пишут: a /∈ A. Если объ-
ект x принадлежит множеству A и обладает свойством P, и множество A содержит
все такие объекты, записывают: A = {A| P}. Одним из важных множеств явля-
ется множество N всех натуральных чисел: N = {1, 2, 3, . . .}. Существует также
специальное, так называемое пустое множество, которое не содержит ни одного
элемента. Таково, например, множество всех целых положительных корней урав-
нения x2 +1 = 0. Понятие пустого множества помогает формулировать некоторые
утверждения о множествах в более общем виде. Пустое множество обозначается
символов ∅ или (иногда) O.

Множества A и B называются равными, если они состоят из одних и тех же
элементов, т.е. если из x ∈ A следует x ∈ B и обратно, из x ∈ B следует x ∈ A. В
этом случае пишут A = B. Если каждый элемент x ∈ A является также элементом
множества B, т.е. x ∈ B, то говорят, что множество A включено в множество B или
что A является подмножеством множества B. Говорят также, что A есть часть
B. В этом случае пишут: A ⊂ B или B ⊃ A. Включение A ⊂ B не исключает
равенства этих множеств. Если A ⊂ B, но A �= B, то A называют собственным
подмножеством или правильной частью множества B. Так, например, множество
{2, 4, . . . , 2n, . . .} всех четных чисел есть собственное подмножество множества N

всех натуральных чисел.

Пустое множество является подмножеством любого множества.

Пусть дана совокупность множеств {A,B,C, . . .}. Рассмотрим новое множе-
ство M , состоящее из тех и только тех элементов, которые входят, по крайней
мере, в одно из множеств A,B,C, . . .. Множество называется обьединением мно-
жеств A,B,C, . . . и обозначается следующим образом: M = A ∪B ∪ C ∪ . . ..

Итак, еслиM = A∪B∪C∪ . . ., то каждый элемент x ∈M входит или в A или
в B, или в C, . . . , причем, если какой-либо элемент входит в несколько множеств,
то в объединение этих множеств он включается только один раз. Объединение n

множеств A1, A2, . . . , An обозначают
n⋃
i=1

Ai или A1 ∪A2 ∪ . . . ∪ An.

Примеры.

1. Пусть An — множество целых положительных чисел, кратных натуралъ-
вонх числу n. Тогда

M = A2 ∪A3 ∪ . . . ∪ An ∪ . . .
есть множество всех натуральных чисел, больших 1.

2. Предположим, что на плоскости выбрана некоторая система коорданат
xOy. Пусть A — множество точек этой плоскости, лежащих над осью Ox, B —
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множество точек, лежащих правее оси Oy. Тогда множество C = A ∪ B состоит
из точек плоскости, лежащих в 1, 2 и 4-м квадрантах (рис. 1) и не лежащих на
границе 3-го квадранта.

Рис. 1
Пусть снова дана совокупность множеств A,B,C, . . .. Множество P , состо-

ящее из тех и только тех элементов, которые принадлежат и множеству A, и
множеству B и т.д., называется пересечением множеств A,B,C, . . . и обозначается
P = A ∩B ∩ . . ..

Итак, если P = A ∩ B ∩ . . ., то P состоит и тех элементов, которые входят в
каждое из данных множеств, и только из таких элементов. Пересечение множеств

A1, A2, . . . , An обозначается
n⋂
i=1

Ai. Если A ∩ B = ∅, то говорят, что множества A

и B не пересекаются.

Часто рассматривают совокупность {Aξ} множеств Aξ, в которой множества
отличаются друг от друга различными значениями индекса ξ. В этом случае объ-
единение множеств Aξ обозначают

⋃
ξ

Aξ, а их пересечение —
⋂
ξ

Aξ. Отметим, что

множества Aξ′ и Aξ′′, хотя и имеют различные значения индекса ξ — ξ′ и ξ′′, могут
быть тождественными.

Примеры.

3. Если A и B — множества примера 2, то A ∩ B состоит из точек, лежащих
внутри первого квадранта, исключая точки его границы.

4. Если An — множества примера 1, то P = A1 ∩A2 ∩ . . . ∩ An ∩ . . . пусто.
5. Пусть A = {2, 4, 6, . . . , 2n, . . .}, B = {3, 6, 9, . . . , 3n, . . .}. Тогда C = A ∩B =

{6, 12, . . . , 6n, . . .}.
Из определения объединения и пересечения множеств следует, что операции

объединения и пересечения обладают свойствами коммутативности, например:

A ∪B ∪ C = A ∪ C ∪ B = C ∪ A ∪B = . . .
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и ассоциативности, например:

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

Легко показать, что имеет место следующий закон дистрибутивности:

M ∩
(⋃

ξ

Aξ

)
=
⋃
ξ

(M ∩ Aξ). (1)

В самом деле, если x ∈M∩
(⋃

ξ

Aξ

)
, то x ∈M и x ∈

(⋃
ξ

Aξ

)
. Тогда x принадлежат

хотя бы одному из объединяемых множеств, например, Aξ0 . Но так как, кроме
того, x ∈M , то x ∈M ∩Aξ0 , откуда следует, что x ∈

⋃
ξ

(M ∩Aξ). Пусть, напротив,

x ∈
⋃
ξ

(M ∩ Aξ). Тогда x входит в одно из объединяемых множеств, например,

x ∈M ∩Aξ0 . Но в этом случае x ∈M и x ∈ Aξ0 . Тогда x ∈
⋃
ξ

Aξ, и так как, кроме

того, x ∈M , то x ∈M ∩
(⋃

ξ

Aξ

)
.

Таким образом, всякий элемент, входящий в множество, стоящее в левой ча-
сти равенства (1), входит и в множество, стоящее в правой части равенства (1), и
обратно. Следовательно, эти множества действительно совпадают. Равенство (1)
доказано.

Отметим очевидные равенства

A ∪ A = A, A ∩ A = A,

а также равенства

A ∪ B = A, A ∩B = B при B ⊂ A.

Пусть даны множества A и B. Элементы множества A, не входящие в B, об-
разуют множество, называемое разностью множеств A и B, которая обозначается
A \B. Если B есть подмножество множества A, то разность A \B называют так-
же дополнением множества B до множества A и обозначают CBA. Если из текста
ясно, до какого множества берется дополнение, то пишут просто CB. Например,
дополнением множества всех положительных четных чисел до множества N всех
натуральных чисел будет множество всех положительных нечетных чисел.

Заметим, что закон ассоциативности при комбинировании операций объеди-
нения и вычитания, вообще говоря, не имеет места. Так, в общем случае (A \B)∪
B �= A. Например, если A = {1, 2, 3, 4}, B = {3, 4, 5, 6}, то A \ B = {1, 2}, откуда
(A \ B) ∪ B = {1, 2, 3, 4, 5, 6} �= A. Однако если B ⊂ A, то легко проверить, что
(A \B) ∪ B = A, и наоборот, если имеет место это равенство, то B ⊂ A.

Принцип двойственности. Пусть множества Aξ являются подмножествами
множества M. Тогда

C

(⋂
ξ

Aξ

)
=
⋃
ξ

CAξ, (2)
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C

(⋃
ξ

Aξ

)
=
⋂
ξ

CAξ, (3)

где дополнение берется до множества M.

Докажем первое из этих равенств (второе доказывается аналогично).

Пусть a ∈
⋃
ξ

CAξ. Тогда a принадлежит, по крайней мере, одному из объеди-

няемых множеств, например CAξ0 . Следовательно, a ∈ M и a /∈ Aξ0. Поэтому a /∈⋂
ξ

CAξ, и так как x ∈ M, то x ∈ C

(⋂
ξ

Aξ

)
. Таким образом,

⋃
ξ

CAξ ⊂ C

(⋂
ξ

Aξ

)
.

Пусть, напротив, x ∈ C

(⋂
ξ

Aξ

)
. Это значит, что b ∈ M и b /∈

⋂
ξ

Aξ. Отсюда

следует, что b не принадлежит хотя бы одному из множеств Aξ, например Aξ′.

Следовательно, b ∈ CAξ′ и поэтому b ∈
⋃
ξ

CAξ. Таким образом, C
(⋂

ξ

Aξ

)
⊂⋃

ξ

CAξ.

В сочетании с предыдущим утверждением это означает, что множества в обе-
их частях равенства (2) совпадают.

Замечание. Равенство (3) можно вывести из равенства (1), если воспользо-
ваться очевидным равенством C(CM) = M , справедливым для любого множества
M ⊂ M.

§ 2. Эквивалентные множества. Мощность. Счетные множества

Пусть даны два множества A и B, составленные из элементов любой природы.
Если каждому элементу a ∈ A по некоторому правилу или закону ставится в
соответствие единственный, вполне определенный элемент b ∈ B, и обратно, в силу
того же самого правила, каждому элементу b ∈ B соответствует единственный
элемент a ∈ A, то говорят, что между элементами множеств A и B установлено
взаимно однозначное соответствие. Оно обозначается A ∼ B. Если a ∈ A и b ∈ B
— соответствующие друг другу элементы, то это соответствие обозначают a↔ b.

Примеры.

1. Пусть A — полуокружность без концевых точек, O — ее центр, B — бес-
конечная прямая. Между множествами точек A и B можно установить взаимно
однозначное соответствие. Закон соответствия ясен из чертежа (рис. 2).

2. Пусть N = {1, 2, . . . , n, . . . }, M = {2, 4, . . . , 2n, . . .}. Соответствие n ↔ 2n,
очевидно, взаимно однозначное.

Если между элементами множеств A и B можно установить взаимно одно-
значное соответствие, эти множества называются эквивалентными. Легко прове-
рить, что: 1) A ∼ A, 2) если A ∼ B, то B ∼ A, 3) если A ∼ B, B ∼ C, то A ∼ C.
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a

b

Рис. 2

Согласно примеру 2, множество всех натуральных чисел эквивалентно мно-
жеству всех четных чисел.

Рассмотрим два эквивалентных множества A и B, состоящих из конечного
числа элементов. Ясно, что они содержат одно и то же число элементов. Поэто-
му можно считать, что число элементов конечного множества есть то общее, что
имеется у всех эквивалентных друг другу конечных множеств. Из сказанного вы-
текает следующее определение.

Определение.Мощностью произвольного множества A называется то общее,
что есть у всех множеств, эквивалентных данному множеству. Два множества,
имеющие одинаковую мощность, называются равномощными.

Вернемся к примеру 2. Множества этого примера эквивалентны, и в то же
время M есть собственное подмножество множества N. Мы сталкиваемся здесь с
невозможной для конечных множеств ситуацией, когда правильная часть множе-
ства имеет ту же мощность, что и все множество.

Это свойство характерно для бесконечных множеств, и, как увидим далее,
в любой бесконечном множестве можно выделить правильную часть, эквивалент-
ную всему множеству.

Рассмотрим множество A, эквивалентное множеству N натуральных чисел.
Из определения эквивалентности множества следует, что элементам из множества
A можно поставить во взаимно однозначное соответствие числа натурального ря-
да, т.е. что элементы множества можно занумеровать, обозначив через an тот
элемент множества A, который поставлен в соответствие числу n. Итак,

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} или A = {an}.

Множество A эквивалентное множеству чисел натурального ряда, называется
счетным множеством.

Докажем две теоремы и лемму о счетных множествах.

Теорема 1. Всякое бесконечное множество M содержит счетное подмно-
жество A, и притом такое, что M \A бесконечно.

Доказательство. Возьмем два произвольных различных элемента множе-
ства M и обозначим их a1 и b1. Так как множество M бесконечно, то оно не
исчерпывается элементами a1 и b1, и в нем можно взять два различных элемента
a2 и b2, отличных от элементов a1 и b1. Снова множество M не исчерпывается эле-
ментами a1, b1, a2, b2 и в нем можно найти два различных элемента a3, b3, отличных
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от a1, b1, a2, b2, и т.д. до бесконечности. Мы получим, таким образом, два непересе-
кающихся счетных подмножества A = {a1, a2, . . . , an, . . .} и B = {b1, b2, . . . , bn, . . .}
множества M . Так как B входит в M \A, то это последнее множество бесконечно.
Теорема доказана.

Лемма 1. Всякое бесконечное подмножество счетного множества есть счет-
ное множество.

Доказательство. Пусть A = {a1, a2, . . . , an, . . .} —– счетное множество, A0 —
бесконечное подмножество множества A. Пусть an1 — элемент из A0 с наимень-
шим номером, т.е. первый элемент из A0, который встретится, если перебирать в
порядке возрастания номеров элементы множества A. Обозначим элемент an1 че-
рез b1. Пусть an2 — элемент из A0 с наименьшим номером, но с большим, чем n1.
Обозначим его b2. Пусть an3 — элемент из A0 с наименьшим номером, но большим
чем n2. Обозначим его b3 и т.д. Ясно, что таким образом мы занумеруем элементы
A0, т.е. A0 = {b1, b2, . . . , bn, . . .}. Лемма доказана.

Теорема 2. Объединение конечного или счетного множества конечных или
счетных множеств есть снова конечное или счетное множество.

Доказательство. Здесь надо различать несколько случаев. Очевидно, что
объединение конечного числа конечных множеств есть конечное множество. Если
имеется счетное множество конечных множеств, то могут быть две возможности.
Если среди элементов объединяемых множеств есть лишь конечное число отлич-
ных друг от друга элементов, то объединение этих множеств, очевидно, конечно.
Если отличных друг от друга элементов в объединяемых множествах бесконечно
много, то объединение будет счетным множеством. В самом деле, возьмем эле-
менты первого из объединяемых множеств A1 и пронумеруем их в каком—либо
порядке. Пусть это будет

a1, a2, . . . , an1 .

Добавим к этим элементам отличные от них элементы второго множества A2 (если
такие есть) и пронумеруем их:

a1, a2, . . . , an1 , an1+1, an1+2, . . . , an2 и т.д.

Поскольку различных элементов бесконечное множество, то процесс их нумерации
не может оборваться после конечного числа шагов, и так как вместе с тем все
элементы объединения занумерованы, получим счетное множество

Покажем, что объединение счетного множества счетных множеств есть счет-
ное множество.

Пусть A1, A2, . . . , An, . . . — счетные множества, B — их объединение:

B =
∞⋃
n=1

An.

Положим, что An = {a(n)
1 , a

(n)
2 , . . . .a

(n)
k , . . .}, где верхний значок указывает то мно-

жество, к которому принадлежит данный элемент. Назовем рангом элемента a(n)
k
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сумму n+k его верхнего и нижнего индексов. Пронумеруем элементы a
(n)
k в поряд-

ке возрастания ранга, а если элементы имеют равные ранги, то в порядке возраста-
ния нижнего индекса, пропуская при этом элементы, занумерованные ранее (ведь
в разных множествах An могут встретиться одинаковые элементы). Получим:

b1 = a
1)
1 , b2 = a

(2)
1 , b3 = a

(1)
2 , b4 = a

(3)
1 , . . . ,

если все эти элементы различны. Если a(2)
2 совпадает, например, с a(1)

2 , то a(2)
2 про-

пускаем, и тогда b5 = a
(1)
3 , b6 = a

(4)
1 , b7 = a

(3)
2 , если каждый из этих элементов

отличен от уже занумерованных и т.д. Ясно, что таким образом можно пронуме-
ровать все элементы множества B, т.е. B будет счетным множеством.

Наконец, объединение конечного числа счетных множеств есть счетное мно-
жество. Доказательство этого факта предоставляется читателю.

Теперь можно доказать важное утверждение о том, что всякое бесконечное
множество равномощно некоторое своей правильной части.

Теорема 3. Из всякого бесконечного множества можно выделить конеч-
ное или счетное подмножество так, что оставшееся множество будет экви-
валентно первоначальному.

Доказательство. Пусть M — бесконечное множество. При доказательстве
теоремы мы видели, что из M можно выделить два непересекающихся счетных
подмножества A = {an} и B = {bn}. Пусть

M0 = M \ (A ∪ B) = (M \ A) \B.

Тогда
M = M0 ∪ (A ∪ B), M \ A = M0 ∪B.

Так как A и B — счетные множества, то A ∪ B также счетное множество, т.е.
B ∼ A ∪ B. Отсюда следует, что M ∼ M \ A, потому что любой элемент x ∈ M
взаимно однозначно соответствует или самому себе, если x ∈ M0, или элементу
y ∈ B, если x ∈ A ∪ B (в силу эквивалентности A ∪ B и B), и обратно,каждый
элемент u ∈ M \ A ставится в соответствие или самому себе, если u ∈ M0, или
элементу v ∈ A ∪B, если он входит в B. Теорема доказана.

Аналогичным образом рассматривается случай выделения конечного множе-
ства.

Теорема 4. Если к бесконечному множеству прибавить конечное или счет-
ное множество, то мощность полученного множества будет равна мощности
первоначально данного множества.

Доказательство. Пусть M — бесконечное множество, A — конечное или
счетное множество. Достаточно рассмотреть случай, когда M ∩ A = ∅. Выделим
из M счетное подмножество B так, чтобы M0 = M \ B было не пусто. Тогда
M = M0∪B, M ∪A = M0∪ (A∪B). Так как M0 ∼ M0 и B ∼ A∪B, то M ∼M ∪A.
Теорема доказана.

Из теоремы 2 можно получить ряд следствий.

17



1. Если элементы множества A снабжены конечным числом индексов, каж-
дый из которых независимо от других пробегает счетное множество значений,
то A — счетное множество.

Докажем это утверждение с помощью метода индукции. Если индекс у эле-
ментов один: A = {ak0}, теорема тривиальна. Предположим, что она верна и для
случая элементов с (n − 1) индексами. Покажем, что теорема верна для случая
элементов с n индексами. Пусть A = {ak1,k2,...,kn}, где каждый индекс ki пробега-
ет счетное множество значений. Фиксируем какое-нибудь значение k0

n последнего
индекса kn. Элементы с таким фиксированным значением индекса kn определя-
ются n− 1 индексом и, по предположению, образуют счетное множество. Так как
различных значений последнего индекса счетное множество, то всех элементов
принадлежащих A, будет счетное множество счетных множеств, т.е. счетное мно-
жество, что требовалось доказать.

2. Множестве Q всех рациональных чисел счетно.

Рассмотрим дроби вида
p

q
, где p и q целые числа. Каждая такая дробь опре-

деляется двумя индексам, p и q, пробегающими независимо друг от друга счетное
множество значений. Поэтому, согласно следствию 1, дробей вида

p

q
будет счетное

множество. Среди чисел вида
p

q
найдутся повторяющиеся, и если одинаковые чис-

ла считать один раз, то получим все рациональные числа. Рациональных чисел
бесконечно много. Следовательно, множество рациональных чисел есть бесконеч-
ное подмножество счетного множества дробей вида

p

q
, т.е., по лемме 1, — счетное

множество.

§ 3. Теория вещественных чисел по Дедекинду1

Длину прямолинейных отрезков измеряют обычно приближенно, причем сте-
пень точности измерения зависит от того, для какой цели оно производится. Из-
меряя отрезок приближенно, различают приближенные значения длины этого от-
резка по недостатку и по избытку. Длина известна тем точнее, чей больше имеется
ее приближенных значений по недостатку и по избытку.

Если отрезок соизмерим с единицей масштаба, то в процессе его измерения
получают точное значение длины отрезка, выраженной дробью

p

q
. Если отрезок

несоизмерим с единицей масштаба, то, производя обычное в математике абстра-
гирование, находят, что длина такого отрезка есть «нечто» большее всех прибли-
женных рациональных значений его длины по недостатку и меньшее всех прибли-
женных рациональных значений его длины по избытку. Это «нечто» есть ирраци-
ональное число.

Теория вещественных чисел Дедекинда, излагаемая далее,представляет собой
логически строгую реализацию приведенных рассуждений.

1Р. Дедекинд (1831–1916) — немецкий математик.
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Напомнив некоторые свойства множества всех рациональных чисел, которые
предполагаются известными читателю.

1. Множество Q линейно упорядочено, т.е. если r1 и r2 — два рациональных
числа, то или r1 < r2 или r1 = r2, или r1 > r2. При этом: а) если r1 < r2 и r2 < r3,
то r1 < r3; б) если r1 < r2 и r — любое, то r1 + r < r2 + r; в) если r1 < r2 и r > 0,
то rr1 < rr2.

2. Множество Q архимедово, т.е. если r1 и r2 — два положительных рацио-
нальных числа и r1 < r2, то найдется натуральное число n, такое, что nr1 > r2.

3.Множество Q обладает, свойством плотности: если r1 и r2 — два различных
рациональных числа, и, например, r1 < r2, то существует третье рациональное
число r3, такое, что r1 < r3 < r2. В качестве числа r3 можно взять

r1 + r2
2

.

Определение 1. Разобьем множество Q всех рациональных чисел на два
непустых класса (подмножества) A и B так, что

1◦) A ∪ B = Q;
2◦) каждое число a ∈ A меньше каждого числа b ∈ B.

Такое разбиение множества на два класса назовем сечением и обозначим че-
рез (A,B).

Множество A называется нижним классом, множество B — верхним классом.
Из 2◦ следует, что A ∩ B = ∅, ибо если r ∈ A и r ∈ B, то r < r, что невозможно.
Далее, если a ∈ A и a′ < a, то a′ ∈ A, и аналогично, если b ∈ B и b′ > b, то b′ ∈ B.
Ясно, что B = Q \ A и A = Q \B.

Возможны три типа сечений в множестве Q.

I. В нижнем классе A есть наибольшее число a0. Легко видеть, что в этой слу-
чае в верхнем классе нет наименьшего числа. В самом деле, если бы такое число
b0 существовало, то любое рациональное число r, удовлетворяющее неравенству

a0 < r < b0, например
a0 + b0

2
, не могло бы принадлежать ни к нижнему клас-

су (оно больше a0 — наибольшего числа нижнего класса), ни к верхнему классу
(оно меньше b0 — наименьшего числа нижнего класса), т.е. r /∈ A ∪ B = Q, что
невозможно. Пример сечения первого типа:

A = {a ∈ Q| a ≤ 2}, B = {b ∈ Q| b > 2}.

II. В верхнем классе B есть наименьшее число b0. Тогда в нижнем классе A
нет наибольшего числа, в чем убеждаемся так же, как и выше. Пример сечения
второго типа:

A = {a ∈ Q| a < 0}, B = {b ∈ Q| b ≥ 0}.
Будем говорить, что в первом случае наибольшее число нижнего класса по-

рождает, или производит, сечение первого типа, во втором случае наименьшее
число верхнего класса порождает сечение второго типа, и обратно — сечение пер-
вого иди второго типа определяет однозначно рациональное число, являющееся
соответственно наибольшим в нижнем классе или наименьшим в верхнем классе.
Будем называть такое число r0 пограничным между классами A и B.
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Заметим, что одно и тоже рациональное число r0 может породить два сечения:
первого типа, если

A = {a ∈ Q| a ≤ r0}, B = {b ∈ Q| b > r0},

и второго типа, если

A = {a ∈ Q| a < r0}, B = {b ∈ Q| b ≥ r0}.

И обратно, одно и то же рациональное число может определяться двумя сечениями
указанных типов. Назовем два таких сечения эквивалентными и, если потребует-
ся вместо рационального числа рассматривать определяющее его сечение, будем
брать из двух эквивалентных сечений то, которое окажется для наших рассужде-
ний более удобным.

Если рациональное число r0 порождает сечение (A,B) или определяется этим
сечением, то r0 ∼ (A,B). Это означает, что r0 и (A,B) соответствуют друг другу.

III. В нижнем классе A нет наибольшего числа, а в верхнем классе B нет
наименьшего числа. Пример сечения третьего типа

A = {a ∈ Q| a ≤ 0} ∪ {a ∈ Q| a2 < 2}, B = {b ∈ Q|]b > 0, b2 > 2}.

Докажем, например, что в нижнем классе этого сечения нет наибольшего

числа. Пусть a ∈ A. Можно считать, что a > 0. Положим a′ = a +
1

n
. Если

натуральное число n возможно выбрать так, что
(
a +

1

n

)2

< 2, то требуемое

будет доказано, так как a′ ∈ A и a′ > a.

Неравенство
(
a+

1

n

)2

< 2 или a2 + 2a
1

n
+

1

n2
< 2 эквивалентно неравенству

2a
1

n
+

1

n2
< 2−a2 (заметим, что 2−a2 > 0, так как a2 < 2). Но 2a

1

n
+

1

n2
< 2a

1

n
+

1

n

и если n можно выбрать так, что 2a
1

n
+

1

n
< 2 − a2, то 2a

1

n
+

1

n2
< 2 − a2.

Неравенство 2a
1

n
+

1

n
< 2−a2 будет, очевидно, удовлетворяться, если

1

n
<

2 − a2

2a+ 1
,

т.е. если n >
2a+ 1

2 − a2
.

Итак,(
n >

2a+ 1

2 − a2

)
⇔
(

1

n
<

2 − a2

2a + 1

)
⇔
(

2a
1

n
+

1

n
< 2 − a2

)
⇒

⇒
(

2a
1

n
+

1

n2
< 2 − a2

)
⇔
((

a+
1

n

)2

< 2

)
.

Утверждение доказано.

Аналогичным образом можно доказать, что в классе B нет наименьшего чис-
ла.
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Если (A,B) есть сечение третьего типа в множестве всех рациональных чисел,
то не существует рационального числа, которое порождает это сечение и будет или
наибольшим числом в классе A, или наименьшим числом в классе B. В этом случае
вводится единственное новое число — так называемое иррациональное, которое, по
определению, больше всех рациональных чисел класса A (рациональных прибли-
жений по недостатку) и меньше всех рациональных чисел класса B (рациональных
приближений по избытку). Так, сечение (A,B), где B = {b ∈ Q| b > 0, b2 > 2},
A = Q \B порождает иррациональное число

√
2.

Итак, если (A,B) — сечение третьего типа, вводим новое число α ∼ (A,B),
причем, по определению,

1◦) α — единственное,
2◦) α > a — для любого a ∈ A,
3◦) α < b — для любого b ∈ B.

Будем говорить также, что α порождает сечение (A,B) третьего типа в мно-
жестве Q и что оно является пограничным числом между числами классов A и
B.

Таким образом, задать иррациональное число — это значит задать сечение
третьего типа в множестве всех рациональных чисел.

Совокупность всех сечений третьего типа в множестве Q порождает сово-
купность всех иррациональных чисел. Множество всех рациональных и иррацио-
нальных чисел образует множество всех вещественных чисел, которое мы будем
обозначать буквой R.

Введем упорядочение в множестве R вещественных чисел, т.е. укажем, как
сравнивать вещественные числа по величине. При этом не будем делать разли-
чия между рациональными и иррациональными числами, проверяя, однако, для
рациональных чисел совпадение новых определений с имевшимися ранее.

Пусть α ∼ (A,B) и α′ ∼ (A′, B′) — два различных вещественных числа. Это
значит, что A �= A′ и, следовательно, B �= B′. При этом возможны два случая.
Во-первых, может существовать рациональное число a/ ∈ A′, не принадлежащее
классу A и потому входящее в класс B (существует рациональное приближение
по недостатку числа α′, являющегося в то же время рациональным приближением
по избытку числа α). Положим в этом случае, по определению, что α < α′.

Нетрудно проверить, что в рассматриваемой случае A ⊂ A′, причем A есть
собственное подмножество множества A′. В самом деле, так как a′ ∈ B, то, со-
гласно определению сечения, все числа a класса A меньше a′. Но тогда все числа
класса A меньше и всех чисел класса B′, которые больше числа a′ ∈ A′. Следо-
вательно, все числа класса A входят в класс A′, и так как A �= A′, то строгое
включение A ⊂ A′ доказано.

Вторая возможность: каждое число a′ ∈ A′ входит в класс A, т.е. A′ ⊂ A.
Так как A′ �= A, то включение строгое. Поэтому найдется число a ∈ A, которое
не войдет в класс A′ и, следовательно, войдет в класс B′. В этом случае в отли-
чие от предыдущего случая числа α и α′ поменялись ролями, вследствие чего по
определению α′ < α.

21



Проверим, совпадает ли данное определение неравенства вещественных чисел
с определением неравенства рациональных чисел, данным ранее, если оба числа
α ∼ (A,B) и α′ ∼ (A′, B′) — рациональные. Пусть, например, α — наименьшее чис-
ло класса B, α′ — наибольшее число класса A′, A — правильное подмножество мно-
жества A′, т.е. α < α′ по новому определению (рассмотрение других возможных
комбинаций предоставляется читателю). В классе A′ найдется число a′, принадле-
жащее классу B. Поскольку α — наименьшее число класса B, то α ≤ a′. С другой
стороны, a′ ≤ α′, так как α′ — наибольшее число класса A′. Итак α ≤ a′ ≤ α′, т.е.
α ≤ α′, и так как α и α′ — различные рациональные числа, то α < α′, так что оба
определения неравенства рациональных чисел совпадают.

Наконец, если α — рационально и α′ ∼ (A′, B′) — иррационально, то α при-
надлежит одному из классов — A′ или B′, например, α ∈ A′. Пусть, далее, (A,B)
— сечение первого типа, определяющее число α, т.е.

A = {a ∈ Q| a ≤ α}, B = {b ∈ Q| b > α}.

Так как в классе A′ нет наибольшего числа, то найдется a0 ∈ A′ большее чем α ,
и, следовательно, a0 ∈ B. Поэтому α < α′. Это совпадает со сделанным при опре-
делении иррационального числа соглашением, что оно больше всех рациональных
чисел нижнего класса сечения, определяющего данное иррациональное число.

Итак, для двух любых вещественных чисел α и α′ α = α′ (когда A = A′ и
B = B′), или α < α′, или α > α′.

Замечание. Из определения, неравенства вещественных чисел следует, что
каковы бы ни были два вещественных числа α и β > α, всегда найдется рацио-
нальное число r, такое, что

α < r < β.

В связи с этим говорят, что множестве рациональных чисел Q лежит всюду плотно
в множестве всех вещественных чисел R.

С помощью рассуждений, аналогичных предыдущим, без труда можно про-
верить, что если α < β и β < γ, то α < γ.

Как и в случае рациональных чисел, вещественные числа, большие нуля, бу-
дем называть положительными, меньшие нуля — отрицательными.

Прежде чем переходить к определению арифметических действий над веще-
ственными числами, установим две леммы, которые понадобятся для последую-
щих рассуждений.

Лемма 1. Для любого рационального числе r0 > 0 и любого вещественного
числа α ∼ (A,B) найдутся два рациональных числа r′ и r′′, такие, что r′ < α < r′′

(т.е. r′ ∈ A, r′′ ∈ B) и r′′ − r′ < r0.
Доказательство следует непосредственно из архимедовости множества ра-

циональных чисел. В самом деле, пусть a — произвольное число класса A и b —
произвольное число класса B, отличное от α, если α рационально. Разность b− a
есть положительное рациональнее число, и потому найдется такое натуральное
число n, что n

r0
2
> b− a или a+n

r0
2
> b, т.е. a+n

r0
2

окажется в классе B. Пусть
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n0 — наименьшее из таких натуральных чисел и, следовательно,

a+ (n0 − 1)
r0
2

∈ A, a+ n0
r0
2

∈ B.

Положим
r′ = a + (n0 − 1)

r0
2
, r′′ = a + n0

r0
2
.

Тогда r′ ∈ A, r′′ ∈ B, т.е. r′ < α < r′′ и r′′ − r′ =
r0
2
< r0.

Лемма доказана.

Определение 2. Числа r′ и r′′ называются рациональными приближениями
по недостатку и по избытку с точностью до r0 вещественного числа α.

Следствие Для любого вещественного числа ε > 0 и любого вещественно-
го числа α найдутся рациональные приближения числа α по недостатку и по
избытку с точностью до ε.

В самом деле, для этого достаточно взять рациональное число r0, такое, что
0 < r0 < ε, рациональные приближения числа α с точностью до r0.

Лемма 2. Если вещественные числа α и α′ таковы, что для любого рацио-
нального числа r0 > 0 найдутся рациональные числа r1 и r2, удовлетворяющие
неравенствам

r1 ≤ α ≤ r2, r1 ≤ α′ ≤ r2, r2 − r1 < r0,

то α = α′.

Доказательство. В самом деле, пусть, например, α < α′. Б силу того, что
рациональные числа лежат всюду плотно в множестве вещественных чисел, най-
дутся r′ ∈ Q, r′′ ∈ Q, такие, что α < r′ < r′′ < α′. Положим r′′ − r′ = r0.
Тогда для любых рациональных чисел r1 и r2, удовлетворяющих неравенству
r1 ≤ α < r′ < r′′ < α′ < r2, будем иметь r2 − r1 > r′′ − r′ = r0, что противоречит
условию. Следовательно, предположение, что α �= α′, неверно. Лемма доказана.

Определим теперь сумму вещественных чисел α ∼ (A,B) и α′ ∼ (A′, B′).
Построим новое сечение (A′′, B′′), относя к классу A′′ все рациональные числа,
меньшие всех чисел вида b+ b′, b ∈ B, b′ ∈ B′, и к классу B′′ — все остальные чис-
ла. В частности, класс A′′ содержит все числа вида a+ a′, а класс B′′ — все числа
вида b+ b′. Ясно, что A′′ ∪B′′ = Q, и нетрудно проверить, что любое число класса
A′′ меньше любого числа классе B′′. Таким образом, (A′′, B′′) есть действитель-
но сечение в множестве всех рациональных чисел. Число α′′ ∼ (A′′, B′′) назовем
суммой вещественных чисел α и α′ и запишем его, как и в случае рациональных
чисел, в виде: α′′ = α + α′.

В силу определения, число α′′ больше всех сумм рациональных приближений
по недостатку чисел α и α′ и меньше всех сумм рациональных приближений по
избытку этих чисел.

Снова покажем, что в случае рациональных чисел α и α′ новое определение
суммы совпадает с уже имеющимся. Из эквивалентных сечений, определяющих
числа α и α′, выберем сечения первого типа, тек что α и α′ будут наибольшими
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числами в классах A и A′ соответственно. Тогда в класс A′′ = {r ∈ Q| r < b + b′}
войдет число α + α′ и будет, очевидно, в этом классе наибольшим. Это означает,
что сечение (A′′, B′′) определяет число α+ α′, т.е. что α+α′ есть сумма чисел α и
α′, по новому определению. Лемма доказана.

Можно показать, что сложение вещественных чисел обладает всеми обычны-
ми свойствами, а именно:

1) α + α′ = α′ + α,
2) (α + β) + γ = α + (β + γ),
3) α + 0 = α,
4) α ≤ α′, β ≤ β ′ ⇒ α + β ≤ α′ + β ′.

Определим вещественное число, противоположное данному. Пусть α ∼ (A,B);
положим A′ = {−b| b ∈ Q}, B′ = {−a| a ∈ Q}. Легко проверить, что (A′, B′) есть
сечение в множестве �. Число, определяемое этим сечением, назовем числом, про-
тивоположным α, и обозначим −α.

Покажем, что α + (−α) = 0. По определению суммы вещественных чисел,
сумма α + (−α) порождается сечением (A′′, B′′), где A′′ содержит все числа вида
a− b, а B′′ содержит все числа вида b− a, a ∈ A, b ∈ B. Пусть r0 — произвольное
положительное рациональное число. По лемме 1, найдется число a0 ∈ A и число
b0 ∈ B, такие, что b0 − a0 <

r0
2
, следовательно, a0 − b0 > −r0

2
. Но b0 − a0 ∈ B′′,

a0 − b0 ∈ A′′. Поэтому
a0 − b0 < α + (−α) < b0 − a0. (1)

С другой стороны,
a0 − b0 < 0 < b0 − a0. (2)

Наконец,
(b0 − a0) − (a0 − b0) ≤ r0. (3)

По лемме 2, из неравенств (1), (2) и (3) следует, что α + (−α) = 0.

Положим, по определению, что α − β = α + (−β). Можно проверить, что
обычные свойстве вычитания, такие как, например,

(α+ β) − β = α, α + β − (γ + δ) = (α− γ) + (β − δ)

и т.п., остаются верными для любых вещественных чисел.

Если α = 0, то −α = 0; если α > 0, то −α < 0; если α < 0, то −α > 0,
что легко проверить. То из двух чисел α и −α, которое является положительным,
обозначается |α| и называется абсолютной величиной или модулем вещественного
числа α. Очевидно, что |α| = | − α|. Без труда можно доказать, что

|α+ β| ≤ |α| + |β|. (4)

Из выражения (4) следует неравенство

||α| − |β|| ≤ |α− β|. (5)

В самом деле, положим α− β = γ и, следовательно, α = β + γ. По доказанному,

|α| = |β + γ| ≤ |β| + |γ| = |β| + |α− β|
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или
|α| − |β| ≤ |α− β|. (6)

Поменяв местами α и β, получим: |β| − |α| ≤ |α− β|, или, что все равно,

−(|α| − |β|) ≤ |α− β|. (7)

Одно ив чисел (|α| − |β|) и −(|α| − |β|) неотрицательно и, следовательно, есть
||α| − |β||. Но тогда соответствующее из неравенств (6) и (7) означает, что

||α| − |β|| ≤ |α− β|,

что требовалось доказать.
Отметим, наконец, что если |α| ≤ β, то это означает, что и α ≤ β и −α ≤ β,

т.е. −β ≤ α ≤ β, и обратно, последняя система неравенств означает, что |α| ≤ β.

Перейдем к определению произведений двух вещественных чисел. Предполо-
жим сначала, что α > 0, α′ > 0, α ∼ (A,B), α′ ∼ (A′, B′). Построим новое сечение
(A′′, B′′), включив в класс A′′ все отрицательные рациональные числа, число нуль
и все положительные рациональные числа, меньшие всех произведений вида bb′,
b ∈ B, b′ ∈ B′, а класс B′′ — все остальные рациональные числа. В частности, к
классу A′′ отнесем все произведения aa′, a ∈ A, a′ ∈ A′, a > 0, a′ > 0; к классу B′′ —
все произведения bb′, b ∈ B, b′ ∈ B′. Легко проверить, что (A′′, B′′) действительно
является сечением в множестве Q. Число α′′ ∼ (A′′, B′′) назовем произведением
чисел α и α′ и запишем в следующем виде: α′′ = αα′.

Далее, положим, по определению, что для любого вещественного числа α, α ·
0 = 0 ·α = 0. Наконец, если α и α′ — вещественные числа произвольных знаков, то,
по определению, αα′ = ±|α| |α′|, где берется знак плюс, если оба перемножаемые
числа одного знака, и знак минус — в противоположном случае.

Легко доказать, что если α и α′ — положительные рациональные числа, т.е.
α ∼ (A,B), A = {r ∈ Q‖r ≤ α}, B = Q \ A, α′ ∼ (A′, B′), A′ = {r ∈ Q| r ≤ α′},
B = Q \ A′, то

A′′ = {r ∈ Q| r ≤ 0} ∪ {r ∈ v| r > 0, r ≤ αα′},
B′′ = {r ∈ Q| r > 0, r > αα′},

так что новое определение произведения положительных рациональных чисел сов-
падает с уже имевшимся в множестве Q.

Можно показать, что:
1) αβ = βα,
2) α · 1 = 1 · α = α,
3) (αβ)γ = α(βγ),
4) α(β + γ) = αβ + αγ,
5) если α > β, γ > 0, то αγ > βγ.

Доказательства этих утверждений несложны, но достаточно длинны. Их мож-
но найти в более полных курсах математического анализа (см., например, Г.М.
Фихтенгольц. Курс дифференциального и интегрального исчисления, М., 1970.,
т. 1).
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Определим для вещественного числа α �= 0 обратное число α′, такое, что
αα′ = 1. Достаточно рассмотреть случай, когда α > 0. Пусть α ∼ (A,B). Постро-
им сечение (A′, B′), относя к классу A все отрицательные рациональные числа,

число нуль и все положительные рациональные числа вида
1

b
, где b ∈ B. К клас-

су B′ отнесем все положительные рациональные числа вида
1

a
, a ∈ A, a > 0.

Легко проверить, что каждое число класса A′ меньше каждого числа класса B′.
Покажем, что A′ ∪ B′ = Q. Если r ∈ Q и r ≤ 0, то r ∈ A′. Пусть r > 0. Тогда
1

r
> 0 и рационально, следовательно, попадает в класс A или класс B, например,

1

r
= a ∈ A. Тогда r =

1

a
, a ∈ A, a > 0, т.е. r ∈ B′, и равенство A′∪B′ = Q доказано.

Покажем, опираясь на леммы 1 и 2, что αα′ = 1. Так как α > 0, то в классе
A имеются положительные рациональные числа. Пусть s — одно из них. Выберем
также некоторое число t в классе B. Фиксируем эти числа. В силу леммы 1, для
заданного рационального числа r0 найдутся такие числа a1 ∈ A и b1 ∈ B, что

b1 − a1 <
1

2
r0s. Точно так же найдутся два числа — a2 ∈ A и b2 ∈ B, такие, что

1

a2

− 1

b2
<
r0
2t
. При этом можно считать, что a2 ≥ s, так как в противном случае

надо было бы взять в качестве a2 или s, или рациональное число, большее s, отчего

разность
1

a2
− 1

b2
только уменьшилась бы. Число

1

b2
принадлежит классу A′, число

1

a2
— классу B′. Поэтому a1

1

b2
< αα′ < b1

1

a2
. С другой стороны,

b1
1

a2
− a1

1

b2
=
b1
a2

− a1

a2
+
a1

a2
− a1

b2
=

=
1

a2

(b1 − a1) + a2

(
1

a2

− 1

b2

)
<

1

s

1

2
r0s+ t

r0
2t

= r0.

Так как
a1

b2
< 1 и

b1
a2

> 1, то
a1

b2
< 1 <

b1
a2

. Таким образом, оба числа αα′ и 1 заклю-
чены между рациональными числами, разность которых меньше r0, и поскольку
r0 выбран произвольно, то, по лемме 2, αα′ = 1.

Теперь частное вещественных чисел α и β определяем как произведение α и
1

β
:

α

β
= α · 1

β
.

Снова можно доказать, что все свойства операции деления рациональных чисел
сохраняются и при делении вещественных чисел.

Итак, множество рациональных чисел можно расширить до множества веще-
ственных чисел без потери существенных свойств множества рациональных чисел.

Следующая теорема особенно важная. Она показывает, что множество веще-
ственных чисел невозможно пополнить новыми числами так, как это было сделано
с множеством рациональных чисел.
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Теорема Дедекинда (о полноте множества вещественных чисел). Пусть
множестве R всех вещественных чисел разбито на два класса A и B так, что:

1) A �= ∅, B �= ∅, A ∪B = R,
2) каждое число α класса A меньше каждого числа β класса B.
Тогда или в классе A есть наибольшее число, или в классе B есть наимень-

шее число.

Доказательство. Пусть A0 — множество рациональных чисел класса A, B0

— множество рациональных чисел класса B. Легко видеть, что:
1) A0 �= ∅, B0 �= ∅, A0 ∪B0 = Q,
2) для любых a ∈ A0 и b ∈ B0, a < b.

Следовательно, (A0, B0) есть сечение в множестве Q всех рациональных чи-
сел, которое определяет некоторое вещественное число ξ. Это число принадлежит
одному из классов A или B, например ξ ∈ A. Покажем, что ξ — наибольшее число
в классе A. Если это неверно, то существует вещественное число η ∈ A, такое, что
η > ξ. Возьмем любое рациональное число r, лежащее между ξ и η, ξ < r < η.
Тогда, с одной стороны, r ∈ A, так как r < η ∈ A, и потому r ∈ A0. С другой сто-
роны, r > ξ, откуда следует, что r ∈ B0. Но это невозможно, так как A0 ∩ B0 = ∅.
Следовательно, ξ — наибольшее число класса A. Теорема доказана.

В качестве примера использование метода введения вещественных чисел с
помощью сечений докажем существование арифметического корня любой степени
из положительного вещественного числа.

Пусть задано α > 0. Требуется построить число β > 0 такое, чтобы βn =
ββ · · ·β = α. Отнесем к классу A все отрицательные рациональные числа, нуль и
положительные рациональные числа a, такие, что an < α, к классу B все осталь-
ные рациональные числа. Очевидно, (A,B) есть сечение в множестве Q, которое
определяет вещественное число β. Надо доказать, что βn = α. Возьмем произволь-
ное рациональное число r0 > 0 и какое-нибудь число b0 ∈ B, большее 1. Выберем
затем положительные числа r′ ∈ A и r′′ ∈ B так, чтобы

r′′ − r′ <
r0

nbn−1
0

, r′′ < b0.

Тогда r′ < β < r′′ и, следовательно, (r′)n < βn < (r′′)n. Кроме того, r′ ∈ A и r′′ ∈ B,
то (r′)n < α < (r′′)n. Наконец,

(r′′)n − (r′)n = (r′′ − r′)[(r′′)n−1 + (r′′)n−2r′ + . . .+ (r′)n−1] <

< (r′′ − r′)nbn−1
0 <

r0

nbn−1
0

nbn−1
0 = r0.

Из всего этого, в силу леммы 2, следует, что βn = α.

Покажем теперь, что любой отрезок можно измерить с помощью любой еди-
ницы масштаба, поставив в соответствие отрезку вещественное число — длину
этого отрезка. Покажем также, что существует отрезок, имеющий своей длиной
любое, наперед заданное вещественное число. Собственно говоря, здесь будет стро-
го обоснован метод координат на прямой линии, состоящий в установлении взаим-
но однозначного соответствия между точками прямой и вещественными числами.
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При этом нам придется опереться на аксиому непрерывности прямой, которая в
школьных учебниках явно не формулируется, но используется во многих рассуж-
дениях и доказательствах.

Возьмем прямую, выберем на ней начало отсчета — нулевую точку (рис. 3),
направление и единицу масштаба. Построим на прямой точки с абсциссами ±p

q
(где p и q — натуральные числа), откладывая от точки 0 вправо, соответственно

влево, p раз
1

q
-ю часть единицы масштаба:

−9
4 −1 0 1 2

11
4 M

Рис. 3

Полученные точки назовем рациональными точками прямой. Пусть на пря-
мой задав отрезок OM . Если этот отрезок соизмерим с единицей масштаба, то
точка M совпадает с некоторой рациональной точкой, абсолютная величина абс-
циссы ±p

q
которой будет длиной отрезка OM . Если отрезок OM несоизмерим с

единицей масштаба, то все рациональные точки можно будет разделить на два
класса; класс Ã точек, лежащих левее M , и класс B̃ точек, лежащих правее M .
Пусть A — множество абсцисс точек класса Ã и B — множество абсцисс точек
класса B̃. Легко проверить, что (A,B) есть сечение третьего типа в множестве Q

всех рациональных чисел. Модуль числа α, определяемого сечением (A,B), назо-
вем длиной отрезка OM .

Для установления обратного соответствия нам понадобиться аксиома непре-
рывности прямой линии.

Пусть множество всех точек прямой разбито на два класса — Ã и B̃, так что
каждая точка класса Ã лежит левее каждой точки класса B̃. Тогда на прямой
существует единственная точка M , пограничная между этими классами и явля-
ющаяся или самой правой точкой класса Ã, или самой левой точкой класса B̃.

Если r — рациональное число, то, как мы видели, отрезок длины |r| суще-
ствует. Если α — иррациональное число, определяемое сечением (A,B). Разобьем
множество L точек прямой на два класса Ã и B̃. К классу Ã отнесем все рациональ-
ные точки с абсциссами, принадлежащими классу A, а все точки, не являющиеся
рациональными, но лежащими левее хотя бы одной рациональной точки, отнесен-
ной к классу Ã. К классу B̃ отнесем все остальные точки. Легко проверить, что
разбиение L на Ã и B̃ удовлетворяет условиям аксиомы непрерывности прямой, а
потому существует единственная точка M , пограничная между классами Ã и B̃.
Эту точку M поставим в соответствие числу α, считая |α| длиной отрезка OM .

Если теперь измерить длину построенного отрезка OM , то, очевидно, полу-
чим число |α|. Отсюда следует, что закон, по которому точкам прямой ставятся в
соответствие вещественные числа, тот же, что и закон, по которому вещественным
числам ставится в соответствие точки прямой. А это означает, что между веще-
ственными числами и точками прямой имеется взаимно однозначное соответствие,
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т.е. L ∼ R.

Важно отметить, что соответствие M ↔ α сохраняет порядок, т.е. если M ′

лежит левее M , то α′ < α, и наоборот. Наконец, если длина отрезка OM равна
|α|, а длина отрезка MM ′ есть |β|, то длина отрезка OM ′ равна |α ± β|. Однако
строгие доказательства этих утверждений требует введения новых геометрических
аксиом, и потому опущены.

В дальнейшем широко используется понятие взаимно однозначного соответ-
ствия между множеством всех вещественных чисел и множеством всех точек пря-
мой, часто без различия между вещественным числом и изображающей его точкой
на прямой, которая называется также числовой осью или числовой прямой. При
этом на точки числовой прямой переносится терминология и обозначения, приня-
тые для вещественных чисел. Например, говоря, что точка x лежит левее точки
y, записываем: x < y, отождествляя точку с ее абсциссой на оси.

Наконец, отметим, что всюду в дальнейшем под словом число понимается
вещественное число.

§ 4. Линейные точечные множества

Рассмотрим множества вещественных чисел, или, что все равно, множества
точек прямой линии. Такие множества называют также линейными точечными
множествами. Наиболее часто из этих множеств встречаются следующие.

1. Отрезок или замкнутый интервал [a, b] — множество вещественных чисел
x, удовлетворяющих неравенству a ≤ x ≤ b.

2. Открытый интервал, чаще называемый просто интервалом — множество
точек x прямой, лежащих строго между a и b, т. е. таких, что a < x < b. Интервал
обозначается (a, b) или ]a, b[.

3. Полуоткрытые интервалы или, короче полуинтервалы [a, b) и (a, b] (или
[a, b[ и ]a, b]), состоящие из точек x, удовлетворяющих соответственно неравенствам
a ≤ x < b и a < x ≤ b.

Открытые, замкнутые и полуоткрытые интервалы называются промежут-
ками. Число a является левым концом промежутка, число b — правым концом.
Вещественное число l = b− a есть длина промежутка [a, b]. В число промежутков
включаются также бесконечные и полубесконечные промежутки:

(a,∞) = {x ∈ R| x > a},

[a,∞) = {x ∈ R| x ≥ a},
(−∞,∞) = R.

Читатель сам легко даст определение полубесконечных промежутков (−∞, b]
и (−∞, b).

Большинство множеств вещественных чисел, рассматриваемых далее, пред-
ставляют собой объединение конечного или счетного множества промежутков и
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отдельных точек (отдельную точку иногда удобно рассматривать как замкнутый
промежуток нулевой длины).

Множество M называется ограниченным сверху, если существует число b,
такое, что x ≤ b для любого x ∈M или, что все равно, M ⊂ (−∞, b]. Число b есть
верхняя граница множества M . Ясно, что у ограниченного сверху множества M
существует бесконечно много верхних границ, так как если b — верхняя граница
множества M , то любое число b′ > b является верхней границей этого множества.

Наименьшая среди верхних границ ограниченного сверху множества называ-
ется точной верхней границей или верхней гранью множества M и обозначается
sup M или sup

x∈M
x (sup — первые буквы латинского слова suрrеmum — верхний).

Итак, если β = sup M , то:
1) x ≤ β для любого x ∈M (так как β — верхняя граница множества M);
2) для любого ε > 0 найдется x′ ∈M , такое, что x′ > β − ε (ибо β − ε уже не

будет верхней границей множества M).
Ясно, что если b — какая—либо верхняя граница множества M , то β =

sup M ≤ b, откуда следует, что sup M определяется однозначно.

Примеры.

1. Любое конечное множество M = {x1, x2, . . . , xn} ограничено сверху любым
числом, большим всех чисел x1, x2, . . . , xn. Точная верхняя граница этого множе-
ства есть наибольшее из чисел x1, x2, . . . , xn: max {x1, x2, . . . , xn}.

2. Множество
M = {1, 3, 5, . . . , 2n+ 1, . . .}

не ограничено сверху.

3. Множество M = [−1, 1] ограничено сверху и sup M = 1.

4. Множестве (−∞, 0) ограничено сверху и sup M = 0.

В примерах 1 и 3 sup M ∈M , в примере 4 sup M /∈M .

Множество M называется ограниченным снизу, если существует такое число
a, что x ≥ a для любого x ∈ M , иными словами, если M ⊂ [a,∞). У ограничен-
ного снизу мужества M бесконечно много нижних границ. Наименьшая граница
называется точной нижней границей или нижней гранью и обозначается inf M
(от латинского слова infimum — нижний).

Если α = inf M , то:
1) x ≥ α для x ∈M ,
2) для любого ε > 0 существует x′ ∈M , такое, что x′ < α + ε.

Если множество M ограничено и сверху и снизу, то оно называется ограни-
ченным. В этом случае существует отрезок [a, b], такой, что M ⊂ [a, b].

Возникает вопрос: всякое ли ограниченное сверху множество чисел имеет точ-
ную верхние границу? Если оставаться в области рациональных чисел, то не вся-
кое. Например, множество положительных рациональных чисел, квадрат которых
меньше 2, ограничено сверху, но не имеет в Q точной верхней границы, так как
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в сечении (A,B) ∼
√

2 ни в классе A нет наибольшего числа, ни в классе B нет
наименьшего числа. В множестве R всех вещественных чисел всякое ограниченное
сверху множество имеет точную верхнюю границу, что устанавливается следую-
щей теоремой.

Теорема 1. Всякое непустое ограниченное сверху (снизу) множество веще-
ственных чисел имеет точную верхнюю (нижнюю) границу.

Доказательство. Пусть M ⊂ R ограничено сверху. Если в множестве M
есть наибольшее число, то оно, очевидно, и будет точной верхней границей. Пред-
положим, что наибольшего числа в множестве M нет. Построим сечение (A,B) в
множестве R относя к классу B все верхние границы множества M , к классу A —
все остальные числа. В частности, к классу A отнесем все числа множества M .

Ясно, что A ∪ B = R. Проверим, что любое число класса A меньше любого
числа класса B.

Пусть a ∈ A и b ∈ B — любые. Так как a не является верхней границей
множества M , то найдется x′ ∈ M , такое, что x′ > a. В то же время b — верхняя
граница множества M , позтому x′ ≤ b и, следовательно, a < b. Итак, действи-
тельно, (A,B) сечение в множестве всех вещественных чисел, и, согласно теореме
Дедекинда, или в классе A есть наибольшее число α, или в классе B есть наимень-
шее число β. Покажем, что первая возможность исключается. В самом деле, если
α — наибольшее число нижнего класса A, то для любого x ∈ M имеем x ≤ α. Но
это означает, что α — верхняя граница множества M , которая должна принадле-
жать классу B, что невозможно. Итак, в классе B есть наименьшее число β, т.е.
существует наименьшая из верхних границ. Теорема доказана.

Если множество M не ограничено сверху, то, по определению, полагаем, что
sup M = +∞, если множество M не ограничено снизу, то inf M = −∞.

Укажем некоторые почти очевидные свойства точных верхних и нижних гра-
ниц.

1◦. Если M и N — два множества вещественных чисел, такие, что для любых
x ∈ M и y ∈ N выполняется неравенство x ≤ y, то sup M ≤ inf N . В самом
деле, множеств M ограничено сверху любым числом y ∈ N . Поэтому β = sup M
существует, и β ≤ y. Это неравенство, в свою очередь, означает, что β есть нижняя
граница множества N , к поэтому α = inf N ≥ β, что и требовалось доказать.

2◦. Если множество M = {x} ограничено снизу, то множество M1 = {−x| x ∈
M} ограничено сверху и inf M = − sup M1, т.е. inf

x∈M
x = − sup

x∈M
(−x).

Ограниченность сверху множества M1 очевидна. Пусть β = sup M1. Тогда
−x ≤ β и, следовательно, x ≥ −β для любого x ∈M , т.е. −β есть нижняя граница
множества M . Если γ другая нижняя граница множества M , то −γ есть верхняя
граница множества M1, и потому −γ ≥ β или γ ≤ −β. Таким образом, (−β) —
точная нижняя граница множества M , что требовалось доказать.

3◦. sup
x∈M

(x+ a) = sup
x∈M

x+ a, a ∈ R.

4◦. Если a > 0, то sup
x∈M

(ax) = a sup
x∈M

x.
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5◦. Если M =

∞⋃
n=1

Mn и an = sup Mn, то sup M = sup
n

an.

Эти утверждения предлагаем доказать читателю.

Следующее утверждение весьма часто используется в различных построениях
математического анализа.

Теорема 2 (лемма Кантора о стягивающейся системе отрезков). Пусть
{[an, bn]} — система отрезков, каждый из которых содержится внутри преды-
дущего, т. е. [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], и длина которых с увеличением номера делает-
ся меньше любого наперед заданного положительного числа. Тогда существует
единственная точка, принадлежащая всем этим отрезкам.

Доказательство. Рассмотрим множество {a1, a2, . . . , an, . . .} левых концов
отрезков [an, bn]. Это множество ограничено сверху, например числом b1. Положим
α = sup

n
an. Аналогично β = inf

n
bn, причем, согласно свойству 1◦ точных границ,

α ≤ β. Покажем, что α = β. Если α < β, то любого n имеем: an ≤ α < β ≤ bn, т.е.

bn − an ≥ β − α > 0. (1)

С другой стороны, по условию, длина отрезков становится сколь угодно малой
для достаточно больших n и потому найдется номер n0, такой, что

bn0 − an0 < β − α. (2)

Неравенства (1) и (2) противоречат друг другу, следовательно, предположе-
ние, что α < β, неверно, и α = β. Допустим, что существует точка γ, отличная от
α, такая, что an ≤ γ ≤ bn для всех n, например, γ < α. Как и выше, убеждаемся,
что, с одной стороны, bn − an > α − γ для всех n, с другой — найдется n0, для
которого bn0−an0 < α−γ. Снова приходим к противоречию, следовательно, γ = α.
Теорема доказана.

Заметим, что две только что доказанные теоремы и теорема Дедекинда эк-
вивалентны в ток смысле, что, считая одну из них доказанной, можно вывести
из нее две остальные. (Рекомендуем читателю в качестве упражнения проделать
это.) Поэтому часто говорят, что каждая из трех упомянутых теорем выражает
свойство полноты множества вещественных чисел. Более того, процесс пополнения
множества рациональных чисел вещественными числами можно осуществлять с
помощью понятий любой из этих трех теорем.

Рассмотри всевозможные множества рациональных чисел, ограниченные свер-
ху тоже рациональным числом. У некоторых из этих множеств существует раци-
ональная точная верхняя граница. У других — нет. Во втором случае мы вво-
дим единственное новое число, иррациональное, которое, по определению, больше
всех чисел данного множества и меньше всех рациональных верхних границ это-
го множества. Совокупность всех рациональных и всех таким образом веденных
иррациональных чисел составляет совокупность всех вещественных чисел. Эту
совокупность упорядочиваем, определяем арифметические действия над ее чис-
лами, доказываем, что множество рациональных чисел плотно в множестве ве-
щественных чисел. Затем необходимо показать, что в построенной таким образом
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совокупности всех вещественных чисел всякое ограниченное сверху множество ве-
щественных чисел имеет точную верхнюю границу. С помощью этого утверждения
доказываем теорему Дедекинда.

Рассмотрим стягивающиеся системы отрезков с рациональными концами. Оче-
видно, что не всегда существует рациональное число, принадлежащее всем отрез-
кам (двух таких чисел существовать не может). Если такого числа нет, вводим
единственное новое число, иррациональное, которое, по определению, принадле-
жит всем отрезкам. Совокупность всех рациональных и всех введенных таким
образом иррациональных чисел образует совокупность чисел. Упорядочиваем эту
совокупность, определяем арифметические операции, а затем доказываем, что для
множества всех вещественных чисел верна лемма Кантора. В гл. II мы еще вер-
немся к этому вопросу.

Докажем еще одну теорему.

Теорема 3 (теорема Кантора о несчетности континуума). Множество
точек отрезка [0, 1] несчетно.

Доказательство. Предположим противное, т.е. что множество точек отрезка
[0, 1] счетно. Тогда все точки этого отрезка можно занумеровать:

[0, 1] = {x1, x2, . . . , xn, . . .}.

Возьмем какой-либо отрезок [a,, b1], включенный в [0, 1], длины менее
1

2
и не

содержащий точки x1. Такой отрезок, очевидно, существует. Фиксируем отрезок

[a1, b1] и выберем на нем отрезок [a2, b2] длины менее
1

22
и не содержащий точки x2.

Такой отрезок, также существует, фиксируем его, выбираем на нем отрезок [a3, b3]

длины меньшей
1

23
не содержащей точки x3 и т.д. Получим совокупность отрезков

{[an, bn]}, каждый из которых вложен в предыдущий и длина которых с увеличени-
ем номера становится меньше любого, наперед заданного положительного числа.
По лемме Кантора, существует точка x0, принадлежащая всем отрезкам [an, bn].
С одной стороны, точка x0 ∈ [0, 1], так как все отрезки [an, bn] включены в [0, 1].
С другой стороны, x0 �= xn для любого n, так как x0 ∈ [an, bn], а xn /∈ [an, bn],
откуда следует, что x0 /∈ {x1, x2, . . . , xn, . . .} = [0, 1]. Мы пришли к противоречию,
следовательно, все точки отрезка [0, 1] нельзя занумеровать. Теорема доказана.

Определение. Множество, эквивалентное множеству точек отрезка [0, 1], на-
зывается множеством мощности континуума (латинское слово соntinuum озна-
чает «непрерывный»).

Так как с помощью формул

y = a + (b− a)x, y =
y − a

b− a

устанавливается взаимно однозначное соответствие между отрезками [0, 1] и [a, b],
то любой отрезок [a, b] имеет мощность континуума. Интервал (a, b) путем добав-
ления к нему двух точек a и b превращаем в отрезок [a, b]. Так как добавление
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двух точек не меняет мощности бесконечного множества, то всякий интервал име-
ет мощность континуума. Наконец, с помощью формул y = tg x и x = arctg y по-

лучаем взаимно однозначное соответствие между интервалом
(

− π

2
,
π

2

)
и всей

числовой прямой (−∞,∞), откуда следует, что мощность множества всех веще-
ственных чисел есть континуум.

§ 5. Отображения, функции

При изучении физических явлений, технических процессов сначала устанав-
ливаются закономерности качественного характера, а затем количественные соот-
ношения между величинами, характеризующими явление. Например, при изуче-
нии свойств газа сначала устанавливают, что газ при нагревании расширяется, а
потом выясняют, насколько возрастает давление газа в замкнутом объеме, если его
температура увеличивается на t градусов. Установление связей между перемен-
ными величинами, нахождение функциональных зависимостей и их исследование
является одной из важнейших задач математики.

В процессе исторического развития понятие функции подвергалось измене-
нию и расширению. В XVII в., в период возникновения математического анализа, в
работах Р. Декарта и П. Ферма, И. Ньютона и Г. Лейбница понятие функции носи-
ло в основном геометрический характер и функциональная зависимость означала
связь между изменяющимися отрезками. В XVIII в., например, в работах Л. Эйле-
ра, под функцией понималась в основном аналитическая формула, связывающая
две или более величины, принимающие численное значение. В сочинениях Н.И.
Лобачевского и Л. Дирихле (XIX в.) функция определялась как связь между чис-
леннозначными переменными величинами, независимо от характера задания этой
связи. И, наконец, в XX в. математики стали рассматривать функцию не только
числовых, но и более сложных аргументов.

Пусть даны два множества X и Y элементов какой-либо природы.

Определение. Отображением f множества X в множество Y или функцией
f , определенной на X со значениями, содержащимися в множестве Y , называется
правило или закон, по которому каждому элементу x из X ставится в соответствие
один или много элементов y из Y . Если каждому элементу x ∈ X ставится в
соответствие лишь один элемент y ∈ Y , то отображение (функция) называется
однозначным (однозначной).

В дальнейшем будем рассматривать почти исключительно однозначные функ-
ции.

Множество X называется областью задания, или областью определения, или
областью существования отображения, множество Y — областью значений отоб-
ражения.

Если X — область определения функции f , а Y — область ее значений, то
пишут

f : X → Y или X
f→ Y.
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Используется также обозначения

x �→ f(x), или x
f�→ y, или y = f(x).

если y ∈ Y есть тот элемент, который в силу правила f ставится в соответствие
элементу x ∈ X.

Закон соответствия между x и y, определяющий функцию f , может быть
задай математической формулой, словесной формулировкой, геометрически или
еще каким-либо способом.

Примеры.

1. Пусть X = [0, 1], Y = (−∞,∞) и f(x) = x+
√

1 − x2. Здесь функция задана
с помощью математической формулы.

2. Пусть X — множество всех вещественных чисел, Y = [0, 1] и отображение
f : X → Y задается так:

f(x) =

⎧⎨⎩1, если x рационально,

0, если x иррационально.

Это так называемая функция Дирихле. Отображение этого примера задано с по-
мощью словесного правила.

3. X = [0, 2π], Y = [−1, 1] и f(x) — длина отрезка AB со знаком плюс, если
отрезок лежит над осью Ox, и со знаком минус, если он лежит под этой осью, т.е.
f(x) = sin x. Это пример геометрического задания функции показан на рис. 4.

O B−1 1

A

Рис. 4

4. Имеется таблица, например, десятичных логарифмов, в которой указан ряд
значений x и соответствующие им значения y, а также дано правило, позволяющее
вычислить значения y для некоторых значения x, не входящих в таблицу. Это
табличное задание функции. Область определения так заданной функции — все
те значения x, для которых с помощью таблицы могут быть вычислены f(x).

5. Пусть X — множество всевозможных треугольников на плоскости. Если
каждому треугольнику x ∈ X поставить в соответствие число y, выражающее
площадь этого треугольника, в некоторой единице масштаба, получим функцию
y = f(x), определенную на X со значениями в Y = R.
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6. Обозначим через E(x) целую часть неотрицательного числа x, так что,
например, E(2, 2) = 2, E(0) = 0. E(x) будет функцией, определенной на [0,∞) со
значениями в множестве N натуральных чисел. Таким образом, здесь X = [0,∞),
Y = �.

Пусть f : X → Y . Элемент y = f(x) ∈ Y называется образом элемента x или
значением отображения f на элементе x, а элемент x — аргументом или незави-
симой переменной. Если A — подмножество области определения X функции f ,
то множество {y = f(x)| x ∈ A}, состоящее из всех значений f(x), когда x про-
бегает множество A, называется образом множества A и обозначается f(A). Если
f(X) = Y , то говорят, что f отображает X на Y или что отображение f : X → Y
сюръективно. В этом случае каждый элемент y ∈ Y представляет собой образ,
по крайней мере, одного элемента x ∈ X. Отображение f : X → Y называется
инъективным, если разные элементы x1, x2 ∈ X имеют различные образы f(x1) и
f(x2), т.е. если из x1 �= x2 следует f(x1) �= f(x2). В этом случае f отображает X
на f(X) взаимно однозначно. Отображение f : X → Y , которое является одно-
временно и сюръективным и инъективным, называется биективным. Ясно, что в
этом случае X ∼ Y .

Примеры.

7. Отображение x → E(x) полуоси [0,∞) на множество N натуральных чи-
сел сюръективно, но не инъективно, так как при различных значениях аргумента
значения отображения могут совпадать. Например, E(2, 7) = E(2, 5).

8. Отображение y =
x

x+ 1
множества неотрицательных вещественных чисел

в себя инъективно, но не сюръективно, так как 0 ≤ y < 1 для любых x ≥ 0.

9. Отображение y = 2x + 3 числовой оси (−∞,∞) на себя инъективно, так
как при x1 �= x2, очевидно, y1 = 2x1 + 3 �= 2x1 + 3 = y2 и для любого y0 ∈ (−∞,∞)
существует x0 ∈ (−∞,∞), такое, что 2x0 + 3.

Пусть f : X → Y и y ∈ Y . Элемент x ∈ X, такой, что f(x) = y, называет-
ся прообразом элемента y, а совокупность всех прообразов элемента y называет-
ся полным прообразом этого элемента и обозначается f−1(y). Не исключено, что
f−1(y) = ∅ для некоторых y ∈ Y .

Если отображение f : X → Y инъективно, то полный прообраз f−1(y) любого
элемента y ∈ f(X) состоит из одного элемента. В этом случае определено одно-
значное отображение множества f(X) на X, которое обратно к f : X → f(X)
и относит каждому y ∈ f(X) его единственный прообраз x ∈ X. Отображение,
обратное отображению f , обозначается f−1. Итак, если полный прообраз f−1(y)
любого элемента y ∈ f(X) состоит лишь из одного элемента, то существует од-
нозначное отображение f−1 : f(X) → X, обратное отображению f : X → Y .

Если f и f−1 — взаимно обратные отображения, то (сг. ниже)

f−1[f(x)] = x для любого x ∈ X,

f [f−1(y)] = y для любого y ∈ f(X).
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Если по каким-либо причинам отображение f , заданное на множестве X со
значениями в Y , рассматривать лишь на некотором фиксированном подмножестве
A ⊂ X, т.е. иметь дело с отображением f : A → Y , оно называется сужением
отображения f на множество A и обозначается fA или f

∣∣
A
. Отображение f в этом

случае является расширением или продолжением на X отображения fA.

Примеры.

10. Рассмотрим отображение f(x) = sin x, определенное для всех веществен-
ных: чисел. Имеем f−1(0) = {0,±π, . . . ,±nπ, . . .}, т.е. полный прообраз 0 есть
счетное множество чисел, кратных π. Если рассматривать сужение этого отобра-

жения на множество A =

[
− π

1
,
π

2

]
, то для любого y ∈ (−∞,∞) полный прооб-

раз f−1
A (y) будет или пустым множеством, если |y| > 1, или одной точкой, если

|y| ≤ 1. Следовательно, на [−1, 1] будет существовать однозначное отображение
f−1(y) = arcsin y, обратное отображению y = sin x отрезка в числовую ось.

Пусть даны отображения f : X → Y и g : Y → Z. Если любому x ∈ X поста-
вить в соответствие элемент z = g(y), где y = f(x), получим новое отображение
h : X → Z, определяемое формулой

h(x) = g[f(x)]. (1)

Это отображение называется сложным отображением или композицией отобра-
жений f и g и обозначается g ◦ f . Таким образом, равенство (1) может быть запи-
сано в виде

h(x) = (g ◦ f)(x). (2)

В композиции g ◦ f отображение f называется внутренним, а g — внешним.

Введем понятие графика отображения f : X → Y . Рассмотрим множество
упорядоченных пар (x, y), в котором первый элемент пары принадлежит множе-
ствуX, а второй — множеству Y . Совокупность всех таких пар, где x и y пробегают
независимо друг от друга множества X и Y , называется прямым или декартовым
произведением множеств X и Y и обозначается X × Y . При этом множители X
и Y не обязательно должны быть различными. Пусть, например, X = Y = R

— множеству вещественных чисел. Тогда прямое произведение R × R, которое
обозначается также R2, есть множество упорядоченных пар вещественных чисел
(x, y). Если пару чисел (x, y) отождествить с точкой плоскости, на которой выбра-
на система координат xOy, то R2 будет плоскостью. В этом смысле плоскость есть
декартово произведение двух прямых.

Число множителей прямого произведения может быть больше двух. Так,
трехмерное пространство можно рассматривать как декартово произведение трех
прямых, с чем связано его обозначение символом �3. В то же время трехмерное
пространство можно рассматривать и как декартово произведение плоскости на
прямую:

R3 = R2 × R.

Предположим, что даны два множества X и Y и отображение f , определенное
на подмножестве A ⊂ X со значениями в Y . Подмножество декартова произведе-
ния X × Y , состоящее из пар (x, f(x)), где x пробегает A, называется графиком
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отображения f и обозначается Gr f . Итак,

Gr f = {(x, f(x))| x ∈ A}.

В случае, когда X = Y = R, а f достаточно «хорошая» функция, Gr f пред-
ставляет собой кривую. Например, если f(x) = x2, то Gr f есть парабола, если
f(x) = x + 1, то Gr f — прямая линия (рис. 5). Однако Gr f может быть множе-
ством, которое нельзя наглядно изобразить. Таков, например, график функции
Дирихле:

f(x) =

{
1, если x рационально,
0, если x иррационально.

x

y

0

f(x) = x2

f(
x)

=
x
+

1

Рис. 5

Если и аргументами, и значениями отображения f являются вещественные
числа, такое отображение называется вещественной функцией вещественной пе-
ременной или скалярной функцией скалярного аргумента. Таковы функции f(x) =
sin x, f(x) =

√
1 + x2 и т. д.

Пусть f : A → R, где A ⊂ R, — вещественная функция вещественной пере-
менной. Эта функция называется возрастающей на A, если из x1, x2 ∈ A, x1 < x2

следует f(x1) < f(x2). Если при x1 < x2 имеем f(x1) > f(x2), функция f назы-
вается убывающей на A. Если при x1 < x2, f(x1) ≤ f(x2) функция f называется
неубывающей, если f(x1) ≥ f(x2), функция называется невозрастающей. И неубы-
вающие и невозрастающие Функция — монотонные, а возрастающие и убывающие
— строго монотонные.

Пусть область определения скалярной функции скалярного аргумента сим-
метрична относительно начала координат, т.е. вместе с числом x содержит число
(−x). Если f(x) = f(−x), функция f называется четной, если же f(x) = −f(x),
то функция f называется нечетной.

Примеры.

11. Функция f(x) =
x

1 + x
возрастает на (0,∞), а функция g(x) =

1

1 + x
убывает на этом множестве.
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12. Функция ϕ(x) =
√

1 − x2 четная на [−1, 1], а функция ψ(x) = sin x нечет-
ная на всей числовой прямой.

Пусть областью определения фикции f является вся числовая прямая. Если
существует такое число ω, что f(x + ω) = f(x), функция f будет периодической
с периодом ω. Ясно, что задание периодической функции на любом отрезке чис-
ловой оса, длина которого равна периоду, определяет функцию на всей числовой

прямой. Примером периодических функция с периодом ω могут служить sin
2πx

ω
,

cos
2πx

ω
.

Вещественная функция вещественного аргумента, определенная на множе-
стве X ⊂ R, называется ограниченной сверху (снизу) на этом множестве, если
ограничено сверху (снизу) множество значений этой Функции на X, т.е. суще-
ствует такое число M (m), что f(x) ≤ M (f(x) ≥ m) для всех x ∈ X. В этом
случае точная верхняя (нижняя) граница множества значений функции f называ-
ется точной верхней (нижней) границей функции на множестве X и обозначается
sup
X

f(X) (inf
X
f(x)). Если функция не ограничена сверху (снизу) на X, то пишут

sup
X

f(X) = +∞ (inf
X
f(X) = −∞). Функция, ограниченная и сверху и снизу на

множестве X, называется просто ограниченной на этом множестве. Ясно, что f(x)
ограничена на X тогда и только тогда, когда существует число K > 0, такое, что
|f(x)| ≤ K для всех x ∈ X.

Пусть даны две вещественные функции f(t) и g(t), определенные на одном и
том же отрезке T ⊂ R. Если каждому значению t ∈ T поставить в соответствие
упорядоченную пару вещественных чисел x = f(t) и y = g(t), то, рассматривая
эти числа как координаты некоторой точки M(x, y) на плоскости xOy, получим
однозначное отображение Φ множества T ⊂ R в плоскость xOy. Это отображение
называется плоской кривой. Аналогичным образом три функции f : T → R,
g : T → R, h : T → R порождают отображение Φ множества T в трехмерное
пространство xyzO, называемое пространственной кривой.
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Глава II

ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ

Понятие предела, наряду с понятием функции, лежит в основе математиче-
ского анализа.

§ 1. Предел последовательности

Отображение f : N → M множества натуральных чисел N в некоторое мно-
жество M называется последовательностью в M или последовательностью эле-
ментов множества M .

Если обозначить число (элемент) f(n) через xn, то последовательность запи-
сывают в виде x1, x2, . . . , xn, . . . или {xn}.

Элементы x1, x2, . . . , xn, . . . называются членами последовательности, xn =
f(n) — общим членом последовательности. Если n′ < n, то говорят, что член xn′

последовательности предшествует члену xn или что xn следует за xn′. >

Не следует отождествлять последовательность {xn} с множеством A, элемен-
тами которого являются члены последовательности, так как если в последователь-
ности {xn} есть члены с разными номерами, равные друг другу (отображение f
не инъективно), то в множестве A этим членам соответствует один единственный
элемент, все члены последовательности x1, x2, . . . , xn, . . . могут быть даже равны
друг другу: x1 = x2 = . . . = xn = . . .. Такая последовательность x, x, . . . , x, . . .
называется стационарной.

Примеры.

1.
x1, x2 = 2, x3 = 3, . . . , xn = n, . . .

— последовательность всех натуральных чисел.

2.

x1 = sin t, x2 = sin 2t, x3 = sin 3t, . . . , xk = sin kt, . . . (−∞ < t <∞).

Члены этой последовательности являются вещественные функции вещественного
аргумента.
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3. Пусть C(r) — окружность на плоскости x0y с центром в начале коорди-
нат и радиусом r (рис. 6). Если f(n) = C(n), то получим последовательность
C(1), C(2), . . . , C(n), . . ., элементами которой являются окружности, т. е. геомет-
рические фигуры.

C(1) C(2) C(3) . . .

. . .

Рис. 6

4. Пусть xn =
1 + (−1)n

n
. Тогда последовательность имеет следующий вид:

x1 =
2

1
, x2 = 0, x3 =

2

3
, x4 = 0, . . . , x2k−1 =

2

2k − 1
, x2k = 0, . . .

Ее элементами являются вещественные числа. Заметим, что все члены последова-
тельности с четными номерами равны друг другу.

в дальнейшем чаще всего будем иметь дело с числовыми и функциональны-
ми последовательностями, членами которых являются соответственно числа или
функции, а в этой главе только с числовыми.

Определение 1. Число a называется пределом числовой последовательности
{xn}, если для любого числа ε > 0 найдется такой номер n0, что |xn − a| < ε при
n ≥ n0.

Если a — предел последовательности {xn}, то его записывают в виде a =
lim
n→∞

xn или lim xn = a. Говорят, что в этом случае последовательность {xn}
сходится к числу a, т.е. xn → a при n→ ∞ или xn → a.

В дальнейшем, говоря в этой главе о последовательности, слово «числовая»
будем опускать.

Как видно из определения, если a = lim xn, то каково бы ни было число
ε > 0, начиная о некоторого номера, вообще зависящего от ε, все члены последо-
вательности отличаются от a на величину, меньшую, чей ε, каким бы малым ни
было это число.

Записав неравенство |xn−a| < ε при n ≥ n0 в виде a−ε < xn < a+ε и вспом-
нив геометрическое изображение чисел, убеждаемся, что равенство lim xn = a
эквивалентно условию: в интервал (a− ε, a+ ε) попадают все члены рассматрива-
емой последовательности начиная с номера n0. Ясно, что этот номер зависит от
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числа ε и, вообще говоря, тем больше, чем меньше число ε.

Определение 2. Последовательность, имеющая пределом нуль, называется
бесконечно малой последовательностью (б.м. последовательностью).

Таким образом, если {xn} есть б.м. последовательность, то для ∀ ε > 0 ∃ n0,
такое, что при n ≥ n0 |xn| < ε.

Ясно, что если {xn} — б.м. последовательность и {yn} — другая последова-
тельность, такая, что начиная с некоторого номера |yn| ≤ |xn|, то {yn} также б.м.
последовательность.

Пусть xn → a. Положим xn − a = αn. Тогда для ∀ ε > 0 ∃ n0 такой, что при
n ≥ n0

|αn| = |xn − a| < ε.

Таким образом, {αn} — б.м. последовательность. Обратно, если xn = a + αn,
где {αn} — б.м. последовательность. то xn → a.

Примеры.

5. Пусть a �= 0 — произвольное фиксированное число. Тогда

lim
n→0

a

n
= 0.

Надо показать, что для любого числа ε > 0 найдется такой номер n0, что при
n ≥ n0 ∣∣∣∣an − 0

∣∣∣∣ = |a|
n
< ε. (1)

Решив неравенство (1), получим:

|a|
n
< ε ⇔ n

|a| <
1

ε
⇔ n >

|a|
ε
.

Поэтому, если взять n0 = E

(
|a|
ε

)
+ 1, то n ≥ n0 будет означать, что n >

|a|
ε
,

откуда следует, что
|a|
n
< ε, т.е. неравенство (1) и равенство lim

a

n
= 0 доказаны.

Согласно определению 2,
{
a

n

}
есть б.м. последовательность. Так как

|a|
nk

≤
|a|
n

при любом целом положительном k, то lim
a

nk
= 0 при ∀ k ≥ 1.

В качестве упражнения рекомендуем доказать, что при фиксированном k

lim
a

k
√
n

= 0.

6. Для любого a > 0 lim n
√
a = 1. Для a = 1 утверждение тривиально.

Пусть a < 1. Тогда n
√
a < 1, т.е. n

√
a =

1

1 + hn
, где hn > 0. Отсюда

a =
1

(1 + hn)n
=

1

1 + nhn + n(n−1)
1·2 + . . .+ hnn

<
1

1 + nhn
.
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Поэтому 1 + nhn <
1

a
, и тогда hn <

1
a
− 1

n
. Согласно доказанному,

{ 1
a
− 1

n

}
— б.м.

последовательность, а значит и {hn} — б.м. последовательность. Но

| n
√
a− 1| =

∣∣∣∣ 1

1 + hn
− 1

∣∣∣∣ = hn
1 + hn

< hn.

Поэтому αn = n
√
a− 1 — б.м. последовательность и lim n

√
a = 1.

Если a > 1, то, положив n
√
a = 1 + hn, с помощью аналогичных рассуждений

получим, что 0 < hn <
a− 1

n
, откуда следует, что lim n

√
a = 1.

7. Покажем, что lim n
√
n = 1. Возьмем n

√
n = 1 + hn. Для n ≥ 2, очевидно,

hn > 0. С помощью формулы бинома Ньютона получим:

n = (1 + hn)
n >

n(n− 1)

1 · 2 h2
n,

откуда

0 < hn <

√
2

n− 1
.

Покажем, что hn → 0 при n→ ∞. Пусть задано число ε > 0. Решив неравен-

ство
√

2

n− 1
< ε, найдем:

√
2

n− 1
< ε ⇔ 2

n− 1
< ε2 ⇔ n >

2

ε2
+ 1.

Положив n0 =

[(
2

ε2
+ 1

)]
+ 1, получим: |hn| = hn < ε при n ≥ n0, т. е. hn → 0.

Равенство lim n
√
n = 1 доказано.

8. Рассмотрим последовательность

{q, q2, . . . , qn, . . .},

где q — произвольное вещественное число.

Если q = 0 или q = 1, получим стационарную последовательность

{0, 0, . . . , 0, . . .}

и
{1, 1, . . . , 1, . . .}.

Так как в случае стационарной последовательности {xn}, где xn = a, n = 1, 2, 3, . . .,
для любого числа ε > 0

|xn − a| = |a− a| < ε

при всех n, то стационарная последовательность, сходится и имеет предел, равный
членам этой последовательности. Таким образом, lim qn = q, если q = 0 или q = 1.
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Пусть q = −1. Тогда последовательность {qn} принимает вид {−1, 1,−1, 1,
. . . , (−1)n, . . .}. Эта последовательность не имеет предела. В самом деле, возь-

мем любое число a и любое положительное число ε <
1

2
, например, ε =

1

3
. Если

предположить, что (−1)n → a, то в соответствии с определением предела дол-

жен существовать номер n0, такой, что |(−1)n − a| < 1

3
при n ≥ n0. В частности,

|(−1)2n0 − a| < 1

3
и |(−1)2n0+1 − a| < 1

3
, откуда

|(−1)2n0 − (−1)2n0+1| = [(−1)2n0 − a] + [a− (−1)2n0+1| ≤

≤ |(−1)2n0 − a| + |a− (−1)2n0+1| < 1

3
+

1

3
=

2

3
,

что невозможно, так как |(−1)2n0 − (−1)2n0+1| = 2. Таким образом, последователь-
ность {(−1)n} не имеет предела.

Пусть |q| < 1. Тогда q =
1

1 + h
, где h > 0, откуда

|q|n =
1

(1 + h)n
=

1

1 + nh + n(n−1)
1·2 + . . .+ hn

<
1

nh
→ 0

при n→ ∞. Поэтому |qn − 0 = |q|n → 0, т.е. lim qn = 0 при |q| < 1.

Предположим, наконец, что |q| > 1. Тогда |q| = 1 + h, где h > 0 и |q|n =
(1 + h)n > nh. Каково бы ни было число l, найдется номер n0, такой, что nh > 2|l|
при n ≥ n0. Для этого достаточно взять n0 = E

(
2|l|
h

)
+ 1. Но тогда для всех

n ≥ n0

|qn − l| ≥ | |q|n − |l| | ≥ |q|n − |l| > nh− |l| > |l|,
т.е. |qn − l| �→ 0, каково бы ни было число l, а это значит, что последовательность
{qn} при |q| > 1 не имеет предела.

9. Пусть r′n — рациональное приближение по недостатку с точностью до
1

19n
иррационального числа α. Покажем, что r′n → α.

В самом деле, если задано число ε > 0, выберем n0 так, чтобы
1

10n0
< ε.

Это возможно, так как, согласно примеру 4. lim
1

10n
= 0. С другой стороны,

r′n < α < r′n +
1

10n
и, следовательно,

|r′n − α| = α− r′n =
1

10n
,

т. е. при n ≥ n0

|r′n − α| < ε

и равенство lim r′n = α доказано. к Аналогично доказывается, что lim r′′n = α, где

r′′n — рациональные приближения числа α по избытку с точностью до
1

10n
.
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10. Предлагаем читателю доказать, что если |q| < 1 и sn = a+ aq+ . . .+ aqn,
то

lim sn =
a

1 − q
.

Теперь дадим понятие о других теориях вещественных чисел.

Мы вводили иррациональные числа с помощью сечений. Их можно ввести
и по-другому, назвав иррациональным числом бесконечную непериодическую де-
сятичную дробь. Покажем, как иррациональному числу, введенному с помощью
сечений, поставить в соответствие бесконечную десятичную дробь.

Пусть α0 и α0 + 1 — рациональные приближения числа α с точностью до
единицы,

α0, α1 < α < α0, β1, β1 = α1 +
1

10

— рациональные приближения числа α с точностью до
1

10
,

α0, α1α2 < α < α0, α1β2, β2 = α2 + 1

— рациональные приближения числа α с точностью до
1

102
, . . . ,

α0, α1α2 . . . αn−1αn < α < α0, α1β2 . . . αn−1βn, βn = αn + 1

— рациональные приближения числа α с точностью до
1

10n
и т.д.

Продолжая неограниченно процесс построения таких десятичных дробей, по-
лучим выражение

α0, α1α2 . . . αn . . . αn+p . . . ,

которое называется бесконечной десятичной дробью и ставится в соответствие чис-
лу α. Так как на каждом шаге десятичные знаки α0, α1, . . . , αn, . . . определяются
однозначно, то и вся дробь определена однозначно.

Дробь α0, α1, . . . , αn, . . . непериодическая. Если бы она имена вид α0, α1 . . . αk
αk+1 . . . αk+lαk+1 . . ., где α1α2αn цифры до периода и αk+1 . . . αk+l — период, то
рациональные приближения по недостатку r′n, где n = k+ml, m ≥ 1, можно было
бы записать в виде

r′n = α0 +
α1

10
+ . . . =

αk
10k

+

(
αk+1

10k+1
+ . . .+

αk+l
10k+l

)
+ . . .+

+

(
αk+1

10k+(m−1)l+1
+ . . .+

αk+l
1 − 10km+l

)
=

= a + b

m−1∑
a=0

1

10sl
= a + b

1 − 1
10m−1

1 − 1
10l

.

Здесь a = α0 +
α1

10
+ . . .+

αk
10k

и b =
1

10k

(
αk+1

10
+ . . .+

αk+l
10l

)
— рациональные числа.
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Дроби
1

10(m−1)l
стремятся к нулю при n → ∞, поэтому r′n → a + b

1

1 − 1
10l

. С

другой стороны, r′n → α. Следовательно, α = a + b
1

1 − 1
10l

— рациональное число,

что противоречит предположению об иррациональности α.

Итак, каждому иррациональному числу поставлена в соответствие бесконеч-
ная непериодическая десятичная дробь. Предлагаем читатели показать, что если
задана произвольная бесконечная непериодическая десятичная дробь, то ей мож-
но поставить в соответствие единственное иррациональное число, и притом так,
что если этому числу только что указанным способом поставить в соответствие
бесконечную десятичную дробь то получится исходная дробь.

Таким образом, если представить иррациональные числа в виде бесконечных
непериодических десятичных дробей, образуется то же самое множество всех ве-
щественных чисел, что и при использовании теории сечений Дедекинда. Теория
построения множества всех вещественных чисел с помощью бесконечных десятич-
ных дробей принадлежит К. Вейерштрассу2

Наконец, существует третья теория введения иррациональных чисел, принад-
лежащая Г. Кантору, который рассматривал иррациональные числа как пределы
некоторых так называемых «сходящихся в себе», последовательностей рациональ-
ных чисел, не сходящихся ни к какому рациональному пределу. Метод Кантора
допускает широкие обобщения (см. пополнение метрических пространств в гл. Х).

Можно доказать, что теории Дедекинда, Вейерштрасса и Кантора эквива-
лентны, поскольку с их помощью получаем одно и то же множество всех веще-
ственных чисел.

Примеры 1–6 доказывают, что, во-первых, не всякая последовательность име-
ет предел, и, во-вторых, что если последовательность {xn} сходится к пределу,
то ее члены могут приближаться к пределу по-раэному. В примерах 1 и 2 при
a > 1 члены последовательности больше своего предела, в примере 2 при a < 1 —

меньше предела. Члены последовательности
{(

− 1

2

)n}
делаются попеременно

то больше, то меньше предела этой последовательности, но все они отличаются

от предела. В последовательности
{

1 − (−1)n

n

}
, сходящейся к нулю, все члены с

четными номерами равны нулю, т.е. пределу последовательности.

Наконец, заметим, что если последовательность {xn} не имеет своим преде-
лом число a, то это значит, что существует число ε0 > 0, такое, что для любого n
найдется n′ > n, такое, что |xn′ −a| ≥ ε0. Если утверждение «lim xn = a» записать
с помощью символов математической логики, а именно:

(∀ ε > 0) (∃ n0) | (∀ n ≥ n0) : |xn − a| < ε,

то отрицание этого утверждения «xn �→ a» получается в результате замены кван-
торов всеобщности на кванторы существования, квантора существования на кван-

2К. Вейерштрасс (1815–1897) — немецкий математик.
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тор всеобщности и неравенства на обратное, т.е.:

(∃ ε0 > 0) (∀ n0) | (∃ n ≥ n0) : |xn − a| ≥ ε0.

Следующие леммы описывают два важных свойства предела последователь-
ности.

Лемма 1. Последовательность {xn} может сходиться не более чем к одно-
му пределу.

Доказательство. Предположим, что xn → a и xn → b, причем a �= b, напри-
мер b > a. Так как lim xn = a, то найдется номер n1, такой, что при n ≥ n1

|xn − a| < b− a

3
.

Так как lim xn = b, то найдется номер n2, такой, что при n ≥ n2

|xn − b| < b− a

3
.

Пусть n0 = max {n1, n2}, т.е. n0 — наибольшее из двух чисел n1 и n2. Тогда
для n ≥ n0 имеем:

b− a ≡ b− xn + xn − a ≤ |xn − b| + |xn − a| < b− a

3
+
b− a

3
=

2(b− a)

3
,

что невозможно. Таким образом, предположение, что a �= b, неверно. Лемма дока-
зана.

Пусть дана последовательность {xn}, т.е. отображение f : N → R и счет-
ное подмножество A ⊂ N. Сужение fA отображения f на A, т.е. отображение
f : A → R называется подпоследовательностью последовательности {xn}. Под-
множество A нумеруется так, как это сделано в лемме 1 § 2 главы I, и потому
подпоследовательность последовательности можно записать в виде

{xn1, xn2 , . . . , xnk
, . . .}.

Если теперь натуральному числу k поставить в соответствие xnk
, то получится

отображение g : N → R, порождающее {xnk
}. Поэтому подпоследовательность

{xnk
} последовательности {xn} есть также последовательность.

Беря различные счетные подмножества A ⊂ N, получим разные подпоследо-
вательности {xni

} исходной последовательности {xn}.
Лемма 2. Если последовательность {xn} сходится к пределу a, то любая ее

подпоследовательность {xni
} сходится к тому же пределу.

Доказательство. Пусть задано ε > 0. В силу определения предела найдет-
ся натуральное число n0, такое, что |xn − a| < ε при n ≥ n0. Очевидно, что это
неравенство будет выполняться, в частности, для всех членов xni

подпоследова-
тельности с номерами, удовлетворяющими неравенству ni ≥ n0 или, что вое равно,
неравенству i ≥ i0, где i0 — наименьший из индексов i, при которых ni ≥ n0. Но
это означает, что {xni

}, рассматриваемая как последовательность, сходится к a.
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В качестве примера использования определении несуществования предела
(«отрицательного» определения) докажем следующую лемму.

Лемма 3. Если последовательность {xn} такова, что из любой ее подпосле-
довательности {xni

} можно выделить подпоследовательность {xnij
}, сходящу-

юся к фиксированному числу a, то xn → a.

Доказательство. Пусть xn �→ a. Тогда

(∃ ε0 > 0) (∀ k) | (∃ nk ≥ n0) : |xnk
− a| ≥ ε0.

Последнее неравенство означает, что подпоследовательность {xn1, xn2 , . . . , xnk
, . . .}

не сходится к a и не содержит ни одной подпоследовательности, сходящейся к a,
так как все ее члены отстоят от a не меньше, чем на ε0. Это противоречит условию
леммы, следовательно, утверждение xn → a доказано.

Для доказательства ряда утверждений применяется следующая лемма.

Лемма 4. Если для всех достаточно больших n

xn ≤ yn ≤ zn (2)

и xn → a, zn → a, то и yn → a.

Доказательство. Пусть задано ε > 0. Найдется номер n1, такой, что при
n ≥ n1

|xn − a| < ε,

или, что все равно, при n ≥ n1

a− ε < xn < a+ ε. (3)

Точно так же найдется номер n2, такой, что при n ≥ n2

a− ε < zn < a+ ε. (4)

Пусть n0 ≥ max (n1, n2). Можно считать n0 настолько большим, что заполня-
ется условие (2). При n ≥ n0 выполняются оба неравенства (3) и (4), и поэтому

a− ε < xn ≤ yn ≤ zn < a + ε,

т.е. при n ≥ n0

|yn − a| < ε.

Лемма доказана.

Будем говорить, что последовательность {yk}, yk = g(k), получена из последо-
вательности {xn}, xn = f(n), перестановкой ее членов, если существует биективное
отображение h : N → N, такое, что g = f ◦h. Иными словами, последовательность
{yk} получена из последовательности {xn} путем перестановки членов, если каж-
дый член последовательности {yk} совпадает с некоторым xn и притом только с
одним, и каждый xp совпадает с некоторым yq и также только с одним. В этом
случае говорят также, что последовательность {yk} получена из последователь-
ности {xn} изменением нумерации членов последовательности.
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Лемма 5. Если последовательность {xn} имеет предел, то любая последова-
тельность {ym} полученная изменением нумерации членов последовательности
{xn}, имеет тот же предел.

Доказательство. Рассмотрим, например, случай когда последовательность
сходится к числу A. Возьмем произвольную последовательность {ym}, получен-
ную из {xn} изменением нумерации членов, обозначим через kn номер члена xn в
последовательности {ym}, так что xn = ykn, и через lm — номер члена ym в после-
довательности {xn}. Пусть задано произвольное число ε > 0 и номер n0 = n0(ε),
такой, что |xn − A| < ε при n ≥ n0. Тогда при m ≥ m0 = max (k1, . . . , kn0)
для соответствующих lm будет выполнено неравенство lm ≥ n0 и, следователь-
но, |ym −A| = |xlm −A| < ε. Таким образом, при всех m ≥ m0 имеем |ym −A| < ε,
т.е. A = lim ym.

§ 2. Основные теоремы о пределах последовательностей

Теорема 1. Если lim xn = a, то для любого числа b < a найдется номер n1,
такой, что xn > b при n ≥ n1 и для любого c > a найдется номер n2, такой, что
xn < c при n ≥ n2.

Доказательство. Положим ε1 =
a− b

2
. Так как xn → a, то найдется номер

n1, такой, что |xn − a| < a− b

2
при n ≥ n1, откуда xn > a− a− b

2
=
a + b

2
> b при

n ≥ n1.

Аналогично доказывается второе утверждение.

Следствие. Если последовательность {xn} сходится и xn ≥ b при всех до-
статочно больших n, то и lim xn ≥ b.

В самой деле, если предположить, что lim xn < b, то, согласно предыдущей
теореме, xn < b начиная с некоторого номера n0, что противоречит условию.

Заметим, что если xn > b для всех n и lim xn существует, то можно лишь
утверждать, что lim xn ≥ b, и заменить в этом неравенстве знак ≥ на знак >

нельзя. Например, xn =
1

n
> 0, в то время как lim xn = 0.

Пусть даны две последовательности {xn} и {yn}. Суммой этих последователь-
ностей будет последовательность {xn + yn}: {xn} + {yn} = {xn + yn}. Аналогично
определяется произведение двух последовательностей:

{xn} · {yn} = {xn · yn}.

Пусть, наконец, даны две последовательности {xn} и {yn}, причем yn �= 0 для

n = 1, 2, . . .. Тогда последовательность
{
xn
yn

}
будет частным данных последова-

тельностей.

Ясно, что определение суммы и произведения последовательностей распро-
страняется на любое конечное число слагаемых или множителей.
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Последовательность {xn} называется ограниченной, если совокупность всех ее
членов есть ограниченное числовое множество, т.е., если существует такое число
M , что |xn| ≤M для всех n = 1, 2, . . ..

Теорема 2. Если последовательность {xn} сходится, то она ограничена.

Доказательство. Пусть lim xn = a. Возьмем ε = 1. Найдется номер n0,
такой, что |xn − a| < 1 при n ≥ n0, откуда при n ≥ n0

|xn| ≤ |(xn − a) + a| ≤ |xn − a| + |a| < 1 + |a| = K.

Рассмотрим, далее, n0 чисел |x1|, |x2|, . . . , |xn0−1, K. Пусть

M = max (|x1|, |x2|, . . . , |xn0−1|, K).

Ясно, что |xn| ≤M для всех n. Теорема доказана.
Теорема 3. Сумма или произведение любого конечного числа сходящихся по-

следовательностей есть сходящаяся последовательность, и предел, суммы или
произведения таких последовательностей равен соответственно сумме или про-
изведению пределов последовательностей. В символах

lim (xn + yn + . . .+ zn) = lim xn + lim yn + . . .+ lim zn,

lim (xn · yn · . . . · zn) = lim xn · lim yn · . . . · lim zn.

Доказательство. Рассмотрим случай произведения. Пусть xn → a, yn → b,
b �= 0 и задано ε > 0.

По теореме 2, найдет6я такое число M , что |xn| ≤ M для всех n. Выберем
номер n1 так, чтобы |xn − a| < ε

2|b| при n ≥ n1. Точно так также можно выбрать

n2 так, чтобы |yn−b| <
ε

2M
при n ≥ n2. Пусть n0 = max (n1, n2). Для n ≥ n0 будут

выполняться оба предыдущие неравенства, и при n ≥ n0 получим:

|xnyn − ab| = |xnyn − bxn + bxn − ab| ≤ |xn| |yn − b|+

+|b| |xn − a| < M · ε

2M
+

ε

2|b| · |b| = ε.

Это неравенство означает, что

lim (xnyn) = ab = lim xn · lim yn.

Случай, когда b = 0, предлагаем рассмотреть читателю.

Переход к любому конечному числу сомножителей осуществляется методом
математической индукции.

Доказательство равенства

lim (xn + yn + . . .+ zn) = lim xn + lim yn + . . .+ lim zn

предоставляется читателю.
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Следствие. Пусть {xn} — сходящаяся последовательность и {yn} — ста-
ционарная последовательность {b, b, . . . , b, . . .}. Так как lim b = b, то, согласно
теореме 3,

lim (xn + b) = lim xn + b,

lim (bxn) = b lim xn.

Этими равенствами приходится часто пользоваться.

Теорема 4. Предел, частного двух сходящихся последовательностей, если
предел делителя не равен нулю, есть сходящаяся последовательность. При этом

lim
xn
yn

=
lim xn
lim yn

.

Доказательство. Пусть xn → a, yn → b. Рассмотрим разность
xn
yn

− a

b
. Имеем

∣∣∣∣xnyn − a

b

∣∣∣∣ = |xnb− ayn|
|yn|b

. (1)

Так как |yn| → |b| > 0, то, по теореме 1, найдется номер n1, такой, что |yn| >
|b|
2
,

т.е.
1

|yn|
<

2

|b| при n ≥ n1. Следовательно,

∣∣∣∣xnyn − a

b

∣∣∣∣ < 2

|b|2 |xnb− ayn|. (2)

Но xnb → ab, ayn → ab и согласно теореме 3, xnb − ayn → ab − ab → 0. Поэтому
для заданного числа ε > 0 найдется номер n2, такой, что при n ≥ n2

|xnb− ayn| <
ε|b|2

2
. (3)

Пусть n0 = max (n1, n2). При n ≥ n0 справедливы оба неравенства (2) и (3),
из которых следует, что при n ≥ n0∣∣∣∣xnyn − a

b

∣∣∣∣ < ε.

Теорема доказана.

Теорема 3 в применении к б.м. последовательности приводит к следующему
утверждению.

Теорема 5. Сумма и произведение любого конечного числа б.м. последова-
тельностей есть б.м. последовательность.

Теорема 4 к б.м. последовательности неприменима. Примеры показывают, что
частное двух б.м. последовательностей (если, конечно, деление последовательно-
стей возможно) может быть, и б.м. последовательностью и последовательностью,
имеющей конечный предел, и последовательностью, не имеющей предела.
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Примеры.

1. Пусть xn =
1

n2
, yn =

1

n
. Очевидно, что

xn
yn

=
1

n
→ 0.

2. Пусть xn =
1

n
, yn =

n− 1

n2 + 1
. В этом случае

0 ≤ yn =
n− 1

n2 + 1
<
n− 1

n2
=

1

n
− 1

n2
→ 0 − 0 = 0

и
xn
yn

=
n2 + 1

n2 − n
= 1 +

n + 1

n2 − n
= 1 +

n+ 1

n(n− 1)
=

= 1 − 1

n
+

2

n− 1
→ 1 − 0 + 0 = 1.

3. Пусть xn =
1

n
, yn = 1

n·2n . Тогда
xn
yn

= 2n, и, как показано в примере 4 (см.

§ 1, гл. II),
{
xn
yn

}
не имеет предела.

Наконец, отметим, что если xn → a, то |xn| → |a|.
Введем новое понятие. Последовательность {zn} будем называть бесконеч-

но большой последовательностью (коротко б.б. последовательностью), если для
любого вещественного числа A найдется номер n0, такой, что при n ≥ n0

|zn| ≥ A.

Если {zn} — б.б. последовательность и zn > 0 (zn < 0) начиная с некото-
рого номера, то условимся писать lim zn = +∞ (соответственно lim zn = −∞).
Подчеркнем, что запись lim zn = +∞ (или lim zn = −∞) не означает, что по-
следовательность {zn} имеет предел по определению 1. Это лишь условная запись
того факта, что {zn} есть бесконечно большая последовательность, члены которой
начиная с некоторого номера являются положительными (соответственно отрица-
тельными) числами.

Впрочем, далее мы увидим, что, дав другое, эквивалентное приведенному вы-
ше определение предела и пополнив множество R всех вещественных чисел двумя
«несобственными» числами +∞ и −∞, можно включить б.б. последовательности
в число последовательностей, имеющих предел.

Для обозначения того, что {zn} есть последовательность, такая, что |zn| →
+∞, будем употреблять обозначение lim zn = ∞ или zn → ∞.

Теорема 6. Если {xn} — б.м. последовательность и xn �= 0, n = 1, 2, . . .,

то
{

1

xn

}
— б.б. последовательность, и если {xn} — б.б. последовательность и

xn �= 0, то
{

1

xn

}
— б.м. последовательность.
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Доказательство. Докажем первое утверждение теоремы (второе доказыва-

ется аналогично). Пусть A— произвольное положительное число. Положим ε =
1

A
.

Так как {xn}— б.м. последовательность, то найдется номер n0, такой, что |xn| <
1

A

при n ≥ n0. Но тогда для таких номеров имеем
∣∣∣∣ 1

xn

∣∣∣∣ > A, а это значит, что
{

1

xn

}
— б.б. последовательность.

Примеры.

4.
{
n− 1

n2 + 1

}
— б.м. последовательность,

{
n2 + 1

n− 1

}
— б.б. последовательность

(здесь надо рассматривать члены последовательности, начиная со второго).

5. 2n — б.б. последовательность,
{

1

2n

}
— б.м. последовательность.

Докажем еще одну теорему.

Теорема 7. Если {xn} — б.м. последовательность и {yn} — ограниченная
последовательность (имеющая или не имеющая предел безразлично), то {xn ·yn}
— б.м. последовательность.

Доказательство. Так как {yn} — ограниченная последовательность, то су-
ществует число M > 0, такое, что |yn| ≤ M для всех n = 1, 2, . . .. Пусть задано
ε > 0. Так как xn → 0, то найдется номер n0, такой, что |xn| <

ε

M
при n ≥ n0. Но

тогда
|xn · yn| = |xn| · |yn| <

ε

M
·M = ε

при n ≥ n0, а это означает, что xnyn → 0.

§ 3. Предельные точки линейных точечных множеств. Признаки
существования пределов последовательностей

Рассматривая последовательность {xn} иногда оказывается возможным или
по формуле общего члена или по изменению величины xn при изменении номера n
определить, сходится ли последовательность {xn} и к какому пределу. Например,

если xn =
n2 + n

n2 + 2
, то, преобразовав это равенство к виду xn =

1 + 1
n

1 + 2
n

и заметив,

что
1

n
и

2

n
стремятся к нулю при неограниченном возрастании n, можно считать,

что xn → 1. Разумеется, такое предположение надо затем строго обосновать. Од-
нако во многих случаях, особенно при теоретических построениях, важно иметь
общие критерии, с помощью которых можно было бы судить, имеет ли данная
последовательность предел. Приведем два таких критерия.

Последовательность {xn} называется монотонно возрастающей, если xn <
xn+1 для любого n = 1, 2, . . .. Если при всех n имеем xn ≤ xn+1, то последователь-
ность {xn} называется неубывающей. Иногда такую монотонно возрастающую по-
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следовательность называют строго монотонно возрастающей, а последователь-
ность, для которой xn ≤ xn+1 при всех n, — монотонно возрастающей.

Лемма. Если lim xn = +∞, то в последовательности {xn} можно изме-
нить нумерацию членов таким образом, что полученная после этого последова-
тельность {ym} будет неубывающей и lim ym = +∞.

Доказательство. В силу леммы 5 (см. § 1 гл. II), достаточно установить воз-
можность такой перенумерации {xn}, что полученная после нее последователь-
ность {ym} будет неубывающей. Заметим, что ∀ a неравенству xn ≤ a может удо-
влетворять лишь конечное число членов последовательности {xn}, а, значит, и на
каждом полуинтервале (k, k+1] их не более конечного числа. Рассмотрим те члены
последовательности {yn} (если они есть), для которых xn ≤ 1. Пусть число таких
членов равно k1. Расположив эти члены в порядке неубывания значений xn и по-
следовательно занумеруем их в этом порядке, обозначив через y1, y1, . . . , yk1. Затем
рассмотрим члены последовательности {xn}, для которых 1 < xn ≤ 2 (если такие
члены в последовательности имеются) и пусть их число равно k2. Расположив
эти члены в порядке неубывания значений xn, продолжим начатую нумерацию,
обозначил их последовательно через yk1, yk1+1, . . . , yk1+k2. Затем проделаем то же
самое с членами исходной последовательности, для которых выполнено неравен-
ство 2 < xn ≤ 3 и т.д. В результате приходим к монотонно неубывающей последо-
вательности {ym}, полученной из {xn} изменением нумерации ее членов. Лемма
доказана.

Замечание. Согласно указанной лемме, последовательность {xn}, для кото-

рой xn → +∞, без ограничения общности можно считать неубывающей, а
1

xn
—

невотрастающей.

Последовательность {xn} называется ограниченной сверху, если существует
такое число M , что xn ≤ M при всех n = 1, 2, . . ., иными словами, если совокуп-
ность всех членов последовательности есть ограниченное сверху числовое множе-
ство.

Теорема 1 (критерий существования предела монотонной последова-
тельности). Если последовательность {xn} не убывает и ограничена сверху, то
она имеет предел.

Доказательство. Пусть β = sup
n

xn, т.е. β есть точная верхняя граница

числового множества, составленного из всех членов последовательности. Согласно
определению точной верхней границы. имеем:

1) xn ≤ β для n = 1, 2, . . ..
2) Для любого ε > 0 найдется член последовательности xn0 , такой, что xn0 >

β − ε.

Так как последовательность {xn} неубывающая, то тем более xn − β − ε при
n ≥ n0.

Таким образом, при n ≥ n0

β − ε < xn ≤ β < β + ε
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или
−ε < xn − β < ε,

т.е.
|xn − β| < ε.

Но это означает, что xn → β. Теорема доказана.

Предлагаем читателю дать определение невозрастающей последовательности
и доказать следующую теорему.

Теорема 2. Всякая невозрастающая ограниченная снизу последовательность
имеет предел.

В качестве примера применения теоремы 1 докажем существование предела

последовательности
{(

1 +
1

n

)n}
.

При n ≥ 2 имеем:

xn =

(
1 +

1

n

)n
= 1 +

n

1
· 1

n
+

(n(n− 1)

1 · 2 ·
( 1
n

)2

+ . . .+

+
n(n− 1) · · · [n− (k − 1)]

1 · 2 · · ·k

(
1

n

)k
+ . . .+

(
1

n

)n
=

= 1 + 1 +
1

2!

n

n

n− 1

n
+ . . .+

1

k!

n

n

n− 1

n
· · · n− (k − 1)

n
+ . . .+

+
1

n!

n

n

n− 1

n

n− 2

n
· · · n− (n− 1)

n
=

= 2 + 1
2!

(
1 − 1

n

)
+ . . .+

1

k!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
· · ·
(

1 − k − 1

n

)
+ . . .+

+
1

n!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
· · ·
(

1 − n− 1

n

)
.

(1)

Если заменить n на n+1, то общий член
1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
суммы,

стоящей в правой части равенства (1) увеличится, так как дроби
1

n
,
2

n
, . . . ,

k − 1

n

уменьшаются и множители
(

1 − 1

n

)
,

(
1 − 2

n

)
, . . . ,

(
1 − k − 1

n

)
возрастут.

Кроме того, при переходе от n к n+1 число членов суммы увеличится, и так
как все члены положительны, то к сумме добавится положительное слагаемое.

Поэтому xn+1 > xn, т.е. последовательность
{(

1 +
1

n

)n}
монотонно возрастает.

Далее, выражения, стоящие в скобках
(

1 − 1

n

)
,

(
1 − 2

n

)
, . . . ,

(
1 − k − 1

n

)
,

меньше единицы. Поэтому

xn < 2 +
1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

k!
+ . . .+

1

n!
. (2)
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Если теперь в произведении k! все множители, большие 2, заменить на 2, то

при k ≥ 3 получим, что
1

k!
<

1

2k−1
, и, следовательно,

xn < 1 +

(
1 +

1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2n−1

)
=

1 +
1 − 1

2n

1 − 1
2

< 1 +
1

1 − 1
2

= 3.

Итак, последовательность
{(

1 +
1

n

)n}
монотонно возрастает и ограниче-

на сверху, поэтому, согласно теореме 1, имеет предел. Этот предел обозначается
буквой e:

e = lim

(
1 +

1

n

)n
.

Из формулы (1) видно, что xn > 2 для любого n, значит, e = sup
n

xn >

2. С другой стороны, xn < 3 при всех n. Поэтому e = sup
n

xn3. Далее будет

показано, как можно вычислить число e с любой степенью точности. В результате
вычисления с точностью до пятого десятичного знака получим:

e = 2, 61828

Число e служит основанием системы логарифмов, называемых натуральны-
ми. Подробнее о числе e и натуральных логарифмах будет сказано в следующей
главе.

Второй критерий существования предела, так называемый критерий Коши,
можно доказывать по-разному. Приведем доказательство, опирающееся на поня-
тие предельной точки множества.

Определение 1. Окрестностью точки a ∈ R называется любой интервал
(α, β), содержащий эту точку.

В частности, интервал (a − δ, a + δ), где δ > 0, называется δ-окрестностью
точки a и обозначается обычно Uδ(a).

Подчеркнем, что точка a лежит строго внутри каждой своей окрестности.

Определение 2. Точка a ∈ R называется предельной точкой множества M ⊆
R?, если любая окрестность точки a содержит точки множества M , отличные от
точки a.

Точка b ∈ M , не являющаяся предельной для M , называется изолированной
точкой этого множества.

Множество M может иметь одну предельную точку, или много предельных
точек, или не иметь предельных точек. Предельная точка множества может как
принадлежать, так и не принадлежать этому множеству.
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Примеры.

1. Пусть {xn} — числовая последовательность, сходящаяся к точке a и со-
держащая бесконечно много различных членов. Тогда a есть предельная точка
множества M , элементами которого являются члены последовательности.

Рассмотрим подпоследовательность {xni
}, состоящую из попарно различных

точек последовательности {xn}. По условию, такая подпоследовательность суще-
ствует. По лемме 3 (см,§ 1 данной главы), xni

→ a. Поэтому если (α, β) — любая
окрестность точки a и δ = min (a − α, β − a), то найдется номер n0, такой, что
|xni

− a| < δ при ni ≥ n0, т. е.

xni
∈ (a− δ, a+ δ) ⊂ (α, β) при ni ≥ n0.

Это означает, что произвольно выбранная окрестность (α, β) точки a содер-
жит не одну, а бесконечно иного различных членов последовательности, а так как
хотя бы один из них отличен от a, то a — предельная точка множества M .

2. M = (0, 1). Тогда каждая точка отрезка [0, 1] является предельной для
интервала (0, 1).

В самом деле, если a ∈ [0, 1] и (α, β) — любая окрестность точки a, то (α, β)∩
(0, 1) есть промежуток, содержащий точку a и не сводящийся к этой точке, т.е.

(α, β) ∩ {(0, 1) \ a} �= ∅,

а это означает, что a — предельная точка для (0, 1).

3. Пусть M = N — множество всех натуральных чисел, M не имеет пре-
дельных точек. В самой деле, пусть a — любая точка числовой оси R. Если a = n

(натуральному числу), то, положив ε =
1

2
, получим окрестность (a−ε, a+ε) точки

a, которая не содержит ни одной точки множества N, отличной от точки a.

Если a не совпадает ни с одним натуральным числом, примем за ε половину
расстояния от a до ближайшего натурального числа. В этом случае (a − ε, a + ε)
не содержит вообще ни одной точки множества. Итак, в обоих случаях найдется
такое число ε > 0, что (a− ε, a+ ε)∩ (N \ a) = ∅, а это означает, что a не является
предельной точкой для множества M .

4. Пусть M — конечное множество точек, множество предельных точек этого
множества пусто. Доказательство предоставляется читателю.

Пользуясь понятием окрестности точки, можно придать другую форму опре-
делению предела. Так как неравенство |xn−a| < ε или эквивалентное ему двойное
неравенство a−ε < xn < a+ε означаем, что точка xn лежит внутри ε-окрестности
точки a, то определение предела можно переформулировать следующим образом.

Определение 3. Число a называется пределом последовательности {xn}, ес-
ли для любого ε найдется номер n0, такой, что n ≥ n0 ⇒ xn ∈ Uε(a).

Покажем теперь, как последовательность, сходящуюся к +∞ или −∞, можно
включить в число последовательностей, имеющих предел. Дополним формально
множество R всех вещественных чисел двумя несобственными «числами» +∞ и
−∞. Будем считать, что −∞ меньше всех чисел x ∈ R, −∞ < +∞, а +∞ —
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больше всех чисел x ∈ R. Числовую прямую R, дополненную числами −∞ и +∞,
обозначим R̃ и введем следующие правила действий о несобственными числами:

1) −∞± a = −∞, +∞± a = +∞, a ∈ R;
2) (−∞) + (−∞) = −∞; (+∞) + (+∞) = +∞;
3) (+∞) · a = +∞, (−∞) · a = −∞, если a ∈ R, a > 0; (+∞) · a = −∞,

(−∞) · a = +∞, если a ∈ R, a < 0;
4) (±∞) · 0 = 0;
5) (+∞) · (+∞) = +∞, (−∞) · (−∞) = +∞, (+∞) · (−∞) = −∞;
6)

a

±∞ = 0.

Кроме того, сложение и умножение в расширенной числовой области R̃ будем
считать коммутативными, а операции (+∞)−(+∞), (−∞)−(−∞), (+∞)+(−∞),
±∞
±∞ ,

a

0
, a ∈ R — лишенными смысла. Наконец, назовем δ-окрестностью «точки»

+∞ множество Uδ(+∞) всех чисел x ∈ R таких, что x > δ, и δ-окрестностью
«точки» −∞ — множество Uδ(−∞) = {x ∈ R : x < δ}. Знак числа может быть
любой.

Теперь равенство lim xn = +∞ можно определить так: для любого δ ∈ R

найдется номер n0 такой, что при n ≥ n0 xn ∈ Uδ(+∞).

Это определение формально не отличается от определения конечного предела
последовательности.

Можно такие сказать, что точка +∞ является предельной для N. Читатель
легко докажет это, воспользовавшись понятием окрестностей бесконечных точек.

В примерах 1 и 2 показано, что если a — предельная точка множества M , то
произвольная окрестность точки a содержит бесконечно много точек множества
M . Так бывает всегда.

Теорема 3. Если a предельная точка множества M , то любая окрестность
точки a содержит бесконечно много точек множества M .

Доказательство. Возьмем произвольную окрестность (α, β) точки a и по-
следовательность {εn}, монотонно стремящуюся к нулю. Рассмотрим окрестность
(a−δ1, a+δ2) этой точки, где число δ1 < min (ε1, a−α, β−a) и в остальном выбрано
произвольно. В этой окрестности есть хотя бы одна точка x1, отличная от точки
a множества M . Пусть δ2 < min (ε2, |a− x1|). Снова в окрестности (a − δ2, a+ δ2)
точки a существует точка x2 ∈M , x2 �= a, отличная от x1 (рис. 7).

a x1x2
(
α

)
β

)
a + δ1

(
a − δ1

)
a + δ2

(
a − δ2

Рис. 7

Положим δ3 < min (ε3, |a − x2|) и найдем точку x3 ∈ M , такую, что x3 ∈
(a − δ3, a + δ3), x3 �= a и т.д. Так как все точки x1, x2, x3, . . . лежат в окрестности
(α, β), теорема доказана. Одновременно из множества M нами выделена последо-
вательность, сходящаяся к точке a.
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Как уже говорилось, предел последовательности, содержащей бесконечно мно-
го различных по величие членов, есть предельная точка для множества членов
данной последовательности. Полное обращение этого утверждения неверно. На-
пример, последовательность

xn =
2n+ (−1)nn

n+ 1
, n = 1, 2, 3, . . . ,

не имеет предела (ее члены при возрастании n приближаются попеременно то к 1,
то к 3), но имеет предельные точки a = 1 и b = 3, в чем легко убедиться. К этим
предельным точкам сходятся подпоследовательности

x2m+1 =
2m+ 1

2m+ 2
и x2m =

6m

2m+ 1
, m = 1, 2, , 3, . . . ,

выделенные из последовательности. Из доказательства теоремы 3 видно, что если
a — предельная точка множества M , то из M всегда можно выделить последова-
тельность, сходящуюся к a, так что рассмотренный пример есть частный случай
общей ситуации.

Определение 4. Множество M ⊂ R называется замкнутым, если оно содер-
жит все свои предельные точки. Например [0, 1] — замкнутое множество.

Определение 5. Множество M называется открытым, если каждая точка
x ∈ M входит в это множество вместе с некоторой окрестностью, т.е. если для
∀ x ∈ M ∃ δx > 0 такое, что (x − δx, x + δx) ⊂ M . Например, (0, 1) — открытое
множество.

Легко привести примеры множеств, которые не являются ни замкнутыми,
ни открытыми. Таковы, например, полуинтервалы [a, b) и (a, b]. В самом деле, в
первом из этих множеств предельная точка b не принадлежит полуинтервалу [a, b),
а точка a не имеет окрестности (α, β), целиком входящей в полуинтервал (a, b].

Вместе с тем в R есть два множества, которые являются одновременно от-
крытыми и замкнутыми. Эта вся числовая ось R = (−∞,+∞) и пустое множество
∅. То, что (−∞,+∞) и открыто и замкнуто, без труда докажет читатель, а пустое
множество будем считать по определению открыто-замкнутым.

Теорема 4. Пусть F ⊂ R — ограниченное замкнутое множество, α = inf F ,
β = sup F . Тогда α ∈ F и β ∈ F .

Доказательство. Рассмотрим, например, случай точной верхней границы.
Если β /∈ F , то, так как F содержит все свои предельные точки, β не будет пре-
дельной точкой для F . Поэтому найдется число δ0 > 0, такое, что (β − δ0, β + δ0)
не содержит ни одной точки множества F . С другой стороны, так как β = sup F ,
то, по определению точной верхней границы, найдется точка x′ ∈ F такая, что
x′ > β − δ0 и x′ ≤ β, т.е. x′ ∈ (β − δ0, β + δ0). Получилось противоречие. Следова-
тельно, β ∈ F .

Следующая теорема часто применяется при различных построениях в мате-
матическом анализе и других математических дисциплинах.
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Теорема 5. (теорема Больцано3 и Вейерштрасса). Всякое бесконечное огра-
ниченное множество имеет хотя бы одну предельную точку.

Доказательство. Пусть M — ограниченное бесконечное множество, α =
inf F , β = sup F . Тогда M ⊂ [α, β]. Разделим отрезок [α, β] пополам. По крайней
мере, в одной из этих половин (а может быть и в обеих) содержится бесконечно
много точек множества M . Обозначим ту половину отрезка [α, β], где точек бес-
конечно много (а если в обеих, то любую из них), через [α1, β1]. Разделим отрезок
[α1, β1] пополам. Снова, по крайней мере, в одной из его половин будет содер-
жаться бесконечно много точек множества M . Обозначим такую половину через
[α2, β2]. Разделим ее снова пополам и т. д. Получим последовательность отрезков
{[αn, βn]}, каждый из которых содержится внутри предыдущего и последователь-

ность длин которых
β − α

2n
стремятся к нулю. Кроме того, учтем, что каждый

отрезок [αn, βn] в силу его выбора содержит бесконечно много точек множества
M .

По лемме Кантора, существует точка a, являющаяся общим пределом после-
довательности концов этих отрезков:

a = sup αn = inf βn.

Возьмем произвольную δ-окрестность (a− δ, a + δ) точки a. Тогда, найдется
номер n0, такой, что αn0 > a−δ, βn0 < a+δ. Следовательно, [αn0 , βn0] ⊂ (a−δ, a+δ).
Так как отрезок [αn0 , βn0] содержит точки множестваM (и даже бесконечно много
таких точек), то в любой окрестности точки a содержатся точки этого множества,
отличные от самой точки a. Поэтому a — предельная точка множестваM . Теорема
доказана.

Следствие. Из всякой ограниченной последовательности можно выделить
сходящуюся подпоследовательность.

Доказательство. Если множествоM членов последовательности {xn} конеч-
но, то последовательность содержит бесконечно много одинаковых членов и из нее
можно выделить стационарную подпоследовательность. В этом случае утвержде-
ние доказано. Если M бесконечное множество, то оно ограничено, так как огра-
ничена последовательность и, согласно теореме Больцано–Вейерштрасса, имеет
хотя бы одну предельную точку a. Но тогда из M можно выделить подпоследова-
тельность {xnk

}, сходящуюся к a. Справедливость утверждения снова доказана.

Теорема 6 (критерий Коши4 существования предела последовательно-
сти). Для того, чтобы последовательность {xn} имела конечный предел, необхо-
димо и достаточно, чтобы для любого ε > 0 существовал номер n0, такой, что
при n,m ≥ n0

|xn − xm| < ε. (K)

3Б. Больцано (1781–1848) — чешский математик.
4О. Коши (1789–1857) — французский математик.
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Необходимость. Пусть xn → a. В силу определения предела, для любого
ε > 0 найдется номер n0, такой, что при n ≥ n0

|xn − a| < ε

2
.

Но тогда при m ≥ n0

|xm − a| < ε

2
.

Из этих неравенств следует, что при n,m ≥ n0

|xn − xm| < ε

Необходимость доказана.

Достаточность. Пусть условие (К) Коши выполнено. Докажем сначала, что

последовательность {xn} ограничена. Положим ε =
1

2
. Тогда найдется номер n0,

такой, что

|xn − xm| <
1

2
при n,m ≥ n0.

В частности,

|xn − xn0 | <
1

2
.

Отсюда следует, что при n ≥ n0

|xn| ≤ |xn − xn0 | + |xn0 | <
1

2
+ |xn0| = L.

Пусть L — наибольшее из чисел |x1|, |x2|, . . . , |xn0−1|, L0, т.е.

L = max (|x1|, |x2|, . . . , |xn0−1|, L0).

Ясно, что |xn| ≤ L при всех n. Ограниченность последовательности доказана.

Согласно следствию теоремы Больцано–Вейерштрасса, из {xn} можно выде-
лить подпоследовательность {xnk

}, сходящуюся к некоторому пределу a. Пока-
жем, что вся последовательность {xn} сходится к этому пределу.

Поскольку xnk
→ a, для заданного ε > 0 найдется номер n′, такой, что при

nk ≥ n′

|xnk
− a| < ε

2
. (3)

С другой стороны, в силу условия Коши, найдется номер n′′, такой, что при n,m ≥
n′′

|xn − xm| <
ε

2
. (4)

Пусть n0 = max (n′, n′′). При n, nk ≥ n0 выполняются оба неравенства — (3) и (4),
поэтому

|xn − a| ≤ |x− xnk
| + |xnk

− a| < ε

2
+
ε

2
= ε,

и так как число ε было задано произвольно, то lim xn = a, что и требовалось
доказать.
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Для изучения сходимости конкретных последовательностей критерий Коши
применяется редко. Если удалось показать, что |xn − xm| → 0 при n,m → ∞, то
обычно ясно, к какому числу a приближается xn при неограниченном увеличе-
нии номера n, и надо сразу доказывать, что |xn − a| → 0. Однако при решении
теоретическая вопросов критерий Коши бывает часто полезен.

Покажем с помощью критерия Коши, что уравнение

x = a sin x+ b (5)

при |a| < 1 и любом b имеет решение.

Возьмем произвольное число x0. Если x0 = a sin x0 + b, то решение найдено и
дальше делать нечего. Пусть x0 не является решением уравнения (5). Положим

x1 = a sin x0 + b,

x2 = a sin x1 + b,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = a sin xn−1 + b

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Если для какого-то n xn = xn−1, то решение найдено. Поэтому будем считать,
что xn �= xn−1 для всех n. Покажем, что последовательность {xn} удовлетворяет
условиям Коши. Для этого сначала заметим, что

|x2 − x1| = |a| · | sinx1 − sin x0| = 2|a|
∣∣∣∣ sin x1 − x0

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ cos
x1 + x0

2

∣∣∣∣.
Как увидим далее (см. пример 2 и замечание в § 4 данной главы), для любых
вещественных x

| sin x| ≤ |x|.
Так как всегда | cosx| ≤ 1, то

|x2 − x1| ≤ 2|a|x1 − x0

2
= |a| |x1 − x0|. (6)

Аналогично
|x3 − x2| ≤ |a| · |x2 − x1|.

и, следовательно, с учетом неравенства (6)

|x3 − x2| ≤ |a|2|x1 − x0|. (7)

Точно так же получим:
|x4 − x3| ≤ |a|3|x1 − x0| (8)

и т. д. Используя принцип математической индукции, найдем, что

|xn+1 − xn| ≤ |a|n|x1 − x0|. (9)
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Пусть теперь n > m. В этом случае

|xn − xm| =

= |(xn − xn−1) + (xn−1 − xn−2) + . . .+ (xm+2 − xm+1) + (xm+1 − xm)| ≤
≤ |xn − xn−1| + |xn−1 − xn2 | + . . .+ |xm+1 − xm| ≤

≤ (|a|n−1 + |a|n−2 + . . .+ |a|m)|x1 − x0| =

=
|a|m − |a|n

1 − |a| |x1 − x0| <
|a|m

1 − |a| |x1 − x0|.

(10)

Так как |a| < 1, то |a|m → 0 при m → ∞, и, следовательно, для любого ε > 0
найдется номер n0, такой, что при m ≥ n0

|a|m <
(1 − |a|)ε
|x1 − x0|

. (11)

Так как n > m ≥ n0, то при таких значениях n и m из (10) и (11) получим

|xn − xm| < ε,

т. е. последовательность {xn} удовлетворяет условию Коши.

В силу теоремы 6, последовательность {xn} имеет предел ξ. Покажем, что ξ
— решение уравнения (5). В самом деле,

|ξ − (a sin ξ + b)| = |(ξ − xn) + [xn − (a sin xn + b)] + [(a sin xn + b) − (a sin ξ + b)] ≤

≤ |ξ − xn| + |xn − (a sin xn + b)| + ||a sin xn − sin ξ)|.
Как и выше, |a(sin xn − sin ξ)| ≤ |a| |xn − ξ|. Заметим, что a sin xn + b = xn+1,

получим
|ξ − (a sin ξ + b)| ≤ (|a| + 1)|ξ − xn| + |xn+1 − xn| → 0.

Поэтому для любого ε > 0 найдется номер n0, такой, что при n ≥ n0

|ξ − (a sin ξ + b)| < ε.

Так как число ε произвольное, а слева в этом неравенстве стоит фиксированное
число, то неравенство возможно лишь при ξ = a sin ξ + b.

Существование решения уравнения (3) доказано.

Можно показать, что это решение единственно.

§ 4. Предел вещественной функции вещественного переменного

Предел числовой последовательности является частным случаем более обще-
го понятия — предела функции. Это понятие, как и понятие предела последова-
тельности — одно из важнейших в математическом анализе.
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Определение 1. Пусть на множестве X ⊂ R, имеющем предельную точку a,
задана функция f . Число b называется пределом функции f при x, стремящемся
к a, в символах b = lim

x→a
f(x), если для любого ε > 0 найдется число δ > 0, такое,

что для любого x ∈ X \ a, удовлетворяющего неравенству |x− a| < δ, будем иметь
|fx) − b| < ε.

Так как неравенства |x−a| < δ и |f(x)−b| < ε означают, что x ∈ Uδ(a) и f(x) ∈
Uε(b), где Uδ(a) и Uε(b) — окрестности точек a и b, то предыдущее определение
предела функции может быть переформулировано следующим образом.

Определение 1′. Пусть на множестве X ⊂ R, имеющем предельную точку a,
задана функция. Число b называется пределом функции f при x → a, если для
любого ε > 0 найдется чисто δ > 0, такое, что из x ∈ Uδ(a) ∩ (X \ a) следует
f(x) ∈ Uε(b).

В этом определении a и b могут быть и бесконечными несобственными чис-
лами.

Для бесконечных пределов и для пределов при x, стремящихся к +∞ или
−∞, используются обозначения

lim
x→a

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = b, lim
x→−∞

f(x) = +∞

и т.п.

Если не пользоваться понятием окрестности бесконечных точек, то, напри-
мер, запись lim

x→+∞
f(x) = b означает следующее: для любого ε > 0 найдется число

δ > 0, такое, чти всякий раз, когда x ∈ X и x > δ, будем иметь |f(x) − b| < ε.

Тот факт, что число b есть предел функции f(x) при x→ a в случае конечных
a и b, грубо говоря, означает, что при x, достаточно близких к a, значение функ-
ции f(x) будет сколь угодно мало отличаться от b. Это позволяет в ряде случаев
предположить, чему будет равен lim

x→a
f(x). Разумеется, предположение о значении

lim
x→a

f(x) надо подтвердить строгим доказательством.

Примеры.

1. Пусть f(x) = x3, −2 < x < 2 и необходимо найти lim
x→2

f(x). Ясно, что по
мере приближения x к 2 функция f(x) приближается к 8. Докажем это.

Поскольку |x| < 2 во всем интервале изменения независимой переменной, то

|f(x) − 8| = |x3 − 8| = |x− 2| |x2 + x+ 4| ≤ |x− 2| (|x|2 + 2|x| + 8) ≤

≤ |x− 2|(4 + 2 · 2 + 4) = 12|x− 2|.

Если задано произвольное число ε > 0, то, взяв δ =
ε

12
, найдем, что при |x−2| < ε

12

|x3 − 8| < 12 · ε
12

= ε.

Равенство lim
x→2

x3 = 8 доказано.

64



2. Пусть f(x) =
sin x

x
для любых x �= 0. Требуется найти lim

x→0

sin x

x
. Чертеж

(рис. 8) показывает, что чем меньше угол x, тем меньше хорда ABD и дуга ACD
отличаются друг от друга, т.е. отношение

ABD

ACD
=

2AB

2AC
=

sin x

x

приближается к 1, когда x приближается к нулю. Поэтому естественно ожидать,
что

lim
x→0

sin x

x
= 1,

но так как геометрическая интуиция иногда бывает ошибочной, это равенство
нуждаемся в строгом обосновании.

ξ

x→ 0

0 B

A

D

Cx

Рис. 8

Имеем
ABD < ACD < AED

или
2 sin x < 2x < 2 tg x.

Рассмотрим сначала положительные значения x, мало отличающиеся от ну-
ля (во всяком случае, меньшие, чем

π

2
). Тогда sin x > 0 и предыдущую систему

неравенств можно преобразовать к виду

1 <
x

sin x
<

1

cosx

или
cosx <

sin x

x
< 1.

Умножим все члены этой системы неравенств на −1. Получим:

−1 < −sin x

x
< − cos x,
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откуда, прибавив ко всей частям неравенств по единице, будем иметь:

0 < 1 − sin x

x
< 1 − cosx

или ∣∣∣∣1 − sin x

x

∣∣∣∣ < 1 − cosx = 2 sin2 x

2
. (1)

Но для рассматриваемых нами значений x верно неравенство sin2 x

2
< sin

x

2
<
x

2
,

тогда из неравенства (1) получим∣∣∣∣1 − sin x

x

∣∣∣∣ < 2 · x
2

= x.

Теперь ясно, что заданного числа ε > 0, которое можно считать меньшим,
чем

π

2
, взять δ = ε, то при 0 < x < δ∣∣∣∣sin xx − 1

∣∣∣∣ < ε. (2)

Если x < 0, то, в силу нечетности функции sin x,

sin x

x
==

sin(−|x|)
−|x| ==

− sin |x|
−|x| =

sin |x|
|x| .

Следовательно, при |x| < ε по-прежнему∣∣∣∣sin xx − 1

∣∣∣∣ < ε.

Итак, для любых x, удовлетворяющих неравенству 0 < |x| < ε,∣∣∣∣sin xx − 1

∣∣∣∣ < ε

т.е.
lim
x→0

sin x

x
= 1.

Замечание. Как было установлено, если 0 < |x| < 3

2
<
π

2
, то 0 <

∣∣∣∣sin xx
∣∣∣∣ < 1.

Но если |x| ≥ 3

2
, то, так как | sin x| ≤ 1 для всех x, снова

| sin x|
|x| < 1. Таким

образом, для всех значений x �= 0

0 <

∣∣∣∣sin xx
∣∣∣∣ < 1.

3. Рассмотрим функцию

f(x) = (−1)E
(

1
x

)
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с областью определения (0, 1). Покажем, что не существует lim
x→0

(−1)E
(

1
x

)
. В самом

деле, если бы этот предел существовал и равнялся некоторому числу b, то для

ε0 =
1

2
нашлось бы число δ0 > 0, такое, что∣∣∣∣(−1)E

(
1
x

)
− b

∣∣∣∣ < 1

2
при |x| < δ0.

Тогда для любых двух точек x′ и x′′, удовлетворяющих неравенствам |x′| < δ0 и
|x′′| < δ0 имели бы∣∣∣∣(−1)E

(
1
x′
)
− (−1)E

(
1

x′′
)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(−1)E

(
1
x′
)
− b

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣b− (−1)E
(

1
x′′
)∣∣∣∣ < 1

2
+

1

2
= 1. (3)

Возьмем натуральное число n, так, чтобы
1

n
< δ0, и пусть x′ =

1

2n
, x′′ =

1

2n+ 1
.

Тогда |x′| < δ0, |x′′| < δ0, в то время как∣∣∣∣(−1)E
(

1
x′
)
− (−1)E

(
1

x′′
)∣∣∣∣ = ∣∣(−1)E(2n) − (−1)E(2n+1)

∣∣ = |(−1)2n − (−1)2n+1| = 2. (4)

Соотношения (3) и (4) противоречат друг другу, следовательно, lim
x→0

(−1)E
(

1
x

)
не существует. Это объясняется следующим образом: когда x приближается к ну-

лю,
1

x
бесчисленное число раз принимает как четные, так и нечетные значения,

так что (−1)E
(

1
x

)
бесчисленное число раз делается равный то +1, то −1 и значения

(−1)E
(

1
x

)
не приближаются ни к какому определенному числу.

4. Пусть f(x) =
x

x+ 1
, x > 0. Если значение x очень велико, то x и x+1 мало

отличаются друг от друга, и естественно ожидать, что

lim
x→+∞

x

x+ 1
= 1.

Докажем это. Имеем∣∣∣∣ x

x+ 1
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x− x+ 1

x+ 1

∣∣∣∣ = 1

1 + x
.

Пусть число ε > 0 — любое. Можно считать, что ε < 1. В силу (5), неравенство∣∣∣∣ x

x+ 1
− 1

∣∣∣∣ < ε сводится к неравенству
1

x+ 1
< ε, которое будет удовлетвориться,

если 1 < ε(x+1), т.е. если x >
1 − ε

ε
. Поэтому при δ =

1 − ε

ε
будем иметь

∣∣∣∣ x

x+ 1
−

1

∣∣∣∣ < ε, если x > δ. Таким образом, равенство lim
x→+∞

x

x+ 1
= 1 доказано.

5. Пусть f(x) = tg x, 0 ≤ x <
π

2
. Имеем

lim
x→π

2

tg x = +∞.
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6. Пусть f(x) =
1

1 − x
, 0 < x < 1. Тогда lim

x→1
f(x) = +∞. Читатель без труда

докажет эти утверждения.

Теперь поясним, почему предел последовательности является частным случа-
ем предела функции. Рассмотрим функцию f(n), областью определения которой
является множество N натуральных чисел. Это множество имеет предельную точ-
ку +∞, и поэтому имеет смысл понятие предела lim

n→∞
f(n). Если b = lim

n→∞
f(n),

то, согласно определению 1 данного параграфа для любого ε > 0 найдется A > 0,
такое, что

|f(n) − b| < ε при n > A. (6)

Если обозначить f(n) через an и положить n0E(A) + 1, то неравенство (6)
примет вид

|an − b| < ε при n > n0.

Это и есть определение предела последовательности.

Принципиальное значение для дальнейших рассуждений имеет то обстоя-
тельство, что понятие предела функции может быть сведено к понятию предела
последовательности.

Теорема 1. Для того, чтобы число b было пределом функции f(x) при x→ a,
необходимо и достаточно, чтобы для любой последовательности {xn} ⊂ X \ a и
сходящейся к a, последовательность {f(xn)} сходилась к b.

Докажем теорему для случая конечного b.

Необходимость. Пусть существует lim
x→a

f(x) = b. Для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 такое,
что |f(x)− b| < ε при x ∈ (X \ a)∩ (aδ, a+ δ). Возьмем любую последовательность
{xn} ⊂ X \ a и сходящуюся к a. Так как xn → a, то для данного δ > 0 найдется
n0, такое, что |xn − a| < δ при n ≥ n0. Но тогда |f(xn) − b| < ε при n ≥ n0, т.е.
f(xn) → b, и необходимость доказана.

Достаточность. Пусть из того, что xn → a, xn ∈ X \ a следует f(xn) → b.
Предположим, что b не является пределом функции f(X) по определению 1. Тогда
найдется ε0 > 0, такое, что при любых δ > 0 будет существовать xδ ∈ X \ a,
для которых |f(xδ) − b| > ε0, хотя |xδ − a| < δ. Положим δ =

1

n
и обозначим

соответствующее значения xδ аргумента через xn. Имеем |xn − a| < 1

n
, т.е. xn →

a, в то время как |f(xn) − b| > ε0, т.е. f(xn) �→ b. Это противоречит условию,
следовательно, предположение, что b, не есть предел f(x) при x → a, неверно,и
достаточность доказана.

В качестве примера применения теоремы 1 докажем, что

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Пусть xn → 0. Можно считать, что |xn| < 1. Предположим сначала, что

xn > 0. Обозначим через mn целую часть
1

xn
так, что

mn ≤ 1

xn
< mn + 1. (7)
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Таким образом,
1

mn + 1
< xn ≤ 1

xn
. (8)

Из неравенств (7) и (8) следует, что(
1 +

1

mn + 1

)mn

< (1 + xn)
1

xn <

(
1 +

1

mn

)mn+1

. (9)

(Что такое ax при a > 1 для любых вещественных чисел x и то, что ax1 < ax2, если
x1 < x2, будет строго установлено далее).

Неравенства (9) можно переписать в следующем виде:

1

1 + 1
mn+1

(
1 +

1

mn + 1

)mn+1

< (1 + xn)
1

xn <

(
1 +

1

mn

)(
1 +

1

mn

)mn

. (10)

Известно, что любая подпоследовательность сходящейся последовательности
сходится и притом к тому же пределу, что и вся последовательность. Поэтому

из равенства lim

(
1 +

1

n

)n
= e следует, что

(
1 +

1

mn

)mn

и
(

1 +
1

mn + 1

)mn+1

стремятся к e при n→ ∞. Далее,
(

1+
1

mn

)
→ 1,

(
1+

1

mn + 1

)mn+1

→ 1. Поэтому

из неравенства (10) и леммы 4 (см. § 1) следует, что (1 + xn)
1

xn → e.

Если xn → 0 и xn < 0, то положим xn + 1 =
1

x′n − 1
, т.е. x′n = − xn

1 + xn
и

xn = − x′n
1 + x′n

. Так как x′n > 0 и x′n → 0, то, согласно доказанному, (1 + x′n)
1

x′n → e.

Но

(1 + xn)
1

xn =

(
1

1 + x′n

)− 1+x′n
x′n

= (1 + x′n)
1+x′n

x′n = (1 + x′n)
1

x′n
+1

= (1 + x′n)
1

x′n (1 + x′n).

Поэтому снова
(1 + xn)

1
xn → e · 1 = e.

Предположим, наконец, что xn → 0, принимая как положительные, так и
отрицательные значения, причем те и другие — бесконечное число раз. (Если по-
ложительных или отрицательных значений xn конечное число, т.е. все xn начиная
с некоторого номера имеют один знак, то этот случай уже рассмотрен.)

Пусть {yk} — подпоследовательность, состоящая из положительных членов
последовательности {xn}, и {zm} — подпоследовательность из отрицательных чле-
нов этой последовательности. Тогда yk → 0, yk > 0, следовательно, (1 + yk)

1
yk → e,

и для любого ε > 0 найдется номер k0, такой, что при k ≥ k0

|(1 + yk)
1

yk − e| < ε.

Аналогичным образом найдется номер m0, такой, что при m ≥ m0

|(1 + zm)
1

zm − e| < ε.
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Пусть n0 = k0 +m0 и n ≥ n0. Если для такого n число xn > 0, то xn = yk и k ≥ k0,
откуда

|(1 + xn)
1

xn − e| = |(1 + yk)
1

yk − e| < ε.

Если xn < 0, то xn = zm, причем m ≥ m0, и снова

|(1 + xn)
1

xn − e| = |(1 + zm)
1

zm − e| < ε.

Но это означает, что
(1 + xn)

1
xn → e.

Итак, для любой последовательности {xn}, сходящейся к нулю, (1+xn)
1

xn → e.
Согласно теореме 1, отсюда следует, что lim

x→0
(1 + x)

1
x существует и равен e.

Число e встречается как в теоретической математике, так и в ее приложениях.
Приведен два примера.

Примеры.

7. Сберкассы, принимая вклады от населения, начисляют на внесенные день-

ги проценты. Если α =
p%

100
— процентная такса и начисление процентов произво-

дится через год после внесения вклада, то это значит, что через год a рублей пре-
вратятся в a1 = a+αa = (1+α)a рублей, через два года — в a2 = (1+α)a1 = (1+α)2a
рублей, по истечении k лет — в ak = (1 + α)ka рублей.

Если начисление процентов производится не один, а n раз в год, то по из

течении
1

n
года вклад превращается в

(
1 +

α

n

)
a рублей, через год — в

(
1 +

α

n

)n
a

рублей, через k лет — в
(

1+
α

n

)kn
α рублей. Если уменьшаясь промежуток времени

1

n
, через который начисляются проценты, то в пределе при n → ∞ получим, что

проценты начисляются непрерывно, и через k лет вклад a станет следующий:

a lim
n→∞

(
1 +

α

n

)kn
= a lim

n→∞

[(
1 +

α

n

)n
α
]kα

= aekα.

Здесь использовано равенство lim
x→a

[f(x)]β = [lim
x→a

f(x)]β, которое будет доказано
далее.

8. Согласно законам ядерной физики, в процессе радиоактивного распада
количество атомов, распадающихся в единицу времени, например в 1 секунду,
пропорционально количеству всех атомов распадающегося вещества, имеющего-
ся на данный момент времени. Коэффициент пропорциональности различен для
разных веществ и характеризует скорость распада.

Пусть в данный момент имеется N0 атомов радиоактивного вещества. По ис-
течении 1 секунды их уже будет N1 = N0 −kN0 = (1−k)N0, где k — коэффициент
распада. Однако этот подсчет слишком грубый, так как в течение 1 секунды коли-
чество распадающегося вещества не бывает постоянным, а все время уменьшается.
Более точный результат можно получить, если разделить секунду на n частей и
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подсчитать число оставшихся атомов через каждые
1

n
секунды. В результате под-

счета получим:

N 1
n

=

(
1 − k

n

)
N0, N 2

n
=

(
1 − k

n

)
N 1

n
=

(
1 − k

n

)2

N0, . . . ,

Nn−1
n

=

(
1 − k

n

)n−1

N0, N1 =

(
1 − k

n

)n
N0.

Подсчет будет тем более точным, чем больше n, и в пределе при n→ ∞ получится
точное значение числа атомов, оставшихся после 1 секунды распада:

N1 = lim
n→∞

(
1 − k

n

)n
N0 = N0 lim

n→∞

[(
1 − k

n

)−n
k
]−k

= N0e
−k.

Легко подсчитать, что после t секунд остается

Nt = N0e
−kt

атомов.

Теоремой 1 удобно пользоваться для доказательства того, что не существует

lim
x→a

f(x). Покажем, например, что f(x) = sin
1

x
не стремится ни к какому пределу

при x→ 0. Для этого надо найти, по крайней мере, две последовательности {x′n} и
{x′′n}, сходящиеся к нулю, но такие, что {f(x′n)} и {f(xn)

′′} сходятся к различным

пределам. Такие последовательности легко построить. Положим, x′n =
1

nπ
. Тогда

f(x′n) = sinnπ = 0 для любого n, и, следовательно, lim
n→∞

f(x′n) = 0. Пусть x′′n =

1

(4n+ 1)π
2

. В этом случае

f(x′′n) = sin

[
(4n+ 1)

π

2

]
= sin

π

2
= 1,

т.е. lim
n→∞

f(x′′n) = 1. Итак, для двух последовательностей аргументов, сходящихся
к нулю, последовательности значений функций имеют разные пределы, что было
бы невозможно, если бы lim

n→inf
f(x) существовал.

С помощью теоремы 1 и соответствующих теорем о пределах последователь-
ностей доказывается следующая теорема.

Теорема 2. Пусть существуют lim
x→a

f(x) и lim
x→a

g(x). Тогда существую пре-
делы при x → a суммы и произведения этих функций, а если lim

x→a
g(x) �= 0, то

существует и предел частного
f(x)

g(x)
. При этом

lim
x→a

[f(x) + g(x)] = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x),

lim
x→a

[f(x) · g(x)] = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x),
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lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
.

Если lim
x→a

f(x) = b > 0 (b < 0), то ∃δ > 0 такое, что

f(x) >
b

2
> 0

(
<
b

2
< 0

)
для всех x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩ (X \ a).

Впрочем, эту теорему легко доказать непосредственно, исходя из определе-
ния 1 предела функции. Рекомендуем проделать это.

Введем понятие об односторонних пределах фикции. Для этого, нам понадо-
бятся понятие односторонней, и двусторонней предельных точек множества.

Определение 2. Точка a ∈ R называется двусторонней предельной точкой
множества X ⊂ R, если для любого δ > 0

(a− δ, a) ∩X �= ∅ и (a, a+ δ) ∩X �= ∅,

т.е. если в любой окрестности точки a есть точки множества X, лежащие как
слева, так и справа от точки a.

Точка a называется левосторонней предельной точкой множества X, если
(a − δ, a) ∩ X �= ∅ для любого δ > 0. Аналогично определяется правосторонняя
предельная точка.

Из приведенных определений следует, что двусторонняя предельная точка
является одновременно лево- и правосторонней, верно и обратное. Однако могут
быть односторонние предельные точки, не являющиеся двусторонними. Такова,

например, точка a = 0 для множества X =

{
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
.

Определение 3. Пусть a — левосторонняя предельная точка множества X.
Число b называется пределом слева функции f : X → R при x → a, если ∀ ε > 0
∃ δ > 0, такое, что при |x− a| < δ, x < a |f(x)− b| < ε. В этой случае используют
обозначения

b = lim
x→a−0

f(x) или b = f(a− 0).

Аналогично определяется предел справа функции f : X → R в правосторон-
ней предельной точке множества X. Такой предел обозначается b = lim

x→a+0
f(x)

или f(a+ 0).

Читатель легко сформулирует определение символов

lim
x→a+0

f(x) = ∞, lim
x→a−0

f(x) = ∞ и др.

Примеры.

9. Пусть X = (0, 2) и f(x) = E(x). Тогда f(1 − 0) = 0, f(1 + 0) = 1.

В самой деле, если 0 < x < 1, то f(x) = 0, и, следовательно, для любого ε > 0

|f(x) − 0| = |0 − 0 < ε при x < 1, |x− 0| = x < 1.
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Если же 1 < x < 2, то f(x) = 1, и поэтому

|f(x) − 1| = |1 − 1| < ε при x > 1, |x− 1| < 1.

10. Этот пример более сложный. Пусть

X = (−∞, 0) ∪ (0,+∞) или f(x) =
1

1 + 2
1
x

.

Предположим, что x > 0. Имеем f(x) =
1

1 + 2
1
x

<
1

2
1
x

. Если задано число ε > 0,

которое можно считать меньше 1, то неравенство
1

2
1
x

< ε равносильно неравенству

2
1
x >

1

ε
, или

1

x
log 2 > log

(
1

ε

)
, или x <

log 2

log
(

1
ε

) .
Таким образом, если положить δ =

log 2

log
(

1
ε

) , то при |x−0| = x < δ будем иметь

|f(x) − 0| = f(x) < ε, а это означает, что lim
x→+0

1

1 + 2
1
x

= 0.

Пусть теперь x < 0, т.е. x = −|x|. Тогда

f(x) =
1

1 + 2
1
x

=
1

1 + 2
1

−|x|
=

2
1
|x|

2
1
|x| + 1

.

Отсюда

|f(x) − 1| = 1 − 2
1
|x|

2
1
|x|

=
1

2
1
|x|
<

1

2
1
|x|
.

В этом случае, как и раньше,

|f(x) − 1| < ε если x < 0, |x| < log 2

log
(

1
ε

) .
Следовательно,

lim
x→−0

1

1 + 2
1
x

= 1.

Лемма. Пусть f : X → R, a — двусторонняя предельная точка множества
X. Для того, чтобы существовал lim

x→a
f(x) = b необходимо и достаточно, чтобы

существовали lim
x→a−0

f(x), lim
x→a+0

f(x) и выполнялось равенство

lim
x→a−0

f(x) = lim
x→a+0

f(x) = b.

Необходимость. Если существует lim
x→a

f(x) = b, то для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, такое,
что |f(x) − b| < ε всякий раз, когда x ∈ X \ a и |x − a| < δ. Но тогда тем более
|f(x) − b| < ε, если x ∈ X, x > a, |x − a| < δ, т.е. b = lim

x→a+0
f(x). Аналогичным

образом убеждаемся, что b = lim
x→a−0

f(x).
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Достаточность. Пусть f(a + 0) = f(a − 0) = b. Для любого ε > 0 найдется
δ1 > 0, такое, что

|f(x) − b| < ε, если x ∈ X ∩ (a− δ1, a). (11)

Аналогично найдется δ2 > 0, такое, что

|f(x) − b| < ε, если x ∈ X ∩ (a, a + δ2). (12)

Пусть δ = min (δ1, δ2), x �= a и |x− a| < δ. Если x ∈ (a− δ, a), то в силу (11)

|f(x) − b| < ε.

Если x ∈ (a, a+δ), то это же неравенство выполняется в силу (12). Следовательно,
для любого ε > 0 найдется δ > 0, такое, что |f(x) − b| < ε при x ∈ (X \ a) ∩ (a −
δ, a+ δ), т.е.

b = lim
x→a

f(x).

Следствие. Для того чтобы число b было пределом f(x) при x→ a, необхо-
димо и достаточно, чтобы для любой последовательности {x′n}, сходящейся к a
справа, f(x′n) → b и для любой последовательности {x′′n}, сходящейся к a слева,
f(x′′n) → b.

Теорема 3 (о существовании односторонних пределов у монотонной
функции). Пусть f : X → R, a двусторонняя предельная точка множества X.
Если функция f монотонна и ограничена на X, то f(a+0) и f(a−0) существуют
и конечны.

Доказательство. Предположим, например, что f монотонно возрастает на
X, и докажем, что f(a+ 0) существует.

Пусть m = inf f(x). Рассмотрим значения f на множестве (a,∞) ∩X = X1.
Эти значения ограничена в совокупности тем же числом m снизу. Пусть α =
inf
X1

f(x). Для любого ε > 0 найдется x′ ∈ (a,∞) ∩X, такое, что α ≤ f(x′) < α+ ε.

Обозначим x′−a через δ. Если x ∈ X, x−a < δ, то x < x′, и так как f возрастающая
функция, то f(x) ≤ f(x′). Следовательно,

α ≤ f(x) < α + ε.

Итак, для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, такое, что из x ∈ X, x > a, x − a < δ следует
|f(x) − α| < ε, а это означает, что α = lim

x→a+0
f(x). Аналогично доказывается

существование lim
x→a−0

f(x).

Следствие. Если функция f : (a, b) ∈ R монотонна и ограничена на (a, b),
то существуют пределы

lim
x→a

f(x) и lim
x→b

f(x).

Это непосредственно вытекает из теоремы 3.
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Рекомендуем читателю исследовать случаи, когда a — правая (левая) пре-
дельная точка множества X и когда монотонная функция f : X → R неограни-
чена на (−∞, a) ∩X (соответственно на X ∩ (a,∞)).

Теорема 4 (критерий Коши существования предела функции). Для того
чтобы функция f : X → R имела предел в точке a, являющейся предельной для
множества X, необходимо и достаточно, чтобы ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, такое, что

для любых x′, x′′ ∈ (X \ a) ∩ (a− δ, a+ δ) |f(x′) − f(x′′)| < ε. (K)

Необходимость. Пусть существует lim
x→a

f(x) = b. Тогда для ∀ ε > 0 суще-
ствует число δ > 0, такое, что

|f(x′) − b| < ε

2
при x′ ∈ (X \ a) ∩ (a− δ, a+ δ).

Точно так же

|f(x′′) − b| < ε

2
при x′′ ∈ (X \ a) ∩ (a− δ, a+ δ).

Поэтому
|f(x′) − f(x′′)| ≤ |f(x′) − b| + |f(x′′) − b| < ε

2
+
ε

2
= ε

для
x′, x′′ ∈ (X \ a) ∩ (a− δ, a+ δ).

Необходимость условия (К) Коши доказана.

Достаточность. Предположим, что условие (К) выполнено. Возьмем про-
извольную последовательность {xn} ∈ X \ a, такую, что xn → a. По заданному
ε > 0, в силу условия (К), найдем δ > 0, такое, что при |x′ − a| < δ, |x′′ − a| < δ,
x′, x′′ ∈ (X \ a) ∩ (a− δ, a+ δ)

|f(x′) − f(x′′)| < ε. (13)

Так как xn → a, то для данного δ существует n0, такое, что |xn−a| < δ, когда
n ≥ n0. Но тогда, в силу (13), полагая x′ = xn и x′′ = xm, получим:

|f(xn) − f(xm)| < ε при n,m ≥ n0

и, по достаточной части критерия Коши существования предела последователь-
ности, {f(xn)} сходится к некоторому пределу b.

Пусть {x′n} — другая последовательность, сходящаяся к a. Как и выше, убеж-
даемся, что f(x′n) сходится к некоторому пределу b′. Покажем, что b′ = b.

Рассмотрим последовательность

x1, x
′
1, x2, x

′
2, . . . , xn, x

′
n, . . .

Она также сходится к a и, по доказанному, последовательность

f(x1), f(x′1), f(x2), f(x′2), . . . , f(xn), f(x′n), . . . (14)
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имеет некоторый предел b0. Но тогда обе подпоследовательности {f(xn)} и {f(x′n)}
последовательности (14) сходятся к тому же пределу b0, к так как f(xn) → b,
f(x′n) → b′, то b = b′ = b0.

Итак, для любой последовательности {xb} ⊂ X \ a, сходящейся к a, последо-
вательность {f(xn)} сходится к одному и тому же пределу b. Согласно теореме 1,
это означает, что lim

x→a
f(x) существует и равен b и т.д.

Введем понятие бесконечно малой функции. Функция f(x), определенная на
множестве X, имеющем предельную точку a называется бесконечно малой (б.м.)
при x → a, если lim

x→a
f(x) = 0. Так, определенные на (−∞,∞) функции sin x,

xα, α > 0, будут бесконечно малыми при x → 0, а функция
x− 1

x2 + 1
будет б.м. при

x→ 1. Подчеркнем, что функция является бесконечно малой всегда по отношению
к данной предельной точке области задания функции; если в другой предельной
точке b, lim

x→b
f(x) = b �= 0, то та же самая функция f(x) на том же самом множестве

X не будет б.м. при x → b. Например, f(x) = sin x будет б.м. при x → 0, x → π,
x → −π, но не будет б.м. при x → π

2
. В этом отличие б.м. функции от б.м.

последовательности: если {xn} сходится к нулю, то ни к какому другому пределу
сходиться уже не может.

Так же как и для последовательностей, функция f(x)− b, если lim
x→a

f(x) = b,
является б.м. при x → a, и обратно, если функция f(x) − b б.м. при x → a,
то b = lim

x→a
f(x). Линейная комбинация и произведение функций, б.м. при x → a,

будут функциями, б.м. при x→ a; произведение функции, б.м. при ?, на функцию,
ограниченную в окрестности точки a, есть функция, б.м. при x→ a.

Пусть на множестве X, имеющем предельную точку a, заданы функции f(x)

и g(x), б.м. при x → a. Если lim
x→a

f(x)

g(x)
= b �= 0, то говорят, что f(x) и g(x)

являются б.м. одного порядка при x→ a, если же b = 0, то функцию f(x) называют
б.м. высшего порядка при x → a по сравнению с функцией g(x). Так, функции
f(x) = sin x и g(x) = tg x при x → 0 являются б.м. одного порядка при x → 0, а
функция ψ(x) = sin x− tg x есть б.м. высшего порядка по сравнению с x2. В самом
деле,

lim
x→0

sin x− tg x

x2
= lim

x→0

sin x

x
· 1

cos x
· cosx− 1

x
= lim

x→0

(−2 sin2 x
2

x

)
= 0.

Наконец, если b = 1, то функции f(x) и g(x) называются эквивалентными б.м.
при x → 0. Возможен случай, когда для функций f(x) и g(x), б.м. при x →
a, предел lim

x→a

f(x)

g(x)
не существует. Такие б.м. при x → a функции называются

несравнимыми. Например, несравнимы функции fx) = sin x и g(x) = x sin
1

x
, б.м.

при x→ 0.

Нетрудно доказать следующие утверждения.

1. Если функции f(x) и g(x) б.м. эквивалентные при x → a, то их разность
есть б.м. высшего порядка при x→ a по сравнению как с f(x), так и g(x).
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2. Если f(x) − g(x) при x → a есть б.м. функция высшего порядка по срав-
нению с f(x) и g(x), то f(x) и g(x) — б. м. функции эквивалентные при x → a.

3. Если f(x) ± g(x) ± . . .± h(x) есть сумма б.м. разного порядка при x → a,
то эта сумма эквивалентна б.м. слагаемому низшего порядка.

Рекомендуем читателю доказать последние три утверждения.

Наконец, если б.м. при x→ a функции f(x) и g(x) таковы, что lim
x→a

f(x)

[g(x)]k
=

b �= 0, то говорят, что f(x) есть б.м. функции порядка k по сравнению с g(x) при
x→ a, а b[g(x)]k — главная часть f(x) по сравнению с g(x).

Функция f(x), определенная на множестве X, которое имеет предельную точ-
ку a, называется бесконечно большой (б.б.) при x → a, если lim

x→a
= ∞. Ясно, что

если функция f(x) б.м. при x → a, то функция
1

f(x)
есть б.б. при x → a, и если

f(x) — б.б. при x → 0, то
1

f(x)
— б.м. при x → a. Для функций, б.б. при x → 0,

так же как и для б.м. функций, можно ввести б.б. функции разных порядков,
эквивалентные б.б. функции, и доказать утверждения, аналогичные приведенным
выше для б.м. функций.

§ 5. Верхний и нижний пределы последовательности

Важным обобщением понятия предела последовательности являются ее верх-
ний и нижний пределы.

Определение 1. Число μ называется верхним пределом последовательности
{xn}, если для любого ε существует бесконечно много членов последовательности,
не меньших μ−ε, и не более конечного числа членов последовательности, больших
μ+ ε.

Верхний предел последовательности обозначается lim xn.

Определение 2. Число λ называется нижним пределом последовательности
{xn}, если для любого ε > 0 существует бесконечно много членов последователь-
ности, меньших λ + ε и не более конечного числа членов последовательности,
меньших λ− ε.

Нижний предел последовательности обозначается lim xn.

Примеры.

1. Пусть xn =
1

n
[n+ (−1)n(n− 1)], так что xn = 2− 1

n
для четных n и xn =

1

n
для нечетных n. Легко видеть, что lim xn = 2 и lim xn = 0.

2. Пусть {rn} — последовательность всех правильных рациональных дробей,
занумерованных каким-либо способом. Покажем, что lim rn = 1.
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Так как членов последовательности {rn}, больших единицы, не существует,
то достаточно показать, что для любого ε > 0 найдется бесконечно много правиль-
ных рациональных дробей, больших 1 − ε. Допустим, что это не так, т.е. что или
нет правильных рациональных дробей, больших 1− ε, или таких дробей конечное
число. Пусть rn0 — наибольшая из таких дробей или rn0 = 1− ε, если правильных
рациональных дробей, больших 1−ε, нет. Так как rn0 < 1 и множество рациональ-
ных чисел плотно в множестве R вещественных чисел, то найдется рациональная
дробь rm, такая, что rn0 < rm < 1. Но это противоречит определению числа rn0 .
Следовательно, существует бесконечно иного членов rn последовательности, та-
ких, что rn > 1 − ε. Равенство lim rn = 1 доказано.

Аналогично доказывается, что lim rn = 0.

Если последовательность {xn} не ограничена сверху, то lim xn = +∞, если
последовательность {xn} не ограничена снизу, то lim xn = −∞.

Без труда доказывается следующая лемма.

Лемма 1. Для того чтобы последовательность {xn} имела предел, необхо-
димо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

lim xn = lim xn.

Примеры 1 и 2 показывают, что верхний и нижний пределы существуют и у
несходящихся последовательностей. Более того, справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Всякая последовательность {xn} имеет конечные или бесконеч-
ные верхний и нижний пределы.

Установим существование верхнего предела у произвольной последователь-
ности {xn} (доказательство существования нижнего предела предоставляем чита-
телю).

Если последовательность не ограничена сверху, то, как уже было сказано,
она имеет верхний предел, равный +∞.

Предположим, что последовательность {xn} ограничена сверху, например,
числом β. Если для любого α < β правее α есть лишь конечное число членов
рассматриваемой последовательности, то в любую окрестность (−∞, α) точки −∞
попадут все члены xn последовательности начиная с некоторого номера, т.е. xn →
−∞. Но когда и lim xn = −∞, и в этом случае теорема доказана.

Предположим, что найдется число α < β, такое, что отрезок [α, β] будет со-
держать бесконечное множество M точек рассматриваемой последовательности.
По теореме Больцано–Вейерштрасса, множество M имеет хотя бы одну предель-
ную точку. Пусть M ′ — множество предельных точек множества M . Ясно, что
M ′ ⊂ [α, β], т.е. ограничено, и, следовательно, существует sup M ′ = μ. Покажем,
что μ = lim xn.

Пусть задано произвольное число ε > 0. Если μ + ε ≥ β, то правее μ + ε
вообще нет точек последовательности. Если μ + ε < β, то на отрезке [μ + ε, β]
может лежать лишь конечное число точек xn последовательности, так как иначе
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на этом отрезке будет существовать хотя бы одна предельная точка множества M ,
что противоречит определению числа μ. С другой стороны, так как μ = sup M ′, то
найдется точка γ ∈ M ′„ такая, что μ− ε < γ. Но тогда в окрестности (μ− ε, μ+ ε)
точки γ, т.е. правее μ−ε, будет лежать бесконечно много точек последовательности
{xn}. Таким образом, μ = lim xn. Существование конечного верхнего предела у
произвольной ограниченной сверху последовательности доказано.

Замечание. В процессе доказательства теоремы 1 установлено, что точная
верхняя граница множества предельных точек любой ограниченной сверху по-
следовательности является верхним пределом этой последовательности. Так как
верхний предел есть, очевидно, предельная точка последовательности, то у всякой
ограниченной сверху последовательности есть самая правая предельная точка. В
связи с этим иногда дают следующее определение верхнего предела последова-
тельности.

Определение 1′. Верхним пределом последовательности называется самая
правая предельная точка этой последовательности.

Аналогично определяется нижний предел последовательности.

Иногда верхний и нижний пределы последовательности определяются по-
другому, а именно:

lim xn = inf
n

{sup (xn, xn+1, . . . , xn+p, . . .)}.

Это равенство надо понимать так: сначала для фиксированного n берется точная
верхняя граница yn множества

An{xn, xn+1, . . .},

(эта точная верхняя граница может быть и бесконечной), а затем точная нижняя
граница множества

B = {y1, y2, . . . , yn, . . .}.
Аналогично определяется нижний предел

lim xn = sup
n

{inf (xn, xn+1, . . . , xn+p, . . .)}.

Докажем эквивалентность определений 1 и 1′. Пусть μ = lim по определению
1′. Это значит, что для любого ε > 0 найдется номер n0, такой, что все члены
последовательности {xn} для n ≥ n0 будут удовлетворять неравенству

xn < μ+ ε.

Но тогда при n ≥ n0

yn = sup
n

(xn, xn+1, . . .) ≤ μ+ ε,

и тем более
μ′ = inf

n
yn = inf

n
{sup (xn, xn+1, . . .)} ≤ μ+ ε.

Так как ε > 0 произвольно, то в пределе при ε → 0 из предыдущего неравенства
следует:

μ′ = inf
n

{sup (xn, xn+1, . . .)} ≤ μ. (1)
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С другой стороны, по определению точной нижней границы, для любого ε > 0
найдется такое n′, что

yn′ = sup (xn′ , xn′+1, . . .) < μ′ + ε,

следовательно, при n ≥ n′

xn < μ′ + ε.

Таким образом, все члены последовательности начиная с некоторого номера не
превосходят μ′ + ε. Но тогда и точная верхняя граница предельных точек после-
довательности, в том числе самая правая, не превосходит этого числа, т.е.

μ ≤ μ′ + ε.

В силу произвольности ε из этого неравенства следует

μ ≤ μ′ (2)

Из (1) и (2) вытекает, что μ = μ′.

В рассмотренном случае последовательность {xn} содержит бесконечно много
элементов, различных по величине. Если же {xn} распадается на конечное число
стационарных последовательностей, доказательство равенства μ = μ′ предостав-
ляли читателю.

§ 6. Понятие о компактном множестве

Определение 1. Множество M числовой прямой называется компактным,
если из любого бесконечного подмножества множества M можно выделить после-
довательность, сходящуюся к некоторой точке множества M .

Определение 1′. Множество M числовой прямой называется компактным,
если из любого открытого покрытия множества M можно выделить конечное по-
крытие.

Докажем важную лемму, которая часто используется при изучении различ-
ных вопросов математического анализа и других разделов математика.

Пусть дано множествоM ⊂ R и совокупность S открытых множеств числовой
прямой. Говорят, что S образует открытое покрытие множества M , если для
любой точка x ∈ M найдется открытое множество G ∈ S такое, что x ∈ G.
Если совокупность S состоит из конечного числа множеств, покрытие называется
конечным.

Если S есть покрытие M , то всякое подмножество S0 множества S, которое
также является покрытием M , называется подпокрытием покрытия.

Лемма Гейне–Бореля. Из всякого открытого покрытия S ограниченного и
замкнутого множества F ⊂ R можно выделить конечное подпокрытие S0.

Доказательство. Предположим, что F = [a, b] и S — произвольное открытое
покрытие этого отрезка. Допустим, что лемма неверна и из покрытия S нельзя
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выделить конечного подпокрытия отрезка [a, b]. Разделим отрезок [a, b] пополам.
Тогда, по крайней мере, одну из этих половин (а может быть, и обе) нельзя по-
крыть никакой конечной подсистемой системы S. Пусть [a1, b1] — такая половина, а
если их две, то любая из них. Разделим отрезок [a2, b2] пополам. Снова, по крайней
мере, одну из его половин нельзя покрыть конечным числом открытых множеств
совокупности S. Пусть [a2, b2] такая половина. Разделим отрезок [a2, b2] пополам
и т.д. Получим последовательность {[an, bn]} отрезков, каждый из которых содер-
жит последующий, и длина их стремится к нулю. Па лемме Кантора, существует
точка x0 ∈ [a, b], принадлежащая всем отрезкам [an, bn]. Так как x0 ∈ [a, b], то
найдется открытое множество G0 ∈ S, такое, что x0 ∈ G0, и так как G0 открыто,
то (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ G0 при достаточно малом δ > 0. Пусть n выбрано так, что
|an − x0| < δ и b − xn < δ, т.е. [an, bn] ⊂ (x0 − δ, x0 + δ). Тогда, с одной стороны,
отрезок [an, bn] покрыт единственным множеством G0 ∈ S, а с другой, согласно
построению, отрезок [an, bn] нельзя покрыть никаким конечным числом открытых
множеств системы S. Мы пришли к противоречию, следовательно, для отрезка
[a, b] лемма доказана.

Пусть теперь F — произвольное ограниченное замкнутое множество и S — от-
крытое покрытие F . Так как F ограничено, то найдется отрезок [a, b], содержащий
множество F . Присоединим к системе S множество cF . Это множество открыто.
В самом деле, если y ∈ cF , т.е. y ∈ F , то y не может быть предельной точкой
множества F )F замкнуто!). Поэтому найдется интервал (y − δ, y + δ), такой, что
(y − δ, y + δ) ∩ F = ∅ и, следовательно, (y − δ, y + δ) ⊂ cF .

Далее, S̃ = S ∪ cF образует открытое покрытие [a, b], так как если x ∈ F , то
x ∈ G для некоторого G ∈ S, а если x ∈ [a, b], но x �∈ F , то x ∈ cF .

Согласно доказанному, из системы S̃ = S ∪ cF можно выделить конечное
подпокрытие S̃0 отрезка [a, b] и тем более множества F . Выбросим из S̃0 множество
cF , если оно в это покрытие входит, получим конечную подсистему S0, выделенную
из S покрывающую F .

Лемма Гейне–Бореля перестает быть верной, если множество M неограниче-
но. Так, например, из покрытия замкнутого множества N всех натуральных чисел

интервалами
(
n − 1

3
, n +

1

3

)
, n = 1, 2, 3, . . ., нельзя выделить никакого конечно-

го подпокрытия множества N. Точно так же нельзя выделить никакого подпо-

крытия из покрытия незамкнутого ограниченного множества
{

1

n

}
интервалами(

1

n
− 1

2n(n+ 1)
,
1

n
+

1

2n(n+ 1)

)
, n = 1, 2, 3, . . ..

Согласно лемме Гейне–Бореля, из любого открытого покрытия ограничен-
ного замкнутого множества можно выделить конечное подпокрытие. Однако ни
в формулировке леммы, ни в ее доказательстве не указывается, как из данного
покрытия S выделить конечное подпокрытие S0. Это пример чисто «существо-
вательного» доказательства математического утверждения. Такие теоремы суще-
ствования с неконструктивными доказательствам встречаются в раsных разделах
математики и, несмотря на их неконструктивность, играют важную роль в реше-
нии многих теоретических и прикладник вопросов.
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Приведенный метод доказательства леммы Гейне–Бореля такой же, как ме-
тод доказательства теоремы Больцано–Вейерштрасса (см. § 3 данной главе). Это
не случайно. Оба утверждений являются выражением одного а того же свойства
линейных точечных множеств — так называемой компактности.

Теорема Больцано–Вейерштрасса утверждает, что ограниченное и замкнутое
множество числовой прямой компактно по определение 1, лемма Гейне–Бореля —
по определению 1′.

Можно доказать, что оба определения эквивалентны. В гл. Х для множеств
более общих, чей линейные точечные множества, будет показано, что из опреде-
ления 1 следует определение 1′.
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Глава III

НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ

Многие физические процессы протекают плавно, без скачков. Такие процессы
описываются с помощью функций, называемых непрерывными.

§ 1. Определения, примеры, простейшие теоремы

Определение 1. Пусть f : X → R, где X ⊂ R. Функция f называется
непрерывной в точке x0 множества X, если для любого ε > 0 найдется δ > 0,
такое, что всякий раз, когда x ∈ X и |x− x0| < δ, |f(x) − f(x0)| < ε.

Можно также сказать, что функция f : X → R называется непрерывной в
точке x0, если для любой окрестности Uε(f(x0)) точки f(x0) найдется окрестность
Uδ(x0) точки x0, такая, что

f : Uδ(x0) ∩X → Uε(f(x0)).

Функция f , непрерывная в каждой точке множества X, называется непре-
рывной на этой множестве.

Если функция f не является непрерывной в точке x0, то x0 называетсяточкой
разрыва этой функции.

Примеры.

1. Пусть X = [a, b] и f(x) = xn, где n — фиксированное натуральное число.
Если x0 — произвольная точка отрезка [a, b], то

|f(x) − f(x0)| = |xn − xn0 | = |x− x0| |xn−1 + xn−2x0 + . . .+ xxn−2
0 + xn−2

0 | ≤

≤ |x− x0|(|x|n−1 + |x|n−2|x0| + . . .+ |x| |x0|n−2 + |x0|n−2).

Пусть β max (|a|, |b|). Тогда |x| ≤ β, |x0| ≤ β, в силу чего

|f(x) − f(x0)| ≤ |x− x0|nβn−1.

Поэтому если задано число ε > 0, то, положив δ =
ε

nβn−1
, будем иметь при |x −

x0| < δ

|f(x) − f(x0)| <
ε

nβn−1
· nβn−1 = ε.

83



Таким образом, непрерывность функции f(x) = xn в произвольной точке
x0 ∈ [a, b], а следовательно, на всем отрезке доказана.

Нетрудно установить, что в этом доказательстве ничего не изменится, если
отрезок [a, b] заменить произвольным ограниченным множествомX. В этом случае
в качестве β надо взять sup

x∈X
|x|. Так как, взяв достаточно большой отрезок [a, b],

можно заключить в него любую точку x0, то отображение x f→ xn непрерывно на
всей числовой прямой (−∞,∞).

2. Рассмотрим функцию f(x) = sin x, 0 ≤ x ≤ 2π. Пусть x0 — произвольная
точка [0, 2π]. Оценим сверху разность |sinx− sin x0|:

|sinx− sin x0| = 2

∣∣∣∣ sin x− x0

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ cos
x+ x0

2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣ sin x− x0

2

∣∣∣∣ ≤ |x− x0|.

Поэтому при заданном числе ε > 0, выбрав δ − ε, получим | sinx− sin x0| < ε при
|x− x0| < δ. Это и означает непрерывность функции f(x) = sin x в произвольной
точке отрезка [0, 2π], т.е. на всем отрезке.

3. Пусть X = R, f(x) = x − E(x). Докажем, что функция f непрерывна в
каждой нецелочисленной точке числовой прямой. Предположим, что x0 ∈ (n, n+1)
и η = min (x0 − n, (n+ 1) − x0).. Если |x− x0| < η, то |f(x)− f(x0)| = |x− x0|, так
как E(x) = E(x0) = n (рис. 9).

� � � �

n x

x0

n+ 1

η}

Рис. 9

Следовательно, для заданного числа ε > 0, взяв δ == min (η, ε), получим при
|x− x0| < δ:

|f(x) − f(x0)| < ε,

т.е. функция f(x) непрерывна в точке x0.

В целочисленных точках функция f(x) = x−E(x) не является непрерывной.

В самом деле, пусть, например, x0 = n и ε0 =
1

2
. Каково бы ни было число δ > 0,

в точке x0 = n− h , где h < min

(
δ,

1

2

)
,

f(x) = (n− h) −E(n− h) = n− h− (n− 1),

и поэтому

f(x) − f(x0) = f(x) − f(n) − (n− h) − (n− 1) = 1 − h >
1

2
= ε0

хотя |x− x0| < δ.

Итак, существует число ε0 > 0, такое, что при любом δ > 0 найдется x′ ∈ R,
|x′ − x0| < δ, для которого |f(x) − f(x0)| ≥ ε0. Это означает, что функция не
является непрерывной в точке x0 = n.
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4. Пусть

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

q
, если x =

p

q
∈ Q,

0, если x ∈ R \ Q.

Покажем, что функция f непрерывна в каждой иррациональной точке и разрывна
в каждой рациональной точке.

Пусть x0 — иррациональная точка и ε > 0. Рассмотрим все дроби со знамена-
телями 2, 3, . . . , k, попавшие в отрезок [n, n + 1], содержащий точку x0, где k ∈ N

выбрано так, что
1

k
< ε. Таких дробей конечное число. Обозначим их r1, r2, . . . , rm;

пусть δ = min
i=1,2,...,m

{||x0 − ri|}, δ ≤ x0 − n, δ ≤ (n + 1) − x0. Покажем, что если

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), то |f(x) − f(x0)| < ε. В самом деле, если x — иррациональная
точка, то |f(x) − f(x0)| = |0 − 0| = 0 < ε. Предположим, что x — рациональная
точка

p

q
. Так как все дроби со знаменателем, меньшим или равным k, отстоят от

x0 на расстоянии, большем или равном δ, то q > k. Поэтому

|f(x) − f(x0)| =

∣∣∣∣1q − 0

∣∣∣∣ = 1

q
<

1

k
< ε,

и непрерывность f(x) в точке x0 доказана.

Пусть теперь x0 =
p

q
— рациональная точка. В любой окрестности (x0 −

δ, x0 + δ) есть иррациональные точки, и если ε0 <
1

q
, то для, иррациональной

точки x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) будем иметь

|f(x) − f(x0| =

∣∣∣∣0 − 1

q

∣∣∣∣ = 1

q
> ε0,

что означает разрывность функции f в точке x0.

5. Пусть
X = [a, b] ∪ [c, d], a < b < c < d,

и

f(x) =

⎧⎨⎩c1 на [a, b],

c2 на [c, d],

где c1 �= c2. Покажем. что эта функция непрерывна на X.

Обозначим через ρ разность c− b, т.е. расстояние между точками b и c. Если

задано число ε > 0, положим δ =
1

2
. Тогда, если x, x0 ∈ X и |x− x0| < δ, точки x

и x0 принадлежат одному и тому же из двух отрезков [a, b] и [c, d], например [a, b]
(рис. 10).

� � � � � �

a b c d

x x0

ρ}

Рис. 10
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Но тогда
|f(x) − f(x0)| = |c1 − c1| = 0 < ε.

Таким образом, непрерывность функции f доказана.

6. Пусть X ⊂ R, x0 — изолированная точка множества X. Докажем, что
любая функция f : X → R непрерывна в точке x0.

Так как x0 не является предельной точкой для множества X, то найдется
δ > 0, такое, что (x0 − δ, x0 + δ) ∩X = {x0}. Поэтому, каково бы ни было ε > 0, из
x ∈ X и |x−x0| < δ следует, что x = x0. Поэтому |f(x)−f(x0)| = |f(x0)−f(x0)| = 0,
что означает непрерывность функции f в точке x0.

Если f : X → R и x0 — предельная точка множества X, принадлежащая
этому множеству, то, согласно определению предела функции (см. определение 1
в § 4 Гл. II), функция непрерывна в точке x0 тогда и только тогда, когда

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

С другой стороны, как только что установлено, если x0 — изолированная точка
множества X, то любая функция f непрерывна в этой точке. Отсюда и из теорем
о пределах функции (гл. II, § 4) непосредственно вытекают следующие утвержде-
ния.

1. Если функции f : X → R и g : X → R непрерывны в точке x0 ∈ X (на
множестве X), то линейная комбинация и произведение αf+βg, f ·g непрерывны в

этой точке (на этом множестве). Если g(x0) �= 0, то и частное
f

g
также непрерывно

з этой точке (на множестве).

2. Если функция f : X → R непрерывна в точке x0 ∈ X и f(x0) = c > 0,
то существует окрестность (x0 − δ, x0 + δ) этой точки, такая, что f(x) >

c

2
для

любого x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ X. Аналогично, если f(x0) = d < 0, то (∃ δ > 0),

∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩X будем иметь f(x) <
d

2
.

3. Если функция f : X → Y ⊂ R непрерывна в точке x0 и функция g : Y → R

непрерывна в точке y0 = f(x0), то сложная функция h = g ◦ f непрерывна в точке
x0.

Определение предела функции через посредство предела последовательности
приводит к следующему определению непрерывности.

Определение 1′ (Гейне). Пусть f : X → R и x0 ∈ X — предельная точка
множества X. Если для любой последовательности {xn} ⊂ X сходящейся к f(x0)

f(xn) → f(x0)

функция f называется непрерывной в точке x0.

Эквивалентность определений 1 и 1′ следует непосредственно из теоремы 1
(гл. II, § 2).

Введем величины Δxn = xn − x0 и

Δyn = f(xn) − f(x0) = f(x0 + Δxn) − f(x0),
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которые назовем приращениями аргумента и функции. Тогда определение 1′ крат-
ко можно сформулировать следующим образом: для любой бесконечно малой по-
следовательности {Δxn} приращений аргумента последовательность {Δyn} при-
ращений функции также будет бесконечно малой.

Введем еще одно понятие, с помощью которого можно дать необходимое и
достаточное условие непрерывности функции.

Пусть f(x) — ограниченная функция, заданная на множестве X и Δ — про-
межуток, такой, что Δ ∩ X �= ∅. Неотрицательное число ω(f,Δ) = βΔ − αΔ, где
βΔ = sup

x∈Δ∩X
f(x) и αΔ = inf

x∈Δ∩X
f(x), называется колебанием функция на множе-

стве Δ.

Пусть Δn — произвольная последовательность промежутков, Δn = [an, bn],
Δn ⊃ Δn+1, Δn∩X �= ∅, n = 1, 2, 3, . . . и an → x0, bn → x0, x0 ∈ X. Так как с умень-
шением промежутка Δn числа βΔn могут лишь убывать, а числа αΔn — лишь
возрастать, то {ω(f,Δn) есть невозрастающая последовательность неотрицатель-
ных чисел и поэтому имеет предел ω(f, x0). Этот предел называемой колебанием
функции в точке x0. Легко показать, что ω(f, x0) не зависит от выбора {Δn}.

Лемма. Для того чтобы функция f : X → R была непрерывной в точке
x0 ∈ X, необходимо и достаточно, чтобы ω(f, x0) = 0.

Необходимость. Пусть функция f непрерывна в точке x0. Тогда ∀ ε > 0,
∃ δ > 0: x ∈ Uδ(x0) ∩ X ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε. Возьмем любую последователь-
ность {Δn}, Δn ⊃ Δn+1, Δn ∩X �= ∅, где промежутки Δn стягиваются указанным
способом к точке x0. В этом случае найдется n0, такое, что при n ≥ n0 имеем
Δn ⊂ Uδ(x0). Следовательно,

∀ x ∈ Δn ∩X ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε,

т.е.
∀ x ∈ Δn ∩X ⇒ f(x0) − ε < f(x)Mf(x0) + ε.

Но тогда

βΔn = sup
x∈Δn∩X

f(x) ≤ f(x0) + ε, αΔn = inf
x∈Δn∩X

f(x) ≥ f(x0) − ε,

откуда
ω(f,Δn) = βΔn − αΔn ≤ 2ε. (1)

Так как ε > 0 произвольно, то неравенство (1) означает что

lim ω(f,Δn) = ω(f, x0) = 0.

Достаточность. Пусть ω(f, x0) = 0. Возьмем последовательность отрезков

Δn =

[
x0 −

1

n
, x0 +

1

n

]
. Для любого ε > 0 найдется n0, такое, что ω(f,Δn) < ε при

n ≥ n0, т.е. βΔn − αΔn ≤ ε при n ≥ n0. Так как для любого x ∈ X, такого, что

|x − x0| <
1

n
, имеем αΔn ≤ f(x) ≤ βΔn, и поскольку также αΔn ≤ f(x0) ≤ βΔn , то

для этих значений x

|f(x) − f(x0)| ≤ βΔn − αΔn < ε, n ≥ n0.
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Таким образом, f(x) ∈ Uε(f(x0)) при x ∈ U 1
n
(x0)) ∩X, n ≥ n0, т.е. функция f

непрерывна в точке x0.

§ 2. Односторонняя непрерывность и полунепрерывность.
Точки разрыва

Аналогично тому, как было введено понятие пределов функции слева и спра-
ва, вводится понятие непрерывности функции в точке слева и справа.

Определение 1. Пусть f : A → R и x0 — точка множества A, отличная от
inf A. Если для любого ε > 0 найдется δ > 0, такое, что

|f(x) − f(x0)| < ε

при x ∈ A и x0 − δ < x < x0, функция f называется непрерывной слева в точке
x0.

Сравнение этого определения с определением 3 (см. § 4 гл. II) показывает, что
если x0 — левосторонняя предельная точка множества A, то функция f непрерыв-
на слева в этой точке тогда и только тогда, когда f(x0) = f(x0 − 0).

Аналогично определяется непрерывность справа f(x) в точке x0 и устанав-
ливается равенство f(x0) = f(x0 + 0).

Когда ранее мы рассматривали функцию f(x), непрерывную на отрезке [a, b],
то, по существу, предполагали, что эта функция непрерывна справа в точке a и
непрерывна слева в точке b.

Примеры.

1. Функции f(x) = E(x) и g(x) = x−E(x) непрерывны справа в каждой точке
числовой оси. Функция h(x) = n для n − 1 < x ≤ n, т.е. равная E(x) для целых
значений x и E(x) + 1 для нецелых значений x, непрерывна слева на (−∞,∞).

Ясно, что функция f : A→ R непрерывна в двусторонней предельной точке
множества A тогда и только тогда, когда она непрерывна слева и справа в этой
точке.

Как уже отмечалось, алгебраические операции над функциями, непрерывны-
ми в данной точке, не выводят их за пределы класса функций, непрерывных, в
этой точке. Можно указать еще две операции над конечным числом непрерывных
функций, в результате которых снова образуются непрерывные функции:

sup
(
f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . .

)
и inf

(
f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . .

)
.

Взятие точной верхней (соответственно нижней) границы значений функции
производится в каждой точке множества X (рис. 11).
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x

y = f3(x)

y = f2(x)

y = f1(x)

y = f1(x)

y = f2(x)

y = f3(x)

sup (f1, f2, f3)

inf (f1, f2, f3)

Рис. 11

Если эти операции производится над счетным множеством функций, то они
обозначаются

sup
n

{fn(x)} и inf
n

{fn(x)}.

Докажем непрерывность функции ϕ(x) = sup (f1(x), f2(x)).

Если f1(x0) = f2(x0) = c и, следовательно, ϕ(x0) = c, то для заданного ε > 0
существует число δ > 0, такое, что

c− ε < f1(x) < c+ ε, c− ε < f2(x) < c + ε

при x ∈ X, |x− x0| < δ. Но тогда

c− ε < sup (f1(x), f2(x)) < c+ ε

или
c− ε < ϕ(x) < c+ ε

при x ∈ X, |x− x| < δ, т.е. функция ϕ(x) непрерывна в точке x0.

Если f1(x0) �= f2(x0), например f1(x0) > f2(x0), то, положив f1(x0) − f2(x0) =
c > 0 найдем δ > 0, такое, что

f1(x) − f(2(x) >
ε

2
> 0,

т.е. f1(x) > f(2(x) для всех x ∈ X, |x− x0| < δ. Поэтому для таких x функция

ϕ(x) = sup (f1(x), f2(x)) = f1(x)

и, следовательно, непрерывна.
Однако поточечные suрrеmum и infimum счетного множества функций, непре-

рывных на X, могут и не быть непрерывными. Пусть, например, fn(x) = xn,
0 ≤ x ≤ 1. Легко видеть, что здесь

inf
n

{fn(x)} =

{
0, если 0 ≤ x < 1,

1, если x = 1,

уже разрывная функция.

Требование непрерывности можно заменить более слабым условием, и тогда
переход к поточечному suрrеmum’у (infimum’у) у счетного множества функций не
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будет выводить их из класса функций, удовлетворяющих этому условию. Таким
условием является полунепрерывность сверху (снизу) функции.

Определение 2. Функция f : X → R называется полунепрерывной сверху
(снизу) в точке x0 ∈ X, если для любого ε > 0 найдется δ > 0, такое, что

f(x) < f(x0) + ε при |x− x0| < δ

(соотеветственно f(x) > f(x0) + ε при |x− x0| < δ).

Таким образом, если функция f , полунепрерывна сверху (снизу) в точке x0,
то ее значение в точках x достаточно близких к x0, должны мало отклоняться от
f(x0) в сторону увеличения — «вверх» («вниз»), в то время как «вниз» («вверх»)
эти значения могут уходить сколь угодно далеко.

Функция f : X → R, полунепрерывная сверху (снизу) в каждой точке мно-
жества X, называется полунепрерывной сверху (снизу) на X.

Примеры.

2. Функция

f(x) =

⎧⎨⎩1, если x = 1,

0, если x ∈ [0, 1),

полунепрерывна сверху на [0, 1], а функция g(x) = x−E(x) полунепрерывна снизу
на всей числовой оси.

Докажем полунепрерывность снизу функции g(x) в целых точках. Пусть x =
n и задано ε > 0. Так как g(n) = 0 и g(x) ≥ 0, для всех x, то при любом x

g(x) ≥ 0 − ε = g(n) − ε,

так что в качество δ можно взять любое положительное число.

Из определений непрерывности и полунепрерывности следует, что функция
f : X → R, непрерывная в точке x ∈ X, полунепрерывна в этой точке сверху
и снизу. Верно и обратное утверждение. Читатель также без труда докажет, что
если функций f и g полунепрерывны сверху (снизу) на множестве X, то линейная
комбинация этих функций

αf + βg, α, β ∈ R, α > 0, β > 0

тоже полунепрерывна сверху (снизу) на X. Однако произведение и частное полу-
непрерывных функций могут и не быть полунепрерывными.

Лемма. Пусть функции fn : X → R, n = 1, 2, . . . полунепрерывны сверху
(снизу) в точке x0 ∈ X и

g(x) = inf
n

{fn(x)} (h(x) = sup
n

{fn(x)}).

Тогда функция g(x) полунепрерывна сверху (функция h(x) полунепрерывна снизу)
в этой точке.
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Доказательство. Для заданного числа ε > 0, в силу определения точной
нижней границы, найдется номер n0, такой, что

fn0(x0) < g(x0) +
ε

2
. (1)

С другой стороны, так как функция fn0 полунепрерывна в x0 сверху, существует
число δ > 0, такое, что

fn0(x) < fn0(x0) +
ε

2
при |x− x0| < δ.

Но тогда тем более

g(x) = inf
n

{fn(x)} < fn0(x0) +
ε

2
при |x− x0| < δ. (2)

Из неравенств (1) и (2) следует, что

g(x) < g(x0) + ε при |x− x0| < δ.

Лемма доказана.

Мы называли точкой разрыва функции такую точку из области определения
f(x), в которой эта функция не является непрерывной. Понятие точки разрыва
часто расширяют, называя точкой разрыва функции f(x) предельную точку x0

области определения X этой функции, принадлежащую или не принадлежащую
X, в которой предел или равен бесконечности ( lim

x→x0

f(x) = ∞), или не существует.
Если x0 — двусторонняя предельная точка, то это может означать, что оба предела

lim
x→x0+0

f(x) и lim
x→x0−0

f(x) существуют, но не равны между собой.

Если функция f(x) в предельной точке x0 не определена, но lim
x→x0

f(x) = b

существует или когда x0 ∈ X и этот предел не равен f(x0), то, положив f(x0) = b,
получим функцию f(x), определенную и непрерывную в точке x0. В этом случае
точка x0 называется устранимой точкой разрыва функции f(x).

Примеры.

3. Пусть

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
sin x

x
x �= 0,

0, x = 0.

Изменив значение функции при x = 0 и положив f(0) = 1, получим функцию,
непрерывную на всей числовой оси.

4. Положим f(x) = e−
1

x2 для x ∈ X = (−∞, 0)∪ (0,∞). Так как lim
x→0

e−
1

x2 = 0,
то доопределив функцию при x = 0 равенством f(0) = 0, получим функцию,
определенную и непрерывную на всем пространстве R.

Точка x0, являющаяся предельной для области X определения функции f(x),
называется точкой разрыва первого рода этой Функции, если пределы f(x0 + 0) и
f(x0 − 0) существуют и не равны между собой или при x0 ∈ X, по крайней мере,
один из них не совпадает f(x0).

91



5. Пусть f(x) = x − E(x), −∞ < x < ∞. Каждая целая точка n является
точкой разрыва первого рода, так как

f(n− 0) = 1 �= f(n+ 0) = 0 = f(n).

Если хотя бы один из пределов — f(x0 + 0) или f(x0 − 0) не существует или
равен бесконечности, то точка x0 называется точкой разрыва второго рода.

6. Пусть f(x) = e
1
x , x �= 0. Точка x = 0 есть точка разрыва второго рода, так

как f(+0) = +∞.

7. Пусть f(x) = sin 1
x
, x �= 0. Точка x = 0 есть точка разрыва второго рода,

так как f(+0) и f(−0) не существуют.

Теорема. Функция f(x) определенная и монотонная на [a, b], может иметь
на этом отрезке лишь точки разрыва первого рода и множество точек разрыва
не более чем счетно.

Доказательство. Предположим, например, что функция f(x) возрастает на
[a, b] и x0 ∈ (a, b) — точка разрыва этой функции. Так как f(a) ≤ f(x) ≤ f(b), то
f(x) ограничена на [a, b]. Но тогда, по теореме 3 (§ 4, гл. II), существуют и конечны
f(x0 + 0) и f(x0 − 0). Следовательно, x0 есть точка разрыва первого рода.

Пусть xα1 , xα2 , . . . , xαk
— точки разрыва функции f(x) (среди них могут быть

и концы отрезка). Введем еще x−αi
и x+

αi
, такие, что

a ≤ x−α1
≤ xα1 < x−α2

< xα2 < x+
α2
. . . < x−αk

< xαk
< x+

αk
= b

(если xα1 = a, то и x−α1
= a или если x+

αk
= b, то и x+

αk
= b). Ясно, что сумма

приращений функции f на отрезках [x−αi
, x

]
αi не превзойдет приращения функции

f(x) на всем отрезке:

k∑
i=1

[f(x+
αi

) − f(x−αi
)] ≤ f(b) − f(a).

Устремив x−αi
и x+

αi
к xαi

и перейдя к пределу в полученном неравенстве, приходим
для любого конечного числа точек разрыва функции f(x) к неравенству

k∑
i=1

ω(f, xαi
) ≤ f(b) − f(a). (3)

Рассмотрим точки разрыва, колебания в которых больше 1. Из неравенства (3) сле-
дует, что таких точек конечное число. Занумеруем их x1, x2, . . . , xk1. Возьмем те-
перь те точки разрыва, колебание функции в которых меньше или равно 1, но боль-
ше 1/2. Их снова конечное число, и их можно перенумеровать: xk1+1, xk1+2, . . . , xk2 .

Продолжая процесс нумерации, после конечного числа шагов можно исчер-
пать все точки разрыва, и тогда их будет конечное число. Однако процесс нуме-
рации может продолжаться и неограниченно; в таком случае все точки разрыва
занумеруются в последовательность, и их будет счетное множество.
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§ 3. Основные свойства непрерывных функций

Установим ряд свойств, которыми обладают непрерывные функции. Если об-
ратиться к графикам таких функций, которые представляют собой непрерывные
кривые, то почти все доказываемые далее теоремы становятся геометрически оче-
видными. Однако, как мы увидим в дальнейшем, непрерывные функции могут
обладать и неожиданными, с точки зрения наглядной очевидности, свойствами.
Поэтому мы приводим строгое, аналитическое доказательство следующих теорем.

Теорема 1. (Вейерштрасса). Пусть X ⊂ � — ограниченное и замкнутое
множество и функция f : X → R — непрерывна на ?. Тогда X — также огра-
ниченное и замкнутое множество.

Доказательство. Предположим, что Y = f(X) не ограничено, например,
сверху. Тогда для любого n найдется число yn ∈ Y , такое, что yn > n. В каждом
полном прообразе f−1(yn) выберем по точке xn. Последовательность {xn} ⊂ X
ограничена и потому содержит сходящуюся подпоследовательность {xnk

}, xnk
→

x0. Так как X — замкнутое множество, то x0 ∈ X. Но тогда в силу непрерывности
f на X, в частности, в точке x0, имеем f(xnk

) → f(x0). С другой стороны, по
построению f(xnk

) > nk т.е. f(xnk
) → ∞. Получили противоречие, следовательно,

предположение, что не ограничено сверху, неверно.
Так же доказывается, что множество f(X) ограничено снизу.

Пусть теперь y0 — предельная точка множества f(X) и {yn} ⊂ Y — после-
довательность, сходящаяся к y0. Снова в каждом прообразе f−1(yn) выберем по
точке xn и из последовательности {xn} выделим подпоследовательность {xni

},
сходящуюся к x0 ∈ X. Тогда, во-первых, в силу непрерывности в точке x0, име-
ем f(xni

) → f(x0), во-вторых, по построению, f(xni
) = yni

→ y0. Следовательно,
y0 = f(x0) ∈ Y . Теорема полностью доказана.

Следствие В том случае, когда X есть отрезок [a, b] числовой прямой, по-
лучаем классические теоремы Вейерштрасса: если функция f(x) непрерывна на
[a, b], то она:

1) ограничена на этом отрезке;

2) достигает на этом отрезке своих точных нижней и верхней границ, т.е.
если α = inf

[a,b]
f(x), β = sup

[a,b]

f(x), то существуют точки c и d ∈ [a, b], такие, что

f(c) = α, f(d) = β.

Первое утверждение не требует пояснения, а чтобы убедиться в справед-
ливости второго, достаточно заметить, что если Y — замкнутое множество, то
α = inf Y ∈ Y и β = sup Y ∈ Y .

Если опустить хотя бы одно из трех условий теоремы 1, то она перестает быть
верной, как показывают следующие контрпримеры.

1. X = (0, 1), f(x) =
1

x
.Эта функция непрерывна на X, но не является огра-

ниченной на нем. Причина — незамкнутость множества X.
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2. X = (0,∞), f(x) = x. Функция f непрерывна, но не ограничена на множе-
стве X, являющемся неограниченным.

3. X = [0, 1], f(x) =

⎧⎨⎩
1

x
, x �= 0,

0, x = 0.
. Множество X ограничено и замкнуто, но

отображение f : X → R не является ограниченным потому, что имеет точку
разрыва x = 0, принадлежащую множеству X.

4. X = [0, 2], f(x) = x − E(x). Функция f ограничена на X, но не достигает
на нем sup

[a,b]

f(x) = 1, так как разрывна на [0, 2].

Теорема 2. (Коши).Пусть функция f(x) задана на отрезке [a, b], непрерывна
на ней и принимает на концах отрезка значения разных знаков. Тогда внутри
отрезка найдется точка x0, в которой функция f обращается в нуль.

Доказательство. Пусть f(a) < 0, f(b) > 0. Рассмотрим множествоM = {x ∈
[a, b] : f(x) < 0. Множество M не пусто, ограничено сверху, например, точкой b,
и, следовательно, существует x0 = sup M . Покажем, что f(x0) = 0.

Если предположить, что f(x0) = α < 0, то x0 < b. Полагая ε = −α
2
, в

силу непрерывности f(x) найдем число δ > 0, такое, что (x0, x0 + δ) ⊂ (a, b) и
|f(x)−f(x0)| < ε для любого x ∈ [a, b]∩(x0−δ, x0+δ). Следовательно, f(x) <

α

2
< 0

для всех таких x. Но это невозможно, так как тогда (x0, x0 + δ) ⊂M , и мы имели
бы x0 + δ ≤ x0. Аналогично убеждаемся, что предположение f(x0) = α > 0 также
приводит к противоречию. Теорема доказана.

Следствие (теорема о промежуточном значении). Пусть функция f : [a, b] →
R непрерывна на [a, b], α = inf

[a,b]
f(x), β = sup

[a,b]

f(x), γ любое число, удовлетворя-

ющее неравенству α < γ < β. Тогда на [a, b] существует точка x0, такая, что
f(x0) = γ.

Доказательство. Согласно следствию теоремы 1, на [a, b] существуют точки
c и d, такие, что f(c) = α и f(d) = β. Пусть, например, α < c. На отрезке [d, c] ⊂
[a, b] рассмотрим функцию ϕ(x) = f(x) − γ. Эта функция непрерывна на [d, c],
ϕ(d) < 0, ϕ(c) > 0. По теореме Коши найдется точка x0 ∈ [d, c], такая, что ϕ(x0) =
0, т.е. f(x0) = γ, что требовалось доказать.

Доказанное следствие можно сформулировать и так: пусть функция f :
[a, b] → R и непрерывна на [a, b], α = inf

[a,b]
f(x), β = sup

[a,b]

f(x). Тогда f отобра-

жает [a, b] на отрезок [α, β].

Теорема о промежуточном значении справедлива и для функций, непрерыв-
ных и ограниченных на интервале или полуинтервале. Доказательство этого предо-
ставляем читателю.

Легко привести контрпример, показывающий, что в предыдущей теореме (и
следствии) условие непрерывности не может быть опущено.

Теорема 3 (о существовании к непрерывности отображения, обратного к мо-
нотонному непрерывному отображению). Пусть функция f : [a, b] → R на отрез-
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ке [a, b] непрерывна и строго монотонна, например, возрастает. Если f(a) = c,
f(b) = d, то на [c, d] определено и непрерывно отображение f−1, обратное отоб-
ражению f .

Прежде всего, замечаем, что c = inf
[a,b]

f(x), d = sup
[a,b]

f(x), вследствие чего,

согласно теореме о промежуточном значении, для каждого y ∈ [c, d] прообраз
f−1(y) не пуст. В силу монотонности f этот прообраз не может содержать более
одной точки, ибо если x1, x2 ∈ f−1(y) и, например, x1 < x2, то f(x1) < f(x2),
что противоречит равенству f(X1) = f(x2) = y. Таким образом, отображение
f : [a, b] → [c, d] биективно и, следовательно, на [c, d] определено отображение
f−1, обратное f . Очевидно, что f−1 возрастает.

Докажем непрерывность f−1 на [c, d]. Пусть yn ∈ (c, d), x0 = f−1(y0) ∈ (a, b)
и задано ε > 0. Можно считать ε настолько малым, что (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b).
Положим y1 = f(x0 − ε), y2 = f(x0 + ε) и пусть δ = min (y0 − y1, y2 − y0). В силу
монотонности f−1 имеем, что если y0 − δ < y < y0 + δ, то

x0 − ε = f−1(y1) ≤ f−1(y2 − δ) < f−1(y) < f−1(y0 + δ) ≤ f−1(y2) = x0 + ε,

т.е.
f−1(y0) − ε < f−1(y) < f−1(y0) + ε,

что означает непрерывность f−1 в точке y0.

Пусть теперь y0 = c, f−1(y0) = a и задано число ε > 0. Можно считать, что
a + ε < b. Положим y2 = f(a + ε). Снова, если c < y < c + δ, то f−1(c) < f−1(y) <
f−1(c+ δ) = a+ ε = f(−1(c)+ ε. Непрерывность f−1 справа в точке c доказана. Так
же доказывается непрерывность f−1 в точке d слева.

Усилением понятия непрерывности функции является понятие равномерной
непрерывности.

По определению, функция f : X → R непрерывна в точке x0 ∈ X, если

(∀ ε > 0) (∃ δ > 0) : {x ∈ X, |x− x0| < δ ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε}.

В общем случае число δ зависит от ε и от x0. Например, если f(x) =
1

x
, 0 < x < 1,

то функция f непрерывна на (0, 1). В то же время, так как |f(x) − f(x0)| =

∣∣∣∣1x −

1

x0

∣∣∣∣ = |x− x0|
xx0

, мы видим, что величина |f(x)−f(x0)| зависит не только от модуля

разности |x − x0|, но и от положения точек x и x0 на (0, 1), становясь при одном
и том же |x− x0| тем больше, чем ближе x и x0 к нулю. Если, например, считать,

что x >
1

2
x0 и, следовательно,

|f(x) − f(x0)| < 2
|x− x0|
x2

0

,

то, решив неравенство

2
δ

x2
0

< ε,
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получим для δ оценку δ <
1

2
εx2

0, в которую, помимо ε, явно входит x0.

С другой стороны, если f(x) = x2, то

|f(x) − f(x0)| = |x2 − x2
0| = |x− x0|(x+ x0) < 2|x− x0|

и для любого ε > 0 при δ =
ε

2

|x− x0| < δ ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε

при любом положении точек x и x0 на (0, 1).

С учетом рассмотренных примеров естественно ввести следующее определе-
ние.

Определение. Функция f : X → R называется равномерно непрерывной на
множестве X, если для любого ε > 0 найдется число δ > 0, зависящее только от
ε, такое, что из x′, x′′ ∈ X и |x′ − x′′| < δ следует

|f(x′) − f(x′′)| < ε

независимо от положений точек x′ и x′′ на множестве X.

Теорема 4 (Кантора). Функция f(x), непрерывная на ограниченном замкну-
том множестве X ⊂ R, равномерно непрерывна на этом множестве.

Доказательство. Допустим, что теорема неверна. Это значит, что найдется
число ε0 > 0, такое, что для любого δ > 0 существуют точки x′δ, x

′′
δ ∈ X, для

которых
f(x′δ) − f(x′′δ )| > ε0,

хотя |x′δ−x′′δ | < δ. Положим δ =
1

n
и соответствующие точки x′δ и x

′′
δ обозначим x′n

и x′′n. Тогда

x′n, x
′′
n ∈ X, |x′n − x′′n| <

1

n
и

|f(x′n) − f(x′′n)| > ε0.

Последовательность {x′n} ⊂ X и потому ограничена. По следствию теоремы Боль-
цано–Вейерштрасса, из {x′n} можно выделить сходящуюся подпоследовательность
{x′nk

}. Так как множество X замкнуто, то x0 = lim x′nk
∈ X. Из неравенства

|x′nk
− x′′nk

| < 1

nk

следует, что подпоследовательность {xnk
} также сходится к x0.

По предположению, функция f непрерывна на X, в частности, в точке x0.
Поэтому

f(x′nk
) → f(x0) и f(x′′nk

) → f(x0).

Но тогда для данного числа ε0 найдется k0, такое, что при k ≥ k0

|f(x′nk
) − f(x0)| <

ε0

2
, |f(x′′nk

) − f(x0)| <
ε0

2
,
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и, следовательно,
|f(x′nk

) − f(x′′nk
)| < ε0.

С другой стороны, по построению точек x′nk
и x′′nk

для всех nk имеем

|f(x′nk
) − f(x′′nk

)| ≥ ε0,

что является, противоречием. Теорема доказана.

Понятие равномерной непрерывности и теорема Кантора будут использовать-
ся в дальнейшем.

§ 4. Непрерывность элементарных функций

Докажем непрерывность на естественных областях определения часто встре-
чающихся функций, которые обычно называются элементарными.

Рациональные функции

R(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an

b0xm + b1xm−1 + . . .+ bm−1x+ bm

непрерывны при всех значениях аргумента x, при которых они определены. В
часности, целая рациональная функция, т.е. многочлен

P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an

для всех значений аргумента x.

Это утверждение следует непосредственно из доказанной в примере 1 § 1
данной главы непрерывности функций f(x) = xn и теоремы о непрерывности
суммы, произведения и частного.

Функции f(x) = sin x и f(x) = cosx непрерывны на [0, 2π] и, следовательно,
в силу периодичности, при всех значениях x.

Для f(x) = sin x это утверждение доказано, для f(x) = cosx оно доказывается
аналогичным образом.

Функции f(x) = tg x, f(x) = ctg x, f(x) = sec x и f(x) = cosec x непрерывны
всюду, кроне тех значений x, которых знаменатель обращается в нуль.

Прежде чем доказать непрерывность функций ax, необходимо дать ее опре-
деление для любых значений x ∈ R.

Пусть a > 0.Как было показано в § 3 гл. I, для любого целого положительного
числа n определено число n

√
a = a

1
n . Если r =

p

q
— любое положительное рацио-

нальное число, то a
p
q =
(
a

1
q
)p. Будем считать, что известны следующие свойства

степеней с рациональными показателями:
1◦) если a > 1, то ar > 1 при любых r > 0;
2◦) если a > 1, то ar1 > ar2 при r1 > r2 > 0;

97



3◦) ar1 · ar2 = ar1+r2 , r1, r2 > 0.

Наконец, если положить, по определению, a0 = 1 и ar =
1

a|r|
для r < 0, то

свойства 2◦ и 3◦ будут справедливыми для любых рациональных чисел r и ar < 1
при a > 1, r < 0.

Таким образом, функция f(x) = ax определена на множестве Q всех рацио-
нальных чисел и известен ряд свойств этой функции.

Покажем, что функция ax непрерывна на множестве Q. Прежде всего, напом-
ним (см. пример 6 в § 1 гл. II), что lim a

1
n = 1. Пусть {rn} — последовательность

рациональных чисел, сходящихся к нулю; положим для определенности, что a > 1.
По заданному числу ε > 0 выберем сначала m0 так, чтобы 0 < a

1
m0 −1 < ε и затем

так, чтобы |rn| <
1

m0
при n ≥ m0. Тогда, если rn > 0,

0 < arn − 1 < a
1

m0 − 1 < ε при n ≥ m0,

если rn < 0, то rn = −|rn| и

0 < 1 − arn = 1 − 1

a|rn|
=
a|rn| − 1

a|rn|
< a|rn| − 1 < a

1
m0 − 1 < ε.

Таким образом,

(∀ ε > 0) (∃ n0) : {n ≥ n0 ⇒ |arn − 1| < ε}.

Непрерывность функции ax в точке x = 0 доказана.

Пусть теперь rn → r0. Имеем

|arn − ar0 | = ar0 |arn−r0 − 1| → 0

при n→ ∞, так как rn − r0 → 0.

Таким образом, lim
n

arn = ar0 , и, следовательно, функция ax непрерывна в
произвольной точке r0 ∈ Q.

Мы предположили, что a > 1. Случай a = 1 тривиален. Если же a < 1, то

a =
1

b
, где b > 1. Следовательно,

lim
n

arn = lim
n

1

brn
=

1

lim
n
brn

=
1

br0
= ar0 .

Непрерывность функции ax на Q доказана.

Пусть a > 1, x — произвольное вещественное число. Рассмотрим последова-
тельности {r′n} и {r′′n} рациональных чисел, такие, что r′n ↑ x и r′′n ↓ x (символы
r′n ↑ x и r′′n ↓ x означают, что r′n стремится к x, возрастая, а r′′n — убывавая)ю

Тогда последовательность {ar′n} монотонно возрастает и ограничена сверху,
например, числом ar

′′
1 . Следовательно, существует lim

n
ar

′
n = b′. Аналогично суще-

ствует lim
n

ar
′′
n = b′′. Далее, ar′′n − ar

′
n = ar

′
n(ar

′′
n−r′n − 1) → b′ · 0 = 0 , т.е. b′ = b′′ = b.
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Нетрудно видеть, что b не зависит от выбора монотонной последовательности
рациональных чисел, сходящейся к x. В самом деле, если, например, {r̃′n} — другая
последовательность, такая, что r̃′n ↑ x, то, как и выше, lim

n
ar̃

′
n = b̃′ = b′′ = b.

Предположим, что {rn} — произволная последовательность рациональных
чисел, сходящаяся к x. Из любой ее подпоследовательности {rni

} можно выде-
лить подпоследовательность {rnij

}, такую, что или rnij
↑ x, или rnij

↓ x. По уже
доказанному, arnij → b. Но тогда, в силу леммы 3 (§ 1, гл. II) это означает, что
arn → b. Положим, по определению, ax = b. Тем самым мы определили функцию
ax для всех вещественных значений x.

Способ, который был применен для определения функции ax при всех ве-
щественных значениях x, исходя из задания этой функции на множестве Q, на-
зывается доопределением функции с плотного подмножества на все множество
по непрерывности. Этот способ расширения области определения функции часто
используется в различных разделах математики.

Предельным переходом из равенств и неравенств, описывающих свойства ax
для рациональных значений показателя, можно получить эти же свойства для всех
x ∈ R. Например, если rn → x. ρn → y, rn, ρn ∈ Q, n = 1, 2, . . ., то rn + ρn → x+ y
и равенство

arn · aρn = arn+ρn

в пределе дает
ax · ay = ax+y.

Точно так же, если x < y, x, y ∈ R (a > 1), то, взяв два рациональные числа r и ρ,
такие, что x < r < ρ < y, а затем две последовательности {rn}, {ρn} ⊂ Q,

rn < r, rn ↓ x, ρn > ρ, ρn ↑ y,

из неравенств
arn < ar < aρ < aρn

путем перехода к пределу получаем:

ax ≤ ar < aρ ≤ ay,

т.е. монотонность ax на R.

Так как свойства ax на R те же, что и свойства ax на Q, то непрерывность
функции ax в любой точке x ∈ R доказывается так же, как ее непрерывность
в рациональной точке. При этом вместо последовательности {rn} рациональных
чисел следует рассмотреть произвольную вещественную последовательность {xn},
сходящуюся к x.

Отметим, наконец, что при a > 1, ax → ∞, когда x → ∞ и ax → 0, когда
x → −∞. В самом деле, так как {an} — б.б. последовательность, то для ∀ M > 0
∃ n0, такое, что an0 > M . В силу монотонности функции ax отсюда следует, что
ax > an0 > M при x > n0. Равенство lim

x→∞
ax = ∞ доказано. Второе утверждение

следует из того, что если x < 0, то ax =
1

a|x|
. Таким образом, когда x пробегает всю

числовую ось (−∞,∞), значение функции ax пробегает положительную полуось.
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Из теоремы 3 (см, § 2 давкой главы) и уже установленной непрерывности
показательной к тригонометрических функций вытекает следующее.

А. Так как функция y = ax, a > 1, монотонна и непрерывна на любом конеч-
ном отрезке [a, b] и отображает его в некоторый отрезок [c, d] ⊂ (0,∞), то на любом
конечном отрезке положительной полуоси определена монотонная и непрерывная
функция x = loga y, обратная функции y = ax.

Если в качестве основания выбрано число e, то система логарифмов с таким
основанием называется натуральной системой логарифмов. Натуральный лога-
рифм числа α обозначается lnα. Связь между натуральными и десятичными ло-
гарифмами дает формула

lnα =
1

M
logα,

которая получался логарифмированием по десятичному основанию равенства α =
10logα = elnα.

Число M = log 3 называется модулем перехода.

Б. Функция y = sin x монотонна и непрерывна на
[
− π

2
,
π

2

]
и имеет обла-

стью значений отрезок [−1, 1]. Следовательно, на [−1, 1] определена, монотонна и
непрерывна обратная функция x = arcsin y.

В. Функция y = tg x при любом n > 0 монотонна и непрерывна на отрезке[
− π

2
+

1

n
,
π

2
− 1

n

]
. Обратная функция x = arctg y определена, монотонна и непре-

рывна на любом отрезке [a, b], т.е. на всей оси (−∞,∞).

Непрерывность показательной и логарифмической функций позволяет уста-
новить три важных равенства:

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e; (1)

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a; (2)

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α. (3)

Используя непрерывность логарифмической функции в точке e, имеем:

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= lim

x→0

{
loga[(1 + x)

1
x ]

}
= loga

{
lim
x→0

(1 + x)
1
x

}
= loga e.

В частности, lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1. Положив ax − 1 = y, ax = 1 + y, x =

1

ln a
ln(1 + y),

найдем:

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

y→0

y ln a

ln(1 + y)
= ln a lim

y→0

y

ln(1 + y)
= ln a.

Взяв α ln(1 + x) = y, получим

lim
x→0

(1 + x) − 1

x
= lim

x→0

eln(1+x)α − 1

x
=
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= lim
x→0

eα ln(1+x) − 1

α ln(1 + x)
· α ln(1 + x)

x
= α lim

y→0

ey − 1

y
· lim
x→0

ln(1 + x)

x
= α.

§ 5. Параметрическое задание функций.
Кривые на плоскости

Иногда бывает трудно выразить в явном виде функциональную зависимость
между переменными величинами, входящими в ту или иную задачу. Пусть, на-
пример, окружность радиуса R с отмеченной на ней точкой A катится без сколь-
жения по оси Ox. Точка A описывает при этом некоторую кривую на плоскости
xOy (строгое определение кривой на плоскости будет дано далее). Ясно, что коор-
динаты x и y точек этой кривой связаны функциональной зависимостью, однако
выразить эту зависимость в виде формулы довольно трудно. В то же время легко
получить выражения для x и y как функции некоторой третьей переменной t.

Предположим с этой целью, что в начальный момент движения точка A нахо-
дится в начале координат и окружность катится по оси абсцисс в положительном
направлении.

x

y

A

O O′

M N

A′ P

∠A′O′P = t

� �

�

Рис. 12

Если t — угол, на которой повернулась окружность, и точка A(0, 0) переме-
стилась при этом в положение A′(x, y), то

x = AM = AN − A′P, y = A′M = O′N −OP.

Но A′P = R sin t, и так как качение происходит баз скольжения, то AN = ˘A′N =
Rt.

Следовательно,
x = Rt−R sin t = R(t− sin t). (1)

Аналогичный образом находим, что

y = R(1 − cost). (2)

Итак, требуемые выражения для x и y получены.
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Нетрудно проверить, что x — монотонно возрастающая функция от t. В самой
деле, пусть t2 > t1. Без ограничения общности можно считать, что t2 − t1 <

π

2
.

Тогда
x(t2) − x(t1) = R{(t2 − t1) − (sin t2 − sin t1)} =

= R

{
(t2 − t1) − 2 sin

t2 − t1
2

cos
t2 + t1

2

}
>

> R(

{
(t2 − t1) − 2

t2 − t1
2

· 1
}

= 0.

Так как, кроме того, x зависит от t непрерывно, то обратная функция t = g(x).
Но тогда, в силу равенства (2), y = f(x), однако выразить явной формулой эту
функциональную зависимость не удается.

Можно из равенства (2) для t ∈ [0, π] выразить t как функцию от y, а именно:

t = arccos

(
1 − y

R

)
, 0 ≤ y ≤ 2R.

Тогда для этого отрезка, на котором изменяется y, получам:

x = R

[
arccos

R− y

R
− 1

R

√
2Ry − y2

]
. (3)

Формула (3) менее удобна для изучения зависимости между x и y, чем две фор-
мулы — (1) и (2). Например, из видно, что при возрастании t от 0 до +∞ абсцисса
x также все время возрастает, а ордината y есть периодическая функция от t с
периодом 2π. Так как значениям t = 0 и t = 2π соответствуют значения x = 0 и
x = 2πR, то ясно, что y есть периодическая функция от x с периодом 2πR. Уста-
новление этого факта с помощью формула (3) потребовало бы более сложных
рассуждений.

Рассмотренный нами пример, подводит к следующему определению.

Определение 1. Пусть на некотором множестве T значений переменной t
заданы функции

x = ϕ(t), y = ψ(t). (4)

Если одно из этих функций, например, ϕ(t), биективно отображает T на неко-
торое множество X = {x = ϕ(t)| t ∈ T} и, следовательно, существует обратная
функция

ϕ−1 : X → T,

то
y = ψ[ϕ−1(x)] = f(x) (5)

есть функция от x, определенная на множестве X. В этом случае равенства (4)
называются параметрическим заданием функции y, а переменная t — парамет-
ром.

Второй пример параметрического задания функции дает система

x = a cos t, y = b sin t, 0 ≤ t ≤ π. (6)
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В этой случае легко исключить параметр t, т.е. перейти к явному заданию y как
функции от x:

y =
b

a

√
a2 − x2, −a ≤ x ≤ a.

Уравнения (6) определены ив только для t ∈ [0, π]. Они имеют смысл для всех
значений t из отрезка [0, 2π] и даже для любых вещественных значений t. Однако
если их рассматривать на отрезке [0, 2π], то исключение параметра t не приводит
к однозначным функциям y = f(x) или x = g(y), а позволяет найти лишь так
называемую неявную (см. гл. XII) функциональную зависимость между x и y:

x2

a2
+
y2

b2
= 1, (7)

из которой y получается как двузначная функция от x:

y = ± b

a

√
a2 − x2, −a ≤ x ≤ a.

Еще одним примером того же рода являются уравнения

x =
t

1 + t3
, y =

t2

1 + t3
, t �= −1. (8)

Исключение t из уравнений (8) приводит снова к неявкой функциональной зави-
симости между x и y:

x3 + y3 − xy = 0, (9)

ни одну из переменных которой нельзя выразить как однозначную функцию вто-
рой во всей области значений переменных x и y, получающихся из уравнения (8).

Вместе с тем уравнения (7) и (9) во всей области допустимых значений пере-
менных x и y имеют однозначное геометрическое истолкование. В первом случае
множество точекM(x, y) на плоскости, координаты которых удовлетворяют урав-
нению (7) или определяются по системе (6), образует эллипс, во втором — так
называемый декартов лист (рис. 13).

x

y

Рис. 13
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Рассмотренные примеры подводят к следующему определению.

Определение 2. Отображение

x = ϕ(t), y = ψ(t) (10)

отрезка α ≤ t ≤ β в плоскость xOy, где ϕ(t) и ψ(t) — непрерывные на отрезке [α, β]
функции, называется непрерывной кривой на этой плоскости. Так, уравнения (1)
и (2) определяют циклоиду.

Согласно определению (2), циклоида, эллипс и декартов лист являются непре-
рывными кривыми5 на плоскости.

Равенства (10) называются параметрическим заданием кривой.

Пусть задано отображение

x = g(s), y = h(s) (11)

отрезка γ ≤ s ≤ δ в плоскость xOy. Если существует строго монотонное и непре-
рывное отображение τ(s) отрезка [γ, δ] на отрезок [α, β], такое, что τ(γ) = α,
τ(δ) = β или τ(γ) = β, τ(δ) = α и

ϕ[τ(s)] = g(s), ψ[τ(s)] = h(s), (12)

то кривые, определяемые равенствами (10) и (11), считаются тождественными, а
равенства (10) и (11) задают различные параметризации одной и той же кривой.

Пример.

Пусть кривая Γ1 задана уравнениями

x = e2t, y = e3t, α ≤ t ≤ β,

а кривая Γ2 — уравнениями

x = s2, y = s3, γ ≤ s ≤ δ.

Отображение t = ln s при условии γ = eα и δ = eβ показывает, что имеются два
параметрических задания одной и той же кривой, т.е. Γ1 ≡ Γ2.

Рассматривая кривые, заданные параметрически, следует выбирать ту пара-
метризацию, которая для данного случая наиболее удобна.

Частным случаем параметрического задания является задание кривой в виде

x = t, y = f(t), a ≤ t ≤ b,

или
y = f(x), a ≤ x ≤ b.

Таким образом, непрерывная кривая, заданная явным уравнением, — это гра-
фик непрерывной функции f(x). J Пусть кривая Γ задана уравнениями

5В дальнейшем вместо слов «непрерывная кривая» будет часто употребляться одно слово —
«кривая».
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x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β. (13)

Точка A(ϕ(α), ψ(α)) называется началом кривой, точка B(ϕ(β), ψ(β)) — кон-
цом кривой Γ. Если A = B, кривая Γ называется замкнутой.

Отображение отрезка [α, β] в плоскость xOy, осуществляемое с помощью фор-
муя (13), может оказаться не взаимно однозначным, и найдутся точки t1, t2 ∈ [α, β],
t1 �= t2, такие, что

ϕ(t1) = ϕ(t2) ψ(t1) = ψ(t2), t1 �= α, β или t2 �= α, β.

Точка M(ϕ(t1)ψ(t1)) кривой Γ называемся в этом случае точкой самопересечения
или кратной точкой кривой Γ. Кривая, не имеющая точек самопересечения, назы-
вается простой. Так, циклоида и эллипс — простые кривые, причем вторая за них
замкнутая. Декартов лист имеет самопересечение в точке (0, 0), соответствующей
следующим значениям параметра t: t = 0 и t = ±∞.

Другой пример кривой с самопересечением — «четырехлепестковая роза»
(рис. 14):

x = a cos 2ϕ · cosϕ

y = a cos 2ϕ · sinϕ,
0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Здесь (0, 0) — кратная точка, соответствующая следующим значениям параметра:

ϕ1 =
π

4
, ϕ2 =

3π

4
, ϕ3 =

5π

4
, ϕ4 =

7π

4
.

x

y

Рис. 14

Рассмотрим кривую Γ, заданную параметрическими уравнениями

x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β.

При изменами параметра t от значения α до значения β точка M(t) =
M(ϕ(t), ψ(t)) кривой перемещается вдоль Γ от точки A = A(ϕ(α), ψ(α)) до точ-
ка B = B(ϕ(β), ψ(β)). Тем самым на кривой Γ определяется порядок следования
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точек M(t), соответствующий порядку следования точек t на отрезке [α, β], назы-
ваемый ориентацией кривой Γ. Ясно, что две различные параметризации кривой,
такие, что τ(s) всюду на [γ, δ] возрастает, определяют на ней одну а ту же ориен-
тацию.

Пусть теперь дано отображение

t = χ(ξ), λ ≤ ξ ≤ μ,

отрезка [λ, μ] на отрезок [α, β], такое, что χ(μ) = α, χ(λ) = β и χ(ξ) монотонно
убывает вдоль [λ, μ]. Тогда параметризация

x = x(ξ) = ϕ[χ(ξ)], y = y(ξ) = ψ[χ(ξ)], λ ≤ ξ ≤ μ, (14)

определяет на плоскости ту же кривую Γ, но с противоположной ориентацией, так
как порядок следования точек на кривой Γ, порождаемый уравнениями (14), будет
обратным по отношению к порядку следования, порождаемом уравнениями (10).
Если кривую Γ с выбранной ориентацией обозначить Γ+, то кривая с противопо-
ложной ориентацией будет обозначаться Γ−. Как множества точек плоскости xOy,
кривые Γ+ и Γ−, совпадают. Кривая с выбранной на ней ориентацией называется
ориентированной кривой.

106



Глава IV

ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ФУНКЦИЙ
ОДНОЙ НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Необходимость численного анализа различных сложных процессов, напри-
мер, неравномерного движения частей механизмов и машин или распростране-
ния тепла в неоднородной среде привела к возникновению в математике понятий
производной и дифференциала функции. Эти математические понятия позволи-
ли сравнивать изменения, или прираращения, соизменяющихся величин. Стало
возможным оценивать длину пути в зависимости от промежутка времени, за ко-
торый этот путь пройден, отношение приращения температуры вдоль стержни к
длине участка стержня и т.д., т.о. в общем случае оценивать разность f(x2)−f(x1),
эависящую от величины x2 − x1, причем, как правило, от ее малых значений.

§ 1. Определение производной и дифференциала

Пусть функция y = f(x) определена в открытом промежутке X, x ∈ X —
внутренняя точка этого промежутка а величина h ≥ 0 такова, что точка x + h
принадлежит X. Тогда при переходе от значения аргумента x к новому значению
x+ h, функция изменится на величину

Δy = Δf(x) = f(x+ h) − f(x),

которая называется приращением функции f(x), соответствующим приращению h
независимого переменного. Приращение независимого переменного обозначается
также Δx.

Определение 1. Функция f называется дифференцируемой в точке x0 ∈ X,
если существует линейная однородная функция lx0(h) такая, что для всех h ∈ R,
для которых x0 + h ∈ X, имеем

f(x0 + h) − f(x0) = lx0(h) + ω(x0, h),

где
ω(x0, h)

h
→ 0 при h→ 0.
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Линейная функция lx0(h) называется дифференциалом данной функции f в
точке x0 и обозначается dy или df(x0)

6, а ω(x0, h) — остатком приращения функ-
ции. При h = 0 также ω(x0, h) = 0.

Линейная функция lx0(h) определена при любых h ∈ R. Если h таково, что
f(x0 + h) − f(x0) имеет смысл, то согласно определению 1, дифференциал lx0(h)
(если он отличен от нуля, при h → 0) является главной с точностью до малых
высшего порядка по сравнению с h, частью приращения Γf(x) функции f(x).

Taк как линейная однородней функция lx0(h) на R однозначно определяется
постоянной A, так что lx0(h) = Ah (и обратно — однозначно определяет такую
постоянную), то определение 1 можно переформулировать следующим образом.

Определение 1′. Функция f называется дифференцируемой в точке x0 ∈ X,
если существует постоянная A, вообще говоря, зависящая от x0, такая, что для
всех h, для которых x0 + h ∈ X,

f(x0 + h) − f(x0) = Ah+ ω(x0, h), (1)

где
ω(x0, h)

h
→ 0 при h→ 0.

Пусть, как и ранее, f : X → R и x ∈ X.

Определение 2. Предел отношения приращения Δy функции к вызвавшему
его приращению Δx независимой переменной при стремлении h к нулю, т.е.

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
,

при условии, что этот предел конечен, называется производной функции y = f(x)
в точке x0.

При фиксированном значении x производная является числом; при изменении
x производная в общем случае меняется и, таким образом, предоставляет собой
новую функцию от x, которую обозначают y′, или f ′(x), или Df(x).

Теорема 1. Для того чтобы функция f : X → � была дифференцируе-
ма в точке x0 ∈ X необходимо и достаточно, чтобы она имела в этой точке
производную.

Необходимость. Пусть соотношение (1) выполнено при любых h, таких, что
x0 + h ∈ X. Тогда

f(x0 + h) − f(x0)

h
= A+

ω(x0, h)

h
.

Перейдя к пределу при h→ 0, получим:

A = lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
= f ′(x0).

Достаточность. Пусть в точке x0 существует производная

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h

6Дифференциал функции f в точке x0 правильнее было бы обозначить df(x0, h); так он и
будет обозначаться нами для функций многих переменных. Для функций одной переменной
сохраняем установившееся в учебной литературе обозначение df(x0).
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и
α(h) =

f(x0 + h) − f(x0)

h
− f ′(x0).

Из определения предела функции следует, что α(h) → 0 при h → 0. Тогда f(x0 +
h) − f(x0) = f ′(x0)h+ hα(h). Соотношение (1) доказано.

Попутно мы доказали, что для дифференцируемой функции A = f ′(x0),
ω(h) = hα(h), где α(h) → 0 при h → 0. Следовательно, дифференциал df(x0)
функции имеет вид

df(x0) = f ′(x0)h,

и равенство (1) может быть записано следующим образом

f(x0 + h) − f(x0) = f ′(x0)h+ hα(h). (2)

Следствие. Функция, дифференцируемая в точке x0, непрерывна в этой
точке.

Действительно, согласно равенству (2), имеем:

|f(x0 + h) − f(x0)| ≤ (|f ′(x0)| + |α(h)|)|h|.

Так как α(h) → 0 при h → 0, то для достаточно малых h можно считать, что
|α(h)| ≤ 1. Поэтому если задано число ε > 0. то, взяв δ =

ε

|f ′(x0)| + 1
, будем иметь

|f(x0 + h) − f(x0)| < ε при |h| < δ. Непрерывность f(x) в точке x0 доказана.

Обратное утверждение: из непрерывности функции в точке следует ее диф-
ференцируемость в этой точке — неверно. Рассмотрим функцию f(x) = |x|. Она
всюду непрерывна, однако при x0 = 0

f(x0 + h) − f(x0)

h
=

|h|
h

=

{
1, h > 0,

−1, h < 0,

и так как отношение
f(x0 + h) − f(x0)

h
не имеет предела при h→ 0 произвольным

способом, то в точке x0 = 0 производная функции f(x) = |x| не существует. В
точках, отличных от нуля, эта функция имеет производную:

f ′(x) = 1 при x > 0 и f ′(x) = −1 при x < 0.

Если, зафиксировав x ∈ X, ввести в рассмотрение функцию

gx(h) =
f(x+ h) − f(x)

h
,

определенную при всех h �= 0, таких, что x + h ∈ X, то, согласно определению
2, производная f ′(x) есть предел этой функции при h → 0. По теореме 1 (§ 4,
гл. II), для того чтобы функция f : X → R имела в точке x ∈ X производную,
необходимо и достаточно, чтобы для любой последовательности {hn}, сходящейся
к нулю и такой, что x+ hn ∈ X, hn �= 0, n = 1, 2, 3, . . . последовательность{

f(x+ hn) − f(x)

hn

}
(1)
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сходилась к некоторому пределу. Как видно из доказательства теоремы 4 (§ 4, гл.
II), этот предел будет один и тот же для всех таких последовательностей, и потому

f ′(x) = lim
n

f(x+ hn) − f(x)

hn
.

Определение 3. Функция f(x), определенная на X и дифференцируемая в
каждой точке этого промежутка, называется дифференцируемой на промежутке
X.

Поскольку дифференцируемость функций эквивалентна существованию у этой
функции производной, операцию нахождения производной называют дифференци-
рованием функции. Найдя производную f ′(x) функции f(x), тем самым находят и
дифференциал df(x) этой функции, так как из доказательства теоремы 1 видно,
что df(x) = f ′(x)h. Раздел математического анализа, в котором изучается опера-
ция дифференцирования функций и свойства производных, называется дифферен-
циальным исчислением.

Примеры нахождения производной.

1. Пусть y = f(x) = const. Тогда Δy = f(x+ h) − f(x) = c− c = 0 для всех x
и h. Поэтому

y′ = (c)′ = 0.

2. Пусть y = xn, где n — натуральное число. Эта функция определена для
любого действительного значения x, и, следовательно, при любом x и h

Δy = (x+ h)n − xn = nxn−1 +
n(n− 1)

1 · 2 xn−2h2 + . . .+ hn.

Отсюда dy = nxn−1h. По теореме 1, y′ = (xn)′ = nxn−1.

3. Пусть y = ax, a > 0, a �= 1. Функция определена для всех действительных
x и в каждой точке области определения имеет производную.

Действительно, при любых вещественных x и h �= 0

Δy

h
=
ax+h − ax

h
= ax

ah − 1

h
. (1)

Используя формулу (2) из § 4 гл. III, получим:

y′ = ax lim
h→0

ah − 1

h
= ax ln a.

В частном случае, если y = ex, то

y′ = ex.

4. Пусть y = loga x, a > 0, a �= 1. Функция определена в интервале (0,∞)
и в каждой точке этого интервала имеет производную, которая вычисляется по
формуле

y′ =
1

x
loga e.
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В самом деле, при любом x > 0 и любом h �= 0, таком, что x+ h > 0, имеем:

Δy

h
=

loga(x+ h) − loga x

h
=

1

x

loga

(
1 +

h

x

)
h

.

Отсюда по формуле (1) из § 4, гл. III найдем:

y′ =
1

x
lim
h→0

loga

(
1 +

h

x

)
h

=
1

x
loga e.

В частности, при a = e

y′ = (ln x)′ =
1

x
.

5. Докажем, что в каждой точке области определения тригонометрические
функции sin x, cosx имеют производные, причем

(sin x)′ = cos x, (cosx)′ = − sin x.(1)

Пусть y = sin x. Тогда для любых вещественных x и h, h �= 0,

Δy

h
=

sin(x+ h) − sin x

h
=

sin
h

2
h

2

cos

(
x+

h

2

)
.

В силу непрерывности функции cosx и с учетом равенства lim
α→0

sinα

α
= 1 (см. § 4,

гл. II) получим:

y′ = lim
h→0

Δy

h
= lim

h→0

sin
h

2
h

2

cos

(
x+

h

2

)
= cosx.

Аналогично устанавливается справедливость формулы (cosx)′ = − sin x.

§ 2. Простейшие теоремы о производных.
Техника дифференцирования

Докажем теоремы о производных суммы, произведения и частного функций
и установим правила, при помощи которых находят эти производные. Наконец,
рассмотрим вопрос о дифференцировании сложных и обратных функций. Всюду
далее X — открытый промежуток.

Теорема 1 Пусть функции u = u(x) и v = v(x) определены на X и имеют
производные в точке x0 ∈ X. Тогда в этой точке функции cu(x), u(x) ± v(x),
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u(x)v(x), u(x)/v(x) (последняя при условии v(x0) �= 0) также имеют производ-
ные, причем:

(I) [cu(x)]′x=x0
= cu′(x0);

(II) [u(x) ± v(x)]′x=x0
= u′(x0) ± v′(x0);

(III) [u(x)v(x)]′x=x0
= u′(x0)v(x0) + u(x0)v

′(x0);

(IV)

[
u(x)

v(x)

]′
x=x0

=
u′(x0)v(x0) − u(x0)v

′(x0)

[v(x0)]2
.

Доказательство.

I. Поскольку функция u(x) дифференцируема в точке x0, то для любого h,
такого, что x0 + h ∈ X,

u(x0 + h) − u(x0) = u′(x0)h+ ω(h).

Но тогда при любом c = const

cu(x0 + h) − cu(x0) = cu′(x0)h+ cω(h).

Так как cω(h) так же, как и ω(h) есть бесконечно малая величина по сравне-
нию с h при h→ 0, то по теореме 1, функция cu(c) имеет в точке x0 производную и
[cu(x)]′x=x0

= cu′(x0). Таким образом, постоянный множитель может быть вынесен
за знак производной.

II. Доказать дифференцируемость суммы двух фикций и вывести формулу
производной суммы предлагаем читателю.

III. При x0 + h ∈ X имеем:

u(x0+h)v(x0 +h)−u(x0)v(x0) = [u(x0 +h)−u(x0)]v(x0 +h)+[v(x0 +h)−v(x0)]u(x0).

Применив формулу (2) из § 1 данной главы к каждой квадратной скобке в правой
части последнего равенства, получим:

u(x0 + h)v(x0 + h) − u(x0)v(x0) = [u′(x0 + h) · h+ hα1(h)]v(x0 + h)+

+[v′(x0) · h+ hα2(h)]u(x0) = [u′(x0)v(x0 + h) + v′(x0)u(x0)]h+

+h[α1(h)v(x0 + h) + α2(h)u(x0)].

Тогда

u(x0 + h)v(x0 + h) − u(x0)v(x0)

h
= u′(x0)v(x0 + h) + v′(x0)u(x0)+

+α1(h)v(x0 + h) + α2(h)u(x0).
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Так как при h→ 0, в силу следствия из теоремы 1, v(x0 + h) → v(x0), то

lim
h→0

u(x0 + h)v(x0 + h) − u(x0)v(x0)

h
= u′(x0)v(x0) + u(x0)v

′(x0)+

lim
h→0

α1(h)v(x0 + h) + lim
h→0

α2(h)u(x0) = u′(x0)v(x0) + u(x0)v
′(x0).

Правило III доказано.

IV. Применив обозначения, которые использовались в п. III, получим

1

x(x0) + h)
− 1

v(x0)
= −v(x0 + h) − v(x0)

v(x0 + h)v(x0)
= −v

′(x0)h+ hα1(h)

v(x0 + h)v(x0)
,

так что
lim
h→0

1

h

[
1

x(x0) + h)
− 1

v(x0)

]
= − lim

h→0

v′(x0) + α(h)

v(x0 + h)v(x0)
=

= −v(x0) lim
h→0

1

v(x0 + h)v(x0)
− lim

h→0

α(h)

v(x0 + h)v(x0)
= − v′(x0

[v(x0)]2
.

Это означает, что функция
1

v(x)
имеет производную и

[
1

v(x)

]′
x=x0

= − v′(x0)

[v(x0)]2
. Но

тогда, по правилу III, произведение функций u(x) и
1

v(x)
имеет производную в

точке x0 и[
u(x)

v(x)

]′
x=x0

= u′(x0) ·
1

v(x0)
− u(x0)

v′(x0)

[v(x0)]2
=
u′(x0)v(x0) − u(x0)v

′(x0)

[v(x0)]2
.

Теорема доказана.

Примеры.

1. Если y = tg x, x �= π

2
(2n+ 1), то пользуясь правилом IV, получим:

y′ = (tg x)′ =

(
sin x

cosx

)′
= [(sin x)′ cosx− (cosx)′ sin x] · 1

cos2x
=

=
sin2x+ cos2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
. (1)

2. Если y = ctg x, x �= kπ, то аналогично предыдущему найдем:

y′ = (ctg x)′ = − 1

sin2 x
. (1)

Замечание. Теорема 1 необратима. Так, например, функции u(x) = |x| и
v(x) = −|x| не имеют производных в точке x = 0, в то время как функции u(x) +
v(x) = 0 и u(x)v(x) = −x2 дифференцируемы в этой точке.

Теорема 2 (о производной сложной функции). Пусть функция f(x)
определена на интервале X, f(x) ∈ Y , и дифференцируема в точке x0 ∈ X.
Пусть, далее, функция g(y) определена на интервале Y и дифференцируема в
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точке y0 = f(x0). Тогда сложная функция ϕ(x) = g[f(x)] дифференцируема в
точке x0 и

ϕ′(x0) = g′[f(x0)]f
′(x0).

Докaзательство. Выберем число h так, чтобы x0 + h ∈ X и y0 + k =
f(x0 + h) ∈ Y . Последнее требование выполнимо, так как функция f(x), в силу
дифференцируемости в точке x0, непрерывна в этой точке, следовательно, k → 0
при h→ 0 и y0 + k ∈ Y при достаточно малом h.

Имеем

ϕ(x0 + h) − ϕ(x0) = g(y0 + k) − g(y0) = g′(y0)k + kβ(k) =

= g′(y0)[f
′(x0)h+ α(h)h] + [f ′(x0)h + α(h)h]β(k) =

= g′(y0)f
′(x0)h+ h[g′(y0)α(h) + f ′(x0)β(k) + α(h)β(k)].

Здесь α(h) → 0 при h→ 0 и β(k) → 0 при k → 0. Далее,

ϕ(x0 + h) − ϕ(x0)

h
= g′[f(x0)]f

′(x0) + Ω,

где
Ω = g′(y0)α(h) + f ′(x))β(k) + hα(h)β(k).

Так как при h → 0 и k → 0, то ясно, что Ω → 0 при h → 0, а это означает, что
функция ϕ(x) дифференцируема в точке x0 и

ϕ′(x0) = g′[f(x0)]f
′(x0).

Теорема доказана.

Примеры.

3. Найдем производную функции y = xμ, x > 0. Согласно свойствам лога-
рифма,

y = xμ = (elnx)μ = eμ lnx.

Применив правило дифференцирований сложной функции, найдем:

y′ = eμ lnx · μ · 1

x
= xμ · μ

x
= μxμ−1.7

Теорема 3 (o дифференцируемости обратной функции). Пусть непре-
рывная функция f : X → Y , где X и Y — открытые промежутки, имеет
непрерывную обратную функцию g : Y → X. Если в точке x0 ∈ X функция f(x)
имеет отличную от нуля производную f ′(x0) и y0 = f(x0), то производная g′(y0)
существует и

g′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Доказательство. Пусть, как и при доказательстве предыдущей теоремы,
число h выбрано так, что x0 + h ∈ C и y0 + k = f(x0 + h) ∈ Y . Тогда

k = f(x0 + h) − f(x0) = f ′(x0)h + hα(h), (1)

7Можно доказать, что эта формула верна для всех x, для которых xμ и xμ−1 имеют смысл.
Рекомендуем читателю сделать это.
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где α(h) → 0 при h → 0. Будем считать h настолько малым, f ′(x0) + α(h) �= 0.
Тогда из (1) получим:

h

k
=

1

f ′(x0) + α(h)

или
g(y0 + k) − g(y0)

k
=

1

f ′(x0) + α(h)
. (2)

Пусть k → 0; тогда, в силу непрерывности обратной функции, и h → 0,

и правая часть равенства (2) стремится к
1

f ′(x0)
. Но тогда и левая часть этого

равенства стремится к этому же пределу, т.е. существует

g′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Производные обратных тригонометрических функций.

Пусть y = arcsin x, |x| < 1, |y| < π

2
. Эта функция является обратной по

отношению к функции x = sin y, которая удовлетворяет всем условиям теоремы
3. Используя теорему 3, получим

y′ = (arcsin x)′ =
1

x′
=

1

cos y
=

1√
1 − sin2 y

=
1√

1 − x2

(перед радикалом взят знак плюс, так как если |y| < π

2
, то cos y > 0).

Аналогично при −∞ < x < ∞, |y| < π

2
, функции y = arctg x и x = tgy

взаимно обратны и для них выполняются условия теоремы 3. Поэтому

y′ = (arctg x)′ =
1

x′
=

1

(tgy)′
= cos2 y =

1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
. (1)

Рассуждая таким же образом, получаем формулы

y′ = (arccosx)′ = − 1√
1 − x2

, |x| < 1;

y′ = (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
, −∞ < x <∞.

Объединив предыдущие результаты, получаем следующий свод правил и фор-
мул дифференцирования.

Правила дифференцирования

[cu(x)]′ = cu′(x); (3)

[u(x) + v(x)]′ = u′(x) + v′(x); (4)

[u(x)v(x)]′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x); (5)[
u(x)

v(x)

]′
=
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)

[v(x)]2
; (6)
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{g[f(x)]}′ = g′[f(x)]f ′(x); (7)

[f−1(y)]′ =
1

f ′(x)
, f ′(x) �= 0. (8)

Формулы для производных элементарных функций

(c)′ = 0, c− const; (9)

(xμ)′ = μxμ−1, x > 0, 8 (10)

(ax)′ = ax ln a; (11)

(loga x)
′ =

1

x
logq e; (12)

(sin x)′ = cosx; (13)

(cos x)′ = − sin x; (14)

(tg x) =
1

cos2 x
; (15)

(ctg x)′ − 1

sin2 x
; (16)

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2
; (17)

(arccos x)′ = − 1√
1 − x2

; (18)

(arctg x)′ =
1

1 + x2
; (19)

(arcctg x)′ = − 1

1 + x2
; (20)

§ 3. Геометрический смысл производной.
Касательная к кривой. Механический смысл производной

Пусть на плоскости заданы две кривые L и L1, определяемые соответственно
уравнениями y = f(x) и y = f1(x), где функции f(x) и f1(x) заданы и непрерывны
на открытом промежутке X. Пусть x0 ∈ X и f(x0) = f1(x0) = y0.

Определение. Кривые L и L1 касаются в точке x0, если

lim
x→x0

f(x) − f1(x)

x− x0

= 0. (1)

В частности, прямая, которая определяется уравнением вида f1(x) = f(x0) +
k(x − x0), удовлетворяющая условию (1), называемся касательной к кривой L в

8См. сноску на с. 114
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точке (x0, f(x0)). (В настоящем пункте дается определение касательной, не парал-
лельной оси Oy. Вопрос об определении касательной, параллельной оси Oy, будет
рассмотрен в § 4 данной главы).

Следующая теорема устанавливает тесную связь между существованием про-
изводной функции f(x) в точке x0 и касательной к кривой L в точке (x0, f(x0)).

Теорема. Для того, чтобы прямая y = f(x)) + k(x − x0) была касатель-
ной к кривой L в точке (x0, f(x0)), необходимо и достаточно, чтобы в точке x0

функция f(x) имела производную и f ′(x0) = k.

Необходимость. Пусть прямая y = f(x)) + k(x − x0) является касательной
к кривой L в точке x0. Тогда, по определению

lim
x→x0

f(x) − f(x0) − k(x− x0)

x− x0
= 0.

Если x− x0 = h, x = x0 + h, то

lim
h→0

[
f(x) − f(x0)

x− x0

− k

]
= 0,

откуда следует, что существует

lim
h→0

f(x) − f(x0)

x− x0
= k,

т.е. f ′(x0) и f ′(x0) = k.

Достаточность. Пусть в точке x0 ∈ X существует производная f ′(x0). Опре-
делим прямую L1 уравнением

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

В этом случае

lim
x→x0

f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x− x0)

x− x0
=

= lim
x→x0

[
f(x) − f(x0)

x− x0
− f ′(x0)

]
= 0,

т.е. выполнено условие (1), и прямая L1 касается кривой L в точке (x0, f(x0)).
Доказанная теорема приводит к следующему выводу: значение производной

f ′(x0) в точке x0 равно угловому коэффициенту касательной к кривой L в точ-
ке (x0, f(x0)), т.е. тангенсу угла, образованного касательной к кривой L в точке
(x0, f(x0)) с положительным направлением оси Ox.

Теорема дает возможность получить определение касательной к кривой L в
точке (x0, f(x0)). Пусть x0, x1 ∈ X и x1 = x0 + h. Рассмотрим прямую, эадан-

ную уравнением y = f(x0) + k(h)(x− x0), где k(h) =
f(x0 + h) − f(x0)

h
. Очевидно

(рис. 15), что эта прямая проходит через точки A и B кривой L, причем угловой
коэффициент этой прямой

k(h) = tgϕ =
f(x0 + h) − f(x0)

h
.
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При фиксированном значении x0 и h→ 0 точка B двигается по кривой L, прибли-
жаясь к точке A, а секущая AB поворачивается вокруг точки A. Если функция
f(x) дифференцируема в точке x0, то при h→ 0

tgϕ = k(h) → f ′(x0) = tgα,

т.е. секущая AB стремится к некоторому предельному положению, которым яв-
ляется касательная к кривой L в точке (x0, f(x0)). Поэтому можно сказать, что
касательная к кривой есть предельное положение секущий AB, проходящей через
точки A(x0, f(x0)) и B(x0 + h, f(x0 + h)) при h→ 0.

x

y

O

A

B

x0 x0 + h

Рис. 15

Исторически именно задачи о построении касательных к кривым наряду с
задачами о нахождении скорости неравномерного движения (см. далее) привели к
понятию производной. При этом и касательная, и скорость рассматривались как
понятия, не требующие определений, и с помощью их вводились дифференциалы
(Лейбниц9) и производные функций (Ньютон10).

Обратимся к определению скорости неравномерного движения. Рассмотрим
движение материальной точки вдоль прямой линии. Заметим, что полученные
выводи верны и для более общего характера движения.

Пусть t — время, отсчитываемое от некоторого начального момента, s — путь,
пройденный движущейся точкой за время t (от начального момента). Тогда, оче-
видно, s является некоторой функцией времени t: s = s(t), которая определяет
движение точки. Соотношение

s = s(t), t ≥ 0, (2)

называется законом движения. Так, например, закон равноускоренного (равноза-
медленного) движения точки вдоль прямой может быть записан в виде:

s = s0 + v0t+
at2

2
, (3)

9Г. Лейбниц (1646–1716) — немецкий философ, математик и физик.
10И. Ньютон (1643–1727) — английский физик, механик, астроном и математик.
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где s0, v0 и a — некоторые постоянные.

Пусть задай закон движения (1) материальной точки. Рассмотрим вопрос
об определений и вычислении ее скорости в данный момент времени t. Наряду с
моментом времени t рассмотрим другой момент времени t + Δt. Очевидно, что
перемещение Δs точки за время Δt можно выразить следующим образом:

Δs = s(t+ Δt) − s(t),

причем перемещение совпадает в рассматриваемом случае с траекторией движе-
ния точки и направлено в сторону ее движения. Напомним, что если движение
равномерно, то скоростью движения называется путь, проходимый в единицу вре-
мени, т.е. отношение пути к времени. Поэтому средней скоростью точки на про-
межутке изменения времени от t до t+ Δt естественно назвать выражение

vср =
s(t+ Δt) − s(t)

Δt
.

Очевидно, что vср является переменной величиной и изменяется в зависимости
от изменения величины Δt, причем чем меньше Δt, тем лучше vср характеризует
движение в момент t. Поэтому за скорость v движущейся точки в момент времени
t принимается предел средней скорости vср при Δt→ 0:

v(t) = lim
Δt→0

vср = lim
Δt→0

Δs

Δt
= lim

Δt→0

s(t+ Δt) − s(t)

Δt
. (4)

Таким образом, формула (3) дает нам определение скорости движущейся точка,
а также указывает способ ее нахождения. Используя принятые обозначения, по-
лучаем следующий результат: если задан закон движения точки s(t), то

v(t) = s′(t), (5)

т.е. скорость точки в заданной момент времени t есть производная от пути по
времени.

Примеры.

Найдем скорость равноускоренного равнозамедленного) движения точки вдоль
прямой в произвольный момент времени. Используя закон движения (3) и приме-
нив правило и формулы дифференцирования, найдем:

v(t) = s′(t) = v0 + at.

§ 4. Односторонние и бесконечные производные

Расширим понятие производной. Пусть функция f(x) определена на проме-
жутке X и x0 ∈ X. Конечные пределы

f ′
−(x0) = lim

h→0,h<0

f(x0 + h) − f(x0)

h
, f ′

+(x0) = lim
h→0,h>0

f(x0 + h) − f(x0)

h
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называются односторонними производными соответственно производной слева и
производной справа функции f(x) в точке x0.

Введение этих новых понятий обусловлено следующими соображениями.

1. Если функция f(x) определена в замкнутом промежутке [a, b] и x0 — гра-
ничная точка этого промежутка, то вопрос о двусторонней производной (см. опре-
деление 1 из § 1 гл. IV) в этой точке теряет смысл.

2. Как уже указывалось, существуют функции, которые в отдельных точках
(внутренних для промежутка X) не имеют производной f ′(x) по определению 1
(см. § 1 гл. IV). Изучение односторонних производных f ′

−(x0) и f ′
+(x0) иногда дает

возможность делать выводы о поведения Функции в окрестности такой точки.

Теорема 1. Для того чтобы в точке x0 ∈ (a, b) существовала производная
f ′(x0), необходимо и достаточно, чтобы существовали односторонние производ-
ные и выполнялось равенство

f ′
−(x0) = f ′

+(x0). (1)

Эта теорема является перефразировкой соответствующей леммы о существо-
вании предела у функции (см. § 4 гл. II).

Легко привести пример непрерывной функции, которая в бесконечном числе
точек области определения не имеет производной, но имеет в этих точках одно-
сторонние производные.

Примеры.

1. Пусть f(x) = E(x) sin πx. Эта функция, как легко показать, непрерывна на
всей числовой прямой. Предположим, что x0 не является целым числом. Покажем,
что f(x) имеет производную в каждой такой точке x0. Пусть E(x0) = k. Возьмем
h настолько малым, что E(x0 + h) = E(x0). Тогда

f(x0 + h) − f(x0) = E(x0 + h) sin π(x0 + h) − E(x0) sin πx0 =

= k[sin π(x0 + h) − sin πx0]

и
f ′(x0) = k lim

h→0

sin π(x0 + h) − sin πx0

h
= kπ cosπx0.

Если x0 = k, то, взяв h > 0 так, чтобы E(x0 + h) = k, получим

f(x0 + h) − f(x0) = E(x0)[sin π(x0 + h) − sin πx0] =

= k[sin π(k + h) − sin πk] = kcoskπ sin πh = (−1)kk sin πh.

Тогда

f ′
+(x0) = (−1)kk lim

h→0, h>0

sin πh

h
= (−1)kkπ.

Вычислив аналогичным образом f ′
−(k), получим:

f ′
−(k) = (−1)k(k − 1)π.
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Таким образом, paссматриваемая функция не имеет производной ни в одной
целочисленной точке x0 = k.

2. Покажем, что непрерывная функция

f(x) =

⎧⎨⎩x sin
1

x
, x �= 0,

0, x = 0,

не имеет в точке x0 = 0 односторонних производных. Действительно, пусть h ≶ 0.
Тогда

f(x0 + h) − f(x0) = f(h) − f(0) = h sin
1

h
,

и
f(x0 + h) − f(x0)

h
= sin

1

h
не имеет предела при h→ 0.

При существовании у функции y = f(x) в точке x0 неравных односторонних
производных нельзя говорить о существовании определенной касательной графи-
ку функции y = f(x) в точке (x0, f(x0)). Однако, проведя рассуждения, аналогич-
ные рассуждениям в примере 1, можно построить прямые, заданные уравнениями

y = f(x0) + f ′
+(x0)(x− x0), (1)

y = f(x0) + f ′
−(x0)(x− x0), (2)

которые называются односторонними касательными (рис. 16).

x

y

O x0

(L2)−

(L2)+

A

(L1)

Рис. 16

Легко проверить, что если f(x) имеет правую (левую) производную в точке
x0, то она непрерывна справа (слева) в этой точке.

В дальнейшем иногда будем рассматривать функции, дифференцируемые на
замкнутом отрезке [a, b]. Это функции, которые имеют во всех внутренних точках
обычную (двустороннюю) производную, правую производную в точке x = a и
левую производную в точке x = b. Если функция дифференцируема на [a, b], то
она, согласно сказанному, непрерывна на этом отрезке.
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Введем, наконец, понятие о бесконечных производных. Если функция f(x)
определена в открытом промежутке X, x0, x0 + h ∈ X и

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
= +∞ или −∞,

то говорят, что f(x) в точке x0 имеет бесконечную производную. Аналогично
определяются бесконечные односторонние производные. Если непрерывная функ-
ция имеет в некоторой точке бесконечную производную (или бесконечные одно-
сторонние производные), то график функции имеет в этой точке касательную,
параллельную оси Oy (рис. 17) или две таких касательные (рис. 18).

x

y

x

y

O O

f(x) = 3
√
x f ′(0) = ∞ f(x) =

3
√
x2

f ′
+(0) = +∞
f ′
−(0) = −∞

Рис. 17 Рис. 18

В дальнейшем, если производная функции в некоторой точке бесконечна, это
будет оговариваться особо и под словом «производная» будет пониматься конечная
производная.

§ 5. Некоторые свойства дифференциала

Напомним, что дифференциалом функции f : X → � в точке открытого
промежутка X называется линейная функция Ah, такая, что если x, x+h ∈ X, то

f(x+ h) − f(x) = Ah+ ω(h), (1)

где
ω(h)

h
→ 0 при h → 0. Далее, так как A = f ′(x), то дифференциал функции

принимает вид
df(x) = f ′(x) dx.
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Произвольное приращение h независимой переменной x назовем дифференци-
алом этой независимой переменной и обозначим dx. Тогда для дифференциала
функции получим выражение

dy = df(x) = f ′(x) dx, (2)

откуда

f ′(x) =
dy

dx
. (3)

Таким образов, производная функции есть отношение дифференциала функ-
ции к дифференциалу независимой переменной.

Равенство (3) часто служит обозначением производной. Например,

y = sin x,
dy

dx
= cosx. (1)

Так как при громоздком аналитическом выражении для функции f(x) запись
df(x)

dx
неудобна, пишут

d

dx
[f(x)]. Например:

d

dx

(
1√

x2 + 1

)
=

x√
(x2 + 1)3

или
d

dx
[f(x) + g(x)] =

df(x)

dx
+
dg(x)

dx
.

Таким образом, для обозначения производной имеется три выражения

f ′(x), Df(x) и
df(x)

dx
.

Напомним еще раз, что если функция f : X → R дифференцируема в точке
x ∈ X, то приращение функции Δy в этой точке может быть разложено в сумму
двух слагаемых:

Δy = dy + ω(dx),

первое из которых линейно зависит от dx и, следовательно, при f ′(x) �= 0 и dx→ 0
того же порядка малости по сравнению с dx.

Равенство (2) показывает, что соотношения производных можно превратить
в соотношения дифференциалов путем умножения их на dx. Так в результате
умножения равенства

[f(x) g(x)]′ = f ′(x) g(x) + f(x) g′(x)

на dx, получаем:
d[f(x) g(x)] = g(x) df(x) + f(x) dg(x).

Точно так же выражения для производных элементарных функций после их умно-
жения на dx становятся формулами для дифференциалов. Например, из (ax)′ =
ax ln a находим:

d(ax) = ax ln a dx,
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и аналогичным образом

d(arctg x) =
dx

1 + x2
.

Выясним геометрический смысл дифференциала функции f(x) в точке x0.
Пусть функция f(x) дифференцируема в точке x0. Тогда,по теореме 1 (см. § 4
данной главы), в этой точке существует конечная производная, а следовательно,
и определенная касательная T в точке (x0, f(x0)) к графику функций f(x) (рис.
19), причем tgα = f ′(x0). Очевидно, что

DC = AD tgα = f ′(x0)h = dy.

Таким образом, дифференциал функции f(x) в точке x0 представляет собой при-
ращение ординаты касательной при переходе из точки x0 в точку x0 +h. Величина
BC, по определению дифференциала, при h → 0 представляет собой бесконечно
малую величину более высокого порядка по сравнению с h.

x

y

O x0 x0 + h

A D

B

C

α

Рис. 19

Установим следующее важное свойство дифференциала функции.

Пусть функция y = f(x) определена в промежутке (a, b) изменения неза-
висимой переменной x и дифференцируема в точке x0 этого промежутка. Тогда
дифференциал dy функции имеет вид

dy = f ′(x)) Δx или dy = f ′(x0) dx,

так как дифференциал dx независимой переменной то же самое, что и приращение
Δx этой переменной. Предположим теперь, что x не является независимой пере-
менной, а есть функция некоторой другой переменной. Как в этом случае записать
выражение для дифференциала dy функции: dy = f ′(x0) Δx или dy = f ′(x0) dx?
Ведь теперь Δx и dx — разные величины.

Теорема (об инвариантности формы дифференциала). Пусть функция
f : (a, b) → R дифференцируема в точке x0 ∈ (a, b). Пусть, далее, x = ϕ(t),
α < t < β, ϕ(t) ∈ (a, b) для t ∈ (α, β) и функция ϕ(t) дифференцируема в точке
t0 ∈ (α, β), такой, что ϕ(t0) = x0. Тогда dy = f ′(x0) dx, т.е. выражение для
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дифференциала функции f(x), не зависит от того, является ли x независимой
переменной или функцией некоторой другой переменной.

Доказательство. В силу условий и по теореме о дифференцировании слож-
ной функции, y = f [ϕ(t)] = g(t) есть дифференцируемая в точке t0 функции t.
Тогда dy = g′(t0) dt. Так как g′(t0) = f ′[ϕ(t0)]ϕ

′(t0), то

dy = f ′[ϕ(t0)]ϕ
′(t0) dt.

Но ϕ(t0) = x0, ϕ′(t0) dt = dx. В этом случае предыдущее равенство принимает вид

dy = f ′(x0) dx.

Часто инвариантность формы дифференциала записывают в виде равенства

dy = y′x dx = y′t dt,

предполагая при этом, что все условия теоремы выполнены.

§ 6. Основные теоремы дифференциального исчисления

Теоремы дифференциального исчисления, приведенные в этом параграфе,
являются наиболее важными и находят многочисленные приложения при решении
различных теоретических и прикладных задач математического анализа.

Теорема 1 (Ферма). Пусть функция f(x) определена в некотором проме-
жутке X и во внутренней точке x0 этого промежутка принимает наибольшее
(наименьшее) значение. Если в этой точке существует производная f ′(x0), то
она необходимо обращается в нуль.

Доказательство. При любом h, таком, что x0 + h ∈ X имеем;

f(x0 + h) ≤ f(x0).

Поэтому
f(x0 + h) − f(x0)

h
≤ 0 при h > 0 (1)

и
f(x0 + h) − f(x0)

h
≥ 0 при h < 0. (2)

Если существует f ′(x0), то, в силу неравенств (1) и (2),

f ′(x0) = f ′
+(x0) = lim

h→0,h>0

f(x0 + h) − f(x0)

h
≤ 0 (3)

и
f ′(x0) = f ′

+(x0) = lim
h→0,h<0

f(x0 + h) − f(x0)

h
≥ 0. (4)

Из равенств (3) и (4) следует, что f ′(x0) = 0. Теорема доказана.
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Теорема Ферма имеет простое геометрическое истолкование: если дифферен-
цируемая функция во внутренней точке x0 области определения достигает своего
наибольшего или наименьшего значения, то в точке (x0, f(x0)) касательная к кри-
вой, заданной уравнением y = f(x), параллельна оси Ox.

Если функция f(x) достигает своего наибольшего или наименьшего значения
в граничной точке области определения, то в этой случае, вообще говоря, теорема
Ферма оказывается неприменимой. Например, функция y = x3, рассматриваемая
на промежутке [−1, 1], достигает своих наибольшего и наименьшего значений со-
ответственно в точках x = +1 и x = −1. Очевидно, что в этих точках производные
(односторонние) данной функции отличны от нуля.

Теорема 2 (Ролля). Пусть функция f(x) определена и непрерывна в замкну-
том промежутке [a, b] и имеет производную f ′(x), по крайней мере, в открытом
промежутке (a, b). Если f(a) = f(b), то существует точка c, a < c < b, такая,
что f ′(c) = 0.

Доказательство. Пусть m = inf
x∈[a,b]

f(x) и M = sup
x∈[a,b]

f(x). По теореме Вей-

ерштрасса, существуют точки x1, x2 ∈ [a, b], такие, что m = f(x1) и M = f(x2). В
случае, когда m = M , утверждение теоремы очевидно, так как тогда f(x) = const
и f ′(x) = 0 для любой точки x. Если m < M , то, по крайней мере, одна из точек —

x1 или x2 — отлична от граничных точек a и b, так как f(a) = f(b), а f(x1) < f(x2).
Следовательно, одна из точек x1, x2 или обе одновременно являются внутренними
точками промежутка [a, b]. Но тогда, по теореме Ферма, то крайней мере, в одной
из них, производная обращается в нуль. Теорема доказана.

Теорема Ролля может иметь несколько иную формулировку.

Будем называть нулем функции точку, в которой эта функция обращается в
нуль.

Теорема 2′ (Ролля). Если функция f : [a, b] → R непрерывна на [a, b] и
дифференцируема внутри (a, b), то между двумя нулями функции лежит, по
крайней мере, один нуль производной.

Предлагаем читателю доказать эквивалентность обеих формулировок.

x

y

O a c b

Рис. 20
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Геометрическая интерпретация теоремы Ролля достаточно очевидна. Она со-
стоят в том, что между двумя точками кривой y = f(x) с равными ординатами
всегда найдется, по крайней мэре, одна точка, в которой касательная к кривой
параллельна оси Ox (рис. 20).

Отбрасывание хотя бы одного из условий теоремы Рояля влечет, в общем
случае, нарушение справедливости заключения теоремы.

Соответствующие примера предоставляем привести читателям.

Теорема 3 (Лагранжа). Пусть функция f(x) определена и непрерывна в за-
мкнутом промежутке [a, b] и имеет производную f ′(x) в открыток промежутке
(a, b). Тогда существует, по крайней мере, одна точка c, a < c < b, такая, что

f(b) − f(a) = (b− a)f ′(c). (5)

Доказательство.

Введем в рассмотрение вспомогательную функцию

F (x) = f(x) − f(a) − f(b) − f(a)

b− a
(x− a).

Легко убедиться, что она удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля. Следова-
тельно, существует, по крайней мере, одна точка c, a < c < b, такая, что F ′(c) = 0,
т.е.

f ′(c) − f(b) − f(a)

b− a
= 0,

откуда
f(b) − f(a) = b− a)f ′(c).

Теорема доказана.

x

y

A

B

O a c b

Рис. 21

Доказанную теорему называют теоремой о среднем значении, а формулу
(5) — формулой Лагранжа или формулой конечных приращений. Очевидно, что
теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа: заключение тео-
ремы Ролля непосредственно следует из формулы (1) при выполнении условия
f(a) = f(b).
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Поскольку отношение
f(b) − f(a)

b− a
представляет собой угловой коэффициент

хорды AB графика функции y = f(x), легко установить геометрический смысл и
теоремы Лагранжа. Он заключается в следующем: на дуге

	

AB кривой с уравне-
нием y = f(x), a ≤ x ≤ b, существует точка C(c, f(c)) (по крайней мере, одна), в
которой касательная параллельна хорде AB (рис. 21).

Формула конечных приращений (5) имеет многочисленные приложения. В
качестве примеров приведем следующие.

1. Если функция f(x) непрерывна на [a, b], дифференцируема внутри [a, b] и
f ′(x) = 0, x ∈ (a, b), то f(x) = const.

В самом деле, для любого x0 ∈ (a, b] имеем, по теореме Лагранжа:

f(x0) − f(a) = (x0 − a)f ′(ξ), (6)

где a < ξ < x0. Но по предположению, f ′(ξ) = 0. Следовательно, f(x0) = f(a), и
так как x0 — произвольная точка из (a, b], то f(x) ≡ f(a) на [a, b].

2. Используя формулу конечных приращений (5), легко получить достаточ-
ный признак равномерной непрерывности функции f(x).

Пусть функция f(x) определена на промежутке X (конечном или бесконеч-
ном, открытом или замкнутом). Если функция на промежуткеX имеет ограничен-
ную производную f ′(x), |f ′(x)| ≤ K для всех x ∈ X, то она равномерно непрерывна
на промежутке X.

Действительно, пусть число ε > 0 произвольно и δ =
ε

K
. Тогда для любых

точек x1 и x2 из промежутка X, таких, что |x1 − x2| < δ, по формуле конечных
приращений (5) имеем (точка c расположена между x1 и x2):

|f(x1) − f(x2)| = |f ′(c)| |x1 − x2| < Kδ = ε.

Равномерная непрерывность функции f(x) доказана.

Запишем формулу конечных приращений в другом виде, в котором она часто
используется.

Пусть функция f(x) на промежутке [a, b] удовлетворяет условиям теоремы
Лагранжа, x0 — произвольная точка этого промежутка. Если число h таково, что
x0 + h ∈ [a, b], то, применив теорему Лагранжа к функции f(x), рассматриваемой
лишь на промежутке [x0, x0 + h] ⊂ [a, b], получим:

f(x0 + h) − f(x0) = hf ′(ξ), (7)

где число ξ заключено между величинами x0 и x0 + h, т.е. получается из x0 при-
бавлением к нему части h. Поэтому ξ = x0 + θh, 0 < θ < 1 (рис. 22).

x0 x0 + h

x0 + θh

Рис. 22
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Тогда формулу (7) можно записать в виде

Δy = f(x0 + h) − f(x0) = hf ′(x0 + θh), 0 < θ < 1. (8)

Формула (8) находит широкое применение при рассмотрении теоретических
вопросов математического анализа; неудобство этой формулы заключается в том,
что в нее входит неизвестная величина θ, явное выражение которой может бы-
та установлено лишь в некоторых частных случаях. Однако то, что 0 < θ < 1,
позволяет получать с помощью формулы (8) важные заключения.

В качестве примера применения формулы (8) докажем следующее утвержде-
ние.

Пусть функция f(x) определена и непрерывна на [a, b] и x0 ∈ [a, b]. Предполо-
жим, что f(x) имеет производную f ′(x) в промежутке (x0, x0 + h) для некоторого
h > 0, x0 + h ∈ [a, b]. Если существуем предел lim

x→x0+0
f ′(x), то существует f ′

+(x0),
причем

f ′
+(x0) = lim

x→x0+0
f ′(x).

Действительно, по формуле (8)

f(x0 + h) − f(x0)

h
= f ′(x0 + θh).

Перейдя в этом равенстве к пределу при h → 0, h > 0, получим требуемый ре-
зультат.

Аналогичное утверждение можно провести и для левосторонней производной.

Следующая теорема является обобщением теоремы Лагранжа.

Теорема 4 (Коши). Пусть функции f(x) и g(x) непрерывны на промежутке
[a, b] и, по крайней мере, в интервале (a, b) имеют производные f ′(x) и g′(x),
причем g′(x) �= 0 для любого x ∈ (a, b). Тогда

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=
f ′(c)
g′(c)

,

где c — некоторая точка интервала (a, b).

Доказательство. Заметив, прежде всего, что g(a) �= g(b), так как в против-
ном случае, согласно теореме Ролля, найдется точка c ∈ (a, b), такая, что g′(c) = 0,
что по условию исключается. Рассмотрим вспомогательную функцию

F (x) = f(x) − f(a) − f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
[g(x) − g(a)].

Нетрудно убедиться, что функция F (x) удовлетворяет всем условиям теоремы
Ролля. Поэтому найдется точка c ∈ (a, b), такая, что

F ′(c) = 0.
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Но
F ′(c) = f ′(c) − f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
g′(c),

следовательно,

f ′(c) − f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
g′(c) = 0.

Теорема доказана.

Теорема Лагранжа вытекает из теоремы Коши при g(x) = x.

В заключение докажем одну замечательную теорему о свойствах производ-
ной.

Теорема 5 (Дарбу). Пусть f(x) дифференцируема в каждой точке отрезка
[a, b]. Тогда f ′(x) принимает все значения между f ′(a) и f ′(b).

Доказательство. Пусть, например, f ′(a) > f ′(b) и γ — число, лежащее меж-
ду f ′(a) и f ′(b). Рассмотрим новую функцию ϕ(x) = f(x) − γx. Эта функция
дифференцируема, следовательно, непрерывна на отрезке [a, b] и, по теореме Вей-
ерштрасса, достигает в некоторой точке ξ ∈ [a, b] наибольшего значения. Покажем,
что ξ �= a и ξ �= b. В самом деле, ϕ′(b) = f ′(b) − γ < 0. Поэтому

ϕ(b− h) − ϕ(b)

−h = ϕ′(b) + β(h) < 0

при достаточно малых h, так как β(h) → 0 при h → 0. Таким образом, при всех
достаточна малых h

ϕ(b− h) > ϕ(b).

Аналогичным образом при всех достаточно малых h

ϕ(a+ h) > ϕ(a).

Следовательно, γ ∈ (a, b) и, по теореме Ферма,

ϕ′(ξ) = f ′(ξ) − γ = 0

т.е. f(ξ) = γ.
Теорема Дарбу напоминает теорему Коши о промежуточном значении функ-

ции, непрерывной на отрезке, однако между ними имеется принципиальное отли-
чие: в теореме Дарбу непрерывность производной не предполагается.

130



Глава V

ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ
ПОРЯДКОВ ФУНКЦИИ ОДНОЙ НЕЗАВИСИМОЙ

ПЕРЕМЕННОЙ

§ 1. Производные высших порядков функций
одной независимой переменной

Пусть функция y = f(x) определена и имеет конечную производную y′ = f ′(x)
в некоторой окрестности U точки x0.

Определение 1. Производная от производной в точке ?, т.е.

lim
h→0

f ′(x0 + h) − f ′(x0)

h
, x0 + h ∈ U, (1)

если этот предел существует и конечен, называется второй производной, или про-
изводной второго порядка функции y = f(x) в точке x0.

Вторая производная функции y = f(x) в точке x0 обозначается символами

y′′(x0), f ′′(x0), ,
d2y

dx2
, D2f(x0).

Производную порядка n функции y = f(x) в точке x0 ∈ U можно определить
по индукции. Пусть в окрестности U точки x0 определена а конечна производная
(n − 1)-го порядка f (n−1)(x). Тогда первая производная от функции f (n−1)(x) в
точке x0 называется производной n-го порядка от функции y = f(x) в этой точке
и обозначается символами

y(n)(x0), f (n)(x0),
dny

dxn
, Dnf(x)),

т.е.

y(n)(x0) = (y(n−1))′x=x0
= lim

h→0

f (n−1)(x0 + h) − f (n−1)(x0)

h
. (2)

Непосредственно из определения производных высшего порядка следует, что
их вычисление производится по правилам и формулам вычисления производных
первого порядка.
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Примеры.

1. Степенная функция

y = (1 + x)μ, x > −1,

где μ — любое вещественное число, имеет производную любого порядка, причем

y(n) = μ(μ− 1) · · · (μ− n+ 1)(1 + x)μ−n. (3)

Действительно, при n = 1 формула (3) очевидна. Пусть формула (3) верна
для n = k. Тогда, по определению производной (k + 1)-го порядка,

y(k+1) = (y(k))′ = [μ(μ− 1) · · · (μ− k + 1)(1 + x)μ−k]′ =

= μ(μ− 1) · · · (μ− k + 1)[(1 + x)μ−k]′ = μ(μ− 1) · · · (μ− k)(1 + x)μ−(k+1),

и справедливость формулы (3) устанавливается с помощью метода математиче-
ской индукции.

2. Пусть y = ln(1 + x), x > −1. Тогда

y(n) = [ln(1 + x)](n) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
. (4)

В самом деле, так как
y′ = [ln(1 + x)]′ = (1 + x)−1,

то, по определению производной n-го порядка и формуле (3), в которой μ = −1,
получим:

y(n) = (y′)(n−1) = [(1 + x)−1](n−1) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
.

3. Показательная функция

y = ax, a > 0, a �= 1,

всюду в области определения имеет производную любого порядка

y(n) = ax(ln a)n. (5)

Справедливость формулы (5) подтверждается методом математической индукции.
В частности,

(ex)(n) = ex. (6)

С помощью метода математической индукции нетрудно установить и более общую
формулу:

(eαx)(n) = αneαx. (7)

4. Тем же путем, что и в предыдущих примерах можно получить формулы

(sin x)(n) = sin

(
x+ n

π

2

)
, (8)
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(cosx)(n) = cos

(
x+ n

π

2

)
. (9)

Следующая теорема, являющаяся естественным обобщением теоремы 1 из §
2 гл. IV, облегчает в ряде случаев нахождение производных высшего порядка.

Теорема Если функции u(x) и v(x) определены на промежутке X и имеют
в нем производные до n-го порядка включительно, то функции cu(x) (c = const),
u(x) + v(x), u(x)v(x) также имеют n-производную, причем

(cu)(n) = cu(n), (10)

(u+ v)(n) = u(n) + v(n), (11)

(uv)(n) =

n∑
i=0

Ci
nu

(n−i)v(i). (12)

Доказательство. Существование производных (cu)(n), (u + v)(n) и справед-
ливость формул (10) и (11) легко проверяется с помощью метода математической
индукции. Остановимся более подробно на доказательстве формулы (12) (форму-
лы Лейбница).

Имеем
(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x),

(u(x)v(x))′′ = (u′(x)v(x) + u(x)v′(x))′ =

= u′′(x)v(x) + 2u′(x)v′(x) + u(x)v′′(x).

Аналогичным образом

(u)x)v(x))′′′ = u′′′(x)v(x) + 3u′′(x)v(x) + 3u′(x)v′′(x) + v′′′(x)

или

(u(x)v(x))′′′ = C0
3u

′′′(x)v(x) + C1
3u

′′(x)v′(x) + C2
3u

′(x)v′′(x) + C3
3u(x)v

′′′(x).

Итак, мы получили формулу (12) для случая n = 3. Для произвольного числе n
формула (12) доказывается методом математической индукции.

§ 2. Дифференциалы высших порядков функций
одной независимой переменной

Пусть функция f : X → R дифференцируема в некоторой окрестности U(x0)
точки x0. В этом случае дифференциал этой функции

df(x) = f ′(x)h

есть функция двух независимых переменных x ∈ U(x0) и h ∈ R. Обозначим этот
дифференциал при фиксированном h через ϕh(x), так что

ϕh(x) = f ′(x)h.
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Если ϕh(x), как функция от x дифференцируема в точке x0, то дифференциал
dϕh(x0) = ϕ′

h(x0)h этой функции при h1 = h называется дифференциалов второго
порядка функции f(x) в точке x0 и обозначается d2f(x0). Так как

ϕ′
h(x0) = f ′′(x0)h,

то
d2f(x0) = f ′′(x0)h

2,

откуда вытекает следующее определение.
Определение. Если функция f : X → R дифференцируема в некоторой

окрестности U(x0) точки x0 ∈ X, то дифференциал в точке x0 от дифференциала
df(x), рассматриваемого как функция от x, называется дифференциалом второго
порядка, или вторым дифференциалом функции f(x) в точке x0 и обозначается
d2f(x0). Для второго дифференциала имеет место формула

d2f(x0) = f ′′(x0)h
2, (1)

или
d2f(x0) = f ′′(x0) dx

2 (1′)

(в формуле (1′) dx2 означает (dx)2; дифференциал функции f(x)2 всегда обозна-
чается через d(x2)).

Дифференциал порядка n функции f(x) в точке x0 ∈ X определяем по индук-
ции. Пусть в окрестности U(x0) точки x0 ∈ X определен дифференциал порядка
n−1 функции f(x), тогда дифференциал порядка n функции f(x) в точке x0 ∈ X
есть

dny = d(dn−1y) = d(f (n−1)(x)dxn−1)x=x0 = f (n)(x0) dx
n. (2)

Из соотношения (2), в частности, следует:

f (n)(x0) =
dny

dxn
,

т.е. производная n-го порядка функции f(x) в точке x0 есть отношение дифферен-
циала n-го порядка функции f(x) в точке x0 к n-й степени приращения независи-

мого переменного. Выражение
dny

dxn
используется также как символ, обозначающий

производную n-го порядка функции.

Рассмотрим вопрос об инвариантности формы дифференциалов высших по-
рядков. Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности точки x0 и диф-
ференцируема нужное число раз в этой окрестности. Если x не является незави-
симом переменной, а, в свою очередь, представляет функцию новой переменной

x = ϕ(t),

где функция ϕ(t) определена в некоторой окрестности точки t0 (ϕ(t0) = x0) и диф-
ференцируема достаточное число раз в этой окрестности, то, как было показано
ранее (см.. § 5 гл. IV), выражение dy = f ′(x0) dx инвариантно относительно заме-
ны переменной x = ϕ(t), т.е. оно не изменится, если положить x = ϕ(t) и считать
в нем dx = ϕ′(t) dt.
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Дифференциалы второго порядка, а значит, всех последующих порядков свой-
ством инвариантности формы не обладают. В самом деле, полагая f [ϕ(t)] = g(t)
при n = 2, имеем:

d2y = d2f [ϕ(t)] = d2g(t) = g′′(t) dt2.

По правилу дифференцирования сложной функции,

g′′(t) = (g′(t))′ = (f ′[ϕ(t)]ϕ′(t))′ =

= f ′′[ϕ(t)][ϕ′(t)]2 + f ′[ϕ(t)]ϕ′′(t),

поэтому

d2y = {f ′′[ϕ(t)][ϕ′(t)]2 + f ′[ϕ(t)ϕ′′(t)}dt2 =

= f ′′[ϕ(t)][ϕ′(t)]2 + f ′[ϕ(t)ϕ′′(t) dt2 = f ′′(x) dx2 + f ′(x) d2x.
(3)

Таким образом, равенство d2y = f ′′(x) dx2, а тем более равенство (2) для n > 2 при
произвольной замене переменной x = ϕ(t) не сохраняется. Однако при линейной
замене переменной x = a + bt, a, b = const, получаем: dx = b dt, d2x = 0, и второе
слагаемое в формуле (3) обращается в нуль, в результате чего

d2y = f ′′(x) dx2.

Аналогичное равенство сохраняется и при n > 2, так что относительно линейной
замены переменной формула (2) инвариантна.

§ 3. Формула Тейлора11

Пусть дан многочлен Pn(x) = a0 +a1x+a2x
2 + . . .+anx

n. Предположим, что о
какой-либо целью, например для исследования его поведения в окрестности точка
x0, целесообразно представить Pn(x) в виде многочлена по степеням разности x−
x0:

Pn(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)
2 + cn−1(x− x0)

n−1 + cn(x− x0)
n. (1)

Для нахождения коэффициентов c0, c1, c2, . . . , cn поступим следующим обра-
зом. Положив в (1) x = x0, подучим c0 = Pn(x0). Продифференцируем равенство
(1) по x:

P ′
n(x) = c1 + 2c2(x− x0) + . . .+ ncn(x− x0)

n−1, (2)

Взяв в (2) x = x0 найдем c1 = P ′
n(x0). Продифференцируем равенство (2) по x:

P ′′
n (x) = 2 · 1 + 3 · 2 c3(x− x0) + . . .+ n(n− 1)cn(x− x0)

n−2.? (3)

Положим в (3) x = x0, тогда c2 =
1

2!
P ′′
n (x0).

11Б. Тейлор (1685–1731) — английский математик и философ.
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Аналогичным образом получаем: c3 =
1

3!
P ′′′
n (x0), . . . , cn =

1

n!
P (n)
n (x0). Следо-

вательно,

Pn(x) = Pn(x0) + P ′
n(x0)(x− x0) +

P ′′
n (x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
P

(n)
n (x0)

n!
(x− x0)

n. (4)

Формула (4) называется формулой Тейлора, а многочлен

Pn(x0) + P ′
n(x0)(x− x0) +

P ′′
n (x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
P

(n)
n (x0)

n!
(x− x0)

n.

— многочленом Тейлора для Pn(x).

Если вместо многочлена Pn(x) взять произвольную функцию, дифференци-
руемую n раз в окрестности точки x0, можно записать многочлен Тейлора

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

этой функции, но равенство (4), если f(x) не является многочленом степени k ≤ n,
не имеет, места. Однако, если через Rn(x, x0) обозначить разность

f(x) −
[
f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

]
,

то

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
+Rn(x, x0). (5)

Равенство (5) называется формулой Тейлора для f(x), а Rn(x, x0) — остаточ-
ным членом, или остатком формулы Тейлора.

Для того чтобы о помощью равенства (5) можно было получить приближен-
ное представление функции многочленами (а это одно из главных приложения
формулы Тейлора), мы должны уметь оценивать остаточный член Rn(x, x0), по
крайней мере для значений x, близких к x0. Такую оценку дают следующие две
теоремы.

Теорема 1 (Пеано12). Пусть f(x) есть n раз дифференцируемая в точке x0

функция. Тогда Rn(x, x0) = o(|x− x0|n).
Доказательство. Из условия теоремы следует, что функция f(x) (n − 1)

раз дифференцируема в некоторой окрестности U(x0) точки x0. Поэтому остаток
Rn(x, x0) также (n− 1) раз дифференцируем в этой окрестности, и тогда, диффе-
ренцируя равенство (5) k раз, найдем, что для x ∈ U(x0)

R(k)
n (x, x0) = f (k)(x) − f (k)(x0) − f (k+1)(x0)(x− x0) − . . .− f (n)(x0)

k!
(x− x0)

n−k,

k = 0, 1, 2, . . . , (n− 1).

12Д. Пеано (1852–1932) — итальянский математик.
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Отсюда следует, что R(k)
n (x0, x0) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n−1. Более того, R(n)(x0, x0) =

0. В самом деле,

R(k)
n (x0, x0) = lim

x→x0

R
(n−1)
n (x, x0) −R

(n−1)
n (x0, x0)

x− x0

= lim
x→x0

R
(n−1)
n (x, x0)

x− x0

=

= lim
x→x0

f (n−1)(x) − f (n−1)(x0) − f (n)(x0)(x− x0)

x− x0
= f (n)(x0) − f (n)(x0) = 0.

Применив последовательно теорему Лагранжа, получим, считая для определен-
ности, что ?:

R
(n)
n (x, x0)

(x− x0)n
=
Rn(x, x0) −Rn(x0, x0)

x− x0
· 1

(x− x0)n−1
= R′

n(ξ1, x0) ·
1

(x− x0)n−1
=

=
R′
n(ξ1, x0) −R′

n(x0, x0)

ξ1 − x0
· 1

(x− x0)n−1
= R′′

n(ξ2, x0) ·
ξ1 − x0

(x− x0)n−1
=

=
R′′
n(ξ2, x0) − F ′′

n (x0, x0)

ξ2 − x0
· ((ξ1 − x0)(ξ2 − x0)

(x− x0)n−1
= . . . =

= R(n−1)
n (ξn−1, x0)

(ξ1 − x0)(ξ2 − x0) · · · (ξn−2 − x0)

(x− x0)n−1
=

=
R

(n−1)
n (ξn−1, x0) −R

(n−1)
n (x0, x0)

ξn−1 − x0

(ξ1 − x0)(ξ2 − x0) · · · (ξn−1 − x0)

(x− x0)n−1
.

Здесьx0 < ξn−1 < ξn−2 < . . . < ξ1 < x, и потому для k = 1, 2, . . . , n− 1

0 <
ξk − x0

x− x0
< 1,

откуда

0 <
(ξ1 − x0)(ξ2 − x0) · · · (ξn−1 − x0)

(x− x0)n−1
< 1.

Следовательно, ∣∣∣∣Rn(x, x0)

(x− x0)n

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣R(n−1)
n (ξn−1, x0) −R

(n−1)
n (x0, x0)

ξn−1 − x0

∣∣∣∣,
в так как при x → x0 также ξn−1 → x0, то

lim
x→x0

R
(n−1)
n (ξn−1, x0) −R

(n−1)
n (x0, x0)

ξn−1 − x0
= R(n)

n (x0, x0) = 0,

откуда

lim
x→x0

Rn(x, x0)

(x− x0)n
= 0,

что требовалось доказать.
Теорема 1 дает общее представление о характере малости остаточного чле-

на формулы Тейлора и не всегда удобна для приложений. При несколько более
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сильных предположениях о характере дифференцируемости f(x) можно получить
более удобные формулы для Rn(x, x0).

Теорема 2 (Шлемильха и Роша13). Пусть функция f(x) дифференцируема
n+ 1 раз в некоторой окрестности U(x0) точки x0. Тогда для любого x ∈ U(x) и
любого p > 0 найдется точка ξ, лежащая между x и x0, такая, что

Rn(x, x0) =
(x− x0)

p

n!p
(x− ξ)n−p+1f (n+1)(ξ).

Доказательство. Фиксируем число p > 0. Так как остаточный член Rn(x, x0)
обращаемся в нуль при x = x0, будем считать, что он имеет вид

rn(x, x0) = (x− x0)
pQn(x, x0).

Тогда формула Тейлора примет следующий вид:

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + (x− x0)
pQn(x, x0). (6)

Для значений t, лежащих между x и x0 введем в рассмотрение функцию

ϕ(t) = f(x) − f(t) − f ′(t)(x− t) − f ′′(x0)

2!
(x− t)2 − f ′′′(x0)

3!
(x− t)3−

− . . .− fn−1)(x0)

(n− 1)!
(x− t)n−1 − f (n)(x0)

n!
(x− t)n − (x− t)pQn(x, x0),

(7)

которая получается, если заменять в правой части равенства (6) постоянную x0

переменной величиной t и взять разность правой и левой частей этого равенства.
Заметим, что хотя вообще Qn(x, x0) зависит от x0, мы не заменяем x0 переменной
t под знаком Qn, так что в правой части равенства (7) Qn(x, x0) от t не зависит.

В силу определения функции ϕ(t) и в силу равенства (6) ϕ(x0) = 0. Кроме
того, непосредственно видно, что ϕ(x) = 0. Наконец, функция ϕ(t) дифференци-
руема для t, лежащих между x и x0, так как, по предположению, f(x) дифферен-
цируема (n+ 1) раз.

Таким образом, функция ϕ(t) удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля,
и, следовательно, существует точка ξ, лежащая между x и x0, такая, что ϕ′(ξ) = 0.
Но

ϕ′(t) = −
n∑
k=0

{
f (k+1)(t)

k!
(x− t)k − f (k)(t)

k!
k(x− t)k−1

}
+ p(x− t)p−1Qn(x, x0) =

=

{[
f ′(t) − 0

]
+

[
f ′′(t)

1!
(x− t) − f ′(t)

]
+

[
f ′′′(t)

2!
(x− t)2 − f ′′(t)

1!
(x− t)

]
+ . . .+

+

[
f (n+1)(t)

n!
(x− t)n − f (n)(t)

(n− 1)!
(x− t)n−1

]}
+ p(x− t)p−1Qn(x, x0).

13О. Шлёмильх (1823–1901) — немецкий математик, Э. Рош (1820–1883) — французский ма-
тематик.
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Поэтому

ϕ′(t) = −f
(n+1)(t)

n!
(x− t)n + p(x− t)p−1Qn(x, x0).

Положив в этом равенстве t = ξ, подучим:

0 = −f
(n+1)(ξ)(x− ξ)n

n!
+ p(x− ξ)p−1Qn(x, x0),

откуда

Qn(x, x0) =
f (n+1)(ξ)

n!p
(x− ξ)n−p+1.

Следовательно,

Rn(x, x0) =
f (n+1)(ξ)

n!p
(x− x0)

p(x− ξ)n−p+1,

что требовалось доказать.

Следствия.

1. Положим p = n+ 1. Тогда

Rn(x, x0) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1.

Это форма Лагранжа остаточного члена формулы Тейлора.

2. Положив p = 1, получим:

Rn(x, x0) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− x0)(x− ξ)n,

или, если заменять ξ через x0 + θ(x− x0),

Rn(x, x0) =
f (n+1)[x0 + θ(x− x0)]

n!
(1 − θ)n(x− x0)

n+1.

Это форма Коши остаточного члена.

Частый случай формулы Тейлора, когда x0 = 0, называют часто формулой
Маклорена14. Таким образом, формула Маклорена для произвольной Функции
имеет следующий вид:

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +Rn(x),

где
Rn(x) = o(|x|n)

— форма Пеано,

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
xn+1, , ξ = θx, 0 < θ < 1,

14К. Маклорен (1698–1746) — шотландский математик.
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— форма Лагранжа,

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(1 − θ)nxn+1, , ξ = θx, 0 < θ < 1,

— форма Коши.

Примеры.

1. Пусть f(x) = ex. Эта функция дифференцируема любое число раз в окрест-
ности любой точки и f (n)(x) = ex, в частности f (n)(0) = 1 для n = 1, 2, . . .. Приме-
нив формулу Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа, получим:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+

eθx

(n + 1)!
.

Для любого фиксированного n∣∣∣∣ eθx

(n + 1)!

∣∣∣∣ ≤ eθ|x|
|x|n+1

(n + 1)!
.

Нетрудно видеть, что lim
|x|n+1

(n+ 1)!
= 0. В самом деле, пусть n0 — наименьшее

натуральное число, такое, что |x| < n0, т.е.
|x|
n0

= q < 1.. Но тогда для любого
n ≥ n0 имеем:

|x|n+1

(n+ 1)!
=

|x|
1

· |x|
2

· · · |x|
n0 − 1

· |x|
n0

· · · |x|
(n + 1)

≤

≤ |x|n0−1

(n0 − 1)!
· qn−n0+2 =

|x|n0−1

(n0 − 1)!
· qn

qn0−2
→ 0,

так как q < 1. Поэтому, взяв n достаточно большим, остаток Rn(x) можно сделать
сколь угодно малым, следовательно, функция ex сколь угодно точно аппроксими-
руется многочленом

n∑
k=0

xk

k!

на данном фиксированном промежутке.

2. Пусть f(x) = sin x. Функция sin x дифференцируема любое число раз в
окрестности любой точки. Так как

(sin x)(n) = sin

(
x+ n

π

2

)
, (sin x)(n)

∣∣∣∣
x=0

=

{
0, если n = 2m,

(−1)m, если n = 2m+ 1,

то, по формуле Маклорена, получим:

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .+ (−1)m

x2m+1

(2m+ 1)!
= R2m+1(x), (8)

где

R2m+1(x) = (−1)m sin θx
x2m+2

(2m+ 2)!
.
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Как и в предыдущем примере, убеждаемся, что R2m+1(x) → 0 при m → ∞ для
любого фиксированного x.

Из формулы (6) при m = 1 получим известную приближенную формулу

sin x ≈ x− x3

6
.

3. Так же, как в примере 2, находим:

cosx = 1 − x2

2!
+
x4

4!
− . . .+ (−1)m

x2m

(2m)!
+R2m(x),

где

R2m(x) = (−1)m+1 cos

(
θx+

π

2

)
x2m+1

(2m+ 1)!

и R2m(x) → 0 при m→ ∞.
4. Если f(x) = ln(1 + x), то при x > −1 функция f(x) дифференцируема

любое число раз:

f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
, f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)!.

Поэтому, согласно формуле Маклорена

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . .+ (−1)n−1 x

n

n
+Rn(x).

где

Rn(x) = (−1)n
xn+1

(1 + θx)n+1(n+ 1)
,

если воспользоваться формой Лагранжа, или

Rn(x) = (−1)n
xn+1

(1 + θx)n+1(n+ 1)
,

если использовать форму Коши. Можно показать, что если |x| < 1, то Rn(x) → 0
при n→ ∞.

5. Рассмотрим функцию f(x) = (1 + x)μ. Так как при x > −1 функция f(x)
дифференцируема любое число раз и

f (n)(x) = μ(μ− 1) · · · [μ− (n− 1)] (1 + x)μ−n,

то, по формуле Маклорена, получаем

f(x) =
n∑
k=0

v

k!
xk +Rn(x), (9)

где Rn(x) → 0 при n → ∞, если |x| < 1. Мы получили формулу, из которой как
частный случай при μ = m ∈ N вытекает известная из школьного курса матема-
тики формула бинома Ньютона. Следует заметить, что приписываемая Ньютону
формула

(a+ b)m =
m∑
k=0

Cn
ma

m−kbk
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была известна задолго до него, и Ньютон нашел именно формулу (9), правда, не
вдаваясь в строгое доказательство стремления Rn(x) к нулю при n→ ∞ для x по
модулю меньших, чем единица.

§ 4. Правило Лопиталя

Согласно одной из теорем теории пределов, если существуют пределы lim
x→a

f(x) =

A и lim
x→a

g(x) = B, то при B �= 0 существует предел отношения
f(x)

g(x)
, причем

lim
x→a

f(x)

g(x)
=
A

B
.

Возникаем вопрос, как обобщить эту теорему в случае, когда B = 0. Одно-

значный ответ может быть получен, если A �= 0. В этом случае отношение
f(x)

g(x)
при стремлении x к предельному значению a является бесконечно большой вели-
чиной, т.е.

lim
x→a

f(x)

g(x)
= ∞.

Совершенно иначе решается вопрос, если

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0. (1)

В этом случае, как показывают следующие примеры, предел отношения
f(x)

g(x)
при

x → a существенным образом зависит от характера стремления функций f(x) и
g(x) к своим предельным нулевым значениям. Например,

lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

ax − 1

x
= ln a, lim

x→0

sin x− tg x

x
= 0

и т.д.

Предугадать значения предела отношения
f(x)

g(x)
при условии (1) по виду функ-

ций f(x) и g(x) бывает затруднительно. Аналогичные затруднения возникают при

отыскании предела отношения
f(x)

g(x)
, когда

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞.

Если f(x) и g(x) — дифференцируемые функции в окрестности предельной точки
x = a, то нахождение предела отношения можно свести во многих случаях к
вычислению более простого предела отношения производных.

Неопределенность вида
0
0
.
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Теорема 1 (правило Лопиталя). Пусть f(x) и ϕ(x) определены и непре-
рывны в (a, b], lim

x→a
f(x) = lim

x→a
ϕ(x) = 0 и пусть в интервале (a, b) существуют

производные f ′(x) и ϕ′(x), причем ϕ′(x) �= 0 при x ∈ (a, b). Тогда, если существует
предел

lim
x→a

f ′(x)
ϕ′(x)

,

то существует и предел

lim
x→a

f(x)

ϕ(x)
,

причем

lim
x→a

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→a

f ′(x)
ϕ′(x)

. (3)

Доказательство. Доопределим функции f(x) и ϕ(x) в точке x = a, положив

f(a) = ϕ(a) = 0. (4)

Предположения (4) не ограничивают общности и не влияют ни на предположения,
ни на утверждение теоремы. При выполнении условий (4) функции f(x) и ϕ(x)
будут непрерывны на промежутке [a, b]. Так как ϕ′(x) �= 0, то найдется такое h > 0,
что на интервале (a, a+h), ϕ′(x) �= 0. Пусть x ∈ (a, a+h). Применив теорему Коши
к функциям f(x) и ϕ(x), рассматриваемым на промежутке [a, x], получим:

f(x)

ϕ(x)
=
f(x) − f(a)

ϕ(x) − ϕ(a)
=
f ′(c)
ϕ′(c)

, (5)

где a < c < x. При x → a, очевидно, и c → a. Поэтому переходя в соотношениях

(5) к пределу при x→ a, убеждаемся в существовании предела отношения
f(x)

ϕ(x)
и

в выполнении равенства

lim
x→a

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→a

f ′(x)
ϕ′(x)

.

Теорема доказана.

Замечание. Мы рассмотрели случай, когда a — предельная точка справа
и соответственно этому равенство (3) есть равенство между пределами функций
справа. Если a — предельная точка слева или двусторонняя предельная, дока-
зательство теоремы 1 аналогично предыдущему, только во второй случае надо
доказать совпадение пределов отношения функций и отношения производных как
слева, так и справа.

Непосредственным обобщением теоремы 1 является следующая теорема.

Теорема 2. Пусть функции f(x) и ϕ(x) определены в промежутке (a, b] и
имеют в нем непрерывные производные до (n−1)-го порядка включительно, при-
чем lim

x→a
f (k)(x) = 0, limx→a ϕ(k)(x) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Пусть в интервале

(a, b) существуют производные n-го порядка f (n)(x)15 и ϕ(n)(x) �= 0. Тогда если
существует предел

lim
x→a

f (n)(x)

ϕ(n)(x)
,

15За производную нулевого порядка принимается сама функция.
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то существует и предел

lim
x→a

f(x)

ϕ(x)
,

причем

lim
x→a

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→a

f (n)(x)

ϕ(n)(x)
.

Доказательство. При n = 1 теорема 2 совпадает с теоремой 1. Пусть n > 1.
Допустим, что теорема верна для натурального числа k = n − 1. Рассмотрим
функции

f1(x) = f (n−1)(x), ϕ1(x) = ϕ(n−1)(x).

Для этих функций выполнены все условия теоремы 1 в, в силу этой теоремы, из
существования предела

lim
x→a

f ′
1(x)

ϕ′
1(x)

= lim
x→a

f (n)(x)

ϕ(n)(x)

следует существование предела

lim
x→a

f1(x)

ϕ1(x)
= lim

x→a

f (n−1)(x)

ϕ(n−1)(x)

и выполнение равенства

lim
x→a

f (n−1)(x)

ϕ(n−1)(x)
= lim

x→a

f (n)(x)

ϕ(n)(x)
. (6)

Но, по предположению, из существования предела

lim
x→a

f (n−1)(x)

ϕ(n−1)(x)

следует существование предела отношения
f(x)

ϕ(x)
при x→ a и выполняется равен-

ство

lim
x→a

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→a

f (n−1)(x)

ϕ(n−1)(x)
. (7)

Сравнение соотношений (6) к (7) приводит к нужному результату.

В теоремах 1 и 2 был рассмотрен случай, когда x стремится к конечному пре-
дельному значению a. Обратимся к случаю, когда a = ±∞. Докажем следующую
теорему.

Теорема 3. Пусть функции f(x) и ϕ(x) определены и непрерывны на полу-
прямой c ≤ x < +∞, c �= 0 и lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞
ϕ(x) = 0. Пусть для всех

x ∈ [c,+∞) существуют производные f ′(x) и ϕ′(x) �= 0. Тогда

lim
x→+∞

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→+∞
f ′(x)
ϕ′(x)

,

если предел в правой части равенства существует.
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Доказательство. Так как x → +∞, то можно считать, что c > 0. Введем в
рассмотрение функции

F (x) = f

(
1

x

)
, Φ(x) = ϕ

(
1

x

)
.

Очевидно, что функции F (x) и Φ(x) определены и непрерывны на промежутке(
0,

1

c

]
. Положив

1

x
= z, найдем

lim
x→+0

F (x) = lim
x→+0

f

(
1

x

)
= lim

z→+∞
f(x) = 0,

аналогичным образом
lim
x→+0

Φ(x) = 0.

Кроме того, на промежутке
(

0,
1

c

]
существуют производные

F ′(x) = −f ′
(

1

x

)
x−2, Φ′(x) = −ϕ′

(
1

x

)
x−2, (8)

причем Φ′(x) �= 0 при всех x ∈
(

0,
1

c

]
.

В силу условия теоремы и соотношений (8) предел

lim
x→+0

F (x)

Φ(x)
= lim

x→+0
−
−f ′
(

1

x

)
x−2

−ϕ′
(

1

x

)
x−2

= lim
x→+0

f ′
(

1

x

)
ϕ′
(

1

x

) = lim
z→+∞

f ′(z)
ϕ′(z)

существует, и поэтому, на основании теоремы 1, условия которой для функций

F ′(x) и Φ′(x) выполнены, существует предел отношения
F (x)

Φ(x)
при x→ +0 и

lim
x→+0

F (x)

Φ(x)
= lim

x→+0

F ′(x)
Φ′(x)

= lim
z→+∞

f ′(z)
ϕ′(z)

. (9)

В свою очередь,

lim
x→+0

F (x)

Φ(x)
= lim

x→+0

f

(
1

x

)
ϕ

(
1

x

) = lim
z→+∞

f(z)

ϕ(z)
. (10)

Сравнивая равенства (9) и (10), получаем:

lim
z→+∞

f(z)

ϕ(z)
= lim

z→+∞
f ′(z)
ϕ′(z)

.

что требовалось доказать.
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Неопределенность вида
∞
∞ .

Обратимся к вопросу о существовании и вычислении предела отношения
f(x)

ϕ(x)
в случае, когда при стремлении x к своему предельному значению функции f(x)
и ϕ(x) неограниченно возрастают. Этот вопрос решается с помощью следующей
теоремы.

Теорема 4

(
правило Лопиталя для неопределенности вида

∞
∞

)
. Пусть

функции f(x) и ϕ(x) определены всюду в некоторой окрестности U(a) точки a,
за исключением самой этой точки, и

lim
x→a

f(x) = +∞, lim
x→a

ϕ(x) = +∞.

Пусть, далее, функции f(x) и ϕ(x) дифференцируемы в U(a) \ a, причем функция
ϕ′(x) не обращается в нуль. Тогда, если существует предел

lim
x→a

f ′(x)
ϕ′(x)

= l,

то существует и предел lim
x→a

f(x)

ϕ(x)
, который также равен l.

Доказательство. Предположим, что l — конечное число. Для любого ε > 0,
которое можно считать меньшим единицы, найдется δ0 > 0, Uδ0(a) ⊂ U(a), такое,
что при 0 < |x− a| < δ0∣∣∣∣f ′(x0)

ϕ′(x0)
− l

∣∣∣∣ < ε или − ε <
f ′(x0)

ϕ′(x0)
− l < ε.

Но тогда при 0 < |x0 − a| < δ0

f ′(x0)

ϕ′(x0)
− l = θ1ε или

f ′(x0)

ϕ′(x0)
= l + θ1ε, (11)

где −1 ≤ θ1 ≤ 1. Зафиксируем такое x̄0; пусть x̄0 < a и x0 — произвольное число,
удовлетворяющее условию x̄0 < x0 < a. В этом случае, по теореме Коши,

f(x) − f(x̄0)

ϕ(x) − ϕ(x̄0)
=
f ′(ξ)
ϕ′(ξ)

, x̄0 < ξ = x0 < x.

Можно считать x настолько близким к a, что функции f(x) и ϕ(x) не равны нулю,

а
f(x0)

f(x)
и
ϕ(x0)

ϕ(x)
меньше единицы. Тогда предыдущее равенство примет следующий

вид:

f(x)

ϕ(x)

1 − f(x0)

f(x)

1 − ϕ(x0)

ϕ(x)

=
f ′(ξ)
ϕ′(ξ)

,
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откуда

f(x)

ϕ(x)
=
f ′(ξ)
ϕ′(ξ)

1 − ϕ(x0)

ϕ(x)

1 − f(x0)

f(x)

. (12)

При x → a функции
ϕ(x0)

ϕ(x)
и
f(x0)

f(x)
стремятся к нулю. Поэтому для заданного

ε > 0 найдется число δ, δ < δ0, такое, что при |x− a| < δ

1 − ϕ(x0)

ϕ(x)

1 − f(x0)

f(x)

= 1 + θ2ε, −1 ≤ θ2 ≤ 1. (13)

Из формул (11), (12), (13) находим, что при |x− a| < δ и x < a

f(x)

ϕ(x)
− (l + θ1ε)(1 + θ2ε) = l + ε(θ1 + θ2l + θ1θ2l) < b+ cε,

где c — константа, не превышающая l + 2. Так как число ε > 0 произвольно, то
последнее неравенство означает, что

lim
x→a−0

f(x)

ϕ(x)
= l.

Аналогичным образом подучим:

lim
x→a+0

f(x)

ϕ(x)
= l,

и теорема для случая конечного l доказана.

Предположим, что l = +∞. Для любого числа A > 0 найдется δ0 > 0, такое,

что при |x− a| < δ0, x0 �= a, будем иметь
f ′(x0)

ϕ′(x0)
> A. Пусть снова зафиксировано

число x0; предположим, что x0 < a и число x ∈ (x0, a) — любое. Для заданного
ε > 0 найдется δ > 0, δ < δ0, такое, что при |x− a| < δ

frac1 − ϕ(x0)

ϕ(x)
1 − f(x0)

f(x)
= 1 + θε, −1 < θ < 1.

При этом без ограничения общности можно считать ε <
1

2
, следовательно,

1

2
<

1 + θ <
3

2
. Но тогда

f(x)

ϕ(x)
=
f ′(ξ)
ϕ′(ξ)

· frac1 − ϕ(x0)

ϕ(x)
1 − f(x0)

f(x)
> A(1 = θ2) >

1

2
A.

Так как число A > 0 произвольно, то последнее неравенство показывает, что

lim
x→a−0

f(x)

ϕ(x)
= +∞.
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Аналогично находим:

lim
x→a+0

f(x)

ϕ(x)
= +∞.

Предлагаем читателю рассмотреть случай, когда

lim
x→a

f(x) = −∞, lim
x→a

, ϕ(x) = −∞, lim
x→a

f(x) = +∞, lim
x→a

ϕ(x) = −∞,

а также случай, когда a = ±∞.

Замечание. Если однократное применение теорема 4 не облегчает вычис-
ления предела, а функции f(x) и ϕ(x) дифференцируемы достаточное число раз
в окрестности точки a и производные ϕ′(x) не обращаются s нуль, то, как и в

случае неопределенности вида
0

0
, предел отношения первых производных можно

заменить пределом отношения вторых производных и т. д., пока не получится лег-
ко вычисляемый предел. Однако следует иметь в виду, что правило Лопитавя не
всегда применимо, хотя функции f(x) и ϕ(x) дифференцируемы любое число раз,
как показывает следующий пример:

lim
x→∞

x2 − sin2 x

x2 + sin2 x
= lim

x→∞
2x− sin 2x

2x+ sin 2x
�= lim

x→∞
2 − 2 cos 2x

2 + 2 cos 2x
.

В этом примере два первых предела существуют и равны 1, а последний предел
не существует.

Проанализировать пример раскрытия неопределенности
0

0
, т.е. найти предел,

lim
x→a

x3 sin
1

x
x2

предлагаем читателю.

Последующие два примера содержат сравнение порядков роста степенной,
показательной в логарифмической функций и часто используются в раsличных
разделах математического анализа.

Примеры.

Рассмотрим при x > 0 функции xα, ax и loga x, где a > 1 и α > 0. Все
эти функции неограниченно возрастают при x → ∞, однако характер их роста
различен.

1. Рассмотрим отношение
xα

ax
. Пусть число α = n. Тогда

lim
x→∞

xn

ax
= lim

x→∞
nxn−1

ax ln a
= . . . = lim

x→∞
n!

ax(ln a)n
= 0.

Если число α не целое, обозначим через k наименьшее целое число, не превосхо-
дящее α, т.е. k ≤ α < k + 1 (k может быть и нулем). Так как без ограничения
общности можно считать, что x > 1, то 0 < xα < xn+1, и потому

0 <
xα

ax
<
xk+1

ax
.
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При x → ∞ правая часть этого неравенства стремится к нулю, а следовательно,
стремится к нулю и средняя часть неравенства. Таким образом, при любых α > 0

lim
x→∞

xα

ax
= 0.

Это равенство означает, что ax при x→ ∞ растет быстрее любой положительной
степени x.

2. Рассмотрим теперь отношение
xα

loga x
. Имеем

lim
x→∞

xα

loga x
= lim

x→∞
αxα−1

1

x
loga e

=
α

loga e
lim
x→∞

xα = ∞.

Это значит, что loga x при x → ∞ растет медленнее любой положительной степени
x.

Другие виды неопределенностей.

Наряду с неопределенностями видов
0

0
и
∞
∞ существуют неопределенности и

других видов. Это пределы выражений

f(x)h(x), f(x) − g(x), [g(x)]f(x), [ϕ(x)]f(x) и [ψ(x)]f(x)

где
f(x) → ∞, g(x) → ∞, h(x) → 0, ψ(x) → 1

при x→ a. Такие неопределенности сводятся к неопределенностям видов
0

0
и
∞
∞ .

Так, с помощью равенства

f(x)h(x) =
h(x)

1

f(x)

неопределенность вида 0 · ∞ преобразуется в неопределенность вида
0

0
. Далее,

f(x) − g(x) = f(x)g(x)

[
1

g(x)
− 1

f(x)

]
,

и мы получаем только что рассмотренную неопределенность вида 0 ·∞. Наконец,
неопределенности видов ∞0, 00 и 1∞ сводятся к ранее рассмотренным с помощью
логарифмирования. Например, положив Φ(x) = [ϕ(x)]h(x) и ln Φ(x) = h(x) lnϕ(x),
получаем неопределенность вида 0 ·∞, и если существует lim

x→a
ln Φ(x) = α, то, в си-

лу непрерывности показательной функции, существует и lim
x→a

t(x) = lim
x→a

ϕ(x)h(x) =

eα.

Примеры.

3. Вычислим lim
x→π

2

(tg x)cos x. Имеем:

lim
x→π

2

ln(tg x)cos x = lim
x→π

2

cosx(ln sin x− ln cosx) =
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= − lim
x→π

2

cos x ln cosx = − lim
x→π

2

ln cosx
1

cosx

=

= − lim
x→π

2

1

cosx
(− sin x)

− 1

cos2 x
(− sin x)

= lim
x→π

2

cosx = 0.

Следовательно,
lim
x→π

2

(tg x)cos x = e0 = 1.
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Глава VI

ПРИЛОЖЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
ИСЧИСЛЕНИЯ К ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЙ

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

§ 1. Монотонные функции

Напомним, что функция y = f(x), определенная на промежутке X и прини-
мающая вещественные значения, называется неубывающей (невозрастающей) на
этой промежутке, если при любых x1, x2 ∈ X, таких, что x1 < x2

f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)).

Если при x1 < x2 имеется строгое неравенство

f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)),

то функция f(x) называется возрастающей (убывающей) на промежутке X.

Функция f(x) называется монотонной на промежутке X, если она является
неубывающей (невозрастающей) на этом промежутке и строго монотонной, если
она возрастающая (убывающая) на нем.

Монотонные функции обладают рядом замечательных свойств. Таковы су-
ществование односторонних пределов, однозначных обратных функций у строго
монотонных и непрерывных и т.д. Поэтому важно установить простые признаки,
позволяющие находить промежутки, в которых исследуемая функция является
монотонной. Используя понятие производной, нетрудно доказать следующие при-
знаки монотонности.

Теорема 1. Для того чтобы функция f : X → R, имеющая производную в
каждой точке промежутка X, была неубывающей (невозрастающей), необходи-
мо и достаточно, чтобы в каждой точке x ∈ X выполнялось неравенство

f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0). (1)

Необходимость. Если функция f(x) не убывает (не возрастает) на проме-
жутке X, то для любых x и h > 0, x, x+ h ∈ X, имеем:

f(x+ h) − f(x)

h
≥ 0 (≤ 0).
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Следовательно,

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h) − f(x)

h
≥ 0 (≤ 0).

Достаточность. Пусть условие (1) выполнено в каждой точке x ∈ X. Если
x1 и x2 — произвольные точки промежутка X, x1 < x2, то, по теореме Лагранжа,

f(x2) − f(x1) = f ′(c)(x2 − x1), x1 < c < x2, (2)

откуда, в силу условия (1),

f(x2) ≥ f(x1) (f(x2) ≤ f(x1)).

Замечание. Если в каждой точке промежутка X существует производная
f ′(x) и

f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0), (3)

то функция f(x) возрастает (убывает) на промежутке X, что непосредственно
следует из соотношения (3) и условия (3).

Условие (3) — достаточный признак возрастания (убывания) функции f(x) на
промежутке X. Это условие, однако, не является необходимым: из того, что функ-
ция f(x) возрастает (убывает), вообще на следует, что f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) для
всех точек промежутка X. Простейшим примером, подтверждающим этот факт,
служит функция f(x) = x3, которая возрастает на числовой прямойX = (−∞,∞),
но производная f ′(x) = 3x2 обращается в нуль при x = 0. Легко, однако, сформу-
лировать необходимый и достаточный признак возрастания (убывания) функции
f(x) на промежутке X.

Теорема 2. Для того чтобы функция f(x), имеющая производную в каждой
точке промежутка X, была возрастающей (убывающей), необходимо к доста-
точно выполнение условий:

1) f ′(x) ≥ 0 (≤ 0) для всех x ∈ X,
2) f ′(x) не обращается тождественно в нуль ни в каком промежутке, яв-

ляющемся частью X.

Необходимость 1) непосредственно следует из теоремы 1. Если же предпо-
ложить, что функция f ′(x) ≡ 0 на каком-то отрезке [x′, x′′] ⊂ X, принадлежащем
X, то на этом отрезке f(x) будет постоянной, что противоречит условию теоремы,
и, таким образом, необходимость 2) доказана.

Достаточность. Если выполнены условия 1) и 2), то, по теореме 1, функция
f(x) является, по крайней мере, неубывающей (невозрастающей), т.е. для любых
x1, x2 ∈ X, x1 < x2,

f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)). (4)

Если бы в неравенствах (4) для некоторых x1, x2, x1 < x2, был знак равенства,
то на промежутке [x1, x2] функция f(x) была бы постоянной, а производная f ′(x) �=
0. Но это противоречит условию 2), и поэтому в выражениях (4) не может стоять
знак равенства ни при каких значениях x1, x2 ∈ X.

Примеры.
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1. Исследуем на возрастание и убывание функции

f(x) =

(
1 +

1

x

)x
и g(x) =

(
1 +

1

x

)x+1

.

Так как в силу строгой монотонности логарифмической функции функции f(x)
и g(x) возрастают тогда в только тогда, когда возрастают ln[f(x)] и ln[g(x)], то
заменим их функциями ϕ(x) и ψ(x):

ϕ(x) = ln f(x) = x ln

(
+

1

x

)
= x[ln(x+ 1) − ln x],

ψ(x) = ln g(x) = (x+ 1)[ln(x+ 1) − ln x].

Тогда

ϕ′(x) = ln(x+ 1) − ln x+ x

[
1

x+ 1
− ln 1x

]
.

По формуле Лагранжа,

ln(x+ 1) − ln x =
1

x+ ξ
, 0 < ξ < 1.

Следовательно, для любого x > 0

ϕ′(x) =
1

x+ ξ
− 1

x+ 1
> 0,

и ϕ(x), а вместе с ней и f(x) возрастает на (0,∞).

Аналогичным образом для всех x > 0

ψ′(x) =
1

x+ ξ
− 1

x
< 0,

следовательно, ψ(x), а вместе с ней и g(x) убывает на (0,∞).

Монотонность функции f(x) и связь монотонности с ее дифференциальными
свойствами широко используются при доказательстве различного рода функцио-
нальных неравенств.

Примеры.

2. Покажем, что при x > 0

ln(1 + x) < x− x2

2
+
x3

3
. (5)

Действительно, пусть

f(x) = ln(1 + x) −
(
x− x2

2
+
x3

3

)
.

Тогда f(0) = 0 и при x > 0

f ′(x) =
1

1 + x
− (1 − x+ x2) = − x3

1 + x
< 0,
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откуда, по замечанию к теореме 1, следует, что f(x) < 0.

Помимо функций, возрастающих и убывающих на промежутке, бывают функ-
ции, возрастающие и убывающие в точке.

Пусть функция f(x) определена на конечном промежутке X.

Определение. Функция f(x) называется возрастающей (убывающей) в точ-
ке x0 ∈ X, если существует такое число δ > 0, что для всех h, |h| < δ, для которых
x0 + h ∈ X, выполняется неравенство

[f(x0 + h) − f(x)]h 0 (< 0).

Другими словами, функция f(x) возрастает (убывает) в точке, если при доста-
точно малых приращениях аргумента его знак совпадает со знаком приращений
функции f(x) в точке x0 (или оказывается противоположным ему).

Следующая теорема устанавливает достаточный признак возрастания (убы-
вания) функции f(x) в точке.

Теорема 3. Пусть функция f(x) имеет производную f ′(x0) в точке x0. Если
f ′(x0) > 0 (f ′(x0) < 0), то функция f(x) возрастает (убывает) в точке x0.

Если x0 — граничная точка области определения функция f(x), то утвер-
ждение теоремы сохраняет силу при замене f ′(x0) на f ′

+(x0) или f ′
−(x0).

Доказательство. Ограничимся случаем f ′(x0) > 0. По определению произ-
водной,

f ′(x) = lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
= lim

h→0

Δy

h
.

В силу свойства предела (см. теорему 2 из § 4, гл. II), найдется число δ > 0, такое,

что при |h| < δ выполняется неравенство
Δy

h
> 0. Теорема доказана.

Если функция f(x) возрастает (убывает) в каждой точке некоторого конеч-
ного или бесконечного интервала, то она возрастает (убывает) на этом интервале,
следует, однако, ответить, что возрастание (убывание) функции в точке в общем
случае не приводит к возрастанию (убыванию) функции ни в какой интервале,
окружающей эту точку.

Примеры.

3. Пусть

f(x) =

⎧⎨⎩x+ x2 sin
2

x
, x �= 0,

0, x = 0.

Поскольку

f ′(0) = lim
h→0

f(h)

h
= lim

h→0

h+ h2 sin
2

h
h

= 1,

то функция f(x), по теореме 3, возрастает в точке x0 = 0. Однако нетрудно пока-
зать, что функция f(x) не является возрастающей ни в каком интервале (−δ, δ),
окружающем эту точку, где число δ > 0 произвольно мало.
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В самом деле, допустим противное, т.е. что при некотором числе δ > 0 в ин-
тервале (−δ, δ) функция f(x) монотонно возрастает. Выберем натуральное число
n, настолько большим, чтобы выполнялось неравенство

4

(4n− 1)π
< δ.

Тогда точки x1 =
4

(4n− 1)π
, x2 =

1

nπ
лежат в интервале (−δ, δ) и x1 > x2. Но

f(x1) =
4

(4n− 1)π
+

16

(4n− 1)2π2
sin

4n− 1

2
π =

=
4

(4n− 1)π
+

16

(4n− 1)2π2

f(x2) =
1

nπ
+

1

n2π2
sin 2nπ =

1

nπ
и, следовательно,

f(x1) − f(x2) =
4

(4n− 1)π
+

16

(4n− 1)2π2
− 1

nπ
=

−16n+ 4nπ − π

nπ2(4n− 1)2
,

т.е. f(x1) < f(x2). Получали противоречие.

§ 2. Экстремумы функций одной переменной

При изучении функций бывает важно знать, при каких значениях аргумен-
та функция принимает наибольшие и наименьшие значения как во всей области
определения, так и в окрестности отдельных точек. Применение методов диффе-
ренциального исчисления часто помогает ответить на эти вопросы.

Пусть f(x) — функции, определенная на промежутке X.

Определение. Внутренняя точка x0 ∈ X называется точкой локального16

максимума (строгого локального максимума) функции f(x), если существует та-
кая окрестность (x0 − δ, x0 + δ), что для всех x �= x0 из этой окрестности выпол-
няется неравенство

f(x) ≤ f(x0) (f(x) < f(x0)).

Если для указанных условиях имеет место неравенство

f(x) ≥ f(x0) (f(x) > f(x0)),

то точка x0 называется точной локального минимума (строгого локального ми-
нимума) функции f(x). Точки максимума и минимума называются точками экс-
тремума функции f(x), а значения функции в этих точках — экстремумами
функции.

16В дальнейшем слово «локальный» будем опускать.
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Необходимый признак экстремума. Если точка x0 является точкой экс-
тремума функции f(x) и в этой точке существует производная f ′(x0), то

f ′(x0) = 0.17 (1)

Доказательство. Пусть, например, точка x0 является точкой максимума
функции f(x). Тогда в некоторой окрестности (x0 − δ, x0 + δ) выполняется условие

f(x) ≤ f(x0).

Следовательно, по теореме Ферма, условия которой выполнены,

f ′x0) = 0. (2)

Условие (1) является необходимым условием экстремума, но не достаточным.
Простейшим примером, подтверждающим это, служит функция f(x) = x3, про-
изводная которой в точке x = 0 обращается в нуль, но в этой точке функция
не имеет экстремума (она возрастает в этой точке). Однако если функция имеет
производную на промежутке X, точки максимума или минимума следует искать
среди нулей производной, т.е. среди корней уравнения

f ′(x) = 0.

Значения x, удовлетворяющие уравнению (2), называются стационарными
точками функции f(x). Как видно из предыдущего, каждая точка экстремума
дифференцируемой функции f(x) — стационарная точка, но не каждая стацио-
нарная точка функции f(x) в общем случае — точка экстремума.

Другие точки локального экстремума могут быть в тех точках, в которых
производил не существует.

В следующей теореме содержатся достаточные признаки, при выполнении
которых стационарная точка или точка несуществования производной является
точкой локального экстремума функции.

Теорема 1. Пусть функция f(x) непрерывна на промежутке X и дифферен-
цируема в каждой внутренней точке этого промежутка, за исключением, мо-
жет быть, внутренней точки x0. Если при переходе через точку x0 знак произ-
водной f ′(x) изменяется, т.е. существует число δ > 0, такое, что f ′(x0−h) > 0,
а f(x+ h) < 0, или, наоборот, при 0 < h < δ, то x0 является точкой экстрему-
ма функция f(x). Если же при переходе через точку x0 знак производной f ′(x)
сохраняется, то экстремума в этой точке нет.

Доказательство. Предположим, для определенности, что знак производ-
ной f ′(x) при переходе через точку x0 изменяется с плюса на минус. По теореме
Лагранжа, для любого

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) f(x) = f(x0) = (x− x0)f
′(ξ),

17Геометрически это означает, что касательная к кривой y = f(x) в точке x0 параллельна оси
Ox.
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где ξ — точка, лежащая между x и x0. Но, в силу сделанных предположений,
(x−x0)f

′(ξ) < 0 для всех x ∈ (x0−δ, x0 + δ). Следовательно, f(x) < f(x0) для всех
таких x, и в точке x0 имеется максимум.

Если функция f ′(x) имеет один и тот же знак и в (x0 − δ, x0 и в (x0, x0 + δ), то
знак разности f(x)− f(x0) изменяется с изменением знака x− x0, и экстремума в
точке x0 нет.

Примеры.

1. Пусть

f(x) =
x2 − 3x+ 2

x2 + 3x+ 2
.

При x > 0 эта функция непрерывна, имеет непрерывную производную

f ′(x) =
6(x−

√
2)(x+

√
2)

(x2 + 3x+ 2)2

с одним корнем x =
√

2. При переходе через этот корень знак производной из-
меняется с минуса на плюс. Следовательно, точка x =

√
2 есть точка локального

минимума рассматриваемой функции.

В теореме, которая доказывается далее, устанавливаются достаточные при-
знаки экстремума функции или его отсутствия в стационарной точке по свойствам
производных высшего порядка. Проверка условий этой теоремы иногда проще, чем
теоремы 1.

Теорема 2. Пусть функция f(x) определена в промежутке X и в точке
x0 ∈ X имеет производные до n-го порядка включительно, причем

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) �= 0. (3)

Тогда:
1) если n — четное число, то x0 — точка экстремума функция f(x);
2) если n — нечетное число, то x0 не является точкой экстремума.

Доказательство. Пусть для определенности

f (n)(x0) > 0. (4)

По формуле Тейлора с остаточным членом в форме Пеано,

f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+. . .+

f (n−1)(x0)

(n− 1)!
(x−x0)

n−1+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+o(|x−x0|n).

Тогда, в силу условия (3), получим:

f(x) − f(x0) =
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o(|x− x0|n). (5)

Из формулы (5) следует, что при всех x, достаточно близких к x0

sign [f(x) − f(x0)] = sign

[
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

]
= sign (x− x0)

n. (6)
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Поэтому если n = 2k, то для всех всех x, достаточно близких к x0, x �= x0,

f(x) − f(x0) > 0

и точка x0 есть точка минимума функции f(x). Если n = 2k + 1, то из формулы
(6) следует, что в любой достаточно малой окрестности (x0 − δ, x0 + δ) точки x0

разность f(x)−f(x0) знака не сохраняет и точка x0 не является точкой экстремума
функции f(x).

Примеры.

2. Рассмотрим функцию

ϕ(t) = tα − αt+ α− 1, t > 0, α < 1.

Эта функция дифференцируема любое число раз на интервале (0,∞) и

ϕ′(t) = αtα−1, ϕ′′(t) = α(α− 1)tα−2.

Так как уравнение ϕ′(t) = 0 имеет единственный корень t0 = 1, причем ϕ′′(t0) =
ϕ′′(1) = α(α − 1) < 0, то функция ϕ(t) имеет единственный максимум: ϕ(1) = 0.
Поэтому ϕ(t) ≤ 0 для всех положительных t.

Положим α =
1

p
, и пусть 1 − α =

1

q
. Тогда p > 1, q > 1 и

1

p
+

1

q
= 1. Пусть

t =
xp

yq
, x, y > 0. В этом случае неравенство ϕ(t) ≤ 0 принимает вид

xy−
q
p ≤ 1

p

xp

yq
+

1

q
.

Умножив обе части неравенства на yq, получим:

xyq−
q
p ≤ xp

p
+
yq

q
.

Но q − q

p
= q

(
1 − 1

p

)
= q · 1

q
= 1, поэтому

xy ≤ xp

p
+
yq

q
. (7)

Пусть даны произвольные вещественные числа

a1, a2, . . . , an и b1, b2, . . . , bn.

Положим
x =

|ai|(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

и y =
|bi|(

n∑
i=1

|bi|q
) 1

q

.

Подставив эти значения в (7), найдем:

|aibi|(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p
(

n∑
i=1

|bi|q
) 1

q

≤ |ai|p

p
n∑
i=1

|ai|p
+

|bi|q

q
n∑
i=1

|bi|q
.
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Просуммируем полученное неравенство по i от 1 до n. Тогда

n∑
i=1

|aibi|(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p
(

n∑
i=1

|bi|q
) 1

q

≤

n∑
i=1

|ai|p

p
n∑
i=1

|ai|p
+

n∑
i=1

|bi|q

q
n∑
i=1

|bi|q
=

1

p
+

1

q
= 1,

откуда
n∑
i=1

|aibi| ≤
( n∑

i=1

|ai|p
) 1

p
( n∑

i=1

|bi|q
) 1

q

.

Мы получили так называемое неравенство Гёльдера18. Если p = 2, то также
q = 2 и неравенство Гёльдера принимает вид

n∑
i=1

|aibi| ≤

√√√√ n∑
i=1

|ai|2
√√√√ n∑

i=1

|bi|2.

Это неравенство называется неравенством Буняковского—Шварца19. Неравенство,
найденное В.Я. Буняковским, было позже установлено немецким математиком
Г. Шварцем (1843–1921).

3. Пусть имеются однородные среды I и II (рис. 23), разделенные плоско-
стью, в которых распространяется свет, величина скорости света в первой среде
— v1, во второй — v2. Учитывая, что в однородной среде свет распространяется
прямолинейно, необходимо определить, по какому пути должен идти свет, чтобы
за кратчайшее время попасть из точки A среды I в точку B среды II.

x

y

O

a

b

I

II

l − x
x

A

B

α1

α2

Рис. 23

Время распространения света

t =
OA

v1
+
OB

v2
=

√
x2 + a2

v1
+

√
(b− x)2 + b2

v2
= f(x).

Так как
f ′(x) =

1

v1

x√
x2 + a2

− 1

v2

b− x√
(b− x)2 + b2

и
f ′′(x) =

1

v1

a2

(x2 + a2)
3
2

+
1

v2

b2

[(b− x)2 + b2]
3
2

> 0,

18О. Гёльдер — немецкий математик (1859–1937).
19В.Я. Буняковский — русский математик (1804–1889).

159



то время будет минимальным, если

1

v1

x√
x2 + a2

=
1

v2

b− x√
(b− x)2 + b2

или
sinα1

sinα2
=
v1

v2
.

Мы подучили закон преломления света.

4. Из квадратного куска жести, вырезая по углам небольшие квадратики и
загибая образовавшиеся прямоугольные участки делают ящик. Нужно установить,
какой должна быть длина стороны вырезаемого квадратика, при которой объем
ящика будет наибольшим.

Пусть a — сторона квадрата, x — сторона вырезаемого квадратика. Тогда
объем ящика v = (a− 2x)2x. Этот объем будет экстремальным, если

dv

dx
= (a− 2x)2 − 4(a− 2x)x = 0,

откуда x1 =
a

2
, x2 =

a

6
. При x =

a

2
объем будет минимальным, при x =

a

6
—

максимальным, что ясно из геометрических соображений, а также из равенств

d2v

dx2

∣∣∣∣
x= a

2

= 4a > 0,
d2v

dx2

∣∣∣∣
x= a

6

= −4a < 0.

5. Рассмотрим задачу, поставленную еще Кеплером: вписать в данный шар
цилиндр максимального объема.

R

r

h

2

Рис. 24

Пусть R — радиус шара, r — радиус основания, h — высота цилиндра (рис.

24). Так как r2 +

(
h

2

)2

= R2, то объем цилиндра 2πr2
√
R2 − r2. Поскольку посто-

янные множители не влияют на экстремальность объема, дело идет о нахождении
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максимума функции f(r) = r2
√
R2 − r2 или, в силу монотонности степенной функ-

ции, максимума
ϕ(r) = R2r4 − r6.

Имеем
ϕ′(r) = 4R2r3 − 6r5, ϕ′′(r) = 12R2r2 − 30r4.

Из уравнения ϕ′(r) = 0 получаем r2 = 2
3
R2, и, следовательно, ϕ′′

(√
2

3
R

)
=

−49

9
R4. Таким образом, при r =

√
2

3
R цилиндр имеет максиальный объем, равный

2

3
√

3
πR3.

С помощью теорем 1 и 2 для достаточно гладких, т.е. имеющих необходимое
число производных, функций полностью решается вопрос о существовании или
несуществовании экстремума в стационарной точке, если эта точка изолированная,
т.е. такая, что в ее окрестности не содержится других стационарных точек. Если
стационарная точка не изолированная, то данные теоремы не всегда помогают
решить указанный вопрос. Рассмотрим примеры.

Примеры.

6. Пусть

f(x) =

⎧⎨⎩x4

(
2 + sin

1

x

)
, x �= 0,

0, x = 0.
(8)

Так как
f ′(0) = lim

h→0

f(x) − f(0)

x
= lim

h→0
x3

(
2 + sin

1

x

)
= 0,

то

f ′(x) =

⎧⎨⎩x2

[
4x

(
2 + sin

1

x

)
− cos

1

x

]
, x �= 0,

0, x = 0.

Точка x0 = 0 является стационарной топкой функции f(x). Покажем, что в любом
интервале (0, δ), δ > 0 имеются стационарные точки функции f(x).

Пусть k > 1 и
1

2πk
< δ. Тогда точки x1 =

1

2πk
, x2 =

2

(1 + 4k)π
лежат в

интервале (0, δ) и

f ′(x1) = x2
1

[
4x1

(
2 + sin

1

x1

)
− cos

1

x1

]
= x2

1

[
4

kπ
− 1

]
< 0,

f ′(x2) = x2
2

[
4x2

(
2 + sin

1

x2

)
− cos

1

x2

]
= x2

2

24

(1 + 4k)π
> 0.

Поэтому, по теореме Дарбу, между точками x1 и x2 найдется точка x′0, в которой
f ′(x′0) = 0.

Таким образом, точка x0 не является изолированной стационарной точкой
функции f(x), и теорема 1 неприменима. В этом примере нельзя воспользоваться и
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теоремой 2, так как f ′′(x0) = 0, а третья производная этой функции, как нетрудно
показать, не существует. Однако по виду функции (8) нетрудно установить, что в
любой окрестности (−δ, δ), δ > 0, точки x0

f(x) ≥ f(0),

и, следовательно, точка x0 = 0 является точкой минимума.

7. Пусть

f(x) =

⎧⎨⎩x2 sin
1

x
, x �= 0,

0, x = 0.
(9)

Точка x0 является стационарной точкой функции (9), так как

f ′(0) = lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0
x sin

1

x
= 0.

В точках, отличных от нуля, функция (9) имеет производную

f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
.

Как и в примере 1, можно установить, что x0 является неизолированной стацио-
нарной точкой функции f(x), и теорема 1 неприменима. Очевидно, что функция
f(x) не имеет в точке x0 = 0 второй производной, и, следовательно, теорема 2 так-
же не дает возможности судить о характере стационарной точки x0 = 0. Однако
ясно, что в любой окрестности точки x0 = 0 функция f(x) бесконечно много раз
изменяет свой знак, и поэтому x0 = 0 не является точкой экстремума.

Итак, чтобы определить локальные экстремумы функции f(x), непрерывной
на промежутке X, надо найти все стационарные точки этой функции, а также
вое точки, в которых производная не существует или бесконечна, и установить,
происходит ли изменение знака производной при переходе через эти точки. Если
в стационарной точке вторая производная отлична от нуля, то надо исследовать
знак производной в этой точке.

Теоремы 1 и 2 дают возможность находить лишь локальные экстремумы.
На промежутке X, где функция определена, может существовать несколько ло-
кальных экстремумов и даже их бесконечное множество. Некоторые локальные
максимумы f(x) могут быть меньше локальных минимумов этой функции (рис.
25). Примером аналитически заданной функции, у которой существуют локальные
максимума, меньшие чем локальные минимумы, является

f(x) =
1

2
x+ cosx.

Максимум функции в точке x =
π

6
меньше ее минимума в точке x =

5π

6
.
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O a b x

y

Рис. 25

Если необходимо найти глобальные максимумы и минимумы, т.е. наибольшее
и наименьшее значения непрерывной функции f(x) на промежутке X, то в случае,
когда X не является отрезком, такие максимумы и минимумы могут не существо-
вать. Если X = [a, b] и требуется определить, например, наибольшее значение f(x)
на [a, b], то надо взять локальные максимумы f(x1), f(x2), . . . и значения f(x) на
концах отрезка, а затем из чисел f(a), f(b), f(x1), f(x2), . . . выбрать наибольшее.
При конечном числе локальных максимумов этот выбор сделать легко, в против-
ном случае такой выбор может стать весьма затруднительным. Если функция не
является непрерывной на отрезке X, но его можно разбить на конечное число
промежутков, на которых f(x) непрерывна, то сначала надо отыскать глобальные
максимумы на каждом частичном промежутке, а затеи выбрать из них наиболь-
ший.

Заметим, что если функция разрывна в точке x0 несуществования или бес-
конечности производной, то в этой точке может не быть локального экстремума,
даже если производная при переходе через точку x0 изменяет знак. Например,
точка x0 является такой точкой для функции

f(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ 1,

3 − x, 1 < x ≤ 2.

§ 3. Выпуклые функции

Функция f(x), определенная и непрерывная на промежутке X, называется
выпуклой на этом промежутке, если для любых x1 и x2 из X и 0 ≤ α ≤ 1 выпол-
няется неравенство

f [(1 − α)x1 + αx2] ≤ (1 − α)f(x1) + αf(x2). (1)

Выпуклая функция называется строго выпуклой, если неравенство (1) строгое
для всех различных пар точек x1 и x2 из X и α ∈ (0, 1).
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Функция f(x), определенная и непрерывная на промежутке X, называтся во-
гнутой (строго вогнутой), если функция −f(x) выпукла (строго выпукла). Оче-
видно, что для вогнутой функции выполняется неравенство

f [(1 − α)x1 + αx2] ≥ (1 − α)f(x1) + αf(x2), (2)

верное для всех 0 ≤ α ≤ 1 и любых x1, x2 ∈ X.

Геометрически ясно (рис. 26), что в случае выпуклой функции все точки
любой дуги AB ее графика лежат под соответствующей хордой или на ней.

Из неравенства (1) легко выводится следующее неравенство:

f

( n∑
i=1

αixi

)
≤

n∑
i=1

αif(xi)

x1, x2, . . . , xn ∈ X, 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n,
n∑
i=1

αi = 1,

(3)

называемое неравенством Иенсена.

A

C
B

x1 x2

(1 − λ)x1 + λx2O a b x

y

Рис. 26

Для n = 2 неравенство Иенсена есть определение выпуклой функции. Пусть
оно верно для k точек x1, x2, . . . , xk. Если даны k + 1 точки x1, x2, . . . , xk, xk+1, то
положим, что

x′i = xi, α′
i = αi, (i = 1, 2, . . . , k − 1,

x′k =
αkxk

αk + αk+1
+

αk+1xk+1

αk + αk+1
, α′

k = αk + αk+1.

По-прежнему

x′i ∈ X, α′
i ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k,

k∑
i=1

α′
i = 1,

и поэтому

f

( n∑
i=1

α′
ix

′
i

)
≤

n∑
i=1

α′
if(x′i). (4)

Но
k∑
i=1

α′
ix

′
i =

k+1∑
i=1

αixi
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и
α′
kf(x+ k′) ≤ αkf(xk) + αk+1f(xk+1).

Подставив эти выражения в (4), получим неравенство Иенсена (3).

Легко проверяемый признак выпуклости содержит следующая теорема.

Теорема 1. Для того чтобы функция f(x), дважды дифференцируемая на
интервале (a, b), была выпуклой на этом интервале, необходимо и достаточно,
чтобы f ′′(x) ≥ 0 для всех x ∈ (a, b).

Необходимость. Предположим, что функция f(x) выпукла на (a, b). Для
любого x ∈ (a, b) и любого h, такого, что x ± h ∈ (a, b), положим x1 = x + h,

x2 = x− h, α =
1

2
. Тогда равенство (1) примет вид

f(x+ h) + f(x− h) − 2f(x) ≥ 0. (5)

Но

f(x+ h) + f(x− h) − 2f(x) = [f(x+ h) − f(x)] − [f(x) − f(x− h)] =

= f ′(x+ θ1h)h−−f ′(x− θ2h)h] =

= h[f ′(x+ θ1h) − f(x)] + h[f ′(x) − f ′(x− θ2h)] =

= h2

{
f ′(x+ θ1h) − f(x)

h
+
f ′(x) − f ′(x− θ2h)

h

}
.

Если предположить, что f ′′(x) < 0, то при достаточно малом h оба слагаемые,
стоящие в квадратных скобках, будут отрицательны, следовательно,

f(x+ h) + f(x− h) − 2f(x) < 0,

что, согласно (5), невозможно.

Достаточность. Предположим, что f ′′(x) ≥ 0 всюду на (a, b). Пусть x1 и x2

— произвольные точки этого отрезка, 0 ≤ α ≤ 1 и x = (1 − α)x1 + αx2.

По формуле Тейлора,

f(x1) = f(x) + (x1 − x)f ′(x) +
1

2
(x1 − x)2f ′′(ξ1), (6)

где ξ1 лежит между x1 и x. Аналогично

f(x2) = f(x) + (x2 − x)f ′(x) +
1

2
(x2 − x)2f ′′(ξ2), (7)

где ξ2 лежит между x2 и x. Умножив равенство (6) на (1 − α), а равенство (7) на
α и затеи сложив их, получим:

(1 − α)f(x1) + αf(x2) = f(x) +
1

2
[(1 − α)(x1 − x)2f ′′(ξ1) + α(x2 − x)2f ′′(ξ2)], (8)

так как (1 − α)(x1 − x) + α(x2 − x) = x− x = 0.
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Второе слагаемое, стоящее в квадратных скобках в правой части равенства
(8), неотрицательно. Поэтому

(1 − α)f(x1) + αf(x2) = f(x) = f [(1 − α)x1 + αx2],

что требовалось доказать.
Мы определили выпуклую функцию исходя из взаимного расположения участ-

ков кривой, являющейся графиком функции, и хорд, стягивающих эти участки.
Следующая теорема показывает, как расположен график дважды дифференциру-
емой функции по отношению к касательный к этому графику.

Теорема 2. Пусть функция f(x) — дважды дифференцируемая на (a, b). Для
выпуклости f(x) в этом интервале необходимо, а в случае непрерывности f ′′(x)
и достаточно, чтобы график f(x) всеми точками лежал не ниже касательной
к кривой y = f(x), проведенной в точке (x0, f(x0)) при любом значении x0 ∈ (a, b)
(рис. 27).

f(x0)

a bx0O x

y

Рис. 27
Необходимость. Уравнение касательной к кривой y = f(x) в точке (x0, f(x0))

имеет вид
y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Поэтому для разности η ординат кривой к касательной, имеющих одну и ту же
абсциссу, получим:

η = f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x− x0).

По формуле Тейлора, правую часть этого равенства можно заменить выра-

жением
1

2
f ′′(ξ)(x− x0)

2, где ξ лежит между x0 и x. Тогда

η =
1

2
f ′′(ξ)(x− x0)

2.

Ясно, что если функция f(x) выпукла на (a, b), а следовательно, f ′′(ξ) ≥ 0 для
любого ξ ∈ (a, b), то η ≥ 0, и необходимость доказана.

Достаточность. Предположи, что f ′′(x0) < 0 в некоторой точке x0 ∈ (a, b).
В силу непрерывности второй производной f ′′(x) < 0 в некоторой окрестности
(x0 − δ, x0 + δ) точки x0. Для разности η ординат кривой y = f(x) и касательной
y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) в точке x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) будем иметь:

η =
1

2
f ′′(ξ)(x− x0)

2 < 0, (9)
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так как точка ξ лежит между x и x0 и, следовательно, попадает в окрестность
(x0 − δ, x0 + δ). Но неравенство (9) противоречит предположению о расположении
графика y = f(x) над карательной. Таким образок, достаточность также доказана.

Теоремы 1 и 2 характеризуют случай нестрогой выпуклости. Предлагаем чи-
тателю проследить, как изменяются формулировки и доказательства этих теорем
для случая строгой выпуклости, а также нестрогой и строгой вогнутости.

Пусть функция f(x) определена и непрерывна на промежутке X.

Определение. Точка x0 ∈ X называется точкой перегиба функции f(x), если
существует такое число δ > 0, что в интервале (x0 − δ, x0) функция f(x) выпукла
(вогнута), а в интервале (x0, x0 + δ) — вогнута (выпукла).

Легко привести условия, характеризующие точки перегиба.

Теорема 3. Пусть x0 — точка перегиба функции f(x). Если в точке x0 суще-
ствует непрерывная вторая производная f ′′(x0), то необходимо, чтобы f ′′(x0) =
0.

Доказательство. Допустил противное, т.е. что в точке x0, являющейся точ-
кой перегиба, f ′′(x0) �= 0. Будем считать для определенности, что

f ′′(x0) > 0. (10)

По формуле Тейлора с остаточным членом в форме Пеано,

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o((x− x0)
2).

Разность между ординатами кривой и касательной о одинаковыми абсциссами
есть

η =
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o((x− x0)
2). (11)

Знак величины η для x, достаточно близких к x0, зависит лишь от знака первого
слагаемото правой части формулы (11). Поэтому существует окрестность (x0 −
δ, x0 + δ) точки x0, такая, что для любого x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)

sign η = sign

{
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2

}
.

Следовательно, в силу условия (10), η > 0 для всех x ∈ (x0−δ, x0+δ), и, по теореме
1, функция f(x) выпукла в интервале (x0 − δ, x0 + δ), что противоречит условию.
Теорема доказана.

Равенство f ′′(x0), будучи необходимым условием точки перегиба, не является
достаточным. Например, функция y = x4 имеет в точке x0 = 0 вторую производ-
ную, равную нулю. Однако эта функция выпукла на (−∞,∞).

Легко сформулировать необходимые и достаточные условия, характеризую-
щие точку перегиба функции.

Теорема 4. Пусть функция f(x) определена и имеет непрерывную вторую
производную f ′′(x) в некоторой окрестности точки x0. Для того чтобы точка
x0 была точкой перегиба функций f(x), необходимо и достаточно, чтобы:
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1◦) f ′′(x0) = 0;
2◦) f ′′(x) изменяла знак при переходе через точку x0, т.е. нашлось бы число

δ > 0, такое, что f ′′(x) > 0 (< 0) при x ∈ (x0 − δ, x0) и f ′′(x) < 0 (> 0) при
x ∈ (x0, x0 + δ).

Доказательство теоремы 4 очевидно.

Покажем, как находить локальные экстремумы и точки перегиба функции с
помощью формулы Тейлора.

Предположим, что функция f(x) дифференцируема в интервале (a, b) необ-
ходимое число раз, и допустим, что в точке x0 ∈ (a, b)

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (k−1)(x0) = 0, k > 1,

но f (k)(x0) �= 0. Используя формулу Тейлора с остаточным членом в форме Лагран-
жа, получим:

f(x0 + h) = f(x0) =
hk

k!
f (k)(x0 + θh), 0 < θ < 1. (12)

Пусть k — четное число (k = 2n). Тогда первый множитель в правой части ра-
венства (12) положителен при всех допустимых h. В силу дифференцируемости,
а значат, и непрерывности f (k)(x), второй множитель этого равенства при всех h,
достаточно малых по модулю, имеет знак, совпадающий со знаком f (k)(x0). По-
этому

f(x0 + h) = f(x0) > 0, если f (k)(x0) > 0, (13)

и f(x) имеет в точке x0 минимум:

f(x0 + h) = f(x0) < 0, если f (k)(x0) < 0,

и f(x) имеет в точке x0 максимум.

Перегиба в точке x0 нет.

Пусть теперь k — нечетное число (k = 2n+ 1). Производная f (k)(x0 + θh) при
всех h, достаточно малых по модулю, по-прежнему сохраняет знак, совпадающий
со знаком f (k)(x0), но второй множитель при замене h на (−h) изменяет знак.
Экстремума в точке x0 нет.

В то же время в этом случае f ′′(x0) = 0, и разложение в окрестности точки
f ′′(x) по формуле Тейлора, дает

f ′′(x0 + h) − f ′′(x0) =
h2n+1

(2n+ 1)!
f (2n+1)(x0 + θh),

откуда следует, что при переходе через точку x0 вторая производная f ′′(x) меняет
знак, следовательно, x0 — точка перегиба функции f(x).

§ 4. Бесконечные ветви и асимптоты кривых.
Построение графиков функций
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Пусть кривая L определена уравнением y = f(x), где функция f(x) задана
на некотором множестве X, и Y — множество значений этой функции.

Определение 1. Кривая L имеет бесконечные ветви, если, по крайней мере,
одно из множеств X или Y — неограничено.

Рассмотрим функцию

ρ(x) =
√
x2 + [f(x)]2, x ∈ X.

Для того чтобы кривая L имела бесконечные ветви, необходимо и достаточно,
чтобы функция ρ(x) на множестве X была неограниченной.

Пусть функция f(x) определена в промежутке X, за исключением, может
быть, точки x0 этого промежутка, являющейся предельной для множества X.

Определение 2. Прямая x = x0 называется вертикальной асимптотой кри-
вой L, заданной уравнением y = f(x), если f(x) → ∞ при x → x0.

В том случае, когда f(x) определена в точке x0, абсцисса x точек вертикаль-
ной асимптоты является точкой разрыва с бесконечным скачком функции f(x).

Предположим, что функция f(x) задана на неограниченном промежутке X.

Определение 3. Прямая y = kx+ b называется наклонной асимптотой кри-
вой L с уравнением y = f(x), если f(x) − (kx+ b) → 0 при x→ ∞.

Легко найти угловой коэффициент k и начальную ординату b наклонной
асимптоты.

По определению наклонной асимптоты

lim
x→∞

[f(x) − (kx+ b)] = lim
x→∞

x

[
f(x)

x
− k − b

x

]
= 0.

Это равенство возможно, лишь если lim
x→∞

[
f(x)

x
−k− b

x

]
= 0, откуда k = lim

x→∞
f(x)

x
.

Подставив найденное значение k в равенство

lim
x→∞

[f(x) − kx− b] = 0,

получим:
b = lim

x→∞
[f(x) − kx].

Взаимное расположение кривой и асимптоты характеризуется тем, что при
ρ(x) → ∞, т.е. при удалении вдоль бесконечной ветви кривой, расстояние d(M) от
точки M(x, f(x)) на кривой до асимптоты стремится к нулю. В самом деле, если
кривая имеет вертикальную асимптоту x = x0, то d = |x− x0| и стремится к нуля
при x→ x0. Если есть наклонная асимптота y = kx+b, то d = |[f(x)−(kx+b)] cos α|,
где α — угол между асимптотой и положительным направлением оси Ox, и также
стремится к нулю при x→ ∞ (рис. 28).
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Изложенные способы нахождения экстремумов функций, промежутков воз-
растания, убывания, выпуклости, вогнутости, асимптот и т. д. поэволяют провести
достаточно полное исследование функции f(x) и построить график L этой функ-
ции.

Приведем схему такого исследования.

Пусть функция f(x) задана на множестве X. Допустим, что f(x) непрерыв-
на и имеет конечные производные f ′(x), f ′′(x) на X за исключением отдельных
точек, в которых эти условия не выполняются. Методами дифференциального ис-
числения легко установить ряд характерных точек кривой L, которые дают воз-
можность судить о ее форме.

Для построения графика функции f(x) поступают следующий образом.

1. Определяют точки пересечения кривой L с осями координат.

2. Исследуют функцию f(x) на непрерывность.

3. Изучают поведение функции при стремлении независимого переменного
к точкам разрыва и граничный точкам области определения (включая точки
x = ±∞ в случае, когда X — неограниченное множество). Это позволяет най-
ти интервалы знакопостоянства функции и построить асимптоты для кривой L
(если они существуют).

4. Исследуют общий характер поведения кривой L: наличие осей и центров
симметрии, периодичность.

5. Находят стационарные точки функция f(x) и точки, в которых производ-
ная f ′(x) не существует или бесконечна.

6. Находят точки экстремума и значения функции в них.

7. Определяют интервалы монотонности функции.

8. Определяют точки перегиба кривой L, и выделяют промежутки, на кото-
рых кривая L, выпукла или вогнута.

Перечисленных операций во многих случаях вполне достаточно для постро-
ения графика функции y = f(x). Для, большей точности на отдельных проме-
жутках области определения полезно провести «точечные» построения, вычислив
значения функции для ряда значений аргумента.
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Глава VII

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 1. Постановка проблемы, определения

В приложениях математики важное значение имеют задачи, решение которых
требует введения операции, обратной дифференцированию. Приведем простейшие
примеры таких задач: 1) исходя из закона изменения скорости v(t) прямолинейно-
го движения, определить путь s(t), пройденный к моменту времени t движущейся
точкой; 2) зная закон изменения силы электрического тока в некотором сечении
проводника, найти количество электричества, протекшего через это сечение за
время t.

Эти две задачи являются частными случаями следующей общей проблемы.

Пусть A — множество всех дифференцируемых на промежутке X функций,
B — множество всех определенных на X функций, каждая из которых являет-
ся производной некоторой функции F ∈ A, D — операция дифференцирования.
Тогда, если f ∈ B — производная функции F ∈ A, то

DF = f. (1)

В связи с равенством (1) могут быть поставлены следующие задачи: а) по
известной функции F ∈ A определить соответствующую ей Функцию f ∈ B так,
чтобы DF = f ; б) по заданной функции f ∈ B найти все такие функции F ∈ A,
для которых DF = f .

Задача а), как известно, решается однозначно о помощью операции диффе-
ренцирования функции F . Задача б), очевидно, является обратной по отношению
к задаче а) и решается при помощи операции, называемой интегрированием функ-
ций.

Определение. Дифференцируемая на промежутке X функция F (x) называ-
ется первообразной функции f(x), если

DF = f

или
dF (x) = f(x) dx. (1′)
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Легко видеть, что вместе с функцией F (x) каждая функция вида F (x) + C,
где C — некоторая константа, также является первообразной функции f(x), так
как

D(F + C) = DF +DC = DF = f.

Пусть F и Φ — две какие-нибудь первообразные функции f , т.е. DF = f и
DΦ = f . Рассмотрим новую функцию Ψ, положив Ψ = Φ − F . Очевидно, что
Ψ ∈ A и DΨ = DΦ−DF = f − f = 0, откуда следует, что Ψ = C = const на X, т.е.

Φ(x) = F (x) + C.

Таким образом, если F (x) — какая-нибудь первообразная функции f(x) на
X, то все функции вида F (x) +C, где C может быть любой константой, и только
такие функции являются первообразными функции f(x).

Из сказанного следует, что операция нахождения первообразной позволяет
решить задачу б) и является неоднозначной. Условимся называть две функции
множества A эквивалентными, если разность между ними является постоянной
на функцией. Распределим все элементы множества A на классы, отнеся к клас-
су, содержащему функция F (x), все функции из A, эквивалентные F (x), т.е. все
функций вида F (x) + C, −∞ < C < ∞. Тогда выражение F (x) + C можно будет
трактовать, с одной стороны, как обозначение всего класса, содержащего F (x), с
другой — как обозначение произвольного представителя этого класса. Выражение
F (x) + C, являющееся общим выражением первообразной функции f(x), называ-
ется неопределенным интегралом от функции f(x) и обозначается∫

f(x) dx = F (x) + C. (2)

В этом равенстве f(x) называется подынтегральной функцией, а f(x) dx — подын-
тегральным выражением.

Операцию отыскания неопределенного интеграла для функции f(x) назы-
вают интегрированием этой функции. Слово «неопределенный» отражает про-
извольность постоянной C. Каждому конкретному выбору константы C соответ-
ствует конкретная первообразная функции f(x).

Ясно, что нахождение пути, пройденного прямолинейно движущейся точкой,
по известной скорости движения требует отыскания конкретной первообразной.

Отметим, наконец, что операция дифференцирования и обратная ей опе-
рация интегрирования устанавливают взаимнооднозначное (биективное) соответ-
ствие между множеством B и множеством классов эквивалентных элементов A.
Связь между операциями дифференцирования и интегрирования, отмеченную
формулами (1) и (2), можно выразить также равенством

D−1f =

∫
f(x) dx = F (x) + C. (3)
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§ 2. Свойства неопределенного интеграла.
Таблица простейших интегралов

Отметим прежде всего следующие свойства неопределенного интеграла:
1.

d

∫
f(x) dx = f(x) dx, (1)

2. ∫
d[F (x)] =

∫
F ′(x) dx = F (x) + C. (2)

Эти свойства выражают взаимную обратность операций дифференцирования и
интегрирования и вытекают из определения неопределенного интеграла.

В следующих двух свойствах равенство между неопределенными интеграла-
ми понимается как равенство между ранее указанными классами элементов мно-
жества A, т.е. между функциями с точностью до постоянного слагаемого.

3. Если f ∈ B и λ — произвольная константа, то∫
λf(x) dx = λ

∫
f(x) dx. (3)

Это равенство выражает свойство однородности неопределенного интеграла. Со-
гласно этому свойству, постоянный множитель можно выносить из-под знака ин-
теграла (и вносить под знак интеграла). Доказательство равенства (3) вытекает из
легко проверяемого совпадения производных обеих частей этого равенства, откуда
следует совпадение функций, стоящих в правой и левой частях (3) со точностью
до постоянного слагаемого.

4. Если f ∈ B, ϕ ∈ B, то f + ϕ ∈ B и∫
[f(x) + ϕ(x)] dx =

∫
f(x) dx+

∫
ϕ(x) dx. (4)

Проверка этого свойства, проводимая аналогично проверке свойства 3, предостав-
ляется читателю.

Свойство, выраженное равенством (4), называется свойством аддитивности
операции интегрирования. Свойства 3 и 4 называются правилами интегрирования.
Они могут быть объединены в одно свойство линейности операции интегрирова-
ния, выражаемое равенством∫

[λf(x) + μϕ(x)] dx = λ

∫
f(x) dx+ μ

∫
ϕ(x) dx, (5)

где λ и μ — произвольные константы.

Обращение формул для производных элементарных функций (§ 2, гл. IV)
позволяет получить следующую таблицу интегралов простейших элементарных:
функций: ∫

0 dx = C, (6)
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∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+ C (α �= −1), (7)∫

dx

x
= ln |x| + C, (8)∫

ax dx =
ax

ln a
+ C (a > 0, a �= 1), (9)∫

ex dx = ex + C, (10)∫
sin x dx = − cosx+ C, (11)∫
cosx dx = sin x+ C, (12)∫
dx

cos2 x
= tg x+ C, (13)∫

dx

sin2 x
= − ctg x+ C, (14)∫

dx√
1 − x2

= arcsin x+ C, (15)∫
dx

1 + x2
= arctg x+ C. (16)

По поводу формулы (8) заменив, что при x > 0, |x| = x и
dx

x
= d ln |x| = d ln x,

а при x < 0, −x = |x|
d(−x)
−x =

dx

x
=
d|x|
|x| = d ln |x|,

откуда следует ее справедливость.

Формулы (6)–(16) с учетом свойства линейности операции интегрирования
дают возможность вычислять неопределенные интегралы от некоторых линей-
ных комбинаций элементарных функций, т.е. выражать такой интеграл в виде

конечной комбинации элементарных функций, например:
∫

(x+ 3 sin x) dx =
x2

2
−

3 cosx+ C.

Используя формулу (7) и равенство (5), можно найти значение неопределен-
ного интеграла от произвольного многочлена.

Заметим, что при записи результата интегрирования принято объединять все
произвольные постоянные слагаемые, заменяя их сумму одной константой.

§ 3. Основные метода интегрирования
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Метод замены переменной. Правило дифференцирования сложной функ-
ции Φ ◦ Ψ(x) = Φ[Ψ(x)], согласно которому dΦ[Ψ(x)] = Φ′[Ψ(x)] dΨ(x), позволяет
находить интегралы от функций, не вошедших в таблицу простейших неопреде-
ленных интегралов (6)–(16). В самом деле, предположим, что подынтегральное
выражение допускает представление в виде

f(x) dx = Φ′[Ψ(x)] dΨ(x) = d{Φ[Ψ(x)]}, (1)

где Φ и Ψ — некоторые вспомогательные функции. Тогда, согласно определению
интеграла, ∫

f(x) dx = Φ[Ψ(x)] + C. (2)

Обозначив внутреннюю функцию в выражении сложной функции через t, т.е. по-
ложив t = Ψ(x), равенство (i) можно переписать следующим образом:

f(x) dx = Φ′(t) dt. (3)

В этом случае равенство (2) примет вид∫
f(x) dx =

∫
Φ′(t) dt = Φ(t) + C = Φ[Ψ(x)] + C. (4)

Замену t = Ψ(x) можно рассматривать как переход к новой независимой пере-
менной, поэтому метод интегрирования, в котором используется такой переход,
называется методом замены переменной.

Приведем несколько примеров вычисления неопределенных интегралов с ис-
пользованием метода замены переменной.

Примеры.

1. В интеграле
∫

cos(ax+ b) dx, −∞ < x < ∞, положим ax + b = t, следова-

тельно, dx =
dt

a
. Тогда∫

cos(ax+ b) dx =
1

a

∫
cos t dt =

1

a
sin t+ C =

1

a
sin(ax+ b) + C.

2. Рассмотрим
∫

dx

x
√
x2 − 1

=

∫
dx

x2

√
1 − 1

x2

, |x| > 1. Если x =
1

t
, и, значит,

dx

x2
= −dt, то∫

dx

x
√
x2 − 1

= −
∫

dt√
1 − t2

= − arcsin t+ C = − arcsin
1

x
+ C.

Замену переменной под знаком неопределенного интеграла часто проводят
иначе. Вместо того, чтобы некоторую функцию от x принимать за новую пере-
менную t, рассматривают x как дифференцируемую функцию новой переменной
z, x = ϕ(z), и тогда формула замены переменной принимает следующий вид:∫

f(x) dx =

∫
f [ϕ(z)]ϕ′(z) dz. (5)
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При этом предполагается, что z из равенства x = ϕ(z) можно выразить как функ-
цию от x, чтобы после вычисления интеграла в правой части равенства (5) вер-
нуться к переменной x.

Удачный выбор функции ϕ(z) может упростить вычисление интеграла.

Примеры.

3. Для вычисления интеграла
∫ √

1 − x2 dx, |x| ≤ 1, примем x = sin z. Тогда

dx = cos z dz, и∫ √
1 − x2 dx =

∫ √
1 − sin2 z cos z dz =

∫
cos2z dz =

=

∫
1 + cos 2z

2
dz =

1

2

∫
dz +

1

2

∫
cos 2z dz.

В выражении для последнего интеграла положим 2z = t, dz =
dt

2
. В этом случае∫ √

1 − x2 dx =
1

2
z +

1

4

∫
cos t dt =

1

2
z +

1

4
sin t+ C =

1

2
z +

1

4
sin 2z + C.

?

Если x = sin z, то z = arcsin x, поэтому∫ √
1 − x2 dx =

1

2
arcsin x+

1

4
sin(2 arcsin x) + C =

1

2
arcsin x+ +

1

2
x
√

1 − x2 + C.

?

Замечание. В последующих примерах не будем указывать промежутокX из-
менения аргумента, принимая за X ту область, в которой подынтегральная функ-
ция имеет смысл, а если необходимо, то и дифференцируема.

Метод интегрирования по частям. Возьмем равенство

d(u · v) = u dv + v du,

в котором u, v ∈ A. Проинтегрировав обе части этого равенства, получим:∫
u dv = uv −

∫
v du. (6)

Это равенство называется формулой интегрирования по частям. При его приме-
нении подынтегральное выражение f(x) dx в интеграле представляют в виде u dv,
где u и v — некоторые функции множества A, подбираемые таким образом, чтобы
интеграл от v du оказался для вычисления проще, чем интеграл от u dv. Иногда
формулу интегрирования по частям приходится применять и для вычисления ин-
теграла, стоящего в правой части равенства (6), т.е. многократно.

Примеры.
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4. В интеграле
∫
x2ex dx, положив x2 = u, ex dx = dv, по формуле интегри-

рования по частям получим:∫
x2ex dx = x2ex −

∫
xex dx.

Снова применим интегрирование по частям, в результате чего найдем:∫
x2ex dx = x2ex − 2

(
xex −

∫
ex dx

)
= x2ex − 2xex + 2ex + C.

Применяя метод интегрирования по частям, приходится по dv восстанавли-
вать v, которое определяется с точностью до постоянного слагаемого. Это посто-
янное слагаемое можно считать равным нулю. В самом деле, если v = v0 + C,
то

u(v0 + C) −
∫

(v0 + C) du = uv0 + Cu−
∫
v0 dx− C

∫
C dx =

= uv0 + Cu−
∫
v0 du− c(u+ C1) = uv0 −

∫
v0 du.

Мы отбросила CC1 потому, что
∫
v0 du уже содержит постоянное слагаемое.

§ 4. Интегрирование рациональных функций

Способы интегрирования, рассмотренные в § 2 и 3 гл. VII, применимы к
довольно обширному классу функций. Однако существуют простые комбинации

элементарных функций, например
x

ex
,

1

ln x
,
xn

sin x
(n �= 0) и др., первообразные

которых не могут быть выражены в виде конечной комбинации элементарных
функций. Это обстоятельство требует более подробного рассмотрения таких клас-
сов функций, интегралы от которых могут быть выражены через элементарные
функции. Простейшим и весьма важным классом таких функций являются ра-
циональные функции, т.е. функции, которые могут быть представлены в виде
отношения двух многочленов с вещественными коэффициентами.

Приведем без докаэательств некоторые факты из алгебры20. Пусть

R(x) =
P (x)

Q(x)
(1)

— рациональная функция. В дальнейшем можно предполагать без ограничения
общности, что многочлены P (x) и Q(x) не имеют общих множителей (дробь несо-
кратима).

Если степень многочлена P (x) ниже степени многочлена Q(x), рациональная
функция называется правильной рациональной дробью (короче — правильной дро-
бью). Легко проверить, что сумма и произведение правильных дробей являются
правильными дробями.

20Подробное изложение приводимых фактов содержится, например, в книге А.Г. Куроша:
«Курс высшей алгебры». М., 1968.
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Если степень многочлена P (x) в представлении (1) не ниже степени много-
члена Q(x), рациональная функция R(x) представляет собой неправильную дробь.
Для каждой неправильной дроби существует представление в виде

R(x) = P0(x) +
P1(x)

Q(x)
,

где P0(x) — некоторый многочлен, а дробь
P1(x)

Q(x)
— правильная. Так как∫

R(x) dx =

∫
P0(x) dx+

∫
P1(x)

Q(x)
dx,

а интеграл от многочлена P0(x) легко вычислить, задача интегрирования рацио-

нальной функции R(x) сводятся к иитегрированию правильной дроби
P1(x)

Q(x)
. По-

этому, не ограничивая общности, предположим, что исходная рациональная функ-
ция R(x) является правильной дробью.

Среди правильных дробей весьма важную роль играют так называемые про-
стые дроби, т.е. рациональные функции вида

A

x− α
, (I)

A

(x− α)k
(k > 1), (II)

Bx+ C

x2 + px+ q
(p2 − 4q < 0), (III)

Bx+ C

(x2 + px+ q)l
(p2 − 4q < 0, l > 1). (IV)

Как известно из алгебры, каждый многочлен с вещественными коэффици-
ентами может быть разложен на множители вида x − α, соответствующие веще-
ственным корням многочлена Q(x), и вида x2 + px + q, (где p2 − 4q < 0) — соот-
ветствующие комплексным корням многочлена. Учитывая возможную кратность
корней, знаменатель Q(x) дроби R(x) можно представить в форме

Q(x) = b0(x− α1)
k1 · · · (x2 + p1x+ q1)

l1 · · · , (2)

где k1 ≥ 1, . . . , l1 ≥ 1, . . ..

Такому представлению Q(x) соответствует разложение R(x) на простые дроби
вида

R(x) =
P (x)

Q(x)
=

A1
1

x− α1

+
A1

2

(x− α1)2
+ . . .+

A1
k1

(x− α1)k1
+

+
A2

1

x− α2
+

A2
2

(x− α2)2
+ . . .+

A2
k2

(x− α2)k2
+ . . .+

+
B1

1x+ C1
1

x2 + p1x+ q1
+

B1
2x+ C1

2

(x2 + p1x+ q1)2
+ . . .+

B1
l1
x+ C1

l1

(x2 + p1x+ q1)l1
+

+
B2

1x+ C2
1

x2 + p2x+ q2
+

B2
2x+ C2

2

(x2 + p2x+ q2)2
+ . . .+

B2
l2
x+ C2

l2

(x2 + p2x+ q2)l2
+ . . . .

(3)
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В равенстве (3) каждому множителю (x − αν)
kν разложения Q(x) соответ-

ствует группа простых дробей

Aν1
x− αν

+
Aν2

(x− αν)2
+ . . .+

Aνkν

(x− αν)kν

видов (I) и (II), а каждому множителю x2 + pμx + qμ разложения Q(x) — груша
простых дробей

Bμ
1x+ Cμ

1

x2 + pμx+ qμ
+

Bμ
2 x+ Cμ

2

(x2 + pμx+ qμ)2
+ . . .+

Bμ
lμ
x+ Cμ

lμ

(x2 + pμx+ qμ)lμ

видов (III) и(IV). Коэффициенты этого разложения определяются единственным
образом.

Для практического отыскания коэффициентов разложения (3), если известно
представление (3) многочлена Q(x), используется так называемый метод неопре-
деленных коэффициентов. Правая часть разложения (3) выписывается в общем
виде с буквенными, неизвестными («неопределенными») коэффициентами. Затем
дроби в правой части равенства (3) приводятся к общему знаменателю. В результа-
те получается правильная дробь со знаменателем Q(x) и некоторым многочленом
в числителе, коэффициенты которого линейно выражаются через неопределенные
коэффициенты разложения (3).

Так как знаменатель в обеих частях получившегося равенства один и тот же,
а именно Q(x), то равны числители, что, в свою очередь, означает равенство ко-
эффициентов при одинаковых степенях x у многочленов, стоящих в числителе.
Приравнивая коэффициенты, стоящие при одинаковых степенях x этих многочле-
нов, получаем систему уравнений, линейную относительно неизвестных коэффи-
циентов. Эта система, как показывается в алгебре, однозначно разрешима.

Примеры.

1. Проведем разложение правильной дроби на простые методом неопределен-
ных коэффициентов. Положим

3x+ 2

(x− 1)2(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
.

Отсюда
3x+ 2 = A(x− 1)(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)2.

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях x, получим

A+ C = 0,

−A +B − 2C +D = 0,

A+ C − 2D = 3,

−A +B +D = 2.

Решив эту систему, найдем: A = −1, B =
5

2
, C = 1,D = −3

2
, и, следовательно,

3x+ 2

(x− 1)2(x2 + 1)
= − 1

x− 1
+

5

2(x− 1)2
+

2x− 3

2(x2 + 1)
.
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В соответствии с изложенным интегрирование правильной дроби сводится к
интегрированию простых дробей видов (I), (II), (III), (IV). Интегралы от простых
дробей (I) и (II) являются табличными —∫

A

x− α
dx = A ln(x− α) + C

и ∫
A

(x− α)k
dx = − A

k − 1

1

(x− α)k−1
+ C (k > 1),

соответственно.

Для вычисления интеграла от дроби (III) преобразуем вначале трехчлен x2 +

px+ q к виду
(
x+

p

2

)2

+ q − p2

4
и положим x+

p

1
2 = t, q − p2

4
= a2. Тогда

∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

A

2

∫
2t dt

t2 + a2
+

(
B − Ap

2

)∫
dt

t2 + a2
dt =

=
A

2
ln(t2+a2)+

1

a

(
B−Ap

2

)
arctg

t

a
+C =

A

2
ln(x2+px+q)+

2B −Ap

2a
arctg

2x+ p

2a
+C.

Наконец, для начисления интеграла от дроби (IV) воспользуемся предыдущими
обозначениями и преобразуем его к виду∫

Ax+B

(x2 + px+ q)l
dx =

∫
A

2

∫
2t dt

(t2 + a2)l
+ dt+

(
B − Ap

2

)∫
dt

(t2 + a2)l
dt =

=
A

2(1 − l)
· 1

(t2 + a2)l−1
+

(
B − Ap

2

)∫
dt

(t2 + a2)l
dt.

Представив теперь интеграл

Il =

∫
dt

(t2 + a2)l
dx?

в форме

Il =
1

a2

∫
(t2 + a2) − t2

(t2 + a2)l
dt =

1

a2
Il−1 −− 1

2a2

∫
t · 2t

(t2 + a2)l
dt

и применив к интегралу
∫

t · 2t
(t2 + a2)l

dx правило интегрирования по частям, под-
учим равенство

Il =
1

a2
Il−1 −

1

2a2

[
1

1 − l
· 1

(t2 + a2)l−1
− 1

l − 1
Il−1

]
.

Из этого равенства следует так называемая рекуррентная формула:

Il =
1

2a2(l − 1)
· 1

(t2 + a2)l−1
+

2l − 3

2a2(l − 1)
Il−1,
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позволяющая последовательно определять выражения интегралов Il для l = 1, 2, 3, . . .,
и вместе с тем находить выражение интеграла от дроби (IV).

В качестве примера применения только что изложенного метода рекомендуем

читателю вычислить интеграл
∫

x+ 1

(x2 + x+ 1)2
dx.

Замечание. Отметим, что интегралы от видов (I) и (III) выражаются че-
рез трансцендентные функции (логарифмы и арктангенс), а интеграл от дроби
вида (II) с точностью до постоянного слагаемого — дробью того же вида со зна-
менателем, показатель степени которого на единицу меньше показателя степени
знаменателя интегрируемой дроби. Отметим также, чти в выражении интеграла
от дроби (IV) содержится как рациональная, так и трансцендентная часть. При
этом рациональная часть представляет собой сумму простых дробей (IV) и (III)
со знаменателям, отличающимися лишь показателями степеней от знаменателя
интегрируемой дроби.

Итак, мы установила, что каждая рациональная функция интегрируема в
конечном виде, т.е. интегралы от нее выражаются через конечные комбинации
элементарных функций.

Русский математик М.В. Остроградский предложил метод интегрирования
рациональной функции, позволяющий определять рациональную часть результа-
та, используя только алгебраические операции и дифференцирование. С помощью
этого метода интегрирование произвольной правильной рациональной функции
сводится к интегрированию правильной рациональной дроби, знаменатель кото-
рой не имеет кратных корней, т.е. к отысканию трансдендентной части интеграла.
Обратимся к краткому изложению метода Остроградского. Как и ранее, будем
считать, что знаменатель Q(x) правильной дроби R(x) представлен в виде

Q(x) = (x− α1)
k1 · · · (x2 + p1x+ q1)

l1 · · · . (4)

Положим
Q1(x) = (x− α1)

k1−1 · · · (x2 + p1x+ q1)
l1−1 · · · ,

Q2(x) = (x− α1) · · · (x2 + p1x+ q1) · · · .
Очевидно, что

Q(x) = Q1(x)Q2(x).

Из алгебры известно, что многочлен Q1(x) является общим наибольшим дели-
телем многочленов Q(x) и Q′(x) и поэтому может быть найден, например, методом
алгоритма Евклида, без знания корней многочлена Q(x), т.е. разложения (4).

Из равенства (5) следует, что, найдя многочлен Q1(x), мы сможем определить
многочлен Q2(x) делением Q(x) на Q1(x).

Если теперь при интегрировании простых дробей в разложении (3) выделить
выражения интегралов от дробей (II) и рациональные части выражений инте-
гралов от дробей (IV), а дроби (I) и (III) разложения (3), а также дроби (III),
получающиеся при интегрировании дробей (IV), объединить под общий знаком
интеграла, то получим равенство∫

P (x)

Q(x)
dx =

P1(x)

Q1(x)
+

∫
P2(x)

Q2(x)
dx, (6)
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называемое формулой Остроградского, в котором
P1(x)

Q1(x)
и
P2(x)

Q2(x)
— правильные

дроби.

Для отыскания многочленов P1(x) и P2(x) можно воспользоваться методом
неопределенных коэффициентов, записав в равенстве (6) эти многочлены с неопре-
деленными буквенными коэффициентами, а затем продифференцировав обе ча-
сти, равенства и сравнив коэффициенты при одинаковых степенях x у многочле-
нов числителей обеих частей равенства.

Примеры.

2. ∫
x4 − 4x3 − 7x2 + 2x

(x3 + x+ 1)2
dx = −x

2 − 2x− 2

x3 + x+ 1
+ C,

причем трансцендентная часть интеграла равна нулю. Рекомеидуем читателю про-
вести вычисление этого интеграла по приведеной схеме.

Хотя изложенные методы интегрирования рациональных функций всегда при-
водят к цели (если решена алгебраическая задача разложения знаменателя дроби
на множители), однако иногда проще вычислить интеграл с помощью искусствен-
ного приема.

Примеры.
3.∫

x(x2 + 1)3

(x4 + 2x2 + 2)2
dx =

1

2

∫
(t + 1)3 dt

(t2 + 2t+ 2)2
=

1

4

∫
(t+ 1)2 (2t+ 2) dt

(t2 + 2t+ 2)2
=

= −1

4
(t+ 1)2 · 1

t2 + 2t+ 2
+

1

4

∫
(2t+ 2) dt

t2 + 2t+ 2
=

− (t + 1)2

4(t2 + 2t+ 2)
+

1

4
ln(t2 + 2t+ 2) + C =

(x2 + 1)2

4(x4 + 2x2 + 2)
+

1

4
ln(x4 + 2x2 + 2) + C.

4. ∫
x4 + 1

x6 + 1
dx =

∫
x4 + x2 + 1 − x2

x6 + 1
dx =

∫
dx

x2 + 1
+

∫
x2 dx

x6 + 1
=

= arctg x+
1

2

∫
3x2 dx

(x3)2 + 1
= arctg x+

1

3
arctg x3 + C.

5. ∫
5x3 + 3x− 1

(x3 + 3x+ 1)3
dx =

∫
6x(x2 − 1) − (x3 + 3x+ 1)

(x3 + 3x+ 1)3
dx =

=

∫
2x

3x2 + 3

(x3 + 3x+ 1)3
dx−

∫
dx

(x3 + 3x+ 1)3
=

= − x

(x3 + 3x+ 1)2
+

∫
dx

(x3 + 3x+ 1)2
−
∫

dx

(x3 + 3x+ 1)2
=

= − x

(x3 + 3x+ 1)2
+ C.
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§ 5. Интегрирование некоторых выражений, содержащих радикалы
от рациональных функций

Прежде чем говорить об интегрировании других классов функций, рассмот-
рим рациональные функции двух переменных.

Функции вида

P (x, y) = A0(x)y
n + A1(x)y

n−1 + . . .+ An−1(x)y + An(x),

где каждая из функций

Ak(x) = a
(k)
0 xnk + a

k)
1 x

nk−1 + . . .+ a
(k)
nk−1x+ a(k)

nk
(k = 0, 1, 2, . . . , n),

является многочленом относительно x, называется многочленом относительно
переменных x и y. Многочлен относительно x и y определен, очевидно, при всех
значениях этих переменных. Если в выражении P (x, y) перегруппировать члены,
то его можно представить в форме

P (x, y) = B0(y)x
m +B1(y)x

m−1 + . . .+Bm−1(y)x+Bm(y),

где B0(y), B1(y), . . . , Bm(y) — многочлены, а также в виде суммы конечного числа
членов вида a(k)

l xlyk.

Функция двух переменных

R(x, y) =
P (x, y)

Q(x, y)

являющаяся отношением многочленов P (x, y) и Q(x, y) называется рациональной
функцией переменных x и y. Эта функция, очевидно, определена при всех зна-
чениях переменных x и y, исключая, может быть, такие пары значений (x, y),
при которых Q(x, y). Заменив в R(x, y) переменные x и y произвольными рацио-
нальными функциями вспомогательной переменной t: x = x(t), y = y(t), получим
некоторую рациональную функцию R1(t) = R[x(t), y(t)].

Обратился теперь к интегрированию выражений вида

R(x, y) dx, (1)

в которых y = y(x) — некоторая специального вида функция, содержащая ради-
калы от рациональных функций переменной x. В рассматриваемых нами случаях
окажется возможной такая замена переменной x = x(t), в результате применения
которой R(x, y) dx преобразуется в выражение R1(t) dt, где R1(t) — рациональ-
ная функция переменной t. Такая замена переменной называется рационализа-
цией выражения (1). Поскольку подынтегральное выражение, полученное после

рационализации интеграла
∫
R(x, y) dx, может быть проинтегрировано, проинте-

грированным окажется и выражение (1). Это выражение есть функция от t, в
то время как исходное выражение было Φ(x). Чтобы вернуться к переменной x,
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в выражение R1() dt и в результат интегрирования необходимо подставить зна-
чение t = T (x), полученное обращением функции x = x(t). Возможность такого
обращения очевидна в каждой рассматриваемом случае.

Интегрирование заражений

R

(
x, n

√
αx+ β

γx+ δ

)
dx (αδ − βγ �= 0).

Рационализация в этой случае достигается при помощи подстановки

αx+ β

γx+ δ
= tn,

в результате которой находим:

x =
δtn − β

α− γtn
, dx =

n(βγ − αδ)tn−1

(α− γtn)2
dt.

Тогда∫
R

(
x, n

√
αx+ β

γx+ δ

)
dx =

∫
R

(
δtn − β

α− γtn
, t

)
n(βγ − αδ)tn−1

(α− γtn)2
dt =

∫
R1(t) dt,

где R1(t) — рациональная функция переменной t.

Примеры.

1. Вычислить интеграл∫
1 −

√
x+ 1

1 + 3
√
x+ 1

dx =

∫
1 − ( 6

√
x+ 1)3

1 + +( 6
√
x+ 1)2

dx.

Произведя подстановку x+ 1 = t6, получим:∫
1 −

√
x+ 1

1 + 3
√
x+ 1

dx =

∫
1 − t3

1 + t2
· 6t5 dt =

= 6

∫
(−t6 + t4 + t3 − t2 − t+ 1) dt+ 6

∫
t− 1

t2 + 1
dt =

= −6

7
t7 +

6

5
t5

3

2
t4 − 2t3 − 3t2 + 6t+ 3 ln(t2 + 1) − 6 arctg t+ C.

Интегрирование биномиальных дифференциалов. Биномиальным диф-
ференциалом называется выражение вида xα(axβ+b)γ dx, где a и b— произвольные
вещественные числа, отличные от нуля; α, β, γ —рационально числа, Интеграл от
биномиального дифференциала ∫

xα(axβ + b)γ dx

с помощью соответствующих подстановок может быть приведен к интегралу от
рациональной функции только в следующих трех случаях:
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1) γ — целое число,

2)
α + 1

β
— целое число,

3)
α + 1

β
+ γ — целое число.

Во всех остальных случаях, как показано П.Л. Чебышевым, рационализация
интеграла от биномиального дифференциала невозможна.

В первом случае в результате подстановки x = tν , где ν — общее наименьшее
кратное знаменателей чисел α и β, получаем интеграл от рациональной функции.
Действительно, в этом случае

xα(axβ + b)γ dx = νtνα+ν−1(atνβ + b)γ dt,

где все показатели να + ν − 1, νβ и γ — целые числа, и, следовательно, νtνα+ν−1

(atνβ + b)γ — рациональная функция.

Во втором случае делаем сначала замену x = t
1
β и находим, что

xα(axβ + b)γ dx =
1

β
t

α+1
β

−1(at+ b)γ dt.

Затем, положив at+ b = z, т.е. t =
z − b

a
, получаем:

xα(axβ + b)γ dx =
1

a
α+1

β
−1
zγ(z − b)

α+1
β

−1 dz,

т.е. приходам к первому случаю, поскольку
α + 1

β
так же, как

α + 1

β
−1 есть целое

число.

Наконец, в третьем случае, представив выражение xα(axβ + b)γ в виде

xα(axβ + b)γ = xα+βγ(a + bx−β)γ = xα
′
(vxβ

′
+ a),

находим, что
α′ + 1

β ′ =
α + βγ) + 1

−β = −
(
α + 1

β
+ γ

)
— целое число, т.е. пришли ко второму случаю.

Примеры.

2. Рассмотрим интеграл ∫ √
x 4

√
1 − 1√

x
dx.

Здесь α =
1

2
β = −3

2
, γ =

1

4
. Поскольку

α + 1

β
=

1

2
+ 1

−3

2

= −1,
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то мы имеем второй случай интегрируемости, вычисления, которые рекомендуем
провести читателю, дают∫ √

x 4

√
1 − 1√

x
dx = −2

3
x
√
x 4

√
1 − 1√

x3
+

1

4
ln x+

1

6
ln

∣∣∣∣1 + 4

√
1 − 1√

x3

∣∣∣∣+
+

1

3
arctg 4

√
1 − 1√

x3
+ C.

Интегрирование выражения R(x,
√
ax2 + bx+ c) dx. Подстановки Эй-

лера. C помощью, замен переменной, известных под названием подстановок Эйле-

ра, интеграл
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx всегда может быть рационализирован. Рас-

смотрим три приема интегрирования выражения R(x,
√
ax2 + bx+ c) dx.

1. a > 0. Положим
√
ax2 + bx+ c = ±

√
ax + t, где знак перед корнем мо-

жет бить выбран произвольно. Из этого уравнения, взяв, например, знак плюс,
находим:

x =
t2 − b

b−
√
a · t , dx =

2(bt−
√
a · c−

√
a t2)

(b−
√
a · t)2

dt,

√
ax2 + bx+ c =

√
a

t2 − c

b−
√
a · t + t =

bt−
√
a t2 −

√
a c

b−
√
a · t .

Следовательно, ∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx =

=

∫
R

(
t2 − c

b−
√
a · t ,

bt−
√
a t2 −

√
a c

b−
√
a · t

)
2(bt−

√
a c−

√
a t2

(b−
√
a · t)2

dt =

∫
R1(t) dt,

где R1(t) — рациональная функция от t.

2. c > 0. Положив
√
ax2 + bx+ c = ±√

c+xt, как и в первом случае, получаем
интеграл от рациональной функции.

3. a < 0 и c < 0. Если при этом корни трехчлена ax2 + bx + c комплексные,
т.е. парабола y− ax2 + bx+ c не пересекает оси Ox и, следовательно, расположена
по одну сторону от нее, то из неравенств a < 0, c < 0 следует, что парабола
y = ax2 + bx+ c лежит целиком под осью Ox. Но тогда выражение

√
ax2 + bx+ c

является мнимым для всех значений x. Такой случай мы здесь не рассматриваем.
Поэтому будем считать, что корни x1 и x2 вещественны и различны (при x1 = x2

выражение R(x,
√
ax2 + bx+ c) рационально, и этот случай рассмотрен).

Положим
√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− x1)(x− x2) = t(x− x1).

Отсюда

x =
ax2 − x1t

2

a− t2
,

√
ax2 + bx+ c =

a(x2 − x1)t

a− t2
, dx =

2a(x2 − x1)t

(a− t2)2
dt.
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Подставив эти значения x,
√
ax2 + bx + c и dx в интеграл

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx,

получим интеграл
∫
R1(t) dt от рациональной функции R1(t). .

Примеры.
3. Применив первую или третью подстановку Эйлера, найдем:∫

dx

(1 + x)
√

1 − x− x2
= ln

∣∣∣∣3 + x− 2
√

1 − x− x2

1 + x

∣∣∣∣+ C.

Интегрирование выражений R(sin x, cosx) dx. В этом случае рационали-
зация достигается подстановкой t = tg

x

2
или x = 2 arctg t. В самом деле,

sin x = 2 sin
x

2
· cos

x

2
=

2 tg
x

2

sec2
x

2

=
2t

1 + t2
,

аналогичным образом

cosx =
1 − t2

1 + t2
, x = 2 arctg t, dx =

2 dt

1 + t2
.

Отсюда ∫
R(sin x, cosx) dx =

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1 − t2

1 + t2

)
2 dt

1 + t2
=

∫
R1(t) dt,

где R1(t) — рациональная функция переменной t.

Примеры.

4. ∫
dx

a+ b sin x+ c cosx
=

2√
a2 − b2 − c2

arctg
(a− c)t + b√
a2 − b2 − c2

+ C.

Вычисления опускаем.

Указанная подстановка приводит часто к интегралам от громоздких выраже-
ний. Поэтому в отдельных случаях предпочтительнее другие подстановки. Пусть,
например, функция R(u, v) нечетна по первому аргументу, т.е.R(−u, v) = −R(u, v).

Тогда функция R1(u, v) =
R(u, v)

u
является четной относительно аргумента u

и поэтому может быть представлена в виде R1(u, v) = R2(u
2, v), где R2(w, v) —

рациональная функция переменных w, v. (Рекомендуем читателю доказать это.)
Применив подстановку t = cosx, достигаем рационализации интеграла, так как∫

R(sin x, cos x) dx =

∫
R2(sin

2 x, cosx) sin x dx =

= −
∫
R2(1 − cos2 x, cosx) d cosx =

∫
R3(t) dt,
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где R3(t) — рациональная функция переменной t.

Примеры.

5. ∫
dx

(2 + cosx) sin x
=

1

6
ln

(1 − cosx)(2 + cosx)2

(1 + cosx)2
+ C.

Вычисления опускаем.

Если функция R(u, v) нечетна по второму аргументу, т.е. R(u,−v) = −R(u, v),
рационализирующей оказывается подстановка t = sin x.

Если функция R(u, v) не меняет своего значения при одновременной замене
знаков аргументов, т.е. R(−u,−v) = R(u, v), то рационализация может быть до-

стигнута подстановкой tg x = t. В самом деле, представив R(u, v) в видеR
(
u

v
, v

)
=

R1

(
u

v
, v

)
и заметив, что функция R1(w, v) четная относительно v, получим пред-

ставление R(u, v) = R2

(
u

v
, v2

)
, из которого следует:

∫
R(sin x, cosx) dx =

∫
R2

(
tg x,

1

1 + tg2 x

)
dx =

∫
R2(t,

1

1 + t2

)
dt.

В общей случае представление произвольной рациональной функции R(u, v)
в виде

R(u, v) =
1

2
[R(u, v)−R(−u, v)]+ 1

2
[R(−u, v)−R(−u,−v)]+ 1

2
[R(−u,−v)+R(u, v)] =

= R1(u, v) +R2(u, v) + R3(u, v),

где
R1(u, v) =

1

2
[R(u, v) − R(−u, v)],

R2(u, v) =
1

2
[R(−u, v) − R(−u,−v)],

R3(u, v) =
1

2
[R(−u,−v) +R(u, v)],

показывает, что с помощью последних трех подстановок также всегда можно осу-

ществить рационализацию
∫
R(sin x, cosx) dx, так как функция R1(u, v) нечетна

по первому аргументу, функция R2(u, v) нечетна но второму аргументу, а функ-
ция R3(u, v) не меняет своего значения при одновремеиной замене знаков обоих
аргументов.

Интегрирование выражений sinp x cosq x dx. Ограничимся случаем, когда
p и q — рациональные числа. Произведя подстановку t = sin2 x, dt = 2 sin x cosx dx,
получим равенство ∫

sinp x cosq x dx =
1

2

∫
t

p−1
2 (1 − t)

q−1
2 dt,
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т.е. интеграл от биномиального дифференциала, который может быть выражен

через элементарные функции, если 1)
q − 1

2

(
или

p− 1

2

)
есть целое число и 2)

если
p+ q

2
есть целое число.

В случае целых p и q применением метода интегрирования по частям мож-
но получить рекуррентные формулы (формулы приведения), повышающие или
понижающие степень косинуса:∫

sinp x cosq x dx =
cosq−1 x sinp+1 x

p+ q
+
q − 1

p+ q

∫
sinp x cosq−2 x dx,

∫
sinp x cosq x dx = −cosq+1 x sinp+1 x

q + 1
+
p+ q + 2

q + 1

∫
sinp x cosq+2 x dx,

и аналогичные формулы для синуса.

Интегрирование выражений eαxP (x) dx, Q(x) cos βx dx, Q(x) sin βx dx, где
P (x) и Q(x) — многочлены, может быть произведено повторным применением
метода интегрирования по частям. Например,∫

eαxP (x) dx =
1

α
eαxP (x) − 1

α

∫
eαxP ′(x) dx.

Примевив к интегралу
∫
eαxP ′(x) dx? вторично формулу интегрирования по ча-

стям, получим:∫
eαxP (x) dx =

1

α
eαxP (x) − 1

α2
eαxP ′(x) +

1

α2

∫
eαxP ′′(x) dx

и т.д.

Так как после каждого интегрирования по частям степень многочлена под
знаком интеграла понижается на единицу, очевидно, что после конечного чис-

ла шагов получим табличной интеграл от eαx dx, т.е. равенство
∫
eαxP (x) dx =

eαxQ(x) + C, где Q(x) — многочлен такой же степени, как и P (x).

Аналогичным образом вычисляются интегралы вида∫
P (x) sinαx dx,

∫
Q(x) cos βx dx.

Часто встречающиеся интегралы
∫
eαx cosβx dx и

∫
eαx sin βx dx вычисля-

ются двухкратным интегрированием по частям. Так,∫
eαx sin βx dx = eαx

(
− cosβx

β

)
+
α

β

∫
eαx cosβx dx =

= −e
αx cosβx

β
+
α

β

(
eαx sin βx

β
− α

β

∫
eαx sin βx dx

)
,
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откуда (
1 +

α2

β2

)∫
eαx sin βx dx = −−βeαx cos βx+ αeαx sin βx

β2
+ C,

и, следовательно, ∫
eαx sin βx dx =

eαx(α sin βx− β cosβx)

α2 + β2
+ C.

Аналогичная формула получается для
∫
eαx cosβx dx.

Понятие об эллиптических интегралах. В связанных с приложениями
задачах нередко встречаются интегралы от выражений R(x,

√
P (x)) dx, где R(x, y)

— рациональная функция переменных x и y, а P (x) — многочлен степени k ≥ 3.
Можно показать, что в общем случае интегралы от таких выражений не могут
быть представлены в виде конечной суперпозиции элементарных функций и опре-
деляют некоторые новые классы трансцендентных функций. Так, в частности,
важное значение имеют интегралы∫

dx√
(1 − x2)(1 − k2x2)

,

∫
x2 dx√

(1 − x2)(1 − k2x2)
,

∫
dx

(1 + hx2)
√

(1 − x2)(1 − k2x2)
,

называемые эллиптическими интегралами, соответственно первого, второго и
третьего рода, для которых имеются подробные таблицы значений. К эллиптиче-
ским интегралам приводит, например, задача о вычислении длины дуги эллипса
и гиперболы, несколько подробнее об этом будет сказано далее.

Рассмотрим в качестве примера применение неопределенного интеграла при
описании движения тела переменной массы, величина которой изменяется со вре-
менем. Таким телом является, например, ракета. Предположим, что из ракеты
с большой скоростью выбрасываются газы, являющиеся продуктами сгорания ее
топлива. По третьему закону Ньютона, выбрасываемые газы, в свою очередь, воз-
действуют на ракету с равной, но противоположно направленной силой. Обозна-
чим через f равнодействующую внешних сил (земное притяжение, сопротивление
среды и пр.), действующих на ракету. Если m(t) — масса ракеты и v(t) — ее ско-
рость, то приращение количества движения ракеты за время Δt будет следующим:

(m+ Δm)(v + Δv) −mv = +Δμṽt,

где Δμ — количество газа, образовавшегося за время Δt; ṽt — средняя скорость
истечения газа. Согласно второму закону Ньютона, приращение количества дви-
жения равно ?Δt. Учитывая, что в силу закона сохранения массы, Δm+ Δμ = 0,
получив равенство

mΔv + vΔm+ ΔmΔv − ṽtΔm = fΔt.
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Разделив обе части этого равенства на Δt и устремив Δt к нулю, получим в пределе

(считая, что
dm

dt
и
dv

dt
существуют и конечны):

m
dv

dt
+ (v − ṽt)

dm

dt
= f,

где ṽt > 0 — скорость истечения газа в момент времени t.

Это уравнение было получено впервые русским механиком И.В. Мещерским
и носит его имя.

Рассмотрим движение ракеты при отсутствии внешних сил, приняв его пря-
молинейным. Тогда скорости v и ṽt можно считать скалярными величинами. В
этом случае уравнение Мещерского примет следующий вид:

m
dv

dt
+ (v − ṽt)

dm

dt
= 0

или, в дифференциалах,
mdv + (v − ṽt) dm = 0.

Сделаем еще одно допущение: предположим, что разность v− ṽt = v0, являющаяся
скоростью истечения газа относительно ракеты, не изменяется. Тогда получим
равенство

dv0

dm
= −
√
v − ṽt
m

,

проинтегрировав которое, найдем:

v = −(v − ṽt) lnm+ C.

Полагая, что в момент времени t = 0 скорость v = 0, получим: c = (v − v0) lnm0,
где m0 — начальная масса ракеты, и, следовательно,

v = (v − ṽt) ln
m0

m
,

или
m0

m
= e

v

v − ṽt .

Это формула Циолковского, характеризующая движение ракеты.
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Глава VIII

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ (РИМАНА21)

Одна из задач, с которой постоянно сталкиваются физики, астрономы, гео-
дезисты, инженеры и другие представители естествознания и техники, состоит в
определении площади плоской фигуры. Не вдаваясь в строгое определение площа-
ди плоской фигуры (такое определение будет дано далее), покажем, как нахожде-
ние ее площади естественно приводит к необходимости рассматривать некоторые
последовательности чисел, пределами которых и будет определенный интеграл.

§ 1. Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла

1. Пусть на отрезке [a, b] задана неотрицательная непрерывная функция f(x)
и aAbB — плоская фигура, ограниченная отрезком [a, b] оси Ox, кривой AB и
прямыми x = a и x = b (рис. 29).

Назовем такую фигуру криволинейной трапецией.

A

B

Ak

Ak+1

xk ξk xk+1a bO x

y

Рис. 29
Для нахождения площади aAbB поступим следующим образом: системой от-

резков прямых, параллельных оси Oy, разобьем aAbB на криволинейные трапеции
(«элементарные части»). Обозначим через x0, x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xm−1, xm перену-
мерованные в направлении от a к b, соответствующие абсциссы этих отрезков.
Таким образом,

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xk < xk+1 < . . . xm−1 < xm = b.

21Б. Риман (1826–1866) — немецкий математик.
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В силу непрерывности функции f(x) значения f(x) на каждом из отрезков
[xk, xk+1] разбиения [a, b] при достаточной малости длины отрезков мало отли-
чаются друг от друга. Поэтому приближенно, с погрешностью тем меньшей, чем
меньше длина отрезка разбиения [a, b], можно считать, что f(x) на каждом отрезке
[xk, xk+1] принимает постоянное значение, равное значение f(x) в некоторой точке
ξk ∈ [xk, xk+1]. Геометрически это означает, что вместо элементарной криволиней-
ной трапеции мы рассматриваем прямоугольник с основанием [xk, xk+1] и высотой,
равной f(ξk). Площадь элементарной криволинейной трапеции xkAkAk+1xk+1 при-
ближенно выразим произведением f(ξk)(xk+1 −xk) или, положив Δxk = xk+1 −xk,
произведением f(ξk)Δxk. Приближенное значение площади всей криволинейной
трапеции будет равно сумме приближенных значений составляющих ее элемен-
тарных частей:

σ =
m−1∑
k=0

f(ξk)Δxk. (1)

Погрешность найденного выражения тек меньше, чек меньше размеры элементар-
ных частей разбиения. За истинное значение величины площади криволинейной
трапеции целесообразно принимать предел суммы (1) при неограниченной увели-
чении числа элементарных частей разбиения [a, b] и стремления к нуле наибольшей
длины этих частей. Положив λ = max

k
{Δxk}, приходим к пределу

lim
λ→0

m−1∑
k=0

f(ξk)Δxk,

который и представляет собой определенный интеграл.

Заметим, что из стремления λ к нулю вытекает неограниченное возрастание
числа элементарных частей разбиения [a, b].

2. Обратимся к рассмотренной в § 1 гл. VII задаче о восстановлении пути
движущейся материальной точки за промежуток времени [t0, t0 + T ] по известной
скорости v(t) движения точки на этом промежутке. Предположив, что в тече-
ние небольших промежутков времени скорость движения v(t) изменяется мало,
разобьем промежуток [t0, t0 + T ] на достаточно большое число настолько малых
частей, чтобы на протяжении каждой из них скорость могла быть принята по-
стоянной (с допустимой погрешностью), равной значению скорости в произвольно
взятой точке этой части.

Пусть t1, t2, . . . , tk, tk+1, . . . , tm−1 — последовательные кочки деления (рис. 30):

t0 < t1 < t2 < . . . < tk < tk+1 < . . . < tm−1 < tm = t0 + T

и τk — произвольная точка промежутка [tk, tk+1]. Тогда путь, пройденный мате-
риальной точкой за промежуток времени [tk, tk+1] приближенно окажется равным
v(τk)(tk+1 − tk) или, при tk+1 − tk = Δtk, равным v(τk)Δtk. За все время T матери-
альная точка пройдет путь, приближенно выраженный суммой

m−1∑
k=0

v(τk)Δtk. (1′)
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t0 t1 tk tk+1 tm−1 t0 + T
Рис. 30

Полученное приближенное значение пути тем ближе к истинному, чем меньше
погрешность при замене переменной величины скорости на постоянную на каждом
элементарном участке Δtk. Поэтому значение пути является пределом суммы (1′)
при стремлении к нулю наибольшего из чисел Δtk или, если λ = max

k
{Δtk}, —

пределом

lim
λ→0

m−1∑
k=0

v(τk)Δtk.

Можно рассмотреть широкий круг различных задач из геометрии, физики
и других областей естествознания и техники, решение которых приводит к на-
хождению предела суммы вида (1). Некоторые из них будут приведены в гл. IX.

В связи с изложенным ясно, что задача отыскания пределов сумм вида (1)
и изучения их свойств важна для различных приложений, и поэтому естественно
обратиться к этой задаче в общей постановке.

§ 2. Интегрируемые функции, определенный интеграл

Назовем разбиением T отрезка [a, b] упорядоченную систему точек x0, x1, . . . , xm
этого отрезка, занумерованных в направлении от a к b, т.е. такую, что

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xk < xk+1 < . . . < xm−1 < xm = b.

Эта система точек определяет отрезки [x0, x1], [x1, x2], . . . , [xk, xk+1], . . . , [xm−1, xm],
называемые частичными отрезками разбиения T . Разбиение T ′ называется из-
мельчением разбиения T , если каждая точка разбиения T содержится среди точек
разбиения T ′. Наконец, разбиение T1 ∪ T2, определяемое точками, входящими в
каждое из разбиений T1 и T2, называется объединением этих разбиений. Ясно, что
объединение T разбиений T1 и T2 является измельчением каждого из них.

Пусть λ = λ(T ) = max
k

Δxk. Последовательность разбиений {Tn} отрезка
[a, b] назовем неограниченно измельчающейся, если λn = λ(Tn) → 0 при n→ ∞.

Пусть f : [a, b] → R и T — некоторое разбиение [a, b]. На каждом частичном
отрезке [xk, xk+1] разбиения фиксируем произвольную точку ξk и составим сумму

s(f, T, ξ) =

m−1∑
k=0

f(ξk)Δxk, (1)

где Δxk = xk+1 − xk. Значение этой сумма для заданной функции f(x), очевидно,
зависит от выбранного разбиения T и положения точек ξ0, ξ1, . . . , ξm−1 на частич-
ных отрезках разбиения. Сумма (1) называется интегральной суммой для f(x),
соответствующей разбиению T и точкам ξ0, ξ1, . . . , ξm−1.
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Определение. Если для любой неограниченно измельчающейся последова-
тельности разбиений {Tn} отрезка [a, b] и при любом выборе точек ξ(n)

k на отрез-
ках [x

(n)
k , x

(n)
k+1] разбиения Tn последовательность интегральных сумм, соответству-

ющих этим разбиениям, имеет конечный предел, значение которого не зависит ни
от характера каждого разбиения (на равные или неравные частичные отрезки),
ни от выбора точки ξ

(n)
k на частичном отрезке [x

(n)
k , x

(n)
k+1], то функция f(x) на-

зывается интегрируемой на отрезке [a, b], а указанный предел — определенным
интегралом от функции f(x) по отрезку [a, b] и обозначается через

b∫
a

f(x) dx.22

Таким образом,

b∫
a

f(x) dx = lim
λn→0

mn−1∑
k=0

f(ξ
(n)
k )Δx

(n)
k .

В этом обозначении определенного интеграла f(x) называется подынтегральной
функцией, произведение f(x) dx — подынтегральным выражением, а числа a и b
— соответственно нижним и верхним пределами интегрирования.

Подсчитаем значение определенного интеграла от функции f(x) = c = const
на [a, b]. Для любого разбиения отрезка [a, b]

s(f, T, ξ) =
m−1∑
k=0

f(ξk)Δxk =
m−1∑
k=0

cΔxk = c(b− a).

Поэтому предел этой суммы для любой неограниченно измельчающейся последо-
вательности разбиений также равен c(b− a).

Итак,
b∫

a

c dx = c(b − a), что при c > 0 вполне согласуется с геометрическим

смыслом интеграла.

Из определения вытекает следующее необходимое условие интегрируемости
функции.

Теорема. Для того чтобы функция f(x) была интегрируемой на промежут-
ке [a, b], необходимо, чтобы она была ограниченной на этом промежутке.

Доказательство. Предположим, что функция f(x) неограничена на [a, b].
Тогда какую бы неограниченно измельчающуюся последовательность разбиений
Tn отрезка [a, b] мы ни взяли, при каждом фиксированном n, по крайней мере на

22Заметим, что если последовательность интегральных сумм имеет предел для любой после-
довательности {Tn} разбиений указагного вида, то легко показать, что значения предела будет
одинаковым для всех последовательностей разбиений.
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одном частичном отрезке, например, на [x
k
(n)
0
, x

k
(n)
0 +1

], функция f(x) будет неогра-
ниченной. Интегральную сумму s(f, T, ξ(n)) представим в виде

s(f, T, ξ(n)) =
∑
k �=k(n)

0

f(ξ
(n)
k )Δx

(n)
k + f(ξ

(n)

k
(n)
0

)Δx
(n)

k
(n)
0

.

Выбрав каким-либо образом и зафиксировав точки ξ
(n)
k , k �= k0, возьмем затем

ξ
(n)

k
(n)
0

, так, чтобы

|f(ξ
(n)

k
(n)
0

Δx
(n)

k
(n)
0

| >
∣∣∣∣ ∑
k �=k(n)

0

f(ξ
(n)
k )Δx

(n)

k(n)

∣∣∣∣+ n.

Это всегда можно сделать в силу неограниченности f(x) на [x
k
(n)
0
, x

k
(n)
0 +1

]. Но тогда
|s(f, Tn, ξ(n))| > n, т.е. s(f, Tn, ξ(n)) → ∞, что противоречит интегрируемости f(x)
на [a, b]. Теорема доказана.

В дальнейшем, если не оговорено противное, будем предполагать функции
ограниченными.

Легко показать, что установленное в теореме необходимое условие интегри-
руемости не является достаточным. Для этого рассмотрим на [a, b] функцию Ди-
рихле, определяемую равенством

f(x) =

{
1, если x рациональная точка,
0, если x иррациональная точка.

Как известно, множество рациональные точек и множество иррациональных
точек на промежутке [a, b] плотны, т.е. для любого разбиения [a, b] на каждом
частичном отрезке имеются как рациональные, так и иррациональные точки. Ес-
ли для каждого разбиения Tn образовать две интегральные суммы — s′n и s′′n, в
одной из которых (например, s′n) выбрать в качестве ξ(n)

k на отрезке [x
(n)
k , x

(n)
k+1]

рациональную точку, а в другой (s′′n) — иррациональную точку, то получим:

s′n =
mn−1∑
k=0

1 · Δx(n)
k = b− a,

s′′n =
mn−1∑
k=0

0 · Δx(n)
k = 0.

Ясно, что lim
λn→0

s′n = b− a, lim
λn→0

s′′n = 0, т.е. значения пределов интегральных сумм

зависят от выбора точек ξ(n)
k на частичных отрезках, что означает неинтегрируе-

мость функции Дирихле, ограниченной на [a, b].

В связи с этим примером важное значение приобретает вопрос о достаточ-
ных условиях интегрируемости функции. Для решения этого вопроса введем в
рассмотрение так называемые суммы Дарбу.
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§ 3. Верхние и нижние суммы Дарбу23 и их свойства.
Признак Дарбу существования интеграла

Пусть f(x) — ограниченная на [a, b] функция и T = {x0, x1, . . . , xk, xk+1,
. . . , xn−1, xn} — некоторое фиксированное разбиение отрезка [a, b]. Множество зна-
чений f(x) на частичном отрезке [xk, xk+1] разбиения T является ограниченным,
поэтому существуют числа

mk = inf
[xk,xk+1]

f(x),

Mk = sup
[xk,xk+1]

f(x).

Ясно, что при произвольном значении ξk ∈ [xk, xk+1]

mk ≤ f(ξk) ≤Mk. (1)

Положим

s(f, T ) =
m−1∑
k=0

mkΔxk =
∑
T

mkΔxk,

s(f, T ) =
m−1∑
k=0

MkΔxk =
∑
T

MkΔxk.

Определенные этими равенствами величины s(f, T ) и s(f, T ) называются соот-
ветственно нижней и верхней суммами Дарбу для функции f(x), отвечающими
разбиению T промежутка [a, b]. Из неравенства (1) следует, что для любой инте-
гральной суммы s(f, T, ξ), соответствующей разбиению T , выполняется неравен-
ство

s(f, T ) ≤ s(f, T, ξ) ≤ s(f, T ). (2)

Из определения величин mk и Mk вытекает, что всевозможные интеграль-
ные суммы s(f, T, ξ), соответствующие фиксированному разбиению T , обладают
следующим свойством.

Свойство 1.

s(f, T ) = inf
ξk

{s(f, T, ξ0, ξ1, . . . , ξn−1)},

s(f, T ) = sup
ξk

{s(f, T, ξ0, ξ1, . . . , ξn−1)}.
(3)

Пусть теперь T — некоторое разбиение и T ∗ — какое-нибудь измельчение
разбиения T . Тогда выполняется следующее свойство.

Свойство 2.

s(f, T ∗) ≥ s(f, T ), s(f, T ∗) ≤ s(f, T ), (4)

т.е. при измельчении разбиения нижняя сумма не уменьшается, а верхняя сумма
не увеличивается.

23Ж. Дарбу (1842–1917) — французский математик.
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Докажем неравенство (4), например, для верхних сумм (для нижних сумм до-
казательство аналогично). При этом достаточно ограничиться случаем, когда T ∗

получается из T добавлением лишь одной точки, потому что произвольное измель-
чение T ∗ можно рассматривать как получающееся из T в результате нескольких
последовательных измельчений, состоящих в добавлении лишь одной новой точки
деления.

Итак, пусть T ∗ получается из T добавлением точки xj на промежутке [xj , xj+1].
Тогда в суммах s(f, T ) и s(f, T ∗) совпадают все слагаемые, соответствующие про-
межуткам [xk, xk+1], для которых k �= j и только слагаемому Mj(xj+1 − xj) сум-
мы s(f, T ) будут соответствовать в сумме s(f, T ∗) два слагаемых M ′

j(xj − xj) и
M ′′

j (xj+1 − xj), где M ′
j = sup

[xj ,xj ]

f(x), M ′′
j = sup

[xj ,xj+1]

f(x).

Так как
M ′

j ≤Mj , M ′′
j ≤ Mj

то

Mj(xj+1 − xj) = Mj(xj − xj) +Mj(xj+1 − xj) ≥Mj(xj − xj) +M ′′
j (xj+1 − xj),

откуда следует справедливость неравенства (4) для верхних сумм.

Пусть T ′ и T ′′ — два произвольных разбиения [a, b]. Тогда выполняется сле-
дующее свойство.

Свойство 3.
s(f, T ′) ≤ s(f, T ′′), (5)

т.е. любая нижняя сумма не превосходит каждой верхней суммы.

Для доказательства этого факта введем в рассмотрение вспомогательное раз-
биение T ∗ = T ′ ∪ T ′′, являющееся измельчением каждого из разбиений T ′ и T ′′.
Тогда, в силу (2) и (4),

s(f, T ′) ≤ s(f, T ∗) ≤ s(f, T ∗) ≤ s(f, T ′′),

что приводит к неравенству (5).

Пусть T0 — некоторое, фиксированное разбиение. Тогда для любого разбиения
T , в силу (5),

s(f, T ) ≤ s(f, T0),

s(f, T ) ≥ s(f, T0).
(6)

Из неравенств (6) следует, что множество всех нижних сумм, отвечающих все-
возможным разбиениям отрезка [a, b], ограничено сверху, а множество всех верх-
них сумм, соответствующих всевозможным разбиениям отрезка [a, b], ограничено
снизу. Положим

I = inf
T

{s(f, T )}, I = sup
T
{s(f, T )}. (7)

Числа I и I, определяемые равенствами (7), называются соответственно верхним
и нижним интегралами Дарбу.
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Так как любая нижняя сумма s(f, T ′) не превосходит каждой верхней суммы
s(f, T ), то очевидно, что sup

T ′
s(f, T ′) ≤ inf

T
{s(f, T ), т.е., I ≤ I. Таким образом,

s(f, T ′) ≤ I ≤ I ≤ s(f, T ′) (8)

для любого разбиения T .

Теорема 1. (Дарбу) Для любой неограниченно измельчающейся последова-
тельности разбиений Tn

lim
λn→0

s(f, T ′) = I,

lim
λn→0

s(f, T ′) = I.
(9)

Доказательство. Рассмотрим например, случай верхних сумм. Возьмем про-
извольное число ε > 0 и покажем, что существует такое число n0 = n0(ε), такое,
что при всех n ≥ n0 выполняется неравенство

s(f, T ) ≥ I + ε. (10)

Так как I — точная нижняя граница всех верхних сумм, то найдется сумма s(f, T0),
для которой выполнено неравенство

s(f, T0) < I +
ε

2
. (11)

Пусть T0 = {x0
0, x

0
1, . . . , x

0
j , x

0
j+1, . . . , x

0
p}. Выберем номер n0, так, чтобы при n ≥ n0

выполнялось неравенство
λn = λ(Tn) <

ε

2Ωp
, (12)

где Ω — колебание функции f(x) на отрезке [a, b]. Фиксируем произвольное n ≥ n0

и введем в рассмотрение новое разбиение T ∗ = T0 ∪ Tn. В соответствии с неравен-
ствами (4) и (11) имеем:

s(f, T ∗) ≤ s(f, T0) < I +
ε

2
. (13)

С другой стороны,

0 ≤ s(f, Tn) − s(f, T ∗) <
ε

2
. (14)

В самом деле, слагаемые сумм s(f, Tn) и s(f, T ∗), соответствующие тем отрез-
кам разбиения Tn, на которых нет точек деления разбиения T0, совпадают, значит,
различие сумм s(f, Tn) и s(f, T ∗) происходит лишь за счет тех отрезков разбие-
ния Tn, которые с помощью точек деления разбиения T0 заменены в разбиения T ∗

несколькими отрезками.

Предположим, что [x
(n)
k , x

(n)
k+1] — частичный отрезок разбиения Tn, во внут-

ренюю часть которого попали точки x0
jν , ν = 0, 1, . . . , l, x0

j0 = x
(n)
k , x0

jl = x
(n)
k+1

разбиения T0 и, следовательно,

[x
(n)
k , x

(n)
k+1] =

l⋃
ν=0

[x0
jν , x

0
jν+1].
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Пусть
M

(0)
jν = sup

[x0
jν ,x

(0)
jν+1]

f(x), Δx0
jν = x0

jν+1 − x0
jν .

Ясно, что
M

(0)
jν ≤M

(n)
k = sup

[x
(n)
k ,x

(n)
k+1]

f(x), ν = 0, 1, 2, . . . , l.

Поэтому

M
(n)
k −

l−1∑
ν=0

M0
jνΔx

0
jν =

l−1∑
ν=0

M
(n)
k Δx0

jν −
l−1∑
ν=0

M
(0)
jν Δx0

jν =

=
l−1∑
ν=0

(M
(n)
k −M

(0)
jν )Δx0

jν ≤ Ω
l−1∑
ν=0

Δx0
jν = ΩΔx

(n)
k ≤ Ωλn <

ε

2p
.

Так как число отрезков [x
(n)
k , x

(n)
k+1], подвергшихся разбиению при переходе от Tn к

T ∗, не больше, чем число p− 1 точек деления разбиения T0, то

s(f, Tn) − s(f, T ∗) <
ε

2p
· p =

ε

2
,

и неравенство (14) доказано.

Теперь доказательство теоремы Дарбу для верхних сумм завершается без
труда. В силу неравенств (13) и (14) для n ≥ n0 имеем:

s(f, Tn) − I = [s(f, Tn) − s(f, T ∗)] + [s(f, T ∗) − I] <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Так как, с другой стороны,
s(f, Tn) − I ≥ 0,

для любых n, то
lim
n→∞

s(f, Tn) = I.

Теорема доказана.

Признак Дарбу существования интеграла. Для того чтобы функция
f(x), ограниченная на отрезке [a, b], была интегрируема на этом отрезке, необ-
ходимо и достаточно, чтобы I = I.

Необходимость. Предположим, что функций f(x) интегрируема на [a, b].
Тогда для любой неограниченно измельчающейся последовательности разбиений
{Tn} этого отрезка

s(f, Tn, ξ
(n)) → I =

b∫
a

f(x) dx

и для любого числа ε > 0 найдется номер n0 = n0(ε), такой, что при n ≥ n0

I − ε < s(f, Tn, ξ
(n)) < I + ε.

Но тогда для таких номеров n имеем:

I − ε ≤ sup
ξ

s(f, Tn, ξ
(n)) <≤ I + ε,
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откуда, в силу свойства 1 сумм Дарбу,

I − ε ≤ s(f, Tn) ≤ I + ε при n ≥ n0,

т.е.
s(f, Tn) → I при n→ ∞.

С другой стороны, по теореме Дарбу,

s(f, Tn) → I.

Следовательно,
I = I.

Аналогичным образом находим, что I = I. Таким образом, необходимость дока-
зана.

Достаточность. Пусть I = I = I и {Tn} — произвольная неограниченно
измельчающаяся последовательность разбиений отрезка [a, b]. Так как по теореме
Дарбу, lim

n
s(f, Tn) = I = I и lim

n
s(f, Tn) = I = I, то для любого числа ε > 0

найдется число n0 = n0(ε), такое, что при n ≥ n0

I − ε < s(f, Tn) ≤ s(f, Tn) < I + ε.

Но s(f, Tn) ≤ s(f, Tn, ξ
(n)) ≤ s(f, Tn), и поэтому при n ≥ n0

I − ε < s(f, Tn, ξ
(n)) < I + ε,

т.е. s(f, Tn, ξ(n) → I при n→ ∞. Это означает, что функция f(x) интегрируема на
[a, b], что требовалось доказать.

Следствие 1. Для того чтобы ограниченная на отрезке [a, b] функция f(x)
была интегрируема на этой отрезке, необходимо и достаточно, чтобы для любо-
го числа ε > 0 нашлось хотя бы одно разбиение T = {x0 = a, x1, . . . , xn−1, xn = b}
отрезка [a, b], такое, что

n−1∑
i=0

ωiΔxi < ε, (15)

где ωi — колебание f(x) на [xi, xi+1].

В самом деле, неравенство (15) тождественно с неравенством

s(f, T ) − s(f, T ) < ε, (16)

а неравенство (16), как легко убедиться, эквивалентно условию I = I.

Следствие 2. Для того чтобы ограниченная на отрезке [a, b] функция f(x)
была интегрируема на этом отрезке, необходимо и достаточно, чтобы для лю-
бой неограниченно измельчающейся последовательности разбиений Tn отрезка
[a, b]

lim
n

mn−1∑
i=0

ω
(n)
i Δx

(n)
i = 0,
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где ω(n)
i — колебание f(x) на отрезке [x

(n)
i , x

(n)
i+1].

Доказательство этого утверждения предоставляем читателю.

Для доказательства интегрируемости тех или иных классов функций удобнее
пользоваться следствиями типа 1, 2, чем признаком Дарбу. Проиллюстрируем это
следующей теоремой.

Теорема 2. Непрерывная на отрезке [a, b] функция f(x) интегрируема на
этом отрезке.

Доказательство. В саду теоремы Кантора, функция f(x) равномерно непре-
рывна на [a, b]. Поэтому для любого числа ε > 0 найдется число δ > 0, такое, что
из x′, x′′ ∈ [a, b], |x′ − x′′| < δ следует:

|f(x′) − f(x′′)| < ε

b− a
.

Возьмем произвольное разбиение T отрезка [a, b], такое, что λ = λ(T ) < δ.
Если [xi, xi+1] — какой-либо частичный отрезок разбиения T и

mi = min
[xi,xi+1]

f(x), Mi = max
[xi,xi+1]

f(x), i = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

то
mi = f(x′i), Mi = f(x′′i ), x′i, x

′′
i ∈ [xi, xi+1],

ωi = Mi −mi = f(x′′i ) − f(x′i) <
ε

b− a
, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1

и, следовательно,
n−1∑
i=0

ωiΔxi <
ε

b− a

n−1∑
i=0

Δxi = ε.

Но тогда, по следствию 1, функция f(x) интегрируема на [a, b].

§ 4. Признак интегрируемости Лебега24

Для формулировки признака интегрируеыости Лебега понадобятся некото-
рые новые понятия.

Пусть N — множество точек разрыва функции f(x), заданной на отрезке [a, b].
Ясно, что N состоит из тех и только тех точек x ∈ [a, b], в которых колебания
ω(f, x) функции f(x) больше нуля. Легко видеть, что

N =

∞⋃
n=1

N 1
n
,

где N 1
n

=

{
x ∈ [a, b]| ω(f, x) ≥ 1

n

}
.

24А. Лебег (1875–1941) — французский математик.
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Нетрудно показать, что множество Nα = {x ∈ [a, b]| ω(f, x) ≥ α} замкнуто
для любого числа α > 0. В самом деле, пусть x0 — предельная точка множе-
ства Nα. Так как [a, b] ⊃ Nα, то x0 будет предельной точкой также для [a, b],
и в силу замкнутости отрезка x0 ∈ [a, b]. Пусть, далее, Uδ(x0) — произвольная
δ-окрестность точки x0. Тогда в Uδ(x0) попадет хотя бы одна толка x̄ ∈ Nα, и
поэтому ω(f, Uδ(x0)) ≥ ω(f, x̄) ≥ α. Но тогда

ω(f, x0) = lim
δ→0

ω(f, Uδ(x0)) ≥ α,

т.е. x0 ∈ Nα. Замкнутость Nα доказала.

Лемма Пусть f : [a, b] → R и ω(f, x) < α в каждой точке x ∈ [a, b]. Тогда
найдется число λ > 0, такое, что для любых точек x′, x′′ ∈ [a, b] и таких, что
|x′ − x′′| < λ, будем иметь |f(x′) − f(x′′)| < α.

Доказательство. Предположим противное, т.е. что существует α0 > 0, та-
кое, что для любого числа λ > 0 найдутся точки x′λ и x′′λ, x′λ, x′′λ ∈ [a, b], такие, что

|f(x′λ) − f(x′′λ)| ≥ α0, хотя |x′λ − x′′λ| < λ. Положим λ = 1,
1

2
, . . . ,

1

n
, . . . и обозначим

точки x′λ и X ′′
λ , соответствующие этим значениям λ =

1

n
через x′n и x′′n. В силу

компактности отрезка [a, b] из последовательности {x′n} можно выделить подпо-
следовательность x′ni

, сходящуюся к точке x0 ∈ [a, b]. Тогда {x′′ni
} также сходится

к x0.

Пусть Uδ(x0) — произвольная окрестность точки x0. Так как x′ni
и x′′ni

∈ Uδ(x0)
при достаточно больших номерах ni, то ω(f, Uδ(x0)) ≥ |f(x′ni

)−f(x′′ni
)| ≥ α0. Но то-

гда ω(f, x0) = lim
δ→0

ω(f, Uδ(x0)) ≥ α0, что противоречит условию. Лемма доказана.

Определим теперь понятие множества меры нуль и множества длины нуль.

Определение 1. Условимся говорить, что множество M имеет (линейную)
меру нуль, если для ∀ ε > 0 существует такое покрытие M не более чем счетным
набором интервалов, что сумма длин, любого конечного набора интервалов этого
покрытия меньше < ε.

Простейшим примером множества меры нуль является, очевидно, конечное
множество, более сложным — счетное множество, в частности, множество раци-
ональных точек отрезка. В самом деле, пусть M = {x1, x2, . . . , xk, . . .} — счетное
множество. Окружим точку xk ∈ M интервалом U(xk, δk) длины 2δk <

ε

2k+1
. В ре-

зультате получки систему интервалов {U(xk, δk)}, образующую покрытие M. Сум-
ма длин интервалов любого конечного набора из этого покрытая, очевидно, мень-

ше суммы достаточно большого числа N членов бесконечной прогрессии
{

ε

2k+1

}
:

n∑
k=1

2δk <
N∑
k=1

1

2k+1
< ε.

Аналогичными рассуждениями можно проверить, что множество M, являю-
щееся объединением конечного или счетного набора множеств меры нуль, имеет
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меру нуль. Очевидно также, что каждое подмножество множества меры нуль име-
ет меру нуль.

Определение 2. Условимся говорить, что множество M имеет длину нуль, ес-
ли для каждого числа ε > 0 найдется покрытие M конечным набором интервалов
с суммой длин, меньшей ε.

Ясно, что множество длины нуль имеет и меру нуль. Обратное в общем случае
неверно.

Однако нетрудно установить, что замкнутое и ограниченное множество ме-
ри нуль имеет длину нуль. Действительно, если M замкнуто и ограничено, то,
по лемме Бореля, из любого покрытия M системой интервалов можно выделить
конечное покрытие, в частности, из счетного покрытия с суммой длин любого ко-
нечного набора, меньшей заданного ε, можно выделить конечное покрытие, сумма
длин интервалов которого меньше ε.

Замечание. Никакой отрезок не может иметь меру, равную нулю. Действи-
тельно, если бы мера некоторого отрезка [α, β], была равна нулю, то и его длина
была бы равна нулю. Но для любого покрытия отрезка [α, β] конечным набором
интервалов сумма длин интервалов покрытая не может быть меньше длин отрез-
ка [α, β]. Для случая покрытия [α, β] одним интервалом последнее утверждение
очевидно. Общий случай читатель без труда проверит, используя метод матема-
тической индукции.

Теперь можем доказать следующую важную теорему.

Теорема. (Лебег) Для того чтобы ограниченная на [a, b] функция f(x) была
интегрируемой, необходимо и достаточно, чтобы множество ее точек разрыва
имело меру нуль.

Необходимость. Пусть f(x) — интегрируемая на [a, b] функция. Покажем,
что множество N = {x : ω(f, x) > 0} имеет меру нуль. Для этого достаточно
показать, что при ∀ n ∈ N множество N 1

n
имеет меру нуль, так как тогда, в силу

сказанного выше, N =
∞⋃
n=1

N
1

n
также будет множеством меры нуль.

Доказательство поведем от противного и допустим, что для некоторого числа
n0 множество N 1

n0

не является множеством меры нуль. Так как N 1
n0

ограничено
и замкнуто, то сделанное предположение равносильно предположению, что N 1

n0

не является множеством длины нуль. Это значит, что найдется число ε0 > 0,
такое, что любое покрытие N 1

n0
конечной системой интервалов имеет сумму длин

интервалов не меньшую, чем ε0.

Взяв произвольное разбиение T отрезка [a, b] на части системой точек {x0, x1,
. . . , xn} и заменив каждый отрезок [xk, xk+1] интервалом (xn − δ, xk+1 + δ), где
δ > 0 произвольно мало, получим конечное покрытие отрезка [a, b], а значит, и
множества N 1

n0

. Выделим из этого покрытия такие интервалы, которые содержат
точки N 1

n0

. Сумма длин этих интервалов не меньше ε0. В силу произвола в выборе
δ отсюда вытекает, что сумма длин отрезков разбиения [xk, xk+1]

∗, содержащих
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точки N 1
n0

, также не может быть меньше ε0. Но тогда

n−1∑
k=0

ωkΔxk ≥
∑

[xk,xk+1]∗
ωkΔxk ≥

1

n0
· ε0,

что, в силу следствия 1 признака Дарбу, противоречит предположению об инте-
грируемости f(x) на [a, b].

Достаточность. Предположим теперь, что множество N имеет меру нуль.
Тогда для любого числа α > 0 множество Nα также имеет меру нуль, а так как Nα

— ограниченное и замкнутое множество, то его длина тоже равна нулю. Возьмем
произвольное число ε > 0. Тогда для чисел α0 =

ε

2(b− a)
и ε′ =

ε

4Ω
, где Ω —

колебание f(x) на [a, b], найдется покрытие Nα0 конечным набором интервалов
U1, U2, . . . , Uν , сумма длин которых меньше ε′.

Выберем λ так, чтобы λ <
ε′

2ν
и λ < min

j
α(Uj), где α(Uj) — длина интервала

Uj, и разобьем [a, b] на частичные отрезки длины, не превосходящей λ. Далее, те
частичные отрезки [xk, xk+1], которые не имеют общих точек ни с одним интерва-
лом Uj , j = 1, 2, . . . , ν, дополнительно разобьем, если это необходимо, на отрезки
длины, меньшей, чем λ0, где λ0 — число, соответствующее α0 в лемме 1. Тогда
получим некоторое разбиение T отрезка [a, b], причем, в силу леммы 1, колебание

функции на частичных отрезках [xi, xi+1], не имеющих общих точек с
ν⋃
j=1

Uj , не

будет превосходить α0.

Оценим сумму
∑
i

ωiΔxi =
′∑
ωiΔxi+

′′∑
ωiΔxi, где к сумме

∑′ отнесем сла-

гаемые, которые соответствуют отрезкам [xk, xk+1] разбиения T , имеющим непу-
стое пересечение хотя бы с одним интервалом покрытия U1, . . . , Uν , а к сумме∑′′ — слагаемые, которые соответствуют отрезкам раэбиения, не имеющим точек,

принадлежащих объединению
ν⋃
j=1

Uj. Легко видеть, что сумма длин отрезков раз-

биения, имеющих непустое пересечение с
ν⋃
j=1

Uj , меньше числа ε′ + 2λν < 2ε′. Но

тогда
′∑
ωkΔxk ≤ Ω

′∑
Δxk < Ω 2ε′ =

ε

2
.

С другой стороны,

′′∑
ωkΔxk ≤ α0

′′∑
Δxk ≤ α0(b− a) =

ε

2
.

Из этих неравенств следует, что существует разбиение T отрезка [a, b], такое, что∑
T

ωkΔxk < ε, а это, в соответствии со следствием 1 признака Дарбу, означает

интегрируемость функции f(x) на [a, b], что требовалось доказать.
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Из замечания к определению 2 и теоремы Лебега вытекает, в частности, что
интегрируемая на [a, b] функция f(x) имеет точки непрерывности на каждом про-
межутке [α, β] ⊂ [a, b]. Кроме того, из теоремы Лебега вытекают три следствия.

Следствие 1. Если функция f(x) непрерывна на [a, b], то она интегрируема
на этом отрезке.

Действительно, в этом случае множество N является пустым и имеет, оче-
видно, меру нуль.

Следствие 2. Функция f(x), ограниченная на [a, b] и имеющая конечное чис-
ло точек разрыва, интегрируема на [a, b].

Это очевидно, так как конечное множество имеет меру нуль.

Следствие 3. Монотонная и ограниченная на [a, b] функция интегрируема
на [a, b].

Для доказательства достаточно сослаться на теорему, согласно которой мно-
жество точек разрыва монотонной на [a, b] функции не более чей счетно.

Иногда теорему Лебега удобно применять в следующей эквивалентной форме.

Теорема (Римана). Для того, чтобы ограниченная на [a, b] функция f(x)
была интегрируемой, необходимо и достаточно, чтобы для любых положитель-
ных чисел α и β существовало такое положительное число δ = δ(α, β), что
при каждом разбиении T отрезка [a, b], для которого λ(T ) < δ сумма длин тех
отрезков разбиения, на которых колебание функции больше α, была меньше β.

Рекомендуем читателю доказать эквивалентность формулировок Римана и
Лебега.

§ 5. Основные свойства интегрируемых функций
и определенных интегралов

Свойство 1. При построении интегральных сума мы предполагали, что
функция f(x) определена на отрезке [a, b] положительной длина b − a. Для вы-
рожденного отрезка [a, a] длиной, равной нулю, положим, по определению, что

a∫
a

f(x) dx = 0. (1)

Свойство 2. Если функция f(x) интегрируема на [a, b] и c = const, то функ-
ция cf(x) также интегрируема на [a, b] и

b∫
a

cf(x) dx = c

b∫
a

f(x) dx. (2)
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Интегрируемость функции cf(x) вытекает из того, что функции f(x) и cf(x)
имеют одни и те же точки разрыва. Для доказательства равенства (2) возьмем
какую-нибудь неограниченно измельчающуюся последовательность разбиений {Tn}
промежутка [a, b] и произвольный набор точек ξ(n)

0 , . . . , ξ
(0)
mn на отрезках разбиения

Tn. Тогда из равенства

s(cf, Tn, ξ
(n)) =

mn−1∑
k=0

cf(ξ
(n)
k )Δx

(n)
k = c

mn−1∑
k=0

f(ξ
(n)
k )Δx

(n)
k = cs(f, Tn, ξ

(n))

предельный переходом при λn → 0 получаем равенство (2).

Свойство 3. Если функции f1(x) и f2(x) интегрируемы на [a, b], то сумма
f1(x) + f2(x) интегрируема на [a, b] и выполняется равенство

b∫
a

[f1(x) + f2(x)] dx =

b∫
a

f1(x) dx+

b∫
a

f2(x) dx. (3)

Интегрируемость суммы функций f1(x) и f2(x) вытекает из того, что мно-
жество точек разрыва f1(x) + f2(x) содержится в объединении множеств N1 и N2

точек разрыва функций f1(x), f2(x), каждое из которых имеет меру нуль. Равен-
ство (3) устанавливаемся таким же образом, как равенство (2), и поэтому может
быть доказано читателем самостоятельно.

Свойства 2 и 3 иногда объединяются в свойство линейности определенного
интеграла, состоящее в следующем.

Если функции f1(x) и f2(x) интегрируемы на [a, b] и c1, c2 — произвольные
константы, то линейная комбинация c1f1(x)+c2f2(x) интегрируема на [a, b] и имеет
место равенство

b∫
a

[c1f1(x) + c2f2(x)] dx = c1

b∫
a

f1(x) dx+ c2

b∫
a

f2(x) dx. (4)

Это свойство, очевидно, распространяется на любое конечное число функций.

Свойство 4. Положим, по определению, что для функции f(x), интегриру-
емой на [a, b]

a∫
b

f(x) dx = −
b∫

a

f(x) dx. (5)

Свойство 5. Если функция f(x) интегрируема на каждом из промежут-
ков [a, c] и [c, b], то она интегрируема и на промежутке [a, b] и выполняется
равенство

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.

Интегрируемость функции f(x) на [a, c] и [c, b] означает, что множество точек
разрыва f(x) на каждом из этих промежутков имеет меру нуль, откуда следует,
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что множество точек разрыва f(x) на [a, b] также имеет меру нуль, т.е. функция
f(x) интегрируема на [a, b]. Для доказательства равенства (5) рассмотрим случай,
когда a < c < b. Пусть {Tn} — произвольная неограниченно измельчающаяся
последовательность разбиений отрезка [a, b]. Без ограничения общности можно
принять, что точка c содержится среди точек деления любого разбиения Tn. Взяв
произвольный набор точек ξ(n)

0 , ξ
(n)
1 , . . . , ξ

(n)
mn на частичных отрезках разбиения Tn,

получим: ∑
[a,b]

f(ξ
(n)
k )Δx

(n)
k =

∑
[a,c]

f(ξ
(n)
k )Δx

(n)
k +

∑
[c,b]

f(ξ
(n)
k )Δx

(n)
k , (7)

где знак отрезка под знаком сумма указывает на промежуток, по частичным от-
резкам которого производится суммирование. Предельный переход в равенстве (7)
при λn приводит к равенству (6).

Допустим теперь, что точка c лежит вне отрезка [a, b], например, a < b < c.
Тогда, согласно только что рассмотренному случаю,

c∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx,

откуда, в силу равенства (5), следует справедливость равенства (6). Остальные
случаи возможного расположения точен a, b, c предлагаем рассмотреть читателю.

Заметим, что свойство 5 интеграла приводят к следующему утверждению.
Пусть функция f(x) интегрируема на [a, b] и отрезок [a, b] точками c1, c2, . . . , cν
разделен на части [a, c1], [c1, c2], . . . , [cν , b]. Тогда функция f(x) интегрируема на
каждой из этих частей и имеет место равенство

b∫
a

f(x) dx =

c1∫
a

f(x) dx+

c2∫
c1

f(x) dx+ . . .+

b∫
cν

f(x) dx.

Доказательство этого почти очевидного факта опускаем.

Свойство 6. Если функция f(x) интегрируена на [a, b], то функция |f(x)|
также интегрируема на [a, b], и при a < b выполняется неравенство

∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx. (8)

Интегрируемость функций |f(x)| на [a, b] очевидна, так как эта функция
непрерывна в точках непрерывности функции f(x), и поэтому множество точек
разрыва |f(x)|, будучи подмножеством множества меры куль, имеет меру нуль.
Для доказательства неравенства (8) достаточно в неравенстве∣∣∣∣∑

Tn

f(ξ
(n)
k )Δx

(n)
k

∣∣∣∣ ≤∑
Tn

|f(ξ
(n)
k )|Δx(n)

k

произвести предельный переход при λn → 0.
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Свойство 7. Произведение функций f1(x) и f2(x), интегрируемых на отрез-
ке [a, b], также интегрируемо на нем.

Это вытекает из того, что множество точек разрыва функции f1(x)f2(x) на
[a, b] является подмножеством объединения множеств N1 и N2 точек разрыва на
этом отрезке функций f1(x) и f2(x) соответственно, и поэтому имеет меру нуль.

Следующие свойства относится к интегрированию неравенств.

Свойство 8. Если функция f(x) интегрируема на [a, b] и f(x) ≥ 0, то при
a < b выполняется неравенство

b∫
a

f(x) dx ≥ 0; (9)

в частности, если f(x) > 0 всюду на [a, b], то

b∫
a

f(x) dx > 0. (10)

Действительно, если f(x) ≥ 0 и a < b, то каждая интегральная сумма
s(f, T n, ξ(n)), очевидно, неотрицательна, откуда следует, что предел этой суммы
при λn → 0 также неотрицателен, т.е. справедливо неравенство (9). Пусть теперь
g(x) > 0 для любого x ∈ [a, b]. Так как функция f(x) интегрируема на [a, b], то на
любой части [α, β] этого отрезка найдутся точки непрерывности f(x) (см. замеча-
ние к определению 2 на с. 25S). Пусть x0 — точка непрерывности f(x), лежащая
строго внутри отрезка [a, b]. По условию f(x0) = c0 > 0 и в силу непрерывности
f(x), найдется число δ > 0, такое, что (x0 − δ0, x0 + δ0) ⊂ [a, b] и f(x) >

c0
2

всюду
на (x0 − δ0, x0 + δ0). Но тогда

b∫
a

f(x) dx =

x0−δ∫
a

f(x) dx+

x0+δ∫
x0−δ

f(x) dx+

b∫
x0+δ

dx ≥
x0+δ∫
x0−δ

f(x) dx ≥ c0δ > 0,

что требовалось доказать.

Следствие. Если функции f(x) и g(x) интегрируемы на [a, b] и при всех
x ∈ [a, b] имеем f(x) ≤ g(x), то при a < b

b∫
a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx. (11)

При этом в случае строгого неравенства между функциями строгое неравенство
имеет место и между интегралами от этих функций.

Для доказательства неравенства (11) достаточно применить свойство 8 к
неотрицательной на [a, b] функции g(x) − f(x).
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Из доказанного неравенства, в частности, следует, что при a < b

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤M(b − a),

где
m = inf

[a,b]
f(x) и M = sup

[a,b]

f(x).

Первая теорема о среднем значении. Пусть функции f(x) и ϕ(x) ин-
тегрируемы на [a, b], функция ϕ(x) не меняет знаки на этом отрезке и m =
inf
[a,b]

f(x), M = sup
[a,b]

f(x). Тогда найдется число μ, m ≤ μ ≤ M , такое, что

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx = μ

b∫
a

ϕ(x) dx. (12)

Доказательство. Предположим для определенности, что a < b и ϕ(x) ≤ 0 на
[a, b]. Умножив неравенство m ≤ f(x) ≤M на ϕ(x) и проинтегрировав полученное
неравенство по отрезку [a, b] получим:

m

b∫
a

ϕ(x) dx ≥
b∫

a

f(x)ϕ(x) dx ≥M

b∫
a

ϕ(x) dx. (13)

Если
b∫

a

ϕ(x) dx = 0, то, в силу (13),
b∫

a

f(x)ϕ(x) dx = 0, и в равенстве (12) в

качестве μ можно взять любое число. Если
b∫

a

ϕ(x) dx �= 0, то разделив все части

неравенства (13) на
b∫

a

ϕ(x) dx, получим:

m ≤

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx

b∫
a

ϕ(x) dx

≤M.

Взяв
b∫

a

f(x)ϕ(x) dx

b∫
a

ϕ(x) dx

= μ,
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придем к равенству (12).

Следствие 1. Если функция f(x) непрерывна на [a, b], то найдется точка
c ∈ [a, b] такая, что μ = f(c). В этом случае равенство (11) принимает вид:

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx = f(c)

b∫
a

ϕ(x) dx, a ≤ c ≤ b. (14)

Следствие 2. Если ϕ(x) ≡ 1, то равенства (12) и (13) принимают следую-
щий вид:

b∫
a

f(x) dx = μ(b− a),

b∫
a

f(x) dx = f(x)(b− a).

§ 6. Определенный интеграл с переменным верхним пределом.
Формула Ньютона–Лейбница

Из определения интеграла как предела интегральных сумм следует, что зна-
чение определенного интеграла зависит лишь от подынтегральной функции f(x)
и пределов интегрирования a и b, но не зависит от того, какой буквой обозначена
переменная интегрирования, так что

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(u) du =

b∫
a

f(t) dt = . . . .

Пусть f(x) — интегрируемая на [a, b], x — произвольная точка промежутка
[a, b]. Тогда функция f(t) интегрируема и на промежутке [a, x], т.е. существует

x∫
a

f(t) dt.

Значение этого интеграла, очевидно, зависит от выбора x, и поэтому при перемен-
ной x этот интеграл определяет некоторую функцию F (x) на промежутке x:

F (x) =

x∫
a

f(t) dt. (1)

Интеграл (1), или что то же, определяемая этим интегралом функция, называет-
ся интегралом с переменный верхним пределом. Таким же образом может быть
определен интеграл о переменным нижним пределом

Φ(x) =

b∫
x

f(t) dt.
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Обратимся к установлению некоторых свойств интеграла с переменным верх-
ним пределом, заметив, что соответствующие свойства интеграла с переменным
нижним пределом устанавливаются аналогично.

Теорема 1. Интеграл с переменный верхним пределом является функцией,
непрерывной на промежутке [a, b].

Доказательство. Установив непрерывность F (x) в произвольно взятой точ-
ке x0 ∈ [a, b]. Используя свойства определенного интеграла и теорему о среднем
значении, представим приращение ΔF (x0) в виде

ΔF (x0) = F (x0 + Δx) − F (x0) =

x0+Δx∫
a

f(t) dt−
x0∫
a

f(t) dt = μΔxΔx, (2)

где mΔx ≤ μΔx ≤ MΔx, а через mΔx и MΔx обозначены соответственно точные
нижняя и верхняя границы функции f(x) на промежутке между точками x0 и
x0 + Δx.

Если m и M — нижняя и верхняя грани f(x) на [a, b], то, очевидно, m ≤
mΔx ≤ MΔx ≤M , откуда ясно, что μΔx — ограниченная переменяя величина. Это
означает, что при Δx → 0 приращение функции F (x) также стремится к нулю,
т.е. что функция F (x) непрерывна в точке x0.

Замечание. Функция f(x) предполагается только интегрируемой. В частно-
сти, точка x0 могла оказаться точкой разрыва функции f(x). Этот факт пока-
зывает, что переход от интегрируемых (вообще говоря, разрывных) функций на
[a, b] к интегралам с переменным верхним пределом от этих функций (интегриро-
вание функций) является отображением класса интегрируемых на [a, b] функций
в множество C[a, b] непрерывных на [a, b] функций.

Следующее свойство интеграла с переменным верхним пределом представля-
ет особый интерес.

Теорема 2. Интеграл с переменным верхним пределом является функцией,
доифференцируемой в каждой точке непрерывности подыинтегральной функции.
При этом если x0 — точка непрерывности f(x), то

F ′(x0) = f(x0). (3)

Доказательство. Покажем, что для непрерывной в точке x0 функции f(x)
величина μΔx в равенстве (2) имеет пределом f(x0) при Δx→ 0. Для этого возьмем
произвольное число ε > 0 и найдем такое число δ = δ(ε) > 0, что при |x − x0| =
|Δx| < δ выполняется неравенство

|f(x) − f(x0)| <
ε

2
,

или (что то же) неравенство

f(x0) −
ε

2
< f(x) < f(x0) +

ε

2
.
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Обозначив через mΔx иMΔx соответственно нижнюю и верхнюю грани множества
значений функции f(x) на промежутке между точками x0 и x0 + Δx, запишем
систему неравенств

f(x0) −
ε

2
≤ mΔx ≤ μΔx ≤ MΔx ≤ f(x0) +

ε

2
,

из которой следует, что
|μΔx − f(x))| ≤

ε

2
< ε,

т.е. что
lim

Δx→0
μΔx = f(x0).

Но тогда из (2) вытекает, что

lim
Δx→0

F (x0 + Δx) − F (x0)

Δx
= lim

Δx→0
μΔx = f(x0),

т.е. справедливость равенства (3). Теорема доказана.

Если, в частности, функция f(x) непрерывна на всем промежутке [a, b], то
функция F (x) дифференцируема на [a, b] и F ′(x) = f(x) при ∀ x ∈ [a, b], т.е. в
этом случае интеграл с переменным верхним пределом является первообразной
для подынтегральной функции. Тем самым доказан чрезвычайно важный факт.

Теорема 3. Для каждой непрерывной на отрезка функции существует пер-
вообразная.

Замечание 1. Эта теорема показывает, что определенный в § 1 гл. VII класс
B функций, имеющих на отрезке [a, b] первообразные, содержит все функции,

непрерывные на этом отрезке (т.е. C[a, b] ⊂ B). Пример функции F (x) = x2 sin
1

x
,

x �= 0, F (0) = 0 показывает, что в классе B имеются и не непрерывная функция

f(x) = F ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
при x �= 0, f(0) = 0, т.е. что класс B шире класса

C[a, b].

Замечание 2. Из теоремы 2 следует, что операция интегрирования, опреде-
ленная на множестве C[a, b], является отображением (очевидно, линейным) этого
множества в множество C ′[a, b] дифференцируемых на [a, b] функций.

Функция F (x), определенная интегралом (1) от непрерывной на [a, b] функции
f(x), является одной из первообразных для этой функции, именно такой перво-
образной, которая при x = a обращается в нуль. Пусть теперь F ∗(x) — произ-
вольная первообразная функции f(x). Тогда существует такая константа C, что
F ∗(x) = F (x) + C, т.е.

F ∗(x) =

x∫
a

f(t) dt+ C. (4)

Взяв в этом равенстве x = a, находим, что C = F ∗(a), откуда

F ∗(x) =

x∫
a

f(t) dt+ F ∗(a)
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или
x∫
a

f(t) dt = F ∗(x) − F ∗(a), (5)

где F ∗(x) — любая первообразная функции f(x). Из равенства (5) следует связь
интеграла, имеющего переменный верхний предел, с неопределенным интегралом,
так как под F ∗(x) можно понимать, очевидно, первообразную f(x), записанную в
общем виде, т.е. неопределенный интеграл функции f(x).

Положив в равенстве (5) x = b, получим формулу Ньютона–Лейбница, кото-
рая является основной формулой интегрального исчисления:

b∫
a

f(x) dx = F (b) − F (a). (6)

Здесь F (x) — произвольная первообразная функции f(x).

Формула (6) является основной для вычисления определенных интегралов
от функций, первообразные которых могут быть найдены. Формулой (6) можно
пользоваться и тогда, когда на [a, b] выполняется всюду равенство F ′(x) = f(x),
кроме конечного числа точек, в которых имеется разрыв f(x) или не существует

F ′(x). Заметим, что для разности F (b)−F (a) принято обозначение F (x)

∣∣∣∣b
a

, с учетом

которого формулу (6) можно записать в следующем виде:

b∫
a

f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

. (7)

§ 7. Вторая теорема о среднем значении

Свойство непрерывности интеграла с переменным верхним пределом позво-
ляет установить следующее утверждение.

Вторая теорема о среднем значении или теорема Бонне25. Пусть
функция f(x) интегрируема на [a, b] и функция ϕ(x) монотонна на этом от-
резке. Тогда существует такое число ξ ∈ [a, b], что

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx = ϕ(a+ 0)

ξ∫
a

f(x) dx+ ϕ(b− 0)

b∫
ξ

f(x) dx. (1)

Для доказательства теоремы Бонне нам понадобится следующая лемма.
25О. Бонне (18190–1892) — французский математик.
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Лемма Абеля26. Если α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αn ≥ 0; a1, a2, . . . , an — произвольные
числа и A, B таковы, что для всех сумм

sk = a1 + a2 + . . .+ ak, k = 1, 2, . . . , n,

выполнено неравенство
A ≤ sk ≤ B, (2)

то
Aα1 ≤ α1a1 + α2a2 + . . .+ αnan ≤ Bα1.

Доказательство леммы Абеля. Так как a1 = s1, ak = sk − sk−1 при k > 1,
то сумму α1a1 + α2a2 + . . .+ αnan можно преобразовать следующим образом:

α1a1 + α2a2 + . . .+ αnan = α1s1 + α2(s2 − a1) + . . .+ αn(sn − sn−1) =

s1(α1 − α2) + s2(αα2 − α3) + . . .+ sn−1(αn−1 − αn) + snαn.

Поскольку αk − αk−1 ≥ 0, k = 1, 2, . . . , n − 1, αn ≥ 0, заменив в правой части
этого равенства каждую сумму sk сначала на A, а затем на B, получим, в силу
(2):

A[(α1 − α2) + (α2 − α3) + . . .+ (αn−1 − αn) + αn] ≤
n∑
k=1

αkak ≤

≤ B[(α1 − α2) + (αα2 − α3) + . . .+ (αn−1 − αn) + αn]

или

Aα1 ≤
n∑
k=1

αkak ≤ Bα1,

что требовалось доказать.

Доказательство теоремы Бонне. Рассмотрим случай, когда ϕ(x) не возрас-
тет и ϕ(x) ≥ 0. Для любого Tn из неограниченно измельчающейся последователь-

ности разбиений {Tn} на отрезке [a, b] представим I =

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx в следующем

виде:

I =

mn−1∑
k=0

x
(n)
k+1∫

x
(n)
k

f(x)ϕ(x) dx =

mn−1∑
k=0

ϕ(ξ
(n)
k )

x
(n)
k+1∫

x
(n)
k

f(x) dx+

+
mn−1∑
k=0

x
(n)
k+1∫

x
(n)
k

[ϕ(x) − ϕ(ξ
(n)
k )]f(x) dx = I

(n)
0 + I

(n)
1 ,

где точка ξ(n)
k ∈ [x

(n)
k , x

(n)
k+1] и выбрана произвольно. Легко показать, что lim

λn→0
I

(n)
1 =

0. В самом деле, пусть K = sup
[a,b]

|f(x)| и ω
(n)
k (ϕ) — колебание функции ϕ(x) на

26Н. Абель (1802–1829) — норвежский математик.
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отрезке [x
(n)
k , x

(n)
k+1]. Тогда

0 ≤ |I(n)
1 | ≤

mn−1∑
k=0

∫
x

(n)
k

x
(n)
k+1|ϕ(x) − ϕ(ξ

(n)
k )| |f(x)| dx ≤

≤ K

mn−1∑
k=0

ω
(n)
k (ϕ) Δx

(n)
k . (3)

Из интегрируемости функции ϕ(x) на [a, b] вытекает, что сумма, стоящая в пра-
вой части неравенства (3), а следовательно и вся правая часть этого неравенства
стремится к нулю при λn → 0, т.е. lim

λn→0
I

(n)
1 = 0. Но тогда

I = lim
λn→0

I
(n)
0 .

Для отыскания этого предела введен в рассмотрение функцию F (x) =

x∫
a

f(x) dx.

Так как
x
(n)
k+1∫

x
(n)
k

= F (x
(n)
k+1) − F (x

(n)
k ) и F (x

(n)
0 ) = F (a) = 0,

то

I
(n)
0 = ϕ(ξ

(n)
0 )F (x

(n)
1 )+ϕ(ξ

(n)
1 )[F (x

(n)
2 )−F (x

(n)
1 )]+ . . .+ϕ(ξmn−1)[F (x(n)

mn
)−F (x

(n)
mn−1)].

Положив в лемме Абеля αk = ϕ(ξ
(n)
k ), ak = F (x

(n)
k ) − F (x

(n)
k+1) и выбрав в

качестве A и B соответственно нижнюю и верхнюю грани m и M функции F (x)
на [a, b], будем иметь согласно (2):

mϕ(ξ
(n)
0 ) ≤ I

(n)
0 ≤Mϕ(ξ

(n)
0 ).

Это неравенство верно при любом выборе точки ξ(n)
0 на отрезке [a, x

(n)
1 ]. Но тогда

при λn → 0 и, следовательно, x(n)
1 → a также

ξ
(n)
0 → a,

и потому
ϕ(ξ

(n)
0 ) → ϕ(a+ 0). (4)

Перейдя в неравенстве (4) к пределу при λn → 0, получим:

mϕ(a+ 0) ≤ I ≤Mϕ(a + 0). (4′)

Предположим, что ϕ(a+ 0) �= 0. Тогда из неравенства (4′) следует, что

m ≤ I

ϕ(a+ 0)
≤ M.

216



Поскольку непрерывная функция F (x) принимает все промежуточные значения,
то найдется точка ξ ∈ [a, b], такая, что

I

ϕ(a+ 0)
=

1

ϕ(a+ 0)

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx = F (ξ) =

ξ∫
a

f(x) dx

или
b∫

a

f(x)ϕ(x) dx = ϕ(a+ 0)

ξ∫
a

f(x) dx. (5)

Если ϕ(a + 0) = 0, то, в силу (4′), I = 0 и равенство (5) верно при любой
выборе ξ ∈ [a, b].

Пусть теперь ϕ(x) — произвольная невозрастающая на [a, b] функция. Поло-
жим ψ(x) = ϕ(x)−ϕ(b−0). Очевидно, что ψ(x) не возрастает и ψ(x) ≥ 0. Поэтому
к f(x) и ψ(x) применима формула (5), с учетом которой

b∫
a

f(x)[ψ(x) − ϕ(b− 0)] dx = [ϕ(a + 0) − ϕ(b− 0)]

ξ∫
a

f(x) dx.

Отсюда

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx = ϕ(b− 0)

b∫
a

f(x) dx+ ϕ(a+ 0)

ξ∫
a

f(x) dx− ϕ(b− 0)

ξ∫
a

f(x) dx

или
b∫

a

f(x)ϕ(x) dx = ϕ(a+ 0)

ξ∫
a

f(x) dx+ ϕ(b− 0)

b∫
ξ

f(x) dx, (6)

и теорема Бонне для невозрастающей функции ϕ(x) доказана.

Наконец, если ϕ(x) — неубывающая функция, то для доказательства теоремы
Бонне достаточно применить равенство (3) к функции f(x) и взять χ(x) = −ϕ(x).

Замечание. Мы определили интеграл от ограниченной функция по отрезку.
Если ограниченная функция f(x) задана на конечном интервале (a, b), то под инте-
гралом от f(x) по этому интервалу понимается интеграл по [a, b] от функции f(x),
доопределенной в концах интервала какими-либо значениями. Так как величина
интеграла по отрезку не зависит от значений функции в конечном числе точек,
то безразлично, какими значениями мы наделяем f(x) в точках a и b. Аналогично
понимается интеграл от ограниченной функции по конечному полуинтервалу.

§ 8. Основные методы вычисления определенных интегралов
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Установленная в § 6 связь между неопределенным и определенным интегра-
лами позволяет распространить на определению интегралы основные методы вы-
числения неопределенных интегралов.

1. Метод интегрирования по частям. Пусть u(x) и v(x) — дифференциру-
емые на [a, b] функции. Тогда, взяв

ϕ(x) =

x∫
a

v du,

найдем, что выражение u(x)v(x)−ϕ(x) является первообразной функции uv′. По-
этому

b∫
a

u dv = [u(x)v9x) − ϕ(x)]

∣∣∣∣b
a

= u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

− ϕ(x)

∣∣∣∣b
a

.

Но, в силу определения ϕ(x), очевидно,

ϕ(x)

∣∣∣∣b
a

=

b∫
a

v du,

откуда следует формула интегрирования по частям:

b∫
a

u dv = u · v
∣∣∣∣b
a

−
b∫

a

v du. (1)

2. Метод замены переменной в определенном интеграле основан на сле-
дующей утверждении.

Теорема. Пусть функция f(x) интегрируема на [a, b] и x = ϕ(t), где ϕ(t)
— монотонная и непрерывная на [α, β] функция с интегрируемой производной
ϕ′(t), отображающая отрезок [α, β] на отрезок [a, b]. Допустим, кроме того, что
|ϕ′(t)| ≥ μ > 0 всюду на [α, β]. Тогда

b∫
a

f(x) dx =

β∫
α

f [ϕ(t)]|ϕ′(t)| dt.

Доказательство. Покажем, прежде всего, что функция f [ϕ(t)] интегрируема
на [α, β]. Если в точке x0 ∈ [a, b] функция f(x) непрерывна и t0 = ϕ−1(x0) (согласно
теореме 3 из § 3 гл. III), функция ϕ−1(x) существует и непрерывна), то функция
f [ϕ(t)] также непрерывна в точке t0 как суперпозиция непрерывных функций.
Поэтому, если Nx — множество точек разрыва функции f(x), Δ1,Δ2, . . . ,Δk, . . .
— некоторая система интервалов, покрывающая Nx и δi = ϕ−1(Δi), то система
интервалов δ1, δ2, . . . , δk, . . . покрывает Nt — множество точек разрыва функции
f [ϕ(t)]. Пусть Δi = (ai, bi) и δi = (αi, βi). По теореме Лагранжа,

bi − ai = |ϕ(βi) − ϕ(αi)| = (βi − αi)|ϕ′(ti)| ≥ μ(βi − αi). (2)
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Поэтому для любого k
k∑
i=1

дл (δi) ≤
1

μ

k∑
i=1

дл (Δi).

Так как функция f(x), по условию, интегрируема и, следовательно, Nx есть мно-
жество меры нуль, то для любого числа ε > 0 найдется некоторая система интер-

валов Δ1,Δ2, . . . ,Δk, . . ., такая, что
∞⋃
i=1

Δi ⊃ Nx и для любых i1 < i2 < . . . < ik

n∑
j=1

дл (Δij ) < με. Но тогда
∞⋃
i=1

δi ⊃ Nt и, в силу неравенства (2) для любых

i1 < i2 < . . . < ik,
n∑
j=1

дл (δij ) < μ. Поэтому Nt — множество мера нуль, функ-

ция f [ϕ(t)] интегрируема на [α, β] и, следовательно, функция f [ϕ(t)]ϕ′(t) тоже
интегрируема на [α, β].

Пусть {Φn} — произвольная последовательность разбиений отрезка [α, β] и

t
(n)
0 = α < t

(n)
1 < . . . < t

(n)
kn−1 < tkn = β

— точки деления разбиения Φn. Положим для определенности, что ϕ(t) — убыва-
ющая функция, так что ϕ′(t) < 0. Если x(n)

i = ϕ(t
(n)
i , то

x
(n)
kn

= a < s
(n)
kn−1 < . . . < x

(n)
1 < x

(n)
0 = b

есть разбиение Tn отрезка [a, b], причем, в силу равенства (2), если λ(Φn) → 0, то
и λ(Tn) → 0. Пусть ξ(n)

i ∈ [x
(n)
i+1, x

(n)
i ]. Имеем

kn−1∑
i=0

f(ξ
(n)
kn−i)(x

(n)
kn−(i+1) − x

(n)
kn−i) =

=

kn−1∑
i=0

f(ξ
(n)
kn−i)[ϕ(t

(n)
kn−(i+1) − ϕ(t

(n)
kn−i] =

=
kn−1∑
i=0

f(ξ
(n)
kn−i)ϕ

′(θ(n)
kn−i(t

(n)
kn−(n+1) − t

(n)
kn−i) =

= −
kn∑
j=1

f(ξ
(n)
j )ϕ′(θ(n)

j )(t
(n)
j − t

(n)
j−1),

где t(n)
j < θ

(n)
j < t

(n)
j . Так как точки ξ(n)

j можно выбирать на отрезке [x
(n)
j+1, x

(n)
j ] про-

извольно, то положим ξ
(n)
j = ϕ(θ

(n)
j ). Тогда предыдущее равенство можно записать

так:
kn−1∑
i=0

f(ξ
(n)
kn−i)(x

(n)
kn−(i+1) − x

(n)
kn−i = −

m−1∑
k=0

f(ξ
(n)
j )ϕ′(θ(n)

j )(t
(n)
j − t

(n)
j−1).
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Пусть λ(Φn) → 0 и, следовательно, λ(Tn) → 0. Так как в последней равенстве
оправа и слева стоят интегральные суммы для интегрируемых функций f(x) и
f [ϕ(t)]ϕ′(t), то в пределе оно принимает следующий вид:

b∫
a

f(x) dx = −
β∫
α

f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt

или
b∫

a

f(x) dx =

β∫
α

f [ϕ(t)]|ϕ′(t)| dt.

что требовалось доказать.

Замечание. Если функции f(x) и ϕ′(t) непрерывны на [a, b] и соответственно
на [α, β], то формула замены переменной верна и без предположения о монотон-
ности функции ϕ′(t).

В конкретных примерах для замены переменной, как и при вычислении неопре-
деленного интеграла, часто используется формула

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

Φ[ψ(x)] dψ(x) =

b∫
a

Φ(t) dt.

В этой формуле интеграл справа получается заменой переменкой ψ(x) = t или
x = ψ−1(t).

Примеры.

1. (Интегральная форма остаточного члена формулы Тейлора).

Пусть f(x) — функция, (n + 1) раз дифференцируемая в окрестности Uδ(x0)
точки x0, x ∈ Uδ(x0). Тогда если

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x),

?

то функция Rn(x) также (n + 1) раз дифференцируемая в окрестности Uδ(x0).
Поэтому

f ′(x) = f ′(x0) +
f ′′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 +R′
n, (x)

f ′′(x) = f ′′(x0) +
f ′′′(x0)

1!
(x− x0) + . . .+

f (n)(x0)

(n− 2)!
(x− x0)

n−2 +R′′
n, (x)

. . .

f (n)(x) = f (n)(x0) +R
(n)
n (x).

(3)
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Положив в этих равенствах x = x0, получим;

Rn(x0) = R′
n(x0) = R′′

n(x0) = . . . = R(n)
n (x0) = 0. (4)

По формуле Ньютона–Лейбница,

Rn(x) = Rn(x) − Rn(x0) =

x∫
x0

R′
n(t) dt.

Приманив к полученному выражению правила замены переменное и интегриро-
вания по частям, найдем с учетом равенства (4):

Rn(x) =

x∫
x0

R′
n(t) dt =

x∫
x0

R′
n(t) d(t− x) =

= R′
n(t)(t− x)

∣∣∣∣x
x0

−
x∫

x0

(t− x)R′′
n(t) dt = −

x∫
x0

(t− x)R′′
n(t) d(t− x)x =

= −(t− x)2

2
R′′
n(t)

∣∣∣∣x
x0

+
(−1)2

2!

x∫
x0

(t− x)2R′′′
n (t) dt =

=
(−1)2

2!

x∫
x0

(t− x)2R′′′
n (t) d(t− x) = . . . =

=
(−1)n

n!

x∫
x0

(t− x)nR(n+1)
n (t) dt.

Но из равенств (3) следует, что R(n+1)
n (x) = f (n+1)(x), тогда

Rn(x) =
(−1)n

n!

x∫
x0

(t− x)nf (n+1)(t) dt.

что требовалось доказать.

Вычисляя определенный интеграл с помощью того или иного метода, мы, как
правило, на заключительном этапе используем формулу Ньютона–Лейбница, т.е.
приходим к задаче нахождения неопределенного интеграла. Если получившийся
неопределенный интеграл не выражается в элементарных функциях, то мы не
можем вычислить и определенный интеграл. Однако в некоторых случаях путем
искусственных приемов эту трудность можно обойти.

Примеры.

2. В интеграле
1∫

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx сделаем замену переменной x = tgϕ, 0 ≤ ϕ ≤

π

4
. Тогда

dx =
dϕ

cos2 ϕ
= (1 + tg2 ϕ) dϕ = (1 + x2) dϕ,
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так что
dx

1 + x2
= dϕ. Следовательно,

1∫
0

ln(1 + x)

1 + x2
dx =

π
4∫

0

ln(1 + tgϕ) dϕ =

π
4∫

0

ln
cosϕ+ sinϕ

cosϕ
dϕ =

=

π
4∫

0

ln(cosϕ+ sinϕ) dϕ−

π
4∫

0

ln cosϕdϕ.

Но cosϕ+ sinϕ =
√

2 cos

(
π

4
− ϕ

)
. Поэтому

π
4∫

0

ln(cosϕ+ sinϕ) dϕ =
π

4
ln
√

2 +

π
4∫

0

ln cos

(
ß

4
− ϕ

)
dϕ.

В полученном выражении сделаем замену:
π

4
−ϕ = θ, −dϕ = dθ, θ =

π

4
при ϕ = 0,

θ = 0 при ϕ =
π

4
. Тогда

π
4∫

0

ln cos

(
π

4
− ϕ

)
dϕ =

π
4∫

0

ln cos θ dθ,

откуда

1∫
0

ln(1 + x)

1 + x2
dx =

π
4∫

0

ln cos θ dθ +
π

2
ln 2 −

π
4∫

0

ln cosϕdϕ =
π

8
ln 2.

§ 9. Приближенное вычисление определенных интегралов

Как уже известно, первообразные многих элементарных функций представ-
ляют собой трансцендентные функции. Поэтому даже в тех случаях, когда пер-
вообразные могут быть найдены, точное значение определенного интеграла ино-
гда вычислить трудно. Далее, значение определенного интеграла от функции, по-
лученной по результатам обработки наблюдений (которая может быть задана в
виде таблицы), содержит ошибки измерения и является приближенным. Нако-
нец, вычисление определенных интегралов с помощью счетно-вычислительных
машин требует использования алторитмов, создание которых возможно, как пра-
вило, лишь на основе приближенных методов интегрирования, все это приводит
к необходимости разработки методов приближенного вычисления определенных
интегралов.
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Один из методов приближенного вычисления определенного интеграла со-
стоит в замене интегрируемой функции другой, более простой для вычислений,
таким образом, чтобы эта замена сопровождалась малой погрешностью в значе-
нии интеграла. Классом простых функций является класс многочленов. Однако
использование многочленов высоких степеней нецелесообразно, так как связано
с громоздкими вычислениями, поэтому обычно для нахождения определенного
интеграла применяются, многочлены низких степеней. Чтобы при этом обеспе-
чить достаточную точность приближенных формул, используем следующий при-
ем. Промежуток [a, b] задания функции f(x) разделим конечным числом точек
на достаточно большое числе элементарных частей, на каждой из которых функ-
цию f(x) заменим соответствующим многочленом нулевой степени (константой),
линейной функцией или квадратным трехчленом, аппроксимирующими данную
функцию. Так, если в качестве константы на элементарной части [xk, xk+1] разби-
ения T взять значение функции в произвольной точке ξk этой части, то интеграл
от полученной «ступенчатой» функции обратится, очевидно, в сумму∑

T

f(ξk)Δxk,

являющуюся интегральной суммой для функции f(x) и, согласно определению
интеграла, при достаточно малых значениях λ = max

k
Δxk мало отличающуюся

от
b∫

a

f(x) dx. Для упрощения выражения этой суммы промежуток [a, b] разделим

на равные части так, что Δxk =
b− a

n
, а в качестве точек ξk возьмем или правые,

или левые концы отрезков разбиения, в результате получим следующие формулы:
b∫

a

f(x) dx =
b− a

n
(y0 + y1 + . . .+ yn−1) +Rn (1)

или
b∫

a

f(x) dx =
b− a

n
(y1 + y2 + . . .+ yn) +Rn, (2)

где yk = f(xk).

Формулы (1) и (2) называются формулами прямоугольников, так как произве-
дение f(ξk)Δxk при f(x) ≥ 0 можно рассматривать как площадь прямоугольника
с основанием Δxk и высотой f(ξk). Можно показать, что погрешность Rn формул

(1) и (2) не превосходит
A

n2

(
т.е. |Rn| ≤

A

n2

)
, где константа A зависит только от

заданной функции и длины промежутка [a, b].

Сложением обеих частей равенств (1) и (2) и делением результатов сложения
на 2 получим формулу

b∫
a

f(x) dx ≈ b− a

2n
[(y0 + yn) + 2(y1 + y2 + . . .+ yn−1)], (3)
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называемую формулой трапеций. Ее можно вывести интегрированием функции,
графиком которой является ломаная, полученная последовательный соединением
точек (xk, yk) графика f(x). В результате криволинейная трапеция оказывается
замененной фигурой, составленной из элементарных прямолинейных трапеций,
ограниченных отрезками [xk, xk+1] оси Ox, прямыми x = xk, xk+1 и хордами, со-
единяющими точки (xk, yk), (xk+1, yk+1).

Оценим погрешность формулы трапеции, т.е. разность между правой и левой
частями формулы (3). Для этого, предположив, что функция f ′′(x) непрерывна

на отрезке [α, β], преобразуем интеграл

β∫
α

f(x) dx следующим образом

β∫
α

f(x) dx =

β∫
α

f(x) d(x− α) = (x− α)f(x)

∣∣∣∣β
α

−
β∫
α

(x− α)f ′(x) dx =

= f(β)(β − α) −
β∫
α

(x− α)f ′(x) d(x− β) =

= f(β)(β − α) − (x− α)(x− β)f ′(x)

∣∣∣∣β
α

+

β∫
α

(x− β) d[f ′(x)(x− α)] =

= f(β)(β − α) +

β∫
α

(x− β)f ′′(x)(x− α) dx+

β∫
α

(x− β)f ′(x) dx =

= f(β)(β − α) + (x− β)f(x)

∣∣∣∣β
α

−
b∫

a

f(x) dx+

β∫
α

(x− α)(x− β)f ′′(x) dx =

= [f(α) + f(β)](β − α) +

β∫
α

(x− α)(x− β)f ′′(x) dx−
β∫
α

f(x) dx.

(4)

Перенеся интеграл
b∫

a

f(x) dx в левую часть равенства (4) и разделив полученное

равенство на 2, найдем:
b∫

a

f(x) dx =
f(α) + f(β)

2
(β − α) +

1

2

β∫
α

(x− α)(x− β)f ′′(x) dx.

К интегралу
b∫

a

(x−α)(x−β)f ′′(x) dx применим первую теорему о среднем. Это

можно сделать, так как функция f ′′(x), по условию, непрерывна и (x−α)(x−β) ≤ 0
всюду на [α, β]. Таким образом,

β∫
α

(x− α)(x− β)f ′′(x) dx = f ′′(θ)

β∫
α

(x− α)(x− β) dx =
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= f ′′(θ)

β∫
α

[(x− α)2 + (x− α)(α− β)] dx =

= f ′′(θ)
[
(x− α)3

3
+ (α− β)

(x− α)2

2

]∣∣∣∣β
α

= −1

6
f ′′(θ)(β − α)3, α ≤ θ ≤ β.

Следовательно,

β∫
α

f(x) dx =
f(α) + f(β)

2
(β − α) − 1

12
f ′′(θ)(β − α)3.

Положим теперь α = xk, β = xk+1, f(α) = yk, f(β) = yk+1, β − α =
b− a

n
. Тогда

xk+1∫
xk

f(x) dx =
yk + yk+1

2
· b− a

n
− 1

12
f ′′(θk)

(b− a)3

n3
, xk ≤ θk ≤ xk+1.

Записав эти равенства для k = 0, 1, . . . , n− 1 и сложив их, найдем

b∫
a

f(x) dx =
b− a

2n
[(y0 + yn) + 2(y1 + y2 + . . .+ yn−1)]−

(b− a)3

12n3
[f ′′(θ0) + f ′′(θ1) + . . .+ f ′′(θn−1)],

где xk ≤ θk ≤ xk+1. Тем самым для погрешности Rn из формулы (3) получим
следующее выражение:

Rn = − 1

12

(b− a)3

n3
[f ′′(θ0) + f ′′(θ1) + . . .+ f ′′(θn−1)] =

= − 1

12

(b− a)3

n2

f ′′(θ0) + f ′′(θ1) + . . .+ f ′′(θn−1

n
.

Так как функция f ′′(x) непрерывна на [a, b], найдется константа C, такая, что
|f ′′(x)| ≤ C всюду на [a, b]. Но тогда∣∣∣∣f ′′(θ0) + f ′′(θ1) + . . .+ f ′′(θn−1

n

∣∣∣∣ ≤ C,

и, следовательно,

|Rn| ≤
(b− a)3

12n2
C =

A

n2

(
A =

(b− a)3

12
C

)
.

Выведем еще одну формулу для приближенного вычисления определенных
интегралов — так называемую квадратурную формулу. Для этого на отрезке

[xk, xk+1] возьмем среднюю точку
1

2
(xk + xk+1), которую обозначим через xk+ 1

2
,
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положим yk+ 1
2

= f(xk+ 1
2
) и через три точки (xk, yk), (xk+ 1

2
, yk+ 1

2
), (xk+1, yk+1) про-

ведем параболу с осью, параллельной оси Oy. Заменив подынтегральную функцию
Функцией, графиком которой на каждом отрезке [xk, xk+1] будут таким образом
построенные параболы. Выполнив соответствующие вычисления, получим при-
ближенное равенство

b∫
a

f(x) dx =
b− a

6n
[(y0 + yn) + 2(y1 + y2 + . . .+ yn−1) + 4(y 1

2
+ y 3

2
+ . . .+ yn− 1

2
)], (5)

которое называется формулой парабол, или формулой Симпсона.

Формулы для приближенного вычисления определенных интеегралов типа
(1)–(3) и (5), называются квадратурными формулами.

Выведем формулу Симпсона другим путем.

Легко видеть, что формулы прямоугольников и трапеций точны для любых
мнгочленов соответственно нулевой и первой степени. Далее, правые части обеих

формул имеют одну и ту же структуру: они являются суммами вида
n−1∑
k=0

ckyk.

Поэтому, если в сумме
n−1∑
k=0

ckyk коэффициенты ck подобрать таким образом, чтобы

равенство
b∫

a

f(x) dx =

n−1∑
k=0

ckyk

было точным для всех многочленов m-й степени, получим при m = 2, 3, . . . новые
квадратурные формулы, которые при фиксированном числе n будут тем более
точными, чем больше m.

Покажем, что при m = 2 получается формула Симпсона. Для этого положим

β∫
α

f(x) dx = Af(α) +Bf

(
α + β

2

)
+ Cf(β) (6)

и определим коэффициенты A, B, C, исходя из условия, что формула (6) точна
для f(x) ≡ 1, f(x) = x, f(x) = x2. В результате получим систему уравнений

β − α = A+B + C,

(β − α)2

2
= αA+

α + β

2
B + βC,

β3 − α3

3
= α2A+

(α + β)2

4
B + β2C,

решив которую, найдем:

A = C =
β − α

6
, B = 4

β − α

6
.
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Таким образом, формула (6) принимает следующий вид:
β∫
α

f(x) dx =
β − α

6

[
f(α) + 4f

(
α + β

2

)
+ f(β)

]
.

Положив α = xk, β = xk+1,
α + β

2
= xk+ 1

2
и заметив, что xk+1 −xk =

b− a

n
, найдем

для k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 следующее выражение
xk+1∫
xk

f(x) dx ≈ b− a

6n
(yk + 4yk+ 1

2
+ yk+1). (7)

Суммируя равенства (7) по k от 0 до n− 1, получим:
b∫

a

f(x) dx =
b− a

6n
[(y0 + yn) + 2(y1 + y2 + . . .+ yn−1) + 4(y 1

2
+ y 3

2
+ . . .+ yn− 1

2
)] +Rn.

Погрешность Rn формулы Симпсона имеет оценку

|Rn| ≤ C · 1

n4
,

вывод которой опускаем.

Можно показать, что формула Симпсона является точной и для любого мно-
гочлена третьей степени.

§ 10. Несобственные интегралы

При построении интегральных сумм для функции f(x), определенной на про-
межутке [a, b], мы использовали конечность промежутка [a, b] и ограниченность
f(x) на нем. Таким образом, определенный интеграл, являющийся пределом ин-
тегральных сумм, вводился для конечного промежутка и ограниченной на этом
промежутке функции.

Если промежуток интегрирования бесконечный или функция f(x) неограни-
ченная, то с помощью еще одной операции предельного перехода можно расши-
рить понятие определенного интеграла. Такие более общие интегралы называются
несобственными.

Обратимся к определению несобственного интеграла по неограниченному про-
межутку. Пусть функция f(x) определена при x ≥ a и на каждом промежутке
[a, ξ], ξ > a, является интегрируемой, т.е. при каждом ξ > a существует интеграл
ξ∫
a

f(x) dx. Положим

F (ξ) =

ξ∫
a

f(x) dx.
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Функция F (ξ) может иметь конечный предел при ξ → ∞, т.е. существует

I = lim
ξ→∞

F (ξ).

Число I называется несобственным интегралом от функции f(x) по промежутку

[a,∞) и обозначается
∞∫
a

f(x) dx. Таким образом,

∞∫
a

f(x) dx = lim
ξ→∞

F (ξ) = lim
ξ→∞

ξ∫
a

f(x) dx.

Интеграл
∞∫
a

f(x) dx в этом случае называют сходящимся.

Если функция F (ξ) при ξ → ∞ имеет бесконечный предел или не имеет

предела, то говорят, что интеграл
∞∫
a

f(x) dx расходится.

Возьмем, например, на промежутке [1,∞] функции f(x) =
1

xλ
, где λ > 1.

Функция

F (ξ) =

ξ∫
1

dx

xλ
=

1

λ− 1

(
1 − 1

ξλ−1

)
,

очевидно, имеет конечный предел при ξ → ∞:

lim
ξ→∞

F (ξ) =
1

λ− 1
.

В этом случае интеграл
∞∫

1

dx

xλ
сходится:

∞∫
1

dx

xλ
=

1

λ− 1
.

Легко проверить, что при λ ≤ 1 интеграл
∞∫

1

dx

xλ
расходится.

Аналогичным образом можно определить сходимость и расходимость несоб-

ственных интегралов вида
a∫

−∞

f(x) dx.
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В случае функции, определенной на всей числовой оси, возьмем произвольно
фиксированное число a и рассмотрим интегралы

a∫
−∞

f(x) dx и
∞∫
a

f(x) dx. (1)

Если каждый из этих интегралов сходится, то их сумму называют несобственным
интегралом от f(x) по (−∞,∞) и записывают следующим образом:

∞∫
−∞

f(x) dx =

a∫
−∞

f(x) dx+

∞∫
a

f(x) dx.

Например, для функции f(x) =
1

1 + x2
имеем:

0∫
−∞

dx

1 + x2
=

∞∫
0

dx

1 + x2
=
π

2
,

поэтому
∞∫

−∞

dx

1 + x2
= π.

Если какой-нибудь из интегралов (1) расходится, то несобственный интеграл
∞∫

−∞

f(x) dx также считается расходящимся.

Легко проверить, что сходимость или расходимость несобственного интеграла
не зависит от выбора числа a.

Обратимся теперь к случаю неограниченной на промежутке [a, b] функции.
Пусть, например, при x → a + 0 функция f(x) → ∞, но на каждом промежутке
[ξ, b], где a < ξ < b, она интегрируема. Если существует конечный предел

lim
ξ→a+0

b∫
ξ

f(x) dx = I

то говорят, что несобственный интеграл
b∫

a

f(x) dx сходится и записывают это

равенством
b∫

a

f(x) dx = I = lim
ξ→a+0

b∫
ξ

f(x) dx.

Если указанного предела нет или он бесконечен, то несобственный интеграл
b∫

a

f(x) dx

от неограниченной на [a, b] функции называется расходящимся. Например, для
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функции

f(x) =

⎧⎨⎩0 при x = 0,
1

xλ
при x = 0,

несобственный интеграл
1∫

0

dx

xλ

сходится при λ < 1 и расходится при λ ≥ 1, что без труда может быть проверено
читателем. Далее, в гл. XII вопрос о несобственных интегралах будет рассмотрен
более подробно.

§ 11. Интеграл Римана–Стильтьеса27

Непосредственным обобщением определенного интеграла Римана является
интеграл Римана–Стильтьеса, определяемый следующим образом. Пусть на про-
межутке [a, b] заданы две функции f(x) и g(x). Соответственно произвольному
разбиению T = {a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b} и набору точек {ξk},
ξk ∈ [xk, xk+1] образуем интегральную сумму∑

T

f(ξk)[g(xk+1) − g(xk)].

Если интегральные суммы для любой неограниченно измельчающейся после-
довательности разбиений {Tn} имеют конечный предел, не зависящий от характе-
ра разбиений Tn и выбора точек ξ(n)

k на элементарных частях разбиений, то этот
предел называется интегралом Римана–Стильтьеса от функции f(x) по функ-
ции g(x) на отрезке [a, b] и обозначается следующим образом:

b∫
a

f(x) dg(x). (1)

Если, в частности, g(x), то интеграл Римана–Стильтьеса превращается в
определенный интеграл Римана. Легко показать, что необходимым условием су-
ществования интеграла (1), как и для интеграла Римана, является ограниченность
функций f(x) и g(x) на [a, b].

Для введения достаточных условий существования интеграла (1) рассмотрим
частный случай, когда функция g(x) является монотонно возрастающей на [a, b] и
определим суммы Дарбу–Стильтьеса равенствами

s(f, g, T ) =
∑
T

mk[g(xk+1) − g(xk)],

27Т. Стильтьес (1856–1894) — голландский математик.
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s(f, g, T ) =
∑
T

mk[g(xk+1) − g(xk)],

в которое T — произвольное разбиение [a, b], mk и Mk — соответственно нижняя
и верхняя грани множества значений f(x) на промежутке [xk, xk+1] разбиения T .
Эти суммы обладают свойствами сумм Дарбу, приведенными в § 3 данной главы.
С помощью рассуждений, аналогичных изложенным в § 4 данной главы, приходим
к следующему утверждениюю

Для того чтобы ограниченная на [a, b] функция f(x) была интегрируемой по
монотонно возрастающей на этом отрезке функции g(x), необходимо и доста-
точно, чтобы для любого числа ε > 0 нашлось хотя бы одно разбиение T , для
которого ∑

T

ωk[g(xk+1) − g(xk)] < ε,

где ωk = Mk −mk.

Это условие без труда распространяется на случай, когда функция g(x) мо-
жет быть представлена в виде g1(x) − g2(x), где g1(x) и g2(x) — монотонно воз-
растающие на [a, b] функции. Функции, представимые таким образом, называются
функциями с ограниченный изменением, так как для них верхняя грань множе-
ства всевозможных сумм ∑

T

|g(xk+1) − g(xk)|,

соответствующих всевозможным разбиениям T промежутка [a, b] конечна.

Число
b∨
a

(g) = sup
T

∑
T

|g(xk+1) − g(xk)|

называется полным изменением функции g(x) на промежутке [a, b].

Легко показать, что функция g(x), обладающая ограниченной на [a, b] про-
изводной g′(x), имеет ограниченное изменение. Для такой функции выполняется
равенство

b∫
a

f(x) dg(x) =

b∫
a

f(x)g′(x) dx,

с помощью которого интеграл Римана–Стильтьеса сводится к интегралу Римана.

Кроме интеграла Римана–Стильтьеса в математике находят применение и
другие обобщения интеграла Римана. Среди них следует особо ответить так на-
зываемый интеграл Лебега, теория и приложения которого подробно рассматри-
ваются в курсе теории функций вещественной переменной или в курсе функцио-
нального анализа.
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Глава IX

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Одно из важнейших приложений определенного интеграла — вычисление пло-
щади плоских фигур, т.е. задача, которая привела к созданию интегрального ис-
числения.

Глава начинается со строгого определения квадрируемости и площади плос-
кой фигуры. Однако ряд свойств квадрируемых фигур и площади, которые пред-
ставляются наглядно очевидными, приводятся без доказательства, так как строгое
проведение таких доказательств требует скрупулезных геометрических и тополо-
гических рассуждений, что выходит за рамки краткого курса математического
анализа.

§ 1. Площадь плоской ограниченной фигуры

Назовем плоской фигурой любое непустое множество точек плоскости. Про-
стейшими примерами плоских фигур являются многоугольники, круг, части круга
и т. д.

Пусть D — ограниченная28 плоская фигура, xOy — некоторая прямоугольная
декартова система координат на плоскости, содержащей D. (Систему координат
можно выбирать произвольно, например, считать, что D лежит в первом квад-
ранте.) Через целые точки на осях координат проведем прямые, параллельные
этим осям. Тогда плоскость разобьется на счетное множество аамкнутых квад-
ратов со стороной, равной единице масштаба. Эти квадраты назовем квадратами
нулевого ранга. Пусть n0 — число квадратов нулевого ранга, целиком входящих
в множество D, и N0 — число квадратов нулевого ранга, имеющих с D хотя бы
одну общую точку. Очевидно, что n0 ≤ N0 (рис. 31). Через точки x =

p

10
и y =

q

10
,

где p, q = 0,±1,±2, . . ., снова проведем прямые, паралелльные осям координат.
При атом каждый квадрат нулевого ранга разобьется на 100 квадратов, которые
назовем квадратами первого ранга. Пусть n1 — число квадратов первого ранга,
содержащихся целиком в D и N1 — число квадратов первого ранга, имеющих с

28Плоская фигура D называется ограниченной, если существует прямоугольник Q =
{(x, y)| a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, содержащий D.
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D хотя бы одну общую точку. Снова n1 ≤ N1. Так как каждый из n0 квадратов
нулевого ранга, входящих целиком в D, содержит 100 квадратов первого ранга,
тоже входящих целиком в D, и кроме того, в D могут войти целиком квадраты
первого ранга, являющиеся частями квадратов нулевого ранга, не входящих цели-
ком в D, то n1 ≥ n0 · 100. С помощью аналогичных рассуждений устанавливаем,
что N1 ≤ N0 · 100.

O x

y

D

n0 = 3

N0 = 18

Рис. 31
Таким образом,

n0 ≤
n1

100
≤ N − 1

100
≤ N0.

Затем прямыми, параллельными осям координат, каждый квадрат первого
ранга разобьем на 100 равных квадратов второго ранга, и, как выше, найден числа
n2 и N2. Снова получим:

n2 ≤ N2, n1 ≤
n2

100
≤ N2

100
≤ N1,

и, следовательно,

n0 ≤
n1

100
≤ n2

1002
≤ N2

1002
≤ N1

100
≤ N0.

Продолжая этот процесс, мы получим две последовательности неотрицатель-

ных чисел
{

nk
100k

}
и
{
Nk

100k

}
, первая из которых монотонно возрастает и ограни-

чена сверху числом N0, а вторая монотонно убывает и ограничена снизу числом
n0. Следовательно, существуют неотрицательные пределы

S = lim
k

nk
100k

≤ lim
k

Nk

100k
= S.

Если в S = S = S, то фигура D называется квадрируемой, а S — площадью
фигуры D:

пл (D) = S = lim
k

nk
100k

= lim
k

Nk

100k
.

Можно доказать, что: 1) свойство плоской фигуры быть квадрируемой не
зависит от выбора на плоскости системы координат; 2) при изменении единицы
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масштаба в k раз величина площади фигуры изменяется в k2 раз; 3) фигуры, ко-
торые при наложении совпадают, или обе квадрируемы, или обе не квадрируемы,
и если квадрируемы, то имеют одинаковую площадь; 4) если фигуры D1 и D1

квадрируемы и D1 ⊂ D2, то пл (D1) ≤ пл (D2); 5) прямоугольник — квадрируе-
мая фигура, и его площадь равна произведению длин сторон; 6) многоугольник
— квадрируемая фигура.

Следующие две леммы являются критериями квадрируемости. Доказатель-
ство этих лемм опускаем.

Будем говорить, что фигура A вписана в фигуру D, если A ⊂ D, и что фигу-
ра B описана около фигуры D, если B ⊃ D. Очевидно, что для каждой непустой
ограниченной фигурыD существуют как вписанные в нее многоугольники (напри-
мер, фигура, состоящая из одной точки — квадрата со сторонами нулевой длины),
так и описанные многоугольники (например, квадрат, содержащий D).

Лемма 1. Для того чтобы ограниченная фигура D была квадрируемой, необ-
ходимо и достаточно, чтобы для любого числа ε можно было в эту фигуру впи-
сать и около фигуры описать конечные системы многоугольников так, чтобы
разность между суммой площадей S∗ описанных многоугольников и суммой пло-
щадей S∗ вписанных многоугольников была меньше ε, при этом

S∗ ≤ пл ≤ S∗.

Замечание 1. В формулировке леммы системы вписанных и описанных мно-
гоугольников можно заменить произвольными вписанной и описанной квадрируе-
мыми фигурами. В самом деле, если D′ и D′′ — такие фигуры, то найдется система
многоугольников M ′ ⊂ D′, для которой пл (D′) − пл (M ′) <

ε

2
, и система много-

угольниковM ′′, для которойM ′′ ⊃ D′′, для которой пл (M ′′)−пл (D′′) <
ε

2
. Отсюда

пл (M ′′) − пл (M ′) > 2ε,, так что выполняется условие леммы.

Замечание 2. Так как 0 ≤ S∗ ≤ S∗, то плD = 0 тогда и только тогда,
когда для любого числа ε > 0 существует конечная система многоугольников,
покрывающая D, сумма площадей которых меньше ε.

Замечание 3. В дальнейшем будем рассматривать только ограниченные фи-
гуры, не оговаривая этого каждый раз.

Назовем окрестностью точки (a, b) плоскости круг (x − a)2 + (y − b)2 < r2

любого радиуса r.

Точку P0(x0, y0) плоскости будем называть граничной точкой плоской фигу-
ры D, если в любой окрестности точки P0 содержатся как точки фигуры D, так
и точки, не принадлежащие D. Совокупность всех граничных точек фигуры D

называется границей D и обозначается
◦
D иди ∂D. Например, границей круга ра-

диуса R с центром в точке C(a, b) является окружность (x − a)2 + (y − b)2 = R2,
границей многоугольника — ломаная, задающая этот многоугольник.

Лемма 2. Для того, чтобы фигура D была квадрируемой, необходимо и до-
статочно, чтобы площадь ее границы равнялась нулю.
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Лемма 3 (свойство аддитивности площади плоской фигуры). Пусть фи-
гура D разбита на квадрируемые фигуры D1 и D2 так, что пл (D1∩D2) = 0. Тогда
фигура D квадрируема и

пл (D) = пл (D1) + пл (D2).

Доказательство. Возьмем произвольное число ε > 0 и выберем такие систе-
мы многоугольников Ai и Bi, i = 1, 2, что

Ai ⊂ Di ⊂ Bi, пл (Bi) − пл (Ai) <
ε

2
, A1 ∩A2 = ∅.

Тогда для систем многоугольников A = A1 ∪ A2 и B = B1∪2 будут выполняться
соотношения A ⊂ D ⊂ B и

пл (A) = пл (A1) + пл (A2) ≤ пл (B) ≤ пл (B1) + пл (B2),

откуда

пл (B) − пл (A) ≤ [пл (B1) + пл (B2)] − [пл (A1) − пл (A2)] < ε,

что означает квадрируемость D.

С другой стороны, очевидно, что

пл (A) = пл (A1) + пл (A2) ≤ пл (D1) + пл (D2) ≤ пл (B)

и
пл (A) ≤ пл (D) ≤ пл (B).

Следовательно, |пл (D) − (пл (D1) + пл (D2)| < ε,, откуда, в силу произвольности
ε,

пл (D) = пл (D1) + пл (D2). (1)

Нетрудно также проверить справедливость следующего утверждения. Если
квадрируемая фигура D кривой нулевой площади разбита на две фигуры D1 и
D2, то каждая из этих фигур квадрируема и выполняется равенство (1).

Следствие. Если D =

m⋃
i=1

Di, причем все Di квадрируемы и пл (Di ∩Dj) = 0

при i �= j, то фигура D квадрируема и пл (D) =

m∑
i=1

пл (Di).

Лемма 4. Если функция f(x) непрерывна на [a, b], то график этой Функции
Gr f имеет площадь, равную нулю.

Доказательство. Для заданного числа ε > 0 возьмем такое разбиение T от-

резка [a, b], что
n∑
k=0

ωkΔxk < ε. Это возможно в силу интегрируемости непрерывной

функции f(x).

Рассмотрим систему прямоугольников с основаниями [xk, xk+1], k = 0, 1, 2, . . . , n−
1 и высотами Mk−mk, где, как всегда, mk = inf

[xk,xk+1]
f(x),Mk = sup

[xk,xk+1]

f(x). Если
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точки A(x, f(x)) принадлежат Gr f , то x ∈ [xk, xk+1] для некоторого k, поэтому
mk ≤ f(x) ≤ Mk и, следовательно, точка A(x, f(x)) находится в прямоугольнике
Pk с основанием [xk, xk+1] и высотой Mk −mk. Но тогда

Gr f ⊂
n−1⋃
k=0

Pk,

и так как

пл
( n−1⋃
k=0

Pk

)
⊂

n−1∑
k=0

пл (Pk) =
n−1∑
k=0

(Mk −mk)Δxk =
n−1∑
k=0

ωkΔxk < ε,

то пл (Gr f) = 0.

Следствие. Пусть D — квадрируемая фигура и Γ1,Γ2, . . . ,Γm — кривые, ко-
торые являются графиками непрерывных функций y = fi(x), ai ≤ x ≤ bi или
непрерывных функций x = gi(y), ci ≤ y ≤ di, и разбивают D на частичные фигу-
ры D1, D2, . . . , Dn. Тогда вое Dk — квадрируемые фигуры и

пл (D) =

n∑
k=1

пл (Dk).

Это утверждение вытекает непосредственно из лемм 3 и 4.

Лемма 5. Криволинейная трапеция D, ограниченная графиком непрерывной
и неотрицательной на [a, b] функции f(x), отрезком [a, b] оси Ox и прямыми
x = a, y = b, квадрируема и

пл (D) =

b∫
a

f(x) dx.

Доказательство. Для произвольного числа ε > 0 возьмем разбиение T от-
резка [a, b], такое, что∑

T

MkΔxk −
∑
T

mkΔxk =
∑
T

ωkΔxk < ε. (2)

Заметив, что
∑
T

mkΔxk есть площадь многоугольника, вписанного вD, а
∑
T

MkΔxk

— площадь многоугольника, описанного около D, на основании леммы 1, заклю-
чаем, что фигура D квадрируема и∑

T

mkΔxk ≤ пл (D) ≤
∑
T

MkΔxk. (3)

Так как, с другой стороны,

∑
T

mkΔxk ≤
b∫

a

f(x), dx ≤
∑
T

MkΔxk, (4)
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то из неравенств (2), (3) и (4) следует, что

∣∣∣∣пл (D) −
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε,

а это возможно лишь в том случае, если

пл (D)

b∫
a

f(x) dx.

Примеры.

1. Площадь, ограниченную эллипсом
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (рис. 32) можно рассматри-

вать как объединение двух криволинейных трапеций, ограниченных соответствен-
но графиками функций

y = +
b

a

√
a2 − x2

и
y = − b

a

√
a2 − x2

и отрезком [−a, a] оси Ox (отрезки прямых x = −a и x = a вырождаются здесь
в точки). Поэтому часть плоскости, ограниченная эллипсом, есть квадрируемая
фигура. Найдем ее площадь Sэл. В силу симметричности эллипса достаточно найти
площадь одной четверти фигуры, расположенной в первом квадранте. Имеем

1

4
Sэл =

a∫
0

b

a

√
a2 − x2 dx =

ba2

a

π
2∫

0

cos2 ϕdϕ =
abπ

4
.

Следовательно, = πab. В частности, при a = b = R получаем, что круг есть
квадрируемая фигура и его площадь равна πR2.

O x

y

Рис. 32
2. Найдем площадь, заключенную между параболами y = x2 и y =

√
x.

Прежде всего определим координаты точки A(x1, y1) пересечения кривых (рис.
33). Для этого решим систему уравнений y = x2, y =

√
x, из которой следует,
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что x1 = y1 = 1. Искомая площадь равна разности площадей криволинейных
трапеций, соответствующих функциям y =

√
x и y = x2. Поэтому

S =

1∫
0

√
x dx−

1∫
0

x2 dx =
2

3
− 1

3
=

1

3
.

A(x1, y1)

y
=
x
2

y
=
√ x

O x

y

Рис. 33

3. Найдем площадь, ограниченную осью Ox и первой дугой циклоиды x =
a(t− sin t), y = a(1 − cos t), 0 ≤ t ≤ 2π (рис. 34). Имеем:

S =

2π∫
0

y dx =

2π∫
0

a2(1 − cos t)(1 − cos t) dt = a2

2π∫
0

(1 − cos t)2 dt = 3a2π.

O x

y

Рис. 34
Заметим, что в случае функции f(x), принимающей на [a, b] неположитель-

ные значения, площадь криволинейной трапеции aABb (рис. 35) и симметричной
ей относительно оси Ox совпадают. Поэтому площадь криволинейной трапеции,
расположенной ниже оси )x, равна значению интеграла:

b∫
a

[−f(x)] dx =

b∫
a

|f(x)| dx.
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a b

A

B

A′

B′

O

x

y

Рис. 35
Отсюда следует, что площадь криволинейной трапеции, соответствующей за-

данной на [a, b] функции f(x), независимо от того, сохраняет f(x) или может его

менять, равна значению интеграла
b∫

a

|f(x)| dx.

Рассмотрим площади, ограниченные кривыми, заданными уравнениями в по-
лярных координатах.

Легко убедиться, что сектор круга радиуса R с центральным углом ϕ есть

квадрируемая фигура, имеющая площадь, равную
1

2
R2ϕ.

Пусть r = f(ϕ), α ≤ ϕ ≤ β — непрерывная функция. Рассмотрим криволи-
нейный сектор, ограниченный графиком AB этой функции и лучами ϕ = α, ϕ = β
(рис. 36).

Δϕk

B

A

ρk
Rk

O x

y

Рис. 36

Разобьем отрезок [α, β] на части [ϕk, ϕk+1], k = 0, 1, 2, . . . , (n− 1) так, что для
заданного ε > 0

n−1∑
k=0

(R2
k − ρ2

k)Δϕk < ε, (5)
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где
ρk = inf

[ϕk,ϕk+1]
f(ϕ), Rk = sup

[ϕk,ϕk+1]

f(ϕ).

O

x

y

Рис. 37

Выберем в качестве фигуры, описанной вокруг криволинейного сектора, со-
вокупность круговых секторов с радиусами Rk с центром в 0 и центральными
углами Δϕk, а в качестве вписанной фигуры совокупность аналогичных круговых
секторов с радиусами ρk. Тогда будем иметь, что криволинейный сектор 0AB —
квадрируемая фигура и

1

2

n−1∑
k=0

ρ2
kΔϕk ≤ пл (0AB) ≤ 1

2

n−1∑
k=0

R2
kΔϕk. (6)

С другой стороны,

1

2

n−1∑
k=0

ρ2
kΔϕk ≤

1

2

β∫
α

f 2(ϕ) dϕ ≤ 1

2

n−1∑
k=0

R2
kΔϕk. (7)

Из равенств (5), (6) и (7), как и в случае криволинейной трапеции, вытекает фор-
мула:

пл (0AB) =
1

2

β∫
α

f 2(ϕ) dϕ.

Примеры.

4. Найти площадь, ограниченную кривой r =
√
a cos 2ϕ. (Для значений ϕ, ле-

жащих в промежутках
π

4
< ϕ <

3π

4
,
3π

4
< ϕ <

7π

4
функция не определена, так как

для этих значений подкоренное выражение отрицательно.) В силу симметрично-
сти фигуры достаточно рассмотреть ее часть, ограниченную графиком функции
на участке 0 ≤ ϕ ≤ π

4
и осью 0x (рис. 37). Имеем:

1

4
S =

1

2

π
4∫

0

a cos 2ϕdϕ =
a

2
· 1

2
=
a

4
.
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Следовательно, S = a.

§ 2. Кубируемые фигуры и вычисление объемов некоторых тел

Кубируемость и объем пространственной фигуры, т.е. множества точек трех-
мерного пространства, вводятся аналогично квадрируемости и площади плоской
Фигуры с той лишь разницей, что вместо замкнутых квадратов со стороной, рав-

ной
1

10p
единицы масштаба, берутся замкнутые кубы с ребром такой же величины.

Основные свойства квадрируемых Фигур и площади переносятся на кубируемые
фигуры и объемы, только вместо систем многоугольников рассматриваются си-
стемы многогранников. Мы не будем подробно останавливаться на этом.

Пусть Ц — прямой цилиндр с высотой h и основанием D, т.е. множество точек
M(x, y, z) пространства, таких, чтоM0(x, y, 0) ∈ D и 0 ≤ z ≤ h. Покажем, что если
основание D квадрируемо, то Ц — кубируемая фигура. Для этого в основание D
впишем многоугольник A и рассмотрим вписанную в призму с основанием A и вы-
сотой h. Объем этой призмы равен пл (A) ·h. Аналогичным образом опишем около
основания D многоугольник B и рассмотрим призму с основанием B и высотой h.
Ее объем равен пл (B) ·h. Разность между объемами полученных многогранников
равна [пл (B) − пл (A)]h и может быть сделана сколь угодно малой, так как D —
квадрируемая фигура. Отсюда следует, что цилиндр Ц — кубируемая фигура, а
из неравенств

пл (A) · h ≤ v(Ц) ≤ пл (B) · h
вытекает, что

пл (A) · h ≤ пл (D) · h ≤ пл (B) · h
v(Ц) = пл (D) · h.

Заметим, что каждая ограниченная плоская фигура кубируема и имеет объ-
ем, равный нулю.

Рассмотрим пространственное тело, полученное от вращения вокруг отрезка
[a, b] оси 0x криволинейной трапецмм, ограниченной графиком непрерывной на
[a, b] функции f(x), отрезком [a, b] и прямыми x = a, x = b. Покажем, что объем
этого тела выражается интегралом

v = π

b∫
a

f 2(x) dx. (1)
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O x

y

Рис. 38

Рассмотрим произвольное разбиение отрезка [a, b]:

T = {x0, . . . , xk, xk+1, . . . , xn}.

Соответственно каждой элементарной части [xk, xk+1] разбиения построим два ци-
линдрических тела высотой h = xk+1 − xk с круговыми основаниями, лежащими
в плоскостях, проведенных через xk и xk+1 перпендикулярно к оси Ox радиусов
соответственно rk = inf

[xk,xk+1]
f(x) и Rk = sup

[xk,xk+1]

f(x), так, чтобы ось Ox являлась

осью обоих цилиндров (рис. 38). Ясно, что тело, составленное из цилиндров с ра-
диусами rk окажется вписанным в данное тело вращения, а тело, составленное из
цилиндров с радиусами Rk, — списанным около тела вращения. Объемы этих тел
выразятся соответственно суммами

π

n−1∑
k=0

r2
kΔxk и π

n−1∑
k=0

R2
kΔxk.

Эти величины являются соответственно верхней и нижними суммами Дарбу для
функции πf 2(x), отвечающими разбиению T промежутка [a, b]. Из сказанного, как
и в случае площадей, следует, что тело, полученное, от вращения криволинейной
трапеции, кубируемо и его объем выражается формулой (1).

Если мы рассмотрим тело, полученное вращением вокруг оси Oy криволи-
нейной трапеции, ограниченной отрезком [c, d] оси Oy, графиком непрерывной
неотрицательной Функции x = g(y), c ≤ y ≤ d, и прямыми y = c и y = d, то ана-
логично предыдущему покажем, что это тело кубируемо и его объем выражается
формулой

v = π

d∫
c

g2(y) dy.

Примеры.

1. Вычислим объем тора, полученного вращением круга x2+(y−b)2 ≤ a2 (b >
a) вокруг оси Ox (рис. 39). Очевидно, что этот объем равен разности объемов тел,
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полученных от вращения криволинейных трапеций, соответствующих функциям

y = b+
√
a2 − x2

и
y = b−

√
a2 − x2.

Таким образом,

v = π

a∫
−a

(b+
√
a2 − x2)2 dx− π

a∫
−a

(b−
√
a2 − x2)2 dx =

4πbπ

a∫
−a

√
a2 − x2 dx = 8πbπ

a∫
−a

√
a2 − x2 dx.

−a +a
O x

y

Рис. 39

Простым вычислением находим, что
a∫

−a

√
a2 − x2 dx =

πa2

4
. Следовательно,

v = 2π2a2b.

Рассмотрим более общий случай, когда ограниченное тело Ш обладает тем
свойством, что все сечения Шx тела, перпендикулярные к некоторой оси, которую
без ограничения общности можно принять за ось Ox, квадрируемы. Ясно, что
площади этих сечений в общем случае зависят от x. Обозначив их через S(x).
Пусть a и b — соответственно нижняя и верхняя границы абсцисс точки тела
Ш. Докажем, что если функция S(x) непрерывна на [a, b] и при x1 �= x2 или
Шx1 ⊆ Шx2 или Шx1 ⊆ Шx2 , то тело Ш кубируемо и его v объем выражается
формулой

v = π

b∫
a

S(x) dx. (2)
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Снова рассмотрим произвольное разбиение T отрезка [a, b]. Как и ранее, впи-
шем в тело Ш систему цилиндров с площадями αk = inf

[xk,xk+1]
S(x) и высотами Δxk

и опишем около слоев тела Ш такие же цилиндры, но уже о площадями оснований
βk = sup

[xk,xk+1]

S(x). Так как разность
∑
T

βkΔxk −
∑
T

αkΔxk в силу непрерывности

S(x) может быть сколь угодно малой, то, аналогично предыдущему, заключаем,
что тело Ш кубируемо и справедлива формула (2).

Примеры.

2. Рассмотрим трехосный эллипсоид
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1. Его сечение плоско-

стью x = const есть эллипс, уравнение которого
y2

b2
(
1 − x2

a2

) +
y2

c2
(
1 − x2

a2

) = 1. Его

площадь S(x) = πbc

(
1 − x2

a2

)
. Поэтому

v = π

a∫
−a

S(x) dx = 2πbc

a∫
0

(
1 − x2

a2

)
dx =

4

3
πabc.

В частности, при a = b = c = R получим формулу объема шара:

v =
4

3
πR3.

§ 3. Длина кривой. Дифференциал дуги кривой

Пусть Γ — кривая на плоскости, заданная параметрическими уравнениями

x = ϕ(t), y = ψ(t), (α ≤ t ≤ β.

Кривая Γ называется непрерывной (дифференцируемой, гладкой), если функ-
ции ϕ(t) и ψ(t) непрерывны (дифференцируемы, обладают непрерывными произ-
водными).

Пусть T — некоторое разбиение промежутка [α, β]:

T = {α = t0 < t1 < . . . < tk < tk+1 < . . . < tn = β}.

Положим xk = ϕ(tk), yk = ψ(tk), k = 0, 1, . . . , n, и рассмотрим на кривой Γ систему
точек Mk(xk, yk). Последовательно соединив эти точки, получим ломаную L(T ) с
вершинами Mk, лежащими на кривой Γ (рис. 40). Такая ломаная называется впи-
санной в кривую Γ. Рассмотрим совокупность всех ломаных L = L(T ), вписанных
в кривую Γ, отвечающих всевозможным разбиениям T промежутка [a, b]. Поста-
вим в соответствие каждой ломаной L число s(L), равное длине ломаной. Ясно,
что

s(L) =
∑
T

√
[ϕ(tk+1) − ϕ(tk)]2 + [ψ(tk+1) − ψ(tk)]2.
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Mk

Mk+1

O x

y

Рис. 40

Назовем кривую Γ спрямляемой, если множество чисел {s(L)}, соответству-
ющее всевозможным разбиениям T промежутка [α, β], будет ограниченным. Верх-
нюю грань этого множества, т.е. число s(Γ) = sup

T
{s(L)} назовем длиной кривой

Γ.

Пусть Mk и Mk+1 — две последовательные точки кривой Γ, соответствую-
щие концам промежутка [tk, tk+1] разбиения T , t′, t′′ — любые две точки из этого
промежутка. Обозначим через M ′ и M ′′ соответствующее точки на кривой, через
ρ(M ′,M ′′) — расстояние между ними:

ρ(M ′,M ′′) =
√

[ϕ(t′) − ϕ(t′′)]2 + [ψ(t′) − ψ(t′′)]2.

Величину sup
t′,t′′

ρ(M ′,M ′′) соответственно всевозможным парам значений t′ и t′′ из

[tk, tk=1] назовем диаметром элементарной части Mk кривой Mk+1. Наибольший
из диаметров элементарных частей обозначим через Λ(T ).

Теорема 1. Для того чтобы кривая Γ была спрямляемой, необходимо и до-
статочно, чтобы для любой последовательности разбиений {Tν}, для которой
Γ(Tν) → 0, последовательность длин {s(Lν)}, соответствующих этим разбие-
ниям ломаных, имела конечный предел.

Доказательство необходимости аналогично доказательству теоремы Дар-
бу, и мы его опускаем. Наметим доказательство достаточности.

Допустим, что для каждой последовательности разбиений {Tν}, для кото-
рой Λ)Tν) → 0, соответствующая последовательность длин ломаных {s(Lν)} име-
ет конечный предел. Тогда легко видеть, что пределы всех последовательностей
{s(Lν)}, соответствующих всевозможным последовательностям разбиений {Tν} с
Λ(Tν) → 0 совпадают.

Но среди этих последовательностей разбиений найдется и такая, для кото-
рой пределом {s(Lν)} будет верхняя грань s(Γ) множества всевозможных длин
ломаных, вписанных в кривую Γ, а это значит, что s(Γ) — общий предел для всех
последовательностей {s(Lν)}.

Замечание. Из теоремы 1 следует, что для установления спрямляемости кри-
вой и отыскания ее длины надо взять произвольную последовательность разбие-
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ний {Tν} промежутка [a, b] изменения параметра t такую, что Λ(Tν) → 0 и про-
верить наличие предела у последовательности {s(Lν)}. Значение этого предела
(если он конечен) и будет длиной кривой.

Напомним, что функция f(x), определенная на промежутке [α, β], имеет огра-
ниченные изменения на этом промежутке, если множество значения сумм∑

T

|ϕ(tk+1) − ϕ(tk)|,

соответствующих всевозможным разбиениям T промежутка [a, b] на конечное чис-
ло частей, является ограниченным, т.е. если существует такое число N , что для
любого разбиения T имеет место неравенство∑

T

|ϕ(Tk+1) − ϕ(tk)| ≤ N.

Теорема 2. Для того чтобы кривая Γ, заданная уравнениями

x = ϕ(t) и y = ψ(t), α ≤ t ≤ β, (1)

была спрямляемой, необходимо и достаточно, чтобы функции ϕ(t) и ψ(t) имели
на отрезке [a, b] ограниченное изменение.

Доказательство. Имеем для функции ϕ(t) очевидные неравенства

|ϕ(tk+1) − ϕ(tk)| ≤
√

[ϕ(tk+1) − ϕ(tk)]2 + [ψ(Tk+1) − ψ(tk)]2 ≤

≤ |ϕ(Tk+1) − ϕ(tk)| + |ψ(Tk+1) − ψ(tk)|
и аналогичные для функции ψ(t).

В результате суммирования по всем элементарным частям разбиения получим
для ϕ(t):∑

T

|ϕ(tk+1) − ϕ(tk)| ≤
∑
T

√
[ϕ(Tk+1) − ϕ(tk)]2 + [ψ(tk+1) − ψ(tk)]2 ≤

≤
∑
T

|ϕ(tk+1) − ϕ(tk)| +
∑
T

|ψ(tk+1) − ψ(tk)|

и аналогичное выражение — для ψ(t). Из этих неравенств вытекает, что спрямля-
емость кривой (1) эквивалентна ограниченности изменения каждой из функций
ϕ(t) и ψ(t) на отрезке [a, b].

Следствие. Если функции ϕ(t) и ψ(t) имеют на [α, β] ограниченные произ-
водные, то кривая Γ: x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β спрямляема.

В самой деле, если |ϕ′(t)| ≤ L, то

|ϕ(tk+1) − ϕ(tk)| = |ϕ′(τk)Δtk| ≤ LΔtk,

откуда
∑
T

|ϕ(Tk+1) − ϕ(tk)| ≤ L(β − α). Аналогичное выражение получим для

функции ψ(t).
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Теорема 3. Если функции ϕ(t) и ψ(t) имеют интегрируемые на [α, β] про-
изводные, то кривая Γ, заданная уравнениями

x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β,

спрямляема и

s(Γ) =

β∫
α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

Доказательство. Так как интегрируемая функция необходимо, ограничена,
то, по следствию из теоремы 2, кривая Γ, удовлетворяющая условиям теоремы,
спрямляема. Остается вывести формулу для длины кривой.

С этой целью рассмотрим произвольную последовательность разбиений {Tν}
отрезка [α, β], такую, что max

k
Δ

(ν)
k → 0. В силу непрерывности функций ϕ(t) и ψ(t)

также Γ(Tν) → 0. Действительно, так как ϕ(t) и ψ(t), будучи непрерывными на
отрезке [α, β], равномерно непрерывны на этом отрезке, по заданному числу ε > 0
найдется такое число δ = δ(ε) > 0, что при любом разбиении T промежутка [α, β]
на элементарные части с длинами, меньшими δ, колебание каждой да функций
ϕ(t) и ψ(t) на промежутке [tk, tk+1] будет меньше

ε√
2
. Но тогда

Λ(T ) = max
k

{
sup

t,t′′∈[tk,tk+1]

√
[ϕ(t′) − ϕ(t′′)]2 + [ψ(t′) − ψ(t′′)]2

}
< ε.

Поэтому при построении последовательности разбиений {Tν} промежутка [α, β],
такой, что Λ(Tν) → 0, достаточно позаботиться лишь о том, чтобы λ(Tν) = max

k
Δ

(ν)
k

→ 0.

Рассмотрим произвольную последовательность {Tν} разбиений отрезка [a, b],
такую, что λ(Tν) → 0. В этом случае для длины ломаной Lν = L(Tν) получим
выражение:

s(Lν) =
∑
Tν

√
[ϕ(t

(ν)
k+1) − ϕ(t

(ν)
k ]2 + [ψ(t

(ν)
k+1 − ψ(t

(ν)
k ]2.

По формуле Лагранжа,

ϕ(t
(ν)
k+1) − ϕ(t

(ν)
k ϕ′(τ (ν)

k )Δt
(ν)
k , ψ(t

(ν)
k+1) − ψ(t

(ν)
k ψ′(θ(ν)

k )Δt
(ν)
k ,

где τ (ν)
k и θ+ k(ν) — некоторые промежуточные точки отрезка [t

(ν)
k , t

(ν)
k+1]. Следова-

тельно,

s(Lν) =
∑
Tν

√
[ϕ′(τ (ν)

k ]2 + [ψ′(θ(ν)
k ]2Δt

(ν)
k . (2)

Если бы τ
(ν)
k = θ

(ν)
k , то сумма (2) была бы интегральной суммой для функции√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2. Однако в общем случае τ (ν)
k �= θ

(ν)
k , и поэтому «почти инте-
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гральную» сумму (2) преобразуем следующим образом:∑
Tν

√
[ϕ′(τ (ν)

k ]2 + [ψ′(θ(ν)
k ]2Δt

(ν)
k =

=
∑
Tν

√
[ϕ′(τ (ν)

k ]2 + [ψ′(τ (ν)
k ]2Δt

(ν)
k +

+
∑
Tν

{√
[ϕ′(τ (ν)

k ]2 + [ψ′(θ(ν)
k ]2 −

√
[ϕ′(τ (ν)

k ]2 + [ψ′(τ (ν)
k ]2
}

Δt
(ν)
k =

=
∑
Tν

√
[ϕ′(τ (ν)

k ]2 + [ψ′(τ (ν)
k ]2Δt

(ν)
k + μν .

(3)

При этом преобразовании мы добавила к равенству (3) и вычли из него интеграль-
ную сумму ∑

Tν

√
[ϕ′(τ (ν)

k ]2 + [ψ′(τ (ν)
k ]2Δt

(ν)
k .

При λ(Tν) → 0 первое слагаемое правой части равенства (3) стремится к
β∫
α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt. Поэтому остается лишь показать, что второе слагаемое

μν стремится к нулю.

Поскольку имеет место система неравенств∣∣∣∣√[ϕ′(τ (ν)
k )]2 + [ψ′(θ(ν)

k )]2 −
√

[ϕ′(τ (ν)
k ]2 + [ψ′(τ (ν)

k ]2
∣∣∣∣ =

=
[ψ′(θ(ν)

k ) + ψ′(τ (ν)
k )] |ψ′(θ(ν)

k ) − ψ′(τ (ν)
k )|√

[ϕ′(τ (ν)
k ]2 + [ψ′(θ(ν)

k ]2 +

√
[ϕ′(τ (ν)

k ]2 + [ψ′(τ (ν)
k ]2

≤

≤ ψ′(θν)k ) − ψ′(τ (ν)
k )| ≤ ω

(ν)
k (ψ′),

для μν получим следующую оценку

μν ≤
∑
Tν

ω
(ν)
k Δt

(ν)
k .

В полученном неравенстве сумма справа имеет пределом число 0, так как функция
ψ′(t) по условию интегрируема. Таким образом,

s(Γ) = lim
ν→∞

s(Lν) =

β∫
α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

Замечание. Если кривая Γ является графиком непрерывно дифференциру-
емой функции y = f(x), заданной на промежутке [a, b], то, очевидно,

s(Γ) =

b∫
a

√
1 + [f ′(x)]2 dx.
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Если уравнение кривой Γ задано в полярных координатах x = ρ(ϕ) cosϕ, y =
ρ(ϕ) sinϕ, где α ≤ ϕ ≤ β и ρ(ϕ) непрерывно дифференцируемая на [α, β] функция,
то ее длина выражается интегралом:

s(Γ) =

β∫
α

√
ρ2 + (ρ′)2 dϕ.

Примеры.

1. Длина дуги цепной линии. Цепной линией называется кривая, задаваемая
уравнением

y =
1

2
(ex + e−x).

Форму этой кривой принимает тяжелая нить, закрепленная на концах (рис. 41).
Длина дуги AB будет равна:

sAB =

a∫
−a

√
1 +

(
ex + e−x

2

)2

dx =

=

a∫
−a

√
1 +

e2x − 2 + e−2x

4
dx =

a∫
−a

ex + e−x

2
dx = ea − e−a.

A B

−a +a x

y

Рис. 41
2. Длина дуги параболы y = x2 (рис. 42):

sOA =

a∫
0

√
1 + 4x2 dx = 2

a∫
0

√
x2 +

(
1

2

)2

dx =

= 2

[
1

2
+

√
x2 +

(
1

2

)2

+
1

2

(
1

2

)2

ln(x+

√
x2 +

(
1

2

)2

dx =

2 =

[
a

2

√
a2 +

1

4
+

1

8
ln

(
a +

√
a2 +

1

4

)]
+

1

2
ln 2.
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y
=
x
2

A

O x

y

Рис. 42

Так как в формуле длины дуги кривой под знаком интеграла стоит ирра-
циональное выражение, вычисление длины дуги даже такой простой кривой, как
парабола, оказывается достаточно сложным.

3. Длина дуги эллипса: x = a cosϕ, y = b sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π (рис. 43):

sэл =

π
2∫

0

√
a2 + sin2 ϕ+ b2 cos2 ϕdϕ =

π
2∫

0

√
a2 − (a2 − b2) cos2 ϕdϕ =

= a

π
2∫

0

√
1 − k2 cos2 ϕdϕ, k2 =

a2 − b2

a2
,

где k — эксцентриситет эллипса. Подстановкой z = cosϕ приводим последний
интеграл к виду

1∫
0

1 − k2z2√
(1 − z2)(1 − k2x2)

dz,

который не может быть вычислен точно, так как неопределенный интеграл∫
1 − k2z2√

(1 − z2)(1 − k2x2)
dz не выражается в элементарных функциях. Интеграл ви-

да ∫
P (z)√
Q(z)

dz,

где P (z) — многочлен второй степени, Q(z) — многочлен третьей или четвертой
степени без кратных корней, называется эллиптическим интегралом.
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A

B

O x

y

Рис. 43

Рассмотрим гладкую кривую Γ:

x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β, (4)

и дополнительно предположим, что производные функции ϕ(t) и ψ(t) не обра-
щаются одновременно в нуль на отрезке [α, β], т.е. что [ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 > 0 при
всех t ∈ [α, β]. Рассмотрим часть кривой Γ, соответствующую промежутку [α, t]
изменения параметра. Длина этой части кривой выразится интегралом

s(t) =

t∫
α

√
[ϕ′(τ)]2 + [ψ′(τ)]2 dτ,

откуда
s′(t) =

√
[ϕ′(τ)]2 + [ψ′(τ)]2

или
ds =

√
dx2 + dy2. (5)

Равенство (5) показывает, что дифференциал дуги выражает длину отрезка
касательной к кривой в точке A(ϕ(t), ψ(t)) (рис. 44), соответствующего прира-
щениям dx и dy переменных x и y, возникающим в результате приращения dt
параметра t. Равенство (5) часто записывает в следующем виде:

ds2 = dx2 + dy2. (6)

Из соотношения (6) вытекает, что

dx

ds
= cosλ,

dy

ds
= sinλ,

где λ — угол, образованный касательной к кривой с направлением оси Ox.
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dx

dy

ds

A

x x + dx

Рис. 44
При сделанном. предположении относительно функций ϕ(t) и ψ(t) функция

s(t) является строго монотонной на промежутке [α, β], поэтому для нее существу-
ет непрерывно-дифференцируемая обратная функция t = χ(s), определенная на
промежутке [0, s(β)]. Если в уравнениях (6) перейти к переменной s, т.е. рассмот-
реть

x = ϕ[χ(s)] = x(s),

y = ψ[χ(s)] = y(s),
0 ≤ s ≤ s(β), (7)

получим уравнение кривой Γ, в котором в роли параметра выступает переменная
длина кривой. Во многих рассмотрениях задание кривой в форме (7) оказывается
особенно удобным. Уравнение кривой в форме (7) носит название натурального
уравнения кривой.

Теорема 4. Пусть Γ: x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β, есть гладкая кривая,
	

AA′ — дуга этой кривой, AA′ — хорда, стягивающая дугу
	

AA′. Тогда

lim
s
AA′ →0

	

AA′

AA′ = 1.

Доказательство. Пусть координатами точек A и A′ будут соответственно
(ϕ(t), ψ9t)) и (ϕ(t + Δt), ψ(t+ Δt)). Тогда

s �
AA′ =

t+Δt∫
t

√
[ϕ′(τ)]2 + [ψ′(τ)]2 dτ

sAA′ =
√

[Δϕ(t)]2 + [Δψ(t)]2 =
√

[ϕ′(θ1)]2 + [ψ′(θ2)]2Δt, t < θi < t+ Δt, i = 1, 2.

Таким образом,

s �
AA′

sAA′
=

t+Δt∫
t

√
[ϕ′(τ)]2 + [ψ′(τ)]2 dτ

√
[ϕ′(θ1)]2 + [ψ′(θ2)]2Δt

.

По теореме о среднем,
t+Δt∫
t

√
[ϕ′(τ)]2 + [ψ′(τ)]2 dτ =

√
[ϕ′(θ)]2 + [ψ′(θ)]2Δt,
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где t ≤ θ ≤ t+ Δt. Поэтому

s �
AA′

sAA′
=

√
[ϕ′(θ)]2 + [ψ′(θ)]2√

[ϕ′(θ1)]2 + [ψ′(θ2)]2
. (8)

В силу непрерывности ϕ′(t) и ψ′(t) при Δt→ 0 имеем:

ϕ′(θ) → ϕ′(t), ψ′(θ) → ψ′(t),

ϕ′(θ1) → ϕ′(t), ψ′(θ2) → ψ′(t).

Следовательно, согласно (8), при Δt → 0

s �
AA′

sAA′
→ 1,

что требовалось доказать.

Рассмотрения, проведенные для плоской кривой, могут быть полностью пе-
ренесены на случай пространственной кривой, задаваемой системой

x = ϕ(t),

y = ψ(t),

z = χ(t),

где функции ϕ(t), ψ(t) χ(t) определены на некотором промежутке [α, β].

В частности, если кривая гладкая, то ее длина выражается интегралом:

s =

β∫
α

√
[ϕ′(τ)]2 + [ψ′(τ)]2 + [χ′(t)]2 dτ,

а величины
dx

ds
= cosλ,

dy

ds
= cosμ,

dz

ds
= cos ν

определяют косинуса углов, образованных касательной к кривой с направлениями
координатных осей.

В качестве еще одного геометрического приложения определенных интегра-
лов рассмотрим задачу о нахождении площадей поверхностей вращения. При этом
воспользуемся наглядным определением площади, не вдаваясь в строгое опреде-
ление этого понятия, которое будет приведено далее.

Найдем площадь поверхности, которая образуется при вращении кривой во-
круг оси, лежащей в плоскости кривой, которую примем за ось Ox. Пусть кривая
Γ задана уравнением y = f(x), где функция f(x) непрерывна вместе с производной
f ′(x) на [a, b] и неотрицательна на этом отрезке. При вращении участка кривой,
соответствующего отрезку [x, x+dx], описываемая им фигура при достаточно ма-
лом значении dx близка к усеченному конусу (рис. 45). Площадь dQ поверхности
этой фигуры приближенно выражается равенством

dQ = 2π
f(x) + f(x+ dx)

2
ds = 2πf(x) dx+ o(dx).
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Тогда площадь Q29 рассматриваемой поверхности будет следующей:

Q = 2π

b∫
a

y dx = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx.

O

x

y

Рис. 45
Аналогичный образом получаем формулу площади поверхности вращения

кривой Γ вокруг оси Oy, заданной уравнением x = g(y), y ∈ [c, d]:

Q = 2π

d∫
c

x ds = 2π

d∫
c

√
1 + [g′(y)]2 dy.

Предлагаем читателю рассмотреть случай параметрического задания кривой.

Примеры.
Найдем площадь параболического зеркала с высотой равной единице (рис.

46). Имеем:

Q = 2π

1∫
0

√
x

√
1 +

1

4x
dx = π

1∫
0

√
4x+ 1 dx =

π

4
· 2

3
(4x+ 1)

3
2

∣∣∣∣1
0

=
π

6
(5
√

5 − 1).

1

y =
√ x

O

x

y

Рис. 46
29См. с. 313.!!!
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В большинстве случаев вследствие наличия под знаком интеграла выражения√
1 + [f ′(x)]2 он не берется.

§ 4. Общая схема применения интеграла

В приложениях часто приходится встречаться с величинами, распределенны-
ми по некоторому промежутку [a, b] таким образом, что каждому входящему в
него промежутку [α, β] соответствует определенное значение этой величины. На-
пример, при перемещении материальной точки под действием силы вдоль про-
межутка [a, b] каждому участку пути [α, β] соответствует определенное значение
совершаемой на этом участка работы по перемещению. В дальнейшем мы встре-
тимся с другими призерами такого рода, а сейчас введем следующие понятия.

Будем говорить, что на отрезке [a, b] определена функция промежутка J([α, β]),
если каждому промежутку [α, β] ⊂ [a, b] соответствует определенное число. Если
функция J([α, β]) обладает таи свойством, что для каждого разбиения [α, β] на
две части [α, ξ], [ξ, β] выполняется равенство

J([α, β]) = J([α, ξ]) + J([ξ, β]),

то она называется аддитивной на [a, b].

Важным примером аддитивной на [a, b] функции J является определенный
интеграл от интегрируемой на [a, b] функции f(x). Для него

J([α, β]) =

β∫
α

f(x) dx.

Для аддитивной на [a, b] функции соответственно каждому разбиению T =
{a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b} промежутка на конечное число элементарных
частей выполняется равенство

J([a, b]) =
∑
T

J([xk, xk+1]). (1)

Пусть J([α, β]) — функция промежутка, определенная на [a, b], и x0 — неко-
торая фиксированная точка из [a, b]. Рассмотрим переменный промежуток [α, β],
содержащий точку x0. Если при стягивании промежутка [α, β] к точке x0 (т.е. при
β, α→ x0) значение J([α, β]) стремится к нулю, то говорят, что функция J([α, β])
непрерывна в точке x0. Наконец, функция J([α, β]) дифференцируема в точке x0,
если существует конечный предел

lim
β−α→0, α≤x0≤β

J([α, β])

β − α
= J ′(x0),

называемый производной функции J([α, β]) в точке x0. В этом случае имеет место
представление

J([α, β]) = J ′(x))(β − α) + o(β − α). (2)
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Если функция J([α, β]) дифференцируема в каждой точке x промежутка [a, b],
то на [a, b] определена производная J ′(x0) этой функции, называемая также Функ-
цией плотности распределения величины J([α, β]).

Пусть, например, вдоль промежутка [a, b] расположен материальный стер-
жень, а значение J([α, β]) выражает массу части стержня, соответствующей про-
межутку [α, β]. Тогда число J ′(x0) выражает плотность распределения массы в
точке x0. Обозначим плотность J ′(x) через ρ(x), перепишем соотношение (2) для
каждого промежутка [xk, xk+1] разбиения T в виде

J([xk, xk+1]) = ρ(ξ)Δxk + o(Δxk),

а равенство (1) — в виде

J([a, b]) =
∑
T

ρ(ξk)Δxk +
∑
T

o(Δxk).

Первая из сумм в этом равенстве, очевидно, является интегральной для функции
ρ(x), и если плотность ρ(x) интегрируема на [a, b], то вторая сумма, как легко
проверить, стремится к нулю при λ(T ) → 0.

Из сказанного вытекает, что, зная плотность ρ(x), в случае ее интегрируемо-
сти можно выразить значение массы стержня J([a, b]) интегралом

J([a, b]) =

b∫
a

ρ(x) dx. (3)

Для массы участка стержня на промежутке [x, x+dx] в этом случае получаем
представление

J([x, x+ dx]) = ρ(x) dx+ o(dx).

Приведем еще один пример. Пусть функция f(x) есть величина силы, прило-
женной к материальной точке x и направленной вдоль отрезка [a, b]. На участке
пути [x, x+ dx] эта сила выполняет работу

ΔA = f(x) dx+ o(dx).

Тогда вдоль всего пути [a, b] работа A заданной силы выразится интегралов

A =

b∫
a

f(x) dx

(при этом предполагается, что функций f(x) интегрируема).
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Глава X

n-МЕРНОЕ ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО.
МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА. НЕПРЕРЫВНЫЕ
ФУНКЦИИ НА МНОЖЕСТВАХ МЕТРИЧЕСКИХ

ПРОСТРАНСТВ

В гл. I мы установили взаимно однозначное соответствие между веществен-
ными числами и точками прямой. Это соответствие позволило ввести координаты
точек, лежащих на прямой, на плоскости или в пространстве, что дало возмож-
ность, с одной стороны, исследовать геометрические объекты аналитическими ме-
тодами, например, вычислением, а не построением, находить точки пересечения
данной прямой и данной окружности, с другой стороны, при изучении веществен-
ных функций одной или двух вещественных переменных оказалось возможном
использовать геометрические представления и терминологию, рассматривая, на-
пример, график линейной функции как прямую, график функции y = ax2 + bx+ c
как параболу и т.д. Геометрическое изображение функции трех и более перемен-
ных невозможно. Однако и здесь обобщения геометрических понятий полезны, так
как при формулировке и доказательстве утверждений, относящихся к функциям
многих независимых переменных, позволяет использовать удобные выражения и
обозначения, наводящие соображения по аналогии.

§ 1. n-мерное евклидово пространство

Рассмотрим всевозможные упорядоченные совокупности (x1, x2, . . . , xn) из n
вещественных чисел x1, x2, . . . , xn. По аналогии с трехмерным евклидовым про-
странством, рассматриваемым как множество всех упорядоченных троек веще-
ственных чисел, введем понятие n-мерного пространства для любою натурального
числа n.

Определение 1. n-мерным арифметическим пространством Rn, n > 1, на-
зывается множество всех упорядоченных совокупностей (x1, x2, . . . , xn) из n ве-
щественных чисел. Каждая совокупность (x1, x2, . . . , xn) называется точкой про-
странства Rn. Числа x1, x2, . . . , xn называются координатами точки (x1, x2, . . . , xn).

Пространство R1 есть вся числовая прямая R = (−∞,∞).
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Точки пространства Rn часто обозначаются строчными буквами x = (x1, x2,
. . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) или прописными буквами M , N латинского алфавита.
Используется также запись M(x1, x2, . . . , xn), которая означает, что дана точка M
с координатами x1, x2, . . . , xn.

Две точки x = (x1, x2, . . . , xn) и y = (y1, y2, . . . , yn) пространства Rn считаются
одинаковыми (тождественными, совпадающими), x = y, если равны одноименные
коордиваты этих точек, т.е. xi = yi для всех i = 1, 2, . . . , n.

Определение 2. Расстоянием между точками x = (x1, x2, . . . , xn) и y =
(y1, y2, . . . , yn) называется вещественное число

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2. (1)

Ясно, что ρ(x, y) ≥ 0 и что ρ(x, y) = 0 тогда и только тогда, когда x = y.
Очевидно также, что

ρ(x, y) = ρ(y, x).

Кроме того, расстояние ρ(x, y) удовлетворяет неравенству

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z), (2)

где x, y, z — произвольные точки Rn, называемому неравенством треугольника.
(Если x, y, z — точки R2, то неравенство (2) означает, что сумма длин двух сторон
треугольника не меньше длины его третьей стороны.) Чтобы доказать это важное
свойство расстояния, установив следующее числовое неравенство.

Пусть a1, a2, . . . , an и b1, b2, . . . , bn — две система вещественных чисел. Тогда√√√√ n∑
k=1

(ak + bk)2 ≤

√√√√ n∑
k=1

a2
k +

√√√√ n∑
k=1

b2k. (3)

Неравенство (3) называется неравенством Коши–Минковского. Имеем

n∑
k=1

(ak + bk0
2 =

n∑
i=1

a2
k + 2

n∑
k=1

akbk +
n∑
k=1

b2k.

Но, по неравенству Буняковского–Шварца (пример 2 из § 2 гл. VI)

n∑
k=1

akbk ≤
n∑
k=1

|akbk| ≤

√√√√ n∑
k=1

a2
k ·

√√√√ n∑
k=1

b2k

Поэтому

n∑
k=1

(ak + bk)
2 ≤

n∑
k=1

a2
k + 2

√√√√ n∑
k=1

a2
k ·

√√√√ n∑
k=1

b2k +
n∑
k=1

b2k =

(√√√√ n∑
k=1

a2
k +

√√√√ n∑
k=1

b2k

)2

,
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откуда √√√√ n∑
k=1

(ak + bk)2 ≤

√√√√ n∑
k=1

a2
k +

√√√√ n∑
k=1

b2k.

Пусть x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), z = (z1, z2, . . . , zn) — точки Rn.
Используя неравенство (3), найдем:

ρ(x, z) =

√√√√ n∑
k=1

(zk − zk)2 =

√√√√ n∑
k=1

[((xk − yk) + (yk − zk)]2 ≤

≤

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2 +

√√√√ n∑
k=1

(yk − zk)2 = ρ(x, y) + ρ(y, z),

что требовалось доказать.

Из неравенства треугольника легко вывести так называемое обратное нера-
венство треугольника:

|ρ(x, z) − ρ(y, z)| ≤ ρ(x, y). (4)

В самом деле,
ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z),

откуда
ρ(x, z) − ρ(y, z) ≤ ρ(x, y). (5)

Аналогичным образом находим

ρ(y, z) − ρ(x, z) ≤ ρ(y, x)

или с учетом того, что ρ(x, y) = ρ(y, x)

−[ρ(x, z) − ρ(y, z)] ≤ ρ(x, y). (6)

Из выражений (5) и (6) вытекает неравенство (4).

Определение 3. Расстояние между точками n-мерного арифметического про-
странства, определяемое равенством (1), называется евклидовым расстоянием, а
пространство Rn, наделенное евклидовым расстоянием, называется евклидовым
n-мерным пространством.

Некоторые множества точек пространства Rn при n > 3 по аналогии с трех-
мерным случаем имеют определенные названия.

Множество точек x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, координаты которых удовлетво-
ряют неравенствам ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n, где a1, a2, . . . , an и b1, b2, . . . , bn —
фиксированные числа, такие, что ai < bi для i = 1, 2, . . . , n, называются замкну-
тым n-мерным параллелепипедом. Двумерный замкнутый параллелепипед есть
прямоугольник, одномерный — отрезок. Если все разности bi − ai, i = 1, 2, . . . , n,
равны между собой, то параллелепипед называют кубом. Множество M = {x =
(x1, x2, . . . , xn)| ai < xi < bi, i = 1, . . . , n} называется открытым параллелепипе-
дом. Если в неравенстве для координат точек замкнутого параллелепипеда хотя
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бы для одного i одно из нестрогих неравенств заменить на строгое, то такой па-
раллелепипед будет называться полуоткрытым. Например, неравенства

0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 < 1, 0 ≤ x3 ≤ 1, 0 < x4 ≤ 1

полуоткрытый четырехмерный куб.

Пусть P — замкнутый n-мерный параллелепипед:

P = {x = (x1, x2, . . . , xn)| ai ≤ x ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n}

или сокращенно
P = {x| ai ≤ xi ≤ bi}.

Множество точек этого параллелепипеда, удовлетворяющих условиям

xj = aj, ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n, i �= j,

называется (n− 1)-мерной гранью параллелепипеда P . Заменив aj на bj или взяв
вместо j другой номер, получим другую (n − 1)-мерную грань параллелепипеда.
Всего у n-мерного параллелепидеда имеется 2n различных (n−1)-мерных граней.

Множество точек из P , определяемых равенствами и неравенствами

xj1 = aj1 , xj2 = aj2 , . . . , xjk = ajk , ai ≤ xi ≤ bi,

i = 1, 2, . . . , n, i �= j1, j2, . . . , jk, k < n,

называется (n− k)-мерной гранью параллелепипеда P .

Заменив некоторые ajl на bjl , l = 1, 2, . . . , k, или взяв другие k индексов
j′1, j

′
2, . . . , j

′
k, можно получить другую (n− k)-мерную грань. Рекомендуем читате-

лю подсчитать, сколько (n − k)-мерных граней имеет n-мерный параллелепипед.

Множество точек x ∈ Rn, удовлетворяющих неравенству ρ(x, a) ≤ r, где a =
(a1, a2, . . . , an) — фиксированная точка пространства Rn, а r — неотрицательное
число, называется замкнутым n-мерным шаром с центром в точке a и радиусом r.
Оно обозначается через K(a, r). Неравенство, определяющее замкнутый n-мерный
шар, имеет вид

n∑
i=1

(xi − ai)2 ≤ r2.

Если r = 0, то шар вырождаемся в точку. Двумерный замкнутый шар — это круг,
одномерный — отрезок |x1 − a1| ≤ r. Множество K(a, r) называется открытым
n-мерным шаром, а S(a, r) = {x| ρ(x, a) = r} — n-мерной сферой. Ясно, что

K(a, r) = K(a, r) ∪ S(a, r).

Открытый шар K(a, r) называется внутренней частью или внутренностью
замкнутого шара K(a, r), а сфера S(a, r) — границей как открытого шара K(a, r),
так и эамкнутого шара K(a, r).
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Отметим, что n-мерные параллелепипеды и шар при n > 3 — это не геометри-
ческие фигуры, а названия некоторых множеств, элементами которых являются
упорядоченные совокупности из n вещественных чисел. Помимо удобных назва-
ний такие геометрические понятия часто позволяют по аналогии с трехмерным
случаем предугадать, какими аналитическими выражениями и преобразованиями
надо воспользоваться, чтобы получить в пространстве Rn при n > 3 тот или иной
результат, геометрически очевидный в пространстве R3.

Мы знаем, что в трехмерный замкнутый шар можно вписать замкнутый куб
таким образом, что диагональ куба будет равна диаметру шара. Если диагональю
трехмерного параллелепипеда является верхняя грань расстояний между двумя
его точками, то «диагональю» n-мерного параллелепипеда P = {x| ai ≤ xi ≤ bi}

естественно назвать число α =

√
n∑
i=1

(bi − ai)2. Пусть теперь дан n-мерный шар

K(a, r) = {x| ρ(x, c) ≤ r}. Рассмотрим куб P =

{
x| ci − r√

n
≤ xi ≤ ci +

r√
n

}
, где

ci, i = 1, 2, . . . , n, — координаты центра шара. Если x ∈ P , то

ρ(x, c) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − ci)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

r2

n
= r

т.е. каждая точка куба принадлежит шару. Кроме того, диагональ куба

α =

√√√√ n∑
i=1

[(
ci +

r√
n

)
−
(
ci − r√

n

)]2
=

√√√√ n∑
i=1

4r2

n
= 2r,

и мы «вписали» требуемым образом n-мерный куб в n-мерный шар.

Читателю рекомендуется доказать утверждение: n-мерный шар можно впи-
сать в n-мерный куб таким образом, что диаметр шара будет равен длине l = bi−ai
«ребра» куба.

Наличие в пространстве Rn расстояния позволяет ввести понятие предела по-
следовательности точек этого пространства, окрестности, предельной точки мно-
жества и т. д.

Определение 4. Последовательность {xk} ⊂ Rn называется сходящейся к
точке x0 ∈ Rn, если ρ(xk, x0) → 0 при k → ∞. В этом случае записывают: xk → x0

или lim xk = x0.

Пусть xk = (x1
k, x

2
k, . . . , x

n
k) и x0 = (x1

0, x
2
0, . . . , x

n
0 ). Так как

|xjk − xj0| ≤

√√√√ n∑
i=1

(xjk − xj0)
2 = ρ(xk, x0),

то из xk → x0 следует, что xjk → xj0 для любого j = 1, 2, . . . , n. Обратно, если

xjk → xj0 при всех j = 1, 2, . . . , n, то также ρ(xk, x0) =

√
n∑
i=1

(xjk − xj0)
2 → 0, т.е.
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xk → x0. Поэтому сходимость последовательности пространства Rn к пределу
эквивалентна сходимости i-х координат точек последовательности к одноименным
i-м координатам точки, являющейся пределом последовательности. Кратко этот
факт выражают словами: сходимость в Rn есть покоординатная сходимость.

Легко убедиться, что последовательность {xn} ⊂ Rn может сходиться только
к одному пределу. В самой деле, если xk → x0 и xk → x̃0, то для любого числа
ε > 0 найдется номер k0, такой, что ρ(xk, x0) <

ε

2
и ρ(xk, x̃0) <

ε

2
при k ≥ k0. Но

тогда, в силу неравенства треугольника при k ≥ k0

ρ(x0, x̃0) ≤ ρ(x0, xk) + ρ(xk, x̃0) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

и так как число ε > 0 произвольно, то ρ(x0, x̃0) = 0. Это возможно, если x0 = x̃0.

Как и в случае числовых последовательностей, легко убеждаемся, что если
последовательность {xk} ⊂ Rn сходится к пределу x0 ∈ Rn, то и любая подпосле-
довательность {xki

} ⊂ {xk} сходится к тому же пределу.

Определение 5. Множество M ⊂ Rn называется ограниченным, если суще-
ствуют точка a ∈ Rn и константа r, такие, что ρ(x, a) ≤ r для любой точки x ∈M .

Лемма 1. Сходящаяся последовательность {xn} ⊂ Rn ограничена.

Доказательство. Пусть xk → x0. Тогда найдется номер k0, такой, что ρ(xk, x0)
< 1 при k ≥ k0. Положим r = max {1, ρ(x1, x0), ρ(x2, x0), . . . , ρ(xk0−1, x0)}. В этом
случае, как легко видеть, для любого k

ρ(xk, x0) ≤ r,

что означает ограниченность последовательности {xk}.
Из того, что сходимость последовательности точек в пространстве Rn есть

покоординатная сходимость, вытекает необходимое и достаточное условие суще-
ствования предела такой последовательности.

Критерий Коши. Для того чтобы последовательность {xk} ⊂ Rn сходилась
к некоторому пределу x0 ∈ Rn, необходимо и достаточно, чтобы для любого ε > 0
нашелся номер k0, такой, что ρ(xk, xm) < ε при k,m ≥ k0.

Доказательство. Необходимость критерия Коши доказывается так же, как
для последовательности чисел; надо лишь модуль разности вещественных чисел
заменить расстоянием между точками пространства Rn. Если условие Коши вы-
полнено, то, так как для любого индекса i = 1, 2, . . . , n

|xik − xim| ≤ ρ(xk, xm),

последовательность i-х координат точек xk также удовлетворяет условию Коши.
Следовательно, существуют числа xi0, такие, что xik → xi0, i = 1, 2, . . . , n. Но тогда,
как сказано выше, xk → x0, и достаточность критерия Коши доказана.

Определение 6. δ-окрестностью точки a ∈ Rn называется открытый шар
K(a, δ) радиусом δ с центром в этой точке.
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Определение 7. Точка a ∈ Rn называется предельной точкой множества
X ⊂ Rn, если

K(a, δ) ∩ {X \ a} �= ∅
для любого числа δ > 0.

Можно доказать, что если a — предельная точка множества X, то любая δ-
окрестность точки a содержит бесконечно иного точек множества X, отличных
от точки a. Однако проводить здесь это доказательство, а также вводить другие
определения, связанные с понятней предела и окрестности, мы не будем, а сделаем
это в следующей параграфе для более общего случая.

§ 2. Метрические пространства

При определении предела последовательности точек n-мерного евклидова
пространства, ограниченного множества в этом пространстве и некоторых дру-
гих понятий мы использовали лишь одно свойство пространства Rn — наличие в
нем расстояния между двумя любыми точками. Это определение можно распро-
странить и на множества других объектов, если ввести в них расстояние между
двумя любыми объектами, и мы придем к понятию метрического пространства.

1. Определение 1. Множество X = {x, y, z, . . . , u, v, . . .} элементов некоторой
природы называется метрическим пространством, если каждой упорядоченной
паре элементов x, y ∈ X поставлено в соответствие неотрицательное число ρ(x, y),
называемое расстоянием между элементами x и y или метрикой пространства
X и удовлетворяющее следующим трем условиям (аксиомам метрики):

1) ρ(x, y) = 0 тогда и только тогда, когда x = y (аксиома тождества);

2) ρ(x, y) = ρ(y, x) (аксиома симметрии);

3) ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, y) (аксиома треугольника).

Элементы метрического пространства называются также точками этого про-
странства.

Примеры.

1. X есть n-мерное евклидово пространство Rn. Выполнение аксиом метрики

для ρ(x, y) =

√
n∑
i=1

было проверено ранее (си. § 1 данной главы). Следовательно,

Rn — метрическое пространство.

Арифметическое пространство Rn можно наделить и другими метриками,
например,

ρ1(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi| или ρ2(x, y) = max
i=1,2,...,n

|xi − yi|.

Выполнение аксиом метрики в обоих случаях проверяется без труда.
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2. Пусть X — множество всех функций x(t), определенных и непрерывных
на отрезке α ≤ t ≤ β. Положим

ρ(x, y) = max
t∈[α,β]

|x(t) − y(t)|.

Аксиомы тождества и симметрии очевидны, аксиома треугольника проверя-
ется следующим образом. Для любого t ∈ [α, β] имеем:

|x(t) − z(t)| ≤ |x(t) − y(t)| + |y(t) − z(t)| ≤

≤ max
t

|x(t) − y(t)| + max
t

|y(t) − z(t)| = ρ(x, y) + ρ(y, z).

Но тогда и
max
t

|x(t) − z(t)| ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

т.е.
ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z),

что требовалось доказать.

Множество всех непрерывных на отрезке [α, β] функций с такой метрикой
называется пространством C[α, β].

3. Пусть X — множество всех ограниченных последовательностей веществен-
ных чисел

x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .),

где |ξi| ≤ Kx, i = 1, 2, 3, . . ., и константа Kx, вообще говоря, зависит от элемента
x. Для двух элементов x = {ξi} и y = {ηi} множества X положим

ρ(x, y) = sup
i

|ξi − ηi|.

Эта точная верхняя граница существует, так как

|ξi − ηi| ≤ |ξi| + |ηi| ≤ Kx +Ky,

и, следовательно, множество {|ξi − ηi|} ограничено сверху.

Аксиомы тождества и симметрии очевидны, аксиома треугольника проверя-
ется так же, как и в примере 2.

Полученное метрическое пространство называется пространством ограни-
ченных последовательностей.

Пусть X — произвольное метрическое пространство. В соответствии с общим
определением (см. § 1 гл. II) последовательностью {xn} точек метрического про-
странства X называется отображение f : N → X множества натуральных чисел
в это пространство. Будем говорить, что последовательность {xn} ⊂ X сходится
к точке x0 ∈ X и записывать xn → x или lim xn = x0, если ρ(xn, x0) → 0 при
n → ∞. Очевидно, что если последовательность {xn} сходится к x0, то любая ее
подпоследовательность {xni

} сходится к тому же пределу. Точно так же, как в
случае пространства Rn, можно доказать, что одна и та же последовательность не
может иметь двух различных пределов.
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Выясним, что означает сходимость последовательности в пространствах C[α, β]
и m.

Пусть дана функциональная последовательность {xn(t)} ⊂ C[α, β]. Для каж-
дой точки t0 ∈ [α, β] рассмотрим числовую последовательность {xn(t0)}. Если эта
числовая последовательность сходится, то функциональная последовательность
называется сходящейся в точке t0. Множество точек сходимости функциональ-
ной последовательности называется областью ее сходимости. Область сходимо-
сти {xn(t)} может совпадать со всем отрезком [α, β], а может и не совпадать с ним.

Предположим, что последовательность {xn(t)} сходится на всем отрезке [α, β].
Тогда для каждой фиксированной точки t ∈ [α, β] существует предел lim xn(t),
который в общем случае неодинаков для разных точек t, и получаем новую функ-
цию x0(t), определенную на [α, β], которую называют пределом функциональной
последовательности {xn(t)} и записывают в следующей форме:

lim xn(t) = x0(t) или xn(t) → x0(t).

Примеры.

4. Пусть xn(t) = tn, 0 ≤ t ≤ 1. Ясно, что

lim xn(t) =

⎧⎨⎩0, если 0 ≤ t < 1,

0, если t = 1,

5. Пусть

xn(t) =
n∑
k=1

(−1)k−1 t2k−1

(2k − 1)!
.

Согласно примеру 2 из § 3 гл. V, при t ∈ [0, 2π] имеем:

|xn(t) − sin t| = | sin θt| t2n+2

(2n + 2)!
≤ (2π)2n+2

(2n+ 2)!
,

и для любого заданного числа ε > 0 правая часть этого неравенства при доста-
точно больших n делается меньше ε.

Следовательно,

x0(t) = lim xn(t) = sin t для 0 ≤ t ≤ 2π.

Введенная сходимость называется поточечной сходимостью функциональ-
ной последовательности {xn(t)} к пределу x0(t) на [α, β]. Она означает, что для
любой точки t ∈ [α, β] и любого числа ε > 0 найдется номер n0 = n0(ε, t), такой,
что |xn(t) − x0(t)| < ε при n ≥ n0. Номер n0 зависит в общем случае не только от
ε, но и от t. Если для любого ε > 0 можно выбрать n = n0(ε) так, что при n ≥ n0

|x(n(t) − x0(t)| < ε

сразу для всех t ∈ [α, β], то говорят, что последовательность {xn(t)} сходится
к x0(t) равномерно на [α, β]. Можно показать, что в первом примере последова-
тельность {xn(t)} сходится к своему пределу на [0, 1] неравномерно, а во втором
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примере сходимость {xn(t)} к предельной функции sin t на отрезке [α, β] равно-
мерна, что легко следует из приведенной выше оценки разности |xn(t) − sin t|.

Понятия сходимости и равномерной сходимости функциональной последова-
тельности, играющие важную роль в математическом анализе, будут подробно
рассмотрены в гл. XIV.

Предположим, что последовательность {xn(t)} ⊂ C[α, β] сходится в метрике
этого пространства к x0(t) ∈ C[α, β], т.е. для любого числа ε > 0 существует номер
n0, такой, что

ρ(xn, x0) = max
C[α,β]

|xn(t) − x0(t)| < ε (1)

при n ≥ n0. Условие (1) эквивалентно условию

|xn(t) − x0(t)| < ε

при n ≥ n0 и сразу для всех t ∈ [α, β], что означает равномерную на [α, β] схо-
димость последовательности {xn(t)} к x0(t). Верно и обратное, т.е. если xn(t) →
x0(t) ∈ C[α, β] равномерно на [α, β], то ρ(xn, x)) → 0.

Таким образом, сходимость в пространстве C[α, β] есть равномерная схо-
димость функциональной последовательности.

Пусть X = m последовательность {xn}, xn = {ξ(n)
i }, элементов этого про-

странства сходился к точке x0 = {ξ(0)
i ∈ m, т.е. ρ(xn, x0) = sup

i
|ξ(n)
i − ξ

(0)
i | → 0 при

n→ ∞. Для любого числа ε > 0 найдется, следовательно, номер n0, такой, что

|ξ(n)
i − ξ

(0)
i | < ε

при n ≥ n0 сразу для всех i = 1, 2, 3, . . .. Верно и обратное: если при n ≥ n0 и всех
i выполняется неравенство (2), то sup

i
|ξ(n)
i − ξ

(0)
i | ≤ ε при n ≥ n0, а это означает,

что xn → x0.

Если рассматривать пространство m как множество точек x, определяемых
счетным числом координат ξ1, ξ2, ξ3, . . ., то можно сказать, что сходимость в про-
странстве m есть покоординатная сходимость, равномерная относительно но-
меров координат.

Заметим, что в одном и том же множестве можно по-разному вводить расстоя-
ния между его элементами. При этом будут получаться, вообще говоря, различные
метрические пространства. Например, в множестве функций x(t), непрерывных на
отрезке [α, β] помимо указанной метрики можно ввести расстояние

ρ(x, y) =

β∫
α

|x(t) − y(t)| dt.

Выполнение аксиом метрики проверяется без труда, и мы получаем новое мет-
рическое пространство, отличное от C[α, β], хотя состоящее из тех же элементов,
что и C[α, β]. Поэтому часто метрическим пространством называют пару (X, ρ),
состоящую из множества X и расстояния ρ между элементами этого множества
(см. также пример 1 из данного параграфа).
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Для произвольного метрического пространства X можно ввести многие из
тех понятий, которые были введены нами ранее в Rn.

СовокупностьK(a, r) точек x метрического пространстваX, таких, что ρ(a, x) <
r, где a — фиксированная точка из X, а r — фиксированное неотрицательное чис-
ло, называется открытым шаром. Замкнутый шар есть множествоK(a, r) = {x ∈
X| ρ(x, a) ≤ r}, сфера — множество S(a, r) = {x ∈ X| ρ(x, a) = r}.

Примеры.

6. Пусть X = C[α, β]. Из определения метрики в пространстве C[α, β] легко
следует, что шар K(a, r) ⊂ C[α, β] — это совокупность непрерывных функций
x(t), графики которых не выходят за пределы полосы ширины 2r, образованной
кривыми a(t) − r и a(t) + r (рис. 47).

a(t)

a(t) + r

a(t) − r

x(t)

α β t

x

Рис. 47

Множество M ⊂ X называется ограниченным, если его можно заключить
внутри некоторого (открытого или замкнутого) шара. Как и в пространстве Rn,
если последовательность {xn} точек метрического пространства X сходится к
пределу, то она ограничена. Доказательство точно такое же, как и для простран-
ства Rn.

Отметим, что в произвольном метрическом пространстве, как и в Rn, су-
ществуют ограниченные последовательности, которые не сходятся. Рассмотрим,
например, в пространстве m последовательность

e1 = (1, 0, 0, 0, . . .),

e2 = (0, 1, 0, 0, . . .),

e3 = (0, 0, 1, 0, . . .),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ясно, что ρ(ei, ej) = 2 при i �= j, и потому ни последовательность {ei}, ни любая
ее подпоследовательность не сходятся, хотя эта последовательность ограничена,
так как {ei} ⊂ K(0, 1).

Окрестностью точки a метрического пространства X назовем любой откры-
тый шар с центром в этой точке. Часто расширяют понятие окрестности, понимая
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под окрестностью точки a любое множество U ⊂ X, содержащее шаровую окрест-
ность этой точки.

Точка a ∈ X называется предельной точкой множества M ⊂ X, если U ∩
(M \ {a}) �= ∅ для любой окрестности U точки a. Если a — предельная точка
множества M , то найдется последовательность {xn} ⊂ M , сходящаяся к точке a.
Отсюда, в частности, следует, что любая окрестность предельной точки множества
M содержит бесконечно много точек этого множества. И наоборот, если последо-
вательность {xn} ⊂ M , содержащая бесконечно много различных точек, сходится
к точке a ∈ X, то a — предельная точка последовательности {xn}. Доказательство
этих утверждений такое же, как и для случая пространства Rn = (−infty,∞) (см.
§ 3 гл. II).

Точка множестваM , не являющаяся предельной этого множества, называется
изолированной точкой множества M .

Как и в случае вещественных чисел, множество M метрического простран-
ства X называется замкнутым, если содержит все свои предельные точки. Мно-
жество M ⊂ M назывался открытым, если каждая точка множества M входит
в это множество вместе с некоторой окрестностью, т.е. если для любого x ∈ M
существует шар K(x, r), такой, что K(x, r) ⊂M .

Например, K(a, r) — открытое множество, K(a, r) и S(a, r) — замкнутые мно-
жества. Докажем первое из этих утверждений; второе будет доказано несколько

позже. Итак, пусть x ∈ K(a, r), ρ(x, a) = rx < r. Рассмотрим шар K

(
x,
r − rx

2

)
(рис. 48). Если y ∈ K

(
x,
r − rx

2

)
, то

ρ(y, a) ≤ ρ(y, x) + ρ(x, a) <
r − rx

2
+ rx =

r + rx
2

< r,

т.е. y ∈ K(a, r). Так как y — произвольная точка шараK
(
x,
r − rx

2

)
, то включение

K

(
x,
r − rx

2

)
⊂ K(a, r), а вместе с ним и наше утверждение доказано.

�

�

a
r

rx

r−rx
2

Рис. 48
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Заменим, что радиус шара шара K
(
x,
r − rx

2

)
, входящего в шар K(a, r), мы

определили по аналогии с двумерным случаем.

Из определения открытых и замкнутых множеств следует, что все простран-
ство X одновременно и открыто и замкнуто. Читатель легко докажет, что всякое
множество, состоящее из конечного числа точек, не имеет предельных точек и,
следовательно, замкнуто.

Теорема 1. Пересечение любого числа и объединение конечного числа замкну-
тых множеств метрического пространства есть замкнутое множество.

Доказательство. Пусть Fξ — замкнутые множества, где ξ — некоторый ин-
декс, с помощью которого множества отличаются одно от другого (не исключено,
что некоторые множества с разными индексами будут равны) и Φ =

⋂
ξ

Fξ. Если

a — предельная точка множества Φ, то K(a, r) ∩ (Φ \ {a}) �= ∅ для любого r. Но
Φ ⊂ Fξ для любого ξ, и поэтому тем более K(a, r)∩ (Fξ \{a}) �= ∅, т.е. a — предель-
ная точка множества Fξ для любого ξ. Так как множества Fξ замкнуты, то a ∈ Fξ

для всех ξ, откуда a ∈
⋃
ξ

Fξ = Φ, и первое утверждение теоремы доказано.

Пусть F − 1, F2, . . . , Fm — замкнутые множества, F =

m⋃
k=1

Fk, a — предельная

точка множества F . Тогда существует последовательность {xn} ⊂ F , xn �= a,
сходящаяся к a. Каждая точка xn принадлежит или множеству F1, или множеству
F2, ... , или множеству Fm. Так как точек в последовательности бесконечно много, а
множеств Fk конечное число, то найдется множество Fk0, которому принадлежит
целая подпоследовательность {xni

} последовательности {xn}. Так как xni
→ a,

{xni
} ⊂ Fk0 и множество Fk0 замкнуто, то a ∈ Fk0 . Следовательно, a ∈

m⋃
k=1

Fk и

второе утверждение теоремы доказано.

Рекомендуем читателю придумать пример, показывающий, что объединение
бесконечного числа замкнутых множеств может и не быть замкнутым.

Теорема 2. Дополнение замкнутого множества до всего пространства есть
открытое множество. Дополнение открытого множества до всего простран-
ства замкнуто.

Доказательство. Предположим, что множество F замкнуто, G = cF , x —
произвольная точка из G. Рассмотрим всевозможные окрестности этой точки. По
крайней мере, одна из окрестностей не содержит ни одной точки множества F ,
так как в противном случае U ∩ F �= ∅ для любой окрестности U точки x. Следо-
вательно, x — предельная точка множества F , и так как оно замкнуто, то x ∈ F ,
что невозможно. Итак, существует окрестность U0 точки x, такая, что U0 ∩F = ∅,
следовательно, U0 ⊂ cF = G, что требовалось доказать.

Доказательство второй части теоремы предоставляем читателю.

Теорема 3. Объединение любого числа и пересечение конечного числа откры-
тых множеств есть открытое множество.
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Доказательство непосредственно следует из теорем 1, 2 и принципе двой-
ственности (см. § 1 гл. I).

Так как все пространствоX открыто и замкнуто, то в соответствии с теоремой
2 пустое множество также открыто и замкнуто.

В результате присоединения к множеству M ⊂ X всех его предельных точек
получается новое множество M ⊂ X, называемое замыканием M . Замыканием
называется также операция перехода от M к M .

Точка a ∈M называется граничной точкой множестваM , если любая окрест-
ность U(a) этой точки содержит как точки множества M , так и точки дополнения
cM . Совокупность всех граничных точек множества M называется его границей
∂M , и можно показать, что M = M ∪ ∂M .

Предлагаем читателю доказать это утверждение, а также следующие свой-
ства операции замыкания:

1) ∅ = ∅;
2) M ⊂ N ⇒ M ⊂ N ;
3) M ∪N = M ∪N ;
4) M = (M) = M .
Изучая в пространстве Rn сходимость последовательностей точек этого про-

странства, мы установили, критерий Коши. Возникает вопрос: справедлив ли этот
критерий для любого метрического пространства, если модуль разности чисел за-
менить расстоянием между элементами? Ответ на этот вопрос в общем случае
отрицательный. Пусть, например, P [α, β] — совокупность многочленов An(t) =
a0 + a1t+ . . .+ an(t), определенных на отрезке [α, β]. Если для двух таких много-
членов An(t) и Bn(t) положить

ρ(An, Bn) = max
t

|An(t) −Bn(t)|,

то легко проверить, что ρ(An, Bn) удовлетворяет всем аксиомам метрики, так что
P [α, β] является метрическим пространством, сходимость в котором есть равно-
мерная на [α, β] сходимость последовательности полиномов. Рассмотрим последо-

вательность An(t) =
n∑
k=0

tk

k!
, k = 1, 2, 3, . . .. Если n > m, то

ρ(An, Am) = max
t

∣∣∣∣ n∑
k=m+1

fractkk!

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=m+1

[max (|α|, |β|)]k
k!

→ 0

при m,n → ∞, так что последовательность {An(t)} удовлетворяет условию кри-
терия Коши. Однако не существует полинома B(t), к которому равномерно схо-
дилась бы последовательность {An(t)}, так как (см. пример 1 из §3 гл. V) эта
последовательность равномерно на [α, β] сходится к функции et, не являющейся
полиномом.

ПустьX — произвольное метрическое пространство. Последовательность {xn}
⊂ X называется последовательностью Коши или фундаментальной последова-
тельностью, если для любого числа ε > 0 найдется номер n0, такой, что ρ(xn, xm) <
ε при m,n ≥ n0 (говорят также, что такая последовательность сходится в себе).
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Определение 2. Метрическое пространство X называется полным, если вся-
кая последовательность Коши {xn} ⊂ X сходится к некоторой точке x0 этого
пространства (т.е. если для X справедлив критерий Коши).

Пространство Rn, как показано, является полным. Можно доказать, что
C[α, β] также полное пространство. Рекомендуем читателю доказать полноту про-
странства m. Пространство P [α, β] многочленов, определенных [α, β], — неполное
пространство, о чем только что говорилось.

Так как каждый многочлен — непрерывная функция, то пространство P [α, β]
является подмножеством полного пространства C[α, β]. Этот пример есть частный
случай следующей общей ситуации.

Пусть X — метрическое пространство и X0 — произвольное подмножество
X. Так как любые точки x, y ∈ X0 принадлежат в то же время X, то определен
расстояние ρ(x, y) между этими точками, удовлетворяющее всем аксиомам мет-
рики. Таким образом, X0 оказывается метрическим пространством, называемым
подпространством пространства X, метрика которого, как говорят, индуцирова-
на метрикой пространства X. Для пространства X) с метрикой, индуцированной
метрикой пространства X, как и для всякого метрического пространства, можно
ввести понятие окрестности, предельной точки, открытого и замкнутого множе-
ства. Можно доказать, что G0 ⊂ X0 (F0 ⊂ X0) тогда и только тогда открыто
(замкнуто) в индуцированной метрике, или, как говорят, открыто (замкнуто) в
X0, когда G0 = X0 ∩ G (F0 = X0 ∩ F ), где G — открытое (F — замкнутое) мно-
жество пространства X. Наконец, заметим, что сходимость последовательности в
пространствах X0 и X одна и та же. (???)

Пусть X — полное пространство. Предположим, что X0 — замкнутое под-
множество пространства X. Если {xn} — последовательность Коши в X0, то {xn}
будет последовательностью Коши и в X; поскольку X — полное пространство, то
существует lim xn = x0 ∈ X. Так как, далее, множество X0 замкнуто, то x0 ∈ X0,
и следовательно, X0 — полное метрическое пространство. Если же X0 не замкнуто
в X, то взяв его предельную точку y0, не принадлежащую X0 и последователь-
ность {yn} ⊂ X0, сходящуюся к y0 в X, получим последовательность Коши {yn} в
пространстве X0, не имеющую в нем предела.

Примеры.

7. В пространстве R3 двумерная плоскость x3 = 0 будет полным подпростран-
ством, а открытый шар K(0, 1) — неполным.

8. Пусть X = m — пространство всех ограниченных последовательностей
вещественных чисел, c0 — подпространство этого пространства, состоящее из по-
следовательностей, сходящихся к нулю. Можно доказать, что c0 — полное про-
странство.

Если взять в m подпространство c00, состоящее из последовательностей, в
которых лишь конечное число членов отлично от нуля, то c00 будет неполным
пространством. Последовательностью Коши, не имеющей в c00 предела, будет, на-
пример,

xn =

{
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, 0, 0, . . .

}
, n = 1, 2, 3, . . . .
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Пусть X и X̃ — метрические пространства. Говорят, что эта пространства
изометричны, если между ними можно установить взаимно однозначное соответ-
ствие и притом так, что если x ↔ x̃ и y ↔ ỹ, то ρ(x, y) = ρ̃(x̃, ỹ), где ρ и ρ̃ —
метрики в пространствах X и X̃.

Примеры.

9. Пусть K = R2 с евклидовой метрикой, X̃ = {ξ1 sin t+ξ2 cos t, ξ1, ξ2 ∈ R, 0 ≤
t ≤ 2π} с расстоянием между ϕ(t) = ξ1 sin t + ξ2 cos t и ψ(t) = η1 sin t + η2 cos t,
определяемым по формуле

ρ̃(ϕ, ψ) = max
t

|(ξ1 sin t+ ξ62 cos t) − (η61 sin t+ η2 cos t)|.

Соответствие
x = (x1, x2) ↔ (x1 sin t+ x2 cos t) = x̃(t),

очевидно, взаимно однозначное и, следовательно, X ∼ X̃. Покажем, что ρ(x, y) =
ρ̃(x̃, ỹ). В самом деле,

ρ̃(x̃, ỹ) = max
t

∣∣∣∣(x1 − y1) sin t+ (x2 − y2) cos t| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2×

×max
t

x1 − y1√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

sin t+
x2 − y2√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
cos t

∣∣∣∣.
Введем угол θ, 0 ≤ θ ≤ 2π, положив

x1 − y1√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

= cos θ,
x2 − y2√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
sin θ.

Тогда
ρ̃(x̃, ỹ) =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 max

t
| sin(t+ θ)| = ρ(x, y).

Таким образом, пространства X и X̃ изометричны.

Заметим, что рассмотренное нами пространство X̃ есть подпространство про-
странства C[0, 2π].

Будем говорить, что множество M ⊂ X всюду плотно в метрическом про-
странстве X или плотно вложено в X, если M = X.

Теорема 4 (о пополнении метрических пространств). Для любого непол-
ного метрического пространства X существует полное метрическое простран-
ство X̃, такое, что или X плотно вложено в X̃, или в X̃ есть плотное подмно-
жество X̃0, изометричное пространству X.

Доказательство этой теоремы спускаем.

Пространство X̃ называется пополнением пространства X и с точностью до
изометричности определяется однозначно. Например, пополнением пространства
P [α, β] полиномов будет пространство C[α, β] непрерывных функций.

Заметим, что при рассмотрении вопросов, связанных со сходимостью после-
довательностей, открытыми и замкнутыми множествами и другими понятиями,
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определяемыми с помощью лишь метрики, изометрические множества можно счи-
тать неразличимыми.

Определение 3. Множество M метрического пространства называется ком-
пактным, если из любого бесконечного подмножества M0 ⊂ M можно выделить
последовательность {xn}, сходящуюся к точке x0 ∈M .

Теорема 5. (Больцано–Вейерштрасса). Всякое ограниченное и замкнутое
множество M ⊂ Rn компактно.

Доказательство. Так как всякое бесконечное множество содержит после-
довательность, достаточно доказать, что из любой последовательности m0 ⊂ M
можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к точке множества M .

По условию, множество M , а следовательно, иM0 ограничены, и потому най-
дутся число r > 0 и точка (a1, a2, . . . , an), такие, что

ρ(x, a) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − ai)2 < r,

для любой точки x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ M0. Но тогда |x1 − a1| < r для любой точки
x ∈ M0, т.е. множество A1

0 значений первых координат точек из M0 ограничено.
По теореме Больцано–Вейерштрасса для R (см. § 3 гл. II) из A1

0 можно выде-
лить сходящуюся подпоследовательность A1

1. Пусть M1 — подпоследовательность
последовательности M0, состоящая из точек, первые координаты которых при-
надлежат A1

1. Для точек x ∈M1 снова ρ(x, a) < r, откуда следует, что ограничена
совокупность A2

1 значений вторых координат точек множестваM1, и поэтому из A2
1

можно выделить сходящуюся подпоследовательность A2
2. ПустьM2 — подпоследо-

вательность точек M1, вторые координаты которых принадлежат A2
2, и т.д. После

конечного числа шагов придем к последовательности Mn = {x1, x2, . . . , xn, . . .},
обладающей тем свойством, что для любого i = 1, 2, . . . , n i-координаты точек
xm ∈ Mn образуют сходящуюся последовательность. Пусть xi0 = lim

m
xim. Так как

сходимость в Rn покоординатная, то xm → x0 = (x1
0, x

2
0, . . . , x

n
0 ). В силу замкнуто-

сти множества M , x0 ∈M , и теорема доказана.

Согласно определению, компактное множество замкнуто. Нетрудно доказать,
что оно ограничено. Для этого воспользуемся обратным неравенством треуголь-
ника, которое доказывается так же, как обратное неравенство треугольника для
пространства Rn.

Итак, предположим, что компактное множество M метрического простран-
ства X неограничено. Тогда, каков бы ни был шар K(a, r), найдется точка множе-
ства M , лежащая вне этого шара. Пусть x1 — произвольная точка M . Существует
точка x2 ∈ M , такая, что x2 /∈ K(x, r). Положим r2 = ρ(x1, x2). Найдется точ-
ка x3 ∈ M , такая, что x3 /∈ K(x1, r2 + 1). Пусть r3 = max {ρ(x1, x2), ρ(x1, x3)}.
Существует точка x4 ∈ M , не принадлежащая K(x3, r3 + 1). Пусть найдены точ-
ки x1, x2, . . . , xk. Положим rk = max {ρ(x1, x2), ρ(x1, x3), . . . , ρ(x1, xk)}. Существует
точка xk+1 ∈M , xk+1 /∈ K(x1, rk+1) и т.д. Мы получили последовательность точек
{xk} ⊂M , для которых при любых m, p ≥ 1

ρ(xm+p, xm) ≥ ρ(x1, xm+p) − ρ(x1, xm) ≥ rm+p−1 + 1 − rm ≥ 1.
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Но это означает, что ни последовательность {xk}, ни любая ее подпоследователь-
ность не сходятся, что противоречит предположению о компактности M .

Итак, всякое компактное множество в любом метрическом пространстве огра-
ничено и замкнуто. В пространстве Rn верно и обратное утверждение. Однако
в произвольном метрическом пространстве не всякое ограниченное и замкнутое
множество компактно. Так, совокупность ортов e1, e2, . . . , em, . . . в пространстве
m (см. § 2 данной главы), будучи ограниченным и замкнутым (так как не имеет
предельных точек) множеством, не является компактной.

Компактные множества метрического пространства обладают еще одним ха-
рактерным свойством, которое часто принимают в качестве определения компакт-
ности. Для того, чтобы сформулировать и доказать это свойство, понадобятся
следующие определение и лемма. .

Определение 4. Множество E метрического пространства X называется ε-
сетью для множестваM ⊂ X, если для любой точки x ∈M найдется точка y ∈ E,
такая, что ρ(x, y) < ε.

Лемма 1. Если M — компактное множество метрического пространства
X, то для любого числа ε > 0 существует конечная ε-сеть для множестве M .

Доказательство. Пусть задано число ε > 0. Возьмем произвольную точку
x1 ∈ M . Если ρ(x, x1) < ε для любого x ∈ M , то конечная ε-сеть, состоящая из
одной точки x1, уже построена. В противном случае найдется точка x2 ∈M , такая,
что ρ(x1, x2) ≥ ε. Если для любой точки x ∈ M или ρ(x, x1) < ε или ρ(x, x2) < ε,
то конечная ε-сеть снова построена. В противном случае найдется точка x3 ∈ M ,
такая, что ρ(x1, x3) ≥ ε, ρ(x2, x3) ≥ ε. Снова или точки x1, x2, x3 образуют ε-сеть
для M , или существует точка x4 ∈ M , такая, что ρ(x1, x4) ≥ ε, ρ(x2, x4) ≥ ε,
ρ(x3, x4) ≥ ε и т.д.

Процесс построения точек x1, x2, x3, . . . после конечного числа шагов должен
оборваться. В самом деле, если это не так, то из M мы выделили бы последо-
вательность {xk}, такую, что ρ(xi, xj) ≥ ε при i �= j, но тогда ни эта последо-
вательность, ни любая ее подпоследовательность не сходятся, что противоречит
предположению о компактности M .

Заметим, что мы построили конечную ε-сеть E = {x1, x2, . . . , xk}, состоящую
из точек множества M .

Определение 5. Совокупность M = {Gξ}, состоящая из открытых множеств
Gξ пространства X, называется открытым покрытием множества M ⊂ X, если
любая точка x ∈ M содержится хотя бы в одном из множеств Gξ.

Теорема 6 (Гейне–Бореля). Из любого открытого покрытия компактного
множества M можно выделить конечное подпокрытие.

Доказательство. Пусть M = {Gξ} — открытое покрытие множества M .

Установим сначала, что (А) при достаточно малом числе ε > 0 и любом
элементе x ∈ M шар K(x, ε) будет целиком входить в некоторое множество
Gξ.

В самом деле, если это не так, то найдутся последовательность чисел εn → 0
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и точек xn ∈ M , такие, что шары K(xn, εn), n = 1, 2, 3, . . ., не войдут целиком ни
в одно множество.

В силу компактности M из последовательности {xn} можно выделить под-
последовательность {xnk

}, сходящуюся к точке x0 ∈ M . Так как M — покрытие
M , то найдется Gξ0 � x0. В силу открытости множества Gξ0 оно содержит це-

лый шар K(x0, δ). Выберем теперь индекс nk настолько большим, что εnk
<
δ

2
и

ρ(xnk
, x0) <

δ

2
. Тогда, легко поверить, что

K(xnk
, εnk

) ⊂ K(x0, δ) ⊂ Gξ0,

но, по построения, шар K(xnk
, εnk

) не может входить целиком ни в одно множество
Gξ. Полученное противоречие доказывает утверждение (А).

Пусть теперь числа ε0 выбрано так, что выполняется условие (А). Построим,
согласно лемме, ε0-сеть E0 = {x1, x2, . . . , xp} для M . Так как расстояние от любой
точки x ∈M до одной из точек xi меньше ε0, то множество M разместится в объ-
единении шаров K(x1, ε0), K(x2, ε0), . . . , K(xp, ε0). В свою очередь, шар K(xi, ε0)
входит в некоторое Gξi . Но тогда

M ⊂
p⋃
i=1

Gξi,

что требовалось доказать.

Можно доказать и обратное: если из любого покрытия множества M можно
выделить конечное подпокрытие, то множество M компактно.

Из теорем 5 и 6 вытекает следствие.

Следствие. Из всякого открытого покрытия {Gξ} ограниченного и замкну-
того множестваM ⊂ Rn можно выделить конечное подпокрытие Gξ1, Gξ2 , . . . , Gξn.

Определение 6. Множество M метрического пространства X называется
связным, если не существует двух открытых непересекающихся множеств G1, G2 ⊂
X таких, что

G1 ∩M �= ∅, G2 ∩M �= ∅, M ⊂ G1 ∪G2.

Примером связного множества может служить отрезок [a, b] числовой прямой.
Связность отрезка вытекает из следующей леммы.

Лемма 2. Множество M ⊂ R связно тогда и только тогда, когда вместе с
двумя точками оно содержит и весь отрезок, определяемый этими точками.

Необходимость. Пусть M связно, но нашлись точки x, y, z, такие, что x, y ∈
M , x < z < y и z /∈ M . Множества G1 = (−∞, z) и G2 = (z,∞) не пересекаются,
x ∈ G1 ∩M , y ∈ G2 ∩M , т.е. G1 ∩M �= ∅, G2 ∩M �= ∅ и M ⊂ G1 ∪G2. Но тогда M
не связно, что противоречит предположению, и необходимость доказана.

Достаточность. Пусть выполнено условие леммы. Предположим, что M не
связно. Тогда существует непересекающиеся открытые множества G1 и G2, такие,
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что G1 ∩M �= ∅, G2 ∩M �= ∅ и M ⊂ G1 ∪ G2. Пусть x ∈ G1 ∩M , y ∈ G2 ∩M
и, например, x < y. Положим A = G1 ∩ [x, y]. Множество A не пусто, ограничено
сверху и, следовательно, существует sup A = z. Так как y ∈ G2 и G2 открыто, то
найдется число ε2 > 0, такое, что y′ ∈ G2, если y − ε2 < y′ < y + ε2. Аналогичным
образом найдется число ε1 > 0, такое, что x′ ∈ G1, если x − ε1 < x′ < x + ε1.
Тогда, с одной стороны, z ≤ y − ε2 < y, а с другой — z ≥ x + ε1 > x. Таким
образом, x < z < y, и, в силу условия леммы, z ∈ M . В то же время z /∈ G1 ∪ G2.
В самом деле, если предположить, что z ∈ G1, то так как множество G1 открыто,
найдутся числа z′ ∈ G1, большие, чем z, но меньшие, чем y, и тогда sup A ≥ z′ > z,
что невозможно. Аналогично, если предположить, что z ∈ G2, то sup A < z, что
также невозможно. Итак, z /∈ G1 ∪ G2 ⊃ M , мы пришли к противоречию, и это
доказывает лемму.

Примером несвязного множества может служить объединение двух замкну-
тых непересекающихся множеств. Несвязность такого такого объединения выте-
кает из следующей теоремы.

Теорема 7 (теорема отделимости). Пусть F1 и F2 — непустые замкку-
тые непересекающиеся множества метрического пространства X. Тогда в этом
пространстве существуют открытые непересекающиеся множества G1 и G2,
такие, что G1 ⊃ F1 и G2 ⊃ F2.

Доказательство. Пусть x ∈ F1 и ρ(x, F2) = inf
y∈F2

ρ(x, y). Так как все числа

ρ(x, y) > 0, то inf
y∈F2

ρ(x, y) существует. Покажем, что ρ(x, F2) > 0. Допустим про-

тивное. Тогда найдется последовательность {yn} ⊂ F2, такая, что ρ(x, yn) <
1

n
.

Но это означает, что x = lim yn, т.е. x есть предельная точка множества F2, и
так как F2 замкнуто, то x ∈ F2, что невозможно потому, что F1 ∩ F2 = ∅. Итак,
ρ(x, F2) = ρ

(2)
x > 0. Аналогичныи образом ρ(y, F1) = ρ

(1)
y > 0 для произвольной

точки y ∈ F2.

Рассмотрим множества

G1 =
⋃
x∈F1

K

(
x,
ρ

(2)
x

3

)
и G2 =

⋃
y∈F2

K

(
y,
ρ

(1)
y

3

)
.

Эти множества открыты, как объединение открытых шаров. Очевидно, что F1 ⊂
G1, F2 ⊂ G2, и остается доказать, что G1 ∩ G2 = ∅. Предположим, что это не

так, т.е. существует точка z ∈ G1 ∩ G2. Так как z ∈ G1, то z ∈ K

(
x0,

ρ
(2)
x0

3

)
для

некоторой точки x0 ∈ F1, а так как z ∈ G2, то z ∈ K

(
y0,

ρ
(1)
y0

3

)
для некоторой

точки y0 ∈ F2. Пусть наибольшим из чисел ρ(2)
x0 и ρ(1)

y0 будет, например, ρ(1)
y0 . Тогда

ρ(1)
y0

= inf
x∈F1

ρ(y0, x) ≤ ρ(y0, x0) ≤ ρ(y0, z) + ρ(z, x0) ≤
ρ

(1)
y0

3
+
ρ

(2)
x0

3
≤ 2

3
ρ(1)
y0
< ρ(1)

y0
.

?

Мы пришли к абсурду, следовательно, G1 ∩G2 = ∅.
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Доказанную теорему часто формулируют так: два непустых замкнутых непе-
ресекающихся множества метрического пространства отделимы двумя непере-
секающимися открытыми множествами.

§ 3. Rn как линейное пространство

Напомним определение линейного пространства и его простейшие свойства,
излагаемые в курсах алгебры.

Множество X = {x, y, z, . . . , u, v, . . .} элементов некоторой природы называ-
ется линейным пространством, если в X определены сумма x+ y элементов x и
y и произведение λx элемента x на число λ, причем операции сложения элементов
и умножения элемента на число, удовлетворяют следующим аксиомам:

а) x+ y = y + x;
б) (x+ y) + z = x+ (y + z);
в) в X существует нулевой элемент θ, такой, что x + θ = x для любого

элемента x ∈ X;
г) для любого элемента x ∈ X существует в X противоположный элемент

−x, такой, что x+ (−x) = θ;
д) λ(x+ y) = λx+ λy;
е) (λ+ μ)x = λx+ μx;
ж) μ(λx)x = (μλ)x;
з) 1 · x = x, 0 · x = θ.
Заметим, что эти аксиомы не являются независимыми.

В дальнейшем нулевой элемент θ пространства X будем обозначать символом
0, причем из текста будет ясно, когда идет речь о нулевом элементе пространства,
а когда о числе нуль.

Из аксиом следует, что (−1)x = −x. Поэтому вместо x+ (−y) пишут x− y.

В зависимости от того, на какие числа — вещественные или комплексные
— допускается умножение элементов, линейное пространство называется соответ-
ственно вещественным или комплексным. В дальнейшем, речь будет идти почти
всегда о вещественном линейном пространстве.

Элементы линейного пространства X называются также точками или век-
торами.

Рассмотри n-мерное евклидово пространство Rn. Для двух любых точек x =
(x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) этого пространства определим сумму x + y =
(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) и произведение точки x на вещественное число λ

λx = (λx1, λx2, . . . , λxn).

Ясно, что все аксиомы линейного пространства выполняются и Rn есть веществен-
ное линейное пространство.

При рассмотрении Rn как линейного пространства удобно считать его элемен-
ты x = (x1, x2, . . . , xn) свободными векторами, т.е. векторами без фиксирования
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точки приложения или векторами с началом в нуле (0, 0, . . . , 0) и концом в точ-
ке (x1, x2, . . . , xn). Однако в некоторых случаях бывает необходимо рассматривать
Rn как афинное пространство. Напомним, что множество X = {a, b, c, . . . , u, v, . . .}
называется афинным пространством над линейным пространством X, если каж-
дая упорядоченная пара (a, b) элементов a, b ∈ X определяет единственный вектор
x ∈ X, x =

−→
ab, и наоборот, каждая точка a ∈ x и вектор x ∈ X однозначно опре-

деляют точку b ∈ X так, что
−→
ab = x. При этом выполняется следующее условие:

если
−→
ab = x и

−→
bc = y, то −→ac = x+ y.

Пара «точка a и вектор x» называется вектором, приложенным к точке
a. Точка a называется началом приложенного к ней вектора x =

−→
ab, точка b —

концом этого вектора. Если в афинном пространстве X зафиксировать какую-
либо точку 0 и сопоставить с каждой точкой a ∈ X вектор

−→
0a, то множество

этих «радиусов-векторов» совпадает с исходным линейным пространством X. В
евклидовых пространствах R2 и R3 эти понятия имеют простой наглядный смысл
(рис. 49).

x

a

b

Свободный вектор

Вектор, приложенный
к точке x

O x

y

Рис. 49

Другим важным примером линейного пространства является множество всех
отображений f : A → Rm, A ⊂ Rn, если обычным путем определить сумму
отображений и произведение отображения на число

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(λf)(x) = λf(x),

где x — точка множества A.

Вернемся к основным понятиям теории линейных пространств.

Элементы x1, x2, . . . , xk называются линейно независимыми, если из равен-
ства

α1x1 + α2x2 + . . .+ αkxk = 0

следует, что α1 = α2 = . . . = αk = 0. Если существую такие числа α1, α2, . . . , αk, не
вое равные нулю, что

α1x1 + α2x2 + . . .+ αkxk = 0,

278



то элементы x1, x2, . . . , xk называются линейно зависимыми. В этом случае, если,
например, α1 �= 0, то

x1 = −α2

α1

x2 −
α3

α1

x3 − . . .− αk
α1

xk,

и говорят, что элемент x1 является линейной комбинацией элементов x2, x3, . . . , xk.

Если в пространстве X существует m линейно независимых элементов, но
любые (m + 1) элементов линейно зависимы, то говорят, что это пространство
m-мерно. Совокупность любых m линейно независимых элементов a1, a2, . . . , am
m-мерного пространства X называется базисом этого пространства. Тогда для
любого x ∈ X имеет место равенство

x = α1a1 + α2a2 + . . .+ αmam,

называемое разложением элемента x по элементам базиса.

Пространство Rn n-мерное. Базисом в нем будет, например, система векторов

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, 0, . . . , 1).

Этот базис называется стандартным базисом пространства Rn. Если x = (x1, x2,
. . . , xn), то разложение элемента x по стандартному базису имеет следующий вид:

x = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen =
n∑
i=1

xiei.

Числа x1, x2, . . . , xn называются координатами вектора x и совпадают с коорди-
натами точки x = (x1, x2, . . . , xn) как элемента евклидова пространства.

Пусть x = (x1, x2, . . . , xn) и y = (y1, y2, . . . , yn). Вещественное число

〈x, y〉 =

n∑
i=1

xiyi

называется внутренним или скалярным произведением векторов x и y. При этом
1) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
2) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉;
3) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉;
4) 〈x, x〉 ≥ 0 и 〈x, x〉 = 0 тогда и только тогда, когда x = 0.
Неотрицательное число

|x| =
√

〈x, x〉 =

√√√√ n∑
i=1

(xi)2

называется нормой или длиной вектора x. Это не что иное, как расстояние точки
x от нуля, т.е. ρ(x, 0) = |x|.

В свою очередь, расстояние между точками выражается через норму:

ρ(x, y) = |x− y|
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и эта запись расстояния в Rn для n > 1 такая же, как и для n = 1.

Понятие скалярного произведения позволяет записать доказанное ранее (ом.
§ 1 данной главы) неравенство Буняковского–Шварца в следующем виде:

|〈x, y〉| ≤ |x| |y|.
Два элемента x и y называются ортогональными, если 〈x, y〉 = 0. Элемент x

называется нормированным, если |x| = 1. Базис {a1, a2, . . . , an} пространства Rn

называется ортонормированным, если

〈ei, ej〉 = δij , δij =

{
0, i �= j,

1, i = j.

Стандартный базис в Rn является ортонормированным.

Пусть даны два базиса {ai} и {bi} пространства Rn. Тогда каждый вектор bj
разлагается по элементам базиса {ai} и каждый вектор ai разлагается по элемен-
там базиса {bj}:

bj =

n∑
i=1

βjiai,

ai =
n∑
j=1

αijbj .

Мы получали две матрицы A = (αij) и B = (βji). В курсах линейной алгебры
доказывается, что матрицы A и B являются взаимно обратными и

detA �= 0, detB �= 0, detA · detB = det I,

где I = (δij) есть единичная матрица.

Напомним еще несколько понятий, которые нам понадобятся в дальнейшем.

Множество L линейного пространства X называется линейным многообрази-
ем, если вместе с элементами x1, x2, . . . , xn оно содержит любую линейную комби-
нацию этих элементов.

Всякое линейно многообразие конечномерного линейного пространства за-
мкнуто. Оно называется также подпространством пространства X. Одномерное
подпространство, т.е. множество элементов вида λx, где x ∈ X фиксировано и
−∞ < λ < ∞, называется прямой, определяемой вектором x и проходящей через
нуль. Множество векторов вида a+λx, где a, x ∈ X фиксированы и −∞ < λ <∞,
называется прямой, проходящей через точку a параллельно вектору x. Наконец,
множество точек пространства X вида λx+ (1− λ)y, где x, y ∈ X фиксированы и
0 ≤ λ ≤ 1, называется отрезком, соединявшим точки x и y и обозначается через
[x, y].

Множество C ⊂ X называется выпуклым, если из x, y ∈ C следует [x, y] ∈ C.
Можно доказать, что если C выпукло, x1, x2, . . . , xk ∈ C, числа λ1, λ2, . . . , λk неот-

рицательны и
k∑
i=1

λi = 1, то
k∑
i=1

λixi ∈ C. Наконец, наименьшее выпуклое множе-

ство, содержащее данное множество A, называется выпуклой оболочкой множества
A.
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Доказательство всех сделанных в этом параграфе утверждений содержится
в курсах линейной алгебры.

§ 4. Непрерывные функции на множествах
метрических пространств

Отображение f : A → R, где A — подмножество метрического пространства
X, называется функцией, определенной на A. Если, кроме того, X — линейное
пространство, то f называется скалярной функцией векторного аргумента.

Определение 1.Функция f : A→ R называется непрерывной в точке x0 ∈ A,
если для любого числа ε > 0 найдется число δ > 0, такое, что |f(x) − f(x0)| < ε
всякий раз, когда x ∈ A и ρ(x, x0) < δ, т.е. когда x ∈ A ∩K(x0, δ).

Функция, непрерывная во всех точках множества A, называется непрерывной
на этом множестве.

Данное определение непрерывности функции f : A → R в точке x0 эквива-
лентно следующему определению.

Определение 2. Функция f : A→ R называется непрерывной в точке x0, ес-
ли для любой последовательности {xn} ⊂ A, сходящейся к x0 последовательность
f(xn) сходится к f(x0).

Покажем эквивалентность этих определений.

Прежде всего, заметим, что в изолированной точке любая функция непре-
рывна. В самом деле, пусть x0 — изолированная точка множества A. Это значит,
что существует окрестностьK(x0, δ) этой точки, такая, чтоK(x0, δ)∩(A\{x0}) = ∅.
Поэтому если x ∈ K(x0, δ) ∩A, то x = x0 и |f(x) − f(x0)| = |f(x0) − f(x0)| = 0 < ε
при любом числе ε > 0. Это и означает непрерывность f в точке x0 по определению
1.

Далее, если x0 — изолированная точка, то единственной (???) последователь-
ностью точек из множества A, сходящейся к x0 будет стационарная последователь-
ность {x0, x0, . . . , x0, . . .}. Но тогда последовательность {f(x0), f(x0), . . . , f(x0), . . .}
тоже стационарная и сходится к f(x0), т,е. функция f(x) непрерывна в точке x0

по определению 2.

Итак, пусть x0 — предельная точка множества A и функция f(x) непрерывна
в точке, по определению 1, т.е. для ∀ ε > 0 ∃δ > 0, такое, что |f(x) − f(x0)| < ε,
когда x ∈ A∩K(x0, δ). Возьмем любую последовательность {xn} ⊂ A, сходящуюся
к x0. Для указанного выше числа δ > 0 найдется номер n0, такой, что при n ≥ n0,
ρ(xn, x0) < δ, т.е. xn ∈ A ∩K(x0, δ). Но тогда |f(xn) − f(x0)| < ε, т.е. lim f(xn) =
f(x0), и функция f(x) непрерывна по определению 2.

Пусть, напротив, функция f(x) непрерывна по определению 2, и предполо-
жим, что она не является непрерывной по определению 1. Тогда найдется число
ε0 > 0, такое, что при любых числах δ > 0 будут существовать xδ ∈ A, такие,
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что |f(xδ) − f(x0)| ≥ ε0, хотя ρ(xδ, x0) < δ. Положим δ =
1

n
и обозначим соответ-

ствующее значение xδ через xn. Имеем ρ(xn, x0) <
1

n
, т.е. xn → x0, в то время как

|f(xn) − f(x0)| ≥ ε0, т.е. f(xn) �→ f(x0). Это противоречит условию, что функция
f(x) непрерывна в точке x0 по определению 2. Следовательно, предположение,
что функция f(x) не является непрерывной по определению 1, неверно и, таким
образом, эквивалентность двух определений непрерывности доказана.

Примеры.

1. Пусть X = Rn, f(x) = ρ(x, a), a, x ∈ Rn. Функция f(x) непрерывна всюду
на X. В самом деле, в силу обратного неравенства треугольника для x, x0 ∈ X,
имеем:

|ρ(x, a) − ρ(x0, a)| ≤ ρ(x, x0),

откуда очевидным образом следует непрерывность ρ(x, a).
Ясно, что ρ(x, a) — непрерывная функция и в произвольном метрическом

пространстве X.

Теперь легко доказать замкнутость шара K(a, r). В самом деле, пусть x0 —
предельная точка для этого шара. Существует последовательность {xn} ⊂ K(a, r),
такая, что xn → x0. Так как ρ(xn, a) ≤ r, то lim ρ(xn, a) ≤ r (???). Но в силу
непрерывности расстояния lim ρ(xn, a) = ρ(x0, a). Следовательно, ρ(x0, a) ≤ r, т.е.
x0 ∈ K(a, r), и замкнутость шара K(a, r) доказана.

2. Пусть X — произвольное метрическое пространство, F1, F2 — два непересе-
кающихся замкнутых подмножества X, одно из которых, например F1, компактно.
Положим

ϕa,b(x) =

⎧⎨⎩a для x ∈ F1,

b для x ∈ F2,

где a и b — фиксированные вещественные числа. Функция ϕa,b(x) непрерывна на
F1 ∪ F2.

Для доказательства этого установки, что существует число d > 0, такое, что
ρ(x, y) ≥ d для любых точек x ∈ F1 и y ∈ F2. В самом деле, если это не так,
то для любого натурального числа m найдутся точки xm ∈ F1 и ym ∈ F2, такие,

что ρ(xm, ym) <
1

m
. Так как множество F1 компактно, то из последовательности

{xm} можно выделить подпоследовательность {xmk
}, сходящуюся к x0 ∈ F1. Но

тогда неравенство ρ(xmk
, ymk

) <
1

mk
показывает, что и {ymk

} сходится к x0. В

силу замкнутости F2 инеем x0 ∈ F2, следовательно, F1 ∩F2 �= ∅, что противоречит
условию.

Теперь доказательство непрерывности ϕa,b(x) не представляет труда. Пусть,
например, точка x0 ∈ F1 Возьмем произвольное число ε > 0. Если δ < d и x ∈
F1 ∪ F2, то неравенство ρ(x, x0) < δ означает, что x ∈ F1. Но тогда

|ϕa,b(x) − ϕa,b(x0)| = |a− a| = 0 < ε,

и непрерывность функции ϕa,b(x) доказана.
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3. Пусть X = Rn и g(x) = sin(x1 + x2 + . . .+ xn). Докажем, что Функция g(x)
непрерывна в любой точке x0 = (x1

0, x
2
0, . . . , x

n
0 ) пространство Rn. Имеем:

|g(x) − g(x0)| = | sin(x1 + x2 + . . .+ xn) − sin(x1
0 + x2

0 + . . .+ xn0 )| =

= 2

∣∣∣∣ sin (x1 + x2 + . . .+ xn) − (x1
0 + x2

0 + . . .+ xn0 )

2

∣∣∣∣×
×
∣∣∣∣ cos

(x1 + x2 + . . .+ xn) + (x1
0 + x2

0 + . . .+ xn0 )

2

∣∣∣∣.
Так как |(x1 + x2 + . . .+ xn) − (x1

0 + x2
0 + . . .+ xn0 )| ≤

n∑
i=1

|xi − xi0| ≤ nρ(x, x0), то

|g(x) − g(x0)| ≤ 2
|(x1 + x2 + . . .+ xn) − (x1

0 + x2
0 + . . .+ xn0 )|

2
≤ nρ(x, x0)

откуда следует непрерывность функций g(x) в точке x0.

4. Пусть ϕ(x) = 〈x, y〉, где y — фиксированный элемент пространства Rn. С
помощью неравенства Буняковского–Шварца находим

|ϕ(x) − ϕ(x0)| = |〈x, y〉 − 〈x0, y〉| = |〈x− x0, y〉| ≤ |x− x0| |y|,

откуда следует, что скалярное произведение непрерывно по одному аргументу при
фиксированном значении другого.

Теорема 1. Для того чтобы отображение f : A → R было непрерывным
на A, необходимо и достаточно, чтобы прообраз всякого открытого множества
f−1(G) был открытым подмножеством множества A, рассматриваемого как
самостоятельное метрическое пространство, т.е. чтобы f−1(G) = A∩H, где H
— открытое подмножество X.

В гл. XII эта теорема будет доказана для более общего случая отображения
f : A→ Rm, A ⊂ Rn, и потому здесь ее доказательство опускается.

Так же как для случая вещественных функций вещественного аргумента до-
казывается следующая теореме.

Теорема 2. Если Функции f и g непрерывны в точке x0 множества A мет-

рического пространства X, то f ± g, fg, а если g(x0) �= 0, то и функция
f

g
непрерывны в точке x0.

Теорема 3. Если функция f : A→ R непрерывна в точке x0 ∈ A и f(x0) > 0,
то существует такое число r > 0, что f(x) > 0 для всех x ∈ A ∩K(x0, r).

Теорема 4. Если функция f(x) ≥ 0 для всех x, достаточно близких к x0 ∈ A,
и функция f(x) непрерывна в точке x0, то f(x0) ≥ 0.

Важным примером непрерывных функций, заданных на Rn, являются ли-
нейные функции, или, как их чаще называют, линейные функционалы. Это такие
функций f , что

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(λx) = λf(x) (1)
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для любых точек x, y ∈ Rn и любого вещественного числа λ. Очевидно, что функ-
ция

ϕ(x) = 〈x, u〉 (2)

где u — фиксированный n-мерный вектор, удовлетворяет условиям (1) и, сле-
довательно, является линейным функционалом. Нетрудно доказать, что всякий
линейный функционал f , определенный на Rn, имеет вид (2). В самом деле, пусть

f(ei) = ui, i = 1, 2, . . . , n,

где {e1, e2, . . . , en} — стандартный базис в Rn. Так как для любого элемента x ∈ Rn

имеем x =
n∑
i=1

xiei, то

f(x) = f

( n∑
i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xif(ei) =
n∑
i=1

xiei = 〈x, u〉,

где u —вектор с координатами u1, u2, . . . , un, ui = f(ei).

Для любого x ∈ Rn, в силу неравенства Буняковского–Шварца

|f(x)| = |〈x, u〉| ≤ |x| |u|.

Длина вектора u, порождающего функционал f , называется нормой этого функ-
ционала и обозначается через ‖f‖. Таким образом,

|f(x)| ≤ ‖f‖ |x|. (3)

Предлагаем читателю доказать, что ‖f‖ = sup
|x|≤1

|f(x)|, и, пользуясь однород-

ностъю функционала, вывести из этого неравенства, что ‖f‖ есть наименьшее из
чисел M , таких, что

|f(x)| ≤M |x|.
Если x1 ∈ Rn и x2 ∈ Rn, то из аддитивности функционала f и неравенства

(3) вытекает, что

|f(x1) − f(x2)| = |f(x1 − x2)| ≤ ‖f‖ |x1 − x2|,

откуда следует, в частности, непрерывность линейного функционала f .

Теорема 5. Если fm,m = 1, 2, 3, . . .— линейные функционалы и fm(x) → f0(x)
для любого элемента x ∈ Rn, то f0 также линейный функционал и ‖fm−f0‖ → 0.

Доказательство. Для любых x, y ∈ Rn

f0(x+ y) = lim fm(x+ y) = lim [fm(x) + fm(y)] =

= lim fm(x) + lim fm(y) = f0(x) + f0(y)

и аддитивность функционала f0 доказана. Однородность функционала f0 доказы-
вается аналогично.
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Далее, ‖fm‖ = |um| = |)u1
m, u

2
m, . . . , u

n
m)|, m = 0, 1, 2, . . ., где uim = fm(ei). По

условию, fm(ei) → f0(ei), т.е. uim → ui0, откуда

‖fm − f0‖ =

√√√√ n∑
i=1

(uim − ui0)
2 = |um − u0| → 0,

что требовалось доказать.

Свойства функций f : A → R, непрерывных на множестве A метрического
пространстваX, которые будут описаны теоремами 6 и 7, играют особенно важную
роль в математическом анализе и его приложениях.

Теорема 6. Пусть функция f : A→ R непрерывна на A и A — компактное
множество метрического пространства X. Тогда f(A) также компактное, т.е.
ограниченное и замкнутое, множество числовой прямой.

Доказательство. Положим f(A) = B ⊂ R и пусть {ym} — произвольная
числовая последовательность точек из B. Для каждого числа ym возьмем один из
его прообразов xm, f(xm) = ym. Так как {xm} ⊂ A и A компактно, то из последо-
вательности {xm} можно выделить подпоследовательность {xmi

}, сходящуюся к
точке x0 ∈ A. В силу непрерывности f на A, в частности в точке x0, имеем:

ymi
= f(xmi

) → f(x0) ∈ B.

Итак, из любой последовательности точек множества B выделяется подпосле-
довательность, сходящаяся к точке этого множества, что означает компактность
множества B.

Теорема 7. Если функция f : A → R непрерывна на A и M — связное
подмножество A, то f(A) — связное множество.

Доказательство. Допустим, что f(M) не связно. Тогда существуют непере-
секающиеся открытые множества G1, G2 ⊂ R, такие, что G1 ∩ f(M) �= ∅, G2 ∩
f(M) �= ∅ и G1 ∪G2 ⊃ f(M).

Так как функция f непрерывна на A, то, по теореме 1, f−1(G1) и f−1(G2)
будут открыты в A, т.е. f−1(G1) = A ∩ H1 и f−1(G2) = A ∩ H2, где H1 и H2 —
открытые множества пространства X. Легко видать, что f−1(G1) и f−1(G2) не
пересекаются, но множества H1 и H2 в общем случае могут иметь общие точки.
Однако множества H1 и H2 можно заменить открытыми непересекающимися мно-
жествам H̃1 и H̃2, такими, что по-прежнему f−1(G1) = A∩ H̃1 и f−1(G2) = A∩ H̃2.

В самом деле, для x ∈ f−1(G1) найдется число δx, такое, что K(x, δx) ⊂ H1,
и если x′ ∈ A и ρ(x′, x) < δx, то x′ ∈ f−1(G1). Аналогичным образом точке y ∈
f−1(G2) поставим в соответствие число δy, такое, что из y′ ∈ A и ρ(y′, y) < δy будет
следовать y′ ∈ f−1(G2). Легко убедиться, что δx < ρ(x, y), δy < ρ(x, y), откуда

ρ(x, y) >
1

2
(δx + δy). (4)

Пусть Vx =

{
z ∈ X : ρ(z, x) <

1

2
δx

}
, Vy =

{
z ∈ X : ρ(z, y) <

1

2
δy

}
.

Окрестности Vx и Vy точек x и y соответственно не пересекаются. Действительно,
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если предположить, что z0 ∈ Vx ∩ Vy, то мы имели бы

ρ(x, y) ≤ ρ(x, z)) + ρ(z0, y) <
1

2
δx +

1

2
δy =

1

2
(δx + δy),

что противоречит неравенству (4).

Положим H̃1 =
⋃

x∈f−1(G1)

Vx и H̃2 =
⋃

y∈f−1(G2)

Vy, получим открытые множества

с требуемыми свойствами.

Далее, пересечение f−1(G1)∩M не пусто, так как содержит точку x = f−1(y),
где y ∈ G1 ∩ f(M). Тем более H̃1 ∩M �= ∅.

Аналогично H̃2∩M �= ∅. Наконец, так как f(M) ⊂ G1∪G2, то M ⊂ f−1(G1)∪
f−1(G2) и тем болееM ⊂ H̃1∪H̃2. Но тогдаM несвязно, что противоречит условию
теоремы.

Следствие 1. Если M — связное множество метрического пространства
X, f — непрерывное отображение M в R, a, b ∈ M , f(a) = α, f(b) = β, α < β, γ
— любое число, удовлетворяющее неравенству α < γ < β, то в M существует
точка c, такая, что f(c) = γ.

В самом деле, образ f(M) множества M является, по теореме 7, связным
множеством числовой прямой. Тогда, согласно лемме 1 из § 2 данной главы, мно-
жество f(M) вместе с точками α и β содержит и весь отрезок [α, β] (или [β, α],
если β < α).

Определение 3. Отображение f : A → Rn множества A метрического про-
странства X в числовую ось называется равномерно непрерывным на A, если для
любого числа ε > 0 найдется число δ > 0, зависящее лишь от ε, такое, что
|f(x) − f(y)| < ε всякий раз, когда x, y ∈ A и ρ(x, y) < δ.

Ясно, что отображение, равномерно непрерывно на A, непрерывно в каждой
точке этого множества.

Теорема 8. Функция f , непрерывная на компактном множестве M ⊂ X,
равномерно непрерывна на этом множестве.

Доказательство. Предположим, что функция f не является равномерно
непрерывной на M . Тогда найдется число ε0 > 0 и для любого номера m най-
дутся точки xm и ym множества M , такие, что

|f(xm) − f(ym)| ≥ ε0, (5)

хотя ρ(xm, ym) < 1
m
. Так как M компактно, то из последовательности {xm} можно

выделить подпоследовательность {xmi
}, сходящуюся к точке x0 ∈M . В силу нера-

венства ρ(xmi
, ymi

) <
1

mi

, подпоследовательность {ymi
} также сходится к точке x0.

Но тогда для достаточно больших номеров mi, в силу непрерывности функции f ,
|f(xmi

) − f(x0)| < ε0
2
, |f(ymi

) − f(x0)| < ε0
2
, т.е.

|f(xmi
) − f(ymi

)| < ε0,

что противоречит неравенству (5). Теорема доказана.
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Функции, непрерывные на некомпактных множествах, могут не быть равно-
мерно непрерывными. Такова, например, функция

f(x) =
1

x
, 0 < x <∞.

Мы рассматривали до сих пор отображения f метрического пространства X
в числовую прямую R. Большинство предыдущих определений и теорем остаются
справедливыми и для отображения f метрического пространства (X, ρ) в произ-
вольное метрическое пространство (Y, ρ̃). Так, например, отображение f : A→ Y ,
A ⊂ X, непрерывно в точке x0 ∈ A, если для любого числа ε > 0 найдется число
δ > 0, такое, что из x ∈ A и ρ(x, x0) < δ следует ρ̃[f(x), f(y)] < ε, иными словами,
если прообраз шара K(f ∗ x0), ε) ⊂ Y содержит пересечение A ∩K(x0, δ) ⊂ X.

Для отображений f : A→ Y верны теорема 6 о компактности непрерывного
образа компактного множества, теорема 8 о равномерной непрерывности непре-
рывного на компактном множестве отображения и теорема 7 о связности непре-
рывного образа связного множества.

Из теоремы 8 вытекает следствие.

Следствие 2. Отрезок tb+(1− t)a, соединяющий точки a и b метрического
пространства X, есть связное множество.

В самом деле, отрезок tb+(1− t)a есть непрерывный образ при отображении
t→ xt = tb+ (1 − t)a отрезка [0, 1] числовой прямой.

Примеры.

5. Шар K(a, r) метрического пространства Rn связное множество.
Предположим, чтоK(a, r) не является связным множеством. Тогда существу-

ют непересекающиеся открытые множества G1 и G2 пространства X, такие, что
G1 ∩ K(a, r) �= ∅, G2 ∩ K(a, r) �= ∅ и K(a, r) ⊂ G1 ∪ G2. Пусть x1 ∈ G1 ∩ K(a, r),
x2 ∈ G2 ∩K(a, r). Рассмотрим отрезок [x1, x2] = {xt = tx2 + (1 − t)x1, 0 ≤ t ≤ 1}.
Тогда [x1, x2] ∩ G1 �= ∅, [x1, x2] ∩ G2 �= ∅ и G1 ∪ G2 ⊃ K(a, r) ⊃ [x1, x2]. Но это
невозможно, так как [x1, x2] — связное множество. Таким образом, связность ша-
ра K(a, r) доказана.

Для метрического пространства X кроме понятия связности можно ввести
понятие линейной связности множества.

Определение 4. Множество M ⊂ X называется линейно связным, если две
любые точки этого множества можно соединить непрерывной кривой (т.е. непре-
рывным образом отрезка [α, β]), лежащей целиком в M .

Легко убедиться, что линейно связное множество M связно, по определению
(§ 2 данной главы). В самом деле, если это не так, то существуют открытые непе-
ресекающиеся множества G1, G2 ⊂ X, такие, что G1 ∩ M �= ∅, G2 ∩ M �= ∅ и
G1 ∪ G2 ⊃ M . Пусть a ∈ G1 ∩ M , b ∈ G2 ∩ M . Так как M линейно связно, то
существует кривая Γ, расположенная целиком в M , соединяющая точки a и b. Но
тогда G1 ∩ Γ �= ∅, G2 ∩ Γ �= ∅ и Γ ⊂ G1 ∪ G2, т.е. множество Γ не связно, что
невозможно, так как в силу теоремы 6 и связности [α, β], Γ — связное множество.

Если X — не только метрическое, но и линейное пространство, как например
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Rn, то в качестве кривой Γ при доказательстве связности множестваM ⊂ X часто
берут ломаную линию с конечным числом звеньев.

Заметим, наконец, что не всякое связное множество линейно связно. Таково,

например, множество на плоскости R2, состоящее из графика функции y = sin
1

x
,

0 < x <
1

π
и отрезка [−1, 1] оси Oy.
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Глава XI

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СКАЛЯРНЫХ ФУНКЦИЙ
ВЕКТОРНОГО АРГУМЕНТА

Исследование поведения вещественных функций, определенных на множе-
ствах n-мерного евклидова пространства или скалярных функций векторного ар-
гумента, как и исследование вещественных функций вещественного аргумента,
существенно облегчается, если в малых окрестностях точек, где ведется исследо-
вание, заменить приближенно эти функции линейными. Такая линейная аппрок-
симация осуществляется с помощью дифференциала функции.

§ 1. Дифференциал скалярной функции векторного аргумента

Рассмотрим функцию f : G → R, где G ⊂ Rn и открыто. По аналогии
с определением дифференциала функции одной независимой переменной дадим
следующее определение.

Определение 1. Если для x ∈ G существует линейный функционал �x : Rn →
R, такой, что для всех h ∈ Rn, для которых x+ h ∈ G, имеем

f(x+ h) − f(x) = �x(h)
30 + ω(f, x, h) (1)

где
ω(f, x, h)

|h| → 0 при h→ 0, то функция называется дифференцируемой в точке

x ∈ G, а линейная по h часть �x(h) приращения f(x+h)−f(x) функции называется
дифференциалом функции f и обозначается df(x, h). величина ω(f, x, h) называется
остатком приращения.

Итак, если функция f дифференцируема в точке x ∈ G, то

f(x+ h) − f(x) = df(x, h) + ω(f, x, h).

Линейный функционал �x : Rn → R называется производной функции f в
точке x и обозначаемся f ′(x). Следовательно, df(x, h) = f ′(x)h = 〈h, u〉, где вектор
u в общем случае зависит от x. Поэтому

f(x+ h) − f(x) = f ′(x)h + ω(f, x, h). (2)

30Значение линейного функционала � на элементе h, будем обозначать также lh, опуская скоб-
ки.
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Функция f : G → R, дифференцируемая в каждой точке множества G,
называется дифференцируемой на G.

Примеры.

1. Пусть функция f : R3 → R задана формулой

f(x1, x2, x3) = (x1)2 − x2x3.

Для любого вектора h = (h1, h2, h3) ∈ R3 имеем:

f(x+ h) − f(x) = (x1 + h1)2(x2 + h2)(x3 + h3) − (x1)2 + x2x3 =

= 2x1h1 − x3h2 − x2h3 + (h1)2 − h2h3.

Выражение 2x1h1 − x3h2 − x2h3 линейно зависит от h, а

|(h1)2 − h2h3|
|h| =

|(h1)2 − h2h3|√
(h1)2 + (h2)2 + (h3)2

≤ (h1)2

|h1| +
|h2| |h3|
|h2| = |h1| + |h3| → 0

при h→ 0. Поэтому функция f(x) = (x1)2−x2x3 дифференцируема в любой точке
пространства R3 и df(x, h) = 2x1h1 − x3h2 − x2h3. Производной будет линейный
функционал, определяемый вектором u = (2x1,−x3,−x2), так что df(x, h) = 〈h, u〉.

3. Пусть f(x) = |x|. Для x �= 0 имеем:

f(x+ h) − f(x) = |x+ h| − |x| =
|x+ h|2 − |x|2
|x+ h| + |x| =

2〈x, h〉 + |h|2
|x+ h| + |x| =

= {2〈x, h〉 + |h|2}
{

1

2|x| +

[
1

|x+ h| + |x| −
1

2|x|

]}
=

= {2〈x, h〉 + |h|2}
{

1

2|x| +
|x| − |x+ h|

2|x|(|x+ h| + |x|)

}
=

=
〈x, h〉
|x| +

{
|h|2
2|x| +

〈x, h〉(|x| − |x+ h|
|x|(|x+ h| + |x|) +

|h|2(|x| − |x+ h|)
2|x|(|x+ h| + |x|)

}
,

где слагаемое
〈h, x〉
|x| линейно зависит от h.

Далее, заметив, что |〈h, x〉| ≤ |h| |x|, получим:

1

|h|

∣∣∣∣ |h|22|x| +
〈x, h〉(|x| − |x+ h|
|x|(|x+ h| + |x|) +

|h|2(|x| − |x+ h|)
2|x|(|x+ h| + |x|)

∣∣∣∣ ≤
≤ |h|

2|x| +
||x| − |x+ h||
(|x+ h| + |x|) +

|h|(|x| − |x+ h|)
2|x|(|x+ h| + |x|) → 0

при h→ 0. Таким образом, при x �= 0

|x+ h| − |x| =
1

|x| 〈h, x〉 + ω(x, h)
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где ω(x, h) — бесконечно малое по сравнению с |h|, т.е. при x �= 0 функция |x|
дифференцируема.

Покажем, что при x = 0 функция |x| не дифференцируема. Имеем |0 + h| −
|0| = |h|. Предположим, что существует представление |h| в виде суммы линейного
по h функционала и остатка, бесконечно малого по сравнению с |h|, т.е.

|h| = 〈h, a〉 + ω(h)

где a — фиксированный вектор из Rn, который, очевидно, не может быть равным
нулю.

Пусть h0 — произвольный ненулевой вектор из Rn и h = th0. Тогда |th0| =
〈th0, a〉 + ω(h), откуда

h0| = sign 〈h0, a〉 +
ω(th0)

|t| . (2)

Пусть теперь t → 0, имея знак, обратный знаку 〈h0, a〉. Так как |h| = |t| |h0|,
то

|ω(th0)|
|t| =

|ω(th0)|
th0|

|h0| → 0,

и равенство (2) в предела дает |h| = −|〈h0, a〉|. Это невозможно. Таким образом,
недифференцируемость |x| в точке x = 0 доказана.

3. Пусть f(x) — линейный функционал, определенный на Rn. Тогда

f(x+ h) − f(x) = f(x) + f(h) − f(x) = f(h)

для любых x и h ∈ Rn. Поэтому df(x, h) = f(h) и ω = 0. Следовательно, f ′(x) = f
для любого x ∈ Rn, т.е. производная линейного функционала f(x) есть постоянный
функционал, равный f(x) во всех точках x ∈ Rn (именно f , а не f(x)).

Легко видеть, что если функция f дифференцируема в точке x ∈ G, то она
непрерывна в этой точке. В самом деле, так как f ′(x)h → 0 при h → 0, в силу
линейности функционала f ′(x) и ω(f, x, h) = o(|h|), то

f(x+ h) − f(x) = f ′(x)h+ ω(f, x, h) → 0 при h→ 0,

что означает непрерывность функции f в точке x. В дальнейшем в этой главе

будем предполагать, что множество G открыто, не оговаривая этого каждый раз.

Теорема 1. Если функции f1 : G → R, f2 : G → R дифференцируемы в
точке x ∈ G, то ϕ = f1 + f2 и ψ = f1f2 также дифференцируемы в этой точке,
причем

ϕ′(x) = f ′
1(x) + f ′

2(x) (3)

и
ψ′(x) = f2(x)f

′
1(x) + f1(x)f

′
2(x). (4)

Доказательство. Докажем второе утверждение (первое доказывается про-
ще). Имеем:

ψ(x+ h) − ψ(x) = f1(x+ h)f2(x+ h) − f1(x)f2(x) =
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= f2(x+ h)[f1(x+ h) − f1(x)] + f1(x)[f2(x+ h) − f2(x)] =

= [f1(x) + α] [f ′
1(x)h + ω1] + f1(x)[f

′
2(x)h + ω2].

Здесь α = f2(x+h)−f2(x) → 0 при h→ 0 в силу диффереренцируемости, а значит,
и непрерывности f2. Таким образом,

ψ(x+ h) − ψ(x) = f2(x)f
′
1(x) + f1(x)f

′
2(x) + β,

где
β = αf ′

1(x)h + f2(x)ω + f1(x)ω2 + αω1.

Так как
|β|
|α| ≤ |α| |f

′
1(x)h|
|h| + |f2(x)|

ω1

|h| ≤ |f1(x)|
|ω1|
|h| + |α| ω1|

|h| → 0

при h→ 0, то получим, что ψ — дифференцируемая функция и

ψ′(x) = f2(x)f
′
1(x) + f1(x)f

′
2(x).

Следствие. Если функция f : G→ R — дифференцируема в точке x ∈ G и λ
— константа, то λf также дифференцируема в этой точке, причем (λf)′(x) =
λf ′(x).

Из доказанной теоремы и следствия вытекает, что множество функций f :
G→ R, дифференцируемых в G, образует пространство в линейном пространстве
всех скалярных функций, определенных на G.

Теорема 2. Если функции f : G → Rn и ϕ : G → R дифференцируемы в

точке x ∈ G и ϕ(x) �= 0, то частное
f

g
также дифференцируемо в этой точке и

(
f

g

)′
=
ϕ(x)f ′(x) − f(x)ϕ′(x)

[ϕ(x)]2
. (5)

Доказательство. Достаточно показать, что функция
1

ϕ(x)
дифференциру-

ема и что
(

1

ϕ(x)

)′
= − ϕ′(x)

[ϕ(x)]2
, так как формула (5) следует тогда из теоремы о

дифференцировании произведения.

Итак

1

ϕ(x+ h)
− 1

ϕ(x)
= −ϕ(x+ h) − ϕ(x)

ϕ(x+ h)ϕ(x)
= − ϕ′(x)h+ ω

ϕ(x+ h)ϕ(x)
.

Но
1

ϕ(x+ h)ϕ(x)
→ 1

[ϕ(x)]2
при h→ 0

и, следовательно,
1

ϕ(x+ h)ϕ(x)
=

1

[ϕ(x)]2
+ α, где α→ 0 при h→ 0. Поэтому

1

ϕ(x+ h)
− 1

ϕ(x)
= −[ϕ′(x)h + ω]

{
1

[ϕ(x)]2
+ α

}
=
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= −
(
ϕ′(x)

[ϕ(x)]2

)
h−
{
αϕ′(x)h +

ω

[ϕ(x)]2
+ αω

}
. (6)

Первое слагаемое в правой части равенства (6) есть линейный по h функционал.
Легко видеть, что

1

h

{
αϕ′(x)h +

ω

[ϕ(x)]2
+ αω

}
→ 0

при h→ 0. Это означает, что функция
1

ϕ(x)
дифференцируема и что

(
1

ϕ(x)

)′
h = −

(
ϕ′(x)

[ϕ(x)]2

)
h.

Мы ввели производную как линейный функционал. Но всякий линейный
функционал однозначно определяется вектором. Поэтому говорят о «векторе про-
изводной» и даже называют производную вектором. Однако последнее высказы-
вание надо понимать лишь как отражение существования изоморфизма между
пространством Rn и пространством (Rn)∗ всех линейных функционалов, опреде-
ленных на Rn.

§ 2. Дифференциал и производная по направлению (Гато31)

Мы определили производную f ′(x) скалярной функции f(x) векторного аргу-
мента x через посредство дифференциала этой функции. Возникает вопрос: можно
ли определить f ′(x) как предел отношения приращения функции к вызвавшему
его приращение аргумента, когда последнее стремится к нулю, т.е. так, как опре-
деляется производная скалярной функции скалярного аргумента? Прямое перене-
сение такого определения невозможно потому, что делить на приращение вектор-
ного аргумента, также являющегося вектором, нельзя. Но, может быть, годится
определение

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h) − f(x)

|h| . (1)

Оказывается, что и оно неприемлемо, так как, во-первых, не согласуется с опреде-
лением производной через посредство дифференциала, и, во-вторых, класс функ-
ций, имеющих такую производную, слишком беден.

В самом деле, если функция f : G → R дифференцируема в точке x ∈ G
согласно определению 1 из § 1 данной главы, т.е. f(x + h) − f(x) = f ′(x)h +
ω(f, x, h), то f ′(x) — линейный функционал, определенный на Rn, в то время как
f ′(x) согласно определению (1), — число. Далее, если взять линейную функцию
� : R2 → R, заданную равенством l(x) = x1 + x2 для x = x1e1 + x2e2, то получим

�(x+ h) − �(x)

|h| =
h1 + h2√

(h1)2 + (h2)2
.

31Р. Гато (???–1914) — французский математик.
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Положив h1 = t, h2 = kt, найдем

lim
h→0

�(x+ h) − �(x)

|h| = lim
t→0

1 + k√
1 + k2

=
1 + k√
1 + k2

,

так что при разных значениях k получается различное значение предела. Следо-
вательно, линейная функция не имеет производной по определений (1) ни в одной
точке.

Все же определение(1) оказывается полезным, если потребовать, чтобы при-
ращение h сохраняло одно и то же направление. Тогда мы придем к понятию
производной во направлению.

Пусть f : G → R, e = (e1, e2, . . . , en) — фиксированный единичный вектор,
определяющий направление и x ∈ G. Тогда при достаточно малых t x+ te ∈ G.

Определение 1. Предел lim
t→0

f(x+ te) − f(x)

t
, если он существует, называет-

ся производной по направлению e или производной Гато функции f в точке x и
обозначается f ′

e(x).

Итак,

f ′
e(x) = lim

t→0

f(x+ te) − f(x)

t
. (2)

Производная, определенная в § 1 данной главы, в отличие от только что
введенной производной, называется производной Фреше32

Если ввести в рассмотрение вещественную функцию вещественной перемен-
ной :

ϕ(t) = f(x+ te),

определенную в интервале (−δ, δ), где число δ выбрано так, что x + te ∈ G при
|t| < δ, то производная f ′

e(x) будет производной в нуле функции

f ′
e(x) = ϕ′(0)

Мы определили производную по направлению, отправляясь от единичного
вектора, задающего направление. Чаще производную по направлению определяют
равенством

f ′
h(x) = lim

t→0

f(x+ th) − f(x)

t
,

где h — произвольный фиксированный вектор. В этом случае

f ′
h(x) = lim

t→0

f(x+ th) − f(x)

t
= |h| lim

t→0

f(x+ t|h|h1) − f(x)

t|h| = |h|f ′
h1

(x),

где h1 — единичный вектор направления h.

Лемма 1. Если функция f(x) дифференцируема в точке x, то она дифферен-
цируема в этой точке по любому направлению e и

f ′
e(x) = df(x, e) = f ′(x)e.

32М. Фреше (1878–1973) — французский математик.
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Доказательство. Имеем

lim
t→0

f(x+ te) − f(x)

t
= lim

t→0

df(x, te) + ω(f, x, te

t
=

= df(x, e) + lim
t→0

ω(f, x, te)

|te| sign t = df(x, e),

что требовалось доказать.

Утверждение, обратное лемме 1, неверно, как показывает следующий пример.
Рассмотрим в пространстве R2 функцию

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
x1 + x2 +

(x1)3x2

(x1)4 + (x2)2
, если x �= 0,

0, если x = 0.

Пусть e = (e1, e2) — произвольный единичный вектор из R2. Имеем:

lim
t→0

f(0 + te) − f(0)

t
= lim

t→0

te1 + te2 +
t4(e1)3e2

t2[t2(e1)4 + (e2)2]

t
= e1 + e2.

Следовательно, f ′
e(0, 0) существует по любому направлению e.

Легко убедиться, что рассматриваемая функция дифференцируема по Фреше
во всех точках x �= 0.

Если предположить, что функция f дифференцируема в нуле, то, согласно
лемме 1, d(0, h) = f ′

h(0) и поэтому df(0, h) = h1 + h2. Тогда величина

ω(f, 0, h) = f(h)− f(0)− df(0, h) = h1 + h2 +
(h1)3h2

(h1)4 + (h2)2
− h1 − h2 =

(h1)3h2

(h1)4 + (h2)2

должна быть o(|h|). Но если h изменяется таким образом, что все время h2 = (h1)2,
то

lim
h→0

ω(f, 0, h)

h
= lim

h→0

(h1)3h2

[(h1)4 + (h2)2]
√

(h1)2 + (h2)2
= lim

h→0

(h1)5

2(h1)4
√

(h1)2 + (h1)4
=

1

2
,

и мы пришли к противоречию.

Таким образом, функция

f(x) = x1 + x2 +
(x1)3x2

(x1)4 + (x2)2

в нулевой точке дифференцируема по Гато, но недифференцируема по Фреше.
Однако имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функция f : G→ R имеет в окрестности точки x0 ∈ G
производную по любому направлению f ′

e(x), непрерывную в этой точке. Тогда
df(x0, h) существует и

df(x0, h) = |h| fh1(x0) = f ′
h(x0). (3)
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Для доказательства этого утверждения воспользуемся следующей теоремой.

Теорема 2 (Лагранжа). Пусть функция f : H → R имеет в каждой точ-
ке x открытого множества H производную по любому направлению. Тогда для
любого h ∈ Rn и δ > 0, такого, что [x, x+ αh] ⊂ H при |α| < δ имеем:

f(x+ αh) − f(x) = αf ′
h(x+ θh), (4)

где 0 < θ < 1.

Доказательство. Рассмотрим вещественную функцию

ϕ(t) = f(x+ th), |t| < δ.

Функция ϕ(t) дифференцируема внутри (−δ, δ) и ϕ′(t) = f ′
h(x+ th). В самом деле,

ϕ(t + Δt) − ϕ(t)

Δt
=
f(x+ th+ Δth) − f(x+ th)

Δt
→ f ′

h(x+ th)

при Δt → 0, и требуемое доказано. Следовательно, для любого числа α, такого,
что |α| < δ, функция ϕ(t) непрерывна и дифференцируема на [−α, α], и к ней при-
менима теорема Лагранжа для вещественной функции вещественного аргумента.
Поэтому

f(x+ αh) − f(x) = ϕ(α) − ϕ(0) = αϕ′(θα) = αf ′
h(x+ θh).

Доказательство теоремы 1. Положим

Df(x0, h) = f ′
h(x0). (5)

Следовательно,

Df(x0, h) = lim
t→0

f(x0 + th) − f(x0)

t
=

1

t
[f(x0 + th) − f(x0)] + ω1, (6)

где ω1 → 0 при t→ 0. Аналогичным образом для k ∈ Rn

Df(x0, k) =
1

t
[f(x0 + tk) − f(x0) + ω2 (7)

и
Df(x0, h+ k) =

1

t
[f(x0 + t(h + k)) − f(x0)] + ω3, (8)

где ω2, ω3 → 0 при t→ 0. Из равенств (6), (7) и (8) получаем:

Df(x0, h+ k) −Df(x0, h) −Df(x0, k) =

=
1

t
{[f(x0 + th+ tk) − f(x0 + th)] − [f(x0 + tk) − f(x0)]}.

Применив к разностям f(x0 + th + tk) − f(x0 + th) и f(x0 + tk) − f(x0) теорему
Лагранжа, преобразуем предыдущее равенство к виду

Df(x0, h+ k) −Df(x0, h) −Df(x0, k) =

= {f ′
h(x0 + tk + θ1th) − f ′

h(x0 + θ2th)} + ω3 − ω1 − ω2,
(9)
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где 0 < θ1, θ2 < 1. При t→ 0 θ1th и θ2th стремятся к нулю, и в силу непрерывности
f ′
h(x) в точке x0 выражение, стоящее в фигурных скобках в равенстве (9), тоже
стремится к нулю. Таким образом, в пределе при t→ 0 из равенства (9) следует:

Df(x0, h+ k) −Df(x0, h) −Df(x0, k) = 0,

и аддитивность Df(x0, h) по h доказана.

Однородность Df(x0, h) по второму аргументу легко выводится из представ-
ления Df(x0, h) с помощью равенства (5). В самом деле, при α �= 0

Df(x0, αh) = lim
t→0

f(x0 + tαh) − f(x0)

t
= α lim

t→0

f(x0 + tαh) − f(x0)

tα
= αDf(x0, h).

При α = 0 равенство Df(x0, αh) = αDf(x0, h) тривиальна, так как обе части его
равны нулю.

Таким образом, мы доказали, что Df(x0, h) есть линейный по h функционал

Df(x0, h) = �x0(h) = 〈h, u(x0)〉.

Остается доказать, что

f(x0 + h) − f(x0) −Df(x0, h) = o(|h|). (10)

Предположив, что |h| < δ и применив теорему Лагранжа, получим:

f(x0 + h) − f(x0) = f ′
h(x0 + θh) = 〈h, u(x0 + θh)〉, 0, θ < 1.

Поэтому

1

|h| |f(x0+h)−f(x0)−Df(x0, h)| =
1

|h| |〈h, u(x0+θh)−u(x0)〉| ≤ |u(x0+θh)−u(x0)| → 0

при h→ 0 и равенство (10) доказано.

Таким образом, функция f(x) дифференцируема в точке x0 и

df(x0, h) = Df(x0, h).

Замечание 1. Дифференциал, введенный с помощью формулы (5), называ-
ется дифференциалом по направлению или дифференциалам Гато. Дифференциал
df(x0, h) (см. § 1 данной главы) называется дифференциалом Фреше.

Замечание 2. Легко привести примеры функций, имеющих в данной сочке
производные по одним направлениям и не имеющим по другим. Такова, например,
функция

f(x1, x2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
x1 + x2 sin

1

x2
, x2 �= 0,

0, x2 = 0,

которая в нуле имеет производную по направлению орта e1, и не имеет производ-
ной по направлений орта e2.
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Замечание 3. Производные функции f(x) в точке x0 по направлению ортов
e1, e2, . . . , e3 называются частными производными этой функции и обозначают-

ся f ′
x1(x0), f

′
x2(x0), . . . , f

′
xn(x0), или

∂f

∂x1

∣∣∣∣
x0

,
∂f

∂x2

∣∣∣∣
x0

, . . . ,
∂f

∂xn

∣∣∣∣
x0

, или D1f(x0), D2f(x0),

. . . , Dnf(x0). Таким образом,

f ′
xi(x0) = lim

t→0

f(x0 + tei) − f(x0)

t
=

= lim
Δxi→0

f(x1
0, . . . , x

i−1
0 , xi0 + Δxi, xi+1

0 , . . . , xn0 ) − f(x1
0, . . . , x

i−1
0 , xi0, x

i+1
0 , . . . , xn0 )

Δxi
.

Лемма 2. Если функция f : G → R дифференцируема в точке x0 ∈ G, то
все частные производные функции f в этой точке существуют и

df(x0, h) =

n∑
i=1

f ′
xi(x0)h

i. (11)

Доказательство. Существование всех частных производных следует из лем-
мы 1; остается доказать равенство (11).

Так как всякий линейный функционал, определенный на Rn, имеет вид 〈h, u〉 =
n∑
i=1

hi, ui, то

f(x0 + h) − f(x0) = df(x0, h) + ω =
n∑
i=1

hiui + ω,

где ω → 0 при h→ 0. Пусть h = (0, . . . , hi0 , . . . , 0). Тогда

f(x0 + h) − f(x0) = f(x1
0, . . . , x

i0
0 + hi0 , . . . , xn0 ) − f(x1

0, . . . , x
i0
0 , . . . , x

n
0 ) = hi0ui0 + ωi0 ,

откуда f(x1
0,...,x

i0
0 +hi0 ,...,xn

0 )−f(x1
0,...,x

i0
0 ,...,x

n
0 )

hi0
= ui0 +

ωi0

hi0
. При h → 0, т.е. при hi0 → 0

правая часть этого равенства стремится к ui0. Это означает, что f ′
xi0

(x0) существует
и f ′

xi0
(x0) = ui0 .

Следовательно,

f(x0 + h) − f(x0) =
n∑
i=1

f ′
xi

(x0)h
i + ω,

и лемма доказана.

Теорема 3. Если все частные производные функции f : G→ R существуют
в некоторой окрестности точки x0 ∈ G и непрерывны в точке x0, то в этой
точке существует производная по любому направлению e, причем

f ′
e(x0) = λ1D1f(x0) + λ2D2f(x0) + . . .+ λnDnf(x0), (12)

где λ1, λ2, . . . , λn — координаты единичного вектора e, определяющего направле-
ние, т.е. λi = 〈e, ei〉, i = 1, 2, . . . , n.
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Доказательство. Имеем:

f(x0 + te) − f(x0)

t
=

1

t

{[
f

(
x0 +

n∑
i=1

tλiei

)
− f

(
x0 +

n∑
i=2

tλiei

)]
+

+

[
f

(
x0 +

n∑
i=2

tλiei

)
− f

(
x0 +

n∑
i=3

tλiei

)]
+ . . .+ [f(x0 + tλnen) − f(x0)]

}
.

(13)

По теореме Лагранжа,

1

t

[
f

(
x0 +

n∑
i=k

tλiei

)
−f
(
x0 +

n∑
i=k+1

tλiei

)]
= λkf ′

xk

(
x0 +

n∑
i=k+1

tλiei+ τtλkek

)
, (14)

где 0 < τ < 1. При t → 0 в силу непрерывности частных производных правая
часть равенства (14) стремится к λkf ′

xk(x0). Поэтому в равенстве (13) при t → 0

правая часть стремится к
n∑
i=1

λif ′
xi(x0). Но это означает, что f ′

e(x0) существует и

f ′
e(x0) =

n∑
i=1

λif ′
xi(x0). (15)

Если n = 3, то λi представляет собой направляющие косинусы вектора e.
По аналогии с трехмерным случаем числа λi также называются направляющими
косинусами вектора e и обозначаются λi = cos(e, xi) i = 1, 2, . . . , n. В этих обозна-
чениях формула (15) принимает следующий вид

f ′
e(x0) =

n∑
i=1

f ′
xi(x0) cos(e, xi).

Из теорем 1 и 3 следует теорема 4.

Теорема 4. Если функция f : G → R имеет в окрестности точки x0 ∈ G
все частные производные, непрерывные в этой точке, то она дифференцируема
в точке x0.

Пусть функция f дифференцируема в точке x0 или выполнены условия тео-
ремы 3. Тогда, как мы видели,

df(x0, h) =

n∑
i=1

f ′
xi(x0)h

i. (16)

Часто вместо h пишут dx = (dx1, dx2, . . . , dxn). G учетом этого формула (16)
принимает вид

df(x0, dx) =

n∑
i=1

f ′
xi(x0) dx

i =

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x0

dxi. (17)

Это наиболее часто встречающаяся запись дифференциала функции. Отдельные
слагаемые, стоящие в сумме (17), называются частными дифференциалами функ-
ции f и обозначаются dif(x0).
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Определение частной производной

f ′
xi(x0) = lim

Δxi→0

f(x1
0, . . . , x

i
0 + Δxi, . . . , xn0 ) − f(x1

0, . . . , x
i
0, . . . , x

n
0 )

Δxi

показывает, что для ее нахождения по направлению орта ei, или, как обычно го-
ворят, по переменной xi, надо все координаты точки, кроме i-й, рассматривать
как постоянные и брать производную f по переменной xi как от функции одной
скалярной переменной. Таким образом, нахождение частных производных произ-
водится по обычный правилам дифференцирования скалярных функций скаляр-
ного аргумента, а нахождение производных по любому направлению — с помощью
формулы (12).

Частные производные f ′
xi(x0) отображения f : G→ R можно рассматривать

как координаты некоторого n-мерного вектора. Этот вектор называется гради-
ентом отображения и обозначается grad f . Так как при изменении точки x на
множестве G вектор grad f также изменяется, то градиент скалярной функции
векторного аргумента, дифференцируемой в области G, есть векторная функция
векторного аргумента:

grad f : G→ Rn.

Пользуясь понятием градиента, равенство (16), дающее выражение для диффе-
ренциала отображения f , можно записать в следующей форме

df(x, h) = 〈h, grad f〉. (18)

§ 3. Теоремы о дифференцировании сложных функций

Теоремы о дифференцировании сложных функций, или композиции отобра-
жений занимают центральное место в дифференциальном исчислении. Докажем
одну из таких теорем.

Теорема 1. Пусть отображение f : G → R, где G ⊂ Rn и открыто, диф-
ференцируемо в точке x0 ∈ G. Предположим, далее, что даны отображения ϕi :
H → R, i = 1, 2, . . . , n, где H ⊂ Rm и открыто, такие, что (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) ∈
G для всех t ∈ H. Допускам, кроме того, что ϕi(t0) = xi0, i = 1, 2, . . . , n, t0 ∈ H и
функции ϕi(t) дифференцируемы в точке t0. Тогда сложное отображение g(t) =
f [ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)] дифференцируемо в точке t0 и

dg(t0, k) =

m∑
j=1

{ n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x0

Djϕ
i(t0)

}
kj . (1)

Доказательство. Имеем:

g(t0 + k) − g(t0) = f [ϕ1(t0 + k), . . . , ϕn(t0 + k)] − f [ϕ1(t0), . . . , ϕ
n(t0)] =

= f(x1
0 + h1, . . . , xn0 + hn) − f(x1

0, . . . , x
n
0 ),
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где hi = ϕi(t0 + k) − ϕi(t0). В силу дифференцируемости f в точке x0

f(x1
0 + h1, . . . , xn0 + hn) − f(x1

0, . . . , x
n
0 ) =

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x0

hi + ω,

где
ω

|h| → 0 при h→ 0. Далее, для всех i = 1, 2, . . . , n

hi =

m∑
j=1

Djϕ
i(t0)k

j + ηi,

где
ηi

|k| → 0 при k → 0, так как функции ϕi(t), i = 1, 2, . . . , n дифференцируемы в

точке t0. Поэтому

g(t0 + k) − g(t0) =
n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x0

{ m∑
j=1

Djϕ
i(t0) + ηi

}
+ ω,

откуда∣∣∣∣g(t0 + k) − g(t0) −
m∑
j=1

{ n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣∣
x0

Djϕ
i(t0)

}
kj
∣∣∣∣ ≤ n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣
x0

∣∣∣∣ |ηi| + |ω|.

Покажем, что
n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣
x0

∣∣∣∣ |ηi||k| +
|ω|
|k| → 0 (2)

при k → 0.

В силу дифференцируемости ϕi имеем
|ηi|
|k| при k → 0, i = 1, 2, . . . , n, поэтому

сумма, стоящая в левой части формулы (2), стремится к нулю. Остается доказать,

что
|ω|
|k| → 0.

При h = 0 также ω = 0. Поэтому можем записать

|ω|
|k| =

|ω|
|h|

|h|
|k| .

В этом равенстве считаем обе части равными нулю при h = 0. Первый множитель в
правой части при k → 0 стремится к нулю, так как в силу непрерывности функций
ϕi, i = 1, 2, . . . , n, при k → 0 все hi, а следовательно, и h стремятся к нулю. Поэтому

достаточно доказать, что отношение
|h|
|k| ограничено при k → 0.

Имеем:
|h|
|k| =

√√√√ n∑
i=1

(hi)2

|k|2 =

√√√√ n∑
i=1

{ m∑
j=1

Djϕi
ki

|k| +
ηi

|k|

}2

.

301



Так как
|kj|
|k| ≤ 1 и

ηi

|k| → 0 при k → 0 и, следовательно, ограничено, то все

отношение
|h|
|k| также ограничено, что требовалось доказать.

Следствие. При выполнении условий теоремы 1 для частных производных
функций g(t) получаем формулы

Dkg(t) =
n∑
i=1

f ′
xi[ϕ1(t), . . . , ϕn(t)]Dkϕ

i(t), k = 1, 2, . . . , n. (3)

Теорема 1 является частным случаем более общей теоремы о дифференциру-
емости композиции отображений: g : H → Rn, H ⊂ Rm и открыто, и f : G→ Rp,
G ⊂ Rn, и открыто, H∩f−1(G) �= ∅. Такую теорему мы докажем в гл. XII, получим
из нее как следствие теорему 1.

С формулой (3) связано свойство дифференциала, называемое инвариантно-
стью его формы. Пользуясь формулой (2), запишем следующую цепочку равенств:

dg(t, dt) =

m∑
k=1

∂g

∂tk
dtk =

m∑
k=1

{ n∑
i=1

f ′
xi

∂ϕi

∂tk

}
dtk =

n∑
i=1

f ′
xi

{ m∑
k=1

∂ϕi

∂tk

}
=

n∑
i=1

f ′
xi dxi,

ибо
m∑
k=1

∂ϕi

∂tk
dtk = dϕi(t, dt) = dxi.

С другой стороны, g(t) = f(x), где

x = (x1, . . . , xn) = (ϕ1(t), . . . , ϕnt)), dg(t, dt) = df(x, dx), (4)

и тогда из равенства (4) следует:

df(x, dx) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi. (5)

Формула (5) показывает, что хотя x не является независимым переменным
вектором и есть функция другого вектора, df(x, dx) имеет такой же вид, как если
бы вектор x был независимым. Это и есть инвариантность формы дифференциала
скалярной функции f(x) векторного аргумента.

§ 4. Производные и дифференциалы высших порядков.
Формула Тейлора

Пусть функция f : G → R дифференцируема на G. Дифференциал df(x, h)
этой функция является скалярной функцией двух независимых аргументов x ∈ G
и h ∈ Rn. Предположим, что df(x, h) как функция от x при любом фиксированном
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h, в свою очередь, дифференцируема в точке x0 ∈ G. Тогда d[df(x, h), k], k ∈ Rn,
есть билинейная форма, определенная на R2n.33

Определение. Квадратичная форма d[df(x, h)h], соответствующая билиней-
ной форме d[df(x, h)k], называется вторым дифференциалом или дифференциалом
второго порядка функции f в точке x0 и обозначается d2f(x0, h), а билинейное
отображение, значением которого в точке (h, h) является второй дифференциал,
называется второй производной функции f в точке x0 и обозначается f ′′(x0).

Таким образом, d[df(x0, h)k] = f ′′(x0)(h, k), и, следовательно, d2f(x0, h) =
f ′′(x0)(h, h). Обычно вместо f ′′(x0)(h, h) пишут f ′′(x0)h

2, подчеркивая этим квад-
ратичный характер зависимости второго дифференциала от h.

Следует помнить, что f ′′(x0)h
2 есть условная запись квадратичной формы и

никоим образом не значение некоторого оператора f ′′(x0) на «квадрате вектора»
h, так как в данном случае «квадрат вектора» не имеет смысла.

Итак,
d2f(x0, h) = f ′′(x0)h

2.

Предположим, что второй дифференциал d2f(x0, h) существует во всех точ-
ках множества G. Если этот дифференциал как функция от x оказывается снова
дифференцируемым в точке x0 ∈ G, то дифференциал от второго дифференциа-
ла называется третьим дифференциалом или дифференциалом третьего поряд-
ка функции f и обозначается d3f(x0, h). Следовательно, третий дифференциал
d3f(x0, h) есть однородная форма третьей степени, получающая из трилинейной
формы d{d[f(x0, h)k]m}, h, k,m ∈ Rn при h = k = m. Трилинейная форма называ-
ется производной третьего порядка функции f в точке x0 и обозначается f ′′′(x0).
Таким образом,

d3f(x0, h) = f ′′′(x0)h
3,

причем f ′′′(x0)h
3 надо рассматривать снова как условную запись, «куб вектора»

не имеет смысла.

Продолжая так далее, мы можем по индукции определить дифференциалы
и производные любого конечного порядка p скалярной функции векторного аргу-
мента.

Вернемся к дифференциалу второго порядка. Этот дифференциал есть квад-
ратичная форма от h и поэтому имеет вид

d2f(x, h) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijh
ihj. (1)

Найдем выражение для aij(x). В равенстве

df(x, h) =

n∑
i=1

f ′
xi(x)hi

33Строгое доказательство линейности d[df(x, h)k] по h будет дано для общего случая векторных
функций векторного аргумента в гл. XII.
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положим h0 = (0, . . . , 1, . . . , 0). Тогда

df(x0, h) = f ′
xk(x).

Так как df(x0, h) как функция от x дифференцируема в точке x0, то, по лемме

2, f ′
xk(x) имеет в точке x0 все частные производные

∂

∂xj
(f ′
xk(x)). Частные про-

изводные от частных производных называются частными производными второго

порядка и обозначаются f ′′
xkxj(x) или

∂f

∂xk∂xj
(здесь производная от f берется сна-

чала по xk, а затем по xj). Теперь, положив df(x, h) = ϕh(x), найдем:

d2f(x0, h) = dϕh(x0, h) =

n∑
j=1

∂ϕh
∂xj

hj =

n∑
j=1

∂

∂xj

[ n∑
k=1

∂f

∂xk
hk
]
hj =

=

n∑
j=1

n∑
k=1

∂

∂xj

(
∂f

∂xk

)
hkhj =

n∑
j=1

n∑
k=1

∂2f

∂xk∂xj
hkhj ,

т.е.
aij(x) =

∂2f

∂xi∂xj
.

Таким образам,

d2f(x, h) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
hihj ,

или, если обозначить h через dx,

d2f(x, dx) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
dxidxj . (4)

Примеры.

1. Пусть

f(x1, x2) =
x1x2

x1 + x2
, x1 > 0, x2 > 0.

Имеем
df(x, dx) =

(x2)2 dx1 + (x1)
2 dx2

(x1 + x2)2
,

d2f(x, dx) =
2

(x1 + x2)3
[(x2)2 (dx1)2 + 2x1x2 dx1dx2 + (x1)2 (dx2)2].

Из этого примера видно, что вычисление дифференциалов функций не пред-
ставляет труда.

Дифференциалы p-го порядка, как легко видеть, выражаются формулой

dpf(x, h) =
n∑

i1,i2,...,ip=1

∂pf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xip
hi1hi2 . . . hip
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или формулой

dpf(x, dx) =
n∑

i1,i2,...,ip=1

∂pf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xip
dxi1dxi2 . . . dxip , (5)

коэффициентами которой являются частные производные p-го порядка функции
f , которые определяются по индукции как частные производные от частных про-
изводных (p− 1)-го порядка.

Важнейшее свойство этих частных производных — их симметричность:

∂pf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xip
=

∂pf

∂xσ(i1)∂xσ(i2) . . . ∂xσ(ip)
,

где (σ(i1), σ(i2), . . . , σ(ip)) — любая перестановка индексов i1, i2, . . . , ip. Это свой-
ство выражают иначе так: частные производный p-го порядка p раз дифференци-
руемой функции не зависят от порядка, в которой выполняется частное диф-
ференцирование. Симметричность коэффициентов полилинейной формы (5) будет
доказано далее для дифференциалов векторных функций векторных аргументов,
частным случаем которых являются скалярные функции векторного аргумента.

На дифференциалы высшего порядка легко распространяется теорема о диф-
ференцируемости сложной функции.

Теорема. Пусть отображение f : G→ R, G ⊂ Rn и открыто, p раз диффе-
ренцируемо в G. Предположи, что даны отображения ϕi : H → R,i = 1, 2, . . . , n,
где H ⊂ Rn и открыто, а также что:

1) (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) ∈ G, когда t пробегает H;
2) функции ϕi(t), i = 1, 2, . . . , n, p раз дифферещируемы в области H.
Тогда сложное отображение

g(t) = f [ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)]

p раз дифференцируемо в H.

Данная теорема являемся частным случаем более общей теоремы о диффе-
ренцируемости композиций отображений многомерных евклидовых пространств.
Она будет доказана в гл. XII.

Покажем, что второй дифференциал, а значит и все последующие не облада-
ют свойством инвариантности.

Пусть снова y = f(x), x ∈ G ⊂ Rn и xi = ϕi(t), t ∈ H ⊂ Rm следовательно,
f(x) = f [ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)], где все функции, по крайней мере дважды диф-
ференцируемы в области их определения. Используя формулу (1) из § 3 данной
главы, получим:

dg(t, h) =

m∑
r=1

∂g

∂tr
hr =

m∑
r=1

{ n∑
i=1

∂f

∂xi
∂ϕi

∂tr

}
hr.

Отсюда

d2g(t, h) =

m∑
j=1

∂

∂xj

{ m∑
r=1

[ n∑
i=1

∂f

∂xi
∂ϕi

∂tr

]
hr
}
hj =
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=

m∑
j=1

m∑
r=1

hrhj
{ n∑

i=1

[ n∑
s=1

∂2f

∂xi∂xs
∂ϕi

∂tr
∂ϕs

∂tj
+
∂f

∂xi
∂2ϕi

∂tr∂tj

]}
=

=
n∑
i=1

n∑
s=1

∂2f

∂xi∂xs

( m∑
r=1

∂ϕi

∂tr
hr
)( m∑

j=1

∂ϕs

∂tj
hj
)

+
n∑
i=1

∂f

∂xi

m∑
r=1

m∑
j=1

∂2ϕi

∂tr∂tj
hrhj.

Но
m∑
i=1

∂ϕi

∂tr
= dϕi(t, h) = dxi,

m∑
i=1

∂ϕs

∂tj
= dϕs(t, h) = dxs,

m∑
r=1

m∑
j=1

∂2ϕi

∂tr∂tj
= d2ϕi(t, h) = d2xi,

поэтому

d2g(t, h) = d2f(x, dx) =

n∑
i=1

n∑
s=1

∂2f

∂xi∂xs
dxidxs +

n∑
i=1

∂f

∂xi
d2xi. (6)

Это равенство отличается от равенства (3) слагаемым
n∑
i=1

∂f

∂xi
d2xi, стоящим в пра-

вой части, т.е. форма второго дифференциала не сохраняется, если x1, x2, . . . , xn

не являются независимыми переменными. Заметим, однако, что равенства (3) и
(6) совпадают, если xi, i = 1, 2, . . . , n — линейные функции от t1, t2, . . . , tm, так как
тогда d2xi = 0 для i = 1, 2, . . . , n.

Выведем теперь формулу Тейлора для вещественных функций векторного
аргумента.

Пусть функция f : G → R имеет в G дифференциалы до (k + 1)-го порядка
включительно. Тогда для x ∈ G и достаточно малых h получим:

f(x+ h) − f(x) = df(x, h) +
1

2!
d2f(x, h) + . . .+

1

k!
dkf(x, h) + ωk,

где
ωk =

1

(k + 1)!
dk+1f(x+ θh, h), 0 < θ < 1.

Для доказательства этого равенства рассмотрим скалярную функцию ска-
лярного аргумента

ϕ(t) = f(x+ th), 0 ≤ t ≤ 1.

Так как множество G открыто, то вместе с x в G входит шар K(x, r), и ес-
ли |h| < r, то все точки отрезка [x, x + h] принадлежат G. Тогда функция ϕ(t)
дифференцируема в [0, 1] до (k + 1)-го порядка, причем

ϕi(t) = dif(x+ th, h).
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Но для функции ϕ(t) имеет место равенство

ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(0) +
1

2!
ϕ′′(0) + . . .+

1

k!
ϕ(k)(0) +Rk, (7)

где
Rk =

1

(k + 1)!
ϕ(k+1)(θ), 0 < θ < 1.

Так как ϕ(1) = f(x+ h), ϕ(0) = f(x) и ϕ(i)(0) = dif(x, h), то равенство (7) прини-
мает вид

f(x+h)− f(x) = df(x, h)+
1

2!
d2f(x, h)+ . . .+

1

k!
dkf(x, h)+

1

(k + 1)!
dk+1f(x+ θh, h),

и формула Тейлора доказана.

§ 5. Экстремумы числовых функций векторного аргумента

Рассмотрим скалярную функцию f(x), определенную на множестве M n-
мерного евклидова пространства Rn. Точка a ∈M называется точкой локального
максимума функции f , если найдется окрестность K(a.r) этой точки, такая, что
f(a) ≥ f(x) для любой точки x ∈ K(x, a) ∩M .

Аналогичным образом определяется точка локального минимума.

Точки локального максимума и локального минимума функции f называются
вместе точками локального экстремума этой функции.

Необходимое условие экстремума. Если отображение f : G → R, диф-
ференцируемое на G имеет в точке a ∈ G локальный экстремум, то df(a, h).

Возьмем произвольно вектор h �= 0. Тогда при любых достаточно малых
числах t �= 0 точка a + th принадлежит K(a, r) ⊂ G и так как функция f диффе-
ренцируема в G, то

f ∗ a + th) − f(a) = tf ′(a)h + ω(f, a, th).

Разделим это равенство на t:

f(a+ th) − f(a)

t
= f ′(a)h +

ω(f, a, th)

t
. (1)

Пусть, например, a — точка локального минимума функций f . Если t > 0, то
левая часть равенства (1) неотрицательна, и, перейдя в ней к пределу при t → 0,
получим: f ′(a)h ≥ 0. Если взять t < 0, t→ 0, то путем аналогичных рассуждений
найдем, что f ′(a)h ≤ 0. Следовательно, для любого элемента h ∈ Rn

df(a, h) = f ′(a)h = 0,

что требовалось доказать.
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Так как f ′(a)h =

n∑
i=1

∂f

∂xi
hi, то условие f ′(a)h = 0 имеет вид

n∑
i=1

∂f

∂xi
hi = 0.

При этом, в силу произвольности вектора h это равенство возможно лишь, если

∂f

∂xi
= 0, i = 1, 2, . . . , n.

Таким образом, мы получаем систему n уравнений, для определения n координат
точки a = (a1, a2, . . . , an), в которой функция f имеет экстремум.

Точки, в которых дифференциал функции равен нулю, называются стацио-
нарными точками этой функции. Итак, если дифференцируемая функция f имеет
в некоторой внутренней точке a ее области определения локальный экстремум,
то a — стационарная точка функции f .

Обратное утверждение неверно, т.е. не всякая стационарная точка является
точкой локального экстремума. Например, для функции f(x1, x2) = (x1)2 − (x2)2

точка (0, 0) стационарная, но легко убедиться, что экстремума в этой точке нет.
Графиком этой функции является гиперболический параболоид и (0, 0) — седловая
точка параболоида (рис. 50).

x2

x1

f

Рис. 50

В некоторых случаях вопрос о том, является ли стационарная точка точкой
экстремума, позволяет решить следующая теорема.

Теорема 1 (достаточное условие экстремума). Пусть для дважды непре-
рывно дифференцируемой в открытом множестве G функции f(x) точка a есть
стационарная точка.

Если d2f(a, h) — положительно определенная квадратичная форма, то a —
точка локального минимума, если d2f(a, h) — отрицательно определенная фор-
ма, то a — точка локального максимума. Если d2f(a, h) — неопределенная невы-
рожденная форма, то экстремума нет. В том случае, когда d2f(a, h) — вырож-
денная форма, ничего определенного утверждать нельзя.
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Доказательство. Так как функция f(x) дважды непрерывно дифференци-
руема в G, то для точки a ∈ G можно записать формулу Тейлора в следующем
виде:

f(a+ h) − f(a) = df(a, h) +
1

2
df(a + θh, h).

По предположению, a— стационарная точка отображения f , следовательно, df(a, h) =
0, и тогда

f(a+ h)− f(a) =
1

2
d2f(a+ θh, h) =

1

2
d2f(a, h) +

1

2
{d2f(a+ θh, h)− d2f(a, h)}. (2)

Дифференциал d2f(a, h) есть квадратичная относительно h форма, и поэтому

d2f(a, h) = |h|2d2f

(
a,

h

|h|

)
.

Тогда равенство (2) примет вид

f(a+ h) − f(a) =
|h|2|

2

{
d2f(a,

h

|h|

)
+

[
d2f

(
a+ θ

h

|h|

)
− d2f

(
a,

h

|h|

)]}
.

Предположим, что d2f(a, h) — положительна определенная форма и, следо-

вательно, больше нуля при любой элементе h �= 0. Точка ξ =
h

|h| при любом h �= 0

лежит на единичной сфере S(0, 1), форма d2f(a, ξ) непрерывна на сфере S(0, 1) и,
следовательно, принимает на ней наименьшее значение. Поскольку форма d2f(a, ξ)
всюду на S(0, 1) положительна, α = inf

S(0,1)
d2f(a, ξ) > 0.

Далее, разность d2f(a+θh, ξ)−d2f(a, ξ) непрерывна. Следовательно, она рав-
номерно непрерывна по совокупности h и ξ на всяком ограниченном замкнутом
подмножестве из области определения этой разности в пространстве R2n, в частно-
сти, на декартовом произведении K(a, r)×S(0, 1) при достаточно матом значении
r. Поэтому найдется такое δ > 0, что при |h| < δ неравенство

|d2f(a+ θh, ξ) − d2f(a, ξ)| < α

2

выполняется равномерно по ξ. Но тогда при любых h, таких, что |h| < δ

f(a+ h) − f(h) >
|h|2
2

· α
2
> 0,

т.е. a ∈ G есть точка локального минимума функции f .

Если форма d2f(a, h) — отрицательно определенная, то β = sup
S(0,1)

d2f(a, ξ) <

0, и с помощью рассуждений, аналогичных предыдущим, получим, что для всех
достаточно малых h

f(a+ h) − f(a) <
|h|2
2

· β
2
< 0,

т.е. в точке a функция имеет локальный минимум.
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Пусть теперь форма неопределенная. Тогда на сфера S(0, 1) найдутся точки
ξ1 и ξ2, такие, что d2f(a, ξ1) = γ1 < 0 и d2f(a, ξ2) = γ2 > 0. Если положить h1 = tξ1,
то будем иметь:

f(a+ tξ1) − f(a) =
t2

2
{d2f(ξ1) + [d2f(a+ θtξ1, ξ1) − d2f(a, ξ1)]}.

И снова в силу непрерывности d2f(a, ξ1) — найдется число δ1 > 0, такое, что

|d2f(a+ θtξ1, ξ1) − d2f(a, ξ1)| <
|ξ1|
2

при 0 < t < δ1. Следовательно,

f(a+ tξ1) − f(a) <
t2

2
· γ1

2
< 0.

Аналогичным образом убеждаемся, что

f(a+ tξ2) − f(a) <
t2

2
· γ2

2
> 0

при 0 < t < δ2.

Таким образом, в любой окрестности точки a найдутся точки x = a + h1, в
которых f(x) < f(a), и точки x = a + h2, в которых f(x) > f(a). Поэтому в точке
a экстремума нет.

Предлагаем читателю придумать примеры, показывающие, что в случае вы-
рождения формы d2f(a, h) в точке a возможно как существование, так и несуще-
ствование экстремума.

При исследований конкретных функций судить о характере квадратичной
формы d2f(a, h) можно, например, с помощью правила Сильвестра. Пусть

aij =
∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣∣
x=a

.

Теорема 2 (Сильвестра). Для того, чтобы квадратичная форма

d2f(a, h) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijh
ihj

была положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы

a11 > 0,

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Форма d2f(a, h) — отрицательно определенная тогда и только тогда, когда

a11 < 0,

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . , sign

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ = sign (−1)n.

310



Признаком вырождения формы является равенство нулю детерминанта∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Примеры. Ограничимся случаен функций двух переменных, которые в целях
сокращения записей будем обозначать через x и y.

1. Пусть f(x, y) = x4 + y4 + 2x2y2 − 8x + 8y. Эта функция непрерывна и
имеет непрерывные производные второго порядка на всем пространстве R2. Для
нахождения стационарных точек решим систему уравнений

f ′
x(x, y) = 4x3 + 4xy2 − 8 = 0,

f ′
y(x, y) = 4y3 + 4x2y + 8 = 0.

Решение x = 1, y = −1 очевидно. Исследуем стационарную точку x0 = (1,−1)
на экстремум. Имеем: a11 = f ′′

xx(1,−1) = 10, a12 = a21 = f ′′
xy(1,−1) = 8, a22 =

f ′′
yy(1,−1) = 16. Так как

a11 > 0,

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 > 0,

в точке x0 рассматриваемая функция имеет локальный минимум.

2. Пусть f(x, y) = y4 − 6xy2 +8x2. Уравнения для определения стационарных
точек имеют вид

−6y2 + 16x = 0, 4y3 − 12xy = 0.

Снова решение x = y = 0 очевидно. Имеем a11f
′′
xx(0, 0) = 16, a12 = a21 = 0,

a22 = 0. Следовательно, a11a22 − a12a21 = 0, так что квадратичная форма d2f(0, h)
— вырожденная, и теорема 2 ответа на вопрос о существовании экстремума в
точке (0, 0) не дает. Можно показать, что экстремума в точке (0, 0) нет. В самом
деле, пусть y2 = λx, тогда f(x, y) = x2(λ2 − 6λ + 8) = x2(λ − 2)(λ − 4). Таким
образом, f(x, y) > 0 при λ < 2 или λ > 4 и f(x, y) < 0 при λ ∈ (2, 4). Поэтому
вдоль параболы y2 = x рассматриваемая функция всюду больше нуля, а вдоль
параболы y2 = 3x всюду меньше нуля, в то время как f(0, 0) = 0, т.е. в точке
x0 = (0, 0) экстремума нет.

§ 6. Неявные функции

Предположим, что на некотором множестве A пространства Rn+1 задана функ-
ция F (x1, x2, . . . , xn, y) = 0. Пусть для некоторой точки a = (a1, a2, . . . , an) n-
мерного пространства Rn уравнение

F (a1, a2, . . . , an, y) = 0

имеет единственное решение: y = b. Будет ли уравнение

F (x1, x2, . . . , xn, y) = 0 (1)
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иметь единственное решение для значений x = (x1, x2, . . . , xn), близких к a =
(a1, a2, . . . , an), т.е. существует ли в достаточно малой n-мерной окрестности точки
a скалярная функция y = f(x1, x2, . . . , xn), удовлетворяющая в этой окрестности
тождеству

F (x1, x2, . . . , xn, f(x1, x2, . . . , xn)) = 0?

Если такая функция существует, она называется неявной функцией, определяемой
данным уравнением.

Следующая теорема является одним из ответов на этот вопрос.

Теорема (о существовании неявкой функций или теорема Юнга). Пусть
в выпуклой открытой области G (n + 1)-мерного пространства Rn × R задана
числовая функция F (x1, x2, . . . , xn, y), непрерывно дифференцируемая в этой обла-
сти. Предположим, что:

1) F (a1, a2, . . . , an, b) = 0, (a1, a2, . . . , an, b) ∈ G,
2) Функция F ′

y(x
1, x2, . . . , xn, y) не обращаемся в нуль в области G.

Тогда в некоторой окрестности H ⊂ Rn точки a = (a1, a2, . . . , an) существу-
ет функция y = f(x1, x2, . . . , xn), непрерывно дифференцируемая в H, которая
принимает в точке a значение b и удовлетворяет равенству

F (x1, x2, . . . , xn, f(x1, x2, . . . , xn)) = 0 (2)

тождественно в H.

Доказательство. Рассмотрим функцию

ϕ(y) = F (a1, a2, . . . , an, y).

Легко видеть, что эта функция дифференцируема в некоторой окрестности (b −
η, b+η) точки b, такой, что (a1, a2, . . . , an, y) ∈ G для всех y ∈ (b−η, b+η), и ϕ′(y) =
F ′
y(a

1, a2, . . . , an, y). По предположению, функция F ′
y(x

1, x2, . . . , xn, y) непрерывна
в области G и не обращается в нуль в этой области. Поэтому F ′

y(x
1, x2, . . . , xn, y)

сохраняет знак в G. Например, положительна и, следовательно, ϕ′(y) > 0 в окрест-
ности (b− η, b+ η) точки b.

По теореме 2 из § 1 гл. VI, функция ϕ(y) возрастает в интервале (b− η, b+ η),
и так как ϕ(b) = 0, то ϕ(b− η) < 0, т.е.

F (a1, a2, . . . , an, b− η) < 0.

Кроме того,
F (a1, a2, . . . , an, b− η) > 0.

В силу непрерывности функции F найдется открытая окрестность U1 точки
(a1, a2, . . . , an, b−η) и открытая окрестность U2 точки F (a1, a2, . . . , an, b+η), такие,
что F (x, y) < 0 в U1 и F (x, y) > 0 в U2. Пусть H — область, лежащая вместе
с замыканием в пересечении проекций окрестностей U1 и U2 на пространство Rn

координат x1, x2, . . . , xn (рис. 51).
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Рис. 51
Так как G — выпуклое множество, то «цилиндр» Z = H = [b − η, b + η] не

выходит за пределы множества G, причем F (x, y) < 0 на «нижнем основании»
Zн = {(x, b− η) : x ∈ H} и F (x, y) > 0 на «верхнем основании2 Zв = {(x, b + η) :
x ∈ H} цилиндра.

Кроме того, F ′
y(x, y) > 0 всюду в Z.

Пусть x0 = (x1
0, x

2
0, . . . , x

n
0 ) ∈ H . Рассмотрим функцию ϕ0(y) = F (x1

0, x
2
0, . . . , x

n
0 ,

y). Это непрерывно дифференцируемая функция с положительной на [b− η, b+ η]
производной, причем ϕ0(b− η) < 0, ϕ0(b+ η) > 0, и так как ϕ′

0(y) > 0, то функция
ϕ0(y) возрастает, поэтому на интервале (b− η, b+ η) найдется точка y0, такая, что
ϕ0(y0) = 0, т.е.

F (x1
0, x

2
0, . . . , x

n
0 , y0) = 0.

Итак, любой точке x0 ∈ H мы поставили в соответствие единственное число
y0, т.е. построили наH функцию y = f(x) = f(x1, x2, . . . , xn), причем из построения
следует, что F (x, f(x)) = 0 в H и f(a) = b. остается доказать, что f — непрерывно
дифференцируемая функция.

Покажем, что функция f : H → R непрерывна на H . Пусть x = a. Если
в предыдущем построении функции f число η заменить любым меньшим числом
ε > 0 и взять соответствующее множество Hε, то для x ∈ Hε получим f(a) − ε <
f(x) < f(a) + ε, т.е.

|f(x) − f(a)| < ε,

что означает непрерывность f в точке a. Если x0 — произвольная точка множества
H , то, приняв ее вместо a за исходную точку и рассуждая как выше, убедимся в
непрерывности функции f в этой точке.

Сложнее доказывается дифференцируемость f(x). Пусть x — произвольная
точка множества H . При достаточно малом значении Δx = (Δx1, . . . ,Δxn) точка
x+ Δx также принадлежит H , и если y = f(x), y + Δy = f(x+ Δx), то

F (x, y) = 0, F (x+ Δx, y + Δy) = 0.

Отсюда
ΔF = F (x+ Δx, y + Δy) − F (x, y) = 0
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и в силу дифференцируемости F

n∑
i=1

F ′
xi(x, y)Δxi + F ′

y(x, y)Δy + ω = 0, (3)

где ω — б. м. высшего порядка малости по сравнению с ρ =

√
n∑
i=1

(Δxi)2 + Δy2 и,

следовательно, = αρ, где α → 0 при ρ→ 0. Из равенства (3) находим:

Δy = −
n∑
i=1

F ′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

Δx− α

F ′
y(x, y) ρ.

(4)

Так как производная F ′
y(x, y) всюду в Z больше нуля и непрерывна, то

1

F ′
y(x, y)

ограничена в Z, и поэтому
α

F ′
y(x, y)

→ 0 при ρ→ 0. Из (4) следует, что

|Δy| ≤
n∑
i=1

∣∣∣∣F ′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣ |Δxi| + ∣∣∣∣ α

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣ ρ,
и так как

ρ =

√√√√ n∑
i=1

(Δxi)2 + (Δy)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

(Δxi)2 +
√

(Δy)2 = |Δx| + |Δy|,

то

|Δy| ≤
n∑
i=1

∣∣∣∣F ′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣ |Δxi| + ∣∣∣∣ α

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣(|Δx| + |Δy|).

При Δx→ 0 также Δy → 0, т.е. ρ→ 0, и потому при достаточно малых значениях

Δx имеем
∣∣∣∣ α

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣ <
frac12. Но тогда

|Δy| ≤
n∑
i=1

∣∣∣∣F ′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣ |Δxi| + 1

2
(|Δx| + |Δy|),

откуда
1

2
|Δy| ≤

n∑
i=1

∣∣∣∣F ′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣ |Δxi| + 1

2
|Δx|.

Следовательно,

|Δy|
|Δx| ≤ 2

n∑
i=1

∣∣∣∣F ′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ |Δxi|Δx| + 1 ≤ 2

n∑
i=1

∣∣∣∣F ′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

∣∣∣∣+ 1 ≤ K,

т.е. при достаточно малых значениях Δx отношение
|Δy|
|Δx| ограничено.
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Положим Ω = − α

F ′
y(x, y)

ρ. Тогда

Ω

|Δx| = − α

F ′
y(x, y)

ρ

Δx
= − α

F ′
y(x, y)

√
1 +

(
|Δy|
|Δx|

)2

.

Поскольку второй множитель в правой части равенства ограничен, а
α

F ′
y(x, y)

→ 0

при Δx → 0, то
Ω

|Δx| → 0 при Δx→ 0. Но тогда в равенстве (4) первое слагаемое

линейно зависит от Δx, а второе есть б.м. высшего по сравнению с Δx порядка
при Δx→ 0. Это означает, что функция f(x) дифференцируема и

df(x,Δx) = −
n∑
i=1

F ′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

Δxi. (5)

Линейный функционал

f ′(x) =

{
− F ′

x1(x, f(x))

F ′
y(x, f(x))

, . . . ,−F
′
xn(x, f(x))

F ′
y(x, f(x))

}
имеет непрерывные в H компоненты, т.е. производная f ′(x) непрерывна в H . Тео-
рема доказана.

Из равенства (5) получаются выражения для частных производных функции
?:

∂f

∂xi
= −F

′
xi(x, y)

F ′
y(x, y)

, i = 1, 2, . . . , n. (6)

Если отображение F имеет частные производные до порядка k > 1, то про-
дифференцировав равенства (6) по xj, согласно правилу дифференцирования слож-
ной функции (считая y функцией от x1, x2, . . . , xn), найдем:

∂2f

∂xi∂xj
= −

[
F ′′
xixj + F ′′

xiy

∂f

∂xj

]
F ′
y − F ′

xi

[
F ′′
yxi + F ′′

yy

∂f

∂xj

]
[F ′
y]

3
=

= −

[
F ′′
xixj + F ′′

xiy

(
− ∂F ′

xj

∂F ′
y

)]
F ′
y − F ′

xi

[
F ′′
yxi + F ′′

yy

(
− ∂F ′

xj

∂F ′
y

)]
[F ′
y]

3
=

=
[F ′′
xiyF

′
xj + F ′′

xjyF
′
xi ]F ′

y − F ′′
xixj (F ′

y)
2 − F ′′

yyF
′
xiF ′

xj

[F ′
y]

3
.

Продолжая так далее, можно найти частные производные функции f до по-
рядка n.

Если все частные производные k-го порядка функции f будут непрерывны,
то эта функция будет k раз дифференцируема, и нетрудно написать формулу для
ее k-го дифференциала.
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Глава XII

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ВЕКТОРНЫХ ФУНКЦИЙ
ВЕКТОРНОГО АРГУМЕНТА

При решении сложных математических задач возникает необходимость уста-
новления функциональных зависимостей между многими скалярными перемен-
ными или, короче, изучения векторных функций векторного аргумента. Так, на-
пример, при решении экономических задач приходится находить экстремальные
значений многих выражений, каждое из которых зависит от большого числа пере-
менных, при определении волнового сопротивления движущегося корабля вычис-
ляют интегралы от функций более чем трех переменных. Поэтому дифференци-
альное и интегральное исчисление функций многих переменных имеет на только
большой теоретический интерес, но и важное практическое значение.

§ 1. Функции из Rn в Rm. Пределы таких функций, их непрерывность

Рассмотрим функции, определенные на множествах A ⊂ Rn со значениями в
пространстве Rm. Множество A может, быть как правильной частью пространства
Rn, так и совпадать с ним.

Отображения f : A→ Rm, A ⊂ Rn, будем называть векторными функциями
векторного аргумента.

Пусть дано отображение f : A → Rm, A ⊂ Rn. Так как x = (x1, x2, . . . , xn) и
f(x) = y = (y1, y2, . . . , ym), то

f(x) = (f 1(x), f 2(x), . . . , fm(x)),

где функции f i(x) = yi, i = 1, 2, . . . , m, из A в R называются координатными
функциями отображения f . Если e′1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e′2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , e′m =
(0, 0, 0, . . . , 1) — стандартный базис в Rm, то

f(x) =
m∑
i=1

f i(x)e′i,

где f i(x) = f i(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , m. Таким образом, векторная функция
векторного аргумента, действующая из A ⊂ Rn в Rm порождает системуm скаляр-
ных функций n скалярных аргументов. Верно и обратное, т.е. что m скалярных
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функций n скалярных аргументов, заданных на некотором множестве A ⊂ Rn,
можно заменить одной векторной функцией векторного аргумента, определенной
на A со значениями в Rm.

Примеры.

1. Пусть f(x) = x sin〈a, x〉, x, a ∈ R3, a — фиксировано. Тогда f : R3 → R3, и
координатными функциями будут:

f 1(x1, x2, x3) = x1 sin(a1x1 + a2x2 + a3x3),

f 2(x1, x2, x3) = x2 sin(a1x1 + a2x2 + a3x3),

f 3(x1, x2, x3) = x3 sin(a1x1 + a2x2 + a3x3).

2. Пусть

f 1(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

xi,

f 2(x1, x2, . . . , xn) =

n∑
i1,i2=1

xi1xi2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fm(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i1,i2....,im=1

xi1xi2 · · ·xim ,

где m ≤ n и точка x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ A ⊂ Rn. Рассматривая f 1(x1, x2, . . . , xn),
. . . , fm(x1, x2, . . . , xn) как координатные функции, получим отображение f : A→
Rm.

Тождественное отображение f(x) = x, x ∈ Rn, будем обозначать в дальней-
шем I. Координатные функции этого отображения обозначаются πi(x), πi(x) = xi,
i = 1, 2, . . . , n. Это проекции вектора x ∈ Rn на координатные векторы e1, e2, . . . , en.

Пусть даны отображения f : A → Rm, A ⊂ Rn и g : B → Rp, B ⊂ Rm. На
пересечении A∩f−1(B), где f−1(B) = {x ∈ A| f(x) ∈ B}, если оно не пусто, можно
определить отображение h этого пересечения в Rp по формуле

h(x) = g[f(x)], x ∈ A ∩ f−1(B).

Это отображение, как и в случае скалярных функций скалярного аргумента, на-
зывается композицией отображений f и g и обозначается g ◦ f .

По аналогии с пределами вещественных функций вещественного переменного
введем понятие предела отображения f : A→ Rm, A ⊂ Rn. Пусть a — предельная
точка множества A. Вектор b ∈ Rm называемся пределом отображения при x → a
и обозначаемся f(x) → b или lim

x→a
f(x), если для любого ε > 0 найдется δ > 0,

такое, что |f(x) − b| < ε при x ∈ A \ a, |x− a| < δ.

Эквивалентное определение lim
x→a

f(x) = b, если для любой последователь-
ности {xn} ⊂ A \ a и сходящейся к a последовательность {f(xn)} сходится к b.
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Эквивалентность обоих определений доказывается так же, как и для скалярных
функций скалярного аргумента.

Нетрудно видеть, что теорема о пределе суммы двух функций, доказанная ра-
нее для скалярных функций одного или нескольких скалярных аргументов, верна
и для векторных функций векторного аргумента.

Мы определили так называемый «предел по совокупности переменных». Воз-
можно и другое определение предела, если переходить к пределу последователь-
но по каждой координате точки x или по группе координат. Пусть, например
Rn = Rn1 × Rn2 , n1 + n2 = n, так что xk = (x1

k, . . . , x
n1

k , x
n1+1
k , . . . , xnk) = (xk, xk),

где xk = (x1
k, . . . , x

n1
k ), xk = (xn1+1

k , . . . , xnk). Ясно, что xk → a тогда и только тогда,
когда

xk → a = (a1, . . . , ak1), xk → a = (ak1+1, . . . , an), a = (a, a).

Определение 1. Вектор b ∈ Rm называется пределом отображения f : A→
Rm, A ⊂ Rn, при x→ a и затем при x→ a, где a — предельная точка A, если

lim
x→a

{
lim
x→a

f(x, x)

}
= b.

Другая последовательность перехода к пределу может привести в общем слу-
чае к другому результату. Пусть, например,

f(x, x) =

{ n1∑
i=1

xi −
n∑

i=n1+1

xi
}
e′1 +

{( n1∑
i=1

xi
)2

+

( n∑
i=n1+1

xi
)2}

n∑
i=1

xi

— отображение множества A = {(x1, x2, . . . , xn)| xi > 0, i = 1, 2, . . . , n} в простран-
ство R2 со стандартным баэисом e′1 и e′2. Тогда

lim
x→a

{
lim
x→a

f(x, x)

}
= lim

x→a

{
e′1 +

( n1∑
i=1

xi
)
e′2

}
= e′1,

в то время как

lim
x→a

{
lim
x→a

f(x, x)

}
= lim

x→a

{
− e′1 +

( n∑
i=n1+1

xi
)
e′2

}
= −e′1.

Однако имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Если существует предел b = lim
x→a

f(x) и существует для всех x,

достаточно близких к a, предел lim
x→a

f(x, x), то существует повторный предел

lim
x→a

b(x) = lim
x→a

{
lim
x→a

f(x, x)

}
и этот предел равен b.
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Доказательство. По условию, предел b функции f(x, x) по совокупности
переменных существует. Поэтому для любого числа ε > 0 найдется число δ > 0,
такое, что

|f(x, x) − b| < ε если |(x, x) − (a, a)| < δ. (1)

Число δ можно считать настолько малым, что при |(x, x) − (a, a)| < δ и,
следовательно, при |x− a| < δ предел b(x) также существует. Но тогда, производя
в неравенстве (1) переход к пределу при x→ a, получим;

|b(x) − b| ≤ ε, если |x− a| < δ,

а это и означает, что lim
x→a

b(x) существует и равен b.

Из теоремы 1 следует, что если существуют не только оба повторных предела,
но и предел по совокупности переменных, то все три предела равны.

Переходим к определению непрерывности векторной функции векторного ар-
гумента.

Определение 2.Отображение f : A→ Rm, A ⊂ Rn, называется непрерывным
в точке x0 ∈ A, если для любого числа ε > 0 найдется число δ > 0, такое, что
|f(x) − f(x0)| < δ всякий раз, когда x ∈ A и |x− x0| < δ.

Это определение, как и определение непрерывности вещественной функции
вещественного аргумента, является, частным случаем общего определения непре-
рывности отображения множеств метрических пространств.

Из сопоставления определений предела отображения при x→ x0 и непрерыв-
ности отображений в точке x0 (если, конечно, x0 есть предельная точка множе-
ства A) следует, что непрерывностъ f(x) в точке x0 означает, что f(x) → f(x0)
при x → x0. Отсюда вытекает эквивалентность приведенного выше определения
непрерывности следующему определению.

Определение 3. Отображение f : A → Rm, A ⊂ Rn, непрерывно в точке
x0, если для любой последовательности xk ∈ A \ x0 и сходящейся к x0 имеем
f(xk) → f(x0).

Отображение, непрерывное в каждой точке x ∈ A, называется непрерывным
на множестве A.

Легко убедиться, что отображение f непрерывно в точке x0 тогда и только
тогда, когда в этой точке непрерывны вое координатные функций этого отобра-
жения.

В самом деле, пусть функция f непрерывна в точке x0. Так как

|f i(x) − f i(x0)| ≤ |f(x) − f(x0)|, i = 1, 2, . . . ,

непрерывность f i в точке x0 очевидна. Пусть, обратно, все функции f i непрерывны
в точке x0. Так как

|f(x) − f(x0)| =

( m∑
i=1

[f i(x) − f i(x0)]
2

) 1
2

,
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то, выбрав для заданного ε > 0 число δ > 0 так, чтобы |f i(x) − f i(x0)| <
ε√
m

при

|x− x0| < δ сразу для всех i = 1, 2, . . . , n, подучим

|f(x) − f(x0)| < ε при |x− x0| < δ,

что означает непрерывность f в точке x0.

Отметим, в частности, что проекции πi(x), i = 1, 2, . . . , m, непрерывны на
всем пространстве Rn.

Приведем теперь несколько теорем, доказательства которых не отличаются
от доказательства соответствующих теорем для скалярных функций скалярного
аргумента (см. § 4 гл. Х).

1◦. Если отображение f : A → Rm, A ⊂ Rn, непрерывно в точке x0 ∈ A,
то для любой окрестности Vf(x) точки f(x) найдется окрестность Ux точки x,
такая, что

f(Ux ∩A) ⊂ Vf(x).

2◦. Если отображение f : A → Rm, A ⊂ Rn, непрерывно в точке x0 ∈
A, то f ограничено в некоторой окрестности точки x0, т.е. найдется такая
окрестность Ux0 этой точки, что f(Ux0 ∩ A) есть ограниченное множество
пространства Rm.

3◦. Если f : A → Rm, g : B → Rm, A,B ⊂ Rn, A ∩ B �= ∅ и функции f и g
непрерывны в точке x ∈ A∩B, то f +g и λf , λ ∈ R, также непрерывны в точки
x.

4◦. Если f : A→ Rm, A ⊂ Rn, непрерывно в точка x ∈ A (на A), f(A)∩B �= ∅,
g : B → Rp, B ⊂ Rm, и функция g непрерывна в точке y = f(x) (на B), то
композиция h = g ◦ f этих отображений непрерывна в точке x (на A∩ f−1(B)).

5◦. Если функция f : A → Rm, A ⊂ Rn, непрерывна на A и C ⊂ A — ком-
пактное, т.е. замкнутое и ограниченное, множество, то f(C) — компактное
множество пространства Rm.

6◦. Если отображение f(x) непрерывно на A ⊂ Rn и A — связное множе-
ство, то f(A) ⊂ Rm также связное множество.

7◦. Функция f(x), определенная и непрерывная на компактном множестве
A ⊂ Rn, равномерно непрерывна на этом множестве, т.е. для любого ε > 0
найдется δ > 0, такое, что |f(x′) − f(x′′)| < ε всякий раз, когда |x′ − x′′| < δ
независимо от положения точек x′ и x′′ на множестве A.

Читателю рекомендуется доказать эти утверждения.

Лемма 1. Если функция f : A → Rm, A ⊂ Rn, непрерывна на A, то для
любого открытого множества H ⊂ Rm, найдется открытое множество G ⊂
Rn, такое, что f−1(H) = G ∩A.

Говорят в этой случае, что f−1(H) открыто в A (см. § 2 гл. Х).

Доказательство. Если f−1(H) = ∅, лемма тривиальна. Предположим поэто-
му, что множество f−1(H) не пусто, x — произвольная точка f−1(H) и f(x) = y.
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Так как отображение f непрерывно в точке x, то для окрестности H точки y най-
дется окрестность Ux точки x, такая, что f(Ux ∩A) ⊂ H , т.е. Ux ∩A ⊂ f−1(H). Но
тогда ⋃

x∈f−1(H)

(Ux ∩ A) = A ∩
[ ⋃
x∈f−1(H)

Ux

]
⊂ f−1(H). (2)

С другой стороны, очевидно, что если x ∈ f−1(H), то x ∈ A∩Ux, и, следовательно,

f−1(H) =
⋃

x∈f−1(H)

(A ∩ Ux) = A ∩
( ⋃
x∈f−1(H)

Ux

)
. (3)

Положив G =
⋃

x∈f−1(H)

Ux и заметив, что множество G открыто, из (2) и (8) полу-

чаем утверждение леммы.

Замечания. 1. Если множество A ⊂ Rn открыто, то f−1(H) = A ∩G также
открытое множество пространства Rn.

2. Верно и обратное утверждение: если прообраз любого открытого множе-
ства из Rm открыт в A, то отображение f : A → Rm непрерывно на A. Мы не
будем останавливаться на доказательстве этого утверждения.

До сих пор мы говорила о непрерывности отображений по совокупности ко-
ординат. Если рассматривать Rn как декартово произведение двух или большего
числа пространств меньшей размерности, например, положить Rn = Rn1 × Rn2 ,
n = n1 + n2, x = (x, x), f(x) = f(x, x), то можно говорить о непрерывности отоб-
ражения, зависящего от двух аргументов по каждому аргументу в отдельности.
Так, отображение f(x, x), x ∈ Rn1, x ∈ Rn2, (x, x) ∈ A ⊂ Rn непрерывно по x в
точке (x0, x0) ∈ A, если для любого ε > 0 найдется δ > 0, такое, что (x, x0) ∈ A,
|x− x0| < δ влечет в а собой

|f(x, x0) − f(x0, x0)| < ε.

Ясно, что отображение, непрерывное по совокупности аргументов в некото-
рой точке, непрерывно по каждому аргументу в отдельности. Обратное утвер-
ждение в общем случае неверно, как показывает следующий пример скалярной
функций двух скалярных переменных

ϕ(x1, x2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(x1 + x2)2

(x1)2 + (x2)2
, (x1)2 + (x2)2 > 0,

1, x1 = x2 = 0,

непрерывной в нуле по каждой переменной в отдельности, но не непрерывной по
совокупности аргументов.

Пусть f : A → Rm, A ⊂ Rn = Rn1 × Rn2 — отображение, непрерывное
по первой переменной в отдельности на множестве A. Это означает, что для лю-
бого числа ε > 0 и любой точки (x, x) ∈ A найдется число δ > 0, такое, что
|f(x′, x) − f(x, x) < ε всякий раз, когда |x′ − x| < δ, (x′, x), (x, x) ∈ A. Если при
этом δ можно выбрать не эависящим от x (и, следовательно, зависящим лишь от
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x и ε), то говорят, что функция f(x, x) непрерывна по x на множестве A рав-
номерно относительно x. Ясно, что если функция f равномерно непрерывна по
совокупности переменных на множестве A, то она непрерывна на этом множестве
по каждому аргументу равномерно относительно второго аргумента. Обратное

утверждение неверно. Например, это следует из того, что
x1x2

(x1)2 + (x2)2
→ 0 при

x1 �= 0, x2 → 0, неравномерно относительно x1.

Важным примером непрерывных отображений является линейное отображе-
ние (оператор) L : Rn → Rm, т.е. такое, что

L(x1 + x2) = Lx1 + Lx2, L(λx) = λLx, x, x1, x2 ∈ Rn, λ ∈ R.

Линейное отображение L : Rn → Rm задается m×n матрицей (λji ), i = 1, 2, . . . , n,
j = 1, 2, . . . , m так, что если x = (x1, x2, . . . , xm) и Lx = y = (y1, y2, . . . , yn), то

yj =
n∑
i=1

λjix
i, j = 1, 2, . . . , m. (4)

Линейное отображение непрерывно, так как если xk → x0, то xik → xi0, i =
1, 2, . . . , n, откуда, в силу (4), следует, что и yjk → yj0, j = 1, 2, . . . , m, т.е. что
yk = Lxk → y0 = Lx0. Будучи непрерывным, линейное отображение ограниче-
но на любом замкнутом шаре пространства Rn, и поэтому sup

|x|≤1

|Lx| = λ < ∞.

Так, определенное число λ называется нормой линейного отображения (операто-
ра), обозначается ‖L‖ и

|Lx| ≤ ‖L‖ |x|.
Из теоремы 5◦ о непрерывных отображениях следует, что ‖L‖ = |Lx0| для подхо-
дящим образом выбранного элемента

x0 ∈ S1 = {x ∈ Rn| |x| ≤ 1}.

Напомним, что линейное отображение Rn в R называется линейным функ-
ционалом �(x) и однозначно определяется вектором �∗ = (�∗1, �

∗
2, . . . , �

∗
n) ∈ Rn, так

что

�(x) = 〈x, �∗〉 =
n∑
i=1

xi�∗i ,

где символом 〈x, �∗〉 обозначено скалярное (внутреннее) произведение векторов x и
�∗ пространства Rn (Обозначение (x, ξ) мы используем для пары векторов x ∈ Rn,
ξ ∈ Rm, так что

(x, ξ) = (x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξm)).

§ 2. Дифференцирование отображений из Rn в Rm

Определение дифференциала векторной функции векторного аргумента точ-
но такое же как и дифференциала скалярной функций векторного или скалярного
аргумента.
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Определение. Пусть f : A → Rm, где A ⊂ Rn и открыто. Отображение f
называется дифференцируемым в точке x ∈ A, если существует линейное отобра-
жение Lx : Rn → Rm, такое, что для любого Δx ∈ Rn, для которого x+ Δx ∈ A,
имеем:

f(x+ Δx) − f(x) = LxΔx+ ω(f, x,Δx), (1)

где
ω(f, x,Δx)

Δx
→ 0 при Δx→ 0.

Выражение LxΔx будем называть в этом случае дифференциалом отображе-
ния f в точке x и обозначим df(x,Δx), а линейное отображение Lx — производной
отображения f в точке x и обозначим f ′(x) или Df(x), а ω(f, x,Δx) — остатком.

Покажем, что производная (дифференциал), если она существует, определя-
ется однозначно. Пусть Mx : Rn → Rm — другое линейное отображение, такое,
что при Δx→ 0

|f(x+ Δx) − f(x) = MxΔx|
Δx

→ 0.

Тогда
1

Δx
|LxΔx−MxΔx| ≤

1

Δx
|f(x+ Δx) − f(x) − LxΔx|+

+
1

Δx
|f(x+ Δx) − f(x) −MxΔx| → 0

при Δx→ 0. Но для любого ξ ∈ Rn, tξ → 0 при t→ 0 и x+ tξ ∈ A при достаточно
малых |t|. Поэтому при ξ �= 0

0 = lim
t→0

1

tξ
|Lx(tξ) −Mx(tξ)| =

1

|ξ| |Lxξ −Mxξ|,

т.е. Lxξ = Mxξ. Так как, кроме того, Lx0 = Mx0 = 0, то при всех ξ ∈ Rn имеем
Lxξ = Mxξ, а это означает, что Lx = Mx, и однозначность производной доказана.

Подчеркнет что производная f ′(x) отображения f существенно отлична от са-
мого отображения f(x) в том смысле, что f(x) при фиксированном x есть элемент
Rn, в то время как f ′(x) есть линейный оператор из Rn в Rm, т.е. элемент про-
странства L(Rn,Rm) всех таких операторов. Итак, f(x) ∈ Rm, а f ′(x) ∈ L(Rn,Rm).

Легко убедится, что отображение f , дифференцируемое в точке x, непрерыв-
но в этой точке.

В самом деле, тогда

|f(x+ Δx) − f(x)| = |f ′(x)Δx + ω(f, x,Δx)| ≤ |f ′(x)Δx| + |ω(f, x,Δx)|. (2)

В силу непрерывности в нуле линейного отображения f ′(x) имеем: f ′(x)Δx → 0
при Δx → 0. Далее, из определения дифференцируемости следует, что и
ω(f, x,Δx) → 0 при Δx→ 0. Поэтому из (2) получим:

|f(x+ Δx) − f(x)| → 0

при Δx→ 0. Таким образом, непрерывность f в точке x доказана.
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Следующие два утверждения читатель докажет без труда.

1◦. Если A ⊂ Rn открыто и f : A → Rm постоянная на A функция, то
f ′(x) = 0.

2◦. Если f и g определены на открытом множестве A ⊂ Rn, f, g : A → Rm и
дифференцируемы в точке x ∈ A, то αf + βg, α, β ∈ R также дифференцируемо в
точке x и

D[αf(x) + βg(x)] = αDf(x) + βDg(x).

Отображение, дифференцируемое в каждой точке множества A, называется
дифференцируемым на A.

Пусть L : Rn → Rm — линейное отображение. Тогда для всех x, x+ Δx ∈ Rn

L(x+ Δx) − Lx = Lx+ LΔx− Lx = LΔx.

Поэтому DLx = L. Подчеркнем, что DLx есть именно L и не зависит от x, т.е.
является фиксированным элементом пространства L(Rn,Rm), равным исходному
линейному оператору L.

Теорема 1. Пусть отображение f : A → Rm, A ⊂ Rn, открыто и f диф-
ференцируемо на A, g : B → Rp, B ⊂ Rm открыто и g дифференцируемо на B.
Тогда g ◦ f дифференцируемо на A ∩ f−1(B), если это множество не пусто, и

D(g ◦ f)(x) = Dg[f(x)] ◦Df(x). (3)

Доказательство. Прежде всего заметим, что f , как дифференцируемое отоб-
ражение, непрерывно на A, и потому f−1(B), а следовательно, и A ∩ f−1(B) —
открытые множества (см. замечание 1 на с. 12).

Пусть h = g ◦ f . Рассмотрим h(x + Δx) − h(x), где x, x + Δx ∈ A ∩ f−1(B).
Положим f(x) = y, f(x+ Δx) = y + Δy. Тогда y, y + Δy ∈ B, и так как g диффе-
ренцируемо на B, то

g(y + Δy) − g(y) = g′(y)Δy + ω1(g, y,Δy). (4)

В свою очередь,

Δy = f(x+ Δx) − f(x) = f ′(x)Δx+ ω2(f, x,Δx). (5)

Из (4) и (5) следует, что

(x+ Δx) − h(x) = g[f(x+ Δx)] − g[f(x)] =

= g(y + Δy) − g(y) = g′(y)Δy + ω1(g, y,Δy) =

= g′(y)[f ′(x)Δx + ω2(f, x,Δx)] + ω1(g, y,Δy) =

= {g′(f(x)) ◦ [f ′(x)]}Δx+ g′(y)[ω2(f, x,Δx)] + ω1(g, y,Δy).

(6)

Выражение g′[f(x)]◦ [f ′(x)] есть линейный оператор из Rn в Rp. Записав его в виде
g′[f(x)] ◦ f ′(x) = h′(x), получим из (6):

|h(x+ Δx) − h(x) − h′(x)Δx|
|Δx| ≤ |g′(y)[ω2(f, x,Δx)]|

|Δx| +
|ω1(g, y,Δy)|

|Δx| . (7)
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Но
|g′(y)[ω2(f, x,Δx)]|

|Δx| =

∣∣∣∣g′(y)ω2(f, x,Δx)

|Δx|

∣∣∣∣→ 0

при Δx → 0, так как g′(y) — линейный, а следовательно, непрерывный в нуле

оператор, и
1

|Δx|ω2(f, x,Δx) → 0 при Δx → 0 в силу дифференцируемости f .

Если мы докажем, что
1

|Δx| ω1(g, y,Δy) также стремится к нулю при Δx → 0, то

из (7) будет следовать, что отображение h(x) дифференцируемо и что

h′(x) = g′[f(x)] ◦ f ′(x),

т.е. теорема будет доказана.

Так как g дифференцируемо на B, то
ω1(g, y,Δy)

Δy
→ 0 при Δy → 0. Поэтому

для любого числа ε > 0 найдется число η > 0, такое, что |ω1(g, y,Δy)| < ε|Δy| при
|Δy| < η. В свою очередь, в силу непрерывности f на A для данного числа η > 0
найдется число δ1 > 0, такое, что |Δy| = |f(x + Δx) − f(x)| < η при |Δx| < δ1.
Далее, так как f дифференцируемо на A, то найдется такое число δ2 > 0, что
1

Δx
|ω2(f, x,Δx)| < 1 при |Δx| < δ2.

Пусть δ = min (δ1, δ2). При |Δx| < δ имеем:

|ω1(g, y,Δy)| < ε|Δy| = ε|f ′(x)Δx + ω1(f, x,Δx)| ≤

≤ ε{‖f ′(x)‖ |Δx| + |Δx|} = ε{‖f ′(x)‖ + 1}|Δx|,
т.е.

|ω1(g, y,Δy)|
|Δx| ≤ ε{‖f ′(c)‖ + 1}

при |Δx| < δ. Поскольку ε > 0 произвольно, это означает,
ω1(g, y,Δy)

|Δx| → 0 при

Δx→ 0. Теорема доказана.

В дальнейшем, если речь пойдет о дифференцировании отображения f : A→
Rm, всегда будем предполагать, что множество A открыто, не оговаривая этого
особо.

Следствие 1. Отображение f : S → Rm, A ⊂ Rn дифференцируемо на A
тогда и только тогда, когда на этом множестве дифференцируемы все коорди-
натные функции f i отображения f . При этом

Df(x)Δx = (Df 1(c)Δx,Df 2(c)Δx, . . . , Dfm(c)Δx) =

m∑
j=1

[Df j(x)Δx]e′j , (8)

где {e′j}, j = 1, 2, . . . , m, — стандартный базис в Rm. Это равенство запишем
кратко в виде

Df(x) = (Df 1(x), Df 2(x), . . . , Dmf(x)). (9)

Необходимость. Если отображение f дифференцируемо, то, заметив, что
проекции πj, j = 1, 2, . . . , m, как линейные операторы дифференцируемы в любой
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точке y ∈ Rm, получим, в силу предыдущей теоремы, что функции f j = πj ◦ f
также дифференцируемы.

Достаточность. Если все координатные функции f j дифференцируемы, то

lim
Δx→0

1

|Δx|

∣∣∣∣f(x+ Δx) − f(x) −
m∑
j=1

[Df j(x)Δx]′j

∣∣∣∣ =
= lim

Δx→0

1

|Δx|

∣∣∣∣ m∑
j=1

{f j(x+ Δx) − f j(x) −Df j(x)Δx}e′j
∣∣∣∣ ≤

≤
m∑
j=1

{
lim

Δx→0

1

|Δx|

∣∣∣∣f j(x+ Δx) − f j(x) −Df j(x)Δx

∣∣∣∣} = 0,

что доказывает дифференцируемость f и равенство (8).

Вспомнив условие дифференцируемости скалярной функции векторного ар-
гумента, можно сформулировать следующее утверждение.

Следствие 2. Если отображение f : A→ Rm, A ⊂ Rn, дифференцируемо на
A, то всюду на A существуют все частные производные Dif

j всех координатных
функций. Если все частные производные всех координатных функций существу-
ют и непрерывны в каждой точке x ∈ A, то f j, а следовательно, и отображение
f дифференцируемо на A.

Теперь легко доказывается следующая теорема.

Теорема 2. Если отображение f : A → Rm, A ⊂ Rn, дифференцируемо в
точке x ∈ A, то матрица производной f ′(x) есть (m×n)-матрица, составленная
из элементов Dif

j(x), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m.

Доказательство. В самом деле, как показано выше,

f ′(x)Δx =
m∑
j=1

[Df j(x)Δx]e′j .

В свою очередь (см. формулу (11) из § 2 гл. XI), Df j(x)Δx =

n∑
i=1

Dif
j(x)Δxi.

Поэтому

f ′(x)Δx =

m∑
j=1

n∑
i=1

[Dif
j(x)Δxi]e′j . (10)

Таким обрезом, вектор Δx = (Δx1,Δx2, . . . ,Δxn) с помощью оператора f ′(x)
можно преобразовать в вектор dy = df(x,Δx) = f ′(x)Δx с координатами( n∑

i=1

Dif
1(x)Δxi,

n∑
i=1

D − if 2(x)Δxi, . . . ,

n∑
i=1

Dif
m(x)Δxm

)
,

а это означает, что матрица линейного оператора f ′(x) имеет вид

(Dif
j(x)) =

⎛⎜⎜⎝
D1f

1f(x) D2f
1(x) . . . Dnf

1(x)
D1f

2f(x) D2f
2(x) . . . Dnf

2(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1f

mf(x) D2f
m(x) . . . Dnf

m(x)

⎞⎟⎟⎠ .
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Эту матрицу называют матрицей Якоби, или якобианом отображения f и обозна-
чают

D(f 1, f 2, . . . , fm)

D(x1, x2, . . . , xn)
.

Следующая теорема, уже доказанная в § 8 гл. XI, является теперь простой
модификацией полученных результатов.

Теорема 3. Пусть функции gi : A → R, A ⊂ Rm, i = 1, 2, . . . , n, диффе-
ренцируемы в точке a ∈ A. Пусть, далее, отображение f : B → R, B ⊂ Rn,
(g1(a), g2(a), . . . , gn(a)) ∈ B, дифференцируемо в точке g = (g1(a), g2(a), . . . , gn(a).
Тогда функция

F (x) = f(g1(x), g2(x), . . . , gn(x))

дифференцируема в точке a и

DjF (a) =
n∑
i=1

Dif(g1(a), g2(a), . . . , gn(a))Djg
i(a). (11)

Доказательство. Введем функцию g(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gn(x)), опреде-
ленную в окрестности точки a ∈ Rm, и сложную функцию F (x) = g[f(x)], дей-
ствующую из окрестности точки a в числовую прямую R.

Функция g дифференцируема, так как дифференцируемы все ее координат-
ные функции. Но тогда из теоремы о дифференцируемости сложной функции
следует дифференцруемость F = f ◦ g. В силу той же теоремы

F ′(a) = f ′[g(a)] ◦ g′(a) = (D1f [g1(a)], . . . , Dnf [g1(a)]) =

=

⎛⎝D1g
1(a) . . . Dmg

′(a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1g

n(a) . . . Dmg
n(a)

⎞⎠ , (12)

так как действие композиции f ′[g(a)]◦g′(a) отображений на элемент из Rm означа-
ет последовательное применение к этому элементу сначала линейного оператора
g′(a), а затем линейного функционала f ′[g(a)], что и представляет собой указанное
в формуле (11) произведение вектора слева на матрицу справа.

С другой стороны

F ′(a) = (D1F (a), . . . , DmF (a)). (13)

Приравнивая j-ые координаты векторов, порождающих функционал F ′(a) в пра-
вых частях равенств (18) и (13), мы приходим к формуле (11).

§ 3. Теоремы об обратном и неявном отображении

Пусть дано отображение f : A → Rn, A ⊂ Rn. Мы знаем (с. 44, ч. 1), что
если отображение f : A → f(A) ⊂ Rn взаимно однозначно, т.е. если прообраз
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f−1(a) каждого элемента y ∈ f(A) есть одноэлементное множество, то существу-
ет обратное отображение f−1, отображающее f(A) на A. Рассмотрим вопрос о
существовании обратной функции для векторных функций векторного аргумен-
та. Теорема о существовании обратной для монотонной непрерывной функции
скалярного аргумента не может быть непосредственно перенесена на векторные
функции векторного аргумента, так как для таких функций нет понятия моно-
тонности. Однако если функция дифференцируема, то условие необращения в
нуль производной, с помощью которого для скалярных функций устанавливает-
ся дифференцируемость обратной функции, может помочь в изучении вопроса об
обратимости векторных функций векторного аргумента. Ниже приводится одна
из теорем о локальном обращении дифференцируемого отображения.

Для доказательства подобных теорем удобно пользоваться так называемым
принципом сжимающих отображений. Этот принцип имеет многочисленные при-
менения во многих разделах математики.

Пусть X — метрическое пространство и отображение f : X → X таково, что
ρ(f(x), f(y)) ≤ qρ(x, y), x, y ∈ X, где 0 < q < 1. В этом случае говорят, что f есть
отображение сжатия, или сжимающее отображение пространства X в себя.

Принцип сжимающих отображений (Каччиопполи34, Банаха35). Пусть f
— отображение сжатия полного метрического пространства X в себя. Тогда
существует единственная точка a ∈ X, такая, что f(a) = a.

Точка a называется неподвижной точкой отображения f и является един-
ственным решением уравнения f(x) = x.

Пусть x0 — произвольный элемент пространства X. Положим

x1 = f(x0), x2 = f(x1), . . . , xn = f(xn−1), . . .

Покажем, что {xn} есть последовательность Коши. Имеем:

ρ(x1, x2) = ρ(f(x0), x0) = r,

ρ(x3, x2) = ρ(f(x2), f(x1)) ≤ qρ(x1, x0) = qr,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρ(xn+1, xn) ≤ qnr,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Поэтому

ρ(xn+p, xn) ≤
p∑

k=1

ρ(xn+k, xn+k−1) ≤
p∑

k=1

qn+k−1r =
qn − qn+p

1 − q
r <

qn

1 − q
r → 0

при n → ∞ и любом целом числе p > 0. В силу полноты пространства X суще-
ствует точка a ∈ X, такая, что xn → a.

34Р. Каччиопполи (1904–1959) — итальянский математик.
35С. Банах (1892–1945) — польский математик.
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Покажем, что f(a) = a. Имеем:

0 ≤ ρ(f(a), a) ≤ ρ(f(a), xn) + ρ(xn, a) ≤

≤ ρ(f(a), f(xn−1) + ρ(xn, a) ≤ qρ(xn−1, a) + ρ(xn, a).

При n → ∞ оба слагаемые справа стремятся к нулю и в пределе предыдущее
неравенстве дает ρ(f(a), a) = 0, т.е. f(a) = a.

Докажем единственность неподвижной точки. Допустим, что существует дру-
гая неподвижная точка b ∈ X, так что ρ(a, b) > 0. Но

ρ(a, b) = ρ(f(a), f(b)) ≤ qρ(a, b).

Сократив это неравенство на положительное число ρ(a, b), получим 1 ≤ q, что
противоречив условию. Теорема доказана.

Точки xn построенные при доказательстве принципа сжимающих отображе-
ний, называются последовательными приближениями решения уравнения f(x) =
x.

Можно дать оценку погрешности, получающейся при замене решения a его
приближением xn. Имеем

ρ(xn+p, xn) ≤
qn

1 − q
r =

qn

1 − q
ρ(f(x0), x0).

Переходя в нем к пределу, при p→ ∞ получим:

ρ(a, xn) ≤
qn

1 − q
ρ(f(x0), x0), (∗)

что и дает требуемую оценку.

Заметим, что хотя xn → a независимо от выбора начального приближения
x0, формула (*) показывает, что величина погрешности ρ(xn, a) зависит от выбора
этого приближения и оценка будет тем лучше, чем меньше ρ(f(x0), x0).

Доказательству теоремы об обращении отображения предпошлем теорему,
используемую и при решении других вопросов.

Теорема о конечном приращении. Если отображение f : A → Rm, A ⊂
Rn, дифференцируемо во всех точках A и [x, y] — отрезок, лежащий целиком в
A, то

|f(x) − f(y)| ≤ sup
ξ∈[x,y]

‖f ′(ξ)‖ |x− y|. (1)

Рассмотрим сначала функцию ϕ : [0, 1] → Rm, непрерывную на [0, 1] и диф-
ференцируемую во всех внутренних точках отрезка [0, 1]. Введем числовую функ-
цию ψ(t) = 〈ϕ(1) − ϕ(0), ϕ(t)〉. Легко проверить, что ψ(t) — непрерывная на [0, 1]
и дифференцируемая в (0, 1) скалярная функция скалярного аргумента, и, следо-
вательно, к ней применима теорема Лагранжа

ψ(1) − ψ(0) = ψ′(τ) = 〈ϕ(1) − ϕ(0), ϕ′(τ)〉,
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где 0 < τ < 1. Но ψ(1) − ψ(0) = |ϕ(1) − ϕ(0)|2,откуда

|ϕ(1) − ϕ(0)|2 = 〈ϕ(1) − ϕ(0), ϕ′(τ)〉.

Применив к правой части этого равенства неравенство Буняковского–Шварца,
получим:

|ϕ(1) − ϕ(0)|2 ≤ |ϕ(1) − ϕ(0)| |ϕ′(τ)|,
следовательно,

|ϕ(1) − ϕ(0)| ≤ sup
0<τ<1

|ϕ′(τ))|. (2)

Возьмем теперь в качестве ϕ(t) функцию F (t) = f [x + t(y − x)], где f —
заданное отображение A в Rm. В силу теоремы о дифференцировании сложной
функции, функция F (t) дифференцируема и

F ′(t) = f ′[x+ t(y − x)] ◦ [x+ t(y − x)]′ = f ′[x+ t(y − x)](y − x).

(Напомним, что если ϕ(t) — векторная функция скалярного аргумента, то ϕ′(t)
есть также векторная функция скалярного аргумента, в частном случае — посто-
янный вектор, а композиция линейного оператора из Rn в Rm с вектором из Rn

есть применение оператора к вектору.) с помощью неравенства (2), примененного
к функции F (t), получим:

|F (1) − F (0)| ≤ sup
0<τ<1

|F ′(τ)|,

т.е.
|f(y) − f(x)| ≤ sup

0<τ<1
|f ′[x+ τ(y − x)](y − x)| ≤

≤ sup
0<τ<1

{‖f ′[x+ τ(y − x)]‖ |y − x|} ≤ sup
ξ∈[x,y]

‖f ′(ξ)‖ |y − x|.

Теорема доказана.

Теорема об обратном отображении. Пусть отображение f : A→ Rn, A ⊂
Rn, имеет производную в некоторой окрестности точки a ∈ A, непрерывную в
этой окрестности. Если det f ′(a) �= 0, то существует открытая окрестность U
точки a, и открытая окрестность V точки b = f(a), такие, что отображение
f : U → V взаимно однозначно, так что существует обратное отображение
f−1 : V → U . Это отображение также непрерывно дифференцируемо, причем

(f−1)(y) = {f ′[f−1(y)]}−1.

Доказательство. Заметим прежде всего следующее. Пусть f имеет непре-
рывную производную f ′(x) в некоторой окрестности точки a и L — обратимый
линейный оператор из Rn в Rn, так что Lx = L? для любого x ∈ Rn и, аналогично,
[L−1]′(x) = L−1. Тогда ив теоремы о дифференцировании сложной функции следу-
ет, что f1 = L ◦ f имеет производную в окрестности точки a, непрерывную в этой
окрестности, и обратно, из существования и непрерывности производной отобра-
жения f1 в некоторой точке следует существование и непрерывность производной
f = L−1 ◦ f1 в той же точке. Наконец, очевидно, что f тогда и только тогда, вза-
имно однозначно отображает некоторую область U на область V , когда ? взаимно
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однозначно отображает f1 на L(V ), причем f−1
1 = f−1◦L−1 непрерывно дифферен-

цируемо на L(V ) тогда и только тогда, когда f−1 непрерывно дифференцируемо
на V .

Выберем в качеств L отображение [f ′(a)]−1, которое существует, так как
det f ′(a) �= 0. Тогда

f ′
1(a) = {[f ′(a)]−1 ◦ f}′(a) = [f ′(a)]−1 ◦ f ′(a) = I.

Из сказанного следует, что если теорема верна для f , то она верна и для f1, и
обратно. Поэтому без ограничения общности можно считать, что f ′(a) = I.

Далее, введя новую переменную z = x − a и новую функцию ϕ(z) =
f(z + a) − f(a) и, следовательно, имея x = z + a, f(x) = ϕ(x − a) + f(a), ана-
логично предыдущему убеждаемся, что если теорема верна для f(x), то она верна
для ϕ(z), и наоборот. Но функция ϕ(z) отображает окрестность нуля в окрест-
ность нуля и ϕ′(0) = f ′(a) = I. Поэтому будем с самого начала предполагать,
что

a = f(a) = 0, f ′(0) = I.

Положим g(x) = x− f(x). Тогда g′(0) = 0, и в силу непрерывности производ-

ной g′(x) в точке x = 0 найдется такое r > 0, что при |x| ≤ r имеем ‖g′(x)‖ ≤ 1

2
.

Тогда из теоремы об оценке конечного приращения следует, что

|g(x)| = |g(x) − g(0)| ≤ sup
ξ∈[0,x]

‖g′(x)‖ |x| ≤ 1

2
|x|

для любого x из замкнутого шара K(0, r), т.е. g отображает этот шар в замкнутый

шар K

(
0,
r

2

)
. Покажем, что для любого y ∈ K

(
0,
r

2

)
найдется единственный

элемент x ∈ K(0, r), такой, что f(x) = y, и, следовательно, в K

(
0,
r

2

)
будет

определено обратное отображение f−1.

Введем отображение h(x) = g(x) + y. Если |x| ≤ r и |y| ≤ r

2
, то |h(x)| ≤

|g(x)| + |y| ≤ r

2
+
r

2
= r, и поэтому h отображает шар K(0, r) в себя. Далее,

|h(x1) − h(x2)| ≤ |g(x1) − g(x2)| ≤
1

2
|x1 − x2|

для любых x1, x2 ∈ K(0, r), так что h есть отображение сжатия полного мет-
рического пространства K(0, r) в себя. Поэтому при любом фиксированном y ∈
K

(
0,
r

2

)
существует единственная неподвижная точка x ∈ K(0, r) этого отобра-

жения, т.е. удовлетворяющая равенству x = h(x), или, что все равно, x = g(x)+y =
x− f(x) + y, т.е. равенству f(x) = y. Таким образом мы получили обратное отоб-

ражение f−1, определенное на шаре K
(

0,
r

2

)
со значениями в шаре K(0, r). Это

отображение непрерывно, так как

f−1(y1) − f−1(y2)| = |x1 − x2| = |h(x1) − h(x20| =
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= |[g(x1) + y1] − [g(x2) + y2]| ≤ |g(x1) − g(x1)| + |y1 − y2| ≤

≤ 1

2
|x1 − x2| + |y1 − y2| =

1

2
|f−1(y1) − f−1(y2)| + |y1 − y2|,

откуда
|f−1(y1) − f−1(y2)| ≤ 2|y1 − y2| (3)

для любых y1, y2 ∈ K

(
0,
r

2

)
.

Более того, отображение f−1 диФференцируемо в шаре K
(

0,
r

2

)
. В самом

деле, пусть y, y0 ∈ K

(
0,
r

2

)
и x = f−1(y), x0 = f−1(y0). Тогда

f−1(y) − f−1(y0) − {f ′[f−1(y0)]}−1(y − y0) = x− x0 − {f ′(x0)}−1(f(x) − f(x0)) =

= [f ′(x0)]
−1{f ′(x0)(x− x0) − (f(x) − f(x0))}.

Поэтому
|f−1(y) − f−1(y0) − {f ′[f−1(y0)]}−1(y − y0)| ≤
≤ ‖[f ′(x0)]

−1‖ · |f ′(x0)(x− x0) − (f(x) − f(x0)|,
и для доказательства дифференцируемости f−1 в точке y0 надо показать, что

lim
y→y0

|f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x− x0)|
|y − y0|

= 0. (4)

Из неравенства (3) следует, что |x− x0| ≤ 2|y − y0|,, и мы имеем

|f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x− x0)|
|y − y0|

≤ 2
|f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x− x0)|

|x− x0|
.

Пусть y → y0. Так как отображение x = f−1(y) непрерывно, то x → x0. Но тогда,в
силу дифференцируемости f в точке x0, выражение в правой части последнего
неравенства, а тем более в левой его части, стремится к нулю, и равенство (4), а

вместе с тем дифференцируемость f−1 в шаре K
(

0,
r

2

)
доказаны.

Попутно мы установили, что [f−1(y0)]
′ = {f ′[f−1(y0)]}−1, откуда следует непре-

рывность [f−1(y)]′.

Итак, теорема полностью доказана для U = f−1K

(
0,
r

2

)
и V = K

(
0,
r

2

)
.

Переходим к вопросу о существовании неявной функции, Задача здесь ста-
вится так же, как и в случае скалярной неявной функции скалярного аргумента.

Пусть дано отображение f : G → Rm, где G ⊂ Rn × Rm и открыто. Предпо-
ложим, что существует точка (a, b) ∈ G, a ∈ Rn, b ∈ Rm, такая, что f(a, b) = 0.
Спрашивается: если изменять x ∈ Rn в окрестности точки a, то найдутся ли такие
значения y ∈ Rm, что f(x, y)? Иными словами, при каких условиях из разрешимо-
сти уравнения f(a, b) = 0 относительно b будет вытекать разрешимость уравнения
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f(x, y) = 0 относительно y при всех x, достаточно близких к a? Будет ли это
решение однозначно, и в случае однозначности будет ли функция y = g(), яв-
ляющаяся решением уравнения f(x, y), непрерывной и дифференцируемой, если
таковым является отображение f?

Теорема о существовании неявного отображения. Пусть отображение
f : G → Rm, где G ⊂ Rn × Rm и открыто, непрерывно дифференцируемо на G и
в точке (a, b) ∈ G, a ∈ Rn, b ∈ Rm обращается в нуль: f(a, b) = 0. Пусть, кроме
того, матрица

M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂f 1

∂y1

∂f 1

∂y2
. . .

∂f 1

∂ym

∂f 2

∂y1

∂f 2

∂y2
. . .

∂f 2

∂ym

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm

∂y1

∂fm

∂y2
. . .

∂fm

∂ym

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
имеет в G детерминант, не равный нулю. Тогда существует открытое множе-
ство A ⊂ Rn, содержащее a, и открытое множество B ∈ Rm, содержащее b,
такие, что для всякого x ∈ A существует единственное g(x) ∈ B, для которого
f(x, g(x)) = 0. При атом g(a) = b и отображение g непрерывно дифференцируемо
на A.

Доказательству теоремы предпошлем следующее замечание.

Пусть H — открытое множество пространства Rn × Rm, содержащее точку
(a, b), a ∈ Rn, b ∈ Rm. Тогда множество H содержит открытое подмножество H0,
также содержащее точку (a, b) и имеющее вид H0 = U ×V , где U ⊂ Rn и открыто,
V ⊂ Rm и открыто, a ∈ U , b ∈ V .

В самом деле, так как H — открытое множество, точка (a, b) входит в него
с некоторым открытым шаром K. Впишем в этот шар открытый параллелепипед
H0 ⊂ Rn × Rm, содержащий точку (a, b), что, очевидно, возможно. Далее, как
легко видать, H0 можно рассматривать как декартово произведение открытых
параллелепипедов P n

a ⊂ Rn и Pm
b ⊂ Rm, содержащих соответственно точки a и b.

Эти параллелепипеды мы и примем за множества U и V .

Доказательство теоремы. Введем функцию F : Rn × Rm → Rn × Rm, опре-
деляющуюся формулой

F (x, y) = (x, f(x, y)) =

= (x1, . . . , xn, f 1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym), . . . , fm(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)).

Легко проверить, что функция F (x, y) непрерывно дифференцируема на G и
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что матрица производной F ′(x, y) имеет следующий вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
∂f 1

∂x1

∂f 1

∂x2

∂f 1

∂x3
. . .

∂f 1

∂xn
∂f 2

∂x1

∂f 2

∂x2

∂f 2

∂x3
. . .

∂f 2

∂xn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm

∂x1

∂fm

∂x2

∂fm

∂x3
. . .

∂fm

∂xn

0

∂f 1

∂y1

∂f 1

∂y2
. . .

∂f 1

∂ym

∂f 2

∂y1

∂f 2

∂y2
. . .

∂f 2

∂ym

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm

∂y1

∂fm

∂y2
. . .

∂fm

∂ym

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(5)

откуда ясно, что detF ′(x, y) = detM �= 0 в G. В силу теоремы об обратном
отображении, существует открытое множество H ⊂ G, содержащее точку (a, b),
H = A × B, a ∈ A ⊂ Rn, b ∈ B ⊂ Rm, A и B открыты, такое, что F отображает
H взаимно однозначно на открытое множество W ⊂ Rn × Rm, содержащее точку
F (a, b) = (a, f(a, b)) = (a, 0), и обратное отображение F−1 : W → H непрерывно
дифференцируемо. Заметим, что так как F не заменяет координату x, тоW имеет
вид W = A × f(A × B). Очевидно, что F−1 также не заменяет координаты x и
следовательно,

F−1(x, y) = (x, ψ(x, y))

где x ∈ A, ψ(x, y) ∈ B.
Для (x, y) ∈ W имеем

(x, y) = (F ◦ F−1)(x, y) = F (x, ψ(x, y)) = (x, f [x, ψ(x, y)]),

откуда для (x, y) ∈W следует

f [x, ψ(x, y)] = y. (6)

Пусть π — проекция Rn × Rm на Rm, так что π(x, y) = y. Отображение π
линейно и, следовательно, непрерывно дифференцируемо. Так как ψ(x, y) = (π ◦
F−1)(x, y), то ψ(x, y) также непрерывно дифференцируемо на W .

Если x = a, y = b, то f(a, b) = 0, и поэтому множество W = A × f(A × B)
при любом x ∈ A содержит точку (x, 0). Положив в равенстве (6) y = 0, получим
f [x, ψ(x, 0)] = 0 для любого x ∈ A.

Далее, так как F−1 переводит точку (a, 0) в точку (a, b) и координатными
функциями отображения F−1 являются x и ψ(x, y), то ψ(a, 0) = b. Наконец, для x ∈
A имеем ψ(x, 0) ∈ B. Поэтому, выбрав в качестве g(x) функцию ψ(x, 0), получим
утверждение теоремы.

Если выполнены условия теоремы, то нахождение частных производных, а
следовательно, и производной неявной функции не представляет труда. В самом
деле, если f i, i = 1, 2, . . . , n, и gk, k = 1, 2, . . . , m, — координатные функции отоб-
ражения f и g, то для x ∈ A из равенства

f(x, g(x)) = 0
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следует

f i(x1, . . . , xn, g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) = 0, i = 1, 2, . . . , m.

Продифференцировав последние равенства по переменной xj по правилу диф-
ференцирования сложной функции, получим:

∂f i

∂xj
+

m∑
k=1

∂f i

∂yk
∂yk

∂xj
= 0, i = 1, 2, . . . , m. (7)

При каждом фиксированном j = 1, 2, . . . , n определитель detM этой системы

отличен от нуля, и, следовательно, однозначно определяются
∂y1

∂xj
,
∂y2

∂xj
, . . . ,

∂ym

∂xj
,

j = 1, 2, . . . , n, как функции от x и y = g(x). Исключая y из выражения
∂yk

∂xj
в

общем случае представляется затруднительным.

Если выписать решения уравнений (7) в виде отношения двух определителей,
то из непрерывной дифференцируемости отображения f и необращения в нуль
detM будет вытекать непрерывность частных производных координатных функ-
ций неявного отображения и, следовательно, непрерывная дифференцируемость
неявного отображения.

§ 4. Производные высших порядков и формула Тейлора

Пусть X, Y , Z — евклидовы пространства одинаковой или разной размерно-
сти — безразлично, и

B : X × Y → Z

— билинейное отображение. Если ei, i = 1, 2, . . . , n; e′j, j = 1, 2, . . . , m, — стандарт-
ные базисы в X и Y соответственно, то

B(x, y) = B

( n∑
i=1

xie)i,

m∑
j=1

jje′j

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjbij , (1)

где bij = B(ei, e
′
j) ∈ Z.

Из формулы (1) видно, что билинейное отображение непрерывно по совокуп-
ности аргументов.

Пусть e′′k, k = 1, 2, . . . , p — стандартный базис в Z. Тогда bij =

p∑
k=1

βkije
′′
k где

βkij = 〈B(ei, e
′
j), e

′′
k〉, и, следовательно,

B(x, y) =

p∑
k=1

n∑
i=1

m∑
j=1

βkijx
iyje′′k. (2)

Таким образом, каждое билинейное отображение в заданных базисах одно-
значно определяет систему n · m · p чисел {βkij}, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m,
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k = 1, 2, . . . , p, зависящую от трех индексов, и, наоборот, если задана такая си-
стема чисел, то в заданных базисах она определяет по формуле (2) билинейное
отображение B : X × Y → Z.

Предположим, что в пространстве X выбран новый базис ẽi, i = 1, 2, . . . , n,
связанный с исходным равенствами

ẽi =

n∑
r=1

λri er, i = 1, 2, . . . , n,

и пусть {β̃kij} — система чисел, определяемая билинейным отображением (и опре-
деляющая его) в базисах {ẽi}, {e′j}, {e′′k}. Тогда

β̃kij = 〈B(ẽi, e
′
j), e

′′
k〉 =

〈
B

( n∑
r=1

λri er, e
′
j

)
, e′′k

〉
=

=

n∑
r=1

λri 〈B(er, e
′
j), e

′′
k〉 =

n∑
r=1

λriβ
k
rj .

(3)

Мы видим, что по отношению к первому нижнему индексу числа βkij при
переходе от одного базиса к другому преобразуются по тем же формулам, т.е. с
помощью той же матрицы (λki ), что и элементы базиса. То же самое будет, если
заменить базис в пространстве Y .

Пусть теперь в пространстве Z введен новый базис, связанный с прежним
равенством

ẽ′′k =

p∑
s=1

μske
′′
s , k = 1, 2, . . . , p.

В этом случае

β̃kij = 〈B(ei, e
′
j), ẽ

′′
k〉 =

〈
B(ei, e

′
j),

p∑
s=1

μske
′′
s

〉
=

=

p∑
s=1

μsk〈B(ei, e
′
j), e

′′
s〉 =

p∑
s=1

μskβ
s
ij =

p∑
s=1

(μks)
∗βsij ,

(4)

т.е. переход от системы чисел {βkij} к системе чисел {β̃kij} осуществляется с помо-
щью матрицы (μks)

∗ = (μsk), транспонированной по отношению к матрице преоб-
разования базиса.

Система чисел {βkij}, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, k = 1, 2, . . . , p, задан-
ная в фиксированных базисах и изменяющаяся при переходе к новым базисам по
законам (3) и (4), называется смешанным тензором третьего ранга, дважды ко-
вариантным (т.е. преобразующимся так же, как и базисы) по нижним индексам
и контравариантным по верхнему индексу.

Таким образом, если фиксированы базисы в X, Y и Z, то между совокуп-
ностью всех билинейных отображений B : X × Y → Z и совокупностью всех
смешанных тензоров третьего ранга дважды ковариантных и один раз контрава-
риантных, устанавливается взаимно однозначное соответствие.
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Пусть, в частности, Z = R — пространство вещественных чисел. Тогда били-
нейное отображение B : X × Y называют билинейной формой, и она полностью
определяется заданием системы чисел bij = B(ei, e

′
j), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m,

которая представляет собой ковариантный тензор второго ранга. Поэтому, допус-
кая некоторую вольность в выражениях, билинейные формы называют тензорами
второго ранга.

Часто при рассмотрении билинейных отображений и форм пространства X
и Y оказываются совпадающими. Если в этом случае B : X ×X → Z таково, что
B((x, y) = B(y, x), то билинейное отображение называется симметрическим, если
же B(x, y) = −B(y, x), то антисимметрическим. Всякое симметрическое билиней-
ное отображение посредством равенства K(x) = B(x, x) порождает квадратичное
отображение K(x).

Пусть даны два билинейных отображения B1 и B2 произведения X × Y в Z.
Определим их сумму B1 +B2 равенством

(B1 +B2)(x, y) = B1(x, y) +B2(x, y),

а также произведение λB билинейного отображения на вещественное число λ фор-
мулой

(λB)(x, y) = λ · B(x, y).

Множество всех билинейных отображений X × Y в Z становится при этом линей-
ным пространством, которое обозначается L(X, Y ;Z). В частности, если X = Y ,
то это пространство обозначается L2(X,Z). Простейшим примером элемента про-
странства L2(X.R) является билинейная форма 〈x, y〉, x, y ∈ X. Отметим кстати,
что эта форма симметрическая.

Для элементов пространства L(X, Y ;Z), т.е. для билинейных отображений,
можно ввести норму. Это — неотрицательное число, определяемое равенством

‖B‖ = sup
|x|≤1, |y|≤1

|B(x, y)|.

Так как отображение |B(x, y)| непрерывно на компактном множестве {(x, y) ∈
X × Y | |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}, то, в силу теоремы Вейерштрасса, ‖B‖, конечное число,
совпадает с модулем значения билинейного отображения, т.е. с длиной вектора
B(x0, y0) при подходящем выборе векторов x0 ∈ K(0, 1) ⊂ X и y0 ∈ K(0, 1) ⊂ Y .

Другое определение нормы, эквивалентное приведенному выше: ‖B‖ есть наи-
меньшее из констант M , для которых верно неравенство

|B(x, y)| ≤M |x| |y|

при любых x ∈ X, y ∈ Y .

Из определения нормы билинейного отображения B следует, что ‖B‖ ≥ 0.
Если B = 0, т.е. B(x, y) = 0 для любых x ∈ X и y ∈ Y , то ясно, что ‖B‖ = 0.
Пусть, напротив, ‖B‖ = 0. Тогда из равенства

|B(x, y)| ≤ ‖B‖ |x| |y|
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вытекает, что B(x, y) = 0 для любых векторов x ∈ X, y ∈ Y .
Далее,

‖B1 +B2‖ = sup
|x|≤1, |y|≤1

|(B1 +B2)(x, y)| = sup
|x|≤1, |y|≤1

|B1(x, y) +B2(x, y)| ≤

≤ sup
|x|≤1, |y|≤1

|B1(x, y)| + sup
|x|≤1, |y|≤1

|B2(x, y)| = ‖B1‖ + ‖B2‖.

Аналогично получаем, что

‖λB‖ = |λ| ‖B‖.

Введем теперь понятие линейного нормированного пространства, возможно,
уже известное читателю ив курса линейной алгебры.

Определение 1. Пусть X = {x, y, z, . . .} — линейное множество элементов
какой-либо природы. Если дано отображение

‖ · ‖ : X → R+,

(где R+ — множество неотрицательных вещественных чисел), такое, что:
1) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0,
2) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖,
3) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖,
тоX (точнее, пара (X, ‖·‖)) называемся линейным нормированным простран-

ством, а числовая функция ‖ · ‖ — нормой элементов пространства X.

Примеры.

1. Rn есть линейное нормированное пространство с нормой ‖x‖ = |x| =√
n∑
i=1

(xi)2.

2. Пространство C(a, b) — линейное нормированное пространство с нормой
‖x(t)‖ = max

a≤t≤b
|x(t)|.

Читатель без труда убедится, что в обоих случаях аксиомы 1)–3) нормы вы-
полняются.

3. Пространство всех билинейных отображений

B : X × Y → Z

рассмотренное выше, есть линейное нормированное пространство с нормой

‖B‖ = sup
|x|≤1, |y|≤1

|B(x, y)|.

В одном и том же линейном пространстве можно по-разному вводить нормы
элементов. Так, в линейном пространстве непрерывных на [a, b] функций можно
ввести норму

‖x(t)‖1 =

b∫
a

|x(t)| dt.
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Проверка аксиом нормы осуществляется без труда. Порченное пространство
обозначим L0(a, b); оно обладает другими свойствами, чем пространство C(a, b).

Линейное нормированное пространство становится метрическим простран-
ством, если положить

ρ(x, y) = ‖x− y‖.
Рассмотрим еще одно линейное пространство. Пусть даны евклидовы про-

странства X, Y и Z и линейное отображение пространства X в пространство
L(Y, Z) всех линейных операторов, действующих из Y в Z. Иными словами, для
каждого x ∈ X задан линейный оператор L(x) : Y → Z, линейно зависящий от
элемента x как от параметра. Например, L[Rn,L(Rn,Rm)] есть совокупность всех
(m,n)-матриц (aij(x)), элементы которых зависят от параметров x1, x2, . . . , xn ли-
нейно.

Отображения L(x) : Y → Z можно складывать и умножать на вещественные
числа, полагая

(L1(x) + L2(x))y = L1(x)y + L2(x)y, (αL(x))y = αL(x)y,

так что они образуют линейное пространство. Это пространство обозначим
L[X,L(Y, Z)].

В пространстве L[X,L(Y, Z)] можно ввести норму для L ∈ L[X,L(Y, Z)] по-
ложив ‖L‖ = sup

|x|≤1

‖L(x)‖. Так как L(x) ∈ L(Y, Z), то, в свою очередь, ‖L(x)‖ =

sup
|y|≤1

|L(x, y)|. Следовательно,

‖L‖ = sup
|x|≤1

{
sup
|y|≤1

|L(x)y|
}
.

Выполнение аксиом 1)–3) нормы проверяется без труда.

Имеет место следующая важная теорема.

Теорема 1. Пространства L(X, Y ;Z) и L(X,L(Y, Z)) изометричны и изо-
морфны.

Доказательство. Пусть дано произвольное билинейное отображение B ∈
L(X, Y ;Z). Каждому фиксированному x ∈ X сопоставим отображение

Lx : Y → Z,

определяемое формулой Lx = B(x, ·), т.е. такое, что для любого y ∈ Y

Lxy = B(x, y).

Отображение Lx, очевидно, линейно, поэтому Lx ∈ L(Y, Z). Отображение Λ, пере-
водящее x в Lx

Λx = Lx = B(x, ·)
линейно по x, и поэтому Λ ∈ L(X,L(Y, Z)). Отображение Λ определяется по B
однозначно.
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Обратно, пусть M ∈ L(X,L(Y, Z)), M(x) = Cx ∈ L(Y, Z). Положив C(x, y) =
Cxy и заметив, что Cx = M(x) линейно по x, а Cxy линейно по y, будем иметь,
что C(x, y) есть билинейное отображение X × Y в Z, т.е. что C ∈ L(X, Y ; z).
Снова C определяется по M однозначно, и переход от C к M будет такой же, как
переход от B к Λ. Равным образом переход от Λ к B строятся по тому же правилу,
что и переход от M к C. Но это означает, что мы имеем взаимно однозначное
соответствие B ϕ↔ Λ между пространствами L(X, Y ; z) и L(X,L(Y, Z)). Легко
проверить, что

ϕ(τB + σC) = τϕ(B) + σϕ(C), τ, σ ∈ �,

т.е. ϕ является линейным изоморфизмом. Далее,

‖Λ‖ = sup
|x|≤1

‖Lx‖ = sup
|x|≤1

{
sup
|y|≤1

|Lxy|
}

= sup
|x|≤1, |y|≤1

|B(x, y)| = ‖B‖.

Следовательно, отображение ϕ изометрично. Теорема доказана.

Аналогично билинейным определяются полилинейные отображеиия. Эти отоб-
ражения

U : X1 ×X2 × . . .×Xk → Y,

где Xi, i = 1, 2, . . . , k, и Y — евклидовы пространства одинаковых или разных
размерностей; U(x1, x2, . . . , xk) линейно по каждому аргументу, при фиксирован-
ных значениях других аргументов. Тогда полилинейным отображениям декартова
произведения k пространств взаимно однозначно соответствуют тензоры (k + 1)-
го ранга {γji1,i2,...,ik}, ковариантные по нижним индексам и контравариантные по
верхнему индексу.

Как и ранее, убеждаемся, что полилинейные отображения непрерывны по
совокупности аргументов, и для них можно ввести норму

‖U‖ = sup
‖xi|≤1, i=1,2,...,k

|U(x1, x2, . . . , xk)|,

равную значению этого отображения в некоторой точке (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
k) декартова

произведения X1 ×X2 × . . .×Xk, такой, что

|x0
1| = |x0

2| = . . . = |x0
k| = 1.

Определяя сумму и произведение на скаляр для полилинейных отображений
так же, как для билинейных, приходим к линейному пространству
L(X1, X2, . . . , Xk;Y ) полилинейных отображений X1 × . . .×Xk в Y .

Наконец, отправляясь от пространства L(Xk−1,L(Xk, Y )), которое запишем в
виде L[Xk−1 → L(Xk, Y )], определим пространство

L{Xk−2 → L[Xk−1 → L(Xk, Y )]},

элементами которого являются линейные операторы, отображающие пространство
Xk−2 в пространство L[Xk−1 → L(Xk, Y )]. Продолжая так далее, определим по
индукции пространство

L{X1 → L[X2 → . . .→ L(Xk, Y ) . . .]}.
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Теорема 2. Пространство L{X1 → L[X2 → . . .→ L(Xk, Y ) . . .]} изометрич-
но и изоморфно пространству L(X1, X2, . . . , Xk;Y ).

Доказательство этой теоремы опускаем.

Введем понятие о дифференциалах и производных высшего порядка. Пусть
множество A ⊂ Rn открыто и отображение f : A → Rm дифференцируемо в
некоторой окрестности U(x0) точки x0 ∈ A. Предположим, что дифференциал
этой функции df(x, h) при любом фиксированном h ∈ Rn, как функция от x,
дифференцируем в точке x0, т.е. существует линейный оператор Λx0(h) : Rn →
Rm, такой, что для всех x ∈ Rn, для которых x0+k ∈ U(x0), имеет место равенство

df(x0 + k, h) − df(x0, h) = Λx0(h)k + Ω,

где
Ω

|k| → 0 при k → 0.

Определение 2. Значение оператора Λx0(h) в точка h, т.е. Λx0(h)h называется
дифференциалом второго порядка порядка или, короче, вторым дифференциалом
отображения f в точке x0 и обозначается d2f(x0, h). Итак,

d2f(x0, h) = Λx0(h)h.

Таким образом,

df(x0 + h, h) − df(x+0, h) = d2f(x0, h) + Ω,

где
Ω

|h| → 0 при h→ 0.

Выясним, что представляет собой второй дифференциал d2f(x0, h). Для этого
рассмотрим сначала Λx0(h)k.

Согласно определению, Λx0(h)k есть линейный по k оператор. Покажем, что
Λx0(h)k линейно зависит и от h. Пусть h = h1 + h2. Равенство (5), записанное для
h1, h2 и h, дает:

df(x0 + k, h1) − df(x0, h1) = Λx0(h1)k + Ω1,

df(x0 + k, h2) − df(x0, h2) = Λx0(h2)k + Ω2,

df(x0 + k, h) − df(x0, h1) = Λx0(h)k + Ω3,

где Ω1, Ω2, Ω3 стремятся к нулю при k → 0. Сложив два первых равенства и вычтя
из из суммы третье, с учетом линейности df(x, h) по h, найдем:

Λx0(h1)k + Λx0(h2)k − Λx0(h)k + Ω1 + Ω2 − Ω3 = 0.

Последнее равенство верно для любых k. Полагая в нем k = εk0, где k0 �= 0, будем
иметь:

Λx0(h1)k0 + Λx0(h2)k0 − Λx0(h)k0 +
Ω1 + Ω2 − Ω3

ε
= 0,

откуда при ε→ 0 получим:

Λx0(h1)k0 + Λx0(h2)k0 = Λx0(h)k0. (6)
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Если k0 = 0, то Λx0(h)k0 = Λx0(hi)k0 = 0, i = 1, 2 и равенство (6) снова имеет
место. Таким образом, для любых k0 ∈ Rn

Λx0(h1)k0 + Λx0(h2)k0 = Λx0(h)k0.

Аналогичным образом можно доказать, что

Λx0(αh)k0 = αΛx0(h)k0.

Таким образом, Λx0(h)k есть значение билинейного отображения B(x0) на
паре (h, k)

Λx0(h)k = B(x0)(h, k),

следовательно,
d2f(x0, h) = B(x0)(h, h)

является значением квадратичного отображения Rn в Rn.

Билинейное отображение B(x0) называется второй производной отображе-
ния f в точке x0 и обозначается f ′′(x0). Значение этого билинейного отображения
на паре (h, h) можно записать короче: f ′′(x0)h

2. Таким образом,

d2f(x0, h) = f ′′(x0)h
2.

Снова напомним читателю, что f ′′(x0)h
2 есть лишь краткая запись значения

квадратичного отображения на паре (h, h), а не значение отображения f ′′(x0) на
«квадрате вектора» h, так как «квадрат вектора» h имеет смысла.

Билинейное отображение B(x0) можно рассматривать как элемент простран-
ства L[Rn,L(Rn,Rm)]. Покажем, что в случае, когда функция f дважды диф-
ференцируема в точке x0, производная f ′, как отображение U(x0) в L(Rn,Rm),
дифференцируема в точке x0 и

f ′(x0 + k) − f ′(x0) = f ′′(x0)k + η,

где
η

|k| → 0 при k → 0.

В самом деле,

|f ′(x0 + k)h− f ′(x0)h−B(x0)(h, k)|
|k| → 0

при любом фиксированном h ∈ Rn и k → 0. Поэтому линейный оператор

Akh =
f ′(x0 + k) − f ′(x)) − B(x0)k

|k| h,

зависящий от параметра k, таков, что |Akh| → 0 при k → 0 для любого фикси-
рованного h ∈ Rn. Пусть ei, i = 1, 2, . . . , n, — стандартный базис в Rn. Так как
Akei → 0, i = 1, 2, . . . , n, то для любого числа ε > 0 найдется число δ > 0, такое,
что

|Akei| <
ε

n
, i = 1, 2, . . . , n,
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при |k| < δ. Возьмем произвольный вектор h =

n∑
i=1

hiei, такой, что |h| ≤ 1. Тогда

|hi| ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n, и

|Akh| =

∣∣∣∣Ak( n∑
i=1

hiei

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ n∑
i=1

hiAkei

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

|hi| |Akei| < n · δ
n

= ε

при |k| < δ. Отсюда
‖Ak‖ = sup

|h|≤1

|Akh| ≤ ε

при |k| < δ, а это значит, что ‖Ak‖ → 0 при k → 0, т.е.

‖f ′(x0 + k) − f ′(x0) − B(x0)k‖
|k| → 0.

Это равенство означает, что отображение f ′(x) дифференцируемо в точке x0 и

(f ′(x0))
′
x0
k = B(x0)k.

Примеры.

4. Пусть отображение f : R3 → R2 задается координатными функциями

f 1(x) = x1‘ + x2 + x3, f 2(x) = (x1)2 + (x2)2 + (x302.

Матрица производной этого отображения имеет вид
(

1 1 1
2x1 2x2 2x3

)
. Поэтому

df(x, h) = f ′(x)h =

( 3∑
i=1

hi
)
e1 + 2

( 3∑
i=1

xihi
)
e2,

где e1 и e2 — орты стандартного базиса. Следовательно,

df(x+ k, h) − df(x, h) = 2

( 3∑
i=1

hiki
)
e2,

откуда

d2f(x, h) = 2

( 3∑
i=1

(hi)2

)
e2

и Ω = 0.

Рекомендуем читателю показать, что верно и обратное, т.е. если отображение
f ′ : U(x0) → L(Rn,Rm) дифференцируемо в точке x0, то f дважды дифферен-
цируемо в этой точке и d2f(x0, h) = (f ′(x0)

′
x0

(h, h). Важным свойством второй
производной является ее симметричность.

Теорема 3. Если отображение f : A → Rm, A ⊂ Rn, дважды дифференци-
руемо в точке x ∈ A, то билинейное отображение f ′′(x) симметрично, т.е.

(f ′′(x)h)k = (f ′′(x)k)h.
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Рассмотрим скалярную функцию скалярного аргумента

ϕ(t) = 〈f(x+ th+ k) − f(x+ th), u〉, 0 ≤ t ≤ 1,

где u — произвольный фиксированный вектор из Rm, а h и k выбраны так, что
x+th+k, x+th принадлежат окрестности точки x, в которой f ′ существует. Легко
проверить, что ϕ(t) непрерывна на [0, 1], дифференцируема в (0, 1) и

ϕ′(t) = 〈f ′(x+ thk)h− f ′(x+ th), u〉.

К функции ϕ(t) применима теорема Лагранжа:

ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(θ), 0 < θ < 1,

откуда, обозначив f(x+ h+ k)− f(x+ h)− f(x+ k) + f(x) через A(h, k), получим

〈A(h, k), u〉 = 〈f ′(x+ θh + k) − f ′(x+ θh)h, u〉. (7)

Так как функция f дважды дифференцируема в точке x, то

f ′(x+ θh+ k)h− f ′(x+ θh)h =

= [f ′(x+ θh+ k)h− f ′(x)h] − [[f ′(x+ θh)h− f ′(x)h] =

= f ′′(x)(h, θh+ k) + ω1h− f ′′(x)(h, θh) − ω2h = f ′′(x)(h, k) + ω1h− ω2h,

(8)

где ω1 и ω2 — линейные операторы из R в Rm, такие, что

‖ω1‖
|θh+ k| → 0,

ω2‖
|θh| → 0 при h, k → 0

(см. с. 39). Из (7) и (8) следует:

〈A(h, k), u〉 = 〈f ′′(x)(h, k), u〉 + 〈ω1h, u〉 − 〈ω2h, u〉. (9)

Поменяв ролями h и k, получим:

〈A(k, h), u〉 = 〈f ′′(x)(k, h), u〉 + 〈ω3h, u〉 − 〈ω4, u〉, (10)

где
‖ω3‖

|θk + h| → 0,
ω2‖
|θk| → 0 при k, h→ 0.

Вычтя (10) из (9) и заметив, что A(k, h) = A(h, k) найдем:

〈f ′′(x)(h, k) − f ′′(x)(k, h), u〉 = 〈ω1h, u〉 − 〈ω2h, u〉 − 〈ω3k, u〉 + 〈ω4k, u〉,

откуда

|〈f ′′(x)(h, k) − f ′′(x)(k, h), u〉| ≤ [(‖ω1‖ + ‖ω2‖)|h| + (‖ω3‖ + ‖ω4‖)|k|]|u|. (11)

Так как ‖ω1‖ = o(|θh+ k|), то для достаточно малых h и k

‖ω1‖ < ε|θh+ k| < ε(|h| + |k|),
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где ε → 0 при h, k → 0. Аналогично ‖ωi‖ < ε(|h| + |k|), i = 2, 3, 4. Поэтому в силу
(11) будем иметь

|〈f ′′(x)(h, k) − f ′′(x)(k, h), u〉| ≤< 4ε(|h| + |k|)2|u|, (12)

где ε → 0 при h, k → 0.

Положим h = th0, k = tk0, где h0, k0 — произвольные фиксированные векторы
из Rn и t → 0. Подставив эти значения в (12), сократив обе части неравенства на
t2 и перейдя затем к пределу при t→ 0, получим

〈f ′′(x)(h0, k0) − f ′′(x)(k0, h0), u〉 = 0.

Так как u — произвольный вектор из Rm, то

f ′′(x)(h0, k0) − f ′′(x)(k0, h0) = 0,

и теорема доказана.

Посмотрим, как выражается вторая производная отображения f через про-
изводные координатных функций f i, i = 1, 2, . . . , m, этого отображения. Прежде
всего, согласно формуле (10) из § 2 данной главы, имеем для любого h, полагая
для краткости f ′(x)h = ϕh(x):

ϕh(x) = f ′(x)h =

( n∑
i=1

∂f 1

∂xi
hi,

n∑
i=1

∂f 2

∂xi
hi, . . . ,

n∑
i=1

∂fm

∂xi
hi
)
,

так что координатные функции отображения ϕh(x) будут

ϕjh(x) =

n∑
i=1

∂f j

∂xi
hi, j = 1, 2, . . . , m.

В частности, полагая h = ek, находим:

ϕek
(x) =

(
∂f 1

∂xk
,
∂f 2

∂xk
, . . . ,

∂fm

∂xk

)
.

Если отображение f дважды дифференцируемо в некоторой точке x, то функции
ϕek

(x) дифференцируема в этой точке, а это значит, что дифференцируемы все
координатные функции отображения ϕek

, следовательно, существуют все вторые

частные производные
∂2f j

∂xk∂xl
, j = 1, 2, . . . , m, k, l = 1, 2, . . . , n. Поэтому на основа-

нии формулы (10) из § 2 этой главы

f ′′(x)(h, k) = ϕ′
h(x)k =

m∑
j=1

[ n∑
l=1

Dlϕ
j
h(x)k

l

]
e′j =

=
m∑
j=1

[ n∑
s=1

Ds

( n∑
i=1

∂f j

∂xi
hi
)]
kle′j =

m∑
j=1

( n∑
s=1

n∑
i=1

∂2f j

∂xi∂xk
hill
)
e′j,
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откуда следует, что тензором третьего ранга, соответствующем отображению f ′′(x)
является

∂2f j

∂xi∂xl
j = 1, 2, . . . , m, i, k = 1, 2, . . . , n.

Обратно, если все координатные функции f j , j = 1, 2, . . . , m, отображения f
дважды дифференцируемы в некоторой точке x ∈ Rn, то само отображение также
дважды дифференцируемо в точке. Действительно, в этом случае дифференци-
руемы все функции отображения:

ϕh(x) =

( n∑
i=1

∂f 1

∂xi
hi,

n∑
i=1

∂f 2

∂xi
hi, . . . ,

n∑
i=1

∂fm

∂xi
hi
)
.

Это означает, в силу следствия 1 теоремы 1| из § 2, дифференцируемость по x
отображения ϕh(x) и, следовательно, как показано выше, двукратную дифферен-
цируемость отображения f .

Из симметричности второй производной f ′′(x) легко вывести, что
∂2f j

∂xi∂xl
=

∂2f j

∂xl∂xi
. В самом деле,

(f ′′(x)h)k =
m∑
j=1

( n∑
l=1

n∑
i=1

∂2f j

∂xi∂xl
hihl
)
e′j ,

(f ′′(x)k)h =
m∑
j=1

( n∑
i=1

n∑
l=1

∂2f j

∂xl∂xi
klhi
)
e′j .

Приравняв коэффициенты при одинаковых ортах в правых частях этих равенств,
получим, что для любых: {hi} и {kl}

n∑
l=1

n∑
i=1

∂2f j

∂xi∂xl
hikl =

n∑
i=1

n∑
l=1

∂2f j

∂xl∂xi
kihl

при всех j = 1, 2, . . . , m и любых достаточно малых h и k, откуда, в свою очередь,
следует, что

∂2f j

∂xi∂xl
=

∂2f j

∂xl∂xi
j = 1, 2, . . . , m, i, l = 1, 2, . . . , n,

— результат, который был уже отмечен ранее.

Определим теперь по индукции производные и дифференциалы высших по-
рядков. Отображение f : A → Rm, где A ⊂ Rn и открыто, называется p раз
дифференцируемым в A, если отображение

f (p−1) : A→ Lp−1(R
n,Rm)

дифференцируемо в A. Производная от f (p−1)(x) называется p-й производной отоб-
ражения f и обозначается f (p)(x) или Dpf(x). Эта производная для каждого x ∈ A
есть элемент пространства L(Rn,Rm). Выражение f (p)(x)hp назовем дифференци-
алом p-го порядка и обозначим dpf(x, h).
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Тем же путем, что и выше, убеждаемся, что производная по x от функции
ϕ(x) = f (p−1)(x)(h1, h2, . . . , hp−1), если она существует, равна f (p)(x)(h1, h2, . . . , hp),
и что если f дифверенцируема p раз, то ϕ(x) дифференцируема.

Методом математической индукции получаем следующие утверждения.

1. Если функция f является p раз дифференцируемой на A, а Dpf является
q раз дифференцируемой на этом же множестве, то f будет p + q раз диффе-
ренцируема на A.

2. Для того чтобы отображение f = (f 1, f 2, . . . , fm) было p раз дифферен-
цируемо, необходимо и достаточно, чтобы координатные функции f j были p раз
дифференцируемы. При этом

Dpf = (Dpf 1, Dpf 2, . . . , Dpfm).

3. Теорема о дифференцируемости сложной функции. Пусть f : A →
Rm, A ⊂ Rn, g : B → Rk, B ⊂ Rm, f−1(B) ∩ A �= emptyset. Тогда если f и g
p раз дифференцируемы на A и B соответственно, то h = g ◦ f также p раз
дифференцируемо на f−1(A) ∩B.

Утверждение теоремы нами было доказано для p = 1, в результате чего была
получена формула

h′(x) = g′[f(x)] ◦ f ′(x). (13)

Предположим, что утверждение верно для (p− 1) раз дифференцируемых функ-
ций. Если f и g являются p раз дифференцируемыми отображениями, то f ′ и
g′ будут (p − 1) раз дифференцируемыми, и тогда, в силу принципа индукции и
формулы (13), отображение h′(x) будет также (p − 1) раз дифференцируемо, т.е.
h будет p раз дифференцируемо.

Выведем теперь формулу Тейлора для векторных функций векторного аргу-
мента. Пусть на открытом множестве A ⊂ Rn задано отображение f : A → Rm,
имеющее все производные до (p+1)-го порядка включительно. Пусть x, x+h ∈ A;
предположим, кроме того, что отрезок x+ th, 0 ≤ t ≤ 1, принадлежит множеству
A.

Введем функцию ϕ(t) = f(x + th), отображающую [0, 1] в Rm. По теореме
о дифференцировании сложной функции, функция ϕ(t) имеет на [0, 1] производ-
ные до (p+1)-го порядка включительно. Поэтому скалярная функция скалярного
аргумента ψ(t) = 〈ϕ(t), y〉, где y — произвольный элемент пространства Rm, так-
же дифференцируемая (p + 1) раз и поэтому может быть разложена по формуле
Тейлора:

ψ(1) = ψ(0)+ψ′(0)+
1

2!
ψ′′(0)+. . .+

1

p!
ψ(p)(0)+

1

(p+ 1)!
ψ(p+1)(τ), 0 < τ < 1. (14)

Легко видеть, что ψ(k)(t) = 〈ϕ(k)(t), y〉. Следовательно, согласно формуле (14),

〈f(x+ h), y〉〈f(x), y〉+ 〈f ′(x)h, y〉 +
1

2!
〈f ′′(x)h2, y〉+ . . .+

1

p!
〈f (p)(x)hp, y〉+

+
1

(p+ 1)!
〈f (p+1)(x+ τyh)h

p+1, y〉,
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где 0 < τy < 1 и в общем случае τy зависит от y.

Положим

f(x+ h) − f(x) − f ′(x)h− 1

2!
h2 − . . .− 1

p!
f (p)(x)hp = Rp(f, x, h).

Из предыдущего равенства следует, что для любого y ∈ Rm

〈Rp(f, x, h), y〉 =
1

(p+ 1)!
〈f (p+1)(x+ τyh)h

p+1, y〉.

Пусть (p+1)-я производная отображения f ограничена на A иM = sup
z∈A

‖f (p+1)(z)‖.
Тогда для любого y ∈ Rm

|〈Rp(f, x, h), y〉| ≤
1

(p+ 1)!
|f (p+1)(x+ τyh)h

p+1| |y| ≤

≤ 1

(p+ 1)!
‖f (p+1)(x+ τyh)‖ |h|p+1|y| ≤ 1

(p+ 1)!
M |h|p+1|y|.

Полагая y = Rp(f, x, h), получим:

|Rp(f, x, h)|2 ≤
M

(p+ 1)!
|h|p+1|Rp(f, x, h)|

или
|Rp(f, x, h)| ≤

M

(p+ 1)!
+ h|p+1.

Итак, если отображение f : A → Rm дифференцируемо (p + 1) раз на A и
(p+ 1)-я производная f на A ограничена, то для всех достаточно малых h

?

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h +
1

2!
f ′′(x)h2 + . . .+

1

p!
f (p)(x)hp +Rp(f, x, h),

где
|Rp(f, x, h)| ≤

1

(p+ 1)!
sup
z∈A

‖f (p+1)(z)‖ |h|p+1.

Это и есть формула Тейлора для векторных функций векторного аргумента.

§ 5. Условный экстремум

Часто возникает необходимость нахождения экстремума функции f : G→ R

при наличии некоторых дополнительных ограничений на переменные x1, x2, . . . , xn,
т.е. экстремума сужения функции f на некоторое подмножество H области G.
Остановимся на случае, когда дополнительные условия задаются системой ра-
венств

gi(x1, x2, . . . , xn) = 0, i = 1, 2, . . . , m, m < n, (1)
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где gi непрерывно дифференцируемы на G.

Систему равенств (1) можно записать в ладе

g(x) = 0

где g : G→ Rm — отображение, определяемое координатными функциями g1, g2,
. . . , gm. Если

D = det

(
∂gi

∂xj

)
�= 0 i = 1, 2, . . . , m, j = n−m+ 1, n−m+ 2, . . . , n, (2)

то, по теореме о неявных функциях, переменные xn−m+1, . . . , xn можно выразить
как функции от x1, x2, . . . , xn−m. Подставив значения

xn−m+1 = ϕ1(x
1, x2, . . . , xn−m),

xn−m+2 = ϕ2(x
1, x2, . . . , xn−m),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = ϕm(x1, x2, . . . , xn−m)

в функцию f , придем к задаче отыскания экстремума функции

f(x1, x2, . . . , xn−m, ϕ1(x
1, x2, . . . , xn−m), . . . , ϕm(x1, x2, . . . , xn−m))

без дополнительных условий, т.е. к задаче на безусловный экстремум, рассмотрен-
ный в § 5 гл. XI. Однако при исследовании на условный экстремум конкретных
функций метод прямого исключения зависимых переменных часто оказывается
громоздким или даже неосуществимым. Поэтому укажем иной путь решений этих
задач, известный под названием метода множителей Лагранжа.

Итак, требуется отыскать экстремум дифференцируемой функции f : G→ R

на подмножестве H ⊂ G, определяемом уравнением

g(x) = 0, x ∈ G,

где g также дифференцируемо и выполняется условие (2).

Если в точке x0 = (x1
0, x

2
0, . . . , x

n
0 ) ∈ H функция f имеет экстремум, то

df(x0, dx) = 0, т.е.
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi = 0. (3)

При этом, в силу инвариантности формы первого дифференциала, безразлично,
все ли переменные x1, x2, . . . , xn независимы или некоторые из них являются функ-
циями остальных. Однако в последнем случае не все дифференциалы можно счи-

тать произвольными и из (3) не следует, что все частные производные
∂f

∂xi
в точке

x0 равны нулю, как это было в задаче на безусловный экстремум.

Наличие уравнений связи (1) позволяет исключить из правой части равенства
(3) дифференциалы зависимых переменных. Дифференцируя равенство g(x) = 0,
получим:

dg(x0, dx) = 0. (4)
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Но

dg(x0, dx) = (dg1(x0, dx), dg
2(x0, dx), . . . , dg

m(x0, dx)) k = 1, 2, . . . , m

и из равенства (4) получается система уравнений

dgk(x0, dx) = 0, k = 1, 2, . . . , m

т.е. система
n∑
i=1

∂gk

∂xi
dxi = 0, k = 1, 2, . . . , m. (5)

Умножим k-е из равенств (5) на не определенный пока множитель λk и сло-
жим полученные равенства с равенствами (3). Тогда

n∑
i=1

(
∂f

∂xi
+

m∑
k=1

λk
∂gk

∂xi

)
dxi = 0. (6)

Выберем λ1, λ2, . . . , λm так, чтобы коэффициенты
(
∂f

∂xi
+

m∑
k=1

λk
∂gk

∂xi

)
при диффе-

ренциалах dxi, i = n−m + 1, n−m + 2, . . . , n обращались в нуль, т.е. так, чтобы
λ1, λ2, . . . , λm удовлетворяли системе уравнений

m∑
k=1

λk
∂gk

∂xn−m+1
= − ∂f

∂xn−m+1
,

m∑
k=1

λk
∂gk

∂xn−m+2
= − ∂f

∂xn−m+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

m∑
k=1

λk
∂gk

∂xn
= − ∂f

∂xn
.

(7)

Такие λ1, λ2, . . . , λm и притом не все тождественно равные нулю существуют, так
как детерминант системы

D = det

(
∂gk

∂xj

)
k = 1, 2, . . . , m; j = n−m+ 1, . . . , n,

по условию, отличен от нуля и не все правые части в равенствах (7) равны нулю.

(Если
∂f

∂xn−m+1
=

∂f

∂xn−m+2
= . . . =

∂f

∂xn
= 0, то f не зависит от xn−m+1, xn−m+2, . . . ,

xn, т.е. является функцией лишь от x1, x2, . . . , xn−m, и наша задача превраща-
ется в задачу на безусловный экстремум.) Так как остальные дифференциалы
dx1, dx2, . . . , dxn−m независимы, то, чтобы удовлетворялось равенство (6), коэф-
фициенты при них также должны быть равными нулю, и тогда получаем систему
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уравнений
∂f

∂x1
+

m∑
k=1

λk
∂gk

∂x1
= 0,

∂f

∂x2
+

m∑
k=1

λk
∂gk

∂x2
= 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂f

∂xn−m
+

m∑
k=1

λk
∂gk

∂xn−m
= 0.

(8)

Совокупность равенств (7) и (8) вместе с уравнениями связи (1) образует си-
стему из (n+m) уравнений для определения (n+m) величин x1

0, . . . , x
n
0 , λ1, . . . , λm.

Можно доказать, что эта система разрешима.

Резюмируя изложенное, получаем следующее утверждение.

Теорема. Пусть в точке x0 = (x1
0, x

2
0, . . . , x

n
0 ) функция f(x1, x2, . . . , xn) имеет

локальный экстремум; предположим, что переменные x1, x2, . . . , xn удовлетворя-
ют дополнительным условиям

g(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gm(x)) = 0.

Пусть, кроме того, функции f и gi дифференцируемы в окрестности точки x0.
Тогда существуют такие множители λ1, λ2, . . . , λm, что точка x0 является
стационарной точкой функции

F = f +
m∑
k=1

λkg
k

уже без всяких условий, т.е. обращает в нуль все частные производные этой
функции.

Чтобы подучить достаточные условия условного экстремума, предположим
дополнительно, что функции f и gi, i = 1, 2, . . . , m, дважды непрерывно диффе-
ренцируемы в окрестности стационарной точки x0.

В силу условий связи при переходе от точки x0, удовлетворяющей условиям
(1), к точке x0 + dx, удовлетворяющей тем же условиям, имеем:

Δf(x0) = f(x0 + dx) − f(x0) = F (x0 + dx) − F (x0) = ΔF (x0),

т.е. точка x0 есть точка экстремума функции f при наличии связи (1) тогда и
только тогда, когда она является точкой безусловного экстремума функции F .
Таким образом, мы приходим к задаче исследования знака d2F в стационарной
точке x0. Так как не все аргументы функции F независимы, то

d2F =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2F

∂xi∂xj
dxidxj +

n∑
i=1

∂F

∂xi
d2xi.
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Но в стационарной точке функции F
∂F

∂xi
= 0, i = 1, 2, . . . , n, и поэтому

d2F =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2F

∂xi∂xj
dxidxj. (9)

Так как знак этой квадратичной относительно dxi формы нам надо знать при
наличии условия (1), то в правой части (9) необходимо заменить dxn−m+1, . . . , dxn

их выражениями через dx1, dx2, . . . , dxn−m, найденными из системы (5). Это можно
сделать, так как по предположению, в точке x0

D = det

(
∂gk

∂xi

)
�= 0, k = 1, 2, . . . , m, i = n−m+ 1, . . . , n.

Примеры.

1. Найти экстремум функции f(x) = ax1 + bx2 + cx3, a, b, c > 0, при условии
(x1)2 + (x202 + (x3)2 = 1.

По правилу Лагранжа, ищем безусловный экстремум функции

F (x) = ax1 + bx2 + cx3 + λ[(x1)2 + (x202 + (x3)2 − 1].

Приравняв к нулю частные производные функции F , получим:

a+ 2λx1 = 0,

b+ 2λx2 = 0,

c + 2λx3 = 0.

Отсюда
a

x1
=

b

x2
=

c

x3
= −2λ.

Поэтому

x2 =
b

a
x1, x3 =

c

a
x1, (x1)2[a2 + b2 + c2] = a2,

Следовательно,
x1

1,2 = ± a√
a2 + b2 + c2

,

x2
1,2 = ± b√

a2 + b2 + c2
,

x3
1,2 = ± c√

a2 + b2 + c2
.

Ясно, что при положительных значениях x1, x2, x3 аргументов функция f(x1, x2, x3)
принимает наибольшее, а при отрицательных значениях x1, x2, x3 наименьшее зна-
чение.

Покажем, как с помощью метода множителей Лагранжа привести квадратич-
ную форму к каноническому виду. Предварительно напомним, что если в Rn взять
произвольное m-мерное, m < n, подпространство M , то Rn = M ·+L = {x+y| x ∈
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M, y ∈ L}, где L есть (n−m)-мерное подпространство Rn, ортогональное M (т.е.
каждый вектор из L ортогонален каждому вектору из M). Доказательство этого
факта содержитон в учебниках линейной алгебры.

Рассмотрим следующую задачу: найти экстремумы квадратичной формыK(x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijx
iyj при дополнительном условии

m∑
i=s

(xi)2 = 1 или, что все равно, при

условии |x| = 1. Будем предполагать, что K(x) не нулевая форма и потому или
α = inf

|x|=1
K(x), или β = sup

|x|=1

K(x) отличны от иуда. Положим λ1 = max {|α|, |β|},

и пусть, например, |α| > |β| и α < 0. Так как функция K(x) непрерывна на Rn, а
множество S = {x| |x| = 1} компактно, то на G существует вектор x1,для которого
K(x1) = α. Но тогда найдется множитель λ1, такой, что

∂

∂xi

{
K(x) − λ1

n∑
i=1

(xi)2

}
= 0

или
n∑
j=1

aijx
j
1 − λ1x

j
1 = 0, i = 1, 2, . . . , n. (10)

Умножив i-е равенство на xi1, и просуммировав полученные равенства, найдем:

K(x1) = λ1 = α,

т.е. λ1 совпадает по абсолютной величине с max |K(x)|.

Пусть B(x, y) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijx
iyj — симметрическая билинейная форма, соот-

ветствующая квадратичной форме K(x). Если обозначить через A линейный опе-
ратор, определенный для x ∈ Rn равенством

Ax =
n∑
i=1

( n∑
j=1

aijx
j

)
ei,

где e1, e2, . . . , en — стандартный базис в Rn, то B(x, y) = 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 и K(x) =
〈Ax, x〉. Равенство (9) означает тогда, что Ax1 = λ1x1, т.е. x1 есть собственный
вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ1.

Пусть L1 есть (n−1)-мерное подпространство Rn, ортогональное прямойM1 =
{tx1| − ∞ < t < ∞}. Если y ∈ L1, то 〈Ay, x1〉 = 〈y, Ax1〉 = λ1〈x1, y〉 = 0, т.е.
Ay ∈ L. Поэтому к оператору, рассматриваемому на (n − 1)-мерном евклидовом
пространстве L1, можно применить предыдущее построение.

Пусть α1 = inf
S∩L1

K(x), β1 = sup
S∩L1

K(x) и λ2 = max {|α1|, |β1|}, причем, на-
пример, λ2 = β1 > 0. Тогда, как и раньше, можно считать, что существует вектор
x2 ∈ L2, |x2| = 1, такой, что Ax2 = λ2x2, где λ2 = β1, т.е. мы нашли второй нор-
мированный собственный вектор оператора A. Заметим, что x2 ортогонален x1

и
|λ2| = sup

S∩L1

|K(x)| ≤ sup
S

|K(x)| ≤ |λ1|.
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Рассмотрим подпространство M2, порожденное элементами x1 и x2, и его
ортогональное дополнение L2. Снова A(L2) ⊂ L2 и существует нормированный
собственный вектор x3 оператора A, ортогональный векторам x1 и x2. Для соот-
ветствующего собственного значения λ3 имеем |λ3| < |λ2| и т.д. Так как элементы
x1, x2, . . . , xk как попарно ортогональные, линейно независимы, то после конечно-
го числа шагов k ≤ n процесс построения векторов x1, x2, . . . оборвется. При этом,
если k < n, то на Lk форма K(x) тождественно равна нулю, что возможно лишь,
если Ax ≡ 0 на этом подпространстве, т.е. Lk есть подпространство нулей опе-

ратора A. Для любого x ∈ Rn имеется представление x =
k∑
i=1

ξixi + x0, x0 ∈ Lk,

откуда

Ax =

n∑
i=1

λiξixi и K(x) = 〈Ax, x〉 =

k∑
i=1

λi(ξ
i)2.

Если xk+1, . . . , xn — произвольный базис Lk, то {xi}ni=1 будет базисом в Rn, в ко-
тором квадратичная форма K(x) принимает канонический вид:

K(x) =

n∑
i=1

λi(ξ
i)2,

где λi или положительны, или отрицательны, или равны нулю.
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Глава XIII

ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

§ 1. Понятие ряда. Терминология

Мы уже имели возможность убедиться в важности понятия последовательно-
сти и ее сходимости. По существу, все основные понятия, введенный нами ранее,
определялись через пределы некоторых последовательностей. Поэтому естествен-
но подвергать более тщательному изучению вопрос о сходимости последовательно-
стей. Одним из методов такого изучения является использование числовых рядов.

Заметим, прежде всего, что члены числовой последовательности

x1, x2, x3, . . . , xn−1, xn, xn+1, . . . , (1)

можно представить в виде

x1 = x1, x2 = x1 + (x2 − x1), x3 = x1 + (x2 − x1) + (x3 − x2), . . . ,

xn = x1 + (x2 − x1) + . . .+ (xn − xn−1), . . .

Такое представление, хотя и является, на первый взгляд, более громоздким, об-
ладает, однако, тем преимуществом, что в нем отражено изменение, связанное с
переходом от данного члена к последующему. Если это представление продолжить
неограничено, то всей последовательности естественно отнести выражение

x1 + (x2 − x1) + . . .+ (xn − xn−1) + . . . , (2)

суммой первых n членов которого является n-й член данной последовательности.
Введя обозначение

x1 = a1, x2 − x1 = a2, . . . , xn − xn−1 = an, . . .

перепишем выражение (2) в виде

a1 + a2 + . . .+ an + . . . . (3)

Обратно, с каждым выражением вида (3) можно связать последовательность
чисел {xn}, определяемых равенствами

x1 = a1, x2 = a1 + a2, . . . , xn = a1 + a2 + . . .+ an, . . . .
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Представление в виде (2) последовательности (1) часто оказывается более удобным
для изучения вопроса о ее сходимости.

Введен следующие определения.

Выражение (3)
a1 + a2 + . . .+ an + . . .

в котором a1, a2, . . . , an, . . . — некоторые числа, назовем числовым рядом. Слагае-
мое an, отвечающие произвольному значению индекса n, назовем n-м, или общим,
членом ряда. Для обозначения числового ряда будем также пользоваться симво-

лом
∞∑
n=1

an.

Суммы конечного числа первых членов ряда (3), т.е. суммы

s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . . , sn = a1 + a2 + . . .+ an + . . . ,

называются частичными суммами ряда (3). Одновременно о рядом (3) будем
рассматривать последовательность его частичных сумм.

Ряды, получаемые из (3) отбрасыванием первых членов, т.е.

∞∑
k=n+1

ak = an+1 + an+2 + . . .+ an+p + . . . , (4)

называются остатками ряда (3), а суммы последовательно конечного числа чле-
нов ряда (3), т.е. суммы вида

n+p∑
k=n+1

ak = an+1 + an+2 + . . .+ an+p,

— его отрезками.

Пусть α — некоторое числа. Ряд

∞∑
n=1

αan, (5)

полученный из ряда (3) умножением всех его членов на α, называется произведе-
нием ряда (3) на число α.

Если даны два ряда
∞∑
n=1

an (6)

и ∞∑
n=1

bn, (6′)

то ряд
∞∑
n=1

(an + bn)
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называется суммой рядов (6) и (6’).

Определим понятие сходимости ряда. Пусть {sn} — последовательность ча-
стичных сумм ряда (3). Если существует предел (конечный или нет) этой последо-
вательности, s = lim sn, то этот предел называют суммой ряда (3) и записывают
в виде равенства

s =

∞∑
n=1

an.

В случае, когда сумма s конечна, ряд (3) называют сходящимся, в противном
случае (т.е. если s бесконечна или если у последовательности {sn} нет предела),
рад (3) называется расходящимся.

Примеры.

1. Рассмотрим ряд
1 + q + q2 + . . .+ qn + . . .

составленный из членов геометрической прогрессии. Такой ряд называется гео-
метрическим. Частичные суммы sn этого ряда при q �= 1 имеют вид

sn = 1 + q + q2 + . . .+ qn−1 =
1 − qn

1 − q
.

Рассмотрим отдельно различные случаи, соответствующие различным значениям
знаменателя q.

а) |q| < 1. Тогда qn → 0 при n→ ∞ и an → 1

1 − q
. Следовательно, при |q| < 1

геометрический ряд сходится, а его сумма равна
1

1 − q
.

б) |q| > 1. При n→ ∞ также |q|n → ∞. Поэтому sn → ∞ при q < −1 делаясь
то положительной, то отрицательной. Следовательно, в этом случае частичные
суммы геометрического ряда не стремятся к конечному пределу, и ряд расходится.

в) q = −1. Тогда s2k = 0, s2k+1 = 1 и геометрический ряд расходится.

г) q = 1. В этом случае в результате прямого подсчета получаем: sn = n, т.е.
lim sn = ∞. Геометрический ряд расходится.

2. Пусть {Mn} — произвольная числовая последовательность, такая, что
Mn → ∞. Тогда ряд

M1 + (M2 −M1) + . . .+ (Mn −Mn−1) + . . .

расходится, а ряд

1

M1
+

(
1

M2
− 1

M1

)
+ . . .+

(
1

Mn
− 1

Mn−1

)
+ . . .

сходится, и его сумма равна дулю. Беря различные такие последовательности
{Mn}, мы можем построить сколько угодно как сходящихся, так и расходящихся
рядов.
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Легко видеть, что если ряд (3) сходится, то сходится и каждый его остаток (4).
Действительно, обозначив через R(n)

p p-ю частичную сумму остатка (4), получим:

Sn+p = sn +R(n)
p ,

откуда
R(n)
p = sn+p − sn.

Устремляя в этом равенстве p к ∞, мы видим, что правая его часть имеет ко-
нечный предел s−sn (n фиксировано), откуда следует, что остаток (4) сходящийся
ряд, и его сумма R(n) = s− sn.

Верно и обратное утверждение: если сходится какой-нибудь остаток ряда (3),
то сходится и сам ряд (3). В самом деле, из представления sn+p = sn + R

(n)
p при

некотором n следует, что существование конечного предела у последовательности
{R(n)

p } имеет следствием наличие конечного предела у последовательности частич-
ных сумм ряда (3). Следовательно, для выяснения вопроса о сходимости ряда (3)
достаточно решить вопрос о сходимости какого-нибудь остатка этого ряда.

Этот факт формулируется следующим образом: сходимость или расходи-
мость ряда не изменится, если отбросить у ряда конечное число членов с начала
или если приписать к началу ряда конечное число каких-либо членов. В дальней-
шем, если вопрос о сходимости ряда решается на основании того, что его члены,
начиная с некоторого номера, обладают определенным свойством, мы можем без
ограничения общности предполагать, что этим свойством обладают все члены ря-
да, начиная с первого.

Из равенства R(n) = s − sn вытекает также, что последовательность сумм
{R(n)} остатков сходящегося ряда имеет пределом нуль.

Отметим, что вместе с рядом (3) сходится и ряд (5), полученный умножением
ряда (3) на произвольное число α, так как частичная сумма s′n ряда (5) выража-
ется через частичную сумму sn ряда (3) равенством s′n = αsn. Наконец, легко
видеть, что в результате сложения сходящихся рядов получается сходящийся ряд
с суммой, равной сумме складываемых рядов.

Из выражения n-го члена ряда через частичные суммы

an = sn − sn−1

вытекает, что для сходящегося ряда an → 0 при n → ∞, т.е. для сходимости
числового ряда (3), необходимо, чтобы его общий член an стремился к нулю при
неограниченном возрастании номера n (необходимое условие сходимости). Однако
это условие не является достаточным.

В самом деле, рассмотрим ряд

1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
+ . . . ,

называемый гармоническим рядом. Возьмем подпоследовательность {s2n} после-
довательности {sn} частичных сумм этого ряда. Имеем

s2 = 1 +
1

2
, s4 = 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
> 1 +

1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
= 1 + 2 · 1

2
,
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s8 = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
> 1 +

1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
= 1 +3 · 1

2

и т.д. Методом индукция убеждаемся, что s2n > 1 + n · 1

2
, поэтому s2n → ∞.

Но тогда и вся последовательность {sn} не может иметь конечного предела, т.е.
гармонический ряд расходится. Вместе с тем общий член этого ряда стремится к
нулю.

Критерий Коши сходимости числовых последовательностей может быть пе-
реформулирован как общий признак сходимости числовых рядов:

Для сходимости числового ряда (3) необходимо и достаточно, чтобы для
каждого числа ε > 0 существовал такой номер N = N(ε), что при всех n ≥ N и
любом целом числе p > 0 выполнялось бы неравенство

|an+1 + an+2 + . . .+ an+p| < ε.

В самом деле, согласно критерию Коши для числовых последовательностей,
конечный предел последовательности {sn} частичных сумм ряда (3) существует
тогда и только тогда, когда для любого числа ε > 0 найдется номер N = N(ε),
такой, что при всех n,m ≥ N выполняется неравенство |sn − sm| < ε.

Предположив для определенности m > n и приняв m = n + p, получим:

|sm − sn| = |an+1 + an+2 + . . .+ an+p| < ε,

что доказывает справедливость критерия Коши для числовых рядов.

Как и для последовательностей, для рядов критерий Коши имеет больше тео-
ретическое, чем практическое значение. Проверка сходимости конкретных рядов
с помощью этого критерия, как правило, сопровождается громоздкими выклад-
ками.

Отметим сочетательное свойство сходящихся рядов. Пусть ряд (3) сходится.
Объединим последовательные слагаемые этого ряда в группы и построим новый
ряд:

(a1 + . . .+ an1) + (an1+1 + . . .+ an2) + . . .+ (ank+1 + . . .+ ank+1
) + . . . , (7)

членами которого являются суммы членов, попавших в эти группы. Последова-
тельность частичных сумм ряда (7) является, очевидно, подпоследовательностью
{sn} частичных сумм ряда (3) и поэтому сходится к тому же пределу. Таким обра-
зом, в сходящемся ряде допускается объединение отдельных слагаемых в группы
без изменения порядка следования членов, и это объединение не отражается на
значении суммы ряда.

§ 2. Положительные ряды, признаки их сходимости

Назовем ряд
∞∑
n=1

an (1)
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положительным, если начиная с некоторого номера n0, т.е. при n ≥ n0, выполня-
емой неравенство an ≥ 0. Поскольку нас интересует вопрос об условиях сходимо-
сти таких рядов, без ограничения общности будим предполагать, что неравенство
an ≥ 0 выполнено начиная с n = 1 (см. § 1 гл. XIII).

Последовательность частичных сумм положительного ряда, очевидно, явля-
ется возрастающей и поэтому имеет конечный или бесконечный предел. Отсюда
следует, что положительный ряд всегда имеет сумму.

Теорема 1. Для сходимости положительного ряда (1) необходимо и доста-
точно, чтобы последовательность {sn} его частичных сумм была ограниченной.

Действительно, если последовательность {sn} имеет конечный предел, то она
является ограниченной, и обратно, если последовательность ограничена, то, бу-
дучи монотонной, она имеет конечный предел.

Примеры.

1. Рассмотрим положительный ряд

1 +
1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!
+ . . . .

В § 3 гл. II мы видели, что 1 +
1

1!
+

1

2!
+ . . . +

1

n!
< 3. Таким образом, частичные

суммы ряда
∞∑
n=1

1

n!
ограничены и, по теореме 1, этот ряд сходится.

Теорема 2 (интегральный признак Коши сходимости положительных
рядов). Пусть последовательность {an} членов положительного ряда (1) явля-
ется невозрастающей и an → 0, и пусть f(x) — непрерывная на промежутке
[1,∞) невозрастающая функция, такая, что f(n) = an. Тогда для сходимости
(расходимости) ряда (1) необходима и достаточна сходимость (расходимость)
несобственного интеграла

∞∫
1

f(x) dx. (2)

Доказательство. В условиях теоремы интеграл с переменным пределом F (x)

=

∞∫
1

f(x) dx являйся неубывающей функцией верхнего предела. Поэтому всегда

существует предел этой функции при x → +∞. Для отыскания значения это-
го предела достаточно взять произвольную последовательность xn → ∞ и найти
предел соответствующей последовательности {F (xn)}. Положим xn = n. Проин-
тегрировав очевидное неравенство ak ≥ f(x) ≥ ak+1 по промежутку [k, k + 1],
получим неравенство

ak ≥
k+1∫
k

f(x) dx ≥ ak+1,
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из которого непосредственно следует, что

n∑
k=1

ak ≥
n+1∫
1

f(x) dx ≥
n+1∑
k=2

ak,

или

sn ≥
n+1∫
1

f(x) dx ≥ sn+1 − a1, (3)

где через sn, как обычно, обозначена n-я частичная сумма ряда (1). На неравен-
ства (3) вытекает, что если ряд (1) сходится, и значит, последовательность {sn}
его частичных сумм ограничена, то ограниченной является и последовательность{
F (n+1) =

n+1∫
1

f(x) dx

}
, а так как эта последовательность монотонна, то она схо-

дится. Вместе с тем сходящимся оказывается и несобственный интеграл (2). Об-
ратно, если сходится интеграл (2), то сходится и последовательность {F (n+1)}, а
значит, эта последовательность является ограниченной, т.е. найдется такое число

M , что при всех n
n+1∫
1

f(x) dx ≤M . Но тогда, в силу (3) sn+1 ≤M + a1 при всех n,

откуда вытекает ограниченность последовательности {sn} частичных сумм ряда
(1), а следовательно, и сходимость этой последовательности к конечному пределу
в силу ее монотонности.

Случай расходимости ряда (1) и несобственного интеграла (2) исчерпывается
аналогичными рассуждениями, проведение которых представляется читателю в
качестве упражнения.

Рассмотрим некоторые примеры.

Обобщенным гармоническим рядом называется ряд вида
∞∑
n=1

1

nλ
. (4)

Легко видеть, что этот ряд расходится при λ ≤ 0. Для исследования сходи-
мости ряда (4) при λ > 0 применим к нему интегральный признак Коши, полагая

f(x) =
1

xλ
.

Ясно, что эта функция, как и ряд (4), при λ > 0 удовлетворят условиям теоремы

2. При λ ≤ 1, как мы видели в § 10 гл. VIII, несобственный интеграл
∞∫

1

dx

xλ
расхо-

дится, а при λ > 1 он сходится. Отсюда вытекает, что ряд (4) сходится при λ > 1
и расходится при λ ≤ 1. В частности, при λ = 1 получаем новое доказательство
расходимости гармонического ряда

∞∑
n=1

1

n
. (5)
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Рассмотрим другой пример ряда
∞∑
n=1

1

(n+ 1) ln(n+ 1)
=

∞∑
n=2

1

n lnn
.

Взяв в качестве f(x) функцию f(x) =
1

x ln x
, найдем:

x∫
2

dt

t ln t
= ln(ln t)

∣∣∣∣x
2

= ln lnx− ln ln 2.

Ясно, что
x∫

2

dt

t ln t
→ ∞ при x→ ∞. Отсюда следует, что ряд

∞∑
n=2

1

n lnn

расходится.

Приведем некоторые достаточные признаки сходимости (расходимости) поло-
жительных рядов, основанные на сравнении этих рядов с другими, относительно
которых нам известна их сходимость (расходимость).

Теорема 3. Пусть
∞∑
n=1

an (6)

и ∞∑
n=1

bn (7)

— положительные ряды и при всех n имеет место неравенство

an ≤ bn (8)

Тогда из сходимости ряда (7) вытекает сходимость ряда (6) (и из расходимости
ряда (6) следует расходимость ряда (7)).

Доказательство. Обозначим через s(a)
n и s(b)

n частичные суммы рядов (6) и
(7). В силу (8),

s(a)
n ≤ s(b)

n . (9)

Из этого неравенства в случае сходимости ряда (7) и, следовательно, ограничен-
ности последовательности частичных сумм этого ряда, вытекает ограниченность
последовательности частичных сумм ряда (6), т.е. сходимость ряда (6). (В случае
расходимости ряда (1) из (9) вытекает расходимость ряда (7).)

Замечание 1. Так как умножение ряда на неравное нулю число не нарушает
сходимости (расходимости) ряда, то в теореме 3 неравенство (8) можно заменить
неравенством

an ≤ αbn, (10)
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где α — некоторое положительное число. При этом достаточно предполагать, что
это неравенство выполняется начиная с некоторого номера n0.

Теорема 4. Пусть существует конечный предел

lim
an
bn

= L �= 0.

Тогда оба ряда (6) и (7) или сходятся, или расходятся.

Доказательство. Возьмем ε =
L

2
. Найдется номер N , такой, что при n ≥ N∣∣∣∣anbn − L

∣∣∣∣ < L

2
,

т.е.
L

2
<
an
bn

<
3L

2
.

Отсюда
L

2
bn < an <

3L

2
bn.

Если теперь предположить, что ряд (6) сходится, то в силу замечания 1 к
теореме 3, ряд (7) также будет сходится, а если сходится ряд (7), то, в силу того
же замечания, будет сходиться и ряд (6).

Замечание 2. Если число L = 0, то, как легко проверить, из сходимости
ряда (7) вытекает сходимость ряда (6). Наконец, при L = ∞ расходимость ряда
(6) влечет за собой расходимость ряда (7).

В качестве простого примера приложения этого признака возьмем в роли
ряда (7) геометрическую прогрессию

∞∑
n=1

qn (q > 0).

Как известно, этот ряд сходится при q < 1 и расходится при q ≥ 1. Тогда, если
начиная с некоторого номера

an ≤ qn или n
√
an ≤ q,

то при q < 1 ряд (6) сходится. Если же существуют сколь угодно большие номера
nk, для которых выполняется неравенство

nk
√
ank

≥ 1,

то ряд (6) оказывается расходящимся.

Итак, мы установили следующий признак.

Признак Коши. Если начиная с некоторого номера имеет неравенство

n
√
an ≤ q,
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где q < 1, то ряд (6) сходится. Если же существуют сколь угодно большие
номера nk, для которых выполняется неравенство

nk
√
ank

≥ 1

то этот ряд расходится.

Часто признак Коши удобно применять в так называемой предельной форме:
если существует предел

lim n
√
an = q,

то ряд (1) сходится при q < 1 и расходятся при q > 1.

В случае q = 1 ничего определенного сказать нельзя. Действительно, в первом
случае для любого q1, такого, что q < q1 < 1, найдется номер, начиная с которого
n
√
an ≤ q1, а во втором случае начиная с некоторого номера будет выполнять-

ся неравенство n
√
an ≥ 1, т.е. окажутся налицо условия только что доказанного

признака Коши.

Примеры.

2. Ряд
∞∑
n=1

n2

2n
сходится, так как для него

lim n
√
an = lim

n

√
n2

2n
=

lim
n
√
n2

2
=

1

2
.

Часто бывает удобным следующий признак, выраженный в виде неравенства
между отношениями последовательных членов сравниваемых рядов.

Теорема 5. Если, начиная о некоторого номера выполняются неравенства

bn+1

bn
≥ an+1

an

(
или

bn+1

bn
− an+1

an
≥ 0

)
, (11)

то из сходимости ряда (7) вытекает сходимость ряда (6), а из расходимости
ряда (6) следует расходимость ряда (7).

Действительно, считая неравенства (11) выполненными начиная с номера n =
1 и перемножив первые n− 1 из них почленно, получим неравенство

bn ≥ b1
a1
an = αan

(
α =

b1
a1

)
,

откуда следует, справедливость утверждения, поскольку выполняются условия за-
мечания к теореме 3. В частности, если один из рядов является геометрической
прогрессией со знаменателем q, то можно сформулировать следующий признак.

Признак Даламбера. Если для ряда (6) найдется такое число q < 1, что
начиная с некоторого номера

an+1

an
≤ q,

то ряд (6) сходится. Если же начиная с некоторого номера имеет место нера-
венство

an+1

an
≥ 1,
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то ряд (6) расходится.

Как и признак Коши, признак Даламбера допускает формулировку в следу-
ющей предельной форме: если существует предел

lim
an+1

an
= q,

то при q < 1 ряд сходится, а при q > 1 расходится.
В случае q = 1, как и для признака Коши, вопрос о сходимости ряда остается

нерешенным, так как легко привести примеры как сходящихся, так и расходящих-
ся рядов, для которых этот предел равен 1. Так, для обобщенных гармонических

рядов с an =
1

nλ
отношение

an+1

an
=

(
n

n+ 1

)λ
=

1(
1 +

1

n

)λ → 1

независимо от значения λ, хотя при λ > 1 ряд сходится, а при λ ≤ 1 расходится.

Замечание 3. Несмотря на то, что признаки Коши и Даламбера получены
на основании сравнения интересующего нас ряда с геометрической прогрессией,
признак Даламбера несколько слабее, чем признак Коши. Можно доказать, что
каждый раз, когда применение признака Даламбера позволяет решать вопрос о
сходимости (расходимости) ряда, признак Коши приводит к тому же результату.
Однако можно привести примеры рядов, к которым признак Даламбера неприме-
ним, тогда как по признаку Коши возможно выяснение их сходимости (расходи-
мости). В самом деле, пусть α и β таковы, что

0 < α < 1, β > 1, и αβ = q < 1

(например, α =
1

3
, β = 2).

Рассмотрим ряд

α2 + α2β2 + α4β2 + α4β4 + . . .+ α2kβ2k−2 + α2kβ2k + α2k+2β2k + . . . .

Легко видеть, что при любом n для членов an этого ряда выполнено неравенство

an ≤ αnβn = qn, т.е. n
√
an ≤ q,

откуда следует, что рассматриваемый ряд сходится в соответствии с признаком
Коши. Однако отношение

an+1

an
=

⎧⎨⎩α
2 < 1 при n четном,

β2 > 1 при n нечетном,

что означает неприменимость признака Даламбера.

Сравнение рассматриваемого ряда (3) с гармоническим рядом позволяет по-
лучить следующий признак.
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Признак Раабе. Если для ряда (6) начиная с некоторого номера выполнено
неравенство

n

(
an
an+1

− 1

)
≥ λ, (12)

где λ < 1, то ряд (6) сходится. Если же начиная с некоторого номера имеют
место неравенства

n

(
an
an+1

− 1

)
≤ 1, (13)

то ряд (6) расходится.

Действительно, пусть выполняется неравенство (12). Возьмем произвольное
число λ1 таким образом, чтобы 1 < λ1 < λ, и покажем, что начиная с некоторого

номера для ряда (6) и ряда (7) с членами bn =
1

nλ1
выполнено неравенство (11),

переписанное в форме

an
an+1

≥ bn
bn+1

=
1

nλ1
:

1

(n+ 1)λ1
. (14)

Так как, по формуле Тейлора,

1

nλ1
:

1

(n+ 1)λ1
=

(
1 +

1

n

)λ1

= 1 +
λ1

n
o

(
1

n

)
,

, то разность (
1 +

λ

n

)
−
(

1 +
λ1

n
+ o

(
1

n

))
=
λ− λ1

n
+ o

(
1

n

)
начиная с некоторого номера n0 становятся положительной, т.е. начиная с номера
n0 выполняется неравенство

1 +
λ

n
≥ 1 +

λ1

n
+ 0

(
1

n

)
=

1

nλ1
:

1

(n+ 1)λ1
. (15)

С другой стороны, из неравенства (12) следует, что

an
an+1

≥ 1 +
λ

n
.

Сопоставляя это неравенство с неравенством (15), получки неравенство (14):

an
an+1

≥ 1

nλ1
:

1

(n+ 1)λ1
,

из которого, в силу сходимости ряда
∞∑
n=1

1

nλ1
, следует сходимость ряда (6).

При выполнении неравенства (13), которое можно переписать в форме

an
an+1

≤ n + 1

n
=

1

n
:

1

n + 1
,
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получаем, что выполнены условия расходимости ряда (6) из теоремы 5, так как

ряд с членами bn =
1

n
расходится.

Признак Раабе допускает следующую предельную форму.

Если для ряда (1) существует предел

lim n

(
an
an+1

− 1

)
= γ,

то при γ > 1 ряд (6) сходится, а при γ < 1 расходится. Случай γ = 1 остается
неопределенным.

Доказательство предельной формы признака Раабе аналогично доказатель-
ству признака Даламбера и поэтому предоставляется читателю в качестве упраж-
нения.

Замечание 4. Легко видеть, что если с помощью признака Даламбера, напри-
мер, в предельной форме, решается вопрос о сходимости ряда, т.е. если lim

an+1

an
�=

1, то признак Раабе также применим для решения этого вопроса. Однако может

случиться, что lim
an+1

an
= 1, в то время как lim n

(
an
an+1

− 1

)
�= 1, и тогда по

признаку Раабе можно узнать, сходится или нет ряд
∞∑
n=1

an, в то время как по

признаку Даламбера этого нельзя сделать. В этом смысле признак Раабе сильнее
признака Даламбера.

Примеры.

3. Для решения вопроса о сходимости ряда
∞∑
n=1

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n признак

Даламбера неприменим, поскольку lim
an+1

an
= lim

2n+ 1

2n
= 1, в время как, со-

гласно признаку Раабе, ряд расходится, так как lim n

(
an
an+1

− 1

)
=

1

2
.

Следующая теорема может служить источником для получения различных
признаков сходимости. Выбирая в этой теореме по-разному последовательность
{cn}, будем получать различные достаточные условия сходимости положительного
ряда.

Теорема 6 (Куммера). Пусть для ряда (6) существует такая последова-

тельность {cn} положительных чисел, что ряд
∞∑
n=1

1

cn
расходится, и числа

kn = cn
an
an+1

− cn+1

имеют один и тот же знак. Если, кроме того, kn ≥ δ > 0, то ряд (6) сходится,
если же kn ≤ 0, то ряд (6) расходится.

Доказательство. Пусть kn ≥ δ > 0 или

cnan − cn+1an+1 ≥ δan+1.
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Положив в этом неравенстве n = 1, 2, . . . , m, получим систему неравенств:

c1a1 − c2a2 ≥ δa2,

c2a2 − c3a3 ≥ δa3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cmam − cm+1am+1 ≥ δa2,

из которой вытекает неравенство

δ(a2 + . . .+ am+1) ≤ c1a1 − cm+1am+1 < c1a1.

Отсюда
sm+1 = a1 + . . .+ am+1 ≤

c1
δ
a1 + a1.

Таким образом, последовательность частичных сумм ряда (6) оказывается огра-
ниченной, значит, ряд (6) сходится.

Пусть теперь
kn = cn

an
an+1

− cn+1 ≤ 0

или
an+1

an
≥ 1

cn+1

:
1

cn
.

В этом случае, в силу предположенной расходимости ряда
∞∑
n=1

1

cn
и теоремы 5, ряд

(6) расходится. Заметим, что при cn = n теорема Куммера переходит в признак
Раабе.

В качестве примера использования теоремы Куммера докажем обладающий
для практических приложений широкими возможностями следующий признак.

Признак Гаусса. Если для членов ряди (6) начиная с некоторого номера
имеет место представление

an
an+1

= ρ+
λ

n
+
θn
n2
, (16)

где θn — ограниченная величина, то при ρ > 1 ряд (6) сходится, а при ρ <
1 расходится. Если же ρ = 1, то при λ > 1 ряд (6) сходятся, а при λ ≤ 1
расходится.

Действительно, в случае ρ �= 1 имеют место условия признака Даламбера,
а при ρ = 1, λ �= 1 — условия признака Раабе. Если ρ = λ = 1 и |θn| ≤ L, то,

полагая в признаке Куммера cn = n lnn

(
как было установлено, ряд

∞∑
n=1

1

n lnn

расходится
)
, найдем, используя представление (16):

kn = n lnn
an
an+1

− (n+ 1) ln(n+ 1) =
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= n lnn

(
1 +

1

n
+
θn
n2

)
− (n+ 1)

[
lnn + ln

(
1 +

1

n

)]
=

=
θn lnn

n
− ln

[(
1 +

1

n

)n+1]
.

Так как θn ограничено, величина
θn lnn

n
→ 0 при n→ ∞, откуда следует, что kn →

−1, т.е. kn ≤ 0 начиная с некоторого номера n0. Таким образом, в рассматриваемом
случае ряд (6) расходится.

Введем понятие сравнения скоростей сходимости числовых рядов.

Пусть
∞∑
n=1

an (17)

и ∞∑
n=1

bn (18)

— два сходящихся положительных ряда. Обозначим через R(a)
n и R(b)

n соответствен-
но суммы n-х остатков этих рядов. Как было отмечено (см. § 1 настоящей главы),
каждая из последовательностей {R(a)

n } и {R(b)
n } сходится к нулю. Условимся гово-

рить, что ряд (17) сходится о большей скоростью, чем ряд (18), если

lim
R

(a)
n

R
(b)
n

= 0,

а относительно ряда (18) будем говорить, что он сходится с меньшей скоростью,
чем ряд (17). Можно показать, что признаки сходимости положительных рядов,
основанные на сравнении их с более медленно сходящимися рядами, оказывают-
ся более сильными, чем признаки, получающиеся на основании сравнения тех же
рядов с более быстро сходящимися рядами. В частности, можно проверить, что

обобщенный гармонический ряд
∞∑
n=1

1

n1+σ
(σ > 0) сходится медленнее геометриче-

ской прогрессии со знаменателем, меньшим 1, и поэтому признак Раабе оказался
более сильным, чем признак Даламбера.

Следует иметь в виду, что для каждого сходящегося ряда можно построить
более медленно сходящийся ряд. В самом деле, пусть ряд (17) сходится и {R(a)

n }
— последовательность сумм остатков этого ряда. 0дновременно с

{
R

(a)
n

}
сходится

к нулю последовательность
{√

R
(a)
n

}
, при этом

R
(a)
n√
R

(a)
n

=

√
R

(a)
n → 0.

Ряд (√
R

(a)
1 −
√
R

(a)
2

)
+
(√

R
(a)
2 −
√
R

(a)
3

)
+ . . .+

(√
R

(a)
n −
√
R

(a)
n+1

)
+ . . .
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имеет в качестве значений сумм остатков члены последовательности
{√

R
(a)
n

}
и

потому сходятся медленнее, чем ряд (17). Из этого факта вытекает, что для каждо-
го признака сходимости положительных рядов, основанного на сравнении, всегда
можно построить более сильный признак, т.е. что не существует универсального
признака сходимости положительных рядов, полученного на основании сравнения
их с другими рядами.

Все сказанное о положительных рядах относится и к отрицательным рядам,
т.е. рядам, все члены которых начиная о некоторого номера отрицательны, так как
для перехода от отрицательных рядов к положительным достаточно умножить
отрицательный ряд на число (−1).

В дальнейшем, говоря о рядах с произвольными членами, будем предпола-
гать, что в рассматриваемых рядах имеется бесконечно много как положи тель-
ных, так и отрицательных членов.

§ 3. Знакочередующиеся ряды, признак Лейбница

Знакочередующимся называется ряд вида

c1 − c2 + c3 − c4 + . . .+ (−1)n−1cn + . . . , (1)

в котором все числа cn одного знака, например cn > 0. К знакочередующимся
относятся также ряды, чередование знаков членов в которых начинается с неко-
торого номера. Для таких рядов имеет место следующий (достаточный) признак
их сходимости.

Признак Лейбница. Если последовательность {cn}, не возрастая, сходится
к нулю, то знакочередующийся ряд (1) сходится.

Доказательство. Установим вначале сходимость последовательности {s2n}
четных частичных сумм ряда (1). Имеем:

s2n = c1 − c2 + c3 − c4 + . . . c2n−1 − c2n.

Переписав это выражение в форме

s2n = (c1 − c2) + (c3 − c4) + . . .+ (c2n−1 − c2n), (2)

видим, что последовательность s2n неубывающая, так как

s2(n+1) = s2n + (c2n+1 − c2n+2) ≥ s2n.

С другой стороны, представление

s2n = c1 − (c2 − c3) − . . .− (c2n−2 − c2n−1) − c2n

показывает, что
s2n ≤ c1. (3)
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Таким образом, последовательность {s2n} является монотонно неубывающей и
ограниченной сверху, а значит, сходящейся к конечному пределу. Положим s =
lim s2n. Так как, далее, s2n+1 = s2n + c2n+1 и и, по условию, cn → 0, очевидно, что
последовательность {s2n+1} нечетных сумм ряда (1) также имеет предел, равный
s. Но тогда легко проверить, что число s — предел всей последовательности {sn}.

Замечание. Из неравенства (3) вытекает, что s ≤ c1. Так как каждый остаток
знакочередующегося ряда, в свою очередь, является знакочередующимся рядом,
то для его суммы Rn оказывается справедливой оценка

|Rn| ≤ |cn+1|. (4)

Примеры.

1. Ряд
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
удовлетворяет условиям теоремы Лейбница и, следова-

тельно, сходится.

2. Ряд
∞∑
n=1

(−1)n−1 n

n2 + 10
является знакочередующимся, и его общий член

cn =
n

n2 + 10
стремится к нулю при n→ ∞. Покажем, что cn начиная с некоторого

номера монотонно убывает. Рассмотрим функцию f(x) =
x

x2 + 10
. Эта функция

дифференцируема на [1,∞) и f ′(x) =
10 − x2

(x2 + 10)2
. Следовательно, f(x) при x >

√
10

монотонно убываем, т.е. начиная с n = 4 cn = f(n) > f(n + 1) = cn+1. Таким
образом, для рассматриваемого ряда выполняются вое условия теоремы Лейбница,
и ряд сходится

§ 4. Абсолютно сходящиеся ряды. Свойства
абсолютно сходящихся рядов

Рассмотрим ряд
∞∑
n=1

an (1)

в котором бесконечно много как положительных, так и отрицательных членов.
Если положительный ряд

∞∑
n=1

|an| (2)

сходится, то ряд (1) называется абсолютно сходящимся.

Теорема 1. Абсолютно сходящийся ряд сходится.

Допустим, что ряд (2) сходится, и покажем, что сходится ряд (1). Для про-
извольного числа ε > 0, в силу необходимости критерия Коши, найдется такой
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номер N = N(ε), что при всех n ≥ N , p > 0, будет выполняться неравенство

|an+1| + |an+2| + . . .+ |an+p| < ε.

Но тогда и для всех отрезков ряда (1) начиная о номера N будем иметь

|an+1 + an+2 + . . .+ an+p| < |an+1| + |an+2| + . . .+ |an+p| < ε,

что, в силу достаточности критерия Коши, означает сходимость ряда (1).

Сходящиеся ряды, для которых соответствующие ряды (2), составленные из
абсолютных величин членов данного ряда, не сходятся, называются неабсолютно,
или условно, сходящимися рядами. Примером такого ряда является

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
.

Этот ряд, как показано в § 3 данной главы, сходится, а ряд, составленный из
модулей членов этого ряда, т.е. ряд

∞∑
n=1

1

n

как известно, расходится.

Поскольку проверка абоояк:гной сходимости ряда сводится к проверке сходи-
мости положительного ряда (2), ранее сформулированные признаки сходимости
положительных рядов могут быть использованы в качестве признакоз абсолют-
ной сходимости рядов. Например, соответственно признаку Коши имеется признак
Коши абсолютной сходимости ряда. Он состоит в следующем.

Если начиная с некоторого номера имеет место неравенство n
√

|an| ≤ q, где
q < 1, то ряд (1) сходится абсолютно.

Аналогично, могут быть сформулированы другие признаки абсолютной схо-
димости числового ряда.

Установим переместительное свойство абсолютно сходящихся рядов. Будем

говорить, что ряд
∞∑
k=1

αk получен перестановкой членов из ряда
∑∞

k=1 ak, если каж-

дый член αk первого ряда совпадает с одним и только одним членом ank
второго

ряда и каждый член второго ряда an совпадает с одним и только одним членом
αkn первого ряда.

Если ряд
∞∑
k=1

αk получен перестановкой членов ряда
∞∑
n=1

an, то, в свою оче-

редь, ряд
∞∑
n=1

an можно рассматривать как полученный перестановкой членов ряда∑∞
k=1 αk.

Теорема 2. Если ряд (1)
∞∑
n=1

an
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абсолютно сходится, то абсолютно сходится и имеет ту же сумму каждый
ряд, полученный ив ряда (1) произвольной перестановкой членов.

Для доказательства заметим вначале, что перестановка членов положитель-
ного ряда (2) не нарушает его сходимости и не отражается на значении его суммы.
В самом деле, пусть все an > 0 и ряд

∞∑
n=1

αn (3)

получен из ряда (1) произвольной перестановкой членов. Положим

s(a)
n = a1 + a2 + . . .+ an, s(a) = lim s(a)

n ,

s(α)
n = α1 + α2 + . . .+ αn, s(α) = lim s(α)

n .

Для каждой фиксированной частичной суммы s
(a)
m начиная с некоторого номера

N(m) все частичные суммы s
(α)
n будут одержать члены α1, . . . , αm, вошедшие в

s
(α)
m . Поэтому при достаточно большом номере n, будет выполняться неравенство

s(α)
m ≤ s(a)

n ≤ s(a),

из которого следует, что ряд
∞∑
n=1

αn сходится к s(α) ≤ s(a). Поменяв роли s
(α)
m и

s
(a)
n в только что проверенных рассуждениях, можно записать: s(a) ≤ s(α), откуда
следует равенство

s(a) = s(α)

Пусть теперь
∞∑
n=1

an — произвольный абсолютно сходящийся ряд и ряд

∞∑
n=1

bn (4)

получен из ряда (1) произвольной перестановкой членов. Этот ряд сходится абсо-
лютно, так как ряд

∞∑
n=1

|bn|

может считаться полученным из ряда
∞∑
n=1

|an| некоторой перестановкой членов

и поэтому, в соответствии с только что доказанным, сходится. Обозначим m-ю
частичную сумму ряда (4) через s(b)

m и покажем, что

lim s(b)
m = lim s(a)

n = s.

Для этого установим, что для произвольного положительного числа ε > 0 найдет-
ся такой номер N = N(ε), что при всех n,m ≥ N выполняется неравенство

|s(a)
n − s(b)

m | < ε.
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В самом деле, по заданному числу ε > 0 найдем сначала номер N1, такой, что при
n ≥ N1 и для любого p > 0 выполняется неравенство

|an+1| + |an+2| + . . .+ |an+p| < ε.

Обозначим, далее, через N2 номер, начиная с которого все члены a1, a2, . . . , aN
войдут в выражение s(b)

m , и положим N = max (N1, N2). Тогда для всех n,m ≥ N в
разности s(a)

n −s(b)
m будут содержаться только члены ряда (1) о номерами, большими

N1, а это означает, что

|s(a)
n − s(b)

m | ≤ |an+1| + |an+2| + . . .+ |an+p| < ε.

Теорема доказана.

Отметим, что в случае неабсолютно сходящихся рядов переместительное свой-
ство не имеет места. Далее будет показано, что в результате перестановки членов
неабсолютно сходящегося ряда может измениться его сумма и даже получиться
расходящийся ряд.

Из членов ряда (1) можно построить различными способами бесконечно мно-
го новых рядов, беря каждый член ряда (1) не более одного раза. Пусть ряды

∞∑
k=1

aik (i = 1, 2, . . .) (5)

построены таким образом. Тогда справедлива следующая лемма.

Лемма. Если ряд (1) сходится абсолютно, то каждый из рядов (5) также
является абсолютно сходящимся.

В самом деле, каждая частичная сумма τ (p)
i ряда

∞∑
n=1

|aik | не превосходит такой

частичной суммы ряда (3), которая содержит все члены, вошедшие в выражение
τ

(p)
i . Поэтому для последовательности {τ (p)

i } выполняется неравенство τ (p)
i ≤ s(|a|),

из которого вытекает сходимость ряда (5).

Допустим теперь, что члены абсолютно сходящегося ряда (1) распределены
между рядами (5) таким образом, что каждый член ряда (1) входит только в один
из рядов (5) (не более одного раза). Рассмотрим ряд

∞∑
k=1

a1k
+

∞∑
k=1

a2k
+ . . .+

∞∑
k=1

aνk
+ . . . , (6)

в котором члены будем трактовать как ряды и одновременно — как суммы этих
рядов.

Теорема 3. Ряд (6) сходится абсолютно, и его сумма равна сумме ряда (1).

Действительно, каждая частичная сумма ряда

∞∑
k=1

|a1k
| +

∞∑
k=1

|a2k
| + . . .+

∞∑
k=1

|aνk
| + . . . (7)
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является рядом, который можно считать полученным из ряда (2) выбрасыванием
членов, не попавших в рассматриваемую частичную сумму, и перегруппировкой
оставшихся. членов. Поэтому каждая такая сумма не превосходит суммы s(|a|) ряда
(2). Таким образом, последовательность частичных сумм ряда (7) ограничена, а
значит, этот ряд сходится, т.е. абсолютно сходится ряд (6).

С другой стороны, в силу абсолютной сходимости ряда (1), для произвольного
числа ε > 0 найдется номер N = N(ε), начиная с которого для всех остатков R(|a|)

n

ряда (2)
R(|a|)
n <

ε

2
. (8)

Если теперь {σ(p)} — последовательность частичных сумм ряда (6), то начиная с
некоторого номера p0 все члены a1, a2, . . . , aN будут содержаться среди рядов —
членов (6), входящих в выражение σ(p), а это означает, что разности σ(p) − s

(a)
n

будут содержать только члены ряда (1) с номерами, большими N . Поэтому

|σ(p) − s(a)
n | < ε

2
.

Переходя в этом неравенстве к пределу при n→ ∞, получим:

|σ(p) − s(a)| ≤ ε

2
< ε.

В силу произвола ε отсюда вытекает, что lim σ(p) − s(a). Теорема доказана.

Замечание. Нетрудно проверить, что в результате сложения конечного чис-
ла абсолютно сходящихся рядов получается абсолютно сходящийся ряд. В связи с
этим обстоятельством и установленным переместительным и сочетательным свой-
ствами абсолютно сходящихся рядов, можно считать, что эти ряды весьма близки
к обычным конечным суммам. Рассматривая далее операция умножения рядов,
убедимся в этом еще более.

§ 5. Неабсолютно сходящиеся ряды. Теорема Римана

Пусть ряд
∞∑
n=1

an (1)

сходится неабсолютно.

Положим
αn =

|an| + an
2

, βn =
|an| − an

2
.

Ясно, что αn = an, если an > 0 и αn = 0 при an ≤ 0; аналогично βn = 0, если
an ≥ 0 и βn = −an, если an < 0. Введем в рассмотрение положительные ряды

∞∑
n=1

αn, (2)
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∞∑
n=1

βn. (3)

Лемма. Для неабсолютно сходящегося ряда (1) ряды (2) и (3) расходятся.

В самом деле, обозначив через s(α)
p и s

(β)
q частичные суммы рядов (2) и (3)

и сгруппировав слагаемые в выражении частичной суммы s
(a)
n ряда (1), можно

написать:
s(a)
n = s(α)

p − s(β)
q , (4)

и аналогично
s(|a|)
n = s(α)

p + s(β)
q , p+ q = n.

В этих равенствах при n → ∞ величина s(a)
n стремится к конечному пределу, а

s
(|a|)
n → ∞. Ясно, что при n → ∞ имеем p → ∞ и q → ∞. Если бы какая-нибудь
из частичных сумм s

(α)
p или s(β)

q при этом стремилась к конечному пределу, то, в
силу равенства (4), другая частичная сумма также имела бы конечный предел,
а следовательно, последовательность частичных сумм s

(|a|)
n = s

(α)
p + s

(β)
q была бы

сходящейся, что невозможно.

Теорема 1 (Римана). Если ряд (1) сходится неабсолютно, то, каково бы ни
было число L (конечное или ±∞), существует такая перестановка членов этого
ряда, в результате которой получается ряд, имеющий суммой L.

Докажем это утверждение для конечного значения L, оставляя другие случай
в качестве упражнения читателю. Так как ряд (2) расходится, то последователь-
ность его частичных сумм неограниченно возрастает. Возьмем частичную сумму
s
(α)
p этого ряда с наименьшим номером p0, для которой выполнено неравенство
s
(α)
p0 > L или α1 +α2 + . . .+αp0 > L. Согласно выбору p0, при p0 > 1 должно иметь
место такое неравенство

α1 + α2 + . . .+ αp0−1 ≤ L.

Полученную сумму s(α)
p0 возьмем в качестве первого члена вспомогательного ряда.

Для построения второго члена этого ряда из первого члена будем последовательно
вычитать члена ряда (3) до тех пор, пока не получим неравенство

(α1 + . . .+ αp0) − (β1 + . . .+ βq0) ≤ L, (5)

где через q0 обозначен такой номер, что одновременно с неравенством (5) выпол-
няется неравенство

(α1 + . . .+ αp0) − (β1 + . . .+ βq0−1) > L.

Величину −(β1 + β2 + . . . + βq0) примем за второй член конструируемого вспомо-
гательного ряда. На следующем шаге будем последовательно прибавлять члены
ряда (2) начиная с αp0+1 до тех нор, пока не получил неравенство

(α1 + . . .+ αp0) − (β1 + . . .+ βq0−1) + (αp0+1 + . . .+ αp1) > L.
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Сумма добавляемых на этом шаге членов ряда (2) даст нам третий член вспомо-
гательного ряда. После построения этого члена будем вычитать последовательно
члены ряда (3) начиная с βq0+1 до тех пор, пока не придем к неравенству

(α1 + . . .+ αp0) − (β1 + . . .+ βq0−1) + (αp0+1 + . . .+ αp1) − (βq0+1 + . . .+ βq1) ≤ L,

и так далее.

В результате получим вспомогательный ряд вида

(α1 + . . .+ αp0) − (β1 + . . .+ βq0−1) + . . .+

+(αpk−1+1 + . . .+ αpk
) − (βqk−1+1 + . . .+ βqk) + . . . ,

(6)

члены которого выражены через последовательные отрезки рядов (2) и (3).

По построению ряда (6), каждая его частичная сумма отличается от числа L
не более чем на величину последнего слагаемого в выражении последнего члена
этой частичной суммы, т.е. на αp или βq. А так как αp, βq → 0 (ряд (1) сходится
по условию), то ясно, что последовательность частичных сумм ряда (6) сходится
к числу L. Рассмотрим теперь ряд, полученный из (6) отбрасыванием скобок, т.е.
ряд

α1 + . . .+αp0−β1− . . .−βq0−1+ . . .+αpk−1+1+ . . .+αpk
−βqk−1+1− . . .−βqk + . . . . (7)

Каждая частичная сумма этого ряда, как легко видеть, содержится между неко-
торыми двумя последовательными частичными суммами ряда (6), и поэтому по-
следовательность частичных сумм ряда (7) также сходится к числу L.

Теорема доказана.

В заключение параграфа приведем два признака сходимости рядов вида
∞∑
n=1

βnan. (8)

Признак Абеля. Если ряд
∞∑
n=1

an сходится и {βn} — монотонная ограничен-

ная последовательность, то ряд
∞∑
n=1

βnan также сходится.

Доказательство. Пусть {βn} — монотонно убывающая неотрицательная по-

следовательность. Так как ряд
∞∑
n=1

an сходится, то, в силу необходимости критерия

Коши, для заданного числа ε > 0 найдется номер N , такой, что при n ≥ N и p > 0
выполняется неравенство ∣∣∣∣ n+p∑

k=n1

ak

∣∣∣∣ < ε

β1
. (9)

Положим MN = sup
m>n≥N

∣∣∣∣ m∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣. Тогда из (9) следует, что MN ≤ ε

β1

.
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По лемме Абеля (он. § 7 гл. VIII),

βn+1 min
1≤i≤p

n+i∑
k=n+1

ak ≤
n+p∑

k=n+1

βkak ≤ βn+1 max
1≤i≤p

n+i∑
k=n+1

ak.

При n ≥ N и p > 0

−β1MN ≤
n+p∑

k=n+1

βkak ≤ β1MN ,

т.е. при n ≥ N и p > 0 ∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

βkak

∣∣∣∣ ≤ β1MN < ε.

Но тогда, в силу достаточности критерия Коши, ряд
∞∑
n=1

βnan сходится.

Пусть теперь {βn} — произвольная монотонно возрастающая ограниченная
последовательность и β = sup

n
βn. Тогда последовательность {β − βn} монотонна

убывает и неотрицательна, и, по только что доказанному, ряд
∞∑
n=1

(β − βn)an (10)

сходится. Так как ряд
∞∑
n=1

βan (11)

также сходится, то сходится и ряд
∞∑
n=1

βnan, равный разности двух сходящихся

рядов.

Наконец, если {βn} — произвольная монотонно убывающая ограниченная по-
следовательность, то последовательность {−βn} монотонно возрастает и ограни-

чена, следовательно, ряд
∞∑
n=1

(−βn)an сходится, а значит, сходится и ряд
∞∑
n=1

βnan.

Признак Дирихле. Если частичные суммы ряда
∞∑
n=1

an ограничены, а по-

следовательность {βn} монотонно сходится к нулю, то ряд
∞∑
n=1

βnan сходится.

Доказательство. Предположим, что {βn} — монотонно убывающая после-

довательность. Если
∣∣∣∣ n∑
k=1

ak

∣∣∣∣ ≤ M и, следовательно,
∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣ ≤ 2M , то, снова

используя лемму Абеля, получим:∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

βkak

∣∣∣∣ ≤ βn+1 2M.
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Так как βn → 0, то для любого числа ε > 0 найдется номер N , такой, что при
n ≥ N будет βn <

ε

2M
, откуда

∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

βkak

∣∣∣∣ < ε.

Следовательно, согласно критерию Коши, ряд
∞∑
n=1

βnan сходится.

Случай монотонно возрастающей последовательности {βn} сводится к уже
рассмотренному переходом к последовательности {−βn}.

Заметим, что признак Лейбница для ряда
∞∑
n=1

(−10n−1cn, cn > 0, является

частным случаем признака Дирихле, если положить βn = cn и an = (−1)n−1.

Примеры.

1. Покажем, что ряд
∞∑
n=1

sin nα

n
, 0 ≤ α ≤ π

2
, сходится. Случай α = 0 три-

виален. Допустим, что 0 < α ≤ π

2
. Если положить an = sinnα и βn =

1

n
, то

достаточно доказать, что частичные суммы ряда
∞∑
n=1

sin nα ограничены, так как

тогда сходимость ряда
∞∑
n=1

sin nα

n
следует из признака Дирихле.

Итак, пусть σn = sinα+sin 2α+. . .+sin nα. Умножив обе части этого равенства

на sin
α

2
и используя формулу sin u · sin v =

1

2
[cos(u− v)− cos(u+ v0], найдем, что

σn sin
α

2
=

1

2

[
cos

α

2
− cos

(2n+ 1)α

2

]
.

Отсюда

|σn| =
1

2

∣∣∣∣ cos
α

2
− cos

(2n+ 1)α

2

∣∣∣∣
sin

α

2

≤ 1

sin
α

2

.

Таким образом, частичные суммы ряда
∞∑
n=1

sinnα ограничены, следовательно, ряд

∞∑
n=1

sin nα

n
сходится.
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§ 6. Умножение рядов

Пусть даны два ряда
∞∑
k=1

ak, (1)

∞∑
l=1

bl. (2)

Рассмотрим всевозможные произведения akbl членов ряда (1) на члены ряда (2).
Множество {akbl} таких произведений является счетным и поэтому может быть
бесконечный числом способов записано в вида последовательности {aknbln}. Соот-
ветственно каждой такой последовательности введем в рассмотрение ряд

∞∑
n=1

aknbln . (3)

Каждый такой ряд называется произведением рядов (1) и (2). В общем случае,
даже при сходимости обоих рядов (1) и (2), некоторые из этих произведений могут
оказаться сходящимися рядами, а некоторые — расходящимися.

Теорема (Коши). Если каждый из рядов (1) и (2) является абсолютно схо-
дящимся, то все произведения этих рядов также сходятся абсолютно и имеют
в качестве суммы произведение сумм рядов (1) и (2).

Для доказательства заметим, что все произведения (3) рядов (1) и (2) раз-
личаются между собой только порядком расположения членов. Поэтому если мы
докажем абсолютную сходимость одного из произведений, отвечающего некоторо-
му специально подобранному порядку расположении членов, то тем самым будет
доказана абсолютная сходимость всех произведений (3). Рассмотрим для этого
произведение рядов, в котором члены располагаются в порядке возрастания сум-
мы их индексов, а для группы членов, имеющих одинаковую сумму индексов, —
в порядке возрастания индекса у членов ряда (1), т.е. ряд вида

a1b1 + a1b2 + a2b1 + a1b3 + a2b2 + a3b1 + . . .+ a1bn + a2bn1 + . . .+ anb1 + . . . . (4)

Для доказательства абсолютной сходимости ряда (4) достаточно показать,
что частичные суммы ряда

|a1b1| + |a1b2| + |a2b1| + . . .+ |a1bn| + |a2bn−1| + . . .+ |anb1| + . . . (5)

ограничены. Пусть sm — частичная сумма этого ряда:

sm = |a1b1| + |a1b2| + |a2b1| + . . .+ |a1bn| + |a2bn−1| + . . .+ |apbq|.

Если N — наибольший из номеров k и l членов рядов (1) и (2), входящих в сумму
sm, то ясно, что

sm ≤ (||a1| + |a2| + . . .+ |aN |)(|b1| + |b2| + . . .+ |bN |),
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откуда
sm ≤ s(|a|)s(|b|)

при любом m, т.е. последовательность {sm} ограничена.

Для нахождения суммы ряда (3) заметим, что подпоследояательность ча-
стичных сумм ряда (3)

a1b1 = s
(a)
1 s

(b)
1 ,

a1b1 + (a1b2 + a2b1) + a2b2 = s
(a)
2 s

(b)
2 ,

a1b1 + (a1b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b2 + a3b1) + (a2b3 + a3b2) + a3b3 = s
(a)
3 s

(b)
3 ,

a1b1 + (a1b2 + a2b1) + . . .+ (an−1bn + anbn−1) + anbn = s
(a)
n s

(b)
n ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

имеет пределом s(a)s(b). Но тогда и sm → s(a)s(b), и теорема доказана,

Замечание. В связи с рассмотренными в § 4 свойствами абсолютно сходящих-
ся рядов и свойством, связанным с их умножением, ясно, что абсолютно сходя-
щийся ряды в арифметических действиях ведут себя так же, как конечные суммы.

Произведете рядов — частный случай так называемых двойных рядов, т.е.
рядов вида

∞∑
k,l=1

akl (6)

с членами, зависящими от двух индексов, по которым ведется суммирование. На
такие ряды распространяется понятие их абсолютной сходимости.

Из ранее установленных фактов (см. § 4) вытекает, что в абсолютно сходя-
щемся двойном ряде допускается произвольная группировка членов и, в частно-
сти, представление

∞∑
k,l=1

akl =
∞∑
k=1

( ∞∑
l=1

akl

)
.

§ 7. Понятие о бесконечных произведениях

Пусть дана последовательность {cn}. Выражение вида

c1c2 · · · cn · · · =

∞∏
n=1

cn (1)

называется бесконечным произведением членов cn данной последовательности.
Произведение

pn = c1c2 · · · cn
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первых n членов произведения (1) называется частичным произведением этого
бесконечного произведения. Если последовательность {pn} сходится к конечному,
отличному от нуля пределу p, то бесконечное произведение (1) называемся сходя-
щимся, а число p — значением произведения. Этот факт обозначается равенством

p = lim pn =

∞∏
n=1

cn.

Из выражения cn =
pn
pn−1

вытекает, что в случае сходящегося произведения cn → 0.

Полагая cn = 1 + αn, перепишем бесконечное произведение в виде
∞∏
n=1

(1 + αn). (2)

В соответствии с только что сказанным, для сходимости произведения (2) необхо-
димо, чтобы lim αn = 0.

Бесконечное произведение
∞∏

k=n+1

ck (3)

называется остаточным произведением. Легко видеть, что в случае, когда все
ck �= 0, бесконечное произведете (1) и каждое остаточное произведение (8) схо-
дятся одновременно. Далее, в сходящемся произведении последовательность πk =

∞∏
n=k+1

cn значений остаточных произведений сходился к единице, так как

p = pnπn.

В связи с этим в дальнейшем будем предполагать, что все члены в представлении
(2) положительны. Тогда бесконечному произведению (2) можно соотнести ряд

∞∑
n=1

ln(1 + αn). (4)

Нетрудно проверить, что бесконечное произведение (2) и ряд (4) сходятся одно-
временно. Действительно, полагая

sn =

n∑
k=1

ln(1 + αk),

находим, что sn = ln pn или pn = esn, откуда, в силу непрерывности логарифми-
ческой и показательной функций, вытекает, что сумма s ряда (4) и значение p
бесконечного произведения (2) связаны равенством

s = ln p (p = es).

Бесконечное произведение (1) называется абсолютно сходящимся, если абсо-
лютно сходится ряд (4).
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Теорема. Для того, чтобы бесконечное произведение (1) абсолютно сходи-
лось, необходимо И достаточно, чтобы сходился ряд

∞∑
n=1

|αn|. (5)

Действительно, так как
ln(1 + αn)

αn
→ 1 при αn → 0, ряд

∞∑
n=1

| ln(1 + αn)|

сходятся (и расходится) одновременно с рядом (5).
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Глава XIV

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
И РЯДЫ

§ 1. Функциональные последовательности на числовом отрезке.
Поточечная и равномерная сходимости последовательностей

Пусть M[a, b] — совокупность всех вещественнозначных функций, определен-
ных на промежутке [a, b], и N — множество натуральных чисел. Каждое отобра-
жение f : N → M[a, b] назовем функциональной последовательностью, заданной
на [a, b]. Образы f(n) этого отображения обозначим через fn, а всю последова-
тельность — через {fn}. Каждый элемент fn этой последовательности является
отображением fn : [a, b] → R или вещественнозначной функцией fn(x), опреде-
ленной на [a, b].

Последовательность {fn} каждой точке x0 ∈ [a, b] относит числовую после-
довательность {fn(x0)}. Если эта последовательность {fn(x0)} сходятся, точку x0

называют точкой сходимости последовательности {fn(x)}, а о самой последова-
тельности говорят, что она сходится в точке x0. Совокупность всех точек сходи-
мости последовательности называемся областью ее сходимости. В дальнейшем
нас будут интересовать только такие последовательности, областью сходимости
которых является весь промежуток [a, b]. О сходящейся на промежутке [a, b] (т.е.
сходящейся в каждой точке этого промежутка) последовательности будем гово-
рить, что она поточечно сходится на промежутке [a, b].

Пусть последовательность {fn(x)} поточечно сходится на промежутке [a, b].
Тогда каждой точке x ∈ [a, b] можно отнести число y, являющееся пределом чис-
ловой последовательности {fn(x)}, т.е. y = lim

n
fn(x), и тем самым определить

на [a, b] функцию y = f(x), называемую предельной функцией данной последова-
тельности. Тот факт, что последовательность {fn(x)} поточечно сходится на [a, b]
к f(x) или имеет f(x) предельной функцией в смысле поточечной сходимости,
обозначим записью: fn(x) → f(x) или f(x) = lim fn(x).

Таким образом, функция f(x) является предельной функцией для последо-
вательности {fn(x)}, если для любого ε > 0 и каждого x ∈ [a, b] найдется такой
номер n0 = n0(ε, x), что для всех n ≥ n0 имеет место неравенство

|fn(x) − f(x)| < ε.
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Очевидно, что признак Коши сходимости для числовых последовательностей
последовательностей является в то же время признаком поточечной сходимости
функциональной последовательности: для того чтобы последовательность функ-
ций {fn(x)} поточечно сходилась на отрезке [a, b] к некоторой предельной функ-
ции, необходимо и достаточно, чтобы для любого ε > 0 и каждой точки x ∈ [a, b]
нашелся такой номер n0(ε, x), что при всех n,m ≥ n0(ε, x)

|fn(x) − fm(x)| < ε.

Примеры.

1. Последовательность fn(x) =
sin nx√

x
+

nx

n + 1
такова, что fn(x) → x для

любого x ∈ [−1, 1]. Следовательно,

lim
n

fn(x) = x, −1 ≤ x ≤ 1.

2. Пусть fn(x) = xn, 0 ≤ x ≤ 1. Очевидно, что

lim
n

fn(x) =

⎧⎨⎩0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1.

3. Если fn(x) = nx(1− x2)n, 0 ≤ x ≤ 1, то для x = 0, 1 fn(x) = 0 при всех n, а

значит, и lim fn(x) = 0. Если x �= 0, то, полагая 1−x2 =
1

q
, x �= 1, q > 1, имеем, что

fn() = x
n

qn
, и так как показательная функция ϕ(n) = qn растет быстрее степенной

ψ(n) = n, то снова fn(x) → 0.

Итак, для всех x ∈ [0, 1]

lim
n

nx(1 − x2)n = 0.

В дальнейшем мае будет интересовать вопрос о том, в какой мере по свой-
ствам, общим для всех функций fn(x) последовательности, можно судить о свой-
ствах предельной функции f(x) или, иными словами, насколько свойства функций
fn(x) «наследуются» предельной функцией f(x). Речь будет идти о таких важ-
ных свойствах, как интегрируемость, непрерывность, дифференцируемость, связь
между производной предельной функции (если она дифференцируема)и производ-
ными функций последовательности (в предположении их лифференцируемости),
интегралом от предельной функции (при условия ее интегрируемости) и интегра-
лами от функций последовательности (если эти функции интегрируемы).

Следующие примеры показывают, что при поточечной сходимости последо-
вательности такой связи, вообще говоря, нет.

1◦. Имеем fn(x) =
sinnx√

n
→ 0, −∞ < x <∞.

Однако f ′
n(x) =

√
n cos nx не имеет предела, но

1∫
−1

fn(x) dx =
1√
n

1∫
−1

sinnx dx→ 0.
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2◦. Функции fn(x) непрерывны на [0, 1]. Предельная функция разрывна в
точка x = 1 и непрерывна в остальных точках отрезка [0, 1]. При этом

f ′
n(x) = nxn−1 → f0(x) =

⎧⎨⎩0, 0 ≤ x < 1,

∞, x = 1,

1∫
0

fn(x) dx =
1

n+ 1
→ 0.

3◦. Имеем
fn(x) = nx(1 − x2)n → 0, 0 ≤ x ≤ 1,

f ′
n(x) = n(1 − x20n − 2n2x2(1 − x2)n−1 → 0, 0 ≤ x ≤ 1,

1∫
0

fn(x) dx =
n

2(n+ 1)
→ 1

2
.

Далее мы увидим, что если ввести понятие сходимости функциональной по-
следовательности, более сильное, чем понятие сходимости поточечной, то многие
свойства функций последовательности сохраняются у предельной функции и опе-
рации дифференцирования и интегрирования будут перестановочны с операцией
предельного перехода.

Определение. Последовательность {fn(x)} определенных на отрезке [a, b]
функций называется равномерно сходящейся к f(x) на этом отрезке, если для
каждого числа ε > 0 найдемся такой номер n0 = n0(ε), что при всех n ≥ n0 и
сразу для всех точек x ∈ [a, b] выполняется неравенство

|fn(x) − f(x)| < ε.

Напомним, что понятие равномерной сходимости функциональной последова-
тельности мы уже вводили в § 2 гл. X. Это понятие является одним из важнейших
понятий математического анализа.

Равномерная сходимость последовательности является более сильной сходи-
мостью по сравнению с поточечной, так как очевидно, что всякая равномерно схо-
дящаяся последовательность сходится поточечно, в то время как обратное утвер-
ждение неверно. Слово «равномерность» объясняется тем, что номер n0, входящий
в определение сходимости, в равной мере пригоден для всех точек промежутка
[a, b]. Тот факт, что последовательность {fn(x)} сходится равномерно к функции
f(x), будем обозначать записью fn(x) ⇒ f(x).

Примеры.

4. Последовательность fn(x) =
sinnx√

n
+

nx

n + 1
сходится равномерно на отрезке

[a, b] к предельной функции f0(x) = x, так как |fn(x)−x| ≤
1√
n

+
1

n + 1
<

2√
n
при

n ≥ n0(ε) = E

(
4

ε2

)
+ 1 сразу для всех x ∈ [0, 1].
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5. Последовательность fn(x) = xn сходится к предельной функций на [0, 1]

неравномерно. В самом деде, допустим, что xn ⇒

⎧⎨⎩0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1.
Тогда для ε =

1

3

должен существовать номер n0, такой, что при n ≥ n0

|xn − 0| = xn <
1

3

сразу для всех x ∈ [0, 1). Однако, взяв x =
1

n
√

2
∈ [0, 1), найдем xn =

1

2
>

1

3
. Полу-

ченное противоречие доказывает неравномерную сходимость последовательности
{xn}.

6. Легко видеть, что
x

nx+ 1
⇒ 0 на [0, 1]. В самом деле, если x = 0, то

fn(x) = 0 для всех n и, следовательно, |fn(0) − 0| < ε при всех n. Если же x �= 0,
то ∣∣∣∣ x

nx+ 1
− 0

∣∣∣∣ = x

nx+ 1
<

1

n
< ε

сразу для всех x ∈ [0, 1] при n ≥ E

(
1

ε

)
+ 1.

7. Последовательность
{

nx

n2x2 + 1

}
снова сходится к нулю на [0, 1]. Однако

ее сходимость неравномерная. Решив для 0 < ε <
1

2
неравенство∣∣∣∣ nx

n2x2 + 1
− 0

∣∣∣∣ = nx

n2x2 + 1
< ε, (1)

найдем, что

nx >
1

2ε
−
√

1

4ε2
− 1

или

n >
1

x

(
1

2ε
+

√
1

4ε2
− 1

)
.

Следовательно, чем ближе x к нулю, тем больше, согласно последнему неравен-
ству, приходится брать значения n. Поэтому не зависящего от x номера n0, такого,
что при n ≥ n0 выполняется неравенство (1), не существует.

Неравномерность сходимости последовательности
{

nx

n2x2 + 1

}
к нулю вызва-

на тем, что у каждой функции fn(x) рассматриваемой последовательности есть

на отрезке [0, 1] единственная точка максимума xn =
1

n
, значение функции fn(x)

в которой равно
1

2
. При возрастании n эта точна максимума приближается к ну-

лю, и значения функций fn(x) вне все уменьшающейся окрестности нуля быстро
убывают. Поэтому при любом числе ε > 0 и любом фиксированном x значения

функций fn(x) при достаточно большом n делаются меньше ε, хотя при ε <
1

2
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в полосу ширины ε между прямыми y = 0 и y = ε график ни одной функции
целиком войти не может (рис. 52).

1
2
ε

1
5

1
3

x

y

1

f
3 (x)

f
5 (x)

Рис. 52

Критерий Коши для точечной сходимости функциональной последователь-
ности переходит в критерий равномерной сходимости, если в его формулировке
освободиться от зависимости номера n0(x, ε) от значений x.

Критерий Коши равномерной сходимости последовательности. Для то-
го чтобы последовательность определенных на промежутке [a, b] функции fn(x)
равномерно сходилась на этом промежутке к некоторой функции f(x), необ-
ходимо и достаточно, чтобы для каждого числа ε > 0 нашелся такой номер
n0 = n0(ε), что при любых n,m ≥ n0 и во всех точках x ∈ [a, b]

|fn(x) − fm(x)| < ε. (2)

Необходимость. Пусть fn(x) ⇒ f(x) на [a, b] и ε > 0 — произвольно. Тогда
найдется такой номер n0 = n0(ε), что при всех n ≥ n0 и всех x ∈ [a, b]

|fn(x) − f(x)| < ε

2
. (2′)

Взяв любое натуральное число m ≥ n0, мы можем также написать, что при
всех x ∈ [a, b]

|fm(x) − f(x)| < ε

2
. (2′′)

Из неравенств (2’) и (2”) вытекает неравенство (2) при произвольных n,m ≥ n0 во
всех точках x ∈ [a, b]. Необходимость доказана.

Достаточность. Предположим, что выполнено условие, выраженное нера-
венством (1). Тогда для каждой фиксированной точки x′ ∈ [a, b] числовая последо-
вательность {fn(x′)} удовлетворяет условию признака Коши и поэтому является
сходящейся, т.е. существует

lim
n

fn(x
′) = y′.

Отнеся каждой точке x по этому правилу соответствующее ей число y, получим
предельную для данной последовательности функцию

f(x) = lim
n

fn(x).

Убедимся в том, что fn(x) ⇒ f(x). Для этого возьмем произвольное число ε > 0
и найдем такой номер n0 = n0(ε), что при всех x ∈ [a, b] и во всех точках x ∈ [a, b]
выполняется неравенство

|fn(x) − fm(x)| < ε

2
.
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Фиксируя в этом неравенстве индекс n, и устремляя m к ∞, получим в пределе
неравенство

|fn(x) − f(x)| ≤ ε

2
< ε,

справедливое при n ≥ n0 во всех точках x ∈ [[a, b], из которого и вытекает равно-
мерная сходимость последовательности {fn(x)} к функции f(x) на [a, b].

В заключение отметим, что последовательность, сходящаяся неравномерно на
веем отрезке [a, b], может сходиться равномерно на его части [a1, b1]. Так, на отрезке[
0,

1

2

]
последовательность {xn} сходится равномерно. Вместе с тем существуют

примеры последовательностей, не сходящихся равномерно ни на каком частичном
отрезке промежутка их сходимости.

§ 2. Основные теоремы о функциональных последовательностях

В этом параграфе выясняется, при каких условиях основные операции ана-
лиза перестановочны с предельным переходом по последовательности.

Теорема 1 (о перестановке двух предельных переходов). Если fn(x) ⇒
f(x) на промежутке [a, b] и каждая функция fn(x) имеет конечный предел в
точке x0 ∈ [a, b], т.е. lim

x→x0

fn(x) = cn, то последовательность {cn} сходится и

число c = lim cn является пределом f(x) в точке x0, т.е.

lim
x→x0

[
lim
n

fn(x)

]
= lim

n

[
lim
x→x0

fn(x)

]
.

Доказательство. В силу равномерной сходимости последовательности {fn(x)}
для произвольного числа ε > 0 найдется такой номер n0 = n0(ε), что при всех
n,m ≥ n0 и при всех x ∈ [a, b] выполняется неравенство

|fn(x) − fm(x)| < ε.

Устремляя в этом неравенстве x к x0, получим неравенство

|cn − cm| ≤ ε,

из которого следует сходимость последовательности {cn}. Пусть c = lim cn. Оце-
ним разность |f(x) − c|, представив ее в виде

[f(x) − c] = [f(x) − fn(x)] + [fn(x) − cn] + [cn − c].

Отсюда
|f(x) − c| ≤ |f(x) − fn(x)| + |fn(x) − cn| + |cn − c|.

Так как fn(x) ⇒ f(x), найдется такой номер n′
0 = n′

0(ε), начиная с которого, т.е.
при n ≥ n′

0, выполняется при всех x ∈ [a, b] неравенство

|f(x) − fn(x)| <
ε

3
. (1)
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Поскольку cn → c, то существует номер n′′
0 = n′′

0(ε), такой, что при n ≥ n′′
0 имеет

место неравенство
|cn − c| < ε

3
. (2)

Выбрав n0 = max (n′
0, n

′′
0) и положив n ≥ n0 фиксированным, удовлетворим каж-

дому из неравенств (1) и (2). Наконец, так как при x → x0, fn(x) → cn наймется
такое число δ = δ(ε), что при всех x ∈ [a, b], для которых 0 < |x− x0| < δ,

|fn(x) − cn| <
ε

3
. (3)

Сопоставив (1), (2) к (3), заключаем, что при 0 < |x − x0| < δ и x ∈ [a, b] имеет
место неравенство

|f(x) − c| < ε,

из которого и вытекает утверждение.

Следствие. Если все функции последовательности {fn(x)} непрерывны в
точке x0 ∈ [a, b] и fn(x) ⇒ f(x) на [a, b], то предельная функция также непре-
рывна в точке x0.

В самом деле, в этом случае cn = fn(x0), f(x0) = lim fn(x0) = lim cn = c и
c = lim

x→x0

f(x), так что lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Неравномерный предел последовательности непрерывных функций может
быть как непрерывной функцией (см. пример 3 ив § 1), так и иметь разрыв (см.
пример 2 из § 1).

Из следствия теоремы 1 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Если все функции последовательности {fn(x)} непрерывны на
[a, b] и fn(x) ⇒ f(x) на этом промежутке, то предельная функция f(x) непре-
рывна на [a, b].

Справедливо утверждение, в некотором смысле обратное теореме 2 и выра-
жаемое следующей теоремой.

Теорема 3 (Дини). Если все функции fn(x), n = 1, 2, . . ., непрерывны на
отрезке [a, b] и последовательность {fn(x)} монотонно по n поточечно сходится
к непрерывной на [a, b] функции f(x), то сходимость этой последовательности
является равномерной на [a, b].

Доказательство. Для определенности допустим, например, что последова-
тельность {fn(x)}, монотонно возрастая, сходится к функции f(x), т.е. fn(x) ≤
fn′(x) при n < n′. Рассмотрим функции

ϕn(x) = f(x) − fn(x), n = 1, 2, . . . .

Вое функции ϕn(x) непрерывны на [a, b], и в каждой точке x ∈ [a, b] последова-
тельность {ϕn(x)}, убывая, сходится к нулю. Тогда при заданном положительном
числе ε для каждой точка x найдется такой номер nx, что

ϕnx < ε. (4)
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В силу непрерывности функции ϕnx(x), это неравенство будет выполняться и в
некоторой окрестности Ux точки x. Так как далее последовательность {ϕn(x)} мо-
нотонно убывает, неравенство (4) выполняется и для всех n ≥ nx. Отнесем теперь
каждой точке x ∈ [a, b] таким образом построенную окрестность Ux. В результате
получим покрытие отрезка [a, b] системой интервалов {Ux}, из которого, в силу
свойства компактности отрезка (лемма Гейне–Бореля), можно выделить конеч-
ное покрытие Ux1, Ux2 , . . . , Uxp. Выберем из соответствующих чисел nx1 , nx2, . . . , nxp

наибольшее, положив n0 = max {nx1, . . . , nxp}. Тогда, очевидно, неравенство

0 ≤ ϕn(x) < ε

будет выполняться для всех функций ϕn(x) последовательности, для которых n >
n0, и во всех точках x ∈ [a, b], т.е.

f(x) − fn(x) = |fn(x) − f(x)| < ε

при n ≥ n0 и для любого x ∈ [a, b]. Тем самым теорема Дини в рассматривае-
мом случае доказана. Случай монотонного (по n) убывания последовательности
{fn(x)} аналогичен рассмотренному.

Обратимся к вопросу об интегрируемости предельной функции,

Теорема 4. Если все функции последовательности {fn(x)} интегрируемы на
[a, b] и fn(x) ⇒ f(x) на этом отрезке, то предельная функция f(x) интегрируема
на [a, b] и

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

[
lim
n

fn(x)

]
dx = lim

n

b∫
a

fn(x) dx. (5)

Для доказательства установим вначале ограниченность предельной функции
f(x) на [a, b]. Для этого по произвольному числу ε > 0 найдем номер n0 = n0(ε),
такой, чтобы при n ≥ n0 и любом x ∈ [a, b] выполнялось неравенство

|fn(x) − f(x)| < ε

или
fn(x) − ε < f(x) < fn(x) + ε.

Фиксируя такое n и полагай

m(n) = inf
[a,b]

fn(x), M (n) = sup
[a,b]

fn(x),

приходим к неравенству

m(n) − ε < f(x) < M (n) + ε,

означающему ограниченность функции f(x). Теперь покажем, что множество A

точек разрыва функции f(x) имеет меру 0. В соответствии со следствием, точками
разрыва функции f(x) могут быть лишь такие точки промежутка [a, b], в которых
разрывны функции последовательности {fn(x)}. Обозначим через An множество
точек разрыва функции fn(x) на [a, b]. Это множество имеет меру 0, так как, по
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условию, функция fn(x) интегрируема на [a, b]. Ясно, что A ⊂
∞⋃
n=1

An, откуда вы-

текает, что мера множества a также равна нулю, т.е. функция f(x) интегрируема
на [a, b]. Установим, наконец, справедливость равенства (5). Пусть число ε > 0
произвольно. Подберем номер n0 = n0(ε) таким образом, чтобы при n ≥ n0 и при
всех x ∈ [a, b] выполнялось неравенство

|fn(x) − f(x)| < ε

b− a
.

Тогда ∣∣∣∣
b∫

a

fn(x) dx−
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|fn(x) − f(x)| dx < ε

для всех n ≥ n0, что и означает справедливость (5).

Замечание. В случае справедливости соотношения (5) говорят о допустимо-

сти предельного перехода под знаком интеграла
b∫

a

fn(x) dx. Таким образом, при

равномерно сходящейся на [a, b] последовательности интегрируемых функций до-
пустим предельный переход под знаком интеграла.

При неравеномерной сходимости равенство
b∫

a

[
lim
n

fn(x)

]
dx = lim

n

b∫
a

fn(x) dx

может как выполняться (см. пример 2◦ из § 1), так и не выполняться (см. пример
3◦ из § 1).

Докажем еще одно важное утверждение.

Теорема 5. Если все функции последовательности {fn(x)} непрерывны на
[a, b] и имеют на этом отрезке непрерывные производные f ′

n(x), последователь-
ность {fn(x)} сходится к f(x) на [a, b] поточечно, а последовательность произ-
водных {f ′

n(x)} сходится на [a, b] равномерно, то предельная функция f(x) диф-
ференцируема на [a, b] и

f ′(x) =

[
lim
n
fn(x)

]′
= lim

n
f ′
n(x).

Доказательство. Положим, что ϕ(x) = lim f ′
n(x), функция ϕ(x) непрерыв-

на на [a, b] как предел равномерно сходящейся последовательности непрерывных
функций (теорема 2). Пусть x — произвольная фиксированная точка [a, b]. Рас-
смотрим последовательность{ x∫

a

f ′
n(x) dx

}
= {fn(x) − fn(a)}.

В соответствии с теоремой 4, для этой последовательности допустим предель-

396



ный переход под знаком интеграла, т.е. имеет место равенство

lim
n

x∫
a

f ′
n(x) dx =

x∫
a

[
lim
n

f ′
n(t)

]
dt =

x∫
a

ϕ(t) dt = lim
n

[fn(x) − fn(a)]

или

f(x) − f(a) =

x∫
a

ϕ(t) dt.

Отсюда

f(x) = f(a) +

x∫
a

ϕ(t) dt. (6)

По свойству интеграла с переменным верхним пределом от непрерывной функции,
правая часть равенства (6) является дифференцируемой функцией и

f ′(x) = ϕ(x),

т.е.

lim
n

[f ′
n(x)] =

[
lim
n

fn(x)

]′
= f ′(x).

Рекомендуем читателю найти примеры, показывающие, что при неравномер-
ной сходимости последовательности производных равенство (5) может как выпол-
няться, так и не выполняться.

§ 3. Компактность множества непрерывных функций,
теорема Арцела

Определенные нами понятия поточечной и равномерной сходимостей могут
быть распространены на случай последовательности {fn(x)} вещественнозначных
функций, определенных на произвольном множестве K метрического простран-
ства X. Так, например, будем говорить, что последовательность {fn(x)} сходится
к f(x) равномерно на K, если для каждого числа ε > 0 найдется такой номер
n0 = n0(ε), что для всех n ≥ n0 и любого x ∈ K имеет место неравенство

|fn(x) − f(x)| < ε.

Переход от функций, определенных на промежутке [a, b], к функциям, задан-
ным на произвольном множестве K ⊂ X, не внесет никаких изменений в доказа-
тельства приведенных ранее (см. § 2) теорем 1, 2, 3, если, кроме того, в условиях
теоремы 3 (Дини) предположить, что множество K является компактным. Поэто-
му указанные теоремы 1, 2, 3 верны и в этом случае (теорема 3 — в предположении
компактности K). Имея это з виду, приведем несколько фактов, относящихся ко
множествам непрерывных функций на компактном множестве K метрического
пространства X.
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Определение 1. Множество M функций, определенных на K, назовем рав-
номерно ограниченным на K, если существует такая константа M , что для всех
f ∈ M и при любом x ∈ K выполняется неравенство |f(x)| ≤M .

Определение 2. Множество M функций, определенных на K, называется
равностепенно непрерывным на K, если для каждого числа ε > 0 найдется такое
число δ = δ(ε) > 0, что при любых x′, x′′ ∈ K, таких, что ρ(x′, x′′) < δ, и для всех
f ∈ M выполняется неравенство

|f(x′) − f(x′′)| < ε.

Ясно, что функции равностепенно непрерывного на K множества M являются
непрерывными на K.

Теорема 1. Равномерно сходящаяся на компактном множестве последова-
тельность {fn(x)} непрерывных функций является равномерно ограниченной и
равностепенно непрерывной.

Доказательство. Проверим вначале равномерную ограниченность последо-
вательности {fn(x)}. Возьмем для этого произвольно число ε > 0 и найдем такой
номер n0 = n0(ε), что при всех n ≥ n0 в каждой точке x ∈ K выполняется нера-
венство

|fn(x) − fn0(x)| < ε,

откуда
|fn(x)| < |fn0(x)| + ε.

Так как непрерывные на компактном множестве функции ограничены на этой
множестве, то, полагаяM (j) = sup

K
|fj(x)|, j = 1, 2, . . . , n0, будем иметь, чтоM (j) <

∞, j = 1, 2, . . . , n0. Взяв M = max {M (1), . . . ,M (n0)}, получим неравенство

|fn(x)| ≤M + ε,

справедливое при всех n и в каждой точке x ∈ K. Тем самым равномерная огра-
ниченность последовательности {fn(x)} на K установлена.

Для доказательства равностепенной непрерывности последовательности
{fn(x)} возьмем произвольное число ε > 0 и найдем такое натуральное число
n0 = n0(ε), чтобы при всех n ≥ n0 на K имело место неравенство

|fn(x) − fn0(x)| <
ε

3
.

Так как функция fn0(x) непрерывна на K, а следовательно, и равномерно непре-
рывна (K компактно), найдется такое число δn0 = δn0(ε), что для любых x′, x′′ ∈ K,
таких, что ρ(x′, x′′) < δn0 будет выполняться неравенство

|fn0(x
′) − fn0(x

′′)| < ε

3
.

Но тогда для каждого n ≥ n0 и любых x′, x′′ ∈ K, для которых ρ(x′, x′′) < δn0

|fn(x′) − fn(x
′′)| ≤ |fn(x′) − fn0(x

′)| + |fn0(x
′) − fn0(x

′′)| + |fn0(x
′′) − fn(x

′′)| <
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<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Обозначив теперь через δj , j = 1, 2, . . . , n0, такие положительные числа, что для
любых x′, x′′ ∈ K, для которых ρ(x′, x′′) < δj, выполняется неравенство

|fj(x′) − fj(x
′′)| < ε

3
,

(такие δj существуют, так как все функции fj(x) равномерно непрерывны на K),
и положив

δ = min {δ1, . . . , δn0},
видим, что неравенство

|fn(x′) − fn(x
′′)| < ε

выполняется для всех значений n и любых x′, x′′ ∈ K, таких, что ρ(x′, x′′) < δ.
Теорема доказана.

Далее имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. Если последовательность {fn(x)} равностепенно непрерывна на
компактном множестве K и поточечно сходится на K к f(x), то она сходится
на K к этой функции равномерно.

Доказательство. Возьмем произвольное число ε > 0 и найдем такое число
δ = δ(ε), чтобы при ρ(x′, x′′) < δ выполнялось неравенство

|fn(x′) − fn(x
′′)| < ε

3

для всех функций fn(x) последовательности. Каждую точку x окружим δ-окрест-
ностью U(x, δ) и отнесем точке x номер nx, начиная с которого выполняется нера-
венство

|fn(x) − f(x)| < ε

3
,

где n ≥ nx. В результате получим покрытие {U(x, δ)} компактного множества K.
Выберем из этого покрытия конечное подпокрытие U(x1, δ), . . . , U(xν , δ) и соот-
ветственно — конечный набор целых чисел nx1, . . . , nxν , таких, что при n ≥ nxj

выполняется неравенство
|fn(xj) − f(xj)| <

ε

3
.

Положим n0 = max {nx1 , . . . , nxν} и возьмем произвольно x ∈ K. Тогда x будет
принадлежать некоторому U(xj , δ) и при n ≥ n0

|fn(x) − f(x)| ≤ |fn(x) − fn(xj)| + |fn(xj) − f(xj)| + |f(xj) − f(x)| < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

что требовалось доказать.

При переходе к последним неравенствам мы воспользовались тем очевидным
фактом, что предельная функция для равностепенно непрерывно и сходящейся
последовательности является непрерывной и для нее по заданному числу ε > 0
можно использовать то же самое число δ = δ(ε), которое входит в определение
равностепенной непрерывности последовательности.
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Напомним, что множество M метрического пространства называется ком-
пактным, если из любой последовательности {xn} ⊂ M можно выделить подпо-
следовательность {xnk

}, сходящуюся к точке x0 ∈ M. Будем, называть множество
M предкомпактным, если его замыкание компактно. Если множество M пред-
компактно, то из любого его подмножества можно выделить сходящуюся после-
довательность, но предел этой последовательности может и не принадлежать M.
Ясно, что замкнутое предкомпактное множество компактно. Так как сходимость
в метрическом пространстве C[a, b] есть равномерная на [a, b] сходимость функ-
циональной последовательности (см. § 2 гл. X), то предкомпактность множества
M ⊂ C[a, b] означает, что из любой последовательности {fn(x)} ⊂ M можно вы-
делить подпоследовательность {fnk

(x)}, равномерно на [a, b] сходящуюся к неко-
торой функции f0(x) ∈ C[a, b].

Докажем теперь критерий компактности множеств в метрическом простран-
стве C(K).

Теорема (Арцела36). Для того чтобы множество M ⊂ C(K) было пред-
компактным, необходимо и достаточно, чтобы M было равномерно ограничено
и равностепенно непрерывно.

Необходимость. Пусть M — предкомпактное множество. Предположим, что
M не является равномерно ограниченным. Тогда для каждого натурального числа
n найдется такая функция fn(x) ∈ M, что

‖fn‖ = sup
K

|fn(x)| = Mn > n.

. Таким образом, мы построили последовательность {fn(x)} функций множества
M, такую, что

‖fn‖ → ∞ при n→ ∞.

В силу предкомпактности M, из этой последовательности можно выделить
равномерно сходящуюся на K подпоследовательность {fnk

}. Для этой подпосле-
довательности, по построению, ‖fnk

‖ → ∞. С другой стороны, в силу теоремы 1,
найдется такое число M , что ‖fnk

‖ ≤ M . Полученное противоречие доказывает
равномерную ограниченность множества M.

Обратимся теперь к установлению равностепенной непрерывности M. Для
этого допустим, что M не равностепенно непрерывное множество. Тогда для неко-
торого ε0 > 0 при любом δ > 0 найдутся такая функция fδ(x) ∈ M и такие точки
x′δ, x

′′
δ ∈ K, что хотя ρ(x′δ, x

′′
δ) < δ, но

|fδ(x′δ) − fδ(x
′′
δ )| ≥ ε0.

Взяв последовательность δn → 0, определим последовательность функций fn(x) =
fδn(x) ∈ M и последовательность пар (x′n, x

′′
n) точек K, таких, что ρ(x′n, x′′n) < δn и

|fn(x′n) − fn(x
′′
n)| ≥ ε0.

В силу предположенной предкомпактности множества M, из последователь-
ности {fn(x)} можно выделить подпоследовательность {fnk

(x)}, равномерно схо-
дящуюся к K. Но тогда эта подпоследовательность должна быть и равностепенно

36Ч. Арцела (1847–1912 гг.) — итальянский математик.
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непрерывной на K (теорема 1), что противоречит неравенству

|fnk
(x′nk

) − fnk
(x′′nk

)| ≥ ε0,

так как
ρ(x′nk

, x′′nk
) ≤ δnk

→ 0.

Достаточность. Пусть M ⊂ C(K) — равномерно ограниченное и равносте-
пенно непрерывное множество, возьмем произвольную последовательность {fn(x)},
fn ∈ M, и некоторое счетное множество {xm} точекK, плотное в K. В силу леммы
1 из § 2 гл. X, такое множество существует.

Выберем из последовательности {fn(x)} подпоследовательность {fk,1}, k =
1, 2, . . ., сходящуюся в точке x1. Это можно сделать, так как, по условию, по-
следовательность {fn(x1)} является ограниченной. Далее, из последовательно-
сти {fk,1(x)} выделим подпоследовательность {fk,2(x)}, сходящуюся в точке x2

и т.д. , на m-м шаге выберем подпоследовательность {fk,m(x)} последовательно-
сти {fk,m−1}, сходящуюся в точке xm (а вместе с тем и в точках x1, x2, . . . , xm−1) и
т.д. В результате получим последовательность подпоследовательностей

f1,1(x), . . . , fn,1(x), . . .

f1,2(x), . . . , fn,2(x), . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f1,m(x), . . . , fn,m(x), . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Диагональная последовательность {f1,1(x), f2,2(x), . . . , fn,n(x), . . . является, оче-
видно, сходящейся в каждой точке xk данной последовательности. Покажем, что
эта последовательность поточечно сходится на множестве K. Пусть x0 ∈ K, x0

— произвольная фиксированная точка K. Возьмем произвольное число ε > 0 и
подберем такое δ = δ(ε), что для всех x ∈ K, для которых ρ(x, x0) < δ,

|f(x) − f(x0)| <
ε

3

при любом f ∈ M. Пусть, далее, точка xm, такова, что ρ(xm, x0) < δ. Так как
последовательность {fn,n} сходится в точке xm, найдется такой номер n0, что при
n, n′ ≥ n0 будет |fn,n(xm) − fn′,n′(xm)| < ε

3
. Но тогда

|fn,n(x0) − fn′,n′(x))| ≤ |fn,n(x0) − fn,n(xm)| + |fn,n(xm) − fn′,n′(xm)|+

+|fn′,n′((xm) − fn′,n′(x0)| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

и сходимость «диагональной» последовательности в произвольно взятой точке x0

установлена. Таким образом, последовательность {fn,n(x)} поточечно сходится на
K. Тем самым на K определена функция

f(x) = lim
n

fn,n(x).
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В силу теоремы 2 из § 3, последовательность {fn,n(x)} сходится равномерно
к функции f(x). Ясно, что f(x), как предел равномерно сходящейся на K после-
довательности непрерывных функций, является непрерывной на K функцией, т.е.
f ∈ C(K). Таким образом, теорема Арцела доказана.

§ 4. Сходимость функциональных последовательностей в среднем

В математическом анализе и многих его приложениях находит применение
следующее понятие.

Определение. Последовательность {fn(x)} интегрируемых на [a, b] функций
называется сходящейся в среднем к интегрируемой на [a, b] функции f(x), если

lim

b∫
a

[fn(x) − f(x)]2 dx = 0.

Для обозначения такой сходимости будем пользоваться записью fn(x)
сред.→ f(x).

Легко проверить, что каждая равномерно на [a, b] сходящаяся последовательность
интегрируемых функция сходится и в среднем на этом промежутке. Действитель-
но, пусть fn(x) ⇒ f(x) и функции fn(x) интегрируемы на [a, b]; тогда f(x) инте-
грируема на [a, b] и для заданного ε > 0 найдется такой номер n0 = n0(ε), что при
n ≥ n0 и любом x ∈ [a, b] будет иметь место неравенство

|fn(x) − f(x)| <
√

ε

b− a
.

Но тогда при n ≥ n0

b∫
a

[fn(x) − f(x)]2 dx =

b∫
a

|fn(x) − f(x)|2 dx < ε,

что и означает fn(x)
сред.→ f(x) на [a, b].

Как показывают приводимые далее примеры, понятия поточечной сходимо-
сти последовательности {fn(x)} и сходимости в среднем этой последовательности,
вообще говоря, не связаны между собой.

Рассмотрим последовательность

fn(x) =
√

2nx e−
1
2
nx2

.

Эта последовательность, очевидно, поточечно сходится к функции f(x) ≡ 0 на
отрезке [0, 1], однако в среднем она не сходится к этой функции, так как

1∫
0

[fn(x) − f(x)]2 dx =

1∫
0

2nxe−nx
2

dx = 1 − e−n → 1
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при n→ ∞.

Приведем пример последовательности интегрируемых на [0, 1] функций, ко-
торая в среднем сходится на [0, 1] к функции f(x) ≡ 0, но не сходится ни в одной
точке этого промежутка. Положим

f1(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 при 0 ≤ x ≤ 1

2
,

0 при
1

2
< x ≤ 1.

Эта функция, очевидно, интегрируема на [0, 1] и
1∫

0

f1(x) dx =
1

2
. Определим теперь

функцию f2(x) равенством

f2(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при 0 ≤ x ≤ 1

2
,

1 при
1

2
< x ≤ 1.

Эта функция также интегрируема, и интеграл от нее по промежутку [0, 1] равен
1

2
.

Для построения функций f3(x), f4(x), f5(x), f6(x) разобьем промежуток [0, 1]

на 4 равные части:
[
0,

1

4

]
,
[
1

4
,
1

2

]
,
[
1

2
,
3

4

]
,
[
3

4
, 1

]
, и положим:

f3(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 при x ∈

[
0,

1

4

]
,

0 при x ∈ [0, 1] \
[
0,

1

4

]
,

f4(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 при x ∈

[
1

4
,
1

2

]
,

0 при x ∈ [0, 1] \
[
1

4
,
1

2

]
,

f5(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 при x ∈

[
1

2
,
3

4

]
,

0 при x ∈ [0, 1] \
[
1

2
,
3

4

]
,

f6(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 при x ∈

[
3

4
, 1

]
,

0 при x ∈ [0, 1] \
[
3

4
, 1

]
.

Все эти функции интегрируемы на промежутке [0, 1], и интеграл от каждой из них

равен
1

4
.

403



Далее разобьем промежуток [0, 1] на 2s равных частей и соответственно каж-
дой части разбиения построим функцию, равную единице на этой части и нулю
вне ее и т.д.

Очевидно, что построенная таким образом функциональная последователь-
ность в среднем сходится на [0, 1] к нулю и не сходится ни в одной точке этого
промежутка, так как какую бы точку x0 из [0, 1] мы ни взяли, среди функций
последовательности имеется бесконечно много как таких, которые в точке x0 при-
нимают значение 1, так и таких, которые в этой точке обращаются в нуль.

§ 5. Функциональные ряды

Пусть {un(x)} — последовательность вещественнозначных функций, задан-
ных на [a, b]. Выражение

u1(x) + u2(x) + . . .+ un(x) + . . . =
∞∑
n=1

un(x) (1)

называют функциональным рядом, определенным на [a, b], а входящие в него функ-
ции un(x) — членами этого ряда.

Отнесем ряду (1) последовательность {sn(x)} конечных сумм

sn(x) = u1(x) + u2(x) + . . .+ un(x), n = 1, 2, . . . , (2)

называемых частичными суммами ряда (1). Функциональный37 ряд (1) называет-
ся сходящимся в точке x0 ∈ [a, b], если в этой точке сходится последовательность
(2). Ряд, сходящийся в каждой точке некоторого множества, называется сходя-
щимся (поточечно) на этом множестве. Ряд (1) сходится равномерно (в среднем)
на промежутке [a, b], если на этом промежутке равномерно (в среднем) сходится
последовательность (2) его частичных сумм. Предельная функция последователь-
ности (2) называется суммой ряда (1):

s(x) =

∞∑
n=1

un(x).

Как и для случая числовых рядов в случае функциональных рядов ряды вида

un+1(x) + un+2(x) + . . . (3)

называются n-ми остатками ряда (1), а конечные суммы

un+1(x) + . . .+ un+p(x)

— его отрезками.
37В дальнейшем прилагательное «функциональный» будем, как правило, опускать.
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Легко проверить, что сходимость ряда (1) и любого его остатка (3) имеют
место одновременно. Если через Rn(x) обозначить сумму n-го остатка ряда (1), то

s(x) = sn(x) +Rn(x).

Из этого равенства вытекает следующее без труда проверяемое утверждение.

Для того чтобы ряд (1) сходился равномерно на промежутка [a, b], необхо-
димо и достаточно, чтобы последовательность его остатков равномерно сходи-
лась на [a, b] к функции, тождественно равной нулю.

Признак Коши равномерной сходимости функциональной последовательно-
сти, приведенный в § 1 данной главы применительно к ряду (1), может 0ытъ
сформулирован следующим образом.

Для того чтобы функциональный ряд (1) сходился равномерно на [a, b], необ-
ходимо и достаточно, чтобы для каждого числа ε > 0 существовал такой но-
мер n0 = n0(ε), что при всех n ≥ n0 и любом целом числе p > 0 во всех точках
x ∈ [a, b] выполняется неравенство

|un+1(x) + . . .+ un+p(x)| < ε. (4)

Действительно, если sn(x) и sm(x) — частичные суммы ряда (1) и m > n, то,
полагая m = n+ p, получим:

sm(x) − sn(x) = un+1(x) + . . .+ un+p(x),

откуда в силу признака Коши для функциональной последовательности {sn(x)}
следует справедливость (4).

Легко проверить, что если ряд (1) сходится равномерно на [a, b] и ϕ(x) —
ограниченная на [a, b] функция, то ряд

∞∑
n=1

ϕ(x)un(x)

также равномерно сходится на [a, b]. В дальнейшем мы часто будем пользоваться
этим замечанием.

Ряд (1) называется абсолютно сходящимся на промежутке [a, b] (множестве
X), если на этом промежутке (множестве X) сходится ряд

∞∑
n=1

|un(x)|.

Подобно случаю числовых рядов, каждый абсолютно сходящийся на [a, b] ряд
сходится на этом промежутке. Обратный факт, вообще говоря, не имеет места.

Рассмотрим ряд
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
. (5)
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Легко видеть, что он сходится равномерно на промежутке [0, 1]. Действительно, в
силу оценки остатка в знакочередующемся ряде имеем:

|rn(x)| =

∣∣∣∣ xn+1

n + 1
− xn+2

n + 2
+ . . .

∣∣∣∣ ≤ |x|n+1

n+ 1
≤ 1

n + 1
.

Однако этот ряд не является абсолютно сходящимся на [0, 1], так как ряд
∞∑
n=1

?
xn

n

расходится в точке x = 1.

Таким образом, ряд (5), будучи равномерно сходящимся на [0, 1], не сходится
абсолютно на этом промежутке. Наоборот, ряд

∞∑
n=1

xn(1 − x) (6)

сходится абсолютно на [0, 1], так как это знакоположительный ряд и его n-я ча-
стичная сумма sn(x) = (1− x) + (x− x2) + . . .+ (xn−1 − xn) = 1− xn имеет предел
при каждом x ∈ [0, 1].

Но этот ряд не сходится равномерно, так как сумма ряда

s(x) =

⎧⎨⎩1 при 0 ≤ x < 1,

0 при x = 1

— разрывная на [0, 1] функция.

Вместе с тем мы показали на приведенных примерах, что понятия абсолют-
ной и равномерной сходимости функциональных рядов, вообще говоря, не связаны
между собой. Однако имеет место следующий достаточный признак, обеспечи-
вающий одновременно абсолютную и равномерную сходимость функциональных
рядов.

Признак сравнения (Вейерштрасса). Если последовательность чисел {cn}
такова, что неравенства

|un(x)| ≤ cn (7)

выполнены для всех n и при всех x ∈ [a, b], и если положительный ряд

∞∑
n=1

cn (8)

сходится, то функциональный ряд (1) сходится абсолютно и равномерно на [a, b].

Доказательство. В самом деле, так как ряд (8) сходится, то для заданного
ε > 0 найдется такой номер n0 = n0(ε), что при всех n ≥ n0 будет выполняться
неравенство

cn+1 + . . .+ cn+p < ε
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для всех p > 0. В силу (7), для всех отрезков ряда (1), для которых n ≥ n0, p > 0,
и при всех x ∈ [a, b] получим:

|un+1(x) + . . .+ un+p(x)| ≤ |un+1(x)| + . . .+ |un+p(x)| ≤ cn+1 + . . .+ cn+p < ε,

что доказывает равномерную и абсолютную сходимость ряда (1).

В соответствии с признаками Абеля и Дирихле сходимости числовых рядов,
для функциональных рядов вида

∞∑
n=1

αn(x)βn(x) (9)

имеют место следующие признаки равномерной сходимости.

Признак Абеля. Если ряд
∞∑
n=1

αn(x) (10)

равномерно сходится на промежутке [a, b], а последовательность функций βn(x)
является монотонной (по n)38 и равномерно ограниченной на [a, b], то ряд (9)
сходится на [a, b] равномерно.

Признак Дирихле. Если последовательность частичных сумм ряда (9) рав-
номерно ограничена на [a, b], а последовательность {βn(x)}, будучи монотонной
по n, равномерно на [a, b] сходится к нулю, то ряд (9) сходится равномерно на
[a, b].

Доказательства этих утверждений весьма близки к приведенным для число-
вых рядов и предлагаются в качестве упражнения читателю.

Обращаясь к свойствам равномерно сходящихся рядов и их сумм, приведем
вначале предложение, устанавливающее допустимость почленного перехода к пре-
делу в равномерно сходящемся ряде.

Теорема 1. Если функциональный ряд

∞∑
n=1

un(x)

равномерно сходится на множестве X и каждая из функций un(x) имеет ко-
нечный предел cn в точке x0, т.е.

lim
n→∞

un(x) = cn,

то числовой ряд
∞∑
n=1

cn

38Напомним, что монотонность последовательности {βn(x)} по n означает монотонность чис-
ловой последовательности {βn(x)} при каждом фиксированном значении x.
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сходится и его сумма c равна пределу суммы исходного функционального ряда в
точке x0, т.е.

lim
x→x0

s(x) = lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑
n=1

lim
x→x0

un(x) = c.

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 1 § 2 данной главы для
функциональных последовательностей.

Условимся, что функциональный ряд

∞∑
n=1

un(x) (I)

составленный из интегрируемых на [a, b] функций un(x), можно почленно инте-
грировать, если его сумма s(x) является интегрируемой на [a, b], функцией и имеет
место равенство

b∫
a

s(x) dx =

b∫
a

[ ∞∑
n=1

un(x)

]
dx =

∞∑
n=1

b∫
a

un(x) dx. (11)

Теорема 2. Если функции un(x) интегрируемы на [a, b] и ряд (I) сходится
равномерно на этом промежутке, то этот ряд допускает почленное интегри-
рование.

Действительно, в условиях теоремы все частичные суммы sn(x) ряда (I) явля-
ются интегрируемыми на [a, b] функциями, а значит, интегрируема и предельная
для последовательности {sn(x)} функция s(x). Таким образом, сумма s(x) ряда
интегрируема на [a, b]. Но тогда, согласно теореме 4 из § 2, данной главы,

b∫
a

s(x) dx = lim

b∫
a

sn(x) dx = lim

b∫
a

[ n∑
k=1

uk(x)

]
dx =

= lim

[ n∑
k=1

b∫
a

uk(x) dx

]
=

∞∑
n=1

b∫
a

uk(x) dx,

т.е. выполняется равенство (11).

Применение теоремы 2 из § 2 приводит к следующей теореме для функцио-
нальных рядов.

Теорема 3. Если все члены un(x) ряда (I) непрерывны на [a, b] и ряд сходится
равномерно на этом отрезке, то сумма ряда s(x) непрерывна на нем.

Действительно, в условиях этой теоремы все частичные суммы sn(x) непре-
рывны на [a, b], и выполняются условия теоремы 2 из § 2.

Теореме 3 из § 2 для функциональных последовательностей соответствует
следующая теорема.
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Теорема (Дини). Если все члены un(x) функционального ряда (I) непрерывны
и неотрицательны на [a, b] и сумма ряда непрерывна на [a, b], то ряд (I) сходится
равномерно.

Действительно, в этом случае последовательность {sn(x)} частичных сумм
ряда (I) удовлетворяет всем условиям теоремы Дини для функциональных после-
довательностей.

Если сумма ряда (I) и все его члены дифференцируемы на [a, b] функции и
выполняется равенство

s′(x) =

[ ∞∑
n=1

un(x)

]′
=

∞∑
n=1

u′n(x), (12)

то говорят, что ряд (1) допускает почленное дифференцирование.

Теорема 5. Если все функции un(x) непрерывны на [a, b] вместе с производ-
ными u′n(x) и ряд (I) сходится, а ряд

∞∑
n=1

u′n(x) (13)

сходится равномерно на [a, b], то ряд (I) допускает почленное дифференцирова-
ние.

Доказательство вытекает из того, что для последовательности частичных
сумм {sn(x)} ряда (I) применима теорема 5 из § 2.

Заметим, что сходящиеся функциональные ряды можно почленно (поточеч-
но) складывать, а абсолютно сходящиеся на промежутке [a, b] ряда можно пере-
множать по правилу умножения многочленов. Кроме того, в абсолютно сходящих-
ся функциональных рядах допускается любая перестановка и группировка членов.

Наконец, укажем, что все изложенное для функций одной переменной непо-
средственно распространяется на случай функциональных рядов, членами кото-
рых являются вещественнозначные функции нескольких переменных.

§ 6. Степенные ряды

Частным случаем функционального ряда является ряд

c0 + c1x+ + . . .+ cnx
n + . . . =

∞∑
n=0

cnx
n, (1)

называемый степенным рядом с членами cnx
n и коэффициентами cn. Ясно, что

члены степенного ряда определены, непрерывны и дифференцируемы сколько
угодно раз при всевозможных значениях x ∈ R, поэтому степенной ряд определен
на всей числовой прямой. Степенной ряд, очевидно, сходится в точке x = 0. Для
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выяснения вида области сходимости ряда (1) установим следующее утверждение.

Лемма 1 (Абеля). Если степенной ряд сходится в точке x0 �= 0, то схо-
дится, и притом абсолютно, в каждой точке x′, для которой |x′| < |x0|.

Доказательство. Так как последовательность членов сходящегося (по усло-

вию) числового ряда
∞∑
n=0

cnx
n сходится к нулю, существует такое числоM , что при

всех значениях n выполняется неравенство

|cnxn0 | ≤M. (2)

Пусть теперь x′ — любая точка, для которой |x′| < |x0|, т.е.
|x′|
|x0|

= q < 1. Для
доказательства сходимости ряда

∞∑
n=0

|cnx′n| (3)

преобразуем несколько выражение общего члена этого ряда, и, используя нера-
венство (2), найдем для него оценку

|cnx′n| = |cnxn0 |
(
|x′|
|x0|

)n
≤Mqn.

Таким образом, члены ряда (3) не превосходят соответствующих членов геомет-
рического ряда

∞∑
n=0

Mqn

со знаменателем q < 1, откуда, в силу признака сравнения для положительных
рядов, следует сходимость ряда (3), т.е. абсолютная сходимость ряда (1) в точке
x′.

Следствие. Если степенной ряд расходится в некоторой точке x0, то он
расходится и в каждой точке x+, для которой |x+| > |x0|.

Действительно, предположение о сходимости в некоторой точке x+, для ко-
торой выполнено неравенство |x+| > |x0| в соответствии с леммой Абеля, влечет
за собой абсолютную сходимость ряда в точке x0 и тем самым приводит к проти-
воречию с предположением о расходимости ряда в этой точке.

Пусть N — совокупность всех точек x сходимости ряда (1) и R = sup N.

Поскольку точка x = 0 ∈ N, ясно, что R ≥ 0.

Так определенное число R называется радиусом сходимости степенного ряда
(1). Если R > 0, то интервал (−R,R) называют интервалом сходимости степен-
ного ряда (1).

Лемма 2. На каждом отрезке [α, β], содержащемся в интервале сходимости
степенного ряда (1), этот ряд сходится равномерно.
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Доказательство. В условиях леммы R > 0 и ρ = max {|α|, |β|} < R. В
соответствии с определением числа R найдется точка x0 ∈ N, для которой ρ <
x0 < R, а в силу леммы Абеля это означает, что в точке x = ρ степенной ряд
сходится абсолютно, т.е. сходится ряд

∞∑
n=0

|cn|ρn. (4)

С другой стороны, для всех точек x ∈ [α, β] выполнено неравенство x ∈ [α, β]
выполнено неравенство |x| ≤ ρ, т.е. для всех x ∈ [α, β]

|cnxn| ≤ |cn|ρn.

Таким образом, для ряда (1) на [α, β] и положительного ряда (4) выполнены
условия признака сравнения (Вейерштрасса), согласно которому ряд (1) сходится
равномерно на отрезке [α, β].

Замечание 1. Так как для произвольного замкнутого множества F , содер-
жащегося в интервале (−R,R), найдется такой отрезок [α, β] ⊂ (−R,R), что
F ⊂ [α, β] (достаточно положить α = inf F , β = sup F ), то лемма 2 устанавливает
тем самым равномерную сходимость ряда (1) на каждом замкнутом множестве,
содержащейся в интервале сходимости (−R,R) этого ряда.

Условимся говорить, что некоторое свойство степенного ряда (1) имеет место
внутри интервала сходимости, если оно выполняется на каждом замкнутом мно-
жестве, принадлежащем этому интервалу. Имея в виду это соглашение и леммы
1 и 2, можно сформулировать следующее утверждение.

Теорема 1 (Абеля). Для каждого степенного ряда существует такое число
R ≥ 0, что при R > 0 степенной ряд сходится абсолютно в интервале (−R,R),
равномерно внутри этого интервала и при R < ∞ расходится в каждой точке,
внешней к этому интервалу.

Доказательство содержится в ранее приведенных леммах. Остается только
заметить, что ни в какой точке x0, такой, что |x0| > R, ряд (1) не может сходиться,
так как в предположении противного x0 ∈ N и R ≥ |x0|.

В концевых точках интервала сходимости ряд может быть как сходящимся,
так и расходящимся. Например, легко проверить, что ряд

1 − x

1
+
x2

2
− x3

3
+ . . .

сходится при x = 1 и расходится при x = −1, откуда вытекает, что промежуток
(−1, 1) является интервалом сходимости этого ряда.

Следующее утверждение указывает на возможность выражения радиуса схо-
димости степенного ряда через его коэффициенты.

Теорема 2 (Коши–Адамара). Радиус сходимости R степенного ряда (1)
определяется равенством

R =
1

L
, (5)
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где L = lim n
√

|cn|. При этом мы полагаем R = ∞, если L = 0 и R = 0, если
L = ∞.

Доказательство. Рассмотрим следующие возможные случая:

1) L = 0,
2) L = ∞,
3) 0 < L <∞,
и проведем доказательство для каждого из этих случаев.

Покажем, что в первом случае степенной ряд сходится абсолютно на всей
числовой прямой, т.е. R = ∞.

Пусть x0 — произвольная точка числовой прямой, x0 �= 0. Так как все члены
последовательности { n

√
|cn|} неотрицательны и lim n

√
|cn|, эта последовательность

сходится к нулю, а вместе с ней и

|x0| { n
√
|cn|} → 0.

Возьмем число ρ так, чтобы 0 < ρ < 1. Тогда найдется такой номер n0, что при
n ≥ n0

|x0| { n
√

|cn|} < ρ

или
|cn| |x0|n < ρn.

Таким образом, члены ряда
∞∑
n=0

|cnxn0 | начинал с номера n0 не превосходят соот-

ветствующих членов геометрического ряда
∞∑
n=0

ρn со знаменателем ρ < 1, откуда

следует абсолютная сходимость ряда (1) в точке x0, т.е. равенство R = ∞.

В случае L = ∞ покажем, что ряд (1) расходится в каждой точке x0 �= 0.
Так как lim n

√
|cn| = ∞, найдется такая подпоследовательность { nk

√
|cnk

|}, для
которой

nk

√
|cnk

| → ∞.

Но тогда и |x0| nk

√
|cnk

| → ∞, а значит, для всех достаточно больших номеров nk
будет иметь место неравенство

|x0| nk

√
|cnk

| > 1 или |cnk
x0nk | > 1

т.е. среди членов ряда
∞∑
n=0

cnx
n со сколь угодно большими номерами найдутся

такие, модуль которых больше единицы. Значит, последовательность членов этого
ряда не может сходиться к нулю, что означает расходимость ряда (1) в точке x0.

Наконец, обратимся к случаю, когда 0 < L < ∞, и покажем, что ряд (1)

сходится абсолютно в каждой точке x0, для которой |x0| <
1

L
, и расходится в

каждой точке x0, для которой |x0| > 1

L
. Пусть x0 таково, что |x0| <

1

L
или |x0|L =
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ρ < 1. Возьмем число q так, чтобы ρ < q < 1; тогда |x0|L < q или L <
1

|x0|
.

Согласно определению числа L, найдется такой номер n0, что при всех n ≥ n0

будет выполняться неравенство

n
√
|cn| <

q

|x0|
или |cnxn| < qn.

Таким образом, члены ряда
∞∑
n=0

|cnxn|, начиная с номера n0 не превосходят со-

ответствующих членов геометрического ряда
∞∑
n=0

qn со знаменателем q < 1, откуда

следует, что ряд (1) сходится абсолютно в точка x0.

Пусть теперь точка x0 такова, что |x0| > 1

L
или |x0|L = ρ1 > 1. Возьмем

число q1 таким образом, чтобы 1 < q1 < ρ1. Тогда для некоторой подпоследова-
тельности { nk

√
|cnk

|}, сходящейся к числу L, начиная с некоторого номера n0 будет
выполняться неравенство

nk

√
|cnk

| > q1
|x0|

или
|cnk

x0nk | > qnk
1 > 1.

Таким образом, для членов ряда
∞∑
n=0

cnx
0n не выполнено необходимое условие

сходимости, т.е. ряд (1) расходится в точке x0. Тем самый теорема Коши–Адамара
полностью доказана. Равенство (5) называют также формулой Коши–Адамара.

Приведем примеры применения формулы Коши–Адамара. Ряд
∞∑
n=0

xn имеет

R = 1 и расходится в точках x = ±1. Ряд
∞∑
n=0

xn

n
имеет R = 1, сходится в конце

x = −1 и расходится при x = 1. Ряд
∞∑
n=0

xn

nn
имеет для L значение 0, откуда следует,

что R = ∞, и интервалом сходимости этого ряда является вся числовая прямая

(−∞,∞). Наконец, для ряда
∞∑
n=0

nnxn L = ∞ и R = 0, т.е. этот ряд сходится только

в одной точке x = 0.

Замечание 2. Вывод формулы Коши–Адамара основан на свойстве абсолют-
ной сходимости степенного ряда внутри интервала сходимости и использовании
признака Коши сходимости знакоположительных рядов. Ясно, что для отыскания
радиуса сходимости степенного ряда могут быть применены и другие признаки
сходимости положительных рядов. Так, например, применив признак Даламбера
к ряду

∞∑
n=0

xn

n!
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найдем:
|x|n+1

(n+ 1)!
:
|x|
n!

=
|x|
n+ 1

→ 0

при любом фиксированном x. Отсюда следует, что ряд
∞∑
n=0

xn

n!
сходится абсолютно

при каждом x, т.е. что R = ∞.

Обратимся к выяснению свойств суммы степенного ряда. Пусть ряд

∞∑
n=0

cnx
n (6)

сходится в интервале (−R,R), где R > 0.

Теорема 3. Сумма f(x) степенного ряда является непрерывной функцией
внутри интервала сходимости.

Действительно, так как члены ряда (6) — непрерывные (всюду на числовой
прямой) функции и на каждом отрезке [α, β], принадлежащем интервалу сходимо-
сти, ряд сходится равномерно (см. лемму 2), его сумма f(x) непрерывна на таких
отрезках (см. теорему 3 из § 5), а значит, и во всех точках интервала (−R,R).

Теорема 4. Внутри интервала сходимости степенного ряда допускается
почленное дифференцирование этого ряда сколько угодно раз. Получающиеся в ре-
зультате такого дифференцирования степенные ряды имеют тот же интервал
сходимости, что и исходный ряд.

В самом деле, члены ряда (1) непрерывны в интервале сходимости вместе

с производными. Ряд, составленный из производных, т.е. ряд
∞∑
n=0

ncnx
n−1, имеет

тот же радиус сходимости, так как он сходится, очевидно, одновременно с рядом
∞∑
n=0

ncnx
n, а для этого ряда

lim n
√

|ncn| = (lim n
√
n)(lim n

√
|cn|) = lim n

√
|cn| = L.

Применив теорему 4 из § 5, условия которой выполнены, можно записать:

f ′(x) =

∞∑
n=0

ncnx
n−1. (7)

Для ряда (7) выполнены те же условия, что и для ряда (6), поэтому функция f ′(x)
дифференцируема внутри интервала сходимости ряда (6) и

f ′′(x) =
∞∑
n=0

n(n− 1)cnx
n−2

к т.д., тем самым возможность почленного дифференцирования ряда (6) и равно-
мерная сходимость полученных после дифференцирования рядов доказана.
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Очевидно, что для любого отрезка [α, β] ⊂ (−R,R) выполнены также условия
теоремы 1 из § 4, и поэтому

β∫
α

f(x) dx =
∞∑
n=0

cn
n+ 1

(βn+1 − αn+1).

В частности, при α = 0 и β = x

x∫
0

d(t) dt =
∞∑
n=0

cn
n+ 1

xn+1. (8)

При этом легко проверить, что интервал сходимости степенного ряда (8) совпадает
о интервалом сходимости исходного ряда (1).

В дальнейшем нам потребуются выражения коэффициентов ряда (1) через
значение суммы f(x) и ее производных в точке x = 0.

Последовательно дифференцируя ряд

f(x) =

∞∑
n=0

cnx
n, (9)

получим ряды для производных:

f ′(x) =

∞∑
n=0

ncnx
n−1,

f ′′(x) =

∞∑
n=0

n(n− 1)cnx
n−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (k)(x) =
∞∑
n=0

n(n− 1) · · · (n− k + 1)xn−k,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Положив в этих равенствах x = 0, найдем:

f(0) = c0, f
′(0) = 1!c1, f

′′(0) = 2!c2, . . . , f
(k)(0) = k!ck, . . . .

Отсюда

c0 = f(0), c1 =
f ′(0)

1!
, c2 =

f ′′(0)

2!
, . . . , ck =

f (k)

k!
, . . . .

Вместе с тем ряд (1) с суммой f(x) можно представить в форме

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn, (10)

называемой рядом Маклорена функции f(x). В этих обозначениях принимаем
f 0)(0) = f(0).
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§ 7. Ряды Тейлора

Пусть функция u(x) определена на промежутке [a, b] и в точке x0 ∈ [a, b]
имеет все производные u(n)(x0), n = 1, 2, . . .. Отнесем функции u(x) формально
составленный ряд

u(x) ∼
∞∑
n=0

u(n)(x0)

n!
(x− x0)

n, (1)

называемый рядом Тейлора, соответствующим функции u(x). Этот ряд может ока-
заться сходящимся только в точке x0 или на некотором интервале. Нас будет ин-
тересовать вопрос об условиях разложимости функции в ряд Тейлора, т.е. об усло-
виях, при которых в некоторой окрестности x0

u(x) =
∞∑
n=0

u(n)(x0)

n!
(x− x0)

n, (2)

поскольку, как будет показано далее, даже в случае сходимости ряда (1) на неко-
тором интервале его сумма может оказаться отличной от u(x).

Положив x − x0 = x′, т.е. совершив на числовой оси перенос начала коорди-
нат в точку x0, приведем ряд (1) к виду обычного степенного ряда относительно
переменной x′:

∞∑
n=0

cnx
′n, cn =

u(n)(x0)

n!
.

Указанная связь между рядами Тейлора и степенными рядами позволяет рас-
пространять на ряды Тейлора все ранее сказанное о степенных рядах. Таким об-
разом, для каждого ряда Тейлора (1) существует такое неотрицательное число R,
называемое радиусом сходимости этого ряда и определяемое по формуле Коши–
Адамара

R =
1

L

(где L = lim n
√

|cn| при условии, что 0 < L <∞, и R = 0, если L = ∞, R = ∞ при
L = 0), что ряд Тейлора сходится абсолютно в интервале (x0 −R, x0 +R), называ-
емом интервалом сходимости, и расходится вне этого интервала. При этом если
R > 0, ряд Тейлора внутри интервала сходимости сходится равномерно, и почлен-
ное дифференцирование ряда может производиться сколько угодно раз. Все ряды,
получаемые в результате почленного дифференцирования ряда (1), имеют тот же
интервал сходимости, что и ряд (1). Наконец, допустимо почленное интегриро-
вание по любому отрезку, принадлежащему интервалу сходимости ряда Тейлора.

Приведем одно достаточное условие разложимости функции в ряд Тейлора.

Теорема. Если функций u(x) бесконечно дифференцируема в некоторой ок-
рестности точки x0 и существует такое конечное число M , что |u(n)(x0)| ≤M ,
n = 1, 2, . . ., во всех точках этой окрестности, то u(x) разлагается в ряд Тейлора
в точке x0.
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В самом деле, разность между функцией u(x) и n-й частичной суммой ряда
(1), по формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа, представима в
виде

u(x) −
n∑
k=0

u(k)(x0)

k!
(x− x0)

k =
u(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

где ξ лежит между x0 и x. Если точка x лежит в той окрестности x0, где u(n)(x)| ≤
M , то и точка ξ принадлежит этой окрестности, и тогда∣∣∣∣u(x) − n∑

k=0

u(k)(x0)

k!
(x− x0)

k

∣∣∣∣ ≤M
|x− x0|n+1

(n+ 1)| .

Но для любого фиксированного x величина
|x− x0|n+1

(n+ 1)| → 0 при n → ∞; откуда

следует, что в точке x ряд Тейлора, соответствующий функции u(x), имеет u(x)
своей суммой. В силу произвольности фиксированного x из отмеченной окрестно-
сти точки x0 это справедливо для всей окрестности. Тем самым доказана разло-
жимость u(x) в ряд Тейлора в точке x0.

Пусть теперь на промежутке [a, b] определена функция ϕ(x) и x0 ∈ [a, b]. Если

существует ряд
∞∑
n=0

an(x−x0)
n, сходящийся в некоторой окрестности (x0−δ, x0 +δ)

точки x0, который в точках (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [a, b] имеет своей суммой функцию
ϕ(x), т.е.

ϕ(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n (3)

для x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [a, b], то говорят, что функция ϕ(x) в точке x0 (или в
некоторой окрестности точки x0) разлагается в ряд Тейлора или что она является
аналитической в точке x0. В этом случае функция ϕ(x) бесконечно дифференци-
руема в точках (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [a, b], и коэффициенты ряда (3) имеют вид

an =
ϕ(n)(x0)

n!
, (4)

т.е. ряд (3) является рядом Тейлора для ϕ(x). (В случае концевой точки x0 имеются
в виду односторонние производные ϕ(n)(x0 + 0) или ϕ(n)(x0 − 0)).

Из выражения коэффициентов (4), в частности вытекает, что не может быть
двух различных степенных рядов, суммой которых является одна и та же функция
ϕ(x).

Функция ϕ(x) называется аналитической на промежутке [a, b], если в каж-
дой точке этого промежутка она разлагается в ряд Тейлора, т.е. если она ана-
литична в каждой точке [a, b]. Ясно, что аналитическая на промежутке функция
является бесконечно дифференцируемой на этом промежутке. Однако бесконеч-
ная дифференцируемость функции, будучи необходимым условием аналитично-
сти, недостаточна для аналитичности функций. Для того чтобы это показать,
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рассмотрим функцию

χ(x) =

⎧⎨⎩e
− 1

x2 при x �= 0,

0 при x = 0.

Очевидно, эта функция непрерывна при всех значениях x. Она дифференцируема
при всех x �= 0. Непосредственным подсчетом легко убедиться в том, что функция
χ(x) имеет все производные в точке x = 0 и χ(n)(0) = 0 при n = 0, 1, 2, . . ..

Если бы существовал такой ряд Тейлора в окрестности точки x = 0, суммой
которого является функция χ(x), то, в силу формулы (4), все коэффициенты этого
ряда должны быть равны нулю, т.е. в той окрестности точки x = 0, в которой χ(x)
является суммой ряда Тейлора, эта функция должна быть тождественно равной
нулю, что противоречит определению χ(x).

Этот пример показывает, что свойство функции быть аналитической более
глубокое, чем бесконечная дифференцируемость.

Ряд Тейлора функции f(x) в точке x = 0 называется рядом Маклорена этой
функции.

Рассмотрим разложение в ряд Маклорена некоторых элементарных функций.

Функция y = ex является бесконечно дифференцируемой на всей числовой
прямой. В точке x0 = 0 все производные этой функции равны единице. Поэтому
соответствующий ex ряд Тейлора в точке x0 = 0 имеет вид

ex ∼ 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . .

На любом конечном интервале (−M,M) |y(n)| = |ex| ≤ eM . Поэтому на этом
интервале ex разлагается в ряд

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
. (5)

Так как промежуток (−M,M) произволен, это разложение имеет место на
всей числовой прямой.

Обратимся теперь к функции y = sin x, которая также бесконечно диффе-
ренцируема на всей числовой прямой и

y(n) = (sin x)(n) = sin

(
x+ n

π

2

)
, y(n)(0) = sin

nπ

2
.

Очевидно, что для всех производных этой функции выполняется оценка |y(n)| ≤ 1
при всех x. Отсюда вытекает, что sin x в точке x0 = 0 разлагается в ряд

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . . =

∞∑
n=0

(−1)n+1 x2n+1

(2n+ 1)!
. (6)
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Аналогичным образом для функций y = cos x получаем, разложение

cosx = 1 − x2

2!
+
x4

4!
− . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, (7)

имеющее место при всех x ∈ R.

Приведем метод разложения функции в ряд Тейлора, основанный на инте-
грировании рядов известных разложений.

При всех t, для которых |t| < 1 имеет место равенство

1

1 + t
= 1 − t+ t2 − t3 + . . .+ (−1)n−1tn + . . .

Стоящий справа степенной ряд сходится на интервале (−1, 1). Проинтегрировав
это равенство по промежутку [0, x] ⊂ (−1, 1), получим равенство

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . . =

∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

n
, (8)

которое представляет собой разложение функции ln(1+x) в ряд Маклорена. Ана-
логично, проинтегрировав по промежутку [0, x] ⊂ (−1, 1) равенство

1

1 + t2
= 1 − t2 + t4 − . . .+ (−1)n−1t2n + . . . , (9)

получим разложение на промежутке (−1, 1) в ряд Маклорена функции

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− . . .+ (−1)n−1 x

2n+1

2n+ 1
+ . . . (10)

Приведем еще один прием разложения функции в ряд в окрестности точки
x0 = 0.

Построим ряд, соответствующий функции f(x) = (1 + x)α, где α — произ-
вольное число. Легко видеть, что f (k)(x) = α(α−1) · · · (α−k+1)(1+x)α−k, откуда
f (k)(0) = α(α− 1) · · · (α− k + 1). Положив

Ck
α =

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
,

запишем:

f(x) = (1 + x)α ∼
∞∑
n=0

Cn
αx

n. (11)

Отношение
|Cn

α

|Cαn−1 | =
|α− n+ 1|

n
|x| → |x| при n→ ∞.

Отсюда следует, что ряд (11) сходится при |x| < 1. Тем самым в интервале (−1, 1)
определена сумма ϕ(x) ряда (11):

ϕ(x) =
∞∑
n=0

Cn
αx

n. (12)
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Продифференцировав это равенство по x, получим:

ϕ′(x) =

∞∑
n=0

nCn
αx

n−1. (13)

Умножив равенство (12) на x к сложив результат умножения с равенством (12),
найдем:

ϕ′(x)(1 + x) =
∞∑
n=0

[nCn
α + (n+ 1)Cn+1

α ]xn = α
∞∑
n=0

Cn
αx

n = αϕ(x).

При этом мы воспользовались легко проверяемым равенством

nCn
α + (n+ 1)Cn+1

α = αCn
α.

Таким образом,
ϕ′(x)(1 + x) = αϕ(x)

или
ϕ′(x)
ϕ(x)

=
α

1 + x
.

Проинтегрировав это равенство по промежутку [0, x], найдем: lnϕ(x)

∣∣∣∣x
0

= α ln(1+x)

или, приняв, согласно (12), ϕ(0) = 1, получим:

ϕ(x) = (1 + x0α.

В результате получаем разложение в ряд Маклорена бинома:

(1 + x)α =
∞∑
n=0

Cn
αx

n.

§ 8. Ряды с комплексными членами. Формулы Эйлера

Основные понятия сходимости последовательностей (числовых и функци-
ональных) распространяются на последовательности с комплексными членами.
Так, последовательность комплексных чисел an = αn+ iβn называется сходящейся
к комплексному числу a = α + iβ, если для произвольного числа ε > 0 найдется
такой номер n0 = n0(ε), что при всех n ≥ n0 выполняется неравенство

|an − a| < ε.

Из неравенства |αn−α|, |βn−β| ≤ |an−a| ≤ |αn−α|+ |βn−β| немедленно сле-
дует, что сходимость an → a имеет место тогда и только тогда, когда одновременно
αn → α и βn → β.

420



Ряд с комплексными членами
∞∑
n=1

zn = z1 + z2 + . . .+ zn (zn = xn + iyn) (1)

называется сходящимся, если последовательность его частичных сумм

an = z1 + z2 + . . .+ zn

сходится, т.е. если an → a. В этом случае a называется суммой ряда (1):

a =
∞∑
n=1

zn.

Ясно, что сходимость ряда (1) равносильна одновременной сходимости рядов с
вещественными членами:

∞∑
n=1

xn

∞∑
n=1

yn

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ zn = xn + iyn, (2)

составленных соответственно из вещественных и мнимых частей членов ряда (1).

Ряд (1) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд
∞∑
n=1

|zn|. Абсолют-

ная сходимость ряда (1) равносильна абсолютной сходимости каждого ряда (2).
В связи с этим абсолютно сходящиеся ряды о комплексными членами обладают
теми же свойствами, что и абсолютно сходящиеся ряды с вещественным члена-
ми. Проверка абсолютной сходимости ряда с комплексными членами сводится к

проверке сходимости положительного ряда
∞∑
n=1

|zn|.

Если на некотором множестве D комплексной плоскости задана последова-
тельность комплекснозначных функций

fn(z) = un(z) + iv − n(z) = un(x, y) + ivn(x, y), z = x+ iy,

то функциональный ряд
∞∑
n=1

fn(z) (3)

называется сходящимся (абсолютно сходящимся) в точке z0 ∈ D, если сходится

(абсолютно сходится) числовой ряд
∞∑
n=1

fn(z0).

Ряд (3) сходится на множестве D, если он сходится в каждой точке z ∈ D. В
этом случае на D определена комплекснозначная функция f(z) — сумма ряда (3):

f(z) =
∞∑
n=1

fn(z).
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Сходимость (в точке, на множестве) ряда (3) равносильна сходимости (в точке, на
множестве) функциональных рядов из вещественнозначных функций

∞∑
n=1

un(x, y)

∞∑
n=1

vn(x, y)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
. (4)

Обычным образом определяется понятие абсолютной (равномерной) сходимо-
сти функционального ряда. Ясно, что абсолютная (равномерная) сходимость ряда
(3) равносильна одновременной абсолютной (равномерной) сходимости рядов (4).
В связи с этим признаки абсолютной (равномерной) сходимости, установленные
для функциональных рядов с вещественными функциями, распространяются на
функциональные ряды с комплексными членами.

Признак сравнения (Вейерштрасса). Если для членов ряда (3) выполнено
неравенство

|fn(z)| ≤ cn

при всех z ∈ D и ряд
∞∑
n=1

cn сходится, то ряд (3) сходится в D абсолютно и

равномерно.

Заданная на множестве D комплекснозначная функция f(z), по определе-
нию, непрерывна в точке z0 ∈ D, если для каждого числа ε > 0 найдется такое
число δ = δ(ε) > 0, что при всех z ∈ D, для которых |z − z0| < δ, выполняется
неравенство |f(z) − f(z0)| < ε. Непрерывная в каждой точке множества D функ-
ция f(z) называется непрерывной на D. Непрерывность функции f(z) равнозначна
совместной непрерывности вещественной части u(x, y) функции f(z) и ее мнимой
части v(x, y). Отсюда вытекает, например, что равномерно сходящийся в области
D ряд, составленный из непрерывных в D функций fn(z), имеет непрерывную в
D сумму f(z).

Ряд о комплексными членами вида

∞∑
n=1

cnz
n (5)

называется степенным. Для степенных рядов имеет место лемма (Абеля), дока-
зательство которой аналогично ранее приведенному для рядов с вещественными
членами. Она состоит в следующем.

Если ряд (5) сходится в некоторой точке z0 �= 0, то он сходится абсолютно в
каждой точке z, для которой |z| < |z0|. Множество точек в плоскости комплексного
переменного z = x+ iy, для которых при некотором R > 0 выполнено неравенство
|z| < R, является крутом с центром в точке z = 0 и радиусом R. Поэтому для сте-
пенных рядов в комплексной области вводится понятие круга сходимости, радиус

которого определяется по формуле Коши–Адамара: R =
1

l
, где L = lim n

√
|cn|.
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Рассмотрим ряд
∞∑
n=0

zn

n!
. (6)

Этот ряд сходится абсолютно во всей комплексной плоскости z. Сумму этого ряда
обозначают через exp z или ez, так как при вещественных значениях z = x, exp z =
ex. Ясно, что

eiy =

∞∑
n=0

(iy)n

n!
. (7)

Заменив в этом выражении i2k на (−1)k, можно переписать равенство (7) в виде

eiy = 1 + iy − y2

2!
+ i

y3

3!
+
y4

4!
+ i

y5

5!
− y6

6!
+ . . .

или, совершив перегруппировку членов этого ряда, допустимую в силу его абсо-
лютной сходимости, в виде

eiy =

(
1 − y2

2!
+
y4

4!
− y6

6!
+ . . .

)
+ i

(
y − y3

3!
+
y5

5!
− . . .

)
.

В результате получим равенство

eiy = cos y + i sin y. (8)

Аналогичным образом, положив в ряде (6) z = −iy, получим:

e−iy = cosy − i sin y. (9)

Формулы (8) и (9) называются формулами Эйлера. Иногда они используются в
следующем виде:

cos y =
eiy + e−y

2
, sin y =

eiy − e−iy

2
. (10)

§ 9. Равномерное приближение непрерывных функций многочленами

Пусть на множестве X ⊂ R определена функция y = f(x). Условимся го-
ворить, что функция f(x) допускает на множестве X равномерное приближение
многочленами, если для любого числа ε > 0 найдется многочлен Pε(x), такой, что

|f(x) − Pε(x)| < ε

сразу для всех x ∈ X.

Если f(x) допускает на X равномерное приближение многочленами, то, оче-
видно, существует такая последовательность многочленов {Pn(x)}, которая на
множестве X равномерно сходится к функции f(x).
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Если функция f(x) является аналитической на промежутке [a, b], то у каждой
точки x0 ∈ [a, b] есть окрестность, в которой f(x) разлагается в ряд Тейлора:

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

Последовательность частичных сумм этого ряда внутри указанной окрестности
равномерно сходится к f(x). Таким образом, аналитическая на промежутке функ-
ция локально допускает равномерное приближение многочленами специального
вида — частичными суммами своего ряда Тейлора. Оказывается, что имеет место
более общий факт, к изложению которого мы и обратимся.

Докажем предварительно вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Существует последовательность многочленов {Pn(t)}, равномер-
но на отрезке [0, 1] сходящаяся к функции

√
t, 0 ≤ t ≤ 1.

Построим эту последовательность, полагая P0(t) ≡ 0 и

Pn+1(t) = Pn(t) +
1

2
[t− P 2

n(t)], n = 0, 1, 2, . . . . (1)

Покажем, что для всех многочленов Pn(t) этой последовательности на [0, 1] вы-
полнено неравенство 0 ≤ Pn(t) ≤ 1. Для многочленов P0(t) и P1(t) это очевидно.

Допустим, что этому неравенству удовлетворяет полином Pn(t), и покажем,
что оно выполнено для Pn+1(t). В самом деле,

1 − Pn+1(t) = 1 − Pn(t) −
1

2
[t− P 2

n(t)] =
1

2
(1 − t) +

1

2
, [1 − 2Pn(t) + P 2

n(t)] =

=
1

2
(1 − t) +

1

2
[1 − Pn(t)]

2 ≥ 0,

откуда следует, что Pn+1(t) ≤ 1.

С другой стороны, из представления Pn+1(t) вытекает:

Pn+1(t) =
1

2
Pn(t)[1 − Pn(t)] +

1

2
[Pn(t) + t] ≥ 0.

Установим теперь монотонное возрастание последовательности {Pn(t)} на [0, 1].

Очевидно, что P1(t) =
1

2
t ≥ P0(t) ≡ 0.

Предположим, что Pn(t) ≥ Pn−1(t), и покажем, что Pn+1(t) ≥ Pn(t) при всех
t ∈ [0, 1]. В нашем предположении

Pn+1(t) − Pn(t) =

{
Pn(t) +

1

2
[t− P 2

n(t)]

}
−
{
Pn−1(t) +

1

2
[t− P 2

n−1(t)]} =

= [Pn(t) − Pn−1(t)] −
1

2
[Pn(t) − Pn−1(t)] [Pn(t) + Pn−1(t)] =

= [Pn(t) − Pn−1(t)]

[
1 − Pn(t) + Pn−1(t)

2

]
≥ 0,
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так как, в соответствии с доказанным ранее, Pn(t) + Pn−1(t) ≤ 2.

В силу монотонности и ограниченности последовательности {Pn(t)} эта по-
следовательность поточечно сходятся к некоторой функций ϕ(t). Предельный пе-

реход в равенстве (1) приводит к равенству ϕ(t) = ϕ(t) +
1

2
[t− ϕ2(t)], из которого

вытекает: ϕ2(t) = t или, так как ϕ(t) ≥ 0,

ϕ(t) =
√
t.

.
Так как предельная функция ϕ(t) =

√
t является непрерывной, то после-

довательность многочленов, согласно теореме Дини, равномерно сходится к этой
функции.

Следствие 1. Для каждого l > 0 существует последовательность много-
членов {Qn(t)}, равномерно сходящаяся на отрезке [−l, l] к функции f0(t) = |t|.

Действительно, последовательность полиномов P̃n(t) = Pn(t
2), где Pn(t) — по-

линомы, построенные в лемме, равномерно на отрезке [−1, 1] сходится к функции
√
t2 = |t|. Если теперь положить Qn(t) = lP̃n

(
t

l

)
, получим требуемую последова-

тельность полиномов для отрезка [−l, l].
Следствие 2. Если f(x) — непрерывная вещественнозначная функция, опре-

деленная на компактном множестве K, то существует такая последователь-
ность многочленов {Qn(t)}, что последовательность {Qn[f(x)]} равномерно на
K сходится к функции |f(x)|.

В самом деле, функция f(x), будучи непрерывной на компактном множестве
K, ограничена на этом множестве, т.е. найдется такое l > 0, что

−l ≤ f(x) ≤ l.

Но тогда для определенной в следствии 1 последовательности полиномов Qn(t)
будем иметь:

Qn[f(x)] ⇒ |f(x)|.
Совокупность A вещественнозначных функций, определенных на множестве

K, назовем алгеброй, если для любой функции f ∈ A и любой вещественной кон-
станты c также cf ∈ A и вместе с каждой парой Функций f1, f2 ∈ A сумма этих
функций f1 + f2 и их произведение f1 · f2 также содержатся в A.

Определенная на множестве K алгебра A называется равномерно замкнутой,
если вместе с каждой равномерно наK сходящейся последовательностью {fn} эле-
ментов из A предельная для этой последовательности функция также принадле-
жит алгебре A. Наименьшая среди всех равномерно замкнутых алгебр, содержа-
щих алгебру A, называется равномерным замыканием A алгебры A. Равномерное
замыкание A алгебры A является пересечением всех равномерно замкнутых ал-
гебр, содержащих A.

Примеры.
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1. Совокупность всех интегрируемых на отрезке [a, b] функций (в собственном
смысле), очевидно, образует равномерно замкнутую алгебру.

2. Совокупность непрерывных на [a, b] и обращающихся в нуль в концах от-
резка [a, b] функций есть также равномерно замкнутая алгебра.

3. Совокупность всех четных на промежутке [−1, 1] функций — равномерно
замкнутая алгебра.

4. Совокупность всех многочленов на отрезке [a, b], как легко видеть, образует
алгебру, но не равномерно замкнутую, так как существует равномерно на этом от-
резке сходящаяся к функции ex, не являющейся многочленом, последовательность
многочленов — частичных сумм ряда Маклорена для функции ex.

Условимся говорить, что алгебра A, определенная на K, разделяет точки K,
если для любых двух различных точек x1 и x2 из K в A найдется такая функция
f(x), для которой f(x1) �= f(x2).

Лемма 2. Если алгебра A, определенная на множестве K, разделяет точки
этого множества и содержит функцию f0(x) ≡ 1, то для любых различных
точек x1 и x2 и любых чисел α, β найдется такой элемент ϕ алгебры A, для
которого

ϕ(x1) = α, ϕ(x2) = β.

Действительно, вместе с единицей алгебра A содержит все константы. Пусть,
далее функция f(x) ∈ A такова, что f(x1) �= f(x2). Тогда функция

ϕ(x) = α+
f(x) − f(x1)

f(x2) − f(x1)
(β − α),

очевидно, принадлежит алгебре A и обладаем отмеченными в лемме свойствами.

Лемма 3. Если множество K компактно, то равномерное замыкание A ал-
гебры непрерывных на K функций вместе с каждой функцией f ∈ A содержит
также и функцию |f |.

В самом деле, в этом случае выполнены условия следствия 2, так как вме-

сте с каждой функцией f ∈ A в алгебру A входит и любой многочлен
n∑
k=0

ckf
k

относительно f , значит, существует последовательность элементов A, равномерно
сходящаяся к |f |.

Следствие 3. Если K компактно, и A — алгебра непрерывных на K функ-
ций, то равномерное замыкание A вместе с каждой парой элементов f1 и f2

содержит

inf (f1, f2) =
1

2
(f1 + f2) −

1

2
|f1 − f2|,

sup (f1, f2) =
1

2
|f1 − f2| +

1

2
(f1 + f2).

Легко видеть, что это свойство распространяется на любой конечный набор
элементов изA, т.е. если f1, f2, . . . , fn ∈ A, то inf (f1, f2, . . . , fn) ∈ A и sup (f1, f2, . . . , fn) ∈
A.
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Теорема 1 (Стона–Вейерштрасса39). Если алгебра A непрерывных на ком-
пактном множестве K функций содержит единицу и разделяет точки этого
множества, то равномерное замыкание A алгебры A состоит из всех непрерыв-
ных на K функций.

Доказательство. Ясно, что все f ∈ A непрерывны на K. Покажем, что
каждая непрерывная на K функция f ∈ A. Пусть f(x) непрерывна на K и ξ, η —
произвольные точки K. Б силу леммы 2, в A найдется ϕξ,η, для которой

ϕξ,η(ξ) = f(ξ) и ϕξ,η(η) = f(η).

Возьмем произвольное число ε > 0 и, предполагая временно точку ξ фиксирован-
ной, отнесем каждой точке η окрестность Uη, во всех точках которой для соответ-
ствующей функции ϕξ,η выполняется неравенство

ϕξ,η(x) < f(x) + ε.

Такая окрестность Uη существует, так как функции ϕξ,η(x) и f(x) непрерывны на
K и принимают в точке η одинаковые значения. Из полученного покрытия ком-
пактного множестваK системой открытых множеств {Uη} можно выделить конеч-
ное покрытие Uη1 , Uη2 , . . . , Uηp . Для соответствующей системы функций ϕξ,η1, ϕξ,η2,
. . . , ϕξ,ηp определим функцию ϕξ(x), полагая

ϕξ(x) = inf {ϕξ,η1(x), . . . , ϕξ,ηp(x)}.

Функция ϕξ(x), в соответствии со следствием из леммы 3, принадлежит рав-
номерному замыканию A алгебры A, и для нее, очевидно, ϕξ(ξ) = f(ξ). Кроме
того, при всех x ∈ K

ϕξ(x) < f(x) + ε.

Теперь каждой точке ξ ∈ K отнесем окрестность Vξ, в которой для соответ-
ствующей функции ϕξ(x) выполнено неравенство

ϕξ(x) > f(x) − ε.

Из покрытия {Vξ} компактного множества K возможно выделение конечного по-
крытия Vξ1 , . . . , Vξq . Для соответствующей системы функций ϕξ1(x), . . . , ϕξq(x) опре-
делим функцию ϕ(x), полагая

ϕ(x) = sup {ϕξ1(x), . . . , ϕξq(x)}.

Функция ϕ(x), очевидно, содержится в A, и для нее выполнено неравенство

ϕ(x) > f(x) − ε

во всех точках x ∈ K. Так как, кроме того, для всех функций ϕξ1(x), . . . , ϕξq(x) в
каждой точке x ∈ K имеет место неравенство

ϕξi(x) < f(x) + ε, i = 1, 2, . . . , q,

39М. Стон (род. 1903 г.) — современный американский математик.
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то это неравенство, очевидно, сохраняется на K и для suрrеmum’а функций ϕξi(x),
которых конечное число, т.е.

ϕ)x) < f(x) + ε.

Но это означает, что всюду на K

|f(x) − ϕ(x)| < ε. (2)

Таким образом, для каждого числа ε > 0 мы нашли элемент ϕ ∈ A, для которого
при всех x ∈ K выполнено неравенство (2). А это означает, что f ∈ A.

Теорема Стона–Вейерштрасса доказана полностью, в частности, если в каче-
стве компактного множества K взят отрезок [a, b] числовой оси, а A — алгебра
всех (вещественнозначных) многочленов, получаем следующее утверждение:

Теорема 4 (Вейерштрасса). Непрерывная на отрезке [a, b] функция допус-
кает равномерное приближение многочленами.

Так как среди непрерывных функций многочлены являются наиболее про-
стыми, теорема о возможности замены произвольной непрерывной функции мно-
гочленом, одинаково близким к ней во всех точках рассматриваемого промежутка,
имеет большое теоретическое и прикладное значение.
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Глава XV

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 1. Несобственные интегралы по неограниченному промежутку

В § 10 гл. VIII было введено понятие несобственного интеграла по неограни-
ченному промежутку. Теперь обратимся к более детальному рассмотрению этого
понятия.

Пусть f : [a,∞) → R и f(x) интегрируема на каждом промежутке [a, ξ],
a < ξ <∞. Введем функцию F (ξ), полагая

F (ξ) =

ξ∫
a

f(x) dx.

Как уже говорилось ранее (см. гл. VIII), несобственным интегралом по проме-
жутку [a,∞) называется выражение вида

∞∫
a

f(x) dx, (1)

которое в случае существования предела

lim
ξ→∞

F (ξ) = F (+∞)

(конечного или нет) равно F (+∞). Если предела F (+∞) не существует, то симво-
лу (1) не приписывается никакого значения, в этом случае, так же как и в случае,
когда F (+∞) = ∞, говорят, что несобственный интеграл (1) расходится. При ко-
нечном пределе F (+∞) несобственный интеграл (1) называется сходящимся. Тот
факт, что число F (+∞) является значением интеграла (1), записывают равен-
ством

∞∫
a

f(x) dx = F (+∞) = lim
ξ→∞

ξ∫
a

f(x) dx,

а функцию f(x) называют интегрируемой на [a,∞).
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Например,
∞∫
0

sin x dx расходится, так как функция

F (ξ) =

ξ∫
0

sin x dx = 1 − cos ξ

не имеет предела при ξ → ∞. Интеграл

∞∫
0

dx

1 + x2

сходится и имеет значение
π

2
, так как:

F (ξ) =

ξ∫
0

dx

1 + x2
= arctg ξ → π

2

при ξ → ∞. Наконец, интеграл
∞∫

0

x dx

1 + x2
расходится и имеет значение +∞, так

как

F (ξ) =

ξ∫
0

x dx

1 + x2
=

1

2
ln(1 + ξ2) → +∞

при ξ → ∞.

Сходимость интеграла (1), т.е. существование конечного предела lim
ξ→∞

F (ξ),

равносильна существованию конечного предела у последоватальности {F (ξn)}, со-
ответствующей произвольной последовательности {ξn}, ξn → +∞, а значит, схо-
димости ряда

∞∑
n=1

ξn+1∫
ξn

f(x) dx,

частичными суммами которого являются члены последовательности {F (ξn)}. Есте-
ственно ожидать поэтому, что теория несобственных интегралов по неограничен-
ному промежутку имеет много общего с теорией числовых рядов. Далее мы убе-
димся в наличии общности, позволяющей несобственный интеграл (1) считать кон-
тинуальным аналогом числового ряда, в котором роль общего члена выполняет
выражение f(x) dx, а суммирование заменено интегрированием.

Назовем каждый интеграл вида

ξ2∫
ξ1

f(x) dx, a < ξ1 < ξ2,
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отрезком интеграла (1), а интегралы
∞∫
ξ

f(x) dx — его остатками. Очевидно, что

сходимость интеграла (1) и каждого его остатка имеют место одновременно.

Критерий Коши существования конечного предела у функции F (ξ) при ξ →
+∞ приводит к следующему утверждению.

Для того чтобы несобственный интеграл (1) сходился, необходимо и доста-
точно, чтобы для каждого числа ε > 0 существовало такое число ξ0, что при
всех ξ1, ξ2 > ξ0 ∣∣∣∣

ξ2∫
ξ1

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε.

Действительно, выражение, стоящее в левой части этого неравенства, можно пред-
ставить в виде |F (ξ2) − F (ξ10|, и тогда предыдущее неравенство будет условием
Коши для функции F (ξ)|.

Обратимся вначале к случаю, когда f(x) ≥ 0 в промежутке [a,∞). В этом
случае при ξ1 < ξ2

F (ξ1) =

ξ1∫
a

f(x) dx ≤
ξ1∫
a

f(x) dx+

ξ2∫
ξ1

f(x) dx =

ξ2∫
a

f(x) dx = F (ξ2),

т.е. функция F (ξ) является возрастающей (неубывающей) и поэтому имеет предел
при ξ → +∞. Это означает, что несобственный интеграл (1) от неотрицательной
функции всегда имеет значение. Так как это значение является пределом последо-
вательности {F (ξn)}, соответствующей любой последовательности {ξn}, ξn → +∞,
то для отыскания его достаточно рассмотреть какую-нибудь одну последователь-
ность, например, положив ξn = a+ n. Так как для существования конечного пре-

дела последовательности
{ a+n∫

a

f(x) dx

}
достаточно ее ограниченности, справед-

ливо следующее утверждение: для сходимости несобственного интеграла (1) от
неотрицательной функции f(x) необходимо и достаточно существование тако-
го числа M , что при всех ξ > a выполняется неравенство

ξ∫
a

f(x) dx ≤M.

(В дальнейшем мы будем рассматривать, не оговаривая этого особо, только функ-
ции, интегрируемые на каждом промежутке [a, ξ], где 0 < ξ < ∞. Далее укажем
на следующий признак сравнения.

Если функции f(x) и g(x) таковы, что при всех x > b, где b — некоторое
число, большее или равное a, выполняется неравенство

0 ≤ f(x) ≤ g(x),
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из сходимости интеграла
∞∫
a

g(x) dx вытекает сходимость интеграла
∞∫
a

f(x) dx, а

из расходимости последнего интеграла следует расходимость первого.

Заметим, что если f(x) ≥ 0 и интеграл (1) сходится, то для каждой ограни-
ченной на [a,∞) функции ϕ(x) ≥ 0 сходится интеграл

∞∫
a

f(x)ϕ(x) dx. (2)

Действительно, если 0 ≤ ϕ(x) ≤ A, то

ξ∫
a

f(x)ϕ(x) dx ≤ A

ξ∫
a

f(x) dx ≤ AM,

где M = sup
ξ

ξ∫
a

f(x) dx =

∞∫
a

f(x) dx. Подобным же образом легко проверить, что

при расходимости интеграла (1) и условии 0 < c ≤ ϕ(x) расходится и интеграл
(2).

Взяв в качестве одной из функций g(x) или f(x) конкретную функцию, мож-
но сформулировать признаки сходимости (расходимости) в терминах требований к
другой функции. Например, сформулируем следующий признак сходимости несоб-
ственного интеграла (2) от неотрицательной функции f(x).

Если функция f(x) на промежутке [a,∞) допускает представление в виде

f(x) =
ϕ(x)

xλ
,

где ϕ(x) — ограниченная на [a,∞) функция и ϕ(x) ≥ 0, то при λ > 1 и a > 0
интеграл (1) сходится. Если же λ ≤ 1 и 0 < c ≤ ϕ(x), то интеграл (1) расходится
(см. § 10 гл. VIII).

Примеры.

1. Так как для всех x ≥ 1 имеем
x sin2 x

x4 + 1
<

1

x3
и

∞∫
1

dx

x3
сходится, то

b∫
1

x sin2 x

x4 + 1

также сходится.

Введем понятие абсолютной и неабсолютной сходимости несобственных ин-
тегралов.

Пусть теперь функция f(x) принимает на [a,∞) значения любого знака. Усло-
вимся говорить, что интеграл (1) сходится абсолютно, если сходился интеграл

∞∫
a

|f(x)| dx. (3)
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Покажем, что абсолютно сходящийся интеграл сходится. Для произвольного числа
ε > 0 в силу сходимости интеграла (3) найдется такое число ξ0 > a, что при любых
ξ1, ξ2, ξ0 < ξ1 < ξ2, выполняется неравенство

ξ2∫
ξ1

|f(x)| dx < ε.

Но ∣∣∣∣
ξ2∫
ξ1

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
ξ2∫
ξ1

|f(x)| dx,

и интеграл (1) оказывается сходящимся.

Так как проверка абсолютной сходимости интеграла (1) сводятся к проверке
сходимости интеграла от неотрицательной функции |f(x0|, ранее сформулирован-
ные для этого случая признаки распространяются на этот случай. Например, если
существует такая функция g(x), что

|f(x)| ≤ g(x)

я интеграл
∞∫
a

g(x) dx сходится, то абсолютно сходится интеграл (1).

Примеры.

2. Из оценки
∣∣∣∣ x sinx
x3+x+1

∣∣∣∣ < 1

x2 + 1
при x ≥ 0 и сходимости интеграла

∞∫
0

dx

x2 + 1

следует абсолютная сходимость интеграла
∞∫

0

x sin x

x3 + x+ 1
dx.

Сходящийся интеграл (1) называется неабсолютно сходящимся, если расхо-
дятся интеграл (3).

Признак Абеля. Если функция f(x) интегрируема на промежутке [a,∞),
а функция g(x) монотонна и ограничена на нем, то интеграл

∞∫
a

f(x)g(x) dx (4)

сходится.

Доказательство. Для произвольных ξ1, ξ2 ≥ a, согласно второй теореме о
среднем (§ 7 гл. VIII), имеем:

ξ2∫
ξ1

f(x)g(x) dx = g(ξ1)

ξ∗∫
ξ1

f(x) dx+ g(ξ2)

ξ2∫
ξ∗

f(x) dx, ξ1 < ξ∗ < ξ2. (5)
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Если теперьK таково, что |g(x)| ≤ K, а число ξ0 выбрано так, чтобы при ξ1, ξ2 > ξ0
выполнялось неравенство∣∣∣∣

ξ2∫
ξ1

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε

2K
, ε > 0 произвольно,

(такое ξ0 существует, так как по условию
∞∫
a

f(x) dx сходится), то

∣∣∣∣
ξ2∫
ξ1

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ |g(ξ1)|
∣∣∣∣
ξ∗∫
ξ1

f(x) dx

∣∣∣∣+ |g(ξ2)|
∣∣∣∣
ξ2∫
ξ∗

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε,

что, в соответствии с признаком Коши, означает сходимость интеграла (4).

Справедливо также следующее утверждение.

Признак Дирихле. Если существует такое M , что при всех ξ > a выпол-

няется неравенство
∣∣∣∣

ξ∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ M , а функция g(x) монотонно стремится к

нулю при x→ +∞, то интеграл (3) сходится.

Доказательство. В самом деле, в этом случае по заданному числу ε > 0

найдется такое число ξ0, что при всех x > ξ0 |g(x)| < ε

4M
. Взяв ξ1, ξ2 > ξ0 и

использовав равенство (5), получим:

∣∣∣∣
ξ2∫
ξ1

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ |g(ξ1)|
∣∣∣∣
ξ∗∫
ξ1

f(x) dx

∣∣∣∣+ |g(ξ2)|
∣∣∣∣
ξ2∫

ξ∗

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε

4M
(2M + 2M) = ε,

откуда, в силу признака Коши, вытекает сходимость интеграла (4). При проведе-
нии последних оценок мы воспользовались неравенствами∣∣∣∣
ξ∗∫
ξi

f(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣
ξ∗∫
a

f(x) dx−
ξi∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣
ξ∗∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣+∣∣∣∣
ξi∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ 2M, i = 1, 2.

Примеры.

3.Интегралы
∞∫

1

sin x

x
dx и

∞∫
1

cosx

x
dx сходятся, так как, например,

∣∣∣∣
ξ∫

1

sin x dx

∣∣∣∣
≤ 2 и функция

1

x
монотонно стремится к нулю при x → +∞. Легко проверить,

что эти интегралы сходятся не абсолютно. Действительно, допустим, что сходит-

ся интеграл
∞∫

1

| sinx|
x

dx. Тогда, в силу неравенства sin2 x ≤ | sin x|, сходящимся
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должен быть и интеграл
∞∫

1

sin2 x

x
dx, а значит, и интеграл

1

2

∞∫
1

dx

x
=

∞∫
1

sin2 x

x
dx+

1

2

∞∫
1

cos 2x

2x
d(2x),

что противоречит расходимости интеграла
∞∫

1

dx

x
.

Проведенные выше рассмотрения могут быть распространены на случай, ко-
гда функция f(x) определена на промежутке (−∞, b] и является интегрируемой
на каждом конечном промежутке [η, a], где η < a. Введя в рассмотрение функцию

Φ(η) =

a∫
η

f(x) dx

назовем интеграл
a∫

−∞
f(x) dx сходящимся, если существует конечный предел

lim
η→−∞

Φ(η) = Φ(−∞),

и расходящимся, если этот предел бесконечен или не существует. Ясно, что все
ранее сказанное об интегралах по промежутку [a,∞) может быть повторено для
рассматриваемого случая.

Наконец, пусть функция f(x) определена при всех x ∈ R и является интегри-
руемой на каждом конечном промежутке [η, ξ].

Если при некотором a сходятся интегралы

a∫
−∞

f(x) dx и
∞∫
a

f(x) dx, (6)

то, по определению, полагаем

∞∫
−∞

f(x) dx =

a∫
−∞

f(x) dx+

∞∫
a

f(x) dx. (7)

Легко проверить, что значение интеграла
∞∫

−∞

f(x) dx не зависит от выбора a.

Если какой-нибудь из интегралов (6) расходится, то интеграл (7) является,
по определению, расходящимся.
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Понятие сходимости (расходимости) интеграла (7) можно с самого начала
связать с наличием конечного предела (и соответственно с отсутствием его) у
функции

Ψ(η, ξ) =

ξ∫
η

f(x) dx

при η → −∞, ξ → ∞.

Если, в частности, существует конечный предел

lim
ξ→+∞

ξ∫
−ξ

f(x) dx = J,

то число J называют главным значением в смысле Коши интеграла
∞∫

−∞

f(x) dx и

обозначают

J = V.p.

∞∫
−∞

f(x) dx.

Ясно, что если
∞∫

−∞

f(x) dx сходится, то V.p.

∞∫
−∞

f(x) dx существует и

V.p.

∞∫
−∞

f(x) dx =

∞∫
−∞

f(x) dx.

Однако главное значение в смысле Коши может существовать и в случае расхо-

димости интеграла. Так, например,
∞∫

−∞

sin x dx расходится, но

V.p.

∞∫
−∞

sin x dx = lim
ξ→+∞

ξ∫
−ξ

sin x dx = lim
ξ→+∞

(
− cos x

∣∣∣∣∞
−∞

)
= 0.

Предположим, что функция f(x) имеет первообразную F1(x). В этом случае

ξ∫
a

f(x) dx = F1(ξ) − F1(a)

и при сходимости интеграла (1) существует конечный предел

lim
ξ→+∞

F1(ξ) = F1(+∞).
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Это обозначение позволяет распространить формулу Ньютона–Лейбница на слу-
чай несобственного интеграла и записать:

∞∫
a

f(x) dx = F1(x)

∣∣∣∣+∞

a

= F1(+∞) − F1(a). (8)

Можно показать, что, как и в случае интегралов по конечному промежутку, соот-
ношение (8) выполняется также тогда, когда f(x) допускает разрывы в конечном
числе точек.

Пусть теперь функции u(x) и v(x) являются дифференцируемыми на проме-
жутке [a,∞) и сходятся интегралы

∞∫
a

u(x)v′(x) dx и
∞∫
a

v(x)u′(x) dx. (9)

Тогда существует конечный предел

lim
x→+∞

[u(x)v(x)] = u(+∞)v(+∞)

и имеет место равенство
∞∫
a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣∞
a

−
∞∫
a

v(x)u′(x) dx, (10)

т.е. на несобственные интегралы вида (1) распространяется правило интегрирова-
ния по частям.

Действительно, для промежутка [a, ξ] возможно применение правила инте-
грирования по частям, т.е.

ξ∫
a

u dv = u(x)v(x)

∣∣∣∣ξ
a

−
ξ∫
a

v du.

Из предположения о сходимости интегралов (9) следует возможность перехода к
пределу в этом равенстве, а значит, и справедливость равенства (10).

Пусть, наконец, функция f(x) непрерывна на [a,∞) и функция ϕ(t), опреде-
ленная на промежутке [α,∞), обладает свойствами: 1) ϕ(t) строго монотонна, 2)
ϕ(t) непрерывна вместе с производной ϕ′(t), 3) ϕ(α) = a, ϕ(+∞) = +∞.

Тогда из сходимости одного из интегралов
∞∫
a

f(x) dx,

∞∫
α

f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt

вытекает сходимость другого и равенство между ними, т.е.
∞∫
a

f(x) dx =

∞∫
α

f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt. (11)
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Такие образом, в высказанных условиях справедливо правило замены переменной
под знаком интеграла.

Для доказательства достаточно рассмотреть промежуток [α, τ ] и его образ
[a, ϕ(τ)] и воспользоваться формулой замены переменной под знаком определен-
ного интеграла

ϕ(τ)∫
a

f(x) dx =

τ∫
α

f [ϕ(τ)]ϕ′(τ) dτ,

условия применимости которой выполнены, а затем совершить предельный пере-
ход, устремляя τ к +∞. В результате получим равенство (11).

Аналогично может быть рассмотрен случай: ϕ : (−∞, d] → [a,∞), ϕ(t) мо-
нотонно убывает на (−∞, a] и ϕ(α) = a.

Примеры.

4. Пусть J =

∞∫
0

dx

1 + x4
. В результате замены x =

1

t
получим J =

∞∫
0

t2

1 + t4
dt.

Следовательно,

J =
1

2

( ∞∫
0

dx

1 + x4
+

∞∫
0

x2 dx

1 + x4

)
=

1

2

∞∫
0

(1 + x2) dx

1 + x4
=

1

2

∞∫
0

1 +
1

x2

x2 +
1

x2

dx =

=
1

2

∞∫
0

d

(
x− 1

x

)
(
x− 1

x

)2

+ 2

=
1

2

∞∫
−∞

dz

z2 + 2
=

1

2
√

2
arctg

z√
2

∣∣∣∣∞
−∞

=
π√
2
.

§ 2. Несобственные интегралы от неограниченных функций

Пусть f : [a, b] → R. Точка x0 ∈ [a, b] называется точкой интегрируемо-
сти функции f(x), если найдется такая окрестность U(x0) этой точки, что f(x)
интегрируема по промежутку U(x0)∩ [a, b]. Точки, в которых функция f(x) неин-
тегрируема, называются особыми точками f(x). Покажем, что интегрируемая в
каждой точке отрезка [a, b] функция является интегрируемой по всему отрезку
[a, b]. Отнесем для этого каждой точке x ∈ [a, b] окрестность U(x), по которой f(x)
интегрируема, и из покрытия {U(x)} отрезка [a, b] выделим конечное подпокрытие
U(x1), U(x2), . . . , U(xp). По каждому из промежутков U(xk) ∩ [a, b], k = 1, 2, . . . , p,
функция f(x) интегрируема, а значит, она интегрируема и по всему отрезку [a, b].

Из этого факта вытекает, что неинтегрируемая на [a, b] функция f(x) име-
ет на этом отрезке особые точки. Можно доказать, что множество особых точек
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является замкнутым. Ограничимся рассмотрением случая, когда имеется лишь
конечное число особых точек функции f(x).

Рассмотрим сначала случай одной особой точки, являющейся концом [a, b],
например, допустим, что f(x) интегрируема в каждой точке x ∈ [a, b], отличной от
a. Покажем, что в этом случае f(x) является неограниченной в любой окрестности
точки a40.

Действительно, в противном случае f(x) является ограниченной в некоторой
окрестности точки a, в тем самым и на всем промежутке [a, b], т.е. найдется такое
число M , что |f(x)| ≤M при всех x ∈ [a, b]. Пусть ε — произвольное положитель-

ное число. Возьмем число δ1 > 0, δ1 < min

{
ε

8M
, b− a

}
, и рассмотрим функцию

f(x) на промежутке [a + δ1, b]. Так как на этом промежутке f(x) интегрируема,
то по заданному числу ε > 0 найдется такое число δ2 = δ2(ε), что при любом раз-
биении T отрезка [a + δ1, b] на элементарные части с λ(T ) < δ2 будет выполнено

неравенство
∑
T

ωkΔxk <
1

2
ε.

Положим δ = min (δ1, δ2) и рассмотрим любое разбиение T ′ отрезка [a, b] на
части, для которого λ(T ′) < δ. Для оценки величины суммы∑

T ′
ωkΔxk

соответствующей разбиению T ′, разобьем эту сумму на две части, отнеся в од-
ну из частей

∑′
все слагаемые, соответствующие отрезкам разбиения T ′, распо-

ложенным целиком на промежутке [a + δ1, b], и в другую часть
∑′′

— осталь-

ные слагаемые. Ясно, что
∑
T ′

′
ωkΔxk <

1

2
ε. Ясно также, что сумма длин про-

межутков, соответствующих слагаемым, попавшим в сумму
∑′′

, не превосходит

δ1+δ ≤ 2δ1 <
ε

4M
. Так как, далее, колебание f(x) на каждом из этих промежутков

не превосходит числа 2M , то∑
T ′

′′
ωkΔxk < 2M

ε

4M
=

1

2
ε.

В результате получаем неравенство∑
T ′
ωkΔxk =

∑
T ′

′
ωkΔxk +

∑
T ′

′′
ωkΔxk <

1

2
ε+

1

2
ε = ε,

из которого вытекает интегрируемость функции f(x) на [a, b].

Определим теперь понятие несобственного интеграла по конечному проме-
жутку от функции, неограниченной в одной из концевых точек этого промежутка.

40Часто функцию, неограниченную в любой окрестности точки a, называют неограниченной в
этой точке, хотя в самой точке функция имеет конечное значение.

439



Пусть функция f(x) интегрируема на каждом промежутке [ξ, b], где a < ξ < b, и
при x→ a |f(x)| неограниченно возрастает, введем в рассмотрение функцию

F (ξ) =

b∫
ξ

f(x) dx.

Если существует конечный предел F (a + 0) этой функция, то говорят, что
несобственный интеграл

b∫
a

f(x) dx (12)

от неограниченной на [a, b] функции f(x) сходится, а число F (a + 0) называют
значением этого интеграла. В случае, когда предел F (a + 0) бесконечен или не
существует, несобственный интеграл (12) называется расходящимся. Совершенно
аналогично вводится понятие несобственного интеграла (12), когда единственной
особой точкой функции f(x) на [a, b] является правый конец b этого отрезка. В
этом случае рассматривается функция

F (ξ) =

ξ∫
a

f(x) dx,

где a < ξ < b, и конечный предел F (b−0) этой функции (если он существует) назы-
вается значением сходящегося несобственного интеграла (12). Если такого предела
нет или F (b− 0) = ∞, несобственный интеграл (12) называется расходящимся.

Если одновременно оба конца промежутка [a, b] являются особыми точками
функции f(x), то для произвольной точки c, a < c < b, вводятся интегралы рас-
смотренного вида:

c∫
a

f(x) dx и
b∫
c

f(x) dx.

При сходимости этих интегралов сумму их значений принимают за значение несоб-
ственного интеграла (12) и, по определению, полагают, что

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.

Наконец, если на промежутке [a, b] имеется конечное число особых точек c1, c2, . . . ,
cp, a ≤ c1 < c2 < . . . < cp ≤ b, то интеграл по этому промежутку называется
сходящимся, когда сходится каждый из интегралов

c1∫
a

f(x) dx,

c2∫
c1

f(x) dx, . . . ,

b∫
cp

f(x) dx. (13)
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При этом полагают

b∫
a

f(x) dx =

c1∫
a

f(x) dx+

c2∫
c1

f(x) dx+ . . .+

b∫
cp

f(x) dx.

Если какой-нибудь из интегралов (13) расходится, то интеграл
b∫

a

f(x) dx на-

зывается расходящимся.

В случае, когда единственная особая точка c является внутренней к проме-
жутку [a, b], вводят в рассмотрение функцию

Φ(ε) =

c−ε∫
a

f(x) dx+

b∫
c+ε

f(x) dx.

Если у этой функции при ε → 0 существует предел, он называется главным зна-
чением (в смысле Коши) несобственного интеграла (12) и обозначается через

V.p.

b∫
a

f(x) dx.

Например,

V.p.

1∫
−1

dx

x
= lim

ε→0

[ −ε∫
−1

dx

x
+

1∫
ε

dx

x

]
= lim

ε→0
[ln ε− ln ε] = 0.

Изучая интегралы от неограниченных на [a, b] функций, снова можно рас-
смотреть случай неотрицательных функций и сформулировать для него признаки
сравнения, аналогичные установленным в § 1. Например, если функция f(x) пред-
ставима в виде

f(x) =
ϕ(x)

(x− a)λ

и 0 ≤ ϕ(x) ≤ C, то при λ < 1 интеграл (12) сходится, если ϕ(x) ≥ c > 0, то при
λ ≥ 1 этот интеграл расходится.

Подобным образом можно ввести понятие абсолютной сходимости интегра-
ла (12) и для неабсолютно сходящихся интегралов привести признаки Абеля и
Дирихле, формулировка которых предлагается читателю в качестве упражнения.

Наконец, незначительно видоизменив рассуждения предыдущего параграфа,
легко распространить на случай интегралов от неограниченных функций правила
интегрирования по частям и замены переменной под знаком интеграла. Мы не
будем останавливаться на этом рассмотрении.

В заключение укажем на связь между интегралами (1) и (12) в условиях
допустимости замены переменной.
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Пусть в интеграле (1) a > 0. Положим t =
1

x
. В результате интеграл (1)

преобразуется к виду

−
0∫

1
a

f

(
1

t

)
dt

t2
=

1
a∫

0

f

(
1

t

)
dt

t2
,

т.е. к интегралу вида (12). Аналогично, полагая в интеграле (12) t =
1

x− a
, пре-

образуем его к виду

−

1
b−a∫
∞

f

(
a +

1

t

)
dt

t2
=

∞∫
1

b−a

f

(
a+

1

t

)
dt

t2
,

т.е. к виду (1).

Иногда приходится рассматривать интегралы от функций f(x), определен-
ных на бесконечном промежутке и имеющих на этом промежутке особые точки.
В этом случае промежуток определения функций делится на части таким обра-
зом, чтобы особые точки f(x) оказались концевыми, и для каждой из полученных
частей определяется соответствующий несобственный интеграл. Если все такие
интегралы сходятся и ряд, составленный из их значений, также оказывается схо-
дящимся, сумму этого ряда называют значение и несобственного интеграла по
всему бесконечному промежутку, в случае конечного числа особых точек речь
идет о конечной сумме.

Так, например, для интеграла в
∞∫

0

e−x√
x
dx рассмотрим

1∫
0

e−x√
x
dx и

∞∫
1

e−x√
x
dx.

Оба эти интеграла, очевидно, сходятся. Таким образом, можно написать:

∞∫
0

e−x√
x
dx =

1∫
0

e−x√
x
dx+

∞∫
1

e−x√
x
dx.
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Глава XVI

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА

§ 1. Равномерное стремление к пределу функции двух переменных

ПустьX и Y — некоторые множества из R и y0 — предельная точка множества
Y . Пусть, далее, f : X × Y → R. Если при каждом x ∈ X существует конечный
предел

lim
y→y0

f(x, y) = ϕ(x),

то говорят, что функция f(x, y) при y → y0 стремится поточечно к функции
ϕ(x), и записывают это в виде

f(x, y) → ϕ(x) при y → y0.

Поточечное стремление f(x, y) → ϕ(x) при y → y0 обобщает понятие поточечной
сходимости последовательности функций, так как в частном случае, когда мно-
жество Y является последовательностью {yn}, yn → y0, функцию f(x, y) можно
рассматривать как функциональную последовательность fn(x) = f(x, yn), опреде-
ленную на множествеX. Продолжая это обобщение, определим понятие равномер-
ного стремления функции двух переменных к предельной функции, аналогичное
понятию равномерной сходимости функциональной последовательности, причем
для определенности ограничимся случаем конечного y0.

Определение. Функция f(x, y) стремится равномерно (относительно x) к
функции ϕ(x) при y → y0, если для каждого числа ε > 0 найдется такое число
δ = δ(ε) > 0, что при всех y ∈ Y \ y0, для которых |y − y0| < δ выполняется
неравенство

|f(x, y) − ϕ(x)| < ε

сразу для всех точек x ∈ X. Равномерное стремление будем обозначать в даль-
нейшем записью

f(x, y) ⇒ ϕ(x) при y → y0.

Иногда функцию ϕ(x) будем называть также равномерным пределом функции
f(x, y) точке y0.

Следующее утверждение устанавливает непосредственную связь между рав-
номерным стремлением f(x, y) ⇒ ϕ(x) при y → y0 и равномерной сходимостью по-
следовательностей fn(x) = f(x, yn), соответствующих последовательностям {yn} ⊂
Y \ y0, yn → y0.
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Теорема 1. Для того чтобы f(x, y) ⇒ ϕ(x) при y → y0, необходимо и до-
статочно, чтобы для каждой последовательности {yn} ⊂ Y \ y0, yn → y0, соот-
ветствующая функциональная последовательность fn(x) = f(x, yn) равномерно
сходилась к ϕ(x).

Необходимость. Предположим, что f(x, y) ⇒ ϕ(x) при y → y0 и возьмем
произвольную последовательность {yn}, yn ∈ Y , yn �= y0, yn → y0. Покажем,
что для функциональной последовательности {fn(x)}, где fn(x) = f(x, yn), имеет
место fn(x) ⇒ ϕ(x). Для этого, взяв произвольное число ε > 0, найдем такое
число δ = δ(ε) > 0, что при ∀ y ∈ Y , 0 < |y − y0| < δ, выполняется неравенство
|f(x, y) − ϕ(x)| < ε при ∀ x ∈ X. Так как yn → y0, то ∃ N = N(δ) такое, что при
∀n ≥ N выполняется неравенство |yn − y0| < δ, из которого вытекает неравенство

|f(x, yn) − ϕ(x)| < ε

при ∀ x ∈ X и ∀n ≥ N , т.е. fn(x) ⇒ ϕ(x).

Достаточность. Предположим теперь, что для любой последовательности
{yn} ⊂ Y \ y0, такой, что |yn − y0| → 0, соответствующая последовательность
fn(x) = f(x, yn) ⇒ ϕ(x). Покажем, что f(x, y) ⇒ ϕ(x) при y → y0. Если бы это
было не так, то для некоторого числа ε0 > 0 при ∀δ > 0 нашлось бы yδ �= y0,
|yδ − y0| < δ и точка xδ ∈ X такие, что |f(xδ, yδ) = ϕ(xδ)| ≥ ε0. Возьмем по-
следовательность {δn}, δn > 0, δn → 0, тогда для соответствующих последова-
тельностей yn = yδn , x = xδn будем иметь: 0 < |yn − y0| → 0 и в то же время
|f(xn, yn) − ϕ(xn)| ≥ ε0, т.е. последовательность функций f(x, yn) = fn(x) не стре-
мится равномерно к ϕ(x), вопреки предположению. Теорема доказана.

Теорема 1 позволит нам в дальнейшем использовать известные факты, свя-
занные со свойствами предельной функции равномерно сходящейся функциональ-
ной последовательности, для распространения их на равномерный предел функ-
ции двух переменных.

Имеет место следующий критерий Коши равномерного стремления к пре-
дельной функции. Для того чтобы функция f(x, y) стремилась равномерно к
некоторой функции ϕ(x) при y → y0, необходимо и достаточно, чтобы для каж-
дого числа ε > 0 нашлось такое число δ = δ(ε) > 0, что при всех y′, y′′ ∈ Y \y0, для
которых |y′−y0| < δ, |y′′−y0| < δ, и при каждом x ∈ X выполнялось неравенство

|f(x, y′) − f(x, y′′)| < ε.

Для доказательства, на основании теоремы 1, достаточно перейти к произвольной
последовательности {f(x, yn)}, соответствующей последовательности {yn}, yn ∈ Y ,
0 < |yn − y0| → 0, и воспользоваться ранее доказанным признаком Коши равно-
мерной сходимости функциональной последовательности (см. § 1 гл. XIV).

В качестве примера приложения понятия равномерного стремления к пре-
дельной функции определим понятие равномерной дифференцируемости функции
одного переменного. Пусть f : X → R. Введем в рассмотрение функцию

F (x, h) =
f(x+ h) − f(x)

h
,
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где h �= 0 и таково, что при каждом фиксированном x ∈ X точка x+ h ∈ X. Если
при h → 0 функция F (x, h) ⇒ f ′(x), то говорят, что функция f(x) равномерно
дифференцируема на множестве X. Например, для функции ln x, рассматривае-

мой на промежутке (0, 1), ее производная
1

x
не является равномерный пределом

функции
ln(x+ h) − ln x

h
при h→ 0, так как можно показать, что разность

ln(x+ h) − ln x

h
− 1

x

стремится к нулю не равномерно относительно x ∈ (0, 1). Вместе с тем, на проме-

жутке [1, 2] функция
1

x
является разномерным пределом функции

ln(x+ h) − ln x

h
при h→ 0.

Пусть X = [a, b], y0 — предельная точка множества Y и F : X×R. Приведем
ряд теорем, характеризующих свойства равномерного предела f(x, y) при y → y0

и доказываемых переходом к произвольной последовательности {yn}, yn ∈ Y \ y0,
|yn − y0| → 0.

Теорема 2. Если функция f(x, y) интегрируема на [a, b] при каждом фикси-
рованном y ∈ Y и f(x, y) ⇒ ϕ(x) при y → y0, то функция ϕ(x) интегрируема на
[a, b] и имеет место равенство

lim
y→y0

b∫
a

f(x, y) dx =

b∫
a

ϕ(x) dx =

b∫
a

[
lim
y→y0

f(x, y)

]
dx.

Теорема 3. Если функция f(x, y) непрерывна по x на [a, b] при каждом фик-
сированном y ∈ Y и f(x, y) ⇒ ϕ(x) при y → y0, то ϕ(x) — непрерывная на [a, b]
функция.

Теорема 4. Если функция f(x, y) непрерывна по x на [a, b] при каждом фик-
сированном y и при стремлении y, возрастая к y0, эта функция, возрастая (убы-
вая), стремится поточечно к непрерывной предельной функции ϕ(x), то это
стремление является равномерным.

Эта теорема является аналогом ранее доказанной для функциональных по-
следовательностей теоремы Дини, поэтому при переходе к последовательности
{yn} необходимо позаботиться о том, чтобы эта последовательность была возрас-
тающей и, конечно, yn → y0.

Теорема 5. Пусть при каждой фиксированном значении y ∈ Y функции
f(x, y) и f ′

x(x, y) (рассматриваемые как функции переменной x) непрерывны на
[a, b] и при y → y0 функция f(x, y) → ϕ(x), а f ′

x(x, y) ⇒ ψ(x). Тогда функция ϕ(x)
дифференцируема на [a, b] и

ϕ′(x) = ψ(x)

или [
lim
y→y0

f(x, y)

]′
= lim

y→y0
f ′
x(x, y).

В заключение отметим следующее утверждение.
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Теорема 6. Если функция f : [a, b]× [c, d] → R непрерывна в прямоугольнике
[a, b] × [c, d], то для любого y0 ∈ [c, d] при y → y0 имеем: f(x, y) ⇒ f(x, y0).

Действительно, так как функция f(x, y) равномерно непрерывна в прямо-
угольнике [a, b] × [c, d], то для произвольного числа ε > 0 найдется такое число
δ = δ(ε) > 0, что для любых точек (x′, y′), (x′′, y′′), для которых |x′ − x′′| < δ,
|y′ − y′′| < δ, выполняется неравенство

|f(x′, y′) − f(x′′, y′′)| < ε.

Полагая x′ = x′′ = x, y′ = y, y′′ = y0 найдем, что для любых y ∈ [c, d], таких, что
|y − y0| < δ, выполняется неравенство

|f(x, y)− f(x, y0)| < ε

при всех x ∈ [a, b], а этом и означает равномерное стремление f(x, y) к f(x, y0) при
y → y0.

§ 2. Интегралы (собственные), зависящие от параметра

Пусть f : [a, b]×Y → R и при каждом фиксированном y ∈ Y функция f(x, y)
интегрируема по промежутку [a, b]. Тогда на множестве Y определена функция

J(y) =

b∫
a

f(x, y) dx, (1)

называемая интегралом, зависящим от параметра y.

Согласно теореме 2 из § 1, если f(x, y) ⇒ ϕ(x) при y → y0, то в интеграле (1)
допустим предельный переход под знаком интеграла. Если, в частности, y0 ∈ Y ?
и ϕ(x) = f(x, y0), то функция J(y) непрерывна в точке y0, так как

lim
y→y0

J(y) =

b∫
a

f(x, y0) dx = J(y0).

Следовательно, в случае непрерывной на прямоугольнике [a, b] × [c, d] функции
f(x, y) интеграл (1) является функцией, непрерывной на [c, d].

Из теоремы 5 § 1 вытекает следующее утверждение.

Теорема 1. Если функция f : [a, b]×[c, d] → R непрерывна на прямоугольнике
[a, b]× [c, d] и имеет непрерывную на этом прямоугольнике производную f ′

y(x, y),
то функция определяемая интегралом (1), дифференцируема на [c, d] и

J ′(y) =

b∫
a

f ′
y(x, y) dy,
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т.е. дифференцирование по параметру можно выполнять под знаком интеграла.

В самом деле, в этом случае f ′
y(x, y) является равномерным пределом функ-

ции

F (x, y, h) =
f(x, y + h) − f(x, y)

h
при h→ 0,

так как f(x, y + h) − f(x, y) = f ′
y(x, y + θh)h, 0 < θ < 1, и

f ′
y(x, y + θh) ⇒ f ′

y(x, y) при h→ 0,

т.е. в интеграле,выражающем отношение

J(y + h) − J(y)

h
=

b∫
a

f ′
y(x, y + θh) dx

допустим предельный переход под знаком интеграла.

Обобщением интеграла (1) является интеграл вида

J(y) =

β(y)∫
α(y)

f(x, y) dx, (2)

где функция f(x, y) определена на прямоугольнике [a, b]×[c, d], а заданные на [c, d]
функции α(y) и β(y) отображают [c, d] в промежуток [a, b].

Теорема 2. Если функция f(x, y) непрерывна на [a, b] × [c, d] вместе с про-
изводной f ′

y(x, y), а функции α(y) и β(y) дифференцируемы на [c, d], то интеграл
J(y) дифференцируем на [c, d] и выполняется равенство

J ′(y) =

β(y)∫
α(y)

f ′
y(x, y) dx+ f [β(y), y]β ′(y) − f [α(y), y]α′(y). (3)

Установим справедливость этой формулы в произвольной точке y0 ∈ [c, d].
Для этого в выражении

J(y0 + h) − J(y0)

h
=

1

h

[ β(y0+h)∫
α(y0+h)

f(x, y0 + h) dx−
β(y0)∫
α(y0)

f(x, y0) dx

]
(4)

проведем преобразование:
β(y0+h)∫
α(y0+h)

f(x, y0+h) dx =

α(y0)∫
α(y0+h)

f(x, y0+h) dx+

β(y0)∫
α(y0)

f(x, y0+h) dx+

β(y0+h)∫
β(y0)

f(x, y0+h) dx,

и представим отношение (4) в следующем виде:

J(y0 + h) − J(y0)

h
=

β(y0)∫
α(y0)

f(x, y0 + h) − f(x, y0)

h
dx+
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+
1

h

α(y0)∫
α(y0+h)

f(x, y0 + h) dx+
1

h

β(y0+h)∫
β(y0)

f(x, y0 + h) dx.

В первом слагаемом правой части этого равенства, согласно теореме 2, допустим
предельный переход под знаком интеграла, воспользовавшись теоремой о среднем
значении, представим второе и третье слагаемые правой части этого равенства в
следующей форме:

1

h

α(y0)∫
α(y0+h)

f(x, y0 + h) dx = f(ξ, y − 0 + h)
α(y0) − α(y0 + h)

h
,

где ξ ∈ [α(y0), α(y0 + h)],

1

h

β(y0+h)∫
β(y0)

f(x, y0 + h) dx = f(ξ′, y0 + h)
β(y0 + h) − β(y0)

h
,

где ξ′ ∈ [β(y0), β(y0h)]. Из этих равенств, очевидно, следует:

1

h

α(y0)∫
α(y0+h)

f(x, y0 + h) dx→ −f [α(y0), y0]α
′(y0) при h→ 0,

1

h

β(y0+h)∫
β(y0)

f(x, y0 + h) dx→ f [β(y0), y0] при h→ 0.

Тем самым установлена допустимость предельного перехода при h→ 0 в равенстве
(4) и справедливость равенства (3).

Докажем теперь теорему об интегрировании по параметру под знаком инте-
грала (1).

Теорема 3. Пусть функция f : [a, b] × [c, d] → R и является непрерыв-
ной в этом прямоугольнике. Тогда функция J(y), определяемая интегралом (1),
интегрируема по промежутку [c, d] и справедливо равенство

d∫
c

J(y) dy =

d∫
c

{ b∫
a

f(x, y) dx

}
dy =

b∫
a

{ d∫
c

f(x, y) dy

}
dx,

т.е. интегрирование по параметру y возможно выполнять под знаком интегра-
ла, определяющего функцию J(y).

Для доказательства введем в рассмотрение вспомогательные функции:

Φ(η) =

η∫
c

{ b∫
a

f(x, y) dx

}
dy
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и

Ψ(η) =

b∫
a

{ η∫
c

f(x, y) dy

}
dx,

и покажем, что они совпадают при всех η ∈ [c, d]. Легко видеть, что каждая из
этих функций дифференцируема на [c, d]. В самом деле, функция Φ(η) дифферен-
цируема как интеграл с переменным верхним пределом от непрерывной функций
b∫

a

f(x, y) dx, а для функций Ψ(η) очевидно, выполнены условия теоремы 1. Про-

дифференцировав эти функции, найдем:

Φ′(η) =

b∫
a

f(x, η) dx,

Ψ′(η) =

b∫
a

f(x, η) dx,

т.е. при всех η ∈ [c, d] имеет место равенство Φ′(η) = Ψ′(η). Так как при η = c,
очевидно, Φ(c) = Ψ(c) = 0, то Φ(η) ≡ Ψ(η) на [c, d]. В частности, при η = d
получаем равенство (5).

§ 3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

В этом параграфе нас будет интересовать равномерное стремление функции
F (ξ, y) к предельной функции Φ(y) при ξ → +∞.

Напомним основное определение. Пусть F : Z × Y → R и +∞ является
предельной точкой множества Z. Будем говорить, что F (ξ, y) ⇒ Φ(y) при ξ → ∞,
если для каждого ε > 0 найдется такое число ξ0, что при ∀ ξ > ξ0, ξ ∈ Z и при
∀ y ∈ Y выполняется неравенство

|F (ξ, y)− Φ(y)| < ε.

Пусть теперь функция f(x, y) определена при x ≥ a и y ∈ Y а при каждом
фиксированном y ∈ Y интегрируема по промежутку [a,∞), т.е. сходится несоб-
ственный интеграл

J(y) =

∞∫
a

f(x, y) dx. (1)

Условимся называть интеграл (1) равномерно сходящимся, если функция

F (ξ, y) =

ξ∫
a

f(x, y) dx (2)
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при ξ → +∞ равномерно стремится к предельной функции J(y), т.е. F (ξ, y) ⇒
J(y) при ξ → +∞.

Несобственный интеграл (1) можно рассматривать как континуальный ана-
лог функционального ряда, а равномерно сходящийся интеграл (1) — как конти-
нуальный аналог равномерно сходящегося функционального ряда. Поэтому основ-
ные свойства равномерно сходящихся несобственных интегралов аналогичны со-
ответствующим свойствам равномерно сходящихся функциональных рядов. Так,
из признака Коши равномерного стремления F (ξ, y) к предельной функции J(y)
при ξ → +∞ вытекает следующий признак.

Теорема 1. Для того чтобы несобственный интеграл (1) равномерно схо-
дился, необходимо и достаточно, чтобы для каждого числа ε > 0 нашлось такое
число ξ0 ≥ a, что при всех ξ′, ξ′′ > ξ0 и при всех y ∈ Y выполнялось бы неравен-
ство ∣∣∣∣

ξ′′∫
ξ′

f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε.

Для доказательства достаточно применить критерий Коши равномерного
стремления к предельной функции, приведенный в § 1, к функции F (ξ, y) и заме-
нить эту функцию выражающим ее интегралом (2).

Из этого признана, в частности, вытекает следующий признак сравнения.

Следствие 1. Если при всех y ∈ Y и всех x ∈ [a1,∞), где a1 — некоторое
число, большее a, для функции f(x, y) выполнено неравенство

|f(x, y)| ≤ g(x), (3)

где g(x) — интегрируемая по промежутку [a,∞) функция, то интеграл (1) схо-
дится равномерно.

Действительно, из предположенной сходимости интеграла
∞∫
a

g(x) dx

вытекает, что для произвольного числа ε > 0 найдется такое число ξ0 > a, что при
любых ξ′, ξ′′, каких, что ξ0 ≤ ξ′ < ξ′′, выполняется неравенство

ξ′′∫
ξ′

g(x) dx < ε.

Но тогда, в силу (3),

∣∣∣∣
ξ′′∫
ξ′

f(x, y) dx

∣∣∣∣ ≤
ξ′′∫
ξ′

|f(x, y)| dx ≤
ξ′′∫
ξ′

g(x) dx < ε,

и утверждение, содержащееся в следствии, доказано.
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Замечание 1. Из теоремы 1 непосредственно вытекает, что равномерная схо-
димость несобственного интеграла (1) и каждого «остатка», т.е. интеграла вида

∞∫
a′

f(x, y) dx,

где a′ > a имеет место одновременно.
Приведем еще некоторые признаки равномерной сходимости интегралов вида

∞∫
a

f(x, y)g(x) dx и
∞∫
a

f(x)g(x, y) dx,

где функции g(x) и g(x, y) монотонны по x и ограничены.

Признак Дирихле. Если интегралы

F (ξ, y) =

ξ∫
a

f(x, y) dx

равномерно ограничены, т.е. при всех ξ > a и y ∈ Y

|F (ξ, y)| ≤ M,

и g(x) → 0 при x→ +∞, то интеграл

∞∫
a

f(x, y)g(x) dx

сходится равномерно.

Признак Абеля. Если интеграл

∞∫
a

f(x) dx

сходится, а функция g(x, y) равномерно ограничена при всех x ≥ a и всех y ∈ Y ,
то интеграл

∞∫
a

f(x)g(x, y) dx

сходится равномерно.

Доказательства этих признаков весьма близки к доказательствам аналогич-
ных признаков для несобственных интегралов, и поэтому мы их опускаем, предо-
ставляя заняться ими читателю в качестве упражнения.

Обратимся теперь к свойствам несобственных интегралов (1), зависящих от
параметра.

451



Теорема 2. Если f(x, y) ⇒ ϕ(x) на [a,∞) при y → y0 и интеграл (1) равно-
мерно сходится, то

lim
y→y0

J(y) = lim
y→y0

∞∫
a

f(x, y) dx =

∞∫
a

ϕ(x) dx.

Установим вначале интегрируемость ϕ(x) на промежутке [a,∞). Для этого
по заданному числу ε > 0 найдем такое число ξ0 = ξ0(ε) > a, что при любых ξ′, ξ′′,
ξ0 < ξ′ < ξ′′, выполняется неравенство,

∣∣∣∣
ξ′′∫
ξ′

f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε

при всех y ∈ Y . Предположив теперь ξ′ и ξ′′ фиксированными, совершим предель-
ный переход в этой неравенстве при y → y0. В результате получим неравенство

∣∣∣∣
ξ′′∫
ξ′

ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ε,

из которого вытекает сходимость интеграла
∞∫
a

ϕ(x) dx.

Рассмотрим теперь произвольную последовательность {ξn}, ξn → +∞, и со-
ответствующую ей последовательность

Jn(y) =

ξn∫
a

f(x, y) dx,

которая равномерно сходится к J(y). Для каждой из функций Jn(y) при y → y0

существует конечный предел (см. теорему 2 из § 1) и

lim
y→y0

Jn(y) = lim
y→y0

ξn∫
a

f(x, y) dx =

ξn∫
a

[
lim
y→y0

f(x, y)

]
dx =

ξn∫
a

φ(x) dx.

Но тогда, согласно утверждению из § 2, существует предел

lim
y→y0

J(y) = lim
ξn→∞

ξn∫
a

ϕ(x) dx =

∞∫
a

ϕ(x) dx,

что и доказывает теорему. Если, в частности, y0 ∈ Y и функция f(x, y) непрерывна
в точке y0, т.е. f(x, y) ⇒ f(x, y0) при y → y0, то lim

y→y0
J(y) = J(y0), т.е. имеет место

следующее утверждение.
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Следствие 2. Если функция f(x, y) непрерывна при x ≥ a и y ∈ [c, d] и
интеграл (1) сходился равномерно, то функция J(y), определенная интегралом
(1), непрерывна на [c, d].

Действительно, в этом случае на каждом конечном прямоугольнике [a, ξ] ×
[c, d] имеем f(x, y) ⇒ f(x, y0) = ϕ(x) при y → y0, поэтому для интегралов Jn(y)
выполняются условия возможности предельного перехода под знаком интеграла.

Замечание 2. Если функция f(x, y) непрерывна в [a,∞) × [c, d] и неотрица-
тельна, то из непрерывности J(y) на [c, d] вытекает равномерная сходимость ин-
теграла (1). Действительно, в этом случае при ξn → ∞, возрастая, последователь-
ность непрерывных функций Jn(y) монотонно возрастая, сходится к непрерывной
функции J(y), и к этому случаю можно применить теорему Дини.

Замечание 3. Если функция f(x, y) непрерывна на [a,∞) × [c, d], неотрица-
тельна и при y → y0, возрастая, сходится к непрерывной Функции ϕ(x) (монотонно

возрастая по y), тогда из сходимости интеграла
∞∫
a

ϕ(x) dx вытекает допустимость

предельного перехода под знаком интеграла (1). В самом деле, в этом случае ин-
теграл (1) оказывается равномерно сходящимся, в силу неравенства f(x, y) ≤ ϕ(x)
и признака сравнения равномерной сходимости для интегралов.

Рассмотрим вопрос об интегрировании несобственного интеграла по парамет-
ру.

Пусть функция f(x, y) непрерывна в [a,∞) × [c, d] и интеграл (1) равномер-
но сходился, в этом случае, согласно следствию 1, функция J(y) непрерывна на
[c, d], а следовательно, и интегрируема на [a, b]. При этих условиях справедливо
следующее утверждение.

Теорема 3. Имеет место формула

d∫
c

J(y) dy =

d∫
c

dy

∞∫
a

f(x, y) dx =

∞∫
a

dx

d∫
c

f(x, y) dy. (4)

В самом деле, рассмотрим последовательность функций

Jn(y) =

ξn∫
a

f(x, y) dx,

соответствующую произвольной последовательности {ξn}, ξn → ∞. Для каждой
из функций Jn(y), в силу теоремы 3 из § 2, имеем

d∫
c

Jn(y) dy =

ξn∫
a

dx

d∫
c

f(x, y) dy. (5)

Так как на [c, d] последовательность Jn(y) ⇒ J(y) в интеграле, стоящем слева в
равенстве (5), допустим предельный переход при n → ∞ под знаком интеграла
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d∫
c

Jn(y) dy, а, значит, существует предел последовательности интегралов, стоящих

в правой части равенства (5), т.е.

lim
n

d∫
c

Jn(y) dy =

d∫
c

J(y) dy = lim
n

ξn∫
a

dx

d∫
c

f(x, y) dy =

∞∫
a

dx

d∫
c

f(x, y) dy,

тем самым справедливость (4) установлена.

Отметим, что с помощью приведенных выше замечаний 2 и 3 можно уста-
новить справедливость равенства (4) при несколько иных условиях, при которых
применима теорема Дини.

Рассмотрим теперь вопрос об интегрировании несобственного интеграла (1)
по бесконечному промежутку изменения параметра y.

Теорема 4. Пусть функция f(x, y) непрерывна и неотрицательна в области
[a,∞) × [c,∞) и каждый из интегралов

J(y) =

∞∫
a

f(x, y) dx, K(x) =

∞∫
c

f(x, y) dy

является непрерывной функцией — первый от y на [c,∞), второй — от x на
[a,∞). Если при этом сходится один из интегралов

∫
c

a∞J(y) dy или
∞∫
a

K(x) dx

то сходится и другой интеграл и имеет место равенство

∞∫
c

J(y) dy =

∞∫
a

K(x) dx

или ∞∫
c

dy

∞∫
a

f(x, y) dx =

∞∫
a

dx

∞∫
c

f(x, y) dy, (6)

т.е. допустимо интегрирование по параметру по бесконечному промежутку под
знаком несобственного интеграла.

Доказательство. Заметим вначале, что, по условиям теоремы, интегралы
J(y) и K(x) сходятся равномерно. Допустим, для определенности, что сходится
интеграл

∞∫
a

K(x) dx,
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и рассмотрим возрастающую последовательность {ηn}, ηn → ∞. В этом случае

ηn∫
c

J(y) dy =

ηn∫
c

dy

∞∫
a

f(x, y) dx =

∞∫
a

dx

ηn∫
c

f(x, y) dy.

Последовательность функций

K(x, ηn) =

ηn∫
c

f(x, y) dy

равномерно сходится к K(x), при этом K(x, ηn) ≤ K(x). Отсюда вытекает (см.

замечание 3), что интеграл
∞∫
a

K(x, η) dx сходится равномерно. Но тогда в этом

интеграле, согласно теореме 2, допустим предельный переход под знаком интегра-
ла, т.е. имеет место равенство

∞∫
c

J(y) dy = lim
ηn→∞

ηn∫
c

J(y) dy = lim
ηn→∞

∞∫
a

K(x, ηn) dx =

∞∫
a

K(x) dx,

что требовалось доказать.

Рассмотрим дифференцирование по параметру несобственного интеграла.

Теорема 5. Если функция f(x, y) непрерывна в области [a,∞)× [c, d] вместе
с производной f ′

y(x, y), интеграл

J(y) =

∞∫
a

f(x, y) dx

сходится, а интеграл
∞∫
a

f ′
y(x, y) dx

сходится равномерно, то при любом y ∈ [c, d]

J ′(y) =

∞∫
a

f ′
y(x, y) dx.

Для доказательства возьмем произвольную последовательность ξn → ∞ и
рассмотрим последовательность

Jn(y) =

ξn∫
a

f(x, y) dx.
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Ясно, что последовательность непрерывных функций Jn(y) сходится к функции
J(y), а последовательность производных J ′

n(y) сходится равномерно, в соответ-
ствии с теоремой 5 из § 1,

J ′(y) = lim
n

J ′
n(y).

Но J ′
n(y) =

ξn∫
a

f ′
y(x, y) dx. Таким образом,

J ′(y) =

∞∫
a

f ′
y(x, y) dx.

Заметим, что понятие равномерной сходимости и основные свойства инте-
гралов, установление нами, можно распространить на интегралы, зависящие от
нескольких параметров, т.е. интегралы вида

J(y, z, . . . , u, v) =

∞∫
a

f(x, y, z, . . . , u, v) dx,

где функция f(x, y, z, . . . , u, v) по переменной x определена на множестве x ≥ a
и по остальным переменным — в некоторой области совместных значений этих
переменных.

Например, интеграл
∞∫

2

(x− 1)y−1

xy+z
dx сходился в области y > 0, z > 0, так как

при x ≥ 2

0 ≤ (x− 1)y−1

xy+z
=

1(
1 − 1

x

)1−y
x1+z

≤ 1(
1

2

)1+y

1

x1+z
,

а интеграл
∞∫

2

dx(
1

2

)1−y
x1+z

сходится при любых фиксированных y > 0 и z > 0.

Несколько слов о несобственных интегралах от неограниченных функций.

Пусть функция f(x, y) определена на множестве [a, b]×Y и при каждом фик-
сированном y ∈ Y , f(x, y) является неограниченной при x → a, но такой, что
сходится интеграл

J(y) =

b∫
a

f(x, y) dx. (7)

Если для a < ξ < b функция

F (ξ, y) =

b∫
ξ

f(x, y) dx
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при ξ → a+ 0 стремится равномерно к функции J(y), то несобственный интеграл
(7), зависящий от параметра y, называется равномерно (относительно y на Y ) схо-
дящимся несобственным интегралом. С помощью преобразования, приведенного
в § 2 гл. XV (см. с. 147), этот интеграл можно привести к виду (1) несобственного
интеграла по неограниченному промежутку. Поэтому на интеграл (7) могут быть
распространены основные теоремы о предельном переходе под знаком несобствен-
ного интеграла, об условиях его непрерывности по параметру, об интегрировании
и дифференцировании по параметру под знаком интеграла.

Наконец, заметим, что интеграл вида

∞∫
a

f(x, y) dx =

b∫
a

f(x, y) dx+

∞∫
b

f(x, y) dx, (8)

где первое слагаемое — интеграл от неограниченной функции, а второе — интеграл
по неограниченному промежутку, равномерно сходится (по определению), если
равномерно сходятся оба интеграла, стоящие в правой части равенства (8).

Примеры.

1. Интеграл
1∫

0

xα−1e−x dx (9)

сходится при каждое α > 0, так как в этом случае 0 ≤ xα−1e−x < xα−1, а интеграл
1∫

0

xα−1 dx сходится при α > 0. В области α ≥ α0, где α0 — произвольное положи-

тельное число, интеграл (9) сходится равномерно, так как 0 ≤ xα−1e−x < xα0−1,
и мы можем применить признак сравнения (си. следствие 1 теоремы 1). Вместе с
тем сходящийся при всех числах α > 0 является и интеграл

∞∫
0

xα−1e−x dx =

1∫
0

xα−1e−x dx+

∞∫
1

xα−1e−x dx, (10)

так как второе слагаемое правой части этого равенства есть, очевидно, интеграл,
сходящийся при любом α > 0. Легко видеть, что этот интеграл сходится равно-
мерно в области 0 < α0 ≤ α ≤ A0, где число A0 произвольно. В самом деле, при
x ≥ 1, xα−1e−x ≤ xA0e−x, выполняются условия следствия 1. Таким образом, в
области 0 < α0 ≤ α ≤ A0 интеграл (10) сходится равномерно.

2. Интеграл

1
2∫

0

xα−1(1 − x)β−1 dx является на собственным при α < 1, так

как xα−1 → ∞ при x → 0. Этот интеграл сходится при α > 0 и любом β, так

как при 0 < x ≤ 1

2
выполняется неравенство 0 ≤ xα−1(1 − x)β−1 ≤ cxα−1 при

некотором c > 0. Этот интеграл сходится равномерно относительно α и β в области

457



α ≥ α0 > 0, β ≥ 0, так как в этом случае 0 ≤ xα−1(1 − x)β−1 ≤ cxα0−1 при всех
α ≥ α0 и β ≥ 0. Аналогичным образом проверяется сходимость интеграла

1∫
1
2

xα−1(1 − x)β−1 dx

при любом α ≥ 0 и β > 0, а также равномерная сходимость этого интеграла в
области α ≥ 0, β ≥ β0 > 0, где число β0 произвольно.

Таким образом, установлена сходимость интеграла

1∫
0

xα−1(1 − x)β−1 dx

при всех α > 0 и β > 0 и равномерная сходимость этого интеграла на множестве
α ≥ α0 > 0, β ≥ β0 > 0, где α0 и β0 — произвольные положительные числа.

§ 4. Приложение к вычислению некоторых несобственных интегралов

Рассмотренные в предыдущем параграфе методы позволяют найти численное
значение некоторых несобственных интегралов. В качестве примера рассмотрим
интеграл

J =

∞∫
0

sin x

x
dx, (1)

сходимость которого была установлена в § 1 гл. XV. Введем в рассмотрение вспо-
могательную функцию

f(x, α) =

⎧⎪⎨⎪⎩
e−αx

sin x

x
при x �= 0,

1 при x = 0.

Ясно, что функция f(x, α) и ее частная производная f ′
α(x, α) = −eαx sin x непре-

рывны в области x ≥ 0 α ≥ 0 и f(x, 0) =
sin x

x
.

Положим

J(α) =

∞∫
0

e−αx
sin x

x
dx. (2)

Покажем, что этот интеграл является равномерно сходящийся в области α ≥ 0.
Для этого достаточно убедиться в равномерной сходимости интеграла

∞∫
1

(eαx sin x) · 1

x
dx,
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к которому применим приведенный выше признак Абеля. В самом деле, интеграл

ξ∫
1

e−αx sin x dx =
−e−αx(α sin x+ cosx)

1 + α2

∣∣∣∣ξ
1

ограничен, так как

∣∣∣∣
ξ∫

1

e−αx sin x dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣−e−αξ(α sin ξ + cos ξ)

1 + α2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−e−1(α sin 1 + cos 1)

1 + α2

∣∣∣∣ ≤ 2(1 + α)

1 + α2
≤ 3,

а функция
1

x
при x→ ∞ монотонно стремится к нулю. Из равномерной сходимо-

сти интеграла и непрерывности подынтегральной функции в области x ≥ 0, α ≥ 0
вытекает непрерывность функции на промежутке [0,∞), т.е. справедливость ра-
венства

lim
α→∞

J(α) = J(0) = J.

Для отыскания значения J(α) рассмотрим интеграл

−
∞∫

0

e−x sin x dx.

В силу признака Абеля, условия которого, очевидно, выполнены, этот интеграл
равномерно сходится в области α ≥ α0, где α0 — любое положительное число.
Отсюда, согласно теореме 5 из § 3 следует возможность дифференцирования ин-
теграла (2) по параметру в каждой точке α, α > 0, т.е. справедливость равенства

J ′(α) = −
∞∫

0

e−αx sin x dx =
e−αx(α sin x+ cosx)

1 + α2

∣∣∣∣∞
0

= − 1

1 + α2
,

из которого интегрированием по промежутку [α,∞) находим

J(+∞) − J(α) = − arctgα

∣∣∣∣∞
α

= −π
2

+ arctgα. (3)

Из выражения (2) для J(α) и и неравенства
∣∣∣∣sin xx

∣∣∣∣ ≤ 1 следует, что при α ≥ α0

|J(α)| ≤
∞∫

0

e−α0x dx = − 1

α0

e−α0x

∣∣∣∣∞
0

=
1

α0

→ 0 при α0 → ∞.

Отсюда J(+∞) = 0, и равенство (3) принимает вид:

J(α) =
π

2
− arctgα.
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Переходя в этом равенстве к пределу при α → +0, подучим:

J(0) = J =

∞∫
0

sin x

x
dx =

π

2
. (4)

Замечание. Рассмотрим интеграл

J(u) =

∞∫
0

sin ut

t
dt.

При u > 0

J(u) =

∞∫
0

sin ut

t
dt =

∞∫
0

sin ut

ut
d(ut) =

∞∫
0

sin z

z
dz =

π

2
.

При u < 0

J(u) =

∞∫
0

sin ut

t
dt = −

∞∫
0

sin ut

ut
d(ut) =

−∞∫
0

sin z

z
dz = −π

2
.

Наконец, ясно, что J(0) = 0.

Таким образом, мы подучили интегральное представление разрывной функ-
ции:

sign u =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 при u > 0,

−1 при u < 0,

0 при u = 0,

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =
2

π
J(u) =

2

π

∞∫
0

sin ut

t
dt. (6)

В различных приложениях, особенно в математическая статистике, часто
встречается интеграл

K =

∞∫
0

e−x
2

dx. (7)

Для его вычисления положим x = ut, где u > 0, и рассмотрим интеграл

K(u) =

∞∫
0

e−u
2t2u dt.

Умножим обе части этого равенства на e−u2 и проинтегрируем полученное равен-
ство по промежутку [0,∞). В результате получим:

K

∞∫
0

e−u
2

du =

∞∫
0

e−u2u

{ ∞∫
0

e−u
2t2 dt

}
du. (8)

Рассмотрим теперь функцию

f(u, t) = ue−(1+t2)u2

.
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В области u > 0, t ≥ 0 эта Функция, очевидно, ограничена, непрерывна и неотри-
цательна. Кроме того, каждый из интегралов

∞∫
0

f(u, t) dt = ue−u
2

∞∫
0

e−u
2t2 dt = e−u

2

K

и ∞∫
0

f(u, t) du =

∞∫
0

ue−(1+t2)u2

du = − 1

2(1 + t2
e−(1+t2)u2

∣∣∣∣u
0

=
1

2

1

1 + t2

является непрерывной функцией в области изменения параметра, а интеграл

∞∫
0

dt

∞∫
0

f(u, t) du =
1

2

∞∫
0

dt

1 + t2
=
π

4
.

Таким образом, выполняются условия теоремы 4 из § 3 настоящей главы и на
основе этой теоремы из равенства (8) получаем равенство K2 =

π

4
. Отсюда

K =

∞∫
0

e−x
2

dx =

√
π

2
. (9)

§ 5. Интегралы Эйлера

Функции, определяемые интегралами, зависящими от параметров, находят
широкое применение как в математике, так и в ее приложениях. Остановимся на
некоторых свойствах введенных Эйлером Γ и B функций, определяемых интегра-
лами

Γ(α) =

∞∫
0

xα−1e−x dx, (1)

B(α, β) =

1∫
0

xα−1(1 − x)β−1 dx. (2)

Γ-функция. Как было установлено в § 8, интеграл (1) сходится при всех α > 0
и равномерно сходится на каждом промежутке [α0,A0], где 0 < α0 < A0 < ∞.
Отсюда вытекает непрерывность функции Γ(α) в области α > 0. Проверим диф-
ференцируемость этой функций при α > 0. Для этого заметим, что производная
f ′
α(x, α) = (ln x) xα−1e−x непрерывна при α > 0 и x > 0 и покажем, что интеграл

∞∫
0

f ′
α(x, α) dx =

∞∫
0

(ln x)xα−1e−x dx
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сходится равномерно на каждом промежутке [α0,A0], где 0 < α0 < A0 <∞. Пусть
число ξ0 таково, что 0 < ξ0 < α0. Функция xξ0 lnx → 0 при x → 0. Поэтому
найдется такое число δ, 0 < δ < 1, что |xξ0 ln x| ≤ 1 на промежутке (0, δ]. Но тогда
на промежутке (0, δ] выполняется неравенство

|(lnx)xα−1e−x| ≤ xα0−ξ0−1,

и так как интеграл
δ∫

0

dx

x1−(α0−ξ0) сходится, то интеграл
δ∫

0

(ln x)xα−1e−x dx сходится

равномерно относительно α на [α0,∞). Аналогично, для α ≤ A0 найдется какое

число Δ > 1, что для всех x ≥ Δ выполняется неравенство
∣∣∣∣ ln xx · x

Δ+1

xx

∣∣∣∣ ≤ 1.

При таких значениях x и всех α ≤ A0 имеем |(lnx)xα−1e−x| ≤ 1

x2
, откуда, в силу

признака сравнения, следует, что интеграл
∞∫

0

(ln x)xα−1e−x dx

сходится равномерно относительно α на промежутке [α0,A0]. Наконец, собствен-
ный интеграл

Δ∫
δ

(ln x)xα−1e−x dx,

в котором подынтегральная функция непрерывна на прямоугольнике [δ,Δ]×[α0,A0],
очевидно, является равномерно сходящимся относительно α. Из оказанного выте-
кает равномерная сходимость интеграла

∞∫
0

(ln x)xα−1e−x dx

на промежутке [α0,A0], а следовательно, дифференцируемость функции Γ(α) при
любом α > 0 и равенство

Γ′(α) =

∞∫
0

(ln x)xα−1e−x dx. (3)

Относительно интеграла (3) можно повторить только что проведенные рассужде-
ния и доказать тем самым равенство

Γ′′(α) =

∞∫
0

(ln x)2xα−1e−x dx.

Методом индукции можно показать, что функция Γ(α) является бесконечно диф-
ференцируемой в области α > 0 и для n-й производной можно получить равенство

Γ(n)(α) =

∞∫
0

(ln x)nxα−1e−x dx.
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Установим теперь соотношение для Γ-функции, называемое формулой приве-
дения. Для этого в выражении Γ(α+ 1) произведем интегрирование по частям:

Γ(α+ 1) =

∞∫
0

xαe−x dx = −xαe−x
∣∣∣∣∞
0

α

∞∫
0

xα−1e−x dx,

откуда
Γ(α + 1) = αΓ(α). (4)

Это соотношение называется формулой приведения для Γ-функции. Если α > 1,
то, применив соотношение (4) к функции Γ(α), подучим:

Γ(α+ 1) = α(α− 1)Γ(α− 1)

и т.д. Для случая, когда α заключено в промежутке (n− 1, n), в результате после-
довательного применения формулы (4) найдем соотношение

Γ(α + 1) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)Γ(α− n+ 1). (5)

Равенство (5) показывает, что достаточно знать функцию Γ(α) на промежутке
(0, 1], чтобы вычислить ее значение при любом α > 0. В частности, если α = n, из
формулы (5) получаем:

Γ(n+ 1) = n(n− 1) · · · 2 · 1 · Γ(1)

или так как

Γ(1) =

∞∫
0

e−x dx = 1,

то
Γ(n+ 1) = n!. (6)

Таким образом, последовательность чисел {n!} является последовательно-
стью значений Γ-функции в точках с целыми положительными координатами.
На основании формулы (6) получаем равенство Γ(0 + 1) = Γ(1) = 1 = 0!, в соот-
ветствии с которым принято считать 0! = 1.

Сделаем несколько замечаний относительно поведения функции Γ(α). Из
выражения для второй производной Γ-функции видно, что Γ′′(α) > 0 при всех
α > 0. Отсюда следует, что функция Γ′(α) является возрастающей. Далее,так как
Γ(2) = 1 · Γ(1) = Γ(1), то производная имеет единственный нуль в точке α∗, рас-
положенной в промежутке [1, 2], следовательно, Γ′(α) < 0 при α < α∗ и Γ′(α) > 0
при α > α∗, т.е. функция Γ(α) монотонно изменяется на каждом из промежутков
(0, α∗) и (α∗,∞), убывая на первом и возрастая на втором. Из выражения

Γ(α) =
Γ(α+ 1)

α
(7)

следует, что Γ(α) → +∞ при α → +0. Наконец, из формулы (5) видно, что при
α > 2 Γ(α) = αΓ(α− 1) > αΓ(1) = α, т.е. функция Γ(α) неограниченно возрастает
при α→ +∞ (рис. 53).
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O 1 α1 2 α

Γ(α)

Рис. 53

Равенство (7), выполняющееся для Γ-функции при α > 0, можно положить
в основу распространения значений Γ-функции на отрицательные значения аргу-

мента α. Положим для −1 < α < 0 Γ(α) =
Γ(α + 1)

α
. Ясно, что правая часть этого

равенства определена для α в интервале (−1, 0). Из этого равенства следует, что
таким образом продолженная функция Γ(α) принимает на (−1, 0) отрицательные
значения и при α → −1 + 0 и α → 0, Γ(α) → −∞. Определи таким образом
продолжение Γ(α) на промежуток (−1, 0), по формуле (7) продолжить эту функ-
цию на промежуток (−2,−1). На этом промежутке продолжением Γ(α) окажется
функция, принимающая положительные значения и такая, что Γ(α) → +∞ при
α→ −1−0 и при α→ −2+0. Продолжая этот процесс, определим функцию Γ(α)
при всех отрицательных значениях α, являющуюся разрывной (разрывы 2 рода)
в точках α = −k, k = 0, 1, 2, . . . (рис. 54).

| | | | | | |

−4 −3 −2 −1 1 α12

Рис. 54

Отметим еще раз, что интеграл (1) определяет функцию Γ(α) только при
α > 0. Распространение Γ(α) на отрицательные значения параметра α произведено
формально на основании формулы приведения (7).
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B-функция. Как было показано в § 3, интеграл (2) сходится при всех α > 0,
β > 0 и сходится равномерно в области 0 < α0 ≤ α, 0 < β0 ≤ β измене-
ния параметров. Рассмотрениями, подобными приведенным для Γ-функции, мож-
но показать, что B-функция является бесконечно дифференцируемой в области
(α, β) ∈ (0,∞) × (0,∞). Несколько позже этот факт будет следовать из выра-
жения B-функции через Γ-функции, поэтому мы не приводим соответствующих
доказательств. Обратимся к установлению некоторых свойств B-функции. Преж-
де всего заметим, что B-функция симметрична относительно своих аргументов,
т.е. при всех α > 0 и β > 0

B(α, β) = B(β, α). (8)

Для доказательства этого равенства произведем в интеграле (2), определяю-
щей B(α, β), замену переменной, положив x′ = 1 − x. В результате получим:

B(α, β) =

1∫
0

xα−1(1 − x)β−1 dx = −
1∫

0

(1 − x′)α−1x′β−1
dx′ =

=

1∫
0

x′β−1
(1 − x)α−1 dx′ = B(β, α),

т.е., равенство (8). В силу свойства симметрии достаточно рассмотреть свойства
B-функции по отношению к одному из аргументов. Для B-функции имеет место
следующая формуй приведения:

B(α + 1, β) =
α

α + β
B(α, β). (9)

В самом деле,

B(α+ 1, β) =

1∫
0

xα(1 − x)β−1 dx = − 1

β
xα(1 − x)β

∣∣∣∣1
0

+
α

β

1∫
0

xα−1(1 − x)β dx =

=
α

β

1∫
0

xα−1(1 − x)β−1 dx =
α

β

[ 1∫
0

xα−1(1 − x)β−1 dx−
1∫

0

xα(1 − x)β−1 dx

]
=

=
α

β
B(α, β) =

α

β
B(α + 1, β).

Сравнив начало и конец в этой системе равенств, найдем:

B(α + 1, β) =
α

β
B(α, β) − α

β
B(α + 1, β).

Решив это уравнение относительно B(α + 1, β), придем к равенству (9). Свойство
симметрии функции B(α, β) позволяет записать также равенство

B(α, β + 1) =
β

α + β
B(α, β). (10)
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Последовательное применение формул (9) и (10) дает возможность выразить зна-
чение B(α, β) через значение этой функции в прямоугольнике [0, 1] × [0, 1].

Соотношение между Γ- и B-функциями. Для установления связи между
Γ- и B-функциями преобразуем их выражения, полагая в интеграле (1) x = tx′ и

в интеграле (2) x =
x′

1 + x′
. В результата получим:

Γ(α) = tα
∞∫

0

xα−1e−tx dt, (11)

B(α, β) =

∞∫
0

xα−1

(1 + x)α+β
dx, (12)

где x′ снова обозначен через x.

Заменив в равенстве (11) t через 1 + τ и α через α + β, найдем

Γ(α + β)

(1 + τ)α+β
=

∞∫
0

xα+β−1e−(1+τ)x dx.

Умножим обе части последнего равенства на τα−1. Тогда

Γ(α + β)
τα−1

(1 + τ0α+β
=

∞∫
0

xα+β−1e−(1+τ)xτα−1 dx. (13)

Предположим теперь, что α > 1, β > 1. В этом случае для функции

f(x, τ) = xα+β−1τα−1e−(1+τ)x

в области x ≥ 0, τ ≥ 0 применимы условия теорем 4 из § 3.

В самом деле, очевидно, f(x, τ) ≥ 0. Далее, в силу (13), интеграл

∞∫
0

f(x, τ) dx = Γ(α + β)
τα−1

(1 + τ)α+β

является функцией, непрерывной относительно τ при τ > 0. Интеграл

∞∫
0

f(x, τ) dx = xα+β−1e−x
∞∫

0

e−τxτα−1 dτ = Γ(α)xβ−1e−x

также, очевидно, непрерывен в области x > 0. Наконец, существует интеграл

∞∫
0

dx

∞∫
0

f(x, τ) dx =

∞∫
0

Γ(α) xα−1e−x dx = Γ(α)Γ(β).
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Отсюда следует равенство
∞∫

0

Γ(α+ β)
τα−1

(1 + τ)α+β
dτ = Γ(α + β)B(α, β) = Γ(α)Γ(β).

Тем самым для случая α > 1 и β > 1 установлена формула

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
. (14)

Распространим формулу (14) на случай α > 0, β > 0. Для этого запишем ее
для чисел α + 1 > 1 и β + 1 > 1:

B(α + 1, β + 1) =
Γ(α + 1)Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 2)
. (15)

Преобразуя члены выражения (15) по формулам приведения (4), (5), (9) и (10),
получим:

B(α + 1, β + 1) =
α

α + β + 1
B(α, β + 1) =

α

α + β + 1
· β

α + β
B(α, β),

Γ(α+ 1) = αΓ(α), Γ(β + 1) = βΓ(β),

Γ(α+ β + 2) = (α + β + 1)(α+ β)Γ(α+ β).

Подставив эти выражения в (15), получим равенство (14) для α > 0 и β > 0.

§ 6. Формула Стирлинга

Выразив величину n! в виде интеграла

n! = Γ(n+ 1) =

∞∫
0

xne−x dx, (1)

найдем относительно простое и удобное как в теоретических исследованиях, так и
в различных приложениях представление этой величины при больших значениях
n (так называемое асимптотическое представление). Для этого заметим, прежде
всего, что подынтегральная функция в интеграле (1) возрастает на промежутке

[0, n] от 0 до
(
n

e

)n
и убывает на промежутке [n,+∞) от

(
n

e

)n
до 0. Представив

эту функцию в виде

xne−x =

(
n

e

)n(
x

n

)n
en−x,

перепишем равенство (1) следующим образом:

n! =

(
n

e

)n ∞∫
0

(
x

n

)n
en−x dx.
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Функция
(
x

n

)n
en−x на промежутке [0, n] возрастает от 0 до 1 и на промежутке

[n,+∞) убывает от 1 до 0. Поэтому можно положить(
x

n

)n
en−x = e−t

1

. (2)

При этом промежутку [0, n] изменения будет соответствовать промежуток (−∞, 0]
изменения x, а промежутку [n,∞) изменения x — промежуток [0,∞) изменения
t. Чтобы произвести в интеграле (1) замену переменной, соответствующую равен-
ству (2), найдем при x �= n из этого равенства:

dx

dt
=

2tx

x− n
, (3)

и, прологарифмировав (2), также

t2 = x− n− n ln

(
1 +

x− n

n

)
. (4)

Представив ln

(
1 +

x− n

n

)
по формуле Тейлора, в форме

ln

(
1 +

x− n

n

)
=
x− n

n
−

(
x− n

n

)2

2

[
1 + θ

x− n

n

]2 ,
где 0 < θ < 1, и подставив это выражение в (4), получим

t2 = x− n− n

[
x− n

n
−

(
x− n

n

)2

2

[
1 + θ

x− n

n

]] =
n

2

(x− n)2

n+ θ(x− n)]2
.

Тогда

t =

√
n

2

x− n

n+ θ(x− n)
=

√
n

2

1

θ +
n

x− n

.

Из этого равенства находим:

n

x− n
=

1

t

√
n

2
− θ.

Отсюда и из равенства (8) следует:

dx

dt
= 2t

x

x− n
= 2t

[
1

t

√
n

2
+ 1 − θ

]
= 2 ·

√
n

2
+ 2t(1 − θ).
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Теперь произведем в интеграле (1) замену переменной (2). В результате подучим:

n! =

(
n

e

)n b∫
a

(
x

n

)n
en−x dx =

(
n

e

)n ∞∫
−∞

e−t
2

[
2

√
n

2
+ 2t(1 − θ)

]
dt =

=

(
n

e

)n√
2n

[ ∞∫
−∞

e−t
2

dt+
2√
2n

∞∫
−∞

e−t
2

t(1 − θ) dt

]
. (5)

Как известно,
∞∫

−∞

e−t
2

dt =
√
π.

Оценим интеграл
∞∫

−∞

e−t
2

t(1 − θ) dt. Очевидно, выполняется неравенство

∞∫
−∞

e−t
2

t(1 − θ) dt ≤ 2

∞∫
0

te−t
2

dt = −e−t2
∣∣∣∣∞
0

= 1.

Из формулы (5) на основании этих оценок получаем равенство

n! =

(
n

e

)n√
2πn

(
1 +

ω√
2n

)
,

где величина ω заключена между−1 и 1. Это так называемая формула Стирлинга.

469



Глава XVII

ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

В настоящей главе мы начинаем изучение интегралов от скалярных функций
векторных аргументов. При этом для облегчения понимания рассмотрим сначала
интегралы от функций двумерных векторов, т.е. от функций двух независимых
переменных. Такие интегралы называются двойными. Интегралами от функций
двух переменных будут и криволинейные интегралы, которые мы рассмотрим в
главе XIX.

§ 1. Определение двойного интеграла и условия его существования

Пусть D — ограниченная и квадрируемая область на плоскости xOy. Гладки-
ми кривыми Γj, j = 1, 2, . . . , p разобьем область D на частичные области D1, D2,
. . . , Dr; области Di, i = 1, 2, . . . , r также квадрируемы. Будем предполагать, что
пл.Di > 0, j = 1, 2, . . . , p. Разбиение области i = 1, 2, . . . , r на части обозначим
через T (D).

Будем говорить, что разбиение T ′(D) есть измельчение разбиения T (D), и
писать T (D) ⊂ T ′(D), если совокупность кривых {Γ′

e}, осуществляющих разбиение
T ′(D), содержит все кривые Γj, ?, разбиения T (D). Введем числа

d(Di) = sup
(x′,y′),(x′′,y′′)∈Di

ρ[(x′, y′), (x′′, y′′)]

— диаметры областей Di и λ(T ) = max
i

d(Di).

Предположим, далее, что в области D задана вещественная функция f(x, y).
Выбрав в каждой частичной области Di точку Pi(ξi, ηi), составим сумму:

S(f, T, P ) =

r∑
i=1

f(ξi, ηi)αi, (1)

где αi — площадь области Di. Сумма (1), как и в одномерном случае, называется
интегральной суммой функции f по области D.

Определение 1. Если для любой последовательности разбиений {Tn(D)}, та-
кой, что λ(Tn) → 0, последовательность интегральных сумм {S(f, Tn, P

(n)} стре-
мится к конечному пределу, не зависящему ни от характера разбиения области D
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на части, ни от выбора в частичной области D(n)
i точки P (n)

i (ξ(n), η
(n)
i ), то этот пре-

дел называется двойным интегралом от функции f по области D и обозначается∫∫
D

f(x, y) dxdy. Функция f в этом случае называется интегрируемой в области

D.

Итак, по определению,

∫∫
D

f(x, y) dxdy = lim
n

r(n)∑
i=1

f(ξ
(n)
i , η

(n)
i )α

(n)
i = lim

n
S(f, Tn, P

(n)),

где α(n)
i — площадь частичной обдасти D(n)

i разбиения Tn(D).

Как и в случае функций одной вещественной переменной, необходимым усло-
вием интегрируемости функций в области D является ее ограниченность в этой
области. В самом деле, пусть, например, f(x, y) → +∞ при (x, y) → (a, b) ∈ D,
{Tn(D)} — произвольная последовательность разбиений области D и (a, b) ∈ D

(n)

kn
.

Сумму S(f, Tn, P
(n) разобьем на две части:

S ′(f, Tn, P (n)) =
∑
i�=kn

f(ξ
(n)
i , η

(n)
i )α

(n)
i и S ′′(f, Tn, P (n)) = f(ξ

(n)
kn
, η

(n)
kn

)α
(n)
kn
.

Выберем произвольно точки P (n)
1 , P

(n)
2 , . . . , P

(n)
kn−1, P

(n)
kn+1, . . . , P

(n)
rn и зафиксируем их.

Тем самым, сумма S ′(f, Tn, P (n)) примет определенное числовое значение напри-
мер, β. После этого выберем точку P (n)

kn
так, чтобы

f(ξ
(n)
kn
, η

(n)
kn

)α
(n)
kn

> |β| + n.

Это возможно сделать в силу неограниченности функции f в области D
(n)
kn

. Но
тогда S(Tn, P

(n)) > n и, следовательно, конечного предела lim
n

S(Tn, P
(n)) не су-

ществует.

Примеры показывают, что ограниченность функций не является достаточ-
ным условием интегрируемости. Для получения достаточных условий существо-
вания двойного интеграла воспользуемся, как и раньше, суммами Дарбу. Итак,
предположив функцию f ограниченной в области D, введем обозначения:

M = sup
D

f(x, y), m = inf
D

f(x, y), α = пл.D

для разбиения T (D)

Mi = sup
Di

f(x, y), mi = inf
Di

f(x, y).

Образуем суммы

S(f, T ) =
r∑
i=1

mi αi, S(f, T ) =
r∑
i=1

mi αi.
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Эти суммы называются суммами Дарбу функции f , соответствующими разбие-
нию T (D), и обладают следующими свойствами.

1◦. Для данного разбиения

S(f, T ) ≤ S(f, T, P ) ≤ S(f, T ).

2◦. При измельчении разбиения нижние суммы могут только возрастать, а
верхние только убывать.

3◦. Каждая нижняя сумма S(f, T ) не превосходит любой верхней S(f, T ).

Первое свойство очевидно. Докажем свойство 2◦, например, для нижних сумм;
для верхних сумм рассуждения аналогичны.

Прежде всего, заметим, что от разбиения T (D) к его измельчению T ′(D) мож-
но перейти, добавляя последовательно лишь по одной линии деления, разбиваю-
щей область Di0 на две части: D′

i0 и D′′
i0 (рис. 55) (возможно, что несколько таких

линий образуют вместе одну гладкую кривую). Поэтому свойство 2◦ достаточно
доказать лишь для такого измельчения данного разбиения.

D′
i0

D′′
i0

Рис. 55

В этом случае суммы S(f, T ) и S(f, T ′) имеют одинаковые слагаемые, за ис-
ключением слагаемого mi0 αi0 суммы S(f, T ), которое в сумме S(f, T ′) надо заме-
нить двумя слагаемыми m′

i0
α′
i0
и m′′

i0
α′′
i0
, где

m′
i0

= inf
D′

i0

f(x, y), m′′
i0

= inf
D′′

i0

f(x, y), α′
i0

= пл.D′
i0
, α′′

i0
= пл.D′′

i0

Поэтому
S(f, T ′) − S(f, T ) = (m′′

i0
α′′
i0

+m′
i0
α′
i0
) −mi0 αi0 .

Но m′′
i0 ≥ mi0 и m′

i0 ≥ mi0 , так как при уменьшении области, в которой рассматри-
вается функция, сужается множество значений функции и нижняя граница этих
значений может лишь возрастать. Далее, α′

i0 + α′′
i0 = αi0 . Следовательно,

S(f, T ′) − S(f, T ) ≥ (mi0 α
′′
i0 +mi0 α

′
i0) −mi0 αi0 = 0,

и требуемое доказано.
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Если записать разность S(f, T ) − S(f, T ) в виде
r∑
i=1

ωi(f)αi, где ωi(f) — ко-

лебание функции f в области Di, то из свойства 2◦ следует, что при переходе от

разбиения T (D) к его измельчению сумма
r∑
i=1

ωi(f)αi может только убывать.

Теперь легко доказать свойство 3◦. Пусть даны два разбиения: T (D) и T ∗(D)
области D. Составим третье разбиение T ′(D) этой области, которое является из-
мельчением как первого, так и второго. Для этого в качестве совокупности линий
деления третьего разбиения надо взять объединение совокупностей линий деления
двух данных разбиений. По свойству 2◦,

S(f, T ) ≤ S(f, T ′), S(f, T ′) ≤ S(f, T ∗), (1)

в по свойству 2◦,
S(f, T ′) ≤ S(f, T ′). (2)

Из (1) и (2) следует:
S(f, T ) ≤ S(f, T ∗),

и третье свойство сумм Дарбу доказано.

Фиксируем некоторое разбиение T0(D) области D. Для любого разбиения
T (D) имеем:

S(f, T ) ≤ S(f, T0),

т.е. множество {S(f, T )} всех нижних сумм Дарбу, соответствующих всем возмож-
ным разбиениям области D, ограничено сверху. Следовательно, существует

I = sup
T (D)

S(f, T ) < +∞.

Аналогично S(f, T ) ≥ S(f, T0), и потому существует

I = inf
T (D)

S(f, T ) > −∞.

Числа I и I называются нижним и верхним интегралами Дарбу от функции f
по области D. Ясно, что I ≤ I.

Лемма 1. Пусть {Tn(D)} — произвольная последовательность разбиений
области D, такая, что λ(Tn) → 0. Тогда для любой ограниченной в D функции f

S(f, Tn) → I, S(f, T ) → I.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что f(x, y) ≥ 0
всюду в D, ибо иначе, заменяя функцию f(x, y) на ϕ(x, y) = f(x, y) + c, будем
при достаточно большом c иметь, что ϕ(x, y) ≥ 0, а суммы и интегралы Дарбу
функций f и ϕ отличаются лишь на постоянное слагаемое cα.

Пусть число ε > 0 произвольно и T (D) — такое разбиение области D, что

S(f, T ) < I +
ε

2
.
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Из определения точной нижней границы следует, что такое разбиение существует.
Обозначил через γi границу частичной области Di, i = 1, 2, . . . , r этого разбиении.
Внутри Di проведем гладкие замкнутые кривые γ′i, не имеющие общих точек с γi
и такие, что для ограничиваемых ими областей D′

i имеем:

пл. (Di \D′
i) <

ε

2rM
.

Если G =

r⋃
i=1

(Di \D′
i), то пл.G <

ε

2M
. Положим

δ = min
i

ρ(γi, γ
′
i) = min

i

{
inf

Qi∈γi,Q′
i∈γ′i

ρ(Qi, Q
′
i)

}
.

Из непрерывности ρ(Qi, Q
′
i) по совокупности аргументов и теорема Вейерштрасса

следует, что δ = inf
Qi∈γi,Q′

i∈γ−i′
ρ(Qi, Q

′
i) > 0.. Выберем n0 так, чтобы λ(Tn) < δ при

n ≥ n0. Пусть S ′
(f, Tn), n ≥ n0, есть часть суммы S(f, Tn), состоящая из слагае-

мых, соответствующих частичным областям D
(n)
j разбиения Tn(D), не имеющим

общих точек с кривыми γi. Так как границы Di и D
(n)
j для таких областей D

(n)
j

не пересекаются, то в частичной области Di лежит целиком одна или несколько
областей D(n)

j1
, D

(n)
j2
, . . . , D

(n)
jki

. Далее, очевидно, что

0 ≤ Mjk ≤Mi, k = 1, 2, . . . , ki, αj1 + αj2 + . . .+ αjk < αi.

Поэтому
S
′
(f, Tn) < S(f, T ).

С другой стороны, если S
′′
(f, Tn) = S(f, Tn) − S

′
(f, Tn), то области, соот-

ветствующие слагаемым S
′′
(f, Tn), лежат целиком внутри G, поэтому S ′′

(f, Tn) <

M пл.G <
ε

2
. Следовательно,

S(f, Tn) = S(f, Tn) + S
′′
(f, Tn) < S(f, T ) +

ε

2
< I + ε.

Так как всегда S(f, T ) ≥ I, то lim
n

S(f, Tn) = I.

Доказательство леммы для случая нижних сумм и интегралов аналогичное.

Читатель легко заметит, что и лемма 1, и следующая теорема являются пе-
ренесением на двумерный случай соответствующих утверждений для линейных
(однократных) интегралов.

Теорема 1. Для того чтобы ограниченная функция f была интегрируема в
области D, необходимо и достаточно, чтобы I = I.

Предварительно докажем лемму.
Лемма 2. Для любого разбиения T (D)

S(f, T ) = inf S(f, T, P ), S(f, T ) = sup(f, T, P ),

где infimum и supremum берутся по всевозможным выборам точек Pi(ξi, ηi), i =
1, 2, . . . , r, в частичных областях D1, D2, . . . , Dr.
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Доказательство. Докажем первое равенство, второе доказывается аналогич-
но.

Пусть задано число ε > 0. Для каждого i = 1, 2, . . . , r выберем точки Pi(ξi, ηi) ∈
Di так, чтобы mi ≤ f(ξi, ηi) < mi +

ε

α
, где α = пл.D. Тогда

S(f, T ) ≤ S(f, T, P ) =
r∑
i=1

f(ξi, ηi)αi <
r∑
i=1

(
mi +

ε

α

)
αi =

=
r∑
i=1

mi αi +
ε

α

r∑
i=1

αi = S(f, T ) + ε.

Так как число ε произвольно, то равенство S(f, T ) = inf S(f, T, P ) доказано.

Доказательство теоремы 1. Пусть функция f интегрируема на D. Рассмот-
рим какую-нибудь последовательность разбиений {Tn(D)} области D, такую, что
λ(Tn) → 0. Для заданного числа ε > 0 и каждого n в частичных областях D

(n)
i

выберем точки P (n)
i так, чтобы

S(f, Tn) − S(f, Tn, P
(n)) <

ε

2
.

Это возможно в силу леммы 2. Получим последовательность интегральных сумм
{S(f, Tn, P

(n))}, которая на основании предположенной интегрируемости функции

f сходятся к I =

∫∫
D

f(x, y) dxdy. Поэтому найдется число n0, такое, что при

n ≥ n0

|S(f, Tn, P
(n)) − I| < ε

2
.

Но тогда для таких чисел n

|S(f, Tn) − I| < ε,

т.е. последовательность {S(f, Tn)} верхних сумм Дарбу сходится к I. С другой
стороны, по лемме 1, S(f, Tn) → I. Следовательно, I = I.

Аналогично доказываем, что I = I.

Таким образом, I = I и необходимость доказана.

Предположим теперь, что I = I. Рассмотрим произвольную последователь-
ность {Tn(D)} разбиений области D и соответствующие последовательности ин-
тегральных сумм {S(f, Tn, P

(n) и сумм Дарбу {S(f, Tn)} и {S(f, Tn)}.
По лемме 1,

lim S(f, Tn) = lim S(f, Tn) = I

Но
S(f, Tn) ≤ S(f, Tn, P

(n)) ≤ S(f, Tn).

Следовательно, существует lim S(f, Tn, P
(n)) = I, и достаточность доказана.
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Следствие. Для того чтобы ограниченная функция f была интегрируема в
области D, достаточно, чтобы для любого числа ε > 0 существовало хотя бы
одно разбиение T (D), такое, что

S(f, Tn) − S(f, Tn) − ε.

В самом деле, так как

S(f, T ) ≤ I ≤ I ≤ S(f, T ),

то
0 ≤ I − I < ε,

откуда в силу произвольности ε
I = I,

следовательно, по теореме 1, функция f интегрируема.

Как и в случае одномерных интегралов, из теоремы 1 и следствия можно
вывести удобные критерии интегрируемости функций, но для этого необходимо
ввести понятие плоского множества меры нуль.

Определение 2. Множество N на плоскости xOy называется множеством
площади нуль, если для любого числа ε > 0 существует содержащая N конечная
система многоугольников, сумма площадей которых меньше ε.

Определение 3. Плоское множество N называется множеством меры нуль,
веди для любого числа ε > 0 существует конечная или счетная совокупность от-
крытых прямоугольников, покрывающая N , сумма площадей которых меньше ε.

Ясно, что множество площади нуль имеет меру нуль. Предлагаем читателю
доказать, что компактное множество меры нуль имеет площадь, равную нулю.

Как и в случае линейных точечных множеств, легко убедиться, что счетное
множество точек на плоскости имеет меру нуль и что объединение конечного или
счетного числа множеств меры нуль есть множество меры нуль.

Теорема 2 (Лебега). Для того чтобы ограниченная в квадрируемой области
D функция f была интегрируема в этой области, необходимо а достаточно,
чтобы множество точек разрыва функции f имело меру, равную нулю.

Доказательство теоремы Лебега опускаем (оно будет проведено в гл. XVIII
для n-мерного, n ≥ 2, случая).

Теперь легко указать классы интегрируемых функций.

1◦. Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области D, то она интегри-
руема в этой области.

2◦. Если функция f(x, y) ограничена в замкнутой области D и непрерывна
всюду в D, за исключением, может быть конечного числа точек и кривых AiBi с
уравнениями y = ϕi(x) или x = ψi(y), где функции ϕi(x) и ψi(y) непрерывны, то
f интегрируема в D.
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В самом деле, в случае 1◦ функция ограничена в D и множество ее точек
разрыва пусто, а в случае 2◦ множество точек разрыва функций f имеет площадь,
равную нулю (см. лемму 4 из 1 гл. IX). Область D в обоих случаях предполагается
квадрируемой.

Из следствия теоремы 1 легко следует, что если функция f интегрируема в
D, то она интегрируема в любой квадрируемой подобласти D0 ⊂ D. В самом деле,
если разность S(f, T ) − S(f, T ) записать в виде

r∑
i=1

ωi(f)αi, (3)

то становится ясно, что если для какого-то разбиения всей области выражение
(3) будет меньше наперед заданного числа ε > 0, тогда и для подобласти D0

существует такое разбиение.

Если через J(D) обозначим совокупность интегрируемых в квадрируемой об-
ласти D функций, то, как и в случае однократных интегралов, из теоремы Лебега
легко следует, что J(D) — линейное пространство.

Так же, как это делается в одномерном случае, можно доказать, что если
f1, f2 ∈ J(D), то f1 · f2 ∈ J(D) и если f ∈ J(D), то |f |, f+, f− ∈ J(D).

§ 2. Свойства двойных интегралов и их вычисление41

Установим несколько простейших свойств двойных интегралов.

1◦. Если функции f1(x, y) и f2(x, y) интегрируемы в области D, c1 и c2 —
постоянные, то∫∫

D

[c1f1(x, y) + c2f2(x, y)] dxdy = c1

∫∫
D

f1(x, y) dxdy + c2

∫∫
D

f2(x, y) dxdy.

Доказательство получаем, как и в случае однократных интегралов, пре-
дельным переходом из очевидного равенства для интегральных сумм:

rn∑
i=1

[c1f1(ξ
(n)
i , η

(n)
i ) + c2f2(ξ

(n)
i , η

(n)
i )]α

(n)
i =

= c1

rn∑
i=1

f1(ξ
(n)
i , η

(n)
i )α

(n)
i + c2

rn∑
i=1

f2(ξ
(n)
i , η

(n)
i )α

(n)
i .

Доказанное равенство называется свойством линейности двойного интегра-
ла.

41Всюду в дальнейшем все области, по которым ведется интегрирование, предполагаются квад-
рируемыми.
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2◦. Если функция f(x, y) интегрируема на D1 и D2, то она интегрируема на
D = D1 ∪D2 и если пл. (D1 ∩D2) = 0, то∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D1

f(x, y) dxdy +

∫∫
D2

f(x, y) dxdy.

Доказательство по аналогии о доказательством соответствующего утвер-
ждения для однократных интегралов, предлагаем провести читателю.

3◦.
m · пл.D ≤

∫∫
D

f(x, y) dxdy ≤M · пл.D. (1)

Это выражение получается в результате применения предельного перехода
из очевидного неравенства

m · пл.D ≤
rn∑
i=1

f(ξ
(n)
i , η

(n)
i )α

(n)
i ≤M · пл.D.

Следствие 1. Если f(x, y) ≥ 0 всюду в D, то
∫∫
D

f(x, y) dxdy ≥ 0.

Следствие 2. Существуют число μ, m ≤ μ ≤M , такое, что∫∫
D

f(x, y) dxdy = μ · пл.D.

В самом деде, если пл.D = 0, то и
∫∫
D

f(x, y) dxdy = 0, и в качестве μ можно

взять любое число отрезка [m,M ]. Если же пл.D �= 0, то, разделив неравенство
(1) на пл.D, найдем:

m ≤

∫∫
D

f(x, y) dxdy

пл.D
≤ M.

Обозначив отношение

∫∫
D

f(x, y) dxdy

пл.D
через μ, получим требуемое равенство.

Следствие 3. Если f(x, y) ≤ g(x, y) всюду на D, то∫∫
D

f(x, y) dxdy ≤
∫∫
D

g(x, y) dxdy.

Это следует из следствия 1 и линейности интеграла.

Следствие 4. ∣∣∣∣ ∫∫
D

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
D

|f(x, y)| dxdy.
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Доказательство предоставляется читателю.

Вычисление двойного интеграла сводится к двум последовательным вычис-
лениям однократных интегралов.

Пусть D — прямоугольник

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

и f(x, y) — интегрируемая на R функция, причем такая, что для любого x ∈ [a, b]

интегралы I(x) =

d∫
c

f(x, y) dy существуют. Прямыми

x = x
(n)
i , i = 0, 1, 2, . . . , mn, x

(n)
0 = a, x(n)

mn
= b,

y = y
(n)
j , j = 0, 1, 2, . . . , pn, y

(n)
0 = c, y(n)

pn
= d

разобьем прямоугольник R на частичные прямоугольники: R(n)
ij = {(x, y)| x(n)

i ≤
x ≤ x

(n)
i+1, y

(n)
j ≤ y ≤ y

(n)
j+1}, и пусть μ(n)

ij = inf
Rij

f(x, y), Mij = sup
Rij

f(x, y). Тогда для

любых значений x и y, таких, что x(n)
i ≤ x ≤ x

(n)
i+1, y

(n)
j ≤ y ≤ y

(n)
j+1, имеем

μ
(n)
ij ≤ f(x, y) ≤M

(n)
ij .

Проинтегрируем это неравенство по y в пределах от y(n)
j до y(n)

i+1, считая x посто-
янным. Тогда

μ
(n)
ij Δy

(n)
j ≤

y
(n)
j+1∫

y
(n)
j

f(x, y) dy ≤M
(n)
ij Δy

(n)
j ,

где Δy
(n)
j = y

(n)
j+1 − y

(n)
j . Оставив x неизменным, просуммируем эти неравенства по

j от j = 0 до j = pn − 1. Получим:

pn−1∑
j=0

μ
(n)
ij Δy

(n)
i ≤

d∫
c

f(x, y) dy ≤
pn−1∑
j=0

M
(n)
ij Δy

(n)
j

или
pn−1∑
j=0

μ
(n)
ij Δy

(n)
j ≤ I(x) ≤

pn−1∑
j=0

M
(n)
ij Δy

(n)
j .

Это неравенство верно для любого x, лежащего между x(n)
i и x(n)

i+1.

Умножим неравенство на Δx
(n)
i = x

(n)
i+1 − x

(n)
i и просуммируем получившиеся

неравенства по i в пределах от i = 0 до i = mn − 1. В результате будем иметь:

mn−1∑
i=0

pn−1∑
j=0

μ
(n)
i Δx

(n)
i Δy

(n)
i ≤

mn−1∑
i=0

I(ξ
(n)
i ) Δx

(n)
i ≤

mn−1∑
i=0

pn−1∑
j=0

M
(n)
ij Δx

(n)
i Δy

(n)
j . (2)
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Суммы, стоящие в крайних частях неравенства (2), являются нижней и верхней
суммами Дарбу для функции f(x, y) по прямоугольнику R при разбиении этого
прямоугольника на части R(n)

ij . Средняя часть неравенства (2) есть интегральная
сумма для функции I(x) по промежутку [a, b]. Рассмотрим последовательность
R

(n)
ij . Если для этой последовательности max Δx

(n)
i → 0 и max Δy

(n)
j → 0, то

суммы в крайних частях неравенства (2) будут стремиться к
∫∫
D

f(x, y) dxdy. Но

тогда и сумма в средний части этого неравенства будет стремиться к тому же

пределу, т.е.
b∫

a

I(x) dx будет существовать, и в пределе из (2) получим равенство

∫∫
R

f(x, y) dxdy =

b∫
a

I(x) dx =

b∫
a

{ d∫
c

f(x, y)

}
dx.

Это равенство представляет собой формулу для вычисления двойного интеграла
в рассматриваемом случае.

С помощью рассуждений, аналогичных предыдущим, при соответствующих
предположениях относительно функции f(x, y) получим формулу∫∫

D

f(x, y) dxdy =

d∫
c

{ b∫
a

f(x, y) dx

}
dy.

Пусть теперь D — область специального вида, ограниченная прямыми x = a
и ? и кривыми PQ и TS, являющимися графиками непрерывных на [a, b] функций
ϕ1(x) и ϕ2(x). Предположим i кроме того, что:

1◦) функции ϕ1(x), ϕ2(x) непрерывны на [a, b];

2◦) ϕ1(x) < ϕ2(x) в интервале (a, b); в точках x = a и x = b функции ϕ1(x) и
ϕ2(x) могут принимать одинаковые значения (рис. 56).

a b

P

Q

T

S

d

c

y = ϕ1(x)

y = ϕ2(x)

x

y

Рис. 56
Выберем числа c и d так, чтобы

c < min
[a,b]

ϕ1(x),
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d > max
[a,b]

ϕ2(x).

Тогда прямоугольник

R = {(x, y)| a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

целиком содержит область D. Введем новую функцию f1(x, y), полагая, что

f1(x, y) =

⎧⎨⎩f(x, y), (x, y) ∈ D,

0, (x, y) ∈ R \D.

Если функция f(x, y) была интегрируема в области D, то f1(x, y) будет ин-
тегрируема в прямоугольника R, так как по сравнению с f(x, y) функция f1(x, y)
может иметь дополнительные точки разрыва лишь на границе области D, а в силу
непрерывности функций ϕ1(x) и ϕ2(x) площадь этой границы и, следовательно,
мера множества дополнительных точек разрыва, равна нулю (см. лемму 4 из § 1

гл. IX). Кроме того, если

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy существует для любого x ∈ [a, b], то ясно,

что

d∫
c

f1(x, y) dy =

ϕ1(x)∫
c

f1(x, y) dy +

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f1(x, y) dy +

b∫
ϕ2(x)

f1(x, y) dy =

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy

также существует.

По доказанному,

∫∫
R

f1(x, y) dxdy =

b∫
a

{ d∫
c

f1(x, y) dy

}
dx.

Но ∫∫
R

f1(x, y) dxdy =

∫∫
D

f1(x, y) dxdy +

∫∫
R\D

f1(x, y) dxdy =

∫∫
D

f(x, y) dxdy,

так как f1(x, y) = f(x, y) в D и f1(x, y) = 0 в R\D. С другой стороны, для данного
фиксированного x ∈ [a, b], как уже указано,

d∫
c

f1(x, y) dy =

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy.

Таким образом, ∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

{ ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy

}
dx, (3)
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если область D имеет указанный специальный вид и функция f(x, y) обладает тем

свойством, что для каждого x ∈ [a, b] интеграл

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy существует.

Если область D второго специального вида, ограниченная прямыми y = c,
y = d и кривыми PQ : x = ψ1(y), TS : x = ψ2(y), где ψ1(y) и ψ2(y) непрерывны
на [c, d] и, кроме того, ψ1(y) < ψ2(y) всюду в [c, d], а функция f(x, y) такова,

что для любого y ∈ [c, d] существуют интегралы

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx, то аналогично

предыдущему получаем

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

d∫
c

{ ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx

}
dy. (4)

Наконец, если область D можно разбить на конечное число областей первого
или второго специального вида, то вычисляем интеграл для каждой частичной
облаем по формулам (3) или (4) и результаты складываем. Если такое разбиение
области D невозможно, то удобных формул для вычисления двойного интеграла
нет. В таком случае интеграл надо вычислять, согласно его определению, как
предел интегральных сумм.

При вычислении однократных интегралов широко пользуются заменой пере-
менной под знаком интеграла, в случае двойных интегралов замена переменных
такие часто облегчает их вычисление.

Пусть даны два экземпляра плоскости, один с системой координат x, y, другой
с координатами ξ и η. Предположим, далее, что даны формулы

x = g(ξ, η), y = h(ξ, η), (5)

связывающие переменные ξ, η и x, y, где функции g и h определены в некотором
открытом множестве W , причем равенство (5) устанавливает взаимно однознач-
ное соответствие между некоторыми областями: G на плоскости xOy и H ⊂W на
плоскости ξOη. Это означает, что x и y определяются как однозначные Функции
от ξ и η в областиH , при этом, когда точка (ξ, η) пробегает H , то точка с координа-
тами x = g(ξ, η) y = h(ξ, η) пробегает G; и обратно, ξ и η являются однозначными
функциями x и y:

ξ = u(x, y), η = v(x, y), (6)

причем если точка (x, y) пробегает G, то точка (ξ, η) с координатами, определяе-
мыми формулами (10), пробегает H .

Допустим далее, что границы областей G и H составлены из конечного числа
кривых y = ϕi(x) или x = ψj(y), соответственно η = αr(ξ) или ξ = βs(η). При
этом функции ϕi, ψj , αr и βs непрерывны на отрезках их определения так, что
области G и H квадрируемы, и при соответствии, определяемом формулами (5),
внутренние точки H переходят во внутренние точки G и граничные точки — в
граничные.
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Предположим, наконец, что функции g, h имеют непрерывные частные про-
изводные в области H и что определитель

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂g

∂ξ

∂g

∂η
∂h

∂ξ

∂h

∂η

∣∣∣∣∣∣∣ =
D(g, h)

D(ξ, η)

не обращается в нуль в этой области.

При выполнении всех указанных условий имеет место формула∫∫
G

f(x, y) dxddy =

∫∫
H

f [g(ξ, η), h(ξ, η)] |J | dξdη. (7)

Доказательство этой формулы здесь не приводится, соответствующая фор-
мула будет доказана для случая n-кратных интегралов, частным случаем которой
является формула (7). Заметим здесь лишь, во-первых, что не все предположения,
которые мы сделали, независимы, некоторое из них являются следствием других,
и, во-вторых, что формула верна и при несколько более общих предположениях.
В частности, она остается справедливой, если при сохранении остальных предпо-

ложений определитель J =
D(g, h)

D(ξ, η)
обращается в нуль в конечном числе точек и

гладких кривых.

§ 3. Геометрические приложения двойного интеграла

Подобно тому, как линейный интеграл дает возможность вычислять площади
плоских фигур, так двойной интеграл позволяет находить объемы тел и площади
криволинейных поверхностей.

Определение кубируемости пространственной фигуры и объема такой фигу-
ры аналогично определению квадрируемости плоской фигуры и ее площади, и мы
лишь бегло остановимся на этом.

Пусть в трехмерном пространстве R3 выбрана прямоугольная система коор-
динат xyzO, задана единица масштаба и A — некоторое множество в R3. Плоско-
стями, параллельными координатным плоскостям, разобьем все пространство на
кубики с длиной ребра, равной единице, и назовем их кубиками нулевого ранга.
Пусть N0 — число кубиков нулевого ранга, имеющих с множеством A хотя бы
одну общую точку, и n0 — число кубиков нулевого ранга, целиком входящих в
множество A. Очевидно, что n0 ≥ N0.

Разделив ребра каждого кубика на 10 частей и проведя через точки деления
плоскости, параллельные координатным плоскостям, разобьем каждый кубик ну-
левого ранга на 1000 кубиков первого ранга. Пусть N1 — число кубиков первого
ранга, имеющих с A хотя бы одну общую точку, и n1 — число кубиков первого
ранга, целиком входящих в A. Легко видеть, что

N1 ≤ 1000N0 и n1 ≥ 1000n0.
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В самом деле, когда кубик нулевого ранга, имеющий общие точки с A, разби-
ваем на 1000 кубиков первого ранга, то может случиться, что не каждый из этих
меньших кубиков будет иметь общие точки с A. В то же время если какой—то ку-
бик нулевого ранга целиком входит в A, то все кубики первого ранга, на которые
он разбит, тоже целиком войдут в A.

Каждый кубик первого ранга разбиваем на 1000 кубиков второго ранга, как
к выше, определяем числа N2 и n2 и снова имеем, что N2 ≤ 1000N1 и n2 ≥ 1000n1.
Таким образом,

N0 ≥
N1

1000
≥ N2

(1000)2
≥ n2

(10000)2
≥ n1

1000
≥ n0.

Аналогичным путем получим неравенства

N0 ≥
N1

1000
≥ N2

(1000)2
≥ N3

(1000)3
≥ n3

(1000)3
≥ n2

(10000)2
≥ n1

1000
≥ n0

и т.д.

Итак, мы подучили две последовательности:
{

Nk

(1000)k

}
и
{

nk
(1000)k

}
, первая

из которых монотонно убывает и ограничена снизу, а вторая монотонно возрастает
и ограничена сверху. Следовательно, существуют

V = lim
k→∞

Nk

(1000)k
и V = lim

k→∞
nk

(1000)k

причем V ≥ V . Если V = V , то множество A называется кубируемым и число
V = V = V называется объемом множества A.

Можно доказать, так же как это делается в школьном курсе геометрии, что
параллелепипед с гранями, параллельными плоскостям координат, кубируем и
что его объем равен произведению трех его измерений, что любой многогранник
кубируем, что кубируемость множества не зависит от выбора системы координат,
что объем кубируемого множества не зависит от выбора осей и при изменении
единицы масштаба в p раз (e′i = pei, i = 1, 2, 3) объем изменяется в p3 раз (V ′ =
p3V ).

Доказательство этих утверждений опускаем, равно как и доказательство сле-
дующих лемм.

Лемма 1. Для того чтобы множество A было кубируемо, необходимо и
достаточно, чтобы граница этого множества имела объем, равный нулю.

Лемма 2. Объем есть аддитивная и монотонная функция множества, т.е.:

1) если A1 и A2 кубируемы и A1 ∩A2 = A0 есть множество объема нуль, то
и A1 ∪ A2 также кубируемо и

V (A1 ∪ A2) = V (A1) + V (A2);

2) если A1 и A2 кубируемы и A1 ⊂ A2, то

V (A1) ≤ V (A2).
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Лемма 3. Для того чтобы множество A было кубируемо, необходимо и
достаточно, чтобы для любого числа ε > 0 нашлись два кубируемых множества
B и C, такие, что B ⊂ A ⊂ C и V (C) − V (B) < ε. При этом V (B) ≤ V (A) ≤
V (C).

Лемма 4. График функции z = f(x, y), определенной и непрерывной в квад-
рируемой области D плоскости xOy, имеет объем, равный нулю.

Теорема 1. Цилиндрическое тело T , нижним основанием которого являет-
ся квадрируемая область D, верхним — график функций z = f(x, y), заданной и
непрерывной в D, и боковая поверхность образована отрезками прямых, парал-
лельными оси Oz и проходящими через границу области D, кубируемо и имеет

VT , равный
∫∫
D

f(x, y) dxdy.

Доказательство. Рассмотрим на плоскости xOy последовательность {Cn}
сеток из квадратов со сторонами, параллельными осям координат и длиной сто-

рон, равной
1

10n
. Пусть Dn — многоугольная фигура, состоящая из квадратов Q(n)

i

сетки Cn, целиком входящих в D, и Dn — многоугольная фигура, состоящая из
квадратовQ(n)

i сетки, имеющих сD хотя бы одну общую точку. Рассмотрим суммы∑
Dn

m
(n)
i

1

(100)n
и
∑
D̃n

M
(n)
i

1

100n
,

где m(n)
i и M (n)

i — соответственно нижняя и верхняя границы f(x, y) в полном или
неполном квадрате Q(n)

i ∩ D и суммы распространены на квадраты фигуры Dn,
соответственно D̃n. Ясно, что первая сумма есть объем Vn многогранной фигуры,
входящей целиком в T , а вторая — объем Ṽn фигуры, содержащей T . Оценим
разность между объемами этих многогранных фигур. Имеем:∑

D̃n

M
(n)
i

1

(100)n
−
∑
Dn

m
(n)
i

1

(100)n
=

=
∑
Dn

(M
(n)
i −m

(n)
i )

1

(100)n
+
∑
D̃n\Dn

M
(n)
i

1

(100)n
≤

≤
∑
Dn

(M
(n)
i −m

(n)
i )α

(n)
i +

∑
D̃n\Dn

M
1

(100)n
,

где α(n)
i , i = 1, 2, . . . , kn, — площадь полного или неполного квадрата, на которые

разбивается D и M = sup
D

f(x, y).

Так как
kn∑
i=1

(M
(n)
i −m

(n)
i )α

(n)
i =

kn∑
i=1

ω
(n)
i α

(n)
i

и ∑
D̃n\Dn

M
1

(100)n
= M(пл. D̃n − пл.Dn),
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то

Ṽn − Vn ≤
kn∑
i=1

ω
(n)
i α

(n)
i +M(пл. D̃n − пл.Dn).

При n → ∞ в силу непрерывности f(x, y)
kn∑
i=1

ω
(n)
i α

(n)
i → 0, а в силу квад-

рируемости D также пл. D̃n − пл.Dn → 0. Поэтому для заданного числа ε > 0
найдется число n0, такое, что при Ṽn− Vn < ε и, по лемме 3, цилиндрическое тело
T кубируемо, причем

Vn ≤ VT ≤ Ṽn. (∗)
С другой стороны,

Vn ≤ Sn ≤ Sn ≤ Ṽn,

и, следовательно,

Vn ≤
∫∫
D

f(x, y) dxdy ≤ Ṽn. (∗∗)

Теорема доказана.

Из неравенств (*) и (**) следует, что

VT =

∫∫
D

f(x, y) dxdy.

Примеры.

1. Объем шара. В силу симметрии достаточно посчитать объем
1

8
части шара

(рис. 57). Согласно теореме 1, шар кубируем и его объем вычисляется по формуле

1

2
V =

∫∫
D

√
R2 − x2 − y2 dxdy.

Здесь D — четверть круга, лежащая в первом квадранте, R — радиус шара. Пе-
реходя к полярным координатам, находим:

1

2

π
2∫

0

{ R∫
0

√
R2 − r2 r dr

}
dϕ =

=

π
2∫

0

{
− 1

2

R∫
0

√
R2 − r2 d(R2 − r2)

}
, dϕ =

1

2
· 2

3

π
2∫

0

R3 dϕ =
π

6
R3.

Отсюда
Vшара =

4

3
πR3.
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Рис. 57

2. Найдем объем тела, получающегося из шара, если из него вырезать два
прямых круговых цилиндра с диаметрами основания, равными радиусу шара и
касающимися вдоль образующей, проходящей через центр шара (рис. 58). Снова

в силу симметрии фигуры достаточно рассмотреть
1

8
ее часть (рис. 59).

Рис. 58

Определим объем V0 тела, вырезаемого из
1

8
части шара одним из цилиндров.

Этот объем равен: ∫∫
G

√
R2 − x2 − y2 dxdy,

где G — полукруг в плоскости xOy (рис. 60). Переходя к полярным координатам,
находим: 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ R. Поэтому

V0 =

π
2∫

0

dϕ

R cosϕ∫
0

√
R2 − r2 r dr =

π
2∫

0

{
− 1

3
(R2 − r2)

3
2

}∣∣∣∣R cosϕ

0

dϕ =
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=
R3

3

π
2∫

0

(1 − sin3 ϕ) dϕ =
R3

3

(
π

2
− 2

3

)
.

Следовательно, объем интересующего нас тела равен:

V =
4

3
· πR3 − 8 · r

3

3

(
π

2
− 2

3

)
=

16

9
R3.

O x

y

z

G

Рис. 59

G

ϕ
x

y

r = R cos
ϕ

Рис. 60
Шар с вырезанными в нем двумя цилиндрическими дырками называется те-

лом Вивиани, во имени итальянского математика, впервые рассмотревшего такое
тело. Это был первый пример тела, полученного путем простой, комбинации ша-
ров, цилиндров и других круглых тел, объем которого рационально выражается
через радиус.

Рассмотрим поверхность S : z = f(x, y), являющуюся графиком функции f ,
непрерывной в замкнутой ограниченной области G. Эту поверхность будем назы-
вать it гладкой, если f принадаежит классу C1, т.е. имеет непрерывною произ-
водную Фреше всюду в открытой области G0 ⊃ G. Область определения функции
f(x, y) есть в то же время проекция на плоскость xOy поверхности S. Пусть G
квадрируема.

Гладкими кривыми разобьем область G на части G1, G2, . . . , Gn и в каждой
частичной области Gi выберем точку Ai(ξi, ηi). Обозначим через Si график суже-
ния функции f на область Gi и в точке Mi поверхности Si, имеющей координаты
(ξi, ηi, f(ξi, ηi)), проведем касательную плоскость к поверхности. Обозначим через
cosλi, cosμi, cos νi направяюющие косинусы этой касательной плоскости так, что

cosλi =
−f ′

x(ξi, ηi)

+
√

1 + [f ′
x(ξi, ηi)]

2 + [f ′
y(ξi, ηi)]

2
, (1)

cosμi =
−f ′

y(ξi, ηi)

+
√

1 + [f ′
x(ξi, ηi)]

2 + [f ′
y(ξi, ηi)]

2
, (2)
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cos νi =
1

+
√

1 + [f ′
x(ξi, ηi)]

2 + [f ′
y(ξi, ηi)]

2
. (3)

Знак корня квадратного выбран так, что направление нормали к поверхности
в точке Mi образует с положительным направлением оси Oz острый угол.

Пусть Ti — часть касательной плоскости, вырезаемая цилиндром с образу-
ющей параллельной оси Oz и направляющей, являющейся границей области Gi.
Легко видеть, что Ti квадрируема. Составим сумму

σn =

n∑
i=0

пл.Ti.

Определение. Если при n → ∞ и max d(Gi) → 0 сумма σn стремится к
конечному пределу, не зависящему ни от характера разбиения области G на части,
ни от выбора в частичной области Gi точки (ξi, ηi), то поверхность S называется
квадрируемой, а число σ = lim σn — площадью поверхности S.

Теорема 2. Гладкая поверхность S, заданная явным уравнением z = f(x, y),
квадрируема и ее площадь σ определяется по формуле

σ =

∫∫
G

√
1 + [f ′

x(ξi, ηi)]
2 + [f ′

y(ξi, ηi)]
2 dxdy. (4)

Доказательство. Так как площадка Ti касательной плоскости проектируется
на область Gi плоскости xOy и угол между касательной плоскостью и плоскостью
xOy есть νi, то

пл.Gi = пл.Ti cos νi,

или, если ввести прежние обозначения αi = пл.Gi, i = 1, 2, . . . , r, то

пл.Ti =
αi

cos νi
=
√

1 + [f ′
x]

2 + [f ′
y]

2 αi.

Поэтому

σn =
n∑
i=0

√
1 + [f ′

x(ξi, ηi)]
2 + [f ′

y(ξi, ηi)]
2 αi,

и так как справа в (5) стоит интегральная сумма для двойного интеграла от
непрерывной функции

√
1 + [f ′

x(x, y)]
2 + [f ′

y(x, y)]
2 по области G, то при n → ∞

и max d(Gi) → 0 правая часть равенства (5) стремится к конечному пределу,

равному
∫∫
D

√
1 + [f ′

x(x, y)]
2 + [f ′

y(x, y)]
2 dxdy. Но это значит, что поверхность S

квадрируема и

пл.S =

∫∫
D

√
1 + [f ′

x(x, y)]
2 + [f ′

y(x, y)]
2 dxdy.

что требовалось доказать.

Замечания.
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1. Вместо гладкой поверхности S, заданной явным уравнением z = f(x, y),
можно рассматривать поверхности, заданные явными уравнениями y = g(x, z)
или x = h(y, z). Изменения, которые надо в этих случаях сделать в формулировке
теоремы 2, очевидны.

2. Если поверхность S можно разбить конечным числом гладких кривых на
гладкие части S1, S2, . . . , Sp, каждая из которых задана явным уравнением, то
легко показать, что поверхность S квадрируема и

пл.S =

p∑
i=0

пл.Si.

Примеры.

3. Найдем площадь поверхности тела Вивиани.

Как и ранее, достаточно рассмотреть
1

8
часть поверхности Вивиани (рис. 61).

O x

y

z

G

Рис. 61

По формуле (4) находят площадь σ0 поверхности, вырезанной цилиндром из
1

8
сферы:

σ0 =

∫∫
G

√
1 +

x2 + y2

R2 − x2 − y2
dxdy = −

∫∫
G

Rdxdy√
R2 − x2 − y2

=

= R

π∫
0

2dϕ

R cosϕ∫
0

r dr√
R2 − r2

= R

π
2∫

0

(−
√
R2 − r2)

∣∣∣∣R cosϕ

0

dϕ =

= R2

π
2∫

0

(1 − sinϕ) dϕ = R2

(
π

2
− 1

)
.
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Следовательно, площадь поверхности тела Вивиани

σ = σшара = −8σ0 = 4πR2 − 8R2

(
π

2
− 1

)
= 8R2.

Площадь этой поверхности, полученной ком6инацией цилиндра и сферы, как и
объем тела Вивиани, выражается рационально через радиус.

§ 4. Понятие о несобственных двойных интегралах

Основные определения и утверждения, изложенные в § 1 и 2 гл. XV, могут
быть распространены на случай двойных интегралов.

Пусть D — неограниченная область плоскости и f : D → R такова, что для
каждой замкнутой несамопересекающейся кривой Γ, ограничивающей квадриру-
емую часть плоскости GΓ, существует интеграл∫∫

DΓ

f(x, y) dxdy,

где DΓ = D ∩GΓ..

Рассмотрим такую «расширяющуюся» последовательность кривых {Γn}, что
GΓn ⊂ GΓn+1 и dn = ρ(Γn, )) → +∞, где через dn обозначено расстояние от кри-
вой Γn до начала координат. Соответственно этой последовательности построим
последовательность интегралов ∫∫

DΓn

f(x, y) dxdy. (1)

Если для каждой последовательности кривых {Γn} указанного типа существует
конечный предел соответствующей последовательности (1), не зависящий от выбо-
ра последовательности {Γn}, то этот предел называется значением несобственного
интеграла ∫∫

D

f(x, y) dxdy (2)

по неограниченной области D, а несобственный интеграл (2) называется сходя-
щимся. Если предел последовательности (1) бесконечен или отсутствует, интеграл
(2) называется расходящимся.

Заметим, что в случае, когда f(x, y) ≥ 0 в D, последовательность (1) являет-
ся, очевидно, монотонно возрастающей и поэтому имеющей предел. Этот предел
конечен, если последовательность (1) ограничена (интеграл (2) сходится), и равен
+∞, если последовательность (1) не ограничена (интеграл (2) расходится).

Пусть теперь D — ограниченная область и f : D → R. Условимся говорить,
что f(x, y) интегрируема в точке M0 ∈ D, если существует такая окрестность
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U(M0) точки M0, что f(x, y) интегрируема по множеству D ∩ U(M0). Точки, в
которых функция f не интегрируема, назовем особыми точками функции f . Рас-
суждениями, аналогичными проведенным в § 2 гл. XV, можно показать, что в
случае компактного множества D интегрируемая в каждой точке D функция яв-
ляется интегрируемой по всему множеству D. Таким образом, неинтегрируемость
функции по квадрируемому ограниченному множеству может объясняться лишь
наличием у функции особых точек на этом множестве. Можно показать, как и
в § 2 гл. XV, что неинтегрируемость функции в изолированных точках может
происходить лишь по причини неограниченности функции в этих точках.

Обозначим через Z множество особых точек функции f ∈ D. Это множество,
очевидно, замкнуто, т.е. компактно. Ограничимся рассмотрением случая, когда
мера (плоская) множества Z равна нулю. Окружим каждую точку M ∈ Z δ-
окрестностью U(M, δ), из покрытия {U(M, δ)} множества Z выберем конечное
покрытие. Объединение множеств этого покрытия обозначим через Gδ. Ясно, что
функция f интегрируема по множеству Dδ = D \Gδ, т.е. существует∫∫

Dδ

f(x, y) dxdy. (3)

Если у этого интеграла при δ → 0 существует конечный предел, то несобственный
интеграл ∫∫

D

f(x, y) dxdy (4)

называется сходящимся, а указанный предел — значением интеграла (4). Если
этот предел равен∞ или не существует, то интеграл (4) называется расходящимся.
Отметим, что для неотрицательной в D функции f(x, y) расходимость интеграла
(4) указывает на бесконечное его значение.

В общем случае, когда область D неограничена и в ней имеются особые точ-
ки функции f , определение сходимости интеграла вводится комбинированием кон-
струкций, приведенных выше. Заметим, что на несобственные двойные интегралы
путем рассуждений, аналогичных приведенным для однократных несобственных
интегралов, может быть распространено правило замены переменных.

Назовем несобственный интеграл (2) или (4) абсолютно сходящимся, если
сходится интеграл ∫∫

D

|f(x, y)| dxdy. (5)

Особенностью двумерного случая является совпадение абсолютной сходимости
несобственных интегралов и их сходимости. Сходимость абсолютно сходящегося
интеграла проверяется без труда, и мы на этом не будем останавливаться. Уста-
новим справедливость следующего утверждения.

Теорема 1. Если несобственный интеграл (2) (или (4)) сходится, то он
сходится и абсолютно.

Докажем эту теорему для интеграла по неограниченной области. Доказа-
тельство будем вести от обратного, т.е. допустим, что интеграл (2) сходится, а
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интеграл (5) расходится (его значением являемся +∞). Построим такую последо-
вательность кривых {Γn}, для которой последовательность интегралов (1) имеет
бесконечный предел, что будет означать расходимость интеграла (2) в противоре-
чии с предположением. Рассмотрим для этого последовательность окружностей
Cn с центрами в начале координат и радиусами rn, rn < rn+1, rn → ∞, и пусть Dr

— часть D, попавшая в Cn. Тогда Dcn ⊂ DCn+1. Для этой последовательности∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy → +∞.

Без ограничения общности можно предположить, что выполнено неравенство∫∫
DCn+1

|f(x, y)| dxdy > 3

∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy + 2n, (6)

так как в противном случае можно перейти к подходящей подпоследовательности
взятой последовательности.

Обозначив через Kn множество DCn+1 \DCn , из (6) получим:∫∫
Kn

|f(x, y)| dxdy > 2

∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy + 2n. (7)

Введем теперь вспомогательные функции f+(x, y) и f−(x, y), полагая

f+(x, y) =

⎧⎨⎩f(x, y), если f(x, y) ≥ 0,

0, при fx, y) ≤ 0,

f−(x, y) =

⎧⎨⎩−f(x, y), если f(x, y) ≤ 0,

0, при fx, y) ≥ 0.

Очевидно,
|f(x, y)| = f+(x, y) + f−(x, y),

поэтому ∫∫
Kn

|f(x, y)| dxdy =

∫∫
Kn

f+(x, y) dxdy +

∫∫
Kn

f−(x, y) dxdy.

Сопоставив это равенство с неравенством (7), установим справедливость по край-
ней мере одного из следующих неравенств∫∫

Kn

f+(x, y) dxdy >

∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy + n,

∫∫
Kn

f−(x, y) dxdy >

∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy + n.
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Хотя бы одно из этих неравенств выполняется для бесконечного числа различных
значений n, поэтому, перейдя к подпоследовательности, можно считать, что при
всех n, например, для функции f+(x, y) выполнено неравенство∫∫

Kn

f+(x, y) dxdy >

∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy + n.

Но тогда при достаточно мелком разбиении областиKn на элементарные части для
нижней суммы

∑
Kn

m+
k ΔSk функции f+(x, y) в Kn будет выполняться неравенство

∑
Kn

m+
k ΔSk >

∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy + n.

Объединим все элементарные части разбиения Kn, на которых m+
k = inf f+(x, y)

принимает положительные значения, и каждую связную часть получившегося
множества соединим с областью DCn настолько узкой полоской, чтобы сумма∑

Kn
m+
k ΔSk, распространенная на элементарные части, имеющие общие точки

с получившейся областью (обозначим эту область через Qn), удовлетворяла нера-
венству ∑

Qn

m+
k ΔSk >

∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy + n.

(Здесь m+
k — нижняя грань f+(x, y) в k-й элементарной части разбиения Qn).

Ясно, что для интеграла от f(x, y) выполнено неравенство∫∫
Qn

f(x, y) dxdy >

∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy + n.

С другой стороны, очевидно, что∫∫
DCn

f(x, y) dxdy ≥ −
∫∫
DCn

|f(x, y)| dxdy.

Из этих неравенств получаем: ∫∫
DCn∪Qn

f(x, y) dxdy > n. (8)

Пусть D̃n — связная область, лежащая в D и содержащая DCn ∪ Qn. Обозначив
через Γn границу области D̃n, получим «расширяюшуюся» последовательность
кривых {Γn}, для которой, в силу неравенства (8), последовательность интегралов
(1) стремится к +∞, что и доказывает нашу теорему.

В соответствии с только что доказанной теоремой особый интерес представ-
ляет случай неотрицательной в области D функции f(x, y). В приложениях прихо-
дится встречаться с функциями, представимыми в некоторой окрестности U(M0, ε)
изолированной особой точки M0 в виде

f(x, y) =
ϕ(x, y)

[ρ(x, y)]α
,
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где
ρ(x, y) =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2,

ϕ(x, y) — ограниченная функция, |ϕ(x, y)| ≤ M , α > 0. Установим условие инте-
грируемости f в точке M0. Дня этого окружим точку M0 окрестностью U(M0, ε)

(рис. 62) и рассмотрим интеграл по кольцу
⋃

(M0, ε)\U(M0, δ) = Kδ, где 0 < δ < ε:

M0

ε δ

Рис. 62

|
∫∫
Kδ

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
Kδ

M

[ρ(x, y)]δ
dxdy,

или, перейдя к полярным координатам, найдем:

∫∫
Kδ

dxdy

[ρ(x, y)]α
=

ε∫
δ

ρ1−α dρ

2π∫
0

dϕ =
2π

2 − α
(ε2−α − δ2−α).

Ясно, что при α < 2 интеграл окажется сходящимся в точке M0, а при α > 2,
вообще говоря, расходящимся.
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Глава XVIII

ИНТЕГРИРОВАНИЕ СКАЛЯРНЫХ ФУНКЦИЙ
ВЕКТОРНОГО АРГУМЕНТА

Интегралы от функции f : A → R, где A ⊂ Rn, n ≥ 3, строятся по той
же схеме, что и интегралы от функции f : A → Rn, A ⊂ R2. Для того, чтобы
осуществить такое построение, надо прежде всего определить объем n-мерного
параллелепипеда — простейшей фигуры n-мерного евклидова пространства.

В главе X был определен n-мерный параллепипепед P ⊂ Rn как множество
точен x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, координаты которого удовлетворяют неравенствам
ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n. В трехмерном случае это определение приводит к
прямоугольному параллелепипеду. Введем теперь в Rn множество, являющееся в
трехмерном случае косоугольным параллелепипедом. При этом будем рассматри-
вать Rn как афинное пространство.

Пусть x1, x2, . . . , xn — n-мерные векторы, выходящие из начала координат.

Определение. Множеств точек вида
n∑
i=1

αixi, где 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n,

называется n-мерным параллелепипедом, построенным на векторах x1, x2, . . . , xn.
Обозначим этот параллелепипед P (x1, x2, . . . , xn).

Если векторы x1, x2, . . . , xn приложена к точке a ∈ Rn, то, используя для та-
ких векторов обозначение (x1)a, (x2)a, . . . , (xn)a, распространим на них определе-
ние, т.е. по-прежнему будем называть параллелепипедом P [(x1)a, (x2)a, . . . , (xn)a]

множество точек x ∈ Rn вида
n∑
i=1

αi[xi)a, 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n. Иными слова-

ми, параллелепипед P [(x1)a, (x2)a, . . . , (xn)a] есть множество точек вида a+
n∑
i=1

αixi,

0 ≤ αi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n.

Легко видеть, что в случае, когда векторы x1, x2, . . . , xn направлены по ор-
там, координаты точек x параллелепипеда P [(x1)a, (x2)a, . . . , (xn)a] удовлетворяют

неравенствам ai ≤ xi ≤ bi, где b = a+
n∑
i=1

xi, и мы получаем прежнее определение

прямоугольного параллелепипеда.

Читателю, который захочет подробнее ознакомиться с афинным простран-
ством, рекомендуем обратиться к книге Н.В. Ефимова и Э.Р. Розендорна «Линей-
ная алгебра и многомерная геометрия» (М., 1970).
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§ 1. Объем n-мерного параллелепипеда

Пусть дан параллелепипед P (x1, x2, . . . , xn), построенный на векторах x1, x2,
. . . , xn ∈ Rn, выходящих из начала координат. По аналогии с плоским или трех-
мерным случаем при определении объема такого параллелепипеда будем отправ-
ляться от некоторых характеристических свойств объема. Именно, каждому па-
раллелепипеду P (x1, x2, . . . , xn) отнесем число V (p) = V (x1, x2, . . . , xn), удовлетво-
ряющее условиям:

1) V (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0 и x1, x2, . . . , xn(x1, x2, . . . , xn) = 0 тогда и только тогда,
когда векторы x1, x2, . . . , xn линейно зависимы;

2) V (x1, x2, . . . , λxi, . . . , xn) = |λ|V (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn);

3) V (x1, x2, . . . , xi + xk, . . . , xn) = V (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn, где i, k = 1, 2, . . . , n,
i �= k. Это свойство V (x1, x2, . . . , xn) в пространствах R2 и R3 выражает тот факт,
что параллелепипеды с равными основаниями и равными высотами имеют одина-
ковый объем (рис. 68);

4) V (e1, e2, . . . , en) = 1.

x1

x2 x 1
+
x 2

h h

Рис. 63

Покажем, что такое число существует и определяется однозначно.

Будем говорить, что полилинейная форма ω(x1, x2, . . . , xn) антисимметрич-
на, если перестановка двух любых аргументов формы приводит к изменению ее
знака, т.е. если. при i �= j

ω(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) = −ω(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn).

Лемма. Для того чтобы скалярная функция ω от n векторных аргумен-
тов xi ∈ Rn, i = 1, 2, . . . , n, была полилинейной, антисимметрической формой,
необходимо и достаточно, чтобы:

а) ω(x1, . . . , xi, . . . , xi, . . . , xk, . . . , xn) = ω(x1, . . . , xi, . . . , xi + xk, . . . , xk, . . . , xn),
i, k = 1, 2, . . . , n; i �= k;

б) ω(x1, x2, . . . , λxi, . . . , xn) = λω(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn).
Необходимость условия б) очевидна, а необходимость условия а) сразу следу-

ет из линейности ω по каждому аргументу и того факта, что антисимметрическая
форма, у которой два аргумента одинаковы, равна нулю. Докажем поэтому доста-
точность условий а) и б).
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Из условий а) и б) прежде всего вытекает, что при λ �= 0, i �= k,

ω(x1, x2, . . . , xi, . . . , xk, . . . , xn) =
1

λ
ω(x1, x2, . . . , λxi, . . . , xk, . . . , xn) =

=
1

λ
ω(x1, . . . , xi + λxk, . . . , λxk, . . . , xn) = ω(x1, . . . , xi + λxk, . . . , xk, . . . , xn).

Отсюда непосредственно следует

ω(x1, . . . , xi, . . . , xn) = ω

(
x1, . . . , xi −

n∑
k=1, k �=i

λkxk, . . . , xn

)
. (1)

Так как ω(x1, . . . , 0, . . . , xn) = 0 ·ω(x1, . . . , ei, . . . , xn) = 0, то из (1) следует что если
в ω(x1, . . . , xi, . . . , xn) аргументы линейно зависимы, то ω(x1, . . . , xi, . . . , xn) = 0.

Теперь легко проверить, что

ω(x1, . . . , x
′
i + x′′i , . . . , xn) = ω(x1, . . . , x

′
i, . . . , xn) + ω(x1, . . . , x

′′
i , . . . , xn). (2)

Если x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn линейно зависимы, то будут линейно зависимы н си-
стемы x1, . . . , x

′
i, . . . , xn; x1, . . . , x

′′
i , . . . , xn; x1, . . . , x

′
i + x′′i , . . . , xn, и тогда все члены

равенства (2) равны нулю. Если векторы x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn линейно незави-
симы, то, дополнив их вектором xi до базиса в Rn, получим:

x′i =

n∑
k=1

λ′kxk, x′′i =

n∑
k=1

λ′′kxk, x′i + x′′i =

n∑
k=1

(λ′k + λ′′k)xk.

Тогда, по уже доказанному, выражение ω(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn) не изменится, если

заменить x′i на x′i −
n∑

k=1, k �=i
λ′kxk, т.е. на λ′ixi, и мы получим:

ω(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn) = λ′iω(x1, . . . , xi, . . . , xn).

Аналогично
ω(x1, . . . , x

′′
i , . . . , xn) = λ′′iω(x1, . . . , xi, . . . , xn),

ω(x1, . . . , x
′
i + x′′i , . . . , xn) = (λ′i + λ′′i )ω(x1, . . . , xi, . . . , xn).

Сложив почленно первые два равенства и вычтя из их суммы третье, найдем:

ω(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn) + ω(x1, . . . , x

′′
i , . . . , xn) − ω(x1, . . . , x

′
i + x′′i , . . . , xn) =

= λ′iω(x1, . . . , xi, . . . , xn) +λ′′i ω(x1, . . . , xi, . . . , xn)− (λ′i +λ′′i )ω(x1, . . . , xi, . . . , xn) = 0,

и равенство (2) доказано.

Из (2) и а) следует полилинейность формы ω. Докажем ее антисимметрич-
ность. Прежде всего, из аддитивности ω и свойства а) следует, что

ω(x1, . . . , xi, . . . , xk, . . . , xn) = ω(x1, . . . , xi + xk, . . . , xk, . . . , xn) =

= ω(x1, . . . , xi, . . . , xk, . . . , xn) + ω(x1, . . . , xk, . . . , xk, . . . , xn),
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откуда ω(x1, . . . , xk, . . . , xk, . . . , xn) = 0, т.е. если под знаком ω два аргумента сов-
падают, то ω = 0. Но тогда

ω(x1, . . . , xi, . . . , xk, . . . , xn) + ω(x1, . . . , xk, . . . , xi, . . . , xn) =

= ω(x1, . . . , xi + xk, . . . , xi + xk, . . . , xn) = 0

и, следовательно,

ω(x1, . . . , xi, . . . , xk, . . . , xn) = −ω(x1, . . . , xk, . . . , xi, . . . , xn).

Лемма доказана.

Следующая теорема доказывается в курсах линейной алгебры, однако для
полноты изложения приведем здесь ее доказательство.

Теорема. В пространстве Rn существует лишь одна (с точностью до по-
стоянного множителя) n-линейная антисимметрическая форма, и эта форма
есть детерминант

D(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1

1 x2
1 . . . xn2

x1
2 x2

2 . . . xn2
. . . . . . . . . . . . . . .
x1
n x2

n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где xik есть i-я координата k-го вектора.

Доказательство. Пусть ω(x1, x2, . . . , xn) — произвольная антисимметриче-
ская форма от n аргументов x1, x2, . . . , xn ∈ Rn. Положим ω(ei1, ei2, . . . , ein) =

ai1i2...in . Если теперь xk =

n∑
ik=1

xikk eik , то легко видеть, что

ω(x1, x2, . . . , xn) =

n∑
i1,i2,...,in=1

ai1i2...inx
i1
1 x

i2
2 · · ·xinn .

Из антисимметричности формы следует, что ai1i2...in = δi1i2...ina12...n, где δi1i2...in
= 1 или −1 в зависимости от того, будет перестановка (i1, i2, . . . , in) четной или
нечетной. Таким образом,

ω(x1, x2, . . . , xn) = a12...n

n∑
i1,i2,...,in=1

δi1i2...inx
i1
1 x

i2
2 · · ·xinn = a12...n

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1

1 x2
1 . . . xn2

x1
2 x2

2 . . . xn2
. . . . . . . . . . . . . . .
x1
n x2

n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
и теорема доказана.

Теперь нетрудно установить, что

V (x1, x2, . . . , xn) = |D(x1, x2, . . . , xn)|

есть единственная функция, удовлетворяющая 1–4.
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Ясно, что |D(x1, x2, . . . , xn)| удовлетворяет этим условиям. ПустьW (x1, x2, . . . , xn)
— другая такая функция.

Рассмотрим
W (x1, x2, . . . , xn) signD(x1, x2, . . . , xn).

Имеем:
W (x1, . . . , λxi, . . . , xn) signD(x1, . . . , λxi, . . . , xn) =

= |λ|W (x1, . . . , xi, . . . , xn) sign [λD(x1, . . . , λxi, . . . , xn)] =

= |λ| signλ ·W (x1, . . . , xi, . . . , xn) signD(x1, . . . , . . . , xn) =

= λ
{
W (x1, . . . , xi, . . . , xn) signD(x1, . . . , . . . , xn)

}
,

и при i �= k

W (x1, . . . , λxi + xk, . . . , xn) signD(x1, . . . , λxi + xk, . . . , xn) =

= W (x1, . . . , λxi, . . . , xn) signD(x1, . . . , λxi, . . . , xn),

т.е. произведение W (x1, . . . , xn) signD(x1, . . . , xn) удовлетворяет условиям а) и б).
Но тогда, по теореме

W (x1, . . . , xn) signD(x1, . . . , xn) = αD(x1, . . . , xn).

Положив x1 = e1, . . . , xn = en, получим, что α = 1, следовательно,

W (x1, . . . , xn) signD(x1, . . . , xn) = D(x1, . . . , xn)

или
W (x1, . . . , xn) = |D(x1, . . . , xn)|.

Теорема доказана.

Число |D(x1, . . . , xn)| назовем объемом параллелепипеда P (x1, . . . , xn), постро-
енного на векторах x1, . . . , xn и будем обозначать этот объем V (P ) или V (x1, . . . , xn).

Если векторы приложены к точна a ∈ Rn, то, используя для таких векторов
обозначения (x1)a, . . . , (xn)a, примем, по определению,

V [(x1)a, . . . , (xn)a] = V (x1, . . . , xn) = |D(x1, . . . , xn)|

за объем параллелепипеда, построенного на векторах (x1)a, . . . , (xn)a.

Такое определение означает требование инвариантности объема при парал-
лельном перенесении параллелепипеда. Наконец, если систему векторов x1, . . . , xn
повернуть вокруг начала (систему (x1)a, . . . , (xn)a вокруг точки a) или, что все
равно, перейти к новому ортогональному базису, то так как преобразование ор-
тогональных базисов осуществляется ортогональной матрицей с детерминантом,
равным ±1, объем параллелепипеда P (x1, . . . , xn) при таком преобразовании не из-
менится. Этот факт есть частный случай следующего более общего факта: если с
помощью линейного преобразования L от параллелепипеда P (x1, . . . , xn) перейти
к параллелепипеду P (Lx1, . . . , Lxn), то

D(Lx1, . . . , Lxn) = detL ·D(x1, . . . , xn),
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и поэтому
V (Lx1, . . . , Lxn) = | detL| V (x1, . . . , xn).

В этом легко убедиться простым подсчетом.

Будем такие считать, что замкнутые, открытые и полуоткрытые параллеле-
пипеды, построенные на одних и тех же векторах, имеют одинаковый объем.

Если векторы x1, . . . , xn приложены к началу и попарно ортогональны, то,
в силу cказанного выше, при определении V (x1, . . . , xn) можно считать xi = xiei,
i = 1, 2, . . . , n, и тогда

V (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣ n∏
i=1

xi
∣∣∣∣,

что соответствует в трехмерном случае определению объема прямого параллелепи-
педа как произведения трех его измерений. Если попарно ортогональные векторы
приложены в точке a, то

V [(x1)a, . . . , (xn)a] =

∣∣∣∣ n∏
i=1

(bi − ai)

∣∣∣∣,
где bi есть i-я координата вектора b = a +

n∑
i=1

xi.

Отметим, наконец, что если P1 ⊂ Rn и P2 ⊂ Rm — прямоугольные паралле-
лепипеды и P = P1 × P2 ⊂ Rn+m, то

V (P ) = V (P1) · V (P2).

§ 2. Интегралы от ограниченных функций
по ограниченным множествам

Пусть P — замкнутый прямоугольный параллелепипед в Rn, построенный на
векторах x1, x2, . . . , xn, приложенных к точке a ∈ Rn и направленных по ортам
стандартного баэиса. Тогда P = {x, ai ≤ xi ≤ bi, где ai и bi являются i-ми коорди-

натами точек a и b = a+

n∑
i=1

xi. Обратно, множество точек x = {x1, x2, . . . , xn} ∈ Rn,

ci ≤ xi ≤ di, есть параллелепипед указанного вида.

Пусть, далее, f : P → R — ограниченная функция. Разбивая, каждый от-
резок [ai, bi] на части точками деления ti0 = ai < ti1 < . . . < tiki−1 < tik = bi, мы
разобьем P на частичные прямоугольные параллелепипеды

Pj1j1...jn =

n∏
i=1

[tij)i, t
i
ji+1], . . . 0 ≤ ji ≤ ki − 1.

всего таких параллелепипедов будет k1 · k2 · · ·knN . Положим

mj1j1...jn = inf
Pj1j1...jn

f(x), Mj1j1...jn = sup
Pj1j1...jn

f(x)
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и составим две суммы:

sN =
∑

Pj1,...,jn

mj1j1...jnV (Pj1j1...jn), sN =
∑

Pj1,...,jn

Mj1j1...jnV (Pj1j1...jn),

где суммы распространяются на все частичные параллелепипеды Pj1j1...jn данного
разбиения T основного параллелепипеда P . Эти суммы будем обозначать также
символами sN (f, T ) и sN (f, T ) и называть нижней и верхней суммами.

Точно также, как и в теории двойных интегралов, доказывается что:
1) sN (f, T ) ≤ sN(f, T );
2) при измельчении разбиения параллелепипеда P нижние суммы могут толь-

ко возрастать, а верхние только убывать;
3) для двух любых разбиений T и T ′

sN(f, T ) ≤ sN(f, T ).

Отсюда вытекает, что существуют sup
T

sN(f, T ) и inf
T

sN(f, T ), где точные

нижняя и верхняя границы берутся по всем разбиениям T параллелепипеда P .
Величины sup

T
sN(f, T ) и inf

T
sN(f, T ) называются соответственно нижним и верх-

ним интегралами от функции f по папаллелепипеду P и обозначаются
∫
P

f(x) dx

и
−∫
P

f(x) dx или, короче,
∫
P

f и
−∫
P

f . Итак, согласно определению

∫
P

f = sup
T

sN(f, T ) = sup
T

∑
Pj1,...,jn

mj1j1...jnV (Pj1j1...jn),

−∫
P

f = inf
T

sN(f, T ) = inf
T

∑
Pj1,...,jn

Mj1j1...jnV (Pj1j1...jn).

Если
∫
P

f =

−∫
P

f , функция f называется интегрируемой на P , общее значение

ее нижнего и верхнего интегралов называемся интегралом (иногда n-кратным

интегралом) и обозначается
∫
P

f(x) dx или
∫
P

f .

Имеет место следующий почти очевидный критерий интегрируемости огра-
ниченной функции.

Лемма 1. Для того чтобы ограниченная функция f : P → R была интегри-
руема на параллелепипеде P ⊂ Rn, необходимо и достаточно, чтобы для любого
числа ε > 0 нашлось такое разбиение T параллелепипеда P , что

sN(f, T ) − sN(f, T ) < ε.
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Из этой леммы следует, что функция, непрерывная на замкнутом параллеле-
пипеде интегрируема на нем.

Для решения вопроса о том, какие из разрывных функций интегрируемы,
нам понадобится новое понятие.

Будем говорить, что множество A ⊂ Rn имеет меру, равную нулю (μ(A) = 0),
если для любого числа ε > 0 его можно заключить в конечную ила счетную систе-
му открытых прямоугольных параллелепипедов с общим объемом, меньшим, чем
ε. Без ограничения общности можно в этом определении считать, что векторы, на
которых построены параллелепипеды, направлены по ортам стандартного базиса.

Очевидно, что:

1) если A имеет меру куль и B ⊂ A, то B также имеет меру нуль;

2) Если A1, A2, . . . , Am имеют меры, равные нулю, то
m⋃
j=1

Aj также имеют меру,

равную нулю.

Наконец, с помощью леммы Гейне–Бореля нетрудно убедиться в справедли-
вости следующей леммы.

Лемма 2. Если компактное множество ?Rn имеет меру, равную нулю, то A
можно покрыть конечной системой параллелепипедов, сумма объемов которых
сколь угодно мала.

Теорема 1 (Лебега). Для того чтобы ограниченная функция f : P → R,
где P — замкнутый параллелепипед в Rn, была интегрируема на P , необходимо и
достаточно, чтобы множество M ее точек разрыва имело меру, равную нулю.

Прежде всего, как и в случае n = 1, убеждаемся, что:

1) M =

∞⋃
k=1

M 1
k
, где M 1

k
— множество точек P , в которых колебание функций

f не меньше, чем
1

k
;

2) M 1
k
— замкнутое множество;

3) если в каждой точке x замкнутого параллелепипеда P ′ имеем ω(f, x) < α,
то найдется число δ > 0, такое, что ω(f, P ′′) < α для любого замкнутого паралле-
лепипеда P ′′ ⊂ P ′ с диаметром, меньшим, чем δ.

Перейдем теперь к доказательству теоремы Лебега.

Необходимость. Предположим, что функция f интегрируема на P . Пока-
жем, что μ(M 1

k
) = 0 для любого k = 1, 2, 3, . . .. Возьмем произвольное число ε > 0,

и пусть T — такое разбиение P на частичные параллелепипеды Pi, что

s(f, T ) − s(f, T ) =
n∑
i=1

ω(f, Pi)V (Pi) <
ε

k
.
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Тем более, ∑
i

′
ω(f, Pi)V (Pi) <

ε

k
,

где
∑′ распространяется на те параллелепипеды Pi, которые имеют с M 1

k
общие

точки и для которых поэтому ω(f, Pi) ≥
1

k
. Но тогда

∑
i

′
V (Pi) ≤

∑
i

′
kω(f, Pi)V (Pi) < ε,

следовательно, μ(M 1
k
) < ε, и необходимость доказана.

Достаточность. Пусть μ(M) = 0. Выберем произвольно и фиксируем на-
туральное число k. Так как μ(M 1

k
) = 0, то для любого числа ε > 0 найдется

конечная система Q1, Q2, . . . , Qr параллелепипедов, такая, что M 1
k

⊂
r⋃
j=1

Qj и

μ

( r⋃
j=1

Qj

)
< ε′. Пусть T — такое разбиение P , что каждый параллелепипед Pi

этого разбиения или лежит целиком внутри некоторого Qj , или не имеет ни с од-
ним Qj общих точек. Такое разбиение, очевидно, существует. Для этого разбиения
имеем:

s(f, T ) − s(f, T ) =
∑

Iω(f, Pi)V (Pi) +
∑

IIω(f, Pi)V (Pi) ≤

2M
∑

IV (Pi) +
∑

IIω(f, Pi)V (Pi) < 2Mε′ +
∑

IIω(f, Pi)V (Pi),

где M = sup
P

|f(x)| и
∑

II распространяется на слагаемые, соответствующие па-

раллелепипедам, не имеющим с Qj , j = 1, 2, . . . , r, общих точек. Измельчив, если
необходимо, разбиение T , можно считать, что диаметры частичных параллелепи-

педов суммы
∑

II будут меньше, чем δ, где δ > 0 — число, соответствующее
1

k
в

?. Но тогда ∑
IIω(f, Pi)V (Pi) <

1

k
V (P ),

и, следовательно,

s(f, T ) − s(f, T ) < 2Mε′ +
1

k
V (P ).

Так как ε′ и k выбраны произвольно, то, согласно лемме 1, функция f интегриру-
ема на P .

Мы не вводили до сих пор понятия интегральной суммы, которым широко
пользовались в теории однократных и двойных интегралов. Сделаем это.

Пусть T — разбиение параллелепипеда P на частичные параллелепипеды
Pj1...jk . В каждом частичном параллелепипеде выберем произвольную точку ξj1...jk .
Составим сумму ∑

j1...jk

f(ξj1...jk)V (Pj1...jk) = sN(f, T, ξ),

которую назовем интегральной.
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Теорема 2. Пусть {Tk} — последовательность неограниченно измельчаю-
щихся разбиений параллелепипеда P , т.е. такая, что 1) каждый параллелепипед
разбиения Tk+1 есть часть некоторого параллелепипеда разбиения Tk, 2) макси-
мальный диаметр параллепипедов разбиения Tk стремится к нулю при k → ∞.
функция f тогда и только тогда интегрируема на P , когда для любой последова-
тельности разбиений sNk

(f, Tk, ξ
(k)) стремится к одному и тому же конечному

пределу, притом независимо от выбора точек ξ
(k)
j1...jk

в параллелепипедах P
(k)
j1...jk

разбиения Tk.

Доказательство этой теоремы предоставляем читателю. Оно аналогично до-
казательству критерия существования двойного интеграла.

Мы рассматривали до сих пор функции, заданные на замкнутом паралле-
лепипеде. Если ограниченная функция f задана на произвольном ограниченном
множестве A ⊂ Rn, введем функцию

f̃(x) =

⎧⎨⎩f(x) при x ∈ A,

0 при x ∈ P \ A,
(1)

где P — замкнутый параллелепипед, содержащий A. Положим, по определению,∫
A

f(x) dx =

∫
P

f̃(x) dx, (2)

если интеграл в правой части равенства (2) существует.

Заметим, что
∫
A

f dx существует, если множество точек разрыва функции f

и граница множества A имеют меры, равные нулю. Отметим также, что величина
интеграла от ограниченной функции по ограниченному множеству не изменится,
если изменим значения функции на множестве точек с мерой, равной нулю.

Положим в равенстве (1) f(x) ≡ 1 на A. Получим:∫
A

1 dx =

∫
P

χA dx,

где χA — характеристическая функция множества A,

χA(x) =

⎧⎨⎩1, x ∈ A,

0, x ∈ P \ A.

Эту величину естественно принять за объем множества A. Ясно, что для парал-
лелепипеда новое определение объема совпадает с первоначальным.

Следующая теорема указывает путь для вычисления интегралов.

Теорема 3 (Фубини). Пусть A ⊂ Rn, B ⊂ Rm замкнутые прямоугольные
параллелепипеды и f : A × B → R — интегрируемая функция. Пусть, далее,
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функции gx : B → R определены для каждого x ∈ A равенством gx(y) = f(x, y) и

ϕ(x) =

∫
−B

gx dy =

∫
−B

f(x, y) dy,

Φ(x) =

−∫
B

gx dy =

−∫
B

f(x, y) dy.

Тогда ϕ(x) и Φ(x) интегрируемы на A и∫
A×B

f dx =

∫
A

ϕ(x) dx =

∫
A

Φ(x) dx =

=

∫
A

{ ∫
−B

f(x, y) dy

}
dx =

∫
A

{∫
B

f(x, y) dy

}
dx.

Доказательство. Пусть TA и TB — разбиения параллелепипедов A и B соот-
ветственно. Вместе они дают разбиение параллелепипеда A×B, при котором каж-
дый частичный параллелепипед PA×B ∈ T имеет вид PA × PB, PA ∈ TA, PB ∈ TB.
Поэтому

s(f, T ) =
∑
PA×B

mPA×B
(f)V (PA×B) =

∑
PA∈TA

[ ∑
PB∈TB

mPA×B
(f)V (PB)

]
V (PA), (3)

Так как для x ∈ PA, очевидно mPA×B
(f) ≤ mPB

(gx), то∑
PB∈TB

mPA×B
(f) V (PB) ≤

∑
PB∈TB

mPB
(f)V (PB).

Но ∑
PB∈TB

mPB
(f)V (PB) ≤

∫
−B

gx(y) dy = ϕ(x),

поэтому ∑
PB∈TB

mPB
(f)V (PB) ≤ ϕ(x).

Поскольку последнее неравенство верно для любой точки x ∈ PA, то можно
в его правой части перейти к точной нижней границе по x ∈ PA. Тогда получим∑

PB∈TB

mPB
(f)V (PB) ≤ inf

x∈PA

ϕ(x),

откуда∑
PA∈TA

[ ∑
PB∈TB

mPA×B
(f)V (PB)

]
V (PA) ≤

∑
PA∈TA

inf
x∈PA

ϕ(x)V (PA) = s(ϕ, TA). (4)

Из (3) и (4) вытекает, что

sN(f, T ) ≤ sNA
(ϕ, TA).
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Аналогично получаем:
sN(f, T ) ≥ sNA

(Φ, TA).

Следовательно,

sN(f, T ) ≤ sNA
(ϕ, TA) ≤ sNA

(ϕ, TA) ≤ sNA
(Φ, TA) ≤ sN(f, T ).

Так как функция f интегрируема на A × B, то sup sN(f, T ) = inf sN(f, T ) =∫
A×B

f dxdy, откуда, в силу предыдущего неравенства

sup sN(f, T ) = inf sN (f, T ) =

∫
A×B

f dxdy.

Это означает, что функция ϕ интегрируема на A и что
∫
A

ϕdx =

∫
A×B

f dxdy. Так

же доказывается, что функция Φ интегрируема на A и что∫
A

Φ dx =

∫
A×B

f dxdy.

Следовательно, ∫
A×B

f dxdy =

∫
A

ϕdx =

∫
A

Φ dx,

и теорема Фубини доказана.

Замечания. 1. Аналогично предыдущему доказывается формула

∫
A×B

f dxdy =

∫
B

{ ∫
−A

f(x, y) dx

}
dy =

∫
B

{ −∫
A

f(x, y) dx

}
dy.

2. Если функция gx интегрируема для всех x ∈ A, например, если f непре-
рывна, то получаем обычную формулу:∫

A×B

f dxdy =

∫
A

{∫
B

f(x, y) dy

}
dx.

Для непрерывных функций f(x, y) верна и другая формула:∫
A×B

f dxdy =

∫
B

{∫
A

f(x, y) dx

}
dy.

3. Если функция f достаточно хорошая, например непрерывная, то, повто-
рив необходимое число раз операцию сведения интеграла по параллелепипеду к
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последовательным интегралам по параллелепипедам меньшей размерности, полу-
чим:

∫
P

f(x) dx =

bn∫
an

{ bn−1∫
an−1

. . .

( b1∫
a1

f(x1, x2, . . . , xn−1, xn) dx1

)
. . . dxn−1

}
dxn.

Наконец, вычисление
∫
A

f dx по произвольному ограниченному множеству A

сводим с помощью функции f̃ (см. (1)) к вычислению интеграла по параллелепи-
педу.

В заключение отметим, что все основные свойства двойных интегралов, вы-
раженные равенствами и неравенствами, остаются верными и для n-кратных ин-
тегралов.

§ 3. Разбиение единицы и распространение понятия интеграла
на случай неограниченных функций и множеств

В ряде случаев при изучении тех или иных свойств множеств или функций
в n-мерных евклидовых и, более обще, в метрических пространствах, можно по-
лучить сначала лишь локальные результаты в окрестности произвольной точки
данного множества, возникает задача «склеивания» этих локальных результатов
для получения соответствующего глобального утверждения. Одним из средств
для осуществления такого «склеивания» является разбиение единицы.

Лемма 1. Пусть {Ui}, i = 1, 2, . . . , m, — отрытое покрытие компактного
множества C ⊂ Rn. Тогда существуют компактные множества D1, D2, . . . , Dm,

такие, что Di ⊂ Ui, i = 1, 2, . . . , m, и
m⋃
i=1

◦
Di, где

◦
Di — множество внутренних

точек множества Di, покрывают C.

Доказательство. Пусть C1 = C \
m⋃
i=2

Ui. Множество C1 компактно, как за-

мкнутое подмножество компактного множества C, и C1 ⊂ U1. Для любой точки
x ∈ C1 найдется открытый шар Kx? с центром в этой точке, такой, что Kx ⊂ U1. В
силу компактности C1, из покрытия {Kx}x∈C1 можно выделить конечное покрытие

K1, . . . , Kp множества C1. Положим D1 =

p⋃
j=1

Kj . Тогда D1 компактно, D1 ⊂ U1

и C1 ⊂
◦
D1. Ясно, что C ⊂

◦
D1 ∪

( m⋃
i=2

Ui

)
, так как если x ∈ C1, то x ∈

◦
D1, а если

x ∈ C \ C1, то x ∈
m⋃
i=2

Ui.
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Пусть построены компактные множества D1, D2, . . . , Dk−1, такие, чтоDi ⊂ Ui,
i = 1, 2, . . . , k − 1, и {

◦
D1,

◦
D2, . . . ,

◦
Dk−1, Uk, . . . , Um} покрывает C. Положим, что

Ck = C \ (
◦
D1 ∪ . . .∪

◦
Dk−1 ∪Uk ∪ Uk+1 ∪ . . . ∪ Um).

Снова Ck компактно, Ck ⊂ Uk и, как и прежде, найдется компактное множе-
ство Dk ⊂ Uk, такое, что Ck ⊂

◦
Dk. Как и ранее, убеждаемся, что {

◦
D1, . . . ,

◦
Dk,

Uk+1, . . . , Um} образуют покрытие C.

Продолжая так далее, построим в конце концов систему множеств {Di}, i =
1, 2, . . . , m, с требуемыми свойствами. Лемма доказана.

Лемма 2. Всякое открытое множество G ⊂ Rn может быть представлено

в виде G =
∞⋃
i=1

Ai, где все Ai компактны и Ai ⊂
◦
Ai+1.

Доказательство. Пусть Am =

{
x ∈ G, |x| ≤ m, ρ(x,Γ) ≥ 1

m

}
, где Γ —

граница множества D (если Γ = ∅, то второе условие опускается). Так как Am =

K(0, m) ∩
[
G \
⋃
b∈Γ

K

(
b

1

m

)]
, то Am — замкнутое, ограниченное, а следовательно,

компактное множество. Ясно, что для любого элемента x ∈ G найдется число m,
такое, что x ∈ Am. Остается показать, что Am ⊂

◦
Am+1.

Итак, пусть x ∈ Am и число ε > 0 выбрано так, что:

1) ε <
1

m
− 1

m+ 1
≤ 1

2
; 2) K(x, ε) ⊂ G.

Тогда K(x, ε) ⊂ Am+1. В самом деле, если y ∈ K(x, ε), то |y| ≤ |x| + |x − y| ≤
m+ ε < m+ 1, т.е. y ∈ K(0, m+ 1).

С другой стороны, если предположить, что ρ(y,Γ) <
1

m+ 1
, то существует

z ∈ Γ, такое, что ρ(y, z) <
1

m+ 1
. Но тогда

ρ(x,Γ) ≤ ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) < ε+
1

m+ 1
<

(
1

m
− 1

m+ 1

)
+

1

m+ 1
=

1

m
,

т.е. x /∈ Am, что противоречит предположению.

Следовательно, ρ(y,Γ) ≥ 1

m+ 1
. Таким образом, y удовлетворяет условиям,

определяющим точку Am+1, т.е. K(x, ε) ⊂ Am+1, и лемма доказана.

Определение 1. Будем говорить, что отображение f : A → R, A ⊂ Rn, при-
надлежит классу Cr на A, если оно определено, непрерывно и имеет непрерывные
производные до r-го порядка включительно на некотором открытом множестве
Ã ⊃ A. Если функция f имеет на Ã непрерывные производные всех порядков, то
будем говорить, что f принадлежит классу C∞ на A. Ясно, что для того, чтобы
функция f принадлежала, например, классу C∞ на A необходимо и достаточно,
чтобы она имела на Ã непрерывные частные производные всех порядков.
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Если A = Rn, то вместо того, чтобы говорить, что функция f : Rn → R

принадлежит классу Cr (или C∞) на Rn, будем просто говорить, что функция f
принадлежит классу Cr (соответственно C∞).

Определение 2. Носителем supp f функции f : A→ R, A ⊂ Rn, называется
замыкание множества {x ∈ A| f(x) �= 0}.

Лемма 3. Для любого компактного множества A ⊂ Rn и любого открытого
множества G ⊂ Rn, содержащего A, существует функция f : Rn → R класса
C∞ с компактным носителем, содержащимся в G, причем, 0 ≤ f(x) ≤ 1 и f(x) =
1 для x ∈ A.

Доказательство. Рассмотрим на (−∞,∞) функцию f0(t), определенную ра-
венством

f0(t) =

⎧⎨⎩e
− 1

t2 , t > 0,

0, t ≤ 0.

Легко проверить, что f0(t) — функция класса C∞. Положим

g(t) =

t∫
−∞

f0(τ)f0(1 − τ) dτ

∞∫
−∞

f0(τ)f0(1 − τ) dτ

(входящие в это равенство интегралы лишь формально несобственные). Ясно, что
g(t) ∈ C∞, 0 ≤ g(t) ≤ 1, g(t) = 0 при t ≤ 0, g(t) = 1 при t ≥ 1.

Пусть h(t) = g(t+ 1)− g(r). Функция h(t) также класса C∞ неотрицательна,
равна нулю вне интервала (−1, 1) и не превосходит единицы.

Кроме того, имеем:
∞∑

k=−∞
h(t− k) = lim

N→∞

N∑
k=−N

h(t− k) = lim
N→∞

[g(t+N + 1) − g(t+N)] = 1 (1)

для любого фиксированного t ∈ (−∞,∞). Так как все члены ряда (1) неотрица-
тельны, то этот ряд абсолютно сходится.

Положив в (1) t равным последовательно
x1

ε
,
x2

ε
, . . . ,

xn

ε
, где ε — некоторое

положительное число, и перемножив полученные равенства, найдем:∑
k1,k2,...,kn

h

(
x1

ε
− k1

)
h

(
x2

ε
− k2

)
· · ·h
(
xn

ε
− kn
)

= 1. (2)

Суммирование распространяется здесь на всевозможные системы целях чисел
(k1, k2, . . . , kn). Перенумеруем эти системы целыми положительными числами k =
k(k1, k2, . . . , kn) и запишем (2) в виде

n∑
k=1

ϕk(t) = 1, (3)
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где

ϕk(t) = h

(
x1

ε
− k1

)
h

(
x2

ε
− k2

)
· · ·h
(
xn

ε
− kn
)
.

Функции ϕk(x) действуют из Rn в R, принадлежат классу C∞, неотрица-

тельны и такие, что ϕk(x) = 0, если
∣∣∣∣xiε − ki

∣∣∣∣ ≥ 1 хотя бы для одного i, т.е. вне

открытого куба |xi − 2ki| < ε, i = 1, 2, . . . , n, с центром в точке (εk1, εk2, . . . , εkn).
Эти кубы (обозначим их Qk) покрывают пространство Rn с конечным перекрыти-
ем в том смысле, что каждая точка x ∈ Rn принадлежит лишь конечному числу
кубов. Например, в двумерном случае каждая точка покрывается не более чем
девяти квадратами — один квадрат с центром в точке x, четыре квадрата, имею-
щие точку x вершиной, и четыре квадрата, у которых точка x лежит на середине
стороны (рис. 64). Отсюда следует, что в данной точке x ∈ Rn лишь конечное
число функций ϕk(x) отлично от нуля.

x0

Рис. 64

Выберем число ε так, чтобы диагональ куба с ребром 2ε была меньше расстоя-
ния d от A до границы Γ множества G (если Γ = ∅, то ε можно брать произвольно).
Если такой куб пересекается с A, то он целиком заключен в G.

Рассмотрим функции ϕk(x), носители которых имеют общие точки с A. Так
как A компактно и потому покрывается конечным числом кубов Qk, а носитель
функции ϕk содержится в замыкании куба Qk, то функций ϕk, носители которых
имеют общие точки с A, будет конечное число. Поэтому сумма таких функций
f(x) =

∑
k

∗
ϕk(x) будет функцией класса C∞ с компактным носителем, содер-

жащемся в G. Ясно, что функция f(x) неотрицательна, в силу равенства (3) не
превосходят единицы, и если x ∈ A, то

f(x) =
∑
k

∗
ϕk(x) =

∞∑
k=1

ϕk(x) = 1,

так как функции ϕk(x), не входящие в сумму
∑∗

, имеют носители, не пересека-
ющиеся с A и их значения в точке x ∈ A равны нулю. Лемма доказана.
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Определение 3. Пусть {Uα}, α ∈ A, — открытое покрытие множества M ⊂
Rn. Семейство скалярных функций {ϕβ}, β ∈ A, определенных на некотором от-
крытом множестве G, содержащемM , называется разбиением единицы, подчинен-
ным покрытию {Uα} множества M , если:

1) 0 ≤ ϕβ(x) ≤ 1 для любого β ∈ A и любого x ∈ G;
2) для каждого β ∈ A найдется α ∈ A, такое, что

suppϕβ ⊂ Uα;

3) каждая точка x ∈M имеет окрестность, пересекающуюся лишь с конечным
числом множеств suppϕβ;

4) для любой точки x ∈M имеет место равенство∑
β

ϕβ(x) = 1.

Из условия 3) следует, что в каждой точке x ∈ M лишь конечное число
функций ϕβ(x) отлично от нуля, и потому сумма в условии 4) конечна для любой
точки x ∈M .

При рассмотрении открытых покрытий {Uα} множестваM ⊂ Rn всегда мож-
но ограничиться случаем не более чем счетного покрытия.

В самом деле, пусть K1, K2, . . . — открытые шары с центрами в рационально
точках и рациональными радиусами. Таких шаров счетное множество, и они по-
крывают все Rn, в частности, множество M . Если x ∈ M и x ∈ Uα, то существует
шарKp, такой, что x ∈ Kp ⊂ Uα. Пусть {Kpi

}— все шары, обладающие таким свой-
ством. Их не более чем счетное множество. Для каждого Kpi

обозначим через Uαi

одно из содержащих его множество Uα. Ясно, что M ⊂
⋃
i

Uαi
, и, таким образом,

из покрытия {Uα} множества M мы выделили не более чем счетное подпокрытие
{Uαi

}.
Будем говорить, что разбиение единицы {ϕβ}, β ∈ A, принадлежит классу

Cr (или C∞), если этому классу принадлежат все функции ϕβ.

Теорема 1. Для любого открытого покрытия {Ui}, i = 1, 2, . . ., множества
M ⊂ Rn существует разбиение единицы {ϕj}, j = 1, 2, . . ., класса C∞, подчинен-
ное этому покрытию.

Доказательство. Предположим, чтоM — открытое множество. По лемме 2,

M =

∞⋃
i=1

Ai, где Ai — компактны и Ai ⊂
◦
Ai+1. Введем в рассмотрение множества

Gm =
◦
Am+1 \Am−2 и Bm = Am\

◦
Am−1 .

Множества Gm — открытые, множества Bm — компактные и Bm ⊂ Gm. Кроме то-

го, легко видеть, чтоM =

∞⋃
m=1

Bm. В самом деле, пусть x ∈ M и m0 — наименьший

номер, такой, что x ∈ Am0 . Тогда x /∈ Am0−1 и тем более x /∈
◦
Am0−1, т.е. x ∈ Bm0 ,

следовательно, M ⊂
∞⋃
m=1

Bm. Обратное включение очевидно.
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Пусть V (m)
i = Ui ∩ Gm. Множества V (m)

i открыты и покрывают Bm. Так как
множество Bm компактно, то можно выделить конечную совокупность {V (m)

1 , V
(m)
2 ,

. . . , V
(m)
km

}, покрывающую Bm. По лемме 1, найдется конечная система компактных
множеств {D(m)

1 , D
(m)
2 , . . . , D

(m)
km

}, такая, что D
(m)
i ⊂ V

(m)
i для i = 1, 2, . . . , km и

Bm ⊂
⋃ ◦

D
(m)

i . Теперь, по лемме 3, построим для каждых m, i = 1, 2, . . . , km

функции ψ(m)
i : Rn → R класса C∞ с компактными носителями, содержащимися

в V (m)
i , причем 0 ≤ ψ

(m)
i (x) ≤ 1 и ψ(m)

i (x) = 1 для x ∈ D
(m)
i .

Так как Gm ∩ Gp = ∅ для p > m + 2, что ясно из построения множеств Gp,
и так как suppψ

(p)
i ⊂ V

(p)
i ⊂ Gp, то если для точки x ∈ Bm взять окрестность

Ux, лежащую в Gm, эта окрестность может пересекаться лишь с конечным числом
множеств suppψ

(p)
i , p = 1, 2, . . . , m + 2, i = 1, 2, . . . , kp. Поэтому в подходящей

окрестности каждой точки x ∈M =

∞∑
m=1

Bm сумма

∞∑
p=1

kp∑
i=1

ψ
(p)
i (x)

содержит лишь конечное число слагаемых и, следовательно, является функцией
класса C∞.

Пусть Wm =

km∑
i=1

◦
B

(m)

i . Множество Wm открыто и содержит Bm. Из построе-

ния функций ψ
(m)
i видно, что

km∑
i=1

ψ
(m)
i (x) ≥ 1 на Wm, и если через G обозначить

объединение
∞⋃
m=1

Wm, то
∞∑
m=1

km∑
i=1

ψ
(m)
i (x) ≥ 1 для любого x из открытого множества

G ⊃M . Так как все функции ψ(m)
i принадлежат классу C∞, то на G функции

ϕ
(m)
i (x) =

ψ
(m)
i (x)f(x)∑
i,m

ψ
(m)
i (x)

(
где f — функция, построенная в лемме 3 для A = M и G =

{
x

∣∣∣∣ ∑
i,m

ψ
(m)
i (x) >

0

})
также будут функциями класса C∞. Более того:

1) 0 ≤ ϕ
(m)
i (x) ≤ 1 для всех x ∈ G;

2)
∑
i,m

ϕ
(m)
i (x) = 1 для точек x ∈M ;

3) suppϕ
(m)
i = suppψ

(m)
i ⊂ V

(m)
i ⊂ Ui.

Занумеровав совокупность функций {ϕ(m)
i (x)} в последовательность ϕ1(x),

ϕ2(x), . . . , ϕj(x), . . ., получим требуемое разбиение единицы для случая открытого
множества M .
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Пусть теперь M — произвольное множество пространства Rn и {Ui} — от-
крытое покрытие M . Рассмотрим множество H =

⋃
i

Ui. Это множество открыто,

{Ui} является открытым покрытием H и, по доказанному, существует разбиение
единицы {ϕj} класса C∞, подчиненное покрытию {Ui} множества H . Но легко
видеть, что это же семейство функций будет разбиением единицы, подчиненным
открытому покрытию {Ui} множества M . Теорема доказана.

Замечания.

1. Из построения функции ϕj видно, что одному и тому же множеству Ui
могут принадлежать носители многих функций ϕj.

2. Все suppϕj — компактные множества.

Перейдем к распространению понятия интеграла. Будем говорить, что огра-
ниченное множество A ⊂ Rn кубируемо, если оно имеет определенный объем, т.е.

если
∫

1 существует (см. § 2). Предположим, что множество A неограничено. Вве-
дем ограниченные множества

Am = {x ∈ A, |x| ≤ m} = A ∩K(0, m).

Если все множества Am кубируемы и объемы V (Am) множеств Am стремятся
к конечному пределу V (A), то множество A будем также называть кубируемым и
число V (A) принимать за объем множества A.

Пусть A ⊂ Rn — произвольное множество, {Ui} — произвольное покрытие
A, состоящее из ограниченных открытых кубируеыых множеств, например, от-
крытых параллелепипедов, и Φ = {ϕj} — разбиение единицы, подчиненное этому
покрытию.

Пусть, далее, f : A → R — функция, такая, что произведение fϕj интегри-
руемо для любого j в смысле определения интеграла, данному в § 2.

Если ряд ∑
ϕj∈Φ

∫
Ui⊃suppϕj

fϕj (4)

абсолютно сводится независимо от выбора покрытия {Ui} и подчиненного ему
разбиения единицы Φ и имеет всегда одну и ту же сумму, то будем говорить, что
функция f интегрируема на A, и сумму ряда (4) примем за величину интеграла
от f по A.

Итак, ∫
A

f =
∑
ϕj∈Φ

∫
Ui⊃supp fϕj

=
∑
ϕj∈Φ

∫
A

fϕj. (5)

Заметим, что ограниченность A и f или, если A и f ограничены, интегрируемость
f на всем A не предполагается.

Лемма 4. Если A — ограниченное кубируемое множество и f : A → R

— ограниченная интегрируемая на A функция, то новое определение интеграла
совпадает с первоначальным.
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Доказательство. Пусть {Ui} — открытое покрытие A, составленное из огра-
ниченных курируемых множеств, и Φ = {ϕj} — подчиненное этому покрытию
разбиение единицы. Так как ϕj непрерывны на A и произведение интегрируемых

функций интегрируемо, то все интегралы
∫
A

fϕj существуют в смысле первона-

чального определении. Далее, так как A — ограниченное кубируемое множество,
то найдется такое кубируемое компактное множество C ⊂ A, что V (A \ C) =∫
A\C

1 < ε. В качестве C можно ваять, например, замыкание разности A и ко-

нечной системы параллелепипедов с достаточно малым объемом, покрывающих
границу A.

Для всякой точки x ∈ C найдется открытая окрестность этой точки, пере-
секающаяся лишь с конечным числом множеств suppϕj . Так как C компактно,
конечное число таких Gx покрывают C. Следовательно, в совокупности Φ найдет-
ся лишь конечное число функций, не обращающихся тождественно в нуль на C.
Для любого содержащего их конечного подсемейства Φ∗ ⊂ Φ рассмотрим разность∫

A

f −
∑
ϕj∈Φ∗

∫
Ui⊃suppϕj

fϕj,

где интеграл
∫
A

f понимается в смысле прежнего определения.

Имеем, полагая M = sup |f(x)|:∣∣∣∣ ∫
A

f −
∑
ϕj∈Φ∗

∫
Ui⊃suppϕj

fϕj

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
A

(
1 −
∑
ϕj∈Φ∗

ϕj

)
f

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
A

|f |
(

1 −
∑
ϕj∈Φ∗

ϕj

)
≤M

∫
A

∑
ϕj∈Φ\Φ∗

ϕj ≤M

∫
A\C

1 < Mε.

Так как число ε > 0 произвольно, то∫
A

f =
∑
ϕj∈Φ

∫
Ui⊃suppϕj

fϕj.

Лемма доказана.

Теорема 2. Если A — открытое кубируемое множество и f — ограниченная
на A функция, такая, что множество ее точек разрыва имеет меру, равную

нулю, то интеграл
∫
A

f существует.

Доказательство. Прежде всего заметим, что в силу непрерывности ϕj на A
множество точек разрыва fϕj имеет меру, равную нулю, и все интегралы
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∫
Ui⊃suppϕj

fϕj =

∫
A

fϕj существуют. Пусть, далее, |f(x)| ≤ M для x ∈ A. Тогда

∫
Ui⊃suppϕj

|fϕj| ≤M

∫
Ui

ϕj и для всякого конечного набора Φ∗ ⊂ Φ

∑
ϕj∈Φ∗

∣∣∣∣ ∫
Ui⊃suppϕj

fϕj

∣∣∣∣ ≤ ∑
ϕj∈Φ∗

M

∫
A

ϕj = M

∫
A

( ∑
ϕj∈Φ∗

ϕj

)
.

Из условия ограниченности множеств Ui и включения suppϕj ⊂ Ui следует,
что носитель каждой функции ϕj ∈ Φ есть компактное множество. Так как набор
Φ∗ содержит конечное число функций ϕj, то найдется натуральное числоm, такое,
что ⋃

ϕj∈Φ∗
suppϕj ⊂ K(0, m).

Но тогда∑
ϕj⊂Φ∗

∫
A

|fϕj| ≤M

∫
A

( ∑
ϕj∈Φ∗

ϕj

)
≤ M

∫
A∩K(0,m)

f = MV (Am) ≤ MV (A).

Следовательно, частичные суммы ряда
∑
ϕj∈Φ

∣∣∣∣ ∫
A

fϕj

∣∣∣∣ ограничены в совокупно-

сти, т.е. ряд (4) абсолютно сходится, причем независимо от выбора покрытий {Ui}
и подчиненного ему разбиения единицы Φ = {ϕj}, обладающих необходимыми
свойствами.

Действительно, пусть {Ui} и {Vm} — два таких покрытия, а Φ = {ϕj} и
Ψ = {ψm} — подчиненные им разбиения единицы. Легко проверить, что сово-
купность {ϕj · ψm} всевозможных попарных произведений, где ϕj ∈ Φ, ψm ∈ Ψ,
образует разбиение единицы, подчиненное покрытию {Uj∩Vm} множества A. Ясно
также, что покрытие {Uj ∩Vm} и разбиение единицы {ϕj ·ψm} обладают свойства-
ми, необходимыми для определения интеграла от f по множеству A или по его
кубируемым подмножествам.

В частности, в силу леммы 4,∫
Ui⊃suppϕj

fϕj =
∑
ψm∈Ψ

∫
Ii∩Vm

fϕjψm,

поэтому ∑
ϕj∈Φ

∫
Ui

fϕj =
∑
ϕj∈Φ

∑
ψm∈Ψ

∫
Uj∩ψm

fϕjψm. (6)

Аналогично ∑
ψm∈Ψ

∫
Vm⊃suppψm

fψm =
∑
ψm∈Ψ

∑
ϕj∈Φ

∫
Uj∩ψm

fϕjψm. (7)
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В силу доказанной выше абсолютной сходимости ряда
∑
ψm∈Ψ

∑
ϕj∈Φ

∫
Uj∩Um

fϕjψm,

правые части формул (6) и (7) равны, откуда следует независимость величины
интеграла от выбора покрытия и подчиненного ему разбиения единицы. Теорема
доказана.

Мы определим интеграл для случая неограниченного множества конечно-
го объема и ограниченной функции. Если S ⊂ Rn — курируемое множество с
бесконечным объемом, т.е. такое, что все Am кубируемы, но V (Am) → ∞ при
m → ∞, то, предположив, что f : A → R достаточно быстро стремится к нулю

при |x| → ∞, мы сможем доказать существование интеграла
∫
A

f .

Интеграл
∫
A

f можно построить и для некоторых неограниченных функций,

получив таким образом теоремы существования несобственных кратных интегра-
лов, приводимые обычно в классических курсах математического анализа. Дока-
зательство этих теорем будет хорошим упражнением для читателя.

Введение понятия о несобственных n-кратных интегралах с помощью раз-
биения единицы не является единственно возможным. Например, интегралы по
неограниченным множествам пространства Rn можно ввести с помощью последо-
вательности расширяющееся областей, как это было сделано в случае двойных,
интегралов. Определенные таким образом n-кратные интегралы по неограничен-
ным множествам оказываются абсолютно сходящимися, что согласуется с их опре-
делением с помощью ряда (5). Можно доказать, что оба определения несобствен-
ных интегралов, эквивалентны. Однако в целом ряде построений удобнее вводить
несобственные интегралы с помощью разбиения единицы.

§ 4. Замена переменной под знаком интеграла

В главе VIII было установлено правило замены переменной под знаком одно-
кратного интеграла: если f : [a, b] → R — непрерывная функция и g — монотонная
непрерывно дифференцируемая функция, взаимно однозначно отображающая от-
резок [α, β ′ на [a, b], то

b∫
a

f(x) dx = ±
β∫
α

f [g(x)]g′(x) dx,

или в обозначениях, которые будут применяться в дальнейшем,∫
[a,b]

f =

∫
[α,β]

(f ◦ g)g′.
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Знак «+» или «−» выбирается в зависимости от того, будет отображение [α, β] на
[a, b] сохранять или изменять ориентацию интервала, т.е. в зависимости от возрас-
тания или убывания функции g. Но тогда, если учесть знак g′, формулу замены
переменной можно записать в виде∫

g[α,β]

f =

∫
[α,β]

(f ◦ g)|g′|.

Именно в этой форме распространим эту формулу на многомерный случай.

Теорема 1. Пусть A ⊂ Rn — открытое множество и g : A→ Rn — такое
взаимно однозначное и взаимно непрерывно дифференцируемое отображение A на
g(A), что det g′(x) �= 0 для всех x ∈ A. Тогда для любой интегрируемой функции
f : g(A) → R ∫

g(A)

f =

∫
A

(f ◦ g) · | det g′| (1)

или ∫
B

f =

∫
g−1(B)

(f ◦ g) · | det g′|,

где через B обозначено множество g(A).

Доказательство теоремы проведен в несколько этапов.

1. Теорема верна, если A — открытый параллелепипед, g — линейное преоб-
разование f ≡ 1, так как в этом случае f ′(x) ≡ g и равенство∫

g(A)

1 =

∫
A

| det g|

сводится к равенству V (g(A)) = | det g|·V (A) между объемами исходного и линейно
преобразованного параллелепипедов (см. § 1, с. 213).

2. Если теорема верна для отображений g : A → Rn и h : B → Rn, причем
g(A) ⊂ B, то она верна и для (h ◦ g) : A→ Rn. В самом деле,∫

(h◦g)(A)

f =

∫
h[g(A)]

f =

∫
g(A)

(f ◦ h) | deth′| =

=

∫
A

[(f ◦ h) ◦ g′] [|deth′| ◦ g] | det g′| =

∫
A

f ◦ (h ◦ g)
{
|[det h′] ◦ g| | det g′|

}
.

В силу правила дифференцирования сложной функции, для любого x ∈ A имеем:

(h ◦ g)′(x) = h′[g(x)] ◦ g′(x),

и так как определитель композиции двух линейных преобразований равен произ-
ведению определителей этих преобразований, то

det(h ◦ g)′(x) = det h′[g(x)] det g′(x),
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или, более коротко,
det(h ◦ g)′ = [det h′] ◦ g · det g′.

Поэтому предыдущее равенство может быть переписано в виде∫
(h◦g)(A)

f =

∫
A

f ◦ (h ◦ g) · | det(h ◦ g)′|,

и требуемое доказано.

3. Предположим, что существует такое открытое покрытие U = {Ui} множе-
ства A, что ∫

g(Ui)

f =

∫
Ui

(f ◦ g) | det g′|

для любого ui ∈ U и любой интегрируемой функции f . Тогда теорема верна для
всего множества A.

Так как отображение g : A → g(A) взаимно непрерывно, то все g(Ui) — от-
крытые множества (см. § 1 гл. XII), и семейство {g(Ui)} образует открытое покры-
тие множества g(A). Пусть Ψ = {ψi} — подчиненное этому покрытию разбиение
единицы класса C1. Если Nij = {x ∈ Ui| (ψj ◦ g)(x) �= 0}, то, как легко видеть,
g(Nij) = {y ∈ g(Ui)| ψj(y) �= 0}, т.е. supp (ψj ◦ g) = N ij и suppψj = g(Nij). Но в
силу непрерывности отображения g имеем g(N ij) ⊂ g(Nij) (проверьте!) и так как
suppψj ⊂ g(Ui), то g(N ij) ⊂ g(Ui), откуда supp 9ψj ◦ g) = N ij ⊂ Ui. Следовательно,
{ψj ◦g} есть разбиение единицы класса C1, подчиненное покрытию {Ui}. Поэтому,
пользуясь определение интеграла из § 3, получим:∫

g(A)

f =
∑
ψj∈Ψ

∫
g(Ui)

fψj =
∑
ψj∈Ψ

∫
Ui

[(ψjf) ◦ g] · | det g′| =

=
∑
ψj∈Ψ

∫
Ui

(ψj ◦ g)
{
(f ◦ g) | det g′|

}
=

∫
A

(f ◦ g) | det g′|,

что требовалось доказать.

4. Установим теперь формулу∫
g(A)

1 =

∫
A

| det g′|, (2)

являющуюся многомерным аналогом формулы, выражающей площадь плоской
фигуры с помощью криволинейных координат. Это наиболее сложный этап в до-
казательстве теоремы.

Будем устанавливать равенство (2) индукцией по числу n измерений про-
странства. Для n = 1 формула верна. Допустим, что она верна для размерности
(n − 1). В силу 3, достаточно доказать, что для каждой точки a ∈ A ⊂ Rn най-
дется содержащий эту точку открытый параллелепипед U , для которого формула

519



(2) верна (так как A может быть покрыто счетной системой таких параллелепи-
педов). Далее, можно считать, что g′(A) = I, потому что если формула верна для
отображения [g′(a)]−1 ◦ g и, согласно 1, верна для линейного отображения [g′(a)],
то, в силу 2, она верна и для отображения g. В то же время

{[g′(a)]−1 ◦ g}′(a) = I.

Введем отображение h : A→ Rn, полагая h(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gn−1(x), xn).
Так как g′(a) = I, то ясно, что и h′a) = I. Следовательно, по теорема об обратном
отображении, найдется открытое множество V ′, a ∈ V ′ ⊂ A, такое, что для всех
x ∈ V ′ det h′(x) �= 0 и h взаимно однозначно отображает V ′ на h(V ′). Обратное
отображение h−1 будет так же как и h, непрерывно дифференцируемо.

Определим, далее, отображение k : h(V ′) → Rn, полагая k(y) = (y1, y2, . . .,
yn−1, gn[h−1(y)]). Для x ∈ V ′ имеем k[h(x)] = g(x), и по правилу дифференцирова-
ния сложной функции,

g′(x) = k′[h(x)] ◦ h′(x).
Отсюда при x = a следует, что k′[h(a)] = I. Поэтому на некотором множестве W ,
таком, что h(a) ∈ W ⊂ h(V ′), отображение k взаимно однозначно и det k′(y) �= 0.
Положим V = h−1(W ). Так как g = k ◦ h, где h : V → Rn, k : W → Rn, причем
h(V ) ⊂ W , то как показано в 2, достаточно доказать формулу (2) для h и k в
отдельности.

Пусть U ⊂ V — параллелепипед вида P × (an, bn), где P — открытый па-
раллелепипед в Rn−1. Так как функция h не изменяет последней координаты, то
h(U) = h(P ) × (an, bn). По теореме Фубини,∫

h(U)

1 =

∫
(an,bn)

( ∫
hxn(P )

1

)
,

где hxn(P ) : P → Rn−1 — функция, определенная для каждого фиксированного
значения xn ∈ (an, bn) равенством

hxn(x1, x2, . . . , xn−1) =

= (g1(x1, . . . , xn−1, xn), g2(x1, . . . , xn−1, xn), . . . , gn−1(x1, . . . , xn−1, xn)).

Отображение hxn для каждого xn ∈ (an, bn) взаимно однозначно и det h′xn(x1, . . .,
xn−1) = det h′(x1, . . . , xn), так как определитель в левой части этого равенства
есть верхний левый угловой минор (n − 1)-го порядка определителя, стоящего
справа, дополнительный к элементу, равному единице. Поэтому можно применить

формулу замены переменной для интегралов
∫

hxn(P )

1 кратности n−1, в результате

чего получим:∫
hxn(P )

1 =

∫
P

| det h′xn(x1, . . . , xn−1)| =

∫
P

| det h′(x1, . . . , xn)|.
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Но тогда ∫
h(U)

1 =

∫
an,bn)

( ∫
hxn(P )

1

)
=

∫
(an,bn)

(∫
P

| deth′(x)|
)

=

∫
U

| det h′|,

и формула (2) для функций h доказана.

Обратимся к функции k. Пусть снова U — параллелепипед вида P×(an, bn) ⊂
h(V ). Введем отображение kP : (an, bn) → R по формуле

kP (xn) = gn(h−1(x))

при фиксированных x1, x2, . . . , xn−1. Снова имеем:

k′P (xn) = [gn(h−1(x))]′ = det k′(x) �= 0,

и отображение kP взаимно однозначно. Поэтому∫
kP (an,bn)

1

∫
(an,bn)

|k′P (xn)| =

∫
(an,bn)

| det k′(x)|.

По теореме Фубини,∫
k(U)

1 =

∫
P

( ∫
kP (an,bn)

1

)
=

∫
P

( ∫
(an,bn)

| det k′(x)|
)

=

∫
U

| det k′|,

и формула (2) для отображения k также доказана.

5. Теперь нетрудно завершить доказательство теоремы, при этом, в силу 3,

достаточно рассмотреть интеграл
∫
Q

f , где Q — открытый параллелепипед в Rn.

Перепишем формулу (1) в виде∫
Q

f =

∫
g−1(Q)

(f ◦ g)| det g′|. (3)

Пусть T — разбиение параллелепипеда Q на частичные параллелепипеды Q1, Q2,
. . . , Qr. Положим mi = inf

Qi

f , Mi = sup
Qi

f . Тогда, поскольку формула (3) верна

для f = const,

r∑
i=1

mi V (Qi) =

r∑
i=1

∫
Qi

mi =

r∑
i=1

∫
g−1(Qi)

mi| det g′| =

=

r∑
i=1

∫
g−1(Qi)

(mi ◦ g)| det g′| ≤
r∑
i=1

∫
g−1(Qi)

(f ◦ g)| det g′| =

∫
g−1(Qi)

(f ◦ g)| det g′|,
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откуда ∫
Q

f =

∫
−
Q

f = sup
r∑
i=1

mi V (Qi) ≤
∫

g−1(Q)

(f ◦ g)| det g′|.

Аналогично ∫
g−1(Q)

(f ◦ g)| det g′| ≤ inf

r∑
i=1

Mi V (Qi) ≤
−∫
Q

f =

∫
Q

f.

Следовательно,

r∑
i=1

mi V (Qi) ≤
∫

g−1(Q)

(f ◦ g)| det g′| ≤
r∑
i=1

Mi V (Qi). (4)

При неограниченном измельчении разбиения T обе крайние суммы и неравенство

(4) в силу интегрируемости f стремятся к
∫
Q

f . Поэтому из (4) в пределе получим:

∫
Q

f =

∫
g−1(Q)

(f ◦ g)| det g′|,

и теорема доказана.

Доказательство этой теоремы представляет собой пример того, как с помо-
щью разбиения единицы осуществляется переход от локального результата — за-
мены переменной под знаком интеграла по окрестности точки, к глобальному ре-
зультату — замене переменной под знаком интеграла по всему множеству.
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Глава XIX

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ
ИНТЕГРАЛЫ

§ 1. Понятие поверхности

В § 3 гл. IX и § 3 гл. XVII мы определяли площади некоторых специальных
видов поверхностей, либо возникающих при вращении плоской кривой вокруг оси,
лежащей в той же плоскости, либо являющихся графиками скалярных функций
z = f(x, y), непрерывных на квадрируемых множествах G ⊂ R2. Однако эти клас-
сы поверхностей слишком узки, так как, например, поверхность трехосного эллип-

соида
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 не попадает ни в один из них. Введем поэтому более общее

понятие поверхности, охватывающее многие важные для анализа случаи.

Дадим два предварительных определения.

Определение 1. Связное открытое множество G ⊂ Rn называется областью
в этом пространстве.

Определение 2. Пусть даны два множества A ⊂ Rn и B ⊂ Rm. Эти мно-
жества называются гомеоморфными, если существует взаимно однозначное и вза-
имно непрерывное, отображение f множества A на множество B. Отображение
f называется при этом гомеоморфизмом. Если дополнительно отображения f и
f−1 имеют непрерывные производные до порядка k включительно в некоторых
открытых множествах C и H , содержащих соответственно A и B, то отображение
f называется диффеоморфизмов класса Ck.

В дальнейшем, говоря о непрерывной дифференцируемости до некоторого
порядка функций f на множестве A ⊂ Rn, будем понимать под этим непрерыв-
ную дифференцируемость до такого порядка функции f в некотором открытом
множестве W , содержащим A.

Определение поверхности. Пусть G — область на плоскости u1Ou2, ограни-
ченная гладкой, замкнутой, самонепересекающейся кривой Γ. Непрерывно диф-
ференцируете отображение

f : G→ R3,

такое, что (
D(f 1, f 2)

D(u1, u1)

)2

+

(
D(f 2, f 3)

D(u1, u1)

)2

+

(
D(f 3, f 1)

D(u1, u1)

)2

> 0 (1)
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всюду в G, называется гладкой поверхностью S в пространстве R3.

Равенства

x1 = f 1(u1, u2), x2 = f 2(u1, u2), x3 = f 3(u1, u2)

называют при этом параметрическими уравнениями, или параметрическим зада-
нием поверхности, а переменные u1, u2 — параметрами.

Пуста G∗ — область на плоскости v1Ov2 и S∗ — гладкая поверхность, опреде-
ленная непрерывно дифференцируемым отображением

h : G∗ → R3.

Будем считать поверхности S и S∗ тождественными, если существует непрерывно
дифференцируемый гомеоморфизм ϕ множества G∗ на множество G, такой, что
f ◦ ϕ = h, т.е.

f i[ϕ1(v1, v2), ϕ2(v1, v2)] = hi(v1, v2), i = 1, 2, 3,

и для любой точки (v1, v2) ∈ G∗ D(u1, u2)

D(v1, v2)
�= 0. Отображения f : G → R3 и

h : G
∗
R3 называются различными параметризациями одной и той же поверхности

S.

Если отображение f k раз непрерывно дифференцируемо в G, то говорят, что
поверхность, определяемая этим отображением, принадлежит классу Ck. В этом
случае переход от одной параметризации поверхности к другой должен осуществ-
ляться с помощью диффеоморфизма класса Ck.

Замечания.

1. Мы не предполагаем, что отображение f : G→ R3, определяющее поверх-
ность S, является взаимно однозначном, так что могут существовать различные
точки замыкания области G, отображающиеся в одну и ту же точку x ∈ R3.
Такая точка поверхности S называется кратной. Однако, как мы увидим далее,
локально, т.е. в окрестности каждой точки, поверхность можно задать с помощью
однозначного отображения.

2. Подчеркнем, что поверхность S мы рассматриваем не просто как множе-
ство точек пространства R3, а как отображение или как пары точек (u, f(u)) ∈
R2×R3, где для каждого образа x = f(u) указан его прообраз u, потому что пред-
ставление о поверхности только как о множестве точек пространства R3 дает о
ней недостаточную информацию. Так, не принимая во внимание отображения f ,
порождающего поверхность S, нельзя установить, является точка x ∈ S кратной
или простой. Более того, точки (u1, f(u1)) и (u2, f(u2)) поверхности при u1 �= u2 и
f(u1) = f(u2) считаются различными.

Примеры.

1. Отображение f квадрата 0 ≤ u1 ≤ 2π, 0 ≤ u2 ≤ 2π, определяемое коорди-
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натными функциями

x1 = f 1(u1, u2) = a cosu1 sin u2,

x2 = f 2(u1, u2) = b sin u1 sin u2,

x3 = f 3(u1, u2) = c cosu2,

есть часть поверхности эллипсоида с полуосями a, b, c и центром в начале коорди-
нат, лежащая в первом октанте.

Точка M0(u
1
0, u

2
0) поверхности S называется внутренней, если существует ок-

рестность U(M0, ε) этой точки, такая, что множество U(M0, ε)\S несвязно. Точка,
не являющаяся внутренней, называется граничной точкой. Несколько ниже мы
увидим, что все граничные точки поверхности S : G → R3 принадлежат про-
странственной кривой f : Γ → R3, где Γ — плоская кривая, ограничивающая G.

На границе Γ области G, или на всякой кривой, можно выбрать ту или иную
ориентацию (см. § 5 гл. III). Принято считать положительным такое направление
движения вдоль Γ, при котором ближайшие к Γ точки области остаются слева от
Γ. Эту ориентацию Γ называют ориентацией, индуцированной областью G. На чер-
теже (рис. 65) стрелками указана положительная ориентация границы Γ области
G.

Рис. 65
Если отображение f : G → R3 определяет поверхность S, то, как легко ви-

деть, f(Γ) будет кривой в пространстве, а именно, если Γ задана параметрический
уравнениями

u1 = ϕ1(t), u2 = ϕ2(t), α ≤ t ≤ β,

то f(Γ) задается отображением

x1 = f 1[ϕ1(t), ϕ2(t)], x2 = f 2[ϕ1(t), ϕ2(t)], x3 = f 3[ϕ1(t), ϕ2(t)], α ≤ t ≤ β.

Отсюда следует, что выбор ориентации на Γ определяет ориентацию на f(Γ), ко-
торая называется индуцированной ориентацией кривой Γ.

Если кривая f(Γ) состоит сплошь из граничных точек поверхности S, то для
некоторых классов поверхностей на f(Γ) можно определить ориентацию, индуци-
рованную поверхностью S, которая может не совпадать с ориентацией, индуциро-
ванной кривой Γ. О таком способе ориентации границы поверхности мы скажем
несколько ниже.
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Пусть S — поверхность, заданная отображением f : G → R3. Если грани-
цу Γ области G можно разбить на две части Γ1 и Γ2 так, что f(Γ1) и f(Γ2), как
множества в R3, совпадают и ориентации кривых f(Γ1) и f(Γ2), индуцирован-
ные ориентацией Γ, противоположны, то поверхность называется замкнутой. В
противном случае поверхность называется незамкнутой, а кривая f(Γ) — краем
поверхности S.

Так, в пространстве Oxyz сфера

x = R cos θ cosϕ,

y = R cos θ sin θ,

z = R sin θ,

G =

{
(ϕ, θ)| 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −π

2
≤ θ ≤ π

2

}
— замкнутая поверхность, и соответствующее разбиение границы Γ имеет вид:

Γ1 =

{
(ϕ, θ)| ϕ = 0,−π

2
≤ θ ≤ π

2

}
∪
{

(ϕ, θ)| 0 ≤ ϕ ≤ 2π, θ = −π
2

}
,

Γ2 =

{
(ϕ, θ)| ϕ = 2π,−π

2
≤ θ ≤ π

2

}
∪
{

(ϕ, θ)| 0 ≤ ϕ ≤ 2π, θ =
π

2

}
.

Пусть N0 = (u1
0, u

2
0) — внутренняя точка области G. Согласно условию (1), по

крайней мере один из входящих в это условие определителей, например
D(f 1, f 2)

D(u1, u2)
,

отличен от нуля в этой точке. В силу непрерывности частных производных коор-

динатных функций, определитель
D(f 1, f 2)

D(u1, u2)
будет отличен от нуля и в некоторой

окрестности U(N0, δ) точки N0. Но тогда, по теореме об обратном отображении,
существует открытое множество A ⊂ G, содержащее точку N0 = (u1

0, u
2
0), и откры-

тое множество B на плоскости x1Ox2, содержащее точку P (x1
0, x

2
0), x1

0 = f 1(u1
0, u

2
0),

x2
0 = f 2(u0, u

2
0), такие, что отображение

x1 = f 1(u1, u2),

x2 = f 2(u1, u2)

}
(2)

A на B взаимно однозначно, тая что существует обратное отображение

u1 = g1(x1, x2),

u2 = g2(x1, x2)

}
(3)

B на A, непрерывно дифференцируемое в B. Подставив выражения для u1 и u2

из (3) в равенство x3 = f 3(u1, u2), получим, что в окрестности точки (x1
0, x

2
0, x

3
0),

x3
0 = f 3(u1

0, u
2
0), т.е. связная часть гладкой поверхности S (в окрестности точки

(x1
0, x

2
0, x

3
0)) задается явным выражением одной из координат как непрерывно диф-

ференцируемой функции двух других координат.
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Например, в окрестности точки
(
a

2
,
b

2
,
c

2

)
трехосный эллипсоид задается ра-

венством

z = c

√
1 −
(
x

a

)2

−
(
y

b

)2

.

Если (u1
0, u

2
0) — внутренняя точка области G, то, согласно предыдущим рас-

смотрениям,M0(x
1
0, x

2
0, x

3
0) есть внутренняя точка гладкой поверхности S. В самом

деле, в этом случае в окрестности точки M0 поверхность S задается явным урав-
нением, например,

x3 = F (x1, x2),

с непрерывно дифференцируемой функцией F (рис. 66). Это означает, что доста-
точно малый шар с центром вM0 рассекается поверхностью S на две несвязанные
между собой части, лежащие по отношению к положительному направлению оси
Ox3 над поверхностью S и под этой поверхностью.

�

x1

x2

x3

Рис. 66

Введем теперь понятие о стороне поверхности. Если S гладкая поверхность,
то можно доказать (ом. М.М. Постников, «Линейная алгебра и дифференциальная
геометрия», М. , 1979; Г.М. Фихтенгольц, «Курс дифференциального и интеграль-
ного исчисления», М.: 1970), что касательные ко всем гладким кривым, лежащим
на S и проходящим через внутреннюю точку поверхности, расположены в одной
плоскости, которая называется касательной плоскостью к поверхности в данной
точке. Прямая, проходящая через точку касания перпендикулярно к касательной
плоскости, называется нормалью к поверхности. Если

x3 = F (x1, x2)

— явное уравнение поверхности в окрестности внутренней точки, то уравнение
нормали в точке M0(x

1
0, x

2
0, x

3
0) этой окрестности имеет вид:

x1 − x1
0

F ′
x1(x1

0, x
2
0)

=
x2 − x2

0

F ′
x1(x2

0, x
2
0)

= ±(x3 − x3
0), (4)

где знак в правой части выбирается в зависимости от того, острый или тупой угол
с положительным направлением оси Ox3 составляет единичный вектор нормали.
Из уравнения (4) видно, что в окрестности внутренней точки гладкой поверхности
направление нормали изменяется непрерывно.
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Пусть в некоторой внутренней точкеM0 гладкой поверхности S выбрано одно
из двух противоположных направлений нормали. Если при обходе вдоль любого
замкнутого гладкого контура C, лежащего на S и не имеющего общих точек с
границей этой поверхности, нормаль, непрерывно изменяясь вдоль C, по возвра-
щении в точку M0 вернется к первоначальному направлению, то поверхность S
называется ориентируемой, или двусторонней, и выбор одного из двух направ-
лений нормали в какой-либо внутренней точке поверхности определяет сторону
поверхности. Так, полусфера x3 =

√
1 − (x1)2 − (x2)2 есть двусторонняя поверх-

ность, имеющая нижнюю и верхнюю (по отношению к положительному направ-
лению оси Ox3) стороны. Если существует замкнутый путь, состоящий из одних
внутренних точек поверхности, при обходе которого направление нормали, непре-
рывно изменяясь, переходит в противоположное, то поверхность S называется
односторонней или неориентируемой.

a

a1

b

b1

Рис. 67

Примером односторонней поверхности может служить лист Мёбиуса, кото-
рый получается, если у вытянутого прямоугольника (ленты) склеить два противо-
положных коротких края, повернув предварительно один из них на 180◦, склеива-
ются (отождествляются) края aa1 и bb1 (рис. 67) так, чтобы направления стрелок
совпали. Лист Мёбиуса — незамкнутая поверхность с краем, являющимся замкну-
той кривой, гомеоморфной окружности. Если взять полусферу, краем которой бу-
дет тоже окружность, и отождествив края обеих поверхностей (т.е. склеить их по
границам), то получим замкнутую неориентированную поверхность, называемую
бутылкой Клейна. Эта поверхность в трехмерной пространстве самопересекается,
однако доказывается, что в пространство высшей размерности ее можно, пред-
варительно непрерывно деформировав, вложить без самопересечения, т.е. гомео-
морфно отобразить на замкнутую двумерную самонепересекающуюся поверхность
в таком просранстве.

§ 2. Задачи, приводящие к криволинейным и
поверхностным интегралам

Рассмотрим тяжелую нить, т.е. кривую
	

AB, обладающую некоторой массой.
Допустим, что кривая

	

AB спрямляема, имеет длину l и нам известна масса любого
участка

	

MM ′ этой нити, так что масса дуга
	

AM есть функция m(s) натуральной
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координаты точкиM (см. § 8 гл. IX). Если нить однородна, т.е. массы всех ее участ-
ков, имеющих одинаковую длину, равны, то отношение массы нити к ее длине, т.е.
масса участка единичной длины, называется плотностью нити. Если нить неод-

нородна, назовем средней плотностью ρср(
	

MM ′) участка
	

MM ′ отношение
Δm

Δs
,

где Δm — масса, Δs — длина
	

MM ′. Пусть существует

lim
M ′→M

Δm

Δs
.

Этот предел называют плотностью ρ(s) нити в точке M(s) с натуральной коор-
динатой s.

Допустим теперь, что нам известна плотность ρ(s) нити и надо определить
ее массу m. Для этого разобьем нить на части

	

MiMi+1, i = 0, 1, . . . , (n− 1), M0 = A, Mn = B,

и примем приближенно плотность ρ участка
	

MiMi+1 постоянной и равной ρ(si).
Тогда масса дуги

	

MiMi+1 будет приближенно равна ρ(si) дл. (
	

MiMi+1). Здесь si —
координата точки Mi; Δsi = дл. (

	

MiMi+1). Масса нити будет приближенно равна
n−1∑
i=0

ρ(si) Δsi, и так как ошибка, очевидно, тем меньше, чем меньше λn = max
i

Δsi,

то масса нити

m = lim
λn→0

n−1∑
i=0

ρ(si) Δsi. (1)

Таким, образом, предыдущие рассмотрения (разумеется, нестрогие) приводят
к пределам сумм вида (1). Отметим, что в этих рассмотрениях несущественно,
какая, из точек A и B принята за начало, а какая за конец кривой

	

AB.

Рекомендуем читателю сравнить изложенное с концом § 4 гл. IX.

Возьмем снова ту же кривую
	

AB, только теперь будем рассматривать ее как
траекторию материальной точки M(x, y), движущейся вдоль

	

AB под действием
переменной силы F = F (x, y). Подсчитаем работу, совершаемую силой при пере-
мещении точки M вдоль кривой

	

AB из положения A в положение B.

Снова разобьем
	

AB на части
	

MiMi+1, i = 0, 1, . . . , (n−1), и будем считать, что
сила F вдоль

	

MiMi+1 постоянна и равна Fi — значению силы в точке Mi. Кроме
того, заменим дугу хордой MiMi+1. Тогда работа силы вдоль участка

	

MiMi+1 бу-
дет приближенно равна |Fi| дл. (MiMi+1 cosϕi, где ϕi — угол между направлением
силы и направлением отрезкаMiMi+1, а вся работа силы будет приближенно равна
n−1∑
i=0

|Fi| дл.(MiMi+1) cosϕ. Точное значение работы силы можно считать равным

lim
λn→0

n−1∑
i=0

|Fi| дл. (MiMi+1) cosϕi.
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Преобразуем это выражение. Мы имеем, что cosϕi = cosαi cosα′
i + cosβi cosβ ′

i,
где αi и βi — углы, образованные положительными направлениями осей коор-
динат с вектором силы Fi и отрезком MiMi+1). Но тогда |Fi| cosαi = P (xi, yi),
|Fi| cosβi = Q(xi, yi), где P (x, y), Q(x, y) — проекции силы F на оси координат, и
дл. (MiMi+1) cos β ′

i = Δyi, дл. (MiMi+1) cosα′
i = Δxi, где Δxi, Δyi — приращения

координат при переходе от точки Mi к точке Mi+1. Итак, для работы W силы мы
получаем выражение

W = lim
λn→0

n−1∑
i=0

{
P (xi, yi) Δxi +Q(xi, yi) Δyi

}
(2)

в предположении, что предел справа существует.

Заметим, что в предыдущих рассмотрениях существенно, что выбрано за на-
чало траектории

	

AB, а что за ее конец, и ясно, что при изменении направления
движения вдоль кривой величина W изменяет знак.

Будем называть тонкой искривленной пластиной поверхность S, снабжен-
ную массой. Если нам известна масса любого участка поверхности, то, предпо-
лагая S квадрируемой, определим среднюю плотность ρср квадрируемого участка

ΔS, полагая ρср =
Δm

Δσ
, где Δσ — площадь участка Δs. Пусть M0(x0, y0) ∈ Δn и

d(ΔnS) → 0. Если существует предел lim
ΔnS→0

Δnm

Δnσ
, независимый от выбора после-

довательности {ΓnS}, стягивающейся к точкеM0(x0, y0), то этот предел обозначим
ρ(x0, y0) и назовем плотностью пластины в точке M0. Таким образом,

ρ(x0, y0) = lim
Δnσ→0

Δnm

Δnσ
.

Предположим теперь, что нам известна плотность тонкой искривленной пла-
стины в каждой ее точке и надо определить ее массу. Тогда с помощью рассуж-
дений, сходных с теми, которые были проведены ранее, получим:

m = lim
max di→0

n−1∑
i=0

ρ(ξi, ηi) Δσi,

где di — диаметр частичной поверхности ΔSi; Δσi — ее площадь; ρ(ξi, ηi) — плот-
ность в произвольно выбранной точке Mi(ξi, ηi) участка ΔSi поверхности.

Рассмотрим поток жидкости, текущей со скоростью, различной в разных точ-
ках пространства, но постоянной во времени. Подсчитаем количество жидкости
Q, протекающей в единицу времени через двустороннюю гладкую поверхность
S (рис. 68). Если V (x, y, z) — скорость потока жидкости, то через элементарную
квадрируемую площадку ΔS поверхности протекает количество жидкости, при-
близительно равное ΔQ = Vn(ξ, η, ζ) Δσ, где Vn — проекция скорости жидкости в
произвольно выбранной точке M(ξ, η, ζ) площадки ΔS на нормаль в этой точке к
поверхности; Δσ — площадь участка ΔS. При этом ясно, что величина ΔQ, зави-
сят от того, к какой стороне поверхности будем брать нормаль n, т.е. от выбора
стороны поверхности. Ясно также, что для некоторых участков ΔQ может быть
положительной, для других — отрицательной.
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ΔS
S

V

V

n

n

Рис. 68

Если теперь разбить всю поверхность S на квадрируемые части ΔSi, i =
0, 1, . . . , (n−1), то количество Q жидкости, протекшее через S, будет приближенно
равно:

Q ≈
n−1∑
i=0

Vn(ξi, ηi, ζi) Δσi.

Но

Vn(ξi, ηi, ζi) = Vx(ξi, ηi, ζi) cosλi + Vy(ξi, ηi, ζi) cosμi + Vz(ξi, ηi, ζi) cos νi,

где Vx, Vy, Vz — составляющие скорости по осям координат, а λi, μi, νi — углы нор-
мали к поверхности в точке Mi(ξi, ηi, ζi) с осями координат. Следовательно,

Q ≈
n−1∑
i=0

{
Vx(ξi, ηi, ζi) cosλi + Vy(ξi, ηi, ζi) cosμi + Vz(ξi, ηi, ζi) cos νi}Δσi.

Так как, далее,

cos λi Δσi = (Δσi)yz, cosμi Δσi = (Δσi)xz, cos νi Δσi = (Δσi)xy,

где (Δσi)yz, (Δσi)zx, (Δσi)xy — площади проекций ΓSi на плоскости yOz, zOx, xOy,
то

Q ≈
n−1∑
i=0

{
Vx(ξi, ηi, ζi)(Δσi)yz + Vy(ξi, ηi, ζi)(Δσi)zx + Vz(ξi, ηi, ζi)(Δσi)xy

}
,

откуда

Q = lim
max d(ΔSi)→0

n−1∑
i=0

{
Vx(ξi, ηi, ζi)(Δσi)yz +Vy(ξi, ηi, ζi)(Δσi)zx+Vz(ξi, ηi, ζi)(Δσi)xy

}
.
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§ 3. Криволинейные интегралы

Пусть
	

AB — гладкая кривая, заданная параметрическими уравнениями

x = x(t), y = y(t), α ≤ t ≤ β,

f(x, y) — ограниченная функция, область определения D которой содержит ду-
гу

	

AB или совпадает с ней. Рассмотрим последовательность {Tn} разбиений α =

t
(n)
0 < t

(n)
1 < . . . < t

(n)
mn−1 < t

(n)
mn = β отрезка [α, β] и соответствующую последова-

тельность {T̃n} разбиений A(n)
0 = A,A

(n)
1 , . . . , A

(n)
mn = B, A(n)

i = A[x(t
(n)
i ), y(t

(n)
i )], ду-

ги
	

AB. Выберем произвольно на каждой частичной дуге точкуM (n)
i [x(τ

(n)
i ), y(τ

(n)
i )],

t
(n)
i ≤ τ

(n)
i ≤ t

(n)
i+1, и составил сумму

mn−1∑
i=0

f(ξ
(n)
i , η

(n)
i ) Δs

(n)
i , (1)

где ξ(n)
i = x(τ

(n)
i ), η(n)

i = y(τ
(n)
i ), Δs

(n)
i = дл. (A(n)

i , A
(n)
i+1). Если сумма (1) при n→ ∞

и max
i

Δt
(n)
i → 0 имеет конечный предел, не зависящий ни от характера разбие-

ния отрезка [α, β] на части, ни от выбора на каждом частичном отрезке [t
(n)
i , t

(n)
i+1]

точки τ (n)
i , то этот предел называют криволинейным интегралом первого рода от

функций f(x, y) вдоль дуги
	

AB и обозначают
∫
�
AB

f(x, y) ds. Итак,

∫
�
AB

f(x, y) ds = lim
n→∞, max Δti→0

mn−1∑
i=0

f(ξ
(n)
i , η

(n)
i ) Δs

(n)
i .

Функция f(x, y) называется интегрируемой вдоль дуги
	

AB.

Пусть существует
∫
�
AB

f(x, y) dx. Покажем, что тогда существует также инте-

грал
β∫
α

f [x(t), y(t)]
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt, (2)

и оба интеграла равны.
Возьмем произвольную последовательность разбиений

t
(n)
0 = α < t

(n)
1 < . . . < t

(n)
mn−1 < t(n)

mn
= β

отрезка [α, β], такую, что λn = max
i

Δt
(n)
i → 0, и составим интегральную сумму sn

для интеграла (2):

sn =
mn−1∑
i=0

f [x(τ
(n)
i , y(τ

(n)
i 0]

√
[x′(τ (n)

i )]2 + [y′(τ (n)
i ]2 Δt

(n)
i .
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Рассмотрим разность sn − σn, где σn — сумма (1). Имеем:

|sn − σn| ≤
mn−1∑
i=0

|f(ξ
(n)
i , η

(n)
i )|
√

[x′(τ (n)
i )]2 + [y′(τ (n)

i )]2 Δt
(n)
i − Δs

(n)
i |.

Так как Δs
(n)
i =

t
(n)
i+1∫

t
(n)
i

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt, то по теореме о среднем,

Δs
(n)
i =

√
[x′(θ(n)

i )]2 + [y′(θ(n)
i )]2 Δt

(n)
i .

Пусть, далее, M = sup |f(x, y)|. Тогда

|sn − σn| ≤M

mn−1∑
i=0

∣∣√[x′(τ (n)
i )]2 + [y′(τ (n)

i )]2 −
√

[x′(θ(n)
i )]2 + [y′(θ(n)

i )]2
∣∣Δt(n)

i ,

где τ (n)
i и θ(n)

i лежат на одном и том же частичном отрезке [t
(n)
i , t

(n)
i+1]. Так как дуга

	

AB гладкая, то функция
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 непрерывна, а следовательно, равно-
мерно непрерывна на отрезке [α, β]. Поэтому если

ωn = max
t

ω
(√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2,Δt(n)
i

)
,

где ω
(√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2,Δt(n)
i

)
— колебание функции

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 на отрезке

[t
(n)
i , t

(n)
i+1], то ωn → 0 при λn → 0. Но при λn → 0 сумма σn стремится к пределу,

равному
∫
�
AB

f(x, y) ds. Следовательно, и сумма sn при λn → 0 стремится к тому же

пределу, т.е. интеграл (2) существует и имеет место равенство

∫
�
AB

f(x, y) ds =

β∫
α

f [x(t), y(t)]
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt. (3)

Равенство (3) часто принимают за определение криволинейного интеграла
первого рода вдоль гладкой кривой. Вместе с тем, оно является формулой для

вычисления
∫
�
AB

f(x, y) ds.

Из определения интеграла
∫
�
AB

f(x, y) ds (как предела суммы и с помощью ра-

венства (3)) с очевидностью следует, что криволинейный интеграл первого рода
вдоль гладкой кривой

	

AB от непрерывной функция f(x, y) всегда существует.

Примеры.
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1. Найти
∫
�
AB

xy ds, где
	

AB — дуга эллипса
x2

a2
+
y2

b2
= 1, расположенная в 1-м

квадранте.

Так как уравнения дуги
	

AB имеют вид

x = a cos t, y = b sin t, 0 ≤ t ≤ π

2
,

то ∫
�
AB

xy ds = ab

π
2∫

0

sin t cos t
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt =

ab

3

a2 + ab+ b2

a + b
.

Если
	

AB — кусочно-гладкая дуга, т.е. может быть разбита на конечное число
гладких дуг

	

A1B1,
	

A2B2, . . . ,
	

AkBk, Aj+1 = Bj, j = 1, 2, . . . , k − 1,

то, по определению, полагаем, что∫
�
AB

f(x, y) ds =

k∑
j=1

∫
�

AjBj

f(x, y) ds. (4)

Из определения
∫
�
AB

f(x, y) ds легко вытекают следующие его свойства:

1◦) ∫
�
AB

(k1f1 + k2f2) ds = k1

∫
�
AB

f1 ds+ k2

∫
�
AB

f2 ds;

2◦) если
	

AB разбита на две части
	

AC и
	

CB, то∫
�
AB

f ds =

∫
�
AC

f ds+

∫
�
CB

f ds;

3◦) ∣∣∣∣ ∫ f ds

∣∣∣∣ ≤ max
M∈

�
AB

|f(M)| · l,

где l — длина дуги
	

AB.

Обращаясь к поставленной в § 2 задаче определения массы материальной
нити

	

AB, мы видим теперь, что

m =

∫
�
AB

ρ(x, y) ds.
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Пусть x = ϕ(τ) и y = ψ(τ), γ ≤ τ ≤ δ, — другая эквивалентная параметриза-
ция дуги

	

AB. Так как

x′(t) = x′(τ)τ ′(t) =
x′(τ)
t′(τ)

, y′(t) =
y′(τ)
t′(τ)

и dt = t′(τ) dτ , то после замены переменной в интеграле правой часта равенства
(3) получим:

∫
�
AB

f(x, y) ds =

δ∫
γ

f [x(τ), y(τ)]
√

[x′(τ)]2 + [y′(τ)]2 dτ,

т.е. величина интеграла
∫
�
AB

f(x, y) ds не зависим от выбора эквивалентной пара-

метризации кривой.

Возьмем теперь параметризацию кривой
	

AB:

x = x(ξ), y = y(ξ), α ≤ ξ ≤ β,

где β = −t + (α + β), порождающую на
	

AB противоположную ориентацию. Так
как

x′(t) = −x′(ξ), y′(t) = −y′(ξ), dt = −dξ,
то после замены в интеграле правой части равенства (3) найдем:

β∫
α

f [x(t), y(t)]
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt =

β∫
α

f [x(ξ), y(ξ)]
√

[x′(ξ)]2 + [y′(ξ)]2 dξ,

т.е. криволинейный интеграл первого рода не зависит от выбора ориентации дуги
	

AB.

Пусть снова дана гладкая кривая
	

AB:

x = x(t), y = y(t), α ≤ t ≤ β,

и две функции P (x, y) и Q(x, y), определенные по крайней мере во всех точки дуги
	

AB.

Криволинейным интегралом второго рода от дифференциального выраже-
ния P dx+Qdy вдоль дуги

	

AB называется число

∫
�
AB

P dx+Qdy =

β∫
α

{
P [x(t), y(t)]x′(t) +Q[x(t), y(t)]y′(t) dt, (5)

если интеграл в правой части равенства (5) существует, например, если P (x, y) и
Q(x, y) непрерывны вдоль дуги

	

AB.
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Как и для случая интеграла первого рода, убеждаемся, что величина инте-

грала
∫
�
AB

не зависит от замены параметризации кривой
	

AB на эквивалентную.

Если же мы перейдем к параметризации ξ = −t+ (α+ β), α ≤ ξ ≤ β, заменяющей
ориентацию кривой на противоположную, то в результата подсчета, аналогичного
приведенному, получим:∫

�
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = −
∫

�
AB−

P (x, y) dx+Q(x, y) dy, (6)

или, если
	

AB− заменить на
	

BA, то∫
P dx+Qdy = −

∫
�
BA

P dx+Qdy.

Это свойство криволинейных интегралов второго рода обычно выражают сло-
вами: при изменении направления интегрирования вдоль кривой криволинейный
интеграл второго рода изменяет знак на обратный.

Если
	

AB — кусочно—гладкая кривая, состоящая из гладких дуг
	

AiAi+1, i =
0, 1, . . . , (n − 1), A0 = A, An = B, то, как и в случае криволинейных интегралов
первого рода, полагаем, по определению, что∫

�
AB

P dx+Qdy =
n−1∑
i=0

∫
�

AiAi+1

P dx+Qdy.

Криволинейный интеграл второго рода легко преобразовать в криволинейный
интеграл первого рода.

В самом дела, пусть cosα и cos β — направляющие косинусы касательной
к кривой, причем направление касательной выбрано соответствующим ориента-
ции кривой, т.е. в направлении возрастания параметра. Тогда dx = cosα ds, dy =
cosβ dy и, следовательно,∫

�
AB

P dx+Qdy =

∫
�
AB

{P cosα +Q cosβ} ds. (7)

При изменении ориентации кривой направление касательной изменяется на
противоположное, углы между касательной и положительными направлениями
осей Ox и Oy изменяются на 180◦, следовательно, знаки у косинусов меняются на
обратные, так что одновременно с левой и правая часть равенства (7) изменяет
знак.

Обратно, выразив ds через
dx

cosα

(
или через

dy

cosβ

)
, получки:∫

�
AB

f(x, y) ds =

∫
�
AB

f(x, y)

cosα
dx

(
=

∫
�
AB

f(x, y)

cosβ
dy

)
,

536



если, конечно, cosα �= 0 (cos β �= 0).

Пусть в области G задано дифференциальное выражение P dx + Qdy, где
P (x, y) и Q(x, y) непрерывны в G. Если Γ — кусочно-гладкая кривая, расположен-

ная целиком в области G, то J =

∫
Γ

P dx + Qdy при изменении Γ будет в общем

случае меняться и представлять собой функция от кривой Γ.

Однако в некоторых случаях J(Γ) = const для определенного класса кусочно-
гладких кривых, расположенных в G.

Теорема 1. Для того чтобы интеграл J(Γ) =

∫
Γ

P dx + Qdy не зависел от

кусочно-гладкого пути Γ, соединяющего две любые точки A и B ∈ C, и являлся
функцией только от концов пути, необходимо и достаточно, чтобы выраже-
ние P dx + Qdy было дифференциалом некоторой функции F (x, y), непрерывно
дифференцируемой G, т.е. чтобы

P (x, y) = F ′
x(x, y), Q(x, y) = F ′

y(x, y).

Необходимость. Фиксируем некоторую точку A(a, b), и пусть
	

AB — путь,
соединяющий эту точку с произвольной точкой B(x0, y0) области G. Тогда∫

�
AB

P dx+Qdy = F (x0, y0).

Пусть B′(x0+Δx, y0+Δy) — точка, близкая к точке B и лежащая вG. Если Δx
и Δy достаточно малы, то ломаная с вершинами в точках B(x0, y0), C(x0 +Δx, y0)
и B′(x0 +Δx, y0 +Δy) целиком лежит в G (рис. 69). Тогда с учетом независимости
интеграла от пути интегрирования можем записать

F (x0 + Δx, y0 + Δy) − F (x0, y0) =

=

∫
�

ABCB′

P dx+Qdy −
∫
�
AB

P dx+Qdy =

∫
�
BC

P dx+Qdy +

∫
�
CB′

P dx+Qdy.

Но вдоль
	

BC y = const и dy = 0, следовательно,∫
�
BC

P dx+Qdy =

∫
�
BC

P dx.

Аналогично
∫
�
CB′

P dx+Qdy =

∫
�
CB′

Qdy, и тогда

F (x0 + Δx, y0 + Δy) − F (x0, y0) =

∫
�
BC

P dx+

∫
�
CB′

Qdy.
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Рис. 69

Параметрические уравнения отрезка
	

BC имеет вид y = y0, x = t, x0 ≤ t ≤
x0 + Δx. Поэтому

∫
�
BC

P dx =

x0+Δx∫
x0

P (t, y0) dt = P (x0 + θΔx, y0) Δx = P (x0, y0) Δx+ η1Δx,

где η1 → 0 при Δx → 0 в силу непрерывности P (x, y). Аналогично,∫
�
CB′

Qdy = Q(x0, y0) Δy + η2Δy,

где η2 → 0 при Δy → 0. Следовательно,

F (x0 + Δx, y0 + Δy) − F (x0, y0) = P (x0, y0) Δx+Q(x0, y0) Δy + ω,

где
ω

ρ
→ 0, когда ρ =

√
Δx2 + Δy2 → 0. Но это означает, что функция F (x, y)

дифференцируема в точке B(x0, y0) и dF (x0, y0) = P (x0, y0) dx+Q(x0, y0) dy.

Достаточность. Пусть

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = F ′
x(x, y) dx+ F ′

y(x, y) dy

и Γ — кусочно-гладкий путь в G, соединяющий точки A(x0, y0) и B(x1, y1). Оче-
видно, достаточно рассмотреть случай, когда Γ состоит из двух гладких дуг

	

AC

и
	

CB.

Пусть
x = f(t), y = g(t), α ≤ t ≤ β,

и
x = ϕ(τ), y = ψ(τ), γleτ ≤ δ,

f(α) = x0, g(α) = y0, f(β) = ϕ(γ), g(β) = ψ(γ), ϕ(δ) = x1, ψ(β) = y1,
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— параметризации
	

AC и
	

CB соответственно. Имеем:∫
�
AC

P dx+Qdy =

=

β∫
α

{
F ′
x[f(t), g(t)]x′(t) + Fy[f(t), g(t)]y′(t)

}
dt =

=

β∫
α

d

dt

{
F [f(t), g(t)]

}
dt = F [f(β), g(β)]− F [f(α), g(α)].

Аналогично получаем:∫
�
CB

P dx+Qdy = F [ϕ(δ), ψ(δ)] − F [ϕ(γ), ψ(γ)].

Так как
F [f(β), g(β)] = F [ϕ(γ), ψ(γ)]

то ∫
Γ

P dx+Qdy = F [ϕ(δ), ψ(δ)] − F [f(α), g(α)] = F (x1, y1) − F (x0, y0),

и мы нашли, что
∫
Γ

P dx + Qdy зависит лишь от точек, являющихся началом и

концом пути Γ. Теорема доказана.

Независимость интеграла
∫
Γ

P dx + Qdy от пути, соединяющего точки A и

B области G эквивалентна обращению в нуль интеграла по любому замкнутому

пути Γ, лежащему целиком в области. В самом деле, если величина
∫
�
AB

P dx+Qdy

зависит лишь от начальной и конечной точек пути, то, взяв на замкнутой кривой
Γ произвольно две точки A и B, получим:∫

Γ

P dx+Qdy =

∫
�

ACB

P dx+Qdy +

∫
�

BC′A

P dx+Qdy,

где
	

ACB и
	

BC ′A — две дуги, на которые разбивается точками A и B замкнутый
контур (рис. 70). Но∫

�
ACB

P dx+Qdy =

∫
�

AC′B

P dx+Qdy = −
∫
�

BC′A

P dx+Qdy.
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Следовательно,
∫
Γ

P dx+Qdy = 0.

�

�

�

�

A

B

C

C ′

Рис. 70

Пусть, обратно,
∫
Γ

P dx+Qdy = 0, где Γ — любой замкнутый контур, лежа-

щий целиком в области G. Если
	

ACB и
	

AC ′B — два пути, соединяющие в G точки
A и B, то

	

ACB ∪
	

BC ′A образует замкнутый контур и, следовательно,

0 =

∫
�

ACB∪BC′A

P dx+Qdy =

∫
�

ACB

P dx+Qdy +

∫
�

BC′A

P dx+Qdy =

=

∫
�

ACB

P dx+Qdy −
∫
�

AC′B

P dx+Qdy,

т.е. ∫
�

ACB

P dx+Qdy =

∫
�

AC′B

P dx+Qdy.

Таким образом, предыдущая теорема эквивалентна следующей.

Теорема 2. Для того чтобы интеграл
∫
Γ

P dx + Qdy был равен нулю по

любому замкнутому кусочно-гладкому контуру, лежащему целиком в области
G, необходимо и достаточно, чтобы P dx+Qdy было дифференциалом некоторой
функции F (x, y), непрерывно дифференцируемой в G.

Докажем теперь теорему Грина. Это простейший частный случай одной об-
щей теоремы анализа, имеющей многочисленные применения.

Пусть D — область на плоскости, ограниченная кривой Γ. Будем говорить,
что ориентация кривой Γ индуцирована областью G, если при движении вдоль
Γ в направлении, определяемом этой ориентацией, ближайшие к Γ точки области
G остаются слева. При этом граница Γ области D может состоять из нескольких
замкнутых, не пересекающихся кривых (рис. 71).
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D

Рис. 71

Теорема 3 (Грина). Пусть в области G плоскости xOy задано дифференци-
альное выражение P dx+Qdy с непрерывными в G функциями P (x, y) и Q(x, y),

имеющими в G непрерывные частные производные
∂P

∂y
и
∂Q

∂x
. Если G область,

которую можно разбить как на конечное число криволинейных трапеций, огра-
ниченных непрерывными кривыми

y = f1(x), y = f2(x), a ≤ x ≤ b, f1(x) < f2(x)

при x ∈ (a, b) и прямыми x = a, x = b, так и на конечное число криволинейных
трапеций, ограниченных непрерывными кривыми

x = g1(y), x = g2(y), c ≤ y ≤ d, g1(y) < g2(y)

при y ∈ (c, d) и прямыми y = c, y = d, то имеет место равенство∫
Γ

P dx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

где Γ — граница области области D с ориентацией, индуцированной этой обла-
стью.

Доказательство. Рассмотрим криволинейную трапецию T с границей y =
f1(x), yf2(x), f1(x) < f2(x), a < x < b, x = a, x = b. Заметим, что в точках x = a
и x = b значения функций f1(x) и f2(x) могут совпадать (рис. 72). Имеем:

∫∫
T

∂P

∂y
dxdy =

b∫
a

{ f2(x)∫
f1(x)

∂P

∂y
dy

}
dx =

=

b∫
a

{
P [x, f2(x)] − P [x, f1(x)]

}
dx =

b∫
a

P [x, f2(x)] dx−
b∫

a

P [x, f1(x)] dx.
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Рис. 72

Параметрические уравнения кривой
	

AB, порождающие ориентацию, совпа-
дающую с ориентацией, индуцированной на

	

AB трапецией T , имеют вид:

x = t, y = f1(t), a ≤ t ≤ b.

Поэтому
b∫

a

P [x, f1(x)] dx =

∫
�
AB

P (x, y) dx.

Точно так же параметрические уравнения кривой
	

CD, дающие ориентацию, про-
тивоположную индуцированной на

	

CD трапецией T , будут следующими:

x = t, y = f2(t), a ≤ t ≤ b.

Следовательно,

b∫
a

P [x, f2(x)] dx =

∫
�
CD

P (x, y) dx = −
∫
�
DC

P (x, y) dx.

Кроме того, очевидно, имеем:
∫
�
CA

P (x, y) dx = 0,
∫
�
BD

P (x, y) dx = 0. Поэтому

∫∫
T

∂P

∂y
dxdy = −

∫
�
AB

P dx−
∫
�
BD

P dx−
∫
�
DC

P dx−
∫
�
CA

P dx = −
∫
Γ

P dx. (8)

Если теперь областьD разбить на конечное число трапеций T1, T2, . . . , Tk (рис.
73) указанного вида, то для каждой из них будет справедливо равенство (8). Таким
образом, получаем:∫∫

Ti

∂P

∂y
dxdy = −

∫
Γi

P dx, i = 1, 2, . . . , k, (9)
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где Γi — границы трапеций Ti.

T1

T2

T3

T4

Рис. 73

Сложив равенства (9) и заметив, что криволинейные интегралы от P dx по
всем прямолинейным отрезкам равны нулю, а ориентация на каждой частичной
дуге

	

AjBj, индуцированная трапецией Ti, совпадает с ориентацией, индуцирован-

ной на
	

AjBj всей областью D, будем иметь:∫∫
D

∂P

∂y
dxdy = −

∫
Γ

P dx. (10)

Совершенно так же, только разбив D на криволинейные трапеции второго
вида, получим равенство ∫∫

D

∂Q

∂x
dxdy =

∫
Γ

Q(x, y) dy. (11)

Сложив (10) и (11), найдем:∫
Γ

P dx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x

∂P

∂y

)
dxdy,

и теорема Грина доказана.

Следствие При P (x, y) = −y, Q(x, y) = x из формулы Грина вытекает:∫
Γ

x dy − y dx = 2

∫∫
D

dxdy,

и так как
∫∫
D

dxdy = пл. (D), получаем формулу

пл. (D) =
1

2

∫
Γ

x dy − y dx

для вычисления площади фигуры, удовлетворяющей условиям теоремы Грина, с
помощью криволинейных интегралов.
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Замечание. Из формулы Грина следует, что если D — односвязная область42

и P dx + Qdy есть дифференциал некоторой функции F (x, y), непрерывно диф-

ференцируемой в G, то
∫
Γ

P dx + Qdy = 0 для любого кусочно-гладкого контура

Γ, лежащего целиком в G. Однако при использовании для доказательства этого

факта теоремы Грина приходится требовать существования и непрерывности
∂P

∂y

и
∂Q

∂x
, что не предполагается в доказанной теореме об условиях независимости

криволинейного интеграла от пути интегрирования.

Мы рассмотрели определение и простейшие свойства криволинейных инте-
гралов по плоским кривым. На случай пространственных кривых определение
криволинейных интегралов переносится непосредственно, а именно: если Γ — глад-
кая пространственная кривая, заданная параметрическими уравнениями

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), α ≤ t ≤ β,

то выражение

∫
Γ

f(x, y, z) ds =

β∫
α

f [ϕ(t), ψ(t), χ(t)]

√
x′t

2 + y′t
2 + z′t

2 dt

называется криволинейным интегралом первого рода, а выражение∫
Γ

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

=

β∫
α

{
P [ϕ(t), ψ(t), χ(t)]ϕ′(t) +Q[ϕ(t), ψ(t), χ(t)]ψ′(t) +R[ϕ(t), ψ(t), χ(t)]χ′(t)

}
dt

— криволинейным интегралом второго рода.

Читатель легко покажет, что все свойства криволинейных интегралов (кроме
теоремы Грина), установленные для плоских кривых, верны и для интегралов по
пространственным кривим.

§ 4. Интегралы по поверхности

В § 1 мы расширили понятие поверхности. Введен теперь понятие площади
таких более общих поверхностей.

Пусть G — квадрируемая область плоскости xOy, S — поверхность, заданная
явным уравнением

z = f(x, y), (x, y) ∈ G, (1)

42Плоская область G называется односвязной, если часть плоскости, ограниченная любым
гладким контуром, лежащим целиком в области G, принадлежи этой области.
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где f(x, y) — функция, непрерывно дифференцируемая в G.

Предположим, что существуют параметры u1 и u2, такие, что

x = ϕ1(u1, u2), y = ϕ2(u1, u2), (2)

и, следовательно,

z = f [ϕ1(u1, u2), ϕ2(u1, u2)] = ϕ3(u1, u2),

причем когда точка (u1, u2) пробегает область H на плоскости u1Ou2, точка (x, y),
определяемая равенствами (2), описывает всю область G. Допустим еще, что

D(ϕ1, ϕ2)

D(u1, u2)
�= 0 (3)

всюду в H , что соответствие между точками множеств G и H взаимно однозначно,
и что когда точка (u1, u2) описывает границу области H соответствующая точка
(x, y) описывает границу области G. Тогда уравнения

x = ϕ1(u1, u2), y = ϕ2(u1, u2), z = ϕ3(u1, u2), (4)

являются параметрическими уравнениями поверхности S. В силу сделанных пред-
положений, поверхность S квадрируема и

пл. (S) =

∫∫
G

√
1 + z′x

2 + z′y
2 dxdy. (5)

Сделаем замену переменных под знаком интеграла, перейдя от переменных x и y
к переменным u1 и u2. Уравнения (2) при выполнении условия (3) определяют u1

и u2 как неявные функции от x и y. Продифференцировав равенства (2) по x и y
по правилу дифференцирования сложных функций, получим уравнения

∂ϕ1

∂u1

∂u1

∂x
+
∂ϕ1

∂u2

∂u2

∂x
= 1,

∂ϕ2

∂u1

∂u1

∂x

∂ϕ2

∂u2

∂u2

∂x
= 0

и
∂ϕ1

∂u1

∂u1

∂y
+
∂ϕ1

∂u2

∂u2

∂y
= 0,

∂ϕ2

∂u1

∂u1

∂y
+
∂ϕ2

∂u2

∂u2

∂y
= 1,

из которых найдем:

∂u1

∂x
=

1

C

(
∂ϕ2

∂u2

)
,

∂u2

∂x
=

1

C

(
− ∂ϕ2

∂u1

)
,

∂u1

∂y
=

1

C

(
− ∂ϕ1

∂u2

)
,

∂u2

∂y
=

1

C

(
∂ϕ1

∂u1

)
,

(6)
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где через C обозначен определитель
D(ϕ1, ϕ2)

D(u1, u2)
.

Продифференцировав затем третье из уравнений (4) по x по правилу диф-

ференцирования сложной функции и заменив
∂ϕ1

∂x
и
∂u2

∂x
их выражениями из (6),

получим:

z′x = − 1

C
· D(ϕ2, ϕ3)

D(u1, u2)
и аналогично

z′y = − 1

C
· D(ϕ3, ϕ1)

D(u1, u2)
.

Наконец, dxdy = Cdu1du2.

Подставив выражения x′x, x′y и dxdy в (5), найдем:

пл. (S) =

∫∫
H

√
A2 +B2 + C2 du1du2,

где

A =
D(ϕ2, ϕ3)

D(u1, u2)
, B =

D(ϕ3, ϕ1)

D(u1, u2)
, C =

D(ϕ1, ϕ2)

D(u1, u2)
.

Пусть теперь S — гладкая поверхность и

x = x(u1, u2), y = y(u1, u2), z = z(u1, u2); (u1, u2) ∈ G,(
D(x, y)

D(u1, u2)

)2

+

(
D(y, z)

D(u1, u2)

)2

+

(
D(z, x)

D(u1, u2)

)2

> 0,

— ее параметризация, причем G — квадрируемое множество.

Определение 1. Число∫∫
G

√
A2 +B2 + C2 du1du2, (7)

где

A =
D(y, z)

D(u1, u2)
, B =

D(z, x)

D(u1, u2)
, C =

D(x, y)

D(u1, u2)

называется площадью гладкой поверхности S.

Из предыдущего следует, что если параметризация поверхности имеет вид

x = u1, y = u2, z = f(u1, u2),

т.е. если поверхность задана явным уравнением, то мы получаем прежнее опреде-
ление площади поверхности.

Предлагаем читателю доказать, что переход к эквивалентной параметриза-
ции не изменяет площади гладкой поверхности.

Пусть S — гладкая поверхность и

x = x(u1, u2), y = y(u1, u2), z = z(u1, u2); (u1, u2) ∈ G,
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— ее параметрические уравнения.

Определение 2. Поверхностным интегралом первого рода по поверхности S
от функции F (x, y, z), определенной и непрерывной по крайней мере во всех точка
(x, y, z) ∈ S, называется выражение∫∫

S

F (x, y, z) ds
def
=

∫∫
G

F [x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)]
√
A2 +B2 + C2 du1du2. (8)

В силу предположенной непрерывности F (x, y, z) и гладкости поверхности S,
интеграл в правой части равенства (8) существует.

Определение 3. Пусть S — двусторонняя поверхность и

P (x, y, z) dydz +Q(x, y, z) dzdx+R(x, y, z) dxdy

— дифференциальное выражение, причем области определения функций P , Q и
R содержат поверхность S или совпадают с ней. Поверхностным. интегралом
второго рода по поверхности S от P dydz+Qdzdx+Rdxdy называется выражение∫∫

S

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =

=

∫∫
G

{
P [x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)]A+

+Q[x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)]B+

+R[x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)]C
}
du1du2.

(9)

Если функции P (x, y, z), Q(x, y, z) и R(x, y, z) непрерывны во всех точках поверх-
ности S, то интеграл в правой части равенства (9) существует.

Нетрудно установить связь между поверхностными интегралами первого и
второго рода. В самом деле, можно доказать (см. Г.М. Фихтенгольц, «Курс диф-
ференциального и интегрального исчисления», М., 1970), что если λ, μ, ν — углы,
образованные нормалью к поверхности с положительными направлениями осей
координат, то

cosλ =
A

±
√
A2 +B2 + C2

, cosμ =
B

±
√
A2 +B2 + C2

, cos ν =
C

±
√
A2 +B2 + C2

.

Во всех трех равенствах перед корнем берется один и тот же знак и выбор знака
определяет выбор стороны поверхности. Таким образом,

A = cos λ
√
A2 +B2 + C2, B = cosμ

√
A2 +B2 + C2, C = cos ν

√
A2 +B2 + C2.

Подставив значения A, B и C в правую часть равенства (9), получим:∫∫
S

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =
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=

∫∫
S

{
P cos λ+Q cosμ+R cos ν}

√
A2 +B2 + C2 du1du2 =

∫∫
S

F (x, y, z) ds,

где
F (x, y, z) = P (x, y, z) cosλ+Q(x, y, z) cosμ+R(x, y, z) cos ν.

Рекомендуем читателю рассмотреть обратную операцию — сведение поверх-
ностного интеграла первого рода к поверхностному интегралу второго рода.

Покажем, что значение поверхностного интеграла первого рода не зависит
выбора параметрических уравнений поверхности. Предположим, что

u1 = ϕ(v1, v2), u2 = ψ(v1, v2), (v1, v2) ∈ H,

D =
D(u1, u2)

D(v1, v2)
> 0, (10)

и формулы (10) осуществляют взаимно однозначное соответствие G и H , причем
граница G переходит в границу H и обратно.

Из правила дифференцирования сложной функции и свойства определителей
легко следует, что для любых дифференцируемых функций f и g

D(f, g)

D(u1, u2)
=

D(f, g)

D(v1, v2)
· D(v1, v2)

D(u1, u2)

и
D(v1, v2)

D(u1, u2)
=

1

D(u1, u2)

D(v1, v2)

.

Но тогда

A =
A′

D
, B =

B′

D
, C =

C ′

D
,

где A′, B′ и C ′ те же определители, что A, B и C, но только в переменных v1 и v2.
Так как, кроме того, du1du2 = Ddv1dv2, то∫∫

G

F [x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)]
√
A2 +B2 + C2 du1du2 =

=

∫∫
H

F [x(v1, v2), y(v1, v2), z(v1, v2)]
√
A′2 +B′2 + C ′2 dv1dv2,

а это и означает независимость поверхностного интеграла первого рода от выбора
эквивалентной параметризации.

Подобные рассмотрения показывают, что при переходе к параметризации,
изменяющей ориентацию поверхности (т.е.. направление нормали на противопо-

ложную), которая характеризуется тем, что
D(u1, u2)

D(v1, v2)
< 0, поверхностный ин-

теграл второго рода изменяет знак на обратный. В самом деле, в этом случае
du1du2 = −Ddv1dv2, и мы приходим к равенству∫∫

G

{PA+QB +RC} du1du2 = −
∫∫
H

{PA′ +QB′ +RC ′} dv1dv2.
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Пусть S — гладкая двусторонняя поверхность, Γ — граница этой поверхности
и

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ G

— параметризация поверхности S. На границе L области G введем параметриза-
цию

u = u(t), v = v(t), α ≤ t ≤ β,

порождающую на L ту же ориентацию, которая индуцируется на этой кривой
областью G. Параметризация L посредством равенств

x = x[u(t), v(t)] = x(t), y = y[u(t), v(t)] = y(t), z = z[u(t), v(t)] = z(t), α ≤ t ≤ β,

приводят к параметризации кривой Γ, порождающей на ней некоторую ориен-
тацию. Будем говорить, что эта ориентация Γ согласована с той ориентацией S,
которая определяется выбором знака плюс перед корнем в выражениях для на-
правляющих косинусов нормали к поверхности.

Геометрически согласованность ориентации поверхности S и ее границы Γ
означает следующее: если стать на поверхность так, чтобы нормаль к выбранной
стороне поверхности была направлена от ног к голове и, двигаясь по границе,
смотреть вниз, то ближайшие к границе участки поверхности будут находиться
слева.

Если поверхность замкнута, то равличают внутреннюю и внешнюю сторо-
ны поверхности, и знаку плюс перед корнем соответствует внешняя нормаль к
поверхности. На доказательстве этих утверждений мы не останавливаемся.

Следующая теорема устанавливает связь между интегралом по поверхности
и криволинейным интегралом по границе этой поверхности.

Элементарная теорема Стокса. Пусть G — область на плоскости uOv,
допускающая применение теоремы Грина, и S — поверхность, заданная уравне-
ниями

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ G,

где функции x(u, v), y(u, v), z(u, v) дважды непрерывно дифференцируемы.

Тогда S — двусторонняя гладкая поверхность, определенная в этой обла-
сти. Если функции P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) непрерывно дифференцируемы в
некоторой области пространства R3, содержащей S, то∫∫

S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂x
− ∂R

∂x

)
dzdx =

=

∫
Γ

P dx+Qdy +Rdz,
(11)

где Γ — пространственная кривая, являющаяся границей поверхности S, и ори-
ентации S и Γ согласованы.

Доказательство. Пусть L — граница области G и u = u(t), v = v(t), α ≤ t ≤
β, — параметризация кривой L, порождающая на ней ориентацию, совпадающую
с ориентацией, индуцированной областью G. Тогда

x = x(t), y = y(t), z = z(t), α ≤ t ≤ β,
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— параметризация кривой Γ, и поэтому

∫
Γ

P dx =

β∫
α

P [x(t), y(t), z(t)]x′(t) dt.

Но x′(t) =
∂x

∂u
u′(t) +

∂x

∂v
v′(t). Следовательно,

∫
Γ

P dx =

β∫
α

{
P
∂x

∂u
u′ + P

∂x

∂v
v′
}
dt =

∫
L

P
∂x

∂u
du+ P

∂x

∂v
dv.

Последний интеграл преобразуем по формуле Грина. Получим:∫
Γ

P dx =

∫∫
G

{
∂

∂u

(
P
∂x

∂v
− ∂

∂v

(
∂x

∂u

)}
dudv =

=

∫∫
G

{(
∂P

∂x

∂x

∂u
+
∂P

∂y

∂y

∂u
+
∂P

∂z

∂z

∂u

)
∂x

∂v
−

−
(
∂P

∂x
+
∂P

∂y

∂

∂v
+
∂P

∂z

∂z

∂v

)
∂x

∂u
+ P

∂2x

∂v∂u
− P

∂2v

∂u∂v

}
dudv =

=

∫∫
G

{
∂P

∂z

D(z, x)

D(u, v)
− ∂P

∂y

D(x, y)

D(u, v)

}
dudv =

∫∫
G

{
∂P

∂z
B − ∂P

∂y
C

}
dudv.

Но, согласно определению поверхностного интеграла,∫∫
G

{
− ∂P

∂z
B − ∂P

∂y
C

}
dudv =

∫∫
S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy.

Аналогично получаем: ∫
Γ

Qdy =

∫∫
S

∂Q

∂x
dxdy − ∂Q

∂z
dydz,

∫
Γ

Rdz =

∫∫
S

∂R

∂y
dydz − ∂R

∂x
dzdx.

Сложив эти три равенства, найдем:∫
Γ

P dx+Qdy +Rdz =

=

∫∫
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx.

Теорема доказана.
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Равенство (11) называется элементарной формулой Стокса.

Если перейти к поверхностным интегралам первого рода, то формула Стокса
принимает вид ∫

Γ

P dx+Qdy +Rdz =

=

∫∫
S

{(
(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
C +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
A +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
B

}
dσ√

A2 +B2 + C2
.

Нетрудно заметить, что теорема Стокса представляет собой распространение
на случай криволинейной поверхности теоремы Грина. Поэтому, положив в фор-
муле Стокса S = G, а следовательно Γ ≡ L, P и Q не зависящими от z и R ≡ 0,
получим из нее формулу Грина. Другим распространением формулы Грина явля-
ется формула Гаусса–Остроградского, связывавшая тройной интеграл по области
с поверхностным интегралом по границе этой области. Будем говорить, что мно-
жество T ⊂ R3 есть тело типа 1 относительно данной системы координат, если
оно ограничено гладкими поверхностями S(1)

1 и S(1)
2 , задаваемыми соответственно

уравнениями
x1 = ϕ

(1)
1 (x2, x3), (x2, x3) ∈ G23,

и
x1 = ϕ

(1)
2 (x2, x3), (x2, x3) ∈ G23,

причем
ϕ

(1)
1 (x2, x3) < ϕ

(1)
2 (x2, x3), (x2, x3) ∈ G23,

где G23 — квадрируемая область на плоскости x2Ox3, и цилиндрической поверх-
ностью S

(1)
3 с образующей параллельной оси Ox1 и направляющей Γ — границей

области G23. Аналогичным образом с заменой x1 на x2 (на x3) определяются тела
типа 2 (типа 3). Очевидно, тела всех трех типов кубируемы. Наконец, будем гово-
рить, что тело T допустимо, если в некоторой фиксированной системе координат
его можно разбить системой кусочно—гладких поверхностей и на конечное число
тел типа 1, и на конечное число типа 2, и на конечное число тел типа 3.

Формула Гаусса–Остроградского. Пусть T — допустимое тело в про-
странстве Oxyz и

P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

непрерывны вместе с частными производными
∂P

∂x
,
∂Q

∂y
,
∂R

∂z
внутри и на границе

тела T .

Тогда∫∫∫
T

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

∫∫
∂T

P dydz +Qdzdx+Rdxdy,

где ∂T — граница тела T и интеграл берется по внешней стороне поверхности.
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Доказательство. Предполагая, что T — тело первого специального вида,
рассмотрим ∫∫∫

T

∂R

∂z
dxdydz.

По теореме Фубини,

∫∫∫
D

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫
G

{ ϕ2(x,y)∫
ϕ1(x,y)

∂R

∂z
dz

}
dxdy

=

∫∫
G

{
R[x, y, ϕ2(x, y)] − R[x, y, ϕ1(x, y)]

}
dxdy.

Здесь G — проекция тела T , а следовательно, и поверхностей S(2)
1 и S(2)

2 на плос-
кость xOy. Так как параметризация поверхности S2(2) имеет вид x = u, y = v,
z = f2(u, v), и следовательно,

cos ν =
1

±
√

1 + z′x
2 + z′y

2
,

то выбор знака плюса перед корнем и, следовательно, внешней стороны участка
S

(2)
2 границы тела T соответствует нормали к поверхности, образующей острый

угол с осью Oz. Поэтому∫∫
G

R[x, y, ϕ2(x, y)] dxdy =

∫∫
S

(2)
2

R(x, y, z) dxdy.

Точно так же ∫∫
G

R[x, y, ϕ1(x, y)] dxdy =

∫∫
S

(2)
1

R(x, y, z) dxdy,

где снова интеграл берется по той стороне поверхности S
(2)
1 , нормаль к которой

образует о осью Oz острый угол и, следовательно,∫∫
G

R[x, y, ϕ1(x, y)] dxdy = −
∫∫
S

(2)
1

R[x, y, z) dxdy,

если поверхностный интеграл берется по внешней стороне участка S(2)
1 границы

тела T . Так как интеграл
∫∫
S

(2)
1

R(x, y, z) dxdy по цилиндрической части поверхности

равен нулю, то∫∫∫
T

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫
S

(2)
2

Rdxdy +

∫∫
S

(2)
3

Rdxdy +

∫∫
S

(2)
1

Rdxdy =

∫∫
∂T

Rdxdy. (12)
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Если T — произвольное допустимое тело, то, разбив его на конечное число
тел первого специального вида T1, T2, . . . , Tk и просуммировав равенства∫∫∫

Ti

∂R

∂z
dxdydz =

∫
∂T

Rdxdy, i = 1, 2, . . . , k,

справедливость которых уже доказана, получим равенство (12) для всего тела T .

Аналогичным образом находим, что∫∫∫
T

∂Q

∂y
dxdydz =

∫∫
∂T

Qdzdx, (13)

∫∫∫
T

∂P

∂x
dxdydz =

∫∫
∂T

P dydz. (14)

Сложив (12), (13) и (14), получаем формулу Гаусса–Остроградского.

Формулу Гаусса–Остроградского можно записать в иной, более компактной
форме. Прежде всего, перейдя к поверхностным интегралам первого рода, будем
иметь:∫∫∫

T

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

∫∫
∂T

(P cosλ+Q cosμ+R cos ν) dσ,

где λ, μ и ν — углы внешней нормали к границе ∂T тела T с положительны-
ми направлениями осей координат. Предположим теперь, что P (x, y, z), Q(x, y, z),
R(x, y, z) — проекции на оси Ox, Oy и Oz соответственно векторной функции
F (x, y, z), так что

P = |F | cosα, Q = |F | cosβ, R = |F | cos γ,

где α, β, γ — углы вектора F (x, y, z) о осями координат. Тогда

P cosα +Q cosβ +R cos γ = |F | (cosλ cosα + cosμ cosβ + cos ν cos γ) = |F | cosϕ,

где ϕ — угол между направлением внешней нормали и направлением вектора F .
Поэтому ∫∫∫

T

(
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

)
dxdydz =

∫∫
∂T

|F | cosϕdσ.

Здесь Fx, Fy, Fz — проекции вектора F на координатные оси. Выражение
∂Fx
∂x

+

∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

называют дивергенцией вектора F и обозначают divF . Следовательно,

∫∫∫
T

divF dxdydz =

∫
∂

|F | cosϕdσ. (15)
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Интеграл
∫
∂

|F | cosϕdσ называется потоком вектора F через поверхность

S, по аналогии с потоком жидкости, имеющим скорость F (см. задачу 4 в § 1
данной главы), величина divF , согласно формуле (15), характеризует количество
жидкости, которое или втекает через источник в пространство, ограниченное за-
мкнутой поверхностью S, или вытекает из него через стоки. Такое физическое
истолкование допускает формула Гаусса–Остроградского.
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Глава XX

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ

§ 1. Тензоры и операции над ними

Пусть X — евклидово пространство или, более обще, векторное пространство
конечной размерности над полем R вещественных чисел. Декартово произведение
X ×X × . . .×X (k раз) будем обозначать Xk.

Рассмотрим множество Tk(X) всех полилинейных форм T : Xk → R или,
что с точностью до изоморфизма одно и то же, множество всех ковариантных
тензоров k-го ранга, короче, k-тензоров, определенных на X (ом. § 4 гл. XII). Как
уже было отмечено ранее, Tk(X) является линейным пространством над R, если
положить, что

(T1 + T2)(x1, . . . , xk) = T1(x1, . . . , xk) + T2(x1, . . . , xk),

(λT )(x1, . . . , xk) = λT (x1, . . . , xk)

для x1, . . . , xk ∈ X.

Пусть Tk(X) и Tl(X) — два таких пространства. Двум любым тензорам T ∈
Tk(X) и S ∈ Tl(X) поставим в соответствие третий тензор P , принадлежащий
пространству Tk+l(X) и определяемый равенством

P (x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) = T (x1, . . . , xk)S(xk+1, . . . , xk+l)).

Этот новый тензор обозначим T⊗S и назовем тензорным произведением тензоров
T и S.

Отметим сразу, что тензорное произведение не обладает свойством коммута-
тивности, т.е. в общем случае T ⊗ S не равно S ⊗ T . Например, если T ∈ T3(X) и
S ∈ T 4(X), то

T ⊗ S(x1, . . . , x7) = T (x1, x2, x3)S(x4, x5, x6, x7),

в то время как

S ⊗ T (x1, . . . , x7) = S(x1, x2, x3, x4)T (x5, x6, x7).
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Без труда проверяется следующие свойства тензорного произведения:
1) (T1 + T2) ⊗ S = T1 ⊗ S + T2 ⊗ S;
2) T ⊗ (S1 + S2) = T ⊗ S1 + T ⊗ S2;
3) (T ⊗ S) ⊗ P = T ⊗ (S ⊗ P );
4) (λT ) ⊗ S = T ⊗ (λS) = λ(T ⊗ S);
5) (S ⊗ T )(x1, x2, xm) = (T ⊗ S)(xσ0(1), xσ0(2), . . . , xσ0(m)), где T ∈ Tk(X), S ∈

Tl(X), k+ l = m, и σ0 — перестановка чисел 1, 2, . . . , m, определяемая равенствами

σ0(i) =

⎧⎨⎩l + i для 0 ≤ i ≤ k,

i− k для n+ 1 ≤ i ≤ m.

Так как тензорное произведение обладает свойством ассоциативности, то (T⊗S)⊗
P обозначается просто T ⊗S⊗P . По индукции, это определение распространяется
на любое конечное число сомножителей.

Так, например, если l1, l2, . . . , lk — линейные функционалы, определенные на
X, или, в новой терминологии, тензоры первого ранга, принадлежащие простран-
ству T1(X) = X∗, сопряженному с пространством X, то полилинейная форма

T (x1, x2, . . . , xk) = l1(x1) l2(x2) · . . . · lk(xk)

есть тензорное произведение функционалов l1, l2, . . . , lk, т.е.

T = l1 ⊗ l2 ⊗ · · · ⊗ lk. (1)

Покажем, что любой тензор k-го ранга может быть представлен как линейная
комбинация тензоров вида (1).

Будем говорить, что элементы x1, x2, . . . , xm ∈ X и функционалы f1, f2, . . . , fm
∈ X∗ образуют биортогональную систему, если fi(xj) = δij , где δii = 1 и δij = 0
при i �= j. Легко проверять, что и элементы, и функционалы биортогональной
системы линейно независимы. В частности, если x1, x2, . . . , xn образуют базис про-
странства X, то биортогональная система функционалов является базисом про-
странства X∗. В курсах линейной алгебры доказывается, что в случае конечно-
мерности линейного пространства X, биортогональные базисы в X и X∗ всегда
существуют.

Теорема 1. Пусть a1, a2, . . . , an — базис пространства X и ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn
— биортогональный (дуальный) базис сопряженного пространства X∗, так что
ϕi(aj) = δij. Тогда множество всех тензорных произведений вида ϕi1 ⊗ ϕi2 ⊗ ϕik ,
где i1, i2, . . . , ik принимают независимо друг от друга значения 1, 2, . . . , n, есть
базис пространства Tk(X).

Доказательство. Возьмем произвольный тензор T ∈ Tk(X) и k любых век-
торов x1, x2, . . . , xk ∈ X. Имеем:

xi =
n∑

ji=1

ξjii aji, i = 1, 2, . . . , k.
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Поэтому

T (x1, x2, . . . , xk) = T

( n∑
j1=1

ξj11 aj1,

n∑
j2=1

ξj22 aj2, . . . ,

n∑
jk=1

ξjkk ajk

)
=

=

n∑
j1=1

n∑
j2=1

n∑
jk=1

ξj11 ξ
j2
2 · · · ξjkk T (aj1, aj2, . . . , ajk).

Теперь заметим, что в силу биортогональности систем {ai} и {ϕj}

ξj11 ξ
j2
2 · · · ξjkk = ϕj1(x1)ϕj2(x2) · · ·ϕjk(xk) =

= ϕj1 ⊗ ϕj2 ⊗ . . .⊗ ϕjk(x1, x2, . . . , xk).

Следовательно,
T (x1, x2, . . . , xk) =

=
n∑

j1=1

n∑
j2=1

n∑
jk=1

T (aj1, aj2, . . . , ajk)ϕj1 ⊗ ϕj2 ⊗ . . .⊗ ϕjk(x1, x2, . . . , xk).

Итак, каждый тензор T ∈ Tk(X) представим в виде линейной комбинации
агрегатов ϕj1 ⊗ϕj2 ⊗ . . .⊗ϕjk , и остается доказать однозначность такого представ-
ления.

Пусть существуют два представления:

T =

n∑
j1=1

n∑
j2=1

n∑
jk=1

τj1j2...jk ϕj1 ⊗ ϕj2 ⊗ . . .⊗ ϕjk =

=
n∑

j1=1

n∑
j2=1

n∑
jk=1

τ ′j1,j2,...jk ϕj1 ⊗ ϕj2 ⊗ . . .⊗ ϕjk ,

т.е.
n∑

j1=1

n∑
j2=1

n∑
jk=1

θj1j2...jk ϕj1 ⊗ ϕj2 ⊗ . . .⊗ ϕjk = 0,

где θj1j2...jk = τj1j2...jk − τ ′j1j2...jk . Это значит, что

n∑
j1=1

n∑
j2=1

n∑
jk=1

θj1j2...jk ϕj1 ⊗ ϕj2 ⊗ . . .⊗ ϕjk(x1, x2, . . . , xk) = 0 (2)

для любого набора векторов x1, x2, . . . , xk ∈ X. Полагая x1 = ar1 , . . . , xk = ark ,
получим из (2):

n∑
j−1=1

n∑
j2=1

n∑
jk=1

θj1j2...jkϕj1(ar1)ϕj2(ar2) · · ·ϕjk(ark) = 0. (3)

С учетом биортогональности систем {ai} и {ϕj}, находим из (3), что θr1...rk = 0,
т.е. τr1...rk = τ ′r1...rk . Так как набор чисел r1, . . . , rk произволен, теорема доказана.
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Из доказанной теоремы, в частности, следует, что если размерность простран-
ства X есть n, то размерность пространства Tk(X) есть nk.

Подобно тому как линейный оператор A, действующий из векторного про-
странства X в векторное пространство Y , порождает сопряженный оператор, дей-
ствующий из Y ∗ в X∗ и определяемый равенством

(A∗�)(x) = �(Ax), � ∈ Y ∗,

точно так же такой оператор A порождает оператор A∗, действующей из Tk(Y ) в
Tk(X) и определяемый аналогичной формулой.

Именно, пусть T ∈ Tk(Y ). Тогда T (Ax1, . . . , Axk), где x1, . . . , xk ∈ X, есть
k-тензор на X, который обозначим T ∗:

T ∗(x1, . . . , xk) = T (Ax1, . . . , Axk).

Соответствие T → T ∗, как легко проверить, линейно, и операторA∗, определяемый
равенством A∗T = T ∗, есть линейный оператор из Tk(Y ) в Tk(X). Итак,

(A∗T )(x1, . . . , xk) = T (Ax1, . . . , Axk).

Покажем, что A∗(T ⊗ S) = AT ⊗ A∗S, где T ∈ Tk(Y ), S ∈ Tl(Y ). Имеем, по
определению:

A∗(T ⊗ S)(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) = (T ⊗ S)(Ax1, . . . , Axk, Axk+1, . . . , Axk+l) =

= T (Ax1, . . . , Axk) · S(Axk+1, . . . , Axk+l) =

= (A∗T )(x1, . . . , xk) · (A∗S)(xk+1, . . . , xk+l) = (A∗T ⊗A∗S)(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l),

и требуемое равенство доказано.

Рассмотрим несколько подробнее антисимметриские k-тензоры, т.е. такие, что

T (x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xk) = −T (x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xk).

Множество Λk(X) всех антисимметрических тензоров k-го ранга есть, очевидно,
линейное подпространство пространства Tk(X).

Мы уже отмечали (см. § 1 гл. XVIII), что если значения двух аргументов ан-
тисимметрического k-тензора T совпадают или если один из аргументов является
линейной комбинацией остальных, то значение T при таких значениях аргументов
равно нулю. Поэтому, если размерность пространства X есть n, то при k > n все
антисимметрические k-тензоры тождественно равны нулю.

Пусть дан произвольный тензор T ∈ Tk(X). Построим новый тензор AltT ∈
Tk(X), определяемый равенством

Alt (x1, x2, . . . , xk) =
1

k!

∑
σ

sign σ T (σ(1), . . . , xσ(k)),

где (σ(1), . . . , σ(k)) — некоторая перестановка чисел 1, 2, . . . , k, сумма распростра-
няется на все такие перестановки, и sign σ = ±1 в зависимости от четности или
нечетности перестановка σ.
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Переход от тензора T к тензору AltT называется операцией альтернирования
тензора T .

Покажем, что AltT ∈ Λk(X). В самом деле, пусть индексы i и j меняются
местами, и положим, что σ′ = σ ◦ (i, j), т.е. что σ′ есть композиция перестановки
σ и перестановки (i, j), меняющей местами индексы i и j. Легко проверить, что
sign σ′ = −sign σ и поэтому

(AltT )(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xk) =

=
1

k!

∑
σ

sign σ · T (xσ(1), . . . , xσ(j), . . . , xσ(i), . . . , xσ(k)) =

=
1

k!

∑
σ

sign σ · T (xσ′(1), . . . , xσ′(i), . . . , xσ′(j), . . . , xσ′(k)) =

=
1

k!

∑
σ′

(−sign σ′) · T (xσ′(1), . . . , xσ′(i), . . . , xσ′(j), . . . , xσ′(k)) =

= −(AltT )(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xk),

так как когда σ пробегает множество Sk всех перестановок чисел 1, 2, . . . , k, то σ′

также пробегает это множество.

Докажем, что если T ∈ Λk(X), то AltT = T . Прежде всего, заметим, что
если σ — транспозиция, т.е. перестановка, изменяющая лишь два индекса i, j (и,
следовательно, sign σ = −1), то, по определений антисимметичности тензора,

T (xσ(1), . . . , xσ(k)) = sign σ · T (x1, . . . , xk).

Умножив это равенство на sign σ, получим:

sign σ · T (xσ(1), . . . , xσ(k)) = T (x1, . . . , xk). (4)

Если σ — произвольная перестановка, то она моими быть представлена как произ-
ведение транспозиций σ1 ◦ σ1 ◦ . . . ◦ σm, и так как знак произведения перестановок
равен произведению знаков этих перестановок, из равенства (4) следует:

sign σ · T (xσ(1), . . . , xσ(k)) =

= sign σ1 · · · sign σm · T (xσ1◦...◦σm(1), . . . , xσ1◦...◦σm(k)) =

= sign σ2 · · · sign σm · · ·T (xσ2◦...◦σm(1), . . . , xσ2◦...◦σm(k)) = . . . =

T (x1, . . . , xk).

Но тогда
(AltT )(x1, . . . , xk) =

1

k!

∑
σ

sign σ · T (xσ(1), . . . , xσ(k)) =

=
1

k!

∑
σ

T (x1, . . . , xk) = T (x1, . . . , xk).

Теорема доказана.
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Отметим еще следующие равенства:
1) Alt (AltT ) = AltT , что легко следует из предыдущего;
2) Alt (λ1T1 + λ2T2) = λ1T1 + λ2AltT2, что очевидно.

Лемма. Если T ∈ Tk(X) и S ∈ Tl(X), причем AltT = 0, то Alt (T ⊗ S) = 0.

Доказательство. Пусть Sk+l — группа всех перестановок чисел 1, 2, . . . , k, k+
1, . . . , k + l. В силу определения операции альтернирования, будим иметь для лю-
бых x1, x2, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l ∈ X:

(k + l)! Alt (T ⊗ S)(x1, . . . , xk, xk+1, xk+l) =

=
∑
σ∈Sk+l

sign σ · T (xσ(1), . . . , xσ(k)) · S(xσ(k+1), . . . , xσ(k+l)).
(5)

Пусть S(1) — подгруппа группы Sk+l, состоящая из перестановок, оставляю-
щих на месте числа k + 1, k + 2, . . . , k+?. Тогда Sk+l разбивается на непересекаю-
щиеся смежные классы σ̃ = {σ1 ◦ σ}, где σ — любой представитель класса σ̃ и σ1

пробегает S(1). Поэтому∑
σ∈Sk+l

sign σ · T (xσ(1), . . . , xσ(k))S(xσ(k+1), . . . , σ(k+l)) =

=

n∑
i=1

∑
σ1∈S(1)

sign σ1 · · · sign σ · T (xσ1◦σ(1), . . . , xσ1◦σ(k))S(xσ1◦σ(k+1), . . . , xσ1◦σ(k+l)),

(6)
где под знаком внутренней суммы σ есть некоторый фиксированный представи-
тель класса σ̃. Полагая xσ(i) = yi, так что xσ1◦σ(i) = yσ1(i), будем иметь:∑

σ1∈S(1)

sign σ1 · sign σ · T (xσ1◦σ(1), . . . , xσ1◦σ(k))S(xσ1◦σ(k+1), . . . , xσ1◦σ(k+l)) =

= sign σ ·
∑

σ1∈S(1) sign σ1 · T (yσ1), . . . , yσ1(k))S(yσ1(k+1), . . . , yσ1(k+l)) =

= sign σ ·
∑

σ1∈S(1)

sign σ1 · T (yσ(1), . . . , yσ(k)) · S(yk+1, . . . , yk+l) =

= sign σ · S(yk+1, . . . , yk+l)
∑

σ1∈S(1)

sign σ1 · T (yσ1(1), . . . , yσ1(k)).

(7)

Пусть σ′
1 ∈ Sk производит ту же перестановку чисел 1, 2, . . . , k, что и σ1. Тогда

sign σ′
1 = sign σ1, и, следовательно,∑

σ1∈S(1)

sign σ1 · T (yσ1(1), . . . , yσ1(k)) =

=
∑
σ′1∈Sk

sign σ′
1 · T (yσ′1(1), . . . , yσ′1(k)) = k!AltT (y1, . . . , yk) = 0.

Но тогда, в силу равенства (7),∑
σ1∈S(1)

sign σ1 · sign σ · T (xσ1◦σ(1), . . . , xσ1◦σ(k)) · S(xσ1◦σ(k+1), . . . , xσ1◦σ(k+l)) = 0,
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а следовательно, согласно (5) и (6),

Alt (T ⊗ S)(x, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) = 0,

что требовалось доказать.

Пусть T ∈ Λk(X) и S ∈ Λl(X). Тенэорное произведение T ⊗S в общем случае
не будет антисимметрическим тензором. Так, если T = T (x1, x2) ∈ Λ2(X), S =
S(x1, x2, x3) ∈ Λ3(X), то хотя

(T ⊗ S)(x2, x1, x3, x5) = −(T ⊗ S)(x1, x2, x3, x4, x5),

но вообще
(T ⊗ S)(x3, x2, x1, x4, x5) �= −(T ⊗ S)(x1, x2, x3, x4, x5).

Поэтому в случае антисимметрических тензоров вместо тензорного произведения
двух или более тензоров вводят новую операцию, в реэультате которой получается
снова антисимметрический тензор. Именно, если ∈ Λk(X), S ∈ Λl(X), построим
новый тензор T ∧ S, полагая

T ∧ S =
(k + l)!

k!l!
Alt (T ⊗ S),

и назовем его внешним произведением тензоров T и S. Согласно предыдущему,
T ∧ S — антисимметрический тензор.

В дальнейшем антисимметрические тензоры будем обозначать малыми бук-
вами греческого алфавита: α, β, γ, . . . , ξ, η, . . . , ω.

Без труда можно проверить, что

(ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η,

ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2.

Докажем, что
1) η ∧ ω = (−10k+lω ∧ η, если ω ∈ Λk(X), η ∈ Λl(X);
2) A∗(ω ∧ η) = A∗ω ∧ A∗η, если A : X → Y линейный оператор и ω ∈ Λk(Y ),

η ∈ Λl(Y ).
Имеем:

η ∧ ω(x1, . . . , xl, xl+1, . . . , xk+l) =

=
(k + k)!

k!l!
Alt (η ⊗ ω)(x1, . . . , xl, xl+1, . . . , xk+l) =

=
(k + l)!

k!l!
Alt (ω ⊗ η)(xσ0(1), . . . , xσ0(k), xσ0(k+1), . . . , xσ0(k+l)) =

=
(k + l)!

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sign σ · (ω ∧ η)(σ).

Здесь мы воспользовались свойством (5) тензорного произведения. Далее, умно-
жив обе части полученного равенства на (sign σ0)

2 = 1 и заметив, что когда σ
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пробегает всю группу Sk+l перестановок k+ l чисел, то σ′ = σ ◦σ0 пробегает ту же
группу, получим:

(η ∧ ω)(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) = sign σ0
(k + l)!

k!l!
· 1

(k + l)!
×

×
∑

σ∈Sk+l

sign σ · sign σ0 · (ω ∧ η)(xσ◦σ0(1), . . . , xσ◦σ0(k), xσ◦σ0(k+1), . . . , xσ◦σ0(k+l)) =

= sign σ0 ·
(k + l)!

k!l!
· 1

(k + l)!
·
∑

σ′∈Sk+l

sign σ′(ω∧η)(xσ′(1), . . . , xσ′(k), xσ′(k+1), . . . , xσ′(k+l)) =

= sign σ0 · (ω ∧ η)(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l).

Подсчитаем sign σ0. В этой перестановке число инверсий равно числу пар
(i, j), для которых σ0(i) > σ0(j) при i < j. Но это будет лишь в том случае, когда
1 ≤ i ≤ k и k + 1 ≤ j ≤ k + l, так как только при этом

σ0(j) − σ0(i) = (j−?) + (l + i) = l − (l + i) < 0.

Поэтому инверсии будут получаться при комбинации каждого i из [1, k] с каждым
j из [k + 1, l + k], т.е. их число будет равно kl. Следовательно, sign σ0 = (−1)kl, и
тогда

(η ∧ ω) = (−1)kl(ω ∧ η),
что требовалось доказать.

Из доказанного равенства следует, в частности, что

ϕi ∧ ϕj = −ϕj ∧ ϕi при i �= j и ϕi ∧ ϕi = 0,

где {ϕi} — базис в X∗, дуальный базису {ai} в пространстве X.

Переходим к доказательству второго утверждения. Имеем:

A∗(ω ∧ η)(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l) =

= (ω ∧ η)(Ax1, . . . , Axk, Axk+1, . . . , Axk+l) =

=
(k + l)!

k!l!
· 1

(k + l)!

∑
σ∈Sk+l

sign σ · ω(Axσ(1), . . . , Axσ(k))η(Axσ(k+1), . . . , Axσ(k+l)) =

=
(k + l)!

k!l!
· 1

(k + l)!

∑
σ∈Sk+l

sign σ · (A∗ω)(xσ(1), . . . , xσ(k))(A
∗η)(xσ(k+1), . . . , xσ(k+l)) =

= (A∗ω ∧ A∗η)(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+l),

что требовалось доказать.

Покажем, что внешнее произведение обладает свойством ассоциативности,
т.е. если ω ∈ Λk(X), η ∈ Λl(X) и θ ∈ Λm(X), то

(ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ). (8)
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Так как
(ω ∧ η) ∧ θ =

(k + l +m)!

(k + l)!m!
Alt [(ω ∧ η) ⊗ θ],

ω ∧ (η ∧ θ) =
(k + l +m)!

k!(l +m)!
Alt [ω ⊗ (η ∧ θ),

то равенство (8) будет доказано, если мы установим, что

(k + l +m)!

(k + l)!m!
Alt (ω∧η)∧θ] =

(k + l +m)!

k!l!m!
Alt [ω⊗η⊗θ] =

(k + l +m)!

k!(l +m)!
Alt [ω⊗(η∧θ)].

(9)
Далее,

Alt [(ω ∧ η) ∧ θ] =
(k + l)!

k!l!
Alt [Alt (ω ⊗ η) ∧ θ],

и надо, следовательно, показать, что

Alt [Alt (ω ⊗ η) ⊗ θ] = Alt [ω ⊗ η ⊗ θ], (10)

или
Alt {[Alt (ω ⊗ η) − ω ⊗ η] ⊗ θ} = 0.

Но
Alt [Alt (ω ⊗ η) − ω ⊗ η] = Alt [Alt (ω ⊗ η)] − Alt (ω ⊗ η) = 0,

откуда следует, в силу леммы 1, если положить в ней T = Alt (ω⊗η)−ω⊗η, S = θ,
справедливость равенства (11).

Аналогично доказывается второе равенство (9).

Произведение (ω∧η)∧θ = ω∧ (η∧θ) обозначим просто ω∧η∧θ. По индукции
определяется ω1 ∧ ω2 ∧ . . . ∧ ωr, и легко доказывается, что

ω1 ∧ ω2 ∧ . . . ∧ ωr =
(k1 + k2 + . . .+ kr)!

k1!k2! · · · kr!
Alt (ω1 ⊗ ω2 ⊗ · · · ⊗ ωr),

если ωi ∈ Λki
(X), i = 1, 2, . . . , r.

Рассмотрим произведение вида ϕi1 ∧ϕi2 ∧ · · · ∧ϕir . Если хотя бы два индекса
im и il совпадают, то это произведение равно нулю. Так как перестановка сомно-
жителей в произведении ϕi1 ∧ ϕi2 ∧ · · · ∧ ϕir может изменись лишь его знак, то с
точностью до знака такое произведение можно записать в виде ϕi1 ∧ϕi2 ∧ · · ·∧ϕir ,
где i1 < i2 < . . . < ir.

Теорема 2. Если ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn — базис в X∗, дуальный базису a1, a2, . . . , an
пространства X, то множество произведений вида ϕi1 ∧ ϕi2 ∧ · · · ∧ ϕik , 1 ≤ i1 <
i2 < . . . < ik ≤ n, образуют базис пространства Λk(X).

Доказательство. Пусть ω ∈ Λk(X) ⊂ Tk(X). Согласно теореме 1,

ω =
∑
i1,...,ik

αi1...ik ϕi1 ⊗ . . .⊗ ϕik .

Поэтому
ω = Altω =

∑
i1,...,ik

αi1...ik Alt (ϕi1 ⊗ . . .⊗ ϕik),
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и так как Alt (ϕi1 ⊗ . . .⊗ ϕik) отличается от ϕi1 ∧ . . . ∧ ϕik лишь постоянным мно-
жителем, то

ω =
∑

i1<i2<...<ik

βi1i2...ik ϕi1 ∧ ϕi2 ∧ . . . ∧ ϕik .

Остается доказать однозначность такого представления. Для этого покажем, что
(ϕi1 ∧ . . . ϕik)(ai1 , . . . , aik) = 1 и (ϕi1 ∧ . . . ϕik)(aj1, . . . , ajk) = 0, если хотя бы один
индекс is не совпадает с соответствующим индексом js. В самом деле,

(ϕi1 ∧ . . . ∧ ϕik)(ai1 , . . . , aik) = k! Alt (ϕi1 ⊗ . . .⊗ ϕik)(ai1 , . . . , aik) =

=
∑
σ∈Sk

sign σ (ϕi1 ⊗ . . .⊗ ϕik)(ai1 , . . . , aik) = 1

в силу биортогональности систем {ϕi} и {aj}. Аналогично проверяется второе
утверждение. Но тогда однозначность представления (12) доказывается как и вы-
ше (для пространства Tk(X)).

Следствия.

1. Пусть ω ∈ Λk(X). Поскольку функционалами, биортогональными стан-
дартному базису e1, e2, . . . , en, являются π1, π2, . . . , πn

43, то за общий вид анти-
симметрического k-тензора в Rn можно принять выражение∑

i1<i2<...<ik

ωi1i2...ik πi1 ∧ πi2 ∧ . . . ∧ πik .

2. Размерность пространства Λk(X) есть Ck
n =

n!

k!(n− k)!
, где n — размер-

ность пространства X. В частности, размерность Λn(R
n) равна единице, и мы

снова приходим к теореме о том, что в пространстве Rn все антисимметри-
ческие тензоры n-го ранга кратны определителю.

3. Пусть a1, a2, . . . , an — базис пространства X и ω ∈ Λn(X). Для любых

векторов xi =
n∑
j=1

ξji aj, i = 1, 2, . . . , n, имеем:

ω(x1, . . . , xn) = det(ξji )ω(a1, . . . , an).

В самом деле, по теореме 1 из § 1 гл. XVIII, ω(x1, . . . , xn) = λ det(ξji ). Взяв,
в частности, xi = ai, i = 1, 2, . . . , n, получим: det(ξji ) = 1, следовательно, λ =
ω(x1, . . . , xn).

§ 2. Касательные пространства и дифференциальные формы

Пусть D — некоторое множество пространства Rn и a ∈ D — предельная
точка этого множества. По аналогии с касательным вектором к кривой в данной
точке определим касательный вектор к множеству D в точке a.

43πi — проекция на ei.
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Возьмем последовательность {an} ⊂ D, сходящуюся к a и рассмотрим еди-

ничные векторы bn =
an − a

|an − a| . Если последовательность векторов {bn} имеет ко-

нечный предел b0, то пару (a, x), где x = tb0, 0 ≤ t < +∞, назовем вектором,
касательным к множеству D в точке a.

Если считать Rn афинным пространством, то касательный вектор (a, x) мож-
но рассматривать как вектор x, приложенный к точке a.

Беря различные последовательности {an} ⊂ D, сходящиеся к a, будем полу-
чать в общем различные касательные векторы к множеству D в точке a.

Согласно нашему определению, среди касательных векторов имеется «нуле-
вой» вектор (a, 0), если касательные векторы к данному множеству в данной точке
существуют. Несколько расширяя определение касательного вектора, условимся
считать, что нулевой вектор является касательный к D в любой точке a ∈ D
любого множества D.

Касательные векторы (a, x) будем также обозначать xa. Совокупность всех
векторов, касательных к множеству D в точке a, обозначим TDa.

Если xa, ya ∈ TDa, то сумма xa + ya векторов xa, ya, приложенных к точке a,
может и не быть касательным вектором. Пусть, например, D есть совокупность
двух гладких кривых на плоскости, пересекающихся в точке a, под углом, отлич-
ным от нуля. Тогда TDa будет содержать два касательных вектора xa и ya (рис.
74), но их сумма не будет вектором, касательным к D в точке a. Однако во многих
случаях TDa можно наделить структурой линейного пространства, полагая

(a, x) + (a, y) = (a, x+ y), λ(x, a) = (a, λx),

, или, в других обозначениях,

xa + ya = (x+ y)a, λxa = (λx)a,

т.е. складывая касательные вектора и умножая их на вещественные числа как
векторы, приложенные к точке a афинного пространства Rn.

ya xa

Рис. 74

В дальнейшем, не оговаривая этого особо, будем предполагать, что TDa для
всех точек a ∈ D есть линейное пространство некоторой размерности p, 0 < p < n.
Назовем это пространство касательным к D в точке a. В частности, если D —
открытое множество, то TDa, очевидно, n-мерное и обозначается Rn

a .
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В пространстве TDa можно ввести внутреннее произведение векторов xa и
ya, полагая

〈xa, ya〉 = 〈x, y〉 =

p∑
i=1

xiyi

или, в других обозначениях,

〈(a, x), (a, y)〉 = 〈x, y〉,

а также орты (b1)a, (b2)a, . . . , (bp)a, 〈(bi)a, (bj)a〉 = δij. Таким образом, TDa стано-
вится p-мерным эвклидовым пространством. Если D — открытое множество в Rn,
то в качестве базиса в Rn

a можно взять

(e1)a, (e2)a, . . . , (en)a,

где e1, e2, . . . , en — стандартный базис пространства Rn (рис. 75).

a

e1

e2

e3

(e1)a

(e2)a

(e3)a

Рис. 75

В пространстве TDa можно рассматривать линейные функционалы. Пусть
�a(xa) — такой функционал. Тогда он имеет вид (см. § 4 гл. X)

�a(xa) = 〈xa, ua〉.

Но так как
〈xa, ua〉 = 〈x, u〉, u ∈ Rn,

то
�a(xa) = 〈x, u〉 = �(x), (1)

где � — линейный функционал в пространстве Rn, определяемый вектором u. Та-
ким образом, каждый линейный функционал на TDa порождается некоторым ли-
нейным функционалом из (Rn)∗. Заметим, что хотя �(x) определен на всем Rn,
равенство (1) имеет смысл лишь для таких векторов x ∈ Rn, которые, будучи
приложены к точке a, попадают в касательное пространство TDa.

В случае, когдаD ⊂ Rn открыто и, следовательно, для любых x, u определены
xa, ua ∈ Rn

a , то и обратно, каждый линейный функционал � ∈ (Rn)∗ порождает, по
формуле (1) линейный функционал �a ∈ (Rn

a)
∗.

566



Далее в настоящем параграфе будем всюду предполагать, что D — открытое
множество пространства Rn, в частности все Rn.

Часто при рассмотрении касательных пространств используются и другие
обозначения, например, точки множества D обозначают буквами x, y, z, . . ., а век-
торы касательного пространства TDa — символами dx, dy, dz, . . ..

В пространстве Ra
n, a ∈ D, как и в любом n-мерном векторном пространстве,

можно определить k-тензоры, в результате чего получим пространства Tk(Rn
a) и

Λk(R
n
a). Если T ∈ Tk(Rn

a), то естественно считать, что компоненты ti1...tk тензора
T зависит от a, и при изменении a ∈ D получается переменный тензор

T (a)
[
(x1)a, . . . , (xk)a

]
=

n∑
i1,...,ik=1

ti1...tk(a)
[
(x1)a, . . . , (xk)a

]
,

или, как часто говорят, тензорное поле, определенное на D.

Тензоры ω(a) ∈ Λk(R
n
a) называются k-формами. Если ϕ1(a), . . . , ϕn(a) — базис,

дуальный стандартному баэису (e− 1)a, . . . , (en)a, то

ω(a)
[
(x1)a, . . . , (xk)a

]
=
∑

i1<...<ik

ωi1...ik(a) [ϕi1(a) ∧ . . . ∧ ϕik(a)
] [

(x1)a, . . . , (xk)a
]
,

или, короче (опустив аргументы тензоров),

ω(a) =
∑

i1<...<ik

ωi1...ik(a)ϕi1 ∧ . . . ∧ ϕik ,

где ωi1...ik(a) — скалярные функции векторного аргумента.

Форма ω(a) (тензорное поле) называется непрерывной на D, если все коэффи-
циенты ωi1...ik(a) непрерывны на этом множестве; дифференцируемой, если таковы
все ωi1...ik(a), и т.д. Будем предполагать, что ωi1...ik(a) ∈ C∞(D), т.е. являются лю-
бое число раз непрерывно дифференцируемыми функциями.

Условимся скалярную функцию f(a), a ∈ D, рассматривать как форму ну-
левого ранга, и тогда вместо f(a) · ω(a) иногда будем писать f(a) ∧ ω(a). Форму
нулевого ранга, а также всякую форму первого ранга будем, кроме того, считать
принадлежащими пространству Λk(R

n
a).

Пусть функция f : D → R дифференцируема во всех точках a ∈ D. Тогда
f ′(a) есть линейный функционал, или, в соответствии с нашим соглашением, ан-
тисимметрический тензор первого ранга на Rn. Этот 1-тензор порождает 1-форму
df(a) на Rn, определяемую равенством

df(a)(x)a = f ′(a) x. (2)

Если � — линейная функция (линейный Функционал) из Rn в R и, следовательно,
�′(a) = � — тождественно на Rn, то также d�(a) ≡ �, т.е. d�(xa) = �(x) независимо
от выбора точки a в пространстве Rn.

Рассмотрим, в частности, проекции πi на орты ei стандартного базиса про-
странства Rn:

πi : Rn → R, i = 1, 2, . . . , n.

567



Эти проекции порождают 1-формы dπi(a), которые в силу их независимости от
точки a ∈ Rn обозначим dπi. Согласно равенству (2),

dπi(xa) = πi(x) = xi,

т.е. форма dπi ставит в соответствие вектору xa ∈ Rn
a его i-ю координату в базисе

{(ei)a}. Но это означает, что dπi, i = 1, 2, . . . , n, образует в (Rn
a)

∗ базис, дуальный
стандартному базису {(ei)a}. Поэтому, согласно теореме 2 из § 1 данной главы,
любую k-форму ω(a) ∈ Δk(R

n
a) можно записать в виде

ω(a) =
n∑

i1<...<ik

ωi1...ik dπ
i1 ∧ . . . ∧ dπik .

Формы dπi часто обозначают dxi, и тогда два предыдущих равенства принимают
вид:

dxi(xa) x
i, (3)

ω(a) =
∑

i1<...<ik

ωi1...ik dx
i1 ∧ . . . ∧ dxik . (4)

Подчеркнем еще раз, что 1-формы dxi ∈ Λ1(R
n
a), i = 1, 2, . . . , n, не зависят от

a, т.е. являются одинаковыми для всех точек a пространства Rn и образуют базис
в Λ1(R

n
a).

В силу представления (4), k-формы из Λk(R
n
a) называются дифференциаль-

ными формами. В сокращенном виде их записывают следующий образом:

ω =
∑

i1<...<ik

ωi1...ik dx
i1 ∧ . . . ∧ dxik ,

опуская переменную точку a под знаком тензора ω и скалярных функций ωi1...ik .

Примеры.

1. Мы ввели 1-форму df(a)(xa). Выразим ее через базисные дифференциаль-
ные формы. Имеем:

df(a)(xa) = f ′(a) x =
n∑
i=1

Dif(a) xi =
n∑
i=1

Di(a) dx
i(xa).

Так как вектор xa произволен, то, используя краткую запись, получим:

df(a) =
n∑
i=1

Dif(a) dxi,

т.е. df(a) есть дифференциал функции f (что, впрочем, и следовало ожидать),
рассматриваемый, однако, как тензор первого ранга.

2. Нетрудно подсчитать, как выражается через dxi, i = 1, 2, . . . , n, форма
df1 ∧ . . . ∧ dfn, где fj, j = 1, 2, . . . , k, — скалярные функции, определенные и диф-
ференцируемые на D. Чтобы избежать громоздких преобразований, проведем вы-
числения, например, для 2-формы df1 ∧ df2 в пространстве R3

a. Имеем:

df1 = D1f1 dx
1 +D2f1 dx

2 +D3f1 dx
3,
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df1 = D1f2 dx
1 +D2f2 dx

2 +D3f2 dx
3.

Отсюда, пользуясь дистрибутивностью и антикоммутативностью внешнего произ-
ведения, находим:

df1 ∧ df2 = (D1f1 dx
1 +D2f1 dx

2 +D3f1 dx
3) ∧ (D1f2 dx

1 +D2f2 dx
2 +D3f2 dx

3) =

= (D1f1 ·D2f2 −D2f1 ·D1f2) dx
1 ∧ dx2 + (D1f1 ·D3f2 −D3f1 ·D1f2) dx

1 ∧ dx3+

+(D3f1 ·D3f2 −D3f1 ·D2f2) dx
2 ∧ dx3 =

=
n∑

i1<i2

D(f1, f2)

D(xi1, xi2)
dxi1 ∧ dxi2 .

3. В пространстве R3
a 2-форма имеет вид

ω(a) = ω12(a) dx
1 ∧ dx2 + ω13 dx

1 ∧ dx3 + ω23 dx
2 ∧ dx3.

Ее значении на векторах x = (x1, x2, x3) и y = (y1, y2, y3) вычисляется следующим
образом:

ω(a)(x, y) = ω12(a) dx
1 ∧ dx2(x, y) + ω13(a) dx

1 ∧ dxx3(x, y) + ω23(a) dx
2 ∧ dx3(x, y) =

= ω12(a)[dx
1 ∧ dx2(x, y)− dx1 ∧ dx2(y, x)] + ω13(a)[dx

1 ∧ dx3(x, y)− dx1 ∧ dx3(y, x)]+

+ω23(a)[dx
2 ∧ dx3(x, y) − dx2 ∧ dx3(y, x)] =

= ω12(a)[dx
1(x)dx2(y) − dx1(y)dx2(x)] + ω13(a)[dx

1(x)dx3(y) − dx1(y)dx3(x)]+

+ω23(a)[dx
2(x)dx3(y) − dx2(y)dx3(x)] =

= ω12(a)[x
1y2 − y1x2] + ω13(a)[x

1y3 − y1x3] + ω23(a)[x
2y3 − y2x3] =

= ω12(a)

∣∣∣∣x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣+ ω13(a)

∣∣∣∣x1 x3

y1 y3

∣∣∣∣ + ω23(a)

∣∣∣∣x2 x3

y2 y3

∣∣∣∣ .
4. В пространстве R3

a 3-форма, согласно следствию 2 теоремы 2 из § 1, пропор-
циональна детерминанту и ее значение на векторах x, y, z определяется формулой

ω(x, y, z) = λ(a)

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ ,
где λ(a) = ω(a)[(e1)a, (e2)a, (e3)a].

Пусть f1, f2, . . . , fn — скалярные функции, определенные на D и дифферен-
цируемые на этом множестве. Они порождают n-форму df1 ∧ df2 ∧ . . . ∧ dfn.

Теорема 1.

df1 ∧ . . . ∧ dfn =
D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Доказательство. Мы видим, что

dfi =

n∑
ji=1

Djifi(a) dx
ji.
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Поэтому, используя свойства внешнего произведения, найдем:

df1 ∧ . . . ∧ dfn =

=

( n∑
j1=1

Dj1fi(a) dx
j1

)
∧
( n∑
j2=1

Dj2fi(a) dx
j2

)
∧ . . . ∧

( n∑
jn=1

Djnfi(a) dx
jn

)
=

=

n∑
j1=1

n∑
j2=1

. . .

n∑
jn=1

Dj1f1(a)Dj2f2(a) . . .Djnfn(a) dx
j1 ∧ dxj2 ∧ . . . ∧ dxjn.

В силу антикоммутативности внешнего произведения, в последней сумме от-
личны от нуля лишь те слагаемые, у которых все индексы j1, j2, . . . , jn различны.
Так как, кроме того,

dxj1 ∧ dxj2 ∧ . . . ∧ dxjn = δj1j2...jn dx
1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn,

где δj1j2...jn равно +1 или −1, в зависимости от четности или нечетности переста-
новки (j1, j2, . . . , jn), то

df1 ∧ . . . ∧ dfn =

=

n∑
j1=1

n∑
j2=1

. . .

n∑
jk=1

δj1j2...jnDj1f1(a)Dj2f2(a) . . .Djnfn(a) dx
1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn =

=
D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn.

Замечание 1. В общем случае для k-форм в Rn
a при k < n имеет место

равенство

df1 ∧ . . . ∧ dfk =
∑

i1<...<ik

D(f1, . . . , fn)

D(xi1 , . . . , xik)
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

которое доказывается аналогично предыдущему.

Замечание 2. Из формулы (4) вытекает выражение k-формы ω(a) через ба-
зисные линейные функционалы dx1, . . . , dxn. Если функционалы df1, . . . , dfn ли-
нейно независимы и, следовательно, их совокупность образует базис пространства
(Rn

a)
∗, то k-форма ω(a) =

∑
i1<...<ik

ωi1...ik dx
i1 ∧ . . .∧dxik может быть выражена также

через функционалы df1, . . . , dfn и записана в виде

ω(a) =

n∑
i1<...<ik

ωi1...ik dfi1 ∧ . . . ∧ dfik

В § 1 был определен оператор L∗, сопряженный с оператором L ∈ L(Rn,Rm),
действующий из Tk(Rm) в Tk(Rn), в частности из Λk(R

m) в Λk(R
n). Для k-форм

естественно ввести оператор, сопряженный с оператором L ∈ L(Rn
a ,R

m
a ) и опреде-

ляемый равенством

(L∗ω)(a)[(x1)a, (x2)a, . . . , (xk)a] = ω(f(a))[L(x1)a, L(x2)a, . . . , L(xk)a].

Рассмотрим специальный вид такого оператора.
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Пусть дано дифференцируемое отображение f : A → Rm, где A ⊂ Rn —
открытое множество; предположим, что B = f(A) также открыто. Если ω(b) —
форма нулевого ранга, т.е. скалярная функция, определенная на B, то с помо-
щью отображения f можно определить на A другую форму целевого ранга ω∗(a),
полагая

ω∗(a) = ω(f(a)) = (ω ◦ f)(a).

Можно сказать, что форма ω∗ получена из ω с помощью замены переменных, осу-
ществленной посредством отображения f?. Пусть теперь ω(b)[(y1)b, (y2)b, . . . , (yk)b],
b = f(a) — форма ранга k, определенная на Rm

f(a). Обобщив предыдущую конструк-
цию, определим форму ω∗(a)[(x1)a, (x2)a, . . . , (xn)a] с помощью равенства

ω∗(a)[(x1)a, (x2)a, . . . , (xn)a] =

= ω[f(a)] [Lf(x1)a, Lf(x2)a, . . . , Lf (xk)]a = (L∗
fω)(a)[(x1)a, (x2)a, . . . , (xk)a],

где Lf — линейный оператор из Rn
a в Rm

f(a) , порожденный производной функции
f и задаваемый равенством

Lf (x)a = [f ′(a)x]f(xa).

В этом случае говорят, что k-форма ω∗(a) получена на формы ω(b) заменой пере-
менной и иногда называют форму ω∗(a) прообразом формы ω(b) при отображении
f .

Форму ω∗(a) будем также обозначать (f ∗ω)(a), так что f ∗ будет являться
оператором, действующим из пространства Λk(R

m
f(a)) в пространство Λk(R

n
a) пере-

водящим форму ω(b) ∈ Λk(R
m
f(a)) в форму

(f ∗ω)(a)[(x1)a, (x2)a, . . . , (xk)a] = ω(f()a))[Lf(x1)a, Lf(x2)a, . . . , Lf (xk)a].

Очевидно, что если ω, ω1, ω2 ∈ Λk(R
m
f(a)), то

f ∗(λω) = λf ∗(ω), λ ∈ R,

и
f ∗(ω1 + ω2) = f ∗(ω1) + f ∗(ω2),

т.е. f ∗ — линейный оператор.

Подсчитаем для примера f ∗dyi, где через dyi, i = 1, 2, . . . , m, обозначены 1-
формы на Rm

f(a), порожденные базисом в (Rm
f(a))

∗, дуальным стандартному базису
пространства Rm

f(a). Согласно определению,

(f ∗dyi)(x)a = dyi[Lf (x)a] = dyi[f ′(a)x]f(a) =

= dyi
[ n∑
j=1

Djf
1(a)x, . . . ,

n∑
j=1

Djf
m(a)xj

]
f(a)

=

=

n∑
j=1

Djf
i(a)xj =

n∑
j=1

Djf
i(a)dxj [(x)a].
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Здесь мы воспользовались формулой 10 из § 2 гл. XII и определением формы dxi.
Таким образом,

f ∗dyi =
n∑
j=1

Djf
idxj , i = 1, 2, . . . , m. (5)

Лемма 1. Если ω ∈ Λk(R
m
f(a)) и η ∈ Λl(R

m
f(a)), то

f ∗
(k+l)(ω ∧ η) = f ∗

(k)ω ∧ f ∗
(l)(η),

где через f ∗
(r) обозначен оператор, действующий из Λr(R

m
f(a)) в Λr(R

n
a).

Доказательство. В силу свойства 2) внешнего произведения (см. § 1), имеем
для каждой фиксированной точки a ∈ D:

f ∗
(k+l)(ω ∧ η)(a)L∗

f (ω ∧ η)(a) = L∗
f [ω(a)] ∧ L∗

f [η(a)] = f ∗
(k)ω(a) ∧ f ∗

(l)η(a),

и требуемое доказано.

В частности, если g ∈ Λ0(R
m
f(a))) — скалярная функция и, следовательно,

f ∗g = g ◦ f , то
f ∗(gω) = f ∗(g ∧ ω) f ∗g ∧ f ∗ω = (g ◦ f)f ∗ω. (6)

Лемма 2. Пусть функция g : D → R дифференцируема на D, Тогда

f ∗(dg) = d(f ∗g(= d(g ◦ f).

Доказательство. В самом деле, для любой точки a ∈ D

(f ∗dg)(a)(xa) = (L∗fdg)(a)(xa) = dg(f(a))[Lf(xa)] = dg(f(a))(f ′(a)x)f(a) = dg(b)(yb),

где b = f(a) и y = f ′(a)x. Но, по определению 1-формы,

dg(b)(yb) = g′(b)y = g′(f(a))(f ′(a)x) = (g ◦ f)′(a)x = d(g ◦ f)(a)(xa).

Следовательно,
(f ∗dg)(a)(xa) = d(g ◦ f)(a)(xa),

и лемма доказана.

Теорема 2. Пусть y = f(x) — дифференцируемое отображение множества
D ⊂ Rn в пространство Rn, yi = f i(x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, — координат-
ные функции этого отображения и h — скалярная функция, определенная на Rn.
Тогда

f ∗(h dy1 ∧ . . . ∧ dyn) = (h ◦ f) det f ′ dx1 ∧ . . . ∧ dxn.
Доказательство. Так как, по лемме 1 (см. формулу (6)),

f ∗(h dy1 ∧ . . . ∧ dyn) = (h ◦ f)f ∗(dy1 ∧ . . . ∧ dyn),

надо доказать, что

f ∗(dy1 ∧ . . . ∧ dyn) = det f ′ dx1 ∧ . . . ∧ dxn.
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По свойству оператора f ∗, имеем:

f ∗(dy1 ∧ . . . ∧ dyn) = (f ∗dy1) ∧ . . . ∧ (f ∗dyn).

Так как

f ∗dyi =
n∑
j=1

Djf
idxi,

то (см. доказательство теоремы 1)

(f ∗dy1) ∧ . . . ∧ (f ∗dyn) =

=

( n∑
j1=1

n∑
j2=1

n∑
jk=1

δj1j2...jnDj1f
1Dj2f

2 · · ·Djnf
n

)
dx1 ∧ . . . ∧ dxn =

=
D(f 1, f 2, . . . , fn)

D(x1, x2, . . . , xn)
dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn = det f ′ dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn.

Предположим, что det f ′(x) не обращается в нуль на D. Тогда отображение

yi = f i(x1, . . . , xn), i = 1, 2, , . . . , n,

можно рассматривать как преобразование координат в пространстве Rn, и это
является дополнительным основанием для того, чтобы говорить, что форма f ∗ω
получена из форма ω путем замены переменных. Так, если в области D простран-
ства R3, не содержащей начала, перейти к сферическим координатам

x1 = r cosϕ sin θ,

x2 = r sinϕ sin θ,

x3 = r cos θ,

то
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = r2 sin θdr ∧ dϕ ∧ dθ.

Введем в пространстве k-форм оператор внешнего дифференцирования d,
определяя его для

ω =
∑

i1<...<ik

ωi1...ik dx
i1 ∧ . . . ∧ dxik

равенством
dω =

∑
i1<...<ik

dωi1...ik ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik =

=
∑

i1<...<ik

n∑
α=1

Dα(ωi1...ik dx
α ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

Если все ωi1...ik — константы, то dω = 0. В частности, d(dxi) = 0, i = 1, 2, . . . , ik.

Напомним, что рассматриваемые нами формы предполагаются принадлежа-
щими классу C∞, так что предыдущее определение имеет смысл. Ясно, что

d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2,
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d(λω) = λdω, λ ∈ R,

т.е. d есть линейный оператор.

Лемма 3. Пусть ω ∈ Λk(R
n
a) и η ∈ Λl(R

n
a). Тогда

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη. (7)

Если ω0 = dxi1∧. . .∧dxik , η0 = dxj1∧. . .∧dxjl , то формула (7), очевидно, верна,
так как и dω0 и dη0, и d(ω0∧η0) равны нулю. Пусть ω есть 0-форма, т.е. скалярная
функция, и η ∈ Λl(R

n
a) — любое. Тогда (−1)0 = 1, и формула (7) сводится к

равенству
d(ω ∧ η)dω ∧ η + ω ∧ dη, (8)

которое проверяемся без труда.

Пусть теперь ω и η — «одночлены»,

ω = α(a) dxi1 ∧ . . . ∧ dxik = α(a)ω0,

η = β(a) dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl = β(a) η0,

где α(a) и β(a) — скалярные функции. Используя (8), получим:

d(ω ∧ η) = d[α(a)ω0 ∧ β(a)η0] = d[α(a)β(a) ∧ (ω0 ∧ η0)] =

= d(α(a)β(a)) ∧ (ω0 ∧ η0) + α(a)β(a)d(ω0 ∧ η0) =

= dα(a)β(a) ∧ (ω0 ∧ η)) + α(a)dβ(a) ∧ (ω0 ∧ η0) =

= (dα(a) ∧ ω0) ∧ β(a)η0 + (−1)k[(α(a)ω0) ∧ (dβ(a) ∧ η0)] = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.
Здесь мы воспользовались тем, что d(ω0 ∧ η0) = 0 и dβ(a)∧ ω0 = (−1)kω0 ∧ dβ(a).

Если, наконец, ω и η — произвольные k-формы, то требуемый результат сле-
дует из линейности оператора d и дистрибутивности внешнего произведения.

Лемма 4. d(dω) = 0.
В самом деле,

dω =

n∑
i1<...<ik

n∑
α=1

Dα(ωi1...ik dx
α ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

следовательно,

d(dω) =
∑

i1<...<ik

n∑
α=1

n∑
β=1

Dαβ(ωi1...ikdx
α ∧ dxβ ∧ dxi1 ∧ . . . dxik .

Но в этой сумме члены

Dij(ωi1...ik) dx
i ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

Dji(ωi1...ik) dx
j ∧ dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

попарно уничтожается, в результате чего получаем равенство d(dω) = 0.
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Теорема 3. Если ω ∈ Λk(R
m
f(a)) и функция f : Rn → Rm дифференцируема,

то
f ∗(dω) = d(f ∗ω).

Докажем это равенство по индукции. Пусть ω есть 0-форма. Тогда, согласно
(6),

f ∗(dω) = f ∗
( m∑

α=1

Dαω dx
i

)
=

m∑
α=1

f ∗(Dαω dx
α

)
=

m∑
α=1

Dα(ω ◦ f)f ∗(dxα).

Так как

f ∗(dxα) −
n∑
β=1

Dβf
α dxβ, α = 1, 2, . . . , m,

то

f ∗(dω) =
m∑
α=1

n∑
β=1

Dα(ω ◦ f)Dβf
α dxβ =

n∑
β=1

[ m∑
α=1

Dα(ω ◦ f)Dβf
α

]
dxβ.

Но в силу формулы для производной сложной функции (си. формулу (2) из § 3
гл. XI),

m∑
α=1

Dα(ω ◦ f)Dβf
α = Dβ(ω ◦ f),

и мы получаем:

f ∗(dω) =

n∑
β=1

Dβ(ω ◦ f) dxβ = d(ω ◦ f) = d(f ∗ω).

Предположим, что теорема верна для k-форм, и пусть ω есть (k + 1)-форма.
Так как любая (k + 1)-форма является суммой форм вида ω0 ∧ dxi, где ω0 — k-
форма, и оператор d аддитивен, то достаточно показать, что

f ∗[d(ω0 ∧ dxi)] = d[f ∗(ω0 ∧ dxi)]. (9)

Имеем:
f ∗[d(ω0 ∧ dxi)] = f ∗[dω0 ∧ dxi + (−1)kω0 ∧ d(dxi)] =

= f ∗[dω0 ∧ dxi] = f ∗(dω0) ∧ f ∗(dxi) = d(f ∗ω0) ∧ f ∗(dxi),
(10)

так как d(dxi) = 0 и, по предположению, f ∗(dω0) = d(f ∗ω0). С другой стороны,

d[f ∗(ω0 ∧ dxi)] = d[f ∗ω0 ∧ f ∗dxi] = d(f ∗ω0) ∧ f ∗(dxi) + (−1)kf ∗ω0 ∧ d(f ∗ dxi).

Но

df ∗(dxi) = d

[ n∑
j=1

Djf
i dxj
]

=

n∑
j=1

n∑
β=1

Djβf
i dxβ ∧ dxi = 0,

потому что члены Djβf
i dxβ ∧ dxj и Dβjf

i dxj ∧ dxβ попарно уничтожаются, и,
следовательно,

d[f ∗(ω0 ∧ dxi)] = d(f ∗ω0) ∧ f ∗(dxi). (11)

Из сравнения (10) и (11) следует (9), и теорема доказана.
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Приведем пример внешнего дифференцирования формы. Пусть ω ∈ Λ1(R
3
a).

Тогда ω(a)P dx+Qdy + Rdz (здесь через x, y, z вместо x1, x2, x3 мы обозначаем
координаты точек R3). Согласно свойствам внешнего произведения и внешнего
дифференцирования,

dω =

(
∂P

∂x
dx+

∂P

∂y
dy +

∂P

∂z

)
∧ dx+

+

(
∂Q

∂x
dx+

∂Q

∂y
dy +

∂Q

∂z

)
∧ dy +

(
∂R

∂x
dx+

∂R

∂y
dy +

∂R

∂z

)
∧ dz =

=

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
dx ∧ dz +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz.

Если
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
,
∂R

∂x
=
∂P

∂z
и
∂R

∂y
=
∂Q

∂z
, то dω = 0.

Форма ω называется замкнутой, если dω = 0. Равенство d(dη) = 0 показы-
вает, что если ω = dη, то ω — замкнутая форма. Форма ω называется точной,
если существует другая форма η, такая, что ω = dη. Мы видим, что точная фор-
ма замкнута. Имеет место в известном смысле обратное утверждение, называемое
леммой Пуанкаре. Множество M ⊂ Rn называется звездным относительно точки
a ∈M , если для любой другой точки x ∈M весь отрезок, соединяющий эти точки,
принадлежит M .

Лемма Пуанкаре. Форма ω, замкнутая на открытой множестве D, звезд-
ном относительно нуля, является точной.

Доказательство леммы Пуанкаре см.. например у А. Картана или М. Спи-
вака44.

§ 3. Цепи и интегрирование по цепям

Для последующего нам понадобится понятие ориентации n-мерного линейно-
го пространства.

Известно, что в плоскости можно ввести две различные декартовы прямо-
угольные системы координат — правую e1, e2 и левую e′1, e

′
2, отличающиеся раз-

личным в этих системах расположением по отношению друг к другу базисных
векторов (рис. 76).

44Картан А. «Дифференциальное исчисление. Дифференциальные формы». М., 1971; Спивак
М. «Математический анализ на многообразиях». М., 1968.
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e2

e1

e′1

e′2

e2

e1

e′1

e′2

Рис. 76 Рис. 77
Рассмотрим преобразование базиса e1, e2 в базис e′1, e′2, определяемое форму-

лами
e′1 = e2, e′2 = e1.

Матрица A этого преобразования имеет вид

A =

(
0 1
1 0

)
и detA = −1.

Если же возьмем две правые или левый системы координат (см. рис. 77), то
в этом случае detA = 1 будет равен единице. Так как матрица преобразования
одного ортогонального базиса в другой всегда имеет детерминант, равный по мо-
дулю единице, то все ортонормальные базисы в R2 можно разбить на две группы,
объединив в одну группу базисы, которые преобразуются друг в друга с помощью
матрицы, с детерминантом, равным +1. В связи с этим говорят, что пространство
R2 допускает две взаимно противоположные ориентации, определяющиеся вы-
бором базиса, причем базисы одной группы порождают одну и ту же, например
положительную, а базисы другой группы — противоположную, т.е. отрицатель-
ную, ориентацию.

Более обще, пусть a1, a2 и a′1, a′2 — произвольные, не обязательно ортогональ-
ные базисы и A — матрица перехода от a1, a2 к a′1, a′2. Так как detA �= 0, то снова
все базисы разбиваются на две группы так, что для двух базисов из одной группы
detA > 0, а для двух базисов из разных групп detA < 0. Снова выбор базиса в
одной группе порождает одну, а в другой группе — противоположную ориентацию
пространства R2.

Совершенно так же вводится понятие ориентации произвольного n-мерного
линейного пространства. Разбиваем все базисы пространства на две группы, объ-
единяя в одну группу базисы, преобразующиеся друг в друга с помощью матрицы,
имеющей положительный детерминант. Выбирая базис в той и иной группе, мы
тем самым выбираем одну из двух возможных ориентации пространства.

Так как в пространстве Rn любой антисимметрический n-тензор пропорци-
онален детерминанту, то при определении ориантации пространства Rn можно
исходить из любого ненулевого n-тензора ω ∈ Λn(R

n).

Ориентацию, порождаемую базисом a1, a2, . . . , an, обозначим [a1, a2, . . . , an].
Ориентации [e1, e2, . . . , en], где e1, e2, . . . , en — стандартный базис, называется стан-
дартной ориентацией.
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Замкнутому n-мерному кубу Q ⊂ Rn также можно приписать две взаимно

противоположные ориентации. Если Q =

{
x =

n∑
i=1

αiai| 0 ≤ αi ≤ 1

}
, то этот

куб считается ориентированным положительно, когда [a1, a2, . . . , an] совпадает с
выбранной ориентацией Rn.

Пусть A ⊂ Rm и открыто. Сингулярным n-мерным, n ≤ m, кубом в A назы-
вается гладкое отображений K : Q → A, где Q — замкнутый ориентированный
n-мерный куб в Rn. Например, одномерный сингулярный куб — это кривая Γ,
xi = Ki(t), где 0 ≤ t ≤ 1, i = 1, 2, . . . , m, и все Ki — гладкие функции.

Говоря о гладкости отображения K : Q→ A, мы предполагаем, что K непре-
рывно вместе с производными до нужного порядка в некотором открытой множе-
ства G, содержащем Q. Если специально не оговорен порядок гладкости, будем
считать, что K ∈ C∞(G).

Замечания.

1. При определении n-мерного сингулярного куба K мы отправлялись от за-
мкнутого n-мерного куба Q. Можно было бы вместо куба Q взять параллелепипед

P =

{
x =

n∑
i=1

αiai| α0
i ≤ αi ≤ α1

i

}
. Однако это не привело бы к более широкому по-

нятию, что станет особенно ясным из данного ниже определения тождественности
двух сингулярных кубов одинаковой размерности.

2. Рассматривая гладкую кривую на плоскости, мы отождествляли ее с сово-
купностью двух скалярных функций (или с одной векторной функцией) скаляр-
ного аргумента. Точно также сингулярный n-мерный куб надо определять именно
как отображение, а не рассматривать его просто как множество в Rn, задаваемое
некоторой совокупностью равенств и неравенств.

Пусть Q и Q1 — два n-мерных ориентированных куба. Сингулярные кубы
K : Q→ A и K1 : Q1 → A будем считать тождественными, если:

1) существует гладкое взаимно однозначное отображение T куба Q на куб Q1,
такое, что T−1 тоже гладкое45 и K = K1 ◦ T (или K1 = K ◦ T−1);

2) det T ′ > 0.
В этом случае K = K1. Если при выполнении условия 1) имеем (2∗) detT ′ < 0,

то сингулярные кубы K и K1 противоположно ориентированы: K1 = −K или
K = −K1.

Нетрудно заметить, что определение ориентированного сингулярного куба
обобщает понятие ориентированной дуги.

Если K = K1 и K = −K1, т.е. K = −K, то сингулярный куб считается
нулевым: K = 0. Так, например, если K отображает Q в точку пространства
Rn. Другой пример. Пусть Q = [−1] и K — сингулярный куб, заданный отобра-
жением K(t) = t2, t ∈ [−1, 1]. Рассмотрим другой сингулярный куб K1(t1) = 4t21,

t1 ∈
[
− 1

2
,
1

2

]
. С одной стороны, K = K1◦T , где T (t) =

1

2
t ,и так как T ′(t) =

1

2
> 0,

45Такие отображения называются диффеоморфизмами.
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то K = K1. С другой стороны, K = K1 ◦ T1, где T1(t) = −1

2
t, T ′(t) < 0 и, следова-

тельно, K = −K1. Таким образом, K = −K, т.е. рассматриваемый сингулярный
куб нулевой. Этот пример снова подтверждает целесообразность понимания син-
гулярного куба как отображения, а не как множества.

Заметим, что мы будем иногда рассматривать обычный n-мерный куб Q ⊂ Rn

как сингулярный, полагая Q = InQ, где In — тождественное отображение Q в Rn

или сужение на Q тождественного отображения In : Rn → Rn, т.е. Inx = x для
любого x ∈ Rn.

3. Введем в рассмотрение формальные суммы n-мерных сингулярных кубов
K1, K2, . . . , Kp, принадлежащих A, с целочисленными коэффициентами q1, q2, . . . , qp,
т.е. выражения вида

q1K1 + q2K2 + . . .+ qpKp.

Эти выражения будем складывать, складывая коэффициенты при одинако-
вых кубах, и умножать на целые числа, умножая на это число все коэффициенты:

(q1K1 + q2K2 + . . .+ qpKp) + (q′1K1 + q′2K2 + . . .+ q′pKp) =

= (q1 + q′1)K1 + (q2 + q′2)K2 + . . .+ (qp + q′p)Kp;

q(q1K1 + q2K2 + . . .+ qpKp) = qq1K1 + qq2K2 + . . .+ qqpKp;

0 ·K = 0.

Формальную сумму n-мерных сингулярных кубов назовем n-мерной сингу-
лярной цепью. Очевидно, что n-мерные сингулярные цепи образуют модуль над
кольцом целых чисел. Частным случаем сингулярной цепи будет сингулярный
куб K = 1 · K. Противоположно ориентированный сингулярный куб −K бу-
дем рассматривать как частный случай сингулярной цепи и записывать в виде
−K = (−1)K.

Примером одномерной сингулярной цени может служить кривая, составлен-
ная из гладких ориентированных дуг (рис. 78).

K1

K2

K3

K4

K5
K6

Рис. 78

Другой пример. Пусть f1, f2, . . . , fp — гладкие скалярные функции, опреде-
ленные в окрестности единичного квадрата [0, 1; 0, 1] пространства R2 с левой си-
стемой координат. Тогда цепь

q1K1 + q2K2 + . . .+ qpKp,
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где Ki — отображения Ki(x, y) = (x, y, fi(x, y)) представляет собой совокупность
ориентированных поверхностей Si, z = fi(x, y), в трехмерном пространстве, при-
чем поверхность Si снабжается коэффициентом qi.

Введем понятие границы сингулярной цепи. Для этого определим границу
n-мерного куба, который без ограничения общности можно считать единичным.
С этой целью для каждого индекса i, 1 ≤ i ≤ n, определим два (n − 1)-мерных
сингулярных куба In(i,0) и I

n
(i,1), полагая, для каждого x(x1, x2, . . . , xn−1) ∈ In−1

In(i,0)(x) = (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn−1) ∈ In;

In(i,1)(x) = (x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn−1) ∈ In.

Кубы In(i,0) и I
n
(i,1) будем предполагать ориентированными так же, как пространство

Rn−1 с базисными векторами e1, e2, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en, и называть их (i, 0)-гранью
и (i, 1)-гранью куба In. На рис. 79,а показаны четыре грани квадрата [0, 1]2 про-
странства R2.

I2(2, 0)

I2(1, 1)

I2(2, 1)

I2(1, 0)

e1

e2

∂I2

a) b)
Рис. 79

Теперь определим границу ∂In куба In как сингулярную (n−1)-мерную цепь
(см. рис. 79,б):

∂In =

n∑
i=1

{ ∑
α=0,1

(−1)i+1In(i,α)

}
. (1)

Для сингулярного n-мерного куба K положим

∂K =

n∑
i=1

{ ∑
α=0,1

(−1)i+αK ◦ In(i,α)

}
, (2)

для цепи
p∑

k=1

qkKq

∂

( p∑
k=1

qkKk

)
=

p∑
k=1

qk∂Kk. (3)

Очевидно, если S и S1 — цепи, то ∂(S + S1) = ∂S + ∂S1, и если q — целое
число, то ∂(qS) = q∂(S).
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Теорема 1. Если
n∑
k=1

qkKk — сингулярная цепь, то

∂2

( n∑
k=1

qkKk

)
= ∂

[
∂

( n∑
k=1

qkKk

)]
= 0.

Так как этой теоремой мы пользоваться не будем, доказательство ее опускаем.

Пусть ω — дифференциальная форма n-го ранга на n-мерном кубе Q. Тогда

ω = ϕ(x1, x2, . . . , xn) dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

где ϕ — гладкая скалярная функция. Определим интеграл
∫
Q

ω от n-формы ω по

кубу Q с помощью равенства ∫
Q

ω =

∫
[0,1]n

ϕ (4)

или подробнее, с помощью выражения∫
Q

ϕ(x1, . . . , xn) dx1 ∧ . . . ∧ dxn =

∫
[0,1]

ϕ(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn, (4′)

где справа стоит обычный n-кратный интеграл.

Пусть теперь K — сингулярный n-мерный куб:

K : Q→ A ⊂ Rn,

и ω — дифференциальная n-форма на A. Полагаем, по определению,∫
K

ω =

∫
Q

K∗ω (5)

или, подробнее (см. § 2),∫
K

ω =

∫
Q

(ϕ ◦K)K∗(dxi1 ∧ . . . ∧ dxin). (5′)

(То, что мы ограничиваемся рассмотрением «одночленной» дифференциальной
формы ω, не уменьшает общности рассуждений.)

Если обозначить через t1, t2, . . . , tn координаты точек куба q, (x1, x2, . . . , xn)
будут теперь координатами точек пространства Rm, куда действует отображение
K), можно записать:∫

K

ω =

∫
[0,1]n

(ϕ ◦K)
D(Ki1 , . . . , Kin)

D(t1, . . . , tn)
dt1 . . . dtn, (5′′)
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где K1, . . . , Kin, . . . , Km — координатные функции отображения K.

В самом деле,

K∗(dxi1 ∧ . . . ∧ dxin) = K∗(dxi1) ∧ . . . ∧K∗(dxin).

Как показано в § 2,

K∗(dxl) =
n∑
j=1

∂K l

∂tj
dtj.

Поэтому

K∗(dxi1 ∧ . . . ∧ dxin) =

( n∑
j1=1

∂Ki1

∂tj1

)
∧ . . . ∧

( n∑
jn=1

∂Kin

∂tjn
dtjn
)

=

=

{ ∑
j1,...,jn

±
(
∂Ki1

∂tj1
. . .

∂Kin

∂tjn

)}
dt1 . . . dtn,

где сумма распространяется на все перестановки (j1, j2, . . . , jn) чисел 1, 2, . . . , n и
знак плюса или минуса берется в зависимости от четности или нечетности переста-
новки (j1, j2, . . . , jn). Но тогда выражение в фигурных скобках есть определитель
D(Ki1, . . . , Kin)

D(t1, . . . , tn)
, и мы приходим к равенству (5′′).

Заметим, что если K есть тождественное преобразование In, то, учитывая,
что K∗ также тождественное преобразование, получаем из (5) снова (4), так что
определения, даваемые с помощью равенств (4) и (5), не противоречат друг другу.

Сделаем некоторые пояснения. Если равенство (4) не приводит, по существу,
к расширению понятия кратного интеграла, то равенство (5) определяет интеграл
по «кривому» множеству, расположенному в Rm, каким является n-мерный син-

гулярный куб. Поэтому
∫
K

ω будет таким же расширением n-кратного интеграла,

каким является интеграл по поверхности по отношению к двойному интегралу.

Если ω есть нуль-форма, то для нуль—мерного сингулярного куба K : {0} →
A, по определению, полагаем ∫

K

ω = ω[K(0)]. (6)

Наконец, для n-цепи
∑
i

qiKi

∫
∑

i qiKi

ω =
∑
i

qi

∫
Ki

ω. (7)

Например, если
∑
i

Ki есть 1-цепь, представляющая собой кривую Δ на плос-

кости, составленную из ориентированных гладких дуг Γi: x = ϕi(t), y = ψi(t),
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0 ≤ t ≤ 1, и ω есть 1-форма P (x, y) dx+Q(x, y) dy, то∫
∑

i Ki

ω =
∑
i

∫
Ki

ω =
∑
i

∫
[0,1]

{P [ϕi(t), ψi(t)]ϕ
′
i(t) +Q[ϕi(t), ψi(t)]ψ

′
i} dt =

=
∑
i

∫
Γi

P (x, y) dx+ q(x, y) dy =

∫
Γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

т.е.
∫
∑

i Ki

ω есть рассмотренный ранее криволинейный интеграл второго рода.

Очевидно, что если S и S1 — две n-цепи, q — целое число, ω и ω1 — две
n-формы и α ∈ �, то ∫

S+S1

ω =

∫
S

ω +

∫
S1

ω,

∫
qS

ω = q

∫
S

ω,

∫
S

(ω + ω1) =

∫
S

ω +

∫
S

ω1,

∫
S

αω = α

∫
S

ω.

Покажем, что если K = K1, то
∫
K

ω =

∫
K1

ω. При этом достаточно провести

доказательство для ω = ϕ(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn. Имеем, согласно формуле (5),∫
K

ω =

∫
Q

K∗ω =

∫
[0,1]n

(ϕ ◦K)
D(K1, . . . , Kn)

D(t1, . . . , tn)
dt1 . . . dtn,

и аналогично ∫
K1

ω =

∫
Q

K∗
1ω =

∫
[0,1]n

(ϕ ◦K1)
D(K1

1 , . . . , K
n
1 )

D(τ 1, . . . , τn)
dτ 1 . . . dτn.

Пусть K̃ и K̃1 — отображения [0, 1]n в подпространство Rn ⊂ Rm, определяемые
первыми n-координатными функциями отображения K и соответственно Ki:

K̃(t) = (K1(t), . . . , Kn(t)), K̃1(t) = (K1
1(t), . . . , K

n
1 (t)).

Тогда
D(K1, . . . , Kn)

D(t1, . . . , tn)
= det K̃ ′,

D(K1
1 , . . . , K

n
1 )

D(τ 1, . . . , τn)
= det K̃ ′

1.

Так как K = K1, то куб [0, 1]n пространства координат τ 1, . . . , τn получается из
куба [0, 1]n пространства координат t1, . . . , tn с помощью гладкого отображеиия T ,
τ = T (t), detT ′ > 0, причем K̃1◦T = K̃. Но тогда, по формуле замены переменных
под знаком интеграла, получим:∫

[0,1]n

D(K1
1 , . . . , K

n
1 )

D(τ 1, . . . , τn)
dτ 1 . . . dτn =
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=

∫
[0,1]n

[(ϕ ◦K1) ◦ T ]

[
D(K1

1 , . . . , K
n
1 )

D(τ 1, . . . , τn)
◦ T
]
| detT ′| dt1 . . . dtn =

=

∫
[0,1]n

[ϕ ◦ (K1 ◦ T )] [det K̃ ′
1 ◦ T ] detT ′ dt1 . . . dtn.

Заметив, что
[det K̃ ′

1 ◦ T ] = det[K̃1 ◦ T ]′ = det K̃ ′,

найдем: ∫
[0,1]n

(ϕ ◦K1) detK ′
1 dτ

1 . . . dτn =

∫
[0,1]n

(ϕ ◦K) detK ′ dt1 . . . dtn,

т.е.
∫
K1

ω =

∫
K

ω, что требовалось доказать.

Аналогично можно доказать, что если K1 = −K, то∫
K1

ω = −
∫
K

ω.

Сделаем, наконец, еще одно допущение. Пусть в A даны две сингулярные
n-цепи

∑
i

qiKi и
∑
j

q′jK
′
j . Если для любой n-формы ω на A

∫
∑

i qiKi

ω =

∫
∑

j q
′
jK

′
j

ω

то цени
∑
i

qiKi и
∑
j

q′jK
′
j — отождествляются, т.е. считаются одинаковыми.

Следующее утверждение называют абстрактной теорией Стокса.

Теорема 2. Если ω — дифференциальная форма (n − 1) ранга на A и S —
сингулярная n—цепь в A, то ∫

S

dω =

∫
∂S

ω. (8)

Пусть S = In и ω — одночленная (n− 1)-форма на [0, 1]n. Тогда

ω = ϕi(x
1, . . . , xn) dx1 ∧ . . .∧

∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn,

где знак ∨ над dxi означает, что этот множитель опускается. Имеем:∫
In

dω =

∫
In

( n∑
j=1

∂ϕi
∂xj

dxj
)
∧ dx1 ∧ . . .∧

∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn =
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n∑
j=1

∫
In

∂ϕi
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ . . .∧
∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn =

=

∫
In

∂ϕi
∂xi

dxi ∧ dx1 ∧ . . .∧
∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn

так как все остальные слагаемые содержат два одинаковых множителя dxj ∧ dxj
и потому равны нулю. Таким образом,∫

In

ω =

∫
In

∂ϕi
∂xi

dxi ∧ dx1 ∧ . . .∧
∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn =

= (−1)i−1

∫
In

∂ϕi
∂xi

dx1 ∧ . . . ∧ dxi ∧ . . . ∧ dxn =

= (−1)i−1

∫
[0,1]n

∂ϕi
∂xi

dx1 . . . dxi . . . dxn.

По теореме Фубини,∫
[0,1]n

∂ϕi
∂xi

dx1 . . . dxi . . . dxn =

1∫
0

. . . (n− 1) . . .

1∫
0

[ 1∫
0

∂ϕi
∂xi

dxi
]
dx1 . . .

∨
dxi . . . dxn =

=

∫
[0,1]n−1

ϕi(x
1, . . . , 1, . . . , xn)dx1 . . .

∨
dxi . . . dxn−

−
∫

[0,1]n−1

ϕi(x
1, . . . , 0, . . . , xn) dx1 . . .

∨
dxi . . . dxn.

Следовательно,∫
In

ω = (−1)i−1

∫
[0,1]n−1

ϕi(x
1, . . . , 1, . . . , xn)dx1 . . .

∨
dxi . . . dxn+

+(−1)i
∫

[0,1]n−1

ϕi(x
1, . . . , 0, . . . , xn) dx1 . . .

∨
dxi . . . dxn.

(9)

С другой стороны, на основании определения границы куба, запишем:∫
∂In

ω =

∫
∑n

j=1

[ ∑
α=0,1

(−1)j+αIn(j,α)

] ω =

n∑
j=1

[ ∑
α=0,1

(−1)j+α
∫

In
(j,α)

ω

]
=

n∑
j=1

[ ∑
α=0,1

(−1)j+α
∫

In−1

(In(j,α))
∗ω
]

=

=
n∑
j=1

[ ∑
α=0,1

(−1)j+α
∫

In−1

(ϕi ◦ In(j,α))(I
n
(j,α))

∗ dx1 ∧ . . .∧
∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn

]
.

(10)
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Здесь мы воспользовались также формулой (6) из § 2. Согласно определению отоб-
ражения In(j,α) для x = (x1, . . . , xn−1) ⊂ [0, 1]n−1, имеем

(ϕi ◦ In(j,α))(x) = ϕi(x
1, . . . , xj−1, α, xj, . . . , xn−1). (11)

Надо подсчитать

(In(j,α))
∗(dx1 ∧ . . .∧

∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn). (12)

В силу леммы 1 из § 2, это выражение равно:

(In(j,α))
∗dx1 ∧ . . . ∧ (In(j,α))

∗
∨
dxi ∧ . . . ∧ (In(j,α))

∗dxn. (13)

По формуле (5) из § 2,

(In(j,α))
∗dxl =

n−1∑
m=1

∂[(In(j,α))
l]

∂xm
dxm,

где (In(j,α))
l, l = 1, 2, . . . , n, — координатные функции отображения In(j,α), переводя-

щего точку x = (x1, . . . , xj−1, xj , . . . , xn−1) ∈ [0, 1]n−1 в точку y = (x1, . . . , xj−1, α, xj,
. . . , xn−1) ∈ [0, 1]n. Легко видеть, что

(In(j,α))
lx =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
xl, если 1 ≤ l ≤ j − 1,

α, если l = j,

xl−1 если j + 1 ≤ l ≤ n.

Следовательно,

(In(j,α))
∗ dxl =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
dxl, если 1 ≤ l ≤ j − 1,

0, если l = j,

dxl−1 если j + 1 ≤ l ≤ n.

(14)

Пусть j �= i. Тогда в произведении (13) есть множитель (In(j,α))
∗ dxj , равный,

согласно формуле (14), нулю, следовательно, все произведение равно нулю. Если
j = i, то такого множителя нет, и в силу формулы (14) получаем, что

In(j,α))
∗dx1 ∧ . . .∧ (In(j,α))

∗
∨
dxi ∧ . . .∧ (In(j,α))

∗dxn = dx1 ∧ . . .∧ dxi−1 ∧ dxi ∧ . . .∧ dxn−1.

Таким образом,

(In(j,α))
∗(dx1 ∧ . . .∧

∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn) =

=

⎧⎨⎩0, если j �= i,

dx1 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ dxi ∧ . . . ∧ dxn−1, если j = i.

(15)
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Из (10), (11), (15) находим:∫
∂In

ω = (−1)i
∫

In−1

ϕi(x
1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−1) dx1 ∧ . . . ∧ dxi ∧ . . . ∧ dxn−1+

+(−1)i+1

∫
In−1

ϕi(x
1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn−1) dx1 ∧ . . . ∧ dxi ∧ . . . ∧ dxn−1.

Если переобозначить переменные xl при l ≥ i, увеличив их индекс на единицу, то
с учетом равенства (4′) получим:∫

∂In

ω = (−1)i
∫

[0,1]n−1

ϕi(x
1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−1) dx1 ∧ . . .∧

∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn+

+(−1)i+1

∫
[0,1]n−1

ϕi(x
1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−1) dx1 ∧ . . .∧

∨
dxi ∧ . . . ∧ dxn.

(16)
Из формул (9) и (16) следует:∫

In

dω =

∫
∂In

ω,

и для случая куба In теорема Стокса доказана.

Если K — произвольный сингулярный n-мерный куб, то, согласно предыду-
щим определениям и только что доказанному,∫

K

dω =

∫
In

K∗(dω) =

∫
In

d(K∗ω) =

∫
∂In

K∗ω =

∫
∂K

ω.

Для сингулярной n-цепи∫
∑

i qiKi

dω =
∑
i

qi

∫
Ki

dω =
∑
i

qi

∫
∂Ki

ω =

∫
∑

i qi∂Ki

ω =

∫
∂
(∑

i qiKi

) ω.
Наконец, для произвольной n-формы

ω =

n∑
i=1

ϕi(x
1, . . . , xn) dx1 ∧ . . . ∧ dxi ∧ . . . ∧ dxn

равенство (8) следует из уже доказанного и аддитивнооти интеграла.

Рекомендуем читателю в качестве упражнения из абстрактной теоремы Сток-
са вывести формулу Стокса для полусферы и теорему Гаусса–Остроградского для
шара.
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Глава XXI

РЯДЫ ФУРЬЕ

§ 1. Линейные пространства со скалярным произведением

Напомним некоторые сведения из курса алгебры. Пусть X — вещественное
линейное множество, т.е. множество, над элементами которого определены опера-
ции сложения и умножения на вещественные числа, обладающие обычными свой-
ствами этих операций. Элементы множества X назовем векторами или точками.
Важный пример множества X — совокупность всех непрерывных на промежутке
[a, b] функций.

Как известно, векторы x1, . . . , xn ∈ X называются линейно зависимыми, если

существует линейная комбинация
n∑
k=1

λkxk этих векторов, являющаяся нулевым

элементом θ пространства X, для которой не все коэффициенты λ1, . . . , λn равны
нулю. В противном случае векторы x1, . . . , xn называются линейно независимыми.
Бесконечная совокупность {xk} называется линейно независимой, если линейно
независима каждая конечная совокупность xν1 , . . . , xνp элементов из {xk}. Линей-
ное множество X называется конечномерным пространством, если оно не содер-
жит бесконечных наборов линейно независимых векторов. В этом случае найдется
такой конечный набор x1, . . . , xn линейно независимых элементов, что любой эле-

мент x ∈ X единственным образом представим в виде x =
n∑
k=1

λkxk. Наибольшее

число n линейно независимых векторов конечномерного пространства X называ-
ется размерностью этого пространства, а каждый набор n линейно независимых
векторов X — базисом X.

Условимся говорить, что в вещественном линейном множестве46 определено
скалярное произведение, если каждой паре элементов x, y ∈ X отнесено веще-
ственное число 〈x, y〉 так, что при этом выполнены следующие условия:

1) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
2) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 при ∀λ ∈ R и ∀ x, y ∈ X;
3) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉 при ∀ x, y, z ∈ X;

46В дальнейшем рассматриваются только вещественные линейные пространства, поэтому сло-
ва «вещественный» и «линейный» мы опускаем.
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4) 〈x, x〉 ≥ 0, причем 〈x, x〉 ≥ 0 эквивалентно x = 0.
В дальнейшем множество X со скалярным произведением будем называть

линейным пространством со скалярным произведением. В случае пространства
Rn скалярное произведение элементов x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn) может

быть определено равенством 〈x, y〉 =

n∑
k=1

xkyk. Легко проверить, что в простран-

стве непрерывных на отрезке [a, b] функций скалярное произведение может быть
определено равенством

〈x, y〉 =

b∫
a

x(t)y(t) dt. (1)

Пространство непрерывных на [a, b] функций со скалярным произведением, опре-
деленным равенством (1), обозначается L2[a, b].

В пространстве со скалярным произведением каждому x ∈ X можно отне-
сти неотрицательное число ‖x‖ — так называемую норму этого элемента, полагая
‖x‖ =

√
〈x, x〉. Так определенная норма обладает следующими свойствами:

1) ‖x‖ ≥ 0, при этом {‖x‖ = 0‖ ⇔ {x = 0};
2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ при ∀λ ∈ R и ∀ x ∈ X;
3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ при ∀ x, y ∈ X.
Первые два свойства нормы очевидны. Для доказательства третьего свой-

ства установим вначале так называемое неравенство Коши–Буняковского |〈x, y〉| ≤
‖x‖ ‖y‖, имеющее место для ∀ x, y ∈ X. С этой целью задами, что квадратный трех-
член относительно λ: 〈x+λy, x+λy〉 = ‖x‖2 +2λ〈x, y〉+λ2‖y‖2 при всевозможных
вещественных значениях λ принимает, согласно свойству 4 скалярного произве-
дения, неотрицательные значения. Поэтому дискриминант этого трехчлена на по-
ложителен, т.е. 〈x, y〉2 − ‖x‖2 ‖y‖2 ≤ 0, а это и есть доказываемое неравенство,
Теперь, используя неравенство Коши–Буняковского, найдем:.

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉 + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2,

откуда следует справедливость свойства 3 нормы.

Наличие в X нормы позволяет ввести в пространстве X метрику. Примем
за расстояние ρ(x, y) между элементами x, y ∈ X величину ρ(x, y) = ‖x − y‖. Из
свойств нормы вытекают следующие свойства расстояния:

1) ρ(x, y) ≥ 0, при этом {ρ(x, y) = 0} ⇔ {x = y};
2) ρ(x, y) = ρ(y, x) (свойство симметрии);
3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) для ∀ x, y, z ∈ X.
Последнее свойство метрики называется свойством треугольника. Ясно, что

ρ(x, θ) = ‖x‖.
Линейные пространства со скалярным произведением являются метрически-

ми пространствами. Введенное нами пространство L1
2[a, b] со скалярным произве-

дением, определяемым равенством (1), называется бесконечномерным евклидовым
пространством. Сходимость последовательности элементов этого пространства яв-
ляется так называемой сходимостью в среднем.

Как известно, в трехмерном евклидовом пространстве скалярное произведе-
ние векторов x и y выражается равенством 〈x, y〉 = ‖x‖ ‖y‖ cosϕ, где ϕ — угол
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между векторами x и y. Распространим на общий случай векторного простран-
ства со скалярным произведением понятие косинуса угла между векторами x и y

(‖x‖ > 0, ‖y‖ > 0), полагая (по определению) cosϕ =
〈x, y〉
‖x‖ ‖y‖ . В силу неравенства

Коши–Буняковского, | cosϕ| ≤ 1. Назовем векторы x и y ортогональными, если
косинус угла между ними равен нулю, т.е. если 〈x, y〉 = 0. Систему векторов {xk}
назовем ортогональной системой, если каждые два различные вектора xk и xl
(k �= l) этой системы ортогональны. Легко проверяется линейная независимость
векторов ортогональной системы.

В пространстве L1
2 система функций

1, sin x, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sin kx, cos kx, . . . (2)

является, как нетрудно проверить, ортогональной системой.

Если норма каждого элемента ортогональной системы {xk} равна единица,
то эту систему называют ортонормированной системой. От каждой ортогональ-
ной системы {xk} можно перейти к соответствующей ортонормированной системе
{x′k}, полагая x′k =

xk
‖xk‖

. Так, например, по этому правилу системе (2) в L′
2 соот-

ветствует ортонормированная система
1√
2π
,

1√
π

sin x,
1√
π

cosx, . . . ,
1√
π

sin kx,
1√
π

cos kx, . . . (2′)

Пусть X — линейное пространство со скалярным произведением. Подмноже-
ство X0 ⊂ X называется подпространством пространства X, если X0 — линейная
система и если для каждой последовательности {xp‖ ⊂ X0, такой, что в метри-
ке, порожденной скалярным произведением xp → x0 ∈ X, имеет место x0 ∈ X0

(т.е. если X0 замкнуто в X). Нетрудно проверить47, что для произвольного ко-
нечного набора x1, x2, . . . , xn элементов X0 совокупность всевозможных линейных

комбинаций
n∑
k=1

λkxk (соответственно всевозможным значениям коэффициентов

λk) является подпространством пространства X.
47Ограничимся рассмотрением важного для нас случая, когда система x1, . . . , xn является ор-

тонормированной. Пусть xp → x0 ∈ X , где xp ∈ X0. Согласно критерию Коши, это означает, что

для ∀ ε > 0, ∃N = N(ε) при ∀ p, q > N будет ρ(xp, xq) < ε. Положим xp =
n∑

k=1

λp
kxk. Тогда, в силу

ортонормированности системы x1, . . . , xn

ρ2(xp, xq) = ‖xp − xq‖2 =
n∑

k=1

(λp
k − λq

k)2,

откуда следует, что для каждого k = 1, 2, . . . , n, |λp
k−λq

k| < ε. Таким образом, последовательности

{λp
k} (k = 1, 2, . . . , n) являются сходящимися. Пусть λp

k → λ0
k; положим x0 =

n∑
k=1

λ0
kxk и покажем,

что xp → x0 ∈ X0. В самом деле, ‖xp − x0‖2 =
n∑

k=1

(λp
k − λ0

k)2 → 0 при p → ∞, откуда и следует

доказываемое.
В общем случае произвольной (не обязательно ортонормированной) системы x1, . . . , xn до-

статочно предварительно воспользоваться методом ортогонализации этой системы и перейти к
соответствующей ортонормированной системе.
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В ближайших рассмотрениях пространствоX предполагается бесконечномер-
ным и последовательность {xk} ортонормированной. Обозначим через Xn подпро-
странство пространства X, образованное всевозможными линейными комбинаци-
ями первых n элементов системы {xk}. Легко видеть, что последовательность под-
пространств {Xk} является монотонной по включению, т.е.

X1 ⊂ X2 ⊂ . . . ⊂ Xn ⊂ . . . .

Пусть Xn — произвольное фиксированное подпространство последовательно-
сти {Xn}, y — любой фиксированный элемент пространстваX. Рассмотрим множе-
ство чисел ρ(x, y), соответствующих всевозможным x ∈ Xn. Величину ρ(y,Xn) =
inf
x∈Xn

{ρ(x, y)} назовем расстоянием элемента y до подпространства Xn, а элемент

x0 ∈ Xn, для которого ρ(y,Xn) = ρ(y, x0), если такой элемент существует, назовем
проекцией y на подпространство Xn.

Теорема. Для каждого элемента y ∈ X и любого подпространства Xn су-
ществует проекция y на Xn.

Действительно, для ∀ x ∈ Xn, x =
n∑
k=1

λkxk, имеем:

ρ2(y, x) =

∥∥∥∥y − n∑
k=1

λkxk

∥∥∥∥2 =

〈
y −

n∑
k=1

λk, xk, y
n∑
j=1

λjxj

〉
=

= ‖y‖2 − 2
n∑
k=1

λk〈y, xk〉 +
n∑
k=1

λ2
k‖xk‖2 = ‖y‖2 +

n∑
k=1

(λk − 〈y, xk〉)2 −
n∑
k=1

〈y, xk〉2.

Из этого равенства, очевидно, следует, что

ρ(y, x) ≥ ‖y‖2 −
n∑

ki=1

〈y, xk〉2, (3)

где знак равенства имеет место лишь в случае, когда λk = 〈y, xk〉, k = 1, 2, . . . , n.
Таким образом, проекцией элемента y на подпространство Xn является элемент

x
(n)
0 =

n∑
k=1

〈y, xk〉xk. (4)

Из этого представления вытекает единственность проекций y на Xn. Теорема до-
казана.

§ 2. Ряд Фурье

Суммы
n∑
k=1

〈y, xk〉xk,
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составленные для фиксированного элемента y ∈ X соответственно по всевозмож-
ным n, являются частичными суммами ряда

∞∑
k=1

〈y, xk〉xk. (1)

Ряд (1) называете рядом Фурье, соответствующим элементу y и построенным по
ортонормированной системе {xk}, а коэффициенты 〈y, xk〉 этого ряда называются
коэффициентами Фурье элемента y по данной системе {xk}. Тот факт, что ряд (1)
соответствует элементу y, будем в дальнейшем отмечать записью

y ∼
∞∑
k=1

〈y, xk〉xk.

Нетрудно проверить, что для пространства L1
2[−π, π] ряд Фурье элемента y ∈

L1
2[−π, π] по систеые (2′) из § 1 тригонометрических функций имеет вид

y ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx, (2)

где

a0 =
1

π

π∫
−π

y(t) dt, ak =
1

π

π∫
−π

y(t) cos kt dt, bk =
1

2
π

π∫
−π

y(t) sin kt dt, k = 1, 2, . . . .

Свойство ряда Фурье, выраженное теоремой из § 1 и состоящее в том, что
его частичные суммы являются элементами пространства Xn, наиболее близки-
ми к элементу y в метрике, определенной скалярным произведением, называется
минимальным свойством частичных сумм ряда Фурье.

Из неравенства (3) (см. § 1) следует, что ряд
∞∑
k=1

〈y, xk〉2 сходится, так как

для всех частичных сумм этого ряда выполняется неравенство
n∑
k=1

〈y, xk〉2 ≤ ‖y‖2.

Вместе с тем имеет место неравенство
∞∑
k=1

〈y, xk〉2 ≤ ‖y‖2, (3)

которое называется неравенством Бесселя.

Применительно к системе (2′) (ом. § 1) в пространстве L1
2[−π, π] неравенство

Бесселя имеет вид:
a2

0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2k) ≤

1

π

π∫
−π

y2(t) dt. (4)

Пусть {xk} — некоторая ортонормированная система элементов пространства
X. Соответственно ранее определенной последовательности подпространств {Xn}
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введем в рассмотрение множество Xν =

∞⋃
n=1

Xn. Ясно, что Xν ⊂ X, поэтому в

Xν определены линейные операции и скалярное произведение, индуцированные
соответствующими операциями в пространстве X. Обозначим, далее, через Xν

замыкание Xν в метрике, порожденной скалярным произведением, т.е. совокуп-
ность всех таких элементов, каждый из которых является пределом некоторой
последовательности {yj} элементов Xν48 назовем замкнутой в X, если X ⊂ X

ν .

Теорема 1. Для того чтобы ортонормированная система {xk} ⊂ X была
замкнутой в X, необходимо и достаточно, чтобы для каждого элемента y ∈ X
выполнялось равенство

∞∑
k=1

〈y, xk〉2 = ‖y‖2. (5)

(Это равенство называют уравнением замкнутости).

Доказательство. Пусть {xk} — замкнутая система в X и y — произволь-
ный элемент пространства X. Тогда существует последовательность {yj} ⊂ Xν ,
для которой ‖y − yj‖ → 0 при j → ∞. Каждый элемент yj содержится в неко-
тором подпространстве Xnj

. Обозначим через xnj

0 проекцию элемента yj на под-

пространство Xnj
, т.е. положим x

nj

0 =

nj∑
k=1

〈y, xk〉xk. Тогда ‖y − yj‖2 ≥ ‖y − x
nj

0 ‖2 =

‖y‖2 −
nj∑
k=1

〈y, xk〉2, откуда следует, что для элемента y выполнено равенство (5).

Предположим теперь, что для каждого элемента y ∈ X выполнено равен-
ство (5). Покажем, что система {xk} является замкнутой системой в X. Для этого
достаточно рассмотреть последовательность частичных сумм ряда Фурье для эле-
мента y по заданной системе и убедиться, что эта последовательность, в силу (3)
(из § 1), (3) и (5), сходится к элементу y. Теорема доказана.

Ортонормированная система {xk} называется полной, если не существует та-
кого элемента x∗ ∈ X, отличного от нулевого элемента θ пространства, который
ортогонален каждому элементу xk системы {xk}.

Теорема 2. Замкнутая система {xk} в X является полной, а в случае, когда
X — полное метрическое пространство, то и обратно, — каждая полная в X,
система {xk} является замкнутой.

В самом деле, если {xk} — замкнутая система элементов X и x0 — элемент
X, ортогональный каждому xk ∈ {xk}, т.е. 〈x0, xk〉 = 0 (k = 1, 2, . . .), то, в силу

уравнения замкнутости, ‖x0‖2 =

∞∑
k=1

〈x0, xk〉2 = 0, откуда следует, что x0 = 0.

Обратно, если система {xk} полна вX и y — произвольный элемент простран-
ства X, то последовательность частичных сумм ряда Фурье, соответствующего y
по данной системе, в силу неравенства Бесселя, является фундаментальной, а зна-

48С каждой фундаментальной последовательностью {yj} ⊂ Xν мы связываем некоторый эле-
мент y0, замыкания X

ν
, полагая y0 = lim yj .
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чит, сходящейся к некоторому элементу y∗ ∈ X (по предположению, X — полное
пространство). Легко видеть, что элемент z = y − y∗ ортогонален каждому эле-
менту системы {xk}, откуда следует, что z = 0 (система {xk}, по условию, полна
в X), т.е.

y∗ = y =

∞∑
k=1

〈y, xk〉xk или
∥∥∥∥y − n∑

k=1

〈y, xk〉xk
∥∥∥∥→ 0

при n→ ∞. Но ∥∥∥∥y − n∑
k=1

〈y, xk〉xk
∥∥∥∥2 = ‖y‖2 −

n∑
k=1

〈y, xk〉2.

Таким образом, ‖y‖2 =

∞∑
k=1

〈y, xk〉2, и для элемента y выполнено уравнение замкну-

тости49.

Применительно к часто встречающемуся в приложениях пространству
L1

2[−π, π] и ортонормированной системе (2′) тригонометрических функций дока-
жем следующее важное утверждение.

Теорема 3 (Дирихле–Ляпунова). Система (2’) (см. § 1) тригонометриче-
ских функций замкнута в пространстве L1

2[−π, π] непрерывных на [−π, π] функ-
ций.

Для доказательства рассмотрим совокупность так называемых тригономет-
рических многочленов

Tn(x) =
α0

2
+

n∑
k=1

αk cos kx+ βk sin kx

соответственно всевозможным n ∈ N, αk, βk ∈ R. Легко видеть, что эта сово-
купность является алгеброй на [−π, π], содержащей единицу и разделяющей точ-
ки промежутка [−π, π]. Отсюда, в силу теоремы Стона–Вейерштрасса, следует,
что каждая непрерывная на [−π, π] функция f(x), принимающая в концах этого
промежутка одинаковые значения, допускает равномерное приближение триго-
нометрическими многочленами, т.е. для f(x) найдется такая последовательность
{Tn(x)} тригонометрических многочленов, что Tn(x) ⇒ f(x) на [−π, π]. Но тогда,

очевидно, ‖f − Tn‖ =

{ π∫
−π

[f(t) − Tn(t)]
2 dt

} 1
2

→ 0 при n→ ∞. Пусть, далее,

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx,

где

ak =
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, bk =
1

π
+

π∫
−π

f(t) sin kt dt, k = 0, 1, 2, . . . .

49В последних рассмотрениях мы воспользовались легко проверяемым свойством непрерыв-
ности скалярного произведения.
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В силу минимального свойства частичных сумм ряда Фурье, для s2N=!(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx + bk sin kx будет ‖f − s2n+1‖ ≤ ‖f − Tn‖, откуда следует, что

‖f − s2n+1‖ → 0 при n → ∞. Последнее как раз и означает, в соответствии с
теоремой 1, что для f выполнено уравнение замкнутости.

Если теперь функция f(x) непрерывна на [−π, π], но f(−π) �= f(π), то для
произвольного числа ε > 0 можно построить непрерывную на [−π, π] функцию
f1(x), для которой f1(−π) = f(π) и ‖f−f1‖ <

ε

2
. Такую функцию можно выбрать,

например, среди функций вида

f1(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
f(x) при − π ≤ x ≤ π − δ,

f(π − δ) +
f(−π) − f(π − δ)

δ
(x− π + δ) при π − δ ≤ x ≤ π,

подобрав δ достаточно малым (рис. 80).

−π O π − δ π

Рис. 80
Пусть T1 — тригонометрический многочлен, для которого ‖f1 − T1‖ <

ε

2
. Та-

кой многочлен существует для f1(x) в силу только что проведенных рассмотрений.
Тогда ‖f−T1‖ ≤ ‖f−f1‖+‖f1−T1‖ < ε, а значит, для соответствующей частичной
суммы s2n+1(x) ряда Фурье функции f(x) тем более будет выполняться неравен-
ство ‖f − s2n+1‖ < ε, т.е. последовательность {s2n+1(x)} в среднем сходятся к f(x)
на [−π, π]. Теорема доказана.

Следствие 1. Для каждой непрерывной на [−π, π] функции f(x) выполняет-
ся уравнение замкнутости:

π∫
−π

f 2(x) dx = π

(
a2

0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2k)

)
.

В линейном пространстве функций, интегрируемых на [a, b] вместе со свои-
ми квадратами, можно определить «скалярное произведение», полагая 〈f, ϕ〉 =
b∫

a

f(t)ϕ(t) dt. Так определенное скалярное произведение, как легко проверять, об-

ладает всеми свойствами скалярного произведения, за исключением того, что из
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〈x, x〉 = 0 не следует, вообще говоря, равенство x = θ, так как в этом пространстве
существуют элементы, не равные нулю, норма которых равна нулю. Ясно, что рас-
смотрения, проведенные ранее, кроме тех, которые связаны с понятиями полноты
и замкнутости ортонормированной системы {xk} ⊂ L1

2[a, b], распространяются и
на это пространство. В частности, для каждой интегрируемой на [a, b] функции
f(x) имеет место неравенство Бесселя (3), из которого вытекает следующее утвер-
ждение.

Следствие 2. Если функция f(x) интегрируема на [−π, π], то при n → ∞
коэффициенты ak и bk стремятся к нулю.

Этот факт непосредственно вытекает из сходимости ряда, стоящего в левой
части неравенства (3).

Замечание. Если расширить понятие интеграла, введя в рассмотрение так
называемый интеграл Лебега, то можно показать, что пространство L2[a, b] функ-
ций, интегрируемых, с квадратом на [a, b] в смысле Лебега, является полным про-
странством, в котором каждая замкнутая ортонормированная система {xk} полна,
и наоборот, каждая полная система {xk} замкнута в L2[a, b], т.е. свойства системы
{xk} быть замкнутой или полной совпадают. Мы не имеем возможности останав-
ливаться на этих рассмотрениях, подробно излагаемых в курсах теории функций
и функционального анализа.

§ 3. Точечная сходимость рядов Фурье

Рассмотрим подробнее ряды Фурье по системе тригонометрических функций
(2′) (см. § 1), т.е. ряды вида

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx, (1)

где f(x) — интегрируемая на [−π, π] функция,

ak =
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, bk =
1

π
+

π∫
−π

f(t) sin kt dt, k = 0, 1, 2, . . . .

Докажем вначале следующее вспомогательное утверждение.

Лемма 1 (Римана). Если функция ϕ(x) интегрируема на [a, b], то каждый
из интегралов

b∫
a

ϕ(t) cosαt dt,

b∫
a

ϕ(t) sinαt dt

стремится к нулю при α→ ∞.

Доказательство проведем для одного из этих интегралов, например для
b∫

a

ϕ(t) cosαt dt. Пусть T = {t0, t1, . . . , tn} — некоторое разбиение промежутка [a, b].
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Полагая mk = inf
[tk,tk+1

ϕ(t), представим указанный интеграл в виде

b∫
a

ϕ(t) cosαt dt =
n−1∑
k=1

tk+1∫
tk

[ϕ(t) −mk] cosαt dt+
n−1∑
k=1

mk

tk+1∫
tk

cosαt dt. (2)

Найдем оценку каждой из сумм в этом представлений:

∣∣∣∣ n−1∑
k=1

tk+1∫
tk

[ϕ(t) −mk] cosαt dt

∣∣∣∣ ≤ n−1∑
k=1

tk+1∫
tk

|ϕ(t) −mk| dt+

n−1∑
k=1

ωk(ϕ) Δtk,

где, как обычно, через ωk(ϕ) обозначено колебание функции ϕ(t) на промежутке
[tk, tk+1] разбиения T . Так как Функция ϕ(t) интегрируема на [a, b], то для произ-
вольного числа ε > 0 найдется такое разбиение Tε промежутка [a, b], для которого
при всех α будет выполняться неравенство

∣∣∣∣ n−1∑
k=1

tk+1∫
tk

[ϕ(t) −mk] cos kt dt

∣∣∣∣ < ε

2
. (3)

Фиксируя так взятое разбиение, оценим вторую сумму в представлении (2). Так

как
∣∣∣∣
tk+1∫
tk

cosαt dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣sinαtk+1 − sinαtk
2

∣∣∣∣ ≤ 2

|α| , то

∣∣∣∣ n−1∑
k=1

mk

tk+1∫
tk

cosαt dt

∣∣∣∣ ≤ 2

|α|

n−1∑
k=0

|mk|.

Ясно, что при |α| > 4

ε

n−1∑
k=0

|mk| будет выполняться неравенство

∣∣∣∣ n−1∑
k=1

mk

tk+1∫
tk

cosαt dt

∣∣∣∣ < ε

2
. (4)

Из представления (2) и неравенств (3) и (4) следует:

∣∣∣∣
b∫

a

ϕ(t) cosαt dt

∣∣∣∣ < ε.

Найдем теперь интегральное представление для частичных сумм

s2n+1(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx (5)
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ряда Фурье, соответствующего интегрируемой на [−π, π] функции f(x), которую,
без ограничения общности, можно считать периодической с периодом 2π. Для
этого подставим в (5) интегральное представление коэффициентов ak и bk. В ре-
зультате подучим:

s2n+1(x) =
1

π

π∫
−π

f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

cos k(t− c)

]
dt.

Положим A(α) =
1

2
+

n∑
k=1

cos kα. Умножив обе части этого равенства на sin
α

2
, а

затем, воспользовавшись равенством cos kα · sin α
2

=
1

2

(
sin

2 + 1

2
α− sin

2k − 1

2
α

)
,

найдем, что при α �= 0

A(α) =
sin(2n+ 1)

α

2

2 sin
α

2

.

Следовательно,

s2n+1(x) =
1

2π

π∫
−π

f(t)
sin

(2n+ 1)(t− x)

2

sin
t− x

2

dt.

Введя новую переменную интегрирования τ = t− x, получим:

s2n+1(x) =
1

2π

π−x∫
−π−x

f(x+ τ)

sin

(
n +

1

2

)
τ

sin
1

2
τ

dτ.

Легко проверить, что значение интеграла от периодической функции по проме-
жутку длины, равной периоду, не зависит от положения левого конца этого про-
межутка. Поэтому можно записать, что

s2n+1(x) =
1

2π

π∫
−π

f(x+ τ)

sin

(
n+

1

2

)
τ

sin
1

2
τ

dτ.

Представим этот интеграл в виде суммы двух интегралов, взятых по промежуткам
[−π, 0] и [0, π], и произведем в первом из них замену переменной, положив τ ′ = −τ .
В результате получим:

s2n+1(x) =
1

2π

π∫
0

[f(x+ τ) + f(x− τ)]

sin

(
n +

1

2

)
τ

sin
1

2
τ

dτ. (6)
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Интеграл в правой части равенства (6) называется интегралом Дирихле. В част-
ности, для функции f(x) ≡ 1

1 =
1

π

π∫
0

sin

(
n+

1

2

)
τ

sin
1

2
τ

dτ. (7)

Используя представление частичной суммы ряда Фурье функции f(x) инте-
гралом Дирихле и лемму Римана, установим следующий интересный факт.

Теорема 1 (принцип локализации Римана). Сходимость или расходимость
в точке x ∈ [−π, π] ряда Фурье, соответствующего интегрируемой на [−π, π]
функции f(x), а также значение суммы ряда в этой точке в случае его сходи-
мости, определяются значениями функции f(x) («поведением» функции f(x)) в
сколь угодно малой окрестности этой точки.

Для доказательства представим интеграл (6) в виде суммы

s2n+1(x) =
1

2π

δ∫
0

[f(x+ τ) + f(x− τ)]

sin

(
n +

1

2

)
τ

sin
1

2
τ

dτ+

+
1

2π

π∫
δ

[f(x+ τ) + f(x− τ)]

sin

(
n+

1

2

)
τ

sin
1

2
τ

dτ,

(8)

где 0 < δ ≤ π. Так как функция [f(x + τ) + f(x − τ)]
1

sin
1

2
τ

интегрируема на

промежутке [δ, π], то второе слагаемое в этом представлении, на основании леммы
Римана, стремится к нулю при n → ∞. Таким образом, вопрос о наличии или.
отсутствии предела у частичной суммы s2n+1(x) при n → ∞, а также значении
этого предела, если он существует, решается в зависимости от поведения первого
слагаемого в представлении (8), т.е. в зависимости от значений функций f(x) на
сколь угодно малом промежутке [x− δ, x+ δ].

Следующее утверждение дает достаточное условие точечной сходимости ряда
Фурье.

Теорема 2. Если интегрируемая на [−π, π] функция f(x) имеет в точке
x0 ∈ (−π, π) конечные односторонние производные f ′

+(x0) и f ′
−(x0), то соот-

ветствующий f(x) ряд Фурье сходится в точке x0 и имеет сумму, равную
1

2
[f(x0 + 0) + f(x0 − 0)].

Доказательство. Воспользовавшись равенством (7), запишем:

1

2
[f(x0 + 0) + f(x0 − 0)] =

1

2π

π∫
0

[f(x0 + 0) + f(x0 − 0)]

sin

(
n +

1

2

)
τ

sin
1

2
τ

dτ.
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Вместе с тем

s2n+1(x) −
1

2
[f(x0 + 0) + f(x0 − 0)] =

=
1

π

π∫
0

{[
f(x0 + τ) − f(x0 + 0)

τ
− f(x0 − τ) − f(x0 − 0)

(−τ)

] τ

2

sin
τ

2

}
· sin
(
n +

1

2

)
τ dτ.

(9)
Функция, стоящая в фигурных скобках под знаком интеграла, в силу принятого
предположения относительно f(x), является интегрируемой50. Поэтому, в соот-
ветствии с леммой Римана, интеграл (9) стремится к нулю при n → ∞. Отсюда
следует, что

lim
n→∞

s2n+1(x) =
1

2
[f(x0 + 0) + f(x0 − 0)].

Теорема доказана.

Замечание. Если функция f(x) непрерывна в точке x0, т.е. f(x0 + 0) =
f(x0 − 0) = f(x0), то ряд Фурье функции f(x) сходится в этой точке и имеет
сумму, равную f(x).

Следствие. Если функция f(x) дифференцируема на [−π, π] и периодична
с периодом 2π (или, что равнозначно f(−π) = f(π)), то ряд Фурье, соответ-
ствующий f(x), сходится в каждой точке промежутка [−π, π] и имеет сумму,
равную f(x).

В таком случае говорят, что f(x) разлагается в свой ряд Фурье.

При наложении на функцию f(x) более ограничительных условий можно
обеспечить не только разложимость ее в ряд Фурье, но и равномерную сходимость
этого ряда.

Теорема 3. Если функция f(x) имеет на [π, π] интегрируемую производную
и f(−π) = f(π), то: 1) f(x) разлагается в свой ряд Фурье, 2) этот ряд равномерно
сходится на [−π, π].

Доказательство. Разложимость f(x) в свой ряд Фурье в условиях теоремы
имеет место в силу теоремы 2. Для доказательства равномерной сходимости этого
ряда построим ряд Фурье, соответствующий производной f ′(x) функции f(x):

f ′(x) ∼ a′0
2

+

∞∑
k=1

a′k cos kx+ b′k sin kx.

Здесь

a′k =
1

π

π∫
−π

f ′(t) cos kt dt = kbk, b′k =
1

π

π∫
−π

f ′(t) sin kt dt = −kak,

50Предположение о конечности f ′
+(x0) и f ′

−(x0) означает ограниченность и интегрируемость

функций
f(x0 + τ) − f(x0 + 0)

τ
и

f(x0 − τ) − f(x0 − 0)
τ

на промежутке [0, π].
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и, как обычно, ak и bk — коэффициенты Фурье функции f(x). Из полученных
соотношений, связывающих a′k и bk, а также b′k и ak, находим:

|ak| =
1

k
|b′k| ≤

1

2

(
1

k2
+ b′k

2

)
, |bk| ≤

1

2

(
1

k2
+ a′k

2

)
,

откуда

|ak| + |bk| ≤
1

k2
+

1

2
(a′k

2
+ b′k

2
).

Известно что ряд
∞∑
k=1

1

k2
сходится, в силу неравенства Бесселя, для интегри-

руемой функции f ′(x) сходящимся является и ряд
∞∑
k=1

(a′k
2
+ b′k

2
), откуда вытекает

сходимость числового ряда
∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|). Но тогда, на основании признака срав-

нения Вейерштрасса, равномерно сходится ряд Фурье, соответствующий функции
f(x), так как

|ak cos kx+ bk sin kx| ≤ |ak| + |bk|.
Теорема доказана.

Установим точечную сходимость рядов Фурье для весьма важного класса
кусочно-монотонных функций. Приведем вначале два вспомогательных утвержде-
ния.

Лемма 2. Если функция ϕ(x) монотонна и ограничена на промежутке [0, π],
то

lim
n→∞

π∫
0

ϕ(t)
sinαt

t
dt =

π

2
ϕ(+0).

Доказательство. Для произвольного числа δ, 0 < δ < π, представим инте-
грал в виде

π∫
0

ϕ(t)
sinαt

t
dt =

δ∫
0

ϕ(t)
sinαt

t
dt+

π∫
δ

ϕ(t)
sinαt

t
dt =

= ϕ(+0)

δ∫
0

sinαt

t
dt+

δ∫
0

[ϕ(t) − ϕ(+0)]
sinαt

t
dt+

π∫
δ

ϕ(t)
sinαt

t
dt.

(10)

Заметим, что из равенства
π

2
=

∞∫
0

sin t

t
dt =

∞∫
0

sinαt

t
dt, имеющего место при лю-

бом α > 0, следует существование такой константы A, что при всех значениях

ξ′, ξ′′ > 0 выполняется неравенство
∣∣∣∣
ξ′′∫
ξ′

sinαt

t
dt

∣∣∣∣ ≤ A. Пусть теперь число ε > 0

произвольно. Так как вместе с функцией ϕ(x) монотонной является также функ-
ция ϕ(x) − ϕ(+0) и ϕ(x) − ϕ(+0) → 0 при x → +0, то по числу ε > 0 найдется
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такое число δ > 0, что |ϕ(δ) − ϕ(+0)| < ε

3A
. При таком выборе δ применение на

промежутке [0, δ] второй теоремы о среднем значении ко второму слагаемому в
представлении (10) приводит к оценке

∣∣∣∣
δ∫

0

[ϕ(t) − ϕ(+0)]
sinαt

t
dt

∣∣∣∣ ≤ |ϕ(δ) − ϕ(+0)| ·
∣∣∣∣

δ∫
ξ

sinαt

t
dt

∣∣∣∣ < ε

3
. (11)

Так как, далее, интеграл
π∫
δ

ϕ(t)

t
sinαt dt, в силу леммы Римана, стремится к нулю

при α → ∞, найдется такое число α0 > 0, что при α > α0 будет выполняться
неравенство ∣∣∣∣

π∫
δ

ϕ(t)
sinαt

t
dt

∣∣∣∣ < ε

3
. (12)

Наконец, интеграл
δ∫

0

sinαt

t
dt =

αδ∫
0

sin t

t
dt стремится к

π

2
при α → +∞, поэтому

найдется такое число α1, что при α > α1 будет выполняться неравенство

∣∣∣∣
δ∫

0

ϕ(+0)
sinαt

t
dt− ϕ(+0)

π

2

∣∣∣∣ < ε

3
. (13)

Из представления (10) и неравенств (11), (12) и (13) следует, что при α > max (α0, α1)∣∣∣∣
π∫

0

ϕ(t)
sinαt

t
dt− π

2
ϕ(+0)

∣∣∣∣ < ε,

что завершает доказательство леммы 2.

Лемма 3. Если функция ϕ(t) монотонна и ограничена на
[
0,
π

2

]
, то

lim
α→∞

π
2∫

0

ϕ(t)
sinαt

sin t
dt =

π

2
ϕ(+0).

Для доказательства представим интеграл по
[
0,
π

2

]
в виде суммы двух ин-

тегралов:
π
2∫

0

ϕ(t)
sinαt

sin t
dt =

δ∫
0

ϕ(t)
sinαt

sin t
dt+

π
2∫
δ

ϕ(t)
sinαt

sin t
dt,

где 0 < δ <
π

2
, и заметим, что, в силу леммы Римана, второе слагаемое в пра-

вой части этого равенства стремится к нулю при α → +∞. Покажем теперь, что
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lim
α→∞

δ∫
0

ϕ(t)
sinαt

sin t
dt =

π

2
ϕ(+0). Рассмотрим вначале частный случай, когда ϕ(x)

не убывает на [0, δ] и ϕ(x) ≥ 0. В этом случае функция ϕ1(x) = ϕ(x)
x

sin x
также

не убывает и неотрицательна на [0, δ], так как функция
x

sin x
, очевидно51, возрас-

тает и положительна на [0, δ]. Таким образов, для интеграла
δ∫

0

ϕ1(t)
sinαt

t
dt =

δ∫
0

[
ϕ(t)

t

sin t

]
sinαt

t
dt выполняются условия леммы 2, и так как ϕ1(+0) =

lim
x→+0

ϕ1(x) =

[
lim
x→+0

ϕ(x)

]
·
[

lim
x→+0

x

sin x

]
= ϕ(+0), то для рассматриваемого случая

наше утверждение доказано.

Если функция ϕ(x) не убывает на [0, δ], но может принимать как положи-
тельные, так и отрицательные значения, введем в рассмотрение функцию ψ(x) =
ϕ(x) + C, где константа C подобрана таким образом, чтобы ψ(x) ≥ 0. Для функ-

ции ψ(x) выполняются рассмотренные условия, и поэтому lim
α→∞

δ∫
0

ψ(t)
sinαt

sin t
dt =

π

2
ψ(+0) =

π

2
[ϕ(+0) + C]. С другой стороны,

δ∫
0

ψ(t)
sinαt

sin t
dt =

δ∫
0

ϕ(t)
sinαt

sin t
dt+ C

δ∫
0

sinαt

sin t
dt,

и так как

lim
α→+∞

δ∫
0

sinαt

sin t
dt = lim

α→+∞

δ∫
0

t

sin t

sinαt

t
dt =

π

2
.

получаем доказываемое равенство и в этом случае.

Наконец, допустим, что функция ϕ(x) не возрастает на [0, δ]. Тогда функция
[−ϕ(x)] не убывает на этом промежутке, и

lim
α→+∞

δ∫
0

ϕ(t)
sinαt

sin t
dt = − lim

α→+∞

δ∫
0

[−ϕ(t)]
sinαt

sin t
dt = −[−ϕ(+0)]

π

2
= ϕ(+0)

π

2
.

Лемма доказана.

Теорема (Дирихле). Если функция f(x) ограничена и кусочно монотонна на
[−π, π], то ряд Фурье для f(x) сходится в каждой точке x ∈ [−π, π] и имеет сум-

му, равную
1

2
[f(x + 0) + f(x − 0)] во внутренних точках x и

1

2
[f(−π + 0) + f(π − 0)] в концевых точках промежутка [−π, π].

51В самом деле, производная функции
x

sin x
, равная

cosx(tg x − x)
sin2 x

, неотрицательна на [0, δ].
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Доказательство. Положив в представлений (6) частичной суммы ряда Фу-
рье τ = 2t, перепишем эту сумму в виде

s2n+1(x) =
1

π

π
2∫

0

[f(x+ 2t) + f(x− 2t)]
sin(2n+ 1)t

sin t
dt =

=
1

π

π
2∫

0

f(x+ 2t)
sin(2n+ 1)t

sin t
dt+

1

π

π
2∫

0

f(x− 2t)
sin(2n+ 1)t

sin t
dt.

(14)

Пусть x — внутренняя точка промежутка [−π, π]. Выберем число δ > 0 настолько
малым, чтобы функция f(t) была монотонной на каждом из промежутков (x, x+
δ) и (x − δ, x). Разложив каждый из интегралов равенства (14) на сумму двух

интегралов соответственно промежуткам [0, δ] и
[
δ,
π

2

]
и заметив, что интегралы

по промежутку
[
δ,
π

2

]
, в силу леммы Римана, стремятся к нулю, а для интегралов

по промежутку [0, δ] выполняются условия леммы 3, получим:

lim
n→∞

1

π

π
2∫

0

f(x+ 2t)
sin(2n+ 1)t

sin t
dt =

1

π
· π

2
f(x+ 0) =

1

2
f(x+ 0),

lim
n→∞

1

π

π
2∫

0

f(x− 2t)
sin(2n+ 1)t

sin t
dt =

1

2
f(x− 0),

откуда

lim
n→∞

s2n+1(x) =
1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)].

Если теперь x = π, то, предполагая функцию f(x) периодической с периодом 2π,
найдем:

lim
t→+0

f(π + 2t) = lim
t→+0

f(−π + 2t) = f(−π + 0).

Аналогично lim
t→+0

f(π − 2t) = f(π − 0). Отсюда следует, что

lim
n→∞

s2n+1(π) = lim
n→∞

s2n+1(−π) =
1

2
[f(−π + 0) + f(π − 0)].

Теорема доказана.

Замечание. Так как в точках непрерывности f(x) = f(x − 0) = f(x + 0),
то в этих точках суммой ряда Фурье является значение f(x). Вместе с тем, если
функция f(x) кусочно монотонна и непрерывна на [−π, π] и, кроме того, f(−π) =
f(π), то ряд Фурье для ? имеет своей суммой значение f(x) в каждой точке x ∈
[−π, π], т.е. f(x) разлагается в свой ряд Фурье. Можно показать, что ряд Фурье
для f(x), удовлетворяющей условиям теоремы Дирихле, сходится равномерно на
каждом промежутке [α, β] ⊂ [−π, π], на котором функция f(x) непрерывна. Мы
не будем приводить доказательства этого факта.
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§ 4. Почленное дифференцирование и интегрирование
рядов Фурье

Из рассмотрений, приведенных в § 3, вытекает возможность почленного диф-
ференцирования ряда Фурье для определенной на [−π, π] функции f(x) при усло-
вии, что f(x) имеет интегрируемую на [−π, π] вторую производную f ′′(x) и вы-
полняются равенства f(−π) = f(π), f ′(−π) = f ′(π). При этом ряд Фурье, соответ-
ствующий производной f ′(x) функции f(x), оказывается равномерно сходящимся.
Легко видеть, что в случае, когда f(x) имеет на [−π, π] интегрируемую производ-
ную порядка n + 1 и для всех производных порядка s ≤ n и выполнено условие
f (s)(−π) = f (s)(π), s = 0, 1, 2, . . . , n, то функция f(x) и все ее производные до
порядка n включительно разлагаются в свои ряды Фурье, которые равномерно
сходятся на [−π, π]. Выражение коэффициентов Фурье a′k, b′k для функции f ′(x)
(см. § 3) показывает, что ряд Фурье для функции f ′(x) получается из ряда Фурье
(1) из § 3 для функции f(x) почленным дифференцированием. Подобным обра-
зом можно проверить, что ряд Фурье для функций f (s)(x) может быть получен
s-кратным почленный дифференцированием ряда Фурье для функции f(x).

Рассмотрим вопрос об оценке скорости стремления к нулю коэффициентов
Фурье рядов для производных функции f(x). Обозначим через a(s)

k , b(s)k коэффици-
енты Фурье производной f (s)(x). Тогда, согласно установленному в § 3,
|a(1)
k | + |b(1)k | = k(a

(0)
k | + |b(0)k |), аналогично |a(2)

k | + |b(2)k | = k(|a(1)
k | + |b(1)k |), откуда

(|a(2)
k | + |b(2)k |) = k2(|a(0)

k | + |b(0)k |) и т.д. Для любого целого s, 0 < s ≤ n, будет
|a(s)
k |+ |b(s)k | = ks(|a(0)

k |+ |b(0)k |), и, наконец, |a(n+1)
k |+ |b(n+1)

k | = kn+1(|a(0)
k |+ |b(0)k |) или

kn(|a(0)
k | + |b(0)k |) =

1

k
(|a(n+1)

k | + |b(n+1)
k |).

Так как числовой ряд с общим членом
1

k
(|a(n+1)

k |+ |b(n+1)
k |) сходится (см. § 3),

то сходится и ряд
∞∑
k=1

kn(|a(0)
k | + |b(0)k |), а вместе с ним и все ряды

∞∑
k=1

ks(|a(0)
k | + |b(0)k |), (s = 0, 1, . . . , n.

Сходимость этих рядов (в принятых нами предположениях относительно f(x))
дает представление о скорости стремления к нулю коэффициентов Фурье функции
f(x) и ее производных. Отметил, что в результата s-кратного дифференцирования
ряда (1) (см. § 3), ряд для производной порядка s получает вид:

f (s)(x) ∼
∞∑
k=1

ks
[
ak cos

(
kx+ s

π

2

)
+ bk sin

(
kx+ s

π

2

)]
;

для членов этого ряда, очевидно, выполнено неравенство∣∣∣∣ks[ak cos

(
kx+ s

π

2

)
+ bk sin

(
kx+ s

π

2

)]∣∣∣∣ ≤ ks(|ak| + |bk|).
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Обратимся теперь к вопросу о почленном интегрировании рядов Фурье, огра-
ничившись частным случаем непрерывной на [−π, π] функции f(x). Введем для

этого вспомогательную функцию F (x), полагая F (x) =

x∫
0

[
f(t) − a0

2

]
dt. Функ-

ция F (x) дифференцируема на [−π, π] и удовлетворяет условию F (−π) = F (π).
Поэтому F (x) на [−π, π] разлагается в свой ряд Фурье, т.е.

F (x) =
A0

2
+

∞∑
k=1

Ak cos kx+Bk sin kx, (1)

где

A0 =
1

π

π∫
−π

F (t) dt,

Ak =
1

π

π∫
−π

F (t) cos kt dt =
1

π
F (t)

sin kt

k

∣∣∣∣π
−π

= − 1

kπ

π∫
−π

f(t) sin kt dt = −bk
k

;

аналогично, Bk =
ak
k
. Подставив полученные значения коэффициентов Ak и Bk в

ряд (22) и сравнив полученный ряд

F (t) =
A0

2
+

∞∑
k=1

−bk
k

cos kx+
ak
k

sin kx (2)

с рядом (1) из § 3, соответствующем функции f(x), найдем, что ряд для функций
F (x) получен из ряда (1) из § 3 почленный интегрированием.

§ 5. Частные виды рядов Фурье, некоторые обобщения
и преобразования

Из представления интеграла по промежутку [−a, a]
a∫

−a

F (t) dt =

0∫
−a

F (t) dt+

a∫
0

F (t) dt =

a∫
0

[F (−t) + F (t)] dt

следует, что для нечетной функции F (x)

a∫
−a

F (t) dt = 0, а для четной Функции

F (x)

a∫
−a

F (t) dt = 2

a∫
0

F (t) dt. Если теперь f(x) — четная интегрируемая на [−π, π]

функция, то четными будут и все функции f(x) cos kx (k = 0, 1, 2, . . .), следова-
тельно, для коэффициентов Фурье ak можно пользоваться формулами

ak =
2

π

π∫
0

f(t) cos kt dt.
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Функции f(x) sin kx (k = 1, 2, . . .) в этой случае нечетные, и поэтому все коэффи-
циенты Фурье bk функции f(x) равны нулю. Ряд Фурье, соответствующий четной
на [−π, π] функции f(x) имеет вид

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx, (1)

т.е. является рядом только по косинусам.

Аналогично, если функция f(x) нечетная на [−π, π], то все коэффициенты
ak для этой функции равны нулю, а коэффициенты bk выражаются интегралами
2

π

π∫
0

f(t) sin kt dt.

Ряд Фурье для нечетной на [−π, π] функции f(x) является рядом только по
синусам:

f(x) ∼
∞∑
k=1

bk sin kx. (2)

Для произвольной функции f(x) соответствующий ей ряд Фурье можно рас-
сматривать как сумму рядов (1) и (2), первый из которых соответствует «четной
части» функции f(x) в представлении

f(x) =
1

2
[f(x) + f(−x)] +

1

2
[f(x) − f(−x)],

т.е. функций f1(x) =
1

2
[f(x) + f(−x)], второй — «нечетной части» функции f(x),

т.е. функции f2(x) =
1

2
[f(x) − f(−x)].

Если функция f(x) определена на промежутке [0, π] и является, например,
кусочно монотонной и непрерывной, то для ее разложения в ряд Фурье на этом
промежутке вводят в рассмотрение продолжение F (x) на промежуток [−π, π], до-
определяя f(x) на [−π, π] с большой степенью произвола. Поведение полученного
для F (x) ряда Фурье во внутренних точках [0, π], в силу принципа локализации
Римана, не зависит от способа продолжения f(x) на промежуток [−π, 0]. С целью
получения более простых рядов Фурье для f(x) на [0, π] используют обычно или
«четное» или «нечетное» продолжение f(x), т.е. выбирают в качестве F (x) функ-
цию, которая на [0, π] совпадает с f(x), а на [−π, 0] принимает значения f(−x) при
«четном» продолжении и значения −f(−x) — при «нечетном» продолжении.

Если функция f(x) интегрируема на [−l, l], то для построения соответствую-
щего ей на этом промежутке ряда Фурье необходимо произвести вначале замену

переменной, положив x′ =
π

l
x или x =

l

x
x′. В результате получим функцию

f1(x
′)f
(
l

π
x′
)
, определенную на [−π, π], которой соответствует ряд Фурье

f1(x
′) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx′ + bk sin kx′,
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где

ak =
1

π

π∫
−π

f1(t
′) cos kt dt, bk =

1

π

π∫
−π

f1(t) sin kt dt, k = 0, 1, 2, . . . .

Возвратившись к исходной переменной x, найдем ряд Фурье, соответствую-
щий функции f(x)> на [−l, l]:

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos
kπ

l
x+ bk sin

kπ

l
x, (3)

где

ak =
1

l

l∫
−l

f(t) cos
kπ

l
t dt, bk =

1

l

l∫
−l

f(t) sin
kπ

l
t dt, k = 0, 1, 2, . . . .

Случай промежутка [0, l] аналогичен рассмотренному случаю промежутка
[0, π] и может быть предложен в качестве упражнения.

В приложениях часто используется так называемая комплексная форма ряда

Фурье, получаемая из формы (3), если представить в ней cos
kπ

l
x и sin

kπ

l
x по

формулам Эйлера. В результате получим:

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak
ei

kπ
l + e−i

kπ
l x

2
+ bk =

ei
kπ
l − e−i

kπ
l x

2
=

=
a0

2
+

∞∑
k=1

1

2
(ak + ibk) e

i kπ
l
x +

∞∑
k=1

1

2
(ak − ibk) e

−i kπ
l
x.

Положив

ck =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
(ak − ibk) при k = 1, 2, . . .

a0

2
при k = 0,

(ak + ibk) при k = −1,−2, . . . ,

сможем записать:

f(x) ∼
∞∑

k=−∞
ck e

−i kπ
l
x.

Подставив в равенства, определяющие значения ck, интегральные представления
коэффициентов ak и bk, найдем:

ck =
1

l

l∫
−l

f(t)

[
cos

kπ

l
t+ i sin

kπ

l
t

]
dt =

1

2l

l∫
−l

f(t) ei
kπ
l
t dt.

Комплексная форма особенно удобна для представления рядами функций
нескольких переменных. Для простоты ограничимся случаем функции двух пе-
ременных. Пусть функция f(x1, x2) определена в прямоугольнике −l1 ≤ x1 ≤ l1,
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−l2 ≤ x ≤ l2 и обладает в нем интегрируемыми частными производными
∂2f

∂x1∂x2

и
∂2f

∂x2∂x1
. Фиксируя переменную x1, можно представить f(x1, x2) в виде

f(x1, x2) =
∞∑

k=−∞
ck(x1) e

−i kπ
l2
x2, (4)

где

ck(x1) =
1

2l2

l2∫
−l2

f(x1, x2) e
i kπ

l2
x2 dx2. (5)

Разложив теперь в ряд Фурье функции ck(x1) (в наших предположениях это
возможно), найдем:

ck(x1) =

∞∑
j=−∞

ckj e
−i jπ

l1
x1 dx1,

где

ckj =
1

2l1

l1∫
−l1

ck(x1) e
i jπ

l1
x1 dx1,

или, подставив под знак интеграла выражение для ck(x1), получим:

ckj =
1

4l1l2

l1∫
−l1

dx1

l2∫
−l2

f(x1, x2) e
iπ
(

jx1
l1

+
kx2
l2

)
dx2 =

=
1

4l1l2

l1∫
−l1

l2∫
−l2

f(x1, x2) e
iπ
(

jx1
l1

+
kx2
l2

)
dx1dx2.

Вместе с тем для f(x1, x2) имеет место представление

f(x1, x2) =
∞∑

k,j=−∞
ckj e

−iπ
(

jx1
l1

+
kx2
l2

)
.

§ 6. Понятие об интеграле Фурье и преобразовании Фурье

Если функция f(x) определена на всей числовой прямой и на каждом ко-
нечном промежутке [−l, l] разложима в ряд Фурье, то в некоторых случаях она
может быть представлена интегралом Фурье. Для отыскания этого представле-
ния проведем предварительно нестрогие выкладки, предполагая f(x) абсолютно

интегрируемой на (−∞,∞), т.е. считая конечным интеграл
∞∫

−∞

|f(t)| dt.
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Рассмотрим разложение f(x) на промежутке [−l, l]:

f(x) =
∞∑

k=−∞
ck e

−i kπ
l
x,

в котором

ck =
1

2l

l∫
−l

f(t) ei
kπ
l
t dt, k = 0,±1,±2, . . . .

Подставив выражения ck в ряд для f(x), подучим:

f(x) =

∞∑
k=−∞

[
1

2l

l∫
−l

f(t) ei
kπ
l
t dt

]
e−i

kπ
l
x =

1

2π

∞∑
k=−∞

[ l∫
−l

f(t) ei
kπ
l

(t−x)
]
π

l
.

Введем переменную ξ, изменяющуюся на промежутке (−∞,∞)], положим ξk =
kπ

l
; тогда Δξk = ξk+1 − ξk =

π

l
. Получим:

f(x) =
1

2π

N∑
k=−N

[ l∫
−l

f(t) eiξk(t−x) dt
]
Δξk+

+
1

2π

−N−1∑
k=−∞

[ l∫
−l

f(t) eiξk(t−x) dt
]
Δξk +

1

2π

∞∑
k=N+1

[ l∫
−l

f(t) eiξk(t−x) dt
]
Δξk.

Из предположения о сходимости ряда Фурье вытекает стремление к нулю послед-
них двух слагаемых в этом представления, поэтому

f(x) = lim
N→∞

1

2π

N∑
k=−N

[ l∫
−l

f(t) eiξk(t−x) dt
]
Δξk.

При произвольном фиксированном N сумма
N∑

k=−N

[ l∫
−l

f(t) eiξk(t−x) dt
]
Δξk мо-

жет рассматриваться как интегральная сумма для функции ϕ(ξ, x) =

l∫
−l

f(t) eiξ(t−x) dt,

соответствуюшая разбиению промежутка
[
− Nπ

l
,
Nπ

l

]
точками ξk. Поэтому есте-

ственно ожидать, что в точке x ∈ [−l, l] выполняется равенство

f(x) = lim
N→∞

Nπ
l∫

−Nπ
l

1

2π

[ l∫
−l

f(t) eiξ(t−x) dt
]
dξ =

1

2π

∞∫
−∞

dξ

l∫
−l

f(t) eiξ(t−x) dt,
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и вместе о тем для всех x ∈ (−∞,∞), т.е. при l → ∞, равенство

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

dξ

∞∫
−∞

f(t) eiξ(t−x) dt. (1)

Интеграл, стоящий в правой части этого равенства, называется интегралом Фу-
рье, построенным для функции f(x). Функция

F (ξ) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(t) eiξt dt (2)

называется преобразованием Фурье функции f(x). Из (1) и (2) следует:

f(x) =
1√
2π

∞∫
−∞

F (ξ) e−iξx dξ.

Установим некоторое свойства преобразования Фурье F (ξ) функции f(x).
Пусть функция f(x) абсолютно интегрируема на (−∞,∞). Тогда из равенства

|f(t) eiξt| = |f(t)| и сходимости интеграла
∞∫

−∞

|f(t)| dt следует равномерная относи-

тельно ξ сходимость интеграла (2). Так как, далее, функция ft) eiξt непрерывна по
ξ, то F (ξ) является непрерывной функцией ξ. Покажем, что F (ξ) → 0 при ξ → ∞.
Возьмем произвольное число ε > 0. Тогда найдется такое число τ0 > 0, что∣∣∣∣ 1√

2π

−τ0∫
−∞

f(t) eiξt dt

∣∣∣∣ < ε

3
и
∣∣∣∣ 1√

2π

∞∫
τ0

f(t) eiξt dt

∣∣∣∣ < ε

3
.

Пусть теперь T{−τ0 < t1 < . . . < tk−1 < τ0} — такое разбиение промежутка

[−τ0, τ0], что для верхней суммы s(f, T ) =
∑
T

Mk Δtk

(
Mk = sup

[tk,tk+1]

f(t)

)
, соот-

ветствующей этому разбиению, выполнено неравенство

0 ≤ s(f, T ) −
τ0∫

−τ0

f(t) dt <
ε
√

2π

6
. (3)

Введем в рассмотрение вспомогательную функцию f1(t), полагая

f1(t) =

⎧⎨⎩Mk при tk < t < tk+1,

0 при t = tk (k = 0, 1, . . . , n− 1).

Тогда ∣∣∣∣
τ0∫

−τ0

f(t) eiξt dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣
τ0∫

−τ0

[f(t) − f1(t)] e
iξt dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣
τ0∫

−τ0

f1(t) e
iξt dt

∣∣∣∣.
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Ясно, что

1√
2π

∣∣∣∣
τ0∫

−τ0

[f(t) − f1(t)] e
iξt dt

∣∣∣∣ ≤ 1√
2π

[
s(f, T ) −

τ0∫
−τ0

f(t) dt

]
<
ε

6
. (4)

С другой стороны,∣∣∣∣
τ0∫

−τ0

f1(t) e
iξt dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∑
T

Mk
eiξt

iξ

∣∣∣∣tk+1

tk

∣∣∣∣ ≤ (∑
T

|Mk|
)

2

|ξ| → 0

при ξ → ∞. Тогда найдется такое число ξ0, что при |ξ| > ξ0 будет выполняться
неравенство

1√
2π

(∑
T

|Mk|
)

2

|ξ| <
ε

6
. (5)

В итоге из представления F (ξ) в виде суммы

F (ξ) =
1√
2π

τ0∫
−∞

f(t) eiξt dt+
1√
2π

τ0∫
−τ0

f(t) eiξt dt+
1√
2π

∞∫
τ0

f(t) eiξt dt,

выбора τ0 и неравенств (3), (4) и (5) следует, что при |ξ| > ξ0 будет |F (ξ)| < ε.

Следствие. Если функция f(x) абсолютно интегрируема на (−∞,∞), то

lim
σ→∞

∞∫
−∞

f(t) cosσt dt = 0, lim
σ→∞

∞∫
−∞

f(t) sin σt dt = 0.

Это следствие можно рассматривать как некоторый аналог леммы Римана
для промежутка (−∞,∞) для установления справедливости этого следствия до-
статочно заметить, что из стремления к нулю при ξ → ∞ функции F (ξ) следует
стремление к нулю как вещественной, так и мнимой частей этой функции.

Установим теперь следующее утверждение.

Теорема. Если абсолютно интегрируемая на (−∞,∞) функция f(x) имеет
в точке x конечные односторонние производные f ′

+(x) и f ′
−(x), то интеграл Фурье

в этой точке равен:

1

2π

∞∫
−∞

dξ

∞∫
−∞

f(t) eiξ(t−x) dt =
1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)].

Доказательство. Покажем, что

lim
σ→∞

1√
2π

σ∫
−σ

F (ξ) e−iξx dξ =
1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)].
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Выполнив в
1√
2π

σ∫
−σ

F (ξ) e−iξx dξ интегрирование под знаком интеграла и проведя

элементарные преобразования, получим:

1√
2π

σ∫
−σ

F (ξ) e−iξx dξ =
1√
2π

σ∫
−σ

dξ

∞∫
−∞

f(t) eiξt e−iξx dt =

=
1

2π

∞∫
−∞

f(t) dt

σ∫
−σ

eiξ(t−x) dξ =
1

2π

∞∫
−∞

f(t)
eiξ(t−x)

i(t− x)

∣∣∣∣σ
−σ
dt =

=
1

π

∞∫
−∞

f(t)
eiξ(t−x) − e−iξ(t−x)

2i
· 1

t− x
dt =

1

π

∞∫
−∞

f(t)
sin σ(t− x)

t− x
dt =

=
1

π

∞∫
−∞

f(τ + x)
sin στ

τ
dτ =

1

π

∞∫
0

[f(x+ τ) + f(x− τ)]
sin στ

τ
dτ.

G другой стороны, очевидно, что

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

1

π

∞∫
0

[f(x+ 0) + f(x− 0]
sin στ

τ
dτ.

Поэтому
1√
2π

σ∫
−σ

F (ξ) e−iξx dξ − 1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

=
1

π

∞∫
0

[
f(x+ τ) − f(x+ 0)

τ
+
f(x− τ) − f(x− 0)

τ

]
sin στ

τ
dτ =

=
1

π

δ∫
0

f(x+ τ) − f(x+ 0)

τ
sin στ dτ +

1

π

∞∫
δ

f(x+ τ) − f(x+ 0)

τ
sin στ dτ+

+
1

π

δ∫
0

f(x− τ) − f(x− 0)

τ
sin στ dτ +

1

π

∞∫
δ

f(x− τ) − f(x− 0)

τ
sin στ dτ,

где число δ > 0 произвольно. Первый и третий интегралы в последнем выражении
стремятся к нулю при σ → ∞ в силу Римана, а второй и четвертый интегралы
стремятся к нулю при σ → ∞ согласно следствию. Теорема доказана.
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