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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Die Veranlassung zur Niederschrift dieses Buches entsprang einem
personlichen Bediirfnis. Urspriinglich war das Material fiir den eigenen
Gebrauch bei Untersuchungen und Vorlesungen gesammelt, um das
dauernde Nachschlagen in den verschiedensten Lehrbiichern zu er-
sparen. Als ich mich dann auf das Zureden befreundeter Fachkollegen
hin entschloB, das Vorhandene nach Moglichkeit zu erginzen und in
die Form eines Buches zu bringen, glaubte ich, daB das von mir
Gesammelte auch fiir andere niitzlich sein kénnte. Es schwebte mir
dabei das Ideal vor, ein Buch zu verfassen, das als theoretisches Analogon
zu dem bekannten Buche von KOHLRAUSCH aufgefaBt werden konnte.
Je weiter ich mit der Bearbeitung des Materials fortschritt, um so
deutlicher wurde mir freilich, daB sich dieses Ideal zunichst nicht
wiirde erreichen lassen, und daB es in mancher Richtung besser ge-
wesen wire, wenn dieses Buch nicht von einem, sondern von mehreren
Physikern und Mathematikern geschrieben wiirde. So verlockend es
gewesen wire auf diese Weise etwas Vollkommenes in die Wege zu
leiten, so habe ich doch endgiiltig davon abgesehen die Aufgabe zu
teilen, in der Erwigung, daB ein Buch, das fiir den praktischen Ge-
brauch der Physiker bestimmt ist, auch wenn es wesentlich Mathematik
enthilt, nur von einem Physiker verfaBt sein darf, und daB bei einer
Verteilung .der Aufgabe auf mehrere Mitarbeiter die Homogenitit zu
sehr gelitten hitte. Ich hege die Hoffnung, daB, nachdem das Buch
einmal in einem bestimmten Charakter geschrieben vorliegt, zu einer
spiteren Zeit durch die Mitarbeit von mehreren Fachkollegen die vor-
handenen Mingel ausgeglichen werden.

Frankfurt a. M., September 1922.
ERWIN MADELUNG.



Vorwort zur dritten Auflage.

Seit dem Erscheinen der zweiten Auflage sind nunmehr 10 Jahre
verflossen. In dieser Zeit hat sich die Notwendigkeit einer griindlichen
Uberarbeitung und Erginzung des bisher Gebrachten immer mehr
herausgestellt. Einerseits ist der Umfang des fiir den Physiker not-
wendigen mathematischen Riistzeugs, besonders unter dem EinfluB der
Wellenmechanik, nicht unwesentlich gestiegen, andererseits hat auch die
innere Entwicklung des Verfassers ihn die Mingel der ersten Bearbei-
tungen immer stdrker fithlen lassen. Wenn auch der ganze Charakter
des Buches sich bewidhrt zu haben scheint, so war es doch in vielen
Einzelheiten verbesserungs- und erginzungsbediirftig.

Unter diesen Umstinden war es sehr zu begriien, da sich die
Mitarbeit eines Mathematikers bot, der bereit und fihig war, sich der
Eigenart des wesentlich fiir den Physiker bestimmten Buches anzu-
passen. Herr Dr. K. BOEHLE, damals Assistent am mathematischen Semi-
nar der Universitit Frankfurt, hat diese Mitarbeit iibernommen. Er
hat sich nicht damit begniigt, Ungenauigkeiten zu berichtigen und
Licken auszufiillen, sondern er hat gréBere Abschnitte ganz neu ge-
schrieben. Wenn der mathematische Teil des Buches in der neuen Form
jetzt auch von einem Mathematiker ohne Beanstandung aufgenommen
werden kann, so ist das wesentlich ihm zu verdanken.

Ein zweiter wertvoller Mitarbeiter wurde Herr Dr. S. FLUGGE, damals
Assistent am Institut fiir theoretische Physik in Frankfurt. Er hat an
der Neubearbeitung des ganzen Buches in allen seinen Teilen regsten
Anteil genommen und auch einzelne Abschnitte neu geschrieben. Seine
Tatigkeit ist fiir die Zuverldssigkeit des Buches von groBer Bedeutung
gewesen.

Wer die neue Auflage mit der letzten vergleicht, wird neben zahl-
reichen kleineren und gréBeren Verbesserungen und Ergdnzungen, Um-
stellungen und Zusitzen auch mancherlei Neues finden. In der Mathe-
matik sind die Entwicklungen nach orthogonalen Funktionensystemen
und die Funktionen selbst systematischer behandelt als bisher. Die Ab-
schnitte iber Algebra, Integralgleichungen und Variationsrechnung sind
wesentlich erweitert worden. Ganz neu ist ein Abschnitt tiber Gruppen-
theorie. In der Physik ist vieles besser geordnet. Die Quantentheorie
erforderte eine ganz neue Darstellung. In einem Anhang ist vereinigt,



Vorwort zur dritten Auflage. VII

was bisher als Fremdkoérper im Text stand, aber nicht gerne entbehrt
werden konnte, wie Beispiele, Spezialfille u. a.

Leider ist eine gewisse VergroBerung des Umfanges nicht zu ver-
meiden gewesen. Wo es irgend ging, wurde versucht zu kiirzen. Eine
noch stirkere Konzentration wire aber nicht moglich ohne die Ver-
wendbarkeit zu beeintrichtigen. MaBgebend war allein die Absicht denen
zu dienen, die auf dem weiten Feld der Physik arbeiten wollen.

Bei dieser Neu- und Wiedergeburt meines Buches habe icli vor allem
meinen treuen Mitarbeitern Dr. BoEHLE und Dr. FLUGGE Dank zu sagen
fir ihre hingebungsvolle Titigkeit im Dienste der Sache. Danken
mochte ich auch Herrn Prof. Dr. F. K. ScHMIDT, Jena, fiir manche
freundlichen Ratschlige sowie Herrn Dr. W. Korink, Frankfurt, fir
seine wertvolle Hilfe beim Lesen der Korrekturen.

Frankfurt a. M., Dezember 1935.
ERWIN MADELUNG.
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Einleitung.

Die Physik stellt sich zwei Aufgaben, erstens aus der Erfahrung
Theoreme iiber die Welt und ihr Geschehen zu gewinnen und zweitens,
aus diesen Theoremen Folgerungen zu ziehen, die der Erfahrung zu-
ginglich sind. Sie heiBen: Induktion und Deduktion.

Auf dem Wege der Induktion schreitet die Physik von speziellen
Erfahrungen ausgehend durch Idealisierung und Generalisierung (Extra-
polation) zur Aufstellung von Theoremen immer gréBerer Allgemeinheit
fort. Ihr Ziel ist es, alle in speziellen Fillen erkannten RegelmiBigkeiten
in einer Mindestzahl von Grundgesetzen zusammenzufassen. Hierbei 16st
sie sich von der Erfahrung los, sie iiberschreitet die Grenzen des empirisch
gesicherten Bodens und schwebt von Hypothesen getragen im Leeren,
wenn es ihr nicht gelingt, auf dem Wege der Deduktion spezialisierend
neuen Boden zu finden, indem sie wieder bei Erfahrungen anlangt. So
entsteht eine Theorie, die sich iiber den Abgrund des der Erfahrung
Unzuginglichen spannt wie ein Gewdlbe, das die Grundgesetze als
SchluBsteine in sich trigt.

Experimentelle und mathematische Physik unterscheiden sich nur
durch die Methode, nicht durch den Gegenstand ihrer Betrachtung.
Beide zusammen bilden ein Ganzes, nur ihr Zusammenwirken vermag
das Gewoélbe zu spannen. Die Experimentalphysik ist ohne die Hilfe
des Theoretikers genau so machtlos wie der Theoretiker ohne die Unter-
stiitzung des Experimentalphysikers.

Die Methode der mathematischen Physik ist die Benutzung der von
der Mathematik gelieferten Erkenntnisse. Sie verwendet das mathe-
matische Schema als Modell, zu dem sie die Welt in Analogie setzt.
Die mathematische Form ist ihr ein Bild der Welt, in dem das geistige
Auge Dinge sieht, die dem leiblichen verschlossen sind. Die groBen
Erfolge, die diese Methode bisher gehabt hat, indem sie immer wieder
ins sichere Land der Erfahrung zuriickfiihrte, gibt dem Physiker das
feste Vertrauen zu ihrer Anwendbarkeit. Dabei bleibt sie ihm aber
doch nur Hilfsmittel, nur Werkzeug und Geriist. Die mathematische
Form, den Formalismus, zu iiberschitzen, wire ebenso falsch wie ihn
zu verachten.

Der erste Teil dieses Buches ist der Bereitstellung des mathesratischen
Materials gewidmet. Bei der stets wechselnden Art seiner Anwendung
ist in jedem Falle ein gewisses Zurichten nicht zu umgehen. Neben das
vermittelte ‘Wissen muB das selbstindige Kénnen treten.

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 1



2 Einleitung.

Der zweirte Teil enthilt die Grundgesetze und einige sich daran an-
schlieBende Theoreme in einem solchen Umfange, daB die ganze Theorie
in ihren Umrissen erkennbar wird. Das Methodische steht hierbei durch-
aus im Vordergrunde. Im wesentlichen wird deshalb die mathematische
Abbildung der Theorie gegeben, vorbereitet fiir ihre weitere mathematische
Behandlung, sowie die Regeln, nach denen die Abbildung aus dem
Physikalischen ins Mathematische (und umgekehrt) erfolgen soll. Dieses
Ubersetzen aus der einen in die andere Sprache mit Beriicksichtigung
der jeder eigenen Ausdrucksfihigkeit bleibt immer, zumal fiir den
Anfinger, der schwierigste Teil der Arbeit, der nur durch genaue Kenntnis
der beiden Wissenschaften zu iiberwinden ist. Eine eingehende Kritik
und die Klirung der Frage, inwieweit diese Ubersetzung mit Erhaltung
des Sinnes gelungen ist, ist in jedem Falle unerldBlich.

Im Vertrauen auf ein physikalisches Gesetz im Bereiche einer Theorie
fortschreiten, heiBt sich im theoretisch Moglichen bewegen. Ob man
auf diese Weise zu etwas Realisierbarem, wirklich Méglichem gelangt,
ist damit noch nicht entschieden. Man muB das spezifische Empfinden
und die Erfahrungen eines Physikers besitzen, um oft mehr zu fijhlen
als zu erkennen, ob eine Rechnung noch einen greifbaren Sinn hat.

Ein Problem behandeln heiBt den durch die Problemstellung ein-
geengten Bereich des Moglichen erfassen und darstellen. Diese Dar-
stellung heiBt die Lisung des Problems. Mit ihrer Auffindung kommt
der Physiker an die Grenze seines selbst abgegrenzten Aufgabenkreises.
Er bietet die Losungen als die Friichte seiner Arbeit den Nachbarn
an. Dabei darf er nie vergessen, daB diese Friichte zum Genusse erst
dann geeignet sind, wenn sie reif sind, d. h. wenn sie dem Bediirfnis
des Benutzers entsprechen. Eine ,,Losung* z. B., die zu ihrer Auswertung
eine iibermiBige Arbeit erfordert, ist praktisch wertlos. Auf jeden Fall
ist sich der Physiker dessen bewuBt, daB er nur ein Glied ist in der Kette
der vielen, die einander die Fackel weiterreichen.



Erster Teil.

Mathematik.
Das Begriffssystem der Mathematik.

Die Gegenstinde, mit denen sich die Mathematik befaBt, sind rein
fiktiver Natur. Sie haben an sich nichts mit den Gegenstinden der sinn-
lichen Wahrnehmung zu tun. Da sie aber geschaffen sind und abhingig
bleiben vom menschlichen Geist, der nur sinnlich ErfaBtes verarbeiten
und seine natiirlichen Grenzen nicht iiberschreiten kann, so ist einerseits
ihre Erfassung in Gedanken und Worten nur mit Bezugnahme auf
Realititen (Objekte oder Geschehnisse) durch Idealisierung oder Ab-
straktion moglich, anderseits unterliegen sie den Gesetzen menschlichen
Denkens (Logik). Hierdurch ist die Verwendbarkeit mathematischer
Erkenntnisse in der Welt des Realen begriindet.

Zwei wichtige Gegenstinde der Mathematik sind der Punkt und die
Zahl. Die Geometrie (im weiteren Sinne) beschiftigt sich mit Punkten
in endlichen oder unendlichen Punktmannigfaltigkeiten. Die Analysis
beschiftigt sich mit Zahlen in Zahlenmannigfaltigkeiten. Diesen aus
Punkten oder Zahlen bestehenden mathematischen Gebilden stehen als
selbstindige Gegenstinde die mathematischen Operationen gegeniiber.
Die einfachste Operation der Geometrie ist die Verschiebung. Sie fihrt
einen Punkt in einen anderen iiber, bzw. eine Verschiebungsmannig-
faltigkeit fithrt Punktmannigfaltigkeiten in andere iiber (Abbildung).
In der Analysis entspricht dem die Zuordnung von Zahlen bzw. Zahlen-
mannigfaltigkeiten zueinander (Funktion oder Tramsformation). Diese
Analogie (Isomorphie) gestattet Geometrie und Analysis in dasselbe
formale Gewand zu kleiden oder auch sie als verschiedene Darstellungen
derselben abstrakten Gegenstindlichkeit zu betrachten. Hierdurch ist
die Gleichwertigkeit geometrischer und analytischer Formalismen fiir
die Anwendung begriindet.

Die mathematischen Gegenstinde sind definierbar:

1. deskriptiv, durch Beschreibung ihrer Eigenart (Vorhandensein oder
Nichtvorhandensein bestimmter Eigenschaften, innere Gesetzlichkeiten
u. dgl.) oder

2. konstruktiv, durch Angabe der Methode, wie sie aus Elementen
aufgebaut werden konnen.

Die Elemente sind nur deskriptiv definierbar.
1*
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Nicht jeder deskriptiv definierte Gegenstand ist konstruierbar. Nicht-
konstruierbare Gegenstinde heiBen, sofern sie nicht als Elemente zu-
gelassen sind, nicht existent (Existenzbeweise).

Die Mathematik hat eine eigene Symbolschrift entwickelt. Sowohl
GroBen wie Operationen werden zumeist durch einzelne Buchstaben
angedeutet, Operationen auch oft durch besondere Zeichen, Wort-
kiirzungen u. dgl. Symbole fiir Operationen heilen Operatoren. In den
Formen: sin x,a-x, x + «, (*)?, f(x) usw. sind sin, a-, +a, ()2, f()
Operatoren, die der GréBe x jeweils eine neue GréBe zuordnen. Von
festen Regeln, nach denen man Gr68en und Operatoren aus der Sym-
bolschrift unterscheiden kénnte, sind wir weit entfernt. Man erkennt,
daB ein mathematisches Symbolensystem oft in verschiedenem Sinne
gelesen und sein Sinn erst aus dem Zusammenhang (Begleittext!) ent-
nommen werden kann.

Ein mathematisches System (z. B. Algebra, Funktionentheorie, Gruppen-
theorie) beschiftigt sich mit einem System von GréBen und Operationen,
die aus gewissen ausgewihlten Elementen konstruierbar sind. Es stellt
eine Anzahl von Axiomen (Spielregeln) auf, nach denen man kombinieren
darf und welche festsetzen, wann solche Kombinationen als ,,gleich‘
zu betrachten sind. Symbolisch schreiben sich diese Axiome in der
Form von Gleichungen. Damit ist der Ausgangspunkt fiir ein Rechen-
verfahren (Kalkiil) gegeben.

Erster Abschnitt.

Differential- und Integralrechnung.

A. Allgemeine Differentiationsregeln.

1. Produkte und Quotienten.

1\ —v u\ vu —uv u [u v
(-v) =vu' +uv,; <7>=——' <——):r——r—u~=7 -

v2 v

(-v)"'=u"v+2u'v +uv’;

(u-0)™ = u™y 4 (?)u(”“l')v'—l—...—[—u-v(”).

1 ’ s
Logarithmische Differentiation: 4 (dr;y ) 3},'— = logarithmische Ab-
leitung.
U r o d(lmy) [ v’ w
Y= Y EY g, *y<7+7+- e T )

U . d vy — v, g ,:Lf’ ’.
y=u, d‘;(u)——u (v-lnu)—u"(vu—{—v lnu>.



Allgemeine Differentiationsregeln. 5

2. Funktion von Funktion.

y=F(u), u=1f(x),
%:% Z—: (Kettenregel);
day d*y (du\® dy d*u
rr =’ﬁf‘(a> T du da
ddy ddy [du\? dty du d*uv | dy d3u
d;":du“.<-;>+d—u’r.3.3; Azt T dudx

3. Umkehrfunktionen.

d
) y=y(®), x=x0), T +0;

ax . a2z \* dx &y
ay _ 1 ey _ iy ay )5
dx dxz’ dx® (“d}é"* ’ dxs Cjax\s T
dy «Ty‘> (37)
b) u=wu(x,y), v=v(x,y); 0% — LA D+0
»Y), ) 5 3y gre ey .
o0x vy, o0x _ —uy.
du D’ év D D:a(u,v)_'uxu,_kj_r
oy __ —us, Oy __ us, 0(%9)  |vxvy| (%)
ou D’ ov D’ 0 (u, v)

4. Implizite Funktionen.

- _ 91
fxy2...)=0, f"—ﬁ'+0'
0

9y _ —fx.
ox fy
By fafy—2fnyisly+tyfs
oxt £ o

5. Funktionen eines Parameters.

29 _
=9, y=v0, F=¢<+o.

4y _ ¥,

d x wl )

a2y _ ¢ y'—o"y,

d x? ¢p'5 ’

By _ Y =3¢ 0 Y L3y g — gy
d x! ¢’5

6. Einfithrung neuer Variablen.
=99,
dp do . . .
dop= 5y A%+ by dy heiBit totales Differential von Q.
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Ein Ausdruck dg = f, (x, ¥) dx + f, (%, y) dy ist dann und nur dann
ein fotales Differential einer Funktion ¢ = ¢ (%, ) (d. h. fl und f, sind

darstellbar in der Form f, (, y) = 2—‘5, falx,9) = g;’) wen f 2 g—lf ist.

a) p=g(x, y)j statt y die neue Variable z = z(x, y);
@ (%, y) geht dabei in ¢ (x,9) =D (x,2(%, y)) iiber:
29 _ aqi o0 oz g _ 0D oz
ox 9z dx By 0z oy
b) ¢ =@ (¥, ¥); neue Variablen: v =u(x, y),v=1v(x, y); .
@ (%, y) geht dabei in @ (u(x, ¥), v(x, y)) iiber:
Op 9P ou | 0P Ov, dg 0P ou |, 0P ov
ox  ou ox dv ox’ By ou 0y v oy °
) o=@ (% %y .., %) %=2% V1 Va -2 Vn); LE=1,2,...,m.
@ (% %5, ..., x,) geht in D(y, v,, ..., v,) iber.

. o . 0 x5
Dann ist de= E H-dx,-, dxi= Ty ays,
dp 0 2d
also dP = E Eax. 8_y;. Y= k T Ay,
i 20 _ N09 0% 29 _ 12D o
R PP P P PRIt P

12

7. Differentiation von Integralen.

a) Nach einer Integrationsgrenze:

%/f(t)dt:—;d;/f(t)dt:f(x)

b) Nach einem Parameter: Fiir jedes Intervall o < x < 8, in welchem
f(x, 0 firas<t=<b stetig nach x differenzierbar ist, gilt

b
/f (, 1) _/ f (%, 2) dt.

b
Bei uneigentlichem Integral miissen auBlerdem / f (x,?) dt und / % f(x,8)dt

im Intervall « = x < f gleichmiBig konvergent sein.
c) Nach Integrationsgrenze und Parameter [Voraussetzungen s. u. b)]

= [tmya=f 0+ [ mna



Differentiations- und Integrationstabelle.

allgemeiner

v (%)

4
dx
®(%)

y{%)

[ietydt=y (31 p() —' ()1 (59 () + [ 751 (m1)de.

?(%)

Besitzt f(x, ?) an der oberen Grenze eine Singularitit, so fithrt man
statt" ¢ oft mit Vorteil eine neue Variable ein derart, daB die Inte-

grationsgrenzen konstant werden (Fall b).

Mit Hilfe von s = ~—% -

¥x—a’

0=<s =1 gewinnt man die niitzliche Formel:

%/f(x,t)dt_—_

1
x—a

x

a

=t

a
oL t—a) gk + ) dt.

B. Differentiations- und Integrationstabelle.

Vgl. auch die Formeln fiir arccos, arcctg usw. S. 51.

dy 4 dy 4
T2 =1®) | y=[1()at 75 =1® y = [1(f) at
ar % arc sin » xarcsin ¥ + Y1 — 2
In » xInxy—x arctg x xarctgx—%ln(i + 23)
sin » —cos ¥ sin? x Lx—i sin ¥ cos ¥
2 2
cos ¥ sin x 1 ctgx
sin? » g
tg x —Incos »
. 1
ctg x In sin » o A tg »
. x
Gin » Cof » Ty = cosec# In tg 3
x n
i = I —_
Cof » GCin » cos s — See¥ ntg<2+4)
g » InCof »
1
i T 1
Ctg » In Gin » sin x cos » ntgx
_ In (% + a) (% + a)® ! (x+a)btl fir b—1
¥+ a b+4+1
1 arcsin—Z— 1 & x ( ‘ )
——— ' — WA BGin— =1In x+|/x’+a’
Vat—at -—arccos% V#t + at ¢ -
arctg — S WrCof = =1n (v + Y2 + a%)'
a a ]/xi_az ( a
#+al — arc ctgi ———:a_: ‘ é.rcsec~x—=arc cdsi
a Y —ad a x




8 Differential- und Integralrechnung.
dy ¥
—x=f(x) y=f](l)dt
x 1 a+x .
o ‘l(rigj—?ln py— reell fir || <a, x reell
a? — x® x 1 %+ a

¥ L 2bx+4c¢

_AxtB
(r—m) (r—x)
Ax+ B
(#2+2bx +c)n

1t
(1 + x%)n
S S
Var*f2bx+c

1
V—axt+2bx+c
sin® x  (m == 0)

" cosmx  (m=0)
tgmx (m1)
ctgmx (m+1)
sin” x cos® x

(m + n==0)
1

sin®# x
1

(n 1)
cost x (n=|=1)

sinm x
cost x (n = 1)

cosm x
sin® (n=1)

Yr€tg — = —1In

a 2 X—a

@ U Gin 2+ 2 /5 T o

reell fir [x|>c>0, « reell

——% a’ﬁt@of%-}— —;«W:ﬁ

1 x X
—-—a?arc cos — + — Yad— x?
2 a + 2 V

— 2
LI ol b Lot fitr ¢ < bt
21 —¢ F+b+ybt—c
1 x+0b o
arc tg fiir ¢ > b
Ye—b?

]/c—b“
(4% +B)In (s —x)— (4 7,— B) In (x—x)}

¥y ¥y

— 4 _ Ab—B du
2(n—1)(»2+2bx 4 c)n—1 fc—b’)”‘%/(“f‘“)'“

x+b
= ===, >b2
“ Vc-—b ¢
od 2n—3 dx .
2(”——1)(1+xﬁ)n—1+ 2”-—2/(1+x’)"—1 fir » <=1

%ln(b-{—ax—}-l/al/ax’—%sz-}-c) fir a>0; b*—ac==0
a

1 ax—b

—— arcsin ——— fiir a>0; b? c%0
Va Yot + ac tact

1 . m—1 .
-—-—smm*lfwcosx+~——~/51nm—2xdx
m m

1 . m—1
-——-cosm—lx-smx+~———/cosm_—2xdx
m m

tgm—1xy— | tgm—2xd
m__1g x/g xdx

1 ctgm—1 x — /ctg'n-zxdx
. sinm—1 x cosn+1 x + m—1 sinm—2 x cos” x d.x
m+n m+n
sinm+1 x cosn—1x n—1
m-n mEn
cos ¥ n—2 /‘ dx

sin” x cosn—2x dx

T (n—1)sinn-1x T =1 ) stz
sin » n—2 dx
(n—1) cosn—1x + n—1 f cosn—2x
sinm+1 x m—n+2/sinmxdx

m—1)cosn—1x  m—1 cosn=2 ¥

cosm+1x m—mn -+ 2 fcosmxdx
(n—1)sinn—1x n—1 sin® ~2



Partielle Integration. Rationale Funktionen, Zerlegung in Partialbriiche. 9
C. Integrationsmethoden.

1. Partielle Integration.

b b
fu' %) v(x)dx=u(x)-v (x)i—afu (%) -0 (x)dx.

a

2. Rationale Funktionen, Zerlegung in Partialbriiche.

Jede rationale Funktion R (x) 148t sich zerlegen: R (x) =F (x) 4 o)

(=)’
wobei F (x), () und f () ganze rationale Funktionen sind, f (x) von
hoherem Grad als @(x). Der Ausdruck j;i(%)— 1Bt sich immer in eine

Summe von Partialbriichen zerlegen, die sich ohne weiteres integrieren
lassen.

a) Hat f(x) = (¥x— x;) (¥*— %,)...(x —«,) = 0 lauter verschiedene
Wurzeln, so wird

px) ___4 4, PR ) €]
i) x_lxl X% Tt x—%n’ mit 4; = Fx)"

b) Hat f(x) =0 mehrfache Wurzeln, und zwar « Wurzeln %,
p Wurzeln x, usw., so hat die Partialbruchzerlegung die Form:

@(7) __ A, 4, Ag
15 R O A TR A e SR Py
B B
t o= T e T
4;, B;, C;, ... findet man durch Koeffizientenvergleichung:

Ist z. B. f(x)=(x— ,)*f, (%), so hat man zur Bestimmung der 4;
die « Gleichungen: :

@ (%) = 4111 (%),
@' (%) = Alfll (%) 4 4.,
@ (1) = A1y (%)) + 2 4of1 (%) +245f1 (%), -

. k!
allgemein: ¢ (1) = DFo A, 10 (1) k=01,...,a—1.

(A—w)!
=0
Sind f (x) und @ (%) fiir reelle x reell, so kann man die zu komplexen
Waurzeln von f (x) = 0 gehérenden Partialbriiche stets paarweise zu je
einem reellen Gliede zusammenziehen. Ist z. B. %, = u; + iv;; %, = x}
=%, —17;, SO ist
A i B __ Px+Q

i  T—m  —wP o
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v v o _ualuu_\_. )
lg—29If g—nl—29IA YT (ptxecteof 2y
Tk T e B ).
) mEb i R = (=t )
e ey - =1 =i )
.h:.”« usx.ﬂ—.hu»\._.—\» .—HMS"»\ —+.\\.«\p+»\ (& + 1 )y
=|QN @Iu.nsu.l.»\ p+ x oA ?._.ku\_ E\# ¢«v-
n Pt —slgrmp T =roy T C=sae| L x0x (663 v joprup xilep D)y
uxu.« .:M:«H»‘mgn.n_m ..3.«.*.«”»\%8 ..an“.« = ¥ qurs xS (% 83 ‘xs00x mIS ‘¥ ¢SO0 ‘% guIs) ¥
st Pl eray Sy T =g v (% x lop M) ¥
.:M.« u==IN..«H&wu .”HH”nnkmoo ..::.*N.«"\«Em Wmu. (#3831 ‘wsoo ‘wus) y
M|M n puexdajuy




Abschitzung. ScHwarzsche Ungleichung. 11

3. Einfiihrung neuer Verdnderlicher.

Allgemein: a) Ist t = g(u), und hat g’ () in ¢ Su =d stets dasselbe
Vorzeichen, so gilt

b a
//(t)dt=cff(g<u))g'(u)du; a=g(), b=g(d). (1)

b) Wird ein abgeschlossener Bereich G des (#, ..., x,)-Raumes
durch %} =f; (%, ..., %,), ¢ =1, ..., n, umkehrbar eindeutig mit in
G positiver Funktionaldeterminante (vgl. S.97) in den Bereich G’
des (x7, ..., x,)-Raumes abgebildet, so gilt:

f fF (%1, ..., %) dx;...dx, —f /F (%1, -+, %) a—gﬁf%dxl .dx,,

c) Anwendung von (1) in spemellen Fillen (s. Tabelle S. 10).

R bedeute eine rationale Funktion. Das Integral iiber eine Funktion
der angegebenen Form wird durch Einfithrung der neuen Variablen #
auf das Integral einer rationalen Funktion zuriickgefiihrt, das nach C2
behandelt werden kann. In speziellen Fillen koénnen andere Sub-
stitutionen schneller und einfacher zum Ziel fithren, z. B. durch Zuriick-
filhrung auf eine der letzten Formeln der Tabelle B, S. 7.

4. Entwicklung des Integranden in eine Potenzreihe.

Eine Potenzreihe darf gliedweise integriert werden, wenn beide
Integrationsgrenzen im Inneren des Konvergenzgebietes liegen.

D. Bestimmte Integrale.

1. Abschitzung.
Aus f(x) <g(x) im Intervall a < x < b folgt:

/f dx<fg(x dx.

Ist |f (%) < M im Intervall a < x < b (bzw. auf dem komplexen Inte-
grationsweg C von der Linge L), so gilt

x)dx

<M (b—a) bzw. ‘C/f(z)dz'éM-L.

2. ScHWARzZsche Ungleichung.
Sind f(x) und g(x) reell und in a =x <5 integrierbar, so gilt:

<ff dx) <f/=(x dx- [g (x)dx.

Diese Ungleichung fiir einfache Integrale gilt entsprechend auch fiir
ein- und mehrfache Summen und mehrfache Integrale.
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3. Anndherung durch Summen (vgl. auch S. 18 u. 21).

Das Intervall 2= x = b sei in » gleiche Teile der Linge 4 zerlegt:
b—a=mnh; es sei f(a+ kh) =y, k=04, ...n, und es bedeute &
einen Zwischenwert a < £ < b. Dann gilt:

Trapezformel:
[
h
[ dx =20+ 2%+ ... + 291+ 9) —Ru,
a n ke

R,="" 1 ().

Stmpsonformel (n gerade):

h
[H®ax =500+ 4%+ 2%+ 430+ ... + 2900+ 4Yn_1+90)— R,
a n hb "

R, =" 9 ().

4. Formelschatz 1.
a) Konstanten, die durch bestimmte Integrale definiert sind:

n

2
/COS“‘tdt: /Sin2"tdt =%.1‘3.'5....(2n-—-1)

o8

0 0

= L

2 2 .

. 2:4:6-. 2n
2”+1tdt=/ in2r gt —

fcos S 1-3:5-...-(2n+1)
H o

m_ @©
/Smt“dt=%ﬁir a>0 fcostatdt=oo
0 0

2 n 0 fir m*£En m,n=0,%1...)
fcosmtcosntdt=fsinmtsinntdt= T g
% 4 5 fir m=n.

o«

/e—"dt=»;—]/5
0

2

sind2tdt = [cos¥2tdt = I'? (i)
6 ]/2:: 4
0

0

K]

1

=

2
dt 2 [ 1 1
~ 2 =2 [sin-18tdt = ,:I’a<—)
Y1—=a 3/ 2aY3Y2 3
0 0

1 Eine groBe Sammlung bestimmter Integrale findet man bei: D. BIERENS
DE HaAN, Nouvelles tables d’intégrales définies. Leiden 1867.
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J!

a2 g I ps(2
3'/‘sm tdt = ,1/_11(3)
0

1—28 )4
1/

W:t] = ——/cos—l/ztdt F < ! )

b) Funktwnen, die durch bestimmte Integrale definiert werden:

y+1

/tye—u'dtzgx‘ 2 -P(Zi;l) (x> 0)

n!
2 xn+1

/t2n+le—xt'dt
(¥* > 0, n ganze Zahl)

/t“e*""dt: “3-...2n—1)ym
2n+l xn+3

oot"‘“1 F.1
f1+tdt:sin(:rzx) (O<x<1)

fe“ t*dt=1TI(x+1)=1I(x) (EuLERsches Integral, vgl. S. 73).
0

T
1 1 N
[t (1 —tydt =2 [t241 (1 — )Y dt = 2 [sin®*+1 ¢ cos?¥+1 ¢ dt
0 0 0

1T (%) I () L'(x+1)I'(y+1)

=B =Tt T Tetrt2
cosxi Ty
/1_+t,_d¢=.2_e 41,
0
F(x,i1)=% ';}/:de't:j“ 5_x+(:F1) 23/: 4.+
0 + (F1)»1 en:: “+... (x>0)
H . d yed p) £
(x:i”“m ervigfa ¢ +(F1)—7 2 +..+
0 + (q: 1)7;—1 3n;;’ + (x > 0)

tdt 1 c
Ua(x) 0+1)/e—x+t+1 {p(e+2)+22w—(£—m}+R(x,g),
k=1
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wobei |R ,g|<e"‘ git (x<0, 0<0,0+1, 2, ...),
— 1 (22%—1) n2k. B 3
und cpx = 2 ( 1))’;,, = ()27;), k  speziell: c,_%
n=0

B, = k-te BErRNoOULLIsche Zahl (vgl. S. 21).

A4(x,9) = / E_ETCM dt (DiricHLETsche Funktion!): Lings der Ge-
0

raden y= 4+ x ist 4 =+ 14 , sonst =0 oder = + % Die Funktions-

v werte fir die verschiedenen Oktanten

4-F 4~F  der %, y-Ebene sind in Fig. 1 angegeben.

Weitere bestimmte Integrale, die zur
Definition von Funktionen dienen, finden
sich bei diesen auf S. 60 (LEGENDREsche
Polynome), S. 66 (zugeordnete Kugel-
funktionen), S.67 (Zylinderfunktionen),
S. 73 (Gammafunktion).

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Aus-
+F Y wertung bestimmter Integrale ist der
Cavucnysche Integralsatz der Funktionen-
Fig. 1. Die DiricuLETsche Funktion. theorie, vgl. S. 37, sowie Anhang; 3.

5. Elliptische Integrale.
Die Integrale der Form

V=/[R(t, Vool + B+ .. +a)dt
heiBen, wenn R eine rationale Funktion ist und die Gleichung
agxt+a, 2+ ... +a,=0 ,
keine mehrfachen Wurzeln hat, elliptische Integrale. Sie lassen sich
durch reelle Transformationen auf gewisse Normalintegrale zuriickfiihren.

Man beseitigt zunichst die ungeraden Potenzen der Variablen:

a) Durch eine reelle lineare Substitution ¢ = ﬂ_ﬁ - (a, b reell) verlegt
man die reellen bzw. komplexen Nullstellen des Integranden symmetrisch
zum Nullpunkt auf die reelle bzw. imaginire Achse und erhilt mit

reellen » und g¢:
V=R, (u, £ @2—p) (—q))du=[R, (u, W) du
b) R,(u, W) schreibt man in der Form

M, (43, W) + N, (w2, W)
M (u?, W) + u N (u?, W)

1 Wir benutzen diese Ausdrucksweise statt der iiblichen, aber unklaren:
»DIRICHLETscher diskontinuierlicher Faktor‘.
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und durch Erweitern mit (M —u«N) in der Form P (u?, W) 4 u- Q (4, W),
wo M,, N,, M, N ganze, P und Q allgemeine rationale Funktionen

sind. f Q (u®, W) udu wird durch #?=v elementar integrierbar, wihrend
sich P (u? W), weil W2 rational ist, wie oben umformen liBt in:

P, W)= 0 0 )+ W 0y ) =0, )+ 25

wo @,, @y, @ rationale Funktionen sind. f @, (u?) du ist elementar
integrierbar. '

Das Integral f %‘ﬂdu bringt man durch Substitution einer neuen
Variablen x statt % auf die Form

D(ud)dx
A [ et
Die Substitution ist je nach der Gestalt von W verschieden; die fiinf
méglichen Fille sind in der Tabelle zusammengestellt (A% < u?).

w3 R <1 Substitution A
2
+ (42— 23) (ud — u?) 7};7 fir W <Aiu=1~»~x -:;
furu’>,u’:u=% ——%
— (4 — 2%) (u? — u?) ’;: s u? = p? — (u? — A2) »% oder ,—:~
W R _1
T — (ur— 28 At p
ll lﬂ + /"
+ (u + 22) (u3 — p?) e ut = - — A% oder _ 1
o M W
1—
ut - M —
— (u? - 22) (w2 — u?) m u3 = Py — oder = +—,17'
1
— ud (1 — 2 R —
u? = u? (1 — »3) 'l/l'_'f' P
+ (uf + 23) (u? + pf) w ;P = f?: — A? oder — —;—
. 1
W= 1— 23 1

k (k <1, 22 < pu?) heiBt LEGENDREscher Modul. Partialbruchzerlegung
der rationalen Funktion A4 - @ (4?) = 2 (#?) fiihrt auf die Integrale

/ﬂ;dx und fxﬂ—-ﬁ , wobeli X = ]/(1—"2) (1—&% #?) ist.
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f iz 1aBt sich durch die Rekursionsformel

X
2ndy 2r—2dx 2n—4 4 \
(2n—1)/ A em—2) (1 k) [P an—s) [RI2AE s
auf die LEGENDREschen Normalintegrale 1. und 2. Gattung, / (x’ﬁﬁf

durch #hnliche Rekursionen auf die Normalintegrale 1. und 3. Gattung
zuriickfithren (vgl. Abschnitt Funktionen, S. 74).

E. Differenzenrechnung.

Von einer Funktion f (x) bilde man fiir einen gegebenen Wert von x
folgende Ausdriicke:

2. +Afm= L(_”);;‘T(ff—,,’i),
3. 3 Af(n=1EENZIE=D (4 LA+ g)).

Man bezeichnet diese GréBen als vordere, hintere und mittlere Differenzen-
quotienten, gebildet mit der Differenz % der Variablen. Beim Grenz-
iibergang k& — 0 gehen diese Ausdriicke fiir differenzierbare Funktionen
af(%)
dx

in den Differentialquotienten iiber.

Analog definieren wir einen 2. Differenzenquotienten durch:

%Azf(x) = f(x+h)—2/h(ax)+f(x——h)  ar=d—a)

Die Bildung héherer Differenzenquotienten erfolgt ganz analog.

Liegt eine Funktion f (x) in konstanten Intervallen % tabuliert vor,
so berechnet man die mit den entsprechenden Potenzen von 4 multi-
plizierten Differenzenquotienten (also die A4*) durch Subtraktionen nach
dem Schema auf folgender Seite.

In dieses Schema tragen wir an die Stellen «, (» ganzzahlig) die
Funktionswerte von f (x 4 #k) ein. Sodann schreibt man an die Stellen
Bn+3 die Differenz der links oberhalb und links unterhalb stehenden
4y und &, (fs+i=0a, 41 —a,). Analog berechnet man die y, aus:
¥n=Pn+}—Pn—} und verfihrt entsprechend fiir die §, ¢ usw. SchlieB-
lich findet man die noch ausstehenden, durch Einklammerung be-
zeichneten an+ 1, f,, yn+3 ... durch Mittelwertsbildung aus den beiden
jeweils oberhalb und unterhalb stehenden Zahlen, z. B. f, =3 (fn+4+
pr—3). Die (mittleren) Differenzenquotienten an der Stelle x + 2k
sind dann bis auf die entsprechende Potenz von % die rechts neben a,
stehenden B,, y, usw.
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N RN VA N ~Nis 0 NI NS
(E=1) v—1 (u—1) a—1 (B=1) y—1 (0-1) e—1 ({=)) -1
/|\\‘ /i\ VRN

NI I
ey (-3) #~¢-(“—;)/§71-(V7:) 5—§\( —\z 5\(" %)//
VARNVARNVERNVARNENAN
() 70 (0 (Bo) Yo (o) g (o)
ANPZ RNV RNVERNVERNVZRN
G () mo (=) B () 4 (81) S )
YARNVARNYAR ’/ N \\i//
(&) » (1) oy (ﬂl) (51) & (&)

\’//\\\f//|\ 1//I ANVARNVS \\
(vs) ‘1\ (=) /ﬂa (v2) //5% () Sy (m)

/l\\‘//} /’?\\1/ '\\!//|\\’//
Vo “2 (ﬂ o) Ve (62) 2 (C 2) N2

N i PARN | /|\ A SN 2NN

Wir kénnen das Schema auch nach links weiter ausfiillen, indem
wir zundchst an einer Stelle ux 4+ 1 eine beliebige Zahl, z. B. 0, eintragen
und nunmehr die weiteren u, 4+ so berechnen, daB usij—pun—y =a,
wird, also durch Addition der jeweils rechts unterhalb stehenden Zahl
das folgende u finden. Ebenso verfahren wir mit der Reihe fiir », &
usw. Die eingeklammerten Werte findet man wieder wie oben durch
Mittelwertsbildung. Die links stehenden Zahlen u, v, £ ... bezeichnet
man als erste, zweite ... Summenwerte.

Zusammenhang zwischen Differenzenquotienten
und Differentialquotienten.

Die Tavirorsche Reihenformel (s. S.31) liefert unmittelbar die
Moglichkeit, die Differenzenquotienten als lineare Funktionen der Diffe-
rentialquotienten auszurechnen. Diese Berechnung hat aber nur unter-
geordnete Bedeutung gegeniiber dem umgekehrten Problem, aus den
gegebenen Differenzenquotienten die Differentialquotienten zu berechnen.
Die Auflosung des linearen Gleichungssystems liefert:

d 1 1
hﬁf(x_}'"h)—ﬂ”-?a”_}"}é'z”—
d’f A 1 1
ixE (x +n )—)’n—“ﬁan—’—. 90
bzw.

f(x+(n+ ﬂn+) 24 6n+2+64i0:n+§

\ 5 259
ﬁf(x—l* T3k =Yury— i nry T wgo Thtd —

Madelung, Math, Hilfsmittel. 3. Aufl. 2
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Diese Formeln gestatten also die ,,numerische Differentiation' einer
tabuliert vorliegenden Funktion. In entsprechender Weise kann man
einen linearen

Zusammenhang zwischen Summenwerten und Integralen

durch folgende Formeln geben:

T+ ngh . .
H/mfh dx”['“” 12 Bn+ 7120 On— 6:)(;;30:” ]n:
xbngh 5 nh
—ff<[———— I

x4 b x4 nh x+ngh

ZS‘/ / _/ ["t" ’24_05 30240 On - - ],

x+nkh x+nh x+nh
Diese Formeln sind niitzlich fiir das praktisch hiufig vorkommende
Problem der ,,numerischen Integration’.

Auch zur
Interpolation

ist das Differenzenschema mit Vorteil zu benutzen. Gesucht sei der
Wert von f(x 4 (n 4+ 8) k), (0<t<1).

Man berechne zunichst die GréBen:
A=t B=1(t—1), C=3(¢+1), D=}(@t—2), E=3(¢+2)...,
dann ist:

e+ m+)h)=a,+ AL, I=pusr;+ BII

II=y,+CIII
IIT =6é,+3+ DIV
IV =¢,+EV

fx+m—th)=0,—AI, [=ps-y—BII
II=y,—CIII
IIl =6,y —DIV
IV =¢,—EV

Wieviel man von diesen Gliedern zu beriicksichtigen hat, richtet sich
nach der gewiinschten Genauigkeit. Wegen weiterer Einzelheiten vgl.
die einschligigen Lehrbiicher der praktischen Analysis.
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Zweiter Abschnitt.
Reihen und Reihenentwicklungen.

A. Reihen.
1. Allgemeines.

©

Die formal gebildete Summe S = #; 4+ %, +...= X u; unendlich
r=1
vieler reeller oder komplexer Zahlen ul, %, ... (oder Funktionen %, (2),

%y (2), ...) heiBt Rethe. Hat s, = 2 uh =y + Uy + ... +u, (n-te

Partialsumme) fiir # — oo einen Grenzwert s, so heiBt die Reihe S kon-
vergent, andernfalls divergent. s heiBt die Summe der Reihe, s—s, =7,
der (n-te) Rest der Reihe.

Konvergenz. Notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz der
Reihe S ist, daB es zu jeder (beliebig klein wihlbaren) positiven Zahl
¢ stets eine Schranke N(g) gibt, so daB gilt:

’r,,‘=|s~s,,[<e fiir jedes # > N (¢) (1)
oder |s,,,—s,,|<s fiir jedes Paar m, #» mit m >N (), n>N(¢). (2)

Konvergiert die Reihe der absoluten Betrige, so heiBt S absolut kon-
vergent, andernfalls bedingt komvergemt: nur bei absoluter Konvergenz
ist die Summe s der Reihe S von der Anordnung der Glieder unabhingig.

Funktionenreihen. Die Funktionenreihe S(z) = X u; (z) heiBt
h=1

gleichmdifig komvergent im abgeschlossenen Gebiet G der z-Ebene (bzw.
im reellen Intervall ¢ < z < b), wenn es eine von z unabhdngige Schranke
N(e) gibt, so daB (1) oder (2) fiir alle z in G gleichmiBig gilt.

Eine im abgeschlossenen Gebiet G gleichmdifiig konvergente Reihe

o) stetiger bzw. analytischer Funktionen von z ist in G stetig bzw.
analytisch,

p) integrierbarer Funktionen ist in G gliedweise integrierbar.

/{zw s (t)} Q=3 /u,,(t)dt. 3)
& h=1 h=1(.;

%) in G reguldrer analytischer Funktionen ist beliebig oft gliedweise
differenzierbar.

ak
dth/" dzkfh(z)» k=1,2,...

2%
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d) von Ableitungen @_’%@ ist in G gleich der Ableitung von X u; (2)
h=1
dur) . 4 (214;, (z)) : @
k=1 h=1

d. h. eine Reihe von in G differenzierbaren Funktionen ist in G glied-
weise differenzierbar, wenn die Reihe der Ableitungen in G gleichmiBig
konvergiert.

2. Konvergenzkriterien.

Fiir die Konvergenz einer Reihe ist die Ab4inderung endlich vieler
Glieder belanglos.

a) Die Reihe S = X u;, konvergiert absolut, wenn eine positive Zahl
h=1
a < 1 existiert, so daf gilt:

“"Zjl\éa <1| fir alle groBen &, d. h. fiir alle )
h>H (H eine positive Zahl). ©)

Allgemein: 3 u; konvergiert absolut, wenn es eine konvergente Reihe
h=1
positiver Zahlen a, gibt mit

a= |u,,| fiir alle A > H (H positive Zahl). (7)

oder Vur| <a <1

b) Die Funktionenreihe S(z) = X u, (2) ist gleichmdfig konvergent
h=1

in jedem abgeschlossenen Gebiet G, in welchem (5), (6) oder (7) mit
von z unabhingigem H gilt.

c) Eine Reihe aus abwechselnd positiven und negativen Gliedern
konvergiert, wenn die Betrige ihrer Glieder mit # — co monoton — 0
konvergieren. Es gilt stets fiir den Rest: ‘r,,t = iu,, +1’.

d) Durch Vergleich mit Integralen li8t sich oft die Konvergenz
bzw. Divergenz einer Reihe feststellen: Ist z. B. \f (x)] monoton fallend
fiir x > m, so gilt:

n

= f
h=m+1

< S }/(h)|§fn|f(t)ldt fiir jedes n >m
h=m+1 m

@

und es konvergiert X f(#) sicher absolut, wenn f ]f (t)\ dt existiert.
h=1 m

3. Summation von Reihen.

a) Es ist praktisch von groSer Bedeutung, den Summenwert einer
Reihe entweder durch leicht berechenbare oder durch tabulierte Funk-
tionen darzustellen, vgl. auch B 1 e und die Zusammenstellung S. 31f.
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Die im folgenden auftretenden BERNOULLIschen Zahlen B, sind die

. ' . By .
Koeffizienten der Potenzreihe —— = ;:—!x; es ist:
k=0
By=1, By=—1 By=1, By =0, fiir k=12 B,==.
o— 1, 1= —3 Pa=g, 2k+1 =0, IUr R =1,2,..., 4= 350
1 —1 5 — 691 _7 __—3617
Be=a: 3823‘0, 310233’ Blzzm, Bu—g, Ble"‘_sio_’-“

B,; wird oft auch mit Bj bezeichnet. Zur Abschitzung s. Gl. (9).
b) Endliche Reihen.
an+l—1

1 +x 4224 28 4+ ...+ 2" =~ , fur x<=1.

x—A1

n{n+1)

14+24+34+...4+4n=

P24 324 wt=gn(nt1) 2n41)

B4 24304 fwd= o (n 1)

P2 = IR 23,

(Erlduterung: Entwickle nach dem binomischen Satz und ersetze B*
stets durch die A-te BERNoULLIsche Zahl By.)

Ist f(x) samt allen auftretenden Ableitungen stetig, so gilt die
EvuLERsche Summenformel:

D He = [t de+L (10) + 1 (m) +
k=0 0

+2 Ay (1240 (m) — (3D (0)) - E2% piensa) (9om)

mn=1,2..., 0<d <1

Hingt f (k) noch von einem Parameter x ab, so liefert (8) i. a. eine halb-
konvergente Entwicklung (vgl. B 1e, S.23).

c) Unendliche Reihen.

1 1 1 — 1)k (2m)2% Bay
T e . %&2,k=mw.@
speziell fir % =1: i:,)i, k=2: 19%, k=3: 9%: k=4: 9:20'
Allgemein kann eine Summe der Form X f(k) oft mit der EULERschen
k=0

Summenformel (8) fiir m — oo summiert oder wenigstens angenihert
berechnet werden.
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B. Reihenentwicklungen.

Vorbemerkung: Die in 1—4 fiir eine Variable dargestellten Tatsachen
bleiben richtig, wenn x jeweils durch x;, x,, ..., %,, ¢ durch ¢, ¢, ...,
t,, dt durch dt,-dt,-...-dt, ersetzt wird und das Grundgebiet G ein
gewisses Gebiet des #,...x,-Raumes bedeutet.

1. Darstellung beliebig gegebener Funktionen
durch bekannte Funktionen.
a) Die Aufgabe, eine irgendwie fiir alle x eines Gebietes G- (z. B.:
a =< x = b) gegebene Funktion f(x) durch ein System von unendlich
vielen bekannten Funktionen ¢, (x), @, (%), ... ,mdglichst gut' dar-
zustellen, 14Bt sich l6sen:

1. Als Approximation durch lineare Kombinationen (Polynome)
F,(x)= 20 @, (x); fir jedes » werden ¢, ¢, ..., ¢ so bestimmt,

daB F, ( ) von f (%) in G moglichst wenig abweicht (vgl. b).

2. Durch Reshenentwicklung nach ¢, (x), @4 (%), ...; es wird ein
System von Koeffizienten c;, ¢, ... so bestimmt, daB die Partial-
summen S, () = X'¢; ¢ (x) fiir hinreichend groBes #» in G von f (x)

k=1

beliebig wenig abweichen (vgl. b).

b) Das ,,Wenig Abweichen'* der Niherung von f (x) wird i. a. auf eine
der folgenden Arten prizisiert:

1. (im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate): Es soll

J

jeweils moglichst klein werden (wmittlere Approximation bzw. Konvergenz).
2. (im ,,TscHEBYSCHEFFschen Sinne“): Es soll das

F (1) — S, 0, ()

rv=1
moglichst klein werden (gleichmdfige Approximation bzw. Konvergenz).
3. (bei Reihen):

1) — 2 ¢ Py (t)

Maximum
fiir x in G

lim (f () — e, @, (x)) =0
n—>o r=1
fiir alle ¥ in G (gewdhnliche Konvergenz der Reihe).

Bei endlichem Gebiet G enthilt die Moglichkeit der gleichmiBigen
Approximation die der mittleren Approximation. Es geniigt, ganz im
Endlichen gelegene Gebiete zu betrachten, da ins Unendliche reichende
Gebiete in ganz im Endlichen liegende transformiert werden k&énnen.
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c) Vollstindigkeit. Das System der Funktionen ¢, (x), @,(x), .
heiBt vollstindig fiir das Gebiet G, wenn sich jede in G stetige Funktion
im Mittel beliebig genau approximieren 1liBt, d.h. wenn fiir jedes
positive ¢ # so gewihlt werden kann, daf3

[ |f 01— = 0, ()
.G y=1

2
dt < e wird.

d) Zur Darstellung werden i. a. benutzt:
«) Vollstindige Systeme orthogonaler Funktionen.
p) Die Potenzen 1, x, 2, 23, ..., bzw. 1, (x—a), (x—a)?, (x—a)3, ...,

baw. 1, &, 5, w5,
k,=1,2, ... usw)

e) Nur zu angendherter Berechnung von Funktionswerten dienende
Rejhenentwicklungen brauchen nicht zu konvergieren; es geniigt, wenn
das Restglied R, (x) zu eimer Partialsumme F, (x) der Entwicklung
geniigend klein wird. Nimmt |R, (x)] bei festem x mit wachsendem #
zunichst ab, ehe es — o geht, so heit die Entwicklung Aalb- oder
semikonvergent. Die erreichbare Genauigkeit ist beschrinkt, aber hiufig
ausreichend, und kann wertvoller sein als die konvergenter Reihen.
Speziell die Reihen mit lim (x"R, (x)) = 0 fiir alle # heiBen asymptotische

X —>
Rethen und dienen zur Berechnung von Funktionswerten groBen Argu-

ments [vgl. S. 21 (8)].

... usw. (Beimehreren Variablen x% - xke- ... - xfn,

2. Orthogonale Funktionssysteme.

a) Definitionen. Eine Funktion @ (x) geniige der Bedingung A,
wenn @ (x) in G bis auf endlich viele Stellen stetig ist (bei mehreren
Verinderlichen in jeder Verinderlichen fiir beliebige in G gelegene
feste Werte der andern) und c/ |® (t)| @t und [|® (¢)|2dt existieren.

e

Zwei der Bedingung A geniigende Funktionen f (x) und g (x) heiBen
in G zueinander orthogonal, wenn giltl:

(.8 =G/f ) (g ®)*dt=o0. (1)

Eine Folge von A4 geniigenden Funktionen ¢, (x), ¢, (%), ..., von denen
jede zu jeder anderen orthogonal ist:

o [Apm >0 mn=1,2,...|
mr» Pn) = m (¢ (2 *dt‘:dmn t mm ’ * 2
(B 92) = [ () n ) mit (G20 LB

heiBt orthogonales Funktionssystem, kurz Orthogonalsystem zu G. Gilt
stets (@, @m) = 1, so heiBt das Orthogonalsystem normiert. Das System
Pm (%)

%) =
¥m (%) V(@m. om)

1 Der Stern bedeutet Ubergang zum Komplex-Konjugierten.

ist normiert.
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Gilt fiir ein System y, (%), . (%), ... bei reellem g (x), p{x)=0

in G,

[0 20 (5 0)* dt = s (781 @), 3)
so bildet es ein Orthogonalsystem zur Belegungsfunktion g(x). Die Funk-
tionen /o (%) xs(x) mit » =1, 2, ... bilden dann ein gewdhnliches
Orthogonalsystem.

b) Lineare Abhingigkeit. & Funktionen f, (x), ..., f; (x) heiBen
in G voneinander linear unabhingig, wenn nur fir ¢; = ¢, =...=¢, =0

k

eine Gleichung X ¢, f,(x) = 0 fiir alle x in G besteht; andernfalls heiBen
v=1

h (%), ..., [+ (%) in G linear abhingig. Die Funktionen eines Orthogonal-

systems sind stets simtlich voneinander linear unabhéngig.

c) Orthogonalisierung. Sind in einem System von %2 Funktionen
fi (%), ..., fx (%) I voneinander linear unabhiingig, so lassen sich daraus
! zueinander orthogonale! Funktionen bilden (&, i=1, 2, ..., ).
Man setze @, (x) = cy f; (%),

P2 (%) = oy 1 (%) + a5 (%),
allgemein @ (%) = ¢y @1 (%) +. . - 4 Chi1Pr1 (%) +aaafa(x), =1,2, ...
und bestimme fiir jedes & = 1, 2, ... die Koeffizienten ¢;,, ..., cs; so,

daB nicht alle = 0 sind und daB @, () zu ¢, (%), ..., @s—; (¥) orthogonal
ist, d. h. aus den Gleichungen

(@ @r) = Ch1 (@1, @) oo+ Chie1 @r—1, @) + chr (frr r) =0

k=1,2, ..., h—1. Identisch verschwindende Funktionen lasse man
weg. Verlangt man noch (ps, @) = 1, so sind die ¢, im wesentlichen
eindeutig bestimmt und ¢, ..., ¢; bilden dann ein normiertes Ortho-
gonalsystem.

d) Aus vollstindigen Orthogonalsystemen in esner Verander-
lichen lassen sich folgendermaBen solche in mehreren Verinderlichen
bilden: Ist ¢y (%), @13 (%), ... ein solches zu a; < %, < b;, ferner
@o1 (%), Pap (%), . .. ein solches zu a, < x, <b, usw., so bildet
@1h, (%)  @on, (%a) - . " @un, (%) mit Ay, hy, ..., h,=1,2,... ein solches
fiir das Grundgebiet ar < %, < b, k=1, ..., n

3. Entwicklung nach Orthogonalsystemen.

a) Reihe. Zu jeder beliebigen, A geniigenden (s. 2a) Funktion
f (%) 148t sich (zumindest formal) die Reihe von f (x) nach dem Ortho-
gonalsystem ¢, (x), @, (%), ... bilden:
F (%) zzchgvh(x) mit ¢

h=1

_(f o8)
BCX 0K

=1,2,...; 4)
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die ¢y, heiBen Entwicklungskoeffizienten, auch Fourier-Koeffizienten von
f (%) nach dem System der ¢, (x). Es gilt die BEssELsche Ungleichung?

h§[5h|2 P = (1. 1). (5)
Die gliedweise Integration von (4) liefert stets eine in G gleichmaBig

konvergente Reihe fiir - f f () dt

Ist {5 ()} ein vollstindiges Orthogonalsystem zu der Belegungs-
funktion g (%), so gilt entsprechend:

/e t) 1, () dt

= b .t b —-—2"——_~ 6
é‘m(x) mit b, JQ(,)th (6)

b) Approximation. Unter allen Linearkombinationen X' a;, @5 (%)
k=1
liefern die Partialsummen F, (x) von F (x) die beste mittlere Approxima-

n 2
tion von f in G: es ist /f(t)——z an e (2)
k=1

dt am kleinsten, wenn
é
a,=2¢, [Gl. (4)] fir h=1, ..., »n gilt.

c) Vollstindigkeit. Ist das Orthogonalsystem ¢, (%), @, (%), ---
vollstindig (vgl. 1c¢), so geht (5) in die Vollstindigkeitsrelation (PARSEVAL-
sche Gleichung)

= (onl2 (on n) = (f, ) )

h=1

iiber. Allgemein gilt wenn d, die Entwicklungskoeffizienten von g(x)

sind, 2 ;;' (Z'h Ferner liBt sich dann jedes der Bedingung 4
geniigende (vgl. 1a) f( ) durch die Partialsummen F, (x) im Mittel be-
liebig genau approximieren und kein solches f (x) ist zu allen g, (),
h=1, 2, ... orthogonal, auBler f=0 (Abgeschlossenheit des Ortho-
gonalsystems). Jede in G der Bedingung 4 geniigende Funktion f (x)
ist durch die Entwicklungskoeffizienten nach einem vollstindigen Ortho-
gonalsystem eindeutig bestimmt.

d) Darstellung. Nicht jede stiickweise stetige Funktion f (x) wird
durch die Reijhe F (x) nach einem Orthogonalsystem dargestellt [d. h.
F (x) konvergiert und ist = f (x)]; dazu ist zunichst die Vollstindigkeit
des benutzten Orthogonalsystems notwendig (aber micht hinreichend!).
Allgemein gilt F (x) = [ (x):

«) in jedem in G gelegenen abgeschlossenen Gebiet G’ (etwaa <x<p),
in welchem die Reihe F (x) gleichmaBig konvergiert und f (x) stetig ist;

1 op2 = c-ch
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f) wenn ¢, (x), @ (%), ... die Eigenfunktionen einer Integral-
gleichung 2. Art mit dem Grundgebiet G und dem symmetrischen
Kern K (x,y) (vgl. Bilinearformel S. 211) sind und f(x) durch

f(x) = (./ K (x,t)g(t)dt mit A geniigendem g(x) ,,quellenm#Big** darstell-

bar ist (vgl. auch S. 264). Das umfaBt

¥) wenn g, (x), , (%), . .. die Eigenfunktionen einer selbstadjungierten
Differentialgleichung der Form ¢y + 9"y +qy +4py =0 mit
stetigem $, 9’, ¢ und $ =0 in G (bzw. bei mehreren Variablen p 4y +
D2, Yu, + DY+ + Pu, ¥a, + ¥ + A0y =0) 2zu geeigneten! Rand-
bedingungen sind und f'(x) und f"(x) existieren und in G stiickweise
stetig sind (vgl. CoURANT-HILBERT V, 14, 5).

In den Fillen §) und y) konvergiert F (x) in G gleichmaBig und absolut.

e) Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funktion, auf die
im folgenden hiufig zuriickgegriffen wird.

Bedingungen B: Das Gebiet sei in endlich viele Teilgebiete zerlegbar,
die von stiickweise differenzierbaren Kurven begrenzt sind und in deren
Innerem f mit seinen ersten Ableitungen stetig ist; ferner sei f in G mit
seinen ersten Ableitungen absolut genommen integrierbar.

Bedingungen D (sog. DiricHLETsche Bedingungen): Das Intervall
I:4a<x=<b sei in endlich viele Teilintervalle so zerlegbar, daB f in
jedem solchen durchweg monoton ist: f sei bis auf endlich viele Stellen

f ()| at.

f) Unter gewissen Voraussetzungen (s. 4) gilt:

b 5
in I stetig, es existiere f ' f(t)|dt und f

F (x) = f (x), wenn f in x stetig ist;
Allgemein: F(x) =}}in;é(f(x+h) + f(x—h) =} (f(x+0) + f(x—0)),

wenn die Grenzwerte f (¥ 4 0) und f (¥ — 0) beschrinkt sind [beimehreren
Verinderlichen: F (x) = dem arithmetischen Mittel der Grenzwerte von f
beiderseits der Unstetigkeitsstellen, sofern die Grenzwerte beschrinkt
und vom Anniherungsweg unabhingig sind].

Die Reihe F konvergiert gleichmdfig in jedem abgeschlossenen Stetig-
keitsgebiet von f.

4. Spezielle orthogonale Entwicklungen.
Vorbemerkung. Die Entwicklung erhilt man nach (4) bzw. (6) aus
den angegebenen Daten. Dabei bedeutet:

Grdgeb. = Grundgebiet, vorkommende Integrale sind dariiber zu er-
strecken.
Bfkt. = Belegungsfunktion g (x) = ... [vgl. bei (3) in 2a].

! Vgl. HILBERT, Integralgleichungen, oder CouRANT-HILBERT.
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V.0.S. = Vollstindiges Orthogonalsystem zur angegebenen Bfkt.

Normg. = Normierung; es wird f o|x[*dt angegeben, wobei o die
Bfkt. und y = ys bzw. = y,, irgendeine der Funktionen
des V.O.S. ist.

F(x) bedeutet ohne Riicksicht auf Konvergenz usw. die Reihe
(bzw. das Integral).

Koeff. = Koeffizienten der Entwicklung nach (6) bzw. (4).

Darst. = Bedingungen fiir die Darstellung von f durch F (vgl. 3 d).

a) Fouriersche Reihe. (Eine Verdnderliche.)
Grdgeb.: 0<x=<!l; Bfkt.. =1; Normg.:. =11i:

V.0.S. (reell): gq (%) =%, (1) =cos®™M% gy (x)=sin22EE,
2nihx h:1) 2)"' (8)
V.0.S. (komplex): @s(x)= Lze Ly h=0,+1,+2, ...
Entwicklungen:
amhx T emikx
(%) :*2" -}—Z{ahcos +b;,sn ; }=2a;.e : 9)

h=1 h=—o

]
mit a,,=§ff(t)cos2”l’” dt, b= lff in®" a1, h=o,1,.

—2oniht
bzw. o= /f bodt, h=0,%1,%2, ...

(10)

Darst.: Gelten fiir f mit /(0) =/ (/) im Intervall I: «a < x<§;
0=<a;8<!:f(x) ist in I stetig und F(x) dort konvergent, oder die
Bedingungen B oder D (vgl. 3 e}, so gilt 3 /.

Periodizitdt: Wird f (x) durch F (x) in G: 0 < x < dargestellt, so
setzt die Reihe F (x) die Funktion f(x) auBerhalb G mit der Periode I
fort, stellt also f (x) iiberall dar, wenn f selbst die Periode ! besitzt.

Weitere V.0.S. zu 0= x=1: Normg. = }1:

1 h
q)o(x)=%, (p,,(x)zcosnlx, h=1,2,...;

hx

oder @y (x) = sin > h=1,2,...

(11)

b) FouriErsches Integral. (Eine Variable s. Anhang, 1.)
«) Im Grundgebiet — 0o < x < + oo tritt an die Stelle der FOURIER-

Reihe das Fouriersche Integral. Existiert f ’ / (t)l dt, so laBt sich

der Funktion f (¥) (zumindest formal) das FOURIER-Infegral
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F(x) = f{:z () cos2m tx + b (¢) sin Zan}dt = f+:(t)e2"“"dt (12)

+ o 4

mit () = [ () cos 2 tu du, b(t) = [f(u)sin2mtudu (13)

-0 ©

+ o

bzw. a(t) = [ f(u) e~2%* dy (14)

-0

zuordnen. Fiir reelles f (x) gilt auch

@ + o

F(x)=2[du[f()cos2mu(t—x)dt. (15)
0 —~

Daystellung: Es gilt das in a) fiir die Reihe F (x) Gesagte.

p) Eine Funktion g (x), die durch Summation iiber eine jeweils um
2 verschobene beliebige, fiir alle x definierte Funktion G (x) entsteht,
ist periodisch mit der Periode 2:

+ o
gx) =2 G(x+2hl)=g(x+2nl), n=0, +1, +2,... (16)
he=—c
Gelten daher die Darstellungen
to  inkx to )
gx) =3 e ¢ und  G(x) = [ A4 (¢) =¥t (17)
h=—ow —
. 1 h
so ist “"=57A(ET)'

Das erhilt man durch Anwendung der PoissoNschen Summenformel, die
sich aus

+o +o e )
Sonty)=2= 62""'y_/¢(t) e—2miht gy (18)

n=—m h=—c

+ o + o
fir y = 0 ergibt. (18) gilt, wenn f lp (¢)| dt existiert, X ¢ (n + )

in 0 = y =1 gleichmiBig konvergiert und eine stiickweise stetige Funk-
tion von v ist.

¢) Mehrdimensionale FourlErR-Entwicklungen.

Die Fouriersche Entwicklung einer Funktion f (¥, ... %,) in einem
Grundgebiet G des #, ... x,-Raumes erhilt man, indem man nacheinander
nach jeder der Variablen x, entwickelt, und zwar in die FouRrIERsche
Reihe oder das Integral, je nachdem, ob G in x; ins Unendliche reicht
oder nicht. Man ersetzt dazu G passend durch ein Gebiet G’ der Form
=2, =by, bzw. —0 <%, <+ 00, k=1, ..., n, und erginzt f
auBerhalb G passend, etwa durch f (x;, ..., %,) = 0.
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Beispicle:
o) FouriER-Reihe in n Variablen. Grdgeb.: 0= x, <1, k=1, ..., n;
V.0.S.: Wiy oo (B« o0 %) =@ (%1) ., (%);
mit @p(x) aus a) (8) und A, ..., Ak, =0, +1,...;
Normg.: Wreoobr Preom) = @) lae e
. +{g + Py ,(h_”‘+..,+h_"f'_')
Entwicklung: F (%, ...,%)= X ... X p . ne h bn

hh=— hy=—c

(19)

hntn)dtl-. Lo dty;

vorf (B R
mit ?’hl...hn=l;';“____l';/---//(tl, .w.‘.,tn)e h I
0 0

Darst.: Darstellbar ist jedes f(x;, ..., %,), das in jeder Variablen
bei beliebigen zuldssigen festen Werten der anderen nach a) durch (9)
darstellbar ist.

8) Fourier-Integral in n Variablen.

Grdgeb.: —oo<xk<+oo k=1,...,n
F(x, ... f foc (ts ..., by) e2mitimt vtz gy . gy
(20)
mit « (¢, ..., f ff (g, - .., %) —2ni<um+...+“"‘“)du1-...-du,,;
Darstellung: Es gilt das in «) Gesagte entsprechend mit (12) statt (9).
¥) Gemischte Fourier-Entwicklung. Grdgeb.: —o<x<o0; 0Sy<1:
e 3 2nt tx+ )
(x,9) = /Zah dat
—® h=—o
+ o d hy
—2ni|t _
mit @ (t)—_-%/du/dv{f(u,v)e e+ ')} (21)
— 0 ’

Darst.: Es gilt stets F (x, ) = f(», ¥), wenn f nach x in (12) und
nach y in (9) entwickelt werden kann, fiir alle ¥ bzw. x in G.

d) Entwicklung nach Kugelfunktionen.

o) LeGenDREsche Reihe. Grdgeb. —1=x=-+41; Bfkt. p(x) =1;

V.0.S. {P,(x)}, h=0, 1, ... (LEGENDREsche Polynome, vgl. S. 60);
2h+1

Normg. [(Py ) dt= 521  Koeff. o= x / f (&) Pi () dt;

Darst. Gelten die Bedingungen B oder D (S. 26), so gilt 3 f. Allgemein

gilt: f(x) wird durch die Reihe F(x) dargestellt, wenn f(cos®) - sin
durch die Fouriersche Reihe dargestellt wird.
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) Zugeordnete LEGENDREsche Funktionen (vgl. S. 66).
Grdgeb. —1=x<+4+1; V.0.S. {P}x)},h=m, m+1,...; Bfkt.=1;

h !
Normg. 2h2+1 . ((h_—l_Z))' (m=0, 1, ... fest).
P} =Py,

v) Symmetrische Kugelfunktionen (vgl. S. 65).
Grdgeb. 0=p<2m; 0<% == (volle Kugeloberfliche); Bfkt. o(#,¢) = sind;

V.0.S. e’ ™9 Py (cos D) = @ m
h=0,1,. m=—h, —h+1,..., —1,0,1, ..., b—1,h.
2nn
h !
Normg. /fd<pdz95m19(phm¢hm— 2:11 %
Entwicklung: F o =X 2 anm '™ P} (cos 9) (22)
h 0m=—h
. 2h+1 h— ! __,m m 1 7 R
mit apm = —— Eh—}-’mn;l//I ¢ Py (cos?¥)sin® d ¢’ d;

Darst. Gelten die Bedmgungen B (S. 26), so gilt 3 f (vgl. auch HoBsoN).
Diese Entwicklung 148t sich auch schreiben als

d) Entwicklung nach allgemeinen Kugelfunktionen.
F@ ¢ = "Y;, (9, ¢); die Summanden Y, sind gegeben durch:

non
Y (8, @) = 2"+1//f ") Pa(cosy) -sind®d & dg’  (23)
mit cos y = cos ¥ cos 19’ + sin ¢ sin 9’ cos (p — ¢').

e) Entwicklung nach BesseL-Funktionen (vgl. S. 67).

d) Grdgeb. 0= x=1; ¢ sei reell fest, p=—1; kyp, h=1,2, ...
mit Ry < Rpp4q seien alle positiven Losungen von I, (k) =0, bzw.
s die von af- 22| g7 () =0, (x, B beliebige Konstanten);
V.0.S. I, (k%)) oder (I, (ps2)); Bfkt. = x;

Normg. 3 (T (epn)2= 3 Ly (opa))® baw. Ty o2+ 1 — (22} (2, (a0
Darst. Wenn die Bedmgungen B oder D (vgl. 3 e) gelten, gilt 3 {.

B Integraldarstellung' Grdgeb. 0Sx<©; nfest =0, +1, +2, ...
ft a(t) L, (tx)dt mit a( =fmu1,,(ut)f(u)du;

Darst. Ist f( ) = 0, gelten die Bedingungen 10‘3 oder D (S. 26) fiir jedes
positive endliche Intervall und existiert of t| f(t)idt, so gilt 3 f.
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f) Entwicklung nach LAGUERREschen Polynomen (vgl. S.57).
Grdgeb. 0= x < o0; V.0.S.{Ly(x)}, h=0,1,...; Normg. (hl)?;
Bfkt. e=*;  Darst. Wenn fiir f die Bedingungen D (S. 26) in jedem

endlichen Teilintervall (a...b) mit 4 >0 des Grundgebiets gelten und
z 1 3

1 (%) ¢ 2% ° fiir jedes ¢>0 bei x> co bzw. f(#) %4 bei x>0 be-
schriankt bleibt, so gilt 31.
g) Entwicklung nach HermiTEschen Polynomen (vgl. S. 59)
(BruNssche Reihe).
Grdgeb. —co <x <+ 0; V.0.S. {H,(x)}; Normg. 2*h!; Bfkt. e=*;
Darst. Wenn fiir / die Bedingungen D (s. S. 26) in jedem endlichen

Teilintervall des Grundgebiets gelten und f(x)e 2 x¢ fiir jedes >0
bei x> 4 co beschrinkt bleibt, so gilt 3 f.

h) Entwicklung nach TscHEBYSCHEFFschen Polynomen (vgl S. 55).

Grdgeb. —1 <x<+1; V.0.S. ?15 und {T}, (%)} bzw. 7 und {U, (%)};
Normg. -’21; Bfkt. N ; Darst. Durch x = cos# erhilt man eine
— %2

Fourier-Reihe, vgl. 4a (11).

5. Entwicklung in Potenzreihen.

TavLor-Reihe. Besitzt f (2) im Gebiete G der komplexen z-Ebene
stetige Ableitungen bis zur (n + 1)-ten Ordnung, so gilt:

f@=t@+E= @ 4.+ L ) £ R, (24)
wobei das Restglied
——%n—jﬁlﬂwv(a-pﬂ(z—a)) 0<d<1 (25)
ist; speziell fiir 2 = 0:
1@ =) +57F O+ -+ 21 (0) + gy 12+ (02). (26)

Spezielle Reihenentwicklungen. Zur Restabschitzung vgl.
auch (11). (%k: heiBt: konvergent fiir).

1+(:)x+<;>x2+ = (14 %)% k:| x| <1 (vgl.auch Kxopp, S. 410);
T+x+ 224 2" 47

! +1_!+27+°-'+m+Rn=e",k=allex; | R, <2 fiar | | <22,
1+f—1+$+%+---=e=lim<1+%>"=z_,718281828...;

n—> o

mtl
T1—x

k:lx|<1;
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#lna (xlna)?

l+ =+ 5 +... =" =0a", k:ale x;
P . 8 ° :
x—§T+5_!_+"'=Slnx’ x+';—!+':—!+...=©mx, k: alle #;
%2 x4 2 4
1—Sr+7—+. .. =cosz, 1+g—l+%+...=@ofx, k: alle x;

17 22n(22n—1) Boy
r S T S I st el <

245 174 N
—+— 31*3‘4- ot (—1)

Ginx n
AP 1

22# (22n-—1) Boy on —1
T’ X +...:

1 48 1:3 a8 1+3+5 27

*+ 55+ taaey T-o-=arcsing, Lilx|S1,x4+ 41;
8 x5
i—35 +5—+...=arctg 7, E:lx] <1, x+ 474
x x? *8 x4
T 37 +— - =h{+2), K:lx| S, x+—1;
8 x% 1 14+
i+ 5+ +...=51n<1_x>, Ei|x|=1, x4+ +1;
1 3 1 #° xsmt
—?ﬁ—}-?ﬁ——l—...:/—dt_Slx k: alle x;
0 (,,Integralsinus‘);
1 % 1 ; ¢ .
C+1nx—~5~2—!-|—74—g—!—+...=—/cidt Cix, k:allex;
2 (,,Integralcosinus‘);
-
1 1 ® e—t c .
C-|—lnx+T~~1—!+75+...=_/7—dt=11(e)=E1(x), k: alle x;

(,,Integrallogarithmus‘),

wobei C = lim <1 + % +...+ ;1{ —1In n> = 0,57721566. .. ist
" (EuLErsche Konstante),

x

22 P 28 -1 cos ¢
1— — —=—= | —=d!

saitoa et 2y %) Yt 0 k: alle x;

. ° (FRESNELsche
EE x 1 sin ¢ Integrale),
3 7-3l+11-s!—+"'_2v}/ Ve at
x x® #° %7 —p Va ; . .
T—ﬁ‘s+‘z—s*m+—“'=/6 Pat =" @ (x), k: alles;
0

(Gausssches Fehlerintegral),
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1-3 1-3-...-(2n—1) . Vanx ( ;)
1———7—}- praban P [y —}—Rn_——————:zQ >
Va2mx—2¢ 2
[asymptotische Reihe (vgl. 1 e€)] el/_, 2
X
Elliptische Funktionen (s. S. 76). ¢=e¢ =KX u:%{,,

© 2n+1

2'1 q 2 . __ kK
—r_—qmsm(zn—}%)nu_ﬁsnx,

n=0
® 2nt1
gz KK
E T e 41 cos(2n +1)mu = 7a D%,
n=0

S i 2K
! 42# cos2znu="-dnx,
n=0

— (B S (1R B S (135 R 135 R A T

8 xs —...=snzx,
— (1 + &3 ,3,'+( —|—14k2+k4) — +...=snux.
'1—“‘+('1+4k2) 7! ( +44k2+16k4) g'—}-— .= Ccnx,
1-k2~+k2(4+k2)—.—k2(16+44k2+k“)6,+— .=dn x.
Kugelfunktionen (s. S. 60).
cosnx—}—Tz”n—Tcos (n-z)x—}-1 3ﬁ:§jcos(n—4)x
1:3:5 n(n—1) (n—2)
T =1 Gr—3 @an_5 OS(n—6) x+..
2:4-6- *2n Py (cos %)
T 135, (2n—1) 2 !
n__ P(—1) X — nn—1)(n—2)(n—3) ,_
Y Cy " =+ 4-2n—1)(2n—3) ¥ =t
n!
= 1'3.5.”(2"_1)-P,,(x).
Zylinderfunktionen (s. S. 66). ’
x x? - —
1_1.(p+1)+1.2( )(‘kz) _=”(P)x HI#(21/x)
2 4 8
1—%;-{—5%—';(5%- =1I,(2%),

2 1 . 1 , _
1-%+r”3~!—+...=TII(2Vx)~_ﬁIO(sz),|x|<1,

3 x? 32 a4 33 %8 2% 1
=g teaa = 4-6-4.10-16 T+ V‘zﬂ(_'3')1—31 (%),

22 x4 Pl /2 1
s T T2 50 T T35 0013 +"'=V;H<Z)I*(x)‘

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl, 3




34 Funktionen.

Dritter Abschnitt.

Funktionen.
A. Allgemeine Funktionentheorie.

1. Bezeichnungen.

Eine eindeutige Funktion f (f (x) bzw. f (%, ..., x,,)) ordnet jedem
Punkte x eines Gebietes (d. h. jedem Wert x eines Intervalles bzw. Wert-
system x;, ..., x, eines Gebietes) einen Funktionswert zu. Enthilt das
Intervall bzw. Gebiet alle seine Randpunkte, so heiBt es abgeschlossen
(sonst: offen); dann gehort der Grenzpunkt jeder konvergenten Folge
von Punkten des Gebietes stets auch zum Gebiet.

Eine Funktion f heiBt

stetig tm Punkt &, wenn f (&) endlich ist und fiir jede nach & kon-
vergente Folge gilt: limf(x) = f(£§); dabei kann eine Funktion

x>

f(x) =f(x, ..., x,) von mindestens zwei Variablen in einem Punkte
E= (&, ..., &) in jeder der Variablen fiir sich stetig sein (d.h. bei
Festhalten aller iibrigen), ohne im Punkte & stetig zu sein (d.h. als
Funktion aller Variablen);

stetig im Gebiet G, wenn f in jedem Punkt von G stetig ist;

stiickweise oder abteilungswerse stetig im Gebiet G, wenn es eine Zer-
legung von G in endlich viele Teilgebiete gibt, so daB f in deren Innerem
stetig ist und sich bei beliebiger Anniherung an den Rand (von innen)
bestimmien endlichen Grenzwerten nihert;

stiickweise glaif, wenn f und seine ersten Ableitungen stiickweise
stetig sind;

differenzierbar im Punkte &, wenn fiir jede nach & konvergente

Folge lim L’Z—:——g ().
absolut integrierbar im Gebiet G, wenn [|fidx existiert.
G

existiert (also auch endlich ist);

Jede differenzierbare Funktion ist stetig, jede stetige ist integrierbar.

Eine reelle Funktion f (x) einer reellen Variablen x heiBt im Intervall I:
monoton wachsend, wenn in I fiir x > & stets f (x) =1 (&) gilt,
monoton fallend, wenn fiir x > & stets f (x) =f (§) gilt.

Eine Funktion f(x,, ..., #,) heiBt homogen vom Grade a, wenn

Flxy, oo tx,)=1%F(%q, ..., %)
Fiir differenzierbare homogene Funktionen gilt die EULERsche Relation.:

”

Zx,-g;=oc]‘.

i=1
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2. Komplexe GroBen.

Definition: Die formal gebildete Summe einer reellen Zahl a und
einer imagindren Zahl ib (i = 1/ —1) heiBt eine komplexe Zahlc = a+1b;
a heiBt ihr Realteil (a = Rc), bihr Imagindrteil (b = c), |¢| = 1/ a® + b2
heiBt ihr (absoluter) Betrag.

Veranschaulichung der komplexen Zahl ¢ = a + 1b:

1. Durch den Punkt der komplexen (GAussschen) Ebene, dessen

rechtwinklige Koordinaten x =a, y = b sind. |¢|bedeutet den Betrag des
Abstandes » vom Punkt ¢ bis zum Nullpunkt.

Es ist also (Fig. 2)
a=r Cf)S @ y
: b=rsing c
a+1ib =7 (cosg + ising) = re'?, ” )
wo 7= /a + b?
b . 4 172 x
@ = arctg - . @ heiBt Argument,

Fig. 2. Gausssche Zahlenebene.

Amplitude oder Arkus.

2. Durch einen Vektor vom Nullpunkt, dessen Komponenten gleich a
bzw. b sindl. ‘y

¢+ = (a, + 1by) + (ag + 1 b,) ist dann ein Vektor, der durch
Vektoraddition (vgl. S.110) der Vektoren ¢, und ¢, entsteht.

€1 €y = (@ + 1by) (ay + 1by) = 7, 7, €!»+9) ist ein Vektor, dessen
Argument ¢ gleich der Summe derjenigen von ¢; und ¢, ist und dessen
Betrag gleich dem Produkt der Betrige von ¢, und ¢, ist. Insbesondere
ist " = (a + ¢b)" = 7" &'"% = #* (cos n ¢ + i sin n @).

Zwei komplexe GroBen heiflen nur dann gleich, wenn

1. sowohl ihre Realteile wie ihre Imaginirteile gleich sind oder

2. sowohl ihre Betrige wie ihre Argumente (modulo 2 7).

Ist ¢; =¢,-C oder %-_ C=C,y-¢* wo C, reell sei, so ist C, das

[ L ; und « der Winkel zwischen den beiden Vektoren:

Verhiltnis der Betrige
& = @y — P2
¢* = a—1b heiBt , konjugiert komplex'’ zu ¢ = a + 1b.
Daraus folgt:

azc—;c*:%c b=c—-c* Sc

21
Vec* = /a4 b2 = |c| = |c*|.

1 Besonders in der Form: 4 :ei@t = reilp+o?), Bedeutet ¢ die Zeit, so dreht
sich der Vektor mit gleichférmiger Geschwindigkeit um den Nullpunkt.

3*
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3. Analytische Funktionen.
Eine Funktion f (z) = % + ¢v der komplexen Variablen z = x + ¢y
heiBt im Punkt z = x + ¢y reguldr, wenn
af(s) _y. fxt+h+i(y+h)—Ff(zr+iy)
&z ,im Ktk (1)
einen von der Art des Grenziiberganges (dem Wege, auf dem 4 und % gegen
Null gehen) unabhingigen Wert hat;

e ou_9dv O0u__ 0v
(2. Definition:] x5y Ty —ox (2)

[1. Definition:]

(CavcHy-RIEMANNsche Gleichungen) ist und diese Differentialquotienten
stetige Funktionen von x und y sind.

Die beiden Definitionen sind gleichwertig.

Eine Funktion, die in einem Gebiete G nur fiir héchstens abzihlbar
unendlich viele Werte von z nicht regulir ist, heiBt analytisch in G.
Die Punkte von G, in denen die Funktion nicht regulir ist, heiBen
singuldre Punkte oder singulire Stellen der Funktion, und zwar aufer-
wesentlich singuldr, wenn es ein positives n gibt, so daB (z— zy)" f (2)
in z, beschrinkt ist, andernfalls wesentlich singuldr.

Eine analytische Funktion einer analytischen Funktion ist wieder
eine solche. Auch die zu f () inverse Funktion ¢ (2) (definiert durch
@ (f(2)) =f{p(z) =z ) ist eine analytische.

Durch eine analytische Funktion f(z) = # 4 ¢v werden % und v
als Funktionen von x und y festgelegt:

u=h(%y), v=hxy). G)

Man findet diese, indem man f (x 4 ¢y) in die Form f, (%, y) + ¢f5 (%, ¥)
bringt.
f, und f, sind zueinander konjugierte Potentialfunktionen. Es gilt:

Af,=4f,=0, wo = :—;, + Za%;' (LarrLacesche Gleichungen.)

Jede beliebige analytische Funktion f liefert daher zwei partikulidre
Lésungen der Gleichung 4@ = 0 (im Zweidimensionalen).

Ist die analytische Funktion f (z) = # + 7v fiir reelles z reell, so gilt

f(z*) =u—14v  (Spiegelungsprinzip)
und daher

_ 1@+ @16 (4)
21 : \

w=-1""T 1 =
2

Durch eine analytische Funktion / wird dem Wertepaar x,y ein

Wertepaar #,v zugeordnet. Betrachtet man daher x, y als die recht-

winkligen Koordinaten eines Punktes in einer Ebene, %, v als die eines
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Punktes in einer zweiten Ebene, so vermittelt die Funktion f die Ab-
bildung jedes Punktes oder aus Punkten gebildeten Systems (z. B. einer
Kurve oder eines Flichenstiicks) der x, y-Ebene auf die #, v-Ebene.

f (z) vermittelt eine konforme Abbildung der x, y-Ebene auf die
u, v-Ebene (vgl. S. 42).

Unter dem Integral f f (2) dz versteht man:

b b b

b
/f(z)dz:f(u+iv) (dx—[—idy):f(udx—vdy)+1'/(vdx—1—udy). (5)

a a a
Die Integrale sind lings einer bestimmten Kurve zwischen den
Punkten a und & zu erstrecken.

Wegen der Definitionsgleichung (2) der analytischen Funktionen
sind sowohl (#dx-—vdy) wie (vdx + udy) totale Differentiale (vgl. S.5).

4. CAUCHYs Integralsatz.
b
/ f (z) dz bleibt fiirr analytische f(z) unverindert, wenn man unter
Festhalten von a und & den Integrationsweg verschiebt, falls nicht diese

Verschiebung tiber singulire Punkte von f (z) hinweg geschieht.

Erfolgt die Integration iiber eine geschlossene Kurve (Zeichen 55),
d. h. ist a = b, so ist 3§ f (z) dz =0, wenn die Kurve keinen singuldren
Punkt von f (2) einschlief3t.

CaucHys Integralformel.

PO =419 g, (6)

21 J 22—

gestattet die Berechnung von f (2) fiir den Wert z = {, wenn f (z) auf
dem Umfang einer den Punkt { umschlieBenden Kurve gegeben ist,
welche keinen singuldren Punkt von f(2) einschlieBt. Dabei ist die
Kurve im positiven Sinne (der auf dem Einheitskreise von -+ 1 iiber
+ ¢ nach —1 fiihrt) zu durchlaufen.

Spezialfall: §(z—{)*dz =0 fir n+—1, n=0,1, + 2, +3, ...

no=—1: 36*?;?:27”'. (7)

z

Mittelwertsatz. Ist die Kurve ein Kreis und ist #, 4 sv, der Wert
von f (z) im Mittelpunkt, % 4 ¢v der Wert auf dem Umfang (dargestellt
als Funktion des Winkels 9), so ist

2n 2x .
1 1
uoz-i;/udﬁ; v0=a—fvdi9, (8)
0 0
also u, bzw. vy der Mittelwert der # bzw. v auf dem Umfang des Kreises.
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5. Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktionen.

a) Entwicklung in der Umgebung reguldrer Punkte.

a) Ist f(z) in der Umgebung des Punktes z =z, eindeutig und
regulir, so liBt sich f(2) in die (TAvyLoRsche) Reihe entwickeln:

f(2) :kéoak (Z—zo)k =ag+ a; (2—2) + a5 (2 —2)* +. .. )
mit a=¢, SOV = @ (=) (10)
¢

Der Integrationsweg C ist eine einfach geschlossene Kurve, die z, einmal,
aber keine singuliren Punkte von f umschlieBt und im positiven Sinne
durchlaufen ist.

Konvergenz. Die TAvLorsche Reihe (9) konvergiert absolut und
gleichmiBig in jedem Kreis: jz—2z,| <7, in und auf welchem f (2)
regulir ist. Es gibt stets ein R > (den Konvergenzradius), so daf3
die Reihe (9)

konvergiert, wenn |z — Zy| < R ist,

divergiert, wenn |z — zy| > R ist.
Das Verhalten auf dem Konvergenzkreis |z — z,l = R hingt von f (2)
ab. Der Konvergenzkreis geht durch den z, am nichsten liegenden
singuliren Punkt von f (2).

Verschwinden die » Koeffizienten a,, 4, ..., 4,_; und ist a,+0,
so heiBt der Punkt z,: Nulistelle n-ter Ordnung von f (2).

3) Ist f (z) im Unendlichen (d. h. f(;,) fir 2’ = 0) reguldr, so liefert

die Entwicklung von f —1—, bei 2’= 0 die Entwicklung von f(z) bei z= oo
g z

FO) = ao+ "2+ S mit e, =5 $r@) AL, (1)
C

wobei C eine einfach geschlossene Kurve ist, die alle endlichen singuldren
Punkte von f (z) umschlieBt. Die Reihe konvergiert aulerhalb des Kreises
um z = 0, der durch die von z = 0 entfernteste Singularitit von f geht.
Sie konvergiert gleichmaBig und absolut auf und auBerhalb jedes gréBeren
Kreises um z = 0.

Praktisch wesentlich an diesen Entwicklungsmdoglichkeiten ist, daB
die Funktion innerhalb des Konvergenzbereiches durch eine Reihe von
beschrinkter Gliederzahl mit einer gewissen Naherung dargestellt wird
und der Fehler dieser Niherung mit wachsender Gliederzahl beliebig
klein wird (Beispiel vgl. Anhang, 2).

v) Analytische Fortsetzung. Durch die Entwicklung in der Um-
gebung von z, ist f (2) zunidchst nur innerhalb des Konvergenzkreises
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bestimmt. Geht man zu der Entwicklung um einen Punkt 2 =172y+ ¢
iiber, so erhdlt man die Entwicklung

[ =ay+a,(z—2+¢) +ay(z—z5+c)2+....

Lost man die einzelnen Klammerpotenzen (z — z) 4 ¢)* nach dem
binomischen Lehrsatz und ordnet nach Potenzen von (z — z), so erhilt
man eine Entwicklung der Form

F@) = b+ by (z—2p) + by — )2 + ...

die in einem Kreise um z, konvergiert, der moglicherweise iiber den
alten Kreis hinausragt. In dem den beiden Kreisen gemeinsamen Gebiete
liefern beide Entwicklungen dieselben Werte. Die zweite Entwicklung
liefert daher, soweit sie auBerhalb des Konvergenzkreises der ersten
konvergiert, eine analytische Fortsetzung der ersten. Durch Wiederholung
dieses Verfahrens ist es méglich, die durch die Potenzreihe definierte
Funktion tiber einen weiteren Bereich, eventuell iiber die gesamte Ebene
fortzusetzen. Es gibt Fille, in denen eine Fortsetzung iiber eine be-
stimmte Grenze nicht mdglich ist.

b) LaurenTsche Entwicklung eindeutiger Funktionen.
In jedem ringformigen Gebiet R (zwischen den konzentrischen Kreisen
Kyund Kp): 7, = |z—2z| =7, in welchem f (z) eindeutig und regulir
ist, gilt die dort absolut und gleichmiBig konvergente Entwicklung:

+ o
10 = Dlase—z =+ (A T g ey (r—zg) ... (12)
mit a= o (T8 o 1,12, (13)
K

wobei der Integrationsweg K ein Kreis in Rist: [z—z,| = 0; 7, < p < 7,

Die LAURENT-Reihe zerlegt f (z) in zwei Funktionen: f (z) = f,(2) + f4(2)
—1 ©

(h=2, fs=2X), wo f,(2) iiberall auBerhalb des Kreises K, regulir ist
k k=0

(vgl. a, B), und f, (2) iiberall in K, (vgl.a,«). Dementsprechend konvergiert
die LAURENT-Reihe im ganzen Ringgebiet zwischen den Kreisen, die
durch die zu R nach innen und auBen nichstgelegenen Singularititen
von f (z) gehen.

¢) Entwicklung in der Umgebung isolierter singulirer Punkte.

Auch hier wird der Charakter der Funktion f (z) im wunendlichfernen

Punkt (z = o) durch den von f(%) in 2z’ = 0 gekennzeichnet und die
1

zugehorige Entwicklung durch die von f(¥) in 2/ = 0 geliefert.

2
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«) In der Umgebung von z = 2, etndeutige analytische Funktionen
lassen sich in die LAURENTsche Reihe entwickeln, die fiir 0 < [z—z,| < R
konvergiert, wo der Kreis |z—z,| = R durch die zu z, nichstgelegene
Singularitit von f geht.

Entweder kommen nur endlichviele negative Potenzen vor; dann gibt
es ein positives ganzes m so, daB (z — z)™ f (2), nicht aber (z—=z,)™ ~1 f (2)
in z = z, reguldr ist. f(z) hat dann in z = z, einen m-fachen Pol:

1O =Gttt 2t a b a e —20) + oy e — 2+ (14)

2—2

Oder es kommen wunendlich viele negative Potenzen in (12) vor: dann
ist z = z, eine wesentlich singulire Stelle von f (2).

B) In jeder Umgebung von z = z, mehrdeutige analytische Funktionen
haben in z = z, einen Verzweigungspunkt. Gibt es ein positives ganzes
m so, daB f (zy + ") in der Umgebung von ¢ = 0 eindeutig wird, so gilt
die Entwicklung:

+ k

Fao+ ) = 1(2) = S apti— S ay(— )" (15)

he—mo  he—w
Ist dabei 7 kleinst gewahlt, so hat f (2) bei z = z, einen Verzweigungs-
punkt (m—1)-ter Ordnung. Dabei kommen keine, endlich viele oder
unendlich viele negative Potenzen vor, je nachdem f(z + £*) in £ =0
reguldr ist, einen Pol hat oder wesentlich singuldr ist.

Ist die Funktion f (z) bei z = z, unendlich vieldeutig (Verzweigungs-
punkt unendlich hoher Ordnung), so gibt es keine Entwicklung nach
irgendwelchen Potenzen von (z — z,) (wesentlich singuldre Stelle).

d) Residuum, Residuensatz.
Der Koeffizient a_; in der LAURENTschen Reihe von f (2) an einer
singuldren Stelle z = z, heiBt Residuum von f (2) ber z = zy:
1
a_,= Resf(2) = 27”./}‘ (2) dz. (16)

z=12 &

Der Integrationsweg C schlieBt dabei keine singuldre Stelle auBler z = z,

ein. Die praktische Bedeutung dieser Formel liegt darin, daB sie gestattet,

die Berechnung des Integrals / f (z) dz zuriickzufithren auf die Ent-
c

wicklung der Funktion in der Umgebung eines Poles.

Als Residuum des unendlich fernen Punktes bezeichnet man den
Koeffizienten — 4, der in der Umgebung dieses Punktes giiltigen Ent-
wicklung
F) = @imd™ a2 P4 Faztag+ 22 (17)

Ist f (2) in einem von einer oder mehreren stetigen Kurven berandeten
Gebiet iiberall eindeutig und bis auf endlich viele singulire Stellen im

Innern reguldr, so ist 3;’—sz (z) dz erstreckt iiber die Berandung des
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Gebietes gleich der Summe der Residuen der singuldren Stellen dieses
Gebietes. Ist f (z) iiberall eindeutig und bis auf endlich viele singulire
Stellen regulir, so ist die Summe der zu den Polen und zum unendlich
fernen Punkt gehorigen Residuen gleich Null (Residuensatz).

6. Berechnung bestimmter Integrale durch Integration

im Komplexen. ,

Gegeben sei ein reelles bestimmtes Integral I = f f(x)dx. Ist f(2)

in einem die Strecke a — b der reellen Achse enthaltenden Gebiet der
b

komplexen z-Ebene analytisch, so ist I = / f () dz ein in der komplexen

Ebene auszufithrendes Integral zwischen den Punkten a4 und & der reellen
Achse. Als Integrationsweg kann man dann jeden
beliebigen nehmen, der durch Verzerrung des ur-
spriinglichen reellen Weges bei Festhaltung de:
urspriinglichen reellen Grenzen 4 und b entsteht, 3
falls die Verzerrung nicht iiber einen singuliren “—"—>_\\® @

A

Y

s ~

Punkt von f(2) hiniibergefithrt hat. Es lassen
sich hiufig komplexe Wege von 4 nach b finden,
lings derer die Integration bequemer als lings
des reellen Weges auszufiihren ist. > S

Um die Verzerrung auch iiber singulire Punkte & 6
hinwegfiihren zu kénnen, muB man so verfahren, Flg. 3. Anwendung des
wie die Fig. 3 zeigt: Man ersetzt den reellen
Weg a—b durch drei komplexe Stiicke, 1. den verlangten Umweg,
2. einen (beliebig kleinen) Kreis um den singuliren Punkt, 3. die Zu-
wege zu dem singuldren Punkt. Der Anteil des Weges 2 ist gleich 271
mal dem Residuum des singuliren Punktes; der Anteil des Weges 3
(Hin- und Rickweg) verschwindet.

Durch Einfithrung einer neuen geeigneten Variablen ¢ (z) statt z
(Abbildung von der z-Ebene auf eine @-Ebene) kann oft eine weitere
Vereinfachung erzielt werden (z. B. so, daB das Integral iiber den Weg 1
ganz verschwindet, letzteres besonders dann, wenn die neue Variable
zu einem geschlossenen Integrationsweg fithrt). — Gelegentlich kann
man den Integrationsweg so legen, daB nur kleine Stiicke des Weges
wesentliche Beitrige zum Gesamtwert I liefern, und zwar Stiicke, wo
der Integrand (ndherungsweise) in einfacher Form geschrieben werden
kann (Methode der Sattelpunkte). Es sind noch andere Kunstgriffe
moglich, z. B. das neue Integral als reellen Teil eines einfacheren kom-
plexen Integrals aufzufassen!. (Beispiel vgl. Anhang, 3.)

1 Beispiele der Anwendung auch bei physikalischen Untersuchungen vgl. z. B.
Arbeiten von A. SOMMERFELD und seinen Schiilern, ferner L. BRILLOUIN: Ann.
Phys. 44, 203 (1914). — DEBYE, P.: Math. Ann. 67, 535 (1910).
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7. Abbildung durch komplexe Funktionen.

Jede stetige komplexe Funktion w = ¢ (2) = » + ¢v der komplexen
Verinderlichen z = x 4 7y liefert eine stetige Abbildung eines Gebietes
der komplexen z-Ebene (xy-Ebene) auf ein Gebiet der komplexen
w-Ebene (#v-Ebene) und umgekehrt.

Konforme Abbildung. Hat das Verhiltnis des Abstandes zweier
Punkte P, und P der xy-Ebene zum Abstand der Bildpunkte Q; und Q
der #v-Ebene, wenn P, auf stetiger Kurve nach P riickt, einen Grenz-
wert, der nur von P abhingt, also fiir alle durch P gehenden stetigen
Kurven derselbe ist, so heiBt die Abbildung konform im Punkte P.
(Diese Definition der Konformitit gilt allgemein fiir Abbildungen #-
dimensionaler Gebiete.) Die konforme Abbildung ist winkelirew (im
weiteren Sinn): die Winkel der Tangenten differenzierbarer Kurven
durch P sind gleichgroB den Winkeln der Tangenten ihrer Bildkurven
im Bildpunkt von P; der Drehsinn kann entgegengesetzt sein. Kleine
Dreiecke werden in nahezu #hnliche kleine Dreiecke abgebildet: die
konforme Abbildung ist in kleinsten Teilen dhnlich.

Jede analytische Funkiion liefert eine in jedem Gebiet, in welchem
/ (z) regulir und f (2) & 0 ist, konforme Abbildung eines z-Gebietes
auf ein w-Gebiet und umgekehrt ; die Abbildung ist winkeltreu im engeren
Sinn: sie erhdlt auch den Drehsinn. Die von der konjugiert-komplexen
Funktion w = f* (2) gelieferte konforme Abbildung kehrt den Winkel-
drehsinn um. Jede konforme Abbildung entspringt einer analytischen
Funktion (oder deren konjugiert-komplexem Wert).

RiemanNsche Fliche. Eine komplexe Funktion w = f (2) ist i. a.
nicht eindeutig, einem z-Wert entsprechen i. a. mehrere w-Werte. Zer-
spaltet man die z-Ebene in den Mehrdeutigkeitsgebieten in mehrere
iibereinanderliegende Blitter, die man geeignet untereinander verbindet,
so liBt sich Eindeutigkeit erreichen: jedem z-Gebiet dieser Blitter-
gesamtheit [der RIEMANNschen Fliche zu f(z)] entspricht dann ein
w-Gebiet. Man konstruiert diese RIEMANNsche Fliche durch analytische
Fortsetzung (vgl. 5 a, ) von f (z) auf allen méglichen von einem reguliren
Punkt ausgehenden Wegen; in allen z-Punkten, in deren Umgebung
eine Fortsetzung mit einer frither erhaltenen iibereinstimmt, vereinigt
man sie mit dieser, in allen anderen fithrt man sie in ein neues dariiber-
liegendes Blatt. Die einzelnen Blitter der RiIEMaNNschen Fliche hingen
in den Verzweigungspunkien der Funktion, den Windungspunkien der
RiemanNschen Fliche zusammen. Ein Verzweigungspunkt (Windungs-
punkt) hat die Ordnung » — 1 bzw. co, wenn in ihm # bzw. unendlich-
viele Blitter zusammenhingen.

Ersetzt man entsprechend die w-Ebene durch die RiEMANNsche
Fliche der Umkehrfunktion (Inversen) zu f (z), so werden die beiden
Flichen durch w = f (z) umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen.
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8. Veranschaulichung komplexer Funktionen.

Zur Veranschaulichung einer komplexen Funktion w = f (2) =
f(x+1y) =wu(x, y) + iv(x, y) benutzt man die durch sie gegebene
Abbildung. Diese stellt man dar, indem man in der xy-Ebene bzw. der
Riemannschen Fliche von f (2) diejenigen Kurven eintrigt, die auf
gewisse Standardkurven der #v-Ebene abgebildet werden.

a) Man wihle als Standardkurven die Kurven konstanten Real-
und Imagindrteils von w, etwa u (x, y) = ma, v (x, y) = na, « eine
Konstante, m, n =0, +1, 4+ 2,.... Uberall, wo f(2) regulir und
f' (z) + 0 ist, durchsetzen beide Kurvenscharen einander senkrecht:
zwei Kurven derselben Schar schneiden sich nicht, d. h. nicht im selben
Blatt der RieMaNNschen Fliche zu f (z).

Erste Deutung. Man kann stets eine Schar (gleichgiiltig welche) als
Héhenschichtlinien (Isohypsen), die andere als Fallinien (Gradienten-
linien) einer Raumfliche iiber der z-Ebene auffassen. Dabei liegen
ebensoviel Flichenteile wie Blitter der RiEMANNschen Fliche iiber einem
z-Gebiet.

Die Fliche hat iiberall negative Kriimmung, hat also keine Maxima
(,,Gipfel“) oder Minima (,,Gruben*).

Jede Fallinie fillt monoton von + ~ bis— ~; jede Héohenlinie
trennt ein hoheres von einem tieferen Gebiet. Keine der Scharkurven
ist geschlossen: reicht sie nicht doppelpunktfrei bis ins Unendliche, so
zertrennt sie entweder ein singuldrer Punkt, oder sie gehért verschiedenen
Blittern der RiemManNschen Fliche an.

Zweite Deutung. Man kann die eine Kurvenschar (etwa # = const.)
auffassen als Stromlinien einer zweidimensionalen Strémung einer inkom-
pressiblen Fliissigkeit, dann gibt die andere Schar (v = const.) die Kurven

gleichen Potentials. Der Stromungsvektor b ( g’; 21; ,
tor von # = const., ist quellen- und wirbelfrei: divo =0, rotv=0
an allen reguliren Stellen von f (z). Die singuldren Punkte sind dagegen
Quell- oder Wirbelpunkte.

Nullstellen und Singularititen. Nullstellen sind die Schnitt-
punkte von # = 0 mit v = 0. n-fache Nullstellen von f sind (n — 1)-
fache der Ableitung f'. Diese werden dargestellt durch Sattelpunkte
der Fliche (in denen ein , PaB“ aus einem ,,Tal in ein anderes fiihrt)
bzw. als Kreuzungs- oder Staupunkte der Fliissigkeitsstromung. Es
treffen dort » Taler bzw. Strémungen aufeinander. Jeweils 2 # Kurven
jeder Schar (mit demselben Parameter, d.h. derselben Konstante)

ein Tangentenvek-

treffen sich in diesem Punkt unter dem Winkel : , der von den Kurven

der anderen Schar durch diesen Punkt halbiert wird. Die Abbildung
ist dort nicht mehr konform, die beiden Scharen nicht zueinander ortho-
gonal (vgl. dazu Fig. 5, die einen Kreuzungspunkt 1.Ordnung zeigt).
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Ein einfacher Pol (Unendlichkeitsstelle) ergibt eine unendlich-hohe
,,Spitze’’ unendlich dicht bei einem unendlichtiefen ,,Loch‘‘, bzw. eine
Doppelguelle (Quellsenke). Dem einfachen Pol entspringen von jeder
Schar je ein Biindel Kurven aller Parameterwerte in einer Richtung, die
von der entgegengesetzten Richtung wieder einmiinden (vgl. hierzu
Fig. 21, die Darstellung eines einfachen Poles). #-fache Pole ergeben
entsprechend # Spitzen und »# Locher (» Quellen und # Senken gleicher
unendlichgroBer Ergiebigkeit) in unendlich enger, symmetrischer, ab-
wechselnder Anordnung. Ihnen entspringen # Kurvenbiindel jeder
Schar (vgl. hierzu Fig. 7, die Darstellung eines Poles 2. Ordnung).

- In der Umgebung einer reguldren Stelle ist f(z) beschrinkt: die
Umgebung eines Poles 148t sich fiir beliebig groBes festes G > 0 so ein-
engen, daB dort iiberall |f (z)| > G wird. In jeder noch so kleinen Um-
gebung eines wesentlich singuldren Punktes kommt f (2) jedem beliebigen
Wert beliebig nahe. Daher kommt man bei Anniherung an eine solche

Stelle von verschiedenen Richtungen zu verschiedenen Grenzwerten,
1

z.B. bei f (2) = e* fiir z=0: auf der negativen reellen Achse kommend
erhilt man e~ =0, auf der positiven e** = co. Einfache Quellen und
Senken im Strémungsbild sind stets wesentlich singuldre Stellen (z. B.
z=1Inw fur w = 0, Fig. 9).

b) Auch die Darstellung der Umkehrfunktion gibt Aufschliisse iiber
die Funktion selbst. Verzweigungspunkte stellen sich als Sattelpunkte
(vgl. oben) dar; das m in (III A, 5c, B) ist gleich der Anzahl der zusammen-
laufenden Tiler.

c¢) Eine Ubersicht iiber die Funktionswerte erhidlt man, wenn man
als Standardkurven die Kurven konstanten Absolutbetrages und Argumentes
wihlt: 7 (x,9) = |w| = ma, ¢ (x,y) = arc tg% = nf, «, B Konstante,
m, n=0, +1, +£2,....

Die beiden Kurvenscharen sind in den Punkten, in denen f (z) und
seine Umkehrfunktion reguldr ist, orthogonal. Die erste Schar stellt
die Héhenlinien der ,,Betragsfliche'* » (x, ) von f(z) dar, die andere
Schar liefert die Fallinien. Diese gehen von den Polen strahlenférmig
aus, um in den Nullpunkten ebenso zusammenzulaufen. Die Hohen-
linien umschlingen Pole und Nullstellen als i. a. doppelpunktfreie, in
der RiemaNNschen Fliche geschlossene Kurven: die Anzahl der Um-
schlingungen eines Verzweigungspunktes ist daher gleich der Anzahl
der dort zusammenhingenden Blatter.

Die Pole werden durch unendlichhohe Spitzen, die Nullstellen durch
trichterférmige Gruben dargestellt; die (» — 1)-fachen Nullstellen der
Ableitung f' ergeben, wenn f (z) + 0 ist, Sattelpunkte mit » Tilern?.

1 Darstellungsweise in JAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, 2. Aufl. z. B. S. 322.
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d) Eine Darstellung, welche die Sonderstellung von z = oo aufhebt,
erhilt man durch die stereographische Projektion der xy- bzw. uv-Ebene
auf eine Kugel, welche die Ebene in einem Punkte, z. B. dem Nullpunkte,
beriihrt (RIEMANN). Von dem zum Beriihrungspunkt diametralen Punkt
auf der Kugel zieht man Strahlen, deren Schnittpunkte mit der Kugel
und der Ebene dann eine eindeutige Zuordnung aller Punkte der Ebene
zu denen der Kugel liefern. Der Punkt z = ~ entspricht dann dem
Projektionszentrum. Die Abbildung ist konform.

Projiziert man ebenso die Kugel auf eine andere berithrende Ebene,
so wird die dadurch gegebene konforme Abbildung beider Ebenen auf-
einander direkt durch gewisse gebrochene lineare Funktionen geliefert.

B. Spezielle Funktionen.

I. Definition der Funktionen.
Die Definition einer speziellen Funktion kann erfolgen

a) durch Angabe gewisser Eigenschaften, z. B. der Singularititen
bei sonst regulirem Verhalten (RIEMANN) oder der ¢nneren Gesetzlichkeit
in Form von Funktionalgleichungen (z. B. Periodizititsforderungen,
Differential- oder Integralgleichungen) oder ihrer Extremaleigenschaften
(Variationsforderung);

b) durch Vorschriften zur Berechnung, zur Konstruktion der Funk-
tionswerte, z. B. mit Hilfe algebraischer Gleichungen, von Differen-
tiationen oder Integrationen oder durch Angabe von Reihenentwicklungen
nach schon bekannten Funktionen.

Nicht durch jedes System geforderter Eigenschaften ist eine Funktion
definiert: zu a) gehoért daher stets noch ein Existenznachweis; in vielen

Fillen wird dieser durch Angabe einer konstruktiven Definition b)
gefiihrt.

2. Klassifikation der Funktionen.
w = az + b heilt ganze lineare Funktion.
w = —— - heiBt gebrochene lineare Funktion.
w=ay"+a, 2" +...+a,_ 2+ a, heiBt ganze rationale Funktion
n-ten Grades, oder kurz Polynom.
agt+a,zn—1+4+ ...+ an—12+an
= boam + b zm—14t ...+ bm_12+bm
Ist w Wurzel einer algebraischen Gleichung #" 4 7, (x) w"~1 4. ..

+ 7, (¥) = 0, deren Koeffizienten 7, (x) ganze rationale Funktionen sind,
so heiBt w eine algebraische Funktion.

Eine nicht algebraische heit eine transzendente Funktion.

heiBt gebrochene rationale Funktion.
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Eine Funktion, die im Endlichen iiberall regulir ist, deren Potenz-

reihe X a,2* also fiir jedes endliche z (d. h. bestindig) konvergiert,
k=0 ‘

heiBt ganz: ganz rational, ganz algebraisch, ganz transzendent.
Eine Funktion, die im Endlichen nur Pole hat, heiBt meromorph.

3. Algebraische Funktionen.

Hat eine endlich vieldeutige analytische Funktion w = f (2) nirgends,
auch nicht bei z = o, wesentliche Singularititen, so ist sie eine alge-
braische Funktion (s. 2.); als Singularititen kommen nur Pole (ein-
und mehrfache) und Verzweigungspunkte vor. Die zugehérige RIEMANN-
sche Fliche besteht aus # Blittern, wo # der Grad der algebraischen
Gleichung fiir w ist; iiber jeder Stelle z, die nicht Verzweigungspunkt
ist, liegen genau # Blitter.

a) Rationale Funktionen
(= eindeutige algebraische Funktionen).

«) Ganze lineare Funktionen. w = az + b;
Umkehrfunktion: z = w:br (ebenfalls ganz linear);

Abbildung: z-Ebene und w-Ebene werden konform aufeinander ab-
gebildet durch eine Drehstreckung, d.h. eine Verschiebung, Drehung
und MaBstabdnderung (Ahnlichkeitstransformation).

b
B) Gebrochene (allgemeinste) lineare Funktionen. w = ‘:ji 7
. —d .
Umkehrfunktion: z= —c—w—w;i;'b (ebenfalls linear);
- Singularitit: Einfacher Pol bei z = — dJc, sonst regulir;

Nullstelle: z = — bja.

Abbildung.: Geraden (ebenso Kreise) gehen in Kreise oder Geraden
iber. Jede umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der vollen z-Ebene
(d. h. mit z= o) auf die volle w-Ebene wird durch eine lineare Funk-
tion gegeben.

Die lineare Funktion 148t sich, fiir ¢ + 0 zusammensetzen aus:

bc—ad .
cz+d=2; ; =2z 2¢r ,cﬁ‘,, 2+ % = w; also die entsprechende Ab-
bildung aus Drehstreckungen (s. «) und der durch w = f:— = g=ie mit

z = ge'® gegebenen Abbildung nach reziproken Radien (Spiegelung am
Einheitskreis).

Vgl. auch das Beispiel w = Ti_z im Anhang S. 344.

7) Ganze rationale Funktion n-ten Grades und Umkehrung.

Ww=ay + a2 ... +a,_12 + a,.
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Die inverse Funktion ist nicht rational. Wir konnen schreiben

An den Stellen z, z,...z, hat die Funktion Nullstellen. Ist z = z,,
so liegt dort eine zweifache Nullstelle usw. Der unendlich ferne Punkt
ist die einzige singuldre Stelle (Pol #-ter Ordnung).

Die spezielle Funktion :
w = 2" z=1j/ w

148t sich besonders leicht veranschaulichen, wenn man die Kurven

v = constans, ¢ = constans, bzw. g = constans, y = constans zeichnet
mit

z=r-¢? w=g-ev.
Man erhilt
e=7", y=np und r=jl, ¢=yn
Kreise um den Punkt w = 0 in der w-Ebene entsprechen Kreisen und
Radien in Sektoren vom Offnungswinkel 2z/# in der z-Ebene. Die
w-Ebene kann daher nicht eindeutig auf die z-Ebene abgebildet werden,

wohl aber eine #-blittrige RiemMaNNsche w-Fliche mit Verzweigungs-
punkten bei w = 0 und w = oo,

Im Falle » = 2 148t sich die Funktion
W=fZ)=az24bZ +¢

zusammensetzen aus den linearen Transformationen

b? — b
w=W—(c+47), z:VaZ-}—“/a
N
94015 Y A W A
v W \),/' ;\,
N
-0,25
y ’ O\\?
U7
U
va
0,
.‘I-‘\ U:_'i
ﬁﬁoaﬁ L]
by N <
&

Fig. 4. £=Yw. Fig. 5. w =28
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und der speziellen Funktion
‘w=2* mit der Umkehrung z= Jw.
Die schlichte z-Ebene wird auf die doppelt iiberdeckte w-Ebene ab-
gebildet. Um Eindeutigkeit der inversen Funktion zu erzielen, muf3
man die w-Ebene durch zwei RIEMANNsche Blitter ersetzen. Bei 2 =0
hat die Darstellung in der z-Ebene einen Sattelpunkt (doppelte Nullstelle).
Es gelten die Formeln:
+u+ yut 4+ =24 ¥—yi=u

—u+ Yut + 12 =292 2%y =v.
Die Kurven x = constans, y = constans in der w-Ebene sind daher
eine Schar konfokaler Parabeln mit w = 0 als Brennpunkt (Fig. 4).
Die Kurven # = constans, v = constans sind eine Schar gleichseitiger
Hyperbeln in der Halbebene x > 0 (Fig. 5).

d) Gebrochene rationale Funktionen und Umkehrung. Auch hier ge-
hért die Umkehrung nicht dem gleichen Typ an. Wir betrachten den Fall

W= ~1-,— mit der Umkehrung 2=
E4

Yw
Es gelten die Gleichungen ¢
—uﬁ(-{— u -+ ]/u2+v2)= 2 x2

s ) =2

xa__yz .
(CEs
—2xy __

(G

und die Kurvenbilder Fig. 6 und 7. Die Stelle z = 0 ist ein Pol zweiter
Ordnung; es treten dort zwei Kurvenbiindel der Schar # = constans und
zwei der Schar v = constans aus.

Fig. 6. 2=~

Yw
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b) Nichtrationale algebraische Funktionen.
Wir betrachten den speziellen Fall
w =1/1 — 22 mit der inversen Funktion z =}/1 —w?.
Es gelten die Gleichungen:
| uPv? 4 x% (V2 —u?) = 2t — x?

2o — 2 (02— u?) = yt—y?

D A Tws

© N

- = N

gy S by 3 3
3

i xzyz — 2 (yz . xz) — p — 12,

Die Fig. 8 zeigt die z2-Ebene; in

der w-Ebene ergibt sich bei diesem u=1
Beispiel genau das gleiche Bild. Zu

jedem Wert von z gehdren zwei u=g5
Werte vonw. Die Stellen z =41 und

z == —1 sind Verzweigungspunkte. / %0
2 = 00 (w = oc) ist ein einfacher Pol. Fig. 8. w=}1— .

4. Elementare transzendente Funktionen.

Ganze Transzendente sind z. B. @ = ¢ und w == sin z; meromorph
ist z. B. w = tgz.

a) Exponentialfunktion und Logarithmus. (Potenzreihen s. S. 31.)

w = ¢ = lim (1 -+ Z—)a, Umkehrung: z = In .

a-» o

e T v

2 2 r_
Iny/u? +v* =%, arc tg - = ¥

e*cosy = u, e*siny = v.

w = ¢ ist periodisch: ¢ = ¢ £27i. Ein Streifen der Breite y, —y, =27
der z-Ebene wird bereits auf die ganze w-Ebene abgebildet.

Y
,,;; / > Gl
U
. (
7d
=05 15’ u %
-0,
x=0 7/1% / N
x=-05 Y
X==7
u
Fig.9. t=Inw. Fig. 10, w=¢".

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 4
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In der w-Ebene sind die Linien x = constans Kreise, y = constans
Radien (Fig. 9). In der z-Ebene (Fig. 10) erhilt man in jedem Perioden-
streifen — 7z < y < + x die gleichen Kurven # = constans, v = constans.
Einige wichtige Formeln (n ganzzahlig):

In(x4+4iy)=1In ]/?2‘-;372 + (arc tg % + 27 n) 1.
Insbesondere:

In(fx) =Inx 4 <2n + %)ni.

In(—x)=Inx+ 22 -+1)xs.

Ferner:
a'* = ¢'¥18% — cos (¥ In a) + ¢ sin (% In a).
%' = ¢ = cos (In x) + ¢ sin (In %).
. : X . . TXx
* =¢* = cos - +isin.
Insbesondere:
: : -1 : .
ErTi =1, BrFlmt— . yi= V2 (144), df=e 2.

b) Trigonometrische Funktionen (Kreisfunktionen).
Wir betrachten die ganze Transzendente
w =sinz und ihre Umkehrung 2z = arc sin w.

Es bestehen die reellen Gleichungen
u2 V2
sinfx~  cos?x
u? v? .
@f’}—*—@T’y:'l cosx Giny =v.
In der w-Ebene erhalten wir ein System von Ellipsen und Hyperbeln
mit dem gemeinsamen Mittelpunkt w = 0 (Fig. 11); in der z-Ebene

=1 sin x Cof y = u

5
o7

R

y= zjkL\

8,

Fig. 11. z=arcsinw. Fig. 12. w=sinz.
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haben wir in jedem Periodenstreifen nnw < x < (n + 1) = die gleichen
Kurven (Fig.12). Verzweigungspunkte sind die Stellen w = 41 und

w=—1 bzw. z = % + nm (Potenzreihenentwicklung s. S. 32).

c) Hyperbolische Funktionen.

et 4 e— 2
w= Cof z=-——; , Umkehrung 2z = Ur Cof w.
Ferner:
w= Ginzg = i—ig Umkehrung z = UAr Gin w.

Ginz . K

Fiir die Funktion w = &in z gelten die um 90° gedrehten Figuren 11
und 12 (Potenzreihenentwicklung s. S. 32).

d) Wichtige Formeln fiir Kreis- und Hyperbelfunktionen.

1. Bezichungen zur e-Funktion:

eix J-g—ix ex 4 e—*

Cosx = — — Cofr="-"5~ —

. ei¥—g—ix - ex¥——o—%

sin % = ———— Giny=-—-;-—
e'*=cosx +¢sinx ¢ = Cofx + Ginx
¢~'* =cosx—1isinx ¢~ *=Cofxr—Ginx.

2. Bezichungen zwischen Kreis- und Hyperbelfunktionen:

cosx = Cofzx Cojx =cosix
sinx =—1¢&inix Ginx=—ssinix
tgx=—17Tgix Tgx =—1tgix
ctgx =1iCtgix Ctgx =ictgix.

3. Beziehungen zwischen den inversen Funktionen:

arccos x = —i At Cof x Ar Cofx=7arccosx

arcsin x = —{ Ar Sinix  Wr Sin x = —arcsinix
arctg x = —1 Ar Tg ix At Tgx = —rarctgix

arcctg x =7 Ur Ctgsx We Ctg x = 7arcctgix.

4. Beziehungen der tnversen Funktionen zum Logarithmus:
arccosx:—iln(x—f—z' ;/1—;;2) %[r@ofx:ln(x—}— 1/972——“1)
arcsinx = —z¢In (z’x—i— 1/{:3&5) ArtCinx =1n (x+ 1/?_—?—41)

_ i 14 ix 1 1+ x
arctgx=-—_,In- * ° ArTgx = SIn—

- it Clax— ‘2!
arcctgx_—zln”_H ArCtgx =, In——-.

4%
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Sa. Bezichungen der Kreisfunktionen unteresnander:

cosx  =Yl—simiye= — 1 —__o®F
Y1+tgx Y1+ ctgix
Y1—costx = sinx = gy 1
V1+tgtx Y1+ ctg?x
Y1 —cos? » sin ¥ 1
= - == tg X - C——
cos x ]/1 —sin?x ctgx
cos ¥ 1 —sin?x 1
e == v i = = ctgx.
1/1 —_cos?x sin x tgx

5b. Beziehungen der Hyperbelfunktionen untereinander:

R ,
Goix = YitCitr= o = 1/@,‘2*29:__,1
V(ixifx—d = Ginx = 17%;@ == ]@%_1

6. Additionstheorem:
cos(x +y) = cosxcosy Fsinxsiny Cof(x+y) =CojxCojy £ SinxSiny

(
sin (x +y) = sinxcosy + cosxsiny Cin(x+y) =SinxCofy £CofxSiny

tgx+tgy _ Tgr+Tgy
BN = ey WEEN= s agmgy
ctg xctgy F 1 Ctg v Ctgy + 1
(¥t Y) = Crzytcigx Ctg(¥£9) = "Gty + Gtg 5
7. Funktionen des doppelten Arguments:
cos 2x = cos? x —sin% x Cof2x = Cof?x + CinZx
sin2x = 2cos ¥sin x Gin2x = 2C0f x Sinx
2tgx 23g #
824 = | g, 25 = ggrs
ctg?x —1 . Ctg2x + 1
ctg2x =- 2ctgx Ctg2x = 265

8. Funktionen des dreifachen Arguments:
cos3x =cosx(1—4sin?x)  Cof3x=Cojx (14 4Cin®x)
sin3x =sinx (4cos?x—1) Gin3x = Sinx (4Cof2x—1)

3tgx—tgdx . 3$grx+§g:‘x
tg3x:717:3t-gﬂ—x igax"‘ 1+3$g2x

ctgdx —3ctg x Cta3 » + 3Ctg »
ctgl3x = Tyotgia—1 Gtg}x=~3—@m1
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9. Funktionen des n-fachen Arguments:

n . n .
cosnx = cos” x —- ( 2) sin? x cos® 2y - <4) sin4 x cos”~tx —

sin #x = # sin x cos” 1 x—~(3>sm3 xcos" 3 x | ( 5)51n5x cos" P x —

cosnx + isinnx = (cos ¥ + 7 sin x)™.

10. Potenzen der Funktionen:
Wenn » ungerade:
sin” x = (—212.~>”_1[sin nx— (:1>sin (n—2) x + (;) sin (n —4) x —

Lo n—1

*(:)sin (n—6)x +...(—1) 2 (nn_1) sinx}

2

cos”x = (%)”_l[cosnqu (:l) cos (n—2) x 4 (Z) cos(m—4)x+...
+ (ni1>cosx]
2
(—1)

sin® x = = [cosnx——(:i)cos (n—2)x + (Z)cos(n~4) X—...

wenn # gerade:

”
2

n—

+(—1) 2;(”12) cost) + (Z)E’;
T2 2

cos” x — (%)"”l[cosnx—k (f)cos (mn—2)x+ (Z)cos(n——4) x+...

(a3

14. Funktionen des halben Arguments:

x 1+ cos x x /(Eofx??
cos-— = |}/ ———2 ===
52 V 2 Gof 5 2
. % 1—cos ¥ .x Cofr—1
1 —_— = — _— =
sin — 5 @tn2 2
o — siny __ {—cosx Gq F — Ginxy _ Cojxr—1
B2 T ifcosx  sinx 92_(&)[;:—#1—" Gin x

te ¥ — sing__ tfcosx o ¥ __Ginx _ Gofx+1
8 T T —cosx  sinx 8, = Cofr—1 ~ Ginx
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12. Summe und Differenz der Funktionen:

cosx+cosy=20055¥cos”;y

cosx—cosy=_2sini’%i!sin”;y

sin % -+ siny=2sini§_ycosxzy
tgx:ttgy=§)%

g+ cigy - 2202

13. Produktauflosung:
2coSn % Cos mx = cos (n—m) % -
+ cos(n +m) x
2sin #x sin mx = cos (n—m) x —
—cos(n +m)x
2 sin #x cos mx = sin (n — m) x +

+sin (n + m) x

Cofx+ Cofy = 2@01

Cofx—Cojy = 2@m———@m y

Ginx +Giny = 26in =2 @fﬂ:y
__@m(x:i:y)

%gx:l:%gy———-——@m.x@:nfy

Gin(y £ »
Ctgx £ Ctgy = @mx(@m;)"

280 nxCojmx = Cof (n + m) x +
+ Cof (n—m) x

28innx Sinmx = Cof (n + m) x —
—Cof (n—m) x

2CinnxCojmx = Sin(n+m) x +
+ Gin(n—m) x .

14. Summe und Differenz der inversen Funktionen:

arc cos ¥ 4 arc cos y

= arccos (xy + ]/T—lxé ]/;lf—mr)
arcsin x¥ 4 arcsin y

= arcsin (x V 1—y2 4y 1—22)

= arccos()/1—#2/1—3F xy)
arctg x 4 arctgy

¥y
1Fxy

= arctg

ArCof x + ArCof y
= ArCof(xy & Y22—1 1/y5—1)
= A Gin(yy»2—1 £ x)/y:—1)
Ar Sinx 4 Ar Siny
= WrGin(x Y2 +1 £ vy a4 1)
= WrCof(y/22+1 1y +1£x)
At Tgx + ArTgy

xty
=g 55

5. Systeme orthogonaler Polynome.

Orthogonalisiert man das System der Funktionen 1/ g (%),

2o, .

eine Folge orthogonaler Funktionen 1/ o(x

% e (%),

. im Intervalla S x =b (vgl II B2c, S. 24), so erhilt man

- F, (x); dabei ist F, (x) ein

Polynom (ganzrationale Funktion) n- ten Grades, das genau # ver-
schiedene Nullstellen im Intervall a < x <& hat und durch Angabe

einer Normierung, etwa von

N,= [o®)[F.()

|2 at

(bis auf das Vorzeichen), festgelegt wird. So ergeben sich die
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a) LEcEnDREschen Polynome P, (x) (vgl. S. 60)

fir p(#) =1, in—1=x=<+1, mit N, =
S. 61).

2’”—_*_7 (Vgl IIIB 6a 10,
b) Die TscHEBYscHEFFschen Polynome?! T, (x), U, (x)

ergeben sich:

4

E:

fir o (x) = Y/1—4%

1. Durch Orthogonalisierung (s. 0.) mit N, = in —1=x5+1,

_Una(3)
Y1—a2
Oft wird auch 2=**! T, (x) bzw. 2=**1 U, (x) mit T, (x) bzw. U, ()
bezeichnet. U, (x) ist ketn Polynom von x. Man setzt noch:
T_,(x)=T.(x); U_,(x)=—U,(®).

Entwicklung nach TscHEBYSCHEFFschen Polynomen s. IIB4h, S. 31.
Alle n Nullstellen liegen in —1 = x = 4 1.

T, fir g () = ==, 0l

2. Dasjenige Polynom #n-ten Grades (n fest) mit dem héchsten
Koeffizienten 1: p, (x) = 2™ +a; " ~1 ...+ a,, fiir welches der Maxi-
malbetrag von p, (x) in —1 =< x <1 am kleinsten wird, welches dort
die beste absolute Approximation der Null (vgl. IIB1b2, S.22) liefert,
ist

Pp (%) =277+ T, (x).

3. T, (x) = cos (narccos x) = } [(x + % Y1—2)" + (x—1 Y1—%"]

U, (x) = sin (narccos x) =} [(x +1 1/_1:7952)” —(x—1 V]——?)”].
Durch die Substitution x = cos & gehen T, (x) bzw. U, (%) in cos n
bzw. sin n ¥ tiber; z = T, (x) bzw. z = U, (x) ergibt sich daher durch
Projektion der auf den Mantel des Zylinders iiber dem Einheitskreis

r? = %2 + y? =1 gezeichneten Kurven z = cos#® bzw. z =sinnd,
0 =9 =mauf die Ebene x =7 cos # = 0. Ferner gilt fiirn =0, + 1,42, ...

cos (2 n arc sin x) = cos [(2 # + 1) arc sin %] =
= (—1)" Tz (2); = (—1)" Uz 11 (%)

sin (2 » arc sin x) = sin {(2# 4 1) arc sin x] =
= (—1)""1 Uy (0); = (—1)" T2n 41 (%).

4. Durch die Potenzreihe nach ¢ der erzeugenden Funkbion

1—ix n
'r__—zt,,—Hzf=2Tn(x);! 1t <1. (1)
n=0

! S. auch van DER PoL u. WEIJERS in Physica 1 (1934) S. 78.
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Entsprechend fiir U, (¥) = Y1 —22Q,_, (%)

T:é‘:x—m = 2 Qn (%) ;:i, [t] <1. (2)
n=0
> Inl) = (—(_22% (1 — 22 ,zd*:;; (1—ay' "%

6. Explizite Darstellung:
Es treten nur positive Potenzen von x auf.

Tn (x)__zn— <x —"!_2237” 2+ §7243) 2 — ("’ 3?)2(6 )x"——ﬁ‘*_—...)
Un wl g —2)(n—3) , _
0n () = 1/1+_1_;:7)=2 (x TP 2+(n 233‘1 b=t
—3)(n—4)(n—5) , _

_(n )(3!26)( ) 6+__”‘).
Speziell ist:
Ty (x) =1, T, (%) = x, U, (%) =0, = 1/-1 — a2
Ty(x) =222—1 Uz(x)=zx{1_—_xz
Ty(x) =4x3—3x Us(x) = (422 —1) /1 — 2
T,(%) =8x%—8x2 41 Uy (%) = (82 —4x) /1 — 22
Ts(x) =16 x°—2043 + 5 x, Us (%) = (16 22— 1242+ 1) /1— =2,

Die folgenden Definitionen (und 3 fiir A statt #) definieren fiir jedes
A die TscHEBYSCHEFFschen Funktionen T, (x) und U, (%).

7. T; (%) und U, () sind zwei Grundlésungen der TSCHEBYSCHEFF-
schen Differentialgleichung
(1—x)y"—xy +2y=0, (3)
d. h. jede Losung von (3) wird durch y = 4 - T, (x) 4+ B - U, (x) gegeben,
wo A und B willkiirliche Konstanten sind. Es gilt ferner:
) Y1—R=2U,(%); U@ y1—a2=—T;().

8. Wenn C eine einfach geschlossene Kurve ist, welche die Punkte
b=z 4+ 1/1 —22 und t =2z— 1)1 —2% ein-, t = 0 aber ausschlieBt,

so gilt:
1 (1—tz)t—2—1adr
T3 @) = 573 / 1—20z 48
c
fir A= 0, 1, ... ergibt sich das nach (7) (S.37) aus (1), fir U, (2)

analog aus (2), ebenso allgemein giiltig.

Rekursionsformel (fir U, (x) dieselbe):
Tipr (%) —22T; (%) + T, 1 (%) = 0.
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Spezielle Werte: 7, (1) =T,(—1)=1; U,(1)=U,(—1)=0;
Tyrt1(0) =bzw. 1;0; —1;0 |

fiir [ — .
Ugpi:(0) =bzw. 0;1; 0; —1 l ur 0,1,2,3

¢) Die Jacosischen oder hypergeometrischen Polynome J,, (p,q;x).
1. Sie ergeben sich durch Orthogonalisierung (s.o0.) mit g (x) = x?~!
(1—2x)?"9% ¢>0, p—qg>—1, in 0< x =1, fiir [, (p, ¢; 0) =1.
Alle n Nullstellen sind verschieden und liegen in 0 < x <1. Fir
p=q=1 bzw. p=0,9= ; erhilt man
die LEGENDREschen Polynome:

P =T, (1;1; 1575

bzw. die TscHEBYSCHEFFschen Polynome:
11—
A

2.y =], (p, ¢; x) ist, von konstanten Faktoren abgesehen, das
Polynom #n-ten Grades unter den Losungen der Differentialgleichung:

2(A—x)y"'+g—@+1)2)y +np+ny=0 ¢>0p—¢g>—1. (4)
(4) ist ein Spezialfall der Gaussschen hypergeometrischen Differential-

gleichung (vgl. S. 184); die J, sind gerade die abbrechenden unter den
hypergeometrischen Reihen, d. h. sie werden

3. explizite gegeben durch
Jn(.g;%) =F(—np+nq; 2=

_ n\ (ptn)(p+nt1).. . (p+ntk—1)
*1+2(—1)k<k> gg+1). (gt h—1) 2",

k=1
Speziell ist:
Jo.q: %) =1;
Ji(p.q; x)=1—pt1x:

+
]2(p:q;x):1“—2p 2x+ (?_!t;(fl)-(lf):)_?,)—x&

q
4. Es gilt:

. #--9(1 —x)4—0P an
Inb %)= iy Ty A=) dm

(xqf-l +n (1 ~x)ﬁ—q+ﬂ)_

d) Die LAGUERREschen Polynome L, ()
ergeben sich:

1. Durch Orthogonalisierung (s.0.) mit g(x) =¢~* in 0= x<,™
N, = (n!)2. Simtliche Nullstellen sind positiv.

Entwicklung nach L.AGUERREschen Polynomen s. II B4f, S. 31.
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2. Sie werden explizit gegeben durch

=S

Insbesondere gilt:
Ly(x) =1; Li(x)=1—2x; Ly(x) =2—4 x + 2%
Ly() =6—18x +922—2a3;, L,(x) =24—96x + 72 x> —16 234 x*;
L, (x) = 120 — 600 x -+ 600 % — 200 #® 4 25 x* — x°.

3. L, (%) —e"d—(x e~ *).

4. Die Potenzreihe der erzeugenden Funktion lautet:

—xt
8
T3 = E t<1.

5. L, () ist, bis auf einen konstanten Faktor, die bei x = 0 endliche
und fiir x - oo wie " wachsende Losung der LAGUERREschen Differen-
tialgleichung

xy" +(1—2%)y +ny=0. (5)

Die durch (5) fiir beliebiges nichtganzes # definierten LAGUERRE-
schen Funktionen werden durch die

6. Integraldarstellung gegeben:

L) =507 [ e (0 + 0Pt a,
C

wo C von + oo kommt und einmal positiv um ¢ = 0 zuriick nach + o
lauft (auf der RieMaNNschen Fliche des Integranden).

Rekursionsformel:
Ly () —(@A+1—2x)L;(x) +42 L, _;(x) = 0.

Verallgemeinerte LAGUERREsche Polynome L ® (%) sind die Polynom-
lésungen der Differentialgleichung

'+ k+1—2)y +r—ky=0 k>—1,
die man auch durch Orthogonalisierung mit g (%) = ¢~ * x* erhilt; fir
h=1,2,... gt L (1) = o L, (x); firk= + und k= — 1 gilt folgende
Beziehung zu den HERMITEschen Polynomen:

Hy(x) = C, L5V () Hyy o (0) = CLLW (7). (C,, C, Konstante).
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e) Die HErRMITEschen Polynome H,, (x)
ergeben sich:

1. Durch Orthogonalisierung (s.0.) mit g (x) =e~*in—oo <x < 4 ®©
fiir N, =2"n!; H,(x) hat » verschiedene reelle Nullstellen.

Entwicklung nach HErRMITEschen Polynomen s. II B4g, S. 31.
2. Explizite Darstellung'

__.1k |
= E'k, (2 m)n 2 n=0,1,2.

[%] bedeutet dabei die groBte ganze Zahl _5_%.
Speziell ist:

Hy(x)=1; Hy(x)=2x Hy(x)=4%—2; Hy(x) =8x—12x;
H,(x) =16 x4 — 48 x2 +12; H, (x) =32 x°—160 x® + 120 x.

3. Durch die Potenzreihe nach ¢ der erzeugenden Funktion:

ettt = DU ()2 (fir alle o).
4. H, (x) = (— 1) ¢ o (&),
5. Bis auf einen konstanten Faktor als die Losungen der
HerMmiTESChen Differentialgleichung
y'—2xy' +2ny=0, (6)

welche fiir x -~ 4 o~ und ¥ -— o0 nur wie x* unendlich werden. Die
durch (6) auch fiir nichtganze » = A definierten HERMITESChen Funk-
tionen gestatten die

6. Integraldarétellung:

Hyg) =24 f‘””“‘-t“"ldt

27
C kommt von ¢ = + ~o, umlduft ¢ = 0 einmal positiv und geht nach
t = + o© zuriick (in der RiemaANNschen Fliche des Integranden).
Rekursionsformel:
Hy, —2xH,+2AH,_,=0.

Differentialrekursion:
H(x) =2AH,_,(x).
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6. Kugelfunktionen?.
a) LEGEnDREsche oder ,einfache’‘ Kugelfunktionen.

Allgemeine Definitionen. Die LEGENDREschen Kugelfunktionen P, (u)
sind ganze rationale Funktionen einer Variablen x4 und eines ganzzahligen
positiven? Parameters »#, der Ordnung der Kugelfunktion. Man setzt
auch u = cos ¥ und betrachtet P, (cos®) als Funktion des Winkels 4.

Definitionen:

l. P, (cos®) sind die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung:

@

227" - P, (cos®) fir |r! <1

. 1 o n=0
]/1-—-21'00519_—}-V;i © . (1)
zzmpn(cosﬁ) fir 7| >1
n=20

2. Setzt man yu = cos ¢ = i , 2= x%+4 y2 + 2%, so ist
dozn \ v

R

3. Eine homogene ganzrationale Funktion #-ten Grades H, (r, z)
von r und z = 7 cos &, die der Bedingung 4 H,, (r, z) = 0 geniigt, definiert 3

P, (cosd) = fn “H, (v, 2) 3)

bis auf eine Konstante C (vgl. auch ¢, 2).
1 anfpr—1)"]

‘ Puli) = iy “
5. Pn(/t)=%/(#i605¢l/ﬂ2—4)"d¢
S0 (LAPLACE). (5)

=1 a¢
%) (u+cospyui—1)*+1
0
Dabei ist + oder — beliebig!
2__ ”d
6. P =gy 0

= 2nmi ) 2n (e—pm 1 (SCHLAEFLI). (6)
C

Der Weg C geht positiv um g herum.

1 Wegen numerischer Tabellen und weiterer Formeln vgl. z. B. JAHNKE und
EMDE: Funktionentafeln, 2. Aufl. S. 173. Vgl. auch BeTHE: Handbuch der
Physik, 2. Aufl. Bd. 24/1 S. 551 1.

2 Fir negatives # s. S. 64.

1
3 Auch Hy = 5,57 Pa(cos®) erfiillt die Gleichung 4 Hy, = 0.
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7. P, (cos®) ist ein Spezialfall der allgemeinen Kugelfunktionen
Y, (@, &) (s. S.64).

Transformiert man AV = 0 auf Polarkoordinaten 7, ¢, ¢ (vgl. S. 145),
setzt die Reihe V= X 7" Y, (p, #) ein und sucht speziell solche Losungen

Y,, welche von ¢ unabhingig sind und nur von g = cos ¢ abhingen,
so gelangt man zu der
8. Differentialgleichung:
d . ady .
w4 1)y + g0 (10— o) =0 (7)
(LEGENDREsche Differentialgleichung).
Thre allgemeine Losung lautet:

y = AP, (u)+ BOx(u), (8)
wo A und B willkiirliche Konstanten sind [Bedeutung von Q, (), s. S. 63].

d
1:3-...-2n—2k—1) .
9. P = (0 e

k=0

2]
f2>1.3._.4.(2;z;_2113k—! 1(21;1_:3]2:).!..-(2k~1) cos(n—28) 8. (9)
k=0

[Z] bedeutet die groBte ganze Zahl <Z cos (0-#) ist durch ;zu ersetzen.

10. P, (u), n =0, 1, ... ergibt sich auch bei der Orthogonalisierung
von 1, x, x2, ... im Intervall —1 <x <41 (vgl. I B2c, S. 24, Nor-
mierung S. 29).

Die Definitionen 1, 2, 4, 5, 6, 9 sind eindeutig, 3, 8 und 10 lassen
eine Konstante unbestimmt. 8 gestattet noch eine zweite Losung,
die Kugelfunktion 2. Art Q, (u).

Es ist iiblich, die Konstanten so zu wihlen, da§ P, (1) = 1 wird.

Rekursionsformel:

Py =pPut oy (uPy— P,y (10)
Differentialformel:
Schreiben wir df’;"ﬂ(‘”) = P;, so gilt

n (e Pp— Pn —1) (Pr o 1-—p Pr)
T =(n+1) " — W —1 .

P;+1‘_ ;—1:(2"+1) p,

’ ’ >
wP,—P, =npP,.

Y
P, =
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Spezielle Formeln:

Py (u) =
Py (p) =cos?=p

Py () = + (3cos 28 + 1) = (3/ﬂ—1)

Py(u) = %(Scosw“cosﬂ) 5 (518 —3u)

Py(p) = éLGSam4ﬂ+2Oam20+9%——%%ﬂ-—3mﬁ+ﬁ)

Py (p) = 128(63605Sq‘H—SSCOSSﬁH—3060519)
:“(63M5—70ﬂ3+15ﬂ)

Py (1) = 515 (231 c0s 68 + 126 cos 419 + 105 cos 26 + 50)
= 76 (3P — 315 + 105 p*—5)

P, (u) = %(42900570—}—231&5529—}—189005319+175cosz9)
%(429# — 693 1% + 315 4 —35 1)

Py (u) = 16384 (6435 cos 8% + 3432 cos 6& + 2772 cos 44
+ 2520 cos 29 + 1225)

-128-(6435/1 — 1201248 + 6930 ut — 1260 2 + 35).

Spezielle Werte:
Py (O) = (—1)" 546 50 » Ponsa(0=0, P,(1)=1.

Negatives Argument:
Py (—w) = (—1)" Py (n).
Allgemeiner Verlauf der Kugelfunktionen im Bereich 1>u> —1:

Die LEGENDREschen Kugelfunktionen sind oszillierend und ihr Betrag
(auBer fiir 4 = 4 1) kleiner als 1.

P, (u) hat »n reelle, voneinander verschiedene Nullpunkte zwischen
—1 und 4 1 (Fig. 13).

Fiir gerade # sind die P, (u) gerade, fiir ungerade »# ungerade Funk-
tionen von u.

Integralsidtze fiir Kugelfunktionen:
(Orthogonalitd‘t der Kugelfunktionen.) Es ist

/P Wdu=0 fir m+n fP2 Jap=,,> .. (12)
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Entwicklung nach Kugelfunktionen s. Il B4d«, S. 29.

Asymptotische Darstellung?! fiir groBe Werte von n:

T2 LY 1 .1
P, (cos?) = "}/ﬁgﬁﬁ . sm{(n + 5)19«}— T}' (13)
Vorausgesetzt: n>>1, e<d<m—e¢, ’
n z . |
0<€<’6 Z/; // ///—
' / P L
b) Kugelfunktionen zweiter Art a7 N [/ g
Qn (w) . a8 // ) //
Die allgemeine Losung der Diffe- a5 / = / //
rentialgleichung ~ (LEGENDREsche ~ %I™] - VT 1/
Differentialgleichung, vgl. S.184) Zi [T/ 17T/
ay o1 JARVIRV.EVEY
e T
0 E
+n(n+1)y=0] c0r 1 ‘ls u/5¢/7zi 117/ &
lautet: y = A P, (x) + BQ, (x). -0z T/ 17 / A
Setzt man y=A,+ A x+ P[] / 7
A, x2+ ..., so fordert obige ~% T 17 7
Gleichung die folgende Relation ~%° T 17T 77/
zwischen den A; :Z'j [1/1 71/ /
P L L D N1 VAV W ATV
e = ) 42) A T YAV S
Es bleiben also zwei A4;, z. B. 4, _'1 [/ V844N
und A, unbestimmt. Fig. 13. Kurven: P, () = 0.
Es wird:
y— AO(@ _n (n; 1) 2 n(2—n) (“‘j Ne+3) . ) ]
-+A1x@-#1 n¥n+ﬂ 2+ﬂ:‘)3—m¥n+2uﬁiﬂx4+ '>J“®
= A, P, (%) + 459, (%).

Fiir geradzahliges # ist dann das endliche Polynom p,, fiir ungerades
n das endliche Polynom g, (bis auf einen Faktor) identisch mit den
LeGeNDREschen Kugelfunktionen P,. Dieser Faktor ist durch die iibliche
Normierung P, (1) = 1 bestimmt, so daB

n
P,=(—1" 23—4'.--: .Tnj p, fiir gerade n l
n—1 1.3 " ('1 7)
P,=(—1) * - —7,—;9 fir ungerade nl
iy 10

1 f(n) = —> g (n) (asymptotisch gleich) bedeutet lim
ne>w ("
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wird. Fiir gerades »# heiBen dann die ¢,, fiir ungerades » die $, Kugel-
funktionen 2. Art Q,. Normierung:

0, = (—1)% - =2 19,, fiir gerade » ‘
(18)

112(_‘*1) ' ‘1 3.

Gelegentlich werden auch andere Normlerungen benutzt.
Nach dieser Definition bricht die Reihe fiir P, (x) mit dem #-ten
Gliede ab. @, (x) ist durch eine unendliche Reihe dargestellt.

Hieraus ist P, (x) auch fiir x > 1 definiert, wihrend dann die Reihe

Q, (%) divergent wird. Hier konvergiert die Entwicklung:

n! 1 m+1)(n+2) 1
On (%) = 77350 (2nF1 T:Z(x»ﬂ + 2(2n+3) wm+s3 I
m+1)n+2)(n+3)(n+4) 1

+ 2:4-(2n+3)(2n+ 5) 'xn+5+”') l

fiir ungerade #

(19)

Es ist fiir x% <1

Es ist fiir 22> 1

O (x) =1— > In

Weitere (), folgen aus der Rekursionsformel:
m+1)0y 1=+ 1)x0,—nQ,_,.
Spezielle Werte:
Ou() =, Qu(—1)=—o, Q,(x)=0,

fiir gerades n: Q, (0) = 0.
Negativer Parameter .
Wegen p_, =p,i1,  q—u=¢u—, folgt:

p_ n4+1) = Qn- (20)

Die Kugelfunktionen 2. Art kénnen daher auch als solche 1. Art
mit negativem Parameter » aufgefaBt werden.

c) Allgemeine Kugelfunktionen.

Die allgemeinen Kugelfunktionen Y, (p, ¥#) sind Funktionen zweier
Variablen ¢ und 4 (Polarkoordinaten) und eines Parameters 2. Auler-
dem enthalten sie 2 # + 1 willkiirliche Konstanten.
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Definitionen der allgemeinen Kugelfunktionen:

1. Man setzt
cos = -:—, cos psind = ;, sin @ sin ¢ = %, 2= a2 | y2 4 22
Dann ist
o (4) (21)
Yol 9)=Coret, ot

dx2dyPozy

Hierbei ist « 4 f + ¥ = n. Durch verschiedene Wahl der «, 8, y
sind 2 # + 1 verschiedene Funktionen Y,, die voneinander linear un-
abhingig sind, definiert.

2. Bildet man eine homogene Funktion #-ten Grades von x, y, z
H, (x, y, 2), die die Bedingung
AH,=0

3

erfiillt, so ist
1
Y., (‘PJ 9) = ™ H, (%, 9,2

bis auf 2# + 1 Konstanten definiert!.

3. Es ist
Y, (p, ¥) = X (4,, cosm e + B, sin m ¢) sin” P ¢ ~-f';§cq;))smﬁ) . (22)
m=0
= (A, cosm@ + B,, sin m @) P? (cos ¥), [vgl. (24)].

o |
‘I.l’

Die A,, und B,, sind 2# + 1 willkiirliche Konstanten. Die Funktionen
cosm @ P? (cosd¥) und sinm @ P™ (cosd) heilen ,,symmetrische Kugel-
funktionen’’.

4. Die Y, (p,¥) sind Losungen der Differentialgleichung:
0 0Yn 1 oY,
nin+1)Y, +sm19619<sm0 619)+sin219 7 = O (23)
Ist aa—l;” =0, so wird Y, =C - P, (cos¥).

Bedeutung von Y,:

Aus 1. folgt daB Y, (p, ¥) das Potential auf der Kugel » = 1 dar-
stellt, wenn im Zentrum 7 = 0 ein System von Dipolen liegt. Die
LecEnDREschen Kugelfunktionen erhilt man, wenn deren Achsen alle
parallel zur z-Achse liegen.

Entwicklung nach symmetrischen und allgemeinen Kugelfunktionen
s. II B4dy, 4, S. 30.

Y.
1 AuBer #* Y, erfillt auch ;,—:-1 die Differentialgleichung 4 H, = 0.

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 5
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d) Zugeordnete Kugelfunktionen

heiBen die Funktionen (mit cos? = pu)
dm Py (cos#) _ sinm$ d"t+M(,u’——1)f{

Pyl (cosd) = sin" 5o am ~ (w1 dwr i (24
Es gilt auch
ntm)l im [ Jp—
P:,”([u)=(—m—)7 (Iu—}-cosq)],u?—ﬂ cosmede. (25)
0
Differentialgleichung:
m? 1 .d . dy
<n (n+1)—m>y+ma—{9<51nﬁ d5>=0 (26)
HewLmuoLTZ fithrte die Funktionen
_ @ Pan)
Pow=-—; o (27)

ein; sie geniigen der Differentialgleichung:
a2 d
(1 —m)ay;—z(ww- 1)yd—z+ (m(n+1)—m@m+1)y=0. (28)
Entwicklung nach zugeordneten Kugelfunktionen s. II B4dg, S. 30.

e) Integralsitze.

1. Zwei beliebige Kugelfunktionen Y, (¢, ¢#) und Y, (¢, ) sind zu-
einander orthogonal

n2n

[[Y,Y,sinddddp=0  fir m+n. (29)
00

Sind ¥ und ¢ Polarkoordinaten, so bedeutet sinddddp = do das
Oberflichenelement der Kugel vom Radius 7 = 1; die Integration in
(29) ist dann iiber die ganze Kugel erstreckt.

2. Wird m = »n und bedeutet y den Winkel des Radius nach (3, ¢)
gegen den festen Radius (¢, ¢'), d. h. ist

cosy = cos & cos &' + sin & sin & cos (p —¢’),

so gilt
n2n .
[ [ P, (cosy) sindaddp = 531, Yt 9). (30)
00 .

7. Zylinderfunktionen?®.

Die Zylinderfunktionen sind Funktionen einer Variablen x und eines
Parameters p, der beliebige (reelle) Werte annehmen kann. Fiir negatives
x ist die Funktion nur bei ganzzahligem $ definiert.

1 Wegen weiterer Formeln, Tabellen und Literaturangaben vgl. JAHNKE u.
EmbpE: Funktionentafeln, 2. Aufl. S. 192f.
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Die Zylinderfunktionen sind gewisse Loésungen der  Differential-
gleichung:

dw‘ % dx

d’y 14y + ( 2) y =0 (BEesseLsche Differentialgleichung). (1)

Die allgemeine Losung heiBe?:

y =2 (%)
Die Funktion u = Z,(r)-¢'?? geniigt der Differentialgleichung
Au 4+ u =0, wo ¢ das Azimut um die z-Achse, » den Abstand von
der z-Achse bedeutet, und # nicht von z abhingt.

a) Zylinderfunktionen erster Art I, (x)
(BessELsche Funktionen).

Diese sind definiert:
1. Als Spezialfall von Z, () aus den Randbedingungen, daB
I, (0) endlich fiir =0 und I,(x) —> O fiir x - oo.
Speziell ist I, (0) =1.

2. Bei ganzzahligem  als Grenzfall der zugeordneten Kugelfunktionen
P} (vgl. S.30) fiir # > oo, nimlich

I,(%) = (— 1) lim P! <cos %) . 2)

7n—>co

3. Bei ganzzahligem p durch das Integral

—ip [
I, (%) = (—,:—)fe‘“"s*’cosw dg. (3)
0
Daraus folgt fiir gerades
3

(=" 2
Iy, ="—" [ cos(xcosp)cos2npdp= /cos (xsing) cos2npdep, (3a)

0 0

fiir ungerades ¢
) A (Z}:l/sin (xcosp)cos(2n +1)pdg

0
]

a
—.—.'i’/sin(xsinq))sin(zn-}—1)¢d¢" (3b)
)

a c? .
dx’+7 .d_;+< ,)y=0 hat die

:a'und p? = o + 2

1 Die allgemeinere Gleichung:

Losung: y = %% Zp (b #), wo o = !
g
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4. I,(x)-2-1% =c, ist der Koeffizient der FourRIER-Entwicklung

; 1
B0 = — 0+ € COSW+ €y COS 2@ +. .. - Cpcospt...  (4)

und wird demnach dargestellt durch die Potenzreihe

xb x? Al
5. I(x) = plov <1_713+2) T 2iGr v @s T _) (42)

__2 (—1)kxp+2k
202k kL (p+ k)!

Fiir nicht ganzes ¢ ist in dieser Summenformel I7 (p + k) statt (p + £)!
einzusetzen (vgl. S. 73).

Entwicklung nach Zylinderfunktionen I, (x): s. I B4e, S. 30.

b) Zylinderfunktionen zweiter Art.

Als Zylinderfunktionen zweiter Art werden verschiedene Funktionen
gebraucht.
2 Ip(x)cospm—I—_p(x
Np(x) =—= Kp () = g ( ), (5)

i

HY (£) = I, () +iN (%) = 5 5z €7P5 L () —1_5(x),  (6)

—_(pil, () —I_,(x).  (7)

sinp
Die N, (x) heiBen ,,NEuMANNsche”, die Hy’ (x) und H}’ (x) ,, HANKEL-
sche Zylinderfunktionen. Ihr Aufbau

HY=1I+44iN, H®=1— 4N ist analog ¢* = cos x -+ 7 sin ¥,

Hp (x) = I, (x) —iNp (%) =

e~ '* = cos x — ¢ sin .

Diese Definitionen versagen fiir ganzzahliges . Durch Grenziibergang
findet man hier die Entwicklung:

Np(x)=~—2—{1p(x) (lni—(1—|—~;—+%—|—...—|—%> +c)—

= _ ®
St S )

k=1
C = 0,57722 = lim (1 .ty —n n) heiBt EuLERsche
n >
Konstante.

c) Die allgemeine Losung der BessELschen Differentialgleichung.

Fir die allgemeine Losung der BesseLschen Differentialgleichung
sind zwei voneinander linear unabhingige Zylinderfunktionen zu ver-
wenden.
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Hierfiir eignen sich:

a)-Fir reelles »

1. I, (x) und I_, (x) auBer fiir ganzzahliges p, da I, (x) und I_, (%)
in diesem Falle bis auf das Vorzeichen identisch werden.

2. I, (x) und N, (x).

b) Fiir rein imaginires x

I, (x) und HY' (x) oder HP (x).

d) Allgemeine Beziehungen.
Fir alle bisher genannten Zylinderfunktionen Z, gelten folgende
Beziehungen:

1. Algebraische Rekursionsformel:
2p

Zy 14+ Zps1="72,. )
Hieraus folgt speziell:
2
222721—-'20, Z._1="‘le
4 8 2
ly=——2y— (1 —?) Zyusw. Z_,=—_7;—Z, usw.

und allgemein fiir ganzzahliges $:
Z_p=(—1)*Z,. (9a)
Aus Z, und Z, sind daher alle Z, fiir ganzzahliges $ ableitbar.

2. Differentialformeln zur Rekursion:

aZyp P
= wlrtZp s (10)
Hieraus folgt speziell:
azZ,(x
__do}(; )= —2Zy (%),
dZ, (x) 1 5
'—dl}L’ = — Py Zl + ‘ZO usw.
Man leitet aus (10) die Rekursionsformeln her.
P dZyp
Zor="3Zv— 4,
p aZp
ZP—I = 72P + d_x".
3. Integralformeln:
[ Z, () dx = 2+12Z,, (%), (11a)

Speziell ist:
f xZy(x)dx = x Z;, usw.
[aPt1Z () dx = —xP+1Z, | (x). (11b)
Orthogonalitit der BEsseLschen Funktionen:
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Wenn I (a,) = I, (x,) = 0 ist, wird

1
/ L, (ot %) I, (@ %) xdx = 0, fiir «,, + o, und
0

1
[ Uy (o %)12 wdx = § [T}, (a)]

e) Negativer Parameter.
I_,=1,-cospn—N,-sinpm. (12)
Es wird also:
I_,=(—1)?I,, N_,=(—1)?N, fir ganzzahliges .

I_,=—N,sin((n+Yn) =Ny (—1)"+ 1= Ny(— )P+ fir p=n-4,.

Negativ reelles Argument:
Ist p ganzzahlig, so wird

Iy (—x) = (—1)" Iy (%). (13)
Ist p=mn+}, so wird
I,(—x) = +4¢I,(x) (mit unbestimmtem Vorzeichen). (14)

Fiir beliebiges p wird I, (— x) vieldeutig wegen des Faktors x*.

f) Zylinderfunktionen mit halbzahligem Parameter.
1. Es sei p =n -+ ) mit =0, 1, 2, .... Dann lassen sich die

Funktionen elementar ausdriicken:

Liii(x)=" ;2; (An+1(x)cos x + Bnyt ) (x)sin x),

wobei die Rekursionsformeln gelten:

n d
An+.% (x) = All—;—_;Z;A”—'é—B”—'}_;

n

d
Bn+,§. (x) = — B”“‘i‘_'d'x'B"_é + An_é .

xR

Speziell ist fir

n=0 Ay =0 By =1

7 =1 Ay =—1 B;}:%

n=2 A%:M% B,%=—§§-——1 usw.
2. Fir p = — (n 4 }) erhilt man

I ity (%) =(—1)" % (Bn+1 (%) cos x — Ay + 1 (%) sin x)

(1) = (1" Ty ) (8
(1) = (—1)" I+ § (3).
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g) Grenzwerte fiir kleines a.

1. Reelles Argument.

x\?
a) Iy(x) =1, I,(x) =—(]7?(—1,)~)~, wenn p >0

I (%) = % =0, wenn p < 0 und ganzzahlig
1, (0)
I, (x) = i; = oo, wenn p < 0 und nicht ganzzahlig.
b) N, (%) =_~f;1nj%{, woy = e =1,7811. . .ist (vgl. 8,3, S. 73)
2
Ny =— 2
2. Imagindres Argument.
a) Iy (i%) =1 L(in)="].
: 2, 2 . . .2
b) No(zx)z—n—-an%—z Nl(zx)=—§—+1;.

h) Asymptotische Werte ! 2 fiir > 1 und zugleich x> p.
HY (%) = >l/2 et ¥i—(0+4) (15a)

HY (x ——»l/ P A Al (15b)

daraus wegen 21, = Hy’ + Hi:

x)=->+ l/—z——cos x—;:i fiir gerades p

== iV— sin [ x— ~-> fiir ungerades #.

Analogie zu den Exponentxalfunknonen'
+ e— ix

1. I, (%) entspncht
Es ist periodisch fiir groBes x mit der Perlode 27

2. H} (i x) entspricht e—*
Es ist monoton abfallend, asymptotisch gleich Null.

3. H (ix) entspricht e*.
Es ist monoton nach oo ansteigend.

Vg Ann. 5. 65

% Wegen genauerer Abschdtzung vgl. z. B. JaAHNKE u. EMDE: Funktionen-
tafeln, 2. Aufl. S. 203.
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8. Gammafunktion.
Das Produkt 1-2-3-...-# = n! heiBt » Fakultit, es gilt
nl=mn@n—1)I

Einer Funktion I7 (x), die #! auch fiir nicht ganzes positives x inter-
polieren soll, schreibt man daher vor:

Il (x) = xII (x—1) und I (1) = 1.

Die ,,glatteste’” unter allen moglichen solchen Funktionen I7 (x) ist die
Gavusssche Funktion I7 (x):

. 1:2:3-...-n% .
(%) = lm - o ) (1)

sie ist die einzige, deren Logarithmus y = In /7 (%) fiir alle x > — 1 positive
Kriimmung hat, also keinen Wendepunkt besitzt; es ist 11 I1"" > II'?
fir alle x > —1. Man setzt gewshnlich I' (x) = IT (x —1).

I’ (%) ist eine in der ganzen Ebene analytische meromorphe Funktion,

die bei x =0, — 1, ... Pole erster Ordnung mit dem Residuum (_n:)”
fir x = — » besitzt; x = oo ist wesentlich singulir; 71(7:)_ ist ganz-
transzendent.

Definitionen:

1. Der Gausssche Grenzwert

— ) = Bim L2 BE—
I(z)=I(z—1) ”l})n:, z(z+1)(z+2)...-(2+n—1)
existiert fiir alle komplexen 20, —1, — 2, ....

2. Ist der Realteil von 2z, Rz >0, so gilt:
I'zy=I(z—1) = f e~tt*—14dt (EULERsches Integral).
0

3. Versteht man unter C =0,577215665...die EULERsche Konstante
(e¢=1,781...), so gilt die Produktdarstellung:

T =2 ﬁ(‘ e @

fiir alle komplexen 2.

Funktionalgleichungen:

I'z+1)=2z-I'(); I(z+1)=(z4+1) 1 (3) (3)
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r(%)-r(zj‘)-...-r(ﬁ—;‘l‘)n’“?—(zn)"?-r(z); )
speziell 7 = 2: r(%)-r(\%)zs—l:l/;-r(z). (6)

Ist daher I'(z) in einem reellen Intervall (bzw. einem vertikalen
Parallelstreifen) der Breite 1 bzw. }, etwa in 1 <2<2 bzw. } <21
gegeben, so 1iBt es sich aus (3) bzw. (3) und (4) fiir alle Werte be-
rechnen.

Spezielle Werte:
Irty=1(0)=0!=1; Ir'ey=I101)=1;
1 1
F( ) ]](——*-) 'l/:lt WZWBZO, n=1,2,...
Pix+n)=@Ex+n—1)(x+n—2)...-x-I(x).
Logarithmische Ableitung:

y 1
(o) = o5 Wl (@) = T

Y =—C —{—;’(%—ﬁ); C = EuLERsche Konst.
Win)=—CH1+ 5 +5+ .+

Asymptotische Formeln:
Inl'x) =-Inll(x) =-x-lnx firx>1 (= - s.FuBnoteS. 63),

lnH(z):lnI’(z+1):(Iz+;>ln z—z+ Iny2n+ 12%_36(;? + —

B
+2 2k—1) szk —5is T 7 (@), (Baxs. S.2)

@) < BB T
(2k+1) (2% +2) (cos%>2n+2

fir z =7re'?, ¢+ + .

STIRLINGsche Formel (x reell):

H(x)=x"e*Y2ms(1+7(x)) mit 0<r(x)<p,+ g

9. Elliptische Integrale und Funktionen.

a) Elliptische Integrale.
Uber die Reduktion des allgemeinen elliptischen Integrals vgl. S. 14
(Abschn. Int.-R.).
LEGENDREsche Normalform: Das allgemeine elliptische Integral 1aB3t
sich reduzieren auf die drei Normalintegrale (0 < k%2 < 1, x = sing)
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x 14

dt _ dy .
f}/(1—t’)(1—k“t’)—/]/1—k’sinn¢_F(k'<p)’ (1)
0

0

+ ?
LRty [yT—matyay=Eke, O
0

Y1—2
0

x

dt
/ B—a?) YA —P) (1 —FB) 3) - da0

0

Sie heiBen unvollstindige elliptische Integrale 1., 2. und

3. Gattung. Das Integral "

a2

d
mem,;:F(k 2=
0

¢4
H09=L10%
heiBt wvollstindiges elliptisches w
Integral 1. Gattung. Die Funk-
tionen E, F, K sind tabuliert.
In Fig. 18 sind F (%, ¢) und L
E (k, ¢) als Funktionen von ¢ ¢° 307 v 60° °
fiir VerSChlede_ne Werte des Para- Tig. 18. Die elliptischen I:eg:ale 1. und 2. Gattung.
meters & = sin ¢ dargestellt.

Als WEIERSTRASSsches Normalintegral 1. Gattung bezeichnet man

r dt
z:/V“’—gat”—"éa' 5)

b) Allgemeines iiber elliptische Funktionen.

Die elliptischen Funktionen sind Umkehrfunktionen oder algebraische
Funktionen von Umkehrfunktionen elliptischer Integrale. Sie sind
doppeltperiodische Funktionen ihres komplexen Arguments z mit zwei
komplexen Perioden ,; und w,, so daB

f@=fE+maw +mwy) (m, my=0, £1, £2,...) (6)

wird. Im Endlichen haben sie keine wesentlichen Singularititen. Das
Verhiltnis w,/w, ist stets nicht reell, d. h. die komplexe z-Ebene kann
von einem beliebigen Punkt z, ausgehend in Parallelogramme eingeteilt
werden, deren Eckpunkte ein Gitter z, + m,; w; 4 m, w, bilden, derart,
daB f(2) in entsprechenden Punkten verschiedener Parallelogramme
den gleichen Wert hat (,,Periodenparallelogramme‘‘).
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LiouviLLEsche Sitze:

1. Es gibt keine nichtkonstante elliptische Funktion, die im Perioden-
parallelogramm {iberall endlich ist.

. 2. Die Summe der Residuen im Periodenparallelogramm ist Null.

3. Eine elliptische Funktion nimmt im Periodenparallelogramm jeden
Wert an ebensoviel Stellen (der Vielfachheit nach gezihlt) an wie den
Wert oo.

c) Die Jacosischen elliptischen Funktionen.
Definition: Die Umkehrfunktion zu (1)

(ko) = /f~k331n2 (O<k<1) (7)

heiBt die ,,Amplitude’ von z:
@ =amz. (8)

Fiihrt man x = sin @ ein, so geht (7) iiber in

zm/}/ 1—22) 1—k’t’) ©

x = sin (am 2).

und (8) in

Hierfiir schreibt man kiirzer

X = snz. (10)

Man fithrt weiter die Funktionen ein
Y 1—#2=cos (amz) = cn z, (11)
Y1 —k 2= Aamz =dnz. (12)

sn, cn, dn sind die Jacosischen elliptischen Funktionen.
Allgemeine Eigenschaften: sn z ist eine ungerade, cn z und dn z sind
gerade Funktionen von z. Insbesondere ist

sn0=0, c¢cn0=1, dno=1.
Die Funktionen sind doppeltperiodisch, und zwar hat
snz die Perioden w; =4K, w,=2:iK’,
cnz die Perioden w, = 4K, w,=2K+2{K’,
dn z die Perioden w, =2K, w,=41K’,

wobeiK:F(k,g‘), K':F(k',%) und A% =1 — R,
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Die JacoBischen Funktionen haben die Nulistellen
sn(2mK+2niK)=0 oo((2m+1)K+2niK')=0
dn{(2m+1)K+4+ 2n+1)1K')=0
und die Pole 1. Ordnung
2=2mK4+ 2n+ 1)1 K" (mn=0, +1, +2,...).

Ferner gelten die Beziehungen:

kl
s(+K) =g,  om@EtK)=—kgs,  dn@+EK) =g,
. .  d . .
sn(r+iK)= oy on(e+iK)=—3 07, dn(aiK)=—ig?,
o1 d . -
P T
— .,,Snz
dl’l(Z—+—K+1,K)-—_—-zk EI;'
Differentialformeln:
dznz:cnz.dnz’ 0 snz-dnz, o _psnzocnz.
% az dz

Reihenentwicklungen vgl. Abschn. Reihen, II B 5, S. 33.

d) Die WEIERSTRAsssche (@-Funktion.
Definition: Die Umkehrfunktion zu (5)

dt
=g ¢
“

heiBt die WEIERSTRASssche @-Funktion zu den Invarianten g, und gy:

u=0(2) oder u=~0¢(z;g,,g). (13)
Sie geniigt der Differentialgleichung
. ae\2
g02:<7dz> =40°—g,0—g,. (14)

Allgemeine Eigenschaften: € (z) ist eine doppeltperiodische Funktion.
Es ist

¢ (0) =¢ (wy) = ¢ (o) = 0. (15)
An diesen Stellen hat ¢ Pole 2. Ordnung. Setzt man
4B —gyt—gy=4(—e) (t—ey) (t—e3) (16)
mit e+ e +e3=0,

. - W, Wy -
so wird @ < ) =e¢, ¢ (»f ) =e, ¢

. ’ ( 90:;:9;) — e (17)
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Entwicklung: Bedeutet w = m, w, + m, w,, so gelten die Entwick-

lungen:
) =m+ > (Goap— ) (18)
”;, My
r
z)=—22m,- (19)
"y, My
Die Summen sind iiber alle my, m, =0, 4+ 1, + 2, ... zu erstrecken

mit AusschluB von m, = m, = 0. Die Entwicklung (18) kann auch
geschrieben werden:

&s 38 & ,
g’(”)‘_‘zﬁ'*":.)0”2‘}‘28244'1200 2+ g0 4T (20)
Zwischen den Invarianten und den Perioden bestehen die Beziehungen:
27w 1 n3q2n
o= (o) [t _q—] 1)
27 \8[ 1 7 n5q2n
8= (7) [216 3 1—q2”] (22)
in i
mit g=e¢e¢ o,

Reduktion: Die @-Funktion mit den Invarianten g,, g; kann stets
auf eine @-Funktion mit nur einer (,,absoluten‘‘) Invariante j reduziert

werden nach der Formel
0 (5 g o) = 20 (mz; &5, 5), (23)

wenn man m = 1/—- setzt. Man erhilt dann speziell

0 (2 go 85) = g @(1/%;7',7') mit § = £1. (24)

Darstellung: Jede doppeltperiodische Funktion f (2; w,, w,) kann als
rationale Funktion der beiden elliptischen Funktionen ¢ (z; w;, w,)
und @' (2; w,, w,) dargestellt werden.

e) Zusammenhang zwischen den JacoBischen und der ¢-Funktion.

= ¢ (2)— —e
snu——V o _ezs cnu= @E:;—Z: dnu~1/ z)_e:

— - 2 ‘276
mit u=2z1e,—e und k= —es

Umkehrung:
cn?u dn?y e, — e

Cle)=a+a—ea) gy =t @—a) g, =at+ G,
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Vierter Abschnitt.

Algebra.

A. Lineare Gleichungen.
1. Definitionen.

a) Die allgemeine Form fir m lineare Gleichungen mit # Un-
bekannten ist

Gy % g % + ... F a3, x, = b l
Aoy %, + Qg Xp + ...+ Aoy X, = by

(1)

oder abgekiirzt geschrieben
Sagx=0b (E=1,2,...,m) (vgl. B 2¢c, S. 84).
B=1

b) m =n. Deutet man die GréBen b; als Komponenten eines #-
dimensionalen Vektors b, die x; als Komponenten eines ebensolchen
Vektors r, so wird die Beziehung (1) geschrieben:

Ar="0. (1a)

Dabei bedeutet U den Tensor (Operator), der dem Vektor y den Vektor b
zuordnet (vgl. S.123).

Die Lésung der Gleichungen (1) mit m = #» ist gleichbedeutend mit

der Umkehrung des Tensors (bzw. der Matrix) %, d.h. mit der Be-
stimmung eines Tensors (einer Matrix) ¥~ mit der Eigenschaft

r=Ab (vgl 2ca). (2)

2. Losbarkeit und Lésungen (m=mn).
a) Rang.
Die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (1) und die Mannig-
faltigkeit seiner Losungen hingt ab von dem Rang » des Gleichungs-

systems (bzw. seiner Matrix (;;)), das ist die Hochstzahl linear un-
abhingiger unter den linearen Formen X a,, %, (! =1,...,n). Es gibt
k

dann mindestens eine nichtverschwindende r-reihige, aber keine nicht-
verschwindende (» + 1)-reihige Unterdeterminante (vgl. B 3 b, S. 85).
d = n— 7 heiBt Defekt des Gleichungssystems.

1 Fiir m == n siehe etwa: BOCHER, Hohere Algebra.
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”
Lineare Unabhingigkeit. m lineare Funktionen f; = X o;; #,
k=1

(oder m Systeme a; von »# Zahlen ;) (4 =1,...,m, k=1,..., n) heien
linear unabhingig, wenn es nicht moglich ist, m feste Zahlen ¢, ...,
¢, (nicht alle Null) so zu bestimmen, daB X ¢;f; = 0 identisch in
%, ..., %, (Vorbedingung: m = n). (Vgl. GRAMsche Determinante S. 94.)
Ist m > n, so existieren stets lineare Abhingigkeiten X ¢; f; = 0 bzw.
>c; a;, = 0, wobei die ¢; nicht alle Null sind.

Geometrisch: m linear unabhingige Vektoren q; (# =1, ..., m) mit
den Komponenten («,y, ..., «;,) liegen nicht alle in einer (m—1)-dimen-
sionalen, aber in einer m-dimensionalen Hyperebene.

b) Homogene Gleichungen.
Sind alle b; = 0, so heiBt das Gleichungssystem (1) komogen.
a) Rang »=mn, Defekt d = 0, also Determinante det (a;;) +0. Es
gibt nur die triviale Losung x, == %, =...=x, = 0.

8) Rang r <n, Defekt d >0, also det (4;;) = 0. Esgibtd=n—7r
linear unabhingige Losungssysteme
=" (h=1,2,....d; i=1,2,...,n).

Alle linearen Kombinationen dieser Systeme mit beliebigen Koeffizienten
¢, sind wieder Loésungssysteme:

a
xi=Xc &M (1=1,...,n) sog. allgemeine Losung. (3)
E=1

Im Falle » =n—1 (d = 1) ist das Lésungssystem durch
&y 8, =A; Aigt ...t A;, (@ beliebig gewihlt) (3a)
(bis auf einen Proportionalititsfaktor) bestimmt. A;; ist der Minor zu
a;; (s. C 1 SchluB, S.92).

Das transponierte Gleichungssystem (entstanden durch Ersetzen von
a;; durch a;;) hat stets den gleichen Rang und Defekt, also ebenfalls

d = n—rv linear unabhingige Losungssysteme EW (h=1,....4).

c) Inhomogene Gleichungen.
Das Gleichungssystem (1) heiBt snhomogen, wenn mindestens ein b,4+0
ist.
@) Rang r=mn, Defekt d =0, also |a;;|+0. Das zugehdrige
homogene System hat keine nichttriviale Lésung. Dann hat das in-
homogene lineare Gleichungssystem genau eine L&sung:

= ot (apmy O An+ -+ b Au). @
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Ari . . .
Et—(kiz{_k)" sind also die »? Komponenten des zu U reziproken Tensors
(2

(bzw. Matrix) A mit g = AL b [vgl. (2)].

Praktische Losung. Die Losung (4) ist zur praktischen Durch-
filhrung ' meist wenig geeignet, die Berechnung der Determinanten
erfordert i. a. mehr Arbeit als die folgende Lésung durch schrittweise
Elimination: Durch das gleiche Verfahren, das in C 4 fiir Determinanten
geschildert ist, reduziert man die Unbekanntenzahl des Systems schritt-
weise um eins, bis man eine Unbekannte bestimmt hat; die anderen
werden dann durch schrittweise wieder riickwirts gehendes Einsetzen
der gefundenen Werte nacheinander bestimmt.

B) Rang » <n, Defekt d >0, det (a;;) = 0. Es bestehen zwischen
den linken Seiten X a;; % (1 =1, ..., n) d =n—7 lineare Abhingigkeiten
k

(gegeben durch die Losungen des zugehérigen transponierten homogenen
Systems). Die Gleichungen (1) sind daher nur dann mitesnander ver-
traglich, also 16sbar, wenn die

Lisbarkeitsbedingungen 2 b; 22-"’ =0 firalle h=1,...,d (5)

gelten. Die Gesamtheit der Losungssysteme (die allgemeine Loésung)
ist darstellbar als Summe eines Losungssystems der inhomogenen
Gleichungen und der allgemeinen L&sung der homogenen Gleichungen

(s. 3)-

Bestimmung einer Lésung. Man sucht eine 7-reihige nicht-
verschwindende Unterdeterminante und setzt in den entsprechenden 7
inhomogenen Gleichungen die # — » nicht zugehérigen Variablen Null.
Die Losung des so entstandenen inhomogenen Gleichungssystems fiir #
Variable liefert, zusammen mit den nuligesetzten #» — » Variablen, eine
Losung des Systems in » Variablen.

3. Lineare Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten

schreibt man zweckmiBig in der Form:

i+ Xepme=0b  (1=1,2...), (6)

k=1
d.h. man setzt fiir % in (1) € + € (€ = Einheitsmatrix; vgl. S. 86).
» Transponiert’ nennt man sier das System mit € + €. Unter gewissen

Voraussetzungen (z. B. der, daB die Doppelsumme X |c,,|* kon-
U, v=1
vergiert, die Matrix also von € nicht sehr abweicht), gelten die ent-

sprechenden Sitze wie bei endlichvielen Unbekannten. (Die unendliche
Determinante hat kaum Bedeutung.) Entweder hat (6) — und dann

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 6
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auch dasdazu , transponierte’ System — fiir beliebige b; mit konvergenter
Summe X'|3|? eine eindeutig bestimmte Losung x;=b; + X d;; b,
i=1 k=1

(=1, 2, ...), mit X|x|2 konvergent, oder das homogene System (alle
b; = 0) sowie das ,transponierte’* homogene System hat d > 0 linear
unabhingige Losungen mit X | »,|2 konvergent. Das inhomogene System
besitzt dann nur Losungen, wenn die (5) entsprechenden d Bedingungen
erfiillt sind.

Fiir aligemeinere Gleichungssysteme gelten diese Sitze i.a. nicht
mehr (vgl. B 7b, S.91).

4. Ein wichtiges System
linearer Gleichungen ist das Folgende

(n—24) %+ a2+ +ay %, =0 l
Agy %y + (Age—A) % +. . .+ ay, %, = b,

(7)
Apy %+ Apo %o+ .. .+ (@yy—A) %, = b, l
abgekiirzt geschrieben:
n
Sapxy—Ax, =¥ (G=1,...,n).
k=1

Das zugehorige homogene System (b; = 0) hat nur Lésungen, wenn 4
eine der » Wurzeln; (f =1, .. ., n) der Sdkulargleichung det (A —AE) =0
(vgl. S. 89) ist. Diese n Eigenwerte sind simtlich reell, wenn die Matrix
(a;) hermitesch (a;, = aj; fiir alle 7, %), bei reellen a;; also symmetrisch
ist (@;3 = ag;). Dann heiBen die zu dem Eigenwert 4; gehérigen Losungen
& & ..., &,; des homogenen Systems Eigenldsungen. Fiir sie gilt
Abj=Xa,8;(6,1=1;...,n). Siesind bis auf einen gemeinsamen

Faktor bvestimmt, wenn A; eine einfache Wurzel ist; er wird durch die
Normierungsgleichungen .
i+ &+ FE=38=1 G=1,....m (8)
v=1

festgelegt. Dagegen gilt stets, wenn 4, + 4; ist,
Enbijt&anbait.  FEbaj=2846,,=0. (8a)

v=1
Fiihrt man statt x; und b, neue GréBen x; und b} ein durch die (ortho-
gonale) Transformation (Hauptachsentransformation, Entwicklung nach
Ezgenlosungen)
o =2X&,x, und b =3¢,
aufgelost v v
x=X&r% und b= &0,

v
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so wird

2ap=Xx DXapwmim=Ik. )
k k ik i
Das inhomogene System (7) erhilt dann die Form

(A —A4) 2, = b,

Durch Einsetzen erhilt man die Ldsung
Sin
X = Ty 2 &by (10)
3 [

B. Matrizen.
1. Definition, Bezeichnungen.

a) Ein System von - # Zahlen (oder auch sonstigen RechengroBen)
a;, t=1, ..., m; k=1, ..., n), den Elementen, die in einem recht-
eckigen Schema von m Zeilen (= Horizontalreihen) und # Spalten oder
Kolonnen (= Vertikalreihen) angeordnet sind, heiBt (endliche) Matrix,
ausfiihrlich geschrieben:

Ay @y ... 4, Lay Ay ... @y,
gy Agp ... 4 Ay Aoy ... 4

21 @2 22 | oder 21 Q23 2n (1)
Ap1 Ay - . Ay 1 @m1 Ama . Ay

kiirzer (a;3), ||@;x]| oder gegebenenfalls deutlicher (a; Hm, - Meist
werden Matrizen mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnet: ¥ = (g; )
B = (b;x). ¢ ist stets Zeilenindex, % Spaltenindex; (@;;)y,m bezeichnet
daher die transponierte Matrix zu (a; k)pm,n» die man durch Vertauschen
von Zeilen mit Spalten erhalt. Ist m = n, so heiBt die Matrix quadratisch.

b) Einspaltige Matrizen (# = 1) werden mit kleinen deutschen
Buchstaben q, ..., 1, ... bezeichnet und zur Darstellung von Vektoren
benutzt (s. 2¢c, S. 84).

Die Elemente einer Matrix kénnen verschiedene Bedeutung haben: Sie kénnen
die Koeffizienten bzw. Komponenten von Reihenentwicklungen, linearen Gleichungen
oder Transformationen, Bilinearformen, quadratischen Formen, Determinanten,

Tensoren usw., aber auch selbst wieder Matrizen sein. Matrizen von Matrizen
heiBen Ubermatrizen.

2. Rechnen mit (endlichen) Matrizen.
a) Zwei Matrizen gleicher Zeilenzahl m und Spaltenzahl # heiBen
gleichartig. Mit gleichartigen Matrizen 148t sich folgendermaBen rechnen:
Gleichheit. Zwei gleichartige Matrizen sind dann und nur dann
gleich: (a;;) = (b;z), wenn ag, = by, fiir alle 4, & ist. Eine Gleichung
zwischen Matrizen faBt also m - # Gleichungen zwischen ihren Elementen
Zusammen.

6*
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Summe. Die Summe ¥ + ¥ der gleichartigen Matrizen ¥ und B
ist die aus der Summe entsprechender Elemente gebildete Matrix:

U+ B = (a;z) + (b;z) = (@i + bis)- (2)
Es gilt A4+ B = 58'—}— A (kommutatives Gesetz)
und (A+B)+C=A+(B+C)=A+ B4 € (assoziatives Gesetz).

Multiplikation mit Skalaren. Eine Matrix ¥ = (a;;) wird mit
einer beliebigen komplexen Zahl ¢ (einem Skalar) multipliziert, indem
man jedes Element mit ¢ multipliziert:

Ao =0 A= (0a:s) 3)

Hinsichtlich der Addition und der skalaren Multiplikation verhalten
sich daher die Matrizen wie ihre Elemente.

b) Produkt quadratischer Matrizen. Das Produkt %A 8 der
gleichartigen quadratischen Matrizen % und B ist erklart durch

AB = (a3) (bix) = (é‘lai,b,k) = (ea), @)

d.h. das der i-ten Zeile und der k-ten Spalte gemeinsame Element
¢;p ist das innere Produkt des ¢-ten Zeilenvektors von 2 und des k-ten
Spaltenvektors von B: ¢;p = ;1 b1 + @igbyr 4. . .+ 4in byse

Es gelten stets:

(AB)C=A(BE) =ABE (assoziatives Gesetz d. Mult.) (5)

A+ B)E=ACH BE e
distribut Geset
A (B 6) = UAB+ AC (distributive Gesetze) )

Vertauschbarkeit. Im allgemeinen ist

”

(Xa;, b)) =UAB+BUA= (X b;,a,), (8)
rv=1 v=1
d. h. das kommutative Gesetz der Multiplikation ist nicht erfiillt. Daher
heiBen zwei Matrizen ¥ und 9B, fiir die AYB = BYU gilt, mitetnander
vertauschbar. Z.B. ist o € (¢ beliebige komplexe Zahl, € = Einheits-
matrix) mit jeder Matrix vertauschbar. Ein MaB fiir die Nicht-Vertausch-
barkeit zweier beliebigen Matrizen % und % ist die Matrix

(AB—BA) == [Y, B] ( eine Konstante). (9)

¢) Produkt rechteckiger Matrizen. Sind % und B rechteckige
Matrizen (Zeilenzahlen m,, n, bzw. m,, n,), so existiert das Produkt
AV entsprechend (4), wenn n; = m, gilt; AV ist dann eine (m,, ny)-
Matrix. Analog existiert die (m,, #,)-Matrix BY, wenn m; = n, ist.
Mitunter wird das zur Darstellung linearer Gleichungssysteme verwandt:
Ist b die (m, 1)-Matrix (b;), (¢ =1, ..., m) und g die (», 1)-Matrix (x;),
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(¢ =1, ..., n),so stellt Uy = b das zur (m, n)-Matrix A gehorige lineare
Gleichungssystem dar (vgl. S. 79).

d) Differentiation. Sind die Elemente der Matrix (a;;) Funktionen
eines Parameters ¢, so heit Ableitung der Matrix nach ¢ die Matrix
der Ableitungen

d d

U0 =5 (@) = (e d). (10)

e) Als direktes Produkt der (m, n)-Matrix A = (a;;) mit der
(m', n')-Matrix A’ = (a/;) bezeichnet man die (mm', nn')-Matrix
(Civrmr) = UX A mit ¢ g = A @i
Jeder Kombination 42’ entspricht eine Zeile, jeder Kombination k&’
eine Spalte der Produktmatrix.
Beispiel:
b13 b1 [ @1b1y a1 byp a3 by a5 by,
(a; a5) X = .
by bay @y by @y byy a5 byy a5 by
Es gilt allgemein
(UAUXA) (BXP)=ABXA' Y.

3. Determinanten, Rang, Spur.

a) Die Determinante mit der cndlichen quadratischen Matrix U heiBt
Determinante zu A, geschrieben: det A (Definition S.92). Es gilt:

det AV =det A-detB [vgl. S.93 (4)]. (11)

b) Der Rang 7 der endlichen (nicht notwendig quadratischen) Matrix
A ist die groBte der Gradzahlen der nichtverschwindenden Unter-
determinanten (vgl. S.92). Bei quadratischen Matrizen der Reihen-
zahl » heiBt » — 7 = d der Defekt (nullity) der Matrix. Es gilt: Der
Defekt des Produkts zweier Matrizen ist mindestens gleich dem Defekt
eines jeden Faktors und hochstens gleich der Summe der Defekte beider
Faktoren.

c) Eine quadratische Matrix ¥ heiBt
entartet (singuldr), wenn det A = 0, also der Rang » < # ist,
nichientartet (reguldr), wenn det U + 0, also der Rang » = # ist.
Eine nichtentartete Matrix heiBt auch wmkehrbar (vgl. 4c).

d) Die Spur einer quadratischen Matrix % = (4,,) ist die Summe

ihrer Diagonalelemente:
"

spur A = X a,;. (12)

i=1
Es gilt spur (A + B) = spur A + spur B (13)
und spur (A B) = spur (BA) oder spur [A, B] = 0. (14)
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4. Besondere Matrizen.

a) Nullmatrix. Die Matrix, deren Elemente simtlich null sind,
heiBt Nullmatrixz; sie wird mit R oder einfach mit 0 bezeichnet. Es
ist det M = 0 und es gilt:

A+ 0=04+A=YA Ao=0A=0. (15)
Im Gegensatz zu den gewShnlichen Zahlen folgt aus A B = 0 i.a. nicht
A=10 oder B=0. Z.B. ist -

a0\ 00\ (00\ ¢ oy
(b 0> (c d) = (0 0) = N mit beliebigen a, b, ¢, d. (16)

Die beiden links stehenden Matrizen heiBen Nullteiler.

b) Einheitsmatrix. Die Einheitsmatrix ist durch

. [+ &

E=(8) mit 8= {? Ly (17)
gegeben. Die Elemente der Diagonale: ay,, ay, ..., a,, sind alle =1,
alle anderen Elemente sind Null. Es ist

AC=CA=9;  det@=1. (18)

Man schreibt auch 1 statt G.

c) Reziproke. Zujeder nichtentarteten endlichen Matrix ¥ (det %= 0)
gibt es eine eindeutig bestimmte reziproke Matrix U~1, die Reziproke
(Inverse) mit

AT A=A 1=C, (A Yy 1=%U (21)
(UAB)~1=B1UL, det A1 = (det A)~1. (22)
Die entarteten endlichen Matrizen (det % = 0) besitzen keinerlei Reziproke.

Die Bestimmung von %1 ist gleichbedeutend mit der Auflésung des

linearen Gleichungssystems ) == Ax oder y = Ag nach z.

d) Potenzen, Polynome. Die Potenzen AU = A2, AAY = U3
usw. heiBen dterierte Matrizen; entsprechend U1 Y1 = A~2 usw. und
€ = A°. Ausdriicke der Form

F(S‘)I):Qomh*‘&%h_'l%‘---+th191+9h(5" (23)

heiBen Polynome von H.

5. Matrizen mit Symmetrieeigenschaften.

a) Kanonisch heiBt eine quadratische Matrix ®, bei der a4;, =0
ist fiir 7 < & oder ¢ > &, d. h. die Elemente iiber bzw. unter der Diagonale
verschwinden simtlich. € ist also kanonisch. Es gilt

det R = ay; - agy. . -4y, (24)
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Verschwinden alle Elemente auBerhalb der Diagonale, d.h. hat die
Matrix die Form D = (d;d;;), so heiBt sie Diagonalmatrix. Es ist

det D =d, - d,. . .d,. (25)

Wegen der Ubersichtlichkeit der Diagonalmatrizen bemiiht man sich,
andere Matrizen durch gleichwertige Diagonalmatrizen zu ersetzen.
Diagonalmatrizen sind stets untereinander vertauschbar. Speziell sind
die Matrizen g & (welche die Zahlen p reprisentieren) mit allen Matrizen
vertauschbar [vgl. (3)]. Haben die Diagonalelemente einer Diagonal-
matrix den Betrag 1, so heiBt sie Phasenmatriz (¢'%: d;;). Sind die
Elemente einer Diagonalmatrix selbst Matrizen, so heiBt sie Stufenmatrix.

b) Transponierte, Konjugiert-Komplexe, Adjungierte,
Kontragrediente. Der Matrix ¥ entsprechen?:

. die transponierte oder gestiirzte Matrix: A = (@),
die konjugiert-komplexe Matrix: A* = (af),
die begleitende oder adjungierte Matrix: Ut = (af;) = A*.

(U1 heiBt auch kontragrediente Matrix. Es gelten die Formeln:

@+B)=A+D; (U+B*=U*+B*;  (A+ V) =A+ B (26)
@B) = BY; (A B)* = A* B*; AUB)=BA;  (27)
i@y @Y=y (@Y= @)L (28)
det U = det U; det U* = (det A)*; det At = (det A)*; (29)
o — U 9rE — o; UMt = 9. (30)

c) Symmetrische, hermitesche, schiefsymmetrische, alter-

nierende Matrizen. Ist U gleich seiner Transponierten: A = %A,
a;, = ay;, fiir alle 7, &, so heiBt die Matrix symmetrisch. Ist A gleich seiner
Adjungierten, A = A', a;, = af;, so heiBt WA hermitesch oder selbst-
adjungiert. Die Diagonalelemente sind reell, ebenso die Determinante.
Eine reelle hermitesche Matrix ist symmetrisch. Die folgenden Formeln
gelten auch fiir beliebige symmetrische Matrizen (~ statt ). Aus % = ',
B = B! folgt:

U+ B =A+B, (F (W) =F (A [F (a) ein beliebiges Polynom], (31)
(At = A1, falls det A+ 0 ist, (32)
aber nur (UB) = BA, (33)

d. h. das Produkt hermitescher Matrizen ist #ur dann hermitesch, wenn
die Faktoren vertauschbar sind.

1 Die symbolische Bezeichnung in der Literatur ist sehr verschieden. Die
hier angegebenen Zeichen sind in diesem Buch durchgingig dieselben.
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Die Eigenwerte hermitescher Matrizen (vgl. 6b) sind alle reell, ebenso
der Wert einer hermiteschen Form X a;, x; %3, (a;:) = (af;) fiir beliebige
ik
Werte von x;. Hat eine hermitesche Form fiir beliebige Werte der
Variablen x; stets einen positiven (bzw. nichtnegativen) Wert, so heiBt
sie positiv definit (bzw. semidefinit). Die Eigenwerte ihrer Matrix sind

dann sidmtlich positiv (bzw. nichtnegativ).

Eine Matrix % mit At = — U heiBt alternierend; sie ist das i-fache
einer hermiteschen Matrix. Eine reelle alternierende Matrix heilt
schiefsymmetrisch oder antimetrisch, % = — Y. Die Diagonalelemente

a;; einer alternierenden Matrix sind rein imaginir, die einer schief-
symmetrischen alle = 0. Die Determinante einer alternierenden Matrix
ist bei gerader Ordnung reell, bei ungerader rein imaginir; der Rang
einer schiefsymmetrischen Matrix ist stets gerade.

Jede beliebige Matrix ¥ ist eindeutig darstellbar als Summe

einer hermiteschen und einer alternierenden Matrix,
einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Matrix.

d) Unitédre, orthogonale Matrizen. Eine Matrix U, fir die
uUt = Ut = €, also Ut = U~! ist, heiBt wnitir (auch hermitesch
orthogonal). Ist U unitdr, so ist auch U™, ﬁ, u* W, unitdr; mit 1,
und 1, sind auch U; U, und U, U, unitir. Fir unitire endliche Matrizen
ist |det U] =1, d.h. det U = ¢'e. Mit U ist stets jede unitir Trans-
formierte U~1 YU hermitesch.

Eine Matrix © heiBt orthogonal, wenn 00 =¢ gilt. Jede reelle
unitire Matrix ist orthogonal. Es iibertragen sich alle Regeln fiir unitire
Matrizen. Fiir endliche orthogonale Matrizen ist det © = + 1 (vgl.
auch S. 102).

6. Transformation der Matrizen.

a) Allgemeines. Die Transformierte einer beliebigen quadratischen
(oder unendlichen) Matrix U mit der wmkehrbaren Matrix © ist
C=8"1UAS; umgekehrt ist A =S ES~! die mit &1 transformierte
Matrix zu €. % und &~ U S heiBen dguivalent. Aquivalente Matrizen
haben denselben Rang; sie stellen dieselbe lineare Abbildung dar (vgl.
S.101). Summe bzw. Produkt dquivalenter Matrizen sind &4quivalent:

S 1A+ B)&=6"1UAG + & 1BEC; ] (34)
S lUABPS = (6" 1AC) (618 ©). ]
Weiter ist:
STIY 1S =(671AS)"! und S FUAYS=F(C1AES), (39

wenn F () ein Polynom der Matrix ¥ ist. Summe, Produkt, Reziproke
und beliebige Polynome transformieren sich also kongredient zu den
Matrizen selbst.
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b) Invarianten (vgl. auch S. 98, das dort Gesagte gilt hier
entsprechend). Die wichtigsten Invarianten liefert das invariante charak-
teristische oder Sdkularpolynom der Matrix:

det (A—AE) =
au —l a12 .. aln
= (—1)"A" +
— Aoy azg_}v .. Aon :_(_)1),1___1 ‘\: a“-ﬂ.”—l + e (36)
..................... *}.‘Aiil + detQI
@Ay Ayo Aun —4

Die Koeffizienten dieses Polynoms sind Invarianten, darunter die Spur
> a;;=spur A =spur (S 1AS)

und die Determinante
det Y =det (S 1UES).

Wichtige Invarianten sind die » Wurzeln der charakteristischen Gleichung
zu U, det (A —A€) =0, die Eigenwerte A, ..., A,. Ihre Gesamtheit
(jede Wurzel in ihrer Vielfachheit gerechnet) bildet das Spektrum zu U ; es
besteht gerade aus den Werten, fiir welche die Resolvente zu U, (U—A1E) 1,
nicht existiert. Es gilt:

spurA =4 +...+4,, detU=4-...-4,. (37)

Der Rang ist gleich der Anzahl der nichtverschwindenden Eigenwerte,
U ist dann und nur dann entartet, wenn mindestens ein Eigenwert
verschwindet. Zur Potenz U* (h = 0, 4~ 1, & 2, ...) gehoren die Eigen-
werte ()%, (4 =1, ...,%), zum Polynom F (%) (s. 4d) die Eigenwerte
F(4).

c) Normalform. Wichtig ist, zu einer gegebenen Matrix U eine
dquivalente & 1A S von moglichst einfacher Gestalt (Normalform) zu
finden. Aus ihr lassen sich die bei Transformation invarianten Eigen-
schaften leichter ablesen; auBerdem sind genau die Matrizen zueinander
dquivalent, die sich in die gleiche Normalform transformieren lassen.
Ist die Normalform eine Diagonalmatrix, so gilt ® = (4; d;;), in der
Diagonale stehen die Eigenwerte.

A 148t sich in eine Diagonalmatrix transformieren:

o) wenn alle Eigenwerte voneinander verschieden sind. Die k-te
Spalte 8, von & ergibt sich aus dem linearen Gleichungssystem (A — 4, €)
8, = 0 und ist bis auf einen Faktor bestimmt.

f) wenn U hermitesch, unitir oder symmetrisch ist (vgl. d). In
diesen Fillen ist das Spektrum ein wvollstindiges Invariantensystem
(s. S. 103). Inden iibrigen Fillen existieren i. a. noch weitere Invarianten,
die durch die Elementarteilertheorie gegeben werden. Transformation
auf Diagonalgestalt ist i. a. nicht moglich.
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d) Unitdre Transformation. Zu jeder hermiteschen oder unitiren
Matrix § gibt es stets eine wnmitire Matrix U, so daB

1

U-1HU=D= (4 0;) = I 4 F" (38)
i=1

eine Diagonalmatrix ist. Dabei sind 4,, 4,, ..., A; die verschiedenen

der n Eigenwerte zu §, und zwar habe A4, als Wurzel von det (9 —A€) =0

die Vielfachheit g;; F% = (f) sei eine Diagonalmatrix mit f{) =1,

wenn A; = A4, gilt, dagegen f{! = 0, wenn A+ A4; ist.

Das homogene lineare Gleichungssystem

(@—-A] @) Ij=0, @T:@: (39)
besitzt o linear unabhéngige Losungen I;,l’, I;?’, - II(‘-’:'), die Eigenlosungen

von § zu A;, die normiert und zueinander orthogonal angenommen
werden konnen:

(U0, 10) =1, () =0, h+k. (40)

1

Die insgesamt # = X g; verschiedenen solchen Eigenl¢sungen I[*
i=1

(h=1,...,0;,1=1,...,1) sind dann untereinander orthogonal und

ergeben die # Spalten einer unitiren Matrix U in (38). Das analoge

gilt fiir orthogonale Transformation symmetrischer Matrizen (vgl. lin.
Gl A4, S. 82).

Ist auch U1 9 U, =, soist U, U~! eine Stufenmatrix von / unitdren
Matrizen mit den Reihenzahlen g,, ..., g,; sind alle 4, voneinander
verschieden, so ist 11, U~! eine Phasenmatrix.

Jede unitdre Matrix 148t sich unitir in eine Diagonalmatrix, und zwar
in eine Phasenmatrix, transformieren.

e) Simultane Transformation mehrerer Matrizen. Sind die m
hermiteschen oder m unitiren Matrizen B,, B,, ..., B, alle miteinander

vertauschbar, so gibt es unitire Matrizen U, so daB die Transformierten
u-1g,u, u-1B,Uu, ..., U118, 1 simtlich Diagonalmatrizen sind.

7. Unendliche Matrizen.

a) Wichst bei einer quadratischen Matrix die Reihenzahl n— o,
so erhilt man eine unendliche Matrix:

a11a12 o e
ana22 DRI

A = = (a;4) -
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Die quadratische Teilmatrix, bei der beide Indizes héchstens = ¢ sind,
heiBt g-ter Abschnitt (a;);, der unendlichen Matrix.

Die Definitionen und Regeln fiir das Rechnen mit endlichen qua-
dratischen Matrizen iibertragen sich nur mit Einschrinkungen. Damit
nach (4) das Produkt gebildet werden kann, ist die Konvergenz aller
vorkommenden Summen erforderlich. (5), (6), (7) sind nicht ohne weiteres
giiltig. Fiir die sogenannten beschrinkten Matrizen iibertrigt sich 2a
und b (S. 83). Dabei heiit eine Matrix beschrinki, wenn fiir jedes

Wertsystem x;, %5, ... und 9y, ¥, ... mit
@ @ @
a1, SlylP<tgilt | Tapxin <M
i=1 i=1 k=1

(M von x; und y; unabhingig).

Die Spur ist nach (8) definiert, wenn die Summe konvergiert. Trotz
der Existenz von AP, spur A und spur B kann spur AB und spur BA
divergieren, jedoch spur [, B] [vgl. (5)] existieren und <+ 0 sein.

Determinante vgl. unendliche Determinanten S. 94. Der Rang ist
i. a. unendlich, der Defekt, die Anzahl linear unabhingiger Ldsungen
des zur Matrix gehérenden linearen Gleichungssystems, i.a. endlich.

b) Nullmatrix, Einheitsmatrix sind entsprechend 4a und 4b definiert.
Beziiglich der Reziproken zu einer unendlichen Matrix hat man zu
unterscheiden:

Ist XA = G, so heiBt X vordere Reziproke (Linksinverse) zu U,
ist A Y= @, so heiBt ) hintere Reziproke (Rechisinverse) zu «U.

Es ist gleichbedeutend (vgl. A1b, S. 79) die Bestimmung von
X mit der Auflésung des linearen Gleichungssystems ) = U nach g,
¥ mit der Aufldsung des linearen Gleichungssystems ) = %y nach r.

in jedem System, in dem sich nach 2 uneingeschrinkt rechnen liSt
(z. B. bei beschrinkten Matrizen), gelten die Sitze:

«) Besitzt U sowohl eine vordere als auch eine hintere Reziproke,
so sind beide gleich und eindeutig bestimmt.

f) Besitzt ¥ eine und nur eine hintere Reziproke, so ist diese auch
vordere Reziproke und eindeutig bestimmt.

Speziell gilt fiir eine hermitesche Matrix $: Entweder existiert weder
vordere noch hintere Reziproke oder genau eine zugleich vordere und
hintere (hermitesche) Reziproke.

c) Fiir die Transformation der unendlichen Matrizen gilt das in 6a
Gesagte. Die Eigenwerte werden als die Werte von 4 definiert, fiir die
die Resolvente nicht existiert. Wesentlich ist, daB i. a. die so definierten
Eigenwerte auch einen kontinuierlichen Wertbereich erfiillen k&nnen
(Streckenspektrum). Die Normalform (38) enthilt in diesem Falle noch
einen Summanden in der Form eines Integrals.
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C. Determinanten.
1. Definitionen.

Die Determinante einer quadratischen Matrix aus # - # Elementen
a;; (4,k=1,2, ..., n) ist die Summe aller Produkte

e(ryry. .. 7) @y, Ay, - . - By,
beidenen (7,7,. . .7,) eine Permutation der Zahlen 1,2. . .nist; g (1,7,. . .7,)
ist dabei = -+ 1, wenn die Permutation (r,7,...7,) gerade, = —1, wenn
sie ungerade ist (vgl. D1, S.95).
Die zur n-reihigen quadratischen Matrix U = (4;;) gehérende Determi-
nante n-ter Ordnung (auch n-ten Grades) wird geschrieben

Ay @y ... A
Ay gy ... @ .

a T 2 =det (a,) =det U =la,| (G k=1,....,7). (1)
I P

Unterdeterminanten. Die Determinante der quadratischen -
reihigen Matrix, die man aus einer (m, #)-reihigen Matrix 8 durch Streichen
der m —r Zeilen 1, %y, ..., %,_, und der »—v Spalten &, k,, ..., R,_,
erhilt, heiBt Unterdeterminante r-ten Grades der Matrix B. Das Produkt
dieser Unterdeterminante mit (— 4)at +im—r+ht...+kn-r (der Ex-
ponent heiBt Index der Unterdeterminante) heiit Minor r-ten Grades

von B. Zu B gibt es (m

Y
minanten. Ist B quadratisch, so heit die Unterdeterminante (der
Minor) (#» — 7)-ten Grades, die durch Streichen gerade der eben stehen-
gebliebenen 7 Zeilen und » Spalten entsteht, die dazu konjugierte Unter-
determinante (bzw. Minor). Streicht man insbesondere aus der qua-
dratischen Matrix (a;;) die i-te Zeile und die k-te Spalte und multi-
pliziert die entstehende Unterdeterminante mit (— 1)**#, so heiBt das
Produkt der Minor zum Element a;, (geschrieben A,,;).

1;) 7-reihige Minoren bzw. Unterdeter-

2. Determinantensatze.
a) Entwicklungssatz (LAPLACE).

det A= |a;]| = X a,,4,,= Xap, 4y, (h=1,2,....7); (2)
v=1 v=1
dagegen ist
2ad,,=Xa,,4;,=0, h+jg. (3)
v=1 v=1

b) Den Wert Null hat eine Determinante, wenn
1. alle Elemente einer Reihe (Spalte oder Zeile) = 0 sind, oder

2. alle Elemente einer Reihe dieselben Vielfachen der entsprechenden
Elemente einer Parallelreihe sind, oder
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3. alle Elemente einer Reihe dieselben linearen Kombinationen der
entsprechenden Elemente von Parallelreihen sind, allgemeiner: wenn
zwei oder mehr Reihen linear abhingig sind.

c) Ungedndert bleibt eine Determinante, wenn

1. man sie transponiert, d. h. alle a;; durch a,; ersetzt,

2. man zu den Elementen einer Reihe die entsprechenden einer
Parallelreihe, bzw. ein bestimmtes Vielfaches derselben addiert.

d) Nur shr Vorzeichen dndert eine Determinante, wenn man zwei
ihrer Reihen miteinander vertauscht.

e) Mit einem Faktor multipliziert wird der Wert einer Determinante,
wenn alle Elemente einer Reihe mit diesem Faktor multipliziert werden.

3. Multiplikation, Differentiation.

Das Produkt det (a;;) - det (b;;) ist gleich der Determinante det (c;s),
deren Elemente auf eine bestimmte der folgenden vier verschiedenen

Weisen gebildet sind (v =1, 2,..., #) (rechts die entsprechende
Matrixgleichung):
1. ¢;p = Zaivbvkz a;q b1k + di2b2k +...-F ambnk; C=AB
2. cpo= Zai, by, =Gy by G byt @il C=UDB
2 @
3. cin=2a,ibp, =ayibpy +agibeet .+ by, C=UB
4 co=a, by =a1bys + ayibyst ...+ aniby;  C=AB
Fiir die Differentiation einer Determinante gilt:
dlai
—J%;{:_—‘ = Axj (vgl. 1 SchluB), (5)
2 laix| 0|a;x|
danjoam = Oagmoarj’ (6)
wenn alle a;, voneinander unabhingige Verinderliche sind.
4. Abschitzung und Rianderung von Determinanten.
a) Es gilt nach HADAMARD fiir eine n-reihige Matrix:
n
|det (a;8) P< [] ((@in* + a2+ ..+ i ]?).
b) Es ist =1
' n Ayp - - G1a ¥
Aoy Gy - - - Agy Wy
=w-|ag] — Ay ui v (7)
Ay Oy -+ - Ay Uy Pk
v Uy ...V, W

Ist speziell w = 1 und sidmtliche #; = 0 oder simtliche v; = 0, so ist der
Wert = |a;;|, d.h. gleich dem Wert der urspriinglichen Determinante.



94 Algebra.

5. Spezielle Determinanten (vgl. auch BS, S. 86).
a) Fiir die sogenannte VANDERMONDEsche Determinante gilt:

1 1 A |
a, ay ...a,
a4 o |=[@—a), ki=12...m (@8
k1
.............. k>l
a;z—-l ag—-—l an—l
a,, a,, ..., a, sind beliebige Zahlen,

b) Eine symmetrische Determinante der Form:

a, a; ... a,

Ay dg ... &4

ag ay ... Ay = Z, heiBt Zirkulante 9)
. oder zyklische Determinante

Ay @y ... Gy

Ihr Wert ist gleich
n—1
Z,=(—1)ir-00-2 ][] (g, + ay 0* + ag0®* +. ..+ a, 0®*—D¥), (10)
k=0

2n1

wobei w = e » ist (oder eine andere primitive n-te Einheitswurzel).

c) GraMsche Determinante: Notwendig und hinreichend fiir die

lineare Abhingigkeit der m Zahlen-n-tupel (Vektoren) a; = (4,4, . . ., 4;»)
(vgl. S. 80) ist das Verschwinden der GRAMschen Determinante
ai  (aay) ... (ay0,)
n 2
det (a; 0x) = det (Za;,at) = | 2% 0 - (@0 | _gepqrarny (1)
o1 ) .................
| (as ay) (a5 a) ay

wenn A = (a;;) ist.

6. Unendliche Determinanten.

Existiert der Grenzwert der Determinanten der g¢-ten Abschnitte
einer unendlichen Matrix
lim det (aik)m =D ,
g-> @
so heiBt D die Determinante der unendlichen Matrix (4,;); D ist dann
eine konvergente unendliche Determinante. Sind dabei

Sa; und [[a;; beide konvergent,

i’i’;,=kl i=1 .
so heift die Determinante normal. Die Unterdeterminanten normaler
Determinanten sind normal. Fiir normale Determinanten gelten die

entsprechenden Sitze wie fiir endliche (vgl. 2 und 3).
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1. Praktische Berechnung.

Man subtrahiere von den Elementen der i-ten Zeile der Determinante
det (4;;) die mit a;,/a;; multiplizierten entsprechenden Elemente der
ersten. Hierdurch wird der Wert von det (#;;) nicht gedndert. Fiihrt
man dies an allen Zeilen (auBer der ersten) durch, so erhilt man eine
Determinante der Form

\“u Ap g - .- Gyp

10 byg byy .. by, | by by ... by,
i ]‘b32 b33 "'ban

det (a;4) = | O by by ... by, =an.},__.“‘_._ . )
‘0 bnzbn3~.. b”” ! bnl bnz bmt

In derselben Weise reduziert man die Determinante der b usw. Man erhilt
schlieBlich ein einfaches Produkt von # Zahlen als Wert von det (;;).
Hierbei ist es meist vorteilhaft, Vertauschungen von Reihen vorzunehmen
(unter Beachtung der dabei auftretenden Vorzeichenwechsel) und jeweils
moglichst groBe Faktoren abzusondern.

Man kann den Wert von det (;;) auch aus den Lsungen von linearen
Gleichungssystemen finden. Man l6se nacheinander folgende Systeme:

1. ayx =1

Ay Xy + A13 Y, =0
Qg %3 + A32 Y =0
an %3 + @3 Y3+ a3 23 =10
3.9 Gn ¥+ A Yg+ a3 =0
ag %3+ A3 Y3 + Az 3 =1 usw.
Dann ist
det (a;8) =

Hvan 13)
Die Berechnung von Determinanten und die Lésung von linearen
Gleichungssystemen sind praktisch die gleichen Probleme.

D. Kombinatorik.
1. Permutationen.

a) n verschiedene Elemente lassen 1-2-3-...-#n = n! (n-Fakultit)
verschiedene Anordnungen (in einer Reihe) zu (Permutationen). Eine
Permutation heiBt gerade (ungerade), wenn sie sich durch eine gerade
(ungerade) Anzahl von Vertauschungen von je zwei Elementen (T7rans-
positionen) in die Ausgangsreihenfolge bringen 14Bt. Bei gerader (un-
gerader) Permutation der Zahlen 1, 2. ..# ist auch die Gesamtanzahl der
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auf jede Zahl in der Permutation noch folgenden kleineren Zahlen
(Anzahl aller Fehistinde) gerade (ungerade).
!
b) nElemente, darunter a, 8,y usw.je unter sich gleiche, lassen IIF%T'_
verschiedene Anordnungen zu (Permutationen mit Wiederholungen).

2. Kombinationen, Variationen.
a) Aus » verschiedenen Elementen lassen sich 7 verschiedene Elemente

]
herausgreifen (ohne Riicksicht auf Anordnung) auf 'WM——W = (?)

verschiedene Weisen (Kombinationen)
. n n! . .
herausgreifen und anordnen auf (,) rl= i verschiedene Weisen

7

(Variationen).
b) Darf von # verschiedenen Elementen jedes beliebig oft vorkommen,

so lassen sich 7 Elemente

nt+r—1\ __an@m+1)n4+2)...(nf+r—1)
7 - 7!

schiedene Weisen (Kombinationen mit Wiederholung)
herausnehmen und anordnen auf #” verschiedene Weisen ( Variationen

mit Wiederholungen).

herausnehmen auf ( ver-

3. Binomialkoeffizienten.
(x) _rr—=1)...g—m+1) __ ( x )x——m—%—l.

m 1:2¢ ... m m—1 m !

n n n ' (1)
() =rre=m= 1) |
Speziell ist:

<g>=1; (f):x; <n11>=n; <:>=1; <:;)=0fiir m>n (2

Es gelten die Regeln (Vorauss. m = x, m = y):

(x ;: y) = (:n,) (g) + (mi 1) (f) +... —f—(g)(:;l (Additionstheorem). (3)

Hieraus folgen:

S L N P o ooy
(2;)2 ) +<:L> +<Z) +. +(Z) (5) | m,n beliebige natiirliche Zahlen

GHRRNE IR s SR

.Ferner gilt:
(3) + (’f) + (’2‘) +.. 4 (1) (Z): “ i1)"={§". (7)
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Das Verhalten von (:), besonders fiir groBe » und k%, zeigt:

n
n—1 ——k g —
n ——— 7 1 2 ' 31
= e . F- .12 . =
<k>—e T F,;, === CRE Z<V" 8)
2
it F 01"—_::_ 0%23 . 1 ) 1
mi n =€ =1+ 1_2—}—..., —3< <?

Die Annidherung ist um so besser, je niher & an % liegt. Ist k<€ n,so gilt

k2

P o—e—
(:):%‘e n—*k. O<@<%-. 9

Fiinfter Abschnitt.

Transformationen.

A. Allgemeine Transformationen.

1. Allgemeines.

a) Eine Transformation ordnet einem Wertsystem x;, x,, .. ., %, ein

anderes zu: %, %j, . .., %, durch ein System von Gleichungen der Form:
’ ’ ’

B=h & - %), X=l(x, .., %), ., = (2, .., %), (1)

Umkehrung. Im folgenden sollen die Funktionen f; stetige, differen-
zierbare Funktionen sein, deren Funktionaldeterminante, die Trans-
formationsdeterminante,

oA 2
oGy et | — det (%) (2)
0(%y, ., %n) 21n " oxx
*6‘2;’... ax”‘

fir die zu transformierenden Wertsysteme von Null verschieden sei.
Dann ist das Gleichungssystem (1) nach den x; auflésbar; die Gleichungen

rn=F,(x,...,%) @E=1,...,n) (3)
stellen die snverse Transformation dar, die (1) riickgingig macht. Die
Transformation (1) ist dann wmkehrbar.

b) Gruppeneigenschaft. Die umkehrbaren Transformationen
einer Mannigfaltigkeit bilden eine Gruppe (vgl. S.152): Zwei nach-
einander ausgefiihrte Transformationen S und T sind einer einzigen,

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 7
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TS, gleichwertig. Im allgemeinen ist TS & ST. Das Einheitselement
der Gruppe ist die identische Transformation E:

x=2x% (t=1,..., n); (4)

das reziproke Element zu S ist die inverse Transformation S ! (3),
mit S§1=51S=F.

2. Geometrische Bedeutung.
Eine Transformation kann geometrisch gedeutet werden als:

a) Eine Koordinatendnderung, d.h.der Ubergang von der Beschreibung
durch die Koordinaten x,, ..., %, zur Beschreibung durch xj, ..., ;.
Die %; und die x. sind die Koordinaten desselben Punktes in ver-
schiedenen Koordinatensystemen. Sind die f; beliebige differenzierbare
Funktionen, so erhilt man, ausgehend von einem kartesischen Koordi-
natensystem, i.a. ein krummliniges Koordinatensystem.

b) Eine Verzerrung der Mannigfaltigkeit, d.h. eine Abbildung der
Mannigfaltigkeit auf sich, eine Verschiebung des Punktes x; in einen
anderen # desselben Koordinatensystems. I.a. gehen gerade Linien
in krumme fiber.

¢) Eine Abbildung der x,...x,-Mannigfaltigkeit auf die x]...x,-
Mannigfaltigkeit. Bei beliebigen (differenzierbaren) Funktionen f; braucht
die Abbildung sm Grofen nicht eindeutig zu sein, dem System x;, ..., %,
kénnen mehrere verschiedene Systeme x7, ..., %, entsprechen und
umgekehrt. Im Kleinen ist die Abbildung stets eindeutig (wenn die
Transformationsdeterminante & 0), d.h. eine kleine Umgebung eines
Punktes x; wird stets umkehrbar eindeutig auf eine kleine Umgebung
des Punktes x; abgebildet.

Die Transformationsdeterminante gibt stets das infinitesimale Volum-
vergréBerungsverhiltnis, das Verhiltnis ineinander transformierter
Volumelemente an (vgl. S. 11)

A o(xyp- EA
AV " 9(x - 1y

3. Invarianten.

Der Charakter einer Transformation T %, = f; (%, ..., %) ergibt
sich aus denjenigen Eigenschaften des Transformierten, die der Trans-
formation T gegeniiber snvariant sind, d.h. durch T nicht gedndert
werden. Fiir die Funktionen, welche diese Eigenschaften beschreiben, gilt:

K(x, ....%m2t,...)=0u K, ..., %, 2,1, ...), (5)
d. h. setzt man an Stelle der urspriinglichen Koordinaten x; ..., %»
bzw. Variablen z,¢, ... die transformierten x3, ..., x,, ', ¢, ... ein,

so bleiben die Funktionen ihrem Wert nach, bis auf einen nur von den
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Parametern der Transformation abhingigen Faktor x erhalten. Die
Funktionen K (%, ..., %,, 2, £, ...) heilen, besonders wenn keine
Variablen 2, ¢ ... auftreten, Invarianten, sonst auch Kovarianten.
Gleichungen und Gleichungssysteme, welche bei Transformation un-
gedndert bleiben, heiBen kovariant.

Nach den zugehérigeh Invarianten teilt man die Transformationen
einer Mannigfaltigkeit in Klassen ein. Die Transformationen einer
Klasse bilden eine Gruppe. Vollstindig heiBt ein System von unabhingigen
Invarianten, das zur Kennzeichnung einer Klasse von Transformationen
ausreicht; jede weitere Invariante der Transformationen dieser Klasse
liBt sich aus den Invarianten eines vollstindigen Systems herleiten.
Zur spezielleren Klasse gehéren mehr unabhingige Invarianten.

Mit Hilfe der Invarianten entscheidet man ferner, wann zwei gegebene
Mannigfaltigkeiten durch Transformationen einer gegebenen Klasse in-
einander transformiert werden kénnen. Das ist dann und nur dann
der Fall, wenn die Werte der Invarianten eines vollstindigen Invarianten-
systems dieser Klasse bei beiden Mannigfaltigkeiten iibereinstimmen.

Die Invarianten bei Koordinatentransformation heiBen auch Skalare,
wie z. B. der Abstand zweier Punkte, der Inhalt einer Fliche; besonders
wichtig ist das Linien- oder Bogenelement, ds= 1/ X g, dx;dx, =

ik

S girdx;dx,. Kennt man die Abhingigkeit der g;, von den x;, so

ik

sind dadurch auch alle MaBverhiltnisse innerhalb der durch die x; be-
schriebenen Mannigfaltigkeit festgelegt.

B. Lineare Transformationen.
I. Lineare Riume.

a) Ein n-dimensionaler linearer oder affiner Raum umfaBt alle
durch # Koordinaten x,, x,, ..., %, in bezug auf ein festes Koordinaten-
system gegebenen Punkte (Punktraum) oder alle Vektoren r = (x,

.., %,) (Vektorraum). Durch eine lineare Transformation
t = Xa %, t'=Ut, (6)
k=1
geht er in sich iiber, wird er auf sich abgebildet. Jedem Punkt (bzw.
Vektor) wird ein anderer Punkt (bzw. Vektor) zugeordnet, und zwar
umkehrbar eindeutig. Die Matrix U = (a,;) stellt den Operator dar,
der diese Abbildung erzeugt.

b) Unitiarer Raum. Sind x,, x,, ..., x, beliebige komplexe Zahlen
und wird die Linge |r| eines Vektors ¢ durch die hermitesche Ein-
heitsform "

= N af (xF konj. komplex zu x;) (7)
11 7*
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gegeben, so heiBt der lineare Raum wnitirer Raum, da (7) gegen unitire
Transformationen invariant ist.

Das innere oder skalare Produkt der Vektoren r und f wird durch

(& ) = 21% ¥y =(y, 0)* (8)
erklart. Es ist (r, 1) = |z|%,

@ o=y, |e+9|=Z]z]+ 9] )

r und y heiBen orthogonal, wenn (z, ) = (b, £) = O ist. # + 1 Vektoren
im #n-dimensionalen Raum sind stets linear abhingig; » linear unab-
hingige Vektoren p;, r,, ..., L, lassen sich orthogonalisieren, d.h. in
ein vollstindiges System normierter orthogonaler Vektoren iiberfiihren.
Man setzt (fir k=1, ..., n) Yp=Au Ly +Akala+ -.. + sz und

bestimmt 4, ..., 4 aus den % linearen Gleichungen (4, b)) =0, ...,
(95—1, D) =0, (&, v) = 1. Die Koordinatenachsenvektoren e, =
(1,0,...,0), eg=(0,1,...,0), ..., ¢, = (0,0, ..., 1) bilden ein voll-

stindiges System normierter orthogonaler Vektoren, jedes solche 1i8t
sich unitir in dieses transformieren.

Der unitire Raum mit abzihlbar unendlich vielen Dimensionen, der

aus allen Punkten bzw. Vektoren (x;, %,, ...) besteht, fiir die X x; x7
i=1
konvergiert, heiBt HIiLBERTscher (unitdrer) Raum.

2. Allgemeine lineare Transformationen.

a) Darstellung. Eine homogene lineare Transformation des Wert-
systems x,, ..., %, wird dargestellt durch

’
x5 :auxl—[—...ﬁ—al,,xn

At G g @)= (10)

Xy =y X+ ... A%,

Sie ist durch die Matrix % eindeutig bestimmt und werde kurz mit A4
bezeichnet. Wird nach der Transformation mit der Matrix % die mit B
ausgefiihrt, so ergibt sich die Transformation BA mit der Matrix BU.
A und B sind i. a. nicht vertauschbar. Die Matrix %! der inversen Trans-
formation ist die Reziproke zu %. Die identische Transformation hat die
Einheitsmatrix . Die Gesamtheit der umkehrbaren homogenen linearen
Transformationen entspricht eindeutig der Gesamtheit der nichtent-
arteten Matrizen. Die Transformationsdeterminante ist konstant =det ¥,
das Volumen wird also in der ganzen Mannigfaltigkeit im gleichen Ver-
hiltnis vergroBert.
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b) Normalform. Die durch (10) gegebene lineare Abbildung wird
im Koordinatensystem der y; durch

yi=Xb,y, mit (b)=B=0C1UC (11)

gegeben, wenn x; = X's;, y, ist. Aquivalente Matrizen stellen also die

gleiche lineare Abbildung, nur in verschiedenen Koordinatensystemen
dar. Sind die Eigenwerte 4; der Matrix U alle voneinander verschieden
oder ist A symmetrisch oder hermitesch, so 148t sich (vgl. IV B 6¢, S. 89)

das Koordinatensystem y; (d.h. &) so wihlen, daB die Abbildung durch
die einfachen Gleichungen

yvi=2A;y; (Normalform der linearen Abbildung) (12)

gegeben ist. Die neuen Koordinatenachsen sind die Fixgeraden der
Abbildung. In den anderen Fillen ist die Normalform nicht ganz so
einfach (vgl. IV B 6¢, S. 89).

c) Eigenschaften. Die transformierten Mannigfaltigkeiten seien im
folgenden stets durch ein kartesisches Koordinatensystem beschrieben.
«) Projektive Abbildung. Geometrisch stellt eine lineare Trans-
formation eine kollineare (projektive) Abbildung dar. Sind in (10)
die x,, ..., %, homogene Koordinaten eines (» — 1)-dimensionalen (pro-

jektiven) Raums, so stellt (10) die aligemeine Kollineation dieses
Raumes dar.

Bei kollinearer Abbildung sind snvariant:

das Doppelverhiltnis von vier Elementen (Geraden, Punkten),

der Grad algebraischer Kurven und Flichen.
Es gilt also:

Gerade, Ebenen, Strahlenbiischel usw., ferner Kegelschnitte, iiber-
haupt Kurven und Flichen 2. Ordnung bleiben solche.

Die unendlichfernen Elemente gehen i. a. in endliche iiber, Systeme
paralleler Geraden in Strahlenbiischel.

Ein kartesisches Koordinatensystem geht in ein projektives, be-
stehend aus #—1 Strahlen- (bzw. Ebenen-) Biischeln iiber.

B) Affine Abbildung (Ahnlichkeitstransformation). Sind in (10)

Xy, ..., %, inhomogene Koordinaten eines #-dimensionalen Raumes, also
mit den entsprechenden homogenen Koordinaten &, ..., &,,, ver-
kniipft durch:
& &, &, & &
’ 1 , ”
n=7g Xy =g b K= K=, e B = (13)
nt1 nt1 w1 n+1 "1

so gilt die Normalform (12). Die Abbildung besteht in einer Dehnung in

Richtung jeder Fixgeraden; der dieser Fixgeraden entsprechende Eigen-
wert gibt die DehnungsgréBe.
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Die Translation
¥ =x; + a; t=1,..., n (14)
liefert eine kongruente Abbildung; sie stellt eine Parallelverschiebung

dar. Alle Entfernungen sind invariant. Mit (10) zusammen liefert
sie die allgemeine affine Abbildung des n-dimensionalen Raumes:

v=a, %+ a t=1,..., n). (15)

k=1

3. Orthogonale Transformationen, Drehung.
Eine reelle Transformation (10) heiBt orthogonal, wenn sie X x}

invariant laBt:

S x2= X x? (t=1, ..., n). (16)
Dann gehen alle Kreise (Kugeln) um den Nullpunkt in sich iiber; es
gelten die fiir orthogonale Transformationen kennzeichnenden Ortho-
gonalititsbedingungen:

Xat, =1, Sai, =1, (v,k:1,...,n)l
’ L7 - (17)
Sa,a,=0, Sa,,a,=0, E+l l

welche sich in der Matrixgleichung
O0=00=6 mit O=(ay (17a)

zusammenfassen lassen (vgl. IV B 6d, S.90). Eine orthogonale Trans-
formation hat }# (»n—1) unabhingige Koeffizienten.

Unaitire Transformationen lassen X % «} invariant. Fiir sie gilt
analog (13) anavk_ > a;,ar, = 6,,, (vgl IV B 64d).

Geornetrlsch bedeutet eine orthogonale Transformation eine Drehung
(det © = 1) oder Drehung mit Spiegelung (det © = — 1), wenn die
x; kartesische Koordinaten sind. Die Entfernung zweier beliebiger
Punkte bleibt ungeindert. Es ist

a;p = cos (x;, %), (18)
wenn (x;, x;) der Winkel zwischen x;-Achse und x,-Achse ist.

n=23. Jede orthogonale Transformation im Raum liBt sich als
Drehung um eine feste Achse darstellen; deren Richtungskosinus sind:

— 0 .
¢ _cosoc,—]/a;”_(:;:; (t=1,23), (19)
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wobei 6 der Drehwinkel ist, der durch
cos 6 = } (ay + gy + ags—1) (20)

gegeben ist. Umgekehrt stellt sich die Drehung um den Winkel § um
eine Achse, deren Richtungskosinus ¢; = cosa; (¢ = 1, 2, 3) sind, dar:

%y = %, (1 —sin? oy (1 — cos 8)) + %, (cos &y cos &y (1 — cos ) +-
+ cosagsin 8) + x5 (cos oy cos ag (1 — cos J) — oS a, sin d)

Xg = % (COS &ty COS oy (1 — cos 8) — cos ay sin 6) +
+ x5 (1 — sin® oy (1 — cos 6) +

+ x5 (cos ay cOS ag (1 — cos &) + cos a, sin d) (21)
%3 = %; (COS otz COS oy (1 — cos 8) + cos a, sin &) -+
+ %, (cos g cos ay (1— cos §) — cos oy sin d) +
+ %3 (1 — sin? a3 (1 — cos d)
oder durch (6) mit
a;k:(s,'kCOS(S-i—C[Ck('l—Cosa)—f—CikSiné, (213.)
100 0 Cg —Cy
(6,‘ k) = 010 ) (Ci k) = —C3 0 (2%
001 G —¢ 0
Invariant bleibt auBer 7* = x* 4 x2 + x2 auch
P = x%c080; + X, COS 0ty + X3COS g ;
$ ist nimlich die Projektion von 7 auf die Drehachse.
Fiir kleine Drehwinkel § wird:
= x + y-8-cosoaz—z- 0 cosa,
Y =—x-0-cosag+ ¥y +2-8-cosay a;p=20;p+¢ir0 ) (22)
2= x-0-cosag—y-d-cosay + 2

4. Transformation quadratischer und hermitescher Formen.
Bei der linearen Transformation x; = X b;, x,, (b;s) = B, geht die

quadratische Form Q = X ¢q;; %; x, mit der symmetrischen Matrix
i b
Q = (¢;,) Uber in Q'= X ¢;, x; x;, mit ' = BLB. L und L' haben
i,k
(wenn det B 4 0) stets den gleichen Rang » (Rang der quadratischen
Form). Analog fiir hermitesche Formen H = X h;; x; 27, ' = B' $ B.
ik

Jede quadratische Form vom Rang » 148t sich linear in die Einheitsform
%2 + ...+ 2 transformieren. Alle quadratischen Formen gleichen Ranges
lassen sich linear ineinander transformieren.
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Reelle quadratische Formen (alle g;, reell) lassen sich reell (alle b,y
reell) in 2% +...+ 23— x5, ,—...— #? transformieren. Hermitesche
Formen lassen sich stets in x, &} 4. .. 4+ %, x5 — %p 4 1 %3 11— . .— %, %)
transformieren. Der T7rdgheitsindex p ist dabei fir die Ausgangsform
fest bestimmt und bei reellen (bei $ bei allen) Transformationen invariant.
Ist p =7, so nimmt die Form fiir beliebige x,, ,, ..., x, (nicht alle
x; = 0) nur positive (bei = 0 nur negative) Werte an; sie heiBt dann
positiv (negativ) definit.

Orthogonal lassen sich quadratische Formen in X A, x? transformieren,

1
wobei 4, ..., A, die Eigenwerte der Matrix der Form sind. Unitdr
lassen sich hermitesche Formen in X 4, x; x} transformieren. Die Matrix

der orthogonal (unitir) transformierten Form ist die transformierte
Matrix der Ausgangsform [wegen (17a)]; vgl. daher IV B 6d, S. 90.

C. Berithrungstransformation (Kontakttransformation).
. Im Zweidimensionalen.
a) Allgemeines.
Durch eine Gleichung der Form:
Wi(x,v,X,Y)=0 (aequatio directrix) (1)

wird jedem Punkt der xy-Ebene eine Kurve in der X Y-Ebene zu-
geordnet und umgekehrt, sowie einer Kurve ¢ (x, y) = 0 bzw. ¥ = x (),
y = y(¢) eine Kurvenschar: F (X, Y, ) = 0, deren Enveloppe als Abbild
der Kurve ¢ = 0 aufgefat werden kann.

Der Name ,,Beriihrungstransformation stammt daher, daB die
Abbilder zweier sich berithrender Kurven wieder zwei solche sind.

Die Gleichung des Abbildes der Kurve ¢ = 0 findet man durch
Elimination von ¢ aus den Gleichungen F = 0 und %—I; = 0 oder durch

Elimination von x und y aus W= 0 und

Wihrend sich hierbei die Punkte der xy-Ebene und der X Y-Ebene
nicht eindeutig entsprechen, tun dies die Punkte einer gegebenen Kurve
@ = 0 und die ihres Abbildes (so daB man letztere mit dem gleichen

Parameter ¢ darstellen kann).
d . . .
Schreibt man % = p, % = P, so findet man aus den drei Glei-
chungen:
ow ow ow ow
W=0 Zy+t 4y =0 ox+tP av=0
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die obige Transformation auch in der Form:
X=X(x!y!ﬁ)’ Y:‘Y(x:y:?), P=P(x:y,?): (2)
wobei der Ausdruck:

0X (0Y oY Y 10X 0X
W(ax +2- dy>‘— 75 (ax +5- 3y>:0
sein muB.

b) Die LEGENDREsche Transformation

ist ein einfaches Beispiel. Sie ist definiert durch

rX—y—Y=0 (4)
und liefert die einfachen Beziehungen:
p=X, P=x xp—y=Y, XP—-Y=y. (5)

Sie findet Anwendung zur Umformung von Differentialgleichungen
(%, v,$) = 0 in eine evtl. leichter losbare Form: f (P (X P —Y), X) =0,
d. h. es wird hier der Differentialquotient zur unabhingigen Variablen X
gemacht (vgl. S.173).

c) Die kanonische Transformation
ist eine fiir die Mechanik wichtige Beriihrungstransformation, definiert
durch: ’
2—Z=®P(g, Q), (6)

wo @ eine beliebige Funktion sei. Sie heiBt ,.erzeugende Funktion*.
Setzen wir

dz az
?:——’ P=——%,
so folgt: 4 49
0D oD

Diese Transformation heiBt kanonisch, weil sie die sogenannten kanoni-
schen Differentialgleichungen der Mechanik (vgl. S.233):

.__dq _ 0H{q,p) ;__dp __ 0H(gp)
1= 4= ap » P=ar="" 7 ®)

(wo der Parameter ¢ die Zeit bedeutet und H die HamiLtonsche Funktion
der Lagenkoordinate ¢ und der Impulskoordinate p ist) in ein analoges
System in Q und P iiberfiihrt.

Zum Beweis bilde man die Variation der durch d¢ dividierten
Gleichung (7), welche lautet:

p0G+qép—POQ— Q6P —5d =0,
und die man wegen (§P) = 8@ auch in der Form schreiben kann:
(pdg—P8Q—0@) —pdg+ PoQ+qdp—Q8P=0. (9

Hierin verschwindet der Klammerausdruck wegen (7).
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Setzt man ferner
H(g, ) =K(Q, P),

so wird
oH oH oK oK
37091 3500 —5090—5p0P =0,

und Subtraktion von (9) unter Beriicksichtigung von (8) ergibt un-

mittelbar:

Qzﬁ! P_'—a_Q':

also wieder ein kanonisches System in den neuen Variablen.
Aquivalent zu den Definitionsgleichungen (7) sind auch folgende:

pdq+QaP=dX (g P)|
gap + PaQ=d¥(p, Q) (7')
gdp—QaP =dQ(p, P) ]
Die Transformation wird identisch, d. h. p = P, ¢ = ¢, wenn X =g¢q- P
oder ¥ =p- Q.

Setzt man die Transformation an in der Form:

p=0(P, Q), g=4q(P Q)

0K ; 0K ,
; = (&)

SO folgt aus (7) bzw. (7'), daB
_Q @p 9P 9q _9P 8q _  0Q 10
aP dq 90 ~ aq’ ©Q @p’ dP  op’ (10)
also auch
o 89 0p 01 _, o)

d. h. die Transformationsdeterminante 2—(%—21,)) ist =1, die Abbildung

der pg¢-Ebene auf die P Q-Ebene ist flichentreu.

Sonderfille: 1. Eine infinitesimale kanonische Transformation ist

gegeben durch

Q=g+ 752 p_p. 2500, (11)

wo A eine sehr kleine Konstante sei.

Z. B. ist auch

Q—q—{—qdl-q—[—aH(q'p) dt

P= p+;1>dt-—7b———— dt

eine kanonische Transformation und wegen der Gruppeneigenschaft
(vgl. S.97) der Transformation auch

t L.
g=qo+ [qdt, f’:ﬁo+t/75dt (12)
to o

eine solche der ¢, #, in die g, p.



Im Zweidimensionalen. 107

Es gilt daher
9S(gng 9S40 g
p="2fd), gy 25D, (13)
S heiBt in der Mechanik ,,Wirkungsfunktion' (vgl. S. 233). Dort wird
sie in der Regel definiert durch:
t t
S= [(pg—H)dt= [Ldt.
faf p ) t!
L = pq— H heiBt ,,LAGRANGEsche Funktion" .
In der Tat findet man auch hieraus mit Benutzung von (8):

0S=p09—pedq,.
2. Von besonderem Interesse ist eine kanonische Transformation,
welche K (Q, P) nur von P abhingig macht, z. B. K(Q, P) = w P.

Dann wird
Q:Z—sz’ OQ=wl+«
. K (14)
P = a—Q=O, P=8

wo w, «, § Konstanten sind.

Man erhilt hier also eine sehr einfache Lésung der transformierten
Hamirtonschen Gleichung und somit durch Riicktransformation die
Losung der urspriinglichen.

Wenn bei der mechanischen Anwendung  eine reine (dimensionslose)
Zahl bzw. ein Winkel ist, derart daB ¢ und p als Funktionen von Q
mit 27z periodisch sind, heit Q eine Winkelvariable (Beispiel vgl. An-
hang, 4).

d) Eine Verallgemeinerung
kann die Theorie noch in der Richtung erfahren, daB die kanonische
Transformation von ¢ selbst abhinge, d. h. da die Formeln p = (Q, P, ),
¢=¢(Q, P, t) lauten, also ¢ explizite enthalten.

Die einfachste Form ist hierfiir:

p=P+ A4, g=0Q + B¢, (16)
wo A und B beliebige Konstante sind.
Diese Transformation ist kanonisch, wenn man setzt:

K(P,Q)=H(p, q) + (Ag— Bp). (16)
Sie liefert mit einer zeitunabhingigen Transformation auf neue Variable
P’, Q' kombiniert die allgemeinere:

p=P(P, Q)+ 4t  ¢=Q(P, Q)+ Bt (17)

K'(P',Q)=K(P, Q) =H(p, 9) + (49— Bp). (17°)
Man erhilt so Transformationen auf bewegte Koordinatensysteme.

mit
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Dies kann man benutzen, wenn die Reduktion des vorigen Para-
graphen nur bis zu einer Form K (P, Q) = K, (P) + K; (P, Q) zu fithren
ist, wo K; Kklein gegen K, sei.

Dann hat man:

. 0K, . 0K
Q— P+3P’ P:_aQ; / ldt

t

K
Wenn nun / Ldt klein gegen f, ist, kann man durch die Trans-

2Q

t
formation:

Q=wt+a, P=f+p (18)

o und f§ als neue Variable einfiihren, die dann selbst als kleine GréBen
zu behandeln sind.
Das fiihrt nach obigem auf die Form:

K(P,Q)=Q( f)—w(f+8
00 08
P
Die GréBen o« und § sind also wieder kanonische Variable mit der
HaMmiLToNschen Funktion Q..
0 heiBt ,,Storungsfunktion’.
Die Methode heiBt die der ,,Vamatzon der Konstanten'*.

und
& =

2. Im Mehrdimensionalen.
Hier lautet die aequatio directrix:
W %g.. . %, X3 X5...X,) = 0. (19)

Die LeGeENDREsche Transformation im Dreidimensionalen ist ge-
geben durch:
x X+yY—2—7Z=0. (20)

Hieraus folgt, wenn man z bzw. Z als von x, ¥y bzw. X, Y abhingige
Variablen auffaBt'

0z 0Z zZ ,

X— Y=W, :a_X’ Y= Y usw. (20)
dz=Xdx-+Yady, dZ = xdX + ydY.

Die kanonische Transformation kann ohne Schwierigkeiten auf mehr

Dimensionen verallgemeinert werden (vgl. Anhang, 5.); (7) geht iiber in:

E{J,-dq,-——z_‘Piin= AP (192 -G €1 Q2. .- Qn), WO 1=1,2...m, (21)

also o
0D od
ﬁi: aq‘, P':—‘g‘Qj- (22)
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Bis auf die zu setzenden Summenzeichen bleibt alles ungeindert;
Gleichung (10) und (10') sind in folgender Weise zu erweitern:

0P, 0qi’ 0Q 0qi’ 0Qr 0pi’ 0Py op;°

Daher wird
opi 0gq; opi 0qi\ __ ‘0Qr 0¢; OQr Opi\ 0k
2<m'ﬁ“a7‘apk)—2(5'q;"ax +ap,-'7;)—ﬁ (24)

1 1

= 1 fiir x = () und sonst = 0, wenn man fir x andere P oder Q auBer

Q. einsetzt.
_ 0gi 0pi Opi g;
("’y)—2<ﬁ'ay — %7 o)

Der Ausdruck

1

heiBt ,, LAGRANGESsche Klammer‘. Es ist also
(On P)) =— (P}, Q) =i (Qw Q) = (Py, P)) =0. (25)

Sechster Abschnitt.

Vektoranalysis.

A. Koordinatenfreie Formulierung der Vektoranalysis
im dreidimensionalen euklidischen Raum.

1. Definitionen.

Die Vektoranalysis beschiftigt sich mit Skalaren, Vektoren und
Tensoren.

1. Ein Skalar ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen
Betrag (Zahlwert) zuordnet.

2. Ein Vektor ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen
Betrag und eine Richtung zuordnet.

3. Ein Tensor (2. Grades) ist eine Funktion des Ortes, die jedem
Vektor in einem Punkte daselbst einen anderen Vektor linear zuordnet.
Ein Tensor héheren Grades ordnet ebenso jedem Vektor einen Tensor
nichstniederen Grades zu (Vektor = Tensor 1. Grades).

Diese Funktionen kénnen neben ihrer Abhingigkeit vom Ort noch
andere Parameter, wie z. B. die Zeit, enthalten.

Sind die Funktionen fiir jeden Punkt des Raumes definiert, so spricht
man von Skalarfeldern, Vektorfeldern, Tensorfeldern bzw. Feldvektoren usw.

Sind die Funktionen nur in Punkten, Linien, Flichen definiert, so
hat man Punki-, Linien-, Flichenvektoren usw.
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Sind die Funktionen vom Ort unabhingig, so werden die Skalare,
Vektoren, Tensoren im folgenden als ,,frei* bezeichnet.

Ein in einem Punkte definierter Vektor kann in einen anderen unter
Erhaltung von Betrag und Richtung verpflanzt werden. Analoges gilt
fiir Tensoren.

Vektoren, deren Betrag iiberall =1 ist, heiBen FEinheitsvektoren.
Der Betrag eines Vektors ist ein Skalar.

Bezeichnung: Im folgenden sind meistens bezeichnet:

Skalare durch griechische Buchstaben, z. B. ¢,
Vektoren durch deutsche Buchstaben, z. B. q,
Einheitsvektoren durch den Index ,, z. B. q,
Tensoren durch groBe deutsche Buchstaben, z. B. .
Der Betrag eines Vektors a wird durch den gleichlautenden lateinischen
Buchstaben @ bezeichnet. Auch die Bezeichnungsweise |a! ist ge-
brauchlich.

2. Vektoralgebra.
Unter der Summe zweier Vektoren a und b versteht man den Vektor
c=a-b,

dessen Richtung und Betrag an jeder Stelle von den Summanden in
derselben Weise abhingt, wie die Diagonale eines Parallelogramms von
den Seiten, die mit ihr von derselben Ecke auslaufen. Hiernach gilt
fiir die Summation von Vektoren das kommutative Gesetz:

a+b=">b+a, (1)
sowie das assoziative Gesetz:
(a+b+c=a+ (b+¢). (2)
Der Begriff der Subtraktion folgt durch Umkehrung
a=c¢—b; b=c—a. (3)

- Unter dem Produkt a @ eines Vektors a und eines Skalars ¢ ver-
steht man den Vektor mit dem Betrage a ¢ und der Richtung von a.
Es ist also a = a q,.

Als Produkt zweter Vektoren a und b bezeichnet man zwei verschiedene
GroBen:

a) das innere Produkt (auch skalares Produkt genannt). Dies ist
ein Skalar, dessen Betrag
(ab)=a-b-cosg 4

ist, d. h. gleich dem Produkt der Betrdge der Vektoren a und b, multi-
pliziert mit dem Kosinus des Winkels zwischen ihren Richtungen. Daher
ist (a b) = (b a) (kommutatives Gesetz);
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b) das dwufere Produkt (auch Vektorprodukt genannt) [a b]. Dies
ist ein Vektor, dessen Richtung senkrecht steht auf der durch a und b
gelegten Ebene und dessen Betrag gleich

|[ab]|=a" b-sing (5)

ist. Der Richtungssinn ergibt sich durch die Festsetzung, daB die
Richtungen a, b, [a b] hintereinander gesetzt eine Rechtsschraube bilden.

Dabher ist
[ab] =—[ba]. (6)

Es gelten folgende Regeln:
[aa]=0 (afab])=0. (7)
(ab) + (ac) =(a(b+¢) |
[ab]+ [ac]=T[a(b+¢)] |
(a[bc])=(b[ca]) = (c[ab]) '
l[afbe]]="0b(ac)—c(ab)

(lab] [ed]) = (c [0 [ab]]) = (ac) (b d) —(bc) (ad) ‘ ©)
[ab]2=14a2b2— (ab)?

distributives Gesetz. (8)

Es ist ferner

—_—

aeHaﬂmgH

(afbcl)(e[fgl)=|(be)(b)(bg) (10)

CﬂkamI :

und daraus
(a[bc])®=a%b?ct—a*(bc)2—b%(ac)2—c2(ab)2+ 2(ab) (be) (ac).

Der Betrag eines Vektors a ist

a=17(aq). (11)

Er ist immer positiv zu rechnen.

3. Algebraische Vektorgleichungen.

¢ sei ein unbekannter Vektor, der zu ermitteln ist.

1. t+a=05, Lésung: r=b—a.
[(ta) =2 .. . ._ap | [ab]
2. | za] =6 Losung: ¢ = e
Ist nur eine der Gleichungen gegeben, so bleibt b bzw. p unbestimmt.
[@®=ﬁ
plbcl+qlcal +7[ab]

3. | (tb)=g¢ Losung: ¢ = T R
(ke)=7
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4. p=xa+yb+zc.
scune: 5 — PO _(plcal) __(p[ab])
Lésung: x—(a[bc])’ y“(a[ﬁc])’ Z—(a bel)’
5. =x[bc]+ylcal+2z[ab].
e (pa) _ _(pB) _ (o)
Losung: *=@nd) YT ool T @ma)”

Es ist zu beachten, daB eine Gleichung, die zwei Vektoren einander
gleichsetzt, drei algebraischen Gleichungen dquivalent ist. Andererseits
ist ein unbekannter Vektor dquivalent drei algebraischen Unbekannten.

4. Integral- und Differentialausdriicke.

a) Skalare Integrale.

Als Linienintegral eines Vektors lings einer Kurve bezeichnet man
die GroBe

[(ad3)= [(ag)ds,
wo 3 ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung gleich der des Kurven-
elementes d3 ist. (a8) wird auch in der Form a, geschrieben, also das
Linienintegral / asds .
Als Flichenintegral bezeichnet man die Groéfe

[ (an) df,

wo n ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung senkrecht zu dem Flichen-
element df steht. Statt (an) schreibt man auch a,, also fiir das Flichen-

integral f a,df .
b) Abgeleitete Vektoren und Skalare.

. . . d . . .
Der Differentialquotient d—‘sp eines Skalars ¢ beim Fortschreiten um
ds ist im allgemeinen eine Funktion der Richtung des Schrittes und
erreicht einen Maximalwert fiir eine bestimmte Richtung.

grad ¢ ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem positiven Maximal-

do
ds

Er steht senkrecht auf die Fliche ¢ = const.
Daher gilt fiir ein beliebiges d§:

do=(dsgrade).

LaBt man in dem Ausdruck f_a;;_dz’ wo das Integral iiber eine ge-

wert von —— ist und dessen Richtung in die dazugehdrige Richtung fillt.

schlossene Fliche um das Volumen V erstreckt ist, V' zur Grenze O
iibergehen, so bezeichnet man den Grenzwert als div a.
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div @ ist ein Skalar.

Jasds
F

schlossene Kurve vom Inhalt F erstreckt ist, F zur Grenze 0 iibergehen,

so wird der Wert eine Funktion der Richtung der Normalen von F.

LiBt man in dem Ausdruck , wo das Integral iiber eine ge-

rot @ ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem Maximum unter allen
bei verschiedenen Richtungen von F auftretenden Grenzwerten ist
und dessen Richtung senkrecht auf der zugehorigen Lage von F steht,
so, daf3 der Umlaufsinn f ds und rot a eine Rechtsschraube bilden.
Man kann diese GroéBen auch in folgender Weise formal definieren:
. 1
grad @ :»h—r:lo (V/df ntpl>

diva =lim (5 [df (na))

v—>0
rot a :ylgr:)(-l’;/df[ua]).

Hierbei ist der Normalvektor n immer nach auBen gerichtet zu
nehmen.
c) Integralsitze.
Gaussscher Satz:

[dfa, = [dvdiva. (1)

Das erste Integral ist iiber eine geschlossene Fliche, das zweite {iber
das von ihr umschlossene Volumen zu erstrecken. Der Vektor n in
a, = (an) ist nach auBlen gerichtet.

SToKEsscher Satz:
fdsas = fdf rot,a, [rot,a==(nrota)]. (2)

Das erste Integral ist iiber eine geschlossene Kurve, das zweite iiber
irgendeine durch die Kurve umschlossene Fliche zu erstrecken.

GrEENscher Satz: Wendet man den Gaussschen Satz auf den
Vektor y grad ¢ an, so erhilt man

fdfqp grad, ¢ :/dv [wAd @4 (gradpgradg)]. (GREENscher Satz.) (3)
(Betreffs der Bedeutung des Symbols 4 ¢ == div grad ¢ vgl. S. 116.)
Hieraus folgt die weitere niitzliche Formel:
[t (ygrad,p —gpgrad,y) = [do(ypdg-- g Ay). (4).
Folgende Spezialfille sind von Bedeutung:

Iy =1.
[dfgrad, g == [dvd ¢. (5)

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. S
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2.p= 2 Damist 4 v = 0, auller fiir r = 0. Man erhilt:

14

[as (}grad,,q;_qp grad, 1) = [av (}A (p)—/dv (¢A .

Das letzte Integral ist = 0, wenn die begrenzende Fliche den Punkt
7 = 0 ausschlieBt. UmfaBt sie ihn, so wird

[av(paL) = —ang, (7)

wo @, den Wert von ¢ im Nullpunkt bedeutet. Man erhilt also, wenn
die Fliche den Nullpunkt umschlieBt,

4n<p0=——/dvA—;p —}—/df <%grad,t<p——<pgrad,,—:;’). (8)
2a. p =1 ergibt:
/dvA (%) Z'/d/gradn (—:—) =0 bzw. = —4um, 9)

je nachdem das Volumen und die Fliche den Nullpunkt ausschlieBt
oder einschlieBt.

etkr

3. y=—-, dann ist Ayp=—Fk*y auber fir »r =0. Gilt fir ¢
iiberall die Gleichung A¢ + k2@ = 0, so wird

fdf(fgjgradn(p———tp -grad, (%]2)) =4mep, bzw. =0,

je nachdem der Punkt » = 0 von der Fliche umschlossen wird oder nicht.

d) Vektorielle Integrale.

Im Gegensatz zu der ungerichteten GroBe / a;ds kann man auch
[ads bilden.

Unter / a ds versteht man den Vektor, der durch Summation der
Vektordifferentiale a ds lings einer Kurve entsteht (nachdem sie alle
durch Parallelverschiebung in einen Punkt ,,verpflanzt‘ sind). Analog
bildet man f adf und f a dv. Diese Vektoren sind keinem bestimmten
Orte zugeordnet, also freie Vektoren.

Fir eine geschlossene Kurve ist

fdé(p:fdsq)é:—fdf[grad(p, nj. (10

Die folgenden Integrale iiber geschiossene Flichen lassen sich um-
formen in Volumintegrale iiber den von der Fliche umschlossenen
Bereich:
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fdf(pn=fdvgrad<p
[dfn, a] = [dvrota
[dfa(bn) = [dv(adiv b+ (bgrad) a)

[dfn(ab) = [dvgrad(ab) =
= [dv((agrad) b + (bgrad) a + [arot b] + [brot a])

Jdf(n(ab)—a(bn)—b(an) =
= [dv([arot b] + [brot a] —adivb—bdiv a)

fdf( ) /dv [arota]—adiva).

e) Bestimmte Integrale.

| e

Die folgenden Integrale sind iiber den ganzen Raum (bis 7 = o)
zu erstrecken. Der Integrand soll stetig sein und fiir sehr groBe 7 stdrker

als Jfr* verschwinden.
Skalare Integrale:
favdiva=0
/dvquiv a= —fdv(agradq;)
fdv(a rot b) =/dv (b rot a)

Sonderfille:
fdv dive —/dv (agradi\) =/dv-(%5?)
Jdv(rgradg) =—3 [dve

fdv (trota) = 0.

Vektorielle Integrale:
/dvgradq):O
fdvrota=0
Jdvadivb=— [dv(bgrad)a
fdvcprotazfdv[agradtp]
/dvtpgradtpz—fdvtpgrad<p

/dv(adivb + bdiv a) =/dv([arot b] 4 [brota]l).
8#
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Sonderfille:
/dv ro:a:fdv[agrad-ﬂ:“./dv-%ﬂ (29)
[dv [xgradg] =0 (30)
fdvrdiva:ﬁ/dva 31)
[dv[xrota] =2 [dva (32)

favE=— [an 2L, (33)

5. Allgemeine Differentialformeln.

Es gilt allgemein:

rot (grad ¢) = 0 (1)
div (rot a) = 0 (2)
ferner:
div (p a) == @ div a -} (a grad ¢) (3)
rot (g a) = @ rot a — [a grad ¢ (4)
div [ab] = brota—arotb. (5)

Die GréBe div (grad ¢) wird mit 4 ¢ bezeichnet.

Es lassen sich schlieBlich noch folgende niitzliche Vektoren definieren:
A a = grad (div a) — rot (rot a) (6)

(b grad) a =} (rot [ab] + grad (ab) —adivb |- bdiva ]

—[arot b] — [brotal). | (7)

Dieser Vektor (b grad) a gibt den Zuwachs an, den der Vektor a erfdhrt,
wenn man in einem Feld um die durch b angezeigte Strecke fortschreitet .
Hieraus folgt

rot [ab] = (bgrad) a—(agrad) b -{- adivb --bdiva (8)
grad (ab) = (agrad) b + (bgrad)a | [arotb] 4 [brota]. (9)

6. Spezielle Vektorfelder.

1. Ein Vektorfeld g, in dem rot a iiberall verschwindet, heillt ein
., wirbelfreies Feld'.
Ein wirbelfreier Vektor a ist darstellbar als negativer Gradient
eines Skalars ¢,
a = —grad g,

1 Fur (b grad) a wird auch (b ) a geschrieben. Das Symbol 7 wird ,,Nabla‘‘
gelesen (vgl. Anhang, 6).
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welcher ,,Potential” oder auch ,,skalares Polential’* genannt wird. Es
gilt dann

2
[ ads =g —g,. (1)
1

Der Wert des Integrals ist nur abhingig von den Grenzen, un-
abhingig vom Integrationsweg und verschwindet fiir einen geschlossenen
Integrationsweg. Umgekehrt kann man auch sagen: Das Feld des
Gradienten eines Skalars ist stets ein wirbelfreies.

Setzt man
diva =—divgradg=—Ad ¢ =4mp, (2)

so wird ¢ = / i: 2 wo r die Entfernung des Volumendifferentials vom

Aufpunkt, in dem ¢ berechnet werden soll, angibt. Das Integral ist,
falls nichts anderes bemerkt ist, iiber den ganzen Raum zu erstrecken.
Es ist natiirlich zu priifen, ob es konvergiert.

Explizite ist diese Formel zu schreiben:

(x . ///7777dxdydzg(xy, ) ‘
1 l V (x — ) (y—9)2+ (Z_"Zl) .

Ist also div a iiberall gegeben und rot a = 0, so gestattet diese Formel
die Berechnung von ¢, also auch die von a selbst.

2. Ein Vektorfeld a, in dem div a iiberall verschwindet, heiBt ein
»quellenfreies Feld“. Ein quellenfreier Vektor a ist darstellbar als
Rotation eines quellenfreien Vektors ¥:

a=rotYA, divy =0, (3)
welcher ,,Vektorpotential' genannt wird.
Setzt man
rota =rot (rot Y) == — A A =47, (4)
so wird .
dve
A= [-—=. (5)

Ist also rot a iiberall gegeben und div a = 0, so gestattet diese Formel
die Berechnung von ¥, also auch die von a selbst.

Jedes Vektorfeld 1aBt sich eindeutig als Summe (Superposition)
eines wirbelfreien und eines quellenfreien Feldes darstellen.

a=a"+a", (6)

wo rot ' =0, diva’ = 0.
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a,=_grad/‘dvd1va’ a,,=r0t/dvrota )

4y 4mr

wobei die durch die Symbole vorgeschriebenen Operationen unter dem
Integral an der Stelle des Volumendifferentials dv, die Operationen vor
dem Integral an der Stelle des zu bestimmenden Vektors a’ bzw. a”
vorzunehmen sind.

7. Der Vektor r.

Ein wichtiger Vektor ist der Ortsvektor r, welcher die Lage eines
Punktes in bezug auf einen festen Punkt v = 0 darstellt. Er bildet
ein Vektorfeld, indem jedem Punkte des Raumes ein Vektor r zugeordnet
werden kann, dessen Richtung vom Nullpunkt zu dem Aufpunkt zeigt
und dessen Betrag r die Entfernung vom Nullpunkt ist.

Ist eine Kurve gegeben und ist r der Ortsvektor ihrer Punkte, so ist

dt
o =t )

ein Einheitsvektor parallel zur Tangente im Punkte r.

Ferner ist
da*r R
TE e (2)

Hierin ist % ein Vektor, welcher Richtung und Linge des Kriimmungs-
radius der Kurve im Punkte r angibt.

R und t bestimmen also die Schmiegungsebene der Kurve im Punkte r.

Differentiations-Operationen lassen sich an Skalaren und Vektoren,
die aus r und ortsunabhingigen Vektoren ¢, b, ... { gebildet sind,
leicht ausfithren. In den Tabellen auf Seite 119—121 sind fiir die
wichtigsten Typen die betreffenden Resultate gegeben.

Man beachte besonders:

rott=20
divi=3
grad (a¥) = a 3)
rot [ar] = 2a
divar] =0
sowie:
grad (jgﬁr)_) = —rot (—[g]—> . (4

Ferner gilt fiir einen beliebigen Vektor g:

(rgrad)r=1¢. (5)
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@ grad ¢ Ad¢
" Ton - yn—2 nn+ 1) -m-2
r 1
Iny py 5
.« yn
(ax) e (ar) = (n + 3) rn—2

+ t(ax) nyn—2

a(br) v
(ar) (br) 7 + b (ar)
+ 1 (at) (br) nyr-2

2 (ab)
+ (n + 5)» (ar) (br) rn—2

8. Unstetige Vektorfelder.

1. Es sei rota=0
und diva = 0, auBler fiir t = 0.
Dann ist
fa,,d]‘:: const =4me (1)
fir jede die Stelle v = 0 umschlieBende Fliche,
fa,df=0 (2)

fir jede die Stelle r = 0 nicht umschlieBende Fliche (vgl. S. 113).
e heiBt die ,,Ergiebigkeit’* der ,,Quelle’ in vt = 0.
Es wird

4

a=—gradgp, g@=—. (3)
1a. Es sei diva = 0 auBer in t = 0 und in r = [, und zwar sei die
Ergiebigkeit der beiden Quellen = — ¢ bzw. + e¢. LiBt man dann |
zur Grenze O {ibergehen, wobei e = m endlich bleibe, so spricht man
von einer ,,Doppelgquelle’ oder ,,Dipol* vom ,,Moment'* m.
Es wird

1 me
a=—gradg, <p:<mgrad7>:—(73). (4)
a laBt sich dann auch aus einem Vektorpotential ableiten:
a=rot ¥, A = Lr!;ﬂ =— [m grad %}

div Y = 0.
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grad 4 ¢ A44¢
|
ten(n 4+ 1) (n—2)rm—d nm+1)(n—2) (n—1)rm—4¢
2 2
— N

an(n+ 3)rm-2
+t(n—2)n (n+ 3) (ar) -4

nn+1) (n—2) (n+ 3) (ax) rr—4

W — ..‘
n ot 5) o la(br) nr"—2{2(2n + 3) (ab)

oy lan) (b))
+then+ (—2) —5—1y + (n+5) (n—2) (n—1)(—a~r)—2@}
+2(ab)ynm-2¢ ’
2. Es sei rota=0
und diva = 0.

a 4ndere sich unstetig an einer Fliche, so daB a, beim Ubergang
von einer Seite der Fliche zur anderen von «,, auf — a,, springt.

Wir definieren die GroBe
1
w = —TE (anl -+ dn2)J (5)

wo 1 der nach der Fliche hin gerichtete Normalvektor ist.

4mw = div a heiBt ,,Flichendivergenz*.

w ist die auf die Flicheneinheit bezogene Ergiebigkeit der iiber
die Flache verteilt gedachten Quellen.

Springt auch ¢ an der Fliche, so definieren wir die GréBe

1
T=7%x (@2 — @) (6)
In diesem Falle spricht man von einer ,,Doppelfliche' oder ,,Doppel-
schicht’* mit dem ,Moment“ 7. 4mtun, == — 4mTn, = grad ¢ heiBt
Fldchengradient'.
Dann ist @ = -—grad ¢

qp:fdf<—ji-{~-r<ulgrad :)), (7)

erstreckt iiber die Fliche.
Ist 7 eine Konstante lings der Fliche und w = 0, so wird

g=10, (8)
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wo £ der riumliche Winkel ist, unter dem die Berandung der Fliche
vom Aufpunkt aus erscheint.

3. Es sei diva=0
und aufer auf eimer Linte L (,,Wirbellinie’’)  rot a=0.

Dann ist fiir jede die Linie umfassende Kurve

[dsas= /dfrotn a = const =4zt (vgl. S.113), 9)

wobei die Fliche f df beliebig verzerrt werden kann. Daraus folgt,
da8 7 lings L konstant und daB die Wirbellinie L geschlossen sein oder
bis ins Unendliche verlaufen mu8.

7 heiBt das Moment der Wirbellinie.

Wegen dv = dsdf ist dann das Vektorpotential der Wirbellinie
gegeben durch

1 dsdfrota ds3
U= [ [ = [ (10)
L
daraus folgt
1
a=rot A =1[5d31]. (11)
L

Da a auBer auf L wirbelfres ist, 148t sich a auch aus einem skalaren
Potential ¢ ableiten a = — grad ¢, wobei jedoch fiir jede die geschlossene
Wirbellinie umfassende Kurve nach (9)

1
[dsas=@,—p1 = 4m7
2

ist, falls 1 und 2 zwei zusammengehérige Vorder- und Riickseitenpunkte
auf einer iiber L ausgespannten Fliche F sind. Die Wirbellinie L vom
Moment t ist also dquivalent einer Doppelfliche F vom Moment 7,
welche itiber L beliebig ausgespannt ist. Das skalare Potential ist also
wie oben ¢ =7 Q.

4. Es sei rot a =0 aufer auf einer Fliche und diva =0, d. h. a
indere sich unstetig an einer Fliche, so daB [na] (eine Parallelkomponente
zur Fliche) beim Ubergang von einer Seite der Fliche zur anderen von
[na] zu [n a,] springt.

Wir definieren den Vektor

g = [ (g —ay)). (12)

4 g =rot a heiBt ,,Flachenwirbel'* oder ,,Flichenrotation*. Es ist dann

Q[:fdf%, a=rot . (13)
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9. Lineare Vektorfeldfunktion.

Schreitet man in einem Vektorfelde a lings einer beliebigen Geraden
fort und ist hierbei der Vektor a eine lineare Funktion der auf der
Geraden gemessenen Linge, also darstellbar in der Form a, — a, = bd,
wo b einen konstanten nur durch die Richtung der Geraden bestimmten
Vektor bedeutet und 4 den Abstand zwischen den Punkten der Vektoren
a; und a,, so heiBt das Vektorfeld a eine lineare Vektorfunktion des Orts.

Eine solche Funktion 148t sich aufbauen aus einer Anzahl von GréBen
der Form:

a=ag+kt+ X ([1t, t] + D, (g t) + [D, [@yt]] 4. ..), (1)

d. h. aus einer Summe von Vekioren, die von t linear abhingen. Die
GroBen aq % 1, 9, q, D, ¢, seien hierbei Konstanten bzw. ortsunabhingige
Vektoren.

Der Ausdruck liBt sich aber, ohne seine Allgemeinheit zu be-
schrinken, auch in der einfacheren Form schreiben:

a=0o+ 3 (0a(q.1)) (n=1,2,3), (2)

wo die p, und g, freie Vektoren seien.
Es ist dann

diva=23 (pn qn) (3)

n

rota = X[, 0,]. 4

Zerlegt man a — qy in 2 Felder o’ und a”, so daB diva’ = 0 und
rot o’ = 0 wird (vgl. S.117), d.h. in einen quellenfreien und einen
wirbelfreien Teil, so ist

a—agy=a'4+a” (5)
a’=[ur], vrota'=2u, u=%X[p,q. (6)

0" =1 X (0u(0) + Gu(pat),  diva’=Z(p,q). (7

10. Tensoren (zweiten Grades).

a) Der Tensorbegriff.

Die lineare Abhingigkeit des letzten Paragraphen, die jedem t ein
a zuordnet, schreiben wir symbolisch:

a—ap=%t

oder allgemein die lineare Abhingigkeit zweier Vektoren a und b:

3
a=Th=p,(3,0). 0
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Den Operator ¥ bezeichnet man als einen Tensor!.
Die Linearitit fordert, da3

ka=hkTb=Tk), (2)
ferner, wenn o' = T b’:
a+a =FTb+ T =T(b+ D). (3)
Definieren wir ferner die Summe zweier Tensoren ¥, und ¥, aus:
(TL+T)b=T,0+ T, b, (4)

so sieht man, daB der Operator ¥ wie eine algebraische GréBe im Sinne
der obigen Formeln behandelt werden darf.

Ein Tensor heilt symmetrisch, wenn fiir beliebige Vektoren a und b:

(a D) = (bTa) (5)
ist, antimetrisch (oder schiefsymmetrisch), wenn:
(a¥bh) =—(bTq) (5%)

ist. Jeder Tensor ¥ kann eindeutig in die Summe von einem sym-
metrischen und einem antimetrischen Teil ¥, und ¥, zerlegt werden:

A S

Der Tensor T — T, — X, heibt der zu T konjugierte oder transponierte
Tensor. Ein symmetrischer Tensor ist also zu sich selbst konjugiert.
Es gilt ganz allgemein (a T b) = (b T a).

Die Zerlegung des Vektors a = Tr (vgl. S. 117) in einen wirbelfreien
und quellenfreien Teil a = a, 4 a, entspricht dieser Zerlegung von ¥, d. h.

=% (6)
a, =Tyt (6

Infolge der linearen Beziehung zwischen a und b kann im allgemeinen
auch b durch einen neuen Tensor aus a abgeleitet werden. Er wird
als der zu ¥ reziproke Tensor T~! bezeichnet:

b=T1q. (7)
Haben wir auBler der Abhingigkeit:
a=%h
die zweite:
b=6&c¢

1 Speziell als Tensor 2. Grades. Ein Skalar kann aus spiter ersichtlichen
Griinden (vgl. S. 129) als ein Tensor 0. Grades, ein Vektor als ein solcher 1. Grades
bezeichnet werden.
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also:
a=IT6Gc, (8)

so vermittelt auch diese Formel eine lineare Abhingigkeit zwischen a
und ¢, d. h. T & reprisentiert einen neuen Tensor, der als das fensorielle
Produkt von ¥ und &€ bezeichnet wird. Im allgemeinen ist:

TC+6CT.
Das tensorielle Produkt eines Tensors mit sich selbst T T = T2 heilit
tterierter Tensor. Diese Produktbildung kann beliebig oft wiederholt

werden :
TITT =38, ... (9)

b) Spezielle Tensoren.
Als Einbheitstensor € bezeichnen wir einen Tensor, der jeden be-
liebigen Vektor a in sich selber iiberfithrt:
Ca=na. (10)
Fiir jeden beliebigen Tensor ist: TT1= G = G-1 = G.
Als orthogonalen Tensor O bezeichnen wir einen Tensor, fiir den

O =901 (11)
ist. Daraus folgt fiir beliebige Vektoren a und b:
(DaDb) = (ab). (12)

Die durch einen sol¢chen Tensor festgelegte Zuordnung kann fiir ein
beliebiges System von Vektoren durch eine vom Tensor allein bedingte
bloBe Drehung beschrieben werden, d.h. es bleibt der Betrag aller
Vektoren erhalten (Da)? = a2, wie auch die Winkel zwischen ihnen.

c) Abgeleitete Skalare.
Bildet man den Ausdruck:

(Ta@bTl) (..
Tawey LD )

so erkennt man leicht, daB fiir irgend 3 nichtkomplanare Vektoren aq,
b, ¢ dieser Ausdruck von q, b und ¢ unabhingig ist. Er ist also ein von
T allein abhingiger Skalar. Man bezeichnet ihn als die Determinante
des Tensors (vgl. S.135).

Bildet man die Determinante fiir den Tensor:
THAE

und entwickelt diese nach den Potenzen von 4, so erhilt man einen
Ausdruck der Form:

MBrBT,42Tg+|T]. (14)
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Die hier auftretenden GréBen T;) und T, sind zwei weitere Skalare,
die aus dem Tensor ¥ abzuleiten sind. Wir schreiben im weiteren statt
Ty |T| und bezeichnen diese GroBe als Spur des Tensors. Es ist ferner:

Ty=|T| [T (15)
Als skalares Produkt von ¥ und & bezeichnet man die Spur des
tensoriellen Produktes ¥ &:
(TQ) =T 6. (16)
Es gilt:
(TCG)=(67). (17)
Das so gebildete Produkt eines Tensors mit sich selbst ergibt einen
neuen Skalar, den man als Quadrat des Tensors bezeichnen kann.

Fiir antimetrische Tensoren ist die Spur immer = 0, die Determinante
verschwindet dann gleichfalls®.

Fiir den Einheitstensor gilt:
El=1, [€]=3, (€€ =3.
Fiir den orthogonalen Tensor gilt:
0l =1 (D9)=3
und:
|9 =14 2cosé,
wenn ¢ den Winkel der Drehung bezeichnet (vgl. S. 102).

d) Das Tensorellipsoid.
Definiert man eine Fliche durch die Gleichung:

(tTr)=1, (18)

so stellt diese ein Ellipsoid dar: das Tensorellipsoid. Dieses gestattet
eine geometrische Darstellung des symmetrischen Teils eines Tensors.
Die Hauptachsen dieses Ellipsoids werden zugleich als Hawuptachsen
des Tensors bezeichnet.

Den antimetrischen Teil eines Tensors T, =} (I—%) kann man
gleichfalls geometrisch, und zwar durch einen Vektor u darstellen.
Dieser wird festgelegt durch die Gleichungen:

_[eTa
— B2,

(19)
Man iiberzeugt sich leicht, daB dieser Vektor u von der Wahl von a
unabhingig ist. Daraus folgt weiter:

Toa=[uaj. (20)

1 Entwickelt man eine Vektoranalysis in Riumen beliebiger Mannigfaltigkeit,
so verschwindet die Determinante nur bei ungeradzahliger Mannigfaltigkeit.
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e) Zusammenhang zwischen iterierten Tensoren.

Zwischen 4 durch Iteration nacheinander gewonnenen Tensoren
g, gr+1, Fr+2, Fr+3 besteht folgende identische Relation!:

T+ — | T[T 4T T2 —| T2 =0. (21)

Diese Relation kann bei der Lésung von Tensorgleichungen benutzt
werden. Ist z. B. gegeben die Gleichung:

Tr—Cr=0>,
dann ist:
Pr—CTr=2H,

Tr—CTr=T%h.

Eliminiert aus diesen drei Gleichungen unter Benutzung obiger Identitit
Tr, T2, T3r, so bleibt ¢ als Funktion von

C, |%|, |, |TI, b, TH, T20.

f) Ortsabhidngige Tensoren.
Ist der Tensor als eine Funktion des Ortes gegeben, so spricht man

von einem ZTensorfeld. Aus einem solchen konnen wir einen Vekior
ableiten, der aus der Ortsabhingigkeit des Tensors entspringt:

div%:lim»;;/df(zn), (22)

V>0

n bedeutet, wie frither, die Normale der das Volumen ¥V umschlieBenden
Oberfliche.
Dem Gaussschen Satz entspricht die Gleichung:

[df(En) = [dvdivE. (23)
Ferner gilt:
divip %) =@div®¥ + Tgradg; (24)
speziell fir den Einheitstensor:

div (¢ €) = grad ¢. (24')
Die Anwendung des Gaussschen Satzes auf den Vektor ¥ a ergibt:
[dvdivEa= [df(nTa) = [df(a Tn). (25)

g) Differentiation nach einem Parameter (¢).
2 @a=22t 4% woT=2F. (26)

1 In Mannigfaltigkeiten von der Ordnung m besteht eine analoge Beziehung
zwischen m + 1 solcher Tensoren.
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Fiir den orthogonalen Tensor © ergibt sich, wenn wir unter ¢ die Zeit
verstehen:

aiz (Da) = Dg?— + [1a], (27)

wo u der Vektor der Drehgeschwindigkeit ist, d. h. ein Vektor, dessen
Richtung in die Drehachse fillt und dessen Betrag gleich der Dreh-
geschwindigkeit ist. Durch Verwendung eines von der Zeit abhingigen
orthogonalen Tensors ist es daher mdéglich, ein beliebig bewegtes starres
System auf Ruhe zu transformieren (vgl. S.129).

1. Der Gradiententensor.

Analog, wie der Vektor grad ¢ die Ortsabhingigkeit des Skalars ¢
charakterisiert, konnen wir einen Tensor bilden, der die Ortsabhingigkeit
eines Vektors darstellt.

Es entspricht der Gleichung:
do = (graded 3)
die analoge:
da=Uds. (1)
Diesen Tensor U nennen! wir den ,,Gradienten'‘ von a.
Es ist:

|U| =diva (2)
divii=4a (3)
(bgrad)a = AY. (4)

Wir konnen den Tensor U in seinen symmetrischen und antimetrischen
Teil A, und A, zerlegen. Den symmetrischen Teil A, zerlegen wir
weiter in:

% =65+ ;. (5
Es ist dann:
W] =0 (52)
div¥ = 4 a = }grad div a 4 div ¥} + div A, (5b)
div ] =} (4 a + §graddiv a) (5¢)
div %; = 1rot rot a. (5d)

Wir bemerken ferner noch folgende Formel:

div¥a = (adivE) -+ (T A). 6)
1 Bei Gans mit ,,def a‘* bezeichnet; es liegt gar kein Grund vor, diesen Tensor
nicht mit ,,grad a*“ zu bezeichnen.
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12. Tensoren hoheren Grades.

Ein Vektor a kann auch durch lineare Abhingigkeit von zwes
anderen b und ¢ gegeben sein:

a=T(b, ¢) = 2 p,(q, b) (vac).

% heiBt dann Tensor 3. Grades. Analog bildet man Tensoren héheren
Grades.

13. Transformation von Vektoren auf bewegtes Bezugssystem.

In einem Vektorfeld a = a(r, ¢), d. h. einem solchen, das auBer vom
Ort t auch von der Zeit ¢ abhiingt, wird, wenn man es in einem mit der
Geschwindigkeit v gradlinig starr fortschreitenden Bezugssystem v’ = r—b¢
darstellt,

a(e, &) =a'(v', 2

oa’  da
55 = 3¢ + (vgrad)a (1)

analog fiir einen Skalar ¢(r, §) = ¢'(t’, §)

g’ 0
- =22 1 (vgradg). (2)

-aa%— bedeutet also die zeitliche Anderung von a fiir konstantes t’, d.h.
in einem festen Punkt des bewegten Systems.

In einem mit b = vy + [ur] fortschreitenden und rotierenden Be-
zugssystem t’ = t— 0y ¢ — [ur] £ wird

’ a 6 b
36‘; — 7‘:— + (vgrad) a + [au] = ‘a%+ rot [ab] + vdiva (3)
o¢’ 0
r = i+ (veradg). “

2
Fiir ein Linienintegral f (ad 8), das lings einer sich mit der Ge-

1
schwindigkeit v bewegenden Kurve gebildet ist, gilt
d : ; 7
a
Et/dsas:/ds<m+grad(ba)A«[brota])s (5)
1 1

und fiir ein Oberflichenintegral f dfa,

;tfdfa”:/df<%‘;+rot[an]—k-ndiva)n. (6)

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 9
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14. Komplexe Vektoren.
Analog zu der Bildung komplexer Zahlen kann man auch komplexe
Vektoren bilden, indem man setzt:
c=a-+1b F=9y—1). (1)

Ein solcher Vektor entbehrt natiirlich jeder Anschaulichkeit; er ist
aber gelegentlich mit Vorteil zu verwenden. ¢* = q — ¢ b ist der zu ¢
komplex konjugierte Vektor.

Als Betrag von ¢ bezeichnet man:

VY (cc*) ='1/a2+b2.

Besonders haufig tritt ein Ausdruck auf von der Form:

C=Cy eiwt s (2)
wo ¢ die Zeit bedeutet. Der Realteil dieses Vektors ist dann offenbar:
a=gagcoswt—Dbysinwi, (2')

stellt also einen Vektor dar, welcher sowohl seiner Richtung wie GroBe
nach von der Zeit periodisch abhingt.
Ein Vektor, fiir den:
c2=a%?—b+22(ab)=0 (3)

ist, heiBt ein Nullvektor. Fir ihn muB alb sein, und |a| = |b|
Natiirlich existieren auch Eiuhestsvektoren im Komplexen, fiir die a L b
ist, und:

a? = b2 + 1. 4)
Eine Gleichung von der Form:
c=~k[uc] (u reell) (5)

hat im Reellen nur die triviale Lésung ¢ = 0. Im Komplexen rechnen
wir folgendermafBen:

(cc)=¢c2=0
(uce) =0,
d.h. falls ¢ = a + i b gesetzt wird, wird:
alu
blu
alb, [af=]b],
ferner ergibt sich:
c=Fk[ulucl]] =—k(cu®—u (uc) (6)

also:
Ru?=-—1 (7)
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oder: i
R= 4 —. (7')
Diese Gleichung stellt also eine Bedingungsgleichung fiir die Losbarkeit
der Ausgangsgleichung dar.

Die explizite Losung 148t sich unter Verwendung eines willkiirlichen
reellen Vektors j folgendermafBlen schreiben:

e = [uf] + - [ [uf]). (8)

Anwendung findet diese Rechnungsart z. B. bei der Lésung der

Vektordifferentialgleichung : i

¢
2 = lucl. 9)
Die Anschauung lehrt unmittelbar, daB durch diese Gleichung ein
Vektor definiert wird, der um eine feste Achse u ,,prdzessiert”.
Wir machen den Ansatz:

c=coe'® +aun (10)
und erhalten: i
. Co=— [1¢c]. (11)
Aus unserer obigen Bedingungsgleichung fiir % folgt unmittelbar:
w=1u, (12)

o ist eine beliebige Konstante.
Sowohl der Realteil wie der Imaginirteil der definitiven Lésung, so-
wie auch eine beliebige lineare Kombination von beiden ist eine Lésung.

B. KoordinatenmiBige Formulierung der
Vektoranalysis im n-dimensionalen Raume.

l. Vektorkomponenten.

Analog zum dreidimensionalen ist jeder Vektor im #-dimensionalen

Raume aus » Grundvektoren e, e,, ..., ¢, darzustellen in der Form:
a=alte +ate,+...+a"e, = Nae (1)

(falls die e; linear unabhingig voneinander, d. h. nichtkomplanar sind).
Die a', a%, ..., " heilen die kontravarianten Komponenien von a (be-
zogen auf die Grundvektoren). Bildet man die zu den e; reziproken
Vektoren ¢, so daB (e'e;) = 6,5, d.h. =1 fiiri=~% und = 0 fiir / =&
wird, so ist auch die Darstellung

a=aq el +a,et+...4a,e" (2)
moglich. Die a, heilen die kovarianten Komponenten® von a.

! Die Bezeichnung (und Schreibung) deutet auf die analogen Transformations-
eigenschaften der mit hoch- bzw. tiefstehenden Indizes versehenen GroBen e und x
hin (vgl. 4, S. 134).

9‘
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In einem willkiirlichen (krummlinigen) Koordinatensystem?! x?, #2,
%%, ... legt man die Grundvektoren e, e, ¢e; ... an jeder Stelle in die
Tangentenrichtungen der dort sich kreuzenden Koordinatenkurven
#! = const, % = const, %3 = const usw. und wihlt die Betrige |e,|,
les|, |es| ... entsprechend dem metrischen Gefille der Koordinaten-
malBzahlen x!, x2, %8 ... an dieser Stelle. D.h. der Vektor 48 mit der
infinitesimalen Linge ds soll gegeben werden durch

d§=€1dx1+€2dx2+esdx3—{—... (3)

Die dx' sind also die kontravarianten Komponenten des Vektors 43,
und die Grundvektoren sind bestimmt durch

23 03 23
=41 C2=7Z.ar €=, - (4)

Die e; geben die metrischen Verhiltnisse im krummlinigen Koordinaten-
system an. Sie geniigen den Gleichungen

de; __ den
o (5)

Es wird ferner
(ds)2 = (Ax1)2% (e)2 + 2dx' -dx2 (e e,) +. ..
Zur Abkiirzung schreibt man oft:
(&) =gu, (e&1€) = g1, usw.
(N2=gl, (ele?) = g% usw.
Es wird daher
@s)2 =23 Xgirndx-dxt. (6)
ik

ds heiBt das ,,Linienelement’ des Koordinatensystems.
Man pflegt die Summenzeichen fortzulassen und fordert, daf diber
jeden Index zu summieren ist, der in einem Gliede zwetmal vorkommd.
Man schreibt also:

@s)2=dx'dx* g = dx' dx*(e; ) (7)
@=adalg,=a;a,g"=a a*(e;e;) = a;a,(e’ )

=a;a* (¢ ey) = a;a'.
Ebenso
(ab) = a*bPg;p = a; b = a’ b, usw.

Man beachte noch folgende Relationen:
d=(¢), a=/(ag) (8)
a;=gia*, a'=g¢g
(ae’) (e;b) = (ab).

1 Bei zeitabhingigen Koordinatensystemen vgl. S. 232.
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Zur speziellen Rechnung ist die Verwendung der g;, meist vorteil-
hafter als die der Vektoren e;, Die GréBen g;; bestimmt man dann
unmittelbar durch Aufstellung der Form des Linienelementes.

Die GroBen g'* findet man aus diesen, indem man aus den g;; die
Determinante det g;,==g bildet. Nennt man G;; die Unterdeterminante

zu g;,, so ist g*f = G—;k Vg ist gleich dem Volumen des aus den Grund-
vektoren e; gebildeten Parallelepipeds.

2. Tensorkomponenten.
Die Beziehung!
schreibt sich (unter Weglassung der Summenzeichen iiber zweimal
vorkommende Indizes):

a; == Ppilgus 0F) == Ty BF; (1)
WO T,y = DPuiqur

bedeutet. T, heilen die kovarianten Komponenten des Tensors. Es
ist T;, = ¥ ¢; ¢, Entsprechend gilt:

at==T*b,, wo T*-=pigh ist. (2)

T** heiBen die kontravarianten Komponenten des Tensors T¢% = T ¢f ¢*.
Ebenso gilt:

at = T%b*, wo Tiy—pigq,, ist.

T} heiBen die gemischten Komponenten des Tensors (T = T cf e;).
Es ist also
Tip—=Ti'ewe) - Ti' g
und
Tin= T girghm-
Man beachte, dal3

Ty = (¢ Ter) + (e Toh) = T,F ist.

Der Tensor ist symmetrisch, wenn T);,— T,; ist. Der Tensor ist
schiefsymmetrisch oder antimetrisch, wenn T,,= —T}; ist. Auch die
GroBen g, sind die kovarianten Komponenten eines symmetrischen
Tensors, ndmlich des Einheitstensors &, der in diesem Zusammenhang
wmetrischer Fundamentaltensor heiBt (vgl. S.283). Hier ist p, = e,
4, = e” zu setzen.

1 Die Summe iiber den Index #» muB zur vollen Allgemeinheit im #-Dimen-
sionalen # unabhingige Glieder enthalten.
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3. Tensoren héheren Grades.

Tensoren hoheren Grades sind entsprechend zu bilden, z. B.

n

Tini=DniQni"n l

(1)

T =X P, qurty; usw. l
n

Vektoren kann man hiernach auch als Tensoren 1. Grades, Skalare
als Tensoren 0. Grades bezeichnen.

4. Transformationen.

Beim Ubergang von den krummlinigen Koordinaten x* zu neuen
krummlinigen Koordinaten x’¢, d. h. beim Ubergang von einem System
von: Grundvektoren ¢; zu einem anderen e, transformieren sich die
kontravarianten Komponenten des Linienelements (unter Fortlassung
der Summenzeichen):

. oAt ’i
Ax't = 5 dxt = (¢Fey) dxb.
. . . ,s ox't
Nach demselben Gesetz transformieren sich die ¢!, d. h. ¢’*= a—;k et

sowie die kontravarianten Komponenten eines Vektors a

,:
ox't

’i——.___
—axkﬂ .

Die e, sowie die kovarianten Komponenten transformieren sich durch

0 xk

’

& = w7 G
, oxk

a;, = Ex—,’.ak.

Daher wird fiir jede Transformation
a;b" =a; b’ = a'b; = a’* b; = Invariante (Skalar).

Die Komponenten eines Tensors 2. Grades transformieren sich wie
die Produkte der Komponenten zweier Vektoren, und zwar T** wie
(@' %), T;, wie (a;b), T wie (a;0%). Also

, oxm . oxn
iF = axv{ ok * Tmn

. ox'i  ox'k
vk i 1
= oxm  Oxn ™

oxm  ox'k
Tt = v g T

Es wird daher fiir jede Transformation T;, S'* eine Invariante
(Skalar), wenn ¥ und & Tensoren sind.
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Umgekehrt: Ist fiir jeden beliebigen Tensor & die GroBe T, Si*
ein Skalar, so ist T ein Tensor.
Entsprechendes gilt fiir Tensoren beliebigen Grades.
Zusammenstellung der wichtigsten Invarianten.
a?=a;a', (ab) =a;b'=a'b;

al a2 a®
(a[bc)) =1 g| 882 | (im Dreidimensionalen).
| ctc?cd

| =T¢=Tg"=T"* g (Spur)
(Y =Tu T =TT, (T -6)=T,S*
|T|=|T, (Determinante).
(aTb) = T,,a" b

5. Drei-Indizes-Symbole
(vgl. auch Anbang, 7).

Wir fithren die beiden Abkiirzungen ein:

1 (08 ogi a A
Fi,rs: < gn+ 8is grs).

2 \@xs dx 0wt
1' ..
rs = g% Fi,rs~

Es gelten die folgenden Beziehungen:

Fi,rs:Pi,sr l
F:s:F;r ]
, d
Fs.n'"i'lr,si: _3%:
ot 8V dlnye
v Ve 84 dar

In den Grundvektoren ausgedriickt, erhilt man die Formeln:

b/} de
Fi,fs: (&5-3) = <ei‘—37:)

i (. Oes\ [, der\ del
Ih= (e g5 )= (¢ 53 ) = — (5% )
i . ; de
T =dive, = (et' ax:>'
Fiir die Transformation von x* auf ein anderes Koordinatensystem x" gilt
a2 x 1 Ox¢ O0x « \/ Ox
somsgn + Luv 53m 5w = ) 5. (CHRISTOFFELsche Formeln).
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Die I-Symbole verhalten sich daher nur dann wie Tensoren dritten

Ranges, wenn alle
2x
Famazn 0
sind, d. h. wenn der Ubergang von den #’ zu den x’¢ durch eine affine
Transformation erfolgt (vgl. S.101) (,,Affintensor').

6. Verjiingung und Erweiterung.

Aus einem Tensor T** erhilt man durch Multiplikation mit g;, den
Skalar |Z|= T'*g;;, aus T:* den Vektor ¢; = Ti*g,, usw. Diese Opera-
tion, die den Grad eines Tensors um 2 erniedrigt, heiit Verjiingung.

Durch Differentiation erhdlt man umgekehrt aus Tensoren solche
hoheren Grades (Erweiterung), durch Kombination mit Verjiingung
auch solche niederen Grades. Bei der Differentiation ist zu beachten,
daB die ¢; mit zu differenzieren sind!. Dadurch erhilt man unter Be-
nutzung der Drei-Indizes-Symbole u. a. folgende Ausdriicke:

b}
a5y (a=gradg)
Ay~ =% Tra, (U~ grada) (vgl. S.128)

Al — g, — dai 4 1%
kB %k g4k kr

0Air vy

Azkl - 3xl - F:; rk v‘lkl ir

oA .

A= G+ T A — T A,

) 94 )

A1k,l — 3;1 -+ I"; Ark + I"lk’Azr

und durch Kombination u. a.
0a; 0 ak
Cin== aikﬁakiiﬁ—fﬁ— (6 = rota) (vgl S.140) | 2
= bk oa — + i, bar (¢ = (bgrad)a) '
Durch Kombination mit Verjiingung findet man u. a.

1 (e i) dai ; L dq
W"'{/é S = axt—{—l"”a (\tpmdlva (e‘axt)> (3)
T;:”ﬁ (ateiyd xk:  ai- %Adx e da dxk

ok dx T Gk
‘da 6 0 :
(da)l--da-el= (6—3 +a L( .3;1)>dxk — (aak + wakm)dxk akldxk

d. h. das Differential der Komponente ist nicht gleich der Komponente des Diffe-
rentials: 4 (a%) == (d a)’.
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1 0 Tk; s :
W LR pn

ai-- 1. o(ye T+) + I T7s

1/6' o xk
v e (Vestsh) w=49) )

7. Erweiterung und Verjiingung in Anwendung
auf den Tensor ¢,,.

Fiir den Tensor g;; erhilt man speziell:

1 0 i . . .

v ]/;;gv— 4 I'y;g°= 0 (div € == 0, €= Einheitstensor) (1)
agtk I A 2N A i
o4 lrgk"v Ifrg =: 0 (2)
O8ik

o~ Tk~ Tligr=0.

An Tensoren héheren Grades ist aus g;, nur der folgende abzuleiten

4 i 0 1 z

i . Ny ALI
thk""axh ik O %k in -t

7kp Frkrih (3)

und hieraus durch Verjiingung ein anderer Tensor 2. Grades

2T

Ry = 57 I'ix- @xkpfr b0 i — 15, Ty 4

und der Skalar
R=g¢g"R;,
Die GréBe R';;, heiBt der , RIEMANN-CHRISTOFFELsche Kriimmungs-
tensor‘.

Das Verschwinden dieses Tensors ist die Bedingung dafiir, daB die
n-dimensionale Mannigfaltigkeit, ausgemessen mit dem Linienelement
ds, die EukLipsche Geometrie erfiillt.

In den Grundvektoren ausgedriickt ist

i ili(.?_ii,' 0 (06|
Rijpp= (e |9 axk)*'axk (a;;h) | )
Die Differentialgleichung einer geraden Linie, d. h. einer Linie, fiir
die die Bogenlinge f ds zwischen je zwei ihrer Punkte ein Minimum

ist (geoditische Linie), lautet:

a2 xi ; dxh dxl
asw T g5 a5 =0 (s)
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Die Differentialgleichung einer Feldlinie (Kraftlinie) eines Vektor-

feldes a lautet .
dx

i (6)
wo a' = [ (%, Xg, ..., %) ist.

Verschiebt man einen Vektor a aus dem Punkte (x;, %5, ..., x,)
ungedndert und parallel zu sich (Verpflanzung) um 483, so dndern sich
seine Komponenten ' zu a* 4 d4' und es gilt

dat=—T' adx (7)
da;, =TI a,dx.

Setzt man diese Parallelverschiebung von Punkt zu Punkt lings
einer geschlossenen Kurve fort, so lautet die Bedingung dafiir, daB die
Komponenten 4 wieder ihren urspriinglichen Wert annehmen:

Riihk=0. (8)

bzw.

8. Orthogonale Koordinaten?.

Ein orthogonales Koordinatensystem ist definiert durch das Linien-

element ‘

(@s)r = X gi: (dx)?,

wobei ' ‘
gi=(e)® und ¢g'=()?

also , .
8is = i und ¢ = i

Es ist hier oft zweckmiBig auBler den ko- und kontravarianten Kompo-

nenten, zwischen denen der Zusammenhang besteht,

. . . . as
a'e;=a;é oder a'=a;g"= E‘{
noch ihr geometrisches Mittel einzufiihren
4=y a,a=ae=ac.

Wir bezeichnen die a; als physikalische Komponenten; sie sind die Betrage
der komponierenden Vektoren.

Wir fithren nun an Stelle der Grundvektoren ¢, Einheitsvektoren i
in den gleichen Richtungen ein; dann ist

=2akek=2(akek) ik=.¥akik
k k k
a=ate, =2 (dhe)) i, =2 a1,
k k k
und daher also auch i* = i,.

1 In diesem Teil 8. sind alle Summationen ausgeschrieben.
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dx' ist keine physikalische Vektorkomponente, sondern
ei d xi = E{ .

Analog kann man die physikalischen Komponenten eines Tensors T
definieren; die Tensorrelation a == ¥ - b schreibt sich

3
wobei die physikalischen Komponenten des Tensors gegeben sind durch

Tix
e; ek

ek oo
T = =Tt 6k—T'k8k~Tik'ei=(1i$1k)-

Metrischer Fundamentaltensor. Er hat Diagonalform

. . |0 furs+k
8ir=g:i0;; mit 51‘1:—“ fir i — B
1
gii=é”'
Determinante: € =811828s3 -
Drei-Indizes-Symbole:
I =0, wenn t+=kE1l+1
1 08ii .
I,,=— " "3"’,:; (L +1)
1 0gii .
Iivi= i,ik=+'2‘£: (k=+1)
1 0gii
L=+ 5 o
I'',=o, wenn i+ k4141
1 0gis .
EE ) A

i ; 1 0gii 1 0lng;; .
I’Z"ZF:k:_{—ﬁ“axk:“z P (R =+1)

rio— 1t Ogii 1 dlngii
YT 2gi %t 2 Ot

Durch diese Beziehungen transformieren sich die Formeln von
S. 136 folgendermaBen in physikalische Komponenten:

= 1 0

a,-=e-‘_-a—:; (a = grad ¢)
T 1 (o0& ag 6e;; ay Oep .
Aik‘—‘e‘;<axk_ Py ik S p ax,) (A = grad a)

r

v=r > n (Ve i) p=divel
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1 0 - 1 0¢
WV-EZWWE"?'MJ (y=4¢)
T Z - Tiy (T1i+Tir) de; Trr Oey
4R 317<Vg.ei8r)+2_ﬂmdﬁ 'W»_'Zeie,'ﬁ
(a =div ).
Ist hierin T;, ein antimetrischer Tensor (T,-kff — Tyi), so ver-

schwinden die beiden letzten Glieder.
Ist speziell

— ~ 1 [o(be o
Tivs-tip—ar; = eien ( (3;?) - (aifk))»

(2l _ ot

& ! 0 -\ oxr 0 i

@ = o V . | (a - rotrot b).
r

so wird

Dieser Ausdruck ist in zwei Teile zerlegbar:

1 0 1 0 - Br ~
G (E’ZW (Vg;,-)) e

wo der erste Teil gleich grad div b, der zweite Teil ¢ = 4 b bedeutet.
Der symmetrische Anteil des Tensors a;; schreibt sich:

= aik -+ akri 1 (e 0 bi ek /] bk Sik br Oep
sy T Sl o — e | — ) — = e .
Six 2 2 (ek 0 xk (e,-) " e Oxi (ek)> + en 2 ey Oxr’
7

Antimetrische Tensoren haben im Dreidimensionalen nur 3 Kom-
ponenten. Deutet man diese als die Komponenten eines Vektors, so
ist dieser hierdurch in einer vom Koordinatensystem unabhingigen
Weise definiert, indem man setzt

Ty = ag, To3=ay, Ty = ay.

Z. B. liefert der Tensor a; by — a; b; = ¢; die Definition des Vektors
¢ —= [a b], ferner der Tensor

P _
ik — Ars = ! ( (bie:) _ (,_’?A‘?_’?)U) —¢

e; ek ’ \>‘8' xk o xi
die Definition des Vektors ¢ = rot b.

Diese Vektoren heiBlen axiale im Gegensatz zu den anderen, die
als polar bezeichnet werden.

Die Operation rot, angewandt auf einen axialen Vektor, ist identisch
mit der Operation div, angewandt auf den antimetrischen Tensor
(vgl. rot rot b).
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Siebenter Abschnitt.

Spezielle Koordinatensysteme.

A. Zweidimensionale Systeme.

Die Koordinaten dienen entweder zur Beschreibung der Lage eines
Punktes in einer Ebene oder auf einer gekriimmten Fliche.

1. Ebene Koordinatensysteme.

Viel benutzt werden die folgenden Systeme:

«) Das kartesische System zweier sich rechtwinklig schneidender
dquidistanter Geradenscharen. Die infinitesimale Entfernung zweier
Punkte ist ds mit .

ds?=dx? | dy>

Es ist also g;;, = g'* = d;;, g =1, und es gibt nur eine einzige Art von
Vektorkomponenten. Es ist

_ Py | Py
Ay =g + 31

Uber die Deutung als komplexe Zahlencbene z = x + iy vgl. S.35f.
3) Polarkoordinaten », ¢. Es ist
as?=dr? 4 r2d ¢
=1 =7 gLau—
gi=1, g'—15 20 lg:ﬂ
Drei-Indizes-Symbole:

1
ry, =—r, I% =TI% =--

1o ) 12 21 v talle anderen = 0.
Iiog=—7, Ig1o=TI44 =7

Mit den kartesischen Koordinaten besteht der Zusammenhang
% =7cos (p + o) y— ]/x2 +y2
y =7sin (p + a) (p:_a—karctg%,

Man wihlt i.a. & = 0.

Die Gleichung einer Geraden ist 7sin (9 —f) = p. Ihr Abstand
vom Nullpunkt ist p, sie hat die Richtung ¢ = §.
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Zwei Gerade sind parallel, wenn §, = f,. Ihr Abstand ist |p,— p, .
. . 4

Zwei Gerade sind senkrecht, wenn (8, — f;) = -

Die endliche Entfernung zweier Punkte (r; ;) und (r, @,) ist

s =17 + 18— 27,7, c08 (9, —s).

2. Koordinaten auf Flichen.

Auf gekriimmten Flichen kann man die vorstehenden Koordinaten-
systeme i. a. nicht benutzen. Anwendbar sind sie jedoch auf solchen
Flichen, die sich durch eine dehnungsiose Verbiegung in die Ebene tiber-
fithren lassen. So kann man einen Zylinder bequem durch kartesische
Koordinaten beschreiben (x = constans: Mantellinien, y = constans:
Breitenkreise) und einen Kegel durch Polarkoordinaten (¢ = constans:
Mantellinien, r = constans: Breitenkreise). Alle Flichen, bei denen diese
Moglichkeit besteht, sind gekennzejchnet dadurch, daB der RIEMANNsche
Kriimmungstensor (s. S.137) R';;x= 0 wird.

Als Beispiel einer Fliche, bei der diese Moglichkeit nicht besteht,
betrachten wir die Kwugel. Man benutzt als Koordinaten! entweder
Linge « und Breite 6 oder Ldange o und Poldistanz & =—;—z~—-—6. Der

Abstand zweier benachbarter Punkte auf der Kugel vom Radius a ist
gegeben durch

ds? = a?(sin?dd o? -+ d9?) = a?(cos? d da® + d §2).
Es sei 2! =a, x2= 4. Dann ist
gu=2a%cos?d, gyp=a, g,p=0

1 1
g11='a—25ec26, g22:F1 g12: H g=a4COS26.

Drei-Indizes-Symbole:

Iyyy=114 =—a*cosdsind
I3, =a%cosdsind, alle anderen=0
oder
I,=rI, =—tgd I% =cosdsind und alle anderen = 0.

Der Kriimmungstensor hat hier nur eine einzige Komponente

1 2
Rip,=1 oder RZ,=-,, Ry=Rypy=1, R=-.

1 Z. B. die geographische Linge und Breite auf der Erdkugel, Rektaszension «
und Deklination § auf der Himmelskugel.
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B. Dreidimensionale Systeme.
1. Kartesische Koordinaten w«, , =.

ds?=dx?+4dy? 4 dz?, also g, = g'* = §;;; alle Drei-Indizes-Sym-
bole verschwinden. g=1.
Es gibt nur eine einzige Art von Vektorkomponenten (a,, a,, a,),

die Projektionen von a auf die drei Achsen (a,= (a-¢) usw.)
Das innere Produkt (a b) wird
(ab)=a,b,+ a,b, + a,b,. (1)
Das duBere Produkt [a b] hat die Komponenten:
(ab]l.=a,b,—a,b,
[Cl b]y =a, bx_ax bz (2)
[ab), =a,b,—a,b, J

Der Betrag eines Vektors a wird:

a=la|=)a}+a5+a;, (3)
(a [bc]) wird
a, b, c,
ay by ¢y |, (4)
a, b, ¢,

grad ¢ hat die Komponenten:
op o9 09
ox' by’ Bz 5)
div a wird:
. _ day day dag
diva=Z"+%, + 5. (6)

rot a hat die Komponenten:

0 0

rot, 0 = 5t — 5/
day da;g

Toty 8= G T ox (7)
0 o

rot, a = —;;y- — aa;

. Do v v

Agist = 5o + 5 T g (8)

Aa hat die Komponenten:

da c%ay d?a
d,a= 3_2': Byt —a—z’—x =Aa, usw. 9)
(a grad) b hat die Komponenten:
0bx Oby 0by

(agrad),b=a, 5 +a, +a, 7, usw. (10)

oy
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Der Gausssche Satz lautet:
6 X a a 2z

/(511;+ day | a’z>dv—/(a,,cos (nx) -+ a,cos (ny) + a,cos (nz))ydf. (11)
Der StoxEssche Satz lautet:

/df{( 6:;, aa" ) cos (nx) + . . } :/(a,dx +a,dy +a,dz). (12)
Eine lineare Vektorfunktlon stellt sich in der Form dar:
Ay =gy + A ¥+ a1y + a132
Ay == Aoy T Ag1 X + Agp Y + 32 (13)
A, == Qg T Az X + A3y Y + A3 2 ]
Die Zerlegung von a — a, in einen quellenfreien Teil a’ und einen wirbel-
freien Teil o’ liefert:

’ 1
ay=2a,;+a,

usw., wo
a; = 2{(412_‘121)3’ + (ay3 — agy) )} =UyZ—U Y l
a; ; 1(ags —agy) 2 -+ (ay —ay,) x)} =Ug XU Z l (16)
a; =} {(ag — G13) % + (a2 — ag9) ¥) )} = ULY UK

und ,
ay=ay %+ (a 4 an) y + 3 (@3 + ag) 2 l
@) =3 (g + a10) X + Ay + 3 (@gs + agy) 2 (17)
a; = % (a3, + a13) ¥ + é (30 + Gg5) ¥ 4 G 2 l

Driickt man die Abhingigkeit des Vektors a vom Ort aus in der Form:
a=aqa+ Ar,
so bezeichnet man die 4;, der Formel (15) als die Komponenten des
Tensors .
Schreibt man a” = Tr, so sind also die GréBen ay, } (a1, + ag),
1 (a3 + ag) usw. die Komponenten eines symmetrischen Tensors.
Entsprechend bezeichnet man die u,, #,, %, als die Komponenten
eines antimetrischen Tensors (vgl. S. 140).
p =div ¥ hat die Komponenten:

?Z__bTxx+8Txy+3sz
oT oT i 0Ty,
by="5% T oy T s (18)
T 0T,y 0T ;,
b= ox + oy + 0z
‘(I:|:Txx+Tyy—}—T”. (20)
Tiv Tuy Ti

|T)=| Tyx Tyy Tys|.
sz sz Tz:
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2. Kugelkoordinaten (», ¢, 9).

as®=dr® + r2sin?9de® 4+ r2d9%, e =1, e,=rsind, eazr,l 1)
J

g = rtsin?d.
Drei-Indizes-Symbole:
Iigg=—7, Iy, =7sin2d, I'yy = —72sind cos?,
Iy = —7sin?@, Iye=rsindcosd?d, Iy,3=r7,
Irl=—r re=" rs="
33 — ’ 127 4,0 187~ 4

I),=—rsin?9, I}, =-—sindcosd?, I'%=ctgd.

Wir bezeichnen

ay=a,, Aay=4a,, a3=a,
a =grad y:
oy 1 oy 1oy
G=rr %= Tang e BT a9 (2)
. Oay 2 1 Oag 1 Oay ctgﬂ
diva = or + v @+ rsiiir'iﬁhaiq)ﬂ%_ v 99 + - )
1/ 0 1 Oa e
— —_(y2 L e - i
- <6r (r a’)> rsind dg 1 rsmﬁ <319 (Smﬁaﬂ))
2 0y 1 oty 1 oy

Ay =divgrady = aﬂ Y+ Z

v Or

+ r¥sin? @ an'f + v 99 + I (4)
0
o |

S e ) 6
rot,a:’—ssﬁ<%[;’ aﬂ(lnﬁa)) (6)
oty o= 5y = G "
oty 0 = (57 (1) — o 7o) ®)

A,a:%A(m,)——i—diva. 9

Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten:

x =rsind cos
y =rsindsing
z2=rcosd.
Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 10
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Zwischen den a,a,a, und den a,a,a, bestehen die Gleichungen:

a, = a,sin?d cos g + a, sind sin g + a, cos P l
a,=—a,sing + a,cosg -
as = a,cos¥ cosp + a,cossing — a, sin I

a,=a,sindcosp —a,sing 4 a, cosq;cosz‘}l
a, = a, sin ¥ sin @+ a,Cos - aﬁsmtpcosﬁ
a,=a,cost? —aysind

3. Zylinderkoordinaten (o, ¢, ).

ds?=d g+ p?de®+dz2, e=1, e=0, e=1, g=p%

Drei-Indizes-Symbole:

Iy =0, Pyp==Tgq =0 ]
1= 2 .2 — 1 alle anderen = 0.
I, =—o, Ph=Th = |
Wir bezeichnen:
U= ay = ay, az = a,
. oy 1 Oy dy
o= grady: 5, =4 0dg % W
1 1 1 aaq, 0az
dl a= 0 aQ (Qag) _T_-Q— -‘5}7

Ay =divgrady = - 5—

rot,a = -

X 0z
0a, 0 az
rotya =5 —%,
1 i(ﬁgaq,) 1 Oa,
PLO=" "¢ o ap"

Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten:

X =0 Cosq
y=p-sing
2=z,

(10)

(11)

Zwischen den a,, a,, a, und den a,, a,, a, bestehen die Gleichungen:

a,=a,cosp + a,sing ]

a,= —a,sing + a,cosg -

a,= + a,. l

a,=a,cosp—a,sing ]

a, = a,sing + a,cos g I
]

a, = T a5,

(8)
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4. Parabolische Koordinaten (§, %, ¢).
ds? = (E2 4 n?) (A& + dn?) + E22de? (1)
gu = g2 = &2 -+ 1t as = &P l/g:(§2+772)'577-
Drei-Indizes-Symbole:
I',=¢§ I, g =—¢ Iww=n Iu=—E&n
szn:—‘?? ['2:22:77 Iy =¢§ F2,33=—5n2
I=2¢6n2 Iy, 03 = &%
Um den ersten Index heraufzuziehen, hat man die Ausdriicke durch
(6% + n?) zu dividieren mit Ausnahme der beiden letzten:

1 1
3 — A
I3, = L i
s n

a; = a, a4y =a,, a;=a

Wir bezeichnen:
"
a = grady hat die Komponenten:

LA
VE+ap 08 e
- 1 oy
TVE O
S 1)
P &n o
o1 18 19 1, 1 2ag
diva= e g oe €ad + 5y (ra) + 1/'52 +7FW+
+ 5,+1/ (£a=+na)} (3)
Vo[18 (gO¥) 10 ( By (1, 1)&y
dyp=diverady= | o {t5e (¢ 58) 15 o5 (nGr)+ (5 + ) it @
rotea— 2% L. 8 .,
R &g o9 nyE £ 2 on 4 'p)
1 0 1 Oda:
rot,a = mgg(f ) T (5)
1 0as 0ay 1 l
rotya = ———— JE {<“6_77‘*6—5> +m(ﬂas—§aq) g
Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten:
x=§n-cosp  y=Enesing  z=3(E—n) r=}(E8+p
=y p=r—z (p:arctgl.
as = ]/52‘2 0sQ + a yv 1¢+“z]/52 Fp
@y = 1/&2 0SQ + ay = 1/5{'_7/2 Sln(p—azm, (6)
A, = — axsmqa-}—aycosqo.

10*
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— __1 _ & .
ay = ag JE o Cos @ %an——mﬁ COSQp — agsing,
n : 3 .
Ay = Qg - ~=-:+--——SIN @ -+ @, —=——sin a,COs @,
YT T iy P T Gecos® @)
£ "
a=a — Ay, =
RGET; TyEL

5. Elliptische Koordinaten.
Durch die Gleichung:

2 ~2

2 ’
Fea T e s =
ist eine Fliche 2. Grades mit den Hauptachsen 4 = 1/12—&2, ...in
Richtung der x, ¥, z-Achse definiert. a, b, ¢, A sind reelle Parameter.
Ohne die Allgemeinheit wesentlich zu beschrinken, kann der Para-
meter a = 0 gesetzt und die Bestimmung ¢ = b = 0 getroffen werden.
Dann wird:

A2> B> C2,

A2 =2, B2=)2—p2, C2=}2—¢2

A= A2, bB=A*—B? *=A2—-C2

Durch verschiedene Wahl von b, ¢ und A ergeben sich eine groBe

Zahl verschiedener Flichen: erstens je nachdem, ob A zwischen 0 und b,
oder zwischen b und ¢, oder zwischen ¢ und oo variiert; zweitens je
nachdem die Werte b und ¢ dicht beieinander, oder dicht bei ihren
moglichen Grenzwerten 0 bzw. oo liegen (durch ~ angedeutet). Eine
Ubersicht iiber diese Fille gibt die folgende Tabelle. In ihr sind jedes-
mal die Grenzfille angegeben, denen die Fliche beim entsprechenden
Grenziibergang zustrebt.

bzw.

‘ 0<A<b ; b<i<c | c<h< o
! \
I<b<c< @ Zweischaliges Einschaliges ; Ellinsoid
Hyperboloid “ Hyperboloid tpsol
0 < b~ ¢ < o | Zweischaliges Rot.- ‘ Ebenenpaar ! Verlangertes Rot.-
Hyp. um #»-Achse | durch x-Achse ; Ellipsoid um x-Achse
0~b<ec< ® Ebenenpaar f Einschaliges Rot.- | Abgeflachtes Rot.-
durch z-Achse | Hyp. um z-Achse ‘ Ellipsoid um z-Achse
0~b~c< o | Elliptischer Kegel : Elliptischer Kegel ‘ Kugel
um x-Achse i um 2-Achse
0<b<c~® Hyp. Zylinder E Ellipt. Zylinder Ebenenpaar
|| z-Achse } || z-Achse ! 1 z-Achse
0<b~c~® Ebenenpaar ! Hyp. Zylinder ! Elipt. Zylinder
|| #-Achse | | #-Achse | || x-Achse
O~b<c~® “‘ Ebenenpaar l Kreiszylinder | Ebenenpaar
{  durch z-Achse | || 2-Achse ! z-Achse
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L4aBt man A zwischen ¢ und oo variieren, so erfiillen die Ellipsoide
{bzw. ihre Entartungen) den ganzen Raum dicht; ebenso die bei Variation
von A zwischen b und ¢ gebildeten einschaligen Hyperboloide; ebenso
die bei Variation von A zwischen 0 und b gebildeten zweischaligen
Hyperboloide.

Die entstehenden 3 Flichenscharen
sind zueinander orthogonal und kon-
fokal (Fig. 19).

Setzt man

la>c>A>b>h>a,

so ist der Schnittpunkt der 3 -Flichen
A=2x, A=A, A= 1A; durch diese
Werte (8-deutig) bestimmt.

Die 3 GréBen 4;, A,, 4; heiBlen
elliptische Koordinaten dieses Punktes.
Seien x, y, z seine kartesischen Ko-
ordinaten, dann ist

(A} —a?) (A3 —a?®) (A} —a?)

2

xe = (b’ — az) (Cz . az) )

oo () (BB (13— 1)

o= (c® —b?) (a® — B?) ’

2 o2 (A2 — 2 2 2
22 = (l' (:z &izz) (bcz )—(}ﬂ;) <) . Fig. 19. Elliptische Koordinaten,
ist— . HdaDiDy n %3 d 33 D} D3 |
= = ) A T A @ et | (1)
n )34 3DID}
wo (F—a) (— %) (B — )

2 52 2 __ 2 2 _ ;
D}= 33—, Dy=a—1%, Di=_2.

An Stelle von 4,, 4,, 43 filhrt man mit Vorteil folgende Funktionen
von ihnen als Koordinaten ein (im Falle a = 0):

o(_/’ c-di = / c-di
1/ — ) (=) ’ ]/ ) - )’

y = / c-dA
: Y(E =57 (22 —=c3)

Dq

D3 D3

D} D2
dst=dat. DD apr DPL 4 e, e (2)

P

Der LapLacEsche Operator 4 = 5—';7 + ... transformiert sich zu

otV c? % c? rV c?

AV= s mov T 55 Doy T oy DiDT )
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, B, v sind als elliptische Integrale zu berechnen!. Man setzt?
A, =bsind,
A= 1/702 sin?g + b2 cost,

c

8= Cosy’
r=2,
K=y 11—k,
dann ist ) . V
' dd
*= | i =T
0
¢ d
— ? - A ' z
p= [ E S E ) e
0
r d
pa— ' l-__f,— al zt— J— m
= VY1 —ktcos?y (k' 2) F(k,'zp+2>
0

Bei Rotationssymmetrie &= 0 bzw. b = ¢ benutzt man statt der
allgemeinen elliptischen Koordinaten A besser die spezielleren u, v, ¢
bzw. o, T, ¢.

I x:oc]/ﬁ?-f—wi ]/'1‘—_ﬁ cosp = (ut—r*+1)
y=aypt+17)1—»sing (5)
Z=ouy

u = const ist ein abgeplattetes Rotationsellipsoid (Achsen C = apu
und A =B =ay/pu*+1),

v = const ist ein einschaliges Rotationshyperboloid,

@ = const ist eine Ebene durch die z-Achse.

1 Jede lineare Funktion V von a, 8, y erfiillt die Gleichung AV = 0. V wird
dann auf einer Fliche zweiten Grades konstant.

? Spezialfille (vgl. oben).

1.b=0: k=0, kK =1, a=197,

sin ¢

¢
B =/ 9 =1In(0) +f, wo f =Inctg
0
y=19.

Hier ist ' an Stelle von f brauchbar.
2.b=c¢: k=1, kK =0, oc=1ntg<%+%).
B=9

y=In©) +79y, woy = 1nctg~1,iY .
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Transformationsformeln fiir die Koordinatendifferen-
tiale: u 1+u
dp=—; 2 o) (xdx—i—ydy—}- zdz)

d”:_m@dx—*—ydy_* Zd> (6)

1
d(p = az(,u2+1)(1—v2) (—ydx+ xdy)

und
dx == —ydep +

ydv , (7)

2+
dy=xdp + ,+1 yd u—~
dz=a¥du+ udv)

dst=dur- ST 4 e XD | ey (1—) (9)

: xdu— -»—VT xdv I

»2

/l"+1
v (1) (1 —) &V 1
4V = { ((Mz‘*"l)a'u)‘i'av(( )8v>+ (7))  a¢® } o (u 2 )
II. x=pByYo*—1)Y1—1cosg
y=p1c*—17y1—1sing
z=f-0ot.

Hier ist o = const ein verlingertes Rotationsellipsoid (Achsen C=f'g¢
und 4 = B=f 1 o*—1), d.h. man kommt von I auf II durch die
Substitution:
a=1f, u=—io, v=1t, @E=@.
AV = 0 wird erfiillt fiir I durch die speziellen partikuliren Lésungen

V=g¢
V=In1/§j
1-—v
V = arctgu
V=uv

V=yw(uarctgu + 1)
V:x(arctg,u+ 1:5#2 +C>

V= (1“ et 1'_”.7+C)

11—
und fiir IT durch die mit obiger Substitution hieraus folgenden Ausdriicke.

Grenzfall. Man erhilt Kugelkoordinaten 7, &, ¢ mit » = cos®
und o p = 7 im Grenzfall einer sehr kleinen Konstanten o.
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Achter Abschnitt.
Gruppentheorie.

A. Allgemeine Definitionen und Séitze.
I. Gruppen.

a) Eine Gesamtheit (Menge) & von endlich oder unendlich vielen
unterschiedenen mathematischen Gegenstinden (s. S. 3), den Elementen,
heiBt endliche bzw. unendliche Gruppe, wenn die folgenden sog. Gruppen-
postulate erfiillt sind:

I. Es existiert eine Verkniipfung, die jedem (geordneten) Paar von
Elementen A, B aus & eindeutig ein Element C = A B aus & zuordnet
i.a. ist AB von BA verschieden.

II. Fiir die in I genannte Verknilipfung gilt das assoziative Gesetz:
Es ist: (AB)C = A (BC) = ABC fiir beliebige A, B, C aus ®.

III. Zu zwei beliebigen Elementen A, B aus & existieren stets ein-
deutig bestimmte Elemente X und Y in @ mit AX = Bund YA = B
(Gesetz der eindeutigen und unbeschrinkten, worderen und hinteren
Division); X ist der vordere, Y der hintere Quotient von A und B.

Das Postulat III ist gleichwertig mit:

III’. Es existiert 1. ein Einheitselement E in &, sodaB EA = A
ist fiir jedes 4 aus @, 2. zu jedem A aus & ein Reziprokes (Inverses)
A1in @, so daB A1 4 = F ist (vgl c).

b) Die (endliche oder unendliche) Anzahl g der Elemente heiBit
Ordnung der Gruppe; die Verkniipfung wird gewohnlich Multiplikation
genannt, obwohl die Gruppenmultiplikation auch jede andere passende
Verkniipfung, z. B. Addition, sein kann. Gilt das kommutative Gesetz:
A B = BA fiir beliebige 4, B aus &, so ist & eine abelsche Gruppe.

Beisprele. Eine Gruppe bilden z. B. die Permutationen von »# Dingen
[zu jeder endlichen Gruppe gibt es eine isomorphe (s. 1€) Permutations-
gruppe]. Alle ganzen Zahlen [ebenso alle (m, n)-reihigen Zahlmatrizen]
bilden hinsichtlich der Addition als Gruppenverkniipfung eine abel-
sche Gruppe, die positiven rationalen Zahlen hinsichtlich der Multi-
plikation. Die Drehungen, die regulire Korper in sich iiberfiihren,
bilden eine Gruppe, ebenso wie die linearen (oder nur die orthogonalen)
Transformationen des #-dimensionalen Raumes in sich (Verkniipfung:
Nacheinanderausfiihren).

c) In jeder Gruppe & existiert ein Einheitselement E mit AE =
EA=A (A beliebig aus ®), ferner zu jedem Element A genau
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ein Reziprokes A7 mit A71A=AA1=E. Es ist stets AB+AC
und BA + CA, wenn B = C ist. Durchliuft B alle Elemente von &,
so durchlaufen bei festem A auch A B, ebenso BA und B! alle Elemente
von ®, jedes genau je einmal.

d) Mittelwert. Die Funktion F (4) sei fiir jedes 4 in der Gruppe &
erklirt (Funktion auf der Gruppe). Ist & endlich und besteht ® aus

den Elementen 4,,..., 4,, so heilt
 Sray=! Srw =y

der Mittelwert von F (4) in ®. Allgemein existiert der Mittelwert einer
Funktion F(4) iiber einer beliebigen Gruppe nur unter gewissen Vor-
aussetzungen ! iiber F (4); die Matrixelemente m;,(A4) jeder beschrinkten
Darstellung geniigen als Funktionen von A diesen Voraussetzungen.
Geniigt F (4) diesen Voraussetzungen!, so 1ift sich zu jedem ¢ >0

eine endliche Anzahl # = # (&) von Gruppenelementen 4,, ..., 4, derart
bestimmen, daf3
! ZF X4, ZF (<s (1)
=1 1=1

gleichmiBig fir alle X in & gilt; —:7 2 f(XA;) dndert sich also um
weniger als 2¢, wenn X & durchlduft. Mit ¢ - 0 konvergiert %ZF 4

(und damit auch ' ZF (X A,)) gegen einen Grenzwert, den Mittel-
wert F(A) in &: M( (4)) = Mg (F(A4)). Dabei ist

| (F)—, DTF)|< @)
i=1
M ist ein linearer Operator [vgl. C3a, insbesondere (13)]; es gilt:
M (F(4)) = A (F(S4)) = M (F(4S)) = lzl(F(A"l)) (3)

fiir jedes S in . Wie man bei vorgegebener Gruppe zu gegebenem
>0 die A,, ..., A, zu bestimmen hat, hingt von der Struktur
dieser Gruppe ab; vgl. dazu Bec.

e) Isomorphie. Eine Gruppe ® ist auf die Gruppe &' homomorph
abgebildet, wenn jedem Element von & eindeutig ein Element von &’
so zugeordnet ist, daBB dem Produkt zweier Elemente aus & das Produkt

1 Siehe J.v.NEUMANN: Almost periodic functions in a group I, Trans. Am.
Math. Soc. 36 (1934) S. 445 und W. Maak: Eine neue Definition der fastperi-
odischen Funktionen, Abh. Math. Seminar Hamburg 11 (1935) S. 240.
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der entsprechenden Elemente in &’ entspricht. Ist die Zuordnung
umbkehrbar eindeutig, d. h. ist auch &’ homomorph zu @&, so heifen &
und &' isomorph (zueinander) (vgl. 3c).

2. Untergruppen.

a) Jede Teilmenge $ von Elementen einer Gruppe ®, die schon fiir
sich allein eine Gruppe bildet, heiBt Untergruppe zu ®. Eine Teilmenge
$ von ® ist dann und nur dann Untergruppe von &, wenn das Produkt
(bei unendlicher Gruppe ® auBerdem das Reziproke) von Elementen
aus 9, in @ gebildet, stets auch zu § gehort.

Ist & eine endliche Gruppe der Ordnung g, so ist die Ordnung %
jeder Untergruppe § ein Teiler von g: g = h7; § heiBt Index von §
beziiglich .

Jede Gruppe enthilt als (umeigentliche) Untergruppen sich selbst
und die sdentische Untergruppe, die nur aus E besteht. Die iibrigen
Untergruppen heiBen echt oder eigentlich.

b) Sind zwei der Potenzen A°=FE, A1=A4, A*=AA, A3=AAA,...
eines Elements A von & gleich, so gibt es eine kleinste natiirliche Zahl
k mit A* = E; k heiBt die Ordnung von A und ist ein Teiler von g.
Sind alle Potenzen von A voneinander verschieden, ist & also eine un-
endliche Gruppe, so ist A ein Element unendlicher Ordnung.

Eine Gruppe, deren Elemente simtlich Potenzen eines einzigen
Elements sind, heiBt zyklisch und ist eine abelsche Gruppe. Jedes
Element A der Ordnung % einer Gruppe & erzeugt eine zyklische Unter-
gruppe von ®: A, A2, ..., A*=1, A*=FE, die Periode von A.

c) Zerlegung nach einer Untergruppe. Sind 4, =E, 4,, ...,
A, die Elemente einer Untergruppe § von &, B ein beliebiges Element
von &, so bilden die Elemente

BA;, =1, 2, ..., h) die vordere Rest- oder Nebenklasse B9,
A;B (=1, 2, ..., h) die hintere Rest- oder Nebenklasse H B
nach § in ®. § ist selbst eine Restklasse. Die von $ verschiedenen

Restklassen sind keine Gruppenl. Jedes Element von & gehdrt genau
einer vorderen (bzw. hinteren) Restklasse von § nach & an. Es gibt

genau § =% verschiedene vordere (bzw. hintere) Restklassen (j = [®: §]

= Index von $). Zwei Elemente B, C von ® gehéren zur selben vorderen
(bzw. hinteren) Restklasse, wenn B~1C (bzw. CB~1) in $ liegt.

d) Direktes Produkt. Eine Gruppe ® heiBt direktes Produki
zweier Untergruppen ®; und ®&,: & = ®, X @,, wenn jedes Element

! Die Bezeichnung ,,Nebengruppe' statt ,,Restklasse’’ oder , Nebenklasse‘
ist daher irrefithrend.
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von &, mit jedem Element von &, vertauschbar ist, und jedes Element
von @ sich eindeutig als Produkt je eines Elementes von ®; und eines
von &, darstellen 14B8t; das Produkt der Ordnungen von &, und &,
ist also gleich der Ordnung von ®&. Beispiel: Die dreidimensionale
Drehspiegelungsgruppe ®j (vgl. C4) ist das direkte Produkt der Drehungs-
gruppe ®; und der Gruppe aus Ruhe (Identitit) E und Spiegelung am
Nullpunkt S. Es liBt sich stets eine Gruppe (abstrakt) konstruieren,
welche das direkte Produkt beliebig vorgegebener Gruppen ist.

3. Transformation, Normalteiler.

a) Konjugierte Elemente. Sind T und A Elemente von &, so
heiBt B = T-1 AT das mit T transformierte Element zu 4. B ist zu 4
konjugiert; es gilt A = TBT™1, also ist auch A zu B konjugiert. Ist
A zu B und 4 zu C konjugiert, so auch B zu C. Zueinander konjugierte
Elemente und nur solche gehéren zur selben Klasse. Durchliuft T
alle Elemente von ®, so stellt 7-1 A T alle Elemente der Klasse von A4
(gleichoft) dar. ®& zerfillt vollstindig in Klassen konjugierter Elemente,
jedes Element von & gehort genau einer Klasse an. Die Klasse von
E enthdlt nur E selbst. Bei abelschen Gruppen ist jedes Element
eine Klasse fiir sich. A ist mit allen T vertauschbar, die 4 in sich trans-
formieren.

Elemente derselben Klasse haben dieselbe Ordnung. Das Reziproke
eines zu A konjugierten Elements ist konjugiert zu A~

b) Konjugierte Untergruppen, Normalteiler. Die mit einem
festen Elemente T  aus ® transformierten Elemente einer Untergruppe $
bilden auch eine Gruppe: T-1 9T, eine zu § konjugierie Untergruppe.
Konjugierte Untergruppen sind isomorph. Ist § mit allen seinen Kon-
jugierten identisch, d. h. enthilt § alle Transformierten seiner Elemente,
so heiBt § tnvariante Untergruppe oder Normalteiler. Eine Untergruppe
ist dann und nur dann Normalteiler, wenn sie mit jedem Element dessen
ganze Klasse enthélt. Gruppen, die keinen echten Normalteiler enthalten,
heiBen einfache Gruppen. Eine Untergruppe vom Index 2 ist stets
Normalteiler. Bei abelschen Gruppen ist jede Gruppe Normalteiler.

c) Faktorgruppe. Jede rechtsseitige Restklasse $ B eines Normal-
teilers § ist zugleich eine linksseitige Restklasse C$. Die Restklassen
nach einem Normalteiler § bilden die Faktorgruppe &/, wenn als
Produkt der Restklassen 4 § und B $ die Restklasse 4 B§ erklirt wird.
Die Ordnung der Faktorgruppe ist gleich dem Index des Normalteilers.
Ist @ abelsch, so ist auch jede Faktorgruppe zu & abelsch.

Ordnet man jedem Element von & seine Restklasse nach einem
Normalteiler zu, so ist & auf dessen Faktorgruppe homomorph abgebildet.
Umgekehrt ist jede Gruppe &', auf die sich & homomorph abbilden
laBt, isomorph zu einer Faktorgruppe von &.
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B. Kontinuierliche Gruppen.

Lassen sich die Elemente A einer Gruppe ® durch Parameter a,, a,,
..., a,, welche in gewissen Bereichen stetig variieren, eindeutig so kenn-
zeichnen:

A=Ay, ...,a)={ay, ..., a,},

daB die Parameter von Produkt und Reziproke irgendwelcher Elemente
von ® stetig differenzierbar von den Parametern dieser Elemente ab-
hingen, so ist ® eine kontinuierliche Gruppe. Je nach der endlichen (n)
oder abzihlbar unendlichen Anzahl der Parameter heilt & endlich
kontinuierlich (n-parametrig) oder unendlich kontinuierlich. Weiter heiBt
& einfach kontinuterlich, wenn das gesamte Variabilititsgebiet der
Parameter, das Grundgebiet G, zusammenhingend ist, gemischt konti-
nuierlich, wenn G aus mehreren (evtl. abzihlbar unendlich vielen) ge-
trennten Teilbereichen G, G,, ... besteht.

Beispiele: Die reellen orthogonalen Transformationen des #-dimen-
sionalen Raumes mit det © = 4- 1 bilden eine einfach kontinuierliche,
die mit det © = 41 eine gemischt kontinuierliche [} # (n — 1)-para-
metrige] Gruppe. Die orthogonalen Matrizen, deren Elemente rationale
Zahlen sind, bilden eine unendliche Gruppe, aber keine kontinuierliche

Gruppe.

b) Elemente, deren Parameter wenig voneinander verschiedene Werte
haben, heiBen benachbart. Ein Element ,,dndert sich stetig’, wenn sich
die zugehorigen Parameter stetig dndern.

Diejenigen Elemente einer gemischt kontinuierlichen Gruppe @,
die zu dem Teilbereich (er heie G,) des Grundgebietes G gehoren, der das
Einheitselement enthilt, bilden eine einfachkontinuierliche Untergruppe
von ®, einen Normalteiler. Die Elemente irgendeines der Teilbereiche
G, von G stellen eine Restklasse nach diesem Normalteiler dar, der
Index desselben ist gleich der Anzahl der getrennten Teilbereiche G,
des Grundgebietes G.

c) Mittelwert. Es seien p,(BA) =pp(by, ..., b5 a1, ..., ay),
k=1, ..., n, die n Parameter des Produktes BA, ferner F(4) =
F(ay, ..., a,) irgendeine fiir alle Elemente 4 von & erklirte stetige
Funktion von 4 (d. h. von 4, ..., a,) und

8(pr(BA), ..., pn(BA
gld)=glay, ....a,) = (p(a(ai ..... i,,)( L,

worin (nach der Differentiation) B = 41 gesetzt ist. Falls es existiert
(z. B. bei endlichem Inhalt von G), gilt fir das HurwiTzsche Integral

(BfF(al, o) glay, ..., a)day .. . da, =(6/F(A) dA =
=¢[F (CA)dA =G[F (AC)dA :¢/F(A~1) dA
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fir jedes C in &, wobei d4 =g(ay, ..., a,)da, ... da, ist. Dem
Mittelwert 21;217 (A) bei endlichen Gruppen (s. A1d) entsprechend ist

4

dann der Mittelwert von F (A) in der kontinuierlichen Gruppe &
MglF(A)= [F(A)dA: [dA.
Mo (F(d) = [F(d)dd: [

. N .
Das hat man im folgenden stets fiir T L F(A) einzusetzen, wenn es
A

sich um eine kontinuierliche Gruppe handelt.

C. Darstellungstheorie.

I. Allgemeines iiber die Darstellungen einer Gruppe.

a) Jede Gruppe I endlicher quadratischer Matrizen (oder linearer
Substitutionen) mit w#ichiverschwindender Determinante, auf die eine
gegebene abstrakte Gruppe & homomorph (s. A1le) abgebildet werden
kann, heiBt eine Darstellung der Gruppe . Jedem der Elemente A
von & wird dann eindeutig eine Matrix It (A4) = (m;,(4)) von M so zu-
geordnet, daB3 dem Produkte A B zweier Elemente 4 und B von & das
Produkt der zugeordneten Matrizen entspricht: I8 (4) M (B) = M (4 B).
Die Reihenzahl % der Matrizen von It (Variablenzahl der linearen Sub-
stitutionen) heiBt Grad oder Dimension der Darstellung. Ist die Zuord-
nung eineindeutig, d. h. sind die Gruppen & und IR isomorph, so heift
die Darstellung I ¢reu. Jede Darstellung von  ist eine treue Darstellung
einer Faktorgruppe von ®; die dem Einheitselement der Darstellung
(das ist stets die Einheitsmatrix) zugeordneten Elemente von & bilden
den zugehérigen Normalteiler.

Eine Darstellung I heiBt bdeschrinkt, wenn simtliche Elemente
aller Matrizen von I beschrinkt sind, wenn also ein C existiert mit
Im;,(A)| < C fur alle 7,k=1, ..., h und alle 4 in @. Siamtliche Dar-
stellungen endlicher Gruppen, sowie alle unitiren Darstellungen sind
beschrinkt.

b) Aquivalenz, Charakter. Transformiert man jede Matrix einer
Darstellung I mit derselben Matrix T (vgl. S.88), d. h. iibt man auf
den Raum der den Matrizen von I entsprechenden linearen Substi-
tutionen eine affine Transformation T aus, so erhilt man eine zu IN
dquivalente Darstellung M= T-1IMT. Aquivalente Darstellungen
werden als nicht wesentlich verschieden betrachtet.

Charakter der Darstellung I heiBt die Funktion

2(A) = xm(4) = spur (M(4)) = X my, (4)

k=1
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der Matrizen I (A4). Der Charakter hat fiir konjugierte Gruppenelemente
denselben Wert:
2(d)= (B4 B),

er hingt nur von der Klasse von 4 ab, ist eine Klassenfunktion.

Bei linearer Transformation der Darstellung R 4ndert sich der
Charakter nicht. Es gilt:

Zwei beschrinkte Darstellungen sind dann und nur dann 4quivalent,
wenn die zugehérigen Charaktere fiir alle Gruppenelemente iiberein-
stimmen.

c) Reduzibilitdt. Aus zwei beliebigen Darstellungen 9, und IR%,
derselben Gruppe & (Dimensionen %, und 4,) erhilt man eine weitere
Darstellung, indem man jeweils die Matrizen I, (4) und IR,(4), welche
dem Element A von & entsprechen, in der durch die Ubermatrix:

(wel(()A) szo(A)') (1)

gekennzeichneten Art zu einer (A, + k,)-reihigen Matrix zusammensetzt.

Jede Darstellung von &, welche zu einer Darstellung der Form (1)
aquivalent ist, also aus-zwei anderen Darstellungen von & durch Zu-
sammensetzung und lineare Transformation erhiltlich ist, heiBt voll
reduzibel. Eine beschrinkte Darstellung, die nicht voll reduzibel ist,
heiBt ¢rreduzibel. Die Zerlegung einer voll reduziblen Darstellung in
irreduzible Darstellungen ist, abgesehen von Reihenfolge und Aquivalenz,
eindeutig bestimmt [vgl. hierzu 2 d und (11), (12)].

Kriterien: «) Ist eine Matrix & nicht ein Vielfaches der Einheits-
matrix: 8 == A ¢ fiir jedes 4, und ist ¥ mit allen Matrizen einer be-
schrinkten Darstellung I vertauschbar;

VMA,)=]MA,)B, »=1,...,8,
so ist M voll reduzibel.

B) Gilt fir die (4', h)-Matrix ¥ und alle Matrizen der irreduziblen
Darstellungen 3% und IR":

BMA,)=MW(A4,)B, »=1,..., ¢,
so sind entweder It und M’ dquivalent, oder es ist W = 0 die Nullmatrix
(ScHURSsches Lemmay).
y) Nach (8) bzw. (12) gilt fiir den Charakter einer Darstellung I:

4y [ =1, wenn I irreduzibel ist
Ml AP | > 1, wenn M voll reduzibel ist.

d) Unitdare Darstellungen. Es gibt zu jeder beschrinkten Dar-
stellung einer Gruppe ® eine dquivalente, die nur aus unitiren Matrizen
besteht (wunitire Darstellung). Jede unitire Darstellung ist beschriankt.
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Aquivalente unitire Darstellungen sind stets unitir ineinander trans-
formierbar. Es geniigt daher die Ubersicht iiber die unitiren irreduziblen
Darstellingen einer Gruppe, um ihre sidmtlichen beschrinkten Dar-
stellungen zu iibersehen.

2. Hauptsdtze iiber die Darstellungen
" a) endlicher Gruppen.

a) Zu einer endlichen Gruppe ®& der Ordnung g, deren Elemente

A, =E, A, ..., A, c verschiedene Klassen konjugierter Elemente bilden,
gibt es genau c mcht zueinander dquivalente irreduzible Darstellungen
MWD, W, .., M mit den Dimensionen 4, ..., . Die Dimensionen

h, sind Teiler von g, und es ist:
B+hit+.. +h=g

b) Sind MMV, ..., M unitdr (was stets durch Transformation erreich-
bar ist), so gelten die folgenden Orthogonalititsrelationen:

Es sei (mﬁ’,g (A)) eine Matrix der unitiren irreduziblen Darstellung
MY dann gilt:

Zmy,g mit). (4))* %a,,, 8;#0ux [vgl (9)und B ¢ SchluB], (2)

d. h. dieser Mittelwert ist nur von Null verschieden, wenn [ = [’. § = i,
k = k' ist. Die h? +...+ h? = g Vektoren

o) = (mi(dy), ..., m)(4)) G k=1,...k, I=1,..0 (3
welche den Matrixelementen der unitiren irreduziblen Darstellungen
MD, ..., M entsprechen, bilden ein vollstindiges, hermitesch ortho-

gonales Vektorsystem eines g-dimensionalen Raumes, das allerdings
beim Ubergang zu 4quivalenten Darstellungen geindert wird.

c) Wéhlt man aus jeder der ¢ Klassen von ® ein Element aus:
By, ..., B, und ist k, die Anzahl der Elemente von B,, so gilt fiir die
Charaktere der irreduziblen Darstellungen I@, ..., M [vgl. (10)]:

%2 20(4) (x4 (4)* :AZ_Z 1/:?;5(’) (By) {Vﬁ}xw) (Bk)}*’: i,y (4)

d. h. die Vektoren

mu_( V_ C)V-”g‘) l=1,...,¢, (5

bilden ein vollstindiges hermitesch orthogonales Vektorsystem eines
c-dimensionalen Raumes.
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d) Fir den Charakter y einer beliebigen (reduziblen) Darstellung
IR von &, bei deren Aufbau [durch Zusammensetzung und lineare
Transformation (vgl. 1c)] ¢; mal die irreduzible Darstellung M" ver-
wandt wurde, gilt:

X(Bk)zchIx(l)(Bk) (k=1,...,0). )

I=1

Die Zahlen ¢, (und damit im wesentlichen die Zerlegung von ) sind
also eindeutig bestimmt. Es ist:

2 2(4) (7" (4))* [vgl. (11) und B,c, SchluB]  (7)
und ferner
72,2},5 )2 = 241 [vgl. (12) und B, ¢, SchluB]. (8)
A 1=1
e) Ist MY, ..., M bzw. MY, ..., M) ein vollstindiges System
irreduzibler Darstellungen der Gruppe (Si bzw ®,, so bilden die ¢, ¢,
Matrixgruppen M*9 = IME x MY, ,¢; I=1, ..., c, welche

aus simtlichen Matrizen
MED (A) = 932(1'” (4) x smg“ (4) [s. S. 85, €)]

bestehen, ein vollstindiges System irreduzibler Darstellungen des direkten
Produktes
=0 x6, (s.A2d,S. 154).

{3) beliebiger Gruppen.
Die fiir Darstellungen beliebiger Gruppen geltenden Formeln erhilt

. . L
man aus den in «) angegebenen, indem man jeweils r E durch den

Mittelwert M ersetzt. Allgemeiner gelten fiir zwei irreduzible Dar-
stellungen M’ und I’ einer beliebigen Gruppe ® mit den Dimensionen
# und %, wenn B ein festes Element aus & ist, die Relationen

[vel. (2)]
0, wenn I’ indquivalent IM",

w(A)mi (A1 B)) =
l,:l(m‘k( ymiw ) |711 Ouim;p(B), wenn M = M’ ist. ©)

Entsprechend (4) gilt allgemein, wenn y' bzw. y'' die Charaktere zu
M bzw. M’ sind,

0 wenn M’ indquivalent N,

My (4) 747 'B)) = (10)

h ¥ (B), wenn M= IM", also y' = x" ist
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Entsprechend (7) gilt, wenn die (reduzible) Darstellung IR die irre-
duzible Darstellung IR’ ¢’-mal enthilt,

¢ =M(x(4) x (47), (11)

und ferner, wenn in I nur endlich viel verschiedene irreduzible Dar-
stellungen MY, ..., M auftreten,

M (5 (4) 7(47) = M (5 (4)%) = 2 g (12)

3. Eigenwertprobleme und Darstellungen von Gruppen.

a) Es sei O ein linearer Operator, d. h. eine Vorschrift, die jeder

Funktion ¢ (xy, ..., x,) = @ (¢) eine bestimmte Funktion O ¢ (x,, ..., x,)
= 0 ¢(r) so zuordnet, dall
Oap(t) +oy () =a0¢(E) + b0 y(r) (13)

fiir beliebige Konstanten a, b und fiir alle Funktionen ¢ (r) und y (z)
gilt, auf die O anwendbar ist. Beispiele fiir solche Operatoren sind:

Multiplizieren mit x;, oder mit dem Skalar y (r);

Differenzieren nach x,: oder

%
o2 2

der Lapracesche Operator 4 =—+...+ 5, .
x3 ox:

Ist A eine lineare Transformation der g, d. h. des (xy, ..., x,)-
Raumes, so bezeichne A, den durch

Agp(Ar)=g@(r), d.h. A49(x) =@(471y) fir beliebiges ¢(z) (14)
definierten linearen Operator.
Ist mit ¢ () stets auch A, ¢ (r) Eigenfunktion zu O, d. h. folgt aus

Op(t) =29y (15)

O0A,9(x) =4449(),

so stellt A eine Symmetrie von O dar. Die Gesamtheit der Symmetrien
A von O bildet die Symmetriegruppe & des Operators O; & besteht aus
allen 4 (oder A,), fir die O mit A, vertauschbar ist.

Nun sei A ein A-facher diskreter Eigenwert von O und , (), . .., 9, (x)
ein vollstindiges System zugehoriger voneinander linear unabhingiger
Eigenfunktionen. Fiir jede Symmetrie 4 von O ist dann A, y,(r) als
ebenfalls zu A gehérige Eigenfunktion darstellbar in der Form

stets auch

Aapi(t) = X diy (A) i (2); k=1,...h (16)

1=1
Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 11
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die so fiir alle 4 aus & definierten Matrizen
D (4) = (dx (4))
bilden dann eine Darstellung D der Symmetriegruppe & des OperatorsO.

Geht man von einem anderen System i (x), ..., ¥, (t) aus:
h '
vhi)=Zany: (), =1k (17)
so ist die hierzugehérige Darstellung D’
D = (aik)_l D (d“;) (18)
zu D dquivalent. Sind insbesondere die Funktionen vy, ..., v,, zu-

einander orthogonal, so ist D unitir.

b) Es sei DY eine bestimmt vorgegebene (d.h. nicht nur bis auf
eine Ahnlichkeitstransformation bestimmte) irreduzible Darstellung der
Dimension %, einer Gruppe & von Operatoren A, und 9 (z), ..., 9{ ) (x)
ein System von Funktionen, auf welche die Operatoren A, anwendbar
sind; gilt dabei ,

1
Ay () =X a(A) vl (x), k=1,....h, (19)
i=1
so heiBt die Funktion y{’(x) zur i-ten Zeile von DY gehorig. v (r), ...,
w(’l)( t) sind dann linear unabhingig, und wenn D% unitir ist, auch zu-
einander orthogonal.

Sind DY und D™ zwei irreduzible Darstellungen, so gilt nach (2)
bzw. (9)

M (40 (A)] Ay 9 (1)) = 5 By s W9 (1) (20)
fir beliebige u, %=1, ..., h,; k=1, ..., h.

Notwendig und hinreichend dafiir, daB y}’(x) zur k-ten Zeile von
DY gehort, ist .
M ([d0 (AN] A, 90 (1) =5 v () (21)
Die zu den ubrlgen Zeilen von D" gehérenden w(’) entsprechenden Funk-
tionen u!’(xr) erhidlt man durch '

1
5 V(1) = A (1@ (A7) (1)) (22)
Sind DV, ..., D die simtlichen irreduziblen Darstellungen der
Gruppe ® und @ (z) eine Funktion, auf die alle 4, anwendbar sind, so gilt
¢ ky
pt) == Zol(x)
mit I=1 k=1
1
7 P (2) = lzf([dff’k (A1) A9 @), (23)

wobei @) zur k-ten Zeile von DY gehort.
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4. Drehungsgruppen und ihre Darstellungen.

a) Die n-dimensionale Drehspiegelungsgruppe D, umfaBt alle Drehungen
und Drehspiegelungen (alle reellen orthogonalen Transformationen mit
der Determinante d = 1 bzw. d = — 1) des n-dimensionalen Raumes
D, ist eine gemischtkontinuierliche } (# — 1)n-parametrige Gruppe.
Das Grundgebiet G besteht aus zwei nichtzusammenhingenden Teilen,
entsprechend d =1 und d = — 1. Die Untergruppe der Drehungen
(d = + 1), die n-dimensionale reine Drehungsgruppe D, ist Normalteiler
vom Index [D;:9,] =2 in Dj.

b) » = 2. Die Elemente 4, () von D, werden durch A4, (¢):
%' = xd cosp—ydsing
| 1T ‘
| ¥ =xsinp + ycosg

gegeben; ¢ ist der Drehwinkel. Es ist

Ayp) Ay (p) = 41t + )

daher ist ®; nicht abelsch, die aus allen 4,(p) bestehende D, als ein-
parametrige einfachkontinuierliche Gruppe dagegen abelsch. Eine Klasse
konjugierter Elemente aus D, besteht jeweils aus 4, (¢) und 4, (—¢),
ferner aus allen 4_, (¢).

Die Gewichtsfunktion im HurwITzschen Integral (s. B, c) ist g (¢) = 1:

0<ep<2m d= 41

2n 2n
JFdda= X [Fig)dp= X [F(4p) dip) dy

d=1,-—-1 d=1,—1
fiir jedes feste 4,(p) aus D,

2n 2n
be (A)dA =O/F (A (@) do =0fF (A(p + v) do fir jedes w.

Die simtlichen srreduziblen Darstellungen der reinen zweidimensionalen
Drehgruppe D, sind eindimensional und durch

M (4, (p)) = (e'™%) fir m=0, +£1, +2, ...
gegeben. Die entsprechenden Orthogonalititsrelationen sind die der
Fourier-Entwicklung (s. S. 27).
Ein volles System irreduzibler Darstellungen der zweidimensionalen
Drehspiegelungsgruppe ®; wird gegeben durch
M (44(p)) = (1)  (identische Darstellung)

M (Aa(p)) = (d)
und

em?

W)(Amp)):( . _> 9ﬁ<m><A.A1<¢))=(ef3,f0 )

m=1,2,....

1%



164 Gruppentheorie.

c) n=13. Jede Drehung 4 aus ®; liBt sich zusammensetzen aus
einer Drehung 4 (0, 0, ) um die z-Achse (Drehwinkel y), einer Drehung
A (0, 8, 0) um die x-Achse (Drehwinkel §) und einer weiteren Drehung
A0, 0, ) =4 («, 0, 0) um die z-Achse (Drehwinkel a):

A B,7) =4(x,0,04(0,80)4(0,0,7);

«, B, y sind die sog. drei EULERschen Winkel. Es geniigt daher, die
Matrixelemente der irreduziblen Darstellungen fiir die Drehungen A
(¢, 0, 0) und 4 (0, B, 0) anzugeben: /= 0,1, 2, ...

m (4 («, 0, 0)) = €% §,; r,s=—1,—1l+1, ..., 1—1,1

1 _ VN (—=nt(+s)! f—s)!
;s (4 (0, B, 0)) -zk:(“”k Tfr—R (@ ts Rk (hpr—e)!
/ l —r— r—s
( ,3)2 +s 2k<SiI‘1 ﬂ>2k+

> , 7, s wie oben,

cos
Drehungen um denselben Drehwinkel 6 (s. VB3, S. 103) gehoren
zur gleichen Klasse.

5. Darstellungen und Charaktere der symmetrischen Gruppen.

a) Die »!Permutationen von #»Dingen bilden die symmetrische
Gruppe &, von n Elementen.

Mit (r,7,...7,) bezeichnet man die Permutation der % Elemente
71 ...y, die 7, in 7, , (1=1,...,k—1) und 7, in 7, iberfithrt
(Zyklus). Jede Permutation 148t sich in solche Zyklen zerlegen:

P= (2132::) etwain (14,7, ...7;) (Réx... ) (1...) ..., wenn
j, in 1, 7, in &, ... iibergeht und % im ersten Zyklus, ! in den beiden
ersten Zyklen usw. nicht vorkommt. Zerfillt bei dieser Zerlegung die
Permutation P in A, Zyklen aus je kZiffern (¢ =1, ...,n), so stellt
(A Ag, .., A,) den Typus der Permutation P dar. In einer Permu-
tationsgruppe sind alle und nur die Permutationen mit demselben
Typus- zueinander konjugiert. In der symmetrischen Gruppe €, ent-
spricht daher jeder Zerlegung von # in positive Summanden (partitio
numerorum), d. h. jedem Losungssystem z;,...,2, von z; + 22, + ...
+ n2,=mn mit 2,0 genau eine Klasse von &, und auch genau eine
irreduzible Darstellung von &, (und umgekehrt).

b) Die wichtigsten irreduziblen Darstellungen, die zu den Zerlegungen
v+ n—v)=nund1+1+4+...+1+2+ ... +2=mn gehoren, ge-
winnt man etwa so: Seien %y, ..., %, Variable, welche nur die beiden
Werte + 1 und —1 annehmen kénnen. Ein vollstindiges Orthogonal-
system in dem aus 2" Punkten bestehenden Raum der x; wird durch
die 2" Funktionen
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1;

xl) x2; » xn»

X1 Xg, X3 X3, » Xn—1%n;
Xy Xy .o Xy

gegeben. Multipliziert man jede der ( vi 1)Funktionen der (v —1)-ten
Reihe (v =0,1,..., Z bzw. n—?) mit der Summe der nicht in ihr

auftretenden der Variablen x,, ..., «,, so erhilt man (vi 1> vonein-
ander linear unabhingige Linearkombinationen der Funktionen in der
v-ten Reihe f,,...,f, . ) Man kann dann noch I, = (")—( " )

vt v v—A1
weitere Linearkombinationen dieser Funktionen bestimmen, die unter-
einander und von den f; linear unabhingig sind. Bedeutet Apg (x,,...,%,)
die Funktion, welche aus g durch Permutation der Variablen nach P
hervorgeht, so gilt

L
)

Al’gk (xl’ rey xn) = ‘Elmik(P) 8i (xl’ LR xn)

fiur =1, ...,l,. Die Matrizen (m{)(P))=- 9" (P) bilden die irre-
duzible Darstellung I von &,, die der Zerlegung » + (n—9) = n
entspricht; die Dimension von IR ist [, = (“)—( " )

v v—1
Die zur Zerlegung von » in v Zweien und »— 2 v Einsen gehérige
irreduzible Darstellung ergibt sich, wenn in IR*)} die den ungeraden
Permutationen entsprechenden Matrizen mit — 1 multipliziert werden.

Der Charakter y*)(P) von IR (P) wird fiir » = 0,1, ..., — bzw.

n—1 )
P durch
. w41
(I—2) 1+ )71+ 2% .. (1 + A= 3 y0(P) 2
y=0
gegeben, wenn (4,, ...,4,) der Typus von P ist.
c) Allgemein erhilt man den Charakter y -/ der irreduziblen
Darstellung, welche der Zerlegung p; + up + ... + p, = #n, alle 1; >0,
entspricht, indem man zunichst die Determinante

@l ..m) — det (p/l,fi-l‘ X (yl, ., Yn))

bildet; dabei ist fir v=1,2,... $,(Y,,...,Y,) die Summe aller
moglichen Potenzprodukte y-ter Dimension aus # Variablen Y,, ..., Y,

p,=XYhYE Y iber alle B, + ... + B,=v, fi=0,
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und py=1, p_y=p_,= ... =0. Als symmetrische Funktion der
Y,,..., Y, laBt sich @ - #) nach Potenzen der Potenzsummen
sp=Y"+4 ... + Y* entwickeln; dabei ergibt sich

@(u,...y”) _ - x(l‘l---l‘n)(P) Sftisé—a . ..Sﬁ"

~ sl B B
dber alle P in G, 14 A 12001 . . nh ly!

wenn P den Typus (4,,...,4,) hat.

Neunter Abschnitt.

Differentialgleichungen.

A. Allgemeines iiber Differentialgleichungen.
1. Einteilung der Differentialgleichungen.

Eine Gleichung heiBt eine Differentialgleichung, wenn sie neben
einer oder mehreren unabhingigen oder abhingigen Variablen Differen-
tialquotienten der letzteren nach der bzw. den ersteren enthilt.

Man unterscheidet partielle und gewdhnliche Differentialgleichungen,
je nachdem, ob die Gleichung partielle Differentialquotienten enthilt
oder nicht.

Gewohnliche Differentialgleichungen enthalten daher nur eine un-
abhingige Variable, partielle dagegen zwei oder mehr.

Man klassifiziert die Differentialgleichungen

1. nach der Ordnung n ihres héchsten Differentialquotienten

L
Fradya

an
’ baw

onz
o T oder

usw. ;

2. gelegentlich nach dem Grade p der héchsten Potenz der in ihr
enthaltenen Differentialquotienten, z. B.

(@)

dx )’

wenn die Gleichung rational in y und seinen Ableitungen ist oder auf
algebraischem Wege dazu gemacht werden kann.

Im besonderen heiBt eine Differentialgleichung Zlnear, wenn die
abhingigen Variablen und ihre Ableitungen nur in der ersten Potenz
und nicht miteinander multipliziert auftreten.

Ferner spricht man von homogenen Differentialgleichungen. Diese
Bezeichnung wird in verschiedenem Sinne gebraucht.
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1. Eine Differentialgleichung F (x, y, 2%, 92, ...} =0 wird ho-

. Eine Differentialgleichung NV gy ) =
mogen genannt, wenn F eine ganze rationale homogene Funktion von
day dny

Yo Trr o T ist. So ist z. B.

°dx"+X1dx" 1+ +Xny—0

eine homogene lineare Differentialgleichung. Die X,. .. X, sind beliebige
Funktionen von x.

dy . .
2. Eine Differentialgleichung 1. Ordnung d—i: (x,v) heiBt viel-

fach auch homogen, wenn f(x, y) eine Funktion von —; allein ist, sich

also in der Form schreiben 14Bt:

dy y
dx < x ) ’
In diesem Sinne ist z. B. homogen die Gleichung:

dy
M - dx =N,

in der M(x, y) und N (x, y) homogene Funktionen desselben Grades
von x und y sind.

3. Als ,gleichdimensional’ wird eine (auch zuweilen ,homogen
genannte) Gattung von Differentialgleichungen folgender Art bezeichnet.

Man betrachtet vy als GréBe von » Dimensionen, wo » willkiirlich
. d
ist. x habe die Dimension 1, - die Dimension 7 —1 usw.

Haben dann simtliche Gheder der Gleichung im angegebenen Sinne
die gleiche Dimension, so heiBt sie ,.gleichdimensional’. Z. B.

, dny L dn-
d”+A dxul+ +Any'_‘V

wo V = f(x) oder konstant ist und die 4, Konstanten bedeuten.

2. Losungen von Differentialgleichungen.

Als Lisung einer Differentialgleichung bezeichnet man eine Funktion
der unabhingigen Variablen, welche fiir die abhingige Variable (y) in
die Gleichung eingesetzt, diese identisch in den unabhingigen Variablen
erfillt.

Als Integral bezeichnet man eine Funktion der unabhingigen und
abhingigen Variablen, sowie evtl. willkiirlicher Konstanten, welche
gleich einer willkiirlichen Konstanten gesetzt, bei jedem Wert dieser
Konstanten eine Gleichung liefert, die von Lésungen der Differential-
gleichung befriedigt wird.



168 Differentialgleichungen.

Intermedidres Integral einer Differentialgleichung #-ter Ordnung
heiit eine Funktion der unabhingigen und abhingigen Variablen und
Konstanten, sowie deren Ableitungen bis hochstens zur (n— 1)-ten
Ordnung, welche gleich einer Konstanten gesetzt, eine Differential-
gleichung niederer Ordnung liefert, die von L&sungen der urspriing-
lichen befriedigt wird.

Man nennt eine Differentialgleichung in endlicher Form integrierbar,
wenn sich die Lésung explizit durch elementare Funktionen (algebraische,
Logarithmen, Exponentialfunktionen) und endlich viele Quadraturen,
d. h. bestimmte Integrale, darstellen 14B8t.

a) Gewcéhnliche Differentialgleichungen.

Die wvolistindige oder allgemeine Losung (auch Stammgleichung ge-
nannt) einer gewohnlichen Differentialgleichung #-ter Ordnung enthilt
n willkiirliche Konstanten. Indem man diesen Konstanten spezielle
Werte beilegt, erhdlt man partrkuldre Losungen.

AuBerdem kann eine Differentialgleichung erster Ordnung, falls sie
nicht linear ist, Losungen haben, die sich nicht durch spezielle Wahl
der Konstanten der vollstindigen Losung zu ergeben brauchen. Diese
Losungen heiBlen simngulire Lisungen.

Existiert eine singulire Losung der Differentialgleichung (p(x, v, Zi)
= 0, so muB sie gleichzeitig folgende Bedingungen erfiillen:

og

_ _ op op
=0, 33;—0, 57 T2 “3’;—0,

d
wo p= % bedeutet.

Geometrische Deutung der Lésung. Eine partikulire Losung einer
Differentialgleichung zwischen einer abhingigen y und einer unabhingigen
Variablen x reprisentiert eine Kurve in der x, y-Ebene. Die vollstindige
Losung einer Differentialgleichung #-ter Ordnung reprisentiert eine von
»n Parametern abhingige Kurvenschar. Hat fiir » = 1 diese Kurvenschar
eine Enveloppe, so ist deren Gleichung eine singulire Lisung.

Die einzelne Kurve (partikulire Losung) ist festgelegt durch #
Bedingungen, die zur Bestimmung der » Parameter dienen kénnen
(Anfangs- oder Randbedingungen).

b) Partielle Differentialgleichungen.

Die allgemeine Lisung (Integral) einer partiellen Differentialgleichung
n-ter Ordnung mit $ unabhingigen Variablen ist eine Losung, welche #
willkiirliche Funktionen von p —1 Variablen enthilt. Diese kénnen
gewisse der wunabhingigen Variablen oder auch Kombinationen von
ihnen sein.
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Bei Differentialgleichungen erster Ordnung spielt daneben der Begriff
der vollstindigen Losung eine Rolle. Als solche bezeichnet man eine
Lésung in Form einer Funktion der unabhingigen Variablen, welche p
willkiirliche Konstanten enthilt.

Aus einer vollstindigen Loésung erhilt man die allgemeine Lisung
der Differentialgleichung erster Ordnung wie folgt: Es sei ¢ (x; %,. ..x,,
a; a,. . .a,) eine vollstindige Losung (wo die a; willkiirliche Konstante
seien). Aus dieser p-fachen Schar von Funktionen greift man eine
(p — 1)-fache heraus, indem man z. B. a, =9 (a, a,...a,_;) setzt und
berechnet hieraus und aus den Gleichungen

6q>_L3<p 319_ ,
o0 " Gy Ba 0 =122

die a; als Funktionen der x; und setzt diese Ausdriicke in ¢ ein. Dann
entsteht eine Funktion, welche die Differentialgleichung befriedigt und
von der willkiirlichen Funktion & von p —1 Variablen abhingt, also
die allgemeine Losung.

Um die singuldre Lésung aus der vollstindigen zu erhalten, berechne

. . 0 . " .
man aus den Gleichungen % = 0 die GrdBen 4; als Funktionen der x;
1
und setze sie in ¢ ein. Wenn die so entstehende Funktion Losung der
Differentialgleichung ist, so ist sie die singulire Lésung.

Geometrische Deutung der Losung einer Gleichung erster Ordnung.
Sind nur zwei unabhingige (¥ und y) und eine abhingige (») Variable
vorhanden, so koénnen den Ld&sungen im xywu-Raum geometrische
Deutungen gegeben werden.

1. Das wvollstindige Integral reprasentiert ein zweifach unendliches
Flachensystem von der Form:

p(x, y,u,a,b0)=0
mit den beiden willkiirlichen Parametern a und b.
2. Dadurch, dal man den einen Parameter zu einer willkiirlichen
Funktion des anderen macht und aus den drei Gleichungen
p(x,y,u,a,b =0 I
b="1%(a) |
op | 99 4,
da T a5 (@) =0 J
a eliminiert, also aus dem vollstindigen Integral das allgemeine Integral
ableitet, wihlt man aus dem zweiparametrigen Flichensystem eine
Flachenschar aus und bestimmt deren Enveloppe.

Es bedeutet dann das allgemeine Integral die Enveloppe dieser
Flachenschar.

3. Das singulire Integral bedeutet die gemeinsame Enveloppe aller
in dem vollstindigen Integral enthaltenen Flichen.
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3. Lineare Probleme.

Ein bestimmies Problem wird im AnschluB an eine vorgegebene
Differentialgleichung erst dadurch charakterisiert, daB der Losung der
Differentialgleichung bestimmte Bedingungen auferlegt werden. Ist z. B.
die Ldsung nur in einem gewissen Variablenbereich (,,Grundgebiet')
gesucht, so kann man ihr auf dem Rande dieses Grundgebiets gewisse
Bedingungen vorschreiben (Randbedingungen). Handelt es sich um
Vorgabe von Bedingungen fiir die Losung lings einer Anfangsmannig-
faltigkeit, so spricht man von Anfangsbedingungen. Andere hiufig auf-
tretende Forderungen sind z. B. Periodizitit, Normierbarkeit, Regulari-
tit, Beschrinktheit (Endlichkeit) u. a.

Das Problem heiBt linear, wenn die zugehérige Differentialgleichung
linear ist. Lost mit # auch % - « (k¢ = beliebige Konstante) das Problem,
so heiBt es ein khomogenes, andernfalls ein inhomogenes.

Ein homogenes Problem heiBt ein Eigenwertproblem, wenn in der
Differentialgleichung linear ein Parameter auftritt, der so zu bestimmen
ist, daB das Problem eine nichttriviale Lésung besitzt (,,trivial*“ heiBt
u=0). Ein so bestimmter Wert des Parameters heiBt ein Eigenwert,
die zugehérige Losung eine Eigenlisung oder Eigenfunktion. Gehéren
zum gleichen Eigenwert 7 linear unabhingige Eigenfunktionen, so heiBt
der Eigenwert (r — 1)-fach entartet.

B. Gewohnliche Differentialgleichungen.
1. Differentialgleichungen erster Ordnung.

Die Differentialgleichung erster Ordnung hat die allgemeine Form
d
F <x, Y, d_z> = 0.

a) Auf gegeniiberstehender Seite sind einige leicht 16sbare Typen
zusammengestellt.

b) Riccatische Differentialgleichung. Die spezielle RiccaTische Diffe-
rentialgleichung lautet:

|
. dy v i
‘ 1. Form: a2 + by* =cx - (a, b, , s sind Konstante.

) 2. Form: x%—ay—l—byz:cxs a=+0.)

Durch #*= X, y=XY geht die 2. Form in die 1.Form mit

s ..
r=--—2 iiber.
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i 2 3 4 5
Typ Gleichung Loésung -_E
=
Separierbarer T
a| oo Plohmay=hwar | [0 dy=[h@dxr+C —
f (0 (B)
b | Lincare Gleichung ¢ p + ¥/ (¥) + /2 (#) = 0 | y=e V' *(C - [fel ¥ as) | —
y=vx
o op=12 v
Homogene Gleichung| % Inx + / / =
c
()0 , o
yo_ -
2 L=1p Inx = c+/p_f ?
1. = -
p=10) /f
Die unabhangige S ) fi—“d T
d Variable fehlt 2. y = f(p) / ? +C ?
vy, p) =0 e —— |
3. Parameterdarstellung /‘ ' (u .
y=1), p=g B
1. Umformen in
®(x 25— Fana) |~
Die abhingige % dy =0. (Fall d).

e Variable fehlt e o —

pxp) =0 2. ¢> F(x ’ y=[F(x)dx+C —
3 x=F@  y=[pFpap+c | P
d
(x+1' () 5o = 0;
also entweder iP—-: | —
dx

f CLAIRAUTSChe y = xp + 1 (p) y=Cx+f(C) (1)

Gleichung mit C = p = constans
oder x+f(@p)=0 (2
(Singuldre Lésung) = En- P
veloppe der Geraden (1)
dy
Evklirung: 1. Es bedeutet stets p = 73;.

2. Einige Resultate sind in Parameterdarstellung angegeben; der unter Um-
standen noch zu eliminierende Parameter (v, p) ist in Spalte 5 genannt.

3. In Spalte 3 stehen jeweils die wichtigsten Normalformen, auf die die
Gleichungen des in Spalte 2 genannten Typs sich reduzieren lassen.
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Die Gleichungen sind nur in folgenden Fillen in endlicher Form
integrierbar:

Fall1: » = 0 bzw. s = 2a ergibt Fall d (S.171).
4k 2a

Fall 2: r = SEET i

k=1,2,... bzw. s = h=0, +1,..

a) Ist A= S—Z—sz—a > 0, so fithren die » Transformationen:

(2l—1)n+a xn 2ln+a P

Yor—1= 77 + 0 Yo =" T =01, ...

die Gleichung der Form 2 mit y = y, iber in
xyp— (@ +hs)y, + byi=cx’, wenn k gerade ist,
xyy,—(a+hs)y,+cyi =>4, wenn h ungerade ist.

Diese Gleichungen fallen dann unter Fall 1.
s—2a . an
B) Ist b =-- .~ <0, so fithrt y = Yo auf a.

Die spezielle Riccatische Differentialgleichung ist ein Sonderfall
der Gleichung:

j% =P+ Qy+ Ry? (allgemeine RiccaTische Gleichung),

wo P, Q, R Funktionen von x sind.
Ist ein partikulires Integral y, = f,(x) bekannt, so kann das voll-
stindige durch Integrationen erhalten werden. Man setzt
1
y=%-+ >
und erhalt
dv "
7, T(@+2Ry)v=—R (Lésung vgl. b, S.171).

Ist noch ein zweites partikulires Integral bekannt, so kann das
vollstindige Integral durch eine einzige Integration erhalten werden.
Man setzt

1
Yo=Y+ o YT uw

1

y=nT B
und erhilt:

/‘Rdx
4]

Ist noch ein drittes partikulires Integral y; bekannt, so kann das
vollstindige Integral y ohne Integration gefunden werden aus

w=1+C-e

(y— 1) (72 —j_l!!), _

(¥ — ¥2) (¥s— 1) -
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3. Héufig fiihrt die LEGENDREsche oder duale Transformation zum
Ziel. Man fiihrt eine neue abhiingige Verinderliche Y ein:

Y= px—y——Z x—vy, also dY =pdx+ xdp—dy=xdp.

Ferner fithrt man p als neue unabhingige Verinderliche ein:

dl

X=p=2
dann wird _dY_dY_P
x*Tip_ ax ’

dann kann man die Gleichung F (x, v, d%) = 0 {berfiithren in die Form
F(P,PX—Y,X)=

Ist das Integral dieser Gleichung bekannt, so kann das der urspriing-
lichen durch eine algebraische Elimination gefunden werden.
Ist z. B. ein Integral der neuen Gleichung:

f(X,Y)=0,
dann gilt __df 8f | af 4y _ ot af
0=, x=sxtsvax—sx T %%y
und Py f
—yoy=(Y— P) ng+X

Elimination von X und Y aus diesen drei Glelchungen ergibt ein Integral
{(Gleichung zwischen x und y).

2. Lineare Differentialgleichungen.
Allgemeines,

Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung hat die allgemeine
Form:

dan dn—ly
od,,i+X1W-1-+-..+X"y=¢<0)y=V, (1)

wo die X; und V Funktionen von x allein sind.
Die symbolische Schreibweise @ (D) y bedeutet folgendes: Schreibt
man

X

dy aty 2
ix=Dy =Dy

/ ydx=D"ly  usw.
so ist @ (D) y als Polynom in D aufzufassen
D@ D)y=(XD'+X; D"~ '+...+ X, ,'D+X,)y

Der Wert dieser Schreibweise liegt darin, daB man diesen Ausdruck
unter Umstinden wie einen algebraischen behandeln darf (vgl. S.175).
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Als Beispiel fiir die Schreibweise sei die TAvyLoRrsche Formel symbolisch
hingeschrieben:

i =0 0 44 B

ht D2
= (1450 + 57 o )i =01 ().
Der Differentialausdruck:

an (X, dn-1(X,y f—

Hor) D 4 ) Xy e
heiBt der zu @ (D) y ,,adjungierte’* Differentialausdruck. Ist er identisch
mit @ (D) y, so heiBt @ (D) y selbstadjungiert.

Folgende Eigenschaften sind allen linearen Differentialgleichungen
gemeinsam:

1. Ist y, eine beliebige partikulire Losung der Gleichung @(D) y = V
und setzt man y = y; + Y, so folgt:

(D) Y =o0. 3)

Die vollstindige Losung der homogenen Gleichung (2) zu ¥, hinzu-
gefiigt ergibt die vollstindige Losung der inhomogenen Gleichung (1).

2. Ist Y, eine Lésung der homogenen Gleichung @ (D) Y = 0, so ist
auch Y = C, Y, eine Losung.

Sind Y,, Y,...Y, Losungen der homogenen Gleichung, so ist auch
jede lineare Kombination derselben eine Lésung. Die allgemeine Losung
ergibt sich als lineare Kombination von # unabhdngigen Losungen.

3. Ist Y, eine Lésung von @ (D) Y = 0 und substituiert man den
Ansatz y = Y, z in die Gleichung @ (D) y =V, so erhdlt man fiir z
eine Differentialgleichung, deren Ordnung um eine Einheit niedriger ist
als die der urspriinglichen Differentialgleichung.

a) Allgemeine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

OD)y=22 4+ 4, %224 4 4,y="V(x) (inhom. Gleichung) (4)
bzw. = 0 (homogene Gleichung). (4a)

Man bildet die ,,charakteristische Gleichung*‘:
a'+ A @ Ayat i 4. .+ A, =0=D(a) (5)

und 16st dieselbe nach a auf. Sind ihre » Wurzeln gleich «, 8, , ...,
und stimmen keine zwei dieser Zahlen iiberein, so ist (wenn A4, B, ...
beliebige Konstanten bedeuten):

yoer“x+Béﬂx+... (6)
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung @ (D) y = 0.
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Sind aber zwei Wurzeln, z. B. « und §, gleich, dann heiBt die all-
gemeine Losung der homogenen Gleichung:
Vo= (A'+ B' x)e**+Ce"* ... (7)

Sind r Wurzeln gleich «, dann heiBt die allgemeine Losung der
homogenen Gleichung:

Yo=(A"+B x+C'x2+... 4+ R ¥ Yer*+... (8)

Ist nun f,(x) ein beliebiges partthulires Integral der inhomogenen
Gleichung @ (D) y =V, so ist ihre vollstindige Losung (vgl. 2a):

y = fo(%) + . )

Verschiedene Fille, in denen die Bestimmung eines
partikuldren Integrals fy(x) leicht moglich ist.

1. Ist V in der Differentialgleichung
oD)y=V,

eine ganze rationale Funktion von x, so erhilt man fy(x) in folgender

symbolischer Form: ]

f(®) =@y V- (10)
Das bedeutet: Man entwickle den Ausdruck
1 B . 1
& (D) [ dav | | dn—1 TN T (Dr 4 A, Dr 14 4 A
(—M+Al-d~;_~l +...+An> ‘

nach steigenden Potenzen von D, als sei dieses Operationszeichen eine
algebraische Grofe. Ist hierbei die niedrigste wirklich auftretende
Potenz von D die k-te und die hochste Potenz von x in V die m-te,
so beginnt die Entwicklung von TE—E—DT mit 7;7; und braucht nicht iiber
D™ hinausgefithrt zu werden, weil alle héheren Differentialquotienten
als D™V verschwinden.

2. Ist V eine Exponentialfunktion von x oder enthilt V' eine Ex-
ponentialfunktion als Faktor

VeerX, |

wo X ganz und rational sei, so wird die gesuchte partikulire Lésung
1 1 a x —_—pax 7_71__ 4
) =gmr V=007 " X=" G51aq X

3. V enthdlt esnen Sinus oder Kosinus als Faktor.

} V=Xcos(mx+ «)
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Setzt man ]
ylszsin(mx+a),
so wird
. 1 . . 1
_ i(mx Y . pi(mx+ a)
yFHin =gy Xe" T = g X
so daB nur noch der Ausdruck
1 -
D (D + im)

zu berechnen ist.

4. V enthilt eine Potenz von x als Faktor.

V=x"X

1 )X

m _ m_1__ - ,,i.,,
Y=g VX ="y X +mx l(w ® (D)

mm—1) az 1 -
T 2(‘@’2‘W>A+-~

Die Entwicklung wird bis zum (m + 1)-ten Gliede fortgesetzt.

5. Ein besonderer Fall einer linearen Differentialgleichung #-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist die Gleichung

. __d”. . |

T =f(x)-“ (11)

n aufeinanderfolgende Integrationen ergeben als allgemeine Losung:
y=/[...[f{(®) @x)"+Bx"~' 4+ Bya"~t ...+ B, ,x+B,, (12

wo die B, beliebige Konstanten sind. Diese Losung lautet einfacher:
1 n—1 -1
y=(7:~1)~!—/f(t)(x——~t) dt+ By x*~'+...+B,. (13)
0

b) Allgemeine lineare Differentialgleichung mit veridnderlichen
Koeffizienten.
dny , dn—1y dy .
~d?—f—)xlm—}—. -'+X;;—1W+Xny: V(x) (1nhom. Gl) (14)

bzw. =0 (homog. GlL). (14a)

X;, ..., X, und V sind Funktionen von x allein.
Sind ¥y, ¥, ..., ¥, partikulire Lésungen von @ (D) y = 0, so ist
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
y:Alyl+A2y2+"'+Anynr (15)
wenn die Losungen yy, ¥y, ..., ¥, linear unabhingig voneinander sind

(ein Fundamentalsystem bilden).
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Die Bedingung, daB diese Unabhingigkeit besteht, ist das Nicht-
verschwinden der WRoNsKischen Determinante:

dn—1ly, dn—ly, ar =1y,

dxn—1  dan—1 """ gan—1

an—2y, drn—2y, an —2yy,

dxn—2  dan—2 " dxn—2

A= (16)

4N 373 dyn
dx dx dx
yl y2 yn~

Das allgemeine Integral der ¢mhomogenen Gleichung @ (D) y =V
berechnet sich dann zu:

y= 3 e+ [ L as). )
r=1

Hierbei bedeutet 4, den zu tf;;nl;y . gehorigen Minor in 4 (vgl. S.92).

Die an dieser und anderen Stellen (vgl. z. B. S. 183) auftretende Form
der Losung einer inhomogenen Differentialgleichung fithrt uns auf eine
allgemeinere Methode. Wir suchen eine Ldsung von der Form:

+ o
y(0) =/ G(x § V(&) d§. (18)

Die in dieser Gleichung auftretende Funktion G(x, &) bezeichnet
man als ,,GREENsche Funktion’ des gegebenen Differentialausdrucks.
Damit die Gleichung (18) wirklich eine Losung der Differentialgleichung
ist, muB die Greensche Funktion folgende Eigenschaften haben: Die
Funktion G(x, &) erfiillt als Funktion von x betrachtet die homogene
Gleichung, mit Ausnahme des Punktes x = £. In diesem Punkt bleibt
die Funktion samt ihren Ableitungen bis zur (# — 2)-ten Ordnung stetig,
die (» — 1)-te Ableitung springt aber hier um den Betrag 1.

Die allgemeine Loésung bekommt man durch Hinzufiigung einer
linearen Kombination der # linear unabhingigen Lésungen der homo-
genen Gleichung.

Handelt es sich um einen selbstadjungierten Differentialausdruck
(vgl. S. 174), so ist die GREENsche Funktion symmetrisch in x und &, also:

G(x, 8 =G #).

Im Fall einer Gleichung zweiter Ordnung ist das durch eine Trans-
formation der gesuchten Funktion y in:

2= yef X,dx
immer zu erreichen.
Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 12
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3. Besondere Formen von Differentialgleichungen.

an
a) =)

Diese Gleichung ist nur fir » =1 und # = 2 durch Quadratur 16sbar
(fiir » =1 vgl. S. 171, Beispiel d).

Fiir n =2 ergibt Multiplikation mit 22—1 und Integration:
dy\?
() =2/p0dy+4
und daraus (vgl. S. 171, Falld)
dy
= [ ===t =+ B,
¥ /1/2./'w(y)dy+A +
b,) Jede Gleichung der Form:

dry dn—ly)
| T =F(ga

ist durch Quadratur integrierbar., Man setzt:

an—1y dz
Tt =% g =T
und erhilt iz
Auflésung dieser Gleichung nach z ergibt das intermediire Integral:
dan—1 y

=@+ C) ==,
Zur Loésung dieser Gleichung vgl. Fall 5, S. 176.

by) Zur Losung der Gleichung von der Form

dry o (dn-2y
dxn (d xn ~-2>
setzt man: -2y
= daxn-2
und erhilt
d?z
a5 =F (2) .
Die Losung hiervon ist nach a) (s.0.)
dz
= e —————— B
g Y2/ F(z)dz+ 4 +
Die Auflésung nach z = f(x) = %}i—: ergibt durch Integration die

endgiiltige Losung (vgl. S.176, Fall 5).

¢) Erniedrigung der Ordnung. Eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung, in der eine der Verinderlichen nicht explizit auftritt, kann
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durch Substitution in eine Differentialgleichung erster Ordnung ver-
wandelt werden:

dy ddy
1. "’/’(y:dx, dxg):Ol ES fehlt X.

Man setzt: 2 —-— $ un a%y =9 3—7; und betrachtet p als Funktion

dx"‘
von y. Dann erhalt man die Gleichung erster Ordnung:

d
w(mﬁ,?ﬁ)=0,
mit der Lésung ¢ (y) = d , daher x:/my + 4.

2, iw (x Zﬁ%}) —o. 1 Es fehlt v.

Setzt man 7 = u —d—y~ =j§ und betrachtet p als Funktion

von x, so erhalt man die Glelchung erster Ordnung:

w(x, p,%) =0.

d) Gleichdimensionale Differentialgleichungen (vgl. S.167). Ist [bei
Betrachtung von y (ebenso wie x) als GréBe von der ersten Dimension]
die Differentialgleichung gleichdimensional, so setzt man:

y=2xz und x=¢";

’

wegen
ad 1
' dx ~ «x
wird dann
dy dty da?z az\ _,
d19+z 7?‘('4’52 'dﬂ)e :

Bei Ausfithrung der Substitution zeigt sich, daB die neue unabhingige
Variable & nicht explizit in der Gleichung vorkommt. Die gleich-
dimensionale Gleichung 148t also wie unter c) eine Erniedrigung der
Ordnung zu. Dasselbe gilt, wenn die vorgelegte Differentialgleichung
gleichdimensional ist bei Betrachtung von y als GréBe der m-ten Dimen-
sion. In diesem Fall setzt man

y=2ax"z, x = e?,
also y =zem?
d d
nnd dz (df‘} + mz) gm-198
d? d? d
ﬂ%:{a—,%—{— (2m—1)ﬁfz}—}—m(m——1)z}e""“2)’9 usw.

12%
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e) Exakte Differentialgleichungen. Eine exakte Differentialgleichung
ist eine Gleichung von der Form

__ g fdry an-ly dy
sz(m- dan-1 " dx Y x) =0,

wenn F dx das exakte (vollstindige) Differential einer Funktion U ist,
-1

wobei U eine Funktion von %%

ein intermediires Integral. Eventuell 148t sich F d x durch Multiplikation

o . . dn—1ly dy

mit einer Funktion von Tl dx

an—1 dx

tial machen. (Infegrierender Faktor.)

bis ¥ und «x ist. U = const ist dann

, ¥ und ¥ zum exakten Differen-

4. Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.

a) Die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist:

& ay o
X2+ X, 9=V, (1)

wo die X;, X, V Funktionen von x oder konstant sind.

Ist y, eine Losung der zu (1) gehérigen homogenen Gleichung (V = 0),
so lautet die vollstindige Losung der inhomogenen Gleichung (1):

dx - [Xdx dx| - )X dx Xyd x
y:C1YO+C2yo/y_ge +yof—y§{e S [yoVef dx}. (2)

b) Kann man fiir die homogene Gleichung keine Ldsung erhalten,
so kann man setzen:

1
y:v.e ?‘ledx’ (Sa)

ferner
1 dX,

I:X2-———? dx

— X (3b)

Dann hat man statt der urspriinglichen Gleichung die Beziehung:

d?v
d x?

+Iy=V-et/ Xz 4)

und sucht diese nach a) zu lésen. I heiBt die Invariante der Koeffizienten
der Differentialgleichung.

c) Man kann sich demnach auf die Behandlung der Normalform

%+I'o:0 (5)

an Stelle der homogenen Gleichung zu (1) beschrinken. Fiihrt man
die Gleichung

ay dy
aa T X1, Xy =0
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durch iréendeine Substitution y = zf(x) tiber in
dx2+X d L v X,z=0, (6)

so hat, nachdem das Glied mit 72 durch die Substitution z =w-e~3%./ Xidx
weggeschafft ist, diese Gleichung ebenfalls die Normalform

dz
Fr s Tw =0,

wo I dieselbe Funktion von X;, X, ist, wie von X] und X}, (daher ihre
Bezeichnung als Invariante). Haben umgekehrt zwei Gleichungen (wie
die fiir y, X;, X, und 2, X}, Xj) dieselbe Normalform, so kénnen sie
ineinander transformiert werden.

Spezialfall: Ist I = aa™, so ist eine Ldsung:
]/ m+2
2o T2
w = ]/me1+ <m+2 )

woZ ; eine Zylinderfunktion der Ordnung - + 5 bedeutet (s. S.671.).
m¥a

Insbesondere ergibt sich fiir m = —4

w=2A. cos]/ +B. sml/

d) Integration durch Anderung der unabhingigen Variablen. Fiihrt
man in der urspriinglichen Gleichung ein:

2= [e S Xdrgy,
an Stelle von x, so verschwindet der Koeffizient des durch einfache

Substitution von z auftretenden Gliedes mit ‘il%’ und man erhilt die

Gleichung:
a2 dz \?
7 (42) 4 x,y =0,

Setzt man x,

dz\?
(W
so lautet die Differentialgleichung

—d‘zT +7@z)y=o0.
Fiir f(z) = a - 2" vgl. obigen Spezialfall.

f(2) =

e) Die Variation der Konstantenl. Ist y; =/, (x) eine Losung der homo-
genen Gleichung
d2
e +X1 a ~ + X,y=0,

1 Spezialfall von 2b) S. 176.
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so ergibt sich als weitere Losung

3’2——3’1/ _/de G, (7)

wo G eine beliebige Konstante ist. Die vollstindige Lésung der homo-
genen Gleichung wird dann

y=Ciy+ C9,. (8)

Um die Lésung der inhomogenen Gleichung zu finden, werden die
GroBen C; und C, jetzt nicht mehr als Konstanten, sondern als Funk-
tionen von x betrachtet, die so zu bestimmen sind, daB die inhomogene
Gleichung erfiillt wird. Diese Methode wird als ,,Variation der Kon-
stanten‘ bezeichnet.

Die Form der Lésung ist fiir die homogene und fiir die inhomogene
Gleichung dieselbe. Der Unterschied liegt darin, daB die Konstanten,
die in der Losung der homogenen Gleichung auftreten, in der Losung der
inhomogenen Gleichung als Funktionen der unabhingigen Variablen
erscheinen.

Dabei hat man eine Relation zwischen C, und C, frei.

Man fordert, daB3

dC acC
N dxl‘f‘sz;:O 9)

ist und erhilt aus

Yy=0C%~+Coy,=Cif,(x) + Cyfa(x)
durch Differentiation

dy'ZC dyl +C dy,

2 dx
d fV J’x a*y, aC, dCy dy,
=Cga toun t 5 T T
. Cl e . dy diy . ..
Die Substitution dieser Werte von =, und 55 in die inhomogene

Gleichung ergibt
daC, dy, dCy dy,

dz dx T ax dz =V

Daraus folgt

C2=E+%/Vyle-/‘xld’dx (10)
C1=F—é/Vyze-/'X"”‘dx

wo E und F willkiirliche Konstanten und G eine von der Wahl von ¥,
und y, abhingende Konstante ist (s. oben).

Das vollstindige Integral der inhomogenen Gleichung

XA Xy =V
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ist schlieBlich
§
y=Efy() +Ff(5) + ¢ / V(@) 1O (01,6 —h (D FE14E, (1)

wobei f, und f, partikulire Integrale der homogenen Gleichung sind.
Der Faktor von V im Integral stellt die Einwirkung dar, die von
der Stelle & auf die Stelle x ausgeiibt wird. Man bezeichnet ihn als
GreENsche Funktion (vgl. S.177).
Ein Spezialfall zu e) ist im Anhang, 8 behandelt.

f) Integration durch Reihenentwicklung. Die Differentialgleichung
zweiter Ordnung sei, evtl. durch Entwicklung, auf die Form gebracht:

d d

i@t ot e )+ et bt (12
+y(cotar—+..)=dy+dx+dyx+...

Man macht jetzt den Ansatz:

y:ao—}—o(lx-}-azxz—{—... ('13)

Die Aufgabe ist dann, die Koeffizienten o, dieser Entwicklung zu be-
stimmen. Durch Einsetzen des Ansatzes fiir y, sowie der daraus formal
gebildeten Ableitungen:

d
eyt 20 xF3ag

und 2

a’;—=2a2+2'3<x3x+3~4a4x2+...

in die Differentialgleichung findet man, da die resultierende Gleichung
in x identisch erfiillt sein muB (Koeffizientenvergleichung), das folgende
Gleichungssystem fiir die o;:

0(000+O(1b0+ 2a2ao=do
0o €1+ og (by + Co) + g (241 + 2B) + g+ 23 @g = d; usw.

oder allgemein:

St —1)a,_iyo+ib, i1+ ]=4d, - (14)
i=0
Die Auflésung ist sukzessive mdglich, wenn 4, = 0 ist. Jede Gleichung
enthilt eine Unbekannte a; mehr als die vorhergehenden und liefert
daher unmittelbar deren Wert, wenn alle «, fiir 2 <¢ bekannt sind.
Man sieht sofort, daB zwei « beliebig angenommen werden konnen,
z.B. ay und «;; dann liefert die erste Gleichung «,, die zweite ag usw.
(vgl. S. 63). Um eine Losung ¥, der inhomogenen Gleichung zu finden,
kann man z. B. «; = «; = 0 setzen. Sind alle d; = 0 und setzt man
oy = 1, &, = 0, so erhilt man eine Lsung y, der homogenen Gleichung,
ebenso eine zweite Losung v, fir d;, =0, a4y =0, oy = 1.
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Die allgemeine Losung ist dann y, + Ay, + By, mit beliebigem
A und B.

Es bleibt natiirlich zu untersuchen, ob die gefundene Entwicklung
konvergiert. Eventuell wiederholt man das Verfahren, indem man in
einem anderen Punkt entwickelt (Substitution: " = x — x,). An singu-
liren Stellen der Differentialgleichung macht man Losungsansitze der
Form:

2 (g Foyx+...)

oder
Flnx(egt+oyx+...),

wo 7 passend zu wihlen ist.
Analog verfihrt man bei Differentialgleichungen héherer Ordnung.

Nach diesem Verfahren findet man z. B. folgende Losungen praktisch
wichtiger Differentialgleichungen (vgl. auch die Zusammenstellung von
Eigenldsungen S. 200).

1. Gausssche Differentialgleichung:
a3 d
A1 —2) g+ Iy — @+ A+ 1217z —afy=0.
Losung:
y=AF (&, B,7, %) + B&*""F(a+1—y, B+1—y, 2—, %)
F («, B, y, x) bedeutet hierin die hypergeometrische Rethe:

af a(e+1)B(B+1) a(e+1)(e+2)B(B+1)(B+2)
T+ T 2w+ 1-2:3y(y+1)(y+2) At

x
?
A und B sind willkiirliche Konstanten.

x4

2. LEcenDREsche Differentialgleichung: (» ist eine ganzzahlige
Konstante):
o By dy
(M—2)5—2x 7 +nr+1)y=0.
Lésung: y=AP,(x)+ BQ, (x).
P, bzw. Q, bedeuten Kugelfunktionen 1. bzw. 2. Art (s. S. 60f.).
3. Bessersche Differentialgleichung (# ist eine Konstante):

X

d? d
2 d;; + x?y? + (22 —n?y=0.
Losung: y=AI,(x)+ BN, ().
1, bzw. N, bedeuten Zylinderfunktionen 1. und 2. Art (s. S.67{.)
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5. Systeme von Differentialgleichungen (simultane
Differentialgleichungen).

Sind die Gleichungen, nach den Differentialquotienten aufgelést,
von erster Ordnung, und kommt neben den # abhingigen Variablen y
der #» Gleichungen nur eine unabhingige Variable x vor, so hat das System

die Form:
ay,

ax —h(® Y e oo ¥)

ay,

dx _f2(x) y1; yg,...,yn) (1)
dyn

2 = Fu(% Y10 Va0 V)

Jedes System von # Differentialgleichungen mit # abhingigen
Variabeln einer unabhingigen Variabeln kann auf diese Form gebracht

. . . d?
werden. Kommt nimlich z. B. auch die 2. Ableitung vor, z. B. d:; ,
so fiihrt man eine neue abhingige Variable y, , ; ein durch die weitere

dy,

. d? d
Gleichung —~> =y, , ; und ersetzt %L qurch £22t1

dx Tdx
man beim Auftreten héherer Ableitungen.
Die vollstindigen Losungen stellen ein System von '» Gleichungen

dar von der Form:
Q% Y Y oo Y G Cyy .., C)=0 (1=1,2,...,7) (2)

wo die C; willkiirliche Konstanten sind. AuBerdem kénnen singulire
Loésungen bestehen.

Die Differentialgleichungen konnen auch in der Form geschrieben
werden:

Analog verfihrt

iy _ X, l
dx X
dy, __)& ‘ (3)
i — x USW.
wo X, X, usw. Funktionen von x, v;, ¥,, ..., ¥, sind, also

ax _dn _ 4% — 4o (3"
X =X, == 3
Ferner kénnen die Loésungen auch in der Form geschrieben werden:

Pi(% 0 Yo oY) =G
gjz (x’ Y15 Yas o+ 4 yn) = CZ usw., (4)
wo die ¥;voneinander unabhingig sind (d. h. ihre Funktionaldeterminante
nicht verschwindet).
Jede Funktion II (¥;, ¥,, ... ¥,) ist, konstant gesetzt, gleichfalls
eine Losung, und es besteht dann die Gleichung:

oIl oI eI
X'B_?+de_y1+X2d—m+“':0' (5)
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a) Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten,

Die Zahl der Gleichungen sei gleich der Zahl der abhéngigen Variablen.
Hat man nur zwei abhingige Variable x und y und eine unabhingige
Variable ¢, so lautet das System in der symbolischen Schreibweise

on S.173:
‘ ) A(D)x+¢(D)y=T; | 6
f2(D) x4 @2 (D) y =T, |
T, und T, sind Funktionen von ¢ allein.

Berechnet man nun A,, 4, ..., 4, als Wurzeln der Gleichung
(W) L(A) —@ () () =0, ?)
so ist die vollstindige Losung
x=A eMt + Ageht ..+ A, e P(Y) | (8)

y = Byeh' + Byeh' ...+ B, et 4+ Q) |
worin die A; willkiirliche Konstanten sind.
Die B, folgen aus den Relationen

Aih (&) + Bigpy (A) = 0.
P (t) ist dabei ein partikulires Integral der Gleichung
{92 (D) 4 (D) — @1 (D) f5 (D)} x = g2 (D) Ty — @y (D) T
Q () ist ein partikulires Integral der Gleichung
92 (D) /(D) — @1 (D) £, (D)} y = f,(D) Ty—f,(D) Ty.
Sind zwei 4, z. B. 4, und 4,, komplex und konjugiert, also
Ah=a+1p, Ay=a—1f,
so heiBt der entsprechende Teil von x
e*! (L, cos Bt + LysinB¢),
e*! (M, cos Bt + M,sin fit).

Die Relation zwischen den L und M findet man am besten durch Ein-
setzen in die Differentialgleichung.
Sind zwei A gleich, z. B. 4, und A,, so heiBt der entsprechende Teil

von x el‘t(A“}—Alt),
et (B + B'Y).
Dabei gelten die Relationen:

A'f1(1)+B’<P1(/1)=0,dfm ol
ALD) +Bed) + a0 4 B Y =0,
Fiihrt man entsprechend S. 185 neue Variable y; ein, so kommt man
zu dem allgemeinen Fall:

und von ¥y

der von y
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b) System homogener linearer Differentialgleichungen erster Ordnung l.

ay
7}}=5113’1+012y2+-~+01n3’n

a
73%£2021y1+022y2+"‘+02”y” 9

dyn
dx =Cn1y1+cn2y2+"‘+cnnyn

Die c;, seien Konstanten. Man setzt y;, = a, €%, y, = a, e** usw.
Dann erhilt man A als Wurzel der Gleichung

chi—A Cpp e O ‘
L) = Co1, Cogp—A. .. Cay —o. (10)
Cut» Cua cee Cyp— A
Thre #» Wurzeln seien 4,, 45, ..., 4,. Dann wird

Yy, =R ay eh* + hyay, e .. h,ay, e
Yo =hy g €MF + hyag eMF . b, a,, M

Yn = hl Any bJ.Ix + h2 an2ez.x + e + hn Apn el,,x

wo die % willkiirliche Konstanten sind. Die a;, sind die Lésungen des
Gleichungssystems:

(11)

(en—Ak) @i+ Cr2a94 eI ey g =0
Co1 81 & A+ (Coa—Ak) @+ . . .+ Cpp =0 (12)
Cu1 A1 T+ Calas + i (Cun—Ar) 4y =0

Die Losung ist nur dann vollstandig, d. h. man erhilt » linear unabhingige
Systeme von Funktionen nur dann, wenn alle A; verschieden sind. Treten
m-fache Wurzeln auf, so erhilt man die noch fehlenden Lésungen durch

den Ansatz:
yi=(a;+ b;x 4+ ...+ f; x") h*,

6. Totale Differentialgleichungen (PFAFFsche Gleichungen).

Eine totale Differentialgleichung in drei Verinderlichen, homogen
und linear in den Differentialen, hat die Form

| Pdx+Qdy+Rdz=0 (1)
o . bowei dy )
In tensorieller Schreibweise lautet (9): % = ZY und der Losungsvektor

h = ), *€*%, wobei A aus dem Eigenwertproblem T §) = A1 bestimmt wird. Das
ist der Sinn der Gleichungen (10).
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worin P, Q, R Funktionen von x, ¥, z sind. Durch diese Gleichung
wird jedem Punkte des Raumes ein Flichenelement zugeordnet?.

a) Die Beziehung

= (3 =) o3 —37) +R(E—22) 0.
die sog. ,Integrabilititsbedingung'’, ist notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz einer Lésung von der Form

D(x, 9,2 =C. (3)
Geometrisch bedeutet die Lésung eine Flichenschar. Eine Gleichung,

die die Integrabilititsbedingung erfiillt, heiBt auch eine ,,eigentliche*
totale Differentialgleichung.

b) Ist K+ 0, so bildet man eine willkiirliche Beziehung

und ihr Differential Y (%92 =

S axtgray+Slaz=o.

Bestimmt man aus diesen zwei Gleichungen z und 4z als Funktion
von %, y, dx, dy und setzt man die Werte fiir z und dz in die totale
Differentialgleichung ein, so erhilt man aus ihr eine Gleichung der Form

Mdx+ Ndy=o0, (4)

wo M und N Funktionen von x und ¥ sind. Das Integral dieser

Gleichung sei
¢ (x 9)=C.

Dann besteht die Lisung der urspriinglichen Gleichung aus den beiden
simultanen Gleichungen
p(x y,2)=0 |
—c | (5)
gy =C |
Die Lésung bedeutet also gewisse Kurvenscharen auf beliebigen Flichen.
Derartige Gleichungen, fiir die K == 0 ist, heiBen auch ,,uneigentliche**
totale Differentialgleichungen.
c) Im Falle K = 0 wird die Losung 9 (x, y, z) = const folgender-
maBen gefunden. Man bildet die Hilfsgleichung
Pdx+ Qdy=0
mit z als Konstante und sucht ihr Integral # (x, y, 2) = # = const, also

ou ou

dann bestimmt sich ein ,,integrierender’* Faktor A durch

1 0u 1 ou

Z—Pax 55}

1 FaBt man P, , R zu einem Vektor R zusammen, so heiBt die Differentialglei-
chung (R -dt) = 0; die Integrabilitatsbedingung nimmt die Form an: (R-rot R)=
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welcher die Gleichung

A(Pdx+ Qdy+ Rdz) =0
auf die Form bringt: du+ Sdz=0,

worin ou
AR — 57 = S
4
bedeutet. Fiihrt man schlieBlich in S statt x, y, z die Variablen %, u, z
mit Hilfe von # (x, vy, 2) = # ein

S(x, 9,2 = S(x, u, 2),
so wird in dieser neuen Form S von x unabhingig. Das vollstindige
Integral ¢ (#, 2z) = const der Gleichung

du+ Sdz=0

gibt dann eine vollstindige Lésung der urspriinglichen Differential-
gleichung, wenn man in y (%, z) noch » durch u (x, y, z) ersetzt:

y(u, 2) = D (x, v, 2) = const.

Statt des oben bestimmten Wertes 4 ist auch A+ F (®) ein integrierender
Faktor, wo F eine willkiirliche Funktion der Lésung @ bedeutet. Die
Integrabilitit, d. h. die Existenz eines integrierenden Faktors hat die
geometrische Bedeutung, daB, wenn man x, y, z als Koordinaten im
Raum auffaBt, man von einem gegebenen Punkt aus, lings solcher
Kurvenstiicke, die Losung der Differentialgleichung sind, nicht jeden
Punkt seiner Umgebung erreichen kann.

Fir mehr als drei Variabeln gelten analoge Aussagen im Mehr-

dimensionalen; fiir nur zwei Variabeln existiert immer ein integrierender
Faktor.

C. Partielle Differentialgleichungen.

Im folgenden sind stets #, v abhingige, x, ¥ unabhingige Verinder-
liche. Ferner ist

ou ou
p:a—;:ux, q:ay:uy
Y =1, S=1u,, t=u

Yy

l. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung.
a) In den Ableitungen lineare Gleichungen.
Im Falle zweier unabhingiger Variablen lautet die Gleichung
P(x,y, u)p+ Q%3 u)g=R(x,y,u). (1)
Man bildet das System gewohnlicher Differentialgleichungen (vgl. S. 185)

dx dy du
PTO=R (2
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(,.charakteristisches System'‘), fir das man zwei voneinander unab-
hingige Integrale

e y,u)=a und y(xyu=> 3)
bestimmt. Dann ist

f(@, ) =0 (f = beliebige Funktion)

eine Losung der Differentialgleichung, die alle Lésungen mit Ausnahme
der singuldren enthilt.
Das Verfahren 148t sich auf mehr als zwei unabhingige Variable
iibertragen.
b) Wichtige besondere Fille.

1. Fall: w (p,q) =0 oder g=7f(p).

Die Variablen treten nicht explizit auf.
Das vollstindige Integral ist

u=ax+by+c, wo (@ b=0 oder b=f(a)
w=ax+yf(a)+e.
2. Fall: 4 (%, p,9) = 0.

Die unabhingigen Variablen treten nicht explizit auf.
Man setzt # =u (x + ay) = (§). Es wird dann

also

_du@é_du _dug_ du
P=Gras—arr 9T aroy —“ar
das fiihrt auf y <u, 31—;, a%) = 0, also auf eine gewchnliche Differential-
gleichung. Es wird
du
e = wa),
also du
x+ay+b:-/w—’—a):F(u, a).

3. Fall: ¢ (%, ) =9 (¥, ¢). (Separation der Variabeln.)
Man setzt beide Seiten gleich einer Konstanten ¢ und erhilt

p="%(xa), g=73(y 4.
Die Integrale dieser beiden Gleichungen
# = f, (%, a) + einer von x unabhingigen GriBe
# = f, (v, @) + einer von y unabhingigen GroSe
sind enthalten in
u="r(x a)+f(y a) +0,
der vollstindigen Losung der urspriinglichen Gleichung.
4. Fall: wu=px+qy+o(p 9.
Die vollstindige Lésung dieser Gleichung ist
wu=ax+by+¢@a,hb).
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2. Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
die in den 2. Ablestungen linear sind.

a) Normalform der Gleichung mit zwei unabhingigen Verédnderlichen.
Es sei die reelle Differentialgleichung vorgelegt

R(x, y)7+25(x 9)s+ T(x, y)t=V(x, ¥, p, 9, u). M
Je nachdem, ob an einer Stelle x, ¥ die Determinante
R S|
Az]sr >0,=0,<0 ()

ist, heit die Differentialgleichung dort von elliptischem bzw. parabo-
lischem bzw. hyperbolischem Typ.

Die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

R(j—i)z—zs%y—-{—T:o, 3)

X

die sich in zwei lineare Differentialgleichungen aufspalten liBt, hat
zwei einparametrige Kurvenscharen in der x, y-Ebene zur Lésung:

hix,y)=a
a3 —b. @

Fir 4 <0 sind diese Kurven reell (,,Charakieristiken'), fir A >0
komplex. Fiir 4 = 0 fallen beide Scharen zusammen.

Fiihrt man die Parameter 2 und b als neue Variable ein, so geht (1)
tiber in ‘
Uap = F(a, b: U, Uy, ub) . (S)

Diese Gleichung ist reell im hyperbolischen Fall (1. Normalform). Sie
kann durch die Substitution

a=E+m, b=E—n
ﬁbergefu/hrt werden in die ebenfalls fiir 4 < 0 reelle (2. Normalform,:
tee— Uy, =F (&, m, u, ug, u,). (6)
Im elliptischen Falle (4 > 0) erhélt man aus (5) durch die Substitution

a=&t+in, b=&t—iy
die reelle Normalform

Uee + gy =F(§ 1, 4, ug, u,). v
Im parabolischen Falle (4 = 0) wird endlich a=b. Man setzt
a=0b=¢&, 7= beliebige Funktion von x, y.
Dann wird die Normalform

e =F (&, n, u, ug, u,). (8)
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b) Methode der Separation der Variablen.

Zur Zuriickfithrung linearer homogener partieller Differential-
gleichungen in zwei oder mehr unabhingigen Variablen (x;, %,, . .., %,)
auf gewohnliche Differentialgleichungen erweist sich oft der Ansatz als
geeignet

w=f(x) fa(xa) "o fu (%) (1)
In vielen Fillen ist es auch erforderlich, von den Variablen x; zunichst
zu einem anderen Variablensystem x; = x; (%;, %,, . .., %,) iiberzugehen,

und in diesen Variablen den Ansatz (1) zu versuchen. Durch lineare
Kombination der Partikularlésungen der Form (1) findet man dann die
vollstindige Losung.

Dies Verfahren fiihrt zum Ziele, wenn es moglich ist, die Differential-
gleichung durch Einsetzen von (1) auf die Form zu bringen (z. B. durch
Division mit f, f5...f,):

2 / d
@1<x1, Zi‘l , ‘;;;) +(D2(x2, gy e, %y, d—i";, ) =0, (2)
d. h. auf eine solche, daB die Gleichung in zwei Summanden zerféllt,
von denen der eine @, die eine unabhingige Variable, z. B. x, allein
enthilt, wihrend im anderen x, nicht vorkommt. Da diese Gleichung
fiir beliebige Werte von x, gelten soll, muB @, gleich einer Konstanten sein.

Wir setzen daher @, = const = — @,. Die erste Gleichung ist eine
gewdhnliche Differentialgleichung, die zweite sucht man analog wie die
urspriingliche weiter zu zerlegen.

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung (vgl. unten 8, b)

0?u 1 Ou 1 0%u
NI TR T

Wir setzen # = P (g) @(p) Z(2) und setzen ein:

—}-%%—}—2214:0.

P"-cD-Z+%-(D-Z—}-é(b”-P-Z-i—PcDZ”+/12P<DZ=0
oder
P’/ Pl 1 ¢// ZI’
*§+0—P+35+7+12=0.
Es wird also:

27’————/32, Z =ekiks
%’I:—mz, D = e='me
74 P/ —_ —
P?+9P—Z—:——k2+/l2=o, P=2,(oy#—F) (vl S.67),
also

u=etikrzma z (, 1/12-__7{2)’

wo %k und m beliebige Konstanten sind.
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Weitere partikulire Losungen sind auch Ausdriicke der Form:

aa:, Ou / uy (R)dk usw.

Mit Hilfe dieser Methode findet man z. B. Lsungen von folgenden
Differentialgleichungen:

1. Grundgleichung der Funktionentheorie (LAPLACEsche Gleichung):

AV = 0 in der Ebenel.

“ oV
a) ¥, = %, X,=7Y; AV = ax2+ay?_0'

Partikulire Losung: V, = et *(r=i»

Vo=1(a,% + ap) (byy + by)

bzw. V=Hx+1y)+fo(x—1iy).
*v . 10V 102V
b) X1 =0, Xpg=¢@; AV = 3@2 + = 9 30 + _2_59;, = 0.

Partikulire Lésung: V, = gt%ei*e
Vo=a; + aylnpg.

2. Grundgleichung der Potentialtheorie:

A V = O im Raume

oV otV N
a) [=2x, Xg=1Y, Xg=72; AV—-W—}—M,—{—E,—:U.

Partikulire Losung: V,;,, = eF*+v+ma wo k2L 12 4L m2=0.
2 2
Partikulire Losung?: V,,, = et i*k:£ma 7 (jk g)
Vom = (12 + ap) g™ e**"®
Vio = €= (byp + by) Zy ik 0)
Voo = (412 + ay) (b1 + by) (¢ + ¢, Ing).
C) Hy=7, Xy=¢, X=70;
2 (757) s 29 (09 55) + rg g =
1 Die in;omogene Gleichung AV = a wird gelést durch V = V, 4 V,, wo
AV, =0, AV,=a bei z. B. V, = g-x’ oder %y’ oder a.Tr’.
% Z, bedeutet eine Zylinderfunktion m-ter Ordnung (vgl. S. 67).

b) x,=p, %=¢, x3=2;, AV = ag*+

Madelung, Math, Hilfsmittel. 3. Autl. 13
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Partikulire Losung?l2:
V, = (@7 +ar-+t)Y, (9, ¢)
bzw. V,;, = (a3 7" + agr— "+ V) ek P * (cos ).

3. Gleichung eindimensionaler Diffusions- und Wirmeleitvorginge
(y = Zeit):

av__ov
W*“ay

kt
ihg
Vk_ei1 * 4y

Vo=a,%+ a,.

4. Eindimensionale Wellengleichung (y = Zeit, 1/a = Fortpflanzungs-
geschwindigkeit):

vV 202V

W:a W (Vgl '18.).

Vi=eEt28) baw, V=f(x+ay)+fy(x—ay)
Vo= (a1 %+ ay) (b + by).

5. Gleichung der eindimensionalen gedimpften Welle:

av ., oV _ o |
axnt T %9, = Vg

a iky a? R
“’é"‘iTi"V’Z“k

Vk=3 .
Vo= 1(ay+ a¢7%%) (byy + b).

6. Gleichung der Wirmeleitung in drei Dimensionen:

BV av eV av.

) /7
Tt ot A =gy — et @+t (@rtBytyn)Va

Va, B,v

7. Gleichung stehender Wellen (Schwingungsgleichung) in der Ebene:

AV + 22V =o0.

a) X =%, X3=21; AV_}_AZV:%%;_}_%_*_le:O

Vie = et AV R = B iy YR+ (1-a?) 2

1 Y, bedeutet eine Kugelfunktion #-ter Ordnung (vgl. S. 64).
2 P,* bedeutet eine zugeordnete Kugelfunktion (vgl. S. 67).
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VM:ei"”“""'“”/m (bzw. = e+ i *+19) wo m2 4 2 = 13)
Vm:eﬂ:kx+iyl/m
Voo = (0 %+ ay) €47
b) %, =9, x=¢
Vi=¢*"Z,(Ao)
Vo= (a9 + a5) Z, (Ag).

8. Schwingungsgleichung im Raume:

|4V +22v =o.

a) X=X, Xg=1Y, X3=2;

Vip=eEstivtma  wo J2=k2 4 24 m?

b) x;=0, x=¢@, =z
Vkmze:bi(kz+m¢)2m (Q‘/}ﬁ_kz}

C) =71, Xp=¢, H=7,;

v, =V’; Zur i (AN Y, (9, 9) (vel. 2).

D. Lineare Probleme.
1. Allgemeines.

a) Homogene und inhomogene Probleme.

Ist L (..) ein linearer Differentialoperator, so moge die vorgelegte
Gleichung lauten

Lu)+rou="V(x, %y, ..., %), (1)

wo A ein Parameter ist und ¢ und V vorgegebene Funktionen sind.

Die Randbedingungen heiBen homogen, wenn fiir V = 0 das zu-
gehorige Problem homogen ist (vgl. S.170). In allen anderen Fillen
heiBen sie inhomogen. Ein inhomogenes Problem liegt also vor, 1. wenn
V =0 und die Randbedingungen inhomogen sind, 2. wenn V nicht
verschwindet und die Randbedingungen beliebig (homogen oder in-
homogen) sind. Die inhomogenen Probleme der verschiedenen Typen
lassen sich oft ineinander {tiberfiihren.

Besonders wichtige Typen homogener Randbedingungen sind solche,
bei denen gefordert wird, daB3 # = 0 (# bedeutet: # am Rande des Grund-
gebietes), oder daB erste oder héhere Ableitungen von # auf dem Rande

1 Vgl. Vorbemerkung zu C, S. 189.
13%
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verschwinden, oder daB Linearkombinationen von # und seinen Ab-
leitungen auf dem Rande verschwinden.
Die wichtigsten inhomogenen Fille liegen vor, wenn solche Aus-
driicke als Funktionen f; des Ortes auf dem Rande vorgegeben sind.
Jedem inhomogenen Problem kann eindeutig ein homogenes Problem
zugeordnet werden, nimlich V =0, f,=0.

b) Alternativsatz

(vgl. S. 80f., lineare Gleichungen und S. 209, Integralgleichungen).

Ein inhomogenes Problem besitzt entweder eine und nur eine Lésung,
wenn das zugehdrige homogene Problem nur die triviale Losung #» = 0
hat. Oder aber das homogene Problem besitzt eine oder mehrere nicht-
triviale Losungen (EigenlGsungen), dann ist das inhomogene nur bedingt
l6sbar. Im Falle einer inhomogenen Gleichung mit homogenen Rand-
bedingungen ist die Lésbarkeitsbedingung

f. ./V(xi,xz,. X)) B (g, Xy X)) AN Ay dx,=0,1=1,2,...,7, (2)
(G)

wobei #%; (¢ =1, 2,...7) alle Losungen der homogenen Gleichung fiir die
gleichen Randbedingungen bedeutet. Solche EigenlGsungen existieren
i. a. nur fiir bestimmte Werte von A (Eigenwerte A=A2, mit n=1,2,3...).
Die Bestimmung der Losung des homogenen Problems ist daher un-
zertrennlich mit dem Aufsuchen der Eigenwerte verkniipft.

c) Allgemeine Methodik.

Um die Behandlung eines Problems vorzubereiten, ist oft eine ge-
eignete Transformation der unabhingigen Variablen (Koordinatenwahl)
erforderlich. Allgemeine Regeln hierfiir lassen sich nicht angeben. Zum
Ziele fithren hiufig die beiden Gesichtspunkte:

1. Die Differentialgleichung separierbar zu machen.

2. Auf dem Rande des Grundgebietes eine unabhingige Variable
konstant werden zu lassen, d. h. den Rand als Koordinatenfliche zu
wihlen.

d) Greensche Formel.
Es sei
Lwuy=Au,,+2Bu,,+Cuyy+Du,+Eu,+Fu (3)

ein linearer Differentialausdruck, dessen Koeffizienten gegebene Funk-
tionen von x, y seien. Der adjungierte Ausdruck lautet:

M(v) = (Av), 2+ 2(B2)sy + (Ct)y, — (Dv),— (Ev), + Fov.  (4)

Ferner sei ein Grundgebiet G in der x, y-Ebene gegeben mit der Rand-
kurve I', s sei die Bogenlinge auf I', » die Normale auf I" nach innen.
Wir definieren eine Richtung »’ (,,Konormale) durch
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A cos(n, x) + Bcos(n, y) =Pcos(n', %) |
Bcos(n, x) + Ccos(n, y) =Pcos(#,y) |
woraus man P bestimmt mit Hilfe von
cos?(n', x) + cos?(n’, ¥) =1.
Ferner definieren wir auf dem Rande I' die ,,adjungierte Funktion':
Q=(4,+ B,—D)cos(n, x) + (B, + C,—E) cos(n, y), (6)

die fiir selbstadjungierte Differentialausdriicke verschwindet. Dann gilt
die GREENsche Formel:

[ [toLw)—uM(w)axay =/{P(u§,%_v—§:,> + qu}ds. )
G r

Die Formel laBt sich leicht auf mehr als zwei unabhingige Variable
verallgemeinern. An Stelle der Gleichungen (1) bis (5) treten dann
die folgenden:

L (u) =X XAty + X Biu, + Fu (4= 4y) (3"

ik
M) =X (44 )s,0,— X (Bi ), + Fv. (4')
ik i
X A cos(n, x) = Pcos(n', ;) (5"
k
Q= -E cos (7, xk)[‘;‘_-: (Ailz)xi'—Bk} (6)

S J10Le) —uM()] dndzy. . dx, = l
= [ J{p(wiw —van) +Quojas| 7)

(@S = Oberflichenelement der Begrenzung I' des Grundgebietes G).

2. Homogene Probleme zweiter Ordnung.
a) Eindimensionaler Fall.
Es sei die Differentialgleichung vorgelegt
L(u) +Au=0. (1)

Ist L(u) ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung, so kann man
ihn stets selbstadjungiert machen (vgl. S.174). Die Gleichung nimmt
dann die etwas allgemeinere Gestalt an:

L) +Ae(x)u=0, Lu)=(Pu)—Qu. (2)
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Ein zu (2) gehériges homogenes Problem mit endlichem Grundgebiet G
und in G und auf dem Rande von G reguliren Koeffizientenfunktionen
besitzt stets eine abzihlbar unendliche Menge diskreter Eigenwerte

M, g, ... mit Eigenfunktionen u,, u,, .. ., die ein vollstdndiges Orthogonal-
system bilden, das wir stets als auf 1 normiert annehmen kénnen:
/Q“i“kdx:aik- 3)

Daher 14Bt sich jede den Randbedingungen des Problems geniigende
Funktion nach den Eigenfunktionen entwickeln (vgl. S. 23).

Das Problem heiBt ein STURM-L10UVILLEsches, wenn auBer den bisher
gemachten Voraussetzungen folgende Randbedingungen befriedigt werden
sollen (Grundgebiet a = x = b):

1. u(@) =0 und #(b) =0, oder
2. w'(a)=0 und #'(b)==0, oder
3. aruf@) =u'(a) und —B-u(d)=u"(d) (x>0, >0).

Hierbei sollen auch P und g positiv sein im Grundgebiet. Bei den so
formulierten Problemen sind alle Eigenwerte einfach (nichtentartet)
und positiv.

Wird das Grundgebiet unendlich grofi oder haben die Koeffizienten
der Differentialgleichung auf dem Rande des Grundgebietes Singulari-
tdten, so koénnen auBer diskreten (Punkispekiren) auch kontinuierliche
Verteilungen der Eigenwerte (Streckenspekiren) auftreten (z. B. bei
dem SCHRODINGERschen Problem, Anhang, 13 u. 14).

Zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen empfiehlt
sich oft die folgende Methode. Man setzt an

u=g(*) (), (4)

wobei man die Funktion @(x) so zu bestimmen sucht, daB F(x) ein
Polynom oder eine ganze Transzendente (fiir #—> )

Flr)=1+ox+aya?+...+a,s" )

mit konstanten «; wird (Polynommethode). Die Funktion ¢(x) muB
also insbesondere das Verhalten von # in der Umgebung seiner Singu-
larititen richtig wiedergeben. Verschwinden von « fiir x = 4- oo erreicht
man oft durch geeignete Exponentialfaktoren. Einsetzen von (4) in (1)
gibt eine Differentialgleichung fiir F(x), in die man dann mit dem
Ansatz (5) eingeht. Erhilt man auf diese Weise eine zweigliedrige
Rekursionsformel fir die «;, so fiihrt das Verfahren unmittelbar zum
Ziele. Man erhilt ein Polynom #-ten Grades durch die Forderung
&, +1=0; diese Forderung dient (fiir jeden Wert von #) als Bestimmungs-
gleichung fir den betreffenden Eigenwert A =1,. Erhilt man eine
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mehrgliedrige Rekursion, so hat man im Falle eines Polynoms #-ten
Grades ein lineares Gleichungssystem mit den » Unbekannten «; auf-
zuldsen.
Beispiel:
w' 4+ (1—su+Au=0. (6)

Randbedingungen: % =0 fiir x = 4 o©.
Die Randbedingungen legen den Ansatz nahe

plx) = =77,

Er erfilllt asymptotisch fiir groBe |x| die Differentialgleichung, wenn
B = 1/2 gewihlt wird. Damit wird

F'"—2xF' +AF =0.
Hierin den Ausdruck (5) eingesetzt, ergibt als Faktor von jedem x:

(42 6+ oy g—2i0 4+ A =0 (G=01,2...n)
oder
21—
%2 =TIy ) (7)

Aus a, ., =0 folgt 2n = A, fiir den n-ten Eigenwert mit #=0,1, 2, ...
Die Eigenfunktionen kénnen aus (7) abgelesen werden. Es sind die
HErMITEschen Orthogonalfunktionen (vgl. S. 59)

P2

u,=e 2 H,(x).

b) Mehrdimensionaler Fall.

Die Gleichung (1) kann auch dann noch stets in selbstadjungierte
Form gebracht werden, wenn

L(M) =22Aikux;xk+2 Bi“z;"" Cu
ik i

mit zweimal differenzierbaren Koeffizientenfunktionen A4;,, B;, C. Die
Gleichung besitzt dann die Form

Lu)+Aou=0
mit

X (4ig)e, = B;.

k

Die Eigenfunktionen bilden ebenfalls ein vollstindiges Orthogonal-
system:

ff.é./g(xl, Koy o Xy) Ui Uy, A Xy A Xy, . A%, = 0.
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3. Randwertprobleme elliptischer Gleichungen.
a) Inhomogene Gleichung mit homogenen Randbedingungen.
L) +iou=1V. '

Man bestimme zunichst die Eigenfunktionen u, und Eigenwerte 4, des
homogenen Problems V' = 0 mit denselben Randbedingungen. Sie bilden
ein vollstindiges Orthogonalsystem, wenn der Ausdruck L (u) selbst-
adjungiert ist. Man setzt die Losung der inhomogenen Gleichung als
Reihenentwicklung nach diesem Orthogonalsystem an:
u=cu,
1

und bestimmt die Koeffizienten ¢, Dies kann z. B. geschehen, indem
man V/p auch nach dem Orthogonalsystem {,;} entwickelt:

V=Xkow, hk=[Vudrdx,. ..dx,.
!

Dann gilt wegen

-l\-‘CzQ A—A)w=V
die Beziehung

J— kl
C = 1’_12 .
Das Verfahren versagt, wenn A ein Eigenwert ist; vgl. hierzu Alter-
nativsatz (S. 196).

b) Homogene Gleichung mit inhomogenen Randbedingungen. Man
unterscheidet folgende Standardaufgaben:
1. Randwertaufgabe: Auf dem Rande des Gebietes sei u — u = f

eine vorgegebene Funktion.

2. Randwertaufgabe: Es sei %Z = f auf dem Rande vorgegeben.

3. Randwertaufgabe: Die Linearkombination au + f % = f sei auf
dem Rande vorgegeben.

Methode der GrReENschen Funktion. Zur Losung der 1. Randwert-
aufgabe fiir die Gleichung

L) +Au=u,,-+ Uyy+ath,+bu, +(c+A)u=0

benutzen wir die GREENsche Formel (S.196). Fiir v wihlen wir eine
»GREENsche Funktion', die durch folgende Eigenschaft definiert ist:
Sie besitzt an der Stelle x = &, y = im Innern des Gebiets eine
logarithmische Singularitit, und zwar wird dort

v(%, 9, & m) =—Iny(x—&)2 + (y—n)? + reguldre Glieder.
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Sie geniigt an jeder anderen Stelle der Differentialgleichung M (v) = 0.
Sie gentigt schlieBlich der homogenen Randbedingung v = 0. Eine solche
Funktion existiert stets (HiLBERT). Die Losung lautet dann:

2 (£, 7 9§ds< LI )

Das Verfahren 148t sich auch auf mehr als zwei unabhingige Variable
verallgemeinern. Statt der logarithmischen Singularitit besitzt die
Greensche Funktion dann einen Pol (# — 2)-ter Ordnung (# > 2) an
der Stelle (&, &,.. .., &)

Reduktion auf Integralgleichungen. Wir erliutern die Methode an
der Potentialgleichung
Au:uxx+“yy+“zz:0' (1)

Es sei F eine geschlossene, einfach zusammenhingende Fliche. ,Auf-
punkt’ P heiBt der Punkt, in welchem # gesucht ist; Q (,, Quellpunkt®)
sei ein Punkt auf F. Oberflichenelement von F in Q: dF, Nahert
sich P dem Punkte Q von auBen, so geht % — (%p),, von innen, so geht
U — (MQ),' .

Lautet die Randbedingung

o (ug); + B(wg)a=1(Q) (1. Randwertaufgabe), (2)

so verteilen wir eine Doppelbelegung vom Momente p(Q) (vgl. S.121)
auf F, d. h. wir setzen an:

u(P) = / ong (0] 1 (@dF

PQ

Legen wir speziell P> Q' auf F, so wird 3)

u(Q) = ()i —2mu(Q") = (ug)a+ 27u (Q'), 4
so daB entsteht

HO) =27 @—B u(@) + a+ﬁ/an (re )@ 0 65
Das ist eine Integralgleichung 2. Art fiir das Moment u(Q):
S = g(0) =(Q) —A[K(Q', Qu(Q) dF,
F

mit dem unsymmetrischen Kern

o (1 __atp
K(Q', Q) = Manq(qq) und  A=—2E8 (6)
A = —1 (B = 0) ist kein Eigenwert; d. h. im Innenraum hat die 1. Rand-

wertaufgabe stets eine eindeutige Losung. A = + 1 (« = 0) ist Eigen-
wert des Kerns; eine Losung im AuBenraum besteht daher nur unter
einschrinkenden Bedingungen.
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Analog erhilt man bei der Randbedingung

ou ou
Q
a(ﬂq)z+ﬂ ( on

mit dem Losungsansatz

) =£(Q) (2. Randwertaufgabe) (7)

(etnfache Belegung der Fliche F) die Integralgleichung

HQ) = —2m(a—B) 0(Q) + ( +ﬁ)/—3% (e Je@are )
oder ’
— sy =e(@) = 0(@) —2[K(Q. 0 0(Q)dF,
wobei ’
i=2Ef (10)
und K derselbe Kern wie in (6) ist mit vertauschten Argumenten. Auch
hier ist A = — 1(x = 0) kein Eigenwert, d. h. im AuBenraum hat die

2. Randwertaufgabe stets eine Losung; A = + 1(f = 0) ist Eigenwert,
also besteht im Innenraum nur unter einschrinkenden Bedingungen
eine Losung (//(Q) dFy = 0).

F

Die 3. Randwertaufgabe 148t sich mit Hilfe einer Linearkombination
der Ansitze (3) und (8) behandeln.

Fir die 2weidimensionale LAPLACEsche Gleichung
Au=u,,+u,,=0

gilt das entsprechende, nur hat man in (3) und (8) statt —:; (NEWTON-
sches Potential) In 7 (logarithmisches Potential) einzufiihren, und den
Faktor 2z iiberall durch 7 zu ersetzen. Der Ausdrucka‘i— (Inrpg) dsg

(wobei s die Bogenlinge auf der Randkurve ist) kann geometrisch ge-

deutet werden als der Gesichtswinkel, unter dem ds von P aus gesehen
erscheint.

Zwei wichtige Spezialfille (Poissonsche Integralformeln):

l. Au = 0 in der Ebene; auf dem Kreis » = R soll (R, ¢) = F (¢)
werden, Losung:

R2——y2
u(r, ¢) = 27 fF R* — 27 Rcos (p— @) + * ad.
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2. Au =0 im Raume; auf der Kugel » = R soll « (R, ¢, ) = F (p,9)
werden. Lésung:

n2n
R2 — 2

R .
u(r, @, 9) = -Gf/F(qs, 6) (=3 Reory TrpnSin 040 d®,
00

wobei

cosy = cos @ cos ¥ + sin @ sin J cos (P — ¢)
ist.

4. Anfangswertprobleme hyperbolischer Gleichungen.
Ry +2Styy+ Tu,y=V(x, v, u, 4, u,). (1)

Léngs einer Kurve x = x(t), ¥y = ¥(r) in der x, y-Ebene, die jede
Charakteristik von (1) nur einmal trifft! (Parameter 7, etwa die Bogen-
linge; %g =u' usw.) seien vorgegeben:

u(t) =F(x) und %% =G(t) (, Anfangsstreifen’). (2)
Man berechnet der Reihe nach die simtlichen ersten und héheren Ab-
leitungen von # nach x und y im Streifen wie folgt:

1. Ableitungen:
u,x +u,y =F'

ou

——gy Y - F
T T g T g T
Aus diesen Gleichungen kénnen u#, = p(r) und #, = ¢(r) bestimmt
werden, da die Determinante = 1 ist.

2. Ableitungen:

’

p
ql
4

uxxxl +u’xyy’
= Upy X'+t Y
=4, R +u,,254+u,,T.

Hieraus findet man u,, =7(t), u,, = s(r), #,, = t(r), wenn die De-
terminante

%y 0
A=|0 x ¥ |=Tx2—2Sx"y + Ry
R 2S T|

nicht verschwindet!. Fiir 4 + 0 lassen sich auch die hoheren Ableitungen
durch Fortsetzen des Verfahrens sukzessive bestimmen, z. B. erhilt man

die 3. Ableitungen aus den entsprechenden Gleichungen fiir 7, s’, ¢,
V., oder V,. Es tritt dann immer wieder dieselbe Determinante A auf.

1 Insbesondere darf also z. B. die Anfangskurve nicht geschlossen sein, eine
Charakteristik beriihren oder selbst Charakteristik sein.
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Aus der Kenntnis simtlicher Ableitungen lings des Anfangsstreifens
folgt die Mdoglichkeit, die Losung # in Form einer TAYLOR-Entwicklung
aufzubauen,

Riemannsche Integrationsmethode. Die Differentialgleichung sei auf
die Normalform gebracht
L(uy=u,,+ au, + bu, + cu =0;

sie hat dann die Charakteristiken x = constans, y = constans. Es
sei I' die Anfangskurve, die jede Charakteristik nur esnmal trifft in dem
Gebiet, in dem die Losung gesucht wird. Sie ist also insbesondere keine

. 0 . 0
geschlossene Kurve. Lings I" seien # und ‘a: ( und damit auch 671:’) vor-

gegeben. Um u (£, ) zu finden, ziehe man durch den Punkt Q (&, %)
die Charakteristiken 3 = 7 und x = £, die I" in 4 und B treffen mégen.
Ferner suche man eine GREENsche Funktion G (x, y; &, n) derart, daB

1. sie in x, y {iberall im Gebiet 4 BQ und auf seinen Rindern der
adjungierten Differentialgleichung M (G) = 0 geniigt,

2. aufy = nwirdG, —bG = 0,

3. aufx = {wirdG, —aG =0,

4. G (&, n; & 1) =1 wird.
Dann gewinnt man die Losung von L (#) = 0 durch Anwendung der
GRreENschen Formel auf den Bereich 4 BQ und partielle Integration
lings der Wege AQ und BQ:

B

ue,m) =+ G+ w6l + [[3 (nge—65%)—
A
—(acos (n, %) + beos(n, y)) uG] ds.

Damit ist # durch die Werte von » und %l, auf I' ausgedriickt.
Sind speziell a=>b=c=0, so kann man G (x, y; & n) = 1 wihlen.

E. Storungsprobleme.
. Eindimensionale gestérte Probleme.
Vorgelegt sei die Differentialgleichung
L(u)+Aou=0, (1)

und irgendwelche homogene Randbedingungen, fiir die man ein voll-
stindiges System von Eigenfunktionen #; zu den Eigenwerten A; kennt
{(vgl. S.198) mit den Orthogonalititsrelationen

fguiukdxzéik. (2)
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Wir betrachten (1) als ,,ungestories Ausgangsproblem’ und fragen danach,
welche Anderungen an den Eigenwerten und Eigenfunktionen vor-
zunehmen sind, wenn wir zu dem gestorten Problem iibergehen:

L) +Aou=c-s(x u, 3)

mit den gleichen Randbedingungen wie bei (1). s(x) heiBt die Stérungs-
funktion. & soll eine sehr kleine Zahl sein (Stdrungsparameter), von der
wir héhere Potenzen in erster Ndherung vernachlissigen diirfen.

Die Ausgangslésung wird auch als ,nullte” Niherung bezeichnet;
eine Losung, in der alle Potenzen von ¢ bis mit ¢” berticksichtigt sind,
heiBt ,m-te Niherung®. Wir beschrinken uns im folgenden auf die erste
Niherung.

a) Einfache Eigenwerte.

Wir setzen
A=A+el, wu=u+ev,. 4)
Dann wird in erster Ndherung
L(v,-)—l—l,-v,—=(s—lg)u;, (5)
und dies inhomogene Problem zur Bestimmung von v; ist nur 16sbar, wenn
[(s—lo)utdx=o0, (6)
d. h. wegen (2):
l= f suldx. (7)
Die gestérte Funktion findet man durch den Ansatz
vi=2’01‘k’uk. (8)
3
Durch Einsetzen in (5) und Anwendung der Operation f ;.. .dx.
Es wird:
_ ' [ sujuidx
]
Man kann an Stelle von (4) auch sofort den Ansatz setzen
}»=).,‘+Sl, u=)_‘(5ik+e-c,«k)uk. (41)
k
Dann wird
%cik(li—lk)gukz(s—lg)ui. (5,)

Anwendung der Operation / w;...dx ergibt:
Cff (2.,——].1) = fuis u,-dx—lé,-i,

also flir 1 =7
l=[sutdx (7"
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und sonst

_ Sujsuidx
T k—4

r [ ursuidx

c d. h, u= U; + & Ai—Aix " (91)

ij

b) Mehrfache Eigenwerte.

Die zum Eigenwert A; gehorigen » Eigenfunktionen seien ul®
(x=1,2,...,m). Wir setzen an
A=A +el, u=2Xcy4e v, (10)
Es wird dann
L{v)+Adov,=Xc* (s—1, o) ul®). (11)
-

Es miissen also die Gleichungen gelten:
> / (s—Lo) ™ u*dx =0, (12)

oder, wenn die %’ von Anfang an als zueinander orthogonal und normiert
gewihlt werden, was stets mdglich ist:

‘:’j c(a’) (Sf'all o) - li 6«', a") =0 ’ (1 3)

wobei

s = [u) s Ul dx = s )

bedeutet. Die homogenen Gleichungen (13) haben Lésungen c¢(*), wenn
ihre Determinante verschwindet:

det (s —1,8, o) =0 (,,Sakulargleichung*). (14)

Hieraus folgen # Losungen fiir die Eigenwertstérung I, Sind alle 1
untereinander verschieden, so sagt man, die Entartung sei vollstindig
aufgehoben (der Eigenwert spaltet auf in # Komponenten). Die zu-
gehorigen , richtigen Linearkombinationen der Eigenfunktionen wl®
findet man durch Auflésen des Gleichungssystems (13) nach den ¢(®,
wobei man fiir /; der Reihe nach alle I einzusetzen hat.

Ist insbesondere #n = 2 und s{ Y = s 2 (symmetrische Stérung), so ist
0 = s 40D ypd ) = gD S,

die zugehorigen Linearkombinationen sind

Ul = 1715 (" + w®)  (symmetrische Losung),
U = -1 (4 — o) (antimetrische Losung).

V2
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2. Mehrdimensionale Stérungsprobleme.

Methode der Variation der Konstanten. Es liege die Differential-
gleichung
oy

Ly)—io5,=0 (1)
mit homogenen Randbedingungen vor; L (..) soll ein linearer selbst-
adjungierter Differentialoperator in den Variablen x,, %,, ..., %, sein, fiir
die wir kurz symbolisch x schreiben wollen. Der Ansatz

p=u(x)e* . (2)
fiilhrt dann auf das Eigenwertproblem

L) +Aou=0 )
mit Eigenfunktionen #; und Eigenwerten 1; und den Beziehungen

/Q“iuzdxzaik- 4)
Die ungestorte Ausgangslésung lautet also allgemein

Y= 217 c; u; (%) ehit, (5)

Gefragt wird jetzt nach einer solchen Lésung v’ der Gleichung
’ N awl ’
Ly)—io5;,=¢ V(v (6)

die die gleichen homogenen Randbedingungen erfillt und fiir ¢ > 0
in (5) iibergeht. Geht man mit dem Ansatz

Y = Af: %‘ Cir (b) w; 674! 7)
in (6) ein, so erhilt man nach einfachen Umformungen
ddc,;ik:i(li—lk) Cik+i£7vC1k Vi (8)
mit Vie=Vi=[uiVudx.

Deutet man ¢ als Zeit, und ¢ = 0 als den Zeitpunkt, wo die Stérung
,.eingeschaltet” wird, so kann man genihert fiir kleine { setzen:

Cik:Ciaik+8'yik(t) mit y,-k(O)=O. (9)
Hiermit erhilt man als Losung des Gleichungssystems (8):

Ci=c(1+eiVyi)

ck Vii

. (10)
Cir=e Ai—2r (%R —1)
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Zehnter Abschnitt.

Integralgleichungen.
A. Integralgleichungen zweiter Art.

1. Allgemeiner Sachverhalt.
a) Die Funktionalgleichung:

b
U(x)-).afK(x,t)U(t)dt:]‘(x) )

heit bei gegebenem K (x, ¥) und f (x) Integralgleichung zweiter Art fiir
U(x); K(x, v) heiBt Kern der Integralgleichung, 4 ist Parameter, die
Variablen #, y seien beschrinkt auf das reelle (endliche oder unendliche)
Intervall (a...b), das Grundgebiet, iiber das alle Integrale erstreckt
werden. Die vorkommenden Funktionen seien alle reell.

Die folgenden Uberlegungen gelten auch bei Integralgleichungen fiir
Funktionen mehrerer Verinderlichen. x faBt dann die Variablen x,,
..., %, zusammen, die im Grundgebiet G variieren; entsprechend v, ¢, s.

Homogene bzw. transponierte Integralgleichung zu (J) heiBen:

U(x)—A[K (% U(t)dt=0, baw. (Ja)
U)—A[K(tx)U@)dt=f(). (3

b) Ist f(x) stetig, existieren die Integrale
W= [[K2(s,t)ydsdt und [f2(t)at (1)

und ist entweder K (x, y) stiickweise stetig (s. S.34) oder hat K (%, )
fir x = const. und y = const. je héchstens abzdhlbar unendlich viele
Unstetigkeiten und existieren f K2 (x, t) dt und f K2 (¢, x) dt und sind
als Funktionen von x im Grundgebiet beschrinkt, so gelten bei festem A
die folgenden Sitze:

I. Die Anzahl g der linear unabhingigen Lésungen «®(x), ...,
%9 (x) von (J,) ist endlich und gleich der Anzahl der linear unabhingigen

Losungen #® (x), ..., 4@ (x) von (J,); o heiBt der Defekt des Kerns
K (%, y) fiir den Wert A. Die ullgemeine Losung von (J,) ist ¢; » (x) +
...+ ¢, w9 (x) mit beliebigen reellen c;.

II. Ist p = 0, so sind (]J) und (J) bei beliebigem stetigem f(x) stets
eindeutig l6sbar. Es existiert ein ,/dsender Kern' L (x, y), derart, daB
die Ldsungen gegeben sind durch

U =f@+A[Lxf@Hd, U@=fx+A[LED[OE (2

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 14
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ITI. Ist ¢ >0, so hat (J) dann und nur dann eine Lésung, wenn

[ f@dt=0 (E=1,...,0) (3)
gilt. Die allgemeine Lésung von (J) ergibt sich aus einer Losung von
(J) durch Addition der allgemeinen L&sung von (J,).

Die Auflésung der Integralgleichung (J) ist gleichwertig mit der
Lésung des folgenden unendlichen Gleichungssystems (vgl. S. 81):

xi'—'}»zKikxk:fix i:1,2,..., (4)
k

wobei gesetzt ist: (¢, k=1, 2, ...)
x; = / u(t) w;(¢)dt, also ,Ex‘f:/m(t)dt,

fi= [ ) o:@)dt, also “fz [r@®a
Kiv=[[K(s, t) w;(s) wy(t) dsat, thk_

und w, (), w, (%), ... ein vollstindiges System normterter orthogonaler
Funktionen fiir das Intervall (a...b) sind.
Der Kern K (x, y) heiBt symmetrisch, wenn K (x, y) = K (y, x) ist.

2. Symmetrischer Kern, homogene Gleichung.

a) Unter den in 1b genannten Voraussetzungen ist (J,) nur fir
bestimmte diskrete Werte von 4, (4;, 4, ..., 4,, . ..), nichttrivial l6sbar
(d. h. ist der zugehorige Defekt ¢ > 0). Diese Werte 4, heiBen die Etgen-
werte, die zugehdérigen Losungen wu; (x) die Etigenfunktionen (Null-
losungen) zum Kern K (x, y). Fiir den Defekt o gilt p =A2- W

b) Jeder symmetrische nichtverschwindende Kern besitzt mindestens
einen, hoéchstens abzdhlbar unendlich viele Eigenwerte, die sich im
Endlichen nicht hiufen. Die Eigenwerte eines reellen symmetrischen
Kerns sind reell. Im Intervall — A4 <A1 = + A liegen héchstens A2 - W
Eigenwerte; es gilt daher

A

v

W (5)

Die zum Eigenwert 4, gehorenden p,, linear unabhingigen Eigenfunktionen
V) (x), ..., u®@ (x) lassen sich normiert und zueinander orthogonal
annehmen:

[uP ) uP @)dt=1, [ul®)ul(H)dt=0, h+]. (6)

Die Eigenfunktlonen konnen stets reell gewihlt werden. Zu verschiedenen
Eigenwerten 4,, 4+ 4, gehérende Eigenfunktionen sind stets orthogonal:

fu fydt=0. (7)

Die Eigenfunktionen u® (x) bllden ein vollstindiges Orthogonalsystem
(vgl. auch S. 23).
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Sind A;, Ay, ... die verschiedenen Eigenwerte und ist g; der Defekt
des Kerns zum Eigenwert 4;, so ist

< 8)
n=1 "
stets konvergent.

¢) Sukzessive Approximation von Eigenwerten und -funktionen.
Ausgehend von einer normierten willkiirlichen Funktion g, (x) bildet
man ¢, (x) = 4, f K (x, 1) q,_, (t) dt, wobei man A, so bestimmt, daB
auch ¢, normiert ist. Dann konvergiert g, (¥) gegen eine Eigenfunktion,
A, gegen einen Eigenwert (E. SCHMIDT).

d) Bilinearreihe. Der Kern K (x, ¥) wird durch die Reihe

On

2 2 (9)

n=1 r=1

dargestellt, wenn diese gleichmidBig in ¥ und y im Grundgebiet kon-
vergiert. Das ist der Fall, wenn

o) K (x, ) nur endlich viele Eigenwerte hat (ausgearteter Kern,
Kern endlichen Ranges),

p) fiir beliebige x, y im Grundgebiet die LipscHITz-Bedingung gilt:
K (x, ) —K(y,1)|

Es geniigt, daB das Integral tiber das Quadrat des (10) entsprechenden
Differenzenquotienten beschrankt ist (HAMMERSTEIN).

, M unabhingig von x, y. (10)

y) K(x, y) im endlichen Grundgebiet stetig ist und wenigstens von
einem der beiden Vorzeichen nur endlich viele Eigenwerte hat (z. B.
keine: definite Kerne) (MERCER).

Posttiv (negativ) definit heiBt ein Kern, der nur positive (bzw.
negative) Eigenwerte besitzt. Die sog. quadratische Integralform

[[K(s, tyq(s) q(t) ds dt

hat dann fiir jedes im Grundgebiet stiickweise stetige ¢(x) nur posi-
tive (bzw. negative) Werte.

3. Symmetrischer Kern, inhomogene Gleichung.

a) E. ScumipTsche Auflésungsformel. Stets wenn (J) 16sbar ist,
wird die Lésung durch

Ux) =f(x) + 4 2,1‘“ YO = [tou? mae (1)

14*
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gegeben. Die Reihe konvergiert gleichmaBig in x; 4, und %’ (x) sind
die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Kerns (vgl. 2). Ist (J) fir
den Eigenwert A, 16sbar, so treten wegen (3) die 4, enthaltenden Glieder
in (11) nicht auf.

b) Sukzessive Approximation. Die Funktionenfolge

) =1, P =FH+AKx)p()d n=23... (12)
konvergiert gleichmiBig gegen die Losung U(x) von (J), wenn gilt:

}.2§LW (bzw. 2<A < 711, , (13)

wenn nur ein Eigenwert existiert) (vgl. c). Diese Methode ist gleich-
bedeutend mit der Entwicklung in die

c) NeuMaNNsche Reihe. Die Losung von (J) ist durch
Ux)=f(x)+ Z¥[KD (x, ) t) dt (14)

gegeben, wenn (13) gilt. Dann gilt fiir den 16senden Kern [vgl. (2)]:
L(x,y)=XA"1K®"(x,y). (15)

Dabei ist '

KW (x, y) =K (x,9), K®(x,9)=[K"V(x,)K (t,y)dt,n=2,3,... (16)

K™ (x, v) heiBt n-ter iterierter Kern zu K (x, ).

Um die Anwendbarkeit der sukzessiven Approximation auf gegebenes 4
zu erweitern, approximiert man K (x, ¥) durch eine mdglichst einfache

q
Summe der Form X a,(x)b,(y) = A (x, y) so, daB fiir den Rest

n=1
K —A = R (%, y) das Doppelintegral 2 Wy = A2 [ [ R2(s, t) ds dt <1
wird. Dann laBt sich nach (15) der lésende Kern S(x, ¥) zu R(x, y)
bestimmen und damit die Funktionen

an (%) =a, () +A[S(x, )a,()dt  (n=1,...,9)
und

f(x) =F(x) +4 [ S(x )] adt.

Fiir U (x) gilt dann die Integralgleichung mit ausgeartetem Kern:
q
U(x)—2Af X a,(x) b, ()U () dt = f (). (17)
n—1

d) Die Lésung einer Gleichung (J) mit ausgeartetem Kern ist dquivalent
(vgl. 1¢) mit einem linearen Gleichungssystem mit endlichvielen Un-
bekannten, da ein ausgearteter Kern durch endlich viele Orthogonal-
funktionen darstellbar ist.
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e) Iterierte Kerne. Geniigt der reelle symmetrische Kern K (x, )
den Voraussetzungen in 1b, so ist der n-te iterierte Kern K® (x, y)
(m=2,3,...) reell, symmetrisch und auBerdem stetig. Die Eigen-
werte von K" sind A; = A}, die n-ten Potenzen der Eigenwerte zu K;
die Eigenfunktionen zu /; sind genau die bei K zu 4; und gegebenen-
falls — A, gehérenden. Es gilt analog zu (9)

Ko (5, 5) = Zuﬂ”.)();"”f W w=23..) (18

» u T
und diese Reihen konvergieren im Grundgebiet im Gegensatz zu (9)
stets gleichmiBig und absolut.
f) Die Integralgleichung (J**)

Ux)—A2[KW (x, \UO)dt = f,(x) mit f,(x)=f(x) + (7o)
+ A [K (2,0 Q) dt+ 22 [K® (2,8 {(t) +. . .2~ [KOD (x,0)f (1) dt

besitzt genau dieselben Lésungen wie (J); statt (J) kann man (J™)
16sen und umgekehrt. Wenn K (x, y) nicht mehr den Voraussetzungen
in 1b geniigt, diese aber fiir K (x, y) gelten, kann man in den Lésungen
von (J™) Lésungen von (J) erhalten.

4. Unsymmetrischer Kern.

a) Die Losungen der homogenen Gleichung (J,) bilden i. a. kein
Orthogonalsystem. (];) ist nicht fiir jeden Kern lésbar, es gibt Kerne
ohne Eigenwert. Jedem Kern K (x, y) lassen sich jedoch stets die beiden
Orthogonalsysteme zuordnen, die aus den Eigenfunktionen v,(x) und
w,(x) der beiden symmetrischen positiv definiten Hilfskerne

Ki(xy)=[K@x Ky, Hdt, Ky(xy) = [Kt x)K( y)dt (19)
mit den (bei beiden gleichen) Eigenwerten u, = A2 bestehen. Das System
x) =4 [ K (x, t)w,(l)dt, w, () =4 [K(t, x)v,()dt ~ (20)

ist nur fiir A=4, (#=1, 2,...) und nur durch Eigenfunktionen zu K,
und K, lo‘sbar Jede in der Form _[ K (x,t) (f) dt bzw. in der Form
f K (¢, x) x(!) d¢ darstellbare Funktion @ (¢) 148t sich in eine gleichmaBig
und absolut konvergente Reihe nach den v,(x) bzw. w,(x) entwickeln.

b) Fir die Losung von (J) gilt das in 3b, c, d, f Gesagte. (J) hat
dieselbe Losung wie die Gleichung

x) =4 [ K (% t) u(t)dt = f(x) (21)
mit dem symmetrischen Kern
K (x,y) = K(x,y) + K(y, #) —ZfK(t, %) K (t, y) dt
und
PO =i —A[ Kt x)f@ 4.
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B. Integralgleichungen erster Art.
1. Eine Gleichung der Form

f2) = [K (50 g (1)

bezeichnet man als Integralgleichung erster Art fiir die Funktion ¢ (x).
Ist (1) 16sbar, so heiBt f(x) quellenmdiBig darstellbar mit Hilfe des Kerns
K(x, y).

2. Bei symmetrischem Kern, d. h. wenn K (x, y) =K (y, %) ist im
Grundgebiet a S x = b bzw. a Sy < b, gilt der

Entwicklungssatz: Jede Funktion /f(x), welche sich mit Hilfe
eines symmetrischen Kerns nach (1) darstellen 148t, kann nach den
Eigenfunktionen u,(x) des Kerns K (x, ) in eine gleichmiBig und absolut
konvergente Reihe entwickelt werden:

@ b

(6) = Xy, u(x) mit = [u,) /@), (2)
n=1 a

wobei u,(x) alle zueinander orthogonalen normierten Eigenfunktionen

durchlduft. Die Losung von (1) wird durch

@ (x) =X P ln u,,(x) D}n Vgl' (2)] (3)
gegeben. n=t
3. Unsymmetrischer Kern. Jede durch (1) quellenmiBig dar-
stellbare Funktion f(x) liBt sich in die gleichmiBig und absolut kon-
vergente Reihe

f®) = Xopon(x) mit o, = /b v, () F(t) dt (4)
entwickeln [v,(x) Vgil.:;ﬂa]. Analog folgt aljs der Darstellung

Fx) = /bK(t, x) () di (5)
die Entwicklung: ’ )

F(%) :”}51,9,, w(r) mit = [w,(0)/()d. (6)

Elfter Abschnitt.

Variationsrechnung.

Die Variationsrechnung stellt sich die Aufgabe, Funktionen x, v, z,. ..
von s, ¢, ... zu ermitteln, welche ein Integral

S:/sz/tz...V(s, byeo oy Xy Wy, X, Xy, .. L) dS AL L (x,:-aftr,...k

sty
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zu einem Minimum oder Maximum (Extremum) machen. Dabei kénnen
die Grenzen fest oder auch variabel mit gewissen einschrinkenden Be-
dingungen vorausgesetzt werden. Jedoch 14Bt sich der Fall variabler
Grenzen auf den mit festen Grenzen zuriickfithren. Wir betrachten daher
nur den Fall fester Grenzen. Die losenden Funktionen unter den zur
Konkurrenz zugelassenen Funktionen heillen Extremalen.

Variationsprobleme konnen direkt (z. B. durch Approximation) oder
indirekt durch Zuriickfithrung auf Differentialgleichungen gelést werden.
Umgekehrt empfiehlt sich oft die Zuriickfihrung einer Differential-
gleichung auf ein Variationsproblem und dessen Ldsung mit Hilfe der
direkten Methoden der Variationsrechnung.

A. Zuriickfithrung auf Differentialgleichungen.
I. Variation ohne Nebenbedingungen.

Die wichtigsten Fille sind im folgenden zusammengestellt:
a) V(x, x,{) mit einer abhingigen Funktion x(f) von eimer un-

abhingigen / und deren Ableitung x (¢) = ax Variieren wir die Funktion

dt’
x(t), indem wir statt ihrer setzen

X() 4 e-£(0),

so wird die zugehorige Variation von S definiert durch:

ts
. .6S(x+£E)__ ov . oV
05— e U o [ (T4 Tk a
fy
oder durch partielle Integration des mit £ behafteten Teils:

e .

v - [V d [oV
55:6'[93;5] +8/§.{6x__[ﬂ(8k>}dt'
/1 A

Ist x(¢) fiir ¢, und ¢, vorgeschrieben, also dort & = 0, so fillt der erste
Teil fort. Die erste notwendige Bedingung fiir ein Extremum von S,
daB 6 S = 0 st fiir alle zuldssigen Funktionen &, hat die EULER-LAGRANGE-
sche Differentialgleichung

ov d <8V) _

ox dt\ox (1)

zur Folge. Sie bestimmt x () bis auf zwei Integrationskonstanten, welche

durch die Randbedingungen festgelegt sein miissen.
b) V(x, y, x, ¥, ..., {)von mehreren (n) abhiingigen Funktionen einer
unabhingigen ¢. Hier wird § S=0, wenn x(¢), y(#), .. .die Gleichungen

oV d [0V 2% d [0V
’a";E—l'zE(E):O' 'ay—d;<ay’>:0~-- (2
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erfiillen. Das sind # Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Sie be-
stimmen x(¢), y(#),... bis auf 2 » Integrationskonstanten, die durch
die Randbedingungen festgelegt sein miissen.

c) V(x, x, %, ¥, t) von etner abhingigen Funktion und ihren Ab-

leitungen bis zur dritten Ordnung. Hier wird
ty
ov d oV az ov aov

65:6[&'(37 at 3% +dﬂax>+5<ax dt@x>+53x]

h
1y

S 8V d oV adrev  adsev
+6/§<ﬂ-2767+3t28x ‘—diéax>dt-

f
84S wird also gleich Null, wenn auBer x(¢) auch x und % fir £ und f2
vorgeschrieben sind und die Gleichung
ov aov  arov az ov
s a2k T aey apow = O G)
erfiillt ist.
d) V(s,t, ...,%, 9, ..., %, % -, ¥, Y1y - ..). Mehrere unabhingige:

s, t, ..., mehrere abhingige: x, v, ..., und deren Ableitungen: x,, v;,
. 0S wird gleich Null, wenn % (s, ¢, ...) usw. bestimmt werden aus
den LAGRANGEschen Gleichungen:
ov o (oV o [0V
ox s (57) ot ('3;;;) =0
ov o [0V o [0V (4)
?y—as (a—ys>—m (z)E)— .= 0 usw.

2. Variation mit Nebenbedingungen.
Die Variationsaufgabe. Sind zur Losung des Problems

6f...[Vdsdt...=0 (1)

nur solche Funktionen zur Konkurrenz zugelassen, die irgendwelche
Nebenbedingungen erfiillen in der Form

f...desdt...:constans, f...fHdsdt. ..= constans,... (2a)

oder auch in der Form

G=0, H=o0,..., (2b)
so hat man in den LAGRANGEschen Gleichungen V' zu ersetzen durch
VA+AG+uH+. ... (3)
Hierin sind die LAGRANGEschen Multiplikatoren A, u, ... nachtriglich

aus den Rand- und Nebenbedingungen zu bestimmen?.

1 Die Methode ist noch naher erlautert am physikalischen Beispiel der Zwangs-
krafte, S. 231.
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Aquivalenz mit Eigenwertproblemen (vgl. S.197). Lautet das Varia-
tionsproblem speziell

b
 dut
6f{A(d~1;) —Bu2}dx:0, (4)
wo A und B vorgegebene Funktionen von x sind, mit der Nebenbedingung
b
/g u%d x = constans, (5)

sowie den Randbedingungen x(a) = x(b) = 0, so nehmen die LAGRANGE-
schen Gleichungen die Form an

d ( d“)—{—Bx+lov—O (6)

dx \

Umgekehrt kann also das Eigenwertproblem (6) stets zuriickgefiihrt
werden auf das Variationsproblem (4), (5).
Ganz entsprechend lit sich das mehrdimensionale Eigenwert-

problem ’ .
22;& (din axk) +Bu+Aou=0 (7)

zuriickfithren auf

o ou
6/( \ZZA”‘ Dxi Oxp BM2}dxldx2'”dx":O (8)

mit der Nebenbedingung
f...fgu2dx1dx2...dxnzconstans. 9)
(6)

Aquivalenz mit Integralgleichungen.

//K(x, y) @ (%) @(y) dx dy= Extremum, f(p dt=1, =0 am Rand
hat dieselben Eigenwerte A und Losungen <p() als Eigenfunktionen wie
die homogene Integralgleichung

x)—A[[K(x,y)p(y)dy=0.

B. Direkte Losungsmethoden.

1. Das RiTzsche Verfahren.

Der Grundgedanke des Ritzschen Verfahrens ist folgender: Man
wihlt ein geeignetes vollstindiges Funktionensystem {f,(¢)} zum Grund-
gebiet derart, daB jede dieser Funktionen den Randbedingungen des
Problems geniigt. Dann sucht man die Extremale aufzubauen in der Form

x(l) = X cpf, (). )
p=1
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Die Lésung des Variationsproblems ¢S =0 liuft also auf die direkte
Bestimmung der unendlich vielen Konstanten ¢, hinaus. Diese geschieht
auf folgendem Wege: Man bildet die endlichen Summen

%, () = X fp @, (2)
p=1
und bestimmt die # Koeffizienten ¢, ¢,,...c, aus den #n Gleichungen
0Sn
Ga=0 (B=t2..m), (3)

wobei S, = S, (¢, ¢y, . .. c,) diejenige Funktion der ¢, ist, die sich ergibt,
wenn man in das zu extremierende Integral S fiir x(f) die Funktion
%, (f) einsetzt. Konvergiert die auf diesem Wege erhaltene Funktionen-
folge x,(¢) mit wachsendem # gegen eine zulissige Funktion, so stellen
die x,(f) Naherungslésungen des Problems dar.

Der Erfolg des Verfahrens hingt sehr von der geschickten Wahl des
Funktionensystems {f,(¢)} ab.

Beispiel: Es sei das Eigenwertproblem vorgelegt

x+Ax=0 mit x(0) =0 wund x(1)=0. (4)

Die Losungen sind bekanntlich A, = #4272 und x% = A -sin(knt).
Eigenwerte und Eigenfunktionen koénnen approximiert werden, indem
man das Problem ersetzt durch das Variationsproblem

1
faézdt = Extremum (5a)
0
mit der Nebenbedingung
1
[xdt=C (5b)
0

und den gleichen Randbedingungen.
Wir machen nun den Ansatz (2) und gehen damit in (5a) und (5b)
ein. Mit den Abkiirzungen

1 1
O/f.pfth:APq (;/fﬁfth = BM {0)

erhalten wir dann

n n " "

~ _ SRS _
> X ¢y, A,, = Extremum, > X Byy=C. (7)
t=1q=1 pP=1g¢g=1

Durch Differenzieren nach sidmtlichen ¢, geht hieraus das Gleichungs-
system hervor:

S, (A, —AB,)=0 (g=1,2,...m), (8)
p=1
worin A ein spéter noch zu bestimmender LacRaNGEscher Multiplikator ist.
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Um die Koeffizienten 4,,, B,, bestimmen zu kdnnen, miissen wir
jetzt nihere Angaben iiber das Funktionensystem |f,} machen. Wir
fordern, daB f, jeweils ein Polynom vom Grade (p —1) wird. Ferner
lehrt ein Blick auf (8), daB wir zweckmiBig diese Funktionen als ortho-
gonal und normiert annehmen:

1
/ fpf,dt = By, =6,, wenn nicht f, oder f,= 0 ist. 9)
0

Auf Grund dieser Bedingungen finden wir:

=0, fa=0, f=730t(1—1), fy=y210(—3+ 28 ... (10)

Begniigen wir uns mit drei Gliedern (z = 3), so bleibt von dem System
(8) nur die eine Gleichung

Cog(A— Agg) =0, d. h. A= Aj,.
A= O/If}; dt = 30;/1(1 — 4t + 41%) dt =10.
Aus der Nebenbedingung (5b) folgt ferner
c :0f1x2 dt = c§0[1f§ (t)dt =c -1,

also ¢3= 4 1/C und schlieBlich

%) = £ Y2Ct(1—8 Y15 und A =10, (11)
statt der exakten L&sung
aW(t) = y2Csin(ws)  und 4 =2%=9,86. (12)

Treibt man die Ndiherung einen Schritt weiter und nimmt die Funktion
f4(t) noch mit, so erhilt man

Ay =Ap =0, Ay=42.
Das Gleichungssystem (8) besteht jetzt aus den beiden Gleichungen
cg(10—A) =0 und ¢, (42—4) =0. (13)
Wir erhalten also zwei Eigenlgsungen

I. 2, =10 (wie oben), ¢g= + VC (wegen 5b), ¢, == 0.

() = £ /2Ct(1 —1¢) y15  (wie oben). (14a)
II. 2, =142, ¢g=0, ¢g= +73/C (wegen 5b).
2 (t) = + Y2C (t—32 + 285 /105 (14b)

statt der exakten Losung

Jo=4m=39,4 und () =+ y2Csin(2xt).
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2. Zuriickfithrung auf ein Problem von unendlich
vielen Verdnderlichen.

Man setzt die Lésung des Problems als Reihenentwicklung nach
geeigneten Orthogonalfunktionen an und bestimmt die Fourier-Koeffi-
zienten so, daB3 die entwickelte Funktion Extremale des Problems wird.
Als Beispiel geben wir die Hurwitzsche Losung des isoperimetrischen
Problems: Eine geschlossene ebene und differenzierbare Kurve der
Linge L soll so gewihlt werden, daB3 der von ihr umschlossene Flichen-
inhalt méglichst groB wird.

Es sei statt der Bogenlinge s lings der Kurve der Parameter t =2 x s/L
eingefiihrt, der von 0 bis 27 lduft. Dann kann das Problem formuliert
werden: 27

. 1 dy dx
F :——2—/<x717—y 4 )dl:Extremum
0

mit der Nebenbedingung:
27

L2 = Zn/ [(%)2—%— (ffhy ) }dt = constans.

0

Wir machen den FOURIER-Ansatz

1 N ;
X=yay+ E (a,cos nt + b, sinnt)

n=1

1 S .
Y=+ 2 (¢, cosnt + d,sinni),
n=1
dann ergibt sich nach einfacher Rechnung unter Benutzung der Ortho-
gonalititseigenschaften von sin #¢ und cos ni:
F :nzn(andn—bncn):
n=1
L2 =273 n?(a? + b2 + 2 4 d?).
n=1

Hieraus kann man den Ausdruck bilden

L—4nF =222 3 [(na,—d,)? + (nb, + c,)2 + (¢ + d2) (12— 1)],

n=1
in dem jeder der Summanden positiv ist; also ist L2 — 4z F = 0 und
Gleichheit (d. h. F=Maximum) tritt nur ein, wenn alle Summanden
verschwinden, d. h. fiir

1

X = rzﬂao—{—alcost—}-blsint
1 .

y =, Co—bcost+ asint,

und das ist die Parameterdarstellung des Kreises.
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[38]
3%
—

3. Approximation durch gebrochene Linienziige.

Man ersetzt das zu extremierende Integral niherungsweise durch
eine Summe

b ” "
B X 1— X
S=[Vit,xx)a= ZV(t,», %, fiz—r——’)A 1= DAt )
a 1=0 i=0
d. h. man teilt das Intervall a < ¢ =< b in % gleiche Teile der Breite 4 ¢.
Die Werte x; der Funktion x() an den Stellen #; bestimmt man dann

aus den (n-+1) Gleichungen
0S

0%

= 0. (2)

Die so entstehenden Gleichungen kénnen auch aufgefaBt werden als
ein System von Differenzengleichungen, welches die EULER-LAGRANGE-
sche Differentialgleichung ersetzt. Es lautet:
oV 1 [0V oVi—1 "

1 < [} z_i) =0.

ox; ANt \0x  0xi1

(3)

Zwolfter Abschnitt.

W ahrscheinlichkeitsrechnung.
A. Grundbegriffe.

1. Wenn unter gewissen Bedingungen ein Ereignis unter einer Aus-
wahl von N Ereignissen a, a,...ay eintreten muB, und kein Grund
vorliegt, warum irgendeines derselben leichter eintreten sollte als ein

anderes, so heiBt der Bruch %,— die ,,Wahrscheinlichkest'* fiir das Ein-

treten eines jeden dieser Ereignisse.
Die Beobachtung eines solchen Ereignisses heit eine ,, Probe‘.

2. Bezeichnet man als ,giinstiges Ereignis” das Eintreten eines
beliebigen Ereignisses aus einer bestimmten Menge der a, bestehend

aus # (n = N) Elementen, so heiBt der Bruch p = :, die ,,Wahrschein-

lichkeit** fiir das Eintreten dieses ,,glinstigen Ereignisses®.

3. Sind mehrere solcher Mengen gegeben, die sich gegenseitig aus-
schlieBen, so daB also kein & in mehr als einer Menge vorkommt, so
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten irgendeines beliebigen
Ereignisses aus irgendeiner der gegebenen Mengen gleich der Summe
der Einzelwahrscheinlichkeiten

W (entweder — oder — oder) = p, + Py + ps+. . ..
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Enthalten die Mengen zusammen alle méglichen Ereignisse a, a,. . .ay,
so ist Xp; =1.

4. Sind a] a;. . .4, Ereignisse, die wie die a charakterisiert und von
diesen unabhiingig sind, und ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten
eines bestimmten Ereignisses a; gleich p;, so ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB sowohl das Ereignis a, als auch das Ereignis a; eintritt,
gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten

W (sowohl a, als auch ag) = p, - pg,
allgemein:

W (sowohl — als auch — als auch...) = pW . p@ . p&

Die zweite Probe kann dabei eine Wiederholung der ersten unter den-
selben duBeren Bedingungen zu einer anderen Zeit sein, oder auch in
einem verschiedenen Vorgang zu gleicher oder anderer Zeit bestehen.

5. Wenn bei N unabhingigen Proben 1, 2, ..., N die Wahrschein-
lichkeit fiir das Eintreten eines giinstigen Ereignisses jedesmal gleich
ist, und von den N Proben in Wirklichkeit » giinstig ausfallen, so wird
’% — p} mit wachsendem N beliebig klein. Fiir die Wahrscheinlichkeit

W (n), daB bei diesen N Proben n-mal ein giinstiges Ereignis eintritt,
gilt die ,,NEwTONsche Formel“:

N N-n
W= ()" a%", (1)
wo ¢ =1—2p bedeutet.
Fiir den Grenzfall sehr groBer NV geht diese Formel {iber in

e . —Np
W(n) = ;, worin 7= ————F (LAPLACE). 2
) V2aNpg V2Npg ( ) 2)
Ist N auch sehr groB gegen Np, so wird
-Np (N pn
W) = <LV (porsson). (3)

6. Wiederholt man die Serie von N Proben, so wird sich jedesmal
ein anderes » ergeben. Der Mittelwert # wird im Grenzfall unendlich-
facher Wiederholung der Serie # = N - p (BERNOULLI).

B. Mittelwertbildung.

Ist die Wahrscheinlichkeit W (n) eines durch f(n) charakterisierten
Zustandes bekannt, so ist der Miitelwert (Erwartungswert) von f(n):

f)=Xfm)Wn) mit IWmn =1. (1)
Bilden die méglichen Werte von # ein Kontinuum, so geht diese Formel

iiber in

+ @
Fon) = [ 1) W (m) . 2)
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Der Mittelwert der Funktion in einem bestimmten Intervall
a<n=b ist:

b
né‘af (n) W (n) [ f(n) W (n)dn
foy =" =t ®)
né‘uW (n) Zl/'W(n)dn

W (») nennt man hierbei auch ,,Gewichisfunktion*.

C. Schwankungen.

1. Man bezeichnet die GroBen

n—mn
s=n—mn, 6=

n

als absolute bzw. relative Schwankung. Die ,,durchschnittliche absolute

Schwankung‘‘ ist
vu

\slzzW(v)-<n—TV-), (1)

worin » die gréBte ganze Zahl =< # ist und W (») die Wahrscheinlichkeit
ist, daB bei N Proben v-mal das Ereignis a eintritt; die ,,durchschnittliche
relative Schwankung® wird daher

[s]

[ v
o=l =2w0)-(1— ). (2)
Die ,,mittlere absolute Schwankung” ]/52 wird gegeben durch
st=nt—n?=Npg=ny, (3)

die ,,mittlere relative Schwankung‘ ]/62 daher

6'2 _ 1 L '1 q ) (4)

2. Die durchschnittliche Abweichung der verschiedenen Werte # von
einem bestimmt vorgegebenen #, ist

nm—n=n—n. (5)

Die ,,mittlere Abweichung’® zweier aufeinanderfolgender Proben ist
gegeben durch B
(g —ng)2=2s2=2n%0*=2ngq. (6)

3. Istp €1, N>1, p N = nendlich, so gilt die PoissoNsche Formel:

Wey=" " . (7)
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In diesem Falle ist die mittlere absolute bzw. relative Schwankung
bestimmt durch
} (®)

4. Sowohl N als auch # seien so groB, daB man § als kontinuierlich
verinderlich ansehen kann, ohne daf <€ 1 ist. Dann gilt das Gauss-
sche Fehlergesetz: Es ist die Wahrscheinlichkeit, daB fir 6 ein Wert
zwischen § und 6 4 4 gefunden wird

@,
(Y

|

2 -

W(é)d&:]/é%l—l~e“556 do. )
In diesem Falle ist die durchschnittliche Schwankung:
5
6] = fa w@)ds—=1/24, (10)

und die mittlere Schwankung ]/62 bestimmt durch:
o= [0 W(o)do=. (1)

Das Fehlergesetz 148t sich also auch schreiben:
o!
W(é )dé:——— ¢ 20t - d0.

]/271 42

Es wird ferner der Quotient

By o

fiir das Verhiltnis der ,,absoluten’ Schwankungen gilt dasselbe.

5. Ist auBerdem p <€ 1, so ist in den Formeln iiberall ¢ = 1 zu setzen.
Speziell wird dann

2
nn

5] = (13)

0=

n

Zeigt sich bei Versuchen, Statistiken usw., dafB tatsdchlich 2=
ist, so sagt man: es liegt ,,normale Dispersion'‘ vor,

ist s2>#n, so hat man ,,iibernormale’,
ist s2< 7, so hat man ,unternormale’’ Dispersion.

Die Ursachen fiir solche Abweichungen liegen in der nichterfiillten
Unabhingigkeit der Proben.
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D. Wahrscheinlichkeitsnachwirkung.

Folgen Serien von Proben im Zeitabstand t aufeinander, so sind
in vielen praktischen Fillen die Zahlen # der glinstig ausfallenden Proben
in einer Serie nicht unabhingig von dem Ausfall der Proben der vorher-
gehenden Serie.

Besonders einfach und wichtig ist der Fall:

N>1, $p<€1, pN=n endlich. (1)
Dann wird:

ny—mn; 1 =P(m;—mn) und (n;—n; )?=2Pn. (2
Hierbei bedeuten #, und #; . ; die » fiir zwei einander folgende Serien
und P eine Konstante < {, die von den Bedingungen des Versuches
und dem Zeitabstand 7 der Serien abhiingt, und mit steigendem 7 bis 1
anwichst.
Alle anderen Schwankungsformeln bleiben ungeindert.

E. Korrelation.
Ist ein Zustand (Beobachtungsergebnis, Ausfall einer Probe) cha-

rakterisiert durch mehrere (k) Zahlen (ny, n,, ...n;), so 148t sich eine

mehrparametrige Wahrscheinlichkeit W (ny, n,,...n;) definieren. Es ist
P X W(ny, ny,...n) =1. (1)
ny Mg ny,

Die Mittelwerte (Erwartungswerte) sind definiert durch:
n=XX. .. . XunW(n, n,...n). (2)
ny Ng ny;

Sind die & Parameter voneinander unabhingig, so wird
W(nl' Mgy« nl\') = ][ IV{ (nl) . (3)

Gilt speziell das Gausssche Fehlergesetz, so wird mit

Ni— g

My

die Wahrscheinlichkeit

k
2 %%,

W%y, %9, ... 5,) =C-eii=1 (5)
und dieser Ausdruck zerfillt in ein Produkt der Form (3), wenn im
Exponenten die «;; eine Diagonalmatrix bilden («;;=0 fiir ¢4 ), d. h.
wenn das Koordinatensystem der x; das Hauptachsensystem des ,,Streu-
ellipsoids” X3 o;; x; ;=0 ist. Die a,; werden bis auf einen allen

i

gemeinsamen Faktor gleich

7= A (Korrelationskoeffizient). (6)

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 15
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Diese GroBe stellt ein MaB fiir die Abhéngigkeit der Parameter x, und x,
(bzw. #; und #;) voneinander dar. Fiir 7;;=0 besteht keinerlei Korre-
lation, fiir 7;;=1 besteht strenge Proportionalitit der Schwankungen
x;=c;;x; (funktionale Abhingigkeit). Fiir »,; <1 ist der Faktor ¢;
unscharf definiert. Bildet man ein ¢;;=tg ¢,; mit

2 xxf

tg2g; = 20, 7)

2
xz X

so macht dies den Ausdruck /

(mittleres Quadrat des Abstandes aller MeBpunkte von der Hyperebene

x; = ¢;jx;) zu einem Minimum.



Zweiter Teil.

Physik.

Das Begriffssystem der theoretischen
Physik.

Die theoretische Physik bedient sich der mathematischen Form zur
Darstellung der erfahrungsmdifigen Regelmdifigkeiten im Verlaufe der
Naturerscheinungen. Dazu ist eine Abbildung des mit den Sinnen er-
faten Wahrnehmungsmaterials auf ein mathematisches Schema not-
wendig. Das anschauliche Schema der (dreidimensionalen euklidischen)
Geometrie, das wohl am nichsten liegt, hat sich vielfach als zu eng
erwiesen; das der Analysis scheint bisher auszureichen und wird heute
in tiberwiegendemm MaBe verwendet. Da dieses letzten Endes nur aus
Zahlen besteht, handelt es sich also in der theoretischen Physik um eine
Abbildung der Welt auf ein System von Zahlen. Die beobachteten Regel-
miBigkeiten stellen sich dann dar als Relationen zwischen Zahlen, die,
mathematisch formuliert, Gesetze genannt werden.

Voraussetzung fiir die Durchfithrung dieses Programms ist die
Fixierung eines Zuordnungsverfahrens des sinnlich Wahrgenommenen zu
den Zahlen des Schemas. Dies Verfahren ausiiben, heiBt Messen. Es
erfolgt nach einer Mefuvorschrift, die festgelegt sein muB als eine mit
natiirlichen Mitteln durchfithrbare Titigkeit, die zur Gewinnung einer
Zahl, der Mapzahl, fiihrt. Man pflegt bei ihrer Nennung durch ein
hinzugefiigtes Symbol (Namen oder Zeichen, z. B. cm Linge, ° Celsius)
das MeBverfahren (mehr oder weniger eindeutig) zu bezeichnen, das sie
lieferte. Dieses Symbol bezeichnet die, in der Physik allein durch das
Mepverfahren definierte, hier gemessene Qualitit, wihrend die MaBzahl
die Quantitit angibt. Der Inbegriff von Qualitit und Quantitit heiBt
phystkalische Grife.

Unter den unendlich vielen ersinnbaren MeBverfahren wihlt die
physikalische Metronomie eine beschrinkte Anzahl aus nach dem Ge-
sichtspunkt, daB die mit ihnen gewonnenen Zahlen mdglichst einfache
Relationen erfiillen sollen. Dies Suchen nach immer ,besseren’ Ver-
fahren fithrt zur Aufstellung eines Ideals in Gestalt von ideal einfachen
Relationen fiir die mit idealen Verfahren gewonnenen Zahlen. Diese
gelten dann als die Gesetze im eigentlichen Sinne.

15%
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Der Wortlaut einer MeBvorschrift muB3 alle fiir die Messung nétigen
Angaben enthalten, nimlich Nennung der erforderlichen Mefwerkzeuge
(Sinnesorgane und Gerite), der mit ihnen auszufiihrenden Titigkeit,
und der Auswertung des sinnlich Wahrgenommenen in Form einer
(abgelesenen oder gezihlten) Zahl, eventuell auch mit Hilfe von Rechen-
vorschriften (Formeln). Die MeBwerkzeuge miissen entweder als ver-
fiigbare individuelle oder als gegebenenfalls beschaffbare reelle Objekte
hinreichend beschrieben sein. Die exakt eindeutige Formulierung einer
MeBvorschrift wie auch ihre exakte Befolgung ist unmoglich. Es gibt
nur ein anzustrebendes Ideal.

Héufig liefern an sich verschiedene Verfahren regelmiBig dieselben
Zahlen. Das ist die einfachste Form a=1b einer auffindbaren Relation
und daher Ausdruck eines Gesetzes. Man pflegt dann aber zumeist zu
sagen: Die verschiedenen Verfahren messen dieselbe physikalische GroBe.
Auch im Falle einer Relation a =F (b) spricht man oft nur vom Unter-
schied in der Skala fiir dieselbe GroBe, speziell, wenn a =« b gilt, d. h.
wenn sich die Zahlen nur um einen konstanten Faktor « unterscheiden.
Besonders einfach (und daher gesucht) sind Relationen von der Form
a+b=c, sog. Additivitits- oder Superpositionsgesetze. Auch dann nennt
man 4, b und ¢ Quantititen der gleichen physikalischen GréBe. In
diesem Falle, wo dann ,,das Ganze gleich der Summe seiner Teile’* ist,
kann eine Quantitit einer GréBe als Summe ihrer Teilquantititen
aufgebaut werden. Sind letztere gleich groB, so kann man sie als Ein-
heiten bezeichnen und die ganze Quantitit c=a+a+4a-+...+a=n-a
durch die Zahl #» ,,relativ zur Einheit a'‘ darstellen. Die iiblichen Me@3-
verfahren fiir Lingen, Zeiten und Massen (sowie fiir viele andere GréBen)
gehoren hierher, und ihre ,,Giite” wird an der Erfiillung des Additivitits-
gesetzes gepriift. Die zugehorigen Einheiten sind durch individuell
bezeichnete reelle Objekte festgelegt.

Hiufig 148t sich eine Messung in mehrere Teilmessungen zerlegen,
deren Ergebnisse nach Vorschrift rechnerisch zu kombinieren sind. Das
gilt fiir die meisten physikalisch wichtigen GroBen. Deren Messung
kann allein aus Lingen-, Zeiten- und Massenmessungen aufgebaut werden.
Da diese als besonders einfach oder fundamental gelten, werden solche
Messungen hiufig ,,absolut’‘ genannt. Doch ist dieses Wort nur als
eine Konvention zu werten.

Die Art der geforderten rechnerischen Verkniipfung der bei absoluten
Messungen gefundenen Lingen-, Zeiten- und Massenzahlen wird durch
die Dimensionsformel angedeutet. Diese bildet man formal so, daB in
der Rechenvorschrift an Stelle jeder MaBzahl der Linge der Buchstabe /,
und entsprechend fiir die der Zeiten und Massen ¢ bzw. m geschrieben
wird. Diese Symbole kombiniert man nach algebraischen Regeln und
ersetzt alle iibrig bleibenden Zahlen durch 1. So gelangt man auf eine
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Form [Q]=I*{#m". Diese Dimensionsformel definiert die Qualitét
durchaus nicht eindeutig, und ist auch nicht immer eindeutig aufstellbar.

Ein gegebenes System von MaBeinheiten und die Vorschriften fiir ihre
Benutzung definieren ein Mapsystem. Speziell verwendet man bei
absoluten Messungen in der Physik das C.G.S.- (Centimeter-Gramm-
Sekunden-)System. Bei Ubergang zu neuen Einheiten (und ungeinderter

Vorschrift) dndern sich die MaBzahlen dann um den Faktor [JQ—]’ wenn

1, ¢, m als Zahlen genommen (nicht wie oben als Symbole!) die Quanti-
titen der neuen Einheiten relativ zu den alten bedeuten.

Erster Abschnitt.

Mechanik.
A. Mechanik des einzelnen Massenpunktes.
1. Grundgesetz und Begriffe.

Zur Darstellung der Bewegung eines Massenpunkteé benutzt man
folgende Punktvektoren:

Lage r (Koordinaten! xf).

Geschwindigkeit b = ‘ziitg (‘vi _ dm) .

\ di ‘
d?y ; d ;rl dxh dxl
ar (b o+l dat dt)

Ist & der Vektor der Kraft und m d1e Masse des Punktes, so lautet
das dynamische Grundgesetz (NEWTON)

Beschleunigung b =

d?t

@zmb:m—ﬁ

(K= mb) (1)

 muB dabei fiir jedes Problem als Funktion von t und ¢, eventuell auch
von t, t usw. vorgegeben sein. Gesucht wird r als Funktion von ¢ durch
Losung der Vektordifferentialgleichung (1) (System der 3 Komponenten-
Gleichungen). Die allgemeine Lisung dieses Systems mit 6 Integrations-
konstanten enthilt simtliche bei vorgegebenem Kraftgesetz méglichen
Bewegungen. Die im speziellen Falle eintretende Bewegung findet man
erst eindeutig, indem man die Integrationskonstanten durch gewisse Be-
dingungen festlegt, welche man der Lésung vorschreibt (z. B. Ort und
Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt oder Ort allein zu
zwei Zeitpunkten).

! Nur in affinen Koordinatensystemen wird x = #%, d.h. nur in solchen sind
die #¢ die Komponenten des Vektors t in Richtung vom Nullpunkt zum Aufpunkt.
Dagegen sind allgemein die d#¢ die Komponenten von dt.
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p = mp heiBt Impuls oder Bewegungsgrb'ﬁe Daher gilt

dp ; i hpl
R=1 (k=2 + T BE). @)
Zerlegt man die Beschleunigung in Radial- und Tangentialbeschleunigung
b="0,+0, so wird (s. S.118)
_ R ,_ [v[by]] ____v(by) v dv
51—Fv2—~—7i)—2—--, b[— v2 ?W.
Dabei bedeutet % einen Vektor von Richtung und Betrag des Kriimmungs-

radius der Bahn
—mb, heilt Zentrifugalkraft.

A= (Rv) dt = (Rdr) dA= (K,v)dt = K,;dx) (3)
heiBt die bei der Verschiebung dr geleistete Arbeit.
Es ist
12
dd=m(%yv)at= (”” )at=dT
T = (pdb), (ﬁz 5-1)7’ aT = j)idvi)
T= m ot heiBt kinetische Energie
moi i ok 1 i 1 i
T="" o) =" @v*gs) =5 V)= ,,, B:?). (4)
Sonderfille.

Zentralkraft. Ist ®|v, also [R]=0, so folgt der Fldichensalz

d . ..
' [tr} = |:1' f] =0.
Es ist also :
[ti]=t¢
ein konstanter Vektor und (vf)=0, d. h. die Bewegung erfolgt in einer
festen Ebene. (Beispiel hierzu im Anhang, 9.)

Massenpunkt im Potentialfelde. Ist die Kraft als Funktion des
Ortes und der Zeit gegeben und 14Bt sie sich als Gradient darstellen:

| = grad U = —grad W (K,:?ﬁ:_”f),

o xt il

wo U(xl, x%, 8, ) =—W (a2, %, %3,%) Skalare sind, so heit U die
Kriftefunktion und W die potentielle Energie. Ist U auch von ¢ un-
abhingig, so heiBt ® eine konservative Kraft. Dann gilt

dA =dU=—dW=dT

(T + W = 0( (Erhaltungssatz der Energie).
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Zwangskraft. Soll sich ein Massenpunkt unter dem EinfluB der

Kraft & so bewegen, daB er in jedem Augenblicke k Bedingungsgleichungen
Jo (24, %2, 2%,1) = 0 (=1, ...,k

erfiilllt!, so muB man zu der ,4dulleren’ Kraft ® eine Zwangskraft 3
hinzufiigen in der Form:

k k
8="1,gradf, <Z,-=2142f;),

a=1 a=1
wo die 4, zunichst unbestimmte Funktionen von Ort und Zeit sind.
k = 1 bedeutet Bindung an die Fliche f,=0, #=2 an die Kurve f,=0,
3=0. k>2 hat fiir esnen Massenpunkt keinen geometrischen Sinn.
Die Zwangskrafte stehen senkrecht auf der Fliche (Kurve) und leisten
daher keine Arbeit an dem Massenpunkte:

(8,d1) =0 < e g xi 0).

1

Die Bewegungsgleichungen lauten daher (LAGRANGEsche Gleichungen
1. Art):

k k
mi= R+ 2 Aqgradf, <m ¥ =K' +2 A 2{;) (3 Gleichungen)
a=1

a=1

mit den Nebenbedingungen
fa (x4, 22, 2%) =0 (# Gleichungen).

Das sind (3 4 %) Gleichungen fiir die (3 + %) Funktionen () und 4, (%,
2%, 3,1). Man lost sie, indem man aus den Bewegungsgleichungen die
A, algebraisch eliminiert; aus den so entstehenden (3—%) Gleichungen
zusammen mit den % Nebenbedingungen bestimmt man t(¢).

Die Zwangskrifte selbst kann man aus der so gefundenen Lésung
durch reine Differentiationen bestimmen.

2. Verschiedene Formen des Grundgesetzes.

In kovarianter Schreibweise mit Benutzung der Fundamental-
vektoren (S. 131) stellen sich die obigen GriéBen dar in der Form:

dr=¢dx’, v=¢v, p=mb=mve
Q:Kie{, dU=(@d§):dexi(eke,‘),
also
oU
dxt =Kk(eiek) =K;.

! Bedingungsgleichungen, die in der Form f,(#%, 4%, %) = 0 gegeben sind,
heiBen holonom. Sind sie durch eine nichtintegrable totale Differentialgleichung
Ldx'+ Mdx*+ Ndx® =0 gegeben, so heiflen sie nichtholonom.
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Die Grundgleichung der Mechanik heiBt dann

dp dvi ;deg ;
a=n(Getry)=Kea=2,

also nach Multiplikation mit e,

m

M{%(eiek)+vi<ek%)}=§g, ()
wahrend die kinetische Energie T dargestellt wird durch
2T =mv v (e;e,) =v' ;.
Diese Darstellung gestattet die Gleichungen sofort in einem flieBenden,
d.h. einem willkiirlich zeitlich verinderlichen Koordinatensystem zu

schreiben.
In einem solchen gilt :

der  Oer 06l ; ., Ayl
@ g TV V=W A
der Ou
77 =3 (ugrad) ¢ ()
out __ de
50 = Bt

Dabei bedeutet u die Strémungsgeschwindigkeit des Koordinatensystems,

e . %l die Anderung der Vektoren ¢, mit der Zeit im Massenpunkt

at
bzw. an einem festen Ort, so daB fiir x°=const wird
vk de
€ 5% = Bt-

Daher wird!

oT . " Oek . ovk . de;
Er ;,-:m{v'vk (e,-a—;) —+ v* (e; ez) -a;,}=mv’<e,--dt—>
oT ;

5| r=mV (e ) = my, =P

da oT dvi i de dei
ﬁ—a—;ﬂ:m{‘ﬁ(eiez) +v <ei‘;ﬂ—l+ 3177’)}-

Die Grundgleichung der Mechanik (1) schreibt sich daher in einem
willkiirlichen, eventuell auch zeitlich verinderlichen Koordinatensystem
d (T oT oU
i (55) =55 = ow ()
oder bei Einfithrung des , kinetischen Potentials* (LAGRANGEsche Funk-
tion) L (4", 2, ) =T +U=T—W

4 (5L\_ oL (_dn
dat\o# _6x1(_ dat

1 Die Schreibweise bedeutet, daB hier T als Funktion der #* und #* (also nicht
etwa der vi) betrachtet werden soll.

(LAGRANGEsche Gleichungen 2. Art). (4)
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Nun gilt! aber

oT| _ 2T
o2 = B4

oui oT

oT
vt Piga gale

oA

ouU
vt 94

oU
v T oAb

v, ?

also entsteht an Stelle der LAGRANGEschen Form bei Einfithrung der
HAMILTONschen Funktion

H (% pit) =T —U—p;o = p; ' — (T + U)

lap  oH| | \
| = T s
‘ x|t | (HamiLToNsche kanonische Gleichungen) (5)
| dx __0H l
@ Taplr |

wobei die letzte Gleichung folgt aus

dxi _ T

er i HT=U—up))
at " epi oM

i P i -
2T =p;v, v —Y = y Y

P2

Die GréBen x' und p, (nlcht P=m ddt ) heilen generalzszerte Lagen-
und Impulskoordinaten. Meist findet man statt x* die Schreibweise g;.

Fir ' =0 ist H=T—U = T + W die Energie undAA =

Setzt man S = / L dt (Wirkungsfunktion), wo das Integral lings

einer Bahn erstreckt und S als eine Funktion der x‘, der Zeit ¢ und
von Konstanten betrachtet sei, so wird:

8S = /(M ¥4
_/{[a,,,-d(a,,,)]a (5

Ma L 6t—*{>16x‘+~6t

65&) dt + %‘j ot

')}dt+ 95 54

also:
SO 89S L
oxt t_p”

1 aT . der Oes
axl U;.:vtvk (e,a—xl> _‘”1vtvk<e‘a—‘xi>9
oT| R0l X det
52 ur__mytvk e a}l = MU;U*| e —— 24

wobei wegen (efer) = 0 fir ¢ ==k, bzw. = 1 fir 4 = &, gilt

oi dek ——e det
o T Y gar
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ferner
as 65 dxi oS 5 ;
G =L=r T e a = o T —w)
W+2T—1’1“=W+H+L

also:

%—f— + H (t, %, :j) =0 ! (HaMiLTON- JacoBische Gleichung). (0)

Es sei aus dieser Differentialgleichung S bestimmt als Funktion
von ¢, x* und Integrationskonstanten o;, unter denen sich, falls H explizite

von ¢ unabhingig ist, die Energiekonstante & = —%TS befindet. Setzt

man 4 =S+ h(t—1,), so werden die —Z-gf = f8; neue Konstanten. Wihlt

man diese so, daB die Anfangsbedingungen erfiillt sind, so liefert die
letzte Gleichung die Bahnkurve in der Form:

= f (o, oy, g, . L)

B. Systeme von Massenpunkten.

1. Allgemeines.

Das System bestehe aus N Massenpunkten.

Die Massen m, seien Kriften &, unterworfen. AuBerdem mégen
sie aufeinander Zentralkrifte &, ausiiben.

Dann gilt fiir jeden Massenpunkt:

mby = Ry + X Ryp5, aFp. (1)
B

Hierbei gilt das Prinzip der Gleichheit von Aktion und Reaktion
@ﬂ o« — 'Qa B
Die Arbeit der Krifte wird
dA:E(@Jr)—FL S (Rpadry) l
. 2
— S (@4t 453 S W —dy) | @
o o B

Sind die Krifte &, bzw. &, ; teilweise Zwangskrifte, d. h. durch Be-
dingungsgleichungen ersetzbar, so verschwindet ihr Anteil in dA4.
Die Bedingungsgleichungen fiir die 3,5 haben die Form:

f(xl, «2, &8, x}, 23, x3) = 0,
[Bup,d(t,—15] =0,

( (Zyp)i =4 ( :f :j, > im affinen Koordinatensystem) R
B .

[Baﬂdra] = [Baﬂdrﬂ]' (})
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2. Formale Zuriickfithrung auf die Dynamik eines
Massenpunktes.

Die Dynamik eines Systems von N Massenpunkten im dreidimen-
sionalen Raum kann formal auf die eines einzelnen im 3 N-dimensionalen
zuriickgefiihrt werden.

Die LacranGgEschen Gleichungen lassen sich ndmlich schreiben:

d (0T cT oU

;il(m7>_;b}‘:W’ wO TIZ T,,, UZZU,,, (1)

n n

und der Index ¢ von 1 bis 3 N lduft. Dabei ist es durchaus nicht not-
wendig, daB die %' bzw. p; fiir alle Massen auf das gleiche Koordinaten-
system bezogen werden. Man kann z. B. so vorgehen, daB3 man zunéichst
einén Massenpunkt auszeichnet und auf ein festes oder bewegtes System
bezieht, sodann den zweiten auf ein solches, welches relativ zum ersten
ruht, den dritten auf eines, in dem die beiden ersten ruhen, also auf
ein flieBendes usw. Fiir alle Massenpunkte gelten dann unveridndert die
LacraNGEschen oder Hamirtonschen Gleichungen.

Ebenso wie die 3 auf einen Massenpunkt sich beziehenden LAGRANGE-
schen Gleichungen in ihrer Form ungeindert bleiben, wenn man zu
anderen Koordinaten iibergeht, so bleibt das System der 3 N Gleichungen
in seiner Form erhalten, wenn wir an Stelle der x* neue x* einfiihren,
die beliebige voneinander unabhingige Funktionen der x* sind:

x' = f,(a, 22, 28, .. a3).

Die 3 N x"sind dann als Parameter des gesamten Systems aufzufassen.

Bestehen zwischen den x' « unabhingige Bedingungsgleichungen,
so kann man o Koordinaten eliminieren. Es empfiehlt sich dann durch
eine Transformation zu neuen Koordinaten x" iiberzugehen, derart, da3
die o« Bedingungsgleichungen durch « Gleichungen der Form x? = const
ersetzt werden.

Die Zahl Z=3N-—«, d. h. die Zahl der zur Beschreibung der An-
ordnung aller Teile erforderlichen Variabeln heilit die ,,Zahl der Freiheits-
grade’‘ des Systems. Fiir ein System von 3 und mehr starr verbundenen
Massenpunkten ist Z = 6.

3. Gleichgewichtslagen und Schwingungen.
Sind fiir ein bestimmtes Wertesystem x' alle gi{—: 0 und sind alle
x'=0, so besteht Gleichgewicht. Man kann U in der Nachbarschaft
dieser Stelle darstellen in der Form:

g (#*—#)? U
RTAS Le X |

’ . . . . AU
+2k2 (61— x}) (¥ — %) g +
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dh U ——UO_ZE 4it - wenn man %} als neuen Nullpunkt
wihlt, Dann gllt (1n kartesischen Koordinaten):
mi%:i=%= Ay (2)
%
Setzt man hierin
v = at ve—’:"

so wird
Hot= 32t 4,

d. h. man erhilt ein System von 3 N homogenen linearen Gleichungen
(vgl. S. 79).

Durch Nullsetzen der Determinante erhidlt man eine Gleichung
3 N-ten Grades fiir w?.

Transformiert man die x* wie auf S. 82 in die neuen Koordinaten %',
so heiBen diese ,,Normalkoordinaten‘:.

Stabzl ist der durch x'*= %)’ gegebene Gleichgewichtszustand bzw.

wt

der durch x'i=aie?™ gegebene Schwingungszustand nur, wenn die
Gleichung fiir w? nur negativ reelle Wurzeln hat. Andernfalls heiBt das
Gleichgewicht labil.

C. Prinzipien der Mechanik.

Das alles umfassende Grundprinzip der Mechanik des Massenpunktes
oder von Massenpunktsystemen ist NEwWTONs dynamische Grundgleichung:

l R mr' (vgl. S.229 und 234). (1)

Im folgenden sind eine Reihe anderer, zum Teil spezieller Formulierungen,
die sog. ,,Prinzipien” zusammengestellt.

1. Differentialprinzipien.
a) LaGraNGesche Gleichungen 1. Art (vgl. S.231).

Ist der Massenpunkt nicht frei, sondern an Bedingungen gebunden,
etwa an eine Fliche ¢ (x, v, z2) = 0 oder eine Kurve ¢ (x, ¥, 2) =0,
p(x,y,2)=0, so ist die Bewegung bestimmt durch

mt= Q& + Agradp 4+ ugrady (LAGRANGEsche Gleichungen 1. Art). (2)

Das sind zusammen mit ¢ =0 und =0 finf Gleichungen fir x(f),
y(f), z(!) und die Funktionen A und u.
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Bei Vorhandensein von mehreren Massenpunkten gelten die LAGRANGE-
schen oder NEwTONschen Gleichungen fiir jeden einzelnen Massenpunkt.
Die Beziehungen der einzelnen Massenpunkte zueinander sind durch
die Nebenbedingungen festgelegt.

b) Das Prinzip des kleinsten Zwanges (Gauss).
»Zwang'’ heiBt die GroBe

1 .
o — S, 3)
Die Bewegung erfolgt so, daB der Zwang in jedem Augenblick ein Mini-
mum ist.

Bei mehreren Massenpunkten ist der Zwang gleich der Summe der
Einzelzwinge.

¢) Das Prinzip der virtuellen Verriickungen (der Statik) und das Prinzip
von D’ ALEMBERT.

Ein System von » Massenpunkten ist im Gleichgewicht, wenn die

Gesamtarbeit der duBeren Krifte bei jeder virtuellen, d.h. mit den
Bedingungen des Systems vertriglichen Verriickung verschwindet:

X R 6r' = 0. (4)
i=1
Bestehen zwischen den Massenpunkten Bedingungen ¢® (v, 15, ... 1,) =0,
so miissen die dv' die Gleichungen erfiillen:

H
X grad; o™ - 6’ = 0.
i=1

Fithrt man das negative Produkt aus Masse und Beschleunigung als
Trigheitskraft ein, so erhilt man das Prinzip von D’ALEMBERT, durch
das die Dynamik formal auf die Statik zuriickgefithrt wird:

S (R —mt) -6 =o0. (5)

i=1
2. Variationsprinzipien.

a) Hamirtonsches Prinzip.

Von allen Bewegungen, die mit den Rand- und Nebenbedingungen
eines mechanischen Problems vertraglich sind, ist die wirklich zwischen
t, und ¢, stattfindende Bewegung diejenige, die das Integral

f Lt » ©)
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zum Minimum macht. Darin heiB3t
L=T—W (7)

die LAGRANGEsche Funktion, T ist die kinetische, W die potentielle
Energie. Dies Prinzip ist das umfassendste der Prinzipien der Mechanik.
Es gilt fiir beliebig viele Massenpunkte und beliebig viele Freiheitsgrade.
Die Zeit ¢ kann sowohl in W wie in den Nebenbedingungen explizite
auftreten. Es ist nicht an die Giiltigkeit des Energiesatzes gebunden,
d. h. auch auf nichtkonservative Systeme anwendbar. Uber Beriick-
sichtigung von Nebenbedingungen vgl. Teil I, Abschnitt 11, S. 216.

Dem Prinzip sind &quivalent die LAGRANGEschen Differential-
gleichungen 2. Art (vgl. S.232), die JAcoBische partielle Differential-
gleichung (vgl. S.234) und fiir konservative Systeme die HaMILTON-
schen kanonischen Gleichungen (vgl. S.233).

b) Das Prinzip der kleinsten Wirkung (EULER).

Bei konservativen Systemen wird das Integral
t
[Tt ®)
to

bei der wirklich stattfindenden Bewegung in jedem Augenblick ¢ ein
Minimum, verglichen mit allen anderen mit den Bedingungen vertrig-
lichen Bewegungen der gleichen Energie E=T 4 WW. Festgehalten
werden bei der Variation die Anfangszeit ¢, sowie Anfangs- und Endpunkt
der Bahn; dagegen nicht die Endzeit 2.

Das Eurgersche Prinzip ist nicht auf das Hamirtonsche zuriick-
fiihrbar. Wegen der offenen oberen Grenze sind die gewdhnlichen
Methoden der Variationsrechnung nicht anwendbar.

¢) Das Prinzip von JAcoBI

Bei konservativen Systemen wird das Integral
T2 . - o
/VE—W(x, y,2)ds, 9)
n

zwischen den festen Punkten v, und r, lings einer beliebigen Kurve
erstreckt, ein Minimum, wenn der Integrationsweg iibereinstimmt mit
der wirklichen Bahnkurve des Massenpunktes. Der zeitliche Ablauf der
Bewegung kann sodann aus dem Energiesatz T + IV = E = constans
bestimmt werden.

Bezeichnet man

n(x,y,2) = VE—W(x, 7, 2)

als Brechungsindex, so ist das Prinzip formal identisch mit dem FERMAT-
schen Prinzip der geometrischen Optik.
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D. Starrer Korper.
Ein Massenpunktsystem bestehend aus starr miteinander (durch
Zwangskrifte) verbundenen Massen m, hei3t ein starrer Korper.

Die Geschwindigkeiten v, seiner Punkte sind dann durch zwei freie
Vektoren! p, und u darstellbar:

by =Vo+ [ur,] (v, =0 +uixl, ut=—ut). (1)
t, ist der Ortsvektor von einem mit dem Koérper starr verbundenen
Nullpunkt aus.
v, ist die Geschwindigkeit des Punktes r=0.
u ist die Drehgeschwindigkeit um die durch v=0 gehende Achse | 1.
Verschiebt man das Bezugssystem im Kérper um die Strecke a
(t'=t—aq), so wird v=p,+ [wa]+ [, t—a]=v5-+ [ur’], d. h: die
Drehgeschwindigkeit u ist unabhingig von der Wahl des Bezugssystems.

Wiahlt man speziell a= ‘[%f—l, so wird
vy = u(;xzn) , d.ho gl

Die Bewegung ist also als reine Schraubung darstellbar. Die Achse
durch den neuen Nullpunkt (v'=0) heiBt instantane Drehachse.

Weitere wichtige Vektoren sind:
p= Xm,v, der Gesamtimpuls Po=Xm, ) (2)
X [£4

q= Nm,[t,v,] der gesamte Drehimpuls ¢'* = X m, (x} vt — x5 0) (3)

L p—
. . . . Mo o5 .
Die kinetische Energie T:Z R v2 ist dann darstellbar durch:
2T = (09 p) + (wa) = (v p; + ¥ qpy). (4)

Schwerpunkt heift der Punkt, fiir den als Nullpunkt (r=0)
Sm, t,=0 wird.

* M=Xm, (5)
heiBBt Gesamimasse, *
[1re)?
]u = Zma TTur (6)

heillt das Trdigheitsmoment bezogen auf die Drehachse u durch ¥=0.

Es ist dann:
M v}

Juu?
ORI L (7)

T = 3

! Es sollen nur affine (d.h. gradlinig dquidistante) Koordinaten in Frage
kommen, da nur in solchen die Komponenten der freien Vektoren vom Ort un-
abhangig sind.
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Die Krifte auf starre Korper sind (in ihrer Wirkung) darzustellen
durch zwei Vektoren:

1. die Gesamtkraft &= 3 &, K=JXK:, (8)
2. das Drehmoment & = 3 [t, ®,] L* = (xiK:i—x2K') (9)
I‘ik = ——Lk i.
Die Bewegungsgleichungen lauten dann:
ap — @ dpi — K1
w =% a =K' | (10)
aq —Q ag Li*— o pt kopi l
dar = _[nop]: dt = —'Uop +vop

Wir wihlen im weiteren den Schwerpunkt zum Nullpunkt unseres
Systems, so daB 3 m,v, =0 ist. Dann vereinfachen sich die Gleichungen,

o
wegen [b, p] =0 zu der Form:
ayp a9 _
=9, -z =2 (1)
Der kriftefreie Kreisel.

Fehlen aile duBeren Krifte, bzw. heben diese sich vollstindig aut,
wie z. B. die Gravitationskrifte bei einer Unterstiitzung des Korpers im
Schwerpunkt, so vereinfachen sich die Beziehungen wesentlich. Es gilt
speziell:

A_o. (12)
Die Relation (3):

q= > My [ra [ura]]
®

1Bt sich durch einen symmetrischen Tensor ¥ darstellen:

q=Tu. (13)
¢ ist natiirlich, ebenso wie u, zeitabhingig. Der Energiesatz fordert:
(ug) = (uTu) = const = C;, (14)

andererseits fordert (12): '
2= (TuTu) = (u2u) =C,. (15)

Wir fithren nunmehr durch den orthogonalen Tensor © ein neues Be-
zugssystem ein durch:
t=90rt
und lassen © derartig von der Zeit abhingen, dal3
dt

=0 (16)
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wird. (Transformation auf ein kdrperfestes Bezugssystem.) In diesem
lautet (13):

g=23Zu,
wo nunmehr €, da es nur von den Massen und den abhingt, zesi-

unabhingig wird. Das Tensorellipsoid (tTt)=1 heiBt das Trdigheits-
ellipsoid des Korpers.

Die transformierten Gleichungen (14) und (15):
(uTu) =C,
wZTru) =C,

liefern folgende anschauliche Darstellung fiir die zeitliche Anderung von u:

Deuten wir u als Ortsvektor einer Bahnkurve, so ergibt sich diese als

- ~2
Schnittkurve der beiden Tensorellipsoide von T ind % ( Polhodiekurve) .
2

G
Aus

und

W9 4 9= ] = O[]

folgt wegen (16) fiir einen beliebigen Vektor a:
da da -
AN (37-+-Duq) (vl S.128),

also wegen (12):

d — .
d_? 4+ [uq]=0 (EULERsche Gleichung) (17)

[bzw. = € bei Vorhandensein eines duBeren Drehmomentes (11)].

Aus (14) folgt ferner, daB der Vektor u als Ortsvektor gedeutet
immer auf eine feste Ebene senkrecht zu g hinweist. Diese Ebene ist
zugleich Tangentialebene an das Ellipsoid ?, d. h. das Trigheitsellipsoid

1
rolit bei festem Zentrum auf einer festen Ebene. Die Bahn des Beriihrungs-
punktes definiert nach GréBe und Richtung die Zeitabhingigkeit des
Vektors u (,,Herpolhodickurve').

Der symmetrische Kreisel.

Im Falle einer Rotationssymmetrie des Korpers ist die Benutzung
eines Tensors unnétig. Hier geniigt an Stelle von (13) der Ansatz:

g=ou+pgimi) (fF=1), (1)
wo f ein Einheitsvektor in Richtung der Figurenachse ist und « und g
zwei Konstanten sind, die die Massenverteilung bzw. die Haupttrigheits-
momente beriicksichtigen. Nehmen wir an, daB3 alle duBeren Krifte
zusammengefaflt werden koénnen in eine Kraft &, die in einem Punkt

der Figurenachse im Abstand 1 vom Drehpunkt angreift, so gelten
folgende Gleichungen:

i), o, (2)

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 16
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Diese Gleichungen geniigen zur Berechnung der unbekannten Vektoren u
und | bei gegebenen Anfangsbedingungen und gegebenem .

Ist @ konstant und gehen wir aus von einem Zustand, wo &, f und u’
und daher auch q konplanar sind, und besteht die Relation

R =19+ arf, 3)
wo 7 ein beliebiger Faktor ist, so folgt, daB das System dieser Vektoren
in sich unverindert mit der Geschwindigkeit w = &Ii um & rotiert.

(,,Regulire Prizession‘.)

Fir die allgemeine Losung der Gleichungen geht man iiblicherweise
in ein geeignetes Koordinatensystem iiber. Die weitere Rechnung fiihrt
dann auf elliptische Funktionen.

Beschrinkt man sich auf die Untersuchung solcher Bewegungen,
die der reguliren Prizession nahe benachbart sind, so kann man das
Problem wie folgt linearisieren:

Man transformiere zunichst auf ein mit der Geschwindigkeit w
um & rotierendes Bezugssystem. In diesem sind die bei der reguliren
Prazession gefundenen f{, u und q konstant = f,, u, und q,. Eine be-
nachbarte Bewegungsform wird dann gegeben durch:

f=fo+df, u=u+4+du, g=q,+4dq,

wo wir die 6, 6 u und 4 q als so kleine GroBen auffassen, daB ihre Produkte
vernachldssigt werden kénnen. Zu ihrer Bestimmung findet man dann
leicht die Gleichungen:

d K w |
0 =gl (8F + % va)], (4
d w \
g da=—[R (61 + % 8q)|. (5)
Diese linearen Gleichungen sind leicht zu lésen, auch in Vektorform
(vgl. S.131). Die Bewegung ergibt sich wieder als Prizessionsbewegung

z. B. von { um f,, die sich der regulidren Prizession iiberlagert. Sie wird
als ,,Nutation'* bezeichnet.

E. Mechanik der Kontiﬁua.

1. Kinematik.

Die Massen seien kontinuierlich verteilt. Ihre Geschwindigkeiten
werden daher durch einen Feldvektor v bestimmt.

Die Massendichte ist ein Skalar g, definiert durch o = lim(—]gr> aus
V>0

der im Volumen ¥ enthaltenen Masse M, so daB f pdv=M ist.
14

Es ist Z—g +div (o) =0 (Kontinuititsgleichung, Erhaltungssatz der
Materie).
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Hier bedeutet gt_ die Anderung des Argumentes an einer festen Stelle

des Raumes mit der Zeit (lokaler Differentialquotient). Sucht man die
betreffende Anderung in einem mit der Geschwindigkeit b bewegten Punkt,

so verwenden wir das Symbol % (substantieller Differentialquotient).
Es ist fiir einen Skalar «: ‘2—?:%} + (vgrad «),

da

fir einen Vektor a: - - 2’2?% + (b grad) a,

do .

also -+ gdivp=0.

Fiir énkompressible Substanzen ist ‘Z—f =0 < nicht %3‘) und divh=0.

Infinitesimale Verschiebungen { der Punkte eines Kontinuums sind
in der Umgebung eines Punktes r, als lineare Funktionen des Ortes
dt=r—r, und eventuell der Zeit zu betrachten.

Wir zerlegen | in drei Teile: |= f,+ 3 [dr rot{]+& dr mit den
Komponenten (in kovarianter Schreibweise):

s'=s!+ 0x* R} + 9x* S, (1)
wobei P
Ro= (g3 —sx) 2)
und
1 [ 0s; 0s
Sik:3‘<axk+ax]z>“slﬂ]k- (3)

Jo ist die Verschiebung des Punktes t,.
1[érrotf] ist eine starre Rotation.
& dr heiBt die Deformation. & ist ein symmetrischer Tensor (De-
formationstensor).
© dr 1aBt sich weiter zerlegen in
div |

@6r=6r-7~+®’6r, (4)
so daB div (&' dr) = 0-ist, oder in kovarianten Komponenten!:
Sikzg]”'gfk*i-sgk, also |@'|=0. )

Der erste Teil entspricht einer homogenen Dilatation.
Der zweite Teil entspricht einer Scherung, d.h. Forminderung bei
konstantem Volumen.

In analoger Weise 14Bt sich das Geschwindigkeitsfeld v = %: in. der
Umgebung des Punktes 1, darstellen:

b= by + L [drrotv] + B ¢ (5)
und divp ,
B or=or—— + ¥ or. (6)

1 |&| bedeutet ES::, vgl. S. 135.
16*
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2. Krafte.

Die in einem Kontinuum wirkenden Krifte lassen sich einteilen in
fernwirkende und nahwirkende.

Erstere werden dargestellt durch Feldvektoren | (Volumenkrifte),
letztere durch Flichenvektoren p (Oberflichenkrifte).

Die Volumenkrifte (Gravitation u. dgl) wirken auf die Elemente
des den Raum erfiillenden Substrats.

Die Oberflichenkrifte (Oberflichendrucke, duBere Reibung u. dgl)
wirken nur auf die Elemente der Oberfliche eines begrenzten Kérpers.

Um die inneren nahewirkenden (Atom-)Krifte in die Rechnung ein-
zufithren, verfihrt man wie folgt: Man denkt sich den Korper durch
einen Schnitt in zwei Teile zerlegt und fragt nach den Oberflichenkriften
p’, die man an den zwei so neugebildeten Oberflichen anzusetzen hat,
um den urspriinglichen durch den Schnitt aufgehobenen atomaren Zu-
sammenhang wieder herzustellen. Diese Krifte p’ sind an den zwei
Flichen entgegengesetzt gleich. Sie sind an jeder Stelle im allgemeinen
abhingig von der Orientierung der Schnittfliche. Diese Abhingigkeit
wird als linear angenommen und dargestellt durch:

p’=Pn, =Pk, (1)
wo n der nach auBen gerichtete Einheitsnormalvektor zur Schnitt-
fliche ist.

B heiBt der Spannungstensor.
P n liBt sich zerlegen in

1B

Prn=—n-p+P'n, Pik:Tgik+P;k» (2)
wo [ =0,
so dafl div¥r=0 ist.
P heit Druck <= — %3—‘— ) .
Die Gesamtkraft auf ein Volumen V ist
Q= [fdv+ [pdf. (3)
Das Drehmoment ist
8= [dv[fr] + [df [pr]. (4)

Die Kraft, die durch die auf die Oberfliche der Volumenelemente
wirkenden Oberflichenkrifte ausgeiibt wird, ist durch einen Feld-
vektor ' zu ersetzen: ¥ — div .

3. Elastizitiatstheorie.

Die statische Elastizitatstheorie fragt nach dem Gleichgewicht eines
unter der Einwirkung von Kriften f und p deformierten Kérpers. Es
kann nur bestehen fir f=—div$l im Innern und p=Pn an der
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AuBenfliche. Ferner muBl der Tensor P symmetrisch sein, damit keine
Drehmomente iibrig bleiben.

Nach dem HookEschen Gesetz sind die Verschiebungen j lineare
Funktionen der Krifte p, f.

Daher wird die Arbeit der duBeren Krifte fiir eine statische De-
formation:

A= [dv(fi) + 1 [dfp) ]
= — 1 [dv(idivP) + 3 [df (B n) (1)
= [dv(SP) [
Es ist also
0=35(BS) =4 P;S* (2)

die in der Volumeneinheit enthaltene potentielle Energie, d. h. die Energie-
dichte. w ist eine homogene Funktion 2. Grades der Deformation bzw.
der Spannungskomponenten.

Aus Gleichung (2) folgt:
0
Pi=25,

Schreiben wir das HookEsche Gesetz als lineare Beziehung zwischen
den Tensoren P und & in der Form P,,=al?S,,, so treten wegen
der Symmetrie von P und & 21 Konstanten auf, indem

ajy =ay! = a7 =ay (3)
wird.

Fiir isotrope Medien vereinfacht sich die Abhingigkeit. Hier miissen
aus Symmetriegriinden die Hauptachsenrichtungen der Tensoren <
und & zusammenfallen. Man sieht leicht, daB der allgemeinste Ansatz
fiir die lineare Abhangigkeit dann lautet:

div
13f‘:a,p‘, @I:ﬂEB, l (4)
i=aP,  Si=fPy |

Die anschaulich physikalische Bedeutung der Konstanten « und f
folgt aus Anwendungen auf spezielle Probleme. Es ist

_1—2p x __ 1+ ’
o= E “37 6— E ) (5)
3 f—o
E= {2 M= g 2p

wo E der Elastizititsmodul,
u der Querkontraktionskoeffizient,

» die Kompressibilitit ist.
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In kovarianter Form ist:
18] =B, w=BPuh  (S]|=S"gu),

Silz=%I@ gik+s:‘k=a?ﬂ‘$|gik+ﬂpim

Pik:‘_;“g‘Bfgik"‘P;k :‘;<£"—%)i@)gik+%sik-
Es folgt daher:

4
Sin=—"2|B| g +55" Pus, (6)
Elu - E ’
Pik=m“@\gik+m'5ik- (6")

Fiir die Energiedichte folgt?!:

20=SuP =5 (S + 5 (r—7)I8F  (S)=SusH | )
—p () +2E | e |

a) Statische Elastizitdtsprobleme.

Entweder sind die f und p gegeben und | gesucht oder umgekehrt.
Zwischen diesen bestehen nach obiger Theorie die Beziehungen:

T=_2LﬂAf_;_;_<i -}-%)graddivi
p:%(%—é—)ndivf—{—;ﬁ [nrot ] + ,13 (ngrad) {.

Bei gegebenen Deformationen findet man also die Krifte durch
Differentiation. Bei gegebenen Kriften ist aber die Deformation nur
durch das viel schwierigere Problem der Lésung einer Differential-
gleichung zu ermitteln. Fiir die einfachsten Fille geniigt es, nach der
Differentiationsmethode eine groBere Anzahl von speziellen Losungen
aufzustellen und unter diesen die gewiinschte L6sung herauszusuchen.
Besonders wichtig sind dabei die Fille, wo die Volumenkrifte | ver-
schwinden, da in der Regel nur Oberflichenkrifte in Frage kommen.
In diesem Falle wird div f = 0, also:

A+ i-_12u~graddivi= 0
oder:
rotrot { —2- 11—_—;}2 graddiv{=0.

1 Es ist meist iiblich von dieser Gleichung auszugehen, weil (S? und [&'?
die beiden einzigen unabhingigen quadratischen Invarianten der Verschiebung
1 E
i - 2 2 i =
sind. Setzt man 2w = 4 (S? + B |8|? so 1stA_ﬂ 1_}_Mund
171 1 Eu

B=73 (&'_'ﬂ’) Th—2p (4
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Fiir diese Differentialgleichung kann man leichter partikulire Losungen
finden, aus denen die gesuchte Lésung aufzubauen ist.

Spezielle Losungen sind mit C =1 —2u:
1. Kugelsymmetrische Ldsungen:
=t (homogene Dilatation)
= :3 (Dilatation mit Singularitit bei » = 0:
,,Dilatationskern).
2. Drehungen um den Vektor a als Achse:

{=1[ar] (Drehung als starrer Kdorper)

= [i:] (Drehungskern: #uBeres Kriftepaar greift bei

r = 0 an, dort Singularitit).
3. Andere Lésungen:

a) Singularititenfrei (Biegung):

___2t+C , 2+C _ 3—2u
i=—scq7”atleny ey =" %,

b) Losungen mit Singularitdt bei » = 0, z. B.:
i=@Cc+1) s+ 80y
Mit jedem {|= {, ist auch
= (agrad)fy, f, = (bgrad) ((agrad)j,),
fs = (cgrad) (b grad) ((a grad) f,)) usw.

mit beliebigen konstanten Vektoren a, b, c ... eine Partikularlésung.
Auf diese Weise kann man aus jeder Losung solche von beliebig hohen
Singularititen konstruieren (Multipole, d. h. Einzelkrifte, Einzelmomente
usw. wirken von auflen).

2C+1=3—4pu.

b) Bewegungsgleichungen in isotropen elastischen Kérpern,
ax| 1 1
0w =T+, 541+

= f + _:1;“ (é + ’; ) graddlvf_21ﬂ ' rOt rOt f'

z + %) graddiv{=

Zerlegt man { in §; und {,, so daB
divj;=0, rotf;=0, also f,=-—gradey und ist {=0,
so wird:

gfi;Tf,‘ = ,ﬁ; Ay (Transversal- oder Scherungswelle)

und

e %ZZ =1 (j}; + %) A (Longitudinal- oder Verdichtungswelle).



248 Mechanik.
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten sind

. as 1 E
fiir die transversale Welle = V 2Fe — Vﬁ(i—ﬁ'l})_

I . S VAR A V2N () N
fir die longitudinale Welle = ]/39 (a + ﬂ> = VQ A—zp(+am:

4. Ubergang zur Hydrodynamik.

In nicht vollkommen elastischen Kérpern verschwinden bei kon-
stanter Deformation die Spannungen %R’ mit der Zeit. Dies fithrt auf
folgenden moglichst einfachen, aber speziellen Ansatz:

oP _ 1 o€ 1 o,
R o
Ist aTC?’———O so folgt aus (1)
t
P'=Pye - (t = Relaxationszeit). ()
Schreiben wir g—j = 9 und stellen v (ebenso wie j) dar durch
b=1y+ 3 [dr-rotv] + B or
und divy
Bdr=ort 3 + B’ 6,
so wird

w08 a® 1, g
V=% v g% %

Fiir langsam verinderliches 8B’ bzw. kleines 7, d. h. Fliissigkeiten, er-
halten wir damit

, T

¥ 0)

R’ wird also jetzt durch die Geschwindigkeitsverteilung bestimmt. Die
Beziehung |&| = « || bleibt erfahrungsgemiB bestehen.

Die Bewegungsgleichungen werden dann!
dy . . ,
ot =f+divp=i+dv(cE 4+ 7 w)
T [ 1 .
= f—gradp + 28 (A b+ grad div b).
= ——;B- heit Retbungskoeffizient (Zahigkeit).

Wir erhalten somit die NavIER-SToKEssche Gleichung

A

g%f=f—gradp+léln+ g grad div v (4)
als Bewegungsgleichung einer Fliissigkeit mit innerer Reibung.

1 € bedeutet Einheitstensor (vgl. S. 125).
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5. Hydrodynamik.

Fiir reibungsfreie Fliissigkeiten wird 1=0. Die Bewegungsgleichungen
lauten daher

av
0" =f—gradp (1)
oder
dy _ f . ,
% = Q—gradP, (1)
wo

P = f féf’,

gesetzt werden kann, wenn p eine eindeutige Funktion von  ist, bzw.
wegen

d
b= —Cgad =G — | gradw o foroty)
2 i :
by ; _grad<1; +P)+ [prot v] (2)

(EULERsche Bewegungsgleichungen).

ov
Ist Y
strémung), so wird

=0 (stationdre Strémung) und rot v = 0 (wirbelfreie oder Potential-

f v?
T)—grad (—2"+P) =0, (3)
bzw. bei konstantem g
2
i—grad (05 +p)=0. 3)
<Q U; + p) heiBt Aydrodynamischer Druck.

Hat % ein Potential, d. h. {= p grad ¢, so wird

droty

;" = Tot [brot v] (4)

und daher
d d r ,
'dt'-/dfrOtnU:*dtféhdg:O (4)
(vgl. S. 113), d. h. das Wirbelmoment einer mit der Fliissigkeit mit-

bewegten Fliche bleibt konstant (HELMHOLTZ).

Ist rotb=0, so ist v darstellbar als v=grad @ (Geschwindigkeits-
potential). Es gilt dann

%E?—qp—k P+ ; grad2@® = const. (5)
Fiir inkompressible Fliissigkeit p=const, P= z ergibt die Kon-
tinuit4tsgleichung divb =0, also 4P = 0.
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Die meisten Probleme der Hydrodynamik laufen auf die Losung
dieser Differentialgleichung mit Beriicksichtigung der durch die Be-
grenzung der Strémung gegebenen Randbedingungen ?:i =0 bzw.

oP - . T
5, = U» heraus, wo v, die Normalkomponente der Geschwindigkeiten

der Begrenzung ist.

Bei strengerer Anniherung an die Wirklichkeit ist die Fliissigkeit
als an der Begrenzung haftend zu betrachten. Dann ist aber im all-
gemeinen die Bedingung rot b = 0 nicht zu erfiillen.

Zweiter Abschnitt.

Elektrodynamik
(esnschlieflich Optik).

A. Allgemeine Theorie.
1. Elektrostatik.

Der Elektrostatik liegen folgende idealisierte Erfahrungen zugrunde:

1. Das CourLomBsche Gesetz: Von einer ruhenden elektrischen Punkt-
ladung der GroBe e, am Ort t, wird auf eine zweite ¢, am Ort r, eine
Kraft ®,, ausgeiibt

€6y (T, —1y)
=", (1)

2. Die Ladungen e sind unverinderliche und additiv kombinierbare
GroBen (Satz von der Erhaltung der Ladung oder Elektrizititsmenge).

3. Die elektrischen Krifte superponieren sich (nach der Parallelo-
grammregel). Sie sind konservativ.

Mit diesen Sitzen sind die GréBen e eindeutig aus Messungen von
Kriften feststellbar (bei Verwendung von mindestens drei Ladungen
aus drei Gleichungen).

Die Kraft &, ist auch zu schreiben

—_— __el
R = —e,grad ( ]

) =—e,gradg, = ¢, §,,

wo der Gradient an der Stelle t, zu bilden ist, d. h. %=|r—1—e—lr—2\ ist als

Funktion des Ortes t, zu betrachten. Man schreibt i. a. einfacher fiir
die Kraft auf eine Ladung e

R=¢G, G——gradg. @)
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@ heiBt das Potential am Ort der Ladung ¢, und € heiBt die elektrische
Feldstirke daselbst. @ und € bilden ein skalares bzw. vektorielles Feld.
Bei mehreren wirkenden Ladungen ¢; wird

S?:iE@,-, (p:iEqa,-, (Ez%‘(&z—gmd(_}:q)i).

1

‘P=2i’: mit 7 =|r—r] 3)
Ap=0 auBer fir r=r1; (LAaPLACEsche Gleichung). 4)

Den Begriff einer Rawmladung findet man durch Grenziibergang aus
dem Bilde sehr vieler, kleiner, dicht gedringt im Raum verteilter Punkt-
ladungen. Ladungsdichte ¢ heiBt dann der Ausdruck

= lim (fi )
¢ V>0 V)’
wo ¢ die im Volumen V enthaltene Gesamtladung bedeutet, d. h.

V/dvg:e.

Analog bildet man den Begriff einer Fldchenladung und ihrer Dichte o.
Die erzeugten Potentiale werden

p=[av? baw. ¢=[at]. (3)
Hieraus folgt (vgl. S.114)
4mp=—Ap=divE (Poissonsche Gleichung) (4')
rot € = —rotgrad¢p = 0.
Als elektrischen Dipol bezeichnet man die Kombination zweier ent-

gegengesetzt gleicher Ladungen 4 e im infinitesimal kleinen Abstand
6t. edv=m heiBt sein Moment (vgl. S.120). Sein Potential wird

Q= (mgrad :) (3")

Den Begriff Dipoldichte oder Polarisation B findet man wie oben. Er
liefert das Potential

@ ='/dv <‘,Bgrad%> :—/d'ug‘%ﬁ —{—/dvdiv <—s?>
Das letzte Integral verschwindet, wenn die Integration iiber den ganzen
Raum erstreckt wird und P im Unendlichen verschwindet.
Besteht gleichzeitig Ladungsdichte und Polarisation, so wird

! . —le o 177
p=[at=E 3 | (3")
—Ap=divE=4n(p—div )
also 4mo=div (€ + 47 P). (4")
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Es heiBt
0=, div(E+4aP) Dichte der wahren Ladung,
o = 1% div & Dichte der freien Ladung,
o' = div§ Dichte der Polarisationsladung.

In einem isotropen Medium (Dielektrikum) tritt unter der Wirkung
von € eine Ausbildung von Dipolen, d.h. eine Polarisation ein. Im
allgemeinen wird dann  ~ €. Man hat daher:

B= 0 C (5)

¢ heiBt Dielektrizititskonstante. Sie ist niemals kleiner als 1. Im Vakuum
ist =0, d. h. e=1. D heilBt dielektrische Verschiebung oder elektrische
Induktion. Die Gleichungen

_‘ID=(C\3—}—47:‘.B=£@,

divd=4mp, D=¢E, r10t€E=0 (6)

sind die Hauptgleichungen der Elektrostatik.

Durch die (zunichst unbeobachtbare) Polarisation werden die Ver-
anderungen des elektrischen Feldes gedeutet, wenn ein an sich ungeladenes
Dielektrikum in ein elektrisches Feld gebracht wird. In ihm bleibt dann
div ® = 0, aber es wird

divE=— (Ggrade).

An einer Fliche, wo ¢ von ¢ auf &, springt, bleibt die Flichendivergenz
von D=0, d. h. die Normalkomponente von D geht stetig durch die Fliche.
Wegen rot §=0 bleibt andererseits die Parallelkomponente von € an
der Fliche stetig. Daraus folgt das Brechungsgesetz der Kraftlinien
tg oy 1 tg ay=¢; : &5, wo o den Winkel der Feldlinien € bzw. D gegen die
Flichennormale bedeutet. Die freie Flichenladungsdichte ¢’ wird

&

4ng' =E,—E, = <’;’_1)En,-

. €2

Weder € noch ® sind im Innern eines Koérpers direkt meBbar. Fiihrt
man aber einen Schnitt durch den Koérper senkrecht zu den Kraftlinien,
so ist in dem so gebildeten materiefreien Spaltraum ein ¢’ (als Kraft auf
die Einheitsladung) meBbar, das gleich dem ® im angrenzenden Kdorper
ist. Schneidet (oder ,,bohrt) man andererseits parallel zu den Kraft-
linien, so miBt! € hier das angrenzende €. In einem kugelf6rmigen
Hohlraum im Innern des Korpers findet man ein

o 3¢ _ 3
¢ = 14 2¢ €= 1+2e®'

1 Dies kann auch zur Definition von D und € in Kérpern benutzt werden.
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Als ,,Zahl der durch einen Querschnitt ¢ gehenden Feldlinien von G
bzw. ® bezeichnet man (FARADAY) das Flichenintegral

[dfE, bzw. [dfD,.

Die Zahl der in einer Ladung e entspringenden Induktionslinien ® ist
gleich 4me.

Leiter der Elektrizitit heiBen Korper, in denen bei statischen Verhilt-
nissen ¢ =constans, d. h. =0 und o=0 ist. Sie kénnen nur Ober-
flichenladungen ¢ tragen. Ein Leiter verhilt sich statisch wie ein Korper
mit unendlich groBem ¢. Freie Ladungen auf Leitern heiBen Influenz-
ladungen. Sie sind abtrennbar und wie wahre Ladungen zu behandeln.

Das sog. elektrostatische Problem besteht in der Aufgabe, bei ge-
gebener Lage und Form von Leitern und Nichtleitern und ihren Ladungen
¢; die Feldverteilung zu finden. Dazu sind folgende Gleichungen zu 16sen:

div®=4mnyg auBerhalb ‘der Leiter,
4me;= [dfD, erstreckt iiber die Oberflichen der Leiter (F,) mit
F;

D=¢€, rot€=0 wund ¢ = constans=¢; auf den F,.

2. Elektrokinetik.

Jeder Transport von Ladung heiBt elektrischer Strom. Stromstirke I
heiBt die durch eine Fliche F in der Zeiteinheit transportierte Elek-
trizititsmenge

de
I=,,
Die Stromdichte i ist analog definiert durch
I=[dfi,.
I':

Wegen des Satzes von der Erhaltung der Ladung gilt
divi=— Zf ( Kontinuititsgleichung ).

Elektrischer Strom tritt phinomenologisch in verschiedener Form auf:
1. Als Konvektionsstrom. Ladung g wird von mit b bewegter Substanz
getragen: ix =g V.
2. Als Leitungsstrom: Ladung bewegt sich im Leiter unter der Kraft-

wirkung eines elektrischen Feldes €, ohne daB die Bewegung als solche
beobachtbar ist: i = ¢€. o heiBt Lestfihigket.

3. Auch der sog. Verschiebungsstrom 41—”%? kann als Strom bezeichnet
werden. Es gilt nimlich
109 0

. . 1 .. 9
div, o =& (zadlv39> =5t
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Als wahren Strom ¢ bezeichnet man

., 10D
C=ttina

Es gilt die Formel divc¢=0.

Stationdr nennt man. Stréme, wenn 2; =0 und div i= —‘g‘,g=0 1st.
Liuft ein solcher Strom lings eines Leiters vom Querschnitt ¢, so
ist I= f df i, lings des Leiters konstant und ¢, = —qI——— |t|. Die Potential-

q
differenz zwischen zwei Punkten des Leiters
2 2 2
pr—po= [dsE.= [as" =/§—2~-1=W1
1 1 1

wird also, falls ¢ von i unabhingig ist, proportional I und einem Faktor W,
genannt OHMscher Widerstand, der nur durch die geometrischen Di-
mensionen des Leiters und dessen Leitfihigkeit bestimmt ist (OHM-
sches Gesetz).

In einem in sich geschlossenen Leiter (wie oben) wird 55 ds E;=0,
d. h. I=0. Ist aber in ihm irgendwo die Beziehung i = ¢ € nicht giiltig,
wie z. B. in galvanischen Elementen, Thermoelementen u. dgl., so heil3t

[ as (; —G),=E
die elektromotorische Kraft (EMK), und es gilt
E=IW.
Auch diese Formel heit OuMsches Gesetz, obgleich sie nicht dasselbe
aussagt wie die gleichbenannte friihere.

—; — & = @' spielt die Rolle eines ,,Scheinfeldes’, denn es gilt
i=0(€+ €.

3. Magnetostatik.

Der Magnetostatik liegen ganz analoge Erfahrungen zugrunde wie
der Elektrostatik, d. h. wenn man die Polstirke m eines permanenten
Magneten an die Stelle der elektrischen Ladung e setzt, so gilt fiir die
Kraft zwischen Magnetpolen ein dem CourLoMBschen entsprechendes
Gesetz. Es gelten daher auch alle Formeln der Elektrostatik in ent-
sprechender Umdeutung mit den GréBen:

m  Polstirke entsprechend e,

9 magnetische Feldstirke entsprechend &
M Magnetisierung entsprechend B,

B Induktion entsprechend D,

u  Permeabilitit entsprechend e.
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Es bestehen aber folgende Unterschiede:

1. Es gibt keine wahre magnetische Ladungsdichte. Die Haupt-
gleichungen lauten also:

div8=0, B=upH, rothH=

2. u ist fiir viele Stoffe keine Konstante (Ferromagnetika), sondern
in komplizierter Weise von § abhingig (Hysteresis). Daher kann IR
auch bei verschwindendem § bestehen (z. B. in permanenten Magneten).

3. Es gibt keine Leiter des Magnetismus, wohl aber Stoffe mit sehr
groBem y, die sich annidhernd wie magnetische Leiter verhalten (z. B.
weiches Eisen).

4. B kann, weil es quellenfrei ist, dargestellt werden in der Form

B =rotY
mit A= / dv ™t R (Vektorpotential ).

4

Die Polstirke m ist eine freie magnetische Ladung, d. h.
1 .
m:i'ﬁ/dvdlv 9,

das Integral iiber einen nur eznen Magnetpol enthaltenden Raum erstreckt.

4. Elektromagnetik.

Folgende Erfahrungen liegen zugrunde:

Konstante elektrische Strome sind von Magnetfeldern begleitet
(ORSTED). Das Feld § eines kleinen Kreisstromes von der Stirke I um
die Fliche df ist gleich dem eines magnetischen Dipols vom Moment
'i' df senkrecht zur Fliche (AMPERE). Hierin ist ¢ eine Konstante von

der Dimension einer Geschwindigkeit, und zwar gleich der Licht-
geschwindigkeit (WEBER):

" ¢=13-10¥cmsec L
Das Feld eines beliebigen in sich geschlossenen Stromes I ist daher
gleich dem einer magnetischen Doppelschicht vom Moment {— (vgl.
S.122) und darstellbar aus dem Vektorpotential

A= I»f as , H=rotUY= _ L 99 7»[@;’;_;]7 (B10T-SAVARTSches Gesetz).

4 14 4

Das Integral ist dabei zu erstrecken iiber die Strombahn. Bei beliebig
quellenfrei verteilter Strémung wird daher

%[=%/dv%,

rotH=-21 und div¥=o0.

¢

mithin
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Existiert neben dem Feld des Stromes auch das einer Magnetisierung,
so wird Qv /i
v .
U= (Ltrotm), diva=o.

rotrot A = 4n<-—i—+rot m) =rot (§ + 47 M) =rot B,

d. h.
rotA=PB, divB=0.
Es hei3t
c
;‘,;mt $ der wahre Strom,
c .
4 Tot B der frete Strom

—crot M der Magnetisierungsstrom.

Die Hauptgleichungen der Elektromagnetik lauten

div8=0, B=uph, r0tH=

5. Elektrodynamik.

Die Elektrodynamik erweitert die Gesetze der Elektromagnetik
durch Einbeziehung zeitlicher Anderungen.
Es liegen folgende Erfahrungen zugrunde:

1. Das Induktionsgesetz (FARADAY, F. NEUMANN) in der Formulierung

fdsEsz— :~7jt—/de,,(=/dfrotn €, wvgl. S.113, StokEsscher Satz),

d. h. das Linienintegral der elektrischen Feldstirke lings einer ge-
schlossenen Kurve, physikalisch: die elektromotorische Kraft in einem
geschlossenen Drahte, ist proportional der Anderungsgeschwindigkeit
des Induktionsflusses durch die umschlossene Fliche.

2. Das Magnetfeld wird nicht nur durch den Leitungs- (bzw. Kon-
vektions-)Strom i erzeugt, sondern durch den wahren Strom

. 0
i+ 4% <a—iD (MAXWELL).

Das fiihrt zu den folgenden Haupigleichungen der Elektrodynamik oder
MaxweLLschen Gleichungen
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mit den Materialgleichungen

B=uf |
D=¢eC
i=0@.

Diese Gleichungen enthalten die bishe;{gen als Spezialfille.

6. Krafte.

Als ponderomotorische Krifte in elektromagnetischen Systemen be-
zeichnet man die mechanisch nachweisbaren Krifte auf die Ladung,
Polarisation und Strom tragenden materiellen Bestandteile des Systems.

a) Ruhendes Substrat.

1. Elektrostatik. Die Kraft auf einen ruhenden mit ¢ geladenen
Massenpunkt ist & = ¢€; die Gesamtkraft auf ein System solcher

= 2X¢; € bzw. bei kontinuierlicher Ladungsverteilung ® = f dv o G.

Das Feld € besteht hierbei aus zwei Teilen, dem ,,AuBeren von
fremden Ladungen erzeugten Teil G° und dem ,,inneren‘* Feld

’ ek
g " (v;— ).
Letzteres tragt zur Gesamtkraft nichts bei, so daB auch
R=¢6 mit € =0C"(r) bzw. R=/[dvgC
gilt. i
Kraftdichte heiBt die GroBe f= o € oder ¢ €°, je nach Definition.
Bei der Frage nach der Kraft auf Systemteile ist entsprechend zu unter-
scheiden. ’
Die Kraft auf einen Dipol ist & = (m grad) €, daher die auf ein
nur Polarisationen enthaltendes System
R = [dv (P grad) € = [dv (P grad) 6
= —[dv Ediv R = —[dv & div R.
Die Umformung gilt, falls P auBerhalb des Integrationsbereiches ver-
schwindet, also fiir die T'ezle des Systems nur bei entsprechender Frage-

stellung.
Fiir ein allgemeines, Ladung und Polarisation enthaltendes System ist

@=fdv@(e—div B) ={;z—/dv @div(ss:;dfdv @ div 6.
Das Volumintegral kann in ein Flichenintegral umgeformt werden

f=1 far(cEn—3 &),

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 17
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wobei das Integral iiber eine beliebige, das System umschlieBende, voil-
stindig im leeren Raum liegende Fliche mit dem dort vorhandenen
€ (nicht €% zu bilden ist. Der Integrand kann in der Form ¥ n ge-
schrieben werden. Hierin heiBt ¥ der MAXWELLsche Spannungstensor.

div¥T = Ediv €.

Da auf der Integrationsfliche (Vakuum!) & = ® ist, kann D beliebig
fiir € gesetzt werden, z. B.

o= fulzen—1w)

1 1
@=ﬁ/df<@(®n)—5(@®)>.
Letztere Form ist nur bei konstantem ¢ in ein einfaches Volumintegral
iiberzufithrenl. Man kann & in folgenden Formen als Volumintegral
darstellen (wegen rot € = 0, div ® =4 &g, div € = 47 (o —div ) und
rot ® = 4 wrot P)

f= [avEaive
=fdv(g(§—@div‘1§)
— /dv (D div D) — [D rot D))
_/dv — [Drot B)).

Man bevorzugt die zweite Form zur Definition der Kraftdichte auf den
Ladung bzw. Polarisation tragenden Teil des Substrats.

Das Drehmoment auf ein elektrostatisches System ist
8= [dv ([t €] + [t (% grad) €] + [C B))
o [0 [r@}dlv(izﬁfdv [t 6°] div G

Mfdf[ (G n) ——@2)]

2. Elektromagnetik. In der Magnetostatik sind alle obigen
Formeln mit § statt G usw. zu iibernehmen. Wegen der Aquivalenz
von Strémen mit magnetischen Doppelflichen bei der Felderzeugung
schlieBt man auch auf Aquivalenz fiir die Krifte (AMPERE) und betrachtet

Y LACICE Y

! Trotzdem wird zumeist diese Form fiir die Definition des MaXwELLschen
Spannungstensors gewahlt und der Integrand des Volumintegrals als Kraftdichte
gedeutet.

oder auch

als allgemein giiltig.
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Das ergibt <wegen otH=—, divH=—4adivi, divd = 0)
@=;‘—/dv (9 div §— [ rot §])
= [ao (L2 091 & qiv 932)
— —~[dv [ rot B]

= [av ( [i %] — [Brot ;).

Die Integranden sind je nach Definition als Kraftdichte zu bezeichnen.
Ublichist es, —[?l als Kraftdichte auf den stromfithrenden und — [B rot ]

auf den polarisierten Teil des Substrats zu definieren.

3. Elektrodynamik. Bei zeitlich verdnderlichen Systemen gelten
dieselben Formeln fiir die Oberflichenintegrale, wenn am Rande die
Zeitableitungen verschwinden. Fiir die Umformung auf Volumintegrale
beachte man die MaxweLLschen Gleichungen. So findet man

:ﬁ‘/d”<0@+'D—?l—-@fdiv%—[%rot%]+
1

Gme [@" aa’?] FEr {%*D:

d. h. es treten noch zwei Zusatzglieder auf, die man schreiben kann
4 B
o (G (€)= s [3 :

Das zweite Glied ist die Kraftdichte auf den mit Verinderungen der

Polarisationen verbundenen Strom; das erste wird gedeutet als Ausdruck

der zeitlichen Anderung »8—p~ einer elektromagnetischen Impulsdichte

_|._

b= (€8] =

47t6

Wichtig ist, daB p auch im leeren Raum bestehen bleibt.

b) Bewegtes Substrat.

Ein mit der Geschwindigkeit v bewegter, mit ¢ geladener Massen-
punkt fithrt einen Konvektionsstrom. Dieser ist in der Felderzeugung
gleichwertig einem nicht stationiren Leitungsstrom und erfihrt im

magnetischen Feld § die entsprechende Kraft Z [v0H]. Die Gesamt-
kraft wird daher

R—e (cf + 1 v9))  (Loxentz-Krafy).

17%
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In einem bewegten Substrat treten daher auf die in ihm befindlichen
Ladungen, Dipole usw. bei Bewegung neue Krifte auf, die man durch
,»Scheinfelder €’ bzw. $’ (vgl. S. 254) darstellen kann

€= [0, §=—70e.

Sie erzeugen Strome und Polarisationen. Es gilt

&—1
47

i=0(C+6), B="(€+C), M=E_(9+9)
Die Linienintegrale / ds E; und / ds Hj heiBlen die durch die Bewegung

erzeugte elektromotorische bzw. magnetomotorische Kraft.

—1
47

7. Energie.

Unter dem Energiezuwachs d W eines elektromagnetischen Systems
versteht man die duBere Arbeit § 4, die aufzuwenden ist, um das System
zu indern, abziiglich der aus dem System abflieBenden Energiemengen.
Da man Arbeit leistende duBere Krifte nur an Ladungen (und Strémen)
angreifen lassen kann, wird

84 =— [dv(Big) 6t,

wo ix die durch duBere Krifte bei der Anderung wihrend ¢ erzeugte
Stromdichte bedeutet; also wird (mit i = ¢ € = Leitungsstrom)

64 :/dv(@i)at—ﬁ/dv(@rot@) St+ 4 [av(€8D)
:at{fdv(@i)+{5/dvdiv[@g>]}+4in/dv((@ass)+(:§>ass))
= ot [ av (@) + - [A1ED] + 55 [av (€8D) + (B0 D).

Diese Formel wird so gedeutet: f dv (€1) ist die je Zeiteinheit auftretende
JoULEsche Wirme. 74;— [€H]= & (POYNTINGscher Vektor) ist die Dichte
eines durch die Oberfliche tretenden Energiestromes. SchlieBlich ist

oW = [dv((E6D) + (9 69)

der Energiezuwachs. Ist ® =¢ €, B =pu $ mit feldunabhingigem &
und g, so wird?

:—gi—ﬁfdv (ED) + (£9)).

! Die iibliche Herleitung aus statischen Betrachtungen ist bedenklich, weil
,,statische Anderungen* unmoglich sind und eine Ubertragung auf die Dynamik
nicht hinreichend zu begriinden ist.
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Dies Integral 1aBt sich, wenn man die Grenzen ins Unendliche legt,
umformen in

W=, [dv(ep+ (i)

Sonderfille. 1. Die Energie eines Systems, bestehend aus mit den
Ladungen e; geladenen Leitern, ist

W= %2 e Q.

Die Potentiale ¢; sind lineare Funktionen der ¢;,, Daher ist W darstellbar
in der Form

ik

Die Koeffizienten C,, = C,; heiBen gegenseitige Kapazititen; C;; auch
Selbstkapazitit des i-ten Leiters. Es folgt

_ow e
Y= e — Cit”
k
Fiir nur zwei Leiter mit den Ladungen ¢, = — ¢, = ¢ (Kondensator) wird
e? [ 1 2
w=" (&

1 e
Cu Cie T Caz) B

2 (@1 — @)

heiBt hier die Kapazitit des Systems.
2. Die Energie eines Systems, bestehend aus Strémen I; in ge-
schlossenen Drihten, ist

W:%Z[,-gg(‘zldé).

Die Linienintegrale sind lineare Funktionen der I;, daher ist W dar-
stellbar in der Form
1
W: 221iIkL[k-
ik
Die Koeffizienten L;, = L, heiBen gegenseitige Induktionen, L,; die
Selbstinduktion des i-ten Drahtes. Es folgt:

fouan =3 = S, L,
k
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B. Spezielle Fille.
I. Elektrodynamik quasistationdrer Strome.

10 .
Kann der Verschiebungsstrom — a—i? neben dem Leitungsstrom ver-
nachlissigt werden, so treten Verelnfachungen ein. Es wird in einem

geschlossenen Draht
dI
§Eag=—17 [a/B,=—LLfuan=1w=—1%,
wo L die Selbstmduktlon des Drahtes und W den Widerstand bedeutet.
Handelt es sich um ein System von Drihten (Transformator), so hat
man das Gleichungssystem

al
I W +2L1k dtk= . (1)
Liegen in den Drihten noch elektromotorlsche Krifte E; (vgl. S. 254),
so wird il
Iz‘Wi+2LikW=Ei- (2)
k

Sind auBerdem noch Kondensatoren mit den Kapazititen C, eingeschaltet,
so tritt zu 95 (€ 4 8) noch ¢;/C;, und wegen I =de/dt erhilt man

1 dl; a2l dEi
ali + Wi “dt + Zsz ar (3)

Dieses Gleichungssystem ist der Ausgangspunkt fiir die Behandlung
der induktiv gekoppelten Stromkreise.
Existiert nur ein Stromkreis, so wird aus (3) einfach
1 al d*l dE
cl+Wag+lg="2a
Dies ist die Gleichung einer gedampften, von der Anderung der EMK
erzwungenen Schwingung. Ist E konstant, so erfolgt die Schwingung frei
( Schwingungskreis) mit der komplexen Kreisfrequenz:
iw 1w
w=Sr* ) Ic i
und speziell fir W=0:

o =-—== (THOMSONsche Formel).

(9]

2. Elektrodynamik im homogenen Material.

Sind ¢, u und o orts- und feldunabhingig, so werden vereinfachende
Umformungen moglich. Man findet durch Elimination:

ep €  4mop 0C

— A c,” 57 = —Totrot €. (1)

Die gleiche Formel gilt fir $, D, 8 und i.
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Fiihrt man an Stelle der statischen Potentiale ¢ und % (div % = 0)
neue GréBen @ und U (kinetische Potentiale) ein durch die mit den
MaxweLLschen Gleichungen vertriglichen Forderungen:

—rot¥, D=—grad® £ Y
g c ot
und
div ¥ = — % %? (LorENTZ-Konvention) ,

so gilt fiir diese

ep 02U 4mi
g —AU="F
eu 2P
ZQ*W—A@—— 477.'@

Definiert man einen Vektor 8 (HERTzscher Vektor) durch
10 . 0 ’
9[:76—?, D=—divd+ep <g=0),
so gilt
t
03 . .0 .
%‘—%—A‘%:Mtq,woq:/tdt, d. h. 1:7?, o=—divqg+ g,

(q = Ladungsverschiebung).

Die Losung dieser Gleichung lautet in Integralform
dv r
D (x,0) =/7@ <r,t— V)
dv i v
A (x, 8 =/7 c(r,t—l—,>
dv 14 . c
8(1’,0:/‘7(](\1?,1—?) mit V=1/Tl_‘_.

d. h. man berechnet @, U, 8 fiir einen Ort zur Zeit ¢ aus den Werten
von g, i, ¢ an den um 7 entfernten Orten zur Zeit t—;, Die g, i, g

brauchen also die Zeitdifferenz 7/V, bis sie in der Entfernung » wirksam
werden; ihre Wirkung erscheint ,,7efardiert”.

Diese Form der Losung bringt es mit sich, daB nur fiir sehr kleines 7,
bzw. bei langsam wechselndem g, i, q die statischen Beziehungen gelten.

Methodisch vorteilhaft ist die daraus folgende Vorschrift: Man denke
sich zur Zeit ¢ eine Kugelwelle mit der formalen Geschwindigkeit — V'
vom Aufpunkt ausgehen. Alle Ladungen wirken dann mit dem Betrag,
den sie wihrend des Hiniiberstreichens dieser Welle haben.

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich die Felder bewegter Ladungen
berechnen.
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a) Fiir eine im Vakuum (¢ = 1, u = 1, 0 = 0) gleichformig geradlinig
mit b sich bewegende Ladung e findet man:

m—py + L2
A= S — wo f = — ist,
A
und daraus
G — (’,T,@:)f”
v
s (1—pYelv1]
‘p ) V 3

@ = const stellt ein abgeplattetes Rotationsellipsoid dar mit dem Achsen-
verhiltnis 11— B? (Heaviside-Ellipsoid).

Die Kraft auf eine zweite gleichfalls mit der Geschwindigkeit v
bewegte Ladung e, wird dann gleich

f=e G+ [v]) =—(1—p)grad®
VY= (1—pB%D heiBt Konvektionspotential.

b) Dipolstrahlung. Das Moment m eines Dipols sei als Funktion der
Zeit gegeben. Die Geschwindigkeit seiner Bestandteile sei klein gegen
V=cf 1/54 Dann ist fiir einen Punkt t, wenn » groB gegen die Dimension
des an der Stelle r=0 befindlichen Dipols ist, und ¢=0 ist:

. m
8=7
~__ 3t(mr)—s2m 3r(mr)—r2m 1 ..
3’“ ¥5 + E Vot + V23 {f [rm”
m 1 ..
@__[117/_73]__‘/272 {rm]i

wobei m das Moment zur Zeit <t— :,) bedeuten soll und

i 4m g @im
= a0 T ode
. . . c r .
Fiir groBes ¢t wird hiernach © = P [t m]2.

Die Ausstrahlung pro Zeiteinheit wird dann

aw 2¢ .
—_—— — — 2
. /Sndf 38V4\m1.

Ist m=mqsinowt=m,-sin—5- V¢ (A= Wellenlinge), so wird

aw __En‘ c

at 3 gt

jm2.
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3.Elektrodynamik periodischer Felder im homogenen Material.

Es soll sein

‘ , 27
E=GCpe'®, D=9 usw. w=2my=".

&y, $o und w kénnen komplex sein. Zu verwenden sind Realteil und
Imaginirteil unabhingig voneinander als Partikularlésungen.

1. Fall: Stréme und Ladungen sind vorgegeben (Realteile!):

t=1le*!, o= divi q=-—1i @=—divg

dv _ter c
Q= [ == Vv = *
3 / N V= Ve
i 1 . 2
=—rot3 €= graddiv3+ %% B—grad g,.
2. Fall: =0, i=0 € nicht vorgegeben: Man setzt

p= Ve u—rt 432# (komplexer Brechungsindex)

k= g’j} (komplexe Wellenzahl)
und fithrt einen neuen Vektor = P,e ! ein, fiir den man fordert:
AP+ k2P =0.
Dann wird:
H= % rot B, &= 1:,— rot rot ' oder auch:
i 1 .
@:N:arotrot‘ls, § = 1ot P

je eine partikulire Loésung des Problems.

Besondere Fille.
1. Ebene Welle: By = PBooe'**™,  Byp = constans,
n = konstanter Einheitsvektor.

9= ? [Roo 1] ¢ @t +Hxm)
T
@ ==

[ [Rop n]] gl + LMD,

Dabher ist (€ n)= (9 n)=(EH) =0, also liegt eine ebene Transversalwelle
vor mit n als Wellennormale. kn=7¥ heillt der Wellenvektor, % =—; die
Phasengeschwindigkeit.
Komplexes § und & bedeutet elliptische Polarisation,

" o " zeitliches Abklingen (Ddmpfung),

) k ., longitudinales Abfallen (Absorption),

. 1 ), transversales Abfallen (| n |2 = 1).



266 Elektrodynamik.

2. Zylinderwelle: Ry = Pooe'"** "9 Z,, (0 YEE—m?).

0, ¢, z sind hier Zylinderkoordinaten, Z,, eine Zylinderfunktion m-ter
Ordnung, #» und m (meist ganze) Zahlen.

3. Kugelwelle: B, — mwﬁzw L (k7) Y, (9, 9).

7, ¥, ¢ sind Kugelkoordinaten, Y, ist eine beliebige allgemeine Kugel-
funktion n-ten Grades.
Meist zerlegt man die hier auftretende Zylinderfunktion in zwei

HANKELsche H;I)Jr% und H,: 1. Thre Darstellung S. 70 zeigt, daB die
Lésung mit Hi,ligi eine nach dem Punkte » =0 zusammenlaufende (ein-
laufende), die mit H. 1 eine von dort auslaufende Kugelwelle bedeutet.

4. Eine allgemeinere Form der Losung ist
Po=r+2Znys(kr)gradV,,
wo V,=r—"+1Y (8, ¢) die Gleichung AV,=0 erfilllt und
(tgradV,)=—(n+1)V,.

Dies ergibt in Kugelkoordinaten das Losungssystem:

1
EO' :;ﬂEZnﬁ-%—(kr') Y" (19’¢)

Eyp=~ ("+m ('},Zﬁé(k’) + ;;ZH 5.(kr)>a{'é—(%‘ﬂ)
Eyy= ;(;73'1)'1’/‘; <di,Zn+% (kr) + %Zn+%(k’)>a——'“yg(,;9’ L
Hy,,=0

Hy,= t—f 'nz;z{;*{/” Zny y (k7) ? Y';(g’—‘p)

Hoo= %’ n(n +_Bk1/7si;179— Zn+ g (B7) ‘ Y'é(g,—@

Hieraus gewinnt man ein zweites Losungssystem €', §’ mit

’ ’ Zp
€ =*1'£;’® und .Sb =—‘[u‘@.

4, Grundlagen der Optik.

a) Wellenoptik.

Das Hauptproblem der Wellenoptik besteht darin, aus zeitlich
periodischen Partikularlésungen der MAXwELLschen Gleichungen solche
zusammenzusetzen, die bestimmte Rand- und Ubergangsbedingungen
erfiilllen (Probleme der Brechung, Reflexion und Beugung). Schreibt
man die Lésungen in der Form

G=al(x, vy, 2) o6+, (1)
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so heiBt die vektorielle Ortsfunktion a(x, y, 2) die Amplitude und
g=w-S(x1y,72) (2)

die Phase der Welle. Flichen konstanter Phase heilen Wellenflichen.

Die Wellenlinge ist
A= ey 6)
"~ lgrad g’

b) Geometrische Optik.

L4aBt man w —~ o, d. h. 1> 0 gehen, so erhilt man den Grenzfall
der geometrischen Optik. Es wird dann:

(grad S)2 = p?  (Etkonalgleichung). (4)

Die Funktion S(x, ¥, 2) heilt das Eikonal.
Die Eikonalgleichung gestattet die Bestimmung der Wellenflichen
fiir ein vorgelegtes Problem. Es ist
2
So—Si= [ (@sgrad ), (5
1
wobei d 8 lings einer beliebigen Integrationskurve genommen ist. Durch-
setzt insbesondere die Integrationskurve iiberall senkrecht die Wellen-
flichen, so heiB3t sie ein Strahl. Es wird dann

Sz—Slzprds, (6)
1

d. h. der lings eines Strahles gemessene ,,Lichtweg* f p ds ist identisch
mit dem Eikonal. Die Strahlen kénnen gefunden werden als Extremalen
des Variationsprinzips von FERMAT:

6S=6f275ds=0. (7)
1

Aus diesen Grundgleichungen folgen die drei Grundgesetze der geo-
metrischen Optik: 1. In homogenen Medien sind die Strahlen gerade
Linien (Vernachlidssigung der Beugungserscheinungen), 2. die einzelnen
Strahlen sind voneinander unabhingig (Vernachlissigung der Inter-
ferenzerscheinungen), 3. jeder Strahl kann auch im umgekehrten Sinne
vom Lichte durchlaufen werden.

Der Vektor { in Richtung des Strahls vom Betrage p heit Strahl-
vektor. Es ist

{=grad S.

Die letzte Gleichung bringt zum Ausdruck, daB sich die zu einem Strahl-
system senkrechten Flichenelemente stets zu Orthogonalflichen (Wellen-
flichen) zusammenfiigen lassen, wenn sie es an irgendeiner Stelle tun
(Satz von MaLUS).
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5. Wellen in anisotropen Medien (Kristalloptik).

Wir setzen
D=UE bzw. C=A1D, pu=1.

Hier sei Y ein symmetrischer Tensor (A~* der entsprechende reziproke),
der an die Stelle des Skalars ¢ tritt.

Der Ansatz fiir eine ebene Welle fiir reelles p <a= 0, v= %)

D=D, eiw (t—j"’n)

usw. in die Wellengleichung

2; %27?— = rotrot €
=AE—graddiv €
eingesetzt, ergibt dann
2
D —C+n(n6) =o0. (1)

Hieraus folgt (Dn) = 0. Aus der 1. MAXwELLschen Gleichung folgt:

v

—> - D=[n$] und - -H=[nE],
also (Hn)=0, (HD)=0 und H2= (ED).

D, $ und n bilden demnach ein orthogonales Achsenkreuz; € liegt
in der von ® und n aufgespannten Ebene. Da durch ® auch € bestimmt
ist, so sind auch n und $ bestimmt, und damit auch v durch

vt __ (€D)
u_ e
Ferner ist
o ED—E (8 =0, (6)=]/E—D Y,

also nach (1)

2

E—D o
_ T Ye  _ eDp—92(ED) Ry .
- VELEU_‘ pyEoi—@ap ™ v=E 5 Ve
C‘

Die Wellennormale und die Geschwindigkeit sind daher vollstindig
durch die Schwingungsrichtung ®© bestimmt.

Ist n gegeben, so ist (1) ein homogenes lineares Gleichungssystem
der drei, Komponenten von ®. Es ist nur 16sbar, falls die Determinante
der Koeffizienten verschwindet. Das ergibt eine Gleichung 3. Grades
fiir v2 (Sdkulargleichung), die sich wegen des Verschwindens ihres absoluten
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Gliedes auf eine 2. Grades reduziert!. Fiir ein gegebenes n gibt es daher
zwei Geschwindigkeiten v, und v, und zwei Schwingungsrichtungen
D, und D,. Da fiir beide D (Dn)=0 ist, findet man

(D Dy) — (6, D) =0=2 (D, D) — (G, Dy).

Da also (€, D,) = (€,D,) ist [wegen G A C,=GC,A G, (s. S. 124)], so
wird (D, D,) (vi—v3) =0.
Zu den zwei verschiedenen v gehéren also zwei orthogonale D (D, 1 D,).
Die Sikulargleichung fiir v2 fithrt bei solcher Wahl des Koordinaten-
systems, daB die ;' fiir ¢ + & verschwinden (Transformation auf Haupt-

2
achsen), auf die FRESNELsche Gleichung; wenn ;! :% gesetzt wird,
1
n?
gilt E 2 2_‘1)2 = 0. n,; sind hierbei die Komponenten (Richtungskosinus)
i 1

von n gegen die Hauptachsen.

Tragt man v als Radiusvektor in allen méglichen Richtungen n auf,
so erhdlt man eine Fliche, die Normalenfliche.

Es gibt im allgemeinen zwei Richtungen n, fiir die v, =v, wird, die
optischen Achsen.

Geometrisch kann die Gleichung (1) wie folgt gelést werden:

Man beschreibt das Ellipsoid (t®~'t)=1, schneidet es mit der
Ebene (nt) = 0 (die senkrecht zu 1t durch r =0 geht), und sucht Richtungen
und Léngen der Halbachsen der Schnittellipse. Fiir diese gilt &(r2) = 0.
Man erhilt

(tdr)=0

und die Nebenbedingungen
(A rdr)=0
(ndr)=o0,

also
At 4 gyt 4+ 0,1 =0.
Durch Multiplikation mit n bzw. ¢ folgt

1

0‘1—_—_“

L, Oy=—uUA1y),

! Man kann aus (1) € und D eliminieren durch Anwendung der Formel
(Tab) —|Z|(ab) = |T|{(ZT1aT1b)—|T-1|(T'ab)},
indem man =9, b =n, T = U setzt. Dies ergibt
ADn) = [4[{(A* En) — A (En)}.

2 2
Setzt man aus (1) D = z; (€€ —nEn) und €= 9P »§2~ + n(€n), so erhalt man

Anmn)
|4]

Aus dieser Gleichung kann man die zwei Werte von v als Funktion von 1 berechnen.

B e —

4

=0.
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also .
Aty ——5—n(Atrn) = 0.

2
Wenn wir in letzterer Gleichung r mit @, A1t mit & und 2 mit %,—
identifizieren, so geht sie iiber in unsere Gleichung (1). Die Lingen

der Halbachsen der Schnittellipse sind demnach gleich vi bzw. vi
1 2

und ihre Richtungen die von ®; und D,.
Die Fortpflanzung der Energie erfolgt senkrecht zu € und § in
Richtung von 3.

3 sei ein Einheitsvektor (s2=1), (€3)=0, (93)=0.

8 ist komplanar mit ®, € und n.

Wir setzen D+« €+ p8=0. Multiplikation mit & bzw. n ergibt
' (D3) (n3)

f=—(D3), *="Gn
Aus Gleichung (1) folgt (D3) ¢
@) = (8%

Wir erhalten also .

S (82 E— D+ 3(D3) = 0.

Es ist aber (n8) =cos{, wo { der Winkel zwischen n und 8 ist.
Nennen wir S die Geschwindigkeit der Welle in Richtung von 8, so ist

% =cos{=(ng). Es wird also

g@_@+@®@=a ()

Diese Gleichung hat genau denselben Typus wie die urspriingliche (1).
Die geometrische Losung ist hier so zu benutzen, daBl das Ellipsoid
(tAr)=1 und die Fliche (r3) =0 zu beschreiben ist. Die Halbachsen

der Schnittellipse liefern dann 7, = Sc Yory= _Sc % und ihre Richtungen sind

diejenigen von €, und G,.
Die Fliache mit dem Radiusvektor S in Richtung 8 heiBt Strahlenfliche.
Schreiben wir &= S8, so wird aus (2)

2C—DS*4 S(DEG) =0.
Multiplikation mit ® und Variation fithrt wegen (D6€)=(€dD) zu
20D(RE— DS+ S(DEC)) —208(8D*—D(DEG)) =0.

Der Faktor von 69D ist gleich Null, der von 6 & ist ein Vektor parallel zu u.

Also gilt (n6&)=0, d.h. n steht senkrecht zur Tangentialebene
an die Strahlenfliche im Punkte t= &. Dies bedeutet: Eine zu n senk-
rechte ebene Wellenfliche, die zur Zeit /=0 den Nullpunkt iiber-
schreitet, tangiert zur Zeit ¢t =1 die Strahlenfliche. Letztere ist die
Enveloppe aller solcher Wellenflichen fiir ¢ =1.
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Dritter Abschnitt.

Relativitatstheorie.
A. Spezielle Relativitidtstheorie.

. Vierdimensionale Darstellung der Welt und
Relativitiatsprinzip.

1. Jedes physikalische ,,Ereignis’ findet an einem Ort zu einer Zeit
statt, liefert also ein Wertsystem xyzt¢. Hier bedeuten xyz die kartesi-
schen Koordinaten des (dreidimensionalen) Raumes, gemessen mit
maleriellen MaBstiben, bezogen auf ein beliebig angenommenes Achsen-
system und ¢ die MaBzahl der Zeit, gemessen mit relativ zu dem System
ruhenden materiellen Uhren.

Die Unverinderlichkeit der MaBstibe bei den zur Ausmessung vor-
genommenen Verschiebungen oder Drehungen gegen das System wird
hierbei immer angenommen. Als Kontrolle des gleichen Ganges der
Uhren (Definition der Gleichzeitigkeit) werden Lichtsignale als benutzt
gedacht, wobei die Lichtgeschwindigkeit unter allen Umstinden als im
Vakuum konstant =c=13-10! cm/sec angenommen wird.

2. Zur geometrischen Darstellung des gesamten zeitlich-riumlichen
physikalischen Geschehens kann man sich einer vierdimensionalen
Mannigfaltigkeit (Welt) bedienen. In dieser sei jeder Punkt durch die
vier KoordinatenmaBzahlen x! ¥ ¥® x4 in einem kartesischen vierdimensio-
nalen System festgelegt.

Ein Wertsystem «! 2% x3 x* heillt ein Weltpunkt. Die Abhingigkeit
der Lage eines materiellen Punktes im Raum xyz von der Zeit ¢ wird
durch eine Weltlinie dargestellt. Durch die Gesamtheit der Weltlinien
aller Punkte ist das gesamte (meBbare) Naturgeschehen darstellbar.

Es sind dann folgende zwei Darstellungen gebriuchlich:

a) Man identifiziert mit x! x2 2% x* die GroBen x, vy, 2, ¢.

b) Man identifiziert mit ! x2 x3 x¢ die GréBen «x, v,z [ =ict
(z' = ]/:——1) Ein Wertsystem xyz¢ ist dann ein imaginirer Punkt
der Welt. Diese Darstellung bietet gewisse mathematische Vorteile. Sie

ist aber unanschaulich. Im folgenden gebrauchen wir die Darstellung a),
siehe jedoch S. 303 f.

3. Nimmt man ein gegen das System xyz gleichférmig mit der
Geschwindigkeit b bewegtes anderes Koordinatensystem und miBt wie
oben, d.h. mit gegen dieses ruhenden MaBstiben und Uhren, die
Koordinaten und die Zeit desselben Ereignisses, so erhidlt man ein Wert-
system x" 9" 2’ ', das an Stelle der xyz¢ mit den x! x2 23 x* identifiziert
werden kann.
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Die spezielle Relativitdtstheorie sagt dann aus, daB die Naturgesetze,
dargestellt in den x! x2 48 x* gleichlauten, unabhdngig davon, ob man diese
mit den xyz¢ oder den ' y' 2’ ¢’ identifiziert. (Es ist zu beachten, daB
wir unter den Naturgesetzen die Relationen verstehen, die zwischen
den durch Messung mit MaBstiben und Uhren gewonnenen MafBzahlen
der physikalischen GréBen bestehen. Wenn sich also auch bei der relativen
Bewegung der Systeme die MaBeinheiten indern moégen [was nicht
kontrollierbar ist], so sollen die Relationen zwischen den gewonnenen
Zahlen erhalten bleiben.)

2. LORENTZ-Transformation.

1. Die Anwendung des Relativitdtspostulats (z. B. auf die Kinematik
der Lichtausbreitung) fiithrt auf folgende Beziehungen (LORENTZ-Trans-
formation), wenn man die Koordinaten x, v,z als Komponenten des
Ortsvektors r nimmt:

(o)
gRal Jr— ey T
'C r bl vz 1 VT;—ﬂi + l/1 -—ﬂz ‘ y V:‘ﬂz ) ,8 c
2. Das vollstindige Transformationsschema lautet also:
x v l z ‘ t

Hieraus folgt fiir v, = v, = 0; v, = v das der speziellen LORENTz-
Transformation:

x y 2 ¢
x ,‘._1_ 0 0 ;11
Vi—pe Vi—p
vy’ 0 1 0 0
2 0 0 1 0
v 1
! ) 0 0 PR
Y1 | | Vi B

Die Transformation hat die Determinante 1.
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3. Hieraus folgt, daB der vierdimensionale ,,Abstand’* zweier Welt-
punkte x; y; 2 4 und %, ¥y 25 &y

As= 1/— (% — %)% — (y1— ¥2)>— (;1—22)2 + % (t—1y)?
— YR g
eine Invariante ist, d. h. unverindert bleibt, wenn man ihn durch die
%'y’ 2’ ¢ in derselben Form schreibt

el i
‘1/ 1 —1p)% 4 2 (f — 1)

Ist also fiir ein bestimmtes System xyzt das Weltbild (dargestellt
durch die Weltlinien) bekannt, so erhilt man das Weltbild fiir ein anderes
System x'9'2'# durch eine Deformation (Transformation), die den
,Abstand” As aller Weltpunkte unverindert 1aBt!.

4. Ist As imaginir, so ist es durch eine LoRENTz-Transformation
immer moéglich, ¢; — ¢, verschwinden zu lassen. Die beiden Ereignisse
erscheinen im geeigneten Bezugsystem als gleichzeitig (Transformation
auf Gleichzeitighert).

Ist As reell, so ist es mdglich, As auf die Form 1/¢?(¢;—#;)? zu trans-
formieren. Die Ereignisse erscheinen als am selben Ort stattfindend
( Transformation auf Ruhe).

Ist As=0, so sind die beiden Ereignisse durch eine Raumdistanz

A av' .
A7 und eine Zeitdistanz A¢ so getrennt, daB - = A:' = ¢ ist.

Sind die beiden Weltpunkte 1 und 2 zwei mfmiteSimal benachbarte
Punkte der Weltlinie eines bewegten Punktes, so ist ds immer reell;
bewegt sich der Punkt mit Lichtgeschwindigkeit, so wird ds=0.

dtv= 2, ds heiBt das Differential der ,,Eigenzeit’* des Punktes. Ist
der Punkt auf Ruhe transformiert, so ist dtv=dt’.

5. Die LoreNTz-Transformation angewandt auf einen mit der Ge-

schwindigkeit v relativ zum 1. System bewegten Punkt liefert die Ge-
schwindigkeit w0’ relativ zum 2. System.

Es ist
_dr
=7
also
s V=B (B2 (1 =F 0 1)
W= = (R
1— 2

1 Fiihrt man an Stelle von ¢ die GréBe ! = ict und !’ = ict ein, so wird die
Transformation orthogonal (Drehung).

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 18
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w
(7")
- oder W=

=y ,_ v Geschwindigkeiten),
[2 c2

Ist tlv, so wird
P Ua wﬁ

W' =1m)1—p—b oder w?=1w?+fv2——;

Ist speziell wilv, so wird:
w =1 ' w—v (Additionstheorem der

1—

Anwendung. In einer mit der Geschwindigkeit b strémenden
Fliissigkeit laufe ein Lichtstrahl mit der Geschwindigkeit »’ = %

(n = Brechungsexponent) in der Richtung der Bewegung. Dann ist seine
Geschwindigkeit im ruhenden System

4

—+v

n
w = ——-

v
1 —_—
+n-c

1

—>+...

ne

:(%—}—v) (1——}5+...‘):—:7+v<1—

(1 —;’;) heiBt Mitfiihrungskoeffizient.

6. Statt (nach 3) die LoRENTZ-Transformation als eine Deformation
des Weltbildes zur Darstellung in einem anderen Koordinatensystem
aufzufassen, kann man sie auch (vgl. S.98) als eine Transformation
der Koordinaten des (unverindert gelassenen) Weltbildes betrachten.
Wir haben dann eine affine Transformation des Koordinatensystems,
bei der das Linienelement 4s invariant ist. Zur Darstellung der Natur-
gesetze bedient man sich dann mit Vorteil der vierdimensionalen Vektor-
analysis im Weltbild. Die Komponenten p' eines Vektors p trans-
formieren sich wie die Koordinaten x', p"= X aip*, wo die @) aus dem
Schema 2 (S.272) zu entnehmen sind. Tensoren transformieren sich
nach der Regel

T'"=3 Xalap T'* (vgl. S.134).
ik

Wegen
ds? =g;,dx'dx*F= —dx?—dy?—dz? + c2de?
wird
=8 =8s=—1, Gu=2°C% gup=0firi+4k detgikzig[:_c{

Die obigen Werte fiir g;; gelten fiir alle Bezugsysteme.
Folgende Beziehungen gelten daher zwischen den kovarianten und
kontravarianten Komponenten von Vektoren und Tensoren (¢, 2 = 1,2, 3):

pi=‘_‘i’i Tiszik Tik:_Tik
174:62?4 Ti4=—c2Ti4 ]#4:(:2]#4
T44 = C4 ]‘4‘1 T41: = — T‘i
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Das Transformationsschema fiir die Komponenten eines Tensors wird
also bei der speziellen LoRENTz-Transformation .(v,=v,=0, v,="v):

! 12 14 | 21 222324] 31 323334 41 4243 4
————
|
11' ! 0 - | N
\ 1—p2 1-f2 ! ‘ 1—f2 1—f?
| . B
12l o D 0 ! "o Yo o
E Vi pe i 0 i v
13 0 0 0 i 0 0= o
Vi—p 4
) 1 f —v
1 - | '
Haa—m O i—p | i—p ° O
—v
21 0 7
22 ) 0 o
(
23 ‘ 0 o
|
24 ! }
[ . vV )
3 | 17 0 o —V
v vV
32 0 100
0 0
33 0 01 0
34 %0 0
J e
. v 4
v p? 1 —v
Wanm ° i i—p " O ip
-—Q 1
42 0 Y 0 0 7 0 0
0 1
43 0 - 0 0 0 T 0
44 ____2_ v ‘; —v 0 0 1
c2(1—p%) (1% | c2(1-B%) 1
und daraus fiir einen antimetrischen Tensor:
14 24 23 31 12
14 0 0 0 0
1 +v
2
4 0 p 0 7
— v
34 0 0 0 Py 0
cty
23, 0 0 1 0 0
1
3 0 0 0
+ ' 1
v
12 0 0 —
: Vv 14

18*
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3. Physikalische Bedeutung vierdimensionaler Vektoren
und Tensoren.

Die Komponenten eines Vektors ¢’ lassen sich physikalischen (mef-
baren) GréBen zuordnen.

Die drei ersten Komponenten sind die Komponenten eines rdum-
lichen Vektors, die vierte hat eine abweichende Bedeutung. Sie ist
durch die Dimension einer Geschwindigkeit von den anderen unter-
schieden. Sie kann nur einen Skalar bedeuten. Der Betrag eines Vektors
p =1 p'p*g:x muB eine Invariante sein, also eine GroBe, die fiir alle
Bezugssysteme denselben Wert hat.

Die Aufstellung der Vektorgleichungen der Relativititstheorie muBl
im AnschluB an die Erfahrung erfolgen. Sie ist in vielen Fillen nicht
ohne Modifikation der dlteren Anschauungen durchzufiihren.

Der Einheitsvektor in Richtung einer Weltlinie #' = »(;{i hat die
Komponenten

Uz e _ Yy _ 3 __ Uz 4_ 1

i YT e VT i T oy
Folgende Vektoren und ihre raumlich-zeitliche Deutung haben sich
bewidhrt:

Weltvektor| Raumlicher Anteil Zeitlicher Anteil Invarianter Betrag

. v 1
ut S Imo T ——— 1

. C ]/ 1 - f2 5]/ 1—p2

; Leist icht L

ki f — Kraftdichte ) _ Leistungsdichte ] 2
[4 c [

: : E _ Energie E? .
pi p = Impuls =T s F—P
si . i = Stromdichte ¢ = Ladungsdichte Veror

|
3 Skal: tential —_—
@t i A = Vektorpotential if— = _‘iﬂgﬁ&la_ v Pt Az

In analoger Weise sind die Komponenten eines Tensors zu deuten.
Folgende Tensoren und ihre Bedeutungen werden benutzt, wobei

& = elektrische Feldstirke

$ = magnetische Feldstirke

D = elektrische Verschiebung

B = magnetische Induktion bedeutet.
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Tensor: Fi#= — Fk Tensor: Hi*¥ = — H*
AN 2 3 4 PNUEE 2 3 4
| N ! E
1o | B I—B —F 1] 0 H, | —H,| =2
| | |
2 —B.| 0 | B ~E7y- 2 —H.| o | H 202
I i ‘
‘ Ez | Dz
3! By, |—B,| 0 |—— 3 Hy |—H, 0 -
\
. E, | E; D, D, ' D,
i e B S i B
(F?) = Fi*Fj; (H?) = H'* H;}
=2(B*—E?) =2 (H?>— DY)

(FH) =F'"H* g1 g,
(@) (6D)

Transformationseigenschaften. Die genannten Vektoren (S. 276)
transformieren sich wie v, ¢ (s. S. 272). Dagegen transformieren sich die
Vektoren der Elektrodynamik wie Tensorkomponenten nach Schema
S. 275 unten, d. h. es gilt:

E.=FE, By=B,
Ey=o b Byt fB) Bi= L By —fE)
E,= ﬂ—; jE:—BB)  Bi= »ﬁ’,_,ﬂ; (B + BEy)
D, = D, H,=H,
D, = V1"1—“’ﬁ‘2 (Dy+ pH)  H,= 1/715/? (Hy,—pD,)
Di=— (Do) Hi=o ' (H.+ D)

Als elektromagnetischen Impuls-Energielensor bezeichnet man den wie
folgt gebildeten:

. ik ,i .
Szk:%_ (FH)—; (Fqul +Fk7HLl) g
1
511:—2- (EyDJ’+EzDz—E.\‘D.r+HyBy'*"Hsz“‘—H.th)
S¥=_—F.,D,—H,B, usw.

SU=—([DB] + [EH)).

S4 =75 (6D) + (H9)).
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St* fiir 1=1, 2, 3, k=1, 2, 3 sind also die Komponenten des sym-
2
metrischen MAXWELLschen Spannungstensors &, 7%% S4" sind die

2
Komponenten des POYNTINGschen Vekiors. Z% S4ist die Energiedichte W,

4. Elektrodynamik.

Die elektrodynamischen Gesetze stellen sich dann folgendermaBen dar:

Z—%zo <d1v1+——0) (1)

0 @i 0 gr . 10U
T pa=—Fu (B=rot¥, G=—gadpg— %), ()

wobei fiir ¢/ gelten soll

o (diva(+—;—aa—‘f=o).
et (dvs=o, rot@z—%%) (3)
H=T (=€ %], A= (6D) (4
ot _ans (rots;):‘i;hr%aa—?, dive =470)  (5)
F=—50  (t=dvet L fo9) | 6
h=—divies)— ) |

Im Vakuum ist Fi* = Hi*,

Fiir F'* = H'* kann man aus den Formeln (2) und (5) F'* eliminieren
und findet

4mst
,Aé_ —_ D (pz ,
wo
03 02 o2 1 02
O=5+ 55+ 5
02 0 y? 022 2 gt
bedeutet. * Y ‘ ¢
Setzt man

k . ik . ) . .
(P — e&’ilk und szz_%;k (Z'k=—Z'”, sz=_ka)

so findet man smgit

c
Z'* entspricht dem HERrTzschen Vektor 3 (s. S. 263).

Diese Gleichung 148t sich in affinen Koordinatensystemen leicht
integrieren. :

—QZzit.
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5. Elektrodynamik in (bewegten) Medien.

Die allgemeine Beziehung zwischen F** und H'* muB so sein, daB
fir ein relativ zur Materie ruhendes Bezugssystem D=¢E, B=p9
wird. Hier gilt auBlerdem i=g@€.

Um diese Beziehungen kovariant auszudriicken, bildet man eine
Reihe von neuen Vektoren und Tensoren.

¢ = Fity,, (1)
. . dxk . C . ..
wo #* der Einheitsvektor 7;5— in Richtung der Weltlinie der Materie ist.
d'= H'*u,. (2)
Fiir ein Bezugsystem, in dem die Materie ruht, ist dann
ul=u2=ud=0, u“:%

Hier wird

e = cF™,
also

e=E, e&=FE, &=E, =0

und

at=D, d*=D, dd&=D, d*=0.

Die kovariante Gleichung d'=¢e’ gilt also im geeigneten Bezugs-
system und daher allgemein. Hieraus folgt

Dt | wHl=¢(C+ [v9]).
Wir bilden ferner

bt = Fikyl L Folyi 4 Flisd, wo i+1+k (3)
hikleikul+Hklui+Hliuk. (4)
Fiir
W= =ud =0, w— L
c
wird
b234 — _,& B34l — ﬂ pHe — B b128 — 0 usw
’ c ) c ’ .

Die kovariante Gleichung &'*'= ph'*' liefert
N 1
¥— ! 6] =p (95— +0D]).
€+ % [b®B] wird gelegentlich die elektromotorische Kraft genannt und
gﬁ—% [vD] die magnetomotorische Kraft; vgl. aber S. 260.

Um die Beziehung i= o ¢ kovariant darzustellen, beachte man, daB
s in Richtung der Weltlinie die Komponente #u'(s*u,) hat. Dies ist
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der Konvektionsstrom der geladenen Materie. Die obige Gleichung bezieht
sich aber nur auf den Ledtungsstrom, also auf
P=s"—u(s"u).
Fir ul=u2=ud=0, wut= % wird

B=i,, PB=i, B=i, I=g—— (9c)=0.

Wir haben hier wegen /=0 einen reinen Leitungsstrom in ungeladener
Materie.
Im ruhenden System und daher allgemein gilt also

F=s—u'(stu,) =o¢,
d. h. ,
a(@+ . [n%])
ct—v? - V1—p?

Fiir einen reinen Konvektionsstrom

(4 v —ee) _

i=p0, '=u(sPuy) =u'py-c
wird .
41 Ux (@ 62:" (1 U))

.\ S iV S, vy =yl
= PO =UVy"@=1Uu "C"Q,

t=o,

so daB

0= VT%B" 0o heiBt Ruhdichte der Ladung.

k' =coyF'*u, liefert f=0(C+ [vB)]).

6. Dynamik des Massenpunktes.

Das Grundgesetz der Mechanik u -%?:f definiert (fiir kleines b) die
Massendichte u.
Die entsprechende kovariante Form kann nur lauten

duk

Gug— =k (Krajtdichte) (1)

wo u, die Dichte fiir y=0 bedeutet. Integration iiber den Bereich
AV =dxtdx?dx®
ergibt .
110 %—dV:/kdezK" (Kraft). )

Nun ist dV =4V, )/1—p? wo V, das Volumen, im mitbewegten
Bezugssystem gemessen, bedeutet. Setzen wir

my=[uedVy  (Ruhmasse), (3)
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so wird
s dub duk
ok
K* = c2my- 1/1— g5 =CMo (2"

also lautet die von der Relativititstheorie geforderte Bewegungsgleichung,
d. h. der riumliche Anteil von (2)

d v
S‘P:mo-ﬁ<71——__7}2> . (4)
Setzen wir
2
521 = b (Beschleunigung), dl(;;")' =2(vb),
so wird

b v(vbh)
K=m < — o+ - s))
P Wi—p T ey—pe
also fiir b|lv

my+b iy

R = i =F Vi = longitudinale Masse (5)
und fiir b1l o
Q@ = g+ b niy y le M. 6
P = i/;:ﬂj, 1/11 ﬁT = transversale Masse. (6)
2
Der Impuls wird nach (4) p = 17?2255' die Energic E = ]/j»_!i%iz ; dieses
nach 8 entwickelt, liefert
E:moc2+“%v2+... (7)

Das zweite Glied ist die kinetische Energie.
Es gilt die wichtige Beziehung

E?
=P+ mict (8)
Fir v=0 folgt E, = myc? (Ruhenergic). Dies kann so gedeutet

werden, daB die Masse my energetischen Ursprungs ist (doch ist zu be-

achten, daB noch eine eventuelle Integrationskonstante hinzugefiigt
werden kann).

Die relativistische Dynamik kann, genau wie die klassische, auch
auf andere Prinzipien als die NEwTonsche Grundgleichung

api

dt

aufgebaut werden!. Das HAMILTONsche Prinzip

:Ki

5[Lat—o
4

! Die Einfithrung eines Potentials W ist i.a., besonders beim Mehrkorper-
problem, nicht statthaft. Die Gleichungen (9) und (10) sind daher nur in speziellen
Fallen verwendbar.
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bleibt unverdndert erhalten, wenn man unter ¢ die Eigenzeit des Be-
obachters versteht und als LAGRANGEsche Funktion einfiihrt:

L =myct(1—y/1—p) —W. )
Ist W konstant, so fiihrt dies Prinzip zu

Die kanonischen Gleichungen kann man unverindert {ibernehmen, wenn
man als HAMILTONsche Funktion benutzt

H=m,c? (171__1___35—1> + W, (10a)

oder bei Einfithrung der Impulse statt der Geschwindigkeiten
H(p, ') = c Ymgc? + p2—myc? + W (x'). (10b)

Fiihrt man den Tensor K'*=c?uyu’u* ein, so wird wegen
a—(:;;:k) =0 (Kontinuititsgleichung der Materie) (11)
B = ZL;:, K'* heiBt | kinetischer Impuls-Energietensor'’.

Analog der Elektrodynamik lassen sich (wie in der Elastizititstheorie)
die Krifte in der Materie durch einen Spannungstensor Pi* darstellen.

2 Pik
T ok

k= Pt heiBt ,,potentieller Impuls-Energietensor*.

Fiir ein abgeschlossenes System gilt dann

dTik 9 ) )
o = 5 KPR =o0. (12)

Hierin sind die Erhaltungssitze des Impulses und der Energie ausgedriickt.

Ti* = K'* + P'* heiBt der ,,gesamie Impuls-Energietensor*.

B. Allgemeine Relativitatstheorie.
1. Grundlagen.

a) Das Grundgesetz.

Die spezielle Relativititstheorie hat die Forderung aufgestellt, dal
alle Naturgesetze Beziehungen darstellen sollen zwischen Skalaren,
Vektoren oder Tensoren einer vierdimensionalen ewklidischen Mannig-
faltigkeit, deren Linienelement also immer auf die Form

ds? = c2(dad)? — (d#)2 — (dx2)2 — (d %)

gebracht werden kann. Die Grundgesetze der Physik bleiben dann
kovariant gegeniiber allen LorENTz-Transformationen.
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Gehen wir aus von einer nichteuklidischen Mannigfaltigkeit, so miissen
wir die allgemeine Form
dszzgikdxidxk ('1)

zugrunde legen. Die Tensorgleichungen erscheinen dann in einer Form,
die belicbigen Transformationen. der Koordinaten x' gegeniiber kovariant
bleibt. Es treten jetzt in diesen Gleichungen auch die Komponenten des
,metrischen Fundamentaltensors' g, als Funktionen des Ortes auf. Im
Gegensatz zur speziellen Theorie betrachtet die allgemeine Relativitits-
theorie die Ortsabhingigkeit des Fundamentaltensors als wesentliches
Bestimmungsstiick des physikalischen Feldes. Das Linienelement kann
dann wohl noch in jedem Punkte auf die MiNKowsKIsche Form (s. S. 273)
gebracht werden, nicht aber in endlichen Bereichen.

Die nichstliegende differentialgeometrische Charakterisierung des
Linienelements kann durch den verjiingten RiIEMaNNschen Kriimmungs-
tensor R;, (vgl. S.137) erfolgen. In einer euklidischen Mannigfaltigkeit
verschwindet derselbe identisch im ganzen Gebiet. EINSTEIN stellte die
Theorie auf, daB R;, nur an solchen Stellen verschwindet, wo keine
Materie vorhanden ist, wihrend es im tibrigen durch den gesamten
Spannungs-Energietensor der Materie bestimmt wird. Der Zusammen-
hang wird geregelt durch die Erhaltungssitze von Impuls und Energie.
Die Dynamik lieferte als oberstes Grundgesetz, daB die Divergenz des
Welttensors & der Materie (Summe des mechanischen und elektro-
magnetischen Anteiles) verschwindet (s. S. 282):

T+ L T — T, T =0, (2)
Auch aus dem Kriimmungstensor liBt sich ein Tensor bilden, dessen
Divergenz identisch verschwindet, nimlich

1 .
Riy— 5 Rgin— A8k, (3)

worin A eine beliebige Konstante ist (,,kosmologische Konstante'*).
Die EinsTEINsche Theorie macht nun den Ansatz

R, — ;- Rgijj—Agin=—xT; (Feldgleichungen), (4)

wo » ebenfalls eine universelle Konstante ist. Der Impuls-Energiesatz
ist dann eine notwendige Folge der Feldgleichungen.

Der Vergleich der Feldgleichungen mit der Erfahrung lehrt, da 2
sehr klein ist (hochstens 107% cm™2) und fiir viele Probleme A = 0 gesetzt
werden darf. Ferner erhilt man als erste Ndherung die NEwToNsche
Gravitationstheorie, wenn

G
®= 8aG 2,073 - 10748 cm™t g7t sec? (5)

ct
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gesetzt wird, wo G = (6,665 + 0,004) - 1078 cm3 g 1sec™® die Gravitativns-
konstante ist.

Zwischen den 10 Differentialgleichungen (4) bestehen infolge ihres
Tensorcharakters 4 Bedingungsgleichungen; sie geniigen daher nicht
zur eindeutigen Festlegung der 10 GréBen g;,, sondern lassen gerade
hinreichende Freiheit, um an Stelle eines Koordinatensystems x’ ein
anderes x''=f;(x}, x2, 3, x%) zu substituieren (HILBERT).

b) Andere Formen des Grundgesetzes.

Durch Verjiingung von (4) entsteht

R+42=xT, (6)
und bei Substitution dieses Ausdruckes fiir R in (4):
1
Rik'i”/lgik=*‘H<Tik—‘2‘Tgik>- (7)

Diese letzte Form ist besonders im Falle T;,=0 niitzlich. Die Feld-
gleichungen lassen sich oft vorteilhaft durch ein Variationsprinzip er-
setzen. Wir fiihren ein

$=ye¢H mit H=g"(I%I7,—I0T7,)+24 } ®
= ¢ (5 T3 ) — (R +22)

und B
gt =ygg'. 9)
1. Materiefreie Riume (7;,=0). Es gilt das Variationsprinzip
0[9dxtdatdaidxt=0[H- () gdx'dxrdx®dxt)=0.  (10)

Dabei werden die g'* im ganzen Bereich variiert, aber auf dem Rande
festgehalten. Uber ihre Ableitungen ist nichts vorausgesetzt. Da H
keine Invariante ist, benutzt man oft besser ein anderes Prinzip:

8 (R+22)(ygdrtdsdxddt) = 0. (11)
Dabei sind die g* und die %%i am Rande festgehalten.
Wihlt man die Koordinaten speziell so, da8 1/ g=1 ist, so wird
H=—grIm It +22
und liefert fiir A=0 die Feldgleichungen in der Form
ory,
gom L7l =0 (EINSTEIN).

2. Materieerfiillte Rdume. Die Prinzipien sind zu erweitern zu
6/(@+x932)dx1dx2dx3dx4:0 (12)
6/ R+24+x M)(ygdrrdx?dxddx')=o, (13)
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wobei I = 1/ g M eine Funktion der g'* (nicht ihrer Ableitungen!) und
der Verteilung der Materie im Raume ist. Fiir den mechanischen Anteil
(Gravitation der Masse) ist

oM 1
W:T“‘_z Tgik (14&)
und
oM -
Eraa =—1/g T (14Db)

Fiir den elektrodynamischen Anteil erhilt man

M=—g*qoF,F, (vgl S.277). (15)

c) Kriftefreie Bewegung.

Die Abweichung der Weltmetrik von der Euklidizitit macht sich
in den Gravitationserscheinungen bemerkbar. Die Bewegung eines Massen-
punktes in einem Gravitationsfelde ist nach der EinsTEINschen Theorie
eine krdftefreie Bewegung, d.h. infolge des Trigheitsgesetzes ist die
Weltlinie eines freien Massenpunktes eine geoddtische Linie:

a2 xi dxfd:rs): (16)

[
K _m°< ds? +r” ds ds

Die infolge der Klammerausdriicke auftretenden Zusatzglieder kénnen
als ,,Scheinkraft'* gedeutet werden, nach Art der Zentrifugal- und Koriolis-
krifte, die ebenfalls dadurch zustande kommen, daB in einem rotierenden
Bezugssystem auch bei der euklidischen Metrik nicht simtliche I'i;
verschwinden. Alle Scheinkrifte haben die charakteristische Eigenschaft,
der trdgen Masse proportional zu sein. Infolge der experimentell mit
groBer Genauigkeit erwiesenen Proportionalitit zwischen gravitierender
und triger Masse zeigt auch die NEwtoNsche Gravitationskraft diese
Eigentiimlichkeit.

2. Einige wichtige Losungen der Feldgleichungen.

a) EINSTEINs erste Nidherung.

Das A-Glied wird vernachldssigt und die rechte Seite von (4) als
kleines Stérungsglied behandelt. Man setzt

gin=0ir+ 2 Yix (x*=1ici) (17)

und vernachlissigt alle Potenzen von »? an aufwirts (,,Quasieuklidische
Welt). Man kann dann stets ein Koordinatensystem zugrunde legen,
in dem
0 vi 10
Yis ’}’s.s _ (18)
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Es wird dann

4
Rtk=—’g‘[]7ik <D=2('5%> (19)

i=1

und die Feldgleichungen geben
1 1
Z'DVik= Tik_?Tailu (20)

Ist speziell y,, nicht zeitabhingig, so erhilt man fiir ¢ =%k =4 im Gravi-
tationsfelde ruhender (oder mit Geschwindigkeiten <€ ¢ bewegter) Massen
(T4 = oc?, alle anderen T, = 0)
Ay = oc*.
Diese Gleichung ist mit der Grundgleichung der NEwToNschen Gravi-
tationstheorie
AP =47Gyo

identisch, wenn
4m

2
= yu oder gyu=1+ 9.
b) ScHWARzSCHILDs MaBbestimmungen.
Fiir im Raumanteil kugelsymmetrische Probleme folgt aus den Feld-
gleichungen als strenge Losung stets

dst = ——dr 4 12 (d9® + sin? 9 d g?) — V2a?, (21)

wobei w(r) und V(r) zwei freie Funktionen sind, die fir die spezielle
Massenverteilung von Fall zu Fall aus den Feldgleichungen oder dem
entsprechenden Variationsprinzip bestimmt werden miissen.

|. Feld des Massenpunktes. Alle T*=0.

w(f)=a+%73 V2.'—_c2(1—‘:—§-r2). (22)

Die Integrationskonstante « heiBt der Gravitationsradius der Masse M.
Fiir A= 0 ist

a=27 M=14810"M (xincm, Ming). (23)
2. Feld einer inkompressiblen Fliissigkeitshugel. TF =0 mit Aus-

nahme der Diagonalglieder: T/ =—p (fiir 1=1,2,3) und T4 =pc2
A =0, p = constans.

Inneres der Kugel:

dst=—>_(d 2+ sin?yd? + sin?ysin?9d g?) — c* (3—“’5#35—"— ) ar, (24)

xc2p

wobei y = y, die Oberfliche der Kugel ist.
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Auperes der Kugel: »
R . R-u
dst= " dR*4 R}d 9 + sin?@ do?) — 2 =~ di?, (25)

wobei stetiger Anschlu von Innen- und AuBenraum erreicht wird mit
Hilfe der Relation

2o\—-13 1 . 1 . )
R3 = <-’—‘~c3-g> ¢ {vg—cosxa <x—— S SN2y — .+ 7sm2;ga)
+ %sinsxa— % sinax}.
Im Innern der Kugel gilt fiir den Raumanteil die Geometrie des sphiri-

schen Raumes. Es existiert jedoch nicht der ganze { |y| = Z), sondern
nur ein Teil desselben (|y| =< y,). Das Volumen der Kugel ist

3 1 .
V=2n<xc’g> (xa~?sm21a>

und der Druck nimmt nach innen zu gemiB

COS ¥ — COS ¥a

3C08 ya—cos g’

p=oc

3. Kosmologische Ansitze.

Um das Verhalten der Welt ¢m grofien zu diskutieren, kann man
z. B. setzen

ds? = L2(d y® + sin? y d 9 + sin? y sin® & d?) — S2c2ds2. (26)

Hierbei sei L=L(#) und S=S(y, &, ¢). Ferner diirfen wir annehmen,
daB alle T¥=0 sind auBer 7% =g c?. Einsetzen in die Feldgleichungen
ergibt die Bedingungen

dl,éé_ dL oS
dt ax—o

dL _
dt dt 0 —

Q>|Q>
'

=0
Daher besteht die Alternative:

dL . . . . . . .
1. w = 0: statische Welt, die rdumlich in sich geschlossen ist. Fiir S

ergeben sich dann zwei Moglichkeiten:

o) S=constans=1: Zylinderwelt (EINSTEIN). Es wird dann

—1 22
L=2" e=3a

und die Masse der Welt
M=272L% = %

xc’ﬁ.
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B) S=cos y: Kugelwelt (DE SITTER). Auch die Zeitachse ist hier
in sich geschlossen. Die Lichtgeschwindigkeit ist V' = ¢ cos y.

3
L= V;

Es muBl 9=0 sein, d. h. die DE SITTER-Welt ist nur als Grenzfall fiir
verschwindende Materie mdoglich.

2. S=constans=1 und L=L(!): wnichistatische Zylinderwellen
(FrRIEDMAN, LEMAITRE). Es wird

L

c(t—t,) = f 77—1—}:—3 dx (A = Integrationskonstante). (27)
— x4 x
3

Ferner hat man

A 6m2 A
o=->2 - ud M=°"7.
®xC

xc2 L3

Lésungen existieren nur, wenn

A——L+-§"—L3>0

A3 A\2 L A?

(7~ () + 20

ist, d. h. auBerhalb der Kurve Fig. 20.
Es gibt daher folgende Moglichkeiten:
o) 1?2
besondere also auch fiir A=0. L wichst
, von O bis zu einem Maximum und
A—L+ D=0 nimmt wieder auf 0 ab. Dauer der

Abszisse: ,,Weltradius”, Ordinate: kosmo- Periode und Maximum bei 4 = 0:
logische Konstante in geeigneten dimensions-

losen Einheiten. aA
e T= und L, =A4.
c ;

oder

4 L g .
<35 Periodische Welten, ins-

¥ig. 20, Die Grenzkurve

p) 0< ;—;ﬁ < %: Monotone Welten zweiter Art (vgl. Linie § in Fig. 20).

L wichst von einem Minimalwert ¢ monoton und fiir spite Zeiten
asymptotisch exponentiell.

2
) l—;{; >%: Monotone Welten erster Art. L wichst von L = 0 an

monoton und fiir spite Zeiten asymptotisch exponentiell.

Die behandelten nichtstatischen Losungen sind prinzipiell nur als
Niherungen anzusehen, da die spezielle Wahl des Materietensors nur
im Falle ruhender Materie streng richtig ist.
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Vierter Abschnitt.

Quantentheorie.

Es hat sich gezeigt, daB die klassische Mechanik und Elektrodynamik
nur angeniherte Giiltigkeit besitzt. Die Betrachtung der Elementarvor-
ginge am einzelnen Atom oder Molekiil lehrt, daB hier jedenfalls die
Konstruktion anschaulicher Modelle und ihre Behandlung nach den Ge-
setzen der klassischen Physik zu Widerspriichen mit der Erfahrung fiihrt.

A. Vorlaufige Formulierung.
1. Mechanik.

Die Grundgesetze der Mechanik bleiben unverindert. Es sollen aber
unter allen von der Mechanik als mdglich betrachteten Bewegungen eines
Systems nur eine beschrinkte Anzahl tatsichlich vorkommen (,, Quanten-
zustdnde’ ). AuBerdem sollen teils unter der Wirkung duBerer Impulse,
teils auch spontan, nicht durch die Mechanik beherrschte,,unmechanische**
Vorginge stattfinden, die das System von einem Quantenzustand in
einen anderen iiberfithren (Quantenspriinge). Die Ubergangszeit muf}
als verschwindend klein angenommen werden. Die Art des Uberganges
entzieht sich jeder anschaulichen Darstellung.

Steht das betrachtete System unter der Wirkung von konservativen
duBeren Kriften und werden diese langsam geédndert, so 4dndert sich die
Bewegungsform gleichfalls langsam. Die Adiabatenhypothese (EHREN-
FEST) behauptet, daB hierbei Quantenzustinde als solche erhalten bleiben.
(BoHRs Prinzip der mechanischen Transformierbarkeit.) , Langsam‘ heiBt
dabei eine Anderung, falls sie in einer Zeit erfolgt, die so groB ist, daB
das System wihrend derselben alle moglichen Phasen seiner Bewegung
durchlaufen hat, oder ihnen wenigstens sehr nahe gekommen ist.

Das ist einfach angebbar bei einer rein periodischen Bewegung.
Hier heiBt es, die Anderung der duBeren Krifte erfolge in einer Zeit,
die groB} ist gegen die Bewegungsperiode. Ist die Bewegung aber nicht
periodisch, so durchliuft der Phasenpunkt des Systems ein gewisses
Gebiet des Phasenraumes, und kommt jedem Punkt dieses Gebietes
im Lauf der Zeit beliebig nahe. Hier ist also an Stelle der Periode die
Zeit zu nehmen, in der der Phasenpunkt das ganze Gebiet iiberstrichen
hat, d. h. jedem Punkt desselben nahegekommen ist.

Das Prinzip gestattet aus einer ganz im Endlichen liegenden, als
Quantenbahn bekannten Bahn eine neue durch Variation (oder Ein-
filhrung) auBerer Krifte zu berechnen. Das Prinzip ist jedoch nicht
mehr anwendbar, wenn wihrend der Anderung der #uBeren Krifte
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290 Quantentheorie.

das vom Phasenraum bestrichene Gebiet zu einem solchen von weniger
Dimensionen degeneriert (entartete Bahnen).

Eine Form der mathematischen Formulierung der Quantenmechanik
ist folgende:

Man gehe aus von der HamiLToNschen Funktion H(p,q) (S.233)
und suche eine kanonische Transformation P,, Q, (S.105f.) zu erreichen,
so daB8 H Funktion der neuen P, allein wird. Dann werden wegen der

Hamirtonschen Gleichung alle szo, d. h. alle P,=const. Infolge-
dessen werden die
oH
Qr= 2P, — We = const,
also

Qk = (I)kt + 6k .
Da die Q, (falls nicht w, verschwindet) unbeschrinkt wachsen, anderer-
seits nur Bewegungen im Endlichen betrachtet werden sollen, mufl Q,
eine Koordinate vom Charakter einer Winkelkoordinate sein, d. h. das
System 4ndert seine Lage nicht, wenn wir Q, um ein Vielfaches einer
Gro6Be ¢, vermehren. Durch eine geeignete Transformation (Normierung)
kénnen wir immer ¢,=2x machen. Dann heit Q, Winkelvariable;
w, ist eine Frequenz, d, eine Phasenkonstante. Ublich sind dann statt
P, und Q, fir die normierten neuen Impuls- und Lagekoordinaten
die Bezeichnungen [, und w;.

Die Quantentheorie fordert jetzt
Jr= % ’

wo 7, eine ganze Zahl (,,Quantenzahlen‘) und

h=6,547 - 107
sein soll. Wihrend also die klassische Mechanik nur fordert, daB die
J: konstant sind, legt die Quantentheorie diese Konstanten auf diskrete
Werte fest.

Eine andere Formulierung ist folgende:

Man gehe aus von der HAMILTON- JacoBischen Differentialgleichung
und suche durch eine beliebige Transformation solche Variable, daB
die Gleichung durch ,,Separation der Variablen“ gel6st werden kann,
d. h. in einer Form:

:E Sk(qk» S P ')’

wo die «; zunichst willkiirliche Integrationskonstanten sind und

Sy Z/?k(‘lk; Oy v - o) Agy-
Fiihrt man diese Integration tiber den ganzen Variabilititsbereich von
qr aus, so ist

1 nyh
]k:h_nfﬁkqu:";?'

Hierdurch sind dann auch die «; festgelegt.
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Entartung tritt ein, sobald die w, kommensurable Gré8en sind, bzw.
teilweise = 0 werden. Dann sind nidmlich die J, und w, nicht mehr
etndeutig zu bestimmen. Es werden also auch die Quantenbahnen nicht
mehr eindeutig festgelegt. Die Energien bleiben aber trotzdem bestimmt.
Z.B. ist die auf S.349 behandelte Planetenbewegung ein entarteter
Fall, weil zwei von den w gleich Null werden. Nur P, ist festgelegt
(groBe Achse). Besteht aber eine wenn auch kleine Abweichung vom
CouromBschen Gesetz (Bewegung eines Elektrons um einen Atomrumpf),
oder beachten wir die relativistische Abhingigkeit der Masse von der
Geschwindigkeit, so ist auch P,, also die Exzentrizitit, nicht mehr frei
wihlbar. Besteht schlieBlich noch ein gerichtetes duBeres elektrisches
oder magnetisches Feld, so ist auch P, die Neigung der Bahn, auf be-
stimmte Winkel beschrankt (Richtungsquantelung).

2. Elektrodynamik.

Wihrend die klassische Elektrodynamik eine kontinuierliche Aus-
strahlung einer periodisch bewegten Ladung ergibt, gilt nach BoHR:

1. Elektronen in Quantenbahnen strahlen nicht.

2. Bei Ubergang aus einer Quantenbahn in eine andere geringerer
Energie tritt Emission einer monochromatischen Strahlung von der

Schwingungszahl
_AE

h

auf, wo AE die Energiedifferenz der beiden Quantenzustinde bedeutet.
Dieser Vorgang ist umkehrbar (Quantenabsorption).

Da die Quantenmechanik die Quantenbahnen und deren Energie
liefert, so werden hiermit auch die moglichen Schwingungszahlen der

Emission und Absorption festgelegt als Differenzen der mdglichen

E

-, (Kombinationsprinzip der Spektroskopie). Die GroBen f heiBen

. Spektralterme’”.

Fiir groBe Quantenzahlen geht die BoHrsche Theorie in die klassische
Theorie tiber, wenn man durch ein Auswahlprinzip gewisse Forderungen
iiber die Ubergangswahrscheinlichkeiten aufstellt. Diese werden durch
die Korrespondenzhypothese auch auf Kkleine Quantenzahlen verall-
gemeinert.

Beschreibt man die Bewegung eines Elektrons durch eine FOURIER-

Darstellung von der Form
x = 2 A% ginwt

y= EB" ginwt
»
7= C,ei»ot

o

19*
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so setzt man in Korrespondenz:

die » zu den Differenzen An der Quantenzahlen
die »# w zu den Frequenzen 2mv.

Die Grundperiode (%=1) entspricht einem Ubergang mit An=1;
die nichste Oberschwingung (x=2) entspricht einem Ubergang mit
An=2 usw.

Die Gr68en 4,, B,, C, der FOURIER-Reihe sollen dann die Komponenten
des elektrischen Vektors der ausgesandten Welle liefern, gerade so,
wie sie es fiir die klassische Strahlung tun wiirden.

Durch diese Forderung ist sowohl die Polarisation der Welle fest-
gelegt, wie auch die Intensitit der zu verschiedenen A4 gehérenden
Strahlungen, d. h. auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die 4#.

Die vorldufige Formulierung gibt die Wirklichkeit nur sehr unvoll-
kommen wieder; sie versagt vor allem ginzlich beim Mehrkorperproblem
(Heliumatom) und bei der Berechnung der Intensititen der Spektral-
linien. Sie ist anzusehen als ein Versuch, die Experimente wiederzugeben
unter moglichst weitgehender Beibehaltung der klassischen Physik. In
diesem Sinne kann sie auch heute noch als Niherungstheorie oft mit
Vorteil benutzt werden.

B. Quantenmechanik.

Die Quantenmechanik verzichtet im Gegensatz zur klassischen
Mechanik auf die Beantwortung von Fragen nach exakten Bewegungs-
formen (Bahnen) der betrachteten Massenpunkte. Sie begniigt sich
teils mit Aussagen iiber abgeschlossene Gesamtsysteme (Energie, Schwer-
punktslage usw.), teils mit Mittelwertsaussagen (statistischen Daten).
Trotzdem beantwortet sie, wie genauere Uberlegungen zeigen, alles was
im Sinne einer positivistischen Naturbetrachtung gefragt werden darf.

Charakteristisch fiir die Quantenmechanik ist ihre Methode. Die
gefragten Gr6Ben treten zunichst in den Differentialgleichungen gar nicht
auf, dafiir aber eine Funktion p der Koordinaten und der Zeit (Wellen-
mechanik). Aus u findet man dann durch bestimmte Operationen
(z. B. Quadraturen) die gesuchten physikalischen Quantit4ten.

Die Methode kann (rein mathematisch) umgestaltet werden, z. B.
derart, daB p nicht mehr in Erscheinung tritt (Matrizenrechnung).

1. Unrelativistische Punktmechanik.

a) Konservative Systeme.

Die Probleme sind durch eine Kriftefunktion U = — V (%3, ¥, 21, %,,
Ya, %y, - - -£) der Koordinaten der Massenpunkte mit den Massen u,, u,. . .
und der Zeit in derselben Weise charakterisiert wie in der klassischen
Mechanik.
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a) Einkorperprobleme. 1. Zeitabhingige Probleme. Methode: Man setze
mit V="V (x, y, 2, t) die ,,2estabhingige SCHRODINGER-Gleichung'‘ an

B0y 1 [ h O\
_2niW_57(,2ni>AW+Vw\

mit ~=06,547-10"%" ergsec und bestimme y= (%, y, 2, ) als iiberall
stetige und eindeutige Losung dieser Differentialgleichung mit der
Normierungsforderung

g/w*d1=1 @dr=dxdydz).

G bedeutet das ,,Grundgebiet im Sinne der Differentialgleichungs-
theorie. Die phystkalische Problemstellung wihlt die physikalisch sinn-
vollen Losungen durch die Festlegung des Grundgebietes (i. a. der ganze
unendliche dreidimensionale Raum) und durch geeignete Anfangs- und
Randbedingungen aus, etwa

p=y, fir (=0
py=0 fir [r]>o
oder y=0 fir V = o (bei endlichem G).
Deutung der Lésung: Im Gegensatz zur klassischen Mechanik
liefert sie nicht die Bewegungsform eines Massenpunktes, sondern die

einer virtuellen Gesamtheit von solchen. Fiir den einzelnen Massen-
punkt gibt sie daher auch nur sfatistische Daten.

o= py* ist die statistische Dichte, d.h. p d 7 ist die (kausal bedingte)
Wabhrscheinlichkeit, mit der der Massenpunkt im Volumelement dv an
der Stelle x, v,z zur Zeit ¢ angetroffen wirdl. Daher ist f pdtr =1.

U= (p* grad p —y grad y*) ist die entsprechend definierte

statistische Stromungsdichte. Es gilt die Kontinuititsgleichung
%—f +divu=0.
Im Sinne der kinetischen Gastheorie, bzw. der Elektronentheorie heiBt
w0 = Massendichte, u# u = Impulsdichte,

e 0 = Ladungsdichte, e u = Stromdichte usw.
(u bzw. e = Masse bzw. Ladung des Massenpunktes).

1 Bei Stofproblemen, d.h. bei der Untersuchung des Verhaltens eines Teilchen-
stromes, versteht man unter g = g y* die Wahrscheinlichkeit, daB irgendein Massen-
punkt (,,Teilchen*) in dt zur Zeit ¢ angetroffen wird. Daher konvergiert f odrt
dort nicht.
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2. Stationdre Bewegung.

V="V(x1y,2), _3;1: =0, V = potentielle Energie.

Die zeitabhingige Gleichung wird zweckmiBig gelost durch den FOURIER-
Ansatz

2ni
— Eit
h i

p=2cy,=2cu(x,y2)e

mit E;= const. Die %, geniigen dann den Differentialgleichungen

Au; + i;;& (E;—V)u;=0 | (,,SCHRODINGER-Gleichung™).

Diese Gleichungen sind nicht fiir beliebige E; durch solche #; zu erfiillen,
die den Lsungsbedingungen geniigen. Die E; sind in bestimmten Be-
reichen nur diskreter Werte (Eigenwerte) fihig (Punktspektrum), im
iibrigen eventuell auch aller Werte (Streckenspektrum). Im Bereich
des Punktspektrums konnen die Eigenwerte nach einem oder mehreren
ganzzahligen Parametern (Quantenzahlen) geordnet werden. Wegen der
Selbstadjungiertheit der Differentialgleichungen bilden die y; und ebenso
die u; ein normierbares, orthogonales und vollstindiges Funktionen-
system, d. h. es ist

* —
f"”'"”;dr_ol. fiir E,+ E,.
./.M,‘Mk dr=0

Wir normieren [wipfdr=1.

Existieren zu ein und demselben E; mehrere linear unabhingige Losungen
Uiy, ;g - . . Uiy, SO heiBt der Eigenwert (n—1)-fach entartet. Es lassen
sich dann stets durch Linearkombinationen »# andere Lésungen dazu
angeben, die orthogonal und normiert sind.

Deutung der L6ésung: Es gilt
e=yy*=TlaPyiyl = Tlafuul = X|al e

Der Zustand yy* kann also aufgefaBt werden als Uberlagerung der
stationiren Zustinde g, =u;u] ; |c;|? bedeutet den Bruchteil der Gesamt-
zahl an Massenpunkten, der sich im Zustande i mit der Energie E;
befindet. Es ist

>er=1.

|c;|2 kann auch gedeutet werden als die Wahrscheinlichkeit, innerhalb
der virtuellen Gesamtheit ein Teilchen mit der Energie E; anzutreffen
(¢; = Wahrscheinlichkeitsamplitude).
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Tritt neben dem Punktspektrum noch ein Streckenspektrum auf,
so sind die hergeleiteten Ergebnisse sinngemiB abzuindern. Man hat
dann z. B.

p=3c;pi+ [c (E)y(E)dE
2n1 21”'

=Xcu (xyz)e * +/c (x,y,2;E)e * dE

o=Xlcl2uul + [|c(E)|2u(E) u*(E) dE

Normiert man die Eigenfunktionen im Kontinuum durch die
Forderung:

E+ AE
[dv [dE w(E') u*(E) = lim [ dvu*(E +/dE’
AE—~>0 L AE

mit Hilfe eines (von E abhingigen) Normierungsfaktors, so wird
;‘|c£12+/\c(5)12d5=1 und  ¢(E) = [yu*(E)dv

|c(E)|2dE ist dann wie oben der Teil der Massenpunkte in Zustdanden
des Energiebereiches 4 E, bzw. die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen hier
anzutreffen.

3. Mittelwerte (Erwartungswerte). In der Quantenmechanik gelten
Erhaltungssitze stets nur fiir Integrale tiber das ganze Grundgebiet G.
Dabei verhalten sich die folgenden Mittelwerte weitgehend wie die ent-
sprechenden klassischen GroBen:

r= f zp* ry)dr (Ortsvektor des Schwerpunktes der Gesamtheit)

p=u- dl /,u udt = —~—/1p gradypdt (Impuls)
f="" = _gradV=— / p*ygrad Vdr (Kraft, dynamische
Grundgleichung)

Q=[rp] = éf—ﬁ / y* [r grady] dv (Drehimpuls)
D= »‘%% =[ Q] =—[tgrad V] = ——/zp*w [tgrad V]dz
(Drehmoment, = 0 fiir Zentralkraft)

P=et (elektrisches Moment)

m = ,;7 €  (magnetisches Moment)

= 1 h\% 1 ho\2

T= oY <m) /w*Ay)d‘r =z <2m> f[ (grad ) |2dT

B (kinetische Energie)
V= f p*Vydr (potentielle Energie)
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by

27

/ p* 3 ;pdr  (Gesamtenergie)

T+V=E (Energiesatz, folgt unmittelbar aus der
SCHRODINGER-Gleichung).

4. Operatoren. Allgemein lautet das Bildungsgesetz des Mittelwertes
einer Funktion f der Impulse p, und der Koordinaten x;: Man ersetze
formal die Impulse durch Operatoren?

B8
bv=niTm
und schreibe B
f=[y*typdr.

Dabei wirken die in f auftretenden Operatoren auf die dahinterstehenden
Teile des Integranden.
Entsprechend dem Impulsoperator

b= g7 grad

kann man in die Quantenmechanik die folgenden Operatoren einfiihren:

1 1 h \2 . .
T= T 2= 5; <?57> A4  (Operator der kinetischen Energie)

L=[tp] = m— [t grad] (Drehimpulsoperator).

Von dem letzten Operator werden die Komponenten in verschiedenen
Koordinatensystemen viel gebraucht; es seien 7, ¢, ¢ Kugelkoordinaten,
dann wird 2

2 2 . : a . 0
T”A:T”(Lx+zLy)=etw(W+¢ctgﬁa—¢j),

27 2n . : 0 . 0
AT =5 L—iLy) =e_w<_7‘+‘°tg'9ﬁ)’

2m 8 [ @ d
b ‘__1’5717 1("%‘"”‘%)'
Ferner ist der Operator des Betrages L2:
—h? 1 0 . 0 1 02
L= 472 sind {W <Slnﬁﬁ) + sin§ 8<p’} (AAT+ ATA) + L:.

Die SCHRODINGER-Gleichung erhilt man, indem man in der klassischen

HamriLToN-Funktion H (p,, ;) die p, durch die Operatoren L ;x— ersetzt

in der Form: ooy

h 0
H(ma—n» "k)’/’=—m—37:

! Man kann auch die x; als Operatoren deuten; x; y bedeutet dann: ,,Multi-
plikation von g mit der Zahl ;.
2 At &= A* weil L, und L, nicht reell sind!
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d. h. es ist der HAMILTON-Operator

h 0

H=—00

und im stationiren Falle:

h 0
{H <£JT16_3’)¢' xk>—E}1p= 0.

Als die Eigenwerte eines Operators Q bezeichnet man die Eigenwerte w,
der Differentialgleichung

Qy=ow-y

Eigenwerte der Drehimpulse sind bei Eigenfunktionen der Form:

py="F(r,E)e*'"? P} (cos®)

fir L, j;zinm, m=0,1, ...,1
und fiir L2 P+, I=01,2...

Entsprechenden Sinn haben die Eigenwerte der SCHRODINGER-Gleichung
als Eigenwerte des HamILTONschen Operators.

b. Vertauschungsrelationen. Das Produkt zweier Operatoren ist i. a.
nicht kommutativ.,

Schreibt man zur Abkiirzung die Operatoren einfach mit den ge-
laufigen Symbolen der ihnen entsprechenden GroBen der klassischen
Mechanik, so erhdlt man eine Reihe charakteristischer Vertauschungs-
relationen.

Fir die Operatoren eines Paares kanonisch konjugierter Variablen

Q. P (s. S. 105) gilt dieselbe Vertauschungsrelation wie fiir die Operatoren
%, und p,:
271

0 9
T(kak_xkpk): (—a‘;;‘xkhxka—xk> :1,

symbolisch geschrieben: [p,, x,] =1, d. h. allgemein

271

» (PQ—QP)=[P,Q]=1.

Dagegen ist:
pixy— X% pi=0 fir ik [p,x]=0.

Fir den Operator des Drehimpulses gelten folgende Relationen und
ihre zyklischen Permutationen:

[Lz: x] =0 [Lx’ Px] =0,
[Lzr x] = —Yy [L,, px] = _py'
[Lz’ ¥l ==« [Lz: ﬁy] =P

[L,L]=—L,.
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Bei Auszeichnungder z-Richtung,d.h. Zusammenfassung L, 44 L, ={//llf}:
[L,A]=:A [L, AT]=—:iAt [4, AT =2iL,.

{8) Mehrkérperprobleme. 1. Allgemeines. Die SCHRODINGER-Gleichung
gilt unverdndert auch fiir das #-Kérperproblem. Die Lésungsfunktion
p ist jetzt eine Funktion der 3# Raumkoordinaten und der Zeit. Sind
%;, ¥i, 2; die Koordinaten des ¢-ten Teilchens, so kann man schreiben

1 ko2 .
*557'5::227,.(2—;;) Aiy+TVy (=1,2...n),

1

wobei V ebenfalls von den 3% Raumkoordinaten und der Zeit abhingt;
ist speziell dV/dt=0, so wird

(2?11')2251—/“4'1'“4‘ (V—E)u=0,

1

2ni .
SRLAY
p=u-e & ‘.
dabei bedeuten die Eigenwerte E jetzt die Gesamtenergie des Systems in
den moglichen stationiren Zustinden. Die Normierungsforderung lautet

fzpzp*drldr2 ...... dtr, =1 ([@dt,=dx;dy;dz).

Die Lésung kann gedeutet werden in dem 3 #-dimensionalen Koordinaten-
raum Ry,. Es ist p=yy* die Wahrscheinlichkeit, einen Massenpunkt
im Volumelement dt, d7,....dt, an der Stelle x,. ..z, zur Zeit ¢ in dem
R;, anzutreffen. Anschaulich bedeutet das: g =yy* ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, zur Zeit ¢ gleichzeitig einen Massenpunkt im Volumelement
dt; an der Stelle x,, ¥, 7, einen zweiten in dt, bei x,, ¥, 2, usw. an-
zutreffen.

2. Zwei gekoppelte Systeme. Hat V die spezielle Form
V=Vl yi2)+ Valxs vy 25)
dann fithrt der Ansatz

Y= (% V1 21) Y2 (%3 Y2 %)

zum Ziele; das System zerfillt in zwei voneinander voéllig unabhingige,
die sich als Einkérperprobleme behandeln lassen (vgl. S. 225).
Haufig tritt noch ein Wechselwirkungsglied von kleinem Betrage hinzu.

V=Vi() +V,(2)+W(1,2),

wobei wir kurz V(1) schreiben statt V(x; y, z;) usw. Ausgangslésung
fiir die Stérungsrechnung (vgl. S. 206) ist W=0, d. h.

=y 5= u," (1) u’ (2),
Ei = E(f, D E(rl) + Ei‘m-
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Entartung (,,quantenmechanische Resonanz') tritt stets ein, wenn fiir
irgendwelche 7, s, 7', s’ gilt

E,=E,y=E, s=E,.
Praktische Bedeutung hat vor allem der Sonderfall zweier gleicher
Systeme
V,=V,; daher auch #"=u* = u,
mit symmetrischer Kopplung
W, 2)=WwW(2,1).
Dannwird E;,=E, ;)=E ,=E,. Diezugehérigen Ausgangslésungen sind
Ui =ty o =1u, (1) us(2),
Uy = s ) = Us (1) %, (2).
Benutzen wir die Abkiirzungen
fW}u, \2\145 )i2dT,dT,,
uz—f“s 2) Wu, (1) us(2) Aty d s,
so erhalten wir als Losung in erster Niherung
Ei=E+W;+ Wy,
Ei=E + Wi,— Wi,
mit den Eigenfunktionen

(o, (1) 5 (2) + 05 (1) ,(2) }

{.“r (1) Us (2) _Ms“) M,(2) } ‘

Die erste Losung ist symmetrisch, d. h. invariant gegen eine Vertauschung
der Teilchen (1) und (2). Die zweite ist antimetrisch, d. h. sie dndert
bei einer Vertauschung ihr Vorzeichen.

Deutung von W;,. Der Energieterm spaltet auf in zwei mit der Diffe-
renz 2W;,. Nehmen wir an, wir wiiBten, daB fiir {=0 das Teilchen 1
sich im Zustande 7, 2 im Zustande s befinde:

PO = (1) ) = - ] + 7).

Dann ist
1 ’ , 1 r T T
8 = - () —_ 4
PO =5 4 + 90 Vz<’“
=€

2t E;+ W)t
W (B [u,(1)us(2) cos%;w,.kt_m,(z)us(1)sin27”W,.kt]

o 2 . . . .
Fiir ’_}:j W t=0,n, 2x...verschwindet das zweite Glied: Das Teilchen 1

77«'3

befindet sich im Zustande », 2 in s. Fiir 2~ Wl pb=%, 5. verschwindet
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das erste Glied und die Teilchen haben ihre Plitze vertauscht. Die Platz-
wechselfrequenz ist also .
va=2Wislh;

hvy=2W;,=E; — E} heiBt Austauschenergie, W, das Austauschintegral.
Die Austauschenergie hat kein klassisches Analogon.

3. Spin. Die Beschreibung eines Teilchens durch seine drei Raum-
koordinaten und die Zeit geniigt erfahrungsgemi8 noch nicht. Man muB
ihm noch einen Drehimpuls & von konstantem Betrage zuordnen (,,Spin‘),
der nicht von seiner Bahnbewegung herriihrt; im Falle des Protons und

. h . .
des Elektrons ist er vom Betrage s = ; o und bei anderen Teilchen

stets ein ganzzahliges Vielfaches hiervon. AuBerdem fithren die Teilchen
ein konstantes, dem Spin gleich- oder entgegengerichtetes magnetisches
Moment mit sich.

Das klassische Verhiltnis des magnetischen Moments einer auf einem
Kreise umlaufenden Ladung ¢ mit der Masse 4 zu ihrem Bahnimpuls

betrigt 2—20; als g-Faktor irgendeines Teilchens pflegt man den Faktor
zu bezeichnen, mit dem das obige Verhiltnis in dem Quotienten

Magnetisches Moment e
Drehimpuls T % 2uc

enthalten ist. g hat fiir jedes freie Elementarteilchen und jeden Atom-
kern einen charakteristischen festen Wert. Fiir das Elektron ist g = — 2,

. . h
sein magnetisches Moment betrigt 3—;7“—5 = 1 BoHRsches Magneton

= 9,18+ 107 el. stat. CGS. Einh. (u, = Elektronenmasse). Das Auf-
treten dieses Faktors g bei freien Elementarteilchen ist bis jetzt nur beim
Elektron (s. S. 306) theoretisch begriindet. (Fiir gebundene Teilchen z. B.
ein Atomelektron mit der inneren Quantenzahl §, dem Bahnimpuls !
und Spin s gilt angenihert

1G+1)+s(s+1)—i0+1)
27 (7 +1)

Das Vorzeichen von g bestimmt die Richtung des magnetischen Moments

gegenilber dem Impulsmoment des Teilchens.

Dem Spin kann man dadurch Rechnung tragen, daB man eine vierte
Koordinate s (,,Spinvariable’’) hinzufiigt, die nur der beiden Werte

g=—\1+ ] LAaNDEsche g-Formel.)

s= j:; ;—; fahig ist. Statt dessen kann man auch statt einer zwei Eigen-

funktionen y* und y— einfithren, entsprechend den beiden Vorzeichen
von s.
4. PAULI-Prinzip. Es muB als Zusatz zur Quantenmechanik des

Mehrkorperproblems angefiigt werden. Es besagt, daB nicht alle Ldsungen
der SCHRODINGER-Gleichung physikalischen Sinn haben, sondern nur
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gewisse Linearkombinationen der miteinander entarteten Lésungen. Es
seien %; ¥, z;s; Koordinaten und Spinvariable des ¢-ten Teilchens der
gleichen Art (z. B. Elektronen), ferner y(x;¥;2;s,) eine Lésung und
w(P(x; y;2;s;)) eine solche, die durch Vertauschung von zwei Teilchen
(zwei Variablenquadrupeln) daraus hervorgeht. Dann gehdéren alle ¢ (P)
zum gleichen Eigenwert. Die allgemeine Loésung heiBt

v ;:—' ZCptp(P(xi ¥i2; i)
P

mit [Cp|2 =1, weil alle Teilzustinde gleiches Gewicht haben. Ins-
besondere heiBen die Kombinationen

V=1 D v(P(xiyiz5)
P

die symmetrische,
1
L D ) (P (5 i)

r

Y, =

die antimetrische, wenn £ die Anzahl der geraden Permutationen bedeutet,
die zur Ausfihrung der Permutation P erforderlich sind (vgl. S.95).
Y, ist invariant gegen Vertauschung irgend zweier Teilchen gleicher
Art, ¥, indert dabei sein Vorzeichen.

Das PauLi-Prinzip lautet: Nur die antimetrischen Eigenfunktionen
beschreiben die Bewegung der Teilchen. Es gilt fiir Elektronen, Protonen
und Neutronen; fiir andere Partikel ist die Giiltigkeit fraglich. Es gilt
nicht fiir Lichtquanten.

Sonderfall. Vernachlissigt man die Wechselwirkung zwischen den
einzelnen gleichartigen Teilchen (grobe Anniherung zur Klassifikation
der Zustinde eines Atoms: Elektronen im Felde eines zentralen Atom-
kernes ohne Wechselwirkung untereinander), so ist

y=u(1) va(2)..... Pu(n),

wobei y; (¢) als Abkiirzung steht fiir die Eigenfunktionen des Teilchens s.
Die antimetrische Funktion hei3t dann

(1) pi(2).. .9 (n) |
p, =1 Pa(1) Y2(2). . . pa(n) ]

n!

Haben zwei Teilchen gleiche Funktionen g, =1y,, so wird ¥, =0, wihrend
¥,+0 bleibt. Das PAuLI-Prinzip kann in diesem Falle anschaulich ge-
deutet werden: Es diirfen sich nicht zwei Teilchen im gleichen Quanten-
zustande befinden (d.h. in allen Quantenzahlen, einschlieBlich des
Spins, iibereinstimmen). (Anhang, 15.)
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Quantentheorie.
Auswahl der richtigen Kombinationen fiir zwei gekoppelte Systeme
(Fortsetzung zu S. 299).

Bei Beriicksichtigung des Spins spaltet der
Energiewert in vier Terme auf mit folgenden Eigenfunktionen

1 - - - -
1o 5 le () ws 2)—w (1) () —vr (1w (2) + 97 (1) vf (2))
symmetrisch in den Raumkoordinaten

antimetrisch in den Spin-
koordinaten
1
2. Sl v @—v )y @)

S (e (2 —w" (1w ) +vr () wf (2)
1

ﬁ{wr(nws (2) —ys 1)y (2)

antimetrisch in den Raumkoordinaten

—y () y' (2],

symmetrisch in den Spin-
koordinaten. Diese vier Kombinationen sind die einzigen, die das PAuLI-
Prinzip befriedigen.

b) Nichtkonservative Systeme
(Das Magnetfeld.)
Bei Vorhandensein eines Magnetfeldes liegt kein konservatives System
mehr vor.

Zu dem skalaren Potential V =eg tritt ein vektorielles A
hinzu ($ =rot A). An Stelle der p, treten die erweiterten Impulsoperatoren

h
Py gur 271 6xk + - Ak

Man hat dann folgende erweiterte Form der SCHRODINGER-Gleichung
13 h Oy
H<~£n_z o T Ak’ xk>w— 2mi 0t
fiir das E¢nkorperproblem ergibt sich speziell
Ay +

47”

0 8
¢ @ grady) + o G0 et o)y
Man kann auch % und ¢p = A, zu einem Viererpotential 4,(k=1, 2, 3, 4)
zusammenfassen und E/ic als vierte Komponente des erweiterten Im-
pulses ansehen. Man hat dann noch die Substitution

Es>— 22

h .
omi 01 — €9 oder Py———— ax 4 — A4 (%g=1dct)
hinzuzufiigen und erhilt das gleiche Resultat wie oben, wenn man nur
von der SCHRODINGER-Gleichung des kriftefreien Falles ausgeht

Die vernachlissigten Glieder (A%) sind von der GroBSenordnung der
relativistischen Korrekturen
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Es gelten folgende Vertauschungsrelationen (vgl. S. 297) fiir die erwei-
terten Impulsoperatoren:

[P, P1]=i':’@1 [P, Pa]Z%@p

[P41P2]:i'

z € | [P, P]= ‘z’ Da»

[

[P4,P3]:i7@3 [PI,P2]=%,§§3,

wenn €; und ; die Komponenten von € und $ sind.

2. Relativistische Punktmechanik.

Die unter Ziffer 1 behandelte Theorie ist in doppeltem Sinne als
Niherung zu betrachten:

1. Sie ist nicht relativititsinvariant, d. h. es ist noch ein Ubergang
zu vollziehen analog zu demjenigen von der klassischen zur relativistischen
Mechanik.

2. Sie trigt dem Spin nur sehr bedingt Rechnung. Er erscheint
nicht als AusfluB der Theorie, sondern als Zusatz; die SCHRODINGER-
Gleichung bietet keine Handhabe zur quantitativen Erfassung seines
Einflusses, sondern gibt nur qualitative Aussagen, z. B. die Anzahl
aber nicht den Abstand der Feinstrukturkomponenten. FaBt man den
Spin als Polarisation der Materiewellen auf, so ist noch ein Ubergang
zu vollziehen analog demjenigen von der FREsNELschen skalaren Wellen-
gleichung zu der vektoriellen Optik MAXWELLs.

Fir das Einkérperproblem werden beide Aufgaben simultan geldst
durch die Diracsche Theorie.

a) Kréftefreier Fall.

Sei E die Energie, ¢, die Impulse, v, die Geschwindigkeiten. Dann
gilt nach der Relativititstheorie fiir die Energie

ey
. i]//ﬂc2 + X4
1
Dieser Ausdruck erweist sich zur Ubertragung auf die Quantentheorie
als ungeeignet, weil er voraussetzt, dal aus einem Operator die Wurzel

gezogen wird, was i. a. nicht méglich ist. Diese Schwierigkeit kann man
vermeiden, wenn man von dem Ausdruck ausgeht:

2 vk

3

E

7:2%?%-}-‘/1— 7152 TR
1




304 Quantentheorie.

Die DirAcsche Gleichung entsteht hieraus durch die formale Substitution:

h 0
P> Gmi o R=123)
.E h 0 .
Pa= T Gmi T (Fa=1cd)
und
Ve —> Ok

—— :
2 i
1 ! -
T T %o,

wobei die «, und «, vierreihige Matrizen sind:

0001 00 0—1i 0010
_[oo010 ~[oo o0 [0 00—
“1=10100)] *=\o—io0 0 =11 00 0

1000 i 000 0—10 0

100 0
_[o1 0 o
%=100—1 0 |’
00 0 —1
Fihren wir noch die Abkiirzungen ein
—40 0 O "
[ o—io o N
%=\ o0 0—io Y=y |
0 0 0 —1 Vs

so lautet die Diracsche Gleichung in symbolischer Schreibweise:

4
kzlockmw + agucy =0.

Das bedeutet: Statt esner Wellengleichung (2. Ordnung) haben wir
ein System von 4 Gleichungen (1. Ordnung) fiir die 4 Wellenfunktionen
v, bis y, (Komponenten) von der Form:

D1 P P O umy ¥+ - F U tum P =0 1=1,2,3,4.

b) Allgemeiner Fall.

Sind Krifte vorhanden, die sich teils aus einem vektoriellen, teils
einem skalaren Potential herleiten, so gilt die gleiche Erweiterung der
Impulsoperatoren wie auf S. 302. Die p, sind zu ersetzen durch die P,:

LN
LAY oxk

P +S4 (R=1,2,3,4).
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Die Gleichungen lauten dann in Komponentenschreibweise:

c ot ox oy
2 .
= 71:”5{__ "e‘P’Pl—"Ax’h + 1 Z’ Ay‘P4_‘z"AZW3}'

it oy - 0y, 31p4_ 81,03+ Y=

ia"l’a__ d'{’3+3'l’a+ 31p,+
P

c ot
2 . € e
:':{_‘53¢W2““;AxW3‘%‘ZAyW3+‘;Aﬁh}
20y 0y 0wy 0y 1
¢ ot ax by az L
2
:,h”{ e(p’(/)g—-*Ax"/)2+7“‘ yYPa— ZAZ‘Pl}'
1 31/14 . 81[11 awl 3W2 —
e et " vax T oy TG ‘7‘/’4—
2
— hﬂ,{——w—e(pi/&; Ax‘h_’ ’*Ayll’ + _—Az'l/)2}
(‘/'l = 2nk,u -, C omptonwellenldnge> .

c) Vertauschungsrelationen. (Vgl. S.297.)

Es gelten auBer den auf S. 303 aufgefiihrten die folgenden Beziehungen
(G, k=0,1,2,3):
[«;, P:]=0
ooy + oo =2 0;p
Oy Ol = 0Ly Oty = — 1 0Ly

Wir definieren ferner den Spinvektor ¢ mit den drei Komponenten

. $; 0 0 1\,
0, = 1030, = 0s,)’ 1=y o)

. S 0 0 —1\.
Oy =10 03 = 0s,)’ 2=\; o |

. s3 0 1 0
O3 = 10,0y = 085 3= 1o 1)

Dabei heilen s, sy, 53 die PAULIschen Spinmatrizen. Es gelten die Ver-
tauschungsrelationen:

h
5 (%1, 03] = 20, 27 [0201] = 203
h h
o7 [#e 05l = — 20 27 [03 0] =20y
h h
S (%3 031 =0 2 L0, 03] = 20,

usw. zyklisch, und
0; 01 + 0r0; == 20;k.
Madelung, Math, Hilfsmittel. 3. Aufl. 20
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d) Iteration. Erhaltungssitze.
Wendet man auf die Diracsche Gleichung

3
iP4=D=2akPk+otoluc
1
die Operation 7P, an, so entsteht
. . h o
—Pi=$P4D:’LDP4+2—n[P4,D] =D2+E[P4’D]

Definiert man noch den' Vektor a«= («;, oy, «3) und wendet die Ver-
tauschungsrelationen an, so erhilt man

[Py, D] =, [Py, Pi] + a3 [Py, Py + a5 [Py, Pyl = — i - (¢ ©),

el

h
D2 = 2P2+/‘2C2+2m{°‘1°‘2 [Py, Po] + ayo5 [Py, P3] + a3 [Py, P11

-

d:«:

— 12c+1“2c2+—”( @)

2 ¢

Es wird also
3

—Pl=X P4 5o 00— 550, (6.
Andererseits ist

E? 1
—Pi=—= luct+Wp,
oder in nichtrelativistischer Ndherung (W <€ uc?:

—PP=prct2uW.
Der Vergleich ergibt:
e 1 h e

- ~-—(p§+ P4 PY) + —5;;7; ©9) — 557 ue? @6).

Der erste Term ist die klassische Energie; der zwelte glbt die Wechsel-

h
wirkungsenergie mit dem magnetischen Moment - 22m e des Elektrons;

der dritte Term entspricht einem imagindren elektrischen Moment
1 h e
T 227 pc
Drehimpuls. Essei A =0. Zum Unterschied von der SCHRODINGER-
Gleichung gilt nicht mehr 4 /dt=0, sondern

1, dem keine physikalische Bedeutung zukommt.

ag
= ¢ lap]
und 1 h do
22 @ = clhal
Der Erhaltungssatz gilt also fiir den Vektor I = <+ 5—2; c:

aMm

a =0
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Der gesamte Drehimpuls IR setzt sich zusammen aus dem Bahnimpuls Q
. h
und dem Spin iz om0
Es ist 3
=L+ (o) +
Der Operator .
m+
hat die ganzzahligen Eigenwerte 41, 4+ 2, + 3, ...

Deutung der Lésung. Stromdichte und Ladungsdichte bilden
zusammen einen Vierervektor

. % . Nk
Sp=—€cy ocklp—»‘tfc.lw; ke (1m) W -
!

m

Die Ladungsdichte ist p = s,/i¢c. In Komponentenschreibweise erhilt man:

Si=-— ec(yiys +vo s+ ys v +viw),
Sp =+ tec(yl vy —yz Y5 + Y3 Yo — Vi 1),
Ss = ec(plys—y Yy + Y3y -~ vi o),
0= ¢ Wiy vive iy +vivg).

e) Zweikomponententheorie.
Die Diracsche Gleichung kann auch geschrieben werden

3
0 s (10 1 0 Ya
Py — P =
S G eefGa) o
wobei die s, die zweireihigen PAuLischen Spinmatrizen bedeuten, 1 die

zweireihige Einheitsmatrix ist und y, = <Z1>, Yp= (Z;S> zusammenfaBt.
2 4
Die s, befolgen die Regeln:

SpSi+ 88, = 20
8§18, =183, S3S3=18;, 8385 =15,.

Spaltet man Gleichung (1) auf in zwei zweikomponentige Gleichungen,
so wird

‘Skpky)3+(—lp +ILC) A:O
3
28y Pryy + (— i Py—pc)yg = 0.

k= 1
Setzt man

20%*
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so folgt 3 .
kzlsk Pk‘PB :iP‘;(PA

3
=5 Pepa =Pyt 200 9s,

und hieraus eine zweikomponentige Gleichung fiir ¢, allein:

3 3
1 1 —1
2—/; E E 81P,<1+2*};2P4) SkPk

i=1k=1
Ist speziell

<pA:1’.P4(PA'

Pypg«2puc-gp,

so wird @p« @4. Der Operator (1 + Tic P4>_1 duBert sich dann nur
in kleinen Zusatzgliedern. Die so gewonnene Niherungsgleichung
<entwicke1t bis mit :2) kann als Ausgangspunkt einer vereinfachten
Spintheorie dienen (PAULI):

[ 1 1 h e ( 1 R .k e

a8 (945, (€ ‘43]))—1 2n i alC 513)}%

. 1
:16P4(1 +.4~,li2cé %2>¢A~

Dabei ist L= (Py, Py, P3) und 8= (s, Sy, ) -

C. Quantenoptik.

Eine endgiiltige Theorie der Quantenelektrodynamik existiert zur
Zeit noch nicht. Einige Ansdtze, die uns einen Einblick in die Wechsel-
wirkung zwischen Strahlung und Materie geben, sollen im folgenden
zusammengestellt werden.

I. Lichtquanten.
Die allgemein giiltige LoRENTz-invariante Beziehung

 mrct g

(E = Ruhenergie + kinetische Energie) geht mit $; — S und
E= ”m;i iber in
1 08 4 m?
Ay— ;i g = a2y,

Dies ist fiir m < 0 die Bewegungsgleichung der mit einer Korpuskel
gemilB der Quantenmechanik verbundenen Wahrscheinlichkeitswelle bei
Abwesenheit duBerer Krifte (KLEIN-GorDONsche Gleichung). Sie stimmt
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bis auf relativistische Glieder iiberein mit der SCHRODINGER-Gleichung
fiir ¥V =0. Bei Anwesenheit von Kriften ist die Gleichung #nicht richtig
(vgl. Diracsche Theorie).

Fir m=0 liegt die bekannte Grundgleichung der theoretischen
Optik vor. Die Ausbreitungsvorginge elektromagnetischer Wellen lassen
sich also ebenfalls verstehen als Fiihrungswelle eines Teilchenschwarms,
bestehend aus ,,Lichiquanten’* von der Ruhmasse m =0, der Energie
E=hv und dem Impuls p=%y/c.

2. Hohlraumstrahlung.
Aus den MAxXwELLschen Gleichungen folgt fiir das Vektorpotential U:

L. ) L .
AU—zU=0 (E=— % H=rot).
Wir setzen an

=X q.0) Up(x,9,2) = X e ™% U (x, 9, 2);

[0
dann wird

A%, + — gaQI =0

ein Eigenwertproblem zur Bestimmung der Eigenfrequenzen g, und
Eigenfunktionen A, des Hohlraumes (Randbedingungen: spiegelnde
Winde, d. h. %A, normal zum Rand). Wir normieren

/ Wdt=4mc?

(U, Agd7=0.
Die Anzahl der Eigenwerte zwischen den Frequenzen g, und g, + d g,
ist asymptotisch

8

dz= ; Voldo,

(V = Volumen des Hohlraumes). Die Formel gilt um so besser, je gré8er V
ist, d. h. je dichter die Eigenwerte liegen. Fiir ¢,(¢) gilt die Gleichung
eines harmonischen Oszillators der Masse 1

qa + 47039, =
die zugehorige HaMILTON-Funktion ist

Hy= (p2+4n20lg)).
Die Gesamtenergie des Hohlraums wird
1 . .
E:Sn/(@2+.\92)dr:%fla

(Satz von JEANS), d. h. die Eigenschwingungen des Hohlraumes lassen sich
deuten als eine Reihe unabhingtg voneinander schwingender Oszillatoren.
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Die MaxweLLschen Gleichungen geben bereits die ,,Fithrungswelle*
des Lichtquants (s. 0. 1). Trotzdem ist die ihnen 4quivalente Oszillator-
gleichung nicht in klassischer Weise, sondern nach den Regeln der
Quantenmechanik zu behandeln (zweite Quantelung). Dann finden wir
als mogliche Oszillatorenergien

. \

H, =ho, (n + %)

Die hierin auftretende Nullpunktsenergie entzieht sich prinzipiell der
Messung, fiihrt aber zu Konvergenzschwierigkeiten und wird deshalb
gestrichen.

3. Wechselwirkung von Strahlung und Materie.

Bringt man in den von Strahlung erfiillten Hohlraum (Ziffer 2) ein
atomares System (PLANCKs ,,Kohlestiubchen') mit den Eigenfunktionen
v, (r) und Eigenwerten E,, so tritt Wechselwirkung zwischen Strahlung
und Materie auf, die zeitliche Anderungen des Zustandes bedingt. Die
Wechselwirkungsenergie ist

W=—"5% (0 g,

[

ferner sei die ,,Matrix der Stérungsenergie’’
W= [ Xyt Wy,dvdg,,
o

wobei ¢ und % die ganze Reihe der moéglichen Zustinde des Gesamtsystems
bedeuten und y; und vy, entsprechend Eigenfunktionen des Gesamt-
systems sind. Fiir die Wahrscheinlichkeit des Zustandes &, |b,|2, be-
steht, wenn dieser nicht der Anfangszustand ist [d. h. wenn b,(0)=0
ist] nach Dirac die Differentialgleichung

h
2m1i

b= EQby+ X b Wy,

wobei E} die Summe von Atomenergie und Hohlraumenergie okne Storung
im Zustande % bedeutet. Ist- 4 », die Anfangsenergie des Atoms,
hos= Xhn,p, die der Strahlung (n,=Anzahl der Oszillatoren der
Frequenz g,), dieselben GroBen mit einem Strich (') dasselbe zur Zeit ¢,
so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Atom sich zur Zeit ¢ im
Zustande &y, befindet

o 1—COS 27 (pss’ + Van')t
= PR ] e
w_ZSZ,[W'm,N\ % (0ss' + van)? .

Berechnet man hierin die Matrixelemente W;,=W,,. (¢, so erhilt man

Wnn’, st = T ‘; 2 (Q’(a fnn') q.;':

[
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worin ¢ =0 ist, auler wenn:
’ ’ ’ ’
Ny =Ny, Ng="TMg..... Ng=MNy+1, Ny =N 1+ --,
dann aber

= Vﬂ"“_'ti) fir n,=mn,+1 (Emission)
8 7%

z‘/ hra i ny=mn,—1 (Absorption).
Sﬂzoa

I, ist das Matrixelement von t beziiglich der Atomeigenfunktionen
Ty ———ftpff"rtp,,d'r.
Man kann A, durch seinen Mittelwert ersetzen und findet so schlieBlich

4
‘Wnn ss‘ —‘_’lf ‘rnn‘ A(q“) .

Fiir die Wahrscheinlichkeit ergibt sich damit
e g 1—COS27 (vnn + Qo) ¢
w= 3ﬂhV{2 Jrnn] (Vnn +0a) +

a
l n 1 o 1 —COS27! ’U St
2 a+ 1 nnP : \Vnn _MQa)

Vrm n — Qa)

Wir fragen nach der Anregungswahrscheinlichkeit einer einzigen Spektral-
linie, d. h. wir erstrecken die Summation nur iiber solche Werte s’, fiir
die o =p,=p+dp. Wir fithren die Definitionen ein

2hnae.=VU(de Xhoy=Vulg)de,
beide Summen ebenfalls iiber das gleiche enge Intervall erstreckt.
U(p) ist die Strahlungsdichte der Hohlraumstrahlung, #(¢) aus der
asymptotischen Eigenwertverteilung der Strahlung als universelle Funk-
tion der Frequenz zu berechnen (s. S. 309)

ulp)de= hgdz— 3d@

Bei der Anregungswahrscheinlichkeit kénnen wir die Summen jetzt
durch Integrale ersetzen

2 —_ ’
w—_°¢ {/‘ U (p) |i‘,mf\21 cos 27 (vnn' + 0) ¢

37 h? 0* (van + 0)? do+
Ue)+u(o) 1. 5 1—cos27 (vpw—0)¢
+/ 02 \rnn'lz (v,ml-—-g)’ d@}.

Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten.
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1. Absorption: E, > E,; v,,,=—v, Resonanzstelle im 1. Integral,
gegen die alles andere verschwindet:
2mer . Uy 8 md e?
WAbsorption — 372 ”rnn’P v(z ) = 3 h? t ’t””'"2 U(v)

WEZEN T, = 271V Lyy. .

Wahrscheinlichkeit des Absorptionsvorganges in der Zeiteinheit
A=y [t. Intensitit der zugehérigen durch das Strahlungsfeld U (v)
erzwungenen Absorptionslinie ist 4 4.

2. Emission: E, <E,; v,,,= +v, Resonanzstelle im 2. Integral;
Wahrscheinlichkeit der Emission in der Zeiteinheit

8 3 o2
E =5 twl? (U () +u ()]
besteht aus zwei Teilen: der erzwungenen Emission (1. Term) und der
spontanen. Emission (2. Term, unabhingig von der Intensitit des

Strahlungsfeldes).
Die fiir die Linienintensititen maBgebenden Gr6Ben

S'Enn.' =CTluy = e/"/):' “PndT
werden bezeichnet als Matrix des elektrischen Moments.

Breite der Spektrallinien: Zu den Resonanzintegralen trigt nur
die Umgebung der Resonanzstelle merklich bei, d..h. das Energieintervall
AE = h Av, fiir das 2w Av-t=1. Dabei ist { =A4¢ der Zeitraum zwischen
¢t = 0, wo der Zustand des Systems bekannt war, und ¢ = ¢, wo die Linie
emittiert wird. Die Linie ist nur mit einer gewissen Unschirfe definiert
entsprechend

AEAt = h2m,
welche um so gréBer wird, je linger der Zeitraum A¢ (HEISENBERGsche
Unschdrferelation).

Thermodynamisches Gleichgewicht: Sei N die Anzahl der

Atome im Zustande #, N’ dieselbe in #’. Dann ist im Gleichgewicht

NA=N'E (EinsteEiNsche Gleichung),
auBerdem muf sein
N|N’ = ¢"*T  (BorTzMANNsche Verteilung, vgl. S. 335).
Daraus folgt fiir die Energiedichte der Strahlung (bei Vorhandensein

des ,,Kohlestiubchens‘‘!)

h
U@ = §j—3 3 j”ﬁ;i{ (PLancksche Formel).
Abgeleitete Beziehungen.:

1. Das Intensititsmaximum v, liegt bei hvy/k T ~=5, oder bei der Wellen-
linge A, =0,288/T cm = 0,288-10%/ T 4 (WiENsches Verschiebungsgesetz).
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o

. Asymptotische Formel fir kleine Frequenzen (langwelliges Licht)

8nkT

U(v)= -—7—v* (Formel von RAYLEIGH und JEANS).

2

. Asymptotische Formel fiir groBe Frequenzen (kurzwelliges Licht)

Smh .
Uy) = —?r y3 e~ Mk T

N

. Energiedichte der Strahlung (Integral {iber alle Frequenzen)

@

/U(v)dv=0T4_—_

0

8§ mh —15 T4
F e T4 = 7,624 40 T erg/cm"

(Gesetz von STEFAN und BOLTZMANN).
Gesamtemission einer leuchtenden Oberfliche

ocT4=2,29-10"* T*erg/cm?sec.

Fiinfter Abschnitt.

Thermodynamik.
A. Grundbegriffe.

Die Thermodynamik beschiftigt sich mit Systemen riumlich neben-
einander befindlicher homogener Korper.

Homogen heiBt dabei ein Koérper, wenn seine riumlichen Bestand-
teile gleich sind beziiglich ihrer makroskopischen Bestimmungsstiicke,
wie chemische Zusammensetzung, Dichte, Elastizitit usw.

Die Erfahrung zeigt, daBB bei gegebener physikalisch-chemischer Zu-
sammensetzung der Zustand jedes homogenen Korpers (d. h. die Gesamt-
heit der iibrigen genannten Bestimmungsstiicke) festgelegt ist durch
den duBeren (allseitigen) Druck p, unter dem der Korper (und daher
jeder seiner Raumteile) steht und durch seine Dichte g bzw. sein

spezifisches Volumen v="= Al//j (V = Volumen, M = Masse des Korpers).

p und v heiBlen Zustandsvariablen.

Eine Wand (Trennungsfliche zwischen zwei Systemteilen) heiB3t
wdrmeundurchlissig oder adiabatisch, wenn ein von ihr umhiillter homo-
gener Teil seinen Zustand p, v bei Ausschluf3 duBerer Fernkrifte nur dann
dndert, wenn die Wand bewegt wird, unabhingig davon, was auBen
geschieht. Jede andere Wand heiBt diatherman oder wdrmedurchlissig.

Die Erfahrung zeigt, daB ein adiabatisch begrenztes System, dessen
homogene Einzelsysteme diatherman einander beriihren, nur dann im
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Gleichgewicht ist, d.h. seinen Zustand bewahrt, wenn die Zustands-
variablen p;, v; der Einzelsysteme zusammenhingen durch Relationen:

Ly v)) = fapa, ve) = . -, fi(ps, vi) = F (9), (1)

wo die Form der Funktionen f; nur durch die chemische Zusammen-
setzung bestimmt ist. Die Funktion F kann dabei willkiirlich angenommen
werden.

Wir koénnen daher auch & als Zustandsvariable benutzen. & heiBt
empirische Temperatur (in zunichst willkiirlicher Skala).

B. Hauptsitze.

1. Hauptsatz: Um ein adiabatisch abgeschlossenes, d. h. von adia-
batischen Wéinden umschlossenes System von einem Gleichgewichts-
zustand (1) zu einem anderen (2) zu bringen, ist immer dieselbe Arbeit 4
erforderlich, unabhingig von der Form des Ubergangs

A = U(g) —_ U(l)‘ (2)

U ist eine Funktion der Zustandsvariabeln und heiBt die Ewnergie
des Systems. Sie ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Fiir ein nicht adiabatisch abgeschlossenes System gilt die Gleichung

im allgemeinen nicht.
Q=Uy—Uy—4 (3)

heiBt dann die dem System zugefithrte Wdirmemenge.
Quasistatisch heiBt eine Zustandsinderung, bei der das System sich
immer nur um verschwindende GréBen vom Gleichgewicht entfernt.
Fiir solche gilt (im Fall rein mechanischer Arbeitsleistung)

dAd =—pav,
mithin
dQ=dU 4+ pav, (4)
im Falle des adiabatischen Systems also
dQ=dU 4+ pdV =o. (5)

Ebenso gilt fiir jeden homogenen Bestandteil
in:dUi—}_pidVil
und es ist
dU=2XdU;, dQ=2XdQ.
Sei A; eine Funktion der Zustandsvariablen des Teils ¢, welche als
integrierender Nenner die GréBe dg; = %% zu einem vollstindigen
Differential macht. Dann ist auch ¢; als Zustandsvariable benutzbar.
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Ein solcher integrierender Nenner existiert sicher, da 4Q; nur von
zwei Variabeln abhingt.

Es ist dann fiir ein adiabatisch abgeschlossenes System

0= (g + i) 40+ (55 + 855) a0 =0. ()

Diese (Prarrsche) Gleichung mit mehr als zwei unabhingigen
Variabeln hat einen integrierenden Nenner A (vgl. S.188) wegen des

2. Hauplsatzes (in der Form von CARATHEODORY)!: In beliebiger
Nihe jedes Zustands eines adiabatischen abgeschlossenen Systems gibt
es Nachbarzustinde, die von ihm aus (etwa durch duBere Arbeit) nicht
erreichbar sind.

dp =2 sei also ein totales Differential. (©6)
Dann gilt wegen de, = Q,’ auch
ldo=XAdg,

also bei @, @, ...und 9 als Zustandsvariabeln

b0 _ ko,
dps~ A 99T

@ ist also Funktion der g; allein:

P=@@1 o ---),

wihrend A auBlerdem von ¢ abhingen kann:

A=A@, o .-, D).

Dann ist auch K (ﬁ) —
o9\ A ’
also
k= G(9) Di(p) ?)
und
A=G0) D@y, @2 ---)» (7')

wo G () eine fiir alle Teile und das ganze System identische Funktion
von ¥ ist.

Wegen
dp= DHIB_ S Uag, folgt go.fe 2000

daher ist @ eine Funktion von ¢(g,, @,...), d. h. A=G(3) D ().

1 Mathem. Ann. 61, 355 (1909); vgl. auch M. Born. Phys. ZS. 22, 218 (1921).
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Ai A . . .
Da auch @ () bzw. B (g) integrierende Nenner der Differentiale

dQ; bzw. dQ sind, wenn A; bzw. 1 es sind, so ist auch

o o
Oln A; olni
: 2 ad | 49
G(9) :e/ o8 |y, =e/ 9% g
ein solcher fiir dieselben. Wir nennen
T=C-G@@) (8)
die thermodynamische Temperatur, wo C ein MaBstabfaktor ist.
Dann ist
dQ; = hdg;= —®;dp, = TdS,, 9)
1
Si B C/®1 d‘P;
heit die Entropie des Teils 4.
T
dQ=-7cPlp)dp=T4dSs, (9
1
S=+[®@)dp
heiBt die Gesamtentropie des Systems.
Wegen dQ = X dQ; folgt
aS=X4dS,. (10)

Wegen der Additivitit von dU=XdU,(7) und 4S =2XdS; (10)

kénnen wir auch die Differentiale der spezifischen Energie bzw. Entropie
einfithren d# bzw. ds und erhalten

du=Tds—pdv. (11)

C. Zustandsvariabeln.

Als Parameter zur thermodynamischen Charakterisierung des Zu-
standes eines homogenen Stoffes kann man also zwei beliebige der
GréBen p, v, T, s verwenden, oder der aus diesen abgeleiteten GréBen
u, f, v, w, welche definiert sind durch

du=Tds—pdv, (1)
df =—sdT —pdv,

dy=—sdT +vdp,

dw=Tds+vdp,
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und durch eine LEGENDREsche Transformation auseinander hervorgehen,
indem man setzt

f=u—Ts, (2)
py=f+pv=u—Ts+ pv,
w=u-+pv.

{ heiBt spezifische freie Energie,
v heillt thermodynamisches Potential,
w heilt Wirmefunktion (,,Enthalpie”).

Aus den vollstindigen Differentialen (1) liest man die wichtigen
thermodynamischen Beziehungen ab:

oT) _ _ 9p os| _ 0p
dv |s ~ 3s v Bdvlr 8T |v
9s| _ _ 0v oT| _ 0v;
aplr T |p op s bslp’

Das Gesamtvolumen, die Gesamtentropie usw. findet man aus den
spezifischen durch Multiplikation mit der Masse M des Korpers
V=Mv, S=DMsusw.
Die Masse M eines aus N Molekiilen vom Molekulargewicht m be-
stehenden Korpers ist A

M=N-m--

wo £=1,37-10718, d. h. gleich der BortzmanNschen Konstanten und
R=8,314-107, d. h. gleich der Gaskonstanten ist (vgl. S.322).

n= % heiBt die Anzahl der ,,Mole” des Kdrpers,

also ist M = nm.

Die Kombination mehrerer Kérper, deren Zustand durch die Variablen
p, v, T, s definiert ist, heiBt ein inhomogenes System.

Fiir den Zustand des Systems sind folgende Gré8en von Bedeutung:

M=XM; =Masse

V ::_‘_' M, v; = Volumen

S ::}, M;s; = Entropie

U ::L‘ M; u; = Energie

F = :‘_‘ M, f; = freie Energie

Y= :‘_‘ M, y; = thermodynamisches Potential

W =2 M,w; = Wirmefunktion.
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D. Koeffizienten.

Folgende partielle Differentialquotienten haben besondere Bedeutung
und Namen: -

0 0 o .
Cy= % .= ETHU spezifische Wirme bei konstantem Volumen,
0q ou ov . . .
Cp= 3T 2= BTy + T |p spezifische Wirme bei konstantem Druck,
1 0 ..
= — 22|  Ausdehnungskoeffizient,
vo 0T Ip g
1 0p .
0= o BT Spannungskoeffizient,
0
0 . . .. 1 Lttt
e=—%"7, |, Elastizititskoeffizient (; = Kompre551b111tat) .
Beziehungen zwischen diesen sind u. a. p‘;: =1,
ap dv
Cp—0Cy = T—a'f vBT " = Tﬁo'U'UOOC
- op | (ov )” — Tepea?
= T—a—v—T<a—T—p =T ¢ a%v,.

Ferner gelten folgende Beziehungen:
T T Ta )
s, T)=sop+ [ T, u(p, T) :uo,,+/c,,d:r_p/5;—}pdf,
0 0 0 ‘
T T
@ T) =5+ [ 34T, ul, T) = ugy + [ c,dT.
0 0

E. Prozesse.

Die Anderung der Zustandsvariabeln eines Systems heif3t ein Prozes.
Man unterscheidet:
T = const: isothermer ProzeB,
S = const: adiabatischer Proze8,
V = const: isochorer (isopykner) ProzeB,
p = const: isobarer (isopiestischer) ProzeB.

Die physikalische Realisierung dieser Bedingungen kann z. B. erfolgen:

T = const durch den Kontakt mit einem groBen Wirmereservoir,
S = const durch eine wirmeundurchlissige Umbhiillung,

V = const durch eine starre Umbhiillung,

p = const durch die Wirkung eines mit Gewicht belasteten Kolbens.

1. und 2. sind daher nicht vereinbar, ebensowenig 3. und 4.

B
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Kreisprozef heiBt ein ProzeB, der nach beliebiger Anderung der
Variabeln zum Ausgangszustand zuriickfiihrt. Da weder da noch dg
totale Differentiale sind, wird Aa—fda sowie Ag= qu je einen be—
stimmten von 0 verschiedenen Wert haben. Andererseits ist 4% _t}g du=
also Ada=-—A4q. Durch den KreisprozeB ist Wirme in Arbeit (oder
umgekehrt) ,,umgewandelt” worden.

Wichtig ist folgender mit einem beliebigen System, z. B. einem idealen
Gase durchgefiihrter Kreisproze3 (CARNOT-Prozef) zwischen zwei Wirme-
reservoiren R; und R, mit den Temperaturen T; und T, (71> T,):

1. adiabatische Expansion von T; zu T,

2. isotherme Kompression bei T, (Kontakt mit R,),

3. adiabatische Kompression von 7T, zu 73,

4. isotherme Expansion bei 7; zum urspriinglichen Volumen.

Da A
AQ | 4Qy

fas= 7 =0

ist, wird hierbei eine Arbeit 44 gewonnen:

AQ (Ty—Ty) AQy (Ty—T
AA=4Q, 4 4= 10 B=Td A0ty

wo 4 Q, bzw. A Q, die den Reservoiren entnommenen Wirmemengen sind.

F. Abgeschlossene Systeme.

Ein System heiBt vollstindig oder abgeschlossen, wenn sein Zustand
unabhingig ist von den Vorgingen auBerhalb von ihm. Daher sind V
und M fiir ein abgeschlossenes System konstant. Ferner folgt die
Konstanz auch von U aus dem 1. Hauptsatz.

Die Abgeschlossenheit eines Systems wird nicht berithrt durch die
Méglichkeit von duBeren Eingriffen, welche keine Verinderungen auBer-
halb hinterlassen, also speziell keine Energie erfordern, wie z. B. Be-
tatigung von Sperrungen, Offnen und SchlieBen von Ventilen oder
Kontakten u.dgl. Ohne solche Eingriffe wire ja jede Beeinflussung
eines abgeschlossenen Systems unméglich.

Ein ProzeB (eines vollstindigen Systems) heiBt reversibel, wenn er
von aullen riickgingig gemacht werden kann (ohne auBerhalb Ver-
dnderungen zu hinterlassen), andernfalls irreversibel.

Bei einem reversiblen ProzeB bleibt S=_¥ M,s; konstant. Bei einem
irreversiblen wichst S (2. Hauptsatz). ‘

Hat S den Maximalwert, der fiir das System durch Anderung der
Variablen der Bestandteile (bei konstanter Gesamtenergie) erreichbar
ist, so ist kein irreversibler ProzeB mehr moglich. Da reversible Prozesse
in der Natur nie vollstindig realisierbar sind, ist das System dann im
Gleichgewicht.
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Die allgemeinste Gleichgewichtsbedingung fiir abgeschlossene Systeme
lautet also §S=0 (S=Maximum).

Eine wichtige Methode, in einem abgeschlossenen System einen
ProzeB reversibel zu fithren, besteht darin, daB man zwischen zweien
seiner Bestandteile eine Maschine einschaltet, in der man einen CARNOT-
schen KreisprozeB durchfithrt. Dann ist

L 25,1 as,—ds=o. (1)
1 2

(Die Maschine kann dabei beliebig klein angenommen werden, so daB
sie gegen das iibrige System verschwindet. Da in ihr definitiv keine
Verinderung vor sich geht, kann sie auch als auBerhalb des Systems
betrachtet werden.) Die hierbei gewonnene Arbeit soll dann in irgend-

einer Weise etwa durch Kompressionsarbeit oder iiber einen zweiten
CARNOT-Strom dem iibrigen System wieder zugefiihrt werden.

Eine einfache Betrachtung zeigt, daB3 jede Vorrichtung, die reversibel
Wirme in Arbeit umwandelt (oder umgekehrt) dieselbe Beziehung
zwischen 4 Q;, dQ, und dA liefert wie die CARNOT-Maschine. Alle der-
artigen Prozesse, die reversibel verlaufen, sind daher durch die fiktive
Einschaltung einer CARNOT-Maschine der Berechnung zuginglich.

Wichtige Vorginge, die zu Irreversibilitit AnlaB geben, sind:
1. Ausdehnung eines Gases ohne duBere Arbeit

R Av
m v

As=
(fir kleines Av und ideales Gas).

2. Diffusion von Gasen, Salzen u. dgl.

as=aM-2 22
3. Wirmeleitung
AS =405
4. Reibungsarbeit
44
48 =—.

Ein nicht abgeschiossenes System kann durch Hinzufiigen der Um-
gebung zu einem abgeschlossenen gemacht werden. Werden die Zustands-
variablen der Umgebung durch einen Index bezeichnet, so ist bei einem
ProzeB dS+dS'=0. Wir nehmen an, daB in der Umgebung keine
Vorginge geschehen, die zu Irreversibilitit fithren (s. 0.). Dann ist

’ d ! ’
is =22 a9=—ag
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also aQ
>
7 =0

ds — dﬁ%‘i‘i >0, (2)
anders geschrieben
dU—T'dS=dA. (2"
Spezialfille:
1. dQ’ = 0 (adiabatischer Vorgang)

liefert dU =dA, dS=0.

2. T = const (isothermer Vorgang)
liefert dF =d(U—TS)=dA (freie Energie)1.
3. T und p = const
liefert dA = —pdV
d¥Y =d(U—TS +pV)=0 (thermodynamisches Potential).
Gleichgewichte fir unvollstindige Systeme (in Verbindung mit der
Umgebung) bestehen, wenn S+ 65’ =0 ist, also

fiir adiabatisch abgeschlossene Systeme, wenn 65 0 (max)
fiir isotherm gehaltene Systeme, wenn =0 (min)
fiir isotherm-isobare Systeme, wenn =0 (min)
ferner wenn S und V konstant bleiben =0 (min)
wenn S und p konstant bleiben = 0 (min).

m
m

G. Spezialfille.

1. Ideale Gase.

Bei den sog. idealen Gasen sind zwei Zustinde p,, v, und p,, v, im
thermischen Gleichgewicht, wenn p,-v; = p,-v, ist. Also kann nach (A 1)
durch p-v=1~ eine spezielle Temperaturskala ¢ eingefiihrt werden. Bei
den idealen Gasen ist ferner # nur von p-v abhingig, also u=wu(®).
Daher wird

dg=du+ pdv—9|"“d9 +dlns] =9 -dIn (@ -v),
d

o= a
gesetzt wird, also
dg=2Adep mit A=9=pv, @=InO:v).

falls

1 dF stellt also den Minimalbetrag der aufzuwendenden bzw. den Maximal-
betrag der zu gewinnenden Arbeit dar, wenn das System einen isothermen Proze(
durchmacht. Hierauf beruht die Bedeutung von F.

04F 044
A=A4F = — — = — T =
a4 4 AU —TS)=4U —T- 3T AU —T 3T

angewandt auf reversible, isotherme Prozesse heiBt ,,HELMHOLTzsche Gleichung'.

Madelung, Math, Hilfsmittel. 3. Aufl. 21
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Nach (B 7/, S.315) wird dann
6lnld0

T:C-G(ﬁ):Ce'/ 9% " _C9=Cpu

die thermodynamische Temperatur. Sie ist also bei einem idealen Gas
(bis auf eine MaBstabkonstante) identisch mit der ,,Gastemperatur*.

Fiir ¢deale Gase machen wir folgenden durch die Erfahrung ge-
botenen Ansatz:
pv=rT,

u=uy+ apv=uy+arT,
Dann wird

dq: Tds:du—|—pdv= (a+ 1)j)d'y+a-ydp
T
=ardT + “—’,—,-’T-r—dv= (@+ 1)rd:r—%,~ ap,

also

s:so—}—arln<vaj175);

und die ,,spezifische Wirme'* bei konstantem Druck

oq
= arnr=c,
bei konstantem Volumen

o4
T ‘u = qr = Cy,
und hieraus

cp a-+1 1
Cp—C=T1 T T =Y A=
Aus p-v=7rT folgt:
vio g; y=a= —5; ; = Ausdehnungskoeffizient,
1opl 17 o
S T == v = Spannungskoeffizient,
—v, 0P| —e=p = Elastizitatskoeffizient.

Die Erfahrung (sowie die kinetische Theorie der Gase) ergibt, daB
R=rm, wo m das Molekulargewicht des Gases bedeutet, eine universelle
Konstante ist, die ,,Gaskonstante*

cal erg
R = 1,98——' = 8,314 * 107 n:“;l .

mol

-

Fiir einatomige Gase ergibt die Gastheorie a =32,
fiir zweiatomige Gase wird . . . . . . . a=3,
fiir drei- und mehratomige Gase wird. . . a =3,

R R
I
Cold Ori=a SOl

[
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Also wird hier

RT a
pv=—-, s=s+—-In(’p),
aRT ay+R aR
%=ty + y = =,

oder
s:s;—}—cvlnT—}—ﬁlnT, R
m ’

R 30=30+Cp1n;1',

=so+¢InT— -Inp,
u=uy+c, 7T,
f=(ug—Tso) + ¢, T(1 —In(”)),
y = (ug—T'so) + T (c,—c,In(v” p)),
w=uy+c,T.

2. Gemische idealer Gase.

Fir einen Korper vom Volumen V, der Temperatur 7 und dem
Druck p, der aus verschiedenen Molekiilen #; mit den Molzahlen #;
besteht, gelten einfache Verhiltnisse nur, falls sich die Molekiile nicht
gegenseitig beeinflussen, z. B. bei Gemischen idealer Gase.

Wir fithren die GroBen ein, die fir jede Molekiilart gelten wiirden,
wenn diese allein anwesend wire:

RT M; RT .
pi= " Vl =——mn; (Partialdruck)
1

U= M, (uy; + c,; T) = nym; (ug; 4 ¢,; T)

S,; =N, (micv,-lnT—l— Rln%-—l—kl).
Es gilt!

4 =Z pi= R—VT n;  (DALTONsches Gesetz)
=XU;

1

S=XS; (GiBBssches Paradoxon).
Daraus folgt
p oy
p= A = pe

¢ = ; ’.. heiBt molare Konzentration.
n;

! Diese Gesetze folgen nicht unmittelbar aus der Thermodynamik, sondern
erfordern atomistische Hilfsvorstellungen.

21%
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Entropiezunahme bei Mischung.

Zwei ideale Gase mit den Molzahlen #, und #,, beide mit gleichem p
und T nebeneinander liegend haben insgesamt die Entropie

S=n, <c mllnT+Rln s ) +n2<c mInT + Rin - +k2)
Tritt nach Wegnahme 1hrer Scheidewand eine Diffusion ein, welche
zu den Partialdrucken
=P, pPy=csp <cl = ﬁ » o G= o + Konzentratlonen)

fithrt, so wird die Entropie nach Beendigung der Diffusion

S=n, <cvlm11n T+Rln%+kl> + <cv2m21n T+ Rln—;— +k2>.
1 2
Die Entropieinderung betrigt also

—an-lnl;j —anln—z—anlncl—n2Rlnc2 >0.

3. Hohlraumstrahlung (vgl. S.3091.).

Fir einen mit Strahlung erfiillten Hohlraum vom Volumen V gilt,
wenn man U=uV setzt und S=sV, wo # die Energie und s die Entropie
pro Volumeinheit bedeutet:

dsS = ¢ +Tp—dV .

Da hier nach der MaxweLLschen Theorie u=73p wird, so ist

dS=d(sV)=sdV + Vds= V21422V

)
also

3ap 4p
dS=—T—, S=T,
und daher L
T = const - 7,

U=3pV =0TV
(STEFAN-BoLTzMANNsches Gesetz),

(a_ 7,624 10715 —8___ )

cm?® grad*

S:f;afrsv, F=—%0‘T4V, Y=o, W=%0T‘V-

H. Zustandsgleichung.

Fiir einen homogenen Stoff bestimmen zwei der Variablen p, v, T
die dritte. Dieser Zusammenhang wird durch die Zustandsgleichung des
Stoffes festgelegt: p=p(v, T), v=v(p, T) usw.
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Hierdurch ist aber das thermodynamische Verhalten des Stoffes
nur teilweise gekennzeichnet. Zur Vervollstindigung ist eine weitere
Gleichung erforderlich z. B. der Form: s = s(v, T). Meist wird statt
dessen ¢, als Funktion von T und v angegeben.

Kritischer Punkt heit der Zustand, in dem
op o2p
2’3-v!T=0 und 55, =0
ist. Die dort geltenden Variablen p, T, v, heiBen kritischer Druck,
kritische Temperatur und kritisches Volumen.
Fiihrt man als neue Variablen die GréBen
_? I
T
ein, so heiBen diese reduzierte Zustandsdaten. Die reduzierte Zustands-
gleschung w=m (v, 7) ist fiir die meisten Substanzen nahezu gleich. (Das

ist streng nur méglich, wenn die Zustandsgleichung nur drei fiir den
Stoff charakteristische Konstanten enthilt.)

Fiir hinreichend hohe Temperaturen nihert sich die Zustands-

v
yv=—, @
21

gleichung aller Stoffe der der idealen Gase 1)1):%1Z (m = Molekular-

gewicht, R = Gaskonstante). Nach vaN DER WAALs 148t sich durch die
Gleichung
a RT
(b4 ) w—n) =TT
die Zustan‘dsgleichung aller Stoffe fiir groBere Bereiche angenihert
darstellen.

Gilt diese Gleichung streng, so wird

a 8 a m
» =30, 751227[)5, T1='_"'”R'

27 b

also
_ 2 Y. _ 3 Rt
a=73m?, b_3, m= g .

Die reduzierte Zustandsgleichung lautet dann

(n+%>(3v—1):81.

BovLE-Punkt heiit die Temperatur T, bei der <a (,gi;v) T)p _,=0 ist.

Inversionspunkt heiBt die Temperatur T,, bei der T:—UT

—v =0
i?

ist. Es ist angendhert T, =2 Tp= %I:—bm. Ist T groBer als T, so liefert

eine Expansion ohne Arbeitsleistung eine Erwirmung, ist T kleiner als
T,, eine Abkiihlung.
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Fiir ein vAN DER WaAALs-Gas gelten folgende Formeln:

R 2a(v—>b)
1. %—Cv:W<1+ﬁr_”m>
arT R dv
2. ds = Cv“i‘:’ +W‘v“__—_‘b“
3. duzc,,dT—}—af}—:

und unter Voraussetzung von konstantem c,
s=S5y+¢,In T+%ln (v— D)
u == Uy + ¢, T—%—
f=(o—Ts) + e, TU—InT)— " Clnfw—b) — =

p=(uo—Ts) + T(Cv_l'_% vib —cﬂnT)—éT:rln(v_b) _27“,

R 2
w=u+ (et 55ty T30

J. Spezielle Gleichgewichte.
Spezialfille fiir wvollstindige Systeme (6U=0, V=0, 65S=0,
oM = 0).
1. Die M; seien konstant, realisierbar durch Umbhiillung jedes Be-
standteils mit einer warmedurchlissigen, nichtstarren Hiille.

Es folgt
I =Ty,=T3=...=T;

by =0 =ps =...=pi.
Hierauf beruht die Mdglichkeit, mit Probekorpern (7Thermometer
und Manometer) Temperatur und Druck beliebiger Stoffe zu messen.
2. Die M; und v; seien komstant; realisierbar durch wirmedurch-
lissige starre Umbhiillungen.

Es folgt
L=T,=T;=...=T,.

3. Die s; und M; seien konstant, realisierbar durch Umhiillung jedes
Bestandteils durch eine wirmedurchlissige, nichtstarre Hiille.

Es folgt

pr=tr=..=pi.
4. Die M, seien nicht konstant, sondern nur M. Die einzelnen

Korper (Phasen) konnen in ihrer Menge sich dndern (Verdampfung usw.).

Es folgt

T),=Ty,=...=T,

=1t =...=p;

PY1=Yg =...=7Y,;.
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p und T bestimmen sich hier gegenseitig eindeutig, solange mehrere
nichtidentische Bestandteile existieren.

Da S ein Maximum sein muf, ist

#S=—3 (M, 6T + 52

,1,61)?)<0.

Besteht das System nur aus zwei Bestandteilen 1 und 2 und geht
man von einem Gleichgewichtszustand zu einem anderen iiber, bei dem
TzuTH+dT, p zu p 4 dp wird, so ist

Ay, —dp,=0=—(5y—39)d T + (v, —v,) dp,
also
ap

$1— Sy = (v;—0y) aT °

Bei einer Umwandlung unter konstantem Druck und Temperatur
aus einem Gleichgewichtszustand in einen anderen (Verdampfung usw.)
ist eine Warmezufuhr 4 Q = T4 S erforderlich. Wird hierbei die Menge M
aus dem Zustand s;v,9 7T in den Zustand s,v,$p T umgewandelt, so ist

AQ=T- M(s;—s,).
AMQ =7 heit Umwandlungswirme. Es folgt

r=T(s,—58) =(v,—uvy) T Z; (Crausius-CLAPEYRONsche Gleichung)!.

K. Phasentheorie.

Es seien a verschiedene Bestandteile (,, Komponenten) in den von-
einander unabhingigen Mengen M, gegeben, die sich zu Verbindungen 2
vereinigen konnen. Von diesen sollen eine Anzahl § gleichzeitig neben-
einander existieren (Phasen), deren Mengen M* seien.

In der k-ten Phase sei die Menge M?* des i-ten Stoffes enthalten.
Es ist also

M1:£Mk, Mk:‘SMk 1:1,20C
P Tt lk=1,2...8.

Der Gleichgewichtszustand ist abhingig von den Variablen ¢ und T,
sowie den Zusammensetzungen der Phasen, etwa dargestellt durch die

1 Falls v; = 0 gesetzt werden kann (Flissigkeit)

RT

und v, :P‘m gesetzt werden kann (Dampf),
It 5 — RT? dinp

BEtr ==

% Jede Verbindung hat ihre eigene Zustandsgleichung.
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k
Gehalte cf= F; (x*B GroBen), zwischen denen die Relationen Xc¢f=1

1
(B Gleichungen) bestehen. Er ist nicht abhingig von der Menge einer Phase.
Wenn ¢ und T gegeben sind, lautet die Gleichgewichtsbedingung
0¥ =0.
Setzt man ¥ =_3 ¥*, dann ist ¥* éine homogene Funktion 1. Grades
k

der M%, denn bei Vermehrung aller M} einer Phase um den gleichen
Faktor wichst ¥* auch um diesen Faktor!. Es ist also nach dem EULER-

schen Satz (s. S. 34):
r oWk .
Y= E Py M;, (1)

1

. oWPr .
worin — nicht von den M?, sondern auBer von $ und T nur von
i

den c! abhingt. Daraus folgt

atng’aw =%’2Z§§¢5M§:o. 2)

Dazu treten die Nebenbedingungen d M;=4d X M*=0.
N

Daraus folgen die « (8—1) Gleichungen
oyt oy?
oAMT = oM (3)
Im ganzen hat man also $+ o (f—1) Gleichungen fiir die a2
GréBen cf, p, T.
Damit eine Lésung moglich ist, muB f+a(f—1)=af+2 sein,
d.h. B=a+2 (Phasenregel von GIBBS).

L. Massenwirkungsgesetz.

Ein Gemisch idealer Gasmolekiile, welche ineinander umgewandelt
werden konnen (Beispiel Hy, J,, HJ) und mit den Molzahlen #,, also
den (molaren) Konzentrationen

g
= Y.  =G=1
vertreten sind, moége bei der Temperatur T und dem Druck p im Gleich-
gewicht sein.

Bei Variation der »;, aber konstantem p und T unter Beriicksichtigung

von X¢;=1 ist die Gleichgewichtsbedingung

¥ =0, 2d¢;=0,
2 (@i—RIngc)dn,=0,

1 Weil keine Verinderungen im iibrigen System eintreten, da das Gleich-
gewicht nicht geindert wird.
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wenn wir unter ¢; den Ausdruck:

i Ui

¢i=—i—-—-micvilnT——R']n’;"+R

verstehen, oder anders geschrieben

c({nl,cgnﬂ”.=e((p1¢5n1+¢,6n,+‘..)/R. (1)

Darin hidngt die rechte Seite nur von $ und T ab. Setzt man also
dn;=v;-z, wo z irgendein Faktor zur Reduktion der Zahlen é#; auf
moglichst kleine ganze Zahlen v, ist, so wird

crecr...=K(T,p) (Massenwirkungsgesetz). (2)
16 P 8

Beispiel. Dissoziation von Jodwasserstoff.
Drei Molekillarten n,HJ, #n,H,, ny],.
Je zwei Molekiille HJ gehen in ein Molekiill H, und ein [, iiber,
also my=—2, w9,=1, v3=1
CyC3 My Mg
¢

= K(T.$).

1

Falls die Gesamtzahl der idealen Gasmolekiile unverindert bleibt
(m +v,+...=0), zeigt sich, daB K nur von T abhingt.

M. Dritter Hauptsatz der Thermodynamik.

(NERNsTsches Wirmetheorem.)

Die Zustandsvariabeln ¢, v, T sind ohne weiteres bestimmbar, die
s, #, w nur bis auf eine additive Konstante, die f und v nur bis auf eine
lineare Funktion der Temperatur (vgl. S. 317 und 326).

Die Berechnung von Gleichgewichten wird durch die Unbestimmt-
heit der additiven Konstanten nicht beriihrt, wohl aber durch den nicht-
bestimmbaren Faktor von T in f und .

Diese Schwierigkeit wird behoben durch den von NERNST aufgestellten
Satz (in der Fassung von PLANCK):

Beim absoluten Nullpunkt T =0 besitzt die Entropie fiir alle thermo-
dynamischen Systeme ein und denselben nichtunendlichen Wert, der
gleich 0 gesetzt werden kann: S;_,=0.

Dann sind alle Zustandsvariabeln bis auf eine Konstante berechen-
bar. Es wird (unter Fortlassung der Konstanten) wegen !

0S Y
0T T
T
CpdT . .
S= / 7 (Integration bei konstantem Druck). (1)
0

1 Cp bedeutet hier Mcp, (Warmekapazitat), analog Cy = Mcy.
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Damit S;_, endlich bleibt, muB gelten

lim C,=0.
T=0
Wegen
aS| _ Cy
8Ty T
wird 7
CydT . .
S= f T (Integration bei konstantem Volumen), (2)
also 0
lim C, = 0.
T=0

Ferner wird bis auf eine belanglose Konstante

T T
U=[C,dT bzw. U=[C,dT ()
0 0.

F=U—TS=—T/%dr @)
0

Eventuell sind in diesen Formeln noch Umwandlungswirmen zu be-
riicksichtigen.
Es folgen weiter noch folgende Grenzwerte:

Wegen
an 2%
]_— oT* |p
und
ov| @S
ﬁ}pn« T epr

wird ferner

. 1 an . T
o= *'f‘a?” /arz aT=7 ),
also
11m Z;‘ =0.
Wegen
oF
S:—'é"f.v
ist
hm BT =—Sr_o

fiir alle festen und fliissigen Phasen gleich. Bedeutet demnach Fy —F,=4,,
die bei der isothermen Umwandlung der Phase 1 in die Phase 2 maximal
gewinnbare Arbeit, so ist

lim 242
r_o T

ViVe
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Der 3. Hauptsatz gilt unbedingt fiir die feste und fliissige Phase,
dagegen nicht ohne weiteres fiir gasférmige Stoffe. Speziell wird fiir
ideale Gase

S=CynT—"Finp 1k
(also nicht = 0 fiir T = 0!), ferner
W_U—TS+pV = T(%lnp_cpln T—Cp—k>,
1= % (C, + k) heiBt chemische Konstante.

Ist ¢+ bekannt, so sind auch fiir die Gase alle Zustandsvariabeln
angebbar.

Die chemische Konstante des betreffenden Gases ist vollkommen
bestimmt und mefBbar, wenn ein Weg gefunden wird, das ideale Gas auf
reversiblem Wege in den festen oder fliissigen Zustand iiberzufithren.

Damit sind dann alle Zustandsvariabeln aus thermischen Daten
bestimmt und alle Gleichgewichte theoretisch berechenbar.

Die Behauptung des 3. Hauptsatzes ist, daB entweder alle Gase
bei Anniherung an den absoluten Nullpunkt Abweichungen von den
klassischen Gesetzen zeigen (Gasentartung), oder aber daB jedes Gas bei
fortschreitender Abkiihlung in eine fliissige oder feste Phase iibergeht.

Sechster Abschnitt.

Statistische Methoden.

Im Gegensatz zur Mechanik, Elektrodynamik usw. ist die Statistik
nicht so sehr ausgezeichnet durch den Gegenstand als vielmehr durch
die Methode ihrer Betrachtungen. Sie 14Bt sich immer dann anwenden,
wenn eine grofe Amnzahl gleichartiger physikalischer Systeme vorliegt,
die ihrerseits die Gesetze der Mechanik usw. erfiillen, um Fragen zu

beantworten, die das mittlere Verhalten der Gesamtheit dieser Systeme
betreffen.

A. Diskrete Zustinde.

1. Allgemeines.
a) Der einzelne Zustand.
Jeder Zustand 7 eines quantenmechanischen Systems (z. B. Oszillators,
Atoms) wird beschrieben durch seine Energie E, und seine Eigenfunktion

#, (Losung der SCHRODINGER-Gleichung). Gehéren zu dem gleichen
Eigenwert mehrere verschiedene Eigenfunktionen (Quantenzahlen), so
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heiBt die Vielfachheit des Eigenwertes E, sein statsstisches Gewicht. Ein-
fache Eigenwerte haben daher stets das statistische Gewicht 1.

Die Energie hingt ab von einer Reihe Parameter, die teils konti-
nuierlich verinderlich, teils nur diskreter Werte fihig sind.

b) Ubergangswahrscheinlichkeit.

Zwischen zwei Zustinden 7 und s kann ein Ubergang stattfinden.
Die Wahrscheinlichkeit, daB das System aus dem Zustand 7 in der Zeit-
einheit in den Zustand s iibergeht, heiBt‘ die Elementarwahrscheinlichkert

des Uberganges. Es ist
Wiy = Wys.

c) LiouviLLEscher Satz.

Zur Zeit {, sei der Zustand des Systems 7,. Dann mdégen die von 7,
aus direkt oder auf Umwegen erreichbaren Zustinde s, die unerreich-
baren ¢ heiBen. Es ist also w;,=0. Zu einer spiteren Zeit ¢ besteht
dann fiir einen beliebigen Zustand s eine gewisse Wahrscheinlichkeit
w(s, f) und im Limes gilt fiir sehr lange Zeitrdume

. 1
e =,
wenn # die Anzahl der von 7, aus erreichbaren Zustinde ist. Der Satz
kann auch in der Form ausgesprochen werden: Die Aufenthaltsdauer
des Systems in einem Zustand ist im Mittel iiber sehr lange Zeitriume
fiir alle Zustinde die gleiche.

d) Ergodisches System.

Die Energie eines quantenmechanischen Systems ist nur definiert
bis auf eine Unschirfe A E mit AE At=~h/2 n. In einem ,,abgeschlossenen‘
System gilt der Energiesatz also nur bis auf diese Unschirfel; alle erreich-
baren Zustinde miissen innerhalb 4 E liegen. Das System heiBt ergodisch,
wenn in 4E nur erreichbare Zustinde liegen.

e) Phasenvolumen .J.

J=J(E; ay, a,...) ist die Anzahl der Energieeigenwerte E, < E,
jeder multipliziert mit seinem statistischen Gewicht. Es hingt ebenso
wie die Energie von einer Reihe duBerer Parameter a, ab.

f) Der adiabatischen Anderung
eines Parameters a, wirkt die Kraft entgegen

n_ __ 0FE

! Der Beobachter ist hier nicht mit zum System gerechnet; das System ist also
strenggenommen nicht abgeschlossen und eben daher rithrt die Unschirfe.
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Fiihren wir die Anderung so langsam aus, daB selbst wihrend einer
unendlich kleinen Anderung von a, das System noch sehr viele Quanten-
spriinge macht, also jeden erreichbaren Zustand aufsucht, so wird

ATk =%2A$¢s), und dEZ—ngdak.
]

s

J ist gegeniiber einem solchen ProzeB invariant; der ProzeB heiBt adia-
batisch reversibel.

g) Zustandsgréfien,
Bei einem ProzeB indert sich das Phasenvolumen um

0 - 0
aj =21 <dE +2Akdak> — 2 4.
R

d Q ist die Energiezufuhr und i. a. kein vollstindiges Differential, 2—1{. also
integrierender Faktor. Wir bezeichnen

S=klnjJ (k=1,37- 10716 erg/grad)
als Entropre des Systems und
JOE 1 BE

— ko] kR olnJ
als seine absolute Temperatur.

2. Thermodynamisches Gleichgewicht.

Wir betrachten eine Gesamtheit von N > 1 Systemen. N, sei die
Anzahl der Systeme im Zustand 7.
Der Ubergang eines Systems in einen Zustand anderer Energie ist
nur moglich unter gleichzeitiger Anderung des Zustandes mindestens
etnes zweiten Systems. Die Zahl der Prozesse » - #' und gleichzeitig
s — s’ ist in der Zeiteinheit '
w, S N,N,.

Die Zahl der inversen Prozesse 7' =7 und s’ — s ist
w:';' Nf' Ns"

unter gleichzeitiger Wahrung des Energiesatzes

E,+E—=E, +E,.
Diese Formeln gelten mit

W) =wl
nur dann, wenn die Ubergangswahrscheinlichkeit nicht auch von dem
Zustande der Besetzung des Zielzustandes abhingt (vgl. dagegen C
S. 341). Es ist

d N, r’'s’
dt' :was (Nr'Ns‘_NrNs)-

r'ss’
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Stationdre Verhiltnisse liegen dann und nur dann vor, wenn rechts
die Klammer verschwindet (, thermodynamisches Gleichgewicht*):
N,N;=N,N,.
Das ist der Fall, wenn In N, eine lineare Funktion von E, wird:
N, =e*"PE  (kanonische Verteilung).
Die konstante Gesamtzahl der Systeme ist

N=JXN,=¢*Z,
wobei r
Z= X e PE

die Zustandssumme heiBt. Also ist

N
N, = —Z—E_ﬂE'A.

Aus Z folgt die Energie der Gesamtheit

dan ZE N, =

Entropie: Wir definieren die Entropie durch

S=klnW,
wobei die GréBe W N N
T N,I'N,I... T TINS

die statistische Wahrscheinlichkeit des durch die Gesamtheit aller N,
beschriebenen Zustandes heiBt. Da alle N,> 1 sind, kann man nach
der STIRLINGschen Formel schreiben

S=RNInhN—EkE3IN,InN,
oder 4
S=kFNInZ 4 kpBE.
Es ist
aSs dN,
=k (InN, +1) =

42210 (N, Ny—N,N)In 73 =0,
rr’

in Ubereinstimmung mit der thermodynamischen Definition der Entropie
(vgl. S. 319).
Temperatur: Um aus S und E die Temperatur zu definieren, be-
nutzen wir die thermodynamische Relation (vgl. S. 316, Gleichung 11)
0S 1

PEyT T
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Es ist bei konstantem N:
as as 8S dz\ 9f _ N dz)\ o
4E +< ﬁ+az dﬂ) kﬂ+<kE+kz dﬂ)
Wegen 4 In Z/dﬂ:—E/N verschwindet die Klammer und es wird
kﬂ:% oder f= k1T
Das zugehérige Verteilungsgesetz

N, = ge—E,./kT

heiBt das BOLTzZMANNsche Verteilungsgesetz.

Die Kenntnis der Zustandssumme geniigt zur Berechnung aller
thermodynamischen Grundfunktionen:

freie Energie: F=-—kTIlnZ
dlnZ
ap

B. Statistische Mechanik.
1. Klassische Mechanik.

Die 6 N Koordinaten %' und Impulse p; definieren den Zustand
eines aus N Massenpunkten zusammengesetzten Systems. Benutzt man
diese GroBen als kartesische Koordinaten, so veranschaulichen sie den
Lage- und Bewegungszustand des Systems zur Zeit ¢ durch einen Punkt
(,,Phasenpunkt) in einem 6 N-dimensionalen Raum (,, Phasenraum'*).
Dem System kommt eine gewisse HamiLtoN-Funktion H (x%, p;) zu,
welche die kanonischen Gleichungen befriedigt:

dx _ 9H dpi _ oH

at ~ op; at  ox

innere Energie: U = — usw.

Eine Gesamtheit aus solchen Systemen heiBt eine mikrokanonische
Gesamtheit. Die zeitliche Anderung des Systems wird dann durch eine
Kurve im Phasenraum beschrieben. Die Kurve geht durch jeden Punkt
des Phasenraumes in esner Richtung, kann sich also nicht selbst schneiden.

In der statistischen Mechanik betrachtet man eine groBe Zahl solcher
Systeme, die durch die gleiche Funktion H beschrieben werden. Die
Gesamtheit der betrachteten Systeme wird im Phasenraume also dar-
gestellt durch eine (sehr groBe) Anzahl von Phasenpunkten. Man kann
diese dann als ein strémendes Kontinuum auffassen, fiir dessen 6 N-
dimensionale Geschwindigkeit v mit den Komponenten (¥, $;) gilt:
divb=0. Erfullt eine Anzahl Punkte also zur Zeit ¢=0 ein gewisses
Volumen des Phasenraumes, so erfiillt sie zu einer beliebigen anderen
Zeit t=t ein ebenso groBes. (LiouviLLEscher Satz der klassischen
Statistik).
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Ist die Verteilungsdichte ¢ der Phasenpunkte eine Funktion von H
allein, so wird %%:0 und die Strémungsrichtung fillt iiberall in die

Hyperflichen H = constans (=E). (Statistisches Gleichgewichi.) Analog

zu A 2 kann man zeigen, da dann
F—E

o=N-e *T

ist, wo N= / gdwdV die Zahl der die Gesamtheit bildenden Systeme
(dw dV =Volumelement des Phasenraumes), ' die gemeinsame Tem-
peratur, £#=1,37-10"1% erg/grad die BorT1zmaNNsche Konstante und F
die freie Energie bedeutet. Definiert man analog zu oben

Z=[eEMdwdV
als Zustandsintegral, so gilt ebenfalls
F=—kTInZ usw.

Besteht die Gesamtheit speziell aus abgeschlossenen Systemen, so ist
die Bewegung der Phasenpunkte auf die Hyperfliche H (%%, p;) =E =
= constans beschrinkt. Man kann dann neben der konstanten ,,rium-
lichen* Dichte ¢ die ,,Flichendichte*

6 — const
lgrad H|g=E

definieren. Ein abgeschlossenes System heiBt ergodisch, wenn in einer
beliebig langen Zeit der Phasenpunkt jedem Punkt der Hyperfliche
beliebig nahe kommt. In diesem Falle verlangt der LiouviLLEsche Satz,
daB3 die Aufenthaltsdauer der Phasenpunkte im Mittel iiber lange Zeit-
raume in gleichgroBen Flichenteilen proportional der Flichendichte wird.

2. Zelleneinteilung des Phasenraumes.
a) Zustand.

Wir bezeichnen ein System als im Zustand (p;, %°) befindlich, wenn
seine Koordinaten zwischen den Werten x* und x*4-dx* und seine
Impulse zwischen p; und p;-}dp; liegen, d. h. wenn das System in das
Volumelement dV dw=dx'dx®...dp;dp,...des Phasenraumes fillt.
Wir setzen iiber die GroBe des Volumelementes zunichst nichts voraus.

b) Das statistische Gewicht

.des Zustandes ist proportional dem zugehdrigen Volumelement des
Phasenraumes

g = };;_Ndxldpl dx2dp,y...dxNdpyy.

Dabei bedeutet 4 eine zunichst willkiirliche Konstante von der Dimension
einer Wirkung (erg sec).
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c) Die Ubergangswahrscheinlichkeit

aus der Phasenraumzelle dw 4V nach der Zelle dw’ 4V’ ist proportional

deren Volumen :
w=W(, p;; ', p)dw dV’.

Fiir den inversen ProzeB gilt

w=W(x", pl; %, p) dwd V.

d) Die Quantentheorie

fordert eine endliche bestimmte Grofe fir die hier eingefiihrten Volum-
elemente. Sie sollen das Volumen 42" haben und sodann alle das gleiche
statistische Gewicht besitzen. 4 hat dabei den Wert = 6,55 -10"2%erg sec.
Die Gestalt der Zellen ist beliebig. Man erhilt in diesem Falle wieder die
in Abschnitt A dargestellte Theorie, aus der die in Abschnitt B1 behandelte
als Grenzfall fiir #=0 folgt. Der Zustand eines Systems ist in der
Quantentheorie nicht mehr exakt beschrieben, sondern nur bis auf
eine Unsicherhent

Ap;Ax'=h (HesENBERGsche Unschirferelation).

3. Das kinetische Modell des idealen Gases.

a) Das Modell.

Ein Gas besteht aus einer groBen Zahl von Systemen (,,Molekiilen').
Es ist keine mikrokanonische Gesamtheit, da zwei Molekiile sich gegen-
seitig beeinflussen, sobald sie einander sehr nahe kommen (,,St8e”).
Vernachldssigt man diejenigen, sehr seltenen, St6B3e, bei denen mehr als
zwei Molekiile gleichzeitig beteiligt sind, so kann man das Gas auffassen
als bestehend aus zwei Gesamtheiten von Systemen, die mit einander
im thermodynamischen Gleichgewicht stehen. Wir ersetzen die sehr
komplizierten Krifte zwischen den Molekiilen durch das einfache Modell
stoflender elastischer Kugeln vom Durchmesser ¢. Gleichbedeutend damit
ist es, wenn wir dem einen System den Radius o geben, das andere als
Massenpunkt behandeln.

b) Die Grundgleichung.

Es sei F(#', p;,t) dV d w die Anzahl der zur Zeit ¢ in dV dw an-
wesenden Teilchen. Die Anzahl der im Zeitelement df und im Volum-
element 4V von dw nach allen dw’ {ibergehenden, d. h. aller dw ver-
lassender Teilchen, ist dann also

bdwdtdV=adtdV [W(p, p)Fdodw', (1)

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 22
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wihrend umgekehrt die Anzahl der in d¢ und 4V aus allen dw’ nach
dw ubergehenden Teilchen wird

adodtdV=adtdV [W(y, p)Fdo do, ()

wobei F’ als Abkiirzung steht fiir F(x", p;). Fiir F gilt dann die Be-
stimmungsgleichung

G =a—b. 6)

c) Der StoBprozeS.

Es treffen sich zwei Teilchen gleicher Masse. Das erste mit den
Impulskomponenten &, n, { vor, &, %, {’ nach dem Sto8 sei kugelférmig
vom Radius o, das zweite mit &, n,, {; vor und &, %}, {1 nach dem StoB
sei punktférmig. Legen wir das Koordinatensystem mit der x-Achse
in die Richtung der Zentrilinie des StoBes, so wird

n=n" (=0 m=n L=

und bei elastischem StoB folgt aus Impulssatz und Energiesatz:

=& §=¢.
Insbesondere wird also
dow, _d& _do’
T =T = du @)

d) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Erfolgt der Ubergang aus dem Zustand dw in den Zustand d o’
durch einen solchen elastischen StoB, so ist offenbar W(yp, p') dw’ die
Anzahl von punktférmigen Teilchen, die insgesamt von der Partikel
mit dem Impulse &, #, { so getroffen werden, daB diese letztere nach
dem StoB die Impulse &, %', {’ besitzt. Es sei v die Relativgeschwindig-
keit der beiden stoBenden Teilchen vor dem StoB gegeneinander; die
Zentrilinie sei um den Winkel ¢ dagegen geneigt und ihre Richtung
mége innerhalb eines Raumwinkelelements 48 fallen. Dann denken
wir uns die punktférmigen Teilchen mit der Verteilungsdichte F; dw,
ruhend gegen das Koordinatensystem, wihrend die Kugel ¢ den Raum
abstreift. Dabei wird das Oberflichenelement ¢%24 2 in der Zeit dt
speziell das Zylindervolumen

dtdtr =0%2d 82 -vcosddt

uberstreichen; die Gesamtzahl der St68e mit Teilchen im Impulsraum-
element dw, wird also

dt[dv Fydw, = 0*[dQucosddtFydwy,
r Q
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wobei das Integral nach 4 nur iiber die dem StoBpartner zugewandte
Halbkugel zu erstrecken ist; erstreckt man es iiber die ganze, so tritt
der Faktor ! hinzu. Es ist

W(p, p)do = [dv Fydo,.

Ebenso findet man fiir die Umkehrung

W(p', p)dw = [dt-Fido].

e) Die StoBgleichung.
Die Gleichung (3) geht jetzt iiber in

aF , ,
o =W, WFdo' —[ W, v F do

_fdrf<F'F1dw B “f“l) = [dx [(F'F{—FF,) doy. (5)

' T on

Das ist die MAXWELL-BoLTzMANNsche Sfofgleichung. Die linke Seite
kann in der Form umgeschrieben werden:

G S ) 0

i=1

f) StoBinvarianten.

Ist ¢ eine beliebige Funktion der Impulse, so erhilt man nach einigen
Umformungen

! P dF
4/d7//dwdw1(¢+¢1_¢’ — @) (F I‘l“FFl):/(P“;sz‘/% (7)

T w wy

Ist @ eine stoBinvariante GréBe, d. h. ¢ +¢, =¢’ 4 ¢, so verschwindet
die linke Seite. Es wird dann also

3
[o| (2t i0 iy m]dw_o )

» i=1

g) Makroskopische GroéBen.

Man definiere als Mittelwert einer GroBe w den Ausdruck

__/Fwdw__
p=" [Fdo = N'V/.Fipda),

22%
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wobei also N = g/m die Anzahl der Teilchen im cm3 ist (¢ Dichte, m Mole-
kiillmasse). Dann werden

u; = x die Komponenten der Strémungsgeschwindigkeit u,
N N o :
oy &= Puy - §n = P, usw. die Komponenten des Spannungstensors §,
k,= NE& usw. die Komponenten der Kraftdichte t,
N — .. ..
E = - p? die Energiedichte,

€= 21:22 p p? die Energiestromdichte,

und wir erhalten aus (7) die Gleichungen:
mit p=m: diviou) + -%é:— =0 ( Kontinuititsgleichung)
mit ¢ = p:  div + aa s (ou) =1t (Bewegungsgleichungen)

. E .
(fu) =div & + %t— (Arbeit der duBeren Kriifte =
Energieumsatz)

2
mit ¢ = .

2m’

h) Entropiesatz.
Es sei ¢ =InF, dann lautet (7):

/dwlnF% 4/dy//dwdwﬂnF,,awFr.FF)§

Daraus folgt leicht
o4V [do FInF<o

Man bezeichnet s =—*% [do FInF als Entropiedichte, S=[sdV als
Gesamitentropre. Es ist also

as .
—; =0 (BortzMANNsches H-Theorem, Entropiesalz).

i) Verteilungsgesetz.
Im stationiren Falle mul3

F'F,—FF, ud 4%

=0

werden. Aus diesen Bedingungen folgt fiir die Molekiilverteilung unter
der Wirkung eines duBeren Kraftfeldes

fR=—grad V
der Ausdruck

F(x, Y, 2, px: py’ Pz) =A-ePE mit E=_— + V(x Y, )

27)1

Der Vergleich mit der kanonischen Verteilung zeigt, daB =1/ T ist.
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Ist kein duBeres Kraftfeld vorhanden, so hat man speziell die MaX-

WELLsche Verterlung: _p
F(pupyp) =A-emhT;

der Normierungsfaktor 4 kann bestimmt werden aus der Forderung
N= [Fdo=4n [F(p)prdp=A2amkT)32
0

Wegen N = g/m kann man dann schreiben

_../)2
0

F(p) = " QamkT) 32 e2mkET

k) Mittelwerte.
Der hdufigste Impuls ist -
po=1V2mkT

mit der zugehdrigen Energie Eqa=~kT. Der mittlere Impuls ist

S 2
p =0/7>'4n1>2F(1>) ip=-to
Ferner ist

pr=[pranpF(p)ap =3
0
das Impulsquadrat, das zu der.mittleren Energie

,_ p2_737
E= =5k

gehort. Es ist . 3a 3
22
pPr=51P =55
Das mittlere relative Schwankungsquadrat des Impulses ist daher

p—p" _ (37 _
5 —( g —1)*0,1781.
C. FErMI- und Bose-Statistik.

Der auf S. 333 (A, 2) gemachte Ansatz fiir die Anzahl der gleich-
zeitigen Ubergiinge 7' und s—s’ kann noch verallgemeinert werden.
Die Anzahl der Uberginge kann auch abhingen von der anfinglichen
Besetzungszahl des Zielzustandes; d. h. die Zahl der Prozesse ist

w:’:' N, Nt (N,) f¢(Ny)
und in der umgekehrten Richtung
w:'ﬁ Nr' Ns' fr (Nr) fs (Ns) ’
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wobei die f, gewisse Funktionen sind, deren Festlegung der Annahme
eines speziellen Modells entspricht. Es ist insbesondere:

f+(N,) =g,—N, (g, = Anzahl der Zellen von der Energie E,), wenn
die Systeme das PAULI-Prinzip befolgen (vgl. S.301). Jede Zelle kann
dann héchstens esn System aufnehmen. Man sagt: Die Systeme befolgen
die FERMI-Statistik.

f,(N,)=g + N, fir Lichtquanten und alle quantenmechanischen
Systeme mit symmetrischen Eigenfunktionen (vgl. S. 301). Die Systeme
haben dann das ,,Bestreben, sich in der gleichen Zelle anzuhiufen.
Man spricht hier von der BosE-Statistik.

f,(N,)=1 in dem bereits oben behandelten Sonderfall, der als
BorTzMANN-Statistik bezeichnet wird.

Andere Statistiken scheinen in der Natur nicht realisiert zu sein.
Verteilungsfunktion. Man hat wie auf S. 333 (A, 2)

dN, s’
N S N Nofofo— N, N ),

r's

also Stationaritit fiir
N, Ny _ Ny Ny
fr fs - fr fs' !

d. h. In(V,/f,) ist eine lineare Funktion der Energie E,:
N, = ff(Nf) g—fx—ﬁEl- .

Zur Bestimmung der Konstanten « und # hat man erstens die Neben-
bedingung X' N, = N, und zweitens den Anschlufl an die Thermodynamik

auf dem Wege {iiber die statistische Definition der Entropie. Dieser
liefert wiederum B=1/kT fiir jede Statistik. Man erhilt daher als
Gleichgewichtsverteilungen insbesondere fiir

. ST ___g,_;

die FErRMI-Statistik: N, = AFPE

&
P +ﬂE,-_1

die Bosg-Statistik: N, =

Hierbei ist insbesondere « =0, wenn kein Erhaltungssatz der Teilchen-
zahl gilt (PLaNcksches Verteilungsgesetz, Lichtquanten).

Entropie. Man findet analog wie auf S. 334 (A, 2)
S= kZ/ln 1{; dN, + constans,

aSs
dt =0.

und
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Speziell ergibt sich bis auf eine additive Konstante fiir
die FErMI-Statistik: S— S;=—#k X (N,InN,—(g,+ N,)In(g,+ N,))
die Bose-Statistik: S— S, = —#% X(N,InN, 4 (g,—N,)In(g,—N,)).

Statistische Wahrscheinlichkeit. Die angegebenen Ausdriicke fiir die
Entropie stehen in Einklang mit der Beziehung

S=klnW,

wenn man die Wahrscheinlichkeit W definiert durch:

W= H Nyt ( Nr - H (g') fiir die FErMI-Statistik,

- H (6r + N";}' , fir die Bose-Statistik.
Die erste Formel gibt die Anzahl verschiedener Besetzungsméglichkeiten
der g, Zellen unter Beriicksichtigung des PAULI-Prinzips (vgl. S. 96).

Die zweite Formel bedeutet genau diejenige Modifikation des BoLTz-
MANNschen Modells, welche man erhilt, wenn man die Ununterscheidbar-
keit gleicher (atomarer) Systeme in Rechnung stellt. Alle Zustinde,
die durch Vertauschung von Teilchen auseinander hervorgehen, werden
nur als ein einziger Zustand angesehen, dem das Gewicht 1 zukommt.



Anhang.

1. FOURIER -Integrale (zu S. 27).

Im folgenden sind zu einigen wichtigen Funktionen f () die Spektral-
funktionen g(y) angegeben gemiB der Integraldarstellung

+
Ha) = [e(y) e2mi=vdy

gy =_Q[;(x) eI 4y,

Die Zuordnung der beiden Funktionen zueinander ist umkehrbar, d. h.
die Spektralfunktion zu g(y) ist wieder f(x).

1(#) g(»)
xZ
e ayme "
x? ,
e——aT+27Hvx a]/y:z e—-n’a’(y—v)ﬁ
lo fir y <-—¢
¢ fir —e<zx< -+ ¢ 2C_»§m2ney
€ = = { 2mey
lO fir ¥ > + ¢
desgleichen ¢ — 0 2C

AP g 1< x<41| 241" STy T
o fir x> +1 nlly—v]

o fir ¥ < —1!
[ sin (27! [y —])

Eine groBe Tabelle von Fourier-Integralen findet man in G. A. CAMPBELL,
R. M. Foster “FoURIER integrals for practical applications’. Bell Telephone
Monograph B—584, 1931.

2. Potenzreihenentwicklung (zu S. 38).

Fig. 21 zeigt die Funktion i, dargestellt durch Kurven u = aq,
v =>b. In Fig. 22 ist dieselbe Funktion nach steigenden Potenzen bis 28
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Potenzreihenentwicklung.
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Fig. 22. w=1+42+22+ 2% 24 425 4 2

entwickelt dargestellt. Man erkennt, wie awuferhalb des Konvergenz-
kreises mit dem Radius 1 iiberhaupt keine Anniherung an die Funktion

stattfindet. In Fig. 23 ist dieselbe Funktion, nach fallenden

1—z
1
zZ

vergenzkreises keine Anniherung vorhanden.

Potenzen bis — entwickelt, gezeichnet. Hier ist ¢nnerhald des Kon-
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3. Beispiel fiir komplexe Integration (zu S.41):
2n

[yl
14 ecosg’
0
wo ¢ reell ist und zwischen 0 und 1 liegt.
Wir fassen ¢ = o 4 ¢f als komplexe Variable auf. Dann ist der

Integrationsweg vom Punkte ¢ =0 zum Punkt 2z der reellen Achse
zu erstrecken (Fig. 3, S.41). Dieser Weg kann verzerrt werden in den Weg

iiber 4 BC. Um hierbei nicht iiber den singulidren Punkt ¢, (cosq;0 = ——: ,

Cof fo= l , Olg = n) hinwegzugehen, ist von 4 aus der Weg zu g, um
dieses in einem Kreis herum und lings des Zuweges wieder nach A gefiihrt.



348 Anhang.

Das Integral verschwindet fiir die beiden Stiicke parallel der imaginéren
Achse wegen der Periodizitdt von cos ¢, ferner fiir das Stiick BC, wenn
das Stiick unendlich weit hinausgeschoben wird, weil hier der Integrand
verschwindet, auBerdem fiir die Zuwege. Es bleibt also nur das Stiick
um @, herum zu berechnen.

In ¢, hat der Integrand einen einfachen Pol. Die Entwicklung
1 . COS @, a1
1+ECOSP  COSP—COSQ  @—@, +anta(@—@o) +- ..

Um a_,, das Residuum, zu finden, multiplizieren wir mit ¢ — ¢, und
gehen zur Grenze ¢ = g, iiber:

lautet hier:

. ~— @) COS 1 1
@-1= lim (c(f)s (piccos% = sin (COSPo = — ==
@—> @o Po @ Po 5’[/1__1,
62
= LI
Ve —1 Yi—e
Das gesuchte Integral ist dann gleich
2mia 2n
4 = e
! VY1 —e

Zum gleichen Resultate kommt man auf folgendem Wege:
Setzt man z = ¢'?, so wird das Integral = [ — _sldz L
2{1 + 5 (z+;>]
Integrationsweg ist ein Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt.
Singulire Punkte liegen an den Stellen der Wurzeln z; und z, der

Der

Gleichung 22—}—%2—%— 1 =0, wo der Integrand unendlich wird. Von

diesen liegt nur z, = __72_ + ;2-—1 im Innern des Integrationsweges.

‘Die Entwicklung lautet hier:

—1 a—1
P :z—zl+a0+a1 (z—2z) +...,
S r—a) (—2)
also ist
a . —1 . —1 . —1
-1 . -
E(51—22) 8V1 — 1/1—62
. 82
und das Integral wird
. _ 2=:
2mra_ 1= 1/1_ 2

4. Harmonischer Oszillator (zu S. 107).
Es sei
H(g, p)=4@*+ 0*¢) =K (Q, P)=w P;
gesucht ist Q = Q (g, 9).
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X 2P . 2P
b= P=w “/2;) —q?%, also X' = w/ VT—q%iq +f(P),

mithin
X . o ,
Q = 5y p = arcsin (q- V?iP) +f (P).
Setzt man z. B. f(P) = — 1}, so wird
cos Q = L e
T g
oder
. 4 _ P ed
th—‘U)q’ P_2U) 2
bzw.

q:]/—2§~cosQ, p=—y2PwsinQ.

5. Planetenbewegung (zu S. 108).

Ein Beispiel fiir eine Beriihrungstransformation im Dreidimensionalen,
die (im Sinne der Transformation von S.107) H auf eine einfachere

Form bringt, ist die folgende:
Es sei die HamirtoN-Funktion:
1 o PP bo GmM
H_*'2W[<p'+ 72 + r2si}1219)—_ v '

Man gelangt durch die Beriihrungstransformation:

7
/ T h2
- N ps 0X 0X
‘\1:P17+P3(P+/d19]/7’5_:5:‘19“, 9= a?:a j)r: 671

9

zu der Form:
N Y P-’i) _tmM
H= 2m (pl + 9% g,

Eine nochmalige Transformation:

0
TUGEmAME T 2Gm*M P
‘Xzz/quV_7p¥ + = "“’—"227+P2q2+P3qa:

91 97
'
o X, o aX2
b= U= om
fitlhrt weiter zu:
Gﬁ 3M2
H=K(P, Q)= ——=

2Pz

usw.
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Die Bedeutung der neuen Variablen ist:
¢, = r (Radiusvektor),
¢, = Linge des Planeten vom aufsteigenden Knoten, gemessen in
der Bahnebene,
¢s = Linge des aufsteigenden Knotens, gemessen im Aquator ¢ = Z ,
L= m7,
p, = gesamtes Impulsmoment,
#, = Impulsmoment in Richtungg = p, = mr2¢
sowie:
Q, = mittlere Anomalie,
Q, = Linge des Perihels ¢ = ¢, vom aufsteigenden Knoten ab,
Q3 = g5 (s. oben),
Py = 1/Gm2Ma, wo a die halbe groBe Achse der Bahn ist,
P, =p, = ]/szMa (1 —82), wo ¢ die Exzentrizitit der Bahn ist,
P, = ps = P, cos ¢, wo ¢ die Nelgung der Bahn gegen den Aquator ist.

,PM>

In dieser Form ist Q; eine Winkelvariable. (Es ist dies durch die
Form des Gliedes mit P; in dem Ausdruck fiir X; erreicht worden.)
Die iibrigen Q und P werden Konstanten. Die GroBen ¢; = Q5, 0y, O,
P,, P, P, beschreiben vollstindig die Bahn des Planeten (,,Bahn-
elemente®).

6. Zur Vektorsymbolik (zu S. 109).

Die Bezeichnungen in der Vektoranalysis stehen nicht fest. Neben
der in diesem Buche angewandten Symbolik findet man auch die fol-
genden Bezeichnungen:

a-b und ab fir (ab)
aXxb fir [ab]

abe fir (a{bc])
curl ¢ fiir rota.

Vektoren werden gelegentlich durch Symbole der Form & gechrieben,
manchmal auch durch ,,fette’ Buchstaben.
Oft wird mit Vorteil der Operator |/ (,,Nabla’) verwandt. Man
schreibt :
Vo=gradg
(V,a)=V-a=diva
(V,a] =V X a=rota
V.V =W Ve="Ve=A4¢
(a*P)b=(a,V)b=(agrad)b.
Der Operator I kann hierbei formal wie ein Vektor behandelt werden.

. . . 0 0 0
In kartesischen Koordinaten hat er die Komponenten »—, 2y Br
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Unter einer Plangrife versteht man den Inbegriff der GréBe eines
Flichenelements und der zugehorigen Normalenrichtung. Man kann
die PlangréBen ebenfalls formal wie Vektoren behandeln. Z.B. kann
der Gausssche Satz bei ihrer Benutzung geschrieben werden:

[(@f,a) = [dvdiva.

7. Drei-Indizes-Symbole (zu S. 135).
Frither waren allgemein gebriuchlich die Bezeichnungen

{yis} =TI und [7;] =TI ,; (CHrisToFFELsche Klammersymbole).

8. Erzwungene Schwingung (zu S. 183).

Die zu lésende Differentialgleichung ist eine homogene lineare
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir benutzen eine
GREENsche Funktion, indem wir zur Loésung der Differentialgleichung

X+ ax + bx = f(t) = beliebig gegebene Funktion!

den Ansatz machen
X = f fOet—r1)d

mit der spiter zu bestimmenden Funktion ¢(¢). Er fithrt zu
%= 0) + / f@)p(t—r)dT

F=10e0) +/0) +/f ¢ (t—1)dr.

— ™

Das gibt in die obige Differentialgleichung eingefiigt:

0= +af®)]e©) +10) +/f (g +ap+bpdr

Da diese Gleichung fiir alle Werte von ¢ erfiillt sein soll, ist ein nahe-
liegender Ansatz:

) =0, @O0=1, ¢+ap+bp=0,

— -t po o

e/ b — —b
) = ——=—— (e ]/ 4 —e tl/* ) fitr positives Argument,
= fiir negatives Argument.

1 Die Bezeichnung ist hier dem physikalischen Problem angepaBt. # = d x/dt
usw.
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Sonderfélle: I. a? < 4b (schwache Dimpfung). Zur Abkiirzung
setzen wir

a e—ot |
G —b=tw,, S =9, (p(t)zrra)owsmwot

mit e, als ,,Eigenfrequenz Die Losung wird dann:
x_/}‘ et Qsmwo(t—ﬂr) dt.
II. a>=4b (aperlodlscher Grenzfall)
x—ff e=0¢=1 (t—1)dx.
III. a® > 4b (starke Dampfung). Zur Abkiirzung setzen wir
A e
x-—/f el _2“62 tir)*dr.

Beispiele fiir verschiedene f(f):

A @)= ? im Intervall T bis T + ¢, im iibrigen = 0 (kurzer Impuls).

e=0(t=T)
I a2<4b: x=p: - ——sinw,(t—7T) l

®,
II. @ =4b: x=¢p-e -1 ¢—-T) fir t > T.
ITI. a?> 4b: x“Bg—zé; (e7o =11 — g—o:t=T))
B. f(t) = A-sinw? (periodische Kraft).
x=B-cos(wt—f),
worin fir
A e )
2 M = - T = — Y .,
I. a><4b: B VO Fai—aip Tis o tgp 350
A 02 — w?
I a*=4b: Bz}/(éz_w2)z+462w2' tgf = 20w
A 6,0, — w?
2 . i _ 172 .
UL a*>4b: B=ome e e ®B= G oo

9. Vektoranalytische Behandlung der Planetenbewegung
(zu S. 230).
Die Bewegung unter der Wirkung einer Zentralkraft
=—m-Cx  (C=GM)

1Bt sich vektoriell wie folgt behandeln:



Magnetischer Kreis. 353

[£4] = [i [t ] = — o [t [££]]

C . . C [t dv? L
=— ) —r7?)=— 5 <—2 s —1‘72)
d (¢ d ..
=C 4 (,) = [t
Also:

[{t]=C +a.

a spielt die Rolle einer Integrationskonstanten. Es ist:
(a) =0
(x [(8) = C7 + (av) = (E[r 1)) = &2,
also:
k2

r= C + acos (a,1) °

Das ist die Gleichung eines Kegelschnittes. Der Vektor a gibt uns die
Richtung der groBen Achse, er weist vom Brennpunkt zum Perihel.

Fiir den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich folgende interessante
Darstellung: :

[E[HH] = iR —E(i) = ih2 = ] © + [ta],
also:

(fa] = C [f1]
r=m b,

Die Geschwindigkeit 14Bt sich also in jedem Punkte der Bahn zu-
sammensetzen aus zwei ihrem Betrage nach konstanten Vektoren; der
eine steht immer senkrecht zur groBen Achse, der andere senkrecht
zum Radiusvektor.

10. Magnetischer Kreis (zu S. 255).

In Stoffen sehr hoher Permeabilitit (Eisen) verlaufen die Induk-
tionslinien (B) angenihert wie die Stromlinien in Leitern.

Hat man es mit einem geschlossenen Eisenkreis zu tun, so gelten
die zum elektrischen Kreis analogen Formeln. Der Formel i =¢€
entspricht dann B =u. M:ff&f)dé wird hier aber nicht gleich

Null, sondern = 4{”/1‘,, df, wo das Integral iiber die durch den Kreis
E

begrenzte Fliche zu nehmen ist. FlieBt der Strom in » Drahtwindungen

mit der Stirke I durch diese Fliche, so wird

_4mnl

M:fﬁ@dé

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Aufl. 23
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Diese GroBe kann als magnetisierende Kraft bezeichnet werden. Es
wird dann I, = f B, df der gesamte InduktionsfluB, oder
q9

M
In =7,

¢ d
wo Wn=0
qu

. . E
ist, in Analogie zu I = 5.

11. Elektrische MaBsysteme.

Das in Teil 1I, zweiter Abschnitt, benutzte MaBsystem heiBt das
Gausssche Mapsystem. AuBerdem werden noch folgende benutzt:

Elektromagnetisches MafBsystem. Man setzt

.1 .
e'=-¢ g =c
o' = % 0 D =cD
C'=cC
¢'=co

S 1. .
U=l u =u
0', = 212*0' %, = %
5'=9 w=A

Technisches MaBsystem. (Volt, Ampere, Ohm.)

¢ = %e— {Coulomb) g=ce¢
o= D' = D-300

¢ = €-300 (Volt/cm)
@' = ¢@-300 (Volt)

i’ = %1— Ampere/cm? u' =u

10—11
g = 5O
=9
,,Rationelles MaBsystem. Setzt man

¢ =e ]/;171: g =c¢

o' =g y4n P =
V4n

€=

 Yan
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PP
=i ]/2171 W=u
o' =0-4n ¥ =--.9
]/4n
S 1 o — — Ia
) 1/4#{{) A Y4nd,
so hat man fiir statische Felder (unter Fortlassung des Striches!):
€y €y | _er _
@=~—4m;1 E=— 4msd7 R=¢eC
D=eC dvD—p C=—grndp  4mp= [Ldv
i=rotH=0GC
B—uH U=, [av](€D) + (89))
B = rot A
div® =0 —4a¥=] [ av,
sowie fiir zeitlich verinderliche Felder
rot L + 1 a;? =0
rot  — é-%=i=0(§+gv
G 1 0%

0 .
. 3¢ = gradg, Z— 6? 4 div A =0 usw.

12. Die drei EINSTEIN-Effekte (zu S. 286).

In der Umgebung der Sonne (Massenpunkt) kann das metrische Feld

beschrieben werden durch die ScHwARzscHILDsche MaBbestimmung
(fir 1=0)

ds? = »~d72+r2(d192—}— 51n219d<p)~—<02<1—~—>dt2
1_—_
v

mit « = 1,47 105 cm.
Die Gleichung der geodatischen Linien hat in der Ebene ¢ = const
folgende intermediire Integrale:

ad
¥ s =const  (Flichensatz)

o

<1 — ~> % =const  (Energiesatz).
Die Bahnkurve hat die Differentialgleichung
= Vet g — ot Y1 —Fuesxe.

23%
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1 . . . S
W0 o= -~ — y, gesetzt ist. Die exakte Integration fithrt auf ein elliptisches

Integral; infolge der Kleinheit von o« erhilt man gendhert:
1 .
3a
90[1 —}—8005(1—7@0)0]
Das sind die KEpLERschen Ellipsenbahnen mit g, = &ﬁ)‘
des Faktors von ¢ tritt aber eine Perihelprizession auf von der GréBe

6nGM . . . .
3 0p = ;277;1——__62) pro Umlauf. Beim Merkur erreicht diese Prazession

43" im Jahrhundert.

Unter den geoditischen Linien gibt es auch solche von der Bogen-
linge 0. Man nennt sie die geodditischen Nullinien und erhilt sie z. B.,
indem man die Konstante des Flichensatzes = ~ setzt. Die Welt-
linien der Lichtstrahlen sind geoditische Nullinien. Ihre Bahnlinien sind
in erster Niherung schwach gekriimmte Hyperbeln mit dem Asymptoten-
winkel

Y =

. Infolge

w=2 ;Lo ,
wenn 7, die groBte Sonnennihe bedeutet. Fiir einen am Sonnenrand
vorbeieilenden Lichtstrahlist w = 1,77". Diese Lichtablenkung ist doppelt
so groB, als wenn man nach der Emissionstheorie und der NEwTONschen
Mechanik rechnet.

Die zwischen 2 Lichtsignalen verstreichenden Eigenzeiten sind in der
Entfernung » und »’ voneinander verschieden, und zwar ist ihr Verhiltnis

1 o
t 4
v T

1'——1

(4
Das gibt zu einem Dopplereffekt Veranlassung von der GroéBe
ar _
A 27’
wenn #' = co gesetzt werden kann (Rotverschiebung der Spektrallinien).
Fiir einen vom Sonnenrand kommenden Lichtstrahl betrigt der Effekt
2-1078.
13. KEPLER-Problem (zu S. 204),
Bewegt sich ein Elektron im Felde eines Z-fach positiv geladenen
Atomkerns, so ist

eine Funktion von 7 allein. Es 148t sich dann durch den Ansatz
u=R(r) U ¢)
die SCHRODINGER-Gleichung separieren in die beiden Gleichungen
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2R 2 dR | Satp .. y
d_r“‘ "i‘ 77’" - h’z (E —_ V(r)) R - 1’/2'I€ =0 (1)
1 0 . oU 1 ot U
sind 80 (Sm ¥ 9?> t iy 7 TAU=0 @

(A= Separationsparameter). Gleichung (2) ist die bekannte Differential-
gleichung der Kugelfunktionen (vgl. S. 65); sie 148t fiir A=/ (I41)
mit [=0, 1, 2, 3... (Azimutalquantenzahl) die eindeutige Losung zu

U, (@, @) = P/"(cosd) eti"m®  (m=0,1,2,...).
Fiir die ,7adiale Eigenfunktion'* R(r) machen wir speziell fiir (1) den
Ansatz

R(p)=eVirdy(2y4r) mit A= - "L

und finden mit y'=dy/d (21 A7) =dy/do usw.:

;

" , B |
ox+ @it 20 4 (21 1)z=0.

Das ist die LacueRrrEsche Differentialgleichung (vgl. S. 200), die nur
fiir ganzzahlige Werte
VBZI_ =n=1,2,3... (n= Hauptquantenzahl)
‘Lésungen L2V (o) besitzt, bei denen R (r) im Unendlichen hinreichend
stark verschwindet, so dal # normierbar bleibt. Damit sind auch die
Eigenwerte fir A >0, d. h. E<0 bestimmt:
B? X 2t puZet 1
A=, E=—"" i

Die Eigenwerte hiingen also nur von #, nicht von / und s ab; entsprechend
den fiir verschiedene / und m zum gleichen # gehérigen #2 Eigenfunktionen
ist jeder Eigenwert (n2—1)-fach entartet.

Fiir £>0 (A4 <0) erhilt man ein kontinuierliches Eigenwertspektrum.

14. Potentialschwelle (zu S. 294),
Wir behandeln das eindimensionale Problem

0 fiir x<0
V="_U fir 0=x<b
0 fir x>5
und benutzen die Abkiirzungen:
Sadpu Satu x®
k=" E, =, (U—E), A= .

Wir setzen die Eigenfunktionen an in der Form
Ae'** 4 Be t** (x<0)
w= Cle ** - Chet** (0=x=0)
D e:‘kx (x> b)
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Zur Bestimmung der Konstanten haben wir die Bedingungen: 3 und Z}ff
miissen fiir x=0 und x=1? stetig sein. Es bleibt dann noch eine Kon-
stante frei, z. B. D. Sie kann durch eine geeignete Normierungsforderung
festgelegt werden (z. B. fiir einen von links einfallenden Teilchenstrom
der Dichte 1 hatte man | 4[2=1 zu setzen). Eine Eigenwertbedingung
besteht nicht; das Spektrum ist kontinuierlich. Wir finden:

[lDlﬂ(a+ﬂcoszkx—ysin2kx)
plt= ]012[1+(1+fz—) @in%:(x—b)]
D |

Setwelle mit den Abkiirzungen:

| . 2
| =1+ 3(At | ) Ginted
| 1

|

I 1 < ) .

i = |3 —A%) Gin?xb
z0 %8 z B 2\

Fig. 24. |p|* an einer Schwelle,

y= (z+ 5 SinxbGofx b.

Es ist |y,|? die Intensitit der
durch die Schwelle hindurch-

45+ gegangenen Welle, wihrend

|y, |2 durch die Superposi-
tion der einfallenden Welle

4

£ von der Intensitat |42 und
der reflektierten der Intensitit
| B|? entsteht. Beide Wellen-
ziige inlerferieren miteinander, vgl. Fig. 24. Durchldssigkeit der Schwelle
heiBt der Ausdruck

G=‘—:i

N SN NN TN SR TN U S VOV R
10 91 12 13 1% 15 16 17 18 ¥ 4 4
Fig. 25. Durchlissigkeit einer Schwelle,

2 Intensitat der durchgelassenen Welle
Intensitat der einfallenden Welle

.1 1 1\2 _.
Es ist E:1+T<1+7> Sin2 xb.
Alle hergeleiteten Formeln konnen fiir E< U ohne weiteres benutzt
werden, insbesondere geht dann die letzte fiir xb> 1 iiber in
1 -1 KRR
T =16 (’1 + z) ¢
(exponentieller Intensitdtsabfall in der Schwelle).

K . .
Fiir E > U wird » imaginér, etwa x=1K. Mit A= 5 =—1iAgeht die

Formel iiber in ] ] L\
& =1+ 1 (a— ) snKp,
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Es wird also G=1 (wie in der klassischen Theorie: v6llige Durchlissig-
keit), wenn Kb=nm (n=0,1,2,...) ist (vgl. Fig.25). Sonst wird

G<1. FirKb= (n + %) 7 hat die Durchlissigkeit jeweils ein Minimum

(,,Resonanz‘).

15. Atombau (Elektronenkatalog) (zu S.301).

Die Eigenfunktion eines Atoms, bestehend aus Z Elektronen und
Z-fach positiv geladenem Kern, 14Bt sich im Falle aufgehobener Ent-
artung in erster Niherung als Produkt von Z Wasserstoffeigenfunktionen
aufbauen (vgl. S. 356), die je durch vier Quantenzahlen #, /, m, s definiert
sind mit #>0, n—1=1=0, s=41}, !m! =l Nach dem PauLl-
Prinzip diirfen dabei keine zwei dieser Funktionen in allen vier Quanten-
zahlen iibereinstimmen.

Nach dem BouRrschen Aufbauprinzip entsteht in der Regel ein Atom
mit Z Elektronen aus einem solchen mit (Z—1) Elektronen durch Hinzu-
fiigen eines weiteren (und Erhéhung der Kernladung um 1) ohne Anderung
der Quantenzahlen der schon vorhandenen Elektronen. Daher 148t sich
ein Katalog aufstellen, aus dessen jeweils Z ersten Positionen das Atom
im Grundzustande aufgebaut ist (vgl. die Tabelle S. 360).

Das Ordnungsprinzip dieses Katalogs ist eine lexikographische
Ordnung nach den Zahlen (z+1), n, s, m. Eine theoretische Begriindung
gerade dieser Anordnung liegt bisher nicht vor. Man liest aus ihm ab:

1. Das periodische System der Elemente. Homolog sind zwei Atome,
wenn jeweils ihr ,letztes Elektron in den [, m, s iibereinstimmt.

2. Den spektroskopischen Charakter des Grundterms, eingetragen in
Spalte 10. Es gibt nidmlich | X m| =0, 1, 2, 3... den Charakter S,
P,D,F,G H I...,und (2| X s|+1) die Multiplizitit,

3. Die Moglichkeiten fiir angeregte Zustinde (mogliche Terme), bei
denen nicht alle Z Elektronen in den ersten Z Positionen des Kata-
logs sind.

Der Katalog ist die Darstellungsform einer empirischen Regel. Er
idealisiert die Erfahrung, da in einigen Féllen Abweichungen beob-
achtet sind.

16. Elektronengas (zu S.342).

Elektronen gehorchen der FERMI-Statistik, daher gilt im Gleichgewicht
das Verteilungsgesetz ‘

g .
N,. == _eﬁi}—1 mit ﬂ = '1/k T.
Ist das Volumen V, so ist die Anzahl der zur Energie E, = % (p = Impuls-

betrag) gehorigen Zellen
V
8 = 73 4:7!1)2d1)
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) Ifix \,IV,,}H_;T Ijir| | 1v | III =1z
/ < i S z N I e
inlim s;if:l‘ gnlm sr’iﬁ
\
1 H 110! 0| +Y2]0 2|25 ]52|Te 65‘1—}—1——1/,1 3P
2 'He |1 101 o|—Yalo 1| s3] [6]5;t) O|—la|t]|2|'P
30 [2]l2lo0 ol+, o 2]es |54 X OS]t — 0| 1}!S
4 Be |2]2]0] o|—i o' 1]|is ]35S [6]elo| ©|FlMajoi2[*S
s |B |3]2/1|F 1 +3a|1 2| |50 Ba[Of6|0] O —=lhJo t}'S
(,“C 3|21 0+1/21‘3sp s7iLa |7]4|3]+3 [+ }312]%F
7 N [3]2/1,—1+Ys|0 4] gg}ce 7(413]+2 +i;253j{1
slo |slala =i, 3]s r | 71413 +1,+Y |64
T E T Rt itd BREA vl IR LA TS A R
10 |Ne [3]2/1|—1!—Y]o0]|1]1S 61|11 | 7]14]3]—1|+a|5|6]°H
R 1 Wi 1 62| Sm|7|a|3|—2|+Yy|3|7|F
313j0f 0 +'2012]*S Y63 Eu|7]|a]3]—3 +Ys]|0]|8]%S
12 | Mg |3]3. 0] 0/ —'sfo/1|'Sh6a Gd|7|a|3|+3]—2af3]|7]|F
13 AL 43|11+ 11+ af1 2P| 65 Tb | 7|43 +2|—":}5 6|°H
14 1Si |4|311] 0[+Y|1 3[*PJ66,Dy|7}ai3| +1 —1af6| 5]|°I
15 0P 14131 —1 | +'s|o 4[¢sS]67 Ho|7[43| 0 —p]6]4]
16 s |4|3]1; 1 =1y, 1:3|p] 68 Er |7]4 3|—1|—":|5|3|H
17,0 |4|3]11 o -1 |1 2| |69 Tu[7|4|3/—2|—"]3|2°F
18 | A |4|3i1|—1 —Yafo 1| | 70| YD 7|433[—3 —YafO 1S
19 /K [4|4l0] o +Ya|o|2]2s]| 7! %§752+2 +ia)2|2]:D
20 Ca |4]4]0 0, —Yalo|1]'S ;§ Ta ;;’; +(1) ilfz g i 41F
21 | Sc ts|3|2|+2 +a|2|2|Df7a W |7]5]|2]—1 +‘/2255D
22Ti532+1+‘/=33“F75Re752—2+1/206“5
23V [5[372) 0 +')3]4[F o : - s
24Cr5312i1+‘/,255D76S752+2—/225.D
25 Imnlsl3 20 —2 +10]5(6]ss 771 Ir | 7]512|+ 11— 3| 4|F
1 78/ Pt |7]5]2 0,—",13|3|%F
26 (Fe 51312 +2 —t2/5]|°DY 79|l Au|7|5|2|—1|—1]2]2]|D
27 Co [5]3(2]+1 —1h|3|4|'F ) so|Hg |7[5|2| —2 —1|0]|1]s
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29 Cu53‘2—1—1/,222D81T1 761+1l+/212P
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> £ : 83 Bi |7]6]1|—11+Y{0[4]*S
31 1 Ga|slalt)+1 + 1| 21P g ip i 8
32 ' Ge |5)4!1 o +Y|1]31P 4‘0761+1—/213P
33 as |slala]|—1 +ifolalss |8l 7t6[t] 0 ikt 2T
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36 'Kr [5]al1|—1;—y|o|1]|'s|8 Raf7f7]0] o|—"f0|1]S
37 Rb|s|siof ol+Ys|o|l2]|2S]89|Ac [8]5][3]+3|+Yal3]|2|F
38 sr |slslol o!—3,lo|1|s o |Th |8|5|3|+2 +|5|3|H
30 Y |6fal2] +2 45|22 D] 91| Pa|8]5|3] +1i+1a]06]4]
10 zr \6lai2] +1 +1,|3] 3|k 92U [8|5{3] oOf+'Y|6]5|°
41 'Nbi6l4;2] o0 +Yy|3|4|F 93| — |8]s5|3]|—1|+Ya|5{6]|°H
42 Mo |6l4 2|1 +vyf 25|94~ 8|53 —2 |+ M|3|7}E
43 Mal|6l4:2|—2 +Y,|o|6les |95 — 8|53 =3 |+=|0|8]°S
44 Rul6la:2| +21=y, 2|s]sDfo6| —|8]5|3|+3|—Y|3|7|'F
45 Rh|6lai2l 41 —yY |34 FE]97| —|8[5]/3{+2 —|5|6]|H
46 Pd {6|la-2] o —yl3l3|F]o8) - {8]5/3|+1 —Ya|6| 5|
47 Aglelalza|—1 —1,|2|2|Df 99| — |8|5/3] o —'a|6| 4|1
48 'Cd |6]|4 2| —2 —Yyfol1]1soo] — | 853 —1 —yf5|3]|H
19 In {6511l +1 +y,]1 |21 o1 —[8f5)3/—2 |3 2|*F
50 Snf6fsit| o +1p[1[3|E 02| —|8]5|3| =3 i—"|0|1]|'S
51 Sb [6]s 1]—1 4+, 0]4]*S 103 862/ +2 +1,|2|2]D




BROWNsche Bewegung. 361

Also haben wir

2d
N, =tV PP _aN.
a o R
omkT 41
Die Bestimmung von « kann korrekt erfolgen aus
[dN=N,

oder, da die Berechnung dieses Integrals schwierig ist (vgl. S.13 unten),
genihert wie folgt:

2
Die Bedingung ETf:_kT>1 wird nur von sehr wenigen Elektronen
erfiillt; infolgedessen sind in diesem Gebiet die Zellen nahezu unbesetzt
und das PAULI-Prinzip verliert seinen EinfluB. Wir miissen daher
asymptotisch die Bortzmannsche Verteilung erhalten
- /)‘-5
V e e
N,~ 4-;1,,-» prdpe—edmkT
N = N »cri’%{:’f4n *d
BoLtzMany — (27”,” E T)a/z p 75

Der Vergleich ergibt

o* = BN (27Z mk T):i‘:3

(N = Zahl der Elektronen im Volumen V, also ﬁ = 0

17. BROWNsche Béwegung.

Teilchen, die in einem Gase oder einer Fliissigkeit suspendiert sind,
fithren infolge der Zusammenst68e mit den Molekiilen Zickzackbewegungen
aus, die um so gréBer sind, je kleiner die Teilchen sind. Diese unregel-
miBigen Bewegungen folgen den Wahrscheinlichkeitsgesetzen. Beob-
achten wir die Zahl » der Teilchen, die in einem Bereiche v des Gesichts-
feldes eines Mikroskopes sichtbar sind in Zeitabstinden 7, so miissen die
Gesetze gelten, die fiir die im Abschnitt 12, A5 u. D (S. 221f.) gemachten
Voraussetzungen zutreffen. Fiir die Wahrscheinlichkeit einer Beob-
achtung von # Partikeln gilt die Poissonsche Formel

e—n.ph v
W (n) = g = 7N
Die mittlere Schwankung ist ]/n
Zwei Beobachtungen, die einander folgen, sind durch Nachwirkung
voneinander abhingig.
Die durchschnittliche Abweichung zweier aufeinanderfolgender Be-
obachtungen wird i
(15 13) = P~ (n—)

und die mittlere Abweichung

Vini—ni ) =12P n.
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Teilchen innerhalb der Zeit ¢
in einer gegebenen Richtung einen Weg zuriicklegt, dessen Ende zwischen
& und &+ d¢ liegt, ergibt sich aus kinetischen Uberlegungen zu

L dE
2y/nDt ’

D ist der ,,Diffusionskoeffizient'”.

D bzw. W (&) und P hingen eng miteinander zusammen, indem P
hier die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daB ein Teilchen bei der
folgenden Beobachtung nicht wieder in v angetroffen wird.

Beriicksichtigt man, daB im Durchschnitt der Weg, den ein Teilchen
in der Zeit ¢ zuriicklegt, gleich Null ist, da ja keine Richtung vor ihrer
entgegengesetzten ausgezeichnet ist, daB also die & auch als die -Ab-
weichungen vom Mittel angesehen werden konnen, so erkennt man
sofort die Ubereinstimmung mit dem Gaussschen Fehlergesetz. Es ist
somit der mittlere Weg in der Zeit ¢

V& =y2Dt,
woraus wiederum die Bedeutung des Diffusionskoeffizienten D ersicht-
lich wird.

W) dé=

18. Schwankungen makroskopischer Gréfen.

Ist w irgendeine (makroskopische) physikalische GréBe, welche vom
Volumen V und der Temperatur T abhingt, so sind die Schwankungen
Aw = w—uw in einem Teilvolumen v des Gesamtvolumens V' beherrscht
durch das Gesetz (H. A. LORENTZ)

5 (Ow/ov)?;  (0wfoT)? |
(o) = k_v_ [_ Tﬁ@p/@zl ‘ir + 71 "QEJOT v

[( 2{;)” = ¢, = spezifische Wﬁrme] .

1. Beispiel. o = g = Dichte = Masse pro Volumeinheit
k To
(A@)2= v _37773_9 :
Bei einem idealen Gase, mit N Molekiilen pro Volumeinheit, n—=Nv

Molekillen in o, wo p—kNT = "2 T, wird

@Np =", @nE=n.
2. Beispiel. —=FE =Energie pro Volumeinheit. In einer inkom-
pressiblen Substanz (9p/80= o°) wird

rp=A5- (57).-
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. o o o m
19. Binomial-Koeffizienten (n)
n ist hier immer eine ganze positive Zahl.
m kann beliebige positive oder negative Werte haben.
n=|o| 1 | 2 [ 3] 4] s | 6] 7] 8 ]9t
m =1 1 1 |
2 1 2 1
3 1 ‘ 3 3 1 !
4 1 ‘ 4 6 4 1
5 11 5 10 10 5 1 |
6 1| 6 15 20 15 6 1 i
7 17 7 21 35 35 21 17 1
8 | 1, 8 | 28 | 56 | 70 | 56 | 28 8 1
9 | 1 9 36 84 | 126 | 126 84 36 9 1
10 | 1 | 10 45 120 | 210 | 252 210 | 120 | 45 | 10 | 1
n= | 1 2 3 ] 4 | s | 6 7
i
m=-—1 -1 + 1 -1+t t -1 + 1| — 1
—2 2 | + 3 -4+ 5 - 6| 4+ 7| — 8
-3 -3 + 6 ~—10 ! + 15 -2 + 28 | — 36
-4 -4 + 10 -20 | +35 ‘ - - 56 | + 84 | —120
—5 -5 | +15 ~-35 . 70 | - 126 | +210 | —320
n = 1 2 3 1 4 5 6
P & _T 63 oz 3003 __ %009 51051
=3 2 8 16 128 256 1024
.5 _5 3 .10 s5 3003 16015
2 2 8 16 128 256 1024
i 3 16 % 815 . 698 3008
2 2 8 16 128 | ‘256 1024
1 1 3 | s s | e 251
2 2 B 16 128 258 1024
1 1 1 41 5 o7 A
2 2 8 16 T " 256 1024
3 3 3 1 , 8 3 7.
2 B +3 16 T 198 256 T 1024
5 5 15 5 5 3 5
2 2 ) + 16 128 * 256 10
7 7 35 35 3% 7 7
2 e | T%F Tl T | 7w | Tom
"= 1 2 3 | 4 1 s 6
=4 & u _. 10 ! 455 __ 148 13832
m=—y 3 9 TR 243 720 8561
2 2 5 0 _ % 110 __ 308 6286
) 3 | 9 81 243 720 i 656l
11z L mu 3% o s
) 3 ‘ 9 | 81 243 729 | 6561
o3l 31+ = +5|-&
= i
2 2 v v b, 4 \ T 424 _n
3 3 ! o | T B 243 CT
4 4« 0 2 4 5 8 i 4
3 3 T9 0 T & ‘ tos | 729 + o1
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n= 1 2 3 ‘ 4 5 1 6

me—__ 5 _95 45 1% ! 3315 13923 i 348075
4 4 32 128 ! 2048 sto2 ! 32768

3 3 21 o 1155 1389 100047
T4 T4 32 128 2048 T 1 32768
1t 1 5 _ By 195 __ 863 | 13923

4 4+ 32 128 2048 8102 32768

n T

1 T . 3 4T { m ! i 4380

4 PR 32 28 2048 T 8192 \ 32768

3 I T R T 15 Lo 1989

4 1 ‘ 32 3 128 . 2048 8192 | 32768

5 5 PR BT \ | 1155

4 4 T3 128 2048 8192 " 32768

| |
1 N [P | *
noo - ) 2 X n! 1:35...8n—1)| 2.4.6...2n
|5ty |
|
1 i 1,00000 1,00000 1 ! 1 2
2 . 0,50000 1,50000 2 3 8
3 1 0,33333 1,83333 6 | 15 48
4 | 025000 2,08333 24 ‘ 105 384
5 ©0,20000 2,28333 120 | 945 ! 3840
6 0,16667 2,45000 720 | 10395 46080
7 0,14286 | 2,59286 5040 | 135135 645120
S 0,12500  2,71786 ‘ 40320 2027025 10321920
9 . 04111 2,82897 | 362880 34459425 185794 560
10 | 0,10000 2,92897 3628800 ‘ 654729075 3715891200
i | (2,87980) (3598700) | (6,5746 - 109) (3,6851 - 10%)
3 { 0 ! Inn+ C nA" - ‘\ ”+:1f (”‘" n(” "
i L (vgl. S. 32) (e) 1/27”1[2 ) \B) 2 e> Vazn
n n! 1-3-5...(2n-1) 2:4:-6...2n
1.35...(2n-1)| 2-4.6...2n 1-3:5...(2n+1)
1 1,00 000 0,50000 0,66 667 Erlauterung: In der
2 0,66667 0,37 500 0,53333 letzten Zeile sind jeweils
3 0,40000 0,31250 0,45714 asymptotische Ausdriicke
4 0,22857 0,27 344 0,40635 fiir # —» o angegeben.
3 0,12698 0,24 609 0,36941 Die eingeklammerten Zah-
6 0,06926 0,22559 0,34099 len sind die fiir » = 10
7 0,03730 0,20947 0,31826 nach diesen asymptoti-
8 0,01989 0,19638 0,29954 i schen Formeln berech-
9 0,01053 0,18547 0,28377 | neten Nidherungen.
10 0,00554 0,17620 0,27026
(0,00547) (0,17 76) (0,280 oder 0,267)
.............................. |
— T I
60 ]/?i12'2_1t I 71— 1 l/it’ ‘I/ﬂ"?
: 2 n 2n -1
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Anhang.

23. Universelle Konstanten.

Wirkungsquantum
Elektronenladung .

Lichtgeschwindigkeit .
Feinstrukturkonstante .
Masse des Protons.
Masse des Elektrons
Verhiltnis beider .
RypBERGsche Konstante .

Radius der 1. Bourschen Wasser-
stoffbahn

CoMPTON-Wellenlinge

.,Elektronenradius‘‘
BOLTZMANNSChe Konstante

LoscamipTsche Zahl (AvoGaDro- :

sche Konstante)
StEFANsche Konstante .
Gravitationskonstante .

h = 6,547 + 10~% erg sec

e = 4,770 +1071%g"scm®sec? (d.h.e.-st. CGS)
= 1,591 * 10~2° Coulomb

¢ = 2,998 - 10'° cm sec™!
=2me?lhc = 1/137,3 — 0,00728

n = 1,660 - 10~24 g (m c? -= 9,40 - 108 e-Volt)
= 9,03 -1072 g (uc?-: 0,51+ 10%e-Volt)

m/,u~ 1838,4

= 27 pelfch® = 109737,1 cm™?!

Rc = 3,290 * 10'5 sec™!

a; = h*4 7% pe? = 0,532+ 1078 cm

Y] 1 2418:1071
= hf2mpc=3,848-10"1cm PPilnantos

a=e*uct=282-10""cm

k = 1,371 108 erg Grad—!

L = 6,06 - 10 Mol

o= 7,624 - 10~ erg cm™3 Grad—*

G = 6,66-10"8g1cm3sec™?

Eine ausfiihrliche Diskussion der wahrscheinlichsten Werte fiir die universellen
Konstanten findet man bei R. T. BIrRGE: Rev. of Modern Physics, Vol. 1,1 (1929).
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Eigenzeit 273.

Eikonal 267.

Einfache Gruppen 155.
Einheitselement 152.
Einheitstensor 125.
Einheitsvektor 110.
EINsTEIN-Effekte 355f.
Elastizititsmodul 245, 318.
Elastizitdtstheorie 244f.
Elektronengas 359.
Elektronentheorie, klassische 2631.

Elementare transzendente Funktionen

49.

Elliptische Funktionen 75f.

Elliptischer Typ (einer Differential-

—, Reihendarstellung 33.

Integrale 14f., 74.

—, unvollstindige, vollstindige 75.
Koordinaten 1481.

gleichung) 191, 201.

Emission von Strahlung 311f.
EMK. 254, 260, 279.
Energieoperator 296.
Energiesatz 230.

Entartet (Eigenwert) 170, 299.
Enthalpie 317.

Entropie 316, 333, 340, 342.

Entwicklungen nach BEsseL-Funktionen

i

30.
nach Eigenlosungen 82.
nach HErMmITEschen Polynomen 31.
nach LAGUERREschen Polynomen 31.
nach Orthogonalsystemen 24.
spezielle orthogonale 26.
nach TscHEBYSCHEFFschen Polyno-
men 31.

Entwicklungskoeffizienten 25.
Entwicklungssatz 214.

fiir Determinanten 92.

Enveloppe 169.

Ergiebigkeit einer Quelle 120.
Ergodisches System 332.
Erwartungswert 222, 295.
Erweiterung eines Tensors 136.
Erzeugende Funktion 55, 58, 105.

EuLErsche Gleichungen der Hydro-

dynamik 249.
— des starren Korpers 241.
- der Variationsrechnung 215.
Homogenitatsrelationen 34.
Konstante 32, 68, 73.

Sachverzeichnis.

EuLERs Integral 13, 73.

— Summenformel 21.

Exakte Differentialgleichungen 180.
Exaktes Differential 5, 6.
Exponentialfunktion 49.

Extremalen 215.

Faktorgruppe -155.

Fakultat 73.

Fehlstinde 96.

Feld, quellenfreies 117.

—, skalares 109.

—, Vektor- 109, 116.

—, wirbelfreies 116.

Feldgleichungen der allgemeinen Rela-
tivitatstheorie 283.

Feldstirke, elektrische 251.

—, magnetische 254.

FerMmATsches Prinzip 238, 267.

FerMmiI-Statistik 341f.

Flichendivergenz 121.

Flachengradient 121.

Flachenintegral 112.

Flachenrotation 122.

Flachensatz 230.

Flachentheorie 142.

FlieBende Koordinaten 232.

Fourier-Integral 27f., 345.

Fourier-Koeffizienten 25.

FouRriERr-Reihe 271.

—, gemischte 29.

Freie Energie 317.

Freier Vektor 110.

Freiheitsgrad 235.

FrEsNELsche Gleichung 269.

— Integrale 32.

Fithrungswelle 309f.

Fundamentaltensor 133.

— bei orthogonalen Koordinaten 139.

Funktion, algebraische, lineare, trans-

zendete 45.

— auf einer Gruppe 153.

—, ganze, meromorphe 46.

—, rationale 9, 45.

Funktionaldeterminante 97.

Gammafunktion 731.

Gas, ideales 3211.

Gasentartung 331.

Gaskonstante 317, 322.

Gastheorie, kinetische 337{.

Gausssche Differentialgleichung 184, 200
(s. auch hypergeometrische Reihen).



Sachverzeichnis.

Gausssche Funktion 73.
— Zahlenebene 35, 141.
Gavussscher Satz 113, 144.
Gausssches Fehlergesetz 224.
— Fehlerintegral 32.
Gemischte Komponenten eines Tensors
133.
Generalisierte Koordinaten 233.
Geoditische Linie 285.
Gewicht, statistisches 332, 3306f.
GiBBssches Paradoxon 323.
Gleichdimensionale Differentialglei-
chung 167, 179.
Gleichgewicht, mechanisches 236. |
—, thermodynamisches 319f., 326f., |
334. 1‘
i

Gleichm#Bige Konvergenz 19, 20.
Gradient 112, 1431.
Gradiententensor 128.

Gramsche Determinante 94.
Gravitation 283f., 286.
Gravitationsradius 286.
GRrEENsche Formel 196, 197.

— Funktion 177, 183, 201, 351. |
GREENscher Satz 113.
Grundgebiet 170.
Grundvektoren 132.
Gruppe 152.
Gruppenpostulate 152.

HabpamarDsche Determinantenabschit-
zung 93.
Halbkonvergent 23.
HaMmiLtoN-Funktion 105, 233, 282, 335.
HaMILTON- J AcoBIsche Gleichung 234.
HamMmiLTON-Operator 297.
HamiLToNsche Gleichung 107.
HamirTonsches Prinzip 237, 281.
HaNkELsche Zylinderfunktionen 68.
Hauptachsen eines Tensors 126.
Hauptachsentransformation 8§2.
Hauptquantenzahl 357.
Hauptsatz der Thermodynamik, erster
und zweiter 314f.
— — dritter 3291.
Heaviside-Ellipsoid 264. !
HEeisENBERGsche Unschirferelationen |
312, 337.
HerMiTEsche Differentialgleichung 59,
200.
— Einheitsform 99. |
— Form 88, 103.
— Funktionen 59.
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HEeRrRMITEsche Matrix 87.

-— Polynome 58f., 199.

— Polynomen, Entwicklung nach 31.

Herpolhodiekurve 241.

Hertzscher Vektor 263, 278.

HiLBERT-Raum 100, 104.

Hohlraumstrahlung 309f., 324.

Homogene Differentialgleichung 166.

— TFunktion 34.

— Gleichungen 80.

Homogenes Problem 170.

Homomorph 153.

Hooxkesches Gesetz 245.

H-Theorem 340.

Hurwirrzsches Integral 156.

Hydrodynamik 2481.

Hyperbolische Funktionen 51.

Hyperbolischer Typ einer Differential-
gleichung 191.

Hypergeometrische Polynome 57, 200.

— Reihe 184.

Identische Transformation 98.

—-— Untergruppe 154.

Imaginarteil 35.

Impuls 230, 281.

Impuls-Energie-Tensor 277, 282.

Impulsoperator 296.

—, verallgemeinerter 302.

Index einer Untergruppe 154.

Induktion 1, 252, 254, 261.

Induktionsgesetz 256.

Influenz 253.

Inhomogene Gleichungen 80, 176.

Inneres Produkt 100, 110.

Instantane Drehachse 239.

Integrale, Anniherung durch Summen
12, 18.

—, bestimmte 11, 115.

—, Differentiation von 6.

—, elliptische 14.

—, skalare, vektorielle 114, 115.

Integralcosinus 32.

Integralform, quadratische 211.

Integralformel CaucnHys 37.

Integralgleichungen 1. Art 214.

— 2. Art 209.

— und Variationsprobleme 217.

Integrallogarithmus 32.

Integralsinus 32.

Integraltransformation 11.

Integration, gliedweise 19.

---, numerische 18.
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Integration, partielle 9.
Integrierender Faktor 180.
Intensitat von Spektrallinien 311.
Intermediares Integral 168.
Interpolation 18.

Invariante Untergruppe 155.
Invarianten 98f.

-~ elliptischer Funktionen 78.
—- der Matrixtransformation 89.
— eines Tensors 125, 136.
Inverse Matrix 86.

—— Transformation 97.

Inverses Gruppenelement 152.
Irreduzibel 158.

Irreversibel 3191. :
Isomorphie 3, 153.
Isoperimetrisches Problem 220.
Isotherm 318.

Iterierter Kern 212, 213.

— Tensor 125.

|
|

Jacosische elliptische Funktionen 33,
76, 78.

— Polynome 57, 200.

JacoBisches Prinzip der Mechanik 238.

JouLesche Wiarme 260.

Kanonische Gleichungen 105, 233, 282, |
335. :
--- Matrix 86. i
--- Transformation 105, 108. i
-— Verteilung 334. !
Kapazitat 261. i
Kartesische Koordinaten 141, 143.
KEePLER-Problem der klassischen Mecha-
nik 349f., 352f. !
— der Quantenmechanik 356f. !
Kern einer Integralgleichung 209.
Kettenregel §.
Kinetische Energie 230, 295.
-— Potentiale 263. |
KLEIN-GORDONsche Gleichung 308. i
Kohlestiaubchen, PLaNCKsches 310.
Kollineation 101.
Kombinationen 96.
Kombinationsprinzip 291.
Komponenten eines Tensors 133.
—- eines Vektors 131.
Komplexe Zahl 35. !
Kompressibilitat 245, 318.
Konforme Abbildung 37, 42.
Konjugiert komplex 35.

Konjugierte Elemente einer Gruppe 155.
— Potentialfunktion 36.
— Untergruppen 155.
Konormale 196.
Konservative Kraft 230.
Kontinuierliche Gruppen 156f.
Kontinuitatsgleichung 242, 253, 282,
293, 340.
Kontragrediente Matrix 87.
Kontravariante Komponenten 131f.
Konvektionspotential 264.
Konvektionsstrom 253, 280.
Konvergenz 19.
—, absolute 19, 20.
---, bedingte 19.
-—, gewlOhnliche 22.
—, gleichméBige 19, 20.
- -kreis 38, 346.
— - -kriterien 20.
— -radius 38.
— im TcHEBYSCHEFFschen Sinn 22.
Konzentration 323.
Korrelation 2235.
Korrespondenzprinzip ‘291.
Kosmologische Konstante 283.
Kovariant 99,
Kovariante Gleichungen 99.
— Komponenten 131f.
Kraftdichte 257, 280, 340.
Kreisel 240.
Kreisfunktionen im Komplexen 50.
—, Formelschatz 51f.
Kreisproze8 319.
Kreuzungspunkte 43.
Kristalloptik 2681.
Kritische Temperatur 325.
Kriimmungstensor 137, 283f.
Kugelflaiche, Koordinaten auf einer
142.

Kugelfunktionen 33, 60f., 200.
-, allgemeine 64.
-—, asymptotische Darstellung der 63.
—-, Differentialgleichung der 65, 200.
—-, einfache oder LEGENDREsche 60, 65.
-, Entwicklung nach 29.
-, Orthogonalitat der 62, 66.
- -, Reihendarstellung 33.

-, symmetrische 65.
—-, zugeordnete 66.
—, zweiter Art 61, 63.
Kugelkoordinaten 145.
Kugelwelle 266.
Kugelwelt 288.



Sachverzeichnis.

Ladung 250, 252. .
LacranGe-Funktion 107, 232, 282. I
LacraNGEsche Gleichungen der Varia- .
tionsrechnung 215, 216. I
-— - erster Art der Mechanik 231, [
236. i
~— zweiter Art der Mechanik 232.
— Klammer 109. ‘
— Multiplikatoren 216. |
LacuerrEsche Differentialgleichung 58,
200, 357.
— Funktionen 58.
—- Polynome 57.
— Polynomen, Entwicklung nach 31. |
LapraceE-Operator in speziellen Ko- ‘
ordinaten 143f. l
I
|
|

LarLacEsche Differentialgleichung 36,
193.

—- —, zweidimensional 203.

LapracEscher Entwicklungssatz 92.

LAURENTsche Reihe 39.

LecenDprEsche Differentialgleichung 61,

184.

Normalintegrale 16.

Polynome 55, 57, 60, 65.

Reihe 29.

Transformation 105, 173.

LEGENDREscher Modul 15.

Leiter 253.

Leitfahigkeit, elektrische 253.

Lichtquant 308f.

Linear abhangig, unabhingig 24, 80.

Lineare Differentialgleichungen 173f.

— Gleichungen 79.

— — mit unendlich vielen Unbekann-
ten 81.

— Raume 99.

Linearer Operator 161.

Linienelement 132.

Linienintegral 112.

Linksinverse 91.

LrouviLLesche S#tze iiber elliptische

Funktionen 76.
LiouviLLEscher Satz der Statistik 332,
335.

LipscHiTz-Bedingung 211.

Logarithmische Differentiation 4.

Logarithmus (im Komplexen) 49.

Longitudinalwelle 247.

LoreNTZ-Konvention 263.

LoreNTz-Kraft 259.

LoreNTz-Transformation 272f.

Losender Kern 209.
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Magnetisches Moment 300.

Magneton, BoHxRsches 300.

Mavrusscher Satz 267.

Masse, longitudinale 281.

—, transversale 281.

Massenwirkungsgesetz 3281.

MaBsysteme, elektrische 354f.

Matrix 83.

adjungierte 87.

alternierende 87.

—-, begleitende 87.

, beschrinkte 91.

—, diagonale 87.

-, entartete 85.

—--, gestiirzte 87.

—, hermitesche 87.

-, iterierte 86.

—, kanonische 86.

-—, konjugiert-komplexe 7.

-—, kontragrediente 87.

——, nichtentartete 8§5.

---, quadratische 83.

—-, regulare 85.

, reziproke 86.

-—, schiefsymmetrische 87.

, symmetrische 87.

—-, transponierte 87.

—-, unendliche 90.

——, unitare 88, 90.

MaxweLLsche Gleichungen 256.

Mehrkérperproblem der Mechanik 234f.

— der Quantenmechanik 298f.

MERCERscher Satz 211.

Meromorph 46.

Metrischer Fundamentaltensor g;; 133,
1371., 139, 283f.

Metronomie 227.

Mikrokanonische Gesamtheit 335.

Minor 92.

—, konjugierter 92.

Mitfithrungskoeffizient 274.

Mittelwert 222.

— in einer Gruppe 153, 156.

Mittelwerte, quantenmechanische 295.

Mittelwertsatz der Funktionentheorie
37.

Modul, LEGENDREscher 15.

Moment 120.

Monoton gegen 0, 20.
— wachsend, fallend 34.

Monotone Welt erster und zweiter Art
288.
Multiplizitit 359.
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Nabla 350.

NAvVIER-STOKESsche Gleichung 248.

Nebenklasse 154.

NEeRNsTsches Wirmetheorem 329f.

NeumaNNsche Reihe 212.

— Zylinderfunktionen 68.

NewToNsche Formel 222.

NewTtoNsches Gravitationsgesetz 283.

Normalform einer Matrix 89.

— der linearen Transformationen 101.

Normalintegrale, elliptische 75.

—, LEGENDREsche 16.

—, Reduktion elliptischer Integrale auf

141,

Normalkoordinaten 236.

Normalteiler 155.

Normiertheit eines Orthogonalsystems
23.

Nullmatrix 86.

Nullésungen 210.

Nullteiler 86.

Nullvektor 130.

Nutation 242.

Offenes Intervall 34.

Onmsches Gesetz 254.

Operator 4, 296.

—, linearer 161.

Optik 266f.

Optische Achsen 269.

Ordnung einer Gruppe 152.

— eines Gruppenelements 154.
Orthogonale Funktionen 23f., 198.
— Koordinaten 138.

— Matrix 88.

— Polynome 54.

— Transformation 102.
Orthogonaler Tensor 125.
Orthogonales Vektorsystem 100.
Orthogonalisierung 24.
Orthogonalitatsrelationen 159.
Orthogonalsystem 23.
Ortsvektor 118f.

Oszillator 309, 348.

Parabolische Koordinaten 147.
ParseEvaLsche Gleichung 25.
Partialbruchzerlegung 9.
Partialdruck 323.
Partialsumme 19.

Partielle Integration 9.
Partikuldre Losungen 168.
PauLi-Prinzip 300f., 342.

Sachverzeichnis.

PauLische Zweikomponententheorie
307f.

Periheldrehung 356.

Periode eines Gruppenelements 154.

Periodisch 49.

Periodische Welten 288.

Periodisches System der Elemente
359.

Permeabilitit 254.

Permutation 95, 164, 301.

Prarrsche Gleichungen 187, 315.

@¢-Funktion 77f.

Phasengeschwindigkeit 265.

Phasenmatrix 87, 90.

Phasenpunkt 335.

Phasenraum 335.

Phasenregel von GiBBs 328.

Phasentheorie 327f.

Phasenvolumen 332.

Physikalische Komponenten 138.

Prancksche Strahlungsformel 312.

PlangroBe 351.

Poissonsche Gleichung 251.

— Integralformeln 203.

— Summenformel 28.

Pol 40, 44.

Polare Vektoren 140.

Polarisation, dielektrische 251.

Polarkoordinaten, ebene 141.

—, raumliche s. Kugelkoordinaten 145.

Polhodiekurve 241.

Polstarke 254.

Polynome, HErMITEsche §8.

—, hypergeometrische 57.

—, Jacosische 57.

—, LAGUERREsche §7.

—, LEGENDRESche §55.

—, orthogonale 54.

—, TSCHEBYSCHEFFsche §§5.

Polynommethode 198.

Ponderomotorische Kraft 257.

Potential 117, 251.

—, skalares, vektorielles 117.

—, thermodynamisches 317.

Potentialgleichung 202.

Potentiallinien 43.

Potentialschwelle 357f.

Potentialstrémung 249.

Potentielle Energie 230.

Potenzreihen 31.

Potenzreihenentwicklung analytischer
Funktionen 38.

PovNTINGscher Vektor 260, 278.



Sachverzeichnis.

Praktische Berechnung von Determi- |
nanten 95.

— Losung linearer Gleichungen 81.

Prizession 131, 242.

Produkt, direktes von Gruppen 154.

—, skalares von Tensoren 126.

— — (inneres) von Vektoren 110.

—, tensorielles 125.

—, vektorielles (AuBeres) 111.

— — in kartesischen Koordinaten 143.

Projektive Abbildung 101.

Punktspektrum 198.

Quadrate, Methode der kleinsten 22.

Quadratische Form 103.

— Matrix 83.

Quadraturen 168.

Quantensprung 289.

Quantenzahl 290, 294.

Quasieuklidische Welt 235.

Quelle 120.

Quellenfreies Feld 117, 144.

QuellenmaBig darstellbare Funktionen
214.

Quellsenke 44.

Querkontraktionskoeffizient 245.

Quotient, vorderer, hinterer 152.

Randbedingungen 170, 195.

Randwertprobleme, erste bis dritte 201f.

Rang eines Gleichungssystems 79.

— einer quadratischen Form 103.

— einer unendlichen Matrix 91.

Rationale Funktionen 45.

Raumladung 251.

Realteil 35.

Rechtsinverse 91.

Reduzible Darstellungen 158.

Regularitit einer Funktion 36.

Reibungskoeffizient 248.

Reihen 19.

— analytischer Funktionen 19.

— stetiger Funktionen 19.

Reihensumme von unendlichen Reihen
20, 21.

Relativitdtsprinzip, spezielles 272.

—, allgemeines 283.

Relaxationszeit 248.

Residuensatz 40, 41.

Residuum 40.

Resolvente zu einer Matrix 89.

Resonanz, quantenmechanische 299.

Restklasse 154.
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Riccatische Differentialgleichung 170.
Reziproke, vordere, hintere 91.
Reziprokes Gruppenelement 152.
RieMaNNsche Fliche 42, 43.

— Integrationsmethode 2053.

— Kugel 45.

Rirzsches Verfahren 217f.
Rotation 143.

— eines Vektors 113.
Ruhenergie 281.

Ruhmasse 280.

Sakulargleichung 82, 89, 207.

Sattelpunkte 43.

Scherung 243.

Scherungswelle 247.

Schiefsymmetrische Matrix 88.

ScumipTsche Auflgsungsformel 211.

Schraubung 239.

SCHRODINGER-Gleichung, zeitabhingige

293.

—, zeitunabhdngige 294.

ScHURsches Lemma 158.

Schwankung 223, 341.

ScawaRrzsche Ungleichung 11.

ScawaRrzscHILDsche Ma8bestimmungen
2861.

Schwerpunkt 239.

Schwingung, mechanische 235, 315f.

Schwingungskreis, elektrischer 262.

Selbstadjungiert 87, 174.

Selbstinduktion 261.

Semidefinit 88.

Semikonvergent 23.

Seperation der Variablen 192.

SimpsoNsche Regel 12.

Simultane Transformation mehrerer Ma-
trizen 90.

Singulire Losung einer
gleichung 168, 171.

Singularititen 36.

Skalar 99, 109.

Skalares Produkt 100, 110.

Spannungskoeffizient 318, 322.

Spannungstensor, MAaXWELLscher 253,

273.

—, mechanischer 244, 340.

Spektralterme 291.

Spektrum einer Matrix 89.

Spektroskopie 291, 312.

Spezifische Warme 318, 322.

Spiegelungsprinzip 36.

Spin 300.

Differential-
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Spinmatrizen von PauLi 305, 307.

Spinvariable 300.

Spinvektor 305. !

Spur einer Matrix 85. |

— eines Tensors 126, 135.

Stabil 236.

Starrer Korper 239. |

Staupunkte 43. i

STEFAN-BoLTzMANNsches Gesetz 313, |
324.

Stereographische Projektion 45.

Stetigkeit 34.

STirLINGsche Formel 74, 334.

STokEsscher Satz 113, 144.

Stérungsfunktion 108.

Stérungsrechnung 205f. w

StoBgleichung von MaxwELL-BoLTz-
MANN 339.

Strahl 267.

Strahlenflache 270.

Strahlungstheorie 309f.

Streckenspektrum 91, 198. |

Stromlinien 43.

Stiickweise glatt 34.

— stetig 34.

Stufenmatrix 87.

STturM-LiouviLLEsches Problem 198.

Sukzessive Approximation 211.

Summenformel, EULERsche 21.

Summenwerte 17.

Symmetriegruppe eines Operators 161.

Symmetrische Gruppe 164.

-— Matrix 87.

Symmetrischer Kern 210.

Tavror-Reihe 31, 38, 174.

Temperatur, empirische 314.

—, thermodynamische 316, 322.

Tensor 109, 123f.

—, antimetrischer 124, 133. i

—-, Einheits- 125.

——, iterierter 125.

—, konjugierter 124. !

—, orthogonaler 125. l

—, symmetrischer 124, 133. \
|

Tensorellipsoid 126.

THomsonsche Schwingungsformel 262.

Totale Differentialgleichung 187. ‘

Totales Differential 5f.

Tragheitsellipsoid 241.

Tragheitsindex einer quadratischen Form
104. I

Sachverzeichnis.

Transformation von Gruppenelementen
155.

-— der Variablen 5.

— von Vektoren auf beliebige Koordi-
naten 134.

— — auf bewegtes Bezugsystem 129.

Transformationen 97f.

—-, affine 101.

--, infinitesimal-kanonische 106.

—, kanonische 105, 108.

—-, LEGENDREsche 105,

-—, lineare 99.

—, orthogonale 102.

—, projektive 101.

-— quadratischer und hermitescher For-

men 103.

—, unitire 90.

Transformationsdeterminante 97f.

Transformator 262.

Translation 102.

Transponierte Matrix 87.

Transponiertes Gleichungssystem 80, 81.

Transpositionen 95.

Transversalwelle 247.

Transzendenz 45.

Trapezformel 12.

Trigonometrische Funktionen im (Kom-
plexen) 50.

—- -, Formelschatz 51f.

TscHEBYSCHEFFsche Approximation 22.

Differentialgleichung 56, 200.

Funktionen 56.

Polynome 55, 57.

—, Entwicklung nach 31.

108.

Ubergangswahrscheinlichkeit 291, 332,
338f.
Ubermatrix 83.
Umwandlungswiarme 327.
Unabhangigkeit, lineare 80.
Unitare Darstellungen 157, 158.
— Matrix 88.
— Transformationen 90, 102.
Unitarer Raum 99.
Unsymmetrischer Kern 213.
Unterdeterminante 79, 92.
Untergruppe 154.

VANDERMONDsche Determinante 94.
Variationen (Kombinatorik) 96.
Variation der Konstanten 108, 181, 208.
Vektor 109.

-—, komplexer 130.
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Vektorfeld 116.

Vektorfeldfunktion 123.

Vektorpotential 117, 255.

Vektorprodukt 111.

Verbiegung, dehnungslose einer Flache

142.

Verdampfung 326f.

Verdichtungswelle 247.

Verjiingung des RIEMANN-CHRISTOFFEL-
schen Kriimmungstensors 137.

—- eines Tensors 136.

Verpflanzung eines Vektors 138.

Verschiebungsstrom 253.

Vertauschbarkeit von Matrizen 84.

Vertauschungsrelationen 297, 303, 305.

Verteilung, BoLTzMANNsche 335.

—, MAXWELLsche 341.

Verzweigungspunkt 40.

Virtuelle Verriickung 237.

Viscositat 248.

Vollstindigkeit eines Funktionensystems
23.

— eines Invariantensystems 99.

Vollstandigkeitsrelation 25.

Volumenvergroferungsverhiltnis 98.

Wahrscheinlichkeit 221, 294, 298, 334,
343.

Wahrscheinlichkeitsnachwirkung 225.

Wand, thermodynamische 313.

Wiarmefunktion 317.

WEIERSTRASSsches Normalintegral 75.

Wellenfunktion yp 292f.

Wellenzahl, komplexe 265.

Weltlinie 271.

Weltpunkt 271.

Welttensoren 275, 277.

Weltvektoren 272, 276.

Wesentlich singular 36, 40.

WiEeNnsches Verschiebungsgesetz 312.

Windungspunkte 42.

Winkelvariable 107, 290.

Wirbelfreies Feld 116, 144.

Wirbellinie 122.

Wirbelsiatze, HELMHOLTzsche, der Hy-
drodynamik 249.

Wirkung, Prinzip der kleinsten 238.

Wirkungsfunktion 107, 233.

Wirkungsquant 290.

Wirkungsvariable 290.

Wronskische Determinante 177.

Zzihigkeit 248.

Zelle 3361.

Zentralkraft 230.

Zentrifugalkraft 230.

Zerlegung eines Vektorfeldes in quellen-
und wirbelfreies Feld 144.

Zirkulante 94.

Zustandsgleichung 324f.

— von VAN DER WaAALS 325f.

Zustandsvariable 313.

Zwang, Prinzip des kleinsten 237.

Zwangskraft 231.

Zweite Quantelung 310.

Zyklische Determinante 94.

— Gruppe 154.

Zylinderfunktionen 33, 66f.

— mit halbzahligem Parameter 70f.

—, Orthogonalitat 70.

—, Reihendarstellung 33.

Zylinderkoordinaten 146.

Zylinderwelle 266.

Zylinderwelt 287f.
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