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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 
Die Veranlassung zur Niederschrift dieses Buches entsprang einem 

persönlichen Bedürfnis. Ursprünglich war das Material für den eigenen 
Gebrauch bei Untersuchungen und Vorlesungen gesammelt, um das 
dauernde Nachschlagen in den verschiedensten Lehrbüchern zu er
sparen. Als ich mich dann auf das Zureden befreundeter Fachkollegen 
hin entschloß, das Vorhandene nach Möglichkeit zu ergänzen und in 
die Form eines Buches zu bringen, glaubte ich, daß das von mir 
Gesammelte auch für andere nützlich sein könnte. Es schwebte mir 
dabei das Ideal vor, ein Buch zu verfassen, das als theoretisches Analogon 
zu dem bekannten Buche von KoHLRAUSCH aufgefaßt werden könnte. 
Je weiter ich mit der Bearbeitung des Materials fortschritt, um so 
deutlicher wurde mir freilich, daß sich dieses Ideal zunächst nicht 
würde erreichen lassen, und daß es in mancher Richtung besser ge
wesen wäre, wenn dieses Buch nicht von einem, sondern von mehreren 
Physikern und Mathematikern geschrieben würde. So verlockend es 
gewesen wäre auf diese Weise etwas Vollkommenes in die Wege zu 
leiten, so habe ich doch endgültig davon abgesehen die Aufgabe zu 
teilen, in der Erwägung, daß ein Buch, das für den praktischen Ge
brauch der Physiker bestimmt ist, auch wenn es wesentlich Mathematik 
enthält, nur von einem Physiker verfaßt sein darf, und daß bei einer 
Verteilung .der Aufgabe auf mehrere Mitarbeiter die Homogenität zu 
sehr gelitten hätte. Ich hege die Hoffnung, daß, nachdem das Buch 
einmal in einem bestimmten Charakter geschrieben vorliegt, zu einer 
späteren Zeit durch die Mitarbeit von mehreren Fachkollegen die vor
handenen Mängel ausgeglichen werden. 

Frankfurt a. M., September 1922. 
ERWIN MADELUNG. 



Vorwort zur dritten Auflage. 
Seit dem Erscheinen der zweiten Auflage sind nunmehr 10 Jahre 

verflossen. In dieser Zeit hat sich die Notwendigkeit einer gründlichen 
Überarbeitung und Ergänzung des bisher Gebrachten immer mehr 
herausgestellt. Einerseits ist der Umfang des für den Physiker not
wendigen mathematischen Rüstzeugs, besonders unter dem Einfluß der 
Wellenmechanik, nicht unwesentlich gestiegen, andererseits hat auch die 
innere Entwicklung des Verfassers ihn die Mängel der ersten Bearbei
tungen immer stärker fühlen lassen. Wenn auch der ganze Charakter 
des Buches sich bewährt zu haben scheint, so war es doch in vielen 
Einzelheiten verbesserungs- und ergänzungsbedürftig. 

Unter diesen Umständen war es sehr zu begrüßen, daß sich die 
Mitarbeit eines Mathematikers bot, der bereit urid fähig war, sich der 
Eigenart des wesentlich für den Physiker bestimmten Buches anzu
passen. Herr Dr. K. BoEHLE, damals Assistent am mathematischen Semi
nar der Universität Frankfurt, hat diese Mitarbeit übernommen. Er 
hat sich nicht damit begnügt, Ungenauigkeiten zu berichtigen und 
Lücken auszufüllen, sondern er hat größere Abschnitte ganz neu ge
schrieben. Wenn der mathematische Teil des Buches in der neuen Form 
jetzt auch von einem Mathematiker ohne Beanstandung aufgenommen 
werden kann, so ist das wesentlich ihm zu verdanken. 

Ein zweiter wertvoller Mitarbeiter wurde Herr Dr. S. FLÜGGE, damals 
Assistent am Institut für theoretische Physik in Frankfurt. Er hat an 
der Neubearbeitung des ganzen Buches in allen seinen Teilen regsten 
Anteil genommen und auch einzelne Abschnitte neu geschrieben. Seine 
Tätigkeit ist für die Zuverlässigkeit des Buches von großer Bedeutung 
gewesen. 

Wer die neue Auflage mit der letzten vergleicht, wird neben zahl
reichen kleineren und größeren Verbesserungen und Ergänzungen, Um
stellungen und Zusätzen auch mancherlei Neues finden. In der Mathe
matik sind die Entwicklungen nach orthogonalen Funktionensystemen 
und die Funktionen selbst systematischer behandelt als bisher. Die Ab
schnitte über Algebra, Integralgleichungen und Variationsrechnung sind 
wesentlich erweitert worden. Ganz neu ist ein Abschnitt über Gruppen
theorie. In der Physik ist vieles besser geordnet. Die Quantentheorie 
erforderte eine ganz neue Darstellung. In einem Anhang ist vereinigt, 
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was bisher als Fremdkörper im Text stand, aber nicht gerne entbehrt 
werden konnte, wie Beispiele, Spezialfälle u. a. 

Leider ist eine gewisse Vergrößerung des Umfanges nicht zu ver
meiden gewesen. Wo es irgend ging, wurde versucht zu kürzen. Eine 
noch stärkere Konzentration wäre aber nicht möglich ohne die Ver
wendbarkeit zu beeinträchtigen. Maßgebend war allein die Absicht denen 
zu dienen, die auf dem weiten Feld der Physik arbeiten wollen. 

Bei dieser Neu- und Wiedergeburt meines Buches habe iclt vor allem 
meinen treuen Mitarbeitern Dr. BoEHLE und Dr. FLÜGGE Dank zu sagen 
für ihre hingebungsvolle Tätigkeit im Dienste der Sache. Danken 
möchte ich auch Herrn Prof. Dr. F. K. ScHMIDT, Jena, für manche 
freundlichen Ratschläge sowie Herrn Dr. W. KoFINK, Frankfurt, für 
seine wertvolle Hilfe beim Lesen der Korrekturen. 

Frankfurt a. M., Dezember 1935. 
ERWIN MADELUNG. 
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Einleitung. 
Die Physik stellt sich zwei Aufgaben, erstens aus der Erfahrung 

Theoreme über die Welt und ihr Geschehen zu gewinnen und zweitens, 
aus diesen Theoremen Folgerungen zu ziehen, die der Erfahrung zu
gänglich sind. Sie heißen: Induktion und Deduktion. 

Auf dem Wege der Induktion schreitet die Physik von speziellen 
Erfahrungen ausgehend durch Idealisierung und Generalisierung (Extra
polation) zur Aufstellung von Theoremen immer größerer Allgemeinheit 
fort. Ihr Ziel ist es, alle in speziellen Fällenerkannten Regelmäßigkeiten 
in einer Mindestzahl von Grundgesetzen zusammenzufassen. Hierbei löst 
sie sich von der Erfahrung los, sie überschreitet die Grenzen des empirisch 
gesicherten Bodens und schwebt von Hypothesen getragen im Leeren, 
wenn es ihr nicht gelingt, auf dem Wege der Deduktion spezialisierend 
neuen Boden zu finden, indem sie wieder bei Erfahrungen anlangt. So 
entsteht eine Theorie, die sich über den Abgrund des der Erfahrung 
Unzugänglichen spannt wie ein Gewölbe, das die Grundgesetze als 
Schlußsteine in sich trägt. 

Experimentelle und mathematische Physik unterscheiden sich nur 
durch die Methode, nicht durch den Gegenstand ihrer Betrachtung. 
Beide zusammen bilden ein Ganzes, nur ihr Zusammenwirken vermag 
das Gewölbe zu spannen. Die Experimentalphysik ist ohne die Hilfe 
des Theoretikers genau so machtlos wie der Theoretiker ohne die Unter
stützung des Experimentalphysikers. 

Die Methode der mathematischen Physik ist die Benutzung der von 
der Mathematik gelieferten Erkenntnisse. Sie verwendet das mathe
matische Schema als Modell, zu dem sie die Welt in Analogie setzt. 
Die mathematische Form ist ihr ein Bild der Welt, in dem das geistige 
Auge Dinge sieht, die dem leiblichen verschlossen sind. Die großen 
Erfolge, die diese Methode bisher gehabt hat, indem sie immer wieder 
ins sichere Land der Erfahrung zurückführte, gibt dem Physiker das 
feste Vertrauen zu ihrer Anwendbarkeit. Dabei bleibt sie ihm aber 
doch nur Hilfsmittel, nur Werkzeug und Gerüst. Die mathematische 
Form, den Formalismus, zu überschätzen, wäre ebenso falsch wie ihn 
zu verachten. 

Der erste Teil dieses Buches ist der Bereitstellung des mathematischen 
Materials gewidmet. Bei der stets wechselnden Art seiner Anwendung 
ist in jedem Falle ein gewisses Zurichten nicht zu umgehen. Neben das 
vermittelte Wissen muß das selbständige Können treten. 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Auf!. 



2 Einleitung. 

Der zweite Teil enthält die Grundgesetze und einige sich daran an
schließende Theoreme in einem solchen Umfange, daß die ganze Theorie 
in ihren Umrissen erkennbar wird. Das Methodische steht hierbei durch
aus im Vordergrunde. Im wesentlichen wird deshalb die mathematische 
Abbildung der Theorie gegeben, vorbereitet für ihreweitere mathematische 
Behandlung, sowie die Regeln, nach denen die Abbildung aus dem 
Physikalischen ins Mathematische (und umgekehrt) erfolgen soll. Dieses 
Übersetzen aus der einen in die andere Sprache mit Berücksichtigung 
der jeder eigenen Ausdrucksfähigkeit bleibt immer, zumal für den 
Anfänger, der schwierigste Teil der Arbeit, der nur durch genaue Kenntnis 
der beiden Wissenschaften zu überwinden ist. Eine eingehende Kritik 
und die Klärung der Frage, inwieweit diese Übersetzung mit Erhaltung 
des Sinnes gelungen ist, ist in jedem Falle unerläßlich. 

Im Vertrauen auf ein physikalisches Gesetz im Bereiche einer Theorie 
fortschreiten, heißt sich im theoretisch Möglichen bewegen. Ob man 
auf diese Weise zu etwas Realisierbarem, wirklich Möglichem gelangt, 
ist damit noch nicht entschieden. Man muß das spezifische Empfinden 
und die Erfahrungen eines Physikers besitzen, um oft mehr zu fühlen 
als zu erkennen, ob eine Rechnung noch einen greifbaren Sinn hat. 

Ein Problem behandeln heißt den durch die Problemstellung ein
geengten Bereich des Möglichen erfassen und darstellen. Diese Dar
stellung heißt die Lösung des Problems. Mit ihrer Auftindung kommt 
der Physiker an die Grenze seines selbst abgegrenzten Aufgabenkreises. 
Er bietet die Lösungen als die Früchte seiner Arbeit den Nachbarn 
an. Dabei darf er nie vergessen, daß diese Früchte zum Genusse erst 
dann geeignet sind, wenn sie reif sind, d. h. wenn sie dem Bedürfnis 
des Benutzers entsprechen. Eine "Lösung" z. B., die zu ihrer Auswertung 
eine' übermäßige Arbeit erfordert, ist praktisch wertlos. Auf jeden Fall 
ist sich der Physiker dessen bewußt, daß er nur ein Glied ist in der Kette 
der vielen, die einander die Fackel weiterreichen. 



Erster Teil. 

Mathematik. 
Das Begriffssystem der Mathematik. 

Die Gegenstände, mit denen sich die Mathematik befaßt, sind rein 
fiktiver Natur. Sie haben an sich nichts mit den Gegenständen der sinn
lichen Wahrnehmung zu tun. Da sie aber geschaffen sind und abhängig 
bleiben vom menschlichen Geist, der nur sinnlich Erfaßtes verarbeiten 
und seine natürlichen Grenzen nicht überschreiten kann, so ist einerseits 
ihre Erfassung in Gedanken und Worten nur mit Bezugnahme auf 
Realitäten (Objekte oder Geschehnisse) durch Idealisierung oder Ab
straktion möglich, anderseits unterliegen sie den Gesetzen menschlichen 
Denkens (Logik). Hierdurch ist die Verwendbarkeit mathematischer 
Erkenntnisse in der Welt des Realen begründet. 

Zwei wichtige Gegenstände der Mathematik sind der Punkt und die 
Zahl. Die Geometrie (im weiteren Sinne) beschäftigt sich mit Punkten 
in endlichen ocler unendlichen Punktmannigfaltigkeiten. Die Analysis 
beschäftigt sich mit Zahlen in Zahlenmannigfaltigkeiten. Diesen aus 
Punkten oder Zahlen bestehenden mathematischen Gebilden stehen als 
selbständige Gegenstände die mathematischen Operationen gegenüber. 
Die einfachste Operation der Geometrie ist die Verschiebung. Sie führt 
einen Punkt in einen anderen über, bzw. eine Verschiebungsmannig
faltigkeit führt Punktmannigfaltigkeiten in andere über (Abbildung). 
In der Analysis entspricht dem die Zuordnung von Zahlen bzw. Zahlen
mannigfaltigkeiten zueinander (Funktion oder Transformation). Diese 
Analogie (Isomorphie) gestattet Geometrie und Analysis in dasselbe 
formale Gewand zu kleiden oder auch sie als verschiedene Darstellungen 
derselben abstrakten Gegenständlichkeit zu betrachten. Hierdurch ist 
die Gleichwertigkeit geometrischer und analytischer Formalismen für 
die ~nwendung begründet. 

Die mathematischen Gegenstände sind definierbar: 
1. deskriptiv, durch Beschreibung ihrer Eigenart (Vorhandensein oder 

Nichtvorhandensein bestimmter Eigenschaften, innere Gesetzlichkeiten 
u. dgl.) oder 

2. konstruktiv, durch Angabe der Methode, wie sie aus Elementen 
aufgebaut werden können. 

Die Elemente sind nur deskriptiv definierbar. 
1* 



4 Differential- und Integralrechnung. 

Nicht jeder deskriptiv definierte Gegenstand ist konstruierbar. Nicht
konstruierbare Gegenstände heißen, sofern sie nicht als Elemente zu
gelassen sind, nicht existent (Existenzbeweise). 

Die Mathematik hat eine eigene Symbolschrift entwickelt. Sowohl 
Größen wie Operationen werden zumeist durch einzelne Buchstaben 
angedeutet, Operationen auch oft durch besondere Zeichen, Wort
kürzungen u. dgl. Symbole für Operationen heißen Operatoren. In den 
Formen: sin x, a·x, x + oc, (x) 2, f(x) usw. sind sin, a·, + oc, ( )2, /( ) 

Operatoren, die der Größe x jeweils eine neue Größe zuordnen. Von 
festen Regeln, nach denen man Größen und Operatoren aus der Sym
bolschrift unterscheiden könnte, sind wir weit entfernt. Man erkennt, 
daß ein mathematisches Symbolensystem oft in verschiedenem Sinne 
gelesen und sein Sinn erst aus dem Zusammenhang (Begleittext !) ent
nommen werden kann. 

Ein mathematisches System (z. B. Algebra, Funktionentheorie, Gruppen
theorie) beschäftigt sich mit einem System von Größen und Operationen, 
die aus gewissen ausgewählten Elementen konstruierbar sind. Es stellt 
eine Anzahl von Axiomen (Spielregeln) auf, nach denen man kombinieren 
darf und welche festsetzen, wann solche Kombinationen als "gleich" 
zu betrachten sind. Symbolisch schreiben sich diese Axiome in der 
Form von Gleichungen. Damit ist der Ausgangspunkt für ·ein Rechen
verfahren (Kalkül) gegeben. 

Erster Abschnitt. 

Differential- und Integralrechnung. 
A. Allgemeine Differentiationsregeln. 

I. Produkte und Quotienten. 

(u. v)' = v u' + u v'; ( ~ )' = v2v'; (: )' = v u' v• uv' = : (: - :) 

(u · v)" = u"v + 2u'v' + uv"; 

(u · v)(n) = u(n) V + ( ~) utn -1) V 1 + ... + 1J • V(n) . 

. h . h D'ff . . d (In y) y' I 'th . h Ab Logant mzsc e 1 erentlatlon: -d-- = - = ogan m1sc e -
X y 

Ieitung. 
U• V· ... 

y= u;-:,. :-; 
, _ d (In y) _ ( u' v' w' ) 

Y -Y·-a--Y -+-+. · .--·-. · · 
X U V W 

y = u"; ~- (u") = uv. (v ·In u)' = uv (v u_' + v' ·ln u) . 
dx u 



Allgemeine Differentiationsregeln. 

2. Funktion von Funktion. 
y = F (u), u = f (x), 

d Y d Y du (Kettenregel); 
dx=du'dx 

d"y d2 y (du)" dy d2 u. 
d x• = duz- • d X -f- du . d x2 ' 

da y _ da y • (d u)8 d2 y . . ~ "-! d2 u _L dy. d3_'1! 
fixs- - d U 8 d X + d U2 3 d X d X 2 1 d 11 d :r3 • 

a) y = y (x), 

3. Umkehrfunktionen. 

X= X (y), dx--LQ· 
dy' , 

3 ( d2 X )I_ d X • d8 X 

. dy2 d-y dy8 --~=;r· --

5 

b) u = u (x, y), v = v (x, y); 
Bu 811 · ax=Ux, a--y=Uy, ... ' D=j=O. 

Bx _ -uy. av- - ----y;-- • 
By _ Ux. 
FV-75· 

D-a (u, v)- 'Iux u.,l_ .. 1 
- B (x, y) - Vx Vy - 8-(x, y)' 

a (u, v) 

4. Implizite Funktionen. 
Bj f(x,y,z, ... )=O, fy=a--y=f=O. 

By_-lx. e;-r;-· 
01 Y _ fxx /~ -2/xy/x /y + /yy {; ox• -- - ___ !" ____ _ 

y 

5. Funktionen eines Parameters. 

X= fP (t) I y = 1p (t) I 

dy- 'P'. 
-dX- q!• 
d' y - rp' !p"- rp" 'P' . 
-d x• - --rp,.---' 

arp ' ae=fP+o. 

d3 y - rp'2 lp111 - 3 rp' rp" lp11 + 3 tp' rp''"- rp' tp' rp"' dx2 _________ ·-·----q;,r;·------- ---

6. Einführung neuer Variablen. 
fP = fP (x, Y) • 

dm = a~ • d X+ _a_p_ • dy heißt totales Differential von m r Bx By r• 



6 Differential- und Integralrechnung. 

Ein Ausdruck dq; = ft (x, y) d x + /1 (x, y) d y ist dann und nur dann 
ein totales Differential einer Funktion q; = q; (x, y) (d. h. ft und /1 sind 

darstellbar in der Form /1 (x, y) = :~. /1 (x, y) =:~).wenn : 1; =:~ist. 
a) q; = q; (x, y); statt y die neue Variable z = z (x, y); 

q; (x, y) geht dabei in q; (x,y) = 4> (x, z (x, y)) über: 

8rp = 811> + 811> ,_!:_. 8rp- 811> ,!..!.__ 
8x 8x 8z 8x' 8y- 8z 8y' 

b) q; = q;(x, y); neue Variablen: u = u(x, y), v = v(x, y);. 
q; (x, y) geht dabei in 4> (u (x, y), v (x, y)) über: 

8rp- 811> 8u 811> 8v. 8rp = 811>. au + 811> .~ 
a;- 8u. 8x + av. 8x' 8y 8u 8y 8v 8y. 

c) q; = q; (x1 x2, ••• , x,.); X;= xt(y1 y2, ••• , y,.); i, k = 1, 2, ... , n. 
q; (x1 x2, ••• , x,.) geht in (1J (y1 y2, ••• , y,.) über. 

Dann ist 

also 

mithin 

7. Differentiation von Integralen. 
a) Nach einer Integrationsgrenze: 

% II 

d J . d J dx f(t)dt=-dx f(t)dt=f(x). 
II % 

b) Nach einem Parameter: Für jedes Intervall cx < x ~ p, in welchem 
f (x, t) für a < t ~ b stetig nach x differenzierbar ist, gilt 

b b 

ddx ft (x, t) dt = f 88x t (x, t) dt. 

b b 

Bei uneigentlichem Int~gral müssen außerdem J I (x, t) dt und J :x I (x, t) dt 
II II 

im Intervall cx ;:S x ~ p gleichmäßig konvergent sein. 

c) Nach Integrationsgrenze und Parameter [Voraussetzungen s. u. b)] 
% % • 

ddx J f (x, t) dt = f (x, x) + J :x I (x, t) dt 
II II 



Differentiations- und Integrationstabelle. 7 

allgemeiner 
y(%) '1'(%) 

:,; jf(x, t) dt ='IJ'' (x) /(x,'IJ'(x)} -rp' (x) f(x, rp(x)) + J 88,; f(x, t) dt. 
q>(%) q>(%) 

Besitzt I (x, t) an der oberen Grenze eine Singularität, so führt man 
statt t oft mit Vorteil eine neue Variable ein derart, daß die Inte-

grationsgrenzen konstant werden (Fall b). Mit Hilfe von s = t-a ; x-a 
0 :S s :S 1 gewinnt man die nützliche Formel: 

% % 

ddxjf (x, t) dt = x 1 a/( (x-a) :~ + (t-a) :~ + 1) dt. 
a a 

B. bi:fferentiations- und Integrationstabelle. 
Vgl. auch die Formeln für arccos, arcctg usw. S. 51. 

dy % 

:~ = /(x) 
% 

dx =/(x) y=jf(t)dt 'Y = J f(t) dt 

a% arcsin x xarcsinx+v'1 x1 

lnx arctg x 1 
xarctgx- 2 In(1 +x1) 

sinx sin1 x 
1 1 

-cosx -x--sinxcosx 
2 2 

COS X sin x sin1 x- -ctgx 

tg X -Incos x 

ctg x In sin x 
f tg X 

cos1 x 

<5inx (!;of x 
1 In tg !___ -.-=cosecx 

SlnX 2 

iof x <5inx 
1 

In tg (; + :) --=secx 
cosx 

~X Iniof x 

itg X In <5in x 
f Intgx 

sin xco"SX 
1 

In (x + a) (x + a)b _f_ (x + a)b+l für b+-1 
x+a b+f 

,.: .. j 
• X 

' arcsm-
!llt <5in !___ =In (x + v' x• + a1) 

a . 
X -y'XI+ a• a 

-arccos-
a 

.. ~.·! arctg !___ !llriof !___=In (x ;1-y'x• + a•) 1 

a v' x• a• ( a . 

-arcctg~ a x a 
arc sec - = arc cds-

a xvx•-a• a X 



8 

dy 
dx = f(x} 

x 2 + 2b X+ C 

Ax+B 
(x-x1 ) (x-x2) 

Ax+B 

ya x1 + 2 b x + c 
1 

v-ax2 +2bx+c 

sinm X (m =j= 0) 

cos"' x (m =l= o) 

tgm x (m =j= 1) 

ctgm x (m =j= 1) 

sin"' x cosn x 

(m + n =j=O) 

sinn x 

cosnx 
sin"'x 
COS"X 

(n=j=1) 

(n =l= 1) 

(n=j=1) 

cosmx 
sin" x (n =l= 1) 

Differential- und Integralrechnung. 

" y = f f(t} dt 

a 2 a-x I lllr ~g _:_ = _1_ In a + x reell für !xl < a, 

lllrCUg _:_ = _1_ In x + a 
a 2 x-a 

reell für !x[ >c>O, 

1 X X,;--
- -- a2 arc cos - + - v az- x2 

2 a 2 

1 
__ 1 __ ,In x+b-_iba c_ 
2 ybs-c ~ + b + yb2-c 

-v/ bl arctg ( ~) 

für c < b2 

für c > b1 

x reell 

x reell 

1 
----- { (A x1 + B) In (x- x1)- (A x1 - B) In (x- x1)} 
xl-xa 

-A Ab-B f du 
2(n-1)(x2 +2bx+c)n-1 fc-bl)n-t (1+u)"' 

x+b 
u = .y;; _ i;- . c > bl 

x 2n-3! dx 
2(n-1)(1+x2)n-1 +211=2 (1+xl)fl-1 für n=J= 1 

;a In (b + ax +Va yax2 + 2b x + c) für a>O; b1-ac=j=o 

1 . ax-b 
- arc s1n --==== 
Va yb1 + ac 

1 . 1 + m-1 j. 2 d --s1nm- x•cosx --- smm- x x 
m m 

__!___ cosm-1 x · sin x + ~-::...!_jcosm~2 x dx 
m m 

--1-tgm-1 x-jtgm-2 xdx 
m-1 

---1-ctgm-1 x- jctgm-2xdx 
m-1 
sinm-1 x cosn+1 x m -1 j 

- + --- sinm-2 x cosn x d x 
m+n m+n 

= + --- sinmxcos"-2xdx 
sinm+1 x cosn-1 x n -1 J 

m+n m+n 
_ cos x + n-2-j dx 

(n-1)sinn-1x n-1 sinn-2x 

sinx + n-2 j dx 
(n-1)cosn-1x n-1 cosn-2x 

sinm+1x m-n + 2 j sinmxdx 
(n -1) cosn-1 x - n -1 cosn-"2"X 

cosm+1x m-n+2jcosmxdx 
(n-1)sinn 1x n-1 sinn-2x 



Partielle Integration. Rationale Funktionen, Zerlegung in Partialbrüche. 9 

C. Integrationsmethoden. 

I. Partielle Integration. 
b b b 

J u' (x) · v (x) d x = u (x) · v (x) 1-J u (x) · v' (x) d x. 
a a a 

z. Rationale Funktionen, Zerlegung in Partialbrüche. 

Jede rationale Funktion R (x) läßt sich zerlegen: R(x) =F(x) + r(~?, 
wobei F (x), rp (x) und I (.x) ganze rationale Funktionen sind, I (x) von 

höherem Grad als qr(x). Der Ausdruck r(~i läßt sich immer in eine 

Summe von Partialbrüchen zerlegen, die sich ohne weiteres integrieren 
lassen. 

a) Hat I (x) = (x- x1) (x- x2) ... (x- x,.) = 0 lauter verschiedene 
Wurzeln, so wird 

. A t:p (x;) 
mlt ; = f' (x;) . 

b) Hat I (x) = 0 mehrfache Wurzeln, und zwar cx.Wurzeln x1 , 

ßWurzeln x2 usw., so hat die Partialbruchzerlegung die Form: 

t:p(x)_ A 1 A 2 Arz 
f(x) = (x-x1)rz + (x-x1)rz-1 +· · ·+(x-x1) 

+ B 1 B 2 

(x-x2)ß + (x-x2)ß-1 + · · · 
A;, B;, C;, ... findet man durch Koeffizientenvergleichung: 

Ist z. B. l(x)-(x-x1)rzl1 (x), so hat man zur Bestimmung der A, 
die cx. Gleichungen: 

rp (x1) = A111 (x1), 

rp' (x1) = Atf~ (x1) + A2 , 

rp" (xl) = Atf~ (x1) + 2A2I~ (xl) + 2 Aalt (x1), 

k 

allgemein: rp(k) (xl) = ~(k k!v)! Av+lflk-vl (xt) k = 0, 1, ... , cx.-1. 
•-0 

Sind I (x) und rp (x) für reelle x reell, so kann man die zu komplexen 
Wurzeln von I (x) = 0 gehörenden Partialbrüche stets paarweise zu je 
einem reellen Gliede zusa:qtmenziehen. Ist z. B. x1 = Ut + i v1 ; x2 = x~ 
= u1 - iv1, so ist 
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Abschätzung. SCHWARZsehe Ungleichung. 11 

3. Einführung neuer Veränderlicher. 
AUgemein: a) Ist t = g (u), und hat g' (u) in c ~ u < d stets dasselbe 

Vorzeichen, so gilt 
b 1t 

/f(t)dt=/f(g(u))g'(u)du; a=g(c). b=g(d). (1) 
II C 

b) Wird ein abgeschlossener Bereich G des (~ •... , x,.)- Raumes 
durch xi = Ii (xv ... , x,.), i = 1, ... , n, umkehrbar eindeutig mit in 
G positiver Funktionaldeterminante (vgl. S. 97) in den Bereich G' 
des (x~, ... , x~)-Raumes abgebildet, so gilt: 

J JF( ' ') d ' d ' J jF( ' ')a(x~ ... x~) .3 .3 . . . x1, ••• , x,. x1 ••• x,.= . . . x1, •. . ,x,. a( )ux1 •• • ux,.. 
G' G xl ... xn 

c) Anwendung von (1) in speziellen Fällen (s. Tabelle S. 10). 
R bedeute eine rationale Funktion. Das Integral über eine Funktion 

der angegebenen Form wird durch Einführung der neuen Variablen u 
auf das Integral einer rationalen Funktion zurückgeführt, das nach C 2 
behandelt werden kann. In speziellen Fällen können andere Sub
stitutionen schneller und einfacher zum Ziel führen, z. B. durch Zurück
führung auf eine der letzten Formeln der Tabelle B, S. 7. 

4. Entwicklung des Integranden in eine Potenzreihe. 
Eine Potenzreihe darf gliedweise integriert werden, wenn beide 

Integrationsgrenzen im Inneren des Konvergenzgebietes liegen. 

D. Bestimmte Integrale. 
I. Abschätzung. 

Aus f (x) < g (x) im Intervall a < x < b folgt: 
b b 

J f(x)dx<J g(x)dx. 
a 11 

Ist I/ (x)l ::SM im Intervall a < x < b (bzw. auf dem komplexen Inte
grationsweg C von der Länge L), so gilt 

jjt (x) dxl :SM (b-a) bzw. [/I (z) dz [SM· L. 

2. ScHWARZsehe Ungleichung. 
Sind f (x) und g (x) reell und in a ~ x ::S b integrierbar, so gilt: 

(jt (x) g (x) dx r ::S /tz (x) dx ·ig• (x) dx. 

Diese Ungleichung für einfache Integrale gilt entsprechend auch für 
ein- und mehrfache Summen und mehrfache Integrale. 
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3. Annäherung durch Summen (vgl. auch S. 18 u. 21). 

Das Intervall a :=::: x ;;;; b sei in n gleiche Teile der Länge h zerlegt: 
b- a = nh; es sei f (a + kk) = Yk· k = 0,1, .. . n, und es bedeute ~ 
einen Zwischenwert a < ~ < b. Dann gilt: 

Trapezformel: 
b 

jf(x)dx=: (Yx+2Y2+ ··· +2Yn-r+y,.}-R,., 

a R,. = !!1:• /" w. 
Simpsonformel (n gerade): 

b 

ft (x) dx = ~ (Yr + 4Y2+ 2Ya+4Y4 + ... + 2Yn-2 +4Yn-t + y,.)-R,., 

a R,. = n9~• fl4) (~). 

4. Formelschatz 1• 

a) Konstanten, die durch bestimmte Integrale definiert sind: 

" " 2 2 

J 2ntdt-j · 2ntdt- :n; 1·3·s ... (2n-1) cos - sm -- · ------
2 2·4·6· .•. 2n 

0 0 

" 2 2 

J J 2·4·6· ... ·2n cos2 n+l t dt = sin2 n+l t dt = --:---::---::--- -=---,---,, 
1·3·5· ... ·(2n+1) 

0 0 
<Xl <Xl 

Jsinatdt-:n;f" 0 jcostatdt=oo -t- - 2 ur a> 
0 0 

" " [ 0 für m =!=- n (m, n = 0, ± 1 ... ) J cos m t cos n t dt = J sin m t sin n t dt = :n; r 
0 0 2 ur m = n. 
<Xl 

j e-1' dt = ~ yn 
0 

" 2 2 

fsin3i2 t dt = jcoss/2 t dt = 1 F 2 (_1_) 
6y2:n; 4 

0 0 

" 1 2 

f dt - 2 f . ..:.1/S.t dt- 1 ra ( 1 ) 
y1-t"- 3 sm - 2:ny'3y2 3 

0 0 

1 Eine große Sammlung bestimmter Integrale findet man bei: D. BIERENS 

DE HAAN, Nouvelles tables d'integrales definies. Leiden 1867. 
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~ 
1 2 

r t dt = 2_fsin1/S t dt = VJ_ F 3 (2_) 
. v1-ea 3 nV4 3. 
0 0 

n 
1 2 

J_dt . = ..!...Jcos-1/2 t dt = ~ F 2 (..!...) . 
y1-t• 2 · 4y2n 4 

0 0 

b) Funktionen, die durch bestimmte Integrale definiert werden: 

00 Y+1 
jtYe-xt'dt= ~ x--2-.r(Y~_!_) (x> 0) 

0 
00 

f t2»+1e-xt'dt = _n_!-
2 xn+1 

0 
00 

(x > 0, n ganze Zahl) 

f t2n e-xt'dt = 1. 3 .... (2n-1) yn 
2»+1xn+} 

0 

(O<x<1) 

(X) 

J e- 1 txdt= T(x+ 1) =fl(x) (EuLERsches Integral, vgl. S. 73). 
0 

1 1 2 J tx (1 - t)Y dt = 2 J t2x+l (1 - t2)Y dt = 2 J sin2x+l t cos2 Y+1 t dt 
0 0 0 

=B(x ) = II(x)Il(y) = F(x+1)F(y+1) 
'y II(x+ Y+ 1) F(x+ y+2) 

(X) 

f cosxt dt=~ -lxl 
1+t1 2e · 

0 
00 

2 J yidt e-2x 
F(x,±1) = vn -ex+t:f1 =e-X+(=t=1)28fl+···+ 

0 e-nx + (=f 1)n-1------ail + ... n (x> 0) 
(X) 

-- 4 r yta dt e-2x 
H(x,±1)- 3Vn. ex+t±1 =e-x+(=t=1)""'26n+···+ 

0 e-nx + (=f 1)n-1 nill + ... (x> 0) 

(X) 

xQ+l{r(;+2) + 2 ~ x21tF(:~2k+2)} +R(x,e). 
k=l 
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wobei IR(x,e)i<e-'* gilt (x<O, e<O, e=!=1, 2, ... ), 

"' _ """ (- t},. _ (2U-t) :n;U • B~ • ll :n:1 

und cu-~ (n + t)llk - 2 • (2 k)! , spez1e : c1 = 12 
,.=0 

B,. = k-te BERNOULLische Zahl (vgl. S. 21). 
Cl) 

LI (x, y) = j sin x t ·t cos Y t dt (:PIRICHLETsche Funktion 1) : Längs der Ge
o 

raden y = ± x ist LI = ± : , sonst = 0 oder = ± ~ . Die Funktions-
li werte für die verschiedenen Oktanten 

.1-f der x, y-Ebene sind in Fig. 1 angegeben. 

z 

Weitere bestimmte Integrale, die zur 
Definition von Funktionen dienen, finden 
sich bei diesen auf S. 6o (LEGENDREsche 
Polynome), S. 66 (zugeordnete Kugel-
funktionen), S. 67 (Zylinderfunktionen}, 
S. 73 (Gammafunktion). 

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Aus
wertung bestimmter Integrale ist der 
CAUCHYsche Integralsatz der Funktionen

Fig. 1. Die DiaicRLBTsche Funktion. theorie, vgl. S. 37, sowie Anhang; 3. 

5. Elliptische Integrale. 
Die Integrale der Form 

V=JR(t, ya0 t'+a1 t3 + ... +a,)dt 
heißen, wenn R eine rationale Funktion ist und die Gleichung 

a0 x' + a1 x3 + . . . + a4 = 0 

keine mehrfachen Wurzeln hat, eUiptische Integrale. Sie lassen sich 
durch reelle Transformationen auf gewisse Normalintegrale zurückführen. 

Man beseitigt zunächst die ungeraden Potenzen der Variablen: 

a) Durch eine reelle lineare Substitution t = a ~ +~-~ (a, b reell) verlegt 
man die reellen bzw. komplexen Nullstellen des Integranden symmetrisch 
zum Nullpunkt auf die reelle bzw. imaginäre Achse und erhält mit 
reellen p und q: 

V=fRdu, y± (u1-p) (u2-q))du=jRt(u, W)du. 
b) R1 (u, W) schreibt man in der Form 

M 1 (u1, W) + u N 1 (u1, W) 
M (u1, W) + uN (u1, W) 

1 Wir benutzen diese Ausdrucksweise statt der üblichen, aber unklaren: 
,.DIRICHLETscher diskontinuierlicher Faktor''. 
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und durch Erweitern mit (M -uN) in der Form P (u2, W) + u · Q (us, W), 
wo M11 N1, M, N ganze, P und Q allgemeine rationale Funktionen 
sind. J Q (u8, W) u du wird durch u2 = v elementar integrierbar, während 
sich P (uB, W), weil W2 rational ist, wie oben umformen läßt in: 

2 K 1 (u1) + W • L 1 (u1) 2 2 ",. 2 ci> (u1) 
p (u 'W) = K (u•) + W. L (u•) = (/Jl (u) + W. (/)2 (u) = ovl (u) + --w- ,. 
wo f/J1 , f/>1 , f/J rationale Funktionen sind. J (/)1 (u2) du ist elementar 
integrierbar. · 

Das Integral j cpi;•) du bringt man durch Substitution einerneuen 

Variablen x statt u auf die Form 

A·j ci>(u1)dx 
V ( 1 - x•) ( 1 - k2 x1) • 

Die Substitution ist je nach der Gestalt von W verschieden; die fünf 
möglichen Fälle sind in der Tabelle zusammengestellt (Ä.2 < f-'2). 

wa k1 < 1 Substitution A 

+ (u2 - Ä.1) (u1 - ,u2) 
Ä.' für u1 < Ä.•: u = Ä. x 1 
- -
.u• .u 

für u 2 > .u• : u = }!__ 
1 --

X .u 
. ·- --·---- ----

- (u1 - Ä.2) (u2 - ,u2) 
.u•-Ä.a u• = .u•- (,u2 - Ä.2) x1 oder 

1 
p.• -

f.' 

u•= 
p.• Ä_2 1 

p.•- (p.•- ).•) x• --
f.' 

+ (u2 + Ä.1) (u1 - ,u•) 
Ä_l Ä." + .u• u• = ---- Ä.2 oder 

I 

Ä_l + p.• x• - 1 

u•=__L VJ.ll + Ä.' 

I 

1-x• 

- (u2 + Ä.2) (u•- p.1) 
.u• 

ul = Ä.• .Ua oder 1 

Ä_l + "'. .u• x•- Ä.•- .u• ~+p.• 
1 

u2 = ~-&2 ( 1 - x•) -
~+.u• 

+ (u1 + Ä.2) (u2 + p.1) 
.u•- Ä_l Ä_2 1 

Ä.' u 1 = - - Ä.2 oder -T x• 

I 
.u• 1 u• = ---- T 1-x• I 

k (k < 1, Ä.2 < /-'2) heißt LEGENDREscher Modul. Partialbruchzerlegung 
der rationalen Funktion A · (/) (u2) = .Q (x2) führt auf die Integrale 

j xl~dx und j (x• ::)mX, wobei X= 1/(1- x2) (1-k2 x2) ist. 
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J KJ.~d ~ läßt sich durch die Rekursionsformel 

! ~2nd~ fx'}.n-l!d~ ~~2n-4d~ 
(2n-1) -x--(2n-2)(1+k2) X +(2n-3) X =x2n-S) 

auf die LEGENDREschen Normalintegrale 1. und 2. Gattung, J (~·~=)"'X 
durch ähnliche Rekursionen auf die Normalintegrale 1. und 3. Gattung 
zurückführen (vgl. Abschnitt Funktionen, S. 74). 

E. Differenzenrechnung. 
Von einer Funktion I (x) bilde man für einen gegebenen Wert von x 

folgende Ausdrücke: 

1. 1 Jt(x)= t(~+hl-t(~) 

2. -}41(x) = /(~)-~(~:-:-:-~ 

3 _!__Al( )=f(~+h)-f(~-h) 
' h LJ X 2h ' 

Man bezeichnet diese Größen als vordere, hintere und mittlere Dilferenzen
quotienten, gebildet mit der Differenz h der Variablen. Beim Grenz
übergang h -+ 0 gehen diese Ausdrücke für differenzierbare Funktionen 

in den Differentialquotienten d ~ ~) über. 

Analog definieren wir einen 2. Differenzenquotienten durch: 

~L121( )= t(~+h)-2/(~)+t(~:-h) 
hl X hl I 

Die Bildung höherer Differenzenquotienten erfolgt ganz analog. 
Liegt eine Funktion I (x) in konstanten Intervallen h tabuliert vor, 

so berechnet man die mit den entsprechenden Potenzen von h multi
plizierten Differenzenquotienten (also die L1") durch Subtraktionen nach 
dem Schema auf folgender Seite. 

In dieses Schema tragen wir an die Stellen cx" (n ganzzahlig) die 
Funktionswerte von I (x + nh) ein. Sodann schreibt man an die Stellen 
ßn+t die Differenz der links oberhalb und links unterhalb stehenden 
cx"+ 1 und cx" (ß,.+t= cx,.+ 1 -cx"). Analog berechnet man die y,. aus: 
y,. = ßn+t-ßn-t und verfährt entsprechend für die 6, B usw. Schließ
lich findet man die noch ausstehenden, durch Einklammerung be
zeichneten cx,. + t, ß,., y .. + t ... durch Mittelwertsbildung aus den beiden 
jeweils oberhalb und unterhalb stehenden Zahlen, z. B. ß,. = l (ß,. + t + 
ßn-t)· Die (mittleren) Differenzenquotienten an der Stelle x + n h 
sind dann bis auf die entsprechende Potenz von h die rechts neben cx,. 
stehenden ß,., y,. usw. 
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Wir können das Schema auch nach links weiter ausfüllen, indem 
wir zunächst an einer Stelle fln + l eine beliebige Zahl, z. B. 0, eintragen 
und nunmehr die weiteren fln +t so berechnen, daß fln + t -- fln- t = oc,. 
wird, also durch Addition der jeweils rechts unterhalb stehenden Zahl 
das folgende fl finden. Ebenso verfahren wir mit der Reihe für v, ~ 
usw. Die eingeklammerten Werte findet man wieder wie oben durch 
Mittelwertsbildung. Die links stehenden Zahlen fl· v, !; ... bezeichnet 
man als erste, zweite . . . Summenwerte. 

Zusammenhang zwischen Differenzenquotienten 
und Differentialquotienten. 

Die TAYLORsche Reihenformel (s. S. 31) liefert unmittelbar die 
Möglichkeit, die Differenzenquotienten als lineare Funktionen der Diffe
rentialquotienten auszurechnen. Diese Berechnung hat aber nur unter
geordnete Bedeutung gegenüber dem umgekehrten Problem, aus den 
gegebenen Differenzenquotienten die Differentialquotienten zu berechnen. 
Die Auflösung des linearen Gleichungssystems liefert: 

d 1 1 
hdx f (x + n h) = ßn- 6 r5n + 30-Cn- · · · 

d2 1 1 
h2-f (x + nh) = ')'n--fn _j__ -'Yln- ... d X2 12 ' 90 'I 

bzw. 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 2 
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Diese Formeln gestatten also die "numerische Dilferentiation" einer 
tabuliert vorliegenden Funktion. In entsprechender Weise kann man 
einen linearen 

Zusammenhang zwischen Summenwerten und Integralen 

durch folgende Formeln geben: 

:r+n1 1J 

-} J I (x) d X = [~~~- 1
1
2 ßn + 7~ ~~~- 6~~~ Cn + · · · ]:: 

:r+n1 h 
:r+n1 1J :r+n,IJ 

:~ J J I (x) d X= [vn + 1~-oc;.- 2~0 i'n + 6o~8o Bn- .. • ]:: 
:r+n1 1J :r+n1 1J 

:r+n1 1J :r+n1 1J :r+n,h 

: 3 f f f I (x) d X= [~" + ~0 ßn- 303~0 <5n + · · · ]:: · 
:r+n1 1J :r+n1 1J :r+n1 1J 

Diese Formeln sind nützlich für das praktisch häufig vorkommende 
Problem der "numerischen Integration". 

Auch zur 
Interpolation 

ist das Differenzenschema mit Vorteil zu benutzen. Gesucht sei der 
Wert von I (x + (n + t) h), (0 < t < 1). 

Man berechne zunächst die Größen: 

A = t, B = ~ (t -1), C =! (t + 1), D = t (t- 2), E = i (t + 2) ... , 

dann ist: 

i (x + (n + t) h) = otn +AI, I= ßn+t + B II 

II =Yn + C III 

III = <5n+t + DIV 

IV=s .. +EV 

I (x + (n- t) h) = otn- AI, I= ßn-t- B II 

II = y.,-C III 

Ill= ~n-t-DIV 

IV= 811 -EV 

Wieviel man von diesen Gliedern zu berücksichtigen hat, richtet sich 
nach der gewünschten Genauigkeit. Wegen weiterer Einzelheiten vgl. 
die einschlägigen Lehrbücher der praktischen Analysis. 
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Zweiter Abschnitt. 

Reihen und Reihenentwicklungen. 
A. Reihen. 

I. Allgemeines. 
"' Die formal gebildete Summe 5 = u1 + u2 + ... = ~ uh unendlich 

h=l 

vieler reeller oder komplexer Zahlen u1, u2, •.. (oder Funktionen~ (z), 
n 

u2 (z), ... ) heißt Reihe. Hat Sn = .I u11 = u1 + u2 + ... + Un (n-te 
h=l 

Partialsumme) für n-+ oo einen Grenzwert s, so heißt die Reihe 5 kon-
vergent, andernfalls divergent. s heißt die Summe der Reihe, s- Sn = r,. 
der (n-te) Rest der Reihe. 

Konvergenz. Notwendig und hinreichend für die Konvergenz der 
Reihe 5 ist, daß es zu jeder (beliebig klein wählbaren) positiven Zahl 
e stets eine Schranke N(e) gibt, so daß gilt: 

jr,.j=Js-s,.J<e für jedes n>N(e) (1) 

oder jsm-s,.j<e für jedes Paar m, n mit m>N(e), n>N(e). (2) 

Konvergiert die Reihe der absoluten Beträge, so heißt 5 absolut kon
vergent, andernfalls bedingt konvergent: nur bei absoluter Konvergenz 
ist die Summe s der Reihe 5 von der Anordnung der Glieder unabhängig. 

"' Funktionenreihen. Die Funktionenreihe S(z) = .I u 11 (z) heißt 
11=1 

gleichmäßig konvergent im abgeschlossenen Gebiet G der z-Ebene (bzw. 
im reellen Intervall a ~ z ;;s b), wenn es eine von z unabhängige Schranke 
N(B) gibt, so daß (1) oder (2) für alle z in G gleichmäßig gilt. 

Eine im abgeschlossenen Gebiet G gleichmäßig konvergente Reihe 
ot) stetiger bzw. analytischer Funktionen von z ist in G stetig bzw. 

analytisch, 
ß) integrierbarer Funktionen ist in G gliedweise integrierbar. 

J (~1 u,. (t)] dt =11~1 .! u11 (t) dt. (3) 
G G 

y) in G regulärer analytischer Funktionen ist beliebig oft gliedweise 
differenzierbar. 

"' "' dk ~ ~ dk 
dzk~f,.(z) = ~ dzkf,.(z), k = 1, 2, ... 

11=1 11=1 

2* 



20 Reihen und Reihenentwicklungen. 

Cl) von Ableitungen du,. (z) ist in G gleich der Ableitung von i u11 (z) dz h=l 

i;du;}z) = d~ (tuh (z))' (4) 

d. h. eine Reihe von in G differenzierbaren Funktionen ist in G glied
weise differenzierbar, wenn die Reihe der Ableitungen in G gleichmäßig 
konvergiert. 

2. Konvergenzkriterien. 
Für die Konvergenz einer Reihe ist die Abänderung endlich vieler 

Glieder belanglos. 
"' a) Die Reihe S = .I u 11 konvergiert absolut, wenn eine positive Zahl 

a<1 

oder 

h=l 
existiert, so daß gilt: 

I UUh+hll<_a<11f 11 ß hdh 11 ür a e gro en , . . für a e 
~~- J h > H (H eine positive Zahl). v I u,. I ;;s a < 1 

"' 

(5) 

(6) 

Allgemein: .I uh konvergiert absolut, wenn es eine konvergente Reihe 
h=l 

positiver Zahlen a11 gibt mit 

ah~lu11 1 für alle h>H (H positive Zahl). (7) 

b) Die Funktionenreihe S (z) = .I u 11 (z) ist gleichmäßig konvergent 
h=l 

in jedem abgeschlossenen Gebiet G, in welchem (5), (6) oder (7) mit 
von z unabhängigem H gilt. 

c) Eine Reihe aus abwechselnd positiven und negativen Gliedern 
konvergiert, wenn die Beträge ihrer Glieder mit n -+ oo monoton -+ 0 
konvergieren. Es gilt stets für den Rest: Ir n I ;;;:; I u,. + 11· 

d) Durch Vergleich mit Integralen läßt sich oft die Konvergenz 
bzw. Divergenz einer Reihe feststellen: Ist z. B. I/ (x) I monoton fallend 
für x > m, so gilt: 

l,.=~+/(h)l4,=~: 1l/(h)l5il/(t)1dt für jedes n>m 

"' "' 
und es konvergiert .I f (h) sicher absolut, wenn J Ii (t) I dt existiert. 

h=l m 

3. Summation von Reihen. 
a) Es ist praktisch von großer Bedeutung, den Summenwert einer 

Reihe entweder durch leicht berechenbare oder durch tabulierte Funk
tionen darzustellen, vgl. auch B 1 e und die Zusammenstellung S. 31f. 
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Die im folgenden auftretenden BERNOULLischen Zahlen B" sind die 

K ff. . d p. "h x ~ Bh xh . t oe IZienten er otenzre1 e ex _ 1 = ...:::;.; -h-1 - ; es IS : 
h=O 

1 1 f k B --1 B0 =1, B1 =- 2, B2 = 6 , B2k+1=0, ür =1,2, ... , 4 - 30 , 

1 -1 5 - 691 7 - 3617 
Ba= 42' Ba= 3o' BlO= 66' Bl2= 2730 ' B14.= 6' Bla== sw' ... 
B211 wird oft auch mit B11 bezeichnet. Zur Abschätzung s. Gl. (9). 

b) Endhche Reihen. 
xn+l-1 

1 + x + x2 + x3 + ... + x" = - x _ 1 , für x 9= 1. 

1 
1 + 2 + 3 + ... + n = 2 n (n + 1) 

1 
12+z2+32+ ... +n2= 6 n(n+1) (2n+1) 

1a+za+3a+ ... +na=: n2(n+1)2 

1p + zP + 3p + ... +nP= (n + B::l:-BP+l' p = 1,2, 3, ... 

(Erläuterung: Entwickle nach dem binomischen Satz und ersetze B" 
stets durch die h-te BERNOULLische Zahl B11.) 

Ist I (x) samt allen auftretenden Ableitungen stetig, so gilt die 
EuLERsche Summenformel: 

m m 

~I (k) = jt(t) dt + ~ (f(o) + t (m)) + 
k=O 0 

(8) n 

+ ~ B2k (1(2k-1) (m) -j(2k-1) (0)) + mB2n+2j(2n+2) ('l?m) 
""' (2k) I (2n+2) I 
11=1 

m, n = 1, 2 ... , 0 < 1? < 1 

Hängt f (k) noch von einem Parameter x ab, so liefert (8) i. a. eine halb
konvergente Entwicklung (vgl. B 1 e, S. 23). 

c) Unendliche Reihen. 

1 1 1 (-1)k(2n)2kB2k 
1 + 2fik + 32k + 427' + · ·. = 2 (2 k) I k = 1,2, ... (9) 

. .. n 2 n• n• 
speziell fur k = 1: 6 , k = 2: 9o, k = 3: 945 , 

CO 

Allgemein kann eine Summe der Form .I f (k) oft mit der EuLERschen 
k=O 

Summenformel (8) für m 4 oo summiert oder wenigstens angenähert 
berechnet werden. 
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B. Reihenentwicklungen. 
Vorbemerkung: Die in 1-4 für eine Variable dargestellten Tatsachen 

bleiben richtig, wenn x jeweils durch x1, x2, ••• , x,., t durch tv t2 , ••• , 

t,., dt durch dt1 • dt2 • ••• • dt,. ersetzt wird und das Grundgebiet G ein 
gewisses Gebiet des x1 ••• x,.-Raumes bedeutet. 

1. Darstellung beliebig gegebener Funktionen 
durch bekannte Funktionen. 

a) Die Aufgabe, eine irgendwie für alle x eines Gebietes G · (z. B.: 
a ;;S x < b) gegebene Funktion I (x) durch ein System von unendlich 
vielen bekannten Funktionen q;1 (x), q;2 (x), ... "möglichst gut" dar
zustellen, läßt sich lösen: 

1. Als Approximation durch lineare Kombinationen (Polynome) .. 
F ( ) ~ ( ) · f" ' d d (n) (n) (n) b t' t ,. x = ..., c. q;. x , ur Je es n wer en c1 , c2 , ••• , c,. so es unm , 

v=1 
daß F,. (x) von I (x) in G möglichst wenig abweicht (vgl. b). 

2. Durch Reihenentwicklung nach q;1 (x), q;2 (x), ... ; es wird ein 
System von Koeffizienten c1, c2, ••• so bestimmt, daß die Partial-

" summen S,. (x) = ,Ic11 q;11 (x) für hinreichend großes n in G von I (x) 
11=1 

beliebig wenig abweichen (vgl. b). 
b) Das "Wenig Abweichen" der Näherung von I (x) wird i. a. auf eine 

der folgenden Arten präzisiert : 
1. (i,m Sinne der Methode der kleinsten Quadrate): Es soll 

f I I (t) -.~ /• q;. (t) 1
2 
dt 

G 

jeweils möglichst klein werden (mittlere Approximation bzw. Konvergenz). 
2. (i~ "TscHEBYSCHEFFschen Sinne"): Es soll das 

Maximum I I (x)- ..i:c.rp. (x) I 
fürsinG •=1 

möglichst klein werden (gleichmäßige Approximation bzw. Konvergenz). 
3. (bei Reihen): 

lim (l(x) -Ic.rp.(xj) = 0 
n~co v=l 

für alle x in G (gewöhnliche Konvergenz der Reihe). 
Bei endlichem Gebiet G enthält die Möglichkeit der gleichmäßigen 

Approximation die der mittleren Approximation. Es genügt, ganz im 
Endlichen gelegene Gebiete zu betrachten, da ins Unendliche reichende 
Gebiete in ganz im Endlichen liegende transformiert werden können. 
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c) Vollständigkeit. Das System derFunktionen!p1 (x), !p2 (x), 
heißt vollständig für das Gebiet G, wenn sich jede in G stetige Funktion 
im Mittel beliebig genau approximieren läßt, d. h. wenn für jedes 
positive e n so gewählt werden kann, daß 

I ft (t)-!1 c.!p. (t) 1

2 
dt < e wird. 

G 

d) Zur Darstellung werden i. a. benutzt: 
IX) Vollständige Systeme orthogonaler Funktionen. 
ß) Die Potenzen 1, x, x2 , x3 , ..• , bzw. 1, (x-a), (x-a) 2 , (x-a)a, .. . , 

bzw. 1, ..!.., -;-, -;., ... usw. (BeimehrerenVa~iablen xk1•·x~·· ... ·x!", 
X X X ~ 

k. = 1, 2, ... usw.) 
e) Nur zu angenäherter Berechnung von Funktionswerten dienende 

Reihenentwicklungen brauchen nicht zu konvergieren; es genügt, wenn 
das Restglied R,. (x) zu einer Partialsumme F,. (x) der Entwicklung 
genügend klein wird. Nimmt IR,. (x) I bei festem x mit wachsendem n 
zunächst ab, ehe es _,. oo geht, so heißt die Entwicklung halb- oder 
semikonvergent. Die erreichbare Genauigkeit ist beschränkt, aber häufig 
ausreichend, und kann wertvoller sein als die konvergenter Reihe11. 
Speziell die Reihen mit lim (x" R,. (x)) = 0 für allen heißen asymptotische 

X-+O> 

Reihen und dienen zur Berechnung von Funktionswerten großen Argu
ments [vgl. S. 21 (8)]. 

2. Orthogonale Funktionssysteme. 
a) Definitionen. Eine Funktion (/) (x) genüge der Bedingung A, 

wenn <P (x) in G bis auf endlich viele Stellen stetig ist (bei mehreren 
Veränderlichen in jeder Veränderlichen für beliebige in G gelegene 
feste Werte der andern) und jlw (t)l dt und /I<P (t)l 2 dt existieren. 

Zwei der Bedingung A genügende Funktionen f (x) und g (x) heißen 
in G zueinander orthogonal, wenn gilt 1 : 

(/, g) = lt (t). (g (t))* dt = o. ( 1) 
G 

Eine Folge von A genügenden Funktionen !p1 (x), !p2 (x), ... , von denen 
jede zu jeder anderen orthogonal ist: 

(!p".,!p,.) =j!pm(t) (!p,.(t))* dt = dmn mit {dmm>O 
dmn=O 

m, n = 1, 2, .. . ) (2) 
m+n f 

heißt orthogonales Funktionssystem, kurz Orthogonalsystem zu G. Gilt 
stets ('Pm• 'Pm) = 1, so heißt das Orthogonalsystem normiert. Das System 

( ) rpm(x) . . 
'Pm x = -.cc= 1st normiert. 

y(rpm, 'Pm) 
1 Der Stern bedeutet Übergang zum Komplex-Konjugierten. 
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Gilt für ein System x1 (x), Xz (x), .•. bei reellem (! (x), (! (x);:;;;; 0 
in G, 

je (t) Xm (t) (Xn (t))* dt = dmn (vgl. (2)), (3) 

so bildet es ein Orthogonalsystem zur Belegungslunktion (! (x). Die Funk

tionen V e (x) · x .. (x) mit n = 1, 2, . . . bilden dann ein gewöhnliches 
Orthogonalsystem. 

b) Lineare Abhängigkeit. k Funktionen 11 (x), .. . , fk (x) heißen 
in G voneinander linear unabhängig, wenn nur für c1 = c2 = ... = c11 = 0 

k 

eine Gleichung .I c. l.(x) = 0 für alle x in G besteht; andernfalls heißen 
•=1 

11 (x), ... , 111 (x) in G linear abhängig. Die Funktionen eines Orthogonal-
systems sind stets sämtlich voneinander linear unabhängig. 

c) Orthogonalisierung. Sind in einem System von k Funktionen 
A (x), ... , 111 (x) l voneinander linear unabhängig, so lassen sich daraus 
l zueinander orthogonale1 Funktionen bilden (k, l = 1 , 2, ... , oo ). 

Man setze ({11 (x) = C1tf1 (x), 

({12 (x) = Czl ({11 (x) + Czz ;2 (x), 

allgemein ({111 (x) = c111 ({11 (x) + ... + chh-1((!11_1 (x) + culn(x), h =1, 2, ... 
und bestimme für jedes h = 1, 2, ... die Koeffizienten c,.1, ••• , c,.,. so, 
daß nicht alle= 0 sind und daß ((!11 (x) zu ((!t(x), .. . , ({l~o-1 (x) orthogonal 
ist, d. h. aus den Gleichungen 

(((!h• ((!k) = Ch1 (((!v ({ik) + · . · + chh-1 (({!h-v ({ik) + c,.,. (fh, ({ik) = 0 

k = 1, 2, ... , h- 1. Identisch verschwindende Funktionen lasse man 
weg. Verlangt man noch (((!k, ((!11 ) = 1, so sind die chk im wesentlichen 
eindeutig bestimmt und ((!1, ..• , ((!1 bilden dann ein normiertes Ortho
gonalsystem. 

d) Aus vollständigen Orthogonalsystemen in einer Veränder
lichen lassen sich folgendermaßen solche in mehreren Veränderlichen 
bilden: Ist ((!11 ( x 1) , ((!12 ( x 1) , • • • ein solches zu a1 ;:S x 1 ;:S b1 , ferner 
({121 (x2), ({122 (x2), • • • ein solches zu a2 ;:S x 2 ::; b2 usw., so bildet 
({Iu, (Xt) · ({1 211, (x2) • ••• • ({inh..(x .. ) mit ~. h2, ... , hn = 1, 2, . . . ein solches 
für das Grundgebiet ak ;:S xk ;:S bk, k = 1, ... , n. 

3. Entwicklung nach Orthogonalsystemen. 
a) Reihe. Zu jeder beliebigen, A genügenden (s. 2 a) Funktion 

I (x) läßt sich (zumindest formal) die Reihe von I (x) nach dem Ortho
gonalsystem ((!1 ( x), ((!2 ( x), . . . bilden : 

F(x) = ~ c11 ((!11 (x) mit 
(!, t:ph) 

c11= (t:ph.t:ph)' h=1, 2, ... ; (4) 
h=l 
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die c,. heißen Entwicklungskoetfizienten, auch FoURIER-Koeffizienten von 
I (x) nach dem System der q;11 (x). Es gilt die BESSELsche Ungleichung 1 

<X> 

.I ICh 12 ( ([Jh, qJh) ;;;:: (/, /) • (5) 
h=l 

Die gliedweise Integration von (4) liefert stets eine in G gleichmäßig 
X 

konvergente Reihe für · J f (t) dt. 

Ist /x,. (x)) ein vollständiges Orthogonalsystem zu der Belegungs
funktion e (x), so gilt entsprechend: 

F(x) = ~ b,.x,. (x) mit 
"=1 

b,. = ! 12 (t) X~ (t) dt 

j 12 (t) t (t) x,. (t) dt 
G 

(6) 

n 
b) Approximation. Unter allen Linearkombinationen .I a11 q;11 (x) 

k=l 
liefern die Partialsummen F,. (x) von F (x) die beste mittlere Approxima-

tion von f in G: es ist fit (t) -,.~1a,.q;,. (tf dt am kleinsten, wenn 
G 

a,.=c,.[Gl. (4)] für h= 1, ... , n gilt. 
c) Vollständigkeit. Ist das Orthogonalsystem q;1 (x), q;2 (x), ... 

vollständig (vgl. 1 c), so geht (5) in die Vollständigkeilsrelation (PARSEVAL
sche Gleichung) 

<X> 

.I I c,. i2. (q;,., q;,.) = (f. /) (7) 
h=l 

über. Allgemein gilt, wenn d,. die Entwicklungskoeffizienten von g(x) 
* sind, ~( c,. d1s) = (/, g). Ferner läßt sich dann jedes der Bedingung A 

~ 'P"· 'Ph 
genügende (vgl. 1a) f (x) durch die Partialsummen Fn (x) im Mittel be-
liebig genau approximieren und kein solches I (x) ist zu allen q;,. (x), 
h = 1, 2, ... orthogonal, außer f = 0 (Abgeschlossenheit des Ortho
gonalsystems). Jede in G der Bedingung A genügende Funktion I (x) 
ist durch die Entwicklungskoeffizienten nach einem vollständigen Ortho
gonalsystem eindeutig bestimmt. 

d) Darstellung. Nicht jede stückweise stetige Funktion I (x) wird 
durch die Reihe F (x) nach einem Orthogonalsystem dargestellt [d. h. 
F (x) konvergiert und ist= I (x)]; dazu ist zunächst die Vollständigkeit 
des benutzten Orthogonalsystems notwendig (aber nicht hinreichend!). 
Allgemein gilt F (x) =I (x): 

at) in jedem in G gelegenen abgeschlossenen Gebiet G' (etwaat;Sx;Sß), 
in welchem die Reihe F (x) gleichmäßig konvergiert und I (x) stetig ist; 

1 !c~sl2 =ch·ct. 
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ß) wenn q;1 (x), q;2 (x), ... die ·Eigenfunktionen einer Integral
gleichung 2. Art mit dem Grundgebiet G und dem symmetrischen 
Kern K (x, y) (vgl. Bilinearformel S. 211) sind und I (x) durch 
I (x) = J K (x, t) g (t) dt mit A genügendem g (x) "quellenmäßig" darstell-

bar ist (vgl. auch S. 264). Das umfaßt 
y) wennq;1 (x), q;2 (x), ... die Eigenfunktionen einer seihstadjungierten 

Differentialgleichung der Form py" + P' y' + qy + A.ey = 0 mit 
stetigem p, p', q und p ~ 0 in G (bzw. bei mehreren Variablen p L1 y + 
Px, Yx, + Px, Yx, + .. · + Pxn Yxn + qy + A.ey = 0) zu geeigneten1 Rand
bedingungen sind und f' (x) und I" (x) existieren und in G stückweise 
stetig sind (vgl. CoURANT-HILBERT V, 14, 5). 

In den Fällen ß) und y) konvergiert F (x) in G gleichmäßig und absolut. 
e) Bedingungen für die Darstellbarkeit einer Funktion, auf die 

im folgenden häufig zurückgegriffen wird. 
Bedingungen B: Das Gebiet sei in endlich viele Teilgebiete zerleg bar, 

die von stückweise differenzierbaren Kurven begrenzt sind und in deren 
Innerem I mit seinen ersten Ableitungen stetig ist; ferner sei I in G mit 
seinen ersten Ableitungen absolut genommen integrierbar. 

Bedingungen D (sog. DrRICHLETsche Bedingungen): Das Intervall 
I : a ~ x ~ b sei in endlich viele Teilintervalle so zerlegbar, daß I in 
jedem solchen durchweg monoton ist: I sei bis auf endlich viele Stellen 

b b 

in I stetig, es existiere J II (t) I dt und J II' (t) I dt. 
a a 

f) Unter gewissen Voraussetzungen (s. 4) gilt: 

F (x) =I (x), wenn I in x stetig ist; 

Allgemein: F(x) = lim ~ (/ (x + h) + l(x-h)) = ~ (f(x + 0) + l(x-0)), 
11-+0 

wenn die Grenzwerte I ( x + 0) und I ( x - 0) beschränkt sind [bei mehreren 
Veränderlichen: F (x) =dem arithmetischen Mittel der Grenzwerte von I 
beiderseits der Unstetigkeitsstellen, sofern die Grenzwerte beschränkt 
und vom Annäherungsweg unabhängig sind]. 

Die Reihe F konvergiert gleichmäßig in jedem abgeschlossenen Stetig
keitsgebiet von I· 

4. Spezielle orthogonale Entwicklungen. 
Vorbemerkung. Die Entwicklung erhält man nach (4) bzw. (6) aus 

den angegebenen Daten. Dabei bedeutet: 
Grdgeb. = Grundgebiet, vorkommende Integrale sind darüber zu er

strecken. 
Blkt. = Belegungsfunktion e (x) = ... [vgl. bei (3) in 2 a]. 

1 Vgl. HILBERT, Integralgleichungen, oder COURANT-HILBERT. 
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V.O.S. =Vollständiges Orthogonalsystem zur angegebenen Bfkt. 
Normg. =Normierung; es wird Je lxl2 dt angegeben, wobei e die 

Bfkt. und x = x11• bzw. = x11". irgendeine der Funktionen 
des V.O.S. ist. 

F (x) bedeutet ohne Rücksicht auf Konvergenz usw. die Reihe 
(bzw. das Integral). 

Koefl. = Koeffizienten der Entwicklung nach {6) bzw. {4). 
Darst. =Bedingungen für die Darstellung von I durch F (vgl. 3d). 

a) FouRIERsehe Reihe. (Eine Veränderliche.) 

Grdgeb.: o;:;;;;x:5l; Blkt.: =1; Normg.: =~l: 

V.O.S. (reell): tp0 {x) = ~· tp1a (x) = cos 2ntx, fP-h (x) = sin 2n1hx '] 

2nih h = 1, 2, ... (8) 
1 --v.o.s. (komplex): tp1a (x) = Y2 e 1 , h = 0, ± 1, ± 2, ... 

Entwicklungen: 
"' +m 2ni1az 

F(x) = +a0 + '2 {a11cos 2ntx + b11sin 2n1hx} = '2f4e_1_ (9) 
h=l 11~-<D 

I 

. 2J 2nht mtt a11 = 1 I (t) cos - 1- dt, 
0 

• I -2,.ihl 

bzw. a.,.=fjl(t)e-1-dt, 
0 

I 2/ . 2nht bh= T l(t) sm-1-dt, h= 0,1, ... 
0 (10) 

h = 0, ± 1, ± 2, ... 

Darst.: Gelten für I mit I (0) =I (l) im Intervall I: a. :5 x;:;;;; {J; 
0 '$ a.; {J :5l: I (x) ist in I stetig und F (x) dort konvergent, oder die 
Bedingungen B oder D (vgl. 3 e), so gilt 3 1. 

Periodizität: Wird I (x) durch F (x) in G: 0;:;;;; x;:;;;; l dargestellt, so 
setzt die Reihe F (x) die Funktion I (x) außerhalb G mit der Periode l 
fort, stellt also I (x) überall dar, wenn I selbst die Periode l besitzt. 

Weitere V.O.S. zu 0;:;;;; x;:;;;; l: Normg. = ~ l: 

rp0 (x)=J2 , rp,.(x)=cosn~x, h=1,2, ... ;) (H) 

oder tp11 (x) = sin n: x, h = 1, 2, ... 

b) FouRIERsches Integral. (Eine Variable s. Anhang, 1.) 

a.) Im Grundgebiet - oo < x < + oo tritt an die Stelle der FouRIER
+co 

Reihe das FouRIERSehe Integral. Existiert J II (t) I dt, so läßt sich 
-CD 

der Funktion I (x) (zumindest formal) das FoURIER-Integral 



28 Reihen und Reihenentwicklungen. 

+co . +co 
F (x) = j{a (t) cos 2ntx + b (t) sin 2ntx}dt= J rx.(t)e2nitxdt (12) 

-aJ -ao 

+co +co 
mit a (t) = j I (u) cos 2n tu du, b(t)=/l(u)sin2ntudu (13) 

-co -co 
+co 

bzw. Ot (t) = J I (u) e-2nitu du (14) 
-co 

zuordnen. Für reelles I (x) gilt auch 

"' +<» 
F (x) = 2 J du j I (t) cos 2n u (t - x) dt. 

0 -co 
(15} 

Darstellung: Es gilt das in a) für die Reihe F (x) Gesagte. 

ß) Eine Funktion g (x), die durch Summation über eine jeweils um 
2l verschobene beliebige, für alle x definierte Funktion G (x) entsteht, 
ist periodisch mit der Periode 2 l: 

+<» 
g(x) =.I G(x+2hl)=g(x+2nl), n=O, ±1, ±2, ... (16) 

1&--co 

Gelten daher die Darstellungen 

+co i:cAx 
g (x) =.I rx.,.e_l_ 

A=-co 
und 

+co 
G(x) =jA (t) e2:citxdt, (17) 

-co 

so ist 

Das erhält man durch Anwendung der PoiSSONschen Summenformel, die 
sich aus 

+co +co +co 
.I tp (n + y) = .I eZ:c"'" j tp (t) e-2niJJt dt (18) 

n=-~ A~-~ -ao 

+co +co 
für y = 0 ergibt. (18) gilt, wenn j jtp (t)j dt existiert, .I 9' (n + y) 

-co ft=-w 

in 0 :5 y < 1 gleichmäßig konvergiert und eine stückweise stetige Funk
tion von y ist. 

c) Mehrdimensionale FouRIER-Entwicklungen. 

Die FoURIERsehe Entwicklung einer Funktion I (x1 •.• x,.) in einem 
Grundgebiet G des x1 ••• x,.-Raumes erhält man, indem man nacheinander 
nach jeder der Variablen x,. entwickelt, und zwar in die FouRIERsehe 
Reihe oder das Integral, je nachdem, ob G in x" ins Unendliche reicht 
oder nicht. Man ersetzt dazu G passend durch ein Gebiet G' der Form 
a" < x,. < b", bzw. - oo < xk < + oo, k = 1, ... , n, und ergänzt I 
außerhalb G passend, etwa durch I (x1, ••• , x,.) = 0. 
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Beispiele: 

a) FoURIER-ReiheinnVariablen. Grdgeb.: OS:x,.S:l1., k=1, ... ,n; 
V.O.S.: 1jJh, ... hn (xv ... , x,.) = 9'~<, (x1) • ••. '9'1<. (x,.); 
mit 9'11 (x) aus a) (8) und kt, ... , h,. = 0, ± 1, ... ; 
Normg.: (1p11, ... 11 •• 1ph, ... ~~,.) = (~)" 4 ·l2 · .. . ·l,.; 

+"' +ao 2 '("'"''+ +II."'•) ) ~ ~ ,., l ... ln Entwicklung: F (xv ... , x,. = ..., . .. ..., y11, ... 11• e ' 
h1 =-oo 1&71 =-al 

1, ln , ("''' hnln) 
1 J J -2n• -+ ... +-mit 'Yh, ... 11 .. = ~~-- . ( · · · I (lt, ... , t,.) e 1• "' dt1 • ••• • dt,.; 

1 . . . "o o • 

Darst.: Darstellbar ist jedes I (x1, ..• , x,.), das in jeder Variablen 
bei beliebigen zulässigen festen Werten der anderen nach a) durch (9) 
darstellbar ist. 

ß) FouRIER-Integral in tt Variablen. 

Grdgeb.: -oo<x"<+oo, k=1, ... ,n 
+"' 

F(X "")-j j,.(l t)e2ni(t,x,+ ... +tnXn)dl• •dt 1' · · ., """n - • • • """' "lt · · ., n "]. · · · n 

+ao 
ml't N (t t ) - J /1 (fL u ) e-2nl(u,t,+ ... +t~ntn)dtL. . du • Yloo }1 • • •J n - • • • .... ~, • • ., 11 .... 1 • • • fi,J 

-ao 
Darstellung: Es gilt das in ot} Gesagte entsprechend mit (12) statt (9). 

-y) Gemischte FouRIER-Entwicklung. Grdgeb.: -oo < x< oo; 0~ y<1: 

+Jao ~ bi(tx+~) 
F (x, y) = ~ a11 (t) e 1 dt 

-oo h=-m 

mit 
+ao l . ( 1111) 

a11 (t) = T J du J dv {1 (u, v) e -h• tu+ T } (21) 
-ao 0 

Darst.: Es gilt stets F (x, y) =I (x, y), wenn I nach x in (12} und 
nach y in (9) entwickelt werden kann, für alle y bzw. x in G. 

d) Entwicklung nach Kugelfunktionen. 

a) LEGENDREsche Reihe. Grdgeb. - 1 S: x;:;;; + 1; Blkt. (} (x) = 1 ; 
V.O.S. jP,. (x)l, h = 0, 1, ... (LEGENDREsche Polynome, vgl. S. 60); 

2 2 2h+1j Normg. f(P11 (t)) dt = 2 h + 1 ; Koelf. c,. = 2 I (t) P,. (t) dt; 
Darst. Gelten die Bedingungen B oder D (S. 26), so gilt 3 f. Allgemein 
gilt: I (x) wird durch die Reihe F(x) dargestellt, wenn I (cosfJ) · sinf} 
durch die FouRIERsehe Reihe dargestellt wird. 

{19) 

(20) 
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ß) Zugeordnete LEGENDREsche Funktionen (vgl. S. 66). 
Grdgeb. -1 :S x:S + 1; V.O.S. {PZ'(x)}, h=m, m+ 1, ... ; Bfkt. = 1; 

2 (h+m)l 
Normg. 21-+ 1-· (h-m)! (m = 0, 1, ... fest). 

H=Pn. 
y) Symmetrische Kugelfunktionen (vgl. S. 65). 

Grdgeb. O:S<p< 2n; OS:# :Sn (volleKugeloberfläche); Bfkt. e(#,<p) = sin#; 
V.O.S. eimrpPZ'(cos#)=<]Jhm 

h = 0, 1, ... ; m = - h, - h + 1, ... , -1, 0, 1, ... , h -1, h. 

Normg. 

Entwicklung: 

2n" fl !!d d{} . {} * _ 4n (h+m)! 

0 0 
<p sm <]Jhm<}Jhm- 2h+ 1 (h-m)! 

00 + h 

F ({}, <p) = .I .I a,.m eimrp PZ' (cos {}) 
h=O m=-h 

2n " 

(22) 

mit a11 = 2 h+ 1 (h-m)ljjf({}' m')e-imrp'pm(cos{}')sin{}'dm'd{}'· 
m 4 n (h + m) I ' r 11 r ' 

0 0 
Darst. Gelten die Bedingungen B (S. 26), so gilt 3 f (vgl. auch HoBsoN). 

Diese Entwicklung läßt sich auch schreiben als 

o) Entwicklung nach allgemeinen Kugelfunktionen. 
00 

F ({}, <p) =.IY11 (#,<p); die Summanden Y 11 sind gegeben durch: 
h=O 

"2n 

Yn ({}, <p) = 2:! 1 f ft ({}', <p') Pn (cos r) · sin {}' d {}' d<p' 
0 0 

mit cos y = cos {} cos #' + sin {} sin {}' cos (<p- <p'). 

e) Entwicklung nach BESSEL-Funktionen (vgl. S. 67). 

(23) 

oc) Grdgeb. 0$. x :S 1; p sei reell fest, p ~-l; kp 11, h = 1, 2, ... 
mit kp 11 < kPh+l seien alle positiven Lösungen von Ip (k) = 0, bzw. 

lp 11 die von oc l · d 1: ;x) 1 .. = 1 + ß ·I p (l) = 0, (oc, ß beliebige Konstanten); 

V.O.S. (Ip(kp 11 x)} oder (Ip(lp,.x)}; Bfkt.=x; 

Normg. ~(I/, (kp 11)) 2 = ~ (IP+dkp 11)) 2 bzw. (I/, (lp 11)) 2 + {1-(1:J} (Ip (lp 11)) 2 ; 

Darst. Wenn die Bedingungen B oder D (vgl. 3 e) gelten, gilt 3 f. 

ß) Integraldarstellung: Grdgeb. 0 :S x < oo ; n fest = 0, ± 1, ± 2, ... 
00 00 

F(x) = j t·a(t)In(tx)dt mit a(t) = J uin(ut)f(u)du; 
0 0 

Darst. Ist f (0) = 0, gelten die Bedingungen B oder D (S. 26) für jedes 
"' 

positive endliche Intervall und existiert J t II (t) I dt, so gilt 3 f. 
0 
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f) Entwicklung nach LAGUERRESchen Polynomen (vgl. S. 57). 

Grdgeb. 0 < x < oo; V.O.S. {L 11 (x)}, h = 0, 1, ... ; No~mg. (hl)8 ; 

Blkt. e-z; Darst. Wenn für I die Bedingungen D (S. 26) in jedem 
endlichen Teilintervall (a . .. b) mit a > o des Grundgebiets gelten und 

z 1 s -- --+• -+• 
l(x)e 2 x 4 für jedes e>O bei x-+oo bzw.l(x)x 4 bei x'-+0 be-
schränkt bleibt, so gilt 3 f. 

g) Entwicklung nach HERMITESchen Polynomen (vgl. S. 59) 
(BRuNssche Reihe). 

Grdgeb.-oo<x<+oo; V.O.S.{H,.(x)}; Normg.211hl; Blkt.e- .. •; 
Darst. Wenn für I die Bedingungen D (s. S. 26) in jedem endlichen ... 
Teilintervall des Grundgebiets gelten und I (x) e -2 x• für jedes e > 0 
bei x-+ ± oo beschränkt bleibt, so gilt 3 f. 

h) Entwicklung nach TsCHEBYSCHEFFschen Polynomen (vgl. S. 55). 

Grdgeb. -1 < x < + 1; V.O.S. ; 2 und {T11 (x)) bzw. ~und {U11 (x)}; 

:rc 1 
Normg. -2 ; Blkt. ,r.--:o; Darst. Durch x = cos {} erhält man eine 

v1-xz 

FoURIER-Reihe, vgl. 4 a (11). 

5. Entwicklung in Potenzreihen. 
TAYLOR-Reihe. Besitzt I (z) im Gebiete G der komplexen z-Ebene 

stetige Ableitungen bis zur (n + 1)-ten Ordnung, so gilt: 

I (z) =I (a) + (z 11 a) /' (a) + ... + {z nt)" I(") (a) + R,., (24) 

wobei das Restglied 

R,.= (z(:-~);)~ 1 l(n+l) (a +{} (z-a)), 0 <iJ < 1 (25) 

ist; speziell für a = 0: 

I (z) =.I (0) + 1z1 /' (0) + ... + :; I(") (0) + (: : 1\ 1 j(" + 1) ({}z). (26) 

Spezielle Reihenentwicklungen: Zur Restabschätzung vgl. 
auch (11). (k: heißt: konvergent für). 

1 + (~)x+ (;) x2 +· .. = (1 + x)", k: I xl <1 (vgl. auch KNOPP, S. 410); 

2 " xn+1_ 1 ·I I . 1+x+x + ... +x + 1-x-t-x'k. x <1, 

x x1 x" I I I x I" .. I n +t 1+1T+ 21 + .. ·+n1 +R,.=ez,k:allex; R,. <--n~furlx ~-2-; 

1 + 111 + ; 1 + 3\ + ... = e = lim (1 + : )" = 2,718281828 ... ; 
1S-+"' 
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xlna (xlna)2 _ xlna_ x • • 
1 + 11 . + 21 + ... - e - a , k. alle x, 

xs .x5 xs xs . 
x- 31 + 5T- +· .. = sin x, x + 3T + 5T +· .. =@im x, k: alle x; 

~ ~ ~ ~ 
1-21 + 41- + ... = cos x, 1 + 21 + 4T + ... = Cl:of x, k: alle x; 

xs 2xs 17x7 22"(22"-1)B2n 2n-1 ··I I n. 
x+ 3 + 15 + 315 + ... + (2n)! x + ... =tgx,k. x <2, 

xs 2x5 17x7 n22n(22n-1)B2n 2,._ 1 _ 
x-3+15-315+- ... +(- 1) (2n)! -x + ... -

= @>in x = Sl::g x k: I x I < :n; • 
~of x · ' 2 ' 

1 X 8 1 · 3 X 5 1 · 3 • 5 x 7 • , 

x + 2 3 + N 5 + 2 . 4 • 6 7 + ... = arc sm x, I•: I x 1 ;:S 1, x + ± 1; 
_x8 _x5 

x- 3 + 5 - + ... = arctg x, Ti;: I x I ;:S 1, x + ± i; 

X 

1 .xs 1 .x5 J sin t . x-331+551-+···= -t-dt=S1x, k:allex; 
o ("Integralsinus"); 

a> 

1 .x2 1 .x' Jcost . C + In x- 2 21 + 4 41 - + ... = - -t- dt = C1 x, k: alle x; 
x ("Integralcosinus"); 

-x 
1 .x 1 x2 J e- t 

C + In x + i'1! + 2 21 + ... = -t- dt = li ( ex) = Ei ( x), k: alle x; 
<» ("Integrallogarithmus"), 

wobei C = lim ( 1 + ~ + ... + -~--In n) = 0,57721566 ... ist; 
n-+- a> (EULERsche Konstante), 

X 

.xz x' _x6 • 1 fcost 
1 - 5 · 21 + 9 · 4! - 13 · 6! + - · · · = 2 ·{x -vT dt 

0 
k: alle x; 

(FRESNELsche 
Integrale), 

(GAusssches Fehlerintegral), 
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_ __!_ ~:1- +1·3· ... ·(2n-1)+R = V~ .A>(l/!_) 1 x + x2 ·" (-1)" xn " __ _.=_'Y V 2 
y2:n;x-2e 2 

" -11-···-

. 'h ( 1 ) ' J 2 e 2 [ asymptotische Re1 e vg . 1 e ] :R,. < --vx -· 
Elliptische Funktionen (s. S. 76). q = e-"K'!K, u = fk· 

"' 2n+l 
~ q2- . kK 

"""' 1_q2n+l sm (2n + 1) :n:u = 23rsn x, 
n=O 

"' 2n+l 
~ q-2- k'K 
"""'1-tq2 ,.+·1 cos (2n + 1):n:u = 2ncn x, 
n=O 

x• x• 
X- (1 + k2) ·:f! + (1 + 14k2 + k') 5!- +· .. = sn X. 

- ... =snx, 

x1 x' xs 
1- 2! + (1 + 4 k2) 41 - (1 + 44 k2 + 16 k4) 61 + - ... = cn x, 

~ ~ ~ 
1-k2 21 + k2 (4 + k2) 4! -k2 (16 + 44k2 + k4) 6! + - ... = dn x. 

Kugelfunktionen (s. S. 60). 
1 n 1·3 n(n-1) 

cos n x + 1 2n_::1 cos (n- 2) X+ 1. 2 (2n- 1) (2 n- 3) cos (n- 4) X 

1·3·5 n(n-1)(n-2) 
+~ (2n-1) (2n-3) (2n-sfcos(n-6) x+ ... 

2 • 4 • 6 · ... · 2 n P,. (cos x) 
= ~~.-:-(2n-t) 2 

x"-~~--::-_1) __ x"_ 2 + n (n-1) (n-2) (n-3) x"_ 4 _ 
2(2n-1) 2·4·(2n-1){2n-3) +··· 

n! 
- 1 · 3 · 5 .•. (2 n -1} p" (x)' 

Zylinderfunktionen (s. S. 66). P 
x x2 ---- -

1-1. (P + 1) + 1. 2. (P-i- 1) (F+-2f - ... = n (p) X 2 lp (2 -y' x), 
x1 x' x6 

1-ifi + 2!2 -jfi + - ... = 10 (2 x), 
X X1 1 -- 1 1 ,/-

1-1! 2! + 2! 3!- +· .. = y;Jd2 V x) ~- .y-;Io (2 V x), JxJ-< 1, 

3 x• 31 x' 33 x6 V x ( 1 ) 1 -2-4+2·4·4·1o-~4·6·4-:tü-=16+· .. = -2n -3- 1-~(x). 

1 -1~·s+ 1·2~'5·9-1·2·/~·9·13 +· .. =V~n(~)rt(x). 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 3 
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Dritter Abschnitt. 

Funktionen. 
A. Allgemeine Funktionentheorie. 

I. Bezeichnungen. 

Eine eindeutige Funktion I (I (x) bzw. I (x1, •.• , x.,)) ordnet jedem 
Punktex eines Gebietes (d. h. jedem Wert x eines Intervalles bzw. Wert
system x1, ••• , x., eines Gebietes) einen Funktionswert zu. Enthält das 
Intervall bzw. Gebiet alle seine Randpunkte, so heißt es abgeschlossen 
(sonst: ollen); dann gehört der Grenzpunkt jeder konvergenten Folge 
von Punkten des Gebietes stets auch zum Gebiet. 

Eine Funktion I heißt 
stetig im Punkt ~. wenn I(~) endlich ist und für jede nach ~ kon

vergente Folge gilt: lim I (x) = I (~); dabei kann eine Funktion 
x+' 

I (x) =I (x11 ••• , x.,) von mindestens zwei Variablen in einem Punkte 
~ = (~11 ••• , ~ .. ) in jeder der Variablen für sich stetig sein (d. h. bei 
Festhalten aller übrigen), ohne im Punkte ~ stetig zu sein (d. h. als 
Funktion aller Variablen); 

stetig im Gebiet G, wenn I in jedem Punkt von G stetig ist; 
stückweise oder abteilungsweise stetig im Gebiet G, wenn es eine Zer

legung von G in endlich viele Teilgebiete gibt, so daß f in deren Innerem 
stetig ist und sich bei beliebiger Annäherung an den Rand (von innen) 
bestimmten endlichen Grenzwerten nähert ; 

stückweise glatt, wenn I und seine ersten Ableitungen stückweise 
stetig sind; 

dil/erenzierbar im Punkte ~. wenn für jede nach ~ konvergente 

Folge lim 1 (x;_ ~ (~)- existiert (also auch endlich ist); 

absolut integrierbar im Gebiet G, wenn flf]dx existiert. 
G 

Jede differenzierbare Funktion ist stetig, jede stetige ist integrierbar. 
Eine reelle Funktion I (x) einer reellen Variablen x heißt im Intervall I: 

monoton wachsend, wenn in I für x > ~ stets f (x) ~I (~) gilt, 
monoton fallend, wenn für x > ~ stets I (x) ~ f (~) gilt. 

Eine Funktion I (x1, ••• , x.,) heißt homogen vom Grade oc, wenn 

I (t x11 ••• , t x.,) = t''"/ (xv ... , x.,). 

Für differenzierbare homogene Funktionen gilt die EvLERsche Relation: 

" 2 Xi :;i = oc/. 
i=l 
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Z. Komplexe Größen. 
Definition: Die formal gebildete Summe einer reellen Zahl a und 

einer imaginären Zahl i b (i = V:_ 1) heißt eine komplexe Zahl c = a + i b; 
a heißt ihr Realteil (a = ffic), b ihr Imaginärteil (b = ~c), jcj == V a2 + b2 

heißt ihr (absoluter) Betrag. 

Veranschaulichung der komplexen Zahl c = a + ib: 
1. Durch den Punkt der komplexen (GAussschen) Ebene, dessen 

rechtwinklige Koordinaten x = a, y = b sind. I c I bedeutet den Betrag des 
Abstandes r vom Punkt c bis zum Nullpunkt. 

Es ist also (Fig. 2) 
a = r cos cp 
b = r sin cp 

a + ib = r (cos cp + i sin cp) = rei'P, 

wo r = va2 +b2 

cp = arctg -~ cp heißt Argument, 

Amplitude oder Arkus. 

!I 

Fig. 2. GAusssche Zahlenehene. 

2. Durch einen Vektor VOJ,ll Nullpunkt, dessen Komponenten gleich a 
bzw. b sind1 . · 

c1 + c2 = (a1 + ib1) + (a 2 + ib2) ist dann ein Vektor, der durch 
Vektoraddition (vgl. S. 110) der Vektoren c1 und c2 entsteht. 

c1 ·c2 =(a1 +ib1) (a2 +ib2)=r1 r2 ei('P,+'P,) ist ein Vektor, dessen 
Argument cp gleich der Summe derjenigen von c1 und c2 ist und dessen 
Betrag gleich dem Produkt der Beträge von c1 und c2 ist. Insbesondere 
ist c» = (a + ib)n = r» · ein'P = r» (cos n cp + i sinn cp). 

Zwei komplexe Größen heißen nur dann gleich, wenn 
1 . sowohl ihre Realteile wie ihre Imaginärteile gleich sind oder 
2. sowohl ihre Beträge wie ihre Argumente (modulo 2 n). 

Ist c1 = c2 • C oder ~ = C = C0 • eirx, wo C0 reell sei, so ist C0 das c. 

Verhältnis der Beträge : ~:: und tX der Winkel zwischen den beiden Vektoren: 

tX = CfJl - CfJ2· 

c* = a - i b heißt "konjugiert komplex" zu c = a + i b. 

Daraus folgt: 
c + c* a=--=ffic 

2 

c-c* 
b=--.-=~c 

2Z 

1 Besonders in der Form: A · ei wt = rei ('P + wt). Bedeutet t die Zeit, so dreht 
sich der Vektor mit gleichförmiger Geschwindigkeit um den Nullpunkt. 

3* 
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3. Analytische Funktionen. 

Eine Funktion I (z) = u + iv der komplexen Variablen z = x + i y 
heißt im Punkt z = x + i y regulär, wenn 

[1. Definition:] d 1 (z) = lim 1 (x + h + i (Y + k)) -:_! (x+ ~) (1) 
dz h,k->-O h+ik 

einen von der Art des Grenzübergange!! (dem Wege, auf dem h und k gegen 
Null gehen) unabhängigen Wert hat; 

[2. Definition:] 
ou_ov, ou_ ov 
öx- oy' oy--o-x (2} 

(CA\JCHY~RIEMANNsche Gleichungen) ist und diese Differentialquotienten 
stetige Funktionen von x und y sind. 

Die beiden Definitionen sind gleichwertig. 

Eine Funktion, die in einem Gebiete G nur für höchstens abzählbar 
unendlich viele Werte von z nicht regulär ist, heißt analytisch in G. 
Die Punkte von G, in denen die Funktion nicht regulär ist, heißen 
singuläre Punkte oder singuläre Stellen der Funktion, und zwar außer
wesentlich singulär, wenn es ein positives n gibt, so daß (z- z0}n I (z) 
in z0 beschränkt ist, andernfalls wesentlich singulär. 

Eine analytische Funktion einer analytischen Funktion ist wieder 
eine solche. Auch die zu I (z) inverse Funktion q; (z) (definiert durch 
q; (f (z)) =I (q; (z) = z ) ist eine analytische. 

Durch eine analytische Funktion I (z) = u + iv werden u und v 
als Funktionen von x und y festgelegt: 

u = 11 (x, y), v=l2 (x,y). (3) 

Man findet diese, indem man I (x + iy) in die Form 11 (x, y) + il2 (x, y) 
bringt. 

11 und 12 sind zueinander konjugierte Potentialfunktionen. Es gilt: 

L1 11 = L1 12 = 0, 
()2 ()2 

wo L1 = ih" + er•. (LAPLACEsche Gleichungen.) 

Jede beliebige analytische Funktion I liefert daher zwei partikuläre 
Lösungen der Gleichung L1q; = 0 (im Zweidimensionalen). 

Ist die analytische Funktion I (z) = u + iv für reelles z reell1 so gilt 

I (z*) = u- iv (Spiegelungsprinzip) 
und daher 

u = f (z) + f (z*) . 
2 ' 

_ f (z\- f (z*) 
V----"---. 

2~ 
(4) 

Durch eine analytische Funktion I wird dem Wertepaar x, y ein 
Wertepaar u, v zugeordnet. Betrachtet man daher x, y als die recht
winkligen Koordinaten eines Punktes in einer Ebene, u, v als die eines 
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Punktes in einer zweiten Ebene, so vermittelt die Funktion f die Ab
bildung jedes Punktes oder aus Punkten gebildeten Systems (z. B. einer 
Kurve oder eines Flächenstücks) der x, y-Ebene auf die u, v-Ebene. 

f (z) vermittelt eine konforme Abbildung der x, y-Ebene auf die 
u, v-Ebene (vgl. S. 42). 

b 

Unter dem Integral J f (z) dz versteht man: .. 
b b b b 

J f(z)dz = J (u + iv) (dx+idy) = J (udx-vdy) +i J (vdx+udy). (5) 
a a a a 

Die Integrale sind längs einer bestimmten Kurve zwischen den 
Punkten a und b zu erstrecken. 

Wegen der Definitionsgleichung (2) der analytischen Funktionen 
sind sowohl (udx-vdy) wie (vdx + udy) totale Differentiale (vgl. S. 5). 

4. CAUCHYs Integralsatz. 
b 

J f (z) dz bleibt für analytische f (z) unverändert, wenn man unter 
" Festhalten von a und b den Integrationsweg verschiebt, falls nicht diese 

Verschiebung über singuläre Punkte von f (z) hinweg geschieht. 
Erfolgt die Integration über eine geschlossene Kurve (Zeichen p )• 

d. h. ist a = b, so ist p f (z) dz = 0, wenn die Kurve keinen singulären 
Punkt von f (z) einschließt. 

CAUCHYs integralformel. 

I (C) = - 1-. J _!_!.!_)_ dz 
2nz j z-1; (6) 

gestattet die Berechnung von f (z) für den Wert z = C. wenn I (z) auf 
dem Umfang einer den Punkt C umschließenden Kurve gegeben ist, 
welche keinen singulären Punkt von I (z) einschließt. Dabei ist die 
Kurve im positiven Sinne (der auf dem Einheitskreise von + 1 über 
+ i nach -1 führt) zu durchlaufen. 

Spezialfall: p (z - C)n d z = 0 für n + - 1, n = 0, 1, ± 2, ± 3, ... 

n=-1: 
J dz . :r-.z=-c= 2nL (7) 

Mittelwertsatz. Ist die Kurve ein Kreis und ist u0 + iv0 der Wert 
von I (z) im Mittelpunkt, u + iv der Wert auf dem Umfang (dargestellt 
als Funktion des Winkels #), so ist 

2n 

u = __ .!___jud#· 
0 2n ' 

0 

2n 

Vo = 21n J v d #' 
0 

(8) 

also u0 bzw. v0 der Mittelwert der u bzw. v auf dem Umfang des Kreises. 
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5. Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktionen. 

a) Entwicklung in der Umgebung regulärer Punkte. 

a) Ist I (z) in der Umgebung des Punktes z = z0 eindeutig und 
regulär, so läßt sich I (z) in die (TAYLORsche) Reihe entwickeln: 

"' I (z) = .I ak (z- z0)k = a0 + a1 (z- z0) + a2 (z- z0) 2 +. . . (9) 
k=O 

mit ak = 1 .. fjt)_dt-. = L l(n) (z). 
:J' (t-z0)k+l n! o, 
c 

(l(n) = ~:~). (10) 

Der Integrationsweg Cisteine einfach geschlossene Kurve, die z0 einmal, 
aber keine singulären Punkte von I umschließt und im positiven Sinne 
durchlaufen ist. 

Konvergenz. Die TAYLORsche Reihe (9) konvergiert absolut und 
gleichmäßig in jedem Kreis: ! z - z0 I ::S r, in und auf welchem I (z) 
regulär ist. Es gibt stets ein R > r (den Konvergenzradius), so daß 
die Reihe (9) 

konvergiert, wenn I z- z0 I < R ist, 

divergiert, wenn I z- z0 I > R ist. 

Das Verhalten auf dem Konvergenzkreis I z - z0 ! = R hängt von I (z) 
ab. Der Konvergenzkreis geht durch den z0 am nächsten liegenden 
singulären Punkt von I (z). 

Verschwinden die n Koeffizienten a0, a11 ••• , an-l und ist an =l= 0, 
so heißt der Punkt z0 : Nullstelle n-ter Ordnung von I (z). 

ß) Ist I (z) im Unendlichen ( d. h. I(;,) für z' = 0) regulär, so liefert 

die Entwicklung von I ( }, ) bei z' = 0 die Entwicklung von I (z) bei z = oo : 

l(z) =a0 + a?-+ a;.2 +··· mit a_n= 2 ~i pi(C)Cn-ldC, (11) 
c 

wobei C eine einfach geschlossene Kurve ist, die alle endlichen singulären 
Punkte von I (z) umschließt. Die Reihe konvergiert außerhalb des Kreises 
um z = 0, der durch die von z = 0 entfernteste Singularität von I geht. 
Sie konvergiert gleichmäßig und absolut auf und außerhalb jedes größeren 
Kreises um z = 0. 

Praktisch wesentlich an diesen Entwicklungsmöglichkeiten ist, daß 
die Funktion innerhalb des Konvergenzbereiches durch eine Reihe von 
beschränkter Gliederzahl mit einer gewissen Näherung dargestellt wird 
und der Fehler dieser Näherung mit wachsender Gliederzahl beliebig 
klein wird (Beispiel vgl. Anhang, 2). 

y) Analytische Fortsetzung. Durch die Entwicklung in der Um
gebung von z0 ist I (z) zunächst nur innerhalb des Konvergenzkreises 
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bestimmt. Geht man zu der Entwicklung um einen Punkt z~ = z0 + c 
über, so erhält man die Entwicklung 

f (z) = a0 + a1 (z-z~ + c) + a2 (z-z~ + c) 2 +· ... 
Löst man die einzelnen Klammerpotenzen (z- z~ + c)n nach dem 

binomischen Lehrsatz und ordnet nach Potenzen von (z- z~), so erhält 
man eine Entwicklung der Form 

f (z) = b0 + bdz- z~) + b2 (z- z~) 2 + .... 
die in einem Kreise um z~ konvergiert, der möglicherweise über den 
alten Kreis hinausragt. In dem den beiden Kreisen gemeinsamen Gebiete 
liefern beide Entwicklungen dieselben Werte. Die zweite Entwicklung 
liefert daher, soweit sie außerhalb des Konvergenzkreises der ersten 
konvergiert, eine analytische Fortsetzung der ersten. Durch Wiederholung 
dieses Verfahrens ist es möglich, die durch die Potenzreihe definierte 
Funktion über einen weiteren Bereich, eventuell über die gesamte Ebene 
fortzusetzen. Es gibt Fälle, in denen eine Fortsetzung über eine be
stimmte Grenze nicht möglich ist. 

b) LAURENTsche Entwicklung eindeutiger Funktionen. 
In jedem ringförmigen Gebiet ffi (zwischen den konzentrischen Kreisen 

K 1 und K 2): r1 SI z- z0 I< r2, in welchem I (z) eindeutig und regulär 
ist, gilt die dort absolut und gleichmäßig konvergente Entwicklung: 

+m 
I() -~ ( k a-2 + a-1 z- ak z-z0) = .. ·+ -( ~- )2 -(z --) + a0 +a1 (z-z0 ) +· .. z-z0 -z0 

(12) 
k ==- CIJ 

mit k=O, ±1, ±2, ... (13) 

wobei der IntegrationswegKein Kreis in ffi ist: lz-z0 l = e; r1 Se< r2• 

Die LAURENT-Reihe zerlegt I (z) in zwei Funktionen: I (z) = ft(z) + Mz) 
-1 CX> 

(ft =.I , /2 =.I), wo /1 (z) überall außerhalb des Kreises K 1 regulär ist 
k=-m k=O 

(vgl. a, ß), und / 2 (z) überall in K 2 (vgl.a,oc.). Dementsprechend konvergiert 
die LAURENT-Reihe im ganzen Ringgebiet zwischen den Kreisen, die 
durch die zu ffi nach innen und außen nächstgelegenen Singularitäten 
von I (z) gehen. 

c) Entwicklung in der Umgebung isolierter singulärer Punkte. 
Auch hier wird der Charakter der Funktion f (z) im unendlichfernen 

Punkt (z = oo) durch den von I ( ;, ) in z' = 0 gekennzeichnet und die 

zugehörige Entwicklung durch die von f ( ~ ) in z' = 0 geliefert. 
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oc) In der Umgebung von z = z0 eindeutige analytische Funktionen 
lassen sich in die LAURENTsche Reihe entwickeln, die für 0 < I z- z0 I < R 
konvergiert, wo der Kreis i z- z0 I = R durch die zu z0 nächstgelegene 
Singularität von I geht. 

Entweder kommen nur endlichviele negative Potenzen vor; dann gibt 
es ein positives ganzes mso, daß (z-z0)m I (z), mcht aber (z-z0)m-l I (z) 
in z = z0 regulär ist. I (z) hat dann in z = z0 einen m-lachen Pol: 

l(z)=-( a_m)m+···+ a_1-+a0 +a1 (z-z0)+a2 (z-z0) 2 + ... (14) 
z-z0 z-z0 

Oder es kommen unendlich viele negative Potenzen in (12) vor: dann 
ist z = z0 eine wesentlich singuläre Stelle von I (z). 

ß) In jeder Umgebung von z = z0 mehrdeutige analytische Funktionen 
haben in z = z0 einen Verzweigungspunkt. Gibt es ein positives ganzes 
m so, daß I (z0 + tm) in der Umgebung von t = 0 eindeutig wird, so gilt 
die Entwicklung: 

+"' +"' k 

I (z0 + tm) =I (z) =.I aktk =.I ak(z- z0)m · ( 15) 
k=-~oo k=-oo 

Ist dabei m kleinst gewählt, so hat I (z) bei z = z0 einen Verzweigungs
punkt ( m -1 )-ter Ordnung. Dabei kommen keine, endlich viele oder 
unendlich viele negative Potenzen vor, je nachdem I (z0 + tm) in t = 0 
regulär ist, einen Pol hat oder wesentlich singulär ist. 

Ist die Funktion I (z) bei z = z0 unendlich vieldeutig (Verzweigungs
punkt unendlich hoher Ordnung), so gibt es keine Entwicklung nach 
irgendwelchen Potenzen von (z - z0) (wesentlich singuläre Stelle). 

d) Residuum, Residuensatz. 

Der Koeffizient a_ 1 in der LAURENTSchen Reihe von I (z) an einer 
singulären Stelle z = z0 heißt Residuum von I (z) bei z = z0 : 

a_ 1 = Res I (z) = 2 ~ ijl (z) dz. (16) 
z = Z0 C 

Der Integrationsweg C schließt dabei keine singuläre Stelle außer z = z0 

ein. Die praktische Bedeutung dieser Formelliegt darin, daß sie gestattet, 
die Berechnung des Integrals r I (z) dz zurückzuführen auf die Ent-

e 
wickhmg der Funktion in der Umgebung eines Poles. 

Als Residuum des unendlich fernen Punktes bezeichnet man den 
Koeffizienten - a1 der in der Umgebung dieses Punktes gültigen Ent
wicklung 

l(z)=a:_mzm+a-m+lzm-l+ ... +a_ 1 z+a0 +~~ + ;: +··· (17) 

Ist I (z) in einem von einer oder mehreren stetigen Kurven berandeten 
Gebiet überall eindeutig und bis auf endlich viele singuläre Stellen im 

Innern regulär, so ist - 1-. i. I (z) dz erstreckt über die Berandung des 
2:nz :t' 
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Gebietes gleich der Summe der Residuen der singulären Stellen dieses 
Gebietes. Ist I (z) überall eindeutig und bis auf endlich viele singuläre 
Stellen regulär, so ist die Summe der zu den Polen und zum unendlich 
fernen Punkt gehörigen Residuen gleich Null ( Residuensatz). 

6. Berechnung bestimmter Integrale durch Integration 
im Komplexen. 

b 

Gegeben sei ein reelles bestimmtes Integral I= J I (x) dx. Ist I (z) 
a 

in einem die Strecke a ~ b der reellen Achse enthaltenden Gebiet der 
b 

komplexen z-Ebene analytisch, so ist I= ]I (z) dz ein in der komplexen 
a 

Ebene auszuführendes Integral zwischen den Punkten a und b der reellen 
Achse. Als Integrationsweg kann man dann jeden 
beliebigen nehmen, der durch Verzerrung des ur-
sprünglichen reellen Weges bei Festhaltung de1 
ursprünglichen reellen Grenzen a und b entsteht, 
falls die Verzerrung nicht über einen singulären 
Punkt von I (z) hinübergeführt hat. Es lassen 
sich häufig komplexe Wege von a nach b finden, 
längs derer die Integration bequemer als längs 
des reellen Weges auszuführen ist. 

1 

Um die Verzerrung auch über singuläre Punkte a 

-=- 3 

hinwegführen zu kön. nen, muß man so verfahren, Fig. 3· Anwendung des 
Residuensatzes. 

wie die Fig. 3 zeigt: Man ersetzt den reellen 

1 

ö 

Weg a ~ b durch drei komplexe Stücke, 1. den verlangten Umweg, 
2. einen (beliebig kleinen) Kreis um den singulären Punkt, 3. die Zu
wege zu dem singulären Punkt. Der Anteil des Weges 2 ist gleich 2 ni 
mal dem Residuum des singulären Punktes; der Anteil des Weges 3 
(Hin- und Rückweg) verschwindet. 

Durch Einführung einer neuen geeigneten Variablen rp (z) statt z 
(Abbildung von der z-Ebene auf eine rp-Ebene) kann oft eine weitere 
Vereinfachung erzielt werden (z. B. so, daß das Integral über den Weg 1 
ganz verschwindet, letzteres besonders dann, wenn die neue Variable 
zu einem geschlossenen Integrationsweg führt). - Gelegentlich kann 
man den Integrationsweg so legen, daß nur kleine Stücke des Weges 
wesentlithe Beiträge zum Gesamtwert I liefern, und zwar Stücke, wo 
der Integrand (näherungsweise) in einfacher Form geschrieben werden 
kann (Methode der Sattelpunkte). Es sind noch andere Kunstgriffe 
möglich, z. B. das neue Integral als reellen Teil eines einfacheren kom
plexen Integrals aufzufassen1 . (Beispiel vgl. Anhang, 3-) 

1 Beispiele der Anwendung auch bei physikalischen Untersuchungen vgl. z. B. 
Arbeiten von A. SOMMERFELD und seinen Schülern, ferner L. BRILLOUIN: Ann. 
Phys. -'-'· 203 (1914). -DEBYE, P.: Math. Ann. 67, 535 (1910). 
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7. Abbildung durch komplexe Funktionen. 
Jede stetige komplexe Funktion w = rp (z) = u + iv der komplexen 

Veränderlichen z = x + i y liefert eine stetige Abbildung eines Gebietes 
der komplexen z-Ebene (xy-Ebene) auf ein Gebiet der komplexen 
w-Ebene (uv-Ebene) und umgekehrt. 

Konforme Abbildung. Hat das Verhältnis des Abstandeszweier 
Punkte P1 und P der xy-Ebene zum Abstand der Bildpunkte Q1 und Q 
der uv-Ebene, wenn P1 auf stetiger Kurve nach P rückt, einen Grenz
wert, der nur von P abhängt, also für alle durch P gehenden stetigen 
Kurven derselbe ist, so heißt die Abbildung konform im Punkte P. 
(Diese Definition der Konformität gilt allgemein für Abbildungen n
dimensionaler Gebiete.) Die konforme Abbildung ist winkeltreu (im 
weiteren Sinn): die Winkel der Tangenten differenzierbarer Kurven 
durch P sind gleichgroß den Winkeln der Tangenten ihrer Bildkurven 
im Bildpunkt von P; der Drehsinn kann entgegengesetzt sein. Kleine 
Dreiecke werden in nahezu ähnliche kleine Dreiecke abgebildet: die 
konforme Abbildung ist in kleinsten Teilen ähnlich. 

Jede analytische Funktion liefert eine in jedem Gebiet, in welchem 
I (z) regulär und I' (z) + 0 ist, konforme Abbildung eines z-Gebietes 
auf ein w-Gebiet und umgekehrt; die Abbildung ist winkeltreu im engeren 
Sinn: sie erhält auch den Drehsinn. Die von der konjugiert-komplexen 
Funktion w = f* (z) gelieferte konforme Abbildung kehrt den Winkel
drehsinn um. Jede konforme Abbildung entspringt einer analytischen 
Funktion (oder deren konjugiert-komplexem Wert). 

RIEMANNsche Fläche. Eine komplexe Funktion w = f (z) ist i. a. 
nicht eindeutig, einem z-Wert entsprechen i. a. mehrere w-Werte. Zer
spaltet man die z-Ebene in den Mehrdeutigkeitsgebieten in mehrere 
übereinanderliegende Blätter, die man geeignet untereinander verbindet, 
so läßt sich Eindeutigkeit erreichen: jedem z-Gebiet dieser Blätter
gesamtheit [der RIEMANNschen Fläche zu f (z)] entspricht dann ein 
w-Gebiet. Man konstruiert diese RIEMANNsche Fläche durch analytische 
Fortsetzung (vgl. 5 a, y) von f (z) auf allen möglichen von einem regulären 
Punkt ausgehenden Wegen; in allen z-Punkten, in deren Umgebung 
eine Fortsetzung mit einer früher erhaltenen übereinstimmt, vereinigt 
man sie mit dieser, in allen anderen führt man sie in ein neues darüber
liegendes Blatt. Die einzelnen Blätter der RIEMANNschen Fläche hängen 
in den Verzweigungspunkten der Funktion, den Windungspunkten der 
RIEMANNschen Fläche zusammen. Ein Verzweigungspunkt (Windungs
punkt) hat die Ordnung n -1 bzw. oo, wenn in ihm n bzw. unendlich
viele Blätter zusammenhängen. 

Ersetzt man entsprechend die w-Ebene durch die RIEMANNsche 
Fläche der Umkehrfunktion (Inversen) zu f (z), so werden die beiden 
Flächen durch w = f (z) umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen. 
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8. Veranschaulichung komplexer Funktionen. 
Zur Veranschaulichung einer komplexen Funktion w = I (z) 

I (x + iy) = u (x, y) + iv (x, y) benutzt man die durch sie gegebene 
Abbildung. Diese stellt man dar, indem man in der xy-Ebene bzw. der 
RIEMANNschen Fläche von I (z) diejenigen Kurven einträgt, die auf 
gewisse Standardkurven der uv-Ebene abgebildet werden. 

a) Man wähle als Standardkurven die Kurven konstanten Real
und Imaginärteils von w, etwa u (x, y) = ma., v (x, y) = na., a. eine 
Konstante, m, n = 0, ± 1, ± 2, . . . . Überall, wo I (z) regulär und 
f' (z) -1= 0 ist, durchsetzen beide Kurvenscharen einander senkrecht: 
zwei Kurven derselben Schar schneiden sich nicht, d. h. nicht im seihen 
Blatt der RrEMANNschen Fläche zu I (z). 

Erste. Deutung. Man kann stets eine Schar (gleichgültig welche) als 
Höhenschichtlinien (Isohypsen), die andere als Fallinien (Gradienten
linien) einer Raumfläche über der z-Ebene auffassen. Dabei liegen 
ebensoviel Flächenteile wie Blätter der RrEMANNschen Fläche über einem 
z-Gebiet. 

Die Fläche hat überall negative Krümmung, hat also keine Maxima 
(,.Gipfel") oder Minima (,.Gruben"). 

Jede Fallinie fällt monoton von + ~bis- ~; jede Höhenlinie 
trennt ein höheres von einem tieferen Gebiet. Keine der Scharkurven 
ist geschlossen: reicht sie nicht doppelpunktfrei bis ins Unendliche, so 
zertrennt sie entweder ein singulärer Punkt, oder sie gehört verschiedenen 
Blättern der RrEMANNschen Fläche an. 

Zweite Deutung. Man kann die eine Kurvenschar (etwa u = const.) 
auffassen als Stromlinien einer zweidimensionalen Strömung einer inkom
pressiblen Flüssigkeit, dann gibt die andere Schar (v = const.) die Kurven 

gleichen Potentials. Der Strömungsvektor tJ ( ~~, ~·~), ein Tangentenvek
tor von u = const., ist quellen- und wirbelfrei: div tJ = 0, rot tJ = 0 
an allen regulären Stellen von I (z). Die singulären Punkte sind dagegen 
Quell- oder Wirbelpunkte. 

Nullstellen und Singularitäten. Nullstellen sind die Schnitt
punkte von u = 0 mit v = 0. n-fache Nullstellen von I sind (n -1)
fache der Ableitung f'. Diese werden dargestellt durch Sattelpunkte 
der Fläche (in denen ein "Paß" aus einem ,.Tal" in ein anderes führt) 
bzw. als Kreuzungs- oder Staupunkte der Flüssigkeitsströmung. Es 
treffen dort n Täler bzw. Strömungen aufeinander. Jeweils 2 n Kurven 
jeder Schar (mit demselben Parameter, d. h. derselben Konstante) 

treffen sich in diesem Punkt unter dem Winkel :n:, der von den Kurven n 
der anderen Schar durch diesen Punkt halbiert wird. Die Abbildung 
ist dort nicht mehr konform, die beiden Scharen nicht zueinander ortho
gonal (vgl. dazu Fig. 5, die einen Kreuzungspunkt 1. Ordnung zeigt). 
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Ein einfacher Pol (Unendlichkeitsstelle) ergibt eine unendlich-hohe 
"Spitze" unendlich dicht bei einem unendlichtiefen "Loch", bzw. eine 
Doppelquelle (QueUsenke). Dem einfachen Pol entspringen von jeder 
Schar je ein Bündel Kurven aller Parameterwerte in einer Richtung, die 
von der entgegengesetzten Richtung wieder einmünden (vgl. hierzu 
Fig. 21, die Darstellung eines einfachen Poles). n-fache Pole ergeben 
entsprechend n Spitzen und n Löcher (n Quellen und n Senken gleicher 
unendlichgroßer Ergiebigkeit) in unendlich enger, symmetrischer, ab
wechselnder Anordnung. Ihnen entspringen n Kurvenbündel jeder 
Schar (vgl. hierzu Fig. 7, die Darstellung eines Poles 2. Ordnung). 

In der Umgebung einer regulären Stelle ist f (z) beschränkt: die 
Umgebung eines Poles läßt sich für beliebig großes festes G > 0 so ein
engen, daß dort überall I/ (z) I > G wird. In jeder noch so kleinen Um
gebung eines wesentlich singulären Punktes kommt f (z) jedem beliebigen 
Wert beliebig nahe. Daher kommt man bei Annäherung an eine solche 
Stelle von verschiedenen Richtungen zu verschiedenen Grenzwerten, 

1 

z. B. bei f (z) = e1 für z = o: auf der negativen reellen Achse kommend 
erhält man e-"' = 0, auf der positiven e+"' = oo. Einfache Quellen und 
Senken im Strömungsbild sind stets wesentlich singuläre Stellen (z. B. 
z = ln w für w = 0, Fig. 9). 

b) Auch die Darstellung der Umkehrfunktion gibt Aufschlüsse über 
die Funktion selbst. Verzweigungspunkte stellen sich als Sattelpunkte 
(vgl. oben) dar; das m in (III A, Sc, {J) ist gleich der Anzahl der zusammen
laufenden Täler. 

c) Eine Übersicht über die Funktionswerte erhält man, wenn man 
als Standardkurven die Kurven konstanten Absolutbetrages und Argumentes 

wählt: r (x, y) = I w I = ma., q; (x, y) = arc tg : = n{J, a., {J Konstante, 

m, n = 0, ± 1, ± 2, .... 

Die beiden Kurvenscharen sind in den Punkten, in denen f (z) und 
seine Umkehrfunktion regulär ist, orthogonal. Die erste Schar stellt 
die Höhenlinien der "Betragsfläche" r (x, y) von I (z) dar, die andere 
Schar liefert die Fallinien. Diese gehen von den Polen strahlenförmig 
aus, um in den Nullpunkten ebenso zusammenzulaufen. Die Höhen
linien umschlingen Pole und Nullstellen als i. a. doppelpunktfreie, in 
der RIEMANNschen Fläche geschlossene Kurven: die Anzahl der Um
schlingungen eines ·V erzweigungspunktes ist daher gleich der Anzahl 
der dort zusammenhängenden Blätter. 

Die Pole werden durch unendlichhohe Spitzen, die Nullstellen durch 
trichterförmige Gruben dargestellt; die (n -1)-fachen Nullstellen der 
Ableitung I' ergeben, wenn f (z) + 0 ist, Sattelpunkte mit n Tälernt. 

1 Darstellungsweise in jAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, 2. Aufl. z. B. S. 322. 
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d) Eine Darstellung, welche die Sonderstellung von z = oo aufhebt, 
erhält man durch die stereographische Projektion der xy- bzw. uv-Ebene 
auf eine Kugel, welche die Ebene in einem Punkte, z. B. dem Nullpunkte, 
berührt (RIEMANN}. Von dem zum Berührungspunkt diametralen Punkt 
auf der Kugel zieht man Strahlen, deren Schnittpunkte mit der Kugel 
und der Ebene dann eine eindeutige Zuordnung aller Punkte der Ebene 
zu denen der Kugel liefern. Der Punkt z = 'Xl entspricht dann dem 
Projektionszentrum. Die Abbildung ist konform. 

Projiziert man ebenso die Kugel auf eine andere berührende Ebene, 
so wird die dadurch gegebene konforme Abbildung beider Ebenen auf
einander direkt durch gewisse gebrochene lineare Funktionen geliefert. 

B. Spezielle Funktionen. 
1. Definition der Funktionen. 

Die Definition einer speziellen Funktion kann erfolgen 

a) durch Angabe gewisser Eigenschaften, z. B. der Singularitäten 
bei sonst regulärem Verhalten (RIEMANN} oder der inneren Gesetzlichkeit 
in Form von Funktionalgleichungen (z. B. Periodizitätsforderungen, 
Differential- oder Integralgleichungen) oder ihrer Extremaleigenschaften 
(Variationsforderung); 

b) durch Vorschriften zur Berechnung, zur Konstruktion der Funk
tionswerte, z. B. mit Hilfe algebraischer Gleichungen, von Differen
tiationen oder Integrationen oder durch Angabe von Reihenentwicklungen 
nach schon bekannten Funktionen. 

Nicht durch jedes System geforderter Eigenschaften ist eine Funktion 
definiert: zu a) gehört daher stets noch ein Existenznachweis; in vielen 
Fällen wird dieser durch Angabe einer konstruktiven Definition b) 
geführt. 

2. Klassifikation der Funktionen. 
w = az + b heißt ganze lineare Funktion. 

w = llz_± __ b heißt gebrochene lineare Funktion. 
cz + d . 

w = a0 zn + a1 zn- 1 + ... + an _ 1 z + an heißt ganze rationale Funktion 
n-ten Grades, oder kurz Polynom. 

a0 zn+a1 zn-1+ ... +an-lz+an h "ß b h . k. 
w = b zm + b zm-1 -l- + b _+_b__ e1 t ge roc ene rattonale Fun hon. 

o 1 1 • • • m-lZ m 

Ist w Wurzel einer algebraischen Gleichung wn + r1 (x) wn- 1 + ... 
+ rn (x) = 0, deren Koeffizienten rk (x) ganze rationale Funktionen sind, 
so heißt w eine algebraische Funktion. 

Eine nicht algebraische heißt eine transzendente Funktion. 
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Eine Funktion, die im Endlichen überall regulär ist, deren Potenz-
00 

reihe 2: ak zk also für jedes endliche z (d. h. beständig) konvergiert, 
k~O 

heißt ganz: ganz rational, ganz algebraisch, ganz transzendent. 
Eine Funktion, die im Endlichen nur Pole hat, heißt meromorph. 

3. Algebraische Funktionen. 
Hat eine endlich vieldeutige analytische Funktion w = f (z) nirgends, 

auch nicht bei z = oo, wesentliche Singularitäten, so ist sie eine alge
braische Funktion (s. 2.); als Singularitäten kommen nur Pole (ein
und mehrfache) und Verzweigungspunkte vor. Die zugehörige RIEMANN
sche Fläche besteht aus n Blättern, wo n der Grad der algebraischen 
Gleichung für w ist; über jeder Stelle z, die nicht Verzweigungspunkt 
ist, liegen genau n Blätter. 

a) Rationale Funktionen 

( = eindeutige algebraische Funktionen). 

a) Ganze lineare Funktionen. <RJ = az + b; 

Umkehr/unktion: z = w- b (ebenfalls ganz linear); 
a 

Abbildung: z-Ebene und w-Ebene werden konform aufeinander ab
gebildet durch eine Drehstreckung, d. h. eine Verschiebung, Drehung 
und Maßstabänderung (Ähnlichkeitstransformation). 

az+ b ß) Gebrochene (allgemeinste) lineare Funktionen. w = c z + d , 

Umkehr/unktion: z= =-dw_-j-b (ebenfalls linear); 
cw-a 

· Singularität: Einfacher Pol bei z =- djc, sonst regulär; 
Nullstelle: z = - bja. 
Abbildung: Geraden (ebenso Kreise) gehen in Kreise oder Geraden 

über. Jede umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der vollen z-Ebene 
(d. h. mit z = ~) auf die volle w-Ebene wird durch eine lineare Funk
tion gegeben. 

Die lineare Funktion läßt sich, für c + 0 zusammensetzen aus: 

d ' 1 " bc-ad " a 1 d' h d Ab cz+ =Z; .z,-=z; --c--z +-c=w; aso teentsprec en e -

bildung aus Drehstreckungen (s. cx) und der durch w = -1- = 1 e-iw mit z (! 

z = eeiw gegebenen Abbildung nach reziproken Radien (Spiegelung am 
Einheitskreis). 

V gl. auch das Beispiel w = - 1- im Anhang S. 344. 
1-Z 

y) Ganze rationale Funktion n-ten Grades und Umkehrung. 

w = a0 zn + a1 zn-l + ..... + an_1z +an-
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Die inverse Funktion ist nicht rational. Wir können schreiben 

w = a0 (z - z1) (z - z2) ••••• (z -Zn). 

An den Stellen Zv z2 •• • Zn hat die Funktion Nullstellen. Ist z1 = z2, 

so liegt dort eine zweifache Nullstelle usw. Der unendlich ferne Punkt 
ist die einzige singuläre Stelle (Pol n-ter Ordnung). 

Die spezielle Funktion 

läßt sich besonders leicht veranschaulichen, wenn man die Kurven 
r = constans, cp = constans, bzw. e = constans, 'P = constans zeichnet 
mit 

z = r · e;"' 
Man erhält 

e = rn, 'P = ncp und r = Ve-. cp = 'Pfn. 

Kreise um den Punkt w = 0 in der w-Ebene entsprechen Kreisen und 
Radien in Sektoren vom Öffnungswinkel 2 nfn in der z-Ebene. Die 
w-Ebene kann daher nicht eindeutig auf die z-Ebene abgebildet werden, 
wohl aber eine n-blättrige RIEMANNsche w-Fläche mit Verzweigungs
punkten bei w = 0 und w = oo. 

Im Falle n = 2 läßt sich die Funktion 

W =I (Z) = aZ2 + bZ + c 

zusammensetzen aus den linearen Transformationen 

Fig. 4· •=l'w. 

- b 
z="JiaZ+-2ya 

Fig. s. W=l'. 
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und der speziellen Funktion 

w = z2 mit der Umkehrung Z= vw. 
Die schlichte z-Ebene wird auf die doppelt überdeckte w-Ebene ab
gebildet. Um Eindeutigkeit der inversen Funktion zu erzielen, muß 
man die w-Ebene durch zwei RIEMANNsche Blätter ersetzen. Beiz= 0 
hat die Darstellung in der z-Ebene einen Sattelpunkt (doppelte Nullstelle). 

Es gelten die Formeln : 

+ u + y u2 + v2 = 2 x2 x2- y2 = u 

- u + vu2 + v2 = 2 y2 2 xy = v. 

Die Kurven x = constans, y = constans in der w-Ebene sind daher 
eine Schar konfokaler Parabeln mit w = 0 als Brennpunkt (Fig. 4). 
Die Kurven u = constans, v = constans sind eine Schar gleichseitiger 
Hyperbeln in der Halbebene x > 0 (Fig. 5). 

rl) Gebrochene rationale Funktionen und Umkehrung. Auch hier ge
hört die Umkehrung nicht dem gleichen Typ an. Wir betrachten den Fall 

mit der Umkehrung 

Es gelten die Gleichungen 

1 
1 (+ u + ,fu2 + v2) = 2 x2 

u 1 + v1 V 

1 (-u+Jiu2+v2)=2y2 
u1 + v2 

1 
(x~'; ;:)• = u 

-2xy =V 
(x• + y2)2 

und die Kurvenbilder Fig. 6 und 7. Die Stelle z = 0 ist ein Pol zweiter 
Ordnung ; es treten dort zwei Kurvenbündel der Schar u = constans und 
zwei der Schar v = constans aus. . y 

lJ 

Fig. 6 Z= -L. 
y.;, 

I 
11-fl 

Fig. 7. m - ~. 
r 



Elementare transzendente Funktionen. 49 

b) Nichtrationale algebraische Funktionen. 

Wir betrachten den speziellen Fall 

w = v'1-..:...:,Zz mit der inversen Funktion z = v' 1 - wz. 

Es gelten die Gleichungen: .., 

l uzvz + xz (v2-u2) = x'-xz 
. 1 uzvz _ yz (v2 _ u2) = y' _ yz 

~ ~ ~ 
r---t---rt--~c=~~~U=2 

I xzyz + uz (y2- x2) = u'- uz 
I xz yz - vz (yz - xz) = v' - vz. 

Die Fig. 8 zeigt die z-Ebene; in 
der w-Ebene ergibt sich bei diesem 
Beispiel genau das gleiche Bild. Zu 
jedem Wert von z gehören zwei 
Werte von w. Die Stellen z = + 1 und 
z = - 1 sind Verzweigungspunkte. 
z = oo (w = oo) ist ein einfacher Pol. Fig. 8. 111 = Jlr=-ZÖ. 

4. Elementare transzendente Funktionen. 
Ganze Transzendente sind z. B. UJ = e• und w = sin z; meromorph 

ist z. B. w = tg z. 

a) Exponentialfunktion und Logarithmus. (Potenzreihen s. S. 3 t.) 

w = e• = lim ( 1 + ~r. Umkehrung: z =In <e'. 
IJ-+- Cl) \ 

V 
arc tg ;· = y 

e" cos y = u, e" sin y = v. 

w = e• ist periodisch: e• = e• ± Zni. Ein Streifen der Breite y1 - y2 = 2 n 
der z-Ebene wird bereits auf die ganze w-Ebene abgebildet. 

!I 

Fig. g. • = in 111. Flg. IO. fiJ = e". 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 4 
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In der w-Ebene sind die Linien x = constans Kreise, y = constans 
Radien (Fig. 9). In der z-Ebene (Fig. 10) erhält man in jedem Perioden
streifen- :rr; :'S y ;;S + :rr; die gleichen Kurven u = constans, v = constans. 
Einige wichtige Formeln (n ganzzahlig): 

ln (x + i y) = ln Jl x2+ y2 + (arc tg -~ + 2 :rr; n) i. 
Insbesondere: 

Ferner: 

ln (ix) = ln x + ( 2 n + ~ ):rc i. 
ln(-x)=lnx+ (2n+1):rci. 

ai" = e'"ln" = cos (x ln a) + i sin (x ln a). 
xi = eilnx = cos (ln x) + i sin (ln x). 

·x 1 · nx .. nx 
t = e" "' = cos 2 - + t sm -2~. 

Insbesondere: 
e2n:rd = 1, e(211 + l)ni = -1, {i = ß (1 + i), i' = e-n/2 . 

b) Trigonometrische Funktionen (Kreisfunktionen). 
Wir betrachten die ganze Transzendente 

w = sin z und ihre Umkehrung z = arc sin w. 

Es bestehen die reellen Gleichungen 
ua va 

sinl x - cos• x = 1 sin x [of y = u 
u2 v1 

{[t;fiy + @5ina Y = 1 cos x ®in y = v . 

In der w-Ebene erhalten wir ein System von Ellipsen und Hyperbeln 
mit dem gemeinsamen Mittelpunkt w = 0 (Fig. 11); in der z-Ebene 

.!1 

Fig. II. z = arc sin w. Fig. 12. w = sin z. 
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haben w1r m jedem Periodenstreifen n :n; < x ;S ( n + 1) :n; die gleichen 
Kurven (Fig. 12). Verzweigungspunkte sind die Stellen w = + 1 und 

w = -1 bzw. z = ~ ± n:n; (Potenzreihenentwicklung s. S. 32). 

Ferner: 

c) Hyperbolische Funktionen. 

e• + e- • 
w = ~of z = --2-, Umkehrung z = ~r ~of w. 

e•-e- • 
2 Umkehrung z = ~r @iin w. w = @iinz = 

@linz 
%g z = ttöfZ" • ~tg z = ~?fz. 

@ltnz 

Für die Funktion w = @iin z gelten die um 90° gedrehten Figuren 11 
und 12 (Potenzreihenentwicklung s. S. 32). 

d) Wichtige Formeln für Kreis- und Hyperbelfunktionen. 

1. Beziehungen zur e-Funktion: 
eix+ e-ix 

COS X= - -2-------
eiz-e-iz 

sin x = ---;--
2i 

eix = cos x + i sin x 

c-ix=cosx-isinx 

, e"'-e-x @imx = -------
2 

e"' = ~of x + 6in x 
e-"' = ~of x- @iin x. 

2. Beziehungen zwischen Kreis- und Hyperbelfunktionen: 

COS X = ~of i X ~of X = COS i X 

sin x = - i @iin i x 

tg x = -i%gix 

ctg x = i ~tg ix 

@iin x = - i sin i x 

%gx =-itgix 

~tg x = i ctg ix. 

3· Beziehungen zwischen den inversen Funktionen: 

arc cos x = - i ~r ~of x ~r ~of x = i arc cos x 

arcsin x = -i ~r @iin ix 

arc tg x = - i ~r %g ix 

arc ctg x = i ~r ~tg ix 

~r @iin x = -iarcsinix 
~r%g x = -iarctgix 
~r (Hg x = i arc ctg ix . 

4. Beziehungen der inversen Funktionen zum Logarithmus: 

arccos x =- i ln (x + i y1-=x2) ~r~of x = ln (x + V x2--=-1) 

arcsin X= -i}n (i X+ vi~x2) ~r@iin X= ln (x + vx2-t1) 
i 1+ix 1 1+x 

arctgx=- 2 ln 1 · . ~r%gx=-1n--_,x 2 1-x 
i ix-1 1 x+1 

arcctg x =- 2 ln-ix +-1 ~r~tg x = 2 ln 3 _ 1 . 

4* 



52 Funktionen. 

5 a. Beziehungen der Kreisfunktionen untereinander: 

= v1 _:_ sin2x = 1 ctg x 
COSX 

V1 + tg• X -y'1 + ctg• x 

V1-cos2 x = sin x 
tg X 1 

-·---- -------· 
-y'1+tg•x v'1+ ctg2-x 

v'1-cos2 x sin x 
tg X cosx -y'1-sin2 x ctgx 

cosx -y'1- sin2 x 

-y'1-cos2 x sin x tg X 
ctg X. 

5 b. Beziehungen der Hyperbelfunktionen untereinander: 

[o) x = y1 + !Sln2 x = -- - 1_ . _ _!!g_:_ 
V 1-~g2 X v'~tg2 X _.1 

vtfo12-X=-1 = ®tll X ---~g X 1 
V1- ~-g• x v'~tg2 x-1 

v'~tor x-1 

~ofx 

~of x 
-----·-
v'~of2 x 1 

®in x 

-y'1 + 6in•x 
v'1 + ®in•x 

- -®TtiX-· 

6. Additionstheorem: 

%gx 

1 

'(g X 
[tg X. 

cos(x±y) = cosxcosy=j=sinxsiny 
sin(x±y) = sinxcosy±cosxsiny 

[o)(x±y) =[o)xQ:o)y±®inx®iny 
®in (x±y) =®inx[o) y±[of x®iny 

~gx±~gy t tgx±tgy 
g (x ± y) = 1 =t= tg x tg y 

ctg x ctg y =t= 1 
ctg (x ± Y) = c-tgy±ctg X 

%g (x ± Y) = 1-:1:-tgxtgy 
~tg x~tg y ± 1 

Q:tg(x±y)= -~tgy±~tgx-

7. Funktionen des doppelten Arguments: 

cos 2x = cos2 x- sin2 x 
sin 2 x = 2 cos x sin x 

2tg X 

tg 2 X = 1 - tg2 X 

ctg2 x-1 
ctg 2 x = 2 ctg x 

~o)2x = [o)2 x + 6in2 x 
6in 2x = 2 [o) x Gin x 

2~g X 
%g 2 X = 1+-~gt-x 

(l:tg? X= ~tg•~_:t 1 
~ 2~fg X 

8. Funktionen des dreifachen Arguments: 

cos3x=cosx(1-4sin2 x) [of3x=[o)x(1 +46in2 x) 
sin 3 x = sin x (4 cos2 x- 1) 

3tgx-tg3 x 
tg 3 X = . 1 =-3 tg2% 

ctgs x - 3 ctg x 
ctg 3 X= ---3 ctg• x-1 

6in3x= 6inx(4[of2 x-1) 
;:r _ 3 ~gx + !B3 x 

g 3 X -- 1 + 3 ~g2 X 

(l:t 3 _ ~tg3 X+ 3 ~tg X 
g X ·- 3 ~tg2 X + 1 • 
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9. Funktionen des n-fachen Arguments: 

cos nx = cos" x-- (:) sin2 x cos"-2 x + (:) sin4 x cos"-4 x-..... 

sinnx =n sinxcos"-1 x-(~)sin3 xcos"-3 x + (~ )sin5 xcos"-5 x-..... 

cos nx + i sin nx = (cos x + i sin x)". 

10. Potenzen der Funktionen: 

Wenn n ungerade: 

sin" X= (f{ r-l[sin nx- (~)sin (n-2) X+(;) Sin (n-4) X-

- (;) >rin (n-6) x + ... (-t) •;• ( •: , ) sinx] 

cos"x= (i)"-1 (cosnx+ C')cos(n-2)x+ (;) cos(n-4)x+ . .. 

+ ( n: 1)cosx] 

wenn n gerade: 

. (-1)2 n n' .. [ 
sm" x = - 2 .. _ 1·- cosnx -( 1 ) cos (n-2) x + (2 )cos (n-4) x- ... 

COS" X= ( ~ r-l[cosnx+ (~) COS (n-2) X+ (;)cos (n-4) X+ ... 

11. Funktionen des halben Arguments: 

cos -~- = V 1 + ~os x ~of ~ = -v~or:+-1-

. x -v1-cosx sm2= --2-- ®in!: = 1 /~of x~_f 
2 V 2 

X sin X 1·- COS X 

tg2 = ·1 +cos x·- sin x 
x @iinx ~ofx-1 

~g 2 = ~of x + 1 = -·-csln-x 
x sinx 1+cosx 

ctg··2 = 1-cosx=· sinx· 
X @ijn X ~Of X + 1 

~tg 2 = ~of x-1 = -@iin x-
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12. Summe und Differenz der Funktionen: 

x+y x-y x+y x-y 
COS X + COS y = 2 COS - 2 - COS - 2 - ~Dl X + ~Dl y = 2 ~Df-2- ~of-2-

. x+y . x-y 
cosx-cosy =-2sm-2-sm-2 -

. . . x±y X'fY 
sm x± sm y = 2sm-2-cos-2 -

sin(x±y) 
tg X ± tg y = cos X cos y 

sin (y± x) 
ctg x ± ctgy = -.- .-smxs1ny 

13. Produktauflösung: 

2 cosnx cos mx = cos (n-m) x + 
+ cos (n + m) x 

2 sin nx sin mx = cos (n-m) x
-cos (n + m) x 

2 sin nx cos mx = sin (n- m) x + 
+ sin (n + m) x 

«'I" «'I" rr::.· X+Yrr::.· x-y 
\\l-0 1 x-\\l-o, y = 2~m -2-~m---2-

rr::.· rr::.· rr::.· X±Yrr ,x=Fy 
~mx±~my = 2~m - 2 - \\l-o,-2 -

@5in (x ± y) 
~g x ± ~g Y = ([of x ([o[ y 

@5in (y ± x) 
~tg x ± ~tg Y = 6in x @5in :Y • 

2 ~of nx~of mx = ~of (n + m) x + 
+ ~of(n-m) x 

2®innx ®inmx = ~of (n + m) x
-G:of (n-m) x 

2 ®in nx~of mx =®in (n + m) x + 
+ ®in(n-m) x. 

14. Summe und Differenz der inversen Funktionen: 

arc cos x ± arc cos y 

= arc cos (x y =f y'f- x2 v' 1--y2) 

= arcsin(y yf_:_x2 ±X y1-y2) 

arc sin x ± arc sin y 

= arcsin (xy1-y2 ± y v1-=-x2) 

= arccos ( y'1__::-x2 y'1-y2 =f xy) 

arc tg x ± arc tg y 

=arctg x±y_ 
1 =f X y 

mt~Ol X± mt~Dl Y 

= mr~ol(xy± y'x2-1 yy2-i) 
= mr®in(y yx2=-1 ± xyy-i-1) 

mt @:iin X ± mt @:iin y 

= mrein(xyy2=t-1 ±yv'X2+1) 
= mr~of(yxL~:1 y'y2 +1 ± xy) 

~{t ~g X± mr ~g y 
x±y 

= mt~g 1 ±X y • 

5. Systeme orthogonaler Polynome. 

Orthogonalisiert man das System der Funktionen y'e{x), x · y'i(X), 
x2 ·V e (xf, ... im Intervall a :S x ;:Sb (vgl. II B2c, S. 24), so erhält man 
eine Folge orthogonaler Funktionen V e (x) · F,. (x); dabei ist F,. (x) ein 
Polynom (ganzrationale Funktion) n-ten Grades, das genau n ver
schiedene Nullstellen im Intervall a ;:S x ;:Sb hat und durch Angabe 
einer Normierung, etwa von 

b 

N,. =je (t) [F,. (t)j 2 dt 
a 

(bis auf das Vorzeichen), festgelegt wird. So ergeben sich die 
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a) LEGENDREschen Polynome p n (x) (vgl. s. 60) 

für e(x)_:__1, in-1 ;Sx;S+ 1, mit N,.= 2 n 2+i (vgl. IIIB 6a 10, 
S. 61). 

b) Die TSCHEBYSCHEFFSchen Polynome 1 Tn (x), Un (x) 

ergeben sich: 

1. Durch Orthogonalisierung (s. o.) mit N n = ~, in -1 ;S x 5 + 1, 

T ( ) f .. ( ) __ 1_. Q ( ) _ Un+1~ f"" ( ) _ V---9 ,. X Ur (! X - ,;--, n X - ,;-- Ur e X - 1 - X • 
V 1- zl V 1 -x~ 

Oft wird auch rn+ 1 T,. (x) bzw. r"+ 1 U,. (x) mit T,. (x) bzw. U,. (x) 
bezeichnet. U,. (x) ist kein Polynom von x. Man setzt noch: 

T _" (x) = T" (x); U_,. (x) =- U,. (x). 

Entwicklung nach TscHEBYSCHEFFschen Polynomen s. II B4h, S. 31. 
Alle n Nullstellen liegen in - 1 5 x 5 + 1. 

2. Dasjenige Polynom n-ten Grades (n fest) mit dem höchsten 
Koeffizienten 1: Pn (x) = x" + a1 x" - 1 + ... + an, für welches der Maxi
malbetrag von Pn (x) in -1 5 x 51 am kleinsten wird, welches dort 
die beste absolute Approximation der Null (vgl. IIB 1 b 2, S. 22) liefert, 
ist 

p,. (x) = r"+ 1 T,. (x). 

3. T,. (x) = cos (n arc cos x) = ~ [(x + i V 1-x2)" + (x-i {1-x2)"] 

U,. (x) = sin (n arc cos x) = ~ [(x + i v1=-x2t- (x-i V-1--Xi)"]. 

Durch die Substitution x = cos {} gehen T,. (x) bzw. U,. (x) in cos n {} 
bzw. sinn{} über; z = T,. (x) bzw. z = U,. (x) ergibt sich daher durch 
Projektion der auf den Mantel des Zylinders über dem Einheitskreis 
y2 = x2 + y2 = 1 gezeichneten Kurven z = cos n {} bzw. z =sinn{}, 
0 5 {};Sn auf die Ebene x = r cos {} = 0. Ferner gilt für n = 0, ± 1, ± 2, ... 

cos (2 n arc sin x) = cos [(2 n + 1) arc sin x] = 
= (-1)" T2n (x); 

sin (2 n arc sin x) = 
= (-1)" u2~+1 (x) 

sin [(2 n + 1) arc sin x] = 
= (-1)"+ 1 u2,.(x); = (-1)" T2n + 1 (x). 

4. Durch die Potenzreihe nach t der erzeugenden Funktion 

~~- ~T (x)~ 
1 -- 2 t x + 12 - ~ " n! ltl < 1. ( 1) 

n=O 

1 S. auch VAN DER PoL u. WEIJERS in Physica I (1934) S. 78. 
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Entsprechend für U,. (x) = V 1- x2 Q,._ 1 (x) 

ltl < 1. (2) 
n=O 

T (x) = (-=-2)"n! (1-x2) _t!__"_ (1-x2)n-~-5. " (2n)! 'dxn 

6. Explizite Darstellung: 
Es treten nur positive Potenzen von x auf. 

T (x) = 2"-1 (x"-~ xn-2 + ~_(n-3) x"-4- ~j~_3_l_(n- 5) xn-6 +- ) 
" 1121 2!21 3! 28 • • • 

Q (x) = Un+ 1 (x) = 2,. ( x" _ n-1 x" _ 2 + i'!-=-~n-3) X ,._ 4 _ 
" V 1- x• 1! 22 2! 2' 

Speziell ist: 

T0 (x) = 1, T1 (x) = x, 
T 2 (x) = 2 x2 -1 

T3 (x)=4x3 -3x 
T4 (x)=8x'-8x2 +1 
T5 (x) = 16 x5 - 20 x3 + 5 x, 

_ {~-3) (n-4) (n~ x"-a + _ ) 
3! 28 • • • • 

U0 (x) = 0, U1 (x) = y1 ~-xii 
Us (x) = 2 X v-:t=- x2 

U3 (x) = (4 x2 -1) -{1-=-- x2 

U4 (x) = (8 x3 -4 x) {T::-.:x2 
Us(x) = (16x4-12x2 + 1) y1-x2. 

Die folgenden Definitionen (und 3 für Ä statt n) definieren für jedes 
Ä die TSCHEBYSCHEFFschen Funktionen T). (x) und u). (x). 

7. T). (x) und u). (x) sind zwei Grundlösungen der TSCHEBYSCHEFF
schen Diflerentialgleichung 

(1-x2)y"--xy'+Ä2 y=O, (3) 
d. h. jede Lösung von (3) wird durch y = A · TJ.. (x) + B · UJ.. (x) gegeben, 
wo A und B willkürliche Konstanten sind. Es gilt ferner: 

T~ (x) · v-:t=- x2 = Ä VJ.. (.x); U~ (x) · yi= x2 =- TJ.. (x). 

8. Wenn C eine einfach geschlossene Kurve ist, welche die Punkte 
t = z + ·{1 - z2 und t = z- { 1 - Z2- ein-, t = 0 aber ausschließt, 
so gilt: 

1 !(1-tz)t-J..-ldt. 
TJ..(z) = 2ni 1-2tz+t2 ' 

c 
für Ä = 0, 1, ... ergibt sich das nach (7) (S. 37) aus (1), für UJ.. (z) 
analog aus (2), ebenso allgemein gültig. 

Rekursionsformel (für UJ.. (x) dieselbe): 

TA+ 1 (x) -2x T_. (x) + T_._ 1 (x) = 0. 
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Spezielle Werte: 1'.. (1) = T,. (-1) = 1; U,. (1) = U,. (-1) = 0; 

T 4 k + z ( 0) = bzw. 1 ; 0; -1 ; 0 1 .. 
U ( ) b J 

fur l = 0, 1, 2, 3 . 
4k+l 0 = zw. 0;1;0;-1 

c) Die jACOBischen oder hypergeometrischen Polynome .Jn (p,q;a:). 

1. Sie ergeben sich durch Orthogonalisierung (s.o.) mit (! (x) = xq- 1 

(1-x)P-q, q>O, p-q>-1, in O':';x;;;21, für ],.(p, q; 0)=1. 

Alle n Nullstellen sind verschieden und liegen in 0 :S x 'S 1. Für 
1 

P=q=1 bzw. p = 0, q = 2 erhält man 

die LEGENDREschen Polynome: 

P,.(x)=f,.(1; 1; 1
2 x) 

bzw. die TscHEBYSCHEFFschen Polynome: 

T,.(x) =],. (o. ~; t 2 ~'). 
2. y = ],. (p, q; x) ist, von konstanten Faktoren abgesehen, das 

Polynom n-ten Grades unter den Lösungen der Differentialgleichung: 

x(1-x)y"+(q-(P+1)x)y'+n(P+n)y=O q>O,P-q>-1. (4) 

(4) ist ein Spezialfall der GAussschen hypergeometrischen Differential
gleichung (vgl. S. 184); die ],. sind gerade die abbrechenden unter den 
hypergeometrischen Reihen, d. h. sie werden 

3. explizite gegeben durch 

],. (p, q; x) = F (-n, p + n, q; x) = 

Speziell ist: 

] 0 (p,q;x)=1; 
P+1 

] 1 (p, q; x) = 1- -q-x; 

J (p · x) = 1 -2 p + 2 x + (P + 2 ) (P + 3l x2. 
2 ' q' q q (q + 1) 

4. Es gilt: 
xl···q(1-x)q-p dn 

],. (p, q; x) = q (q + i)". :-:--(q-+·n-=1) d xn (xq ··1 +" (1- x)P- q+n). 

d) Die LAGUERREschen Polynome J,n (x) 
ergeben sich: 

1. Durch Orthogonalisierung (s.o.)·mit e(x)=c-x m O$x<,"-' 
N" = (n !) 2• Sämtliche Nullstellen sind positiv. 

Entwicklung nach LAGDERREschen Polynomen s. II B4f, S. 31. 
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2. Sie werden explizit gegeben durch 
.. 

L () _ ""(- )kn2(n-1)2 ... (k+ 1) 2 k 
n X - ~ 1 (n-k)! X • 

k=O 
Insbesondere gilt: 

L 0 (x) = 1; L 1 (x) = 1- x; 

L3 (x) = 6-18 x + 9 x2 - x3 ; L 4 (x) = 24-96 x + 72 x2 -16 x3 + x4 ; 

L 5 (x) = 120-600 x + 600 x2 - 200 x3 + 25 x4 - x5 • 

). 

4. Die Potenzreihe der erzeugenden Funktion lautet: 

- xt 

!1-t = ~ !-n(x) tn 
1-t ~ n! 

n=O 

t< 1. 

5. L,. (x) ist, bis auf einen konstanten Faktor, die bei x = 0 endliche 
und für x--+ oo wie x" wachsende Lösung der LAGUERREschen Differen
tialgleichung 

x y" + ( 1 - x) y' + n y = 0. (5) 

Die durch (5) für beliebiges nichtganzes n definierten LAGUERRE
schen Funktionen werden durch die 

6. Integraldarstellung gegeben: 

L;. (z) = 2: if e-t• (1 + W· t-Ä--1dt, 
c 

wo C von + oo kommt und einmal positiv um t = 0 zurück nach + oo 
läuft (auf der RIEMANNschen Fläche des Integranden). 

Rekursionsformel: 

LHdx)- (2Ä + 1- x) L;. (x) +Ä2 L;._I(x) = 0. 

Verallgemeinerte LAGUERREsche Polynome L ~l (x) sind die Polynom
lösungen der Differentialgleichung 

x y" + (k + 1 - x) y' + (n- k) y = 0 k > - 1, 

die man auch durch Orthogonalisierung mit e (x) = e- x xk erhält; für 

k = 1, 2, ... gilt L ~l (x) = dd;k L,. (x); für k = ~ und k = -~ gilt folgende 

Beziehung zu den HERMITEschen Polynomen: 

H ( ) - C LH) ( 2) · H ( ) - C' L(t) ( 2) 2 X - n n X • 2n +1 X - n n X • (Cn, C~ Konstante). 
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e) Die HERMITEschen Polynome H., (x) 
ergeben sich: 

1. Durch Orthogonalisierung (s.o.) mit e (x) =e-x'in-oo <X<+ 00 

für N" = 2" n!; H" (x) hat n verschiedene reelle Nullstellen. 

Entwicklung nach HERMITEschen Polynomen s. II B4g, S. 31. 

2. Explizite Darstellung: 

[;1 
""' (-1)k n! n-2k 

H,. (x) =~k! (n-2 k)! (2 x) n = 0, 1, 2, ... 
k=O 

[-i-] bede~tet dabei die größte ganze Zahl ::S ~. 
Speziell ist: 

H 0 (x) = 1; H1 (x) = 2 x; H 2 (x) = 4 x2 - 2; H3 (x)=8x3 -12x; 

H 5 (x) = 32 x5 -160 x3 + 120 x. 

3. Durch die Potenzreihe nach t der erzeugenden Funktion: 

"' 
e-t• + 2tx = :2 Hn (x) ~"! (für alle t). 

4 .. 

5. Bis auf einen konstanten Faktor als die Lösungen der 

HERMITEschen Differentialgleichung 

y" - 2 x y' + 2n y = 0, (6) 

welche für x -+ + C\J und x -+ - oo nur wie x" unendlich werden. Die 
durch (6) auch für nichtganze n =.?. definierten HERMITEschen Funk
tionen gestatten die 

6. Integraldarstellung: 

H (z) = F(J.~ 1)je-t'+2t•. t-J.-ldt· 
;. 2 :n:z ' 

c 

C kommt von t = + =, umläuft t = 0 einmal positiv und geht nach 
t = + oo zurück (in der RIEMANNschen Fläche des Integranden). 

Rekursionsformel: 

HH 1 -2 xH;. + 2.?.H;._ 1 = o. 
Differentialrekursion: 

H';. (x) = 2.?. H;._ 1 (x). 
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6. Kugelfunktionen 1• 

a) LEGENDRESche oder "einfache" Kugelfunktionen. 

Allgemeine Definitionen. Die LEGENDREschen Kugelfunktionen Pn (p,) 
sind ganze rationale Funktionen einer Variablenp, und eines ganzzahligen 
positiven 2 Parameters n, der Ordnung der Kugelfunktion. Man setzt 
auch p, = cos {} und betrachtet P,. ( cos {}) als Funktion des Winkels {}. 

Definitionen: 

I. P,. (cos{}) sind die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung: 

=2r" · P .. (cos{}) für jr! < 1 

v' 1 - u cos Uo + ". CO 
( 1) 

= ~-.,n1+ 1 P,. (cos{}) für ,rl > 1 
n~o 

z 
2. Setzt man p, = cos{} = ., , r 2 = x2 + y2 + z2, so ist 

P (cos{})=J- 1)n r"+ 1 ·~-( 1-). (2) n n! i:)zn r 

J. Eine homogene ganzrationale Funktion n-ten Grades Hn (r, z) 
vonrund z = r cos {},die der Bedingung LI Hn (r, z) = 0 genügt, definiert 3 

c 
Pn (cos {}) = .,,. · H,. (r, z) (3) 

bis auf eine Konstante C (vgl. auch c, 2). 

4. (4) 

.. 
5. Pn(P,) = ~ j(tt ± cosq; v' p,2-1)" d q; 

0 (LAPLACE). (5) n 1/ dcp 
= n- (,u±coscpf',us-1)n+l 

0 

Dabei ist + oder - beliebig! 

6 P (u)- --1-f -~-- 1 )~d~ (SCHLAEFLI). ' n r - 2ni 2n (z-,u)n+l 
c 

(6) 

Der Weg C geht positiv um p, herum. 

1 Wegen numerischer Tabellen und weiterer Formeln vgl. z. B. jAHNKE und 
EMDE: Funktionentafeln, 2. Auf!. S. 173. Vgl. auch BETHE: Handbuch der 
Physik, 2. Auf!. Bd. 24/1 S. 551 f. 

• Für negatives n s. S. 64. 

' 1 ' 3 Auch H,. = .,.. + 1 • Pn (cos ßo) erfüllt die Gleichung LI Hn = 0. 
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7. Pn (cos ß) ist em Spezialfall der allgemeinen Kugelfunktionen 
Yn (q;, ß) (s. S. 64). 

Transformiert man L1 V= 0 auf Polarkoordinaten r, q;, ß (vgl. S. 145), 
setzt die Reihe V= .I rn Yn (q;, ß) ein und sucht speziell solche Lösungen 

n 

Yn, welche von q; unabhängig sind und nur von p = cos ß abhängen, 
so gelangt man zu der 

80 Differentialgleichung: 

n(n+1)y+ : 11 ((1-p2) ~i)=o (7) 

(LEGEND REsche Differentialgleichung). 
Ihre allgemeine Lösung lautet: 

y = AP,. (p,) + BQ,. (p,). (8) 

wo A und H willkürliche Konstanten sind !Bedeutung von Q" (p,). s. So 63]. 

[~I 
9 p ( )= "'(- )k1·3°·~--o(2tt-2k-1) 11-~k 

0 n fJ ..::. 1 zkk!(n-2k)! fJ 
k=O 

[iJ 
_ "'1·3o ... ·(2n-2k-1). 0 1°_3°·:··(2k-1) . (9) 
- -,.:;. zn-lk! (n-k)! cos(n-2k)ß. 
k~o 

[i J bedeutet die größte ganze Zahl <::;. cos (0 ° ß) ist durch~ zu ersetzen. 

10. P,. (p,), n = 0, 1, .. 0 ergibt sich auch bei der Orthogonalisierung 
von 1, x, x2, 0 •• im Intervall- 1 <::: x 5 + 1 (vgl. li B2c, S. 24, Nor
mierung S. 29) . 

Die Definitionen 1, 2, 4, 5, 6, 9 sind eindeutig, 3, 8 und 10 lassen 
eine Konstante unbestimmt. 8 gestattet noch eine zweite Lösung, 
die Kugelfunktion 2. Art Qn (p,)o 

Es ist üblich, die Konstanten so zu wählen, daB P" (1) = 1 wird. 

Rekursionsformel: 
11 

P" 1 1 = f.l p n + -n +-1- (p p n - P,.- d · (10) 

Differentialformel: 

Sh 'b . dPn(u) P' .1 c re1 en wir · · · · = so g1 t d Jl. n• 

]>' =n(p.Pn=Pn-1)= (n+ 1) (P,.,J--p.Pn) 
n 112- 1 fl" -1 

(11) 

P~ + 1- P~ -1 = (2 n + 1) Pn 

fl P~ - P~ _ 1 = n Pn . 
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Spezielle Formeln: 

P0 (p.) = 1 
P1 (p.) = cos1i = p. 

1 1 
P2 (p.) = 4(3 cos21i + 1) = 2 (3t.t2 -1} 

1 1 
P8 (p.} = 8 (5 cos31i + 3 cos1i) = 2 (5p.3 -3p.) 

1 . 1 . 
P, (p.) = 64 (35 cos 41i + 20_cos 21i + 9) = 8 (35p.4 - 30p.2 + 3) 

1 
P5 (p.} = 128 (63 cos 51i + 35 cos 31i + 30 cos1i) 

1 
= 8 (63p.5 -70p.8 + 15p.) 

1 
P 6 (p.) = 512 (231 cos 61} + 126 cos 41i + 105 cos 21i + 50) 

1 
= 16 (231 p.6 - 315 t-t' + 105 p.2 ---:- 5) 

1 . 
p7 (p.) = 1024 (429 cos 71i + 231 cos 51i + 189 cos 31i + 175 cos 1i) 

1 
= 16 (429p.7 -693p.5 + 315p.3 -35p.) 

1 
P 8 (p.) = ·16384 (6435 cos 81} + 3432 cos 61} + 2772 cos 41i 

+ 2520 cos 21i + 1225) 
1 

= -u-g(6435p.8 -12012p.6 + 6930p.4 -1260p.2 + 35). 

Spezielle Werte: 

P (0) = (-1)" · 1_:}_-j_._: ._(2_n-:-_-- !) P (0) = 0 
2n 2•4·6 ... 2n ' 2n+l ' 

Negatives Argument: 

P,. (- p.) = (-1)" P,. (p.). 

Allgemeiner Verlauf der Kugelfunktionen im Bereich I > fL >- I: 
Die LEGENDREschen Kugelfunktionen sind oszillierend und ihr Betrag 

(außer für p. = ± 1) kleiner als 1. 
P,. (p.) hat n reelle, voneinander verschiedene Nullpunkte zwischen 

-1 und + 1 (Fig. 13). 
Für gerade n sind die P,. (p.) gerade, für ungerade n ungerade Funk

tionen von p.. 

Integralsätze für Kugelfunktionen: 

(Orthogonalität der Kugel/unktionen.) Es ist 
+1 

J Pm (p.) · P,. (p.) dp. = 0 für m =!= n 
-1 

+1 

jP!(p.)dp.= 2n2+1. 
-1 

{12) 
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Entwicklung nach Kugelfunktionen s. II B 4 d IX, S. 29. 

Asymptotische Darstellung 1 für große Werte von n: 

P (cos{}) =--+ 1/- 2. · sin {(' n + 1 ) {} + !:_}. (13) '' V nnsm-& 2 4 

Vorausgesetzt: n~1. c;<{}<n-E, 
n 

O<E<-6· 

b) Kugelfunktionen zweiter Art 
Qn (x). 

Die allgemeine Lösung der Diffe
rentialgleichung (LEGENDREsche 
Differentialgleichung, vgl. S. 184) 

d2 y dy I 
(1- x2) [):?.- 2 xa;;- + (14) 

+n(n+1)y=oJ 

lautet: y = A P" (x) +BQ,. (x). 
Setzt man y = A 0 + A1 x + 

1 

xto, 
0, 

0, 

9 

8 

7 

0,6 

0,5 

0,3 

0, 2 

1 0, 

0 

-o, 1 

-0, 2 

-0, 3 

A2 x2 + ... , so fordert obige -o, 
Gleichung die folgende Relation -o, 
zwischen den A; -o, 

'I 

5 

6 

(i-n)(n+i+1) 
Ai+2= (i+-1)({+-2i A;.(15) 

Es bleiben also zwei A;, z. B. A 0 

und A1 unbestimmt. 
Es wird: 

-o, 7 

-0, 8 

-0, 9 

1 

-+ 

1 

1---

/ f--~ 

J V 1--"' 
V v 

V V V 
I lL V V 

ft I V / 
I 1/ / 

II I J 
I V V V 

~ l I I .L'" J1. 

I I I V 
II+ II I I V 

II I V I 
II I II 1/ / 

I 1 1/ 
II 1 L _L V lL 

lL 1 V L L 
I II II lL _L V 

I I I I V V V 
Fig. 13. Kurven: Pn (x) = 0. 

y = Ao( 1--n (n2i 1) x2- n~=~) (n4t 1) (n +I)_ x4-... ) 1 
+Al x ( 1 + (1 -1t~p f ~) x2 +~-=-11)_(3:-::-n{ ;n_+ 2)(~±iJ x4 + ... ) J (16) 

= AoPn (x) +Al qn (x) · 

Für geradzahliges n ist dann das endliche Polynom p,., für ungerades 
n das endliche Polynom qn (bis auf einen Faktor) identisch mit den 
LEGENDREschen Kugelfunktionen P,.. Dieser Faktor ist durch die übliche 
Normierung P" (1) = 1 bestimmt, so daß 

1 
n 

P ( )-21·3 ... 11-1 f'' = -1 ------ - p ur gerade n 
" 2· 4 ... n " 

P,, = (-1) 2 1. 3 ... n f.. d n-1 J 
~4-~:n=-1 q,. ur ungera e n 

1 I (n) = --+ g (n) (asymptotisch gleich) bedeutet !im I ((n)) = 1. 
"+"' g n 

(17) 
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wird. Für gerades n heißen dann die q,., für ungerades n die p" Kugel
funktionen 2. Art Qn. Normierung: 

n 

Qn = (-1)2 · :;--:-23 ·.~: ~in 1 q" für gerade n 

"-;; 1 2·4 ... n-1 .. I Q,. = (-1) - ·~~Pn fur ungeraden. 

(18) 

Gelegentlich werden auch andere Normierungen benutzt. 
Nach dieser Definition bricht die Reihe für Pn (x) mit dem n-ten 

Gliede ab. Qn (x) ist durch eine unendliche Reihe dargestellt. 
Hieraus ist Pn (x) auch für x > 1 definiert, während dann die Reihe 

Q,. (x) divergent wird. Hier konvergiert die Entwicklung: 

n! ( 1 (n+1)(n+2) 1 
Q,.(x)=j-::,.:.(21t+i}x xn+I+ 2(2n+3) xn+3 

+ in t ·11.(72~ ~ ~~ ~~~;r -~)_ xn ~ 5 + ... ) 
(19) 

Es ist für x2 < 1 
1 ( 1 + X) Qo (x) = 2-ln .1=-:t: , 

Q1 (x) = --1 + i-In(::+~~)· 
Es ist für x2 > 1 

Q0 (x) = ~ In(:+:) , 

Ql (x) = 1- i In (~-!--n. 
Weitere Qn folgen aus der Rekursionsformel: 

(n + 1) Qn + 1 = (2 n + 1) x Q,.- n Q,. _ 1 . 

Spezielle Werte: 

Qn(1)=co, Qn(--1)=-CO, Q,.(co)=O, 

für gerades n: Q .. (0) = 0. 

Negativer Parameter n. 

Wegen P-n = Pn+ 1, q_,. = q,._ 1 folgt: 

P- (" + 1) = Qn · (20) 

Die Kugelfunktionen 2. Art können daher auch als solche 1. Art 
mit negativem Parameter n aufgeiaßt werden. 

c) Allgemeine Kugelfunktionen. 

Die allgemeinen Kugelfunktionen Yn (rp, ß) sind Funktionen zweier 
Variablen rp und ß (Polarkoordinaten) und eines Parameters 11. Außer
dem enthalten sie 2 n + 1 willkürliche Konstanten. 
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Definitionen der allgemeinen Kugelfunktionen: 

I. Man setzt 
z 

cos{} = -, 
1' 

Dann ist 

• {} % 
cos IJ? sm = r' 

65 

on ( .!_) . (21) 
Y (m {}) = C · r" + 1 · · ~ "~~-

,. T' oPo~an 

Hierbei ist cx + ß + r = n. Durch verschiedene Wahl der cx, ß, r 
sind 2 n + 1 verschiedene Funktionen Y", die voneinander linear un
abhängig sind, definiert. 

2. Bildet man eine homogene Funktion n-ten Grades von x, y, z, 
H" (x, y, z), die die Bedingung 

L1 H" = o 
·erfüllt, so ist 

1 
Y,. (IJ?, {}) = ",. H,. (x, y, z) 

bis auf 2 n + 1 Konstanten definiert!. 

3. Es ist 

Y ( {}) ~(A B . ) . m{} dmP,. (cosfJ) 
,. IJ?• = .._, m COS miJ? + mSlll miJ? Sill --d(cosfJ)-;;o-· 

m=O 
,. 

= .I (Am cos m IJ? + Bm sin m IJ?) J>: (cos {}), [vgl. (24)]. 
m=O 

(22) 

Die Am und Bm sind 2 n + 1 willkürliche Konstanten. Die Funktionen 
cos m IJ? P': ( cos {}) und sin m IJ? P': ( cos {}) heißen "symmetrische Kugel
funktionen". 

4. Die Y,. (IJ?, {}) sind Lösungen der Differentialgleichung: 

1 o ( . o Yn) 1 az Yn 
n(n+ 1)Y,.+sin1Jo1J sm{}-a-iJ.~ +sin•IJ orp• =O. (23) 

Ist 88~" = o, so wird Y,. = C · P,. (cos{}). 

Bedeutung von Y,.: 
Aus 1. folgt, daß Y,. (IJ?, {}) das Potential auf der Kug~l r = 1 dar

stellt, wenn im Zentrum r = 0 ein System von Dipolen liegt. Die 
LEGENDREschen Kugelfunktionen erhält man, wenn deren Achsen alle 
parallel zur z~Achse liegen. 

Entwicklung nach symmetrischen und allgemeinen Kugelfunktionen 
s. II B4dy, ~. S. 30. 

Yn 
1 Außer r" Y,. erfüllt auch "" + 1 die Differentialgleichung LI Hn = 0. 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 
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d) Zugeordnete Kugelfunktionen 

heißen die Funktionen (mit cos {} = p,) 

Pm( {}):...__ . m{} dmP,.(cosO) _ sinm#} d~+m(,u•-1)" 
"COS -Slll d(cosO)m -2"(n)! dpn+m · 

Es gilt auch 

JY: (ft) = (n + ,m)! im j"'(p, + cos q; 1'~2=--1)" cos m q; d q;. 
n. n 

0 
Differentialgleichung: 

( ( ) ml ) 1 . d ( • .u d y ) 
n n+ 1 -sinBIJ Y+sinOdO smv IiD =O. 

HELMHOLTZ führte die Funktionen 

(24) 

(25) 

(26) 

p _ _ dmP,. (,u)_ 
nm - d ,um (27) 

em; sie genügen der Differentialgleichung: 
d2 y d y 

( 1 - p,2) d fl1 - 2 (m + 1) p, d,u + (n (n + 1) - m (m + 1)) y = 0. (28) 

Entwicklung nach zugeordneten Kugelfunktionen s. II B4dß, S. 30. 

e) Integralsätze. 

1. Zwei beliebige Kugelfunktionen Y,. (q;, {}) und Y m (q;, {}) sind zu
einander orthogonal 

n2n 

J JY,. Y m sin {}d{}dq; = 0 für m=+= n. (29) 
0 0 

Sind {} und q; Polarkoordinaten, so bedeutet sin {}d{}dq; = da das 
Oberflächenelement der Kugel vom Radius r = 1; die Integration in 
(29) ist dann über die ganze Kugel erstreckt. 

2. Wird m = n und bedeutet y den Winkel des Radius nach ({}, q;) 
gegen den festen Radius ({}', q;'), d. h. ist 

cos y = cos D cos {}' + sin {} sin {}' cos (q;- q;'), . 
so gilt 

n 2n . 

J jY,.P,.(cosy)sinDd{}dq;= 2 ;~ 1 Y,.(D',q;'). (30) 
0 0 

7. Zylinderfunktionen 1• 

Die Zylinderfunktionen sind Funktionen einer Variablen x und eines 
Parameters p, der beliebige (reelle) Werte annehmen kann. Für negatives 
x ist die Funktion nur bei ganzzahligem p definiert. 

1 Wegen weiterer Formeln, Tabellen und Literaturangaben vgl. J AHNKE u. 
EMDE: Funktionentafeln, 2. Aufl. S. 192f. 
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Die Zylinderfunktionen sind gewisse Lösungen der .Differential
gleichung: 

:•:. + ~ : ~ + ( 1 - ~: ) y = 0 (BEsSELsche Differentialgleichung). ( 1) 

Die allgemeine Lösung heiße 1 : 

y = Zp (x). 

Die Funktion u = Zp (r) · eiPtp genügt der Differentialgleichung 
L1 u + u = 0, wo cp das Azimut um die z-Achse, r den Abstand von 
der z-Achse bedeutet, und u nicht von z abhängt. 

a) Zylinderfunktionen erster Art 1~ (x) 
(BESSELsche Funktionen). 

Diese sind definiert : 

I. Als Spezialfall von Zp (x) aus den Randbedingungen, daß 

Ip (0) endlich für p ~ 0 und Ip (x) ->- 0 für x->- oo. 

Speziell ist 10 (0) = 1. 

2. Bei ganzzahligem p als Grenzfall der zugeordneten Kugelfunktionen 
I?'; (vgl. S. 30) für n->- oo, nämlich 

Ip(x) = (-1)P lim Pe ( cos =). (2) 
n-+oo 

3. Bei ganzzahligem p durch das Integral 

" 
Ip(x) = ( :rr;i)P jeizcos'Pcospcpdcp. (3) 

0 

Daraus folgt für gerades p 
!' 

" 2 

I 2 n = ( n1t J cos (x coscp) cos 2ncp dcp = ~ J cos (x sin cp) cos 2 n cp dcp, (3 a) 
0 0 

für ungerades p 
" 

I 2 n+ 1 = C_:)n f sin (x coscp) cos (2 n + 1) cp d cp 
0 

2 

= ~-J sin (x sincp) sin (2 n + 1) cp dcp. 
0 

d2 y a dy ( c2 ) 
1 Die allgemeinere Gleichung: d x• + x · (i"X + b•- x• Y = 0 

1-a 
Lösung: y = xa.zp (b x), wo Clt = - 2-· und p• = 1X2 + c•. 

s• 

(3 b) 

hat die 
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4. Ip (x) ·.2 · iP = Cp ist der Koeffizient der FOURIER-Entwicklung 

ixcosw _ 1 + + 2 + + p + e - 2 Co C1 COS W C2 COS W • • • Cp COS W ••• 

und wird demnach dargestellt durch die Potenzreihe 

xP( x2 x' ) 
5. Ip(x)= p!zP 1 -2(2P+2) + 2·4(2P+2)(2P+4) - ... 

CO 

_""" (-1)kxP+2k 
- ~ -2i>-+ 2 k • k ! (P -t k) ! · 

k~O 

(4) 

(4a) 

Für nicht ganzes p ist in dieser Summenformel [/ (p + k) statt (p + k) I 
einzusetzen ( vgl. S. 73). 

Entwicklung nach Zylinderfunktionen Ip (x): s. II B4e, S. 30. 

b) Zylinderfunktionen zweiter Art. 

Als Zylinderfunktionen zweiter Art werden verschiedene Funktionen 
gebraucht. 

N (x) =-~K (x) = Ip(x)cos.pn-I-p(x) 
P :n; P smp:n; ' (5) 

H~l (x) = Ip (x) +iN (x) = Sir/:p--n (e-Pni Ip (x) -Lp (x)), (6) 

Hpl (x) = Ip (x) -iNp (x) = Sin; :n; (ePni Ip (x)- Lp (x)). (7) 

DieN P (x) heißen "NEUMANNsche", die H~1J (x) und H~J (x) "HANKEL
sche Zylinderfunktionen". Ihr Aufbau 

HltJ = I + iN, HC'l = I- i N ist analog ei x = cos x + i sin x, 

e- 'x = cos x- i sin x. 

Diese Definitionen versagen für ganzzahliges p. Durch Grenzübergang 
findet man hier die Entwicklung: 

Np (x) = ~ {Ip (x) ( ln ; -( 1 + ~ + ~ + ... + ; ) + C)- l 
~ k P+2k 1 1 ~ 1 (2)P-kJk}J (S) - -6-i {-1) k (p-+k)IP+2k--z p. &o p-k x k! 

C = 0,57722 = lim ( 1 + ~ + ~ + ... + : -ln n) heißt EuLERsche 
n-+ co 

Konstante. 

c) Die allgemeine Lösung der BESSELschen Differentialgleichung. 

Für die allgemeine Lösung der BESSELschen Differentialgleichung 
sind zwei voneinander linear unabhängige Zylinderfunktionen zu ver
wenden. 



Hierfür eignen sich : 
a) ·Für reelles x 
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1. lp (x) und I_ p (x) außer für ganzzahliges p, da lp (x) und I_ p (x) 
in diesem Falle bis auf das Vorzeichen identisch werden. 

2. lp (x) und Np (x). 
b) Für rein imaginäres x 
lp (x) und H~1 ' (x) oder H~l (x). 

d) Allgemeine Beziehungen. 

Für alle bisher genannten Zylinderfunktionen Zp gelten folgende 
Beziehungen: 

I. Algebraische Rekursionsformel: 
2p 

Zp _ 1 + Zp +1 = x Zp . 

Hieraus folgt speziell: 
2 

Z 2 =xZ1-Z0, 

Z8 =-: Z 0 - ( 1-~~) Z1 usw. 

und allgemein für ganzzahliges p: 

z_1 = -Zv 
2 

Z_ 2 = x Z1 -Z0 usw. 

Z_p=(-1)PZp. 

(9) 

(9a) 

Aus Z 0 und Z1 sind daher alle Zp für ganzzahliges p ableitbar. 

2. Differentialformeln zur Rekursion: 
dZp p 
Tx- = - x Zp + Zp- 1 • (10) 

Hieraus folgt speziell: 

dZ0 (x) _ -Z ( ) 
dx - 1 X' 

dZl__(~~ =-~ Z + Z usw. 
d X X 1 0 

Man leitet aus (10) die Rekursionsformeln her. 
p dZp 

ZP+1 = xZP--dx-

p dZp 
Zp-1 = x Zp + a:x-· 

3. Integralformeln: 

J xP+ 1Zp (x) dx = xP+ 1Zp+ 1 (x). (11a) 
Speziell ist : 

J xZ0 (x) dx = xZ1 usw. 

J x-P+ 1 Zp (x) dx =- x--P+ 1 Zp-- 1 (x). (11 b) 

Orthogonalität der BESSELschen Funktionen: 
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Wenn Ip {otm) = Ip {ot") = 0 ist, wird 
1 

J Ip (otm x) Ip (oc" x) xdx = 0, für otm + ot,. und 
0 

1 

j [Ip (otm x)] 2 xdx = ~ [Ij, {otm)J2. 
0 

e) Negativer Parameter. 

I_ p = I p · cos p n-Np · sin p n. 
Es wird also : 

I_p = (-1)P Ip, N_p = (-1)P Np für ganzzahliges p. 

(12) 

Lp=-Npsin((n+~ln) =Np·{-1)"+ 1 =Np(-1)P+~ für P=n+~· 

Negativ reelles Argument: 

Ist p ganzzahlig, so wird 

Ip (- x) = (-1)P Ip (x). (13) 

Ist p = n + ~ , so wird 

Ip(-x) = ±iip(x) (mit unbestimmtem Vorzeichen). {14) 

Für beliebiges p wird Ip (- x) vieldeutig wegen des Faktors xP. 

f) Zylinderfunktionen mit halbzahligem Parameter. 

1. Es sei p = n + ~ mit n = 0, 1, 2, . . . . Dann lassen sich die 
Funktionen elementar ausdrücken: 

In+-~- (x) =V n2x (An+-~- {x) cos x + Bn+ 4 {x) sin x), 

wobei die Rekursionsformeln gelten: 
n d 

An+~ (x) =--; A,.-~-lixA,._ ~ -B,._ ~ 

n d 
Bn+-} {x) = x B,.-4-- d-x ß,._ ~-+An-~. 

Speziell ist für 

n=O 

1t=1 

n=2 

A{ = o 
A~=-1 

A& =- 3 
~ X 

2. Für p = - (n + ~) erhält man 

B~-= 1 

Ba=~ 
lf X 

B~ = -;2-- 1 usw. 

L (n+t) (x) = (-1tV n2x- (Bn+t (x) cos x-A,. q {x) sin x) 

N,.+t{x) = {-1)"+ 1 L(n+~) (x) 

N-(n+~) (x) = (-1)"In+~ (x). 
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lim x = 0: 

Funktionen. 

g) Grenzwerte für kleines a·. 

1. Reelles Argument. 

a) (TY 
10 (x) = 1, lp(x) = 7i(pf, wenn p > 0 

ldx) = ; 1= 0, wenn p < 0 und ganzzahlig 
x2 lp (0) 

12 (x) = 8 = oo, wenn p < 0 und nicht ganzzahlig. 

b) N 0 (x) =-!In 1,\. wo y = ec = 1,7811 ... ist (vgl. 8, 3, S. 73) 

2 
NI (x) = --nx. 

a) 

b) 

2. Imaginäres Argument. 

Io(ix)=1 Il(ix)=~r. 

N (ix)=-~-ln~+i 
O n yx 

N ( . ) X • 2 l$X=--2+$-. nx 

h) Asymptotische Werte 1• 2 für a: > I und zugleich x > p. 

daraus wegen 2 lp = H~1l + H!# : 

lp(x) =-+ ± ~cos( x- ~) für gerades p 

=-+ ± -v n2x sin (x- ~) für ungerades p. 

Analogie zu den Exponentialfunktionen: 
. eix+e-iz 

1. lp (x) entspncht ·· 2 

Es ist periodisch für großes x mit der Periode 2 :n. 

2. H~Il (ix) entspricht e-z. 

Es ist monoton abfallend, asymptotisch gleich Null. 

3. H~2l (ix) entspricht ex. 

Es ist monoton nach oo ansteigend. 

1 Vgl. Anm. S. 63. 

(15a) 

(15 b) 

1 Wegen genauerer Abschätzung vgl. z. B. ]AHNKE u. EMDE: Funktionen
tafeln, 2. Aufl. S. 203. 



Gammafunktion. 

8. Gammafunktion. 

Das Produkt 1 · 2 · 3 · ... · n = n! heißt n Fakultät, es gilt 

n!=n(n-1)! 
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Einer Funktion n (x), die n! auch für nicht ganzes positives X inter
polieren soll, schreibt man daher vor: 

II (x) = X n (x -1) und II (1) = 1. 

Die "glatteste" unter allen möglichen solchen Funktionen 1l (x) ist die 
GAusssche Funktion 1l (x): 

· 1 • 2 · 3 • ... • nx II (x) - hm --~~~---- -· 
- ,._..." (x + 1) (x + 2) ... (x + n) ' ( 1) 

sie ist die einzige, deren Logarithmus y = In II (x) für alle x > - 1 positive 
Krümmung hat, also keinen Wendepunkt besitzt; es ist II II" > Il'2 

für alle X> -1. Man setzt gewöhnlich r (x) = II (x -1). 

r (x) ist eine in der ganzen Ebene analytische meromorphe Funktion, 

die bei x = 0, -1, ... Pole erster Ordnung mit dem Residuum (-:)" n. 

für x = - n besitzt; x = oo ist wesentlich singulär; r ~X) ist ganz

transzendent. 

Definitionen: 

1. Der GAusssche Grenzwert 

r (z) = ]] (z -1) = lim - -- - - ~·-~~-· ·_·. n. nr-_l_ 
n-+ro z(z+1)(z+2)• ... ·(z+n-1) 

existiert für alle komplexen z + 0, - 1, - 2, ... . 

2. Ist der Realteil von z, lR z > 0, so gilt: 
(X) 

r (z) = II (z-1) = J e- 1 e•-l dt (EULERsches Integral). 
0 

3. Versteht man unter C=0,577215665 ... die EuLERsche Konstante 
(ec = 1,781 ... ) , so gilt die Produktdarstellung: 

(X) 

I't(z) = z CCz rr ( 1 + 0 e- ~ 
k=l 

für alle komplexen z. 

Funktionalgleichungen: 

r (z + 1) = z • r (z) ; 1l (z + 1) = (z + 1) · II (z) 

T(z) F(1-z) = -:_Jl__ = 1l (-z) · II (z-1) · 
stn :n z ' 

(2) 

(3) 

(4) 
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r(:) ·r( 3 ~ 1 ) • •.• • r( z+:-1 ) n·-~ = (231:),.; 1 
·F(z); (5) 

speziell n=2: r(~)·r(z~ 1)2•- 1 =Vn·F(z). (6) 

Ist daher r (z) in einem reellen Intervall (bzw. einem vertikalen 
Parallelstreifen) der Breite 1 bzw. ~. etwa in 1 ::::; z < 2 bzw. ~ < z::;;;; 1 
gegeben, so läßt es sich aus (3) bzw. (3) und (4) für alle Werte be
rechnen. 

Spezielle Werte: 

F(1)=Il(0)=0!=1; T(2)=Il(1)=1; 

rC)= n(- ~)= yii; 
1 1 

F(o) = F(-n) = O, 

T(x+n)= (x+n-1) (x+n-2) · . .. ·x·T(x). 

Logarithmische Ableitung: 

d II' (z) . 
"P (z) = dZ (In II (z)) = II (z) , 

"' 
"P (z) = - C + L) ( ~ - z ~ k); C = EULERsche Konst. 

k=l 
1 1 1 

"P (n) = - c + 1 + "2 + 3 + ... + n. 
Asymptotische Formeln: 

n= 1,2, ... 

In F(x) = ~ lnll (x) = ~ x ·In x für x > 1 (= ~ s. Fußnote S. 63), 

(. 1) ,/ 1 1 
lnll (z) =lnF(z+ 1) = z+ 2 In z-z+ In v231:+ 12 x- 36oxs +-· · · 

"' V Bzk + ~ (2k-1)2k·z2k-l +r,.(z), (B2k s. S. 2) 
k=B 

. r (z)i <. _____ l_!lzn_+2 · z- 2n-~L. - für z = re'"', q; + ± n. 
n (2k+1)(2k+2)(cos ;r"+2 

STIRLINGsche Formel (x reell): 
--- 1 1 

fl (x) =X" e-"y23!: X (1 + r (x)) mit 0 < r (x) < tlx· + 288 x2 • 

9. Elliptische Integrale und Funktionen. 

a) Elliptische Integrale. 

Über die Reduktion des allgemeinen elliptischen Integrals vgl. S. 14 
(Abschn. Int.-R.). 

LEGENDREsche N ormalform: Das allgemeine elliptische Integral läßt 
sich reduzieren auf die drei Normalintegrale (0 < k2 < 1, x = sin q;) 



Elliptische Integrale und Funktionen. 

Sie heißen unvollständige elliptische Integrale 1., 2. und 
3. Gattung. Das Integral 

n/2 

f d 'I' . = F (k, .!!.) = K (k) (4) y 1 - k1 sin1 tp 2 . 
0 

heißt vollständiges elliptisches 
Integral 1. Gattung. Die Funk
tionen E, F, K sind tabuliert. 
In Fig. 18 sind F (k, rp) und 
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( 1) 

(2) 

E (k, rp) als Funktionen von rp 0° 

für verschiedene Werte des Para
meters k = sin {} dargestellt. 

Fig. z8. Die elliptischen Integrale I. und 2. Gattung. 

Als WEIERSTRASSsches Normalintegral 1. Gattung bezeichnet man 

(5) 

b) Allgemeines über elliptische Funktionen. 

Die elliptischen Funktionen sind Umkehrfunktionen oder algebraische 
Funktionen von Umkehrfunktionen elliptischer Integrale. Sie sind 
doppeltperiodische Funktionen ihres komplexen Arguments z mit zwei 
komplexen Perioden w 1 und w 2, so daß 

f(z)=f(z+m1 w1 +m2 w2) (~. m2 =0, ±1, ±2, ... ) (6) 

wird. Im Endlichen haben sie keine wesentlichen Singularitäten. Das 
Verhältnis WJ./m2 ist stets nicht reell, d. h. die komplexe z-Ebene kann 
von einem beliebigen Punkt z0 ausgehend in Parallelogramme eingeteilt 
werden, deren Eckpunkte ein Gitter z0 + ~ WJ. + m2 w2 bilden, derart, 
daß f (z) in entsprechenden Punkten verschiedener Parallelogramme 
den gleichen Wert hat ("Periodenparallelogramme"). 
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LIOUVILLEsche Sätze: 

1. Es gibt keine nichtkonstante elliptische Funktion, die im Perioden
parallelogramm überall endlich ist. 

2. Die Summe der Residuen im Periodenparallelogramm ist Null. 

3. Eine elliptische Funktion nimmt im Periodenparallelogramm jeden 
Wert an ebensoviel Stellen (der Vielfachheit nach gezählt) an wie den 
Wert oo. 

c) Die J ACOBischen elliptischen Funktionen. 

Definition: Die Umkehrfunktion zu ( 1) 

'f 

z = F (k, q;) = f d tp _ 
-{1- k2 sin2 tp 

0 

heißt die "Amplitude" von z: 

q; '= amz. 

Führt man x = sin q; ein, so geht (7) über in 
X 

und (8) in 
x = sin (amz). 

Hierfür schreibt man kürzer 
x = sn z. 

Man führt weiter die Funktionen ein 

yi'=- x2 = cos (am z) = cn z, 

V 1 ~k2 X,2 = L1 am z = dn z . 

sn, cn, dn sind die jACOBischen elliptischen Funktionen. 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

Allgemeine Eigenschaften: sn z ist eine ungerade, cn z und dn z sind 
gerade Funktionen von z. Insbesondere ist 

sn 0 = 0, cn 0 = 1, dn 0 = 1. 

Die Funktionen sind doppeltperiodisch, und zwar hat 

sn z die Perioden W:t = 4 K, w 2 = 2 i K', 

cnz die Perioden w1 =4K, w2 =2K+2iK', 

dn z die Perioden w1 = 2 K, w2 = 4 i K', 

wobei K = F (k !!._) 
' 2 ' 

K' = F ( k', ~ ) und k' 2 = 1 - k2 • 



Elliptische Integrale und Funktionen. 

Die jACOBischen Funktionen haben die Nullstellen 

sn (2mK + 2niK') = 0 cn ((2m+ 1) K + 2niK') = 0 

dn ((2m+ 1) K + (2 n + 1) i K') = 0 

und die Pole 1. Ordnung 

Z=2mK+(2n+1)iK' (m,n=O, ±1,±2, ... ). 

Ferner gelten die Beziehungen: 
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cn z 
sn (z+K) = ----

dnz' 
sn z 

cn (z + K) = - k' dn z , 
k' 

dn(z+K) = d-, nz 

. K') 1 ( . K') i dn z d ( . K') . cn z sn (z + ~ = k sn z ' cn z + ~ = - k- sn z 1 n z + ~ = - ~ sn z' 

( K 'K') 1 dnz sn z+ +~ =-k cn z' 
cn (z + K + i K') = - ki k' , 

cnz 

dn (z + K + iK') = i k' sn z. 
cnz 

Dilferentialformeln: 

d snz 
--=cnz·dnz 

dz ' 

d cn z 
-IIZ = - sn z · dn z, 

ddnz 
--;zz = - k2 sn z · cn z . 

Reihenentwicklungen vgl. Abschn. Reihen, II B 5, S. 33. 

d) Die WEIERSTRASSsche \?-Funktion. 

Definition: Die Umkehrfunktion zu (5) 

heißt die WEIERSTRASSsche 0'-Funktion zu den Invarianten g2 und g3 : 

u = 0' (z) oder u = 0' (z; g2, g3). (13) 

Sie genügt der Differentialgleichung 

- (df!)2 . \? (,)12_ - . -4(,3_g -g 
b - dz - ' 2 a· {14) 

Allgemeine Eigenschaften: ~? (z) ist eine doppeltperiodische Funktion. 
Es ist 

0' (0) = 0' (w1) = 0' (w2) = oo. 

An diesen Stellen hat 0' Pole 2. Ordnung. Setzt man 

4i3 -g2 t-g3 = 4 (t-e1) (t-e2) (t-e3 ) 

mit 

so wird 

(15) 

(16) 

(17) 
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Entwicklung: Bedeutet w = ~ w1 + m2 w2, so gelten die Entwick
lungen: 

1 ""''( 1 1 ) ~ (z) = z• + ~ (z- w) 2 - Wl ' (18) 
mtJm• 

(19). 

Die Summen sind über alle m11 m2 = 0, ± 1, ± 2, ... zu erstrecken 
mit Ausschluß von m1 = m2 = 0. Die Entwicklung (18) kann auch 
geschrieben werden: 

(n ( ) _ _1__ + _ ga 2 + _fs_ 4 + ~ 6 + 3 ga ga s 
~ z - z2 20 z 28 z 1200 z 6160 z + · · · (20) 

Zwischen den Invarianten und den Perioden bestehen die Beziehungen: 

mit 

"' 
= (~)'[_1- + 20 ~, n3q2n] 

g2 ro9 12 ~ 1-q2n 

. "'• ,,._ 
q --;- e .,, . 

n=l 

(21) 

(22) 

Reduktion: Die 0'-Funktion mit den Invarianten g2, g3 kann stets 
auf eine ("-Funktion mit nur einer ("absoluten") Invariante f reduziert 
werden nach der Formel 

0 ( · ) 2 rn ( . gg ga ) 
0 z' g2, g3 = m . ,- mz' m'' m6 ' 

wenn man m = '1 I ga setzt. Man erhält dann speziell V g. 

r;,( ) gs rn('lfi; · ·) · · g~ ,- z; g2, g3 = g; · ,- V g; z; 1, 1 m1t 1 = ci . 

(23) 

(24) 

Darstellung: Jede doppeltperiodische Funktion f (z; w11 w2) kann als 
rationale Funktion der beiden elliptischen Funktionen ~ (z; ~. w2) 

und ~, (z; w11 w2) dargestellt werden. 

e) Zusammenhang zwischen den J ACOBischen und der ~-Funktion. 

'1 I el- ea 
sn u = V ~ (z) _ e; ~ (z)- el d v~-{Z)-=-e; nu-

~ (z)- es - ~ (z)- es cnu= 

mit u = z v~=--ea und 

Umkehrung: 
cn2u dn2u e1-e3 

~ (z) = el + (el- ea) sn2 u = e2 + (el- ea) sns u = ea + sna u . . 
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Vierter Abschnitt. 

Algebra. 
A. Lineare Gleichungen. 

I. Definitionen. 
a) Die allgemeine Form für m lineare Gleichungen mit n Un

bekannten ist 
a11 x1 + a12 x 2 + ... + a1 n Xn = b1 

a21 x1 + a22 x 2 + ... + a2 n Xn = b2 

am1 x1 + am2 x2 + ... + amn xtl = bm 

oder abgekürzt geschrieben 

n 
_Ia;kxk=b; (i=1,2, ... ,m) (vgl. B2c, S.84). 
k=1 

( 1) 

b) m = n. Deutet man die Größen b; als Komponenten eines n
dimensionalen Vektors b, die X; als Komponenten eines ebensolchen 
Vektors ~. so wird die Beziehung (1) geschrieben: 

llf~=li. (1a) 

Dabei bedeutet ll( den Tensor (Operator), der dem Vektor~ den Vektor li 
zuordnet (vgl. S. 123). 

Die Lösung der Gleichungen (1) mit m = n ist gleichbedeutend mit 
der Umkehrung des Tensors (bzw. der Matrix) llf, d. h. mit der Be
stimmung eines Tensors (einer Matrix) ll(-1 mit der Eigenschaft 

~ = ll(-1 b (vgl. 2 c IX). 

2. Lösbarkeit und Lösungen (m=n)l. 
a) Rang. 

(2) 

Die Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems ( 1) und die Mannig
faltigkeit seiner Lösungen hängt ab von dem Rang r des Gleichungs
systems (bzw. seiner Matrix (a;k)), das ist die Höchstzahl linear un
abhängiger unter den linearen Formen .I a;k xk (i = 1, .. . ,n). Es gibt 

k 

dann mindestens eine nichtverschwindende r-reihige, aber keine nicht
verschwindende (r + 1)-reihige Unterdeterminante (vgl. B 3 b, S. 85). 
d = n - r heißt Defekt des Gleichungssystems. 

1 Für m =f= n siehe etwa: BÜcHER, Höhere Algebra. 



80 Algebra. 

n 

Lineare Unabhängigkeit. m lineare Funktionen/;= .I rx;k x" 
k=l 

(oder m Systeme O; von n Zahlen oc;k) (i = 1, ... , m, k = 1, ... , n) heißen 
linear unabhängig, wenn es nicht möglich ist, m feste Zahlen cv ... , 
cm (nicht alle Null) so zu bestimmen, daß .I C; /; = 0 identisch in 
Xv ... , Xn (Vorbedingung: m :S n). (V gl. G RAMsche Determinante S. 94.) 
Ist m > n, so existieren stets lineare Abhängigkeiten .I c; /; = 0 bzw. 
,Ic; O; = 0, wobei die C; nicht alle Null sind. 

Geometrisch: m linear unabhängige Vektoren O; (i = 1, ... , m) mit 
den Komponenten (oc; 1, ... , OC;n) liegen nicht alle in einer (m-1)-dimen
sionalen, aber in einer m-dimensionalen Hyperebene. 

b) Homogene Gleichungen. 

Sind alle b; = 0, so heißt das Gleichungssystem (1) homogen. 

a) Rang 1' = n, Defekt d = 0, also Determinante det (a;k) =I= 0. Es 
gibt nur die triviale Lösung x1 = x2 = ... = Xn = 0. 

ß) Rang r < n, Defekt d > 0, also det (a;k) = 0. Es gibt d = n- r 
linear unabhängige Lösungssysteme 

X;=~)hl (h=1,2, ... ,d; i=1,2, ... ,n). 

Alle linearen Kombinationen dieser Systeme mit beliebigen Koeffizienten 
c11 sind wieder Lösungssysteme: 

d 

X;= .I c11 ~\11' (i = 1, ... , n) sog. allgemeine Lösung. (3) 
h=l 

Im Falle r = n -1 (d = 1) ist das Lösungssystem durch 

~1 : ~2 : .•. : ~n = A; 1 : A, 2 : ... : A;n (i beliebig gewählt) (3 a) 

(bis auf einen Proportionalitätsfaktor) bestimmt. A;k ist der Minor zu 
a;k (s. C 1 Schluß, S. 92). 

Das transponierte Gleichungssystem (entstanden durch Ersetzen von 
a;k durch ak;) hat stets den gleichen Rang und Defekt, also ebenfalls 
d = n-r linear unabhängige Lösungssysteme ~;h) (h = 1, ... , d). 

c) Inhomogene Gleichungen. 

Das Gleichungssystem ( 1) heißt inhomogen, wenn mindestens ein b; =I= 0 
ist. 

a) Rang r = n, Defekt d = 0, also i a;k I =I= 0. Das zugehörige 
homogene System hat keine nichttriviale Lösung. Dann hat das in
homogene lineare Gleichungssystem genau eine Lösung: 

1 
xh = det-(ai.i.") (b1 Alk+ . .. + bn Anh) . (4) 
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de:t:ik) sind also die n2 Komponenten des zu ~ reziproken Tensors 

(bzw. Matrix) ~-1 mit ~ = ~-1 b [vgl. (2)]. 

Praktische Lösung. Die Lösung (4) ist zur praktischen Durch
führung· meist wenig geeignet, die Berechnung der Determinanten 
erfordert i. a. mehr Arbeit als die folgende Lösung durch schrittweise 
Elimination: Durch das gleiche Verfahren, das in C 4 für Determinanten 
geschildert ist, reduziert man die Unbekanntenzahl des Systems schritt
weise um eins, bis man eine Unbekannte bestimmt hat; die anderen 
werden dann durch schrittweise wieder rückwärts gehendes Einsetzen 
der gefundenen Werte nacheinander bestimmt. 

ß) Rang 1' < n, Defekt d > 0, det (a; k) = 0. Es bestehen zwischen 
den linken Seiten ,I a;k xk (i = 1, ... , n) d = n- r lineare Abhängigkeiten 

k 

(gegeben durch die Lösungen des zugehörigen transponierten homogenen 
Systems). Die Gleichungen (1) sind daher nur dann miteinander ver
träglich, also lösbar, wenn die 

Lösbarkeitsbedingungen ,I b; ~~h) = 0 für alle h = 1, ... , d (5) 

gelten. Die Gesamtheit der Lösungssysteme (die allgemeine Lösung) 
ist darstellbar als Summe eines Lösungssystems der inhomogenen 
Gleichungen und der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichungen 
(s. (3)). 

Bestimmung einer Lösung. Man sucht eine r-reihige nicht
verschwindende Unterdeterminante und setzt in den entsprechenden r 
inhomogenen Gleichungen die n- r nicht zugehörigen Variablen Null. 
Die Lösung des so entstandenen inhomogenen Gleichungssystems für r 
Variable liefert, zusammen mit den nullgesetzten n- r Variablen, eine 
Lösung des Systems in n Variablen. 

3. Lineare Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten 

schreibt man zweckmäßig in der Form: 

X;+ _I C;k Xk = b; 
k~l 

(i = 1' 2, ... ) ' (6) 

d. h. man setzt für ~ in (1) lf +Cl: ((;S; = Einheitsmatrix; vgl. S. 86). 
"Transponiert" nennt man hier das System mit @: + Q:. Unter gewissen 

CO 

Voraussetzungen (z. B. der, daß die Doppelsumme ,I lcl'.l 2 kon-
~-'' v= 1 

vergiert, die Matrix also von @: nicht sehr abweicht), gelten die ent-
sprechenden Sätze wie bei endlichvielen Unbekannten. (Die unendliche 
Determinante hat kaum Bedeutung.) Entweder hat (6) - und dann 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Auf!. 6 
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auch das dazu "transponierte" System- für beliebige b; mit konvergenter 
~ ~ 

Summe ~ /b;/ 2 eine eindeutig bestimmte Lösung X;= b; +.I dil, b,. 
i=l k=l 

(i = 1, 2, ... ), mit .I/ x;/ 2 konvergent, oder das homogene System (alle 
b; = 0) sowie das "transponierte" homogene System hat d > 0 linear 
unabhängige Lösungen mit .I I X; /2 konvergent. Das inhomogene System 
besitzt dann nur Lösungen, wenn die (5) entsprechendend Bedingungen 
erfüllt sind. 

Für allgemeinere Gleichungssysteme gelten diese Sätze i. a. nicht 
mehr (vgl. B 7b, S. 91). 

4. Ein wichtiges System 
linearer Gleichungen ist das Folgende 

(a11 -Ä) x1 + a12 x2 +·. ·+ ~ .. x,. = b1 l 
~~.~~. ~ ~~~2.~~). ~~ ~ .· .· .· ~ .~2·"· ~~ ... b.2 J 
a,.1 x1 + a,. 2 x2 + ... + (a,.,.-Ä) x,.= b,. 

abgekürzt geschrieben: .. 
.I a,,. x,.-Ä X;= b; (i = 1, ... , n). 

"=1 

(7) 

Das zugehörige homogene System (b; = 0) hat nur Lösungen, wenn Ä 
eine der n WurzelnÄ; (j = 1, ... , n) der Säkulargleichung det (~ -Ä (;f) = 0 
(vgl. S. 89) ist. Diese n Eigenwerte sind sämtlich reell, wenn die Matrix 
(a,,.) hermitesch (a1,. = a:, für alle i, k), bei reellen a;,. also symmetrisch 
ist (aa = a,.;). Dann heißen die zu dem Eigenwert Ä; gehörigen Lösungen 
E1 i• E2 i• ... , E .. ; des homogenen Systems Eigenlösungen. Für sie gilt 
Ä; E1; =.I a;. E.; (i, j = 1; ... , n). Sie sind bis auf einen gemeinsamen 

• 
Faktor bestimmt, wenn Ä; eine einfache Wurzel ist; er wird durch die 
N ormierungsgleichungen .. 

Ef;+E~;+ ... +E~;=.IE~;=1 (f=1, ... , n) (8) 
•=1 

festgelegt. Dagegen gilt stets, wenn Ä" =!= Ä; ist, .. 
Eu E1; +Eu E2; + ... + E .. " E .. ; = .I E." E.; = o. (Ba) 

•=1 

Führt man statt x,. und b,. neue Größen x~ und b~ ein durch die (ortho
gonale) Transformation (Hauptachsentransformation, Entwicklung nach 
Eigenlösungen) 

und 
aufgelöst 
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so wird 

Das inhomogene System (7) erhält dann die Form 

(Äk -Ä) x;. = b;.. 
Durch Einsetzen erhält man die Lösung 

X;= ~ .~.f'";. ~ ~~" bz. 
k I 

B. Matrizen. 
I. Definition, Bezeichnungen. 

(9) 

(10) 

a) Ein System von m · n Zahlen (oder auch sonstigen Rechengrößen) 
a1k (i = 1, ... , m; k = 1, ... , n), den Elementen, die in einem recht
eckigen Schema von m Zeilen ( = Horizontalreihen) und n Spalten oder 
Kolonnen (= Vertikalreihen) angeordnet sind, heißt (endliche) Matrix, 
ausführlich geschrieben: c ~. ... ~.) au a12 al,. 

a21 a22 ... a2n oder a21 a22 a2,. 
( 1) ... 

aml am2 am,. I aml am2 am,. 

kürzer (a;k), II a;kll oder gegebenenfalls deutlicher (a1k)(m,n)· Meist 
werden Matrizen mit großen deutschen Buchstaben bezeichnet:~= (a; 11), 

~ = (b;k)· i ist stets Zeilenindex, k Spaltenindex; (ak;)(n,m) bezeichnet 
daher die transponierte Matrix zu (a; 11)(m,n)• die man durch Vertauschen 
von Zeilen mit Spalten erhält. Ist m = n, so heißt die Matrix quadratisch. 

b) Einspaltige Matrizen (n = 1) werden mit kleinen deutschen 
Buchstaben a, ... , ~ •... bezeichnet und zur Darstellung von Vektoren 
benutzt (s. 2 c, S. 84). 

Die Elemente einer Matrix können verschiedene Bedeutung haben: Sie können 
die Koeffizienten bzw. Komponenten von Reihenentwicklungen, linearen Gleichungen 
oder Transformationen, Bilinearformen, quadratischen Formen, Determinanten, 
Tensoren usw., aber auch· selbst wieder Matrizen sein. Matrizen von Matrizen 
heißen tJbet'matrizen. 

2. Rechnen mit (endlichen) Matrizen. 
a) Zwei Matrizen gleicher Zeilenzahl m und Spaltenzahl n heißen 

gleichartig. Mit gleichartigen Matrizen läßt sich folgendermaßen rechnen: 
Gleichheit. Zwei gleichartige Matrizen sind dann und nur dann 

gleich: (a;11) = (b;k), wenn a,k = b;k für alle i, k ist. Eine Gleichung 
zwischen Matrizen faßt also m · n Gleichungen zwischen ihren Elementen 
zusammen. 

6* 
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Summe. Die Summe ~ + 58 der gleichartigen Matrizen ~ und 58 
ist die aus der Summe entsprechender Elemente gebildete Matrix: 

~+58= (a;k) + (bik) = (a;k + b;k)· (2) 

Es gilt ~ + 58= 58 + ~ (kommutatives Gesetz) 

und (~ + 58) + [ = ~ + (58+ <S:) = ~ + 58+(!: (assoziatives Gesetz). 

Multiplikation mit Skalaren. Eine Matrix ~ = (a;k) wird mit 
einer beliebigen komplexen Zahl e (einem Skalar) multipliziert, indem 
man jedes Element mit e multipliziert: 

~e=e~=(ea;k)· (3) 

Hinsichtlich der Addition und der skalaren Multiplikation verhalten 
sich daher die Matrizen wie ihre Elemente. 

b) Produkt quadratischer Matrizen. Das Produkt ~58 der 
gleichartigen quadratischen Matrizen ~ und 58 ist erklärt durch 

" ~58= (a;k) (b;k) =(.I a;. b.k) = (c;k), (4) 
v=l 

d. h. das der i-ten Zeile und der k-ten Spalte gemeinsame Element 
c;k ist das innere Produkt des i-ten Zeilenvektors von ~ und des k-ten 
Spaltenvektors von 58: cik = a; 1 b1 k + a; 2 b2k + ... + a;,. b,.k. 

Es gelten stets : 

(~58)(!:= ~(58 <S:) = ~58 Ir (assoziatives Gesetz d. Mult.) (5) 

(~ + 58) a; = ~ a; + 58 a; } (d" t "b t• G t ) 1s n u 1ve ese ze 
~(58+(!:)=~ 58+~(!: 

Vertauschbarkeit. Im allgemeinen ist 

n " 
(.I a;. b.k) =~58 =I= 58~= (.I b;. a.k), 
v=l v=l 

(6) 
(7) 

(8) 

d. h. das kommutative Gesetz der Multiplikation ist nicht erfüllt. Daher 
heißen zwei Matrizen ~ und 58, für die ~58 = 58~ gilt, miteinander 
vertauschbar. Z. B. ist e <;f (e beliebige komplexe Zahl, <;f = Einheits
matrix) mit jeder Matrix vertauschbar. Ein Maß für die Nicht-Vertausch
barkeit zweier beliebigen Matrizen ~ und 58 ist die Matrix 

(x eine Konstante). (9) 

c' Produkt rechteckiger Matrizen. Sind ~ und 58 rechteckige 
Matrizen (Zeilenzahlen ml> n1 bzw. m2, n2), so existiert das Produkt 
~58 entsprechend (4), wenn ~ = m2 gilt; ~58 ist dann eine (ml> n2)

Matrix. Analog existiert die (m2, n1)-Matrix 58~, wenn m1 = n2 ist. 
Mitunter wird das zur Darstellung linearer Gleichungssysteme verwandt: 
Ist li die (m, 1)-Matrix (b;), (i = 1, ... , m) und t die (n, 1)-Matrix (x;), 
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(i = 1, ... , n), so stellt~~= 6 das zur (m, n)-Matrix ~!gehörige lineare 
Gleichungssystem dar (vgl. S. 79). 

d) Differentiation. Sind die Elemente der Matrix (a;k) Funktionen 
eines Parameters t, so heißt Ableitung der Matrix nach t die Matrix 
der Ableitungen 

d d ( d ) ·a,T ~ (t) = dt (a;k (t)) = -dt a;k (t) . 

e) Als direktes Produkt der (m, n)-Matrix ~ = (a;k) mit 
(m', n')-Matrix ~, = (a[k) bezeichnet man die (mm', nn')-Matrix 

(c;;·,kk')=~X~' mit C;;',kk'=a;ka;'k'· 

(10) 

der 

Jeder Kombination ii' entspricht eine Zeile, jeder Kombination kk' 
eine Spalte der Produktmatrix. 

Beispiel: 

(~X~') (\B X \B') = ~{ \B X~(' \B'. 

3. Determinanten, Rang, Spur. 
a) Die Determinante mit der endlichen quadratischen Matrix ~ heißt 

Determinante zu m, geschrieben: det ~( (Definition S. 92). Es gilt: 

det~l~=detm·det\B [vgl. S.93 (4)]. (11) 

b) Der Rang r der endlichen (nicht notwendig quadratischen) Matrix 
m ist die größte der Gradzahlen der nichtverschwindenden Unter
determinanten (vgl. S. 92). Bei quadratischen Matrizen der Reihen
zahl n heißt n- r = d der Defekt (nullity) der Matrix. Es gilt: Der 
Defekt des Produkts zweier Matrizen ist mindestens gleich dem Defekt 
eines jeden Faktors und höchstens gleich der Summe der Defekte beider 
Faktoren. 

c) Eine quadratische Matrix ~ heißt 
entartet (singulär), wenn det ~ = 0, also der Rang r < n ist, 
nichtentartet (regulär), wenn det ~ + 0, also der Rang r = n ist. 
Eine nichtentartete Matrix heißt auch umkehrbar (vgl. 4c). 

d) Die Spur einer quadratischen Matrix ~l = (a;k) ist die Summe 
ihrer Diagonalelemente: 

Es gilt 

und 

" spur ~l = 2: a;;. 
i~l 

spur (m + \B) = spur m + spur 18 

spur (m 18) = spur (18m) oder spur [m, 18] = 0. 

(12) 

(13) 

(14) 
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4. Besondere Matrizen. 
a) Nullmatrix. Die Matrix, deren Elemente sämtlich null sind, 

heißt Nullmatrix; sie wird mit 91 oder einfach mit 0 bezeichnet. Es 
ist det 91 = 0 und es gilt : 

~0=0~=0. (15) 

Im Gegensatz zu den gewöhnlichen Zahlen folgt aus ~ ~ = 0 i. a. nicht 
~ = 0 oder ~ = 0. Z. B. ist · 

(: ~) (~ ~) = (~ ~) = ll1 mit beliebigen a, b, c, d. (16) 

Die beiden links stehenden Matrizen heißen Nullteiler. 
b) Einheitsmatrix. Die Einheitsmatrix ist durch 

~ = (<5,.,.) mit <5. = {0 i =!= k 
'" 1 i = k 

(17) 

gegeben. Die Elemente der Diagonale: a11 , a22 , ••• , ann sind alle = 1, 
alle anderen Elemente sind Null. Es ist 

~~=~~=~; 

Man schreibt auch 1 statt G:. 

det (f = 1. (18) 

c) Reziproke. Zu jedernichtentarteten endlichen Matrix~ (det ~=!= 0) 
gibt es eine eindeutig bestimmte reziproke Matrix ~- 1 , die Reziproke 
(Inverse) mit 

~-1 ~ = ~~-1 =Cf, 

(~~)-1= ~-1~-1, 

(~-1)-1 = ~ 
det ~-1 = (det ~t 1 • 

(21) 

(22) 

Die entarteten endlichen Matrizen (det ~ = 0) besitzen keinerlei Reziproke. 
Die Bestimmung von ~-1 ist gleichbedeutend mit der Auflösung des 

linearen Gleichungssystems t) = ~~ oder t) = fu~ nach ~· 
d) Potenzen, Polynome. Die Potenzen ~~ = ~2. ~~~ = ~a 

usw. heißen iterierte Matrizen; entsprechend ~-1 ~-1 = 2{- 2 usw. und 
(f = 2{ 0• Ausdrücke der Form 

F (~) = eo ~h + et ~h- 1 + · · · + r!h-t ~+eh Cf (23) 

heißen Polynome von ~. 

5. Matrizen mit Symmetrieeigenschaften. 
a) Kanonisch heißt eine quadratische Matrix ~. bei der a;k = 0 

ist für i < k oder i > k, d. h. die Elemente über bzw. unter der Diagonale 
verschwinden sämtlich. (f ist also kanonisch. Es gilt 

(24) 
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Verschwinden alle Elemente außerhalb der Diagonale, d. h. hat die 
Matrix die Form ~ = (dk b;k), so heißt sie Diagonalmatrix. Es ist 

det ~ = d1 • d2 •• • dn- (25) 

Wegen der Übersichtlichkeit der Diagonalmatrizen bemüht man sich, 
andere Matrizen durch gleichwertige Diagonalmatrizen zu ersetzen. 
Diagonalmatrizen sind stets untereinander vertauschbar. Speziell sind 
die Matrizen e ~ (welche die Zahlen e repräsentieren) mit allen Matrizen 
vertauschbar [vgl. (3)]. Haben die Diagonalelemente einer Diagonal
matrix den Betrag 1, so heißt sie Phasenmatrix (ei'Pk b;k)· Sind die 
Elemente einer Diagonalmatrix selbst Matrizen, so heißt sie Stufenmatrix. 

b) Transponierte, Konjugiert-Komplexe, Adj ungierte, 
Kontragrediente. Der Matrix W entsprechen1: 

die transponierte oder gestürzte Matrix: W = (ak;), 

die konjugiert-komplexe Matrix: W* = (a{k), 

die begleitende oder adfungierte Matrix: mt = (at,) = W*. 

(Wt)-1 heißt auch kontragrediente Matrix. Es gelten die Formeln: --(W+58)=W+58; 

(m58) = ~m; 
---- -m-1 = (m)-1; 

det ir = det W; 

W=W; 

(W +58)* =W* +58*; 

(W 58)*= W* 58*; 
(W-1)* = (W*)-1; 

det W* = (det W)*; 

W** = W; 

(W + 58)t = mt + 58t; (26) 

(W 58)t = 58t mt; (27) 

(W-l)t = (Wt)-1; (28) 

det mt = (det W)*; (29) 

mtt=m. (30) 

c) Symmetrische, hermitesche, schiefsymmetrische, alter
nierende Matrizen. Ist W gleich seiner Transponierten: W = W, 
a; k = ak;, für alle i, k, so heißt die Matrix symmetrisch. Ist W gleich seiner 
Adjungierten, W = mt, a;k = at;, so heißt W hermitesch oder selbst
adfungiert. Die Diagonalelemente sind reell, ebenso die Determinante. 
Eine reelle hermitesche Matrix ist symmetrisch. Die folgenden Formeln 
gelten auch für beliebige symmetrische Matrizen (- statt t). Aus W = mt, 
58 = 58t folgt: 

(W + 58)t = W +58, (F (WW = F (W) [F (a) ein beliebiges Polynom], (31) 

aber nur 

(W- 1)t=m-I, falls detW=I=O ist, 

(W58)t=58W, 

(32) 

(33) 

d. h. das Produkt hermitescher Matrizen ist nur dann hermitesch, wenn 
die Faktoren vertauschbar sind. 

1 Die symbolische Bezeichnung in der Literatur ist sehr verschieden. Die 
hier angegebenen Zeichen sind in diesem Buch durchgängig dieselben. 



88 Algebra. 

Die Eigenwerte hermitescher Matrizen (vgl. 6b) sind alle reell, ebenso 
der Wert einer hermiteschen Form I a;k xi xt, (aik) = (at;) für beliebige 

i, k 
Werte von X;. Hat eine hermitesche Form für beliebige Werte der 
Variablen X; stets einen positiven (bzw. nichtnegativen) Wert, so heißt 
sie positiv definit (bzw. semidefinit). Die Eigenwerte ihrer Matrix sind 
dann sämtlich positiv (bzw. nichtnegativ). 

Eine Matrix ~ mit ~t = - ~ heißt alternierend; sie ist das i-fache 
einer hermiteschen Matrix. Eine reelle alternierende Matrix heißt 
schiefsymmetrisch oder antimetrisch, fu = - ~- Die Diagonalelemente 
a;; einer alternierenden Matrix sind rein imaginär, die einer schief
symmetrischen alle = 0. Die Determinante einer alternierenden Matrix 
ist bei gerader Ordnung reell, bei ungerader rein imaginär; der Rang 
einer schiefsymmetrischen Matrix ist stets gerade. 

Jede beliebige Matrix ~ ist eindeutig darstellbar als Summe 

einer hermiteschen und einer alternierenden Matrix, 
einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Matrix. 

d) Unitäre, orthogonale Matrizen. Eine Matrix U, für die 
u ut = ut u = ~' also ut = u- 1 ist' heißt unitär (auch hermitesch 
orthogonal). Ist u unitär, so ist auch u-1, U, U* ut, unitär; mit u1 
und U2 sind auch U1 U2 und U2 U1 unitär. Für unitäre endliche Matrizen 
ist I det U I = 1, d. h. det U = ei"'· Mit ~ ist stets jede unitär Trans
formierte u-1 ~ u hermitesch. 

Eine Matrix D heißt orthogonal, wenn D D = ~ gilt. Jede reelle 
unitäre Matrix ist orthogonal. Es übertragen sich alle Regeln für unitäre 
Matrizen. Für endliche orthogonale Matrizen ist det D = ± 1 (vgl. 
auch S. 102). 

6. Transformation der Matrizen. 
a) Allgemeines. Die Transformierte einer beliebigen quadratischen 

(oder unendlichen) Matrix ~ mit der umkehrbaren Matrix @3 ist 
~ = e-1 ~@); umgekehrt ist ~ =@) ~ e-1 die mit e-1 transformierte 
Matrix zu <1. ~ und e-1 ~ @3 heißen äquivalent. Äquivalente Matrizen 
haben denselben Rang; sie stellen dieselbe lineare Abbildung dar (vgl. 
S. 101). Summe bzw. Produkt äquivalenter Matrizen sind äquivalent: 

Weiter ist: 

e;-1 (~ + 18) e = e-1 ~ e + e-118@3; l 
s-1 ~18 e = (IS-1 ~ S) (@3-1 18 S). J (34) 

·.S-1 ~t- 1 6 =(@5-1 ~ 6)-1 und e-1 F (~) IS = F (@5- 1 ~ @3), (35) 

wenn F (~) ein Polynom der Matrix ~ist. Summe, Produkt, Reziproke 
und beliebige Polynome transformieren sich also kongredient zu den 
Matrizen selbst. 
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b) Invarianten (vgl. auch S. 98, das dort Gesagte gilt hier 
entsprechend). Die wichtigsten Invarianten liefert das invariante charak
teristische oder Säkularpolynom der Matrix: 

det(2C-ACl:) = 

= (-1)"A" + 
+ (-1)»-1 ~ a;;An-1 + ... (36) 

a11 -A a12 a1 ,. 

a21 a22 -A . . . a2n 

-.:!: A;;A + det 2C 

Die Koeffizienten dieses Polynoms sind Invarianten, darunter die Spur 

,I a;; = spur 2( = spur (@i-1 2( @i) 

und die Determinante 
det 2( = det (@i-1 2( @i). 

Wichtige Invarianten sind die n Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
zu 2C, det (2( - A Cl:) = 0, die Eigenwerte Av ... , An- Ihre Gesamtheit 
(jede Wurzel in ihrer Vielfachheit gerechnet) bildet das Spektrum zu 2(; es 
besteht gerade aus den Werten, für welche die Resolvente zu 2(, (91-A Cl:) - 1, 

nicht existiert. Es gilt: 

spur 91 = A1 + ... + A" , det ~1 = A1 · ... ·An· (3 7) 

Der Rang ist gleich der Anzahl der nichtverschwindenden Eigenwerte, 
2( ist dann und nur dann entartet, wenn mindestens ein Eigenwert 
verschwindet. Zur Potenz 91h (h = 0, ± 1, ± 2, ... ) gehören die Eigen
werte (A;)\ (i = 1, ... ,n), zum Polynom F(91) (s. 4d) die Eigenwerte 
F(A;). 

c) N ormalform. Wichtig ist, zu einer gegebenen Matrix 91 eine 
äquivalente s-1 91 @i von möglichst einfacher Gestalt (Normalform) zu 
finden. Aus ihr lassen sich die bei Transformation invarianten Eigen
schaften leichter ablesen; außerdem sind genau die Matrizen zueinander 
äquivalent, die sich in die gleiche Normalform transformieren lassen. 
Ist die Normalform eine Diagonalmatrix, so gilt ~ = (A; b;k), in der 
Diagonale stehen die Eigenwerte. 

91 läßt sich in eine Diagonalmatrix transformieren: 

or.) wenn alle Eigenwerte voneinander verschieden sind. Die k-te 
Spalte !3k von @i ergibt sich aus dem linearen Gleichungssystem (91- Ak Cl:) 
!3k = 0 und ist bis auf einen Faktor bestimmt. 

ß) wenn 2( hermitesch, unitär oder symmetrisch ist (vgl. d). In 
diesen Fällen ist das Spektrum ein vollständiges Invariantensystem 
(s. S. 103). In den übrigen Fällen existieren i. a. noch weitere Invarianten, 
die durch die Elementarteilertheorie gegeben werden. Transformation 
auf Diagonalgestalt ist i. a. nicht möglich. 
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d) Unitäre Transformation. Zu jeder hermiteschen oder unitären 
Matrix .p gibt es stets eine unitäre Matrix U, so daß 

I 

U- 1 .p U = ~ = (A.; 15; k) = ~ A; ~<il 
i = 1 

(38) 

eine Diagonalmatrix ist. Dabei sind .Av .A2, ..• , A1 die verschiedenen 
der nEigenwerte zu .p, und zwar habeA; als Wurzel von det (.\) -A.@) = 0 

die Vielfachheit (!;; ~<il = (flil) sei eine Diagonalmatrix mit t)il = 1, 

wenn A.; = A; gilt, dagegen tlil = o, wenn A.; + A; ist. 

Das homogene lineare Gleichungssystem 

.pt = .p' (39) 

besitzt (!.linear unabhängige Lösungen {~1 l, t<2l, ... , {(ei), die Eigenlösungen 
1 1 1 1 

von ,P zu A;. die normiert und zueinander orthogonal angenommen 
werden können: 

(l(h) {(h)) = 1 
1 ' 1 , 

({(h) {(k)) = 0 
1 , 1 ' h=\=k. (40) 

I 

Die insgesamt n = .I(!; verschiedenen solchen Eigenlösungen l}"l 
i = 1 

(h = 1, ... , e; , i = 1, ... , l) sind dann untereinander orthogonal und 
ergeben die n Spalten einer unitären Matrix U in (38). Das analoge 
gilt für orthogonale Transformation symmetrischer Matrizen (vgl. lin. 
Gl. A 4, S. 82). 

Ist auch U}1 ,P U1 = f}, so ist U1 U-1 eine Stufenmatrix von l unitären 
Matrizen mit den Reihenzahlen (! 1 , ... , en; sind alle A; voneinander 
verschieden, so ist U1 u-1 eine Phasenmatrix. 

Jede unitäre Matrix läßt sich unitär in eine Diagonalmatrix, und zwar 
in eine Phasenmatrix, transformieren. 

e) SimultaneTransformation mehrerer Matrizen. Sind die m 
hermiteschen oder m unitären Matrizen ~v ~2• • •• , ~m alle miteinander 
vertauschbar, so gibt es unitäre Matrizen U, so daß die Transformierten 
U-1 ~~ U, u-1 ~2 U, ... , U-1 ~m U sämtlich Diagonalmatrizen sind. 

7. Unendliche Matrizen. 

a) Wächst bei einer quadratischen Matrix die Reihenzahl n-+ oo, 

so erhält man eine unendliche Matrix: 

~= 

a11 a12 ... 

a21 a22 · · · 

= (aik). 
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Die quadratische Teilmatrix, bei der beide Indizes höchstens = q sind, 
heißt q-ter Abschnitt (a, k)[qJ der unendlichen Matrix. 

Die Definitionen und Regeln für das Rechnen mit endlichen qua
dratischen Matrizen übertragen sich nur mit Einschränkungen. Damit 
nach (4) das Produkt gebildet werden kann, ist die Konvergenz aller 
vorkommenden Summen erforderlich. (5), (6), (7) sind nicht ohne weiteres 
gültig. Für die sogenannten beschränkten Matrizen überträgt sich 2a 
und b (S. 83). Dabei heißt eine Matrix beschränkt, wenn für jedes 
Wertsystem x1 , x2 , •.• und y1, y2 , ••• mit 

.ilx;l 2 ;;-::1, j;IY;I 2 ~1 gilt l.ia;kx;xki;;-::M 
' ~ 1 1 = 1 ,, k = 1 

(M von x; und Y; unabhängig). 
Die Spur ist nach (8} definiert, wenn die Summe konvergiert. Trotz 

der Existenz von W ~, spur W und spur ~ kann spur W ~ und spur ~ W 
divergieren, jedoch spur [W, ~] [vgl. (5)] existieren und + 0 sein. 

Determinante vgl. unendliche Determinanten S. 94. Der Rang ist 
i. a. unendlich, der Defekt, die Anzahl linear unabhängiger Lösungen 
des zur Matrix gehörenden linearen Gleichungssystems, i. a. endlich. 

b} Nullmatrix, Einheitsmatrix sind entsprechend 4a und 4b definiert. 
Bezüglich der Reziproken zu einer unendlichen Matrix hat man zu 
unterscheiden : 
Ist I W = G:, so heißt I vordere Reziproke (Linksinverse) zu W, 
ist W ~)'= G:, so heißt ID hintere Reziproke (Rechtsinverse) zu W. 
Es ist gleichbedeutend (vgl. A 1 b, S. 79) die Bestimmung von 

I mit der Auflösung des linearen Gleichungssystems t) = W ~ nach ~. 
ID mit der Auflösung des linearen Gleichungssystems t) = W ~ nach ~' 

In jedem System, in dem sich nach 2 uneingeschränkt rechnen läßt 
( z. B. bei beschränkten Matrizen), gelten die Sätze : 

oc) Besitzt W sowohl eine vordere als auch eine hintere Reziproke, 
so sind beide gleich und eindeutig bestimmt. 

ß) Besitzt W eine und nur eine hintere Reziproke, so ist diese auch 
vordere Reziproke und eindeutig bestimmt. 

Speziell gilt für eine hermitesche Matrix ~: Entweder existiert weder 
vordere noch hintere Reziproke oder genau eine zugleich vordere und 
hintere (hermitesche) Reziproke. 

c) Für die Transformation der unendlichen Matrizen gilt das in 6a 
Gesagte. Die Eigenwerte werden als die Werte von A definiert, für die 
die Resolvente nicht existiert. Wesentlich ist, daß i. a. die so definierten 
Eigenwerte auch einen kontinuierlichen Wertbereich erfüllen können 
(Streckenspektrum). Die Normalform (38) enthält in diesem Falle noch 
einen Summanden in der Form eines Integrals. 
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C. Determinanten. 

I. Definitionen. 
Die Determinante einer quadratischen Matrix aus n · n Elementen 

a,,. (i, k = 1, 2, ... , n) ist die Summe aller Produkte 

e (r1 r2 ... r,.) a1 r, a21, ••• a,.rn, 

bei denen (r1 r2 .•. r,.) eine Permutation der Zahlen 1, 2 .. . n ist; e (r1 r2 .. • r,.) 
ist dabei = + 1, wenn die Permutation (r1 r2 •.. r,.) gerade, = -1, wenn 
sie ungerade ist (vgl. D 1, S. 95). 

Die zur n-reihigen quadratischen Matrix \1l = (ail,) gehörende Determi
nante n-ter Ordnung (auch n-ten Grades) wird geschrieben 

au ~2 a1n 

a21 a22 . . . as,. - d t ( ) - d t or - I I - e a;,. - e u - ail, (i,k=1, ... ,n). (1) ............ 

Unterdeterminanten. Die Determinante der quadratischen r
reihigen Matrix, die man aus einer (m, n)-reihigen Matrix~ durch Streichen 
der m- r Zeilen i1, i2, ..• , im-r und der n- r Spalten k1, k2, ••• , k,._, 
erhält, heißt Unterdeterminante r-ten Grades der Matrix ~- Das Produkt 
dieser Unterdeterminante mit (-1)i,+ ... +im-•·+"•+ ···+km-• (der Ex
ponent heißt Index der Unterdeterminante) heißt Minor r-ten Grades 

von ~- Zu ~ gibt es (;) · (:) r-reihige Minoren bzw. Unterdeter

minanten. Ist ~ quadratisch, so heißt die Unterdeterminante (der 
Minor) (n- r)-ten Grades, die durch Streichen gerade der eben stehen
gebliebenen r Zeilen und r Spalten entsteht, die dazu konjugierte Unter
determinante (bzw. Minor). Streicht man insbesondere aus der qua
dratischen Matrix (a;k) die i-te Zeile und die k-te Spalte und multi
pliziert die entstehende Unterdeterminante mit (-1)'+", so heißt das 
Produkt der Minor zum Element a;k (geschrieben A,,.). 

2. Determinantensätze. 
a) Entwicklungssatz (LAPLACE). .. .. 

det\ll=la,,.I=.Ia.~oA.~o= .Ia~ovA 11 • (h=1, 2, .... n); (2) 
•=1 •=1 

dagegen ist 
" " .I a.,.A.; =.I a11 .A;. = 0, h =+= f. (3) 

•=1 •=1 

b) Den Wert Null hat eine Determinante, wenn 
1. alle Elemente einer Reihe (Spalte oder Zeile) = 0 sind, oder 
2. alle Elemente einer Reihe dieselben Vielfachen der entsprechenden 

Elemente einer Parallelreihe sind, oder 



Multiplikation, Differentiation. Abschätzung von Determinanten. 93 

3. alle Elemente einer Reihe dieselben linearen Kombinationen der 
entsprechenden Elemente von Parallelreihen sind, allgemeiner: wenn 
zwei oder mehr Reihen linear abhängig sind. 

c) Ungeändert bleibt eine Determinante, wenn 
1. man sie transponiert, d. h. alle a;k durch ak; ersetzt, 
2. man zu den Elementen einer Reihe die entsprechenden einer 

Parallelreihe, bzw. ein bestimmtes Vielfaches derselben addiert. 

d) Nur ihr Vorzeichen ändert eine Determinante, wenn man zwei 
ihrer Reihen miteinander vertauscht. 

e) Mit einem Faktor multipliziert wird der Wert einer Determinante, 
wenn alle Elemente einer Reihe mit diesem Faktor multipliziert werden. 

3. Multiplikation, Differentiation. 
Das Produkt det (a;k) · det (b;k) ist gleich der Determinante det (c;k), 

deren Elemente auf eine bestimmte der folgenden vier verschiedenen 
Weisen gebildet sind (v = 1, 2, ... , n) (rechts die entsprechende 
Matrixgleichung): 

1. C;k = ~ a,Pbvk = a,l blk + a;2 b2k + ... + a;n bnk; ~ = ~08 

7 

[=~~ 

[=~58 

[ = ii:58 

Für die Ditferentiation einer Determinante gilt: 

olatkl - A · (vgl. 1 Schluß), 
8a11; - 111 

82 latkl _ 8la;kl 
8a~o;8az". -- Fahm8a1;' 

wenn alle a; k voneinander unabhängige Veränderliche sind. 

4. Abschätzung und Ränderung von Determinanten. 
a) Es gilt nach HADAMARD für eine n-reihige Matrix: 

n 

!det (a;k) 1
1 ;:S TI (la;tl2 + la; 21

2 + ... + la;nl2). 
b) Es ist i=l 

an al2 · · · ~n U1 

a21 a22 · · · a2n U2 

anl an2 ... ann Un 
v1 v2 •.• Vn w 

= w · I a; k I - ~ ~ A;,. · U; • vk. 
i k 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Ist speziell w = 1 und sämtliche u; = 0 oder sämtliche V; = 0, so ist der 
Wert = I a1 k I , d. h. gleich dem Wert der ursprünglichen Determinante. 
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5. Spezielle Determinanten (vgl. auch B 5, S. 86). 

a) Für die sogenannte VANDERMONDEsche Determinante gilt: 

1 1 ... 1 
a1 a2 . . • a,. 
ai a~ ... a~ 

a~-1 a;-1 ... a~-1 

= rr (ak- al)' (k, l = 1' 2, ... 'n) 
k, l 

k >I 

av a2, ... , a,. sind beliebige Zahlen. 

b) Eine symmetrische Determinante der Form: 
a1 a2 ..• a,. 
a2 as ... a1 
a8 a4 ... a2 = Zn heißt Zirkulante 

oder zyklische Determinante 

Ihr Wert ist gleich 
n-1 

(8) 

(9) 

z .. = (-1) t (n- 1) (n- 2) rr (a1 + a2 wk + aa w2 k + ... + a,. w(n - 1) k)' ( 1 0) 
k=O 

2ni 
wobei w = en ist (oder eine andere primitive n-te Einheitswurzel). 

c) GRAMsehe Determinante: Notwendig und hinreichend für die 
lineare Abhängigkeit der m Zahlen-n-tupel (Vektoren) a; = (a; 1, ... , a; n) 
(vgl. S. 80) ist das Verschwinden der GRAMsehen Determinante 

ai (a1 a2) (a1 an) 

det(a,ak)=det(ia;.a:V)= (a2 a1) a~ ··· (a2 a,.) =det(~~t) (11) 
··= 1 

wenn ~ = (a; k) ist. 

6. Unendliche Determinanten. 
Existiert der Grenzwert der Determinanten der q-ten Abschnitte 

einer unendlichen Matrix 
lirn det (a;k)[qJ = D, 

so heißt D die Determinante der unendlichen Matrix (a; k); D ist dann 
eine konvergente unendliche Determinante. Sind dabei 

CO CX> 

.I a; k und [Ja;; beide konvergent, 
i, k = 1 i = 1 
iof·k 

so heißt die Determinante normal. Die Unterdeterminanten normaler 
Determinanten sind normal. Für normale Determinanten gelten die 
entsprechenden Sätze wie für endliche (vgl. 2 und 3). 
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7. Praktische Berechnung. 
Man subtrahiere von den Elementen der i-ten Zeile der Determinante 

det (a;k) die mit a;1/fit1 multiplizierten entsprechenden Elemente der 
ersten. Hierdurch wird der Wert von det (a;k) nicht geändert. Führt 
man dies an allen Zeilen (außer der ersten) durch, so erhält man eine 
Determinante der Form 

au a12 a13 . . . al n 

0 b22 b23 · · · b2 n 

det (a;k) = 0 b32 b33 ... b3n 

I ......... 

\ 0 bn 2 bna . . . bnn 

I b22 b23 · · · b2 n 

1 ba2 baa · · · ba n 
=an 'I: 

' bn 1 bn 2 · · · bnn 

(12) 

In derselben Weise reduziert man die Determinante derb usw. Man erhält 
schließlich ein einfaches Produkt von n Zahlen als Wert von det (a; k). 
Hierbei ist es meist vorteilhaft, Vertauschungen von Reihen vorzunehmen 
(unter Beachtung der dabei auftretenden Vorzeichenwechsel) und jeweils 
möglichst große Faktoren abzusondern. 

Man kann den Wert von det (a;k) auch aus den Lösungen von linearen 
Gleichungssystemen finden. Man löse nacheinander folgende Systeme: 

1. a11 x1 =1 

{ au X2 + al2 Y2 = 0 
2. 

a21 X2 + a22 Y2 = 0 

1 
au Xa + al2 Ya + a1a Za = 0 

3· a21 Xa + a22 Ys + a2aZa = 0 
aal Xa + aa2 Ya + aaa Zs = 1 usw. 

Dann ist 

(13) 

Die Berechnung von Determinanten und die Lösung von linearen 
Gleichungssystemen sind praktisch die gleichen Probleme. 

D. Kombinatorik. 
I. Permutationen. 

a) n verschiedene Elemente lassen 1 · 2 · 3 · ... · n = n! (n-Fakultät) 
verschiedene Anordnungen (in einer Reihe) zu (Permutationen). Eine 
Permutation heißt gerade (ungerade), wenn sie sich durch eine gerade 
(ungerade) Anzahl von Vertauschungen von je zwei Elementen (Trans
positionen) in die Ausgangsreihenfolge bringen läßt. Bei gerader (un
gerader) Permutation der Zahlen 1, 2 ... n ist auch die Gesamtanzahl der 
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auf jede Zahl in der Permutation noch folgenden kleineren Zahlen 
(Anzahl aller Fehlstände) gerade (ungerade). 

b) nElemente, daruntera.,ß,yusw.fe unter sich gleiche, lassen cxl ß ~~! ... 
verschiedene Anordnunger;t zu (Permutationen mit Wiederholungen). 

2. Kombinationen, Variationen. 
a) Aus n verschiedenen Elementen lassen sich r verschiedene Elemente 

herausgreifen (ohne Rücksicht auf Anordnung) auf 1 ( n~ ) 1 = (n) r. n r . r 
verschiedene Weisen (Kombinationen) 

herausgreifen und anordnen auf (n) r! = ( n 1 ) 1 verschiedene Weisen r n r. . 
(Variationen). 

b) Darf von n verschiedenen Elementen jedes beliebig oft vorkommen, 
so lassen sich r Elemente 

h h f (n+r-1) n(n+1)(n+2) ... (n+r-1) 
erausne men au r = r! ver-

schiedene Weisen (Kombinationen mit Wiederholung) 

herausnehmen und anordnen auf n• verschiedene Weisen (Variationen 
mit Wiederholungen). 

3. Binomialkoeffizienten. 

(x)=x(x-1) ... (x-m+1)=( x )x-m+1;l 
m 1·2• ... ·m m-1, m 

(;) = k! (nn}__k)! = (n:_k) · 1 
( 1) 

Speziell ist: 

(~)=1; (:)=x; (n:_ 1)=n; (:)=1; (:)=ofürm>n. (2) 

Es gelten die Regeln (Vorauss. m ;S x, m ;S y): 

Hieraus folgen: 

. Ferner gilt: 

Hier bedeuten: 
eine natürliche Zahl ;Sn 

m, n beliebige natürliche Zahlen 
x, y beliebige reelle oder kom

plexe Zahlen 

(~) ± (7) + (;) ± 0 0 0 + (± 1)" (:) = (1 ± 1)" = {~". (7) 



Allgemeines. 

Das Verhalten von ( ~), besonders für große n und k, zeigt: 

mit 

n-1 (n) --11' 2"+1 =e ll ·--·F · 
k y2nn "' 

n:a 
e- nz3 

F - e 1-~- 1 + o __ + . tJ.- - {:71 ... , -z 

~-

2 

97 

(8) 

n Die Annäherung ist um so besser, je näher k an 2 liegt. Ist k < n, so gilt 

(n) = nk ·e-en'::..k. 0<8<-.!._ 
k k! ' 2. (9) 

Fünfter Abschnitt. 

Transformationen. 
A. Allgemeine Transformationen. 

I. Allgemeines. 
a) Eine Transformation ordnet einem Wertsystem x11 x2, ••• , x,. ein 

anderes zu: x~, x;, ... , x~ durch ein System von Gleichungen der Form: 

x~ =ft (x11 •• • , x,.), x; =/2 (x11 ••• , x,.), ... , x~=f,.(x11 •• • , Xn). (1) 

Umkehrung. Im folgenden sollen die Funktionen/; stetige, differen
zierbare Funktionen sein, deren Funktionaldeterminante, die Trans
formationsdeterminante, 

8/1 8/1 I 

8(11, ... ,f,.)- fix~-··· Bx,. (BI•) 
" ( ) - ~·,,.· ... ~,·,.· = det "Nk u x1, ... , Xn u u uh 

(2) 

für die zu transformierenden Wertsysteme von Null verschieden sei. 
Dann ist das Gleichungssystem ( 1) nach den X; auflösbar; die Gleichungen 

X;= F;(x~, .. . , x~) (i = 1, ... , n) (3) 

stellen die inverse Transformation dar, die (1) rückgängig macht. Die 
Transformation (1) ist dann umkehrbar. 

b) Gruppeneigenschaft. Die umkehrbaren Transformationen 
einer Mannigfaltigkeit bilden eine Gruppe (vgl. S. 152): Zwei nach
einander ausgeführte Transformationen S und T sind einer einzigen, 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Aufl. 7 
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T S, gleichwertig. Im allgemeinen ist T S + S T. Das Einheitselement 
der Gruppe ist die identische Transformation E: 

X;= X~ (i=1, ... , n); (4) 

das reziproke Element zu S ist die inverse Transformation S · 1 (3), 
mit SS- 1 = s-1 S = E. 

2. Geometrische Bedeutung. 
Eine Transformation kann geometrisch gedeutet werden als: 

a) EineKoordinatenänderung, d. h. der Übergang von der Beschreibung 
durch die Koordinaten x1, ••• , x,. zur Beschreibung durch x~ • ... , x;,. 
Die X; und die x; sind die Koordinaten desselben Punktes in ver
schiedenen Koordinatensystemen. Sind die /; beliebige differenzierbare 
Funktionen, so erhält man, ausgehend von einem kartesischen Koordi
natensystem, i. a. ein krummliniges Koordinatensystem. 

b) Eine Verzerrung der Mannigfaltigkeit, d. h. eine Abbildung der 
Mannigfaltigkeit auf sich, eine Verschiebung des Punktes X; in einen 
anderen x; desselben Koordinatensystems. I. a. gehen gerade Linien 
in krumme über. 

c) Eine Abbildung der x1 •.. :X,.-Mannigfaltigkeit auf die xi . .. x~
Mannigfaltigkeit. Bei beliebigen (differenzierbaren) Funktionen/; braucht 
die Abbildung im Großen nicht eindeutig zu sein, dem System xv ... , x,. 
können mehrere verschiedene Systeme xi, ... , x~ entsprechen und 
umgekehrt. Im Kleinen ist die Abbildung stets eindeutig (wenn die 
Transformationsdeterminante + 0}, d. h. eine kleine Umgebung eines 
Punktes X; wird stets umkehrbar eindeutig auf eine kleine Umgebung 
des Punktes x; abgebildet. 

Die Transformationsdeterminante gibt stets das infinitesimale Volum
vergrößerungsverhältnis, das Verhältnis ineinander transformierter 
Volumelemente an (vgl. S. 11) 

d V' 8 (xi, . ·., x~) 
dV- 8(x1, • •• , x,.) · 

3. Invarianten. 
Der Charakter einer Transformation T: x; = /; (xv ... , x,.) ergibt 

sich aus denjenigen Eigenschaften des Transformierten, die der Trans
formation T gegenüber invariant sind, d. h. durch T nicht geändert 
werden. Für die Funktionen, welche diese Eigenschaften beschreiben, gilt: 

K (x1, ••• , x,., z, t, ... ) = x · K (x;_, ... , x~. z', t', ... ). (5) 

d. h. setzt man an Stelle der ursprünglichen Koordinaten x1, ••• , Xn 

bzw. Variablen z, t, ... die transformierten x;_, ... , x~. z', t', ... ein, 
so bleiben die Funktionen ihrem Wert nach, bis auf einen nur von den 
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Parametern der Transformation abhängigen Faktor x erhalten. Die 
Funktionen K (x1 , .•. , Xn, z, t, ... ) heißen, besonders wenn keine 
Variablen z, t, ... auftreten, Invarianten, sonst auch Kovarianten. 
Gleichungen und Gleichungssysteme, welche bei Transformation un
geändert bleiben, heißen kovariant. 

Nach den zugehörigen Invarianten teilt man die Transformationen 
einer Mannigfaltigkeit in Klassen ein. Die Transformationen einer 
Klasse bilden eine Gruppe. V ollständig heißt ein System von unabhängigen 
Invarianten, das zur Kennzeichnung einer Klasse von Transformationen 
ausreicht; jede weitere Invariante der Transformationen dieser Klasse 
läßt sich aus den Invarianten eines vollständigen Systems herleiten. 
Zur spezielleren Klasse gehören mehr unabhängige Invarianten. 

Mit Hilfe der Invarianten entscheidet man ferner, wann zwei gegebene 
Mannigfaltigkeiten durch Transformationen einer gegebenen Klasse in
einander transformiert werden können. Das ist dann und nur dann 
der Fall, wenn die Werte der Invarianten eines vollständigen Invarianten
systems dieser Klasse bei beiden Mannigfaltigkeiten übereinstimmen. 

Die Invarianten bei Koordinatentransformation heißen auch Skalare, 
wie z. B. der Abstand zweier Punkte, der Inhalt einer Fläche; besonders 

wichtig ist das Linien- oder Bogenelement, ds = v ?i g;k dx; dxk = 

1/ .I g;kdx; dx~. Kennt man die Abhängigkeit der g,k von den X;, so 
V i. k 

sind dadurch auch alle Maßverhältnisse innerhalb der durch die X; be
schriebenen Mannigfaltigkeit festgelegt. 

B. Lineare Transformationen. 
I. Lineare Räume. 

a) Ein n-dimensionaler linearer oder alfiner Raum umfaßt alle 
durch n Koordinaten x1, x2, ••. , x,. in bezug·auf ein festes Koordinaten
system gegebenen Punkte ( Punktraum) oder alle Vektoren ;~; = (x11 

... , xn) ( Vektorraum). Durch eine lineare Transformation 
n 

~- ,., . x,- _ a,kxk, 
k=l 

(6) 

geht er in sich über, wird er auf sich abgebildet. Jedem Punkt (bzw. 
Vektor) wird ein anderer Punkt (bzw. Vektor) zugeordnet, und zwar 
umkehrbar eindeutig. Die Matrix ~ = (a;k) stellt den Operator dar, 
der diese Abbildung erzeugt. 

b) Unitärer Raum. Sind x1, x2, ••• , Xn beliebige komplexe Zahlen 
und wird die Länge 1;~;1 eines Vektors ;~; durch die hermitesche Ein-
heitsform 11 

I;J;j2 = ~ X;X7 
i ~· 1 

(xt konj. komplex zu X;) (7) 

7* 
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gegeben, so heißt der lineare Raum unitärer Raum, da (7) gegen unitäre 
Transformationen invariant ist. 

Das innere oder skalare Produkt der Vektoren 1; und t) wird durch 
.. 

(t, t)) = .I x. y: = (t), t)* (8) 
~= 1 

erklärt. Es ist (t, t) = I t 12, 

I (t. lJ) I :s: I t I · I tJ I. I t + tJ I < I t I + I tJ I. (9) 

t und t) heißen orthogonal, wenn (t, t)) = (t), t) = 0 ist. n + 1 Vektoren 
im n-dimensionalen Raum sind stets linear abhängig; n linear unab
hängige Vektoren tv t 2, ••• , tn• lassen sich orthogonalisieren, d. h. in 
ein vollständiges System normierter orthogonaler Vektoren überführen. 
Man setzt (für k = 1, ... , n) t)k =Ä.k1 tt + Ä.k 2 t 2 + ... + Ä.u tk und 
bestimmt Ä.kv ... , Ä.kk aus den k linearen Gleichungen (t)v t)k) = 0, ... , 
(lJk-l, lJk) = 0, (t)k, lJk) = 1. ·Die Koordinatenachsenvektoren e1 = 
(1, 0, ... , 0), e2 = (0, 1, ... , 0), ... , e,. = (0, 0, ... , 1) bilden ein voll
ständiges System normierter orthogonaler Vektoren, jedes solche läßt 
sich unitär in dieses transformieren. 

Der unitäre Raum mit abzählbar unendlich vielen Dimensionen, der 
CX> 

aus allen Punkten bzw. Vektoren (xl, X2, ... ) besteht, für die .I X; xr 
i=l 

konvergiert, heißt HILBERTscher (unitärer) Raum. 

2. Allgemeine lineare Transformationen. 

a) Darstellung. Eine homogene lineare Transformation des Wert-
systems Xv ... , x., wird dargestellt durch 

x~ = a11 X1 + ... + a1 n x., I 
~: . .a2~ x~ ~ .. · . ~ .a2~ ~" 
x,. = a,.1 x1 + ... + a .. ,.x., 

(10) 

Sie ist durch die Matrix ~ eindeutig bestimmt und werde kurz mit A 
bezeichnet. Wird nach der Transformation mit der Matrix ~die mit ~ 
ausgeführt, so ergibt sich die Transformation BA mit der Matrix ~ ~
A und B sind i. a. nicht vertauschbar. Die Matrix ~-I der inversen Trans
formation ist die Reziproke zu~. Die identische Transformation hat die 
Einheitsmatrix a:. Die Gesamtheit der umkehrbaren homogenen linearen 
Transformationen entspricht eindeutig der Gesamtheit der nichtent
arteten Matrizen. Die Transformationsdeterminante ist konstant= det ~. 
das Volumen wird also in der ganzen Mannigfaltigkeit im gleichen Ver
hältnis vergrößert. 
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b) N ormalform. Die durch (10) gegebene lineare Abbildung wird 
1m Koordinatensystem der Y; durch 

y; =.I b;. Yv mit (b;k) = ~ = (5-l ~Ei (11) 

gegeben, wenn X; = .I s;. y, ist. Aquivalente Matrizen stellen also die 

gleiche lineare Abbildung, nur in verschiedenen Koordinatensystemen 
dar. Sind die Eigenwerte A.i der Matrix ~ alle voneinander verschieden 
oder ist~ symmetrisch oder hermitesch, so läßt sich (vgl. IV B 6c, S. 89) 
das Koordinatensystem Yi (d. h. Ei) so wählen, daß die Abbildung durch 
die einfachen Gleichungen 

y; = A.; Y; (Normalform der linearen Abbildung) (12) 

gegeben ist. Die neuen Koordinatenachsen sind die Fixgeraden der 
Abbildung. In den anderen Fällen ist die Normalform nicht ganz so 
einfach (vgl. IV B 6c, S. 89). 

c) Eigenschaften. Die transformierten Mannigfaltigkeiten seien im 
folgenden stets durch ein kartesisches Koordinatensystem beschrieben. 

IX) Projektive Abbildung. Geometrisch stellt eine lineare Trans
formation eine kollineare (projektive) Abbildung dar. Sind in (10) 
die Xv ••. , Xn homogene Koordinaten eines (n -1)-dimensionalen (pro
jektiven) Raums, so stellt (10) die allgemeine Kollineation dieses 
Raumes dar. 

Bei kollinearer Abbildung sind invariant: 

das Doppelverhältnis von vier Elementen (Geraden, Punkten), 
der Grad algebraischer Kurven und Flächen. 

Es gilt also : 
Gerade, Ebenen, Strahlenbüschel usw., ferner Kegelschnitte, über

haupt Kurven und Flächen 2. Ordnung bleiben solche. 
Die unendlichfernen Elemente gehen i. a. in endliche über, Systeme 

paralleler Geraden in StrahlenbüscheL 
Ein kartesisches Koordinatensystem geht in ein projektives, be

stehend aus n- 1 Strahlen- (bzw. Ebenen-) Büsehein über. 
ß) Affine Abbildung (Ähnlichkeitstransformation). Sind in (10) 

x1, ... , xn inhomogene Koordinaten eines n-dimensionalen Raumes, also 
mit den entsprechenden homogenen Koordinaten ; 1, ... , ; .. + 1 ver
knüpft durch: 

~1 ~ 2 ~n 1 ~~ 1 ~~ 
X1=~n+l' X2=~n+l, .. ,Xn=~n~; X1=~~+1, ... , Xn=~~+t' (13) 

so gilt die Normalform (12). Die Abbildung besteht in einer Dehnung in 
Richtung jeder Fixgeraden; der dieser Fixgeraden entsprechende Eigen
wert gibt die Dehnungsgröße. 
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Die Translation 
x; =X;+ a; (i = 1, ... , n) (14} 

liefert eine kongruente Abbildung; sie stellt eine Parallelverschiebung 
dar. Alle Entfernungen sind invariant. Mit (10} zusammen liefert 
sie die allgemeine affine Abbildung des n-dimensionalen Raumes: 

n 

x; =.I a; k xk + a; (i= 1, ... , n). ( 15} 
k=l 

3. Orthogonale Transformationen, Drehung. 

Eine reelle Transformation (10) heißt orthogonal, wenn sie .2 xr 

invariant läßt: 
(i=1, ... ,n). (16) 

Dann gehen alle Kreise (Kugeln) um den Nullpunkt in sich über; es 
gelten die für orthogonale Transformationen kennzeichnenden Ortho
gonalitätsbedingungen: 

V 

(v,k=1, ... ,n)l 
k =F l J 

(17} 
.IaL = 1, 

welche sich in der Matrixgleichung 
- -() () = () () = Q; mit :0 = (a;k) (17a) 

zusammenfassen lassen (vgl. IV B 6d, S. 90). Eine orthogonale Trans
formation hat ~ n (n -1) unabhängige Koeffizienten. 

Unitäre Transformationen lassen .I X; x~ invariant. Für sie gilt 
i 

analog (13) .I avi a:k =.I a;v a!v = 15;k (vgl. IV B 6d). 

Geometrisch bedeutet eine orthogonale Transformation eine Drehung 
(det :0 = 1) oder Drehung mit Spiegelung (det :0 = -1), wenn die 
X; kartesische Koordinaten sind. Die Entfernung zweier beliebiger 
Punkte bleibt ungeändert. Es ist 

(18) 

wenn (x;, xk) der Winkel zwischen x;-Achse und xk-Achse ist. 

n = 3. Jede orthogonale Transformation im Raum läßt sich als 
Drehung um eine feste Achse darstellen; deren Richtungskosinus sind: 

C; = COS IX;= 
a;;-coso 
1-coso (i=1,2,3). (19) 
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wobei b der Drehwinkel ist, der durch 

cos b = ~ (a11 + a22 + a83 -1) (20) 

gegeben ist. Umgekehrt stellt sich die Drehung um den Winkel b um 
eine Achse, deren Richtungskosinus c, = cos IX; (i = 1, 2, 3) sind, dar: 

x~ = x1 (1- sin2 1X1 (1 - cos b)) + x2 (cos IX1 cos IX2 (1 - cos b) + 
+ cos IX3 sin b) + x3 ( cos IX1 cos IXs ( 1 - cos b) - cos IX2 sin b) 

x; = x1 (cos IX2 cos IX1 (1 - cos b) - cos IXs sin b) + 
+ x2 (1 - sin2 IX2 (1 - cos b) + 
+ x3 (cos IX2 cos IX3 (1 - cos b) + cos IX1 sin b) 

(21) 

x~ = x1 ( cos IXs cos IX1 ( 1 - cos b) + cos 1X2 sin b) + 
+ x2 (cos IXs cos IX2 (1- cos b) - cos IX1 sin b) + 
+ x3 (1 - sin2 1Xs (1 - cos b) 

oder durch (6) mit 

a,k = b,k cos b + c; ck (1- cos b) + c;k sin (J, (21 a) 

( 1 0 0) 
(b;k) = 0 1 0 ' 

0 0 1 

Invariant bleibt außer r2 = xi + x~ + x~ auch 

P = x1 cos IX1 + x2 cos IX2 + x3 cos IX3 ; 

p ist nämlich die Projektion von r auf die Drehachse. 

Für kleine Drehwinkel b wird: 

x' = x + y · b · cos cx3 - z · b · cos cx2 I 
y' = - X • (j · COS IX3 + y + Z • (j • COS !X1 a; k = CJ; k + C; k (j 

Z1 = X • b · COS cx2 - y · (j • COS IX1 + Z 

(22) 

4. Transformation quadratischer und hermitescher Formen. 

Bei der linearen Transformation X;= .I b; v x;, (b; k) = IB, geht die ,, 
quadratische Form Q = .I q; k X; xk mit der symmetriscben Matrix 

i, k 

0 = (q; k) über in Q' = .I q; k X: x~ mit 0' = ~ 0 18. 0 und 0' haben 
i. k 

(wenn det 18 =!= 0) stets den gleichen Rang r (Rang der quadratischen 
Form). Analog für hermitesche Formen H =.I h;k X; x:, ~, = 18t .p 18. 

i, k 

Jede quadratischeForm vom Rang r läßt sich linear in die Einheitsform 
x~ + ... + x~ transformieren. Alle quadratischen Formen gleichen Ranges 
lassen sich linear ineinander transformieren. 
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Reelle quadratische Farmen (alle q; k reell) lassen sich reell (alle b; k 

reell) in xi + ... + x~- x~ + 1 - .•• - x; transformieren. Hermitesche 
Formen lassen sich stets in x1 x; + ... + Xp x~- xP+l xP+l - ... - x, x;' 
transformieren. Der Trägheitsindex p ist dabei für die Ausgangsform 
fest bestimmt und bei reellen (bei Sj bei allen) Transformationen invariant. 
Ist p = r, so nimmt die Form für beliebige Xv x2, ••• , Xn (nicht alle 
x, = 0) nur positive (bei p = 0 nur negative) Werte an; sie heißt dann 
positiv (negativ) definit. 

Orthogonaliassen sich quadratische Formen in .I Ä; xr transformieren, 
i 

wobei Äv ... , Än die Eigenwerte der Matrix der Form sind. Unitär 
lassen sich hermitesche Formen in .I Ä; X; xf transformieren. Die Matrix 

i 

der orthogonal (unitär) transformierten Form ist die transformierte 
Matrix der Ausgangsform [wegen (17a)]; vgl. daher IV B 6d, S. 90. 

C. Berührungstransformation (Kontakttransformation). 

I. Im Zweidimensionalen. 

a) Allgemeines. 

Durch eine Gleichung der Form: 

W (x, y, X, Y) = 0 (aequatio directrix) ( 1) 

wird jedem Punkt der xy-Ebene eine Kurve in der XY-Ebene zu
geordnet und umgekehrt, sowie einer Kurve q;(x, y) = 0 bzw. x = x (t), 
y = y(t) eine Kurvenschar: F(X, Y, t) = 0, deren Enveloppe als Abbild 
der Kurve q; = 0 aufgefaßt werden kann. 

Der Name "Berührungstransformation" stammt daher, daß die 
Abbilder zweier sich berührender Kurven wieder zwei solche sind. 

Die Gleichung des Abbildes der Kurve q; = 0 findet man durch 

Elimination von t aus den Gleichungen F = 0 und ~~ = 0 oder durch 

Elimination von x und y aus W = 0 und 

aw.~_aw.~=O 
ox oy o y ox · 

Während sich hierbei die Punkte der xy-Ebene und der X Y-Ebene 
nicht eindeutig entsprechen, tun dies die Punkte einer gegebenen Kurve 
q; = 0 und die ihres Abbildes (so daß man letztere mit dem gleichen 
Parameter t darstellen kann). 

Schreibt man ~~ = p, ~~ = P, so findet man aus den drei Glei

chungen: 

W=O, 
aw aw 
ax+P· dy =o, 
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die obige Transformation auch in der Form: 

X=X(x,y,p), Y=Y(x,y,p), P=P(x,y,p), (2} 
wobei der Ausdruck: 

ax (aY aY) oY (ax ax) 
ap &x +P· dy -a:p 7iX+P·a:y =O 

sein muß. 
b) Die LEGENDREsche Transformation 

ist ein einfaches Beispiel. Sie ist definiert durch 

xX-y-Y=O 
und liefert die einfachen Beziehungen: 

(3) 

(4} 

P=X, P= x, xp-y= Y, XP- Y= y. (5) 
Sie findet Anwendung zur Umformung von Differentialgleichungen 
I (x, y, p) = 0 in eine evtl.leichter lösbare Form: I (P (X P- Y), X) = 0, 
d. h. es wird hier der Differentialquotient zur unabhängigen Variablen X 
gemacht (vgl. S. 173). 

c) Die kanonische Transformation 
ist eine für die Mechanik wichtige Berührungstransformation, definiert 
durch: 

(6) 

wo tJ> eine beliebige Funktion sei. Sie heißt "erzeugende Funktion". 
Setzen wir 

so folgt: 

pdq-PdQ = dtJ> bzw. 

dZ 
P= dQ' 

atP 
P=aq-. (7) 

Diese Transformation heißt kanonisch, weil sie die sogenannten kanoni
schen Differentialgleichungen der Mechanik (vgl. S. 23 3) : 

q = _dq_ = _oH (q, P) p = !:_p__ = -~(,_~~ (8) 
dt ap • dt oq 

(wo der Parameter t die Zeit bedeutet und H die HAMILTONsche Funktion 
der Lagenkoordinate q und der Impulskoordinate p ist) in ein analoges 
System in Q und P überführt. 

Zum Beweis bilde man die Variation der durch dt dividierten 
Gleichung (7), welche lautet: 

p tJq + q tJp-P Mj- Q tJP -tJ rP = o, 
und die man wegen (tJW)' = tJd> auch in der Form schreiben kann: 

(p tJq- PtJQ- MP)' -ptJq + PtJQ + qtJp- QtJP = o. (9) 

Hierin verschwindet der Klammerausdruck wegen (7). 
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Setzt man ferner 
H (q, p) = K (Q, P), 

so wird 
8H 8H 8K 8K 
aqöq + apdP- agöQ- 8 P öP= o, 

und Subtraktion von (9) unter Berücksichtigung von (8) ergibt un
mittelbar: 

Q. 8K p" 8K (8') 
=ap; =-aQ' 

also wieder ein kanonisches System in den neuen Variablen. 
Äquivalent zu den Definitionsgleichungen (7) sind auch folgende: 

pdq + QdP = dX(q, P) l 
qdp + PdQ = dlJI(p, Q) J 

qdp-QdP=d!J(p, P) 
(7') 

Die Transformation wird identisch, d. h. p = P, q = Q, wenn X= q · P 
oder lJI = p · Q. 

Setzt man die Transformation an in der Form: 

P=P(P,Q), q=q(P,Q), 

so folgt aus (7) bzw. (7'}, daß 
ap _ ag ap _ aP 
8P-Bq' 8Q--8q-' (10) 

also auch 
(10') 

d. h. die Transformationsdeterminante : ~~~ ~ ist = 1, die Abbildung 

der pq-Ebene auf die PQ-Ebene ist flächentreu. 

Sonderfälle: I. Eine infinitesimale kanonische Transformation ist 
gegeben durch 

Q=q+Ä 8Fa(~f!l-, P=P-Ä· 8Fa(!•el, (11) 

wo Ä eine sehr kleine Konstante sei. 
Z. B. ist auch 

Q + . dt + aH(q,p) dt =q q =q ----ay,-· 
. d 8H 

P=P+P t=P-aq·dt 

eine kanonische Transformation und wegen der Gruppeneigenschaft 
(vgl. S. 97) der Transformation auch 

t. 

P =Po+ J pdt (12) 
t, 

eine solche der q0, Po in die q, p. 
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Es gilt daher 

P_oS(qo.q) 
- oq , (13) 

S heißt in der Mechanik "Wirkungsfunktion" (vgl. S. 233). Dort wird 
sie in der Regel definiert durch : 

t t 
S= j(pq-H)dt= jLdt. 

t, t, 

L = pq-H heißt "LAGRANGEsche Funktion". 
In der Tat findet man auch hieraus mit Benutzung von (8): 

Ö S = P öq-P0 Öqo · 

2. Von besonderem Interesse ist eine kanonische Transformation, 
welche K (Q, P) nur von P abhängig macht, z. B. K (Q, P) = ro P. 

Dann wird 
. fJK 
Q=ap=w, 
• fJK 
P=-aQ =0, 

wo ro, oc, ß Konstanten sind. 

Q =rot+ oc I 
P=ß 

(14) 

Man erhält hier also eine sehr einfache Lösung der transformierten 
HAMILTONschen Gleichung und somit durch Rücktransformation die 
Lösung der ursprünglichen. 

Wenn bei der mechanischen Anwendung Q eine reine (dimensionslose) 
Zahl bzw. ein Winkel ist, derart daß q und p als Funktionen von Q 
mit 2 37: periodisch sind, heißt Q eine Winkelvariable (Beispiel vgl. An
hang, 4). 

d) Eine Verallgemeinerung 

kann die Theorie noch in der Richtung erfahren, daß die kanonische 
Transformation von t selbst abhänge, d.h. daß die Formelnp =P (Q, P, t), 
q = q (Q, P, t) lauten, also t explizite enthalten. 

Die einfachste Form ist hierfür: 

P= P+At, q=Q+Bt, (16) 

wo A und B beliebige Konstante sind. 
Diese Transformation ist kanonisch, wenn man setzt: 

K(P, Q) = H(p, q) + (Aq-Bp). (16') 

Sie liefert mit einer zeitunabhängigen Transformation auf neue Variable 
P', Q' kombiniert die allgemeinere: 

p = P(P', Q') +At, q = Q(P', Q') + Bt (17) 
mit 

K'(P', Q') = K(P, Q) = H(p, q) + (Aq-Bp). (17') 

Man erhält so Transformationen auf bewegte Koordinatensysteme. 
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Dies kann man benutzen, wenn die Reduktion des vorigen Para
graphen nur bis zu einer Form K (P, Q) = K 0 (P) + K1 (P, Q) zu führen 
ist, wo K 1 klein gegen K 0 sei. 

Dann hat man: 
t 

P = ßo-Joa~t dt. 
t, 

t 

Wenn nun J ~~1 dt klein gegen ßo ist, kann man durch die Trans-
t, 

formation: 
Q = wt + cx, P=ßo+ß ( 18) 

cx und ß als neue Variable einführen, die dann selbst als kleine Größen 
zu behandeln sind. 

Das führt nach obigem auf die Form: 

K(P, Q) = Q(cx, ß) -w(ßo + ß) 
und 

• ()Q ß' ()Q 
cx=ap· =-~· 

Die Größen cx und ß sind also wieder kanonische Variable mit der 
HAMILTONschen Funktion Q . . 

Q heißt "Störungsfunktion". . 
Die Methode heißt die der "Variation der Konstanten". 

2. Im Mehrdimensionalen. 
Hier lautet die aequatio directrix: 

W(x1 x2 ••• xnX1 X 2 ••• Xn) = 0. (19) 

Die LEGENDREsche Transformation im Dreidimensionalen ist ge
geben durch: 

xX+yY-z-Z=O. (20) 

Hieraus folgt, wenn man z bzw. Z als von x, y bzw. X, Y abhängige 
Variablen auffaßt: 

oz oz az az 
X=a-x, Y=a-y· x= ax' Y=av usw. (20') 

dz=Xdx+Ydy, dZ=xdX+ydY. 

Die kanonische Transformation kann ohne Schwierigkeiten auf mehr 
Dimensionen verallgemeinert werden (vgl. Anhang, 5.); (7) geht über in: 

,Ip;dq;-_IP;dQ;=dlP(qtq2 ... qn,Q1 Q2 ... Qn), WO i=1, 2 ... n, (21) 
i i 

also 8cP 
P;=- aQ;· (22) 
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Bis auf die zu setzenden Summenzeichen bleibt alles ungeändert; 
Gleichung (10) und (10') sind in folgender Weise zu erweitern: 

ap, _ aQ,. ap, _ aP,. aq, _ ap,. fJq; _ aQ,. 
aP,.-oq;' aQ,.--a-q;· aQ,.-op;' aP,.--ap,· (23) 

Daher wird 

~(ap,_aq,_ap,_aq')= ~(·aQ_~<:.oq;+aQ,._oP•)=oQ" (24) 
~ ap,. ax ax aP,. ~ aq, ax ap, ax ax 

i i 

= 1 für x = Q11 und sonst = 0, wenn man für x andere P oder Q außer 
Qk einsetzt. 

Der Ausdruck 
(x ) = ~ ( aq, . ap; _ ap, . oq• ). 

• Y ~ ax oy ax oy 
i 

heißt "LAGRANGEsche Klammer". Es ist also 

(25) 

Sechster Abschnitt. 

Vektoranalysis. 
A. Koordinatenfreie Formulierung der Vektoranalysis 

im dreidimensionalen euklidischen Raum. 
I. Definitionen. 

Die Vektoranalysis beschäftigt sich mit Skalaren, Vektoren und 
Tensoren. 

1. Ein Skalar ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen 
Betrag (Zahlwert) zuordnet. 

2. Ein Vektor ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen 
Betrag und eine Richtung zuordnet. 

3. Ein Tensor (2. Grades) ist eine Funktion des Ortes, die jedem 
Vektor in einem Punkte daselbst einen anderen Vektor linear zuordnet. 
Ein Tensor höheren Grades ordnet ebenso jedem Vektor einen Tensor 
nächstniederen Grades zu (Vektor= Tensor 1. Grades). 

Diese Funktionen können neben ihrer Abhängigkeit vom Ort noch 
andere Parameter, wie z. B. die Zeit, enthalten. 

Sind die Funktionen für jeden Punkt des Raumes definiert, so spricht 
man von Skalarfeldern, Vektorfeldern, Tensorfeldern bzw.Feldvektorenusw. 

Sind die Funktionen nur in Punkten, Linien, Flächen definiert, so 
hat man Punkt-, Linien-, Flächenvektoren usw. 
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Sind die F.unktionen vom Ort unabhängig, so werden die Skalare, 
Vektoren, Tensoren im folgenden als "frei" bezeichnet. 

Ein in einem Punkte definierter Vektor kann in einen anderen unter 
Erhaltung von Betrag und Richtung verpflanzt werden. Analoges gilt 
für Tensoren. 

Vektoren, deren Betrag überall= 1 ist, heißen Einheitsvektoren. 
Der Betrag eines Vektors ist ein Skalar. 

Bezeichnung: Im folgenden sind meistens bezeichnet: 

Skalare durch griechische Buchstaben, z. B. (/J, 

Vektoren durch deutsche Buchstaben, z. B. a, 
Einheitsvektoren durch den Index 1, z. B. a1, 

Tensoren durch große deutsche Buchstaben, z. B. X. 
Der Betrag eines Vektors a wird durch den gleichlautenden lateinischen 

Buchstaben a bezeichnet. Auch die Bezeichnungsweise ! a I ist ge
bräuchlich. 

2. Vektoralgebra. 
Unter der Summezweier Vektoren a und b versteht man den Vektor 

c = a + b, 

dessen Richtung und Betrag an jeder Stelle von den Summanden in 
derselben Weise abhängt, wie die Diagonale eines Parallelogramms von 
den Seiten, die mit ihr von derselben Ecke auslaufen. Hiernach gilt 
für die Summation von Vektoren das kommutative Gesetz: 

a + b = b + a, 

sowie das assoziative Gesetz: 

(a + b) + c = a + (b + c). 

Der Begriff der Subtraktion folgt durch Umkehrung 

a = c- b; b = c- a. 

(1) 

(2) 

(3) 

Unter dem Produkt a (/J eines Vektors a und eines Skalars (/J ver
steht man den Vektor mit dem Betrage a (/J und der Richtung von a. 
Es ist also a = a a1. 

Als Produkt zweier Vektoren a und b bezeichnet man zwei verschiedene 
Größen: 

a) das innere Produkt (auch skalares Produkt genannt). Dies ist 
ein Skalar, dessen Betrag 

(ab)= a · b • COS(/J (4) 

ist, d. h. gleich dem Produkt der Beträge der Vektoren a und b, multi
pliziert mit dem Kosinus des Winkels zwischen ihren Richtungen. Daher 
ist (a b) = (b a) (kommutatives Gesetz); 
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b) das äußere Produkt (auch Vektorprodukt genannt) [ab]. Dies 
ist ein Vektor, dessen Richtung senkrecht steht auf der durch a und b 
gelegten Ebene und dessen Betrag gleich 

[[ab][=a·b·sincp (5) 

ist. Der Richtungssinn ergibt sich durch die Festsetzung, daß die 
Richtungen a, b, [ab] hintereinander gesetzt eine Rechtsschraube bilden. 

Daher ist 
[ab] =-[ba]. 

Es gelten folgende Regeln: 

[aa]=O (a[ab])=O. 

(ab) + (a c) = (a (b + c)) I . . . 
[ab] + [a c] = [a (b + c)] I dzstnbutwes Gesetz. 

(a[bc])=(b[ca])=(c[ab]) I 
[a [b c]] = b (a c)- c (ab) 

(Lab] [c b]) = (c [b [ab]]) = (a c) (b b)- (b c) (ab) j 
[a b]2 = a 2 b2 - (a b)2 

Es ist ferner 
( a e) ( a f) ( a g) 

(a [b c]) (e [f g]) = (b e) (b f) (b g) 
(ce) (cf)(cg) 

und daraus 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(a [b c])2 = a2 b2 c2 -a2 (b c)2-b2(a c) 2 -c2 (a b) 2 + 2(a b) (b c) (a c). 

Der Betrag eines Vektors a ist 

a= l.r(aa). 
Er ist immer positiv zu rechnen. 

3. Algebraische Vektorgleichungen. 
~ sei ein unbekannter Vektor, der zu ermitteln ist. 

1. 

2. 

~ + a = b, 

I(~ a) = p 
I [~ a] = b 

Lösung: 1:= b-a. 

Lösung: 1: = a ~ + [a ~] . 
a a 

(11) 

Ist nur eine der Gleichungen gegeben, so bleibt b bzw. p unbestimmt. 

3· 
I (l; a) = P 

I (1: b} = q 
(1:C) = r 

Lösung: r = p [b c] ±.iJc a] ±_!:_l'!_b] 
- (a [b c]) 
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4. 

5. 

Vektoranalysis. 

+> = x a + y b + z c. 

Lösung: 
(13 [Ii c]) (13 [c a]) 

x = (a [Ii CD' Y = (a [Ii c]) ' 

+> = x [b c] + y [c a] + z [ab]. 

(13 a) 
Lösung: x = (a [Ii CD, 

(13[ali]) 
z = (a [Ii c]) · 

Es ist zu beachten, daß eine Gleichung, die zwei Vektoren einander 
gleichsetzt, drei algebraischen Gleichungen äquivalent ist. Andererseits 
ist ein unbekannter Vektor äquivalent drei algebraischen Unbekannten. 

4. Integral- und Differentialausdrücke. 

a) Skalare Integrale. 

Als Linienintegral eines Vektors längs einer Kurve bezeichnet man 
die Größe 

J (a d s) = J (a s) ds, 

wo s ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung gleich der des Kurven
elementes d s ist. ( a s) wird auch in der Form a5 geschrieben, also das 
Linienintegral j a5 ds. 

Als Flächenintegral bezeichnet man die Größe 

j(an)df, 

wo n ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung senkrecht zu dem Flächen
element df steht. Statt (an) schreibt man auch an, also für das Flächen
integral J an d f. 

b) Abgeleitete Vektoren und Skalare. 

Der Differentialquotient ~ ~ eines Skalars q; beim Fortschreiten um 

ds ist im allgemeinen eine Funktion der Richtung des Schrittes und 
erreicht einen Maximalwert für eine bestimmte Richtung. 

grad q; ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem positiven Maximal

wert von ~ ~ ist und dessen Richtung in die dazugehörige Richtung fällt. 

Er steht senkrecht auf die Fläche q; = const. 

Daher gilt für ein beliebiges d?,: 

d q; = (ds grad q;) . 

Läßt man in dem Ausdruck Ja; d t, wo das Integral über eine ge

schlossene Fläche um das Volumen V erstreckt ist, V zur Grenze 0 
übergehen, so bezeichnet man den Grenzwert als div a. 
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div 4 ist ein Skalar. 
.. . J'asd s .. b Laßt man m dem Ausdruck '--p-, wo das Integral u er eine ge-

schlossene Kurve vom Inhalt F erstreckt ist, F zur Grenze 0 übergehen, 
so wird der Wert eine Funktion der Richtung der Normalen von F. 

rot 4 ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem Maximum unter allen 
bei verschiedenen Richtungen von F auftretenden Grenzwerten ist 
und dessen Richtung senkrecht auf der zugehörigen Lage von F steht, 
so, daß der Umlaufsinn J ds und rot a eine Rechtsschraube bilden. 

Man kann diese Größen auch in folgender Weise formal definieren: 

grad cp ="' }~ ( ~ j d f n cp) 

div a = lim (} j d f (n a)) 
v~O' ' 

rot a == lim ( -~ j d f [ 11 a] ) . 
v->-0 

Hierbei ist der Normalvektor n immer nach außen gerichtet zu 
nehmen. 

c) lntegralsätze. 
GAussscher Satz: 

jdfan'=Jdvdivo. (1) 

Das erste Integral ist über eine geschlossene Fläche, das zweite über 
das von ihr umschlossene Volumen zu erstrecken. Der Vektor 11 in 
an= (an) ist nach außen gerichtet. 

STOKEsscher Satz: 

J dsa5 = J df rotn a, [rotn a =-, (n rot a)]. (2) 

Das erste Integral ist über eine geschlossene Kurve, das zweite über 
irgendeine durch die Kurve umschlossene Fläche zu erstrecken. 

GREENscher Satz: Wendet man den GAussschen Satz auf den 
Vektor "P grad cp an, so erhält man 

/ d f"P gradn cp = J dv [VJLl cp + (grad "P grad cp)]. ( GREENscher Satz.) (3) 

(Betreffs der Bedeutung des Symbols Ll cp == div grad cp vgl. S. 116.) 

Hieraus folgt die weitere nützliche Formel: 

j df (VJ gradn qJ- cp gradnVJ) = J dv (VJLl qJ- cp Ll VJ). (4) 

Folgende Spezialfälle sind von Bedeutung: 

I.VJ=1. 
(5) 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 
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1 
2. 'P = --;-· Dann ist LI 'P = 0, außer für r = 0. Man erhält: 

Das letzte Integral ist = 0, wenn die begrenzende Fläche den Punkt 
r = 0 ausschließt. Umfaßt sie ihn, so wird 

(7) 

wo rp0 den Wert von rp im Nullpunkt bedeutet. Man erhält also, wenn 
die Fläche den Nullpunkt umschließt, 

4~rp0 =-j dvLJ"tp + j df (! grad,.rp -rp grad" ~-). (8) 

2a. rp = 1 ergibt: 

jdvLI(;)=jdfgrad,.(;)=o bzw. =-4~. (9) 

je nachdem das Volumen und die Fläche den Nullpunkt ausschließt 
oder einschließt. 

eikr 
3. 'P = -;-, dann ist LI 'P = - k2 'P außer für r = 0. Gilt für rp 

überall die Gleichung LI rp + k2 rp = 0, so wird 

j df( ei:• grad,.rp-rp · grad" (ei;')) = 4~rp0 bzw. = 0, 

je nachdem der Punkt r = 0 von der Fläche umschlossen wird oder nicht. 

d) Vektorielle Integrale. 

Im Gegensatz zu der ungerichteten Größe j a5 ds kann man auch 
ja ds bilden. 

Unter ja ds versteht man den Vektor, der durch Summation der 
Vektordifferentiale a ds längs einer Kurve entsteht (nachdem sie alle 
durch Parallelverschiebung in einen Punkt "verpflanzt" sind). Analog 
bildet man ja df und ja dv. Diese Vektoren sind keinem bestimmten 
Orte zugeordnet, also freie Vektoren. 

Für eine geschlossene Kurve ist 

j d6rp = j dsrp 6 =-j df [gradrp, n]. (10) 

Die folgenden Integrale über geschlossene Flächen lassen sich um
formen in Volumintegrale über den von der Fläche umschlossenen 
Bereich: 



Integral- und Differentialausdrücke. 

J dfcp n = j dv gradcp 

jdf[n, a]=jdvrota 

jdfa(b n) = jdv(adiv b + (bgrad) a) 
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(11) 

(f2) 

(f3) 

jdfn(a b) = jdvgrad(a b) = } (f4) 

= jdv((agrad) b + (bgrad) a + [arotb] + [brota]) 

jd/(n(ab)-a(bn)-b(an)) = } (f5) 
= j dv ([a rot b] + [b rot a]- a div b- b div a) 

jdt(~ a2 -a(an))= jdv([arota]-adiva). (16) 

e) Bestimmte Integrale. 

Die folgenden Integrale sind über den ganzen Raum (bis r = oo) 
zu erstrecken. Der Integrand soll stetig sein und für sehr große r stärker 
als lfr2 verschwinden. 

Skalare Integrale: 

jdvdiva = 0 

j dvcpdiv a =- j dv(agradcp) 

j dv (a rot b) = j dv (b rot a) 

Sonderfälle : 

J div a j ( 1 ') J (a r) dv-.,-=- dv agrad-;.- = dv---:,3 

jdv(rgradcp) = -3 jdvcp 

jdv(rrot a) = 0. 

Vektorielle Integrale: 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(2f) 

(22) 

jdvgradcp = 0 (23) 

~v~a=O ~~ 

jdv a div b =-j dv (b grad) a (25) 

j dvcp rot a = j dv [a gradcp] (26) 

J dv cp gradtp =- j dv tp grad cp (27) 

jdv(adiv b + b div a) = j dv([a rot b] + [b rot a]). (28) 
s• 



116 Vektoranalysis. 

Sonderfälle : 

J dv ro:a = j dv [ a grad -~] = ---/ dv J~.3r) 
jdv [tgradq?] = 0 

jdvtdiva=-Jdva 

J d v [ t rot a] = 2 J d v o. 

f dv grad rp = jdv !E!_. 
r r 3 

5. Allgemeine Differentialformeln. 

Es gilt allgemein: 
rot (grad 9?) = 0 

div (rot a) o= 0 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

03) 

( 1) 

(2) 
ferner: 

div (9? a) = 9? div a + ( a grad 9?) 

rot (9? a) = 9? rot a- [a grad 9?] 

div [ab] = b rot a- a rot b. 

Die Größe div (grad 9?) wird mit Llq? bezeichnet. 

(3) 

(4) 

(5) 

Es lassen sich schließlich noch folgende nützliche Vektoren definieren: 

LI a = grad (div a)- rot (rot a) (6) 

(b grad) o. =-~(rot [ab] + grad (ab)--- a div b \- b div a 1 

-- [a rot b]- [b rot a]) . I (7) 

Dieser Vektor (b grad) a gibt den Zuwachs an, den der Vektor a erfährt, 
wenn man in einem Feld um die durch b angezeigte Strecke fortschreitet 1• 

Hieraus folgt 

rot [ab]= (b grad) a -- (agrad) b -\ adiv b -- b div o. (8) 

grad (ab)= (agrad) b + (b grad) a \- [a rot b] j- [b rot a]. (9) 

6. Spezielle Vektorfelder. 

1. Ein Vektorfeld a, in dem rot a überall verschwindet, heißt ein 
"wirbelfreies Feld". 

Ein wirbelfreier Vektor a ist darstellbar als negativer Gradient 
eines Skalars q?, 

1 Für (b grad) a wird auch (b 17) a geschrieben. Das Symbol 17 wird "Nabla" 

gelesen (vgl. Anhang, 6). 
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welcher "Potential" oder auch "skalares Potential" genannt wird. Es 
gilt dann 

2 

J a5 ds = q;1 -q;2 • 
1 

( 1) 

Der Wert des Integrals ist nur abhängig von den Grenzen, un
abhängig vom Integrationsweg und verschwindet für einen geschlossenen 
Integrationsweg. Umgekehrt kann man auch sagen: Das Feld des 
Gradienten eines Skalars ist stets ein wirbelfreies. 

Setzt man 
div a = -div gradq; = -L1 q; = 4ne, (2) 

so wird q; = j ~?, wo r die Entfernung des Volumendifferentials vom 
Aufpunkt, in dem q; berechnet werden soll, angibt. Das Integral ist, 
falls nichts anderes bemerkt ist, über den ganzen Raum zu erstrecken. 
Es ist natürlich zu prüfen, ob es konvergiert. 

Explizite ist diese Formel zu schreiben: 

Ist alsodivaüberall gegeben und rot a = 0, so gestattet diese Formel 
die Berechnung von q;, also auch die von a selbst. 

2. Ein Vektorfeld a, in dem div a überall verschwindet, heißt ein 
"quellenfreies Feld". Ein quellenfreier Vektor a ist darstellbar als 
Rotation eines quellenfreien Vektors ~: 

a = rot ~. div ~ = 0, (3) 

welcher "V ektorpotential" genannt wird. 

Setzt man 
rot a = rot (rot ~) = -- L1 ~ = 4 n c, (4) 

so wird 

(5) 

Ist also rot a überall gegeben und div a = 0, so gestattet diese Formel 
die Berechnung von ~. also auch die von a selbst. 

Jedes Vektorfeld läßt sich eindeutig als Summe (Superposition) 
eines wirbelfreien und eines quellenfreien Feldes darstellen. 

a = a' + a", (6) 
wo rot a' = 0, div a" = 0. 
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, d j dv diva 
a = -gra 4nr ' 

" t·javrota a =ro ---
4nr ' 

(7) 

wobei die durch die Symbole vorgeschriebenen Operationen unter dem 
Integral an der Stelle des Volumendifferentials dv, die Operationen vor 
dem Integral an der Stelle des zu bestimmenden Vektors a' bzw. a" 
vorzunehmen sind. 

1. Der Vektor t. 

Ein wichtiger Vektor ist der Ortsvektor r, welcher die Lage eines 
Punktes in bezug auf einen festen Punkt r = 0 darstellt. Er bildet 
ein Vektorfeld, indem jedem Punkte des Raumes ein Vektor r zugeordnet 
werden kann, dessen Richtung vom Nullpunkt zu dem Aufpunkt zeigt 
und dessen Betrag r die Entfernung vom Nullpunkt ist. 

Ist eine Kurve gegeben und ist r der Ortsvektor ihrer Punkte, so ist 

~-t ds- ( 1) 

ein Einheitsvektor parallel zur Tangente im Punkte r. 

Ferner ist 

(2) 

Hierin istmein Vektor, welcher Richtung und Länge des Krümmungs
radius der Kurve im Punkte r angibt. 

m und t bestimmen also die Schmiegungsebene der Kurve im Punkte r. 

Differentiations-Operationen lassen sich an Skalaren und Vektoren, 
die aus r und ortsunabhängigen Vektoren a, b, ... f gebildet sind, 
leicht ausführen. In den Tabellen auf Seite 119-121 sind für die 
wichtigsten Typen die betreffenden Resultate gegeben. 

Man beachte besonders: 

sowie: 

rot r = 0 

div r = 3 
grad(ar) = a 

rot [ar] = 2a 

div [ar] = 0 

grad(J~)) =-rot ( [~r]). 

Ferner gilt für einen beliebigen Vektor ~: 

(~ grad) r = ~. 

(3) 

(4) 

(5) 
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rn 

In r 

Vektoranalysis. 

grad t:p 

r · n · rn-2 

r 
r2 

n (n + 1) · yn-2 

1 
y2 

·---·---------1 

(ar) r" 

(ar) (br) r" 

1. Es sei 

und 

Dann ist 

(ar) n (n + 3) rn-2 
a · r" 
+ r (ar) n rn-2 

2 (ab) rn 

+ (n + 5) n (ar) (br) rn-2 

a (br) r" 
+ b (ar) r" 
+ r (ar) (br) 11 rn-2 

8. Unstetige Vektorfelder. 

rot a = 0 

div a = 0, außer für r = 0. 

J a,.df = const = 4ne 

für jede die Stelle r = 0 umschließende Fläche, 

J a .. df = 0 

für jede die Stelle r = 0 nicht umschließende Fläche (vgl. S. 113). 

e heißt die "Ergiebigkeit" der "Quelle" in r = 0. 

Es wird 
a = -gradfP, 

e 
qJ=-. 

r 

( 1) 

(2) 

(3) 

1 a. Es sei div a = 0 außer in r = 0 und in r = {, und zwar sei die 
Ergiebigkeit der beiden Quellen = - e bzw. + e. Läßt man dann 1 
zur Grenze 0 übergehen, wobei le = m endlich bleibe, so spricht man 
von einer "Doppelquelle'' oder "Dipol" vom "Moment" m. 

Es wird 

a = -gradqJ, ( 1) (m r) 9' = m grad-- = - - 3-. 
r , r (4) 

a läßt sich dann auch aus einem Vektorpotential ableiten: 

a =rot 11(, [m r] [ 1 ] IJ( = -,_.- =- mgrady-

div 11( = 0. 
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grad L1 tp 

t · n (n + 1) (n- 2) rn-4 n .(n + 1) (n- 2) (n- 1) rn-4 

1------------------
an (n + 3) r"-2 
+ r (n-2)n (n + 3) (ar) rn--4 

n(n+ 5)r11 -2·{a(br) 

(arl (br) 1 + b (ar) + (n-2) -r-2- tj 
+ 2 (ab) 11 rn-2 r 

2. Es sei 

und 

rot a = 0 

div a = 0. 

n (n + 1) (n- 2) (n + 3) (at) rn -4 

n r"-2 { 2 (2n + 3) (ab) 

+ (n + 5) (n -- 2) (n- 1) (ar~2(br)} 

a ändere sich unstetig an einer Fläche, so daß a,. beim Übergang 
von einer Seite der Fläche zur anderen von a,.1 auf - a,. 2 springt. 

Wir definieren die Größe 

wo n der nach der Fläche hin gerichtete Normalvektor ist. 
4nw = div a heißt "Flächendivergenz". 

(5) 

w ist die auf die Flächeneinheit bezogene Ergiebigkeit der über 
die Fläche verteilt gedachten Quellen. 

Springt auch cp an der Fläche, so definieren wir die Größe 

(6) 

In diesem Falle spricht man von einer "Doppelfläche" oder "Doppel
schicht" mit dem "Moment" r. 4 nrn1 = - 4:n:rn2 = grad cp heißt 
, ,F lächengradient''. 

Dann ist o = -- grad cp 

cp = J d I ( 7- + T ( 111 grad :- ) ) , (7) 

erstreckt über die Fläche. 
Ist r eine Konstante längs der Fläche und w = 0, so wird 

Cf= T {), (8) 
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wo Q der räumliche Winkel ist, unter dem die Berandung der Fläche 
vom Aufpunkt aus erscheint. 

3. Es sei diva=O 

und außer auf einer Linie L (" W irbellinie") rot a = 0. 

Dann ist für jede die Linie umfassende Kurve 

J dsa5 = J dfrotn a = const = 4nr (vgl. S. 113), (9) 

wobei die Fläche J d f beliebig verzerrt werden kann. Daraus folgt, 
daß r längs L konstant und daß die Wirbellinie L geschlossen sein oder 
bis ins Unendliche verlaufen muß. 

r heißt das Moment der Wirbellinie. 

Wegen dv = ds df ist dann das Vektorpotential der Wirbellinie 
gegeben durch 

lll = _1_// ds df rot a = rj~ 
4 :n: r r ' (10) 

L 

daraus folgt 

a = rot lll = r J +s d 9 r]. (11) 
L 

Da a außer auf L wirbelfrei ist, läßt sich a auch aus einem skalaren 
Potential q; ableiten a =- grad q;, wobei jedoch für jede die geschlossene 
Wirbellinie umfassende Kurve nach (9) 

1 

J ds as = f/J2 -q;l = 4nr 
2 

ist, falls 1 und 2 zwei zusammengehörigeVorder-und Rückseitenpunkte 
auf einer über L ausgespannten Fläche F sind. Die Wirbellinie L vom 
Moment r ist also äquivalent einer Doppelfläche F vom Moment r, 
welche über L beliebig ausgespannt ist. Das skalare Potential ist also 
wie oben q; = r Q. 

4. Es sei rot a = 0 außer auf einer Fläche und div a = 0, d. h. a 
ändere sich unstetig an einer Fläche, so daß [n a] (eine Parallelkomponente 
zur Fläche) beim Übergang von einer Seite der Fläche zur anderen von 
[ n a1] zu [ n a2] springt. 

Wir definieren den Vektor 

(12) 

4n g = rot a heißt "Flächenwirbel" oder "Flächenrotation". Es ist dann 

a =rot lll. (13) 



Lineare Vektorfeldfunktion. Tensoren (zweiten Grades). 123 

9. Lineare Vektorfeldfunktion. 
Schreitet man in einem Vektorfelde a längs einer beliebigen Geraden 

.fort und ist hierbei der Vektor a eine lineare Funktion der auf der 
Geraden gemessenen Länge, also darstellbar in der Form a1 - a2 = bd, 
wo b einen konstanten nur durch die Richtung der Geraden bestimmten 
Vektor bedeutet und d den Abstand zwischen den Punkten der Vektoren 
a1 und a2, so heißt das Vektorfeld a eine lineare Vektorfunktion des Orts. 

Eine solche Funktion läßt sich aufbauen aus einer Anzahl von Größen 
der Form: 

a = a0 + k r + 2: ([u" r] + p" (q,. r) + [b,. [a,. r]J + ... ), (1) 
n 

d. h. aus einer Summe von Vektoren, die von r linear abhängen. Die 
Größen a0 k u" \Jn q" bn e" seien hierbei Konstanten bzw. ortsunabhängige 
Vektoren. 

Der Ausdruck läßt sich aber, ohne seine Allgemeinheit zu be
schränken, auch in der einfacheren Form schreiben: 

a = 00 + .I ( \J" ( q" r)) (n=1,2,3), 
" 

wo die p" und q" freie Vektoren seien. 
Es ist dann 

div a =I (p" q"). 
n 

rot a =I [p" q"]. 
" 

(2) 

(3) 

(4) 

Zerlegt man a- a0 in 2 Felder a' und a", so daß div a' = 0 und 
rot a" = 0 wird (vgl. S. 117), d. h. in einen quellenfreien und einen 
wirbelfreien Teil, so ist 

a- a0 = a' + a" 

a' = [ur], rot a' = 2 u, U = ·~ ..E [\Jn qn] • 

a" = i I (p" (qn r) + q" (p" r)), div a" =I (\J" q"). 

10. Tensoren (zweiten Grades). 
a} Der Tensorbegriff. 

(5) 

(6) 

(7) 

Die lineare Abhängigkeit des letzten Paragraphen, die jedem t ein 
a zuordnet, schreiben wir symbolisch: 

a-a0 = Xr 

oder allgemein die lineare Abhängigkeit zweier Vektoren a und b: 
3 

a = X b = I \J" ( q" b) . ( 1) 
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Den Operator ~ bezeichnet man als einen Tensor 1 . 

Die Linearität fordert, daß 

ko=k~b=~kb, 
ferner, wenn o' = ~ b': 

o + o' = ~b + ~b' ~~ ~(b + b'). 

Definieren wir ferner die Summe zweier Tensoren ~1 und ~2 aus: 

(2) 

(3) 

(4} 

so sieht man, daß der Operator ~ wie eine algebraische Größe im Sinne 
der obigen Formeln behandelt werden darf. 

Ein Tensor heißt symmetrisch, wenn für beliebige Vektoren o und b: 

(o~o)=(o~o) (5) 

ist, antimetrisch (oder schiefsymmetrisch), wenn: 

(o ~ b) =- (b ~ o) (5 ') 

ist. Jeder Tensor ~ kann eindeutig in die Summe von einem sym
metrischen und einem antimetrischen Teil ~ und ~2 zerlegt werden: 

~ == ~1 + ~2' 
Der Tensor i = ~- ~2 heißt der zu ~ konjugierte oder transponierte 
Tensor. Ein symmetrischer Tensor ist also zu sich selbst konjugiert. 
Es gilt ganz allgemein (o ~ b} = (b ~ o). 

Die Zerlegung des Vektors o = ~ r (vgl. S. 117) in einen wirbelfreien 
und quellenfreien Teil o = o1 + o2 entspricht dieser Zerlegung von~. d. h. 

(6) 

(6') 

Infolge der linearen Beziehung zwischen o und b kann im allgemeinen 
auch b durch einen neuen Tensor aus o abgeleitet werden. Er wird 
als der zu ~ reziproke Tensor ~- 1 bezeichnet: 

b = ~-1 o. 

Haben wir außer der Abhängigkeit: 

0= ~b 

die zweite: 
b = ®c 

(7) 

1 Speziell als Tensor 2. Grades. Ein Skalar kann aus später ersichtlichen 
Gründen (vgl. S. 129) als ein Tensor 0. Grades, ein Vektor als ein solcher 1. Grades 
bezeichnet werden. 
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also: 
(8) 

so vermittelt auch diese Formel eine lineare Abhängigkeit zwischen a 
und c, d. h. ~@) repräsentiert einen neuen Tensor, der als das tensorielle 
Produkt von ~ und @) bezeichnet wird. Im allgemeinen ist: 

~@)+@)~. 

Das tensorielle Produkt eines Tensors mit sich selbst ~~ = ~2 heißt 
iterierter Tensor. Diese Produktbildung kann beliebig oft wiederholt 
werden: 

(9) 

b) Spezielle Tensoren. 

Als Einheitstensor Cl: bezeichnen wir einen Tensor, der jeden be
liebigen Vektor a in sich selber überführt: 

Cl:a= a. (10) 

Für jeden beliebigen Tensor ist: ~ ~-1 = Cl;= ~-1 = ~
Als orthogonalen Tensor D bezeichnen wir einen Tensor, für den 

D= o-1 

ist. Daraus folgt für beliebige Vektoren a und b: 

(Da Db) =(ab). 

(11) 

(12) 

Die durch einen solChen Tensor festgelegte Zuordnung kann für ein 
beliebiges System von Vektoren durch eine vom Tensor allein bedingte 
bloße Drehung beschrieben werden, d. h. es bleibt der Betrag aller 
Vektoren erhalten (Da) 2 = a2, wie auch die Winkel zwischen ihnen. 

c) Abgeleitete Skalare. 

Bildet man den Ausdruck: 

(~a[%~%_c]) ~I Tl 
(a[bc]) -- ' ( 13) 

so erkennt man leicht, daß für irgend 3 nichtkomplanare Vektoren a, 
b, c dieser Ausdruck von a, b und c unabhängig ist. Er ist also ein von 
~ allein abhängiger Skalar. Man bezeichnet ihn als die Determinante 
des Tensors (vgl. S. 135). 

Bildet man die Determinante für den Tensor: 

und entwickelt diese nach den Potenzen von A., so erhält man emen 
Ausdruck der Form: 

(14) 
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Die hier auftretenden Größen T(l) und T(2) sind zwei weitere Skalare, 
die aus dem Tensor % abzuleiten sind. Wir schreiben im weiteren statt 
T,1l: I% I und bezeichnen diese Größe als Spur des Tenso~s. Es ist ferner: 

T(2) =I Tll%- 1 !. (15) 

Als skalares Produkt von % und Ei bezeichnet man die Spur des 
tensoriellen Produktes %Ei: 

(16) 
Es gilt: 

(%Ei)= (Ei%). (17) 

Das so gebildete Produkt eines Tensors mit sich selbst ergibt einen 
neuen Skalar, den man als Quadrat des Tensors bezeichnen kann. 

Für antimetrische Tensoren ist die Spur immer= 0, die Determinante 
verschwindet dann gleichfalls1. 

Für den Einheitstensor gilt: 

IEI=1, le5:l=3. (C5:C5:)=3. 
Für den orthogonalen Tensor gilt: 

IOI = 1 (DD) = 3 
und: 

I D I = 1 + 2 cos (j • 

wenn Cl den Winkel der Drehung bezeichnet (vgl. S. 102). 

d) Das Tensorellipsoid. 

Definiert man eine Fläche durch die Gleichung: 

(r%r)=1, (18) 

so stellt diese ein Ellipsoid dar: das Tensorellipsoid. Dieses gestattet 
eine geometrische Darstellung des symmetrischen Teils eines Tensors. 
Die Hauptachsen dieses Ellipsoids werden zugleich als Hauptachsen 
des Tensors bezeichnet. 

Den antimetrischen Teil eines Tensors %2 =~(%-X) kann man 
gleichfalls geometrisch, und zwar durch einen Vektor 1t darstellen. 
Dieser wird festgelegt durch die Gleichungen: 

[a ~a a] 
ll = -a~· (19) 

Man überzeugt sich leicht, daß dieser Vektor 1t von der Wahl von a 
unabhängig ist. Daraus folgt weiter: 

%2 a = [u a) . (20) 

1 Entwickelt man eine Vektoranalysis in Räumen beliebiger Mannigfaltigkeit, 
so verschwindet die Determinante nur bei ungeradzahliger Mannigfaltigkeit. 
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e) Zusammenhang zwischen iterierten Tensoren. 

Zwischen 4 durch Iteration nacheinander gewonnenen Tensoren 
%", %" + 1, %" + 2 , %" + 3 besteht folgende identische Relation 1 : 

Diese Relation kann bei der Lösung von Tensorgleichungen benutzt 
werden. Ist z. B. gegeben die Gleichung: 

dann ist: 
%~-C~=b, 

%2 ~-C%~=%b, 

%3~-C%2~= %2b. 

Eliminiert aus diesen drei Gleichungen unter Benutzung obiger Identität 
% ~. l;2 ~. %3 ~. so bleibt ! als Funktion von 

c. 1 x I • 1 x- 1 1. 1 T 1 • v . x v , %2 v . 

f) Ortsabhängige Tensoren. 

Ist der Tensor als eine Funktion des Ortes gegeben, so spricht man 
von einem T ensorfeld. Aus einem solchen können wir einen Vektor 
ableiten, der aus der Ortsabhängigkeit des Tensors entspringt: 

div % = lim ~ j d I(% n) , 
v~o 

(22) 

n bedeutet, wie früher, die Normale der das Volumen V umschließenden 
Oberfläche. 

Dem GAussschen Satz entspricht die Gleichung: 

j df(Xn) = j dvdiv%. 
Ferner gilt: 

div (IJ? %) = IP div% + % grad IJ?; 

speziell für den Einheitstensor: 

div (IJ? ~) = grad IJ?· 

(23) 

(24) 

(24') 

Die Anwendung des GAussschen Satzes auf den Vektor % a ergibt: 

J dv div Xa = J df(n %a) = J df(a 1: n). (25) 

g) Differentiation nach einem Parameter (t). 

e (~ ) ~ e a ~~ ~~ e st Ft ,.!(, a = ,.!(, 8t + ,.!(, a, wo ,.!(, = -8t. (26) 

1 In Mannigfaltigkeiten von der Ordnung m besteht eine analoge Beziehung 
zwischen m + 1 solcher Tensoren. 
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Für den orthogonalen Tensor () ergibt sich, wenn wir unter t die Zeit 
verstehen: 

a aa 
- (() a) = ()- -+ [u a] at at • (27) 

wo u der Vektor der Drehgeschwindigkeit ist, d. h. ein Vektor, dessen 
Richtung in die Drehachse fällt und dessen Betrag gleich der Dreh
geschwindigkeit ist. Durch Verwendung eines von der Zeit abhängigen 
orthogonalen Tensors ist es daher möglich, ein beliebig bewegtes starres 
System auf Ruhe zu transformieren (vgl. S. 129). 

II. Der Gradiententensor. 

Analog, wie der Vektor grad q; die Ortsabhängigkeit des Skalars q; 
charakterisiert, können wir einen Tensor bilden, der die Ortsabhängigkeit 
eines Vektors darstellt. 

Es entspricht der Gleichung: 

dq; = (gradq; d 9) 
die analoge : 

da= 2rd 9. ( 1) 

Diesen Tensor 2{ nennen 1 wir den "Gradienten" von a. 
Es ist: 

l2tl = div a 

div 2{ =Ll a 

(b grad) a = 2! b. 

(2) 

(3) 

(4) 

Wir können den Tensor 2{ in seinen symmetrischen und antimetrischen 
Teil 2!1 und 2!2 zerlegen. Den symmetrischen Teil 2!1 zerlegen wir 
weiter in: 

(5) 

Es ist dann: 
12!~ I = 0 (5 a) 

div 2{ = L1 a o= ~ grad div a + div 2!; + div 2{2 (5 b) 

div 2r; = l (Ll a + ~ grad div a) (5 c) 

div 2!2 = l rot rot a. (5 d) 

Wir bemerken ferner noch folgende Formel: 

div ~ a = (a div ~) + (~ 2!). (6) 

1 Bei GANS mit ,.def a" bezeichnet; es liegt gar kein Grund vor, diesen Tensor 
nicht mit ,.grad a" zu bezeichnen. 
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12. Tensoren höheren Grades. 
Ein Vektor a kann auch durch lineare Abhängigkeit von zwet 

anderen & und c gegeben sein: 

a =X(&, c) = .l: lJn (qn &) (tn c). 

X heißt dann Tensor 3. Grades. Analog bildet man Tensoren höheren 
Grades. 

13. Transformation von Vektoren auf bewegtes Bezugssystem. 
In einem Vektorfeld a = a(r, t), d. h. einem solchen, das außer vom 

Ort r auch von der Zeit t abhängt, wird, wenn man es in einem mit der 
Geschwindigkeit tJ gradlinig starr fortschreitenden Bezugssystem r' = r- b t 
darstellt, 

a (r, t) = a' (r', t) 

oa' oa 
8t = at + (bgrad) a 

analog für einen Skalar cp (r, t) = cp'(t', t) 

oql _ otp 
8t-8t + (b gradcp). 

( 1) 

(2) 

aa~- bedeutet also die zeitliche Änderung von a für konstantes r', d. h. 
in einem festen Punkt des bewegten Systems. 

In einem mit b = b0 + [ur] fortschreitenden und rotierenden Be
zugssystem r' = r- b0 t- [ur] t wird 

oa' aa a a . 
81 =at +(bgrad)a+[att]=at+rot[ab]+bdlva (3) 

a1/ otp 
dT =c 8t + (b grad cp). (4) 

2 

Für ein Linienintegral j (a d ß), das längs einer sich mit der Ge
l 

schwindigkeit b bewegenden Kurve gebildet ist, gilt 

2 2 

~t j d s a. = j ds (~~ + grad (b a) -- [b rot aJ). (5) 
1 1 

und für ein Oberflächenintegral j d f a" 

feJ dfan = j df (~j +rot [ab]+ bdiva)n· (6) 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 9 
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14. Komplexe Vektoren. 
Analog zu der Bildung komplexer Zahlen kann man auch komplexe 

Vektoren bilden, indem man setzt: 

c=a+ib (i= y-1). ( 1) 

Ein solcher Vektor entbehrt natürlich jeder Anschaulichkeit; er ist 
aber gelegentlich mit Vorteil zu verwenden. c* = a - i b ist der zu c 
komplex konjugierte Vektor. 

Als Betrag von c bezeichnet man: 

V ( c c*) = {a2 + lJ2 . 

Besonders häufig tritt ein Au~druck auf von der Form: 

(2) 

wo t die Zeit bedeutet. Der Realteil dieses Vektors ist dann offenbar: 

. a = a0 cos w t- b0 sin w t, (2') 

stellt also einen Vektor dar, welcher sowohl seiner Richtung wie Größe 
nach von der Zeit periodisch abhängt. 

Ein Vektor, für den: 

c2 = a2-b2 + 2i (ab)= 0 (3) 

ist, heißt ein NuUvektor. Für ihn muß a 1 b sein, und I a I = I b I 
Natürlich existieren auch Einheitsvektoren im Komplexen, für die a 1 b 
ist, und: 

a2 = b2 + 1. (4} 
Eine Gleichung von der Form: 

c = k [u c] (u reell) (5) 

hat im Reellen nur die triviale Lösung c = 0. Im Komplexen rechnen 
wir folgendermaßen: 

(c c) = c2 = 0 

(u c) = 0, 

d. h. falls c = a + i b gesetzt wird, wird: 

a1 u 

b1 u 

a1b, lal=lol, 
ferner ergibt sich: 

c = k2 [u [u c]] = -k2 (cu2- u (u c)) 
also: 

(6) 

(7) 
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i 
k= ±-u· 

131 

(7') 

Diese Gleichung stellt also eine Bedingungsgleichung für die Lösbarkeit 
der Ausgangsgleichung dar. 

Die explizite Lösung läßt sich unter Verwendung eines willkürlichen 
reellen Vektors f folgendermaßen schreiben: 

i 
c = [u f] ± -- [11 [11 f]J. u (8) 

Anwendung findet diese Rechnungsart z. B. bei der Lösung der 
Vektordiflerentialgleichung: 

d c 
dt = [uc]. (9) 

Die Anschauung lehrt unmittelbar, daß durch diese Gleichung ein 
Vektor definiert wird, der um eine feste Achse 11 "präzessiert". 

Wir machen den Ansatz: 

und erhalten: 
~ 

Co = - w [ 11 Co] . 

Aus unserer obigen Bedingungsgleichung für k folgt unmittelbar: 

(/.) = u, 
cx. ist eine beliebige Konstante. 

(10) 

( 11) 

(12) 

Sowohl der Realteil wie der Imaginärteil der definitiven Lösung, so
wie auch eine beliebige lineare Kombination von beiden ist eine Lösung. 

B. Koordinatenmäßige Formulierung der 
Vektoranalysis im n-dimensionalen Raume. 

I. Vektorkomponenten. 
Analog zum dreidimensionalen ist jeder Vektor im n-dimensionalen 

Raume aus n Grundvektoren e1, e2, ••• , e" darzustellen in der Form: 

( 1) 

(falls die ei linear unabhängig voneinander, d. h. nichtkomplanar sind). 
Die a1, a2, ••• , a" heißen die kontravarianten Komponenten von a (be
zogen auf die Grundvektoren). Bildet man die zu den ei reziproken 
Vektoren ei, so daß (e; ek) = ~~k· d. h. = 1 für i = k und = 0 für i =l= k 
wird, so ist auch die Darstellung 

a = a1 e1 + a2 e2 + ... + a" e" (2) 
möglich. Die a,. heißen die kovarianten Komponenten 1 von a. 

1 Die Bezeichnung (und Schreibung) deutet auf die analogen Transformations
eigenschaften der mit hoch- bzw. tiefstehenden Indizes versehenen Größen e und x 
hin (vgl. 4, S. 134). 

9* 
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In einem willkürlichen (krummlinigen) Koordinatensystem 1 x1, x2, 

x3, ... legt man die Grundvektoren e11 e2, e3 ... an jeder Stelle in die 
Tangentenrichtungen der dort sich kreuzenden Koordinatenkurven 
x1 = const, x2 = const, x3 = const usw. und wählt die Beträge I e1 1, 
I e2 1, I e3 l ... entsprechend dem metrischen Gefälle der Koordinaten
maßzahlen x1, x2, x3 ••• an dieser Stelle. D. h. der Vektor d?> mit der 
infinitesimalen Länge ds soll gegeben werden durch 

(3) 

Die dxi sind also die kontravarianten Komponenten des Vektors d?>, 
und die Grundvektoren sind bestimmt durch 

(4) 

Die e; geben die metrischen Verhältnisse im krummlinigen Koordinaten
system an. Sie genügen den Gleichungen 

o Ci 8 Ck 
aik oxi . 

Es wird ferner 

(ds)2 = (dx1)2 (e1)2 + 2 dxl. dx2 (e1 e2) + ... 
Zur Abkürzung schreibt man oft: 

Es wird daher 

(e1)2 = glv (el e2) = g12 usw. 
(e1)2 = gn, (el e2) = g12 usw. 

(ds) 2 = 2: 2: g;k dxi · dxk. 
i k 

ds heißt das "Linienelement" des Koordinatensystems. 

(5) 

(6) 

Man pflegt die Summenzeichen fortzulassen und fordert, daß über 
jeden Index zu summieren ist, der in einem Gliede zweimal vorkommt. 

Man schreibt also: 

(ds) 2 =dxidxkg;k=dxidxk(e;ek) (7) 

a2 = ai ak g; k = a; ak gi k = ai ak ( e; ek) = a; ak ( ei ek) 
k ( . . = a;a e' ek) = a,a'. 

Ebenso 
(ab) = a; bkg;k = a; bi = a• b; usw. 

Man beachte noch folgende Relationen: 

a; = ( a ei) , a; = ( a e;) (8) 

a;=g;kak, ai=gikak 

1 Bei zeitabhängigen Koordinatensystemen vgl. S. 232. 



Tensorkomponenten. 133 

Zur speziellen Rechnung ist die Verwendung der g;k meist vorteil
hafter als die der Vektoren e;. Die Größen g;k bestimmt man dann 
unmittelbar durch Aufstellung der Form des Linienelementes. 

Die Größen gik findet man aus diesen, indem man aus den g;k die 
Determinante det g;k= g bildet. Nennt man G;k die Unterdeterminante 

zu g;k, so ist gik = G;k . Vg ist gleich dem Volumen des aus den Grund
g 

vektoren e; gebildeten Parallelepipeds. 

2. Tensorkomponenten. 
Die Beziehung 1 

" 
schreibt sich (unter Weglassung der Summenzeichen über zweimal 
vorkommende Indizes): 

( 1) 

wo 

bedeutet. Tik heißen die kovarianten Komponenten des Tensors. Es 
ist T;k = ~ C; ck. Entsprechend gilt: 

Tik ,= p~ q~ ist. (2) 

Tik heißen die kontravarianten Komponenten des Tensors Tik = ~ ei ek. 
Ebenso gilt : 

Ti heißen die gemischten Komponenten des Tensors (T~ = ~ ci ek)· 
Es ist also 

und 

Man beachte, daß 

Der Tensor ist symmetrisch, wenn T;k ~c Tk; ist. Der Tensor ist 
schiefsymmetrisch oder antimetrisch, wenn T;k = -- Tk; ist. Auch die 
Größen g;k sind die kovarianten Komponenten eines symmetrischen 
Tensors, nämlich des Einheitstensors G:, der in diesem Zusammenhang 
"metrischer Fundamentaltensor" heißt (vgl. S. 283). Hier ist Pn = e,., 
q,. = e" zu setzen. 

1 Die Summe über den Index n muß zur vollen Allgemeinheit im n-Dimen
sionalen n unabhängige Glieder enthalten. 
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3. Tensoren höheren Grades. 
Tensoren höheren Grades sind entsprechend zu bilden, z. B. 

T;kz= .IPniqnkrnl I 
Tikl =~Pn'qnkrnl USW. 

( 1) 

Vektoren kann man hiernach auch als Tensoren 1. Grades, Skalare 
als Tensoren 0. Grades bezeichnen. 

4. Transformationen. 
Beim Übergang von den krummlinigen Koordinaten x' zu neuen 

krummlinigen Koordinaten x'', d. h. beim Übergang von einem System 
von: Grundvektoren e; zu einem anderen e;, transformieren sich die 
kontravarianten Komponenten des Linienelements (unter Fortlassung 
der Summenzeichen): 

,. 8x'i k ,. .Jt. 
dx'= ßxk dx = (e'ek)dx-. 

. 'i 8x'i k Nach demselben Gesetz transformieren sich die e', d. h. e = ßxk e , 
sowie die kontravarianten Komponenten eines Vektors a 

,, ox'i k 
a = 8xk a 

Die e; sowie die kovarianten Komponenten transformieren sich durch 

, iJxk 
e; = 8x'i ek, 

, iJxk 
a; = 8x'i ak. 

Daher wird für jede Transformation 

a; bi = ai b'' = a' b; = a'' bi = Invariante (Skalar). 

Die Komponenten eines Tensors 2. Grades transformieren sich wie 
die Produkte der Komponenten zweier Vektoren, und zwar T'k wie 
(a'bk), T;k wie (a;bk), Tl wie (a;bk). Also 

, OX"' oxn 
T,k = ox'i. ox'k • T "'" 

" , . " 'k Tik- ~._ux_. T"'" 
- oxm oxn 

r k _ axm • ox' k • T " 
f - ox'; oxn "' . 

Es wird daher für jede Transformation Tu S'k eine Invariante 
(Skalar), wenn X und @) Tensoren sind. 
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Umgekehrt: Ist für jeden beliebigen Tensor @i die Größe T;k Sik 
ein Skalar, so ist X ein Tensor. 

Entsprechendes gilt für Tensoren beliebigen Grades. 

Zusammenstellung der wichtigsten Invarianten. 

a2 = ai ai, (ab) = a; bi = a; b; 

a1 a2 aa 

(a [b c]) = -yg. b1 b2 ba (im Dreidimensionalen) . 
cl c2 ca 

lXI = T/= T,kgik= Tikg;k (Spur) 

(X · X) = Tik Ti k = T/ I\, (X · @i) = Tik Si k 

I Tl =I Tkii (Determinante). 

( a X b) = T, k a' bk 

5. Drei-Indizes-Symbole 
(vgl. auch Anhang, 7). 

Wir führen die beiden Abkürzungen ein: 

T· = 1_ ( og;, + og;, _ og,. ') 
'• rs 2 8 xs o xr o xi • 

r i .. r ,.=g'1 i,rs· 

Es gelten die folgenden Beziehungen: 

r .... = ri,sr l 
r!.=r~, I 

r I , og,. 
s,ri+ r,si== -OXi 

ri = _1__ ayg = oin_rg 
" yg oxr oxr • 

In den Grundvektoren ausgedrückt, erhält man die Formeln: 

r •... = (e•· !~) = (e•· ~~) 
r i ( . o es ) (' . o er ) ( o ei ) 

' 5 = e' . o xr = , C' • o xs = - BXr • Cs 

r i _ d' _ ( ; o er ) ir- lVe,- e · oxi . 

Für die Transformation von xi auf ein anderes Koordinatensystem x'i gilt 

82 xl l 0 x~< 0 x• ( lt )' 0 xl 
ox'mox'n + rl'. ox'm ox'n = Fmn ox'P (CHRISTOFFELscheFormeln). 
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Die T-Symbole verhalten sich daher nur dann wie Tensoren dritten 
Ranges, wenn alle 

as xl 
a x'm a x'•' ==~ 0 

sind, d. h. wenn der Übergang von den x' zu den x'' durch eine affine 
Transformation erfolgt (vgl. S. 101) ("Affintensor"). 

6. Verjüngung und Erweiterung. 
Aus einem Tensor Tik erhält man durch Multiplikation mit g;k den 

Skalar lXI = Tik gik• aus Tik den Vektor t; = Tjk g;k usw. Diese Opera
tion, die den Grad eines Tensors um 2 erniedrigt, heißt Verjüngung. 

DurcP, Differentiation erhält man umgekehrt aus Tensoren solche 
höheren Grades (Erweiterung), durch Kombination mit Verjüngung 
auch solche niederen Grades. Bei der Differentiation ist zu beachten, 
daß die e; mit zu differenzieren sind1. Dadurch erhält man unter Be
nutzung der Drei-Indizes-Symbole u. a. folgende Ausdrücke: 

otp 
ai "-~ 8 xi (a = gradrp) 

A oa; T' 
ik o-c_ a;, k = -a xli- ik a, (5ll =c' grad a) (vgl. S. 128) 

. . oai . 
A'k=ca'k= oxk +l'~rar 

A oA;k rr A l'r A 
ik,l'--'~--- il rk- kl i•· 

A i oAik Ti Ar rr Ai k,l=~-+- Ir k-- kl r 

Aik, = 8A•k __ I. r• Ark + rk Air 
I 8 xl ' Ir Ir 

und durch Kombination u. a. 
a a< a ak 

Cik ,_-o; a;k- aki o-= 8 xk --0 xi (~~,rot o) (vgl. S. 140) 

oai . 
ci =-" bk a xk + nr bk a• (c = (o grad) o) 

Durch Kombination mit Verjüngung findet man u. a. 

1 d a ( . ) k . a e; k a ai d k a '--• -- a• Ci d x ' a• -- d x + e; · -- -- x 
a~ a~ a~ 

(da)l~,da·el~ --1-a• eL- dxk= --- -1-F.ka' dxk,-(·aal . (. a e;')) (aal 1 ·) 
oxk . 8xk 8xk ' ' 

( 1) 

(2) 

d. h. das Differential der Komponente ist nicht gleich der Komponente des Diffe
rentials: d (al) =+= (d a)l. 
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I• ~ <liv%) l 
(11' = LI 'P) 

7. Erweiterung und Verjüngung in Anwendung 
auf den Tensor r1 11,. 

(4) 

(5) 

Für den Tensor gik erhält man speziell: 

1 o vfi gik 
·~ · --- ·I T~ _, grs"' 0 (div a: cc-c 0, Q: = Einheitstensor) ( 1) yg oxk 

0 gik I • 

Tz'r g'k 8Xf -· (2) 

An Tensoren höheren Grades ist aus g; k nur der folgende abzuleiten 

(3) 

und hieraus durch Verjüngung ein anderer Tensor 2. Grades 

R;k = 8~, rrk · a:k r;, + r:s rrk -- r:; T~s (4) 

und der Skalar 
R = gih R;k. 

Die Größe R;ihk heißt der "RIEMANN-CHHISTOFFELsche Krümmungs
tensor''. 

Das Verschwinden dieses Tensors ist die Bedingung dafür, daß die 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit, ausgemessen mit dem Linienelement 
ds, die EUKLIDsche Geometrie erfüllt. 

In den Grundvektoren ausgedrückt ist 

Riihkoc' (ei{o!h (:;o- /;f(::n })· 
Die Differentialgleichung einer geraden Linie, d. h. einer Linie, für 

die die Bogenlänge J ds zwischen je zwei ihrer Punkte ein Minimum 
ist (geodätische Linie), lautet: 

(5) 
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Die Differentialgleichung einer Feldlinie (Kraftlinie) eines Vektor
feldes a lautet 

(6) 

wo ai = fi (x1, x2, ••• , Xn) ist. 

Verschiebt man einen Vektor a aus dem Punkte (xv x2, ..• , Xn) 

ungeändert und parallel zu sich (Verpflanzung) um ~~. so ändern sich 
seine Komponenten ai zu ai + b ai und es gilt 

bzw. 
(7) 

(J a; = r; s a, (J X5 • 

Setzt man diese Parallelverschiebung von Punkt zu Punkt längs 
einer geschlossenen Kurve fort, so lautet die Bedingung dafür, daß die 
Komponenten ai wieder ihren ursprünglichen Wert annehmen: 

(8) 

8. Orthogonale Koordinaten 1• 

Ein orthogonales Koordinatensystem ist definiert durch das Linien
element 

wobei 

also 
1 

gii = gii und 

Es ist hier oft zweckmäßig außer den ko- und kontravarianten Kompo
nenten, zwischen denen der Zusammenhang besteht, 

. . . .. ~ 

a' e,. = a,.e' oder a' = a.g" =-
' g,; 

noch ihr geometrisches Mittel einzuführen 

Wir bezeichnen die a, als physikalische Komponenten; sie sind die Beträge 
der komponierenden Vektoren. 

Wir führen nun an Stelle der Grundvektoren ek Einheitsvektoren ik 
in den gleichen Richtungen ein; dann ist 

a = ,2; ak ek = ...! (ak ek) ik = ~ ak ik 
k k k 

a = ,2; ak ek = ,2; (ak ek) ik = ,2; ak ik 
k k k 

und daher also auch ik = ik. 

1 In diesem Teil 8. sind alle Summationen ausgeschrieben. 
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dxi ist keine physikalische Vektorkomponente, sondern 

e;dxi = ds;. 

Analog kann man die physikalischen Komponenten eines Tensors ~ 
definieren; die Tensorrelation a = ~ · b schreibt sich 

wobei die physikalischen Komponenten des Tensors gegeben sind durch 

Tik Ti k Ti e; T "e,. (" Cl-. ) T;,.=e;e,.= e;e,.= ,. 6,.= ; ·6;= t;-"'tk. 

Metrischer Fundamentaltensor. 

g,,. = g;; d,,. mit 

1 
g;; = gii. 

Er hat Diagonalform 

füfüri=Fk 
d;" = 11 für i = k 

Determinante: g = gn g22 g33 ... 

Drei-Indizes-Symbole: 

Fz,,-,.=0, 
1 0 g;; r --- -----z,ii- 2 oxl 

1 0 gH r.,. · = r. .,. = + - """ t, t s..t 2 uX 

1 0 g;; 
F;, H = + 2- ·a;; 

r~,. = o, 
rz 1 og;; 

ii =- 2-gzz oxl 

wenn i=Fk+l+i 

(l + i) 

(k + i) 

wenn i+k+l=Fi 

(l + i) 

(k=Fi) 

Durch diese Beziehungen transformieren sich die Formeln von 
S. 136 folgendermaßen in physikalische Komponenten: 

- 1 0 rp 
a;=e,·oxi 

A. - ___!__ ( 0 ä; - iik • 0 Bk + d. ~ -~- . 0 6k) 
•"- 6k oxk e; oxi lk..:;,; e, OX'' , 

(a = gradtp) 

(~( = grad a) 

(1p = div a) 
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(a = div st). 

Ist hierin T;k ein antimetrischer Tensor (T;k -~ ~ Tk;). so ver
schwinden die beiden letzten Glieder. 

Ist speziell 

f;k , ii;k-ak; c= _1_ (~(~;B;)_- o(bkBk)) 
BiBk oxk OX' ' 

so wird 

(o rotrotli). 

Dieser Ausdruck ist in zwei Teile zerlegbar: 

a; '~ -h · ä~T (:g ' ~ 0 ~r ( yg -~)) - C;' 
r 

wo der erste Teil gleich grad div Li, der zweite Teil c c.-= LI Li bedeutet. 
Der symmetrische Anteil des Tensors a; k schreibt sich: 

sik = a;k+ ii~<_; ,_, _1_ (.!i.·~- (-b;) + _:~<__,~ (bk)) + Öik ""'br. OBk. 
2 2 Bk o xk Bi e; o x• Bk Bk ~ Br o xr 

r 

Antimetrische Tensoren haben im Dreidimensionalen nur 3 Kom
ponenten. Deutet man diese als die Komponenten eines Vektors, so 
ist dieser hierdurch in einer vom Koordinatensystem unabhängigen 
Weise definiert, indem man setzt 

Z. B. liefert der Tensor a; bk- ak b; = c1 die Definition des Vektors 
c c-c [a Li], ferner der Tensor 

a;k-ak;=-1-· (;()_(b;B;)- o(§ke_k)) =Cz 
Bi Bk , o xk (! x• 

die Definition des Vektors c = rot Li. 

Diese Vektoren heißen axiale im Gegensatz zu den anderen, die 
als polar bezeichnet werden. 

Die Operation rot, angewandt auf einen axialen Vektor, ist identisch 
mit der Operation div, angewandt auf den antimetrischen Tensor 
(vgl. rot rot Li). 
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Siebenter Abschnitt. 

Spezielle Koordinatensysteme. 
A. Zweidimensi<~>nale Systeme. 

Die Koordinaten dienen entweder zur Beschreibung der Lage eines 
Punktes in einer Ebene oder auf einer gekrümmten Fläche. 

I. Ebene Koordinatensysteme. 

Viel benutzt werden die folgenden Systeme: 

a) Das kartesische System zweier sich rechtwinklig schneidender 
äquidistanter Geradenscharen. Die infinitesimale Entfernung zweier 
Punkte ist ds mit 

ds2 = dx2 + dy2• 

Es ist also g;k = gik = b;k, g = 1, und es gibt nur eine einzige Art von 
Vektorkomponenten. Es ist 

()2 'I' fJ2 'I' 
L11p = -fJ-;2- + 0 y2 • 

Über die Deutung als komplexe Zahlenebene z = x + i y vgl. S. 3 5 f. 

/~) Polarkoordinaten 1·, q;. Es ist 

d s2 = d r2 + r2 d p 2• 

Drei-Indizes-Symbole: 

g12 = 0 

gl2 = 0 

n2 = -r, 

r1.22 = -r, 
Fi2 = r~1 = + l alle anderen = o. 
r2.12 = r2.21 = r 

Mit den kartesischen Koordinaten besteht der Zusammenhang 

x = r cos (p + oc) 

y = r sin (p + oc) 

Man wählt i. a. oc = 0. 

y 
p = -oc + arctg-,;. 

Die Gleichung einer Geraden ist r sin (p - ß) = p. Ihr Abstand 
vom Nullpunkt ist p, sie hat die Richtung p = ß. 
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Zwei Gerade sind parallel, wenn ß1 = ß2• Ihr Abstand ist IP1-:- P2 1. 

Zwei Gerade sind senkrecht, wenn (ß1- ß2) = ~. 

Die endliche Entfernung zweier Punkte (r1 g;1) und (r2 g;2) ist 

s = vri + r~ - 2 r 1 r 2 cos ( q:;l - g;2) . 

2. Koordinaten auf Flächen. 

Auf gekrümmten Flächen kann man die vorstehenden Koordinaten
systeme i. a. nicht benutzen. Anwendbar sind sie jedoch auf solchen 
Flächen, die sich durch eine dehnungslose Verbiegung in die Ebene über
führen lassen. So kann man einen Zylinder bequem durch kartesische 
Koordinaten beschreiben (x = constans: M antellinien, y = constans: 
Breitenkreise) und einen Kegel durch Polarkoordinaten (g; = constans: 
Mantellinien, r = constans: Breitenkreise). Alle Flächen, bei denen diese 
Möglichkeit besteht, sind gekennzeichnet dadurch, daß der RIEMANNsche 
Krümmungstensor (s. S. 13 7) R\ hk = 0 wird. 

Als Beispiel einer Fläche, bei der diese Möglichkeit nicht besteht, 
betrachten wir die Kugel. Man benutzt als Koordinaten1 entweder 

Länge cx und Breite (J oder Länge cx und Poldistanz {} = ~ -Cl. Der 

Abstand zweier benachbarter Punkte auf der Kugel vom Radius a ist 
gegeben durch 

ds 2 = a2 (sin2 {} d cx2 + d {}2) = a2 (cos2 (J d cx2 + d (J 2). 

Es sei x1 = cx, x2 = (J. Dann ist 

gn = a2 cos2 (J' g22 = a2' gl2 = 0 
1 1 gu = (li sec2 (J, g22 = ~2-, gi2 = o, 

Drei-Indizes-Symbole: 

oder 

rl,l2 = rl,21 = - a2 cos (J sin (J 

r2,11 = a2 cos (J sin (J' alle anderen = 0 

r~2 = r~l = - tg (J r~ 1 = cos (J sin (J und alle anderen = 0. 

Der Krümmungstensor hat hier nur eine einzige Komponente 

oder RI2 _ _1. 
12- a• ' 

1 Z. B. die geographische Länge und Breite auf der Erdkugel, Rektaszension a: 
und Deklination o auf der Himmelskugel. 
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B. Dreidimensionale Systeme. 
I. Kartesische Koordinaten x, 11, ~. 

ds2 = dx2 + dy2 + dz2, also gik = gik = ~ik; alle Drei-Indizes-Sym
bole verschwinden. g = 1. 

Es gibt nur eine einzige Art von Vektorkomponenten (a_., ay, a,), 
die Projektionen von a auf die drei Achsen (a_. = (a · e1) usw.) 

Das innere Produkt ( a b) wird 

(ab) = a_. b_. + ay by + a, b,. 

Das äußere Produkt [ab] hat die Komponenten: 

[ab]_.=ayb.-a,by I 
[a b]y _ a, b .. -a .. b, 1. [ab], -axby-aybx 

Der Betrag eines Vektors a wird: 

(a [b c]) wird 
a =I ai = l'a;+ af+--a! 1 

a .. bx c_. 
ay by Cy 1 

a. b, c, 

grad rp hat die Komponenten: 

orp orp ?p_ ax· I -Oy I OZ I 

div a wird: 
diva= oa_. + oay +_?/l~ 

ox oy oz 1 

rot a hat die Komponenten: 
oa, oay rot a = ---- - ~ x oy oz 
oax (Ia, 

rotya= ----az-ex 
oay i:lax 

rot a=----• ox oy 

• ß2rp ß2rp ß2q; 
LI rp 1St = -oXS + oy2 + oz2 • 

LI a hat die Komponenten: 

o2ax e2 a,. 02 ax 
LI .. a = 8" 2 + -8-"~ + aza =LI a .. usw. 

(a grad) b hat die Komponenten: 
ob,. obx 8bx 

(agrad) .. b = ax1fi +a,. a-y + a,-ffZ usw. 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 
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Der GAusssche Satz lautet: 

J(~~ + ~:; + ~:·)dv = j(a,.cos (nx) + aycos (ny) + a,cos (nz)) df. (11) 

Der STOKESsehe Satz lautet: 

J df{( ~~ - 8
8';) cos (nx) + ... } = j(a,.dx + aydy + a,dz). (12) 

Eine lineare Vektorfunktion stellt sich in der Form dar: 

a,. = aox + au x + llt2 y + alaz] 
ay ~-= a0 y + a21 x + a22 y + a23 z J 
a, = a0, + a31 x + a32 y + a33 z 

(13) 

Die Zerlegung von a- a0 in einen quellenfreien Teil a' und einen wirbel
freien Teil a" liefert: 

usw., wo 

und 

a: = ~ {(a12 -a21) y + (a13 -aa1) z)j = Uy z-u. y I 
a~ = ~ ((a23 -aa2) z + (a21 -llt2)x)} = u. x-uxz 1 a; = ~ {(aa1 -a13) x + (aa2 -a2a) y)} = u,.y -uyx . 

a~ = a11 x + ~ (a12 + a21) y + ~ (a1a + aa1) z 
a~ = ~ (a21 + a12) x + a22 y + ~ (a23 + aa2) z 
a;' = ~ (aa1 + a13) x + ~- (a32 + a2a) y + a33 z 

(16) 

(17) 

Drückt man die Abhängigkeit des Vektors a vom Ort aus in der Form: 

a = a0 + ~r, 
so bezeichnet man die a;k der Formel (15) als die Komponenten des 
Tensors ~-

Schreibt man a" = ~r, so sind also die Größen a11, ä (llt2 + a21), 

~ (a13 + aa1) usw. die Komponenten eines symmetrischen Tensors. 
Entsprechend bezeichnet man die ux, uy, u, als die Komponenten 

eines antimetrischen Tensors (vgl. S. 140). 
p = div ~ hat die Komponenten: 

P =~Txx -f- öTxy + öT,.. 
X OX Ojl OZ 

P _ ÖTyx + öTyy 1 ÖTyz 
y - ---ax- 8Y ' a--z·-

p = ÖTzx -f- ÖTty -f- ~T,. 
• öx öy öz 

(~~) = T~,.+ T~y+ T:. + 2T~y+ 2T~. + 2T~ •. 

I~I=Txx+Tn+T ... 

Tu Txy Tx: 

I Ti= Tyx Tyy Tyz 

Tu T.y T .. 

(18) 

(19) 

(20) 



Kugelkoordinaten (r, q;, fJ). 145 

2. Kugelkoordinaten (r, (j, {}). 

ds2 = dr2 + r 2 sin2 {}dq;2 + r 2 d{}2 , e1 = 1, e2 = rsin{}, e3 = r, t 
g=r4 sin2 {}. J 

( 1) 

Drei-Indizes-S ym hole : 

rl,33 = -r, 

rl,22 = -r sin2{}' 

r2,12 = r sin2 {}' 

r2,23 = r 2 sin {} cos {}' 

r2 = 1 

r3,22 = - r 2 sin {} cos {}' 

r3,13 = r, 

r~a = -r, 12 r ' 
ra = 1 

13 r ' 

r~2 = - sin {} cos {}' 

Wir bezeichnen 

a = grad1p: 
81f 

a, = or' 
1 81p a ----·----rp- rsinfJ 8q;' 

. 8 a, 2 1 8 arp 1 8 au ctg {} dtv a =-+ a + -.------- + -- + -- a. 8 r r r r sm {} 8 q; r 8 {} r u 

1 (. 8 ) 1 8arp 1 ( a ( . {} l) = 2 " (r2 a,) + -. -{}- "- + -.-{}- -~ {} sm a0 r ur r sm u q; r sm u 

L111J = divgradm = 8"1f + ~!!_Y!_ + . ? __ 02_1f_ + _1 82 '11 + 
' ' 8 r 2 r 8 r r 2 sm 2 {} 8 q;2 r 2 8 {}2 

1 ow + ;:• ctg {} 87i 

_ _!__ 8 (r2 81p) _j_ __ 1 _____ ~- + __ 1 _ _ a (sin {} o_1p) 
- r 2 8 r 8 r ' r 2 sin 2 {} o q; 2 r 2 si n {} 8 {} , o {} 

1 ca, 
rotrp a = r 73{} 

1 o(rao) 
--y- or-

roto a = -1- (_!_ (ra) ---. 1-- 8a') r 8r q• smfJ oq; 

Ll,a =~LI (ra,) -~div a. r r 

Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten: 

x = r sin {) cos q; 

y = r sin {) sin q; 

z = r cos{}. 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 10 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
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Zwischen den a~ ay a, und den a, a'l' a/} bestehen die Gleichungen: 

a, = a" sin ~ cos fP + ay sin {) sin qJ + a, cos {) I 
a'l' = -axSlDqJ + ayCOSqJ 1. 
a& = a,. cos{) COSfP + ay cos{) sinqJ- a, sin {) 

a,. = a, sin {) cos fP- a'l' sin qJ + a,~ cos fP cos {) I 
ay = a, sin {) sin fP ~ a'l' COSfP + a/J sin fP cos{) 

1
. 

a, = a,cosfJ-a/J sm {) 

3. Zylinderkoordinaten ((>, q;, z). 

{10) 

{11) 

ds2 =d,l+rldfP2 +dz2 , e1 =1, e2 =(!, e3 =1, g=rl· {1) 

Drei-Indizes-Symbole: 

r 1. 22 = -- e, r 2.12 =-== r 2. 21 = e 1 _ 
r~2 -:-- - (!' Fi2 =--== r~1 = ~ J alle anderen- 0. 

Wir bezeichnen: 

a1 = a0, a2 = a'l', a3 = a, 
8tp 1 8tp 8tp 

a = grad tp: a--e = a!!, (!- Bfj = a'l', az = a, 

d" 1 8 ( ) , 1 8 a'l' 8 a: 
tv a = · r! 8 i!- (! a!! ;--- (! 8 q; + -i:iZ-

• - 1 0 ( 8tp) 1 82 tp 82 tp 
,1 tp = dtv grad tp = -Q- ß(i (! • 8'i + Qi- 8 q;l + 8 z• 

1 oaz oa'l' rot a= -----
!! (! 8 f{J oz 

8 a0 o a, rot a = --------
'1' oz BQ 

rot a = _1 l!___(r! a'l')_ - __1_ 8 ap • 
• (! 8(! !! 8 f{J 

Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten: 

X=(! • COSqJ 

Y=e·sinqJ 
Z= Z. 

(2) 

(3) 

{4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Zwischen den a .. , ay, a, und den ae, aq;, a, bestehen die Gleichungen: 

ae = a,. COSqJ + ay sinqJ 
a"' = -a .. sinqJ + ayCOSfP 
a, = 
a" = a!!cosqJ-a"'sinqJ 

ay = ae sin qJ + a,P cos fP 
a,= 

l 
+ a,. J 

+ a,. 

l 
I 

(8) 

(9) 
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4. Parabolische Koordinaten (6, 11, p). 
ds2 = (~2 + 1'}2) (d~2 + drJ2) + ~2rJ2dcp2 (1) 

gll = g22 = ~2 + 1'}2 g33 = ~21'}2 lli = (~2 + 1'}2) . ~ 11· 
Drei-Indizes-Symbole: 

Fv11 = ~ Fv 22 = -~ 
F2,11 = -11 
Fa, 1a = ~1'/2 

F2, 22 = 1'} 

Fa. 23 = ~2 1'/· 

Fv12 = 11 
F2•12 = ~ 

F1·aa= -~112 

F2·aa= -~rJ2 

Um den ersten Index heraufzuziehen, hat man die Ausdrücke durch 
(~2 + rJ2) zu dividieren mit Ausnahme der beiden letzten: 

Wir bezeichnen: 
r~s=+ 

a = gradtp hat die Komponenten: 

J'll - _.!._ 
23- 7J • 

Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten: 
x = ~ 1'J • cos cp y = ~ 1'J • sin ·cp z = ~ (~2 -1'}2) r = H~2 +rJ2) 

~2 = r + z 1'}2 = r- z cp = arc tg ~- . 
_ IJ IJ • ; a;- ax .r== coscp + ay ,, _ smcp + a, .t _ , 

v~+if v~+if v~+if 
~ {: 'YJ 

a'f/ = ax y$; + ~i COS cp + ay -v~· ~ Ii' sin cp- az y~a + 'f/a , (6) 
a"' = -·axsincp + aycoscp. 

10* 
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5. Elliptische Koordinaten. 
Durch die Gleichung: 

ist eine Fläche 2. Grades mit den Hauptachsen A = VÄ2-a2 , ••• in 
Richtung der x, y, z-Achse definiert. a, b, c, Ä sind reelle Parameter. 

Ohne die Allgemeinheit wesentlich zu beschränken, kann der Para
meter a = 0 gesetzt und die Bestimmung c ~ b ~ 0 getroffen werden. 

Dann wird: 

bzw. 

A2 > ß2 > C2, 

ß2 = ).2-b2, 

).2=A2, b2=A2-ß2, c2=A2-C2. 

Durch verschiedene Wahl von b, c und Ä ergeben sich eine große 
Zahl verschiedener Flächen: erstens je nachdem, ob Ä zwischen 0 und b, 
oder zwischen b und c, oder zwischen c und oo variiert; zweitens je 
nachdem die Werte b und c dicht beieinander, oder dicht bei ihren 
möglichen Grenzwerten 0 bzw. oo liegen (durch rv angedeutet). Eine 
Übersicht über diese Fälle gibt die folgende Tabelle. In ihr sind jedes
mal die Grenzfälle angegeben, denen die Fläche beim entsprechenden 
Grenzübergang zustrebt. 

O<Ä<b b<).<c c<).<ro 

o<b<c<ro Z weischaliges Einschaliges Ellipsoid 
Hyperboloid Hyperboloid 

O<b"-'c<co Zweischaliges Rot.- Ebenenpaar I V er längertes Rot.-
Hyp. um x-Achse durch x-Achse Ellipsoid um x-Achse 

o~b<c<co Ebenenpaar Einschaliges Rot.- Abgeflachtes Rot.-
durch z-Achse Hyp. um z-Achse Ellipsoid um z-Achse 

O~b~c< CO Elliptischer Kegel Elliptischer Kegel Kugel 
um x-Achse um z-Achse 

O<b<c~co Hyp. Zylinder Ellipt. Zylinder Ebenenpaar 
II z-Achse II z-Achse I z-Achse 

O<b~c~co Ebenenpaar Hyp. Zylinder Ellipt. Zylinder 
II x-Achse II x-Achse II x-Achse 

o-b<c~co~ Ebenenpaar Kreiszylinder Ebenenpaar 
durch z-Achse II z-Achse I z-Achse 
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Läßt man Ä. zwischen c und oo variieren, so erfüllen die Ellipsoide 
(bzw. ihre Entartungen) den ganzen Raum dicht; ebenso die bei Variation 
von Ä. zwischen b und c gebildeten einschaligen Hyperboloide; ebenso 
die bei Variation von Ä. zwischen 0 und b gebildeten zweischaligen 
Hyperboloide. 

Die entstehenden 3 Flächenscharen 
sind zueinander orthogonal und kon
fokal (Fig. 19). 

Setzt man 

Ä.3 > c > Ä.2 > b > Ä.1 > a , 

so ist der Schnittpunkt der 3 Fläche1,1 
Ä. = Ä.1, Ä. = Ä2 , Ä. = Ä.3 durch diese 
Werte (8-deutig) bestimmt. 

Die 3 Größen Ä.1 , Ä.2, Ä.3 heißen 
elliptische Koordinaten dieses Punktes. 
Seien x, y, z seine kartesischen Ko
ordinaten, dann ist 

().i- a2) (A~- a 2) ().~- a 2) x2 = ---"--''-----~-'---''=-~---' (b•-a•) (c•~ä•f- -

(}.j- b2 ) (J.~- b2) ().~- b2 ) 

Y2 = (c2 - b2) (a2 - b2) _ _ _ _ 

2 (Ai - c2 ) (A~- c2) ().~- c2) 

Z = (a2 -c2) (b2-c2 ) 

ds2 = 

wo 

z 

Fig. 19. Elliptische Koordinaten. 

Di = }.~ - Ä.~, D~ = Äfi - Äf , Dä = Ä.~ - J.i . 

( 1) 

An Stelle von Ä.1, Ä.2, Ä.3 führt man mit Vorteil folgende Funktionen 
von ihnen als Koordinaten ein (im Falle a = 0): . 

J., J c ·d). 

Y = y(J.2- b")=(=;.·= =c.---=f • 
c 

D• n• n • D 2 D'' n• 
ds2 = da.2 • __ _ •____!!_ + d pa · _i_____t__ + dy2 • ____i__i (2) 

c2 c2 c2 • 

a• 
Der LAPLACEsche Operator LI = FX2 + ... transformiert sich zu 

~V ~ ~V ~ ~V ~ 
LI V = cf~2 · -D~D~ + -w· D~D~ + oy•. DfD~. (3) 
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cx, ß, y sind als elliptische Integrale zu berechnen1• Man setzt 2 

.Ä.t=bsin-8, 

dann ist 
# 

Ä2 = {c2 sin2 !p+ b2 cos2fi;, 
c 

Ä.a=COSijl' 

k = !!_ 
C I 

k' = vT-=k2 , 

. d{) 
at = /-=---= = F (k, D) . V 1 ;-k1 sin2 {) 

0 
q; 

ß = J --- ~ q; = F (k', ~-)- F (k', IP + !!_) v' 1 - k' 2 cos2 q; 2 1 2 
0 

"' 
y = J d 'I' . - = F (k I !!_) - F (k I 1p + 'JT, ) v' 1 - k9 cos9 'I' 2 , 2 

0 

(4) 

Bei Rotationssymmetrie b,= 0 bzw. b = c benutzt man statt der 
allgemeinen elliptischen Koordinaten ). besser die spezielleren p, v, IP 
bzw. a, 't', IP· 

I. X = Ot vJ.t2-t 1 V 1 -= v2 cos !p 

Y = cx V p2 +1 {1-=-- v2 sin IP 

z = cxpv 

(5) 

p = const ist ein abgeplattetes Rotationsellipsoid (Achsen C = cxp 

und A =B = cx VJ.t2 + 1), 

v = const ist ein einschaliges Rotationshyperboloid, 

!p = const ist eine Ebene durch die z-Achse. 

1 Jede lineare Funktion V von a, ß, y erfüllt die Gleichung LI V = 0. V wird 
dann auf einer Fläche zweiten Grades konstant. 

2 Spezialfälle (vgl. oben). 
1. b = 0: k = 0, k' = 1. Ot = {), 

"' ß = J ~- ({!_ = In (0) + ß', wo ß' = In ctg p_ , 
~n~ 2 

0 

y=ljl. 

Hier ist ß' an Stelle von ß brauchbar. 

2. b = c: k = 1, k' = o, Ot = In tg ( : + : ) , 
ß = q;, 

y =In (0) + y', 
V' wo y' = lnctg -2 . 
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Transformationsformeln für die Koordinatendifferen
tiale: 

und 

d V = - a• (p: + v•) (X d X + y d )'- 1 V/- Z d Z) 
1 

d rp '= a• (ll" + 1) ( 1- v•) (- Y d X + X d y) 

dx ~·"- ,, dm -l- _/!_ xdfl·- __ v_ xdv 1 
.r ' ' p 2 + 1 1 - v• 

dy=xdrp+ p•~1ydp-1vv•ydJ• 1 
dz = a (vdft + ftdv) 

(6) 

(7) 

at2 (11 2 + v2) at 2 (p 2 + v2) 
ds2 = d11 2 • ---- + dv2 ---- - + drp2 • 1X2 (tt2 + 1) (1- v2) (8) 

r p 2 + 1 1- v• 

,1 { 8 ( 8 V) 8 ( 2 e V) (t12 + 1) ( 1 -v2) &• V}. 1 
V= 8jl (p2 + 1)81, +8v (1-v)8v +~+v•) 8qi ~i(jl•=t-v•)' (9) 

n. x = ß {a-2=--1 ·{1-~:r:~ cos rp 

y = ß yo:2 - 1 v 1 - -i2 sin rp 

Z = ß' (JT. 

Hier ist a = const ein verlängertes Rotationsellipsoid (Achsen C = ß · a 

und A = B = ß yai:.- 1 ), d. h. man kommt von I auf II durch die 

Substitution: 

1X=iß, fJ,=-ia, V=T, rp=rp. 

L1 V= 0 wird erfüllt für I durch die speziellen partikulären Lösungen 

V=rp 

V = ln 1 I _l_±_v V 1-- V 

V= arc tgfl, 

V= ftV 

V = fl (v ln V: ±~- 1) 

V = v (fl, arc tg ,u + 1) 

V = x ( arc tg ,u + 1 ~· /t• + C) 
V= x (1n V++: + 1 v v• + C) 

und für II durch die mit obiger Substitution hieraus folgenden Ausdrücke. 

Grenzfall. Man erhält Kugelkoordinaten r, {}, rp mit v = cos{} 
und 1X ft = r im Grenzfall einer sehr kleinen Konstanten 1X. 
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Achter Abschnitt. 

Gruppentheorie. 

A. Allgemeine Definitionen und Sätze. 
I. Gruppen. 

a) Eine Gesamtheit (Menge) @ von endlich oder unendlich vielen 
unterschiedenen mathematischen Gegenständen (s. S. 3), den Elementen, 
heißt endliche bzw. unendliche Gruppe, wenn die folgenden sog. Gruppen
postulate erfüllt sind: 

I. Es existiert eine Verknüpfung, die jedem (geordneten) Paar von 
Elementen A, Baus@ eindeutig ein Element C =AB aus@ zuordnet; 
i. a. ist AB von BA verschieden. 

li. Für die in I genannte Verknüpfung gilt das assoziative Gesetz: 
Es ist: (AB) C = A (BC) =ABC für beliebige A, B, C aus @. 

li I. Zu zwei beliebigen Elementen A, B aus @ existieren stets ein
deutig bestimmte Elemente X und Y in @ mit A X = B und Y A = B 
(Gesetz der eindeutigen und unbeschränkten, vorderen und hinteren 
Division); X ist der vordere, Y der hintere Quotient von A und B. 

Das Postulat III ist gleichwertig mit: 
III'. Es existiert 1. ein Einheitselement E in @, so daß E A = A 

ist für jedes A aus @, 2. zu jedem A aus @ ein Reziprokes (Inverses) 
A - 1 in @, so daß A - 1 A = E ist (vgl. c). 

b) Die (endliche oder unendliche) Anzahl g der Elemente heißt 
Ordnung der Gruppe; die Verknüpfung wird gewöhnlich Multiplikation 
genannt, obwohl die Gruppenmultiplikation auch jede andere passende 
Verknüpfung, z. B. Addition, sein kann. Gilt das kommutative Gesetz: 
AB= BA für beliebige A, B aus @, so ist @ eine abelsche Gruppe. 

Beispiele. Eine Gruppe bilden z. B. die Permutationen von n Dingen 
[zu jeder endlichen Gruppe gibt es eine isomorphe (s. 1 e) Permutations
gruppe]. Alle ganzen Zahlen [ebenso alle (m, n)-reihigen Zahlmatrizen] 
bilden hinsichtlich der Addition als Gruppenverknüpfung eine abel
sche Gruppe, die positiven rationalen Zahlen hinsichtlich der Multi
plikation. Die Drehungen, die reguläre Körper in sich überführen, 
bilden eine Gruppe, ebenso wie die linearen (oder nur die orthogonalen) 
Transformationen des n-dimensionalen Raumes in sich (Verknüpfung: 
Nacheinanderausführen). 

c) In jeder Gruppe @ existiert ein Einheitselement E mit A E = 

E A = A (A beliebig aus @), ferner zu jedem Element A genau 
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ein Reziprokes A -1 mit A - 1 A = A A - 1 = E. Es ist stets AB+ AC 
und BA + CA, wenn B + C ist. Durchläuft B alle Elemente von @, 
so durchlaufen bei festem A auch AB, ebenso BA und B-1 alle Elemente 
von @, jedes genau je einmal. 

d) Mittelwert. DieFunktionF(A) sei für jedesA in der Gruppe@ 
erklärt (Funktion auf der Gruppe). Ist @ endlich und besteht ill aus 
den Elementen A 1 , ... , Ag, so heißt 

g 

1 ""F(A,.) ~ ""F(A) = 1l'l (F(A)) 
g~ g~ A 
v~l A 

der Mittelwert von F (A) in @. Allgemein existiert der Mittelwert einer 
Funktion F (A) über einer beliebigen Gruppe nur unter gewissen Vor
aussetzungen 1 über F (A); die Matrixelemente m;k (A) jeder beschränkten 
Darstellung genügen als Funktionen von A diesen Voraussetzungen. 

Genügt F (A) diesen Voraussetzungen 1, so läßt sich zu jedem e > 0 
eine endliche Anzahl n = n (e) von Gruppenelementen Av ... , A,. derart 
bestimmen, daß 

n a 

I:~ F(XA;)- :1- ~F(A;) I <e ( 1) 
i ~1 t=l 

gleichmäßig für alle X in m gilt; -1~ ~I (X A ,.) ändert sich also um 

weniger als 2e, wenn X @ durchläuft. Mit e--+ 0 konvergiert~ ""F (A ;) 
n~ 

(und damit auch 1: ~ F (X A;)) gegen einen Grenzwert, den Mittel

wert F(A) in ill: J'JI (F(A)) = .Mm (F(A)). Dabei ist 
A 

" 
(2) 

i~ 1 

Jli ist em linearer Operator [vgl. C3a, insbesondere (13)]; es gilt: 

~~ (F(A)) = M (F(SA)) = M (F(A 5)) = ~I(F(A- 1)) (3) 
A A A A 

für jedes S in (\). Wie man bei vorgegebener Gruppe zu gegebenem 
e > 0 die A1 , ... , An zu bestimmen hat, hängt von der Struktur 
dieser Gruppe ab; vgl. dazu B c. 

e) Isomorphie. Eine Gruppe ill ist auf die Gruppe@' homomorph 
abgebildet, wenn jedem Element von @ eindeutig ein Element von @' 
so zugeordnet ist, daß dem Produkt zweier Elemente aus @ das Produkt 

1 Siehe J. v. NEUMANN: Almost periodic functions in a group I, Trans. Am. 
Math. Soc. 36 (1934) S. 445 und W. MAAK: Eine neue Definition der fastperi
odischen Funktionen, Abh. Math. Seminar Harnburg 11 (1935) S. 240. 
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der entsprechenden Elemente in @' entspricht. Ist die Zuordnung 
umkehrbar eindeutig, d. h. ist auch @' homomorph zu @, so heißen @ 
und @' isomorph (zueinander) (vgl. 3 c). 

2. Untergruppen. 

a) Jede Teilmenge .i) von Elementen einer Gruppe @, die schon für 
sich allein eine Gruppe bildet, heißt Untergruppe zu @. Eine Teilmenge 
.~ von @ ist dann und nur dann Untergruppe von @, wenn das Produkt 
(bei unendlicher Gruppe @ außerdem das Reziproke) von Elementen 
aus .i), in @ gebildet, stets auch zu .~ gehört. 

Ist @ eine endliche Gruppe der Ordnung g, so ist die Ordnung h 
jeder Untergruppe .i) ein Teiler von g: g = hj; j heißt Index von .~ 

bezüglich @. 
Jede Gruppe enthält als (uneigentliche) Untergruppen sich selbst 

und die identische Untergruppe, die nur aus E besteht. Die übrigen 
Untergruppen heißen echt oder eigentlich. 

b) Sindzwei der Potenzen AO=E, A1 = A, A2 = A A, AS=AAA, ... 
eines Elements A von @ gleich, so gibt es eine kleinste natürliche Zahl 
k mit Ak = E; k heißt die Ordnung von A und ist ein Teiler von g. 
Sind alle Potenzen von A voneinander verschieden, ist @ also eine un
endliche Gruppe, so ist A ein Element unendlicher Ordnung. 

Eine Gruppe, deren Elemente sämtlich Potenzen eines einzigen 
Elements sind, heißt zyklisch und ist eine abelsche Gruppe. Jedes 
Element A derOrdnungkeiner Gruppe@ erzeugt eine zyklische Unter
gruppe von @: A, A2, ••• , Ak-1, Ak = E, die Periode von A. 

c) Zerlegung nach einer Untergruppe. Sind A1 = E, A2, ••• , 

Ah die Elemente einer Untergruppe .i) von @, Bein beliebiges Element 
von @, so bilden die Elemente 

BA1 (l = 1, 2, ... , h) die vordere Rest- oder Nebenklasse B.i), 

A1 B (l = ·1, 2, ... , h) die hintere Rest- oder Nebenklasse .~ B 

nach .i) in @. .i) ist selbst eine Restklasse. Die von .~ verschiedenen 
Restklassen sind keine Gruppen1. Jedes Element von @ gehört genau 
einer vorderen (bzw. hinteren) Restklasse von .i) nach @ an. Es gibt 

genau j = ~ verschiedene vordere (bzw. hintere) Restklassen (j = [@: .i)] 

=Index von~). Zwei Elemente B, C von@ gehören zur selben vorderen 
(bzw. hinteren) Restklasse, wenn B-1 C (bzw. C B-1) in ~ liegt . 

. d) Direktes Produkt. Eine Gruppe @ heißt direktes Produkt 
zweier Untergruppen @1 und @2 : @ = @1 X @2, wenn jedes Element 

1 Die Bezeichnung "Nebengruppe" statt "Restklasse" oder "Nebenklasse" 
ist daher irreführend. 
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von @1 mit jedem Element von @2 vertauschbar ist, und jedes Element 
von @ sich eindeutig als Produkt je eines Elementes von @1 und eines 
von @2 darstellen läßt; das Produkt der Ordnungen von ~ und @2 

ist also gleich der Ordnung von @. Beispiel: Die dreidimensionale 
Drehspiegelungsgruppe 1li (vgl. C4} ist das direkte Produkt der Drehungs
gruppe 1)3 und der Gruppe aus Ruhe (Identität} E und Spiegelung am 
Nullpunkt S. Es läßt sich stets eine Gruppe (abstrakt) konstruieren, 
welche das direkte Produkt beliebig vorgegebener Gruppen ist. 

3. Transformation, Normalteiler. 
a) Konjugierte Elemente. Sind T und A Elemente von @, so 

heißt B = T-1 A T das mit T transformierte Element zu A. B ist zu A 
konfugiert; es gilt A = TB T-1, also ist auch A zu B konjugiert. Ist 
A zu Bund A zu C konjugiert, so auch B zu C. Zueinander konjugierte 
Elemente und nur solche gehören zur seihen Klasse. Durchläuft T 
alle Elemente von @, so stellt T-1 A T alle Elemente der Klasse von A 
(gleichoft) dar. @ zerfällt vollständig in Klassen konjugierter Elemente, 
jedes Element von @ gehört genau einer Klasse an. Die Klasse von 
E enthält nur E selbst. Bei abelschen Gruppen ist jedes Element 
eine Klasse für sich. A ist mit allen T vertauschbar, die A in sich trans
formieren. 

Elemente derselben Klasse haben dieselbe Ordnung. Das Reziproke 
eines zu A konjugierten Elements ist konjugiert zu A - 1• 

b) Konjugierte Untergruppen, N ormalteiler. Die mit einem 
festen Elemente T aus @ transformierten Elemente einer Untergruppe ~ 
bilden auch eine Gruppe: T-1 ~ T, eine zu .p konjugierte Untergruppe. 
Konjugierte Untergruppen sind isomorph. Ist ~ mit allen seinen Kon
jugierten identisch, d. h. enthält ~ alle Transformierten seiner Elemente, 
so heißt ~ invariante Untergruppe oder Normalteiler. Eine Untergruppe 
ist dann und nur dann Normalteiler, wenn sie mit jedem Element dessen 
ganze Klasse enthält. Gruppen, die keinen echten Normalteiler enthalten, 
heißen einfache Gruppen. Eine Untergruppe vom Index 2 ist stets 
Normalteiler. Bei abelschen Gruppen ist jede Gruppe Normalteiler. 

c) Faktorgruppe. Jede rechtsseitige Restklasse ~Beines Normal
teilers ~ ist zugleich eine linksseitige Restklasse C ~· Die Restklassen 
nach einem Normalteiler ~ bilden die Faktorgruppe @j~, wenn als 
Produkt der Restklassen A ~ und B ~ die Restklasse A B ~ erklärt wird. 
Die Ordnung der Faktorgruppe ist gleich dem Index des Normalteilers. 
Ist @ abelsch, so ist auch jede Faktorgruppe zu @ abelsch. 

Ordnet man jedem Element von @ seine Restklasse nach einem 
Normalteiler zu, so ist@ auf dessen Faktorgruppe hornamorph abgebildet. 
Umgekehrt ist jede Gruppe @', auf die sich @ hornamorph abbilden 
läßt, isomorph zu einer Faktorgruppe von @. 
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B. Kontinuierliche Gruppen. 
Lassen sich die Elemente A einer Gruppe @ durch Parameter a1, a2, 

... , an, welche in gewissen Bereichen stetig variieren, eindeutig so kenn
zeichnen: 

A = A (a1, •.• , an)= (a1, ••• , an), 

daß die Parameter von Produkt und Reziproke irgendwelcher Elemente 
von @ stetig differenzierbar von den Parametern dieser Elemente ab
hängen, so ist @ eine kontinuierliche Gruppe. Je nach der endlichen (n) 
oder abzählbar unendlichen Anzahl der Parameter heißt @ endlich 
kontinuierlich ( n-parametrig) oder unendlich kontinuierlich. Weiter heißt 
@ einfach kontinuierlich, wenn das gesamte Variabilitätsgebiet der 
Parameter, das Grundgebiet G, zusammenhängend ist, gemischt konti
m~ierlich, wenn G aus mehreren (evtl. abzählbar unendlich vielen) ge
trennten Teilbereichen G1, G2, ••• besteht. 

Beispiele: Die reellen orthogonalen Transformationen des n-dimen
sionalen Raumes mit det :0 = + 1 bilden eine einfach kontinuierliche, 
die mit det :0 = ± 1 eine gemischt kontinuierliche [~ n (n -1)-para
metrige] Gruppe. Die orthogonalen Matrizen, deren Elemente rationale 
Zahlen sind, bilden eine unendliche Gruppe, aber keine kontinuierliche 
Gruppe. 

b) Elemente, deren Parameter wenig voneinander verschiedene Werte 
haben, heißen penachbart. Ein Element "ändert sich stetig", wenn sich 
die zugehörigen Parameter stetig ändern. 

Diejenigen Elemente einer gemischt kontinuierlichen Gruppe @, 

die zu dem Teilbereich (er heiße G1) des Grundgebietes G gehören, der das 
Einheitselement enthält, bilden eine einfachkontinuierliche Untergruppe 
von @, einen Normalteiler. Die Elemente irgendeines der Teilbereiche 
Gv von G stellen eine Restklasse nach diesem Normalteiler dar, der 
Index desselben ist gleich der Anzahl der getrennten Teilbereiche G, 
des Grundgebietes G. 

c) Mittelwert. Es seien h(BA) = pk(b1, •• • , b"; a1, •• • , an), 
k = 1, ... , n, die n Parameter des Produktes BA, ferner F (A) = 
F (a1 , ... , an) irgendeine für alle Elemente A von @ erklärte stetige 
Funktion von A (d. h. von a1, ••• , an) und 

(A)- a( ) - o(p,(BA), ... ,pn(BA)) 
g - o av · · · • an - 8 (a1, ••• , an) ' 

worin (nach der Differentiation) B =A-l gesetzt ist. Falls es existiert 
(z. B. bei endlichem Inhalt von G), gilt für das HuRWITZsche Integral 

JF(a1, •.. , an) g(a1, ... , an) da1 • ... • dan = /F(A) dA= 

={F(CA)dA ={F(AC)dA =(F(A-1)dA 
m m m 
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für jedes C in @, wobei dA = g (al:, ... , a,.) da1 • ••• • da,. ist. Dem 

Mittelwert ; '2 F (A) bei endlichen Gruppen (s. A 1 d) entsprechend ist 
A . 

dann der Mittelwert von F (A) in der kontinuierlichen Gruppe@ 

:!'m(F(A)) = / F(A) dA:[ dA. 

Das hat man im folgenden stets für ; ~ F(A) einzusetzen, wenn es 
A 

sich um eine kontinuierliche Gruppe handelt. 

C. Darstellungstheorie. 

I. Allgemeines über die Darstellungen einer Gruppe. 
a) Jede Gruppe 9Jl endlicher quadratischer Matrizen (oder linearer 

Substitutionen) mit nichtverschwindender Determinante, auf die eine 
gegebene abstrakte Gruppe @ homomorph (s. A 1 e) abgebildet werden 
kann, heißt eine Darstellung der Gruppe l~. Jedem der Elemente A 
von@ wird dann eindeutig eine Matrix Wl(A) == (m;k(A)) von !m so zu
geordnet, daß dem Produkte AB zweier Elemente A und B von @ das 
Produkt der zugeordneten Matrizen entspricht: 9Jl (A) 9Jl (B) = 9Jl (AB). 
Die Reihenzahl h der Matrizen von 9Jl (Variablenzahl der linearen Sub
stitutionen) heißt Grad oder Dimension der Darstellung. Ist die Zuord
nung eineindeutig, d. h. sind die Gruppen (~ und 9Jl isomorph, so heißt 
die Darstellung 9Jl treu. Jede Darstellung von @ ist eine treue Darstellung 
einer Faktorgruppe von @; die dem Einheitselement der Darstellung 
(das ist stets die Einheitsmatrix) zugeordneten Elemente von @ bilden 
den zugehörigen Normalteiler. 

Eine Darstellung 9Jl heißt beschränkt, wenn sämtliche Elemente 
aller Matrizen von 9Jl beschränkt sind, wenn also ein C existiert mit 
I m;k (A)i < C für alle i, k = 1, ... , h und alle A in (~. Sämtliche Dar
stellungen endlicher Gruppen, sowie alle unitären Darstellungen sind 
beschränkt. 

b) Äquivalenz, Charakter. Transformiert man jede Matrix einer 
Darstellung 9Jl mit derselben Matrix T (vgl. S. 88), d. h. übt man auf 
den Raum der den Matrizen von 9Jl entsprechenden linearen Substi
tutionen eine affine Transformation T aus, so erhält man eine zu 9Jl 
äquivalente Darstellung Wlr = T-1 9Jl T. Äquivalente Darstellungen 
werden als nicht wesentlich verschieden betrachtet. 

Charakter der Darstellung 9Jl heißt die Funktion 

h 

z(A) = x~m(A) = spur(Wl(A)) = ~ mkk(A) 
k=l 
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der Matrizen ID1 (A). Der Charakter hat für konjugierte Gruppenelemente 
denselben Wert: 

x(A) = x(B-1 AB), 

er hängt nur von der Klasse von A ab, ist eine Klassenfunktion. 
Bei linearer Transformation der Darstellung ID1 ändert sich der 

Charakter nicht. Es gilt: 
Zwei beschränkte Darstellungen sind dann und nur dann äquivalent, 

wenn die zugehörigen Charaktere für alle Gruppenelemente überein
stimmen. 

c) Reduzibilität. Aus zwei beliebigen Darstellungen ID'l1 und ID'l2 

derselben Gruppe @ (Dimensionen h1 und h2) erhält man eine weitere 
Darstellung, indem man jeweils die Matrizen IDldA) und ID'l2 (A), welche 
dem Element A von ® entsprechen, in der durch die Übermatrix: 

(ml 0(A) o ). 
m2 (A) ( 1) 

gekennzeichneten Art zu einer (h1 + h2)-reihigen Matrix zusammensetzt. 
Jede Darstellung von @, welche zu einer Darstellung der Form (1) 

äquivalent ist, also aus ·zwei anderen Darstellungen von @ durch Zu
sammensetzung und lineare Transformation erhältlich ist, heißt voll 
reduzibel. Eine beschränkte Darstellung, die nicht voll reduzibel ist, 
heißt irreduzibel. Die Zerlegung einer voll reduziblen Darstellung in 
irreduzible Darstellungen ist, abgesehen von Reihenfolge und Äquivalenz, 
eindeutig bestimmt [vgl. hierzu 2 IX d und (11), (12)]. 

Kriterien: IX) Ist eine Matrix ~ nicht ein Vielfaches der Einheits
matrix: m + ;. Cl: für jedes ?., und ist )H mit allen Matrizen einer be
schränkten Darstellung ID1 vertauschbar; 

58ID'l(A,) = ID'l(A,) ~. v= 1, ... , g, 

so ist Wl voll reduzibel. 

ß) Gilt für die (h', h)-Matrix m3 und alle Matrizen der irreduziblen 
Darstellungen m und ID'l': 

WID'l(A,.)=Wl'(A,)W, V=1, ... , g, 

so sind entweder ID1 und ID'l' äquivalent, oder es ist m3 = 0 die Nullmatrix 
(ScHVRsches Lemma). 

y) Nach (8) bzw. ( 12) gilt für den Charakter einer Darstellung ID1: 

M (I (A) 12) f = 1, wenn m irreduzibel ist. 
~ X l > 1 , wenn ID1 voll reduzibel ist. 

d) Unitäre Darstellungen. Es gibt zu jeder beschränkten Dar
stellung einer Gruppe @ eine äquivalente, die nur aus unitären Matrizen 
besteht (unitäre Darstellung). Jede unitäre Darstellung ist beschränkt. 
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Äquivalente unitäre Darstellungen sind stets unitär ineinander trans
formierbar. Es genügt daher die Übersicht über die unitären irreduziblen 
Darstellungen einer Gruppe, um ihre sämtlichen beschränkten Dar
stellungen zu übersehen. 

2. Hauptsätze über die Darstellungen 
· a) endlicher Gruppen. 

a) Zu einer endlichen Gruppe @ der Ordnung g, deren Elemente 
A1 = E, A2, •.• , Ag c verschiedene Klassen konjugierter Elemente bilden, 
gibt es genau c nicht zueinander äquivalente irreduzible Darstellungen 
m<ll, ID1<2>, ••• , m<c> mit den Dimensionen hv ... , h,. Die Dimensionen 
h, sind Teiler von g, und es ist: 

h~ + h~ + ... + h~ = g. 

b) Sind mo>, ... , mtc> unitär (was stets durch Transformation erreich
bar ist), so gelten die folgenden Orthogonalitätsrelationen: 

Es sei (m~1~(A)) eine Matrix der unitären irreduziblen Darstellung 
m<1>; dann gilt: 

-j 2mV~(A)(mWl,(A))*= :1 ~~l'~ii'~kk' [vgl.(9)undBcSchluß], (2) 
A 

d. h. dieser Mittelwert ist nur von Null verschieden, wenn l = l'. i = i', 
k = k' ist. Die h~ + ... + h~ = g Vektoren 

-.(IJ - ( Ol (A ) (IJ (A )) ">k- m,k 1 ' • · ·' m,k g (i, k = 1, ... , hl> l = 1, ... , c) (3) 

welche den Matrixelementen der unitären irreduziblen Darstellungen 
m(l>, ... ' m<c) entsprechen, bilden ein vollständiges, hermitesch ortho
gonales Vektorsystem eines g-dimensionalen Raumes, das allerdings 
beim Übergang zu äquivalenten Darstellungen geändert wird. 

c) Wählt man aus jeder der c Klassen von @ ein Element aus: 
B 11 ••• , B, und ist hk die Anzahl der Elemente von Bk, so gilt für die 
Charaktere der irreduziblen Darstellungen IDl<1>, ... , m<c> [vgl. {10)]: 

c 

~ 2: i 1> (A) (x<l'l (A)) * = '21/;xu> (Bk) r-v ~~xti'J (Bk)}*= ~II', (4) 
A k=l 

d. h. die Vektoren 

ltJUl= (x<1>(Bl) -v~-,. · ., X'1l(B,) -v~-), l=1, ... ,c, (5) 

bilden ein vollständiges hermitesch orthogonales Vektorsystem eines 
c-dimensionalen Raumes. · 
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d) Für den Charakter x einer beliebigen (reduziblen) Darstellung 
IDl von @, bei deren Aufbau [durch Zusammensetzung und lineare 
Transformation (vgl. 1 c)] q1 mal die irreduzible Darstellung m<1> ver
wandt wurde, gilt: 

c 

x(Bk) =.I ql x<I> (Bk) (k = 1, ... , c). (6) 
1=1 

Die Zahlen q1 (und damit im wesentlichen die Zerlegung von Wl) sind 
also eindeutig bestimmt. Es ist: 

q~=-i-~ x(A) (xU>(A))* [vgl. (11) und B, c, Schluß] (7) 
A 

und ferner 

~-~lx(A)I 2 =~qr [vgl.(12)undB,c, Schluß]. (8) 
A 1=1 

e) Ist IDl~1 >, ••. , Wlt·> bzw. W1~1>, ••. , m~c·>. ein vollständiges System 
irreduzibler Darstellungen der Gruppe l»1 bzw. @2, so bilden die c1 c2 

Matrixgruppen 9Jl(k,l) = m~k) X m~>' k = 1 '. · ... ' Cl; l = 1' ... ' c2, welche 
aus sämtlichen Matrizen ' 

[s. S. 85, e)] 

bestehen, ein vollständiges System irreduzibler Darstellungen des direkten 
Produktes 

(s. A2d, S. 154). 

p) beliebiger Gruppen. 

Die für Darstellungen beliebiger Gruppen geltenden Formeln erhält 

man aus den in IX) angegebenen, indem man jeweils ; ~ durch den 
A 

Mittelwert lti. ersetzt. Allgemeiner gelten für zwei irreduzible Dar
stellungen W'l' und IDl" einer beliebigen Gruppe @ mit den Dimensionen 
h' und h", wenn B ein festes Element aus @ ist, die Relationen 
[ vgl. (2)] 

M(m;k(A) m;:k.(A-1 B)) = 1 , " . I 0, wenn IDl' inäquivalent IDl", 

A -f l}ki'm;k·(B), wenn 9Jl = 9Jl 1st. 
(9) 

Entsprechend (4) gilt allgemein, wenn x' bzw. x" die Charaktere zu 
ID'l' bzw. IDl" sind, 

'A ·" A-1 B - 10 I 0, wenn IDl' inäquivalent IDl", 

~(X ( ) X ( )) - ~- x' (B), wenn il.n' = il.n", also x' = x" ist. ( ) 
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Entsprechend (7) gilt, wenn die (reduzible) Darstellung 9Jl die irre
duzible Darstellung Wl' q' -mal enthält, 

q' = 1ll (x(A) x' (A-1)), (11) 

und ferner, wenn in 9Jl nur endlich viel verschiedene irreduzible Dar
stellungen 9Jl(ll, .•• , 9Jl(•l auftreten, 

, 
lli(x(A)x(A-1)) = 1J1('x(A)i2) = .Iq;. (12) 

v=1 

3. Eigenwertprobleme und Darstellungen von Gruppen. 
a) Es sei 0 ein linearer Operator, d. h. eine Vorschrift, die jeder 

Funktion cp (x1, ••• , Xn) = cp (~) eine bestimmte Funktion 0 cp (x1, ••• , x") 
= 0 cp (~) so zuordnet, daß 

(13) 

für beliebige Konstanten a, b und für alle Funktionen cp (~) und tp (~) 
gilt, auf die 0 anwendbar ist. Beispiele für solche Operatoren sind: 

Multiplizieren mit xk, oder mit dem Skalar X(~); 

Differenzieren nach xk: 8~ oder 
Xk 

82 82 
der LAPLACEsche Operator L1 = 8-----" + ... + 8--- 2 • 

x 1 x" 

Ist A eine lineare Transformation der ~. d. h. des (x1 , •.. , x")
Raumes, so bezeichne AA den durch 

definierten linearen Operator. 
Ist mit cp (t) stets auch AA cp (t) Eigenfunktion zu 0, d. h. folgt aus 

0 cp (t) = ;. cp (~) (15) 
stets auch 

0 AA cp (t) = ;. AA cp (~) ' 

so stellt A eine Symmetrie von 0 dar. Die Gesamtheit der Symmetrien 
A von 0 bildet die Symmetriegruppe @ des Operators 0; @ besteht aus 
allen A (oder AA), für die 0 mit AA vertauschbar ist. 

Nun sei). ein h-facher diskreter Eigenwert von 0 und tp1 (~) •.•• , tp11 (t) 
ein vollständiges System zugehöriger voneinander linear unabhängiger 
Eigenfunktionen. Für jede Symmetrie A von 0 ist dann AA tpk (~) als 
ebenfalls zu ). gehörige Eigenfunktion darstellbar in der Form 

h 

AA 'Pk (~) = .I d; k (A) 'Pi(~); k=1, ... ,h; (16) 
i = 1 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 11 
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die so für alle A aus @ definierten Matrizen 

~ (A) = (d;k (A)) 

bilden dann eine Darstellung ~ der Symmetriegruppe @ des Operators 0. 
Geht man von einem anderen System V'~ ü;), ... , V'~(~) aus: 

h 

V'~(~)=.Ia;kV'i(~). k=1, ... ,h, ( 17) 
i = 1 

so ist die hierzugehörige Darstellung ~· 

~· = (a;k)-1 ~ (a;k) ( 18) 

zu ~ äquivalent. Sind insbesondere die Funktionen V'v ... , V'n• zu
einander orthogonal, so ist ~ unitär. 

b) Es sei ~(I) eine bestimmt vorgegebene (d. h. nicht nur bis auf 
eine Ähnlichkeitstransformation bestimmte) irreduzible Darstellung der 
Dimension h1 einer Gruppe @ von Operatoren AA und V'fl (~), ... , V'~;(~) 

ein System von Funktionen, auf welche die Operatoren AA anwendbar 
sind; gilt dabei 

hl 

AA V'~)(~) =.I d)ll (A) V'll) (~)' k = 1, ... 'hl' (19) 
i = 1 

so heißt die Funktion V'l1l (~) zur i-ten Zeile von ~(I) gehörig. V'~l (~) •... , 
"P~} (~) sind dann linear unabhängig, und wenn ~(I) unitär ist, auch zu-

einander orthogonal. 
Sind ~(I) und ~(m) zwei irreduzible Darstellungen, so gilt nach (2) 

bzw. (9) 
(20) 

für beliebige fl• x = 1, ... , hm ; k = 1, ... , h1 • 

Notwendig und hinreichend dafür, daß V'~)(~) zur k-ten Zeile von 
~(I) gehört, ist 

"Y ([d)1l(A-1)]AAVJ~l(~)) =~V'~l(~). (21) 

Die zu den übrigen Zeilen von ~(I) gehörenden V'~) entsprechenden F~nk
tionen 1p~1 l (~) erhält man durch 

{22) 

Sind ~(1l, ... , ~(c) die sämtlichen irreduziblen Darstellungen der 
Gruppe @ und f(i (~) eine Funktion, auf die alle AA anwendbar sind, so gilt 

hl 

f(i (~) = .I .I f(i~) (~) 
mit 1=1 k-1 

~~f(l~l(~) = M([d~~(A-1)]AAf(l(~)), 
A 

(23) 

wobei f(l~l zur k-ten Zeile von ~(I) gehört. 
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4. Drehungsgruppen und ihre Darstellungen. 
a) Dien-dimensionale Drehspiegelungsgruppe :1)~ umfaßt alle Drehungen 

und Drehspiegelungen (alle reellen orthogonalen Transformationen mit 
der Determinante d = 1 bzw. d = -1) des n-dimensionalen Raumes 
~~ ist eine gemischtkontinuierliche ~ (n- 1) n-parametrige Gruppe. 
Das Grundgebiet G besteht aus zwei nichtzusammenhängenden Teilen, 
entsprechend d = 1 und d = - 1. Die Untergruppe der Drehungen 
(d = + 1), die n-dimensionale reine Drehungsgruppe :l)n ist Normalteiler 
vom Index [:1)~ : ~n] = 2 in :1)~. 

b) n = 2. Die Elemente Aa (q;) von ~~ werden durch Aa (q;): 

. J x' = xdcosq;-ydsinq; 1 
Ad(q;) J 0"5;_q;<2n,d=±1 · I y' = x sin q; + y cos q; 

gegeben; q; ist der DrehwinkeL Es ist 

Ad (q;) At (tp) = Atd (tq; + tp); 

daher ist :1); nicht abelsch, die aus allen A1 (q;) bestehende :1)2 als ein
parametrige einfachkontinuierliche Gruppe dagegen abelsch. Eine Klasse 
konjugierter Elemente aus :1); besteht jeweils aus A1 (q;) und A1 (-q;), 
ferner aus allen A_dq;). 

Die Gewichtsfunktion im HURWITZschen Integral (s. B, c) ist g (q;) = 1 : 

2n 2n 

/;F(A)dA =<~=f- 1 jF(Ad(q;))dq;~=f_ 1 jF(Aa(q;)A1 (q;))dq; 

für jedes feste At(q;) aus :1);, 
2 n 2n 

jF (A) dA= j F (A (q;)) dq; = j F (A (q; + tp)) dq; 
~. 0 0 

für jedes tp. 

Die sämtlichen irreduziblen Darstellungen der reinen zweidimensionalen 
Drehgruppe ~2 sind eindimensional und durch 

iJ.R(m) (A1 (q;)) = (ei"'"') für m = 0, ± 1, ± 2, ... 

gegeben. Die entsprechenden Orthogonalitätsrelationen sind die der 
FoURIER-Entwicklung (s. S. 27). 

Ein volles System irreduzibler Darstellungen der zweidimensionalen 
Drehspiegelungsgruppe :1); wird gegeben durch 

im (Ad(q;)) = (1) (identische Darstellung) 

iJ.R' 0 l (Ad (q;)) = (d) 

m= 1, 2, .. .. 

11* 
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c) n = 3· Jede Drehung A aus :tl3 läßt sich zusammensetzen aus 
einer Drehung A (0, 0, y) um die z-Achse ( Drehwinkel y), einer Drehung 
A (0, ß, 0) um die x-Achse (Drehwinkel ß) und einer weiteren Drehung 
A (0, 0, IX) = A (IX, 0, 0) um die z-Achse (Drehwinkel IX): 

A (1X, ß, y) = A (1X, 0, 0) A (0, ß, 0) A (0, 0, y); 

IX, ß, y sind die sog. drei EuLERschen Winkel. Es genügt daher, die 
Matrixelemente der irreduziblen Darstellungen für die Drehungen A 
(IX, 0, 0) und A (0, ß, 0) anzugeben: l = 0, 1, 2, ... 

r,s=-l,-l+1, ... , l-1, l 

,1, k v(t +r)! (f___:..r) T (t + s) !(T- s)1 

m,s(A (0, ß, 0)) = f (-1) (l+r-k)! (l+s-k)! k!(k+r-s)! 

. (cos ~ rl+s -r- 2k ( sin ~ rk+r-s' r, s wie oben. 

Drehungen um denselben Drehwinkel b (s. VB 3, S. 103) gehören 
zur gleichen Klasse. 

5. Darstellungen und Charaktere der symmetrischen Gruppen. 

a) Die n! Permutationen von n Dingen bilden die symmetrische 
Gruppe ei,. von n Elementen. 

Mit (r1 r2 ••• rk) bezeichnet man die Permutation der k Elemente 
r1, ... ,rkr die r; in r;+l (i=1, ... ,k-1) und rk in r1 überführt 
(Zyklus). Jede Permutation läßt sich in solche Zyklen zerlegen: 

P (1 2 ... n ) . ( . . . ) (k . . ) ( ) = . . . etwa m 111 1;1 ••• 11 1k ••• ]k 1 . . . . .. , wenn 
11 12 ..• 1,. 

j1 in 1, jk in k, ... übergeht und k im ersten Zyklus, l in den beiden 
ersten Zyklen usw. nicht vorkommt. Zerfällt bei dieser Zerlegung die 
Permutation P in ).k Zyklen aus je k Ziffern (k = 1, ... , n), so stellt 
(Av A2, ••• , ).,.) den Typus der Permutation P dar. In einer Permu
tationsgruppe sind alle und nur die Permutationen mit demselben 
Typus zueinander konjugiert. In der symmetrischen Gruppe en ent
spricht daher jeder Zerlegung von n in positive Summanden (partitio 
numerorum), d. h. jedem Lösungssystem z1, ••• , z" von z1 + 2 z2 + ... 
+ n Zn = n mit Z; 2: 0 genau eine Klasse von ein und auch genau eine 
irreduzible Darstellung von ein (und umgekehrt). 

b) Die wichtigsten irreduziblen Darstellungen, die zu den Zerlegungen 
v + (n-v) = n und 1 + 1 + ... + 1 + 2 + ... + 2 = n gehören, ge-
winnt man etwa so: Seien x1, ... , x,. Variable, welche nur die beiden 
Werte + 1 und - 1 annehmen können. Ein vollständiges Orthogonal
system in dem aus 2" Punkten bestehenden Raum der x, wird durch 
die 2n Funktionen 
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1; 
X1, X2, ••• , Xn; 

x1 x2, x1 x3, ••• , Xn-t x .. ; 

gegeben. Multipliziert man jede der ( v_:_ 1) Funktionen der (v -1 )-ten 

Reihe (v = 0, 1, ... , ;- bzw. n 2 
1 ) mit der Summe der nicht in ihr 

auftretenden der Variablen x1, .•. , Xn, so erhält man ( v .:._ 1) vonein· 
ander linear unabhängige Linearkombinationen der Funktionen in der 

v-ten Reihe /1 , ... , f (.~t) . Man kann dann noch t. = (:) - ( v.:_ 1 ) 

weitere Linearkombinationen dieser Funktionen bestimmen, die unter
einander und von den/; linear unabhängig sind. Bedeutet Apg (xv ... , Xn) 

die Funktion, welche aus g durch Permutation der Variablen nach P 
hervorgeht, so gilt 

für k = 1, ... , l,,. Die Matrizen (ml"l (P)) =-c 9JlM (P) bilden die irre
duzible Darstellung 9Jl(••) von e ... die der Zerlegung V+ (n-v) = n 

entspricht; die Dimension von 9,R<•> ist z. = (: )- (v.:_ 1 J. 
Die zur Zerlegung von n in v Zweien und n- 2 v Einsen gehörige 

irreduzible Darstellung ergibt sich, wenn in 9,R<•·> die den ungeraden 
Permutationen entsprechenden Matrizen mit - 1 multipliziert werden. 

Der Charakter x<"'(P) von 9,R<•·>(P) wird für v = 0, 1, ... , -i bzw. 

n=_! durch 
2 

. »+1 
(1-- x) (1 + x);., (1 + x2)A, ..• (1 + x");." = .l; xC•> (P) x• 

··=0 

gegeben, wenn (Ä1 , •.• , Ä,.) der Typus von P ist. 

c) Allgemein erhält man den Charakter x<11 • • • _,,"> der irreduziblen 
Darstellung, welche der Zerlegung ft1 + p2 + ... + fln = n, alle ft,: ~ 0, 
entspricht, indem man zunächst die Determinante 

r/)!1••···''") = det (P,,,-i+k(Yl, ... , Yn)) 

bildet; dabei ist für v = 1, 2, ... P. (Y1, ... , Y") die Summe aller 
möglichen Potenzprodukte v- ter Dimension aus n Variablen Y 1, .•. , Y n 

P. = ~ Y~· Yg• ... y~ .. über alle ß1 + ... + ßn = v, ßi~ 0, 
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und Po= 1, p_ 1 = p_ 2 = ... = 0. Als symmetrische Funktion der 
Y1 , ... , Y. läßt sich f/)(1'• · · · Pnl nach Potenzen der Potenzsummen 
sh = Y~ + ... + Y! entwickeln; dabei ergibt sich 

(/>(!•• · · · Pnl = .,I 
über alle P in 6n 

X(p, .. ·I'") (P) s:• s~' ... s;;" 
---1J:,-i;l2-i•JcJ-. :-.- ~A,. l.n! ' 

wenn P den Typus (.'.1 , ..• , ).") hat. 

Neunter Abschnitt. 

Differentialgleichungen. 
A. Allgemeines über Differentialgleichungen. 

I. Einteilung der Differentialgleichungen. 
Eine Gleichung heißt eine Differentialgleichung, wenn sie neben 

einer oder mehreren unabhängigen oder abhängigen Variablen Differen
tialquotienten der letzteren nach der bzw. den ersteren enthält. 

Man unterscheidet partielle und gewöhnliche Differentialgleichungen, 
je nachdem, ob die Gleichung partielle Differentialquotienten enthält 
oder nicht. 

Gewöhnliche Differentialgleichungen enthalten daher nur eine un
abhängige Variable, partielle dagegen zwei oder mehr. 

Man klassifiziert die Differentialgleichungen 

1. nach der Ordnung n ihres höchsten Differentialquotienten 

dn y CJn z 
dxn bzw. oxn oder 

CJnz ------ - usw . (ixaoyn-a ., 

2. gelegentlich nach dem Grade p der höchsten Potenz der in ihr 
enthaltenen Differentialquotienten, z. B. 

(~)" dx ' 

wenn die Gleichung rational in y und seinen Ableitungen ist oder auf 
algebraischem Wege dazu gemacht werden kann. 

Im besonderen heißt eine Differentialgleichung linear, wenn die 
abhängigen Variablen und ihre Ableitungen nur in der ersten Potenz 
und nicht miteinander multipliziert auftreten. 

Ferner spricht man von homogenen Differentialgleichungen. Diese 
Bezeichnung wird in verschiedenem Sinne gebraucht. 
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1. Eine Differentialgleichung F ( x, y, : ~ , : 2
;, , ••• ) = 0 wird ho

mogen genannt, wenn F eine ganze rationale homogene Funktion von 
dy dn y . S . B y, """({X, ••. , dxn- ISt. 0 ISt Z. . 

dn y dn-I y 
Xo-([xn + Xt lixn-t~ +···+X" Y = 0 

eine homogene lineare Differentialgleichung. Die X 0 • •• X" sind beliebige 
Funktionen von x. 

2. Eine Differentialgleichung 1. Ordnung ~ ~ =I (x, y) heißt viel

fach auch homogen, wenn I (x, y) eine Funktion von _r allein ist, sich 
X 

also in der Form schreiben läßt: 

In diesem Sinne ist z. B. homogen die Gleichung: 

dy 
M-dx =N, 

in der M (x, y) und N (x, y) homogene Funktionen desselben Grades 
von x und y sind. 

3. Als "gleichdimensional" wird eine (auch zuweilen "homogen" 
genannte) Gattung von Differentialgleichungen folgender Art bezeichnet. 

Man betrachtet y als Größe von n Dimensionen, wo n willkürlich 

ist. x habe die Dimension 1, -~ ~ die Dimension n -1 usw. 

Haben dann sämtliche Glieder der Gleichung im angegebenen Sinne 
die gleiche Dimension, so heißt sie "gleichdimensional". Z. B. 

11 dny n- dn-1)' 
x -dxn +Al x 1 dxn--1- + ... + A" y =V, 

wo V= l(x) oder konstant ist und die Ai Konstanten bedeuten. 

2. Lösungen von Differentialgleichungen. 
Als Lösung einer Differentialgleichung bezeichnet man eine Funktion 

der unabhängigen Variablen, welche für die abhängige Variable (y) in 
die Gleichung eingesetzt, diese identisch in den unabhängigen Variablen 
erfüllt. 

Als Integral bezeichnet man eine Funktion der unabhängigen und 
abhängigen Variablen, sowie evtl. willkürlicher Konstanten, welche 
gleich einer willkürlichen Konstanten gesetzt, bei jedem Wert dieser 
Konstanten eine Gleichung liefert, die von Lösungen der Differential
gleichung befriedigt wird. 
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Intermediäres Integral einer Differentialgleichung n-ter Ordnung 
heißt eine Funktion der unabhängigen und abhängigen Variablen und 
Konstanten, sowie deren Ableitungen bis höchstens zur (n -1)-ten 
Ordnung, welche gleich einer Konstanten gesetzt, eine Differential
gleichung niederer Ordnung liefert, die von Lösungen der ursprüng
lichen befriedigt wird. 

Man nennt eine Differentialgleichung in endlicher Form integrierbar, 
wenn sich die Lösung explizit durch elementare Funktionen (algebraische, 
Logarithmen, Exponentialfunktionen) und endlich viele Quadraturen, 
d. h. bestimmte Integrale, darstellen läßt. 

a) Gewöhnliche Differentialgleichungen. 

Die vollständige oder allgemeine Lösung (auch Stammgleichung ge
nannt) einer gewöhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung enthält 
n willkürliche Konstanten. Indem man diesen Konstanten spezielle 
Werte beilegt, erhält man partikuläre Lösungen. 

Außerdem kann eine Differentialgleichung erster Ordnung, falls sie 
nicht linear ist, Lösungen haben, die sich nicht durch spezielle Wahl 
der Konstanten der vollständigen Lösung zu ergeben brauchen. Diese 
Lösungen heißen singuläre Lösungen. 

Existiert eine singuläre Lösung der Differentialgleichung tp(x, y, ~;) 
= 0, so muß sie gleichzeitig folgende Bedingungen erfüllen: 

tp = 0, 
orp orp -+P·---=o ox oy • 

dy 
wo p =fiX bedeutet. 

Geometrische Deutung der Lösung. Eine partikuläre Lösung einer 
Differentialgleichung zwischen einer abhängigen y und einer unabhängigen 
Variablen x repräsentiert eine Kurve in der x, y-Ebene. Die vollständige 
Lösung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung repräsentiert eine von 
n Parametern abhängige Kurvenschar. Hat für n = 1 diese Kurvenschar 
eine Enveloppe, so ist deren Gleichung eine singuläre Lösung. 

Die einzelne Kurve (partikuläre Lösung) ist festgelegt durch n 
Bedingungen, die zur Bestimmung der n Parameter dienen können 
(Anfangs- oder Randbedingungen). 

b) Partielle Differentialgleichungen. 

Die allgemeine Lösung (Integral) einer partiellen Differentialgleichung 
n-ter Ordnung mit p unabhängigen Variablen ist eine Lösung, welche n 
willkürliche Funktionen von p- 1 Variablen enthält. Diese können 
gewisse der unabhängigen Variablen oder auch Kombinationen von 
ihnen sein. 
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Bei Differentialgleichungen erster Ordnung spielt daneben der Begriff 
der vollständigen Lösung eine Rolle. Als solche bezeichnet man eine 
Lösung in Form einer Funktion der unabhängigen Variablen, welche p 
willkürliche Konstanten enthält. 

Aus einer vollständigen Lösung erhält man die allgemeine Lösung 
der Differentialgleichung erster Ordnung wie folgt: Es sei rp ( x1 x 2 • •• xp. 
a1 a2 • •• ap) eine vollständige Lösung (wo die a; willkürliche Konstante 
seien). Aus dieser p-fachen Schar von Funktionen greift man eine 
(p -1)-fache heraus, indem man z. B. ap = D (a1 a2 ••• ap_ 1) setzt und 
berechnet hieraus und aus den Gleichungen 

8 'f- -L 8-'f · ~ - o ( · 1 2 p 1) o a; ' o ap o a; - 1 = ' · · · - ' 

die a; als Funktionen der X; und setzt diese Ausdrücke in rp ein. D;mn 
entsteht eine Funktion, welche die Differentialgleichung befriedigt und 
von der willkürlichen Funktion D von p- 1 Variablen abhängt, also 
die allgemeine Lösung. 

Um die singuläre Lösung aus der vollständigen zu erhalten, berechne 

man aus den Gleichungen :: = 0 die Größen a; als Funktionen der X; 

und setze sie in rp ein. Wenn die so entstehende Funktion Lösung der 
Differentialgleichung ist, so ist sie die singuläre Lösung. 

Geometrische Deutung der Lösung einer Gleichung erster Ordnung. 
Sind nur zwei unabhängige (x und y) und eine abhängige (u) Variable 
vorhanden, so können den Lösungen im xyu-Raum geometrische 
Deutungen gegeben werden. 

1. Das vollständige Integral repräsentiert ein zweifach unendliches 
Flächensystem von der Form: 

rp(x, y, u, a, b) = 0 

mit den beiden willkürlichen Parametern a und b. 

2. Dadurch, daß man den einen Parameter zu einer willkürlichen 
Funktion des anderen macht und aus den drei Gleichungen 

rp (x, y, u, a, b) = 0 I 
b = D (a) 

0 f{J_ + 0 f{J _QI ( ) _ ~· 
oa ob u a - 0 

a eliminiert, also aus dem vollständigen Integral das allgemeine Integral 
ableitet, wählt man aus dem zweiparametrigen Flächensystem eine 
Flächenschar aus und bestimmt deren Enveloppe. 

Es bedeutet dann das allgemeine Integral die Enveloppe dieser 
Flächenschar. 

3. Das singuläre Integral bedeutet die gemeinsame Enveloppe aller 
in dem vollständigen Integral enthaltenen Flächen. 
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3. Lineare Probleme. 
Ein bestimmtes Problem wird im Anschluß an eine vorgegebene 

Differentialgleichung erst dadurch charakterisiert, daß der Lösung der 
Differentialgleichung bestimmte Bedingungen auferlegt werden. Ist z. B. 
die Lösung nur in einem gewissen Variablenbereich ("Grundgebiet") 
gesucht, so kann man ihr auf dem Rande dieses Grundgebiets gewisse 
Bedingungen vorschreiben (Randbedingungen). Handelt es sich um 
Vorgabe von Bedingungen für die Lösung längs einer Anfangsmannig
faltigkeit, so spricht man von Anfangsbedingungen. Andere häufig auf
tretende Forderungen sind z. B. Periodizität, Normierbarkeit, Regulari
tät, Beschränktheit (Endlichkeit) u. a. 

Das Problem heißt linear, wenn die zugehörige Differentialgleichung 
linear ist. Löst mit u auch k · u (k = beliebige Konstante) das Problem, 
so heißt es ein homogenes, andernfalls ein inhomogenes. 

Ein homogenes Problem heißt ein Eigenwertproblem, wenn in der 
Differentialgleichung linear ein Parameter auftritt, der so zu bestimmen 
ist, daß das Problem eine nichttriviale Lösung besitzt ("trivial" heißt 
u = 0). Ein so bestimmter Wert des Parameters heißt ein Eigenwert, 
die zugehörige Lösung eine Eigenlösung oder Eigenfunktion. Gehören 
zum gleichen Eigenwert r linear unabhängige Eigenfunktionen, so heißt 
der Eigenwert (r -1)-fach entartet. 

B. Gewöhnliche Differentialgleichungen. 

I. Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Die Differentialgleichung erster Ordnung hat die allgemeine Form 

F(x,y, ~~)=o. 
a) Auf gegenüberstehender Seite sind einige leicht lösbare Typen 

zusammengestellt. 

b) RICCATische Differentialgleichung. Die spezielle RICCATische Diffe
rentialgleichung lautet: 

1. Form: a ~~ + by2 = cx' 

2. Form: x~~-ay+by2 =cxs 

(a, b, r, s sind Konstante. 
a =!= 0.} 

Durch xa = X, y = X Y geht die 2. Form m die 1. Form mit 

r = -~- - 2 ü her. 
a 
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~-I 2 3 
I 

4 5 
--~------ -

I 
I .§ Typ Gleichung 
I 

Lösung 
~ 

Separierbarer Typ 
fr(y) dy = /2(x) dx I J fr(y) dy = /f2 (x)dx + C a P = /2 (x)//1 (y) 

-

-

~·= _"Ieich:"_! p +Y f, (x) +t. (x) ~ : = 1' ''(c-J I ,,11• '' d x) b -
- -

I y = vx 
Homogene Gleichung 1 1· p = t( ~) In x + J ~- = C 

V 

c v-f(v) 
F L, p = o 1-

--·---------- -

2. ~- = f(p) ln x = C + J ~~SP)~~ lp 

1. p = f(y) 

Die unabhängige 
d Variable fehlt 2. y = f(p) p 

e 

tp (y, p) = 0 

Dle abhängige 
Variable fehlt 

3. Parameterdarstellu_ ngll 
y=f(u), P=g(u) 

-I 

I 

x =Jf'(u)__du + C 
g (u} 

1. Umformen in 

<Ii ( x, ~;) = 0. (Fall d) 

q:>(x, p) = 0 2. p =F(x) I y=jF(x)dx+C 

CLAIRAUTSChe 

Gleichung 

3. x =F(p) 

y = xp + f(p) 

dy 
Erklärung: 1. Es bedeutet stets p = a:;;. 

---------1 
Y=fpF'(p)dp+C p 

(x + /'(p)} ~~ = 0; 

also entweder : ~ = 0: 

y=Cx+f(C) (1)' 

mit-~ o=_~':'~o~sta~~-~ 
oder x + f'(p) = 0 (2) 
(Singuläre Lösung) = En- P 
veloppe der Geraden ( 1) 

2. Einige Resultate sind in Parameterdarstellung angegeben; der unter Um
ständen noch zu eliminierende Parameter (v, p) ist in Spalte 5 genannt. 

3. In Spalte 3 stehen jeweils die wichtigsten Normalformen, auf die die 
Gleichungen des in Spalte 2 genannten Typs sich reduzieren lassen. 
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Die Gleichungen sind nur in folgenden Fällen m endlicher Form 
integrierbar: 

Fall1: r = 0 bzw. s = 2a ergibt Fall d (S. 171). 
-4k 2a 

Fall 2: r = 2 k ± 1, k = 1, 2, . . . bzw. s = 1 _ 2 ii, h = 0, ± 1, .. 

oc) Ist h = s 2 5
2 a > 0, so führen die h Transformationen: 

(2l-1)n+a X" 2ln+a xn 
Y21-1 = ----- -----c;-- + J21; Y21 = b + Y21+ 1 ' l = 0, 1, ... 

die Gleichung der Form 2 mit y = y0 über in 

x y~- (a + hs) y11 + b y~ = c X5, wenn h gerade ist, 

xy~- (a + hs) y,. + c y~ = bx5 , wenn h ungerade ist. 

Diese Gleichungen fallen dann unter Fall 1. 

s-2a xn 
ß) Ist h = ------ < 0 so führt y = - - auf oc. 

2 s 1 Yo 

Die spezielle RICCATische Differentialgleichung ist em Sonderfall 
der Gleichung: 

'd 
] d~ = P + Qy + Ry2 (allgemeine RICCATische Gleichung), 

wo P, Q, R Funktionen von x sind. 
Ist ein partikuläres Integral y1 = /1 (x) bekannt, so kann das voll

ständige durch Integrationen erhalten werden. Man setzt 

und erhält 

1 
Y= Y1 +-v 

~: + (Q + 2 Ry1) v = -R (Lösung vgl. b, S. 171). 

Ist noch ein zweites partikuläres Integral bekannt, so kann das 
vollständige Integral durch eine einzige Integration erhalten werden. 
Man setzt 

1 
Y2 = Y1 + v1 ' V = v1 W 

I 1 
Y = Yl T vl w 

und erhält: f R dx 

W=o1+C·e v, • 

Ist noch ein drittes partikuläres Integral y3 bekannt, so kann das 
vollständige Integral y ohne Integration gefunden werden aus 

(y- Y1) (Y2- Ys) _ C 
(y- Y2) (Ys- Y1) - • 
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3. Häufig führt die LEGENDREsche oder duale Transformation zum 
Ziel. Man führt eine neue abhängige Veränderliche Y ein: 

dy 
Y=px-y=dxx-y, also dY=pdx+xdp-dy=xdp. 

Ferner führt man p als neue unabhängige Veränderliche ein: 

dv 
X=P=d~' 

dann wird 
dY dY 

X=dp= dX=P, 

dann kann man die Gleichung F ( x, y, ~~) = 0 überführen in die Form 

F(P,PX- Y, X) =0. 

Ist das Integral dieser Gleichung bekannt, so kann das der ursprüng
lichen durch eine algebraische Elimination gefunden werden. 

Ist z. B. ein Integral der neuen Gleichung: 

/(X, Y) = 0, 
dann gilt 

df of atdY of of 
O = [X= iJ X+ BY d X= -nt + X iJy 

of of of at 
-y 0 y=(Y-px)-a-y= Yn+X ax· 

und 

Elimination von X und Y aus diesen drei Gleichungen ergibt ein Integral 
(Gleichung zwischen x und y). 

2. Lineare Differentialgleichungen. 
Allgemeines. 

Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung hat die allgemeine 
Form: 

r dn y . d»-1 y 
.Yo d xn + Xt dxn-i +···+X,. Y = q, (D) Y =V, ( 1) 

wo die X; und V Funktionen von x allein sind. 
Die symbolische Schreibweise (/J (D) y bedeutet folgendes: Schreibt 

man 
dy dZ y 
lix = Dy -dx~ = n 2 Y 

J ydx = n-1 y usw. 

so ist (/J (D) y als Polynom in D aufzufassen 

(/) (D) y = (X0 D" + X1 D~- 1 + ... + X,._ 1 • D +X,.) y. 
Der Wert dieser Schreibweise liegt darin, daß man diesen Ausdruck 
unter Umständen wie einen algebraischen behandeln darf (vgl. S. 17;). 
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Als Beispiel für die Schreibweise sei die TAYLORsche Formel symbolisch 
hingeschrieben: 

f(x + h) = j(x) + h. d~~x) + ~~. d::;:) + ... 
= (1 +hD+h~f2 + ... )f(x)=ehDj(x). 

Der Differentialausdruck: 

dn(X0 y) dn-1 (X1 y) n • 
Ix» ____ dx•O:::(- +-... + (-1) X,.y (2) 

heißt der zu f/J (D) y "adfungierte" Differentialausdruck Ist er identisch 
mit f/J (D) y, so heißt (/> (D) y selbstadfungiert. 

Folgende Eigenschaften sind allen linearen Differentialgleichungen 
gemeinsam: 

1. Ist y1 eine beliebige partikuläre Lösung der Gleichung f/J (D) y = V 
und setzt man y = y1 + Y, so folgt: 

f/J(D) Y = 0. (3) 

Die vollständige Lösung der homogenen Gleichung (2) zu y1 hinzu
gefügt ergibt die vollständige Lösung der inhomogenen Gleichung ( 1). 

2. Ist Y1 eine Lösung der homogenen Gleichung r[J (D) Y = 0, so ist 
auch Y = C1 Y1 eine Lösung. 

Sind Yl> Y 2 ••• Y,. Lösungen der homogenen Gleichung, so ist auch 
jede lineare Kombination derselben eine Lösung. Die allgemeine Lösung 
ergibt sich als lineare Kombination von n unabhängigen Lösungen. 

3. Ist Y1 eine Lösung von (/) (D) Y = 0 und substituiert man den 
Ansatz y = Y1 z in die Gleichung tP,(D) y = V, so erhält man für z 
eine Differentialgleichung, deren· Ordnung um eine Einheit niedriger ist 
als die der ursprünglichen Differentialgleichung. 

a) Allgemeine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. 

dn y dn-1 y , , 
f/J(D) Y = d X"+ A1 d x"--i + ... + A,. y =V (x) (mhom. Gleichung) (4) 

bzw. = 0 (homogene Gleichung). (4a) 

Man bildet die "charakteristische Gleichung": 

a"+A1 a"- 1 +A 2 a"- 2 + ... +A,.=O=f/J(a) (5) 

und löst dieselbe nach a auf. Sind ihre n Wurzeln gleich ot, ß, y, ... , 
und stimmen keine zwei dieser Zahlen überein, so ist (wenn A, B, .. . 
beliebige Konstanten bedeuten): 

y0 =Aeu+Bef1x+... (6) 

die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung f/J (D) y = 0. 
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Sind aber zwei Wurzeln, z. B. oc und ß, gleich, dann heißt die all
gemeine Lösung der homogenen Gleichung: 

Yo = (A' + B' x) e'Y." + C eY x + . . . (7) 

Sind r Wurzeln gleich oc, dann heißt die allgemeine Lösung der 
homogenen Gleichung: 

Yo = (A' + B' x + C' x2 + ... + R' x~'- 1 ) e'Xx + ... (8) 

Ist nun fo (x) ein beliebiges partikuläres Integral der inhomogenen 
Gleichung ifJ (D) y = V, so ist ihre vollständige Lösung (vgl. 2a): 

Y = fo(x) + Yo· 

Verschiedene Fälle, in denen die Bestimmung eines 
partikulären Integrals /0 (x) leicht möglich ist. 

I. Ist V in der Differentialgleichung 

ifJ(D) y =V, 

(9) 

eine ganze rationale Funktion von x, so erhält man /0 (x) in folgender 
symbolischer Form: 

1 
fo (x) = tP (D) V. (10) 

Das bedeutet: Man entwickle den Ausdruck 

1 1 --(-11;. ---- dn-~i --~)--

--+A --- +···+An (D" +"A~ iJ-;;-=- (+: .. +-X;;j 
d xn 1 d xn -1 

nach steigenden Potenzen von D, als sei dieses Operationszeichen eine 
algebraische Größe. Ist hierbei die niedrigste wirklich auftretende 
Potenz von D die k-te und die höchste Potenz von x in V die m-te, 

so beginnt die Entwicklung von tP ~D) mit ~k und braucht nicht über 

Dm hinausgeführt zu werden, weil alle höheren Differentialquotienten 
als Dm V verschwinden. 

2. Ist V eine Exponentialfunktion von x oder enthält V eine Ex
ponentialfunktion als Faktor 

I v__:= e~~~._j 
wo X ganz und rational sei, so wird die gesuchte partikuläre Lösung 

/() 1 V 1 axx ax 1 X. 
o x = ~-(b) = qi(D) e = e -iii(.D+ a) 

3. V enthält einen Sinus oder Kosinus als Faktor. 

I V:=~_cos~ntX"_+~) I 
1 

y = tP (D) X cos(mx + oc). 
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Setzt. man 

so wird 
y1 = IPtD) X sin (mx + ot), 

1 . ( ) . ) 1 y+iy=--.:Ye'"'"'+"'=e'(mx+cx . X 
1 1/J(JJ) IP(D + zm) ' 

so daß nur noch der Ausdruck 

zu berechnen ist. 
1 X 

IP(D +im) 

4. V enthält eine Potenz von x als Faktor. 

~-_== xm_xj 

1 ""''X m 1 X+ "'-1 (. d 1 ')X y = IP(D) "' =X (p'(D) mx ([iJ- cf>(D) 

m(m-1) m- 2 ( d2 1 ) X + 2! X riD2- IP (D) + .. ' 
Die Entwicklung wird bis zum (m + 1)-ten Gliede fortgesetzt. 

5. Ein besonderer Fall einer linearen Differentialgleichung 11-ter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist die Gleichung 

~~~J=t(.~_l (11) 

n aufeinanderfolgende Integrationen ergeben als allgemeine Lösung: 

y = J. .. j I(~) (dx)" + B1 x" - 1 + B2 x"- 2 + ... + B,. _ 1 x + B,., (12) 

wo die B, beliebige Konstanten sind. Diese Lösung lautet einfacher: 

y= (n~ 1 )! jf(t)(x-t)"- 1dt+B1 x"- 1 + ... +B,.. (13) 
0 

b) Allgemeine lineare Differentialgleichung mit veränderlichen 
Koeffizienten. 

dny d"-1 y dy . 
-dxn + X1 dxn- 1 + ... +X,. _1 ifX +X,. y = V(x) (mhom. Gl.) (14) 

bzw. = 0 (homog. Gl.). (14a) 

xl> ... , x .. und V sind Funktionen von X allein. 

Sind y1, y2, ••• , Yn partikuläre Lösungen von f/> (D) y = 0, so ist 
die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung 

y=AtYt+A2Y2+···+A,.y,., (15) 

wenn die Lösungen y1 , y2, ••• , y,. linear unabhängig voneinander sind 
(ein Fundamentalsystem bilden). 
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Die Bedingung, daß diese Unabhängigkeit besteht, ist das Nicht
verschwinden der WRONSKischen Determinante: 

dn -1 y1 
-dxn..:_-1-

dn- 2 Yt 
dxn -2 

dyl 
-d-x-

Y1 

dn - 1 y2 dn - 1 Yn 
dxn-1 .. · dxn-1 

dn -2 Yn 
dxn-2 '·' dxn-2 

d Y2 
dx 

Y2 Yn· 

(16) 

Das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung QJ (D) y = V 
berechnet sich dann zu : 

n 

y= ~ y,[c,+ J vLJLJ, dx]. (17) 
r=1 

dn-1y 
Hierbei bedeutet LI, den zu d x,..::.; gehörigen Minor in LI (vgl. S. 92). 

Die an dieser und anderen Stellen (vgl. z. B. S. 183) auftretende Form 
der Lösung einer inhomogenen Differentialgleichung führt uns auf eine 
allgemeinere Methode. Wir suchen eine Lösung von der Form: 

+oo 
y (x) = j G (x, ~) V(~) d~. (18) 

Die in dieser Gleichung auftretende Funktion G (x, ~) bezeichnet 
man als "GREENsche Funktion" des gegebenen Differentialausdrucks. 
Damit die Gleichung (18) wirklich eine Lösung der Differentialgleichung 
ist, muß die GREENsehe Funktion folgende Eigenschaften haben: Die 
Funktion G (x, ~) erfüllt als Funktion von x betrachtet die homogene 
Gleichung, mit Ausnahme des Punktes X = r In diesem Punkt bleibt 
die Funktion samt ihren Ableitungen bis zur (n- 2)-ten Ordnung stetig, 
die (n -1)-te Ableitung springt aber hier um den Betrag 1. 

Die allgemeine Lösung bekommt man durch Hinzufügung einer 
linearen Kombination der n linear unabhängigen Lösungen der homo
genen Gleichung. 

Handelt es sich um einen seihstadjungierten Differentialausdruck 
(vgl. S. 174), so ist die GREENsehe Funktion symmetrisch in x und~. also: 

G(x, ~) = G (~. x). 

Im Fall einer Gleichung zweiter Ordnung ist das durch eine Trans
formation der gesuchten Funktion y in: 

z = yefX,dx 
immer zu erreichen. 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Aufl. 12 
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3. Besondere Formen von Differentialgleichungen. 

a) I ~ = cp (y) ·I 
Diese Gleichung ist nur für n = 1 und n = 2 durch Quadratur lösbar 
(für n = 1 vgl. S. 171, Beispiel d). 

Für n = 2 ergibt Multiplikation mit 2 ~ ~ und Integration: 

(~~r= 2j cp(y) dy + A 

und daraus (vgl. S. 171, Fall d) 

X = f l!2:[;(;;a,;-+ A + B . 

b1) Jede Gleichung der Form: 

I
' dn)l_ = F ( dn-ly) I 

dxn dxn-l 

ist durch Quadratur integrierbar. Man setzt: 

und erhält 

dn-ly 
dxn-1= z, 

dz 
di = F(z) 

j-;(:) = x+ C. 

Auflösung dieser Gleichung nach z ergibt das intermediäre Integral: 
dn-ly 

z = cp (x + C) = d xn-=T· 

Zur Lösung dieser Gleichung vgl. Fall 5, S. 176. 

b2) Zur Lösung der Gleichung von der Form 

setzt man: 

und erhält 

'!"_}' = F (dn-2 y) 
dx n d xn --2 

dn-2 y z=- -----
dxn-2 

d2 z 
dx• =F(z). 

Die Lösung hiervon ist nach a) (s.o.) 

x = f V 2 j' F ~; dz + A + B ' 
dn-2 y 

Die Auflösung nach z = f (x) = dxn- 2 ergibt durch Integration die 

endgültige Lösung (vgl. S. 176, Fall 5). 

c) Erniedrigung der Ordnung. Eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, in der eine der Veränderlichen nicht explizit auftritt, kann 
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durch Substitution in eine Differentialgleichung erster Ordnung ver
wandelt werden: 

1. I'P (y, ~. f}:-) =_oj Es fehlt x. 

dy d2 y dp 
Man setzt: d x = p und d x• = p d Y und betrachtet p als Funktion 

von y. Dann erhält man die Gleichung erster Ordnung: 

1p (y,p,p~~) = 0, 

dy f dy mit der Lösung p (y) = ([?:, daher x = p (Y) + A . 

2. I~(~,~~~-~·~)= o.l Es fehlt y. 

dy d2 y dp 
Setzt man --- = p und ---- = -- - und betrachtet p als Funktion 

dx dx2 dx 
von x, so erhält man die Gleichung erster Ordnung: 

1p(x,p,~~) = 0. 

d) Gleichdimensionale Differentialgleichungen (vgl. S. 167). Ist [bei 
Betrachtung von y (ebenso wie x) als Größe von der ersten Dimension] 
die Differentialgleichung gleichdimensional, so setzt man: 

wegen 
y = x z und x = e'1 ; 

d{} 

dx- x 

wird dann 

dd~ = _dd _{}z + Z, ~- _ (-~"__!__ + _dz) e-& 
h dx2 - d{}2 d{} · 

Bei Ausführung der Substitution zeigt sich, daß die neue unabhängige 
Variable {) nicht explizit in der Gleichung vorkommt. Die gleich
dimensionale Gleichung läßt also wie unter c) eine Erniedrigung der 
Ordnung zu. Dasselbe gilt, wenn die vorgelegte Differentialgleichung 
gleichdimensional ist bei Betrachtung von y als Größe der m-ten Dimen
sion. In diesem Fall setzt man 

~tlso 

und -- - + mz e(m-l)fi dy (dz ) 
dx- d{} ' 

d2 y { d 2 z ( ) d z ( ) } (m "I .? --- = - + 2m- 1 - + m m -1 z e -" usw. 
d x2 d 1'12 d {} 

12* 
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e) Exakte Differentialgleichungen. Eine exakte Differentialgleichung 
ist eine Gleichung von der Form 

_ (dny dn-1y dy ) 
F=/ dxn' dxn-1' "''dx'y,x =0, 

wenn F d x das exakte (vollständige) Differential einer Funktion U ist, 

wobei U eine Funktion von ~::~ bis y und x ist. U = const ist dann 

ein intermediäres Integral. Eventuellläßt sich F d x durch Multiplikation 
· · F k · dn-1y dy d k D'ff m1t emer un hon von d xn-=i> ... , (["X, y un x zum exa ten 1 eren-

tial machen. (Integrierender Faktor.) 

4. Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
a) Die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung zweiter 

Ordnung ist: 

I~·;.+ X1 ~~ + ~2Y ~v. I (1) 

wo die xl> x2, V Funktionen von X oder konstant sind. 

Ist y0 eine Lösung der zu (1) gehörigen homogenen Gleichung (V= 0), 
so lautet die vollständige Lösung der inhomogenen Gleichung ( 1) : 

_ C + C Jdx -.f'X,dx + Jdx{ -fx,dxj V fx,dxd } (2) Y - 1 Yo 2 Yo 2 e Yo 2 e Yo e X • 
Yo Yo 

b) Kann man für die homogene Gleichung keine Lösung erhalten, 
so kann man setzen: 

-tfx,dx 
y = v·e , (3 a) 

ferner 
I= X _ _!_ dX1- _!_X2 

2 2 dx 4 1 ' (3 b) 

Dann hat man statt der ursprünglichen Gleichung die Beziehung: 

d0 v 'f -+Iv= V·e• X,dx 
d x• ' (4) 

und sucht diese nach a) zu lösen. I heißt die Invariante der Koeffizienten 
der Differentialgleichung. 

c) Man kann sich demnach auf die Behandlung der Normalform 

(5) 

an Stelle der homogenen Gleichung zu ( 1) beschränken. Führt man 
die Gleichung 
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durch irgendeine Substitution y = zl (x) über in 

d2 z X' dz X' 
([X2 + 1 dX + 2 z = 0, (6) 

so hat, nachdem das Glied mit:; durch die Substitution z = w·e-t .f x;dx 

weggeschafft ist, diese Gleichung ebenfalls die Normalform 
d2 w 
dx2 +Iw=O, 

wo I dieselbe Funktion von Xv X2 ist, wie von X~ und X~ (daher ihre 
Bezeichnung als Invariante). Haben umgekehrt zwei Gleichungen (wie 
die für y, Xv x2 und Z, x~. x;) dieselbe Normalform, so können sie 
ineinander transformiert werden. 

Spezialfall: Ist I= IXXm, so ist eine Lösung: 

w = ,rx z 2 yoc x-2-( __ m+2) 
v _1_ m+2 m+2 

wo Z 1 eine Zylinderfunktion der Ordnung ~ ~ 2 bedeutet (s. S. 67f.). 
m+2 

Insbesondere ergibt sich für m = - 4 

w = A . cos V IX + B . sin v<X . 
X X 

d) Integration durch Änderung der unabhängigen Variablen. Führt 
man in der ursprünglichen Gleichung ein: 

z =je- .f x,dx dx, 

an Stelle von x, so verschwindet der Koeffizient des durch einfache 

Substitution von z auftretenden Gliedes mit -~ ~ , und man erhält die 
Gleichung: 

Setzt man 

I (z) = ( ~:2 ) 2 , 

so lautet die Differentialgleichung 
d2 y 
([.z2+f(z)y=O. 

Für I (z) = IX • zm vgl. obigen SpezialfalL 

e) Die Variation der Konstanten1• Ist y1 = 11 (x) eine Lösung der homo
genen Gleichung 

1 Spezialfall von 2 b) S. 176. 
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so ergibt sich als weitere Lösung 

Y - y j!:...!_e-.fx,tJx • G (7) 2-1 :vi , 

wo G eine beliebige Konstante ist. Die vollständige Lösung der homo
genen Gleichung wird dann 

y=~~+~~· ~ 
Um die Lösung der inhomogenen Gleichung zu finden, werden die 
Größen C1 und C2 jetzt nicht mehr als Konstanten, sondern als Funk
tionen von x betrachtet, die so zu bestimmen sind, daß die inhomogene 
Gleichung erfüllt wird. Diese Methode wird als "Variation der Kon
stanten" bezeichnet. 

Die Form der Lösung ist für die homogene und für die inhomogene 
Gleichung dieselbe. Der Unterschied liegt darin, daß die Konstanten, 
die in der Lösung der homogenen Gleichung auftreten, in der Lösung der 
inhomogenen Gleichung als Funktionen der unabhängigen Variablen 
erscheinen. 

Dabei hat man eine Relation zwischen C1 und C2 frei. 
Man fordert, daß 

ist und erhält aus 

Y = C1 Y1 + C2 Y2 = C1/1 (x) + C2/2(x) 
durch Differentiation 

d Y = C d Yt + C d Ya 
dx 1 dx 2 dx 

d2 y = C d1 :Y1 + C _!!_2_1'_2_ + dC1 dy1 + dC1 dy2 , 
dx2 1 dx• 2 dxl dx dx dx dx 

(9) 

dy d1 y Die Substitution dieser Werte von di und lfxs in die inhomogene 
Gleichung ergibt 

Daraus folgt 

C2 =E+ ~jVy1 e.fx,tJ"dx l' 
C1 =F- ~ j Vy2 e.fx,a"dx 

(10) 

wo E und F willkürliche Konstanten und G eine von der Wahl von y1 
und y2 abhängende Konstante ist (s. oben). 

Das vollständige Integral der inhomogenen Gleichung 
d1 y dy 
dx•- + Xl dx + X2 y =V 
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ist schließlich 
" < 

y = E /2 (x) +F/1 (x) + ~ J V(~) efx,(•Ja• [/2 (x) /1 (~) -/1 (x) / 2 (~)] d~, (11) 

wobei /1 und / 2 partikuläre Integrale der homogenen Gleichung sind. 
Der Faktor von V im Integral stellt die Einwirkung dar, die von 

der Stelle ~ auf die Stelle x ausgeübt wird. Man bezeichnet ihn als 
GREENsehe .Funktion (vgl. S. 177). 

Ein Spezialfall zu e) ist im Anhang, 8 behandelt. 

f) Integration durch Reihenentwicklung. Die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung sei, evtl. durch Entwicklung, auf die Form gebracht: 

-dxl (a0 + a1 x + a2 x2 + ... ) + dx (b0 + b1 x + ... ) (12) d1 y dy I 
+ y (c0 + c1 x + ... ) = d0 + d1 x + d2 x2 + ... 

Man macht jetzt den Ansatz: 

( 13) 

Die Aufgabe ist dann, die Koeffizienten oc; dieser Entwicklung zu be
stimmen. Durch Einsetzen des Ansatzes für y, sowie der daraus formal 
gebildeten Ableitungen: 

dy- 2 
ix:-oc1 +2oc2 x+3oc3 x + ... 

und 
d• y 
d x•- = 2 oc2 + 2 · 3 oc3 x + 3 · 4 oc4 x2 + ... 

in die Differentialgleichung findet man, da die resultierende Gleichung 
in x identisch erfüllt sein muß (Koeffizientenvergleichung), das folgende 
Gleichungssystem für die oc,: 

oc0 c0 + cx1 b0 + 2 cx2 a0 = d0 

oc0 c1 + cx1 (b1 + c0) + cx2 (2 a1 + 2 b0) + ota • 2 · 3 a0 = d1 usw. 

oder allgemein: 
CX) 

.Eoc;[i(i-1)an-i+2+ibn-i-l-1 +cn-i] =dn• (14) 
i=O 

Die Auflösung ist sukzessive möglich, wenn a0 =!= 0 ist. Jede Gleichung 
enthält eine Unbekannte ot; mehr als die vorhergehenden und liefert 
daher unmittelbar deren Wert, wenn alle cxk für k < i bekannt sind. 

Man sieht sofort, daß zwei oc beliebig angenommen werden können, 
z. B. oto und cx1 ; dann liefert die erste Gleichung oc2, die zweite ota usw. 
(vgl. S. 63). Um eine Lösung y0 der inhomogenen Gleichung zu finden, 
kann man z. B. ot0 = ot1 = 0 setzen. Sind alle d; = 0 und setzt man 
ot0 = 1, ~ = 0, so erhält man eine Lösung y1 der homogenen Gleichung, 
ebenso eine zweite Lösung y2 für d, = 0, cx0 = 0, cx1 = 1. 
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Die allgemeine Lösung ist dann y0 + A y1 + B y2 mit beliebigem 
A und B. 

Es bleibt natürlich zu untersuchen, ob die gefundene Entwicklung 
konvergiert. Eventuell wiederholt man das Verfahren, indem man in 
einem anderen Punkt entwickelt (Substitution: x' = x- x0). An singu
lären Stellen der Differentialgleichung macht man Lösungsansätze der 
Form: 

oder 

wo r passend zu wählen ist. 

Analog verfährt man bei Differentialgleichungen höherer Ordnung. 

Nach diesem Verfahren findet man z. B. folgende Lösungen praktisch 
wichtiger Differentialgleichungen (vgl. auch die Zusammenstellung von 
Eigenlösungen S. 200). 

1. GAusssche Differentialgleichung: 

d1 y dy 
x (1-x) dx• + [y- (oc + ß + 1) x] dx-cxßy = 0. 

Lösung: 

y = AF (oc, ß, y, x) + Bxl-r F (oc + 1-y, ß + 1-y, 2-y, x) 

F (oc, ß, y, x) bedeutet hierin die hypergeometrische Reihe: 

+~x+ ~-{1X+1)ß(ß+1) xz+ 1X{IX+1){1X+2)ß(ß+1){ß+2) xa+ 
1 1•y 1•2•y(y+1) 1•2·3·y(y+1)(y+2) ... 

A und B sind willkürliche Konstanten. 

2. LEGENDREsche Differentialgleichung: (n ist eine ganzzahlige 
Konstante) : 

Lösung: 

Pn bzw. Qn bedeuten Kugelfunktionen 1. bzw. 2. Art (s. S. 60f.). 

3. BESSELsche Differentialgleichung (n ist eine Konstante): 

d1 y dy 
x2 dx• +x dx +(x2-n2)y=O. 

Lösung: 

In bzw. Nn bedeuten Zylinderfunktionen 1. und 2. Art (s. S. 67f.) 
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5. Systeme von Differentialgleichungen (simultane 
Differentialgleichungen). 

185 

Sind die Gleichungen, nach den Differentialquotienten aufgelöst, 
von erster Ordnung, und kommt neben den n abhängigen Variablen y 
der n Gleichungen nur eine unabhängige Variable x vor, so hat das System 
die Form: 

~ ~ = /1 (x, Yv Y2• .. · • Yn) 

~ ~~ = /2 (x, Yt• Y2• .. ·, Yn) ( 1) 

dyn / ( dx = n X, Y1• Y2• · · · • Yn) 

Jedes System von n Differentialgleichungen mit n abhängigen 
Variabeln einer unabhängigen Variabeln kann auf diese Form gebracht 

werden. Kommt nämlich z. B. auch die 2. Ableitung vor, z. B. ~·:.1 , 

so führt man eine neue abhängige Variable Yn + 1 ein durch die weitere 

Gleichung dJ; = Yn + 1 und ersetzt d; ;: durch '!.~~-t__l_. Analog verfährt 
man beim Auftreten höherer Ableitungen. 

Die vollständigen Lösungen stellen ein System von 'n Gleichungen 
dar von der Form: 

f/J; (x, Yt• Y2• ... , Yn• Cv C2, ... , Cn) = 0 (i = 1, 2, ... , n) (2) 

wo die C; willkürliche Konstanten sind. Außerdem können singuläre 
Lösungen bestehen. 

Die Differentialgleichungen können auch in der Form geschrieben 
werden: 

dy2 X 1 
Tx-=x usw. 

(3) 

WO X, xl usw. Funktionen von X, Yt· Y2• ...• Yn sind, also 

~ = ~1 = i;- = ... = i: . (3 ') 

Ferner können die Lösungen auch in der Form geschrieben werden: 

Pt (x, Yt• Y2• · · ·, Yn) = Ct 
P2 (x, Yt• Y2• ... , Yn) = Ca usw., (4) 

wo die 'P; voneinander unabhängig sind ( d. h. ihre Funktionaldeterminante 
nicht verschwindet). 

Jede Funktion /I (P1, P 2, ••• Pn) ist, konstant gesetzt, gleichfalls 
eine Lösung, und es besteht dann die Gleichung: 

oll oll oll 
X-"-+X1 -d-+X2 -d-+ ... =O. (5) 

u X Y1 Ya 
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a) Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

Die Zahl der Gleichungen sei gleich der Zahl der abhängigen Variablen. 
Hat man nur zwei abhängige Variable x und y und eine unabhängige 

Variable t, so lautet das System in der symbolischen Schreibweise 
von S. 173: ft (D) X + f/JJ. (D) y = Tl l 

/ 2 (D) x + (/Jz(D) y = T 2 I 

T1 und T 2 sind Funktionen von t allein. 
Berechnet man nun A,_, Ä2, ••• , Äm als Wurzeln der Gleichung 

(/Jz(Ä) /1 (Ä) -qJl (Ä) /2(Ä) = 0, 

so ist die vollständige Lösung 

x = AI eA..t + Az eA•t + ... + Am eA.,.t + p (t) 
y = Bl eA•'- + Bz eA•t + ... + Bm eA,.t + Q (t) 

worin die A; willkürliche Konstanten sind. 
Die B; folgen aus den Relationen. 

A;/1 (Ä;) + B;qJ1 (Ä;) = 0. 

P (t) ist dabei ein partikuläres Integral der Gleichung 

1(/Jz(D) fdD) -qJ1 (D) / 2 (D)) x = qJ2 (D) T1 -qJ1 (D) Tz. 

Q (t) ist ein partikuläres Integral der Gleichung 

1(/Jz (D) /1 (D) -qJl (D) fz(D)) Y = /1 (D) Tz- fz(D) T1. 

Sind zwei Ä, z. B. A,. und Ä2, komplex und konjugiert, also 

Ä1 = a. + iß, Äz = a.-iß, 

so heißt der entsprechende Teil von x 

ea.t (L1 cosßt + Lz sinßt), 
und von y 

ea.t (M1 cosßt + M2 sinßt). 

(6) 

(7) 

(8) 

Die Relation zwischen den L und M findet man am besten durch Ein
setzen in die Differentialgleichung. 

Sind zwei Ä gleich, z. B. Ä1 und Äz, so heißt der entsprechende Teil 
von x 

der von y 
e"• 1 (A + A' t), 

e"•1 (B + B' t). 

Dabei gelten die Relationen: 

A' /dÄ) + B' qJt{Ä) = 0, 

A ft (Ä) + B (/11 (Ä) + AI _d ~ iÄ) 
Führt man entsprechend S. 185 neue Variable y; ein, so kommt man 

zu dem allgemeinen Fall: 
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b) System homogener linearer Differentialgleichungen erster Ordnung 1• 

dyl 
d X = Cn Yl + cl2 Y2 + ... + Cln Yn 

dyz 
dx~ = c21Yl + c22 Y2 + ... + C2n Yn (9) 

dyn 
d X = Cnl Y1 + Cn2Y2 + · • • + Cnn Yn 

Die c;k seien Konstanten. Man setzt y1 = a1 eAx, y2 = a2 ei.x usw. 
Dann erhält man Ä. als Wurzel der Gleichung 

L (Ä.} = 

Cn -Ä., C12 · · · cl,. 

C21• C22-Ä.. · · c2,. 

Ihre n Wurzeln seien Äv Ä.2, ... , Ä.n. Dann wird 

=0. 

Yl = hl an ei., x + h2 al2 ei.•" + ... + hn al n ei."" l 
Y2 = ht a21 ei.," + h2 a22 ei.•" + · · · + hn a2n ei."" 
•••••• 0. 0 ••••••••• 0 ••• 0 •••••••••••••• 0 0. 

Yn = ht anl ei.,x + h2an2 e;.•" + ... + hnann e;."" 

(10} 

(11) 

wo die h willkürliche Konstanten sind. Die a; k sind die Lösungen des 
Gleichungssystems: 

(c11 -Ä.k} alk + c12 a2 k + ... + clnank 

C21 au + (c22-Ä.k} a2k + · · · + C2n ank 

=0 
=0 (12) 

Die Lösung ist nur dann vollständig, d. h. man erhält n linear unabhängige 
Systeme von Funktionen nur dann, wenn alle Ä.i verschieden sind. Treten 
m-fache Wurzeln auf, so erhält man die noch fehlenden Lösungen durch 
den Ansatz: 

6. Totale Differentialgleichungen (PFAFFsche Gleichungen). 
Eine totale Differentialgleichung in drei Veränderlichen, homogen 

und linear in den Differentialen, hat die Form 

I_Pdx+Qdy+Rdz=O I ( 1) 

1 In tensorieller Schreibweise lautet (9) : ~~ = SI: t) und der Lösungsvektor 

t) = tj0 • eAx, wobei l aus dem Eigenwertproblem SI: t) = l· t) bestimmt wird. Das 
ist der Sinn der Gleichungen (10). 
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worin P, Q, R Funktionen von x, y, z sind. Durch diese Gleichung 
wird jedem Punkte des Raumes ein Flächenelement zugeordnet!. 

a) Die Beziehung 

K=P(~~ -~:)+Q(~:-~~)+R(~: -!~)=o, (2) 

die sog. "I ntegrabilitätsbedingung", ist notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Existenz einer Lösung von der Form 

(/J (x, y, z) = C. (3) 

Geometrisch bedeutet die Lösung eine Flächenschar. Eine Gleichung, 
die die Integrabilitätsbedingung erfüllt, heißt auch eine "eigentliche" 
totale Differentialgleichung. 

b) Ist K + 0, so bildet man eine willkürliche Beziehung 

und ihr Differential 
'P (x, y, z) = 0 

otp otp otp 
-a;dx + aydy + azdZ = 0. 

Bestimmt man aus diesen zwei Gleichungen z und dz als Funktion 
von x, y, dx, dy und setzt man die Werte für z und dz in die totale 
Differentialgleichung ein, so erhält man aus ihr eine Gleichung der Form 

Mdx+Ndy=O, (4} 

wo M und N Funktionen von x und y sind. Das Integral dieser 
Gleichung sei 

q; (x, y) = C. 

Dann besteht die Lösung der ursprünglichen Gleichung aus den beiden 
simultanen Gleichungen 

'P (x, y, z) = 0 ) 

q; (x, y) = C J 
(5) 

Die Lösung bedeutet also gewisse Kurvenscharen auf beliebigen Flächen. 
Derartige Gleichungen, für die K + 0 ist, heißen auch "uneigentliche" 
totale Differentialgleichungen. 

c) Im Falle K = 0 wird die Lösung (/J (x, y, z) = const folgender
maßen gefunden. Man bildet die Hilfsgleichung 

Pdx+Qdy=O 

mit z als Konstante und sucht ihr Integral u (x, y, z) = u = const, also 
ou ou 
O X d X+ O y dy = 0; 

dann bestimmt sich ein "integrierender" Faktor A. durch 
1 ou 1 ou 

A.= Pax=Q'oy' 

1 Faßt man P, Q, R zu einem Vektor ffl zusammen, so heißt die Differentialglei
chung (ffl· dt) = 0; die lntegrabilitätsbedingung nimmt die Form an: (ffl· rot !R) = 0. 
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welcher die Gleichung 

;. (Pdx + Qdy + Rdz) = 0 
auf die Form bringt: 

du+ 5dz= 0, 
wonn 

}.R-~;=5 
bedeutet. Führt man schließlich in 5 statt x, y, z die Variablen x, u, z 
mit Hilfe von u (x, y, z) = u ein 

5(~ ~~=5(~u,~, 

so wird in dieser neuen Form 5 von x unabhängig. Das vollständige 
Integral 1p (u, z) = const der Gleichung 

du+ 5 dz = 0 

gibt dann eine vollständige Lösung der ursprünglichen Differential
gleichung, wenn man in 1p (u, z) noch u durch u (x, y, z) ersetzt: 

1p (u, z) = f/J (x, y, z) = const. 

Statt des oben bestimmten Wertes;. ist auch;.· F (W) ein integrierender 
Faktor, wo F eine willkürliche Funktion der Lösung ([J bedeutet. Die 
Integrabilität, d. h. die Existenz eines integrierenden Faktors hat die 
geometrische Bedeutung, daß, wenn man x, y, z als Koordinaten im 
Raum auffaßt, man von einem gegebenen Punkt aus, längs solcher 
Kurvenstücke, die Lösung der Differentialgleichung sind, nicht jeden 
Punkt seiner Umgebung erreichen kann. 

Für mehr als drei Variabeln gelten analoge Aussagen im Mehr
dimensionalen; für nur zwei Variabeln existiert immer ein integrierender 
Faktor. 

C. Partielle Differentialgleichungen. 
Im folgenden sind stets u, v abhängige, x, y unabhängige Veränder

liche. Ferner ist 
ou ou 

p = 0 X = Ux' q = 0 y = Uy 

S = Uxy t = Uyy. 

I. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 
a) In den Ableitungen lineare Gleichungen. 

Im Falle zweier unabhängiger Variablen lautet die Gleichung 

P (x, y, u) p + Q (x, y, u) q = R (x, y, u). (1) 

Man bildet das System gewöhnlicher Differentialgleichungen (vgl. S. 185) 

(2) 
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("charakteristisches System"), für das man zwei voneinander unab
hängige Integrale 

cp (x, y, u) = a und 1p (x, y, u) = b (3) 

bestimmt. Dann ist 

I (cp, 1p) = 0 (I = beliebige Funktion) 

eine Lösung der Differentialgleichung, die alle Lösungen mit Ausnahme 
der singulären enthält. 

Das Verfahren läßt sich auf mehr als zwei unabhängige Variable 
übertragen. 

b) Wichtige besondere Fälle. 

1. Fall: 1p (p, q) = 0 oder q =I (p). 

Die Variablen treten nicht explizit auf. 
Das vollständige Integral ist 

also 
u=ax+by+c, wo 1p(a,b)=O oder 

u=ax+yl(a)+c. 

2. Fall: X (u, p, q) = 0. 

b =I (a) 

Die unabhängigen Variablen treten nicht explizit auf. 
Man setzt u = u (x + ay) = u (~). Es wird dann 

du 8~ du 
P=d~8x=d~' 

du 8~ du 
q = d~ öy = a d~' 

das führt auf X ( u, ~-~, a:;) = 0, also auf eine gewöhnliche Differential

gleichung. Es wird 
du 
d~ = cp (u, a), 

also 

x + ay + b = J q.> tu: a) = F (u, a). 

3. Fall: cp (x, p) = 1p (y, q). (Separation der Variabeln.) 
Man setzt beide Seiten gleich einer Konstanten a und erhält 

P = fA (x, a), q = {}2 (y, a). 

Die Integrale dieser beiden Gleichungen 

u = 11 (x, a) +einer von x unabhängigen Größe 

u = 12 (y, a) +einer von y unabhängigen Größe 

sind enthalten in 

u = 11 (x, a) + 12 (y, a) + b, 

der vollständigen Lösung der ursprünglichen Gleichung. 

4. Fall: u = px + qy + cp (p, q). 

Die vollständige Lösung dieser Gleichung ist 

u = ax + by + cp (a, b). 
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2. Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
die in den 2. Ableitungen linear sind. 

a) Normalform der Gleichung mit zwei unabhängigen Veränderlichen. 

Es sei die reelle Differentialgleichung vorgelegt 

R (x, y) r + 2 S (x, y) s + T (x, y) t = V (x, y, p, q, u). ( 1) 

Je nachdem, ob an einer Stelle x, y die Determinante 

_IR SI 
L1 - I s T I > 0, = 0, < 0 (2) 

ist, heißt die Differentialgleichung dort von elliptischem bzw. parabo
lischem bzw. hyperbolischem Typ. 

Die gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 

( dy )" dy R Tx -2Sa:x+T=O, (3) 

die sich in zwei lineare Differentialgleichungen aufspalten läßt, hat 
zwei einparametrige Kurvenscharen in der x, y-Ebene zur Lösung: 

/ 1 (x, y) = a 
/ 2 (x, y) = b. (4) 

Für L1 < 0 sind diese Kurven reell ("Charakteristiken"), für L1 > 0 
komplex. Für L1 = 0 fallen beide Scharen zusammen. 

Führt man die Parameter a und b als neue Variable ein, so geht (1) 
über in 

(5) 

Diese Gleichung ist reell im hyperbolischen Fall (1. Normalform). Sie 
kann durch die Substitution 

a=;+'IJ, b=;-'1] 

übergeffi'hrt werden in die ebenfalls für L1 < 0 reelle (2. Normalform;: 

UH-U'1'1=F(;,1],U,U;,U,1). (6) 

Im elliptischen Falle (Ll > 0) erhält man aus (5) durch die Substitution 

a=;+i'IJ, b=;-i'l] 
die reelle Normalform 

u$$ + u'1'1 = F (;, 1], u, U;, uTJ). (7) 

Im parabolischen Falle (Ll = 0) wird endlich a-b. Man setzt 

a = b = ;, 'I]= beliebige Funktion von x, y. 

Dann wird die Normalform 

u$; = F (;, '17· u, u<, uTJ). (8) 
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b) Methode der Separation der Variablen. 

Zur Zurückführung linearer homogener partieller Differential
gleichungen in zwei oder mehr unabhängigen Variablen (xv x2, ••• , x,.) 
auf gewöhnliche Differentialgleichungen erweist sich oft der Ansatz als 
geeignet 

( 1) 

In vielen Fällen ist es auch erforderlich, von den Variablen X; zunächst 
zu einem anderen Variablensystem x; = x; (xv x2, ••• , x .. ) überzugehen, 
und in diesen Variablen den Ansatz (1) zu versuchen. Durch lineare 
Kombination der Partikularlösungen der Form (1) findet man dann die 
vollständige Lösung. 

Dies Verfahren führt zum Ziele, wenn es möglich ist, die Differential
gleichung durch Einsetzen von (1) auf die Form zu bringen (z. B. durch 
Division mit / 2 / 3 ••• /,.): 

(/J ( dfl d•tl) (/) ( df. ) 
1 Xv dxl' dx[ + 2 x2, Xa, .. . , x .. , dx.' ... = 0, (2) 

d. h. auf eine solche, daß die Gleichung in zwei Summanden zerfällt, 
von denen der eine (/J1 die eine unabhängige Variable, z. B. Xv allein 
enthält, während im anderen x1 nicht vorkommt. Da diese Gleichung 
für beliebige Werte von x1 gelten soll, muß (/)1 gleich einer Konstanten sein. 

Wir setzen daher (/J1 = const =- (/J2. Die erste Gleichung ist eine 
gewöhnliche Differentialgleichung, die zweite sucht man analog wie die 
ursprüngliche weiter zu zerlegen. 

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung (vgl. unten 8, b) 

82 u 1 8u 1 82 u 82 u 
0(! 2 + (!' 0(! + e•otp2 + oz• +A.2 u = 0 · 

Wir setzen u = P (e) (/J (rp) Z (z) und setzen ein: 

P" · (/J • Z + P' · (/J • Z + !___ (/J" • P · Z + P (/J Z" + A. 2 P (/) Z = 0 
e e• 

oder 
P" P' 1 t:P" Z'' -- +- + --+- +A.2 =0. P eP e• t:P z 

Es wird also : 
Z" Z = -k2, Z = e±ikz 

t:P" 
q) = _ m2, (/J = e± imq; 

P" P' m 2 

-p+ eP--ez-k2+A.2=0, P=Zm(e-y'12-k2) (vgl. S.67), 

also 
u = e±i(h±mq;) Zm (e -y' A,2-k2), 

wo k und m beliebige Konstanten sind. 
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Weitere partikuläre Lösungen sind auch Ausdrücke der Form: 

ou ou J 
ok' om' U1p (k) dk USW. 
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Mit Hilfe dieser Methode findet man z. B. Lösungen von folgenden 
Differentialgleichungen: 

1. Grundgleichung der Funktionentheorie (LAPLACEsche Gleichung) : 

I LIV = 0 in der Ebene 1.1 
o• v o• v 

a) x1 = x, x2 = y; LI V= ox• + 8y2 = 0. 

Partikuläre Lösung: V k = e± k (x ± i Y) 

V0 = (a1 x + a2) (b1 y + b2) 

bzw. V= fdx + iy) + /2 (x-iy). 

Partikuläre Lösung: V k = e± k ei k rp 

V0 = a1 + a2 1ne. 

2. Grundgleichung der Potentialtheorie: 

LLI_v =~- it!Z -~a~~ej 
a) x1 = x, x 2 = y, x3 = z; 

Partikuläre Lösung: Vkzm = e(kx+ly+mzl, wo k2 + 12 + m2 = o. 
o•v 1 ov 1 o•v o•v 

b) xl = e' x2 = cp' Xa = z; LI V = 0 e• + Q a e + e• 0 tp• + 8Z2 = 0. 

Partikuläre Lösung 2 : Vkm = e±i(kz±mrplzm (ike) 

Vom= (alz + a2) em e±imrp 

Vko = e± ikz (b1 cp + b2) Z0 (ik e) 

V 00 = (a1 z + a2) (b1 cp + b2) (c1 + c2 1n (!). 

c) x1 = r, x2 = cp, x3 = {}; 

2Liv-~( 2 oV)+ 1 ·o(.{}ov)+ 1 a•v 
r - or r or sinD tT& sm B{} sin•{} otp• = 0 • 

----

1 Die inhomogene Gleichung LI V= a wird gelöst durch V= vl + v •. WO 

. a a ar• 
LI V1 = o, LI V2 = a bet z. B. V2 = - x• oder - y• oder -. 

2 2 4 
1 Zm bedeutet eine Zylinderfunktion m-ter Ordnung (vgl. S. 67). 
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194 Differentialgleichungen. 

Partikuläre Lösung 1, 2: 

V,. =(a1 r"+a2 r-(n+ll)Y,.(ß,q;) 

bzw. V nk = (a1 r" + a2 r- (n +ll) e± ik<p P,. k (cosß). 

3. Gleichung eindimensionaler Diffusions- und Wärmeleitvorgänge 
(y =Zeit): 

I 
azv = a~_!' I 
ox2 oy 

k' 
V ±ikx--y 

k = e a 

V0 =a1 x+a2 • 

4. Eindimensionale Wellengleichung (y =Zeit, 1/a = Fortpflanzungs
geschwindigkeit): 

l a~v asvl 8Xi = a2 -ays (vgl. 1 a). 

Vk=e±k(x±ay) bzw. V=/1 (x+ay)+/2 (x-ay) 

V0 = (a1 x + a2) (b1 y + b2). 

5. Gleichung der eindimensionalen gedämpften Welle: 

l
o1 V av o1 V I 
8Xi + a &X·= b2 8?, 

6. Gleichung der Wärmeleitung in drei Dimensionen: 

la•v (JI V (JI V 8 V I r· 

1
- +-+--a--· V -e+(ot'+P"+Y')t±(otx±ßr±Y•)}a ox• ßyl ßzl- ot. ot,ß,y- • 

7. Gleichung stehender Wellen (Schwingungsgleichung) in der Ebene: 

\L1V+.I.2 V=O.I 
a• v a• v 

L1 V+ .1.2 V- ~-+-+ .1.2 V- o - ox• oy1 - . 

V _ ± .. v k'-"''"' +ir v k'+ (1-<X'l ;.• 
k"'- e 

1 Yn bedeutet eine Kugelfunktion n-ter Ordnung (vgl. S. 64). 
2 Pn k bedeutet eine zugeordnete Kugelfunktion (vgl. S. 67). 
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Vo"' = e±iyO<X+ iÄy }11-0t1 (bzw. = e±i(mx+ ny), wo m2 + n2 = Ä_2) 

V _ ±kx+iyJ'k'+Ä' ko- e 
Voo = (al x + a2) eiÄy. 

b) x1 = f!, x2 = cp 

vk = eiktp zk (Äe) 

V0 = (a1 cp + a2)Z0 (Äe). 

8. Schwingungsgleichung im Raume: 

a) x1 = x, x2 = y, x3 = z; 
Vzm = ei(kx+ zr+m•l, wo Ä.2 = k2 + l2 + m2. 

b) X1 =f!, X2 =cp, X3 =z; 

V km= e± i(kz+mtp) zm (e V Ä_2.:::_:_k2). 

c) x1 =r, x2 =cp, x3 ={}; 
1 

Vn = yr Zn+ t (Ä.r) Yn ({}, cp) (vgl. 2). 

D. Lineare Probleme 1• 

I. Allgemeines. 
a) Homogene und inhomogene Probleme. 

Ist L ( .. ) ein linearer Differentialoperator, so möge die vorgelegte 
Gleichung lauten 

L(u)+Äeu=V(xvx2, ••• ,xn), ( 1) 

wo Ä ein Parameter ist und e und V vorgegebene Funktionen sind. 
Die Randbedingungen heißen homogen, wenn für V = 0 das zu

gehörige Problem homogen ist (vgl. S. 170). In allen anderen Fällen 
heißen sie inhomogen. Ein inhomogenes Problem liegt also vor, 1. wenn 
V = 0 und die Randbedingungen inhomogen sind, 2. wenn V nicht 
verschwindet und die Randbedingungen beliebig (homogen oder in
homogen) sind. Die inhomogenen Probleme der verschiedenen Typen 
lassen sich oft ineinander überführen. 

Besonders wichtige Typen homogener Randbedingungen sind solche, 
bei denen gefordert wird, daß u = 0 (u bedeutet: u am Rande des Grund
gebietes), oder daß .erste oder höhere Ableitungen von u auf dem Rande 

1 Vgl. Vorbemerkung zu C, S. 189. 
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196 Differentialgleichungen. 

verschwinden, oder daß Linearkombinationen von u und seinen Ab
leitungen auf dem Rande verschwinden. 

Die wichtigsten inhomogenen Fälle liegen vor, wenn solche Aus
drücke als Funktionen /; des Ortes auf dem Rande vorgegeben sind. 

Jedem inhomogenen Problem kann eindeutig ein homogenes Problem 
zugeordnet werden, nämlich V = 0, /; = 0. 

b) Alternativsatz 

(vgl. S. 80f., lineare Gleichungen und S. 209, Integralgleichungen). 
Ein inhomogenes Problem besitzt entweder eine und nur eine Lösung, 

wenn das zugehörige homogene Problem nur die triviale Lösung u = 0 
hat. Oder aber das homogene Problem besitzt eine oder mehrere nicht
triviale Lösungen (Eigenlösungen), dann ist das inhomogene nur bedingt 
lösbar. Im Falle einer inhomogenen Gleichung mit homogenen Rand
bedingungen ist die Lösbarkeitsbedingung 

j.. jV(x1, X 2, ••• Xn) U; (x1, x2, ••• Xn) dx1 dx2 ••• dxn= 0, i = 1, 2, ... , r, (2) 
(G) 

wobei U; (i = 1, 2, ... r) alle Lösungen der homogenen Gleichung für die 
gleichen Randbedingungen bedeutet. Solche Eigenlösungen existieren 
i. a. nur für bestimmte Werte von A. (Eigenwerte A. = A.n mit n = 1, 2, 3 ... ). 
Die Bestimmung der Lösung des homogenen Problems ist daher un
zertrennlich mit dem Aufsuchen der Eigenwerte verknüpft. 

c) Allgemeine Methodik. 

Um die Behandlung eines Problems vorzubereiten, ist oft eine ge
eignete Transformation der unabhängigen Variablen (Koordinatenwahl) 
erforderlich. Allgemeine Regeln hierfür lassen sich nicht angeben. Zum 
Ziele führen häufig die beiden Gesichtspunkte: 

1. Die Differentialgleichung separierbar zu machen. 

2. Auf dem Rande des Grundgebietes eine unabhängige Variable 
konstant werden zu lassen, d. h. den Rand als Koordinatenfläche zu 
wählen. 

d) GREENsehe Formel. 
Es sei 

L(u) = A Uzx + 2Buxy + Cuyy +Du"+ Euy +Fu (3) 

ein linearer Differentialausdruck, dessen Koeffizienten gegebene Funk
tionen von x, y seien. Der adjungierte Ausdruck lautet: 

M(v) = (Av)xx+ 2(Bv)x:r+ (Cv)yy-(Dv)x-(Ev)y+Fv. (4) 

Ferner sei ein Grundgebiet Gin der x, y-Ebene gegeben mit der Rand
kurve F, s sei die Bogenlänge auf F, n die Normale auf F nach innen. 
Wir definieren eine Richtung n' ("Konormale") durch 
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A cos (n, x) + B cos (n, y) = P cos (n', x) 
B cos (n, x) + C cos (n, y) =P cos (n', y) 

woraus man P bestimmt mit Hilfe von 

cos2 (n', x) + cos2 (n', y) = 1. 
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(5} 

Ferner definieren wir auf dem Rande F die "adfungierte Funktion": 

Q = (A .. + By-D) cos(n, x) + (B .. + Cy-E) cos(n, y), (6) 

die für seihstadjungierte Differentialausdrücke verschwindet. Dann gilt 
die GREENsehe Formel: 

j jfvL(u)-uM(v)jdxdy=j{P(u::,-v;;) +Quv}ds. (7) 
G r 

Die Formel läßt sich leicht auf mehr als zwei unabhängige Variable 
verallgemeinern. An Stelle der Gleichungen (1) bis (5} treten dann 
die folgenden: 

L (u) = ~.2: A;k u .. i .. k + ~ B; u .. , + Fu (A;k = Aki) (3') 
i k i 

M(v) = ~~ (A;kv) .. ,xk -~ (B;v)x, + Fv. 
i k i 

~ A;kcos(n, xk) = Pcos(n', x;) 
k 

j ~.j{vL(u) -uM(v)j dx1 dx2 .•• dxn = l 
= J. 0 J { p ( u : ;, -V;:, ) + Q u V} d s I 

r 

(4') 

(5') 

(6'} 

(7'} 

(d S = Oberflächenelement der Begrenzung F des Grundgebietes G). 

2. Homogene Probleme zweiter Ordnung. 

a) Eipdimensionaler Fall. 

Es sei die Differentialgleichung vorgelegt 

L(u)+A.u=O. ( 1) 

Ist L(u) ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung, so kann man 
ihn stets seihstadjungiert machen (vgl. S. 174). Die Gleichung nimmt 
dann die etwas allgemeinere Gestalt an: 

L(u} + A. e (x} u = o, L(u) = (Pu')'- Qu. (2) 
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Ein zu (2) gehöriges homogenes Problem mit endlichem Grundgebiet G 
und in G und auf dem Rande von G regulären Koeffizientenfunktionen 
besitzt stets eine abzählbar unendliche Menge diskreter Eigenwerte 
~. Ä2, ••• mit Eigenfunktionen u1, u2, ••• , die ein voUständiges Orthogonal
system bilden, das wir stets als auf 1 normiert annehmen können: 

feu;ukdx= lJ,k· (3) 

Daher läßt sich jede den Randbedingungen des Problems genügende 
Funktion nach den Eigenfunktionen entwickeln (vgl. S. 23). 

Das Problem heißt ein STURM-LIOUVILLEsches, wenn außer den bisher 
gemachten Voraussetzungen folgende Randbedingungen befriedigt werden 
sollen ( Grundgebiet a S: x S: b): 

1. u(a) = 0 und u(b) = 0, oder 

2. u' (a) = 0 und u' (b) == 0, oder 

3· oc.·u(a)=u'(a) und -ß·u(b)=u'(b) (oc.>O, ß>O). 

Hierbei sollen auch P und e positiv sein im Grundgebiet. Bei den so 
formulierten Problemen sind alle Eigenwerte einfach (nichtentartet) 
und positiv. 

Wird das Grundgebiet unendlich groß oder haben die Koeffizienten 
der Differentialgleichung auf dem Rande des Grundgebietes Singulari
täten, so können außer diskreten ( Punktspektren) auch kontinuierliche 
Verteilungen der Eigenwerte ( Streckenspektren) auftreten (z. B. bei 
dem ScHRÖDINGERschen Problem, Anhang, 13 u. 14). 

Zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen empfiehlt 
sich oft die folgende Methode. Man setzt an 

u = q;(x)F(x), (4) 

wobei man die Funktion q; (x) so zu bestimmen sucht, daß F(x) ein 
Polynom oder eine ganze Transzendente (für n-->- oo) 

F(x) = 1 + oc.1 x + oc.2 x2 + ... + oc.,. x" (5) 

mit konstanten oc.; wird (Polynommethode). Die Funktion q;(x) muß 
also insbesondere das Verhalten von u in der Umgebung seiner Singu
laritäten richtig wiedergeben. Verschwinden von u für x = ± oo erreicht 
man oft durch geeignete Exponentialfaktoren. Einsetzen von (4) in (1) 
gibt eine Differentialgleichung für F(x), in die man dann mit dem 
Ansatz (5) eingeht. Erhält man auf diese Weise eine zweigliedrige 
Rekursionsformel für die oc.;, so führt das Verfahren unmittelbar zum 
Ziele. Man erhält ein Polynom n-ten Grades durch die Forderung 
oc.n+ 1 = 0; diese Forderung dient (für jeden Wert von n) als Bestimmungs
gleichung für den betreffenden Eigenwert Ä = Än· Erhält man eine 
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mehrgliedrige Rekursion, so hat man im Falle eines Polynoms n-ten 
Grades ein lineares Gleichungssystem mit den nUnbekannten rt.; auf
zulösen. 

Beispiel: 
u" + (1-x2) u +Äu = 0. (6) 

Randbedingungen: u = 0 für x = ± oo • 
Die Randbedingungen legen den Ansatz nahe 

<p(x) = e-fJ"•. 

Er erfüllt asymptotisch für große I x I die Differentialgleichung, wenn 
ß = 1/2 gewählt wird. Damit wird 

F"- 2 x F' + Ä F = 0. 

Hierin den Ausdruck (5) eingesetzt, ergibt als Faktor von jedem xi: 

(i+2)(i+1)rt.;+ 2-2irt.;+Ärt.;=O (i=0,1,2 ... n) 
oder 

2i-Ä 
oti+2 = rt.; (i+ 1) (i +2)' (7) 

Aus Otn+2 = 0 folgt 2n = A,. für denn-tenEigenwert mit n = 0, 1, 2, ... 
Die Eigenfunktionen können aus (7) abgelesen werden. Es sind die 
HERMITEschen Orthogonalfunktionen (vgl. S. 59) 

"' Un=e--2-H,.(x). 

b) Mehrdimensionaler Fall. 

Die Gleichung (1) kann auch dann noch stets in seihstadjungierte 
Form gebracht werden, wenn 

L(u) =.I .I A;"u"'"k +.I Biu"; +Cu 
i " i 

mit zweimal differenzierbaren Koeffizientenfunktionen A;k, B;, C. Die 
Gleichung besitzt dann die Form 

L(u) + A(>U = 0 
niit 

Die Eigenfunktionen bilden ebenfalls ein vollständiges Orthogonal
system: 
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Randwertprobleme elliptischer Gleichungen. 

3. Randwertprobleme elliptischer Gleichungen. 
a) Inhomogene Gleichung mit homogenen Randbedingungen. 

L (u) +). e u = V. 

201 

Man bestimme zunächst die Eigenfunktionen u1 und Eigenwerte A1 des 
homogenen Problems V = 0 mit denselben Randbedingungen. Sie bilden 
ein vollständiges Orthogonalsystem, wenn der Ausdruck L (u) seihst
adjungiert ist. Man setzt die Lösung der inhomogenen Gleichung als 
Reihenentwicklung nach diesem Orthogonalsystem an: 

U == ~ CtUt, 
I 

und bestimmt die Koeffizienten c1• Dies kann z. B. geschehen, indem 
man Vfe auch nach dem Orthogonalsystem ( u1 ) entwickelt: 

V=~k1 e·u1 , k1 =JVu1dx1 dx2 ••• dxn. 
I 

Dann gilt wegen 

die Beziehung 
kt 

Cz =I-;.[· 

Das Verfahren versagt, wenn ). ein Eigenwert ist; vgl. hierzu Alter
nativsatz (S. 196). 

b) Homogene Gleichung mit inhomogenen Randbedingungen. Man 
unterscheidet folgende Standardaufgaben: 

1. Randwertaufgabe: Auf dem Rande des Gebietes sei u = u = I 
eine vorgegebene Funktion. 

2. Randwertaufgabe: Es sei~:-= I auf dem Rande vorgegeben. 

3. Randwertaufgabe: Die Linearkombination rxii + ß ~: = 1 sei auf 
dem Rande vorgegeben. 

Methode der GREENsehen Funktion. Zur Lösung der 1. Randwert
aufgabe für die Gleichung 

L (u) +Au = Uxx + Uy y + a Ux + b Uy + (c + A) u = 0 

benutzen wir die GREENsehe Formel (S. 196). Für v wählen wir eine 
"GREENsche Funktion", die durch folgende Eigenschaft definiert ist: 
Sie besitzt an der Stelle x = ~' y = 1] im Innern des Gebiets eine 
logarithmische Singularität, und zwar wird dort 

v (x, y, ~' 17) = -ln V (x- ~) 2 + (y-1]) 2 +reguläre Glieder. 
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Sie genügt an jeder anderen Stelle der Differentialgleichung M (v) = 0. 
Sie genügt schließlich der homogenen Randbedingung v = 0. Eine solche 
Funktion existiert stets (HILBERT). Die Lösung lautet dann: 

2nu(e. rJ) = f ds ( u-~~~). 
Das Verfahren läßt sich auch auf mehr als zwei unabhängige Variable 
verallgemeinern. Statt der logarithmischen Singularität besitzt die 
GREENsehe Funktion dann einen Pol (n- 2)-ter Ordnung (n > 2) an 
der Stelle (e1 • e2 •••• , en)· 

Reduktion auf Integralgleichungen. Wir erläutern die Methode an 
der Potentialgleichung 

Llu=Uxx+Uyy+Uzz=O. (1) 

Es sei F eine geschlossene, einfach zusammenhängende Fläche. "Auf
punkt" P heißt der Punkt, in welchem u gesucht ist; Q (" Quellpunkt") 
sei ein Punkt auf F. Oberflächenelement von F in Q: dFQ, Nähert 
sich P dem Punkte Q von außen, so geht u- (uQ)a, von innen, so geht 
u- (uQ);. 

Lautet die Randbedingung 

oc(uQ)i + ß(uQ)a = f(Q) (1. Randwertaufgabe), (2) 

so verteilen wir eine Doppelbelegung vom Momente t-t(Q) (vgl. S. 121) 
auf F, d. h. wir setzen an: 

u (P) = J. ß ~ (·· 1 -) • ft (Q) dFQ. 
onQ "PQ 

F 

Legen wir speziell P - Q' auf F, so wird (3) 

u (Q') = (UQ·);- 2 nt-t (Q') = (uQ')a + 2nt-t (Q'), (4) 

so daß entsteht 

f(Q') = 2n(oc-ß)t-t(Q') + (ot + ß)j~- (-1-)t-t(Q) dFo. (5) 
u nQ "QQ' 

F 

Das ist eine Integralgleichung 2. Art für das Moment ft ( Q) : 

2 :(~Q2ß) =g(Q') =t-t(Q')-).jK(Q', Q)ft(Q)dFQ 

mit dem unsymmetrischen Kern 

1 8 ( 1 ' K(Q', Q) = ---- -) 
2 n onQ "QQ' 

F 

und ;,-_a.+ß 
- a.-ß' (6) 

). = - 1 (ß = 0) ist kein Eigenwert; d. h. im Innenraum hat die 1. Rand
wertaufgabe stets eine eindeutige Lösung. ). = + 1 (ot = 0) ist Eigen
wert des Kerns; eine Lösung im Außenraum besteht daher nur unter 
einschränkenden Bedingungen. 
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Analog erhält man bei der Randbedingung 

oc(ouQ) .+ ß (~) = f(Q) on ~ on a 
(2. Randwertaufgabe) 

mit dem Lösungsansatz 

u (P) =/-1 - (! (Q) dF0 
"PQ 

F 

(einfache Belegung der Fläche F) die Integralgleichung 
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(7) 

(8) 

f (Q') =- 2n (oc- ß) (! (Q') + (oc + ß)j-"8- (-1-)e (Q) dF0 (9) 
vn0 rQQ' 

oder 

wobei 

F 

- i~~~Q}ß) = g (Q') = (! (Q') -.I. J K (Q, Q') (! (Q) dFo' 

}.-rx.+ß 
- rx.-ß 

F 

(10} 

und K derselbe Kern wie in (6) ist mit vertauschten Argumenten. Auch 
hier ist }. = - 1 (oc = 0) kein Eigenwert, d. h. im Außenraum hat die 
2. Randwertaufgabe stets eine Lösung; }. = + 1 (ß = 0) ist Eigenwert, 
also besteht im Innenraum nur unter einschränkenden Bedingungen 
eine Lösung (j f(Q) dF0 = 0). 

F 

Die 3. Randwertaufgabe läßt sich mit Hilfe einer Linearkombination 
der Ansätze (3) und (8) behandeln. 

Für die zweidimensionale LAPLACEsche Gleichung 

LI U = Uxx + Uyy = 0 
1 

gilt das entsprechende, nur hat man in (3) und (8) statt--- (NEWTON-
r 

sches Potential) ln r (logarithmisches Potential) einzuführen, und den 

Faktor 2 n überall durch n zu ersetzen. Der Ausdruck 8~0 (ln rp0) ds0 
(wobei s die Bogenlänge auf der Randkurve ist) kann geometrisch ge
deutet werden als der Gesichtswinkel, unter dem ds vonPaus gesehen 
erscheint. 

Zwei wichtige Spezialfälle (PoxssoNsche Integralformeln) : 

I. LI u = 0 in der Ebene; auf dem Kreis r = R soll u (R, cp) = F (cp) 
werden. Lösung: 

_" 
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2. LI u = 0 im Raume; auf der Kugel r = R soll u (R, q;, D) = F (q;, D) 
werden. Lösung: 

wobei 
cos y = cos e cos D + sin e sinD cos (f/J- q;) 

ist. 

4. Anfangswertprobleme hyperbolischer Gleichungen. 

Ruxx + 2Suxy + Tuyy = V(x, y, u, Ux, uy)· {1) 

Längs einer Kurve x = x (<), y = y (<) in der x, y-Ebene, die jede 
Charakteristik von (1) nur einmal trifft! (Parameter 1:, etwa die Bogen-
1.. du , ) . b ange; li"i = u usw. se1en vorgege en: 

ou 
u(<)=F(<) und -a;=G(<) ("Anfangsstreifen"). (2) 

Man berechnet der Reihe nach die sämtlichen ersten und höheren Ab
leitungen von u nach x und y im Streifen wie folgt: 

1. Ableitungen: 
Ux x' + Uy y' = F' 

ou y' x' 
~· =-U ----- +u ~ · · ·· -- =G 

On X vx'2+Y'll y vx'2 + y'2 • 

Aus diesen Gleichungen können ux = p (<) und uy = q (T) bestimmt 
werden, da die Determinante = 1 ist. 

2. Ableitungen: 
P' = Uxx x' + Uxy y' 
q' = Uxyx' +uyyY' 
V=uxxR +uxy2S+uyyT. 

Hieraus findet man Uxx = r(1:), Uxy = s(<), Uyy = t(<), wenn die De-
terminante 

x' y' 0 
LI = 0 x' y' = T x'2 ~- 2 S x' y' + R y'2 

R 25 T 

nicht verschwindet!. Für LI + 0 lassen sich auch die höheren Ableitungen 
durch Fortsetzen des Verfahrens sukzessive bestimmen, z. B. erhält man 
die ). Ableitungen aus den entsprechenden Gleichungen für r', s', t', 
Vx oder Vy. Es tritt dann immer wieder dieselbe Determinante LI auf. 

1 Insbesondere darf also z. B. die Anfangskurve nicht geschlossen sein, eine 
Charakteristik berühren oder selbst Charakteristik sein. 
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Aus der Kenntnis sämtlicher Ableitungen längs des Anfangsstreifens 
folgt die Möglichkeit, die Lösung u in Form einer TAYLOR-Entwicklung 
aufzubauen, 

RIEMANNsche Integrationsmethode. Die Differentialgleichung sei auf 
die Normalform gebracht 

L(u) = u,." + aux + bu" + cu = 0; 

sie hat dann die Charakteristiken x = constans, y = constans. Es 
sei F die Anfangskurve, die jede Charakteristik nur einmal trifft in dem 
Gebiet, in dem die Lösung gesucht wird. Sie ist also insbesondere keine 

geschlossene Kurve. Längs r seien u und~: (und damit auch;;,) vor
gegeben. Um u (~. ?]) zu finden, ziehe man durch den Punkt Q (~. 'f}) 
die Charakteristiken y = 'fJ und x = ~, die F in A und B treffen mögen. 

Ferner suche man eine GREENsehe Funktion G (x, y; ~. 'f}) derart, daß 
1. sie in x, y überall im Gebiet AB Q und auf seinen Rändern der 

adjungierten Differentialgleichung M (G) = 0 genügt, 
2. auf y = 'f} wird G,.- bG = 0, 

J. aufx=~wirdG"-aG=O, 
4. G (~. n; ~. rJ) = 1 wird. 

Dann gewinnt man die Lösung von L (u) = 0 durch Anwendung der 
GREENsehen Formel auf den Bereich AB Q und partielle Integration 
längs der Wege A Q und BQ: 

-(acos (n, x) + bcos(n, y)) uG] ds. 

Damit ist u durch die Werte von u und ;;- auf F ausgedrückt. 

Sind speziell a = b = c = 0, so kann man G (x, y; ~. 'f}) = 1 wählen. 

E. Störungsprobleme. 
I. Eindimensionale gestörte Probleme. 

Vorgelegt sei die Differentialgleichung 

L (u) + Ä. e u = o, ( 1) 

und irgendwelche homogene Randbedingungen, für die man ein voll
ständiges System von Eigenfunktionen u; zu den Eigenwerten Ä.; kennt 
(vgl. S. 198) mit den Orthogonalitätsrelationen 

(2) 



206 Differentialgleichungen. 

Wir betrachten (1) als "ungestörtes Ausgangsproblem" und fragen danach, 
welche Änderungen an den Eigenwerten und Eigenfunktionen vor
zunehmen sind, wenn wir zu dem gestörten Problem übergehen: 

L (u) + .Ä. e u = B. s (x) u, (3) 

mit den gleichen Randbedingungen wie bei (1). s(x) heißt die Störungs
funktion. e soll eine sehr kleine Zahl sein ( Störungsparameter), von der 
wir höhere Potenzen in erster Näherung vernachlässigen dürfen. 

Die Ausgangslösung wird auch als "nullte" Näherung bezeichnet: 
eine Lösung, in der alle Potenzen von e bis mit em berücksichtigt sind, 
heißt "m-te Näherung". Wir beschränken uns im folgenden auf die erste 
Näherung. 

a) Einfache Eigenwerte. 
Wir setzen 

.Ä. = .Ä.; + B ·l, U = U; + B • V;. (4) 

Dann wird in erster Näherung 

L(v;) +l;v;= (s-le)u;, (5) 

und dies inhomogene Problem zur Bestimmung von V; ist nur lösbar, wenn 

(6) 
d. h. wegen (2): 

l= J su~dx. (7) 

Die gestörte Funktion findet man durch den Ansatz 

(8) 

Durch Einsetzen in (5) und Anwendung der Operation J u; .. . dx. 

Es wird: 
V _ ~, fsu;u;dx 
i-~ Äi-Ä; . 

i 

Man kann an Stelle von (4) auch sofort den Ansatz setzen 

Dann wird 

.Ä.=Ä;+el, u=.I(<5;k+e·c;k)uk. 
k 

_I CJk (.Ä.;-.Ä.k) (?Uk = (s -le) U;. 
k 

Anwendung der Operation f u; .. . dx ergibt: 

C;j (.Ä.; -.Ä.j) = j Uj S U; dx -l <5;;, 

also für i =i 

(9) 

(4') 

(5') 

(1'} 
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und sonst 

+ ~' .fu,.su;dx 
d.h, U=U; 8 ~ J.i-Äk . (9') 

k 

b) Mehrfache Eigenwerte. 

Die zum Eigenwert A; gehörigen n Eigenfunktionen seien Ul"'> 
(cx=1, 2, ... ,n). Wir setzen an 

u =.I c("'') u("'') + e · v .. 
' ' ' IX 

(10) 

Es wird dann 
L (v;) +;.(!V;= ~ c\<X') (s -l, e) u~<X'). 

<X 
(11) 

Es müssen also die Gleichungen gelten: 

~ c(<X') J (s-l; e) ul"'') ul"'") dx = 0, 
<X' 

(12) 

oder, wenn die u)al von Anfang an als zueinander orthogonal und normiert 
gewählt werden, was stets möglich ist: 

(13) 

wobei 
(<X' <X") J (<X") (<X') (<X" <X') 

S; ' = U; S U; d X = S; ' 

bedeutet. Die homogenen Gleichungen (13) haben Lösungen c("''>, wenn 
ihre Determinante verschwindet: 

det (s)"''· "'") -l; 15"''· a") = 0 ("Säkulargleichung"). (14) 

Hieraus folgen n Lösungen für die Eigenwertstörung l)"">. Sind alle l)"'> 
untereinander verschieden, so sagt man, die Entartung sei vollständig 
aufgehoben (der Eigenwert spaltet auf in n Komponenten). Die zu
gehörigen "richtigen" Linearkombinationen der Eigenfunktionen u\"'> 
findet man durch Auflösen des Gleichungssystems (13) nach den c("'l, 

wobei man für l; der Reihe nach alle l\"') einzusetzen hat. 

Ist insbesonderen = 2 und sl1' I) = s\2• 21 (symmetrische Störung), so ist 

die zugehörigen Linearkombinationen sind 

U~1l = ~2. (u\1l + u\2') (symmetrische Lösung), 

U(2l = - 1 - (u(l)- u(-2)) (antimetrische Lösung). 
t V 2 .L ~ 
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2. Mehrdimensionale Störungsprobleme. 

Methode der Variation der Konstanten. Es liege die Differential
gleichung 

L(tp)-ie~'f=o ( 1) 

mit homogenen Randbedingungen vor; L ( .. ) soll ein linearer seihst
adjungierter Differentialoperator in den Variablen Xv x2, ••• , Xn sein, für 
die wir kurz symbolisch x schreiben wollen. Der Ansatz 

tp = u (x) edt 

führt dann auf das Eigenwertproblem 

L (u) + J. e u = 0 

mit Eigenfunktionen u; und Eigenwerten A; und den Beziehungen 

j (!U;UkdX = Oik· 

Die ungestörte Ausgangslösung lautet also allgemein 

tp = .2: c; u; (x) ed;t. 
i 

Gefragt wird jetzt nach einer solchen Lösung tp' der Gleichung 

0 I 

L(tp')-ie 8~ =e· V(x)tp', 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

die die gleichen homogenen Randbedingungen erfüllt und für e ->- 0 
in (5) übergeht. Geht man mit dem Ansatz 

tp' = ,2: ,2: Cik (t) U; eU.kt 
i k 

m (6) ein, so erhält man nach einfachen Umformungen 

d Ci!,- . (, , ) C . ~ C V 
dt - z Ai - Ak i k + t 8 ......, l k I i 

l 

mit 

(7) 

(8) 

Deutet man t als Zeit, und t = 0 als den Zeitpunkt, wo die Störung 
"eingeschaltet" wird, so kann man genähert für kleine t setzen: 

cik = C; oik + e ·yik (t) mit Yik (0) = 0. (9) 

Hiermit erhält man als Lösung des Gleichungssystems (8): 

C;; =c;(1 +e·iV;;t) 

c.k = e. Ck Vki (ei(.l;-.lk)t_1) 
I Ai-Ak 

{10) 
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Zehnter Abschnitt. 

Integralgleichungen. 
A. Integralgleichungen zweiter Art. 

I. Allgemeiner Sachverhalt. 
a) Die Funktionalgleichung: 

b 

U(x)-J.j K(x,t) U(t)dt=f(x) 
a 

209 

(J) 

heißt bei gegebenem K (x, y) und f (x) Integralgleichung zweiter Art für 
U (x); K (x, y) heißt Kern der Integralgleichung, ). ist Parameter, die 
Variablen x, y seien beschränkt auf das reelle (endliche oder unendliche) 
Intervall (a ... b), das Grundgebiet, über das alle Integrale erstreckt 
werden. Die vorkommenden Funktionen seien alle reell. 

Die folgenden Überlegungen gelten auch bei Integralgleichungen für 
Funktionen mehrerer Veränderlichen. x faßt dann die Variablen x1, 

••• , Xm zusammen, die im Grundgebiet G variieren; entsprechend y, t, s. 
Homogene bzw. transponierte Integralgleichung zu (J) heißen: 

U (x) -Ä j K (x, t) U (t) dt = 0, bzw. (111) 

U (x) -Ä J K (t, x) U (t) dt = f (x). (J) 

b) Ist f (x) stetig, existieren die Integrale 

W = J J K 2 (s, t) ds dt und J f2 (t) dt ( 1) 

und ist entweder K (x, y) stückweise stetig (s. S. 34) oder hat K (x, y) 
für x = const. und y = const. je höchstens abzählbar unendlich viele 
Unstetigkeiten und existieren J K 2 (x, t) dt. und J K 2 (t, x) dt und sind 
als Funktionen von x im Grundgebiet beschränkt, so gelten bei festem). 
die folgenden Sätze: 

I. Die Anzahl (! der linear unabhängigen Lösungen u(ll (x), ... , 
u(g) (x) von (Jh) ist endlich und gleich der Anzahl der linear unabhängigen 
Lösungen u(l) (x), ... , u(el (x) von (}h); e heißt der Defekt des Kerns 
K (x, y) für den Wert).. Die &~.llgemeine Lösung von (Jh) ist c1 u(l) (x) + 
... + ce u(el (x) mit beliebigen reellen c; • 

II. Ist e = 0, so sind (J) und (}) bei beliebigem stetigem f (x) stets 
eindeutig lösbar. Es existiert ein "lösender Kern" L (x, y), derart, daß 
die Lösu~gen gegeben sind durch 

U (x) = f (x) + ). J L (x, t) I (t) dt, U (x) = I (x) +). J L (t, x) f (t) dt. (2) 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Aufl. 14 
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III. Ist (! > 0, so hat (J) dann und nur dann eine Lösung, wenn 

f u(i) (t) t (t) dt = o (i = 1, ... , e) (3) 

gilt. Die allgemeine Lösung von (J) ergibt sich aus einer Lösung von 
(J) durch Addition der allgemeinen Lösung von (Jh)· 

Die Auflösung der Integralgleichung (J) ist gleichwertig mit der 
Lösung des folgenden unendlichen Gleichungssystems (vgl. S. 81) : 

X;-A,2'K;kXk=/;, i= 1, 2, ... , 
k 

wobei gesetzt ist: (i, k = 1, 2, ... ) 

X; = J u (t) W; (t) dt, also ~ x7 = J u 2 (t) dt, 
i 

/; = j f (t) W; (t) dt, also ~Ir= f /2 (t) dt, 
i 

K;k = J J K (s, t) w; (s) wk(t) ds dt, 

(4) 

und w1 (x), w2 (x), ... ein vollständiges System normierter orthogonaler 
Funktionen für das Intervall (a . .. b) sind. 

Der Kern K (x, y) heißt symmetrisch, wenn K (x, y) = K (y, x) ist. 

2. Symmetrischer Kern, homogene Gleichung. 
a) Unter den in 1 b genannten Voraussetzungen ist (Jh) nur für 

bestimmte diskrete Werte von A, (AI> A2, ••• , An, ... ) , nichttriviallösbar 
(d. h. ist der zugehörige Defekt (! > 0). Diese Werte A; heißen die Eigen
werte, die zugehörigen Lösungen U; (x) die Eigenfunktionen (Null
lösungen) zum Kern K (x, y). Für den Defekt (! gilt (! ;;::=; .A.2 • W. 

b) Jeder symmetrische nichtverschwindende Kern besitzt mindestens 
einen, höchstens abzählbar unendlich viele Eigenwerte, die sich im 
Endlichen nicht häufen. Die Eigenwerte eines reellen symmetrischen 
Kerns sind reell. Im Intervall - A ;;::=; A ;;::=; + A liegen höchstens A 2 • W 
Eigenwerte; es gilt daher 

(5) 

Die zum Eigenwert An gehörenden (!n linear unabhängigen Eigenfunktionen 
u~l (x), ... , u~n1 (x) lassen sich normiert und zueinander orthogonal 
annehmen: 

J u~1 (t) u~h) (t) dt = 1, J u~h) (t) u~1 (t) dt = 0, h 9= f. (6) 

Die Eigenfunktionen können stets reell gewählt werden. Zu verschiedenen 
Eigenwerten Am 9= An gehörende Eigenfunktionen sind stets orthogonal: 

j Um (t) Un (t) dt = 0. (7) 

Die Eigenfunktionen 1l~h) (x) bilden ein vollständiges Orthogonalsystem 
(vgl. auch S. 23 ). 
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Sind .lc1, .lc2, ••• die verschiedenen Eigenwerte und ist (!i der Defekt 
des Kerns zum Eigenwert A1, so ist 

n=l 

stets konvergent. 

(!n ]" -- < r 
).~ 

(8) 

c) Sukzessive Approximation von Eigenwerten und -funktionen. 
Ausgehend von einer normierten willkürlichen Funktion q0 (x) bildet 
man q" (x) = .~c: j K (x, t) qn-l (t) dt, wobei man .~c: so bestimmt, daß 
auch qn normiert ist. Dann konvergiert qn (x) gegen eine Eigenfunktion, 
.~c: gegen einen Eigenwert (E. ScHMIDT). 

d) Bilinearreihe. Der Kern K (x, y) wird durch die Reihe 

"' Vn u(•·) (x) u(v)(y) 
]{ (x, y) = ~ ~ __ n n 

..::..,; ..::..,; ).n (9) 
n = 1 J' = 1 

dargestellt, wenn diese gleichmäßig in x und y im Grundgebiet kon
vergiert. Das ist der Fall, wenn 

<X) K (x, y) nur endlich viele Eigenwerte hat ( ausgearteter Kern, 
Kern endlichen Ranges), 

ß) für beliebige x, y im Grundgebiet die LIPSCHITZ-Bedingung gilt: 

jK(x,t)-K(y,t)j<M·jx-yj, M unabhängig von x, y. (10) 

Es genügt, daß das Integral über das Quadrat des (10) entsprechenden 
Differenzenquotienten beschränkt ist (HAMMERSTEIN). 

y) K (x, y) im endlichen Grundgebiet stetig ist und wenigstens von 
einem der beiden Vorzeichen nur endlich viele Eigenwerte hat (z. B. 
keine: definite Kerne) (MERCER). 

Positiv (negativ) definit heißt ein Kern, der nur positive (bzw. 
negative) Eigenwerte besitzt. Die sog. quadratische Integralform 

j j K(s, t) q(s) q(t) ds dt 

hat dann für jedes im Grundgebiet stückweise stetige q (x) nur posi
tive (bzw. negative) Werte. 

3. Symmetrischer Kern, inhomogene Gleichung. 

a) E. ScHMIDTsche AuflösungsformeL 
wird die Lösung durch 

Stets wenn (]) lösbar ist, 

~ u(v)(x) 
V (x) =I (x) +Je·..::..,; A~J i .. ~-;., mit .~c~;·J = j I (t) u~) (t) dt (11) 

14* 
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gegeben. Die Reihe konvergiert gleichmäßig in x; ),n und u~> (x) sind 
die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Kerns (vgl. 2). Ist {]) für 
den Eigenwert Än lösbar, so treten wegen (3) die .Ä.,. enthaltenden Glieder 
in ( 11) nicht auf. 

b) Sukzessive Approximation. Die Funktionenfolge 

P1 (x) = / (x), Pn(x) = f(x) + .Ä.]K(x, t)p"_dt) dt, n = 2, 3,... {12) 

konvergiert gleichmäßig gegen die Lösung U(x) von {]), wenn gilt: 

(13) 

wenn nur ein Eigenwert existiert) (vgl. c). Diese Methode ist gleich
bedeutend mit der Entwicklung in die 

c) NEUMANNsehe Reihe. Die Lösung von {]) ist durch 

U(x) = f(x) +.I .Ä.v]K<•·> (x, t) f(t) dt {14) 

gegeben, wenn ( 13) gilt. Dann gilt für den lösenden Kern [ vgl. (2)]: 

L (x, y) =.I .Ä.''-1 K<•·> (x, y). (15) 

Dabei ist 

K<1> (x, y) = K (x, y), K<n> (x, y) = jK<n-1> (x, t)K (t, y) dt, n = 2, 3,. . . {16) 

K<n> (x, y) heißt n-ter iterierter Kern zu K (x, y). 
Um die Anwendbarkeit der sukzessiven Approximation auf gegebenes .Ä. 

zu erweitern, approximiert man K (x, y) durch eine möglichst einfache 
q 

Summe der Form .I a,. (x) b,. (y) = A (x, y) so, daß für den Rest 
n=1 

K- A = R (x, y) das Doppelintegral .Ä.2 W R = .Ä.2 J J R2 (s, t) ds dt < 1 
wird. Dann läßt sich nach (15) der lösende Kern S(x, y) zu R(x, y) 
bestimmen und damit die Funktionen 

an (x) = a,. (x) + .Ä.]S (x, t) an (t)dt (n = 1, ... , q) 
und 

f(x) =f(x) +Ä] S(x, t)f(t)dt. 

Für U (x) gilt dann die Integralgleichung mit ausgeartetem Kern: 
q 

U(x) -.Ä.j .I a"(x) b,.(t)U (t)dt = f(x). (17) 
n-1 

d) Die Lösung einer Gleichung{]) mit ausgeartetem Kern ist äquivalent 
(vgl. 1 c) mit einem linearen Gleichungssystem mit endlichvielen Un
bekannten, da ein ausgearteter Kern durch endlich viele Orthogonal
funktionen darstellbar ist. 
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e) Iterierte Kerne. Genügt der reelle symmetrische Kern K(x, y) 
den Voraussetzungen in 1b, so ist der n-te iterierte Kern Kin) (x, y) 
(n = 2, 3, ... ) reell, symmetrisch und außerdem stetig. Die Eigen
werte von /{1"\ sind A; = A7, die n-ten Potenzen der Eigenwerte zu K; 
die Eigenfunktionen zu A; sind genau die bei K zu A; und gegebenen
falls- A; gehörenden. Es gilt analog zu (9) 

(n=2,), ... ) (18) 

und diese Reihen konvergieren im Grundgebiet im Gegensatz zu (9) 
stets gleichmäßig und absolut. 

f) Die Integralgleichung (p"l) 

U (x)- A"j K 1"\ (x, t) U (t) dt = ln (x) mit 1,. (x) = I (x) + } (Ji"l) 
+ A j K (x, t) I (t) dt + ).2j /{12) (x, t) I (t) + ... A"- 1/ /{1"- 1\ (x, t) I (t) dt 

besitzt genau dieselben Lösungen wie (]); statt (]) kann man (Ji"l) 
lösen und umgekehrt. Wenn K (x, y) nicht mehr den Voraussetzungen 
in 1 b genügt, diese aber für /{I") (x, y) gelten, kann man in den Lösungen 
von (]1"1) Lösungen von (]) erhalten. 

4. Unsymmetrischer Kern. 
a) Die Lösungen der homogenen Gleichung (fk) bilden i. a. kein 

Orthogonalsystem. (fk) ist nicht für jeden Kern lösbar, es gibt Kerne 
ohne Eigenwert. Jedem Kern K (x, y) lassen sich jedoch stets die beiden 
Orthogonalsysteme zuordnen, die aus den Eigenfunktionen v"(x) und 
w"(x) der beiden symmetrischen positiv definiten Hilfskerne 

K 1 (x, y) = J K (x, t) K (y, t) dt, K 2 (x, y) = j K(t, x)K(t, y)dt (19) 

mit den (bei beiden gleichen) Eigenwerten Pn = A~ bestehen. Das System 

vn(x) = A j K (x, t) w"(t) dt, w,.(x) = A j K (t, x) vn(t) dt (20) 

ist nur für A = A" (n = 1, 2, ... ) und nur durch Eigenfunktionen zu K 1 

und K 2 lösbar. Jede in der Form jK(x,t)x(t)dt bzw. in der Form 
.f K (t, x) X (t) dt darstellbare Funktion cp (t) läßt sich in eine gleichmäßig 
und absolut konvergente Reihe nach den vn(x) bzw. wn(x) entwickeln. 

b) Für die Lösung von (]) gilt das in 3 b, c, d, f Gesagte. (]) hat 
dieselbe Lösung wie die Gleichung 

u (x) = A J K (x, t) tt (t) dt = f(x) (21) 

mit dem symmetrischen Kern 

K(x, y) = K(x, y) + K(y, x) -Aj K(t, x) K(t, y) dt 
und 

f (x) = l(x) -A J K(t, x) l(t) dt. 
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B. Integralgleichungen erster Art. 
1. Eine Gleichung der Form 

b 

l(x) = J K(x,t) cp(t) dt 
a 

( 1) 

bezeichnet man als Integralgleichung erster Art für die Funktion cp (x). 
Ist (1) lösbar, so heißt I (x) quellenmäßig darstellbar mit Hilfe des Kerns 
K(x, y). 

2. Bei symmetrischem Kern, d. h. wenn K (x, y) = K (y, x) ist im 
Grundgebiet a :S x :S b bzw. a :S y :S b, gilt der 

Entwicklungssatz: Jede Funktion l(x), welche sich mit Hilfe 
eines symmetrischen Kerns nach ( 1) darstellen läßt, kann nach den 
Eigenfunktionen U 11 (x) des Kerns K (x, y) in eine gleichmäßig und absolut 
konvergente Reihe entwickelt werden: 

00 

l(x) = ~ Yn un(x) 
b 

mit y" = J un(t) I (t) dt, (2) 
a 

wobei u"(x) alle zueinander orthogonalen normierten Eigenfunktionen 
durchläuft. Die Lösung von (1) wird durch 

00 

cp(x) = ~y"A"U11 (X) [y" vgl. (2)] (3) 
gegeben. "~ 1 

3. Unsymmetrischer Kern. Jede durch (1) quellenmäßig dar
stellbare Funktion I (x) läßt sich in die gleichmäßig und absolut kon
vergente Reihe 

00 

l(x) = ~ cx" V11 (X) 
b 

mit cx11 = J v"(t) I (t) dt 
n=l a 

entwickeln [v11 (x) vgl. A4a]. Analog folgt aus der Darstellung 
b 

I (x) = J K (t, x) v; (t) dt 

die Entwicklung: 
00 

l(x) =I ßn w"(x) 
b 

mit ß11 = J W 11 (t) l(t) dt. 
n=l a 

Elfter Abschnitt. 

Variationsrechnung. 

(4) 

(5) 

(6) 

Die Variationsrechnung stellt sich die Aufgabe, Funktionen x, y, z, ... 
von s, t, ... zu ermitteln, welche ein Integral 

s, I, 

S = J J ... V (s, t, . .. , x, y, ... , X5 , x1, ••• ) ds dt... ( X1 = ~, ... ) 
s1 t1 
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zu einem Minimum oder Maximum (Extremum) machen. Dabei können 
die Grenzen fest oder auch variabel mit gewissen einschränkenden Be
dingungen vorausgesetzt werden. Jedoch läßt sich der Fall variabler 
Grenzen auf den mit festen Grenzen zurückführen. Wir betrachten daher 
nur den Fall fester Grenzen. Die lösenden Funktionen unter den zur 
Konkurrenz zugelassenen Funktionen heißen Extremalen. 

Variationsprobleme können direkt (z. B. durch Approximation) oder 
indirekt durch Zurückführung auf Differentialgleichungen gelöst werden. 
Umgekehrt empfiehlt sich oft die Zurückführung einer Differential
gleichung auf ein Variationsproblem und dessen Lösung mit Hilfe der 
direkten Methoden der Variationsrechnung. 

A. Zurückführung auf Differentialgleichungen. 
I. Variation ohne Nebenbedingungen. 

Die wichtigsten Fälle sind im folgenden zusammengestellt: 

a) V (x, .X, t) mit einer abhängigen Funktion x (t) von einer un-

abhängigen t und deren Ableitung i (t) = ~;. Variieren wir die Funktion 

x(t), indem wir statt ihrer setzen 

X(!) -f- f: · ~ (t), 

so wird die zugehörige Variation von S definiert durch: 
I, 

t5 s = e . 0 5 ( ~ ~ e ~) = c J ( ~ ~ e + :: ~) dt 
t, 

oder durch partielle Integration des mit ~ behafteten Teils: 

12 1'!. 

t5 S = e · -~ ~ + e ; · - -· . dt. [oV ] J . rav d (oV)] 
ox ax dt 8x 

11 ,1 

Ist x (t) für /1 und t2 vorgeschrieben, also dort ~ = 0, so fällt der ersie 
Teil fort. Die erste notwendige Bedingung für ein Extremum von S, 
daß t5 S = 0 ist für alle zulässigen Funktionen~. hat die EDLER-LAGRANGE
sche Differentialgleichung 

av d (av) 
ox-dt ox =O ( 1) 

zur Folge. Sie bestimmt x(t) bis auf zwei Integrationskonstanten, welche 
durch die Randbedingungen festgelegt sein müssen. 

b) V(x, y, x, j.•, •.• , t)von mehreren (n) abhängigen Funktionen einer 
unabhängigen t. Hier wird t5 S = 0, wenn x (t), y (t), ... die Gleichungen 

a_~ -~- (ov) _ 0 
ox dt ox - ' (2) 
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erfüllen. Das sind n Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Sie be
stimmen x (t), y (t), ... bis auf 2 n Integrationskonstanten, die durch 
die Randbedingungen festgelegt sein müssen. 

c) V (x, x, x, x, t) von einer abhängigen Funktion und ihren Ab
leitungen bis zur dritten Ordnung. Hier wird 

t, 

J (av a av d' av a• ov) 
+e ~ ox-dtox+dt'ci--dl3a·x dt. 

I, 

o S wird also gleich Null, wenn außer x (t) auch x und x für t1 und f2 

vorgeschrieben sind und die Gleichung 

av a av d' av d" av 
a x- (ii ax- + di• 8-x - aes frx = 0 (3) 

erfüllt ist. 

d) V(s,t, ... ,x,y, ... ,x"x1, ••• ,y.,y1, ••• ).Mehrere unabhängige: 
s, t, ... , mehrere abhängige: x, y, ... , und deren Ableitungen: x., Ys• 
. . . . o S wird gleich Null, wenn x (s, t, ... ) usw. bestimmt werden aus 
den LAGRANGEschen Gleichungen: 

2. Variation mit Nebenbedingungen. 
Die Variationsaufgabe. Sind zur Lösung des Problems 

o J. .. jv dsdt .. . = o 

(4) 

( 1) 

nur solche Funktionen zur Konkurrenz zugelassen, die irgendwelche 
Nebenbedingungen erfüllen in der Form 

j .. .j Gd s dt . .. = constans, j. .. j H d s dt . .. = constans, . . . (2 a) 

oder auch in der Form 

G=O, H=O, ... , (2b) 

so hat man m den LAGRANGEschen Gleichungen V zu ersetzen durch 

V+J.G+flH+ .... (3) 

Hierin sind die LAGRANGEschen Multiplikatoren .1., fl, ... nachträglich 
aus den Rand- und Nebenbedingungen zu bestimmen1• 

1 Die Methode ist noch näher erläutert am physikalischen Beispiel der Zwangs
kräfte, S. 231. 
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Äquivalenz mit Eigenwertproblemen (vgl. S. 197). Lautet das Varia
tionsproblem speziell 

b 

15 j{A(~~)"-Bu2}dx=O, (4) 
a 

wo A und B vorgegebene Funktionen von x sind, mit der Nebenbedingung 
b 

j (! u2 d x = constans, (5) 
a 

sowie den Randbedingungen x (a) = x (b) = 0, so nehmen die LAG RANGE
sehen Gleichungen die Form an 

d ( du') 
dx ,Adx, +Bx+.Aex=O. (6) 

Umgekehrt kann also das Eigenwertproblem (6) stets zurückgeführt 
werden auf das Variationsproblem (4), (5). 

Ganz entsprechend läßt sich das mehrdimensionale Eigenwert
problem 

'2 2 /x; (A,k ;;J +Eu+ A(!U = 0 

zurückführen auf 

mit der Nebenbedingung 

J ... j (! u2 dx1 d x2 ••. d x,. = constans. 
(G) 

Äquivalenz mit Integralgleichungen. 

( 7) 

(8) 

(9) 

j j /{ (x, y) cp (x) cp (y) d x d y = Extrem um, j cp2 (t) dt = 1, cp = 0 am Rand 
hat dieselben Eigenwerte .A und Lösungen cp (t) als Eigenfunktionen wie 
die homogene Integralgleichung 

cp (x) -- .A { f K (x, y) cp (y) d y = o. 

B. Direkte Lösungsmethoden. 
I. Das RITzsehe Verfahren. 

Der Grundgedanke des RITzsehen Verfahrens ist folgender: Man 
wählt ein geeignetes vollständiges Funktionensystem lf P (t) f zum Grund
gebiet derart, daß jede dieser Funktionen den Randbedingungen des 
Problems genügt. Dann sucht man die Extremale aufzubauen in der Form 

( 1) 
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Die Lösung des Variationsproblems l5 S = 0 läuft also auf die direkte 
Bestimmung der unendlich vielen Konstanten Cp hinaus. Diese geschieht 
auf folgendem Wege: Man bildet die endlichen Summen 

n 

(2) 

und bestimmt die n Koeffizienten c1, c2, •.• c" aus den n Gleichungen 

oSn 
f!cp = 0 (p = 1, 2, ... n), (3) 

wobei Sn= Sn (c1, c2, ••• cn) diejenige Funktion der Cp ist, die sich ergibt, 
wenn man in das zu extremierende Integral S für x (t) die Funktion 
Xn (t) einsetzt. Konvergiert die auf diesem Wege erhaltene Funktionen
folge Xn (t) mit wachsendem n gegen eine zulässige Funktion, so stellen 
die Xn (t) Näherungslösungen des Problems dar. 

Der Erfolg des Verfahrens hängt sehr von der geschickten Wahl des 
Funktionensystems lf p (t) ) ab. 

Beispiel: Es sei das Eigenwertproblem vorgelegt 

x+.lcx=O mit x(O)=O und x(1)=0. (4) 

Die Lösungen sind bekanntlich Ak = k2 n 2 und x(kl = A · sin (k n t) . 
Eigenwerte und Eigenfunktionen können approximiert werden, indem 
man das Problem ersetzt durch das Variationsproblem 

mit der Nebenbedingung 

1 

( x2 dt = Extremum 
6 

und den gleichen Randbedingungen. 

( 5 a) 

(5 b) 

Wir machen nun den Ansatz (2) und gehen damit in (5 a) und (5 b) 
ein. Mit den Abkürzungen 

1 1 

j fpiqdt = Apq f fpfqdt = Bpq (6) 
0 (I 

erhalten wir dann 
11 n n. n 

~ ..:1: Cp cq Apq = Extremum, ~ ~ Cp cq Bpq = C. (7) 
l'"=lq~l P~lq=l 

Durch Differenzieren nach sämtlichen cq geht hieraus das Gleichungs
system hervor: 

" (q = 1, 2, ... n), (8) 

worin A ein später noch zu bestimmender LAGRANGEscher Multiplikator ist. 
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Um die Koeffizienten Apq. Bpq bestimmen zu können, müssen wir 
jetzt nähere Angaben über das Funktionensystem I I p l machen. Wir 
fordern, daß lp jeweils ein Polynom vom Grade (p -1) wird. Ferner 
lehrt ein Blick auf (8), daß wir zweckmäßig diese Funktionen als ortho
gonal und normiert annehmen: 

1 

j lplqdt = Bpq = bpq wenn nicht lp oder lq = 0 ist. (9) 
0 

Auf Grund dieser Bedingungen finden wir: 

lt=o, l2=o, la=vfot(1-t), 14=f21o(t-3t2 +2t3) .... (10) 

Begnügen wir uns mit drei Gliedern (n = 3), so bleibt von dem System 
(8) nur die eine Gleichung 

c33 (i.-Aaa) = 0, d. h. i. = Aa,. 
1 ° 1 

I. = j i~ dt = 30( ( 1 - 4 t + 4 t2) dt = 1 o. 
0 0 

Aus der Nebenbedingung (5 b) folgt ferner 
1 1 

C = j x2 dt = c~ J I~ (t) dt = c~ · 1 , 
0 0 

also Ca= ± V C und schließlich 

Xa (t) = ± v'2 C t ( 1 - t) l/15 und ). = 10, ( 11) 

statt der exakten Lösung 

x(1l(t)=f2Csin(nt) und A1 =n2=9,86. (12) 

Treibt man die Näherung einen Schritt weiter und nimmt die Funktion 
14 (t) noch mit, so erhält man 

Aa4 = A4a = 0, A44 = 42. 

Das Gleichungssystem (8) besteht jetzt aus den beiden Gleichungen 

ca (10-/.) = 0 und c4 (42-/.) = 0. (13) 

Wir erhalten also zwei Eigenlösungen 

I. At= 10 (wie oben), Ca= ± vt (wegen 5 b), (4 = 0. 

x~11 (t) = ± y2C t(1-t) yn (wie oben). (14a) 

II. /.2 = 42, ca = o, c4 = ±vc (wegen 5 b). 

x~2l(t) = ± y2C (t-3t2 + 2t3) v1o5 (14b) 

statt der exakten Lösung 

i.2 =4n2 =39,4 und x(21 (t) = ± "JI'2Csin(2nt). 
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2. Zurückführung auf ein Problem von unendlich 
vielen Veränderlichen. 

Man setzt die Lösung des Problems als Reihenentwicklung nach 
geeigneten Orthogonalfunktionen an und bestimmt die FouRIER-Koeffi
zienten so, daß die entwickelte Funktion Extremale des Problems wird. 
Als Beispiel geben wir die HURWITZsche Lösung des isoperimetrischen 
Problems: Eine geschlossene ebene und differenzierbare Kurve der 
Länge L soll so gewählt werden, daß der von ihr umschlossene Flächen
inhalt möglichst groß wird. 

Es sei statt der Bogenlänge s längs der Kurve der Parameter t = 2 ~ sfL 
eingeführt, der von 0 bis 2 ~ läuft. Dann kann das Problem formuliert 
werden: 2" 

, 1/( dy dx) F = -- x ---- - y - dt = Extrem um 
2 dt dt 

0 ' 

mit der Nebenbedingung: 

2 /
2 

"[- ( d X ' 2 ( d y , 2] L = 2 ~ dt) + _-dt ) dt = constans. 
0 

Wir machen den FoURIER-Ansatz 
00 

x = ~-a0 + 2 (ancosnt + bnsinnt) 
n =1 

00 

y = ~ c0 + ~ (cncosnt + dnsinnt), 
n=l 

dann ergibt sich nach einfacher Rechnung unter Benutzung der Ortho
gonalitätseigenschaften von sinnt und cos nt: 

00 

F =~.I n(a"d .. -b,.cn), 
n=l 

L2 = 2~2.in2 (a~ + b~ + c! + d~). 
»=1 

Hieraus kann man den Ausdruck bilden 
00 

L2-4~F = 2~2 .I [(na .. -d .. )2 + (nb" + c .. )2 + (c;, + d;,) (n2 -1)], 
n=l 

in dem jeder der Summanden positiv ist; also ist L2 - 4 ~ F ?'::_ 0 und 
Gleichheit (d. h. F =Maximum) tritt nur ein, wenn alle Su~anden 
verschwinden, d. h. für 

x = }- a0 + a1 cos t + b1 sin t 

1 b . Y = 2 c0 - 1 cos t + a1 sm t, 

und das ist die Parameterdarstellung des Kreises. 
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3. Approximation durch gebrochene Linienzüge. 
Man ersetzt das zu extremierende Integral näherungsweise durch 

eine Summe 
b tt n 

S=jV(t,x,x)dt= ~V(ti,xi,~i_:t;;j-t~-t'i)Llt= ~ViLlt, (1) 
a i=O i=O 

d. h. man teilt das Intervall a :S t :S b in n gleiche Teile der Breite LI t. 
Die Werte xi der Funktion x(t) an den Stellen ti bestimmt man dann 
aus den (n + 1) Gleichungen 

öS 
0 Xi = Ü. (2) 

Die so entstehenden Gleichungen können auch aufgefaßt werden als 
ein System von Differenzengleichungen, welches die EuLER-LAGRANGE
sche Differentialgleichung ersetzt. Es lautet: 

(3) 

Zwölfter Abschnitt. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
A. Grundbegriffe. 

1. Wenn unter gewissen Bedingungen ein Ereignis unter einer Aus
wahl von N Ereignissen a1 a2 ... aN eintreten muß, und kein Grund 
vorliegt, warum irgendeines derselben leichter eintreten sollte als ein 

anderes, so heißt der Bruch -}v die "Wahrscheinlichkeit" für das Ein

treten eines jeden dieser Ereignisse. 
Die Beobachtung eines solchen Ereignisses heißt eine "Probe". 

2. Bezeichnet man als "günstiges Ereignis" das Eintreten eines 
beliebigen Ereignisses aus einer bestimmten Menge der a, bestehend 

aus n (n :SN) Elementen, so heißt der Bruch p = ; die "Wahrschein

lichkeit" für das Eintreten dieses "günstigen Ereignisses". 

3. Sind mehrere solcher Mengen gegeben, die sich gegenseitig aus
schließen, so daß also kein a in mehr als einer Menge vorkommt, so 
ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten irgendeines beliebigen 
Ereignisses aus irgendeiner der gegebenen Mengen gleich der Summe 
der Einzelwahrscheinlichkeiten 

W (entweder - oder - oder)= P1 + P2 + P3 + · · · · 



222 Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Enthalten die Mengen zusammen alle möglichen Ereignisse a1 a2 • •• aN, 
so ist .Ip; = 1. 

4. Sind a~ a; . .. a~ Ereignisse, die wie die a charakterisiert und von 
diesen unabhängig sind, und ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten 
eines bestimmten Ereignisses a~ gleich p~, so ist die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß sowohl das Ereignis a0 als auch das Ereignis a~ eintritt, 
gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten 

W (sowohl a0 als auch a~) = Po · P~, 
allgemein: 

W (sowohl - als auch - als auch ... ) = p(1l • pl2) · p(3l ...• 

Die zweite Probe kann dabei eine Wiederholung der ersten unter den
selben äußeren Bedingungen zu einer anderen Zeit sein, oder auch in 
einem verschiedenen Vorgang zu gleicher oder anderer Zeit bestehen. 

5. Wenn bei N unabhängigen Proben 1, 2, ... , N die Wahrschein
lichkeit für das Eintreten eines günstigen Ereignisses jedesmal gleich p 
ist, und von den N Proben in ·Wirklichkeit n günstig ausfallen, so wird 

I-N- - p I mit wachsendem N beliebig klein. Für die Wahrscheinlichkeit 

W(n), daß bei diesen N Proben n-mal ein günstiges Ereignis eintritt, 
gilt die "NEWTONsche Formel": 

W(n)=(~)P"·qN-n, (1) 

wo q = 1 - p bedeutet. 
Für den Grenzfall sehr großer N geht diese Formel über in 

e-z' n-N p 
W(n) = -- -···· , wonn z = -= (LAPLACE). (2) 

yucNpq y2Npq 

Ist N auch sehr groß gegen Np, so wird 
e-NP(Np)n 

W(n) = 1 (PoiSSON). (3) n. 

6. Wiederholt man die Serie von N Proben, so wird sich jedesmal 
ein anderes n ergeben. Der Mittelwert n wird im Grenzfall unendlich
faeher Wiederholung der Serie n = N · p (BERNOULLI). 

B. Mittelwertbildung. 
Ist die Wahrscheinlichkeit W(n) eines durch f(n) charakterisierten 

Zustandes bekannt, so ist der Mittelwert (Erwartungswert) von f(n): 

f(n)=2:f(n)W(n) mit .IW(n)=1. (1) 
n n 

Bilden die möglichen Werte von n ein Kontinuum, so geht diese Formel 
über in +<X> 

f(n) = J f(n) W(n) dn. (2) 
-<X> 
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Der Mittelwert der Funktion in einem bestimmten Intervall 
a -:5_ n :5. b ist : 

b b 
~f(n)W(n) .f'f(n)W(n)dn 

f(n) = "=:-- --- = a_b ___ _ 

~W(n) .f'W(n)dn 
n=a a 

W (n) nennt man hierbei auch "Gewichts/unktion". 

C. Schwankungen. 
1. Man bezeichnet die Größen 

s=n-n, 
n-n 

b=-
11 

als absolute bzw. relative Schwankung. Die "durchschnittliche absolute 
Schwankung" ist 

\s\ = 2 W(v) · (n-~). ( 1) 

worin v die größte ganze Zahl :5. n ist und W (v) die Wahrscheinlichkeit 
ist, daß bei N Proben v-mal das Ereignis a eintritt; die "durchschnittliche 
relative Schwankung" wird daher 

\ t5 \ = 1
:

1 = 2 W(v) · ( 1- N). 
Die "mittlere absolute Schwankung" V~2 wird gegeben durch 

s2 = n2-n2 = Npq = n·q, 

die "mittlere relative Schwankung" V 152 daher 

(2) 

(3) 

(4) 

2. Die durchschnittliche Abweichung der verschiedenen Werte n von 
einem bestimmt vorgegebenen n1 ist 

(5) 

Die "mittlere Abweichung" zweier aufeinanderfolgender Proben ist 
gegeben durch 

(6) 

3. Ist p < 1, N > 1, p · N = n endlich, so gilt die PmssoNscheFormel: 

W(n) = (7) 
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In diesem Falle ist die mittlere absolute bzw. relative Schwankung 
bestimmt durch 

s2 =n 
{J2=_1 

n 

(8) 

4. Sowohl N als auch n seien so groß, daß man {J als kontinuierlich 
veränderlich ansehen kann, ohne daß p < 1 ist. Dann gilt das GAuss
sche Fehlergesetz: Es ist die Wahrscheinlichkeit, daß für {J ein Wert 
zwischen {J und {J + d {J gefunden wird 

W({J) d{J = V~:q · e-2~ 6• d{J. (9) 

In diesem Falle ist die durchschnittliche Schwankung: 
00 

1 ~ 1 = 2 J {J • w (b) d {J = y:·J. 
0 

(10) 

und die mittlere Schwankung V {) 2 . bestimmt durch: 

( 11) 

Das Fehlergesetz läßt sich also auch schreiben: 
6' 

W ( {J) d {J = - 1 • e- 2 6• • d {J. 
f2n!52 

Es wird ferner der Quotient 

1!51 = ,(2; v öB V n 
(12) 

für das Verhältnis der "absoluten" Schwankungen gilt dasselbe. 

5. Ist außerdem p < 1, so ist in den Formeln überall q = 1 zu setzen. 
Speziell wird dann 

löl= 1 /_'}:_ , V nn 
1 

{J2 = -. 
n 

(13) 

Zeigt sich bei Versuchen, Statistiken usw., daß tatsächlich s2 = n 
ist, so sagt man: es liegt "normale Dispersion" vor, 

ist s2 > n, so hat man "übernormale", 

ist s2 < n, so hat man "unternormale" Dispersion. 

Die Ursachen für solche Abweichungen liegen in der nichterfüllten 
Unabhängigkeit der Proben. 



Wahrscheinlichkeitsnachwirkung. Korrelation. 

D. Wahrscheinlichkeitsnachwirkung. 
Folgen Serien von Proben im Zeitabstand -r aufeinander, so sind 

in vielen praktischen Fällen die Zahlen n der günstig ausfallenden Proben 
in einer Serie nicht unabhängig von dem Ausfall der Proben der vorher
gehenden Serie. 

Besonders einfach und wichtig ist der Fall: 

N~ 1, p ~ 1, pN = n endlich. (1) 
Dann wird: 

n,-n,+ 1 = P(n,-n) und (n;-n;+ 1) 2 = 2Pn. (2) 

Hierbei bedeuten n; und n; + 1 die n für zwei einander folgende Serien 
und P eine Konstante < 1, die von den Bedingungen des Versuches 
und dem Zeitabstand -r der Serien abhängt, und mit steigendem -r bis 1 
anwächst. 

Alle anderen Schwankungsformeln bleiben ungeändert. 

E. Korrelation. 
Ist ein Zustand (Beobachtungsergebnis, Ausfall einer Probe) cha

rakterisiert durch mehrere (k) Zahlen (n1 , n2, •• • nk), so läßt sich eine 
mehrparametrige Wahrscheinlichkeit W (n1, n2, ••• nk) definieren. Es ist 

Die Mittelwerte (Erwartungswerte) sind definiert durch; 

n, = 2:2: .... 2: n, vV(n1, n 2, ••• nk). 

Sind die k Parameter voneinander unabhängig, so wird 

W(n1, n 2, •• • n,J = /[W;(n,). 

Gilt speziell das GAusssche Fehlergesetz, so wird mit 

x,.= 
die Wahrscheinlichkeit 

k 

. }; a;;X;X;, 
W (x1 , x2, ... xk) = C · e'' = 1 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

und dieser Ausdruck zerfällt in ein Produkt der Form (3), wenn im 
Exponenten die IX;; eine Diagonalmatrix bilden (1Xii = 0 für i =f= f), d. h. 
wenn das Koordinatensystem der x; das Hauptachsensystem des "Streu
ellipsoids" 2:2: IX;; X; x; = 0 ist. Die IX,; werden bis auf einen allen 

' 1 
gemeinsamen Faktor gleich 

x;xj 

r;; = -v~~~f (Korrelationskoeffizient). (6) 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 15 
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Diese Größe stellt ein Maß für die Abhängigkeit der Parameter X; und x1 

(bzw. n; und ni) voneinander dar. Für rii = 0 besteht keinerlei Korre
lation, für r;i = 1 besteht strenge Proportionalität der Schwankungen 
X;=C;ixi (funktionale Abhängigkeit). Für r;i < 1 ist der Faktor C;i 

unscharf definiert. Bildet man ein cii = tg 'Pii mit 

tg2rp;j = 

so macht dies den Ausdruck 

(7) 

(mittleres Quadrat des Abstandes aller Meßpunkte von der Hyperebene 
X;= c;i xi) zu einem Minimum. 



Zweiter Teil. 

Physik. 
Das Begriffssystem der theoretischen 

Physik. 
Die theoretische Physik bedient sich der mathematischen Form zur 

Darstellung der erfahrungsmäßigen Regelmäßigkeiten im Verlaufe der 
Naturerscheinungen. Dazu ist eine Abbildung des mit den Sinnen er
faßten Wahrnehmungsmaterials auf ein mathematisches Schema not
wendig. Das anschauliche Schema der (dreidimensionalen euklidischen) 
Geometrie, das wohl am nächsten liegt, hat sich vielfach als zu eng 
erwiesen; das der Analysis scheint bisher auszureichen und wird heute 
in überwiegendem Maße verwendet. Da dieses letzten Endes nur aus 
Zahlen besteht, handelt es sich also in der theoretischen Physik um eine 
Abbildung der Welt auf ein System von Zahlen. Die beobachteten Regel
mäßigkeiten stellen sich dann dar als Relationen zwischen Zahlen, die, 
mathematisch formuliert, Gesetze genannt werden. 

Voraussetzung für die Durchführung dieses Programms ist die 
Fixierung eines Zuordnungsverfahrens des sinnlich Wahrgenommenen zu 
den Zahlen des Schemas. Dies Verfahren ausüben, heißt Messen. Es 
erfolgt nach einer l>Jeßvorschrift, die festgelegt sein muß als eine mit 
natürlichen Mitteln durchführbare Tätigkeit, die zur Gewinnung einer 
Zahl, der Maßzahl, führt. Man pflegt bei ihrer Nennung durch ein 
hinzugefügtes Symbol (Namen oder Zeichen, z. B. cm Länge, ° Celsius) 
das Meßverfahren (mehr oder weniger eindeutig) zu bezeichnen, das sie 
lieferte. Dieses Symbol bezeichnet die, in der Physik allein durch das 
Meßverfahren definierte, hier gemessene Qualität, während die Maßzahl 
die Quantität angibt. Der Inbegriff von Qualität und Quantität heißt 
physikalische Größe. 

Unter den unendlich vielen ersinnbaren Meßverfahren wählt die 
physikalische M etronomie eine beschränkte Anzahl aus nach dem Ge
sichtspunkt, daß die mit ihnen gewonnenen Zahlen möglichst einfache 
Relationen erfüllen sollen. Dies Suchen nach immer "besseren" Ver
fahren führt zur Aufstellung eines Ideals in Gestalt von ideal einfachen 
Relationen für die mit idealen Verfahren gewonnenen Zahlen. Diese 
gelten dann als die Gesetze im eigentlichen Sinne. 

15* 
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Der Wortlaut einer Meßvorschrift muß alle für die Messung nötigeu 
Angaben enthalten, nämlich Nennung der erforderlichen Meßwerkzeuge 
(Sinnesorgane und Geräte), der mit ihnen auszuführenden Tätigkeit, 
und der Auswertung des sinnlich Wahrgenommenen in Form einer 
(abgelesenen oder gezählten) Zahl, eventuell auch mit Hilfe von Rechen
vorschriften (Formeln). Die Meßwerkzeuge müssen entweder als ver
fügbare individuelle oder als gegebenenfalls beschaffbare reelle Objekte 
hinreichend beschrieben sein. Die exakt eindeutige Formulierung einer 
Meßvorschrift wie auch ihre exakte Befolgung ist unmöglich. Es gibt 
nur ein anzustrebendes Ideal. 

Häufig liefern an sich verschiedene Verfahren regelmäßig dieselben 
Zahlen. Das ist die einfachste Form a = b einer auffindbaren Relation 
und daher Ausdruck eines Gesetzes. Man pflegt dann aber zumeist zu 
sagen: Die verschiedenen Verfahren messen dieselbe physikalische Größe. 
Auch im Falle einer Relation a =F (b) spricht man oft nur vom Unter
schied in der Skala für dieselbe Größe, speziell, wenn a = oc b gilt, d. h. 
wenn sich die Zahlen nur um einen konstanten Faktor oc unterscheiden. 
Besonders einfach (und daher gesucht) sind Relationen von der Form 
a + b = c, sog. Additivitäts- oder Superpositionsgesetze. Auch dann nennt 
man a, b und c Quantitäten der gleichen physikalischen Größe. In 
diesem Falle, wo dann "das Ganze gleich der Summe seiner Teile" ist, 
kann eine Quantität einer Größe als Summe ihrer Teilquantitäten 
aufgebaut werden. Sind letztere gleich groß, so kann man sie als Ein
heiten bezeichnen und die ganze Quantität c = a + a + a + ... + a = n · a 
durch die Zahl n "relativ zur Einheit a" darstellen. Die üblichen Meß
verfahren für Längen, Zeiten und Massen (sowie für viele andere Größen) 
gehören hierher, und ihre "Güte" wird an der Erfüllung des Additivitäts
gesetzes geprüft. Die zugehörigen Einheiten sind durch individuell 
bezeichnete reelle Objekte festgelegt. 

Häufig läßt sich eine Messung in mehrere Teilmessungen zerlegen, 
deren Ergebnisse nach Vorschrift rechnerisch zu kombinieren sind. Das 
gilt für die meisten physikalisch wichtigen Größen. Deren Messung 
kann allein aus Längen-, Zeiten- und Massenmessungen aufgebaut werden. 
Da diese als besonders einfach oder fundamental gelten, werden solche 
Messungen häufig "absolut" genannt. Doch ist dieses Wort nur als 
eine Konvention zu werten. 

Die Art der geforderten rechnerischen Verknüpfung der bei absoluten 
Messungen gefundenen Längen-, Zeiten- und Massenzahlen wird durch 
die Dimensionsformel angedeutet. Diese bildet man formal so, daß in 
der Rechenvorschrift an Stelle jeder Maßzahl der Länge der Buchstabe l, 
und entsprechend für die der Zeiten und Massen t bzw. m geschrieben 
wird. Diese Symbole kombiniert man nach algebraischen Regeln und 
ersetzt alle übrig bleibenden Zahlen durch 1. So gelangt man auf eine 
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Form [Q] =l" tß mY. Diese Dimensionsformel definiert die Qualität 
durchaus nicht eindeutig, und ist auch nicht immer eindeutig aufstellbar. 

Ein gegebenes System von Maßeinheiten und die Vorschriften für ihre 
Benutzung definieren ein Maßsystem. Speziell verwendet man bei 
absoluten Messungen in der Physik das C.G.S.- (Centimeter-Gramm
Sekunden-)System. Bei Übergang zu neuen Einheiten (und ungeänderter 

Vorschrift) ändern sich die Maßzahlen dann um den Faktor[~], wenn 

l, t, m als Zahlen genommen (nicht wie oben als Symbole!) die Quanti
täten der neuen Einheiten relativ zu den alten bedeuten. 

Erster Abschnitt. 

Mechanik. 
A. Mechanik des einzelnen Massenpunktes. 

I. Grundgesetz und Begriffe. 
Zur Darstellung der Bewegung eines Massenpunktes benutzt man 

folgende Punktvektoren: 
Lage r (Koordinaten 1 xi). 

dr 
Geschwindigkeit tJ = dt ( i-~) ,V- dt . 

. d2 r ( i d2 xi i d xh d xl ) 
Beschleumgung b = Ii!•- ·. b = di•- + F h t --rtt Tt . 

Ist Sl' der Vektor der Kraft und m die Masse des Punktes, so lautet 
das dynamische Grundgesetz (NEWTON) 

Sl'=mb=m~ I d2 r I 
dt2 

( 1) 

S'r muß dabei für jedes Problem als Funktion von rund t, eventuell auch 
von i:, r usw. vorgegeben sein. Gesucht wird r als Funktion von t durch 
Lösung der Vektordifferentialgleichung (1) (System der 3 Komponenten
Gleichungen). Die allgemeine Lösung dieses Systems mit 6 Integrations
konstanten enthält sämtliche bei vorgegebenem Kraftgesetz möglichen 
Bewegungen. Die im speziellen Falle eintretende Bewegung findet man 
erst eindeutig, indem man die Integrationskonstanten durch gewisse Be
dingungen festlegt, welche man der Lösung vorschreibt (z. B. Ort und 
Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt oder Ort allein zu 
zwei Zeitpunkten). 

1 Nur in affinen Koordinatensystemen wird xi = ri, d. h. nur in solchen sind 
die xi die Komponenten des Vektors r in Richtung vom Nullpunkt zum Aufpunkt. 
Dagegen sind allgemein die d xi die Komponenten von d r. 
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V = m l:J heißt Impuls oder Bewegungsgröße. Daher gilt 

dl:J ( i dpi i phpl) 
sr = -lit K = ae + r hl----:;;;- • (2) 

Zerlegt man die Beschleunigung in Radial- und Tangentialbeschleunigung 

b=b,+b1 , so wird (s. 5.118) 

m 2 [u[lltJJJ 
Or = Ji2 V = ·· -·vi- ·· , bt= _tJ(btJ~=~~ 

- v2 v dt • 

Dabei bedeutet ffi einen Vektor von Richtung und Betrag des Krümmungs
radius der Bahn 

- m b, heißt Zentrifugalkraft. 

dA= (Sh) dt = (srdr) (3) 

heißt die bei der Verschiebung dr geleistete Arbeit. 

Es ist 

dA= m (~~ b) dt = Je- ( m;•2
) dt = d T 

dT=(tJdb), (P.-=~~. dT=p,-dv1) 

mv2 • • • • 

T = - 2- he1ßt kznetzsche Energte 

T m(-) m(-k) 1(. 1 . = 2 v'v, = -2- v'v g,-k = ·2 p,v') = 2111 (P.-P'). (4) 

Sonderfälle. 

Zentralkraft. Ist sr II r, also [~ r] = o, so folgt der Flächensatz 

d . .. 
-dt [rr] = [r r] = o. 

Es ist also 
[r i:] = f 

ein konstanter Vektor und (rf) = 0, d. h. die Bewegung erfolgt in einer 
festen Ebene. (Beispiel hierzu im Anhang, 9.) 

Massenpunkt im Potentialfelde. Ist die Kraft als Funktion des 
Ortes und der Zeit gegeben und läßt sie sich als Gradient darstellen: 

(K- ~-I!_-- ew_) 
,- oxi- oxi ' 

wo U (x1, x2, x3, t) =-W (x1, x2, x3, t) Skalare sind, so heißt U die 
Kräftefunktion und W die potentielle Energie. Ist U auch von t un
abhängig, so heißt ~ eine konservative Kraft. Dann gilt 

dA =dU=-dW=dT 

(Erhaltungssatz der Energie). 
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Zwangskraft. Soll sich ein Massenpunkt unter dem Einfluß der 
Kraft S'r so bewegen, daß er in jedem Augenblicke k Bedingungsgleichungen 

fcx(x1, x2, x3, t) = 0 (IX= 1, ... , k) 

erfüllt!, so muß man zu der "äußeren" Kraft S'r eine Zwangskraft .8 
hinzufügen in der Form: 

k 

.8 = ~ .A,.grad/,. 
u=-1 

wo die .A,. zunächst unbestimmte Funktionen von Ort und Zeit sind. 
k = 1 bedeutet Bindung an die Fläche /1 = 0, k = 2 an die Kurve /1 = 0, 
f2 = 0. k > 2 hat für einen Massenpunkt keinen geometrischen Sinn. 
Die Zwangskräfte stehen senkrecht auf der Fläche (Kurve) und leisten 
daher keine Arbeit an dem Massenpunkte: 

(.8,.dr) = 0 ( ~ -~ ~~ d x 1 = 0) . 
Die Bewegungsgleichungen lauten daher (LAGRANGEsche Gleichungen 
1. Art): 

k 

m t = sr + .2 .A,.grad/,. ( mx' = K' + #" .A.,. ~~~) (3 Gleichungen) 

mit den Nebenbedingungen 

frx (x1, x2, x3) = 0 (k Gleichungen). 

Das sind (3 + k) Gleichungen für die (3 + k) Funktionen r (t) und .A,. (x1, 

x2, x3, t). Man löst sie, indem man aus den Bewegungsgleichungen die 
.A.,. algebraisch eliminiert; aus den so entstehenden (3 -k) Gleichungen 
zusammen mit den k Nebenbedingungen bestimmt man r(t). 

Die Zwangskräfte selbst kann man aus der so gefundenen Lösung 
durch reine Differentiationen bestimmen. 

2. Verschiedene Formen des Grundgesetzes. 
In kovarianter Schreibweise mit Benutzung der Fundamental

vektoren (S. 131) stellen sich die obigen Größen dar in der Form: 

dr=e 1dx1, tJ=c;vi, lJ=mtJ=mv1e1 

also 

1 Bedingungsgleichungen, die in der Form f" (x1, x 2, x3) = 0 gegeben sind, 
heißen holonom. Sind sie durch eine nichtintegrable totale Differentialgleichung 
L d xl + AI d x 2 + Nd x3 = 0 gegeben, so heißen sie nichtholonom. 
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Die Grundgleichung der Mechanik heißt dann 

d 11 (d vi . d e;) . 
m dt = m lit e, + v'iit = K' e, = sr I 

also nach Multiplikation mit ek 

m{ dd~i (e; ek) + v' ( ek dd~;)} = ~~, 
während die kinetische Energie T dargestellt wird durch 

2 T = mvivk (e; ek) = v'p,. 

( 1) 

Diese Darstellung gestattet die Gleichungen sofort in einem fließenden, 
d. h. einem willkürlich zeitlich veränderlichen Koordinatensystem zu 
schreiben. 

In einem solchen gilt : 

dez oez+ koez ; '+dxi 
lit = 7ft V oxk I V = u lit 

oez au at = axz- (u grad) e1 (2) 

ouk oez 
ek oxl = 8t 

Dabei bedeutet u die Strömungsgeschwindigkeit des Koordinatensystems, 
d ez b oez d" A .. d d V k · d Z · · M lit zw. 8t 1e n erung er e toren e1 mit er eit Im assenpunkt 
bzw. an einem festen Ort, so daß für x' = const wird 

ovk OCI 
ek oxl =Bi. 

Daher wird1 

:~I;··= m{ vi vk ( e; :~) + vi (e; ek) ~~} = mvi ( e; ~~~) 
arl . exz r = mv' (e; e1) = mv1 = p1 

d 8 T { d vi . ( d ez d e.)} Tt oxl = m 1it (e; ez) + v' e,Tt + eza:e . 

Die Grundgleichung der Mechanik ( 1) schreibt sich daher in einem 
willkürlichen, eventuell auch zeitlich veränderlichen Koordinatensystem 

d (or)· oT o u 
dt oil - oxl = ßxl• (3) 

oder bei Einführung des "kinetischen Potentials" (LAGRANGEsche Funk· 
tion) L (xi, xi, t) = T + U = T- W 

I :t (:~~) = ~ ( = if) I (LAGRANGEsche Gleichungen 2. Art). (4) 

1 Die Schreibweise bedeutet, daß hier T als Funktion der xi und xi (also nicht 
etwa der v;) betrachtet werden soll. 
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Nun giltl aber 

:~ \sr = :~ lv· + p; ::~. :-Iz lv·· = -~~ lv.-• :~ lv·· = ~~ lv,.' 
also entsteht an Stelle der LAGRANGEschen Form bei Einführung der 
HAMILTONschen Funktion 

I dpz oH -
I dt = - a xl I p,. 

I 
dxl oH I 

-~~- a_~l __ .,_··_1 

(IIAMILTON"'he kanon;sohe Gleichungen) ] (5) 

wobei die letzte Gleichung folgt aus 

Die Größen xi und p; (nicht pi = m ~dj!-) heißen generalisierte Lagen
und Impulskoordinaten. Meist findet man statt xi die Schreibweise q;. 

Für ui = 0 ist H = T- U = T + W die Energie und~~ = o. 
t 

Setzt man S = J L dt (Wirkungs/unktion), wo das Integral längs 
t, 

einer Bahn erstreckt und S als eine Funktion der xi, der Zeit t und 
von Konstanten betrachtet sei, so wird: 

t 

= j{[~ _ ~- (~)·] r5 xi +!:.... (~r5 xi)ldt + ~~-!'5t 
0 X' dt 0 X' dt 0 X' 1 r Ot 

t, 

also: 

--· ,.=v•vk e;- = mv;vk e•- ' oTI . ( aek) ( .ae") 
0Xl V OXl OX/ 

arl =mv;v"(e"·?.!~)=mv;v"(e,..aei) oxl v,. oxl oxl 

wobei wegen (ei ek) = 0 für i =!= k, bzw. = 1 für i = k, gilt 

. ae,. a ei 
e• oxl = -ek oxl • 
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ferner 

also: 

Mechanik. 

dS as asdxi as .. 
di- = L = Tt + eXi---;tt = Tt + P; (v'-u') 

_ as ; as 
-fit + 2 T- p; u = Tt + H + L, 

-~ as~(---i as) 1 - + H t X --- c = 0 at ' ' a x• ' 
(HAMILTON-jACOBische Gleichung). (6) 

-----~----

Es sei aus dieser Differentialgleichung S bestimmt als Funktion 
von t, xi und Integrationskonstanten a.;, unter denen sich, falls H explizite 

von t unabhängig ist, die Energiekonstante h =- ~~ befindet. Setzt 

man A = S +h(t-t0), so werden die -~1~ = ß; neue Konstanten. Wählt 
man diese so, daß die Anfangsbedingungen erfüllt sind, so liefert die 
letzte Gleichung die Bahnkurve in der Form: 

xi = l (t, oc1, oc2, oc3 , •.. ) • 

B. Systeme von Massenpunkten. 
I. Allgemeines. 

Das System bestehe aus N Massenpunkten. 
Die Massen m"" seien Kräften sr"" unterworfen. Außerdem mögen 

sie aufeinander Zentralkräfte st""p ausüben. 
Dann gilt für jeden Massenpunkt: 

Hierbei gilt das Prinzip der Gleichheit von Aktion und Reaktion 

stp""=-sr""P· 
Die Arbeit der Kräfte wird 

dA= .I(st""dr"") + .l; .I(stp""dr"") 
<1. <1. ß 

=.I (st""dr"") + t .I .I (srp"" (dr"" -drp)) 
<1. <1. ß 

(1) 

(2) 

Sind die Kräfte sr"" bzw. st""p teilweise Zwangskräfte, d. h. durch Be
dingungsgleichungen ersetzbar, so verschwindet ihr Anteil in dA. 

Die Bedingungsgleichungen für die 3""p haben die Form: 

I (x!, x!, _x!, xb, x~, x~) = 0, 

[.ß""p' d(r""-rp)] = 0, 

( (Z""p); = Ä. ( 88:~ _ : ~~) im alfinen Koordinatensystem), 

L8""pdr""] = [ß""pdrp]. (3) 
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2. Formale Zurückführung auf die Dynamik eines 
Massenpunktes. 

Die Dynamik eines Systems von N Massenpunkten im dreidimen
sionalen Raum kann formal auf die eines einzelnen im 3 N-dimensionalen 
zurückgeführt werden. 

Die LAGRANGEschen Gleichungen lassen sich nämlich schreiben: 

d (aT) cT au 
-(JJ B}T - 8 xi - o xi ' 

' . wo T=~T", ( 1) 

n n 

und der Index i von 1 bis 3 N läuft. Dabei ist es durchaus nicht not
wendig, daß die xi bzw. p, für alle Massen auf das gleiche Koordinaten
system bezogen werden. Man kann z. B. so vorgehen, daß man zunächst 
einen Massenpunkt auszeichnet und auf ein festes oder bewegtes System 
bezieht, sodann den zweiten auf ein solches, welches relativ zum ersten 
ruht, den dritten auf eines, in dem die beiden ersten ruhen, also auf 
ein fließendes usw. Für alle Massenpunkte gelten dann unverändert die 
LAGRANGEschen oder HAMILTONschen Gleichungen. 

Ebenso wie die 3 auf einen Massenpunkt sich beziehenden LAGRANGE
seheu Gleichungen in ihrer Form ungeändert bleiben, wenn man zu 
anderen Koordinaten übergeht, so bleibt das System der 3 N Gleichungen 
in seiner Form erhalten, wenn wir an Stelle der xi neue x'1 einführen, 
die beliebige voneinander unabhängige Funktionen der xi sind: 

x'' = j,(xl, x2, xa .. . xaN). 

Die 3 N x'i sind dann als Parameter des gesamten Systems aufzufassen. 
Bestehen zwischen den x1 IX unabhängige Bedingungsgleichungen, 

so kann man IX Koordinaten eliminieren. Es empfiehlt sich dann durch 
eine Transformation zu neuen Koordinaten x'' überzugehen, derart, daß 
die IX Bedingungsgleichungen durch IX Gleichungen der Form x'1 = const 
ersetzt werden. 

Die Zahl Z = 3 N-IX, d. h. die Zahl der zur Beschreibung der An
ordnung aller Teile erforderlichen Variabeln heißt die "Zahl der Freiheits
grade" des Systems. Für ein System von 3 und mehr starr verbundenen 
Massenpunkten ist Z = 6. 

3. Gleichgewichtslagen und Schwingungen. 

Sind für ein bestimmtes Wertesystem xi alle -~~ = 0 und sind alle 

x' = o, so besteht Gleichgewicht. Man kann U in der Nachbarschaft 
dieser Stelle darstellen in der Form: 

u = u + "' (x•-x:,)2. a• u_ 
0 ..:::.. 2 a x•• 

( 1) 
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d. h. U--U0=~ ;;2'x;x• A;k, wenn man x~ 
k 

als neuen Nullpunkt 

wählt. Dann gilt (in kartesischen Koordinaten): 

Setzt man hierin 

so wird 

d2 xi o U ""' k 
m; di2= oxi =~X A, •. 

k 

wt 

xi = ai e Jlm;. 

_xi w2 =.I x" A;k> 
k 

(2) 

d. h. man erhält ein System von 3 N homogenen linearen Gleichungen 
(vgl. S. 79). 

Durch Nullsetzen der Determinante erhält man eine Gleichung 
3 N-ten Grades für w2• 

Transformiert man die x' wie aufS. 82 in die neuen Koordinaten x'', 
so heißen diese "N ormalkoordinaten". 

Stabil ist der durch x'; = x~• gegebene Gleichgewichtszustand bzw. 
wt 

der durch x'; = a; e y'in, gegebene Schwingungszustand nur, wenn die 
Gleichung für w2 nur negativ reelle Wurzeln hat. Andernfalls heißt das 
Gleichgewicht labil. 

C. Prinzipien der Mechanik. 
Das alles umfassende Grundprinzip der Mechanik des Massenpunktes 

oder von Massenpunktsystemen ist NEWTONs dynamische Grundgleichung: 

(vgl. S. 229 und 234). ( 1) 

Im folgenden sind eine Reihe anderer, zum Teil spezieller Formulierungen, 
die sog. "Prinzipien" zusammengestellt. 

1. Differentialprinzipien. 

a) LAGRANGEsche Gleichungen I. Art (vgl. S. 231). 

Ist der Massenpunkt nicht frei, sondern an Bedingungen gebunden, 
etwa an eine Fläche cp (x, y, z) = 0 oder eine Kurve cp (x, y, z) = 0, 
tp(x, y, z) =0, so ist die Bewegung bestimmt durch 

m r = sr + .A. grad cp + fl grad tp (LAG RANGEsche Gleichungen 1. Art). (2) 

Das sind zusammen mit cp = 0 und tp = 0 fünf Gleichungen für x (t), 
y(t), z(t) und die Funktionen .A. und fl· 
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Bei Vorhandensein von mehreren Massenpunkten gelten die LAGRANGE
scben oder NEWTONsehen Gleichungen für jeden einzelnen Massenpunkt. 
Die Beziehungen der einzelnen Massenpunkte zueinander sind durch 
die Nebenbedingungen festgelegt. 

b) Das Prinzip des kleinsten Zwanges (GAuss). 

"Zwang" heißt die Größe 

-~ (m r- Sl') 2• m (3) 

Die Bewegung erfolgt so, daß der Zwang in jedem Augenblick ein Mini
mum ist. 

Bei mehreren Massenpunkten ist der Zwang gleich der Summe der 
Einzelzwänge. 

c) Das Prinzip der virtuellen Verrückungen (der Statik) und das Prinzip 
von D' ALEMBERT. 

Ein System von n Massenpunkten ist im Gleichgewicht, wenn die 
Gesamtarbeit der äußeren Kräfte bei jeder virtuellen, d. h. mit den 
Bedingungen des Systems verträglichen \' errückung verschwindet : 

" I Sf; t5ri = o. (4) 
i=l 

Bestehen zwischen den Massenpunkten Bedingungen q;(kJ (rv r2, ••• r.) = 0, 
so müssen die (J ri die Gleichungen erfüllen: 

" I gradiq;(kJ · br' = o. 
i=l 

Führt man das negative Produkt aus Masse und Beschleunigung als 
Trägheitskraft ein, so erhält man das Prinzip von n'ALEMBERT, durch 
das die Dynamik formal auf die Statik zurückgeführt wird: 

" .I (St,-- m; r,) · öri = o. 
i=l 

2. Variationsprinzipien. 
a) HAMILTONsches Prinzip. 

Von allen Bewegungen, die mit den Rand- und Nebenbedingungen 
eines mechanischen Problems verträglich sind, ist die wirklich zwischen 
t1 und t2 stattfindende Bewegung diejenige, die das Integral 

t, 

jLdt (6) 
t, 
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zum Minimum macht. Darin heißt 

L=T-W (7) 

die LAGRANGEsche Funktion, T ist die kinetische, W die potentielle 
Energie. Dies Prinzip ist das umfassendste der Prinzipien der Mechanik. 
Es gilt für beliebig viele Massenpunkte und beliebig viele Freiheitsgrade. 
Die Zeit t kann sowohl in W wie in den Nebenbedingungen explizite 
auftreten. Es ist nicht an die Gültigkeit des Energiesatzes gebunden, 
d. h. auch auf nichtkonservative Systeme anwendbar. Über Berück
sichtigung vou Nebenbedingungen vgl. Teil I, Abschnitt 11, S. 216. 

Dem Prinzip sind äquivalent die LAGRANGEschen Differential
gleichungen 2. Art (vgl. S. 232), die ]ACOBische partielle Differential
gleichung (vgl. S. 234) und für konservative Systeme die HAMILTON
schen kanonischen Gleichungen (vgl. S. 233). 

b) Das Prinzip der kleinsten Wirkung (EULER). 

Bei konservativen Systemen wird das Integral 
t 

.fT dt (8) 
t, 

bei der wirklich stattfindenden Bewegung in jedem Augenblick t ein 
Minimum, verglichen mit allen anderen mit den Bedingungen verträg
lichen Bewegungen der gleichen Energie E = T + W. Festgehalten 
werden bei der Variation die Anfangszeit t0 sowie Anfangs- und Endpunkt 
der Bahn; dagegen nicht die Endzeit t. 

Das EDLERsehe Prinzip ist nicht auf das HAMILTONsche zurück
führbar. Wegen der offenen oberen Grenze sind die gewöhnlichen 
Methoden der Variationsrechnung nicht anwendbar. 

c) Das Prinzip von ]ACOBI. 

Bei konservativen Systemen wird das Integral 
r, 

.f v E:-:__w (x, y, z) ds, (9) 
r • 

zwischen den festen Punkten r1 und r2 längs einer beliebigen Kurve 
erstreckt, ein Minimum, wenn der Integrationsweg übereinstimmt mit 
der wirklichen Bahnkurve des Massenpunktes. Der zeitliche Ablauf der 
Bewegung kann sodann aus dem Energiesatz T + W = E = constans 
bestimmt werden. 

Bezeichnet man 
n (x, y, z) = V E :__ w (x; y, z) 

als Brechungsindex, so ist das Prinzip formal identisch mit dem FERMAT
schen Prinzip der geometrischen Optik. 
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D. Starrer Körper. 
Ein Massenpunktsystem bestehend aus starr miteinander (durch 

Zwangskräfte) verbundenen Massen mrx heißt ein starrer Körper. 
Die Geschwindigkeiten I.Jrx seiner Punkte sind dann durch zwei freie 

Vektoren1 I.J0 und u darstellbar: 

(v~ = v~ + u~ x;. u' k = - u" i). ( 1) 

trx ist der Ortsvektor von einem mit dem Körper starr verbundenen 
Nullpunkt aus. 

I.J0 ist die Geschwindigkeit des Punktes r = 0. 
u ist die Drehgeschwindigkeit um die durch r = 0 gehende Achse II u. 
Verschiebt man das Bezugssystem im Körper um die Strecke a 

(r' = r-a), so wird I.J = I.J0 + [u a] + [11, r-a] = I.J~ + [11 r'], d. h; die 
Drehgeschwindigkeit u ist unabhängig von der Wahl des Bezugssystems. 

. [U t>] 
Wählt man speziell a = - u-2-- , so wird 

, u (ut>} 
llo = u• ' cl. h. I.J~ il u. 

Die Bewegung ist also als reine Schraubung darstellbar. Die Achse 
durch den neuen Nullpunkt (r' = 0) heißt instantane Drehachse. 

Weitere wichtige Vektoren sind: 

\.1 = ,.:!: mrx urx der Gesamtimpuls (2) 

q = ~· m" [r" I.J"] der gesamte Drehimpuls qi k = ~ mrx (x~ v~- x~ v~) (3) 

qik = -qki. 

Die kinetische Energie T = ';E H~rx v~ ist dann darstellbar durch: 

2 T= (l.lo\J) + (11q) = (vipi + uikq;k)· 
Schwerpunkt heißt der Punkt, für den als Nullpunkt (r = 0) 

~mrx rrx=O wird. 

heißt Gesamtmasse, 

(4) 

(5) 

(6) 

heißt das Trägheitsmoment bezogen auf die Drehachse 11 durch r = 0. 
Es ist dann: 

T = M~~- + ],.u2 

2 2 • (7) 

1 Es sollen nur affine (cl. h. gradlinig äquidistante) Koordinaten in Frage 
kommen, da nur in solchen die Komponenten der freien Vektoren vom Ort un
abhängig sind. 
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Die Kräfte auf starre Körper sind (in ihrer Wirkung) darzustellen 
durch zwei Vektoren: 

1. die Gesamtkraft R' = ,I sriX 
IX IX 

2. das Drehmoment 5.\ = ,I [ riX R'IX] 

IX IX 

L;k = -Lki. 

Die Bewegungsgleichungen lauten dann: 

~l-l = "' dpi - K; 
dt .n, dt- ' 
dq a( = 5.\- [bo lJ], dqik = Lik -vi pk + vkpi 

dt 0 0 

(8) 

(9) 

( 1 0) 

Wir wählen im weiteren den Schwerpunkt zum Nullpunkt unseres 
Systems, so daß ,Im"biX = 0 ist. Dann vereinfachen sich die Gleichungen, 

IX 

wegen [b0 lJ] = 0 zu der Form: 

~a~ = SL (I 1) 

Der kräftefreie Kreisel. 

Fehlen alle äußeren Kräfte, bzw. heben diese sich vollständig aut, 
wie z. B. die Gravitationskräfte bei einer Unterstützung des Körpers im 
Schwerpunkt, so vereinfachen sich die Beziehungen wesentlich. Es gilt 
speziell: 

Die Relation (3) : 
q = ~ m" [riX [ur"]] 

IX 

läßt sich durch einen symmetrischen Tensor '! darstellen: 

q = '!u. 

( 12) 

( 13) 

'! ist natürlich, ebenso wie u, zeitabhängig. Der Energiesatz fordert: 

(uq) = (u'!u) = const = C1 , 

andererseits fordert ( 12): 

q2 = ('!u '!u) = (u'!2 u) = C2 • 

( 14) 

( 1 5) 

Wir führen nunmehr durch den orthogonalen Tensor D ein neues Be
zugssystem ein durch: 

r= Dr 
und lassen D derartig von der Zeit abhängen, daß 

ar 
dt = 0 ( 16) 
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wird. (Transformation auf ein körperfestes Bezugssystem.) In diesem 
lautet (13): 

q=Xu, 

wo nunmehr X, da es nur von den Massen und den r abhängt, zeit
unabhängig wird. Das Tensorellipsoid (rXr) = 1 heißt das Trägheits
ellipsoid des Körpers. 

Die transformierten Gleichungen {14} und (15}: 

(iiXu) =Cl 
und 

liefern folgende anschauliche Darstellung für die zeitliche Änderung von ü: 
Deuten wir it als Ortsvektor einer Bahnkurve, so ergibt sich diese als 

Schnittkurve der beiden Tensorellipsoide von ct und §~ ( Polhodiekurve). 
1 2 

Aus 
dr _r- dr r-'- .r- - -] dt = :u dt +:ur= [ur]= :u[ur 

folgt wegen ( 16) für einen beliebigen Vektor a: 

~: = () ( ~~ + [u a]) (vgl. s. 128}, 
also wegen (12): 

dq -- ] Tt + [uq = o (EuLERsche Gleichung) 

[bzw. = 5:! bei Vorhandensein eines äußeren Drehmomentes (11)]. 

(17) 

Aus (14) folgt ferner, daß der Vektor 1t als Ortsvektor gedeutet 
immer auf eine feste Ebene senkrecht zu q hinweist. Diese Ebene ist 

zugleich Tangentialebene an das Ellipsoid~' d. h. das Trägheitsellipsoid 
1 

rollt bei festem Zentrum auf einer festen Ebene. Die Bahn des Berührungs-
punktes definiert nach Größe und Richtung die Zeitabhängigkeit des 
Vektors u ( "H erpolhodiekurve"). 

Der symmetrische Kreisel. 

Im Falle einer Rotationssymmetrie des Körpers ist die Benutzung 
eines Tensors unnötig. Hier genügt an Stelle von (13) der Ansatz: 

Q=ocu+ßf(uf) (f2 =1), {1) 
wo f ein Einheitsvektor in Richtung der Figurenachse ist und oc und ß 
zwei Konstanten sind, die die Massenverteilung bzw. die Hauptträgheits
momente berücksichtigen. Nehmen wir an, daß alle äußeren Kräfte 
zusammengeiaßt werden können in eine Kraft ~. die in einem Punkt 
der Figurenachse im Abstand 1 vom Drehpunkt angreift, so gelten 
folgende Gleichungen: 

dq df 
dt = [f~J, ae= [uf], (2) 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Aufl. 16 
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Diese Gleichungen genügen zur Berechnung der unbekannten Vektoren n 
und f bei gegebenen Anfangsbedingungen und gegebenem st'. 

Ist st' konstant und gehen wir aus von einem Zustand, wo st', f und n· 
und daher auch q konplanar sind, und besteht die Relation 

st' = T q + !X T2 f, (3) 
wo T ein beliebiger Faktor ist, so folgt, daß das System dieser Vektoren 

in sich unverändert mit der Geschwindigkeit w = .!C. um st' rotiert. IXT 
(.,Reguläre Präzession".) 

Für die allgemeine Lösung der Gleichungen geht man üblicherweise 
in ein geeignetes Koordinatensystem über. Die weitere Rechnung führt 
dann auf elliptische Funktionen. 

Beschränkt man sich auf die Untersuchung solcher Bewegungen, 
die der regulären Präzession nahe benachbart sind, so kann man das 
Problem wie folgt linearisieren: 

Man transformiere zunächst auf ein mit der Geschwindigkeit w 
um st' rotierendes Bezugssystem. In diesem sind die bei der regulären 
Präzession gefundenen f, u und q konstant= f0, u0 und q0 • Eine be
nachbarte Bewegungsform wird dann gegeben durch: 

f=fo+df. u=uo+dn, q=q0 +dq, 

wo wir die d f, du und d q als so kleine Größen auffassen, daß ihre Produkte 
vernachlässigt werden können. Zu ihrer Bestimmung findet man dann 
leicht die Gleichungen: 

:e df= IX:·[fo(df+ ;rq)]. (4) 

:t dq=-[st(df+; dq)]· (5) 

Diese linearen Gleichungen sind leicht zu lösen, auch in Vektorform 
(vgl. S. 131). Die Bewegung ergibt sich wieder als Präzessionsbewegung 
z. B. von f um f0 , die sich der regulären Präzession überlagert. Sie wird 
als .,Nutation" bezeichnet. 

E. Mechanik der Kontinua. 
I. Kinematik. 

Die Massen seien kontinuierlich verteilt. Ihr€ Geschwindigkeiten 
werden daher durch einen Feldvektor tJ bestimmt. 

Die Massendichte ist ein Skalare. definiert durch e = lim(-~) aus 
V+O 

der im Volumen V enthaltenen Masse M, so daß I edv=M ist. 

Es ist ~1 + div (e tJ) = 0 (Kontinuitätsgleichung, Erhaltungssatz der 
Materie). 
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Hier bedeutet Je die Änderung des Argumentes an einer festen Stelle 

des Raumes mit der Zeit (lokaler Differentialquotient). Sucht man die 
betreffende Änderung in einem mit der Geschwindigkeit tJ bewegten Punkt, 

so verwenden wir das Symbol ! (substantieller Differentialquotient). 

Es ist für einen Skalar IX: ~~ = ~ ~ + ( tJ grad IX) , 

f .. . V k da 8a ( d) ur emen e tor a: di- = }ft + tJ gra a , 

1 d(J d" a SO dt + (! IV b = 0. 

Für inkompressible Substanzen ist ~i = 0 (nicht ~ ~ ) und div tJ = 0. 

Infinitesimale Verschiebungen f der Punkte eines Kontinuums sind 
in der Umgebung eines Punktes r0 als lineare Funktionen des Ortes 
<5 r = r- r0 und eventuell der Zeit zu betrachten. 

Wir zerlegen f in drei Teile: f = fo+ ~ [br rot iJ +6 br mit den 
Komponenten (in kovarianter Schreibweise)~ 

wobei 

und 

s'=s~+bxkR/ +bxkSki• 

R - 1 (~-_oSk) 
•k- 2 8xk 8xi 

1 ( 8 Si 8 Sk) 1 
sik = 2- 8xk + 8xi -slrik· 

fo ist die Verschiebung des Punktes r0 . 

~ [b r rot fJ ist eine starre Rotation. 

( 1) 

(2) 

(3) 

@) br heißt die Deformation. G ist ein symmetrischer Tensor (De
formationstensor). 

@) <5 r läßt sich weiter zerlegen in 

""" .!: .!: div r _, .!: 
~ur=ur·-3 -+~ ur, 

so daß div (@i' br) = 0-ist, oder in kovarianten Komponenten 1 : 

sik = 1 ~ 1 · gik + s;k> also I e'l = o. 
Der erste Teil entspricht einer homogenen Dilatation. 

(4) 

(4') 

Der zweite Teil entspricht einer Scherung, d. h. Formänderung bei 
konstantem Volumen. 

In analoger Weise läßt sich das Geschwindigkeitsfeld tJ = -~{- in der 

Umgebung des Punktes r0 darstellen: 

tJ = b0 + ~ [brrot b] +~ br (5) 
und 

~ br = br di;o + ){)' br. 

1 161 bedeutetEs;. vgl. s.os. 

(6) 

16* 
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2. Kräfte. 
Die in einem Kontinuum wirkenden Kräfte lassen sich einteilen in 

fernwirkende und nahwirkende. 
Erstere werden dargestellt durch Feldvektoren f ( Volumenkräfte), 

letztere durch Flächenvektoren \) ( Oberflächenkräfte). 
Die Volumenkräfte (Gravitation u. dgl.) wirken auf die Elemente 

des den Raum erfüllenden Substrats. 
Die Oberflächenkräfte (Oberflächendrucke, äußere Reibung u. dgl.) 

wirken nur auf die Elemente der Oberfläche eines begrenzten Körpers. 
Um die inneren nahewirkenden (Atom-)Kräfte in die Rechnung ein

zuführen, verfährt man wie folgt: Man denkt sich den Körper durch 
einen Schnitt in zwei Teile zerlegt und fragt nach den Oberflächenkräften 
\)', die man an den zwei so neugebildeten Oberflächen anzusetzen hat, 
um den ursprünglichen durch den Schnitt aufgehobenen atomaren Zu
sammenhang wieder herzustellen. Diese Kräfte \J' sind an den zwei 
Flächen entgegengesetzt gleich. Sie sind an jeder Stelle im allgemeinen 
abhängig von der Orientierung der Schnittfläche. Diese Abhängigkeit 
wird als linear angenommen und dargestellt durch: 

( 1) 

wo n der nach außen gerichtete Einheitsnormalvektor zur Schnitt
fläche ist. 

1.ß heißt der Spannungstensor. 
l.ß n läßt sich zerlegen in 

1-ßn=-n·P+I.ß'n, Pik= l~l g,k+P;k> (2) 

wo 11-ß'l=ü, 
so daß div \ß' r = 0 ist. 

. ( I' . p he1ßt Druck =- ---'-). 
3 ; 

Die Gesamtkraft auf ein Volumen V ist 

sr=]fdv+ ]\Jdf. (3) 
Das Drehmoment ist 

B= J dv [fr] + j df [\:lr]. (4) 

Die Kraft, die durch die auf die Oberfläche der Volumenelemente 
wirkenden Oberflächenkräfte ausgeübt wird, ist durch einen Feld
vektor f' zu ersetzen: 

f'=div\ß. 

3. Elastizitätstheorie. 
Die statische Elastizitätstheorie fragt nach dem Gleichgewicht eines 

unter der Einwirkung von Kräften f und \) deformierten Körpers. Es 
kann nur bestehen für f =- div l.ß im Innern und \) = l.ß n an der 
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Außenfläche. Ferner muß der Tensor ~ symmetrisch sein, damit keine 
Drehmomente übrig bleiben. 

Nach dem HooKESchen Gesetz sind die Verschiebungen f lineare 
Funktionen der Kräfte j:J, f. 

Daher wird die Arbeit der äußeren Kräfte für eine statische De
formation: 

Es ist also 

A = ~J dv(ff) + iJ df(fp) 

= -~jdv(fdiv~) +~/df(f~n) 
=!Jdv(S~) 

( 1) 

(2) 

die in der Volumeneinheit enthaltene potentielle Energie, d. h. die Energie
dichte. w ist eine homogene Funktion 2. Grades der Deformation bzw. 
der Spannungskomponenten. 

Aus Gleichung (2) folgt: 
ow p. -2--

!k- oS;k. 

Schreiben wir das HooKEsche Gesetz als lineare Beziehung zwischen 
den Tensoren ~ und S in der Form P 1 k = a;; 51m, so treten wegen 
der Symmetrie von ~ und S 21 Konstanten auf, indem 

()) 
wird. 

Für isotrope Medien vereinfacht sich die Abhängigkeit. Hier müssen 
aus Symmetriegründen die Hauptachsenrichtungen der Tensoren '.l3 
und S zusammenfallen. Man sieht leicht, daß der allgemeinste Ansatz 
für die lineare Abhängigkeit dann lautet: 

div f 
-3-=rx·p, 

s: = rx PL 
G'=ß'-13' 

s;k = ß P;k 
(4) 

Die anschaulich physikalische Bedeutung der Konstanten rx und ß 
folgt aus Anwendungen auf spezielle Probleme. Es ist 

rx= 1-2,u 
E 

3 
E = rx.+ 2ß I 

wo E der Elastizitätsmodul, 

" 3 I 

p der Querkontraktionskoeffizient, 

u die Kompressibilität ist. 

ß=t+,u 
E 

,u= 
ß-rt. 

rx.+2ß' 

(5) 
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In kovarianter Form ist: 

1~1 =atll.ßl, 5~k=ßP~k (1~1 = 5ikgtk), 

5;k= ~ l~lgik+5~k=(X 3 11 1\.ßlgik+ßPik• 

1l ~ , 1(1 1)l I 1 P;k = 3 l.ß g;k + P;k = 3 a.··-ß ~ g;k + ß 5;k· 

Es folgt daher: 

5;k =- ~ ll.ßl g;k + Jl1 1 P;k, 

EJl 1- I E 
P;k=(1+JL)(1-2p). ~ g;k+1+p'5ik· 

Für die Energiedichte folgt 1 : 

2w=5ikpik=; (52)+-~-(: -~)1~12 

= ß (P2) + tx 3 p ll.ß 1 2 • 

((52)= 5;k 5ik) l 
J 

a) Statische Elastizitätsprobleme. 

(6) 

(6') 

(7) 

Entweder sind die f und l' gegeben und f gesucht oder umgekehrt. 
Zwischen diesen bestehen nach obiger Theorie die Beziehungen: 

1 1(2 1) . f = - 2 p LI f--'- 6 tx + ß grad dtv f 

1 (1 1) . 1 1 l-1=3 a:-{:f ndtvf+ 2 p[nrotf]+ 11-(ngrad)f. 

Bei gegebentn Deformationen findet man also die Kräfte durch 
Differentiation. Bei gegebenen Kräften ist aber die Deformation nur 
durch das viel schwierigere Problem der Lösung einer Differential
gleichung zu ermitteln. Für die einfachsten Fälle genügt es, nach der 
Differentiationsmethode eine größere Anzahl von speziellen Lösungen 
aufzustellen und unter diesen die gewünschte Lösung herauszusuchen. 
Besonders wichtig sind dabei die Fälle, wo die Volumenkräfte f ver
schwinden, da in der Regel nur Oberflächenkräfte in Frage kommen. 
In diesem Falle wird div l.ß = 0, also: 

oder: 
Llf+ -- 1 ---graddivf=O 1-2p 

1-p 
rot rot f- 2 · 1_ 211_- grad div 1 = 0. 

1 Es ist meist üblich von dieser Gleichung auszugehen, weil (52) und I 6' 2 

die beiden einzigen unabhängigen quadratischen Invarianten der Verschiebung 
1 E 

sind. Setzt man 2 w = A (S") +BI 61 2 so ist A =-=--und . p 1+Jl 

1(1 1) EJl 
B=J- a.-·f{ =(1-2Jl){1+Jl)' 
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Für diese Differentialgleichung kann man leichter partikuläre Lösungen 
finden, aus denen die gesuchte Lösung aufzubauen ist. 

Spezielle Lösungen sind mit C = 1 -2f-t: 
1. Kugelsymmetrische Lösungen: 

f = t (homogene Dilatation) 
r 

f = ,.. (Dilatation mit Singularität bei r = 0: 
,,Dilatationskern''). 

2. Drehungen um den Vektor a als Achse: 
f = [a r] (Drehung als starrer Körper) 

f = [~~] (Drehungskern: äußeres Kräftepaar greift bei 
r = 0 an, dort Singularität). 

3. Andere Lösungen: 
a) Singularitätenfrei (Biegung) : 

2+C f =- jcf--1- r2 a + (ar) r, 
2+C _3-2p, 

3c-+ 1-- 4..:..._-6~~ • 

b) Lösungen mit Singularität bei r = 0, z. B.: 

f= (2C + 1) i- + (~:) t, 2C + 1 = 3-4Jt. 

Mit jedem f = fo ist auch 

f1 = (a grad) f0 , f2 = (b grad) ((a grad) f0), 

f3 = (c grad) ((b grad) ((a grad) f0)) usw. 

mit beliebigen konstanten Vektoren a, b, c ... eine Partikularlösung. 
Auf diese Weise kann man aus jeder Lösung solche von beliebig hohen 
Singularitäten konstruieren (Multipole, d. h. Einzelkräfte, Einzelmomente 
usw. wirken von außen). 

b) Bewegungsgleichungen in isotropen elastischen Körpern. 

d 2 f 1 1 ( 2 1 ) . 
(! --(fi2 = f + 2ßLJ f + 6 IX + f{ graddtvf = 

= f + _1_ (_1__ + 2 ) grad div f- 1 ·rot rot f 3 IX ß 2ß • 

Zerlegt man f in h und f2, so daß 

div f1 = 0, rot f2 = 0, also f2 = -gradcp und ist f = 0, 

so wird: 
dl r 1 

(! dt: = 2 ß · LJ h (Transversal- oder ScherungsweUe) 
und 

e d;t~ = -j- ( : + ; ) LJ cp (Longitudinal- oder V erdichtungsweUe). 
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Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten sind 

für die transversale Welle = 1 /2~-ß1 ~ - 1 I E V .. -v2e(t+p) 

f" d' I . d' I W 11 1/-1 -( 1--2 ) 1/E (1 -1') 
ur 1e ongitu ma e e e = V 3-e -,x + 1f = V -e (1 _ 2 1') (1 +I')· 

4. Übergang zur Hydrodynamik. 
In nicht vollkommen elastischen Körpern verschwinden bei kon

stanter Deformation die Spannungen \ß' mit der Zeit. Dies führt auf 
folgenden möglichst einfachen, aber speziellen Ansatz: 

0 \13' 1 0 @)' 1 
-tit~ = ß ·e,e--:r \ß'. ( 1) 

Ist 
o@!' -at = 0, so folgt aus (1) 

t 

\ß' = \ß0' e- • (T = Relaxationszeit). (2) 

Schreiben wir ~Pt = b und stellen b (ebenso wie f) dar durch 

b = bo + ~ [ r5 r . rot b J + m r5 r 
und 

so wird 
(})I- 0 @)' _8 \13' = _!__ ffil_ 1 ffi1 

iO - ot ' ot ß iO • '~-' • 

Für langsam veränderliches )8' bzw. kleines T, d. h. Flüssigkeiten, er
halten wir damit 

\ß' = } m·. (3) 

\ß' wird also jetzt durch die Geschwindigkeitsverteilung bestimmt. Die 
Beziehung 161 = ot I \ß I bleibt erfahrungsgemäß bestehen. 

Die Bewegungsgleichungen werden dann 1 

e ~: = f + div \ß = f + div (@ 1 ~ 1 + i )8') 
= f- grad p + -2•ß ( L1 b + ~ grad div b). 

A. = -2•/1 heißt Reibungskoeftizient (Zähigkeit). 

Wir erhalten somit die NAVIER-STOKESsche Gleichung 

e ~~-=f-gradp+A.Lio+ ~ graddivb (4) 

als Bewegungsgleichung einer Flüssigkeit mit innerer Reibung. 

1 (!; bedeutet Einheitstensor (vgl. S. 125). 
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5. Hydrodynamik. 

Für reibungsfreie Flüssigkeiten wird A = 0. Die Bewegungsgleichungen 
lauten daher 

do e · dt = f - grad p ( 1) 

oder 
do f --= -gradP· 
dt (! ' 

( 1') 

wo 

P = j !-P 
f! 

gesetzt werden kann, wenn (} eine eindeutige Funktion von p ist, bzw. 
wegen 

0 tJ d tJ d lJ 1 
iFt = dt - (tJ grad) tJ = dt- 2 - grad tJ2 + [tJ rot I.J] 

00 

ai ; - grad ( ~· + P) + [I.J rot tJ] 

(EULERsche Bewegungsgleichungen). 

(2} 

Ist ~-~ = 0 (stationäre Strömung) und rot tJ ~ 0 ( wirbelfreie oder Potential

strömung), so wird 

; - grad ( ~· + P) = 0, 

bzw. bei konstantem (} 

f- grad ( (} ~· + p) = 0. (3') 

( (! ~· + p) heißt hydrodynamischer Druck. 

Hat ~ ein Potential, d. h. f = (! grad rp, so wird 

o rot b ot- =rot [tJ rot tJ] (4} 
und daher 

d J d f - · dfrot tJ = -- tJ d 6 = 0 
dt n dt (4') 

(vgl. S. 113), d. h. das Wirbelmoment einer mit der Flüssigkeit mit
bewegten Fläche bleibt konstant (HELMHOLTZ). 

Ist rot tJ = 0, so ist tJ darstellbar als t1 = grad (/J (Geschwindigkeits
potential). Es gilt dann 

otP 1 
ai- -rp + p + 2 grad2 (/) = const. (5) 

Für inkompressible Flüssigkeit (! = const, P = p ergibt die Kon
f! 

tinuitätsgleichung div tJ = 0, also L1 (/) = 0. 
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Die meisten Probleme der Hydrodynamik laufen auf die Lösung 
dieser Differentialgleichung mit Berücksichtigung der durch die Be-

grenzung der Strömung gegebenen Randbedingungen :: = 0 bzw. 

::- Vn heraus, wo Vn die Normalkomponente der Geschwindigkeiten 
der Begrenzung ist. 

Bei strengerer Annäherung an die Wirklichkeit ist die Flüssigkeit 
als an der Begrenzung haftend zu betrachten. Dann ist aber im all
gemeinen die Bedingung rot b = 0 nicht zu erfüllen. 

Zweiter Abschnitt. 

Elektrodynamik 
(einschließlich Optik). 

A. Allgemeine Theorie. 

I. Elektrostatik. 

Der Elektrostatik liegen folgende idealisierte Erfahrungen zugrunde: 
1. Das CouLOMBsehe Gesetz: Von einer ruhenden elektrischen Punkt

ladung der Größe e1 am Ort r1 wird auf eine zweite e2 am Ort r2 eine 
Kraft Sf'12 ausgeübt 

( 1) 

· 2. Die Ladungen e sind unveränderliche und additiv kombinierbare 
Größen (Satz von der Erhaltung der Ladung oder Elektrizitätsmenge). 

3. Die elektrischen Kräfte superpanieren sich (nach der Parallelo
grammregel). Sie sind konservativ. 

Mit diesen Sätzen sind die Größen e eindeutig aus Messungen von 
Kräften feststellbar (bei Verwendung von mindestens drei Ladungen 
aus drei Gleichungen). 

Die Kraft Sf'12 ist auch zu schreiben 

Sf'12 = -e2 grad (I 61 I) = -e2 gradrp2 = e2 @2 , rs-rl 

wo der Gradient an der Stelle r2 zu bilden ist, d. h. rp2 = -
1 

-
61-

1 
ist als 

r1-ta 
Funktion des Ortes r2 zu betrachten. Man schreibt i. a. einfacher für 
die Kraft auf eine Ladung e 

li~-~-~~ @ = -gradrp.l (2) 
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rp heißt das Potential am Ort der Ladung e, und (i heißt die elektrische 
Feldstärke daselbst. rp und (i bilden ein skalares bzw. vektorielles Feld. 

Bei mehreren wirkenden Ladungen e; wird 

~ = f ~;. rp = frp;, (i = f G:; = -grad ( frp;)· 

mit r; = Ir-r; I (3) 

L1 rp = 0 außer für r = r; (LAPLACEsche Gleichung). (4) 

Den Begriff einer Raumladung findet man durch Grenzübergang aus 
dem Bilde sehr vieler, kleiner, dicht gedrängt im Raum verteilter Punkt
ladungen. Ladungsdichte (! heißt dann der Ausdruck 

e=lim(+), 
V70 

wo e die im Volumen V enthaltene Gesamtladung bedeutet, d. h. 

jdve=e. 

Analog bildet man den Begriff einer Flächenladung und ihrer Dichte a. 
Die erzeugten Potentiale werden 

rp = J dv ~ bzw. rp = J df ~. (3') 

Hieraus folgt (vgl. S. 114) 

4n (! = -Ll rp = div G: (PmssoNsche Gleichung) (4') 
rot G: =-rot gradrp = 0. 

Als elektrischen Dipol bezeichnet man die Kombination zweier ent
gegengesetzt gleicher Ladungen ± e im infinitesimal kleinen Abstand 
!5r. e!5r= m heißt sein Moment (vgl. S.120). Sein Potential wird 

rp = ( mgrad+). (3 ") 

Den Begriff Dipoldichte oder Polarisation \l3 findet man wie oben. Er 
liefert das Potential 

rp=jdv(\l3grad :)=-Jdv di:~+ jdvdiv(-!-)· 

Das letzte Integral verschwindet, wenn die Integration über den ganzen 
Raum erstreckt wird und \l3 im Unendlichen verschwindet. 

Besteht gleichzeitig Ladungsdichte und Polarisation, so wird 

also 

1- ---~~--d--- -;=-dlv \l3 -~ 

I ffJ_=:~v ____ r __ ~ 
-Ll rp = div a: = 4n (e-div \13) 

4n e = div ((f + 4n \13). 

(3 '") 

(4'') 
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Es heißt 

(! = 4~ div (l.f + 4n $) Dichte der wahren Ladung, 

, 1 d' rc: e = 4-i lv ~ Dichte der freien Ladung, 

e" = divl,ß Dichte der Polarisationsladung. 

In einem isotropen Medium (Dielektrikum) tritt unter der Wirkung 
von @ eine Ausbildung von Dipolen, d. h. eine Polarisation ein. Im 
allgemeinen wird dann l.ß - @. Man hat daher: 

e-1 
1.13 =- - --- @. 

4n (5) 

e, heißt Dielektrizitätskonstante. Sie ist niemals kleiner als 1. Im Vakuum 
ist l.ß = 0, d. h. e = 1. ~ heißt dielektrische Verschiebung oder elektrische 
Induktion. Die Gleichungen 

I div ~ = 4ne. --~~-;i.--~ot G:_==: ol (6) 

sind die Hauptgleichungen der Elektrostatik. 
Durch die (zunächst unbeobachtbare) Polarisation werden die Ver

änderungen des elektrischen Feldes gedeutet, wenn ein an sich ungeladenes 
Dielektrikum in ein elektrisches Feld gebracht wird. In ihm bleibt dann 
div ~ = 0, aber es wird 

div@ = _ _!_(@grade,). 
e 

An einer Fläche, wo e, von e,1 auf e,2 springt, bleibt die Flächendivergenz 
von ~ = 0, d. h. die Normalkomponente von ~geht stetig durch die Fläche. 
Wegen rot l.i:=O bleibt andererseits die Parallelkomponente von @ an 
der Fläche stetig. Daraus folgt das Brechungsgesetz der Kraftlinien 
tg ot1 : tg ot2 = e1 : e,2, wo ot den Winkel der Feldlinien @ bzw. ~ gegen die 
Flächennormale bedeutet. Die freie Flächenladungsdichte a' wird 

4 n a' = E - E = ( ~t_- 1) E . n, 111 . e2 n1 

Weder @ noch ~ sind im Innern eines Körpers direkt meßbar. Führt 
man aber einen Schnitt durch den Körper senkrecht zu den Kraftlinien, 
so ist in dem so gebildeten materiefreien Spaltraum ein @' (als Kraft auf 
die Einheitsladung) meßbar, das gleich dem ~im angrenzenden Körper 
ist. Schneidet (oder "bohrt") man andererseits parallel zu den Kraft
linien, so mißt 1 @' hier das angrenzende @. In einem kugelförmigen 
Hohlraum im Innern des Körpers findet man ein 

rc:• 3 e rc: 3 er-. 
~ = 1+2B~=1+2e .v. 

1 Dies kann auch zur Definition von tl und G: in Körpern benutzt werden. 
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Als "Zahl" der durch einen Querschnitt q gehenden Feldlinien von Ci: 
bzw. ~ bezeichnet man (FARADAY) das Flächenintegral 

jdfEn bzw. /dfDn. 
q q 

Die Zahl der in einer Ladung e entspringenden Induktionslinien ~ ist 
gleich 4n e. 

Leiter der Elektrizität heißen Körper, in denen bei statischen Verhält
nissen cp = constans, d. h. @ = 0 und (! = 0 ist. Sie können nur Ober
flächenladungen a tragen. Ein Leiter verhält sich statisch wie ein Körper 
mit unendlich großem s. Freie Ladungen auf Leitern heißen Influenz
ladungen. Sie sind abtrennbar und wie wahre Ladungen zu behandeln. 

Das sog. elektrostatische Problem besteht in der Aufgabe, bei ge
gebener Lage und Form von Leitern und Nichtleitern und ihren Ladungen 
e; die Feldverteilung zu finden. Dazu sind folgende Gleichungen zu lösen: 
div ~ = 4n (! außerhalb 'der Leiter, 

4 n e; = r d I Dn erstreckt über die Oberflächen der Leiter (F;) mit 
i; 

~ = e @:, rot Cl: = 0 und cp = constans = cp; auf den F;. 

2. Elektrokinetik. 
Jeder Transport von Ladung heißt elektrischer Strom. Stromstärke I 

heißt die durch eme Fläche F in der Zeiteinheit transportierte Elek-
trizi tä tsmenge 

r'Je 
I= lit' 

Die Stromdichte i ist analog definiert durch 

I= ( dfin. 
j; 

Wegen des Satzes von der Erhaltung der Ladung gilt 

d. . o e 
1vt =- ot (Kontinuitätsgleichung). 

Elektrischer Strom tritt phänomenologisch in verschiedener Form auf: 
1. Als Konvektionsstrom: Ladung (! wird von mit b bewegter Substanz 

getragen: iK = (! b. 

2. Als Leitungsstrom: Ladung bewegt sich im Leiter unter der Kraft
wirkung eines elektrischen Feldes @:, ohne daß die Bewegung als solche 
beobachtbar ist: i = a @:. a heißt Leitfähigkeit. 

3. Auch der sog. Verschiebungsstrom 4
1n °0~ kann als Strom bezeichnet 

werden. Es gilt nämlich 

d. 1 o :ll o ( 1 d' <'r\) o e 1v4n ot =al 41i Iv.v =fii· 
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Als wahren Strom c bezeichnet man 
. t iJ:J) 

c=t+4-nae 
Es gilt die Formel div c = 0. 

St t . ·· t St ·· oi d d' ·. oe o · t a ~onar nenn man. rome, wenn 8-i = 0 un 1v t = - &t = 1s . 

Läuft ein solcher Strom längs eines Leiters vom Querschnitt q, so 

ist I= J d I in längs des Leiters konstant und in= . I= I i r. Die Potential-
q q 

differenz zwischen zwei Punkten des Leiters 
2 2 2 

f/J1- q;2 = J ds Es = f ds i; = f :: ·I = W I 
1 1 1 

wird also, falls a von i unabhängig ist, proportional I und einem Faktor W, 
genannt OHMscher Widerstand, der nur durch die geometrischen Di
mensionen des Leiters und dessen Leitfähigkeit bestimmt ist (OHM
sches Gesetz). 

In einem in sich geschlossenen Leiter (wie oben) wird p ds E, = 0, 
d. h. I= 0. Ist aber in ihm irgend wo die Beziehung i = a ~ nicht gültig, 
wie z. B. in galvanischen Elementen, Thermoelementen u. dgl., so heißt 

J ds (!- ~).= E 

die elektromotorische Kraft (EMK), und es gilt 

E=IW. 

Auch diese Formel heißt ÜHMsches Gesetz, obgleich sie nicht dasselbe 
aussagt wie die gleichbenannte frühere. 

i- ~ = ~· spielt die Rolle eines "Scheinfeldes", denn es gilt 
(J 

i = (1 (~ + (f'). 

3. Magnetostatik. 
Der Magnetostatik liegen ganz analoge Erfahrungen zugrunde wie 

der Elektrostatik, d. h. wenn man die Polstärke m eines permanenten 
Magneten an die Stelle der elektrischen Ladung e setzt, so gilt für die 
Kraft zwischen Magnetpolen ein dem CouLOMBsehen entsprechendes 
Gesetz. Es gelten daher auch alle Formeln der Elektrostatik in ent
sprechender Umdeutung mit den Größen: 

m Polstärke entsprechend e, 

~ magnetische Feldstärke entsprechend ~ 
IDl Magnetisierung entsprechend \)3, 

58 Induktion entsprechend tl, 
f-t Permeabilität entsprechend e. 
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Es bestehen aber folgende Unterschiede: 
1. Es gibt keine wahre magnetische Ladungsdichte. Die Haupt

gleichungen lauten also: 
,-------------------------
1 div 18 = 0, 18 =fl_~~-~ot .p = oj 

2. 11 ist für viele Stoffe keine Konstante (F erromagnetika), sondern 
in komplizierter Weise von .p abhängig (Hysteresis). Daher kann IDl 
auch bei verschwindendem .p bestehen (z. B. in permanenten Magneten). 

J. Es gibt keine Leiter des Magnetismus, wohl aber Stoffe mit sehr 
großem fl, die sich annähernd wie magnetische Leiter verhalten (z. B. 
weiches Eisen). 

mit 

4. 18 kann, weil es quellenfrei ist, dargestellt werden in der Form 

18 =rot 2l 

2{ = J d V ro: IDl (V ektorpotential). 

Die Polstärke m ist eine freie magnetische Ladung, d. h. 

m = 4~ J dvdiv .p, 

das Integral über einen nur einen Magnetpol enthaltenden Raum erstreckt. 

4. Elektromagnetik. 
Folgende Erfahrungen liegen zugrunde: 
Konstante elektrische Ströme sind von Magnetfeldern begleitet 

(ÖRSTED). Das Feld .p eines kleinen Kreisstromes von der Stärke I um 
die Fläche d f ist gleich dem eines magnetischen Dipols vom Moment 

!- df senkrecht zur Fläche (AMPERE). Hierin ist c eine Konstante von 

der Dimension einer Geschwindigkeit, und zwar gleich der Licht
geschwindigkeit (WEBER): 

c = 3 ·1010 cm sec-1. 

Das Feld eines beliebigen in sich geschlossenen Stromes I ist daher 

gleich dem einer magnetischen Doppelschicht vom Moment ~ (vgl. 

S. 122) und darstellbar aus dem Vektorpotential 

2{ = 1 J. ds 
c r .,. , .\) = rot 2{ = - _!_ i. _[t:!_~r]_ (BIOT-SAVARTsches Gesetz). 

- c f f' 

Das Integral ist dabei zu erstrecken über die Strombahn. Bei beliebig 
quellenfrei verteilter Strömung wird daher 

2{ = _!_fd V _i_ c f' , 

mithin 
4ni 

rot .p = -c- und div 2! = 0. 
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Existiert neben dem Feld des Stromes auch das einer Magnetisierung, 
so wird 

91 = j d; ( ~ + rot 9Jl) , div 91 = 0. 

rot rot~!= 4n (}+rot 9Jl) =rot(~+ 4n 9Jl) =rot IB, 

d. h. 
rot 91 = 'S, div 'S = 0. 

Es heißt 
c 

4 n rot~ der wahre Strom, 

c 
4 n rot 'S der freie Strom 

- c rot 9Jl der M agnetisierungsstrom. 

Die Hauptgleichungen der Elektromagnetik lauten 
~---- 4ni 

i div 'S = 0, 58= ,u ~, rot~= -c-. 
L ---

5. Elektrodynamik. 
Die Elektrodynamik erweitert die Gesetze der Elektromagnetik 

durch Einbeziehung zeitlicher Änderungen. 
Es liegen folgende Erfahrungen zugrunde: 

1. Das Induktionsgesetz (FARADAY, F. NEUMANN) in der Formulierung 

f ds Es= --;-{t j df Bn ( =j df rotn G:, vgl. S. 113, STOKESscher Satz), 

d. h. das Linienintegral der elektrischen Feldstärke längs einer ge
schlossenen Kurve, physikalisch: die elektromotorische Kraft in einem 
geschlossenen Drahte, ist proportional der Änderungsgeschwindigkeit 
des Induktionsflusses durch die umschlossene Fläche. 

2. Das Magnetfeld wird nicht nur durch den Leitungs- (bzw. Kon
vektions-)Strom i erzeugt, sondern durch den wahren Strom 

. 1 a~ (M ) 
t + 4 n -Bt AXWELL. 

Das führt zu den folgenden Hauptgleichungen der Elektrodynamik oder 
MAXWELLsehen Gleichungen 

r----- ---- . i 

I 4ni 1 0~ I 

i rot ~ = -c- + -c Tt I 
i 1 858 

I 
rot G: = - c Tt 

I div'S = 0 

I div_~_=: 4n e 



mit den Materialgleichungen 

Kräfte. 

1 58=.u~ 
'·~=f~ 

i = 0' ();, 

Diese Gleichungen enthalten die bisherigen als Spezialfälle. 

6. Kräfte. 

2S7 

Als ponderomotorische Kräfte in elektromagnetischen Systemen be
zeichnet man die mechanisch nachweisbaren Kräfte auf die Ladung, 
Polarisation und Strom tragenden materiellen Bestandteile des Systems. 

a) Ruhendes Substrat. 

1. Elektrostatik. Die Kraft auf einen ruhenden mit e geladenen 
Massenpunkt ist sr = e ~; die Gesamtkraft auf ein System solcher 
sr =.I e; ~; bzw. bei kontinuierlicher Ladungsverteilung sr = j dv 12 er. 

i 

Das Feld ~ besteht hierbei aus zwei Teilen, dem "äußeren" von 
fremden Ladungen erzeugten Teil ~0 und dem "inneren" Feld 

' Bk 
"(r;- rk)· 

. rik 
'· k 

Letzteres trägt zur Gesamtkraft nichts bei, so daß auch 

sr =.I e; ~? mit ~? = (S:0 (r;) bzw. 
gilt. • 

Kraftdichte heißt die Größe l = (! ~ oder (! ~0 , je nach Definition. 
Bei der Frage nach der Kraft auf Systemteile ist entsprechend zu unter
scheiden. 

Die Kraft auf einen Dipol ist sr = (m grad) ~. daher die auf ein 
nur Polarisationen enthaltendes System 

sr = J dv (\ß grad) a; = J dv (\ß grad) ~() 

= -j dv ~div \ß = -j dv (l;0 div \ß. 
Die Umformung gilt, falls \ß außerhalb des Integrationsbereiches ver
schwindet, also für die Teile des Systems nur bei entsprechender Frage
stellung. 

Für ein allgemeines, Ladung und Polarisation enthaltendes System ist 

sr = J dv ~ ((! -diV \ß) = 4
1nf dv (l; diV ~ = 4

1nf dv @0 diV {:l;, 

Das Volumintegral kann in ein Flächenintegral umgeformt werden 

sr = 41n J df ( a; (C:l: n)- ~ @2)' 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Au!l. 17 
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wobei das Integral über eine beliebige, das System umschließende, voll
ständig im leeren Raum liegende Fläche mit dem dort vorhandenen 
~ (nicht @0) zu bilden ist. Der Integrand kann in der Form X n ge
schrieben werden. Hierin heißt X der MAXWELLsehe Spannungstensor. 

div X= CS:div G:. 

Da auf der Integrationsfläche (Vakuum!) li: = '!) ist, kann '!) beliebig 
für G: gesetzt werden, z. B. 

Sl' = 4~ j dl ( '.tl ('.tl n)- ~ '.tl2), 

oder auch 

Sl' = 4~ j dl ( CS: ('.tl n)- ~ (CS: '.tl)). 

Letztere Form ist nur bei konstantem f in ein einfaches Volumintegral 
überzuführen1. Man kann Sl' in folgenden Formen als Volumintegral 
darstellen (wegen rot CS: = 0, div '.tl = 4 n (!, div lt = 4 n ((!- div l,ß) und 
rot'!)= 4nrot l,ß) 

st = /n j dv CS:div li: 

= J dv ((! (}- G: div ~) 

= -1- Jav (('!l div '.tl)- ['.tl rot '.tl]) 
4:n: 

= J dv ((! ',tl- ['.tl rot l,ß]). 

Man bevorzugt die zweite Form zur Definition der Kraftdichte auf den 
Ladung bzw. Polarisation tragenden Teil des Substrats. 

Das Drehmoment auf ein elektrostatisches System ist 

S3 = J d v ( [ t CS:] (! + [t ( l,ß grad) CS:] + [ G: ~]) 

= ___!_ jav [r G:l div lt = _ _!_ Jav [r G:0 l div G: 
4:n: . 4:n: 

= 4!n j d 1 [ r (CS: (CS: n)- ~ lt2)]. 

2. Elektromagnetik In der Magnetostatik sind alle obigen 
Formeln mit S) statt es; usw. zu übernehmen. Wegen der Äquivalenz 
von Strömen mit magnetischen Doppelflächen bei der Felderzeugung 
schließt man auch auf Äquivalenz für die Kräfte (AMPERE) und betrachtet 

Sl' = 4
1:n: j d I ( S) (.I) n) - ~ .1)2) 

als allgemein gültig. 

1 Trotzdem wird zumeist diese Form für die Definition des MAXWELLsehen 
Spannungstensors gewählt und der Integrand des Volurnintegrals als Kraftdichte 
gedeutet. 
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Das ergibt (wegen rot ~ = 4 : i , div ~ = - 4 n div IDl, div ~ = 0) 
sr = 4

1n 1 av (~ div .lj- [.lj rot~]) 

=I dv ( [ic.)JJ - .p div IDl) 

=- 4
1n I dv [18 rot 18] 

= 1 av ei ~] - [18 rot m]). 
Die Integranden sind je nach Definition als Kraftdichte zu bezeichnen. 

Üblich ist es, Ii m1 als Kraftdichte auf den stromführenden und- [18 rot Wl] 
c 

auf den polarisierten Teil des Substrats zu definieren. 

J. Elektrodynamik. Bei zeitlich veränderlichen Systemen gelten 
dieselben Formeln für die Oberflächenintegrale, wenn am Rande die 
Zeitableitungen verschwinden. Für die Umformung auf Volumintegrale 
beachte man die MAXWELLsehen Gleichungen. So findet man 

.\l' = - 1-ldv (e ~ + [i_ml__ ~div ~- [18 rot IDl] + 
4 :n ·. c 

+ 4-:-c r~ 8a~-]- 4:c [18 (l8~]), 
d. h. es treten noch zwei Zusatzglieder auf, die man schreiben kann 

a ( 1 ) 1 [ o\ß] - ---[~18] --- 'B ... ot 4:nc 4:nc ot 
Das zweite Glied ist die Kraftdichte auf den mit Veränderungen der 
Polarisationen verbundenen Strom; das erste wird gedeutet als Ausdruck 

der zeitlichen Änderung ~ ~- einer elektromagnetischen Impulsdichte 

1 ~ lJ = -[~18J = e. 4 :n c c2 

Wichtig ist, daß j.J auch im leeren Raum bestehen bleibt. 

b) Bewegtes Substrat. 

Ein mit der Geschwindigkeit tJ bewegter, mit e geladener Massen
punkt führt einen Konvektionsstrom. Dieser ist in der Felderzeugung 
gleichwertig einem nicht stationären Leitungsstrom und erfährt im 

magnetischen Feld .p die entsprechende Kraft -~· [tJ .1)]. Die Gesamt

kraft wird daher 

Sf = e ( ~ + ; [tl .lj]) (LüRENTZ-K rajt). 

17* 
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In einem bewegten Substrat treten daher auf die in ihm befindlichen 
Ladungen, Dipole usw. bei Bewegung neue Kräfte auf, die man durch 
"Scheinfelder" G:' bzw . .P' (vgl. S. 254) darstellen kann 

G:' = -~- [ll .p], .~'=-f[uG:]. 

Sie erzeugen Ströme und Polarisationen. Es gilt 

m = '\n 1 (,P + ,P'). 

Die Linienintegrale J ds E; und J ds H; heißen die durch die Bewegung 
erzeugte elektromotorische bzw. magnetomotorische Kraft. 

7. Energie. 

Unter dem Energiezuwachs t5 W eines elektromagnetischen Systems 
versteht man die äußere Arbeit t5A, die aufzuwenden ist, um das System 
zu ändern, abzüglich der aus dem System abfließenden Energiemengen. 
Da man Arbeit leistende äußere Kräfte nur an Ladungen (und Strömen) 
angreifen lassen kann, wird 

t5A =- j dv (G:iK) t5t, 

wo iK die durch äußere Kräfte bei der Änderung während M erzeugte 
Stromdichte bedeutet; also wird (mit i = a G: = Leitungsstrom) 

bA = J dv (G: i) t5t- 4cn J dv (G: rot ,P) t5t + 41n J dv (G: t5 ~) 

= t5t{j dv (G: i) + --/it-J dv div [G:.PJ} + 4
1n J dv ((G: t5 ~) + (,P t5 ~)) 

= t5t{j dv (G: i) + --;/n J df [G: ,P],.} + 4
1n J dv ((G: t5 ~) + (,P t5 ~}). 

Diese Formel wird so gedeutet: J dv (G:i) ist die je Zeiteinheit auftretende 

J OULEsche Wärme. -4 i [G: .p] = S (PoYNTINGscher Vektor) ist die Dichte 

eines durch die Oberfläche tretenden Energiestromes. Schließlich ist 

t5 W = 41n J dv ((G: t5 ~) + (,P t5 ~)) 

der Energiezuwachs. Ist ~ = e G:, ~ = p, .P mit feldunabhängigem E 

und p,, so wird1 

1 Die übliche Herleitung aus statischen Betrachtungen ist bedenklich, weil 
"statische Änderungen" unmöglich sind und eine Übertragung auf die Dynamik 
nicht hinreichend zu begründen ist. 
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Dies Integral läßt sich, wenn man die Grenzen ms Unendliche legt, 
umformen in 

W= ~J dv(eq;+ (Wi)). 

Sonderfälle. 1. Die Energie eines Systems, bestehend aus mit den 
Ladungen e; geladenen Leitern, ist 

Die Potentiale tp; sind lineare Funktionen der e;. Daher ist W darstellbar 
in der Form 

Die Koeffizienten C;k = Ck; heißen gegenseitige Kapazitäten; C;; auch 
Selbstkapazität des i-ten Leiters. Es folgt 

Für nur zwei Leiter mit den Ladungen e1 = - e2 = e (Kondensator) wird 

c =-. ____ 1 _____ _ 
1 2 1 -·· -·- ·-. -+- .. 

Cu Cu Ca2 

e 

heißt hier die Kapazität des Systems. 

2. Die Energie eines Systems, bestehend aus Strömen I; in ge
schlossenen Drähten, ist 

W = ~ ~I; p (W d 5). 

Die Linienintegrale sind lineare Funktionen der I;, daher ist W dar
stellbar in der Form 

W= :~ IJkLik· 
i, k 

Die Koeffizienten L;k = Lki heißen gegenseitige Induktionen, L;, die 
Selbstinduktion des i-ten Drahtes. Es folgt: 

p (Wds) = ~~ = ~ I,,L;k· 
k 
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B. Spezielle Fälle. 
I. Elektrodynamik quasistationärer Ströme. 

Kann der Verschiebungsstrom 4
1n 88~ neben dem Leitungsstrom ver

nachlässigt werden, so treten Vereinfachungen ein. Es wird in einem 
geschlossenen Draht 

J. 1 d f 1 d J. dl 
j (<id5) = --c dt df B,. = -c lit'j (~da)= IW = -L dt' 

wo L die Selbstinduktion des Drahtes und W den Widerstand bedeutet. 
Handelt es sich um ein System von Drähten (Transformator), so hat 
man das Gleichungssystem 

~ dlk 
I; W; + ~ L;,. Tt = o. ( 1) 

k 

Liegen in den Drähten noch elektromotorische Kräfte E; (vgl. S. 254), 
so wird 

~ dlk 
I; W; + ~ L;,.Tt = E;. (2) 

k 

Sind außerdem noch Kondensatoren mit den Kapazitäten C; eingeschaltet, 
so tritt zu f (<i d 6) noch e;JC;, und wegen I= defdt erhält ma~ 

1 dl; ~ d2 Ik dE; c/; + W; -dt-- + ~ L;,. dt• = Tt · 
k 

(3) 

Dieses Gleichungssystem ist der Ausgangspunkt für die Behandlung 
der induktiv gekoppelten Stromkreise. 

Existiert nur ein Stromkreis, so wird aus (3) einfach 
1 dl dl I d E 
ci + WTt +Ldti=Tt· 

Dies ist die Gleichung einer gedämpften, von der Änderung der EMK 
erzwungenen Schwingung. Ist E konstant, so erfolgt die Schwingung frei 
( Schwingungskreis) mit der komplexen Kreisfrequenz: 

und speziell für W = 0: 

iW 1 j1 w• 
w=u± v Lc-4v 

1 
w =-= (THOMSONsche Formel). 

)' LC 

2. Elektrodynamik im homogenen Material. 
Sind e, !-'und a orts-und feldunabhängig,,so werden vereinfachende 

Umformungen möglich. Man findet durch Elimination: 
ep 81 @: 4nap 8@: 
Cl~ +-c-1 - aT =- rotrot <i. ( 1) 

Die gleiche Formel gilt für .p, ~. 5B und i. 
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Führt man an Stelle der statischen Potentiale q; und ~{ (div ~ = 0) 
neue Größen t/J und ~ (kinetische Potentiale) ein durch die mit den 
MAXWELLsehen Gleichungen verträglichen Forderungen: 

und 

ep, o~ .p =rot~. ~ = -gradt/J ----c Tt 

div ~ = - _!_ 0 IP (LORENTZ-Konvention) , c ae 
so gilt für diese 

Definiert man einen Vektor .8 ( HERTZscher Vektor) durch 

~-_!_oB 
- c ot ' (

0 tp . 
t/J = - div .8 + e q; Fi = 0) , 

so gilt 
t 

e 11- 01 B LI o 4 j · dt d h . 0 q d' CS --ail- .0 = :n; q' WO q = t ' . . t = at' (! = - lV q + (!o 

(q = Ladungsverschiebung). 

Die Lösung dieser Gleichung lautet in Integralform 

t/J (r, t) = J drv e ( r, t- ~) 

f dvi( r) ~ (r, t) = --:;- (; r, t--y 

.8 (r, t) = J drv q ( r, t- i) . V c 
mit = .1-, 

vep, 

d. h. man berechnet t/J, ~ • .8 für einen Ort zur Zeit t aus den Werten 

von e. i, q an den um r entfernten Orten zur Zeit t- -f· Die e. i, q 
brauchen also die Zeitdifferenz rfV, bis sie in der Entfernung r wirksam 
werden; ihre Wirkung erscheint "retardiert". 

Diese Form der Lösung bringt es mit sich, daß nur für sehr kleines r, 
bzw. bei langsam wechselndem e. i, q die statischen Beziehungen gelten. 

Methodisch vorteilhaft ist die daraus folgende Vorschrift: Man denke 
sich zur Zeit t eine Kugelwelle mit der formalen Geschwindigkeit -V 
vom Aufpunkt ausgehen. Alle Ladungen wirken dann mit dem Betrag, 
den sie während des Hinüberstreichens dieser Welle haben. 

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich die Felder bewegter Ladungen 
berechnen. 
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a)' Für eine im Vakuum (e == 1, 11 = 1, a = 0) gleichförmig geradlinig 
mit tJ sich bewegende Ladung e findet man: 

(/) = ------====-~ e --'==="'~ ' yr2 (1-ß2)+ (r:.)• 

lll= el.J 

c 1 / r~ ( 1 - ß•) + ( t tJ)• 
ß V • 

WO =-ISt 
c ' 

und daraus 
V c• 

(1- ß2) e t G: = ~- (• .. 

\';. = _(1--=ß•) e [l.J r] 
w cy• . 

(/) = const stellt ein abgeplattetes Rotationsellipsoid dar mit dem Achsen-
verhältnis V 1 ~jJ2 ( Heaviside-Ellipsoid). . 

Die Kraft auf eine zweite gleichfalls mit der Geschwindigkeit t1 
bewegte Ladung e2 wird dann gleich 

~ = e2 ( ~ + + [b ~]) = - ( 1 - ß2) grad (/) 

lJI = ( 1 - ß2) (/) heißt Konvektionspotential. 

b) Dipolstrahlung. Das Moment m eines Dipols sei als Funktion der 
Zeit gegeben. Die Geschwindigkeit seiner Bestandteile sei klein gegen 
V= c/vsf1. Dann ist für einen Punkt r, wenn r groß gegen die Dimension 
des an der Stelle r = 0 befindlichen Dipols ist, und a = 0 ist: 

2=~~ 
t 

"' = 3 r (m r)- r• m + 3 t (m r)- r• m 1 
41 r5 Vr4 + V2 r 3 [r [r iit]] 

c; [r m] 1 [ ""] 
oe~=- vra -V•r• rm' 

wobei m das Moment zur Zeit (t- ·~) bedeuten soll und 

.. d2 m 
m = dt• · 

Für großes r wird hiernach 6 = _c · · _t'~ [r iit]2. 
4 n e v• r5 

Die Ausstrahlung pro Zeiteinheit wird dann 

dW js df zc Im·· 1:2· - ---;{1 = n = 3 e v• 

Ist m = m0 • sin wt = m0 • sin ~).n Vt (J. =Wellenlänge), so wird 

dW -· 32~_c_ 1 l2 
dt - 3 eA4 m · 



Elektrodynamik periodischer Felder im homogenen Material. 265 

3. Elektrodynamik periodischer Felder im homogenen Material. 
Es soll sein 

231: 
(if = (ifoeiwt, ·~ = ·~oeiwt usw. w = 2:n:v = T' 

(if0, .Po und w können komplex sein. Zu verwenden sind Realteil und 
Imaginärteil unabhängig voneinander als Partikularlösungen. 

1. Fall: Ströme und Ladungen sind vorgegeben (Realteile!): 

. t i d' . -i. 
t=ioe'w, (!=w lVt, q=---;;;-t, (!=-divq 

f dv iwr c 
3= -,.-qe--v V=ye,u • 

i w 1 . w 2 1t .p = c rot 3 (if = e grad dlv 3 + ·-·c2 3-grad f/Jo. 

2. Fall: (! = 0, i = a (if nicht vorgegeben: Man setzt 

p .4na,u V--·-· --· -·--· ---
= Bp,-~-w- (komplexer Brechungsindex) 

k = c:!f?. 
c 

(komplexe Wellenzahl) 

und führt einen neuen Vektor ~ = \ß0 ei w 1 ein, für den man fordert: 

.1 ~ + k2 ~ = 0. 
Dann wird: 

ip 
"'=-rotm w ,uk +'• 

1 
U: = k2 rot rot \ß oder auch: 

ip 
,P = ,u k2 rot rot ~, U: = ~ rot \ß 

je eine partikuläre Lösung des Problems. 

Besondere Fälle. 

1. Ebene Welle: ~0 = ~00 eik(rn), ~00 = constans, 

n = konstanter Einheitsvektor. 

.~ = _P [~oo n] ei(wt+k<rn)) 
,u 

(if = [n [~oo n]] ei(wt+k(rn)). 

Daher ist ((if n) = (,P n) = ((if,P) = 0, also liegt eine ebene Transversalwelle 

vor mit n als W ellennormale. k n = f heißt der W ellenvektor, ~ = ~ die 

Phasengeschwindigkeit. 

Komplexes ,P und (if bedeutet elliptische Polarisation, 

w zeitliches Abklingen (Dämpfung), 

k longitudinaJ~s Abfallen (Absorption), 
n transversales Abfallen (In 12 = 1). 
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2. Z ylinderwelle: ~0 = ~00 eil""'+ m •l Zm (e V k2- m2) . 

e. 9J, z sind hier Zylinderkoordinaten, Zm eine Zylinderfunktion m-ter 
Ordnung, n und m (meist ganze) Zahlen. 

1 
3. Kugelwelle: ~0 = ~ooy;Zn+ t (kr) Y,. (ß, 9J). 

r, ß, 9J sind Kugelkoordinaten, Y,. ist eine beliebige allgemeine Kugel
funktion n-ten Grades. 

Meist zerlegt man die hier auftretende Zylinderfunktion in zwei 

HANKELsche H~1~ t und H~2~ t· Ihre Darstellung S. 70 zeigt, daß die 

Lösung mit H~1~ t eine nach dem Punkte r = 0 zusammenlaufende (ein

laufende), die mit H';'/~ J eine von dort auslaufende Kugelwelle bedeutet. 

4. Eine allgemeinere Form der Lösung ist 

~0 = r" +lZ,. + ~ (kr) grad V,., 

wo V,.=r-1"+ 1l Y,.(ß,qJ) die Gleichung L1Vn=O erfüllt und 

(rgrad V,.)=- (n + 1) V,.. 

Dies ergibt in Kugelkoordinaten das Lösungssystem: 

1 
Eor = ;;a-Ti Z,. + t (k~) Y,. (ß, rp) 

1 (d 1 )fJYn(D,rp) 
Eorp = n (n+1) {rsinD lirzn+! (kr) + 2r Zn+ ~(kr) ---~ 

1 (d 1 )fJY,.(D,rp) 
E0 /J =;; (;;+ 1-)-- j; drZn+! (kr) + 21 Zn+t(kr) fJD 

H0 ,=0 

ip -k fJY,.(D,rp) 
H =- ----------,- Z,.+l-(kr) ----

o", p, n(n+1) y'r 2 fJD 

i p k o Y,. (D, rp) 
H {)=--------=---Zn+ 1 {kr) . 

0 p, n(n+1) yr sinD 2 8rp 

Hieraus gewinnt man ein zweites Lösungssystem G:', .P' mit 

G:' = -:-[-' ___ .p und ,P' = _i_P_ G:. 
f p ,, 

4. Grundlagen der Optik. 

a) Wellenoptik. 

Das Hauptproblem der Wellenoptik besteht darin, aus zeitlich 
periodischen Partikularlösungen der MAXWELLsehen Gleichungen solche 
zusammenzusetzen, die bestimmte Rand- und Übergangsbedingungen 
erfüllen (Probleme der Brechung, Reflexion und Beugung). Schreibt 
man die Lösungen in der Form 

G: = a (x, y, z). eiw(S +t)' (1) 
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so heißt die vektorielle Ortsfunktion a (x, y, z) die Amplitude und 

r:p = w · S (x, y, z) 
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(2) 

die Phase der Welle. Flächen konstanter Phase heißen Wellenflächen. 
Die Wellenlänge ist 

.A.- _2n_. 
- 1 grad rp I' 

b) Geometrische Optik. 

(3) 

Läßt man w ___,. co, d. h . .A. ___,. 0 gehen, so erhält man den Grenzfall 
der geometrischen Optik. Es wird dann: 

(grad 5)2 = p2 (Eikonalgleichung). (4) 

Die Funktion S (x, y, z) heißt das Eikonal. 
Die Eikonalgleichung gestattet die Bestimmung der Wellenflächen 

für ein vorgelegtes Problem. Es ist 
2 

5 2 - 51 = j (d ~ grad S) , (5) 
1 

wobei d 13 längs einer beliebigen Integrationskurve genommen ist. Durch
setzt insbesondere die Integrationskurve überall senkrecht die Wellen
flächen, so heißt sie ein Strahl. Es wird dann 

2 

S 2-S1 =]Pds, (6) 
1 

d. h. der längs eines Strahles gemessene "Lichtweg" j p ds ist identisch 
mit dem Eikonal. Die Strahlen können gefunden werden als Extremalen 
des Variationsprinzips von FERMAT: 

2 

bS=bjpds=O. (7) 
1 

Aus diesen Grundgleichungen folgen die drei Grundgesetze der geo
metrischen Optik: 1. In homogenen Medien sind die Strahlen gerade 
Linien (Vernachlässigung der Beugungserscheinungen), 2. die einzelnen 
Strahlen sind voneinander unabhängig (Vernachlässigung der Inter
ferenzerscheinungen), 3. jeder Strahl kann auch im umgekehrten Sinne 
vom Lichte durchlaufen werden. 

Der Vektor f in Richtung des Strahls vom Betrage p heißt Strahl
vektor. Es ist 

f = grad S. 

Die letzte Gleichung bringt zum Ausdruck, daß sich die zu einem Strahl
system senkrechten Flächenelemente stets zu Orthogonalflächen (Wellen
flächen) zusammenfügen lassen, wenn sie es an irgendeiner Stelle tun 
(Satz von MALUS). 
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5. Wellen in anisotropen Medien (Kristalloptik}. 
Wir setzen 

:tl = ~ Q: bzw. Q: = ~-1 :tl, f-l = 1 . 

Hier sei mein symmetrischer Tensor (~-1 der entsprechende reziproke). 
der an die Stelle des Skalars s tritt. 

Der Ansatz für eine ebene Welle für reelles p ( a = 0, v = ; ) 

:tl = :tlo ei"' (t- -\;n_) 

usw. in die Wellengleichung 

eingesetzt, ergibt dann 

1 a·~ -- -- = rot rot Q: 
c2 a t2 

= L1 (1:- grad div@ 

v• 
-C2 · :tl- Q: + n ( n Q:) = o . ( 1) 

Hieraus folgt (:tl n) = 0. Aus der 1. MAXWELLsehen Gleichung folgt: 

- ~ · :t1 = [ n .\)] und -~ · .\) = [ n Q:], 

also (.l)n)=O, (.l):ti)=O und H 2 =(Q::tl). 

:tl, .\) und n bilden demnach ein orthogonales Achsenkreuz; Q: liegt 
in der von :tl und n aufgespannten Ebene. Da durch :tl auch Q: bestimmt 
ist, so sind auch n und .\) bestimmt,. u.nd damit auch v durch 

v• = _(~_~) 
c2 D 2 • 

Ferner ist 

~: (Q::tl) -P + (n Q:) 2 = o, (n @)=V E2_:D2 ~~, 
also nach ( 1) 

--~~-"-- ~ (~_~)_ 
D {E2 jji-:.._ (~~)2 und v = ± ~- v'~~. 

Die Wellennormale und die Geschwindigkeit sind daher vollständig 
durch die Schwingungsrichtung :tl bestimmt. 

Ist n gegeben, so ist (1) ein homogenes lineares Gleichungssystem 
der drei Komponenten von :tl. Es ist nur lösbar, falls die Determinante 
der Koeffizienten verschwindet. Das ergibt eine Gleichung 3. Grades 
für v2 (Säkulargleichung), die sich wegen des Verschwindens ihres absoluten 



Wellen in anisotropen Medien (Kristalloptik). 269 

Gliedes auf eine 2. Grades reduziert!. Für ein gegebenes n gibt es daher 
zwei Geschwindigkeiten v1 und v2 und zwei Schwingungsrichtungen 
~1 und ~2 • Da für beide ~ (~ n) = 0 ist, findet man 

~ ~ -c2· (~1 ~2) - (Gi:1 ~2) = o = -c2 (~2 ~1) - (Gi:2 ~1). 

Da also (Gi:1 ~2)=(Gi:2 ~1) ist [wegen ~~! ~2 =Gi:2 ~ ~1 (s. S. 124)], so 
wird (~1 ~2) (vi-v~)= 0. 

Zu den zwei verschiedenen v gehören also zwei orthogonale ~ (~1 1 ~2). 
Die Säkulargleichung für v2 führt bei solcher Wahl des Koordinaten

systems, daß die ~;l für i =I= k verschwinden (Transformation auf Haupt-
2 

achsen), auf die FRESNELsche Gleichung; wenn ~;/=..;gesetzt wird, 
a; 

gilt ~ ·· 2 n; 2 = 0. n; sind hierbei die Komponenten (Richtungskosinus) ~ a;-v 

von tt gegen die Hauptachsen. 
Trägt man v als Radiusvektor in allen möglichen Richtungen n auf, 

so erhält man eine Fläche, die Normalenfläche. 
Es gibt im allgemeinen zwei Richtungen n, für die v1 = v2 wird, die 

optischen Achsen. 
Geometrisch kann die Gleichung (1) wie folgt gelöst werden: 
Man beschreibt das Ellipsoid (r~-1 r) = 1, schneidet es mit der 

Ebene (nr) = 0 (die senkrecht zu n durch r=Ogeht), und sucht Richtungen 
und Längen der Halbachsen der Schnittellipse. Für diese gilt 15 (r2) = 0. 
Man erhält 

(r 15 r) = 0 
und die Nebenbedingungen 

(~-1 r 15 r) = o 

also 
(nl5r)=O, 

~-1r + a1 r + a2 n = 0. 

Durch Multiplikation mit n bzw. r folgt 

1 Man kann aus (1) G; und i) eliminieren durch Anwendung der Formel 

(% a()) -1%1 (a()) =I Tl {(l:-1 a %- 1 ()) -1%- 1 1 (%- 1 a())}, 
indem man a = i), () = n, % = ~ setzt. Dies ergibt 

(~i:ln) = IAI{(~-1 G:n)-l~- 1 1 (G:n)}. 
c2 v2 

Setzt man aus ( 1) i) = - 2 (G: - n (G: n)) und G: = i) - 2- + n (G: n), so erhält man 
V C 

~ + -~2 {(~- 1 nn) -1~-'1} + · (~n_!!) =0. 
c• c2 I AI 

Aus dieser Gleichung kann man die zwei Werte von v als Funktion von n berechnen. 
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also 

Elektrodynamik. 

r 
~-1 r--;2-n(~-1 rn) = 0. 

Wenn wir in letzterer Gleichung r mit ~, ~-1 r mit ~ und r2 mit c: 
V 

identifizieren, so geht sie über in unsere Gleichung (1). Die Längen 

der Halbachsen der Schnittellipse sind demnach gleich _:;_ bzw. _!__ 
vl Vz 

und ihre Richtungen die von ~1 und ~2 • 

Die Fortpflanzung der Energie erfolgt senkrecht zu ~ und .\) in 
Richtung von s. 

s sei ein Einheitsvektor (s2 =1), (~s)=O, (.\)5)=0. 

s ist komplanar mit ~, ~ und n. 

Wir setzen ~+IX~+ ß s = 0. Multiplikation mit s bzw. n ergibt 

ß =-(~s), (~s)(ns) IX=- (~n) 

Aus Gleichung (1) folgt (~ß) c• 

(~n) =-(ns)V2. 
Wir erhalten also 

c• 
2 - (n s) 2 ~- ~ + s (~ s) = o. 
V 

Es ist aber (n s) = cos 1;, wo 1; der Winkel zwischen n und s ist. 
Nennen wir S die Geschwindigkeit der Welle in Richtung von s, so ist 

~ = cos 1; = (n s). Es wird also 

(2) 

Diese Gleichung hat genau denselben Typus wie die ursprüngliche ( 1). 
Die geometrische Lösung ist hier so zu benutzen, daß das Ellipsoid 

(r~r)=1 und die Fläche (rs)=O zu beschreiben ist. Die Halbachsen 

der Schnittellipse liefern dann r1 = 51 , r 2 = ~· und ihre Richtungen sind c c 
diejenigen von ~ und @2 • 

Die Fläche mit dem Radiusvektor S in Richtung s heißt Strahlenfläche. 
Schreiben wir @i = S s, so wird aus (2) 

c2 @-~52 + \S(~@i) =0. 

Multiplikation mit ~ und Variation führt wegen (~15@) = (G:I5~) zu 

215 ~ (c2 @- ~52 + @i (~ \S))- 215 @i (\SD2 - '1) (~ @i)) = 0. 

Der Faktor von 15~ ist gleich Null, der von 15 @i ist ein Vektor parallel zu n. 
Also gilt (n 15 @i) = 0, d. h. n steht senkrecht zur Tangentialebene 

an die Strahlenfläche im Punkte r = @i. Dies bedeutet: Eine zu n senk
rechte ebene Wellenfläche, die zur Zeit t = 0 den Nullpunkt über
schreitet, tangiert zur Zeit t = 1 die Strahlenfläche. Letztere ist die 
Enveloppe aller solcher Wellenflächen für t = 1. 
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Dritter Abschnitt. 

Relativitätstheorie . 
. A. Spezielle Relativitätstheorie. 

I. Vierdimensionale Darstellung der Welt und 
Relativitätsprinzip. 

1. Jedes physikalische "Ereignis" findet an einem Ort zu einer Zeit 
statt, liefert also ein Wertsystem xyzt. Hier bedeuten xyz die kartesi
schen Koordinaten des (dreidimensionalen) Raumes, gemessen mit 
materiellen Maßstäben, bezogen auf ein beliebig angenommenes Achsen
system und t die Maßzahl der Zeit, gemessen mit relativ zu dem System 
ruhenden materiellen Uhren. 

Die Unveränderlichkeit der Maßstäbe bei den zur Ausmessung vor
genommenen Verschiebungen oder Drehungen gegen das System wird 
hierbei immer angenommen. Als Kontrolle des gleichen Ganges der 
Uhren (Definition der Gleichzeitigkeit) werden Lichtsignale als benutzt 
gedacht, wobei die Lichtgeschwindigkeit unter allen Umständen als im 
Vakuum konstant= c = 3 ·1 010 cmjsec angenommen wird. 

2. Zur geometrischen Darstellung des gesamten zeitlich-räumlichen 
physikalischen Geschehens kann man sich einer vierdimensionalen 
Mannigfaltigkeit (Welt) bedienen. In dieser sei jeder Punkt durch die 
vier Koordinatenmaßzahlen x1 x2 x3 x4 in einem kartesischen vierdimensio
nalen System festgelegt. 

Ein Wertsystem x1 x2 x3 x4 heißt ein Weltpunkt. Die Abhängigkeit 
der Lage eines materiellen Punktes im Raum x y z von der Zeit t wird 
durch eine Weltlinie dargestellt. Durch die Gesamtheit der Weltlinien 
aller Punkte ist das gesamte (meßbare) Naturgeschehen darstellbar. 

Es sind dann folgende zwei Darstellungen gebräuchlich: 
a) Man identifiziert mit x1 x2 x3 x4 die Größen x, y, z, t. 

b) Man identifiziert mit x1 x2 x3 x4 die Größen x, y, z, l = ict 
(i = V::_ 1). Ein Wertsystem xyzt ist dann ein imaginärer Punkt 
der Welt. Diese Darstellung bietet gewisse mathematische Vorteile. Sie 
ist aber unanschaulich. Im folgenden gebrauchen wir die Darstellung a), 
siehe jedoch S. 303 f. 

3. Nimmt man ein gegen das System xyz gleichförmig mit der 
Geschwindigkeit I.J bewegtes anderes Koordinatensystem und mißt wie 
oben, d. h. mit gegen dieses ruhenden Maßstäben und Uhren, die 
Koordinaten und die Zeit desselben Ereignisses, so erhält man ein Wert
system x' y' z' t', das an Stelle der x y zt mit den x1 x2 x3 x4 identifiziert 
werden kann. 
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Die spezielle Relativitätstheorie sagt dann aus, daß die Naturgesetze, 
dargestellt in den x1 x2 x3 x4 gleichlauten, unabhängig davon, ob man diese 
mit den xyzt oder den x' y' z' t' identifiziert. (Es ist zu beachten, daß 
wir unter den Naturgesetzen die Relationen verstehen, die zwischen 
den durch Messung mit Maßstäben und Uhren gewonnenen Maßzahlen 
der physikalischen Größen bestehen. Wenn sich also auch bei der relativen 
Bewegung der Systeme die Maßeinheiten ändern mögen [was nicht 
kontraHierbar ist], so sollen die Relationen zwischen den gewonnenen 
Zahlen erhalten bleiben.) 

2. LORENTZ-Transformation. 

1. Die Anwendung des Relativitätspostulats (z. B. auf die Kinematik 
der Lichtausbreitung) führt auf folgende Beziehungen (LoRENTZ-Trans
formation), wenn man die Koordinaten x, y, z als Komponenten des 
Ortsvektors r nimmt: 

r' = r- u I iE_lJ_)_ (1 - ~--) + 1 ---I 
l v• v 1-ß• v 1 - ß• I ' 

8= ~-. 
' c 

2. Das vollständige Transformationsschema lautet also: 

I X I 
V z 

x' 1 -~ (1- -~~-) --VxVy (1 ~1 1 ß•) 
VxVz ( v 1 1 ß;) 

-Vx 
~-- 1 

-vt=ß2 v• . y'1 ~ 7J2 v• . v• 

y' _VxV!( 1 y'1-~p) V~ ( 
v'1 1--ß-=.) 

VyVz( 1 ) ~Y ... 1--- 1 -V.- 1- y'1c ~fJI v• v• y1- ß• 

z' VxVz ( ~1~ß.) ~Vy1J_z ( 1 
y'1 1 ßo) . ~} ( 1 -l/11- ß•) 

Vz -- 1 
v• v• y'ißi 

t' 
-· Vx _..=_3!_y- Vz 1 

··~-·- ·~-~~ 

c•1!1ß2 c2 V1ß• c• V1- ß• v'1 ß• 

Hieraus folgt für Vz = Vy = O; Vx = v das der speziellen LORENTZ

Transformation: 

X y 

x' 
1 ·-V 

v'1- {:i2 0 
v'1- ß• 

y' 0 0 0 

z' 0 0 1 0 

t' 
V 1 

0 0 
r.• v 1 ß• y'ißi 

Die Transformation hat die Determinante 1. 
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3. Hieraus folgt, daß der vierdimensionale "Abstand" zweier Welt
punkte x1 y1 z1 t1 und x2 y2 z2 t2 

LI s = V -=Tx1 -~.x;) 2 - (Y1 - Y2) 2 - (z1 - Z2) 2 + c2 (t1 - t2) 2 

= v ......... ~( rl :.::__-r;r~ + (;2 ~~-= t2)2 

eine Invariante ist, d. h. unverändert bleibt, wenn man ihn durch die 
x' y' z' t' in derselben Form schreibt 

LI s = V"- (x~.:...... ;;)2-..::::.(y~..::::. y;)2...::::. (z; -=--i~)2 + (;2 (t~-- t;pi 

= {- (r~ r;) 2 + c2 (t;- t;) 2 • 

Ist also für ein bestimmtes System xyzt das Weltbild (dargestellt 
durch die Weltlinien) bekannt, so erhält man das Weltbild für ein anderes 
System x' y' z' t' durch eine Deformation (Transformation), die den 
"Abstand" LI s aller Weltpunkte unverändert läßtl. 

4. Ist LI s imaginär, so ist es durch eine LORENTZ-Transformation 
immer möglich, t~- t; verschwinden zu lassen. Die beiden Ereignisse 
erscheinen im geeigneten Bezugsystem als gleichzeitig (Transformation 
auf Gleichzeitigkeit). 

Ist LI s reell, so ist es möglich, L1 s auf die Form V c2 (t~-t;)2 zu trans
formieren. Die Ereignisse erscheinen als am selben Ort stattfindend 
(Transformation auf Ruhe). 

Ist L1 s = 0, so sind die beiden Ereignisse durch eine Raumdistanz 
A d . Z . d' A t d ß A r Ll r' . 

LJ r un eme eit 1stanz LJ t so ge rennt, a -jj t = il 1, = c 1st. 

Sind die beiden Weltpunkte 1 und 2 zwei infinitesimal benachbarte 
Punkte der Weltlinie eines bewegten Punktes, so ist ds immer reell; 
bewegt sich der Punkt mit Lichtgeschwindigkeit, so wird ds = 0. 

dr:= 1 ds heißt das Differential der "Eigenzeit" des Punktes. Ist 
c 

der Punkt auf Ruhe transformiert, so ist dr:=dt'. 

5. Die LORENTZ-Transformation angewandt auf einen mit der Ge
schwindigkeit lu relativ zum 1. System bewegten Punkt liefert die Ge
schwindigkeit ro' relativ zum 2. System. 

Es ist 

also 

, d r' 
l1J = di' 

dr 
ro=Tt, 

1 Führt man an Stelle von t die Größe l = ict und l' = ict" ein, so wird die 
Transformation orthogonal (Drehung). 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 18 
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Ist speziell tu II tJ, so wird: 

(*-t) 
tu' = tJ ' oder 

, ltJ- u ( Additionstheorem der 
\U =---wv 

1-
c• 

Ist tu 1 tJ, so wird 

tu'= tu y'1 -ß2 - tJ oder 

1 _ !!!_!J_ Geschwindigkeiten). 
c• 

v2 w2 

w'2 = w2 + v2 --.-. c 

Anwendung. In einer mit der Geschwindigkeit tJ strömenden 

Flüssigkeit laufe em Lichtstrahl mit der Geschwindigkeit w' = !__ 
n 

(n = Brechungsexponent) in der Richtung der Bewegung. Dann ist seine 
Geschwindigkeit im ruhenden System 

~+v 
W = ~~V = (: +V) ( 1- :c + ... ) =-~+V ( 1- ;. ) + ... 

1 + n·c 

( 1- ;. ) heißt Mitführungskoeffizient. 

6. Statt (nach 3) die LoRENTz-Transformation als eine Deformation 
des Weltbildes zur Darstellung in einem anderen Koordinatensystem 
aufzufassen, kann man sie auch (vgl. S. 98) als eine Transformation 
der Koordinaten des (unverändert gelassenen) Weltbildes betrachten. 
Wir haben dann eine affine Transformation des Koordinatensystems, 
bei der das Linienelement ds invariant ist. Zur Darstellung der Natur
gesetze bedient man sich dann mit Vorteil der vierdimensionalen Vektor
analysis im Weltbild. Die Komponenten pi eines Vektors ~ trans
formieren sich wie die Koordinaten xi, p'i =.I a~pk, wo die a~ aus dem 
Schema 2 (S. 272) zu entnehmen sind. Tensoren transformieren sich 
nach der Regel 

T' 1m =.I .I ai a'f: Tik (vgl. S. 134). 
k 

Wegen 

wird 
g11 = g22 = g33 = -1, g44 = c 2, g;k= 0 für i=F k, det g;k= lgl = -c2 . 

Die obigen Werte für g;k gelten für alle Bezugsysteme. 
Folgende Beziehungen gelten daher zwischen den kovarianten und 

kontravarianten Komponenten von Vektoren und Tensoren (i, k = 1,2, 3): 
p; = -p; T;k= Tik Tik =- Tik 

T;4 = -c2 Ti4 

T44 = c4 T44 

r4 = c2 Ti4 
T\= -T4i 

T44= c2 T44. 
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Das Transformationsschema für die Komponenten eines Tensors wird 
also bei der speziellen LoRENTZ-Transformation (vy=Vz=O, Vx=v): 

11 12 13 14 I 21 22 23 241 31 32 33 341 41 42 43 44 

I 

11 1 

1 -V -V v• 
1-ß• 

0 () 
1 ~- ß• ', 

1-ß• 
0 

0 1-ß• 

12 i 1 ·-V 
0 

v!ß2 
0 0 0 

y~ 
0 0 

I 
0 0 

1 -V 
13 0 0 

v1-ß" 
0 0 OT 0 

~ V 1 ß• -V 
14 

c2 (1- ß 2) 
0 0 

1--ß2 1-ß• 
0 0--

1-ß• 
---- ---- -- -----
I -V 

21 I 0 0-
V V 

22 0 I 0 0 
0 0 0 

23 0 0 1 0 
I 

24 I 
V I I ----- -------- ------ --------- ---- --------·-- ---

I -vl 
31 1 

I 

i y' 0 0 71 
321 I 0 1 0 0 I 

I) I I 0 
33 0 0 1 0 ' 

-V 1 

I 
34 i c• y- 0 0 

V 

41 I c• ( 1 ~,82) ß• 1 -V 
0 0 1-- ß2 1---ß2 0 

0 1-ß• 
-V 1 

42 0 c• y () 0 () -c-0 0 

() 0 
y-

V 
43 0 0 

c• V 
0 0 0 '-· 0 

V 
ß• V -V 1 

44 
c2 (1-ß2) 

0 () 
C2 (1-ß2) 

----0 0 --~~ 
c2 (1-ß2) 1 ß• 

und daraus für einen an timetrisehen Tensor: 

14 24 34 23 31 12 

14 I) 0 0 0 0 

24 0 0 0 0 
+v 
c• y 

-V 
34 () 0 ----- - () 

c• V 
0 

V 
----- ------ ------·------

23 I 0 0 0 0 0 

-v 
31 0 I) y 0 0 

V 
12 0 

+v 
0 0 0 l- V 

18* 
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3. Physikalische Bedeutung vierdimensionaler Vektoren 
und Tensoren. 

Die Komponenten eines Vektors pi lassen sich physikalischen (meß
baren) Größen zuordnen. 

Die drei ersten Komponenten sind die Komponenten eines räum
lichen Vektors, die vierte hat eine abweichende Bedeutung. Sie ist 
durch die Dimension einer Geschwindigkeit von den anderen unter
schieden. Sie kann nur einen Skalar bedeuten. Der Betrag eines Vektors 

p = V pipkg;k muß eine Invariante sein, also eine Größe, die für alle 
Bezugssysteme denselben Wert hat. 

Die Aufstellung der Vektorgleichungen der Relativitätstheorie muß 
im Anschluß an die Erfahrung erfolgen. Sie ist in vielen Fällen nicht 
ohne Modifikation der älteren Anschauungen durchzuführen. 

Der Einheitsvektor in Richtung einer Weltlinie u1 = ~ :' hat die 

Komponenten 

ul- ---~---
- ql 1-ß•' 

Folgende Vektoren und ihre räumlich-zeitliche Deutung haben sich 
bewährt: 

Weltvektor Räumlicher Anteil Zeitlicher Anteil Invarianter Betrag 

ui 
)J 1 

.c 1ri-ß• q/ 1-ß• 

ki t = Kraftdichte 
Ä. Leistungsdichte v~:--~ 
c• c• 

E Energie vE· pi t> =Impuls C2 c• --p• 
c• 

si i = Stromdichte (! = Ladungsdichte ~-{· 

rpi ~{ = Vektorpotential p_= Skalarpotential v'TA• 
c c 

In analoger Weise sind die Komponenten eines Tensors zu deuten. 
Folgende Tensoren und ihre Bedeutungen werden benutzt, wobei 

~=elektrische Feldstärke 

.p =magnetische Feldstärke 

:.tl = elektrische Verschiebung 

~=magnetische Induktion bedeutet. 
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Tensor: F' k= _pki Tensor: Hik = -Hki 

~i 1 2 3 4 J0i 2 3 4 

R: ! I Ex H. -Hy Dx 
0 i -Ry --;;- 1 0 ---

c 

2 -B" 0 I B _Ey ') -Hz 0 Hx - DY_ 
X C -I c 

Ez I Dz 
3 By -Ex 0 3 : Hy -Hx 0 c 

I 

c 

Ex I Ey Ez Dx Dy Dz 
4 I 0 4i 0 

c I c c c c c 

(P) =FikFik (H2) = Hik H;k 
= 2 (B 2 -P) = 2 (H2-D2) 

(FH) = pir Hkl g;kgrl 

= 2((~~)-(~~)) 

Transformationseigenschaften. Die genannten Vektoren (S. 276) 
transformieren sich wie r, t (s. S. 272). Dagegen transformieren sich die 
Vektoren der Elektrodynamik wie Tensorkomponenten nach Schema 
S. 275 unten, d. h. es gilt: 

D~=Dx 

1 
D'v = ---- '---- (Dv + ßHz) 

V1--ß•-

D~ = - 1-. (D:-ßHy) 
V1-ß" 

1 
B'v = · ---c - (B -ßEz) 

V1-ß• y 

B~ = -~~-~--' - (Bz + ß Ey} 
V 1-ß• 

H~=Hx 

H'v = ~cc.-=- (H y - ß Dz} 
- Vt-ß• 

H~ = - 1 =c (Hz + ß Dy} 
v'1-ß2 

Als elektromagnetischen Impuls-Energietensor bezeichnet man den wie 
folgt gebildeten: 

k 
Sik = g: (F H) _} (Fir Hkl + pkr Hi 1} grl 

1 
511 = 2- (EyDy + EZDZ-E,D, + HyBv + HZB.-H,Bx) 

512 = -E,Dy-HxBy usw. 

514 = 21c (['!l ~] + [~~J)x 

544= 21c• ((~'!l) + (.S)~)). 
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Si k für i = 1, 2, 3, k = 1, 2, 3 sind also die Komponenten des sym-
2 

metrischen MAXWELLsehen Spannungstensors @?. ·:/:n S'i sind die 
2 

Komponenten des PoYNTINGschen Vektors. i-n S44 ist die Energiedichte W. 

4. Elektrodynamik. 
Die elektrodynamischen Gesetze stellen sich dann folgendermaßen dar: 

~ ~i = 0 ( div i + ~ ~ = 0) ( 1) 

0 tpi - 0 tpk - - F- ( 18 = rot ~, (f = - grad m - 1 0 ~ ) (2) o xk o xi - 'k r c 8 t ' 

wobei für cp' gelten soll 

8 rpi 
8xi = 0 

8_Fkt + 8Fli + 8F;k _ O 
8 xi a xk 8 xl -

. Fik Sk 
k'=-

c (f = e er+ [i 18]. 

1 8 jB' 
rot er = - c 8T) 

;,=(Cfi)) 

(3) 

(4) 

o Hi k 4 :n si ( 4 :n i 1 o ~ ) 
oxk=-c- rot.S)=-c-+cat' div::t=4ne (5) 

. 1 o Si k ( 1 o 
k'=-4-n oxk f=div8+4nc8i ['lll8] 

(6) 
Ä = __ c div [Cf~]- oW) 

4 :n 8t . 

Im Vakuum ist pik= Hik. 

Für pik= Hik kann man aus den Formeln (2) und (5) pik eliminieren 
und findet 

4 :n si . --c- = - o cp', 

wo 

bedeutet. 
Setzt man 

; cz•k 
ffJ = c xk und 

so findet man 
4 :nQik - Zik ----0 . 

c 

zik entspricht dem HERTZsehen Vektor 3 (s. S. 263). 
Diese Gleichung läßt sich in affinen Koordinatensystemen leicht 

integrieren. 
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5. Elektrodynamik in (bewegten) Medien. 
Die allgemeine Beziehung zwischen pik und Hik muß so sein; daß 

für ein relativ zur Materie ruhendes Bezugssystem ~ = s ~, 18 = p, Sj 
wird. Hier gilt außerdem i =a ~-

Um diese Beziehungen kovariant auszudrücken, bildet man eme 
Reihe von neuen Vektoren und Tensoren. 

ei=piku,, (1) 

wo uk der Einheitsvektor dd:k in Richtung der Weltlinie der Materie ist. 

d; = Hikuk. (2) 

Für ein Bezugsystem, in dem die Materie ruht, ist dann 

u1 = u2 = u3 = 0, 

Hier wird 

also 
e1 = Ex, e2 = E_,., e3 = E,, e4 = 0 

und 
d1 =Dxo d2 =Dy, d3 =Dzo d4 =0. 

Die kovariante Gleichung di =sei gilt also im geeigneten Bezugs
system und daher allgemein. Hieraus folgt 

~+; [tJ.\)]=s(<!+-l [tJIBJ). 

Wir bilden ferner 

b' k 1 = pik u1 + F" 1 ui + F'' 1t11 , wo i =+= l =+= k 

Für 

wird 
Bx b234= -··c • 

ul = u2 = ua = 0' u4=.L 
c 

b341 = By 
c • 

Bz b412 = -c • 

Die kovariante Gleichung biki = tth; "' liefert 

~- ; [b (f] = ft ( .1)- ~- [tJ ~]). 

b123 = 0 usw. 

(3) 
(4) 

~ + ...!... [b 58] wird gelegentlich die elektromotorische Kraft genannt und c . 

.p-...!... [b~] die magnetomotorische Kraft; vgl. aber S. 260. 
c 

Um die Beziehung i = a (!; kovariant darzustellen, beachte man, daß 
s in Richtung der Weltlinie die Komponente u' (skuk) hat. Dies ist 
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der Konvektionsstrom der geladenen Materie. Die obige Gleichung bezieht 
sich aber nur auf den Leitungsstrom, also auf 

Für u1 = u 2 = u 3 = 0, 

i i ( k l = s -u; s uk). 

u4 = ~wird 
c 

Wir haben hier wegen l 4 = 0 einen reinen Leitungsstrom in ungeladener 
Materie. 

Im ruhenden System und daher allgemein gilt also 

li = si-ui(s"uk) = aei, 
d.h. 

i+~_{_biL=tJ::~= a(~+; [b)S])_ 
cz - vz v' 1 - pz 

Für einen reinen Konvektionsstrom 

i = e b, ii = ui (s" uk) = ui (!o · c 
wird 

. vx(tJc2 -(ib)) 
~1 = ---;;.-=-v~-- = Vx. (! = ul. c. (!o, 

i4 = g, 
so daß 

(! = - - _f!o (!o heißt Ruhdichte der Ladung. 
v1-ß2 • 

ki = c eoFi" u" liefert f = e (G: + [b 58]). 

6. Dynamik des Massenpunktes. 

Das Grundgesetz der Mechanik f-l ~; = f definiert (für kleines b) die 
Massendichte f-l· 

Die entsprechende kovariante Form kann nur lauten 

(Kraftdichte), 

wo f-lo die Dichte für b = 0 bedeutet. Integration über den Bereich 

d V = d x1 d x2 d xs 

( 1) 

ergibt 
c2 f-lojdd:"dv=Jk"dV=K" (Kraft). (2) 

Nun ist dV =dV0 yT.=p:i, wo V0 das Volumen, im mitbewegten 
Bezugssystem gemessen, bedeutet. Setzen wir 

m0 = j f-l0 dV0 (Ruhmasse), (3) 
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so wird 
(2') 

also lautet die von der Relativitätstheorie geforderte Bewegungsgleichung, 
d. h. der räumliche Anteil von (2') 

~ = mo· :t (l/1 bß2). (4) 
Setzen wir 

!!Je-= 6 (Beschleunigung), 
d (v 2) 
a( = 2 (ub), 

so wird 

S~ _ ( b .J u (u b) ) 
11: - mo · v'- ,- v' ·--- a • 1-ß2 c2 1-ß2 

also für b II b 

nzo l ' d' l M -·-=---=cc = ongztu zna e asse 
V1-ß 28 

(5) 

" 1110 • b 
Slj_ = -]h=/32 ' v' _mo- =transversale Masse. (6) 1-ß2 

Der Impuls wird nach (4) 

nach ß entwickelt, liefert 

m0 U • . c2 nz0 +' = 11-=-'ß;, die E nergze E = v' 1 = pz; dieses 

E - 2 ~ 2 - m0 c + 2 v -f- ... 

Das zweite Glied ist die kinetische Energie. 
Es gilt die wichtige Beziehung 

E2 
__ -p2 + m2c2 c2 - o · 

(7) 

(8) 

Für v=O folgt E 0 = m0 c2 (Ruhenergie). Dies kann so gedeutet 
werden, daß die Masse m0 energetischen Ursprungs ist (doch ist zu be
achten, daß noch eine eventuelle Integrationskonstante hinzugefügt 
werden kann). 

Die relativistische Dynamik kann, genau wie die klassische, auch 
auf andere Prinzipien als die NEWTONsehe Grundgleichung 

dPi =K 
dt ' 

aufgebaut werden1 . Das HAMILTONsche Prinzip 
I, 

lJjLdt=O 
t, 

1 Die Einführung eines Potentials W ist i. a., besonders beim Mehrkörper
problem, nicht statthaft. Die Gleichungen (9) und (10) sind daher nur in speziellen 
Fällen verwendbar. 
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bleibt unverändert erhalten, wenn man unter t die Eigenzeit des Be
obachters versteht und als LAGRANGEsche Funktion einführt: 

L = m0 c2 ( 1 -V 1-ß2)-W. (9) 

Ist W konstant, so führt dies Prinzip zu 
t'.!. T1 

o j y1 ~{i2 dt = 0 J d-r = 0 (-r =Eigenzeit des Massenpunktes). 
t1 TJ 

Die kanonischen Gleichungen kann man unverändert übernehmen, wenn 
man als HAMILTONsche Funktion benutzt 

H = m c2 (-- 1 _- 1) + W ( 10 a) 
0 v'1= ß• ' 

oder bei Einführung der Impulse statt der Geschwindigkeiten 

H (p, xi) = c V m~ c2 + p2- m0 c2 + W ( xi) . ( 10 b) 

Führt man den Tensor Kik=C2f10uiuk ein, so wird wegen 
o (/lo uk) 
-~ = 0 (Kontinuitätsgleichung der Materie) (11) 

. ()Kik 
k' = 8xk , Kik heißt "kinetischer Impuls-Energietensor". 

Analog der Elektrodynamik lassen sich (wie in der Elastizitätstheorie) 
die Kräfte in der Materie durch einen Spannungstensor pik darstellen. 

. 8Pik 
k' =- 8xk , pik heißt "potentieller Impuls-Energietensor". 

Für ein abgeschlossenes System gilt dann 

8 Tik - ~- (Kik +pik)-
8xk - 8 xk - 0 · (12) 

Hierin sind die Erhaltungssätze des Impulses und der Energie ausgedrückt. 

Ti k = Ki k + pik heißt der "gesamte I mpuls-Energietensor". 

B. Allgemeine Relativitätstheorie. 

I. Grundlagen. 
a) Das Grundgesetz. 

Die spezielle Relativitätstheorie hat die Forderung aufgestellt, daß 
alle Naturgesetze Beziehungen darstellen sollen zwischen Skalaren, 
Vektoren oder Tensoren einer vierdimensionalen euklidischen Mannig
faltigkeit, deren Linienelement also immer auf die Form 

ds2 = c2 (d x4)2 _ (d xl)2 _ (d x2)2 _ (d x3)2 

gebracht werden kann. Die Grundgesetze der Physik bleiben dann 
kovariant gegenüber allen LORENTZ-Transformationen. 
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Gehen wir aus von einer nichteuklidischen Mannigfaltigkeit, so müssen 
wir die allgemeine Form 

( 1) 

zugrunde legen. Die Tensorgleichungen erscheinen dann in einer Form, 
die beliebigen Transformationen. der Koordinaten xi gegenüber kovariant 
bleibt. Es treten jetzt in diesen Gleichungen auch die Komponenten des 
,.metrischen Fundamentaltensors" g,k als Funktionen des Ortes auf. Im 
Gegensatz zur speziellen Theorie betrachtet die allgemeine Relativitäts
theorie die Ortsabhängigkeit des Fundamentaltensors als wesentliches 
Bestimmungsstück des physikalischen Feldes. Das Linienelement kann 
dann wohl noch in jedem Punkte auf die MINKOWSKische Form (s. S. 273) 
gebracht werden, nicht aber in endlichen Bereichen. 

Die nächstliegende differentialgeometrische Charakterisierung des 
Linienelements kann durch den verjüngten RIEMANNschen Krümmungs
tensor Ri k (vgl. S. 13 7) erfolgen. In einer euklidischen Mannigfaltigkeit 
verschwindet derselbe identisch im ganzen Gebiet. EINSTEIN stellte die 
Theorie auf, daß Rik nur an solchen Stellen verschwindet, wo keine 
Materie vorhanden ist, während es im übrigen durch den gesamten 
Spannungs-Energietensor der Materie bestimmt wird. Der Zusammen
hang wird geregelt durch die Erhaltungssätze von Impuls und Energie. 
Die Dynamik lieferte als oberstes Grundgesetz, daß die Divergenz des 
Welttensors 't der Materie (Summe des mechanischen und elektro
magnetischen Anteiles) verschwindet (s. S. 282): 

{) ys 

ax: + r;. T~ -r;s T; = o. (2) 

Auch aus dem Krümmungstensor läßt sich ein Tensor bilden, dessen 
Divergenz identisch verschwindet, nämlich 

R,k- ~ Rgik-Äg,k, (3) 

worin A. eine beliebige Konstante ist (,.kosmologische Konstante"). 
Die EINSTEINsehe Theorie macht nun den Ansatz 

I Rik~-~ R gik---~g~~~--~~~~~k I (Feldgleichungen), (4) 

wo x ebenfalls eine universelle Konstante ist. Der Impuls-Energiesatz 
ist dann eine notwendige Folge der Feldgleichungen. 

Der Vergleich der Feldgleichungen mit der Erfahrung lehrt, daß ). 
sehr klein ist (höchstens 1 o-sa cm-2) und für viele Probleme A. = 0 gesetzt 
werden darf. Ferner erhält man als erste Näherung die NEWTONsehe 
Gravitationstheorie, wenn 

8:n:G -48 -I -I 2 x=--r=2,073·10 cm g sec c (5) 
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gesetzt wird, wo G = (6,665 ± 0,004) · 10-·s cm3 g-1 sec-2 die Gravitatiuns
konstante ist. 

Zwischen den 10 Differentialgleichungen (4) bestehen infolge ihres 
Tensorcharakters 4 Bedingungsgleichungen; sie genügen daher nicht 
zur eindeutigen Festlegung der 10 Größen gik' sondern lassen gerade 
hinreichende Freiheit, um an Stelle eines Koordinatensystems xi ein 
anderes x' i = fi (x1, x2, x3, x4 ) zu substituieren (HILBERT). 

b) Andere Formen des Grundgesetzes. 

Durch Verjüngung vori (4) entsteht 

R+4A.=xT, 

und bei Substitution dieses Ausdruckes für R in (4): 

Rik + Agik = -x ( Tik--1- T gik) · 

(6) 

(7) 

Diese letzte Form ist besonders im Falle Tik = 0 nützlich. Die Feld
gleichungen lassen sich oft vorteilhaft durch ein Variationsprinzip er
setzen. Wir führen ein 

~=vgH mit H=t'(r;,r:'m-r;:,r;m)+2A. 

= gsr ( 8 ~, F:'m-a:mr:',)-(R + 21\.) 
(8) 

und 
(9) 

1. Materiefreie Räume (T,k=O). Es gilt das Variationsprinzip 

b J~ dx1 dx2 dx3 dx4 = b jH · ( {gdx1 dx2 dx3 dx4) = 0. (10) 

Dabei werden die gik im ganzen Bereich variiert, aber auf dem Rande 
festgehalten. Über ihre Ableitungen ist nichts vorausgesetzt. Da H 
keine Invariante ist, benutzt man oft besser ein anderes Prinzip: 

( 11) 

Dabei sind die gik und die 88g~; am Rande festgehalten. 

Wählt man die Koordinaten speziell so, daß {g= 1 ist, so wird 

H = -gsr F';'nF;", + 21\. 

und liefert für A. = 0 die Feldgleichungen in der Form 

or"' 
rs rm rn 0 

oxm- rn sm= (EINSTEIN). 

2. Materieerfüllte Räume. Die Prinzipien sind zu erweitern zu 

o J (~ + x 931) dx1 dx2 dx3 dx4 = 0 (12) 

b J (R + 2). + "· M) (vgdx1 dx2 axadx4) = o, (13) 
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wobei 9JC = {g Meine Funktion der gik (nicht ihrer Ableitungen!) und 
der Verteilung der Materie im Raume ist. Für den mechanischen Anteil 
(Gravitation der Masse) ist 

8Wl 1 
ogik = T;k- 2 T g;k (14a) 

und 
am 
ogik =-ygT;k· (14b) 

Für den elektrodynamischen Anteil erhält man 

M =- ~-g••gga F F ( 1 S 277) 
2 ra QS vg · · · ( 15) 

c) Kräftefreie Bewegung. 

Die Abweichung der Weltmetrik von der Euklidizität macht sich 
in den Gravitationserscheinungen bemerkbar. Die Bewegung eines Massen
punktes in einem Gravitationsfelde ist nach der EINSTEINsehen Theorie 
eine kräftefreie Bewegung, d. h. infolge des Trägheitsgesetzes ist die 
Weltlinie eines freien Massenpunktes eine geodätische Linie: 

. (d2 xi · dxr dxs') 
K'=mo tis•-+F~s ds ds =O. (16) 

Die infolge der Klammerausdrücke auftretenden Zusatzglieder können 
als "Scheinkraft" gedeutet werden, nach Art der Zentrifugal- und Koriolis
kräfte, die ebenfalls dadurch zustande kommen, daß in einem rotierenden 
Bezugssystem auch bei der euklidischen Metrik nicht sämtliche r~. 
verschwinden. Alle Scheinkräfte haben die charakteristische Eigenschaft, 
der trägen Masse proportional zu sein. Infolge der experimentell mit 
großer Genauigkeit erwiesenen Proportionalität zwischen gravitierender 
und träger Masse zeigt auch die NEWTONsehe Gravitationskraft diese 
Eigentümlichkeit. 

2. Einige wichtige Lösungen der Feldgleichungen. 

a) EINSTEINs erste Näherung. 

Das J.-Glied wird vernachlässigt und die rechte Seite von (4) als 
kleines Störungsglied behandelt. Man setzt 

(x4 = i ct) ( 17) 

und vernachlässigt alle Potenzen von x2 an aufwärts (" Quasieuklidische 
Welt"). Man kann dann stets ein Koordinatensystem zugrunde legen, 
in dem 

(18) 
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Es wird dann 

( 19) 

und die Feldgleichungen geben 

1 1 
2 Dyik = Tik-2 T (Jik· (20) 

Ist speziell y44 nicht zeitabhängig, so erhält man für i = k = 4 im Gravi
tationsfelde ruhender (oder mit Geschwindigkeiten-< c bewegter) Massen 
(T44 = ec2, alle anderen Tik = 0) 

Lly,, = ec2. 

Diese Gleichung ist mit der Grundgleichung der NEWTONsehen Gravi
tationstheorie 

identisch, wenn 

oder 

b) SCHWARZSCHILDS Maßbestimmungen. 

Für im Raumanteil kugelsymmetrische Probleme folgt aus den Feld
gleichungen als strenge Lösung stets 

ds2 = r r wdr2 + r2 (d{} 2 + sin2f}dcp2)- V2dt2, (21) 

wobei w (r) und V (r) zwei freie Funktionen sind, die für die spezielle 
Massenverteilung von Fall zu Fall aus den Feldgleichungen oder dem 
entsprechenden Variationsprinzip bestimmt werden müssen. 

I. Feld des Massenpunktes. Alle T7 = 0. 

w (r) =IX+ ~ r3 V2 = c2 ( 1- ~ - ~ r2). (22) 

Die Integrationskonstante IX heißt der Gravitationsradius der Masse M. 
Für ;. = 0 ist 

2G 
IX = C2 · M = 1,48 · 1 o-28 M (IX in cm~ M in g). (23) 

2. Feld einer inkompressiblen Flüssigkeitskugel. T7 = 0 mit Aus
nahme der Diagonalglieder: Tj =- p (für i = 1, 2, 3) und T! = e c2. 
;. = 0, e = constans. 

Inneres der Kugel: 

ds2 = x:•e (d x2 + sin2 xd{}2 + sin2 xsin2f}d q;2)-c2 ecosx~- cosx) dt2, (24) 

wobei X = Xa die Oberfläche der Kugel ist. 
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Äußeres der Kugel: 

R R-~ 
ds2 = R _ ~ dR2 + R2 (d {)2 + sin2 {) drp2}- c2 --R dt2 , (25} 

wobei stetiger Anschluß von Innen- und Außenraum erreicht wird mit 
Hilfe der Relation 

R3 ( "es e)- ~ { 9 ( 1 . + 1 • ) = -3-- 4cosxa x- :z-sm2x-xa 2sm2xa 

3 . 3 1 • 3 } + 2sm xa- 2 sm X • 

Im Innern der Kugel gilt für den Raumanteil die Geometrie des sphäri

schen Raumes. Es existiert jedoch nicht der ganze ( lxl $. ~ ), sondern· 

nur ein Teil desselben (ixi<xa)· Das Volumen der Kugel ist 

V= 2 n (x :~ (!) ( Xa- ~ sin 2 Xa) 

und der Druck nimmt nach innen zu gemäß 

J. Kosmologische Ansätze. 
Um das Verhalten der Welt im großen zu diskutieren, kann man 

z. B. setzen 

ds2 = L2 (d x2 + sin2 X d {)2 + sin2 x sin2 {) drp2}- 52 c2 dt2. (26} 

Hierbei sei L = L (t) und 5 = 5 (x, {), rp}. Ferner dürfen wir annehmen, 
daß alle Tf = 0 sind außer T! =e c2• Einsetzen in die Feldgleichungen 
ergibt die Bedingungen 

dL &S 
fiiax= 0 

Daher besteht die Alternative: 

I. dd~ = 0: statische Welt, die räumlich in sich geschlossen ist. Für 5 

ergeben sich dann zwei Möglichkeiten: 

ot) 5 = constans = 1: Zylinderwelt (EINSTEIN}. Es wird dann 

und die Masse der Welt 

2Ä 
e = "cl 
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ß) S = cos X: Kugelwelt (DE SITTER}. Auch die Zeitachse ist hier 
in sich geschlossen. Die Lichtgeschwindigkeit ist V= c cos X· 

L= v-i· 
Es muß (! = 0 sein, d. h. die DE SITTER-Welt ist nur als Grenzfall für 
verschwindende Materie möglich. 

2. S = constans = 1 und L = L (t) : nicktstatische Zylinderwelten 
(FRIEDMAN, LEMAITRE}. Es wird 

L -J v- -----; --c (t- t.) - A d X 
A-x+---x• 

(A = Integrationskonstante). (27) 

3 
a 

Ferner hat man 

-------------------? 
3 A und 

(! = xc2 L 3 

Lösungen existieren nur, wenn 

oder 
A - L + _J. L3 > 0 

3 

(+r- c1-r + ).;· >O 

ist, d. h. außerhalb der Kurve Fig. 20. 

tJt----+=-1 ----c2::----!3,--__.j- Es gibt daher folgende Möglichkeiten: 

) t.A• 4 P . d' h W l . 

Fig. 20. Die Grenzkurve 

A-L+ !:._L' = o. 
3 

Abszisse: ,,Weltradius'', Ordinate: kosmo
logische Konstante in geeigneten dimensions

losen Einheiten. 

oc - 3- < 27: erw zsc e e ten, ms-

besondere also auch für Ä. = 0. L wächst 
von 0 bis zu einem Maximum und 
nimmt wieder auf 0 ab. Dauer der 
Periode und Maximum bei Ä. = 0: 

T=:rrA 
c 

und Lmax = A • 

ß) 0 < ?:._ ;• < 2~: Monotone Welten zweiter Art (vgl. Linie ß in Fig. 20). 

L wächst von einem Minimalwert a monoton und für späte Zeiten 
asymptotisch exponentiell . 

.AA 2 4 
y) - 3-> 27 : Monotone Welten erster Art. L wächst von L = 0 an 

monoton und für späte Zeiten asymptotisch exponentiell. 
Die behandelten nichtstatischen Lösungen sind prinzipiell nur als 

Näherungen anzusehen, da die spezielle Wahl des Materietensors nur 
im Falle ruhender Materie streng richtig ist. 
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Vierter Abschnitt. 

Quantentheorie. 
Es hat sich gezeigt, daß die klassische Mechanik und Elektrodynamik 

nur angenäherte Gültigkeit besitzt. Die Betrachtung der Elementarvor
gänge am einzelnen Atom oder Molekül lehrt, daß hier jedenfalls die 
Konstruktion anschaulicher Modelle und ihre Behandlung nach den Ge
setzen der klassischen Physik zu Widersprüchen mit der Erfahrung führt. 

A. Vorläufige Formulierung. 

I. Mechanik. 

Die Grundgesetze der Mechanik bleiben unverändert. Es sollen aber 
unter allen von der Mechanik als möglich betrachteten Bewegungen eines 
Systems nur eine beschränkte Anzahl tatsächlich vorkommen ("Quanten
zustände"). Außerdem sollen teils unter der Wirkung äußerer Impulse, 
teils auch spontan, nicht durch die Mechanik beherrschte "unmechanische" 
Vorgänge stattfinden, die das System von einem Quantenzustand in 
einen anderen überführen (Quantensprünge). Die Übergangszeit muß 
als verschwindend klein angenommen werden. Die Art des Überganges 
entzieht sich jeder anschaulichen Darstellung. 

Steht das betrachtete System unter der Wirkung von konservativen 
äußeren Kräften und werden diese langsam geändert, so ändert sich die 
Bewegungsform gleichfalls langsam. Die Adiabatenhypothese (EHREN
FEST) behauptet, daß hierbei Quantenzustände als solche erhalten bleiben. 
(BoHRs Prinzip der mechanischen Transformierbarkeit.) "Langsam" heißt 
dabei eine Änderung, falls sie in einer Zeit erfolgt, die so groß ist, daß 
das System während derselben alle möglichen Phasen seiner Bewegung 
durchlaufen hat, oder ihnen wenigstens sehr nahe gekommen ist. 

Das ist einfach angehbar bei einer rein periodischen Bewegung. 
Hier heißt es, die Änderung der äußeren Kräfte erfolge in einer Zeit, 
die groß ist gegen die Bewegungsperiode. Ist die Bewegung aber nicht 
periodisch, so durchläuft der Phasenpunkt des Systems ein gewisses 
Gebiet des Phasenraumes, und kommt jedem Punkt dieses Gebietes 
im Lauf der Zeit beliebig nahe. Hier ist also an Stelle der Periode die 
Zeit zu nehmen, in der der Phasenpunkt das ganze Gebiet überstrichen 
hat, d. h. jedem Punkt desselben nahegekommen ist. 

Das Prinzip gestattet aus einer ganz im Endlichen liegenden, als 
Quantenbahn bekannten Bahn eine neue durch Variation (oder Ein
führung) äußerer Kräfte zu berechnen. Das Prinzip ist jedoch nicht 
mehr anwendbar, wenn während der Änderung der äußeren Kräfte 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Aufl. 19 
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das vom Phasenraum bestrichene Gebiet zu einem solchen von weniger 
Dimensionen degeneriert (entartete Bahnen). 

Eine Form der mathematischen Formulierung der Quantenmechapik 
ist folgende: 

Man gehe aus von der HAMILTONschen Funktion H(p, q) (S. 233) 
und suche eine kanonische Transformation Pk, Q" (S. 105 f.) zu erreichen, 
so daß H Funktion der neuen Pk allein wird. Dann werden wegen der 
HAMILTONschen Gleichung alle Pk = 0, d. h. alle Pk = const. Infolge
dessen werden die 

also 

· 8H 
Qk = oP/. = Oh = const, 

Qk = wkt + bk. 

Da die Qk (falls nicht wk verschwindet) unbeschränkt wachsen, anderer
seits nur Bewegungen im Endlichen betrachtet werden sollen, muß Q" 
eine Koordinate vom Charakter einer Winkelkoordinate sein, d. h. das 
System ändert seine Lage nicht, wenn wir Qk um ein Vielfaches einer 
Größe sk vermehren. Durch eine geeignete Transformation (Normierung) 
können wir immer sk=2n machen. Dann heißt Qk Winkelvariable; 
wk ist eine Frequenz, {Jk eine Phasenkonstante. Üblich sind dann statt 
Pk und Qk für die normierten neuen Impuls- und Lagekoordinaten 
die Bezeichnungen h und wk. 

Die Quantentheorie fordert jetzt 
nkh 

fk = 2:n ' 

wo nk eine ganze Zahl ("Quantenzahlen") und 

h = 6,547 ·10-27 

sein soll. Während also die klassische Mechanik nur fordert, daß die 
fk konstant sind, legt die Quantentheorie diese Konstanten auf diskrete 
Werte fest. 

Eine andere Formulierung ist folgende: 
Man gehe aus von der HAMILTON- jACOBischen Differentialgleichung 

und suche durch eine beliebige Transformation solche Variable, daß 
die Gleichung durch "Separation der Variablen" gelöst werden kann, 
d. h. in einer Form: 

S = 2: S"(q", cx1, •.. ) , 

wo die cx; zunächst willkürliche Integrationskonstanten sind und 

s" = f h(q", cx1, •.• ) dq". 

Führt man diese Integration über den ganzen Variabilitätsbereich von 
qk aus, so ist 

1 J nkh 
]k=-2:n'fhdqk= 2:n. 

Hierdurch sind dann auch die cx, festgelegt. 
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Entartung tritt ein, sobald die wk kommensurable Größen sind, bzw. 
teilweise= 0 werden. Dann sind nämlich die Jk und wk nicht mehr 
eindeutig zu bestimmen. Es werden also auch die Quantenbahnen nicht 
mehr eindeutig festgelegt. Die Energien bleiben aber trotzdem bestimmt. 
Z. B. ist die auf S. 349 behandelte Planetenbewegung ein entarteter 
Fall, weil zwei von den w gleich Null werden. Nur P1 ist festgelegt 
(große Achse). Besteht aber eine wenn auch kleine Abweichung vom 
CouLOMBsehen Gesetz (Bewegung eines Elektrons um einen Atomrumpf), 
oder beachten wir die relativistische Abhängigkeit der Masse von der 
Geschwindigkeit, so ist auch P 2, also die Exzentrizität, nicht mehr frei 
wählbar. Besteht schließlich noch ein gerichtetes äußeres elektrisches 
oder magnetisches Feld, so ist auch P 3 , die Neigung der Bahn, auf be
stimmte Winkel beschränkt (Richtungsquantelung). 

2. Elektrodynamik. 
Während die klassische Elektrodynamik eine kontinuierliche Aus

strahlung einer periodisch bewegten Ladung ergibt, gilt nach BoHR: 

1. Elektronen in Quantenbahnen strahlen nicht. 
2. Bei Übergang aus einer Quantenbahn in eine andere geringerer 

Energie tritt Emission emer monochromatischen Strahlung von der 
Schwingungszahl 

L1E 
V= --k--

auf, wo L1 E die Energiedifferenz der beiden Quantenzustände bedeutet. 
Dieser Vorgang ist umkehrbar ( Quantenabsorption). 

Da die Quantenmechanik die Quantenbahnen und deren Energie 
liefert, so werden hiermit auch die möglichen Schwingungszahlen der 
Emission und Absorption festgelegt als Differenzen der möglichen 

-~ (Kombinationsprinzip der Spektroskopie). Die Größen 1 heißen 

"Spektralterme". 
Für große Quantenzahlen geht die BoHRsehe Theorie in die klassische 

Theorie über, wenn man durch ein Auswahlprinzip gewisse Forderungen 
über die Übergangswahrscheinlichkeifen aufstellt. Diese werden durch 
die Korrespondenzhypothese auch auf kleine Quantenzahlen verall
gemeinert. 

Beschreibt man die Bewegung eines Elektrons durch eine FoURIER
Darstellung von der Form 

" 

" 

19* 
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so setzt man in Korrespondenz: 

die " zu den Differenzen L1 n der Quantenzahlen 
die "w zu den Frequenzen 2nv. 

Die Grundperiode (" = 1) entspricht einem Übergang mit L1 n = 1 ; 
die nächste Oberschwingung (" = 2) entspricht einem Übergang mit 
L1n=2 usw. 

Die Größen A "' B", C" der FoURIER-Reihe sollen dann die Komponenten 
des elektrischen Vektors der ausgesandten Welle liefern, gerade so, 
wie sie es für die klassische Strahlung tun würden. 

Durch diese Forderung ist sowohl die Polarisation der Welle fest
gelegt, wie auch die Intensität der zu verschiedenen L1 n gehörenden 
Strahlungen, d. h. auch die Übergangswahrscheinlichkeiten für die L1 n. 

Die vorläufige Formulierung gibt die Wirklichkeit nur sehr unvoll
kommen wieder; sie versagt vor allem gänzlich beim Mehrkörperproblem 
(Heliumatom) und bei der Berechnung der Intensitäten der Spektral
linien. Sie ist anzusehen als ein Versuch, die Experimente wiederzugeben 
unter möglichst weitgehender Beibehaltung der klassischen Physik. In 
diesem Sinne kann sie auch heute noch als Näherungstheorie oft mit 
V orteil benutzt werden. 

B. Quantenmechanik. 
Die Quantenmechanik verzichtet im Gegensatz zur klassischen 

Mechanik auf die Beantwortung von Fragen nach exakten Bewegungs
formen (Bahnen) der betrachteten Massenpunkte. Sie begnügt sich 
teils mit Aussagen über abgeschlossene Gesamtsysteme (Energie, Schwer
punktslage usw.), teils mit Mittelwertsaussagen (statistischen Daten). 
Trotzdem beantwortet sie, wie genauere Überlegungen zeigen, alles was 
im Sinne einer positivistischen Naturbetrachtung gefragt werden darf. 

Charakteristisch für die Quantenmechanik ist ihre Methode. Die 
gefragten Größen treten zunächst in den Differentialgleichungen gar nicht 
auf, dafür aber eine Funktion V' der Koordinaten und der Zeit (Wellen
mechanik). Aus V' findet man dann durch bestimmte Operationen 
(z. B. Quadraturen) die gesuchten physikalischen Quantitäten. 

Die Methode kann (rein mathematisch) umgestaltet werden, z. B. 
derart, daß V' nicht mehr in Erscheinung tritt (Matrizenrechnung). 

I. Unrelativistische Punktmechanik. 
a) Konservative Systeme. 

Die Probleme sind durch eine Kräftefunktion U = -V (x11 Yv z11 x2, 

y2, z2, ••• t) der Koordinaten der Massenpunkte mit den Massen f-lv f-t2 ••• 

und der Zeit in derselben Weise charakterisiert wie in der klassischen 
Mechanik. 
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a) Einkörperprobleme. J. Zeitabhängige Probleme. Methode: Man setze 
mit V= V(x, y, z, t) die "zeitabhängige ScHRÖDINGER-Gleichung" an 

1-~* = 21/l (_:_;irL1V' + vV'_l 

mit h=6,547·10-27 ergsec und bestimme 1f1=1f!(x,y,z,t) als überall 
stetige und eindeutige Lösung dieser Differentialgleichung mit der 
N ormierungsforderung 

j V'1f!*d-r = 1 (d-r = dxdydz). 

G bedeutet das "Grundgebiet" im Sinne der Differentialgleichungs
theorie. Die physikalische Problemstellung wählt die physikalisch sinn
vollen Lösungen durch die Festlegung des Grundgebietes (i. a. der ganze 
unendliche dreidimensionale Raum) und durch geeignete Anfangs- und 
Randbedingungen aus, etwa 

V'= V'o für t= 0 

1f!=O für lrj--+oo 

oder 1f!=O für V= oo (bei endlichem G). 

Deutung der Lösung: Im Gegensatz zur klassischen Mechanik 
liefert sie nicht die Bewegungsform eines Massenpunktes, sondern die 
einer virtuellen Gesamtheit von solchen. Für den einzelnen Massen
punkt gibt sie daher auch nur statistische Daten. 

e = V'V'* ist die statistische Dichte, d. h. e d T ist die (kausal bedingte) 
Wahrscheinlichkeit, mit der der Massenpunkt im Volumelement dr an 
der Stelle x,y,z zur Zeittangetroffen wird1. Daher ist Jed-r=1. 

u = 4 : i ll ( 1p* grad V' -V' grad 1p*) ist die entsprechend definierte 

statistische Strömungsdichte. Es gilt die Kontinuitätsgleichung 

0(! d' fit+ lVU = 0. 

Im Sinne der kinetischen Gastheorie, bzw. der Elektronentheorie heißt 

p e = Massendichte, p u = Impulsdichte, 

e e = Ladungsdichte, e u = Stromdichte usw. 

(p bzw. e =Masse bzw. Ladung des Massenpunktes). 

1 Bei Stoßproblemen, d. h. bei der Untersuchung des Verhaltens eines Teilchen
stromes, versteht man untere= 'P 'P* die Wahrscheinlichkeit, daß irgendein Massen
punkt (.,Teilchen") in dT zur Zeit t angetroffen w.ird. Daher konvergiert J (!dT 

dort nicht. 
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2. Stationäre Bewegung. 

av 
V=V(x,y,z), at=O, V= potentielle Energie. 

Die zeitabhängige Gleichung wird zweckmäßig gelöst durch den FouRIER
Ansatz 

mit E;= const. Die u; genügen dann den Differentialgleichungen 

I 8~~ I Llu; + ~ (E;- V) u; = 0 ("ScHRÖDINGER-Gleichung"). 

Diese Gleichungen sind nicht für beliebige E; durch solche u; zu erfüllen, 
die den Lösungsbedingungen genügen. Die E; sind in bestimmten Be
reichen nur diskreter Werte (Eigenwerte) fähig (Punktspektrum), im 
übrigen eventuell auch aller Werte (Streckenspektrum). Im Bereich 
des Punktspektrums können die Eigenwerte nach einem oder mehreren 
ganzzahligen Parametern (Quantenzahlen) geordnet werden. Wegen der 
Selbstadjungiertheit der Differentialgleichungen bilden die 'f/1; und ebenso 
die u; ein normierbares, orthogonales und vollständiges Funktionen
system, d. h. es ist 

Wir normieren 

Existieren zu ein und demselben E; mehrere linear unabhängige Lösungen 
u;1, u; 2, ••• U;n, so heißt der Eigenwert (n-1)-fach entartet. Es lassen 
sich dai:m stets durch Linearkombinationen n andere Lösungen dazu 
angeben, die orthogonal und normiert sind. 

Deutung der Lösung: Es gilt 

e = 1p1p* =.I lc;l 2 1fli"PT =.I lc•l 2 u;ut =.I lc;l 2 fli· 
i i i 

Der Zustand 1p 1p* kann also aufgefaßt werden als Überlagerung der 
stationären Zustände (!; = u;u{; I c; 12 bedeutet den Bruchteil der Gesamt
zahl an Massenpunkten, der sich im Zustande i mit der Energie E; 
befindet. Es ist 

I c;l 2 kann auch gedeutet werden als die Wahrscheinlichkeit, innerhalb 
der virtuellen Gesamtheit ein Teilchen mit der Energie E; anzutreffen 
(c; = Wahrscheinlichkeitsamplitude). 
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Tritt neben dem Punktspektrum noch ein Streckenspektrum auf, 
so sind die hergeleiteten Ergebnisse sinngemäß abzuändern. Man hat 
dann z. B. 

1p =.I C;1p; +Je (E) 1p(E) dE 
i 

2 ".~E t -~Et 
=..Ic;u;(xyz)e- h '+jc(E)u(x,y,z;E)e h dE 

i 

(! = ..IIc;l 2 u;ut + J I c(E) l 2 u(E) u*(E) dE 
i 

Normiert man die Eigenfunktionen im Kontinuum durch die 
Forderung: 

E+ JE 

j d-cj dE'u(E')u*(E) = lim j d-cu*(E) j dE'u(E') = 1 
LJE-+0 E-LJE 

mit Hilfe eines (von E abhängigen) Normierungsfaktors, so wird 

.IIc;l 2 + Jlc(E)I 2 dE=1 und c(E)=j1pu*(E)d-c 

I c(E) 12 dE ist dann wie oben der Teil der Massenpunkte in. Zuständen 
des Energiebereiches dE, bzw. die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen hier 
anzutreffen. 

3. Mittelwerte (Erwartungswerte). In der Quantenmechanik gelten 
Erhaltungssätze stets nur für Integrale über das ganze Grundgebiet G. 
Dabei verhalten sich die folgenden Mittelwerte weitgehend wie die ent
sprechenden klassischen Größen: 

r = j 1p* r1pd-c (Ortsvektor des Schwerpunktes der Gesamtheit) 

(Impuls) 

(Kraft, dynamische 

Grundgleichung) 

Q = [r lJ] = 2~ij 1p* [r grad1p] dT (Drehimpuls) 

itJ = -~T- = [ r sr] = - [ r gradVJ = - J "P* 1p [ r grad V] d T 

(Drehmoment, = 0 für Zentralkraft) 

\l3 =er (elektrisches Moment) 
- e -m = --- 2 (magnetisches Moment) 

f.1C 

T = ~ (-~) 2j1p* Ll1p d-c =---1- (___!!____,) 2]1 (grad 1p) 12 d-c 
2p. 2:rt:t 2(.1 2:nt 

(kinetische Energie) 
V = J 1p* V 1p d T (potentielle Energie) 
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E =---. 1/J.-1/ldT h J 0 
2;>H T otT ( Gesamtenergie) 

T + V = E (Energiesatz, folgt unmittelbar aus der 
ScHRÖDINGER-Gleichung). 

4. Operatoren. Allgemein lautet das Bildungsgesetz des Mittelwertes 
einer Funktion I der Impulse pk und der Koordinaten xk: Man ersetze 
formal die Impulse durch Operatoren 1 

und schreibe 

h 0 
h = 2ni oxk 

7 = J 'P* I 'P d T. 

Dabei wirken die in I auftretenden Operatoren auf die dahinterstehenden 
Teile des Integranden. 

Entsprechend dem Impulsoperator 
h 

P = 2ni grad 

kann man in die Quantenmechanik die folgenden Operatoren einführen: 

(Operator der kinetischen Energie) 

( Drehimpulsoperator). 

Von dem letzten Operator werden die Komponenten in verschiedenen 
Koordinatensystemen viel gebraucht; es seien r, {), rp Kugelkoordinaten, 
dann wird 2 

\n A = 2hn (Lx + i Ly) = ei"' ( 0°{} + i ctg{) 0°rp), 
~At-~ (L -iL)- e-iq; (-~- + i ctg{)~) h - h x y - ofJ orp ' 

2n L . o . ( o o ) 
-h- ,=-~aq;=~ :Y"8X-Xay • 

Ferner ist der Operator des Betrages L 2 : 

-hB 1 { 0 ( , 0 ) 1 02 } 1 L2 = ---.-- sm{)- +-.---- =-(AAt+AtA)+L2 
4 n 2 sm {} o {} o {} sm {} o rp2 2 • · 

Die ScHRÖDINGER-Gleichung erhält man, indem man in der klassischen 

HAMILTON-Funktion H (pk, xk) die pk durch die Operatoren -2 h . -1-- ersetzt 
. n~ uXk 

in der Form: 
( h o ) h o"' H --X ----
2ni 0 Xk' k '1/)- 2:rti ot ' 

1 Man kann auch die Xk als Operatoren deuten; Xk 'I' bedeutet dann: .,Multi
plikation von 'I' mit der Zahl Xk." 

2 At=!= A• weil Lx und Ly nicht reell sind! 
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d. h. es ist der HAMILTON-Operlltor 

und im stationären Falle: 

h 0 
H =- Ut:i fTt' 

{H(2!io~k' xk)-E}tp=O. 
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Als die Eigenwerte eines Operators Q bezeichnet man die Eigenwerte Wn 
der Differentialgleichung 

!Jtp=w·tp 

Eigenwerte der Drehimpulse sind bei Eigenfunktionen der Form: 

für L. 

und für L2 

tp = F (r, E) e± im<p P~ (cosß) 
h ± 2 nm, m=0,1, ... ,l 

hZ 
4 n 2 l (l + 1), l = 0, 1, 2 ... 

Entsprechenden Sinn haben die Eigenwerte der ScHRÖDINGER-Gleichung 
als Eigenwerte des HAMILTONschen Operators. 

5. V ertauschungsrelationen. Das Produkt zweier Operatoren ist i. a. 
nicht kommutativ. 

Schreibt man zur Abkürzung die Operatoren einfach mit den ge
läufigen Symbolen der ihnen entsprechenden Größen der klassischen 
Mechanik, so erhält man eine Reihe charakteristischer Vertauschungs
relationen. 

Für die Operatoren eines Paares kanonisch konjugierter Variablen 
Q, P (s. S. 105) gilt dieselbe Vertauschungsrelation wie für die Operatoren 
xk und pk: 

2 ni (pk Xk- Xkpk) = (__}_-• Xk- Xk-0-) = 1· h , 0 Xk 0 Xk ' 

symbolisch geschrieben: [pk, xk] = 1, d. h. allgemein 
2 n i 
-h- (P Q- Q P) = [P, Q] = 1. 

Dagegen ist : 

p;xk-xkp;=O für i*k; [p;,xk]=O. 

Für den Operator des Drehimpulses gelten folgende Relationen und 
ihre zyklischen Permutationen: 

[L,., x] = 0 

[L., x] = -y 
[L., y] = x 

[L,., p,.] = 0, 

[L., p,.] =- py, 
[L., py] = Px, 
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Bei Auszeichnungder z-Richtung, d. h. Zusammenfassung Lx ± i Ly ={:t}: 
[L., A] = iA [L., At]= -iAt [A, At]= 2iL,. 

ß) Mehrkörperprobleme. 1. Allgemeines. Die ScHRÖDINGER-Gleichung 
gilt unverändert auch für das n-Körperproblem. Die Lösungsfunktion 
tp ist jetzt eine Funktion der 3 n Raumkoordinaten und der Zeit. Sind 
X;, y;, Z; die Koordinaten des i-ten Teilchens, so kann man schreiben 

h 01p ""' 1 ( h )2 - 2 n i ai = ~ 2ft; 2 n i L1 i 'P + V "P (i = 1, 2 .. · n) , 
i 

wobei V ebenfalls von den 3 n Raumkoordinaten und der Zeit abhängt; 
ist speziell d V j dt = 0, so wird 

(2!iY ~ 2~iL1;u +(V -E) u = o, 

-~Et 
tp=u·e h 

dabei bedeuten die EigenwerteE jetzt die Gesamtenergie des Systems in 
den möglichen stationären Zuständen. Die Normierungsforderung lautet 

j tptp* dr1 dr2 ••••• • drn = 1 (dr; = dx;dy;dz;). 

Die Lösung kann gedeutet werden in dem 3 n-dimensionalen Koordinaten
raum Ran· Es ist 12 = tptp* die Wahrscheinlichkeit, einen Massenpunkt 
im Volumelement dr1 dr2 ••• • dTn an der Stelle x1 .. . Zn zur Zeittin dem 
R3 n anzutreffen. Anschaulich bedeutet das: 12 = tptp* ist die Wahrschein
lichkeit dafür, zur Zeit t gleichzeitig einen Massenpunkt im Volumelement 
dr1 an der Stelle Xv y1, z1, einen zweiten in dr2 bei x2, y2, z2 usw. an
zutreffen. 

2. Zwei gekoppelte Systeme. Hat V die spezielle Form 

V= Vl (xl Y1 zl) + V2 (x2 Y2 Z2) 

dann führt der Ansatz 

"P = "P1 (xl Y1 Zt) "P2 (x2 Y2 Z2)' 

zum Ziele; das System zerfällt in zwei voneinander völlig unabhängige, 
die sich als Einkörperprobleme behandeln lassen (vgl. S. 225). 

Häufig tritt noch ein Wechselwirkungsglied von kleinem Betrage hinzu. 

V= Vl (1) + V2(2) + W(1, 2), 

wobei wir kurz V(1) schreiben statt V(x1 y1 z1) usw. Ausgangslösung 
für die Störungsrechnung (vgl. S. 206) ist W = 0, d. h. 

U; = U(r, s) = U~11 ( 1) u~' 1 (2), 

E; = E(,, •> = E~' 1 + E~21 • 
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Entartung ("quantenmechanische Resonanz") tritt stets ein, wenn für 
irgendwelche r, s, r', s' gilt 

E; = E(r,s) = E(r',s') = Ek. 

Praktische Bedeutung hat vor allem der Sonderfall zweier gleicher 
Systeme 

V1 = V 2 ; daher auch u< 11 :..::__ u<•l = u, 

mit symmetrischer Kopplung 

W(1, 2) = W(2, 1). 

Dann wird E; =E(r, s) =E (s, r) =E k· Die zugehörigen Ausgangslösungen sind 

U; = U(r,s) = U, (1) U 8 (2), 

Uk = U(s,r) = U 5 (1) U, (2). 

Benutzen wir die Abkürzungen 

W;; = jW]u,(1)i 2 lus(2)i 2 d-r1 d-r2 , 

W;k = j U 8 (1) u,(2) Wu,(1) U 8 (2) h1dr2, 

so erhalten wir als Lösung in erster Näherung 

E; =E,+ W;;+ W;k, 

E~ = E; + W;;- W;k> 

mit den Eigenfunktionen 

u; = ~ (u; + uk) = ::?- / u,(1) U 8 (2) + U 8 (1) u,(2)) 
V 2 V 2 

u~ = 1/2 (u;-uk) =V~ (•u,(1) U 8 (2) -u5 (1) u,(2) ). 

Die erste Lösung ist symmetrisch, d. h. invariant gegen eine Vertauschung 
der Teilchen (1) und (2). Die zweite ist antimetrisch, d. h. sie ändert 
bei einer Vertauschung ihr Vorzeichen. 

Deutung von W; k· Der Energieterm spaltet auf in zwei mit der Diffe
renz 2Wik· Nehmen wir an, wir wüßten, daß für t=O das Teilchen 1 
sich im Zustande r, 2 im Zustande s befände: 

1p(O) =u,(1)us(2) =~-cc(u; +u~). 
. V 2 

Dann ist 
1 1 ( _2niE'·t _!l._~!Ekt) 

VJ(t)=~2(VJ;+VJ~)=V2 u;e h '+u~e h = 
2ni 
I> ( E; + W i;) t [ 2 n . . 2 n ] 

= e u,(1) U 8 (2) cos h- W;kt-tu,(2) U 8 (1)smh W;kt 

Für ~h1!_ W;kt = 0, n, 2 n . .. verschwindet das zweite Glied: Das Teilchen 1 

b f. d t · h · Z t d 2 · F.. 2 n W t n 3 n h · d t em e src Im us an er, ms. ur 71 ik = 2 , 2 , ... versc wm e 
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das erste Glied und die Teilchen haben ihre Plätze vertauscht. Die Platz
wechselfrequenz ist also 

VA= 2 W;kjh; 

h v A = 2 W; k = E; - E~ heißt A ustauschenergie, W; k das A ustauschintegral. 
Die Austauschenergie hat kein klassisches Analogon. 

3. Spin. Die Beschreibung eines Teilchens durch seine drei Raum
koordinaten und die Zeit genügt erfahrungsgemäß noch nicht. Man muß 
ihm noch einen Drehimpuls ß von konstantem Betrage zuordnen ("Spin"), 
der nicht von seiner Bahnbewegung herrührt; im Falle des Protons und 

des Elektrons ist er vom Betrage s = ~ 2hn und bei anderen Teilchen 
stets ein ganzzahliges Vielfaches hiervon. Außerdem führen die Teilchen 
ein konstantes, dem Spin gleich- oder entgegengerichtetes magnetisches 
Moment mit sich. 

Das klassische Verhältnis des magnetischen Moments einer auf einem 
Kreise umlaufenden Ladung e mit der Masse f1 zu ihrem Bahnimpuls 

beträgt -2 e ; als g-Faktor irgendeines Teilchens pflegt man den Faktor p,c 
zu bezeichnen, mit dem das obige Verhältnis in dem Quotienten 

Magnetisches Moment e 
Drehimpuls = g · 2 p, c 

enthalten ist. g hat für jedes freie Elementarteilchen und jeden Atom
kern einen charakteristischen festen Wert. Für das Elektron ist g =- 2, 

sein magnetisches Moment beträgt ~4 e_ll_ = 1 BoHRsches Magneton 
• 1tfteC 

= 9,18 · 10-21 el. stat. CGS. Einh. (fle = Elektronenmasse). Das Auf
treten dieses Faktors g bei freien Elementarteilchen ist bis jetzt nur beim 
Elektron (s. S. 306) theoretisch begründet. (Für gebundene Teilchen z. B. 
ein Atomelektron mit der inneren Quantenzahl j, dem Bahnimpuls l 
und Spin s gilt angenähert 

[1 + j(j + 1) + 5 (s + 1) -l (l + 1) J LANDEsche g-Formel.) g=- 2j(j+1) 

Das Vorzeichen von g bestimmt die Richtung des magnetischen Moments 
gegenüber dem Impulsmoment des Teilchens. 

Dem Spin kann man dadurch Rechnung tragen, daß man eine vierte 
Koordinate s ("Spinvariable") hinzufügt, die nur der beiden Werte 

s = ± 1 · h_ fähig ist. Statt dessen kann man auch statt einer zwei Eigen-
2 2n 

funktionen 1p+ und "P- einführen, entsprechend den beiden Vorzeichen 
von s. 

4. PAVLI-Prinzip. Es muß als Zusatz zur Quantenmechanik des 
Mehrkörperproblems angefügt werden. Es besagt, daß nicht alle Lösungen 
der ScHRÖDINGER-Gleichung physikalischen Sinn haben, sondern nur 
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gewisse Linearkombinationen der miteinander entarteten Lösungen. Es 
seien X; y; Z; s; Koordinaten und Spinvariable des i-ten Teilchens der 
gleichen Art (z. B. Elektronen), ferner 1p(x; )'; z; s;) eine Lösung und 
1p (P (x; y; z; s;)) eine solche, die durch Vertauschung von zwei Teilchen 
(zwei Variablenquadrupeln) daraus hervorgeht. Dann gehören alle 1p(P) 
zum gleichen Eigenwert. Die allgemeine Lösung heißt 

'f'=-; ~Cp1p(P(x;y;z;s;)) 
n.~ 

p 

mit j C P 1 2 = 1, weil alle Teilzustände gleiches Gewicht haben. Ins
besondere heißen die Kombinationen 

die symmetrische, 

'f',=-; ~ 1p(P(x; Y;Z;S;)) n.~ 
p 

die antimetrische, wenn k die Anzahl der geraden Permutationen bedeutet, 
die zur Ausführung der Permutation P erforderlich sind (vgl. S. 95). 
'f', ist invariant gegen Vertauschung irgend zweier Teilchen gleicher 
Art, 'Pa ändert dabei sein Vorzeichen. 

Das PAULI-Prinzip lautet: Nur die antimetrischen Eigenfunktionen 
beschreiben die Bewegung der Teilchen. Es gilt für Elektronen, Protonen 
und Neutronen; für andere Partikel ist die Gültigkeit fraglich. Es gilt 
nicht für Lichtquanten. 

Sonderfall. Vernachlässigt man die Wechselwirkung zwischen den 
einzelnen gleichartigen Teilchen (grobe Annäherung zur Klassifikation 
der Zustände eines Atoms: Elektronen im Felde eines zentralen Atom
kernes ohne Wechselwirkung untereinander), so ist 

"P = "Pt(1) '"P2(2) · · · · ·"Pn(n), 

wobei 1p; (i) als Abkürzung steht für die Eigenfunktionen des Teilchens i. 
Die antimetrische Funktion heißt dann 

"Pt (1) 1pt{2) ... "Pt (n) 

'Pa=~ "P2(1) "P2(2) ... 1p2 (n) 
n! ............... .. 

"Pn(1) "Pn(2) ... "Pn(n) 

Haben zwei Teilchen gleiche Funktionen 1p;=1pk, so wird 'Pa=~o, während 
'f',=!=O bleibt. Das PAuu-Prinzip kann in diesem Falle anschaulich ge
deutet werden: Es dürfen sich nicht zwei Teilchen im gleichen Quanten
zustande befinden (d. h. in allen Quantenzahlen, einschließlich des 
Spins, übereinstimmen). (Anhang, 15.) 
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Auswahl der richtigen Kombinationen für zwei gekoppelte Systeme 
(Fortsetzung zu S. 299). Bei Berücksichtigung des Spins spaltet der 
Energiewert in vier Terme auf mit folgenden Eigenfunktionen: 

symmetrisch in den Raumkoordinaten, antimetrisch in den Spin
koordinaten, 

2. ~IV': {1) V': (2) -1p: {1) V': (2)}' 

3. + (1p: {1) 1p; {2) -1p.+ {1) 1p; {2) + 1p; {1) '!fs+ {2) -1p; {1) 'lf: {2)], 

4. ~{V'; {1) V'; {2) -1p; {1) V'; (2)) 

antimetrisch in den Raumkoordinaten, symmetrisch in den Spin
koordinaten. Diese vier Kombinationen sind die einzigen, die das PAULI
Prinzip befriedigen. 

b) Nichtkonservative Systeme. 

(Das Magnetfeld.) 

Bei Vorhandensein eines Magnetfeldes liegt kein konservatives System 
mehr vor. Zu dem skalaren Potential V= erp tritt ein vektorielles m 
hinzu (~=rot m). An Stelle der p k treten die erweiterten I mpulsoperatoren: 

h o e A 
Pk-+ 2:ni oxk + -c k· 

Man hat dann folgende erweiterte Form der ScHRÖDINGER-Gleichung: 

s( 2!i -a~k + ~-Ak> xk)'lf=--i~T ~~; 
für das Einkörperproblem ergibt sich speziell: 

4 :n i { e o tp } 8 :n:2 !I .d V'+ -h- c (m · grad1p) + ft -81 - --h.- (ft c2 + erp) V'= o. 

Man kann auch m und irp=A 4 zu einem Viererpotential Ak(k=1, 2, 3, 4) 
zusammenfassen und Ejic als vierte Komponente des erweiterten Im
pulses ansehen. Man hat dann noch die Substitution 

h o h o e 
E-+ --2 ;;;..--"-t -em oder P -+ ---- + -A , •• u r 4 2 :n; i o x4 c 4 

(x4 =ict) 

hinzuzufügen und erhält das gleiche Resultat wie oben, wenn man nur 
von der ScHRÖDINGER-Gleichung des kräftefreien Falles ausgeht. 

Die vernachlässigten Glieder (A ~) sind von der Größenordnung der 
relativistischen Korrekturen. 
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Es gelten folgende Vertauschungsrelationen (vgl. S. 297) für die erwei
terten Impulsoperatoren: 

wenn (i;; und ,\); die Komponenten von (l; und .p sind. 

2. Relativistjsche Punktmechanik. 

Die unter Ziffer 1 behandelte Theorie ist in doppeltem Sinne als 
Näherung zu betrachten: 

1. Sie ist nicht relativitätsinvariant, d. h. es ist noch ein Übergang 
zu vollziehen analog zu demjenigen von der klassischen zur relativistischen 
Mechanik. 

2. Sie trägt dem Spin nur sehr bedingt Rechnung. Er erscheint 
nicht als Ausfluß der Theorie, sondern als Zusatz; die ScHRÖDINGER
Gleichung bietet keine Handhabe zur quantitativen Erfassung seines 
Einflusses, sondern gibt nur qualitative Aussagen, z. B. die Anzahl 
aber nicht den Abstand der Feinstrukturkomponenten. Faßt man den 
Spin als Polarisation der Materiewellen auf, so ist noch ein Übergang 
zu vollziehen analog demjenigen von der FRESNELschen skalaren Wellen
gleichung zu der vektoriellen Optik MAXWELLs. 

Für das Einkörperproblem werden beide Aufgaben simultan gelöst 
durch die DIRAcsche Theorie. 

a) Kräftefreier Fall. 

Sei E die Energie, h die Impulse, vk die Geschwindigkeiten. Dann 
gilt nach der Relativitätstheorie für die Energie 

~- = ± -v~2 c~+-~ ;i. 
Dieser Ausdruck erweist sich zur Übertragung auf die Quantentheorie 
als ungeeignet, weil er voraussetzt, daß aus einem Operator die Wurzel 
gezogen wird, was i. a. nicht möglich ist. Diese Schwierigkeit kann man 
vermeiden, wenn man von dem Ausdruck ausgeht: 
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Die DIRACsche Gleichung entsteht hieraus durch die formale Substitution: 

und 

h a 
pk~ 2ni OXk 

.E h a 
P4=t-~--.-

c 2n~ ox, 

.l' vl 

(k=1,2,3) 

V s 

1- T~oto, 

wobei die otk und ot0 vierreihige Matrizen sind: 

0 0 1 0 0 0 i 0 0 0 0-1 (
0 0 0 1) 

otl = 0 1 0 0 
(

0 0 0 -i) 
ot2 = ~ -i 0 0 

t 0 0 0 

(
0 0 1 0 ) 

ota= 1 0 0 0 

1 0 0 0 

(
1 0 0 0 ) 
0 1 0 0 

oto = 0 0-1 0 ' 

0 0 0 -1 

Führen wir noch die Abkürzungen ein 

(
-i 0 0 0) 

0 -i 0 0 
ot4 = 0 0 -i 0. 

0 0 0 -t 

0-1 0 0 

so lautet die DIRAcsche Gleichun~ in symbolischer Schreibweise: 

4 

.I otk Pk 1p + ot0 f-l C1p = 0. 
k=l 

Das bedeutet: Statt einer Wellengleichung (2. Ordnung) haben wir 
ein System von 4 Gleichungen (1. Ordnung) für die 4 Wellenfunktionen 
1p1 bis 1p4 (Komponenten) von der Form: 

P1.I otl(lm) 'lfJm + P2.I ot2(1m) 'lfJm + · · · + pc .I Clto(lm) 'lfJm = 0 l = 1, 2, 3, 4 · 
m m m 

b) Allgemeiner Fall. 

Sind Kräfte vorhanden, die sich teils aus einem vektoriellen, teils 
einem skalaren Potential herleiten, so gilt die gleiche Erweiterung der 
Impulsoperatoren wie aufS. 302. Die pk sind zu ersetzen durch die Pk: 

h o e 
p ~---+-A k 2ni OXk c k (k=1,2,3,4). 
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c) Vertauschungsrelationen. (Vgl. S. 297.) 

Es gelten außer den auf S. 303 aufgeführten die folgenden Beziehungen 
(i, k = 0, 1' 2, 3): 

[IX,, P,;] = 0 

IX; iXk + iXk IX; = 2 b, k 

IX4 !Xk = !Xk IX4 = - z IX;, • 

Wir definieren ferner den Spinvektor a mit den drei Komponenten 

. (s3 0) aa = z IXz lXI = 0 sa , 

Dabei heißen Sv s2, s3 die P AULischen 
tauschungsrelationen: 

h 
-in [!XI, aa] = 21X2 

h 
~ [1X2, 0'3] = - 21Xl 

h 
2~:n: [ IXa, 0'3] = 0 

usw. zyklisch, und 

s1 = (~ ~); 

S2 = (~ ~i); 

5a = (~ ~ 1 ) · 
Spinmatrizen. Es gelten die Ver-

h 
z:n: [a2, ar] = 2a3 

h zn [a3, a2] = 2al 

h 
2:n:- [aJ, aa] = 2a2 

OiOk + OkOi == 2b;k. 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 3. Auf!. 20 
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d) Iteration. Erhaltungssätze. 

Wendet man auf die DIRACsche Gleichung 
3 

i P 4 = D = .I ock P k + oc0 ß c 
1 

die Operation i P4 an, so entsteht 

P 2 - ·p D- "DP __!!__[P D -D2 h . 
- 4.- t 4 - t 4 + 2 n 4• ] - + 2n [P4, D]. 

Definiert man noch den· Vektor oc = (oc1 , oc2, oc3) und wendet die Ver
tauschungsrelationen an, so erhält man 

[P4, D] = rx1 [P4, Pd + rx2 [P4, P 2] + OCa [P4, Pa] =- i e_ (oc ~), c 

D2 = f P~ + Jl2C2 + 2 ~i (oc1 rx2 [P11 P 2] + rx2 rxa [P2, P3 ] + rxa rx1 [Pa, Pd) 

3 h e 
=.IP~+~t2c2+-2 (a·.p). 

1 n c 

Es wird also 
3 h e h .e 

- p~ =.I p~ + ß2 c2 + 2n C" (a .p)- 2n t c (oc ~). 
1 

Andererseits ist 

oder in nichtrelativistischer Näherung (W < Jl c2): 

-P~ =ft2 c2 + 2ß W. 
Der Vergleich ergibt: 

W = _1__ (P2 + p2 + p2) + L __!!___e (a '-)- _L _ _lz__ _e i (oc ~). 
2ß 1 2 3 22npc W 22npc 

Der erste Term ist die klassische Energie; der zweite gibt die Wechsel

wirkungsenergie mit dem magnetischen Moment -21 ___!!__ _e a des Elektrons; 2n p,c 
der dritte Term entspricht einem imaginären elektrischen Moment 

- -2
1 -2h e i oc, dem keine physikalische Bedeutung zukommt. 

n 11-c 

Drehimpuls. Es sei%{= 0. Zum Unterschied von der ScHRÖDINGER
Gleichung gilt nicht mehr d S!jdt = 0, sondern 

d53 
dt=c[rx\.1] 

und 
1 h d (] 
2- ·z;r dt- = c [\.1 oc]. 

Der Erhaltungssatz gilt also für den Vektor Wl = ~ + + 2hn a: 

d'im 
fit=O. 
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Der gesamte Drehimpuls m setzt sich zusammen aus dem Bahnimpuls ~ 
S . 1 h 

und dem pm 2 2 n a. 
Es ist 

Der Operator 

9Jl2 = ~2 + ( ~ a) + } . 

9Jl2 + 1. 
4 

hat die ganzzahligen Eigenwerte ± 1, ± 2, ± 3, ... 
Deutung der Lösung. Stromdichte und Ladungsdichte bilden 

zusammen einen Vierervektor 

sk = -ec1p*OCk'I{J = ---eC~'I{JfOCk(lmJ"Pm. 
Im 

Die Ladungsdichte ist(!= s!ji c. In Komponentenschreibweise erhält man: 

si = --- ec("P~"P4 + "P;"Pa + "P;"P2 + "P4"PI), 

s2 = + iec(1p~'I{J4 --1p;'I{Ja + "P;"P2-"P4'1/11), 

S3 = --- ec('I{J~'I{Ja-'I{J; "P4 + "P;"PI--"P4"P2), 

(! = e ('I{J~"PI + "P;"P2 + "P;"Pa + "P4"P4) · 

e) Zweikomponententheorie. 

Die DIRAcsche Gleichung kann auch geschrieben werden 

wobei die sk die zweireihigen FAULischen Spinmatrizen bedeuten, die 

zweireihige Einheitsmatrix ist und "PA=(~:). 'I{Jn = (~:) zusammenfallt. 

Die sk befolgen die Regeln: 

sk s1 + S; sk = 2 tJ, k 

SI S2 = 2 S3 , S2 S3 = ~ SI, S3 SI = i S2 . 

Spaltet man Gleichung (1) auf in zwei zweikomponentige Gleichungen, 
so wird 

Setzt man 

3 

~ sk Pk'I{JB + (-i P 4 + f.H) '!{JA= 0 
k=I 

3 

_IskPk'I{JA + (-iP4 -f.tC)'I{JB=O. 
k=I 

_!_'!_L 1,c2 t 
1p = q; (x, y, z, t) e k 

20* 
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so folgt 

Quantentheorie. 

3 

.I sk PkCfJB = i P4cpA 
k~l 

3 

.I sk PkCfJA = (i P4 + 2p,c) CfJB• 
k ~ 1 

und hieraus eine zweikomponentige Gleichung für cp A allein: 

P4CfJB«2p,c·cpB, 

so wird cp B « cp A. Der Operator ( 1 + 2 ~~ c P 4 ) -l äußert sich dann nur 

in kleinen Zusatzgliedern. Die so gewonnene Näherungsgleichung 

(entwickelt bis mit -:. ) kann als Ausgangspunkt einer vereinfachten 

Spintheorie dienen (PAuLI) : 

L~ \132+ ~ .2hn.!tec( 5 ·(5J+:d;c[~\ß]))-i·2hn·4:2 c0 (~\ß)}cpA 
= i C p4 (1 + 4_12 i \ß2)CfJA· 

' /l c 

Dabei ist \13 = {P1, P 2, P 3) und 5 = (s1, s2, s3). 

C. Quantenoptik. 
Eine endgültige Theorie der Quantenelektrodynamik existiert zur 

Zeit noch nicht. Einige Ansätze, die uns einen Einblick in die Wechsel
wirkung zwischen Strahlung und Materie geben, sollen im folgenden 
zusammengestellt werden. 

I. Lichtquanten. 
Die allgemein gültige LoRENTZ-invariante Beziehung 

~· = m2 c2 + p; + p~ + p; 
h 0 

(E = Ruhenergie + kinetische Energie) geht mit Pi-+ 2-n, i 8 xi und 

E h 0 -b . 
=-2ni8t u er m 

A 1 oslp 4 n• 2 2 
LJ 1p - c• 8f2 = ----,;,..- m c 1p . 

Dies ist für m =1= 0 die Bewegungsgleichung der mit einer Korpuskel 
gemäß der Quantenmechanik verbundenen Wahrscheinlichkeitswelle bei 
Abwesenheit äußerer Kräfte (KLEIN-GORDONsche Gleichung). Sie stimmt 
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bis auf relativistische Glieder überein mit der ScHRÖDINGER-Gleichung 
für V= 0. Bei Anwesenheit von Kräften ist die Gleichung nicht richtig 
(vgl. DIRAcsche Theorie). 

Für m = 0 liegt die bekannte Grundgleichung der theoretischen 
Optik vor. Die Ausbreitungsvorgänge elektromagnetischer Wellen lassen 
sich also ebenfalls verstehen als Führungswelle eines Teilchenschwarms, 
bestehend aus "Lichtquanten" von der Ruhmasse m = 0, der Energie 
E = h v und dem Impuls p = h vfc. 

2. Hohlraumstrahlung. 
Aus den MAXWELLsehen Gleichungen folgt für das Vektorpotential 2l: 

Wir setzen an 

\1( = .2: qa.(t) 2lo:(x, y,z) = ~ e~nie" 1 \l{"(x, y,z); 

" dann wird 
4n2 

LI 21" + 7 e~ 21" = o 

ein Eigenwertproblem zur Bestimmung der Eigenfrequenzen !!o: und 
Eigenfunktionen 2{" des Hohlraumes ( Randbedingungen: spiegelnde 
Wände, d. h. \'(" normal zum Rand). Wir normieren 

J 21~ d T = 4 n c2 

f 2{" 2lp d r = 0. 

Die Anzahl der Eigenwerte zwischen den Frequenzen erx. und eo: + d erx. 
ist asymptotisch 

(V= Volumen des Hohlraumes). Die Formel gilt um so besser, je größer V 
ist, d. h. je dichter die Eigenwerte liegen. Für qa. (t) gilt die Gleichung 
eines harmonischen Oszillators der Masse 1 

ij" + 4n2 e~q"" = o; 

die zugehörige HAMILTON-Funktion ist 

H 1 (p2 4 2 2 2) "= 2 ""+ n e"q"" . 
Die Gesamtenergie des Hohlraums wird 

E = 1 J ((;l;2 + .\)2) d T = .2: H" 
iln 

" 
(Satz von ]EANS), d. h. die Eigenschwingungen des Hohlraumes lassen sich 
deuten als eine Reihe unabhängig voneinander schwingender Oszillatoren. 
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Die MAXWELLsehen Gleichungen geben bereits die "Führungswelle" 
des Lichtquants (s.o. 1). Trotzdem ist die ihnen äquivalente Oszillator
gleichung nicht in klassischer Weise, sondern nach den Regeln der 
Quantenmechanik zu behandeln (zweite Quantelung). Dann finden wir 
als mögliche Oszillatorenergien 

Hnrx = herx (n + ~ ). 
Die hierin auftretende Nullpunktsenergie entzieht sich prinzipiell der 
Messung, führt aber zu Konvergenzschwierigkeiten und wird deshalb 
gestrichen. 

3. Wechselwirkung von Strahlung und Materie. 
Bringt man in den von Strahlung erfüllten Hohlraum (Ziffer 2) ein 

atomares System (PLANCKs "Kohlestäubchen") mit den Eigenfunktionen 
"Pn (r) und Eigenwerten En, so tritt Wechselwirkung zwischen Strahlung 
und Materie auf, die zeitliche Änderungen des Zustandes bedingt. Die 
Wechselwirkungsenergie ist 

W=- ~·~ (i:~")q", 
(X 

ferner sei die "Matrix der Störungsenergie" 

wik = f ~VJ": WVJ;d-cdq", 
(X 

wobei i und k die ganze Reihe der möglichen Zustände des Gesamtsystems 
bedeuten und VJ; und "Pk entsprechend Eigenfunktionen des Gesamt
systems sind. Für die Wahrscheinlichkeit des Zustandes k, I bk 12, be
steht, wenn dieser nicht der Anfangszustand ist [d. h. wenn bk(O) =0 
ist] nach DIRAC die Differentialgleichung 

h . 
-2-. bk = E~ bk + ~ b; wik• n t . 

' 
wobei E~ die Summe von Atomenergie und Hohlraumenergie ohne Störung 
im Zustande k bedeutet. Ist· h vn die Anfangsenergie des Atoms, 
h (!s = ~ hn" r!rx die der Strahlung (n" =Anzahl der Oszillatoren der 
Frequenz (!"), dieselben Größen mit einem Strich (') dasselbe zur Zeit t, 
so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Atom sich zur Zeit t im 
Zustande h Vn• befindet 

_ 2 "lW 2 1-cos2n(uss'+vnn•)t 
W- .._ nn' ss' 

s' ' 1 h2 (!!ss' + Vnn') 2 • 

Berechnet man hierin die Matrixelemente W 1k= Wnn', "., so erhält man 

wnn', ss' =- ~ ~ (~(l tnn•) q:S·' 
(X 
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worin q~ •. =0 ist, außer wenn: 

n~ = 1tv n; = n2 .•••• n~ = n"' ± 1, n~ + 1 = n"' + 1 •••• , 

dann aber 

= 1 /'!_j_ncx + 1) für n~ = n"' + 1 V 8 n2 ecx 
(Emission) 

= v~~::;"'- für n~ = n"'- 1 (Absorption) . 

r,.,.. ist das Matrixelement von r bezüglich der Atomeigenfunktionen 

. J *. d r,. ... = 'Pn' r 'Pn 'l". 

Man kann ~{"' durch seinen Mittelwert ersetzen und findet so schließlich 

Iw 12 4ne•[. [2''("')2 
I nn', ss' = -3 -V- r,.,.. ..... q... . 

"' 
Für die Wahrscheinlichkeit ergibt sich damit 

W= 

Wir fragen nach der Anregungswahrscheinlichkeit einer einzigen Spektral
linie, d. h. wir erstrecken die Summation nur über solche Werte s', für 
die e;:;;;; f!cx;:;;;; e + de. Wir führen die Definitionen ein 

~hn"'e"'= VU(e)de ~he"'= Vu(e)de, 
"' "' 

beide Summen ebenfalls über das gleiche enge Intervall erstreckt. 
U (e) ist die Strahlungsdichte der Hohlraumstrahlung, u (e) aus der 
asymptotischen Eigenwertverteilung der Strahlung als universelle Funk
tion der Frequenz zu berechnen (s. S. 309) 

1 Snh 
u(e)de= V hedz= csf!3 d(!. 

Bei der Anregungswahrscheinlichkeit können wir die Summen jetzt 
durch Integrale ersetzen 

w = _e_• -{jE_(el [r,. ,12 1-cos2n (v,.,.· + el t d + 
3 n h" e• .. (vnn' + e)• (} 

+J U(e)+u(e) ,. ,2 1-cos2n(v,.,.·-e)t } 
2 Ir,.,.. ( )• d n • 

(! ' v,.,.·-e <:: 

Wir unterscheiden zwei Möglichkeiten. 
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1. Absorption: En·>En; Vnn•=-v, Resonanzstelle im 1. Integral, 
gegen die alles andere verschwindet: 

2ne2 • U(v) 8n3 e2 

WAbsorption = -Jh2 t lrnn•l 2 ----po = ~t ·lrnn•l 2 U (v) 

wegen tnn' = 2:ni V tnn'• 

Wahrscheinlichkeit des Absorptionsvorganges in der Zeiteinheit 
A = w Abs.ft. Intensität der zugehörigen durch das Strahlungsfeld U ( v) 
erzwungenen Absorptionslinie ist A h v. 

2. Emission: En·<En; '~'nn•=+v, Resonanzstelle im 2.Integral; 
Wahrscheinlichkeit der Emission in der Zeiteinheit 

besteht aus zwei Teilen: der erzwungenen Emission (1. Term) und der 
spontanen Emission (2. Term, unabhängig von der Intensität des 
Strahlungsfeldes). 

Die für die Linienintensitäten maßgebenden Größen 

\l3nn' = e tnn' = e j 1p:• r 1J'n d T 

werden bezeichnet als Matrix des elektrischen Moments. 

Breite der Spektrallinien: Zu den Resonanzintegralen trägt nur 
die Umgebung der Resonanzstelle merklich bei, d .. h. das Energieintervall 
L1 E = h L1 v, für das 2 :n L1 ~·· t = 1. Dabei ist t = L1 t der Zeitraum zwischen 
t = 0, wo der Zustand des Systems bekannt war, und t = t, wo die Linie 
emittiert wird. Die Linie ist nur mit einer gewissen Unschärfe definiert 
entsprechend 

L1 E L1 t = hj2:n, 

welche um so größer wird, je länger der Zeitraum L1 t ( REISENBERGsehe 
Unschärferelation). 

Thermodynamisches Gleichgewicht: Sei N die Anzahl der 
Atome im Zustande n, N' dieselbe in n'. Dann ist im Gleichgewicht 

NA = N' E (EINSTEINsche Gleichung) , 

außerdem muß sein 

NJN' = ekv/kT (BüLTZMANNsche Verteilung, vgl. S. 335). 

Daraus folgt für die Energiedichte der Strahlung (bei Vorhandensein 
des "Kohlestäubchens" !) 

Snh 1 
U (v) = -~ v3 ------ (PLANCKsche Formel). 

c• ekv/k T _ 1 

Abgeleitete Beziehungen: 

1. Das Intensitätsmaximumv0 liegt bei hv0fk T~ 5, oder bei der Wellen
länge A.0 = 0,288/T cm = 0,288 ·108fT A (WIENsches Verschiebungsgesetz). 



Thermodynamik. 313 

2. Asymptotische Formel für kleine Frequenzen (langwelliges Licht) 

U (V) -- 8_ nc•k T v2 (F l R d ] ) orme von AYLEIGH un EANS . 

3. Asymptotische Formel für große Frequenzen (kurzwelliges Licht) 

U(v) = ~~h va e-h!o/kT. 
c 

4. Energiedichte der Strahlung (Integral über alle Frequenzen) 
CO 

1 8 n 5 k' 
U (v) d v = a T 4 = - -- 74 = 7 624 · w-15 74 ergjcm3 

15 c3 h3 ' 

0 

(Gesetz von STEFAN und BoLTZMANN). 

Gesamtemission einer leuchtenden Oberfläche 

a c 74 = 2,29 · 1 o-4 74 ergjcm2 sec. 

Fünfter Abschnitt. 

Thermodynamik. 
A. Grundbegriffe. 

Die Thermodynamik beschäftigt sich mit Systemen räumlich neben
einander befindlicher homogener Körper. 

Homogen heißt dabei ein Körper, wenn seine räumlichen Bestand
teile gleich sind bezüglich ihrer makroskopischen Bestimmungsstücke, 
wie chemische Zusammensetzung, Dichte, Elastizität usw. 

Die Erfahrung zeigt, daß bei gegebener physikalisch-chemischer Zu
sammensetzung der Zustand jedes homogenen Körpers (d. h. die Gesamt
heit der übrigen genannten Bestimmungsstücke) festgelegt ist durch 
den äußeren (allseitigen) Druck p, unter dem der Körper (und daher 
jeder seiner Raumteile) steht und durch seine Dichte (! bzw. sein 

spezifisches Volumen v = ~- =~ (V= Volumen, M =Masse des Körpers). 

p und v heißen Zustandsvariablen. 

Eine Wand (Trennungsfläche zwischen zwei Systemteilen) heißt 
wärmeundurchlässig oder adiabatisch, wenn ein von ihr umhüllter homo
gener Teil seinen Zustand p, v bei Ausschluß äußerer Fernkräfte nur dann 
ändert, wenn die Wand bewegt wird, unabhängig davon, was außen 
geschieht. Jede andere Wand heißt diatherman oder wärmedurchlässig. 

Die Erfahrung zeigt, daß ein adiabatisch begrenztes System, dessen 
homogene Einzelsysteme diatherman einander berühren, nur dann im 



314 Thermodynamik. 

Gleichgewicht ist, d. h. seinen Zustand bewahrt, wenn die Zustands
variablen p;, v; der Einzelsysteme zusammenhängen durch Relationen: 

( 1) 

wo die Form der Funktionen /; nur durch die chemische Zusammen
setzung bestimmt ist. Die Funktion F kann dabei willkürlich angenommen 
werden. 

Wir können daher auch {} als Zustandsvariable benutzen. {} heißt 
empirische Temperatur (in zunächst willkürlicher Skala). 

B. Hauptsätze. 
1. Hauptsatz: Um ein adiabatisch abgeschlossenes, d. h. von adia

batischen Wänden umschlossenes System von einem Gleichgewichts
zustand (1) zu einem anderen (2) zu bringen, ist immer dieselbe Arbeit A 
erforderlich, unabhängig von der Form des Übergangs 

(2) 

U ist eine Funktion der Zustandsvariabeln und heißt die Energie 
des Systems. Sie ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. 

Für ein nicht adiabatisch abgeschlossenes System gilt die Gleichung 
im allgemeinen nicht. 

Q = U(zl-U(l)-A (3) 

heißt dann die dem System zugeführte Wärmemenge. 
Quasistatisch heißt eine Zustandsänderung, bei der das System sich 

immer nur um verschwindende Größen vom Gleichgewicht entfernt. 
Für solche gilt (im Fall rein mechanischer Arbeitsleistung) 

mithin 
dA= --pdV, 

dQ=dU +PdV, 

im Falle des adiabatischen Systems also 

dQ=dU+pdV=O. 

Ebenso gilt für jeden homogenen Bestandteil 

dQ; =dU;+ Pi dV;, 
und es ist 

(4) 

(5) 

Sei A; eine Funktion der Zustandsvariablen des Teils i, welche als 

integrierender Nenner die Größe dcp; = d;.7; zu einem vollständigen 

Differential macht. Dann ist auch cp; als Zustandsvariable benutzbar. 
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Ein solcher integrierender Nenner existiert sicher, da d Q; nur von 
zwei Variabeln abhängt. 

Es ist dann für ein adiabatisch abgeschlossenes System 

~ (a u, a V;) (a u; a v;) 
dQ= ~ otp; +P•atp; drp;+ .a-tr+P•N dD=o. (5 ') 

Diese (PFAFFsche) Gleichung mit mehr als zwei unabhängigen 
Variabeln hat einen integrierenden Nenner Ä (vgl. S. 188) wegen des 

2. Hauptsatzes (in der Form von CARATHEODORY)l: In beliebiger 
Nähe jedes Zustands eines adiabatischen abgeschlossenen Systems gibt 
es Nachbarzustände, die von ihm aus (etwa durch äußere Arbeit) nicht 
erreichbar sind. 

drp = d/..Q sei also ein totales Differential. (6) 

Dann gilt wegen drp; = d ~; auch 

Ä d rp = .I Ä; d (/);' 
i 

also bei rp1, rp2, ... und {) als Zustandsvariabeln 

otp /..; otp 
otp;=).' a{}=O. 

rp ist also Funktion der rp; allein: 

rp = rp (rpl, ffJ2• ••• ) ' 

während Ä außerdem von f} abhängen kann: 

Dann ist auch a (k) an T =o, 
also 

Ä; = G (D) · tP; (rp;} 
und 

Ä = G (D) · f/> (rp1, rp2, ••. ) , 

(7) 

(7') 

wo G (D) eine für alle Teile und das ganze System identische Funktion 
von f} ist. 

Wegen 

dm = ~ /..; ~ lf!i = ~ ~ dm,. f I a r:p a 1P a r:p a 1P 
.,- ~ " .:;;.; .,.., -r 0 gt a lf!k • a IP'- a lf!i a lf!k = 0 ' 

daher ist tP eine Funktion von rp (rp1, rp2 ... ) , d. h. Ä = G (D) tP (rp). 

1 Mathem. Ann. 61, 355 (1909); vgl. auch M. Born. Phys. ZS. zz. 218 (1921). 
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D h Ai b A . • d N d D'ff . l a auc tf>; (cp;) zw. tf> (cp) mtegneren e enner er 1 erenha e 
dQ; bzw. dQ sind, wenn A; bzw.). es sind, so ist auch 

{} {} . J fJ In A;l d {} J fJ In ).I d {} 
G(fJ)=e fJ{} cp; =e fJ{} cp 

ein solcher für dieselben. Wir nennen 

T = C · G(fJ) 

die thermodynamische Temperatur, wo C ein Maßstabfaktor ist. 
Dann ist 

T 
dQ; = l;dq;; = cW;dq;; = T dS;, 

S; = ~~ W; dq;; 

heißt die Entropie des Teils i. 

T 
d Q = c if> (q;) dq; = T d S, 

s = ~ J if>(q;)dq; 

heißt die Gesamtentropie des Systems. 
Wegen dQ = 2: dQ; folgt 

i 

dS=~dS;. 

(8) 

(9) 

(9') 

(1 0) 

Wegen der Additivität von dU=~dU, (7) und dS=~dS; (10) 
i i 

können wir auch die Differentiale der spezifischen Energie bzw. Entropie 
einführen du bzw. ds und erhalten 

du= Tds-pdv. (11) 

C. Zustandsvariabeln. 
Als Parameter zur thermodynamischen Charakterisierung des Zu

standes eines homogenen Stoffes kann man also zwei beliebige der 
Größen p, v, T, s verwenden, oder der aus diesen abgeleiteten Größen 
u, f, 1p, w, welche definiert sind durch 

du= Tds-pdv, 

df=-sdT-pdv, 

d1p=-sdT+vdp, 

dw = Tds + vdp, 

( 1) 
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und durch eine LEGENDREsche Transformation auseinander hervorgehen, 
indem man setzt 

f=u-Ts, 

1fJ=f+Pv=u-Ts+pv, 

w=u+pv. 

f heißt spezifische freie Energie, 
1p heißt thermodynamisches Potential, 
w heißt Wärmefunktion ("Enthalpie"). 

(2) 

Aus den vollständigen Differentialen ( 1) liest man die wichtigen 
thermodynamischen Beziehungen ab: 

~ ~ /. = - ~ ~ IV :: : T = ~ ~ IV 

Das Gesamtvolumen, die Gesamtentropie usw. findet man aus den 
spezifischen durch Multiplikation mit der Masse M des Körpers 

V=Mv, S=Ms usw. 

Die Masse M eines aus N Molekülen vom Molekulargewicht m be
stehenden Körpers ist 

wo k= 1,37·10-16, d. h. gleich der BoLTZMANNschen Konstanten und 
R=8,314·107, d. h. gleich der Gaskonstanten ist (vgl. S. 322). 

n = ~k heißt die Anzahl der "Mole" des Körpers, 

also ist M = nm. 
Die Kombination mehrerer Körper, deren Zustand durch die Variablen 

p, v, T, s definiert ist, heißt ein inhomogenes System. 
Für den Zustand des Systems sind folgende Größen von Bedeutung: 

M =.l: M; =Masse 
i 

V=~ M; v; =Volumen 

S =IM; S; = Entropie 
i 

U =~ M;~t; =Energie 
i 

F =2: M; /; =freie Energie 

'P =I M;1p; =thermodynamisches Potential 
i 

W =~ M;w, = Wärmefunktion. 
j 
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D. Koeffizienten. 
Folgende partielle Differentialquotienten haben besondere Bedeutung 

und Namen: 

8q I 8u I Cv = ßT V= 8T V 
spezifische Wärme bei konstantem Volumen, 

8q I 8u I 8v I 'f' h W" b . k D k c = - = · - + p -r- speZI 1sc e arme e1 onstantem ruc , 
P 8 T p 8 T ,P ö T p 

1 8v I 
rx=v;np 

a= 1 !..f_[ 
Po 8 T v 

Ausdehnungskoeffizient, 

Spannungskoeffizient, 

1:: = - v0 ~ ~ 11' Elastizitätskoeffizient ( + = Kompressibilität) . 

Beziehungen zwischen diesen sind u. a. Po· a = 1 , 
60( 

Cp-Cv = Ta~lv · :; IP = Tp0 ·av0 rx 

=- T!t[ (~-~ \2 = T ·e ·rx2 v. ov T 8T p) 0 

Ferner gelten folgende Beziehungen: 

T r T 

J Cp 
s(p,T)=sop+ ydT, u(p, T) =ttop+ jcpdT-p j ~~~PdT, 

0 0 0 

T r 

J Cv 
s(v, T) = Suv + T dT, 

0 

tt(v, T) = tt0 v + j CvdT. 
0 

E. Prozesse. 
Die Änderung der Zustandsvariabeln eines Systems heißt ein Proze,ß. 

:Wan unterscheidet: 

T = const : isothermer Prozeß, 

S = const: adiabatischer Prozeß, 

V= const: isochorer (isopykner) Prozeß, 

p = const: isobarer (isopiestischer) Prozeß. 

Die physikalische Realisierung dieser Bedingungen kann z. B. erfolgen: 

1. T = const durch den Kontakt mit einem großen Wärmereservoir, 

2. S = const durch eine wärmeundurchlässige Umhüllung, 
3. V = const durch eine starre Umhüllung, 
4. p = const durch die Wirkung eines mit Gewicht belasteten Kolbens. 

1. und 2. sind daher nicht vereinbar, ebensowenig 3. und 4. 
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Kreisprozeß heißt ein Prozeß, der nach beliebiger Änderung der 
Variabeln zum Ausgangszustand zurückführt. Da weder da noch dq 
totale Differentiale sind, wird L1 a = pda sowie L1 q = pdq je einen be
stimmten von 0 verschiedenen Wert haben. Andererseitsist-du =pdu = 0, 
also ,da= -11 q. Durch den Kreisprozeß ist Wärme in Arbeit (oder 
umgekehrt) "umgewandelt" worden. 

Wichtig ist folgender mit einem beliebigen System, z. B. einem idealen 
Gase durchgeführter Kreisprozeß (CARNOT-Prozeß) zwischen zwei Wärme
reservoiren R1 und R2 mit den Temperaturen T1 und T 2 (T1> T 2): 

1. adiabatische Expansion von T1 zu T 2, 

2. isotherme Kompression bei T 2 (Kontakt mit R 2), 

3. adiabatische Kompression von T 2 zu Tv 
4. isotherme Expansion bei T1 zum ursprünglichen Volumen. 

Da 
J. d 5 = ,_!_Q~ + L1_Q_! = 0 
J' T, T• 

ist', wird hierbei eine Arbeit L1 A gewonnen: 

,dA _ ,d Q + ,d Q _ A Q, (T,- T2) = :1Q2 (1'2 --:-_T,) 
- 1 2- T1 T2 ' 

wo L1 Q1 bzw. ,d Q2 die den Reservoiren entnommenen Wärmemengen sind. 

F. Abgeschlossene Systeme. 
Ein System heißt vollständig oder abgeschlossen, wenn sein Zustand 

unabhängig ist von den Vorgängen außerhalb von ihm. Daher sind V 
und M für ein abgeschlossenes System konstant. Ferner folgt die 
Konstanz auch von U aus dem 1. Hauptsatz. 

Die Abgeschlossenheit eines Systems wird nicht berührt durch die 
Möglichkeit von äußeren Eingriffen, welche keine Veränderungen außer
halb hinterlassen, also speziell keine Energie erfordern, wie z. B. Be
tätigung von Sperrungen, Öffnen und Schließen von Ventilen oder 
Kontakten u. dgl. Ohne solche Eingriffe wäre ja jede Beeinflussung 
eines abgeschlossenen Systems unmöglich. 

Ein Prozeß (eines vollständigen Systems) heißt reversibel, wenn er 
von außen rückgängig gemacht werden kann (ohne außerhalb Ver
änderungen zu hinterlassen), andernfalls irreversibel. 

Bei einem reversiblen Prozeß bleibt 5 =..J: Misi konstant. Bei einem 
irreversiblen wächst 5 (2. Hauptsatz). 

Hat 5 den Maximalwert, der für das System durch Änderung der 
Variablen der Bestandteile (bei konstanter Gesamtenergie) erreichbar 
ist, so ist kein irreversibler Prozeß mehr möglich. Da reversible Prozesse 
in der Natur nie vollständig realisierbar sind, ist das System dann im 
Gleichgewicht. 
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Die allgemeinste Gleichgewichtsbedingung für abgeschlossene Systeme 
lautet also <55=0 (5=Maximum). 

Eine wichtige Methode, in einem abgeschlossenen System einen 
Prozeß reversibel zu führen, besteht darin, daß man zwischen zweien 
seiner Bestandteile eine Maschine einschaltet, in der man einen CARNOT
schen Kreisprozeß durchführt. Dann ist 

d i 1 + d Js = d 51 + d 5 2 = d 5 = 0. 
1 I 

( 1) 

(Die Maschine kann dabei beliebig klein angenommen werden, so daß 
sie gegen das übrige System verschwindet. Da in ihr definitiv keine 
Veränderung vor sich geht, kann sie auch als außerhalb des Systems 
betrachtet werden.) Die hierbei gewonnene Arbeit soll dann in irgend
einer Weise etwa durch Kompressionsarbeit oder über einen zweiten 
CARNOT-Strom dem übrigen System wieder zugeführt werden. 

Eine einfache Betrachtung zeigt, daß jede Vorrichtung, die reversibel 
Wärme in Arbeit umwandelt (oder umgekehrt) dieselbe Beziehung 
zwischen d Qv d Q2 und dA liefert wie die CARNOT-Maschine. Alle der
artigen Prozesse, die reversibel verlaufen, sind daher durch die fiktive 
Einschaltung einer CARNOT-Maschine der Berechnung zugänglich. 

Wichtige Vorgänge, die zu Irreversibilität Anlaß geben, sind: 

1. Ausdehnung eines Gases ohne äußere Arbeit 

L1s=R~ 
m v 

(für kleines L1 v und ideales Gas). 

2. Diffusion von Gasen, Salzen u. dgl. 

3. Wärmeleitung 

4. Reibungsarbeit 

L1 5 = L1 M · ~ Ap_ . 
m p 

Ein nicht abgeschlossenes System kann durch Hinzufügen der Um
gebung zu einem abgeschlossenen gemacht werden. Werden die Zustands
variablen der Umgebung durch einen Index bezeichnet, so ist bei einem 
Prozeß d5 +d5'2;; 0. Wir nehmen an, daß in der Umgebung keine 
Vorgänge geschehen, die zu Irreversibilität führen (s.o.). Dann ist 

d5' = d.ß', dQ = -dQ' 



also 

anders geschrieben 

Spezialfälle: 

Ideale Gase. 

dQ 
dS-y~O 

ds - dU-dA> 
T' =0, 

dU-T'dS~dA. 

1. d Q' = 0 (adiabatischer Vorgang) 
liefert dU = dA , d S ~ 0. 

2. T = const (isothermer Vorgang) 
liefert dF = d (U- T S) ~dA (freie Energie) I. 

3. T und p = const 
liefert dA= -pdV 

d lf' = d ( U- T S + p V) ~ 0 (thermodynamisches Potential). 
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(2) 

(2') 

Gleichgewichte für unvollständige Systeme (in Verbindung mit der 
Umgebung) bestehen, wenn <55+ öS'=O ist, also 

für adiabatisch abgeschlossene Systeme, wenn 1:5 S = 0 (max) 
für isotherm gehaltene Systeme, wenn öF = 0 (min) 
für isotherm-isobare Systeme, wenn o lf' = 0 (min) 
ferner wenn S und V konstant bleiben ö U = 0 (min) 
wenn S und p konstant bleiben ö W = 0 (min). 

G. Spezialfälle. 
I. Ideale Gase. 

Bei den sog. idealen Gasen sind zwei Zustände PI• v1 und p2, v2 im 
thermischen Gleichgewicht, wenn p1 ·vi=P2 ·v2 ist. Also kann nach (A 1) 
durch p · v = {} eine spezielle Temperaturskala {} eingeführt werden. Bei 
den idealen Gasen ist ferner u nur von p ·v abhängig, also u = u (fJ). 
Daher wird 

dq =du+ pdv = {} [ ~ df} + dln v] = {} · d ln (8 · v), 
falls Ju' 

ln 8 = {j ·d{} 
gesetzt wird, also 

dq = ).drp mit ). = {} = pv, rp = ln (8 · v). 

1 dF stellt also den Minimalbetrag der aufzuwendenden bzw. den Maximal
betrag der zu gewinnenden Arbeit dar, wenn das System einen isothermen Prozeß 
durchmacht. Hierauf beruht die Bedeutung von F. 

L1 A = L1 F = L1 ( U- T S) = L1 U- T _(! L1 F = L1 U- T !!__ L11_ 
oT oT 

angewandt auf reversible, isotherme Prozesse heißt "HELMHOLTzsche Gleichung". 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 21 
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Nach (B 7', S. 315) wird dann {} 

Jo!nl. d{} 
(){} 

T=C·G(fJ)=Ce =CD=Cpv 

die thermodynamische Temperatur. Sie ist also bei einem idealen Gas 
(bis auf eine Maßstabkonstante) identisch mit der "Gastemperatur". 

Für ideale Gase machen wir folgenden durch die Erfahrung ge
botenen Ansatz: 

pv = rT, 

u = u0 + apv = u 0 + ar T, 
Dann wird 

dq = Tds =du+ pdv = (a + 1) pdv + avdp 
arT rT 

= ardT + -v~ dv = (a + 1}rdT --p dp, 

also 

s = s0 + ar ln ( v a ~ 1 p); 
und die "spezifische Wärme" bei konstantem Druck 

bei konstantem Volumen 

und hieraus 

Cp-Cv = r, 

Aus p · v = r T folgt.: 

oq I oT P = (a + 1) r = cp, 

oq I oT V= ar = Cv, 

cp a + 1 
Cv = -a-=y, 

1 
a= y-1' 

1 ov I 1 r ~ · ·· - (X - · - = Ausdehnungskoeffizient, 
v0 oT p- - Vo p 

~ ~Tp I = a = p1 r. = Spannungskoeffizient, 
Po u JV o v 

-v0~~-IT= s = p = Elastizitätskoeffizient. 

Die Erfahrung (sowie die kinetische Theorie der Gase) ergibt, daß 
R = rm, wo m das Molekulargewicht des Gases bedeutet, eine universelle 
Konstante ist, die "Gaskonstante" 

cal erg 
R=198-·=8314·107 -. ' mol ' mol 

Für einatomige Gase ergibt die Gastheorie 
für zweiatomige Gase wird . . . . . 

a = ~~ 
a=ß, 

y= ' 
y= ' 

für drei- und mehratomige Gase wird. . . a = 3, y = 



Gemische idealer Gase. 

Also wird hier 

oder 

aR 
s = s0 + --;nln(vYp), 

s=s~+cvlnT+ ~ ln~, 
' 1 R = s0 + Cp n T- m ln p, 

' 1 R So= So+ Cp n m 1 

U=u0 + Cv T, 

f = (u0 - Ts0) + Cv T(1 -ln(vY p)), 

1Jl= (u0 -Ts0) + T(cp-cvln(vYp)), 

w=u0 +cpT. 

2. Gemische idealer Gase. 
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Für einen Körper vom Volumen V, der Temperatur T und dem 
Druck p, der aus verschiedenen Molekülen m; mit den Molzahlen n; 
besteht, gelten einfache Verhältnisse nur, falls sich die Moleküle nicht 
gegenseitig beeinflussen, z. B. bei Gemischen idealer Gase. 

Wir führen die Größen ein, die für jede Molekülart gelten würden, 
wenn diese allein anwesend wäre: 

Es gilt! 

RT Mi RT 
p; = m;- v = -yn; (Partialdruck) 

U; = M; (u0 ; + Cv; T) = n; m; (u0 ; + Cvi T) 

S; = n; ( m; Cv; ln T + R ln ~ + k;) . 

P = '2 p; = R/ ~ n; (DALTONsches Gesetz) 
i i 

U=~U; 

Daraus folgt 

i 

S =,I S; (GIBBSsches Paradoxon). 
i 

p ·n; 
P;=-En = pc; 

n; h 'ß l K · c; = E n; e1 t mo are onzentratwn. 

1 Diese Gesetze folgen nicht unmittelbar aus der Thermodynamik, sondern 
erfordern atomistische Hilfsvorstellungen. 

21* 
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Entropiezunahme bei Mischung. 

Zwei ideale Gase mit den Molzahlen n1 und n2, beide mit gleichem p 
und T nebeneinander liegend, haben insgesamt die Entropie 

S = n1 ( cv, m1)n T + R ln ~ + k1 ) + n2 ( cv, m1 ln T + R ln ~ + k2 ) • 

Tritt nach Wegnahme ihrer Scheidewand eine Diffusion ein, welche 
zu den Partialdrucken 

P1 = c1 P, P2 = C2 P (c1 = __!!_+1 , c2 = _+ns Konzentrationen) n1 ns n1 ns , 

führt, so wird die Entropie nach Beendigung der Diffusion 

S = ~ ( Cv, m1 ln T + R ln ; 1 + kt) + n2 ( Cv, m2 ln T + R In ; 2 + k2) • 

Die Entropieänderung beträgt also 

- nl R . In ~1 - n2 R ln ~~ = - nl R ln Cl- n2 R ln c2 > 0. 

3. Hohlraumstrahlung (vgl. S. 309f.). 
Für einen mit Strahlung erfüllten Hohlraum vom Volumen V gilt, 

wenn man U = u V setzt und S = s V, wo u die Energie und s die Entropie 
pro V olumeinheit bedeutet: 

ds --'- dU+pdV 
- T • 

Da hier nach der MAXWELLsehen Theorie u = 3 p wird, so ist 

3Vdp+4PdV dS = d(s V)= sdV + V ds = ----------;y-· -- , 
also 

und daher 
T = const · pt, 
U=3PV=aT'V 

(STEFAN-BoLTZMANNsches Gesetz), 

4 5=--aPV 
3 ' 

( - 6 . -15 erg ) a- 7, 24 10 cma grad' , 

F=-~aT4 V, lJI=O, 
3 

H .. Zustandsgleichung. 

4 W=-aT'V. 
3 

Für einen homogenen Stoff bestimmen zwei der Variablen p, v, T 
die dritte: Dieser Zusammenhang wird durch die Zustandsgleichung des 
Stoffes festgelegt : p = p ( v, T) , v = v (p, T) usw. 
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HierdurcH ist aber das thermodynamische Verhalten des Stoffes 
nur teilweise gekennzeichnet. Zur Vervollständigung ist eine weitere 
Gleichung erforderlich z. B. der Form: s = s(v, T). Meist wird statt 
dessen Cv als Funktion von T und v angegeben. 

Kritischer Punkt heißt der Zustand, in dem 

apl = 0 und espl = 0 ov T ov2 T 

ist. Die dort geltenden Variablen P1 T1 v1 heißen kritischer Druck, 
kritische Temperatur und kritisches Volumen. 

Führt man als neue Variablen die Größen 

V 
v=v , 

1 

T 
T = Tl 

ein, so heißen diese reduzierte Zustandsdaten. Die reduzierte Zustands
gleichung :n=:n(v, T) ist für die meisten Substanzen nahezu gleich. (Das 
ist streng nur möglich, wenn die Zustandsgleichung nur drei für den 
Stoff charakteristische Konstanten enthält.) 

Für hinreichend hohe Temperaturen nähert sich die Zustands-
gleichung aller Stoffe der der idealen Gase pv= RT_ (m=Molekular-m 
gewicht, R= Gaskonstante). Nach VAN DER WAALS läßt sich durch die 
Gleichung 

( a) RT P+v2 (v-b)=-;n 

die Zustandsgleichung aller Stoffe für größere Bereiche angenähert 
darstellen. 

Gilt diese Gleichung streng, so wird 

also 

a 
Pt= 27 b2' 

b = _v_. 
3, 

8 a m 
T1 =27 li "7?-

3 RT 
m = 8 :nv 

Die reduzierte Zustandsgleichung lautet dann 

( :7t + ;2 ) (3 V - 1) = 8 'i . 

BoYLE-Punkt heißt die Temperatur T B• bei der (8 ~~v)'T )P = 0 = 0 ist. 

Inversionspunkt heißt die Temperatur T Y' bei der T : ~~P- v = 0 

ist. Es ist angenähert Ty = 2 TB= 2;;;. Ist T größer als T Y• so liefert 
eine Expansion ohne Arbeitsleistung eine Erwärmung, ist T kleiner als 
Ty, eine Abkühlung. 
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Für ein VAN DER WAALs-Gas gelten folgende Formelrr: 

1. 

2. 

3· 

. R ( 2a(v-b) ) c -c -- 1 · P v-- m + pv8 -av+2ab 
dT R dv 

ds = c --- + ---v T m v-b 
dv 

du= cvdT + a-2 
V 

und unter Voraussetzung von konstantem c. 
R 

s = s0 + c. ln T + -ln (v- b) m 
a 

U ="' u0 + Cv T --·v 
RT a f = (u0 - Ts0) + Cv T(1-ln T) --;n-ln(v-b)- v 

( R v ) R T 2a "P = (tto-Tso) + T Cv + m v-b -c.ln T ----;nln(v-b) --v-
w = u0 + (c. + !!__ ~b) T- 3:.!!_. mv- v 

J. Spezielle Gleichgewichte. 
Spezialfälle für vollständige Systeme ( <5 U = 0, <5 V= 0, b S = 0, 

15M= 0). 
1. Die M; seien konstant, realisierbar durch Umhüllung jedes Be

standteils mit einer wärmedurchlässigen, nichtstarren Hülle. 
Es folgt 

Hierauf beruht die Möglichkeit, mit Probekörpern (Thermometer 
und Manometer) Temperatur und Druck beliebiger Stoffe zu messen. 

2. Die M; und v; seien konstant; realisierbar durch wärmedurch
lässige starre Umhüllungen. 

Es folgt 

3. Die S; und M; seien konstant, realisierbar durch Umhüllung jedes 
Bestandteils durch eine wärmedurchlässige, nichtstarre Hülle. 

Es folgt 

4. Die M; seien nicht konstant, sondern nur M. Die einzelnen 
Körper (Phasen) können in ihrer Menge sich ändern (Verdampfung usw.). 

Es folgt 
T1 =T2 = ... =T; 

P1= P2 = ... =P; 

"Pl = "P2 = 0 0 0 = "Pi. 
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p und T bestimmen sich hier gegenseitig eindeutig, solange mehrere 
nichtidentische Bestandteile existieren. 

Da S ein Maximum sein muß, ist 

~25-- ~(M· .~T2+op;l ~ 2) u - """!" , Cv, u , 0 v; Tuv, < 0. 
' 

Besteht das System nur aus zwei Bestandteilen 1 und 2 und geht 
man von einem Gleichgewichtszustand zu einem anderen über, bei dem 
T zu T + d T, p zu p + dp wird, so ist 

dtp1 -dtp2 = 0 =- (s1 -s2) d T + (v1 -v2) dp, 
also 

Bei einer Umwandlung unter konstantem Druck und Temperatur 
aus einem Gleichgewichtszustand in einen anderen (Verdampfung usw.) 
ist eine Wärmezufuhr LI Q = T LI S erforderlich. Wird hierbei die Menge M 
aus dem Zustand s1 v1 pT in den Zustand s2 v2 pT umgewandelt, so ist 

LIQ= T·M(s1 -s2). 

!Ji/ = r heißt Umwandlungswärme. Es folgt 

r = T(s1 -s2) = (v1 -v2) T ~: (CLAUSIUS-CLAPEYRO)I.'sche Gleichung) 1 . 

K. Phasentheorie. 
Es seien rx verschiedene Bestandteile ("Komponenten") in den von

einander unabhängigen Mengen M; gegeben, die sich zu Verbindungen 2 

vereinigen können. Von diesen sollen eine Anzahl ß gleichzeitig neben
einander existieren (Phasen), deren Mengen Mk seien. 

In der k-ten Phase sei die Menge M7 des i-ten Stoffes enthalten. 
Es ist also 

M;=IMf, 
k 

Mk = v Mk { i = 1 , 2 .. . r:t. 
7 'k=1,2 ... ß. 

Der Gleichgewichtszustand ist abhängig von den Variablen p und T, 
sowie den Zusammensetzungen der Phasen, etwa dargestellt durch die 

1 Falls v1 = 0 gesetzt werden kann (Flüssigkeit) 
RT 

und v2 = pm ges.etzt werden kann (Dampf), 

RT" dlnp 
gilt r = ------;:;-- · dt · • 

1 Jede Verbindung hat ihre eigene Zustandsgleichung. 
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M" 
Gehalte c~ = M~ (rx · {3 Größen), zwischen denen die Relationen ..l: c~ = 1 

• 
({3 Gleichungen) bestehen. Er ist nicht abhängig von der Menge einer Phase. 

Wenn p und T gegeben sind, lautet die Gleichgewichtsbedingung 
lJ'l' = o. . 

Setzt man 'l'=..l:'l'", dann ist 'l'" eine homogene Funktion 1. Grades 

" der Mf, denn bei Vermehrung aller Mf einer Phase um den gleichen 
Faktor wächst 'l'" auch um diesen Faktor1. Es ist also nach dem·EuLER
schen Satz (s. S. 34): 

( 1) 

o'P" . worin -Ii mcht von den Mf, sondern außer von p und T nur von 
oM; 

den c~ abhängt. Daraus folgt 

lJ'l' = ~ lJ'l'" = ~ ~ :::~ lJM~ = 0. (2) 
" k i • 

Dazu treten die Nebenbedingungen lJM;= lJ..l:M~=O. 
k 

Daraus folgen die rx ({3-1) Gleichungen 
o'Pl 0 tps 

8Mf =-aM~ = · · · (3) 

Im ganzen hat man also {J+rx({J-1) Gleichungen für die rx·{J+2 
Größen cf, p, T. 

Damit eine Lösung möglich ist, muß {J+rx({J-1)$.rx{J+2 sein, 
d. h. {3$. rx + 2 ( Phasenregel von GIBBs). 

L. Massenwirkungsgesetz. 
Ein Gemisch idealer Gasmoleküle, welche ineinander umgewandelt 

werden können (Beispiel H 2, ] 2, H]) und mit den Molzahlen n;, also 
den (molaren) Konzentrationen 

"l; C; = 1 

vertreten sind, möge bei der Temperatur T und dem Druck p im Gleich
gewicht sein. 

Bei Variation der n;, aber konstantem p und T unter Berücksichtigung 
von ..l: c; = 1 ist die Gleichgewichtsbedingung 

lJ 'J' = 0, "l; lJ C; = 0, 

..l: (<p; -R In c;) lJ n; = 0, 

1 Weil keine Veränderungen im übrigen System eintreten, da das Gleich
gewicht nicht geändert wird. 
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wenn wir unter q;; den Ausdruck: 

m·u· T 
m.--'-' -m·c -lnT-R·ln·---+R T'- T I VI p 

verstehen, oder anders geschrieben 

Darin hängt die rechte Seite nur von p und T ab. Setzt man also 
/}n; = 11; • z, wo z irgendein Faktor zur Reduktion der Zahlen /}n; auf 
möglichst kleine ganze Zahlen 11; ist, so wird 

c~•·c~• ... =K(T,p) (Massenwirkungsgesetz). (2) 

Beispiel. Dissoziation von Jodwasserstoff. 
Drei Molekülarten n1H], n2H2 , n3 ] 2 • 

Je zwei Moleküle H] gehen in ein Molekül H 2 und em ] 2 über, 
also v1 = - 2, 112 = 1, v3 = 1 

c2 c3 = n 2 n3 _ K ( T p) 
ci nf - ' . 

Falls die Gesamtzahl der idealen Gasmoleküle unverändert bleibt 
(v1 + 112 + ... = 0), zeigt sich, daß K nur von T abhängt. 

M. Dritter Hauptsatz der Thermodynamik. 
(N ERNSTsches Wärmetheorem.) 

Die Zustandsvariabeln p, v, T sind ohne weiteres bestimmbar, die 
s, u, w nur bis auf eine additive Konstante, die I und "P nur bis auf eine 
lineare Funktion der Temperatur (vgl. S. 317 und 326). 

Die Berechnung von Gleichgewichten wird durch die Unbestimmt
heit der additiven Konstanten nicht berührt, wohl aber durch den nicht
bestimmbaren Faktor von T in I und "P· 

Diese Schwierigkeit wird behoben durch den von NERNST aufgestellten 
Satz (in der Fassung von PLANCK): 

Beim absoluten Nullpunkt T = 0 besitzt die Entropie für alle thermo
dynamischen Systeme ein und denselben nichtunendlichen Wert, der 
gleich 0 gesetzt werden kann: S T = 0 = 0. 

Dann sind alle Zustandsvariabeln bis auf eine Konstante berechen
bar. Es wird (unter Fortlassung der Konstanten) wegen 1 

T 

~~- Cp 
iJTp- T 

S _ J CpdT 
- T (Integration bei konstantem Druck). (1) 

0 

1 Cp bedeutet hier M cp (Wärmekapazität), analog Cv = M Cu. 
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Damit Sr= 0 endlich bleibt, muß gelten 

lim Cp = 0. 

Wegen 

wird 

also 

T=O 

T 

S -f CvdT - T (Integration bei konstantem Volumen), 
0 

lim Cv = 0. 
T ==0 

Ferner wird bis auf eine belanglose Konstante 

T 

U=]CvdT bzw. 
0 

T 

F= U-TS=-T f ~ dT. 
0 

(2) 

(3) 

(4) 

Eventuell sind in diesen Formeln noch Umwandlungswärmen zu be-
rücksichtigen. 

Es folgen weiter noch folgende Grenzwerte: 
Wegen 

und 

wird ferner 

also 

Wegen 

ist 

~{fiT= -T ~~-~P 

~~ lp =- ~! IT 
T T 

o v I = _ J _1_ Cl cp_ d T = J o• v I d T = o v II T 
oT P T op oT" P oT P o 

0 0 

I. ovl 1m "T. =0. 
1'=0 u p 

lim oFI = -Sr=o 
T=O oT 1 v 

für alle festen und flüssigen Phasen gleich. B€deutet demnach F 1-F 2=A12 

die bei der isothermen Umwandlung der Phase 1 in die Phase 2 maximal 
gewinnbare Arbeit, so ist 

1. oA 12 1 O lm-- = 
T=O oT V" V, • 
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Der 3. Hauptsatz gilt unbedingt für die feste und flüssige Phase, 
dagegen nicht ohne weiteres für gasförmige Stoffe. Speziell wird für 
ideale Gase 

(also nicht = 0 für T = 0 !) , ferner 

lJ' = U- T S + p V= T (: R ln p- Cp ln T- Cp- k), 
i = : (Cp + k) heißt chemische Konstante. 

Ist i bekannt, so sind auch für die Gase alle Zustandsvariabeln 
angebbar. 

Die chemische Konstante des betreffenden Gases ist vollkommen 
bestimmt und meßbar, wenn ein Weg gefunden wird, das ideale Gas auf 
reversiblem Wege in den festen oder flüssigen Zustand überzuführen. 

Damit sind dann alle Zustandsvariabeln aus thermischen Daten 
bestimmt und alle Gleichgewichte theoretisch berechenbar. 

Die Behauptung des 3. Hauptsatzes ist, daß entweder alle Gase 
bei Annäherung an den absoluten Nullpunkt Abweichungen von den 
klassischen Gesetzen zeigen (Gasentartung), oder aber daß jedes Gas bei 
fortschreitender Abkühlung in eine flüssige oder feste Phase übergeht. 

Sechster Abschnitt. 

Statistische Methoden. 
Im Gegensatz zur Mechanik, Elektrodynamik usw. ist die Statistik 

nicht so sehr ausgezeichnet durch den Gegenstand als vielmehr durch 
die Methode ihrer Betrachtungen. Sie läßt sich immer dann anwenden, 
wenn eine große Anzahl gleichartiger physikalischer Systeme vorliegt, 
die ihrerseits die Gesetze der Mechanik usw. erfüllen, um Fragen zu 
beantworten, die das mittlere Verhalten der Gesamtheit dieser Systeme 
betreffen. 

A. Diskrete Zustände. 
I. Allgemeines. 

a) Der einzelne Zustand. 

Jeder Zustandreines quantenmechanischen Systems (z. B. Oszillators, 
Atoms) wird beschrieben durch seine Energie E, und seine Eigenfunktion 
u, (Lösung der ScHRÖDINGER-Gleichung). Gehören zu dem gleichen 
Eigenwert mehrere verschiedene Eigenfunktionen (Quantenzahlen), so 
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heißt die Vielfachheit des Eigenwertes E, sein statistisches Gewicht. Ein
fache Eigenwerte haben daher stets das statistische Gewicht 1. 

Die Energie hängt ab von einer Reihe Parameter, die teils konti
nuierlich veränderlich, teils nur diskreter Werte fähig sind. 

b) Übergangswahrscheinlichkeit. 

Zwischen zwei Zuständen r und s kann ein Übergang stattfinden. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß das System aus dem Zustand r in der Zeit
einheit in den Zustand s übergeht, heißt die Elementarwahrscheinlichkeit 
des Uberganges. Es ist 

c) LIOUVILLEscher Satz. 

Zur Zeit t0 sei der Zustand des Systems r 0• Dann mögen die von r 0 

aus direkt oder auf Umwegen erreichbaren Zustände s, die unerreich
baren a heißen. Es ist also w5 " = 0. Zu einer späteren Zeit t besteht 
dann für einen beliebigen Zustand s eine gewisse Wahrscheinlichkeit 
w(s, t) und im Limes gilt für sehr lange Zeiträume 

lim w(s, t) = ~. 
t-7 co n 

wenn n die Anzahl der von r 0 aus erreichbaren Zustände ist. Der Satz 
kann auch in der Form ausgesprochen werden: Die Aufenthaltsdauer 
des Systems in einem Zustand ist im Mittel über sehr lange Zeiträume 
für alle Zustände die gleiche. 

d) Ergodisches System. 
Die Energie eines quantenmechanischen Systems ist nur definiert 

bis auf eine Unschärfe L1 E mit L1 E L1 t = h/2 n. In einem "abgeschlossenen" 
System gilt der Energiesatz also nur bis auf diese Unschärfe1 ; alle erreich
baren Zustände müssen innerhalb L1 E liegen. Das System heißt ergodisch, 
wenn in L1 E nur erreichbare Zustände liegen. 

e) Phasenvolumen .T. 

J = J (E; av a2 ••• ) ist die Anzahl der Energieeigenwerte E, ;'S E, 
jeder multipliziert mit seinem statistischen Gewicht. Es hängt ebenso 
wie die Energie von einer Reihe äußerer Parameter ak ab. 

f) Der adiabatischen Anderung 

emes Parameters ak wirkt die Kraft entgegen 

A(r)_- 8E, 
k - 8ak • 

1 Der Beobachter ist hier nicht mit zum System gerechnet; das System ist also 
strenggenommen nicht abgeschlossen und eben daher rührt die Unschärfe. 
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Führen wir die Änderung so langsam aus, daß selbst während einer 
unendlich kleinen Änderung von ak das System noch sehr viele Quanten
sprünge macht, also jeden erreichbaren Zustand aufsucht, so wird 

- 1 ~ (s) V-
Ak=n~Ak, und dE=-~Akdak. 

k 

J ist gegenüber einem solchen Prozeß invariant; der Prozeß heißt adia
batisch reversibel. 

g) Zustandsgrößen. 
Bei einem Prozeß ändert sich das Phasenvolumen um 

of( ""'- ) of d]=-eiTdE+~Akdak = 0EdQ. 

d Q ist die Energiezufuhr und i. a. kein vollständiges Differential, ; ~ also 

integrierender Faktor. Wir bezeichnen 

S = klnJ (k = 1,37 ·10-16 ergfgrad) 

als Entropie des Systems und· 
] oE 1 o E 

T=T--ar=T arnJ 
als seine absolute Temperatur. 

2. Thermodynamisches Gleichgewicht. 
Wir betrachten eine Gesamtheit von N ~ 1 Systemen. N, sei die 

Anzahl der Systeme im Zustand r. 
Der Übergang eines Systems in einen Zustand anderer Energie ist 

nur möglich unter gleichzeitiger Änderung des Zustandes mindestens 
eines zweiten Systems. Die Zahl der Prozesse r --+ r' und gleichzeitig 
s --+ s' ist in der Zeiteinheit 

Die Zahl der inversen Prozesse r' _,.. r und s' --+ s ist 

w;. ~- N,. Ns', 

unter gleichzeitiger Wahrung des Energiesatzes 

E, +Es= E,. +Es·· 
Diese Formeln gelten mit 

r' s' r s 
Wrs = Wr's' 

nur dann, wenn die Übergangswahrscheinlichkeit nicht auch von dem 
Zustande der Besetzung des Zielzustandes abhängt (vgl. dagegen C 
S. 341). Es ist 

dN, ~ r's' 
(it= ~Wrs (N,.N5·-N,N5). 

r' s s' 
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Stationäre Verhältnisse liegen dann und nur dann vor, wenn rechts 
die Klammer verschwindet ("thermodynamisches Gleichgewicht"): 

N,N. = N,.N •.. 

Das ist der Fall, wenn In N, eine lineare Funktion von E, wird: 

N, = erx-ßE, (kanonische Verteilung). 

Die konstante Gesamtzahl der Systeme ist 

N = ,IN, = e"- Z, 
wobei 

Z=_Ie-ßE, 

die Zustandssumme heißt. Also ist 

N _ !!_e-ßE, ,- z 

Aus Z folgt die Energie der Gesamtheit 

dlnZ 1 ~ E 
~=-N..:::,. E,N,=- N. 

r 

Entropie: Wir definieren die Entropie durch 

S=klnW, 
wobei die Größe 

die statistische Wahrscheinlichkeit des durch die Gesamtheit aller N, 
beschriebenen Zustandes heißt. Da alle N, > 1 sind, kann man nach 
der STIRLINGschen Formel schreiben 

S =·kNlnN -k .I N,lnN, 
oder 

S = kNlnZ + kßE. 
Es ist 

d S 2 dN, ----- = -k - (lnN + 1) = 
~ ~ r 

- !_ ~ Vw• ,. (N N - N N) In _N_r:!'!_s' > o - 4..::;.. ~ s'r' r' s' r s N,Ns = , 
rr' ss' 

in Übereinstimmung mit der thermodynamischen Definition der Entropie 
(vgl. S. 319). 

Temperatur: Um aus S und E die Temperatur zu definieren, be
nutzen wir die thermodynamische Relation (vgl. S. 316, Gleichung 11) 

~}lv= ~ · 
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Es ist bei konstantem N: 

as es (os es az) oß ( N az) oß aE=-eE+ 8ß+-azdß eE=kß+ kE+kzdff eE· 
Wegen d lnZjdß=-E/N verschwindet die Klammer und es wird 

1 1 
kß =y- oder ß = kT-. 

Das zugehörige Verteilungsgesetz 
N N _ -e-E,JkT ,- z 

heißt das BOLTZMANNsche Verteilungsgesetz. 
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Die Kenntnis der Zustandssumme genügt zur Berechnung aller 
thermodynamischen Grundfunktionen: 

freie Energie: 

innere Energie: 

F=-kTlnZ 
dlnZ u = - ----a{3 usw. 

B. Statistische Mechanik. 
I. Klassische Mechanik. 

Die 6 N Koordinaten xi und Impulse Pi definieren den Zustand 
eines aus N Massenpunkten zusammengesetzten Systems. Benutzt man 
diese Größen als kartesische Koordinaten, so veranschaulichen sie den 
Lage- und Bewegungszustand des Sy~tems zur Zeit t durch einen Punkt 
("Phasenpunkt") in einem 6 N-dimensionalen Raum ("Phasenraum"). 
Dem System kommt eine gewisse HAMILTON-Funktion H (xi, p;) zu, 
welche die kanonischen Gleichungen befriedigt: 

dxi oH dp; _ 8H 
dt ep; dt--öxi' 

Eine Gesamtheit aus solchen Systemen heißt eine mikrokanonische 
Gesamtheit. Die zeitliche Änderung des Systems wird dann durch eine 
Kurve im Phasenraum beschrieben. Die Kurve geht durch jeden Punkt 
des Phasenraumes in einer Richtung, kann sich also nicht selbst schneiden. 

In der statistischen Mechanik betrachtet man eine große Zahl solcher 
Systeme, die durch die gleiche Funktion H beschrieben werden. Die 
Gesamtheit der betrachteten Systeme wird im Phasenraume also dar
gestellt durch eine (sehr große) Anzahl von Phasenpunkten. Man kann 
diese dann als ein strömendes Kontinuum auffassen, für dessen 6 N
dimensionale Geschwindigkeit tJ mit den Komponenten (xi, ·fi;) gilt: 
div tJ = 0. Erfüllt eine Anzahl Punkte also zur Zeit t = 0 ein gewisses 
Volumen des Phasenraumes, so erfüllt sie zu einer beliebigen anderen 
Zeit t = t ein ebenso großes. (LIOUVILLEscher Satz der klassischen 
Statistik). 
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Ist die Verteilungsdichte e der Phasenpunkte eine Funktion von H 
oe · 

allein, so wird Tt = 0 und die Strömungsrichtung fällt überall in die 

Hyperflächen H = constans ( = E). (Statistisches Gleichgewicht.) Analog 
zu A 2 kann man zeigen, daß dann 

F-E 

e = N · e ----;<r 

ist, wo N =Je dw d V die Zahl der die Gesamtheit bildenden Systeme 
(dw d V= Volumelement des Phasenraumes), T die gemeinsame Tem
peratur, k= 1,37·10-16 ergfgrad die BoLTZMANNsche Konstante und F 
die freie Energie bedeutet. Definiert man analog zu oben 

Z = j e-EfkT dw dV 

als Zustandsintegral, so gilt ebenfalls 

F=-kTlnZ usw. 

Besteht die Gesamtheit speziell aus abgeschlossenen Systemen, so ist 
die Bewegung der Phasenpunkte auf die Hyperfläche H (xi, p;) = E = 
= constans beschränkt. Man kann dann neben der konstanten "räum
lichen" Dichte [! die "Flächendichte" 

.const 
a=~~~--

lgradHIH=E 

definieren. Ein abgeschlossenes System heißt ergodisch, wenn in einer 
beliebig langen Zeit der Phasenpunkt jedem Punkt der Hyperfläche 
beliebig nahe kommt. In diesem Falle verlangt der LIOUVILLEsche Satz, 
daß die Aufenthaltsdauer der Phasenpunkte im Mittel über lange Zeit
räume in gleichgroßen Flächenteilen proportional der Flächendichte wird. 

2. Zelleneinteilung des Phasenraumes. 
a) Zustand. 

Wir bezeichnen ein System als im Zustand (p;, xi) befindlich, wenn 
seine Koordinaten zwischen den Werten xi und xi + d xi und seine 
Impulse zwischen Pi und Pi+ dp; liegen, d. h. wenn das System in das 
Volumelement dV dw=dx1 dx2 ... dp1 dp2 ... des Phasenraumes fällt. 
Wir setzen über die Größe des Volumelementes zunächst nichts voraus. 

b) Das statistische Gewicht 

des Zustandes ist proportional dem zugehörigen Volumelement des 
Phasenraumes 

g, = h:N dxldpl dx2dp2 ... dxSN dPsN· 

Dabei bedeutet h eine zunächst willkürliche Konstante von der Dimension 
einer Wirkung (ergsec). 
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c) Die Übergangswahrscheinlichkeit 

aus der Phasenraumzelle dw d V nach der Zelle dw' d V' ist proportional 
deren Vohimen 

W( i p x'i,p,')dw'dV'. W= X, ;; 

Für den inversen Prozeß gilt 

w = W(x'i, p;; xi, P;) dwdV. 

d) Die Quantentheorie 

fordert eine endliche bestimmte Größe für die hier eingeführten Volum
elemente. Sie sollen das Volumen h3 N haben und sodann alle das gleiche 
statistische Gewicht besitzen. h hat dabei den Wert h= 6,55 ·10-27ergsec. 
Die Gestalt der Zellen ist beliebig. Man erhält in diesem Falle wieder die 
in Abschnitt A dargestellte Theorie, aus der die in Abschnitt B 1 behandelte 
als Grenzfall für h = 0 folgt. Der Zustand eines Systems ist in der 
Quantentheorie nicht mehr exakt beschrieben, sondern nur bis auf 
eine Unsicherheit 

LI p; LI xi = h (HEISENBERGsche Unschärferelation). 

3. Das kinetische Modell des idealen Gases. 

a) Das Modell. 

Ein Gas besteht aus einer großen Zahl von Systemen ("Molekülen"). 
Es ist keine mikrokanonische Gesamtheit, da zwei Moleküle sich gegen
seitig beeinflussen, sobald sie einander sehr nahe kommen ("Stöße"). 
Vernachlässigt man diejenigen, sehr seltenen, Stöße, bei denen mehr als 
zwei Moleküle gleichzeitig beteiligt sind, so kann man das Gas auffassen 
als bestehend aus zwei Gesamtheiten von Systemen, die mit einander 
im thermodynamischen Gleichgewicht stehen. Wir ersetzen die sehr 
komplizierten Kräfte zwischen den Molekülen durch das einfache Modell 
stoßender elastischer Kugeln vom Durchmesser a. Gleichbedeutend damit 
ist es, wenn wir dem einen System den Radius a geben, das andere als 
Massenpunkt behandeln. 

b) Die Grundgleichung. 

Es sei F(xi, p;, t) dV d w die Anzahl der zur Zeit t in dV d w an
wesenden Teilchen. Die Anzahl der im Zeitelement dt und im Volum
element d V von dw nach allen dw' übergehenden, d. h. aller dw ver
lassender Teilchen, ist dann also 

b dw dtdV = dtdV jW(~. ~')F dw dw', ( 1) 
w' 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 3· Auf!. 22 
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während umgekehrt die Anzahl der in dt und d V aus allen d w' nach 
d w übergehenden Teilchen wird 

adwdtdV=dtdV jW('fJ', 'fJ)F'dw'dw, {2) 
w' 

wobei F' als Abkürzung steht für F (x'i, p;). Für F gilt dann die Be
stimmungsgleichung 

dF 
dt=a-b. 

c) Der Stoßprozeß. 

(3) 

Es treffen sich zwei Teilchen gleicher Masse. Das erste mit den 
Impulskomponenten ~. 'YJ, C vor,~·. 'YJ', C' nach dem Stoß sei kugelförmig 
vom Radius a, das zweite mit ~1 , 1]1, C1 vor und ~~. 1]~. C~ nach dem Stoß 
sei punktförmig. Legen wir das Koordinatensystem mit der x-Achse 
in die Richtung der z·entrilinie des Stoßes, so wird 

n = n' c = C' 1'/1 = n~ C1 = c~ 

und bei elastischem Stoß folgt aus Impulssatz und Energiesatz: 

~ = ~~ ~1 = ~·. 
Insbesondere wird also 

d w1 __ d ~· _ d w' 
dw; ---([[- dw-· {4) 

d) Die Übergangswahrscheinlichkeiten. 

Erfolgt der Übergang aus dem Zustand d w in den Zustand d w' 
durch einen solchen elastischen Stoß, so ist offenbar W ('fJ, 'fJ') d w' die 
Anzahl von punktförmigen Teilchen, die insgesamt von der Partikel 
mit dem Impulse ~. 1], C so getroffen werden, daß diese letztere nach 
dem Stoß die Impulse f, 17', C' besitzt. Es sei v die Relativgeschwindig
keit der beiden stoßenden Teilchen vor dem Stoß gegeneinander; die 
Zentrilinie sei um den Winkel 1} dagegen geneigt und ihre Richtung 
möge innerhalb eines Raumwinkelelements dQ fallen. Dann denken 
wir uns die punktförmigen Teilchen mit der Verteilungsdichte F1 dw1 

ruhend gegen das Koordinatensystem, während die Kugel a den Raum 
abstreift. Dabei wird das Oberflächenelement a2 d Q in der Zeit dt 
speziell das Zylindervolumen 

dtd-c = a2 dQ · v cosf} dt 

überstreichen; die Gesamtzahl der Stöße mit Teilchen im Impulsraurn
element d w1 wird also 

dtjdr: F 1 dw1 = a2jdQvcosf}dtF1 dw1 , 

!) 
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wobei das Integral nach dQ nur über die dem Stoßpartner zugewandte 
Halbkugel zu erstrecken ist; erstreckt man es über die ganze, so tritt 
der Faktor ~ hinzu. Es ist 

Ebenso findet man für die Umkehrung 

W(tJ', tJ)dw={d-r·F~dw~. 
T 

e) Die Stoßgleichung. 

Die Gleichung (3) geht jetzt über in 

d:;. = f W(tJ', ~J)F' dw'-f W(tJ, V') F dw' 

= f d-r j(F' F~ ~-c~t7''- -FF1 d~':r:1) = f d-r j(F' F;-FF1) dWJ. (5) 
~ ~ 

Das ist die MAXWELL-BOLTZMANNsche Stoßgleichung. Die linke Seite 
kann in der Form umgeschrieben werden: 

3 
dF oF """'( oF . . oF · 
dt = ·at·- + ~ aXi x' + "fipi p;) . (6) 

i=l 

f) Stoßinvarianten. 

Ist q; eine beliebige Funktion der Impulse, so erhält man nach einigen 
Umformungen 

: f d-r f f dw d w1 (q; + q;1 -q;' -q;;) (F' F; -F F 1) = f q; -~f dw. (7) 

Ist q; eine stoßinvariante Größe, d. h. q; + q;1 = q;' + q;;, so verschwindet 
die linke Seite. Es wird dann also 

aF . . aF · aF 
[ 3 l l q; ~ ( oxi x' + ap; p;) + ot dw = 0. (7') 

g) Makroskopische Größen . 

.Man definiere als Mittelwert einer Größe "P den Ausdruck 

jFtpdw 1 J 
'ljJ = f F d w = N. F 'ljJ dw ' 
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wobei also N = efm die Anzahl der Teilchen im cm3 ist (e Dichte, m Mole
külmasse). Dann werden 

u; = ,Xi die Komponenten der Strömungsgeschwindigkeit u, 
N-- N-m- ~2 = p X X> m ~ fJ = p xy usw. die Komponenten des Spannungstensors ~. 

kx = N ~ usw. die Komponenten der Kraftdichte f, 

E = 2: p2 die Energiedichte, 

~ = 2 :~ V P2 die Energiestromdichte, 

und wir er halfen aus (7') die Gleichungen: 

mit q; = m: div (e u) + ~~- = 0 (Kontinuitätsgleichung) 

mit q; = V: div ~ + :t (e u) = f ( Bewegungsgleichungen) 

• 132 oE 
mit q; = 2 in: (f u) = div ~ + et (Arbeit der äußeren Kräfte = 

Energieumsatz) 

h) Entropiesatz. 

Es sei q; = ln F, dann lautet (7): 

f dw In F ~-J =} f d-r f f dwdw1 ln ;.~~~ (F' F~ -FF1) ~0. 
Daraus folgt leicht 

-~-J dV J dw F JnFS:o. 

Man bezeichnet s =- k j dw F In F als Entropiedichte, S = J s d V als 
Gesamtentropie. Es ist also 

(BoLTZMANNsches H-Theorem, Entropiesatz). 

i) Verteilungsgesetz. 

Im stationären Falle muß 

F' F~ = FF1 und 

werden. Aus diesen Bedingungen folgt für die Molekülverteilung unter 
der Wirkung eines äußeren Kraftfeldes 

st = -grad V 
der Ausdruck 

F(x, y, z, Px, p:Y, p,) = A · e-fJE mit 
p2 

E = 2-,n + V(x, y,z). 

Der Vergleich mit der kanonischen Verteilung zeigt, daß ß = 1/k T ist. 
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Ist kein äußeres Kraftfeld vorhanden, so hat man speziell die MAx
WELLsehe Verteilung: 

-P' 
F (Px, py, Pz) = A. e 2-m-tiT; 

der N ormierungsfaktor A kann bestimmt werden aus der Forderung 
CO 

N = j F dw = 4n j F(p) p2 dp = A (2nmk T) 312 . 
0 

Wegen N = iJ/m kann man dann schreiben 
-/>' 

F (p) = _!! (2 nmk T)- 312 e-'l.mkT . 
m 

k) Mittelwerte. 
Der häufigste Impuls ist 

Po= v2-mkT 

mit der zugehörigen Energie E 0 = k T. Der mittlere Impuls ist 

Ferner ist 

p2 = j p24np2F(p) dp = ; P5 
0 

das Impulsquadrat, das zu der. mittleren Energie 

- p2 3 
E = -~ = --kT 

2m 2 

gehört. Es ist 
p2 = 3 Sn p2 = ; P5. 

Das mittlere relative Schwankungsquadrat des Impulses ist daher 

p2 -{>2 
( 3 n ) p2 = 8~ 1 = 0,1781. 

C. FERMI- und BüSE-Statistik. 
Der auf S. B3 (A, 2) gemachte Ansatz für die Anzahl der gleich

zeitigen Übergänge r-+r' und s-+s' kann noch verallgemeinert werden. 
Die Anzahl der Übergänge kann auch abhängen von der anfänglichen 
Besetzungszahl des Zielzustandes; d. h. die Zahl der Prozesse ist 

w~'s" N, Ns /,· (N,.) fs· (Ns·) 

und in der umgekehrten Richtung 

w;. !· N,. Ns' Ir (N,) ls (Ns)' 
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wobei die I, gewisse Funktionen sind, deren Festlegung der Annahme 
eines speziellen Modells entspricht. Es ist insbesondere: 

I,(N,) =g,-N, (g, =Anzahl der Zellen von der Energie E,), wenn 
die Systeme das PAULI-Prinzip befolgen (vgl. S. 301). Jede Zelle kann 
dann höchstens ein System aufnehmen. Man sagt: Die Systeme befolgen 
die FERMI-Statistz"k. 

Ir (N ,) = g, + N, für Lichtquanten und alle quantenmechanischen 
Systeme mit symmetrischen Eigenfunktionen (vgl. S. 301). Die Systeme 
haben dann das "Bestreben", sich in der gleichen Zelle anzuhäufen. 
Man spricht hier von der BüsE-Statistik. 

Ir (N,) = 1 in dem bereits oben behandelten Sonderfall, der als 
BüLTZMANN-Statistik bezeichnet wird. 

Andere Statistiken scheinen in der Natur nicht realisiert zu sein. 

Verteilungsfunktion. Man hat wie auf S. 333 (A, 2) 

d IV r V r' s' 
--~lt- = ~ w,. (N,.N.·I,I.-N,N.I,·Is·), 

r' s s' 

also Stationarität für 
N,. Ns Nr Ns· 
Tr. ls- = T. T' 

d. h. ln (N,/1,) ist eine lineare Funktion der Energie E,: 

N, = I,(N,) e-~-ßE .. 

Zur Bestimmung der Konstanten IX und ß hat man erstens die Neben
bedingung .2: N, = N, und zweitens den Anschluß an die Thermodynamik 

auf dem Wege über die statistische Definition der Entropie. Dieser 
liefert wiederum ß = 1/k T für jede Statistik. Man erhält daher als 
Gleichgewichtsverteilungen insbesondere für 

die FERMI-Statistik: N - g, 
,- ea+ßE,·+t 

die BüsE-Statistik: N ____ g, ___ _ 
r- e"+ßE··-1 

Hierbei ist insbesondere IX= 0, wenn kein Erhaltungssatz der Teilchen
zahl gilt (PLANCKsches Verteilungsgesetz, Lichtquanten). 

Entropie. Man findet analog wie auf S. 334 (A, 2) 

5 = k ~ j1n -t; dN, + constans, 

und 
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Speziell ergibt sich bis auf eine additive Konstante für 

die FERMI-Statistik: S- S0 =- k .I(N,lnN,-(g,+N,}ln(g,+N,}) 
r 

die BüsE-Statistik: S- S0 = -k .I(N,lnN,+ (g,-N,}ln(g,-N,)). 
r 

Statistische Wahrscheinlichkeit. Die angegebenen Ausdrücke für die 
Entropie stehen in Einklang mit der Beziehung 

S=klnW, 

wenn man die Wahrscheinlichkeit W definiert durch: 

W -JI· ·- g,! ·· -JI ( g,) für die FERMI-Statistik, - N,! (g,.:.:.:.N,)! - N, , , 
W-IJ(g,+~'~1 )_! für die BüSE-Statistik. - N,!(g,-1)! 

Die erste Formel gibt die Anzahl verschiedener Besetzungsmöglichkeiten 
der g, Zellen unter Berücksichtigung des PAULI-Prinzips (vgl. S. 96). 

Die zweite Formel bedeutet genau diejenige Modifikation des BoLTZ
MANNsehen Modells, welche man erhält, wenn man die Ununterscheidbar
keit gleicher (atomarer) Systeme in Rechnung stellt. Alle Zustände, 
die durch Vertauschung von Teilchen auseinander hervorgehen, werden 
nur als ein einziger Zustand angesehen, dem das Gewicht 1 zukommt. 



Anhang. 

I. FOURIER-Integrale (zu S. 27). 

Im folgenden sind zu einigen wichtigen Funktionen f(x) die Spektral
funktionen g (y) angegeben gemäß der Integraldarstellung 

+co 
f(x) = j g(y) ehixy dy 

+co 
g(y) = J f(x) e-2nixy dx. 

-<X> 

Die Zuordnung der beiden Funktionen zueinander ist umkehrbar, d. h. 
die Spektralfunktion zu g(y) ist wieder f(x). 

f(x) 

... 
e --til 

x• 
--+2,.ivx 

e "' 

{ 0 für x <-e 

·l ~ für - t ;:S x ;:S + e 

0 für x > + e 

desgleichen e -+ 0 

! 0 für x < -l 
A e2n' • x für -l :S x ;:S + l 
o für x > +l 

g (y) 

,;-- -"'"'(y-v)' a y:n: e 

2 c.sin2:n:ey 
2:n:ey 

2C 

Al sin(2:n:l[y-v]) 
2 --------

2 :n: l [y-v] 

Eine große Tabelle von FouRIER-Integralen findet man in G. A. CAMPBELL, 
R. M. FosTER "FOURIER integrals for practical applications". Bell Telephone 
Monograph B-584, 1931. 

2. Potenzreihenentwicklung (zu S. 38). 

Fig. 21 zeigt die Funktion 1 
1 z' dargestellt durch Kurven u = a, 

v = b. In Fig. 22 ist dieselbe Funktion nach steigenden Potenzen bis z6 
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y 
0 1 

y 0 1 

Fig. 22. w ~ 1 + z + z' + z' t- z• + z' + z'. 

entwickelt dargestellt. Man erkennt, wie außerhalb des Konvergenz

kreises mit dem Radius 1 überhaupt keine Annäherung an die Funktion 

- 1 - stattfindet. In Fig. 23 ist dieselbe Funktion, nach fallenden 
1-z 

Potenzen bis ~8- entwickelt, gezeichnet. Hier ist innerhalb des Kon
z 

vergenzkreises keine Annäherung vorhanden. 



Beispiel für komplexe Integration, 

y 

0 

y 
Fig. 23. 

1 
W=- -

z z' 
1 1 

z3 ---z~~--%5- z• • 

3. Beispiel für komplexe Integration (zu S. 41}: 
2" J df(! 

1+ecosf{J' 
0 

wo e reell ist und zwischen 0 und 1 liegt. 
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Wir fassen rp = IX + iß als komplexe Variable auf. Dann ist der 
Integrationsweg vom Punkte rp = 0 zum Punkt 2 :n der reellen Achse 
zu erstrecken (Fig. 3, S.41}. Dieser Weg kann verzerrt werden in den Weg 

über A B C. Um hierbei nicht über den singulären Punkt rp0 ( cosrp0 =-: , 
Q:of ßo = :, IXo = :n) hinwegzugehen, ist von A aus der Weg zu rp0, um 
dieses in einem Kreis herum und längs des Zuweges wieder nach A geführt. 



348 Anhang. 

Das Integral verschwindet für die beiden Stücke parallel der imaginären 
Achse wegen der Periodizität von cos cp, ferner für das Stück BC, wenn 
das Stück unendlich weit hinausgeschoben wird, weil hier der Integrand 
verschwindet, außerdem für die Zuwege. Es bleibt also nur das Stück 
um cp0 herum zu berechnen. 

In cp0 hat· der Integrand einen einfachen Pol. Die Entwicklung 
. 1 cos t:p0 a-1 

lautet hier: 1 + 8 cos 'P = cos 'Po ~c-08-~ = 'P _'Po + a0 + a 1 (cp- cp0) + ... 
Um a_ 1, das Residuum, zu finden, multiplizieren wir mit cp- cp0 und 
gehen zur Grenze cp = cp0 über: 

• ( t:p- t:p0) cos t:p0 1 1 
a_ 1= hm -------=-.-·COSCf! =---= 

cos 'Po- cos t:p sm 'Po 0 -v 1 
<p--+ 'Po e 1 ---

e• 
1 i 

=- -ve-~~ 1 =- -v1__:__~~ · 
Das gesuchte Integral ist dann gleich 

. 2 n; 
2:roa_I = V1=~:•. 

Zum gleichen Resultate kommt man auf folgendem Wege: 

Setzt man z = ei 'P, so wird das Integral =j--[· -:; 1(. d z 1-)] . Der 
z 1+ 2 z+-z 

Integrationsweg ist ein Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt. 
Singuläre Punkte liegen an den Stellen der Wurzeln z1 und z2 der 

Gleichung z2 + 2_ z + 1 = 0, wo der Integrand unendlich wird. Von 
e 

diesen liegt nur z1 = - -1- + 1 /1~- ~ im Innern des Integrationsweges. 
s V E 

Die Entwicklung lautet hier: 

also ist 

Es sei 

. 2 n; 
2:n:za_ 1 = ,;=· 

v1-s2 

4. Harmonischer Oszillator (zu S. 107}. 

H (q, p) = ~ (p2 + w2 q2) = K ( Q, P) = w P ; 

gesucht ist Q = Q (q, p). 



Planetenbewegung. 

Es ist 

~~ = P = w V-~--=--~~. also X= w j -v-2:=-q2dq + 1 (P), 

mithin 

Q = ~~ = arc sin ( q · V~ 7,) + f' ( P) . 

Setzt man z. B. I (P) = - ~, so wird 

oder 

bzw. 

t Q-- p g - wq' 

1 cos Q = ~~- __ -c:-. 

1/1+-p~ V w• q• 

p• (1) q• P=--+- -
2 (1) 2 

p = -- y2Pwsin Q. 

5. Planetenbewegung (zu S. 108). 
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Ein Beispiel für eine Berührungstransformation im Dreidimensionalen, 
die (im Sinne der Transformation von S. 107) H auf eine einfachere 
Form bringt, ist die folgende: 

Es sei die HAMILTON-Funktion: 

H =-"' _ 1 __ (p2 + P~ + p~ ) G m M 
2m r r 2 r 2 sin2 {} - r • 

Man gelangt durch die Berührungstransformation: 
Ii 

xl =PI r + PafP + J d{{v p; -;~:Ii' 
" 

zu der Form: 
H = _1_ (p2 + P.~) __ Gm!!. 

2m 1 qf qt 

Eine nochmalige Transformation: 

führt weiter zu: 

BX1 Pr=ar usw. 
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Die Bedeutung der neuen Variablen ist: 

q1 = r (Radiusvektor), 
q2 = Länge des Planeten vom aufsteigenden Knoten, gemessen in 

der Bahnebene, 

q8 = Länge des aufsteigenden Knotens, gemessen im Äquator D- = ~ , 
Pt= mr, 
p2 = gesamtes Impulsmoment, 
p3 = Impulsmoment in Richtung<p = p"' = m r 2 ip 

sowie: 
Q1 = mittlere Anomalie, 
Q2 =Länge des Perihels q = q0 vom aufsteigenden Knoten ab, 
Q3 = qa (s. oben), 
P1 = yGm2 Ma, ~?- a die halbe große Achse der Bahn ist, 
P 2 = p2 = yGm2 Ma (1-e2), wo e die Exzentrizität der ~ahn ist, 
Pa =Pa= P 2 cos i, wo i die Neigung der Bahn gegen den Aquator ist. 

(Die halbe kleine Achse b wird gleich {:n;'~). 

In dieser Form ist Q1 eine Winkelvariable. (Es ist dies durch die 
Form des Gliedes mit P1 in dem Ausdruck für X 1 erreicht worden.) 
Die übrigen Q und P werden Konstanten. Die Größen qa = Q8, Q11 Q2, 

P11 P 2, Pa beschreiben vollständig die Bahn des Planeten ("Bahn
elemente"). 

6. Zur Vektorsymbolik (zu S. 109). 

Die Bezeichnungen in der Vektoranalysis stehen nicht fest. Neben 
der in diesem Buche angewandten Symbolik findet man auch die fol
genden Bezeichnungen: 

a. b und ab für (a o) 
a X b für [a oJ 

ab c für (a [b c]) 
curl a für rot a . 

Vektoren werden gelegentlich durch Symbole der Form Ii gechrieben, 
manchmal auch durch "fette" Buchstaben. 

Oft wird mit Vorteil der Operator V ("Nabla") verwandt. Man 
schreibt: 

V<p = grad<p 
(V,a) = V·a=diva 
[V, a] = V x a = rot a 

(V, V <p) = (V, V) <p = V2 <p = L1 <p 
(a ·V) b = (a, V) b = (agrad) b. 

Der Operator V kann hierbei formal wie ein Vektor behandelt werden. 

In kartesischen Koordinaten hat er die Komponenten r/x , 8
8y , -lz-. 
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Unter einer Plangröße versteht man den Inbegriff der Größe eines 
Flächenelements und der zugehörigen Normalenrichtung. Man kann 
die Plangrößen ebenfalls formal wie Vektoren behandeln. Z. B. kann 
der GAusssche Satz bei ihrer Benutzung geschrieben werden: 

J (d f, a) = J dv div a. 

7· Drei-Indizes-Symbole (zu S. 135). 

Früher waren allgemein gebräuchlich die Bezeichnungen 

r/} = r!s und lr/] = r,,,. (CHRISTOFFELsche Klammersymbole). 

8. Erzwungene Schwingung (zu S. 183). 

Die zu lösende Differentialgleichung ist eine homogene lineare 
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir benutzen eine 
GREENsehe Funktion, indem wir zur Lösung der Differentialgleichung 

x + a x + b x = f (t) = beliebig gegebene Funktion 1 

den Ansatz machen 
t 

x= j/(i)f(!(t-r)dr 

mit der später zu bestimmenden Funktion fP (t). Er führt zu 

t 

x=f(t)f(!(O) +]f(r)rp(t-r)dr 

t 

x=i(t)f(!(O) +/(t)rp(O) +/f{t)rp{t-r)dr. 

Das gibt in die obige Differentialgleichung eingefügt: 
I 

f(t) = [i{t) + a f(t)] f[!(O) + f(t) rp (0) + .f /(r) (rp + arp + bf[!) dr. 
--·CO 

Da diese Gleichung für alle Werte von t erfüllt sein soll, ist ein nahe
liegender Ansatz: 

rp(O) = 0, cp(O) = 1, ip + a(p + brp = 0, 
d. h. 

f(!(t) = v:;~; :-/J (e1V:'--b -e-1V':' -b) für positives Argument, 

= 0 für negatives Argument. 

1 Die Bezeichnung ist hier dem physikalischen Problem angepaßt. x = d xfdt 
usw. 
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Sonderfälle: I. a2 < 4b (schwache Dämpfung). Zur Abkürzung 
setzen wir 

/ a• - ~ . V -4-b =~Wo, 
e-6t . 

ffJ (t) = - Sill Wo t 
Wo 

mit w0 als "Eigenfrequenz". Die Lösung wird dann: 
t J e-~6 (1-r) 

x= j(1:)·· · -sinw0 (t-7:)dr. 
Wo 

-<X> 

II. a2 = 4b (aperiodischer Grenzfall) 
t 

x = J f(r) · e- 6 1t-r) (t- r) dr. 

III. a2 > 4b (starke Dämpfung). Zur Abkürzung setzen wir 

t J e-6,(t-r)-e--6,(t-r) 
X = j (7:) . ·· · · ~ - dr. 

<'l.-<'ll 

Beispiele für verschiedene I (t) : 

A. I (t) = ~p_ im Intervall T bis T + c;, im übrigen = 0 (kurzer Impuls). 
f' 

I.a2 <4b: 

II. a2 = 4b: 

III. a2 > 4b: 

e-6 (t-T) . 

1 x=P·- (0~-~·smw0 (t-T) 

x = p · e-6 II-T) (t- T) 

X=--p -~ (e~-6,(1-·T)_e-6,(1-1)) J 
<'l. (jl 

für t > T. 

B. I (t) = A · sin w t (periodische Kraft). 

X = B . cos ( w t- ß) ' 
worin für 

I. a2 < 4b: 
(l• -i- w~- wo 

tgß = 2<'l (I) • 

Ö2 - w2 

tgß = 2Öw • 

III. a2 >4b: 

9· Vektoranalytische Behandlung der Planetenbewegung 
(zu S. 230). 

Die Bewegung unter der Wirkung einer Zentralkraft 
t st=-m·C 3 (C=GM) r 

läßt sich vektoriell wie folgt behandeln: 



Magnetischer Kreis. 

[d] = [r [r r]] =- ~ lt [r r]] 

C ( ( .) . 2 C ( r d r2 . ·) 
=- ;;a· r n -r r) =- t-a '2ae-rr2 

Cd (r) d . = dt . ; = -dt [ tfJ · 
Also: 

[d] = C: + a. 

a spielt die Rolle einer IntegrationskonstanteiL Es ist: 

(a f) = 0 

(r [i:fJ) = Cr + (ar) = (f[rr]) = k2 , 

also: 
k2 

r = --·-,--------,--. 
C + a cos (a, r) • 
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Das ist die Gleichung eines Kegelschnittes. Der Vektor a gibt uns die 
Richtung der großen Achse, er weist vom Brennpunkt zum Perihel. 

Für den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich folgende interessante 
Darstellung: 

[f [tf]] = tk2 - f (tf) = rk2 = [fr] ~ + lfa], 

also: 

Die Geschwindigkeit läßt sich also in jedem Punkte der Bahn zu
sammensetzen aus zwei ihrem Betrage nach konstanten Vektoren; der 
eine steht immer senkrecht zur großen Achse, der andere senkrecht 
zum Radiusvektor. 

10. Magnetischer Kreis (zu S. 255). 

In Stoffen sehr hoher Permeabilität (Eisen) verlaufen die Induk
tionslinien (58) angenähert wie die Stromlinien in Leitern. 

Hat man es mit einem geschlossenen Eisenkreis zu tun, so gelten 
die zum elektrischen Kreis analogen Formeln. Der Formel i = a~ 
entspricht dann 58 = f1.\). M = f ,P d 5 wird hier aber nicht gleich 

Null, sondern = 4/~ J i" df, wo das Integral über die durch den Kreis 
F 

begrenzte Fläche zu nehmen ist. Fließt der Strom in n Drahtwindungen 
mit der Stärke I durch diese Fläche, so wird 

P 4:nnl 
M= .~ds= - . 

• c 

Madelung, Math. Hilf;mittel. 3· Aufl. 23 
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Diese Größe kann als magnetisierende Kraft bezeichnet werden. Es 
wird dann !", = j Bn d f der gesamte Induktionsfluß, oder 

q 

wo 

ist, in Analogie zu I= ! . 
II. Elektrische Maßsysteme. 

Das in Teil II, zweiter Abschnitt, benutzte Maßsystem heißt das 
GAusssche Maßsystem. Außerdem werden noch folgende benutzt: 

Elektromagnetisches Maßsystem. Man setzt 

e' = -1 e 
c 

I 1 
(! =-;;(! 

li:' = c@; 

q/=ccp 

i' =~i c 
I 1 

a = c2 a 

~'=.~ 

8 1 =8 

'V'= c':tl 

18' = 18 

Technisches Maßsystem. (Volt, Ampere, Ohm.) 
10e 

e' = -c- (Coulomb) 8 1 = 8 

(! 1 = 1 ~tp 'V' = 'V. 300 

@:' =@: · 300 (Voltjcm) 

cp' = cp · 300 (Volt) 

i' = ~ Amperejcm2 p' = p c 
10-u 

a'=--a 
9 

·~'=~ 

"Rationelles" Maßsystem. Setzt man 

e' = e y41t 

(!' = (! y41t 

~'=-~ v4n 

8 1 =8 



Die drei EINSTEIN-Effekte. 

I 'qJ 
'P = --= 

lf4n 

i1 = i v47r 
U 1 =a·4:n; 

f-l 1 =ft 

~I= -:~.: >8 
y4n 

~~=--v4·:n;~, 

so hat man für statische Felder (unter Fortlassong des Striches!): 

div '!l = e 

~=ß·P 

div 18 = 0 

f er 
~=- --dr 4nr3 

~= -gradrp 

i =rot .p = a~ 

st'=e~ 

4:n:rp= j; dv 

U= ~~ dvj(~~) + (>S,P)} 

)8 =rot~{ 

tji -4:n;~( = · dv, c r 

sowie für zeitlich veränderliche Felder 

1 a lß 
rot ~ + c-8 i = 0 

rot ~- ~- 88~ = i = a ~ + e tJ 
1 82{ 

~- -=gradm c at r, 
1 8rp d' <Ir -·--,;- + lV '«- = 0 USW. c ut 

12. Die drei EINSTEIN -Effekte (zu S. 286). 
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In der Umgebung der Sonne (Massenpunkt) kann das metrische Feld 
beschrieben werden durch die ScHWARZSCHILDsehe Maßbestimmung 
(für A= 0) 

ds2 = -- 1 --~ dr2 + r2 (df}2 + sin2 {} dcp 2) -- c2 ( 1 - .;-) dt2 , 
1--

r 

mit ot = 1,47 ·106 cm. 
Die Gleichung der geodätischen Linien hat in der Ebene cp = const. 

folgende intermediäre Integrale: 
d{} 

r 2 d5 = const 

( oc)dt 1-- - =const r ds 

(Flächensatz) 

(Energiesatz). 

Die Bahnkurve hat die Differentialgleichung 
de -- -- - - ----------
dß. = lfe2 (!~- (!2 y1 -Jot (!o-IX (!, 

23* 
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wo e = -:. - !!o gesetzt ist. Die exakte Integration führt auf ein elliptisches 

Integral; in folge der Kleinheit von Ot erhält man genähert: 
1 r=--·· - .... 

!'!o [ 1 + E cos ( 1- 3
2rx !'!o) D] 

Das sind die KEPLERschen Ellipsenbahnen mit eo = a (1 ~e•f. Infolge 

des Faktors von f} tritt aber eine Perihelpräzession auf von der Größe 
6nGM 

3 nat eo = c2 a ( 1 _ e•) pro Umlauf. Beim Merkur erreicht diese Präzession 

43" im Jahrhundert. 
Unter den geodätischen Linien gibt es auch solche von der Bogen

länge 0. Man nennt sie die geodätischen Nutlinien und erhält sie z. B .. 
indem man die Konstante des Flächensatzes = 'X) setzt. Die Welt
linien der Lichtstrahlen sind geodätische Nullinien. Ihre Bahnlinien sind 
in erster Näherung schwach gekrümmte Hyperbeln mit dem Asymptoten
winkel 

w = 2 _!!:___ 
ro ' 

wenn r0 die größte Sonnennähe bedeutet. Für einen am Sonnenrand 
vorbeieilenden Lichtstrahl ist w = 1 ,77". Diese Lichtablenkung ist doppelt 
so groß, als wenn man nach der Emissionstheorie und der NEWTONsehen 
Mechanik rechnet. 

Die zwischen 2 Lichtsignalen verstreichenden Eigenzeiten sind in der 
Entfernungrund r' voneinander verschieden, und zwar ist ihr Verhältnis 

t ~: y= ~----;:· 

r' 

Das gibt zu einem Dopplereflekt Veranlassung von der Größe 
LI). rx 
y-2r, 

wenn r' = oo gesetzt werden kann (Rotverschiebung der Spektrallinien) . 
Für einen vom Sonnenrand kommenden Lichtstrahl beträgt der Effekt 
2 ·10-6• 

13. KEPLER-Problem (zu S. 294). 

Bewegt sich ein Elektron im Felde eines Z-fach positiv geladenen 
Atomkerns, so ist 

Z e• 
V=--

r 

eine Funktion von r allein. Es läßt sich dann durch den Ansatz 

u=R(r) U(fJ,q;) 

die ScHRÖDINGER-Gleichung separieren in die beiden Gleichungen 
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d"_R +~dR_+· ~"!.211 (E-V(r))R-- i~R=O (1) 
d~ r dr ~ ~ 

1 ö(. öU) 1 ö2 U 
sin {) 7){) sm {) e7J + sin2_{)_ ö q;2 + A. U = o (2) 

(A.= Separationsparameter). Gleichung (2) ist die bekannte Differential
gleichung der Kugelfunktionen (vgl. S. 65); sie läßt für A.=l(l+1) 
mit l = 0, 1, 2, 3. . . ( Azimutalquantenzahl) die eindeutige Lösung zu 

U1,".(t9·,q;) = P;''(cost?) e±im'F (m = 0, 1, 2, ... ). 

Für die "radiale Eigenfunktion" R (r) machen wir speziell für (1) den 
Ansatz 

R(r)=e·-YA•r1x(2ti1fr) mit A= _Sn~~E 

und finden mit x'=dxfd(2{A.r)=dxfde usw.: 

" ( l ) ' ( B [ ') e X + 2 + 2 - e X + \ lfA - -- 1 ;c= o. 

Das ist die LAGVERREsche Differentialgleichung (vgl. S. 200), die nur 
für ganzzahlige Werte 

B VA = n = 1, 2, 3... (n = Hauptquantenzahl) 

Lösungen L~!1 1) (e) besitzt, bei denen R (r) im Unendlichen hinreichend 
stark verschwindet, so daß u normierbar bleibt. Damit sind auch die 
Eigenwerte für A > 0, d. h. E < 0 bestimmt: 

B 2 , 2 n 2 fl Z 2 e• 1 
A = ;:;2 • E = - -- lz2___ - 1i• • 

Die Eigenwerte hängen also nur von n, nicht von l und m ab; entsprechend 
den für verschiedene l und m zum gleichen n gehörigen n2 Eigenfunktionen 
ist jeder Eigenwert (n2-1)-fach entartet. 

Für E> 0 (A < 0) erhält man ein kontinuierliches Eigenwertspektrum. 

14. Potentialschwelle (zu S. 294). 

Wir behandeln das eindimensionale Problem 

r 0 für X< 0 
V = 

1 
U für 0 ~ x ~ b 
0 für x > b 

und benutzen die Abkürzungen: 
S n 2 ft 8 n2 1~ 

k2 == fL2- E ' i1:2 = iza - ( U- E) ' 

Wir setzen die Eigenfunktionen an in der Form 

r
Aeikx +Be·ikx (x<O) 

1p = C1 e-"x + C2 et><x (0 S x Sb) 

lne 1kx (x>b). 

" A.= k. 
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Zur Bestimmung der Konstanten haben wir die Bedingungen: tp und -:~ 
müssen für x = 0 und x = b stetig sein. Es bleibt dann noch eine Kon
stante frei, z. B. D. Sie kann durch eine geeignete Normierungsforderung 
festgelegt werden (z. B. für einen von links einfallenden Teilchenstrom 
der Dichte 1 hätte man I A 12 = 1 zu setzen). Eine Eigenwertbedingung 
besteht nicht; das Spektrum ist kontinuierlich. Wir finden: 

f I D l2 (cx + ß cos 2kx-y sin 2 kx) 

i tp !2 = II D 12 [ 1 + ( 1 + ;2) ein2 " (x- b)] 

IDI2 

Scmw#, ...... 
I I 
I I 
I I 

I 
I 

mit den Abkürzungen: 

cx = 1 + }(X+-} Y ein2 xb 
I "t-------

----------.r-IJ~~--'b-,--r-----:z_ ß = ~ ( l~-- ).2 ) ein2 xb 

G 
Fig. 24. 1'1'1 1 an einer Schwelle. ( 1 ) 

y = Ä + .f Ei in X b (Iof X b. 

Es ist [ tp3 l2 die Intensität der 
durch die Schwelle hindurch-

4 gegangenen Welle, während 
I tp1 12 durch die Superposi
tion der einfallenden Welle 

-+.-#:~~f:;--f;;----f,;----f;---f,;---;~.;.+.--;;,--;.:-;~ von der Intensität I A 12 und 
fi f? ~~ f,J l,fJ 2,f der reflektierten der Intensität Fig. 25. Durchlässigkeit einer Schwelle. 

I B 12 entsteht. Beide Wellen-
züge interferieren miteinander, vgl. Fig. 24. Durchlässigkeit der Schwelle 
heißt der Ausdruck 

G = IE_I1 = Intensität der durchgelassenen Welle . 
A Intensität der einfallenden Welle 

Es ist ~ = 1 + ~ (;.+ l r ®in2 xb. 

Alle hergeleiteten Formeln können für E < U ohne weiteres benutzt 
werden, insbesondere geht dann die letzte für xb > 1 über in 

___!__ = _1_ (;. + __!__)~ e2 "b 
G 16 Ä 

(exponentieller Intensitätsabfall in der Schwelle). 

Für E> U wirdx imaginär, etwa x=iK. Mit A= ~ =-iÄ geht die 
Formel über in 

1 1 ( 1 )I G = 1 + 4 A- A, sin2 Kb. 
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Es wird also G = 1 (wie in der klassischen Theorie: völlige Durchlässig
keit), wenn Kb=mr: (n=O, 1, 2, ... ) ist (vgl. Fig. 25). Sonst wird 

G < 1. Für K b = ( n + ~) n hat die Durchlässigkeit jeweils ein Minimum 

("Resonanz"). 

15. Atombau (Elektronenkatalog) (zu S. 301). 

Die Eigenfunktion eines Atoms, bestehend aus Z Elektronen und 
Z-fach positiv geladenem Kern, läßt sich im Falle aufgehobener Ent
artung in erster Näherung als Produkt von ZWasserstoffeigenfunktionen 
aufbauen (vgl. S. 356), die je durch vier Quantenzahlen n, l, m, s definiert 
sind mit n>O, n-1;;:;;l;;:;;o, s=±~. !m!;Sl. Nach dem PAULI
Prinzip dürfen dabei keine zwei dieser Funktionen in allen vier Quanten
zahlen übereinstimmen. 

Nach dem BoHRsehen Aufbauprinzip entsteht in der Regel ein Atom 
mit ZElektronen aus einem solchen mit (Z-1) Elektronen durch Hinzu
fügen eines weiteren (und Erhöhung der Kernladung um 1) ohne Änderung 
der Quantenzahlen der schon vorhandenen Elektronen. Daher läßt sich 
ein Katalog aufstellen, aus dessen jeweils Z ersten Positionen das Atom 
im Grundzustande aufgebaut ist (vgl. die Tabelle S. 360). 

Das Ordnungsprinzip dieses Katalogs ist eine lexikographische 
Ordnung nach den Zahlen (n + l), n, s, m. Eine theoretische Begründung 
gerade dieser Anordnung liegt bisher nicht vor. Man liest aus ihm ab: 

1. Das periodische System der Elemente. Homolog sind zwei Atome, 
wenn jeweils ihr "letztes Elektron" in den l, m, s übereinstimmt. 

2. Den spektroskopischen Charakter des Grundterms, eingetragen in 
Spalte 10. Es gibt nämlich I .I m I = 0, 1, 2, 3 . . . den Charakter S, 
P, D, F, G, H, I ... , und (21.2' sj + 1) die Multiplizität. 

3. Die Möglichkeiten für angeregte Zustände (mögliche Terme), bei 
denen nicht alle Z Elektronen in den ersten Z Positionen des Kata
logs sind. 

Der Katalog ist die Darstellungsform einer empirischen Regel. Er 
idealisiert die Erfahrung, da in einigen Fällen Abweichungen beob-
achtet sind. 

16. Elektronengas (zu S. 342). 

Elektronen gehorchen der FERMI-Statistik, daher gilt im Gleichgewicht 
das Verteilungsgesetz 

N - _ ____!!_______ mit ß = 1/k T. 
,.- e"'+ßE•+t 

Ist das Volumen V, so ist die Anzahl der zur Energie E, = :~1 (p = Impuls

betrag) gehörigen Zellen 
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• ,.!_.!--! I_IV- III ~I + ..... I 'll'oo -c" 

~ n ll m s ~ ~-

1 ~ H 1 1 0 I 0 + 1/ 2 0 I 2 2S 

2 1 He 1 1 o! o 1 -~/; o 11 15 
3 ! Li -2 2 0 I ci I+ -q; 0 ; 2 2S 

4 1 Be 2 2 0 I o I~!"{; o 1 1 IS 
5 B 3 2 1 ~~ + 1/; 1 2 2p 
(, C 3 2 1 I 0 I + 1/ 2 1 I 3 ap 
7 N 3 2 1 I - 1 !_±)'!_ 0 ' 4 'S 
8 0 3 2 1 ' + 1 I - 1/ 2 1 1 3 ap 
9 F 3 2 1 0 1- --- 1/ 2 1 I 2 2P 

10 Ne 3 2 _!_ - 1-1_::::.:_~[!_ 0 lt 1S 
1 t Na 3 3 o o 1 + 1/ 2 o : 2 2S 
12 Mg 3 3 0 0 i - 1/2 0 i 1 1 S 
13 Al 4 3 tr+-1T-t 1i; 1 2 2p 
14 Si 4 3 1 i 0 j + 1/ 2 1 3 3P 
15 : p 4 311 I :-:::-_1___j__±1/a 0 4 'S 
16 s 4 3 1 i + 1 ! - 1/a 1 3 •p 
17 1 Cl 4 3 1 · 0 I -- 1/ 2 1 2 2P 
1RIA 4 31'1 -1~---lfa 0 1 IS 
19 1 K 4 4 o-ol·-t 1/a o 2 •s 
20 Ca 4 41 0 0 1 - 1/ 1 o 1 1S 
21 Sc 5 j -2 + 2-, -tTJ; 2 2 2D 
22 Ti 5 312 + 1 + 1/ 2 3 3 3F 
23 V 5 3 ' 2 0 + 1/ 2 3 4 'F 
24 Cr 5 3! 2 - 1 + 1/ 2 2 5 5D 
25 Mn 5 3 · 2 - 2 . + 1/ 2 o 6 •s 
26 , Fe 5 3 2 ---.:j.--2 -=1;;- 2 5 5D 
27 i Co 5 3 2 · + 1 - 1/ 2 3 4 'F 
28 I Ni 5 3 2 0 ' - 1/2 3 3 3F 
29 I Cu 5 3 2 - 1 ' - 1/ 2 2 2 ZD 
30 I Zn 5 3 2 -2 . -- 1/ 2 0 1 IS 
31 I Ga 5 41t-~i-+lf2 1 2 2p 
32 Ge 5 4 1 0 ; + 1/ 1 1 3 3P 
33 , As 5 4 1 - 1 ' + 1/ 2 0 4 'S 
34 Se 54 1 -+-(i- 1/ 2 1 3 sp 
35 , Br 5 4 1 0 · - 1/ 2 1 2 2P 
36 ' Kr 5 4 I 1 - 1 ; - 1/ 2 0 1 1 5 
37 · Rb 5 -5: o- o i + 1/ 2- o 2 •s 
38 sr 5 5 ! o o 1 _Tr; o 1 1 5 
39 y 6 · 4 ! 2 + 2 1 + Ir; 2 2 ·D 
40 Zr 6 4 I 2 + 1 ' + 1/ 1 3 3 3F 
41 1 Nb 6 4 i 2 0 . + 1/ 2 3 4 'F 
42 Mo 6 4 j 2 -- 1 : + 1/ 2 2 5 5D 
43 Ma 6 4 : 2 - 2 . + 1/ 2 o 6 •s 
44 Ru 6 4;2 +2-1=1/ 2- 2 5 öD 
45 Rh 6 412 +t·- 1/ 2 3 4 'F 
46 Pd 6 4 2 o - 1/ 2 3 3 3F 
47 Ag 6 412 -1 - 1/ 2 2 2 2D 
48 Cd 6 4 i 2 - 2 · - 1/ 2 0 1 1 5 
49 In 6 S! 1 + 1 -+ 1/ 2 1 2 2P 
50 Sn 6 5 : 1 I 0 + 1/ 2 1 3 3P 
51 Sb 6 5 t - 1 + 1/ 2 0 4 4 S 

z J-!! IV III ~I-! 
+nl m s ~l:o.:j 
!: - N 

1 I 
52 Te 6 5j 1 + 1 I - 1/ 2 1 3 81' 
53 J 6 5 · 1 0 l - 1/ 2 1 2 2P 
54 X 6 5 1 - 1 I - 1/a 0 1 1S 

;~ ~: ~ ~ ~ - ---~ I +~~:- ~ ~ :~ 
7 4 3 + 31-+1"{-; 3 2 2F 
7 4 3 + 2 , + 1/ 2 5 3 3H 
7 4 3 + 1 i + 1/ 2 6 4 'I 
7 4 3 0 I + 1/ 2 6 5 öJ 

57 La 
58 Ce 
59 Pr 
60 Nd 
61 11 
62 Sm 
63 Eu 
64 Gd 
65 Tb 
66 Dy 
67 Ho 
68 Er 
69 Tu 
70 Yb 
71 Cp 
72 Hf 
73 Ta 
74 w 
75 Re 
76 Os 
77 Ir 
78 Pt 
79 Au 
80 Hg 
81 Tl 
82 Pb 
83 Bi 
84 Po 
85 -
86 Ern 
87 -
88 Ra 
89 Ac 
90 Th 
91 Pa 
92 u 
93 --
94 --
95 --
96 --
97 -
98 ---
99 --

100 --
101 -
102 -
103 

7 4 3 - 1 + 1/ 2 5 6 8H 
7 4 3 - 2 + 1/ 2 3 7 7F 
7 4 3 - 3 ! + '/• o R •s 
7 4 3 + 3 ·1 __:__ 1/~ 3 7 7F 
7 4 3 + 2 , - 1/ 2 5 6 "H 
7 4 3 + 1 ' - 1/2 6 5 öi 
7 4 3 0 I - 1/2 6 4 'I 
7 4 3 - 1 1-1/a 5 3 8H 
7 4 3 -2 - 1 / 2 3 2 2F 
7 4 3 _-3 l-=1/ 2 0 1 'S 
7 5 2 + 2 I + 1/ 2 2 2 2D 
7 5 2 + 1 I + 1/ 2 3 3 8F 
7 5 2 0 ! + 1/ 2 3 4 'F 
7 5 2 - 1 ' + 1/ 2 2 5 5D 
7 5 2 - 2 I + 1/ 2 o 6 •s 
7 5 2 + 2~-~i~~- 2 5 öD 
7 5 2 + 1 . - 1/ 2 3 4 'F 
7 5 2 0 ! - 1/ 2 3 3 3F 
7 5 2 - 1 ! - 1 / 2 2 2 2D 
7 5 2 -2; - 1/ 2 0 1 1S 

7 6 1 +_1 : -f-TJ; 1 2 2P 
7 6 1 0 ; + 1/ 2 1 3 8P 
7 6 1 - 1 I + 1/ 2 o 4 •s 
7 6 1 ~1-=iJ; 1 3 3P 

; ~ ll- ~ : -~~: 6 ~ :~ 
7 7 o 1 o i + 1/a o 2 •5 

7 7 0 I . 0 -=i;~- 0 1 1S 
8 5 3 ---j- j + 1/ 2 3 2 2F 
8 5 3 + 2 + 1/ 2 5 3 •H 
8 5 3 + 1 + 1/ 2 6 4 'l 
8 5 3 o + 1/ 2 6 5 •r 
8 5 3 - 1 + 1/ 2 5 6 "H 
8 5 3 -2 + 1/ 2 3 7 7F 
8 5 3 -3 1+ 1/ 2 o 8 •s 
8 5 31 + 3 ~- 1/2 3 7 7F 
8 5 3 + 2 , - 1/ 2 5 6 "H 
8 5 31 + t . - 1/ 2 6 5 •1 
8 5 3 0 . - 1/ 2 6 4 'I 
8 5 3 -1 '-1/ 2 5 3 8H 
s 5- 31- 2 ' - 1/_a 3 2 2F 
8 5 3 -3 i - 1/ 2 0 1 1 S 
8 6 -iJ + 2 +-i(; 2 2 2D 
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Also haben wir 
4nV p•dp 

N, - ·---,;,s -----P-' -- - = d N. 
e"' + -2mk T + 1 

Die Bestimmung von ot kann korrekt erfolgen aus 

.f dN=N, 

oder, da die Berechnung dieses Integrals schwierig ist (vgl. S. 13 unten), 
genähert wie folgt: 

Die Bedingung 2 ,!: T > 1 wird nur von sehr wenigen Elektronen 

erfüllt; infolgedessen sind in diesem Gebiet die Zellen nahezu unbesetzt 
und das PAULI-Prinzip verliert seinen Einfluß. Wir müssen daher 
asymptotisch die BoLTZMANNsche Verteilung erhalten 

-·-/>' 

N,-+ 41s!'_ p2dpe-"'e2nl"kt-, 
--!>' 

NsoLTnrANN = (2nnfkT)* e-2",k-T 4np2dp. 

Der Vergleich ergibt 

( N =Zahl der Elektronen im Volumen V, also ; = ';-). 

17. BROWNsche Bewegung. 

Teilchen, die in einem Gase oder einer Flüssigkeit suspendiert sind, 
führen in folge der Zusammenstöße mit den Molekülen Zickzackbewegungen 
aus, die um so größer sind, je kleiner die Teilchen sind. Diese unregel
mäßigen Bewegungen folgen den Wahrscheinlichkeitsgesetzen. Beob
achten wir die Zahl n der Teilchen, die in einem Bereiche V des Gesichts
feldes eines Mikroskopes sichtbar sind in Zeitabständen T, so müssen die 
Gesetze gelten, die für die im Abschnitt 12, A 5 u. D (S. 221f.) gemachten 
Voraussetzungen zutreffen. Für die Wahrscheinlichkeit einer Beob
achtung von n Partikeln gilt die PmssoNsche Formel 

e-n. nn 
W(n)= 1- , 

n. 
V 

n= vN. 

Die mittlere Schwankung ist yn. 
Zwei Beobachtungen, die einander folgen, sind durch Nachwirkung 

voneinander abhängig. 
Die durchschnittliche Abweichung zweier aufeinanderfolgender Be

obachtungen wird 
(ni-ni+ 1) = P· (n-n) 

und die mittlere Abweichung 

-v~;c=.n;.~~)2 = y2P· n. 
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Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Teilchen innerhalb der Zeit t 
in einer gegebenen Richtung einen Weg zurücklegt, dessen Ende zwischen 
; und ; + d; liegt, ergibt sich aus kinetischen Überlegungen zu 

,. 
W(;) d; = 1 - e -451 d;. 

2ynDt 

D ist der "Diffusionskoeffizient". 
D bzw. W(;) und P hängen eng miteinander zusammen, indem P 

hier die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, daß ein Teilchen bei der 
folgenden Beobachtung nicht wieder in v angetroffen wird. 

Berücksichtigt man, daß im Durchschnitt der Weg, den ein Teilchen 
in der Zeit t zurücklegt, gleich Null ist, da ja keine Richtung vor ihrer 
entgegengesetzten ausgezeichnet ist, daß also die ; auch als die Ab
weichungen vom Mittel angesehen werden können, so erkennt man 
sofort die Übereinstimmung mit dem GAvssschen Fehlergesetz. Es ist 
somit der mittlere Weg in der Zeit t 

W2= {2JJt, 
woraus wiederum die Bedeutung des Diffusionskoeffizienten D ersicht
lich wird. 

18. Schwankungen makroskopischer Größen. 
Ist w irgendeine (makroskopische) physikalische Größe, welche vom 

Volumen V und der Temperatur T abhängt, so sind die Schwankungen 
LI w = w-w in, einem Teilvolumen v des Gesamtvolumens V beherrscht 
durch das Gesetz (H. A. LoRENTZ) 

(LI w):i = k ~ [- T (owfov) 2 1 + p. (owfoT) 2 1.]. 
v opfov Ir oEfoT v 

[ ( :;·)v = Cv= spezifische Wärme]. 

1. Beispiel. w = e =Dichte= Masse pro Votumeinheit 

k Te 
(LI e) 2 = v · -aptae · 

Bei einem idealen Gase, mit N Molekülen pro Volumeinheit, n = N v 
k . 

Molekülen in v, wo P=kNT= · ~ T, wird 

----- N 
(LIN) 2 =7J· (Lin)2 =n. 

2. Beispiel. w=E=Energie pro Volumeinheit. In einer inkom
pressiblen Substanz ( op/ o e = oo) wird 

(Lt E) 2 = kT2. ( aE_) . 
ev ar v 
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19. Binomial-Koeffizienten ( ";;) 
n ist hier immer eine ganze positive Zahl. 
m kann beliebige positive oder negative Werte haben. 

n= I 
1n=1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

n= 

1n = --- 1 
--2 
-3 

- -4 
--5 

n= 

7 
m=--2 

n= 

5 
2 
3 
2 
1 

2 

1 
2 

2 
5 
2 
7 
2 

4 m=---
3 
2 

-3 
1 

-3 

0 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

I 

I 

äl 
2 ! 

3 
4 I 

3 

1 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

1 

.. - 1 
- --2 
- 3 

- 4 
- 5 

7 
2 
5 

2 
3 
2 
1 
2 

1 
2 
3 
2 
5 
2 
7 
2 

1 

4: ---
3 
2 -
3 
1 

--
3 

1 
3 
2 
3 
4 
3 

2 I 3 

1 
3 1 
6 4 

10 10 
15 20 
21 35 
28 56 
36 84 
45 120 

2 

+ 1 

+ 3 
+ 6 
+ 10 

I 

I 
I 
I 

i 
I 

+ 15 

2 

63 
8 
35 
8 
15 
8 
3 es 

8 

+~ 
8 

+ 15 
8 

+~ 
8 

2 

14 
9 
5 
9 
2 
9 
1 
9 
1 

--
9 
2 +g 

I 4 I 5 I 6 

1 
5 1 

15 6 1 ' 
' 
' 35 21 ! 7 

70 56 28 
126 126 84 
210 252 1 210 

3 I 
I 

1 I 
4 

----10 
I --20 

--35 
: 

I 

I 
i 
i 

I 
I 

l 

3 

231 
16 
105 
16 
35 
16 
5 
16 

--1- 1 
' 16 

1 
16 

3 

140 ----
81 
40 -
81 
14 

-
81 

+ 5 
81 

+ _! 
81 
4 --
81 

4 

+ 1 

+ 5 
+ 15 
+ 35 
+ 70 

I 
! 
I 

' 

I 

1 

I 

4 

3003 
128 
1155 
128 
315 
128 
35 
128 

128 

' 3 
T 128 

5 
128 
35 

+m 

4 

455 
243 
110 
243 
35 

243 

10 --
243 

7 
243 

+ 2~3 

7 

1 
8 

36 
120 

5 

1 
6 

21 
56 

126 

I 

I 
I 

I 

8 

1 
9 

i 45 

I 6 

+ 1 

+ 7 
+ 28 

+ 84 
+ 210 

5 

0009 

3003 
256 
693 
"256 

63 
256 

' I 
-;-- 256. 

3 
256 
3 

+ 256 
7 

256 

5 

1456 
-~---

729 
308 --
729 
91 

-7'29 

22 
+ 729 

14 
+ 729 

8 --
729 

I 

I 

I 

9 110 

1 
10 1 

I 7 

- 1 
- 8 
- 36 
-120 
-320 

6 

01051 
10114 

15015 
1024 
3003 
1024 
231 
1024 

21 
1024 

+ 7-
1024 

5 
-1024 

+-7__ 
1024 

6 

13832 --
6561 
5236 
656i 
728 -
6561 

164 
-6561 

91 ----
6561 

+_!4 
6561 



n= 

5 
m=- 4 

3 
-4 

1 
-4 

4 

3 
4 

5 

4 
3 
4 

4 
3 
4 

2 

45 
32 
21 
32 
5 

32 

3 
32 
3 

32 

'> ...).. .: .. 
' 32 

Anhang. 

3 

195 
128 
77 
128 
15 

-·i28 

+ i~ I 
5 

+ 128 
5 

12S 

4 

3315 
2048 
1155 
2048 
195 
2048 

77 
2048 

45 
2048 

+ ~~-
204R 

5 

130"..3 
8102 

4380 
8102 

663 
8102 

_L .2.31 
' 8102 

+ _1_17._ 
8102 

';7 

8102 

6 

348075 
32768 
100047 
32768 
13023 
32768 

4380 
:!2768 
1980 
32768 
1155 

+ :1216il 

20. Reihen-Koeffizienten. 

n 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

CX.' 

n 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

00 

i 1+ ~ + I I . 2 n! 1·3·5 ... (211-1) i 2. 4. 0 ... 2" 
II . 1 1 

I I I +s-+···•• 

1,00000 1,00000 I 1 2 
0,50000 1.50000 2 3 8 
0,33 333 1,83 333 6 15 48 
0,25000 2,08333 24 105 384 
0,20000 2,28333 120 945 3840 
0,16667 2,45000 720 10395 46080 
0,14286 2.59286 5040 135135 645120 
0,12500 2,71 786 40320 2027025 10321920 
0,11111 2,82897 362880 34459425 185 794 560 
0,10000 2,92897 3628800 654729075 3 715891200 

(2,87980) (3 598 700) (6,5746. 108) (3.6851 • 109) 

• • 0 ••••••• ••• 0 0 ••••• 

0 lnn + C ( n )" v- \ " + !- ('t r (n)" 
(vgl. S. 32) 

-- 2nn 2 · -·- 2" -e- y2nn 
e ; , e 

I n! 11·3·5 ... (2n-1)1 2·4·0 .•. 2" 
1·3·5 ... (2n-1) 2·4·6 ... 2n r:s:-s--:-:-:<zn+1l 

1,00000 0,50000 
I 

0,66667 I Erläuterung: In der 
0,66667 0,37 500 0,53 333 I letzten Zeile sind jeweils 
0,40000 0,31250 

I 

0,45714 asymptotische Ausdrücke 
0,22857 0,27 344 0,40635 I für n -+ o" angegeben. 
0,12698 0,24609 0,36941 Die eingeklammerten Zah-
0,06926 0,22559 0,34099 len sind die für n = 10 
0,03 730 0,20947 

I 
0,31 826 ! nach diesen asymptoti-

0,01989 0,19638 0,29954 ! sehen Formeln berech-
0,01053 0,18547 I 0,28377 neten ~äherungen. 
0,00 554 0,17620 0,27026 
(0,00 547) (0,1776) I ~(~.~~~. ~~~~. ~·.2.6.7! 

ynn· 2-" 
! 

~ "1/~. -v-n-n 
·j(:r.n 2n + 1 
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_)66 Anhang. 

23. Universelle Konstanten. 

Wirkungsquantum 
Elektronenladung . 

Lichtgeschwindigkeit . 
Feinstrukturkonstante 
Masse des Protons . . 
Masse des Elektrons 
Verhältnis beider . . 
RYDBERGsche Konstante . 

Radius deF 1. BoHRsehen \Vasser-
stoffbahn .... 

CaMPTON-Wellenlänge ... 

.. Elektronenradius" . . . . 
BoLTZMANNsche Konstante . 
LOSCHMIDTsche Zahl (AVOGADRO~ 

sehe Konstante) . . 
STEFANSChe Konstante ..... 
Gravitationskonstante . . . . . 

h = 6,547 · 10-27 ergsec 
e = 4,770·10-10 g'/•cm•t.sec-1 (d.h.e.-st.CGS) 

= 1,591 · 10-2° Coulomb 
c = 2,998·1010 cmsec-1 
or. = 2ne2fhc = 1/137,3 ~ 0,00728 

m = 1,660 · 10-a& g (m c2 ·- 9,40 · 108 e-Volt) 
p, = 9.03 · 10-2P g (p,c 2 = • 0,51 · 106 e-Volt) 

mfp,= 1838,4 
R = 2 n 2 p, e'fch3 = 109737,1 cm-1 

Re= 3,290 · 1015 sec-1 

a1 = h1/4 n 2 p, e2 = 0,532 · 10-.a cm 
Ä 24,18·10-11 

-- = h/2np,c=3,848·10-11 cm= -- -cm 
2n 2n 

a = e2fp, c2 = 2,82 • 10-13 cm 
k = 1,371 ·10-16 erg Grad-1 

L = 6,06 · 1023 Mot-1 

rY = 7,624 • 10-15 erg cm-8 Grad-• 
G = 6,66 · 10-.a g-1 cm3 sec-2 

Eine ausführliche Diskussion der wahrscheinlichsten Werte für die universellen 
Konstanten findet man bei R. T. BrRGE: Rev. of Modern Physics, Vol. 1,1 (1929). 
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