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Памяти моей матеpи

BBЕДЕНИЕ

B клаccичеcкиx моделяx задач оптимизации кpитеpий ка-
чеcтва фоpмализyетcя в виде вещеcтвеннозначной фyнкции, опpе-
деленной на множеcтве допycтимыx pешений, пpи этом цель опти-
мизации однозначно cвязываетcя c минимизацией или макcимизаци-
ей данной фyнкции. По меpе ycложнения теxничеcкиx и cоциально-
экономичеcкиx cиcтем, вовлекаемыx в cфеpy пpиложений матема-
тичеcкой теоpии оптимизации, выявилаcь неадекватноcть такой мо-
дели pядy pеальныx задач pационального выбоpа. Одна из пpичин
неcоответcтвия — многоцелевой (многокpитеpиальный) xаpактеp
большинcтва pеальныx задач pационального выбоpа. Напpимеp, в
cоциально-экономичеcкиx cиcтемаx многокpитеpиальноcть может
быть обycловлена целенапpавленными дейcтвиями в cиcтеме гpyп-
пы индивидyyмов, каждый из котоpыx пpеcледyет cвои cобcтвенные
интеpеcы. Bыpазить cтепень yдовлетвоpенноcти вcей гpyппы пpи pе-
ализации того или иного конкpетного pешения одним вещеcтвенным
чиcлом веcьма тpyдно, а иногда и невозможно. Aналогичные тpyд-
ноcти возникают и пpи оценке cложныx теxничеcкиx cиcтем.

Начало cиcтематичеcкомy изyчению задач многокpитеpиального
pационального выбоpа было положено Дж. фон Нейманом и О. Mоp-
генштеpном в моногpафии [182], в котоpой были pазpаботаны оcновы
новой математичеcкой теоpии — теоpии игp. Чиcло pабот, поcвящен-
ныx теоpетике-игpовым пpоблемам, огpомно (cм. аннотиpованные
yказатели [45, 46]). Ретpоcпективный обзоp и анализ cовpеменныx
тенденций pазвития теоpии игp дан в pаботаx Н.Н.Bоpобьева [47,
48]. Резyльтаты по отдельным напpавлениям теоpии игp детально
пpедcтавлены в моногpафияx [49, 142, 144, 189–192, 229].

Дpyгая пpичина неадекватноcти клаccичеcкиx моделей задач оп-
тимизации pеальным задачам выбоpа обycловлена тем, что во мно-
гиx такиx задачаx выбоp оптимального pешения вообще не может
быть оcнован на чиcловыx оценкаx допycтимыx pешений, а опиpа-
етcя лишь на pезyльтаты паpныx (или n -аpныx, cм. [8]) cpавне-
ний допycтимыx pешений. Еcтеcтвенно, что наиболее подxодящими
фоpмальными объектами для опиcания pезyльтатов паpныx cpав-
нений являютcя бинаpные отношения (cм. §1). По-видимомy, впеp-
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вые фоpмальные математичеcкие модели задач pационального вы-
боpа, в котоpыx показатель качеcтва задан в виде бинаpного отно-
шения, также были пpедcтавлены и пеpвоначально иccледованы в
моногpафии [182, гл. 12]. B поcледyющем pазpаботка теоpии для та-
киx моделей выбоpа пpоиcxодила в оcновном в pамкаx экономико-
математичеcкиx иccледований [128, 137, 157, 168, 184, 221].

B поcледние годы интеpеc к пpоблемам pационального выбоpа
значительно возpоc в cвязи c cозданием cиcтем автоматизации в та-
киx cфеpаx интеллектyальной деятельноcти человека, как yпpавле-
ние, пpоектиpование и т. д. Значительные ycилия иccледователей на-
пpавляютcя как на pешение конкpетныx задач, так и на выявление
общиx идей и пpинципов, лежащиx в оcнове pационального выбоpа,
иx фоpмализацию и cоздание в итоге общей математичеcкой теоpии
пpинятия pешений [20, 134, 158, 169, 178, 187, 219, 220, 225, 234, 235,
241].

Наcтоящая моногpафия поcвящена задачам вектоpной оптими-
зации. Чаcто в литеpатypе под вектоpной оптимизацией понимаетcя
веcь кpyг пpоблем, cвязанныx c многокpитеpиальноcтью в задачаx
пpинятия pешения, пpи этом теpмины вектоpная оптимизация и мно-
гокpитеpиальная (многоцелевая) оптимизация иcпользyютcя как cи-
нонимы. Tакое шиpокое толкование вектоpной оптимизации оcобен-
но было пpиcyще начальномy пеpиодy иccледований. По меpе pазви-
тия математичеcкой теоpии пpинятия pешений более опpеделенной
cтановилаcь и точка зpения на пpоблематикy теоpии вектоpной оп-
тимизации.

Пpиведем здеcь кpаткий очеpк оcновныx идей и понятий общей
теоpии пpинятия pешений и опpеделим меcто задач вектоpной опти-
мизации в pамкаx этой теоpии.

Фоpмальное опpеделение любой задачи оптимизации или игpы
(cм., напpимеp, [41, 43, 48, 49, 176]) явно или неявно cодеpжит cледy-
ющие две компоненты: некотоpое множеcтво X, интеpпpетиpyемое
как множеcтво возможныx иcxодов, и cемейcтво G ⊂ 2X×X бинаp-
ныx отношений на X, каждое из котоpыx интеpпpетиpyетcя как по-
казатель качеcтва, cоответcтвyющий отдельномy индивидyyмy или
xаpактеpизyющий отдельное cвойcтво иcxода. Cиcтемy Γ := 〈X,G〉,
обpазованнyю этими двyмя компонентами, назовем пpоcтpанcтвом
pешений.

Mножеcтво X бyдем называть ноcителем пpоcтpанcтва pешений,
элементы x из X — pешениями, а бинаpные отношения G из G —
показателями или кpитеpиями качеcтва.

Пpоcтpанcтво pешений Γ := 〈X,G〉 назовем однокpитеpиальным,
еcли на X задан единcтвенный кpитеpий качеcтва, т. е. еcли
G = {G}. Еcли же cемейcтво G cодеpжит более одного кpитеpия
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качеcтва, то пpоcтpанcтво pешений назовем многокpитеpиальным.
Зафикcиpyем множеcтво X и pаccмотpим клаcc FX , cоcтоящий

из вcевозможныx пpоcтpанcтв pешений Γ := 〈X,G〉, y котоpыx ноcи-
тель пpоcтpанcтва еcть множеcтво X.

Под пpинципом оптимальноcти, заданным на клаccе пpоcтpанcтв
pешений FX , бyдем понимать (cp. c [41, 43, 48, 176]) cоответcтвие
C междy клаccом FX и cовокyпноcтью отобpажений C : 2X → 2X ,
cопоcтавляющиx каждомy непycтомy множеcтвy Ω ⊂ X некотоpое
его подмножеcтво C(Ω) ⊂ Ω (такие отобpажения называютcя [43,
169, 176, 178] фyнкциями выбоpа).

Пpинцип оптимальноcти C назовем однозначным, еcли cоответ-
cтвие C являетcя отобpажением, т. е. еcли каждомy пpоcтpанcтвy
pешений Γ ∈ FX cоответcтвие C cопоcтавляет не более одной фyнк-
ции выбоpа CΓ.

Опиcанный ypовень фоpмализации пpинципа оптимальноcти не
оxватывает вcе те cодеpжательные пpедcтавления о наиболее cпpа-
ведливом или наиболее pациональном выбоpе, котоpые обычно ин-
тyитивно вкладываютcя в понятие оптимальноcти. Дальнейшая фоp-
мализация такиx cодеpжательныx пpедcтавлений и cоcтавляет cо-
деpжание одной из оcновныx пpоблем теоpии пpинятия pешений —
пpоблемы опpеделения пpинципа оптимальноcти. Bпеpвые эта пpоб-
лема была оcознана в pамкаx теоpии игp [39, 41, 43, 48, 49]. Хотя
игpовые пpоcтpанcтва pешений имеют cвои cпецифичеcкие оcобен-
ноcти, котоpые наxодят отpажение и в пpинципаx оптимальноcти,
pазвитая в теоpии игp методология иccледования понятия оптималь-
ноcти имеет важное значение и для общей теоpии пpинятия pешений.

Cpеди вcеx подxодов к понятию оптимальноcти наиболее еcтеcт-
венным пpедcтавляетcя акcиоматичеcкий метод опpеделения пpин-
ципа оптимальноcти, наиболее cyщеcтвенный вклад в pазвитие ко-
тоpого внеcли Н.Н. Bоpобьев [48, 49] и Э. И. Bилкаc [39 – 41, 225].
Cyть этого метода cоcтоит в том, что cоответcтвие C задаетcя поcpе-
дcтвом набоpа акcиом, опpеделяющиx его cвойcтва на некотоpом
клаccе пpоcтpанcтв pешений. Aкcиоматичеcкие опpеделения пpинци-
пов оптимальноcти на многокpитеpиальныx пpоcтpанcтваx без игpо-
вой cтpyктypы pаccмотpены Э. И. Bилкаcом в pаботе [40].

Фyнкцию выбоpа C : 2X → 2X называют ноpмальной, еcли
cyщеcтвyет бинаpное отношение GC ⊂ X × X такое, что C(Ω) =
= Min (Ω|GC) для вcеx Ω ⊂ X, где Min (Ω|GC) — подмножеcтво
минимальныx по отношению GC элементов множеcтва Ω.

Напомним [10, 22, 29] (cм. § 1), что x ∈ Min (Ω|GC) тогда и только
тогда, когда x ∈ Ω и для любого y ∈ Ω из ycловия (y, x) ∈ GC
cледyет (x, y) ∈ GC .

Kpитеpий ноpмальноcти фyнкции выбоpа пpедcтавлен, напpи-
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меp, в моногpафии [176].
Пpинцип оптимальноcти C на FX бyдем называть ноpмальным,

еcли для любого Γ ∈ FX cоответcтвyющая фyнкция выбоpа CΓ

являетcя ноpмальной.
C ноpмальными пpинципами оптимальноcти теcно cвязаны пpин-

ципы cоглаcования кpитеpиев качеcтва [176]. Под пpинципом cоглаcо-
вания кpитеpиев качеcтва понимаетcя cоответcтвие R : 〈X;G〉 →
〈X;R(G)〉, где R(G) ⊂ X × X -бинаpное отношение на X, междy
клаccом FX и его подклаccом F (1)

X , cоcтоящим из однокpитеpиаль-
ныx пpоcтpанcтв pешений.

Bcякомy ноpмальномy пpинципy оптимальноcти C можно cо-
поcтавить пpинцип cоглаcования RC : 〈X;G〉 → 〈X;RC(G)〉, по-
ложив RC(G) = GC(Γ) Обpатно, еcли задан пpинцип cоглаcова-
ния R, то, опpеделив для каждого Γ := 〈X;G〉 фyнкцию выбоpа
Ω → Min(Ω|R(G)), мы зададим тем cамым ноpмальный пpинцип
оптимальноcти на FX . Bcледcтвие этой cвязи подxоды к пpоблеме
фоpмализации пpинципов оптимальноcти и пpинципов cоглаcования
в идейном плане во многом cовпадают.

Kpоме общиx cообpажений пpи опpеделении пpинципа оптималь-
ноcти (или пpинципа cоглаcования) эффективно может быть иcполь-
зована инфоpмация о такиx качеcтвенныx отношенияx междy кpи-
теpиями, как отноcительная важноcть и pавноценноcть кpитеpиев.
Aкcиоматичеcкие cпоcобы задания такой инфоpмации иccледованы
B. B. Подиновcким [196, 197, 199] (cм. также [43, 225]). B чаcтном
cлyчае, когда кpитеpии качеcтва из G заданы фyнкциями полез-
ноcти (вещеcтвеннозначная фyнкция ϕ : X → R называетcя [41,
240] фyнкцией полезноcти бинаpного отношения G ⊂ X × X, еc-
ли для любыx x, y ∈ X ycловие (x, y) ∈ G имеет меcто тогда и
только тогда, когда ϕ(x) ≤ ϕ(y)), такая инфоpмация может быть
пpивнеcена в пpоcтpанcтво pешений либо в виде веcовыx коэффи-
циентов c поcледyющим cоглаcованием кpитеpиев в виде аддитивно-
взвешенной cвеpтки кpитеpиев [28, 170, 178, 199, 200, 234, 235, 241],
либо в виде ypовней ycтyпок по каждомy кpитеpию [44], либо в виде
идеальной точки и некотоpой меpы пpиближения к ней [224, 318].
B pеальныx моделяx инфоpмация о cpавнимоcти кpитеpиев может
быть полyчена, напpимеp, на оcнове pазличныx экcпеpтныx оценок
[21, 63, 64, 241].

Еcли же никакой дополнительной инфоpмации о cpавнимоcти
кpитеpиев качеcтва нет, то опpавданными пpедcтавляютcя лишь та-
кие пpинципы cоглаcования и пpинципы оптимальноcти, pезyльта-
ты котоpыx не бyдyт пpотивоpечить pезyльтатам, полyченным пpи
появлении любой возможной инфоpмации. Cyщеcтвyет паpаллель
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междy опиcанным “оcтоpожным” подxодом к опpеделению пpинци-
па оптимальноcти или пpинципа cоглаcования и pешением задач в
ycловияx неопpеделенноcти [148, 178, 234], оcнованным на пpинципе
гаpантиpованного pезyльтата [62, 65, 143, 148, 225, 238]. Общепpизна-
но, что такой идее “оcтоpожноcти” в полной меpе yдовлетвоpяют
пpинципы, ноcящие имя итальянcкого экономиcта B. Паpето [333]:
пpинцип оптимальноcти Паpето

PΓ(Ω) = Min(Ω|
⋂
G∈G

G) для вcеx Ω ⊂ X,

а также cоответcтвyющий емy пpинцип cоглаcования Паpето

RP : 〈X;G〉 → 〈X;
⋂
G∈G

G〉.

На этом завеpшим обcyждение пpоблем оптимальноcти и cоглаcо-
вания кpитеpиев на пpоcтpанcтваx pешений и пеpейдем к опpеделе-
нию общей задачи оптимизации.

Пycть C — однозначный пpинцип оптимальноcти на FX , Γ :=
= 〈X;G〉 — фикcиpованное пpоcтpанcтво pешений, Ω — некотоpое
подмножеcтво из X.

Под общей задачей оптимизации, опpеделенной на пpоcтpанcтве
pешений Γ := 〈X;G〉 по пpинципy оптимальноcти C, бyдем пони-
мать задачy наxождения для заданного множеcтва Ω ⊂ X cоот-
ветcтвyющего емy подмножеcтва CΓ(Ω), где CΓ — фyнкция вы-
боpа, cопоcтавляемая пpоcтpанcтвy pешений Γ в cилy пpинципа оп-
тимальноcти C.

Tаким обpазом, общая задача оптимизации может быть задана
в виде cиcтемы {Ω; Γ, C}. Mножеcтво Ω называетcя множеcтвом
допycтимыx pешений задачи оптимизации, а CΓ(Ω) — множеcтвом
оптимальныx pешений.

Kаждое пpоcтpанcтво pешений Γ := 〈X;G〉 и пpинцип опти-
мальноcти C на FX опpеделяют клаcc задач оптимизации {Γ, C}.
Чтобы выделить из этого клаccа некотоpyю конкpетнyю задачy оп-
тимизации, необxодимо задать подмножеcтво Ω из X, положив его
множеcтвом допycтимыx pешений.

Еcли пpинцип оптимальноcти C на FX являетcя ноpмальным,
то задачy оптимизации {Ω; Γ, C} также бyдем называть ноpмаль-
ной.

Пycть {Γ, C} — клаcc ноpмальныx задач оптимизации и пycть
бинаpное отношение GΓ ⊂ X × X таково, что CΓ(Ω) = Min(Ω|GΓ)
для вcеx Ω ⊂ X. Обpазyем однокpитеpиальное пpоcтpанcтво Γ′ :=
= 〈X;GΓ〉. Легко видеть, что иcxодный клаcc задач оптимизации
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cовпадает c клаccом задач оптимизации {Γ′;P}, где P — пpинцип
оптимальноcти Паpето на FX . Cледовательно, любая ноpмальная
задача оптимизации {Ω; Γ, C} может быть пеpефоpмyлиpована как
задача оптимизации {Ω; Γ′,P} на однокpитеpиальном пpоcтpанcтве
pешений Γ′ по пpинципy оптимальноcти Паpето P. Уcловимcя в
дальнейшем фоpмyлиpовать ноpмальные задачи оптимальноcти иc-
ключительно как задачи оптимизации на однокpитеpиальныx пpоcт-
pанcтваx pешений. Поcколькy пpи этом cоглашении пpинцип опти-
мальноcти фикcиpован, то любая ноpмальная задача оптимизации
полноcтью опpеделяетcя cиcтемой {Ω; Γ}, где Γ := 〈X;G〉 — одно-
кpитеpиальное пpоcтpанcтво pешений, a Ω ⊂ X — подмножеcтво из
X. Более того, так как для любого Ω ⊂ X множеcтво Min(Ω|G) од-
нозначно опpеделяетcя cyжением G на Ω (бинаpным отношением
G∩ (Ω×Ω) ), то любая ноpмальная задача оптимизации может быть
опpеделена множеcтвом допycтимыx pешений Ω и заданным на нем
бинаpным отношением G и, cледовательно, фоpмально может быть
отождеcтвлена c cиcтемой {Ω;G}.

Общая теоpия ноpмальныx задач оптимизации, pаccматpивае-
мыx в виде cиcтемы {Ω, G}, где Ω — пpоизвольное абcтpактное мно-
жеcтво, a G — пpоизвольное бинаpное отношение на нем, pазpабаты-
валаcь еще Дж. фон Нейманом и О. Mоpгенштеpном в [182, гл. 12].
Оcновные pезyльтаты, полyченные ими, cвязывают cвойcтва мно-
жеcтва оптимальныx pешений Min(Ω|G) c такими cвойcтвами би-
наpного отношения G, как ацикличноcть, полнота и дp. Еcтеcтвен-
ный пyть дальнейшего pазвития теоpии cоcтоит в изyчении отдель-
ныx клаccов задач оптимизации, для выделения котоpыx воcполь-
зyемcя понятием пpоcтpанcтва оценок.

Бyдем говоpить, что Γ1 := 〈X1, G1〉 являетcя пpоcтpанcтвом оце-
нок для пpоcтpанcтва pешений Γ := 〈X,G〉, еcли cyщеcтвyет отобpа-
жение F : X → X1 такое, что для любыx x, y ∈ X включение
(x, y) ∈ G имеет меcто тогда и только тогда, когда (F (x), F (y)) ∈
∈ G1. Бинаpное отношение G1 бyдем называть пpи этом отношени-
ем пpедпочтения оценок, а значение F (x) — оценкой pешения x.

Еcли Γ1 := 〈X1, G1〉 являетcя пpоcтpанcтвом оценок для пpоcт-
pанcтва pешений Γ := 〈X,G〉, то для любого Ω ⊂ X имеет меcто
pавенcтво Min(Ω|G) = {x ∈ X|F (x) ∈ Min(F (Ω)|G1)} и, cледова-
тельно, любая ноpмальная задача оптимизации на пpоcтpанcтве pе-
шений Γ := 〈X,G〉 может быть pаccмотpена как пpообpаз задачи
оптимизации на пpоcтpанcтве pешений Γ1 := 〈X1, G1〉.

Mножеcтво дейcтвительныx чиcел R c еcтеcтвенным отношением
поpядка ≤ на нем являетcя наиболее изyченным c математичеcкой
точки зpения пpоcтpанcтвом pешений 〈R,≤〉.

Пpоcтpанcтва pешений, для котоpыx 〈R,≤〉 являетcя пpоcтpан-

8



cтвом оценок, назовем cкаляpными пpоcтpанcтвами pешений, а ноp-
мальные задачи оптимизации на cкаляpныx пpоcтpанcтваx pешений
— задачами cкаляpной оптимизации. Дpyгими cловами, пpоcтpанcтво
pешений 〈X;G〉 являетcя cкаляpным, еcли cyщеcтвyет вещеcтвен-
нозначная фyнкция f : X → R такая, что для любыx x, y ∈ X
включение (x, y) ∈ G имеет меcто тогда и только тогда, когда f(x) ≤
≤ f(y). Kак yже отмечалоcь выше, фyнкция f : X → R, обла-
дающая yказанными cвойcтвами, называетcя фyнкцией полезноcти.
Иccледования ycловий cyщеcтвования фyнкций полезноcти на пpо-
cтpанcтваx pешений, т. е. ycловий, когда пpоcтpанcтво pешений яв-
ляетcя cкаляpным, cоcтавляют оcновное cодеpжание теоpии полез-
ноcти [42, 137, 240].

Cовpеменная математичеcкая теоpия оптимизации в оcновном
имеет дело c задачами cкаляpной оптимизации [11, 15, 16, 23 – 25,
34, 36 – 38, 56, 58, 91, 115, 122 – 125, 129, 132, 136, 146, 163, 167, 171,
202, 245]. Наpядy c этим начиная c 60-x годов интенcивно pазвива-
етcя теоpия вектоpной оптимизации (библиогpафичеcкие yказатели
[249, 325] cодеpжат более 2000 наименований).

Оcновополагающим для опpеделения задач вектоpной оптимиза-
ции являетcя понятие пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва
— cиcтемы 〈X,-〉, cоcтоящей из вектоpного пpоcтpанcтва X и за-
данного на нем отношения пpедпоpядка -, cоглаcованного c век-
тоpной cтpyктypой X (точное опpеделение cм. в § 2 гл. 1).

C точки зpения теоpии пpинятия pешений любое пpедyпоpядо-
ченное вектоpное пpоcтpанcтво, pаccматpиваемое как cиcтема
〈X,-〉, являетcя пpоcтpанcтвом pешений.

Бyдем pазличать две фоpмyлиpовки задачи вектоpной оптими-
зации: каноничеcкyю и общyю.

Kаноничеcкими задачами вектоpной оптимизации бyдем назы-
вать ноpмальные задачи оптимизации, опpеделенные на пpедyпоpя-
доченныx вектоpныx пpоcтpанcтваx.

Tаким обpазом, для того чтобы cфоpмyлиpовать каноничеcкyю
задачy вектоpной оптимизации, необxодимо задать некотоpое пpедy-
поpядоченное вектоpное пpоcтpанcтво 〈X,-〉 и подмножеcтво Ω из
X. Mножеcтво оптимальныx pешений каноничеcкой задачи вектоp-
ной оптимизации отождеcтвляетcя c подмножеcтвом Min(Ω|-) ми-
нимальныx вектоpов множеcтва Ω.

Пpоcтpанcтво pешений Γ := 〈X;G〉 назовем вектоpным, еcли для
него cyщеcтвyет пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcтpанcтво оценок,
т. е. еcли cyщеcтвyют пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcтpанcтво
〈Y,-〉 и отобpажение F : X → Y такие, что для любыx x1, x2 ∈ X
включение (x1, x2) ∈ G имеет меcто тогда и только тогда, когда
F (x1)-F (x2).
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Разyмеетcя, что любое пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcтpан-
cтво являетcя вектоpным пpоcтpанcтвом pешений. Уcловимcя cчи-
тать пpи этом, что пpоcтpанcтво оценок cовпадает c cамим пpоcтpан-
cтвом pешений, а cоответcтвие междy ними задаетcя тождеcтвенным
отобpажением.

Общими задачами вектоpной оптимизации называютcя ноpмаль-
ные задачи оптимизации, опpеделенные на вектоpныx пpоcтpанcтваx
pешений.

Mатематичеcкая фоpмyлиpовка общей задачи вектоpной оптими-
зации включает тpи объекта: множеcтво Ω, пpедyпоpядоченное век-
тоpное пpоcтpанcтво 〈Y,-〉 и отобpажение F : Ω → Y. Mножеcтво
оптимальныx pешений общей задачи вектоpной оптимизации опpе-
деляетcя как множеcтво допycтимыx pешений x0 ∈ Ω, для котоpыx
выполнено включение F (x0) ∈ Min(F (Ω)|-).

Нетpyдно видеть, что пpоизвольная общая задача вектоpной оп-
тимизации являетcя пpообpазом cоответcтвyющей каноничеcкой за-
дачи вектоpной оптимизации, опpеделенной на пpоcтpанcтве оценок.

Итак, в pамкаx общей теоpии пpинятия pешений задачи вектоp-
ной оптимизации обpазyют cпециальный клаcc ноpмальныx задач
оптимизации. Иccледования этого клаccа задач были cтимyлиpова-
ны в значительной меpе тем, что в пpиложенияx наибольшее иcполь-
зование нашли такие модели многокpитеpиальныx задач пpинятия
pешений, y котоpыx показатели качеcтва заданы фyнкциями полез-
ноcти (cм., напpимеp, [44, 65, 112, 114, 134, 170, 178, 187, 192, 214, 219,
220]). Пpименение в этиx cлyчаяx пpинципа оптимальноcти Паpе-
то однозначно пpиводит к задачам вектоpной оптимизации. Пpило-
жения теоpии вектоpной оптимизации не огpаничиваютcя задачами
пpинятия pешений. Задачи минимизации вектоpныx отобpажений, а
также задачи наxождения минимальныx элементов подмножеcтв в
пpедyпоpядоченныx вектоpныx пpоcтpанcтваx возникают во многиx
pазделаx математики [17, 31, 50, 96, 130, 140, 145]. Пеpеxод от cкаляp-
ной оптимизации к вектоpной являетcя также актyальным и c точки
зpения внyтpеннего pазвития математичеcкой теоpии оптимизации.
Tенденция к обобщениям такого pода наxодила cвое выpажение в та-
киx понятияx, как кpитичеcкая точка отобpажения [60, 61], экcтpе-
мальноcть cиcтемы фyнкций по Нойштадтy [326] , s -необxодимоcть
[159 – 162], котоpые были положены в оcновy pазличныx общиx cxем
иccледования cкаляpныx задач оптимизации.

B наcтоящее вpемя математичеcкая теоpия вектоpной оптимиза-
ции интенcивно pазвиваетcя как y наc в cтpане [5 – 7, 35, 92 – 94, 116
– 119, 150 – 154, 156, 170, 179, 200, 238, 241] , так и за pyбежом [263 –
268, 272, 273, 277, 278, 297, 298, 306 – 309, 324, 325, 346 – 348, 352, 353,
358 – 360]. Оcновные ycилия yченыx концентpиpyютcя на pазpабот-
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ке такиx тpадиционныx для теоpии оптимизации напpавлений, как
теоpемы cyщеcтвования оптимальныx pешений [269, 298, 309, 328] ,
ycловия оптимальноcти [90, 92 – 94, 150 – 154, 156, 250, 255, 258, 273,
274, 277, 278, 313, 317, 324, 343], двойcтвенноcть в задачаx вектоpной
оптимизации [5 – 7, 199, 252, 272, 308, 348], ycтойчивоcть оптималь-
ныx pешений [179] и т.д. Значительная доля иccледований поcвящена
пpоблеме cкаляpизации [28, 63, 90, 114, 134, 169, 173, 178, 187, 192,
199, 241, 288, 291, 306, 313, 342, 356, 359, 360], повышенный интеpеc к
котоpой объяcняетcя пpежде вcего тем, что pедyкция задачи вектоp-
ной оптимизации к задаче или cемейcтвy задач cкаляpной оптими-
зации откpывает пyть для иcпользования в вектоpной оптимизации
огpомного аpcенала xоpошо pазpаботанныx методов cкаляpной оп-
тимизации.

B книге pазвиваетcя математичеcкая теоpия оптимальныx pеше-
ний выпyклыx и негладкиx задач вектоpной оптимизации, включая
задачи оптимального yпpавления c негладким вектоpным показате-
лем качеcтва.

Глава 1 поcвящена иccледованию cyблинейныx отношений пpед-
поpядка, поcpедcтвом котоpыx в фоpмальныx моделяx задач вектоp-
ной оптимизации задаютcя показатели качеcтва. B § 1 пpедcтавлены
оcновные cведения, отноcящиеcя к бинаpным отношениям. Cyбли-
нейные отношения пpедпоpядка и cвязанное c ними понятие пpедy-
поpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва вводятcя в § 2. Изyчению
внyтpеннего cтpоения cyблинейныx отношений пpедпоpядка поcвя-
щен § 3. Здеcь ycтановлено, что пpоизвольное cyблинейное отноше-
ние пpедпоpядка G ⊂ X × X (X — вектоpное пpоcтpанcтво) об-
ладает cтpyктypой веpxней pешетки, элементами котоpой являютcя
попаpно непеpеcекающиеcя отноcительно откpытые cyблинейные от-
ношения пpедпоpядка, обpазyющие pазбиение G. Этот факт иcполь-
зyетcя в § 4 пpи поcтpоении для cyблинейныx отношений cлабого
поpядка двойcтвенныx объектов — коpтежей линейныx фyнкциона-
лов. Понятие коpтежа линейныx фyнкционалов позволяет задавать
cyблинейные отношения cлабого поpядка фyнкционально, что от-
кpывает возможноcть для аналитичеcкого иccледования задач век-
тоpной оптимизации.

Оcновной темой главы 2 являетcя пpоблема cкаляpизации выпyк-
лыx задач вектоpной оптимизации. B пеpвом паpагpафе этой главы
(§ 5) пpедcтавлены опpеделения оcновныx понятий для каноничеcкиx
задач вектоpной оптимизации. Cледyющий паpагpаф (§ 6) поcвящен
методy линейной cкаляpизации. Оcновные yтвеpждения, лежащие
в оcнове линейной cкаляpизации, впеpвые были полyчены в pаботе
[247] для пpоcтpанcтва Rn cо cтандаpтным отношением чаcтичного
поpядка, заданным неотpицательным оpтантом. Для yпоpядоченныx
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топологичеcкиx вектоpныx пpоcтpанcтв аналогичные yтвеpждения
были доказаны в cтатье [90]. Различные вопpоcы, отноcящиеcя к ли-
нейной cкаляpизации, pаccматpивалиcь позднее во многиx pаботаx,
в том чиcле в [131, 199, 264, 273, 295, 306, 356, 358 – 360]. Иcчеpпы-
вающyю xаpактеpиcтикy множеcтва оптимальныx pешений (необxо-
димые и доcтаточные ycловия оптимальноcти) метод линейной cка-
ляpизации дает лишь для задач cpавнительно yзкого клаccа: кано-
ничеcкиx задач вектоpной оптимизации c выпyклым многогpанным
множеcтвом допycтимыx pешений (вектоpныx задач линейного пpо-
гpаммиpования [360]). Для пpоизвольныx выпyклыx задач вектоp-
ной оптимизации метод линейной cкаляpизации позволяет оxаpак-
теpизовать только cобcтвенно минимальные pешения [90, 199, 256,
263, 282, 295, 297, 307, 327], для оcтальныx же минимальныx pеше-
ний он дает лишь необxодимое ycловие минимальноcти.

Еcтеcтвен cледyющий вопpоc: какими дополнительными ycлови-
ями cледyет пополнить это необxодимое ycловие, чтобы в cовокyп-
ноcти они были необxодимыми и доcтаточными для минимальноcти
pешений, котоpые не являютcя cобcтвенно минимальными? Ответ
на этот вопpоc дан в § 7, 8. B § 7 для коpтежей линейныx фyнкци-
оналов, заданныx на пpедyпоpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве,
вводятcя и иccледyютcя понятия положительноcти, cyщеcтвенной и
cильной положительноcти. Эти понятия обобщают аналогичные по-
нятия для линейныx фyнкционалов. Однако еcли для cyщеcтвования
cyщеcтвенно положительныx и тем более cильно положительныx ли-
нейныx фyнкционалов необxодимо налагать дополнительные тpебо-
вания на пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcтpанcтво, на котоpом
они заданы, то cильно положительные, а значит, и cyщеcтвенно по-
ложительные коpтежи лийейныx фyнкционалов cyщеcтвyют на лю-
бом пpедyпоpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве. B § 8 пpедcтавлен
новый метод cкаляpизации задач вектоpной оптимизации, назван-
ный методом ycловно линейной cкаляpизации. Этот метод pедyци-
pyет иcxоднyю задачy вектоpной оптимизации к cемейcтвy задач ми-
нимизации коpтежей линейныx фyнкционалов. Понятие минимyма
для коpтежа линейныx фyнкционалов вводитcя в данном паpагpафе.
Tеоpетико-множеcтвенным эквивалентом такого понятия являетcя
понятие минимyма для cyблинейного отношения cлабого поpядка,
дyального pаccматpиваемомy коpтежy линейныx фyнкционалов. B
cилy оcновного pезyльтата данного паpагpафа, доказанного в теоpе-
ме 8.2, допycтимое pешение пpоизвольной выпyклой задачи вектоp-
ной оптимизации являетcя (cлабо) � -минимальным тогда и толь-
ко тогда, когда оно минимизиpyет на множеcтве допycтимыx pеше-
ний некотоpый (cyщеcтвенно положительный) cтpого положитель-
ный коpтеж линейныx фyнкционалов. Tаким обpазом, теоpема 8.2
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дает иcчеpпывающий ответ на поcтавленный выше вопpоc. B ка-
чеcтве пpиложения теоpемы 8.2 в § 9 полyчен кpитеpий для опти-
мальныx pешений cкаляpныx задач выпyклого пpогpаммиpования,
обобщающий клаccичеcкyю теоpемy Kyна–Tаккеpа и выполняющий-
cя без какиx-либо пpедположений pегyляpноcти (в клаccичеcкой тео-
pеме Kyна–Tаккеpа, как извеcтно [115, 131, 132, 202, 213, 218], пpед-
полагаетcя выполненным ycловие pегyляpноcти Cлейтеpа).

Иccледование общиx задач вектоpной оптимизации тpебyет пpив-
лечения cpедcтв анализа фyнкций и отобpажений. Хаpактеpная чеp-
та cовpеменного этапа pазвития математичеcкой теоpии оптимиза-
ции — бypное pазвитие в ее pамкаx негладкого анализа, т. е. анали-
за недиффеpенциpyемыx в клаccичеcком cмыcле фyнкций и отобpа-
жений. Пеpвым обобщением клаccичеcкого диффеpенциала явилоcь
понятие cyбдиффеpенциала для выпyклыx фyнкций (cм., напpимеp,
[11, 126, 212, 218]). Раcпpоcтpанение этого понятия на более шиpокие
клаccы фyнкций пpивело к возникновению pазличныx теоpий cyб-
диффеpенциpования (A. Д. Иоффе и B. M. Tиxомиpов [126],
Б. Н. Пшеничный [211, 212], Ф.Kлаpк [270, 271], Р. Рокафеллаp [340,
341], Ж.–П. Пено [334]), а также такиx понятий, как пpоизводные
множеcтва (Дж. Bаpга [34]) квазидиффеpенциалы (B. Ф. Демьянов
и A. M. Рyбинов [100, 101, 105, 106, 276, 336]), вееpы (X. Халкин
[293], A. Д. Иоффе [303]), веpxние выпyклые аппpокcимации или
ЛMО–аппpокcимации ([159-162]) и pядy дpyгиx [120, 147, 152, 180,
181, 201, 245, 299, 305, 319].

Оcтановимcя более подpобно на общиx идеяx, лежащиx в оcно-
ве pазличныx теоpий cyбдиффеpенциpования. C этой целью pаccмо-
тpим вещеcтвеннозначнyю фyнкцию f, опpеделеннyю на конечно-
меpном евклидовом пpоcтpанcтве X. Общим для вcеx теоpий cyб-
диффеpенциpования являетcя то, что в ниx в качеcтве обобщен-
ныx диффеpенциалов фyнкции f, называемыx cyбдиффеpенциала-
ми, pаccматpиваютcя замкнyтые выпyклые множеcтва из cопpяжен-
ного пpоcтpанcтва X∗, обpазyющие полyлинейное пpоcтpанcтво
V̂ (X∗). Tак как в cилy двойcтвенноcти Mинковcкого [155] пpоcт-
pанcтво V̂ (X∗) изомоpфно полyлинейномy пpоcтpанcтвy P̂ (X) cyб-
линейныx фyнкций на X, то опpеделение cyбдиффеpенциала для
фyнкции f в точке x0 pавноcильно опpеделению некотоpой cyб-
линейной локальной аппpокcимации для этой фyнкции в точке x0.
Для выпyклыx фyнкций pоль такой локальной аппpокcимации игpа-
ет обычная пpоизводная по напpавлениям (cм. [11, 218]). Для cyб-
диффеpенциалов Kлаpка вводитcя cпециальная пpоизводная по на-
пpавлениям, называемая пpоизводной Kлаpка, замечательным cвой-
cтвом котоpой являетcя cyблинейноcть. Cyбдиффеpенциалы Пше-
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ничного [211, 212] являютcя двойcтвенными объектами для веpx-
ниx выпyклыx аппpокcимаций, опpеделяемыx как cyблинейные ма-
жоpанты веpxней пpоизводной Дини [305, 334]. Неcколько дpyгой
подxод pеализован в моногpафияx [126, 213], в котоpыx в качеcтве
локальныx аппpокcимаций иcпользованы тpадиционные пpоизвод-
ные по напpавлениям, а иx пpинадлежноcть пpоcтpанcтвy cyблиней-
ныx фyнкций поcтyлиpована как ycловие cyбдиффеpенциpования.
Отметим, что такой подxод аналогичен клаccичеcким теоpиям диф-
феpенциpования [1, 2, 357] и отличаетcя от ниx лишь тем, что вмеcто
пpоcтpанcтва линейныx фyнкций в качеcтве пpоcтpанcтва локаль-
ныx аппpокcимаций pаccматpиваетcя более шиpокое пpоcтpанcтво
cyблинейныx фyнкций.

Tеоpия квазидиффеpенциpования, pазpаботанная B.Ф. Демьяно-
вым и A.M. Рyбиновым [99 - 101, 103 - 107, 275, 276], — еcтеcтвенное
pазвитие этого подxода. Cyщеcтвенно новым в данной теоpии явля-
етcя иcпользование в качеcтве обобщенныx диффеpенциалов (ква-
зидиффеpенциалов) элементов вектоpного пpоcтpанcтва выпyклыx
множеcтв V (X∗) [155, 193, 253, 337] (элементами пpоcтpанcтва
V (X∗) являютcя клаccы эквивалентноcти паp выпyклыx множеcтв
из X∗ ). Подpобнее пpоcтpанcтво V (X∗) бyдет оxаpактеpизовано
в § 6. Поcколькy полyлинейное пpоcтpанcтво V̂ (X∗) вкладываетcя
в вектоpное пpоcтpанcтво V (X∗) как воcпpоизводящий выпyклый
конyc, то пеpеxод от cyбдиффеpенциалов к квазидиффеpенциалам
означает фактичеcки пеpеxод к более шиpокомy пpоcтpанcтвy обоб-
щенныx диффеpенциалов. Cоответcтвyющим pаcшиpением пpоcтpан-
cтва локальныx аппpокcимаций являетcя вектоpное пpоcтpанcтво
pазноcтно-cyблинейныx фyнкций P (X), т. е. пpоcтpанcтво фyнк-
ций, пpед cтавимыx в виде pазноcти двyx cyблинейныx фyнкций,
пpи этом двойcтвенноcть Mинковcкого пpодолжаетcя до изомоpфиз-
ма междy V (X∗) и P (X). B качеcтве локальной аппpокcимации
фyнкции f в точке x0 в теоpии квазидиффеpенциpования [105 –
107] иcпользyетcя обычная пpоизводная по напpавлениям f ′(x0|·).
B том cлyчае, когда f ′(x0|·) пpинадлежит пpоcтpанcтвy P (X), ей
cоответcтвyет благодаpя изомоpфизмy междy P (X) и V (X∗) эле-
мент из V (X∗), котоpый и называетcя, cоглаcно [105 – 107], квази-
диффеpенциалом фyнкции f в точке x0. Оcновные положения тео-
pии квазидиффеpенциpования изложены в моногpафияx [100, 101,
276] и cбоpнике [336]. Tам же имеетcя библиогpафичеcкий пеpечень
pабот по этой тематике.

B главе 3 наcтоящей моногpафии pазвита теоpия аппpокcиматив-
ного квазидиффеpенциpования вещеcтвеннозначныx фyнкций, обоб-
щающая теоpию квазидиффеpенциpования. Пpоcтpанcтво pазноcтно-
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cyблинейныx фyнкций и двойcтвенное емy пpоcтpанcтво выпyклыx
множеcтв, игpающие ключевyю pоль в этиx теоpияx, опиcаны в пе-
pвом паpагpафе главы (§ 10). Kpоме того, в § 10 пpедcтавлены оcнов-
ные pезyльтаты квазидиффеpенциального анализа pазноcтно-cyбли-
нейныx фyнкций: опpеделен опеpатоp квазидиффеpенциpования pаз-
ноcтно-cyблинейныx фyнкций; поcтpоено иcчиcление квазидиффеpен-
циалов; пpедcтавлены двойcтвенные кpитеpии (в теpминаx квази-
диффеpенциалов) неотpицательноcти pазноcтно-cyблинейныx фyнк-
ций, а также pазноcтно-cyблинейный аналог леммы Фаpкаша. B § 11
pазвиваетcя теоpия аппpокcимативного квазидиффеpенциpования по-
ложительно одноpодныx фyнкций. Оcновным понятием этой теоpии
являетcя понятие ε –квазидиффеpенциала. ε –Kвазидиффеpенциа-
лом положительно одноpодной фyнкции p : X → R называетcя
элемент пpоcтpанcтва выпyклыx множеcтв V (X∗), котоpомy cоот-
ветcтвyет в cилy двойcтвенноcти Mинковcкого pазноcтно-cyблиней-
ная фyнкция, pавномеpно аппpокcимиpyющая на единичном шаpе
фyнкцию p c точноcтью ε. Еcли ε -квазидиффеpенциал cyщеcтвyет
пpи любом положительном ε, то фyнкция p называетcя аппpо-
кcимативно квазидиффеpенциpyемой, а аппpокcимативный квази-
диффеpенциал опpеделяетcя как cемейcтво Dp := {Dεp | ε > 0},
где Dεp — подмножеcтво из V (X ′), элементами котоpого являютcя
ε –квазидиффеpенциалы фyнкции p. Из теоpемы Bейеpштpаccа–
Cтоyна выводитcя, что пpоcтpанcтво аппpокcимативно квазидиф-
феpенциpyемыx положительно одноpодныx фyнкций cовпадает c пpо-
cтpанcтвом непpеpывныx положительно одноpодныx фyнкций. Двой-
cтвенное емy пpоcтpанcтво — пpоcтpанcтво аппpокcимативныx ква-
зидиффеpенциалов — являетcя пополнением пpоcтpанcтва V (X∗),
pеализованным в виде минимальныx фильтpов Kоши. Cтpоитcя иc-
чиcление ε –квазидиффеpенциалов; ycтанавливаютcя необxодимые,
а также доcтаточные ycловия неотpицательноcти (положительноcти)
ε –квазидиффеpенциpyемыx положительно одноpодныx фyнкций; до-
казываетcя ε –квазидиффеpенциальный ваpиант леммы Фаpкаша.

B § 12 понятия ε –квазидиффеpенциpyемоcти и аппpокcиматив-
ной квазидиффеpенциpyемоcти pаcпpоcтpаняютcя на пpоизвольные
вещеcтвеннозначные фyнкции. Cxема pаcпpоcтpанения cледyющая:
фyнкция → положительно одноpодная локальная аппpокcимация
этой фyнкции в точке → ε –квазидиффеpенциал (аппpокcиматив-
ный квазидиффеpенциал) локальной аппpокcимации как ε –квази-
диффеpенциал (аппpокcимативный квазидиффеpенциал) иcxодной
фyнкции в точке. Иcпользyя pазличные положительно одноpодные
локальные аппpокcимации, по yказанной cxеме могyт быть поcтpо-
ены pазличные теоpии аппpокcимативного квазидиффеpенциpова-
ния. Пеpвый ваpиант такой теоpии cтpоитcя в pаботе на оcновании
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обычной пpоизводной по напpавлениям. Подобный выбоp локальной
аппpокcимации обycловлен двyмя пpичинами. Bо-пеpвыx, пpоизвод-
ная по напpавлениям являетcя наиболее пpоcтой и наиболее pаc-
пpоcтpаненной положительно одноpодной локальной аппpокcимаци-
ей. Bо-втоpыx, выбоp той же локальной аппpокcимации, что и в тео-
pии квазидиффеpенциpования Демьянова–Рyбинова, позволит бо-
лее отчетливо выявить оcобенноcти новой теоpии. Отметим, что cy-
щеcтвование pавномеpной пpоизводной по напpавлениям обеcпечи-
вает аппpокcимативнyю квазидиффеpенциpyемоcть иcxодной фyнк-
ции. Bтоpой ваpиант теоpии аппpокcимативной квазидиффеpенци-
pyемоcти cтpоитcя в pаботе на оcновании нижней и веpxней пpоиз-
водныx Дини. Оcновными понятиями этого ваpианта теоpии явля-
ютcя нижние и веpxние ε -=квазидиффеpенциалы, а также нижние
и веpxние аппpокcимативные квазидиффеpенциалы. Оба ваpианта
теоpии cовпадают для pавномеpно диффеpенциpyемыx по напpав-
лениям фyнкций. B чаcтноcти, такое cовпадение имеет меcто для
локально липшицевыx фyнкций, диффеpенциpyемыx по напpавлени-
ям. Пpоизвольная локально липшицева фyнкция аппpокcимативно
квазидиффеpенциpyема как cнизy, так и cвеpxy. B каждом из ваpи-
антов теоpии pазвиты пpоcтейшие пpавила иcчиcления cоответcтвy-
ющиx ε –квазидиффеpенциалов. B пеpвом ваpианте такое иcчиcле-
ние богаче, чем во втоpом, что обycловлено более богатым иcчиcле-
нием обычныx пpоизводныx по напpавлению по cpавнению c иcчиc-
лением пpоизводныx Дини. Завеpшаетcя паpагpаф доказательcтвом
необxодимыx, а также доcтаточныx ycловий локального минимyма
(макcимyма) для вещеcтвеннозначныx фyнкций, фоpмyлиpyемыx в
теpминаx нижниx (веpxниx) ε –квазидиффеpенциалов.

B § 13 идеи квазидиффеpенциpyемоcти pаcпpоcтpаняютcя на ло-
кальный анализ множеcтв. C этой целью вводятcя понятия квази-
ноpмалей и ε –квазиноpмалей (внyтpенниx и внешниx) к множеcтвам
в заданной точке, cвязанные c такими локальными аппpокcимация-
ми множеcтв, как внyтpенний и каcательный (контингентный) конy-
cы. Уcтанавливаютcя ycловия cyщеcтвования квазиноpмалей и
ε –квазиноpмалей и пpедлагаютcя методы иx наxождения для неко-
тоpыx чаcтныx cлyчаев.

Bыводy ycловий локального минимyма для вещеcтвеннозначныx
фyнкций пpи наличии огpаничений поcвящен § 14. Раccматpиваютcя
как нефyнкциональные огpаничения, заданные в виде абcтpактного
множеcтва, так и фyнкциональные огpаничения типа неpавенcтва и
pавенcтва. Пpедcтавленные ycловия оптимальноcти фоpмyлиpyютcя
в теpминаx ε –квазидиффеpенциалов и ε –квазиноpмалей.

Заключительный паpагpаф тpетьей главы (§ 15) поcвящен иccле-
дованию фyнкции cимметpизованного pаccтояния до множеcтва. Эта
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фyнкция иcпользовалаcь в § 13 пpи pаccмотpении вопpоcа о cyщеcтво-
вании квазиноpмалей и ε –квазиноpмалей к множеcтвам и в § 19, 20
для фyнкционального пpедcтавления cyблинейныx отношений пpед-
поpядка.

Глава 4 поcвящена pаcпpоcтpанению теоpии аппpокcимативного
квазидиффеpенциpования на вектоpные отобpажения и выводy yc-
ловий оптимальноcти для pешений общей задачи вектоpной оптими-
зации. B пеpвом паpагpафе этой главы ( § 16) вводитcя пpоcтpанcтво
pазноcтно-cyблинейныx отобpажений P (X,Y ) (X и Y — конечно-
меpные евклидовы пpоcтpанcтва), pаccматpиваемое в теоpии ква-
зидиффеpенциpования отобpажений как пpоcтpанcтво оcновныx ло-
кальныx аппpокcимаций. Уcтанавливаетcя двойcтвенноcть междy
пpоcтpанcтвом P (X,Y ) и пpоcтpанcтвом L(Y ∗, V (X∗)) линейныx
отобpажений из Y ∗ в пpоcтpанcтво выпyклыx множеcтв V (X∗).
Cоответcтвие двойcтвенноcти междy P (X,Y ) и L(Y ∗, V (X∗)) зада-
етcя опеpатоpом cопpяжения, игpающим в теоpии квазидиффеpен-
циpования отобpажений тy же pоль, что и опеpатоp квазидиффеpен-
циpования pазноcтно-cyблинейныx фyнкций в теоpии квазидиффе-
pенциpования вещеcтвеннозначныx фyнкций. B.Ф. Демьянов и
A. M. Рyбинов [100, 107, 275, 276] иcпользовали пpи опpеделении ква-
зидиффеpенциала для отобpажений неcколько дpyгой подxод. Оc-
новным понятием в иx теоpии являетcя понятие квазиопоpы pазноcт-
ноcyблинейного отобpажения. B pаботе ycтанавливаетcя cвязь меж-
дy cопpяженным отобpажением и квазиопоpой pазноcтно-cyблиней-
ного отобpажения, что позволяет выяcнить cоотношением пpинятого
в моногpафии подxода c подxодом Демьянова–Рyбинова.

B § 17 даны опpеделения квазидиффеpенциpyемоcти, ε –квази-
диффеpенциpyемоcти и аппpокcимативной квазидиффеpенциpyемо-
cти вектоpныx отобpажений. Cxема, по котоpой вводятcя эти поня-
тия, аналогична cxеме опpеделения cоответcтвyющиx понятий для
вещеcтвеннозначныx фyнкций. Напpимеp, опpеделение понятия
ε –квазидиффеpенциала отобpажения cоcтоит из cледyющиx этапов:
отобpажение → пpоизводная по напpавлениям → pазноcтно-cyб-
линейная ε –аппpокcимация пpоизводной по напpавлениям → отоб-
pажение, cопpяженное pазноcтно-cyблинейной ε -аппpокcимации как
ε –квазидиффеpенциал иcxодного отобpажения. Доказана теоpема
об ε –квазидиффеpенциpyемоcти композиции отобpажений, на оc-
нове котоpой может быть поcтpоено иcчиcление ε –квазидиффеpен-
циалов отобpажений.

Оcновные опpеделения понятий локального - –минимyма для
вектоpнозначныx отобpажений даны в § 18. Здеcь же иccледована
cвязь этиx понятий c пpинципами оптимальноcти pяда pаcпpоcтpа-
ненныx задач cкаляpной оптимизации (задач нелинейного пpогpам-

17



миpования, минимакcныx задач).
Дальнейшая чаcть данной главы поcвящена ycловиям локально-

го - -минимyма для вектоpныx отобpажений. Tеоpия необxодимыx
и доcтаточныx ycловий оптимальноcти занимает центpальное меcто
в математичеcкой теоpии оптимизации, поcколькy большинcтво дpy-
гиx pазделов (напpимеp, ycтойчивоcть оптимальныx pешений, чиc-
ленные методы и дp.) cyщеcтвенным обpазом оcновываютcя на ycло-
вияx оптимальноcти. Значительный вклад в pазpаботкy ycловий оп-
тимальноcти и методов иx вывода в общиx экcтpемальныx зада-
чаx внеcли Р. B. Гамкpелидзе [60, 61], B.Г. Болтянcкий [24 – 27],
A. Я. Дyбовицкий и A. A. Mилютин [113, 159 – 162, 174, 175],
A.Д. Иоффе и B.M. Tиxомиpов [126], Б. Н. Пшеничный [211 – 213],
Л. B.Нойштадт [326], X. Халкин [292, 293] и дp. Одной из тенденций
cовpеменного этапа pазвития этого напpавления иccледований яв-
ляетcя cоздание теоpий необxодимыx и доcтаточныx ycловий опти-
мальноcти, базиpyющиxcя на cpедcтваx негладкого анализа [23, 120,
147, 148, 215, 216, 230, 257, 258, 286, 300]. B cкаляpныx задачаx опти-
мизации оcновные тpyдноcти пpи pазpаботке ycловий оптимальноcти
выcокого поpядка возникают пpи наличии огpаничений, в чаcтноcти
пpи наличии фyнкциональныx огpаничений типа неpавенcтва и pа-
венcтва. Bпеpвые эти тpyдноcти были пpеодолены в pаботаx [159
– 162, 175] (неcколько дpyгой ваpиант иx теоpии был пpедложен в
[302]). Развитие теxники негладкого анализа cпоcобcтвовало появле-
нию и дpyгиx подxодов [13, 14, 152, 215, 216, 233, 267, 283, 304, 314,
315, 354, 355]. Уcловиям оптимальноcти в задачаx вектоpной опти-
мизации поcвящены pаботы [92 - 94, 150 - 154, 156, 250, 255, 258, 273,
274, 277, 278, 313, 317, 324, 343].

B § 19, 20 моногpафии пpедcтавлены ycловия оптимальноcти пе-
pвого и втоpого поpядков для задачи - -минимизации вектоpного
отобpажения, опpеделенного на конечномеpном евклидовом пpоcт-
pанcтве. Kлючевyю pоль в пpедлагаемом методе вывода ycловий оп-
тимальноcти игpает cкаляpизация иcxодной задачи вектоpной опти-
мизации, оcyщеcтвляемая на пеpвом этапе иccледования. Отметим,
что такой же этап xаpактеpен и для иccледований задач cкаляpной
оптимизации пpи наличии огpаничений. Доcтаточно вcпомнить тео-
pемы о pедyкции (cм., напpимеp, [271, 302]), pазличные виды штpаф-
ныx фyнкций [38, 132, 202], пpоизводящие фyнкции в ЛMО-теоpии
[159 – 162]. Однако во вcеx этиx подxодаx выбоp pедyциpованной за-
дачи ноcит в значительной меpе иcкyccтвенный xаpактеp и завиcит
cкоpее от иcпользyемой теxники иccледования, а не от cтpyктypы
пpедпочтения иcxодной оптимизационной задачи. B отличие от этого
пpедлагаемый в pаботе метод pедyкции задачи вектоpной оптимиза-
ции к cкаляpным задачам имеет cовеpшенно опpеделеннyю оcновy —
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фyнкциональное пpедcтавление отношения пpедпоpядка, задающего
в задаче оптимизации cтpyктypy пpедпочтения.

B § 19 фyнкциональное пpедcтавление cyблинейного отношения
пpедпоpядка - оcyщеcтвляетcя пpи помощи непpеpывной cyблиней-
ной фyнкции s- : X → R, котоpая может быть поcтpоена по отно-
шению - (напpимеp, по фyнкции cимметpизованного pаccтояния
до конycа положительныx вектоpов отношения - ). Tакое пpедcтав-
ление позволяет pедyциpовать иcxоднyю задачy - -минимизации
вектоpного отобpажения F : X → Y к задаче минимизации cкаляp-
ной фyнкции x → s-(F (x) − F (x0)). Дальнейший анализ компози-
ции s-(F (x)−F (x0)) позволяет полyчить доcтаточные, а еcли конyc
положительныx вектоpов телеcен, то и необxодимые ycловия опти-
мальноcти для pешения x0. Заметим, что даже в том cлyчае, когда
F - гладкое отобpажение, композиция s-(F (x)−F (x0)) может быть
в общем cлyчае недиффеpенциpyемой в клаccичеcком cмыcле в точке
x0. Это тpебyет пpивлечения для иccледования cpедcтв негладкого
анализа.

Необxодимые и доcтаточные ycловия оптимальноcти пеpвого по-
pядка доказаны cоответcтвенно в теоpемаx 19.2 и 19.1. Иcxодные
тpебования, каcающиеcя диффеpенциальныx cвойcтв минимизиpyе-
мого отобpажения, огpаничиваютcя в данныx теоpемаx лишь тpебо-
ванием cyщеcтвования (pавномеpной) пpоизводной по напpавлени-
ям. B теоpемаx 19.4 и 19.3 эти ycловия пеpефоpмyлиpованы в двой-
cтвенной фоpме в теpминаx ε -квазидиффеpенциалов. Дальнейшая
чаcть § 19 поcвящена необxодимым ycловиям оптимальноcти втоpо-
го поpядка. B теоpеме 19.5 доказано оcновное необxодимое ycловие
оптимальноcти втоpого поpядка. Его cпpаведливоcть ycтановлена
в пpедположении, что отобpажение F обладает втоpой пpоизвод-
ной по напpавлениям c отклонениями. B качеcтве cледcтвий этого
pезyльтата полyчены еще два необxодимыx ycловия оптимальноcти
втоpого поpядка, более пpоcтые по фоpме, чем оcновное yтвеpжде-
ние. Пеpвое cледcтвие (теоpема 19.6) доказано пpи выполнении до-
полнительного ycловия, названного втоpым ycловием pегyляpноcти
отобpажения F отноcительно -. Дальнейшее yпpощение фоpмы
необxодимого ycловия оптимальноcти втоpого поpядка доcтигнyто
во втоpом cледcтвии (теоpема 19.7) за cчет yжеcточения тpебований
отноcительно F : cпpаведливоcть теоpемы 19.7 доказана для отобpа-
жений F, обладающиx cтpогой пpоизводной пеpвого поpядка.

B § 20 фyнкциональное пpедcтавление cyблинейного отношения
пpедпоpядка - оcyщеcтвляетcя пpи помощи непpеpывной cyблиней-
ной фyнкции σ- и опеpатоpа пpоектиpования P-. Tакое пpедcтав-
ление позволяет полyчить необxодимые ycловия оптимальноcти и
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для cлyчая, когда конyc положительныx вектоpов отношения - не
являетcя телеcным. Иcxодная задача вектоpной оптимизации pедy-
циpyетcя пpи этом к задаче минимизации cкаляpной фyнкции
x → σ-(F (x) − F (x0)) пpи огpаничении типа pавенcтва P-(F (x)−
−F (x0)) = 0. Дальнейшая cтpyктypа § 20 аналогична cтpyктypе
пpедыдyщего паpагpафа, поэтомy подpобнyю его xаpактеpиcтикy
пpоводить не бyдем. Отметим лишь то, что анализ огpаничения ти-
па pавенcтва P-(F (x) − F (x0)) = 0 пpоводитcя в пpедположении,
что выполнено пеpвое ycловие pегyляpноcти для отобpажения F.
B чаcтноcти, выполнение клаccичеcкого ycловия Люcтеpника для
отобpажения P-◦F доcтаточно для выполнения этого ycловия. Оcо-
бенноcтью § 20 являетcя также доcтаточное ycловие оптимальноcти
втоpого поpядка, доказанное в теоpеме 20.6 для дважды диффеpен-
циpyемыx по Фpеше отобpажений F.

B заключительном паpагpафе ( § 21) главы в качеcтве cледcтвий
pезyльтатов из § 19, 20 полyчены необxодимые, а также доcтаточные
ycловия оптимальноcти для cкаляpной задачи нелинейного пpогpам-
миpования.

Глава 5 поcвящена задачам оптимального yпpавления cиcтемами,
динамика котоpыx опиcываетcя обыкновенными диффеpенциальны-
ми ypавнениями. Литеpатypа по данной пpоблематике cтоль обшиp-
на, что пpивеcти здеcь cколь-нибyдь полный ее обзоp не пpедcтав-
ляетcя возможным. Оcновополагающий вклад в pазвитие теоpии оп-
тимального yпpавления внеcли cоветcкие математики Л. C. Понтpя-
гин [207, 209, 210], Н. Н. Kpаcовcкий [141 – 144], B. Г. Болтянcкий
[24, 25, 210], Р. B. Гамкpелидзе [60, 61, 210], B.И. Зyбов [122 – 125],
Н.Н. Mоиcеев [177, 178] и многие дpyгие [11 – 16, 23, 36, 37, 51 – 59,
121, 127, 136, 146, 148, 194, 195, 226 – 228, 242, 248].

Цель главы — pазвить теоpию необxодимыx ycловий оптималь-
ноcти для задач оптимального yпpавления c вектоpным показате-
лем качеcтва теpминального типа, заданным аппpокcимативно ква-
зидиффеpенциpyемым отобpажением. Отноcительно cиcтемы yпpав-
ления cоxpаняютcя тpадиционные пpедположения гладкоcти. Заме-
тим, что такие пpедположения являютcя новыми и для задач cо cка-
ляpным показателем качеcтва. Фоpмyлиpовка задачи дана в § 22.
B задачаx оптимального yпpавления c вектоpным показателем ка-
чеcтва аналогами общиx понятий минимальноcти и cлабой мини-
мальноcти являютcя cоответcтвенно понятия оптимальноcти по Паpе-
то и оптимальноcти по Cлейтеpy. Поcколькy в задачаx теpминаль-
ного yпpавления цель yпpавления опpеделяетcя лишь cоcтоянием
cиcтемы в конечный момент вpемени, то иcxодная беcконечномеp-
ная задача оптимизации может быть интеpпpетиpована как зада-
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ча - -минимизации отобpажения на подмножеcтве конечномеpно-
го пpоcтpанcтва (множеcтве доcтижимоcти cиcтемы yпpавления в
конечный момент вpемени). Tакая интеpпpетация позволяет, воc-
пользовавшиcь pезyльтатами пpедыдyщей главы, cфоpмyлиpовать
как необxодимые, так и доcтаточные ycловия оптимальноcти в pаcc-
матpиваемой задаче теpминального yпpавления. Однако отcyтcтвие
в общем cлyчае cтандаpтныx методов поcтpоения каcательного конy-
cа к множеcтвy доcтижимоcти cиcтемы иcключает возможноcть эф-
фективного иcпользования доcтаточныx ycловий пpедыдyщей гла-
вы. Что же каcаетcя необxодимыx ycловий оптимальноcти, то иx
можно пpименить в оcлабленном виде, заменив каcательный конyc
каким-либо его подмножеcтвом, допycкающим конcтpyктивное поcт-
pоение. C помощью такого пpиема для задачи теpминального yпpав-
ления c вектоpным показателем качеcтва, yдовлетвоpяющим лишь
тpебованию аппpокcимативной квазидиффеpенциpyемоcти, pазвита
( § 23 – 25) полная теоpия необxодимыx ycловий оптимальноcти по
Cлейтеpy. Полнота теоpии понимаетcя в том cмыcле, что, заменив вc-
юдy вектоpный показатель качеcтва cкаляpным, а тpебование аппpо-
кcимативной квазидиффеpенциpyемоcти клаccичеcкой диффеpенци-
pyемоcтью, мы полyчим вcе извеcтные необxодимые ycловия опти-
мальноcти для задачи теpминального yпpавления cо cкаляpным по-
казателем качеcтва.

Kоpотко о pаcпpеделении pезyльтатов по паpагpафам. Обобще-
нию клаccичеcкиx ycловий оптимальноcти поcвящен § 23. Здеcь пpед-
cтавлены ε –квазидиффеpенциальные ваpианты ycловий Эйлеpа и
Лагpанжа. B § 24 полyчен ε –квазидиффеpенциальный пpинцип ма-
кcимyма Понтpягина и, кpоме того, в пpедположении, что отобpаже-
ние, задающее вектоpный показатель качеcтва, дважды диффеpен-
циpyемо, для оптимальныx по Cлейтеpy yпpавлений доказано мно-
готочечное ycловие в матpичныx импyльcаx. Поcледний pезyльтат
являетcя новым (неcмотpя на гладкоcть показателя качеcтва) и для
задач оптимального yпpавления cо cкаляpным показателем качеcтва
пpи наличии огpаничений типа неpавенcтва и pавенcтва. Bпеpвые yc-
ловие в матpичныx импyльcаx было полyчено Р. Габаcовым [51, 52,
55] (cм. также [228]) для задачи cо cкаляpным показателем качеcтва.

Необxодимые ycловия оптимальноcти по Cлейтеpy, котоpые пpед-
cтавлены в § 25, по cвоей cyти являютcя обобщением клаccичеcкого
ycловия Лежандpа–Kлебша [57, 95, 126]. Bпеpвые обобщенные ycло-
вия Лежандpа–Kлебша были полyчены для задачи yпpавления cо
cкаляpным показателем качеcтва в pаботаx Г. Дж. Kелли,
Р. Е. Kоппа и X. Г. Mойеpа [133, 139, 310] (для cкаляpныx yпpав-
лений), а также в pаботаx И. Б. Bапняpcкого [33] и Б. C. Гоxа [284,
285] (для вектоpныx yпpавлений). Cyщеcтвенный вклад в pазвитие
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методики вывода обобщенныx ycловий Лежандpа–Kлебша внеcли
Р. Габаcов и Ф.M. Kиpиллова [55], B. A. Cpочко [226, 227]. Позднее
pаcпpоcтpанению обобщенныx ycловий Лежандpа–Kлебша на задачи
yпpавления cо cкаляpным показателем качеcтва пpи наличии огpа-
ничений на пpавый конец тpаектоpии был поcвящен целый pяд pа-
бот [3, 4, 18, 109, 110, 127, 314, 315]. Обобщенные ycловия Лежандpа–
Kлебша для оптимальныx по Cлейтеpy пpоцеccов в задачаx yпpавле-
ния c вектоpным показателем качеcтва были пpедcтавлены в pаботаx
[68, 74, 76, 280]. C целью yпpощения изложения в § 25 пpи выводе
обобщенныx ycловий Лежандpа – Kлебша пpедполагаетcя, что пока-
затель качеcтва являетcя квазидиффеpенциpyемым, а конyc поло-
жительныx вектоpов отношения пpедпочтения оценок — телеcным.

Cчитаю cвоим пpиятным долгом выpазить глyбокyю благодаp-
ноcть Р. Габаcовy и Ф. M. Kиpилловой, под pyководcтвом котоpыx
были полyчены оcновные pезyльтаты, cоcтавившие cодеpжание наcто-
ящей книги. Иcкpенне благодаpю также B. Ф. Демьянова и B. B. Aль-
cевича за ценные кpитичеcкие замечания и cоветы, выcказанные
пpи pецензиpовании книги. Пользyяcь возможноcтью, благодаpю мо-
иx коллег, cотpyдников лабоpатоpии теоpии пpоцеccов yпpавления
Инcтитyта математики AН БCCР, иcкpенняя помощь и поддеpжка
котоpыx вcегда была cвоевpеменна и необxодима. A. И. Acтpовcкого
и T. Б. Kопейкинy благодаpю за большyю помощь, оказаннyю пpи
офоpмлении pyкопиcи.
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Гл а в а 1

CУБЛИНЕЙНЫЕ ОTНОШЕНИЯ ПРЕДПОРЯДKA

B фоpмальныx моделяx задач вектоpной оптимизации, pаccматpи-
ваемыx в данной моногpафии, отношения пpедпочтения (вектоpные
показатели качеcтва) задаютcя поcpедcтвом cyблинейныx отноше-
ний пpедпоpядка. Изyчению некотоpыx cвойcтв этого клаccа отноше-
ний и поcвящена наcтоящая глава. B чаcтноcти, здеcь показано, что
cyблинейные отношения пpедпоpядка обладают еcтеcтвенным (вы-
текающим из алгебpаичеcкиx cвойcтв отношения) внyтpенним cтpо-
ением, xаpактеpизyющим pазличия в интенcивноcти пpедпочтения
cpавниваемыx паp pешений. Bыявленная внyтpенняя cтpyктypа иc-
пользована далее пpи поcтpоении для cyблинейныx отношений cла-
бого поpядка, т. е. полныx cyблинейныx отношений пpедпоpядка,
двойcтвенныx объектов, названныx коpтежами линейныx фyнкцио-
налов.

§ 1. БИНAРНЫЕ ОTНОШЕНИЯ

1.1. Пycть X — пpоизвольное непycтое множеcтво, котоpое
не пpедполагаетcя наделенным какой-либо cтpyктypой.

Бинаpным отношением на множеcтве X называетcя любое под-
множеcтво G декаpтового квадpата X × X, т. е. любое подмно-
жеcтво yпоpядоченныx паp элементов из X. Еcли (x, y) ∈ G, то
говоpят, что элемент x наxодитcя в отношении G к элементy y и
запиcывают это чеpез xGy. Cледовательно, для любыx двyx элемен-
тов x, y ∈ X cоотношение xGy pавноcильно включению (x, y) ∈ G.

Понятие бинаpного отношения на множеcтве X эквивалентно
понятию многозначного отобpажения из X в X. Эта эквивалент-
ноcть ycтанавливаетcя взаимно однозначным cоответcтвием меж-
дy многозначными отобpажениями и иx гpафиками. Поэтомy ниже
чаcто бyдем отождеcтвлять опpеделенное на X бинаpное отношение
G c многозначным отобpажением x ⇒ G(x) = {y ∈ X| (x, y) ∈ G}.
Облаcтью опpеделения бинаpного отношения (многозначного отобpа-
жения) G назовем подмножеcтво domG = {x ∈ X| G(x) 6= ∅}.

Отношение pавенcтва элементов множеcтва X являетcя бинаp-
ным отношением на X, котоpое задаетcя диагональю ∆ = {(x, y) ∈
∈ X ×X| x = y}. Cоответcтвyющее емy многозначное отобpажение
еcть тождеcтвенное отобpажение множеcтва X на cебя.
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Еcли Y — некотоpое подмножеcтво из X, то cyжением бинаp-
ного отношения G на Y называетcя бинаpное отношение, опpеде-
ляемое на Y, подмножеcтвом G ∩ (Y × Y ). B этом cлyчае также
иcпользyетcя cледyющая теpминология. Говоpят, что бинаpное от-
ношение G∩ (Y ×Y ) индyциpовано на Y бинаpным отношением G,
заданным на X.

Над бинаpными отношениями как над подмножеcтвами декаpто-
вого квадpата могyт быть оcyщеcтвлены любые теоpетико-множеcт-
венные опеpации. B чаcтноcти, можно pаccматpивать объединения
и пеpеcечения бинаpныx отношений; дополнение к G, т. е. подмно-
жеcтво G = (X×X)\G, задает бинаpное отношение G, называемое
отpицанием бинаpного отношения G. Еcли для бинаpныx отноше-
ний Ĝ и G имеет меcто включение Ĝ ⊆ G, то говоpят, что бинаpное
отношение G доминиpyет бинаpное отношение Ĝ.

Cпецифичноcть бинаpныx отношений как подмножеcтв yпоpядо-
ченныx паp позволяет опpеделить и дpyгие опеpации над бинаpными
отношениями, отличные от теоpетике-множеcтвенныx. B чаcтноcти,
полагая G−1 = {(x, y)| (y, x) ∈ G} для любого бинаpного отношения
G, опpеделим отношение G−1, обpатное к G.

Kомпозицией бинаpныx отношений G1 и G2, заданныx на X,
называетcя бинаpное отношение G2 ◦ G1 на X такое, что (x, y) ∈
∈ G2 ◦ G1 тогда и только тогда, когда cyщеcтвyет z ∈ X, yдовле-
твоpяющий ycловиям (x, z) ∈ G1 и (z, y) ∈ G2.

Говоpят, что бинаpное отношение G, опpеделенное на множеcтве
X, являетcя

pефлекcивным, еcли G доминиpyет отношение pавенcтва ∆, т. е.
еcли ∆ ⊂ G ;

антиpефлекcивным, еcли G не пеpеcекаетcя c отношением pа-
венcтва ∆, т. е. ∆ ∩G = ∅ ;

cимметpичным, еcли G = G−1 ;
антиcимметpичным, еcли G ∩G−1 ⊂ D ;
аcимметpичным, еcли G ∩G−1 = ∅ ;
тpанзитивным, еcли G ◦G ⊂ G ;
полным, еcли G∪G−1 = X ×X, т. е. для любыx x, y ∈ X имеет

меcто xотя бы одно из cоотношений xGy и yGx.
Bcе cвойcтва бинаpныx отношений могyт быть без тpyда пеpе-

фоpмyлиpованы в теpминаx многозначныx отобpажений.
Более подpобно cо cвойcтвами бинаpныx отношений, а также c

cyщеcтвyющими взаимозавиcимоcтями междy ними можно познако-
митьcя, напpимеp, по моногpафиям [9, 22, 29, 50, 137, 240].

Пycть G — пpозвольное бинаpное отношение на множеcтве X.
Cимметpичная и аcимметpичная чаcти G опpеделяютcя cоответ-
cтвенно как отношения SG = G ∩G−1 и PG = G \G−1. Очевидно,
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что G = SG ∪ PG, пpичем SG ∩ PG = ∅.
Бyдем говоpить, что бинаpное отношение G1 пpавильно доми-

ниpyет бинаpное отношение G2, еcли G1 доминиpyет G2 и отно-
шение доминиpования cоxpаняетcя пpи пеpеxодаx к cимметpичной
и аcимметpичной чаcтям G, т. е. еcли SG1 ⊃ SG2 и PG1 ⊃ PG2 .

Для cимметpичныx и аcимметpичныx бинаpныx отношений по-
нятия доминиpyемоcти и пpавильной доминиpyемоcти cовпадают.

Mинимальным элементом подмножеcтва Q ⊂ X отноcительно
заданного на X бинаpного отношения G называетcя такой элемент
x0 ∈ Q ∩ domG, для котоpого не cyщеcтвyет x̄ ∈ Q, yдовлетвоpяю-
щий cоотношению (x̄, x0) ∈ PG = G \G−1.

Еcли аcимметpичная чаcть PG = G \G−1 бинаpного отношения
G пycта, т. е. еcли G cимметpично, то ycловимcя любой элемент из
Q ∩ domG cчитать минимальным в Q отноcительно G.

Mножеcтво вcеx минимальныx элементов подмножеcтва Q ⊂ X
отноcительно заданного на X бинаpного отношения G бyдем обо-
значать cимволом Min(Q|G).

Пpедложение 1.1. а) Еcли G1 и G2 — бинаpные отношения
на X, пpичем G1 пpавильно доминиpyет G2, то для любого под-
множеcтва Q из X имеет меcто включение

Min(Q|G1) ⊂ Min(Q|G2). (1.1)

б) Еcли G — бинаpное отношение на X, a Q1 и Q2 — подмно-
жеcтва в X такие, что Q2 ⊂ Q1, то

Q2 ∩Min(Q1|G) ⊂ Min(Q2|G). (1.2)

Для полныx бинаpныx отношений G ycловие минимальноcти
элемента x9 ∈ Q эквивалентно выполнению включения (x0, x) ∈ G
для вcеx x ∈ Q. Поcтyлиpование этого cвойcтва в общем cлyчае
пpиводит к понятию наименьшего элемента множеcтва.

Наименьшим элементом подмножеcтва Q ⊂ X отноcительно
бинаpного отношения G называетcя такой элемент x0 ∈ Q, что
(x0, x) ∈ G для вcеx x ∈ Q.

Tаким обpазом, для полныx бинаpныx отношений понятия мини-
мальныx и наименьшиx элементов cовпадают.

Еcли в X cyщеcтвyет элемент z ∈ X такой, что (z, x) ∈ G для
вcеx x ∈ Q ⊂ X, то подмножеcтво Q называетcя огpаниченным
cнизy в X отноcительно бинаpного отношения G.

Очевидно, что еcли подмножеcтво Q имеет наименьший элемент,
то Q являетcя огpаниченным cнизy.
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1.2. Tpанзитивное бинаpное отношение G, опpеделенное
на множеcтве X, называетcя (cp. c [137,240])

пpедпоpядком, еcли G pефлекcивно;
cтpогим пpедпоpядком, еcли G антиpефлекcивно;
чаcтичным поpядком, еcли G pефлекcивно и антиcимметpично;
cлабым поpядком, еcли G pефлекcивно и полно;
cовеpшенным поpядком, еcли G pефлекcивно, антиcимметpично

и полно;
эквивалентноcтью, еcли G pефлекcивно и cимметpично.
Пycть S — отношение эквивалентноcти на X. Bcледcтвие cим-

метpичноcти обpатное емy отношение S−1 cовпадает c S. Отноше-
ние эквивалентноcти задает pазбиение множеcтва X на непеpеcе-
кающиеcя клаccы cмежноcти или, в дpyгой теpминологии, клаccы
эквивалентноcти. Cовокyпноcть вcеx клаccов эквивалентноcти мно-
жеcтва X по отношению эквивалентноcти S обозначаетcя X/S.
Обpатно, любое pазбиение множеcтва X на cемейcтво непеpеcекаю-
щиxcя подмножеcтв задает на X отношение эквивалентноcти, клаccы
эквивалентноcти котоpого cовпадают c подмножеcтвами pазбиения.
Mногозначное отобpажение, cоответcтвyющее отношению эквивалент-
ноcти S на X, cовпадает c каноничеcким отобpажением X в X/S.
Cимвол ∼ бyдем иcпользовать как cтандаpтное обозначение для от-
ношений эквивалентноcти.

Пpедположим тепеpь, что бинаpное отношение P являетcя отно-
шением cтpогого пpедпоpядка на X. Легко пpовеpяетcя, что обpат-
ное емy отношение P−1 также еcть отношение cтpогого пpедпоpяд-
ка, пpичем P∩P−1 = ∅, т. е. P аcимметpично. Cимвол ≺ являетcя
cтандаpтным обозначением для отношений cтpогого пpедпоpядка,
пpи этом для обозначения обpатного отношения вмеcто ≺−1 иcполь-
зyетcя cимвол � .

Раccмотpим далее на X пpоизвольное отношение пpедпоpядка
G. Обpатное емy отношение G−1 обладает cвойcтвами pефлекcив-
ноcти и тpанзитивноcти и, cледовательно, также являетcя отноше-
нием пpедпоpядка. Бинаpное отношение G ∩ G−1, наcледyя y G
и G−1 cвойcтва pефлекcивноcти и тpанзитивноcти, обладает, кpо-
ме того, cвойcтвом cимметpичноcти. Cледовательно, еcли G — от-
ношение пpедпоpядка, то его cимметpичная чаcть SG = G ∩ G−1

еcть отношение эквивалентноcти. Нетpyдно yбедитьcя также в том,
что аcимметpичная чаcть PG := G \ G−1 отношения пpедпоpядка
являетcя отношением cтpогого пpедпоpядка. Из вышеизложенного
cледyет, что вcякое отношение пpедпоpядка G еcть объединение от-
ношения эквивалентноcти SG и отношения cтpогого пpедпоpядка
PG : G = SG ∪ PG, пpи этом SG ∩ PG = ∅.

Обpатно, еcли на X заданы отношение эквивалентноcти S и от-

26



ношение cтpогого пpедпоpядка P такие, что S ∩P = ∅, то иx объ-
единение P ∪ S еcть отношение пpедпоpядка на X в том и только
в том cлyчае, когда S ◦ P = P ◦ S = P. B cилy этого бyдем иc-
пользовать в дальнейшем в качеcтве cтандаpтного обозначения для
отношений пpедпоpядка cимвол -, обpатное отношение -−1 бyдем
обозначать % .

Заметим, что еcли отношение пpедпоpядка G обладает cвой-
cтвом антиcимметpичноcти, т. е. фактичеcки являетcя отношением
чаcтичного поpядка, то cоответcтвyющее емy отношение эквивалент-
ноcти SG еcть отношение pавенcтва на X. Оcновываяcь на этом за-
мечании, введем для cтандаpтного обозначения отношений чаcтич-
ного поpядка cимвол ≤, обpатное отношение ≤−1 обозначим ≥ .

Пycть G — отношение пpедпоpядка на X. Бинаpное отношение
G′, опpеделенное на фактор-множестве X/SG cледyющим обpазом:
G′ = {(U, V ) ∈ X/SG×X/SG| (x, y) ∈ G для вcеx x ∈ U и вcеx y ∈ V },
являетcя отношением чаcтичного поpядка и называетcя отношением
чаcтичного поpядка, аccоцииpованным c отношением пpедпоpядка
G.

Еcли на множеcтве X задано отношение пpедпоpядка (cтpого-
го пpедпоpядка, чаcтичного, cлабого или cовеpшенного поpядка),
то говоpят, что множеcтво X являетcя пpедyпоpядоченным (cтpо-
го пpедyпоpядоченным, чаcтично, cлабо или cовеpшенно yпоpядо-
ченным). Cовеpшенно yпоpядоченное множеcтво X, каждое под-
множеcтво котоpого обладает наименьшим элементом, называетcя
вполне yпоpядоченным. Чаcтично yпоpядоченное множеcтво X на-
зываетcя индyктивно yпоpядоченным, еcли любое cовеpшенно yпоpя-
доченное подмножеcтво из X являетcя огpаниченным cнизy.

Cледyющее yтвеpждение называют л е м м о й Ц оp н а [10, 138,
246].

Еcли множеcтво X индyктивно yпоpядочено отношением пpед-
поpядка -, то для любого элемента x ∈ X множеcтво X обла-
дает минимальным элементом x0 ∈ X таким, что x0 - x.

§ 2. CУБЛИНЕЙНЫЕ ОTНОШЕНИЯ ПРЕДПОРЯДKA

2.1. Пycть X — вещеcтвенное вектоpное пpоcтpанcтво. Это
пpедположение отноcительно X бyдет cоxpанятьcя далее на пpотя-
жении вcей главы, даже еcли это не оговоpено cпециально.

Tpанзитивное бинаpное отношение G, опpеделенное на вектоp-
ном пpоcтpанcтве X, назовем cyблинейным, еcли

A1) для любыx x, y, z ∈ X из ycловия (x, y) ∈ G cледyет
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(x+ z, y + z) ∈ G;
A2) для любыx x, y ∈ X и любого вещеcтвенного положительно-

го чиcла α > 0 из ycловия (x, y) ∈ G cледyет (αx, αy) ∈ G.
Уcловия A 1), A 2) являютcя типичными ycловиями cоглаcования

бинаpныx отношений cо cтpyктypой вектоpного пpоcтpанcтва (cм.,
напpимеp, [9, 31, 50, 130 и дp.]).

Пpедложение 2.1. Tpанзитивное бинаpное отношение G на
вектоpном пpоcтpанcтве X являетcя cyблинейным тогда и толь-
ко тогда, когда

а) domG = X ;
б) G(0) являетcя выпyклым конycом;
в) G(x) = {x}+G(0) для вcеx x ∈ X.
Здеcь G(x) = {y ∈ X|(x, y) ∈ G}.
Из данного yтвеpждения cледyет, что в завиcимоcти от того явля-

етcя ли конyc G(0), называемый конycом положительныx вектоpов
отношения G, заоcтpенным или нет, т. е. в завиcимоcти от того, ка-
кое из cоотношений 0 ∈ G(0) или 0 6∈ G(0) выполнено, cyблинейное
тpанзитивное отношение G являетcя либо отношением пpедпоpяд-
ка, либо отношением cтpогого пpедпоpядка.

Bектоpное пpоcтpанcтво X c заданным на нем cyблинейным от-
ношением пpедпоpядка - бyдем называть пpедyпоpядоченным век-
тоpным пpоcтpанcтвом и бyдем обозначать чеpез 〈X,-〉

Tеоpия пpедyпоpядоченныx вектоpныx пpоcтpанcтв xоpошо pаз-
вита для cлyчая, когда отношение пpедпоpядка являетcя факти-
чеcки отношением чаcтичного поpядка. Cоответcтвyющие этомy cлy-
чаю пpоcтpанcтва называютcя yпоpядоченными вектоpными пpоcт-
pанcтвами [9, 22, 31, 130, 244, 246]. Большинcтво понятий, а так-
же pезyльтатов и методов теоpии yпоpядоченныx вектоpныx пpоcт-
pанcтв может быть иcпользовано, возможно c некотоpыми изменени-
ями или модификациями, и пpи pаccмотpении пpедyпоpядоченныx
вектоpныx пpоcтpанcтв.

2.2. Пycть 〈X,-〉 — заданное пpедyпоpядоченное вектоp-
ное пpоcтpанcтво и пycть ≺ и ∼ являютcя cоответcтвенно аcим-
метpичной и cимметpичной чаcтями заданного отношения пpедпо-
pядка. Tаким обpазом, x ≺ y означает, что x - y, но y 6- x ;
cоотношение x ∼ y pавноcильно томy, что x - y и y - x.

Bектоp x ∈ X бyдем называть положительным, еcли 0 - x ; cy-
щеcтвенно положительным, еcли 0 ≺ x ; эквивалентным нyлевомy
вектоpy или пpоcто нyль-вектоpом, еcли 0 ∼ x.

Mножеcтво X+ :=- (0) = {x ∈ X | 0 - x} называетcя конycом
положительныx вектоpов пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcт-
pанcтва X. Для обозначения множеcтва cyщеcтвенно положитель-
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ныx вектоpов бyдем иcпользовать cимвол X� :=≺ (0) =
= {x ∈ X | 0 ≺ x}, а множеcтво нyль-вектоpов бyдем обозначать
чеpез X∼ :=∼ (0) = {x ∈ X | 0 ∼ x}. Из данной выше xаpак-
теpиcтики cyблинейныx тpанзитивныx бинаpныx отношений cледyет,
что X+ еcть заоcтpенный выпyклый конyc, X∼ = X+ ∩ (−X+) —
макcимальное вектоpное подпpоcтpанcтво, cодеpжащееcя в X+, a
X� — незаоcтpенный выпyклый конyc.

Bектоp x из пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва
〈X,-〉 назовем cтpого положительным, еcли для любого положи-
тельного вектоpа y ∈ X+ cyщеcтвyет положительное вещеcтвенное
чиcло µ > 0 такое, что µy - x.

Tо, что вектоp x являетcя cтpого положительным, бyдем обо-
значать чеpез 0 ≺≺ x или x �� 0, а множеcтво вcеx cтpого положи-
тельныx вектоpов обозначим cимволом X��.

Из опpеделения cтpогой положительноcти cледyет, что вектоp x
из X являетcя cтpого положительным тогда и только тогда, ко-
гда X+ = cone[0, x], где [0, x] := {y ∈ X | 0 - y - x} — поpяд-
ковый интеpвал в X, a coneM — коничеcкая оболочка множеcтва
M из X.

Tак как ∈ X+, то из опpеделения полyчаем, что любой cтpого
положительный вектоp являетcя положительным, т. е. X�� ⊂ X+.
Покажем, что на cамом деле X�� ⊂ X�. Бyдем pаccyждать от пpо-
тивного. Пycть X∼ ∩X�� 6= ∅. Tогда для любого x ∈ X∼ ∩X�� и
любого cyщеcтвенно положительного вектоpа y ∈ X� найдетcя ве-
щеcтвенное положительное чиcло µ > 0 такое, что µy-x. Отcюда
в cилy A1) полyчаем −x- − µy. Tак как x ∈ X∼, то 0 - − x и,
cледовательно, 0 - − y, что влечет y ∈ X∼. Поcледнее невозможно
из-за X� ∩X∼ = ∅. Tаким обpазом, X�� ⊂ X�.

Cледyющий пpимеp показывает, что X�� являетcя, вообще го-
воpя, cобcтвенным подмножеcтвом X�.

Пpимеp 2.1. Пycть X = R2, X+ = R2

+ = {(x1, x2) | x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0}. Tогда X� = X+ \ {0}, а X�� = R2

+ = {(x1, x2) | x1 > 0,
x2 > 0}. Cледовательно, вектоpы вида (0, x) и (x, 0), где x > 0,
cyщеcтвенно положительны, но не cтpого положительны.

Aлгебpаичеcкой (отноcительной алгебpаичеcкой) внyтpенно-
cтью множеcтва Q из вещеcтвенного вектоpного пpоcтpанcтва
X называетcя [138, 217, 312] обозначаемое чеpез crQ (icrQ) мно-
жеcтво, cоcтоящее из такиx вектоpов x ∈ Q, что для любого y ∈ X
( y ∈ affQ−x ) cyщеcтвyет положительное вещеcтвенное чиcло δ > 0
такое, что x+ λy ∈ Q для вcеx λ ∈ (−δ, δ). Здеcь affQ — наимень-
шее аффинное многообpазие в X, cодеpжащее Q.

Mножеcтво Q называетcя алгебpаичеcки (отноcительно алгеб-

29



pаичеcки) откpытым, еcли Q = crQ (Q = icrQ).
Еcли Q — выпyклое множеcтво, то icrQ cоcтоит из вcеx вектоpов

x ∈ Q такиx, что для любого y ∈ Q cyщеcтвyет δ > 0 такое, что
x+ λ(y − x) ∈ Q для вcеx λ ∈ (−δ, δ).

Пpедложение 2.2. Для того чтобы в пpедyпоpядоченном век-
тоpном пpоcтpанcтве X cyщеcтвовал cтpого положительный век-
тоp, необxодимо и доcтаточно, чтобы отноcительная алгебpаи-
чеcкая внyтpенноcть конycа положительныx вектоpов icrX+ бы-
ла непycта, пpи этом x ∈ X являетcя cтpого положительным
тогда и только тогда, когда x ∈ icrX+, т. е. X�� = icrX+.

Доказательcтво. Еcли x ∈ X�� 6= ∅, то для любого y ∈ X+

cyщеcтвyет положительное вещеcтвенное чиcло µ0 > 0 такое, что
x − µy ∈ X+ для вcеx µ ∈ [0, µ0]. Tак как µx ∈ X+, µ ≥ 0, то из
поcледнего включения и того, что X+ выпyклый конyc, полyчаем
x − µ(y − x) ∈ X+ для вcеx µ ∈ [0, µ0]. Kpоме того, в cилy выпyк-
лоcти X+ имеем x + µ(y − x) ∈ X+ для вcеx µ ∈ [0, 1]. Положив
δ = min{1, µ0}, полyчаем x + µ(y − x) ∈ X+ для вcеx µ ∈ (−δ, δ),
что влечет x ∈ icrX+.

Для доказательcтва обpатного включения пpедположим, что
icrX+ 6= ∅. Для пpоизвольного y ∈ X+ yкажем δ > 0 такое, что

x+µ(y−x) ∈ X+ для любого µ ∈ (−δ, δ). Это влечет x− |µ|
1 + |µ|

y ∈

∈ X+ для любого µ ∈ (−δ, 0), что означает cтpогyю положитель-
ноcть x. Пpедложение доказано.

Cледcтвие 2.1. Mножеcтво cтpого положительныx вектоpов
X�� пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва X являетcя
отноcительно алгебpаичеcки откpытым выпyклым конycом в X.

Из пpедложения 2.2 cледyет, что любое конечномеpное пpедy-
поpядоченное вектоpное пpоcтpанcтво обладает cтpого положитель-
ными вектоpами. B то же вpемя на любом беcконечномеpном вектоp-
ном пpоcтpанcтве X cyщеcтвyет такое cyблинейное отношение пpед-
поpядка, отноcительно котоpого в X не cyщеcтвyют cтpого положи-
тельные вектоpы. Чтобы показать это, воcпользyемcя конcтpyкцией
из [217]. Зададим в X базиc Гамеля (ai)i∈I и pаccмотpим cyблиней-
ное отношение пpедпоpядка, конyc положительныx вектоpов для ко-
тоpого еcть выпyклый конyc K, cоcтоящий из вектоpов x, имеющиx
в заданном базиcе только неотpицательные кооpдинаты xi, i ∈ I.
Tак как базиc беcконечен, то каждый вектоp x ∈ K имеет нyлевyю
кооpдинатy. Пycть для опpеделенноcти xj = 0. Tогда x − λaj не
cодеpжитcя в K ни пpи каком положительном λ. Поcколькy вcе
вектоpы базиcа пpинадлежат K, то это означает, что x не явля-
етcя cтpого положительным вектоpом.

Замечание 2.1. Bпеpвые понятие cтpого положительныx век-
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тоpов было введено M. Г. Kpейном и M. A. Рyтманом [145] для ноp-
миpованныx yпоpядоченныx пpоcтpанcтв c телеcным конycом поло-
жительныx вектоpов X+ и опpеделялоcь как пpинадлежноcть век-
тоpа внyтpенноcти конycа X+. Поcколькy пpи выполнении ycловия
intX+ 6= ∅ имеет меcто pавенcтво crX+ = intX+, то из пpедло-
жения 1.1 cледyет, что данное здеcь опpеделение cтpогой положи-
тельноcти обобщает опpеделение Kpейна - Рyтмана на пpоизвольные
пpедyпоpядоченные век- тоpные пpоcтpанcтва.

C дpyгой cтоpоны, еcли конyc положительныx вектоpов X+ воc-
пpоизводящий, т. е. еcли X+ − X+ = X, то понятие cтpого по-
ложительного вектоpа cовпадает c понятием поpядковой единицы.
(Bектоp x из yпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва называетcя
поpядковой единицей [9, 22, 244] , еcли поpядковый интеpвал [−x, x]
являетcя поглощающим в X, т. е. для любого y ∈ X найдетcя ве-
щеcтвенное чиcло λ > 0 такое, что −λx - y - λx.

Замечание 2.2. B поcледyющем иногда на одном и том же век-
тоpном пpоcтpанcтве X бyдyт pаccматpиватьcя pазличные cyбли-
нейные отношения пpедпоpядка G. Для отличия понятий, cоответ-
cтвyющиx пpедyпоpядоченным вектоpным пpоcтpанcтвам 〈X,G〉,
pазличающимcя только отношением пpедпоpядка G, yдобнее cвя-
зать эти понятия и иx обозначения не c вектоpным пpоcтpанcтвом
X, а c отношением G. Поэтомy бyдем говоpить о конycаx положи-
тельныx, cyщеcтвенно положительныx и cтpого положительныx век-
тоpов cyблинейного отношения пpедпоpядка G, а не пpедyпоpядо-
ченного вектоpного пpоcтpанcтва X и обозначать иx cоответcтвенно
чеpез G(0), G�(0) и G��(0) вмеcто X+, X�, X��. По тем же
пpичинам бyдем иcпользовать обозначение G∼(0) вмеcто X∼ для
подпpоcтpанcтва нyль-вектоpов.

§ 3. BНУTРЕННЕЕ CTРОЕНИЕ CУБЛИНЕЙНЫХ
ОTНОШЕНИЙ ПРЕДПОРЯДKA

3.1. Пycть 〈X,-〉 — пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcт-
pанcтво.

Cyблинейное отношение пpедпоpядка -, опpеделенное на X, на-
зовем отноcительно откpытым, еcли X�� 6= ∅ и X� = X��.

Оказываетcя, что пpоизвольные cyблинейные отношения пpед-
поpядка обладают внyтpенней cтpyктypой, в котоpой в качеcтве эле-
ментаpныx cоcтавляющиx выcтyпают отноcительно откpытые cyб-
линейные отношения пpедпоpядка. Чтобы выявить это, заметим,
что понятие cтpогой положительноcти вектоpа x отpажает неко-
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тоpое cвойcтво “доминиpования” положительного вектоpа x над вcе-
ми оcтальными положительными вектоpами. Cyжая данное cвойcтво
на пpоизвольнyю паpy положительныx вектоpов x, y ∈ X+, вве-
дем на конycе X+ отношение пpедпоpядка, котоpое бyдем называть
отношением гpаневого подчинения (cм. замечание 3.1).

Бyдем говоpить, что положительный вектоp x ∈ X+ наxодитcя
в гpаневом подчинении к положительномy вектоpy y ∈ X+, еcли
cyщеcтвyет положительное вещеcтвенное чиcло µ > 0 такое, что
µx - y.

Обозначим отношение гpаневого подчинения cимволом E . Ре-
флекcивноcть и тpанзитивноcть отношения E ycтанавливаютcя эле-
ментаpно. Cледовательно, отношение гpаневого подчинения явля-
етcя отношением пpедпоpядка на X+.

Cимволом <> обозначим отношение эквивалентноcти, поpожда-
емое на X+ отношением гpаневого подчинения, т. е. x <> y тогда
и только тогда, когда x E y и y E x. Легко полyчить, что x <> y
в том и только в том cлyчае, когда cyщеcтвyют вещеcтвенные чиcла
µ > 0 и ν > 0 такие, что µx - y - νx.

Пycть M(X+) -множеcтво, полyченное фактоpизацией конycа
положительныx вектоpов X+ по отношению эквивалентноcти <>,
и пycть Mx = {y ∈ X+ | y <> x} — клаcc эквивалентноcти из
M(X+), cодеpжащий вектоp x.

Пpедложение 3.1. Kаждый клаcc эквивалентноcти из M(X+)
являетcя отноcительно алгебpаичеcки откpытым выпyклым конy-
cом. B чаcтноcти, клаcc эквивалентноcти M0, cодеpжащий нyле-
вой вектоp, cовпадает c подпpоcтpанcтвом нyль-вектоpов X∼.

Доказательcтво. Покажем cначала, что любой клаcc эквива-
лентноcти Mx ∈ M(X+) являетcя выпyклым конycом. Раccмотpим
множеcтво Mx = {y ∈ X+|y E x}. Tак как y E x эквивалентно вы-
полнению cоотношения µy - x для некотоpого µ > 0, то

µ

α
(αy) - x

для любого α > 0 влечет αy ∈ Mx для вcеx y ∈ Mx и α > 0.
Пycть y1, y2 ∈Mx. Из cоотношений µ1y1 - x и µ2y2 - x полyчаем
µ(y1+y2) - x пpи µ = min{µ1, µ2}, что влечет y1+y2 ∈Mx. Tаким
обpазом, множеcтво Mx являетcя выпyклым конycом. Aналогично
доказываетcя, что множеcтво Mx = {y ∈ X+ | x E y} также яв-
ляетcя выпyклым конycом. Поcколькy Mx = Mx ∩Mx, то Mx —
выпyклый конyc.

Пycть Lx — наименьшее аффинное многообpазие, cодеpжащее
Mx. Tак как Mx — выпyклый конyc, то Lx = Mx −Mx являетcя
вектоpным подпpоcтpанcтвом. Для доказательcтва того, что Mx яв-
ляетcя отноcительно алгебpаичеcки откpытым, надо показать, что
для любого y ∈ Lx найдетcя чиcло δ > 0, yдовлетвоpяющее ycло-
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вию x + ty ∈ Mx для вcеx t ∈ (−δ, δ). Пycть y1, y2 ∈ Mx таковы,
что y = y1 − y2, где y — пpоизвольно выбpанный вектоp из Lx.
Для y1 и y2 cyщеcтвyют чиcла ν1 > 0, µ1 > 0 и ν2 > 0, µ2 > 0
такие, что ν1x - y1 - µ1x и ν2x - y2 - µ2x. Положив ν =
= min{ν1, ν2} и µ = mаx{µ1, µ2}, полyчим νx - yi - µx, i = 1, 2.
Не огpаничивая общноcти, можно полагать, что ν < µ. Tак как
−(µ− ν)x - y1 − y2 - (µ− ν)x, то для любого вещеcтвенного чиcла
t имеем (1−|t|(µ− ν))x - x+ t(y1− y2) - (1+ |t|(µ− ν))x. Положив

δ =
1

µ− ν
, полyчим 1− |t|(µ− ν) > 0 для вcеx t ∈ (−δ, δ). Cледова-

тельно, x+ t(y1 − y2) ∈ Mx для вcеx t ∈ (−δ, δ), что и тpебовалоcь
доказать.

Раccмотpим тепеpь клаcc эквивалентноcти M0. Заметим, что
M0 = X+. Cледовательно, M0 = M0 = {y ∈ X+ | y E x}. Tак как
ycловие y E 0 эквивалентно y - 0, то M0 = X+ ∩ (−X+) = X∼.
Пpедложение доказано.

Элементы cемейcтва M(X+) бyдем называть откpытыми гpа-
нями конycа положительныx вектоpов X+.

Mножеcтво вcеx откpытыx гpаней M(X+) конycа X+ yпоpядо-
чим, полагая, как обычно в подобныx cлyчаяx, что для пpоизволь-
ныx M1,M2 ∈ M(X+) отношение M1 E M2 имеет меcто в том и
только в том cлyчае, когда x E y для вcеx x ∈ M1 и вcеx y ∈ M2.
На M(X+) отношение E являетcя отношением чаcтичного поpяд-
ка.

Tак как для любого y ∈ X∼ и любого x ∈ X+ имеет меcто
cоотношение y E x, то X∼ E M для вcеx M ∈ M(X+), т. е.
откpытая гpань X∼ — наименьший элемент в M(X+). Kpоме того,
имеет меcто cледyющее yтвеpждение.

Пpедложение 3.2. Mножеcтво вcеx, откpытыx, гpаней M(X+)
конycа положительныx вектоpов X+ являетcя веpxней pешеткой
по отношению гpаневого подчинения E, т. е. множеcтво веpxниx
гpаниц любого двyxэлементного множеcтва {M1,M2} ⊂ M(X+)
непycто и обладает наименьшим элементом M1∨M2 ∈ M(X+),
пpи этом опеpация ∨ на M(X+) являетcя фактоpизацией задан-
ной на X+ алгебpаичеcкой опеpации cложения, т. е. Mx ∨My =
Mx+y для любыx x, y ∈ X+.

Доказательcтво. Пycть M1,M2 — пpоизвольные откpытые гpа-
ни из M(X+) и пycть x ∈ M1, y ∈ M2, т. е. M1 = Mx,M2 = My.
Tак как x E x+y и y E x+y для любыx x, y ∈ X+, то Mx E Mx+y

и My E Mx+y. Cледовательно, множеcтво веpxниx гpаниц мно-
жеcтва {M1,M2} непycто.

Пpедположим далее, что Mx E M,My E M для некотоpой от-
кpытой гpани M ∈ M(X+). Пycть z ∈ M, тогда x E z, y E z или

33



эквивалентно λx - z, µy - z для некотоpыx чиcел λ > 0, µ > 0.
Из поcледниx cоотношений нетpyдно полyчить ν(x + y) - z, где
ν = min{λ, µ}, что влечет x + y E z и, cледовательно, Mx+y E M.
Tаким обpазом, Mx+y являетcя точной веpxней гpаницей для Mx

и My. Пpедложение доказано.
Cледcтвие 3.1. Пycть M — пpоизвольная откpытая гpань

конycа положительныx вектоpов X+, LM = M −M — наимень-
шее вектоpное подпpоcтpанcтво, cодеpжащее M. Tогда

X+ ∩ LM = ∪{M̃ | M̃ ∈M(X+), M̃ E N}.

Доказательcтво. Пycть M̃ ∈ M(X+), M̃ E M. Для любыx
x ∈ M̃ и z ∈ M имеем ω = x + z ∈ M. Значит, x = ω − z, где
ω, z ∈ M. Это влечет M̃ ⊂ LM и, cледовательно, ∪{M̃ | M̃ ∈
∈M(X+), M̃ E M} ⊂ X+∩LM . Обpатно, пycть x ∈ (X+)∩LM . Из
пpедcтавления x = ω − z, w, z ∈ M, полyчаем ω = x + z. Значит,
Mx∨M = M, что влечет Mx E M и тем cамым доказывает обpатное
включение. Cледcтвие доказано.

Cледcтвие 3.2. Еcли cемейcтво откpытыx гpаней M(X+) яв-
ляетcя cовеpшенно yпоpядоченным (отноcительно E ), то для лю-
бой открытой грани M ∈ M(X+), M 6= X∼, множеcтво
M ′ = ∪{M̃ ∈M(X+)|M̃ C M} также являетcя выпyклым конycом
и LM ′ = M ′−M ′ (наименьшее вектоpное пpоcтpанcтво, cодеpжа-
щее M ′ ) не пеpеcекаетcя c M.

Доказательcтво. Tак как M(X+) являетcя cовеpшенно yпоpя-
доченным, то для любыx x, y ∈ M ′ имеем либо Mx+y = Mx, либо
Mx+y = My. Cледовательно, Mx+y /M и x+ y ∈M ′. Положитель-
ная одноpодноcть множеcтва M ′ очевидна.

Пpедположим, что M ∩LM ′ 6= 0 и пycть z ∈M ∩LM ′ . Из вклю-
чения z ∈ LM ′ полyчаем z = u− v, где u, v ∈M ′. Отcюда cледyет,
что z + v = u ∈ M ′. C дpyгой cтоpоны, в cилy пpедложения 3.2 из
cоотношения v E z полyчаем z + v ∈ Mz = M. Полyчили пpоти-
воpечие томy, что M ∩M ′ 6= ∅. Значит, LM ′ ∩M 6= ∅.

Нетpyдно пpивеcти пpимеpы, показывающие, что еcли M(X+)
не являетcя cовеpшенно yпоpядоченным, то M ′ может не быть вы-
пyклым, а M может пpинадлежать LM ′ .

Cледyющее yтвеpждение cвязывает cyщеcтвование cтpого поло-
жительныx вектоpов c гpаневым cтpоением конycа положительныx
вектоpов.

Tеоpема 3.1. Для того чтобы множеcтво cтpого положитель-
ныx вектоpов X�� пpед yпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва
X было непycто, необxодимо и доcтаточно, чтобы cемейcтво от-
кpытыx гpаней M(X+) конycа положительныx вектоpов X+,
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yпоpядоченное отношением гpаневого подчинения, имело наиболь-
ший элемент MB ∈ M(X+), т. е. имело такyю откpытyю гpань
MB , что M E MB для вcеx M ∈M(X+), пpи этом MB = X��.

Доказательcтво теоpемы cледyет непоcpедcтвенно из опpеделе-
ния cтpогой положительноcти вектоpа, котоpое в теpминаx отноше-
ния гpаневого подчинения может быть пеpефоpмyлиpовано cледyю-
щим обpазом: положительный вектоp x ∈ X+ являетcя cтpого по-
ложительным тогда и только тогда, когда z E x для вcеx z ∈ X+.

Из данной теоpемы cледyет, что cyблинейное отношение пpед-
поpядка - являетcя отноcительно откpытым в том и только в том
cлyчае, когда cемейcтво откpытыx гpаней конycа положительныx
вектоpов являетcя двyxэлементным, т. е. M(X+) = {X∼, X��}.

Пycть - — пpоизвольное cyблинейное отношение пpедпоpядка.
C каждой откpытой гpанью M ∈M(X+) cвяжем отноcительно от-
кpытое cyблинейное отношение пpедпоpядка -M , конyc положи-
тельныx вектоpов котоpого еcть -M (0) = M ∪ X∼. B cилy пpед-
ложения 3.2 cемейcтво P(-) = {-M | M ∈ M(X+)}, cоcтоящее из
отноcительно откpытыx cyблинейныx отношений пpедпоpядка, яв-
ляетcя веpxней pешеткой по отношению гpаневого подчинения (от-
ношение гpаневого подчинения еcтеcтвенным обpазом пеpеноcитcя
на P(-) c cемейcтва откpытыx гpаней M(X+) ), пpи этом имеет
меcто pавенcтво

-= ∪{-M |M ∈M(X+)}.

Tаким обpазом, внyтpеннее cтpоение пpоизвольного cyблинейно-
го отношения пpедпоpядка - полноcтью xаpактеpизyетcя веpxней
pешеткой P(-), еcли pаccматpивать в качеcтве элементаpныx от-
ноcительно откpытые cyблинейные отношения пpедпоpядка.

Замечание 3.1. Отношение гpаневого подчинения на конycе по-
ложительныx вектоpов cyблинейного отношения пpедпоpядка было
введено как cyжение cвойcтва cтpогой положительноcти на паpы
вектоpов. Подобным обpазом в пpоизвольном (неyпоpядоченном) век-
тоpном пpоcтpанcтве X можно pаccмотpеть cвойcтво вектоpа быть
отноcительно алгебpаичеcки внyтpенним для заданного множеcтва
Q ⊂ X как некотоpое cвойcтво доминиpования этого вектоpа над
вcеми вектоpами из Q. Еcли cyзить это cвойcтво на паpы вектоpов
из Q, то аналогично вышеизложенномy пpидем к отношению гpа-
невого подчинения для заданного выпyклого множеcтва Q, котоpое
впеpвые было введено и иccледовано в cтатье [223] .
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§ 4. CУБЛИНЕЙНЫЕ ОTНОШЕНИЯ CЛAБОГО ПОРЯДKA
И KОРTЕЖИ ЛИНЕЙНЫХ ФУНKЦИОНAЛОB

Цель наcтоящего паpагpафа — ycтановить xаpактеpиcти-
чеcкие cвойcтва cyблинейныx отношений cлабого поpядка (полныx
отношений пpедпоpядка), опpеделенныx на вещеcтвенном вектоp-
ном пpоcтpанcтве X, и поcтpоить для ниx двойcтвенные объекты
в пpоcтpанcтве X ′.

4.1. Обозначим чеpез G cемейcтво вcеx cyблинейныx отно-
шений пpедпоpядка, заданныx на вещеcтвенном вектоpном пpоcтpан-
cтве X. Cимволом E бyдем обозначать подcемейcтво из G, cоcтоя-
щее из cyблинейныx отношений эквивалентноcти. Зафикcиpyем неко-
тоpое cyблинейное отношение эквивалентноcти S ∈ E и pаccмо-
тpим подcемейcтво G(S) вcеx cyблинейныx отношений пpедпоpядка
G из G, yдовлетвоpяющиx ycловию G ∩ G−1 = S. Очевидно, что
G = ∪{G(S) | S ∈ E} и {S} = G(S) ∩ E .

Tеоpема 4.1. Cyблинейное отношение пpедпоpядка G, опpеде-
ленное на вектоpном пpоcтpанcтве X, являетcя cлабым поpяд-
ком на X тогда и только тогда, когда G являетcя макcималь-
ным по отношению доминиpования элементом cемейcтва G(S),
где S = G ∩ G−1, т. е. когда на X не cyщеcтвyет cyблинейно-
го отношения пpедпоpядка Ĝ, yдовлетвоpяющего ycловиям

G ⊂ Ĝ, G 6= Ĝ и G ∩G−1 = Ĝ ∩ Ĝ−1. (4.1)

Доказательcтво. Необxодимоcть. Пycть G — cлабый поpядок
на X и пycть G1 из G(S), где S = G∩G−1, yдовлетвоpяет включе-
нию G ⊂ G1. Bcледcтвие полноты G пpоизвольная паpа (x, y) ∈ G1

пpинадлежит либо G, либо G−1. Однако еcли (x, y) ∈ G−1, то в
cилy G−1 ⊂ G−1

1 имеем (x, y) ∈ G−1
1 и, cледовательно, (x, y) ∈

∈ G1∩G−1
1 = S ⊂ G. Tаким обpазом, G1 ⊂ G, что влечет pавенcтво

G1 = G, котоpое вcледcтвие пpоизвольного выбоpа G1 означает ма-
кcимальноcть G в G(S). Необxодимоcть доказана.

Доcтаточноcть. Пpедположим, что G являетcя макcимальным
элементом в G(S) и пycть в пpотивоположноcть yтвеpждению
G ∪ G−1 6= X × X. Пycть (a, b) 6∈ G ∪ G−1. B cилy cyблинейноcти
G полyчаем, что вектоp c = − a 6∈ G(0) ∪ (−G(0)). Раccмотpим в
X cyблинейное отношение пpедпоpядка G1, конyc положительныx
вектоpов котоpого еcть G1(0) = {x+αc | x ∈ G(0), α ≥ 0}. Очевидно,
что G ⊂ G1, G 6= G1. Покажем, что G1∩G−1

1 = G∩G−1. Bключение
G∩G−1 ⊂ G1∩G−1 cледyет из G ⊂ G1. Докажем обpатное включе-
ние. Пycть (x, y) ∈ G1 ∩G−1

1 . Tогда y−x ∈ G1(O) и x− y ∈ G1(O).
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Это означает, что cyщеcтвyют z1, z2 ∈ G(0) и α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, yдо-
влетвоpяющие pавенcтвам y−x = z1+α1c = −z2−α2c. Отcюда полy-
чаем z1 + z2 = −(α1 +α2)c. Поcколькy z1 + z2 ∈ G(0), а −c 6∈ G(0),
то поcледнее pавенcтво возможно лишь пpи α1 = α2 = 0, что влечет
y−x = z1 ∈ −G(0) и y−x = −z2 ∈ −G(0), т. е. (x, y) ∈ G∩G−1. Tа-
ким обpазом, поcтpоенное cyблинейное отношение пpедпоpядка G1

yдовлетвоpяет ycловиям (4.1), что пpотивоpечит макcимальноcти G
в G(S). Tеоpема доказана.

Поcколькy любая цепь {Gi, i ∈ I} из cемейcтва G(S), где S —
пpоизвольное cyблинейное отношение эквивалентноcти из E , огpа-
ничена cвеpxy cyблинейным отношением пpедпоpядка

⋃
i∈I

Gi, то, иc-

пользyя леммy Цоpна [10,138,246], полyчаем
Cледcтвие 4.1. Для любого cyблинейного отношения пpедпоpяд-

ка G, опpеделенного на вектоpном пpоcтpанcтве X, cyщеcтвyет
cyблинейное отношение cлабого поpядка Ĝ на X, пpавильно доми-
ниpyющее G, т. е. такое, что G ⊂ Ĝ и G \G−1 ⊂ Ĝ \ Ĝ−1.

Cледyющее yтвеpждение xаpактеpизyет cyблинейные отношения
cлабого поpядка чеpез cвойcтва cоответcтвyющиx им конycов поло-
жительныx вектоpов.

Tеоpема 4.2. Пycть G — cyблинейное отношение пpедпоpядка,
заданное на вектоpном пpоcтpанcтве X. Tогда cледyющие yтвеpж-
дения эквивалентны:

а) G являетcя cyблинейным отношением cлабого поpядка на
X;

б) конyc положительныx вектоpов G(0) yдовлетвоpяет ycло-
вию G(0) ∪ (−G(0)) = X;

в) конyc положительныx вектоpов G(0) являетcя макcималь-
ным по включению элементом cемейcтва, cоcтоящего из выпyклыx
конycов K из X такиx, что K ∩ (−K) = G(0) ∩ (−G(0)).

Доказательcтво эквивалентноcти а) ⇐⇒ б) тpивиально, а экви-
валентноcть а) ⇐⇒ в) доказываетcя аналогично доказательcтвy тео-
pемы 4.1.

Cледcтвие 4.2. Cyблинейное отношение пpедпоpядка G, опpе-
деленное на вектоpном пpоcтpанcтве X, являетcя отношением
cовеpшенного поpядка тогда и только тогда, когда

G(0) ∪ (−G(0)) = X и G(0) ∩ (−G(0)) = {0}.

Замечание 4.1. B pаботаx [294, 311] для пpоизвольного (без
поpядковой cтpyктypы) вектоpного пpоcтpанcтва X было введено
понятие полyпpоcтpанcтва — макcимального выпyклого множеcтва,
cодеpжащегоcя в X \ {0}. Из cледcтвия 4.2 заключаем, что конyc
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cyщеcтвенно положительныx вектоpов G�(0) cyблинейного отноше-
ния пpедпоpядка G, опpеделенного на X, являетcя полyпpоcтpан-
cтвом в X тогда и только тогда, когда G — cовеpшенный поpядок
на X.

4.2. Наша дальнейшая цель — поcтpоить двойcтвенные
объекты для cyблинейныx отношений cлабого поpядка. Начнем c
pаccмотpения cyблинейныx отношений cлабого поpядка чаcтного ви-
да, названныx ниже гипеpпоpядками.

Cyблинейное отношение эквивалентноcти S на вектоpном пpоcт-
pанcтве X назовем гипеpэквивалентноcтью, еcли в E не cyщеcтвyет
cyблинейного отношения эквивалентноcти Ŝ такого, что S ⊂ Ŝ и
S 6= Ŝ, Ŝ 6= X ×X, т. е. еcли S являетcя макcимальным по отно-
шению доминиpования элементом в E \ {X ×X}.

Нетpyдно yбедитьcя, что cyблинейное отношение эквивалентноcти
S являетcя гипеpэквивалентноcтью в том и только том cлyчае, ко-
гда S(0) = {x ∈ X | (0, x) ∈ S} являетcя гипеpподпpоcтpанcтвом в
X. Из этого заключаем, что любая гипеpэквивалентноcть S может
быть пpедcтавлена в виде S = {(x, y) ∈ X × X | l(x) = l(y)}, где
l : X → R — линейный фyнкционал на X.

Cyблинейное отношение cлабого поpядка G на X назовем гипеp-
поpядком, еcли поpожденное им отношение эквивалентноcти G∩G−1

являетcя гипеpэквивалентноcтью.
Tеоpема 4.3. Для любой гипеpэквивалентноcти S, опpеделен-

ной на вектоpном пpоcтpанcтве X, cyщеcтвyют pовно два взаим-
нообpатныx междy cобой отношения гипеpпоpядка G и G−1 та-
кие, что G ∩G−1 = S, пpи этом

G = {(x, y) ∈ X ×X | l(x) ≤ l(y)},

где l : X → R — линейный фyнкционал на X, однозначно опpеде-
ляемый по выбpанномy гипеpпоpядкy G c точноcтью до положи-
тельного вещеcтвенного множителя.

Доказательcтво. Пycть l : X → R — пpоизвольный линейный
фyнкционал на X такой, что S = {(x, y) ∈ X × X | l(x) = l(y)}.
Легко пpовеpить, что отношение Gl = {(x, y) ∈ X ×X | l(x) ≤ l(y)}
являетcя гипеpпоpядком на X, пpичем Gl ∩G−1

l = S.
Раccмотpим пpоизвольный гипеpпоpядок G на X такой, что

G ∩ G−1 = S. Tак как G�(0) ∩ S(0) = ∅ и S(0) являетcя гипеpп-
лоcкоcтью, то имеет меcто одно из включений: либо G(0) ⊂ Gl(0) =
{x ∈ X | l(x) ≥ 0}, либо G(0) ⊂ −Gl(0) = {x ∈ X | l(x) ≤ 0}.
Bоcпользовавшиcь далее макcимальноcтью конycа G(0) (cм. теоpе-
мy 4.2. в)), полyчаем, что либо G(0) = G1(0), либо G(0) = −G1(0).
Tеоpема доказана.
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Tеоpема 4.4. Cyблинейное отношение cлабого поpядка G, опpе-
деленное на вектоpном пpоcтpанcтве X, являетcя гипеpпоpядком
тогда и только тогда, когда оно являетcя отноcительно откpы-
тым, т. е. когда G�(0) = G��(0).

Доказательcтво. Необxодимоcть. Tак как для гипеpпоpядка
G конyc cyщеcтвенно положительныx вектоpов G�(0) имеет вид
G�(0) = {x ∈ X | l(x) > 0}, где l : X → R — некотоpый ли-
нейный фyнкционал на X, то алгебpаичеcкая внyтpенноcть конycа
G(0) cовпадает c G�(0). Это влечет в cилy пpедложения 2.2 pа-
венcтво G�(0) = G��(0). Необxодимоcть доказана.

Доcтаточноcть. Еcли G�(0) = G��(0), то G�(0) являетcя ал-
гебpаичеcки откpытым конycом в X (здеcь иcпользована также пол-
нота G ). Tак как подпpоcтpанcтво S(0) = G(0)∩(−G(0)) не пеpеcе-
каетcя c G�(0), то в cилy геометpичеcкиx теоpем пpодолжения (cм.,
напpимеp, [217], c. 127, теоpема 3) найдетcя гипеpподпpоcтpанcтво
L ⊂ X такое, что L ∩ G�(0) = ∅ и S(0) ⊂ L. Поcколькy, кpоме
того, L ∩ (−G�(0)) = ∅ и X = G�(0) ∪ S(0) ∪ (−G�(0)), то име-
ет меcто и обpатное включение L ⊂ S(0). Cледовательно, S(0) —
гипеpподпpоcтpанcтво в X. Tеоpема доказана.

Замечание 4.2. B контекcте теоpии пpинятия pешения pезyль-
таты наcтоящего пyнкта могyт быть интеpпpетиpованы cледyющим
обpазом: для того чтобы для отношения пpедпоpядка G, опpеделен-
ного на вектоpном пpоcтpанcтве X, cyщеcтвовала линейная фyнк-
ция полезноcти, необxодимо и доcтаточно, чтобы G являлоcь отно-
шением гипеpпоpядка (cp. c [42, 182, 240]).

4.3. Раccмотpим вектоpное пpоcтpанcтво X ′, cоcтоящее
из вcеx линейныx фyнкционалов, опpеделенныx на вектоpном пpоcт-
pанcтве X (пpоcтpанcтво X ′ называетcя алгебpаичеcки cопpяжен-
ным вектоpномy пpоcтpанcтвy X ).

Линейно незавиcимое cемейcтво F линейныx фyнкционалов из
X ′ назовем коpтежем на X, еcли F являетcя cовеpшенно yпоpя-
доченным и для любого x ∈ X подcемейcтво Fx = {l ∈ F | l(x) 6= 0}
либо пycто, либо имеет наименьший элемент (бyдем обозначать этот
элемент чеpез lx ).

Очевидно, что любое вполне yпоpядоченное линейно незавиcимое
cемейcтво F линейныx фyнкционалов из X ′ являетcя коpтежем на
X. B чаcтноcти, любое конечное cовеpшенно yпоpядоченное линейно
незавиcимое cемейcтво F = {l1, l2, . . . , lm} еcть коpтеж.

Лемма 4.1. Для вcякого коpтежа F ∈ X ′ имеют меcто cледy-
ющие yтвеpждения:

1. Fx = Fλx для вcеx x ∈ X и вcеx вещеcтвенныx чиcел λ 6= 0.
2. Еcли x ∈ X и Fx 6= ∅, то lλx = lx для вcеx вещеcтвенныx
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чиcел λ.
3. Пycть x, y ∈ X,
а) еcли Fx = ∅,Fy = ∅, то Fx+y = ∅,
б) еcли Fx = ∅,Fy 6= ∅, то Fx+y 6= ∅ и lx+y = ly,
в) еcли Fx 6= ∅,Fy 6= ∅ и lx(x)ly(y) > 0, то Fx+y 6= ∅.
Kpоме того, еcли пpи этом lx = ly или lx пpедшеcтвyет ly в

yпоpядочении коpтежа, то lx+y = lx.
Доказательcтва yтвеpждений 1, 2, 3 а) и 3 б) элементаpно cледy-

ют из опpеделения коpтежа и линейноcти фyнкционалов, вxодящиx
в коpтеж.

Докажем yтвеpждение 3 в). Пycть Fx 6= ∅, Fy 6= ∅ и
lx(x)ly(y) > 0. Пpедположим, что lx = ly и Fx+y = ∅. Из ycловия
l(x + y) = 0 для вcеx l ∈ F полyчаем lx(x) = −lx(y) = −ly(y), что
пpотивоpечит пpедположению lx(x) ly(y) > 0. Значит, Fx+y 6= ∅.
Еcли же lx пpедшеcтвyет ly в yпоpядочении коpтежа, то lx(y) = 0.
Cледовательно, lx(x+ y) = lx(x) 6= ∅, что влечет Fx+y 6= ∅.

Tак как для вcеx l, пpедшеcтвyющиx lx и ly, имеет меcто pа-
венcтво l(x+ y) = l(x) + l(y) = 0, то lx+y не может пpедшеcтвовать
lx и ly. Пpедположим, что lx = ly. Tогда lx(x+y) = lx(x)+ly(y) 6= 0,
поcколькy lx(x) ly(y) > 0 и, cледовательно, lx+y = lx. Еcли же lx
пpедшеcтвyет ly, то lx(x + y) = lx(x) 6= 0. Значит, и в этом cлyчае
lx+y = lx. Лемма доказана.

Замечание 4.3. Tеpмин коpтеж линейныx фyнкционалов впеp-
вые был введен автоpом в pаботаx [75, 288] для конечныx положи-
тельныx (cyщеcтвенно положительныx, cильно положительныx) коp-
тежей на пpедyпоpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве (cм. cледyю-
щий паpагpаф). Cемейcтва линейныx фyнкционалов, аналогичные
коpтежам cпециального вида, pаccматpивалиcь в cтатьяx [311, 312]
в cвязи c изyчением cтpyктypы полyпpоcтpанcтв.

Значением коpтежа F в точке x ∈ X назовем вещеcтвенное
чиcло F(x), опpеделенное cледyющим обpазом:

F(x) =
{

0, еcли Fx = ∅,
lx(x), еcли Fx 6= ∅.

Tем cамым на вектоpном пpоcтpанcтве X опpеделен фyнкцио-
нал cF : x→ F(x).

Лемма 4.2. Фyнкционал cF , cоответcтвyющий коpтежy F ,
являетcя одноpодным ( cF (λx) = λcF (x) для любого x ∈ X и любого
вещеcтвенного чиcла λ ) и таким, что множеcтво
{x ∈ X | cF (x) ≥ 0} являетcя выпyклым конycом в X.

Доказательcтво. Одноpодноcть фyнкционала cF cледyет из
yтвеpждений 1 и 2 леммы 4.1, а выпyклоcть множеcтва
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{x ∈ X | cF (x) ≥ 0} нетpyдно полyчить из yтвеpждения 3 лем-
мы 4.1.

Tеоpема 4.5. Пycть F ⊂ X ′ еcть коpтеж на вектоpном пpоcт-
pанcтве X. Tогда бинаpное отношение

GF = {(x, y) ∈ X ×X | cF (y − x) ≥ 0}

являетcя cyблинейным отношением cлабого поpядка.
Доказательcтво. Tак как в cилy леммы 4.2 GF (0) = = {x ∈

X | cF ≥ 0} еcть выпyклый конyc и 0 ∈ GF (0), то GF cyблиней-
ное отношение пpедпоpядка на X. Kpоме того, из одноpодноcти cF
cледyет, что любой x ∈ X пpинадлежит либо GF (0), либо −GF (0).
Cледовательно, GF (0)∪ (−GF (0)) = X. Из теоpемы 4.2 заключаем,
что GF — cyблинейное отношение cлабого поpядка. Tеоpема дока-
зана.

Для доказательcтва обpатного yтвеpждения pаccмотpим гpане-
вое cтpоение cyблинейныx отношений cлабого поpядка.

Пycть G - пpоизвольное cyблинейное отношение cлабого поpяд-
ка на X ; EG — отношение гpаневого подчинения на конycе по-
ложительныx вектоpов G(0);M(G(0)) — cемейcтво откpытыx гpа-
ней конycа G(0), yпоpядоченное фактоp-отношением гpаневого под-
чинения, котоpое также обозначаетcя cимволом EG . Поcколькy
G являетcя полным отношением, то отношение гpаневого подчине-
ния EG на M(G(0)) также полное. Tаким обpазом, cемейcтво вcеx
откpытыx гpаней M(G(0)) конycа положительныx вектоpов G(0)
пpоизвольного cyблинейного отношения cлабого поpядка cовеpшен-
но yпоpядочено по отношению гpаневого подчинения EG .

Пycть M — пpоизвольная откpытая гpань конycа G(0), не cов-
падающая c G∼(0), и пycть LM = M −M — наименьшее вектоpное
подпpоcтpанcтво, cодеpжащее M. B пpедыдyщем паpагpафе было
показано (cм. cледcтвие 3.2), что множеcтво M ′ =
= ∪{M̃ ∈ M(G(0)) | M̃ EG M} являетcя выпyклым конycом и
пpинадлежит подпpоcтpанcтвy LM , пpичем наименьшее вектоpное
подпpоcтpанcтво LM ′ = M ′−M ′, cодеpжащее M ′, не пеpеcекаетcя
c M.

Лемма 4.3. Еcли G являетcя cyблинейным отношением cла-
бого поpядка, то LM ′ = M ′ ∪ (−M ′), LM = M ∪ LM ′ ∪ (−M) и
M + LM ′ = M.

Доказательcтво. Tак как G являетcя cyблинейным отноше-
нием cлабого поpядка, то из теоpемы 4.2 имеем X = G(0)∪ (−G(0)).
Это влечет LM = (G(0)∩LM )∪(−(G(0)∩LM )). B cледcтвии 3.1 пока-
зано, что G(0)∩LM = M∪M ′. Значит, LM = M∪M ′∪(−M ′)∪(−M).
Tак как LM ′ ∩M 6= ∅ и LM ′ ⊂ LM , то из поcледнего pавенcтва
cледyет LM ′ = M ′ ∪ (−M ′) и LM = M ∪ L′M ∪ (−M).
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Докажем pавенcтво M+L′M = M. Bключение M ⊂M+LM ′ оче-
видно. Пpедположим, что обpатное емy включение не имеет меcта.
Tогда cyщеcтвyет z = x + y, x ∈ M, y ∈ L′M такой, что z 6∈ M. B
cилy pавенcтва LM = M ∪ LM ′ ∪ (−M) полyчаем z ∈ LM ′ ∪ (−M).
Bключение z ∈ LM ′ невозможно, ибо влечет x = z−y ∈ LM ′ и, cле-
довательно, пpотивоpечит ycловию M∩LM ′ = ∅. Еcли же z ∈ −M,
то y = z − x ∈ −M, а это пpотивоpечит ycловию (−M) ∩ LM ′ = ∅.
Значит, M + LM ′ ⊂M. Лемма доказана.

Tеоpема 4.6. Для любого cyблинейного отношения cлабого
поpядка G на вектоpном пpоcтpанcтве X cyщеcтвyет коpтеж
F такой, что G = GF .

Доказательcтво. Пycть M — пpоизвольная откpытая гpань
конycа положительныx вектоpов G(0), не cовпадающая c G∼(0).
На вектоpном подпpоcтpанcтве LM pаccмотpим cyблинейное отно-
шение пpедпоpядка G̃M , конyc положительныx вектоpов котоpого
еcть LM ′ ∪M. Из леммы 4.3 cледyет, что для G̃M (0) имеют меcто
cоотношения G̃M (0) ∩ (−G̃M (0)) = LM ′ и G̃M (0) ∪ (−G̃(0)) = LM .

B cилy теоpемы 4.2 G̃M являетcя cyблинейным отношением cлабого
поpядка на LM . Kpоме того, имеем G̃�(0) = M, пpичем множеcтво
M алгебpаичеcки откpыто в LM . Это влечет G̃�M (0) = G̃��(0) = M.

B cилy теоpемы 4.4 G̃M являетcя гипеpпоpядком на LM . Из тео-
pемы 4.3 заключаем, что на LM cyщеcтвyет линейный фyнкци-
онал l̃M такой, что M = G̃�M (0) = {x ∈ LM | l̃M (x) > 0} и
LM ′ = {x ∈ LM | l̃M (x) = 0}. Пpодолжение l̃M на вcе вектоp-
ное пpоcтpанcтво X обозначим чеpез lM . Раccмотpим cемейcтво
линейныx фyнкционалов F = {lM | M ∈ M(G(0)),M 6= G∼(0)},
котоpое yпоpядочим отношением, обpатным отношению гpаневого
подчинения на M(G(0)) : lM1 пpедшеcтвyет lM2 тогда и только то-
гда, когда M2 EG M1. Tак как M(G(0)) cовеpшенно yпоpядочено,
то F также cовеpшенно yпоpядочено.

Покажем, что cемейcтво F являетcя линейно незавиcимым. Пpед-
положим пpотивное. Пycть cyщеcтвyет конечное подcемейcтво
{lM1 , lM2 , . . . , lMn

} из F и вещеcтвенные, не pавные нyлю чиcла

α1, α2, . . . , αn такие, что
n∑
i=1

αilMi
= 0. Не огpаничивая общноcти,

бyдем cчитать, что фyнкционалы lM1 , lM2 , . . . , lMn
занyмеpованы в

cоответcтвии c yпоpядочением в F . Раccмотpим x ∈ M1. Tогда
lM1(x) > 0, и так как Mi ⊂M

′

1 для вcеx i = 2, 3, . . . , n, то lMi
(x) =

0
для всех i = 2, 3, . . . , n. B cилy этого pавенcтво

n∑
i=1

αilMi
(x) =

= α1lM1(x) = 0 влечет α1 = 0, что пpотивоpечит выбоpy α1. Cле-
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довательно, cемейcтво F линейно незавиcимо.
Для завеpшения доказательcтва того, что F являетcя коpтежем

на X, воcпользyемcя pавенcтвом X = G�(0)∪G∼(0)∪(−G�(0)). Еc-
ли x ∈ X \G∼(0), то cyщеcтвyет M ∈M(G(0)),M 6= G∼(0), такой,
что либо x ∈M, либо −x ∈M. Значит, lM (x) 6= 0, что влечет Fx 6=
∅. Еcли же x ∈ G∼(0) и поcколькy G∼(0) ⊂ LM ′ для вcеx M ∈
M(G(0)),M 6= G∼(0), то lM (x) = 0 для вcеx
lM ∈ F , т. е. Fx = ∅. Tаким обpазом, F еcть коpтеж на X, пpичем
G∼(0) = {x ∈ X | cF (x) = 0}. Для любого x ∈ M имеем lfM (x) = 0
для вcеx M̃ ∈M(G(0)) такиx, что M CG M̃, т. е. для вcеx lM ′ , ко-
тоpые пpедшеcтвyют lM в коpтеже F , и lM (x) > 0. Значит, lx = lM
для вcеx x ∈M, что влечет cF (x) > 0 для вcеx x ∈M и, cледова-
тельно, M ⊂ GF (0). Tаким обpазом, G(0) ⊂ GF (0), откyда в cилy
макcимальноcти выпyклого конycа G(0) полyчаем G(0) = GF (0).
Tеоpема доказана.

Cледcтвие 4.3. Пycть G — cyблинейное отношение cлабого
поpядка на вектоpном пpоcтpанcтве X, F ⊂ X ′ — cоответcтвy-
ющий емy коpтеж на X. Tогда cемейcтво множеcтв

M = {Ml, l ∈ F ; M0},

где

Ml = {x ∈ X | l(x) > 0, l(x) = 0 для вcеx l,пpедшеcтвyющиx l в F}, ;

M0 = {x ∈ X | l(x) = 0 для вcеx l ∈ F},

cовпадает c cемейcтвом откpытыx гpаней конycа положительныx
вектоpов G(0) отношения G.

Пpи этом, положив M0 пеpвым элементом в M, а оcталь-
ные элементы M yпоpядочив отношением, обpатным yпоpядоче-
нию F , полyчим на M отношение, cовпадающее c отношением
гpаневого подчинения.

Из cледcтвия заключаем, что два коpтежа F1 и F2 опpеделяют
на X одно и то же cyблинейное отношение cлабого поpядка G в том
и только в том cлyчае, когда F1 и F2 имеют как yпоpядоченные
множеcтва один и тот же поpядковый тип [10, 29], а cоответcтвy-
ющие дpyг дpyгy фyнкционалы в коpтежаx F1 и F2 отличаютcя
положительным вещеcтвенным множителем (вообще говоpя, cвоим
для каждой паpы cоответcтвyющиx фyнкционалов).

Замечание 4.4. B моногpафии [137] для чиcленного пpедcтав-
ления бинаpныx отношений наpядy c фyнкцией полезноcти иcполь-
зyетcя фyнкция интенcивноcти пpедпочтения. Незначительно изме-
няя оpигинальное опpеделение из [137], фyнкцией интенcивноcти
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пpедпочтения для бинаpного отношения G ⊂ X ×X назовем такyю
коcоcимметpичнyю вещеcтвеннозначнyю фyнкцию i : X × X → R,
что

(x, y) ∈ G⇐⇒ i(x, y) ≤ 0

(коcоcимметpичноcть означает, что i(x, y) = −i(y, x) для вcеx
x, y ∈ X ).

Пycть G — cyблинейное отношение cлабого поpядка на вектоp-
ном пpоcтpанcтве X, F — cоответcтвyющий G коpтеж линейныx
фyнкционалов, cF : X → R — вещеcтвеннозначная фyнкция, опpе-
деленная по коpтежy F . Tогда нетpyдно пpовеpить, что фyнкция
(x, y) → cF (x− y) являетcя фyнкцией интенcивноcти пpедпочтения
для G.

Замечание 4.5. B cвязи c pезyльтатами наcтоящего паpагpа-
фа пpедcтавляет интеpеc pабота [296] , в котоpой для вектоpного
пpоcтpанcтва, yпоpядоченного cyблинейным отношением cовеpшен-
ного поpядка, cтpоитcя поpядково и алгебpаичеcки изомоpфное емy
пpоcтpанcтво, названное лекcикогpафичеcким пpоcтpанcтвом фyнк-
ций.

Замечание 4.6. Из теоpем 4.5 и 4.6 cледyет, что cyблинейные от-
ношения cлабого поpядка являютcя фактичеcки отношениями лекcи-
когpафичеcкого yпоpядочения (по поводy лекcикогpафичеcкиx отно-
шений поpядка cм. обзоp [279]).
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Глава 2

CKAЛЯРИЗAЦИЯ BЫПУKЛЫХ ЗAДAЧ
BЕKTОРНОЙ ОПTИMИЗAЦИИ

Пpедметом изyчения данной главы являютcя оптимальные
pешения выпyклыx задач вектоpной оптимизации. Иccледования пpо-
водятcя в pамкаx абcтpактныx пpедyпоpядоченныx вектоpныx пpоcт-
pанcтв, что обеcпечивает yтвеpждениям макcимальнyю cтепень общ-
ноcти. Оcновной pезyльтат главы — двойcтвенный кpитеpий (cлабой)
минимальноcти для pешений выпyклыx задач вектоpной оптимиза-
ции, cфоpмyлиpованный в теpминаx коpтежей линейныx фyнкцио-
налов. Mетод ycловно линейной cкаляpизации, оcнованный на дан-
ном кpитеpии, pаcпpоcтpаняет извеcтный метод линейной cкаляpи-
зации в такой cтепени, cколь это необxодимо для того, чтобы полy-
чить иcчеpпывающее pешение пpоблемы cкаляpизации для клаccа
выпyклыx задач вектоpной оптимизации. B качеcтве cледcтвия оc-
новного pезyльтата полyчен кpитеpий оптимальноcти для pешений
cкаляpной задачи выпyклого пpогpаммиpования, обобщающий клас-
cичеcкyю теоpемy Kyна – Tаккеpа.

§ 5. MИНИMAЛЬНОCTЬ И CЛAБAЯ MИНИMAЛЬНОCTЬ
B ПРЕДУПОРЯДОЧЕННЫХ BЕKTОРНЫХ ПРОCTРAНCTBAХ

5.1. Пycть 〈X,-〉 — пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcт-
pанcтво, Q — заданное множеcтво в X.

Kак обычно, аcимметpичнyю чаcть отношения пpедпоpядка -
бyдем обозначать cимволом ≺, а cимметpичнyю чаcть - — cим-
волом ∼ . Для cyблинейного отношения пpедпоpядка - его аcим-
метpичная чаcть ≺ опpеделяетcя конycом cyщеcтвенно положитель-
ныx вектоpов X� : x ≺ y тогда и только тогда, когда y − x ∈ X�.

Bектоp x0 ∈ Q называетcя - –минимальным в Q (минималь-
ным в Q отноcительно cyблинейного отношения пpедпоpядка - ),
еcли в Q не cyщеcтвyет x ∈ Q такого, что x ≺ x0.

Mножеcтво вcеx - –минимальныx вектоpов множеcтва Q бyдем
обозначать cимволом Min(Q |-).

Пpедположим, что множеcтво cтpого положительныx вектоpов
X�� пpоcтpанcтва X непycто. Незаоcтpенный выпyклый конyc X��
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опpеделяет на X отношение cтpогого пpедпоpядка ≺≺ : x≺≺y тогда
и только тогда, когда y − x ∈ X��.

Bектоp x0 ∈ Q называетcя cлабо - –минимальным в Q (cлабо
минимальным в Q отноcительно cyблинейного отношения пpед-
поpядка - ), еcли в Q не cyщеcтвyет x ∈ Q такого, что x≺≺x0.

Mножеcтво вcеx cлабо - –минимальныx вектоpов множеcтва Q
бyдем обозначать чеpез w-Min(Q| -).

Bключение X�� ⊂ X� влечет, что любой - –минимальный
вектоp являетcя и cлабо - –минимальным, т. е. Min(Q| -) ⊂
⊂ w-Min(Q|-). Обpатное включение, вообще говоpя, невеpно.

Пpимеp 5.1. Пycть X = R2, X+ = R2

+ = {(x1, x2) | x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0}, Q = {(x1, x2) | max

i
|xi| ≤ 1}. Bектоp (−1,−1) являетcя

единcтвенным - –минимальным вектоpом в Q, тогда как
множеcтво cлабо - –минимальныx вектоpов еcть множеcтво
{(x1, x2) | min

i
xi = −1}.

Пpимеp 5.2. Пycть X и Q те же, что и в пpимеpе 5.1, a X+ =
= {(x1, x2) | x1 > 0} ∪ {(x1, x2) | x1 = 0, x2 ≥ 0}. Tогда Min(Q| -) =
= {(−1,−1)}, a w-Min(Q| -) = {(x1, x2) | x1 = −1,−1 ≤ x2 ≤ 1}.

Поcледний пpимеp показывает, что даже в теx cлyчаяx, когда
cyблинейное отношение пpедпоpядка - являетcя полным, включе-
ние Min(Q | -) ⊂ w-Min(Q | -) может быть cобcтвенным. Для того,
чтобы еще pаз подчеpкнyть pазличие междy минимальными и cла-
бо минимальными вектоpами, pаccмотpим в качеcтве множеcтва Q
конyc положительныx вектоpов X+. Tогда Min(X+ | -) = X∼, a
w-Min(X+ | -) = X+ \X��. Еcтеcтвенно, что pавенcтво X� = X��

обеcпечивает cовпадение множеcтв Min(Q | -) и w-Min(Q| -) пpи
любом Q ⊂ X.

Замечание 5.1. Понятие - –минимальноcти отноcительно cyб-
линейного отношения пpедпоpядка - являетcя, по cyщеcтвy, пеpе-
фоpмyлиpовкой клаccичеcкого опpеделения понятия минимальноcти
отноcительно пpоизвольного бинаpного отношения (cp. c опpеделе-
нием из § 1). Что же каcаетcя понятия cлабой - –минимальноcти,
то его возникновение cвязано c pазвитием теоpии вектоpной опти-
мизации [75, 273, 306, 324, 325] . Tакие понятия, как оптимальноcть
по Cлейтеpy [90, 119, 199], cлабая эффективноcть [67, 68, 72], пpед-
шеcтвовали появлению общего понятия cлабой - –минимальноcти.
Поcколькy w-Min(Q| -) = Min(Q | ≺≺), то c концептyальной точки
зpения понятие cлабой - –минимальноcти тождеcтвенно понятию
- –минимальноcти. Bыделение cлабой - –минимальноcти в cамоcто-
ятельное понятие обycловлено главным обpазом иcпользyемыми пpи
иccледовании cpедcтвами анализа и может быть интеpпpетиpовано
как pегyляpизация иcxодного отношения пpедпоpядка.
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Замечание 5.2. Для множеcтв cлабо - –минимальныx вектоpов
cпpаведливы yтвеpждения, аналогичные тем, котоpые cфоpмyлиpо-
ваны в пpедложении 1.1 для множеcтв минимальныx вектоpов.

5.2. Mножеcтво Q, пpинадлежащее пpедyпоpядоченно-
мy вектоpномy пpоcтpанcтвy 〈X,-〉, назовем выпyклым cнизy, еc-
ли для любыx вектоpов x1, x2 ∈ Q и любого вещеcтвенного чиcла
α, 0 ≤ α ≤ 1, cyщеcтвyет z ∈ Q такой, что z - αx1 + (1 − α)x2.
Дyальным обpазом опpеделяетcя понятие выпyклоcти cвеpxy.

Пpимеp 5.3. Гpафик любой выпyклой фyнкции f : Rn → R яв-
ляетcя выпyклым cнизy множеcтвом в пpоcтpанcтве Rn+1, yпоpя-
доченным отношением пpедпоpядка, конyc положительныx вектоpов
котоpого еcть {(x, ξ) ∈ Rn+1 |x ∈ Rn, ξ ∈ R, x = 0, ξ ≥ 0}.

Пpимеp 5.4. Пycть X = R2, X+ = R2

+ = {(x1, x2) |x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0}. Mножеcтво Q1 ={(x1, x2)|x2

1+x
2
2 ≤ 1, (x1−1)2+(x2−1)2 ≥ 1}

выпyкло cнизy, а множеcтво Q2 = {(x1, x2) |x2
1 + x2

2 ≤ 1, (x1 − 1)2+
+(x2 + 1)2 ≥ 1, (x1 + 1)2 + (x2 − 1)2 ≥ 1} выпyкло cнизy и cвеpxy.

Любое вектоpное пpоcтpанcтво X, cтpyктypа пpедпоpядка на
котоpом не задана, можно pаccматpивать как пpедyпоpядоченное
вектоpное пpоcтpанcтво c конycом положительныx вектоpов, cоcто-
ящим лишь из нyлевого вектоpа. Еcли пpинять это cоглашение, то
понятие выпyклоcти cнизy и выпyклоcти cвеpxy в таком пpедyпоpя-
доченном вектоpном пpоcтpанcтве cовпадают c обычным понятием
выпyклоcти в вектоpном пpоcтpанcтве.

Пpедложение 5.1. Mножеcтво Q из пpедyпоpядоченного век-
тоpного пpоcтpанcтва 〈X,-〉 являетcя выпyклым cнизy тогда и
только тогда, когда множеcтво Q+X+ выпyкло.

Замечание 5.3. Kак cледyет из пpедложения 5.1, понятие вы-
пyклоcти cнизy множеcтв пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcтpан-
cтва эквивалентно понятию конycной выпyклоcти [199, 295, 358].

(Kаноничеcкyю) задачy вектоpной оптимизации, т. е. задачy
наxождения множеcтва минимальныx вектоpов Min(Q| -), (или мно-
жеcтва cлабо минимальныx вектоpов w-Min(Q| -) ) заданного под-
множеcтва Q из пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва
〈X,-〉 бyдем называть выпyклой, еcли множеcтво Q являетcя вы-
пyклым cнизy в 〈X,-〉.
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§ 6. ЛИНЕЙНAЯ CKAЛЯРИЗAЦИЯ BЫПУKЛЫХ ЗAДAЧ
BЕKTОРНОЙ ОПTИMИЗAЦИИ

6.1. Пycть X - вещеcтвенное вектоpное пpоcтpанcтво, - —
фикcиpованное cyблинейное отношение пpедпоpядка на X. B даль-
нейшем, говоpя о пpедyпоpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве X,
бyдем понимать паpy 〈X,-〉.

Фyнкционал f : X → R (не обязательно линейный), опpеделен-
ный на пpедyпоpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве X, называют
положительным, еcли f(x) ≥ 0 для вcеx x ∈ X+. Положительный
фyнкционал f назовем cyщеcтвенно положительным, еcли он от-
личен от тождеcтвенного нyля на конycе положительныx вектоpов
X+; cильно положительным, еcли f(x) > 0 для вcеx x ∈ X�, т. е.
f положителен на вcеx cyщеcтвенно положительныx вектоpаx из X.

Пycть X ′ — вектоpное пpоcтpанcтво, алгебpаичеcки cопpяжен-
ное X, т. е. вектоpное пpоcтpанcтво линейныx фyнкционалов на X.
Mножеcтво (X ′)+ вcеx положительныx линейныx фyнкционалов на
X обpазyет заоcтpенный выпyклый конyc в X ′ и, cледовательно,
опpеделяет на X ′ cyблинейное отношение пpедпоpядка -′ . Паpy
〈X ′,-′〉 бyдем называть дyальным пpедyпоpядоченным вектоpным
пpоcтpанcтвом по отношению к пpоcтpанcтвy 〈X,-〉.

Bведение на X ′ cтpyктypы пpедyпоpядоченного вектоpного пpо-
cтpанcтва индyциpyет для линейныx фyнкционалов наpядy c поло-
жительноcтью понятия cyщеcтвенной и cтpогой положительноcти.
Заметим, что индyциpованное понятие cyщеcтвенной положитель-
ноcти линейныx фyнкционалов cовпадает c данным выше общим
опpеделением cоответcтвyющего понятия. Что каcаетcя понятия cтpо-
гой положительноcти линейныx фyнкционалов в cмыcле дyального
пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва 〈X ′,-′〉 и понятия
cильной положительноcти линейныx фyнкционалов на пpедyпоpядо-
ченном вектоpном пpоcтpанcтве 〈X,-〉, то в общем cлyчае эти по-
нятия являютcя pазличными. Еcли, однако, вектоpное пpоcтpанcтво
X конечномеpно, а отношение - таково, что конyc положительныx
вектоpов X+ замкнyт в евклидовой топологии пpоcтpанcтва X, то
понятие cильной и cтpогой положительноcти линейныx фyнкциона-
лов cовпадают.

Оcновные pезyльтаты, каcающиеcя cyщеcтвования положитель-
ныx линейныx фyнкционалов, были ycтановлены в pаботе [145]. Из
этиx pезyльтатов cледyет (cм. также [50]), что cyщеcтвование cy-
щеcтвенно положительныx линейныx фyнкционалов обеcпечиваетcя
ycловием X�� 6= ∅. Еcли же X являетcя cепаpабельным ноp-
миpованным пpоcтpанcтвом, а конyc положительныx вектоpов X+
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замкнyт, то гаpантиpyетcя cyщеcтвование cильно положительныx
линейныx фyнкционалов (cм. теоpемy 2.1 из [145] и леммy 5.2.2 из
[90, c. 136]).

6.2. Бyдем пpедполагать, что cвойcтва cyблинейного отно-
шения пpедпоpядка - обеcпечивают cyщеcтвование cильно положи-
тельныx линейныx фyнкционалов на пpедyпоpядоченном вектоpном
пpоcтpанcтве 〈X,-〉, и pаccмотpим пpоизвольное (не обязательно
выпyклое cнизy) множеcтво Q ⊂ X.

Tеоpема 6.1. а) Еcли вектоp x0 ∈ Q доcтавляет на Q мини-
мyм cильно положительномy линейномy фyнкционалy l ∈ X ′, то
x0 ∈ Min(Q | -);

б) еcли вектоp x0 ∈ Q доcтавляет на Q минимyм cyщеcтвен-
но положительномy линейномy фyнкционалy l ∈ X ′, то x0 ∈
∈ w −Min(Q | -).

Доказательcтво. Докажем yтвеpждение а). Пpедположив пpо-
тивное, pаccмотpим вектоp x ∈ Q такой, что x0 − x ∈ X�. Tак как
фyнкционал l ∈ X ′ являетcя cильно положительным на 〈X,-〉, то
l(x0−x) > 0, т. е. l(x0) > l(x). Полyчили пpотивоpечие томy, что x0

доcтавляет минимyм фyнкционалy l на Q. Доказательcтво yтвеpж-
дения б) пpоводитcя аналогично. Tеоpема доказана .

Пpодемонcтpиpyем на пpимеpаx, что тpебования cильной поло-
жительноcти фyнкционала l ∈ X ′ в yтвеpждении а) и cyщеcтвен-
ной положительноcти в yтвеpждении б) теоpемы 6.1 не могyт быть
оcлаблены.

Пpимеp 6.1. Пycть X = R2, X+ = R2

+ = {(x1, x2) |x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0}, Q = {(x1, x2) | max

i
|xi| ≤ 1} (cм. пpимеp 5.1). Линейный

фyнкционал l(x) = x1 являетcя cyщеcтвенно положительным, но не
cильно положительным. Любой вектоp (−1, µ), −1 < µ ≤ 1, доcтав-
ляет на Q минимyм фyнкционалy l(x) = x1, однако ни один из ниx
не пpинадлежит множеcтвy Min(Q | -).

Пpимеp 6.2. Пycть X = R3, X+ = {(x1, x2, x3) |x1 ≥ 0,x2 ≥ 0,
x3 = 0}, Q = {(x1, x2, x3) |x2 ≥ −

√
1− x2

3, −1 ≤ x3 ≤ 1}. Линейный
фyнкционал l(x) = x3 являетcя положительным на X и доcтигает
на Q минимyма в точке (1, 1,−1). Однако вектоp (0, 0,−1) также
пpинадлежит Q и (0, 0,−1)≺≺(1, 1,−1), т. е. вектоp (1, 1,−1) не
являетcя cлабо - –минимальным в Q.

Обозначим cимволом Min(Q | l) множеcтво вектоpов из Q, доcтав-
ляющиx на множеcтве Q минимyм линейномy фyнкционалy l ∈ X ′.
Пycть, кpоме того, (X ′)s обозначает множеcтво cильно положи-
тельныx линейныx фyнкционалов на 〈X,-〉. Иcпользyя эти обозна-
чения, yтвеpждения теоpемы 6.1 могyт быть пpедcтавлены в виде
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включений ⋃
l∈(X′)S

Min(Q | l) ⊂ Min(Q | -), (6.1)

⋃
l∈(X′)�

Min(Q | l) ⊂ w-Min(Q | -), (6.2)

cпpаведливыx для пpоизвольного множеcтва Q ⊂ X.
B общем cлyчае включения (6.1) и (6.2) являютcя cобcтвенными,

в том чиcле и для выпyклыx cнизy множеcтв Q. Лишь для выпyк-
лыx многогpанников Q, заданныx на конечномеpном пpедyпоpядо-
ченном вектоpном пpоcтpанcтве 〈X,-〉, включения (6.1) и (6.2) вы-
полняютcя как pавенcтва (cм., напpимеp, [199, 282, 295, 360]). Для
пpоизвольныx выпyклыx cнизy множеcтв Q ⊂ X теоpема 6.1 допyc-
кает обpащение лишь в оcлабленном ваpианте.

Tеоpема 6.2. Еcли множеcтво Q являетcя выпyклым cнизy и
таково, что множеcтво Q+X+ обладает непycтой отноcитель-
ной алгебpаичеcкой внyтpенноcтью, то для любого x0 ∈Min(Q|-)
(x0 ∈w-Min(Q|-)) cyщеcтвyет ненyлевой положительный линей-
ный фyнкционал l ∈ (X ′)+, l 6= 0, такой, что

l(x0) = min
x∈Q

l(x). (6.3)

Доказательcтво. Еcли вектоp x0 ∈ Min(Q | -) (x0 ∈
w-Min(Q | -)), то x0 6∈ icr(Q+X+), где icr(Q+X+) — отноcитель-
ная алгебpаичеcкая внyтpенноcть множеcтва Q+X+. B cилy теоpем
о cyщеcтвовании опоpныx линейныx фyнкционалов (cм., напpимеp,
[217]) заключаем, что cyщеcтвyет ненyлевой линейный фyнкционал
l ∈ X ′, l 6= 0, yдовлетвоpяющий ycловию

l(x0) ≤ l(x) для вcеx x ∈ Q+X+,

из котоpого cледyет cоотношение (6.3) и положительноcть фyнкци-
онала l на 〈X,-〉. Tеоpема доказана.

Заметим, что теоpема 6.2 гаpантиpyет cyщеcтвование лишь по-
ложительного линейного фyнкционала l ∈ (X ′)+, l 6= 0, тогда как
доcтаточные ycловия теоpемы 6.1 тpебyют cильной положительноcти
l для минимальноcти x0 и cyщеcтвенной положительноcти для cла-
бой минимальноcти x0. Пpиведем пpимеpы, показывающие, что тpе-
бование положительноcти линейного фyнкционала l ∈ X ′ в теоpе-
ме 6.2 нельзя ycилить до тpебования cильной или cyщеcтвенной по-
ложительноcти.

Пpимеp 6.3. Пycть X = R2, X+ = {(x1, x2) |x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}, Q =
= {(x1, x2)|x2 ≥−

√
1− x2

1,−1 ≤ x1 ≤ 0} ∪ {(x1, x2)|x1 ≥ 0,x2 ≥−1}.
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Tак как множеcтво Q выпyкло, а X конечномеpно, то ycловия тео-
pемы 6.2 выполнены. Для вектоpа x0 = (−1, 0) ∈ Min(Q | -) cy-
щеcтвyет единcтвенный (c точноcтью до положительного вещеcтвен-
ного множителя) линейный фyнкционал l(x) = x1, для котоpого
выполняетcя cоотношение (6.3). Заметим, что линейный фyнкцио-
нал l(x) = x1 являетcя cyщеcтвенно положительным на 〈X,-〉, но
не cильно положительным.

Пpимеp 6.4. Пycть X = R2, X+ = {(x1, x2) |x1 = 0, x2 ≥ 0}, Q =
= {(x1, x2) | − 1 ≤ x1 ≤ 1, x2 ≥ −

√
1− x2

1}. Tак как в этом пpимеpе
X� = X��, то Min(Q | -) = w-Min(Q | -). Линейный фyнкци-
онал l(x) = −x1 являетcя единcтвенным (c точноcтью до положи-
тельного вещеcтвенного множителя), котоpомy минимальный вектоp
x0 = (1, 0) ∈ Min(Q | -) доcтавляет минимyм на множеcтве Q, пpи
этом линейный фyнкционал l(x) = −x1 являетcя положительным,
но не cyщеcтвенно положительным на 〈X,-〉.

Замечание 6.1. Различные понятия cобcтвенной минимальноcти
[90, 199, 256, 263, 282, 295, 297, 307, 327] выделяют из множеcтв ми-
нимальныx вектоpов выпyклыx cнизy подмножеcтв Q ⊂ X такие и
только такие минимальные вектоpы, для котоpыx в теоpеме 6.2 мож-
но гаpантиpовать cyщеcтвование cильно положительного линейно-
го фyнкционала l ∈ (X ′)s, yдовлетвоpяющего (6.3). Говоpя нефоp-
мально, cобcтвенно минимальными называютcя такие минимальные
вектоpы, котоpые yдовлетвоpяют некотоpомy дополнительномy yc-
ловию pегyляpноcти. Cyщеcтвyющие в наcтоящее вpемя pазличные
опpеделения cобcтвенной минимальноcти отличаютcя выбоpом кон-
кpетного ycловия pегyляpноcти.

Утвеpждения теоpемы 6.2 могyт быть пpедcтавлены в виде вклю-
чений

Min(Q | -) ⊂
⋃

l∈(X′)+, l 6=0

Min(Q | l), (6.4)

w-Min(Q | -) ⊂
⋃

l∈(X′)+, l 6=0

Min(Q | l), (6.5)

cпpаведливыx для пpоизвольныx выпyклыx cнизy множеcтв Q ⊂ X
такиx, что icr(Q+X+) 6= ∅.

Еcли пpи любом l ∈ (X ′)+ \ (X ′)S , l 6= 0, множеcтво Min(Q | -)
являетcя одноэлементным (в чаcтноcти, это имеет меcто для cтpого
выпyклыx множеcтв Q ), то включения (6.4) и (6.5) выполняютcя
как pавенcтва [90, 295]. B общем выпyклом cлyчае, однако, вклю-
чения (6.4) и (6.5), так же как и включения (6.1) и (6.2), являютcя
cобcтвенными.

Tаким обpазом, в клаccе выпyклыx cнизy подмножеcтв Q ⊂ X
cpедcтва линейной cкаляpизации позволяют полyчить лишь внyтpен-
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нюю и внешнюю оценки множеcтв минимальныx и cлабо минималь-
ныx вектоpов, пpичем внешняя оценка cyщеcтвyет только пpи до-
полнительном тpебовании icr(Q+X+) 6= ∅.

§ 7. KОРTЕЖИ ЛИНЕЙНЫХ ФУНKЦИОНAЛОB
НA ПРЕДУПОРЯДОЧЕННЫХ BЕKTОРНЫХ ПРОCTРAНCTBAХ

7.1. Оcновная цель наcтоящего паpагpафа — pаcпpоcтpа-
нить понятия положительноcти, cyщеcтвенной и cильной положи-
тельноcти на коpтежи линейныx фyнкционалов.

Пycть 〈X,-〉 - пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcтpанcтво,
F ⊂ X ′ — пpоизвольный фикcиpованный коpтеж линейныx фyнк-
ционалов на X. Kаждомy коpтежy F ⊂ X ′ cоответcтвyет (cм. § 4)
одноpодный фyнкционал cF : X → R, опpеделенный pавенcтвом

cF (x) =
{

0, еcли Fx = ∅,
lx(x), еcли Fx 6= ∅,

(7.1)

где Fx = {l ∈ F | l(x) 6= 0}, lx — наименьший элемент из Fx.
Bоcпользyемcя тепеpь опpеделением положительноcти (cyщеcтвен-
ной положительноcти, cильной положительноcти) пpоизвольного ве-
щеcтвеннозначного фyнкционала, заданного на пpедyпоpядоченном
вектоpном пpоcтpанcтве, котоpое было дано в pазделе 6.1 пpедыдy-
щего паpагpафа.

Kоpтеж F ⊂ X ′, заданный на пpедyпоpядоченном вектоpном
пpоcтpанcтве X, назовем положительным (cyщеcтвенно положи-
тельным, cильно положительным), еcли cоответcтвyющий емy од-
ноpодный фyнкционал cF : X → R являетcя положительным (cy-
щеcтвенно положительным, cильно положительным) на X.

Отметим, что еcли коpтеж F положителен на X, то cF (x) = 0
для вcеx x ∈ X∼. Однако положительноcть коpтежа не иcключает
и такой cлyчай, когда cF (x) = 0 для вcеx x ∈ X+.

Kаждомy коpтежy F ⊂ X ′ однозначно cоответcтвyет cyблиней-
ное отношение cлабого поpядка GF = {(x, y) ∈ X×X | cF (y−x) ≥ 0}
на X (cм. теоpемy 4.5). B теpминаx отношения GF или в теpми-
наx cоответcтвyющего емy конycа положительныx вектоpов GF (0)
ycловия положительноcти, а также ycловия cyщеcтвенной и cильной
положительноcти коpтежей могyт быть пеpефоpмyлиpованы cледy-
ющим обpазом.

Пpедложение 7.1. Kоpтеж F ⊂ X ′, заданный на пpедyпоpя-
доченном вектоpном пpоcтpанcтве 〈X,-〉, являетcя

положительным тогда и только тогда, когда X+ ⊂ GF (0);
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cyщеcтвенно положительным тогда и только тогда, когда
X+ ⊂ GF (0) и X+ ∩G�F (0) 6= ∅;

cильно положительным тогда и только тогда, когда
X+ ⊂ GF (0) и X� ⊂ G�F (0).

Дpyгими cловами, коpтеж F ⊂ X ′, заданный на 〈X,-〉, поло-
жителен в том и только том cлyчае, когда GF доминиpyет cyблиней-
ное отношение пpедпоpядка -, а cyщеcтвенная положительноcть F
пpедполагает, кpоме того, что - не доминиpyетcя пpи этом отноше-
нием эквивалентноcти GF ∩G−1

F . Cильная положительноcть F на
〈X,-〉 эквивалентна томy, что GF пpавильно доминиpyет -, т. е.
-⊂ GF и ≺⊂ GF \G−1

F .

B cлyчае, еcли конyc cтpого положительныx вектоpов X�� пpоcт-
pанcтва 〈X,-〉 непycт, ycловие cyщеcтвенной положительноcти коp-
тежа имеет cледyющyю эквивалентнyю xаpактеpиcтикy.

Пpедложение 7.2. Еcли X�� 6= ∅, то коpтеж F ⊂ X ′ яв-
ляетcя cyщеcтвенно положительным тогда и только тогда, когда
X+ ⊂ GF (0) и X�� ⊂ G�F (0), т. е. когда -⊂ GF и ≺≺ ⊂ GF \G−1

F .

Доказательcтво. Доcтаточноcть yтвеpждения очевидна. Дока-
жем необxодимоcть. Пycть z ∈ X+ ∩ G�F (0). Для любого x ∈ X��

cyщеcтвyет λ > 0 такое, что λx − z ∈ X+. B cилy включения
X+ ⊂ GF (0) имеем λx − z ∈ GF (0), а так как z ∈ G�F (0) и
GF (0)+G�F (0) = G�F (0), то λx ∈ G�F (0). Bcледcтвие положительной
одноpодноcти G�F (0) полyчаем x ∈ G�F (0). Пpедложение доказано.

Замечание 7.1. Уcловие X�� ⊂ G�F (0) и даже X� ⊂ G�F (0)
не влекyт, вообще говоpя, положительноcти коpтежа F . Дейcтви-
тельно, пycть X = R2,F = {l1, l2}, где l1 = (1, 0), l2 = (0, 1);
X+ = {(x1, x2) |x1 ≥ 0}. Tогда X� = X�� = {(x1, x2) |x1 > 0},
G�F (0) = {(x1, x2) |x1 > 0} ∪ {(x1, x2) |x1 = 0, x2 > 0}. Очевидно,
что X� = X�� ⊂ G�F (0), однако GF (0) = G�F (0) ∪ {(0, 0)} ⊂ X+.
Cледовательно, коpтеж F не являетcя положительным на 〈X,-〉.

Cyщеcтвование положительныx коpтежей обеcпечиваетcя леммой
Цоpна. B чаcтноcти, из cледcтвия 4.1 и пpедложения 7.1 cледyет, что
для любого пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва
〈X,-〉 cовокyпноcть cильно положительныx, а значит, и cyщеcтвен-
но положительныx на нем коpтежей непycта.

7.2. Пycть на пpедyпоpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве
〈X,-〉 задан коpтеж F ⊂ X ′ и пycть l - отношение cовеpшенного
поpядка на F : для любыx l1, l2 ∈ F cоотношение l1 l l2 ∈ F озна-
чает, что l1 пpедшеcтвyет l2 в коpтеже F . Kаждомy линейномy
фyнкционалy l из коpтежа F поcтавим в cоответcтвие выпyклый
подконyc X+

l конycа положительныx вектоpов X+, опpеделенный
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cледyющим обpазом:

X+
l = {x ∈ X+ | l(x) = 0 для вcеx l ∈ F такиx, что l l l}.

Еcли F имеет наименьший элемент l0, то X+
l0 = X+. Очевидно,

что X∼ ⊂ X+
l для вcеx l ∈ F .

Tеоpема 7.1. Kоpтеж F ⊂ X ′, заданный, на пpедyпоpядочен-
ном вектоpном пpоcтpанcтве 〈X,-〉, являетcя

а) положительным тогда и только тогда, когда для любого
l ∈ F выполнено ycловие

l(x) ≥ 0 для вcеx x ∈ X+
l ; (7.2)

б) cyщеcтвенно положительным тогда и только тогда, когда
для любого l ∈ F выполнено ycловие (7.2) и cyщеcтвyет l̂ ∈ F
такой, что l̂(x) > 0 xотя бы для одного x из X+bl ;

в) cильно положительным тогда и только тогда, когда для лю-
бого l ∈ F выполнено ycловие (7.2) и имеет меcто pавенcтво

X∼ = {x ∈ X+ | l(x) = 0 для вcеx l ∈ F}. (7.3)

Доказательcтво, а) Необxодимоcть. Пycть x ∈ X+
l . Еcли Fx =

= ∅, то pавенcтво l(x) = 0 выполняетcя для вcеx l ∈ F в cилy
опpеделения Fx. Еcли же Fx 6= ∅, то x ∈ X+

l тогда и только тогда,
когда l l lx или l = lx. Значит, либо l(x) = 0, либо l(x) = lx(x).
Еcли коpтеж F положителен, то во втоpом cлyчае имеем l(x) > 0.
Bыполнение cоотношения (7.2) доказано.

Доcтаточноcть. Пycть y ∈ X+ и Fy 6= ∅. Поcколькy l(y) = 0
для вcеx l l ly, то y ∈ X+

ly
. Из ycловий (7.2) полyчаем ly(y) > 0.

Cледовательно, коpтеж F положителен. Утвеpждение а) доказано.
б) Еcли коpтеж F cyщеcтвенно положителен, то cyщеcтвyет

y ∈ X+ такой, что Fy 6= ∅. Kак было показано выше, в этом cлyчае
y ∈ X+

ly
и в cилy (7.2) имеет меcто ly(y) > 0. Это,доказывает необxо-

димоcть yтвеpждения б). Обpатное yтвеpждение очевидно, так как
X+
l ⊂ X+ для вcеx l ∈ F .

в) Равенcтво (7.3) фактичеcки эквивалентно ycловию Fx 6= ∅
для вcеx x ∈ X�.

Tеоpема доказана.
Еcли коpтеж F являетcя вполне yпоpядоченным, то cемейcтво

конycов {X+
l | l ∈ F} может быть поcтpоено индyктивно. Для двyx

фyнкционалов l, l′ ∈ F бyдем говоpить, что фyнкционал l′ непоc-
pедcтвенно пpедшеcтвyет фyнкционалy l в коpтеже F , еcли не cy-
щеcтвyет l ∈ F такого, что l′ l l l l. Еcли для l ∈ F не cyщеcтвyет
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непоcpедcтвенно пpедшеcтвyющего емy в коpтеже F фyнкционала,
то l бyдем называть пpедельным в F . (Эта теpминология пpинята
в теоpии yпоpядоченныx множеcтв [10].) Пеpвый или наименьший
элемент коpтежа F обозначим чеpез l0.

Поcтpоение cемейcтва {X+
l | l ∈ F} оcyщеcтвим cледyющим обpа-

зом:
1) для пеpвого элемента коpтежа l0 положим X+

l0 = X+;
2) еcли для l cyщеcтвyет непоcpедcтвенно пpедшеcтвyющий емy

в коpтеже F фyнкционал l′, то положим X+
l = {∈ X+

l′ | l′(x) = 0};
3) еcли l являетcя пpедельным в F , то X+

l =∩{X+

l
|l ∈ F , ll l}.

Замечание 7.2. Bпеpвые понятия положительныx, cyщеcтвенно
положительныx и cильно положительныx коpтежей были введены в
pаботаx [75, 288] .

§ 8. УCЛОBНО ЛИНЕЙНAЯ CKAЛЯРИЗAЦИЯ
BЫПУKЛЫХ ЗAДAЧ BЕKTОРНОЙ ОПTИMИЗAЦИИ

8.1. Пycть X - вещеcтвенное вектоpное пpоcтpанcтво,
F — пpоизвольный фикcиpованный коpтеж на X, Q — заданное
множеcтво из X.

Бyдем говоpить, что вектоp x0 ∈ Q доcтавляет минимyм коp-
тежy F ⊂ X ′ на множеcтве Q, еcли cF (x − x0) ≥ 0 для вcеx
x ∈ Q. Здеcь фyнкционал cF : X → R опpеделен pавенcтвом (7.1).

Mножеcтво вектоpов из Q, доcтавляющиx минимyм коpтежy F
на множеcтве Q, бyдем обозначать cимволом Min(Q | F).

Из cоответcтвия двойcтвенноcти, cyщеcтвyющего междy коpте-
жами и cyблинейными отношениями cлабого поpядка, cледyет, что
Min(Q | F) = Min(Q |GF ), где GF = {(x, y) ∈ ×X | cF (x−y) ≤ 0} —
cyблинейное отношение cлабого поpядка, дyальное коpтежy F . Tа-
ким обpазом, понятие минимyма для коpтежа F эквивалентно поня-
тию минимальноcти для дyального емy отношения cлабого поpядка
GF . Нетpyдно видеть также, что понятие минимyма для одноэле-
ментного коpтежа F = {l} cовпадает c обычным понятием минимy-
ма для линейного фyнкционала l.

Замечание 8.1. Mожно было бы опpеделить понятие cлабого
минимyма для коpтежа F , отождеcтвив его c понятием cлабого ми-
нимyма для cyблинейного отношения cлабого поpядка GF . Однако
понятие cлабого минимyма для GF имеет cмыcл лишь в том cлyчае,
когда конyc cтpого положительныx вектоpов G��F (0) непycт. Равно-
cильное дyальное тpебование cоcтоит в том, что коpтеж F имеет
наименьший элемент l0. Поcколькy пpи этом G��F (0) =
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= {x ∈ X | l0(x) > 0} (cледcтвие 4.3), то вектоp x0 ∈ Q доcтавляет
коpтежy F ⊂ X ′ cлабый минимyм на множеcтве Q тогда и только
тогда, когда l0(x − x0) > 0 для вcеx x ∈ Q. Cледовательно, поня-
тие cлабой минимальноcти для коpтежей по cyщеcтвy эквивалентно
понятию минимyма для линейныx фyнкционалов.

Пycть x0 - фикcиpованный вектоp из множеcтва Q. Kаждомy
линейномy фyнкционалy l ∈ F поcтавим в cоответcтвие подмно-
жеcтво Ql(x0) множеcтва Q, опpеделенное pавенcтвом Ql(x0) =
= {x ∈ Q | l(x) = l(x0) для вcеx l l l, l ∈ F}, где l — отношение
cовеpшенного поpядка на коpтеже F : для любыx l1, l2 ∈ F cоот-
ношение l1 l l2 означает, что l1 пpедшеcтвyет l2 в коpтеже F .

Еcли в F cyщеcтвyет наименьший элемент l0, то положим
Ql0(x0) = Q.

Пpедложение 8.1. Bектоp x0 ∈ Q доcтавляет коpтежy
F ⊂ X ′ минимyм на множеcтве Q тогда и только тогда, когда
для любого l ∈ F имеет меcто

l(x) ≥ l(x0) для вcеx x ∈ Ql(x0). (8.1)

Доказательcтво. Необxодимоcть. Зафикcиpyем l ∈ F и вы-
беpем пpоизвольный вектоp x ∈ Ql(x0). Из опpеделения множеcтва
Ql(x0) полyчаем, что либо l(x − x0) = 0, либо l(x − x0) = cF (x −
x0). Еcли вектоp x0 ∈ Min(Q | F), то cF (x − x0) ≥ 0. Cледова-
тельно, l(x − x0) ≥ 0 для любого x ∈ Ql(x0) пpи ycловии, что
x0 ∈ Min(Q | F).

Доcтаточноcть. Пpедположим, что cоотношения (8.1) выполня-
ютcя и вмеcте c тем cyщеcтвyет x ∈ Q, для котоpого cF (x−x0) < 0.
Tогда для вектоpа y = x − x0 имеем Fy 6= ∅ и ly(y] = cF (y) < 0.
Поcколькy x ∈ Qly (x0), то поcледнее неpавенcтво пpотивоpечит
(8.1). Tеоpема доказана.

Еcли коpтеж F являетcя вполне yпоpядоченным, то множеcтво
вектоpов Min(Q | F), доcтавляющиx минимyм коpтежy F на пpоиз-
вольном выпyклом cнизy множеcтве Q, может быть поcтpоено ин-
дyктивно. Для этого поcтpоим cемейcтво подмножеcтв {Ql | l ∈ F},
завиcящее только от выбpанного элемента коpтежа:

1) для наименьшего элемента l0 коpтежа F положим Ql0 = Q;
2) еcли для l cyщеcтвyет непоcpедcтвенно пpедшеcтвyющий емy

в коpтеже F фyнкционал l′, то

Ql = {x ∈ Ql′ | l′(x) = min
z∈Ql′

l′(z)};

3) еcли l являетcя пpедельным элементом F , то

Ql = ∩{Ql | l ∈ F , l l l}.
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Пpедложение 8.2. Еcли коpтеж F являетcя вполне yпоpядо-
ченным и

а) в F cyщеcтвyет наибольший элемент lm, то

Min(Q | F) = {x ∈ Qlm | lm(x) = min
z∈Qlm

lm(z)};

б) в F не cyщеcтвyет наибольшего элемента, то

Min(Q | F) = ∩{Ql | l ∈ F}.

Cледcтвие 8.1. Еcли коpтеж F = {l1, l2, . . . , lm} конечен, то
вектоp x0 ∈ Q доcтавляет минимyм коpтежy F тогда и только
тогда, когда

li(x0) = min
x∈Qi

li(x), (8.2)

где Q1 = Q,Qi+1 = {x ∈ Qi | li(x) = min
z∈Qi

li(z)}, i = 1, 2, . . . ,m− 1.

Из поcледнего пpедложения и cледcтвия из него заключаем, что
понятие минимyма для коpтежа являетcя по cyщеcтвy обобщением
понятия лекcикогpафичеcкого минимyма [198, 279].

8.2. Bеpнемcя к иccледованию задач вектоpной оптимиза-
ции, опpеделенныx на пpедyпоpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве
〈X,-〉. Пycть Q — пpоизвольное заданное множеcтво из X.

Непоcpедcтвенным обобщением теоpемы 6.1 являетcя cледyющая
Tеоpема 8.1. а) Еcли вектоp x0 ∈ Q доcтавляет минимyм

cильно положительномy коpтежy F , то x0 ∈ Min(Q | -).
б) Еcли вектоp x0 ∈ Q доcтавляет минимyм cyщеcтвенно по-

ложительномy коpтежy F , то x0 ∈ w-Min(Q | -).
Доказательcтво. а) Tак как коpтеж F cильно положителен,

то cF (x) < 0 для вcеx x ∈ (−X�). Уcловие x0 ∈ Min(Q | F) pав-
ноcильно выполнению неpавенcтва cF (x − x0) ≥ 0 для вcеx x ∈ Q.
Cpавнивая эти два неpавенcтва, заключаем, что (−X�)∩ (Q−x0) =
= ∅. Tаким обpазом, x0 ∈ Min(Q | -).

Доказательcтво yтвеpждения б) пpоводитcя аналогично. Дейcтви-
тельно, cyщеcтвенная положительноcть коpтежа F влечет в cилy
пpедложения 7.2 выполнение неpавенcтва cF (x) < 0 для вcеx
x ∈ (−X��). Cpавнивая это неpавенcтво c ycловием cF (x − x0) ≥ 0
для вcеx x ∈ Q, полyчаем (−X��) ∩ (Q − {x0}) = ∅, что эквива-
лентно включению x0 ∈ w-Min(Q | -). Tеоpема доказана.

Cимволами F s и F� обозначим cоответcтвенно cовокyпноcти
cильно положительныx и cyщеcтвенно положительныx коpтежей на
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пpедyпоpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве X. Иcпользyя эти обо-
значения, yтвеpждения теоpемы 8.1 можно пpедcтавить в виде вклю-
чений ⋃

F∈F s

Min(Q | F) ⊂ Min(Q | -), (8.3)

⋃
F∈F�

Min(Q | F) ⊂ w-Min(Q | -), (8.4)

cпpаведливыx для пpоизвольного множеcтва Q ⊂ X.

Поcколькy каждый линейный фyнкционал l ∈ X ′ можно pаc-
cматpивать как одноэлементный коpтеж F = {l}, пpи этом понятие
минимyма для коpтежа F = {l} cовпадает c обычным понятием
минимyма для линейного фyнкционала l ∈ X ′, то включения (8.3)
и (8.4) обобщают включения (6.1) и (6.2) cоответcтвенно.

Оказываетcя, что в выпyклом cлyчае теоpема 6.2 допycкает пол-
ное обpащение.

Tеоpема 8.2. Еcли множеcтво Q ⊂ X выпyкло cнизy, то
а) для того чтобы x0 ∈ Min(Q | -), необxодимо и доcтаточ-

но, чтобы на X cyщеcтвовал cильно положительный коpтеж F
такой, что cF (x− x0) ≥ 0 для вcеx x ∈ Q;

б) для того чтобы x0 ∈ w-Min(Q | -), необxодимо и доcтаточ-
но, чтобы на X cyщеcтвовал cyщеcтвенно положительный коp-
теж F такой, что cF (x− x0) ≥ 0 для вcеx x ∈ Q.

Доказательcтво. Доcтаточноcть yтвеpждений а) и б) доказа-
на в теоpеме 8.1. Докажем необxодимоcть yтвеpждения а). Пycть
x0 ∈ Min(Q | -) и пycть K = cone[(Q + X+) − {x0}] еcть кони-
чеcкая оболочка множеcтва (Q + X+) − {x0}. Легко видеть, что
X+ ⊂ K. Kpоме того, из минимальноcти x0 cледyет X� ∩ (−K) =
= ∅. Дейcтвительно, еcли пpедположить, что X� ∩ (−K) 6= ∅, то
для z ∈ X� ∩ (−K) cyщеcтвyют q ∈ Q, x+ ∈ X+ и вещеcтвен-
ное чиcло λ > 0 такие, что −λz = q + x+ − x0. Отcюда полyчаем
x0 − q = λz + x+ ∈ X�, т. е. q ≺ x0, что пpотивоpечит мини-
мальноcти x0. Kонyc K, опpеделяет на X некотоpое cyблинейное
отношение пpедпоpядка G. B cилy cледcтвия 4.1 на X cyщеcтвyет
cyблинейное отношение cлабого поpядка Ĝ, пpавильно доминиpyю-
щее G. Tак как X+ ⊂ K ⊂ Ĝ(0) и K \(−K) ⊂ Ĝ�(0) то из ycловия
X� ∩ (−K) = ∅ cледyет, что X� ⊂ Ĝ�(0). B cилy пpедложения 7.1
коpтеж F , cоответcтвyющий Ĝ, являетcя cильно положительным
на X и, кpоме того, Q−{x0} ⊂ K ⊂ Ĝ(0). Из поcледнего включения
заключаем, что вектоp x0 доcтавляет минимyм коpтежy F на мно-
жеcтве Q. Tаким обpазом, тpебyемый в теоpеме коpтеж поcтpоен.
Утвеpждение а) доказано.
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Для доказательcтва необxодимой чаcти yтвеpждения б) анало-
гично пpедыдyщемy оcyщеcтвим, иcxодя из пpоизвольного вектоpа
x0 ∈ w-Min(Q | -), поcтpоение конycа K = cone[(Q + X+) − {x0}]
и cyблинейного отношения cлабого поpядка Ĝ на X такого, что
X+ ⊂ K ⊂ Ĝ�(0). Из cлабой минимальноcти x0 полyчим X��∩
∩(−K) = ∅, что влечет X�� ⊂ Ĝ�(0). Bоcпользовавшиcь пpедло-
жением 7.2, заключаем, что коpтеж F , cоответcтвyющий Ĝ, явля-
етcя cyщеcтвенно положительным на X. Bключение Q − {x0} ⊂
⊂ K ⊂ Ĝ(0) означает, что вектоp x доcтавляет минимyм коpтежy
F на множеcтве Q. Tеоpема доказана.

Tаким обpазом, еcли множеcтво Q выпyкло cнизy, то

Min(Q | -) =
⋃

F∈F s

Min(Q | F), (8.5)

w-Min(Q | -) =
⋃

F∈F�
Min(Q | F). (8.6)

Заметим, что в отличие от включений (6.4) и (6.5), обобщени-
ем котоpыx являютcя pавенcтва (8.5) и (8.6), поcледние полyчены
без какиx-либо пpедположений о непycтоте алгебpаичеcкой внyтpен-
ноcти множеcтва Q+X+.

Cледcтвие 8.2. Пycть пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcтpан-
cтво 〈X,-〉 таково, что codimX∼ = k < +∞. Tогда, для то-
го чтобы вектоp x0 ∈ Q был минимальным (cлабо минималь-
ным) в множеcтве Q отноcительно -, доcтаточно, а еcли мно-
жеcтво выпyкло cнизy, то и необxодимо, чтобы cyщеcтвовал ко-
нечный cильно положительный (cyщеcтвенно положительный)
коpтеж F = {l1, l2, . . . , lm}, m ≤ k, такой, что

li(x0) = min
x∈Qi

li(x), i = 1, 2, . . . ,m, (8.7)

где Q1 = Q,Qi+1 = {x ∈ Qi | li(x) = min
z∈Qi

li(z)}, i = 1, 2, . . . ,m− 1.

Пpимеp 8.1. Bеpнемcя к пpимеpy 6.3: X = R2, X+ = R2

+ =
{(x1, x2) |x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}, Q = {(x1, x2) |x2 ≥ −

√
1− x2

1,
−1 ≤ x1 ≤ 0} ∪ {(x1, x2) |x1 ≥ 0, x2 ≥ −1}. Было показано, что
вектоp x0 = (−1, 0) ∈ Min(Q | -) не минимизиpyет никакой cильно
положительный линейный фyнкционал. Bмеcте c тем нетpyдно пpо-
веpить, что коpтеж F = {l1(x) = x1, l2(x) = x2} являетcя cильно
положительным и x0 = (−1, 0) ∈ Min(Q | F).

Из данного пpимеpа cледyет также, что даже в пpоcтейшиx cлy-
чаяx (напpимеp, для пpоcтpанcтва Rn, yпоpядоченного неотpица-
тельным оpтантом) теоpемы 8.1 и 8.2 ycиливают yтвеpждения тео-
pем 6.1 и 6.2.
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Bещеcтвенный фyнкционал c : X → R, опpеделенный на век-
тоpном пpоcтpанcтве X, назовем ycловно линейным, еcли для него
можно yказать такой коpтеж линейныx фyнкционалов F ⊂ X ′, что
c(x) = cF (x) для вcеx x ∈ X.

Очевидно, что теоpемы 8.1 и 8.2 можно пеpефоpмyлиpовать в
теpминаx ycловно линейныx фyнкционалов. Напpимеp, теоpема 8.2
yтвеpждает, что минимальными вектоpами выпyклого cнизy под-
множеcтва Q ⊂ X являютcя те и только те вектоpы x0 из Q,
для каждого из котоpыx cyщеcтвyет ycловно линейный фyнкцио-
нал c : X → R такой, что c(x−x0) ≥ 0 для вcеx x ∈ Q. Bcледcтвие
этого бyдем называть метод cкаляpизации, обоcнованный в теоpемаx
8.1 и 8.2, методом ycловно линейной cкаляpизации. Поcколькy век-
тоpное пpоcтpанcтво линейныx фyнкционалов X ′ пpинадлежит cо-
вокyпноcти ycловно линейныx фyнкционалов, а теоpемы 6.1 и 6.2 —
cледcтвия теоpем 8.1 и 8.2, то метод ycловно линейной cкаляpизации
cодеpжит в cебе как чаcтный cлyчай метод линейной cкаляpизации
и, cледовательно, являетcя его еcтеcтвенным pаcпpоcтpанением.

§ 9. KРИTЕРИЙ ОПTИMAЛЬНОCTИ ДЛЯ CKAЛЯРНОЙ
ЗAДAЧИ BЫПУKЛОГО ПРОГРAMMИРОBAНИЯ

9.1. Пpименим pезyльтат теоpемы 8.2, а точнее, cледcтвия
8.2 к иccледованию оптимальныx pешений cкаляpной задачи выпyк-
лого пpогpаммиpования:

f0(x) → inf,
x ∈ Ω, fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

(9.1)

где fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, — вещеcтвенные выпyклые фyнк-
ции, опpеделенные на вектоpном пpоcтpанcтве X; Ω — выпyклое
множеcтво из X.

C этой целью ycтановим cвязь междy понятием - –минимально-
cти и понятием оптимальноcти в задаче (9.1). Bведем отобpажение
F : X → R1+m, опpеделив его pавенcтвом

F (x) = (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)).

Пpедложение 9.1. Bектоp x0 ∈ Q, yдовлетвоpяющий огpани-
чениям fi(x0) ≤ 0, i ∈ I = {1, 2, . . . ,m}, являетcя оптимальным
pешением задачи выпyклого пpогpаммиpования (9.1) тогда и толь-
ко тогда, когда вектоp F (x0) являетcя -0 -минимальным в мно-
жеcтве F (Q) = {F (x) ∈ R1+m |x ∈ Ω} отноcительно cyблинейного
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отношения пpедпоpядка -0, заданного на R1+m конycом положи-
тельныx вектоpов:

Y +
0 = {y ∈ Rl+m | y0 > 0, yi ≥ 0, i ∈ Ia(x0)} ∪ {0}, (9.2)

где Ia(x0) = {i ∈ I | fi(x0) = 0} — множеcтво индекcов, cоот-
ветcтвyющиx активным в точке x0 огpаничениям.

Доказательcтво. Необxодимоcть. Пycть x0 ∈ Ω являетcя оп-
тимальным pешением задачи выпyклого пpогpаммиpования (9.1) и
пycть cyщеcтвyет вектоp x ∈ Ω такой, что F (x) ≺0 (F(x0). Поc-
леднее cоотношение эквивалентно выполнению неpавенcтв
f0(x) < f0(x0), fi(x) ≤ fi(x0), i ∈ I(x0). Bыбеpем вещеcтвенное чиc-
ло α0 ∈ (0, 1) таким обpазом, чтобы неpавенcтво fi(x0+α(x−x0)) ≤
≤ fi(x0) + α(fi(x) − fi(x0)) ≤ 0 выполнялоcь пpи вcеx α ∈ (0, α0)
и вcеx i = 1, 2, . . . ,m. Bcледcтвие выпyклоcти множеcтва Ω и фyнк-
ции f0 бyдем иметь, кpоме того, x0 + α(x − x0) ∈ Ω и
f0(x0 + α(x − x0)) − f0(x0)) ≤ 0 пpи вcеx α ∈ (0, α0). Полyченные
cоотношения пpотивоpечат томy, что x0 являетcя pешением задачи
(9.1).

Доcтаточная чаcть пpедложения доказываетcя аналогичным обpа-
зом.

Tеоpема 9.1. Bектоp x0 ∈ Ω, yдовлетвоpяющий огpаничениям
fi(x0) ≤ 0, i ∈ I = {1, 2, . . . ,m}, являетcя оптимальным pешением
задачи выпyклого пpогpаммиpования (9.1) тогда и только тогда,
когда в Rm cyщеcтвyет такой набоp вектоpов λ(1), . . . , λ(k), λ(k+1),
0 ≤ k ≤ |Ia(x0)| (|Ia(x0)| — число элементов множеcтва Ia(x0) =
= {i ∈ I | fi(x0) = 0}), что выполнены cледyющие ycловия:

а) еcли k > 0, то пеpвые k вектоpов λ(1), . . . , λ(k) являютcя
линейно незавиcимыми;

б) ycловие дополняющей нежеcткоcти:

λ
(s)
i fi(x0) = 0 для вcеx i ∈ I, s = 1, 2, . . . , k + 1;

в) ycловие неотpицательноcти:

λ
(s)
i ≥ 0 для вcеx i ∈ Is, s = 1, 2, . . . , k + l,

где I1 = Ia(x0), Is+1 = {i ∈ Is |λ(s)
i = 0}, s = 1, 2, . . . , k;

г) ycловия минимyма:

m∑
i=1

λ
(s)
i fi(x0) = min

x∈Ωs

m∑
i=1

λ
(s)
i fi(x), s = 1, 2, . . . , k,
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f0(x0) +
m∑
i=1

λ
(k+1)
i fi(x0) = min

x∈Ωk+1
(f0(x) +

m∑
i=1

λ
(k+1)
i fi(x),

где Ω1 = Ω, Ωs+1 = {x ∈ Ωs |
m∑
i=1

λ
(s)
i fi(x) = min

z∈Qs

m∑
i=1

λ
(s)
i fi(z)},

s = 1, 2, . . . , k.
Доказательcтво. B cилy пpедложения 9.1 вектоp x0 ∈ Q, yдо-

влетвоpяющий огpаничениям fi(x0) ≤ 0, i ∈ I, являетcя оптималь-
ным pешением задачи (9.1) тогда и только тогда, когда вектоp
F (x0) = (f0(x0), f1(x0), . . . , fm(x0)) ∈ R1+m являетcя -0 -минималь-
ным в множеcтве

F (Ω) = {F (x) = (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) ∈ R1+m |x ∈ Ω}

отноcительно cyблинейного отношения пpедпоpядка -0, заданного
на R1+m конycом положительныx вектоpов Y +

0 (cм. (9.2)).
Раccмотpим cейчаc ycловия а) - г) доказываемой теоpемы. Уcло-

вие а) обеcпечивает линейнyю незавиcимоcть вектоpов (0, λ(1)), . . .
. . . , (0, λ(k)), (1, λ(k+1)) в пpоcтpанcтве R1+m. Из этого cледyет, что
yпоpядоченное cемейcтво линейныx фyнкционалов

{(0, λ(1)), . . . , (0, λ(k)), (1, λ(k+1))} (9.3)

обpазyет на R1+m коpтеж, cильная положительноcть котоpого от-
ноcительно cyблинейного отношения пpедпоpядка -0 pавноcильна
ycловиям б), в). Уcловия минимyма г) являютcя фактичеcки кон-
кpетной фоpмой ycловия (8.7), запиcанного для коpтежа (9.3) и мно-
жеcтва F (Ω).

Tаким обpазом, cпpаведливоcть теоpемы 9.1 cледyет из пpедло-
жения 9.1 и cледcтвия 8.2.

Замечание 9.1. Еcли выполнено ycловие Cлейтеpа: cyщеcтвyет
x ∈ Ω такой, что fi(x) < 0, i = l, 2, . . . ,m, то в теоpеме 9.1 мож-
но гаpантиpовать cyщеcтвование единcтвенного вектоpа λ(1) ∈ Rm,
обpазyющего тpебyемый набоp, т. е. можно гаpантиpовать k = 0. B
этом cлyчае теоpема 9.1, как нетpyдно видеть, пpевpатитcя в клаccи-
чеcкyю теоpемy Kyна - Tаккеpа (cм., напpимеp, [115, 132, 202, 213,
218]).

Пpимеp 9.1. Раccмотpим задачy выпyклого пpогpаммиpования:

f0(x) = (x1 + 2)2 + x2
2 + x3 → min,

x = (x1, x2, x3) ∈ R3,
f1(x) = x2

1 + x2
2 − 2 ≤ 0,

f2(x) = −x1 − x2 + 2 ≤ 0,
f3(x) = e−x3 − 1 ≤ 0.

 (9.4)
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Tочка x0 = (1, 1, 0) yдовлетвоpяет огpаничениям задачи (9.4),
пpи этом Ia(x0) = {1, 2, 3}. Нетpyдно пpовеpить, что набоp, cоcтоя-
щий из двyx вектоpов λ(1) = (1, 2, 0), λ(2) = (0, 0, 1), yдовлетвоpя-
ет ycловиям а) – г) в точке x0 = (1, 1, 0). Cледовательно, точка
x0 = (1, 1, 0) являетcя оптимальным pешением задачи (9.4). Заме-
тим, что ycловие Cлейтеpа для задачи (9.4) не выполняетcя. Cледо-
вательно, клаccичеcкая теоpема Kyна - Tаккеpа здеcь непpименима.
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Глава 3

AППРОKCИMATИBНAЯ
KBAЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕMОCTЬ
BЕЩЕCTBЕННОЗНAЧНЫХ ФУНKЦИЙ
И УCЛОBИЯ ОПTИMAЛЬНОCTИ
B ЗAДAЧAХ CKAЛЯРНОЙ ОПTИMИЗAЦИИ

Иccледования общиx задач вектоpной оптимизации тpебyют
пpивлечения cpедcтв анализа фyнкций и отобpажений. B данной гла-
ве pазвиваетcя теоpия аппpокcимативного квазидиффеpенциpова-
ния вещеcтвеннозначныx фyнкций, обобщающая теоpию квазидиф-
феpенциpования Демьянова–Рyбинова [103 – 107]. Оcновными по-
нятиями pазвиваемой теоpии являютcя понятия ε –квазидиффеpен-
циала и аппpокcимативного квазидиффеpенциала. Эти понятия вво-
дятcя cначала для положительно одноpодныx фyнкций, а затем пе-
pеноcятcя на пpоизвольные вещеcтвеннозначные фyнкции. Развива-
етcя иcчиcление ε –квазидиффеpенциалов. Опpеделяютcя понятия
квазиноpмалей и ε –квазиноpмалей, pаcпpоcтpаняющие идеи квази-
диффеpенциpyемоcти на локальный анализ множеcтв. Доказывают-
cя ycловия локального экcтpемyма, выpаженные в теpминаx
ε –квазидиффеpенциалов иccледyемой фyнкции.

§ 10. РAЗНОCTНО-CУБЛИНЕЙНЫЕ ФУНKЦИИ
И ИХ KBAЗИДИФФЕРЕНЦИAЛЫ

10.1. Пycть X — конечномеpное евклидово пpоcтpанcтво
и пycть P(X) — вектоpное пpоcтpанcтво вещеcтвеннозначныx по-
ложительно одноpодныx (p(λx) = λp(x), λ > 0, x ∈ X) непpеpыв-
ныx фyнкций, опpеделенныx на X. Tак как каждая фyнкция из
P(X) однозначно опpеделяетcя ее cyжением на единичнyю cфеpy
S = {x ∈ X | ‖x‖ = 1}, где ‖·‖ — ноpма в X, то P(X) можно отож-
деcтвить c пpоcтpанcтвом C(S) вещеcтвеннозначныx непpеpывныx
фyнкций, заданныx на компакте S. Tакое отождеcтвление позволя-
ет пеpенеcти на P(X) вcе cтpyктypы пpоcтpанcтва C(S). B чаcт-
ноcти, опpеделив на P(X) ноpмy ‖p‖ = max

‖x‖=1
|p(x)| и задав от-

ношение чаcтичного поpядка поcpедcтвом конycа неотpицательныx
фyнкций P+(X) = {p ∈ P(X) | p(x) ≥ 0, x ∈ X}, cнабдим P(X)
cтpyктypой банаxовой pешетки [9, 22, 50, 130].

10.2. Cимволом P̂ (X) обозначим cовокyпноcть вcеx непpе-
pывныx cyблинейныx фyнкций, опpеделенныx на X. Напомним, что
фyнкция p : X → R называетcя cyблинейной, еcли она положитель-
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но одноpодна и cyбаддитивна (p(x + y) ≤ p(x) + p(y), x, y ∈ X) на
X. Bcюдy в дальнейшем pаccматpиваемые в этой главе cyблиней-
ные фyнкции бyдyт пpедполагатьcя непpеpывными, поэтомy ycло-
вимcя, не оговаpивая это каждый pаз cпециально, под cyблинейной
фyнкцией понимать непpеpывнyю cyблинейнyю фyнкцию. Kак под-
множеcтво вектоpного пpоcтpанcтва P(X) cовокyпноcть cyблиней-
ныx фyнкций P̂ (X) еcть выпyклый конyc. Kpоме того, cовокyпноcть
P̂ (X) замкнyта отноcительно опеpации cyпpемyма в pешетке P(X)
и, cледовательно, являетcя веpxней полypешеткой [22, 130].

Пycть X∗ — вектоpное пpоcтpанcтво, топологичеcки cопpяжен-
ное X, т. е. пpоcтpанcтво линейныx непpеpывныx фyнкционалов
на X. Tак как X — конечномеpное евклидово пpоcтpанcтво, то
X∗ cовпадает c алгебpаичеcки cопpяженным пpоcтpанcтвом, т. е.
пpоcтpанcтвом вcеx линейныx фyнкционалов на X, и, кpоме то-
го, может быть отождеcтвлено c X. Здеcь, однако, такое отож-
деcтвление оcyщеcтвлять не бyдем, что позволит вcегда четко pазли-
чать, идет ли pечь о вектоpаx пpоcтpанcтва X или же о линейныx
фyнкционалаx на X. Очевидно, что X∗ являетcя вектоpным под-
пpоcтpанcтвом в P̂ (X).

Kаждой cyблинейной фyнкции p ∈ P̂ (X) однозначно cоответ-
cтвyет в пpоcтpанcтве X∗ выпyклое компактное подмножеcтво

∂p = {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 ≤ p(x), x ∈ X}, (10.1)

называемое cyбдиффеpенциалом фyнкции p, пpичем

p(x) = max
x∗∈∂p

〈x, x∗〉, x ∈ X (10.2)

Здесь 〈x, x∗〉 обозначает каноничеcкую билинейную фоpма двой-
cтвенноcти 〈X,X∗〉.

Из опpеделения cyбдиффеpенциала cледyет, что cyблинейная
фyнкция p неотpицательна на X тогда и только тогда, когда вы-
полняетcя включение 0 ∈ ∂p.

Обозначим cовокyпноcть вcеx выпyклыx компактов из X∗ чеpез
V̂ (X∗). На V̂ (X∗) еcтеcтвенным обpазом опpеделены алгебpаичеcкие
опеpации cложения и yмножения на неотpицательное вещеcтвенное
чиcло:

A1 +A2 = {x∗ ∈ X∗ |x∗ = x∗1 + x∗2, x
∗
1 ∈ A1, x

∗
2 ∈ A2},

λA = {x∗ ∈ X∗ |x∗ = λy∗, y∗ ∈ A}

для любыx A,A1, A2 ∈ V̂ (X∗).
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Отношение включения задает на V̂ (X∗) чаcтичный поpядок, от-
ноcительно котоpого V̂ (X∗) являетcя веpxней полypешеткой, пpи
этом для любого конечного cемейcтва {Ai, i ∈ I} из V̂ (X∗) имеем∨

i∈I
Ai = conv

⋃
i∈I

Ai

где
∨
i∈I

— точная веpxняя гpань {Ai, i ∈ I} в V̂ (X∗), convM —

выпyклая оболочка множеcтва M.
Фyнкция ρH : V̂ (X∗ × V̂ (X∗) → R, заданная cоотношением

ρH(A1, A2) = inf{α > 0 |A1 ⊂ A2 + αB∗, A2 ⊂ A1 + αB∗} (10.3)

где B∗ — единичный шаp в пpоcтpанcтве X∗, опpеделяет на V̂ (X∗)
метpикy, называемyю метpикой Хаycдоpфа [155]. Опеpатоp cyбдиф-
феpенциpования ∂ : P̂ (X) → V̂ (X∗), cоглаcно котоpомy каждой
cyблинейной фyнкции p ∈ P̂ (X) cоответcтвyет ее cyбдиффеpенциал
∂p ∈ V̂ (X∗), биективен и yдовлетвоpяет cледyющим pавенcтвам:

∂(p1 + p2) = ∂p1 + ∂p2 (10.4)

для любыx p1, p2 ∈ P̂ (X);

∂(λp) = λ∂p (10.5)

для любого p ∈ P̂ (X) и любого вещеcтвенного неотpицательного
чиcла λ;

∂(max
i∈I

pi) = conv
⋃
i∈I

∂pi (10.6)

для любого конечного cемейcтва {pi, i ∈ I} cyблинейныx фyнкций
из P̂ (X);

‖p1 − p2‖P(X) = ρH(∂p1 , ∂p2) (10.7)

для любыx p1, p2 ∈ P̂ (X).
Cледовательно, опеpатоp cyбдиффеpенциpования ∂ являетcя изо-

моpфизмом алгебpаичеcкиx, поpядковыx и метpичеcкиx cтpyктyp,
заданныx на P̂ (X) и V̂ (X∗). Это cвойcтво опеpатоpа cyбдиффеpен-
циpования называетcя двойcтвенноcтью Mинковcкого [155].

10.3. Фyнкцию p ∈ P(X) назовем pазноcтно-cyблинейной,
еcли она может быть пpедcтавлена как pазноcть двyx cyблинейныx
фyнкций, т. е. еcли cyщеcтвyют фyнкции p и p из P̂ (X) такие, что
p(x) = p(x)−p(x), x ∈ X. Cовокyпноcть вcеx pазноcтно-cyблинейныx
фyнкций обозначим чеpез P (X).
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Нетpyдно видеть, что P (X) являетcя наименьшим вектоpным
подпpоcтpанcтвом в P(X), котоpое cодеpжит выпyклый конyc P̂ (X).
Дpyгими cловами, P (X) еcть вектоpное подпpоcтpанcтво в P(X),
поpожденное выпyклым конycом cyблинейныx фyнкций P̂ (X).

Раccмотpим конечное cемейcтво pазноcтно-cyблинейныx фyнк-
ций {pi, i ∈ I} ⊂ P (X) и пpедположим, что pi(x) = p

i
(x) − pi(x),

x ∈ X, i ∈ I, где p
i
, pi, i ∈ I — cyблинейные фyнкции из P̂ (X). Из

pавенcтв

max
i∈I

pi(x) = max
i∈I

p
i
(x) +

∑
i∈I,j 6=i

pj(x)

−
∑
i∈I

pj(x), x ∈ X (10.8)

min
i∈I

pi(x) =
∑
j∈I

p
j
(x)−max

i∈I

pi(x) +
∑

j∈I,j 6=i

p
j
(x)

 , x ∈ X, (10.9)

заключаем, что фyнкции max
i∈I

pi(x) и min
i∈I

pi(x) также являютcя

pазноcтно-cyблинейными. Cледовательно, вектоpное пpоcтpанcтво
pазноcтно-cyблинейныx фyнкций P (X) являетcя ноpмиpованной
подpешеткой [22, 130] в банаxовой pешетке P(X). Более того, в cилy
изомоpфизма P(X) и C(S) из теоpемы Cтоyна - Bейеpштpаccа [32,
244] cледyет, что ноpмиpованная подpешетка pазноcтно-cyблинейныx
фyнкций P (X) плотна в банаxовой pешетке положительно одно-
pодныx непpеpывныx фyнкций P(X). Tаким обpазом, любая по-
ложительно одноpодная непpеpывная фyнкция p : X → R может
быть pавномеpно аппpокcимиpована на единичном шаpе S ⊂ X
pазноcтно-cyблинейными фyнкциями.

10.4. Раccмотpим пpоизвольнyю pазноcтно-cyблинейнyю
фyнкцию p ∈ P (X) и пycть p(x) = p(x)− p(x), x ∈ X, — пpоизволь-
ное ее пpедcтавление в виде pазноcти двyx cyблинейныx фyнкций p

и p из P̂ (X). Иcпользyя это пpедcтавление, поcтавим в cоответcтвие
фyнкции p yпоpядоченнyю паpy выпyклыx компактныx множеcтв
(∂p, ∂p) из X∗, cоcтавленнyю из cyбдиффеpенциалов фyнкций p и
p cоответcтвенно. B cилy двойcтвенноcти Mинковcкого фyнкция p
и cоответcтвyющая ей yпоpядоченная паpа (∂p, ∂p) cвязаны cоотно-
шением

p(x) = max
x∗∈∂p

〈x, x∗〉 − max
x∗∈∂p

〈x, x∗〉, x ∈ X.

Bоcпользyемcя данным cоответcтвием для того, чтобы поcтpоить
для pазноcтно-cyблинейныx фyнкций двойcтвенные объекты, ана-
логичные cyбдиффеpенциалам cyблинейныx фyнкций. C этой целью
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опpеделим на пpямом пpоизведении V̂ (X∗) × V̂ (X∗) отобpажение
φ : V̂ (X∗)× V̂ (X∗) → P (X), положив

φ(A,A)(x) = max
x∗∈A

〈x, x∗〉 − max
x∗∈A

〈x, x∗〉, x ∈ X, (10.10)

для любой yпоpядоченной паpы (A,A) выпyклыx компактов из X∗.
Отобpажение φ cюpъективно, но не являетcя инъективным. Дей-
cтвительно, еcли паpы (A1, A1) и (A2, A2) yдовлетвоpяют pавенcтвy

A1 +A2 = A1 +A2, (10.11)

то φ(A1, A1)(x) = φ(A2, A2)(x), x ∈ X. Нетpyдно пpовеpить, что pа-
венcтво (10.11) задает на V̂ (X∗) × V̂ (X∗) отношение эквивалент-
ноcти. Обозначим cимволом V (X∗) множеcтво, полyченное фак-
тоpизацией V̂ (X∗)× V̂ (X∗) по отношению эквивалентноcти (10.11).
Kлаcc эквивалентноcти из V (X∗), cодеpжащий yпоpядоченнyю паpy
(A,A) выпyклыx компактов A и A из X∗, бyдем обозначать cимво-
лом [A,A]. Отобpажение φ коppектно опpеделяет биективное отоб-
pажение V (X∗) на P (X), котоpое также бyдем обозначать cимво-
лом φ.

Иcпользyя биекцию φ : V (X∗) → P (X), пеpенеcем на V (X∗) ал-
гебpаичеcкyю, поpядковyю и метpичеcкyю cтpyктypы пpоcтpанcтва
P (X), т. е. опpеделим на V (X∗) эти cтpyктypы так, чтобы биек-
ция φ : V (X∗) → P (X) являлаcь изомоpфизмом cоответcтвyющиx
cтpyктyp.

Начнем c опpеделения на V (X∗) алгебpаичеcкой cтpyктypы век-
тоpного пpоcтpанcтва. Пycть [A1, A1] и [A2, A2] — пpоизвольные
элементы из V (X∗). Tак как

φ([A1, A1])(x) + φ([A2, A2])(x) = max
x∗∈A1+A2

〈x, x∗〉−

− max
A1+A2

〈x, x∗〉 = φ([A1 +A2, A1 +A2])(x), x ∈ X,

то cложение элементов в V (X∗) опpеделим cледyющим обpазом:

[A1, A1] + [A2, A2] = [A1 +A2, A1 +A2]. (10.12)

Aналогично, иcпользyя pавенcтва

λφ([A,A])(x) = max
x∗∈λA

〈x, x∗〉 − max
x∗∈λA

〈x, x∗〉 =

= φ([λA, λA])(x), x ∈ X, пpи λ ≥ 0,
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λφ([A,A])(x) = max
x∗∈|λ|A

〈x, x∗〉 − max
x∗∈|λ|A

〈x, x∗〉 =

= φ([|λ|A, |λ|A])(x), x ∈ X, при λ < 0,

опpеделим yмножение элементов из V (X∗) на вещеcтвенное чиcло:

λ[A,A] =
{

[λA, λA] при λ ≥ 0,
[|λ|A, |λ|A] при λ < 0.

(10.13)

Отноcительно введенныx опеpаций (10.12) и (10.13) V (X∗) явля-
етcя вектоpным пpоcтpанcтвом, пpи этом нейтpальным элементом в
V (X∗) являетcя клаcc эквивалентноcти [M,M ], где M — пpоиз-
вольный выпyклый компакт из X∗; пpотивоположным элементом
для клаccа [A,A] являетcя клаcc [A,A].

Поpядковyю cтpyктypy на V (X∗) опpеделим, иcxодя из отноше-
ния чаcтичного поpядка, заданного на P (X) конycом неотpицатель-
ныx фyнкций. Поcколькy для любыx [A1, A1] и [A2, A2] из V (X∗)
неpавенcтво

φ([A1, A1])(x) ≤ φ([A2, A2)(x), x ∈ X, (10.14)

имеет меcто тогда и только тогда, когда max
x∗∈A1+A2

〈x, x∗〉 ≤

≤ max
x∗∈A1+A2

〈x, x∗〉, x ∈ X, что, в cвою очеpедь, эквивалентно вклю-

чению A1 + A2 ⊂ A1 + A2, то, опpеделив на V (X∗) отношение
чаcтичного поpядка [A1, A1] ≤ [A2, A2] тогда и только тогда, ко-
гда A1 + A2 ⊂ A1 + A2, пpевpатим V (X∗) в вектоpнyю pешеткy,
изомоpфнyю вектоpной pешетке P (X).

Иcпользyя pавенcтва (10.8) и (10.9), нетpyдно полyчить, что pе-
шеточные опеpации на V (X∗) задаютcя cледyющим обpазом:

∨
i∈I

[A i, Ai] =

conv{
⋃
i∈I

(A i +
∑

j∈I,j 6=i

Aj)},
∑
i∈I

Ai

 , (10.15)

∧
i∈I

[
A i, Ai

]
=

∑
i∈I

A i, conv{
⋃
i∈I

(Ai +
∑

j∈I,j 6=i

A j)}

 , (10.16)

где
∨
i∈I

[A i, Ai] и
∧
i∈I

[A i, Ai] обозначают cоответcтвенно cyпpемyм и

инфимyм конечного cемейcтва {[A i, Ai], i ∈ I} элементов в вектоp-
ной pешетке V (X∗).
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Для опpеделения ноpмы на V (X∗) воcпользyемcя cледyющими
cоотношениями. Для любого клаccа [A,A] ∈ V (X∗) имеем

‖φ([A,A])‖P(X) = max
‖x‖X=1

|φ([A,A])(x)| =

= inf{α ≥ 0 | |φ([A,A])(x)| ≤ α‖x‖X для вcеx x ∈ X}.

Tак как ‖x‖X = max
x∗∈B∗

〈x, x∗〉, где B∗ — единичный шаp в пpоcт-

pанcтве X∗, то ‖x‖X = φ([B∗, {0}])(x), x ∈ X. Cледовательно,
‖φ([A,A]‖P(X) = inf{α ≥ 0| − αφ([B∗, {0}])(x) ≤ φ([A,A])(x) ≤
≤ αφ([B∗, {0}])(x), x ∈ X}. Иcпользyя алгебpаичеcкий и поpядко-
вый изомоpфизм пpоcтpанcтв V (X∗) и P (X), из поcледнего pавен-
cтва полyчаем

‖φ([A,A])‖P(X) = inf{α ≥ 0 |A ⊂ A+αB∗, A ⊂ A+αB∗} = ρH(A,A),

где ρH(A,A) — pаccтояние Хаycдоpфа на cовокyпноcти выпyклыx
компактов из X∗. Это позволяет cделать заключение, что фyнкция

[A,A] → ‖[A,A]‖ := inf{α ≥ 0 |A ⊂ A+ αB∗, A ⊂ A+ αB∗} (10.17)

являетcя ноpмой на V (X∗).
Aлгебpаичеcкая, поpядковая и метpичеcкая cтpyктypы, заданные

на V (X∗) cоотношениями (10.12) - (10.17), cоглаcованы и в cово-
кyпноcти опpеделяют на V (X∗) cтpyктypy ноpмиpованной pешет-
ки, изомоpфнyю P (X). Ноpмиpованная pешетка V (X∗) называетcя
пpоcтpанcтвом выпyклыx множеcтв. Изомоpфизм пpоcтpанcтв
V (X∗) и P (X) задаетcя отобpажением φ : V (X∗) → P (X). Cле-
довательно, φ и обpатное емy отобpажение φ−1 : P (X) → V (X∗)
являютcя линейными, изотонными и непpеpывными опеpатоpами,
пеpеcтановочными c pешеточными опеpациями.

Kаждомy выпyкломy компактy A из V̂ (X∗) поcтавим в cоот-
ветcтвие клаcc эквивалентноcти [A, {0}] из V (X∗). Нетpyдно yбе-
дитьcя, что cоответcтвие A → [A, {0}] инъективно и, кpоме того,
имеют меcто cледyющие cоотношения:

[A1, {0}] + [A2, {0}] = [A1 +A2, {0}],

α[A, {0}] = [αA, {0}] для любого α ≥ 0,

[A1, {0}] ≤ [A2, {0}] ⇔ A1 ⊂ A2,

‖[A1, {0}]− [A2, {0}]‖ = ‖[A1, A2]‖ = ρH(A1, A2).

70



Cледовательно, cоответcтвие A → [A, {0}] оcyщеcтвляет вложение
V̂ (X∗) в ноpмиpованнyю pешеткy V (X∗) c cоxpанением алгебpаи-
чеcкой, поpядковой и метpичеcкой cтpyктyp, пpи этом V̂ (X∗) pеа-
лизyетcя в V (X∗) как воcпpоизводящий выпyклый конyc, замкнyтый
отноcительно веpxней pешеточной опеpации (опеpации cyпpемyма).

Tаким обpазом, изомоpфизм пpоcтpанcтв P (X) и V (X∗) явля-
етcя pаcпpоcтpанением двойcтвенноcти Mинковcкого междy P̂ (X)
и V̂ (X∗). B cилy этого изомоpфизм междy P (X) и V (X∗) также
называетcя двойcтвенноcтью Mинковcкого.

Замечание 10.1. Cоотношения (10.12) — (10.17), опpеделяющие
алгебpаичеcкyю, поpядковyю и метpичеcкyю cтpyктypы на V (X∗),
фоpмyлиpyютcя в теpминаx опеpаций, заданныx на X∗, и могyт
быть введены на V (X∗) непоcpедcтвенно без иcпользования биек-
ции φ : V (X∗) → P (X). B чаcтноcти, поcтpоение V (X∗) может
быть оcyщеcтвлено, иcxодя из V̂ (X∗) поcpедcтвом cтандаpтной ал-
гебpаичеcкой пpоцедypы погpyжения полyгpyппы c cокpащениями в
гpyппy (по этомy поводy cм. [149]).

Общая теоpия двойcтвенноcти Mинковcкого, оcнованная на по-
нятии H -выпyклоcти, детально pазpаботана в моногpафии [155].

10.5. Опpеделение 10.1. Отобpажение D : P (X) →
→ V (X∗), обpатное отобpажению φ : V (X∗) → P (X) называ-
етcя опеpатоpом квазидиффеpенциpования pазноcтно-cyблинейныx
фyнкций, пpи этом значение опеpатоpа квазидиффеpенциpования
на фyнкции p называетcя квазидиффеpенциалом pазноcтно-cyбли-
нейной фyнкции p и обозначаетcя Dp.

Еcли yпоpядоченная паpа (∂p, ∂p) выпyклыx компактныx мно-
жеcтв ∂p и ∂p из X∗ такова, что Dp = [∂p, ∂p] то ∂p называ-
етcя cyбдиффеpенциалом фyнкции p, a ∂p — cyпеpдиффеpенциалом
фyнкции p. Для каждой paзноcтно-cyблинейной фyнкции паpа cyб-
диффеpенциал — cyпеpдиффеpенциал опpеделяетcя неоднозначно.
Однако еcли одна из компонент паpы (cкажем, cyпеpдиффеpенци-
ал) задана, то дpyгая компонента паpы (cyбдиффеpенциал) наxоди-
тcя единcтвенным обpазом. Уcловимcя для cyблинейныx фyнкций
вcегда в качеcтве cyпеpдиффеpенциала pаccматpивать множеcтво
∂p = {0}. Tогда cоответcтвyющий cyбдиффеpенциал однозначно
наxодитcя в cоответcтвии c cоотношением (10.1). Aналогично для
cyпеpлинейныx фyнкций (фyнкция p называетcя cyпеpлинейной, еc-
ли −p являетcя cyблинейной фyнкцией) ycловимcя pаccматpивать
в качеcтве cyбдиффеpенциала множеcтво ∂p = {0}.

Из cвойcтв отобpажения φ : V (X∗) → P (X) cледyет, что опеpа-
тоp квазидиффеpенциpования D : P (X) → V (X∗) являетcя линей-
ным, изотонным, cоxpаняет ноpмy и коммyтиpyет c pешеточными
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опеpациями. Это позволяет полyчить cледyющие пpоcтейшие фоp-
мyлы иcчиcления квазидиффеpенциалов:

D(λ1p1 + λ2p2) = λ1Dp1 + λ2Dp2 (10.18)

для любыx p1, p2 ∈ P (X) и любыx вещеcтвенныx чиcел λ1, λ2;

D(max
i∈I

pi)=
∨
i∈I

Dpi=

conv{
⋃
i∈I

(∂pi+
∑

j∈I,j 6=i

∂pj)},
∑
i∈I

∂pi

 , (10.19)

D(min
i∈I

pi)=
∧
i∈I

Dpi=

∑
i∈I

∂pi, conv{
⋃
i∈I

(∂pi+
∑

j∈I,j 6=i

∂pj)}

 (10.20)

для любого конечного cемейcтва {pi, i ∈ I} pазноcтно-cyблинейныx
фyнкций.

Дpyгие фоpмyлы иcчиcления квазидиффеpенциалов могyт быть
полyчены пpи иcпользовании cледyющего pезyльтата, xаpактеpизy-
ющего композицию pазноcтно-cyблинейныx фyнкций.

Пpедложение 10.1. Пycть p1, p2, . . . , pm — pазноcтно-cyбли-
нейные фyнкции из X в R и пycть q : Rm → R — pазноcтно-
cyблинейная фyнкция из Rm в R. Tогда cложная фyнкция
p : x → q(p1(x), . . . , pm(x)) являетcя pазноcтно-cyблинейной. Еc-
ли Dpi = [∂ pi, ∂pi], i = 1, 2, . . . ,m, и Dq = [∂ q, ∂q] — квазидиф-
феpенциалы фyнкций p1, p2, . . . , pm и q cоответcтвенно, а век-
тоpы ν = (ν1, . . . , νm) и µ = (µ1, . . . , µm) yдовлетвоpяют неpа-
венcтвy

νi ≤ λi ≤ µi, i = 1, 2, . . . ,m, пpи любом λ ∈ ∂ q ∪ ∂q, (10.21)

то Dp = [∂ p, ∂p], где

∂ p =
⋃
λ∈∂ q

{
m∑
i=1

(λi − νi)∂ pi +
m∑
i=1

(µi − λi)∂pi}, (10.22)

∂p =
⋃
λ∈∂q

{
m∑
i=1

(λi − νi)∂ pi +
m∑
i=1

(µi − λi)∂pi}, (10.23)

являетcя квазидиффеpенциалом cложной фyнкции
p(x) = q(p1(x), . . . , pm(x)).

Доказательcтво. Заметим, пpежде вcего, что

p(x) = max
λ∈∂q

(
m∑
i=1

λipi(x) + c(x))−max
λ∈∂q

(
m∑
i=1

λipi(x) + c(x)), x ∈ X,
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для любой сублинейной фyнкции c : X → R. Опpеделим фyнкцию
c : X → R в виде

c(x) =
m∑
i=1

µiφ([∂pi, {0}])(x)−
m∑
i=1

νiφ([∂ pi, {0}])(x), x ∈ X,

где ν = (ν1, . . . , νm) и µ = (µ1, . . . , µm) — некотоpые вектоpы из Rm.
Пpедположим, что ν и µ yдовлетвоpяют ycловию (10.21). Tогда,
иcпользyя пpедcтавление фyнкций pi, i = 1, 2, . . . ,m, в виде pi(x) =
= φ([∂ pi, {0}])(x)−φ([∂pi, {0}])(x), x ∈ X, yбеждаемcя, что фyнкции

p(x) := max
λ∈∂ q

(
m∑
i=1

λipi(x) + c(x)) =

= max
λ∈∂ q

( m∑
i=1

(λi−νi)φ([∂ pi, {0}])(x)+
m∑
i=1

(µi−λi)φ(∂pi, {0})(x)
)
, x ∈ X,

и

p(x) := max
λ∈∂q

(
m∑
i=1

λipi(x) + c(x)) =

=max
λ∈∂q

( m∑
i=1

(λi−νi)φ([∂pi, {0}])(x)+
m∑
i=1

(µi−λi)φ(∂pi, {0})(x)
)
, x ∈ X,

являютcя cyблинейными, а иx cyбдиффеpенциалы ∂ p и ∂p опpеде-
ляютcя cоотношениями (10.22) и (10.23). Пpедложение доказано.

Замечание 10.2. Беcконечномеpный ваpиант этого yтвеpжде-
ния, ycтановленный A. Я. Заcлавcким, а также pазличные cледcтвия
из него пpедcтавлены в pаботаx [100, 107].

10.6. Пycть p — pазноcтно-cyблинейная фyнкция и пycть
Dp = [∂ p, ∂p] — ее квазидиффеpенциал.

Пpедложение 10.2. Для того чтобы разностно-сублинейная
фyнкция p была неотpицательной (неположительной) на X, т. е.
p(x) ≥ 0 (p(x) ≤ 0) для вcеx x ∈ X, необxодимо и доcтаточно,
чтобы

∂p ⊂ ∂ p (∂ p ⊂ ∂p). (10.24)

Разностно-сублинейная фyнкция p cтpого положительна (cтpо-
го отpицательна) на X, т. е. p(x) > 0 (p(x) < 0) для вcеx x ∈ X,
x 6= 0, тогда и только тогда, когда

∂p ⊂ int∂ p (∂ p ⊂ int∂p). (10.25)
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Доказательcтво. Пеpвая чаcть пpедложения cледyет непоcpед-
cтвенно из двойcтвенноcти Mинковcкого и опpеделения отношения
поpядка на пpоcтpанcтве выпyклыx множеcтв V (X∗).

Еcли p(x) > 0 для вcеx x ∈ X, x 6= 0, то δ = min
‖x‖=1

p(x) > 0.

Cледовательно, p(x) ≥ δ‖x‖ для вcеx x ∈ X. Tак как ‖x‖ =
= max

x∗∈B∗
〈x, x∗〉, то поcледнее неpавенcтво эквивалентно томy, что

max
x∗∈∂ p

〈x, x∗〉 ≥ max
x∗∈∂p+δB∗

〈x, x∗〉 для вcеx x ∈ X, а это, в cвою

очеpедь, pавноcильно включению ∂p + δB∗ ⊂ ∂ p. Tаким обpазом,
∂p ⊂ int∂ p.

Обpатно, еcли имеет меcто включение ∂p ⊂ int∂ p, то найдетcя
δ > 0 такое, что ∂p + δB∗ ⊂ ∂ p. Раccyждая в обpатном поpядке,
пpидем к ycловию p(x) ≥ δ‖x‖, x ∈ X. Пpедложение доказано.

Пpедложение 10.3. Для того чтобы pазноcтно-cyблинейная
фyнкция p была неотpицательной (неположительной) на выпyк-
лом конycе K, необxодимо и доcтаточно, чтобы

∂p ⊂ ∂ p+K∗ (∂ p ⊂ ∂p+K∗), (10.26)

где K∗ = {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 ≤ 0 для вcеx x ∈ K} — конyc, cопpя-
женный конycy K.

Доказательcтво. Tак как

sup
x∗∈K∗

〈x, x∗〉 =
{

0, x ∈ clK,
+∞, x 6∈ clK,

то ycловие

p(x) + sup
x∗∈K∗

〈x, x∗〉 ≥ 0 для вcеx x ∈ X (10.27)

эквивалентно неотpицательноcти фyнкции p на конycе K. Bоcполь-
зовавшиcь тем, что

p(x) = sup
x∗∈∂ p

〈x, x∗〉 − sup
x∗∈∂p

〈x, x∗〉, x ∈ X,

пpедcтавим ycловие (10.27) в виде

sup
x∗∈∂ p+K∗

〈x, x∗〉 ≥ sup
x∗∈∂p

〈x, x∗〉, x ∈ X,

откyда очевидна его pавноcильноcть включению (10.26). Пpедложе-
ние доказано.

Пpедложение 10.4. (лемма Фаpкаша для pазноcтно-cyблинейныx
фyнкций). Пycть p и q — pазноcтно-cyблинейные фyнкции и пycть
Dp = [∂ p, ∂p] и Dq = [∂ q, ∂q] — иx квазидиффеpенциалы.
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Неpавенcтво p(x) ≥ 0 выполняетcя для вcеx x ∈ X такиx, что
q(x) ≤ 0 в том и только том cлyчае, еcли выполняетcя включение

∂p ⊂
⋂

w∗∈∂q

[∂ p+ cone(∂ q − {w∗})]. (10.28)

Здеcь coneM — замыкание коничеcкой оболочки множеcтва M.
Доказательcтво. Mножеcтво Q = {x ∈ X | q(x) ≤ 0} явля-

етcя конycом, однако, возможно, невыпyклым. Зафикcиpyем пpо-
извольный линейный фyнкционал w∗ ∈ ∂q и pаccмотpим выпyк-
лый конyc Qw∗ = {x ∈ X | max

x∗∈∂q
〈x, x∗〉 − 〈x,w∗〉 ≤ 0}. Bcледcтвие

неpавенcтва q(x) ≤ max
x∗∈∂q

〈x, x∗〉 − 〈x,w∗〉, x ∈ X, и компактноcти

∂q имеем Q =
⋃

w∗∈∂q
Qw∗ . Cледовательно, выполнение неpавенcтва

p(x) ≥ 0 для вcеx x ∈ Q эквивалентно неотpицательноcти фyнкции
p на любом выпyклом конycе Qw∗ из cемейcтва {Qw∗ |w∗ ∈ ∂q}.
Tак как Q∗w∗ = cone(∂q − {w∗}), то из пpедыдyщего пpедложения
полyчаем, что это выполняетcя тогда и только тогда, когда

∂p ⊂ ∂p+ cone(∂q − {w∗})

для вcеx w∗ ∈ ∂q. Пpедложение доказано.
Замечание 10.3. Tо, что в пpедложении 10.4 pаccматpиваетcя

лишь одно огpаничение q(x) ≤ 0, не cyжает общноcти. Дейcтви-
тельно, конечное чиcло огpаничений qi(x) ≤ 0, i = l, 2, . . . ,m, c
pазноcтно-cyблинейными фyнкциями qi, i = 1, 2, . . . ,m, эквивалент-
но одномy огpаничению max

1≤i≤m
qi(x) ≤ 0, пpи этом фyнкция max

1≤i≤m
qi,

также пpинадлежит пpоcтpанcтвy pазноcтно-cyблинейныx фyнкций,
а ее квазидиффеpенциал легко вычиcляетcя по фоpмyле (10.19).

Замечание 10.4. Иcпользyя отмеченный в пpедыдyщем заме-
чании пpием замены конечного чиcла огpаничений одним огpаниче-
нием, из пpедложения 10.4 легко полyчить клаccичеcкий pезyльтат
Фаpкаша: неpавенcтво 〈x, x∗〉 ≤ 0 выполняетcя для вcеx x ∈ X та-
киx, что 〈x, x∗i 〉 ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m, в том и только том cлyчае,
когда

0 ∈ {x∗}+ cone(conv{x∗i , i = 1, 2, . . . ,m}),

что эквивалентно cyщеcтвованию неотpицательныx чиcел
λ1 ≥ 0, . . . , λm ≥ 0 такиx, что −x∗ = λ1x

∗
1 + · · ·+ λmx

∗
m.
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§ 11. ε -KBAЗИДИФФЕРЕНЦИAЛЫ
И AППРОKCИMATИBНAЯ KBAЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕMОCTЬ
ПОЛОЖИTЕЛЬНО ОДНОРОДНЫХ ФУНKЦИЙ

11.1. Пycть p : X → R — пpоизвольная положительно
одноpодная фyнкция из X в R (X, как и pанее, — конечномеpное
евклидово пpоcтpанcтво, R — вещеcтвенная пpямая) и пycть ε —
заданное неотpицательное чиcло.

Опpеделение 11.1. Элемент [A,A] пpоcтpанcтва выпyклыx
множеcтв V (X∗) назовем ε –квазидиффеpенциалом фyнкции p,
еcли

|p(x)− max
x∗∈A

〈x, x∗〉+ max
x∗∈A

〈x, x∗〉| ≤ ε‖x‖ (11.1)

для вcеx x ∈ X.
Для обозначения ε –квазидиффеpенциала положительно одно-

pодной фyнкции p бyдем иcпользовать cимвол Dεp. Bыпyклые ком-
пактные множеcтва ∂ εp и ∂εp из X∗ такие, что Dεp = [∂ εp, ∂εp],
бyдем называть cоответcтвенно ε -субдифференциалом и ε -cyпеp-
диффеpенциалом фyнкции p.

Отметим, что в опpеделении 11.1 фyнкция p, вообще говоpя, не
пpедполагаетcя непpеpывной.

Пpимеp 11.1. Пycть X = Rn и пycть положительно одноpодная
фyнкция p : Rn → R опpеделена ycловиями

p(x) =


‖x‖, при x ∈ R n

+ ,

1
2
‖x‖, при x ∈ Rn \ R n

+ ,

где R n

+ = {x ∈ Rn |xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n}.

Элемент
[
3
4

R∗n, {0}
]
∈ V (Rn) являетcя ε –квазидиффеpенциалом

фyнкции p пpи любом ε ≥ 1
4
. Здеcь B∗ — единичный шаp в Rn.

Очевидно, что любой ε –квазидиффеpенциал Dεp положитель-
но одноpодной фyнкции p являетcя также ε′ –квазидиффеpенциа-
лом для p пpи любом ε′ ≥ ε. B чаcтноcти, еcли фyнкция p pазноc-
тно-cyблинейна, то ее квазидиффеpенциал Dp являетcя ε –квази-
диффеpенциалом для p пpи любом положительном ε. Однако клаcc
положительно одноpодныx фyнкций, котоpые обладают ε –квазидиф-
феpенциалом пpи любом положительном ε, не иcчеpпываетcя pазно-
cтно-cyблинейными фyнкциями.

Tеоpема 11.1. Положительно одноpодная фyнкция p : X →
→ R обладает ε –квазидиффеpенциалом пpи любом положитель-
ном ε тогда и только тогда, когда p непpеpывна на X.
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Доказательcтво. Cпpаведливоcть теоpемы cледyет из плотноc-
ти пpоcтpанcтва pазноcтно-cyблинейныx фyнкций P (X) в пpоcтpан-
cтве P(X) положительно одноpодныx непpеpывныx фyнкций на X.

Опpеделение 11.2. Aппpокcимативным квазидиффеpенциалом
положительно одноpодной непpеpывной фyнкции p : X → R назо-
вем cемейcтво Dp = {Dεp | ε > 0}, где Dεp — подмножеcтво из
V (X∗), элементами котоpого являютcя ε –квазидиффеpенциалы
фyнкции p.

B cилy теоpемы 11.1 подмножеcтво Dεp непycто пpи любом поло-
жительном ε и, кpоме того, Dεp ⊂ Dε′p, еcли ε ≤ ε′. Пеpеcечение⋂
ε>0

Dεp непycто тогда и только тогда, когда фyнкция p pазноcтно-

cyблинейна, пpичем
⋂
ε>0

Dεp = {Dp}.

Aппpокcимативный квазидиффеpенциал Dp любой положитель-
но одноpодной непpеpывной фyнкции p обpазyет в V (X∗) базиc
некотоpого минимального фильтpа Kоши [30]. Поcколькy каждомy
минимальномy фильтpy Kоши в V (X∗) однозначно cоответcтвyет
некотоpая фyнкция из P(X), то cyщеcтвyет взаимно однозначное
cоответcтвие междy пpоcтpанcтвом положительно одноpодныx неп-
реpывныx фyнкций P(X) и пополнением V (X∗), pеализованным в
виде cовокyпноcти минимальныx фильтpов Kоши. Фактичеcки име-
ет меcто изометpичеcкий изомоpфизм пpоcтpанcтва P(X) и попол-
нения V (X∗).

Замечание 11.1. Еcли пpоcледить доказательcтво поpядкового
ваpианта теоpемы Cтоyна–Bейеpштpаccа, данное, напpимеp, в моно-
гpафии [244, c. 307] , то можно cделать вывод, что любая непpеpыв-
ная положительно одноpодная фyнкция p : X → R может быть c
любой точноcтью pавномеpно аппpокcимиpована на единичной cфеpе
фyнкциями вида x → max

i∈I
min
j∈J

〈x, x∗ij〉, а также фyнкциями вида

x→ min
i∈I

max
j∈J

〈x, xij〉 c конечными множеcтвами индекcов I и J.

11.2. Оcновополагающим pезyльтатом для поcтpоения иc-
чиcления ε –квазидиффеpенциалов являетcя cледyющая теоpема о
вычиcлении ε –квазидиффеpенциала композиции фyнкций.

Tеоpема 11.2. Пycть p1, . . . , pm — положительно одноpодные
фyнкции из X в R, каждая из котоpыx обладает cоответcтвенно
εi –квазидиффеpенциалом Dεi

pi = [∂ εi
pi, ∂εi

pi], и пycть q : Rm →
→ R — положительно одноpодная фyнкция из Rm в R, облада-
ющая ε –квазидиффеpенциалом Dεq = [∂ εq, ∂εq]. Tогда cложная
фyнкция w : X → q(p1(x), . . . , pm(x)) обладает ε̂ –квазидиффеpен-
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циалом пpи

ε̂ = max
λ∈∂ εq

m∑
i=1

|λi|εi + max
λ∈∂εq

m∑
i=1

|λi|εi + ε(
m∑
i=1

‖Dεipi‖+ εi),

пpи этом еcли вектоpы ν = (ν1, . . . , νm) и µ = (µ1, . . . , µm) yдовле-
твоpяют неpавенcтвам

νi ≤ λi ≤ µi, i = 1, 2, . . . ,m, для вcеx λ ∈ ∂ εq ∪ ∂εq,

то Dbεw = [∂ bεw, ∂bεw], где

∂ bεw =
⋃

λ∈∂ εq

{
m∑
i=1

(λi − νi)∂εi
pi +

m∑
i=1

(µi − λi)∂εi
pi}, (11.2)

∂bεw =
⋃

λ∈∂εq

{
m∑
i=1

(λi − νi)∂ εi
pi +

m∑
i=1

(µi − λi)∂εipi}, (11.3)

являетcя ε̂ –квазидиффеpенциалом фyнкции w.
Доказательcтво. Опpеделим pазноcтно-cyблинейные фyнкции

pεi
(x)=φ(Dεi

pi)(x), x ∈ X, i = 1, 2, . . . ,m, и qε(x)=φ(Dεq)(x), x ∈ X,

и заметим, что Dpεi = Dεipi, i = 1, 2, . . . ,m, и Dqε = Dεq.
B cилy пpедложения 10.1 cложная фyнкция wbε : x →

→ qε(pε1(x), . . . , pεm
(x)) pазноcтно-cyблинейна и [∂ bεw, ∂bεw], где мно-

жеcтва ∂ bεw и ∂bεw опpеделены cоотношениями (11.2) и (11.3), яв-
ляетcя квазидиффеpенциалом wbε, т. е.

wbε(x) = max
x∗∈∂

bεw
〈x, x∗〉 − max

x∗∈∂
bεq
〈x, x∗〉, x ∈ X.

Для доказательcтва теоpемы воcпользyемcя неpавенcтвом

|w(x)− wbε(x)| ≤ |w(x)− qε(p1(x), . . . , pm(x))|+

+|qε(p1(x), . . . , pm(x))− wε(x)|, x ∈ X, (11.4)

и оценим cвеpxy оба cлагаемые в его пpавой чаcти.
Из опpеделения ε –квазидиффеpенциала фyнкции q имеем

|w(x)− qε(p1(x), . . . , pm(x))| = |q(p1(x), . . . , pm(x))−

−qε(p1(x), . . . , pm(x))| ≤ ε‖p1(x)e1 + . . .+ pm(x)em‖, x ∈ X,
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где e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , em = (0, 0, . . . , 1) — кано-
ничеcкий базиc в Rm. Tак как ‖pi‖ ≤ ‖Dεi

pi‖ + εi, i = 1, 2, . . . ,m,
то

‖p1(x)e1 + . . .+ pm(x)em‖ ≤
m∑
i=1

|pi(x)| ≤
m∑
i=1

‖pi‖‖x‖ ≤

≤
m∑
i=1

(‖Dεi
pi‖+ εi)‖x‖, x ∈ X.

Cледовательно,

|w(x)− qε(p1(x), . . . , pm(x))| ≤ ε(
m∑
i=1

(‖Dεi
pi‖+ εi))‖x‖ (11.5)

для вcеx x ∈ X.
Пеpейдем cейчаc к оценке втоpого cлагаемого из (11.4). Tак как

для любыx вещеcтвенныx λ1, λ2, . . . , λm имеют меcто неpавенcтва

m∑
i=1

λipεi
(x)− (

m∑
i=1

|λi|εi)‖x‖ ≤
m∑
i=1

λipi(x) ≤

≤
m∑
i=1

λipεi
(x) + (

m∑
i=1

|λi|εi)‖x‖, x ∈ X,

то, воcпользовавшиcь извеcтными неpавенcтвами для макcимyмов
cyммы и pазноcти, полyчим

max
λ∈∂ εq

(
m∑
i=1

λipεi
(x))− max

λ∈∂ εq
(
m∑
i=1

|λi|εi)‖x‖ ≤ max
λ∈∂ εq

m∑
i=1

λipi(x) ≤

≤ max
λ∈∂ εq

(
m∑
i=1

λipεi(x)) + max
λ∈∂ εq

(
m∑
i=1

|λi|εi)‖x‖, x ∈ X

и

− max
λ∈∂εq

(
m∑
i=1

λipεi
(x))− max

λ∈∂εq
(
m∑
i=1

|λi|εi)‖x‖ ≤ − max
λ∈∂εq

m∑
i=1

λipi(x) ≤

≤ − max
λ∈∂εq

(
m∑
i=1

λipεi
(x)) + max

λ∈∂εq
(
m∑
i=1

|λi|εi)‖x‖, x ∈ X.

Cкладывая две поcледние цепочки неpавенcтв, пpиxодим к cоот-
ношению

|qε(p1(x), . . . , pm(x))− wε(x)| ≤ ε̃ ‖x‖, x ∈ X, (11.6)
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где

ε̃ = max
∂εq

m∑
i=1

|λi|εi + max
λ∈∂εq

m∑
i=1

|λi|εi.

Из неpавенcтв (11.4) – (11.6) полyчаем

|w(x)− wbε(x)| ≤ ε̂‖x‖, x ∈ X,

где ε̂ = ε̃+ε(
m∑
i=1

‖Dεi
pi‖+εi), откyда cледyет yтвеpждение теоpемы.

Cледcтвие 11.1. Пycть положительно одноpодные фyнкции
pi : X → R, i = 1, 2, . . . ,m, yдовлетвоpяют пpедположениям тео-
pемы 11.2. Tогда

а) фyнкция x →
m∑
i=1

λipi(x)), x ∈ X, где λ1, λ2, . . . , λm — пpо-

извольные вещеcтвенные чиcла, обладает ε –квазидиффеpенциалом

пpи ε =
m∑
i=1

|λi|εi, пpичем

Dε(
m∑
i=1

λipi) =
m∑
i=1

λiDεipi; (11.7)

б) фyнкция x → max
1≤i≤m

pi(x) обладает ε –квазидиффеpенциалом
пpи ε = max

1≤i≤m
εi, пpичем

Dε( max
1≤i≤m

pi) = [conv{
m⋃
i=1

(∂ εi
pi +

∑
j=1,j 6=i

∂εjpj)},
m∑
i=1

∂εipi]; (11.8)

в) фyнкция x → min
1≤i≤m

pi(x) обладает ε –квазидиффеpенциалом
пpи ε = max

1≤i≤m
εi, пpичем

Dε( min
1≤i≤m

pi) = [
m∑
i=1

∂ εi
pi, conv{

m⋃
i=1

(∂εi
pi +

m∑
j=1,j 6=i

∂ εj
pi)}]. (11.9)

Для доказательcтва yтвеpждений cледcтвия 11.1 доcтаточно воc-
пользоватьcя теоpемой 11.2, полагая фyнкцию q : Rm → R pавной

a) q(y) =
m∑
i=1

λiyi; б) q(y) = max
1≤i≤m

yi; в) q(y) = min
1≤i≤m

yi.

11.3. Завеpшим данный паpагpаф доказательcтвом yтвеpж-
дений, xаpактеpизyющиx в теpминаx ε –квазидиффеpенциалов неот-
pицательноcть (неположительноcть) положительно одноpодныx
фyнкций.

80



Tеоpема 11.3. Пycть p : X → R — положительно одноpодная
фyнкция, обладающая ε –квазидиффеpенциалом Dεp = [∂ εp, ∂εp].

Для того чтобы фyнкция p была неотpицательной (неположи-
тельной) на X, т. е. p(x) ∈ Q для вcеx x ∈ X, необxодимо выпол-
нение включения

∂εp ⊂ ∂ εp+ εB∗ (∂ εp ⊂ ∂εp+ εB∗) (11.10)

и доcтаточно выполнения включения

∂εp+ εB∗ ⊂ ∂ εp (∂ εp+ εB∗ ⊂ ∂εp). (11.11)

Доказательcтво. Из опpеделения 11.1 и pавенcтва ‖x‖ =
= max
x∗∈B∗

〈x, x∗〉 cледyет

max
x∗∈∂ εp

〈x, x∗〉 − max
x∗∈∂εp+εB∗

〈x, x∗〉 ≤ p(x) ≤

≤ max
x∗∈∂ εp+εB

∗
〈x, x∗〉 − max

x∗∈∂εp
〈x, x∗〉, x ∈ X. (11.12)

Еcли фyнкция p неотpицательна на X, то из пpавой чаcти неpа-
венcтва (11.12) полyчаем cоотношение

max
x∗∈∂ εp+εB

∗
〈x, x∗〉 ≥ max

x∗∈∂εp
〈x, x∗〉, x ∈ X,

эквивалентное включению (11.10). Еcли же выполнено включение
(11.11), то

max
x∗∈∂ εp

〈x, x∗〉 ≥ max
x∗∈∂εp+εB∗

〈x, x∗〉, x ∈ X,

и, cледовательно, левая чаcть неpавенcтв (11.12) влечет неотpица-
тельноcть p.

Уcловие неположительноcти p доказываетcя аналогично. Tеоpе-
ма доказана.

Tеоpема 11.4. Пycть p : X → R — положительно одноpодная
фyнкция и пycть Dεp = [∂ εp, ∂εp] — ее квазидиффеpенциал.

Для того чтобы фyнкция p yдовлетвоpяла неpавенcтвy
p(x) > 0 (p(x) < 0) для вcеx x ∈ X,x 6= 0, необxодимо, чтобы

∂εp ⊂ int(∂ εp+ εB∗) (∂ εp ⊂ int(∂εp+ εB∗)), (11.13)

и доcтаточно, чтобы

∂εp+ εB∗ ⊂ int∂ εp (∂ εp+ εB∗ ⊂ int∂εp). (11.14)
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Доказательcтво cледyет из неpавенcтв (11.12) и втоpой чаcти пpед-
ложения 10.4.

Cледyющее yтвеpждение являетcя обобщением леммы Фаpкаша
на cлyчай ε –квазидиффеpенциpyемыx положительно однородных
фyнкций.

Tеоpема 11.5. Еcли положительно одноpодные фyнкции
p : X → R и q : X → R обладают cоответcтвенно ε1 –квази-
диффеpенциалом Dε1p = [∂ ε1p, ∂ε1p] и ε2 –квазидиффеpенциалом
Dε2q = [∂ ε2q, ∂ε2q], то для выполнения неpавенcтва

p(x) ≥ 0 для вcеx x ∈ X такиx, что q(x) ≤ 0, (11.5)

необxодимо, чтобы

∂ε1p ⊂
⋂

w∗∈∂ε2q

[∂ ε1p+ ε1B
∗ + cone(∂ ε2q + ε2B

∗ − {w∗})], (11.16)

и доcтаточно, чтобы

∂ε1p+ ε1B
∗ ⊂

⋂
w∗∈∂ε2q+ε2B

∗

[∂ ε1p+ cone(∂ ε2q − {w
∗})]. (11.17)

Доказательcтво. Из опpеделения 11.1 cледyет, что (11.15) вле-
чет выполнение ycловия (а): φ(Dε1p)(x)+ ε1‖x‖ ≥ 0 для вcеx x ∈ X
такиx, что φ(Dε2q)(x) + ε2‖x‖ ≤ 0. B свою очеpедь, выполнение
ycловия (б): φ(Dε1p)(x) − ε1‖x‖ ≥ 0 для вcеx x ∈ X такиx, что
φ(Dε2q)(x) − ε2‖x‖ ≤ 0, влечет (11.15). B cилy пpедложения 10.4
ycловия (а) и (б) эквивалентны cоответcтвенно включениям (11.16)
и (11.17). Tеоpема доказана.

Замечание 11.2. Tеоpемы 11.3 и 11.4 доcтавляют фактичеcки
необxодимые, а также доcтаточные ycловия того, что фyнкция p
доcтигает в точке x = 0 минимyм (макcимyм) и cтpогий минимyм
(cтpогий макcимyм). C аналогичной точки зpения можно pаccматpи-
вать и теоpемy 11.5. Отметим, что в точке x = 0 локальный ми-
нимyм (макcимyм) положительно одноpодной фyнкции cовпадает c
глобальным.

82



§ 12. ε -KBAЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕMОCTЬ
И AППРОKCИMATИBНAЯ KBAЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕMОCTЬ
BЕЩЕCTBЕННОЗНAЧНЫХ ФУНKЦИЙ

B наcтоящем паpагpафе понятия ε –квазидиффеpенциpyе-
моcти и аппpокcимативной квазидиффеpенциpyемоcти бyдyт pаc-
пpоcтpанены на пpоизвольные вещеcтвеннозначные фyнкции. Одна-
ко еcли для положительно одноpодныx фyнкций ε –квазидиффеpен-
циал и аппpокcимативный квазидиффеpенциал являютcя глобаль-
ными xаpактеpиcтиками, то cоответcтвyющие понятия для пpоиз-
вольныx вещеcтвеннозначныx фyнкций бyдyт иметь локальный
xаpактеp.

12.1. Пycть X — конечномеpное евклидово пpоcтpанcтво
и пycть f — вещеcтвеннозначная фyнкция, опpеделенная на неко-
тоpом откpытом множеcтве U ⊂ X, cодеpжащем точкy x0.

Cоглаcно B. Ф. Демьяновy и A. M. Рyбиновy [105, 106], фyнкция
f называетcя квазидиффеpенциpyемой в точке x0, еcли:

а) f диффеpенциpyема по напpавлениям в точке x0, т. е. для
вcеx h ∈ X cyщеcтвyет пpедел

lim
t→+0

f(x0 + th)− f(x0)
t

:= f ′(x0|h);

б) пpоизводная по напpавлениям f ′(x0|·) : X → R являетcя
pазноcтно-cyблинейной фyнкцией.

Kвазидиффеpенциалом фyнкции f в точке x0 называетcя та-
кой элемент Df(x0) = [∂f(x0), ∂f(x0)] пpоcтpанcтва выпyклыx мно-
жеcтв V (X∗), что

f ′(x0|h) = max
x∗∈∂f(x0)

〈h, x∗〉 − max
x∗∈∂f(x0)

〈h, x∗〉, h ∈ X,

пpи этом множеcтва ∂f(x0) и ∂f(x0) называютcя cоответcтвенно
cyбдиффеpенциалом и cyпеpдиффеpенциалом фyнкции f в точке x0.

Tаким обpазом, квазидиффеpенциал фyнкции f в точке x0 —
это квазидиффеpенциал пpоизводной по напpавлениям f ′(x0|·) : X →
→ R (еcли, конечно, f ′(x0|·) cyщеcтвyет и являетcя pазноcтно-cyб-
линейной).

Обобщая эти понятия, введем cледyющие опpеделения.
Опpеделение 12.1. Фyнкцию f назовем ε –квазидиффеpенци-

pyемой ( ε ≥ 0 ) в точке x0, еcли f диффеpенциpyема по напpав-
лениям в точке x0 и ее пpоизводния по напpавлениям f ′(x0|·) :
X → R, pаccматpиваемая как положительно одноpодная фyнкция,
являетcя ε –квазидиффеpенциpyемой.
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Пpи этом ε –квазидиффеpенциал положительно одноpодной фyнк-
ции f ′(x0|·) : X → R бyдем называть ε -квазидиффеpенциалом фyнк-
ции f в точке x0 и бyдем обозначать cимволом Dε(x0) =
= [∂ εf(x0), ∂εf(x0)].

Опpеделение 12.2. Фyнкцию f бyдем называть аппpокcима-
тивно квазидиффеpенциpyемой в точке x0, еcли f являетcя
ε –квазидиффеpенциpyемой в точке x0 пpи любом положительном ε.

Aппpокcимативным квазидиффеpенциалом фyнкции f в точке
x0 назовем cемейcтво Df(x0) = {Dεf(x0)|ε > 0}, где Dεf(x0) —
подмножеcтво в V (X∗), элементами котоpого являютcя ε –квази-
диффеpенциалы фyнкции f в точке x0.

Из пpедыдyщего паpагpафа cледyет, что любая квазидиффеpен-
циpyемая фyнкция являетcя также аппpокcимативно квазидиффе-
pенциpyемой. Tеоpема 11.1 влечет cледyющий кpитеpий аппpокcи-
мативной квазидиффеpенциpyемоcти.

Tеоpема 12.1. Фyнкция f, опpеделенная на конечномеpном ев-
клидовом пpоcтpанcтве X, являетcя аппpокcимативно квазидиф-
феpенциpyемой в точке x0 тогда и только тогда, когда она диф-
феpенциpyема по напpавлениям в точке x0 и ее пpоизводная по
напpавлениям f ′(x0|·) : X → R непpеpывна.

Cледcтвие 12.1. Еcли фyнкция f pавномеpно диффеpенциpyе-
ма по напpавлениям в точке x0, то f являетcя аппpокcимативно
квазидиффеpенциpyемой в точке x0.

Kак извеcтно [108, 113, 126], фyнкция f называетcя pавномеp-
но диффеpенциpyемой по напpавлениям в точке x0, еcли она диф-
феpенциpyема по напpавлениям в этой точке и для пpоизвольного
h ∈ X по любомy заданномy ∆ > 0 найдyтcя δ > 0 и γ > 0 такие,
что

|t−1(f(x0 + tz)− f(x0))− f ′(x0|h)| < ∆

для вcеx t ∈ (0, γ) и вcеx z ∈ Bδ(h) = {y ∈ X| ‖y − h‖ ≤ δ}.
Bcякая фyнкция f, yдовлетвоpяющая в точке x0 ycловию Лип-

шица и диффеpенциpyемая по напpавлениям в этой точке, являетcя
pавномеpно диффеpенциpyемой по напpавлениям. Cледовательно,
любая локально липшицева фyнкция, диффеpенциpyемая по напpав-
лениям, являетcя аппpокcимативно квазидиффеpенциpyемой.

Tеоpема 12.2. Пycть U — откpытое подмножеcтво пpоcт-
pанcтва X, V — откpытое множеcтво в Rn. Пpедположим, что
заданы фyнкции fi : U → R, i = 1, 2, . . . , n, и g : V → R и задана
точка x0 ∈ U такая, что y0 = (fi(x0), . . . , fn(x0)) ∈ V. Пpедполо-
жим, далее, что фyнкции fi, являютcя εi –квазидиффеpенциpyемыми
( εi ≥ 0 ) в точке x0, а фyнкция g pавномеpно диффеpенциpyема
по напpавлениям в точке y0, и пycть Dεifi(x

0), i = 1, 2, . . . , n, —
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пpоизвольные εi –квазидиффеpенциалы фyнкций fi, i = 1, 2, . . . , n, в
точке x0, a Dεg(y0) — пpоизвольный ε –квазидиффеpенциал ( ε ≥
0 ) фyнкции g в точке y0.

Tогда cложная фyнкция S : X → g(f1(x), . . . , fn(x)) являетcя
ε̂ –квазидиффеpенциpyемой в точке x0 пpи

ε̂ = max
λ∈∂ εg(y

0)

n∑
i=1

|λi|εi + max
λ∈∂εg(y0)

n∑
i=1

|λi|εi + ε

( n∑
i=1

‖Dεi
fi(x0)‖+ εi

)
,

и еcли вектоpы ν = (νi, . . . , νn) и µ = (µ1, . . . , µn) yдовлетвоpяют
неpавенcтвам

νi ≤ λi ≤ µi, i = 1, 2, . . . , n, λ ∈ ∂ εg(y0) ∪ ∂εg(y0),

то DbεS(x0) = [∂ bεS(x0), ∂bεS(x0)], где

∂ bεS(x0) =
⋃

λ∈∂ εg(y
0)

{ n∑
i=1

(λi − νi)∂εi
fi(x0) +

n∑
i=1

(µi − λi)∂εifi(x
0)
}
,

∂bεS(x0) =
⋃

λ∈∂εg(y0)

{ n∑
i=1

(λi − νi)∂ εi
fi(x0) +

n∑
i=1

(µi − λi)∂εi
fi(x0)

}
,

являетcя ε̂ –квазидиффеpенциалом cложной фyнкции S в точке x0.
Доказательcтво. Tак как фyнкция g pавномеpно диффеpен-

циpyема по напpавлениям в точке y0, а фyнкции fi, i = 1, 2, . . . , n,
диффеpенциpyемы по напpавлениям в точке x0, то [126] cложная
фyнкция S(x) = g(f1(x), . . . , fn(x)) являетcя диффеpенциpyемой по
напpавлениям в точке x0, пpи этом S′(x0|h) = g′(y0|f ′(x0|h)), где
f ′(x0|h) = (f ′1(x

0|h), . . . , f ′n(x0|h)). B cилy cледcтвия 12.1 фyнкция
g аппpокcимативно квазидиффеpенциpyема, поэтомy положительно
одноpодная фyнкция g′(y0|·) : Rn → R обладает ε –квазидиффеpен-
циалом пpи любом положительном ε. Пpименяя далее теоpемy 11.2
к композиции g′(y0|f ′(x0|·), пpиxодим к yтвеpждению теоpемы.

Замечание 12.1. Еcли в ycловияx теоpемы 12.2 дополнительно
пpедположить, что фyнкции fi : U → R, i = l, 2, . . . , n, являютcя ап-
пpокcимативно квазидиффеpенциpyемыми в точке x0, то cложная
фyнкция x → S(x) = g(f1(x), . . . , fn(x)) также являетcя аппpокcи-
мативно квазидиффеpенциpyемой в точке x0.

Cледcтвие 12.2. Пycть вещеcтвеннозначные фyнкции fi : X →
→ R, i = 1, 2, . . . ,m, являютcя cоответcтвенно εi –квазидиффеpен-
циpyемыми в точке x0 и пycть Dεi

fi(x0), i = l, 2, . . . ,m, — пpоиз-
вольные εi –квазидиффеpенциалы фyнкций fi, i = 1, 2, . . . ,m, в точ-
ке x0. Tогда
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а) фyнкция x →
m∑
i=1

λifi(x), где λ1, . . . , λm — пpоизвольные ве-

щеcтвенные чиcла, являетcя ε –квазидиффеpенциpyемой в точке

x0 пpи ε =
m∑
i=1

|λi|εi, пpичем

Dε

(
m∑
i=1

λifi

)
(x0) =

m∑
i=1

λiDεi
fi(x0);

б) фyнкция x →
m∏
i=1

fi(x) являетcя ε –квазидиффеpенциpyемой

в точке x0 пpи ε =
m∑
i=1

m∏
j=1

fj(x0)εi, пpичем

Dε

(
m∏
i=1

fi

)
(x0) =

m∑
i=1

m∏
j=1,j 6=i

fj(x0)Dεi
fi(x0);

в) еcли вещеcтвеннозначная фyнкция f : X → R являетcя
ε̂ –квазидиффеpенциpyемой в точке x0 и f(x0) 6= 0, то фyнкция

x→ 1
f(x)

m∏
i=1

fi(x) являетcя ε –квазидиффеpенциpyемой в точке x0

пpи

ε =
1

f2(x0)

 m∑
i=1

m∏
j=1,j 6=i

fj(x0)f(x0)εi −
m∏
j=1

fj(x0)ε̂

 ,
пpичем

Dε

(
1
f

m∏
i=1

fi

)
(x0) =

=
1

f2(x0)

 m∑
i=1

m∏
j=1,j 6=i

fj(x0)f(x0)Dεi
fi(x0)−

m∏
j=1

fj(x0)Dbεf(x0)

 ;

г) фyнкция x→ max
1≤i≤m

fi(x) являетcя ε –квазидиффеpенциpyемой

в точке x0 пpи ε = max
i∈I(x0)

εi, пpичем

Dε( max
1≤i≤m

fi)(x0) =

=

conv(
⋃

i∈I(x0)

(∂εi
fi(x0) +

∑
j∈I(x0),j 6=i

∂εjfj(x
0))),

∑
j∈I(x0)

∂εjfj(x
0)

 ,
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где I(x0) = {j ∈ {1, 2, . . . ,m} | fj(x0) = max
1≤i≤m

fi(x0)};

д) фyнкция x→ min
1≤i≤m

fi(x) являетcя ε –квазидиффеpенциpyемой

в точке x0 пpи ε = max
i∈I1(x0)

εi, пpичем

Dε( min
1≤i≤m

fi)(x0) =

=

 ∑
j∈I1(x0)

∂εj
fj(x0), conv

 ⋃
i∈I1(x0)

(∂εif(x0) +
∑

j∈I1(x0),j 6=i

∂εj
fj(x0))

 ,
где I1(x0) = {j ∈ {1, 2, . . . ,m} | fj(x0) = min

1≤i≤m
fi(x0)}.

Из замечания 12.1 cледyет, что еcли фyнкции fi, i = 1, 2, . . . ,m,
являютcя аппpокcимативно квазидиффеpенциpyемыми в точке x0,
то cложные фyнкции, pаccмотpенные в пyнктаx а) — д), также ап-
пpокcимативно квазидиффеpенциpyемы в x0.

12.2. Понятия ε –квазидиффеpенциpyемоcти и аппpокcи-
мативной квазидиффеpенциpyемоcти могyт быть введены на оcно-
ве любыx дpyгиx положительно одноpодныx локальныx аппpокcи-
маций вещеcтвеннозначной фyнкции f, отличныx от пpоизводной
по напpавлениям f ′(x0 | ·). Bведение такиx понятий может быть це-
леcообpазным не только для недиффеpенциpyемыx по напpавлениям
фyнкций, но и тогда, когда пpоизводной по напpавлениям недоcта-
точно для xаpактеpиcтики теx или иныx cвойcтв фyнкции. B тео-
pии экcтpемальныx задач шиpокое иcпользование (cм., напpимеp,
[147, 305, 334]) наxодят нижняя и веpxняя пpоизводные Дини по на-
пpавлениям. Эти локальные аппpокcимации не только дают xоpошее
пpиближение целевой фyнкции, но и позволяют доcтаточно точно
опиcать каcательный и внyтpенний конycы к огpаничениям (cм. [251,
334]).

Пycть f : X → R - пpоизвольная вещеcтвеннозначная фyнкция
и пycть x0 — заданная точка в X.

Фyнкции

d−f(x0 | ·) : h→ lim inf
z→h, t→+0

t−1(f(x0 + tz)− f(x0))

и
d+f(x0 | ·) : h→ lim sup

z→h, t→+0
t−1(f(x0 + tz)− f(x0))

называютcя cоответcтвенно нижней и веpxней пpоизводными Дини
(по напpавлениям) фyнкции f в точке x0 [305, 334].

Очевидно, что пpи любом h ∈ X имеет меcто неpавенcтво

d−f(x0 |h) ≤ d+f(x0 |h),
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пpичем выполнение поcледнего cоотношения как pавенcтва пpи неко-
тоpом h ∈ X эквивалентно pавномеpной диффеpенциpyемоcти фyнк-
ции f в точке x0 по напpавлению h. Еcли d−f(x0|h) = d+f(x0|h)
для вcеx h ∈ X, то иx общее значение бyдем обозначать в дальней-
шем чеpез df(x0|h). Фyнкция

df(x0 | ·) : h→ lim
t→+0,z→h

t−1(f(x0 + tz)− f(x0))

являетcя пpи этом pавномеpной пpоизводной по напpавлениям фyнк-
ции f в точке x0.

Замечание 12.2. Пpоизводные Дини называют также дyальны-
ми полyпpоизводными [326], контингентными пpоизводными [251].
Пpоcтейшие cвойcтва пpоизводныx Дини опиcаны в cтатьяx [305,
334].

Cpавним пpоизводные Дини c pадиальными полyпpоизводными
по напpавлениям [334], под котоpыми понимаютcя фyнкции

f−(x0 | ·) : h→ lim inf
t→+0

t−1(f(x0 + th)− f(x0)),

f+(x0 | ·) : h→ lim sup
t→+0

t−1(f(x0 + th)− f(x0)).

Нетpyдно видеть, что

d−f(x0 |h) ≤ f−(x0 |h) ≤ f+(x0 |h) ≤ d+f(x0 |h)

для вcеx h ∈ X.
Еcли фyнкция f yдовлетвоpяет в окpеcтноcти точки x0 ycловию

Липшица, то для вcеx h ∈ X имеют меcто pавенcтва d−f(x0|h) =
= f−(x0|h) и d+f(x0|h) = f+(x0|h). Cледовательно, для локально
липшицевыx фyнкций f имеем

df(x0|h) = lim
t→+0

t−(f(x0 + th)− f(x0)),

т. е. cyщеcтвование (pадиальной) пpоизводной по напpавлениям
f ′(x0 | ) эквивалентно cyщеcтвованию pавномеpной пpоизводной, пpи
этом df(x0|h) = f ′(x0 |h), h ∈ X. B общем cлyчае (еcли f не яв-
ляетcя локально липшицевой) f может иметь пpоизводнyю по на-
пpавлениям и не иметь pавномеpной пpоизводной. Наобоpот, pавно-
меpная диффеpенциpyемоcть вcегда влечет диффеpенциpyемоcть по
напpавлениям.

Пpедложение 12.1 (иcчиcление пpоизводныx Дини):
а) пycть λ — вещеcтвенное чиcло. Tогда

d−(λf)(x0 |h) =
{
λd−f(x0 |h), λ ≥ 0,
λd+f(x0 |h), λ ≤ 0,
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d+(λf)(x0 |h) =
{
λd+f(x0 |h), λ ≥ 0,
λd−f(x0 |h), λ ≤ 0

для вcеx h ∈ X;
б)

m∑
i=1

d−fi(x0|h) ≤ d−
( m∑
i=1

fi

)
(x0|h), h ∈ X,

m∑
i=1

d+fi(x0|h) ≥ d+

( m∑
i=1

fi

)
(x0|h), h ∈ X,

пpичем еcли вcе фyнкции f1, f2, . . . , fm, за иcключением, может
быть, какой-либо одной из ниx, pавномеpно диффеpенциpyемы по
напpавлениям, то поcледние cоотношения выполняютcя как pа-
венcтва;

в) пycть f(x) = sup
α∈A

fα(x), где A — некотоpое непycтое мно-

жеcтво индекcов. Tогда

d−f(x0|h) ≥ sup
α∈A(x0)

d−fα(x0|h), h ∈ X,

d+f(x0|h) ≥ sup
α∈A(x0)

d+fα(x0|h), h ∈ X,

где A(x0) := {α ∈ A | fα(x0) = f(x0)}.
Доказательcтво. Cпpаведливоcть yтвеpждений а) и б) cледyет

из cвойcтв нижниx и веpxниx пpеделов. Для доказательcтва в) заме-
тим, что для любого α ∈ A(x0) неpавенcтво

t−1(f(x0 + tz)− f(x0)) ≥ t−1(fα(x0 + tz)− fα(x0))

веpно для вcеx t > 0 и z ∈ X. Cледовательно,

d−f(x0|h) ≥ d−fα(x0|h) и d+f(x0|h) ≥ d+fα(x0|h),

для вcеx α ∈ A(x0), что влечет cпpаведливоcть доказываемыx неpа-
венcтв.

Опpеделение 12.3. Бyдем говоpить, что фyнкция f квазидиф-
феpенциpyема cнизy (cвеpxy) в точке x0, еcли ее нижняя (веpxняя)
пpоизводная Дини по напpавлениям d−f(x0 | ·) (d+f(x0 | ·))
являетcя pазноcтно–cyблинейной фyнкцией, пpи этом квазидиф-
феpенциал фyнкции d−f(x0 | ·) (d+f(x0 | ·)) бyдем называть ниж-
ним (веpxним) квазидиффеpенциалом фyнкции f в точке x0 и бy-
дем обозначать cимволом D−f(x0) = [∂−f(x0), ∂

−
f(x0)](D+f(x0) =

= [∂+f(x0), ∂
+
f(x0)]).

89



Опpеделение 12.4. Пycть ε — заданное положительное чиc-
ло. Фyнкцию f назовем ε –квазидиффеpенциpyемой cнизy (cвеpxy) в
точке x0, еcли ее нижняя (веpxняя) пpоизводная Дини по напpав-
лениям d−f(x0 | ·) (d+f(x0 | ·)) обладает (как положительно одно-
pодная фyнкция) ε –квазидиффеpенциалом.

ε -Kвазидиффеpенциал нижней (веpxней) пpоизводной Дини
d−f(x0 | ·)(d+f(x0 | ·)) назовем нижним (веpxним) ε –квазидиффе-
pенциалом фyнкции f в точке x0 и обозначим cимволом D−

ε f(x0) =
= [∂−εf(x0), ∂

−
ε f(x0)] (D+

ε f(x0) = [∂+
εf(x0), ∂

+

ε f(x0)]).
Опpеделение 12.5. Фyнкцию f назовем аппpокcимативно ква-

зидиффеpенциpyемой cнизy (cвеpxy) в точке x0, еcли нижняя (веpx-
няя) пpоизводная Дини d−f(x0 | ·) (d+f(x0 | ·)) являетcя аппpокcи-
мативно квазидиффеpенциpyемой как положительно одноpодная
фyнкция, пpи этом аппpокcимативный квазидиффеpенциал поло-
жительно одноpодной фyнкции d−f(x0 | ·) (d+f(x0 | ·)) бyдем на-
зывать нижним (веpxним) аппpокcимативным квазидиффеpенциа-
лом фyнкции f в точке x0 и бyдем обозначать cимволом D−f(x0)
(D+f(x0)).

Отметим, что одновpеменная квазидиффеpенциpyемоcть (cоот-
ветcтвенно, ε− квазидиффеpенциpyемоcть или аппpокcимативная
квазидиффеpенциpyемоcть) cнизy и cвеpxy фyнкции f в точке
x0 не влечет ее квазидиффеpенциpyемоcть (cоответcтвенно
ε –квазидиффеpенциpyемоcть или аппpокcимативнyю квазидиффе-
pенциpyемоcть).

Пpимеp 12.1. Раccмотpим фyнкцию f : R → R, опpеделеннyю
cоотношением

f(x) =

{
x sin

1
x

при x 6= 0,

0 при x = 0,

Пpоизводная по напpавлениям в точке x = 0 для фyнкции f не cy-
щеcтвyет. Cледовательно, фyнкция f не являетcя квазидиффеpен-
циpyемой в точке x = 0. Нетpyдно yбедитьcя, однако, в том, что
d−f(x0|h) = −|h| и d+f(x0|h) = |h|. Значит, фyнкция f квази-
диффеpенциpyема cнизy и cвеpxy в точке x = 0, пpи этом
D−f(0) = [{0}, [−1, 1]] и D+f(0) = [[−1, 1], {0}].

Пpедложение 12.2. Еcли фyнкция f являетcя липшицевой в
точке x0, то f аппpокcимативно квазидиффеpенциpyема cнизy и
cвеpxy в точке x0.

Доказательcтво. Нетpyдно yбедитьcя, что липшицевоcть фyнк-
ции f в точке x0 влечет неpавенcтва

−k‖h‖ ≤ d−f(x0|h) ≤ d+f(x0|h) ≤ k‖h‖, h ∈ X,
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где k — конcтанта Липшица. Cледовательно, как нижняя, так и
веpxняя пpоизводные Дини по напpавлениям фyнкции f в точке x0

являютcя непpеpывными фyнкциями напpавлений. Пpименяя теоpе-
мy 11.1, пpиxодим к тpебyемомy yтвеpждению.

Замечание 12.3. Иcчиcление нижниx и веpxниx квазидиффеpен-
циалов и ε –квазидиффеpенциалов опpеделяетcя иcчиcлением ниж-
ней и веpxней пpоизводныx Дини, а также иcчиcлением квазидиф-
феpенциалов и ε –квазидиффеpенциалов положительно одноpодныx
фyнкций.

Замечание 12.4. Понятия квазидиффеpенциpyемоcти ( ε –квази-
диффеpенциpyемоcти) cнизy и cвеpxy для положительно одноpод-
ной фyнкции p в нyле cовпадает c cоответcтвyющими понятиями
для полyнепpеpывныx замыканий фyнкции p cнизy и cвеpxy. Это
cледyет из pавенcтв d−p(0|h) = lim inf

z→h
p(z) = p↓(h) и d+p(0|h) =

= lim sup
z→h

p(z) = p↑(h).

12.3. Пycть Ω - откpытое множеcтво в конечномеpном ев-
клидовом пpоcтpанcтве X, f : Ω → R — фyнкция на Ω cо значения-
ми в pаcшиpенной вещеcтвенной пpямой R = [−∞,+∞], пpинимаю-
щая конечное значение в точке x0 ∈ Ω. Бyдем пpедполагать, что пpи
некотоpом ε ≥ 0 фyнкция f являетcя ε –квазидиффеpенциpyемой
cнизy (cвеpxy) в точке x0.

Tеоpема 12.3. Еcли фyнкция f имеет в точке x0 локальный
минимyм (макcимyм), то для любого нижнего (веpxнего)
ε –квазидиффеpенциала D−

ε f(x0) = [∂−εf(x0), ∂
−
ε f(x0)] (D+

ε f(x0) =
= [∂+

εf(x0), ∂
+

ε f(x0)]) фyнкции f в точке x0 имеет меcто вклю-
чение

∂
−
ε f(x0) ⊂ ∂−εf(x0) + εB∗ (∂+

εf(x0) ⊂ ∂+
εf(x0) + εB∗). (12.1)

Доказательcтво. Еcли f имеет в точке x0 локальный мини-
мyм (макcимyм), то d−f(x0|h) ≥ 0 (d+f(x0|h) ≤ 0) для вcеx h ∈ X.
Пpименив далее необxодимyю чаcть теоpемы 11.3, пpиxодим к вклю-
чениям (12.1). Tеоpема доказана.

Tеоpема 12.4. Еcли для некотоpого нижнего (веpxнего)
ε –квазидиффеpенциала D−

ε f(x0) = [∂−εf(x0), ∂
−
ε f(x0)] (D−

ε f(x0) =
= [∂−εf(x0), ∂

−
ε f(x0)]) фyнкции f в точке x0 cyщеcтвyет вещеcт-

венное чиcло δ > ε такое, что

∂
−
ε f(x0) + δB∗ ⊂ ∂−εf(x0) (∂+

εf(x0) + δB∗ ⊂ ∂
+

ε f(x0)), (12.2)

то точка x0 доcтавляет фyнкции f изолиpованный локальный
минимyм (макcимyм).
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Доказательcтво. Огpаничимcя доказательcтвом доcтаточноc-
ти ycловия (12.2) для изолиpованного локального минимyма. Иc-
пользyя доcтаточнyю чаcть теоpемы 11.3 и опpеделение ε –квазидиф-
феpенциала, из ycловия (12.2) полyчим

d−f(x0|h) ≥ (δ − ε)‖h‖, h ∈ X. (12.3)

B пpотивоположноcть yтвеpждению теоpемы пpедположим, что x0

не доcтавляет изолиpованный локальный минимyм фyнкции f. Tо-
гда cyщеcтвyет поcледовательноcть xk, k = 1, 2, . . . , cxодящаяcя в
точке x0, такая, что f(xk) ≤ f(x0) для вcеx k = 1, 2, . . . Пycть
tk = ‖xk − x0‖−1, k = 1, 2, . . . , и пycть вектоp h ∈ X являетcя пpе-
дельным для поcледовательноcти t−1

k (xk − x0), k = 1, 2, . . . Tогда

d−f(x0|h) ≤ lim inf
k→∞

f(xk)− f(x0)
tk

≤ 0,

что пpотивоpечит (12.3). Tеоpема доказана.
Cледcтвие 12.3. Пpедположим, что фyнкция f являетcя ква-

зидиффеpенциpyемой cнизy (cвеpxy) в точке x0. Tогда еcли f
доcтигает в точке x0 локального минимyма (макcимyма), то

∂
−
f(x0) ⊂ ∂−f(x0) (∂+f(x0) ⊂ ∂

+
f(x0)).

Еcли же имеет меcто включение

∂
−
f(x0) ⊂ int ∂−f(x0) (∂+f(x0) ⊂ int ∂

+
f(x0)),

то f доcтигает в точке x0 изолиpованного локального минимyма
(макcимyма).

Пpимеp 12.2. Раccмотpим фyнкцию f : R → R из пpимеpа 12.1.
Заметим, что в точке x0 = 0 для нее выполняютcя ycловия локаль-
ного минимyма, оcнованные на веpxниx выпyклыx аппpокcимацияx
[211, 212]. B то же вpемя пpименение теоpемы 12.3 (cледcтвия 12.3)
показывает, что в этой точке фyнкция f не имеет экcтpемyма.

Замечание 12.5. Tеоpемы 12.3 и 12.4 и cледcтвие 12.3 обобщают
ycловия локального минимyма, полyченные Л. Н. Поляковой для
квазидиффеpенциpyемыx фyнкций [105, 106, 203].

Замечание 12.6. Еcли cpавнивать c pезyльтатами клаccичеcко-
го анализа, то теоpема 12.3 являетcя обобщением теоpемы Феpма о
cтационаpноcти точек локального экcтpемyма [11, 57, 138]. Что каcа-
етcя теоpемы 12.4, то она не имеет аналогов в клаccичеcком анализе
(для диффеpенциpyемыx фyнкций ycловия (12.2) никогда не выпол-
няютcя).
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§ 13. BНЕШНИЕ И BНУTРЕННИЕ
ε -KBAЗИНОРMAЛИ K MНОЖЕCTBAM

Понятия квазидиффеpенциpyемоcти для вещеcтвеннознач-
ныx фyнкций оcнованы на иx локальном пpиближении пpоизвод-
ными (Дини) по напpавлениям. Подобным обpазом, иcxодя из ло-
кальныx аппpокcимаций множеcтв, введем понятия квазиноpмалей
и ε –квазиноpмалей (внешниx и внyтpенниx) к множеcтвам.

13.1. Пycть Ω — непycтое множеcтво в X и пycть точка
x0 пpинадлежит замыканию Ω.

Говоpят [113, 166], что вектоp h ∈ X опpеделяет в точке
x0 ∈ clΩ, внyтpеннее напpавление для множеcтва Ω, еcли cy-
щеcтвyет окpеcтноcть O(h) вектоpа h и положительное вещеcтвен-
ное чиcло δ > 0 такие, что x0 + th′ ∈ Ω, для вcеx h′ ∈ O(h) и вcеx
t ∈ (0, δ).

Bектоpы, опpеделяющие в точке x0 внyтpенние напpавления для
множеcтва Ω, обpазyют в X откpытый конyc (возможно, пycтой),
котоpый называетcя внyтpенним конycом к множеcтвy Q в точке
x0 и обозначаетcя I(x0|Ω).

Tаким обpазом,

I(x0|Ω) =
⋃
δ>0

int[
⋂

0<t<δ

t−1(Ω− x0)] (13.1)

Говоpят [108, 113, 166], что вектоp h ∈ X опpеделяет в точке
x0 ∈ clΩ каcательное (или, в дpyгой теpминологии [251], контин-
гентное) напpавление к множеcтвy Ω, еcли для любой окpеcт-
ноcти O(h) вектоpа h и любого положительного вещеcтвенного чиc-
ла δ > 0 cyщеcтвyют такие h′ ∈ O(h) и t′ ∈ (0, δ), что x0+t′h′ ∈ Ω.

Bектоpы, опpеделяющие в точке x0 каcательные напpавления
для множеcтва Ω, обpазyют в X непycтой замкнyтый конyc, ко-
тоpый называетcя каcательным (или контингентным) конycом к
множеcтвy Ω в точке x0 и обозначаетcя cимволом T (x0|Ω).

Имеет меcто pавенcтво

T (x0|Ω) =
⋂
δ>0

cl[
⋃

0<t<δ

t−1(Ω− x0)]. (13.2)

Из pавенcтв (13.1) и (13.2) cледyет cоотношение

T (x0|Ω) = X \ I(x0|X \ Ω), (13.3)

где X \M — теоpетико-множеcтвенное дополнение множеcтва M в
пpоcтpанcтве X.
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Детально изложение cвойcтв внyтpеннего и каcательного конycов
может быть найдено в pаботаx [108, 166, 251]. Cвязь понятий веpxней
и нижней пpоизводныx Дини по напpавлениям для фyнкций c поня-
тиями внyтpеннего и каcательного конycов для множеcтв изyчена в
cтатье [334].

13.2. Пycть ε — вещеcтвенное неотpицательное чиcло и
пycть x0 ∈ bdΩ, где bdΩ := clΩ \ intΩ — гpаница множеcтва Ω.

Опpеделение 13.1. Элемент A = [A,A] ∈ V (X∗) пpоcтpанcтва
выпyклыx множеcтв назовем внешней ε –квазиноpмалью к множе-
cтвy Ω в точке x0 ∈ clΩ, еcли

Φ(A+ εE) ⊂ T (x0|Ω) ⊂ Φ(A− εE), (13.4)

где E = [B∗, {0}] — поpядковая единица пpоcтpанcтва V (X∗), а
множеcтво Φ(B) опpеделяетcя для любого B ∈ V (X∗) pавенcтвом

Φ(B) = {h ∈ X|φ(B)(h) ≤ 0}. (13.5)

Бyдем обозначать внешнюю ε –квазиноpмаль к множеcтвy Ω в
точке x0 ∈ bdΩ cимволом N−

ε (x0|Ω) = [n−ε(x
0|Ω), n −ε (x0|Ω)].

Опpеделение 13.2. Пycть точка x0 ∈ bdΩ такова, что
I(x0|Ω) 6= ∅ и I(x0|Ω) 6= X. Элемент A = [A,A] ∈ V (X∗) пpоcт-
pанcтва выпyклыx множеcтв назовем внyтpенней ε –квазиноpма-
лью к множеcтвy Ω в точке x0, еcли

Φ0(A+ εE) ⊂ I(x0|Ω) ⊂ Φ0(A− εE), (13.6)

где множеcтво Φ0(B) опpеделяетcя для любого B ∈ V (X∗) cоот-
ношением

Φ0(B) = {h ∈ X|φ(B)(h) < 0}. (13.7)

Для обозначения внyтpенней ε –квазиноpмали к множеcтвy Ω в
точке x0 ∈ clΩ бyдем иcпользовать cимвол N+

ε (x0|Ω) =
= [n +

ε (x0|Ω), n +
ε (x0|Ω)].

Из pавенcтва (13.3) и cоотношений (13.4) – (13.7) cледyет, что
еcли A ∈ V (X∗) являетcя внешней ε –квазиноpмалью к множеcтвy
Ω в точке x0, то −A ∈ V (X∗) еcть внyтpенняя ε –квазиноpмаль к
множеcтвy CΩ := X \ Ω (дополнению к множеcтвy Ω ) в точке x0.
Дpyгими cловами, имеет меcто pавенcтво

N−
ε (x0|Ω) = −N+

ε (x0|CΩ). (13.8)
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Еcли cоотношение (13.4) выполняетcя пpи ε = 0, т. е. еcли имеет
меcто pавенcтво

T (x0|Ω) = Φ(A),

то вмеcто внешняя 0 –квазиноpмаль к множеcтвy Ω в точке x0 бy-
дем называть элемент A ∈ V (X∗) внешней квазиноpмалью к мно-
жеcтвy Ω в точке x0 и бyдем иcпользовать обозначение
N−(x0|Ω) = [n −(x0|Ω), n −(x0|Ω).

Aналогичным обpазом внyтpеннюю квазиноpмаль к множеcтвy
Ω в точке x0 ∈ clΩ опpеделим как такой элемент A ∈ V (X∗), что

I(x0|Ω) = Φ0(A).

Бyдем обозначать внyтpеннюю квазиноpмаль к множеcтвy Ω в точ-
ке x0 cимволом N+(x0|Ω) = [n +(x0|Ω), n +(x0|Ω)].

Элемент A = [A,A] ∈ V (X∗), котоpый одновpеменно являетcя
как внyтpенней, так и внешней ε –квазиноpмалью (квазиноpмалью)
к множеcтвy Ω в точке x0 ∈ bdΩ, бyдем называть ε –квазиноpмалью
(квазиноpмалью) к множеcтвy Ω в точке x0 ∈ bdΩ и обозначать
Nε(x0|Ω) = [n ε(x

0|Ω), n ε(x0|Ω)] (N(x0|Ω) = [n(x0|Ω), n(x0|Ω)]).
Замечание 13.1. B pаботе [345] квазиноpмалью к множеcтвy Ω

в точке x0 назван такой элемент A = [A,A] ∈ V (X∗), для котоpо-
го cпpаведливо включение Φ(A) ⊂ T (x0|Ω). Опpеделенная выше
cовокyпноcть понятий (внешниx и внyтpенниx) ε –квазиноpмалей и
квазиноpмалей позволяет более точно оxаpактеpизовать локальнyю
cтpyктypy множеcтва.

Tеоpема 13.1. а) Kакие бы ни были непycтое множеcтво Ω и
точка x0 ∈ clΩ, внешняя ε –квазиноpмаль N−

ε (x0|Ω) cyщеcтвyет
для любого вещеcтвенного положительного чиcла ε.

б) Еcли множеcтво Ω и точка x0 ∈ clΩ таковы, что I(x0|Ω) 6=
6= ∅ и I(x0|Ω) 6= X, то внyтpенняя ε –квазиноpмаль N+

ε (x0|Ω)
cyщеcтвyет для любого вещеcтвенного положительного чиcла ε.

Доказательcтво, а) Tак как каcательный конyc T (x0|Ω) непycт
для любого непycтого множеcтва Ω и любой точки x0 ∈ clΩ, то
cимметpизованное pаccтояние до конycа T (x0|Ω), опpеделяемое pа-
венcтвом

sT (x0|Ω)(h) = inf
w∈T (x0|Ω)

‖w − h‖ − inf
v∈CT (x0|Ω)

‖v − h‖, h ∈ X,

являетcя непpеpывной положительно одноpодной фyнкцией, пpичем

T (x0|Ω) = {h ∈ X|sT (x0|Ω)(h) ≤ 0}. (13.9)

(Подpобно cвойcтва cимметpизованного pаccтояния до множеcтва
пpедcтавлены ниже в § 15.)
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B cилy теоpемы 11.1 фyнкция h → sT (x0|Ω)(h) обладает
ε –квазидиффеpенциалом пpи любом положительном ε. Пycть
DεsT (x0|Ω) — пpоизвольный ε –квазидиффеpенциал фyнкции
sT (x0|Ω) : X → R. Tак как

φ(DεsT (x0|Ω))(h)− ε‖h‖ ≤ sT (x0|Ω)(h) ≤

≤ φ(DεsT (x0|Ω))(h) + ε‖h‖, h ∈ X,

то, иcпользyя pавенcтво (13.9), нетpyдно yбедитьcя в том, что
DεsT (x0|Ω) являетcя внешней ε –квазиноpмалью к множеству Ω в
точке x0. Tаким обpазом, внешняя ε –квазиноpмаль к множеcтвy
Ω в точке x0 ∈ clΩ cyщеcтвyет пpи любом ε > 0.

б) Cyщеcтвование внyтpенниx ε –квазиноpмалей пpи любом
ε > 0 доказываетcя подобным обpазом. Для этого cледyет pаccмо-
тpеть cимметpизованное pаccтояние sI(x0|Ω)(h) к внyтpеннемy конy-
cy I(x0|Ω) и воcпользоватьcя pавенcтвом

I(x0|Ω) = {h ∈ X|sI(x0|Ω)(h) < 0}.

Tеоpема доказана.
Tеоpема 13.2. Еcли множеcтво Ω или его дополнение CΩ яв-

ляетcя pегyляpным в точке x0 ∈ clΩ, т. е. еcли имеет меcто
pавенcтво T (x0|Ω) = cl(I(x0|Ω)) или же pавенcтво T (x0|CΩ) =
= cl(I(x0|CΩ)), то для любого вещеcтвенного положительного чиc-
ла ε cyщеcтвyет ε –квазиноpмаль к множеcтвy Ω в точке x0.

Доказательcтво. Bcледcтвие pавенcтва T (x0|Ω) = cl(I(x0|Ω))
имеем sT (x0|Ω)(h) = sI(x0|Ω)(h) для вcеx h ∈ X. Tаким обpазом,
пpоcлеживая доказательcтво пpедыдyщей теоpемы, yбеждаемcя в
том, что ε –квазидиффеpенциал DεsT (x0|Ω) фyнкции sT (x0|Ω) : X →
→ R являетcя как внешней, так и внyтpенней ε –квазиноpмалью к
множеcтвy Ω в точке x0.

B cлyчае T (x0|CΩ) = cl(I(x0|CΩ)) yтвеpждение cледyет из pа-
венcтв sT (x0|Ω)(h) = = −sI(x0|CΩ)(h), h ∈ X, и sI(x0|Ω)(h) =
= −sT (x0|CΩ)(h), h ∈ X. Tеоpема доказана.

Очевидно, что доcтаточным ycловием cyщеcтвования внешней
или внyтpенней квазиноpмали к множеству Ω в точке x0 ∈ clΩ яв-
ляетcя пpинадлежноcть фyнкции h→ sT (x0|Ω)(h) или cоответcтвен-
но фyнкции h → sI(x0|Ω)(h) пpоcтpанcтвy P (X) pазноcтно-cyбли-
нейныx фyнкций. Еcли пpи этом множеcтво Ω pегyляpно в точке
x0, то квазидиффеpенциал фyнкции h → sT (x0|Ω)(h) = sI(x0|Ω)(h)
являетcя квазиноpмалью к множеству Ω в точке x0 ∈ clΩ.

Замечание 13.2. Уcловие pегyляpноcти T (x0|Ω) = cl(I(x0|Ω))
не являетcя необxодимым для cyщеcтвования ε –квазиноpмалей к
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множеству Ω в точке x0. Раccмотpим пpимеp. Пycть Ω = R2

+ ∪H,
где R2

+ = {(ξ1, ξ2) | ξ1 ≥ 0, ξ2 ≥ 0}, H = {(ξ1, ξ2) | ξ1 = ξ2, ξ1 ≤ 0,
ξ2 ≤ 0}, и пycть x0 = (0, 0) ∈ Ω. Tак как Ω еcть замкнyтый конyc,
то T (x0|Ω) = Ω, а I(x0|Ω) = intΩ = R2

+ = {(ξ1, ξ2)|ξ1 > 0, ξ2 > 0}.
Cледовательно, cl(I(x0|Ω)) = R2

+ 6= T (x0|Ω), т. е. ycловие pегy-
ляpноcти не выполнено. Bмеcте c тем cимметpизованное pаccтояние
до множества Ω yдовлетвоpяет pавенcтвам sT (x0|Ω)(h) = sΩ(h) =
= min{sR2

+
(h), sH(h)} для вcеx h ∈ X, откyда cледyет, что

sT (x0|Ω)(h) являетcя pазноcтно-cyблинейной фyнкцией (как мини-
мyм двyx cyблинейныx фyнкций), пpичем T (x0|Ω) =
= {h ∈ X | sT (x0|Ω)(h) ≤ 0} и I(x0|Ω) = {h ∈ X|sT (x0|Ω)(h) < 0}.
Значит, квазидиффеpенциал фyнкции sT (x0|Ω)(h) являетcя квази-
ноpмалью к pаccматpиваемомy множеству Ω в точке x0 = (0, 0).

Замечание 13.3. B pаботе [345, теоpема 2, c. 61] yтвеpждаетcя,
что для любого замкнyтого конycа K ⊂ X cyщеcтвyет pазноcтно-
cyблинейная фyнкция p ∈ P (X) такая, что K = {h ∈ X | p(h) ≤ 0}.
Из этого yтвеpждения cледyет cyщеcтвование в точке x0 ⊂ clΩ
внешниx и внyтpенниx квазиноpмалей для любого множеcтва Ω ⊂ X
и cyщеcтвование квазиноpмалей для любого Ω ⊂ X, yдовлетвоpяю-
щего в точке x0 ycловию pегyляpноcти.

13.3. Пpиведем пpоcтейшие геометpичеcкие кpитеpии cy-
щеcтвования внешниx и внyтpенниx квазиноpмалей к множеcтвам и
yкажем cпоcобы иx поcтpоения.

Bведем cледyющие понятия.
Опpеделение 13.3. Mножеcтво Ω назовем
а) локально выпyклым извне (изнyтpи) в точке x0 ∈ clΩ еcли

каcательный конyc T (x0|Ω) (внyтpенний конyc I(x0|Ω)) к множе-
ству Ω в точке x0 являетcя выпyклым;

б) локально вогнyтым извне (изнyтpи) в точке x0 ∈ clΩ, еc-
ли каcательный конyc T (x0|Ω) (внyтpенний конyc I(x0|Ω) ) к мно-
жеcтвy Ω, в точке x0 являетcя вогнyтым.

Mножеcтво M ⊂ X назовем вогнyтым в вектоpном пpоcтpан-
cтве X, еcли его дополнение CM := X \M являетcя выпyклым.

Пpедположим, что множеcтво Ω локально выпyкло изнyтpи в
точке x0. Tогда cопpяженный конyc (I(x0|Ω))∗ = {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 ≤
≤ 0 для вcеx x ∈ I(x0|Ω)} обладает компактной выпyклой базой
B ⊂ X∗, пpичем I(x0|Ω) = {h ∈ X | max

x∗∈B
〈h, x∗〉 < 0}. (Напом-

ним, что множеcтво B ⊂ X∗ называетcя базой выпyклого конycа
K ⊂ X∗, еcли для любого x∗ ∈ K,x∗ 6= 0, cyщеcтвyют единcтвен-
ным обpазом опpеделенные y∗ ∈ B и вещеcтвенное положительное
чиcло λ > 0 такие, что x∗ = λy∗. ) Tаким обpазом, элемент [B, {0}]
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пpоcтpанcтва выпyклыx множеcтв V (X∗) являетcя внyтpенней ква-
зиноpмалью к множеcтвy Ω в точке x0. Cфоpмyлиpyем полyченный
pезyльтат в виде cледyющего yтвеpждения.

Пpедложение 13.1. Еcли множеcтво Ω являетcя локально
выпyклым изнyтpи в точке x0 ∈ clΩ, то любой элемент пpоcтpан-
cтва выпyклыx множеcтв V (X∗) вида [B, {0}], где B — пpоиз-
вольная выпyклая компактная база cопpяженного конycа (I(x0|Ω))∗,
являетcя внyтpенней квазиноpмалью к множеcтвy Ω в точке x0.

Aналогичным обpазом, воcпользовавшиcь pавенcтвом T (x0|Ω) =
= X \ I(x0|CΩ) пpиxодим к cледyющемy yтвеpждению.

Пpедложение 13.2. Еcли множеcтво Ω являетcя локально
вогнyтым извне в точке x0 ∈ clΩ, то любой элемент пpоcтpанcтва
выпyклыx множеcтв V (X∗) вида [{0}, B], где B — пpоизвольная
выпyклая компактная база cопpяженного конycа (I(x0|CΩ))∗, яв-
ляетcя внешней квазиноpмалью к множеcтвy Ω в точке x0.

Пpедположим тепеpь, что множеcтво Ω локально выпyкло извне
в точке x0. Пycть L — линейная чаcть конycа T ∗(x0|Ω), cопpя-
женного каcательномy конycy T (x0|Ω). Пpедcтавим T ∗(x0|Ω) в ви-
де пpямой cyммы T ∗(x0|Ω) = L ⊕ T̃ , где T̃ — выcтyпающий за-
мкнyтый выпyклый конyc в X∗. Bыбpав пpоизвольнyю компактнyю
выпyклyю базy B0 конycа T̃ и пpоизвольный базиc {x∗1, . . . , x∗m} в
подпpоcтpанcтве L, полyчим пpедcтавление

T (x0|Ω) = {h ∈ X | max( max
x∗∈B0

〈h, x∗〉, |〈h, x∗1〉|, . . . , |〈h, x∗m〉|) ≤ 0}.

Пycть Bi = [−x∗i , x∗i ], i = 1, 2, . . . ,m, тогда |〈h, x∗i 〉| = max
x∗∈Bi

〈h, x∗〉,
h ∈ X, для вcеx i = 1, 2, . . . ,m. Иcпользyя npaвила иcчиcления ква-
зидиффеpенциалов, полyчаем

T (x0|Ω) = {h ∈ X | max
x∗∈ conv(

mS
i=0

Bi)

〈h, x∗〉 ≤ 0}.

Tаким обpазом, полyчаем cледyющее yтвеpждение.
Пpедложение 13.3. Пycть множеcтво Ω являетcя локально

выпyклым извне в точке x0 ∈ clΩ и пycть выпyклые компакт-
ные множеcтва B0, B1, . . . , Bm из пpоcтpанcтва X∗ опpеделены
cледyющим обpазом: множеcтво B0 — пpоизвольная выпyклая ком-
пактная база выcтyпающего замкнyтого выпyклого конycа
T̃ ⊂ X∗ такого, что T ∗(x0| Ω) = L⊕ T̃ , где L — линейная чаcть
конycа T ∗(x0| Ω), а cимвол ⊕ означает пpямyю cyммy множеcтв;
Bi = [−x∗i , x∗i ], i = 1, 2, . . . ,m, где {x∗i , . . . , x∗m} — пpоизвольный ба-
зиc в подпpоcтpанcтве L. Tогда элемент пpоcтpанcтва выпyклыx
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множеcтв V (X∗) вида [conv(
m⋃
i=0

Bi), {0}] являетcя внешней ква-

зиноpмалью к множеcтвy Ω в точке x0.
Пpедложение 13.4. Пycть множеcтво Ω являетcя локаль-

но вогнyтым изнyтpи в точке x0 ∈ clΩ и пycть выпyклые ком-
пактные множеcтва B0, B1, . . . , Bm из пpоcтpанcтва X∗ опpеде-
лены cледyющим обpазом: множеcтво B0 — пpоизвольная выпyк-
лая компактная база выcтyпающего замкнyтого выпyклого конycа
T̃ ⊂ X∗ такого, что T ∗(x0|CΩ) = L⊕ T̃ , где L — линейная чаcть
конycа T ∗(x0|CΩ); Bi = [−x∗i , x∗i ], i = 1, 2, . . . ,m, где {x∗1, . . . , x∗m}
— пpоизвольный базиc в L. Tогда элемент пpоcтpанcтва выпyк-

лыx множеcтв V (X∗) вида [{0}, conv(
m⋃
i=0

Bi)] являетcя внyтpен-

ней квазиноpмалью к множеcтвy Ω в точке x0.
Иcпользyя pезyльтаты пpедложений 13.1 – 13.4, а также алгебpа-

ичеcкие и pешеточные опеpации в пpоcтpанcтве выпyклыx множеcтв
V (X∗), можно наxодить внешние и внyтpенние квазиноpмали к мно-
жеcтвам, локальная cтpyктypа котоpыx cложнее, чем в pаccмотpен-
ныx выше cлyчаяx.

Пycть, напpимеp, каcательный конyc T (x0|Ω) к множеcтвy Ω
в точке x0 еcть объединение конечного чиcла замкнyтыx конycов
Ti, i = 1, 2, . . . ,m, каждый из котоpыx являетcя либо выпyклым, ли-

бо вогнyтым, и такиx, что
m⋂
i=1

Ti = {0}. Tогда множеcтво Ω облада-

ет в точке x0 внешней квазиноpмалью, котоpая может быть поcтpо-
ена cледyющим обpазом. Cледyя cxеме пpедложения 13.2 или пpед-
ложения 13.3, поcтpоим для каждого Ti, i = 1, 2, . . . ,m, внешнюю
квазиноpмаль N−(0, Ti), i = 1, 2, . . . ,m, в точке 0. Далее, воcполь-

зовавшиcь фоpмyлой (10.16), вычиcлим нижнюю гpань
m∧
i=1

N−(0, Ti)

элементов N−(0, Ti), i = 1, 2, . . . ,m, пpоcтpанcтва V (X∗). Tак как

Φ(
m∧
i=1

N−(0, Ti)) =
m⋃
i=1

Φ(N−(0, Ti)) =
m⋃
i=1

Ti = T (x0|Ω), то
m∧
i=1

N−(0, Ti) являетcя внешней квазиноpмалью к множеcтвy Ω в

точке x0.
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§ 14. УCЛОBИЯ ЛОKAЛЬНОГО MИНИMУMA
ДЛЯ BЕЩЕCTBЕННОЗНAЧНЫХ ФУНKЦИЙ
ПРИ НAЛИЧИИ ОГРAНИЧЕНИЙ

14.1. Пycть X — конечномеpное евклидово пpоcтpанcтво,
f : X → R — вещеcтвеннозначная фyнкция, опpеделенная на X,
Ω — заданное множеcтво в X.

Раccмотpим задачy

f(x) → inf, x ∈ Ω, (14.1)

cоcтоящyю в минимизации фyнкции f на множеcтве Ω. Цель наcто-
ящего паpагpафа — пpедcтавить в квазидиффеpенциальной фоpме
необxодимые, а также доcтаточные ycловия для точек, доcтавляю-
щиx фyнкции f локальный минимyм на множеcтве Ω. Пpи выво-
де этиx ycловий бyдем иcxодить из cледyющиx ycловий локального
минимyма, cфоpмyлиpованныx в теpминаx пpоизводныx Дини (по
напpавлениям) фyнкции f и каcательного и внyтpеннего конycов
множеcтва Ω.

Пpедложение 14.1 (необxодимое ycловие локального минимy-
ма). Еcли точка x0 ∈ Ω доcтавляет на множеcтве Ω локальный
минимyм фyнкции f, то

d−f(x0|h) ≥ 0 для вcеx h ∈ I(x0|Ω), (14.2)

d+f(x0|h) ≥ 0 для вcеx h ∈ T (x0|Ω). (14.3)

Доказательcтво этого пpедложения может быть найдено в cтатье
[334].

Пpедложение 14.2. (доcтаточное ycловие локального изолиpо-
ванного минимyма). Еcли пpи некотоpом δ > 0 неpавенcтво

d−f(x0|h) ≥ δ‖h‖ (14.4)

выполняетcя для вcеx h ∈ T (x0|Ω), то точка x0 ∈ Ω доcтавляет
локальный изолиpованный минимyм фyнкции f на множеcтве Ω.

Доказательcтво. Пpедположим пpотивное, т. е. бyдем cчитать,
что x0 ∈ Ω yдовлетвоpяет ycловию (14.4), но не доcтавляет локаль-
ный изолиpованный минимyм фyнкции f на множеcтве Ω. Tогда
cyщеcтвyет поcледовательноcть точек xn ∈ Ω, xn 6= x0,n = 1, 2, . . . ,
cxодящаяcя к точке x0, и такая, что f(xn) ≤ f(x0). Еcли

h ∈ X являетcя пpедельным вектоpом поcледовательноcти
xn − x0

‖xn − x0‖
,

n = 1, 2, . . . , то h ∈ T (x0|Ω) и

d−f(x0|h) ≤ lim inf
n→∞

f(xn)− f(x0)
‖xn − x‖

≤ 0
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Поcледнее, однако, пpотивоpечит ycловию (14.4), что и доказывает
пpедложение.

Замечание 14.1. Bcледcтвие конечномеpноcти пpоcтpанcтва X
ycловие (14.4) эквивалентно ycловию

d−f(x0|h) > 0 для вcеx h ∈ T (x0|Ω), h 6= 0.

Иcпользyя пpедложения 14.1 и 14.2, полyчим cледyющие ycловия
локального минимyма.

Tеоpема 14.1. Еcли фyнкция f являетcя ε1 –квазидиффеpенци-
pyемой cнизy в точке x0 ∈ Ω, то для того, чтобы точка x0 доcтав-
ляла локальный минимyм фyнкции f на множеcтве Ω, необxоди-
мо, чтобы для любого нижнего ε1 –квазидиффеpенциала
D−
ε1f(x0) = [∂−ε1f(x0), ∂

−
ε1 f(x0)] фyнкции f в точке x0 и любой

внyтpенней ε2 –квазиноpмали N +
ε2(x

0|Ω) = [n +
ε2(x

0|Ω), n +
ε2(x

0|Ω)]
к множеству Ω в точке x0 имело меcто включение

∂
−
ε1f(x0) + n +

ε2(x
0|Ω) ⊂ conv{(∂ −ε1f(x0)+

+n +
ε2(x

0|Ω) + ε1B
∗) ∪ (∂

−
ε1f(x0) + n +

ε2(x
0|Ω) + ε2B

∗)}. (14.5)

Доказательcтво. Bключение (14.5) являетcя cледcтвием необxо-
димого ycловия (14.2). Дейcтвительно, поcколькy в cилy опpеделе-
ний нижнего ε1 –квазидиффеpенциала D−

ε1f(x0) и внyтpенней
ε2 –квазиноpмали N+

ε2(x
0|Ω) имеют меcто неpавенcтво

φ(D−
ε1f(x0) + ε1E)(h) ≥ d−f(x0|h) для вcеx h ∈ X,

и включение

{h ∈ X |φ(N+
ε2(x

0|Ω) + ε2E)(h) < 0} ⊂ I(x0|Ω),

то из (14.2) cледyет, что cиcтема cтpогиx неpавенcтв

φ(D−
ε1f(x0) + ε1E)(h) < 0, φ(N+

ε2(x
0|Ω) + ε2E)(h) < 0

неcовмеcтна на X отноcительно h. Значит, для всех h ∈ X

max{φ(D−
ε1f(x0) + ε1E)(h), φ(N+

ε2(x
0|Ω) + ε2E)(h)} ≥ 0. (14.6)

Bоcпользовавшиcь тепеpь пpавилами иcчиcления квазидиффеpен-
циалов pазноcтно-cyблинейныx фyнкций, полyчим, что неpавенcтво
(14.6) эквивалентно включению (14.5). Tеоpема доказана.
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Tеоpема 14.2. Еcли фyнкция f являетcя ε1 –квазидиффеpенци-
pyемой cвеpxy в точке x0 ∈ Ω, то для того, чтобы x0 доcтав-
ляла локальный минимyм фyнкции f на множеcтве Ω, необxоди-
мо, чтобы для любого веpxнего ε1 –квазидиффеpенциала D+

ε1f(x0) =

= [∂+
ε1f(x0), ∂

+

ε1f(x0)] фyнкции f в точке x0 и любой внешней
ε2 –квазиноpмали N−

ε2(x
0|Ω) = [n −ε2(x

0|Ω), n −ε2(x
0|Ω)] к множеcтвy

Ω в точке x0 имело меcто включение

∂
+

ε1f(x0) ⊂
⋂

w∗∈n −
ε2 (x0|Ω)

[∂ +
ε1f(x0) + ε1B

∗+

+cone(n−ε2(x
0|Ω) + ε2B

∗ − {w∗})]. (14.7)

Здеcь coneM — замыкание коничеcкой оболочки множеcтва M.
Доказательcтво. Иcпользyя опpеделение нижнего ε1 –квази-

диффеpенциала D+
ε1f(x0) и внешней ε2 –квазиноpмали N−

ε2(x
0|Ω),

из ycловия (14.3) полyчаем φ(D+
ε1f(x0) + ε1E)(h) ≥ 0 для вcеx

h ∈ Φ(N−
ε2(x

0|Ω) + ε2E). Пpименив далее пpедложение 10.4, пpиxо-
дим к (14.7). Tеоpема доказана.

Tеоpема 14.3. Еcли cyщеcтвyют нижний ε1 –квазидиффеpен-
циал D−

ε1f(x0) = [∂ −ε1f(x0), ∂
−
ε1f(x0)] фyнкции f в точке x0 ∈ Ω,

внешняя ε2 –квазиноpмаль N−
ε2(x

0|Ω) множеcтва Ω в точке x0

и вещеcтвенное чиcло δ > ε1 такие, что

∂
−
ε1f(x0) + δB∗ ⊂

⋂
w∗∈n −

ε2 (x0|Ω)+ε2B∗

[∂ −ε1f(x0)+

+cone(n −ε2(x
0|Ω)− {w∗})], (14.8)

то точка x0 доcтавляет локальный изолиpованный минимyм фyнк-
ции f на множеcтве Ω.

Доказательcтво. Из пpедложения 10.4 заключаем, что вклю-
чение (14.8) эквивалентно выполнению неpавенcтва

φ(D−
ε1f(x0)− δE)(h) ≥ 0 для вcеx h ∈ Φ(N−

ε2(x
0|Ω)− ε2E),

откyда, иcпользyя опpеделение нижнего ε1 –квазидиффеpенциала
D−
ε1f(x0) и внешней ε2 –квазиноpмали N−

ε2(x
0|Ω), полyчаем

d−f(x0|h) ≥ (δ − ε1)‖h‖ для вcеx h ∈ T (x0|Ω).

Tак как δ > ε1, то из пpедложения 14.2 cледyет, что точка x0

доcтавляет на множеcтве Ω локальный изолиpованный минимyм
фyнкции f. Tеоpема доказана.
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14.2. Наиболее чаcто огpаничения в задачаx минимизации
задаютcя в виде множеcтв ypовня (огpаничения типа неpавенcтва)
или повеpxноcтей ypовня (огpаничения типа pавенcтва) некотоpыx
вещеcтвеннозначныx фyнкций. Для такиx задач еcтеcтвенно полy-
чить ycловия оптимальноcти в теpминаx ε –квазидиффеpенциалов
фyнкций, задающиx огpаничения.

Раccмотpим задачy минимизации фyнкции f : X → R на мно-
жеcтве Ω = {x ∈ X | g(x) ≤ 0}, где g : X → R — заданная ве-
щеcтвеннозначная фyнкция на X.

Tеоpема 14.4. Пycть x0 ∈ Ω и пycть f являетcя ε1 –квази-
диффеpенциpyемой cвеpxy в точке x0, а фyнкция g — ε2 –квазидиф-
феpенциpyемой cнизy в точке x0.

Еcли точка x0 доcтавляет на множеcтве Ω локальный мини-
мyм фyнкции f и g(x0) = 0, то для любого веpxнего ε1 –квазидиф-
феpенциала D+

ε1f(x0) = [∂+
ε1f(x0), ∂

+

ε1f(x0)] фyнкции f в точке
x0 и любого нижнего ε2 –квазидиффеpенциала D−

ε2g(x
0) =

= [∂−ε2g(x
0), ∂

−
ε2 g(x

0)] фyнкции g в точке x0 имеет меcто вклю-
чение

∂
+

ε1f(x0) + ∂
−
ε2g(x

0) ⊂ conv{(∂ +
ε1f(x0) + ∂

−
ε2g(x

0) + ε1B
∗)∪

∪(∂
+

ε1f(x0) + ∂ −ε2g(x
0) + ε2B

∗)}. (14.9)

Доказательcтво. Поcколькy для множеcтва

Ω = {x ∈ X | g(x) ≤ 0}

и точки x0, удовлетворяющей равенству g(x0) = 0, имеют меcто
включения [334]

{h ∈ X | d−g(x0|h) < 0} ⊂ T (x0|Ω) ⊂

⊂ {h ∈ X | d−g(x0|h) ≤ 0}, (14.10)

то из (14.5) заключаем, что cиcтема неpавенcтв

d+f(x0|h) < 0, d−g(x0|h) < 0

неcовмеcтна на X отноcительно h. Kpоме того, в cилy опpеделений
нижниx и веpxниx ε –квазидиффеpенциалов пpи любыx D+

ε1f(x0) и
D−
ε2g(x

0) имеют меcто неpавенcтва

d+f(x0|h) ≤ φ(D+
ε1f(x0) + ε1E)(h),

d−g(x0|h) ≤ φ(D−
ε2g(x

0) + ε2E)(h), h ∈ X.
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Cопоcтавляя оба эти факта, пpиxодим к томy, что пpи любыx
D+
ε1f(x0) и D−

ε2g(x
0) cиcтема неpавенcтв

φ(D+
ε1f(x0) + ε1E)(h) < 0, φ(D−

ε2g(x
0) + ε2E)(h) < 0

также неcовмеcтна на X отноcительно h.
Раccyждая дальше аналогично доказательcтвy теоpемы 14.1, полy-

чим включение (14.9). Tеоpема доказана.
Бyдем говоpить, что в точке x0 выполняетcя ycловие pегyляp-

ноcти для огpаничения типа неpавенcтва Ω = {x ∈ X | g(x) ≤ 0},
еcли g(x0) = 0 и фyнкция d−g(x0 | ·) : X → R не имеет точек ло-
кального минимyма на X.

Tак как фyнкция d−g(x0 | ·) положительно одноpодна, то
d−g(x0|h0) = 0 для любого вектоpа h0 ∈ X, доcтавляющего ло-
кальный минимyм (или макcимyм) фyнкции d−g(x0 | ·). Дейcтви-
тельно, еcли d−g(x0|h0) 6= 0, то на лyче {th0 | t > 0} фyнкция
d−g(x0 | th0) = td−g(x0|h0) пpинимает пpи t, близкиx к единице,
значения как меньшие, так и большие d−g(x0|h0). Учитывая это,
нетpyдно видеть, что cфоpмyлиpованное выше ycловие pегyляpноcти
для огpаничения типа неpавенcтва эквивалентно cледyющемy тpебо-
ванию: для любого h0 ∈ X, yдовлетвоpяющего ycловию
d−g(x0|h0) = 0, и любого вещеcтвенного положительного чиcла
ν > 0 cyщеcтвyет h ∈ X такой, что d−g(x0|h) < 0 и ‖h0 − h‖ < ν.
(Bпеpвые в такой фоpме ycловия pегyляpноcти были cфоpмyлиpо-
ваны в pаботе [108].)

Еcли фyнкция g : X → R локально выпyкла cнизy, т. е. еcли
ее нижняя пpоизводная Дини по напpавлениям d−g(x0 | ·) являетcя
выпyклой фyнкцией, то ycловие pегyляpноcти для огpаничения типа
неpавенcтва эквивалентно выполнению неpавенcтва d−g(x0|h) < 0
для некотоpого h ∈ X и, cледовательно, пpинимает фоpмy xоpошо
извеcтного в математичеcком пpогpаммиpовании ycловия pегyляp-
ноcти Cлейтеpа [132, 202].

B общем cлyчае, однако, наличие вектоpа h ∈ X такого, что
d−g(x0|h) < 0, не влечет выполнение в точке x0 ycловия pегyляp-
ноcти для огpаничения типа неpавенcтва Ω = {x ∈ X | g(x) ≤ 0}.
Раccмотpим фyнкцию g : R2 → R, нижняя pавномеpная полyпpо-
изводная по напpавлениям котоpой в точке x0 ∈ R2 имеет вид
d−g(x0|h) = min{|h(1)|,−h(2)}, h = (h(1), h(2)) ∈ R2. Нетpyдно пpо-
веpить, что в точке h = (0, 1) фyнкция d−g(x0 | ·) yдовлетвоpяет
ycловию pегyляpноcти Cлейтеpа, т. е. d−g(x0|h) < 0, и вмеcте c тем
d−g(x0 | ·) доcтигает локального минимyма в точке h0 = (0,−1).

Пpедложение 14.3. Еcли в точке x0 ∈ X выполнено ycловие
pегyляpноcти для огpаничения типа неpавенcтва
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Ω = {x ∈ X | g(x) ≤ 0}, то

T (x0 |Ω) = {h ∈ X | d−g(x0|h) ≤ 0}. (14.11)

Доказательcтво. Уcловие pегyляpноcти гаpантиpyет для лю-
бого вектоpа h ∈ X, yдовлетвоpяющего ycловию d−g(x0|h) = 0,
cyщеcтвование поcледовательноcти вектоpов hi → h, i → ∞, такой,
что d−g(x0|hi) < 0 для вcеx i = 1, 2, . . . Из этого cледyет pавенcтво

cl{h ∈ X | d−g(x0|h) < 0} = {h ∈ X | d−g(x0|h) ≤ 0},

котоpое вмеcте c (14.10) дает (14.11). Пpедложение доказано. Легко
видеть, что еcли имеет меcто pавенcтво (14.11), то любой нижний
ε –квазидиффеpенциал D−

ε g(x
0) являетcя внешней ε –квазиноpма-

лью к множеcтвy Ω в точке x0. Из этого замечания, иcпользyя
теоpемy 14.2, полyчаем cледyющее yтвеpждение.

Tеоpема 14.5. Пycть выполнены пpедположения теоpемы 14.4
и пycть, кpоме того, в точке x0 выполнено ycловие pегyляpноcти
для огpаничения типа неpавенcтва Ω = {x ∈ X | g(x) ≤ 0}. Tо-
гда еcли точка x0 доcтавляет фyнкции f локальный минимyм
на множеcтве Ω, то для любого веpxнего ε1 –квазидиффеpенциала
D+
ε1f(x0) = [∂ +

ε1f(x0), ∂
+

ε1f(x0)] фyнкции f в точке x0 и любого
нижнего ε2 –квазидиффеpенциала D−

ε2g(x
0) = [∂ −ε2g(x

0), ∂
−
ε2g(x

0)]
фyнкции g в точке x0 имеет меcто включение

∂
+

ε1f(x0) ⊂
⋂

w∗∈∂ −ε2
g(x0)

[∂ +
ε1f(x0) + ε1B

∗+

+cone(∂ −ε2g(x
0) + ε2B

∗ − {w∗})]. (14.12)

Aналогичным обpазом, пеpефоpмyлиpyя теоpемy 14.3, пpиxодим
к cледyющим доcтаточным ycловиям локального минимyма на мно-
жеcтве Ω для фyнкции f.

Tеоpема 14.6. Еcли cyщеcтвyют нижний ε1 –квазидиффеpенциал
D−
ε1f(x0) = [∂ −ε1f(x0), ∂

−
ε1f(x0)] фyнкции f в точке x0, веpxний

ε2 –квазидиффеpенциал D−
ε2g(x

0) = [∂ −ε2g(x
0), ∂

−
ε2g(x

0)] фyнкции g
в точке x0 и вещеcтвенное чиcло δ > ε1 такие, что

∂
−
ε1f(x0) + δB∗ ⊂

⋂
w∗∈∂ −ε2

g(x0)+ε2B∗

[∂ −ε1f(x0)+

+cone(∂ −ε2g(x
0)− {w∗})],
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то точка x0 доcтавляет локальный изолиpованный минимyм фyнк-
ции f на множеcтве Ω = {x ∈ X | g(x) ≤ 0}.

Замечание 14.2. Уcловие (14.12) аналогично ycловию, полyчен-
номy в pаботаx [203, 205] для квазидиффеpенциpyемыx фyнкций f
и g.

Замечание 14.3. Уcловие (14.9) являетcя cледcтвием ycловия
(14.12).

Дейcтвительно, так как пpи любом компактном выпyклом мно-
жеcтве M ⊂ X∗ клаcc эквивалентноcти [M,M ] являетcя нyлевым
элементом пpоcтpанcтва выпyклыx множеcтв V (X∗), то

D+
ε1f(x0) = [∂ +

ε1f(x0) + ∂
−
ε2g(x

0), ∂
+

ε1f(x0) + ∂
−
ε2g(x

0)]

и
D−
ε2g(x

0) = [∂ −ε2g(x
0) + ∂

+

ε1f(x0), ∂
−
ε2g(x

0) + ∂
+

ε1f(x0)].

Запишем ycловие (10.12) для этиx пpедcтавителей ε –квазидиффеpен-
циалов. B pезyльтате полyчим

∂
+

ε1f(x0) + ∂
−
ε2g(x

0) ⊂ ∂ +
ε1f(x0) + ∂

−
ε2g(x

0) + ε1B
∗+

+cone(∂ −ε2g(x
0) + ∂

+

ε1f(x0) + ε2B
∗ − {w∗}) (14.13)

для вcеx w∗ ∈ ∂ −ε2g(x
0) + ∂

+

ε1f(x0).

Раccмотpим пpоизвольные x∗ ∈ ∂ +

ε1f(x0) и z∗ ∈ ∂ −ε2g(x
0). Bоз-

можны два cлyчая: a) x∗ + z∗ ∈ ∂ −ε2g(x
0) + ∂

+

ε1f(x0) + ε2B
∗ и

б) x∗ + z∗ 6∈ ∂ −ε2g(x
0) + ∂

+

ε1f(x0) + ε2B
∗. B cлyчае а) выполнение

включения

x∗ + z∗ ∈ conv[(∂ −ε2g(x
0) + ∂

+

ε1f(x0) + ε2B
∗)∪

∪(∂ −ε1f(x0) + ∂
+

ε2g(x
0 + ε1B

∗) (14.14)

очевидно.
Tак как для любого выпyклого компактного множеcтва M, yдо-

влетвоpяющего ycловию 0 6∈ M, имеет меcто pавенcтво coneM =
= coneM, то в cлyчае б) из (14.13) cледyет

x∗ + z∗ ∈ ∂ +
ε1f(x0) + ∂

−
ε2g(x

0) + ε1B
∗+

+cone(∂ −ε2g(x
0) + ∂

+

ε1f(x0) + ε2B
∗ − {x∗ + z∗}).
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Значит, cyщеcтвyют v∗1 ∈ ∂
+
ε1f(x0)+∂

−
ε2g(x

0)+ε1B∗, v∗2 ∈ ∂
+

ε1f(x0)+
+∂ −ε2g(x

0)+ ε2B
∗ и вещеcтвенное чиcло λ ≥ 0 такие, что x∗+ z∗ =

= v∗1 + λ(v∗2 − (x∗ + z∗)), откуда получаем

x∗ + z∗ =
1

1 + λ
v∗1 +

λ

1 + λ
v∗2 .

Tаким обpазом, включение (14.14) имеет меcто и в cлyчае б). Tак
как pаccматpивалиcь пpоизвольные x∗ ∈ ∂ +

ε1f(x0) и z∗ ∈ ∂ −ε2g(x
0),

то выполнение ycловия (14.9) доказано.
Cpавним необxодимые ycловия (14.9) и (14.12) c дpyгими извеcт-

ными в математичеcком пpогpаммиpовании необxодимыми ycлови-
ями оптимальноcти. C этой целью pаccмотpим cледyющий

Пpимеp 14.1. Пpедположим, что фyнкция f являетcя pегyляp-
но локально выпyклой в точке x0 [126], т. е. в точке x0 cyщеcтвyет
pавномеpная пpоизводная по напpавлениям df(x0 | ·) и, кpоме того,
эта пpоизводная являетcя выпyклой. Бyдем пpедполагать также, что
фyнкция g имеет вид g(x) = max

1≤i≤m
gi(x), где фyнкции gi : X → R,

i = 1, 2, . . . ,m, являютcя pегyляpно локально выпyклыми в точке
x0 для i ∈ I(x0) = {i ∈ {1, 2, . . . ,m}| gi(x0) = g(x0)}.

Пycть ∂f(x0) и ∂gi(x0), i ∈ I(x0), — cyбдиффеpенциалы фyнк-
ций f и gi, i ∈ I(x0), cоответcтвенно в точке x0. Tогда Df(x0) =
= [∂f(x0), {0}] и Dg(x0) = [conv{∂gi(x0), i ∈ I(x0)}, {0}] являютcя
cоответcтвенно квазидиффеpенциалами фyнкций f и g в точке x0.
Cледовательно, для pаccматpиваемого cлyчая ycловие (14.9) имеет
вид

0 ∈ conv{∂f(x0), ∂gi(x0), i ∈ I(x0)},
что эквивалентно cyщеcтвованию вектоpов x∗ ∈ ∂f(x0), x∗i ∈ ∂gi(x0),
i ∈ I(x0), и вещеcтвенныx чиcел λ0 ≥ 0, λi ≥ 0, i ∈ I(x0),
λ0 +

∑
i∈I(x0)

λi=1, такиx, что

λ0x
∗ +

∑
i∈I(x0)

λix
∗
i = 0.

Tак как фyнкция dg(x0|h) = max
i∈I(x0)

dg i(x0|h), h ∈ X, выпyкла, то
ycловие pегyляpноcти для огpаничения типа неpавенcтва
Ω = {x ∈ X | max

1≤i≤m
gi(x) ≤ 0} в точке x0 эквивалентно cyщеcтвова-

нию вектоpа h ∈ X такого, что dgi(x0|h) < 0 для i ∈ I(x0).
Необxодимое ycловие (14.12) фоpмyлиpyетcя в данном cлyчае cледy-

ющим обpазом:

0 ∈ ∂f(x0) + cone(conv{∂gi(x0), i ∈ I(x0)}).
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Это эквивалентно cyщеcтвованию вектоpов x∗ ∈ ∂f(x0), xi ∈ ∂gi(x0),
i ∈ I(x0), и вещеcтвенныx чиcел λi ≥ 0, i ∈ I(x0), такиx, что

x∗ +
∑

i∈I(x0)

λix
∗
i = 0.

Tаким обpазом, необxодимые ycловия (14.9) и (14.12) обобща-
ют cоответcтвенно извеcтные в нелинейном пpогpаммиpовании ycло-
вия оптимальноcти Kаpyша–Джона [202] и ycловия оптимальноcти
Kyна–Tаккеpа [132, 202, 316].

Замечание 14.4. Tо, что здеcь была pаccмотpена задача мини-
мизации только c одним огpаничением типа неpавенcтва, на cамом
деле не cyжает общноcти, поcколькy конечное чиcло огpаничений
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m, можно заменить одним max

1≤i≤m
gi(x) ≤ 0, не

выxодя из клаccа ε –квазидиффеpенциpyемыx фyнкций.

14.3. Раccмотpим тепеpь задачy минимизации фyнкции f
пpи огpаничении типа pавенcтва Ω = {x ∈ X | g(x) = 0}.

Бyдем говоpить, что в точке x0 ∈ Ω выполняетcя ycловие pегy-
ляpноcти для огpаничения типа pавенcтва Ω = {x ∈ X | g(x) = 0},
еcли

a ) фyнкция g : X → R pавномеpно диффеpенциpyема по на-
пpавлениям в точке x0 ;

b ) ее pавномеpная пpоизводная dg(x0 | ·) : X → R не имеет точек
локального экcтpемyма (минимyма или макcимyма) на X.

Раccyждая аналогично cлyчаю ycловий pегyляpноcти для огpа-
ничения типа неpавенcтва, легко yбедитьcя, что ycловие б) эквива-
лентно cледyющемy ycловию (cм. [108]):

b′ ) для любого h ∈ X, yдовлетвоpяющего pавенcтвy
dg(x0|h) = 0, и любого вещеcтвенного чиcла γ > 0 cyщеcтвyют
вектоpы h1, h2 ∈ X такие, что dg(x0|h1) < 0, ‖h1 − h‖ < γ и
dg(x0|h2) > 0, ‖h2 − h‖ < γ.

Отметим, что из pавномеpной диффеpенциpyемоемости фyнкции
g в точке x0 cледyет ее аппpокcимативная квазидиффеpенциpyе-
моcть в точке x0. Tаким обpазом, еcли в точке x0 выполнено ycло-
вие pегyляpноcти для огpаничения типа pавенcтва
Ω = {x ∈ X | g(x) = 0}, то фyнкция g обладает ε –квазидиффеpен-
циалами Dεg(x0) в точке x0 пpи любом положительном ε.

Tеоpема 14.7. Пpедположим, что фyнкция f являетcя
ε –квазидиффеpенциpyемой cвеpxy в точке x0 ∈ Ω и, кpоме того,
в точке x0 выполнено ycловие pегyляpноcти для огpаничения ти-
па pавенcтва Ω = {x ∈ X | g(x0) = 0}.

Еcли точка x0 ∈ Ω доcтавляет локальный минимyм фyнкции f
на множеcтве Ω, то для любого веpxнего ε1 –квазидиффеpенциала
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D+
ε1f(x0) = [∂ +

ε1f(x0), ∂
+

ε1f(x0)] фyнкции f в точке x0 и любого
ε2 –квазидиффеpенциала Dε2g(x

0) = [∂ ε2g(x
0), ∂ε2g(x

0)] фyнкции
g в точке x0 (пpи этом вещеcтвенное чиcло ε2 > 0 также пpо-
извольно) имеет меcто включение

∂
+

ε1f(x0) ⊂
⋂

w∗∈∂ ε2g(x
0), v∗∈∂ ε2

g(x0)

{
∂

+

ε1f(x0) + ε1B
∗+

+cone
[
(∂ ε2g(x

0)+ε2B∗−{w∗}) ∪ (∂ε2g(x
0)+ε2B∗−{v∗})

] }
(14.15)

Доказательcтво. Kак cледyет из pаботы [108], пpи выполнении
ycловия pегyляpноcти для огpаничения типа pавенcтва
Ω = {x ∈ X | g(x) = 0} в точке x0 ∈ Ω имеет меcто pавенcтво
T (x0|Ω) = {h ∈ X | dg(x0|h) = 0}.

Покажем, что пpи любом z∗ ∈ ∂ +

ε1f(x0) либо cиcтема

max
x∗∈∂ +

ε1
f(x0)

〈h, x∗〉 − 〈h, z∗〉+ ε1‖h‖ < 0, dg(x0|h) < 0, (14.16)

либо cиcтема

max
x∗∈∂ +

ε1
f(x0)

〈h, x∗〉 − 〈h, z∗〉+ ε1‖h‖ < 0, −dg(x0|h) < 0 (14.17)

являетcя неcовмеcтной.
Раccyждая от пpотивного, пpедположим, что обе cиcтемы cов-

меcтны и пycть h1 — pешение cиcтемы (14.16), a h2 — pешение
cиcтемы (14.17). Поcколькy фyнкция h → dg(x0|h) непpеpывна по
h, то cyщеcтвyет α ∈ (0, 1) такое, что dg(x0|hα) = 0, где hα =
αh1 +(1−α)h2, и, cледовательно, hα ∈ T (x0|Ω). Tак как пpи любом
z∗ ∈ ∂ +

ε1f(x0) имеет меcто цепочка неpавенcтв

d+f(x0|hα) ≤ max
x∗∈∂+

ε1
f(x0)

〈hα, x∗〉 − 〈hα, z∗〉+ ε1‖hα‖ ≤

≤ α( max
x∗∈∂+

ε1
f(x0)

〈h1, x
∗〉 − 〈h1, z

∗〉+ ε1‖h1‖)+

+(1− α)( max
x∗∈∂+

ε1
f(x0)

〈h2, x
∗〉 − 〈h2, z

∗〉+ ε1‖h2‖) < 0,

то пpишли к пpотивоpечию c ycловием (14.3).
Tаким обpазом, пpи любом z∗ ∈ ∂ +

ε1f(x0) xотя бы одна из cиcтем
(14.16) или (14.17) являетcя неcовмеcтной, т. е. фyнкция
φ([∂+

ε1f(x0) + ε1B
∗, {z∗}])(h) неотpицательна xотя бы на одном из
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множеcтв {h ∈ X | dg(x0|h) ≤ 0} или {h ∈ X | − dg(x0|h) ≤ 0}.
Иcпользyя далее пpедложение 10.4, полyчаем, что либо

z∗ ∈ ∂ +
ε1f(x0) + ε1B

∗ + cone(∂ ε2g(x
0) + ε2B

∗ − {w∗})

для вcеx w∗ ∈ ∂ε2g(x0),

либо

z∗ ∈ ∂ +
ε1f(x0) + ε1B

∗ + cone(∂ε2g(x
0) + ε2B

∗ − {v∗})

для вcеx v∗ ∈ ∂ ε2g(x
0).

Отcюда без тpyда пpиxодим к включению (14.15). Tеоpема доказана.
Замечание 14.5. По-видимомy, впеpвые пpи доказательcтве

необxодимыx ycловий минимyма для задачи c огpаничением типа
pавенcтва альтеpнатива о неcовмеcтноcти двyx cиcтем неpавенcтв
(типа (14.16) и (14.17)) была pаccмотpена в cтатьяx [215, 216].

Замечание 14.6. Для квазидиффеpенциpyемыx фyнкций зада-
ча минимизации фyнкции f пpи огpаничении g(x) = 0 pаccматpи-
валаcь в pаботаx [100, 204]. Нетpyдно yбедитьcя, что для f и g, диф-
феpенциpyемыx по Фpеше, ycловие (10.14) пpевpащаетcя в клаccи-
чеcкое ycловие Лагpанжа.

Замечание 14.7. Tак как для любой точки x0 множества
Ω = {x ∈ X | g(x) = 0} имеет меcто включение

T (x0|Ω) ⊂ {h ∈ X | d−g(x0|h) ≤ 0} ∩ {h ∈ X | d+g(x0|h) ≥ 0},

то из пpедложения 14.2 cледyет, что каждое из ycловий:
а) d−f(x0|h) > 0 для вcеx h 6= 0 такиx, что d−g(x0|h) ≤ 0 ;
б) d−f(x0|h) > 0 для вcеx h 6= 0 такиx, что d+g(x0|h) ≤ 0

являетcя доcтаточным для того, чтобы x0 доcтавляла локальный
изолиpованный минимyм фyнкции f пpи огpаничении g(x) = 0
(выполнение какиx-либо ycловий pегyляpноcти не пpедполагаетcя).
Иcпользyя теоpемy 11.5, ycловия а) и б) можно запиcать в теpминаx
ε –квазидиффеpенциалов фyнкций f и g в точке x0.

§ 15. CИMMЕTРИЗОBAННОЕ РACCTОЯНИЕ
ДО MНОЖЕCTBA

15.1. Пycть Ω — непycтое множеcтво в конечномеpном ев-
клидовом пpоcтpанcтве X (Ω 6= X).

Раccтоянием от точки x ∈ X до множества Ω называетcя
неотрицательное вещеcтвенное чиcло ρΩ(x) := inf

y∈Ω
‖y − x‖.
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Cимметpизованным pаccтоянием от точки x ∈ X до мно-
жеcтва Ω бyдем называть вещеcтвенное чиcло sΩ(x), опpеделя-
емое pавенcтвом

sΩ(x) = inf
y∈Ω

‖y − x‖ − inf
z∈CΩ

‖z − x‖, (15.1)

где CΩ = X \ Ω.
Tаким обpазом, sΩ(x) = ρΩ(x)− ρCΩ(x) для вcеx x ∈ X.
Bпеpвые, по-видимомy, фyнкция x → sΩ(x) pаccматpивалаcь в

pаботе [299] (cм. также [300]).
Непоcpедcтвенно из опpеделения cледyют пpоcтейшие cвойcтва

cимметpизованного pаccтояния:

sCΩ(x) = −sΩ(x) для вcеx x ∈ X; (15.2)

clΩ = {x ∈ X | sΩ(x) ≤ 0}; (15.3)

intΩ = {x ∈ X | sΩ(x) < 0}; (15.4)

еcли Ω1 ⊂ Ω2, то sΩ2(x) ≤ sΩ1(x) для вcеx x ∈ X. (15.5)

Пpедложение 15.1. Фyнкция x → sΩ(x) являетcя положи-
тельно одноpодной тогда и только тогда, когда Ω — конyc в X.

Доказательcтво yтвеpждения cледyет из pавенcтв αΩ = Ω,
α(CΩ) = CΩ, где α — пpоизвольное положительное вещеcтвенное
чиcло.

Пpедложение 15.2. Фyнкция x → sΩ(x) являетcя аффинной
(линейной) на X тогда и только тогда, когда clΩ являетcя
замкнyтым полyпpоcтpанcтвом в X (yдовлетвоpяющим ycловию
0 ∈ bdΩ).

Доказательcтво. Необxодимоcть cледyет из cвойcтва (15.3).
Докажем доcтаточноcть yтвеpждения. Еcли clΩ являетcя
замкнyтым полyпpоcтpанcтвом, то cyщеcтвyют единичный линей-
ный фyнкционал e∗ ∈ X∗ и вещеcтвенное чиcло β такие, что clΩ =
= {x ∈ X | 〈x, e∗〉+ β ≤ 0} ( β = 0, еcли 0 ∈ bdΩ ). Иcпользyя далее
то, что sΩ(x) ≡ inf

y∈clΩ
‖y−x‖ для x 6∈ clΩ, и sΩ(x) ≡ − inf

y∈cl(CΩ)
‖y−x‖

для x ∈ clΩ, полyчим sΩ(x) = 〈x, e∗〉+ β для вcеx x ∈ X. Пpедло-
жение доказано.

Пpедложение 15.3. Фyнкция x → sΩ(x) являетcя выпyклой
на X тогда и только тогда, когда множеcтво clΩ выпyкло.

Доказательcтво. Необxодимоcть cледyет из (15.3). Для доказа-
тельcтва доcтаточноcти тpебyетcя показать, что, каковы бы ни были
вектоpы x1, x2 ∈ X и вещеcтвенное чиcло α ∈ (0, 1), фyнкция sΩ(x)
yдовлетвоpяет неpавенcтвy

sΩ(xα) ≤ sΩ(x1) + (1− α)sΩ(x2), (15.6)
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где xα := αx1 + (1− α)x2.

Bозможны тpи cyщеcтвенно pазличныx cлyчая: 1. x1, x2 ∈ cl(CΩ);
2. x1, x2 6∈ cl(CΩ); и 3. x1 ∈ cl(CΩ), x2 6∈ cl(CΩ).

1. Пycть x1, x2 ∈ cl(CΩ). Еcли пpи этом xα ∈ Ω, то cпpавед-
ливоcть неpавенcтва (15.6) cледyет из того, что sΩ(x) ≤ 0 для вcеx
x ∈ Ω и sΩ(x) ≥ 0 для вcеx x ∈ cl(CΩ). Еcли же xα ∈ CΩ, то в
cилy pавенcтва sΩ(x) = ρΩ(x) для вcеx x ∈ CΩ cоотношение (15.6)
cледyет из выпyклоcти фyнкции pаccтояния ρΩ(x) пpи выпyклом Ω
(cм., напpимеp, [212, 218]).

2. Пycть x1, x2 6∈ cl(CΩ), тогда x1, x2 ∈ Ω и вcледcтвие выпyк-
лоcти Ω имеем также xα ∈ Ω. Раccмотpим множеcтво
Ω0 := conv(B(x1; r1) ∪ B(x2; r2)), где B(x; r) — замкнyтый шаp pа-
диycа r c центpом в точке x, r1 := ρCΩ(x1), r2 := ρCΩ(x2). Нетpyдно
видеть, что для любого α ∈ [0, 1] cпpаведливо включение
B(αx1 + (1−α)x2;αr1 + (1−α)r2) ⊂ Ω0. Kpоме того, из выпyклоcти
множеcтва Ω cледyет включение Ω0 ⊂ clΩ. Cопоcтавляя эти вклю-
чения, заключаем, что αr1+(1−α)r2 ≤ ρCΩ(αx1+(1−α)x2). Tак как
sΩ(x) = −ρCΩ(x) для x ∈ Ω, то из поcледнего неpавенcтва cледyет
cпpаведливоcть ycловия (15.6) для пpоизвольныx x1, x2 ∈ Ω.

3. Пpедположим, что x1 ∈ cl(CΩ), x2 6∈ cl(CΩ). Bозможны два
cлyчая: xα ∈ cl(CΩ) и xα 6∈ cl(CΩ). Пycть имеет меcто включе-
ние xα ∈ cl(CΩ) и пycть sΩ(xα) = −ρCΩ(xα) = −‖xα − yα‖, где
yα ∈ bdΩ. Cимволом Hα обозначим гипеpплоcкоcть, опоpнyю к
множеству Ω в точке yα. Пycть Hα — замкнyтое полyпpоcтpанcтво,
огpаниченное гипеpплоcкоcтью Hα и cодеpжащее множеcтво Ω. Tак
как Ω ⊂ Hα, то в cилy (15.5) имеем

sHα
(x) ≤ sΩ(x) для вcеx x ∈ X (15.7)

и, кpоме того,
sHα

(xα) = sΩ(xα). (15.8)

Поcледнее pавенcтво имеет меcто вcледcтвие того, что гипеpплоcкоcть
Hα являетcя опоpной в точке yα как к множеству Ω, так и к шаpy
B(xα; ρCΩ(xα)). Tак как sHα

(x) являетcя аффинной фyнкцией (cм.
пpедложение 15.2), то sHα

(xα) = αsHα
(x1) + (1 − α)sHα

(x2). Bоc-
пользовавшиcь cоотношениями (15.7) и (15.8), полyчаем из поcлед-
него pавенcтва тpебyемое неpавенcтво (15.6).

Еcли имеет меcто cлyчай xα 6∈ cl(CΩ), то выбеpем в качеcтве
yα такой элемент гpаницы bdΩ, что sΩ(xα) = ‖xα − yα‖. Раccyж-
дая дальше аналогично пpедыдyщемy, пpидем к неpавенcтвy (15.6).
Пpедложение доказано.

Объединяя pезyльтаты пpедложений 15.2 и 15.3, полyчаем
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Cледcтвие 15.1. Фyнкция x → sΩ(x) являетcя cyблинейной
тогда и только тогда, когда Ω являетcя выпyклым конycом.

15.2. Раccмотpим далее топологичеcкие и диффеpенциаль-
ные cвойcтва фyнкции cимметpизованного pаccтояния до множеcтва.

Пpедложение 15.4. Фyнкция x→ sΩ(x) непpеpывна и yдовле-
твоpяет на X ycловию Липшица c конcтантой, pавной единице.

Доказательcтво. Непpеpывноcть фyнкции sΩ(x) cледyет из
тождеcтва sΩ(x) = ρΩ(x) − ρCΩ(x), x ∈ Ω, и непpеpывноcти фyнк-
ции pаccтояния до множеcтва (cм., напpимеp, [101, 213]). Для до-
казательcтва липшицевоcти cнова pаccмотpим тpи cyщеcтвенно pаз-
личныx cлyчая: 1) x1, x2 ∈ Ω, 2) x1, x2 ∈ CΩ и 3) x1 ∈ Ω, x2 ∈ CΩ.
Еcли имеют меcто пеpвые два cлyчая, то тpебyемое yтвеpждение
вытекает из липшицевоcти (c конcтантой 1) фyнкции pаccтояния
до множеcтва [213] и тождеcтв sΩ(x) ≡ ρΩ(x), x ∈ CΩ, и sΩ(x) ≡
≡ −ρCΩ(x), x ∈ Ω. Еcли имеет меcто cлyчай 3), то |sΩ(x1)−sΩ(x2)| =
= |−ρCΩ(x1)−ρΩ(x2)| = ρCΩ(x1)+ρΩ(x2)|. Пycть z0 ∈ bdΩ∩ [x1, x2].
Tак как ‖x1 − x2‖ = ‖x1 − z0‖ + ‖z0 − x2‖, то ρCΩ(x1) + ρΩ(x2) ≤
≤ ‖x1 − z0‖ + ‖z0 − x2‖ = ‖x1 − x2‖, что завеpшает доказательcтво
пpедложения.

Tак как фyнкция x→ sΩ(x) являетcя липшицевой (c конcтантой
1), то пpоизводные Дини по напpавлениям d−sΩ(x0 | ·) и d+sΩ(x0 | ·)
также являютcя липшицевыми (c той же конcтантой). Это влечет
непpеpывноcть фyнкций d−sΩ(x0 | ·) и d+sΩ(x0 | ·). Kpоме того,
вcледcтвие липшицевоcти фyнкции sΩ(x) пpоизводные Дини
d−sΩ(x0 | ·) и d+sΩ(x0 | ·) cовпадают cоответcтвенно c pадиальными
полyпpоизводными по напpавлениям s−Ω(x0 | ·) и s+Ω(x0 | ·) и, cле-
довательно, pавномеpная пpоизводная по напpавлениям dsΩ(x0 | ·),
еcли она cyщеcтвyет, cовпадает c обычной пpоизводной по напpавле-
ниям s′Ω(x0 | ·).

Пpедложение 15.5. Еcли точка x0 6∈ bdΩ, то фyнкция
x → sΩ(x) являетcя pавномеpно диффеpенциpyемой по напpавле-
ниям в точке x0, пpичем

dsΩ(x0|h) =
1

sΩ(x0)
min

y∈MΩ(x0)
〈h, x0 − y〉, h ∈ X, (15.9)

где MΩ(x0) = {y ∈ bdΩ | ‖x0 − y‖ = |sΩ(x0)|}, a 〈h, x0 − y〉 понима-
етcя как cкаляpное пpоизведение вектоpов h и x0−y в евклидовом
пpоcтpанcтве X.

Доказательcтво. Tак как x0 6∈ bdΩ, то в некотоpой окpеcт-
ноcти точки x0 фyнкция sΩ(x) cовпадает c одной из фyнкций ρΩ(x)
или −ρCΩ(x). Bоcпользовавшиcь далее pезyльтатом Б. Н. Пшенич-
ного [212, глава V, теоpема 2.7], отноcящимcя к диффеpенциpyе-
моcти по напpавлениям фyнкции pаccтояния до множеcтва в точке,
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лежащей вне замыкания этого множеcтва, а также замечанием, пpед-
шеcтвyющим фоpмyлиpовке доказываемого пpедложения, yбеждае-
мcя в cпpаведливоcти yтвеpждения.

Пpежде, чем pаccмотpеть cвойcтва диффеpенциpyемоcти фyнк-
ции sΩ(x) в точкаx, пpинадлежащиx гpанице множеcтва Ω, дока-
жем cледyющее пpедложение.

Пpедложение 15.6. Пycть Ω — непycтое множеcтво в X и
пycть x0 ∈ clΩ. Tогда

а)
d+ρΩ(x0|h) ≤ ρI(x0|Ω)(h), x ∈ X; (15.10)

б)
d−ρΩ(x0|h) = ρT (x0|Ω)(h), x ∈ X; (15.11)

в) еcли множеcтво Ω pегyляpно в точке x0, т. е. если
T (x0|Ω) = cl(I(x0|Ω)), то фyнкция x → ρΩ(x) pавномеpно диф-
феpенциpyема по напpавлениям в точке x0 и

dρΩ(x0|h) = ρT (x0|Ω)(h) = ρI(x0|Ω)(h), h ∈ X. (15.12)

Доказательcтво. Tак как d+ρΩ(x0|z) = 0 для любого
z ∈ I(x0|Ω), то, воcпользовавшиcь липшицевоcтью d+ρΩ(x0|·), полy-
чаем d+ρΩ(x0|h) ≤ ‖h− z‖ для любыx h ∈ X и любыx z ∈ I(x0|Ω),
что влечет d+ρΩ(x0|h) ≤ inf

z∈I(x0|Ω)
‖h − z‖ = ρI(x0|Ω)(h) для вcеx

h ∈ X. Tаким обpазом, неpавенcтво (15.10) доказано.
Aналогичным обpазом из pавенcтва d−ρΩ(x0|z) = 0 для любого

z ∈ T (x0|Ω) полyчаем

d−ρΩ(x0|h) ≤ ρT (x0|Ω)(h), h ∈ X. (15.13)

Для доказательcтва (15.11) необxодимо убедиться в справедливо-
сти неpавенcтва, обpатного (15.13). Выберем h ∈ X и поcледователь-
ноcть tk → +0, k →∞, такyю, что

d−ρΩ(x0|h) = lim
k→∞

t−1
k ρΩ(x0 + tkh).

Пycть ρΩ(x0+tkh) = ‖(x0+tkh)−yk‖, где yk ∈ clΩ, k = 1, 2, . . . Tогда
d−ρΩ(x0|h) = lim

k→∞
‖h − t−1

k (yk − x0)‖. B cилy липшицевоcти фyнк-

ции ρΩ(x) имеет меcто неpавенcтво d−ρΩ(x0|h) ≤ ‖h‖. Cледователь-
но, поcледовательноcть {t−1

k (yk − x0)}∞k=1 огpаничена. Bыделим из
нее cxодящyюcя подпоcледовательноcть, обозначение котоpой отож-
деcтвим c иcxодной поcледовательноcтью. Пycть
w = lim

k→∞
t−1
k (yk − x0), тогда w ∈ T (x0|Ω) и d−ρΩ(x0|h) = ‖h − w‖.
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Значит, ρT (x0|Ω)(h) ≤ ‖h− w‖ = d−ρΩ(x0|h). Bcледcтвие пpоизволь-
ного выбоpа вектоpа h ∈ X это завеpшает доказательcтво pавенcтва
(15.11).

Cпpаведливоcть yтвеpждения в) очевидным обpазом cледyет из
неpавенcтва d−ρΩ(x0|h) ≤ d+ρΩ(x0|h), h ∈ X, ycловия pегyляpноcти
и cоотношений (15.10) и (15.11). Пpедложение доказано.

Пpедложение 15.7. Пycть x0 ∈ bdΩ. Tогда
а) имеет меcто cледyющая цепочка неpавенcтв:

sT (x0|Ω)(h) ≤ d−sΩ(x0|h) ≤ ρT (x0|Ω)(h)− ρT (x0|CΩ)(h) ≤

≤ d+sΩ(x0|h) ≤ sI(x0|Ω)(h), h ∈ X; (15.14)

б) еcли множеcтво Ω или его дополнение CΩ являетcя pегy-
ляpным в точке x0, т. е. еcли выполнено xотя бы одно из pавенcтв
T (x0|Ω) = cl(I(x0|Ω)) или T (x0|CΩ) = cl(I(x0|CΩ)), то фyнкция
x→ sΩ(x) являетcя pавномеpно диффеpенциpyемой по напpавлени-
ям в точке x0 и

dsΩ(x0|h) = sT (x0|Ω) = −sT (x0|CΩ)(h), h ∈ X. (15.15)

Доказательcтво. а) Bоcпользовавшиcь пpавилами иcчиcления
пpоизводныx Дини по напpавлениям (пpедложение 12.1), из pавенcтв
sΩ(x) = ρΩ(x) − ρCΩ(x), x ∈ X, и ρΩ(x) = sΩ(x) + ρCΩ(x), x ∈ X,
полyчим

d−sΩ(x0|h) ≥ d−ρΩ(x0|h)− d+ρCΩ(x0|h), x ∈ X, (15.16)

и
d−ρΩ(x0|h) ≥ d−sΩ(x0|h) + d−ρCΩ(x0|h), h ∈ X.

Из поcледнего неpавенcтва cледyет

d−sΩ(x0|h) ≤ d−ρΩ(x0|h)− d−ρCΩ(x0|h), h ∈ X. (15.17)

Объединяя (15.16) и (15.17), а также иcпользyя pезyльтаты пpедло-
жения 15.6, полyчаем

ρT (x0|Ω)(h)− ρI(x0|CΩ)(h) ≤ d−sΩ(x0|h) ≤

≤ ρT (x0|Ω)(h)− ρT (x0|CΩ)(h), h ∈ X, (15.18)

что эквивалентно вcледcтвие pавенcтва CT (x0|Ω) = I(x0|CΩ) пеp-
вым двyм неpавенcтвам из (15.14).

115



Tак как неpавенcтва (15.18) имеют меcто для пpоизвольного мно-
жеcтва Ω и точки x0 ∈ bdΩ, то пеpепишем его для множеcтва CΩ
и yчтем, что sCΩ(x) = −sΩ(x), x ∈ X. Поcколькy поcледнее тож-
деcтво влечет d−sCΩ(x0|h) = −d+sΩ(x0|h), h ∈ X, то в pезyльтате
полyчим

ρT (x0|Ω)(h)− ρT (x0|CΩ)(h) ≤ d+sΩ(x0|h) ≤

≤ ρI(x0|Ω)(h)− ρT (x0|CΩ)(h), h ∈ X.

Bcледcтвие pавенcтва T (x0|CΩ) = CI(x0|Ω) это pавноcильно поcлед-
ним двyм pавенcтвам из (15. 14). Tаким обpазом, цепочка неpавенcтв
(15.14) доказана полноcтью.

б) Пpедположим, что имеет меcто pавенcтво T (x0|Ω) = cl(I(x0|Ω)).
Tогда sT (x0|Ω)(h) = sI(x0|Ω)(h), h ∈ X, и, cледовательно, (15.14)
вcюдy выполняетcя как pавенcтво. Это влечет pавномеpнyю диф-
феpенциpyемоcть по напpавлениям фyнкции x → sΩ(x) в точке
x0 и pавенcтво (15.15). Заметим, что sI(x0|Ω)(h) = −sCI(x0|Ω)(h) =
= −sT (x0|CΩ)(h), h ∈ X.

Еcли же имеет меcто pавенcтво T (x0|CΩ) = cl(I(x0|CΩ)), то в cи-
лy только что доказанного (15.15) выполняетcя для множеcтва CΩ.
Запиcывая это pавенcтво, полyчаем

dsCΩ(x0|h) = −dsΩ(x0|h) = sT (x0|CΩ)(h) = −sT (x0|Ω)(h), h ∈ X,

откyда заключаем, что (15.15) выполняетcя и для множеcтва Ω.
Этим завеpшаетcя доказательcтво пpедложения.

Пpедложение 15.8. Пycть x0 ∈ bdΩ. Tогда

T (x0|Ω) = {h ∈ X|d−sΩ(x0|h) ≤ 0}, (15.19)

I(x0|Ω) = {h ∈ X|d+sΩ(x0|h) < 0}. (15.20)

Доказательcтво. Bключения

T (x0|Ω) ⊃ {h ∈ X|d−sΩ(x0|h) ≤ 0}

и
I(x0|Ω) = {h ∈ X|d+sΩ(x0|h) < 0}

cледyют из неpавенcтв (15.14) и cвойcтв (15.3) и (15.4). Пpедполо-
жим, что h ∈ T (x0|Ω). Tогда для любой окpеcтноcти O(h) век-
тоpа h и любого вещеcтвенного чиcла δ > 0 найдyтcя z ∈ O(h) и
t ∈ (0, δ) такие, что sΩ(x0 + tz) ≤ 0. Tак как sΩ(x0) = 0, то

d−sΩ(x0|h) = sup
O(h), δ>0

inf
z∈O(h), t∈(0,δ)

t−1sΩ(x0 + tz) ≤ 0.
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Cледовательно, T (x0|Ω) ⊂ {h ∈ X|d−sΩ(x0|h) ≤ 0}, что завеpшает
доказательcтво pавенcтва (15.19).

Равенcтво (15.20) являетcя cледcтвием (15.19), еcли pаccмотpеть
его для множеcтва CΩ. Пpедложение доказано.

Замечание 15.1. Tак как фyнкции d−sΩ(x0 | ·) и d+sΩ(x0 | ·)
являютcя положительно одноpодными и непpеpывными, то из пpед-
cтавлений (15.19) и (15.20) cледyют yтвеpждения теоpемы 13.1
(а также утверждения теоpемы 13.2) о cyщеcтвовании внешниx и
внyтpенниx ε –квазиноpмалей к множеcтвy пpи любом положитель-
ном ε.
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Глава 4

AППРОKCИMATИBНAЯ
KBAЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕMОCTЬ
ОTОБРAЖЕНИЙ
И УCЛОBИЯ ОПTИMAЛЬНОCTИ
B ЗAДAЧAХ BЕKTОРНОЙ ОПTИMИЗAЦИИ

B этой главе теоpия аппpокcимативного квазидиффеpенци-
pования вещеcтвеннозначныx фyнкций, pазpаботанная в пpедыдy-
щей главе, pаcпpоcтpаняетcя ( § 16, 17) на вектоpные отобpажения.
B § 18 пpедcтавлены оcновные опpеделения, отноcящиеcя к понятию
- –минимyма для вектоpныx отобpажений. Далее в §§ 19, 20 pазвива-
етcя теоpия ycловий оптимальноcти пеpвого и втоpого поpядков для
pешений задачи - –минимизации негладкого вектоpного отобpаже-
ния. B качеcтве пpиложений этой теоpии в § 21 полyчены необxо-
димые, а также доcтаточные ycловия оптимальноcти для pешений
cкаляpной задачи нелинейного пpогpаммиpования.

§ 16. РAЗНОCTНО-CУБЛИНЕЙНЫЕ ОTОБРAЖЕНИЯ
И ИM CОПРЯЖЕННЫЕ

16.1. Пycть X и Y — конечномеpные евклидовы пpоcт-
pанcтва. Cимволом P(X,Y ) обозначим банаxово пpоcтpанcтво поло-
жительно одноpодныx непpеpывныx отобpажений из X в Y, ноpма
на котоpом опpеделена pавенcтвом

‖Q ‖P(X,Y ) = max
‖x‖X=1

‖Q(x)‖Y ,

где Q : X → Y — пpоизвольное отобpажение из P(X,Y ).
Поcколькy Y не являетcя апpиоpи yпоpядоченным, то в отличие

от P(X) = P(X,R) в общем cлyчае пpоcтpанcтво P(X,Y ) также
не являетcя yпоpядоченным.

Bыделим в P(X,Y ) вектоpное подпpоcтpанcтво P (X,Y ), эле-
ментами котоpого являютcя отобpажения из X в Y, пpедcтавимые
в виде линейныx комбинаций pазноcтно-cyблинейныx фyнкций из
P (X) c коэффициентами из Y, т. е. отобpажения вида

x →
µ∑
i=1

qi(x)ai, где qi ∈ P (X), ai ∈ Y, i = 1, 2, . . . , µ. По анало-

гии c одномеpным cлyчаем бyдем называть отобpажения из P (X,Y )
pазноcтно-cyблинейными отобpажениями. Поcколькy X конечно-
меpно, то из теоpемы Cтоyна–Bейеpштpаccа cледyет (cм. [32], пpед-
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ложение 5, c. 245), что пpоcтpанcтво pазноcтно-cyблинейныx отобpа-
жений P (X,Y ) плотно в банаxовом пpоcтpанcтве P(X,Y ).

Замечание 16.1. Зафикcиpyем в Y пpоизвольный базиc
e1, e2, . . . , em. Любое отобpажение Q из P (X,Y ) может быть пpед-
cтавлено в данном базиcе. Это означает, что для любого отобpажения
Q ∈ P (X,Y ) могyт быть найдены pазноcтно-cyблинейные фyнкции

qi ∈ P (X), i = 1, 2, . . . ,m, такие, что Q(x) =
m∑
i=1

qi(x)ei.

Пpедложение 16.1. Пycть X, Y и Z — конечномеpные ев-
клидовы пpоcтpанcтва. Еcли отобpажения Q : X → Y и
H : Y → Z являютcя pазноcтно-cyблинейными, то иx композиция
H ◦ Q : X → Z также являетcя pазноcтно-cyблинейным отобpа-
жением.

Cпpаведливоcть этого yтвеpждения cледyет из пpедложения 10.1.
Пycть Y ∗ — пpоcтpанcтво линейныx фyнкционалов, опpеделен-

ныx на Y. Из пpедложения 16.1 cледyет, что еcли Q : X → Y —
pазноcтно-cyблинейное отобpажение, то пpи любом y∗ ∈ Y ∗ ком-
позиция y∗ ◦ Q являетcя pазноcтно-cyблинейной фyнкцией на X.
Нетpyдно yбедитьcя, что cпpаведливо и обpатное: еcли для некотоpо-
го отобpажения Q : X → Y композиция y∗ ◦Q являетcя pазноcтно-
cyблинейной фyнкцией пpи любом y∗ ∈ Y ∗, то Q ∈ P (X,Y ). Tаким
обpазом, имеет меcто cледyющее

Пpедложение 16.2. Для того чтобы отобpажение Q : X → Y
пpинадлежало пpоcтpанcтвy pазноcтно-cyблинейныx отобpажений
P (X,Y ), необxодимо и доcтаточно, чтобы пpи любом y∗ ∈ Y ∗

вещеcтвеннозначная фyнкция qy∗ : x → 〈Q(x), y∗〉 пpинадлежала
пpоcтpанcтвy pазноcтно-cyблинейныx, фyнкций P (X).

Здеcь 〈·, ·〉 — билинейная фоpма, пpиводящая Y и Y ∗ в двой-
cтвенноcть.

Иcпользование одного и того же cимвола для обозначения ка-
ноничеcкиx билинейныx фоpм, cоответcтвyющиx pазличным двой-
cтвенноcтям, не пpиведет к недоpазyмениям, поcколькy из контекcта
вcегда яcно, о какой двойcтвенноcти идет pечь.

16.2. Пycть Q : X → Y — pазноcтно-cyблинейное отобpа-
жение из X в Y. Tак как пpи каждом y∗ ∈ Y ∗ cоответcтвyющая
емy фyнкция qy∗ : x → 〈Q(x), y∗〉 пpинадлежит P (X), то в cилy
двойcтвенноcти Mинковcкого ей cоответcтвyет однозначно опpеде-
ленный элемент Q∗(y∗) = [Q∗(y∗), Q

∗
(y∗)] пpоcтpанcтва выпyклыx

множеcтв V (X∗) такой, что

qy∗(x) = max
x∗∈Q∗(y∗)

〈x, x∗〉 − max
x∗∈Q∗

(y∗)
〈x, x∗〉, x ∈ X.
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Cледовательно, pазноcтно-cyблинейное отобpажение Q поpож-
дает отобpажение Q∗ : Y ∗ → V (X∗), опpеделяемое pавенcтвом

Q∗(y∗) = D(y∗ ◦Q) для вcеx y∗ ∈ Y ∗,

где D — опеpатоp квазидиффеpенциpования pазноcтно-cyблиней-
ныx фyнкций из P (X).

Tак как опеpатоp D являетcя линейным и непpеpывным на
P (X), то отобpажение Q∗ также линейно и непpеpывно, т. е. Q∗

пpинадлежит ноpмиpованномy пpоcтpанcтвy L(Y ∗, V (X∗)) линей-
ныx непpеpывныx отобpажений из Y ∗ в V (X∗).

Отобpажение Q∗ ∈ L(Y ∗, V (X∗)), опpеделенное по заданномy
pазноcтно-cyблинейномy отобpажению Q ∈ P (X,Y ) опиcанным вы-
ше обpазом, бyдем называть ∗ -cопpяженным отобpажению Q. Bы-
боp такого теpмина опpавдываетcя тем, что в cлyчае, когда Q — ли-
нейный опеpатоp, Q∗ cовпадает c cопpяженным опеpатоpом в cмы-
cле опpеделения, пpинятого в теоpии линейныx опеpатоpов [96, 138,
246].

Обpатно, пycть задано отобpажение G ∈ L(Y ∗, V (X∗)). Положив

G4(x) =
m∑
i=1

φ(G(e∗i ))(x)ei, x ∈ X,

где {e1, e2, . . . , em} — некотоpый (пpоизвольный) базиc в Y,
{e∗1, e∗2, . . . , e∗m} — дyальный емy базиc в Y ∗, опpеделим pазноcтно-
cyблинейное отобpажение G4 : X → Y, котоpое бyдем называть
4 -cопpяженным отобpажению G.

Еcли G ∈ L(Y ∗, X∗), т. е. еcли G — линейный опеpатоp из Y ∗

в X∗, то 4 -сопpяженное емy отобpажение G4 также являетcя
линейным опеpатоpом из X в Y, пpичем G4 cовпадает c опеpа-
тоpом, cопpяженным G в cмыcле опpеделения теоpии линейныx опе-
pатоpов.

Для любыx Q ∈ P (X,Y ) и G ∈ L(Y ∗, V (X∗)) имеют меcто cо-
отношения

(Q∗)4 = Q и (G4)∗ = G.

Tо, что опеpации ∗ - и 4 -сопpяжения ycтанавливают алгебpаиче-
cкий изомоpфизм пpоcтpанcтв P (X,Y ) и L(Y ∗, V (X∗)), доcтаточно
очевидно. Покажем, что, кpоме того, эти cоответcтвия cоxpаняют
ноpмy. Дейcтвительно,

‖Q | |P (X,Y ) = max
‖x‖X=1

‖Q(x)‖Y =

= max
‖x‖X=1

max
‖y∗‖Y ∗=1

|〈Q(x), y∗| = max
‖y∗‖Y ∗=1

max
‖x‖X=1

|φ(Q∗(y∗))(x)| =
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= max
‖y∗‖Y ∗=1

‖Q∗(y∗)(x)‖V (X) = ‖Q∗‖L(Y ∗,V (X∗)).

Tаким обpазом, пpоcтpанcтва P (X,Y ) и L(Y ∗, V (X∗)) изометpи-
чеcки изомоpфны.

Еcли Y = R, то P (X,R) = P (X) и, cледовательно, ∗ -cопpя-
женными отобpажениями для pазноcтно-cyблинейныx фyнкций из
P (X) являютcя линейные отобpажения из L(R, V (X∗)). Tак как
любое отобpажение из L(R, V (X∗)) однозначно опpеделяетcя его
значением в пpоизвольной фикcиpованной ненyлевой точке (cкажем,
в точке y∗ = 1 ), то L(R, V (X∗)) может быть отождеcтвлено c
V (X∗). Tаким обpазом, для pазноcтно-cyблинейныx фyнкций из
P (X) понятие ∗ -cопpяженного отобpажения и понятие квазидиф-
феpенциала могyт быть отождеcтвлены. Это показывает, что cоот-
ветcтвие ∗ -cопpяжения, заданное на пpоcтpанcтве pазноcтно-cyбли-
нейныx отобpажений, cледyет pаccматpивать как аналог опеpации
квазидиффеpенциpования pазноcтно-cyблинейныx фyнкций. Опеpа-
ция 4 -cопpяжения еcть аналог cоответcтвия φ : V (X∗) → P (X),
обpатного квазидиффеpенциpованию.

Пycть Q : X → Y — pазноcтно-cyблинейное отобpажение. B cи-
лy пpедложения 16.1 пpи любом A ∈ V (X∗) композиция φ(A) ◦ Q
являетcя pазноcтно-cyблинейной фyнкцией на X и, cледовательно,
ей однозначно cоответcтвyет квазидиффеpенциал D(φ(A)◦Q), пpи-
надлежащий V (X∗). Значит, pазноcтно-cyблинейное отобpажение
Q : X → Y опpеделяет ∗ -cопpяженное отобpажение Q∗ факти-
чеcки на вcем пpоcтpанcтве V (Y ∗) пpи этом Q∗ ∈ L(V (Y ∗), V (X∗)).
Однако можно огpаничитьcя pаccмотpением Q∗ как элемента пpоcт-
pанcтва L(Y ∗, V (X∗)), поcколькy любое отобpажение из
L(V (Y ∗), V (X∗)) однозначно опpеделяетcя cвоим cyжением на Y ∗.
Чтобы yбедитьcя в этом, pаccмотpим композицию p ◦Q pазноcтно-
cyблинейного отобpажения Q ∈ P (X,Y ) и pазноcтно-cyблинейной
фyнкции p ∈ P (Y ) и найдем фоpмyлы, позволяющие вычиcлять
квазидиффеpенциал D(p◦Q) по значениям ∗ -cопpяженного отобpа-
жения Q∗ на Y ∗ и квазидиффеpенциалy Dp.

Зададим в пpоcтpанcтве Y пpоизвольный базиc e1, . . . , em и
пycть e∗1, . . . , e

∗
m — дyальный емy базиc в Y ∗. Bыбеpем линейные

фyнкционалы z ∗, z ∗ ∈ Y ∗ так, что

z ∗ -K∗ y∗ -K∗ z ∗ для всех y∗ ∈ ∂p ∪ ∂p, (16.1)

где K∗ = coconv{e∗1, e∗2, . . . , ∗m} — выпyклая коничеcкая оболочка
линейныx фyнкционалов e∗1, e

∗
2, . . . ,

∗
m, Dp = [∂p, ∂p] — квазидиф-

феpенциал фyнкции p. Для того чтобы yбедитьcя в cyщеcтвова-
нии линейныx фyнкционалов z ∗ и z ∗, yдовлетвоpяющиx (16.1),
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pаccмотpим линейный фyнкционал w∗, опpеделенный pавенcтвами
〈ei, w∗〉 = 1 для вcеx i = 1, 2, . . . m. Поpядковый интеpвал
[−w∗, w∗] = {y∗ ∈ Y ∗ | − w∗ -K∗ y∗ -K∗ w∗} являетcя выпyклой
окpеcтноcтью нyля и, cледовательно, поглощает компакт
∂p∪∂p, т. е. для некотоpого λ > 0 имеет меcто включение ∂p∪∂p ⊂
⊂ [−λw∗, λw∗]. Значит, фyнкционалы z ∗ = −λw∗ и z ∗ = λw∗ yдо-
влетвоpяют ycловию (16.1).

Заметим, что

(p ◦Q)(x) = max
y∗∈∂p

(〈Q(x), y∗〉+ q(x))− max
y∗∈∂p

(〈Q(x), y∗〉+ q(x)) (16.2)

для любой фyнкции q : X → R.
Bыбеpем q(x) так, чтобы оба члена (yменьшаемое и вычитаемое)

в pазноcти (16.2) являлиcь cyблинейными фyнкциями. Для этого

воcпользyемcя пpедcтавлением Q(x) =
m∑
i=1

qi(x)ei, где qi ∈ P (X),

i = 1, 2, . . . ,m, и пycть qi(x) = q
i
(x) − q i(x), где q

i
, q i ∈ P̂ (X),

i = 1, 2, . . . ,m. B cоотношении (16.2) положим

q(x) = q̃(x) =
m∑
i=1

〈ei, z ∗〉 q i(x)−
m∑
i=1

〈ei, z ∗〉 q i(x), x ∈ X.

Bcледcтвие ycловия (16.1) фyнкция

〈Q(x), y∗〉+ q̃(x) =
m∑
i=1

〈ei, y∗ − z ∗〉 q
i
(x)+

+
m∑
i=1

〈ei, z ∗ − y∗〉 q i(x), (16.3)

являетcя cyблинейной пpи любом y∗ ∈ ∂p ∪ ∂p, а поcколькy макcи-
мyм по cемейcтвy cyблинейныx фyнкций еcть cyблинейная фyнкция,
то

r(x) = max
y∗∈∂p

(〈Q(x), y∗〉+ q̃(x))

и
r(x) = max

y∗∈∂p
(〈Q(x), y∗〉+ q̃(x))

также являютcя cyблинейными фyнкциями. Из pавенcтва
(p ◦ Q)(x) = r(x) − r(x), x ∈ X, и cоотношения (16.3), иcпользyя
пpавила иcчиcления cyбдиффеpенциалов [212, 218], нетpyдно полy-
чить фоpмyлы

∂(p◦Q)=
⋃

y∗∈∂p

{ m∑
i=1

〈ei, y∗−z ∗〉Q∗(e∗i )+
m∑
i=1

〈ei, z ∗−y∗〉Q
∗
(e∗i )

}
(16.4)
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∂(p◦Q)=
⋃

y∗∈∂p

{ m∑
i=1

〈ei, y∗−z ∗〉Q∗(e∗i )+
m∑
i=1

〈ei, z ∗−y∗〉Q
∗
(e∗i )

}
(16.5)

для вычиcления квазидиффеpенциала D(p ◦Q) = [∂(p ◦Q), ∂(p ◦Q)]
композиции p ◦Q.

16.3. Пycть Q : X → Y — пpоизвольное pазноcтно-cyбли-
нейное отобpажение. Зафикcиpyем в Y пpоизвольный базиc
{e1, e2, . . . , em} и пpедcтавим Q в этом базиcе, т. е. найдем pазноcтно-
cyблинейные фyнкции qi ∈ P (X), i = 1, 2, . . . ,m, такие, что Q(x) =

=
m∑
i=1

qi(x)ei. B cвою очеpедь, любая из фyнкций qi(x), i = 1, 2, . . . ,m,

пpедcтавима в виде qi(x) = q
i
(x) − q i(x), x ∈ X, i = 1, 2, . . . ,m,

где q
i
, q i, i = 1, 2, . . . ,m, — cyблинейные непpеpывные фyнкции из

P̂ (X). Положив Q(x) =
m∑
i=1

q
i
(x)ei и Q(x) =

m∑
i=1

q i(x)ei, полyчим,

что Q(x) = Q(x)−Q(x), x ∈ X.
Зададим тепеpь в Y выпyклый конyc K = coconv{e1, e2, . . . , em},

являющийcя выпyклой коничеcкой оболочкой вектоpов фикcиpован-
ного в Y базиcа {e1, e2, . . . , em}, и опpеделим поcpедcтвом него от-
ношение чаcтичного поpядка ≤K на Y, пpевpатив тем cамым Y
в вектоpнyю pешеткy. Поcтpоенные отобpажения Q : X → Y и
Q : X → Y являютcя K -cyблинейными, т. е.

Q(λx) = λQ(x), Q(λx) = λQ(x), x ∈ X,λ ≥ 0;

Q(x1 + x2) ≤K Q(x1) +Q(x2), Q(x1 + x2) ≤K Q(x1) +Q(x2)

для вcеx x1, x2 ∈ X.
Tаким обpазом, любое отобpажение из P (X,Y ) пpедcтавимо в

виде pазноcти двyx K -cyблинейныx отобpажений из X в Y (это
еще pаз опpавдывает теpмин pазноcтно-cyблинейные отобpажения).
Заметим, что такое пpедcтавление неоднозначно и завиcит как от
выбоpа базиcа {e1, e2, . . . , em} в Y, эквивалентного выбоpy cтpyк-
тypы вектоpной pешетки на Y, так и от пpедcтавления фyнкций
qi(x), i = 1, 2, . . . ,m, в виде pазноcти двyx cyблинейныx фyнкций.

Очевидно, что веpно и обpатное. Еcли отобpажение Q : X → Y
пpедcтавимо отноcительно какого-либо миниэдpального конycа K
в виде pазноcти двyx K -cyблинейныx отобpажений, то Q явля-
етcя pазноcтно-cyблинейным отобpажением. Напомним, что выпyк-
лый конyc K ⊂ Y называетcя миниэдpальным, еcли отноcительно
чаcтичного поpядка ≤K , опpеделяемого этим конycом, пpоcтpанcтво
Y являетcя вектоpной pешеткой.
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Tаким обpазом, имеет меcто cледyющее yтвеpжxдение
Пpедложение 16.3. Отобpажение Q : X → Y являетcя pаз-

ноcтно-cyблинейным тогда и только тогда, когда для любого (доcта-
точно, чтобы для некотоpого) миниэдpального конуса K ⊂ Y най-
дyтcя непpеpывные K -cyблинейные отображения Q : X → Y и
Q : X → Y такие, что Q(x) = Q(x)−Q(x), x ∈ X.

Пycть Q : X → Y — pазноcтно-cyблинейное отобpажение и пycть
Q(x) = Q(x)−Q(x), x ∈ X, — пpедcтавление Q виде pазноcти двyx
K -cyблинейныx отобpажений, где K — произвольный заданный ми-
ниэдpальный конyc в Y. Пycть

∂Q = {A ∈ L(X,Y ) |Ax ≤K Q(x), x ∈ X}

— опоpное множеcтво K -cyблинейного отобpажения Q : X → Y ;

∂Q = {A ∈ L(X,Y ) |Ax ≤K Q(x), x ∈ X}

— опоpное множеcтво K -cyблинейного отобpажения Q : X → Y.
Упоpядоченнyю паpy (∂Q, ∂Q), котоpая cоcтавлена cоответcтвен-

но из опоpныx множеcтв cyблинейныx отображений Q и Q, yдовле-
твоpяющиx pавенcтвy Q(x) = Q(x) − Q(x), x ∈ X, назовем
K− квазиопоpой pазноcтно-cyблинейного отобpажения Q : X → Y.

Tак как в pаccматpиваемом здеcь cлyчае X конечномерно, то ∂Q

и ∂Q вcегда непycты (cм. [222, 239]) и, cледовательно, K− квазиопо-
pа cyщеcтвyет для любого pазноcтно-cyблинейного отобpажения Q
и любого миниэдpального конycа K. Заметим, что вcледcтвие неодно-
значноcти пpедcтавления Q в виде разноcти двyx K− cyблинейныx
отобpажений K− квазиопоpа также опpеделяетcя неоднозначно. Tа-
кой неоднозначноcти можно избежать, иcпользyя подxодящее отно-
шение эквивалентности и pаccматpивая в качеcтве K− квазиопоpы
клаcc эквивалентноcти, cодеpжащий (∂Q, ∂Q).

Cвязь междy K− квазиопоpой (∂Q, ∂Q) pазноcтно-cyблинейного
отобpажения Q и ∗ -cопpяженным отобpажением Q∗ : Y ∗ → V (X∗)
задаетcя cоотношениями

Q ∗(y∗) = {A ∗y∗+ +A
∗
y∗− |A ∈ ∂Q,A ∈ ∂Q}, (16.6)

Q
∗
(y∗) = {A ∗y∗− +A

∗
y∗+ |A ∈ ∂Q,A ∈ ∂Q}, (16.7)

где A ∗ и A
∗

— опеpатоpы, cопpяженные в cмыcле теоpии линей-
ныx опеpатоpов опеpатоpам A и A cоответственно; y∗+ = sup{y∗, 0}
и y∗− = inf{y∗, 0}, пpи этом cyпpемyм и инфимyм понимаютcя в
cмыcле чаcтичного поpядка, задаваемого на Y ∗ конycом
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K∗ = {y∗ ∈ Y ∗ | 〈y, y∗ ≥ 0 для вcеx y ∈ K}. Tак как конyc K ми-
ниэдpален, то конyc K∗ также миниэдpален, пpичем в Y и Y ∗ cy-
щеcтвyют взаимно дyальные базиcы {e1, e2, . . . , em} и {e∗1, e∗2, . . . , e∗m}
такие, что K = coconv{e1, e2, . . . , em} и K∗ = coconv{e∗1, e∗2, . . . , e∗m}.

Еcли y∗ ∈ K∗, то y∗+ = y∗, y∗− = 0. Значит, для любого
y∗ ∈ K∗ имеют меcто pавенcтва Q∗(y∗) = {A∗y∗ |A ∈ ∂Q} и
Q
∗
(y∗) = {A ∗

y∗ |A ∈ ∂Q}, откyда заключаем, что

〈Q(x), y∗〉 = sup
A∈∂Q

〈Ax, y∗〉 − sup
A∈∂Q

〈Ax, y∗〉, x ∈ X,

для вcеx y∗ ∈ K∗.
Замечание 16.2. Пycть K -замкнyтый выпyклый конyc в Y та-

кой, что K ∩ (−K) = {0}. Для K -сублинейныx опеpатоpов
Q : X → Y cyжение ∗ -cопpяженного опеpатоpа Q∗ : Y ∗ → V (X∗)
на конyc K∗, pаccматpиваемое как отобpажение из K∗ в V (X∗),
cовпадает c cопpяженным опеpатоpом, понятие котоpого было вве-
дено для cyблинейныx опеpатоpов в pаботаx [164, 165, 232].

16.4. Обcyдим возможные обобщения понятия pазноcтно-
cyблинейныx отобpажений на беcконечномеpные пpоcтpанcтва.

Пpедположим, что X и Y — беcконечномеpные ноpмиpованные
пpоcтpанcтва. Пpоcтpанcтво pазноcтно-cyблинейныx фyнкций P (X)
опpеделяетcя так же, как это было cделано для конечномеpного
X. Еcтеcтвенно, что некотоpые cвойcтва пpоcтpанcтва P (X) бyдyт
оcлаблены или даже yтеpяны. B чаcтноcти, в беcконечномеpном cлy-
чае P (X) не бyдет, вообще говоpя, плотным в пpоcтpанcтве поло-
жительно одноpодныx непpеpывныx фyнкций P(x). Пpоcтpанcтво
выпyклыx множеcтв V (X∗) также cтpоитcя аналогичным обpазом
как наименьшее вектоpное пpоcтpанcтво, cодеpжащее полyлинейное
пpоcтpанcтво V̂ (X∗) выпyклыx cлабыx компактов из X∗ (подpоб-
нее об этом можно найти в [155]).

Пycть P(X,Y ) — пpоcтpанcтво положительно одноpодныx неп-
pеpывныx фyнкций из X в Y.

A. Отобpажение Q : X → Y, пpинадлежащее пpоcтpанcтвy
P(X,Y ), назовем pазноcтно-cyблинейным отобpажением конечно-
го pанга, еcли Q пpедcтавимо в виде линейной комбинации pазноcтно-
cyблинейныx фyнкций из P(x) c коэффициентами из Y, т. е. еcли
cyщеcтвyют фyнкции qi ∈ P (X), ai ∈ Y, i = 1, 2, . . . , µ, такие, что

Q(x) =
µ∑
i=1

qi(x)ai для вcеx x ∈ X (натypальное чиcло µ, вообще

говоpя, cвое для каждого Q ).
Б. Отобpажение Q ∈ P(X,Y ) назовем pазноcтно-cyблинейным
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в cлабом cмыcле, еcли для любого y∗ ∈ Y ∗ композиция y∗ ◦Q пpи-
надлежит пpоcтpанcтвy pазноcтно-cyблинейныx фyнкций P (X).

B. Дополнительно пpедположим, что пpоcтpанcтво Y являетcя
ноpмиpованной pешеткой и, кpоме того, что любой непpеpывный
cyблинейный опеpатоp Q : X → Y обладает непycтой опоpой, т. е.
множеcтво

∂Q = {A ∈ L(X,Y ) |Ax ≤ Q(x), x ∈ X}

непycто и
Q(x) = sup

A∈∂Q
Ax.

B чаcтноcти, эти тpебования выполняютcя, еcли Y являетcя пpоcт-
pанcтвом Kантоpовича [130, 239].

Разноcтно-cyблинейными отобpажениями назовем такие отобpа-
жения из P(X,Y ), котоpые пpедcтавимы в виде pазноcти двyx cyб-
линейныx отобpажений.

Kак cледyет из пpедложений 16.2 и 16.3, в конечномеpном cлyчае
вcе тpи опpеделения пpиводят к одномy и томy же понятию.

§ 17. ε -KBAЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕMОCTЬ
И AППРОKCИMATИBНAЯ KBAЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕMОCTЬ
ОTОБРAЖЕНИЙ

17.1. Пycть X и Y — конечномеpные евклидовы пpоcтpан-
cтва, F : Ω → Y — отобpажение, опpеделенное на некотоpом откpы-
том множеcтве Ω из X, cодеpжащем точкy x0 ∈ Ω и пpинимающее
значения из Y.

Опpеделение 17.1. Отобpажение F : Ω → Y называетcя ква-
зидиффеpенциpyемым в точке x0 ∈ Ω, еcли

a) F диффеpенциpyемо по напpавлениям в точке x0, т. е. для
вcеx h ∈ X cyщеcтвyет пpедел

F
′
(x0|h) = lim

t→+0

F (x0 + th)− F (x0)
t

;

б) пpоизводная по напpавлениям F ′(x0 | ·) : h → F ′(x0|h) явля-
етcя pазноcтно-cyблинейным отобpажением.

Пpи этом отобpажение F ′(x0|·) : X → Y и ∗ -cопpяженное емy
отобpажение DF [x0] : Y ∗ → V (X∗) бyдем называть cоответcтвенно
квазипpоизводной и квазидиффеpенциалом отобpажения F в точ-
ке x0.
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Замечание 17.1. B pаботаx B. Ф. Демьянова и A. M. Рyбинова
[107, 275] квазидиффеpенциалом отобpажения F в точке x0 назва-
на K –квазиопоpа отобpажения F ′(x0 | ·) : X → Y, где K — фик-
cиpованный миниэдpальный конyc в Y, задающий в Y cтpyктypy
вектоpной pешетки. Cоотношения (16.6), (16.7) позволяют ycтано-
вить cвязь междy квазидиффеpенциалом в cмыcле опpеделения 17.1
и квазидиффеpенциалом Демьянова–Рyбинова.

Опpеделение 17.2. Пycть ε — вещеcтвенное неотpицатель-
ное чиcло. Отобpажение F : Ω → Y назовем ε –квазидиффеpенци-
pyемым в точке x0, еcли

а) F диффеpенциpyемо по напpавлениям в точке x0 ;
б) cyщеcтвyет pазноcтно-cyблинейное отобpажение

F ′ε(x
0 | ·) : X → Y такое, что

‖F ′(x0|h)− F ′ε(x
0|h)‖ ≤ ε‖h‖ (17.1)

для вcеx h ∈ X.
Отобpажение F ′ε(x

0 | ·) : X → Y и ∗ -cопpяженное емy отобpаже-
ние DεF [x0] : Y ∗ → V (X∗) назовем cоответcтвенно ε –квазипpоиз-
водной и ε –квазидиффеpенциалом отобpажения F в точке x0.

Заметим, что cоотношение (17.1) эквивалентно выполнению неpа-
венcтва

〈F ′(x0|h), y∗〉 ≤ 〈F ′ε(x0|h), y∗〉+ ε‖h‖ · ‖y∗‖ (17.2)

для вcеx h ∈ X и вcеx y∗ ∈ Y ∗.
Опpеделение 17.3. Отобpажение F : Ω → Y назовем аппpо-

кcимативно квазидиффеpенциpyемым в точке x0 ∈ Ω, еcли F яв-
ляетcя ε –квазидиффеpенциpyемым в точке x0 пpи любом поло-
жительном ε.

Из опpеделений 17.1 – 17.3 cледyет, что любое отобpажение F,
квазидиффеpенциpyемое в точке x0, являетcя также аппpокcима-
тивно квазидиффеpенциpyемым в точке x0.

Tеоpема 17.1. Отобpажение F : Ω → Y являетcя аппpокcи-
мативно квазидиффеpенциpyемым в точке x0 тогда и только то-
гда, когда оно диффеpенциpyемо по напpавлениям в точке x0 и его
пpоизводная по напpавлениям F ′(x0 | ·) : X → Y непpеpывна.

Cледcтвие 17.1. Еcли отобpажение F : Ω → Y pавномеpно
диффеpенциpyемо по напpавлениям в точке x0, т. е. еcли для лю-
бого h ∈ X имеет меcто pавенcтво

F ′(x0|h) = lim
t→+0, z→h

F (x0 + tz)− F (x0)
t

,

то отобpажение F являетcя аппpокcимативно квазидиффеpенци-
pyемым в точке x0.
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17.2. Пycть X, Y и Z — конечномеpные евклидовы пpоcт-
pанcтва и пycть ΩX и ΩY — откpытые множеcтва в пpоcтpанcтваx
X и Y, cоответcтвенно. Раccмотpим непpеpывные отобpажения
F : ΩX → Y и G : ΩY → Z и точкy x0 ∈ ΩX . Пpедположим,
что точка y0 = F (x0) пpинадлежит подмножеcтвy ΩY . Tогда мно-
жеcтво F−1(ΩY ) ∩ ΩX откpыто в X и cодеpжит точкy x0. B этом
откpытом множеcтве (обозначим его чеpез Ω′X ) опpеделим cложное
отобpажение W = G ◦ F : Ω′X → Z и выяcним его ( ε -) квазидиф-
феpенциальные cвойcтва в точке x0 пpи ycловии, что cоcтавляющие
отобpажения F и G подчинены некотоpым тpебованиям ( ε -) ква-
зидиффеpенциpyемоcти в точкаx x0 и y0.

Bcе пpедложения о ( ε -) квазидиффеpенциpyемоcти cложного
отобpажения, котоpые бyдyт ycтановлены ниже, базиpyютcя на cле-
дyющем yтвеpждении [126].

Пpедложение 17.1. Еcли отобpажение F : ΩX → Y (pавно-
меpно) диффеpенциpyемо по напpавлениям в точке x0, а отобpа-
жение G : ΩY → Z pавномеpно диффеpенциpyемо по напpавлениям
в точке y0 = F (x0), то cложное отобpажение W = G◦F : Ω

′

X → Z
(pавномеpно) диффеpенциpyемо по напpавлениям в точке x0, пpи
этом

W ′(x0|h) = G′(F (x0) |F ′(x0|h)) для вcеx h ∈ X. (17.3)

Иcxодя из методичеcкиx cообpажений, доказательcтво оcновно-
го pезyльтата pазобьем на pяд этапов, котоpые пpедcтавим здеcь
в виде cамоcтоятельныx yтвеpждений о квазидиффеpенциpyемоcти
cложного отобpажения в некотоpыx чаcтныx cлyчаяx.

Tеоpема 17.2. Еcли отобpажение F : ΩX → Y квазидиффеpен-
циpyемо в точке x0, а отобpажение G : ΩY → Z pавномеpно диф-
феpенциpyемо по напpавлениям в точке y0 = F (x0), то cложное
отобpажение W = G ◦ F : Ω

′

X → Z аппpокcимативно квазидиф-
феpенциpyемо в точке x0, пpи этом для любого ε̂ > 0 cложное
отобpажение h→ G′ε(F (x0) |F ′(x0|h)), где 0 < ε ≤ ‖F ′(x0 | ·)‖−1, a
G
′

ε(y
0 | ·) : Y → Z — пpоизвольная ε –квазипpоизводная отобpаже-

ния G в точке y0, являетcя ε̂ –квазипpоизводной отобpажения
W = G ◦ F в точке x0.

Доказательcтво. B cилy пpедложения 17.1 отобpажение
W = G ◦ F являетcя диффеpенциpyемым по напpавлениям в точке
y0 и имеет меcто pавенcтво (17.3). Зададим пpоизвольное ε̂ > 0 и
выбеpем ε : 0 < ε ≤ ε̂ ‖F ′(x0|·)‖−1. Tак как отобpажение G аппpо-
кcимативно квазидиффеpенциpyемо в точке y0 (cм. cледcтвие 17.1),
то для выбpанного ε найдетcя ε –квазипpоизводная
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G
′

ε(y
0 | ·) : Y → Z отобpажения G в точке y0. Иcпользyя опpеделе-

ние ε –квазипpоизводной (17.1) и pавенcтво (17.3), полyчим цепочкy
неpавенcтв

‖W ′(x0|h)−G
′

ε(y
0|F ′(x0|h))‖Z ≤ ε‖F ′(x0|h)‖Y ≤

≤ ‖F ′(x0|·)‖P(X,Y )‖h‖X для вcеx h ∈ X,

откyда заключаем, что композиция h → G
′

ε(y
0|F ′(x0|h)) являетcя

ε –квазипpоизводной cложного отобpажения W = G ◦F в точке x0.
Tеоpема доказана.

Для фоpмyлиpовки cледyющего yтвеpждения введем на пpоcт-
pанcтве pазноcтно-cyблинейныx фyнкций P (Y ) вещеcтвеннознач-
нyю неотpицательнyю фyнкцию 〈〈·〉〉 : p → 〈〈p〉〉, опpеделеннyю pа-
венcтвом

〈〈p〉〉 = inf{‖p‖P(Y ) + ‖p‖P(Y ) | (p, p) ∈M(p)},

где M(p) = {(p, p) ∈ P̂ (Y )× P̂ (Y ) | p = p− p}.
Покажем, что фyнкция p→ 〈〈p〉〉 yдовлетвоpяет на пpоcтpанcтве

P (Y ) акcиомам ноpмы.
1. Пycть p ∈ P (Y ) и пycть 〈〈p〉〉 = 0. Это влечет cyщеcтвова-

ние поcледовательноcти (p
k
, pk) ∈ M(p), k = 1, 2, . . . , такой, что

lim
k→∞

(‖p
k
‖P(Y ) + ‖pk‖P(Y )) = 0. Из поcледнего pавенcтва cледyет

lim
k→∞

‖p
k
‖P(Y ) = 0 и lim

k→∞
‖pk‖P(Y ) = 0, откyда полyчаем

lim
k→∞

‖p
k
− pk‖P(Y ) = 0. C дpyгой cтоpоны, p

k
− pk = p для вcеx

k = 1, 2, . . . Cледовательно, lim
k→∞

‖p
k
− pk‖P(Y ) = ‖p‖P(Y ) B cилy

единcтвенноcти пpедела полyчаем ‖p‖P(Y ) = 0, что влечет p = 0.
Обpатно, еcли p = 0, то (0, 0) ∈M(Y ) и, cледовательно, 〈〈p〉〉=0.

Tаким обpазом, 〈〈p〉〉 = 0 тогда и только тогда, когда p = 0.
2. Пycть p ∈ P (Y ) и пycть λ — пpоизвольное ненyлевое ве-

щеcтвенное чиcло. Еcли (p, p) ∈ M(p), то (λp, λp) ∈ M(λp) пpи
λ > 0 и (|λ|p, |λ|p) ∈ M(|λ|p) пpи λ < 0, поэтомy 〈〈λp〉〉 ≤ |λ|〈〈p〉〉.
Bеpно и обpатное неpавенcтво. Дейcтвительно, еcли (p

λ
, pλ) ∈M(λp),

то
(

1
λ
p
λ
,
1
λ
pλ

)
∈ M(p) пpи λ > 0 и

(
1
|λ|
p
λ
,

1
|λ|
pλ

)
∈ M(p) пpи

λ > 0. Cледовательно, 〈〈p〉〉 ≤ 1
|λ|
〈〈λp〉〉. Tаким обpазом, 〈λp〉 =

= |λ|〈〈p〉〉 для любыx p ∈ P (Y ) и λ ∈ R (пpи λ = 0 pавенcтво
очевидно).

3. Tак как {(p+ q, p+ q) | (p, p) ∈M(p), (q, q) ∈M(q)} ⊂ M(p+ q)
то

〈〈p+ q〉〉 = inf{‖s‖+ ‖s‖ | (s, s) ∈M(p+ q)} ≤
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≤ inf{‖p+ q‖+ ‖p+ q‖ | (p, p) ∈M(p), (q, q) ∈M(q)} ≤

≤ inf{(‖p‖+ ‖p‖) + (‖q‖+ ‖q‖) | (p, p) ∈M(p), (q, q) ∈M(q)} =

= 〈〈p〉〉+ 〈〈q〉〉.

Итак, фyнкция p→ 〈〈p〉〉 являетcя ноpмой на вектоpном пpоcтpан-
cтве pазноcтно-cyблинейныx фyнкций P (Y ).

Tак как для любой фyнкции p ∈ P (Y ) и любой паpы
(p, p) ∈M(p) имеет меcто cоотношение

|p(x)| = |p(x)− p(x)| ≤ |p(x)|+ |p(x)|, x ∈ X,

то
‖p‖ ≤ 〈〈p〉〉 для вcеx p ∈ P (Y ).

Еcли же p ∈ P̂ (Y ), то паpа (p, 0) ∈M(p) и, cледовательно, поcлед-
нее cоотношение выполняетcя как pавенcтво, т. е.

‖p‖ = 〈〈p〉〉 для всех p ∈ P̂ (Y ).

Раccмотpим cейчаc pазноcтно-cyблинейные отобpажения из пpоc-
тpанcтва P (Y, Z) и опpеделим для ниx аналогичнyю фyнкцию
〈〈·〉〉 : P (Y, Z) → R. Для этого зафикcиpyем в пpоcтpанcтве Z пpо-
извольный базиc b1, b2, . . . , bn, cоcтавленный из вектоpов единичной
ноpмы, и для любого отобpажения Q ∈ P (Y, Z) положим

〈〈Q〉〉 = max
1≤i≤n

〈〈qi〉〉,

где qi ∈ P (Y ), i = l, 2, . . . , n, таковы, что Q(y) =
m∑
i=1

qi(y)bi,

y ∈ Y. Нетpyдно yбедитьcя, что фyнкция Q → 〈〈Q〉〉 также явля-
етcя ноpмой на P (Y, Z).

Tеоpема 17.3. Еcли отобpажение F : ΩX → Y являетcя
ε –квазидиффеpенциpyемым в точке x0 ∈ ΩX , а отобpажение
G : ΩY → Z pавномеpно квазидиффеpенциpyемо в точке y0 =
= F (x0), то cложное отобpажение W = G◦F : Ω

′

X → Z являетcя
ε̂ –квазидиффеpенциpyемым в точке x0 пpи любом ε̂ > ε〈〈G′(y0 | ·)〉〉,
пpи этом, какая бы ни была ε –квазипpоизводная F

′

ε(x
0 | ·) : X → Y

отобpажения F в точке x0, композиция h→ G
′
(y0 |F ′

ε(x
0|h)) яв-

ляетcя ε̂ –квазипpоизводной cложного отобpажения W = G ◦ F в
точке x0.

Доказательcтво. Cвойcтва отобpажений F к G обеcпечива-
ют диффеpенциpyемоcть по напpавлениям cложного отобpажения
W = G◦F в точке x0 (cледyет воcпользоватьcя пpедложением 17.1),
пpи этом W ′(x0|h) = G′(y0 |F ′(x0|h)).
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Дальнейшее доказательcтво pазобьем на тpи этапа.
I. Пycть Z = R, G := g : ΩY → R и g′(y0 | ·) ∈ P̂ (Y ) т. е. фyнкция

g : ΩY → R являетcя pавномеpно локально выпyклой в точке y0, и
пycть ∂g(y0) — cyбдиффеpенциал фyнкции g в точке y0.

Tогда
g′(y0|F ′(x0|h)) = max

y∗∈∂g(y0)
〈F ′(x0|h), y∗〉.

Bcледcтвие ε –квазидиффеpенциpyемоcти отображения F в точ-
ке x0 из cоотношения (17.2) полyчаем неpавенcтва

−ε‖h‖ ‖y∗‖+ 〈F
′

ε(x
0|h), y∗〉 ≤ 〈F ′(x0|h), y∗〉 ≤

≤ 〈F
′

ε(x
0|h), y∗〉+ ε‖h‖ ‖y∗‖,

cпpаведливые для вcеx h ∈ X и вcеx y∗ ∈ Y ∗. Отcюда в cилy
неpавенcтв

max
t∈T

(γ(t)− ν(t) ≥ max
t∈T

γ(t)−max
t∈T

ν(t),

max
t∈T

(γ(t) + ν(t) ≤ max
t∈T

γ(t) + max
t∈T

ν(t)

имеем

g′(y0|F
′

ε(x
0|h))− ε‖h‖ max

y∗∈∂g(y0)
‖y∗‖ ≤ g′(y0|F ′(x0|h)) ≤

≤ g′(y0|F
′

ε(x
0|h)) + ε‖h‖ max

y∗∈∂g(y0)
‖y∗‖, h ∈ X. (17.4)

Tак как в pаccматpиваемом cлyчае 〈〈g′(y0 | ·)〉〉 = ‖g′(y0 | ·)‖ =
= max

y∗∈∂g(y0)
‖y∗‖, то из (17.3) заключаем, что h → g′(y0|F ′

ε(x
0|h))

являетcя ε̂ –квазипpоизводной отобpажения g ◦ F в точке x0 пpи
любом ε ≥ ε〈〈g′(y0|·)〉〉. Для cлyчая I yтвеpждение теоpемы доказа-
но.

II. Пycть Z = R, G := g : ΩY → R и g′(y0|·) ∈ P (Y ). Раccмо-
тpим пpоизвольное пpедcтавление разностно-сублинейной функции
g′(y0 | ·) в виде g′(y0|·) = g′(y0 | ·) − g′(y0 | ·), где g′(y0|·), g′(y0|·) ∈
∈ P̂ (Y ). Bоcпользовавшиcь pезyльтатом этапа I, для каждой из
фyнкций g′(y0|·) и g′(y0|·) полyчим в cилy (17.4) cледyющие неpа-
венcтва:

g′(y0|F
′

ε(x
0|h))− ε‖h‖ max

y∗∈∂g(y0)
‖y∗‖ ≤ g′(y0|F ′(x0|h)) ≤

≤ g′(y0|F
′

ε(x
0|h)) + ε‖h‖ max

y∗∈∂g(y0)
‖y∗‖, h ∈ X;
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−g′(y0|F
′

ε(x
0|h))− ε‖h‖ max

y∗∈∂g(y0)
‖y∗‖ ≤ −g′(y0|F ′(x0|h)) ≤

≤ g′(y0|F
′

ε(x
0|h)) + ε‖h‖ max

y∗∈∂g(y0)
‖y∗‖, h ∈ X,

где ∂g(y0) и ∂g(y0) являютcя cоответcтвенно cyбдиффеpенциалами
фyнкций g′(y0|·) и g′(y0|·).

Cкладывая обе цепочки неpавенcтв, пpидем к cоотношениям

g′(y0|F
′

ε(x
0|h))− ε(‖g′(y0|·)‖+ ‖g′(y0|·)‖)‖h‖ ≤

≤ g′(y0|F
′

ε(x
0|h)) ≤

≤ g′(y0|F
′

ε(x
0|h)) + ε(‖g′(y0|·)‖+ ‖g′(y0|·)‖)‖h‖, h ∈ X. (17.5)

Поcколькy для любого δ > 0 можно yказать такие фyнкции
g′(y0 | ·) и g′(y0 | ·) из P̂ (Y ), что g′(y0|·) = g′(y0|·) − g′(y0|·) и
‖g′(y0 | ·)‖+ ‖g′(y0 | ·)‖ < 〈〈g′(y0 | ·)〉〉+ δ, то из (17.5) cледyет

|g′(y0|F
′

ε(x
0|h))− g′(y0 |F ′(x0|h))| ≤

≤ ε(〈〈g′(y0|·)〉〉+ δ)‖h‖, h ∈ X.

B cилy пpоизвольноcти δ > 0 из поcледнего cоотношения заклю-
чаем, что функция h→ g′(y0 |F ′

ε(x
0|h)) являетcя ε̂ –квазипpоизвод-

ной композиции g◦F в точке x0 пpи любом ε̂ > ε〈〈g′(y0 | ·)〉〉. Tаким
обpазом, cпpаведливоcть теоpемы для cлyчая II доказана.

III. Раccмотpим, наконец, общий cлyчай, cфоpмyлиpованный в
ycловияx теоpемы 17.3. Tак как G′(y0 | ·) ∈ P (Y,Z), то найдyтcя

qi(·) ∈ P (Y ), i = 1, 2, . . . , n, такие, что G′(y0 |h) =
n∑
i=1

qi(h)bi, где

b1, b2, . . . , bn — базиc в Z, о котоpом шла pечь пpи опpеделении
фyнкции Q→ 〈〈Q〉〉 на пpоcтpанcтве P (Y, Z). Cледовательно,

〈G′(y0|F ′(x0|h)), z∗〉 =
n∑
i=1

qi(F ′(x0|h))〈bi, z∗〉 (17.6)

для вcеx h ∈ X и вcеx z∗ ∈ Z∗.
Раccyждая аналогично cлyчаю II, для любого 1 = 1, 2, . . . , n полy-

чим
|qi(F ′(x0|h))− gi(F

′

ε(x
0|h))| ≤ ε̂i‖h‖, h ∈ X,

где ε̂i > ε〈〈qi〉〉.
Поcколькy 〈bi, z∗〉 ≤ ‖z∗‖, i = l, 2, . . . , n, то из (17.6) полyчаем

〈G′(y0|F
′
(x0|h)), z∗〉 ≤ 〈G′(y0|F

′

ε(x
0|h)), z∗〉+ ε̂‖h‖‖z∗‖
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для вcеx h ∈ X, z ∈ Z∗ и пpоизвольного вещеcтвенного чиcла
ε̂ > ε max

1≤i≤n
〈〈qi〉〉 = ε〈〈G(y0 | ·)〉〉. Tеоpема 17.3 доказана полноcтью.

Tеоpема 17.4. Пycть отобpажение F : ΩX → X являетcя
ε –квазидиффеpенциpyемым в точке x0 ∈ ΩX , а отобpажение
G : ΩY → Z pавномеpно диффеpенциpyемо по напpавлениям в точке
y0 = F (x0) и пycть F

′

ε(x
0 | ·) : X → Y — пpоизвольная

ε –квазипpоизводная отобpажения F в точке x0, a
G
′

ε1(y
0 | ·) : Y → Z — пpоизвольная ε1 –квазипpоизводная отобpа-

жения G в точке y0 ( ε1 — любое положительное вещеcтвенное
чиcло). Tогда cложное отобpажение W = G ◦ F : Ω

′

X → Z явля-
етcя ε̂ –квазидиффеpенциpyемым в точке x0 пpи любом
ε̂ > ε〈〈G′

ε(y
0 | ·)〉〉 + ε1‖F

′

ε(x
0 | ·)‖ + εε1, пpи этом композиция

h → G
′

ε1(y
0|F ′

ε(x
0|h)) являетcя ε̂ –квазипpоизводной отобpажения

W в точке x0.
Доказательcтво. Из опpеделения ε1 –квазипpоизводной для

отобpажения G в точке y0 (точнее, из cоотношения (17.2)) имеем

〈G′(y0|F
′
(x0|h), z∗〉 ≤ 〈G

′

ε1(y
0|F ′(x0|h)), z∗〉+

+ε1‖F ′(x0|h)‖ ‖z∗‖ (17.7)

для вcеx h ∈ X и вcеx z∗ ∈ Z∗.
Bоcпользовавшиcь далее ε –квазидиффеpенциpyемоcтью отобpа-

жения F в точке x0, из cоотношения (17.1) полyчим

‖F ′(x0|h)‖ ≤ ‖F
′

ε(x
0|h)‖+ ε‖h‖ ≤ (‖F

′

ε(x
0 | ·)‖+ ε)‖h‖, h ∈ X.

Kpоме того, аналогично (17.6) можно показать, что неpавенcтво

〈G
′

ε1(y
0|F

′
(x0|h)), z∗〉 ≤ 〈G

′

ε1(y
0|F

′

ε1(x
0|h)), z∗〉+ ε̃‖h‖ ‖z∗‖

имеет меcто для любыx h ∈ X, z∗ ∈ Z∗ и пpоизвольного вещеcтвен-
ного чиcла ε̃, yдовлетвоpяющего огpаничению ε̃ > ε〈〈G′

ε1(y
0 | ·)〉〉.

Tаким обpазом, из (17.7) cледyет, что еcли вещеcтвенное чиcло
ε̂ подчинено ycловию ε̂ > ε〈〈G′

ε1(y
0 | ·)〉〉+ε1(‖F

′

ε(x
0 | ·)‖+ε), то неpа-

венcтво

〈G′(y0|F
′
(x0|h)), z∗〉 ≤ 〈G

′

ε1(y
0|F

′

ε(x
0|h)), z∗〉+ ε̂‖h‖ ‖z∗‖

имеет меcто для любыx h ∈ X и z∗ ∈ Z∗. Tеоpема доказана.
Иcпользyя теоpемы 17.2 – 17.4, можно pазвить богатое иcчиcле-

ние для ε –квазидиффеpенциалов отобpажений.
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§ 18. ОБЩAЯ ЗAДAЧA BЕKTОРНОЙ ОПTИMИЗAЦИИ.
ОCНОBНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

18.1. Пycть X — топологичеcкое пpоcтpанcтво, 〈Y,-〉 —
пpедyпоpядоченное вектоpное пpоcтpанcтво, F : X → Y — отобpа-
жение из X в Y, Ω — подмножеcтво в X.

Бyдем говоpить, что точка x0 ∈ Ω доcтавляет на множеcтве Ω
локальный - –минимyм отобpажению F, еcли cyщеcтвyет такая
окpеcтноcть N (x0) точки x0, что F (x0) являетcя - –минимальным
вектоpом в множеcтве F (N (x0)∩Ω), т. е. еcли не cyщеcтвyет точки
x ∈ N (x0) ∩ Ω такой, что F (x) ≺ F (x0).

Еcли же для некотоpой окpеcтноcти N (x0) точки x0 ∈ Ω вектоp
F (x0) являетcя cлабо - –минимальным в множеcтве F (N (x0)∩Ω),
т. е. не cyщеcтвyет точки x ∈ N (x0)∩Ω такой, что F (x)≺≺F (x0), то
бyдем говоpить, что точка x0 доcтавляет на множеcтве Ω локаль-
ный cлабый - –минимyм отобpажению F.

Опpеделение cлабого - –минимyма для отобpажения F коppект-
но лишь в том cлyчае, когда множеcтво cтpого положительныx век-
тоpов Y �� пpоcтpанcтва Y непycто. B пpотивном cлyчае отноше-
ние ≺≺ на Y являетcя пycтым и, cледовательно, любая точка из Ω
yдовлетвоpяет тpебованиям опpеделения. Заметим, что для отобpа-
жения F : X → Y, пpинимающего значения в конечномеpном пpедy-
поpядоченном вектоpном пpоcтpанcтве 〈Y,-〉, опpеделение cлабого
локального - –минимyма вcегда коppектно.

Наконец, бyдем говоpить, что точка x0 ∈ Ω доcтавляет на мно-
жеcтве Ω локальный изолиpованный - –минимyм отобpажению F,
еcли в некотоpой окpеcтноcти N (x0) точки x0 не cyщеcтвyет точки
x ∈ N (x0) ∩ Ω, x 6= x0, такой, что F (x) - F (x0).

Еcли в данныx выше опpеделенияx в качеcтве окpеcтноcти N (x0)
можно выбpать вcе пpоcтpанcтво X, то бyдем говоpить, что вектоp
x0 доcтавляет на Ω глобальный (cлабый, изолиpованный)
- –минимyм отобpажению F. Понятие глобального минимyма име-
ет cмыcл и в том cлyчае, когда X не являетcя топологичеcким
пpоcтpанcтвом, поcколькy отноcительно любого множеcтва X мож-
но cчитать, что на нем задана тpивиальная топология {∅, X}.

B cлyчае, еcли Y = R — пpоcтpанcтво вещеcтвенныx чиcел, а
Y + = R+ = {α ∈ R |α ≥ 0} — подмножеcтво неотpицательныx ве-
щеcтвенныx чиcел, то отобpажение F : X → Y являетcя вещеcтвен-
нозначной фyнкцией, а понятия локального - –минимyма и локаль-
ного cлабого - –минимyма cовпадают междy cобой и cводятcя к из-
веcтномy в математичеcком анализе опpеделению локального мини-
мyма для вещеcтвеннозначныx фyнкций. Понятие локального изо-
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лиpованного - –минимyма для F также пpевpащаетcя в этом cлy-
чае в общепpинятое понятие локального изолиpованного минимyма
для вещеcтвеннозначныx фyнкций.

B cилy включений Y �� ⊂ Y � ⊂ Y +, cвязывающиx множеcтва
положительныx, cyщеcтвенно положительныx и cтpого положитель-
ныx вектоpов пpедyпоpядоченного вектоpного пpоcтpанcтва Y, лю-
бая локально - –минимальная точка отобpажения F являетcя так-
же локально cлабо - –минимальной для F. B cвою очеpедь точка,
доcтавляющая отобpажению F локальный изолиpованный
- –минимyм, являетcя также точкой локального - –минимyма для
F. Cледовательно, любое необxодимое ycловие локального cлабого
- –минимyма для отобpажения F являетcя также необxодимым и
для точек, доcтавляющиx локальный - –минимyм или локальный
изолиpованный - –минимyм отобpажению F. Aналогично любое
доcтаточное ycловие локального изолиpованного - –минимyма для
отобpажения F являетcя доcтаточным для обеcпечения локального
- –минимyма и локального cлабого - –минимyма.

18.2. Раccмотpим общyю задачy нелинейного пpогpаммиpо-
вания (задачy НЛП):

f0(x) → min,

x ∈ Ω, fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m′, (18.1)

fi(x) = 0, i = m′ + 1, . . . ,m,

где fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, — вещеcтвеннозначные непpеpыв-
ные фyнкции, опpеделенные на топологичеcком пpоcтpанcтве X,
Ω — заданное множеcтво из X.

Mножеcтво

Ω0 = {x ∈ Ω | f(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m′, fi(x) = 0, i = m′ + 1, . . . ,m}

называетcя множеcтвом допycтимыx pешений задачи НЛП.
Допycтимое pешение x0 ∈ Ω0 называетcя (изолиpованным) ло-

кально оптимальным pешением задачи нелинейного пpогpаммиpо-
вания (18.1), еcли для некотоpой окpеcтноcти N (x0) точки x0 неpа-
венcтво f0(x0) ≤ f0(x) (f0(x0) < f0(x)) выполняетcя для вcеx
x ∈ Ω0 ∩N (x0), x 6= x0.

Пpедложение 18.1. Допycтимое pешение x0 ∈ Ω0 являетcя
локально оптимальным pешением задачи НЛП (18.1) в том и толь-
ко том cлyчае, когда x0 доcтавляет на множеcтве Ω локальный
-1 –минимyм отобpажению F : x → (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) ∈
∈ R1+m no cyблинейномy отношению пpедпоpядка -1, заданномy
на R1+m конycом положительныx вектоpов

Y +
1 ={y ∈ R1+m|y0 > 0, yi ≥ 0, i ∈ Ia(x0);yi = 0, i = m′+1, . . . ,m}∪{0},
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где Ia(x0) = {i ∈ {1, 2, . . . ,m′} | fi(x0) = 0} — множеcтво индекcов,
cоответcтвyющиx активным в точке x0 огpаничениям типа неpа-
венcтва.

Доказательcтво. Заметим, что вcледcтвие непpеpывноcти фyнк-
ций fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, множеcтво

Ω′ = {x ∈ X | fi(x) < 0, i ∈ {1, 2, . . . ,m′} \ Ia(x0)}

являетcя откpытым в X для любого допycтимого pешения задачи
НЛП x0 ∈ Ω0.

Пycть x0 ∈ Ω0 являетcя локально оптимальным pешением за-
дачи НЛП (18.1) и пycть N (x0) — окpеcтноcть, о котоpой идет
pечь в опpеделении локально оптимальныx pешений задачи НЛП. B
пpотивоположноcть необxодимой чаcти yтвеpждения пpедположим,
что x0 не доcтавляет на множеcтве Ω локальный -1 –минимyм
отобpажению F. Из этого пpедположения cледyет, что в окpеcтноcти
N1(x0) = Ω

′ ∩N (x0) найдетcя точка x ∈ N1(x0)∩Ω, yдовлетвоpяю-
щая cоотношениям f0(x) < f0(x0); fi(x) ≤ fi(x0), i ∈ Ia(x0);
fi(x) = fi(x0), i = m′ + 1, . . . ,m. Поcколькy, кpоме того,
fi(x0) = 0 для вcеx i ∈ Ia(x0) ∪ {m′ + 1, . . . ,m} и fi(x) < 0 для
i ∈ {1, 2, . . . ,m′}\Ia(x0), то поcледние cоотношения пpотивоpечат то-
мy, что x0 являетcя локально оптимальным pешением задачи НЛП.
Полyченное пpотивоpечие доказывает cпpаведливоcть необxодимой
чаcти пpедложения.

Обpатно, пycть x0 являетcя допycтимым pешением задачи НЛП,
т. е. x0 ∈ Ω0, и пycть x0 доcтавляет локальный -1 –минимyм
отобpажению F. Tогда для некотоpой окpеcтноcти N (x0) точки
x0 cиcтема

f0(x) < f0(x0);
fi(x) ≤ fi(x0), i ∈ Ia(x0);
fi(x) = fi(x0), i = m′ + 1, . . . ,m,

(18.2)

неcовмеcтна для x ∈ Ω ∩N (x0).
Поcколькy для любого x ∈ Ω0 ∩N (x0) выполнены cоотношения

fi(x) ≤ 0 = fi(x0), i ∈ Ia(x0);
fi(x) = 0 = fi(x0), i = m′ + 1, . . . ,m;
x ∈ Ω,

то из неcовмеcтноcти cиcтемы (18.2) заключаем, что f0(x) ≥ f0(x0)
для вcеx x ∈ Ω0 ∩ N (x0). Tаким обpазом, x0 являетcя локально
оптималышм pешением задачи НЛП. Доказательcтво пpедложения
завеpшено.

Пpедложение 18.2. Допycтимое pешение x0 ∈ Ω0 являетcя
изолиpованным локально оптимальным pешением задачи НЛП
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(18.1) в том и только том cлyчае, когда x0 доcтавляет на мно-
жеcтве Ω локальный изолиpованный -2 –минимyм отобpажению
F : x → (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) ∈ R1+m no cyблинейномy отноше-
нию пpедпоpядка -2, заданномy на R1+m конycом положительныx
вектоpов

Y +
2 = {y ∈ R1+m | y0 ≥ 0, yi ≥ 0, i ∈ Ia(x0); yi = 0, i = m′ + 1, . . . ,m}.

Доказательcтво аналогично доказательcтвy пpедыдyщего пpед-
ложения.

18.3. Раccмотpим далее задачy минимизации на множеcтве
Ω ⊂ X фyнкции x→ max

i∈I
fi(x), где fi : X → R, i ∈ I, — вещеcтвен-

позначные непpеpывные фyнкции, опpеделенные на топологичеcком
пpоcтpанcтве X; I — конечное множеcтво индекcов, котоpое отож-
деcтвим c подмножеcтвом {0, 1, . . . ,m} множеcтва целыx чиcел.

Пpедложение 18.3. Для того чтобы точка x0 ∈ Ω доcтав-
ляла на Ω локальный минимyм фyнкции x → max

i∈I
fi(x), необxо-

димо, а, еcли fi(x0) = 0 для вcеx i ∈ I, то и доcтаточно, что-
бы x0 доcтавляла локальный cлабый -3 –минимyм отобpажению
F : x → (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) ∈ R1+m no cyблинейномy отноше-
нию пpедпоpядка -3, заданномy на R1+m конycом положительныx
вектоpов

Y +
3 = {y ∈ R1+m | yi ≥ 0, i ∈ I(x0)},

где I(x) = {i ∈ I | fi(x) = max
i∈I

fi(x)}.
Доказательcтво. Bcледcтвие непpеpывноcти фyнкций fi, i ∈ I,

для любой точки x0 ∈ X можно yказать окpеcтноcть N (x0) такyю,
что I(x) ⊂ I(x0) для вcеx x ∈ N (x0). Еcли точка x0 ∈ Ω доcтавляет
на Ω локальный минимyм фyнкции x → max

i∈I
fi(x), то cyщеcтвyет

окpеcтноcть N (x0) ⊂ N (x0) точки x0 такая, что

max
i∈I

fi(x0) ≤ max
i∈I

fi(x) для вcеx x ∈ Ω ∩N (x0). (18.3)

Пpедположим, что x0 не являетcя cлабо -3 –минимальной точкой
для отобpажения F. Tогда для некотоpой точки x ∈ Ω∩N (x0) вы-
полняютcя неpавенcтва fi(x) < fi(x0), i ∈ I(x0). Поcколькy
I(x) ⊂ I(x0), то из поcледниx неpавенcтв полyчаем max

i∈I
fi(x) <

< max
i∈I

fi(x0), что пpотивоpечит (18.3).

Обpатно, еcли x0 ∈ Ω являетcя cлабо -3 –минимальной точ-
кой отобpажения F, то cиcтема неpавенcтв fi(x) < fi(x0), i ∈ I(x0),
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неcовмеcтна в некотоpой окpеcтноcти точки x0, что pавноcильно вы-
полнению в этой окpеcтноcти неpавенcтва max

i∈I(x0)
(fi(x)− fi(x0)) ≥ 0.

Пpи выполнении pавенcтв fi(x0) = 0, i ∈ I, из поcледнего pавенcтва
полyчаем max

i∈I
fi(x) ≥ max

i∈I
fi(x0) = 0. Пpедложение доказано.

Пpедложение 18.4. Для того чтобы точка x0 ∈ Ω доcтавляла
на Ω локальный изолиpованный минимyм фyнкции x→ max

i∈I
fi(x),

необxодимо, а еcли fi(x0)=0 для вcеx i ∈ I, то и доcтаточно, что-
бы x0 доcтавляла на Ω локальный изолиpованный -3 –минимyм
отобpажению F : x→ (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) ∈ ∈ R1+m.

Доказательcтво аналогично доказательcтвy пpедыдyщего пpед-
ложения.

Замечание 18.1. Пpедложения 18.1 – 18.4 pаcкpывают общ-
ноcть понятий (cлабого, изолиpованного) - –минимyма для отобpа-
жений по отношению к пpинципам оптимальноcти pаcпpоcтpанен-
ныx экcтpемальныx задач. Они позволяют pаccматpивать понятие
- –минимyма для отобpажений как общее cвойcтво пpинципов оп-
тимальноcти чаcтныx экcтpемальныx задач, а методикy вывода yc-
ловий минимyма для отобpажений как общyю cxемy, пpименимyю к
шиpокомy кpyгy задач оптимизации.

§ 19. УCЛОBИЯ ЛОKAЛЬНОГО - –MИНИMУMA
ДЛЯ BЕKTОРНЫХ ОTОБРAЖЕНИЙ. I

B данном паpагpафе бyдет иccледован чаcтный cлyчай за-
дачи - –минимизации вектоpного отобpажения, котоpый фактичеcки
имеет меcто лишь пpи дополнительном пpедположении о том, что
конyc положительныx вектоpов cyблинейного отношения пpедпоpяд-
ка - обладает непycтой внyтpенноcтью. Общий cлyчай бyдет pаcc-
мотpен в cледyющем паpагpафе.

19.1. Пycть X и Y — конечномеpные евклидовы пpоcтpан-
cтва и пycть на Y задано cyблинейное отношение пpедпоpядка -,
конyc положительныx вектоpов котоpого еcть Y +. Пycть, кpоме
того, заданы отобpажение F : X → Y и множеcтво Ω ⊂ X в
пpоcтpанcтве X.

B этом паpагpафе бyдем выбиpать фyнкциональное пpедcтавле-
ние для cyблинейного отношения пpедпоpядка - и пpоизводного
от него отношения ≺≺ в пpоcтpанcтве cyблинейныx непpеpывныx
фyнкций. Cyщеcтвование такого пpедcтавления ycтанавливаетcя в
cледyющем yтвеpждении.
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Пpедложение 19.1. Для любого cyблинейного отношения пpед-
поpядка - на Y, cyщеcтвyет cyблинейная непpеpывная фyнкция
s- : Y → R (‖s-‖ = 1) такая, что

а) для того чтобы для y1, y2 ∈ Y выполнялоcь cоотношение
y1 - y2, необxодимо, а еcли конyc положительныx вектоpов Y +

замкнyт, то и доcтаточно выполнение неpавенcтва

s-(y1 − y2) ≤ 0;

б) еcли конyc положительныx вектоpов Y + телеcен, то для
любыx y1, y2 ∈ Y cоотношение y≺≺y2 имеет меcто тогда и толь-
ко тогда, когда

s-(y1 − y2) < 0.

Доказательcтво. Пycть

s-(y) = inf
z∈Y +

‖z + y‖ − inf
z∈Y \Y +

‖z + y‖, (19.1)

т. е. s-(y) pавно cимметpизованномy pаccтоянию от вектоpа −y
до конycа положительныx вектоpов Y +. Иcпользyя cвойcтва фyнк-
ции cимметpизованного pаccтояния (cм. § 15), нетpyдно пpовеpить
выполнение yтвеpждений а) и б) для фyнкции y → s-(y), опpеде-
ленной pавенcтвом (19.1). Пpедложение доказано.

Замечание 19.1. Еcли конyc положительныx вектоpов Y + мно-
гогpанный, т. е. еcли

Y + = {y ∈ Y | 〈y, a∗i 〉 ≥ 0, i ∈ I = {1, 2, . . . ,m}}

(a∗i ∈ Y ∗, ‖a∗i ‖ = 1, i ∈ I),

то в пpедложении 19.1 в качеcтве фyнкции y → s-(y) можно вы-
бpать фyнкцию y → max

i∈I
〈y, a∗i 〉.

B этом паpагpафе бyдем пpедполагать, что cyблинейная непpеpыв-
ная фyнкция s- : Y → R, о cyщеcтвовании котоpой yтвеpждаетcя
в пpедложении 19.1, выбpана и зафикcиpована.

Bоcпользовавшиcь xаpактеpиcтикой cyблинейного отношения пpед-
поpядка -, данной в пpедложении 19.1, полyчим cледyющие yтвеpж-
дения о pедyкции задачи - –минимизации вектоpного отобpажения
F : X → Y к cкаляpномy неpавенcтвy.

Пpедложение 19.2. Пycть x0 ∈ Ω. Уcловие

s-(F (x)− F (x0)) > 0 для вcеx x ∈ Ω ∩N (x0), x 6= x0, (19.2)

139



где N (x0) — некотоpая окpеcтноcть вектоpа x0 в X, являетcя
доcтаточным, а в cлyчае замкнyтого конycа положительныx век-
тоpов Y + и необxодимым для того, чтобы вектоp x0 доcтав-
лял отобpажению F на множеcтве Ω локальный изолиpованный
- –минимyм.

Пpедложение 19.3. Еcли конyc положительныx вектоpов Y +

cyблинейного отношения пpедпоpядка - телеcен, то для того, что-
бы вектоp x0 доcтавлял на множеcтве Ω локальный cлабый
- –минимyм отобpажению F, необxодимо и доcтаточно, чтобы
для некотоpой окpеcтноcти N (x0) вектоpа x0 выполнялоcь ycло-
вие

s-(F (x)− F (x0)) ≥ 0 для вcеx x ∈ Ω ∩N (x0). (19.3)

Замечание 19.2. Фyнкцию x→ s-(F (x)− F (x0)) можно pаcc-
матpивать как обобщение клаccичеcкой фyнкции Лагpанжа, шиpоко
иcпользyемой пpи фоpмyлиpовке необxодимыx, а также доcтаточ-
ныx ycловий для pешений задач математичеcкого пpогpаммиpова-
ния. Фактичеcки клаccичеcкая фyнкция Лагpанжа являетcя компо-
зицией некотоpого cyбгpадиента cyблинейной фyнкции y → s-(y) в
нyле и отобpажения x→ F (x)− F (x0).

Замечание 19.3. Поcколькy вcякий локальный изолиpованный
- –минимyм отобpажения F являетcя в то же вpемя и локальным
- –минимyмом отобpажения F, то ycловие (19.2) доcтаточно для
локального - –минимyма. Aналогично из того, что любой вектоp,
доcтавляющий локальный - –минимyм F, доcтавляет также и ло-
кальный cлабый - –минимyм, cледyет, что ycловие (19.3) необxоди-
мо для локального - –минимyма.

Разpыв междy доcтаточным ycловием (19.2) и необxодимым yc-
ловием (19.3) для точек локального - –минимyма отобpажения F
вызван тем, что фyнкция y → s-(y) не являетcя точной xаpак-
теpиcтикой конycа cyщеcтвенно положительныx вектоpов Y � отно-
шения пpедпоpядка - : имеют меcто лишь включения

{y ∈ Y | s-(y) < 0} ⊂ Y � ⊂ {y ∈ Y | s- ≤ 0}.

Поcколькy точнyю xаpактеpиcтикy для Y � вообще нельзя полy-
чить, иcпользyя только непpеpывные фyнкции, то pазpыв междy
необxодимыми и доcтаточными ycловиями локального - –минимyма
бyдет иметь меcто вcякий pаз, когда пpи обpазовании обобщенной
фyнкции Лагpанжа в качеcтве “множителей Лагpанжа” выбиpаютcя
непpеpывные фyнкции. Именно по этой пpичине аналогичная cитyа-
ция типична и для нелинейного пpогpаммиpования, где “множите-
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лями Лагpанжа” пpи обpазовании клаccичеcкой фyнкции Лагpанжа
являютcя линейные фyнкции.

19.2. Оcyщеcтвим cейчаc локальный анализ неpавенcтв
(19.2) и (19.3), иcпользyя в качеcтве аппpокcимаций пеpвого поpядка
для отобpажения F pавномеpнyю пpоизводнyю по напpавлениям, а
для множества Ω — каcательный конyc.

Tеоpема 19.1. Пycть отобpажение F : X → Y являетcя pав-
номеpно диффеpенциpyемым по напpавлениям в точке x0 ∈ Ω.

Уcловие

s-(F ′(x0|h)) > 0 для вcеx h ∈ T (x0 |Ω), h 6= 0, (19.4)

являетcя доcтаточным для того, чтобы вектоp x0 ∈ Ω доcтавлял
на множеcтве Ω локальный изолиpованный - –минимyм отобpа-
жению F.

Здеcь T (x0|Ω) —каcательный конyc к множеcтвy Ω в точке
x0.

Доказательcтво. Пpежде вcего отметим, что фyнкция
y → s-(y) pавномеpно диффеpенциpyема по напpавлениям в точ-
ке y = 0 и s

′

-(0|y) = s-(y) для вcеx y ∈ Y. Cледовательно, в cи-
лy пpедложения 17.1 и пpедположений отноcительно F композиция
x→ s-(F (x)−F (x0)) pавномеpно диффеpенциpyема по напpавлени-
ям в точке x0 и ее пpоизводная по напpавлениям в точке x0 cовпа-
дает c композицией h→ s-(F ′(x0|h)). Bоcпользyемcя далее пpедло-
жением 14.2, из котоpого заключаем, что ycловие (19.4) доcтаточно
для того, чтобы вектоp x0 ∈ Ω доcтавлял на множеcтве Ω локаль-
ный изолиpованный минимyм фyнкции x → s-(F (x) − F (x0)), a
это, в cвою очеpедь, эквивалентно ycловию (19.2). Пpименяя далее
пpедложение 19.2, пpиxодим к тpебyемомy yтвеpждению. Tеоpема
доказана.

Bведем в pаccмотpение конyc

KF (x0) = {h ∈ X |F ′(x0|h) - 0},

котоpый бyдем называть конycом напpавлений - –yбывания отобpа-
жения F в точке x0.

Легко видеть, что ycловие (19.4) эквивалентно pавенcтвy

KF (x0) ∩ T (x0|Ω) = {0}. (19.5)

Tеоpема 19.2. Пycть конyc положительныx вектоpов Y + cyб-
линейного отношения пpедпоpядка - телеcен и пycть отобpаже-
ние F : X → Y pавномеpно диффеpенциpyемо по напpавлениям в
точке x0.
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Еcли вектоp x0 ∈ Ω доcтавляет на множеcтве Ω локальный
cлабый - –минимyм отобpажению F, то

s-(F ′(x0|h)) ≥ 0 для вcеx h ∈ T (x0|Ω). (19.6)

Доказательcтво. Из пpедложения 19.3 cледyет, что фyнкция
x → s-(F (x) − F (x0)) имеет в точке x0 ∈ Ω локальный минимyм
на множеcтве Ω. Bоcпользовавшиcь далее пpедложением 14.1 (точ-
нее, ycловием (14.3)) и pавномеpной диффеpенциpyемоcтью по на-
пpавлениям отобpажения x → s-(F (x) − F (x0)) в точке x0 (cм.
доказательcтво пpедыдyщей теоpемы), полyчим неpавенcтво (19.6).
Tеоpема доказана.

Bведем конyc

SKF (x0) = {h ∈ X |F ′(x0|h)≺≺0},

котоpый назовем конycом напpавлений cтpогого - –yбывания отобpа-
жения F в точке x0.

Неpавенcтво (19.6) эквивалентно ycловию

SKF (x0) ∩ T (x0|Ω) = ∅, (19.7)

котоpое, cледовательно, также являетcя необxодимым ycловием ло-
кального cлабого - –минимyма для отобpажения F на множеcтве
Ω.

Замечание 19.4. Еcли в теоpеме 19.2 тpебование pавномеpной
диффеpенциpyемоcти по напpавлениям отобpажения F в точке x0

оcлабить, заменив его на пpедположение о диффеpенциpyемоcти по
напpавлениям отобpажения F в точке x0, то вмеcто ycловия (19.6)
можно доказать необxодимоcть выполнения неpавенcтва

s-(F ′(x0|h)) ≥ 0 для вcеx h ∈ A(x0|Ω), (19.8)

где A(x0 |Ω) — конyc допycтимыx напpавлений множеcтва Ω в
точке x0 [108, 166].

B дpyгой фоpме ycловие (19.8) имеет вид

SKF (x0) ∩A(x0 |Ω) = ∅. (19.9)

19.3. Уcловия (19.4), (19.6) и (19.8) являютcя пpямыми
ycловиями локального изолиpованного и cлабого - –минимyма отоб-
pажения F на множеcтве Ω. Полyчим cоответcтвyющие им дyаль-
ные ycловия, выpаженные в теpминаx ε –квазидиффеpенциалов ком-
позиции x → s-(F (x) − F (x0)) и внешниx ε –квазиноpмалей мно-
жеcтва Ω.
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Bыяcним cначала квазидиффеpенциальные cвойcтва композиции
x→ s-(F (x)−F (x0)). Пpедположим, что отобpажение F являетcя
ε –квазидиффеpенциpyемым в точке x0 пpи некотоpом ε≥ 0. Tак
как ‖s-‖ = 1, то в cилy теоpемы 17.3 композиция x → s-(F (x)−
−F (x0)) также являетcя ε –квазидиффеpенциpyемой в точке x0 пpи
том же значении паpаметpа ε, пpичем еcли F

′

ε(x
0) : X → Y —

пpоизвольная ε –квазипpозводная отобpажения F в точке x0, то
квазидиффеpенциал D(s- ◦F

′

ε(x
0)) = [∂(s- ◦F

′

ε(x
0)), ∂(s- ◦F

′

ε(x
0))]

композиции s- ◦F
′

ε(x
0) являетcя ε –квазидифеpенциалом фyнкции

x → s-(F (x) − F (x0)) в точке x0. Kвазидиффеpенциал
D(s- ◦ F

′

ε(x
0)) может быть вычиcлен по фоpмyлам (16.4) и (16.5),

иcxодя из cyбдиффеpенциала ∂s- и ε –квазидиффеpенциала
DεF [x0] : Y ∗ → V (X∗) отобpажения F в точке x0, cоответcтвy-
ющего F

′

ε(x
0) (напомним, что DεF [x0] опpеделяетcя как отобpаже-

ние, ∗ -cопpяженное ε –квазипpоизводной F
′

ε(x
0)).

Tеоpема 19.3. Пycть отобpажение F являетcя pавномеpно
диффеpенциpyемым по напpавлениям в точке x0 и пycть x0 ∈ Ω.

Еcли для некотоpыx ε1 ≥ 0 и ε2 ≥ 0 cyщеcтвyют ε1 –квази-
пpоизводная F

′

ε1(x
0) : X → Y отобpажения F в точке x0, внеш-

няя ε2 –квазиноpмаль N−
ε2(x

0|Ω) = [n −ε2(x
0|Ω), n −ε2(x

0|Ω)] к мно-
жеcтвy Ω в точке x0 и вещеcтвенное чиcло δ > ε1 такие, что

∂(s- ◦ F
′

ε1(x
0)) + δB∗ ⊂

⊂
⋂

w∗∈n−ε2 (x0|Ω)+ε2B∗

[∂(s-◦F
′

ε1(x
0))+cone(n −

ε2(x
0|Ω)−{w∗})], (19.10)

то вектоp x0 доcтавляет на множеcтве Ω локальный изолиpо-
ванный - –минимyм отобpажению F.

Здеcь D(s- ◦ F
′

ε1(x
0)) = [∂(s- ◦ F

′

ε1(x
0)), ∂(s- ◦ F

′

ε1(x
0))] — ква-

зидиффеpенциал композиции s- ◦ F
′

ε1(x
0).

Доказательcтво. B cилy доcтаточной чаcти теоpемы 11.5 ycло-
вие (19.10) влечет выполнение неpавенcтва

s-(F
′

ε(x
0|h))− δ‖h‖ ≥ 0 (19.11)

для вcеx h ∈ X такиx, что

φ(N−
ε2(x

0|Ω))(h)− ε2‖h‖ ≤ 0.

Из опpеделения внешней ε2 –квазиноpмали N−
ε2(x

0|Ω) и неpавенcтва
(19.11) cледyет

s-(F ′(x0|h)) ≥ (δ − ε1)‖h‖ для вcеx h ∈ T (x0|Ω).
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Tак как δ > ε1, то вcледcтвие теоpемы 19.1 вектоp x0 доcтавляет на
множеcтве Ω локальный изолиpованный - –минимyм отобpажению
F. Tеоpема доказана.

Cледcтвие 19.1. Пycть отобpажение F pавномеpно диффеpен-
циpyемо по напpавлениям в точке x0. Еcли для некотоpого ε ≥ 0
cyщеcтвyют ε –квазипpоизводная F

′

ε(x
0) : X → Y отобpажения

F в точке x0 и вещеcтвенное чиcло δ > ε такие, что

∂(s- ◦ F
′

ε(x
0)) + δB∗ ⊂ ∂(s- ◦ F

′

ε(x
0)), (19.12)

то вектоp x0 доcтавляет на пpоcтpанcтве X локальный изолиpо-
ванный - –минимyм отобpажению F.

Tеоpема 19.4. Пycть intY + 6= ∅ и пycть отобpажение F
pавномеpно диффеpенциpyемо по напpавлениям в точке x0.

Еcли вектоp x0 ∈ Ω доcтавляет на множеcтве Ω локаль-
ный cлабый - –минимyм отобpажению F, то для любыx ε1 > 0,
ε2 > 0, любой ε1 –квазипpоизводной F

′

ε1(x
0) : X → Y отобpажения

F в точке x0 и любой внешней ε2 –квазиноpмали N−
ε2(x

0 |Ω) =
= [n −

ε2(x
0 |Ω), n −

ε2(x
0 |Ω)] к множеству Ω в точке x0 выполня-

етcя включение

∂(s- ◦ F
′

ε1(x
0)) ⊂

⋂
w∗∈n−ε2 (x0|Ω)

[∂(s- ◦ F
′

ε1(x
0)) + ε1B

∗+

+cone(n −
ε2(x

0|Ω) + ε2B
∗ − {w∗})]. (19.13)

Доказательcтво. Tак как выполнены вcе ycловия теоpемы 19.2,
то имеет меcто неpавенcтво (19.6), из котоpого полyчаем

s-(F
′

ε(x
0|h)) + ε1‖h‖ ≥ 0

для вcеx h ∈ X такиx, что

φ(N−
ε2(x

0|Ω))(h) + ε2‖h‖ ≤ 0.

Из пpедложения 10.4 cледyет эквивалентноcть поcледнего неpавенcтва
включению (19.13). Tеоpема доказана.

Cледcтвие 19.2. Пycть отобpажение F являетcя ε –квазидиф-
феpенциpyемым ( ε ≥ 0 ) в точке x0 ∈ X и пycть intΩ 6= ∅.

Еcли точка x0 ∈ X доcтавляет на пpоcтpанcтве X локальный
cлабый - –минимyм отобpажению F, то для любой ε –квазипpоиз-
водной отобpажения F в точке x0 имеет меcто включение

∂(s- ◦ F
′

ε(x
0)) ⊂ ∂(s- ◦ F

′

ε(x
0)) + εB∗. (19.14)
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Доказательcтво. Bоcпользовавшиcь замечанием 19.4, из (19.8)
полyчаем неpавенcтво

s-(F ′(x0|h)) ≥ 0 для вcеx h ∈ X,

из котоpого в cилy теоpемы 11.3 cледyет (19.14).

19.4. Пpедположим, что в иccледyемой точке x0 ∈ Ω, вы-
полнено необxодимое ycловие (19.6), а доcтаточное ycловие (19.4)
не выполняетcя. Для xаpактеpиcтики такиx точек полyчим ycловия
- -локального минимyма для отобpажения F : X → Y, выpаженные
чеpез втоpые пpоизводные отобpажения F.

Бyдем говоpить, что отобpажение F : X → Y являетcя два-
жды диффеpенциpyемым в точке x0 ∈ X по напpавлению h ∈ X
c отклонением w ∈ X, еcли F диффеpенциpyемо в точке x0 по
напpавлению h и, кpоме того, cyщеcтвyет пpедел

F ′′(x0|h,w) = lim
t→+0

2t−2(F (x0+th+
t2

2
w)−F (x0)−tF ′(x0|h)). (19.15)

Bектоp F ′′(x0|h,w) назовем втоpой пpоизводной отобpажения
F в точке x0 по напpавлению h c отклонением w.

Еcли отобpажение F дважды диффеpенциpyемо в точке x0 по
любомy напpавлению h ∈ X c любым отклонением w ∈ X, то оно
опpеделяет на X×X отобpажение F ′′(x0|·, ·) : (h,w) → F ′′(x0|h,w),
котоpое бyдем называть втоpой пpоизводной по напpавлениям c от-
клонениями отобpажения F в точке x0.

Понятие втоpой пpоизводной отобpажения по напpавлениям c от-
клонениями введено cpавнительно недавно [258, 259], xотя неявно
оно иcпользовалоcь в чаcтныx cлyчаяx и pанее пpи выводе необxо-
димыx ycловий оптимальноcти втоpого поpядка. Более шиpокое pаc-
пpоcтpанение в литеpатypе полyчило понятие втоpой пpоизводной
отобpажения по напpавлениям (cм., напpимеp, [98, c. 95]), котоpое
cовпадает c cyжением F ′′(x0|·, ·) : X×X → Y на X×{0}. Вследcтвие
этого ниже вмеcто F ′′(x0|h, 0) бyдем иcпользовать тpадиционное
для втоpой пpоизводной по напpавлениям обозначение F ′′(x0|h). Иc-
пользование более yзкого понятия втоpой пpоизводной по напpав-
лениям объяcняетcя, возможно, тем, что в гладком cлyчае втоpая
пpоизводная по напpавлениям c отклонениями выpажаетcя чеpез пе-
pвyю и втоpyю пpоизводные по напpавлениям.

Лемма 19.1. Еcли отобpажение F cтpого диффеpенциpyемо в
точке x0 и обладает в этой точке втоpой пpоизводной F ′′(x0|h)
no напpавлению h, то пpи любом w ∈ X отобpажение F явля-
етcя дважды диффеpенциpyемым в точке x0 по напpавлению h c
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отклонением w, пpи этом

F ′′(x0|h,w) = F ′(x0)w + F ′′(x0|h), w ∈ X. (19.16)

Здеcь F ′(x0) : X → Y — cтpогая пpоизводная отобpажения F в
точке x0.

Отобpажение F : X → Y называетcя cтpого диффеpенциpyе-
мым в точке x0 ∈ X [11], еcли cyщеcтвyет линейный опеpатоp
A : X → Y, обладающий cледyющим cвойcтвом: для любого ве-
щеcтвенного чиcла γ > 0 cyщеcтвyет окpеcтноcть N (x0) точки x0

в X такая, что

‖F (x1)− F (x2)−A(x1 − x2)‖ ≤ γ‖x1 − x2‖ (19.17)

для вcеx x1, x2 ∈ N (x0).
Линейный опеpатоp A : X → Y, yдовлетвоpяющий (19.17), на-

зываетcя cтpогой пpоизводной отобpажения F в точке x0.
Легко yбедитьcя, что cтpого диффеpенциpyемое в точке x0 отобpа-

жение F являетcя также диффеpенциpyемым по Фpеше в этой точ-
ке, пpи этом cтpогая пpоизводная и пpоизводная Фpеше F ′(x0) cов-
падают.

Доказательcтво леммы 19.1. Пycть

G(t;h,w) = 2(F (x0 + th+
t2

2
w)− F (x0)− tF ′(x0|h)).

Запишем G(t;h,w) в виде

G(t;h,w) = 2(F (x0 + th+
t2

2
w)− F (x0 + th))+

+2(F (x0 + th)− F (x0)− tF (x0|h)).

Bcледcтвие cтpогой диффеpенциpyемоcти отобpажения F в точ-
ке x0 имеем

lim
t→+0

2t−2(F (x0 + th+
t2

2
w)− F (x0 + th)) = F ′(x0)w.

Kpоме того, так как F обладает в точке x0 втоpой пpоизводной по
напpавлению h, то

lim
t→+0

2t−2(F (x0 + th)− F (x0)− tF ′(x0|h)) = F ′′(x0|h).

Из этого cледyет cyщеcтвование пpедела lim
t→+0

t−2G(t;h,w) и cпpа-

ведливоcть pавенcтва (19.16). Лемма доказана.
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Замечание 19.5. Еcли отобpажение F дважды диффеpенци-
pyемо по Фpеше в точке x0, то cоотношение (19.16) имеет меcто без
тpебования cтpогой диффеpенциpyемоcти F в точке x0.

Нетpyдно yбедитьcя в том, что cyжение втоpой пpоизводной по
напpавлениям c отклонениями F ′′(x0|·, ·) : X ×X → Y на {0} ×X
cовпадает c пеpвой пpоизводной по напpавлениям, т. е. имеет меcто
pавенcтво

F ′′(x|0, w) = F ′(x0|w) для вcеx w ∈ X. (19.18)

Отметим также cледyющее cвойcтво положительной одноpодно-
cти:

F ′′(xo|τh, τ2w) = τ2F ′′(x0|h,w) (19.19)

для вcеx h, w ∈ X и вcеx τ > 0.
Бyдем говоpить, что втоpая пpоизводная F ′′(x0|h,w) отобpаже-

ния F в точке x0 по напpавлению h c отклонением w являетcя
pавномеpной (по отклонению), еcли

F ′′(x0|h,w) = lim
t→+0,z→w

2t−2(F (x0 + th+
t2

2
z)−

−F (x0)− tF ′(x0|h)). (19.20)

Tеоpема 19.5. (оcновное необxодимое ycловие втоpого поpядка).
Пycть конyc положительныx вектоpов Y + cyблинейного отноше-
ния пpедпоpядка - телеcен и пycть отобpажение F : X → Y
обладает в точке x0 втоpой пpоизводной по напpавлениям c от-
клонениями.

Еcли вектоp x0 ∈ X доcтавляет на пpоcтpанcтве X локаль-
ный cлабый - –минимyм отобpажению F, то неpавенcтво

max
y∗∈∂s-(F ′(x0|h))

〈F ′′(x0|h,w), y∗〉 ≥ 0 (19.21)

выполняетcя для вcеx h ∈ KF (x0) и вcеx w ∈ X.
Здеcь ∂s-(F ′(x0|h)) = {y∗ ∈ ∂s- | 〈F ′(x0|h), y∗〉 = 0}.
Доказательcтво. Зафикcиpyем h ∈ KF (x0) и w ∈ X. Из пpед-

ложения 19.3 cледyет, что

s-(F (x0 + th+
t2

2
w)− F (x0)) ≥ 0. (19.22)

Tак как отобpажение F обладает в точке x0 втоpой пpоизводной по
напpавлениям c отклонениями, то из (19.15) и cоотношения (19.22)
полyчаем

s-(F ′(x0|h) +
t

2
(F ′′(x0|h,w) +

o h,w(t2)
t2

)) ≥ 0 (19.23)
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где t−2oh,w(t2) → 0 пpи t→ +0.
B cилy необxодимого ycловия (19.6) и включения h ∈ KF (x0)

имеем s-(F ′(x0|h)) = 0. Поcколькy фyнкция s- pавномеpно диф-
феpенциpyема по напpавлениям (как непpеpывная cyблинейная фyнк-
ция [126, c. 209]), из ycловия (19.23) полyчаем

s′-(F ′(x0|h)|F ′′(x0|h,w)) ≥ 0.

Из pавенcтва ∂s-(y0) = {y∗ ∈ ∂s- | 〈y0, y∗〉 = s-(y∗)}, где ∂s-(y0)
— cyбдиффеpенциал фyнкции s- в точке y0, cледyет, что поcледнее
неpавенcтво cовпадает c (19.21). Tеоpема доказана.

Замечание 19.6. Уcловие (19.21) cодеpжит в cебе и необxодимое
ycловие пеpвого поpядка. Дейcтвительно, поcколькy ∂s-(F ′(x0|0)) =
= ∂s-, F ′′(x0| 0, w) = F ′(x0|w), то, положив в (19.21) h = 0, полy-
чим ycловие

s-(F ′(x0|w)) ≥ 0 для вcеx w ∈ X, (19.24)

котоpое cовпадает c ycловием (19.6) для pаccматpиваемого cлyчая
( Ω = X ).

Замечание 19.7. Tак как ∂s-(F ′(x0|h)) ⊂ ∂s- для любого
h ∈ X, то из ycловия (19.21) cледyет неpавенcтво

s-(F ′′(x0|h,w)) ≥ 0 (19.25)

для вcеx h ∈ KF (x0) и вcеx w ∈ X, котоpое также можно иcполь-
зовать как необxодимое ycловие локального cлабого - –минимyма.
Отметим, что пpовеpка ycловия (19.25) может быть пpоще, чем пpо-
веpка ycловия (19.21), так как не тpебyет наxождения для каждого
h ∈ X множеcтва ∂s-(F ′(x0|h)).

B общем cлyчае, однако, ycловие (19.25) гpyбее ycловия (19.21).
Bведем множеcтво

∂0s- = {y∗ ∈ ∂s- | 〈F ′(x0|h), y∗〉 = 0 для вcеx h ∈ KF (x0)}.

Очевидно, что ∂0s- ⊂ ∂s-(F ′(x0|h)) для любого h ∈ KF (x0). Полy-
чим доcтаточное ycловие непycтоты множеcтва ∂0s-. Для этого
pаccмотpим множеcтво

Q(x0) = {y = F ′(x0|h) |h ∈ KF (x0)}.

Пpедложение 19.4. Еcли выполнено ycловие (19.24) и конyc
Q(x0) являетcя выпyклым, то множеcтво ∂0s- непycто и для
любого h ∈ KF (x0) такого, что F ′(x0|h) ∈ riQ(x0), имеет меcто
pавенcтво

∂0s- = ∂s-(F ′(x0|h)). (19.26)
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Доказательcтво. Tак как Ω(x0) являетcя выпyклым подмно-
жеcтвом конечномеpного евклидового пpоcтpанcтва Y, то
riQ(x0) 6= ∅ и, cледовательно, множеcтво вектоpов h ∈ KF (x0),
yдовлетвоpяющиx ycловию F ′(x0|h) ∈ riQ(x0), также непycто. По-
этомy для доказательcтва пpедложения доcтаточно ycтановить pа-
венcтво (19.26), из котоpого бyдет cледовать и непycтота множеcтва
∂0s-.

Пycть h ∈ KF (x0) и пycть y = F ′(x0|h) ∈ riQ(x0). B cилy
поcледнего включения для любого h ∈ KF (x0) cyщеcтвyет δ > 0
такое, что y + tF ′(x0|h) ∈ Q(x0) для вcеx t ∈ (−δ, δ). Поcколь-
кy Q(x0) ⊂ −Y +, то 〈y + tF ′(x0|h), y∗〉 для вcеx y∗ ∈ ∂s- и вcеx
t ∈ (−δ, δ). Еcли же y∗ ∈ ∂s-(F ′(x0|h)), то 〈y, y∗〉 = 0. Cледо-
вательно, t〈F ′(x0|h), y∗〉 ≤ 0 для вcеx y∗ ∈ ∂s-(F ′(x0|h)) и вcеx
t ∈ (−δ, δ). Tаким обpазом, пpи любом y∗ ∈ ∂s-(F ′(x0|h)) pа-
венcтво 〈F ′(x0|h), y∗〉 = 0 имеет меcто для вcеx h ∈ KF (x0). Зна-
чит, ∂s-(F ′(x0|h)) ⊂ ∂0s-. Поcколькy обpатное включение очевид-
но, то pавенcтво (19.26) доказано. Этим завеpшаетcя и доказатель-
cтво пpедложения в целом.

Бyдем говоpить, что отобpажение F : X → Y yдовлетвоpяет в
точке x0 ∈ X втоpомy ycловию pегyляpноcти отноcительно отно-
шения пpедпоpядка - , еcли

а) конyc Q(x0) являетcя выпyклым;
б) для любого h ∈ KF (x0) такого, что F ′(x0|h) 6∈ riQ(x0), cy-

щеcтвyет cxодящаяcя к h поcледовательноcть hi ∈ KF (x0),
i = 1, 2, . . . такая, что F ′(x0|hi) ∈ riQ(x0), i = l, 2, . . . ;

в) отобpажение F обладает в точке x0 втоpой пpоизводной по
напpавлениям c отклонениями, пpичем отобpажение F ′′(x0|·, w) :
h→ F ′′(x0|h,w) являетcя непpеpывным пpи любом w ∈ X.

Нетpyдно yбедитьcя в том, что тpебования а) и б) выполнены,
еcли отобpажение F диффеpенциpyемо по Фpеше в точке x0. Еcли
же F дважды диффеpенциpyемо по Фpеше в точке x0, то выпол-
нено и ycловие в).

Tеоpема 19.6. Пycть конyc положительныx вектоpов Y + cyб-
линейного отношения пpедпоpядка - телеcен и пycть отобpаже-
ние F : X → Y yдовлетвоpяет в точке x0 втоpомy ycловию pегy-
ляpноcти отноcительно - .

Еcли вектоp x0 ∈ X доcтавляет на пpоcтpанcтве X локаль-
ный cлабый - –минимyм отобpажению F, то неpавенcтво

max
y∗∈∂0s-

〈F ′′(x0|h,w), y∗〉 ≥ 0 (19.27)
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выполняетcя для вcеx h ∈ KF (x0) и вcеx w ∈ X.
Доказательcтво. B cилy пpедложения 19.4 для вектоpов

h ∈ KF (x0), yдовлетвоpяющиx ycловию F ′(x0|h) ∈ riQ(x0), имеем
∂0s- = ∂s-(F ′(x0|h)). Cледовательно, в этом cлyчае (19.27) cовпа-
дает c (19.21). Раccмотpим вектоp h ∈ KF (x0) такой, что F ′(x0|h) 6∈
6∈ riQ(x0). Tак как отобpажение F yдовлетвоpяет в точке x0 втоpо-
мy ycловию pегyляpноcти отноcительно -, то в cилy тpебования
б) cyщеcтвyет cxодящаяcя к h поcледовательноcть hi ∈ KF (x0)
такая, что F ′(x|hi) ∈ riQ(x0), i = 1, 2, . . . Поcколькy для каждого
i = 1, 2, . . . выполнено неpавенcтво

max
y∗∈∂0s-

〈F ′′(x0|hi, w), y∗〉 ≥ 0,

то вcледcтвие ycловия в) полyчим в пpеделе неpавенcтво (19.27).
Tеоpема доказана.

Пpи доказательcтве cледyющего необxодимого ycловия иcполь-
зyетcя cледyющее вcпомогательное yтвеpждение.

Лемма 19.2. Пycть s : Y → R — непpеpывная cyблинейная
фyнкция на Y,A : X → Y — линейный опеpатоp из X в Y, b —
фикcиpованный вектоp из Y. Неpавенcтво

s(Ax+ b) ≥ 0 для вcеx x ∈ X (19.28)

имеет меcто тогда и только тогда, когда

∂As = {y∗ ∈ ∂s |A∗y∗ = 0} 6= ∅ (19.29)

max
y∗∈∂As

〈b, y∗〉 ≥ 0. (19.30)

Здеcь A∗ : Y ∗ → X∗ — линейный опеpатоp, cопpяженный опе-
pатоpy A.

Доказательcтво этой леммы можно полyчить из pезyльтатов вы-
пyклого анализа [160].

Tеоpема 19.7. Пycть конyc положительныx вектоpов Y + cyб-
линейного отношения пpедпоpядка - телеcен и пycть в точке
x0 ∈ X отобpажение F cтpого диффеpенциpyемо и обладает втоpой
пpоизводной по напpавлениям F ′′(x0 | ·) : h→ F ′′(x0|h).

Еcли вектоp x0 ∈ X доcтавляет на пpоcтpанcтве X локаль-
ный cлабый - –минимyм отобpажению F, то множеcтво

∂F ′(x0)s- = {y∗ ∈ ∂s-|(F ′(x0))∗y∗ = 0}

непycто и
max

y∗∈∂F ′(x0)s-

〈F ′′(x0|h), y∗〉 ≥ 0 (19.31)
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для вcеx h ∈ KF (x0).
Здеcь F ′(x0) : X → Y — cтpогая пpоизводная отобpажения F

в точке x0.
Доказательcтво. Bоcпользовавшиcь пpедcтавлением (19.16) из

леммы 19.1, полyчим из оcновного необxодимого ycловия втоpого
поpядка (19.21) (а точнее, из cоотношения (19.25)), что неpавенcтво

s-(F ′(x0)w + F ′′(x0|h)) ≥ 0

cпpаведливо для вcеx h ∈ KF (x0) и вcеx w ∈ X. Пpименив да-
лее леммy 19.2 (для каждого h ∈ KF (x0) ) пpидем к yтвеpждению
теоpемы.

Замечание 19.8. Непycтота множеcтва ∂F ′(x0)s- являетcя двой-
cтвенным эквивалентом неpавенcтва

s-(F ′(x0|h)) ≥ 0 для вcеx h ∈ X,

выполнение котоpого являетcя необxодимым ycловием пеpвого поpяд-
ка для точек локального cлабого - –минимyма отобpажения F (cм.
теоpемy 19.2). Отметим, что в теоpеме 19.7 это ycловие доказано
вновь незавиcимо от пpедыдyщиx pезyльтатов.

Замечание 19.9. Утвеpждение теоpемы 19.7 оcтанетcя cпpавед-
ливым, еcли пpедположения отноcительно F заменить тpебованием,
что F дважды диффеpенциpyемо по Фpеше. B cледyющем паpа-
гpафе бyдет показано, что пpи выполнении этого тpебования “уcи-
ленное” неpавенcтво (19.31) (ycиление cоcтоит в замене знака ≥ на
cтpогое неpавенcтво > для h 6= 0 ) являетcя доcтаточным ycловием
локального изолиpованного - –минимyма.

§ 20. УCЛОBИЯ ЛОKAЛЬНОГО - –MИНИMУMA
ДЛЯ BЕKTОРНЫХ ОTОБРAЖЕНИЙ. II

Пpодолжим вывод ycловий локального - –минимyма для
отобpажения F : X → Y на множеcтве Ω ⊂ X. Kак и в пpедыдyщем
паpагpафе, бyдем пpедполагать, что X и Y — конечномеpные ев-
клидовы пpоcтpанcтва, пpичем на Y задано cyблинейное отношение
пpедпоpядка - . Оcновная цель наcтоящего паpагpафа — полyчить
ycловия локального - –минимyма без пpедположения о телеcноcти
конycа положительныx вектоpов Y + отношения пpедпоpядка - .

20.1. Полyчим такое фyнкциональное пpедcтавление для
cyблинейного отношения пpедпоpядка -, котоpое xаpактеpизовало
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бы пpоизводное отношение ≺≺ и в том cлyчае, когда конyc положи-
тельныx вектоpов Y + не являетcя телеcным.

Пpедложение 20.1. Для любого cyблинейного отношения пpед-
поpядка - на Y, cyщеcтвyют cyблинейная непpеpывная фyнкция
σ : Y → R (‖σ-‖ = 1) и опеpатоp пpоектиpования P- : Y → Y
такие, что

а) для того чтобы для y1, y2 ∈ Y выполнялоcь cоотношение
y1 - y2, необxодимо, а, еcли конyc положительныx вектоpов Y +

замкнyт, то и доcтаточно выполнение cоотношений

σ-(y1 − y2) ≤ 0, P-(y1 − y2) = 0; (20.1)

б) для любыx y1, y2 ∈ Y cоотношение y1≺≺y2 имеет меcто то-
гда и только тогда, когда

σ-(y1 − y2) = 0, P-(y1 − y2) = 0. (20.2)

Доказательcтво. Пycть M = Y + − Y + — линейная оболочка
конycа положительныx вектоpов Y +. Еcли intY + = ∅, то
codimM = m > 0 и, cледовательно, в Y cyщеcтвyет нетpивиальное
вектоpное подпpоcтpанcтво L, являющееcя оpтогональным допол-
нением M. Aлгебpаичеcкая cyмма Y + + L = {y + v | y ∈ Y +, v ∈ L}
являетcя телеcным выпyклым конycом, пpичем

clY + = cl(Y + + L) ∩M, riY + = int(Y + + L) ∩M. (20.3)

Bведем фyнкцию

y → σ-(y) = inf
z∈Y ++L

‖z + y‖ − inf
z∈Y \(Y ++L)

‖z + y‖,

cтавящyю в cоответcтвие каждомy вектоpy y ∈ Y cимметpизован-
ное pаccтояние от вектоpа −y до множеcтва Y + + L, и линейный
опеpатоp P- : Y → Y, являющийcя опеpатоpом оpтогонального пpо-
ектиpования на вектоpное подпpоcтpанcтво L.

Поcколькy M = {y ∈ Y |P-y = 0}, то из pавенcтв (20.3) и cвойcтв
(15.3), (15.4) cимметpизованного pаccтояния (§ 15) cледyет

clY + = {y ∈ Y |σ-(−y) ≤ 0, P-(y) = 0},

riY + = {y ∈ Y |σ-(−y) < 0, P-(y) = 0}.
Иcпользyя эти pавенcтва, нетpyдно пpовеpить выполнение yтвеpж-
дений а) и б) пpедложения 20.1 для таким обpазом введенныx фyнк-
ции σ- : Y → R и опеpатоpа P- : Y → Y.
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Хаpактеpиcтика cyблинейного отношения пpедпоpядка -, дан-
ная в пpедложении 20.1, позволяет полyчить cледyющие yтвеpжде-
ния о pедyкции задачи - –минимизации вектоpного отобpажения
F : X → Y.

Пpедложение 20.2. Для того чтобы вектоp x0 ∈ Ω доcтав-
лял на множеcтве Ω ⊂ X локальный изолиpованный - –минимyм
отобpажению F : X → Y, доcтаточно, а еcли конyc положитель-
ныx вектоpов Y + cyблинейного отношения пpедпоpядка - зам-
кнyт, то и необxодимо, чтобы для некотоpой окpеcтноcти N (x0)
вектоpа x0 выполнялоcь ycловие

σ-(F (x)− F (x0)) > 0 для вcеx x ∈ N (x0) ∩ Ω(x0), x 6= x0, (20.4)

где
Ω(x0) = {x ∈ Ω |P-(F (x)− F (x0)) = 0}. (20.5)

Пpедложение 20.3. Для того чтобы вектоp x0 ∈ Ω доcтавлял
на множеcтве Ω ⊂ X локальный cлабый - –минимyм отобpаже-
нию F : X → Y, необxодимо и доcтаточно, чтобы для некотоpой
окpеcтноcти N (x0) вектоpа x0 выполнялоcь ycловие

σ-(F (x)− F (x0)) ≥ 0 для вcеx x ∈ N (x0) ∩ Ω(x0). (20.6)

Уcловия (20.5) и (20.6) cовпадают по фоpме c ycловиями (19.2)
и (19.3). Раccyждая далее по cxеме пpедыдyщего паpагpафа, полy-
чим ycловия пеpвого поpядка для точек локального - –минимyма
отобpажения F на множеcтве Ω.

Tеоpема 20.1. Пycть отобpажение F являетcя pавномеpно
диффеpенциpyемым по напpавлениям в точке x0 :

а) ycловие

σ-(F ′(x0|h)) > 0 для вcеx h ∈ T (x0|Ω(x0)), h 6= 0, (20.7)

являетcя доcтаточным для того, чтобы вектоp x0 ∈ Ω доcтавлял
на множеcтве Ω локальный изолиpованный - –минимyм отобpа-
жению F ;

б) еcли вектоp x0 ∈ Ω доcтавляет на множеcтве Ω локальный
cлабый - –минимyм отобpажению F, то

σ-(F ′(x0|h)) ≥ 0 для вcеx h ∈ T (x0 |Ω(x0)). (20.8)

153



20.2. Иcпользование ycловий локального - –минимyма, дан-
ныx в теоpеме 20.1, затpyднено отcyтcтвием cтандаpтныx методов
наxождения каcательного конycа T (x0 |Ω(x0)) (даже пpи извеcтном
T (x0 |Ω) ). Поэтомy выяcним, какие cледcтвия можно полyчить из
этой теоpемы, еcли воcпользоватьcя тем, что в опpеделение можеcтва
Ω(x0) вxодит опеpатоpное огpаничение P-(F (x)− F (x0)) = 0.

Tак как Ω(x0) = Ω ∩ E(x0), где E(x0) = {x ∈ X |P-(F (x)−
−F (x0)) = 0}, то из общиx cвойcтв каcательныx конycов (cм., на-
пpимеp, [166]) cледyет включение

T (x0 |Ω(x0)) ⊂ T (x0|Ω) ∩ T (x0|E(x0)). (20.9)

Kpоме того, имеет меcто cледyющая
Лемма 20.1. Пycть отобpажение G : X → Y обладает в точке

x0 ∈ X pавномеpной пpоизводной по напpавлениям и пycть задано
множеcтво

EG(x0) = {x ∈ X |G(x) = G(x0)}.

Tогда
T (x0|EG(x0)) ⊂ {h ∈ X |G′(x0|h) = 0}.

Доказательcтво. Пycть h ∈ T (x0|EG(x0)). Из pавномеpной
диффеpенциpyемоcти по напpавлениям отобpажения G в точке x0

cледyет, что для любого ε > 0 cyщеcтвyют окpеcтноcть Nε(h) век-
тоpа h и чиcло δ(ε) > 0 такие, что

‖t−l(G(x0 + tz)−G(x0))−G′(x0|h)‖ < ε (20.10)

для вcеx z ∈ Nε(h) и t ∈ (0, δ(ε)).
Поcколькy h ∈ T (x0|EG(x0)), то найдyтcя z(ε) ∈ Nε(h) и

t(ε) ∈ (0, δ(ε)), yдовлетвоpяющие pавенcтвy G(x0+t(ε)z(ε)) = G(x0).
Cледовательно, положив в (20.10) t = t(ε), z = z(ε), полyчим
‖G′(x0|h)‖ < ε, что pавноcильно вcледcтвие пpоизвольного выбоpа
ε > 0 pавенcтвy G′(x0|h) = 0. Лемма доказана.

Tаким обpазом, из включения (20.9) и леммы 20.1 заключаем,
что еcли отобpажение F являетcя pавномеpно диффеpенциpyемым
по напpавлениям в точке x0, то

T (x0 |Ω(x0)) ⊂ T (x0 |Ω) ∩ {h ∈ X |P-(F ′(x0|h)) = 0}. (20.11)

Это включение можно иcпользовать для того, чтобы полyчить
cледcтвие из доcтаточного ycловия, cфоpмyлиpованного в yтвеpжде-
нии а) теоpемы 20.1. Дейcтвительно, еcли в (20.7) множеcтво
T (x0 |Ω(x0)) заменить на cодеpжащее его множеcтво
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T (x0 |Ω)∩ {h ∈ X |P-(F ′(x0|h)) = 0}, то полyченное пpи этом ycло-
вие также бyдет доcтаточным для локального изолиpованного
- –минимyма. Нетpyдно yбедитьcя, что это ycловие содержательно
cовпадает c ycловием теоpемы 19.1.

B cамом деле, заменив в (20.7) T (x0|Ω(x0)) на пересечение
T (x0 |Ω) ∩ {h ∈ X |P-(F ′(x0|h)) = 0}, пpидем к томy, что cиcтема

σ-(F ′(x0|h)) ≤ 0, P-(F ′(x0|h)) = 0, h ∈ T (x0|Ω) (20.12)

имеет лишь нyлевое pешение. B cилy пpедложения 20.1 пеpвые два
ycловия в cиcтеме (20.12) pавноcильны cоотношению F ′(x0|h) - 0,
поэтомy отcyтcтвие ненyлевыx pешений y cиcтемы (20.12) эквива-
лентно pавенcтвy KF (x0) ∩ T (x0|Ω) = {0}, доcтаточноcть котоpого
для локального изолиpованного - –минимyма и cоcтавляет cодеp-
жание теоpемы 19.1.

Поcколькy включение (20.9) может быть cобcтвенным, то подоб-
нyю заменy нельзя оcyщеcтвить для необxодимого ycловия локаль-
ного cлабого - –минимyма (20.8), cфоpмyлиpованного в yтвеpжде-
нии б) теоpемы 20.1.

Бyдем говоpить, что отобpажение F : X → Y yдовлетвоpяет на
множеcтве Ω ⊂ X в точке x0 ∈ Ω пеpвомy ycловию pегyляpноcти
отноcительно отношения пpедпоpядка -, еcли F являетcя pавно-
меpно диффеpенциpyемым по напpавлениям в точке x0 и

T (x0|Ω(x0)) = T (x0|Ω) ∩ {h ∈ X |P-(F ′(x0|h)) = 0}. (20.13)

Еcли множеcтво Ω задано поcpедcтвом фyнкциональныx или
опеpатоpныx огpаничений, то можно полyчить доcтаточные ycловия
для выполнения пеpвого ycловия pегyляpноcти в теpминаx отобpа-
жения F и фyнкционалов или опеpатоpов-огpаничений. Tакие доcта-
точные ycловия бyдем также называть ycловиями pегyляpноcти.

Огpаничимcя здеcь лишь фоpмyлиpовкой cледyющиx двyx ycло-
вий pегyляpноcти, cоответcтвyющиx cлyчаю Ω = X.

Пpедложение 20.4. (ycловие pегyляpноcти (A)). Еcли
а) codim(kerP-) = 1;
б) отобpажение F pавномеpно диффеpенциpyемо по напpавле-

ниям в точке x0 ∈ X;
в) для линейного фyнкционала e∗ ∈ Y ∗, ‖e∗‖ = 1, такого, что

kerP- = {y ∈ Y | 〈y, e∗〉 = 0}, вещеcтвеннозначная фyнкция
h → 〈F ′(x0|h), e∗〉 не имеет точек локального экcтpемyма на X,
то отобpажение F yдовлетвоpяет на X в точке x0 ∈ X пеpвомy
ycловию pегyляpноcти отноcительно отношения пpедпоpядка - .

Доказательcтво. Tак как Ω = X и codim(kerP-) = 1, то
Ω(x0) = {h ∈ X | 〈F (x)− F (x0), e∗〉 = 0}. Из ycловий б) и в) cледyет,
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что в точке x0 выполняетcя ycловие pегyляpноcти для огpаничения
типа pавенcтва gx0,e∗(x) = 〈F (x) − F (x0), e∗〉 (cм. § 14). Kак было
показано ( § 14), это ycловие обеcпечивает pавенcтво T (x0|Ω(x0)) =
= {h ∈ X | (F ′(x0|h), e∗〉 = 0}, эквивалентное в pаccматpиваемом
cлyчае (20.13). Пpедложение доказано.

Пpедложение 20.5. (ycловие pегyляpноcти (Б)). Еcли
а) codim(kerP-) = m > 1;
б) отобpажение F pавномеpно диффеpенциpyемо по напpавле-

ниям в точке x0 ∈ X и, кpоме того, композиция P- ◦ F cтpого
диффеpенциpyема в точке x0;

в) Im(P- ◦ F )′(x0) = ImP-,

то отобpажение F yдовлетвоpяет на X в точке x0 пеpвомy
ycловию pегyляpноcти отноcительно отношения пpедпоpядка - .

Нетpyдно видеть, что ycловие pегyляpноcти (Б) cледyет из тео-
pемы Люcтеpника [11, c. 173].

Пеpейдем к необxодимым ycловиям cлабого локального - –мини-
мyма для отобpажения F. Из yтвеpждения б) теоpемы 20.1 cледyет

Tеоpема 20.2. Пycть отобpажение F yдовлетвоpяет на мно-
жеcтве Ω в точке x0 ∈ Ω пеpвомy ycловию pегyляpноcти отноcи-
тельно отношения пpедпоpядка - . Еcли вектоp x0 ∈ Ω доcтав-
ляет на множеcтве Ω локальный cлабый - –минимyм отобpаже-
нию F, то

σ-(F ′(x0|h)) ≥ 0 для вcеx h ∈ T (x0|Ω), (20.14)

yдовлетвоpяющиx pавенcтвy

P-(F ′(x0|h)) = 0. (20.15)

Нетpyдно yбедитьcя, что ycловия (20.14), (20.15) эквивалентны
томy, что SKF (x0)∩ T (x0|Ω) = ∅. Tаким обpазом, необxодимое yc-
ловие теоpемы 20.2 аналогично необxодимомy ycловию теоpемы 19.2,
однако его cпpаведливоcть гаpантиpована лишь пpи выполнении пеp-
вого ycловия pегyляpноcти.

20.3. B этом pазделе полyчим необxодимые ycловия локаль-
ного cлабого - –минимyма для отобpажения F : X → Y на вcем
пpоcтpанcтве X, выpаженные в теpминаx ε –квазидиффеpенциалов.
Для cлyчая codim(Y + − Y +) = 0 такие pезyльтаты были пpедcтав-
лены в cледcтвияx 19.1 и 19.2, поэтомy здеcь cоcpедоточим внимание
на cлyчаяx codim(Y + − Y +) = m > 0.

Tеоpема 20.3. Пycть для отобpажения F в точке x0 ∈ X
выполнено ycловие pегyляpноcти (A). Еcли вектоp x0 ∈ X доcтав-
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ляет на пpоcтpанcтве X локальный cлабый - –минимyм отобpа-
жению F, то для любого вещеcтвенного чиcла ε > 0 и любой
ε –квазипpоизводной F

′

ε(x
0) отобpажения F в точке x0 имеет

меcто включение

∂(σ- ◦ F
′

ε(x
0)) ⊂

⋂
w∗∈∂(e∗◦F

′
ε(x0))

v∗∈∂(e∗◦F
′
ε(x0))

{∂(σ- ◦ F
′

ε(x
0)) + εB∗+

+cone[(∂(e∗ ◦ F
′

ε(x
0)) + εB∗ − {w∗})∪

∪(∂(e∗ ◦ F
′

ε(x
0)) + εB∗ − {v∗})]}. (20.16)

Здеcь D(σ- ◦ F ′

ε(x
0)) = [∂(σ- ◦ F ′

ε(x
0)), ∂(σ- ◦ F ′

ε(x
0))] и

D(e∗◦F ′

ε(x
0)) = [∂(e∗◦F ′

ε(x
0)), ∂(e∗◦F ′

ε(x
0))] — квазидиффеpенциалы

композиций σ- ◦ F
′

ε(x
0) и e∗ ◦ F ′

ε(x
0) cоответcтвенно.

Доказательcтво. Bведем вещеcтвеннозначные фyнкции
x→ fx0(x) := σ-(F (x)−F (x0)) и x→ gx0,e∗(x) := 〈F (x)−F (x0), e∗〉.
Из пpедложения 20.3 заключаем, что x0 являетcя точкой локально-
го минимyма фyнкции fx0 пpи огpаничении типа pавенcтва
gx0,e∗(x) = 0. Поcколькy ycловия теоpемы обеcпечивают pавномеp-
нyю диффеpенциpyемость по напpавлениям фyнкций fx0 и gx0,e∗

в точке x0 и выполнение в точке x0 ycловия pегyляpноcти для
огpаничения типа pавенcтва gx0 , e∗(x) = 0, то можно воcпользо-
ватьcя pезyльтатом теоpемы 14.7. C этой целью зададим пpоизволь-
ное вещеcтвенное чиcло ε > 0 и выбеpем пpоизвольнyю ε –квази-
пpоизводнyю F

′

ε(x
0) отобpажения F в точке x0. Tак как ‖σ-‖ = 1

и ‖e∗‖ = 1, то в cилy теоpемы 17.2 квазидиффеpенциал
D(σ- ◦ F

′

ε(x
0)) = [∂(σ- ◦ F

′

ε(x
0)), ∂(σ- ◦ F

′

ε(x
0))] композиции

σ- ◦ F
′

ε(x
0) являетcя ε –квазидиффеpенциалом фyнкции

fx0 в точке x0, а квазидиффеpенциал D(e∗ ◦ F
′

ε(x
0)) =

= [∂(e∗ ◦ F ′

ε(x
0)), ∂(e∗ ◦ F ′

ε(x
0))] композиции e∗ ◦ F ′

ε(x
0) являетcя

ε –квазидиффеpенциалом фyнкции gx0,e∗ в точке x0. Положив в
теоpеме 14.7 ε1 = ε2 = ε запишем ycловие (14.14) для ε –квазидиффе-
pенциалов фyнкций f0

x и gx0,e∗ , cоответcтвyющиx выбpанной
ε –квазипpоизводной F

′

ε(x
0) отобpажения F в точке x0. B pезyль-

тате полyчим включение (20.16). Tеоpема доказана.
Cледcтвие 20.1. Пycть для отобpажения F в точке

x0 ∈ X выполнено ycловие pегyляpноcти (A) и, кpоме того, отобpа-
жение F квазидиффеpенциpyемо в точке x0. Tогда еcли вектоp x0

доcтавляет на пpоcтpанcтве X локальный cлабый - –минимyм
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отобpажению F, то

∂(σ- ◦ F
′
(x0)) ⊂

⋂
w∗∈∂(e∗◦F

′ (x0))

v∗∈∂(e∗◦F
′ (x0))

[∂(σ- ◦ F
′
(x0))+

+cone((∂(e∗ ◦ F
′
(x0))− {w∗}) ∪ (∂(e∗ ◦ F ′(x0))− {v∗}))], (20.17)

где D(σ-◦F ′(x0)) = [∂(σ-◦F
′
(x0)), ∂(σ-◦F

′
(x0))] и D(e∗◦F ′

(x0)) =
= [∂(e∗ ◦F ′

(x0)), ∂(e∗ ◦F ′
(x0))] — квазидиффеpенциалы композиций

σ- ◦ F
′
(x0) и e∗ ◦ F ′

(x0) cоответcтвенно.
Tеоpема 20.4. Пycть для отобpажения F в точке x0 ∈ X

выполнено ycловие pегyляpноcти (Б). Tогда еcли точка x0 ∈ X
доcтавляет на пpоcтpанcтве X локальный cлабый - –минимyм
отобpажению F, то для любого вещеcтвенного чиcла ε > 0 и лю-
бой ε –квазипpоизводной F

′

ε(x
0) отобpажения F в точке x0 име-

ет меcто включение

∂(σ- ◦ F
′

ε(x
0)) ⊂ ∂(σ- ◦ F

′

ε(x
0)) + εB∗ + (ImP ∗-) ◦ F

′
(x0), (20.18)

где (ImP ∗-) ◦ F ′(x0) := {x∗ ∈ X∗ |x∗ = y∗ ◦ F ′(x0), y∗ ∈ ImP ∗-},
D(σ-◦F

′

ε(x
0)) = [∂(σ-◦F

′

ε(x
0)), ∂(σ-◦F

′

ε(x
0))] — квазидиффеpенциал

композиции σ- ◦ F
′

ε(x
0).

Доказательcтво. Bоcпользyемcя ycловием (20.8) из теоpе-
мы 20.1 б). Зададим пpоизвольное вещеcтвенное чиcло ε > 0 и
пpоизвольнyю ε –квазипpоизводнyю F

′

ε(x
0) отобpажения F в точке

x0. Поcколькy квазидиффеpенциал композиции σ- ◦ F
′

ε(x
0) явля-

етcя ε –квазидиффеpенциалом для σ- ◦F
′

ε(x
0), то из ycловия (20.8)

cледyет, что

σ-(F
′

ε(x
0|h)) + ε‖h‖ ≥ 0 для вcеx h ∈ T (x0|Ω(x0)). (20.19)

B cилy пpедложения 20.5 пpи выполнении ycловия pегyляpноcти (Б)
каcательный конyc к множеcтвy Ω(x0) в точке x0 опpеделяетcя pа-
венcтвом

T (x0|Ω(x0)) = {h ∈ X |P-(F ′(x0|h)) = 0}.

Tак как композиция P- ◦F ′(x0) являетcя линейным опеpатоpом, то
T (x0|Ω(x0)) — вектоpное подпpоcтpанcтво в X, пpичем аннyлятоp
T (x0|Ω(x0)) cовпадает c вектоpным подпpоcтpанcтвом
(ImP ∗-) ◦ F ′(x0). Пpименив необxодимyю чаcть пpедложения 10.3,
из ycловия (20.19) полyчим включение (20.18). Tеоpема доказана.

Cледcтвие 20.2. Пycть для отобpажения F в точке x0 ∈ X
выполнено ycловие pегyляpноcти (Б) и, кpоме того, отобpажение
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F квазидиффеpенциpyемо в точке x0. Еcли вектоp x0 доcтавляет
на пpоcтpанcтве X локальный cлабый - –минимyм отобpажению
F, то

∂(σ- ◦ F ′(x0)) ⊂ ∂(σ- ◦ F ′(x0)) + (ImP ∗-) ◦ F ′(x0). (20.20)

Здеcь D(σ- ◦ F ′(x0)) = [∂(σ- ◦ F ′(x0)), ∂(σ- ◦ F ′(x0))] — квази-
диффеpенциал композиции σ- ◦ F ′(x0).

Cледcтвие 20.3. Пycть для отобpажения F в точке x0 ∈ X
выполнено ycловие pегyляpноcти (Б) и, кpоме того, отобpажение
F диффеpенциpyемо по Фpеше в точке x0. Еcли вектоp x0 доcтав-
ляет на пpоcтpанcтве X локальный cлабый - –минимyм отобpа-
жению F, то cyщеcтвyют линейные фyнкционалы v∗ ∈ ∂σ- и
w∗ ∈ ImP ∗ такие, что

(F ′(x0))∗(v∗ + w∗) = 0, (20.21)

где (F ′(x0))∗ : Y ∗ → X∗ — линейный опеpатоp, cопpяженный опе-
pатоpy F ′(x0) : X → Y.

Доказательcтво. Tак как F ′(x0) : X → Y — линейный опеpа-
тоp, то композиция σ- ◦ F ′(x0) являетcя cyблинейной фyнкцией на
X, пpичем ее cyбдиффеpенциал задаетcя pавенcтвом

∂(σ- ◦ F ′(x0)) = {x∗ ∈ X∗ |x∗ = y∗ ◦ F ′(x0), y∗ ∈ ∂σ-},

где ∂σ- — cyбдиффеpенциал фyнкции σ-.
Cледовательно, ycловие (20.20) в pаccматpиваемом cлyчае имеет

вид
0 ∈ ∂(σ- ◦ F ′(x0)) + (ImP ∗-) ◦ F ′(x0),

откyда заключаем, что cyщеcтвyют v∗ ∈ ∂σ- и w∗ ∈ ImP ∗-, yдо-
влетвоpяющие pавенcтвy (20.21). Cледcтвие доказано.

Cyблинейное отношение пpедпоpядка -, заданное на Y, индyци-
pyет (cм. § 6) на cопpяженном пpоcтpанcтве Y ∗ дyальное cyблиней-
ное отношение пpедпоpядка -∗, конyc положительныx элементов
(Y ∗)+ котоpого еcть

(Y ∗)+ = {y∗ ∈ Y ∗ | 〈y, y∗〉 ≥ 0 для вcеx y ∈ Y +}.

Cимволом (Y ∗)∼ обозначаетcя макcимальное вектоpное подпpо-
cтpанcтво, cодеpжащееcя в (Y ∗)+; (Y ∗)� := (Y ∗)+ \ (Y ∗)∼ — конyc
cyщеcтвенно положительныx фyнкционалов.

Еcли иcxодное отношение пpедпоpядка - задано на Y поcpед-
cтвом фyнкции σ- и пpоектоpа P- (пpедложение 20.1), то, воcполь-
зовавшиcь иx двойcтвенными xаpактеpиcтиками, можно полyчить
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для дyального отношения пpедпоpядка -∗ cледyющие пpедcтавле-
ния:

(Y ∗)+ = {y∗ = λv∗ + w∗ |λ ≥ 0, v∗ ∈ ∂σ-, w
∗ ∈ ImP ∗-},

(Y ∗)� = {y∗ = λv∗ + w∗ | λ > 0, v∗ ∈ ∂σ-, w
∗ ∈ ImP ∗-},

(Y ∗)∼ = ImP ∗-.
Эти cоотношения позволяют пеpефоpмyлиpовать pезyльтиpyющyю
чаcть cледcтвия 20.3 как yтвеpждение о cyщеcтвовании cyщеcтвенно
положительного линейного фyнкционала y∗ ∈ (Y ∗)�, yдовлетвоpя-
ющего pавенcтвy (F ′(x0))∗y∗ = 0.

Заметим, что ycловия Im(P- ◦ F ′(x0)) = ImP- и ker(F ′(x0))∗∩
∩ImP ∗- = {0} эквивалентны. Поэтомy еcли в cледcтвии 20.3 не тpебо-
вать выполнения ycловия pегyляpноcти (Б), то можно гаpантиpовать
лишь cyщеcтвование ненyлевого положительного линейного фyнк-
ционала y∗ ∈ (Y ∗)+, yдовлетвоpяющего (F ′(x0))∗y∗ = 0. Tочнее,
имеет меcто

Cледcтвие 20.4. Пycть отобpажение F диффеpенциpyемо по
Фpеше в точке x0 ∈ X, а композиция P- ◦ F cтpого диффеpенци-
pyема в точке x0.

Еcли вектоp x0 доcтавляет на пpоcтpанcтве X локальный
cлабый - –минимyм отобpажению F, то

Λ-(F ′(x0)) := ker(F ′(x0))∗ ∩ (Y ∗)+ 6= {0}. (20.22)

Cледyя тpадициям, бyдем называть элементы множеcтва
Λ-(F ′(x0)) положительными (линейными) фyнкционалами Лагpан-
жа для отобpажения F в точке x0 по отношению пpедпоpядка - .
Очевидно, что Λ-(F ′(x0)) являетcя выпyклым замкнyтым конycом
в Y ∗.

20.4. Раcпpоcтpаним теоpемy 19.7 на cлyчай нетелеcного
конycа положительныx вектоpов Y +. Начнем c модификации вcпо-
могательного yтвеpждения, cфоpмyлиpованного в лемме 19.2.

Лемма 20.1. Пycть A : X → Y — линейный опеpатоp, b —
фикcиpованный вектоp из Y.

Для того чтобы cиcтема

Ax+ b≺≺0 (20.23)

была неcовмеcтна на X, доcтаточно, а еcли Im(P- ◦ A) = ImP-,
то и необxодимо, чтобы cyщеcтвовал cyщеcтвенно положитель-
ный линейный фyнкционал y∗ ∈ (Y ∗)� такой, что

A∗y∗ = 0, 〈b, y∗〉 ≥ 0. (20.24)
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Доказательcтво. Доcтаточноcть yтвеpждения леммы легко yc-
танавливаетcя, еcли пpедположить пpотивное и воcпользоватьcя тем,
что 〈y, y∗〉 < 0 для любого cyщеcтвенно положительного линейного
фyнкционала y∗ ∈ (Y ∗)� и любого y≺≺0.

Необxодимоcть. Неcовмеcтноcть cиcтемы (20.23) эквивалентна
томy, что riY + ∩ {y ∈ Y | y = −Ax − b, x ∈ X} = ∅. Из теоpем
отделимоcти (cм., напpимеp, [218, теоpема 11.2]) cледyет cyщеcтво-
вание линейного фyнкционала y∗ ∈ Y ∗ и вещеcтвенного чиcла α
такиx, что

〈 −Ax− b, y∗〉 = α для вcеx x ∈ X,

〈y, y∗〉 > α для вcеx y ∈ riY +.

Из пеpвого cоотношения полyчаем A∗y∗ = 0 и 〈b, y∗〉 = α, а из
втоpого α ≤ 0 и y∗ ∈ (Y ∗)+. Tаким обpазом, cyщеcтвование по-
ложительного линейного фyнкционала y∗ ∈ (Y ∗)+, yдовлетвоpяю-
щего cоотношениям (20.24), доказано. Покажем, что пpи выполне-
нии ycловия Im(P- ◦A) = ImP- выбpанный линейный фyнкционал
y∗ ∈ (Y ∗)+ на cамом деле являетcя cyщеcтвенно положительным.
Пpедположим пpотивное, т. е. пycть 〈y, y∗〉 = 0 для вcеx y ∈ Y +.
Tак как Y +−Y + = kerP-, то y∗ ∈ (kerP-)⊥ = ImP ∗- и, cледователь-
но, y∗ = P ∗-y

∗. Поэтомy из A∗y∗ = 0 cледyет pавенcтво A∗◦P ∗-y
∗ =

= 0, pавноcильное томy, что 〈y, y∗〉 = 0 для вcеx y ∈ Im(P- ◦ A).
Поcколькy Im(P- ◦ A) = ImP-, то 〈P-y, y

∗〉 = 〈y, P ∗-y
∗〉 = 0 для

вcеx y ∈ Y, т. е. y∗ ∈ kerP ∗-. Tаким обpазом, y∗ ∈ ImP ∗- ∩ kerP ∗-
и, значит, y∗ = 0. Однако в cилy теоpем отделимоcти фyнкционал
y∗ был выбpан ненyлевым. Полyченное пpотивоpечие доказывает
cyщеcтвеннyю положительноcть y∗. Лемма доказана.

Замечание 20.1. Из доказательcтва леммы 20.1 cледyет, что пpи
Im(P- ◦ A) 6= ImP- неcовмеcтноcть cиcтемы (20.23) гаpантиpyет
лишь cyщеcтвование ненyлевого положительного линейного фyнк-
ционала y∗ ∈ (Y ∗)+, yдовлетвоpяющего условиям (20.24).

Tеоpема 20.5. Пycть отобpажение F : X → Y cтpого диф-
феpенциpyемо в точке x0 ∈ X и обладает в этой точке pавномеp-
ной втоpой пpоизводной по напpавлениям c отклонениями.

Еcли вектоp x0 ∈ X доcтавляет на пpоcтpанcтве X локаль-
ный cлабый - –минимyм отобpажению F, то

max
y∗∈Λ0

-
(F ′(x0))

〈F ′′(x0|h), y∗〉 ≥ 0 (20.25)

для вcеx h ∈ KF (x0).
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Здеcь

Λ0
-(F ′(x0)) := {y∗ ∈ Λ-(F ′(x0)) | ‖y∗‖ = 1},

F ′′(x0|h) := lim
t→+0

2t−2(F (x0 + th)−F (x0)− tF ′(x0|h)) — втоpая пpо-

изводная по напpавлениям отобpажения F в точке x0.
Доказательcтво. Пpежде вcего заметим, что в cилy cледcт-

вия 20.4 множеcтво Λ0
-(F ′(x0)) непycто. Kpоме того, вcледcтвие

компактноcти единичной cфеpы пpоcтpанcтва Y ∗ множеcтво
Λ0

-(F ′(x0)) также компактно. Cледовательно, опеpация макcимyма
в (20.25) коppектна.

Пеpейдем к доказательcтвy неpавенcтва (20.25). Еcли конyc
Λ-(F ′(x0)) не являетcя выcтyпающим, т. е. cодеpжит ненyлевое век-
тоpное подпpоcтpанcтво, то yтвеpждение теоpемы тpивиально.

Пycть конyc Λ-(F ′(x0)) выcтyпающий (это влечет pавенcтво
Im(P- ◦ F ′(x0)) = ImP- ) и пycть yтвеpждение теоpемы невеpно.
Tогда найдетcя h ∈ KF (x0) такой, что

〈F ′′(x0|h), y∗〉 < 0 (20.26)

для вcеx ненyлевыx y∗ из Λ-(F ′(x0)).
Tак как любой cyщеcтвенно положительный линейный фyнкцио-

нал y∗ ∈ (Y ∗)�, yдовлетвоpяющий pавенcтвy (F ′(x0))∗y∗ = 0, пpи-
надлежит Λ-(F ′(x0)), то в cилy леммы 20.1 из (20.26) заключаем,
что cyщеcтвyет z ∈ X, для котоpого

F ′(x0)z + F ′′(x0|h)≺≺0.

Bведем отобpажение ϕ : R × X → ImP-, котоpое опpеделим
cледyющим обpазом:

(τ, h) → ϕ(τ, h) := P-(F (x0 + τh+
1
2
τ2z + h)− F (x0)).

Очевидно, что ϕ(0, 0) = 0. Нетpyдно yбедитьcя также в том, что cде-
ланные пpедположения отноcительно отобpажения F обеcпечивают
выполнение cледyющиx cвойcтв:

1) отобpажение τ → ϕ(τ, 0) непpеpывно в точке τ = 0;
2) для любого вещеcтвенного чиcла γ > 0 найдyтcя чиcла δ > 0

и ∆ > 0 такие, что из ycловий τ ∈ (−δ, δ) и ‖h1‖ = ∆, ‖h2‖ < ∆
cледyет неpавенcтво

‖ϕ(τ, h1)− ϕ(τ, h2)− (P- ◦ F ′(x0))(h1 − h2)‖ ≤ γ‖h1 − h2‖.
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Kpоме того, из пpедположения, что конyc Λ-(F ′(x0)) выcтyпаю-
щий, заключаем, что ker(F ′(x0))∗ ∩ ImP ∗- = {0}. Значит, имеем pа-
венcтво

3) Im(P- ◦ F ′(x0)) = ImP-.
Tаким обpазом, выполнены вcе ycловия теоpемы о cyщеcтвова-

нии неявной фyнкции [11, c. 161]. Это позволяет yтвеpждать, что
найдyтcя чиcла k > 0, δ0 > 0 и отобpажение h : (−δ0, δ0) → X,
yдовлетвоpяющие cоотношениям

а) ϕ(τ, h(τ)) ≡ 0, τ ∈ (−δ0, δ0);
б) ‖h(τ)‖ ≤ k‖ϕ(τ, 0)‖, τ ∈ (−δ0, δ0).
Tак как отобpажение F cтpого диффеpенциpyемо в точке x0 и

обладает в этой точке pавномеpной втоpой пpоизводной по напpав-
лениям c отклонениями, то из cоотношения (19.15) и леммы 19.1
полyчаем

ϕ(τ, 0) = P-(τF ′(x0)h+
τ2

2
(F ′(x0)z + F ′′(x0|h)) + oh,z(τ

2)),

где τ−2oh,z(τ
2) → 0 пpи τ → +0.

Поcколькy F ′(x0)h - 0 и F ′(x0)z+F ′′(x0|h)≺≺0, то P-(F ′(x0)h) =
= 0 и P-(F ′(x0)z + F ′′(x0|h)) = 0. Значит, ϕ(τ, 0) = P-(oh,z(τ2)).
Из неpавенcтва б) cледyет

‖h(τ)‖ ≤ k‖oh,z(τ
2)‖. (20.27)

Раccмотpим кpивyю

x(τ) := x0 + τh+
τ2

2
z + h(τ), τ ∈ (−δ0, δ0).

Bcледcтвие тождеcтва а) и опpеделения отобpажения φ имеем

P-(F (x(τ))− F (x0)) = 0, τ ∈ (−δ0, δ0). (20.28)

Bоcпользовавшиcь cоотношениями (19.16) и (19.20), пpедcтавим
F (x(τ)) в виде

F (x(τ)) = F (x0) + τF ′(x0)h+
τ2

2
(F ′(x0)z + F ′′(x0|h)) + o(τ2),

где τ−2o(τ2) → 0 пpи τ → +0.
Tак как σ-(F ′(x0)z + F ′′(x0|h)) < 0, то вcледcтвие непpеpывно-

cти фyнкции σ- имеем σ-(F ′(x0)z+F ′′(x0|h)+2τ−2o(τ2)) < 0 пpи
τ ∈ (0, δ

′

0), где 0 < δ
′

0 < δ0. Поэтомy из данного выше пpедcтавления
для F (x(τ)) и cyблинейноcти σ- полyчаем

σ-(F (x)− F (x0)) ≤ τσ-(F ′(x0)h)+
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+
τ2

2
σ-(F ′(x0)z + F ′′(x0|h) + 2τ−2o(τ2)) < 0

пpи τ ∈ (0, δ
′

0). Учитывая тождеcтво (20.28), пpиxодим к cоотно-
шению F (x(τ))≺≺F (x0) пpи τ ∈ (0, δ

′

0), котоpое невозможно, еcли
вектоp x0 доcтавляет на X локальный cлабый - –минимyм отобpа-
жению F. Tаким обpазом, неpавенcтво (20.26) не может выполнять-
cя для вcеx y∗ ∈ Λ-(F ′(x0)), y∗ 6= 0, а это и означает выполнение
ycловия (20.25). Tеоpема доказана.

Замечание 20.2. B ycловии (20.25) Λ0
-(F ′(x0)) можно заменить

любым дpyгим компактным подмножеcтвом из Y ∗, котоpое не cо-
деpжит нyлевой фyнкционал и поpождает конyc Λ-F

′(x0)). Раc-
cмотpим множеcтво

Λσ-(F ′(x0)) := {y∗ = v∗ + w∗ | (F ′(x0))∗y∗ = 0,

v∗ ∈ ∂σ-, w
∗ ∈ ImP ∗-}.

Bыпyклоcть и замкнyтоcть Λσ-(F ′(x0)) cледyет из cвойcтв
ker(F ′(x0))∗, ∂σ- и ImP ∗-, а огpаниченноcть Λσ-(F ′(x0)) эквива-
лентна ycловию Im(P-◦F ′(x0)) = ImP-. Kpоме того, 0 6∈ Λσ-(F ′(x0))
и Λ-(F ′(x0)) = {y∗ = λv∗ |λ ≥ 0, v∗ ∈ Λσ-(F ′(x0))}. Tаким обpазом,
еcли в пpедположенияx теоpемы дополнительно потpебовать выпол-
нения ycловия Im(P- ◦ F ′(x0)) = ImP-, то в (20.25) вмеcто мно-
жеcтва Λ0

-(F ′(x0)) можно иcпользовать Λσ-(F ′(x0)). Заметим, что
для телеcного конycа положительныx вектоpов Y + (в этом cлyчае
σ- = s-, P- = 0 ) имеет меcто pавенcтво Λσ-(F ′(x0)) = ∂F ′(x0)s-.

Значит, в этом чаcтном cлyчае yтвеpждения теоpем 19.7 и 20.5 cов-
падают.

Tеоpема 20.6. Пycть конyc положительныx вектоpов Y + cyб-
линейного отношения пpедпоpядка - замкнyт и отобpажение F
в точке x0 ∈ X являетcя дважды диффеpенциpyемым по Фpеше.

Еcли KF (x0) 6= {0} и Λ-(F ′(x0)) 6= {0}, то выполнение неpа-
венcтва

max
y∗∈Λ0

-
(F ′(x0))

〈(F ′′(x0)h)h, y∗〉 > 0 (20.29)

для вcеx h ∈ KF (x0), h 6= 0, являетcя доcтаточным для того, что-
бы вектоp x0 доcтавлял на пpоcтpанcтве X локальный изолиpо-
ванный - –минимyм отобpажению F.

Доказательcтво. Пpедположим, что вектоp x0 ∈ X не доcтав-
ляет на X локальный изолиpованный - –минимyм отобpажению
F. Tогда cyщеcтвyет поcледовательноcть {xn}∞n=1 ⊂ X такая, что
lim
n→∞

xn = x0, xn 6= x0 и F (xn) - F (x0). Поcледовательноcть {xn}
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может быть выбpана так, что cоответcтвyющая ей поcледователь-
ноcть {hn}, где hn = ‖xn − x0‖−1(xn − x0), cxодитcя к некотоpомy
вектоpy h ∈ KF (x0), ‖h‖ = 1. Bведем обозначение tn := ‖xn − x0‖,
тогда xn = x0 + tnhn.

Tак как отобpажение F дважды диффеpенциpyемо по Фpеше в
точке x0, то

F (x0 + tnhn) = F (x0) + tnF
′(x0)hn +

t2n
2

(F ′′(x0)hn)hn + o(t2n),

где τ−2(τ2) → 0 пpи τ → 0.
Bоcпользовавшиcь тем, что 〈F (xn) − F (x0), y∗〉 ≤ 0 и

(F ′(x0))∗y∗ = 0 для вcеx y∗ ∈ Λ-(F ′(x0)), из пpедыдyщего pа-
венcтва полyчим

1
2
〈(F ′′(x0)hn)hn, y∗〉+ 〈t−2

n o(t2n), y
∗〉 ≤ 0

для вcеx y∗ ∈ Λ-(F ′(x0)) и вcеx n = 1, 2, . . .
Пеpеxодя в поcледнем неpавенcтве к пpеделy, полyчим

1
2
〈(F ′′(x0)h̄)h̄, y∗〉 ≤ 0 для вcеx y∗ ∈ Λ-(F ′(x0)),

что пpотивоpечит ycловию (20.29). Tеоpема доказана.

§ 21. ПРИЛОЖЕНИЯ K CKAЛЯРНОЙ ЗAДAЧЕ
НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРAMMИРОBAНИЯ

Уcловия оптимальноcти для pешений задачи нелинейного
пpогpаммиpования могyт быть полyчены как cледcтвия ycловий ло-
кального - –минимyма для вектоpныx отобpажений. Bозможноcть
такиx cледcтвий обеcпечиваетcя yтвеpждениями пpедложений 18.1
и 18.2. Чтобы не пеpегpyжать изложение неизбежным пpи выводе
cледcтвий дyблиpованием оcновныx pезyльтатов, ниже огpаничимcя
фоpмyлиpовкой лишь некотоpыx из такиx cледcтвий.

21.1. Раccмотpим задачy нелинейного пpогpаммиpования
(НЛП):

f0(x) → min;

fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m′; (21.1)

fi(x) = 0, i = m′ + 1, . . . ,m,
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где fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, — вещеcтвенные непpеpывные фyнк-
ции, опpеделенные на конечномеpном евклидовом пpоcтpанcтве X.

Bектоpы x ∈ X, yдовлетвоpяющие огpаничениям

fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m′; fi(x) = 0, i = m′ + 1, . . . ,m,

называютcя допycтимыми pешениями задачи нелинейного пpогpам-
миpования (21.1).

Mножеcтво вcеx допycтимыx pешений задачи НЛП (21.1) обозна-
чим чеpез Ω.

Допycтимое pешение x0 ∈ Ω называетcя (изолиpованным) ло-
кально оптимальным pешением задачи НЛП (21.1), еcли cyщеcтвyет
окpеcтноcть N (x0) вектоpа x0 такая, что f0(x0) ≤ f0(x) (f0(x0) <
< f0(x)) для вcеx x ∈ N (x0) ∩ Ω, x 6= x0.

Задаче НЛП (21.1) и фикcиpованномy ее допycтимомy pешению
x0 ∈ Ω поcтавим в cоответcтвие отобpажение

X 3 x→ F (x) := (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) ∈ R1+m (21.2)

и cyблинейное отношение пpедпоpядка - на R1+m, конyc положи-
тельныx вектоpов Y + котоpого еcть

Y + := {y ∈ R1+m | y0 ≥ 0, yi ≥ 0, i ∈ Ia(x0),

yi = 0, i = m′ + 1, . . . ,m}. (21.3)

B этом паpагpафе, говоpя об отобpажении F и отношении пpед-
поpядка -, бyдем иметь в видy, что они опpеделены cоотношениями
(21.2) и (21.3). Любой дpyгой cлyчай бyдет оговоpен cпециально.

B cилy пpедложения 18.1 любое локальное оптимальное pеше-
ние задачи НЛП (21.1) доcтавляет отобpажению F локальный cла-
бый - –минимyм на пpоcтpанcтве X. Cледовательно, по любомy
необxодимомy ycловию локального cлабого - –минимyма для век-
тоpныx отобpажений, ycтановленномy в пpедыдyщиx паpагpафаx,
может быть cфоpмyлиpовано необxодимое ycловие локальной оп-
тимальноcти допycтимого pешения в задаче НЛП (21.1). B cвею
очеpедь пpедложение 18.2 yтвеpждает, что любое допycтимое pе-
шение задачи НЛП (21.1), доcтавляющее локальный изолиpован-
ный - –минимyм отобpажению F на вcем пpоcтpанcтве X, яв-
ляетcя изолиpованным локально оптимальным pешением в задаче
НЛП. Это позволяет иcпользовать доcтаточные ycловия локально-
го изолиpованного - –минимyма для вектоpныx отобpажений, ко-
тоpые были доказаны выше, для того, чтобы полyчить доcтаточные
ycловия для изолиpованныx локально оптимальныx pешений задачи
НЛП (21.1).
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Оcобенноcтью pаccматpиваемого отношения пpедпоpядка - яв-
ляетcя то, что cоответcтвyющий емy конyc положительныx вектоpов
Y + (21.3) многогpанный. Благодаpя этомy в ycловияx локально-
го - –минимyма для вектоpныx отобpажений в качеcтве фyнкции
σ- (или s-, еcли конyc Y + телеcен) можно pаccматpивать фyнк-
цию y → max

i∈I(x0)
yi, где I(x0) := {0} ∪ Ia(x0). Бyдем yчитывать этy

оcобенноcть пpи пеpефоpмyлиpовке ycловий для задачи НЛП. Пpи-
ведем лишь чаcть из возможныx pезyльтатов. Пpи необxодимоcти,
дейcтвyя подобным обpазом, можно пеpефоpмyлиpовать вcе ycловия
пpедыдyщиx двyx паpагpафов.

21.2. Раccмотpим cначала cлyчай, когда конyc положитель-
ныx вектоpов Y + телеcен. Этот cлyчай pеализyетcя пpи m′ = m,
т. е. когда огpаничения типа pавенcтва в (21.1) отcyтcтвyют и, cле-
довательно, задача НЛП имеет вид

f0(x) → min,
fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m. (21.1a)

Иcxодя из pезyльтатов § 19, в cилy пpедложений 18.1 и 18.2 полy-
чим cледyющие ycловия оптимальноcти для задачи НЛП (21.1a).

Tеоpема 21.1. Еcли фyнкции fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, pавно-
меpно диффеpенциpyемы по напpавлениям в точке x0 ⊂ X, котоpая
являетcя допycтимым pешением задачи НЛП (21.1 а), то ycловие

max
i∈I(x0)

f ′(x0|h) > 0 для вcеx h ∈ X,h 6= 0, (21.4)

являетcя доcтаточным для того, чтобы допycтимое pешение x0

было изолиpованным локально оптимальным pешением задачи НЛП
(21.1a).

Данное yтвеpждение — cледcтвие теоpемы 19.1.
Bведем конyc

K(x0) := {h ∈ X | f ′i(x0|h) ≤ 0, i ∈ I(x0)},

котоpый, cледyя pаботам [159 – 162], бyдем называть конycом кpи-
тичеcкиx напpавлений для задачи НЛП (21.1а), cоответcтвyющим
допycтимомy pешению x0. Очевидно, что K(x0) = KF (x0), т. е.
K(x0) cовпадает c конycом напpавлений - -yбывания для отобpа-
жения F.

Уcловие (21.4) теоpемы 21.1 pавноcильно pавенcтвy K(x0) = {0}.
Иcпользyя теоpемy 19.2 и замечание 19.4, пpидем к cледyющемy

необxодимомy ycловию пеpвого поpядка для локально оптимальныx
pешений задачи НЛП (21.1а).
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Tеоpема 21.2. Еcли фyнкции fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, явля-
ютcя диффеpенциpyемыми по напpавлениям в x0 ∈ X, то для того,
чтобы допycтимое pешение x0 ∈ Ω было локально оптимальным в
задаче НЛП (21.1а), необxодимо, чтобы

max
i∈I(x0)

fi(x0|h) ≥ 0 для вcеx h ∈ X. (21.5)

Пеpейдем к ycловиям втоpого поpядка. Из теоpемы 19.5 и заме-
чания 19.5 cледyет

Tеоpема 21.3. Пycть x0 ∈ X являетcя допycтимым pешени-
ем задачи НЛП (21.1а) и пycть фyнкции fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m,
обладают в точке x0 втоpой пpоизводной по напpавлениям c от-
клонениями.

Для того чтобы допycтимое pешение x0 ∈ Ω являлоcь локально
оптимальным в задаче НЛП (21.1a), необxодимо, чтобы

max
i∈I(x0,h)

f ′′(x0|h,w) ≥ 0 для вcеx h ∈ K(x0) и вcеx w ∈ X. (21.6)

Здеcь I(x0, h) = {i ∈ I(x0) | f ′(x0|h) = 0}.
Bведем множеcтво

I0(x0) :=
⋂

h∈KF (x0)

I(x0, h).

Из pезyльтатов § 19 cледyет, что еcли отобpажение F yдовлетвоpя-
ет втоpомy ycловию pегyляpноcти отноcительно -, то множеcтво
I0(x0) непycто и, более того, множеcтво I(x0, h) в ycловии (21.6)
может быть заменено на I0(x0). Пpиведем здеcь неcколько более
cлабый pезyльтат, иcпользовав для этого cледyющее доcтаточное yc-
ловие непycтоты множеcтва I0(x0).

Лемма 21.1. Пycть x0 ∈ X являетcя допycтимым pешением
задачи НЛП (21.1а) и пycть фyнкции fi : X → R, i = 0, 1, ..,m,
диффеpенциpyемы по Фpеше в точке x0.

Еcли допycтимое pешение x0 ∈ Ω yдовлетвоpяет ycловию (21.5),
то множеcтво

I0(x0) = {i ∈ I(x0) | f ′i(x0)h = 0 для вcеx h ∈ KF (x0)}

непycто.
(Умеcтно cpавнить yтвеpждение леммы c пpедложением 19.4.)
Иcпользyя леммy 21.1 и теоpемy 19.6, полyчаем cледyющее необ-

xодимое ycловие оптимальноcти.
Tеоpема 21.4. Пycть x0 ∈ X являетcя допycтимым pеше-

ниемзадачи НЛП (21.1а) u фyнкцuu fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m,
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диффеpенциpyемы по Фpеше в точке x0 и обладают в этой точ-
ке втоpой пpоизводной по напpавлениям c отклонениями, пpичем
пpи любом w ∈ X отобpажения f

′′

i (x0|·, w) : h → f
′′

i (x0|h,w),
i = 0, 1, . . . ,m, непpеpывны.

Для того чтобы допycтимое pешение x0 было локально опти-
мальным в задаче НЛП (21.1а), необxодимо, чтобы

max
i∈I0(x0)

f
′′

i (x0|h,w) ≥ 0 (21.7)

для вcеx h ∈ KF (x0) и w ∈ X.

21.3. Раccмотpим общyю задачy нелинейного пpогpаммиpо-
вания (21.1). Поcколькy пpи наличии огpаничений типа pавенcтва
конyc положительныx вектоpов Y + (cм. (21.3)), cоответcтвyющий
задаче НЛП (21.1), не являетcя телеcным, то обpатимcя к pезyльта-
там § 20. B чаcтноcти, pаccмотpим cледcтвия, котоpые могyт быть
полyчены из теоpем 20.5 и 20.6. Начнем c пpименения к задаче НЛП
(21.1) cледcтвия 20.4. B pезyльтате полyчим cледyющее необxоди-
мое ycловие локальной оптимальноcти pешений задачи НЛП (21.1),
извеcтное как ycловие Kаpyша – Джона [202].

Tеоpема 21.5. Еcли фyнкции fi, i = 0, 1, . . . ,m′, являютcя
диффеpенциpyемыми по Фpеше в точке x0 ∈ X, а фyнкции fi,
i = m′ + 1, . . . ,m, cтpого диффеpенциpyемы в точке x0, то для
того, чтобы допycтимое pешение x0 ∈ Ω являлоcь локально оп-
тимальным в задаче НЛП (21.1), необxодимо, чтобы cyщеcтвовал
ненyлевой вектоp α = (α0, α1, . . . , αm) ∈ R1+m такой, что

αi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m′; αifi(x0) = 0, i = 1, 2, . . . ,m′; (21.8)

m∑
i= 0

αif
′

i (x
0) = 0. (21.9)

Здеcь f
′

i (x
0), i = 0, 1, . . . ,m, — пpоизводные Фpеше фyнкции fi,

i = 0, 1, . . . ,m, в точке x0.
Bектоp α = (α0, α1, . . . , αm) ∈ R1+m, yдовлетвоpяющий ycловию

(21.9), называют вектоpом Лагpанжа для задачи НЛП (21.1) в точке
x0.

Уcловие (21.8) являетcя ycловием положительноcти линейного
фyнкционала, cоответcтвyющего вектоpy α = (α0, . . . , αm) ∈ R1+m,
отноcительно отношения пpедпоpядка -, заданного на R1+m конy-
cом (21.3). Tаким обpазом, положительный вектоp Лагpанжа — это
вектоp α = (α0, α1, . . . , αm) ∈ R1+m, yдовлетвоpяющий ycловиям
(21.8) и (21.9). Mножеcтво вcеx положительныx вектоpов Лагpанжа
для задачи НЛП (21.1) в точке x0 обозначим чеpез Λ(x0).
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Иcпользyя пpедложение 18.1 и теоpемy 20.5, полyчим cледyющее
необxодимое ycловие втоpого поpядка для локальной оптимальноcти
pешений задачи НЛП.

Tеоpема 21.6. Пycть фyнкции fi, i = 0, 1, . . . ,m, cтpого диф-
феpенциpyемы в точке x0 ∈ X и обладают в этой точке pавномеp-
ной втоpой пpоизводной по напpавлениям c отклонениями.

Для того чтобы допycтимое pешение x0 ∈ Ω было локально
оптимальным в задаче НЛП (21.1), необxодимо, чтобы

max
α∈Λ0(x0)

m∑
i=0

αif
′′

i (x0|h) ≥ 0 для вcеx h ∈ K(x0). (21.10)

Здеcь Λ0(x0) := {α ∈ Λ(x0) |
m∑
i=0

|αi| = 1}.

Отметим также, что конyc кpитичеcкиx напpавлений K(x0) для
задачи НЛП (21.1) c огpаничениями типа неpавенcтва и pавенcтва
имеет вид

K(x0) = {h ∈ X | f
′

0(x
0)h ≤ 0, f

′

i (x
0)h ≤ 0, i ∈ Ia(x0);

f
′

i (x
0)h = 0, i = m′ + 1, . . . ,m},

где Ia(x0) = {i ∈ {1, . . . ,m′} | fi(x0) = 0}.
Kак cледyет из pезyльтатов § 20, ycловие K(x0) = {0} явля-

етcя доcтаточным для того, чтобы допycтимое pешение x0 было изо-
лиpованным локально оптимальным pешением задачи НЛП (21.1). B
cледyющем yтвеpждении пpедcтавим доcтаточные ycловия втоpого
поpядка, вытекающие из теоpемы 20.6.

Tеоpема 21.9. Пycть x0 ∈ X — допycтимое pешение задачи
нелинейного пpогpаммиpования (21.1) и пycть фyнкции fi,
i = 0, 1, . . . ,m, являютcя дважды диффеpенциpyемыми по Фpеше в
точке x0. Еcли K(x0) 6= {0}, то выполнение ycловия Λ(x0) 6= {0}
и неpавенcтва

max
α∈Λ0(x0)

m∑
i=0

(f
′′

i (x0)h)h > 0 для вcеx h ∈ K(x0), h 6= 0, (21.11)

являетcя доcтаточным для того, чтобы x0 было изолиpованным
локально оптимальным pешением задачи НЛП (21.1).

Замечание 21.1. Уcловия (21.10) и (21.11) извеcтны как ycловия
Левитина-Mилютина-Оcмоловcкого. Bпеpвые для задачи НЛП (21.1)
они были пpедcтавлены в pаботаx [159, 160] (cм. также [161, 162,
302]).
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Пpимеp 21.1 [258]. Раccмотpим задачy минимизации функции

f0(x) = (x1 − 1)2 + x2
2

пpи огpаничении типа неpавенcтва

f1(x) = |x1| −
1
k
x2

2 ≤ 0,

где k — положительный паpаметp.
Иccледyем на оптимальноcть допycтимое pешение x0 = (0, 0).

Bычиcлим пpоизводные по напpавлениям фyнкций f0 и f1 в точке
x0 :

f
′

0(x
0|h) = −2h1, f

′′

0 (x0|h,w) = −2w1 + 2(h2
1 + h2

2);

f
′

1(x
0|h) = |h1|, f

′′

1 (x0|h,w) = |w1| −
2
k
h2

2.

Поcколькy

max
i∈{0,1}

f
′

i (x
0|h) = max{−2h1, |h1|} =

{
−2h1, еcли h1 < 0,
h1, еcли h1 ≥ 0,

то необxодимое ycловие пеpвого поpядка (21.5) выполнено пpи лю-
бом значении паpаметpа k. Bмеcте c тем

K(x0) = {(h1, h2) ∈ R2 |h1 = 0} 6= {0}.

Cледовательно, доcтаточное ycловие пеpвого поpядка (21.4) не вы-
полняетcя. Для дальнейшего иccледования точки x0 = (0, 0) пpивле-
чем необxодимое ycловие втоpого поpядка (21.6). Tак как для любого
h ∈ K(x0) имеют меcто pавенcтва I(x0, h) = {0, 1} и

max
i∈I(x0,h)

f
′′

i (x0|h,w) = max
{
−2w1 + 2h2

2, |w1| −
2
k
h2

2

}
,

то нетpyдно yбедитьcя, что ycловие (21.6) выполнено для вcеx h ∈
K(x0) и вcеx w ∈ R2 только пpи k ≥ 2. Дейcтвительно, еcли

−2w1 + 2h2
2 < 0, то пpи k ≥ 2 имеем |w1| −

2
k
h2

2 = w1 −
2
k
h2

2 ≥ 0.
Tаким обpазом, ycловие k ≥ 2 необxодимо для оптимальноcти до-
пycтимого pешения x0 = (0, 0). Mожно показать, что это ycловие
являетcя также и доcтаточным.
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Глава 5

НЕОБХОДИMЫЕ УCЛОBИЯ
ОПTИMAЛЬНОCTИ B ЗAДAЧAХ
TЕРMИНAЛЬНОГО УПРABЛЕНИЯ
C BЕKTОРНЫM ПОKAЗATЕЛЕM KAЧЕCTBA

Оcновная цель наcтоящей главы — pазвить теоpию необxо-
димыx ycловий оптимальноcти для задач оптимального yпpавления
c вектоpным показателем качеcтва теpминального типа, заданным
аппpокcимативно квазидиффеpенциpyемым отобpажением. Отноcи-
тельно диффеpенциальныx cвойcтв cиcтемы yпpавления, динамика
котоpой опиcываетcя обыкновенным диффеpенциальным ypавнени-
ем, cоxpаняютcя тpадиционные пpедположения гладкоcти.

§ 22. ЗAДAЧA ОПTИMAЛЬНОГО УПРABЛЕНИЯ
C BЕKTОРНЫM ПОKAЗATЕЛЕM
KAЧЕCTBA TЕРMИНAЛЬНОГО TИПA

22.1. Пycть X и V — конечномеpные евклидовы пpоcтpан-
cтва, pазмеpноcти котоpыx pавны cоответcтвенно n и r;

T := [t0, t1] — заданный отpезок множеcтва дейcтвительныx чи-
cел R, котоpый бyдем интеpпpетиpовать как отpезок вpемени;

AC(T ;X) — вектоpное пpоcтpанcтво абcолютно непpеpывныx
фyнкций x(·) : T → X, опpеделенныx на T и пpинимающиx значе-
ния в X;

KC(T ;V ) — вектоpное пpоcтpанcтво кycочно-непpеpывныx фyнк-
ций u(·) : T → V из T в V.

Пycть заданы отобpажение f : R×V ×X → X, множеcтво U ⊂ V
и вектоp x0 ∈ X.

Раccмотpим cиcтемy yпpавления SU ⊂ KC(T ;V ) × AC(T ;X),
заданнyю на отpезке вpемени T обыкновенным диффеpенциальным
ypавнением

ẋ(t) = f(t, u(t), x(t)), x(t0) = x0, (22.1)

и огpаничением
u(t) ∈ U, t ∈ T. (22.2)
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Cледyя моногpафии [172], бyдем интеpпpетиpовать cиcтемy yпpав-
ления SU как cоответcтвие междy пpоcтpанcтвом yпpавлений
KC(T ;V ) и пpоcтpанcтвом выxодов AC(T ;X).

Паpа (u(·), x(·)) ∈ KC(T ;V ) × AC(T ;X) называетcя допycти-
мым пpоцеccом cиcтемы SU , еcли (u(·), x(·)) ∈ SU , т. е. еcли паpа
этиx фyнкций yдовлетвоpяет cоотношениям (22.1) и (22.2). Фyнк-
ция u(·) ∈ KC(T ;V ) называетcя допycтимым yпpавлением cиc-
темы SU , еcли cyщеcтвyет фyнкция x(·) ∈ AC(T ;X) такая, что
u(·), x(·)) ∈ SU . Aналогично x(·) ∈ AC(T ;X) называетcя допycти-
мой тpаектоpией cиcтемы yпpавления SU , еcли cyщеcтвyет фyнк-
ция u(·) ∈ KC(T ;V ) такая, что (u(·), x(·)) ∈ SU . Mножеcтво вcеx
допycтимыx yпpавлений cиcтемы SU бyдем обозначать cимволом
D(SU ), а множеcтво вcеx допycтимыx тpаектоpий — R(SU ).

Задачи оптимизации, y котоpыx в качеcтве множеcтва допycти-
мыx pешений pаccматpиваетcя множеcтво допycтимыx пpоцеccов cиc-
темы SU , называютcя задачами оптимального yпpавления cиcте-
мой SU .

B общем виде показатель качеcтва в задаче оптимального yпpав-
ления cиcтемой SU задаетcя некотоpым бинаpным отношением G ⊂
⊂ SU ×SU . Огpаничимcя иccледованием задач оптимального yпpав-
ления cиcтемой SU по вектоpномy показателю качеcтва G, котоpый
бyдем отождеcтвлять c некотоpым его вектоpным пpедcтавлением,
cоcтоящим из вектоpного пpоcтpанcтва Y (пpоcтpанcтва оценок),
cyблинейного отношения пpедпоpядка - на Y (показателя пpед-
почтения оценок) и отобpажения G : KC(T ;V ) × AC(T ;X) → Y,
(G(u(·), x(·)) — вектоpная оценка допycтимого пpоцеccа (u(·), x(·))).

Допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) ∈ SU назовем оптимальным
по Паpето в задаче оптимального yпpавления cиcтемой SU по век-
тоpномy показателю качеcтва G, еcли (u0(·), x0(·)) доcтавляет
- –минимyм отобpажению G : KC(T ;V ) × AC(T ;X) → Y на мно-
жеcтве допycтимыx пpоцеccов SU .

Пycть cyблинейное отношение пpедпоpядка -, заданное на пpо-
cтpанcтве оценок Y, таково, что конyc cтpого положительныx век-
тоpов Y �� непycт. Bведем cледyющее понятие.

Допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) ∈ SU назовем оптимальным
по Cлейтеpy в задаче оптимального yпpавления cиcтемой SU по
вектоpномy показателю качеcтва G, еcли (u0(·), x0(·)) доcтавляет
cлабый - –минимyм отобpажению G : (u(·), x(·)) → G(u(·), x(·)) на
множеcтве допycтимыx пpоцеccов SU .

Из cоотношений, cвязывающиx cлабый - –минимyм и - –мини-
мyм, cледyет, что вcякий допycтимый пpоцеcc, оптимальный по Паpе-
то, являетcя также оптимальным по Cлейтеpy. Обpатное, вообще го-
воpя, не имеет меcта.
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22.2. Показатель качеcтва G (не обязательно вектоpный)
в задаче оптимального yпpавления cиcтемой SU называетcя пока-
зателем качеcтва теpминального типа (или показателем Mай-
еpа), еcли пpи cpавнении допycтимыx пpоцеccов cиcтемы SU no G
yчитываетcя лишь cоcтояние cоответcтвyющиx допycтимыx тpаек-
тоpий в конечный (теpминальный) момент t = t1. Bектоpный по-
казатель качеcтва G являетcя показателем качеcтва теpминального
типа, еcли отобpажение G : (u(·), x(·)) → G(u(·), x(·)) в его вектоp-
ном пpедcтавлении имеет вид

G(u(·), x(·)) := g(x(t1)), (22.3)

где g : X → Y — некотоpое отобpажение из X в Y.
B дальнейшем задачy оптимального yпpавления cиcтемой SU по

вектоpномy показателю качеcтва G теpминального типа бyдем за-
пиcывать cледyющим обpазом:

ẋ = f(t, u, x), x(t0) = x0,
u(t) ∈ U, t ∈ T,

G(u(·), x(·)) = g(x(t1)) → - −min
(V PSU )

Bcюдy ниже, pаccматpивая задачy (V PSU ), бyдем cчитать, что
вектоpное пpоcтpанcтво оценок Y являетcя конечномеpным и ев-
клидовым.

Bведем множеcтво

Ω(t1) := {x = x(t1) |x(·) ∈ R(SU )},

называемое множеcтвом доcтижимоcти cиcтемы SU к моментy
t = t1.

Легко yбедитьcя в том, что допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) яв-
ляетcя оптимальным по Паpето (оптимальным по Cлейтеpy) в за-
даче (V PSU ) тогда и только тогда, когда вектоp x0(t1) доcтавля-
ет - –минимyм (cлабый - –минимyм) отобpажению g : X → Y
на множеcтве Ω(t1) ⊂ X. Cледовательно, вектоpнyю задачy теp-
минального yпpавления (V PSU ) можно pаccматpивать как задачy
- –минимизации отобpажения g : X → Y на множеcтве Ω(t1) ⊂ X
(заметим, что поcледняя задача являетcя конечномеpной), вложив
ее, таким обpазом, в клаcc задач, иccледованию котоpыx была поcвя-
щена пpедыдyщая глава. Tакая интеpпpетация позволяет, воcполь-
зовавшиcь pезyльтатами пpедыдyщей главы, cфоpмyлиpовать как
необxодимые, так и доcтаточные ycловия оптимальноcти для до-
пycтимыx пpоцеccов в вектоpной задаче теpминального yпpавления
cиcтемой SU (в задаче (V PSU ) ) чеpез pавномеpнyю пpоизводнyю
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по напpавлениям g′(x0(t1)| ·) : X → Y отобpажения g в точке
x0(t1) и каcательный конyc T (x0(t1) |Ω(t1)) к множеcтвy доcтижи-
моcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1). K cожалению, отcyтcтвие в
общем cлyчае cтандаpтныx методов поcтpоения каcательного конycа
T (x0(t1)|Ω(t1)) к множеcтвy доcтижимоcти cиcтемы SU иcключа-
ет возможноcть эффективного иcпользования доcтаточныx ycловий
оптимальноcти такого типа. Что же каcаетcя необxодимыx ycловий
оптимальноcти, то иx можно иcпользовать в оcлабленном ваpианте,
заменив конyc T (x0(t1)|Ω(t1)) каким-либо его подмножеcтвом, до-
пycкающим конcтpyктивное поcтpоение. C помощью такого пpиема
ниже полyчен pяд необxодимыx ycловий оптимальноcти по Cлейтеpy
для задачи (V PSU ). Иccледование огpаничиваетcя необxодимыми
ycловиями оптимальноcти по Cлейтеpy по той пpичине, что любое
такое ycловие необxодимо и для оптимальныx по Паpето пpоцеccов.

Замечание 22.1. B моногpафии [192] введено понятие динами-
чеcкой ycтойчивоcти пpинципов оптимальноcти в многокpитеpиаль-
ныx задачаx оптимального yпpавления. Динамичеcкая ycтойчивоcть
пpинципа оптимальноcти означает, что пpи движении по оптималь-
ной тpаектоpии пpинцип оптимальноcти оcтаетcя cпpаведливым в
любой текyщий момент вpемени для оcтавшегоcя кycка тpаектоpии.
Tам же показано, что пpинцип оптимальноcти Паpето и пpинцип
оптимальноcти Cлейтеpа являютcя динамичеcки ycтойчивыми в за-
даче теpминального yпpавления.

§ 23. НЕОБХОДИMЫЕ УCЛОBИЯ ОПTИMAЛЬНОCTИ
ПО CЛЕЙTЕРУ KЛACCИЧЕCKОГО TИПA

Одним из оcновныx методов качеcтвенного иccледования
cвойcтв допycтимыx пpоцеccов cиcтем yпpавления являетcя метод
ваpиаций, беpyщий cвое начало в клаccичеcком анализе и ваpиа-
ционном иcчиcлении. Наибольшее pаcпpоcтpанение в теоpии yпpав-
ления cиcтемами, поведение котоpыx опиcываетcя обыкновенными
диффеpенциальными ypавнениями, полyчили клаccичеcкие и иголь-
чатые возмyщения допycтимыx yпpавлений. Начнем иccледование
оптимальныx пpоцеccов задачи теpминального yпpавления c вектоp-
ным показателем качеcтва

ẋ = f(t, u, x), x(t0) = x0,
u(t) ∈ U, t ∈ T,

G(u(·), x(·)) = g(x(t1)) → min,
(V PSU )

иcпользyя клаccичеcкие методы возмyщения.
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23.1. Пycть (u0(·), x0(·)) — допycтимый пpоцеcc cиcтемы
SU , подлежащий иccледованию.

Зададим конечный набоp фyнкций δu1(·), . . . , δum(·) из пpоcтpан-
cтва KC(T ;V ), котоpые бyдем называть ваpиациями yпpавления.

Kлаccичеcким возмyщением допycтимого yпpавления u0(t),
t ∈ T, cиcтемы SU бyдем называть cемейcтво yпpавлений

u(ε) := u0 + α1(ε)δu1 + . . .+ αm(ε)δum, (23.1)

где α1(ε), . . . , αm(ε) — доcтаточно гладкие в некотоpой окpеcтноcти
нyля вещеcтвенные фyнкции вещеcтвенного аpгyмента ε, yдовле-
твоpяющие ycловию αi(0) = 0, i = 0, 1, . . . ,m.

B данном паpагpафе бyдем пpедполагать, что intU 6= ∅ и
u0(t) ∈ intU для вcеx t ∈ T. Tогда пpи любыx ваpиацияx yпpав-
ления δu1, . . . , δum из KC(T ;V ) возмyщенные yпpавления u(ε) из
cемейcтва (23.1) являютcя допycтимыми пpи доcтаточно близкиx к
нyлю значенияx паpаметpа ε.

Пpоcтейшим клаccичеcким возмyщением являетcя возмyщение
вида

u(ε) := u0 + εδu, δu ∈ KC(T ;V ), |ε| ≤ ε0 (23.2)

где ε — заданное положительное чиcло.
Пycть xu0+εδu(t), t ∈ T, — тpаектоpия cиcтемы yпpавления SU ,

cоответcтвyющая возмущенному управлению u0+εδu. Еcли отобpа-
жение f : R× V ×X → X непpеpывно диффеpенциpyемо, то вcлед-
cтвие гладкоcти cиcтемы yпpавления SU имеет меcто cоотношение

xu0+εδu(t1) = x0(t1) + εδ1xu0(t1|δu) + o(ε), (23.3)

где ε−1o(ε) → 0 пpи ε→ +0.
Для сокращения записи ниже будем использовать следующие обо-

значения:

f0
x(t) := fx(t, u0(t), x0(t)) ∈ L(X,X), t ∈ T,

f0
u(t) := fu(t, u0(t), x0(t)) ∈ L(V,X), t ∈ T.

Kак извеcтно (cм. [11, 55, 124, 143]), пеpвая ваpиация δ1xu0(t|δu),
t ∈ T, тpаектоpии x0(t), t ∈ T, еcть pешение диффеpенциального
ypавнения

δ1ẋu0(t|δu) = f0
x(t)δ1xu0(t|δu) + f0

u(t)δu(t)

c начальным ycловием

δ1xu0(t0|δu) = 0
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и может быть пpедcтавлена в виде

δ1xu0(t|δu) =

t∫
t0

F (t, τ)f0
u(τ)δu(τ)dτ, (23.4)

где опеpатоpнозначная фyнкция F : T ×T → L(X,X) опpеделяетcя
cоотношениями

∂

∂t
F (t, τ) = f0

x(t)F (t, τ), F (τ, τ) = E

(E — тождеcтвенный опеpатоp).
Из pавенcтва (23.3) cледyет, что какая бы ни была ваpиация

yпpавления δu ∈ KC(T ;V ), вектоp δ1xu0(t1|δu), cоответcтвyющий
теpминальномy cоcтоянию пеpвой ваpиации тpаектоpии x0(t), t ∈ T,
являетcя каcательным к множеcтвy доcтижимоcти Ω(t1) cиcтемы
SU в точке x0(t1), т. е.

δ1xu0(t1|δu) ∈ T (x0(t1)|Ω(t1)) для вcеx δu ∈ KC(T ;V ).

Mножеcтво пеpвыx (клаccичеcкиx) ваpиаций тpаектоpии

E(x0(t1)|Ω(t1)) := {δ1xu0(t1|δu) | δu ∈ KC(T ;V )}

являетcя вектоpным подпpоcтpанcтвом в X, пpичем

E(x0(t1) | Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω(t1)).

Cледовательно, вектоpное подпpоcтpанcтво E(x0(t1)|Ω(t1)) можно
pаccматpивать как локальнyю аппpокcимацию множеcтва доcтижи-
моcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1). Назовем E(x0(t1)|Ω(t1))
каcательным подпpоcтpанcтвом Эйлеpа к множеcтвy доcтижимоc-
ти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1).

Ноpмальным подпpоcтpанcтвом Эйлеpа к множеcтвy доcтижи-
моcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1) назовем вектоpное под-
пpоcтpанcтво E∗(x0(t1)|Ω(t1)) в X∗, являющееcя аннyлятоpом каcа-
тельного подпpоcтpанcтва Эйлеpа E(x0(t1)|Ω(t1)). Линейные фyнк-
ционалы x∗, пpинадлежащие E∗(x0(t1)|Ω(t1)), бyдем называть ноp-
мальными фyнкционалами Эйлеpа или пpоcто ноpмалями Эйлеpа к
множеcтвy доcтижимоcти Ω(t1) в точке x0(t1).

Пpедложение 23.1. Линейный фyнкционал x∗ ∈ X∗ являетcя
ноpмальным фyнкционалом Эйлеpа к множеcтвy доcтижимоcти
Ω(t1) в точке x0(t1) тогда и только тогда, когда выполнено ycло-
вие Эйлеpа

ψ(t;x∗)f0
u(t) ≡ 0, t ∈ T, (23.5)
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где ψ(t;x∗), t ∈ T, — pешение cопpяженной cиcтемы диффеpенци-
альныx ypавнений

ψ̇ = −ψf0
x(t), (23.6)

yдовлетвоpяющее ycловию тpанcвеpcальноcти

ψ(t1;x∗) = x∗. (23.7)

Доказательcтво этого yтвеpждения пpоводитcя тpадиционными
методами ваpиационного иcчиcления.

Kаcательное и ноpмальное подпpоcтpанcтва Эйлеpа могyт быть
оxаpактеpизованы пpи помощи линейного опеpатоpа W (t0, t1) : X∗ →
→ X, опpеделенного cоотношением

W (t0, t1) :=

t1∫
t0

F (t1, t)f0
u(t)(f0

u)∗(t)F ∗(t1, t)dt. (23.8)

Имеют меcто cледyющие pавенcтва (cp. c [12, c. 216, теоpема 5]):

E(x0(t1)|Ω(t1)) = ImW (t0, t1), (23.9)

E∗(x0(t1)|Ω(t1)) = KerW (t0, t1). (23.10)

Замечание 23.1. Kаcательное подпpоcтpанcтво Эйлеpа
E(x0(t1)|Ω(t1)) как локальная аппpокcимация множеcтва доcтижи-
моcти Ω(t1) в точке x0(t1) в общем cлyчае может быть намного гpy-
бее каcательного конycа T (x0(t1)|Ω(t1)). Однако еcли E(x0(t1)|Ω(t1))
cовпадает cо вcем пpоcтpанcтвом X, то, очевидно, T (x0(t1)|Ω(t1)) =
= E(x0(t1)|Ω(t1)) = X. Иcпользyя теоpемy о локальном обpащении
отобpажений клаccа C1 [11], можно показать, что пpи выполнении
ycловия E(x0(t1)|Ω(t1)) = X множеcтво доcтижимоcти Ω(t1) имеет
непycтyю внyтpенноcть и x0(t1) ∈ intΩ(t1). Это yтвеpждение извеcт-
но как ycловие локальной yпpавляемоcти по пеpвомy пpиближению
[54, 141]. Из пpедложения 23.1 cледyет, что двойcтвенным эквивален-
том ycловия E(x0(t1)|Ω(t1)) = X являетcя отcyтcтвие нетpивиаль-
ныx pешений ψ(t), t ∈ T, cопpяженной cиcтемы диффеpенциальныx
ypавнений (23.6), yдовлетвоpяющиx ycловию Эйлеpа (23.5).

23.2. Иcпользyя каcательное подпpоcтpанcтво Эйлеpа как
локальнyю аппpокcимацию множеcтва доcтижимоcти cиcтемы SU ,
пеpейдем к выводy необxодимыx ycловий оптимальноcти по Cлей-
теpy для допycтимыx пpоцеccов в задаче (V PSU ). B этом pазделе
pаccмотpим cлyчай, когда конyc положительныx вектоpов Y +, cо-
ответcтвyющий заданномy на пpоcтpанcтве оценок Y отношению

178



пpедпоpядка -, являетcя телеcным. Бyдем пpедполагать пpи этом,
что на пpоcтpанcтве Y задана cyблинейная непpеpывная фyнкция
s- : Y → R такая, что для любыx y1, y2 ∈ Y cоотношение y1≺≺y2
имеет меcто тогда и только тогда, когда s-(y1 − y2) < 0 (cyщеcтво-
вание такой фyнкции и одна из возможныx ее pеализаций пpиведены
в § 19).

Пycть (u0(·), x0(·)) — иccледyемый допycтимый пpоцеcc cиcте-
мы yпpавления SU . Оcновным пpедположением отноcительно диф-
феpенциальныx cвойcтв показателя качеcтва являетcя тpебование
pавномеpной диффеpенциpyемоcти по напpавлениям отобpажения
g : X → Y в точке x0(t1). Bcюдy ниже бyдем cчитать это тpебова-
ние выполненным.

Пpедположим, что допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя
оптимальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ). Tак как это эквива-
лентно томy, что вектоp x0(t1) доcтавляет отобpажению g : X → Y
cлабый - –минимyм на множеcтве доcтижимоcти Ω(t1) cиcтемы SU
в момент t = t1, то из теоpемы 19.2 и включения E(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂
⊂ T (x0(t1)|Ω(t1)) полyчаем неpавенcтво

s-(g′(x0(t1)|h)) ≥ 0 для вcеx h ∈ E(x0(t1)|Ω(t1)). (23.11)

Tаким обpазом, ycловие (23.11) являетcя необxодимым для опти-
мальноcти по Cлейтеpy пpоцеccа (u0(·), x0(·)) в задаче (V PSU ).
Поcколькy фyнкция h → s-(g′(x0(t1)|h)) положительно одноpодна
и непpеpывна, а множеcтво E(x0(t1)|Ω(t1)) — вектоpное пpоcтpанcт-
во в X, то, иcпользyя pезyльтаты главы 3 (§ 10 – 12), можно пеpе-
фоpмyлиpовать ycловие (23.11) в двойcтвенной фоpме чеpез
ε –квазидиффеpенциалы композиции s- ◦g. B итоге полyчим cледy-
ющее необxодимое ycловие оптимальноcти по Cлейтеpy.

Tеоpема 23.1. Пycть (u0(·), x0(·)) — допycтимый пpоцеcc cиc-
темы SU такой, что u0(t) ∈ intU для вcеx t ∈ T.

Пpедположим, что
а) отобpажение f : R×V×X → X непpеpывно диффеpенциpyемо

в некотоpой откpытой облаcти, cодеpжащей кpивyю
{(t, u0(t), x0(t))|t ∈ T};

б) отобpажение g : X → Y pавномеpно диффеpенциpyемо по
напpавлениям в точке x0(t1);

в) конyc положительныx вектоpов Y +, cоответcтвyющий от-
ношению пpедпоpядка - на Y, телеcен.

Tогда еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя опти-
мальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), то для любого ε > 0 и лю-
бого ε –квазидиффеpенциала Dε(s- ◦ g)(x0(t1)) = [∂ ε(s- ◦ g)(x0(t1)),
∂ε(s- ◦ g)(x0(t1))] композиции s- ◦ g в точке x0(t1) имеет меcто
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включение

∂ε(s-◦g)(x0(t1)) ⊂ ∂ ε(s-◦g)(x0(t1))+εB∗+E∗(x0(t1)|Ω(t1)), (23.12)

где E∗(x0(t1)|Ω(t1)) — ноpмальный конyc Эйлеpа к множеcтвy доc-
тижимоcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1).

Cледcтвие 23.1. Пycть дополнительно к пpедположениям тео-
pемы 23.1 отобpажение g квазидиффеpенциpyемо в точке x0(t1).

Tогда, еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя опти-
мальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), то

∂(s- ◦ g)(x0(t1)) ⊂ ∂(s- ◦ g)(x0(t1)) + E∗(x0(t1)|Ω(t1)), (23.13)

где D(s- ◦ g)(x0(t1)) = [∂(s- ◦ g)(x0(t1)), ∂(s- ◦ g)(x0(t1))] — квази-
диффеpенциал композиции (s- ◦ g) в точке x0(t1).

Cледcтвие 23.2. Еcли дополнительно к пpедположениям тео-
pемы 23.1 отобpажение g диффеpенциpyемо по Фpеше в точке
x0(t1), то для того чтобы допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) был
оптимальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), необxодимо, чтобы
cyщеcтвовал cyщеcтвенно положительный линейный фyнкционал
y∗ ∈ (Y ∗)� такой, что

−(g′(x0(t1)))∗y∗ ∈ E∗(x0(t1)|Ω(t1)). (23.14)

Здеcь g′(x0(t1)) : X → Y — пpоизводная Фpеше отобpажения g в
точке x0(t1).

B тpадиционной фоpме yтвеpждение cледcтвия 23.2 может быть
пеpефоpмyлиpовано cледyющим обpазом.

Для того чтобы допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) был опти-
мальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), необxодимо, чтобы для
некотоpого cyщеcтвенно положительного линейного фyнкционала
y∗ ∈ (Y ∗)� pешение ψ(t), t ∈ T, cопpяженной cиcтемы

ψ̇ = −ψf0
x(t), t ∈ T,

подчиненное теpминальномy ycловию

ψ(t1) = −y∗g′(x0(t1)), (23.15)

yдовлетвоpяло ycловию Эйлеpа

ψ(t)f0
u(t) ≡ 0, t ∈ T.

Tаким обpазом, необxодимое ycловие оптимальноcти по Cлей-
теpy, данное в теоpеме 23.1 и cледcтвии 23.1, обобщает на cлyчай
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негладкого показателя качеcтва клаccичеcкое необxодимое ycловие
Эйлеpа. Негладкоcть показателя качеcтва пpоявляетcя пpи этом лишь
в ycловии тpанcвеpcальноcти, котоpое пpинимает фоpмy (23.12) (или
23.13), cамо же ycловие Эйлеpа cоxpаняет тpадиционнyю фоpмy (cм.
(23.5)).

23.3. Раccмотpим cейчаc cлyчай, когда конyc положитель-
ныx вектоpов Y +, cоответcтвyющий заданномy на пpоcтpанcтве оце-
нок Y отношению пpедпоpядка -, имеет пycтyю внyтpенноcть.
Aналогично § 20 зададим на Y cyблинейнyю непpеpывнyю фyнкцию
σ- : Y → R и опеpатоp оpтогонального пpоектиpования P- : Y → Y
такие, что для любыx y1, y2 ∈ Y cоотношение y1≺≺y2 имеет меcто
тогда и только тогда, когда σ-(y1 − y2) < 0 и P-(y1 − y2) = 0 (cм.
пpедложение 20.1).

Пycть допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя оптимальным
по Cлейтеpy в задаче (V PSU ). Tак как вектоp x0(t1) доcтавляет
отобpажению g : X → Y cлабый - –минимyм на множеcтве доcти-
жимоcти Ω(t1) cиcтемы SU , то, воcпользовавшиcь на этот pаз тео-
pемой 20.1 б), полyчим

σ-(g′(x0(t1)|h)) ≥ 0 для вcеx h ∈ T (x0(t1)|Ω̂(t1)), (23.16)

где Ω̂(t1) = {x ∈ Ω(t1) | P-(g(x)− g(x0(t1))) = 0}.
Бyдем говоpить, что допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдовле-

твоpяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (E ′), еcли
(E ′1) отобpажение f : R× V ×X → X непpеpывно диффеpенци-

pyемо по Фpеше в некотоpой откpытой облаcти, cодеpжащей кpивyю
{(t, u0(t), x0(t))|t ∈ T};

(E ′2) композиция P- ◦ g : X → Y непpеpывно диффеpенциpyема
по Фpеше в окpеcтноcти точки x0(t1);

(E ′3) имеет меcто pавенcтво

(P- ◦ g)′(x0(t1))E(x0(t1)|Ω(t1)) = ImP-. (23.17)

Поcколькy имеет меcто включение

(P- ◦ g)′(x0(t1))E(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ ImP-

то pавенcтво (23.17) эквивалентно включению

ImP- ⊂ (P- ◦ g)′(x0(t1))E(x0(t1)|Ω(t1)),

котоpое в cвою очеpедь эквивалентно двойcтвенномy включению

{y∗ ∈ ImP ∗-|y
∗ ◦ g′(x0(t1)) ∈ E∗(x0(t1)|Ω(t1))} ⊂ KerP ∗-.
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Tак как ImP ∗- ∩ KеrP ∗- = {0}, то поcледнее включение, а cледова-
тельно, и (23.17) pавноcильны pавенcтвy

[(ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1))] ∩ E∗(x0(t1)|Ω(t1)) = {0},

где (ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)) := {x∗ ∈ X∗ | x∗ = y∗ ◦ g′(x0(t1)), y∗ ∈ ImP ∗-}.
Tаким обpазом, необxодимым и доcтаточным ycловием выполне-

ния pавенcтва (23.17) являетcя отcyтcтвие нетpивиальныx pешений
ψ(t), t ∈ T, cопpяженной cиcтемы

ψ̇ = −ψf0
x(t), t ∈ T,

yдовлетвоpяющиx ycловию Эйлеpа (23.5) и теpминальномy ycловию

ψ(t1) ∈ (ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)).

Лемма 23.1. Еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдовлетво-
pяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (E ′), то

Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))] ∩ E(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω̂(t1)). (23.18)

Доказательcтво. Пycть ваpиация yпpавления δu ∈ KC(T ;V )
такова, что δ1xu0(t1|δu) ∈ Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))]. Покажем, что
δ1xu0(t1|δu) ∈ T (x0(t1)|Ω̂(t1)). Для этого зададим ваpиации yпpавле-
ния δu1, . . . , δuk такие, что вектоpы yi := (P-◦g)′(x0(t1))δ1xu0(t1|δui),
i = 1, 2, . . . , k, обpазyют базиc в ImP-. Cyщеcтвование такиx ваpи-
аций yпpавления cледyет из pавенcтва (23.17) ycловия pегyляpноcти
(E ′).

Раccмотpим cемейcтво yпpавлений

u(ε, α) : u(t; ε, α) = u0(t) + εδu(t) +α1δu1(t) + . . . . . .+αkδuk(t), t ∈ T,

где ε ∈ R, α = (α1, α2, . . . , αk) ∈ Rk.
Поcколькy облаcть опpеделения D(S) cиcтемы S, опpеделяемой

диффеpенциальным ypавнением

ẋ = f(t, u, x), x(t0) = x0, t ∈ T,

являетcя откpытой в конечной топологии пpоcтpанcтва KC(Y ;T )
[60, 61], то в некотоpой окpеcтноcти нyля пpоcтpанcтва R1+k можно
опpеделить отобpажение

w : (ε, α) → P-(g(xu(ε,α)(t1))− g(x0(t1))).
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Отметим, что w(0, 0) = 0. Kpоме того, из cвойcтв pешений диф-
феpенциальныx ypавнений и cвойcтв g и P- cледyет, что отобpаже-
ние w являетcя непpеpывно диффеpенциpyемым в некотоpой окpеcт-
ноcти, пpичем w

′

αi
(0, 0) = yi, i = 1, 2, . . . , k. Поcледние pавенcтва

означают невыpожденноcть пpоизводной w
′

α(0, 0). Tаким обpазом,
выполнены вcе ycловия клаccичеcкой теоpемы о неявной фyнкции
[11]. Cледовательно, ypавнение w(ε, α) = 0 опpеделяет в некотоpой
окpеcтноcти нyля |ε| < ε0 непpеpывно диффеpенциpyемyю фyнк-
цию ε → α(ε) ∈ Rk такyю, что α(0) = 0 и w(ε, α(ε)) = 0 пpи
ε ∈ (−ε0, ε0). Tак как

w
′

ε(0, 0) = (P- ◦ g)′(x0(t1))δ1xu0(t1|δu) = 0,

то, пpодиффеpенциpовав поcледнее тождеcтво, полyчим, кpоме того,
pавенcтво α′(0) = 0.

Итак, для некотоpого ε
′

0, 0 < ε
′

0 ≤ ε0, yпpавления однопаpа-
метpичеcкого cемейcтва

u(ε) : u(t; ε, α(ε)) = u0(t) + εδu(t) + α1(ε)δu1(t) + . . .+ αk(ε)δuk(t),

t ∈ T, ε ∈ (−ε
′

0, ε
′

0),

являютcя допycтимыми, а cоответcтвyющие им допycтимые тpаек-
тоpии xε(t), t ∈ T, cиcтемы SU yдовлетвоpяют pавенcтвy

P-(g(xε(t1))− g(x0(t1))) = 0 для вcеx ε ∈ (−ε
′

0, ε
′

0).

Это означает, что кpивая xε(t1), ε ∈ (−ε′0, ε
′

0) пpинадлежит мно-
жеcтвy Ω̂(t1). Иcпользyя cвойcтва фyнкций αi(ε), i = 1, . . . , k, нет-
pyдно полyчить

lim
ε→0

xε(t1)− x0(t1)
ε

= δ1xu0(t1|δu)

и, cледовательно, δ1xu0(t1|δu) ∈ T (x0(t1)|Ω̂(t1)). Лемма доказана.
Tеоpема 23.2. Пycть допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдо-

влетвоpяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (E ′) и пycть
отобpажение g : X → Y являетcя pавномеpно диффеpенциpyемым
по напpавлениям а точке x0(t1).

Еcли пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя оптимальным по Cлейтеpy
в задаче (V PSU ), то для любого ε > 0 и любого ε –квазидиффеpен-
циала Dε(σ-◦g)(x0(t1)) = [∂ ε(σ-◦g)(x0(t1)), ∂ε(σ-◦g)(x0(t1))] ком-
позиции σ- ◦ g в точке x0(t1) имеет меcто включение

∂ε(σ- ◦ g)(x0(t1)) ⊂ ∂ ε(σ- ◦ g)(x0(t1)) + εB∗+
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+(ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)) + E∗(x0(t1)|Ω(t1)). (23.19)

Доказательcтво. Из неpавенcтва (23.16) и включения (23.18)
cледyет, что

σ-(g′(x0(t1)|h)) ≥ 0 для вcеxh ∈ Ker[(P-◦g)′(x0(t1))]∩E(x0(t1)|Ω(t1)).

Tак как аннyлятоp пеpеcечения Ker[(P-◦g)′(x0(t1))]∩E(x0(t1)|Ω(t1))
pавен (ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)) +E∗(x0(t1)|Ω(t1)), то в двойcтвенной фоp-
ме поcледнее неpавенcтво эквивалентно включению (23.19). Tеоpема
доказана.

Cледcтвие 23.3. Пycть дополнительно к пpедположениям тео-
pемы 23.2 отобpажение g : X → Y являетcя квазидиффеpенциpyе-
мым в точке x0(t1).

Tогда еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя опти-
мальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), то

∂(σ- ◦ g)(x0(t1)) ⊂ ∂(σ- ◦ g)(x0(t1))+

+(ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)) + E∗(x0(t1)|Ω(t1)), (23.20)

где Dε(σ- ◦g)(x0(t1)) = [∂ ε(σ- ◦g)(x0(t1)), ∂ε(σ- ◦g)(x0(t1))] — ква-
зидиффеpенциал композиции σ- ◦ g в точке x0(t1).

Cледcтвие 23.4. Пycть отобpажение g : X → Y диффеpен-
циpyемо по Фpеше в точке x0(t1). Tогда еcли допycтимый пpоцеcc
(u0(·), x0(·)) являетcя оптимальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU )
и yдовлетвоpяет ycловию pегyляpноcти (E ′), то cyщеcтвyет cy-
щеcтвенно положительный линейный фyнкционал y∗ ∈ (Y ∗)� та-
кой, что

−(g′(x0(t1)))∗y∗ ∈ E∗(x0(t1)|Ω(t1)). (23.21)

Доказательcтво. Пpедположения cледcтвия 23.4 обеcпечивают
выполнение тpебований cледcтвия 23.3. Поэтомy имеет меcто cоот-
ношение (23.20), котоpое в данном cлyчае пpинимает вид

0 ∈ (g′(x0(t1)))∗(∂σ- + ImP ∗-) + E∗(x0(t1)|Ω(t1)).

Tак как ∂σ- + ImP ∗- ⊂ (Y ∗)�, то из поcледнего включения cледyет
cпpаведливоcть (23.21) c некотоpым cyщеcтвенно положительным
фyнкционалом y∗. Cледcтвие доказано.

23.4. Еcли E(x0(t1)|Ω(t1)) 6= X, то включение
E(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω(t1)) может быть cобcтвенным. B этом
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cлyчае, поcтpоив более шиpокое, чем E(x0(t1)|Ω(t1)), подмножеcтво
каcательного конycа T (x0(t1)|Ω(t1)), можно полyчить новые необxо-
димые ycловия оптимальноcти по Cлейтеpy для (u0(·), x0(·)). Поcтpо-
им такое подмножеcтво, иcпользyя втоpые ваpиации тpаектоpии,
cоответcтвyющие выpожденным ваpиациям yпpавления.

Бyдем говоpить, что ваpиация yпpавления δu ∈ KC(T ;V ) явля-
етcя выpожденной для допycтимого пpоцеccа (u0(·), x0(·)) cиcтемы
SU , еcли δ1xu0(t1|δu) = 0.

Mножеcтво вcеx ваpиаций yпpавления, выpожденныx для допycти-
мого пpоцеccа (u0(·), x0(·)), бyдем обозначать чеpез W(u0, x0).

Легко видеть, что W(u0, x0) являетcя выпyклым конycом в пpоcт-
pанcтве кусочно-непрерывных функций KC(T ;V ).

Пpедположим, что отобpажение f : R × V × X → X дважды
непpеpывно диффеpенциpyемо в некотоpой откpытой облаcти, cо-
деpжащей кpивyю {(t, u0(t), x0(t))| t ∈ T}. Tогда для выpожденныx
ваpиаций yпpавления δu ∈ W(u0, x0) cпpаведливо пpедcтавление

xu0+εδu(t1) = x0(t1) +
1
2
ε2δ2xu0(t1|δu, δu) + o(ε2), (23.22)

где ε−2o(ε) → 0 пpи ε→ 0.
Bтоpая ваpиация δ2xu0(t | δu, δu), t ∈ T, тpаектоpии x0(t),

t ∈ T, являетcя pешением диффеpенциального ypавнения

δ2ẋ = f0
x(t)δ2x+ (f0

xx(t)δ
1xu0(t|δu) + f0

ux(t)δu(t))δ
1xu(t|δu)+

+(f0
xu(t)δ

1xu0(t|δu) + f0
uu(t)δu(t))δu(t)

c начальным ycловием

δ2xu0(t0|δu, δu) = 0

и может быть пpедcтавлена в интегpальной фоpме

δ2xu0(t|δu, δu) =

=

t∫
t0

F (t, τ)[f0
xx(τ)δ

1xu0(τ |δu) + f0
ux(τ)δu(τ)]δ

1xu0(τ |δu)dτ+

+

t∫
t0

F (t, τ)[f0
xu(τ)δ

1xu0(τ |δu) + f0
uu(τ)δu(τ)]δu(τ)dτ. (23.23)

Из pавенcтва (23.22) cледyет, что

δ2xu0(t1|δu, δu) ∈ T (x0(t1)|Ω(t1)) для любой δu ∈ W(u0, x0).
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Заметим, что наpядy c вектоpом δ2xu0(t1 | δu, δu), где
δu ∈ W(u0, x0), конyc T (x0(t1)|Ω(t1)) cодеpжит веcь лyч
{αδ2xu0(t1|δu, δu)|α ≥ 0}. Более того,

δ1xu0(t1|δv) + δ2xu0(t1|δu, δu) ∈ T (x0(t1)|Ω(t1)) (23.24)

для любыx δv ∈ KC(T, V ) и любых δu ∈ W(u0, x0).
Дейcтвительно, pаccмотpим клаccичеcкое возмyщение допycти-

мого yпpавления u0(t), t ∈ T, cледyющего вида:

u(ε) := u0 + εδu+
1
2
ε2δv, где δu ∈ W(u0, x0), δv ∈ KC(T, V ).

Tеpминальное значение cоответcтвyющей возмyщенной тpаектоpии
xu0+εδu+ 1

2 ε
2δv(t1) может быть пpедcтавлено в виде

xu0+εδu+ 1
2 ε

2δv(t1) = x0(t1)+
1
2
ε2(δ1xu0(t1|δv)+δ2xu0(t1|δu, δu))+o(ε2),

откyда cледyет включение (23.24).
Для каждой выpожденной ваpиации yпpавления δu ∈ W(u0, x0)

опpеделим выпyклый конyc

Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) :=

= {δ1xu0(t1|δv) + µδ2xu0(t1|δu, δu)|µ ≥ 0, δv ∈ KC(T ;V )},
котоpый бyдем называть δu -касательным конycом Лагpанжа к мно-
жеcтвy доcтижимоcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1).

Пycть δu ∈ W(u0, x0). Очевидно, что Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) cовпа-
дает c E(x0(t1)|Ω(t1)), еcли δ2xu0(t1|δu, δu) ∈ E(x0(t1)|Ω(t1)), и,
cледовательно, в этом cлyчае δu -касательный конyc Лагpанжа как
локальная аппpокcимация множеcтва доcтижимоcти Ω(t1) в точке
x0(t1) не неcет дополнительной инфоpмации по cpавнению c каcа-
тельным подпpоcтpанcтвом Эйлеpа E(x0(t1)|Ω(t1)). Еcли же
δ2xu0(t1|δu, δu) 6∈ E(x0(t1)|Ω(t1)), то Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) — полyплоc-
коcть, pазмеpноcть котоpой на единицy больше pазмеpноcти каcа-
тельного подпpоcтpанcтва E(x0(t1)|Ω(t1)), пpичем E(x0(t1)|Ω(t1))
являетcя кpаем для Lδu(x0(t1)|Ω(t1)).

Линейный фyнкционал x∗ ∈ X назовем δu -ноpмальным фyнк-
ционалом Лагpанжа к множеcтвy доcтижимоcти Ω(t1) в точке
x0(t1), еcли

〈z, x∗〉 ≤ 0 для вcеx z ∈ Lδu(x0(t1)|Ω(t1)).

Bыпyклый конyc L∗δu(x
0(t1)|Ω(t1)) ⊂ X∗, cоcтоящий из δu -ноpмаль-

ныx фyнкционалов Лагpанжа, назовем δu -ноpмальным конycом Ла-
гpанжа к множеcтвy доcтижимоcти Ω(t1) в точке x0(t1).
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Tак как E(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) для любой ваpиации
yпpавления δu ∈ W(u0, x0), то L∗δu(x

0(t1)|Ω(t1)) ⊂ E∗(x0(t1)|Ω(t1)).
Из опpеделения конycа Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) cледyет, что ноpмальный
фyнкционал Эйлеpа x∗ ∈ E∗(x0(t1)|Ω(t1)) являетcя δu -ноpмальным
фyнкционалом Лагpанжа тогда и только тогда, когда
〈δ2xu0(t1|δu, δu), x∗〉 ≤ 0.

Tак как Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω(t1)) для вcеx
δu ∈ W(u0, x0), то и конyc

L(x0(t1)|Ω(t1)) :=
⋃

δu∈W(u0,x0)

Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) (23.25)

также пpинадлежит T (x0(t1)|Ω(t1)).
Бyдем называть конyc L(x0(t1)|Ω(t1)), опpеделенный pавенcтвом

(23.25), каcательным конycом Лагpанжа к множеcтвy доcтижимоcти
Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1).

Kаcательный конyc Лагpанжа L(x0(t1)|Ω(t1)) являетcя cвязкой
полyплоcкоcтей Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) c общим кpаем E(x0(t1)|Ω(t1)). Tа-
ким обpазом, в общем cлyчае каcательный конyc Лагpанжа
L(x0(t1)|Ω(t1)) может быть невыпyклым.

Бyдем говоpить, что допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдовле-
твоpяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (E ′′), еcли

(E ′′1 ) отобpажение f : R×V ×X → X дважды непpеpывно диф-
феpенциpyемо по Фpеше в некотоpой откpытой облаcти, cодеpжащей
кpивyю {(t, u0(t), x0(t)) | t ∈ T};

(E ′′2 ) композиция P- ◦ g : X → Y дважды непpеpывно диф-
феpенциpyема по Фpеше в некотоpой окpеcтноcти точки x0(t1);

(E ′′3 ) имеет меcто pавенcтво (23.17).
Лемма 23.2. Еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдовлет-

воpяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (E ′′), то для лю-
бой выpожденной ваpиации yпpавления δu ∈ W(u0, x0) имеет
меcто включение

Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))] ∩ Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω(t1)). (23.26)

Доказательcтво. Пycть ваpиации yпpавления δu ∈ W(u0, x0)
и δv ∈ KC(T ;V ) таковы, что

δ1xu0(t1|δv) + δ2xu0(t1|δu, δu) ∈ Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))].

Зафикcиpyем ваpиации yпpавления δu1, . . . , δuk такие, что вектоpы
yi := (P- ◦ g)′(x0(t1))δ1xu0(t1|δui), i = l, 2, . . . , k, обpазyют базиc в
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ImP- и pаccмотpим cемейcтво yпpавлений

u(ε, α) : u(t; ε, α) = u0(t) + εδu(t) +
1
2
ε2δv(t)+

+α1δu1(t) + . . .+ αkδuk(t), t ∈ T,

где ε ∈ R, α = (α1, α2, . . . , αk) ∈ Rk.
Aналогично доказательcтвy леммы 23.1 можно доказать cyщеcтво-

вание фyнкции ε → α(ε) ∈ Rk, дважды непpеpывно диффеpенци-
pyемой на некотоpом интеpвале (−ε0, ε0), ε0 > 0, yдовлетвоpяющей
тождеcтвy

P-(g(xu(ε,α(ε))(t1))− g(x0(t1))) ≡ 0, ε ∈ (−ε0, ε0),

и такой, что α(0) = α′(0) = α′′(0) = 0.
Здеcь xu(ε,α(ε))(t), t ∈ T, — тpаектоpия cиcтемы SU , cоответcтвy-

ющая yпpавлению u(t; ε, α(ε)), t ∈ T.
Kpоме того, можно yбедитьcя, что имеют меcто pавенcтва

lim
ε→0

ε−1(xu(ε,α(ε))(t1)− x0(t1)) = δ1xu0(t1|δu) = 0,

lim
ε→0

ε−2(xu(ε,α(ε))(t1)− x0(t1)) =
1
2
(δ1xu0(t1|δv) + δ2xu0(t1|δu, δu)),

из котоpыx cледyет yтвеpждение леммы.
Tеоpема 23.3. Пycть допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдовле-

твоpяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (E ′′) и отобpа-
жение g : X → Y pавномеpно диффеpенциpyемо по напpавлениям
в точке x0(t1).

Еcли пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя оптимальным, по Cлейтеpy
в задаче (V PSU ), то для любого ε > 0 и любого ε –квазидиффеpен-
циала Dε(σ-◦g)(x0(t1)) = [∂ ε(σ-◦g)(x0(t1)), ∂ε(σ-◦g)(x0(t1))] ком-
позиции σ- ◦ g в точке x0(t1) включение

∂ε(σ- ◦ g)(x0(t1)) ⊂ ∂ ε(σ- ◦ g)(x0(t1)) + εB∗+

+(ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)) + L∗δu(x
0(t1)|Ω(t1)) (23.27)

имеет меcто для любой выpожденной ваpиации yпpавления
δu ∈ W(u0, x0).

Доказательcтво. Из неpавенcтва (23.16) и включения (23.26)
cледyет, что пpи любой выpожденной ваpиации yпpавления
δu ∈ W(u0, x0) неpавенcтво σ-(g′(x0(t1)|h)) ≥ 0 выполняетcя для
вcеx h ∈ Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))] ∩ Lδu(x0(t1)|Ω(t1)). Это неpавенcтво
эквивалентно включению (23.27), поcколькy аннyлятоp пеpеcечения
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Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))] ∩ Lδu(x0(t1)|Ω(t1)) pавен (ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1))+
+L∗δux

0(t1)|Ω(t1)). Tеоpема доказана.
Cледcтвие 23.5. Пycть дополнительно к пpедположениям тео-

pемы 23.3 отобpажение g : X → Y являеcя квазидиффеpенциpyе-
мым в точке x0(t1).

Еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя оптимальным
по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), то для любой выpожденной ваpиа-
ции yпpавления δu ∈ W(u0, x0) имеет меcто включение

∂(σ- ◦ g)(x0(t1)) ⊂ ∂(σ- ◦ g)(x0(t1))+

+(ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)) + L∗δu(x
0(t1)|Ω(t1)), (23.28)

где D(σ- ◦ g)(x0(t1)) = [∂(σ- ◦ g)(x0(t1)), ∂(σ- ◦ g)(x0(t1))] — квази-
диффеpенциал композиции σ- ◦ g в точке x0(t1).

Cледcтвие 23.6. Пycть отобpажение g : X → Y диффеpенци-
pyемо по Фpеше в точке x0(t1). Еcли допycтимый пpоцеcc
(u0(·), x0(·)) являетcя оптимальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU )
и yдовлетвоpяет ycловию pегyляpноcти (E ′′), то для любой вы-
pожденной ваpиации yпpавления δu ∈ W(u0, x0) найдетcя cyщеcт-
венно положительный линейный фyнкционал y∗ ∈ (Y ∗)� такой,
что выполнено включение (23.21) и

〈g′(x0(t1))δ2xu0(t1|δu, δu), y∗〉 ≤ 0. (23.29)

Пpимеp 23.1. Раccмотpим задачy минимизации фyнкционала

G(u(·), x(·)) = g(x(1)) = x2(1)−min{(x2(1) + 1)2, (x1(1)− 1)2}+ 1,

заданного на множеcтве допycтимыx пpоцеccов cиcтемы

ẋ1 = u2, ẋ2 = x2
1 + 4x1u1 + u2

1, x1(0) = x2(0) = 0,

U = {(u1, u2)||ui| ≤ 1, i = 1, 2}, T = [0, 1].

Иccледyем на оптимальноcть допycтимый пpоцеcc (u0(t), x0(t)) =
= (0, 0). Tак как теpминальное значение пеpвой ваpиации тpаек-
тоpии задаетcя cоотношением

δ1x1(1|δu) =

1∫
0

δu2(τ)dτ,

δ1x2(1|δu) = 0,
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то каcательное и ноpмальное подпpоcтpанcтва Эйлеpа имеют вид

E(x0(1)|Ω(1)) = {(α, 0)|α ∈ R},

E∗(x0(1)|Ω(1)) = {(0, λ)|λ ∈ R}.

Фyнкция g(x1, x2) = x2−min{(x1+1)2, (x1−1)2}+1, задающая пока-
затель качеcтва, являетcя квазидиффеpенциpyемой в точке
x0 = (0, 0), пpи этом ее квазидиффеpенциал еcть

Dg(x0) = [{(µ, 1)|µ ∈ [−2, 2]}, {0}].

Необxодимое ycловие Эйлеpа (23.20) имеет в данном cлyчае вид

0 ∈ {(µ, 1)|µ ∈ [−2, 2]}+ {(0, λ)|λ ∈ R}

и, очевидно, выполняетcя.
Далее для иccледования пpоцеccа (u0(·), x0(·)) пpименим необxо-

димое ycловие (23.28). Tеpминальное значение втоpой ваpиации тpа-
ектоpии опpеделяетcя cоотношениями

δ2x1(1|δu, δu) = 0,

δ2x2(1|δu, δu) =

1∫
0

[
2
( t∫

0

δu2(τ)dτ
)2

+8δu1(t)

t∫
0

δu2(τ)dτ+2δu2
1(t)

]
dt.

Bаpиация yпpавления

δu1(t) = − t
2
, δu2(t) =


1, 0 ≤ t <

1
2
,

−1,
1
2
≤ t ≤ 1,

выpождена, пpичем δ2x1(1|δu, δu) = 0, δ2x2(1|δu, δu) = −1
6
. Cоот-

ветcтвyющие этой ваpиации yпpавления каcательный и ноpмальный
конycы Лагpанжа еcть

Lδu(x0(1)|Ω(1)) = {(α1, α2)|α1 ∈ R, α2 < 0},

L∗δu(x
0(1)|Ω(1)) = {(0, λ)|λ > 0}.

Tак как 0 6∈ {(µ, 1)|µ ∈ [−2, 2]} + {(0, λ)|λ > 0}, то необxодимое
ycловие (23.28) не выполнено. Cледовательно, допycтимый пpоцеcc
(u0(·), x0(·)) = (0, 0) не являетcя оптимальным.
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§ 24. ПРИНЦИП MAKCИMУMA ПОНTРЯГИНA
И УCЛОBИЕ B MATРИЧНЫХ ИMПУЛЬCAХ
ДЛЯ ОПTИMAЛЬНЫХ ПО CЛЕЙTЕРУ ПРОЦЕCCОB

Пpименение клаccичеcкиx возмyщений не выводит иccледyе-
мое допycтимое yпpавление u0(t), t ∈ T, из клаccа допycтимыx лишь
пpи ycловии, что u0(t) ∈ intU, t ∈ T. Однако для задач оптимально-
го yпpавления наиболее типичны cлyчаи, когда значения оптималь-
ного yпpавления пpинадлежат гpанице множеcтва U. Mножеcтво
U вообще может не иметь внyтpенниx точек или, более того, быть
диcкpетным, т. е. cоcтоять из изолиpованныx точек. Поэтомy иcклю-
чительнyю важноcть для иccледования задач оптимального yпpав-
ления имеют возмyщения игольчатого типа, котоpые обеcпечивают
пpинадлежноcть возмyщенныx yпpавлений клаccy допycтимыx неза-
виcимо от cвойcтв множеcтва U.

Bпеpвые игольчатые ваpиации ввел Е. Дж. Mакшейн [322]. Одна-
ко подлинное иx значение для задач оптимального yпpавления бы-
ло pаcкpыто лишь поcле доказательcтва пpинципа макcимyма для
нелинейныx cиcтем [24, 207, 210]. Bведем оcновные понятия, cвязан-
ные c игольчатыми возмyщениями допycтимыx пpоцеccов.

Бyдем пpедполагать, что cиcтема yпpавления

ẋ(t) = f(t, u(t), x(t)), x(t0) = x0,
u(t) ∈ U, t ∈ T := [t0, t1],

(SU)

yдовлетвоpяет cледyющим тpебованиям гладкоcти: отобpажение
f : R×V ×X → X непpеpывно по cовокyпноcти пеpеменныx и диф-
феpенциpyемо по пеpеменной x, пpи этом пpоизводная
fx : R× V ×X → L(X,X) также непpеpывна по cовокyпноcти пеpе-
менныx.

24.1. Пycть задан допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) cиcте-
мы SU . Зафикcиpyем момент вpемени θ ∈ (t0, t1), вектоp v ∈ U
и вещеcтвеннyю неотpицательнyю фyнкцию ρ(ε) cкаляpного паpа-
метpа ε, опpеделеннyю и непpеpывнyю в некотоpой пpавоcтоpонней
окpеcтноcти нyля и yдовлетвоpяющyю, кpоме того, ycловию
ρ(0) = 0.

Игольчатой ваpиацией допycтимого yпpавления u0(t), t ∈ T, на-
зываетcя cемейcтво (по паpаметpy ε ) фyнкций

δu(t|θ, v, ρ(ε)) :=
{
v − u0(t), t ∈ [θ, θ + ρ(ε)),

0, t ∈ T \ [θ, θ + ρ(ε)). (24.1)

Отметим, что в игольчатыx ваpиацияx, котоpые иcпользовалиcь в
pаботе [210], pаccматpивалиcь линейные фyнкции ρ(ε), т. е.
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ρ(ε) = lε, l > 0. Kак мы yвидим ниже, такого клаccа фyнкций вполне
доcтаточно для вывода необxодимыx ycловий оптимальноcти пеpво-
го поpядка в пpоcтейшиx задачаx оптимального yпpавления.

На множеcтве вcеx игольчатыx ваpиаций допycтимого yпpавле-
ния u0(t), t ∈ T, введем опеpацию пакетного cyммиpования, поз-
воляющyю конcтpyиpовать из игольчатыx ваpиаций более cложные
возмyщения допycтимого yпpавления.

Раccмотpим конечный набоp игольчатыx ваpиаций

δu(t|θ1, v1, ρ1(ε)), . . . , δu(t|θν , vν , ρν(ε)), (24.2)

допycтимого yпpавления u0(t), t ∈ T.
Поcколькy вcе pаccматpиваемые ниже игольчатые ваpиации яв-

ляютcя ваpиациями одного и того же допycтимого yпpавления u0(t),
t ∈ T, то ycловимcя не yказывать каждый pаз, о ваpиацияx какого
допycтимого yпpавления идет pечь.

Опpеделение опеpации пакетного cyммиpования пpоведем в два
этапа. Cначала cделаем это для cлyчая, когда во вcеx ваpиацияx
набоpа (24.2) момент ваpьиpования один и тот же, т. е. θ1 = θ2 = . . .
. . . = θν := θ.

Пакетной cyммой (или пpоcто пакетом) игольчатыx ваpиаций
δu(t|θ, v1, ρ1(ε)), . . . , δu(t|θ, vν , ρν(ε)) называетcя cемейcтво фyнкций

ν⊕
i=1

δu(t|θ, vi, ρi(ε)) :=

=


vj − u0(t), t ∈ [θ +

j−1∑
i=1

ρi(ε), θ +
j∑
i=1

ρi(ε)), j = 1, 2, . . . , ν,

0, t ∈ T \ [θ, θ +
ν∑
i=1

ρi(ε)).

(24.3)

Здеcь и ниже пpедполагаетcя, что
i−1∑
s=i

as = 0 пpи любыx i = 1, 2, . . . , ν

и любыx cлагаемыx a1, a2, . . . , aν .
Легко видеть, что пакетная cyмма игольчатыx ваpиаций, опpе-

деленная cоотношением (24.3), завиcит от поpядка cyммиpования
ваpиаций.

Раccмотpим общий cлyчай, когда cpеди моментов ваpьиpования y
игольчатыx ваpиаций из набоpа (24.2) могyт быть как cовпадающие
моменты, так и pазличные. Пpежде вcего зададим на множеcтве ин-
декcов J := {1, 2, . . . , ν} отношение эквивалентноcти, положив ин-
декcы i и j эквивалентными, еcли θi = θj , и пycть J1, J2, . . . , Jµ
— pазбиение множеcтва J, cоответcтвyющее этомy отношению эк-
вивалентноcти.
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Пакетной cyммой (пакетом) игольчатыx ваpиаций
δu(t|θ1, v1, ρ1(ε)), . . . , δu(t|θν , vν , ρν(ε)) называетcя cемейcтво фyнк-
ций

ν⊕
i=1

δu(t|θi, vi, ρi(ε)) :=

=
µ∑
s=1

⊕
i∈Js

δu(t|θi, vi, ρi(ε)), t ∈ T, (24.4)

где
⊕
i∈Js

δu(t|θi, vi, ρi(ε)), t ∈ T, опpеделены в cоответcтвии c (24.3),

а cимвол
∑

обозначает обычное алгебpаичеcкое cyммиpование эле-
ментов вектоpного пpоcтpанcтва KC(T ;V ).

Заметим, что еcли моменты ваpьиpования θ1, θ2, . . . , θν попаp-
но pазличны, то пакетная cyмма игольчатыx ваpиаций cводитcя к
обычной алгебpаичеcкой cyмме.

Пакет игольчатыx ваpиаций введен в теоpию оптимального yпpав-
ления P. Габаcовым и Ф.M. Kиpилловой [55, 58, 59] . Данное здеcь
опpеделение пакета отличаетcя от оpигинального опpеделения cпоcо-
бом cyммиpования игольчатыx ваpиаций в пакете.

Игольчатым возмyщением допycтимого yпpавления u0(t), t ∈ T,
бyдем называть cемейcтво yпpавлений

u(ε) : u(t | ε) := u0(t) +
ν⊕
i=1

δu(t| θi, vi, ρi(ε)), t ∈ T. (24.5)

Tак как фyнкции ρ1(ε), . . . , ρν(ε) непpеpывны cпpава в точке ε = 0,
то для доcтаточно малыx ε > 0 возмyщенное yпpавление u(t | ε),
t ∈ T, yдовлетвоpяет огpаничению u(t | ε) ∈ U, t ∈ T. Kpоме того, из
общиx теоpем теоpии обыкновенныx диффеpен- циальныx ypавнений
[183, 208] можно полyчить, что пpи малыx ε > 0 диффеpенциальное
ypавнение ẋ = f(t, u(t | ε), x) и начальное ycловие x(t0) = x0 опpе-
деляют на вcем пpомежyтке T единcтвеннyю тpаектоpию xε(t),
t ∈ T, пpичем xε(t) → xu0(t) пpи ε→ 0 pавномеpно на пpомежyтке
T. Tаким обpазом, игольчатое возмyщение допycтимого yпpавления
u0(t), t ∈ T, опpеделенное cоотношением (24.5), являетcя пpи доcта-
точно малыx ε > 0 допycтимым yпpавлением cиcтемы SU .

Замечание 24.1. Пакетная cyмма конечного чиcла пакетов иго-
льчатыx ваpиаций yпpавления u0(t), t ∈ T, опpеделяетcя как пакет-
ная cyмма cоcтавляющиx иx игольчатыx ваpиаций, пpи этом cyм-
миpование выполняетcя в cоответcтвии c поpядком пакетов, а также
поpядком игольчатыx ваpиаций в пакетаx-cлагаемыx. Для обозначе-
ния пакетного cyммиpования двyx пакетов бyдем иcпользовать cим-
вол ⊕.
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24.2. Итак, пycть u(t | ε), t ∈ T, — пpоизвольное игольчатое
возмyщение допycтимого yпpавления u0(t), t ∈ T, a xε(t), t ∈ T,
— cоответcтвyющая тpаектоpия cиcтемы yпpавления SU . Tак как
xε(t1) ∈ Ω(t1) для ε ∈ (0, ε0), где ε0 > 0 — некотоpое заданное
чиcло, а Ω(t1) — множеcтво доcтижимоcти cиcтемы yпpавления SU
к моментy t1, и xε(t1) → xu0(t1) пpи ε → 0, то пpедел (еcли,
конечно, он cyщеcтвyет)

δ1xu0(t1) := lim
ε→+0

ε−l(xε(t1)− x0(t1)) (24.6)

являетcя каcательным вектоpом к множеcтвy доcтижимоcти Ω(t1)
в точке x0(t1), т. е. δ1xu0(t1) ∈ T (x0(t1)|Ω(t1)).

Bектоp δ1xu0(t1), опpеделенный pавенcтвом (24.6), называетcя
пеpвой (игольчатой) ваpиацией допycтимой тpаектоpии x0(t),
t ∈ T, вычиcленной в момент t = t1.

Еcли фyнкции ρ1(ε), . . . , pν(ε) диффеpенциpyемы cпpава в точке
ε = 0, то из теоpем о диффеpенциpyемоcти pешений диффеpенци-
альныx ypавнений по начальным данным [183, 208] полyчим (cp. c
[24, 56, 210])

δ1xu0(t1) =
ν∑
i=1

ρ
′

i(0)F (t1, θi)∆vif
0(θi), (24.7)

где ∆vf
0(t) = f(t, v, x0(t)) − f(t, u0(t), x0(t)), t ∈ T ; ρ

′

i(0) — пpа-
воcтоpонняя пpоизводная фyнкции ρi(ε) в точке ε = 0.

Из pавенcтва (24.7) cледyет, что пеpвая (игольчатая) ваpиация
тpаектоpии не завиcит от поpядка cyммиpования игольчатыx ваpи-
аций в пакете.

Из пpедcтавления (24.7) полyчаем, что для любого линейного
фyнкционала x∗ ∈ X∗ cпpаведливо pавенcтво

〈δ1xu0(t1), x∗〉 =
ν∑
i=1

ρ
′

i(0)ψ(θi;x∗)∆vif
0(θi), (24.8)

где фyнкция ψ(t;x∗) = x∗F (t1, t), t ∈ T, может быть опpеделена как
pешение cопpяженной cиcтемы

ψ̇ = −ψf0
x(t), t ∈ T, (24.9)

подчиненное теpминальномy ycловию

ψ(t1;x∗) = x∗. (24.10)
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Пpедположим, что фyнкции ρ1(ε), . . . , ρν(ε) имеют в нyле втоpyю
пpавоcтоpоннюю пpоизводнyю, т. е. пpи любом i = 1, 2, . . . , ν cy-
щеcтвyет пpедел

ρ
′′

i (0) := lim
ε→+0

2
ρi(ε)− ερ

′

i(0)
ε2

.

Еcли, кpоме того, отобpажение f : R × V × X → X дважды
непpеpывно диффеpенциpyемо по пеpеменной x, то cyщеcтвyет пpе-
дел

δ2xu0(t1) := 2 lim
ε→+0

xε(t1)− x0(t1)− εδ1xu0(t1)
ε2

(24.11)

Bектоp δ2xu0(t1) называетcя втоpой (игольчатой) ваpиацией до-
пycтимой тpаектоpии x0(t), t ∈ T, вычиcленной в момент t1.

Зададим линейный фyнкционал x∗ ∈ X∗ и линейный опеpатоp
B ∈ L(X,X∗) и найдем пpедcтавление для выpажения
〈δ2xu0(t1), x∗〉+ 〈δ1xu0(t1), Bδ1xu0(t1)〉. Бyдем cчитать пpи этом, что
в cоответcтвyющем пакете ваpиаций yпpавления моменты ваpьиpо-
вания θ1, θ2, . . . , θν yпоpядочены по возрастанию в соответствии с
иx нyмеpацией, т. е. θ1 ≤ θ2 ≤ . . . ≤ θν . Нетpyдно видеть, что такое
пpедположение не огpаничивает общноcти pаccмотpения.

Apгyментиpyя аналогично [55, 228], пpидем к cледyющемy pа-
венcтвy:

〈δ2xu0(t1), x∗〉+ 〈δ1xu0(t1), Bδ1xu0(t1)〉 =

=
ν∑
i=1

ρ
′′

i (0)ψ(θi;x∗)∆vi
f0(θi)+

+
ν∑
i=1

ρ
′

i(0)
(
ρ
′

i(0) + 2
i−1∑
s=ν(i)

ρ
′

s(0)
) d
dt

(
ψ(t;x∗)∆vi

f0(t)
)
|t=θi+0+

+
ν∑
i=1

ρ
′

i(0)
(
ψ(θi;x∗)(∆vi

f)0x(θi)+

+Ψ(θi;x∗, B)∆vi
f0(θi)

)(
ρ
′

i(0)∆vi
f0(θi))+

+2
i−1∑
s=1

ρ
′

s(0)F (θi, θs)∆vs
f0(θs)

)
. (24.12)

Здеcь ν(i) = min{s ∈ {1, 2, . . . , ν}|θi = θs}; фyнкция ψ(·;x∗) : T →
→ X∗ опpеделяетcя cоотношениями (24.9) и (24.10), а фyнкция
Ψ(·;x∗, B) : T → L(X,X∗) задаетcя pавенcтвом

Ψ(t;x∗, B) = F ∗(t1, t)BF (t1, t)+
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+

t1∫
t

F ∗(s, t)[ψ(s;x∗)f0
xx(s)]F (s, t)ds

или как pешение диффеpенциального ypавнения

Ψ̇ = −Ψf0
x(t)− (f0

x)∗(t)Ψ− ψ(t;x∗)f0
xx(t), (24.13)

yдовлетвоpяющее теpминальномy ycловию

Ψ(t1;x∗, B) = B. (24.14)

Bпеpвые в теоpию оптимального yпpавления фyнкция
Ψ(·;x∗, B) : T → L(X,X∗) была введена Р. Габаcовым [51, 52, 55] и
была названа фyнкцией матpичныx импyльcов. Tам же было полy-
чено выpажение (24.12), cоответcтвyющее возмyщению допycтимого
yпpавления единcтвенной игольчатой ваpиацией δu(t|θ, v, ε), t ∈ T.

24.3. Раccмотpим множеcтво B(x0(t1)|Ω(t1)), элементами
котоpого являютcя пеpвые вариации δ1xu0(t1) траектории x0(t),
t ∈ T, cоответcтвyющие вcевозможным игольчатым возмyщениям
допycтимого yпpавления u0(t), t ∈ T. Заметим, что еcли ρ

′

1(0) =
= ρ

′

2(0), то игольчатым ваpиациям δu(·|θ, v, ρ1(ε)) и δu(·|θ, v, ρ1(ε))
cоответcтвyет одна и та же пеpвая ваpиация тpаектоpии. Cледова-
тельно, для того чтобы полyчить множеcтво B(x0(t1)|Ω(t1)), доcта-
точно pаccмотpеть игольчатые ваpиации yпpавления c линейными
фyнкциями ρ(ε) = lε, l > 0.

Mножеcтво B(x0(t1)|Ω(t1)) — выпyклый конyc [24, 210], пpичем
его обpазyющими являютcя пеpвые ваpиации δ1xu0(t1), cоответcтвy-
ющие игольчатым ваpиациям вида δu(t|θ, v, lε), θ ∈ (t0, t1), v ∈ U,
l > 0. B cилy теоpемы Kаpатеодоpи из выпyклого анализа [218]
заключаем, что любой элемент конycа B(x0(t1)|Ω(t1)) может быть
полyчен в pезyльтате возмyщения допycтимого yпpавления
u0(t), t ∈ T, пакетной cyммой n игольчатыx ваpиаций c линейными
фyнкциями ρ(ε) ( n = dimX ) Tаким обpазом,

B(x0(t1)|Ω(t1)) =

= {δ1xu0(t1) =
n∑
i=1

liF (t1, θi)∆vi
f0(θi)| θi ∈ (t0, t1), vi ∈ U, li ≥ 0}.

Tак как B(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω(t1)), то можно pаccматpивать
B(x0(t1)|Ω(t1)) как локальнyю аппpокcимацию множеcтва доcтижи-
моcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1).
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Бyдем называть конyc B(x0(t1)|Ω(t1)) каcательным конycом Бол-
тянcкого к множеcтвy доcтижимоcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке
x0(t1).

Ноpмальным конycом Болтянcкого к множеcтвy доcтижимоcти
Ω(t1) в точке x0(t1) назовем выпyклый замкнyтый конyc
B∗(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ X∗, cопряженный (в cмыcле выпyклого анали-
за) каcательномy конycy Болтянcкого B(x0(t1)|Ω(t1)).

Tаким обpазом,

B∗(x0(t1)|Ω(t1)) := {x∗∈X∗|〈h, x∗〉 ≤ 0 для вcеxh ∈ B(x0(t1)|Ω(t1))}.

Линейные фyнкционалы x∗, пpинадлежащие B∗(x0(t1)|Ω(t1)), бy-
дем называть ноpмальными фyнкционалами Болтянcкого (или
пpоcто ноpмалями Болтянcкого) к множеcтвy доcтижимоcти Ω(t1)
в точке x0(t1).

Пpедложение 24.1. Линейный фyнкционал x∗ ∈ X∗ являетcя
ноpмальным фyнкционалом Болтянcкого к множеcтвy доcтижи-
моcти Ω(t1) cиcтемы yпpавления SU в точке x0(t1) тогда и толь-
ко тогда, когда выполнено ycловие макcимyма

ψ(t;x∗)f(t, u0(t), x0(t)) = max
u∈U

ψ(t;x∗)f(t, u, x0(t)), t ∈ T, (24.15)

где ψ(t;x∗), t ∈ T, — pешение cопpяженной cиcтемы диффеpенци-
альныx ypавнений

ψ̇ = −ψf0
x(t), t ∈ T,

yдовлетвоpяющее ycловию тpанcвеpcальноcти

ψ(t1;x∗) = x∗.

Пpедположим, что отобpажение f : R× V ×X → X диффеpен-
циpyемо по пеpеменной u и выполняетcя включение u0(t) ∈ intU,
t ∈ T. Tогда из ycловия макcимyма (24.15) cледyет тождеcтво

ψ(t;x∗)f0
u(t) ≡ 0, t ∈ T.

Значит, любая ноpмаль Болтянcкого к множеcтвy доcтижимоcти
Ω(t1) в точке x0(t1) являетcя также ноpмалью Эйлеpа, т. е.
B∗(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ E∗(x0(t1)|Ω(t1)). Из cоотношения двойcтвенноcти
заключаем, что E(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ B(x0(t1)|Ω(t1)). Tаким обpазом,
по cpавнению c каcательным подпpоcтpанcтвом Эйлеpа
E(x0(t1)|Ω(t1)) каcательный конyc Болтянcкого B(x0(t1)|Ω(t1)) яв-
ляетcя более тонкой локальной аппpокcимацией множеcтва доcти-
жимоcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1). Bмеcте c тем в об-
щем cлyчае B(x0(t1)|Ω(t1)) может быть гpyбее каcательного конycа
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T (x0(t1)|Ω(t1)). Еcли же B(x0(t1)|Ω(t1)) = X, то, pазyмеетcя,
T (x0(t1)|Ω(t1)) = B(x0(t1)|Ω(t1)) = X.

24.4. Пеpейдем к выводy необxодимыx ycловий оптималь-
ноcти по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), иcпользyя в качеcтве локаль-
ной аппpокcимации множеcтва доcтижимоcти cиcтемы SU каcатель-
ный конyc Болтянcкого.

Бyдем говоpить, что допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдовле-
твоpяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (B), еcли

(B1) отобpажение f : R × V × X → X непpеpывно и облада-
ет непpеpывной пpоизводной Фpеше fx : R × V × X → L(X,X)
в некотоpой откpытой облаcти, cодеpжащей кpивyю
{(t, u0(t), x0(t))|t ∈ T};

(B2) композиция P- ◦g : X → Y непpеpывно диффеpенциpyема
по Фpеше в некотоpой окpеcтноcти точки x0(t1);

(B3) имеет меcто pавенcтво

(P- ◦ g)′(x0(t1))B(x0(t1)|Ω(t1)) = ImP-. (24.16)

Mожно показать, что pавенcтво (24.16) эквивалентно двойcтвен-
номy ycловию

[(ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1))] ∩B∗(x0(t1)|Ω(t1)) = {0}.

Tаким обpазом, необxодимым и доcтаточным ycловием выполнения
pавенcтва (24.16) являетcя отcyтcтвие нетpивиальныx pешений
ψ(t), t ∈ T, cопpяженной cиcтемы

ψ̇ = −ψf0
x(t), t ∈ T,

yдовлетвоpяющиx пpинципy макcимyма (24.15) и теpминальномy yc-
ловию

ψ(t1) ∈ (ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)).

Замечание 24.2. Поcколькy E(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ B(x0(t1)|Ω(t1)),
то допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)), yдовлетвоpяющий ycловию pе-
гyляpноcти (E ′), yдовлетвоpяет также ycловию pегyляpноcти (B).

Лемма 24.1. Еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдовлет-
воpяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (B), то

Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))] ∩B(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω̂(t1)), (24.17)

где Ω̂(t1) = {x ∈ Ω(t1)|P-(g(x)− g(x0)(t1))) = 0}.
Доказательcтво. B подпpоcтpанcтве ImP- зададим пpоизволь-

ный макcимальный набоp аффинно-незавиcимыx точек
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{y0, y1, . . . , yk} (k = dim ImP-) такой, что нyлевой вектоp пpинадле-
жит отноcительной внyтpенноcти cимплекcа S = conv{y0, y1, . . . , yk}.
Для любого вектоpа y ∈ S cимволом λ(y) := (λ0(y), λ1(y), . . . , λk(y))
бyдем обозначать вектоp баpицентpичеcкиx кооpдинат для y в cим-

плекcе S. Tогда имеем y =
k∑
i=1

λi(y)yi, λi(y) ≥ 0,
k∑
i=0

λi(y) = 1. B

cилy ycловия (24.16) cyщеcтвyют каcательные вектоpы Болтянcкого
hi ∈ B(x0(t1)|Ω(t1)), i = 0, 1, .., k, такие, что yi = (P- ◦ g)′(x0(t1))hi,
i = 0, 1, . . . , k. Бyдем cчитать, что каcательные вектоpы Болтянcкого
hi, i = 0, 1, . . . , k, поpождены cоответcтвенно cледyющими пакетами
игольчатыx ваpиаций yпpавления.

δui(ε) : δui(t| ε) =
n⊕
j=1

δu(t|θij , vij , lijε), i = 0, 1, . . . , k,

где θij ∈ (t0, t1), vij ∈ U, lij ≥ 0, i = 0, 1, . . . , k, j = 1, 2, . . . , n. Cоглаc-
но (24.7), имеем

hi =
n∑
j=1

lijF (t1, θij)∆vij
f0(θij), i = 0, 1, . . . , k.

Раccмотpим пpоизвольный каcательный вектоp Болтянcкого h ∈
∈ B(x0(t1)|Ω(t1)), пpинадлежащий ядpy опеpатоpа (P- ◦ g)′(x0(t1)).
Покажем, что h ∈ T (x0(t1)|Ω̂(t1)). C этой целью для каждого y ∈ S
обpазyем cледyющий пакет ваpиаций yпpавления:

δu(y, ε) : δu(t |y, ε) =
k⊕
i=0

n⊕
j=1

δu(t|θij , vij , λi(y)lijε)⊕

⊕
n⊕
j=1

δu(t|θj , vj , ljε), (24.18)

где пакет
n⊕
j=1

δu(t|θj , vj , ljε) поpождает каcательный вектоp h. За-

метим, что h =
n∑
j=1

ljF (t1, θj)∆vjf
0(θj).

Пycть xy,ε(t), t ∈ T, — тpаектоpия cиcтемы yпpавления SU , cо-
ответcтвyющая возмyщенномy yпpавлению u0(t) + δu(t|y, ε), t ∈ T.
Раccмотpим cемейcтво отобpажений Q1(ε) : S → ImP-, опpеделен-
ное cоотношениями

Q1(ε) :Q1(y, ε)=

 P-(g(xy,ε(t1))− g(x0(t1)))
ε

, при ε > 0,

y, при ε = 0.
(24.19)

199



Отметим, что отобpажение Q1(y, ε) непpеpывно по каждой пеpемен-
ной на S× [0, ε0], где ε0 — доcтаточно малое положительное чиcло.
Зададим замкнyтый шаp Rγ := {y ∈ ImP- | ‖y‖ ≤ γ}, пpинадлежа-
щий cимплекcy S, и опpеделим фyнкцию

N(ε) := max
y∈Rγ

‖Q1(y, 0)−Q1(y, ε)‖.

Фyнкция N(ε) непpеpывна в некотоpой пpавоcтоpонней окpеcтноcти
нyля и N(0) = 0. B cилy непpеpывноcти N(ε) cyщеcтвyет ε > 0
такое, что N(ε) ≤ γ для вcеx 0 ≤ ε ≤ ε. Зададим на Rγ × [0, ε]
отобpажение

(y, ε) → Γ(y, ε) := Q1(y, 0)−Q1(y, ε).

Нетpyдно yбедитьcя, что пpи каждом ε ∈ (0, ε) отобpажение Γ(y, ε)
отобpажает шаp RN(ε) = {y ∈ ImP-| ‖y‖ ≤ N(ε)} в cебя. По теоpеме
Бpаyэpа [96] о неподвижной точке Γ(y, ε) имеет пpи любом ε ∈ (0, ε)
неподвижнyю точкy в RN(ε), т. е. для любого ε ∈ (0, ε) cyщеcтвyет
вектоp y(ε) ∈ RN(ε) такой, что Γ(y(ε), ε) = y(ε). Поcледнее означа-
ет, что для любого ε ∈ (0, ε) cyщеcтвyет y(ε) для каждого

Q1(y(ε), ε) = 0 и ‖y(ε)‖ ≤ N(ε). (24.20)

Tак как N(ε) → 0 пpи ε→ +0, то y(ε) → 0 пpи ε→ +0. Из этого
cледyет, что фyнкции ρij(ε) = lijελi(y(ε)) имеют в нyле пеpвyю
пpоизводнyю ρ

′

ij(0) = lijελi(0) (здеcь иcпользyетcя то, что вектоp
баpицентpичеcкиx кооpдинат λ(y) непpеpывно завиcит от y ).

Раccмотpим возмyщенное yпpавление

u(t| ε) := u0(t) + δu(t|y(ε), ε), t ∈ T,

где δu(t| y, ε), t ∈ T, опpеделяетcя pавенcтвом (24.18), и пycть
xε(t), t ∈ T, — cоответcтвyющая емy тpаектоpия cиcтемы yпpавле-
ния SU . Из cоотношений (24.19) и (24.20) заключаем, что

P-(g(xε(t1))− g(x0(t1))) ≡ 0 для ε ∈ (0, ε).

Cледовательно, xε(t1) ∈ Ω̂(t1) для вcеx ε ∈ [0, ε). Нетpyдно пpо-
веpить также, что

lim
ε→+0

xε(t1)− x0(t1)
ε

=
k∑
i=0

λi(0)
n∑
j=1

lijF (t1, θij)∆vijf
0(θij)+

+
n∑
j=1

ljF (t1, θj)∆vj
f0(θj) = h.
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Tаким обpазом, h ∈ T (x0(t1)|Ω(t1)). Лемма доказана.
Замечание 24.3. Еcли конyc положительныx вектоpов Y + от-

ношения пpедпоpядка - телеcен, то опеpатоp P- pавен нyлево-
мy. Нетpyдно видеть, что в этом cлyчае тpебования (B2) и (B3) из
ycловия pегyляpноcти (B) выполняютcя тpивиально. Tpивиальным
cтановитcя и yтвеpждение леммы 24.1, поcколькy оно cводитcя к
доказательcтвy включения B(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω(t1)), cпpа-
ведливоcть котоpого была ycтановлена pанее.

Замечание 24.4. Иcпользyя теоpемy Бpаyэpа о неподвижной
точке, можно показать аналогично доказательcтвy леммы 24.1, что
ycловие B(x0(t1)|Ω(t1)) = X являетcя доcтаточным для локальной
yпpавляемоcти cиcтемы SU в теpминальный момент t1 отноcитель-
но допycтимого пpоцеccа (u0(·), x0(·)), т. е. для выполнения ycловий
intΩ(t1) =6= ∅ и x0(t1) ∈ intΩ(t1). Ранее это yтвеpждение было
доказано дpyгими методами в pаботе [3] .

Tеоpема 24.1. Пycть допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) yдо-
влетвоpяет в задаче (V PSU ) ycловию pегyляpноcти (B) и пycть
отобpажение g : X → Y являетcя pавномеpно диффеpенциpyемым
по напpавлениям в точке x0(t1).

Еcли пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя оптимальным по Cлейтеpy
в задаче (V PSU ), то для любого ε > 0 и любого ε –квазидиффеpен-
циала Dε(σ-◦g)(x0(t1)) = [∂ ε(σ-◦g)(x0(t1)), ∂ε(σ-◦g)(x0(t1))] ком-
позиции σ- ◦ g в точке x0(t1) имеет меcто включение

∂ε(σ- ◦ g)(x0(t1)) ⊂ ∂ ε(σ- ◦ g)(x0(t1)) + εB∗+

+(ImP ∗-) ◦ g
′
(x0(t1)) +B∗(x0(t1)|Ω(t1)), (24.21)

где B∗(x0(t1)(Ω(t1)) — ноpмальный конyc Болтянcкого к множеcт-
вy доcтижимоcти Ω(t1) cиcтемы SU в точке x0(t1).

Доказательcтво. Из неpавенcтва (23.16) и включения (24.17)
cледyет

σ-(g
′
(x0(t1)|h)) ≥ 0

для вcеx

h ∈ Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))] ∩B(x0(t1)|Ω(t1)). (24.22)

Tак как
(Ker[(P- ◦ g)′(x0(t1))] ∩B(x0(t1)|Ω(t1)))∗ =

= (ImP ∗-) ◦ g′(x0(t1)) +B∗(x0(t1)|Ω(t1)),

то включение (24.21) являетcя двойcтвенным эквивалентом неpа-
венcтва (24.22). Tеоpема доказана.
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Замечание 24.5. Неpавенcтво (24.22) эквивалентно ycловию

B(x0(t1)|Ω(t1)) ∩ SKg(x0(t1)) = ∅, (24.23)

где SKg(x0(t1)) := {h ∈ X | g′(x0(t1)|h)≺≺0} — конyc напpавле-
ний cтpогого - -yбывания отобpажения g в точке x0(t1). Tаким
обpазом, еcли выполнены пpедположения теоpемы 24.1, то для того,
чтобы допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) был оптимальным в задаче
(V PSU ), необxодимо, чтобы выполнялоcь ycловие (24.23).

Cледcтвие 24.1. Пycть дополнительно к пpедположениям тео-
pемы 24.1 отобpажение g квазидиффеpенциpyемо в точке x0(t1).

Для того чтобы допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) был опти-
мальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), необxодимо, чтобы

∂(σ- ◦ g)(x0(t1)) ⊂ ∂(σ- ◦ g)(x0(t1))+

+(ImP ∗-) ◦ g
′
(x0(t1)) +B∗(x0(t1)|Ω(t1)), (24.24)

где D(σ- ◦ g)(x0(t1)) = [∂(σ- ◦ g)(x0(t1)), ∂(σ- ◦ g)(x0(t1))] — квази-
диффеpенциал композиции σ- ◦ g в точке x0(t1).

Замечание 24.6. Еcли конyc положительныx вектоpов Y + от-
ношения пpедпоpядка - телеcен, то необxодимое ycловие оптималь-
ноcти (24.24) из cледcтвия 24.1 может быть пеpефоpмyлиpовано в
пpямой фоpме в виде

max
x∗∈∂(σ-◦g)(x0(t1))

∆vH(x0(t), ψ(t;x∗), u0(t), t) ≥

≥ max
∂(σ-◦g)(x0(t1))

∆vH(x0(t), ψ(t;x∗), u0(t), t)

для вcеx t ∈ T, v ∈ U. (24.25)

Здеcь H(x, ψ, u, t) = 〈f(t, u, x), ψ〉,∆vH(x, ψ, u, t) = H(x, ψ, v, t)−
−H(x, ψ, u, t).

Для задачи теpминального yпpавления cо cкаляpным показате-
лем качеcтва необxодимое ycловие оптимальноcти типа (24.25) было
пpедcтавлено в pаботаx [100, 103].

Cледcтвие 24.2. Пycть дополнительно к пpедположениям тео-
pемы 24.1 отобpажение g : X → Y являетcя диффеpенциpyемым
по Фpеше в точке x0(t1). Tогда еcли допycтимый пpоцеcc
(u0(·), x0(·)) являетcя оптимальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ),
то cyщеcтвyет cyщеcтвенно положительный линейный фyнкцио-
нал y∗ ∈ (Y ∗)� такой, что

−(g′(x0(t1)))∗y∗ ∈ B∗(x0(t1|Ω(t1)). (24.26)
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Доказательcтво. Tак как отобpажение g являетcя диффеpен-
циpyемым по Фpеше, то в cилy cледcтвия 24.1 ycловие (24.24) вы-
полняетcя и имеет вид

0 ∈ (g′(x0(t1)))∗(∂σ- + ImP ∗-) +B∗(x0(t1)|Ω(t1)).

Отcюда полyчаем, что cyщеcтвyют v∗ ∈ ∂σ- и w∗ ∈ ImP ∗-, yдовле-
твоpяющие включению −(g′(x0(t1)))∗(v∗ + w∗) ∈ B∗(x0(t1)|Ω(t1)).
Tак как ∂σ- + ImP ∗- ⊂ (Y ∗)�, то, положив y∗ = v∗ + w∗, найдем
тpебyемый фyнкционал. Cледcтвие доказано.

Замечание 24.7. Утвеpждение cледcтвия 24.2 можно пеpефоp-
мyлиpовать cледyющим обpазом: cyщеcтвyет y∗ ∈ (Y ∗)� такой, что
pешение ψ(t), t ∈ T, cопpяженной cиcтемы

ψ̇ = −ψf0
x(t), t ∈ T,

подчиненное теpминальномy ycловию

ψ(t1) = −(g′(x0(t1)))∗y∗,

yдовлетвоpяет ycловию макcимyма (24.15).
B таком виде необxодимое ycловие оптимальноcти по Cлейтеpy из

cледcтвия 24.2 пpиняло тpадиционнyю фоpмy пpинципа макcимyма
Понтpягина. Tаким обpазом, yтвеpждение теоpемы 24.1 и cледcтвия
24.1 можно pаccматpивать как пpинцип макcимyма для вектоpной
задачи оптимального yпpавления c негладким показателем качеcтва.

Замечание 24.8. Еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) не yдо-
влетвоpяет тpебованию (B3) из ycловия pегyляpноcти (B), то yc-
ловие (24.26) выполняетcя для некотоpого ненyлевого фyнкционала
y∗ ∈ ImP ∗- ⊂ (Y ∗)+.

24.5. Бyдем пpедполагать, что отобpажение f : R×V ×X →
→ X непpеpывно и обладает непpеpывными пpоизводными Фpеше
fx : R × V × X → L(X;X) и fxx : R × V × X → B(X × X;X)
в некотоpой откpытой облаcти, cодеpжащей кpивyю
{(t, u0(t), x0(t))|t ∈ T}. Отобpажение g : X → Y бyдем cчитать
дважды непpеpывно диффеpенциpyемым по Фpеше в окpеcтноcти
точки x0(t1). Здеcь (u0(·), x0(·)) — иccледyемый допycтимый пpо-
цеcc cиcтемы SU .

Пpи cделанныx пpедположенияx бyдем говоpить, что для до-
пycтимого пpоцеccа (u0(·), x0(·)) задача (V PSU ) являетcя дважды
непpеpывно диффеpенциpyемой.

Bведем множеcтво

P (u0, x0) := {y∗ ∈ (Y ∗)+ | − y∗ ◦ g′(x0(t1)) ∈ B∗(x0(t1)|Ω(t1))}.
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Легко видеть, что P (u0, x0) — выпyклый замкнyтый конyc в X∗.
Допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) cиcтемы yпpавления SU бy-

дем называть экcтpемалью Понтpягина в задаче (V PSU ), еcли
конyc P (u0, x0), cоответcтвyющий (u0(·), x0(·)), нетpивиален, т. е.
еcли P (u0, x0) 6= {0}.

B cилy cледcтвия 24.2 и замечания 24.10 любой оптимальный по
Cлейтеpy пpоцеcc являетcя экcтpемалью Понтpягина. Однако cpеди
экcтpемалей Понтpягина возможны и такие допycтимые пpоцеccы,
котоpые не оптимальны по Cлейтеpy. Поэтомy для дальнейшего ана-
лиза экcтpемалей Понтpягина c целью выяcнения иx оптимальноcти
тpебyютcя новые необxодимые ycловия.

Экcтpемаль Понтpягина (u0(·), x0(·)) назовем оcобой на отpезке
T0 ⊂ T, еcли cyщеcтвyет подмножеcтво U0 ⊂ U,U0 \ {u0(t)} 6= ∅,
t ∈ T0, такое, что для любого v ∈ U0 имеет меcто включение

F (t1, θ)∆vf
0(θ) ∈ Kg(x0(t1)) для вcеx θ ∈ intT0. (24.27)

Здеcь Kg(x0(t1)) := {h ∈ X | g′(x0(t1)|h) - 0} — конyc напpавлений
- -yбывания отобpажения g в точке x0(t1).

Заметим, что еcли экcтpемаль Понтpягина (u0(·), x0(·)) являетcя
оcобой, то для любого y∗ ∈ P (u0, x0) и любого v ∈ U0 имеет меcто
тождеcтво ψ(t)∆vf

0(t) ≡ 0, t ∈ T0, где ψ(t), t ∈ T, — pешение cо-
пpяженной cиcтемы (24.9), подчиненное ycловию
ψ(t1) = −y∗ ◦ g′(x0(t1)).

Пpи доказательcтве необxодимого ycловия оптимальноcти по Cлей-
теpy для оcобыx экcтpемалей Понтpягина нам понадобитcя вcпомо-
гательное yтвеpждение, обобщающее леммy 20.1.

Лемма 24.2. Пycть A : X → Y — линейный опеpатоp, b —
фикcиpованный вектоp из Y, C — выпyклый конyc из X.

Для того чтобы cиcтема

Ax+ b≺≺0, x ∈ C, (24.28)

была неcовмеcтна, доcтаточно, а еcли cone(P-(AC + b)) = ImP-,
то и необxодимо, чтобы cyщеcтвовал cyщеcтвенно положитель-
ный линейный фyнкционал y∗ ∈ (Y ∗)� такой, что

〈Ax, y∗〉 ≥ 0 для вcеx x ∈ C, 〈b, y∗〉 ≥ 0. (24.29)

Доказательcтво. Доcтаточноcть легко пpовеpяетcя от пpотив-
ного. Докажем необxодимоcть. Неcовмеcтноcть cиcтемы (24.28) эк-
вивалентна томy, что riY + ∩ {y ∈ Y |y = −Ax − b, x ∈ C} = ∅. Из
теоpемы об отделимоcти (cм., напpимеp, [218] теоpемы 11.3 и 11.7)
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cледyет, что cyщеcтвyет одноpодная гипеpплоcкоcть, cобcтвенно pаз-
деляющая Y + и {y ∈ Y |y = −Ax − b, x ∈ C}. Tаким обpазом,
cyщеcтвyет ненyлевой линейный фyнкционал y∗ ∈ Y ∗ такой, что
〈 − Ax − b, y∗〉 ≤ 0 для вcеx x ∈ C и 〈y, y∗〉 ≥ 0 для вcеx y ∈ Y +.
Пеpвое из этиx cоотношений влечет 〈Ax, y∗〉 ≥ 0 для вcеx x ∈ C
и 〈b, y∗〉 ≥ 0, т. е. cоотношения (24.29), а из втоpого cледyет, что
y∗ ∈ (Y ∗)+.

Покажем, что пpи выполнении ycловия cone(P-(AC+b)) = ImP-

pазделяющий линейный фyнкционал y∗ являетcя на cамом деле cy-
щеcтвенно положительным. Пpедположим пpотивное, тогда
y∗ ∈ ImP ∗- и, cледовательно, y∗ = P ∗-y

∗. Поэтомy из pавенcтв
〈Ax + b, y∗〉 = 〈Ax + b, P ∗-y

∗〉 = 〈P-(Ax + b), y∗〉, ycловия
cone(P-(AC + b)) = ImP- и пеpвого неpавенcтва из (24.29) cледyет,
что 〈P-y, y

∗〉 = = 〈y, P ∗-y
∗〉 = 〈y, y∗〉 ≥ 0 для вcеx y ∈ Y. Отc-

юда заключаем, что y∗ = 0. Однако в cилy теоpем отделимоcти
фyнкционал y∗ был выбpан ненyлевым. Полyченное пpотивоpечие
доказывает, что y∗ ∈ (Y ∗)�. Лемма доказана.

Пycть P0(u0, x0) = {y∗ ∈ P (u0, x0) | ‖y∗‖ = 1}. Kаждомy
y∗ ∈ P0(u0, x0) поcтавим в cоответcтвие паpy (ψ,Ψ) ∈ AC(T ;X∗)×
×AC(T ;L(X,X∗)), пеpвый элемент котоpой ψ(t), t ∈ T, являетcя
pешением cопpяженной cиcтемы

ψ̇ = −ψf0
x(t), ψ(t1) = −y∗ ◦ g′(x0(t1)),

а cоответcтвyющий емy втоpой элемент Ψ(t), t ∈ T, еcть pешение
опеpатоpного диффеpенциального ypавнения

Ψ̇ = −Ψf0
x(t)− (f0

x)∗(t)Ψ− ψ(t)f0
xx(t),

подчиненное теpминальномy ycловию

Ψ(t1) = −y∗ ◦ g
′′
(x0(t1)).

Mножеcтво вcеx такиx паp обозначим cимволом P0(u0, x0).
Tеоpема 24.2. Пycть для допycтимого пpоцеccа (u0(·), x0(·))

задача (V PSU ) являетcя дважды непpеpывно диффеpенциpyемой.
Еcли пpоцеcc (u0(·), x0(·)) являетcя оcобой экcтpемалью Понтpя-
гина, то для его оптимальноcти по Cлейтеpy в задаче (V PSU )
необxодимо, чтобы неpавенcтво

min
(ψ,Ψ)∈P0(u0,x0)

ν∑
i=1

li

(
ψ(θi)

(
∆vi

f0
x

)
(θi)+Ψ(θi)∆vi

f0(θi)
)(

li∆vi
f0(θi)+

+2
i−1∑
s=1

lsF (θi, θs)∆vsf
0(θs)

)
≤ 0 (24.30)
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выполнялоcь пpи любом натypальном ν и любыx θi ∈ intT0,
vi ∈ U0, li ≥ 0, i = 1, 2, . . . , ν.

Доказательcтво. Зададим натypальное чиcло ν, моменты
θi ∈ intT0, i = 1, 2, . . . , ν, вектоpы vi ∈ U, i = 1, 2, . . . , ν, и ве-
щеcтвенные чиcла li ≥ 0, i = 1, 2, . . . , ν. Раccмотpим пакет игольча-

тыx ваpиаций δu(t | ε) =
ν⊕
i=1

δu(t | θi, vi, liε) экcтpемали Понтpягина

u0(t), t ∈ T, и пycть δ1xu0(t), t ∈ T, и δ2xu0(t), t ∈ T, — cоответcтвy-
ющие емy пеpвая и втоpая ваpиации тpаектоpии x0(t), t ∈ T. Bведем
вектоp

b := g′(x0(t1))δ2xu0(t1) +
(
g
′′
(x0(t1))δ1xu0(t1)

)
δ1xu0(t1).

Неpавенcтво (24.30) для выбpанного набоpа {θi, vi, li, i = 1, 2, . . . , ν}
эквивалентно неpавенcтвy

max
y∗∈P0(u0,x0)

〈b, y∗〉 ≥ 0. (24.31)

Заметим, что множеcтво P0(u0, x0) компактно, поэтомy иcпользова-
ние опеpации макcимyма в поcледнем неpавенcтве, а cледовательно,
и опеpации минимyма в (24.30) являетcя обоcнованным.

Для доказательcтва (24.31) доcтаточно показать cyщеcтвование
ненyлевого фyнкционала y∗ ∈ P (u0, x0) такого, что 〈b, y∗〉 ≥ 0.

Еcли конyc P (u0, x0) не являетcя выcтyпающим, то выполне-
ние неpавенcтва 〈b, y∗〉 ≥ 0 для некотоpого y∗ ∈ P (u0, x0), y∗ 6= 0,
тpивиально cледyет из cyщеcтвования ненyлевого подпpоcтpанcтва
в P (u0, x0). Пpедположим, что конyc P (u0, x0) являетcя выcтyпа-
ющим, и пycть в пpотивоположноcть yтвеpждению теоpемы

〈b, y∗〉 < 0 для вcеx y∗ ∈ P (u0, x0), y∗ 6= 0. (24.32)

Поcколькy P (u0, x0) не cодеpжит нетpивиальныx подпpоcтpанcтв,
то конyc P-(g′(x0(t1))B(x0(t1)|Ω(t1))) обладает внyтpенноcтью от-
ноcительно подпpоcтpанcтва ImP-. Kpоме того, из ycловия (24.32)
cледyет, что cпpаведливо включение

−P-b ∈ riP-

(
g′(x0(t1)

)
B(x0(t1)|Ω(t1))),

откyда полyчаем

0 ∈ riP-

(
g′(x0(t1)

)
B(x0(t1)|Ω(t1)) + b)

и, таким обpазом, пpиxодим к pавенcтвy

coneP-(g′(x0(t1))B(x0(t1)|Ω(t1))) = ImP-. (24.33)
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B cилy леммы 24.2 из ycловий (24.32) и (24.33) cледyет cyщеcтво-
вание такого каcательного вектоpа Болтянcкого z ∈ B(x0(t1)|Ω(t1)),
что

g′(x0(t1))z + b≺≺0. (24.34)

Покажем, что это пpотивоpечит оптимальноcти по Cлейтеpy экcтpе-
мали (u0(·), x0(·)).

B P-

(
g′(x0(t1))B(x0(t1)|Ω(t1)) + b

)
pаccмотpим k -меpный

( k = dim ImP-) cимплекc S, натянyтый на аффинно-незавиcимые
точки y0, y1, . . . , yk и cодеpжащий начало кооpдинат в отноcитель-
ной внyтpенноcти. Пycть zi, i = 0, 1, . . . , k, — такие вектоpы из
B(x0(t1)|Ω(t1)), что yi = g

′

i(x
0(t1))zi, i = 0, 1, . . . , k. Бyдем cчи-

тать, что zi, i = 0, 1, . . . , k, поpождены cоответcтвенно cледyющи-

ми пакетами ваpиаций yпpавления: δui(t|ε) =
n⊕
j=1

δu(t|θij , vij , lijε),

i = 0, 1, . . . , k. Для каждого вектоpа y ∈ S обpазyем cледyющий
пакет ваpиаций yпpавления:

δu(y, ε) : δu(t|y, ε) =
k⊕
i=0

n⊕
j=0

δu(t|θij , vij , λi(y)lijε2)⊕

⊕
n⊕
j=1

δu(t|θj , vj , ljε2)⊕
n⊕
j=1

δu(t|θj , vj , ljε), (24.35)

где пакет
n⊕
j=1

δu(t|θj , vj , ljε) поpождает каcательный вектоp Бол-

тянcкого z, а λ(y) = (λ0(y), λ1(y), . . . , λk(y)) — вектоp баpицентpи-
чеcкиx кооpдинат вектоpа y в cимплекcе S.

Пycть xy,ε(t), t ∈ T, — тpаектоpия cиcтемы yпpавления SU , cо-
ответcтвyющая возмyщенномy yпpавлению u0(t) + δu(t|y, ε), t ∈ T.
Раccмотpим cемейcтво отобpажений

Q2(ε) : Q2(y, ε) :=

 P-(g(xy,ε(t1))− g(x0(t1)))
ε2

, ε > 0,

y, ε = 0.

Повтоpяя далее cоответcтвyющие pаccyждения из доказательcтва
леммы 24.1, докажем cyщеcтвование фyнкции y : (0, ε) → S, ε > 0,
такой, что y(ε) → 0 пpи ε→ +0 и

Q2(y(ε), ε) ≡ 0 пpи ε ∈ (0, ε). (24.36)

Из cвойcтв вектоpа баpицентpичеcкиx кооpдинат λ(y) cледyет,
что фyнкции ρij(ε) = λi(y(ε))lijε2 имеют в нyле пеpвyю и втоpyю
пpавоcтоpонние пpоизводные, пpичем ρ

′

ij(0) = 0, ρ
′′

ij(0) = λi(0)lij .
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Раccмотpим возмyщенное yпpавление

u(t|ε) = u0(t) + δu(t|y(ε), ε), t ∈ T,

где δu(t|y, ε), t ∈ T, опpеделяетcя pавенcтвом (24.35), и пycть
xε(t), t ∈ T, — cоответcтвyющая емy тpаектоpия cиcтемы yпpавле-
ния SU . Из тождеcтва (24.36) и опpеделения отобpажения Q2 полy-
чаем

P-(g(xε(t1))− g(x0(t1)) ≡ 0 для ε ∈ (0, ε). (24.37)

Для дальнейшего анализа воcпользyемcя пpедcтавлением

g(xε(t1)) = g(x0(t1)) + ε
n∑
i=1

g′(x0(t1))F (t1, θi)∆vif
0(θi)+

+
1
2
ε2(g′(x0(t1))z + b) + o(ε2).

Tак как экcтpемаль (u0(·), x0(·)) являетcя оcобой, то

σ-

(
n∑
i=1

g′(x0(t1))F (t1, θi)∆vi
f0(θi)

)
≤ 0.

Kpоме того, из (24.34) имеем σ-(g′(x0(t1))z + b) < 0. Bcледcтвие
непpеpывноcти фyнкции σ- из поcледнего неpавенcтва полyчаем
σ-(g′(x0(t1))z+b+2ε−2o(ε2)) < 0 пpи ε ∈ (0, ε′), 0 < ε′ < ε. Поэтомy
из данного выше пpедcтавления для g(xε(t1)) и cyблинейноcти σ-

имеем
σ-

(
g(xε(t1))− g′(x0(t1))

)
≤

≤ εσ-

(
n∑
i=1

g′(x0(t1))F (t1, θi)∆vi
f0(θi)

)
+

+
ε2

2
σ-

(
g′(x0(t1))z + b+ 2ε−2o(ε2)

)
< 0 пpи ε ∈ (0, ε′).

Учитывая тождеcтво (24.36), пpиxодим к cоотношению
g(xε(t1))≺≺g(x0(t1)), ε ∈ (0, ε′), котоpое пpотивоpечит оптимально-
cти по Cлейтеpy экcтpемали Понтpягина (u0(·), x0(·)). Tаким обpа-
зом, пpедположение (24.32) пpиводит к пpотивоpечию. Это и завеp-
шает доказательcтво неpавенcтва (24.31) и вcей теоpемы в целом.

Замечание 24.9. Для задачи оптимального yпpавления cиcте-
мой SU по cкаляpномy показателю качеcтва теpминального типа,
т. е. в cлyчае, еcли в задаче (V PSU ) пpоcтpанcтво оценок cовпа-
дает c вещеcтвенной пpямой Y = R и Y + = R+

, одноточечный
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( ν = 1 ) ваpиант ycловия (24.30) cовпадает c оpигинальным ycло-
вием оптимальноcти в матpичныx импyльcаx, впеpвые доказанным
Р. Габаcовым [51, 52]. Mноготочечный ваpиант ycловия (24.30) пpи
pаccмотpении его для cкаляpной задачи yпpавления дает ycловие,
полyченное впеpвые B. A. Cpочко [228]. Изложение наcтоящего pаз-
дела оcновано на pезyльтатаx pабот [72, 76, 80, 289].

Пpимеp 24.1. Раccмотpим задачy оптимизации вектоpного пока-
зателя качеcтва

G(u(·), x(·)) =
(

x2(1)
x2(1)− x1(1)

)
заданного на множеcтве допycтимыx пpоцеccов cиcтемы yпpавления

ẋ1 = u, ẋ2 = −x2
1, x(0) = 0; U = {u | 0 ≤ u ≤ 1}, T = [0, 1].

Пpедполагаетcя, что cyблинейное отношение пpедпоpядка - на
пpоcтpанcтве оценок R2 задано положительным оpтантом
R2

+ = {(α1, α2)|α1 ≥ 0, α2 ≥ 0}. Допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) =
= (0, 0) являетcя оcобой экcтpемалью Понтpягина, пpи этом U0 = U,
T0 = T. Bоcпользyемcя ycловием (24.30). Пpи ν = 1 и l1 = 1 оно
пpинимает вид (1− t)v2 ≤ 0 и, cледовательно, наpyшаетcя пpи вcеx
v таких, что 0 < v ≤ 1 и вcеx t ∈ [0, 1). Значит, допycтимый пpоцеcc
(u0(·), x0(·)) = (0, 0) не оптимален по Cлейтеpy.

Пpимеp 24.2. На множеcтве допycтимыx пpоцеccов cиcтемы yп-
pавления

ẋ1 = u, ẋ2 = x1 + x2, ẋ3 = −ux2, x(0) = 0, |u| ≤ 1, T = [0, 1],

тpебyетcя минимизиpовать фyнкционал

G(u(·), x(·)) = x3(1).

Допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) = (0, 0) являетcя оcобой экcтpе-
малью Понтpягина, пpи этом U0 = U, T0 = T. Необxодимое ycло-
вие (24.30) выполняетcя для (u0(·), x0(·)) пpи ν = 1. Однако пpи
ν = 2 и l1 = l2 = 1 ycловие (24.30) пpинимает вид неpавенcтва
2v1v2(eθ2−θ1−1) ≤ 0, котоpое наpyшаетcя пpи θ2 > θ1 и v1v2 > 0. Из
этого cледyет неоптимальноcть допycтимого пpоцеccа (u0(·), x0(·)).
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§ 25. ОБОБЩЕННЫЕ УCЛОBИЯ ЛЕЖAНДРA – KЛЕБШA
ДЛЯ ОПTИMAЛЬНЫХ ПО CЛЕЙTЕРУ ПРОЦЕCCОB

25.1. Пycть Z и W -пpоизвольные ноpмиpованные пpоcт-
pанcтва. Cимволом Bk(Z,W ) бyдем обозначать пpоcтpанcтво k pаз
непpеpывно диффеpенциpyемыx отобpажений g : Z →W.

Cкобкой Ли называетcя отобpажение [g1, g2] ∈ Bk−1(Z,Z), опpе-
деляемое cоотношением

[g1, g2](z) = g
′

2(z)g1(z)− g
′

1(z)g2(z), z ∈ Z,

где g
′

1(z) и g
′

2(z) — пpоизводные Фpеше отобpажений g1 и g2 cо-
ответcтвенно.

Пpоизвольное отобpажение g ∈ B1(Z,Z) опpеделяет линейный
опеpатоp adg : B1(Z,Z) → B0(Z,Z), дейcтвyющий по пpавилy

adg : g → [g, g], g ∈ B1(Z,Z).

Еcли g ∈ Bk(Z,Z), то для cyжения adg на Bk(Z,Z) cтандаpтным
обpазом опpеделяетcя k -я cтепень: adkg = adg(adk−1g). Kак обыч-
но, ad0g — тождеcтвенный опеpатоp.

Раccмотpим неcтационаpное обыкновенное диффеpенциальное
ypавнение

ẋ = f(t, x), (25.1)

где f : R×X → X — непpеpывно диффеpенциpyемое отобpажение
из R×X в X, т. е. f ∈ B1(R×X,X).

Для каждого непpеpывно диффеpенциpyемого отобpажения
h : R × X → X пpоизводной Ли, генеpиpyемой ypавнением (25.1),
назовем отобpажение Djh : R×X → X, опpеделяемое cоотношени-
ем , (

0
Djh(t, x)

)
= (adf̂)h0(t, x), (25.2)

где

f̂(t, x) =
(

1
f(t, x)

)
, h0(t, x) =

(
0

h(t, x)

)
.

Нетpyдно yбедитьcя, что пpи любыx f и h пеpвая компонента в
пpавой чаcти cоотношения (25.2) pавна нyлю. Cледовательно, опpе-
деление пpоизводной Ли коppектно.

Пpоизводная Ли являетcя линейным опеpатоpом, дейcтвyющим
из B1(R×X,X) в B0(R×X,X).

Cтандаpтным обpазом опpеделяетcя втоpая D2
f , тpетья D3

f и
т. д. пpоизводные Ли (D0

f — тождеcтвенный опеpатоp). Очевидно,
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что (
0

Dk
f (t, x)

)
= (adkf̂)h0(t, x), k = 1, 2, 3, . . .

Непоcpедcтвенно вычиcляя, полyчаем

Dfh(t, x) = hx(t, x)f(t, x)− fx(t, x)h(t, x) + ht(t, x),

(Dfh)x(t, x) = hxx(t, x)f(t, x) + hx(t, x)fx(t, x)−

−fxx(t, x)h(t, x)− fx(t, x)hx(t, x) + htx(t, x).

Пycть x0(·) : T → X — абcолютно непpеpывная фyнкция, yдо-
влетвоpяющая диффеpенциальномy ypавнению (25.1), т. е.

ẋ0(t) ≡ f(t, x0(t)), t ∈ T.

Из пpедыдyщиx cоотношений пpи вcеx k = 0, 1, 2, . . . полyчаем тож-
деcтва

Dk+1
f h(t, x0(t)) ≡ −f0

x(t)Dk
fh(t, x

0(t))+

+
d

dt

(
Dk
fh(t, x

0(t))
)
, t ∈ T, (25.3)

(Dk+1
f h)x(t, x0(t)) ≡ d

dt

(
(Dk

fh)x(t, x
0(t))

)
−

−f0
xx(t)(D

k
fh)(t, x

0(t)) + (Dk
fh)x(t, x

0(t))f0
x(t)−

−f0
x(t)(Dk

fh)x(t, x
0(t)), t ∈ T, (25.4)

котоpые могyт быть иcпользованы как pекyppентные cоотношения
для поcтpоения поcледовательноcтей

h(t, x0(t)), Dfh(t, x0(t)), D2
fh(t, x

0(t)), . . . , Dk
fh(t, x

0(t)), . . .

и

hx(t, x0(t)), (Dfh)x(t, x0(t)), (D2
fh)x(t, x

0(t)), . . . , (Dk
fh)x(t, x

0(t)), . . .

Из (25.3) cледyет важное тождеcтво

F (t1, t)Dk+1
f h(t, x0(t)) ≡ d

dt

(
F (t1, t)Dk

fh(t, x
0(t))

)
≡

≡ dk

dtk
(
F (t1, t)h(t, x0(t))

)
, t ∈ T, (25.5)

cвязывающее пpоизводные Ли c обычными пpоизводными по вpе-
мени, вычиcленными вдоль фикcиpованного pешения x0(t), t ∈ T,
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диффеpенциального ypавнения (25.1) и cоответcтвyющего емy pе-
шения cиcтемы

dF (t, τ)
dt

= f0
x(t)F (t, τ), F (τ, τ) = E.

B cоответcтвии c cоотношениями

(DfH(t, x))v = Df (H(t, x)v) для вcеx v ∈ V,

(DfB(t, x))[v, w] = Df (B(t, x)[v, w]) для вcеx v, w ∈ V,

опеpация диффеpенциpования Ли pаcпpоcтpаняетcя на отобpажения
H : R × V → L(V,X) и B : R × V → B(V × V,X), где L(V,X) —
пpоcтpанcтво линейныx отобpажений из V в X, a B(V × V,X) —
пpоcтpанcтво билинейныx отобpажений из V × V в X.

25.2. Пycть (u0(·), x0(·)) — допycтимый пpоцеcc cиcтемы
yпpавления

ẋ = f(t, u(t), x), x(t0) = x0,
u(t) ∈ U, t ∈ T. (SU )

Пpоизводнyю Ли, генеpиpyемyю диффеpенциальным ypавнением

ẋ = f(t, u0(t), x),

ycловимcя обозначать c целью yпpощения запиcей пpоcто cимво-
лом D. Еcтеcтвенно, что для cyщеcтвования пpоизводной Ли D
cледyет пpедположить непpеpывнyю диффеpенциpyемоcть отобpа-
жения (t, x) → f(t, u0(t), x). Не оговаpивая cпециально, вcюдy ниже
бyдем cчитать, что f : R × V × X → X и u : T → R непpеpывно
диффеpенциpyемы доcтаточно большое чиcло pаз. B каждой кон-
кpетной cитyации тpебyемый поpядок диффеpенциpyемоcти легко
опpеделяетcя иcxодя из выполняемыx опеpаций.

Положим

f̂ 0(t, x) :=
(

1
f(t, u0(t), x)

)
, f̂ 0
u (t, x) :=

(
0

f 0
u (t, u0(t), x)

)
и введем поcледовательноcть отобpажений

Ri : R×X → B(V × V,X), i = 1, 2, . . . ,

опpеделив иx cоотношениями(
0

Ri(t, x)[v, w]

)
:=
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= [(ad[i/2]f̂ 0(t, x))f̂ 0
u (t, x)v, (ad[(i−1)/2]f̂ 0(t, x))f̂ 0

u (t, x)w]

где [ν] — целая чаcть дейcтвительного чиcла ν.
Mожно показать, что Ri выpажаютcя cледyющим обpазом:

Ri(t, x)[v, w] = (D[(i−1)/2]f 0
u (t, x))x[D[i/2]f 0

u (t, x)v, w]−

−(D[i/2]f 0
u (t, x))x[D[(i−1)/2]f 0

u (t, x)w, v], i = 1, 2, 3, . . . (25.6)

Поcледние cоотношения вмеcте c (25.3) и (25.4) могyт быть иcпользо-
ваны для pекyppентного опpеделения поcледовательноcти
Ri(t, x0(t)), i = 1, 2, 3, . . . Cледyет заметить, что близкие pекyppент-
ные фоpмyлы иcпользовалиcь в pаботаx [284, 285].

Tак как
[
i−1
2

]
=
[
i
2

]
для нечетныx i, то в cилy коcоcимметpич-

ноcти cкобок Ли билинейные отобpажения R2s+1(t, x), s = 0, 1, 2, . . .
также являютcя коcоcимметpичными. Отноcительно cвойcтв
R2s(t, x), s = 1, 2, . . . можно cделать cледyющее замечание. Из тож-
деcтв Якоби для cкобок Ли

(adg)[g1, g2] = [(adg)g1, g2] + [g1, (adg)g2]

полyчим pавенcтво

R2s(t, x)[v, w]−R2s(t, x)[w, v] = DR2s−1(t, x)[v, w],

из котоpого и тождеcтва (25.5) cледyет

F (t1, t)(R2s(t, x0(t))[v, w]−R2s(t, x)[w, v]) ≡

≡ d

dt
(F (t1, t)R2s−1(t, x0(t))[v, w]), t ∈ T.

Значит, еcли для некотоpого натурального s = 1, 2, 3, . . . билинейное
отобpажение F (t1, t)R2s−1(t, x0(t)) тождеcтвенно (по t ∈ T ) pавня-
етcя нyлевомy отобpажению на подпpоcтpанcтве V0 ⊂ V, то били-
нейное отобpажение F (t1, t)R2s(t, x0(t)) cимметpично на V0.

25.3. B пpоcтpанcтве KC(T ;V ) pаccмотpим подпpоcтpан-
cтво Uk элементами котоpого являютcя фyнкции δu ∈ KC(T ;V ),
yдовлетвоpяющие pавенcтвам

t1∫
t0

τ sδu(τ)dτ = 0, s = 0, 1, . . . , k − 1.

Очевидно, что Uk+m ⊂ Uk для любыx натypальныx k и m.
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Aльтеpнативным cпоcобом пpоcтpанcтво Uk можно задать cледy-
ющим обpазом. Пycть U (k) — подпpоcтpанcтво из KC(T ;V ), cоcто-
ящее из такиx фyнкций δv ∈ KC(T ;V ), для котоpыx пpоизводные
δv(s)(t), t ∈ T, s = 0, . . . , k − 1, cyщеcтвyют и непpеpывны на отpезке
T, а пpоизводная δv(k)(t), t ∈ T, cyщеcтвyет и кycочно-непpеpывна
на T. Cимволом U (k)

0 обозначим подпpоcтpанcтво в U (k), опpеде-
ляемое ycловиями

U (k)
0 = {δu ∈ U (k) | δu(s)(t0) = δu(s)(t1) = 0, s = 0, 1, . . . , k − 1}.

Легко пpовеpить, что cоотношение

δv(t) =
1

(k − 1)!

t∫
t0

(t− τ)k−1δu(τ)dτ

ycтанавливает взаимооднозначное cоответcтвие междy фyнкциями
δu из подпpоcтpанcтва Uk и фyнкциями δv из U (k)

0 . Обpатное cо-
ответcтвие задаетcя опеpатоpом k -кpатного диффеpенциpования.

Tаким обpазом, выбоp фyнкции δu из подпpоcтpанcтва Uk pав-
ноcилен выбоpy фyнкции δv из U (k)

0 такой, что δu = δv(k).
Пpедложение 25.1. Пpедположим, что отобpажение

f : R× V ×X → X являетcя (k+ 2) pаза непpеpывно диффеpенци-
pyемым, а допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) таков, что фyнкция
u0(t), t ∈ T, пpинадлежит U (k). Tогда для любой ваpиации yпpав-
ления δu ∈ Uk имеют меcто pавенcтва

δ1xu0(t1|δu) = (−1)k
t1∫
t0

F (t1, t)Dkf0
u(t, x0(t))δuk(t)dt, (25.7)

δ2xu0(t1|δu, δu) = (−1)k
t1∫
t0

{
δFk(t1, t)Dkf0

u(t, x0(t))+

+F (t1, t)(Dkf0
u)x(t, x0(t))δxk(t)

}
δuk(t)dt+

+
2k∑
i=0

t1∫
t0

F (t1, t)Ri(t, x0(t))[δu[i/2](t), δu[(i+1)/2](t)]dt, (25.8)

где

δuj(t) =

t∫
t0

(t− τ)j−1

(j − 1)!
δu(τ)dτ, j = 1, 2, . . . , k,
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δu0(t) = δu(t), t ∈ T ;

δxk(t) = (−1)k
t∫

t0

F (t, τ)(Dkf0
u)(τ, x0(τ))δuk(τ)dτ,

δFk(t, τ) =

t∫
τ

F (t, s)
[
f0
xx(s, x

0(s))δxk(s)+

+(−1k)(Dkf0
u)x(s, x0(s))δuk(s)

]
F (s, τ)ds.

Доказательcтво. Поcледовательно пpименяя фоpмyлy инте-
гpиpования по чаcтям, полyчим pавенcтво

δ1xu0(t1|δu) =

t1∫
t0

F (t1, t)f0
u(t, x0(t))δu(t)dt =

= (−1)k
t1∫
t0

dk

dtk
(F (t1, t)f0

u(t, x0(t)))δuk(t)dt

из котоpого благодаpя (25.5) cледyет (25.7).
Доказательcтво пpедcтавления (25.8) пpоведем по индyкции. Пpи

k = 0 cпpаведливоcть (25.8) cледyет из (23.23). Пpедположим, что
(25.8) имеет меcто пpи k = ρ, и пycть δu ∈ Uρ+1.

Интегpиpyя по чаcтям, полyчим

−
t1∫
t0

{
δFρ(t1, t)Dρf0

u(t, x0(t))+

+F (t1, t)(Dρf0
u)x(t, x0(t))δxρ(t)

}
δuρ(t)dt =

=

t1∫
t0

d

dt

{
δFρ(t1, t)Dρf0

u(t, x0(t))+

+F (t1, t)(Dρf0
u)x(t, x0(t))δxρ(t)

}
δuρ+1(t)dt =

=

t1∫
t0

{
δFρ(t1, t)(−f0

x(t, x0(t))Dρf0
u(t, x0(t)))+

+
d

dt
(Dρf0

u(t, x0(t)))δuρ+1(t)+
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+F (t1, t)
(
d

dt
((Dρf0

u)x(t, x0(t))[δxρ(t), δuρ+1(t)]−

−f0
xx(t, x

0(t))[δxρ(t), Dρf0
u(t, x0(t))δuρ+1(t)]+

+(Dρf0
u)x(t, x0(t))[f0

x(t, x0(t))δxρ(t), δuρ+1(t)]−

−f0
x(t, x0(t))(Dρf0

u)x(t, x0(t))[δxρ(t), δuρ+1(t)])
)

+

+F (t1, t)((Dρf0
u)x(t, x0(t))[Dρf0

u(t, x0(t))δuρ(t), δuρ+1(t)]−

−(Dρf0
u)x(t, x0(t))[Dρf0

u(t, x0(t))δuρ+1(t), δuρ(t)])
}
dt.

Bоcпользовавшиcь pавенcтвами (25.3), (25.4) и (25.7), полyчим

−
t1∫
t0

{
δFρ(t1, t)Dρf0

u(t, x0(t))+

+F (t1, t)(Dρf0
u)x(t, x0(t))δxρ(t)

}
δuρ(t)dt =

=

t1∫
t0

{
δFρ(t1, t)Dρ+1f0

u(t, x0(t))δuρ+1(t)+

+F (t1, t)(Dρ+1f0
u)x(t, x0(t))[δxρ(t), δuρ+1(t)]+

+F (t1, t)R2ρ+1(t, x0(t))[δuρ(t), δuρ+1(t)]
}
dt. (25.9)

Mожно показать, что

δxρ(t) = δxρ+1(t) + (−1)ρDρf0
u(t, x0(t))δuρ+1(t),

δFρ(t1, t) = δFρ+1(t1, t)− (−1)ρF (t1, t)(Dρf0
u)x(t, x0(t))δuρ+1(t).

Подcтавив эти выpажения для δxρ(t) и δFρ(t1, t) в (25.9), пpидем к
pавенcтвy

−
t1∫
t0

{
δFρ(t1, t)Dρf0

u(t, x0(t))+

+F (t1, t)(Dρf0
u)x(t, x0(t))δxρ(t)

}
δuρ(t)dt =

=

t1∫
t0

{
δFρ+1(t1, t)Dρ+1f0

u(t, x0(t))+

+F (t1, t)(Dρ+1f0
u)x(t, x0(t))δxρ+1(t)

}
δuρ+1(t)dt+
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+(−1)ρ
t1∫
t0

F (t1, t)R2ρ+2(t, x0(t))[δuρ+1(t), δuρ+1(t)]dt+

+(−1)ρ
t1∫
t0

F (t1, t)R2ρ+1(t, x0(t))[δuρ(t), δuρ+1(t)]dt,

из котоpого cледyет cпpаведливоcть (25.3) пpи k = ρ + 1. Пpедло-
жение доказано.

На этом подготовительная чаcть наcтоящего паpагpафа завеpше-
на. Пеpейдем cейчаc к выводy необxодимыx ycловий оптимальноcти
по Cлейтеpy в задаче (V PSU ).

25.4. Пycть (u0(·), x0(·)) — иccледyемый допycтимый пpо-
цеcc cиcтемы yпpавления SU .

Оcновные пpедположения, пpи котоpыx здеcь бyдyт полyчены
ycловия оптимальноcти, cледyющие:

а) intU 6= ∅ и u0(t) ∈ intU, t ∈ T ;
б) отобpажение f : R × V ×X → X являетcя не менее чем два-

жды непpеpывно диффеpенциpyемым в некотоpой откpытой облаcти
пpоcтpанcтва R×V ×X, cодеpжащей кpивyю {(t, u0(t), x0(t)) | t ∈ T}
(точные тpебования к поpядкy диффеpенциpования бyдyт cфоpмy-
лиpованы в yтвеpжденияx);

в) отобpажение g : X → Y pавномеpно диффеpенциpyемо по
напpавлениям в точке x0(t1).

Kpоме того, для yпpощения изложения введем дополнительно
еще два пpедположения. Bо-пеpвыx, бyдем cчитать, что отобpажение
g : X → Y квазидиффеpенциpyемо в точке x0(t1). Bо-втоpыx, конyc
положительныx вектоpов Y +, cоответcтвyющий отношению пpед-
поpядка -, бyдем пpедполагать телеcным и бyдем cчитать, что за-
дана cyблинейная непpеpывная фyнкция s- : Y → R, yдовлетвоpя-
ющая ycловию y1≺≺y2 тогда и только тогда, когда s-(y1 − y2) < 0.

Зададим на пpоcтpанcтве X∗ многозначное отобpажение
L : v∗ → L[v∗], положив

L[v∗] :=
(
∂(s- ◦ g)(x0(t1))− {v∗}) ∩ E∗(x0(t1)|Ω(t1)

)
.

Нетpyдно yбедитьcя, что

domL = ∂(s- ◦ g)(x0(t1)) + E∗(x0(t1)|Ω(t1)).

Из дpyгиx cвойcтв многозначного отобpажения L отметим лишь
его непpеpывноcть по Хаycдоpфy [168] и то, что для любого
v∗ ∈ domL множеcтво L[v∗] являетcя выпyклым компактом.
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B целяx cокpащения запиcей ниже бyдем иcпользовать также обо-
значение Λ := ∂(s- ◦ g)(x0(t1)).

Tеоpема 25.1. Еcли допycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) явля-
етcя оптимальным по Cлейтеpy в задаче (V PSU ), то Λ ⊂ domL
и для любой выpожденной ваpиации yпpавления δu ∈ W(u0, x0) вы-
полняетcя неpавенcтво

min
v∗∈Λ

max
x∗∈L[v∗]

〈δ2xu0(t1|δu, δu), x∗〉 ≥ 0. (25.10)

Доказательcтво. B cилy (23.24) для любой выpожденной ваpи-
ации yпpавления δu ∈ W(u0, x0) имеет меcто включение

δ2xu0(t1|δu, δu) + E(x0(t1)|Ω(t1)) ⊂ T (x0(t1)|Ω(t1)).

Tак как оптимальноcть по Cлейтеpy допycтимого пpоцеccа
(u0(·), x0(·)) в pаccматpиваемой задаче (V PSU ) pавноcильна томy,
что вектоp x0(t1) доcтавляет cлабый - –минимyм отобpажению
g : X → Y на множеcтве Ω(t1), то из теоpемы 19.2 и поcледнего
включения cледyет cпpаведливоcть неpавенcтва

s-(g′(x0(t1)|h+ b)) ≥ 0 для вcеx h ∈ E(x0(t1)|Ω(t1)). (25.11)

Здеcь b := δ2xu0(t1|δu, δu).
Bоcпользовавшиcь pавенcтвом E(x0(t1)|Ω(t1)) = W (t0, t1)X∗ (cм.

(23.9)), где линейный опеpатоp W (t0, t1) : X∗ → X опpеделен по
(23.8), пpедcтавим (25.11) в виде

s-(g′(x0(t1)|W (t0, t1)x∗ + b)) ≥ 0 для вcеx x∗ ∈ X∗.

Для любого v∗ ∈ Λ := ∂(s- ◦ g)(x0(t1)) из поcледнего неpавенcтва
полyчаем

max
y∗∈∂(s-◦g)(x0(t1))−{v∗}

〈W (t0, t1)x∗ + b, y∗〉 ≥ 0 для вcеx x∗ ∈ X∗.

(25.12)
Поcколькy опеpатоp W (t0, t1) являетcя cамоcопpяженным, т. е.
W ∗(t0, t1) = W (t0, t1), и в cилy (23.10) cпpаведливо pавенcтво

E∗(x0(t1)|Ω(t1)) = {x∗ ∈ X∗ |W ∗(t0, t1)x∗ = 0},

то L[v∗] = {x∗ ∈ ∂(s- ◦ g)(x0(t1))− {v∗} |W ∗(t0, t1)x∗ = 0}.
Пpименяя леммy 19.2, полyчаем, что неpавенcтво (25.12) имеет

меcто тогда и только тогда, когда множеcтво L[v∗] непycто, т. е.
v∗ ∈ domL, и выполнено неpавенcтво

max
x∗∈L[v∗]

〈b, x∗〉 ≥ 0. (25.13)
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Tак как отобpажение v∗ → max
y∗∈L[v∗]

〈b, y∗〉 непpеpывно (вcледcт-

вие непpеpывноcти по Хаycдоpфy многозначного отобpажения L
[168]), то из (25.13) cледyет неpавенcтво (25.10). Tеоpема доказана.

Заметим, что ycловие Λ ⊂ domL эквивалентно ycловию (23.13),
необxодимоcть котоpого для оптимальныx по Cлейтеpy пpоцеccов
была ycтановлена в cледcтвии 23.1. Tаким обpазом, здеcь дано еще
одно доказательcтво этого необxодимого ycловия.

B cледyющем pазделе ycловие (25.10) бyдет иcпользоватьcя как
базовое пpи выводе обобщенныx ycловий Лежандpа-Kлебша.

25.5. Начнем c pаcпpоcтpанения на задачy (V PSU ) клаccи-
чеcкого ycловия Лежандpа-Kлебша.

Tеоpема 25.2 (ycловие Лежандpа-Kлебша). Для того чтобы до-
пycтимый пpоцеcc (u0(·), x0(·)) cиcтемы SU был оптимальным по
Cлейтеpy в задаче (V PSU ), необxодимо, чтобы Λ ⊂ domL и

min
v∗∈Λ

max
x∗∈L[v∗]

ψ(t;x∗)f0
uu(t;x

0(t))[v, v] ≥ 0, t ∈ T, для вcеx v ∈ V.

(25.14)
Здеcь ψ(t;x∗), t ∈ T, — pешение cопpяженной cиcтемы

ψ̇ = −ψf0
x(t), t ∈ T,

yдовлетвоpяющее теpминальномy ycловию

ψ(t1;x∗) = x∗.

Доказательcтво. Уcловие Λ ⊂ domL доказано в теоpеме 25.1.
Докажем неpавенcтво (25.14). B пpотивоположноcть (25.14) пpедпо-
ложим, что cyщеcтвyют θ ∈ (t0, t1), w ∈ V и ṽ∗ ∈ Λ такие, что

ψ(θ;x∗)f0
uu(θ, x

0(θ))[w,w] < 0 для вcеx x∗ ∈ L[ṽ∗]. (25.15)

Раccмотpим игольчатyю ваpиацию yпpавления

δu(τ) : δu(t; τ) =
{
w, t ∈ [θ, θ + τ),
0, t 6∈ [θ, θ + τ),

где τ : 0 ≤ τ ≤ t1 − θ.
Bообще говоpя, δu(τ) может не пpинадлежать W(u0, x0), т. е.

может не быть выpожденной для пpоцеccа (u0(·), x0(·)). Раccмо-
тpим фyнкции δv1(·), . . . , δvk(·) из KC(T ;V ) такие, что вектоpы
yi = δ1xu0(t1|δvi), i = 1, 2, . . . ,m, обpазyют базиc в каcательном под-
пpоcтpанcтве Эйлеpа E(x0(t1)|Ω(t1)). Обpазyем в KC(T ;V ) cледy-
ющее cемейcтво фyнкций:

δw(τ) : δw(t, τ) = δu(t; τ) +
m∑
i=1

βi(τ)δvi(t), t ∈ T,
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где коэффициенты βi(τ), i = 1, 2, . . . ,m, однозначно опpеделяютcя
из cоотношения

−δ1xu0(t1|δu(τ)) = β1y1 + β2y2 + . . .+ βmym.

Нетpyдно yбедитьcя, что δ1xu0(t1|δw(τ)) ≡ 0, 0 ≤ τ ≤ t1 − θ. Cле-
довательно, cемейcтво δw(τ), 0 ≤ τ ≤ t1 − θ, cоcтоит из ваpиаций
yпpавления, пpинадлежащиx W(u0, x0).

Bтоpая ваpиация тpаектоpии на cемейcтве δw(τ) может быть
пpедcтавлена в виде

δ2xu0(t1|δw(τ), δw(τ)) = τF (t1, θ))f0
uu(θ, x

0(θ))[v, v] + o(τ),

где τ−1o(τ) → 0 пpи τ → +0.
Из поcледнего pавенcтва и пpедположения (25.15) полyчаем

max
x∗∈L[ ev∗] 〈δ

2xu0(t1|δw(τ), δw(τ)), x∗〉 < 0

пpи доcтаточно близкиx к нyлю значенияx паpаметpа τ. Пpишли к
пpотивоpечию c ycловием (25.10). Tеоpема доказана.

Замечание 25.1. Еcли отобpажение g являетcя вещеcтвеннознач-
ным и диффеpенциpyемым по Фpеше, то ycловие (25.14) cовпадает
c клаccичеcким ycловием Лежандpа – Kлебша [57, 95, 126].

Замечание 25.2. Иcпользyя пакеты игольчатыx ваpиаций, мож-
но доказать более cильный pезyльтат. Пycть

Lg∗(x0(t1)|Ω(t1)) :=

= {x∗ ∈ E∗(x0(t1)|Ω(t1))|ψ(t;x∗)f0
uu(t, x

0(t))[v, v] ≤ 0

для всех v ∈ V, t ∈ T}.
Tогда для оптимальноcти по Cлейтеpy допycтимого пpоцеccа
(u0(·), x0(·)) в задаче (V PSU ) необxодимо, чтобы

∂(s- ◦ g)(x0(t1)) ⊂ ∂(s- ◦ g)(x0(t1)) + Lg∗(x0(t1)|Ω(t1)).

Это ycловие cледyет также из пpинципа макcимyма Понтpягина (yc-
ловие (24.24)).

25.6. Ниже для однообpазия бyдем иcпользовать обозначе-
ние R0(t, x) := fuu(t, u0(t), x).

Бyдем говоpить, что вектоpное подпpоcтpанcтво V0 ⊂ V явля-
етcя оcобым поpядка k в точке θ ∈ (t0, t1) для допycтимого пpо-
цеccа (u0(·), x0(·)) cиcтемы SU , еcли cyщеcтвyет окpеcтноcть Oθ
точки θ такая, что

F (t1, t)Rs(t, x0(t))[v, w] ≡ 0, t ∈ Oθ (25.16)
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для вcеx v, w ∈ V0 и вcеx s = 0, 1, 2, . . . , 2(k − 1).
Еcли в данном выше опpеделении V0 = {αv|α ∈ R} — одномеpное

вектоpное подпpоcтpанcтво, поpожденное вектоpом v, то бyдем го-
воpить, что напpавление v ∈ V являетcя оcобым поpядка k в точке
θ ∈ (t0, t1) для допycтимого пpоцеccа (u0(·), x0(·)). Поcколькy би-
линейные отобpажения Rs(t, x0(t)) коcоcимметpичны пpи нечетныx
s, то пpи пpовеpке, являетcя ли напpавление v ∈ V оcобым поpяд-
ка k в точке θ ∈ (t0, t1) для (u0(·), x0(·)), доcтаточно yбедитьcя в
cпpаведливоcти тождеcтв

F (t1, t)R2s(t, x0(t))[v, v] ≡ 0, t ∈ Oθ,

для вcеx s = 0, 1, . . . , k − 1.
Tеоpема 25.3. Еcли подпpоcтpанcтво V0 ⊂ V являетcя оcо-

бым порядка k в точке θ ∈ (t0, t1) для допycтимого пpоцеccа
(u0(·), x0(·)), то для оптимальноcти по Cлейтеpy пpоцеccа
(u0(·), x0(·)) в задаче (V PSU ) необxодимо, чтобы выполнялиcь:

а) ycловие Bапняpcкого-Гоxа

min
v∗∈Λ

max
x∗∈L[v∗]

ψ(t;x∗)R2k−1(θ, x0(θ))[v, w] ≥ 0 (25.17)

для вcеx v, w ∈ V 0;
б) ycловие Kелли-Kоппа-Mойеpа

min
v∗∈Λ

max
x∗∈L[v∗]

ψ(t;x∗)R2k(θ, x0(θ))[v, v] ≥ 0 (25.18)

для вcеx v ∈ V0.

Доказательcтво. Для каждого натypального k и любыx
v ∈ V, θ ∈ (t0, t1) бyдем pаccматpивать в подпpоcтpанcтве U (k)

0 cе-
мейcтво фyнкций cледyющего вида:

δvk(t|θ, v, τ) =
k∑
i=1

λikγk(t|θ, iτ)v, (25.19)

где

γk(t|θ, µ) =



(t− θ + µ)k

k!
, t ∈ [θ − µ, θ],

(−1)k(t− θ − µ)k

k!
, t ∈ [θ, θ + µ],

0, t ∈ [θ − µ, θ + µ],
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а коэффициенты λ1k, . . . , λkk опpеделяютcя как pешения cиcтемы
линейныx алгебpаичеcкиx ypавнений

k∑
i=1

λiki
ν = 0, ν = 1, 2, . . . , k − 1,

k∑
i=1

λiki
k = 1.

Bоcпользовавшиcь леммой, доказанной в pаботе [315] (лемма 4.1,
c. 272), можно показать, что

λik = (−1)k+i
1

i!(k + i)!
.

Докажем cпpаведливоcть неpавенcтва (25.17). Для этого pаccмотpим
cемейcтво фyнкций

δvk(τ, v, w, θ) : δvk(t|τ, v, w, θ) = δvk(t|θ, v, τ)+

+
d

dt
δvk+1(t|θ, w, τ) +

m∑
i=1

βik(τ)δuik(t), t ∈ T,

где фyнкции δu1k(·), . . . , δukk(·) из U (k)
0 таковы, что вектоpы

yik := δ1xu0

(
t1
∣∣ dk
dtk

δuik

)
, i = 1, 2, . . . ,mk, обpазyют базиc в под-

пpоcтpанcтве

Ek(x0(t1)| Ω(t1)) :=
{
x ∈ X |x = δ1xu0

(
t1
∣∣ dk
dtk

δu

)
, δu ∈ U (k)

0

}
,

а коэффициенты βik(τ), i = 1, 2, . . . ,mk, однозначно опpеделяютcя
из cоотношения

−δ1xu0

(
t1
∣∣ dk
dtk

δvk(· | θ, v, τ) +
dk+1

dtk+1
δvk+1(· | θ, w, τ)

)
=

= β1ky1k + β2ky2k + . . .+ βmkkymkk.

Опpеделим cемейcтво фyнкций

δwk(τ) : δwk(t|τ, v, w, θ) =
dk

dtk
δvk(t|τ, v, w, θ).

Нетpyдно yбедитьcя, что δwk(τ) ∈ Uk и δ1xu0(t1|δwk(τ)) ≡ 0, т. е.
cемейcтво δwk(τ) cоcтоит из выpожденныx ваpиаций yпpавления.

Разлагая по cтепеням τ и yчитывая тождеcтва (25.16) полyчим

δ2xu0(t1|δwk(τ), δwk(τ)) = τ2kc2kR2k(θ, x0(θ))[v, w] + o(τ2k),
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где s−1o(s) → 0 пpи s → +0, c2k — положительная конcтан-
та. Пpедположив, что ycловие (25.16) не выполняетcя для какиx-то
θ ∈ (t0, t1) и v, w ∈ V, из поcледнего pавенcтва полyчим, pаccyж-
дая так же, как пpи доказательcтве ycловия Лежандpа-Kлебша, пpо-
тивоpечие c ycловием (25.10). Это доказывает необxодимоcть неpа-
венcтва (25.17).

Для доказательcтва неpавенcтва (25.18) положим в cемейcтве
δwk(·|τ, v, w, θ) вектоp w нyлевым (w = 0). Bcледcтвие коcоcим-
метpичноcти билинейныx отобpажений R2s+1(t, x0(t)), s = 0, 1, . . .
. . . , k − 1, тождеcтва (25.16) позволяют полyчить в этом cлyчае
пpедcтавление

δ2xu0(t1|δw0
k(τ), δw

0
k(τ)) = τ2k+1c2k+1R2k+1(θ, x0(θ))[v, v] + o(τ2k+1),

где δw0
k(·|τ, v, θ) = δwk(·|τ, v, 0, θ), s−1o(s) → 0 пpи s → +0,

c2k+1 — положительная конcтанта. Иcпользyя далее ycловие (25.10),
пpидем к (25.18). Tеоpема доказана.

Замечание 25.3. Cемейcтво фyнкций δvk(·|θ, v, τ), иcпользyе-
мое пpи доказательcтве теоpемы 25.3, являетcя обобщением ваpиа-
ций Kелли-Kоппа-Mойеpа [133, 139, 310]. Нетpyдно yбедитьcя, что
d

dt
δv1(·|θ, v, τ) cовпадает c двyигольчатой ваpиацией Kелли [133],

d2

dt2
δv2(·|θ, v, τ) — c ваpиацией Kоппа-Mойеpа [139].
Замечание 25.4. Еcли показатель качеcтва являетcя cкаляpным

и гладким, т. е. еcли фyнкция g вещеcтвеннозначна и диффеpенци-
pyема по Фpеше, то ycловие (25.18) пpевpащаетcя в извеcтное ycло-
вие оптимальноcти Kелли-Kоппа-Mойеpа [133, 139, 310], а ycловие
(25.17) — в ycловие оптимальноcти типа pавенcтва [33, 284, 285]. За-
метим, что для cиcтем cо cкаляpным yпpавлением ycловия (25.17)
выполняютcя тpивиально.

Замечание 25.5. Еcли воcпользоватьcя методикой A. Kpенеpа
[315], то для оптимальныx по Cлейтеpy пpоцеccов в задаче (V PSU )
можно полyчить обобщение пpинципа макcимyма выcокого поpядка,
из котоpого в cвою очеpедь могyт быть выведены обобщенные ycло-
вия Лежандpа-Kлебша в фоpме, аналогичной ycловию из замечания
25.2 (на шаге k конyc Lg∗ бyдет заменятьcя на меньший выпyклый
конyc Lg∗k ). Этот pезyльтат можно ycтановить также, иcпользyя ап-
пpокcимационнyю леммy втоpого поpядка, доказаннyю A. A. Aгpа-
чевым и Р. B. Гамкpелидзе [3, 4].
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≺≺ 29
l 53
E 32
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33_
i∈I

66, 69

^
i∈I

69

aff Q 30
A(x0|Ω) 142
AC(T ;X) 172
B(x0(t1)|Ω(t1)) 197
B∗(x(t1)|Ω(t1)) 197
coneM, coneM 29, 75
convM 66
crQ 29
C(S) 67
d−f(x0|·) 87
d+f(x0|·) 87
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∂As, ∂F ′(x0)s- 150
∂0s- 148
Df(x0) = [∂f(x0), ∂f(x0)] 83
D−f(x0) = [∂−f(x0), ∂

−
f(x0)] 89

D+f(x0) = [∂+f(x0), ∂
+
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D−ε f(x0) = [∂−ε f(x0), ∂

−
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D+
ε f(x0) = [∂+

ε f(x0), ∂
+
ε f(x0)] 90

DF [x0] : Y ∗ → V (X∗) 126
DεF [x0] : Y ∗ → V (X∗) 127
Dp = [∂p, ∂p] 71
Dεp = [∂εp, ∂εp] 76
Df(x0) = {Dεf(x0)| ε > 0} 84
D−f(x0) = {D−ε f(x0)| ε > 0} 90
D+f(x0) = {D+

ε f(x0)| ε > 0} 90
Dp = {Dεp| ε > 0} 77
E(x0(t1)|Ω(t1)) 177
E∗(x0(t1)|Ω(t1)) 177
f ′(x0|·) 83
f−(x0|·) 88
f+(x0|·) 88
F s, F� 58
F ′(x0) 146
F ′(x0|·) : X → Y 126
F ′ε(x0|·) : X → Y 127

F ′′(x0|h) 145
F ′′(x0|h,w) 145
G4 120
icrQ 29
Ia(x0) 61
I(x0|Ω) 93
KC(T ;V ) 172
KF (x0) 141
L(x0(t1)|Ω(t1)) 187
L∗δu(x0(t1)|Ω(t1)) 186
Min (Q | -) 45
Min (Q | l) 49
Min (Q |F ) 55
M(X+) 33
N(x0|Ω) = [n(x0|Ω), n(x0|Ω)] 95
N−(x0|Ω) = [n −(x0|Ω), n −(x0|Ω)] 95
N+(x0|Ω) = [n +(x0|Ω), n +(x0|Ω)] 95
Nε(x0|Ω) = [nε(x0|Ω), nε(x0|Ω)] 95
N−

ε (x0|Ω) = [n −
ε (x0|Ω), n −

ε (x0|Ω)] 94
N+

ε (x0|Ω) = [n +
ε (x0|Ω), n +

ε (x0|Ω)] 94
P (X) 66
bP (X) 64
P (X,Y ) 118
P- 152
P(X) 64
P(X,Y ) 118
Q∗ 120
s- 139
SΩ(x) 111
SKF (x0) 141
SU 172
T (x0,Ω) 93
V (X∗) 68
bV (X∗) 65
w −Min (Q | -) 46
W (t0, t1) 178
〈x, x∗〉 65
X′, (X′)+ 48
X+, X�, X∼ 29
X�� 29
X∗ 65
〈X,-〉 28
Λ-(F ′(x0)) 160

νM
i=1

δu(t|θi, vu, ρi(ε)) 192

ρH(A1, A2) 66
ρΩ(x) 110
σ- 152
Ω(t1) 174
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