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Yorwort zur ersten Auflage.

Der vorliegende Band ,,Planimetrie“ des bereits sechs weitere Béinde
umfassenden ganzen Buches ,Praktisches Maschinenrechnen® ist
nach denselben Grundsiitzen bearbeitet wie die -anderen Binde.

Das Buch entstand auf Grund vielfacher Wiinsche und Anregungen,
welche aus Kreisen der Herren Fachkollegen und Leser wiederholt
an mich gerichtet wurden.

Die Behandlung des Stoffes ist den neuzeitlichen Bestrebungen auf
diesem Gebiete angepaflit. Von der sonst iiblichen, strengen Beweis-
fiihrung unter Voranstellung der , Lehrsitze” ist abgesehen. Es ist vor
allem Wert auf Anschaulichkeit, zeichnerische Darstellung usw. gelegt,
und sind aus diesen als Folge die mafBgebenden Gesetze abgeleitet.
Auch sind nur die fiir die technischen Ficher wichtigsten Sitze behandelt.

Beispiele, Aufgaben und Ubungen sind dem Bediirfnis der Praxis
entsprechend reichlich vorgesehen; sie sind zum Teil der Praxis ent-
nommen, zum Teil auf diese zugeschnitten.

Mit dem Erscheinen dieses Bandes richte ich, im voraus dankend,
an die Herren Fachkollegen und Leser die Bitte, mich auf fehlende
oder wiinschenswerte Erweiterungen aufmerksam machen zu wollen.

Unterlassen méchte ich nicht, meinem Herrn Verleger besonderen
Dank fiir die groBe Bereitwilligkeit auszusprechen, die er auch bei dieser
Veroffentlichung, trotz der auBerordentlich erschwerten und nur unter
Aufwendung erhohter Herstellungskosten erméglichte, in bezug auf
zweckentsprechende, wiirdige und den bereits erschienenen Teilen
angepaBte Ausstattung dieses Bandes zeigte.

Berlin, im Januar 1917.

A. Weickert.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Der schnelle Absatz der ersten Auflage machte die vorliegende
Neubearbeitung notwendig. Einzelne Abschnitte wurden auf vielfache
Anregungen aus Interessentenkreisen erheblich erweitert, der Abschnitt
iber den ,Kreis“ vollkommen umgearbeitet. Génzlich neu hinzugefiigt
wurden die fiir den Techniker erforderlichen Sitze aus der ,Ahnlich-
keitslehre®

Beispiele und Ubungen wurden ganz erheblich vermehrt.
Létztere treten bei dem Kreise und bei der Ahnlichkeitslehre mehr
in den Vordergrund, da der Leser nach gewissenhaftem Durcharbeiten
der vorhergehenden Abschnitte in der Lage ist, die in den Ubungen
enthaltenen Aufgaben selbstindig zu 15sen.

Wiederholt sei dem Leser die Beachtung der ,,Fulnoten® empfohlen;
er vermeidet dadurch Zeitverluste durch ein die Arbeit erschwerendes
Herumsuchen in den anderen Bénden des ganzen Werkes. Die Bezug-
nahmen in diesen FuBnoten auf die einzelnen Binde betreffen:

Arithmetik und Algebra, IX. Auflage, 1920

Trigonometrie, L » 1919
Stereometrie, 1. ' 1920
Mechanik, VIIL » 1920

Mit der wiederholten Bitte an die Herren Fachkollegen und Leser,
ihre Wiinsche und Vorschlidge zur Vervollkommnung und Verbesserung
des Ganzen mir auch weiterhin zugehen zu lassen, verbinde ich
besonderen Dank an den Herrn Verleger, welcher trotz Teuerung und
Papiernot nichts unterlassen hat, um das Erscheinen dieses Bandes
in der vorliegenden Form zu erméglichen.

Berlin, im September 1922.
A. Weickert.
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Planimetrie.

I. Vorbegriffe.

1. Raum. Jeder einzelne der im Weltenraume befindlichen Kérper
besteht aus einem bestimmten Stoffe; jeder dieser Korper nimmt
infolge seiner begrenzten Ausdehnung einen bestimmten Raum ein.

2, Stoff. Von der Besprechung der dem Stoffe!) anhaftenden
Eigenschaften: Elastizitdt, Farbe, Festigkeit, Hiarte, Gewicht, Teilbar-
keit, elektrische und chemische Eigenschaften nimmt die Geometrie
Abstand; dieselben werden in der Naturkunde besprochen. Wohl
aber befaBt sich die Geometrie mit der Untersuchung der réumlichen
Ausdehnung der Korper, da von dieser Gestalt und GréBe der-
selben abhingig sind.

3. Mathematische Korper. Ausdehnung. Korper, welche ‘man
gich ohne eine einzige der vorstehend aufgefiihrten Eigenschaften des
Stoffes vorstellt, die also nur in bezug auf ihre rdumliche Ausdehnung
zu beurteilen sind, bezeichnet man als mathematische Koérper.

Mathematische Kérper sind demnach nur in unserer Vorstellung
bestehende Korper, weiche gegen den allgemeinen, unbegrenzt ge-
dachten Weltenraum nach allen Seiten begrenzt sind.

Jeder mathematische K&rper ist nach drei Richtungen begrenzt;
man sagt: Jeder Kérper hat drei Ausdehnungen.

4. Korper. Oberfliche. In Abb. 1 bis 6 sind einige nach allen
Seiten begrenzte Korper dargestellt:

- } T ] /1 \\e
i T a : / VoN
I ) : i '/f \ : 1,
g,._»._._.i// L\H‘_____ L, _______//'
Abb. 1. Wiirfel. Abb. 2. Vierseitiges Prisma  Abb. 3. Vierseitige
oder Quader. Pyramide.
{/’_'—-_H'“"\\
( 4 \ TN
|\,__,,// } .// ‘\\
. : /\ R
L / )\ (T
{ | ( ) A |
Ram et ~_ 7 Sy fo
Abb. 4. Zylinder. Abb. 5. Kegel. Abb. 6. Kugel.

1) Eisen, Holz, Stein.
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl 1



9 Planimetrie.

Der von diesen Kdorpern eingenommene Raum ist gegen den um-
gebenden Raum durch Flichen abgegrenzt. Die einen Kérper all-
seitig begrenzenden IFlichen bilden die Oberflache des Kérpers.

5. Fliche. In Abb. 7 bis 10 sind einige Flichen dargestellt,
welche die vorstehend aufgefilhrten Korper begrenzen:

1 1A O

Abb. 7. Quadrat. Abb. 8. Rechteck. Abb. 9. Dreieck. Abb. 10. Kreis.

Diese ebenfalls allseitig begrenzten- Flichen werden wieder von
Linien begrenzt. Stofen zwei Flichen an einem Korper zusammen,
80 bezeichnet man die hierbei sich bildende Linie als Kante. (Kante a
in Abb. 1 bis 3).

6. Linie. In Abb. 11 und 12 sind zwei Linien dargestellt, welche
die vorstehend aufgefiihrten Flachen begrenzen:

\_,/:

Abb. 11, Gerade Linie. Abb. 12. Krumme Linie.

Diese Linien werden von Punkten begrenzt. StoBen drei Linien
an einem Korper zusammen, so bezeichnet man den hierbei sich bil-
denden Punkt als Ecke. (Ecke b in Abb. 1 bis 3.)

7. Punkt. Ein Punkt la8t sich bildlich (zeichnerisch) nicht dar-
stellen, da er nach mathematischer Auffassung eine Ausdehnung
nicht besitzt.

Der Punkt dient in unserer Vorstellung lediglich zur Bezeichnung
einer ganz bestimmten Stelle im Raume; er besitzt weder Gestalt
noch GroBe.

8. Bewegung des Punktes. Bewegt man einen Punkt beliebig
im Raume derart, daB er ununterbrochen neue Stellen in demselben
einnimmt, so bezeichnet man das durch diese Aneinanderreihung ein-
zelner Punkte entstehende Gebilde als Linie: Durch die Bewegung
eines Punktes entsteht eine Linie.

Andert der Punkt hierbei seine urspriing-

o~ \D liche Richtung nicht, so entsteht eine gerade
A Liniel). (Abb. 11.) Andert der Punkt jedoch
seine Richtung ununterbrochen, so entsteht

Abb. 13. Kurve. eine krumme Linie?), auch Kurve genannt.

(Abb. 12 u. 13).

Die gerade Linie hat demnach in allen Punkten die gleiche
Richtung, die krumme Linie dagegen eine von Punkt zu Punkt sich
andernde Richtung.

1) Bleistiftspitze, an der ReiBschiene entlanggleitend.
%) » im Zirkel, beim Zeichnen eines Kreises.



Vorbegriffe. 3

Eine Linie, welche aus Teilen von geraden Linien verschiedener
Richtung zusammengesetzt ist, nennt man eine gebrochene Linie.
Dieselbe wird durch groBe Buchstaben, welche man an die Eckpunkte
setzt, bezeichnet. Gebrochene Linie ABCDEF. (Abb. 14.

- ; M W

g

Abb. 14. Gebrochene Linie. Abb. 15. Gemischte Linie.

Eine Linie, welche aus Teilen von geraden und krummen Linien
zusammengesetzt ist, heillt eine gemischte Linie. Dieselbe wird wie eine
gebrochene Linie bezeichnet. Gemischte Linie MNPQRS. (Abb. 15.)

Samtliche Linien haben nur eine Ausdehnung: Die Linge.

9. Bewegung der Linie. Bewegt man eine Linie derart im Raume,
daB sie ununterbrochen neue Stellen in demselben einnimmt, so be-
zeichnet man das durch diese Aneinander- g -0
reihung genau gleicher Linien entstehende o /b 'd
Gebilde als Fliche: Durch die Bewe- [ A
gungeiner Linieentsteht eine Flache. ¢+~ /a — /
(Abb. 16.)

Da die bewegte Linie bereits eine
Ausdehnung, die Linge, besitzt, so er- Abb. 16.
hialt das neu entstehende Gebilde eine
zweite Ausdehnung in der Bewegungsrichtung a - b: die Breite.
Samtliche Flachen haben demnach zwei Ausdehnungen,
welche man allgemein mit Liinge und Breite bezeichnet?).

10. Bewegung der Fliiche. Abmessung Dimension. Beweg‘u man
eine Fliche derart im Raume, wie es in Ziffer 8 und 9 in bezug
auf einen Punkt und eine Linie angegeben —
wurde, so bezeichnet man das durch diese / i . /‘
Aneinanderreihung  genau gleicher Flichen ¥
entstehende Gebilde als Korper: Durch [f

|
[
|
|

£ 5}{5‘,' &

die Bewegung einer Flache entsteht
ein Koérper. (Abb. 17)

Da die bewegte Fliche bereits zwei =
Ausdehnungen, Linge und Breite, besitzt, E/ a2y /
so erhdlt das neu entstehende Gebilde eine “F———300
dritte Ausdehnung in der Bewegungs-
richtung a—b: die H6he. Samtliche Abb. 17.
Kérper haben demnach drei Ausdeh-
nungen, welche man allgemein mit Linge, Breite und Hihe be-
zeichnet. (Abb. 17.) Je nach der Gestalt des Korpers treten an Stelle
des Wortes Héhe vielfach die Bezeichnungen: Dicke bzw. Tiefe.

1) Unter welchen Bedingungen wird durch die Bewegung einer Linie immer
wieder nur eine Linie entstehen?
1*
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Linge, Breite und Hoéhe bezeichnet man als die Ab-
messungen oder Dimensionen der Korper?).

11. Bewegung des Korpers. Bewegt man einen Kérper im Raume,
so entsteht immer wieder nur ein Korper.

12, Teilbarkeit. Korper, Flichen und Linien sind teilbar. Jeder
Kleinste Teil eines Korpers ist wieder ein Korper, jeder kleinste Teil
einer Fliache ist wieder eine Flache, und der kleinste Teil einer Linie
ist wieder eine Linie. Der Punkt ist unteilbar.

Fliachen, Linien und Punkte kénnen nie fiir sich allein, sondern
nur in Verbindung mit einem Korper bestehen.

Korper, Flichen und Linien sind Raumgrdfien. Die Wissenschaft,
welche sich mit ihnen beschéftigt, heiBt Raumlehre oder Geometrie.

II. Die gerade Linie.

13. Allgemeines. Zwischen zwei Punkten? A und B sind beliebig
viele gebrochene, krumme und gemischte Verbindungslinien mdoglich.
(Abb. 18.) AuBer diesen gibt es nur eine einzige Linie, welche die
kiirzeste Entfernung zwischen den Punkten A und B darstellt
und das ist die gerade Linie AB.

Die gerade Linie AB kann man durch Annahme weiterer Punkte
links von A und rechts von B, welche genau in die Richtung der
Linie AB fallen, beliebig verlingern. (Abb. 19.) Die auf diese Weise
entstehenden neuen Linienstiicke AC und BD nennt man die Ver-
lingerungen der geraden Linie AB. Die ganze Linie CD ist wieder
—Q eine gerade Linie. Da man die Punkte C

und D in beliebiger Entfernung von A

\, und B annehmen kann, so kdonnte man

/ N sich die Verlangerungen unendlich weit
AR 7?8 fortgesetzt denken.

Abb, 18. Abb. 19.

14. Gerade. Strahl. Strecke. Vektor. Strahklenbiischel. Eine
derartige, beiderseits unbegrenzte gerade Linie, ohne Anfangs- und
ohne Endpunkt, nennt man kurz eine Gerade. Eine Gerade be-
zeichnet man durch zwei beliebige Buchstaben, die man an zwei be-
liebige Punkte derselben setzt. Gerade XY in Abb. 20.

Ein einseitig durch einen Punkt A begrenzter, nach der anderen
Seite hin aber unbegrenzt verlaufender Teil einer Geraden heiBt

1) Unter welchen Bedingungen wird durch die Bewegung einer Fliche
immer wieder nur eine Fliche entstehen?

%) Punkte bezeichnet man mit groBen oder kleinen lateinischen Buch-
staben.
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Strahl. Ein Strahl besitzt also einen Anfangspunkt, aber keinen
Endpunkt. Einen Strahl bezeichnet man durch zwei beliebige Buch-
staben, von denen der eine am Anfangspunkte, der andere an einem
beliebigen Punkte desselben steht. Strahl AY in Abb. 20.

Einen beiderseits begrenzten Teil einer Geraden nennt man eine
Strecke. Eine Strecke besitzt einen Anfangs- und einen Endpunkt.
Man " bezeichnet eine Strecke allgemein durch zwei beliebige Buch-
staben, von denen der eine an den

Anfangspunkt, der andere an den /
Endpunkt gestellt wird?!). Strecke J '
AM in Abb. 20. \ \

An einer Strecke sind GrdBe
und Richtung zu unterscheiden. :
Die Strecke AM in Abb. 20 hat nur {
eine GroBe, aber zwei Richtungen,
namlich die von A nach M und die |

—

umgekehrte von M nach A. Um die [ /= P
Richtungen von Strecken zweifelsfrei
festzustellen, versieht man dieselben Abb. 20.

mit Richtungspfeilen. (Abb. 20)

Einé Strecke, bei welcher auf Linge und Richtung zu achten ist,
heilt Vektor.

Jede Strecke ist durch zwei Punkte genau bestimmt; sie bildet
den Abstand und zugleich die kiirzeste Entfernung zwischen den
Punkten.

Demnach ist durch zwei Punkte auch die Lage jeder Geraden
bestimmt. Gerade Linien, welche durch dieselben zwei Punkte gehen,
fallen zusammen; man sagt: sie decken sich. Mit-
hin ist von einem Punkte zu einem anderen nur
eine einzige Gerade moglich.

Gehen mehrere Strahlen von demselben Punkte
P aus, so bilden sie ein Strahlenbiindel oder ein /
Strahlenbiischel. (Abh. 21.) '

15. Gleiche und ungleiche Strecken. Kann /
man zwei Strecken AB und MN so aufeinander _
legen, daB sowohl ihre Anfangspunkte A und M = (===r
als auch ihre Endpunkte B und N zusammenfallen, Abb. 21.
sich decken (Abb. 22), so sagt man, die beiden
Strecken sind gleich und schreibt:

AB = MN.2)

Fallen jedoch bei diesem Aufeinanderlegen die # ¢
Endpunkte B und N nicht zusammen, so be- Abb. 22.

4 A L
A ——— e

—ON

1) Uber die Bezeichnung einer Strecke mit nur einem, gewdhnlich lateinischen
kleinen Buehstaben vgl. S. 6, Ziffer 16.
2) Vgl. W. u. St.,, Arithm. u. Algebra S. 1, Ziffer 2.
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zeichnet man die Strecken als ungleich. In Abb. 23 wird Punkt B
zwischen M und N fallen; man sagt alsdann, AB sei kleiner als MN
und schreibt:

AB < MN,}?)
oder MN sei groBer als AB, und schreibt:
MN > AB.}
M ¥ 2 0
Abb. 23. Abb. 24,

16. Messen. Lingeneinheiten. Bezeichnet man eine Strecke mit
nur einem kleinen lateinischen Buchstaben, Strecke a in
Abb. 24, so soll derselbe allgemein angeben, wieviel Lingeneinheiten
(mm, cm ...) in dieser Strecke enthalten sind. Will man die Lénge
einer Strecke angeben, so mufl man sie messen.

Eine Strecke messen heilit, sie mit einer anderen Strecke,
der Lingeneinheit, vergleichen und untersuchen, wie oft diese
Léangeneinheit in der gegebenen Strecke enthalten ist.

Bei dem Messen einer Strecke sind zwei Fille moglich:

1. Die Langeneinheit, z. B. 1 m, ist ohne Rest in der zu mes-
senden Strecke a enthalten, in Abb. 25 genau 5mal. Dann ist die
Strecke a ein ganzes Vielfaches der Lingeneinheit.

- — SRR AN i o a -
H 7 2 3 ¢ 5 : A 2 3 4
o—0 G
o 7> <

Abb. 25. Abb. 26.

2. Die Léngeneinheit, z. B. 1 m, ist nicht ohne Rest in der
Strecke a enthalten. In Abb.26 findet sich rechts vom Teilpunkte 4
ein Rest. Diesen Rest miBt man alsdann mit einer zweiten, aber
kleineren Langeneinheit, z. B. 1 dm; ergibt sich bei dieser Messung
abermals ein Rest, so wird dieser mit einer noch kleineren Léngen-
einheit, z. B. 1 cm, gemessen usw.

Strecken kénnen nur durch Strecken gemessen werden.

Welche Mafleinheit man als Lingeneinheit annimmt, ist gleich-
giiltig; jedenfalls wird dieselbe von dem Zwecke, welchem die vorzu-
nehmende Messung dienen soll, abhingig sein.

17. Das metrische System. In der Praxis ist es das metrische
System, nach welchem simtliche Messungen, auch an Flichen?)

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 1, Ziffer 2.
%) ,, S.84, Ziffer 94; Fubnoten.
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und Koérpern') vorgenommen werden. Diesem System liegt als Léngen-
einheit das Meter (m) mit seinen dezimalen Unterteilungen: Dezi-
meter (dm), Zentimeter (cm), Millimeter (mm) zugrunde. Weitere
Unterteilungen sind: /10 Millimeter, /100 Millimeter usw.
Es ist: 1 m = 10 dm.
1 dm = 10 cm.
lem = 10 mm.
100 cm = 1000 mm.
10 cm = 100 mm.
lem = 10 mm.2)
Zum Messen groBerer Strecken dient als Langeneinheit das Kilo-
meter (km):

|
i

Folglich: 1 m = 10 dm ==
1 dm

I

1 km = 1000 m.

18. Addition und Subtraktion von Strecken. Strecken werden
addiert bzw. subtrahiert, indem man auf einer angenommenen Gera-

den die eine Strecke an die an- .

dere antrigt bzw. von der anderen e e
abtrigt. In Abb. 27a ist von zwei a d : BRI
gegebenen Strecken m und n, deren i — mtn -
Summe; m -+ n, e Lo
in Abb. 27b deren bigem——
- - e
Differenz: m — n Abb. 27.

dargestellt ).

Dieses An- und Abtragen vollzieht man mit Hilfe eines Stechzirkels,
Mafstabes, BandmaBes, Papierstreifens u. 4. m. Bei diesbeziiglichen
Ubungen ist auf genaues Zeichnen und Messen besonderer Wert zu legen!

19. Messen gebrochener und krummer Linien. Die Linge einer
gebrochenen Linie" (Abb. 14) wird gemessen, indem man die Lingen
der einzelnen Strecken, aus welchen dieselbe zusammengesetzt ist,
mittels eines MaBstabes feststellt und
addiert; oder auch, indem man die ein-
zelnen Strecken auf einer angenommenen
Geraden aneinander trigt und die so
entstehende Summe aller Strecken mift.

Die Linge einer krummen Linie + # ¢ 0 £ F &
A...G (Abb. 28) wird gemessen, indem )
man dieselbe durch beliebig angenommene Abb. 28.

1) Vgl. W. u. St., Stereometrie 8.9, Ziffer 4.
2) Die Umrechnungszahl fiir Léngen ist 10, d. h.
soll eine Lingeneinheit in die nichst groBere umgerechnet werden, so
ist durch 10 zu dividieren;
soll eine Liéngeneinheit in die ndchst kleinere umgerechnet werden, so
ist mit 10 zu multiplizieren:
2375 mm = 237,56 cm = 23,75 dm = 2,375 m.
3,627Tm = 36,27 dm = 362,7 cm = 3627 mm,
3) Vgl. W, u. St., Arithm. u. Algebra S. 8, Ziffer 14 und S, 14, Ziffer 19.
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Punkte B, C, D ... derart in Teilstrecken zerlegt, daBl diese von
einer Geraden #uBerst wenig abweichen. Trigt man jetzt die ein-
zelnen Teilstrecken AB, BC, CD ... auf einer Geraden aneinander,
so erhalt man in der entstehenden Gesamtstrecke A... G ein an-
genahertes Mall fiir die Linge der krummen Linie A...G. Wie
weit sich die Lénge der Strecke A...G der wahren Linge der
Kurve A...G nidhert, hingt von der geschickten Wahl und der An-
zahl der Teilstrecken ab. Je mehr Teilstrecken angenommen werden,
um so genauer wird das Ergebnis ausfallen.

Die Langen von krummen Linien, welche an wirklich vorhandenen
Korpern auftreten, wird man praktisch in der Weise messen, da man
den krummen Linien einen diinnen Draht, einen Faden oder ein
Bandmal} so genau wie nur mdglich anpaBit und diese letzteren dann
zu einer geraden Linie ausstreckt, deren Linge leicht bestimmt wer-
den kann.

III. Die Ebene. Geraden in derselben Ebene.

20. Ebene. Krumme Flidche. Zieht man durch zwei beliebige
Punkte einer Flache eine Gerade, so sind zwei Falle moglich:

1. Samtliche Punkte der Geraden AB fallen mit der Fliche
zusammen; alsdann ist die Fliche eine Ebene. (Abb. 29)

2. Die Gerade AB hat mit der Fliche nur einen oder einzelne
Punkte x, y gemeinsam, alsdann ist die Fldche eine gekriimmte
oder krumme Fliche. (Abb. 30.)

Abb. 29. Abb. 30.

Die Ebene ist die einfachste aller an mathematischen Korpern
vorkommenden Flichen. Der Wiirfel, das Prisma, die Pyramide
(Abb. 1 bis 3) werden allseitig von Ebenen begrenzt; die Grundflichen
von Zylinder und Kegel (Abb. 4 u. 5) sind gleichfalls ebene Flichen.
Auf jeder der angedeuteten ebenen Fliichen kann man gerade Linien
nach allen Richtungen ziehen; auf krummen Flichen ist das nicht
der Fall. So lassen sich auf der runden Oberfliche von Zylinder und
Kegel (Abb. 4 u. 5) gerade Linien nur nach einer Richtung ziehen,
auf der Oberfliche der Kugel (Abb. 6) sind gerade Linien unmdoglich.

21. Ebene Figur. Jeder durch einen in sich geschlossenen, be-
liebigen Linienzug begrenzte Teil einer Ebene heiflt eine ebene
Figur: Dreick, Viereck, Vieleck, Kreis, Ellipse usw. (Vgl. Abb. 7 bis 10.)
Die Geometrie der in einer Ebene mdglichen Gebilde wird Plani-
metrie genannt.
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22. Sich schneidende Geradem. Von zwei beliebigen Linien,
welche durch zwei oder mehr gemeinsame Punkte gehen ohne zu-
sammenzufallen, sagt man, sie schneiden sich in diesen Punkten.

Zwei gerade Linien konnen sich nur in einem Punkte
schneiden, denn nach Seite 5, Ziffer 14 miissen gerade Linien,
welche durch dieselben zwei Punkte gehen, zusammenfallen, sich
decken.

Zieht man durch einen Punkt P einer Ebene zwei beliebige
Geraden (Abb. 31), so ist ersichtlich, daB sie sich vom Punkte P aus
mehr und mehr voneinander entfernen; man sagt: sie divergieren
nach der angegebenen Richtung, sie sind divergent. Der eine
Punkt P, welchen die beiden Geraden ge-

meinsam haben, ist der Schnittpunkt \‘X
derselben. / p
Liegen zwei gerade Linien so in einer ‘\‘
Ebene, daB sie sich erst bei hinreichender : : —
Verlangerung schneiden wiirden, so sagt Abb. 31.

man, sie konvergieren nach dem Schnitt-
punkte, sie sind konvergent. Trotzdem :
der Schnittpunkt der Geraden in Abb. 32

auBerhalb der als begrenzt angenommenen y .\/
Ebene liegt, bezeichnet man diese Linien s e
doch als sich schneidende Geraden.

Divergierende bzw. konvergierende Linien
bezeichnet man allgemein auch als geneigte
Linien.

23. Parallele Geraden. Zwei gerade Cc
Linien in einer Ebene, welche keinen Punkt )
gemeinsam haben und die, soweit man sie £ °
auch verlingern mage, sich niemals schnei- Abb. 33. Parallele Linien.
den wiirden, bezeichnet man als gleich-
laufende oder parallele Geradenl) (Abb. 33.) Das Schriftzeichen
fiir parallel ist: ,, || “

Parallele Geraden haben gleiche Richtung; Geraden gleicher
Richtung haben in allen ihfen Punkten gleichen Abstand.

1) Eisenbabnschienen, Lichtstrahlen aus Scheinwerfern. Welche Kanten
‘bilden an den Kérpern in Abb. 1 bis 3 parallele Linien?

Zwei gerade Linien in ein und derselben Ebene konnen also nur
parallel sein oder sich schneiden.

Anders verhilt es sich mit zwei Geraden im Raume. Man denke sich
die Schwungradwelle einer stehenden Dampfmaschine in der Nihe des Fuf-
bodens und eine Transmissionswelle in der Nihe der Decke eines Fabriksaales.
Die Mittellinien beider Wellen kdnnen wohl parallel sein, sie konnen sich aber
niemals schneiden, d. h. einen Punkt als Schnittpunkt gemeinsam haben. Sind
derartig im Raume verlaufende gerade Linien nicht parallel, so sagt man: sie
kreuzen sich, oder sie sind windschief zueinander. Ein Beispiel 1d3t
sich unter Zuhilfenahme zweier ReiBschienen leicht bilden.

Welche Kanten sind in Abb. 1 windschief?
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Unter dem Abstande zweier Parallelen versteht man die kiirzeste
Verbindungslinie zwischen je einem Punkte derselben. Man erhilt
diesen Abstand, wenn man in einem beliebigen Punkte einer derselben
eine Senkrechte errichtet!): Linie mn in Abb. 34.

Sind zwei gerade Linien parallel zu einer dritten, so sind sie
unter sich parallel. (Abb. 33.) Sind die Geraden AB und CD | ETF,
so ist auch die Gerade AB|CD.

Zwei sich schneidende Geraden haben keine gemeinsame
Parallele.

24. Parallelverschiebung. Zwei parallele Strecken AB und CD
lassen sich dadurch zur Deckung bringen, daf man simtliche Punkte
der Strecke CD um dasselbe Stiick m~n in der angegebenen Pfeil-
richtung, also in gleicher Richtung, verschiebt. (Abb. 34.)

An der parallelen Lage der beiden Strecken AB und CD &ndert
gich nichts, wenn man die Strecke CD mit allen ihren Punkten in
entgegengesetzter Richtung auf einen beliebigen aber genau gleichen
Abstand von AB bringt.

A cC T & of
co s 0 A
Abb. 34. Abb. 35. Parallelverschiebung.

Praktisches Beispiel:- LaBt man ein Zeichendreieck in der in
Abb. 35 angedeuteten Weise an einer Reifischiene entlanggleiten, so
sind die lings ein und derselben Dreieckskante gezogenen Geraden
li, I, Is ... untereinander parallel.

Eine derartige Verschiebung gerader Linien, bei welcher dieselben
ihre parallele Lage zueinander beibehalten, nennt man Parallel-
verschiebung. Aus vorstehendem folgt:

Durch Parallelverschiebung erhalt eine Strecke wohl
eine andere Lage, jedoch keine andere Richtung.

25. Drehung einer Geraden. Im allgemeinen kann man eine
Strecke in einer Ebene ganz willkiirliche Bewegungen ausfithren lassen.

8 In Abb. 36 sind zwei gleiche Strecken AM wund
4nf BM zur Deckung gebracht, d. h. so aufeinander
7/ \ gelegt, daB ihre Anfangs- und Endpunkte zu-

sammenfallen. Hilt man nun die eine Strecke

5 vy AM in ihrer Lage fest und dreht die andere
A ~ Strecke BM in der angegebenen Pfeilrichtung um
Abb. 36. den gemeinsamen Endpunkt M, so wird deren
Anfangspunkt B eine krumme Linie — einen

Kreisbogen — durchlaufen und mittels dieser Drehung in den

Punkt B; gelangen. Hieraus folgt:

1) Vgl. 8. 30, Ziffer 40a.
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Durch Drehung erhilt eine Streke nicht nur eine andere
Lage, sondern auch eine andere Richtung.

Bei der Drehung einer Strecke um ihren Anfangs- oder Endpunkt
ist auf die Richtung zu achten, in welcher die Drehung erfolgt,
da jede Drehung auf zweierlei Art ausgefiihrt wer-
den kann. Nach Abb. 37 kann man die Strecke 2
AM um ihren festliegend gedachten Drehpunkt M /
sowohl nach oben, in die Lage MB, als auch nach ,./ \
unten, in die Lage MB;, drehen. Die Drehungen er- ! RN v
folgen also in entgegengesetzten Richtungen. Die
Drehung nach oben fillt mit der Drehrichtung des 4
Uhrzeigers zusammen; man bezeichnet sie daher auch )
als ,Zeigerdrehung®. Im allgemeinen sagt man

von einer Drehung im Sinne des Uhrzeigers, sie er- "'\_;«._;’:I
13 . . . ’

folge ,rechts herum®, von der gegensitzlichen, sie

erfolge ,links herum“. In diesem Sinne spricht Abb. 37.

man alsdann von Rechts- und Linksdrehung.

26. Kreislinie. Kreisfliiche. Setzt man die Rechtsdrehung der
Strecke AM um den festen Punkt M so weit und so lange fort, bis
der Punkt A iiber die Punkte B;, Bz, Bs ...
hinweg wieder in seine Anfangslage zuriick- .
gekehrt ist (Abb. 38), so hat der Punkt A A
eine krumme, in sich geschlossene Linie
durchlaufen, welche Kreislinie, kurz: Kreis
genannt .wird. Bei dieser Bewegung hat
der Punkt A stets dieselbe KEntfernung
von dem Punkte M beibehalten, so daBl \ .
die Punkte B;, B:, Bs; ... simtlich den * W
gleichen Abstand von M haben. N

Demnachist der Kreis eine Linie, G—
deren simtliche Punkte von einem  App. 38, Ganze oder volle
festen Punkte gleichen Abstand be- Umdrehung.
sitzen,bzw.gleich weit entferntsind.

Der feste Punkt M, um den sich die Strecke AM dreht, heiflt
Mittelpunkt oder Zentrum; die sich drehende Strecke AM wird
Halbmesser oder Radius genannt. Simtliche Halbmesser eines
Kreises sind mithin gleich.

Statt Kreislinie sagt man auch Kreisumfang oder Peripherie.
Die von dieser begrenzte, von dem Halbmesser AM iiberstrichene
Ebene, nennt man Kreisebene oder Kreisfliche.

Ein Teil der Kreislinie, z. B.: B: - Bs, heiit Kreisbogen, kurz:
Bogen.

27. Senkrechte Geraden. Jede Ebene wird durch eine Gerade
in zwei Halbebenen geteilt. Zwei Geraden, welche durch den-
selben Punkt P einer Ebene gehen, zerlegen diese Ebene in vier
Teilebenen. (Abb. 39.) Die durch die Strahlen PB und PC be-
grenzte Teilebene erscheint grofer als die von den Strahlen PB
und PD begrenzte.
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Die beiden sich schneidenden Geraden lassen sich aber durch
Drehung um den Schnittpunkt P in eine derartige Lage bringen, daB
die vier Teilebenen gleich gro werden. (Abb. 40.) In diesem Falle

4 I A
[

Abb. 39. Abb. 40.

sagt man, die beiden Geraden AB und CD stehen senkrecht oder
normal aufeinander. Das Schriftzeichen fiir senkrecht ist: ,, | “
Aus Abb. 40 ist weiter ersichtlich, daBl auch:

AP| PC, PC| PB, PB| PD und PD | PA ist.

IV. Der Winkel.

28. Winkel. Winkelraum. Bringt man in einer Ebene durch
Linksdrehung um einen Punkt den einen von zwei sich deckenden
4 Strahlen in die Lage MB, so bildet der fest

liegen gebliebene Strahl MA mit dem be-

Ay weglichen Strahl M B einen Winkel. (Abb. 41).

\ Den Punkt M, um welchen die Drehung

stattfindet, und in welchem die beiden
Strahlen sich schneiden, nennt man den

Abb. 41. Scheitel, die Strahlen selbst die Schenkel
A des Winkels. Der zwischen den Schenkeln
o< liegende Teil der Ebene heift Winkel-

ebene, Winkelraum oder Winkeilflache.
Setzt man die in Abb. 41 angefangene
Linksdrehung des beweglichen Schenkels MB
Y ———4  weiter fort, so ist aus Abb. 42 ersichtlich,
' - daB sich der Winkelraum um so mehr ver-
groBert, je mehr sich der Sehenkel MB den
neuen Lagen MB;, MB: ... ndhert. Je
weiter also die Drehung fortschreitet, desto

#E >—A groBer wird der Winkel. Man sagh:
Abb. 42. Ein Winkel ist das MaB fiir die
Drehung, durch welche in einem
Strahlenbiindel?) ein Strahl in die Lage eines anderen ge-

bracht wird.

1) Vgl 8. 4, Ziffer 14,
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Die GroBe eines Winkels hingt nur von dem MaBe der Dre-
hung des beweglichen Schenkels, nicht aber von der Linge der
Schenkel ab. Man kann die Schenkel eines Winkels beliebig ver-
lingern oder verkiirzen, ohne dadurch an der GroBe des Winkels
etwas zu dndern.

Man zeichnet einen Winkel, indem man von seinem Scheitelpunkte
aus zwei Geraden in bestimmter Richtung zieht.

Demnach gibt ein Winkel auch den Richtungsunterschied
zweier von einem Punkte ausgehenden, oder zweier sich
schneidenden Geraden an.

29. Bezeichnung der Winkel. Das Schriftzeichen fiir Winkel ist:
»<J“. AuBerdem bezeichnet man einen Winkel durch Buchstaben in
der in Abb. 43 angegebenen Weise, und zwar:

a) Durch drei grofle lateinische Buchstaben, von denen der
eine am Scheitel und je einer der beiden anderen an einem beliebigen
Punkte der Schenkel steht. Man liest alsdann:

=Y AMB oder X BMA.
Der Buchstabe am Scheitel steht stets zwischen den beiden anderen.

Abb. 43. Abb. 44.

b) Durch einen einzigen groflen, lateinischen Buchstaben,
der am Scheitel des Winkels, auflerhalb des Winkelraumes steht; man
liest: Y M.

¢) Durch einen einzigen, meist kleinen Buchstaben des grie-
chischen Alphabetes?!), der innerhalb des Winkelraumes steht; man
liest: Y c.

Liegen mehrere Winkel an ein und demselben Scheitel, so zeichnet
man, um MiBiverstindnissen tiber die GroBe der Winkel vorzubeugen,
zwischen die Schenkel jedes Winkels einen Kreisbogen, dessen Mittel-
punkt im Scheitel liegt. (Abb. 44.) Der groBieren Deutlichkeit wegen
versieht man diese Kreisbogen mit Pfeilspitzen.

80. Gleiche und ungleiche Winkel., Winkel sind gleich, wenn
man sie mit ihren Winkelriumen so aufeinander legen kann, dal sich
die Scheitel und Schenkel vollkommen decken; sie sind ungleich,
wenn diese Deckung unmdglich ist.

1) ¢ = Alpha
B = Beta ‘ Das griechische Alphabet befindet sich auf der letzten
y = Gamma, Seite dieses Buches.
d = Delts, l
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In Abb. 45 ist der ganze Winkel AMB durch die Gerade MC in
zwei genau gleiche Winkel « und @ zerlegt. Man schreibt in
diesem Falle:

Fa=Ip.
Weiter lassen sich folgende Gleichungen aufstellen:
Ao =1 L AMB; S AMB = 2 A usw.

Man sagt: die Linie MC halbiert den Winkel AMB. Eine Gerade,
welche einen beliebigen Winkel halbiert, nennt man Winkelhalbie-
rende oder Halbierungslinie.

Abb. 45. Abb. 46.

Um festzustellen, ob ein Winkel ¢ kleiner oder grofier als ein
Winkel g ist, lege man beide Winkel mit ihren Scheiteln und einem
Schenkel aufeinander und versuche die Winkelrdume zur Deckung zu
bringen. Derjenige Winkelraum, welcher den anderen hierbei nur
zum Teil deckt, gehdrt dem kleineren Winkel an?). (Abb. 46.) In die-
sem Falle schreibt man?2):

o< Ap oder L3>

Bei gleichen Winkeln ist also der Richtungsunterschied der Schenkel
gleich groB; bei ungleichen Winkeln ist das nicht der Fall

31. Winkelarten. Aus dem bisher iiber Winkel Gesagten geht
hervor, daB man einen Winkel durch Drehung des beweglich gedachten
Schenkels vergroBern oder verkleinern kann. Denn wurde in Abb. 41
u. 42 durch Linksdrehung der Winkel groBer, so ist ohne weiteres
ersichtlich, daB er durch Riickwirts- also Rechtsdrehung wieder
kleiner werden muf.

Denkt man sich nun in Abb. 41 den beweglichen Schenkel MB
so weit rechts herumgedreht, daB derselbe auf den festliegenden
Schenkel MA fallt, sich also mit diesem vollkommen deckt, so ist

der Winkelraum verschwunden; man bezeichnet
den Winkel, dessen Schenkel sich decken, als
Nullwinkel. (Abb. 47.)
Abb. 47. Nullwinkel. Betrachtet man nunmehr den Schenkel MA
dauernd als den festliegenden, den Schenkel M B
als den beweglichen, so entstehen durch fortgesetzte Linksdrehung
von MB folgende fiir die Gesetze der Geometrie maflligebende Winkel:

1) Der Leser mache den Versuch mit zwei Zeichendreiecken.
?) Vgl. W.u. St., Arithm. u. Algebra S. 1, Ziffer 2.
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Bringt man den Schenkel MB in die Lage MB;, so ist der
Winkel AMB; ein spitzer Winkel. (Abb. 48.)

Dreht man weiter, bis der bewegliche Schenkel MB senkrecht
auf dem festen Schenkel M A steht, bis also MB: | MA?Y) ist (Abb. 49),

AN [ »
p 7 A MO Y A
Abb. 48. Spitzer Winkel. Abb. 49. Rechter Winkel.

so ist der Winkel AMB; ein rechter Winkel, kurz: ein Rechter.
Schreibweise: <L AMB; = R. Der Winkelraum eines rechten Winkels
entsteht dadurch, daB der bewegliche Schenkel MB einen Viertelkreis
tberstreicht.

Durch Weiterdrehung von MB in die Lage MB; -entsteht der
Winkel AMB;, welcher als stumpfer Winkel bezeichnet wird.
(Abb. 50.)

Abb. 50. Stumpfer Winkel. Abb. 51. Gestreckter Winkel.

Gelangt der bewegliche Schenkel MB in eine derartige Lage, da
er in die Verlingerung des festen Schenkels MA iiber M hinaus fillt,
daB also die Linie ABs eine Gerade wird, so ist der Winkel AMB,
ein gestreckter Winkel, kurz: ein Gestreckter. Der Winkel-
raum eines Gestreckten entsteht dadurch, daB der bewegliche Schenkel
MB einen Halbkreis iiberstreicht. (Abb. 51.)

, Mo Y 4
y A4 ‘f
T g
Abb. 52. Uberstumpfer Winkel. Abb. 53. 3 Rechte.

Bringt man den beweglichen Schenkel in die Lage MBs, so ist
der Winkel AMB; ein iiberstumpfer Winkel. (Abb. 52)

Erreicht der bewegliche Schenkel eine Lage, welche genau die
Verlangerung von B:M in Abb. 49 bildet, daB also MBs | MA steht,
so ist der =X AMBs =— 3R. (Abb. 53.)

1) Vgl. 8. 11, Ziffer 27.
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Dreht man schlieBlich den beweglichen Schenkel so lange weiter
nach links, bis er in seine Anfangslage zuriickkehrt, also mit dem
fest liegen gebliebenen Schenkel MA wieder zusammenfillt, so ist der
Winkel AMB; = 4R; er wird Vollwinkel genannt. (Abb. 54.)

Der Winkelraum eines Vollwinkels entsteht dadurch, dal der be-
wegliche Schenkel MB eine volle Umdrehung macht, also eine ganze
Kreisfliche iiberstreicht.

32. Gestreckte Winkel. Legt man zwei gestreckte Winkel so
aunfeinander, daBl ihre Scheitel und ein- Schenkelpaar sich decken, so
miissen auch die beiden anderen Schenkel zusammenfallen, da nach
der Erklirung zu Abb. 51 die Linie ABs eine Gerade sein muB.
Hieraus folgt: Gestreckte Winkel sind einander gleich.

<)
= =

A 2R \F

L3
Mo R |
f o,

Abb. 54. 4 R oder Vollwinkel. Abb. 55.

Der gestreckte Winkel entsteht durch eine halbe Umdrehung,
der Rechte durch eine viertel Umdrehung seines beweglichen Schenkels.
Mithin ist

der rechte Winkel die Hilfte eines Gestreckten, und
damit ein gestreckter Winkel gleich zwei Rechten.
Hieraus folgt: Rechte Winkel sind einander gleich.?)
Vereinigt man Abb. 49 u. 51 zu der neuen Abb. 55, so kann man
schreiben:
<Y AMB; = 2R.
=L AMB; = A B.MB: =R.
=L AMB; = A B.MB: = 1 =X AMB..
=Y AMB; = 2 JAMB; = 2 - B,MB:.

83. Hohle und erhabene Winkel. Jeder spitze Winkel (Abb. 48)

ist kleiner als ein Rechter (Abb. 49):

=L AMB; < <X AMB:;.
Jeder stumpfe Winkel (Abb. 50) ist groBer als ein Rechter
(Abb. 49), aber kleiner als ein Gestreckter (Abb. 51):
<L AMB; > Y AMB:.
< AMB; < X AMB;.
Jederiiberstumpfe Winkel (Abb. 52) ist grifer als 2 R (Abb. 51),
aber kleiner als 3 R (Abb. 53):
<L AMB; > - AMB,; > 2R.
=S AMB; < L AMBs < 3R.

1) Sind die Gestreckten als Ganze gleich, so miissen auch die Rechten als
Hiliten gleich sein.
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Jeder Winkel, der kleiner als ein Gestreckter ist, also auch der
rechte Winkel, heift ein hohler oder konkaver Winkel; jeder Winkel,
der gréfer als ein Gestreckter ist, heiit ein erhabener oder kon-
vexer Winkel.

Spitze und stumpfe Winkel nennt man auch schiefe Winkel

34. Komplement- und Supplementwinkel. Beliebig viele Winkel,
welche sich zu einem Rechten oder zu zwei Rechten erginzen,
nennt man allgemein Ergadnzungswinkel. Im besonderen sagt man:

Zwei Winkel, welche sich zu einem Rechten erginzen, heillen

Komplementwinkel
In Abb. 56 ist =L ¢ das Komplement zu <I #, und umgekehrt.

Man schreibt:
a4 J8=RY.

Zwei Winkel, welche sich zu zwei Rechten erginzen, heiflen
Supplementwinkel.

L

Ly A
A 1 I M- -

Abb. 56. Komplementwinkel. Abb. 57. Supplementwinkel.

—

In Abb. 57 ist Lo das Supplement zu =X #, und umgekehrt..
Man schreibt:
S+ Fp=2RY

Hierbei ist es nicht notwendig, dafl die beiden Winkel in der in
Abb. 56 u. 57 angegebenen Weise nebeneinander liegen. Es wird
spater noch besonders darauf hingewiesen werden.

35. Nebenwinkel. Zwei Winkel, welche einen Schenkel gemeinsam
haben, heilen anstoBende Winkel: - «
und =X 3 in Abb. 45; sie haben den Schen-
kel MC gemeinsam.

Zwei anstoBende Winkel, welche
sich zu einem Gestreckten ergénzen,
heiBen Nebenwinkel. (Abb. 58) Man
schreibt:

Jat J3—=2R. Abb. 58. Nebenwinkel.

Nebenwinkel entstehen durch Teilung eines Gestreckten in zwei
beliebig grofle Teile; mithin sind Nebenwinkel die beiden Teile eines
gestreckten Winkels.

1) 'Bringt man in Abb. 56 uhd 57 durch Parallelverschiebung des 2J g
nach links die Scheitel der Winkel & und g zur Deckung, so werden sich diese
beiden Winkel zu 1R bzw. zu 2 R erginzen.

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 2
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Entsprechend Abb. 58 kann man Nebenwinkel auch erkliren
als zwei Winkel, welche den Scheitel und einen Schenkel gemeinsam
haben, deren andere Schenkel jedoch eine gerade Linie bilden derart,
daB der eine Schenkel die Verlingerung des anderen ist.

Will man daher zu einem gegebenen
Winkel einen Nebenwinkel zeichnen, so ist
nur der eine oder andere Schenkel itber den
Scheitel hinaus zu verlingern.

Sind zwei Nebenwinkel einander gleich,

! ¥} so ist jeder derselben ein Rechter; denn
nach Abb. 59 ist:
Abb. 59. W?I}.]e;:ll.le Neben- Y a=1R und
g B8=1R.

Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhilt man?):

o+ Jp=2R.

Von ungleichen Nebenwinkeln ist der eine immer spitz, der andere
mithin stumpf.

Nach der vorstehenden Erklirung werden Nebenwinkel in jedem
Falle Supplementwinkel sein; jedoch sind Supplementwinkel nicht
immer Nebenwinkel. Zeichne derartige Winkel!?)

86. Scheitelwinkel. Verlingert man die Schenkel eines Winkels
a riickwirts iiber den Scheitel M, wie das in Abb. 60 dargestellt ist,

so entsteht ein neuer Winkel 5, welchen

7 = man als Scheitelwinkel des Winkels
< / bezeichnet.

)‘\, Durch diese Riickwirtsverlingerung

N T entstehen aber an dem gemeinsamen

5 Scheitel M nicht nur zwei, sondern

Abb. 60. Scheitelwinkel. vier Winkel: «, 8, ¥ und d. Die

Schenkel des Winkels 7 sind notwen-

digerweise zugleich die Riickwirtsverlingerung der Schenkel des

Winkels d, so daB Winkel y und J ebenfalls Scheitelwinkel sind.

Man wird demnach Scheitelwinkel zeichnen, indem man zwei

gerade Linien sich schneiden liBt. An dem Schnittpunkt derselben

bilden sich alsdann entsprechend Abb. 60 vier Paar Nebenwinkel

und zwei Paar Scheitelwinkel.

Nebenwinkel sind hierbei je zwei nebeneinander liegende, Scheitel-

winkel je zwei gegeniiberliegende Winkel. Mithin sind:

Nebenwinkel: Scheitelwinkel:
<L o und 7. <J o und g,
gy » A Ly . 0.
4# ) 46
6, Aua.

) Vgl W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 133, Ziffer 109.
3 . SchluBsatz zu Ziffer 34, S. 17 und S. 28, Beispiel 30.
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Will man in Abb. 60 die Gerade AB mit der Geraden CD durch
Drehung um den Schnittpunkt M (Scheitel aller Winkel) zur Deckung
bringen, so miissen die Schenkel MA und MB gleiche Winkelraume
tiberstreichen; die zugehérigen Winkel miissen mithin einander gleich
sein. Hieraus folgt:

Scheitelwinkel sind einander gleich):

o= und Jy= 4.

87. Zusammenfassung. Samtliche bisher auf Seite 14 bis 18,
Ziffer 31 bis 36 besprochenen Winkel sind in Abb. 61 in einem Bilde
vereinigt.

Der Leser suche die Winkel nach ihren Benennungen auf und
gebe sie durch Buchstabenbezeichnungen genau an!

909 .
- &
n. 2, 735 Mo
P N 1 | n 4.
=3 : : 5
\ ;
7 | ¥
" | |
5 = )}—.._.rl A 1 W
/ B, 7807 0= J
| |=7
"\\ / /
Py / |
z,i;-\\ £ |
O e s
5. B O
“& 2700
Abb. 61. Abb. 62.

38. Messen von Winkeln. Soll der Richtungsunterschied
zweier sich schneidenden Geraden?) bestimmt werden, so muB man
die Gr6Be des Winkels messen, welchen sie miteinander bilden.

Die MaBeinheit zum Messen von Winkeln ist der Winkel-
grad, kurz: ein Grad; geschrieben: 1°

Ein Winkelgrad ist der 360 Teil eines Vollwinkels?). Diese
Einheit wird erhalten, indem man den Umfang eines mit einem be-
liebig groBen Halbmesser®) beschriebenen Kreises in 360 gleiche
Teile teilt. In Abb. 62 ist diese Teilung in gréBeren Abstinden, als
sie je einem einzelnen Grade entsprechen wiirde, durchgefiihrt®). Ver-
bindet man die angegebenen Teilpunkte mit dem Mittelpunkte M des

1) Einen weiteren Beweis iiber die Gleichheit der Scheitelwinkel siehe Seite 35,
Ziffer 44.

2) Vgl. 8. 13, Ziffer 28; SchluBsatz,

3 , ., 16, Abb. 54. 4) Vgl S. 11, Ziffer 26.

%) Es muBte hier mit Riicksicht auf die GroBenverhiltnisse darauf verzichtet
werden, bei der Teilung des Kreisumfanges in 360 gleiche Teile die Teilpunkte
fiir die einzelnen Grade: 1° 2° 3° ... anzugeben. Auf dem Umfange eines
Kreises von 50 mm Halbmesser sind die Teilpunkte fiir die einzelnen Winkel-
grade nur 0,87 mm voneinander entfernt.

o*



20 Planimetrie.

Kreises durch gerade Linien, so bilden diese mit der Geraden AE
Winkel, deren GroBe den an den einzelnen Teilpunkten stehenden
Gradzahlen entspricht. So ist in Abb. 62:

<L AMB = 45°.
<L AMC = 135°.
< AMD = R = 90°
=L AME = 2R = 180°.
<L AMF = 3R = 270°.
L AMA = 4R = 360°.

Aus dieser Aufstellung ist ohne weiteres ersichtlich:

Alle Winkel an einem gemeinsamen Scheitel und auf nur
einer Seite einer Geraden sind zusammen gleich einem Ge-
streckten = 2R = 180°

Alle Winkel an einem gemeinsamen Scheitelund auf beiden
Seiten einer Geraden, oder wie man auch sagt: Alle Winkel
um einen Punkt herum, sind zusammen = 4R = 360°.

Um auch kleinste Winkel mdglichst genau messen zu kénnen, hat
man den Winkelgrad in 60 Winkelminuten und die Winkelminute
in 60 Winkelsekunden geteilt. Bruchteile von Sekunden pflegt
man in Form von Dezimalbriichen anzugeben. Man schreibt:

1 Winkelminute, kurz: 1 Minute = 1’ und
1 Winkelsekunde, ,, 1 Sekunde — 1”. Es ist also
1° = 60’ und

1’ = 60”. Mithin:
1° = 60" = 3600".
26 Grad 17 Minuten 42 Sekunden = 26° 17’ 42",

Als Werkzeug zum
Messen von Winkeln dient
der Winkelmesser oder
Transporteur. (Abb. 63.)
Derselbe ist ein aus Metall,
Papier, Zelluloid u. &. her-
gestellter Halbkreis, welcher
in 180 gleiche Teile geteilt
ist, von denen jeder, je
nach Gréfe desWerkzeuges,
1 noch mit Unterteilungen

versehen ist. Das Werkzeug

Abb. 63. dient nicht nur zum Nach-

messen vorhandener, son-

dern auch zum Aufzeichnen newer Winkel?). Perstnlicher Gebrauch
macht am schnellsten mit den Eigenschaften des Werkzeuges vertraut.

1) Auf besondere Genauigkeit ist in beiden Fillen nicht zu rechnen. Will
man Winkelgréfilen genan bestimmen, so mufl man die trigonometrische Rechnung
zuhilfe nehmen. Uber das genaue Aufzeichnen von Winkeln ist in »W. u. St.,
Trigonometrie« nachzulesen: S. 15, Beispiel 12 bis 14 und S. 36, Ziffer 27.
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In neuerer Zeit machen sich Bestrebungen geltend, bei Winkel-
messungen die Hundertteilung oder das Zentesimalsystem an-
zuwenden. Nach diesem System wire:

1R = 100°.

1° = 100"

1" = 100". Mithin:
1° = 100" = 10000".

Damit ergibt sich weiter:

1 Gestreckter = 2R = 200°.
3R = 300°.
1 Vollwinkel = 4R = 400°.

Trotz der Vorteile, welche diese Teilung beim Rechnen mit Winkel-
gréBen bieten wiirde, ist in der Technik immer noch die urspriing-
liche Teilung des Vollwinkels in 360° in Gebrauch.

39. Das Rechnen mit Winkeln. Winkel kann man, wie andere
gleichartige GroBen, zusammenzihlen oder voneinander abziehen; man
kann Winkel vervielfachen und teilen. Die nachfolgenden Beispiele
geben iiber die einzelnen Rechnungsverfahren Aufschluf.

Beispiele.
1. Wieviel Minuten!) entsprechen einem Winkel von 53 Grad?
Da ein Grad 60 Minuten enthilt, so enthalten
53 Grad = 53 - 60 = 3180 Minuten.
2. Wieviel Sekunden entsprechen einem Winkel von 36'? Da
1" = 60" ist, so sind 36" = 3660 == 2160".
3. Wieviel Sekunden entsprechen einem Winkel von 25° Da
1° = 6060 = 3600" ist, so sind 25° = 25-3600 = 90000".
4. Wieviel Minuten entsprechen einem Winkel von 72°36?
Es sind: 72° = 72.60 = 4320".
Dazu: 36’. Mithin:
72°36' = 4356’

5. Wieviel Sekunden entsprechen einem Winkel von 69°22'48"¢

Es sind: 69° = 693600 = 248400".
22" = 22.60 = 1320".
Dazu: 48", Mithin:

69°22" 48" =— 249 768"
6. Wieviel Grade sind in 1080’ enthalten?

Es sind: 60" = 1°, folglich: 1080" = 60 = 18°.

1) In den folgenden Beispielen, Aufgaben sowie in dem weiteren Texte
sollen an Stelle der Bezeichnungen: ,,Winkelgrade, Winkelminuten und Winkel-
sekunden“ die kiirzeren Ausdriicke: ,,Grade, Minuten und Sekunden bzw. deren
Schriftzeichen* treten.
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7. Wieviel Grade sind in 97200” enthalten?

97200"
. . n” ___ 0 . . 144 — 0-
Es sind: 3600" = 1° folglich: 97 200" = 3600 — 27
8. Wieviel Minuten sind in 3240" enthalten?

Es sind: 60" = 1', folglich: 3240 == 326400 = 54,

9. Wieviel Grade und Minuten sind in 2556’ enthalten?
Es sind: 60" == 1°, folglich: 2556 = 2556: 60 = 42°
240

156
120
Rest: 36’. Mithin:
2556’ = 42°36'.

10. Wieviel Grade, Minuten und Sekunden sind in 59 527" ent-
halten?

Um die Anzahl der Grade zu erhalten, ist die Sekundenzahl zu-
nichst durch 3600 zu dividieren:

59527 : 3600 = 16°
3600

23527
21600
Rest: 1927".

Diese 1927" sind durch 60 zu teilen, um sie in Minuten zu
verwandeln:

1927 : 60 = 32’
180
127
120
Rest: 7”. Mithin:
59527 = 16°82'7".

11. Wieviel Grade,

Minuten und Sekunden sind in 475257
enthalten?.

475257 : 3600 = 132°
3600

11525
10800

7257
7200
57"7:60 = 0’
Rest: 57”. Mithin:
475257 = 132°0'57".



Der Winkel. 23

12. Der Leser rechne folgende Werte nach:

a) 34948’ = 2088’ == 125280". d) 284 400”7 = 4740" = 79°
b) 152°34' 18" = 549 258", e) 174960" = 48°36’".
c) 12°0'36" = 43236". 1).25259" = 7°0"59".

Um WinkelgréBen - in das Dezimalsystem umzurechnen,

verfahre man wie in den folgenden Beispielen 13 bis 21
angegeben.

13. Wieviel Minuten entsprechen 57"%

Es sind: 60" = 1’, folglich: 57" = 57,00 : 60 = 0,95".})
540
300
300_

”»

14. Es sind 43’ in Grade umzurechnen.
43’ — 43,00’ : 60 = 0,7166° ...

420  aoiEog
100 = 0,716°.%)
60
400
360
40
15. Wieviel Grade sind in 10368” enthalten?
10368 = 10368,00” : 3600 = 2,88°.
7200

31680
28 800

28800
28800

2

16. Es sind 27'45" in Grade umzurechnen.

a) Es sind zunichst: 45" = 45,00 :60 = 0,75".
420
300
300

2

1) Vgl. W. u. St.,, Arithm. u. Algebra 8. 205, Ziffer 13.
2) » » t2d »»” 2y 2 »” »” 207’ 2” 16 u' 17'
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Diese 0,75’ sind zu den gegebenen 27" zu addieren; das ergibt:
27+ 0,75’ == 27,75". Diese sind durch 60 zu teilen, um Grade zu

erhalten:
27,75’ = 217,7500": 60 = 0,4625°.
240
375
360
150
120
300
300

»

b) Man kann auch rechnen, wie folgt: 27" 45" sind = 1665""; diese
durch 3600 dividiert: 1665": 3600 = 0,4625°.
17. Wieviel Grade in Dezimalteilung entsprechen 68°48’53"?

a) 53" = 53,00": 60 — 0,8833" ... dazu:
480 48,0000"...
500 48,.8833"...: 60 — 0,8147°... dazu:
480 480 68,0000°. ..
200 88 68,8147°. ..
180 60
200 283
240
433
420
13

Mithin: 68°48’ 53" = 68,8147°...

b) Diese Aufgabe lafit sich auch 16sen, wie folgt:

48 53" sind = 2933'":3600 = 0,8147°... dazu:
68,0000°...

Mithin: 68° 48’ 53" = 68,8147°...

18. Wieviel Grade in Dezimalteilung entsprechen 2°6' 4”?

4": 60 = 0,066’ ... dazu:
6,000"... .
6,066 ...:60 = 0,1011°. Dazu:
2,00000.

Mithin: 2° 6’ 4” — 2,1011°.

19. Wieviel Sekunden entsprechen 0,85"?

Es ist 1’ = 60", folglich: 0,85’ = 0,85 .60 = 51,00 = 51"
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20. Wieviel Minuten und Sekunden entsprechen 0,33°?
a) Es sind: 0,33° = 0,33-60 — 19,8 = 19’4~ 0,8’. Die 0,8’ sind
noch in Sekunden umzurechnen: 0,8 = 0,860 = 48",
Mithin: 0,33° = 19’ 48",
b) Es sind: 0,33° = 0,33 - 3600 — 1188":60 = 19’ 48"
21. Wieviel Grade, Minuten und Sekunden entsprechen 62,43°!
Es sind: 62,43° = 62,43 - 3600 == 224748" — 62° 25’ 48",
22. Es soll ein Winkel zu einem anderen addiert werden:
a) ... 48°16' 22"
-+ 21°23" 14"
Summe: 69° 39’ 36".
b) ... 24° 42 35"
-~ 1°38 42"
Summe: 25°80" 77".

«) Da in der letzten Summe die Sekunden- und Minutenzahlen
groBer als ,,60“ sind, so miissen die 77 Sekunden noch in Minuten
und die 80 Minuten noch in Grade umgerechnet werden. Es sind:

7 =1"17".
Diese 1’ zu den vorhandenen 80 addiert, ergibt:
81" = 1°21".
Diesen 1° zu den vorhandenen 25° addiert, ergibt: 26°. Damit er-
hilt man als Gesamtergebnis:
26° 21’ 17".
B) Die Losung laft sich kiirzer und iibersichtlicher darstellen, wie

folgt:

24° 42' 35"
-+ 1°38"42”
1 t

Summe: 26°21’ 17",

) ... 36° 058"
+ 81°59' 42"
1 1

Summe: 118° 040",
23. Es soll ein Winkel von einem anderen subtrahiert werden:
a) ... 95°48 32"
— 28°12"17”
Rest: 67°36'15".

b) ... 62° 0 0”... Minuend.
— 29° 27" 46" ... Subtrahend?).

1) Vgl. W. u. 8t., Arithm. u. Algebra S. 14, Ziffer 19.
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Im Minuenden sind die Angaben iiber Minuten und Sekunden
= 0. Man nimmt in diesem Falle von dem 62° einen Grad weg
und zerlegt diesen in 59" und 60”; damit stellt sich die Rechnung,
wie folgt:

61° 59’ 60"
— 29° 27’ 46"
Rest: 32°32" 14",

o ... 132°24" 18"
— 57°48' 32"

Durch Wegnahme eines Grades von 132° dessen Zerlegung in
59’ 60" und Addition derselben zu den gegebenen 24’ 18" ergibt sich
folgende Rechnung:

131° 83’ 78"

— B57°48' 32"
Rest: 74° 35" 46"'.
d) ... 16°28 47"
— 15°43" 34"

15° 88’ 47"

— 15°43' 34"
Rest: 0°45'13".
e ... 1° 0'56”
— 43" 21"
0°17 35".

}Dafiir schreibt man:

24. Es soll ein Winkel mit einer ganzen Zahl multipliziert
werden:
a) 14°9' 7" . 5.

Man multipliziert zuerst die Sekunden, dann die Minuten und nach
diesen die Grade:

14° 9" 7.5 = 70°45" 35"
b) 21°13"15" -7 = 147°91' 105",

hier miissen die Sekunden und Minuten in gleicher Weise umgerechnet
werden, wie das in Beispiel 22b) gezeigt ist. Damit wird:

21°13'15”- 7= 148° 32" 45".

c) B5°47'58".12 = 60°564’ 696", d.i.
= 69° 35’ 36".

d 1° 0'56"-75= 76° 10" 0"
25. Es soll ein Winkel durch eine ganze Zahl dividiert werden:
a) 48°30° 18" : 6.
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Man teilt zuerst die Grade, dann die Minuten und nach diesen
die Sekunden:
48° 30" 18”:6 = 8°5' 3".
b) 25°15" 4"7:8 =1
Zunschst: 25°:8 = 38° Rest: 1° = 60’; diese 60" zu den 15’ der
Aufgabe, gibt: 75’:8 = 9’, Rest: 3" = 180"; diese 180" zu den 4"
der Aufgabe, gibt: 184"": 8 = 23", Rest: = 0. Folglich:

25° 15’ 4": 8 = 3°9' 28".)

Kiirzer und iibersichtlicher stellt sich-die Losung, wie folgt:

25° 15’ 4”:8 = 3°9'23"".
24° e .
1°= 60’
75': 8
72’ :
3" = 180"
184”8
c) 39° 0’ 45" :12 = 3°15’ 3,75".
36° : .-
3% =180’
180": 12 - -
45": 12

26. Es soll ein Winkel durch einen anderen dividiert werden,
mit anderen Worten: Wie oft ist ein Winkel in einem anderen
enthalten?

a) Wie oft ist der Winkel 24° 16’ in demn Winkel 72° 48’ enthalten?

Man verwandelt beide Winkel in die kleinste gegebene Einheit,
hier also in Minuten, und fithrt dann die Division aus:

72° 48’ : 24° 16", oder was dasselbe ist:
4368":1456" = 3.
Demmach ist der kleinere Winkel in dem groBeren 3 mal enthalten.
b) 83°17' 52”: 56°2' 28", d. i.:
299 872": 201 748" = 1,4863 ...
27. Wieviel Grade enthalten 2%):
1R; 1R; 1iR; £R; £R; 2IR; ZR?

5

= 22,5°; 30°; 45°; 54°; 225° 255°; 315°.

1) Die Probe wird gemacht, indem man das Resultat: 3°9% 23" mit 8 mul-
tipliziert; dann muB sich wieder 25° 15’ 4" ergeben. Vgl. W. u. St., Arithmetik
und Algebra 8. 30, Ziffer 37.

2) Vgl 8. 15, Ziffer 31; Text zu Abb. 49. Ein Rechter Winkel, kurz:
R = 90° Die Resultate stehen senkrecht unter den gegebenen ‘Winkeln.
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28. Wie grof} ist der Winkel a) zwischen 2 Stundenziffern, b) zwischen
2 Minutenstrichen des Ziffernblattes einer Uhr?

a) 30° b) 6°

29. Welchen Winkel bilden je 2 Mittellinien der Arme eines Schwung-
rades, welches 8 Arme besitzt?

Der Kranz ‘des Schwungrades bildet einen Kreis. Diesen kann
man beziiglich der Gradeinteilung als Vollwinkel?!) auffassen, welcher
durch die Mittellinien der Arme in 8 gleiche Teile geteilt wird. Damit
wird der von je 2 Mittellinien eingeschlossene

(o]
Winkel == §%0— = 45°.

30. Wie berechnet man zu einem gegebenen Winkel den Neben-
winkel?

Man berechnet den Nebenwinkel?), indem man den ge-
gebenen Winkel von 2R abzieht. Hierbei empfiehlt es sich, zu
schreiben:

2R =180°=179°59" 60".
a) Wie groB ist der Nebenwinkel zu 56° 18’ 27"'?
179° 59" 60"
— 56° 18" 27"
Nebenwinkel = 123° 41" 33"
b) Wie groB sind die Nebenwinkel zu:
43°; 89°46’; 179°59'59""; 0% 3'35"; 0 0 17
=137°; 90°14’; 0° 0" 1”; 179° 56" 25"; 179° 59’ 59",

Aufgaben.
1. Wieviel Sekunden entsprechen
einem Winkel von 42° ? Lisung: 151200”.
» - 5 73° 6" 12 ,  263160".
» » » 125°217 24’2 » 451284".

2. Wieviel Grade sind enthalten in

einem Winkel von 4140'? Losung: 69°
» B » 47160077 » 131°.

3. Wieviel Grade, Minuten und Sekunden entsprechen

einem Winkel von 557197 Lé6sung: 15° 28" 39".
” i) i) 3723”2 95 10 2, 3".
,, - » 34872 . 0° 548"

4. Die fir die folgenden, in das Dezimalsystem umgerechneten
Winkelwerte angegebenen Resultate sind auf ihre Richtigkeit zu priifen:
1) Vgl. 8. 16, Ziffer 31; Text zu Abb. 54.
2) ” ” 17’ 3 35; ” ”» 2 58




Der Winkel. 29

a) Wieviel Grade entsprechen 49’ 30"’? Lésung: 0,825°

) ) . 204487 5,680°.
2 4083307 »  113,425°
b) W1ev1el Sekunden » 0,65"? 39".

¢) Wieviel Minuten und Sekunden entsprechen 0,76°?
Losung: 0,76° = 45’ 36"".
d) Wieviel Grade, Minuten und Sekunden entsprechen 125,595°?
Losung: 125,595° = 125° 35" 42",
5. Es sind 2 Winkel gegeben:
o = 84° 36" 12" und
B =12°48"24";
folgende Resultate sind auf ihre Richtigkeit zu priifen:

4 o = 338° 24" 48", 53=164°2'0".
o I
—=42°18" 6" —=4°16"8".
3 3 4°16" 8
,,[i o 44 « o) ’ 1"
12——142 24—~3 31" 30,5".

¢+ p=97°24"36". «— f="T1°47 48"
204 553=233°14'24". o« —38=46°11'0".

4 14 —f ’ ”
“";/:48042’18. P 11057 58"
«:f = 6,606l ...
6. Wie groB ist der Nebenwinkel zu:
IR; 3Ry {R; ¢R; 3R sR; R
==90°% 135° 112,56°; 105° 168°45"; 123°45"; 99°
7. Welche Winkel schlieBen die Uhrzeiger ein & 8
um 12 Uhr 0 Min.? Losung: 0° S
2 1— £ 0 3 ? 2] 300
w 2 5 0 7 . 60° W
” 12 2 30 2 2 » 1650 x
i) 6 b 30 b2l ’Z i 150 ——
” 9 Eb 30 b3 ? kil 1050 A 0
» 11, 30 ¢t »  165°% Abb. 64.

40. Senkrecht. Lotrecht. Wagerecht. Abstand. Schneiden
sich zwei gerade Linien AB und CD unter rechten Winkeln (Abb. 64),
go stehen sie senkrecht oder normal aufeinander?). Es ist alsdann:

AB | CD und auch CD | AB.

Jede der beiden Linien bezeichnet man als eine ,,Senkrechte® auf
der anderen.

1) Vgl 8.11, Ziffer 27.
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Sind aber die Winkel, welche die Geraden AB und CD mitein-
ander bilden, rechte Winkel, so miissen sich infolge der Gleichheit
aller rechten Winkel?) ihre Schenkel, im Scheitel M aufeinander gelegt,
in allen Punkten decken?. Hieraus folgt:

In einem Punkte einer Geraden ist nur eine Senkrechte
mdoglich.

Vielfach sagt man auch, eine Gerade stehe lotrecht oder vertikal
auf einer anderen Geraden. Zwischen senkrecht und lotrecht be-
steht ein ganz bestimmter Unterschied. Die Richtung jedes frei
fallenden Ko6rpers ist eine lotrechte; eine durch ein Gewicht
gespannte, frei hiangende Schnur — Lot, Senkblei — gibt
die lotrechte Richtung an. Eine lotrechte oder vertikale
Gerade besitzt immer die Richtung nach dem Erdmittelpunkte.

Eine zweite Gerade, welche senkrecht auf einer Lotrechten steht,
nennt man eine wagerechte oder horizontale Gerade. Eine Ge-
rade, welche in der Ebene eines ruhenden Wasserspiegels liegt, ist
eine Wagerechte oder Horizontale. — Wasserwage. — In Abb. 62
steht die Gerade DF lotrecht, wenn die- Gerade AE wagerecht liegt;
in Abb. 64 ist aber AB nur senkrecht auf CD.

Rechte Winkel  werden unter Benutzung der beim technischen
Zeichnen verwendeten Zeichendreiecke hergestellt. Zieht man an
einer Reiflschiene eine Gerade und legt man ein Zeichendreieck mit
einer der den rechten Winkel bildenden Kanten?® an die Schiene, so
steht eine an der anderen Kante mit der Bleistiftspitze gezogene
Gerade senkrecht auf der ersteren. Das Zeichnen von Senkrechten
kann auf zwei Arten ausgefiihrt werden. Man kann

a) Eine Senkrechte errichten: Man nehme auf einer Geraden
einen Punkt P an und ziehe durch diesen mittels Schiene und Zeichen-

dreiecks in der vorbeschriebenen Weise

= eine Senkrechte?).

b) Eine Senkrechte fallen:
Man nehme auBerhalb einer Geraden
einen Punkt P an und ziehe durch
diesen in gleicher Weise, wie unter a)
beschrieben, eine Gerade bis zum
Schnitt mit der ersten4),

Fillt man nun von einem Punkte P auBerhalb einer beliebigen
Geraden AB eine Senkrechte auf diese bis zum Punkte ¥, so ist letz-
tere, wie aus Abb. 65 ersichtlich, die kiirzeste Linie, welche zwischen
dem Punkte P und allen anderen Punkten der Geraden AB méglich
ist. Hieraus folgt:

1) Vgl 8.16, Ziffer 32. In Abb. 64 sind iibrigens je zwei rechte Winkel
gleich als Nebenwinkel und als Scheitelwinkel. Vgl. auch S. 17, Ziffer 35 und
S. 18, Ziffer 36.

2) Vgl. 8. 13, Ziffer 30.

%) Die den rechten Winkel einschlieBenden Kanten des Zeichendreiecks
heiflen , Katheten. Vgl 8. 42, Ziffer 53¢; S. 38, Ziffer 48b.

) Andere Konstruktionen sind auf 8. 57, Aufgabe 4, 5 und 6 angegeben.
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Die Senkrechte von einem Punkte auBerhalb einer Ge-
raden auf diese ist die kiirzeste Entfernung zwischen dem
Punkte und der Geraden.

Die Senkrechte PF bezeichnet man als den ,,Abstand® des
Punktes P von der Geraden AB!'). Der Punkt F wird Fulpunkt
der Senkrechten genannt.

41. Kreisbogen als Winkelmag. Auf Seite 10 wurde in Ziffer 25
erklirt, daBl durch Drehung einer Strecke MB aus ihrer Anfangslage
in die neue Lage MB; der Anfangspunkt B, sowie jeder andere Punkt
der Strecke MB, einen Kreisbogen beschreibt. Diesen Kreisbogen
kann man sowohl als Maf fiir einen Winkel als auch zum Vergleich
mehrerer Winkel in bezug auf ihre GréBen benutzen. Wie schon
die Abb. 48—54 erkennen lassen, wird der Kreisbogen in gleichem
MaBe groBer, wie der Winkel gréBer wird; jedem Winkel entspricht
demnach ein Kreisbogen von ganz bestimmter Linge?2). Um also die
GréBen zweier Winkel zu vergleichen, beschreibe man um die Scheitel
als Mittelpunkte mit einem gleich grofen Halbmesser Kreisbogen
zwischen den Schenkeln dieser Winkel. (Abb. 66 und 67.) Sind diese
Kreisbogen gleich lang, so sind die Winkel einander gleich. (Abb. 66).

o (o

Abb. 66. Abb. 67.

Hieraus folgt: Zu gleichen Winkeln gehéren gleiche Bogen
und umgekehrt: Zu gleichen Bogen gehdren gleiche Winkel.

Hierbei kénnen die Winkel an getrennten Scheiteln, wie in Abb. 66,
oder an einem gemeinsamen Scheitel, wie in Abb. 45 liegen.

Sind die Kreisbogen nicht gleich lang, so sind die Winkel ungleich,
und zwar ist der Winkel der groBere, zu welchem der groflere Bogen
gehort. (Abb. 67.) Man schreibt alsdann:

> oder 0y

Beziiglich der Lage der Winkel sei hier auf Abb. 67 und 46 ver-
wiesen.

42. Kreisteilung. Uber den Kreis war das bis hierher Erforder-
liche bereits in Ziffer 26, Seite 11 gesagt. Es sei weiter folgendes
erwiahnt:

Verlingert man den Halbmesser MA eines Kreises iiber den Mittel-
punkt M hinaus bis zum Schnittpunkte B mit der Kreislinie, so nennt
man die Linie AB einen Durchmesser des Kreises. (Abb. 68).

1) Vgl. 8. 4, Ziffer 14.

2) Fiir den vorliegenden Fall bestimmt man diese Linge, indem man mit Zirkel
oder MaBstab die Entfernung der Schnittpunkte des Kreisbogens mit den Schenkeln
des zugehorigen Winkels miBt.



32 Planimetrie.

Ein Durchmesser teilt sowohl die Kreislinie als auch die Kreis-
ebene in zwei gleiche Teile; man sagt kurz: Der Kreis wird
halbiert. Jede Hilfte bezeichnet man als Halbkreis. (Abb. 68.)

Durch zwei senkrecht aufeinander stehende Durchmesser AB und
CD wird ein Kreis in vier gleiche Teile geteilt. Jeden dieser Teile
nennt man einen Quadranten. (Abb. 69).

Abb. 68. Abb. 69.

Ein Kreisbogen AB wird zunichst am besten mittels eines Stech-
zirkels durch Probieren halbiert. In Abb. 70 ist Punkt C Halbierungs-
punkt des Bogens AB, d. h. es ist:

/, N Bogen AC = Bogen BC.
ad Y Teilt man eine Kreislinie in 360
Abb. 70. gleiche Teile, so heiflt jeder Teil ein Bogen-

grad, kurz: Grad.

Demnach ist ein Bogengrad der 360! Teil einer geschlossenen
Kreislinie. Mithin besitzt ein Viertelkreis 90, ein Halbkreis 180, ein
Dreiviertelkreis 270 und ein voller Kreis 360 Bogengrade.

Der Bogengrad wird in 60 Bogenminuten, die Bogenminute in
60 Bogensekunden eingeteilt. Die Schriftzeichen sind die gleichen wie
die in Ziffer 38, Seite 19 fiir Winkel angegebenen.

Aus dem Vergleiche mit dem iiber das Messen von Winkeln in
Ziffer 38 Gesagten folgt:

Ein Winkel hat soviel Winkelgrade, wie der vom Scheitel
aus zwischen seine Schenkel gelegte Bogen Bogengrade be-
sitzt; und umgekehrt.

Der Teilung des Transporteurs (Abb. 63) in 180 Winkelgrade
geht also die Teilung des Halbkreises in 180 Bogengrade voraus.

43. Addieren, Subtrahieren, Vervielfachen und Teilen von
Winkeln auf graphischem Wege.

Uber die hierbei einzuschlagenden rechnerischen Verfahren ist
das Erforderliche bereits in Ziffer 39, Seite 21 bis 29 gesagt. Fiir das
graphische Verfahren soll die Form des Beispieles gewihlt werden.
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Beispiele.

1. Es sind zwei gegebene- Winkel ¢ und 3 zu addieren, d. h. es
ist deren Summe ¢ -+ # zu bilden?). (Abb. 71)

Nach dem in Ziffer 41, Seite 31 iiber die Anwendung des Kreis-
bogens als Winkelmall Gesagten wird es sich darum handeln, dem die
Winkelsumme « 4 3
darstellenden, neuen f,/

Winkel einen Kreis- 3
bogen zu geben, dessen g
Linge so groB ist wie _ 4

die Léangen der mit ° C
dem gleichen Halb- )
messer zwischen die V
Schenkel der gegebe- N
nen Winkel ¢ und g | a
gelegten Bogen zu- A
sammen genommen. Abb. 71.

Man zeichne eine
Gerade S;N und beschreibe um die Scheitel S der gegebenen Winkel
« und B sowie um den Scheitel S; des neu zu bildenden Winkels
o -+ B die Kreisbogen AB, CD und A;E mit einer beliebigen, aber
gleichen Zirkeloffnung, so daB3

SA = SC = S A

wird. Ferner trage man von Aj; aus auf dem Bogen A; E den Bogen
AB des Winkels « bis By sowie von B; den Bogen CD des Winkels
bis D; ab? und verbinde S; mit D, durch eine Gerade. Aldann ist
Winkel FS, G gleich der Summe der Winkel « und g, d. h. es ist:
AF8 G = Ja+ Jf=0ac+ 3.9
2. Esist ein Win-
kel ( von einem /
Winkel ¢ zu subtra- g,
hieren, d. h. es ist /
deren Differenz a — 3 / o Fe— Uy pii
zu bilden?*). (Abb.72) / ! P o
Entsprechendden °“ & f,;/ ,-/
Ausfiihrungen zu Bei- (3%

,.’":r"-: oot
spiel 1 muB3 der zwi- *‘1/ il
// 1 (29
-

77,

-3

1 1 A
schen den Schenkeln A, & ’
des neuen Winkels
a — {8 zu zeichnende -3
Kreisbogen gleich der Abb. 72.
Differenz der zwi-

schen den Schenkeln der gegebenen Winkel o und @ liegenden
Bogen werden.

-~

1) Vgl. 8. 25, Beispiel 22. ?) Vgl. 8. 31, Ziffer 41; FuBinote 2).
%) s 5 35, FuBnote 1). 4 ,, ,, 25, Beispiel 23.
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 3
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Man zeichne eine Gerade S;N und beschreibe um die Scheitel S
der gegebenen Winkel ¢ und # sowie um den Scheitel S; des neu zu
bildenden Winkels o — 8 die Kreisbogen AB, CD und A; E mit be-
liebiger, aber gleicher Zirkeloffnung, so daB

SA =8C = S A,
wird. Ferner trage man von A; aus auf dem Bogen A;E den Bogen
CD des Winkels o bis D: sowie riickwarts von D; den Bogen AB
des Winkels ¢ bis By ab und verbinde S; mit B; durch eine Gerade.
Alsdann ist Winkel FS;G gleich der Differenz der Winkel « und g,
d. b. es ist:

F86G=Ja— gp=a—p.
3. Es ist das Viel-
f fache eines Winkels
F «, d. h. es ist das
L. Produkt n- ¢ zu bil-
87/ den, in welchem n
| Ada )\~ eine beliebige ganze
8~ [ %% X Zahl, hier z. B. = 3,

oA L ist1). (Abb. 73.)

3 s ! - Das Verfahren ist

' auf dasjenige in Bei-

Abb. 73. spiel 1 zuriickzufiih-

ren. Man zeichne eine

Gerade S;N, beschreibe um S und S; Kreisbogen mit beliebiger,

aber gleicher Zirkeloffnung, so daB SA = S;A; wird, trage von A,

aus den Bogen AB des Winkels o dreimal auf den Bogen A,E bis

D; ab und verbinde S; mit D; durch eine Gerade. Alsdann ist Winkel
FS,G das Dreifache des Winkels o, d. h. es ist:

JF$G=3-Fa=3 .

A &

/ 4. Es ist ein beliebiger Winkel ¢ in
B , 2zwei gleiche Teile zu teilen, zu hal-

i / " bieren?. (Abb. 74.)
& Z \C Man beschreibe um den Scheitel S
/ / X des Winkels ¢ mit beliebigem Halbmesser
/-" N o einen Kreisbogen, welcher die Schenkel
W5t y < in den Punkten A und B schneidet und
5 G e halbiere den Kreisbogen AB in der bei
Abb. 74. Abb. 70 angegebenen Weise. Punkt C

sei Halbierungspunkt. Zieht man durch
C die Gerade SN, so ist diese Winkelhalbierde, durch welche der
Winkel ¢ in zwei gleiche Teile geteilt wird, so daB

SASC = IBSC= Ja =2
wird 3).
1) Vgl 8. 26, Beispiel 24. %) Vgl. S. 26, Beispiel 25.

%) Eine andere Konstruktion ist auf S. 56 in Grundaufgabe 2 angegeben.
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44. Zusatz iiber Scheitel- und Nebenwinkel. Bei Besprechung
der Scheitelwinkel auf Seite 18 in Ziffer 36 wurde die Behauptung
aufgestellt: Scheitelwinkel sind einander gleich.

Dieser Satz 1aBit sich nunmehr nach dem vorstehend iiber Addition
und Subtraktion von Winkeln Gesagten in bezug auf Abb. 60 leicht
beweisen:

Es ist): ¢« + 0 —=2R
und g-+0=2R

In diesen beiden Gleichungen sind die rechten Seiten einander gleich,
folglich miissen auch die linken Seiten gleich sein?), d. h. es muB

a+d=p8+90
sein. Damit ergibt sich?3):
o=+ d — Jd, woraus folgt:
a=pf.
Dal J y = 7 ist, liBt sich eben so beweisen.

Aus Abb. 60 folgt unmittelbar:

Zu gleichen Winkeln gehdren sowohl gleiche Nebenwinkel
als auch gleiche Scheitelwinkel

45. Parallelverschiebung und Drehung von Winkeln.

Genau so wie man mit Linien eine Parallelverschiebung und
Drehung vornehmen kann, lassen sich Winkel parallel verschieben
und um ihre Scheitel drehen%). Bringt man den =X « in Abb. 75 derart
in die durch die gestrichelten Linien angedeuteten Lagen, daf} seine
Schenkel wihrend der Bewegung keinerlei Richtungséinderung erfahren,
go ist der Winkel parallel verschoben wor-
den. Die Grofle des Winkels ist hier-
bei unverindert geblieben.

} als Nebenwinkel.

o

Abb. 76.

Bringt man den ¢ in Abb. 76 durch Rechts- oder Linksdrehung
um den Scheitel M in die durch die gestrichelten Linien ange-

1) Bei derartigen Berechnungen liBit man vor den einzelnen Winkeln das
Zeichen J im allgemeinen fort. Man schreibt also statt: =¥ « + 28 nur:
« -+ 8.

?) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 130ff. Man kann auch sagen:
Sind zwei GroBen einer dritten gleich, so sind sie untereinander
gleich.

3) Vgl W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 132, Ziffer 108 g.

Y . 8.10, Ziffer 24 u. 25.

3%
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deuteten Lagen derart, dafl man beide Schenkel wihrend der Bewegung
gleich groBe Kreisbogen durchlaufen laBt, so ist ein Richtungsunter-
schied der Schenkel unter sich auch hier nicht eingetreten; die GréBe
des Winkels ist ebenfalls unverindert geblieben. Hieraus folgt:
Durch Parallelverschiebung bzw. durch Drehung erhalt
ein Winkel eine andere Lage, jedoch keine andere GroBe.
Wiirden in Abb. 76 die gestrichelten Winkel ¢ von dem gemein-
samen Scheitel M gelost und durch Parallelverschiebung in beliebige
Lagen zu dem Ursprungswinkel o« gebracht, so wiirde an der GroSe
der Winkel ebenfals nichts geindert werden.
46. Gegenwinkel. Wechselwinkel. Entgegengesetzte Winkel.
Werden zwei gerade Linien AB und CD von einer dritten EF
geschnitten, so entstehen an den beiden Schnittpunkten acht Winkel
(Abb. 77), und zwar

£ vier 4uBere Winkel: ¢, 8, , 9 und
% - vier innere Winkel: 7, 6, ¢, L.
\ : Die beiden Geraden AB und CD
» (\ bezeichnet man als die Geschnit-

5 tenen, die dritte Gerade EF als die

el Schneidende.
/€ fe\ _ Je zwel dieser an demselben
¢ YW, 2 Schnittpunkte liegenden Winkel
NS S sind entweder Nebenwinkel oder
Scheitelwinkel.
. Je zwei an verschiedenen
Abh. 17 Schnittpunkten liegende Winkel

bezeichnet man als:

a) Gegenwinkel, wenn der eine ein &duBerer, der andere
aber ein innerer Winkel ist und beide auf derselben Seite
der Schneidenden liegen:

o und &
I sind Gegenwinkel.

7’717
J , I

b) Weehselwinkel, wenn beide Winkel duBere oder innere
Winkel sind und auf entgegengesetzten Seiten der Schneidenden
liegen: o und 9

B » Il sind Wechselwinkel.

7 s &
d , ¢
¢) Entgegengesetzte oder Erginzungswinkel, wenn beide
Winkel #uBlere oder innere Winkel sind und auf derselben Seite
der Schneidenden liegen:

g und g sind entgegengesetzte
i oder
g ” r Erginzungswinkel.
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47. Winkel an Parallelen. Werden zwei parallele Geraden
AB und CD von einer dritten Geraden EF geschnitten (Abb. 78),
so entstehen an den beiden Schnittpunkten ebenfalls acht Winkel
In diesem Falle sind:

a) Je zwei Gegenwinkel einander gleich.

Abb. 78. Abb. 79.

Durch Parallelverschiebung von CH bis auf AG (Abb. 79) und von
HG in Richtung der Schneidenden EF kommen der Scheitel und die
Schenkel des Winkels ¢ zur Deckung mit denen des Winkels ¢. Nach
Seite 13, Ziffer 30 sind aber Winkel, deren Winkelraume sich voll-
kommen decken, einander gleich. Folglich:

o= ¢ als Gegenwinkel.

Aus demselben Grunde ist:
A= Ay=4n gd= g%

b) Je zwei Wechsel- £ -
winkel einander gleich. / /

Durch Parallelverschie- / /
bung des Winkels & derart, %
daB dessen Scheitel H auf - ___,__f/, ¥ A7 6
den Scheitel G des Winkels / )
« fallt, werden diesWinkel c. bt !
und 9 zu Scheitelwinkeln » ——t—FH
(Abb. 80); als solche miissen / = F /

sie nach Seite 18, Ziffer 36
einander gleich sein. Folg-
lich: F
Ta= 9 Abb. 80. Abb. 81.
als Wechselwinkel.

Aus demselben Grunde ist in Abb. 78:
A=A, y=JdL Jo= e
¢) Jezweientgegengesetzte Winkel zusammen == 2R =180°.

Bringt man in Abb. 81 durch Parallelverschiebung des Winkels
dessen Scheitel H zur Deckung mit dem Scheitel G des Winkels «,
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so werden die Winkel o und # Nebenwinkel. Nach Seite 17, Ziffer 35
erginzen sich aber Nebenwinkel zu 2R. Folglich:

o+ gy = 2R = 180° als entgegengesetzte Winkel.
Entsprechend Abb. 78 ist aus demselben Grunde:
B+ Id=y+e=0+ = 2R = 180"

Aus dem vorstehenden ist ersichtlich, daB die GroBe aller Winkel
an geschnittenen Parallelen bestimmt ist, sobald ein einziger derselben
zahlenmifig gegeben ist. )

Ist ferner ein einziger der acht Winkel an geschnittenen Parallelen
ein Rechter, so sind auch die anderen Winkel rechte Winkel. Hier-
aus folgt, daB der Abstand zweier Parallelen auf beiden
zugleich senkrecht steht.

48. Folgerungen. a) Sind an zwei von einer dritten geschnittenen
Geraden

je zwei Gegenwinkel gleich, oder

je zwei Wechselwinkel gleich, oder betragen

je zwei entgegengesetzte Winkel zusammen 2R,
so sind die geschnittenen Geraden parallel.

b) Stehen zwei oder mehrere gerade Linien senkrecht auf
einer dritten, so sind sie untereinander parallel; denn nach

Abb. 82 werden die Gegenwinkel hier
£ zu rechten Winkeln, und rechte Winkel
sind einander gleich. Gleiche Gegen-
- winkel sind aber nach dem vorstehen-
den nur an parallelen Linien mdglich.

In Abb. 35 und 82 ist gezeigt, wie
v _ man mittels Reifischiene und Zeichen-
S dreiecks beliebig viele parallele Linien
: /7] . zeichnen kann?).

g - T = ¢) Aus Abb. 78 geht ohne weiteres
hervor:

o) Winkel mit parallel und

£ gleich gerichteten, oder mit par-
Abb. 82. allel und entgegengesetzt gerich-
teten Schenkeln sind gleich.

#8) Winkel mit parallelen Schenkeln, von denen das eine
Paar gleich, das andere aber entgegengesetzt gerichtet ist,
erginzen einander zu einem Gestreck-
ten = 2R = 180°.

49. Senkrechte auf Winkelschenkeln.
a) Errichtet man im Scheitel M eines
. beliebigen Winkels « Senkrechten auf den
#f———————— QSchenkeln nach ein und derselben Rich-
Abb. 83, tung, wie das in Abb. 83 dargestellt ist, so

') Zum Zeichnen sehr vieler paralleler Linien bedient sich der Techniker
einer sog. Stellschiene, d.i. eine Reilschiene mit beweglichem Kopfe.
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ist der hierdurch entstehende Winkel x gleich dem gegebenen
Winkel o:
S x=a.
Zwischen dem gegebenen Winkel ¢ und dem von den gestrichelt
gezeichneten Senkrechten gebildeten Winkel x liegt der Winkel p.
Nun ist nach Konstruktion:

x -+ ¢ =R und ebenso
a4 p=R.
Sind aber die rechten Seiten zweier Gleichungen einander gleich,
so sind es auch die linken; folglich:
X — =« -+ 5. Hieraus folgt?):
x =+ f— p. Mithin:

gAx= A,
womit die Richtigkeit des unter a) angegebenen Satzes erwiesen ist.
b) Errichtet man in zwei belie- v

bigen Punkten A und B der Schenkel
eines Winkels o Senkrechten nach ein
und derselben Richtung, so ist der
hierdurch entstehende Winkel x ebenfalls
gleich dem gegebenen Winkel o:

Ax= .
Hierbei liegt der Scheitel My des neu
gebildeten Winkels x auflerhalb des Winkel- Abb. 84.

raumes des gegebenen Winkels . (Abb. 84
Errichtet man auch im Scheitel M des Winkels « Senkrechten

auf dessen Schenkeln, wie unter a) angegeben, so ist erstens
o= Jn

und sind zweitens nach Seite 38, Ziffer 48b) die Schenkel des Winkels o;
(gestrichelt) parallel zu den Schenkeln des Winkels x. Nach Seite 38,
Ziffer 48c, ) muB dann aber auch

g x=
sein. Aus den letzten beiden Gleichungen folgt:
Aa= - x oder auch Jx= J .9

c) Errichtet man in zwei beliebigen Punkten A und B der
Schenkel eines Winkels o Senkrechten nach entgegengesetzten
Richtungen, so erginzt der hierdurch entstehende Winkel x den
gegebenen Winkel ¢ zu 2 R == 180°:

o -+ Ax=2R ==180°

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 131, Ziffer 108g.
. 131, ,,  108a.

%)
i34 * » ” 9 i 7
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Hierbei liegt der Scheitel M; des neu gebildeten Winkels x inner-
halb des Winkelraumes des gegebenen Winkels . (Abb. 85.)
Der Beweis ist, wie unter b), mit

j 4 Hilfe der Sitze in Ziffer 48b) und 48c)
=1 o zu fiilhren. Nach den dort abgegebenen
A 1”’ Erklirungen ist:
.'FI NS \ ] «J o1 =« und
5\ % i Tz = Jx.
\ | ) Addiert man beide Gleichungen, so
- Abb. 8 folgt):
' o+ Ix = Jo+ Ix.

Entsprechend Abb. 58 sind aber Winkel ¢; und x: Nebenwinkel
und als solche zusammen = 2R. Folglich miissen die ihnen gleichen
Winkel ¢ und x ebenfalls zusammen — 2R sein, d. h.:

e+ Jgx=2R = 180°

Aus den unter a), b) und c) bewiesenen Sitzen folgt:

: Stehen die Schenkel eines Winkels

ot L senkrecht auf den Schenkeln eines an-

L .-~ deren, so sind die beiden Winkel entwe-

) f der gleich oder sie ergiénzen sich zu 2R.

’ 50. Halbierte Nebenwinkel. In Abb. 86

ist jeder der beiden Nebenwinkel ¢ und g

in zwei gleiche Teile geteilt — halbiert; die

gestrichelt gezeichneten Halbierungslinien schlieBen den Winkel x ein.
Damit wird?:

Abb. 86.

%—{—x —}—§= 2R oder, was dasselbe ist:
o g
xtgtg=2R..............]

Ferner ist: « + =2 R als Nebenwinkel.

~ Dividiert man beide Seiten der letzten Gleichung durch 2, so er-
hilt man?): s
o p
3 Ty =R
Setzt man an Stelle von %+£ den Wert R in Gleichung I)
ein, so wird: 2
x4+ R =2R und damit
x=2R — R. Mithin:
Z x =R =90° Hieraus folgt:
Die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel stehen senk-
recht aufeinander.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 133, Ziffer 109.
3, 8.19, Ziffer 38.
% ,, W.u St, Arithm, u. Algebra 8. 35, Ziffer 42 u, S. 131, Ziffer 108c¢.
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V. Das Dreieck.

51. Allgemeines. Eine Ebene kann man allseitig durch gerade
und krumme Linien begrenzen. Jeder Teil einer Ebene, welcher durch
einen geschlossenen Linienzug begrenzt wird, heilt eine ebene Figur.

(Abb. 87.)
Ry /_H - "_““‘"'
f i | _

\

\
\

{

/

\ / N 4 [

— -

Abb. 87.

Die Gréfie des begrenzten Teiles einer Ebene heifit Flacheninhalt,
kurz: Inhalt der Figur. Die Summe der Lingen aller Begrenzungs-
linien bezeichnet man als den Umfang der Figur.

Sind sdmtliche Begrenzungslinien gerade Linien, so heiit die
Figur: Dreieck, Viereck, Fiinfeck ... Vieleck, je nachdem 3, 4,
5 ... Geraden die Figur begrenzen. (Abb. 88.)

Abb. 88.

Die Strecken, welche eine geradlinige Figur begrenzen, heifien Seiten.
Die einfachste geradlinig begrenzte, ebene Figur ist das Dreieck.
52. Aligemeine Bezeichnungen am Dreieck. Jede durch drei
Strecken begrenzte, ebene Figur heifit ein
Dreieck. Ein Dreieck entsteht, wenn
man drei Punkte A, B und C, welche
nicht in einer Geraden liegen, durch
gerade Linien miteinander verbindet.
(Abb. 89.) A
Die Strecken AB, BC und AC nennt
man die Seiten, ihre Schnittpunkte A, B Abb. 89.
und C die Ecken des Dreiecks.
Die Seiten eines Dreiecks bezeichnet man auch durch kleine
lateinische Buchstaben derart, dall
der Ecke A die Seite a
” ., B , , bund
2 2 C 3 ’»” c

gegeniiberliegt.
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Die von den Seiten eines Dreiecks eingeschlossenen Winkel be-
zeichnet man durch kleine griechische Buchstaben derart, daB
an der Ecke A der - «,

» » » B, ZfF und
N 4
liegt. (Abb. 89.)
Diese Bezeichnungen gelten fiir Dreiecke jeder Art; es ist also
an jedem beliebigen Dreieck:
AB=¢, BC=a und AC=h.
Ferner schlieBen an jedem Dreieck
die Seiten a und b den Winkel 7,
» w b o, oc » « und
» N » J ein.
53. Bezeichnungen nach Seiten und Winkeln. a) Ein Dreieck
mit 3 gleichen Seiten heit gleichseitig (Abb. 90),

. 2 ” " . gleichschenklig ( ,, 91 u.92),
,» ungleichen . » ungleichseitig ( ,, 93)
£ <
p y /é \ S8 ‘-L,:.- ,-r" @:‘ /k A
Abb. 90. Abb. 91. Abb. 92. Abb. 93

Die beiden gleichen Seiten AC und BC eines gleichschenkligen
Dreiecks werden als Schenkel, die dritte Seite AB wird als Grund-
linie oder Basis bezeichnet. Die der Grundlinie
gegeniiberliegende Ecke C heifit die Spitze des Drei-
ecks; die an der Grundlinie liegenden gleichen Winkel
¢« und 2 nennt man Basiswinkel.

Das gleichseitige Dreieck bildet einen beson-
deren Fall des gleichschenkligen: Die Grundlinie
ist gleich den Schenkeln! In Abb. 90 ist also:
AB=BC=AC.

Am gleichseitigen oder ungleichseitigen Dreieck
kann jede Seite als Grundlinie angenommen werden.

Abb. 94. Allgemein bezeichnet man eine wagerecht oder an-
genidhert wagerecht liegende Dreieckseite als Grund-
linie jedes beliebigen Dreiecks.

b) Ein Dreieck, welches

drei spitze Winkel enthilt, heiit spitzwinklig (Abb. 90 u. 91),

einen rechten und zwei spitze Winkel enthilt, heilt recht-
winklig (Abb. 94),

einen stumpfen und zwei spitze Winkel enthilt, heift stumpf-
winklig (Abb. 92 u. 93).
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c) Im rechtwinkligen Dreieck (Abb. 94) heiBt die dem rechten
Winkel R gegeniiberliegende Seite a Hypotenuse; die den rechten
Winkel einschliefenden Seiten b und ¢ nennt man Katheten?)

Die spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks sind Komple-
mentwinkel?).

54. Winkelsumme im Dreieck. a) Zieht man durch die Ecke C
des Dreiecks ABC (Abb. 95) eine Par- _
allele zur Grundlinie AB, so entstehen 5
zwei neue Winkel: § und & Nach den . \

Satzen tber Winkel an Parallelen?®) ist

nun: /_\ 3
J = « als Wechselwinkel4), 1 A v 8
y=y und Abb. 95.
& = (3 als Wechselwinkel.
Addijert man diese drei Gleichungen, so erhilt man?3):
O+ yf-e=ua-+y-+p.
Die Winkel 0, y und ¢ bilden zusammen einen Gestreckten; ihre
Summe ist also:

0+ y + &= 2R = 180°
folglich mufl auch ibhr Gleichwert, das ist die Summe:

e+ y7=2R=180°. ... .......1
sein. Aus dieser Gleichung folgt:
In jedem Dreieck ist die Summe der drei Winkel = 180°= 2R,

b) Sind in einem beliebigen Dreieck zwei Winkel bekannt, so
kann der dritte aus Gleichung 1) berechnet werden. Kennt man
z. B. die Winkel « =45° und {5 ==172° so ergibt sich aus Gleichung

o+ 34y =180° fiir den Winkel y:9)
= 180°— « — j3; in Zahlen:
y == 180°— 45° — 72° = 63°.

Hieraus folgt: Stimmen zwei Dreiecke in zwei Paar Winkeln
iiberein, so stimmen sie auch im dritten Paar iiberein; denn
die dritten Winkel werden gleich als Reste, welche sich ergeben, wenn
man gleiche Winkelsummen von 180° abzieht.

¢) Aus dem vorstehenden ist weiter ersichtlich, daf3 ein Dreieck
nur einen rechten und ebenso nur einen stumpfen Winkel ent-
halten kann; die beiden anderen Winkel miissen spitze Winkel sein.
(Vgl. Abb. 92, 93 u. 94.)

Im rechtwinkligen Dreieck sind die beiden spitzen Winkel zu-
sammen = 90° = R; sie sind also Komplementwinkel.

55. AuBenwinkel. Die von den Seiten eines Dreiecks einge-
schlossenen Winkel ¢, # und y (Abb. 95) bezeichnet man als Innen-
winkel des Dreiecks.

1) Hypotenuse, ohne h; Kathete, mit h!

2) Vgl 8. 17, Ziffer 34.  3) Vgl. S. 37, Ziffer 47b. %) Vgl. S. 35, FuBnote?).
5 , W.u St, Arithm. u. Algebra 8. 133, Ziffer 109.

G) I3 3 3 g I ') ’s » 132, v 108g.
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Verlingert man eine Dreieckseite, z. B. AB in Abb. 96 iiber B
hinaus, so entsteht ein neuer Winkel J, welcher AuBlenwinkel des
Dreiecks genannt wird.

Jeder AuBenwinkel ist Nebenwinkel eines Innenwinkels,
also: @ -0 = 180°.

Die Innenwinkel eines Dreiecks, welche nicht Nebenwinkel eines
AuBlenwinkels sind, also die Winkel « und y in Abb. 96, bezeichnet
man als die dem AuBenwinkel gegeniiberliegenden Winkel.

56. Berechnung des AufSenwinkels.
Die GriBe eines AuBenwinkels berechnet
man in folgender Weise. Es ist nach Abb. 96:

B+ 0 = 2R als Nebenwinkel,
a4 g+ 7 = 2R als Winkelsumme im
Dreieck.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt:
B+0=0a+ g3+
Subtrahiert man auf beiden Seiten dieser Gleichung den Winkel g,

80 wird:

1

Abb. 96.

In Worten:
Jeder Auienwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der ihm
gegeniiberliegenden Imnenwinkel.

Da nach vorstehendem auch g & = 180° ist, so ergibt sich fiir
die GroBe des AuBenwinkels weiter:

0 =180° — 3,

d.h. man kann einen AuBenwinkel auch berechnen, indem

man den anliegenden Innenwinkel von 180° abzieht.
57. Summe der AuBenwinkel.
K Jedes Dreieck hat sechs AuBenwinkel,
& von denen jedoch immer zwei an ein
{ / und derselben Ecke liegende als
) 2 2 Scheitelwinkel einander gleich sind?).
' \ Demnach hat jedes Dreieck nur drei
97. “™ voneinander verschiedene AuBenwinkel:

d, ¢ und 1 in Abb. 97.
Aus dieser Abbildung folgt entsprechend Gleichung 2:

0=p8+7
¢ = o+ f und
n=ua-7.

Addiert man diese 3 Gleichungen, so erhdlt man:

O+e+n=7F+y+ a4 g+ a+ty oder:
0+4e+4n=2a- 2342y,

1) Der Leser zeichne ein beliebiges Dreieck und verlingere jede der Drei-
eckseiten iiber beide Ecken.
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wofiir man schreiben kann?l):
0+¢e—4n=2-(+p+7. Nun ist aber:
a3+ y = 2R als Winkelsumme im Dreieck,
folglich: 0 + & + 5 = 2.2R. Mithin:
04 ¢4 n = 4R. In Worten:

Die Summe der 3 AuBlenwinkel eines jeden Dreiecks ist
= 4R = 360°.
Beispiele.
1. In einem beliebigen Dreieck ist Yo = 30° und I3 ==50°.
Wie grofl ist =Y y? (Abb. 89.)
Die Winkelsumme eines jeden Dreiecks ist — 180°, &. h.:
o+ B -y = 180° Folglich:
y=180°—¢a — B, d. i:
y = 180°— (a + B
Man findet also den dritten Winkel eines Dreiecks, indem
man die Summe der beiden anderen Winkel von 180° abzieht.
In Zahlen:
= 180°— (30°-+50°).
y = 180°— 80°=100°.
2. Gegeben = a = 46° 23" 12" und Jy = 83° 14’ 26”. Wie
grofl ist I 3! (Abb. 89)
Aus” Gleich. 1): « 4 3+ y = 180° folgt:
B = 180°— (x +- 7).
Nun ist: o« = 46°23 12" und
y = 83°14' 26”. Mithin:
« -+ y = 129° 37" 38".
Statt 180° schreibt man in diesem Falle?):

180° = 179° 59’ 60”. Davon ab:
a4y = 129° 37 38"'. Folglich:
3= 50°22 22"
3. In einem rechtwinkligen Dreieck ist der eine spitze Winkel
B=4T7°16"25". Wie groB8 ist der andere spitze Winkel y? (Abb. 94)
Nach Seite 42, Ziffer 53¢) u. 54 sind die Winkel # und y Komple-
mentwinkel, ihre Summe ist also = 90°, d. h.:
g4y = 90° Hieraus folgt:
v = 90°—p.
Man findet also im rechtwinkligen Dreieck die Grdfie

eines spitzen Winkels, indem man den anderen von 90°
abzieht.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 36, Ziffer 43 A, a.
?) ,, 8.25, Beispiel 23.
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In Zahlen: 90° = 89° 59’ 60"". Davon ab:
B =47°16" 25". Mithin:
) — 42° 43 35"
4. An dem in Abb. 96 dargesteliten Dreieck ist der AuBenwinkel
0 == 115° der eine seiner gegeniiberliegenden Innenwinkel ¢ — 36 °.
Wie groBl sind die Innenwinkel 8 und y?%
Winkel p und J sind Nebenwinkel, also zusammen = 180°, d. h.:
g+ 0 = 180°. Mithin:
8 = 180°—d. In Zahlen:

l,f'.‘
\ B — 180°—115° = 65°,
/ 5 Nach dem auf Seite 44 in Ziffer 56 iiber

die Berechnung des AuBenwinkels Gesagten ist
nach Gleichung 2):

~ 0 = a 7. Folglich:
o, ? y =0 — ¢« In Zahlen:
= L7 N 7 = 115°— 36° = 79°.
Abb. 98. Probe: a + 8+ y = 36° 4 65°4- 79°
= 180° = 2R.

5. Bei der Aufmessung eines Fabrikgrundstiickes ABCD ergab sich:
S e=45°16"31" und 7 =56°48 54"; JABC und =Y BAD
sind jeder = R. Wie groB werden die Winkel ¢, §, 7 und 6? (Abb. 98.)
Es ist zunichst: e= 45° 16 31" und
= 56°48 54". Folglich:
¢+ n— 102° 5 25
Nun ist: y 4+ &4 5 = 179° 59’ 60”. Davon ab
e+ 15 =102° 5’ 25"; ergibt:
Yy — 77054 35"
Weiter ist: vy =40 =179° 59" 60”. Davon ab
y= T7° 54" 35"; ergibt:
d=102° 5’ 25",
Nach der Aufgabe war: a-+ ¢ 89° 59 60", Davon ab
& 45° 16’ 31”; ergibt:
44° 43’ 29", .
44° 43’ 29" als Wechselwinkel

I

o
Endlich ist: p =
an Parallelen?).

I

Aufgaben.

1. Von den Innenwinkeln eines Drejecks sind 2 gegeben; gesucht

ist der dritte.
. o ’ 1"
a) Gegeben: {a —: 20762 3 Lésung: y = 90°=R.

B = 69° 757"
o = 1090, ’ 12
b) 3 { 18 — 62°98’ 52", s Yy = 8°31" 8".

Y Vel. 8. 37, Ziffer 47h.
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. o ’ '

¢) Gegeben: {7 _ SZ&O 221;, 1S2)”i Losung: 8 = 64° 5 39"
. o ’ ’”

b {52 Qo5 sor - @= 172755 58"

2. In einem rechtwinkligen Dreieck ist ein spitzer Winkel gegeben,
der andere gesucht.

a) Gegeben: § = 48°30" 17”. Lésung: y = 41° 29’ 43",

b) . 7= 67°14’32". . = 22°45" 28"

3. Der AuBlenwinkel eines Dreiecks ist = 83° 17" 54”’, ein gegen-
iiberliegender Innenwinkel = 42°3’32”. Wie groB sind die beiden
anderen Innenwinkel?

Losung: 96°42° 6”7 und 41°14’ 22",
Mache die Probe!

58. Kongruenz oder Deckungsgleichheit. RaumgrioBen, welche
gleichen Inhalt und gleiche Gestalt haben, nennt man kongruent.

Zwei ebene Figuren sind kongruent, wenn man sie so aufein-
ander legen kann, dafl sie sich in allen Teilen vollstindig decken.
Statt kongruent sagt man auch ,deckungsgleich®“. Das Zeichen
fiir deckungsgleich bzw. kongruent ist: ,==*

Die Deckungsgleichheit ist nicht zu verwechseln mit der
Flachengleichheit! Zwei ebene Figuren kénnen genau denselben
Flicheninhalt haben, ohne dabei dieselbe Gestalt zu besitzen: Drei-
eck und Viereck, Gebdudegrundrisse usw.

Ebene Figuren, welche gleichen Flicheninhalt, aber verschiedene
Gestalt haben, nennt man ,,inhaltsgleich®; Schriftzeichen: ,,=*.

Ebene Figuren, welche dagegen gleiche Gestalt, aber nicht gleichen
Flacheninhalt besitzen, heilen ,,4hnlich®; Schriftzeichen: ,~1).

Das Schriftzeichen der Kongruenz (=) ist demnach ein Doppel-
zeichen; es deutet an, daBl kongruente Figuren sowohl flachengleich
(=) als auch &hnlich (~) sind.

59. Kongruenz der Strecken und Winkel. Gleiche Strecken
sind kongruent, denn sie lassen sich durch Aufeinanderlegen voll-
kommen zur Deckung bringen. (Vgl -
Seite 5, Ziffer 15, Abb. 22.)

Gleiche Winkel sind kongruent,
denn ihre Winkelriume lassen sich durch
Aufeinanderlegen der Scheitel und Schen-
kel ebenfalls vollkommen zur Deckung J VAL Rl
bringen. (Vgl. Seite 13, Ziffer 30.) A 5 A, 1

60. Kongruenz der Dreiecke. Um Abb. 99.
zu beweisen, dafl zwei Dreiecke ABC und
AiB1Cy (Abb. 99) kongruent sind, konnte man den Nachweis erbringen,

daf
Fe=Fa, FF=h, 7= I ud
AB — A;B;, BC = B,(,, AC = A;Cy ist.

1) Vgl. Ziffer 189 u. ff.
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Man nennt die hier aufgefiihrten, in beiden Dreiecken durch ihre
Lage einander entsprechenden 3 Winkel und 3 Seiten gleichliegende
oder homologe Stiicke.

Stimmen nun zwei Dreiecke in allen gleichliegenden Winkeln und
Seiten iiberein, so miissen sie sich naturgemif zur Deckung bringen
lassen. Es geniigt jedoch bereits die Ubereinstimmung von nur drei
bestimmten gleichliegenden Stiicken, um die Deckungsgleichheit
gweier Dreiecke herbeizufiihren ?).

Von den hierbei in Betracht kommenden fiinf verschiedenen M&g-
TJichkeiten sollen nur die drei fiir die Praxis wichtigsten in Form
von drei Konstruktionsaufgaben behandelt werden.

Tiir die Konstruktion kongruenter Dreiecke sind von den vor-
stehend erwihnten drei homologen Stiicken mafBgebend:

a) 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel.
b) 1 Seite und die beiden anliegenden Winkel.
¢) 3 Seiten.

61. Kongruenzsiitze oder Deckungsgesetze.

Aufgabe 1. Es ist ein Dreieck zu konstruieren aus zwei
Seiten AB=c¢, AC = b und dem von diesen éingeschlossenen
Winkel BAC = «. (Abb. 100.)

-

\bhb. 100,

Konstruktion: Man zeichne eine Gerade AB=c, trage im
Punkte A als Scheitel den X BAC = « an?) und mache den freien
Schenkel AC = b. Verbindet man jetzt B mit C, so ist das Dreieck
ABC das verlangte.

Konstruiert man in gleicher Weise aus denselben gegebenen
Stiicken: b, ¢ und ) « ein zweites Dreieck Ai1B:1Cy, so erhilt man
ein mit dem Dreieck ABC genau iibereinstimmendes Dreieck.
Hieraus folgt:

Durch zwei Seiten und dem von diesen eingeschlossenen
Winkel ist ein Dreieck bestimmt.

Legt man das Dreieck A;B:C: auf das Dreieck ABC, so werden
sich die Dreiecke vollkommen decken. Dasselbe wird der Fall sein
mit samtlichen Dreiecken, welche man noch weiter aus den gegebenen
Stiicken konstruieren koénnte. Hieraus ergibt sich:

1) Diese drei voneinander unabhingigen Stiicke diirfen nur nicht drei
Winkel sein. — Warum?
?) Vgl 8. 33, Ziffer 43; Beispiel 1.
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Erster Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn
sie in zwei Seiten und dem von diesen eingeschlossenen Winkel
iibereinstimmen.

Aus der Deckungsgleichheit der beiden Dreiecke in Abb. 100 folgt
ohne weiteres, dafl auBer den drei gegebenen Stiicken auch die drei
anderen Stiicke einander gleich sein miissen, dafl also

BC == BlOl,
Z ABC = J A;B;(; und
4ACB == 4A101B1 is’o.

Aufgabe 2. Es ist ein Dreieck zu konstruieren aus einer
Seite AB = ¢ und den beiden an dieser Seite liegenden
Winkeln BAC = ¢ und ABC = . (Abb. 101.)

Konstruktion: Man zeichne eine Gerade AB — c¢; alsdann trage
man in A als Scheitel den X BAC = « und in B als Scheitel den
Y ABC = 7 an. Die freien Schenkel dieser Winkel schneiden sich
im Punkte C, welcher die dritte Ecke des Dreiecks bildet. Mithin
ist das Dreieck ABC das verlangte.

Ein zweites, aus denselben gegebenen Stiicken gezeichnetes Drei-
eck A;B;C; wird mit dem ersten Dreieck ABC genau iibereinstimmen.
Hieraus folgt:

Durch eine Seite und die beiden an dieser liegenden
Winkel ist ein Dreieck bestimmt.

Legt man das Dreieck A;B;C; auf das Dreieck ABC, so werden
sich die Dreiecke vollkommen decken. Dasselbe wird der Fall sein
mit jedem weiteren, in genau gleicher Weise konstruierten Dreieck.
Hieraus ergibt sich:

Zweiter Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn
sie in einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln iiberein-
stimmen.

Aus der Deckungsgleichheit der beiden Dreiecke in Abb. 101 folgt
auch hier ohne weiteres:

AC = A Gy,
BC = B;(; und
L ACB = J A, C1Bs.

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 4
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Aufgabe 8. Es ist ein Dreieck zu konstruieren aus den
drei Seiten BC = a, AC = Db und AB = c. (Abb. 102))

Konstruktion: Man zeichne eine Gerade AB = ¢, nehme die
Seite a in den Zirkel und beschreibe um Punkt B einen Kreisbogen,
ebenso mit der Seite b um Punkt A. Diese Kreisbogen schneiden
gich im Punkte C, welcher die dritte Ecke des gesuchten Dreiecks
bildet. Verbindet man jetzt A und B mit C, so ist das Dreieck
ABC das verlangte.

a & e & a
. =
C A c é, /I:; c __.r.\"

Abb. 102,

Ein zweites Dreieck A;B;C, und ebenso alle weiteren, aus den-
selben gegebenen Stiicken konstruierten Dreiecke lassen sich mit dem
Dreieck ABC vollkommen zur Deckung bringen. Damit ist erwiesen:

Durch drei Seiten ist ein Dreieck bestimmt. Hieraus er-
gibt sich:

Dritter Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn sie
in den drei Seiten iibereinstimmen.

Auch hier folgt aus der Deckungsgleichheit der beiden Dreiecke
in Abb. 102 ohne weiteres:

<L CAB = 4 CiA1B,,
AIABC = 4A1B101 und
=L ACB = =J A1 CyB;.

Die Kongruenzsitze sind ein wichtiges Mittel der Beweisfiihrung
fiir die nunmehr folgenden weiteren Sétze der Planimetrie. Mittels

der Folgerungen und Schliisse, welche man

Bo— oA aus der Kongruenz ebener Figuren, insbeson-

- o dere derjenigen der Dreiecke ziehen kann,

NE beweist man, daB Linien und Winkel anderer

Figuren gleich sind. Auch 148t sich mit Hilfe

. der Kongruenzsitze zu einer gegebenen Figur

Ae eine derselben genau gleiche — kongruente

Abb. 103, — d. h. nach Gré8e und Gestalt vollkommen
iibereinstimmende Figur herstellen.

62. Folgerungen aus den Kongruenzsiitzen.

a) Rechtwinklige Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den
Katheten?) iibereinstimmen. (1. Kongruenzsatz).

b) Werden die Seiten AC und BC eines beliebigen Dreiecks iiber
die gemeinsame Ecke C hinaus um ihre eigene Linge verlingert bis
zu den Punkten A; und B; (Abb. 103), und werden diese Punkte

1) Die Katheten schlieBen den rechten Winkel ein!
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miteinander verbunden, so ist das neu entstandene Dreieck A;B;C
kongruent dem gegebenen Dreieck ABC, denn es ist:

iig z Eg’} nach Konstruktion und

<A C Br = I ACB als Scheitelwinkel.
Mithin: N\ A1B:1C = A\ ABC?. Folglich:
A1B; — AB?Y).

¢) Dreiecke sind auch kongruent, wenn siec in einer Seite,
einem anliegenden und dem dieser Seite gegeniiberliegen-
den Winkel iibereinstimmen. Nach Seite 43, Ziffer 54 b) sind alsdann
auch die dritten Winkel bekannt, welche zu der gegebenen Seite den
zweiten anliegenden-Winkel bilden. Damit sind aber die Bedingungen
des zweiten Kongruenzsatzes erfiillt.

d) Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem
der grofleren Seite gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

e) In kongruenten Dreiecken liegen c
gleichen Seiten gleiche Winkel und um- T
gekehrt, gleichen Winkeln gleiche Seiten 5
gegeniiber. 7 &

63. Hohen, Winkelhalbierende und
Seitenhalbierende im Dreieck. 3

a) Die von den Ecken eines Dreiecks auf e
die gegeniiberliegenden Seiten gefillten Senk-
rechten ?) nennt man die H6hen des Drei- Abb. 104
ecks. Man bezeichnet entsprechend Abb.104

die Hohe von der Ecke A auf die Seite a mit hy,
» 2 2” ” 2 B ” » kR b » hb und

2 ” ” > 2 C » ” 2 c ER] hC'

Die zu irgendeiner Hohe gehérende Seite bezeichnet man allgemein
als Grundlinie, die der Grundlinie gegeniiberliegende Ecke als Spitze
oder Scheitel des Dreiecks.

Die drei Héhen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte.
(Abb. 104.)

b) Die Linien, welche die Innenwinkel eines Dreiecks halbieren,
heiBen Winkelhalbierende. Man bezeichnet

die Winkelhalbierende des 2 o mit wa,
» » » B , wp und
” ” ” 4 7 2 Wc-

1) ‘Das Schriftzeichen fiir Dreieck ist: ,A“ Die Dreiecke sind kongruent
nach dem 1. Kongruenzsatze.

%) Bei Aufmessungen im Gelinde macht man von der Kongruenz dieser
Dreiecke Gebrauch, wenn z. B. die Entfernung zweier Punkte A, und B, ge-
messen werden soll, welche durch ein Hindernis: See, Berg, Gebéude u. & m.
voneinander getrennt sind.

3) Vgl. 8. 30, Ziffer 40Db).

4*
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Die drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punktel). (Abb. 105.)

¢) Die von den Ecken eines Dreiecks nach den Mitten der
gegeniiberliegenden Seiten gezogenen Linien nennt man Seitenhal-
bierende oder Mittellinien des Dreiecks. Man bezeichnet

die Seitenhalbierende von a mit m,,
b , mp und

c 5,  Me.

Abb. 105. Abb. 106.

Die drei Seitenhalbierenden bzw. die drei Mittellinien eines
Dreiecks schneiden sich in einem Punkte. (Abb. 106.)

d) DaB sich die drei Mittelsenkrechten auf den Seiten
eines Dreiecks in einem Punkte schneiden, ist auf Seite 152,
Ziffer 162 nachgewiesen.

64. Das gleichschenklige Dreieck ®). Zieht man im gleichschenk-
ligen Dreieck ABC (Abb. 107) die Winkelhalbierende CD, so entstehen

zwei Dreiecke ACD und BCD, in welchen

JACD = A BCD — % nach Konstruktion,

AC = BC als Schenkel und
CD = CD ist.
Mithin: /\ ACD = /\ BCD?3).
Aus der Kongruenz dieser Dreiecke folgt:
1. da=— 8. In Worten:
Im gleichschenkligen Dreieck sind
Abb. 107. die Winkel an der Grundlinie — die
Basiswinkel — einander gleich.
Die Umkohrung lautet:
Sind in einem Dreieck zwei Winkel gleich, so ist das
Dreieck gleichschenklig.
Im gleichschenkligen Dreieck liegen den gleichen Seiten
gleiche Winkel gegeniiber.
2, AD-=DB. In Worten:

1) Vgl. Ziffer 159, Aufgabe3. %) Vgl S. 42, Ziffer 53; Text zu Abb. 91 u. 92.
%) 1. Kongruenzsatz.
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Im gleichschenkligen Dreieck teilt die Halbierende des
Winkels an der Spitze die Grundlinie in zwei gleiche Teile.
In diesem Falle ist die Winkelhalbierende zugleich Seiten-
halbierende. Und umgekehrt:

Die Mittellinie von der Grundlinie zur Spitze eines gleich-
schenkligen Dreiecks halbiert den Winkel an der Spitze.

3. JADC= JIBDC=R. Mithin:
CD 1 ABY).

Die Winkelhalbierende CD mufl senkrecht auf der Grundlinie AB
stehen, da die Winkel ADC und BDC nicht nur gleich, sondern auch
Nebenwinkel sind. Nach Seite 18, Ziffer 35, Abb. 59 miissen aber
gleiche Nebenwinkel stets rechte Winkel sein. Hieraus folgt:

Die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze eines
gleichschenkligen Dreiecks steht senkrecht auf der Mitte
der Basis. Und umgekehrt:

Die Senkrechte auf der Mitte der Basis geht durch die
Spitze und halbiert den Winkel an der Spitze.

Die vorstehenden Sitze iiber das gleichschenklige Dreieck lassen
sich zusammenfassen wie folgt:

Im gleichschenkligen Dreieck fallen die von der Spitze
ausgehende Winkelhalbierende, Seitenhalbierende und Hdhe
in ein und dieselbe Gerade zusammen.

65. Gleichschenklige Dreiecke mit gemeinsamer Basis. In
Abb. 108 und 109 sind iiber einer gemeinsamen Grundlinie AB zwei

Abb. 108. Abb. 109.

verschiedene gleichschenklige Dreiecke ABC und ABD gezeichnet
derart, daB in Abb. 108 die Spitzen auf verschiedenen Seiten, in
Abb. 109 aber auf derselben Seite der Grundlinie liegen. Verbindet
man C mit D, so ist in beiden Féllen:

a = b als Schenkel,

a1 — b1 s . und

CD = CD.
Mithin: A BCD = A\ACD?. Hieraus folgt:

1) Vgl 8. 11, Ziffer 27. 2) 3. Kongruenzsatz.
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1. ABCD=_JACD.
2. JJBDC=_JADC.

Ferner ist: a=> als Schenkel,
CE =CE und

ZBCE = ZJACE, wie eben bewiesen.
Mithin: ABCE=X/\ACE?Y). Hieraus folgt:

3. BE—=AE und

4. JBEC=JAEC=R.?)

Aus den Folgerungen 1 bis 4 geht hervor:

Die Verbindungslinie der Spitzen zweier gleichschenkliger
Dreiecke mit gemeinsamer Grundlinie ist zugleich Winkel-
halbierende, Seitenhalbierende und Hohe.

66. Das gleichseitige Dreieck®). Da im gleichseitigen Dreieck
- die Seiten gleich sind, so kann jede als Grund-

o

/ linie eines gleichschenkligen Dreiecks angesehen

werden. Damit wird in bezug auf Abb. 110:
Za= . an Grundlinie AB und
4 b o=y an ’ AC.
’ / Yy AN Nach dem Satze iiber die Winkelsumme im
Dreieck ist aber

¢+ B+ y = 180°.
Setzt man in dieser Gleichung an Stelle der Winkel # und y den
gleichen Winkel o, so wird:
o+ o 4 o = 180° oder
3a = 180° Folglich:
180° °
3 =60° In Worten:
Im gleichseitigen Dreieck sind die dreiInnenwinkel gleich
groB und jeder = 60°; oder auch:
Das gleichseitige Dreieck ist gleichwinklig.
67. Winkel am Zeichendreieck. In bezug auf die beim Zeichnen
benutzten ,Zeichendreiecke” ist folgendes zu bemerken:
¢ Ist in einem recht-
winkligen Dreieck ein
\ spitzer Winkel = 30°, so
ol ist der andere = 60°
\ und das Dreieck selbst
; die Halfte eines gleich-
‘ ,\ seitigen. Die Hypote-
z 8 A5 2 nuse ist doppelt so lang
Abb. 11L Abb. 112. wie die kleinere Kathete.
(Abb. 111.)
Schlieflen die Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks einen
rechten Winkel ein, so ist jeder Basiswinkel == 45° (Abb. 112.)

1) 1. Kongruenzsatz. ) Vgl 8. 53, Ziffer 64; Text zu Folgerung 3.
3) Vgl. S. 42, Ziffer 53; Text zu Abb. 90.

Abb. 110.

o =
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Beispiele.

1. In einem gleichschenkligen Dreieck ist der Winkel an der Spitze
= 25° 32’. Wie groB ist jeder Basiswinkel? (Abb. 107.)

Es ist: o - 3 4 y = 180° Folglich:
a-p = 180°—y = 180°—25° 32'= 154° 28
Da nun o= 3 ist, so muB jeder gleich der Halftel) des
Winkels von 154° 28’ sein. Mithin:

0 ’
40::46:E2ﬁ=77°14’.

2. In einem gleichschenkligen Dreieck ist ein Basiswinkel = 28° 22'.
Wie groB ist der Winket an der Spitze? (Abb. 107.)

Es ist: ¢+ 84y = 180° Folglich?):
y=180°— (¢ + ). In Zahlen:
y==180°— (28° 22’4 28° 22'), Mithin:
y=180°— 56° 44'= 123° 16’.

3. Wie gro wird in Abb. 113 der Winkel J,
wenn Dreieck ABC gleichschenklig ist?
Winkel 0 ist AuBenwinkel, mithin?3):
0 = 42° 45"+ 42° 45'= 85° 30’
Hieraus folgt:
Der AuBenwinkel an der Spitze eines 4«

gleichschenkligen Dreiecks ist doppelt so
grofi als ein Basiswinkel.

Abb. 113.

Aufgaben.

1. Ist in einem gleichschenkligen Dreieck (Abb. 107) der Winkel
an der Spitze
y = 42° 24’ 16"; 76° 36" 8", so ist
jeder Basiswinkel = o = 3 = 68° 47’ 52"; 51° 41’ 56".
2. Ist in einem gleichschenkligen Dreieck \
(Abb. 107) ein Basiswinkel 2,
a=p= 36°48 4"; 82°37 13",
go ist der Winkel an der Spitze
= y = 106° 23’ 52"; 14° 45’ 34"
3. An einem Fabrikgrundstiick (Abb. 114)
soll die Ecke bei C durch eine Gerade AB
80 abgetrennt werden, dafl <) o= <J § wird. Abb. 114,
Wie groB wird jeder dieser Winkel?

Lésung: =Jo = 3 = 114° 25,

1) Vgl 8. 26, Beispiel 25. 2) Vgl. S. 45, Beispiel 1.
3) » 9 44, Ziffer 56
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ﬁbungen 1),

1. Es ist zu beweisen, dafl die Hohen, welche man von den End-
punkten der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks auf die Schenkel
fallt, gleich sind.

2. Es ist zu beweisen, dall die Verbindungslinien der Schenkel-
mitten eines gleichschenkligen Dreiecks mit den Endpunkten der Basis
gleich sind.

3. Es sind die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks zu
halbieren. Nachzuweisen ist, daB die Halbierungslinien gleich sind.

4. Es ist zu beweisen, dafl die Hohe aus dem Scheitel des rechten
Winkels eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks halb so gro8
ist als die Grundlinie.

5. Es ist zu beweisen, dafl im gleichseitigen Dreieck die drei
Hohen gleich sind.

Konstruktionsaufgaben.

68. Grundaufgaben. Es wird dem Leser dringend empfohlen,
siimtliche Konstruktionsanfgaben durchzuzeichnen.

1. An eine gegebene Gerade CN ist in einem gegebenen Punkte C
derselben ein gegebener Winkel y anzutragen. (Abb. 115.)

Abb. 115.

Man beschreibe um den Scheitel S des gegebenen Winkels und
um den gegebenen Punkt C Kreisbogen mit beliebigem, aber gleichem
Halbmesser®). Der Kreisbogen um S schneidet die Schenkel des Winkels
in den Punkten A und B, derjenige um C die gegebene Gerade im

g~ Punkte D. Jetzt nehme man die Liange
P, AB in den Zirkel und beschreibe mit

/ ‘ dieser einen Kreisbogen um D, welcher
- Y den Kreisbogen um C in E schneidet.

\ Verbindet man C mit E durch eine Ge-
~/ rade, so ist der Winkel DCE der ver-
T langte, d. h. es ist

Abb. 116, < DCE = Jy.

2. B8 soll ein gegebener Winkel ASB halbiert werden. (Abb. 1186).
Man beschreibe um den Scheitel S des Winkels einen Kreisbogen
mit beliebigem Halbmesser, welcher die Schenkel in A und B schneidet.

1) Die Ubungen 1 bis 5 sollen dem Leser Gelegenheit zur Anwendung der
Kongruenzsitze geben.
%) Vgl. 8. 11, Ziffer 26; Text zu Abb. 38.
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Um diese Punkte beschreibe man wieder mit beliebigem, aber gleichem
Halbmesser Kreisbogen, welche sich im Punkte C schneiden. Ver-
bindet man S und C durch eine Gerade, so ist diese Halbierende
des Winkels ASB und es ist

<L ASC = I BSC.

3. Es soll eine gegebene Strecke AB halbiert werden. (Abb. 117).

Man beschreibe um den Anfangspunkt A und den Endpunkt B
der Strecke Kreisbogen mit beliebigem, aber c
gleichem Halbmesser, welche sich oberhalb und >
unterhalb der Strecke in den Punkten C und D '
schneiden. Verbindet man diese Punkte durch
die Gerade CD, so ist deren Schnittpunkt E mit
der gegebenen Strecke AB der Halbierungspunkt
derselben und es ist L — ¥

AE = EB.

4. In einem gegebenen Punkte F einer Gera-
den MN ist auf derselben eine Senkrechte zu
errichten?). (Abb. 118).

Man schneide auf MN durch Kreisbogen von

!"1

F aus nach beiden Seiten gleiche Strecken AF Abbiull’z
und BF ab. Aldann beschreibe man um A und B T
Kreisbogen mit beliebigem, aber gleichem Halb- P

messer?), welche sich im Punkte P schneiden.
Verbindet man jetzt F mit P durch eine Gerade,

so ist
~J AFP = BFP = R. Mithin: FP | MN.
In bezug auf die Grundaufgaben 3 und 4 77 il
ist zu bemerken, daB eine Linie, welche auf der Abb. 118

Mitte einer anderen Linie senkrecht steht, als
,Mittelsenkrechte® bezeichnet wird.

5. Im Endpunkte F
einer gegebenen Gera- ES
den AF ist eine Senk- ,
rechte zu errichten. !

(Abb. 119) !

a) Man verldngere - /
die gegebene Gerade .\ | .. lp b bF
AF iiber F hinaus um g '
ihre eigene Linge bis Abb. 119. Abb. 120.

zum Punkte B, mache
also BF = AF. Damit ist diese Aufgabe auf Grundaufgabe 4 zuriick-
gefiihrt.

Eine andere Konstruktion zeigt die in Abb. 120 dargestellte.

1) Vgl 8. 30, Ziffer 40a.
2) Dieser Halbmesser muB3 gréBer als BF sein!
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b) Man errichte auf der gegebenen Geraden AF die ,Mittelsenk-
rechte”, nehme auf derselben einen beliebigen Punkt C an und be-
schreibe um diesen einen Kreis, welcher durch die beiden Punkte A
und F der gegebenen Geraden geht. Weiter verbinde man A mit C
und verlingere AC iiber C hinaus bis zum Schnittpunkte P mit dem
Kreise. Zieht man jetzt die Gerade FP, so ist

ZJAFP =RY und FP | AF im Punkte F.

6. Von einem gegebenen Punkte P auBerhalb einer gegebenen Ge-

raden MN ist eine Senkrechte auf diese zu fillen2). (Abb. 121.)
Man beschreibe von dem gegebenen
4 Punkte P aus einen Kreisbogen, welcher

die gegebene Gerade MN in A und B
schneidet. Um diese Punkte beschreibe
man alsdann Kreisbogen mit beliebigem,
s Vo~ y aber gleichem Halbmesser, die sich im
A 8 Punkte C schneiden. Verbindet man C

und P durch die Gerade PC, so ist

PC | MN.
&L 7. Zu einer gegebenen Geraden MN
Abb. 121. soll durch einen auBerhalb derselben ge-
legenen Punkt P eine Parallele?® gezogen
x werden. (Abb. 122 und 123.)
de— a) Man ziehe durch den Punkt P
R eine beliebige Gerade xy, welche die
I Gerade MN im Punkte B schneidet.
P % R Trigt man den so entstandenen
}f" 4 Winkel £ im Punkte P an die Ge-
\
r f;:,‘ N
\\_.{ M A e v
Abb. 122. Abb. 123.

rade xy an?), so bildet der freie Schenkel PZ desselben die ver-
langte Parallele zu MN durch den Punkt P9).

b) Man verbinde in Abb. 123 den Punkt P mit einem suf der
Geraden MN beliebig angenommenen Punkte A, trage von A aus die
Lénge AP auf MN bis B ab und beschreibe um die Punkte P und B
mit der Linge AP als Halbmesser Kreisbogen, welche sich im Punkte C

1) Als Winkel im Halbkreise, wie in Ziffer 157, S. 146 nachgewiesen wird.
?) Vgl. 8. 30, Ziffer 40b.

Y w9 ,, 23; Text zu Abb. 33.

Y » » 56, , 68; Grundaufgabe 1.

% » » 37, , 47a und S. 38, Ziffer 48a.
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schneiden. Verbindet man P und C durch die Gerade PC, so ist
diese die verlangte Parallele zu MN durch P.

8. Zu einer gegebenen Geraden MN ist in einem beliebigen Ab-
stande eine Parallele zu ziehen. (Abb. 124 und 125))

-
0
.\Q

o

Ar : 1 ! . A M o
£ : A C

Abb. 124. Abb. 125,

a) Man errichte in zwei beliebigen Punkten A und B der gegebenen
Geraden MN die Senkrechten AD und BE?) und mache dieselben gleich
lang, so daB AD == BE wird. Verbindet man D und E durch die
Gerade F @G, so ist diese parallel zu der gegebenen Geraden MN.
(Abb. 124.)

b) Man beschreibe um den auf der Geraden MN beliebig an-
genommenen Punkt C einen Halbkreis mit. beliebigem Halbmesser,
welcher MN in A und

B schneidet. Um diese /,/
Punkte beschreibe man 5 RIS

Kreisbogen mit belie- . Rt el ' N
bigem, aber gleichem ——fee=—"—> 7 : N
Halbmesser,welche den = el
Halbkreis in D und B = ~——————— y T
schneiden. Verbindet i

man D und E durch Abb, 126.

die Gerade DE, so
ist diese parallel zu der gegebenen Geraden MN. (Abb. 125.)

9. Es ist ein Winkel zu halbieren, dessen Scheitel nicht in der
Zeichenebene liegt. (Abb. 126.)

Man zeichne nach den ‘Angaben unter £ _
8b) zu den Schenkeln des gegebenen A
Winkels die beliebigen Parallelen CM , oy

und CN, welche sich im Punkte C
schneiden derart, daB Punkt C in die
Zeichenebene fillt. Alsdann ist der Win-
kel MCN gleich dem gegebenen Winkel,
welcher nun nach der unter 2. angege-
benen Konstruktion halbiert werden muf.
In Abb. 126 ist die Gerade CD Winkel-
halbierende.

10. Ein beliebiger Winkel ACB ist in vier gleiche Teile zu teilen.
(Abb. 127)

Abb. 127.

1) Vgl 8. 30, Ziffer 40a und S. 57, Grundaufgabe 4.
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Nach der unter 2. angegebenen Konstruktion halbiere man zunichst
den Winkel ACB durch die Halbierende CD. Halbiert man jetzt die
beiden gleichen Winkel ACD und BCD durch die Halbierenden CE
und CF, so ist

S ACE = JECD = .Y DCF = _JFCB

und damit der gegebene Winkel in vier gleiche Teile geteilt.
Durch fortgesetzte weitere Halbierung der Teil-
! P winkel kénnte man den gegebenen Winkel in eine
r ;\/‘J : beliebige gerade Anzahl gleicher Teile teilen.
11. Es soll ein rechter Winkel in drei gleiche

Al

| /™~

", HO Teile geteilt werden. (Abb. 128.)

i ,,-'; S Ye Man zeichne nach einer der unter 4. und 5.
o W angegebenen Konstruktionen einen rechten Win-
' /7 kel und beschreibe um dessen Scheitel C mit

Abb. 128. beliebigem Halbmesser AC einen Kreisbogen,

welcher die Schenkel in A und B schneidet.
Nun beschreibe man mit derselben Zirkeloffnung A € Kreisbogen
um A und B, welche den Viertelkreis AB in D und E schneiden.
Alsdann ist

ZACE — JECD = I DCB = 1R = 30°

und damit der rechte Winkel ACB in drei gleiche Teile geteilt.
Durch weitere Halbierung eines Winkels von 30° erhilt man
Winkel von 15°, 7%/2° usw.
12. Nach den unter 2., 10. und 11. angegebenen Konstruktionen
sind Winkel zu zeichnen von: 15°; 221/,°; 30°; 45%; 60°; 75°; 105°;
120°; 150°; 210°; 225° 285°; 315°,

69. Aufgaben iiber das Dreieck.

Bei der Besprechung der Kongruenzsiatze, Seite 48, Ziffer 61
wurde bereits gezeigt, daB jedes Dreieck durch drei Stiicke derart
bestimmt ist, daB es aufgezeichnet werden kann. Diese drei Stiicke
konnen Seiten sein oder Winkel; zu letzteren muB jedoch immer
eine Seite mitgegeben sein.

Nach den Bestimmungsstiicken der Kongruenzsitze 1iBt sich ein
Dreieck zeichnen, wenn von demselben gegeben sind:

1. zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel,

2. eine Seite und die beiden anliegenden Winkel,

3. die drei Seiten?).

Aufler diesen Bedingungen gibt es aber noch viele andere, welche
ein Dreieck aus drei Stiicken zu zeichnen ermdglichen. Von diesen
sollen die fiir die Praxis wichtigsten nachstehend behandelt werden.

1) Vgl 8. 47, Ziffer 60 u. 61; Aufgabe 1,2 u. 3.
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a) Das rechtwinklige Dreieck.

1. Es ist ein rechtwinkliges Dreieck zu geichnen, von welchem die
beiden Katheten b und ¢ gegeben sind. (Abb. 129.)

Man zeichne einen rechten Winkel R, mache den einen Schenkel
AB =¢, den anderen AC — b und verbinde B mit C, so ist Dreieck
ABC das verlangte.
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Abb. 129. Abb. 130.

2. Es ist ein rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, von welchem die
Kathete ¢ und der anliegende spitze Winkel 3 gegeben sind. (Abb.130.)

Man zeichne einen rechten Winkel R und mache den einen Schenkel
AB = c. In B trage man an AB den gegebenen Winkel 8 an und
verlingere dessen freien Schenkel bis zum Schnittpunkte C mit dem
freien Schenkel des rechten Winkels. Alsdann ist Punkt C der dritte
Punkt des Dreiecks und Dreieck ABC das verlangte.

b) Das gleichschenklige Dreieck.

3. Es ist ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen, von welchem
die Grundlinie ¢ und ein Sehenkel a gegeben sind. (Abb. 131)

Da im gleichschenkligen Dreieck die Schenkel gleich sind, so geniigt
es, daBl nur der eine Schenkel a gegeben ist.

Man zeichne eine Gerade AB und mache diese gleich der ge-
gebenen Grundlinie ¢. Beschreibt man um A und B mit der Schenkel-
linge a Kreisbogen, so erhilt man in deren Schnittpunkt C den dritten

|
l
|
L

Abb. 131. Abb. 132.
Punkt des gesuchten Dreiecks. Verbindet man jetzt C mit A und B
durch gerade Linien, so ist Dreieck ABC das verlangte.

4. Es ist ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen, von welchem ein
Schenkel a und die Hohe h, auf die Grundlinie!) gegeben sind. (Abb.132)

1) Vgl 8. 51, Ziffer 63a; Text zu Abb. 104.
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Man zeichne eine Gerade mn und errichte in einem beliebigen
Punkte D derselben eine Senkrechte DC, welche man gleich der ge-
gebenen Hohe h, macht. Von C aus beschreibe man mit der Schenkel-
linge a einen Kreisbogen, welcher die Ge-
rade mn in A und B schneidet. Verbindet
man A und B mit C durch gerade Linien,
so ist Dreieck ABC das verlangte:

5. Es ist ein gleichschenkliges Dreieck
zu zeichnen, von welchem ein Schenkel a
und der Winkel ¥ an der Spitze gegeben
sind. (Abb. 133.)

: Man zeichne an einen beliebigen Schei-

Abb. 133. tel C den gegebenén Winkel y und be-

schreibe um C mit der Schenkellinge a

einen Kreisbogen, welcher die Schenkel des Winkels y in A und B

schneidet. Verbindet man A und B durch eine Gerade, so ist Drei-
eck ABC das verlangte.

c) Das gleichseitige Dreieck.

6. Es ist ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen, von welchem eine
Seite a gegeben ist.

Da im gleichseitigen Dreieck die Seiten einander gleich sind, so
geniigt es, wenn eine Seite a gegeben ist. Diese Aufgabe ist daher
entsprechend Aufgabe 3, Seite 50 zu losen.

7. Es ist ein gleichseitiges Dreieck zu
zeichnen, von welchem eine H6he h, ge-
geben ist. (Abb. 134)

Im gleichseitigen Drejeck ist jeder
Winkel = 60°.2)

Man zeichne an einen beliebigen Schei-
tel A einen Winkel mAn = 60° und hal-

- biere diesen Winkel2); die Halbierende AD

Abb. 134. mache man gleich der gegebenen Héhe

hy. Errichtet man jetzt im Punkte D

eine Senkrechte und verlingert diese nach beiden Seiten bis zum

Schnitt mit den freien Schenkeln des Winkels von 60° in B und C,

so sind diese Punkte Eckpunkte des gesuchten Dreiecks und ist Dreieck

ABC das verlangte.

d) Das allgemeine Dreieck.

8. Es ist ein Dreieck zu zeichnen, von welchem zwei Seiten
a =36 mm, ¢ == 28 mm und der von diesen eingeschlossene Winkel
B == 15° gegeben sind.

Die gegebenen drei Stiicke entsprechen den Bestimmungsstiicken
des 1. Kongruenzsatzes. Dieses Dreieck ist mithin nach den Kon-
struktionsangaben in Aufgabe 1, Seite 48 zu zeichnen.

1) Vgl. 8. 54, Ziffer 66; Text zu Abb. 110.
%, , 53, ,, 64; letzten, gesperrt gedruckten Satz.
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9. Es ist ein Dreieck zu zeichnen, von welchem eine Seite a =52 mm
sowie die beiden an dieser Seite liegenden Winkel 8 = 37° 30’ und
v = 60° gegeben sind.

Die Bestimmungsstiicke dieser Aufgabe sind diejenigen des 2. Kon-
gruenzsatzes. Es ist deshalb beim Zeichnen des Dreiecks entsprechend
den Konstruktionsangaben in Aufgabe 2, Seite 49 zu verfahren.

10. Es ist ein Dreieck zu zeich-
nen, von welchem die drei Seiten
a=—4cm, b=>5cm und ¢c= Tem
gegeben sind.

Die gegebenen drei Seiten bilden
die Bestimmungsstiicke des 3. Kon-
gruenzsatzes. Es ist demnach fiir
dieses Dreieck die Konstruktion in
Aufgabe 3, S. 50 anzuwenden.

11. Es ist ein Dreieck zu zeich-
nen, von welchem eine Seite ¢, eine
groBere Seite a und der dieser grofe-
ren Seite gegeniiberliegende Winkel
o gegeben sind. (Abb. 135.)

Man zeichne eine Gerade AB
= ¢ und trage in A den Winkel «
an. Beschreibt man um B mit der |,
Linge a der groBeren Seite einen
Kreisbogen, welcher den freien
Schenkel des Winkels « im Punkte C
schneidet, so ist dieser der dritte
Eckpunkt des gesuchten Dreiecks.
Verbindet man B und C durch
eine Gerade, so ist Dreieck ABC
das verlangte.

12. Es ist ein Dreieck zu zeich-
nen, von welchem aufBer den Seiten a
und ¢ die Hohe h, gegeben ist.

¢ f
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(Abb. 136.)
Man zeichne eine Gerade AB—=¢
und zu dieser im Abstande h. eine Abb. 137.

Parallele CEY). Beschreibt man um
B mit der Linge a einen Kreisbogen, welcher die Parallele im Punkte C
schneidet, so ist dieser der dritte Eckpunkt des gesuchten Dreiecks.
Verbindet man C mit A, so ist Dreieck ABC das verlangte.

13. Es ist ein Dreieck zu zeichnen, von welchem auBler den Seiten b
und ¢ die Mittellinie?) m, gegeben ist. (Abb. 137.)

1) Errichte in einem beliebigen Punkte D auf AB oder deren Verlingerung
eine Senkrechte DE = he. Durch den Punkt E lege alsdann eine Parallele
nach den Angaben auf S. 58, Aufgabe 7 und 8.

2) Vgl 8. 52, Zitfer 63¢; Text zu Abb. 106.
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Man zeichne eine Gerade AB = ¢ und halbiere?) diese in D.
Um D beschreibe man mit m;, und um A mit b je einen Kreisbogen,
welche sich in C schneiden. Dieser Punkt C ist der dritte Eckpunkt
des Dreiecks. Verbindet man C mit A und B, so ist Dreieck ABC
das verlangte.

70. Ubungen ).

1. Es ist ein rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, von welchem

gegeben sind:

a) die Kathete ¢ und die Hypotenuse a; Beachte hier-
b) die Hypotenuse a und der anliegende J f3; ; zu Abb. 94,
¢) die Hypotenuse a und die Héhe h,. S. 42.

2. Es ist ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen, von welchem
gegeben sind:

a) die Grundlinie ¢ und ein anliegender I a; Beachte
b) die Grundlinie ¢ und die Héhe he; hierzu
¢) der Schenkel a und ein Basiswinkel o; Abb. 131,
d) die Hohe h, und der Winkel 7 an der Spitze. S. 61.

3. Es ist ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen, von welchem
gegeben sind:

a) eine Seite a — 50 mm; b — 4 cm;
¢ = 0,45 dm;? ‘ Beachte hierzu
b) eine H6he h, =— 0,62 dm; hy = 7 cm; ] Abb. 110, S. 54.
h, = 38 mm.?)
4. Es ist ein allgemeines Dreieck zu zeichnen, von welchem ge-
geben sind:

a) zwei Seiten a =— 55 mm, b — 68 mm und der eingeschlossene
Winkel y = 52° 30, (Abb. 100);

b) wie unter a): b =— 6,2 em, ¢ = 8 ecm, =J a = 105°%

¢) eine Seite b — 75 mm und die beiden anliegenden Winkel o = 105°
und 7 = 45° (Abb. 101);

d) wie unter ¢): ¢ == 5,5 em, S« = 75°% Jp = 37°30;

e) drei Seiten a = 5,2 ecm, b = 6,5 cm, ¢ = 7,8 cm;

’ " a — 28 mm, b — 48 mm, ¢ — 68 mm;

f) eine Seite a — 0,5 dm, eine groBlere Seite b = 0,7 dm und der
I 8 = 75° (Abb. 135);

g) wie unter f): b = 42 mm, ¢ = 65 mm, -y = 120

h) zwei Seiten a, b und die Héhe h, zur dritten Seite;

i) eine Seite c, die zugehorige Héhe h. und der - ¢;

k) zwei Seiten b, ¢ und die Hohe hg;

1) zwei Seiten a — 3 cm, b = 4 ¢m und die Mittellinie m, = 3,5 cm,
(Abb. 137);

m) eine Seite a = 30 mm, =J 2= 60° und die Mittellinie m; = 35 mm.

1) Vgl. 8. 57, Grundaufgabe 3.

?) Die folgenden ,,Ubungen® sollen dem Leser Gelegenheit geben, sich in
der Ausfilhrung geometrischer Konstruktionen geniigende Sicherheit anzueignen.
Die Lésungen sind deshalb fortgelassen und von dem Leser selbst zu suchen.

3) Jede der Zeilen a) und b) enthilt 3 verschiedene Aufgaben.
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5. Im IIL Teile dieses Buches ,,Allgemeine Mechanik®, Seite 56
bis 65 und im IIL Teile ,,Festigkeitslehre®, Seite 174 bis 180 ist
,Das einfache Kurbelgetriebe‘‘ eingehend besprochen. Fiir den mit
der Anordnung eines Kurbelgetriebes weniger Vertrauten ist dasselbe
nochmals in Abb 138 dargestellt. Der Zweck des Kurbelgetriebes
besteht darin, die geradlinig hin und her gehende Bewegung des
Kolbens in die gleichférmige Drehbewegung der Kurbel umzusetzen.
Kreuzkopf und Kurbel sind dazu durch die Treibstange gelenkartig
verbunden.

— 7
o {
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Abb. 139.

Aus der in Abb. 138 u. 139 gezeichneten Stellung ist ersichtlich,
daB die wagerechte Mittellinie AB der ganzen Maschine mit der Mittel-
linie AC der Treibstange und der Mittellinie BC der Kurbel ein Drei-
eck bildet.

Es soll nun im AnschluB an das vorstehend iiber Dreiecke Ge-
sagte untersucht werden, in welcher Weise sich mit der Anderung der
einzelnen Kurbelstellungen die Seitenlinge AB und die Winkelgrofien
des Dreiecks ABC gleichzeitig #ndern. Die Treibstangenlinge AC
zwischen Kreuzkopf und Kurbelzapfenmitte soll, wie allgemein iiblich,
5mal so lang wie die Lange des Kurbelarmes BC sein, also AC =
5-BC.

a) Zeichne entsprechend Abb. 139 bei angenommener Rechtsdrehung
der Maschine das Kurbelgetriebe, hier also das Dreieck ABC, in den
Lagen, in welchen der Winkel

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 5
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g = 0° 30° 45°% 60° 90° 135° 180° 270° 300° 360°

ist und bestimme dazu die GréBen der Winkel « und y!) sowie der
Dreieckseite AB 2).

b) Die Punkte I und II des Kurbelkreises in Abb. 139 bezeichnet
man als ,Totpunkte“. Wie grol wird A B in den Kurbelstellungen
I und II, also in den Totpunktlagen?

¢) Wie gro wird AB, wenn das eine Mal der - y und das
andere Mal der —=J 8 = 90° ist?

d) In welcher Kurbelstellung erreicht der <) « seinen grofiten Wert,
und wie grof} ist er in dieser Stellung?

e) In welchen Kurbelstellungen lassen sich die Winkel ¢ und y
ohne Transporteur bestimmen, also genau berechnen?

VI. Das Viereck.

71. Bezeichnungen am Viereck. Jede durch vier gerade Linien
begrenzte, ebene Figur heit ein Viereck. KEin Viereck ensteht, wenn,
man zwei Dreicke ABC und ADC, wel-
che eine gleiche Seite AC haben;, mit
dieser aneinander legt. (Abb.140.)

Die Geraden AB, BC, CD und DA
nennt man die Seiten, jhre Schnittpunkte
A, B, C und D die Ecken des Vierecks.

Die Seiten bezeichnet man auch durch
B kleine lateinische Buchstaben: a, b,

Abb. 140. ¢, d und die an den Ecken liegenden
Innenwinkel mit kleinen griechi-
schen Buchstaben: «, §, y und J. (Abb. 140.) Man nennt

die Ecken A und B aufeinanderfolgende Ecken,
» A ,, C gegeniiberliegende ”

» Winkel B ,, 7 aufeinanderfolgende Winkel,
» » [ , 0 gegeniiberliegende N

» Seiten ¢ ,, d anliegende Seiten,

” » ¢ , a Gegenseiten.

Die hier nicht aufgefithrten ibrigen Stiicke werden entsprechend
bezeichnet.

Die Verbindungslinie zweier gegeniiberliegender Ecken nennt
man Diagonale oder Eckenlinie. Jedes Viereck hat zwei Dia-
gonalen: AC und BD, welche man ebenfalls mit kleinen lateinischen
Buchstaben, hier e und f, bezeichnet. (Abb. 140.)

1) Diese Winkelmessung muf8 da, wo erforderlich, mittels eines Trans-
porteurs vorgenommen werden. Vgl S.20, Ziffer 38; Text zu Abb. 63.

) BEs wird sich empfehlen, die Linge BC in runder Millimeterzahl anzu-
nehmen, etwa BC = 25 mm; dann wird AC = 5 - 25 = 125 mm lang.

Vgl. hierzu auch ,,W. u. St., Trigonometrie 1919, 8. 63 bis 68«. Hier
sind die Winkelbeziehungen am Kurbelgetriebe eingehend besprochen!



Das Viereck. 67

72. Einteilung der Vierecke. Nach der Lage der Seiten zuein-
ander unterscheidet man drei Arten von Vierecken:
a) das Parallelogramm, ein Viereck, in welchem je zwei
Gegenseiten parallel sind. (Abb. 141.)
b) das Trapez, ein Viereck, in welchem nur ein Paar Gegen-
seiten parallel sind. (Abb. 152.)
c) das allgemeine Viereck oder Trapezoid, ein Viereck, in
welchem kein Seitenpaar unter sich parallel ist. (Abb. 140.)
78. Winkelsumme im Viereck. In Abb. 140 teilt jede der beiden
Diagonalen das Viereck ABCD in zwei Dreiecke. Durch die Dia-
gonale AC entstehen die Dreiecke ABC und ADC. Nun ist nach
Seite 43, Ziffer 54

die Winkelsumme im Dreieck ABC =— 180° = 2R und
\, . . .  ADC = 180° — 2R. Folglich ist
die Winkelsumme im Viereck ABCD = 360° = 4 R.

Teilt man das Viereck durch die Diagonale BD in die Dreiecke
ABD und CBD, so kommt man zu genau demselben Ergebnis. Hier-
aus folgt:

In jedem Viereck ist die Summe der Innenwinkel — 360° = 4R.

74. Das Parallelogramm. Im Parallelogramm ABCD (Abb. 141)
kann man jede der vier Seiten als Grundlinie auffassen; im allge-
meinen bezeichnet man die Seite als - ,

Grundlinie, welche dem Beschauer gegen- 7 (
iiber wagerecht oder angendhert wage-

recht erscheint.

0 7

Den Abstand!) der Grundlinie von -
der parallelen Gegenseite nennt man die Abb. 141
Hohe des Parallelogrammes.
Jedes Parallelogramm hat demnach zwei Héhen.
Zieht man in Abb. 141 die Diagonale BD, so entstehen die Drei-
ecke ABD und CBD. In diesen ist
BD = BD,
JADB = CBD} als Wechselwinkel an
2L ABD = J CDB/ Parallelen. Mithin:
A ABD = A\ CDB.?)
Hieraus folgt:
Jede Diagonale teilt das Parallelogramm in zwei kongruente
Dreiecke.
75. Folgerungen. a) Aus der Kongruenz der Dreiecke ABD und
CDB folgt:
1. AB=DC und AD = B(C. In Worten:

In jedem Parallelogramm sind die Gegenseiten gleich.
2, ADAB = S BCD. In Worten:

1) Vgl. 8. 30, Ziffer 40; Text zu Abb. 65.
2) 2. Kongruenzsatz.
5*
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In jedem Parallelogramm sind die gegeniiberliegenden Winkel
gleich.
Ebenso muBl auch X ABC = J CDA sein, denn es ist nach
Abb. 141:
L ABD = S CDB) als Wechselwinkel,
I DBC = L BDA| folglichY):

JABD + A DBC = JCDB -+ XS BDA. Das heif3t aber:
3. =JABC = JCDA.

Zu demselben Schlusse kommt man, wenn man in Abb. 141 die
Diagonale AC zieht und den Inhalt des Satzes in Zijffer 624d)
Seite 51 anwendet.

b) Bringt man in Abb. 142 durch Parallelverschiecbung?) den
Winkel ¢ in die Lage a1, daB sich
also- der Scheitel A mit dem Scheitel B
des Winkels 2 deckt, so decken sich
3 auch die Schenkel AD und BC, und

t-- der Schenkel AB des Winkels « fallt

in die punktierte Verlingerung des

Abb. 142. Schenkels BA von Winkel g. Damit

wird =J « Nebenwinkel zu I 8. Nach

Seite 17, Ziffer 35 betragen aber Nebenwinkel zusammen 180° = 2R;
folglich:

1)

4, a4 3 =180° = 2R. In Worten:

In jedem Parallelogramm ist die Summe zweier aufeinander-
folgender Winkel == 180°.==2R.
Der Nachweis dieses Satzes folgt auch unmittelbar aus Ziffer 48c, 0),

Seite 38.
Op —C Aus den Folgerungen 2 und 3 geht
: £ ; ohne weiteres hervor, daB in einem Par-
/'X allelogramm durch einen Winkel alle an-
A <6 deren mitbestimmt werden.
Abb. 143, Ist in einem Parallelogramm ein Winkel
ein Rechter, so sind alle Winkel rechte
Winkel.

¢) Zieht man in Abb. 143 beide Diagonalen AC und BD, so ist
in den hierdurch entstehenden Dreiecken AEB und CED:

AB = DC als Gegenseiten,

2 %ﬁﬁ i j ECD]()) } als Wechselwinkel. Mithin:

ANAEB = /\ CEDJ?)
Aus der Kongruenz dieser Dreiecke folgt:
5. AE == EC wnd BE=ED. In Worten:

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 133, Ziffer 109.
%) ,, 8. 37, Ziffer 47. %) 2, Kongruenzsatz.
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In jedem Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen gegen-
seitig.

76. Einteilung der Parallelogramme. Je nachdem die Seiten
eines Parallelogramms gleich oder ungleich, die Winkel rechte,
oder spitze und stumpfe Winkel sind, unterscheidet man 4 Arten
von Parallelogrammen:

1. Das Quadrat, ein gleichseitig-rechtwinkliges Parallelogramm.
(Abb. 144).

2. Das Rechteck, ein ungleichseitig-rechtwinkliges Parallelogramm.
(Abb. 145).

. a e o P o _a
l | : .
"'—J__ N
Abb. 144, Abb. 145. Abb. 148. Abb. 147.
Quadrat. Rechteck. Rhombus. Rhomboid.

3. Die Raute oder der Rhombus, ein gleichseitig-schiefwinkliges
Parallelogramm. (Abb. 146.)

4. Das Rhomboid, ein ungleichseitig-schiefwinkliges Parallelo-
gramm; das allgemeine Parallelogramm. (Abb. 147.)

Die Eigenschaften des letzteren sind bereits =
in Ziffer 74 und 75 besprochen. T

Verbindet man in den Parallelogrammen | \/

(Abb. 144 bis 147) die Mitten gegeniiberliegen- /
der Seiten durch gerade Linien, so werden 4 L >0z
diese als ,Mittellinien*“ bezeichnet. Abb. 148.

77. Das Rechteck. Im Rechteck sind simt-
‘liche Winkel rechte Winkel, also jeder == R = 90°; je zwei Gegen-
seiten sind einander gleich. (Abb. 148.)

Zieht- man in Abb. 148 die Diagonalen, so ist

AB = DQC als Gegenseiten,
BC = BC und
4 ABC = X DCB als Rechte. Mithin:

ANABC = N\ DCB.Y
Aus der Kongruenz dieser Dreiecke folgt:
AC=BD. In Worten:

In jedem Rechteck sind die Diagonalen einander gleich.

Da das Rechteck ein Parallelogramm ist, so besitzt es
auch ohne weiteres die sonstigen Eigenschaften desselben.
(Vgl. Ziffer 74 und 75).

1) 1. Kongruenzsatz.



70 Planimetrie.

Es werden sich mithin auch die Diagonalen in demselben gegen-
seitig halbieren; die vier Stiicke derselben miissen untereinander gleich
sein, d. h. es muB AE = BE = CE = DE sein. Der Schnittpunkt E

g der Diagonalen in Abb. 148 ist demnach
/../T\ der Mittelpunkt eines Kreises, den man
> durch die Ecken des Rechtecks legen
xﬁ/f ’f . kann.

TN Ao : 78. Die Raute oder der Rhombus.
N ._,[ 4 Im Rhombus sind simtliche Seiten und
\// je zwei gegeniiberliegende Winkel

8 gleich. (Abb. 149.)
Abb. 149. Zieht man in Abb. 149 beide Dia-

gonalen, so sind die auf diese Weise
entstehenden Dreiecke ABE, BEC, CED und DEA kongruent nach
dem 3. Kongruenzsatze. Aus dieser Kongruenz folgt:

1. X AEB = J CEB = S CED = -y AED = R = 90°%).

2. 2SI BAE —= S DAE= - DCE = I BCE.

3. . JABE = Y CBE == - CDE == J ADE. In Worten:

In jedem Rhombus stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander
und halbieren die Innenwinkel desselben.

Die Raute oder der Rhombus besitzt als Parallelogramm
auch die sonstigen Eigenschaiten desselben.

79. Das Quadrat. Ein Quadrat kann man auf-
fassen als ein Rechteck mit gleichen Seiten, oder
auch als einen Rhombus mit rechten Winkeln.
(Abb. 150.)

Da demnach ein Quadrat zugleich Par-
allelogramm, Rechteck und Rhombus ist, so

Abb. 150. besitzt es auch ohne weiteres simtliche Eigen-

schaften dieser Vierecke. (Vgl. Ziffer 74 bis 78.)

In bezug auf die Diagonalen gilt folgendes:

In jedem Quadrat sind die Diagonalen einander gleich, stehen
senkrecht aufeinander. halbieren sich gegenseitig und die Innen-
winkel des Quadrates.

Der Schnittpunkt E der Diagonalen jst auch aus dem beim Recht-
eck angegebenen Grunde Mittelpunkt des durch die Ecken des Qua-
drates gehenden Kreises.

80. Umkehrungen. Samtliche vorstehend iiber Parallelogramme
.entwickelten Sitze lassen sich umkehren:

Ein Viereck ist ein Parallelogramm,

1. wenn die gegeniiberliegenden Seiten gleich sind;

2. wenn die gegeniiberliegenden Winkel gleich sind;

3. wenn die Summe zweier aufeinander folgender Winkel
gleich 180° = 2R ist;

4. wenn sich die Diagonalen gegenseitig halbieren;

5. wenn zwei Gegenseiten gleich und parallel sind;

1) Vgl. 8. 54, Ziffer 65; letzten Satz.
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6. wenn zwei Gegenseiten parallel und zwei gegeniiber-
liegende Winkel gleich sind.

Die fiir das Rechteck, den Rhombus und das Quadrat
geltenden sinngemiflen Umkehrungen mége der Leser selbst bilden!

81. Parallelen zwischen Parallelen. Werden in einem Parallelo-
gramm sdmtliche Seiten iiber die Ecken hinaus verlingert (Abb. 151),
so kann man annehmen, daB zwei Par-
allelen von zwei anderen Parallelen ge-
schnitten werden. Der Satz in Ziffer 75a):
»In jedem Parallelogramm sind die Ge-
genseiten gleich®, 1468t sich alsdann ab-
indern in:

Parallelen zwischen Parallelen
sind einander gleich. Abb. 151.

Weiter folgt hieraus:

Sind in einem Viereck zwei gegeniiberliegende Seiten
gleich und parallel, so sind es auch die anderen Seiten.

82. Das Trapez. a) Ein Viereck, in welchem nur ein Paar Gegen-
seiten parallel sind, nennt man Trapez. Ein Trapez ABCD entsteht,
wenn man von einem beliebigen Drei- .
eck ABE durch eine Parallele DC zu B
der Seite AB die Spitze, d. i. das
/\ CDE, abschneidet. (Abb. 152.)

Die parallelen Seiten AB und DC
werden als Grundlinien bezeichnet;
“hierbei ist im besonderen AB die \
grofle, DC die kleine Grundlinie. Die 4 : o8
nicht parallelen Seiten AD und BC 7
bilden die Schenkel des Trapezes. Abb. 152.

Der Abstand der beiden Grundlinien
heiBt Héhe; die Verbindungslinie FG der Mitten der nicht parallelen
Seiten wird Mittellinie genannt.

b) Sind die Schenkel AD und BC gleich lang, ist also AD = BC,
so heiBt das Trapez gleichschenklig. (Abb. 153.) Ein gleichschenk-
liges Trapez entsteht, wenn man von einem ,
gleichschenkligen Dreieck durch eine :
Parallele zur Grundlinie die Spitze ab-
schneidet.

Da im gleichschenkligen Dreieck die
Basiswinkel gleich sind, so miissen auch die
Winkel an der groen Grundlinie AB des
gleichschenkligen Trapezes gleich sein, d. h. / : \
es mul | Soc | | | A

A a= 3 sein. 7 I T

DaB auch Jy= <J0 Abb. 153.
ist, moge der Leser selbst beweisen. Eben-
so, daB AF = BG ist, was sich mit Hilfe der Kongruenz der Drei-
ecke AFD und BGC leicht durchfithren 148t.

r““\::‘)\m\?:
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83. Die Mittellinie im Trapez. a) Halbiert man in Abb. 152 den
Schenkel AD in F und zieht man durch F eine Parallele zu den
Grundlinien des Trapezes, so schneidet diese den anderen Schenkel
in G. Zieht man weiter durch G die Parallele HI zu dem Schenkel
AD, so entstehen zwei Parallelogramme AF GI und FDHG, in welchen,
da nach Konstruktion AF = FD war, auch

IG = GH sein muB. Ferner ist
2 GHC = J GIB als Wechselwinkel und
2 CGH = ) BGI als Scheitelwinkel. Mithin:
A CGH =~ A BGL
Aus der Kongruenz dieser Dreiecke folgt:
1. BG=GC. In Worten:

Die Parallele durch die Mitte eines Schenkels eines Trapezes
geht auch durch die Mitte des anderen Schenkels.

Die Mittellinie eines Trapezes ist also stets parallel zu
dessen Grundlinien.

2. IB= CH.

b) Fir die GroBe der Mittellinie m eines Trapezes ergibt sich mit
den Bezeichnungen in Abb. 154 folgendes: Es ist

m = b -+ n und ebenso
m = a — n. Folglich?):

—“——\ 2m = a — n~+b—n, oder
. / 2m = a - b. Mithin:

/ \ m= a —12_ b - In Worten:

L a - Die Mittellinie eines Trapezes ist
Abb. 154. gleich der halben Summe seiner
Grundlinien, oder auch:
DieMittellinie einesTrapezesist gleichdemarithmetischen
Mittel?) seiner Grundlinien.
Aus Abb. 154 ergibt sich weiter:

b +n=a—n, oder3
2n=a—Db. Folglich:
_a—b
2

¢) Macht man den Abstand der Grundlinien a und b in Abb. 154
groBer und grofler derart, daf b sich immer mehr der Spitze des
Dreiecks nahert, aus welchem das Trapez entstanden ist, so wird die
Grundlinie b und auch die Mittellinie m immer kleiner und kleiner;
die Grundlinie b wird = Null, wenn sie durch die Spitze E des Drei-

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 133, Ziffer 109.
2) 2 3 ’ ” 19 E3) 196’ FuBnote 1.
» 132, Ziffer 108g.

%)
”» » 2 ”» »
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ecks ABE in Abb. 155 geht. Setzt man in der vorstehenden Gleichung
fiir m den Wert 0 an die Stelle von b, so erhélt man:

mma—l—O
T2

m == -;-, d. h. in bezug auf Abb. 155:

oder auch?)

«) Die Verbindungslinie der Mitten zweier Dreieckseiten
ist parallel zur dritten Seite und halb so gro8 als diese.

B) Die Parallele zu einer Dreieckseite durch die Mitte
einer zweiten Seite halbiert auch die dritte Seite.

Abb. 155, Abb. 156.

84. Teilung einer Dreieckseite. In dem Dreieck ABC (Abb. 156)
ist die Seite AC in vier gleiche Teile geteilt, so dal

AD =DF =FH=HC

ist. Zieht man durch die Teilpunkte D, F und H Parallelen zur
Grundlinie AB, so muBl nach Ziffer 83c¢)

im Dreieck FCG: CJ = J G, ferner. nach Ziffer 83a)
,» Trapez DHJE: JG = GE und ebenso
' , AFGB: GE —= EB sein.

Aus diesen 3 Gleichungen folgt:
CJ =JG=GE =EB. In Worten:

Teilt man eine Dreieckseite in eine beliebige Anzahl
gleicher Teile und zieht man durch die Teilpunkte Parallelen
zu einer der beiden anderen Seiten, so wird die dritte Seite
in dieselbe Anzahl gleicher Teile geteilt.

Hatte man also durch die Punkte D, ¥ und H Parallelen zur
Seite BC gezogen, so wire die Seite AB in vier gleiche Teile geteilt
worden; wiirde man die Seite AC in 5, 6, 7...n gleiche Teile teilen,
so wiirden auch die Seiten. BC bzw. AB in 5, 6, 7 ... n gleiche
Teile geteilt werden.

85. Teilung einer Geraden. Vielfach angewendet wird der vor-
stehende Satz bei der Losung der Aufgabe:

1) Vgl W. u, St., Arithm. u. Algebra 8. 60, Ziffer 61; 1.
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Eine gegebene gerade Linie ist in beliebig viele gleiche
Teile zu teilen. (Abb. 157.)

Ist AB die zu teilende Gerade, welche hier z. B. in 10 gleiche
Teile geteilt werden soll, so ziehe man durch B unter einem beliebigen

3 Winkel eine Gerade BC, trage auf dieser
A== 7"7  eine beliebige Linge 10mal auf bis
/ zum Punkte C und verbinde C mit A.

Zieht man jetzt durch die Teilpunkte

1,2 3 ... 10 der Geraden BC Par-

allelen zu AC, so teilen diese die ge-

E . gebene Linie AB in 10 gleiche Teile.
oy ? At Die Anzahl der Teile ist ohne Ein-
flufl auf das Verfahren.

Zu bemerken ist hierbei, daB die
Liangen der Parallelen durch die Teilpunkte in ganz bestimmter Weise
zunehmen. Setzt man

die Léange der Parallelen durch 1 =n, so ist

2} I ” I ” 2 :2'n,
I 33 kLl 3 I3 5 = 5 ‘n und
10 =10'n.

Die Lingen der einzelnen Parallelen sind simtlich Vielfache der
kleinsten Parallelen 1 bis L

86. Kongruenz der Vierecke. Vierecke, welche in drei Seiten und
den von diesen eingeschlossenen Winkeln iibereinstimmen, sind kongruent.

87. Aufgaben iiber das Viereck.

Jedes Viereck wird durch eine Diagonale in zwei Dreiecke
zerlegt. Zur Konstruktion eines dieser Dreiecke sind nach Seite 60,
Ziffer 69 drei Stiicke erforderlich. An dem zweiten Dreieck bildet
die Diagonale eine Seite; demnach sind zu dessen Bestimmung nur
noch zwei Stiicke notwendig. Es sind mithin zur Konstruktion
eines allgemeinen Vierecks fiinf Stiicke erforderlich.

Jedes Parallelogramm wird durch eine Diagonale in zwei
kongruentel) Dreiecke zerlegt. Es geniigen mithin zur Kon-
struktion eines Parallelogramms drei Stiicke, da, wenn ein
Teildreieck bekannt ist, dieses leicht zum Parallelogramm vervoll-
stindigt werden kann.

Jedes Rechteck wird durch eine Diagonale in zwei recht-
winklige, kongruente Dreiecke und

Jeder Rhombus wird durch seine Diagonalen in vier recht-
winklige, kongruente Dreiecke zerlegt; ein rechtwinkliges Dreieck
ist aber durch zwei Stiicke bestimmt?). Es sind mithin zur Kon-
struktion eines Rechtecks oder eines Rhombus nur zwei
Stiicke erforderlich.

1) Vgl 8. 67, Ziffer 74.
H , »6l, ,  69a Der rechte Winkel ist als drittes Stiick still-
schweigend mitgegeben.
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Ein Quadrat ist durch ein Stiick bestimmt.

Jedes Trapez hat parallele Grundlinien; diese Eigenschait ersetzt
ein Bestimmungsstiick. Zur Konstruktion eines Trapezes sind
mithin nur vier Stiicke erforderlich.

Zur Konstruktion eines gleichschenkligen?) Trapezes sind, da
hier sowohl die Gleichheit der Schenkel als auch die der Basiswinkel je
ein weiteres Bestimmungsstiick ersetzen, nur drei Stiicke erforderlich.

88. Bezeichnungen fiir die Kounstruktionsaufgaben. Die Ab-
bildungen zu den folgenden Konstruktionsaufgaben iiber das Quadrat,
das Rechteck, den Rhombus, das Parallelogramm, das Trapez und das all-
gemeine Viereck sollen durchweg nachstehende Bezeichnungen erhalten:

Die Ecken des Vierecks heiflen in jedem Falle A, B, C, D mit
den sinngemiB zugehérigen Innenwinkeln o, 8, 7, d. Die Seiten sind
AB=a, BC=b, CD=—c¢ und DA=d. Die Diagonalen heiflen
AC=¢e¢, BD=1{ und der Winkel, welchen dieselben miteinander
einschlieBen, sei =¢. Weitere Winkel werden besonders bezeichnet.
Hohen tragen je nach ihrer Zugehdrigkeit zu bestimmten Seiten die
Bezeichnungen h,, hy ... usw. (Vgl. auch Abb. 140, Seite 66).

89. Konstruktionsaufgaben.

1. Es ist ein Quadrat zu zeichnen, von welchem die Seite a
gegeben ist. (Abb. 158.)

Man zeichne eine Gerade AB =—a, er-
richte in A und B die Senkrechten? AD
und BC, welche man ebenfalls gleich a macht.
‘Verbindet man C mit D, so ist Quadrat ABCD
das verlangte. _ &

2. Es ist ein Qua- ’
drat zu zeichnen, von
welchem eineDiagonalee |
gegeben ist. (Abb. 159.)

Man zeichne eine Ge- ;
rade AC = e, errichte
in deren Mitte E eine Abb. 158. Abb. 159.
Senkrechte?) und mache EA —=EC =EB

=ED :_—%- Verbindet man A, B, C | o C
und D durch gerade Linien, so ist Qua- e |a 1 ‘ -aa;l

drat ABCD das verlangte. Py el w2 g
3. Es ist ein Rechteck zu zeichnen, | ' @ .
von welchem eine Seite a und die Dia- |
gonale e gegeben sind. (Abb. 160.) Abb. 160.
Man zeichne eine Gerade AB = a, er-
richte in B eine Senkrechte und beschreibe um A mit e als Halb-
messer einen Kreisbogen, welcher diese Senkrechte in C schneidet.

©

1) Vgl 8. 71, Ziffer 82b. 2) Vgl. 8. 57, Aufgabe 5. 3) Vgl 8. 57,
Aufgabe 4.
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Das so entstandene rechtwinklige Dreieck ABC ist die Halfte des
gesuchten Rechtecks.l) Beschreibt man jetzt einen Kreisbogen um C
mit dem Halbmesser a und um A mit dem Halbmesser BC, so ist
deren Schnittpunkt D der vierte Punkt des gesuchten Rechtecks ABCD.

4. Es ist ein Rechteck zu zeichnen, von welchem eine Seite a
und der Winkel &, den diese Seite mit der FEckenlinie e einschlieBt,
gegeben sind.

Man mache in Abb. 161 AB=a, errichte in B eine Senkrechte
und trage in A den Winkel ¢ an. Alsdann ist der Schnittpunkt C
dieser Senkrechten mit dem freien Schenkel des Winkels ¢ ein Punkt
des Rechtecks und das Dreieck- ABC die Hilfte desselben. Vervoll-
stiindigt man, wie bei Abb. 160 angegeben, zum Parallelogramm, so ist
Rechteck ABCD das verlangte.

Abb. 161. Abb. 162,

5. Es ist ein Rhombus zu zeichnen, von welchem die Seite a
und ein Innenwinkel o gegeben sind.

Man mache in Abb. 162 AB=a, trage in A den Winkel ¢ an
und beschreibe um A mit der Seite a einen Kreisbogen, welcher den
freien Schenkel des Winkels ¢ in D schneidet. Alsdann ist D der
dritte Punkt des gesuchten Rhombus. Beschreibt man weiter um
B und D Kreisbogen mit der Seite a, so ist deren Schnittpunkt C der
vierte Punkt und das Parallelogramm ABCD der verlangte Rhombus.

6. Es ist ein Rhombus zu
zeichnen, von welchem eine Dia-
gonale e und der von derselben

frr 7 getroffene Innenwinkel ¢ gegeben

! o7 sind. (Abb. 163)
A : / Man zeichne eine beliebige
ot / Gerade AB, trage in A den

Winkel ¢ an und halbiere diesen

/ Winkel?). Trigt man auf der

x \hb, 163 Winkelhalbierenden von A aus die

. Diagonale e bis zum Punkte C ab

und zieht durch C Parallelen zu

den Schenkeln des Winkels ¢, so schneiden diese die Schenkel in B und D.
Das Parallelogramm ABCD ist alsdann der verlangte Rhombus.

Y Vgl. 8. 67, Ziffer 74. %) Vgl. 8. 70, Ziffer 78.
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Die Punkte B und D erhélt man auch, wenn man die Diagonale
AC halbiert und im Halbierungspunkte die Mittelsenkrechte errichtet.
Diese schneidet ebenfalls auf den Schenkeln des Winkels « die Eck-
punkte B und D des gesuchten Rhombus ab.

7. Es ist ein Parallelogramm zu zeichnen, von welchem zwei
Seiten a und b sowie eine Diagonale e gegeben sind.

Man zeichne, wie in Abb. 164
dargestellt, eine Gerade AC—e. Be-
schreibt man um A und C mit den ?
Seiten a und b als Halbmesser Kreis- o
bogen, so schneiden sich diese in B
und D. Verbindet man diese Punkte
durch gerade Linien mit A und C, ¢
so ist das Parallelogramm ABCD das
verlangte.

8. Es ist ein Parallelogramm
zu zeichnen, von welchem eine Seite a, sowie die beiden Diagonalen
e und f gegeben sind. (Abb. 165.)

Man zeichne eine Gerade AB — a, beschreibe um A mit § und

um B mit é als Halb-
messer Kreisbogen, die
sich im Punkte E schnei-
den. :Alsdann ist E Schnitt-
punkt der Diagonalen und
zugleich deren Halbie- : Folg Fd
rungspunkt?). Verlingert r
man jetzt AE um sich
selbst bis C und BE um
sich selbst bis D, macht
also AC=e und BD =f,
so sind C und D die noch fehlenden Eckpunkte des gesuchten Par-
allelogramms ABCD.

9. Es ist ein Parallelogramm zu zeichnen, von welchem zwei
Seiten a und b sowie die Hohe h, zur Grundlinie a gegeben sind.

. Man zeichne, wie in

Abb. 166 dargestellt, eine 0
Gerade AB = a und zu : /S / }

dieser im Abstande der _ . / / {%a
Hohe h, eine Parallele?). o o i (A | )

Beschreibt man um A und |

B mit b als Halbmesser Abb. 166.

Kreisbogen, welche diese :

Parallele in D und C schnei-

den, so ist, wenn man D mit A und C mit B durch gerade Linien
verbindet, das Parallelogramm ABCD das gesuchte.

K9

1) Vgl. 8. 68, Zitfer 75¢. 2) Vgl. S. 58, Aufgabe 7.
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10. Es ist ein gleichschenkliges Trapez zu zeichnen, von welchem
die groBe Grundlinie a, ein Schenkel b und der Winkel ¢ an der
Grundlinie gegeben sind!). (Abb. 167.)

Man zeichne eine Gerade AB =—=a

: und trage sowohl in A als auch in

_ —2 B den gegebenen Winkel « an.

] A A\ Trigt man auf den freien Schenkeln

5 ;\\ dieser Winkel die Schenkellinge b

* { \ s bis zu den Punkten D und C ab,

so ist, nachdem diese Punkte durch

Abb. 167 eine gerade Linie verbunden wur-

i T den, das Trapez ABCD das ver-
langte.

11. BEs ist ein allgemeines Trapez zu zeichnen, von welchem
die beiden Grundlinien a und ¢, ein Schenkel b, sowie eine Diagonale e
gegeben sind.

Man zeichne, wie in Abb. 168 durchgefiihrt, eine Gerade AC = e

5 und beschreibe um A mit a

und um C mit b als Halb-
messer Kreisbogen, welche

—¢ gich in B schneiden; als-

s bk s g~ dann ist B dritter Punkt des

I I I Y gesuchten Trapezes. Zieht
| d a -‘r)-

man durch C eine Parallele

zu AB und trigt auf dieser

Abb. 168. von C aus die kleine Grund-

linie ¢ bis zum Punkte D ab,

so ist D der vierte Punkt.

Verbindet man B mit A und C sowie D mit A durch gerade Linien,
so ist Trapez ABCD das gesuchte.

12. Esist ein Trapez zu zeichnen, von welchem die grofle Grund-

linie a, die beiden Schenkel b,

d, sowie der von a und b einge-

¢ schlossene Winkel 8 gegeben sind.

.| ST\ (Abb. 169)
2 |z / \ Man zeichne eine Gerade AB
y “\, =a, trage in B den Winkel # an

| ~ und mache dessen freien Schenkel
' S i BC =b. Durch C lege man eine
' ADD. 168 Parallele zu AB und beschreibe
um A mit d als Halbmesser einen
Kreisbogen, welcher diese Parallele
in D schneidet. Punkt D ist alsdann der vierte Punkt des gesuchten
Trapezes ABCD.

1) Bei der Konstruktion zu beachten: Im gleichschenkligen Trapez sind
gowohl die Schenkel als auch die Winkel an der Grundlinie gleich! Vgl. hierzu
S. 71, Ziffer 82b und S. 75, Ziffer 87, SchluBsatz.
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13. Es ist ein Trapez zu zeichnen, von welchem die Grundlinie a,
die anliegenden Winkel « und 3, sowie die Hohe h gegeben sind.

Man zeichne,wiein Abb.170
gezeigt, eine Gerade AB = a
und trage in A den Winkel «

sowie in B den Winkel $ an. /7. "

Zieht man jetzt im Ab- / .

stande h eine Parallele zu A A / k & \
AB, so schneidet diese die % . 20N gy f g
freien Schenkel der Winkel «

und £ in den Punkten D ) \bb. 170.

und C. Verbindet man diese “

durch eine gerade Linie, so ist

Trapez ABCD das gesuchte.

14. Bs ist ein Viereck zu zeichnen, von welchem die vier Seiten
a, b, ¢, d, sowie der von a und b eingeschlossene Winkel 2 gegeben
sind. (Abb. 171.)
An eine Gerade AB=a | | | | oA
trage man in B den Winkel # an | | L
und mache dessen freien Schenkel | 7 |7 © / ;
BC = b; Punkt C ist alsdann |
dritter Punkt des Vierecks. Be- AO—
schreibt man um A mit d und
um C mit ¢ als Halbmesser Kreis- >
bogen, welche sich in D schnei- {
den, so ist D vierter Punkt und
Viereck ABCD das verlangte.
15. Es ist ein Viereck zu zeichnen, von welchem drei Seiten a, b, ¢,
sowie die beiden Diagonalen e und f gegeben sind. (Abb. 172,
Man zeichne eine Gerade
AC = e, beschreibe um A mit
a und um C mit b als Halb- |
messer Kreishogen, welche sich |,
in B, dem dritten Punkte des
Vierecks, schneiden. Beschreibt
man weiter um C mit ¢ und
um B mit f als Halbmesser
Kreisbogen, so ist deren Schnitt-
punkt D der vierte Punkt des
gesuchten Vierecks. Verbindet “
man jetzt A, D, C und B durch gerade Linien, so ist Viereck ABCD
das verlangte.
16. Es ist ein Viereck zu zeichnen, von welchem die vier Seiten
a, b, ¢, d, sowie der Winkel &, den die Seite a mit der Dia-
gonalen e einschliefit, gegeben sind.
Man zeichne, wie in Abb. 173 dargestellt, eine Gerade AB =a
und trage in A den gegebenen Winkel ¢ an, dessen freier Schenkel

Abb. 171.




80

Planimetrie.

von dem um B mit b als Halbmesser beschriebenen Kreisbogen in C
geschnitten wird. C ist alsdann dritter Punkt im Viereck und AC =e

ist Diagonale.

Beschreibt man um A mit d sowie um C mit ¢ als

Abb. 173.

Halbmesser Kreisbogen, so ist deren Schnittpunkt D vierter Punkt

des Vierecks.

Verbindet man jetzt A, D, C und B durch gerade

Linien, so ist Viereck ABCD das verlangte.

90. Ubungen?).

Ein Quadrat zu zeichnen aus:

l. a— 36 mm; e — 4 cm; a = 0,6 dm.

Ein Rechteck zu zeichnen aus:

2.a=42mm und b= 24 mm.
3. a=0,5dm und =J&= 45° zwischen den Diagonalen.
4. e = 50mm , Je&=60°
Einen Rhombus zu zeichnen aus:
5.a=37Tmm und e =— 52 mm.
6. e=155cem ,, = 3,2 cm.
7.a=04dm h = 0,25 dm.
8. h=32mm , Joa=45°

Ein Parallelogramm zu zeichnen aus:
9. a = 8,5 cm, b = 6,4 cm und =Y 2 = 120°
10. 2 = 72 mm, e =110mm, )7 = 105°
11. e = 1,22 dm, f=1098dm, Y &= 45°
12. h = 45 mm, L = 105° , 15 = 60° zwisch. bu. e.

Ein gleichschenkliges Trapez zu zeichnen aus:

13. a = 8 cm,

b = 3,8cm und e = 7,7 cm.

%) Der Kiirze halber sind die Aufgaben fiir die ,, Ubungen* nicht in Worte
gekleidet, sondern nur die zur Konstruktion erforderlichen Bestimmungsstiicke
durch kleine lateinische bzw. griechische Buchstaben bezeichnet, wie das aus
Abb. 140 fiir das allgemeine Viereck und aus Abb. 158 bis 173 fiir die Vier-
ecke besonderer Art ersichtlich ist. Vgl. auch Vortext zu den Beispielen auf

S. 75, Ziffer 88.
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14. a — 92 mm, b = 8 cm und h = 0,75 dm.
15. a=12cm, e=125dm , h= 60 mm.

Ein allgemeines Trapez zu zeichnen aus:
16. a = 75 mm, b = 36 mm, ¢ =48 mm, A = 75°.
17. a = 9 cm, b= 4,5 cm, =fLa=60° =B = T75°
18. a = 92 mm, b = 46 mm, e = 94mm, f = 86 mm.
19. a = 1,06 dm, b = 6 cm, d = 52 mm, e = 78 mm.

Ein Viereck zu zeichnen aus:

20. a=5cm, b=142cm, c¢c= 3,7 cm, d =24 cm
und e = 5,2 cm.
2l. a=82mm, b= 76 mm, d = 32 mm, Lo = 120°
und 8 = 75°.

22. a="Tcm, b=26,5cm, e="178cm, f=9cm
und < a = 120°,
23. a, e, f, Ja, JP; 24. a, ¢, d, I P, I zwisechen a und e.

VII. Flichengleichheit und Flicheninhalt geradlinig
begrenzter, ebener Figuren.

91. Begriff der Flichengleichheit. Unter Flacheninhalt einer
Figur versteht man die Gr6Be der Fliche, welche von den Begren-
zungslinien der Figur eingeschlossen wird.

In Abb. 174 wird das Quadrat ABCD - : A
durch seine ,Mittellinien®“ in vier unter '

HO . 4 i . |

™
—
£

Abb. 175. Abb. 174.

gich gleiche Teilquadrate 1, 2, 3 und 4 zer-

legt, welche in der Anordnung der Abb. 175 / : ¢

das Rechteck EFGH bilden. Die vier Qua- p

drate des Rechtecks decken die gleiche Fliche

wie diejenigen des Quadrates, das Rechteck > Y 4

hat demnach den gleichen Flicheninhalt wie ' N

das Quadrat; man sagt: das Rechteck EFGH ;

ist flichengleich dem Quadrat ABCD. il
In Abb. 176 wird dasselbe Quadrat wie ~° : 8

in Abb. 174 durch die ,,Diagonalen® in Abb, 176.

vier unter sich gleiche Teildreiecke I, 2, 3

und 4 zerlegt, welche in der Anordnung der Abb. 177 das Parallelo-

gramm EFGH bilden. Auch hier decken die vier Dreiecke des Parallelo-

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 6
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gramms die gleiche Fliche wie diejenigen des Quadrates, das Parallelo-
gramm hat demnach den gleichen Flicheninhalt wie das Quadrat;
man sagt auch hier: das Parallelogramm EFGH ist flachen-
gleich dem Quadrat ABCD.

Da nun die Quadrate in Abb. 174 und 176 gleich sind, so folgt un-
mittelbar, daB die aus ihren Teilen gebildeten neuen Figuren,
das Rechteck EF GH (Abb. 175) und das Parallelogramm EFGH
(Abb. 177) ebenfalls flichengleich sein miissen.

A

Abb. 177.

Da ferner das Teilquadrat 1 in Abb. 174 genau so den vierten
Teil des Quadrates ABCD bildet wie das Teildreieck 1 in Abb. 176,
so folgt auch hier, dafBl, wie in Abb. 178 besonders dargestellt, das
Quadrat 1 flichengleich dem Dreieck 1 sein muf.

Abb. 178. Abb. 179.

Die Richtigkeit dieser Folgerung geht ohne weiteres aus Abb. 179
hervor, in welcher das Teilquadrat 1 durch eine Diagonale in die
Dreiecke I und II zerlegt ist, die durch geeignetes Zusammenlegen
zu dem Teildreieck 1 (Abb. 178) vereinigt sind.

In Abb. 180 sind zwei kon-
gruente Dreiecke ABC und DEF
dargestellt, von welchen an ver-
schiedenen Ecken die ebenfalls kon-
gruenten Drejecke AGH und IFK
Jo oA abgetrennt sind. Nach Seite 47,

i \ Ziffer 58 sind kongruente Dreiecke
nicht nur deckungsgleich, sondern
po——¢ auch flachengleich. Es miissen
Abb. 180 demnach die bleibenden Restfiguren,
C o d.s. die Trapeze BCGH und DEKI,

ebenfalls flachengleich sein.

92. Fliichengleiehheit der Figuren. Figuren, welche in der GroBe
ibrer Flachen tibereinstimmen, sind flichengleich oder inhaltsgleich.

Flachen, welche gleichen Inhalt haben, bezeichnet man kurz als: gleich.

Das Zeichen der Flichen- oder Inhaltsgleichheit ist: ,,==*, das
einfache Gleichheitszeichen.

¢

4 O——p—>8
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Man schreibt, um die Flachengleichheit zum Ausdruck zu bringen,
in bezug auf

Abb. 174 bis 175: [[] ABCD =[__|EFGH}Y,
» 176 , 177: [[] ABCD = /7 EFGH,
» 176 , 177: [ | EFGH = /7 EFGH,
» 180: /) BCGH = [\ DEKI,
» 178: [ 1 = A L
Aus den Abb. 174 bis 180 geht weiter hervor, daf flachengleiche
Figuren nicht deckungsgleich zu sein brauchen.
Wie ersichtlich, kann flichengleich sein

ein Quadrat == einem Rechteck = einem Parallelogramm
= einem Dreieck usw.

Es wird weiter gezeigt werden, dal beliebige ebene Figuren
flichengleich sein kdnnen, z. B.

ein Quadrat = einem Sechseck = einem beliebigen Vieleck
= einem Kreis = einem Halbkreis usw.

Kongruente (=) Flichen haben bei gleichem Inhalt genau
gleiche Gestalt, gleiche (=) Flachen haben vor allem gleichen Inhalt
und nicht notwendig gleiche Gestalt.

93. Messen von Flichen. Soll die Fliachengleichheit, der Flichen-
inhalt oder der Unterschied von Flicheninhalten ebener Figuren fest-
gestellt werden, so muBl man sie messen.

Eine Flache messen heiBlt, sie mit einer anderen Flache,
der Flicheneinheit, vergleichen und untersuchen, wie oft
diese Flicheneinheit in der zu messenden Flache enthalten
ist. Als Einheit zum Messen von Flichen dient das Quadrat.

Soll daher der Flicheninhalt einer ebenen Figur gemessen werden,
so ist festzustellen, wieviel Quadrateinheiten dieselbe enthilt. Die
Anzahl dieser Quadrateinheiten wird durch Rechnung gefunden.

94. Flicheneinheiten. Dem metrischen MaBsystem entspre-
chend werden zum Messen von Flichen folgende Quadrateinheiten
verwendet:

1 Quadratmeter:

gqm oder m? ein Quadrat von 1 m Seitenldnge?2),
1 Quadratdezimeter:

qdm oder dm?, ein ,, » 1dm »

1) In den weiteren Abhandlungen sollen der Kiirze halber als Schriftzeichen
benutzt werden

fiir das Quadrat das Zeichen: []
» » Rechteck " » 7
,» » Parallelogramm ,, w L7
’ 2 Trapez 2 2 D
” Dreieck ' " AN
. den Kreis » » @)
,» Halbkreis ” " fn

2) Vgl 8.6, Zxﬁer 17.
6*
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1 Quadratzentimeter;

gqem oder cm? ein Quadrat von 1 em Seitenlénge,
1 Quadratmillimeter:

qnm oder mm? ein ” » 1 mm -
Ubersichtlich geordnet ist der Zusammenhang dieser Einheiten

der folgende:
1 qm == 100 qdm
1 ,, =100 qgem
1 ,, =100 qmm?. Folglich:
1 m?2 = 100 dm? = 10000 cm? — 1000000 mm? %

Fiir sehr groBe Flichen dient als Quadrateinheit 1 Quadrat--
kilometer: gkm oder km? ein Quadrat von 1 km Seitenldnge.

1 km? = 1000 000 m?2. 2)

Berechnung von Flicheninhalten.

Bei der Berechnung von Flicheninhalten ist grundsitzlich auf die
Anwendung gleicher LingenmafBe zu achten!

95. Rechteck. Um den
Flicheninhalt des in Abb.
181 dargesteliten Rechtecks
ABCD zu berechnen, iiber-
. | zieht man dasselbe mit einem
Ry B T Netz von Quadrateinheiten.
B 5 l ‘ - g S Wihlt man als Einheit 1 cm?2,

| so teilt man zundchst die
. Grundlinie a in Zentimeter

= £ A < ein; sie enthilt deren genau 4.
AC . 35 -Y Zieht man durch die Teil-
i punkte Parallelen zu der Héhe

he @ =4 crm————— b des Rechtecks, so teilen

Abb. 181. diese dasselbe in 4 deckungs-

gleiche Streifen von je 1 em

Breite. Teilt man die Hohe b ebenfalls in Zentimeter ein, so erhalt
man genau 3 Teile. Parallelen durch diese Teilpunkte zu der Grund-
linie a teilen jeden der 4 Streifen in 3 kongruente Quadrate, von

t=T CrrL

1
|
|
&

1) Die Umrechnungszahl fiir Flichen ist 100, d. h.

soll eine Flidcheneinheit in die nichst gréBere umgerechnet werden, so
ist durch 100 zu dividieren;

soll eine Flacheneinheit in die nichst kleinere umgerechnet werden,
80 ist mit 100 zu multiplizieren:

2375 mm? = 23,75 cm? = 0,2375 dm? = 0,002 375 m%.
3,627 m2 = 362,7 dm?® = 36 270 cm? = 3 627 000 mm?.

%) Da im technischen Rechnen die Bezeichnungen: m? fir Quadratmeter
usw. den gesetzlich vorgeschriebenen Abkiirzungen qm usw. vorgezogen werden,
8o sollen in den folgenden Berechnungen die Zeichen m? dm? c¢cm? und mm?
Verwendung finden.
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denen alsdann jedes, da die Seitenlinge = 1 cm ist, einen Flichen-
inhalt = 1 cm? besitzt.
Diese Flicheneinheit ist im Inneren des Rechtecks ABCD durch
das schraffierte kleine Quadrat abed besonders kenntlich gemacht.
Zihlt man in Abb. 181 die Anzahl der Flicheneinheiten aus, so
findet man, daB das Rechteck ABCD im ganzen

4-3 = 12 einzelne Quadratzentimeter

enthélt. Man sagt, wenn man den Flicheninhalt ebener Figuren ganz

allgemein mit F bezeichnet:
Der Flicheninhalt des Rechtecks ABCD ist
F=4.8=12cm?2.

Hatte sich beim Aufmessen der Seiten eines Rechtecks eine Grund-
linie a = 4,8 cm und eine Héhe b = 3,6 cm ergeben, so wire deren
Einteilung in Quadratzentimeter nicht restlos vor sich gegangen.
Man kénnte in diesemi Falle zur nichst kleineren Einheit, hier also
»Quadratmillimeter®, greifen und entsprechend das Rechteck mit
einem Netz von Quadratmillimetern iiberziechen. Die Grundlinie a
enthielte dann 48 mm und die Héhe b = 35 mm, welche Zahlen, mit
Riicksicht auf das iiber die Einteilung in Zentimeter Gesagte, fiir das
ganze Rechteck

48-35 = 1680 einzelne Quadratmillimeter

ergeben wiirden. Beachtet man, dafl 100 mm? — 1 om?® entsprechen?),
so enthilt dasselbe Rechteck

1680

100

Die Zahl 16,80 ergibt sich aber auch durch unmittelbare Multi-

plikation der Zahlen-4,8 und 3,5. 7
Man wiirde fiir diesen Fall sagen, der Flicheninhalt des Rechtecks

ABCD ist

= 16,80 einzelne Quadratzentimeter.

F = 4,.8-3,5 = 16,80 cm?.

Aus diesen Beispielen geht hervor, da man den Inhalt eines
Rechtecks berechnet, indem man Grundlinie und Hoéhe mit ein
und derselben Lingeneinheit mit und die erhaltenen MaBzahlen
miteinander multipliziert. Kurz:

Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt aus Grund-
linie und Héhe.

Mit den Bezeichnungen in Abb. 181: a fiir die Grundlinie, b fiir
die Hohe und auBerdem F fiir den Fliacheninhalt, erhilt man ganz
allgemein den

Inhalt des Rechtecks: F = a-b. (Quadrateinheiten?). 1)

1) Vgl. 8. 83, Ziffer 94.

%) In welcher Quadrateinheit sich der Flicheninhalt ergibt, héngt von der
Wahl der Langencinheit ab, mit welcher die Seiten a und b gemessen werden.
Je nachdem man: m, em ... wihlt, erhidlt man den Flicheninhalt in: m?
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Aus Gleichung 1) folgtY):

&
I

olm =

(Langeneinheiten 2). 2)

=2
I

. 3)

Aus Gleichung 2) und 3) folgt: Man findet eine Seite eines
Rechtecks, indem man dessen Flicheninhalt durch die an-
) dere Seite dividiert.

T 96. Parallelogramm. Fillt man
i in dem Parallelogramm ABCD (Abb.

P, ; 182) von den Ecken D und C die
I
I

Senkrechten DE und CF auf die
o £ Grundlinie a bzw. deren Verlingerung,
so entsteht das Rechteck EFCD); als-
dann ist:

A\ AED =~ A BFCY,

Abb. 182,

Aus dieser Kongruenz ergibt sich:

AE = BF und
ANAED = A BFC. Ferner ist:
[/ 1EBCD = /1 EBCD.

Addiert man die letzten beiden Gleichungen, so folgt4):

AAED + [/ 1EBCD = A\ BFC + [ JEBCD oder
/7 ABCD=[_ _|EFCD, d h.

DasParallelogramm ABCD ist inhaltsgleich dem Rechteck
EFCD.
Der Inhalt des Rechtecks EFCD ist aber entsprechend Gleichung 1):
F = EF-DE.
Nach Abb. 182 ist weiter:
EF = EB -+ BF oder, da BF — AE ist:

EF = EB 4 AE. Das ist jedoch dasselbe wie
EF = AB.

Setzt man den Wert AB in der letzten Gleichung fiir F an die
Stelle von EF, so wird:

F = AB:DE,
oder auch, da AB = a und DE = h, ist:
Inhalt des Parallelogramms: F=a-hy . . . . . . 4}
cm?. .. usw. Es bleiben deshalb in den folgenden allgemeinen Entwicklungen

Angaben iiber bestimmte Quadrateinheiten und L#ngeneinheiten fort.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 132, Ziffer 108e. ?) Siehe FuB-
note %) S. 85. 3) 1. Kongruenzsatz. 4 Vgl. W. u. St,, Arithm. u. Al-
gebra 8. 133, Ziffer 109.
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In Worten:
Der Inhalt eines Parallelogramms ist gleich dem Produkt aus
Grundlinie und Hohe.

Aus Gleichung 4) folgt fiir Grundlinie und Héhe:

F F

a—ha und ha---; N 5)
Da man in einem Parallelogramm jede

Seite als Grundlinie annehmen kann, so o ¢

hat jedes Parallelogramm zwei Hohen?). 7

In Abb. 182 und 183 sind die Hohen T

h, und h; eingezeichnet. T~ [
Nimmt man b als Grundlinie an, so

ist nach Abb. 183 der Flacheninhalt des  ,{ { J

Parallelogramms ABCD:

F=bh- hy.
Aus dieser Gleichung folgt fiir Grundlinie und Hohe:

Abb. 183.

F F
b= Tb und hb = T .

97. Gleichheit der Parallelogramme. Beachtet man, dal ent-
sprechend Abb. 182 die Grundlinie AB des Parallelogramms gleich
der Grundlinie EF des Rechtecks ist und daB beide die gleiche
Héhe h, besitzen, so folgt aus der in Ziffer 96 aufgestellten Gleichung

/7 ABCD = | EFCD:
Jedes Parallelogramm ist fliichengleich einem Rechteck von
gleicher Grundlinie und Hohe.

Abb. 184.

Zeichnet man daher, wie in Abb. 184 dargestellt, iiber einer ge-
meinsamen Grundlinie a die Parallelogramme ABEF, ABGH und
ABIK, simtlich mit der gleichen Héhe h,, so sind diese Parallelo-
gramme unter sich und mit dem Rechteck ABCD flichengleich, d. h.
es ist:

[ ]ABCD = 7 ABEF = /7 ABGH == /7 ABIK.

1) Vgl. 8. 67, Ziffer 74.
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Da man auf diese Weise beliebig viele Parallelogramme iiber der
Grundlinie a mit der gleichen Héhe h, zeichnen kdénnte, so folgt:

Parallelogramme mit gleichen Grundlinien und Héhen haben
gleichen Flicheninhalt.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man gegebene Parallelogramme in
andere mit anderen Winkeln und Seiten verwandeln! Was muBl aber
bei dieser Verwandlung dasselbe bleiben?

98. Quadrat. Jedes Quadrat ist nach Seite 70, Ziffer 79 als ein
Rechteck mit gleichen Seiten aufzufassen. Bezeichnet man die
Seite eines Quadrates mit a, so ist entsprechend Gleichung 1) der
Flicheninhalt desselben:

F —=a-.a, oder?)

Inhalt des Quadrates: F==a% d. h. .............. 6)
Der Inhalt eines Quadrates ist gleich dem Quadrat seiner Seite.
Hieraus folgt fiir die Seite?):

a=VF, dh . ... ......... 7

Die Seite eines Quadrates wird gefunden, indem man aus
dessen Flicheninhalt die Quadratwurzel zieht?).

99. Rhombus. Jeder Rhombus ist nach Seite 69, Ziffer 76 als ein
Parallelogramm mit gleichen Seiten aufzufassen. Bezeichnet
man die Seite eines Rhombus mit a und die Hohe mit h,, so ist ent-
sprechend Gleichung 4) der

Inhalt des Rhombus: F=a-hy, dh. ............. 8)

Der Inhalt eines Rhombus ist gleich dem Produkt aus Grund-
linie und Héhe.
Aus Gleichung 8) folgt fiir Seite und Hohe:

a=—— und ha=—"""""9)

Abb. 185. Abb. 186.

100. Rhombus und Quadrat. Nach Seite 70, Ziffer 78 und 79 sind
Rhombus und Quadrat Parallelogramme, deren Diagonalen senkrecht

1) Vgl W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 20, Ziffer 30.
2) ” ”» »” b4 2’ »” ” »” 80’ 2 77'
,» 116, ,, 100.

3
2 2 i3] E2] ” ” ’”
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aufeinander stehen. Zieht man durch die Ecken A, B, C und D des
Rhombus in Abb. 185 und des Quadrates in Abb. 186 Parallelen zu
den Diagonalen AC und BD, so entsteht. in Abb. 185 das Rechteck
EFGH und in Abb. 186 das Quadrat EFGH. AuBerdem entstehen
in jeder Abbildung 8 kongruente Dreiecke, woraus ohne weiteres
ersichtlich ist, daB

1. der Inh. des Rhomb. ABCD == { Inh. des Recht. EFGH und
2., » » Quadr. ABCD =131 , , Quadr. EFGH ist)

Bezeichnet man in Abb. 185 die Diagonalen mit e und f, so ist
im Rechteck EFGH die Grundlinie FG =— e und die Hoéhe GH = f;
folglich der
Inhalt des | |EFGH = e-f.

Nach vorstehendem ist unter 1)
Rhombus ABCD == % Rechteck EFGH, mithin muf} auch der
Inhalt des Rhombus: F = eT.f:sein, dh ....... ... 10)

Der Inhalt eines Rhombus ist gleich dem halben Produkt seiner
Diagonalen.
Aus Gleichung 10) folgt fiir die

|

2.

Diagonalen [&==
des

- 11)
Rhombus?): | f=—= 2

’g"‘:

O|

Fiir Abb. 186 wird sinngemiB, da im Quadrat die Diagonalen

gleich sind, der
Inhalt des | | EFGH = e-e = o2

Hieraus folgt alsdann, da nach vorstehendem unter 2)
[JABCD = § []EFGH ist,

2
Inhalt des Quadrates: F=92-, Qhvoe e 12)

Der Inhalt eines Quadrates ist gleich dem halben Quadrat seiner
Diagonale.
Aus Gleichung 12) ergibt sich fiir die

Diagonale des Quadrates: e=V2-F................13
Nach Gleichung 6) ist: F = a* und
o2
» ' 12): F= 5 Folglich 3):
1) Die Grundfiguren A B €D besitzen je4, die neuentstandenen FigurenEFGH
dagegen je 8 flichengleiche Dreiecke.
2) Vgl W. u. St,, Arithm. u. Algebra S. 132, Ziffer 108¢ u. f.

3) Sind in zwei Gleichungen die linken Seiten gleich, so miissen auch die
rechten Seiten gleich sein.
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. e? R
a =g und damit

B)
Seite des Quadrates: a =l/ %= 0,707-e . .. ....... 14)
Diagonale ,, " e=V2.a?=1,414-aY). . ... .. .. 15)

101. Umfang geradlinig begrenzter, ebener Figuren.

Der Umfang einer derartigen Figur wird gefunden, indem man die
Langen aller die Figur begrenzenden Geraden in gleichen Mafiein-
heiten addiert.

Es sind demnach gzunichst die Lingen samtlicher Seiten aufzu-
mesgsen, und zwar in mm, cm ... usw.; die Summe aller, der ge-
suchte Umfang, wird dann ebenfalls in mm, cm ... usw. erhalten.
Damit wird fiir die bisher behandelten Flichen, wenn man den Um-
fang allgemein mit U bezeichnet, der

Umfang des Dreiecks nach Abb. 89, Seite 41:

=a+b+c....... ... . ... 16)
Umfang des Vierecks nach Abb. 140, Seite 66:
=a+b+ece+d.......... . 17)

Umfang des Rechtecks nach Abb. 145, Seite 69 und].
» ,» Parallelogramms nach Abb. 147, Seite 69 |

U=2+2b=2-(a=+b),2)......... 18)
Umfang des Quadrates nach Abb. 144, Seite 69 und |,
0 1 Rhombus 3 I 146; » 69 '
U=at+atata=4-a.......... 19)
Beispiele %),

102. Rechteck.

1. Die Grundlinie eines Rechtecks ist a = 6 m, die Hohe b — 4 m.
Wie grof} ist der Inhalt?

Nach Gleichung 1) wird:

F=a-b=6-4=24 m®.
2. Gegeben: a = 8,2 dm, b = 4,7 dm. Folglich:
F=a -b=282-47 = 38,54 dm2.9

1) Vgl. Tabellen iiber ,Potenzen, Wurzeln usw.* am Ende des III. Teiles
dieses Buches.

?) Vgl: W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 36, Ziffer 43A; a.

%) Bei allen Berechnungen dieser Art ist darauf zu achten, daB die Maf-
einheiten in Ubereinstimmung sind. Es diirfen niemals Meter mit Millimetern,
Zentimeter mit Dezimetern usw. multipliziert,-bzw. Quadratmeter durch Quadrat-
millimeter oder Quadratdezimeter durch Quadratzentimeter dividiert werden.
Es kénnen nur mm mit mm, ¢m mit cm usw. multipliziert bzw. nur mm?
durch mm, m? durch m usw. dividiert werden.

9 Vgl. W. uw. St., Arithm. u. Algebra S. 203, Ziffer 9.
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3. Gegeben: a—=4,25 m, b = 186 cm; F = ? cm?2.
Hier sind, da der Inhalt in cm? angegeben werden soll, & und b
auf gleiche MaBeinheit, also auf cm, zu bringen?), d. h.
a =425 cm, b= 186 cm. Mithin:
F=a-b=425-186 = 79050 cm?.
4. Gegeben: a =35 mm, b =125 m; F = ? dm?.
Hier sind a und b in dm einzusetzen. Mithin:
F=a:-b=0,35-12,5 — 4,375 dm?2.
5. Von einem Rechteck kennt man den Inhalt F' = 192 m? und
die Hohe b =8 m. Wie lang wird die Grundlinie a?
Nach Gleichung 2) wird:

F 192

6. Gegeben: F = 193,725 cm?, a = 15,75 cm. Mit diesen Werten
ergibt sich nach Gleichung 3):

F 193725 ,
T s =123 em?)

7. Gegeben: F = 3,6 m2, a = 1200 mm; b =1

Die Seite b kann in m oder in mm berechnet werden; die Mag-
einheiten von F und a sind entsprechend in Ubereinstimmung zu
bringen. Fiir die
Rechnung in m wird: F = 3,6 m?, a = 1,2 m; folglich mit Gleichung 3):

b=

F 3.6 L
b=;—i’—2-—3 m. Fiir die
Rechnung in mm wird: F = 3600000 mm?, a = 1200 mm.
. 3600000
Folglich: b = 1200 — 3000 mm.
8. Gegeben: F = 0,6215 km?, b =276 m; a = ?
. F 062156
Rechnung in km: a = T 021 2,26 km,
F 621500 L
9 2 m: a—i—w——2260m.)

9. Es ist der Flicheninhalt des in Abb. 187 dargestellten Winkel-
eisenprofiles zu berechnen 3).

1) Vgl 8.6, Ziffer 17.

) ,, W.u St, Arithm. u. Algebra 8. 205, Ziffer 14.

3) Die in technischen Hilfsbiichern ,Hiitte, Kalendern, Profiltabellen*
aufgefiihrten und dargestellten Profile von Walzeisen sind an den Ecken ab-
gerundet. Der einfacheren Rechnung wegen sollen diese Profile hier scharf-
kantig angenommen werden. Séamtliche MaBe sind Millimeter!
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Derartige Flichen zerlegt man in Teilflichen von geometrischer
Grundform, wie das in Abb. 187 durch verschiedene Schraffur ange-
deutet ist. Die ganze Fliche zerfillt in die beiden Teil-Rechtecke I
und I; damit wird

Inhalt des = 55 -8 = 440 mm?,
v " II=47.-8=376 , . Mithin:
Inhalt des ganzen Profiles == 816 mm?, oder auch:
’ — 8,16 cm?2

10. Es ist der Flicheninhalt des in Abb. 188 dargestellten Quer-
schnittes zu berechnen.

Abb. 188 stellt den Querschnitt eines ,Doppel-| -Eisens, Normal-
profil Nr. 15“ dar?). Zerlegt man dasselbe, wie durch Schraffur an-

W i R

4 Zorid 1

735

185
S S
|
&
1

A \ JZ2728777 L’_ 5 A YL

A 1

Abb, 187. Abb, 188, Abb. 189.

gedeutet, in the Rechtecke I, II und III, von denen I und Il gleich
sind, so wird

Inhalt des I= 70-9 = 630 mms?
” ' I=132-6 —= 792 , ,
” ) = T70-9 = 630 3 e Mithin:
Inhalt des ganzen Querschnittes == 2052 mm?, oder auch:
9 ” " , = 20,52 cm?

11. Der Flacheninhalt des in Abb. 189 dargestellten Querschnittes
ist zu berechnen.

Derselbe wird auf kiirzestem Wege gefunden, indem man den Inhalt
des inneren, kleinen Rechtecks von demjenigen des &ufleren, groBen
abzieht. Damit ergibt sich

Inhalt des duBeren 125-185 = 23125 mm?,
» ,» 1nneren 75135 = 10125 ,,

Inhalt des ganzen Querschnittes — 13 000 mm?2

I

Y) Dafiir schreibt man kurz: ,, [-Eisen N. P. 15! Eine entsprechende
Schreibweise soll bei allen noch folgenden Normalprofilen angewandt werden.
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12. Der in Abb. 190 dargestellte, ausgesparte | - Eisen-Querschnitt
wird auf seinen Inhalt berechnet wie folgt:

Inhalt des 175.35 = 6125 mm?2 Dazu
" " | 200-30 = 6000 , . Das ergibt:

Inhalt des vollen Querschnittes 12125 mm?2. Davon ab
» » | ] 105-30 3150 ,, . Mithin:

Inhalt des gegebenen Querschnittes: = 8975 mm?.

[

13. Von einem Fabrikgrundstiick wird ein recht-
eckiger Streifen von 24,68 m Linge und 18,5 m ' r
Breite abgegeben und jedes m? mit 8,50 6 berech- l l
net. Wie hoch ist der Kaufpreis? Zunichst berech- Ly
net sich der Inhalt des Streifens zu ‘

F = 24,68- 18,56 = 456,58 m>2.

Damit wird der 1—%- '
Kaufpreis = 456,58 - 8,5 — 3880,93 .f. |mst s
14. Von einem Rechteck sind die Grundlinie _ .. .

a = 275 mm und die H6he b= 165 mm bekannt. Abb. 190.

Wie grof} ist der Umfang desselben?
Nach Gleichung 18) wird:

U=2(a-b)= 2-(275 4 165) = 2440 = 880 mm.

103, Parallelogramm.
15. Von einem Parallelogramm sind die Grundlinie a = 12,756 dm
und die Hohe h,== 3,2 dm gegeben. Wie groBl ist der Flicheninhalt?
Nach Gleichung 4) wird:
F=a-hy= 12,75-3,2 = 40,8 dm?.

16. Gegeben: b = 8,5 m, hy= 960 mm; F = ?

I): F=Db-hp,= 8,5 : 0,96 = 8,16 m=.

I): F=b-hy== 8500960 = 8160000 mm?
17. Gegeben: F = 69,84 m?, a = 9,7 m; hy= ? m.
Nach Gleichung 5) wird:

F 6984

ha:‘;— 9,7 ———1,21]]

18. Gegeben: F = 14,35 m? hp = 250 cm; b = ? dm.
Mit Bezug auf Abb. 183 und der dort entwickelten Gleichung fiir
b wird:

F 1435
== =" =574 dm.
b ™ 9% 57,4 dm
19. Wie groB ist der Umfang eines Parallelogramms, dessen Seiten
a = 4285 cm und b = 37,7 cm lang sind?
Nach Gleichung 18) wird:

U =2.(a—tb)— 2-(42,85 + 37,7) = 280,55 = 161,1 em.
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_104. Quadrat.

20. Die Seite eines Quadrates ist a =— 8 m. Wie gro ist der
Flicheninhalt F'?

Nach Gleichung 6) wird:
F=a?=82=28:8 = 64 m2
21. Ist von einem Quadrate gegeben die Seite
a = 7,6 mm; 4,25 cm; 15,65 dm; 3,125 m,

so ist der zugehorige Flicheninhalt?):

F = 56,25 mm?; 18,0625 cm?; 244,9225 dm?; 9,765625 m?,

oder mit fiir die Praxis geniigender Genauigkeit?):

F = 56,25 mm?; 18,063 cm?; 244,923 dm?; 9,766 m>2.

22. Der Inhalt eines Quadrates ist F — 9025 dm? Wie grof3
wird die Seite a?

Nach Gleichung 7) wird:

a = VF =)9025 = 95 dm.?
23. Ist von einem Quadrate gegeben der Flicheninhalt
F = 36 m?; 54,76 dm?; 1840,41 cm?2; 950625 mm?,
8o ist die zugehorige Seite:
a— 6 m; 7,4 dm; 42,9 cm; 975 mm.

24. Die Diagonale eines Quadrates ist e — 84 mm. Wie grof3
ist der Inhalt F?

Nach Gleichung 12) wird:

e?  84* 17056

Foee—= = == 2
5 5 2 3528 mm

25. Der Inhalt eines Quadrates ist F = 2325,62 dm? Wie gro3
ist die zugehérige Diagonale e?
Nach Gleichung 13) wird:

e=12.F—=172.232562=V 4651,24 — 68,2 dm.

26. Ist die Diagonale eines Quadrates e = 48,2 e¢m, so wird nach
Gleichung 14) die Seite:

a=— 0,707 -e = 0,707 -48,2 — 34,077 cm.

1) Zur Berechnung derartiger Aufgaben empfiehlt sich die Benutzung der
Tabellen am Ende des III Teiles dieses Buches.

%) Die letzten drei Resultate zeigen mehr Dezimalstellen, als fiir die Praxis
erforderlich sind. In Zukunft sollen simtliche Resultate nur noch auf 3 Stellen,
unter Beriicksichtigung der vierten, angegeben werden: ist die vierte Stelle
kleiner als 5, so bleibt die dritte Stelle unverindert; ist die vierte
Stelle gr6Ber als 5, so wird die dritte Stelle um 1 erh6ht.

%) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 116, Ziffer 100 und die Tabellen
im IIL Teile dieses Buches.
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27. Einer Quadratseite a = 125 mm entspricht nach Gleichung 15)
eine Diagonale:

e=—1414.-a = 1,414-125 = 176,75 mm.
28. Die Seiten eines Dreiecks sind a = 2,5 cm, b = 3,1 cm und
¢ = 4,2 cm. Zeichne das Dreieck mit den Quadraten iiber den Seiten

und berechne den Inhalt der einzelnen Quadrate sowie deren Summe.
Es ist der '

Inhalt des Quadrates iiber a = a? = 2,52 — 6,25 cm?2.
9 ” 9 9 b = b = 3,12 - 9,61 ”»
3 ) 33 39 Cc = 02 — 4322 = 17,64 ,,
Summe: a? -+ b? - ¢2 = 33,50 cm?®.

29. Die Seite eines Quadrates ist a = 62,75 m. Wie groB ist
der Umfang U?
Nach Gleichung 19) wird:

U=4-a=—4.62,75= 251 m,

30. Der Umfang eines Quadrates ist U = 116,72 m. Wie grof}
wird die Seite a?

Aus Gleichung 19) U = 4 -a folgt:
U 116,72

a:—[-— = 29,18 m.

105. Rhombus.

31. Wie groB ist der Inhalt eines Rhombus, dessen Seite a =316 mm
und dessen Hohe h, = 225 mm ist?

Nach Gleichung 8) ist:

F=a-hy = 316-225 = 71100 mm?2
= 711 cm? = 7,11 dm? = 0,0711 m2.?)
32. Ein Rhombus hat einen Inbalt F = 4,25 km? bei einer Hohe
h = 62,5 m. Wie lang ist die Seite a?
Nach Gleichung 9) wird:

F 4250000
== P h:
a B 62.5 68 000 m, oder auc
F 4,25
— = %Y _ 68 km.
B 00625 ook

33. Die Diagonalen eines Rhombus sind e = 150 mm und f =
110 mm. Wie grofl ist der Fldcheninhalt F?
Nach Gleichung 10) wird:

e-f 150-110 16500
2 2 2
34. Gegeben: F = 6,075 m?, f = 4,05 dm; e = ? m.

F= = 8250 mm?

1) Vgl. 8. 84, Ziffer 94; FuBnote ).
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Nach Gleichung 11) wird:
_2-F 2-6075 12,15
°T7f T 0405 0405
35. Die Seite eines Rhombus ist a = 2,675 m. Wie groB ist der
Umfang U?
Nach Gleichung 19) wird:

U=4-a=4:2675 = 10,7 m.

30 m

Aufgaben.
106. Rechteck.

1. Ein Fabrikgebdude ist aulen 82,5 m lang und 26,5 m breit. Wie
grof} ist der Inhalt der bebauten Fliche?

Losung: F = 2186,25 m?2.

Abb. 191. Abb. 192. Abb. 193.

2. Welchen Flicheninhalt besitzen die in Abb. 191 bis 193 dar-
gestellten Querschnitte 1)?

Lésung: F = 16200 mm®— 162 cm?2?)

i 85 . 3. Welchen Fliacheninhalt besitzt das in
j- {i 77 Abb. 194 dargestellte, ausgesparte Trigerprofil?

a5 | Lésung: F = 1376 mm=
: ﬂ 33 4. Wie groB ist der Flicheninhalt des in
e 7 o x| Abb. 195 dargestellten, genieteten vollwandigen.

\ 2ty SRR Trigers?
2 = Mit Benutzung der Profiltabellen fiir Win-
Abb. 194, keleisen ergibt sich als

Losung: F = 115,6 cm?2.9)

1) Beaohte Beispiel 9 mit Fulinote 8. 91.

%) Der Leser iiberzeuge sich durch Nachrechnen, daB diese drei Quer-
schnitte gleichen Flicheninhalt besitzen.

%) Ohne diese Tabellen, welche in jedem technischen Hilfsbuch zu finden
sind, wire der Inhalt eines Winkeleisens zu bestimmen nach 8. 91, Beispiel 9.
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5. Eine rechteckige Richtplatte von 1,66 m Liange und 0,72 m
Breite soll mit drei Schnitten fertig gehobelt werden. Wieviel cm?
sind im ganzen zu bearbeiten?

Loésung: F = 35640 cm?.

6. Ein Grundstiick von 26,4 m Breite und 55 m rfm”/‘ s

Lange soll mit einem Bretterzaun umgeben wer- ' H

den. a) Wieviel laufende Meter Zaun sind erforder-

lich? b) Wieviel Pfeiler sind notwendig, wenn i

deren Abstinde je 3 m betragen? c¢) Wieviel Holz- .

latten sind anzubringen, wenn diese 100 mm von- |

einander abstehen und jeder Pfeiler 4 Latten er- ! Y

setzt? 3 ';
Losung: U = 162,8 m.

7. Ein Lagerraum von 50,625 m? Bodenfliche
soll mit quadratischen Zementplatten von 15 cm

Seitenlinge belegt werden. Wieviel Platten sind H.V
erforderlich? | J
Lésung: 2250 Platten. ) e :
107. Parallelogramm.
Abb. 195.

8. Gegeben: a = 85 cm, hy = 12,6 cm; F =1
Loésung: F = 1071 cm?
9. Gegeben: b = 16,45 dm, hy = 7,2 dm; F = ? m?2.
Lésung: F == 1,184 m?
10. Gegeben: F = 16,9604 m?, h, = 389 m; a = ?
Losung: a = 4,36 m.
11. Gegeben: a = 54,25 m, b = 21,76 m; U = ?
Lésung: U = 152 m.
108. Quadrat.
12. Gegeben: a = 77,3 dm; F =1 NN
Losung: F = 5975,29 dm?2 F__ji__\ -
13. Gegeben: F — 200704 m?; a — ? NS |
Lésung: a = 448 m. ! R \

14. Gegeben: e = 5,2 cm; F = ! > I P
Lésung: F = 13,52 cm? L'I-\ NN
15. Es ist der Flicheninhalt des in Abb. N

196 dargestellten Querschnittes zu berechnen. i i
Lésung: F — 203125 mm? = 2031,25 cm® ~
= 20,3125 dm? == 0,203125 m®. Abb. 196.
16. Gegeben: e —= 2,85 m; a = ? cm.
Lésung: a = 201,495 cm.

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 7
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17. Ein Gang von 31,75 m? Lauffliche soll mit quadratischen
Steinplatten belegt werden, deren Seitenlinge 250 mm betrigt. Wie-
viel Platten sind erforderlich?

Losung: 508 Platten.

18. Gegeben: U = 152 dm; F = ?
Lésung: F = 14,44 dm?

109. Rhombus.
19. Gegeben: a = 7,4 m, h = 12,5 dm; F = ? cm?
Losung: F = 92500 cm?.
20. Gegeben: e == 80 cm, f = 39 ecm; F = ?m?2
Lésung: F = 0,156 m?2
21. Gegeben: e == 80 cm, F = 17,6 dm?; f = ? mm.
Lésung: f = 440 mm.
22. Gegeben: a = 4,325 m; U =%
Lésung: U = 17,3 m.

Ubungen.
110. Rechteck.
1. Von einem Rechteck sind gegeben die Seiten:
a = 25 m; 57,1 dm; 221 ecm; 63 mm und
b= 973 mm; 97,5 cm; 13,25 dm; 4,275 m.
Wie groB sind die zugehorigen Flicheninhalte?

2. Von einem Rechteck sind gegeben:
F = 4825 mm?; 357,2 cm?; 52,65 dm?; 4,32 m? und
a = 2,5 m; 8,4 dm; 132 cm; 1716 mm.

Wie groB sind die zugehdrigen Seiten b?

Y i T 1 S T—— N

| ‘ |l i - ‘I
& y ; o9 S0

]T: 28
-

Abb. 197. Abb. 198. Abb. 199. Abb. 200.

3. Bestimme die Flicheninhalte der in Abb. 197 bis 200 dargestellten
Querschnitte.

4. Ein rechteckiges Grundstiick von 125 m Linge und 70 m Breite
wird durch zwei Wege, die sich in der Mitte des Grundstiickes recht-
winklig schneiden, in vier gleiche Teile geteilt. Wegbreite = 1,76 m.
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a) Welche Fliche nehmen die Wege ein? b) Welchen Inhalt besitzt
jeder der vier gleichen Teile aullerhalb der Wege?

5. Ein rechteckiges Grundstiick von 185 m Linge und 125 m
Breite wird von einem iiberall gleich breiten Wege, der eine Fliche
von 612 m? einnimmt, eingeschlossen. Welche Breite besitzt dieser
Weg? (Vgl. Abb. 189, Seite 92.)

6. Der Umfang eines rechteckigen Platzes ist — 2,675 km, die
Breite —= 325 m. Wie grof3 ist der Flacheninhalt dieses Platzes in
km? und in m??

111. Parallelogramm.

7. Von einem Parallelogramm sind gegeben:

a = 60 m; 4,58 dm; 584 cm; 57 mm und
ha = 1025 mm; 21,2 cm; 3,21 dm; 0,625 m.

Wie groB} sind die zugehorigen Flicheninhalte?

8. Der FuBlboden einer Werkstatt von 12,75 m Linge und 52 m
Breite soll asphaltiert werden. Wie teuer wird dieser Bodenbelag,
wenn 1 m2 mit 5,15 St berechnet wird?

9. Von einem Parallelogramm sind gegeben:
F = 326 mm?2; 86,5 cm?2; 9,75 dm?; 0,965 m2? und
hpy= 12dm; 15 mm; 0,35 m; 45,5 cm.

Wie gro8 sind die zugehorigen Seiten b?
112, Quadrat.
10. Von einem Quadrat ist gegeben:
a = 11,2 km; 122,5 m; 32,8 cm; 202 mm.
Es ist der zugehorige Flidcheninhalt zu berechnen.
11. Von einem Quadrat ist gegeben:
F = 182,25 km?; 331,24 m?; 84,64 dm?; 12,25 cm?2

Es sind die zugehorigen Seiten zu berechnen.
12. Von einem Quadrat ist gegeben:

e —=55m; 126 dm; 0,8 cm; 224 mm.
Es sind a und F zu berechnen.

13. Ein quadratischer Bauplatz wird fiir 35936,25 6 verkauft.
Wieviel kostet 1 m? wenn eine Seite des Platzes 18,5 m lang ist?

14. Es sind die Flicheninhalte der in Abb. 201 und 202 dar-
gestellten Querschnitte zu bestimmen.

15. Von einem Quadrat ist gegeben:

U=8m; 76 dm; 16,32 cm; 524 mm.
Wie groB sind die zugeh&rigen Flicheninhalte?
113. Rhombus.

16. Von einem Rhombus sind gegeben:
T*
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a = 7,4 m; 825dm; 135,2 cm; 1436 mm und
h, = 2,15 m; 18,75 dm; 75,5 cm; 722 mm.

Es sind die zugehérigen Flicheninhalte zu berechnen.

17. Von einem Rhombus sind gegeben:
F = 425 m?; 69,84 dm?; 208,32 cm?; 16,9604 m?,
h = 62,5 dm; 0,97 m; 124 mm; 43,6 cm.

I ¢ L

Abb. 201 u. 202.

Wie lang werden die zugehérigen Seiten?
18. Gegeben: F — 8260,68 km?, a — 94,3 km; h, = ?
19. Gegeben: e == 18 dm, f = 75 cm; F =?
20. Von einem Rhombus sind gegeben:
a = 7,75 m; 0,825 m; 0,035 m; 0,007 m.

Wie groB3 ist der zugehorige Umfang in cm?

114. Dreieck.

a) Errichtet man in den Punkten A und B
der Grundlinie ¢ des Dreiecks ABC (Abb. 203)
je eine Senkrechte und zieht durch die Ecke C
eine Parallele zu AB, so entsteht das Recht-
eck ABFE, welches durch die Héhe h, in
- % die beiden Teilrechtecke ADCE und DBFC
~—c - zerlegt wird. Diese Teilrechtecke werden

Abb. 203. durch die Seiten AC und BC wieder in je 2

kongruente Dreiecke zerlegt?). Demnach ist
ANADC =131 ]ADCE und

ABDC =1 IDBFC,
woraus ohne weiteres hervorgeht, daB das ganze
ANABC =1 ABFE ist.

1) Vgl. 8. 67, Ziffer 74.
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Der Inhalt des Rechtecks ABFE ist aber nach Seite 85, Glei-

chung 1) F—ab,
welche Gleichung mit den Bezeichnungen in Abb. 203 iibergeht in
F — ¢ h..

Da nun nach vorstehendem der Inhalt des Dreiecks' ABC gleich
dem halben Inhalte des Rechtecks ABFE ist, so folgt

Inhalt des Dreiecks: F=c—.2£, dh ....... . ... 20)

Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus
Grundlinie und Héhe,

b) Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man das Dreieck
als die Hilfte eines Parallelogramms auffafit.

Vervollstindigt man, wie in Abb. 204 —

C £
dargestellt, das Dreieck ABC zum Paral- \
lelogramm ABEC, so ist nach Seite 67, -

wi

Ziffer 74 sofort erwiesen, daf3 sein Flichen- \
inhalt gleich der Hilfte desjenigen des ,/ |
Parallelogramms ist, daf also mit den
Bezeichnungen in Abb. 204 auch hier der
Flacheninhalt des Dreiecks

F

G -

Abb. 204.

__c-he
2

Das ist aber auch zugleich der Inhalt des kongruenten
Dreiecks ECB.

Da die beiden Dreiecke A B C und ECB gleiche Grundlinien AB =CE
und dieselbe Hohe h. besitzen, so folgt unmittelbar:

Dreiecke mit gleichen Grundlinien und gleichen Héhen haben
gleichen Flicheninhalt?).

ist.

.*"i z \
; ) X

/
-— e »

Abb. 205.

Zeichnet man daher, wie in Abb. 205 dargestellt, {iber einer ge-
meinsamen Grundlinie a die Dreiecke ABD, ABE und ABF simtlich
mit der gleichen Hohe h,, so sind diese Dreiecke unter sich und mit
dem Grunddreieck ABC flidchengleich, d. h. es ist:

ANABC = N\ ABD = A\ ABE = /\ ABF.

1) Vgl. 8. 87, Ziffer 97: Parallelogramme.



102 Planimetrie.

Alle nur moéglichen Dreiecke iiber AB und zwischen AB und EF
sind flichengleich.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man gegebene Dreiecke in andere
mit anderen Winkeln und Sejten verwandeln! Was mull aber bei
dieser Verwandlung dasselbe bleiben?

Aus Gléichung 20) folgt fir Grundlinie und Héhe:

2-F
¢ I )
hc=2.F-------------22)
¢
Gleichung 20) findet man vielfach geschrieben, wie folgt:
. [ 'h(;_ 1 [ L hc
F = 5 — chc—--2 hc—z C
¢ ¢) Jedes Dreieck besitzt 3 Héhen, wie das
7N\ in Abb. 206 dargestellt ist.
3/ n Y Mit den Bezeichnungen dieser Abbildung
!/ i N erhidlt man drei Werte fiir den Inhalt
/' ] < jedes Dreiecks, die naturgemiB unter
N LTS, gich gleich sein miissen:
" ' 7 p_f8ha__b-hy_c-he

An den vorstehenden Gleichungen #&ndert sich nichts, wenn die
eine oder andere Hoéhe auBerhalb des Dreiecks, d. i. auf die Ver-
lingerung einer Seite fillt, wie das bei stumpfwinkligen Dreiecken
der Fall ist. Der Leser zeichne sich derartige Dreiecke!

115. Das rechtwinklige Dreieck. Im rechtwink-
ligen Dreieck stehen die Katheten senkrecht aufein-
ander; es kann also jede als Hohe des Drei-
ecks ABC (Abb. 207) angesehen werden. Damit be-
rechnet sich entsprechend Gleichung 20) der Inhalt zu:

Vs F_____b-c

,d h . . ... . . 23

Abb. 207. Der Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks ist gleich

dem halben Produkt seiner Katheten.

Fillt man in Abb, 207 von der Ecke A die Hohe h, auf die Hypo-
tenuse a, so ist der Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks ABC
auch:
a-ha

F=2

Setzt man die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen fiir
F einander gleich, so erhdlt man:
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a-ha_b-c folat:

A2 —-—2 , woraus folgt:
b-c

hg=—,dh . . . . . . . . 29
a

Die Hypotenusenhéhe ist gleich dem Produkt der Katheten,
dividiert durch die Hypotenuse.

116, Trapez. Zieht man in einem ). ¢ oC
Trapez ABCD (Abb. 208) eine Diago- / } \
nale AC, so zerlegt diese das Trapez . \
in zwei Dreiecke ABC und ACD, welche # \
die gleiche Hohe h besitzen. Der In- 2 { \
halt F des Trapezes setzt sich aus dem
Inhalte dieser beiden Dreiecke zusam- Abb. 208.
men, so daf sich ergibt:

[T\ABCD = AABC -+ A ACD oder

R

_a ‘h c-h . L
=3 -+ 5 Das ist aber?)
F=h- (% —+- g’), wofiir man schreiben kann?)
a-t¢

by dh . . . . . . 25)

Inhalt des Trapezes: F == 2

Der Inhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkt aus der
halben Summe der Grundlinien und der Héhe.

Aus Gleichung 25) folgt fir Hohe und Grundlinien:

2.F
= 6
h a-tc¢ 26)
a—zilF—c. Coe e e 27)
€ = —2—hF-L —_a. . . . . . . . 28
Entsprechend Ziffer 83b), Seite 72, ist aber
2 —;_ ® — m = der Mittellinie des Trapezes. Damit geht Gleichung 25)
iber in
Inhalt des Trapezes: F=m-h,dh . . . . . . . . 29

Der Inhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkt aus Mittel-
linie und Hohe.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra . 36, Ziffer 43A; a.
2) 2” » » ” 2 2% 2 » 53’ ” 53'
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Aus dem vorstehenden folgt unmittelbar:

Trapeze mit gleichen Mittellinien und gleichen Hohen haben
gleichen Flicheninhalt?).

Aus Abb. 154, Seite 72 ist ferner ersichtlich:

Ein Trapez ist gleich einem Parallelogramm, dessen
Grundlinie gleich der Mittellinie und dessen Héhe gleich
der Hohe des Trapezes ist.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man Trapeze in Parallelogramme
verwandeln. Wie man Parallelogramme in Dreiecke verwandelt, geht
aus frither Gesagtem hervor. Der Leser zeichne auf Grund der vor-
stehend angegebenen Sitze mehrere derartiger Verwandlungsaufgaben
durch ?)!

Beispiele.
117. Dreieck.
1. Die Grundlinie eines Dreiecks ist ¢ = 32,5 ecm, die Hohe
he= 24,6 cm. Wie grofl ist der Inhalt F?
Nach Gleichung 20) ist:
c'h, 32,5-24,6
2 2

2. An ein und demselben Dreieck wurden gemessen:

F —=

= 399,75 cm?.

a=—62 mm; b=46 mm; c=—58 mm und
ha:4131 EH] ;hb:55)4 » ;hc:43’9 »

Mit diesen MaBen berechnet sich der Inhalt zu
a-h, 62-41,1

F, — = — 2,

1 3 3 1274,1 mm
b-h, 46-554

F. — 5 — 5 = 12742 , .
c-h. 658-439

F; = 5 = 2 = 12731 ,, .

DaBl diese 3 Werte fir F nicht genau iibereinstimmen, liegt an
kleinen Fehlern beim AusmessenS3).

Der wirkliche Inhalt des Dreiecks wird nun durch das ‘arith-
metische Mittel?) zwischen den drei Werten fiir F gebildet. Dieses
ergibt
Fi+4Fo - Fs  1274,1 -}-1274,2 + 12731

3 3

3. Gegeben: F == 786,5 m2, h,— 32,5 m; a = ?

F= = 1273,8 mm?.

1) Der Leser entwerfe hierzu eine Figur #dhnlich den Abb. 184 und 205.
%) Vgl S. 87, Ziffer 97 und 8. 101, Ziffer 114.

3) Bei genauestem Messen miissen die Werte unbedingt iibereinstimmen!
4 Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 196, FuBnote 2).
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Entsprechend Gleichung 21) wird:
av2-F*_ 2-186,5
 ha 325
4. Die Seiten eines Dreiecks sind 6,5 cm, 9,25 ecm und 11,75 cm
lang. Wie groB ist der Umfang U?
Nach Gleichung 16) ist:
U=a-+b -+ c. In Zahlen:
U-=6,5 4 9,25 4 11,75 = 27,5 cm.
5. Von einem rechtwinkligen Dreieck kennt man die Katheten

b=572dm und ¢c= 42,56 dm. Wie groB ist der Flacheninhalt F?
Nach Gleichung 23) ist:

b-c  57,2-425

= 48,4 m.

_Dpc : 2 w3 s
F o =g 1215,5 dm?. ) ‘___\ :
6. Von einem rechteckigen Bleche sind die
Ecken so abgeschnitten, wie in Abb. 209 ange- S |
geben. Wie groB ist der Inhalt des zugeschnittenen h [
Bleches? - " 825 —=
375250
F = 8251000 — 2 =7 252 — 731250 mm?, ' /

oder Abb, 209.
F=17312,5 cm? = 0,731 m=.

7. In bezug auf Abb. 207 ist in einem rechtwinkligen Dreieck
a=35cm, b=28 cm und c¢=21 cm. Wie groB wird die Hy-
potenusenhdhe h,?

Nach Gleichung 24) ist:

b-c 2821
hy= ——=———

a 35

8. Wie groB8 wird der Inhalt des rechtwinkligen Drejecks in Bei-
spiel 7), wenn man denselben a) nach den Katheten, b) nach der
Hypotenusenhdhe berechnet?

= 16,8 cm.

b-c 28 .21 R
a) S -—2—‘ == 2 = 294 cm?2.
b) F= a;la = §5'216’8 = 294 cm?2

9. Die Kathete eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks ist
b = 1,725 m lang. Wie groB ist der Inhalt desselben?
Entsprechend Gleichung 23) wird:
b-b b2 1725° .
=y T T 3 = 1,488 m?2,
118, Trapez.
10. Gegeben: a = 29,5 cm, ¢c=17,5 cm, h=12,6 cm; F=1
(Abb. 208).
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Nach Gleichung 25) wird:
P20y 225 E1T5 o6 9061 em
2 2
11. Gegeben: a = 22,4 dm, ¢= 18,6 dm, F — 334,15 dm?; h =1
(Abb. 208).
Nach Gleichung 26) wird:
ST 2.F  2.33415
2N ¥ h=2 +ec 224186 16,3 dm.
2 12. Gegeben:
\ a=19m, h=13m, F=195m?, c="1?
\ Nach Gleichung 28) wird:
2.-F 2195
S C—T"—a;——"—lg“’—‘lgv——llm.
e i 13. Es ist der Flicheninhalt des in Abb. 210
dargestellten Z-Eisen-Querschnittes zu berechnen.
Abb. 210. Derselbe setzt sich zusammen aus den beiden

Abb. 211.

Trapezen I und dem Rechteck II. Mithin:

2 Trapeze [—=2- M—;HZ- 70 == 1820 mm?.
1 Rechteck IT = 10-200 = 2000 ,,

Inhalt des Querschnittes: F = 3820 mm?.

14. Welchen Flacheninhalt besitzt der Quer-
schnitt der in Abb. 211 dargestellten Futtermauer?
(Mafle in m!)

Der Querschnitt setzt sich zusammen aus dem
Trapez I und dem Rechteck II. Mithin:

Trapez 1= Eé—_;——lﬂ - 4,25 = 6,588 m®.
Rechteck II= 2,1.0,75 = 1,575 ,, .

Inhalt des Querschnittes: F — 8,163 m?.

15. Gegeben: a = 13 em, b=Tcecm, c=9 cm, d=8 em; U == 1?
Entsprechend Gleichung 17) wird Y):

U=a+b+c+d=13+7-+ 9 + 8 =37 cm.

119. Dreieck.

Aufgaben.

1. Gegeben: a = 16,75 m, h,—=84 m; F =1

Lésung: F = 70,35 m2.

1) Siehe auch Abb. 140,
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2. Gegeben: F = 108,12 cm?, h,= 20,4 cm; ¢ =2
Lésung: ¢=10,6 cm.

3. Der GrundriBl eines in eine Spitze auslaufenden Daches ist ein
Quadrat von 4,5 m Seitenlinge. Das Dach besteht demnach aus
4 Dreiecken, von denen jedes eine Hohe  von 3;2 m haben soll. Wie-
viel m? Dachpappe sind zur Eindeckung des Daches erforderlich, wenn
fiir Verschnitt, Uberdeckungen usw. 10% zugeschlagen werden?

Lo6sung: 31,68 m?
4. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben: a = 30 mm,
b=24 mm, ¢c=18 mm; h, =1
Losung: h,; = 14,4 mm.
120, Trapez.
5. Gegeben: a=—=42 cm, ¢c==26,5cm, h-=14,8cm; F =17 (Abb.208).
Loésung: F= 5069 cm®.
6. Gegeben: F—= 14 m?, a-=8m, c=6m; h =17
Losung: h=2m.
7. Zur Herstellung von 25 Blechbehiltern sind je 4 trapezfdrmige

Bleche erforderlich, deren Grundlinien 28 cm bzw. 42 cm lang sind
und deren Hohe = 75 cm ist. Wieviel m? Blech sind zu liefern?

Losung: F= 26,25 m2.

Ubungen.
121. Dreieck.
1. Von einem Dreieck sind gegeben:

a=20 cm; 12,5 dm; 27,2 m; 15,725 km und
ha:25,5 3 ; 9:75 2 ) 1874 57; 93125 9.

Wie groB sind die zugehorigen Inhalte?
2. Von einem Dreieck sind bekannt:

F =60 m?; 57,25 dm?; 3686,5 m?; 84,5625 km?,
a=15dm; 1,25 m; 50,5 m; 10,25 km.

Wie grof wird in jedem Dreieck die Hohe h,?
3. Wie groB ist der Umfang
a) eines Dreiecks, dessen Seiten 7,2 cm, 9,25 cm und 11,55 cm
lang sind?
b) eines gleichseitigen Dreiecks, dessen Seite 11,25 m lang ist?
¢) eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Schenkel 14,5 dm
und dessen Grundlinie 10,2 dm lang sind?
122. Trapez.
4. Von einem Trapez sind gegeben:

a = 25,58 dm; 2,24 m; 63,5 m; 125 mm.
c=17,42 76 , 46,2 ,, 82 -
h= 8,2 , 65 , 324 , 15 ,, .
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Wie grof sind die zugehorigen Flacheninhalte?

5. Von einem Trapez sind bekannt:
F = 95 dm?; 2020,275 m?; 668,3 cm?2
a=— 16 dm; 62,5 m; 44,8 cm.
c=18 , 48,2 ,, 372 ,.

Es sind die zugehorigen Héhen zu berechnen.

%50, O AN I ::. A |
’ ! o - A { ‘h-—~—-.._.______-.:‘.______._._—--—“"
| o ww i

| Fvop SV ] 8
1 | /:“—”‘|_|m\ |
| ey ] _ﬁ_ﬁﬁ“
sy | I 1 \\' / ) ] 1 ]n-_" h-‘_-:-____““
Abb. 212. Abb. 213 u. 214. Abb. 215.

6. Von den in Abb. 212 bis 215 dargestellten Querschnitten sind
die Flicheninhalte zu bestimmen.

123. UnregelmiiBige Vierecke. Der Inhalt eines unregelmiBigen
Vierecks ABCD (Abb. 216) wird gefunden, indem man dasselbe durch
eine Diagonale AC = e in zwei Drei-
ecke ABC und ACD zerlegt, von den

—-”’Irf]'l Ecken B und D dieser Dreiecke die

/ n, A \ Hohen h; und h, auf die gemeinsame

/ o &, | Grundlinie e fillt, den Inhalt der bei-
/ g | den Dreiecke nach Gleichung 20) be-
| . rechnet und addiert. Die so gebildete

Summe ist der Flacheninhalt des Vier-
Abb. 216. ecks ABCD.
Damit ergibt sich nach Abb. 216:

F= e-2h1 -+ e_-2hg’ wofiir man schreiben kann:
e
F=?-(h1 “he) . . 30)

Wiirde man in Abb. 216 die Diagonale BD ziehen, so miilte man
auf diese aus A und C die Hohen fillen und entsprechend verfahren.

124. UnregelmiiBige Vielecke. Der Inhalt einer jeden geradlinig
begrenzten, ebenen Figur wird gefunden, indem man dieselbe durch
gerade Linien nach Moglichkeit in Rechtecke, Parallelogramme,
Trapeze oder Dreiecke zerlegt und deren Inhalte addiert.

Allgemein zerlegt man unregelmifige Vielecke von nicht zu groBer
Seitenzahl durch Diagonalen von einer Ecke aus in Teildreiecke.
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Sind zur Ermittlung des Inhaltes eines Vielecks mehr Diagonalen
erforderlich, als man von einer Ecke aus ziechen kann, so wihlt man
weitere Diagonalen derart, daB sie sich nicht schneiden.

Ein unregelmiBiges Fiinfeck wiirde man z. B. zerlegen, wie in
Abb. 217 angegeben. Damit wird der Inhalt des

Fiinfecks ABCDE = NAED - AADC + AACB,
oder mit den Bezeichnungen der Figur:
e - h1 f. h2 f- ha

—_— -+ + L
F 2 5 ) 31)

N . 1l .‘

J"‘ = A ’ %’
Abb. 2117. Abb. 218.

Man kénnte auch eine Zerlegung desselben Fiinfecks vornehmen,
wie in Abb. 218 angegeben.
Durch diese Zerlegung wird der Inhalt des

Fiinfecks ABCDE = AT+ /" \II+ A I+ ALV,

Hierbei wire gegeniiber Abb. 217 eine Flache mehr zu be-
rechnen! Es wird daher diejenige Zerlegung die vorteilhafteste sein,
bei welcher am wenigsten Teilflichen zu berechnen sind.

Die folgenden Beispiele sollen einige Méglichkeiten zeigen.

Beispiele.
125. Vier- und Vielecke.
1. Fiir das Viereck in Abb. 216 sind gegeben: e =13 cm, h; =
8,4 cm und hy = 5,6 cm. Wie groB ist der Flicheninhalt F?
Nach Gleichung 30) wird:
13

F— o (b 4 bho) = - - (84 4 5,6) = 91 cm”.

2. DasViereckin Abb. 216 besitzt einenFlicheninhalt F==621,55dm?;
weiter ist e = 31 dm und h; = 20 dm. Wie grof3 wird die Hoéhe ho?
Aus Gleichung 30) folgt!):
2.-F 2.621,565
Be = —om — =gy
3, Fiir das Fiinfeck in Abb. 217 sind gegeben : € = 44 mm, h; = 7 mm,
f = 50 mm, h, = 20,4 mm und h; = 21,6 mm. F =1

— 20 = 20,1 dm.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 132, Ziffer 108 e u. f.
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F=,AAED-+ NADC+ A ACB.
44 -7 50-.20,4 +50 -21,6
2 2 2

i/ Mithin:
: 4 A’ /:F:154+510+540:1204mm2.
“'\—”'/“ ) 4. Es ist der Inhalt des in Abb.

219 dargestellten 7-Ecks zu berech-
Abb. 219. nen. MafBe in cm!
Der Einteilung entsprechend wird:

8-16

VAN = = 64 cm?
o= 11:1—‘?%39.36: 648
A 111:—2-0—2'a — 200 ,,
A IV:-%Z—O — 120 ,
M V:%ﬁ-m: 224
/M Ivzig—m-zz;: 288 ,,
AVII:% — 96 ,

Gesamtinhalt: F = 1640 cm?.

5. Die Seiten eines unregelmiBigen Fiinfecks sind 12,5 dm, 15,8 dm,
16,45 dm; 25,55 dm und 28,7 dm lang. Wie groB ist der Umfang U?
Entsprechend Gleichung 17) wird:

U=12,5 4 15,8 + 16,45 + 25,55 - 28,7 = 99 dm.

Aufgaben.
126. Vier- und Vielecke.
1. Von einem unregelmifigen Viereck sind gegeben: e — 24 m;
h; =175 m und he = 11,4 m. F =% (Abb. 216).

Losung: F = 346,8 m?2.

2. In dem Vermessungsplan eines fiinfeckigen Grundstiickes sind
die von einer Ecke aus eingetragenen Diagonalen 34,5 m und 29,6 m
lang. Die drei Dreieckshohen, von denen zwei auf der groBen, die
dritte auf der kleinen Diagonale senkrecht stehen, sind gleich und
jede 3,8 m lang. Welchen Flicheninhalt hat das Grundstiick?

Loésung: F = 187,342
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3. Es ist der Inhalt der in - 42 —
Abb. 220 dargestellten Fliche zu i
berechnen. MaBe in m!

Losung: F = 24,045 m?2.

ﬁbungen.
127. Vier- und Vielecke.
1. Von einem unregelmafBigen
Viereck nach Abb. 216 sind ge-
geben:

e=20575 m; 0,12m; 92 m; 6,04 dm.
h; =— 95,5 3 10,56 cm; 35 dm; 35,5 cm.
he = 75 5 52 mm; 4,8 m; 215 mm.
Die zugehorigen Flicheninhalte sind zu berechnen.
2. Die Diagonalen eines unregelmifiigen Vierecks stehen senkrecht
aufeinander. Die Eckpunkte des Vierecks sind vom Schnittpunkte der
Diagonalen der Reihe nach 18,25 cm, 25,4 cm, 32,75 cm und 41,8 cm

entfernt. Das Viereck ist zu zeichnen und der Fliacheninhalt zu be-
rechnen.

P .r

O e i L i
; . ; \ 73
/ MafGe:crm ! \ i 2 ST,
I + 5 N 2

2 e andll
e il i}

Abb. 223.

3. Von den in Abb. 221 bis 223 dargestellten Flichen ist der Inhalt
zu berechnen.
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128. Beliebig begrenzte, ebene Figuren. Der Inhalt jeder be-
liebig begrenzten ebenen Figur kann nur niherungsweise berechnet
werden.

Das einfachste Verfahren besteht darin, daf man die auf ihren
Flicheninhalt zu berechnende Figur auf sog. Millimeterpapier?)
aufzeichnet, die ganzen Quadrat-
millimeter abzihlt, die angebroche-
| 1 nen in Zehnteln schitzt und beide

| Summen addiert. (Abb. 224.)

In dieser Abbildung ist die Netz-
| teilung der Deutlichkeit wegen
grofer als 1 mm, und zwar = 5 mm
gewihlt, so daB ein Netzquadrat
einem Flidcheninhalte von 5-5 =
25 mm? entspricht. Zahlt man nun
die Quadrate aus, so erhélt man 43
ganze Quadrate und bei scharfer
Schatzung der durch Schraffur her-
vorgehobenen, angebrochenen Teil-
° quadrate im ganzen etwa deren 11,

Abb. 224. so daf} die ganze Figur = 43 4 11

= 54 Netzquadrate umfafit.

Wire die Teilung = 1 mm, so hitte die Fliche in Abb. 224 einen
Inhalt von 54 mm2; da aber hier ein Netzquadrat = 25 mm? ent-
spricht, so ist der wahre Inhalt der Fliche angenihert:

F=54-25=1350 mm?=

Dieses Verfahren der Inhaltsbestimmung kann naturgemiB keinen
Anspruch auf mathematische Genaunigkeit machen; es ist aber bei
sicherer Schitzung der Bruchteile praktisch geniigend genau, jedoch
umsténdlich und zeitraubend.

Man bedient sich in der Praxis besserer Verfahren, welche auf
rechnerischer Grundlage beruhen. Hierher gehéren die Fliachenberech-
nungen

1) nach der Trapezformel,
2) nach der Simpsonschen Regel.

129. Trapezformel.

1. Fall. Bei diesem Verfahren zerlegt man die auf ihren Inhalt zu
berechnende, ganz oder teilweise von krummen Linien begrenzte Flache
durch parallele Linien in eine beliebige Anzahl Streifen von gleicher
Breite. Jeden zwischen zwei dieser Parallelen liegenden Streifen be-
trachtet man ndherungsweise als ein Trapez. Diese Anniherung
wird um so vollkommener sein, je geringer der Abstand der Parallelen
angenommen wird.

Es sei zunéchst eine Fliche gewihlt, wie sie in Abb. 225 dargestellt
ist: unten von einer Geraden, seitlich von zwei auf dieser Senkrechten

1) Auch Koordinatenpapier genannt.
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und oben von einer beliebigen, krummen Linie begrenzt. Um den
Inhalt berechnen zu konnen, teile man die Grundlinie 1 in eine be-
liebige Anzahl, hier 8,
gleicher Teile von der
Breite b und errichte
in den Teilpunkten die
Senkrechten yo, ¥y,

Yz ..., welche unter 777 i

sich und zugleich den : J i

Senkrechten y, und 7 - |

ys Pajra-l'lel sind. 7/ a % lw ln 7 | 2 o 1
Die Senkrechten yo, 2 |3 | 5 |¥7 |

Y, Y2 ...Y¥s werden
allgemein als Ordina-
ten bezeichnet.
Alsdann kann man
jeden zwischen zwei

|
|
|
| |
b

|
|
!

¥ y ¥ y ¥

.

aufeinander folgende _ "~ )
Ordinaten liegenden '
Parallelstreifen als Tra- Abb. 225.

pez auffassen.
Der Inhalt der ganzen Fliche ist alsdann angenshert?):

Fzm.b+£ﬂa.b+%ﬁ.b+z&_§,¥:.b+

2 2
+$.b+ﬁ_—;&b+ y6-2FY7 b+ W;LYB b,

wofiir man schreiben kann?2):

b
Z?'(YO+Y1+Y1 Fye+yt+ys+ys +ya-tyot+y -+
b ~+ ys -+ ye -+ ys + y» + y7 -+ ys), oder
—2—'(}’0—{— 2Y1 -+ 2}72 -+ 2y3—%—2y4+2y5+2ys+2y7—l—y3).

Schreibt man noch 2 als gemeinschaftlichen Faktor heraus, so
geht die letzte Gleichung iiber in:

F=[yo 4 ¥o + 2- (v2 + ¥e + ¥a + v 55 - vo+ 7)1 82)

In Abb. 225 ist die Grundlinie 1 in 8 gleiche Teile geteilt, so dal
1

b=——

8
wird. Setzt man diesen Wert fiir b in Gleichung 32) ein, so nimmt
dieselbe folgende Form an?):

1) Vgl. 8. 103, Ziffer 116; Gleichung 25).

2) ,, W.u St, Arithm. u, Algebra S. 36, Ziffer 43 A; a.

3) Gleichung 33) auf Seite 114 gilt also nur fiir eine Teilung der Grundlinie
in 8 gleiche Teile. Mit Anderung der Anzahl der Teile &ndert sich auch der
Nenner des Faktors vor der Strichklammer!

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 8

F =
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1
F_—_-E..[yo ~+ys+2 - (y1+yet+ys+ya+ Vs +Ys+y2)]. 83)

Bei Anwendung dieser Gleichung ist zu beachten, daf
die Lange 1 der Flache durch das Doppelte der Anzahl der
gleichen Teile zu dividieren
ist, und daB simtliche Ordina-
ten, mit Ausnahme der ersten
und letzten, mit 2 zu multi-
plizieren sind.

2. Fall. Die Gleichungen 32)
und 33) behalten ihre Giiltigkeit
auch fiir den Fall, daB die auf
ihren Inhalt zu berechnende Fliache
die Form der Abb. 226 annimmt.

ke Dhe =10 b >4 = Diese Flache ist nur seitlich von zwei

e — & — = geraden, sonst von krummen Linien
Abb. 226 : sos s :

. - begrenzt. Die Grundlinie 1 ist hier,

um den EinfluB der An-
zahl der gleichen Teile
auf die Zusammensetzung
der Gleichung zu zeigen,
in 10 gleiche Teile geteilt.

Damit wird b =-l- und
10

) Gleichung 33) geht iiber
Abb. 227, in:
1
F=gslyo+yot2:(ityetys+-- ys + ¥o)l.

3. Fall. In Abb. 227
und 228 ist der Fall dar-
gestellt, in welchem an
der zu berechnenden
Fliche die erste wund
letzte Ordinate =
Null wird. AuBerdem ist

- 1
B ¥ B S B S B ) b =3 gewshlt. Damit
‘ ergibt sich alsdann:
Abb. 228,

1
F=15[0+0+42 (i +y2 + ys + ¥+ ys)) oder

1
F— T 2. (y1+ y2 + ys -+ ya + ys). Folglich:

1
F:.(;_.(y1+yg+y3—{—y4+y5) ............. 34)
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In diesem Falle ist also die Liénge 1 der zu messenden
Flache durch die einfache Anzahl der gleichen Teile zu
dividieren, und die so erhaltene Zahl mit der Summe der
in der Fliche liegenden Ordinaten zu multiplizieren.

130. Vereinfachte Trapezformel. Bei diesem Verfahren wird die
zu berechnende Fliche ebenfalls in eine beliebige Anzahl Parallel-
streifen von gleicher Breite zerlegt; man fiihrt jedoch in die Rechnung
picht die jeden Parallelstreifen begrenzenden Ordinaten, sondern die
Mittellinien?) der angenommenen Trapeze ein. Mit den Bezeich-
nungen in Abb. 229 wird alsdann der Flicheninhalt:

F———y1:b+}72'b+y3‘b—f—...y9'-b—l_—y1o-b, oder
F-——‘b‘(}ﬁ—f—yz+ya+Y4+---Y9+Y1o)-

Abb. 229.

In Abb. 229 ist b:% angenommen. Damit 1aBt sich die letzte

Gleichung auch schreiben:

F=%}-’(y1+yz+Ys+Y4+.--Y9+ym) ----- 35)

Behandelt man diesen Fall ganz allgemein, indem man nicht
eine bestimmte Anzahl gleicher Teile, sondern beliebig viele, etwa n
derselben annimmt, so heiBt die letzte Mittellinie yn und Gleichung 35)
geht iiber in:

F=%-@1+Y2+y3+Y4+---Yn)’

wofiir man auch schreiben kann:

Vi-+ye-bYoFyaF+ .0 36)

n

F=1.

Der Bruch > ty:tya bV ist aber nichts anderes als das
n

1) Vgl 8. 103, Ziffer 116; Gleichung 29).
8%
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arithmetische Mittel') aller StreifenhShen zwischen y;: und y,, also
die sog. mittlere Hdohe der ganzen Figur. Gleichung 36) 148t sich
demnach in Worte kleiden wie folgt:

Der Inhalt einer beliebig begrenzten ebenen Fliche ist gleich
dem Produkt aus derem Linge und mittleren Hohe.

131, Simpsonsche Regel.

Die Inhaltsbestimmung nach dieser Regel liefert noch genauere
Resultate als die nach den vorstehend in Ziffer 129 und 130 ange-
gebenen Verfahren. Bevorzugt wird die Anwendung der Simpson-
schen Regel bei der Ermittelung des Inhaltes sog. Diagramme,
welche zur Bestimmung der Arbeitsleistung von Maschinen, Motoren

usw. dienen.

-~ e

Abb. 230.

Man teilt hierbei die zu berechnende Flache in eine beliebige,
aber gerade Anzahl gleich breiter Streifen; bei Diagrammen im all-
gemeinen in 10. . Mit den Bezeichnungen in Abb. 230 ist alsdann
praktisch geniigend genau der Inhalt der zu berechnenden Fliche,
wenn die Anzahl der Streifen =——=n angenommen wird:

b
F [0 Yo+ 4 Ga - ys + o Fam) 20+ Fa )

1 .
Da nun b ZT ist, so geht die letzte Gleichung iiber in:

1 .
F=5—[¥o + Yo+ 4 (v - ¥s + ¥s - Fat) +
+2(yot+yat...¥)] .- ... 8D
In dieser Gleichung besteht der Ausdruck in der Strich-
klammer aus der Summe der ersten und letzten Ordinate, der
vierfachen Summe der Ordinaten mit ungeradem Zeiger? und

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 196, FufBinote.

2) Bei der zur Unterscheidung der einzelnen Ordinaten gewihlten Schreib-
weise: Yy, ¥1» V2 . .. bezeichnet man die den Buchstaben y rechts unten an-
gehingte Zahl o, ,, , ... als ,Zeiger« oder ,Index*.
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der doppelten Summe der Ordin@ten mit geradem Zeiger.
Der durch Addition dieser drei Summen erhaltene Zahlen-

1 . . . .
wert ist mit 3., multiplizieren. Hierbei solln eine gerade Zahl sein.

Lost man in Gleichung 37) die Bogenklammern auf und ordnet
die Ordinaten nach ihren Zeigern, so erhilt man:

1
F:ﬂ'(l'}’o—}—4'Y1+2'yZ+4'y3+2'}74+...
~+ 4+ yn—1-1-yn)

Nach dieser Gleichung 148t sich, unter der Annahme von n=10
gleichen Teilen, die leicht einzuprigende Abb. 231 entwerfen.

3}, y % ¥ 7
% | % | W% il e | B
! | i | i i
i .i lr maﬂf;p/r'lizx'erfl mir: ' [
| i | | ' g !
LA B R S B
7 2z | 2 | 2 | 2z | 7
i I | |
| SR L o
. ¥ y ¥ ¥ ¥ y y
Abb. 231.

Bezeichnet man die Summe

der ersten und letzten Ordinate mit S;,
der Ordinaten mit ungeradem Zeiger ,, So,
geradem - »  Ss,

” 2 2

so geht Gleichung 37) iiber in:
1
—_ (1484285 .. .......388
3-n
Fir n =10, wie bei Diagrammen {iblich, wird alsdann:

1

Fe o (a8 28 .o 89)
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Beispiele.

132. Beliebig begrenzte, ebene Flichen.

1. Die Grundlinie der in Abb. 225 dargestellten Fliche besitzt
eine Linge 1= 64 mm; das AusmaB der einzelnen Ordinaten ergibt
folgende Liangen:

Yo = 40 mm, y; =36 mm, ys—= 44 mm,
y1:37 » 3 Y4=37 9 s Y7=47 )
y2=35 » y5=40 [P ys=50 9

Wie grof3 ist der Flicheninhalt dieser Figur?

Derselbe berechnet sich nach Gleichung 38) zu:

1 -
F_—_—TE-[YO +vyvs 4+ 2(y1+y:+ ys + ya + y5 + yo + yo)l, d.i.

F=g%-[40 —+ 50 4 2-(37 435 4 36 + 37 4 40 - 44 - 47)].
Folglich:
F=14:[90 |+ 2-276]=4-642 = 2568 mm?.

2. Bei dem Aufmessen eines Grundstiickes mit nur zwei parallelen
Seiten, #hnlich Abb. 226, ergab sich die Linge der Grundlinie zu
1="72 m. Die zwischen den &ulleren Parallelen liegenden Ordinaten
besalen die nachstehend angegebenen Lingen:

yo=20,4m, ys=164m, yi0o=156m,

Y1 = 1736 »y Y6 = 15;2 s Y11 =— 16,0 ')
Y = 18,3 R Y7=19,0 FI) Y12:16,6 3 .
ys — 16,8 ny Y8 = 18,5 s
y4 - 1797 2 )’s - 16:9 3y 9

Wie grof ist der Flicheninhalt dieser Figur?

Der vorhandenen Anzahl von 12 Ordinaten entsprechend, muf
die Grundlinie in 12 gleiche Teile geteilt sein. Damit ergibt sich
der Flicheninhalt des Grundstiickes, unter Beriicksichtigung der auf
Seite 114, Ziffer. 129, Fall 2 abgeleiteten Gleichung, zu:

F=§lz-[Yo+yn+2-(y1+yz + ys -+ ye + ¥ +¥o +
—+ y7 -+ ys - ¥o 4 y1o + yu)], d. i
F= ;—i [20,4 + 16,6 +2-(17,6 4+ 18,3 4+ 16,8 4-17,7 -
-+ 16,4 4+ 15,2+ 19 4 18,5 -+ 16,9 -+ 15,6 - 16)].
Folglich:
F=3.[837 4+ 2-188]=3:413 = 1239 m®.

3. Es soll der Inhalt einer Fliche nach Abb. 227 bzw. 228 be-
stimmt werden, fiir welche gegeben sind:
1=12,6 cm, ys = 4,2 cm,
Y = 3:8 ” y4=3,4 ”
Yz = 4)6 ”» y5:3;2 ” .
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Nach Gleichung 34) erhilt man:

F:L'(y1+Y2+Y3+y4+y5)a di

F—-lgﬁ (3,8+4,6-4+42-434-432)=2,1:19,2=40,32cm?

4. Eine Flache nach Abb. 229 ist in 8 Streifen von gleicher Breite
b = 22,5 m eingeteilt. Die zugehérigen mittleren Ordinaten sind:

Vi=28m, ys=32m, y;=42m,
y2:30 [T y5:36n1 YS=41 .
)’3=31 L) y6=40”’

Wie groBl ist der Inhalt dieser Fliche?

Nach Gleichung 36) wird:

l-yl +yet+ys Y-ty + Yo +y7 -+ ¥s d
n b

28 4+ 30 4- 31 -+ 32 436 + 40 - 42 - 41 )
8

Mithin: ¥ = 22,5.8:35 = 6300 m?

5. Fiir ein Flichenstiick, #hnlich Abb. 226 bzw. 230, sind gegeben:

F:

F=225.8.

1 = 80 mm, ye = 28 mm, ys = 21 mm, ys = 30 mm,
Yo = 24 9 ys = 26 3 9 Y = 23 » s Yo = 29 ”
yr = 26 » Y = 24 » Yy = 27 P Y10 = 24 9 e

Wie groB ist der Flicheninhalt a) nach der Trapezformel, b) nach
der Simpsonschen Regel?

a) Mit der auf Seite 114, Ziffer 129, Fall 2 entwickelten Gleichung
erhilt man nach der Trapezformel:

1
F=oo Dotyo4-2-Gitye-tys+ - yoFy)) doi

F—29 1944 24 2.(26+ 28 + 26 + 24 + 21 +
20 + 23 + 27 + 30 - 29)].  Folglich:

F=4-[48 -} 2-234] = 4-516 = 2064 mm?2.
b) Mit Gleichung 37) erhdlt man nach der Simpsonschen Regel:

[Yo+Y1o+4 (Y1+Y3"|—y5+)’7—l—Y9)+
+2-(y2+ys+ys + ys)l, d

F— 2 .[94 4 24 4 4-(26 4 26 + 21 - 27 -+ 20) -
3-10 +2- (28+24+23+30)] Folgtich:
F = % 48 +4-129 2. 105]~~ 774 = 2064 mm?®.
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6. Es ist der Inhalt der in Abb. 232 dargestellten und durch
Schraffur besonders gekennzeichneten Diagrammfliche zu berechnen.
MafBstab = 2/s der natiirlichen GrofSie!

Abb. 232.

Im allgemeinen wendet man bei der Auswertung derartiger Dia-
gramme die Simpsonsche Regel an. Mit dieser ergibt sich nach
Gleichung 37):

1
F—‘“*“ Yo+ yio+4-n+ys+ - -+ yo)+
+2 e+ y2s+ - Fys)l, do i

100 s L 16 4. (54 59 — 41 + 27 - 18) -+
310 10 +2.(59 - 52 + 33 + 22)]. Folglich:
F— 130 [48 - 4.199 1+ 2.166] = -1—39 1176 = 3920 mm?.

ﬁbungen.

133. Beliebig begrenzte, ebene Fliichen.

1. Bei dem Ausmessen eines Grundstiickes, dhnlich Abb. 226,
ergaben sich folgende Mafle: 1 = 50 m; b = 10 m; die Ordinaten
waren der Reihe nach: 16; 18,5; 23; 24; 22; 19; 14,5; 12,5; 11,5;
15 m. Welchen Flacheninhalt besitzt das Grundstiick?

2. Eine andere Fliche,
ghnlich Abb. 229, zeigt
folgende Abmessungen:
1=54 cm; b— 4,5 cm;
die Ordinaten sind der
- : . 5> Reihe nach: 18; 20;
= e 19,5; 16,5; 13; 14; 12;
15; 19; 21; 24; 25;

Abb. 233. 23 em. Wie grof ist
der Flicheninhalt?

3. Es ist der Inhalt des in Abb. 233 dargestellten Kreisabschnittes
nach den eingetragenen MafBzahlen zu berechnen. MaBe: Zentimeter!
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4. Es sind die Flacheninhalte der in Abb. 234 u. 235 dargestellten
Diagramme nach den eingetragenen Mafzahlen zu bestimmen.

- m—— e —— - — - . - =

Malse Mi/ivmerer

- - - e 100 — el

Abb. 234

n=10g/e/che 7e//e

b=70 rrrrmr

L=100 »

O - —_——— — - —
Abb. 235.

134, Pythagoreischer Lehrsatz.

Dieser Lehrsatz, kurz ,,Pythagoras” genannt, bezieht sich nur auf
das rechtwinklige Dreieck.

In jedem rechtwinkligen Dreieck bestehen bestimmte Beziehungen
zwischen der Hypotenuse und den Katheten?).

1) Vgl. 8. 42, Ziffer 53 c.
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Zeichnet man ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten von 3 em
bzw. 4 em Linge, so kann man sich durch Messung iiberzeugen, daB
die Hypotenuse eine Lange — 5 cm erhilt. In Abb. 236 ist ein der-
artiges Dreieck dargestellt?).

Ferner bestehen in jedem recht-
winkligen Dreieck bestimmte Be-
zichungen zwischen dem Hypote-
nusenquadrat und den Katheten-
quadraten.

Konstruiert man iiber den Seiten
eines pythagoreischen Dreiecks ABC
(Abb. 237) Quadrate?) und zeichnet

, ; £ man in diese ein Netz von Quadrat-

#cm einheiten, jede = 1 cm? so findet
Abb. 236. man durch Auszihlen, daB die

Summe der in den Katheten-
quadraten enthaltenen Quadrateinheiten gleich ist der An-
zahl der in dem Hypotenusenquadrat enthaltenen Quadrat-
einheiten.

In Abb. 237 ist diese Netzteilung durchgefiihrt. Damit wird ohne
weiteres ersichtlich, dafB3 beziiglich der Flacheninhalte

[JACDE - []ABFG = [] BCHI

ist. Denn setzt man in dieser Gleichung an Stelle der durch Buch-
staben bezeichneten Quadrate deren Flicheninhalte in Quadrateinheiten,
8o erhalt man:

) Pythagoreische Dreiecke erhilt man durch Konstruktion nach folgen-
den Angaben:

Kathete: Kathete: = Hypotenuse:

g 1; lg Die Wahl der

7 24 MaSeinheit

9 40 41 sei dem Leser

11 60 61 iiberlassen!
usw.

Derartige Zahlen kann man sich auf folgende Weise bilden:
Bezeichnet man die Linge der einen Kathete mit a, so wird
1) wenn a eine gerade Zahl ist,

a 2
die andere Kathete = (—) —1,

2
2
die Hypotenuse = (—;—) +1.
2) wenn a eine ungerade Zahl ist,
2
die andere Kathete = — 5 1 y
2 “+ 1

die Hypotenuse == 2
%) Vgl. 8. 75, Aufgabe 1.
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9 cm? - 16 cm? = 25 cm? | B
oder: 25 cm?2 = 25 cm?2 J ........

wodurch die Richtigkeit des vorstehenden Satzes erwiesen ist. Ersetzt

man nun die Quadratzahlen 9, 16 und 25 durch ihre zweiten
Potenzen!), setzt man also

9 = 382, 16 = 4% und 25 = 52,

Abb. 237.

so erhilt die vorstehend aufgestellte Gleichung I) die Form
32 - 42 =5

Mit der Bezeichnung der Dreieckseiten durch die Buchstaben a, b
und ¢ in Abb. 237 geht die letzte Gleichung iiber in

b? 4 ¢* = a?,
1) Vgl. W. u St., Arithm. u. Algebra 8. 20, Ziffer 30.
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wofiir man allgemein schreibt:
a?==b*+ec% . ... ... ... 40)

Diese Gleichung entspricht dem Satze des

Pythagoras: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat
iiber der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate iiber den
Katheten.

Zieht man aus beiden Seiten der Gleichung 40) die Quadratwurzel,
so erhdlt man:

Vaf = Vb o,
Aus dieser Gleichung ergibt sich alsdann?) die GréBe der

Hypotenuse: a=VbicC%. . ... ... ...... 1)
Gibt man der Gleichung 40) die Formen?):
b2 = a%?-- ¢? und c2 = a2 — b2,
so erhdlt man aus diesen Gleichungen die Griéfie der

Kathete: b=Var—e2..............42)
ce=Vaz—b23) . ... ......... 43)

2

Anwendung des ,,Pythagoras®.
Beispiele.
135. Das rechtwinklige Dreieck.

1. Yon einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten b = 5 m
und ¢ = 12 m gegeben; zu berechnen ist die Hypotenuse a und der
Flacheninhalt F.

Nach Gleichung 41) erhilt man:

a ==Vb®+ ¢® = V52 + 122 = V25 -+ 144 — V169 — 13 m.%)
Der Flacheninhalt des Dreiecks ergibt sich aus Gleichung 23):

b °__ 5-12
i 2
F = 5 3 30 m2,

1 Vgl W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 80, Ziffer 77.
” 132 29 108g

3) ’” (2 I ) » 2 2 117 7] 101 FuBnote.

In bezug auf die Glexchungen 41 bis 43) sei hier wiederholt darauf hin-
gewiesen, dal aus der Gleichung

V a? = ]/b2 —+ c?
niemals a = b 4 ¢ folgen kann. Einzig und allein
der Wert: a=Vb24c? ist richtig.
) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 116, Ziffer 101. — Zur schnelleren

Erledigung derartlger Rechnungen empﬁehlt sich die Anwendung der ,,Tafeln
der Potenzen, Wurzeln usw.“ im Anhange des ITI Teiles dieses Buches.

) » L R ] L] 2 ”
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2. In bezug auf Abb. 237 sind gegeben: a = 25 cm, ¢ = 24 cm.
Gesucht ist b =% cm.
Aus Gleichung 42) folgt:

b = Va — ¢ = V252 — 242 = V625 — 576 — V49 — 7 cm.

3. Gegeben sind die Katheten a = 149 mm und b == 51 mm. Ge-
sucht werden die Hypotenuse und der Inhalt F.
Mit Gleichung 43) ergibt sich:
c = Va? — b® = V1492 — 51° = V22201 — 2601 = V'19600.
Folglich: ¢ = 140 mm.
__b-c  51:140 2
== Ty = 3570 mm?.
4. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind der Flicheninhalt F

= 630 m® und eine Kathete b = 28 m gegeben. Wie groll werden
die andere Kathete ¢ und die Hypotenuse a?

F

Aus Gleichung 23): F = 79 berechnet sich zunichst die zweite
Kathete zu _2.F_ 2:630 P
T Tp T 28~ VM

Mit diesem Werte fiir c¢ ergibt sich alsdann aus Gleichung 41) die
Hypotenuse:

a="Vb? + c® = V282 + 45> = V784 4 2025 — V2809 = 53 m.

c

136. Das gleichschenklige Dreieck.
Das gleichschenklige Dreieck ABC
in Abb. 238 wird durch die Hohe h,
in zwei kongruente, rechtwinklige
Dreiecke ADC und BDC zerlegt?).
Fiir jedes dieser Dreiecke 1aBt sich a
nach dem Pythagoras mit den Bezeich-
nungen in Abb. 238 die Gleichung

2 c 2 2
o= [g) +n
aufstellen, aus welcher fiir die Linge g . )
des Schenkels < = — v
e\? ) . : -
a ZV(?) 4D, ... 44) Abb. 238.

folgt. Vertauscht man in der vorletzten Gleichung die Seiten, so er-

2
halt man (;—) + he® = a® woraus sich

1) Vgl 8. 52, Ziffer 64.
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2
he2 = a? — (%) ergibt. Hieraus folgt fiir die

T a2
Héhe: he=— az_(_g_) 1.3

Entsprechend ergibt sich fiir die Grundlinie ¢ zunichst

2
(%) = a%?— h,? oder, was dasselbe ist?)

CT == a®— h.®. Hieraus folgt:
¢? = 4-(a’— h¢?) und weiter

¢ = V4-(@®—h?). Zieht man aus 4 die Quadrat-
wurzel, so erhilt man fiir die
Grundlinie: c=2.-Va®*—h’ ......... 46)

Beispiele.

5. Von einem gleichschenkligen Dreieck nach Abb. 238 sind die
Grundlinie ¢ = 36 mm und die Héhe h, = 50 mm gegeben. Zu be-
rechnen sind die Schenkellinge a und der Flacheninhalt F.

Aus Gleichung 44) folgt:

2 —]/( ) + b= V(%)ﬂ- 50t — /3242500

= V2824 == 53,14 mm. ?)

Fiir den Flacheninhalt ergibt sich entsprechend Gleichung 20):
b _ 3650
2 2
6. Gegeben: a — 54 cm, ¢ = 72 cm. Gesucht:

hi=1?%cm, F = ? cm®.
Mit Gleichung 45) erhilt man:

Vo= 5]~ Voo (B Vi~

40,25 cm ~ 403 mm.3?)
Der Flicheninhalt ergibt sich aus Gleichung 20):
e-he 72.403

F = 5 = g = 1450,8 cm? — 145080 mm®.

F = = 900 mm?.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 94, Ziffer 86.

?) Fiir die Praxis wiirde man dieses Ma8 auf 53 mm abrunden! Vgl. hierzu
die FuBnote 2 auf 8. 94. Die Resultate der folgenden Beispiele sollen ent-
sprechend behandelt werden.

%) Das Zeichen ,,~* bedeutet in diesem Falle: ,,rund oder abgerundet auf*.
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7. Gegeben: ¢ = 72 dm, F = 3600 dm®. Gesucht:
he = ?7dm, a = ?dm.

Aus der Gleichung fiir den Inhalt F = ¢ he folgt zunéchst:
2-F  2-3600
c 172
Mit diesem Werte fiir h, ergibt sich aus Gleichung 44):

a— V( ) + hy? #V(m) -}—1002*—]/11296-—

= 106,28 dm = 10,628 m.

137. Das rechtwinklig-gleichschenklige Dreieck.

Fiir dieses in Abb. 239 dar-
gestellte Dreieck finden zu-
nichst die in Ziffer 64, Seite 52
fiir das allgemeine gleichschenk-
lige Dreieck entwickelten Ge-
setze sinngeméfle Anwendung.
Der EKigenart dieses Dreiecks
entsprechend ist jedoch folgen-

des zu beachten:
Die Basiswinkel sind gleich
und ist jeder = 45°.7) N~ €
Das Dreieck ABC kann als - 4
die Hilfte eines Quadrates :
"ACBE angesehen werden, des-

sen Seiten gleich den Kathe- NP
ten a und dessen Diagonale £
gleich der Hypotenuse c¢ des Abb. 239,

Dreiecks ist.
Aus Abb. 239 ist alsdann ohne weiteres ersichtlich, daf

die Hohe des Dreiecks gleich der halben Hypotenuse
ist. Mithin

o ¢
Hohe: hc=.-2_. C

Weiter ergibt sich nach dem Pythagoras
¢ = a% :_3,2 = 2 -32, woraus folgt %):
2-a®=4a-V2 =a-1,4142. Mithin
Hypotenuse: ¢=14142:a. . . . .. .. ......,
Aus dieser Gleichung ergibt sich:

) Vgl 8. 54, Ziffer 67.
%), W.u St, Arithm. u. Algebra 8. 90, Ziffer 84b.
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c 1
& = T7ias — 1414 © oder auch
Kathete: a=0,70"-¢. . . ... . . 49)

Fiir den Inhalt des Dreiecks ABC erhdlt man entsprechend Glei-
chung 23), Seite 102
a-a . a

Inhalt: F == 50)

und entsprechend Gleichung 20) zunéchst

F = c_hc Nun ist h; = L. Folglich
2 2
¢ c c c?
M = — e 1
Inhalt: F 5 h, 33 ) 51)

Beispiel.

8. Fiir ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck nach Abb. 239
ist die Hypotenuse mit ¢ = 75 mm gegeben. Zu berechnen sind: h¢;
a und F.

Aus Gleichung 47) ergibt sich:

Mit Gleichung 49) erhilt man:
a = 0,7071-¢c = 0,7071-75 = 53,0325 ~ 53 mm.
Der Inhalt berechnet sich aus Glei-

chung 51) zu

c? 75% 5625
F_T_ Y 1406,25 mm?
und aus Gleichung 50) zu

2 2

F— ® __530325° 10622 mm®.

2 2

138. Das gleichseitige Dreieck.

Das in Abb. 240 dargestellte gleich-
geitige Dreieck ABC ist zugleich ein
gleichschenkliges Dreieck. Es finden

Abb. 240. also auch hier die in Ziffer 136 ent-

wickelten Gesetze sinngeméBe An-

wendung. Der Eigenart dieses Dreiecks entsprechend ist das Fol-
gende besonders zu beachten:

Die drei Winkel sind einander gleich und ist jeder = 60°.%)

1) Vgl 8. 54, Ziffer 66 und 67.
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Fiir die Berechnung der Hohe folgt aus dem Pythagoras zunichst:
2
a . :
at = (?) — h,® und hieraus weiter?)
2 2 4a®—a® 3a’
h® = 2—(1): 22 7% =22 4.
S YTy 4 I
312
h,2 — 3. i Mithin:.

2 2
ha, =V3% - Zieht man aus % und 3 die Quadratwurzel, so er-

hialt man:
h, = %- V3 = %- 1,7321 und damit die
Hohe: hy=0866-a. ............ 52)
Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar:
h, 1 o) g e
a = 0866 O,SW.ha und damit fir die
Seite: a=1155-h,. ............53

Fiir den Inhalt des Dreiecks erhalt man entsprechend Gleichung 20)
zunéchst

an"ha.

Setzt man in diese Gleichung den Wert fiir

h, aus Gleichung 52) ein, so ergibt sich der

- 0,866 -
& - 2 0433-a% . ... ... 54)

Diese Gleichung wird man zur Inhaltsberechnung benutzen, wenn
die Dreieckseite a gegeben ist.

Ist die Hohe h, gegeben, so bestimmt sich der Inhalt wie folgt:
Nach vorstehendem ist

F:a-ha.

Inhalt: F —

Setzt man in diese Gleichung den Wert fir

a aus Gleichung 53) ein, so wird der

1,155 -h,-h
Inhalt: F = '%: 0,5775-h,® . . .. .. 55)

Beispiele,

9. Fiir ein gleichseitiges Dreieck nach Abb. 240 ist die Seite a = 25 m
gegeben. Es sind die. Hohe h, und der Flicheninhalt zu berechnen.
Nach Gleichung 52) wird:

h, = 0,866 -a = 0,866 -25 = 21,65 m.

1) Vgl. W. u. St, Arithm. u. Algebra 8. 45, Ziffer 47.
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2, Aufl. 9
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Aus Gleichung 54) folgt fiir den Inhalt:
F = 0,433 -a% = 0,433-25% = 0,433 - 625 — 270,625 m?.
10. Gegeben: h, = 56 cm. Gesucht: a = ?em; F = tem®.
Mit Gleichung 53) ergibt sich:
a — 1,155-h, = 1,155-56 — 64,68 cm.
Aus Gleichung 55) folgt fiir den Inhalt:
F = 0,5775-h,® = 0,5775- 562 = 1811,04 cm®.
Wiirde man den vorstehend errechneten Wert von a — 64,68 cm
gur Inhaltsbestimmung nach Gleichung 54) benutzen, so erhielte man:
F = 0,433 -a% — 0,433 - 64,68% =—= 1811,46 cm®.
139. Rechteck. Quadrat. Rhombus.

Auch hier findet der Pythagoras zur

o Berechnung bestimmter Stiicke vorteilhafte

Anwendung, wie das in den folgenden Bei-
spielen gezeigt ist.

1(1 - -(
L Beispiele.

\‘,i 11. Von einem Rechteck sind die
Seiten a = 52 mm und b = 76 mm ge-
Abb. 241. geben. Zu berechnen ist die Diagonale e.
(Abb. 241.)
Nach dem Pythagoras wird zunéchst
e® = a% | b2,7 woraus folgt:
e —= Va®+ b? Mit den Zahlenwerten erhilt man alsdann:
e = V522 76 =V8480 = 92,1 mm.
12. Gegeben: b — 12,5 cm; e — 14,5 cm. Gesucht: a — ? cm.
Aus der vorstehend entwickelten Gleichung e® — a®-+ b® folgt:

a—= Ve®— b? = V14,52— 12,62 — V54 — 7,35 cm.

13. Von einem Quadrat ist die Seite a — 45 mm gegeben. Zu
berechnen ist die Diagonale e.
Fir das Quadrat wird in bezug auf Abb.241: b = a, womit die
Gleichung fiir e in Beispiel 11 iibergeht in
e—="Val+tal="V2.2 = a-V2 = 14142-a.))
Mit dem Zahlenwerte fiir a ergibt sich alsdann:
e = 1,4142-45 — 63,6 mm.

14. Von einem Rhombus sind die Diagonalen e = 78 mm und
f = 34 mm gegeben. Zu berechnen ist die Seite a. (Abb. 242.)

) Vgl. Ableitung der Gleichung 48) auf S. 127.
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‘Wie vorstehend auf Seite 70, Ziffer 78
nachgewiesen wurde, stehen die Diago-
nalen senkrecht aufeinander und halbieren
sich gegenseitig. Damit ergibt sich nach
dem Pythagoras zuniéchst

e\? [f)\*®
a2 = (~2—) -} (?) , woraus folgt:

Abb, 242,
e\® f\2
a=— V (?) -+ (‘2—) . Mit den Zahlenwerten erhilt man:

2 (aa\2 S
a— ]/(728) + (%f) — V1810 = 42,6 mm,

15. Gegeben: a=6,6 m; e = 5,2 m. Gesucht: f —?m.
Aus der in Beispiel 14 entwickelten Gleichung

2 2
aZ — <%) -+ (~2~) folgt:
% - ]/a2 — (%) = V6,62 — (‘22) = V36,80 = 6,07 m.

Mithin: f=2- é = 26,07 =12,14 m.

140. Heronsche Formel.

Diese Formel bietet die Moglichkeit den Inhalt eines jeden Drei-
ecks aus dessen Seiten zu berechnen.

Bezeichnet man die Seiten eines Dreiecks mit a, b und ¢, so ist
dessen Flicheninhalt nach dieser Formel:

F =%— -V(a-+b-+e) - (a+b—c) - (a—b--c) - (—a+b-+c) . 56)

Vielfach findet man die Heronsche Formel auch in folgender
Schreibweise :

F=Vs-(s—a)-(s—b)-(s—e)........ 57)

in welcher Gleichung alsdann s gleich dem halben Umfange des
Dreiecks, also

5 =— %ﬁ ist ).

Beispiel.

16. Von einem Dreieck sind die Seiten mit a = 53 mm, b = 65 mm
und ¢ =172 mm gegeben. Zu berechnen ist der Flicheninhalt.

1) Vel 8. 90, Ziffer 101; Gleichung 16.
g
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Nach Gleichung 56) erhédlt man:
F=— VaFb+d @Frb—o-@—bFd (—atb+o.

F.—_—i_.]/(53+65+72) (33 +65—1T2) - (53 — 65 +12) - (— 53 + 65 + 72).
1 N,

F:%— V19046 -60 -84 = V44049600, d. i

F— % . 6637 =~ 1659 mm?.

Nach Gleichung 57) erhilt man mit Riicksicht darauf, dal
a--b—+4+c 53-+65-+ 72
2 2
F—=7Vs-(s—a)-(8—bh)-(s — c) den Zahlenwert:
F-—=1V95-(95 — 53)-(95 — 65)- (95 — 72). Mithin:
F=1V95-42-30-23=1V2753 100 = 1659 mm>.

Die Gleichungen fiir den Flicheninhalt gleichseitiger und gleich-
schenkliger Dreiecke sind aus Gleichung 56) leicht abzuleiten. Der
Leser stelle diese Gleichungen auf!

= 95 ist, aus

Ubungen.

1. Fir ein rechtwinkliges Dreieck mit den Bezeichnungen nach
Abb. 237 sind gegeben:

1. b=140 cm; c =42 cm; gesucht: a=1%cm; F=1%cm?2
2. a=97 dm; ¢ =51 dm; » b=1%dm; F =19 dm?2
3. a="73 m; b =48 m; . c=?m; F=7%?m2
4. 3 =538 mm; b = 36,2 mm; ’ ¢c=?mm; F — ?mm?2
5, b=84 mm; F — 1932 mm? . a=—?mm; ¢c=—1?%? mm.
6. ¢ =64 cm; F = 688 cm?; ' a="%cm; b=—7%cm.

2. Eine Leiter von 10,5 m Linge ist derart gegen ein Gebiude
gelehnt, dafl das untere Ende derselben 2,9 m von der Wand absteht.
In welcher HShe iiber dem Erdboden beriihrt das obere Leiterende
die Wand?

3. Ein senkrecht stehender Mast wird durch 4 Drahtseile gehalten,
welche denselben in einer Héhe von 12 m iiber Erdboden fassen und
an der Erdoberfliche in einem Abstande = 7,2 m vom Maste befestigt
sind. Wieviel Meter Drahtseil sind erforderlich, wenn fiir die Befesti-
gung der Enden je 0,95 m Seil gebraucht werden?

4. Fiir ein gleichschenkliges Dreieck nach Abb. 238 sind gegeben:

1. a=175 mm; ¢ =124 mm; gesucht: h,=?mm; F—=1? mm?2
2. a=41,8 cm; h; = 33,3 cm; ’ ¢c="1%cm; = ? cm?
3.¢c=1726m; h,=934m; ” a—"m; = ? m?2
4, ¢ =64 dm; F = 2400 dm?; » a="?dm; h, = ? dm.



Flicheninhalt geradlinig begrenzter, ebener Figuren. 133

5. Fiir- die in Abb. 243 dargestellte zweireihige Zickzacknietung
ist aus den eingeschriebenen Maflen der Diagonalabstand a der Niete
zu berechnen.

6. Fiir ein rechtwinklig - gleichschenk-
liges Dreieck nach Abb. 239 ist die Hypo-
tenuse ¢ = 6,25 m gegeben. Wie groB
werden hg, a und F? A @ :

7. Von einem rechtwinklig-gleich- - ]
schenkligen Dreieck nach Abb. 239 ist der 68 @
Flicheninhalt mif 2540 mm?2 gegeben. | P,
Wie groB werden a, ¢ und h¢? :

8. Von einem gleichseitigen Dreieck B *
ist die Seite mit 65 mm Linge gegeben. 4
(Abb. 240.) Wie gro werden die Héhe
und der Flicheninhalt? &

9. Ein gleichseitiges Dreieck hat einen
Umfang von 165 cm. Wie grofl werden D
die Seite, die Héhe und der Flichen-
inhalt?

10. Der Hicheninhalt eines gleich-
seitigen Dreiecks ist ¥ =— 650 dm? Wie Abb. 243,
grof3 werden Grundlinie und Hohe dieses
Dreiecks?

11. Fir ein Rechteck nach Abb. 241 sind gegeben:

1. a=—82mm; b= 105mm; gesucht: e =?mm; F =—?mm?®
2. a = 26 cm; e— 72 cm,; » b=27%cm; ¥ =17 cm?2
3. a = 3,7 m; F—= 28,2 m? » b=17%m; e=—"m.

12. Wie grofl wird die Diagonale eines Quadrates, dessen Seiten-
linge = 575 mm ist?

13. Wie groB ist die Seite und der Flicheninhalt eines Quadrates,
dessen Ecken auf einem Kreise von 50 mm Durchmesser liegen?

14. Aus Baumstimmen sollen Bauhflzer mit quadratischem Quer-
schnitte von 16 em Seitenlinge geschnitten werden. Welchen kleinsten
Durchmesser miissen die Stdmme haben?

15. Die Diagonalen eines Rhombus sind 60 mm und 32 mm lang.
Wie gro werden die Seite und der Flicheninhalt?

16. Die groie Grundlinie eines gleichschenkligen Trapezes ist 76 mm,
die Héhe 100 mm lang; die Basiswinkel betragen je 45° Es sind die
kleine Grundlinie, die Schenkel und der Inhalt zu berechnen.

17. Ein Kanal ist 3 m tief, oben 10 m und unten 7 m breit.
Wie groB ist die schrige Kanalseite und der Inhalt des Kanalquer-
schnittes. Skizze!

18. Welchen Flicheninhalt besitzt ein Dreieck, dessen Seiten 85 mm,
190 mm und 245 mm lang sind?

19. Wie groB ist der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks,
dessen Seitenlinge 84 m betrigt? Heronsche Formel!
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20. In Abb. 244 ist die Skizze eines einfachen Polonceau-Binders
dargestellt. Es sollen nach den eingetragenen Mafzahlen die Langen
der Linien AD wund BE, CD und CE, DE, CH und CI be-

rechnet werden.

VIII. Der Kreis.

A. Allgemeines und Bezeichnungen.

141. Halbmesser. Durchmesser. Umfang. Bogen. Bereits auf
Seite 11, Ziffer 26 und Seite 31, Ziffer 42 ist das bis hierher iiber den
Kreis Wissenswerte gesagt worden. Nach den dort abgegebenen Er-
klarungen ist der Kreis eine
Linie, deren samtliche
Punkte von einem festen
Punkte, dem Mittelpunkte,
gleichen Abstand besitzen.
Eine derartige Linie heift
Kreisglinie, Kreisumfang
oder Peripherie. Die von
einer Kreislinie eingeschlosgene
ebene Fliche heiBt Kreis-
ebene oder Kreisfliche.

Jede in der Kreisebene
liegende gerade Verbindungs-
linie des Mittelpunktes mit
irgendeinem Punkte der Kreis-
linie nennt man Halbmesser

Abb. 245. oder Radius. Halbmesser M A,
Abb. 245.

Fallen zwei Halbmesser in eine Gerade zusammen, so bilden sie
einen Durchmesser. Durchmesser BC, Abb. 245.

An vorbezeichneter Stelle ist nachgewiesen, daB die Halbmesser
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eines Kreises gleich sind; folglich miissen auch die Durchmesser,
als das-Doppelte der Halbmesser, gleich sein.

Bezeichnet man den Halbmesser MA mit r und den Durchmesser
BC mit d, so wird nach Abb. 245

Durchmesser: BC = 2. Halbmesser MA, oder

d=2.r ...........58)
Folglich Halbmesser: r=% S I3

Jeder Teil einer Kreislinie wird Bogen genannt. Bogen DE,
Abb. 245.

142. Sehne. Sekante. Tangente. Eine Gerade, welche zwei be-
liebige Punkte der Kreislinie verbindet, heilt Sehne. Die Sehne
liegt mit allen Punkten inperhalb der Kreislinie und schneidet von
dieser den ,zugehorigen“ Bogen ab. Sehne DE mit zugehorigem
Bogen DE, Abb 245.

Eine Gerade, welche mit ihren Punkten zum Teil innerhalb, zum
Teil auBerhalb der Kreislinie liegt, nennt man Schneidende oder
Sekante. Die Gerade FG in Abb. 245 hat mit dem Kreise zwei
Punkte H und J gemeinsam; man sagt, sie schieidet den Kreis
in diesen Punkten. Das in den Kreis fallende Stiick HJ der Schnei-
denden wird zur Sehne.

Eine Gerade, welche mit einer Kreislinie nur einen Punkt ge-
meinsam hat, bezeichnet man als Berithrungslinie oder Tangente.
Der gemeinsame Punkt heift Beriihrungspunkt. Tangente KL im
Beriihrungspunkte T, Abb. 245.

143. Parallelverschiebung
einer Sekante. Bringt man eine
Sekante AB durch Parallel-

verschiebung in die Lagen?) ;

A1By, AeB; - - AsBs, e 4 | .
g0 ist aus Abb. 246 ersichtlich, ki [
daB die Sehne DE um so grofler = | - ) ‘j'
wird, je mehr sich die Sekante —\“\ T—9
dem Mittelpunkte des Kreises * LY
nidhert. Die Sehne wird am \r .
groBten, wenn sie durch den . =

Mittelpunkt geht; in diesem
Falle wird sie zum Durch-
messer.

Jeder Durchmesser ist also zugleich gr&fte Sehne im
Kreise.

Entfernt sich die Sekante AB mehr und mehr in paralleler Rich-
tung vom Mittelpunkte, so wird die Sehne kleiner und kleiner. Die

Abb. 246.

1 Vgl 8. 10, Ziffer 24; Abb. 35.
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Sekante kommt schliefllich in eine Lage, in welcher sie mit dem
Kreise nur noch einen Punkt T gemeinsam hat; in diesem Falle
wird sie zur Tangente im Beriithrungspunkte T.

Entfernt sich die Sekante noch weiter vom Mittelpunkte, so kommt
sie giénzlich auBerhalb des Kreises zu liegen, hat also mit diesem
keinen Punkt mehr gemeinsam.

Aus dem Vorstehenden folgt: Eine gerade Linie hat mit einem
Kreise gemeinsam

1. zwei Punkte, wenn ihre Entfernung vom Mittelpunkte kleiner

als der Halbmesser ist;

2. einen Punkt, wenn ihre Entfernung vom Mittelpunkte gleich

dem Halbmesser ist;

3. keinen Punkt, wenn ihre Entfernung vom Mittelpunkte griBer

als der Halbmesser ist.

144. Kreisabschnitt. Kreis-
ausschnitt. Halbkreis. Durch
eine Sehne AB wird, wie aus
Abb. 247 ersichtlich ist, eine Kreis-
linie in zwei Bogen: ACB und
AFGB, ecine Kreisfliche in zwei
Kreisabschnitte oder Seg-
mente: ACB und AFGB zerlegt.

Ein Kreisabschnitt ist dem-
nach derjenige Teil einer Kreis-
fliche, welcher von einer Sehne
und dem zugehodrigen Bogen be-
grenzt wird.

Durch zwei Halbmesser MF und
MG wird die Kreisfliche in zwei
Kreisausschnitte oder Sekto-
ren: FMG und FCGMF zerlegt.

Ein Kreisausschnitt ist demnach derjenige Teil einer Kreis-
fliche, welcher von zwei Halbmessern und dem zwischen diesen lie-

genden Bogen begrenzt wird.
g Ein Durchmesser DE zerlegt sowohl die
“. Kreislinie als auch die Kreisfliche in zwei
\  genau gleiche Hilften: DCE und DGE, welche
allgemein als Halbkreise bezeichnet werden.
145. Winkel. Jeder Winkel, dessen Schen-

Abb. 247.

i < kel Halbmesser eines Kreises sind, dessen
A% g / Scheitel also im Mittelpunkte liegt, heilt
\ i Mittelpunkts- oder Zentriwinkel. Win-

kel AMB = «, Abb. 248. Die Gerade AB

' ist die zum Zentriwinkel ¢ gehérende Sehne,

Abb. 248. das Stiick AB der Peripherie der zuge-
hérige Bogen.

Jeder Winkel, dessen Schenkel Sehnen eines Kreises sind, dessen

Scheitel also auf der Peripherie liegt, heilt Peripherie- oder
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Umfangswinkel. Winkel CDE = , Abb. 249. Die Gerade CE
ist die zum Peripheriewinkel g gehérende Sehne, das Stiick CE der
Peripherie der zugehdrige Bogen.

Zentri- und Peripheriewinkel stehen
auf oder iiber den Bogen, welche ihre
Schenkel auf der Kreislinie abschneiden.

146. Halbkreis. Viertelkreis. Sechstel-
kreis. Man bezeichnet einen Kreisausschnitt als
Halbkreis, wenn der zugehdrige Mittel-
punktswinkel = 2R = 180°,
Viertelkreis oder Quadrant, wenn der
zugehorige Mittelpunktswinkel =R = 90°,
Sechstelkreis oder Sextant, wenn der
zugehérige Mittelpunktswinkel = 2R = Abb. 249.
60° ist.

147. Kongruente Kreise. Legt man zwei Kreise mit gleichen
Halbmessern so aufeinander, daB sich die Mittelpunkte decken, so
miissen sich auch die Kreisumfinge decken, da nach der Erklirung
iiber die Entstehung des Kreises deren simtliche Punkte von den
Mittelpunkten gleich weit entfernt sind.

Derselbe Fall tritt ein, wenn man zwei Kreise mit gleichen Durch-
messern in derselben Weise aufeinanderlegt. Hieraus folgt:

Kreise und Halbkreise mit gleichen Halbmessern oder
Durchmessern sind kongruent?)

B. Gegenseitige Lage zweier Kreise.

148. Konzentrische und exzentrische Kreise. Zentrale. Je nach
der Lage der Mittelpunkte und je nach der GroBe der Halbmesser
unterscheidet man konzentrische und exzentrische Kreise.

Abb. 250. Abb. 251.

Kreise mit verschiedenen Halbmessern, deren Mittelpunkte zusammen-
fallen, heilen konzentrische Kreise. (Abb. 250.)

Kreise mit verschiedenen Halbmessern, deren Mittelpunkte nicht
zusammenfallen, heien exzentrische Kreise. (Abb. 251.)

1) Vgl. 8. 47, Ziffer 58.
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Den Ausdruck ,exzentrisch“ wendet man allgemein fiir den
Fall an, daB, wie in Abb. 251, der groBere Kreis den kleineren voll-
kommen- umschlieB3t.

Die von zwei konzentrischen bzw. exzentrischen Kreisen ein-
geschlossene ebene Flache nennt man Kreisring. Die Kreisringe
gind in Abb. 250 und 251 durch einfache Schraffur gekennzeichnet.

Das von zwei Halbmessern MA und MD bzw. M;A; und M, D, aus
einem Kreisringe herausgeschnittene Stiick neont man Kreisring-
stiick. Die Kreisringstiicke ABCDA und A;B;CiD:A; sind durch
doppelte Schraffur hervorgehoben.

Die gerade Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier beliebig zu-
einander liegender Kreise heilt Zentrale oder Mittelpunktslinie.
Zentrale MM; in Abb. 251.

Bei exzentrischen Kreisen wird die Entfernung MM, der Mittel-
punkte ,Exzentrizitit“ genannt.

149. Parallelverschiebung. Geht man von zwei konzentrischen
Kreisen aus und verschiebt man den kleineren gegen den gréBeren in
stets gleichbleibender Richtung, so konnen die Kreise die in Abb. 252
bis 257 dargestellten Lagen einnehmen.

a) Abb. 252 zeigt zwei konzentrische Kreise mit den Halbmessern
R und r. Die Mittelpunkte M und M, fallen zusammen, die Zen-
trale Z wird gleich Null:

Z=0.

Abb. 252. Abb. 253. Abb. 254,
b) Verschiebt man den kleineren Kreis in wagerechter Richtung
nach rechts derart, daB er noch innerhalb der Fliche des griBeren
bleibt, so nehmen die Kreise eine zueinander exzentrische Lage ein.

(Abb. 253.) Es entsteht die Zentrale Z — MM, deren Liange kleiner
als die Differenz der Halbmesser ist:

Z LR —r.

¢) Bei weiterer Verschiebung nach rechts kommen die Kreise in die
Lage Abb. 254, in welcher sich die Kreislinien von innen beriihren.
In dieser Lage haben die Kreise einen Punkt, den Berithrungs-
punkt T, gemeinsam. Eine Tangente AB in diesem Punkte an den
einen der beiden Kreise ist zugleich Tangente an den anderen; AB
ist in diesem Falle gemeinsame Tangente.
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Der Berithrungspunkt T beider Kreise mit der Tangente fillt mit
dem Schnittpunkte der iiber My verlingerten Zentralen und der Kreis-
linien zusammen; die Tangente steht senkrecht auf der verlingerten
Zentralen.

Die Zentrale ist gleich der Differenz der Halbmesser:

Z=R-—r

d) In Abb. 255 sind die beiden J—

Kreise durch weitere Rechtsverschie- ;
bung zum Schnitt in den Punkten A  / X
und B gebracht. In dieser Lage haben AR
sie das schraffierte Fliachenstiick ge-

meinsam, welches Kreiszweieck ge- D bzt
nannt wird. Die gerade Verbindungs- \/
linie der Schnittpunkte A und B ist B~
Sehne in beiden Kreisen; sie wird Heee o
gemeinsame Sehne oder Schnitt- Abb. 255.
sehne genannt. Da

MA = MB und M A=MB
als Halbmesser in den zugehorigen Kreisen sind, so sind
die Dreiecke AMB und AM:B gleichschenklig.

Nach Seite 53, Ziffer 65 ist alsdann die Zentrale MM, Verbin-
dungslinie der Spitzen zweier gleichschenkliger Dreiecke mit gemein-
samer Grundlinie, und als solche zugleich Winkelhalbierende,
Seitenhalbierende und Hoéhe. Hieraus folgt:

1. =¥ AMC = 4 BMC.
=3 AM;C = 4 BM; C.

2. AC = BC.
3. MM; | ABY, d. h.

Die Zentrale zweier sich schneidender Kreise halbiert
die gemeinsame Sehne und steht senkrecht auf dieser.

Die. Linge der Zentralen ist kleiner als die Summe und groBer als
die Differenz der Halbmesser:

Z _~ZR~r und
ZZ7R—r.

) Verschiebt man den kleinen Kreis weiter nach rechts, so wird die
_Entfernung der Punkte A und B auf der Sehne AB immer kleiner
und kleiner, die Sehne selbst bleibt jedoch senkrecht auf der Zen-
tralen und wird in jeder Lage von dieser halbiert. Wird der Abstand
der Punkte A und B gleich Null, so haben die Kreise die in Abb. 256
dargestellte Lage eingenommen; sie beriihren sich von auflen im
Punkte T.

1 Vgl. S, 11, Ziffer 27.
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Die gemeinsame Sehne ist zur gemeinsamen Tangente
geworden, welche im Punkte T senkrecht auf der Zentralen steht.
— p Hieraus folgt in Verbindung
e P mit Abb. 254:
A TN Der Beriihrungspunkt
. \ zweier Kreise liegt stets
£ 17 % r .| auf der Zentralen oder deren
Z-h - | Verlingerung.
\. / Die Lange der Zentralen ist
; i nach Abb. 256 gleich der Summe
S g der Halbmesser:

Abb. 256. Z=R-+r

~

o f) In Abb. 257 ist der kleine
Kreis so weit nach rechts ver-
schoben, dall beide Kreise
ganzlich auseinander liegen
| und keinen Punkt bzw. keine
/' Linie mehr gemeinsam haben.
In dieser Lage ist die Lange
der Zentralen groBer als die
Summe der Halbmesser:

Abb. 257. ZZ7R+4r.

C. Geraden im und am Kreise.

150. Sehne. Verbindet man die Endpunkte A und B einer Sehne
mit dem Mittelpunkte M, so entsteht nach Abb. 258 ein gleichschenk-
liges Dreieck AMB, in welchem die Senkrechte MC aus dem Mittel-
punkte auf die Sehne zur Hohe wird.

Fiir dieses in einem Kreise liegende, gleich-

/"' S schenklige Dreieck gelten simtliche auf Seite 52,

/ ¢ Ziffer 64 allgemein fir das gleichschenklige

Dreieck entwickelten Gesetze in sinngemifBer
Anwendung. Hervorzuheben sind:

Die vom Mittelpunkte eines Kreises
auf eine Sehne gefillte Senkrechte hal-
biert .die Sehne und den zugehdrigen

X . Zentriwinkel.
:' Die Halbierende?l) eines Zentriwin-
Abb. 259, kels halbiert die zugehdrige Sehne und
steht senkrecht auf derselben.

Die Verbindungslinie des Kreismittelpunktes mit der
Mitte einer Sehne steht senkrecht auf dieser.

) Vgl hierzu S. 14, Ziffer 30.
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Die Mittelsenkrechte?) einer Sehne geht durch den Mittel-
punkt des Kreises und halbiert den zugehérigen Zentri-
winkel.

Es liegt demnach der Mittelpunkt eines Kreises stets auf der
Mittelsenkrechten einer Sehne. Sind also zwei Sehnen eines Kreises
gegeben, so ist der Mittelpunkt desselben bestimmt:

Die Mittelsenkrechten auf den
Sehnen schneiden sich im Mittel- ._
punkte des Kreises?). N

151. Gleiche Sehmnen. Fillt man auf
zwei gleiche Sehnen AB und CD in Abb.
259 aus dem Kreismittelpunkte die zu- 4 \ o}
gehorigen Senkrechten ME und MF, so \ /
bilden diese die Abstinde3) dieser Sehnen £ /
vom Mittelpunkte. \ pr 4
Zieht man weiter die Geraden MB g ¢
und MC, so ist: Abb. 259.
EB = FC als halbe Sehne,
MB = MC als Halbmesser und
ZIMEB = JMFC =R = 90°.
Mithin: ANMEB =~ AMFC.4 Hieraus folgt:
ME —=MF. In Worten:
Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleichen Abstand vom
Mittelpunkte.

Sehnen, welche vom Mittelpunkte eines Kreises gleichen
Abstand haben, sind gleich.

152. Ungleiche Sehnen. In Abb. 260 sind

zwei ungleiche Sehnen in den Kreis einge- N2
zeichnet derart, daB e I
Sehne AB > Sehne CD \ <4 y
.
ersichtlich:

Ungleiche Sehnen eines Kreises
haben ungleichen Abstand vom Mittel- e
punkte, und zwar liegt die griBere Abb. 260,
Sehne demselben niher als die kleinere: T
ME < MF und MF > ME.

Wird ME = Null, so geht die Sehne AB durch den Mittelpunkt
und wird damit zum Durchmesser.

ist. Aus dieser Darstellung ist ohne weiteres | 1

1) Vgl. hierzu 8. 57, Aufgabe 4.

%) Die Sehnen diirfen nicht parallel sein! Warum? Welcher Winkel ist
der fir diesen Zweck vorteilhafteste?

%) Vgl. 8. 30, Ziffer 40; Abb. 65.

Y, 8l , 62c
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153. Tangente. Verbindet man den Berihrungspunkt T ejner
Tangente mit dem Mittelpunkte des Kreises (Abb. 261) und zieht
man auBerdem noch die Geraden MB;, MB:, MB; . .. nach beliebigen
Punkten der Tangente, so ist

MT als Halbmesser < MB; <_ MB; < MB; <...,

denn die Punkte B:, B:, Ba ... liegen

simtlich auBerhalb der Kreislinie.
% Der Halbmesser MT ist also der
kleinste Abstand der Tangente vom
M /  Kreismittelpunkte und muB als solcher
™ ' "1 /2 nach Seite 30, Ziffer 40, Abb. 65 senk-
\ / - recht auf der Tangente stehen.

o Hieraus geht hervor:

# Die Tangente eines Kreises steht

/ 5 senkrecht auf dem nach dem Beriih-
rungspunkte gezogenen Halbmesser:

AMTB, — JMTB; =R = 90°.

Aus diesem Satze folgt weiter:

Der Halbmesser nach dem Beriithrungspunkte einer Tan-
gente steht senkrecht auf dieser.

Die Senkrechte aus dem Mittelpunkte des Kreises auf
eine Tangente geht durch deren Beriihrungspunkt.

Die Senkrechte auf einer Tangente in deren Beriihrungs-
punkt geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

Aus den iiber ,,Sehne und Tangente“ entwickelten Sitzen er-
gibt sich fiir die Bestimmung des Mittelpunktes eines Kreises das
Folgende:

Der Mittelpunkt eines Kreises liegt in dem Durchschnitts-
punkte zweier Senkrechten, welche in den Mitten zweier
Sehnen, oder in den Beriithrungspunkten zweier Tangenten,
oder in der Mitte einer Sehne und dem Beriihrungspunkte
einer Tangente errichtet werden.?)

Abb. 261.

ﬁbungen.

1. Es ist ein Kreis und innerhalb der Kreislinie ein Punkt P ge-
geben, durch welchen eine Sehne derart gelegt werden soll, daB sie
im Punkte P halbiert wird.

2. In einen Kreis von 50 mm Durchmesser sind Sehnen einzu-
zeichnen, welche vom Mittelpunkte je einen Abstand von 10, 20,
25 mm haben.

3. In einen Kreis von 60 mm Durchmesser soll eine Sehne von
36 mm Linge eingezeichnet werden, welche auf einem beliebig ange-
nommenen Durchmesser senkrecht steht.

1) Unter welchem Winkel miissen die Sehnen bzw. Tangenten zueinander
geneigt sein, damit der Schnittpunkt der Senkrechten am genauesten ausfallt?
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4. Es ist ein Kreis zu zeichnen, welcher die vier Seiten eines
Quadrates von 40 mm Seitenlinge beriihrt.

5. Durch die Endpunkte einer Strecke von 60 mm Linge ist ein
Kreis zu zeichnen. Sind mehr als ein Kreis méglich und wieviele?

6. Es ist der unbekannte Mittelpunkt einer gegebenen Kreislinie
zu bestimmen

a) mit Hilfe zweier Sehnen,

b) , . zweler Tangenten,
c) » einer Sehne und einer Tangente,
4 , » einer Sehne und den durch deren Halbierungspunkt

gehenden Durchmesser,
e) mit Hilfe von drei Sehnen. Was ist bei dieser Konstruktion
auffallig?

7. Es ist der unbekannte Mittelpunkt eines gegebenen Kreisbogens
zu bestimmen.

D. Winkel im Kreise.

154, Zentri- oder Mittelpunktswinkel. a) In Ziffer 145, Seite 136
ist der Begriff dieser Winkel erklirt. Abb. 262 stellt zwei Kreise
mit gleich groBen Halbmessern dar, in welche zwei gleiche
Zentriwinkel eingezeichnet sind:

MA =M A und Jo = J .

Nun sind sowohl
Kreise mit gleichen Halb-
messern als auch gleiche
Winkel kongruent.?)

Legt man die Kreise

mit ihren Mittelpunkten v, Xz

so aufeinander, daff die

Schenkel der gleichen N )
A @ B 4. @ .

Zentriwinkel sich dek-

ken, so miissen sich auch C

die zwischen den Schen- Abb. 262.

keln liegenden Bogen

und Sehnen und ebenso die von den Schenkeln und Bogen bzw.

Sehnen und Bogen eingeschlossenen Flichenstiicke decken; es muf also
Bogen AB = Bogen A, By,
Sehne AB = Sehne A; By,

Kreisausschnitt AMB =~ Kreisausschnitt A; M; By,
Kreisabschnitt ACB==Kreisabschnitt A; Ci B:

sein. In Worten:

Sind in Kreisen mit gleichen Halbmessern zwei Zentriwinkel
gleich, so sind auch die zugehorigen Bogen und Sehnen gleich; die
zugehirigen Kreisausschnitte und Kreisabschnitte sind kongruent.

1) Vgl 8. 137, Ziffer 147 und S. 47, Ziffer 59.
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b) Legt man die gleichen Zentriwinkel o und o1 in ein und
denselben Kreis (Abb. 263), so liBt sich durch Rechtsdrehung?) des
Winkels ¢; um den gemeinsamen Scheitel M die unter a) erwihnte
Deckungsgleichheit ebenfalls herbeifiihren, so
daB die Beziehungen zwischen den zuge-
hérigen Bogen, Sehnen, Kreisausschnitten
und Kreisabschnitten die gleichen werden,
wie dort angegeben:

Sind zwei Zentriwinkel eines Krei-
ses gleich, so sind auch die zugehori-
gen Bogen und Sehnen gleich; die zu-
gehorigen Kreisausschnitte und Kreis-
abschnitte sind kongruent.

¢ Man sagt auch umgekehrt:
Abb. 263. Zu gleichen Sehnen und Bogen,
Kreisausschnitten und Kreisabschnit-
ten gehoren gleiche Mittelpunktswinkel.

155. Peripherie- und Zentriwinkel. Stellt man einen Peripherie-
winkel y und einen Zentriwinkel 3 iiber ein und denselben Bogen,
wie das in Abb. 264 bis 266 gezeigt ist, so sind drei Fille zu

Abb. 264. Abb. 265. Abb, 266.

unterscheiden, je nachdem der Mittelpunkt M des Kreises auf einem
Schenkel, zwischen den Schenkeln, oder auBerhalb der Schenkel
des Peripheriewinkels liegt.

1. Fall. Der Mittelpunkt M des Kreises liegt auf dem Schenkel
AC des Peripheriewinkels y. (Abb. 264.)

In diesem Falle ist das Dreieck BMC gleichschenklig; X y. ist
Basiswinkel und der Zentriwinkel # AuBenwinkel an der Spitze
des Dreiecks. Nach Seite 55, Beispiel 3 mit Abb. 113 ist alsdann:

B =2y. TFolglich: vy =-§-

2. Fall. Der Mittelpunkt M des Kreises liegt zwischen den
Schenkeln des Peripheriewinkels . (Abb. 265.)

1y Vgl. 8. 35, Ziffer 45.



Der Kreis. 145

Zieht man den Durchmesser CD, welcher die Scheitel M und C
der Winkel § und y verbindet, so entstehen die gleichschenkligen
Dreiecke AMC und BMC. In diesen ist wiederum nach dem Satze
vom AuBenwinkel:

o = 20, und
0 = 2d;. Addiert man beide Gleichungen,
so folgt:¥ ¢+ 0 =20, -+ 2d. Das ist aber dasselbe wie
B =2(0zs -+ 01) oder
3 =2y. Folglich:
8

r==5

2
3. Fall. Der Mittelpunkt M des Kreises liegt auflerhalb der
Schenkel des Peripheriewinkels 7. (Abb. 266.)
Verbindet man die Scheitel M und C der Winkel # und y durch
den Durchmesser CD, so entstehen die gleichschenkligen Dreiecke
AMC und BMC. Mithin:

o+ 3 =2-(c1 + 7 oder auch
¢+ f=2c -+ 2y. Ferner ist
o =20;.

Subtrahiert man die letzte Gleichung von der vorletzten, so folgt:
¢4 B —oa=2a + 2y — 201 oder
B = 2y. Mithin:
_B
="
Da man in allen drei Fillen zu dem gleichen Ergebnis kommt,
so ist es gleichgiiltig, wie der Peripheriewinkel zum Zentriwinkel liegt.
Hieraus folgt:

Jeder Peripheriewinkel ist halb so gro8 &~ %
als der mit ihm i{iber demselben Bogen .
stehende Zentriwinkel.

156. Umfangswinkel iiber gleichen
Bogen. Zeichnet man, wie in Abb. 267 -
dargestellt, iiber dem Bogen AB die Um-
fangswinkel AC;B, AC:B ..., so stehen
dieselben simtlich mit dem Mittelpunkts-
winkel AMB — o iiber demselben Bogen, Abb. 267.
gind also halb so groB als dieser und in-
folgedessen einander gleich, d. h.

4A01B == 4AC2B = AIAC:;B — ... 47

Hieraus folgt:
Umfangswinkel, welche iiber demselben Bogen stehen, sind gleich.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 133, Ziffer 109.
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 10
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Dieser Satz 148t sich mit Bezug auf Abb. 264 bis 266 dahin er-
weitern:

Umfangswinkel, welche in gleichen Kreisen iiber gleichen Bogen
stehen, sind gleich.

157. Peripheriewinkel im Halbkreise.

Einen besonderen Fall der Beziehungen
zwischen Peripherie- und Zentriwinkel zeigt
Abb. 268. Der Zentriwinkel ist hier gleich
dem gestreckten Winkel AMB, also
== 2R = 180°; mithin muf jeder iiber dem
Durchmesser AB oder iiber dem Halb-
kreise stehende Peripheriewinkel

_2R 180
_ =5 — 3 = 90° sein, d. h.
Abb. 268. AACB= JAC,B=_JAC:B
=...90°=R.

Jeder Peripheriewinkel im Halbkreise ist ein rechter Winkel.
Verbindet man also einen beliebigen Punkt des Kreisumfanges mit
den Endpunkten eines beliebigen Durchmessers, so entsteht immer
einrechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse der Durchmesser ist.

flbungen.

1. Es ist eine Strecke AB— 80 mm als Hypotenuse gegeben.
Uber derselben sind rechtwinklige Dreiecke zu zeichnen, von denen
weiter gegeben sind:

a) eine Kathete, 35 mm lang;

b) die Hypotenusenhdhe, 30 mm lang;

c) der von einer Kathete und der Hypotenuse eingeschlossene

Winkel o = 30°.

2. Es ist ein Rechteck zu zeichnen von dem gegeben sind:

a) eine Diagonale =— 50 mm und eine Seite = 20 mm;

b) eine Diagonale =— 80 mm und der von beiden Diagonalen ein-

geschlossene Winkel ¢ = 60°.

158. Sehnen-Tangentenwinkel.

Der Winkel ¢, welcher von einer Sehne
AB und einer durch deren Schnittpunkt A
mit der Peripherie gelegten Tangente gebildet
wird, heit Sehnen-Tangentenwinkel
oder Abschnittswinkel. (Abb. 269.)

\x In Abb. 270 ist von dem Scheitel A des

X o Sehnen - Tangentenwinkels der Durchmesser

] o AC eingetragen, welcher nach Ziffer 153
senkrecht auf der Tangente steht, so daB

a-+e=90°......... I
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ist. Das Dreieck ABC ist als Dreieck im Halbkreise nach Ziffer 157
bei B rechtwinklig, so dal Y ABC = 90° ist. Weiter wird nach
Seite 43, Ziffer 530)
Y Ee=090°. ... ...........1I
als Komplementwinkel 2).
Aus Gleichung I und II), deren rechte o —

Seiten gleich sind, folgt: e .'-"\___
a-te=y- e
Da sich in dieser Gleichung & heraus- f <y
hebt, so wird | ape Y
a—=vy, d. h. A 3
Der Sehnen-Tangentenwinkel ist gleich N 07
dem Peripheriewinkel iiber dem zur Sehne \/
gehdrenden Bogen, oder in anderer Fassung: ]

Der Sehnen-Tangentenwinkel ist
gleich dem Peripheriewinkel im ent-
gegengesetzten Kreisabschnitt.

Der Satz vom Sehnen-Tangentenwinkel gilt fiir alle Winkel: spitze,
rechte und stumpfe!

Abb. 270.

ﬁbungen.

1. Es ist der Sehnen-Tangentenwinkel fiir den Sechstelkreis, Viertel-
kreis, Halbkreis und fiir einen Kreisbogen, grofer als der Halbkreis zu
zeichnen.

2. Es ist in einen Kreis von 80 mm Durchmesser ein rechtwink-
liges Dreieck mit einem spitzen Winkel von 30°; 45°; 60° und 75°
zu zeichnen.

E. Tangenten-Konstruktionen.

Die fiir die Praxis mafBigebenden Konstruktionen sollen in Form
von Aufgaben behandelt werden.

159. Tangenten an einen Kreis.

Aufgabe 1. Es sind von einem Punkte P auBerhalb eines
Kreises Tangenten an diesen zu legen. (Abb. 271.)

Man verbinde den Punkt P mit dem Mittelpunkte M des Kreises
und beschreibe iiber MP als Durchmesser einen Kreis, welcher den
gegebenen in T und T, schneidet. Verbindet man P mit T und T
durch gerade Linien, so sind diese die verlangten Tangenten.

Dafl die Konstruktion richtig ist, geht aus folgendem hervor:
Verbindet man T und T: mit M, so ist

ZMTP = A MT,P = 90°
als Winkel im Halbkreise. MT und MT; sind Halbmesser im gege-

1) Vgl. 8. 17, Ziffer 34 und S. 43, Ziffer 53, Schluflsatz.
10%
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benen Kreise. Nach Ziffer 153
steht die Tangente senkrecht auf
dem durch den Beriithrungspunkt
gezogenen Halbmesser. Folglich
miissen die von dem gegebenen
© Punkte P durch T und T; ge-
zogenen Geraden Tangenten an
den gegebenen Kreis sein.

Es sind, wie die Konstruk-

e ' tion zeigt, von einem Punkte
/ auBerhalb eines Kreises zwei
Abb. 271. Tangenten an diesen moglich.

Nach Abb. 271 ist:
MT —= MT; als Halbmesser,

MP —= MP und
ZMTP = JIMT:P als Rechte. Folglich:
AMTP= A\MT,P?Y).

Aus dieser Kongruenz folgt:
1) PT=PT,, d. h

Die beiden Tangenten, welche man von einem Punkte
an einen Kreis legen kann, sind gleich.

2) JIAMPT—= - MPT:, dh

Der Winkel, welchen die Tangenten. einschlieBen, wird:
durch die Zentrale halbiert.

Von dem letzten Satze gilt als Umkehrung:
Die Halbierungslinie

des Tangentenwinkels geht

durch den Mittelpunkt des
gegebenen Kreises.

Aufgabe 2. Es ist in einen

7~ _gegebenen Winkel « ein

% "9 Kreis zu beschreiben, wel-

cher die Schenkel beriihrt.

(Abb. 272)

Der Aufgabe entsprechend
sollen die Schenkel Tangenten
an den Kreis werden. Nach den

Abb. 272. Folgerungen aus Aufgabe 1 liegt

der Mittelpunkt eines Kreises,

welcher zwei einen Winkel bildende Tangenten beriihrt, auf der Hal-
bierungslinie ‘dieses Winkels.

Man halbiere demnach in Abb. 272 den gegebenen Winkel « und
fille von irgend einem Punkte M der Halbierungslinie eine Senkrechte

1) Vgl 8. 51, Ziffer 62c; SchluBsatz.
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auf einen Schenkel bis zum Schnittpunkte T. Alsdann ist MT der
Halbmesser des verlangten Kreises.

Fillt man von einem Punkte M; eine zweite Senkrechte M; T
auf denselben Schenkel, so ist diese Halbmesser eines zweiten Kreises,
welcher ebenfalls die Schenkel des Winkels « beriihrt. Es sind dem-
nach unendlich viele Kreise méglich!

Aufgabe 3. Es ist in ein Dreieck ein Kreéis zu beschreiben,
d. h. der Kreis soll die Seiten des Dreiecks beriihren. (Abb. 273.)

Der Bedingung der Auf-
gabe entsprechend sollen die
Dreieckseiten Tangenten an
den Kreis werden. Man wird
nach Aufgabe 2 einen Kreis
erhalten, welcher die Seiten
AB und AC beriihrt, wenn
man den Winkel ¢ halbiert,
desgleichen einen die Seiten
AB und BC berithrenden <
Kreis, wenn man den Win- Abb. 273.
kel 3 halbiert.

Halbiert man demnach in Abb. 273 die Winkel ¢ und g, so
schneiden sich die Winkelhalbierenden im Mittelpunkte M des verlangten
Kreises.

Die Halbierende des Winkels 7 geht ebenfalls durch den Mittel-
punkt M des gesuchten Kreises. Hieraus folgt:

Diedrei Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkte, dem Mittelpunkte des einbeschriebenen
Kreises oder des Inkreises.

Fillt man vom Mittelpunkte M eine Senkrechte auf die Seite AB,
so ist diese der Halbmesser des Inkreises. Dasselbe gilt fiir die Senk-
rechten aus M auf die beiden anderen Dreieckseiten.

160. Gemeinschaftliche Tangenten an zwei Kreise!).

Wie die Abb. 274 und 275 zeigen, lassen sich an zwei Kreise
Tangenten auf zweierlei Art legen, und zwar als ,AuBere Tangen-
ten‘ (Abb. 274) und als ,,innere Tangenten* (Abb. 275). Auf die
Praxis angewendet, wiirde man bei einem um zwei Riemenscheiben
gelegten Riemen im ersten Falle von einem ,,0ffenen®, im zweiten
von einem ,,gekreuzten Riemen® sprechen.

Aufgabe 4. Es sind an zwei Kreise mit verschiedenen
Halbmessern R und r die #uBeren Tangenten zu zeichnen.
(Abb. 274.)

Man beschreibe um den Mittelpunkt M des groBen Kreises mit
der Differenz R—r der Halbmesser der gegebenen Kreise einen
Hilfskreis und iiber der Zentralen MM, als Durchmesser einen zweiten
Hilfskreis, welcher den ersten in den Punkten C und C; schneidet.

1) Vgl. W. u. 8t, Trigonometrie 1919; 8. 60, Beispiel 68.
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Verbindet man diese Punkte mit dem Mittelpunkte M; des kleinen
Kreises, so sind nach Aufgabe 1 die Geraden M;C und M;C; Tan-
genten an den ersten Hilfskreis. Nun verbinde man M mit C und G,
und verlingere MC und MC; bis zu den Schnittpunkten A und A,
der Peripherie des groBen gegebenen Kreises; alsdann ist

MA | M;C und MA; | MiCi.
A Zieht man jetzt durch den

/. ;_ \ . Mlttf;lpunktK M% dejSP klﬁlrien
y L gegebenen Kreises Parallelen
Riya : *‘H\L""‘ zu MA und MA; oder, was

RIS | \ { ., | dasselbe ist, errichtet man in
A | ! “#, ] M; Senkrechten auf den Tan-
' / genten M;C und M;Ci, so

\ G =" schneiden diese die Peripherie
N / o in B und B;. Die Punkte
—, A und B bzw. A; und B, sind
Abb. 274. alsdann Beriithrungspunkte der

suBeren Tangenten.

DaB die Konstruktion richtig ist, geht aus folgendem hervor:

Es ist MA — R und
MC = R — r, nach Konstruktion.

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der erstén, so folgt:

MA —MC=R—-R—1), d. i
AC =r. Mithin ist auch
AC = BM,;. Nach Konstruktion war aber auch
AC H# BM;.})

Mithin ist entspr. Seite 71, Ziffer 81 das Viereck ABM;C ein Rechteck.
Aus demselben Grunde ist Viereck Ay By M; C: ein Rechteck. Folglich:

AB | AM und auch AB | BM; und ebenso
A1 Bl L AlM » 29 Al Bl _‘_ BlMl.

Folglich sind AB und A;B: nach Ziffer 153 die verlangten Tan-
genten.

Aufgabe 5. Es sind an zwei Kreise mit verschiedenen
Halbmessern R und r die inneren Tangenten zu zeichnen.
(Abb. 275.)

Man beschreibe um den Mittelpunkt M des groBen Kreises mit
der Summe R -|-r der Halbmesser der gegebenen Kreise einen
Hilfskreis und iiber der Zentralen MM; als Durchmesser einen zweiten
Hilfskreis, welcher den ersten in den Punkten C und C; schneidet.
Verbindet man diese Punkte mit dem Mittelpunkte M: des kleinen
gegebenen Kreises, so sind die Geraden M;C und M;C; entsprechend
Aufgabe 1 Tangenten an den ersten Hilfskreis. Verbindet man weiter

1) Das Zeichen 4 bedeutet: parallel.
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M mit C und Ci, so schneiden die Geraden MC und MC, die Peri-
pherie des Kreises vom Halbmesser R in den Punkten A und Ai;
alsdann ist

MC | MiC und MC; | M)C;.

Zieht man jetzt durch den Mittelpunkt M; des kleinen gegebenen
Kreises Parallelen zu MC und MC, oder, was dasselbe ist, errichtet

Abb. 275,

man in M; Senkrechten auf den Tangenten M;C und M;Ci, so
schneiden diese die Peripherie in den Punkten B und B;. Die
Punkte A und B bzw. A; und B, sind alsdann Beriihrungspunkte
der inneren Tangenten.

Fiir die Bestitigung der Richtigkeit der Konstruktion geniigt der
Nachweis, daB die, Vierecke ABM;C und A; Bi M, G, Rechtecke sind.
Der Leser fiihre diesen Beweis entsprechend Aufgabe 5 selbst!

Ubungen.

1. Bs ist ein Kreis von 40 mm Durchmesser tangierend an die
Schenkel eines Winkels von 75° zu legen.

2. Es sind an einen Kreis von 80 mm Durchmesser von einem
Punkte, welcher 100 mm vom Mittelpunkte entfernt ist, Tangenten
zu legen.

3. Es ist in ein gleichseitiges Dreieck von 60 mm Seitenlinge der
einbeschriebene Kreis zu zeichnen.

4. Es ist in je ein spitz-, stumpf- und rechtwinkliges Dreieck der
Inkreis zu zeichnen.

5. Es soll der Inkreis eines Quadrates und eines Rhombus von
je 50 mm Seitenlinge gezeichnet werden.

6. Gegeben sind ein Kreis und eine Gerade. Es ist der kleinste
Kreis zu zeichnen, welcher beide beriihrt.

7. Es ist ein Kreis von 30 mm Durchmesser zu zeichnen, der
einen gegebenen Kreis von 50 mm Durchmesser einmal innen und
das andere Mal auBen in einem gegebenen Punkte berihrt.
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8. An zwei gleiche Kreise von je 60 mm Durchmesser sind die
gemeinschaftlichen &uBleren und inneren Tangenten zu zeichnen.

9. An zwei Kreise von 40 mm bzw. 60 mm Durchmesser sind die
gemeinsamen #uflleren und inneren Tangenten zu legen.

10. Es sind die Langen der #uBleren und inneren Tangenten zu
berechnen, wenn die Halbmesser der Kreise und die Lange Z der
Zentralen gegeben sind wie folgt:

R = 50 mm; 9,2 cm; 0,6 m.
r= 30mm; 3,5 cm; 0,25 m.
Z = 120 mm; 26 cm; 3,2 m.

F. Einbeschriebene und umschriebene Figuren,

161. Allgemeines. Jede geradlinig begrenzte Figur, deren Seiten
Sehnen eines Kreises sind, nennt man eine dem Kreise einbeschrie-
bene Figur: Sehnen-Dreieck — Viereck — Vieleck. Die Ecken
einer einbeschriebenen Figur liegen auf dem Umfange des um die-
selbe beschriebenen Kreises, des Umkreises.

Jede geradlinig begrenzte Figur, deren Seiten Tangenten eines
Kreises sind, heiflt eine dem Kreise umschriebene Figur: Tan-
genten-Dreieck — Viereck — Vieleck. Der simtliche Seiten einer
derartigen Figur beriihrende Kreis wird Inkreis genannt.

Von einer einbeschriebenen Figur sagt man auch, sie liege in
einem Kreise, von -einer umschriebenen, sie liege um einen Kreis.

162. Sehnendreieck. Die Seiten des Dreiecks ABC in Abb. 276
gind Sehnen des umschriebenen Kreises. Um den Mittelpunkt des-
selben zu finden errichte man entsprechend Ziffer 150, Seite 140 auf
zwei Dreieckseiten, AB und AC, die Mittelsenkrechten EM und DM.
Diese schneiden sich alsdann im Mittelpunkte M des Kreises, welcher

durch die Endpunkte A, B und C der Sehnen

R und damit durch die Ecken des Drei-

ecks geht. Hitte man auf den Dreieckseiten

AB und BC die Mittelsenkrechten errichtet,

: ol so wire man zu demselben Ergebnis ge-

.1\‘ kommen. Hieraus folgt:
\ Die drei Mittelsenkrechten auf den
- %z Seiten eines Dreiecks schneiden sich in

einem Punkte?l), dem Mittelpunkte des
dem Dreieck umschriebenen Kreises.
Abb. 276. Ist das Dreieck ABC rechtwinklig, wie
in Abb. 277, so liegt der Mittelpunkt des
umschriebenen Kreises in der Mitte der Hypotenuse.
Aus dem vorstehenden ist weiter ersichtlich, daB
a) sich durch drei Punkte nur ein einziger Kreis legen laBt,
und daB

1) Uber weitere Linien eines Dreiecks, welche sich in einem Punkte
schneiden, sieche S. 51, Ziffer 63.
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b) ein Kreis nach Lage und GrioBe durch drei Punkte bestimmt ist.

Der Mittelpunkt M des einem Dreieck umschriebenen Kreises ist
von den Ecken desselben gleichweit entfernt.

Verldngert man die Seiten eines Drei-
ecks iiber die Ecken hinaus und halbiert
man die auf diese Weise entstehenden 6
AuBenwinkel?), so schneiden sich die Hal-

bierungslinien in drei Punkten, welche \ ]
Mittelpunkte von Kreisen sind, die eine 7 ol
Dreieckseite und die Verlangerungen der \‘

beiden anderen Seiten beriihren. Diese
Kreise bezeichnet man als die dem Dreieck
anbeschriebenen Kreise oder als —~—
Ankreise. Abb. 2717.
Der Leser zeichne diese Kreise fiir ein
spitzwinkliges, stumpfwinkliges, gleichschenkliges und gleichseitiges
Dreieck! Was ist iiber die Ankreise jedes dieser Dreiecke zu sagen?

163. Sehnenviereck. Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines
Kreises sind, nennt man Sehnenviereck oder Kreisviereck.
(Abb. 278))

Die Winkelsumme ist wie in jedem an-
deren Viereck = 4R = 360°.2)

Zwischen je zwei gegeniiberliegen-
den Winkeln? des Kreisvierecks besteht
jedoch eine besondere Beziehung:

Zu den Winkeln « und g, welche als
gegeniiberliegende Winkel zugleich Peri-
pheriewinkel iiber den Bogen BCD und
BAD sind, gehéren die Zentriwinkel 2«
und 2p. Diese sind jedoch als Winkel
um den Punkt M herum == 360°. Mithin:

2« -+ 28 = 360°. Dafiir kann man
schreiben: 2 - (a + f) = 360°.

Beide Seiten der letzten Gleichung durch 2 dividiert, folgt:
o -+ 8 =180°. In Worten:

In jedem Sehnenviereck ist die Summe zweier gegeniiber-
liegender Winkel — 180° =—=2 R.

Mit dieser Eigenschaft bildet das Sehnenviereck eine Ausnahme
gegeniiber den Vierecken allgemeiner Art:

Nur um Vierecke, in welchen die Summe zweier Gegen-
winkel gleich 2R ist, 148t sich ein Kreis beschreiben.

Derartige Vierecke sind Quadrate, Rechtecke und gleich-
schenklige Trapeze; niemals Rhomben, Rhomboide und ungleich-
schenklige Trapeze.

Abb. 278.

1) Vgl. 8. 44, Ziffer 57. 2) Vgl. 8. 67, Ziffer 73. 3) Vgl. S. 66, Ziffer 71.
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164. Tangentenviereck. Jedes Viereck, dessen Seiten Tangenten
eines Kreises sind, nennt man Tangentenviereck. (Abb. 279.)

" Jede Seite des Vierecks ABCD wird

. durch die Beriihrungspunkte E, F, G

£ / und H in zwei Strecken zerlegt derart,

' daBl die von einer Ecke ausgehenden

» \ Tangentenabschnitte gleich sind. (Vgl.

hierzu Seite 147, Ziffer 159; Aufgabe 1.)

/ Hieraus folgt:
” e AE -— AF,
S BG — BF,
5 CG = CH und
Abb. 279. DE — DH.

Addiert man diese vier Gleichungen, so erhilt man

AE 4+ BG -~ CG - DE = AF -+ BF + CH -+ DH, d. iy
(AE - DE) 4 (BG + CG) = (AF -~ BF) -+ (CH -~ DH).

Das ist aber dasselbe wie
AD —+ BC = AB -+ CDh, d. h.

In jedem Tangentenviereck sind die Summen der gegeniiber-
liegenden Seiten gleich.
Mit dieser KEigenschaft bildet auch das Tangentenviereck eine
Ausnahme gegeniiber den Vierecken allgemeiner Art:
Nur in Vierecke, in welchen die Summe je zweier Gegen-
seiten gleich ist, 146t sich ein Kreis beschreiben.
Derartige Vierecke sind Quadrate und Rhomben; niemals Recht-
ecke und Rhomboide.
” 165. Tangentendreieck.
£ G Uber die Konstruktion des
_ i einbeschriebenen Kreises ist
iy \ . das Erforderliche bereits in
£ = Ziffer 159, Seite 149, Auf-
// , gabe 3 mitgeteilt.
? s Beziiglich der Zerlegung
der Seiten in Tangentenab-
/ . ~ schnitte gilt sinngem#f3 das
7 — — 5 bei Besprechung des Tangen-
= ‘ tenvierecks Gesagte.

} Mit den Bezeichnungen in
Abb. 280. Abb. 280 wird demnach:

2.x+2-y+2-z = a - b c oder auch
2-(x+y-+ 2z = a-b-+c. Mithin:

X__]_y_(_z,_:a'_{—;jic, e e e e e e I)

') Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 8, Ziffer 15.
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Die rechte Seite dieser. Gleichung ist aber gleich dem halben
Umfange des Dreiecks. Bezeichnet man denselben mit U?Y), so wird:

X _‘L_ y + 7 === vtzl . Folglich:

x= 2 —(y+ 2.7

2
Entsprechend Abb. 280 ist aber
y-+z=a.

Diesen Wert fiir (y 4 z) in die Gleichung fiir x eingesetzt, gibt:
U

x.:?—a, d. h.

Der Tangentenabschnitt an einer Ecke ist gleich der
Differenz aus dem halben Umfange und der dieser Ecke
gegeniiberliegenden Seite des Dreiecks.

In gleicher Weise ergibt sich

U U
Y= b wd z= > c.

166. Tangentenvieleck. Jedes _ it
Vieleck, dessen Seiten Tangenten eines ol '
Kreises sind, heifit Tangentenviel- / \
eck. (Abb.281.) Die Anzahl der Seiten A
ist unbegrenzt. Bezeichnet man die- / Al \
selbe mit n, so nennt man das Viel- g m AW
eck ein n-Eck. ' r r B

Verbindet man wie in Abb. 281 \ i /
dargestellt, die Ecken des n-Ecks N : /
mit dem Mittelpunkte des einbe- 5o
schriebenen Kreises, so wird dasselbe Abb. 281.

in n Dreiecke zerlegt.

Die Winkel ABC, BCD, ... nennt man Innenwinkel. Deren
Summe berechnet sich wie folgt:

Die Winkelsumme in jedem Einzeldreieck ist — 2R. Mithin ist die
Winkelsumme in n Dreiecken =— n-2R.

Von dieser Winkelsumme sind die Winkel um den Punkt M herum,
deren Summe — 4R ist?3), abzuziehen, so daB fiir das n-Eck die

Summe der Innenwinkel =n-2R — 4R

wird. Dafiir kann man aber schreiben?)

1) Vgl 8. 90, Ziffer 101; Gleichung 16.

%) ,, W.u St., Arithm. u. Algebra S. 16, Ziffer 24.

3) ,, 8.19, Ziffer 38.

1) ,, W.u St, Arithm. u. Algebra S. 36, Ziffer 43A; a.



156 Planimetrie,

Summe der Innen-] =(2-n—4)-R-oder| 60)
winkel im n-Eck:/] = @—2)-2R.
Diese Gleichung gilt fiir jedes Vieleck! Damit ergibt sich
die Winkelsumme
fiir n =3, d.i. im Dreieck = 2R

, n=4 . Viereck =4R
., n=235 , , Fiinfeck=6R
, D= » 5 Sechseck — 8 R

und so fort?).

Die Beziehungen zwischen den Seiten und deren Abschnitten
kénnen vom Leser leicht nach dem iiber das Tangentendreieck und
-viereck Gesagte entwickelt werden.

Die Einzeldreiecke, in welche das Vieleck in Abb. 281 zerlegt
wurde, haben simtlich gleiche Héhen, nimlich den Halbmesser r des
Inkreises nach den Berithrungspunkten der Seiten. Bezeichnet man
die Vieleckseiten mit a, b, ¢ ..., so ist der Flicheninhalt des Tan-
gentenvielecks gleich der Summe der Dreiecksinhalte2), d. h.

c-r

5 ~+ ... oder auch

ar b-r
F=st3T

r
Der Klammerwert ist aber der Umfang des Tangentenvielecks.
Setzt man
a-‘+b+c+...=1,
so geht die letzte Gleichung iiber in

Inhalt des Tan-
gentenvielecks:

U-r
2
Der Fliicheninhalt eines beliebigen Tangentenvielecks ist gleich

dem halben Produkt aus dessen Umfange und dem Halbmesser des
einbeschriebenen Kreises.

Aus Gleichung 61) folgt

=L =
F=— U=

Halbmesser des einbe- __2-F
schriebenen Kreises:} —v 62)
ﬁbungen.

1. Es ist ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen, von dem a) ein
Schenkel, b) die Basis, ¢) der Winkel an der Spitze und in jedem
Falle der Halbmesser des umschriebenen Kreises gegeben sind.

2. Es ist ein Sehnenviereck zu zeichnen, von dem eine Seite a, die
Diagonale e, der Winkel &, welchen die andere Diagonale mit a bildet .
und der Halbmesser des umschriebenen Kreises gegeben sind.

1) Vgl. S. 167, Tabelle 1.
), 5 101, Ziffer 114, Gleichung 20.
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3. Es ist ein Tangentendreieck zu zeichnen, von dem eine Seite a,
der anliegende Winkel ¢ und der Halbmesser r des einbeschriebenen
Kreises gegeben sind.

4. Bs ist ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen, von dem der
Halbmesser des einbeschriebenen Kreises gegeben ist.

5. Errichtet man auf jedem Schenkel eines beliebigen Winkels
eine Senkrechte derart, daB sich beide Senkrechten innerhalb der
Winkelebene schneiden, so entsteht ein Viereck. s ist nachzuweisen,
daB dieses Viereck ein Kreisviereck ist?).

6. Was ist iber die Winkel eines Vierecks zu sagen, welches ent-
steht, wenn man die Endpunkte zweier sich in einem Kreise beliebig
schneidender Sehnen miteinander verbindet?

7. Wie groB ist die Summe der Innenwinkel eines 5-, 6- 7-, 8-,
10- und 12-Ecks?

8. Ein 5-Eck hat 4 Winkel von 55° 75° 105° und 170°. Wie
groB ist der fiinfte Winkel?

G. RegelmiiBige Vielecke.
167. RegelmiBige Vielecke und

Kreis. Ein Vieleck heifit regelmiBig, £ ]
wenn sowohl die Seiten als auch die G
Winkel unter sich gleich sind. v N\

Gezeichnet wird ein regelmiBiges
Vieleck am besten unter Zuhilfenahme
eines Kreises. Man teilt den Kreis in
so viel gleiche Teile wie das Vieleck
Ecken besitzt und verbindet die Teil-
punkte durch gerade Linien.

Diese Teilungen konnen mit dem
Zirkel immer, mit den Zeichendrei- -
ecken in bestimmten Fallen vorge- Abb. 282.
nommen werden.

In Abb. 282 ist ein regelmiBiges Sechseck dargestell, in
welchem nach der Erklirung

AB=—BC=CD=...und
A ABC = I BCD = J CDE = ...ist.

Halbiert man die gleichen Winkel FAB und ABC und zieht man
die Winkelhalbierenden A M und BM, so schneiden sich diese im Punkte
M, Winkel MAB wird gleich Winkel MBA, woraus nach Ziff(?r (.‘)4—,
Seite 52 folgt, daB das Dreieck AMB gleichschenklig ist. Mithin:

AM=BM.

Halbiert man weiter den Winkel BCD, so wird aus demselben

Grunde

— L
G__—"3

A T~

BM = CM.

1) Vgl S 40, Ziffer 49¢; Abb. 85.



158 Planimetrie.

Auf diese Weise liBt sich nachweisen, daB
AM=BM=CM =DM =... ist.

Der Punkt M ist demnach von den Ecken des regelmifBigen Viel-
ecks gleich weit entfernt; dieselben miissen mithin auf dem Umfange
eines Kreises liegen, dessen Halbmesser —= AM =— BM = . . . ist. Hier-
aus folgt:

Um jedes regelmiBige Vieleck 1dBt sich ein Kreis be-
schreiben.

Fillt man von dem Punkte M die Senkrechten MG auf AB und
MH auf AF, so sind die hierdurch entstehenden Dreiecke AGM und
AHM nach Ziffer 62¢, Seite 51 kongruent. Aus dieser Kongruenz

folgt: MG — MH.

Die Abstinde der Seiten AB und AF vom Punkte M sind dem-
nach gleich, was iibrigens auch aus Ziffer 151, Seite 141 folgt.

In derselben Weise ergibt sich, daf3 die Seiten BC, CD, DE...
den gleichen Abstand vom Punkte M haben wie die Seiten AB. und
AF. Hieraus geht hervor, daB sich in das Sechseck ein Kreis be-
schreiben lassen muB, welcher die Seiten in deren Mitten beriihrt,
wodurch dieselben zu Tangenten dieses Inkreises werden. Aus dieser
Entwicklung folgt:

In jedes regelmiBige Vieleck 148t sich ein Kreis be-
schreiben.

Punkt M ist demnach sowohl von simtlichen Ecken als auch von
samtlichen Seiten des regelméfigen Vielecks gleich weit entfernt;
man bezeichnet ihn als Mittelpunkt des regelmiBigen Vielecks.

Derselbe wird in jedem regelmiBigen Vieleck als Schnittpunkt der
Halbierungslinien zweier aufeinanderfolgender Winkel bzw. als Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten zweier anstoBender Seiten gefunden.

Der Mittelpunkt eines regelmiBigen Vielecks fallt mit den Mittel-
punkten sowohl des einbeschriecbenen als auch des umschriebenen
Kreises zusammen. Die Seiten des regelmiBigen Vielecks sind nach
Abb. 282 Sehnen des umschriebenen und Tangenten des ein-
beschriebenen Kreises.

Bezeichnet man allgemein den Halbmesser des umschriebenen
Kreises mit R, denjenigen des einbeschriebenen mit r und die Viel-
eckseite mit s, so ergibt sich mit Abb. 282 aus dem Dreieck AGM
nach dem Pythagoras zunichst:

AM2 = MG?® + AG=
Setzt man in diese Gleichung die Bezeichnungen fiir die Halb-

messer ein und beriicksichtigt, daB AG = % ist, so folgt?):

RE=1® -+ (—Z-)z .............. 63)

!) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 61, Ziffer 63; Beispiel zu 3.
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Aus dieser Gleichung ergibt sich?)

———"%
Halbmesser des um-} R— Vr2+ (i) ......... 64)

schriebenen Kreises: 2
Halbmesser des ein- _ V s\2

beschriebenen Kreises: } r=y R — (?) """"" 65)
Seite desregelmaBi- _ V o

gen Vielecks: } s=2. ) RE—r? cooeee 66)

168. Bestimmungsdreieck. Verbindet man die Ecken eines regel-
méfigen Vielecks mit dessen Mittelpunkt M, so wird das Vieleck in
so viel gleichschenklige und in diesem Falle kongruente Drei-
ecke zerlegt, wie das Vieleck Ecken besitzt.

Jedes dieser Dreiecke heifit ein Bestimmungsdreieck.

Sind die Beziehungen der Seiten und Winkel sowie der Flichen-
inhalt eines Bestimmungsdreiecks bekannt, so sind auch die gleichen
Beziehungen des ganzen regelmifBigen Vielecks bekannt.

Um bei diesen Ermittelungen nicht an eine bestimmte Anzahl
von Ecken, Seiten oder Winkeln gebunden zu sein, bezeichnet man
die Seiten- oder Eckenzahl eines regelmifigen Vielecks mit n und
spricht dann ganz allgemein von einem ,regelmifiigen n-Eck®.

169. Winkel im regelmifiigen
n-Eck. Die GriBe des Winkels y ]
an der Spitze des Bestimmungs- 7
dreiecks, der zugleich Zentriwinkel
ist, berechnet sich nach Abb. 283 >
wie folgt. "/
Die Winkelsumme um den Mittel- Ay !
punkt M herum ist = 360° = 4 R.
Da nun n Bestimmungsdreiecke vor- Abb. 283
handen sind, so entfillt auf den
Zentriwinkel jedes derselben der n-te Teil von 360°, mithin:

_360° 4R

, =" od h
P - o oder auc
Zentriwinkel im Be- A —iR ______________ 67)
stimmungsdreieck: "=3 -

Der Innenwinkel 3 eines regelmiBigen n-Ecks ist nach Abb. 283
gleich dem doppelten Basiswinkel des Bestimmungsdreiecks, also
8 =2c.
Die Winkelsumme 2« erginzt aber im Dreieck AMB den Zentri-
winkel y zu 2R. Mithin mufl

¥ —+ 2¢==2R oder
v =2R — 2« sein.

1) Vgl. W. u. St, Arithm. u. Algebra S.158, Ziffer 120.
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Setzt man in diese Gleichung den vorstehenden Wert g fiir 2«
ein, so erhdalt man

y=2R — . Folglich:
g=2R —7y.
Nach Gleichung 67) ist aber y = —i— - R, mit welchem Werte
die letzte Gleichung fiir ¢ iibergeht in
g=2R — 4. R,
n
wofiir man schreiben kann?)
{3 =
Schreibt man hier 2R als gemeinsamen Faktor heraus, so folgt?)

Innenwinkél des} m—2-2R_n—2
p= =

n-2R — 4R
n

regelmiBigen - - 2R 68)

Vielecks:

Dieser Wert fiir ¢ entspricht der Grifle eines Innenwinkels.
Da jedoch n solcher Winkel vorhanden sind, so ist die Winkelsumme
im regelmifligen Vieleck n-mal so grof}, also

—=n.2= 2. 2R. Hieraus ergibt sich die
Winkelsumme
im regelméfBigen }: o®—-—2-2R=@n—4-R .- . . 69)
Vieleck:

Die GroBe eines Basiswinkels im Bestimmungsdreieck berechnet
sich wie folgt. Nach vorstehendem ist
3=2-.«a, also
] 1
= 3.
g 2/
Setzt man in diese Gleichung den Wert fiir-¢ aus Gleichung 68)
ein, so erhalt man:

o= % 2 : 2 - 2R, wofiir man schreiben kann
Basiswinkel im n—2
Bestimmungs- } a= B 70)
Dreieck: n

170, Flicheninhalt des regelmiiSigen n-Ecks. Ist der Inhalt eines
Bestimmungsdreiecks bekannt, so ist dieser mit n zu multiplizieren,
um den Gesamtinhalt des Vielecks zu erhalten.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 45, Ziffer 47.
2) ” » ’” » ” ” »” t4d 36, ”» 43 A; b‘
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Nach Abb. 284 ist der Inhalt des Drei-
ecks AMB
Foo— AB-MC
AT 2 ’ [
oder mit den Bezeichnungen r fiir den
Halbmesser des einbeschriebenen Kreises \
und s fiir die Vieleckseite, S
r-s
Fa=—5 A%
Multipliziert man diesen Wert mit n, so erh&lt man’ den

Inhalt des regel- . r-s
méBigen Vielecks: F=—n- T .............. 71)

M

B

Gibt man dieser Gleichung die Form
so ist der Ausdruck n -s nichts anderes als der Umfang des regel-
miBigen Vielecks. Bezeichnet man diesen mit U, so geht die letzte
Gleichung iiber in:

2 ' )
welcher Wert mit Gleichung 61), Seite 156 iibereinstimmt, was auch
der Fall sein muBl, da jedes regelmiBige Vieleck als Tangenten-
vieleck aufzufassen ist.

Gleichung 72) laBt sich in Worte kleiden, wie folgt:

Der Inhalt eines regelmiifigen n-Ecks ist gleich dem Produkt
aus der halben Summe der Seiten und dem Halbmesser des ein-
beschriebenen Kreises.

Nach Gleichung 65, Seite 159 ist nun

Setzt man diesen Wert fiir r in Gleichung 72) ein, so erhélt man
als weiteren Wert fiir den

Inhalt des regel-| U J/p. 8
miaBigenVielecks: | F= 2 R 4 )

171. Quadrat. Zieht man durch den Mittelpunkt M eines Kreises
zwei senkrecht aufeinanderstehende Durchmesser AB und CD, so ent-
steht, wenn man die Endpunkte dieser Durchmesser verbindet, ein
eingeschriebenes Viereck. (Abb. 285.)

Dieses Viereck ist ein Quadrat, da die Durchmesser, welche
senkrecht aufeinanderstehen, die Diagonalen bilden?).

1) Vgl. 8. 70, Ziffer 79.
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 11
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Die Zentriwinkel der Bestimmungsdreiecke sind rechte Winkel,
also gleich; es miissen demnach die zugehérigen Bogen: AD, DB,
BC und CA ebenfalls gleich sein?).

_ Hieraus geht hervor, dal ein Kreis

5 durch zwei senkrecht aufeinander-

stehende Durchmesser in vier gleiche

Teile geteilt wird, wie das bereits auf

Seite 31, Ziffer 42 erklart wurde.

A Das Quadrat ACBD ist das dem Kreise
" einbeschriebene Quadrat.

Errichtet man in den Endpunkten der
Durchmesser AB und CD Senkrechten, so
entsteht das Quadrat EFGH?2), dessen Sei-
ten Tangenten an den Kreis sind und wel-
ches somit das dem Kreise umschriebene
Quadrat darstellt?s).

Das Bestimmungsdreieck des einbeschriebenen Quadrates ist
rechtwinklig-gleichschenklig. Es finden mithin die auf
Seite 127, Ziffer 137 entwickelten Gesetze sinngemifle Anwendung
auf dasselbe.

Aus Abb. 285 folgt mit den Bezeichnungen R fiir den Halbmesser
des umschriebenen Kreises und s fiir die Seite des einbeschriebenen
Quadrates nach dem Pythagoras:

s2=R2-R®2=2-R? oder

s=V2.R2% Mithin9

Abb. 285.

Seite des _
einbeschriebenen} s—=R:-V2=14142-R.. ... ... ... %)
Quadrates:

Fiir den Flicheninhalt ergibt sich

F =2, also mit Gleichung 74)

F= (R-V2)® =Rz (V2)". Folglich?)
Inhalt des

einbeschriebenen] F=—2-R%2. .. .. ... ... ..... 75)
Quadrates:

Die Seite des umschriebenen Quadrates ist gleich dem Durch-
messer des diesem einbeschriebenen Kreises. (Abb. 285.)

172. RegelmiiBiges 8-, 16-, 32- . . . Eck. Halbiert man in Abb. 285
die Bogen AD, DB, BC und CA, so wird der Umfang des ganzen

1y Vgl. S. 144, Ziffer 154b.

2, , 88, Abb. 186.

%) Uber die Beziehungen zwischen Seiten, Winkeln, Diagonalen und
Flicheninhalt vgl. 8. 70, Ziffer 79 und S. 88, Ziffer 98 bis 100.

4 Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 91, Ziffer 84b.
» 13, ., 72u. 8. 81, Ziffer 77.

%)
’» 2 2 2 » ’» ”
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Kreises in 8 gleiche Teile geteilt. Verbindet man die einzelnen Teil-
punkte der Reihe nach durch Sehnen, so entsteht das einbeschrie-
bene regelmifiige 8-Eck AEDHBFCG. (Abb. 286.)

Errichtet man in den Endpunkten der Durchmesser AB, EF,
DC ... Senkrechten, so entsteht das
dem Kreise umschriebene regel- z

miBige 8-Eck. A 5 =
Durch fortgesetztes Halbieren der x.f

Bogen AE, ED, DH ... erhilt man
das einbeschriebene und damit auch
das umschriebene regelmaBige 16-, 32-,
64- ... Eck.

Die Grofen der fiir das regelmifBige
8-Eck mafigebenden Winkel sind in : : - &
Abb. 286 eingetragen. Pae A

Im iibrigen finden die in den Glei- k‘ )_4
chungen 63 bis 73) zum Ausdruck ge- 0
brachten Beziehungen volle Anwendung Abb. 286.
auf die vorstehend genannten Vielecke.

173. RegelmiiBiges 6-Eck. Das regelmiBige 6-Eck ABCDEF in
Abb. 287 enthélt 6 Bestimmungsdreiecke; der Zentriwinkel eines jeden
360°

ist mithin —

== 60°. Da aber mit Gleichung 70) auch jeder

Basiswinkel == 60° ist, so muf} das Bestimmungsdreieck AMB gleich-

seitig sein?). Entsprechend den Bezeichnungen in Abb. 287 muf3

alsdann ]
s=R......... 76)

das heit, die Seite gleich dem
Halbmesser des umschriebenen
Kreises werden.

Man zeichnet also ein regel-
mafBiges 6-Eck, indem man den
Halbmesser des umschriebenen
Kreises 6mal als Sehne in den
Kreis eintrigt.

Fiir das gleichseitige Bestimmungs-
dreieck finden die in Ziffer 138, S. 128 AT
entwickelten Gesetze vollkommene An- Abb. 287.
wendung. Damit erhilt man fiir die
Héhe des Bestimmungsdreiecks, welche nach Abb. 287 gleich dem Halb-
messer r des einbeschriebenen Kreises ist, entsprechend der Entwick-
lung zu Gleichung 52), Seite 129:

1) Vgl. 8. 54, Ziffer 66.
11*



164 Planimetrie.

Mit diesern Werte wird der Inhalt des Bestimmungsdreiecks
T

R _
F »_8_1*5-?- V—g‘_-s‘R'V:’;.l)
AT - 2 T4

Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von s den gleichen Wert

R, so erhdlt man:

F A= &%@ oder auch

Inhalt des Be- _R? - 22
stimmungsdreiecks: } FA_T +V3 =048 R

Da 6 Bestimmungsdreiecke vorhanden sind, so wird der
Rz.
4

-2 —
F=32R~V3..............77)

Rechnet man die bestimmten Zahlenwerte aus, so erh#lt man
einen weiteren Wert fiir den

Inhalt des regel- _ 2
maBigen 6'ECkS:} F—-—2,598'R ............‘.78)

, F=6 V3 od
Inhalt des regel- } V3 oder

mifigen 6-Ecks:

Nach Gleichung 76) ist aber s = R. Damit gehen Gleichung 77)
und 78) iiber in:
3.s®
2
Die GroBen der fiir das regelmiBige 6-Eck mafigebenden Winkel
sind in Abb. 287 eingetragen.

F= -Y8=2598-5%....... 79)

174. RegelmiiBiges 12-, 24-. 48- . . . Eck. Halbiert man in Abb. 287
die- Bogen AB, BC, CD ... so wird der Umfang des Kreises in 12
gleiche Teile geteilt. Verbindet man die einzelnen Teilpunkte der
Reihe nach durch Sehnen, so entsteht das einbeschriebene regel-
méifige 12-Eck. Errichtet man in den Endpunkten der nach den
Ecken desselben gezogenen Durchmesser Senkrechten, so entsteht das
dem Kreise umschriebene regelmiBige 12-Eck. Setzt man das
Halbieren der Bogen in der in Ziffer 172 angegebenen Weise weiter
fort, so erhdlt man das einbeschriebene und damit auch das um-
schriebene, regelmaBige 24-, 48-, 96- . . . Eck.

175. RegelmiBiges Dreieck. Dasselbe wird aus dem regelmaBigen
6-Eck entwickelt, indem man je zwei nicht aufeinander folgende Ecken
des 6-Ecks durch Geraden verbindet. (Abb. 288.)

) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 59, Zitfer 60
%) » 8.129, Gleichung 54).
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Verbindet man weiter A und B mit
M und D, so ist AM = BM =BD =
DA =R als Halbmesser des umschriebe-
nen Kreises und infolgedessen Viereck
AMBD ein Rhombus?).

In diesem ist:

2
ME:%]—)zg) und AB | MD.

In dem rechtwinkligen Dreieck AEM

ist aber nach dem Pythagoras:

AE? - ME®? == AM?

Abb. 288.
oder, was dasselbe ist,
R 2
AE? (?) = R2  Mithin
AE? —= R? —R—:E-R{ also

s 4
2
AE:V_?’_. z:]/li.
R 3
2

Zieht man in dieser Gleichung die Quadratwurzel aus E}, so folgt:

R .—
AE= V3.
Die Seite s des regelméBigen Dreiecks ist mach Abb. 288
s=AB = 2-AE:2-%V§. Mithin

Seite des regel- | — re
maBigen Drojecks: s=R-V8 ...... ... .. .... 80)

Die Hohe des regelmifligen Dreiecks ist entsprechend Abb. 288

CE:CM+ME:R+§:%-R.

Mit den vorstehenden Werten fiir s und CE ergibt sich der Flachen-
inhalt des regelmifigen Dreiecks zu

3
R-V3-5 R
. 2 . Folglich

¥ 2

__AB-CE _s-CE
=S =t

1) Vgl. S.69, Ziffer 76.
) » 68 , T3¢, u. 8.70, Ziffer 78.
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Inhalt des regel- 38 ne2.ya
m%igenDreiecks:} F=—"R Va3 ... 8]

Mit Vg-—— 1,782 erhilt man einen weiteren Wert fiir den

Inhalt des regel- . 2
maBigen Dreiecks:} F=1209-R?...............82
Vergleicht man diese beiden Werte fiir F mit denjenigen des
Flicheninhaltes des regelmiBigen 6-Ecks in Gleichung 77 und 78),
so findet man, daB der Flicheninhalt des regelméBigen Dreiecks gleich
der Halfte desjenigen des regelmifBigen 6-Ecks ist.
Da das Dreieck ABC gleichseitig ist, so gelten fiir dasselbe aufer-
dem die auf Seite 128, Ziffer 138 entwickelten Gesetze.

176. RegelmiBiges 5-, 7-, 9%, 11- ... Eck. Die Seitenlingen der
regelmifligen Vielecke mit ungerader Seitenzahl stellt man am besten
durch Probieren fest. Man teilt den Umfang des umschriebenen
Kreises in die dem gesuchten Vieleck entsprechende Anzahl gleicher
Teile und verbindet die Teilpunkte in laufender Reihenfolge durch
Sehnen. Durch fortgesetzte Halbierung der Bogen erhilt man alsdann
regelmiiBige Vielecke mit entsprechend hdoheren Seitenzahlen. So er-
halt man auf diese Weise aus dem 7-Eck das 14-, 28-, 56- ... Eck,
_aus dem 13-Eck das 26-, 52-, 104-... Eck usw.

177. Berechnung regelmiifiger Vielecke aus der Seite oder
dem Halbmesser des um- bzw. einbeschriebenen Kreises. Obgleich
es fiir die geometrisch-zeichnerische Ermittelung der Seitenlingen ein-
zelner regelmiBiger Vielecke genaue Konstruktionen ——5-, 10-, 15-
Eck') -+ oder sogenannte Niherungskonstruktionen —- 7-Eck —- gibt,
so empfiehlt es sich doch zur Berechnung der Stiicke des Bestimmungs-
dreiecks, oder des ganzen Vielecks, die fiir diesen Zweck vorhandenen
Tabellen zu benutzen. Derartige Tabellen befinden sich in fast allen
technischen Hilfsbiichern: Hiitte, Ingenieurkalender usw.

Nachstehend sind einige dieser Tabellen wiedergegeben; die An-
wendung ist an Beispielen erliutert.

Aus den iiber regelmiBige Vielecke vorstehend entwickelten Glei-
chungen 71 bis 82) ist ersichtlich, daB sich deren Ergebnisse durchweg
auf die Seite s oder auf dic Halbmesser R und r der um- bzw.
einbeschriebenen Kreise beziehen. Auch hier sind iiber die in der
Praxis am meisten in Betracht kommenden Vielecke Tabellen vor-
handen, welche die erforderlichen- Angaben enthalten.

In der folgenden Tabelle II, iiber Seiten und Inhalte regelmifBiger
um- und einbeschriebener Vielecke, sind simtliche Werte auf den
Halbmesser R bezogen. Von diesen Werten sind: einzelne bereits in
den vorstehenden Entwickelungen enthalten.

1) Vgl S. 213, Ziffer 198.
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I. Tabelle iiber die GroBe der Winkel in regelméfigen

Vielecken.
RegelmiBiges Summe der GroBe eines I\él',itte]lspu;{ktswinkel
n-Eck: Innenwinkel?): Innenwinkels?): | es h €8 mmgmngs-
] reiecks?):
3 .3
4R . 4R .
4 4R 5 =% =%
6R o 4R .,
i 6R 5 =108 =2
6 8R %Pi—_—. 120° 4R _ g0
10R 4R
7 10R = 128%° =513
8 12R 2R 1350 4R _ 0
8 8
9 14R R _ 400 4R _ oo
9 9
16 R . AR ..
10 16R 0 = 144 10 = 36

II. Tabelle iiber Seitenlingen und Inhalte regelméBiger
um- und einbeschriebener Vielecke.

Regel- Seite s l Inhalt F } Seite s | Inhalt F
maBi- ‘ - | ‘
n.g];?zk ’ des einbeschriebenen n-Ecks H des umschriebenen n-Ecks
3 R-V3 %R2~V§ 2R-V3 5 3RV 3
4 R-V2 2Re 2R 4R
— "
5—V5| 5 —— Y Y-
5 RV R Y 10215 9R.}/5—2V5| 5R.V5—-2V5
6 R %R2-V§ %R-V‘é . 2RV

8 |R-YV2—-12 2R2.Y2 2R-(Y2—1) | 8Re.(y2—1)

[ —_ =
¥Y5—1 | 5 —— 5—2V5 . 1/58—2V5
10 | R ZRZ'V“)_QVE’ 2R-l/— 5 10R: ) ——"—

12 |R-V2-V3 3R? i 2R-2—V3) | 12R-@—V3)

1) I 8 in Abb. 283, S. 1569. Vgl auch S. 155, Ziffer 166.
) gy, 5 283
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Tabelle III zeigt neben der Ausdehnung auf die Halbmesser R
und r die Werte der Tabelle II in einer den bestimmten Zahlen ent-
sprechenden weiter ausgerechneten Form.

IIl. Tabelle iiber Halbmesser, Seitenlingen und Inhalte
regelméaBiger um- und einbeschriebener Vielecke.

]
Halbmesser des ! |

g‘ um- ein- . ‘ .. .

EE schriebenen ” beschriebenen Seite | Flicheninhalt

ge"‘ Kreises des n-Ecks

o~

R:‘R:lr:‘ r = 8 = ]S=H F= F: F:

3 0,577-6/2,000-1]0,289.5/0,500 . R[1,732 - R|3,464.1]| 0,4330.2[1,2090 . R2[5,1963.12
4 10,707-81,414-1/0,500-5(0,707 . R||1,414 - R|2,000-r| 1,0000-522,0000 - R2|4,0000-r2
5 10,851-5/1,236-110,688-5(0,809- R 11,176 - R|1,453-r]| 1,7205-822,3776 - R2|3,6327 -r2
6 |11,000-5/1,155-1110,866-8/0,866 - R|11,000 - R|1,155-1)| 2,5981-s22,5981 - R2/3,4641.r*
8 [1,307-5/1,082-11,207.5(0,924 - R|10,765 - R|0,828 r|| 4,8284.522,8284 - R2|3,3137 2

10 11,618-81,051-111,539-5|0,951 - R|{0,618 - R|0,650-1] 7,6942.52/2,9389 - R2|3,2492 r?

12 }l,932-8 1,035-111,866-5/0,966 - R||0,518 - R|0,536-1{{11,1962-52{3,0000 - R2|3,2154r2

16 |2,563-5/1,020-r2,514-8/0,981 - R||0,390 - R|0,398 1,120,1095-8%|3,0615 - R?{3,1826-12

Die Angaben in Tabelle III sind in folgender Weise zu lesen:
Fir das regelmifBlige 8-Eck ist z. B.
der Halbmesser des umschriebenen Xreises R = 1,307 mal
so lang als eine Seite s, oder 1,082mal so lang als der Halb-
messer r des Inkreises;
der Halbmesser des einbeschriebenen Kreises r == 1,207 mal
so lang als eine Seite s, oder 0,924 mal so lang als der Halb-
messer R des Umkreises;

eine Seite s = 0,765mal so lang als der Halbmesser R des
Umbkreises oder 0,828mal so lang als der Halbmesser r des
Inkreises;

der Flicheninhalt F -= 4,8284 mal so groB als das Quadrat
iiber einer Seite s, usw.

Beispiele.

1. Wie groB werden im regelmiiBigen 10-Eck
a) der Zentriwinkel des Bestimmungsdreiecks,
b) ein Basiswinkel ,, '
¢) ein Innenwinkel,
d) die Summe der Innenwinkel? (Abb. 283.)

a) Nach Gleichung 67), Seite 159, erhilt man:

(0]
Zentriwinkel y — % -R 4 . 90° — 360

—_— — 0.
10 10 36
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b) Aus Gleichung 70), Seite 160, folgt:

.. _n—2 o 10—2 ., 8-90°
Basiswinkel o = - R = 10 - 90° = 10 = 72°7)
¢) Mit Gleichung 68), Seite 160, erhilt man:
— — . . 0
Innenwinkel P’:n " 2-2R 10 0 2-2-90°: 8-2-90° 144°,

d) Nach Gleichung 69), Seite 160, ergibt sich:
Winkelsumme =(2-n — 4)-R =(2-10 — 4)- R == 16 - 90° = 1440°.

Vergleicht man die KErgebnisse mit den Angaben in Tabelle I,
Seite 167, so findet man dort dieselben Werte. Es wird nunmehr dem
Leser ein leichtes sein, die Angaben in Tabelle I auf Vielecke von
gréBerer Seitenzahl auszudehnen; er mache den Versuch!

2. Wie groB werden Seite und Flicheninhalt a) des regelmifigen
einbeschriebenen, b) des regelmifigen umschriebenen 8-Ecks, welche
zu einem Kreise von 50 mm Durchmesser gehdren?

Mit den Angaben in Tabelle II, Seite 167, erhalt man:

a) s=R-V2—V2 =252 14142 — 25-V0,5858, d. i.
s = 25.0,765 = 19,125 ~ 19,1 mm.
F—2.R:.V2 — 2-252-1,4142 — 1767,75 ~ 1768 mm>

b) s =2.R-(V2 — 1) =2.25-(1,4142 — 1) = 50.0,4142, d. i.

s = 20,7 mm.
F = 8-R*.(VY2—1) = 8.252.(1,4142 — 1) = 5000-0,4142, d.i.
F = 2071 mm?2.

3. Wie groB werden fiir ein regelmiBiges einbeschriebenes 8-Eck,
dessen Seite s = 19,125 mm lang ist?), a) der Halbmesser des um-
schriebenen Kreises, b) der Halbmesser des einbeschriebenen Kreises,
c) der Flicheninhalt?

Nach den Angaben in Tabelle III, Seite 168, erhilt man:
a) R = 1,307-s — 1,307-19,125 = 24,997 ~ 25 mm.

b) r= 1,207.8 = 1,207 -19,125 — 23,085 ~ 23,1 mm.
¢) F = 4,8284.5% — 4,8284.19,1252 = 1766,06 mm>.

1) Probe: Winkelsumme im Dreieck = 2R = 180°; mithin mu y+2a
= 36°42.72° = 36° + 144° — 180° = 2R sein.

%) Die Lange der Seite wurde nur deshalb s = 19,125 mm gewihlt, um
die Ubereinstimmung mit entsprechenden Werten in Beispiel 2 zu zeigen.

DaB die Zahlenwerte fiir die Flicheninhalte F voneinander abweichen ist
darauf zuriickzufiihren, daB die letzte Dezimalstelle der Koeffizienten unter
dem Einflusse der nichsten Stelle erhoht bzw. nicht erhéht wurde. Vgl
hierzu FuBinote 2) auf Seite 94.



170 Planimetrie.

Mit den unter a), b) und ¢) errechneten Werten lassen sich weiter
bestimmen:
d) der Halbmesser des umschriebenen Kreises:
R = 1,082 -r = 1,082 23,1 = 24,994 ~ 25 mm.
e) Der Halbmesser des einbeschriebenen Kreises:
r = 0,924 -R = 0,924 .25 = 23,1 mm.
f) Der Flicheninhaltl):
F —= 2,8284 -R? = 2,8284 - 252 — 1767,75 mm?,
F = 3,3137-r2 = 3,3137- 23,12 == 1768,2]1 mm?

Ubungen.

1. Es sind die in einem regelmiBigen 5-Eck moglichen Winkel-
beziehungen zu bestimmen.

2. Bs sind fiir ein regelmiBiges 10-Eck, welchem ein Kreis von
76 mm Durchmesser umschrieben ist, die in Tabelle II, Seite 167 an-
gegebenen Werte zu- berechnen.

3. Ein regelmiBiges 16-Eck besitzt einen Flicheninhalt F =
3000 mm2. Wie groB werden s, R und r?

H. Berechnung des Kreises.

178, Umfang des Kreises. Durch Halbieren der Bogen AD,
DB, BC und CA des dem regelmaBigen 4-Eck ADBC umschrie-
benen Kreises erhilt man, wie in Abb. 286, Seite 163 dargestellt,
das regelmifige einbeschriecbene 8-Eck AEDHBFCG. Die Seiten
des 8-Ecks sind kleiner als diejenigen des 4-Ecks. Entwickelt man
aus dem 8-Eck das 16-Eck, so werden die Seiten des letzteren wiederum
kleiner als diejenigen des ersteren.

Je groBer also die Anzahl der Seiten eines in einen Kreis be-
schriebenen Vielecks ist, desto kleiner sind dieselben; damit nihert
sich aber der Umfang des Vielecks immer mehr und mehr -dem Um-
fange des umschriebenen Kreises. Es wird also ein einbeschriebenes
Vieleck von auBerordentlich groBer Seitenzahl geben, dessen Umfang
mit dem des umschriebenen Kreises so gut wie zusammenfillt.

Sieht man daher den Kreis als ein Vieleck mit unendlich vielen,
unendlich kleinen Seiten an, so wird man der wahren Lange des Um-
fanges eines Kreises niher und niher kommen, indem man die Um- -
finge der einbeschriebenen Vielecke von immer zunehmender
Seitenzahl berechnet.

Geht man zu diesem Zwecke vom einbeschriebenen regel-
mifligen 6-Eck aus, so wurde bereits bei Abb. 287, Seite 163, erklirt,
daB man ein regelmiBiges 6-Eck zeichnet, indem man den Halb-
messer R des umschriebenen Kreises 6mal als Sehne in diesen
eintrigt.

Der Umfang des regelmiBigen 6-Ecks ist demnach:

U=6-R.

') Vgl. FuBnote 2) auf S. 169.
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Bezeichnet man den Durchmesser des umschriebenen Kreises mit
d, so wird, da entsprechend Gleichung 59), Seite 135
d

2
ist, der Umfang des regelmiBigen 6-Ecks auch

U= 6-%4:3-41. In Worten:

Manerhiltden Umfang deseinbeschriebenen regelméBigen
6-Ecks, indem man den Durchmesser des umschriebenen
Kreises mit 3 multipliziert.

Bringt man die Umfinge der durch fortgesetzte Verdoppelung der
Seitenzahl des einbeschriebenen 6-Ecks entstehenden Vielecke, des
regelmiBigen 12-, 24-, 48-, 96-, ... -Ecks, in die gleiche Beziehung
zum Durchmesser des umschriebenen Kreises, so ergibt sich folgendes:

Umfang des regelméBigen 6-Ecks: U = 3,00000-d
» » ” 12- = 3,10583 -d
» » » 24- = 3,13263-d
» ” » 48- -= 3,13935 -d
" ” » 96- ,, = 3,14103 -d
9 2] »” 192' Y] = 3,14145 . d
” » " 384- = 3,14156 -d
» ” » 768- = 3,14158-d
” » I 1536- ” - 3,14159 - d usw.

Je weiter diese Rechnung fortgesetzt wird, .desto mehr nihert sich
der Umfang des einbeschriebenen n-Ecks demjenigen des umschrie-
benen Kreises, desto geringer wird der Unterschied in den Dezimal-
stellen der immer wiederkehrenden, bestimmten Zahlen: 3,1415 ...
und in desto mehr Dezimalstellen werden diese Zahlen {ibereinstimmen.

Man erhilt also in dem Produkte aus dem Koeffizienten
3,1415... und dem Durchmesser des einem regelmaBigen
n-Eck von unendlicher Seitenzahl umschriebenen Kreises
eine Zahl, welche der wahren Linge des Umfanges dieses
Kreises auBerordentlich nahe kommt.

Ein praktischer Versuch fiihrt zu dem gleichen Ergebnis: Legt
man um einen genau zylindrisch geformten Korper einen Faden, welcher
den Korper vollkommen in ein und derselben Ebene umspannt, streckt
man alsdann den Faden zur geraden Linie aus, miBt deren Linge und
dividiert mit dem nach derselben Einheit gemessenen Zylinderdurch-
messer in die Fadenlinge, so findet man, da8

der Durchmesser ungefiahr 8'/;mal in der Fadenlinge ent-
halten ist, mit anderen Worten, daf} der Faden ungefihr

8'/;mal so lang wie der Purchmesser ist.
Die Fadenlinge entspricht aber dem Umfange U des Kreises und
erhilt man fiir denselben
U = 3Y;-d
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Verwandelt man die gemischte Zahl 3/; in einen Dezimalbruch,

so wird

31/, = 27—2= 3,14159 ...,

welcher Wert sich mit dem letzten der in der Zahlenreihe auf S. 171
angefiihrten Koeffizienten vollkommen deckt?).

Man bezeichnet die Zahl, mit welcher man den Durchmesser eines
Kreises multiplizieren muB, um dessen Umfang zu erhalten, mit dem
griechischen Buchstaben 7 (Pi)3).

Genaueste Berechnungen?) haben folgenden Wert ergeben:

T = 3,141592653 58979323846 . ..

ein unendlicher, nicht periodischer Dezimalbruch?).

Fir genauere Berechnungen benutzt man nur einige der ersten
Dezimalstellen dieser Zahl, entsprechend der Schirfe, welche man der
Genauigkeit des Resultates geben will.

Mit fiir die Praxis geniigender Genauigkeit setzt man allgemein

T == 3,14.

Aus dem vorstehenden folgt:

Man findet den Umfang eines Kreises, indem man den Durch-
messer desselben mit der Zahl sz multipliziert, d. h.

Umfang des Kreises: U=d-w. ............... 83)

Hieraus folgt

Durchmesser des Kreises: d=E TP, . 1)
r

Bezeichnet man allgemein den Halbmesser eines Kreises mit r, so
gehen die Gleichungen 83 und 84), da nach Gleichung 58)
d = 2r ist, iiber in
Umfang des Kreises: U=2.r-m..............85
Mithin
U

- 86
2. )

Halbmesser des Kreises: r—

) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 206, Ziffer 16.
%) Néherungsweise kann man sich auch eines der Briiche
355

1i3 = 3,1415928 . ..
333 .
106 = 3,14150 . . . bedienen.

%) Vgl. Seite 230.
%) Bis auf 500 Dezimalstellen.
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179. Inhalt des Kreises. Sowohl fiir das unregelmifBige als auch
fiir das regelmifige Tangentenvieleck ist nach Gleichung61), Seite 156

und Gleichung 72), Seite 161 der Flicheninhalt
U-r r
Fe=rg=Uy

Diese Gleichung kann man der Berechnung des Kreisinhaltes
zugrunde legen, da nach vorstehendem der Kreis als ein Tangenten-
vieleck mit unendlich vielen Seiten aufgefait werden kann.

Nun ist nach Gleichung 85) U = 2.r-m. Setzt man diesen Wert
fiir U in die vorstehende Gleichung fiir F ein, so erhilt man

F = 2~r-7t-—;—, oder
Inhalt des Kreises: F=—r%*m. ....... ... ........87
Hieraus folgt _
. F)
Halbmesser des Kreises: r— — 88)

Bezeichnet man allgemein den Durchmesser eines Kreises mit d,
so gehen die Gleichungen 87) und 88), da entsprechend Gleichung 59)

d ., .. .
P ist, iiber in

d 2
F = (*2—\) .1, oder auch

2 2,
Inhalt des Kreises: I*‘=%-7r=d—1—7E R - 1) )
Mithin .
F
Durchmesser des Kreises: d=2-V;- I (1]}

Gleichung 87) und 89) kann man in Worte fassen wie folgt:

Man findet den Inhalt eines Kreises, indem man das Quadrat des
Halbmessers mit der Zahl ;; multipliziert, oder indem man das
Produkt aus dem Quadrate des Durchmessers und der Zahl = durch 4
dividiert.

180. Inhalt des Kreisringes. Bereits bei Besprechung der Lage
zweier Kreise zueinander wurden auf Seite 137, Ziffer 148 Begriff
und Entstehung des Kreisringes erklirt.

Man kann die Fliche eines Kreisringes als Differenz zweier kon-
zentrisch zueinander liegenden Kreisflichen auffassen. (Abb. 289.)
Mit den Bezeichnungen R und r fiir die Halbmesser der Kreise wird
alsdann entsprechend Gleichung 87) der

Inhalt des Kreisringes: F=R*a—r7.. . . ........9)

) Vgl. W. u, St.,, Arithm. u. Algebra S 80, Ziffer 77.
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Bezeichnet man die Durchmesser der beiden Kreise mit D und d,
g0 erhilt man mit Gleichung 89) einen weiteren Wert fiir den

D*w &.x
4 4

Vielfach berechnet man auch den Inhalt der Kreisringfliche aus
dem Halbmesser ry, des mittleren Kreises und der Breite b

Inhalt des Kreisringes: F = - 92)

N4

Abb. 289. Abb. 290.

derselben. (Abb. 290.) Der mittlere Halbmesser ry, halbiert den
Periphericabstand der beiden konzentrischen Kreise.
Aus Gleichung 91) F = R*. 7w — r®. 7z folgt:
F = n-(R®— r?), wofiir man?)
F=um-®R 4 1)-(R —1) oder auch

— Z-n-gﬂ-(R—r)
2
schreiben kann. In der letzten Gleichung ist aber
R
—;LE = ry =— dem Halbmesser des mittleren Kreises,

R — r = b = der Breite des Kreisringes.
Setzt man diese Werte in die letzte Gleichung fiir F ein, so er-

hélt man:
F—=2-7w-rn-b.
In dieser Gleichung ist 2-7-ry der Umfang des mittleren Kreises,

welcher mit U, bezeichnet werden soll. Damit geht die letzte Gleichung
iiber in

Inhalt des Kreisringes: F=TUn'b ... ... ... ... ... 93)

Der Inhalt eines Kreisringes ist gleich dem Produkt aus dem
Umfange des mittleren Kreises und der Breite des Ringes.

) Vgl. W. u. St., Arithm. m, Algebra S. 29, Ziffer 35, Gleichung 7,
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Beispiele.

1. Von einem Kreise ist der Halbmesser r == 60 mm bzw. der
Durchmesser d = 120 mm gegeben. Zu berechnen sind der Umfang U
und der Flicheninhalt F.

a) Mit dem Halbmesser r — 60 mm ergibt sich aus Gleichung 85)
bzw. 87):

U=2:r-77 = 2-60-3,14 = 376,8 min.
F = 1?7 = 602%.3,14 = 11304 mm?.

b) Mit dem Durchmesser d — 120 mm erhilt man aus Gleichung 83)
bzw. 89):

U=d-.mw = 120-3,14 = 376,8 mm.
2 2

p=L 7 1200318 1o04 mme,
4 4

Beide Berechnungen ergeben, wie das auch der Fall sein muB,
dasselbe Resultat.

2. Von einem Kreise ist der Umfang U == 732 mm gegeben. Zu
berechnen sind der Halbmesser r, der Durchmesser d und der Flichen-
inhalt F.

Aus Gleichung 86 bzw. 84) folgt:

U 732
U 732
= — = == 1 .
d p- 314 233,12 mm

Mit diesem Werte fiir den Durchmesser erhidlt man aus Glei-
chung 89) den Flicheninhalt

dz.z  233,12%-3,14
4 4

3. Von einem Kreise ist der Flicheninhalt F = 3217 mm? gegeben.

7Zu berechnen sind der Halbmesser r, der Durchmesser d und der

Umfang U.
Aus Gleichung 88) bzw. 90) folgt:

F= = 42660,77 mm?.

r :VE V327 /10245223 — 32,008 ~ 32 mm.
7T 3,14

d==2 V—E—z 2- 3217 2-¥1024,5223 = 64,016 ~ 64 mm.
T 3,14
Mit diesem Werte fiir den Durchmesser ergibt sich aus Gleichung 83)
der Umfang
U=4d: 7= 64,016-3,14 = 201,01 mm.
Berechnet man den Umfang aus dem auf 64 mm abgerundeten
Durchmesser, so erhilt man:

U=d-m = 64-314 = 200,96 mm.
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Der Vergleich beider Ergebnisse zeigt eine Differenz von 201,01
— 200,96 = 0,05 mm. Dieselbe erklirt sich aus der mit den Pezimal-
stellen vorgenommenen Abrundung!

Die Beispiele 1 bis 3 entsprechen den Aufgaben, welche
die Praxis in reichstem MaBe stellt. Um bei deren Losung
die zeitraubenden Rechnungen mit der Zahl # = 3,14 ... zu
vermeiden, bedient man sich mit Vorteil der in fast allen
technischen Hilfsbiichern vorkommenden Tabellen iiber
Kreisumfinge und Kreisinhalte. Diese Tabellen enthalten im
allgemeinen Zahlenangaben iiber Umfinge und Inhalte von
Kreisen mit den Durchmessern 1 bis 1000 bzw. 0,1 bis 100,0.
Zu den letzteren gehéren die Tabellen am Schlusse des
IIL. Teiles dieses Buches. Die in Frage kommenden Spalten
derartiger Zahlentafeln tragen am Kopfe die Uberschriften:

.de .n2
n-d oder 7z-n bzw. %odern—Tn. Die Werte sind also samt-
lich auf den Durchmesser des Kreises bezogen.

In den folgenden Beispielen sollen diese Zahlentafeln
Verwendung finden, da sie nicht nur die auszufiihrenden
Berechnungen ungemein abkiirzen, sondern auch bei Beriick-
sichtigung einer gréBeren Stellenzahl der Zahl 7z genauere
Resultate geben.

4. Wie stellen sich die Resultate der Beispiele 1 bis- 3 unter
Beriicksichtigung der vorstehend erwdhnten Tabellenwerte?

Beispiel 1: U = 376,99 mm; F = 11309,7 mm?2.

2: U="731,99 mm; d = 233 mm; F = 42638,5 mm?
» 3: F = 3216,99 mm?; d == 64 mm; U = 201,06 mm.

5. Wie groB sind Umfang und Inhalt eines Kreises von 125 mm
Durchmesser?
Nach den Angaben der Tabelle erhilt man:

U =392,7 mm; F = 12271,8 mm?®

6. Wie grof3 sind Umfang und Inhalt eines Kreises von 1,25 dm
Durchmesser?
Mit den Werten der Tabelle ergibt sich:

U =3,927 dm; F == 1,22718 dm?2.})

7. Ein Wagenrad besitzt einen Durchmesser von 975 mm. Wie
grof} ist der Umfang desselben?

Nach der Tabelle erhilt man: U == 3063,1 mm.

8. Die Planscheibe einer Drehbank hat einen Flicheninhalt von
502655 mm2.  Wie groB sind Durchmesser und Umfang?

Nach der Tabelle ergibt sich: d == 800 mm; U = 2513,3 mm.

»”

') Vgl. diese Zahlen mit denen in Beispiel 5.



Der’ Kreis. 177

9. Eine Rundeisenstange besitzt einen Umfang von 78,54 mm.
Wie groB werden Durchmesser und Querschnitt?
Nach der Tabelle wird: d = 25 mm; F = 490,87 mm?2

10. Der 4uBere Durchmesser eines Kreisringes ist D = 184 mm,
der innere d ==160 mm. Wie groB ist der Flicheninhalt desselben?

a) Nach Gleichung 91) erhilt man:
F=R?. 7w —r? w==r-(R?—r?) =3,14.(922 — 80%, d. i
F =3,14-(8464 — 6400) = 3,14 - 2064 — €480,96 mm®.
b) Aus Gleichung 92) ergibt sich mit den Tabellenwerten:
D*.n d*-r 184°-3,14 160°-3,14
4 4 4 4 ’
F = 26590,4 — 20106,2 = 6484,2 mm?>.?)

F= d. i

¢) Um den Flicheninhalt des Kreisringes aus Gleichung 93) be-
rechnen zu kénnen, muB3 man den Halbmesser ry, des mittleren Kreises
und die Breite b des Ringes kennen. Nach der Entwicklung zu Glei-
chung 93), Seite 174 ist nun

_ R4-r 92480 172
Im = =g = 5 = 9 = 86 mm und
b=R—r =92 —80=12 mm.

Mithin nach Gleichung 93):

F=Upn'b=2:rp-t-b=2-86:3,1412 = 6480,96 mm?,

welcher Wert sich mit dem unter a) errechneten vollkommen deckt.

Benatzt man die Tabellenwerte und setzt man 2:rp = dn, in
welcher Gleichung dn den Durchmesser des mittleren Kreises be-
zeichnet, so erhilt man:

F=Up-b=—dn-7-b=172-314-12, d. i
F = 540,35 - 12 — 6484,2 mm?,

‘welcher Wert sich mit dem unter b) errechneten deckt?).

11. Der duBere Durchmesser eines guBeisernen Rohres ist D =
140 mm, die Wandstirke s— 12 mm. Welchen Materialquerschnitt
besitzt das Rohr?

Der Querschnitt des Rohres ist ein Kreisring. Um den inneren
Durchmesser zu erhalten, ist die doppelte Wandstirke vom &uBeren
abzuzichen, also

d=D—2-8=140—2-12 =116 mm.

1) Der letzte Wert ist, da mit dem Tabellenwerte errechnet, genauer. Die
Differenz mit dem Werte unter a) ist lediglich darauf zuriickzufiihren, da
hier nur mit-7 = 3,14 gerechnet wurde!

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, 1,2, 2. Aufl. 12
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Mithin nach der Tabelle:

Inhalt des XKreises. von 140 mm Durchmesser = 15393,8 mm?.
Davon ab:

Inhalt des Kreises von 116 mm Durchmesser = 10568,3 mm?2.
Folglich: Materialquerschnitt — 4825,5 mm?

12. Wie grof3 ist der Inhalt der in Abb. 291 dargestellten, schraffier-

ten Fliche?
Dieselbe ist als Differenz eines Quadrates von 16 cm Seitenlidngé
und eines Viertelkreises von 32 cm Durchmesser aufzufassen. Mithin:

Inhalt des Quadrates = 162 = 256,000 cm?2.
4
Inhalt des Viertelkreises =— 804‘;28 = 201,062 cm?2.

Inhalt der Fliche — 54,938 cm?2.

. g #

€ ¢ eSS
vy / 4 Iy ’ s, '.o /
B0 / ,2.//,//. g

(T LSO T4 L L it S
< 5155559

Abb. 291. Abb. 292.

13. Welchen Inhalt besitzt die in Abb. 292 dargestellte Fliche?
Dieselbe besteht aus einem Rechteck von 5 m Linge und 3 m
Breite sowie aus 2 Halbkreisen oder, was dasselbe ist, aus einem
ganzen Kreise von 3 m Durchmesser. Folglich:
Inhalt des Rechtecks == 5-3 = 15,0000 m®. Dazu:
2,
Inhalt des Kreises = 3—475 = 97,0686 m®. Mithin:

Inhalt der Fliche — 22,0686 m?2.

ﬁbungen.

1. Es ist der Umfang eines Kreises zu berechnen, dessen Durch-
messer mit je 85 mm, 42,7 mm; 132 cm, 184 cm; 9,8 dm, 16,25 dm,;
04 m, 526 m und 2,375 m gegeben ist.

2. Der Umfang eines Kreises ist mit je 52 mm, 125,6 mm; 37,4 cm,
520,35 cm; 210 dm, 87,15 dm; 0,4 m, 8,37 m und 435,125 m gegeben.
Wie groB ist der zugehorige Durchmesser?

3. BEs ist die Lénge des Halb-, Viertel- und Achtelkreises zu be-
rechnen dessen Halbmesser mit je 350 mm, 125,2 mm; 8,56 cm, 35,7 cm;
0,25 dm, 1,75 dm; 0,175 m, 55,55 m und 375,755 m gegeben ist.
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4. Ein Wagenrad besitzt einen Durchmesser von 1,25 m. Wie
grof ist dessen Umfang und wieviel Umdrehungen macht dasselbe,
wenn der Wagen eine Strecke von 1 km Linge durchliuft?

5. An einem Wagen besitzen die Hinterrdder einen Durchmesser von
1500 mm, die Vorderrider einen solchen von 1150 mm. Wieviel
Umdrehungen machen die Hinterrider, wenn die Vorderrdder deren
1000 machen?

6. Ein Zahnrad enthilt bei einem Teilkreisdurchmesser von 331 mm
Linge 50 Zahne. Wie grof} ist die Teilung, d. i. die Entfernung von
Mitte bis Mitte bzw. von Flanke bis Flanke Zahn?

7. Welchen Teilkreisdurchmesser mull ein Stirnrad mit 40 Zihnen
erhalten, wenn die Teilung zu 21,98 mm = 7 - 7z angenommen wird?

8. Das Hinterrad eines Fahrrades besitzt 750 mm Durchmesser.
Bei vier Tritten des Fahrenden macht dieses Rad fiinf Umdrehungen.
Welche Strecke durchliuft das Rad bei 10 Tritten und wieviel Tritte
muB der Fahrende machen, wihrend er 10 km durchfihrt?

9. Es ist der Flicheninhalt eines Kreises zu berechnen, dessen
Durchmesser mit je 35 mm, 575 mm, 950,56 mm; 52 cm, 137,5 cm;
92 dm, 32,5dm, 1,75 dm; 1 m, 122 m, 25,45 m und 0,785m ge-
geben ist.

10. Der Flacheninhalt eines Kreises ist mit je 25 mm?2 275 mm?,
6752 mm?;, 5 cm?, 62,5 cm? 1365 cm?, 10875,5 cm?; 1,1 dm?,
0,275 dm?; 1 m? 15,7 m2, 8460,25 m? und 0,975 m? gegeben. Wie
groB ist der zugehdrige Durchmesser?

11. Es ist der Flicheninhalt eines Kreises zu berechnen, dessen
Umfang mit je 300 mm, 2500 mm; 3,7 cm, 4752 cm; 15 dm,
625,75 dm, 0,625 dm; 1,2 m und 52,375 m gegeben ist.

12. Der Fliacheninhalt eines Kreises ist mit je 10 mm?2, 300 mm?,
15725 mm?; 1 em?, 17625 cm?; 3765,5 dm2, 1,75 dm?; 0,325 m?
und 6378,57 m? gegeben. Wie groB} ist der Umfang des zugehdrigen
Kreises?

13. Welchen Querschnitt besitzt eine 50 mm starke Rundeisen-
stange in mm? cm? dm? und m??

14. Aus einer 1 mm starken Blechplatte von 2 m Linge und
310 mm Breite sollen kreisrunde Scheiben von je 100 mm Durchmesser
geschnitten werden. Der Mittenabstand der Scheiben betrage 103 mm.
Wieviel Scheibenerhalt man; wie grof ist der Flacheninhalt derselben
im einzelnen sowie im ganzen und wieviel Blech geht als Abfall ver-
loren a) im ganzen, b) in % bezogen auf die volle Platte?

15. Ein Kreis, ein Quadrat und ein gleichseitiges Dreieck haben
je einen Flicheninhalt von 500 mm? Welche von diesen Figuren be-
sitzt den kleinsten Umfang?

16. Welchen Flicheninhalt besitzt ein Kreisring, von dem

R = 60 mm; 37,5 cm; 7,25 dm; 2,12 m; 0,975 m;
r=25 , ; 262 , ;618 , ;121 ,; 0825 ,

gegeben sind?
12*
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17. Es sind die Flicheninhalte der in Abh. 293 bis 298 dar-
gestellten Flachen zu berechmen. MaBe: Millimeter!

Abb. 296. Abb. 297. Abb. 298,

_IX. Proportionalitit der Linien und
Ahnlichkeit geradlinig begrenzter Figuren.

A. Proportionalitiit der Strecken.

181. Messen. Aliquoter Teil. Eine Strecke messen heiBt, sie mit
einer anderen Strecke, der Lingeneinheit, vergleichen und untersuchen,
wie oft die Lingeneinheit in der gegebenen Strecke enthalten istY).

Bei der Berechnung des Flicheninhaltes ebener Figuren war an-
" genommen, daBl die Strecken, welche zur Berechnung dienen, Grund-
linien, HGhen usw., sich durch eine andere Strecke: m, dm, ecm,
mm messen lassen, die in den ersteren ohne Rest enthalten ist.

Man sagt daher auch, eine Strecke werde durch eine andere ge-
messen, wenn sich die letztere n-mal auf der ersteren ohne Rest
abtragen lafit, wobei unter n eine ganze oder eine gebrochene Zahl
zu verstehen ist. Die zweite Strecke heiBt, wenn sie ohne Rest in
der ersten enthalten, wenn also n eine ganze Zahl ist, ein MaB oder
ein aliquoter Teil der ersteren. So sind z. B. 20 cm, 10 cm, 8 cm,
5cm, 4 cm, 2 cm und 1 cm MaBe oder aliquote Teile einer Strecke
von 40 em Linge.

182. GrofStes gemeinschaftliches MaB. Bei dem Messen von
Strecken sind zwei Fille zu beachten:

1) Die kleinere Strecke b ist in der groBeren a ohne Rest ent-
halten; in diesem Falle ist die letztere ein Vielfaches der ersteren,
n also eine ganze Zahl. (Abb. 299.)

1) Vgl. S. 6, Ziffer 16.
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2) Die kleinere Strecke b ist in der groBeren a nicht ohne Rest
enthalten, es bleibt ein Rest r. (Abb. 300.) In diesem Falle ist das
groBte gemeinschaftliche MaB oder die MaBeinheit der beiden
Strecken festzustellen. Hierbei verfahrt man in gleicher Weise wie
bei der Bestimmung des gréBten gemeinschaftlichen Teilers
zweier Zahlen.

P, BN, SISO, TSN SIS S

o—0
— 5 o

Abb. 299.

Abb. 300.

Diesen findet man, indem man die groBere Zahl durch die kleinere
dividiert, alsdann die kleinere durch den bei dieser Division erhaltenen
Rest, letzteren durch den neuen Rest usw. und das Verfahren so lange
fortsetzt, bis kein Rest mehr bleibt. Der letzte Rest ist alsdann der
grofite gemeinschaftliche Teiler.

Beispiele.

1. Es ist der groBte gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 140 und
16 zu bestimmen.
140:16 — 8, Rest 12
128
12
16:12=—=1, Rest 4
12
4
12:4= 3, Rest 0.
12
0
Demnach ist der gréBte gemeinschaftliche Teiler =4, d. h. 4 ist
die groBte Zahl, welche sowohl in 140 als auch in 16 ohne Rest
enthalten ist.
2. Wie groB ist der gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 1032
und 552?
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1032:552 = 1, Rest 480
552
480
552:480 — 1, Rest 72
480
72
480:72 == 6, Rest 48
432
48
72:48 =— 1, Rest 24
48
24
48:24 — 2, Rest 0.
48
0
GroBter gemeinschaftlicher Teiler == 24.

Ist nun fiir zwei gegebene Strecken a und b das groite gemein-
schaftliche MaB, also diejenige groSte Strecke, welche sowohl in a als
auch in b ohne Rest enthalten ist, festzustellen, so verfihrt man ent-
sprechend der arithmetischen Darstellung folgendermaBen:

Man tragt die kleinere Strecke b so oft als moglich auf der gréBeren
ab, den bleibenden Rest r; trigt man, so oft es angeht, auf b ab.
Bleibt hier ein Rest r:, so wird dieser auf dem Reste r1 abgetragen
und dieses Verfahren von Rest zu Rest so lange fortgesetzt, bis kein
Rest mehr iibrig bleibt. Der beim vorletzten Abtragen gebliebene
letzte Rest ist alsdann das gesuchte, grofte gemeinschaftliche Maf
der Strecken a und b.

= a =

1Ty - 2Ty -

Abb. 301.

In Abb. 301 ist das Verfahren dargestellt. Auf der Strecke a ist
die Strecke b zweimal abgetragen; es bleibt als Rest die Strecke ri. Der
Rest r; ist auf b einmal abgetragen, wodurch der Rest r: entsteht.
Dieser ist 2mal auf r; abgetragen; es bleibt als Rest rs. Letzterer
ist 1mal auf r. abgetragen, wobei der Rest ry iibrig bleibt. Dieser
ist schlieBlich 2mal auf r; abgetragen, ohne daB sich ein weiterer
Rest ergibt. Mithin ist r. das groBte gemeinschaftliche MafB der
Strecken a und b.
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Abbildung 301 entsprechend ist nun

ry = 2mal in rs

3 ey y T2
8 s y It
i1, , b
30 ,, , a enthalten.

Die Zahlen, welche angeben, wie oft das groBte gemeinschaftliche
MaB in den zu vergleichenden Strecken enthalten ist, nennt man
MaBzahlen.

183. Verhiltnis zweier Strecken. Entsprechend Abb. 301 er-
geben sich fiir die Strecken a und b die MaBzahlen 30 und 11, d. h.
es ist

30.ra =—=a und 11-ri==Db. Folglich:
a b
T4 — é‘o und Iy == —ﬁ, d h.
der 30. Teil von a ist gleich dem 11. Teile von b. Mithin:

a b
e - 1
30 11 oder in anderer Form?)
a:30 —=Db:11.

Vertauscht man die Innenglieder dieser Proportion, so erhilt
man %):
a:b==30:11
und liest in bezug auf Abb. 301: Die Strecke a verhalt sich zur

Strecke b wie 30 zu 11, oder kurz: a verhilt sich zu b wie 30 zu 11.
Unter dem Ver-

haltnisse zweier T2 s
Strecken versteht

man demnach das c "
Verh#ltnis ihrer z & a P TR 2
MafBzahlen.

Verhalten sich also Y, g e
zwei Strecken AB und 7 & 4 5 7z 2 O £ 5 F 2
CD wie 4:7, so heil}t
das, die erste Strecke Abb. 302.

AB enthalt 4 gleiche
Teile von derselben GréBe, wie die zweite Strecke CD deren 7 ent-
halt. (Abb. 302.)

Man sagt, zwei Strecken AB und CD verhalten gich wie m zu n,
wenn ihre MaBzahlen, bezogen auf dieselbe Einheit, die Zahlen m
und n sind. Und verhalten sich zwei andere Strecken A1B: und

) Vgl. W. u. St, Arithm. u. Algebra S. 185, Ziffer 127.
2) »” ” ” 2 EE 3 ” ” 193’ 2 134'
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01D, ebenfalls wie m zu n, so sagt man, die ersten Strecken verhalten
sich wie die letzten; man bringt dies durch die Proportion

ABCD == A1B1201D1

zum Ausdruck. Hieraus folgt:

Zwei Paar Strecken haben gleiches Verhiltnis, oder zwei
Paar Strecken sind verhiltnisgleich, wenn die Verhaltnisse
ihrer Maflzahlen gleich sind.

184, Kommensurabele und inkommensurabele Strecken. Aus
dem vorstehenden geht hervor: Kann eine Strecke durch eine zweite
gemessen werden, so kann sie auch durch einen aliquoten Teil dieser
Strecke gemessen werden. dJeder aliquote Teil der zweiten Strecke
ist auch ein aliquoter Teil der ersten Strecke.

Zwei Strecken, die einen oder mehrere aliquote Teile gemeinsam
haben, oder welche ein gréBStes gemeinschaftliches Ma$ besitzen, heiBien
kommensurabel.

Zwei Strecken, die keinen aliquoten Teil gemeinsam haben, heifen
inkommensurabel.

) Sind zwei Strecken kommensurabel, so 1iBt sich die eine stets
als das n-fache der anderen ausdriicken, wobei n entweder eine
ganze oder gebrochene Zahl ist.

Die folgenden Erklirungen sollen sich nur auf kommensurabele
Strecken beziehen.

ﬁbungen.
1. Gegeben sind folgende Werte fiir a und b:
1) a=300mm 2) a=210 cm 3) a=840m
b= 48 mm; b= 14 mm; b =210 cm;
4a—=0072m 5 a=960km 6) a— 520 mm?
= 4.8 dm; b= 240 m; b = 0,039 m.

Es ist fiir die Angaben 1) bis 6) das Verhiltnis a:b zu bilden
derart, daB einmal die Glieder des Verhsltnisses aus den kleinsten
ganzen Zahlen bestehen, das andere Mal sowohl das Vorderglied als
auch das Hinterglied = 1 wird.

Lésung zu 1:?)
a:b=300:48 =25:4 — 1:0,16 = 6,25:1.

2. Aus den folgenden linksstehenden Produktengleichungen sind
die rechtsstehenden, angefangenen Proportionen zu vervollstandigen.

1) Vel W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 185, Ziffer 127: Verhiltnisse zwischen
benannten Zahlen.
300:12 25 300:300 1 300:48 6,25
48:12° 4’ "48:300 0,16° 48:48 1

%) Lésung zu 1):
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Produktengleichung: Proportion:
a:b=m-n a:m ==
4-a=6-b a:b =
2:-F=c-h 2:¢ =
2. F=(a—+c)-h F:h-:==
2.F = a2 F:a —
F=a-bY b:F =
d=2-r r:d=
a=0,706-¢ c:a =

,__—u.r .
T2 wes=

4

0 . 4
/——n R n:4 =

Die sonst noch méglichen Proportionen stelle der Leser selbst auf2).

3. Es sind auf einer Strecke AB von 180 mm Linge diejenigen
Punkte P zu bestimmen, welche die Strecke in folgenden Verhdlt-
nissen teilen:

a) 1. 2.9) k) 4:11. t) 13: 7.
b) 1: 9. ) 5: 4. u) 13:17.
c) 1:17. m) 5: 7. v) 4: 1.
d) 2: 3. n) 5:13. w) 11: 1.
e 2: 7. o) 7: 3. x) 19: 1
f) 2:13. p 7: 8. y) 2: 549
g 3 7 q) 7:1L z) 3: 8.
h) 3:17. r) 7:13. o) 5: 3.
i) 4: 5. 8) 9:11. /) 10: 1.

1) An Stelle von F = a-b kann man schreiben: 1-F =a-b.

2) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 194, Ziffer 134.

3) Losung zu a): Man addiere die beiden das Verhiltnis bildenden Zahlen :
1 4+ 2 =3 und dividiere mit 3 in 180; das ergibt den Quotienten 60. Damit
wird die

Strecke AP=1.60= 60 mm und die
s PB=2-60=120 , lang.
Es verhilt sich also
AP:PB =60:120

oder, wenn man auf der rechten Seite dieser Gleichung das Verhiltnis 60:120
durch 60 kiirzt:

AP:PB=1:2
Probe: AP 4 PB =60 mm + 120 mm, d.i.
AB =180 mm.
o T os ... 180 s .
) Lésung zu y): 2 4+ 5 = 7; mithin #7—_—_25 /,. Folglich:

AP = 2.95, = 519, mm,
PB — 5.25%/, = 1284/, mm. Demnach:
AP:PB =51%/,:128¢/, = 2:5.
Probe: AP 4 PB =513/, mm+ 128%/, mm, d. i
AB =180 mm.
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4. Es ist eine Strecke AB von 180 mm Linge in 18 gleiche Teile
zu teilen und sind die einzelnen Teilpunkte von A aus mit P, P,
P; . ... zu bezeichnen; alsdann sind fiir jeden einzelnen Teilpunkt die
AP, AP AP, AP, BA BA
P,B’ P.B " AB’ AB "’ BP;’ BP;
usw. festzustellen. Die Verhiltnisse sind in den kleinsten Zahlen an-
zugeben.

5. In welchem Verhiltnis wird die Lénge der Thermometerteilung
nach Celsius durch folgende Gradstriche geteilt?

25%; 30°; 45°; 58°; 67°; 74°; 92%

6. Welche Gradstriche teilen die Lénge einer Thermometerteilung

nach Reaumur im Verhéltnis
1:3; 2:3; 3:2; 3:5; 7:1; 1:9; 9:11; 17:3; 21:19?

185. Teilung einer Strecke in gleiche Teile'). Um eine Strecke
AB in n, hier z B. in 5 gleiche Teile zu teilen, ziehe man durch
deren Anfangspunkt A unter
einem beliebigen Winkel den

/ Strahl AL, trage auf diesem n,
Y. Lp.  hier 5 beliebige, aber gleiche

% - Strecken: AE;, E;Es ... bis zum
5/ g 12  Punkte C ab und verbinde C
5

Streckenverhiltnisse ———

mit B. Zieht man jetzt durch
] {_% dle Punkte E4, Es, Ez und E1
Parallelen zu BC, so teilen diese
die gegebene Gerade in den
Punkten D4, D;, D; und D; in n,
hier also in 5 gleiche Teile.
g2 2 2 %  (Abb. 303)

- = = Als Beweis der Richtigkeit

Vi diene folgendes: Durch das Ein-
Abb. 303. zeichnen der Parallelen E;D;,
E:D. ..... entstehen die Par-
allelogramme E;D;D:F;, E;D;D:;F5 ... .. , in welchen nach dem
Satze von der Gleichheit der Gegenseiten?)
DD B
D:D; = E: F;
usw.
ist. Ferner ist:
AE; -=E;E; = E:E; . ... nach Konstruktion,
oy == Jag = oz . . .. als Gegenwinkel?),
L = Py = . " . . Mithin:

AAE Dy = AEEF, =~ AEzEgFa .....

1) Vgl. 8. 73, Ziffer 85. ) Vgl. S. 67, Ziffer 75; 1.
) » 2 37 39 47 a.
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nach dem zweiten Kongruenzsatz?!). Aus dieser Kongruenz folgt:

AD; = EF;
ELF, — B I 1
usw.

so daB sich aus der Vereinigung der Gleichungen I und II) schliel3-
lich ergibt:
AD; = DDy == DyD; = D:Dy = D4B, d. h

die Strecke AB ist durch die angegebene Konstruktion in n, hier in
5 gleiche Teile geteilt.

Zieht man durch die Punkte E;, E;, Es und E; Parallelen zu
AB, so liBt sich in gleicher Weise durch die Kongruenz der 5 an
der Geraden AL liegenden Dreiecke und aus der Gleichheit der
Gegenseiten im Parallelogramm nachweisen, daB auch

BG1 == G;Gz = G2G3 - G3G4 - G4C

ist, daB also auch die Gerade BC in n, hier also in 5 gleiche Teile
geteilt wird. Demnach ist:

ED; = —;—BC; E:D. :%BC; EsD; = —%BC... und ebenso

2
E4G4 == é"AB, E3G3 == 5*AB, Esz = %AB ... USW

Aus dem vorstehenden folgt:

Wird die eine von zwei geraden Linien in n gleiche Teile
geteilt und werden durch die Teilpunkte Parallelen gezogen,
welche die andere Gerade schneiden, so wird auch diesein n
gleiche Teile geteilt; die Parallelen sind der Reihe nach

gleich o %, % . . -~ der Geraden, zu welcher sie gezogen

sind.
Ubungen.
Es ist eine beliebige Strecke in 3, 5, 7, 9 gleiche Teile zu teilen.

186. Teilung einer Strecke nach einem gegebenen Verhiltnis.
Um eine Strecke AB so zu teilen, daBl die einzelnen Teile in einem
gegeben Verhiltnis, hier z. B. im Verhiltnis 2:3 stehen, teile man
AB in 2+ 3 = 5 gleiche Teile, von denen jeder = m sei?). Dann
ist entsprechend Abb. 304:

AD = 2 -m und

DB=3'm.

Dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so erhilt man ®):
AD 2.m oder
DB 3'm

1) Vgl 8. 49, Ziffer 61. %) Vgl. S. 183, Ziffer 183, Abb. 302.

3) , W.u St, Arithm. u. Algebra, S. 134, Ziffer 112.
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AD 2
DB 3 In anderer Form:
AD:DB = 2:3. . ............]

Nun wird aber durch die Parallelen zu BC auch AC in 5 gleiche
Teile geteilt, von denen jeder = n sein mége. Entsprechend Abb. 304

wird alsdann:
AE = 2-n und
EC=3-n.
Aus diesen beiden Gleichungen erhilt man auf gleiche Weise wie
in der Ableitung zu Gleichung I):

AE:EC=2:3..............1)
Aus Gleichung I) und II) folgt:
AD:DB— AE:EC............II)

Weiter ergibt sich aus Abb. 304:
AD = 2.m und
AB = 5-m,
aus welchen beiden Gleichungen man, genau wie vorstehend, die
Proportion
AD:AB = 2:5 .. . . ... .. v

erhilt. Da nun auch
AE — 2.n und

AC=5'n
ist, so folgt unmittelbar:
AE:AC = 2:5 .. .. .......... V)
Aus Gleichung 1IV) und V) erhilt man:
AD:AB=—AE:AC............ Vi)

Aus Abb. 304 ist auch noch ersichtlich, daB sich

BD:BA = 3:5 und
CE:CA = 3:5
verhilt, so daB sich aus diesen beiden Proportionen
BD:BA —=CE:CA............ vi)

ergibt. Aus den Gleichungen III, VI und VII) folgt:

Werden zwei gerade Linien von zwei oder mehr Parallelen
geschnitten, so verhalten sich irgend zwei Abschnitte der einen
Geraden wie die gleichliegenden Abschnitte der anderen Geraden.

Man sagt auch, die beiden Geraden werden im gleichen Ver:
haltnis oder proportional geteilt und nennt diese Teilung: Pro-
portionale Teilung.
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Zieht man in Abb. 304 durch die Teilpunkte von AC noch Paral-
lelen zu AB, so wird nach dem vorangegangen BC ebenfalls in 5
gleiche Teile geteilt, von denen jeder — p sein moge.

In gleicher Weise, wie vorste-
hend entwickelt, lassen sich auch
hier folgende Proportionen auf-
stellen:

DE:BC = 2:5

AD:AB — 2:5

AE:AC = 2:5,
aus welchen sich alsdann die neuen
Proportionen

DE:BC = AD:AB. VIII)
DE:BC = AE:AC. IX)
ergeben. Aus Gleichung VIII) und

IX) folgt:
Werden zwei unter einem T s e
beliebigen Winkel gsich Abb. 304.

schneidende Geraden von
zwei Parallelen geschnitten, so verhalten sich diese Par-
allelen wie die vom Schnittpunkte bis zu ihnen reichenden
Abschnitte jeder der beiden Geraden.

Aus Gleichung VIII) und IX) liSit sich noch /
folgende laufende Proportion bilden?): 4%

DE:BC = AD:AB = AE:AC. .. X)

Betrachtet man die geschnittenen Geraden \/ ;"ﬁ
AB und AC in Abb. 304 als die Schenkel des e \ 4
Winkels BAC, so #andert sich an den Verhalt- v/
nissen nichts, wenn man die Schenkel iiber \f
den Scheitel verlingert und die Parallelen auf A
beide Seiten des Scheitels legt. (Abb. 305) N\

Die vorstehend entwickelten Proportionen III,
VI, VII, VIII, und IX) behalten ihre Giiltigkeit. d \
Auch in diesem Falle ist: / 2

AD:DB = AE:EC. \
AD:AB = AE:AC. i
BD:BA —= CE:CA. [
DE:BC == AD:AB. Jr
DE:BC —= AE:AC. (

Damit ergibt sich folgendes:
Werden die Schenkel eines Winkels, Abb. 305.

oder diejenigen von Scheitelwinkeln, von

zwei Parallelen geschnitten, so verhalten sich irgend zwei

Abschnitte des einen Schenkels wie die gleichliegenden

1) Vgl. W. u. St.,, Arithm. u. Algebra 8. 196, Ziffer 137.
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Abschnitte des anderen, und die Parallelen wie die vom
Scheitel bis zu ihnen reichenden Abschnitte jedes der bei-
den Schenkel.

An den vorstehend besprochenen Verhiltnissen indert sich auch
nichts, wenn sich die beiden Geraden nicht in einem Punkte schnei-

den. (Abb. 306).
Der Leser stelle die hier méglichen Proportionen selbst auf!

Ubungen.

1. Es ist eine beliebige Strecke im Verhiltnis 1:5; 2:3; 2:5;
3:4; 4:5; 5:7 zu teilen.

2. Eine gegebene Strecke a ist durch einen Punkt P nach den
in der vorstehenden Aufgabe gegebenen Verhiltnissen zu teilen. Die
Léngen der Abschnitte sind durch Rechnung zu bestimmen.

187. Proportionale Teilung am Dreieck. a) Betrachtet man die
in Abb. 304 und 305 dargestellten Figuren in ihren Grundformen als
ein Dreieck ABC, so finden die in Ziffer 186 entwickelten Verhilt-
nisse volle Anwendung auf jedes Dreieck.

Zieht man in Abb. 307 DE
parallel zu BC, so lassen sich
durch Vertauschen der inneren
Glieder in den Proportionen III,

VI und VII) folgende neuen Pro-
portionen bilden:

)f
o 4 5
F [ :-
Abb. 306.
AD:AE =DB:EC ........ .. ... 94)
AD:AE = AB:AC .. ........... 95)
BD:CE=AB:AC ............. 96)
In Worten :

1. Die Parallele zu einer Dreieckseite teilt die beiden anderen
proportional, so daB sich verhalten

«) die oberen Abschnitte der von der Parallelen ge-
schnittenen Seiten wie die zugehdrigen unteren;

8) die oberen Abschnitte wie die zugehdrigen Seiten;

7) die unteren Abschnitte wie die zugehdrigen Seiten.

Entsprechend Proportion VIII) und IX) ist:

DE:BC:AD:AB} B )
und auch DE:BC == AE:AC
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In Worten:

2. Die Parallele zu einer Dreieckseite verhilt sich zu dieser
wie der am Scheitel liegende Abschnitt jeder der anderen Seiten
zu der entsprechenden Seite 2).

Die durch Einzeichnen der Parallelen EG zu AB in Abb. 307
méglich werdenden Proportionen mége der Leser selbst aufstellen!
b) Zieht man von der Spitze A des Dreiecks ABC eine beliebig
liegende Gerade AG bis zur Grundlinie und DE parallel zu BC, wie
in Abb. 308 dargestellt, so verhilt sich nach dem vorstehenden Satz 2:
EF:CG = AF:AG und ebenso
DF:BG = AF:AG.
Aus diesen beiden Gleichungen folgt?):
EF:CG = DF:BG.

A i ~ £

“/ \\\a e

[

Abb. 308. Abb. 309.

Durch Vertauschen der Glieder bzw. der Verhiltnisse erhilt man?):
EF:DF = CG:BG} . 98)
oder auch CG:BG = EF:DF

In Worten:

3. Jede gerade, durch eine Ecke eines Dreiecks gehende Linie
teilt die gegeniiberliegende Seite und eine Parallele zu dieser pro-
portional. ’

An diesen Verhiltnissen sndert sich nichts, wenn man die Figur in
der in Abb. 309 dargestellten Weise anordnet. Auch hier verhilt sich:

CG:BG = EF:DF.
Betrachtet man in Abb. 309 die Linien CE, GF und BD als ein
nach beiden Seiten des Punktes A sich ausdehnendes Strahlenbiischel?),

1) Dieser Satz ist besonders zu beachten, da er bei vielen technischen Be-
rechnungen Anwendung findet.

%) Sind in zwei Gleichungen die rechten Seiten gleich, so sind auch die
linken gleich,

3 Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 193, Ziffer 134.

4) ,, 8.5, Ziffer 14, Abb. 21.
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50 lassen sich durch den Punkt A noch weitere Strahlen ziehen, wie
das Abb. 310 zeigt. Nach dem bisher iiber die Proportionalitit von
Linien Gesagten kann man alsdann folgende Proportionen aufstellen:

a1:by = as:be

ag:bs = as:bs
as:bs — as:bs.  Folglich:
a3:b; = a2:b2 = az:bs = as:bs. Oder auch:
81:82:83:84 = b1:ba:bs:bs usw.

In entsprechender Weise ergibt sich weiter:
41:C1 = 82:Cg = 43:C3 =— a4:¢e. Oder
81:82:83:24 — C1:C2:C3:C4 USW.
Ferner verhilt sich:
e1:d1 == &22(312 + bz)
az: (a2 -}~ be) = e€2:d2 usw. Folglich:
e1:dy = ex:dz = e3:ds, oder unter Vertauschung der
Glieder der einzelnen Verhiltnisse:
dl:el = dzlez == d3t63 - d4:e4. Mlthln auch:
di:de:ds:da = er:eqz:e3:e4 usw.

Hieraus folgt:

Werden drei oder mehr durch einen Punkt gehende ge-
rade Linien von zwei oder mehr Parallelen geschnitten, so
werden sowohl die geschnittenen
Geraden als auch die Parallelen
proportinal geteilt.

Abb. 310. Abb. 311.

Die auBerdem noch mdglichen Verhiltnisse bilde der Leser selbst!
o) In Abb. 311 und 312 ist je ein beliebiges Dreieck ABC dar-
gestellt. In Abb. 311 halbiert die Gerade AE den Innenwinkel BAC,
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in Abb. 312 einen AuBlenwinkel bei A; in beiden Abbildungen ist BD
parallel zur Halbierenden AE.
Nun ist zunéchst in Abb. 311:

ZABD = 2 BAE als Wechselwinkel?),

I CAE = 2 BAE nach Konstruktion.
Mithin: L ABD = J CAE. Weiter ist

ZADB == X CAE als Gegenwinkel?).
Mithin: S ABD —= J ADB.

bt

Abb. 312,

Folglich ist das Dreieck ABD gleichschenklig und damit
AB = AD.
Entsprechend Gleichung 94), Seite 190 verhilt sich nun im Dreieck CBD
EC:AC =EB:AD.
Mit Vertauschung der Imnenglieder folgt:
EC:EB = AC:AD.
Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von AD den Gleichwert AB,

8o erhalt man:
EC:EB=AC:AB .. .......... 99)

Das gleiche 1Bt sich sinngemiB fiir Abb. 312 nachweisen.

In Worten folgt aus Gleichung 99):

4. Die Halbierungslinie eines Dreieckwinkels bzw. diejenige
seines Nebenwinkels (AuBenwinkels) teilt die gegeniiberliegende
Seite proportional den einschlieBenden bzw. anstofienden Seiten,
d. h. die Abschnitte auf der gegeniiberliegenden Seite, bzw. deren Ver-
lingerung, verhalten sich wie die den Winkeln anliegenden Seiten.

Bezeichnet man in Abb. 311 die Dreieckseiten mit a, b, ¢, sowie
die durch die Winkelhalbierende AE auf BC abgeschnittenen Stiicke
mit m und n, so geht Gleichung 99)

EC:EB = AC: AB iber in
m:n = b:ec, woraus
¢c-m = b.n und weiter
¢c-m—Db-n = 0 folgt?). Nun ist
m -+ n = a nach Konstruktion.

1) Vgl. S. 37, Ziffer 47.
2) ,, W.u. St, Arithm: u. Algebra S. 133, Ziffer 108h.

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 13
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Multipliziert man die letzte Gleichung mit b, so erhilt man?):
b-m—-+b-n ==a-b. Addiert man hierzu die
Gleichung c¢-m — b -n = 0, so ergibt sich:
b-m+4-c¢-m = a-b, oder auch?)
m-(b -+ ¢) = a-b. Mithin:
a-b
b+c
Auf gleiche Weise 1aft sich fiir den anderen Abschnitt nach-
weisen, daf3

m ==

- 2¢ ird
n_b+cw ’

ﬁbungen.
1. Eine Eisenbahnstrecke von 850 m Linge steigt im Verhiltnis
1:95. Wieviel m steigt die Bahn auf der ganzen Strecke3)?
2. Eine Eisenbahnstrecke, vom Punkte A ausgehend,
steigt von A bis B = 1,755 km im Verhiltnis 1 : 650,

» 2 B » C= 2325 » ”» 3 1: 200,
fallt » C, D=086 , , » 1:215,
2»” » D 9 E = 3,2 »” b2 ” 1 : 160’
steigt ,, E ,, F=070 , ” 1:140.

Wieviel m liegt der eine Punkt héher bzw. tiefer als der andere,
und wie groB ist der Hohenunterschied zwischen A und F?

3. Ein Dreieck besitzt eine Grundlinie BC = 15 m, die anderen
Seiten sind AB — 18 m und AC = 24 m. Die Seite AB wird in
6 gleiche Teile geteilt und werden durch die Teilpunkte Parallelen
zur Grundlinie gezogen. Es sind zu berechnen a) die Lingen der ein-
zelnen Teile von AB und AC; b) die Lingen der einzelnen Parallelen.
Der Leser entwerfe eine Skizze.

4. Von einem Dreieck, dessen Seiten mit a =80 mm, b =65 mm
und ¢ = 50 mm gegeben sind, sollen die Abschnitte, welche die drei
Winkelhalbierenden auf den Gegenseiten erzeugen, berechnet werden.
Die Ergebnisse sind mit der Zeichnung zu vergleichen.

188. Konstruktion der vierten Proportionalen zu drei gege-
benen Strecken*). Um die vierte Proportionale x zu drei gegebenen
Strecken a, b und ¢ zu konstruieren, trage man auf den Schenkeln
eines beliebigen Winkels die Strecken AB —=a, BC=b und AE =¢
ab, verbinde B mit E und ziehe CD parallel zu BE. Alsdann ist

) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 131, Ziffer 108c.

2) »» EI ) »» » » 33 E2] 367 ”» 43A} a.

3) ”» 3 35 5 Trigonometrie 1919; S. 70, ,, 35.

9 » 5 s 5 Arithm. u. Algebra, S. 199, Ziffer 139: Das letzte Glied einer
geometrischen Proportion nennt man die vierte Proportionale zu den ersten
drei Gliedern. In der Proportion a:b = p:x ist x vierte Proportionale zu
8, b und p.
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ED = x die gesuchte vierte Proportionale zu a, b und ¢, denn es
verhilt sich entsprechend Gleichung III, Seite 188):
AB:BC = AE:ED, oder auch
a:b=oc:x.
Aus der letzten Gleichung folgt:
b-c
X= ",
a
so dafB also die in Abb. 313 dargestellte Konstruktion auch zu der-

jenigen des algebraischen Ausdrucks lla.rc be- 4% 42 ¢&

nutzt werden kann.

An der Konstruktion &andert sich nichts, S
wenn die Strecken b und c¢ einander gleich ;
sind. Die Proportion a:b = c:x geht damit “ N
iiber in =

a:b=Db:x VAN

und man sagt alsdann, es ist-die dritte Pro- Abb. 313.
portionale zu a und b zu konstruieren.

Verwechsle die dritte Proportionale nicht mit der mitt-

leren Proportionalen?)!

Ubungen.

Es ist die vierte bzw. dritte Proportionale aus folgenden Propor-
tionen zu konstrujeren:

a) 3cm:4 cm = 5cm:Xx cm.
b) 1:5 = a:x.
c) 3:7 = a:x.
d) b:a = ¢:X.
e) a:b = b:x.
2 a:x = b:a.

B. Ahnlichkeit ebener, geradlinig begrenzter Figuren.

189. Begriff der Ahnlichkeit. a) In Ziffer 59 bis 62, Seite 47
bis 50, wurde erklirt, wie man mit Hilfe von Dreieckskonstruktionen
bzw. der Kongruenzsitze zu einer gegebenen Figur eine kongruente
Figur. zeichnen kann, die also mit der gegebenen vollkommen gleiche
Gestalt und Gréfe besitzt.

Hiufig jedoch erscheint die Forderung, eine Figur zu zeichnen,
welche einer gegebenen der Gestalt nach vollkommen gleicht, in
bezug auf GréBe aber durchaus verschieden ist. Als Beispiel moge

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra, S. 195, Ziffer 136. )
3) ,, zud)updf) das in W. u. St, Arithm. u. Algebra, S. 199, Ziffer 139,

iiber die Reihenfolge der Glieder Gesagte.

13*



196 Planimetrie.

die verkleinerte Wiedergabe einer grofien Zeichnung durch Photo-
graphie, oder umgekehrt, die starke VergroBerung eines sehr kleinen
Originales mittels eines Projektionsapparates auf einer geeigneten
Bildfliche dienen.

Um nun von zwei Figuren den Eindruck vollkommener Gleichheit
beziiglich ihrer Gestalt zu gewinnen, ist zunichst erforderlich, daf
sie in allen gleichliegenden Winkeln iibereinstimmen. Wiirde
z. B. auf einer Zeichnung eine Dachstrebe unter 30°, auf einer ver-
kleinerten Wiedergabe jedoch unter 60° geneigt erscheinen, so wiirde
der Beschauer keineswegs den Eindruck der Ubereinstimmung in der
Gestalt der beiden Bilder haben.

Weiter ist erforderlich, daB jedes Léngenmall der Verkleinerung
bzw. VergroBerung zu dem gleichliegenden Lingenmafie des Originales
in einem und demselben, genau festgelegten Zahlenverhalt-
nis steht, d. h. dal gleichliegende L#ngenmale proportional sind.
Wiirde z. B. in der Zusammenstellungszeichnung einer Dampfmaschine
die Entfernung von Mitte bis Mitte Treibstangenlager 100 mm, in
einer Verkleinerung jedoch nur 50 mm lang sein, so miiite auch jede
andere Linie der letzteren dem Original im gleichen Verhaltnis
50:100 = 1 :2 nachgebildet sein, soll auf den Beschauer der Ein-
druck vollkommen gleicher Gestalt hervorgebracht werden. Man sagt
in diesem Falle, die Verkleinerung sei im Mallstabe 1:2 ausgefiihrt.
Und gerade diese Ubereinstim-
mung in den Winkeln und
Lingen, also in den GréBen-
verh#éltnissen iiberhaupt, ist
es, welche den Eindruck voll-
kommen gleicher Gestalt her-
vorruft.

In den weiteren Entwick-
lungen wird sich zeigen, daB,
gobald zwei Figuren in simt-
lichen gleichliegenden Winkeln
iibereinstimmen, sich die zweite
5 Forderung, die Ubereinstim-

Abb. 314. mung in den Langen, von selbst
ergibt; und umgekehrt.

Man nennt zwei Figuren, die in der Gestalt vollkommen gleich
sind, dhnliche Figuren. Das Schriftzeichen fiir #hnlich ist: ,~*.

b) In dem Dreieck ABC, Abb. 314, ist die Linie ED parallel zur
Seite BC gezogen; dadurch entsteht das Dreieck ADE. In diesen
Dreiecken sind die Winkel der Reihe nach einander gleich?), denn
es ist:

I BCA — - DEA,
X ABC = ) ADE und
I ACB = J AED.

1) Vgl. S. 37, Ziffer 47.
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Ferner verhilt sich entsprechend Gleichung X, Seite 189
AB:AD = AC:AE=BC:DE ......... I)

d. h. die Seiten der beiden Dreiecke stehen im gleichen Verhéltnis
zueinander, sie sind proportional. Mithin ist das Dreieck ABC #hnlich

dem Dreieck ADE, d. h.

/\NABC ~ /\ ADE.

Abb. 315.

An diesen Beziehungen #ndert sich nichts, wenn man das kleinere
Dreieck neben das gréBere herauszeichnet, wie das in Abb. 315 dar-

gestellt ist. Auch in diesem Falle ist

/A ABC ~ A ADE

und es verhilt sich

AB:AD = AC:AE = BC:DE.

Je 2wei gleichliegende und gleiche Winkel bezeichnet man hierbei
als entsprechende oder homologe Winkel und je zwei Seiten,

welche gleichen und entspre-
chenden Winkeln gegeniiber-
liegen, als entsprechende oder
homologe Seiten.

c) Zerlegt man ein beliebiges
Vieleck ABCDE von einer Ecke
aus durch. Diagonalen in Drei-
ecke und zieht man, von einem
beliebigen Punkte By einer
Seite ausgehend, Parallelerr zu
den Vieleckseiten, wie das in
Abb. 316 dargestellt ist, so ent-
steht ein zweites, kleineres Viel-
eck AB;C;..., dessen Innen-
winkel «, $1, 51 ... gleich sind
den Innenwinkeln o, 3, 7 ...
des groflen Vielecks und dessen

/

&

[i——

Abb. 316.
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Seiten aus dem unter b) fiir das Dreieck angegebenen Grunde pro-
portional den Seiten des groBen Vielecks sind.

Fiihrt man die Zerlegung eines
beliebigen Vielecks in Dreiecke in
derin Abb.317dargestellten Weise
aus, indem man einen beliebigen
Punkt P innerhalb des Vielecks
mit dessen Ecken verbindet und,
von einem beliebigen Punkte B,
einer Dreieckseite ausgehend, Par-
allelen zu den Vieleckseiten zieht,
80 kommt man zu demselben Er-
gebnis. In beiden Fillen ist:

a=oa; f=p; 7=y

d:=01; ¢ = ¢ und
AB: A1B1 = BC: B101 =
= =CD:CiDy =
Abb. 317. =DE:D1Ey =
=EBA:EiA ... 1]
Mithin ist Vieleck ABC ... ihnlich dem Vieleck A;B;C; ..., also im
vorliegenden Falle

Fiinfeck ABCDE ~ Fiinfeck A;B; C;D: E;.

~ L1

Abb. 318.

An diesen Beziehungen éndert sich nichts, wenn man das kleinere
Vieleck neben das gréBere herauszeichnet; Abb. 318. Auch in diesem
Falle ist

Fiinfeck ABCDE ~ Fiinfeck A;B:CiD; E;.

Hieraus folgt:

Zweil geradlinig begrenzte, ebene Figuren — Vielecke —
sind #hnlich, wenn die Winkel der einen gleich sind den
entsprechenden Winkeln der anderen, und wenn je zwei
aufeinanderfolgende Seiten der einen Figur sich zueinander
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verhalten wie die den entsprechenden Winkel einschlie-
Benden Seiten der anderen.

Je zwei entsprechende, gleiche Winkel #hnlicher Figuren heien
homologe Winkel, je zwei Seiten oder Diagonalen, welche die
Scheitel je zweier entsprechenden, gleichen Winkel verbinden, homo-
loge Seiten oder Diagonalen?).

Verhalten sich zwei entsprechende Seiten #hnlicher Vielecke wie
m : n, 8o heilen die Zahlen m und n Verhaltniszahlen; den Quo-
tienten m:n nennt man das Seitenverh#ltnis oder den MaBstab.

Kongruente Figuren sind stets dhnlich. Die Kongruepz
ist ein besonderer Fall der Ahnlichkeit, in welchem das Seitenver-
hiltnis 1:1 =1 ist.

Ferner sind dhnliche Figuren alle gleichseitigen Drei-
ecke, Rechtecke, Quadrate, simtliche regelmiBigen Vielecke
von gleicher Seitenzahl, sowie alle Kreise.

Zwei Figuren, welche einer dritten dhnlich sind, sind unter sich
ahnlich.

d) Auf Seite 197 unter b) ist die Proportion I)
AB:AD = AC:AE = BC:DE
angegeben. Aus derselben geht hervor, dal nach Abb. 315 die Ver-
haltnisse entsprechender Seiten der Dreiecke ABC und ADE gleich
sind, also den gleichen Wert haben. Man kann mithin in anderer
Form auch schreiben:
AB_AC_BC_
AD AE DE
in welcher Gleichung k ein Koeffizient ist, der den gemeinsamen,
gleichen Wert simtlicher Quotienten angibt.
Lést man die vorstehende, laufende Proportion in Gleichungen

zwischen den Einzelverhiltnissen und dem Koeffizienten k auf, so
erhilt man:

k,

AB

—_— k, i i . — .

iD Mithin: AB=k - - AD

AC

=7 — k. =k - R SN 100
5 . AC=Kk-AE J )
BC

Y k. ——— .

DE — ” BC=Kk :-DE

Man bezeichnet k als den Verhiltnisfaktor. Hieraus folgt:

Die Seiten eines Dreiecks lassen sich aus den entsprechenden
Seiten eines ihnlichen Dreiecks durch Multiplikation mit dem Ver-
hiltnisfaktor k berechnen.

Diese Folgerung ist naturgemiB auch auf jedes Vieleck anwendbar,
da dasselbe in Dreiecke zerlegt werden kann. Aus der auf Seite 198

1) Vgl. 8. 47, Ziffer 60.
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angegebenen laufenden Proportion II) lieBen sich in gleicher Weise
die Vieleckseiten berechnen. Dasselbe gilt fiir die Diagonalen.

In Abb. 319 ist der Inhalt der Gleichung 100) bildlich dargestellt.
Die Dreiecke ABC und A; B;C; sind ahnlich; die Seiten des groBeren
sind das k-fache der Seiten des kleineren. Der Faktor k kann jede
beliebige Zahl sein, also

k=2,3,4...%, Y%, Ys... 02, 03, 08, 1,25, 2,5 ...
Entsprechend Gleichung 100) erhslt man nach Abb. 319:

a=Kk-a. Mithin: ay:a=1:k
b =Kk b;. » bi:b=1:k ; ..... 101)
c=k-q. ’ ci:ec=1:k}Y
d. h. entsprechende Seiten beider Dreiecke verhalten sich simtlich
wie 1:k.

4

Abb. 319.

Betrachtet man die Langen der Seiten ai, by und ¢ als Ein-
heiten, so erscheinen die Seitenlingen a, b und c 1ed1g11ch als das
k-fache derselben. Es ist also nur das MaB der Seiten ein anderes
geworden und sagt man, das Dreieck ABC sei in einem anderen
Mafstabe gezeichnet als das Dreieck A;B,C:; und umgekehrs. Hier-
aus folgt:

Dreiecke bzw. geradlinig begrenzte Figuren iiberhaupt,
die sich nur durch den MaBstab unterscheiden, wie die vor-
stehend erwdhnten Verkleinerungen oder VergréBerungen,
sind dhnlich.

DaB auch sonst die in #hnlichen Dreiecken bzw. Vielecken mog-
lichen, entsprechenden Linien, wie Hohen, Mittellinien, Winkel-
halbierende, Diagonalen usw. in demselben Verhiltnis 1:k wie die
Seiten stehen, 1Bt sich beweisen wie folgt:

Zeichnet man in die Dreiecke die Héhen h und h; ein und legt
man, wie in Abb. 320 dargestellt, die beiden Dreiecke ABC und

1) Vgl. 8. 185, Ubungen: 2; FuBnote 1).
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A;B;Cy aus Abb. 319 so aufeinander, da die Spitzen A und A; zu-
sammenfallen, so wird wegen der Gleichheit der Innenwinkel B; C;
parallel zu BC.

Nach Seite 191, Ziffer 187, b teilt nun jede durch eine Ecke eines
Dreiecks gehende Gerade die gegeniiberliegende Seite und eine Par-
allele zu dieser proportional. Demnach sind in Abb. 319 die Linien
CD und CiD; in den rechtwinkligen Dreiecken ADC und A;D:Cy
entsprechende Seiten und die gleichen Winkel 0 und d; entsprechende
Winkel. Mithin:

AADC ~ A A1D101.

In diesen Dreiecken verhalt sich nach
fritherem:

bi:b = h;:h.
Nach Gleichung 101) verhalt sich aber
auch:

bi:b=1:k.
Aus den letzten beiden Gleichungen
folgt:

hy:h = 1:k. Mithin?);
h=k-h; ....102 Abb. 320.

Aus dem vorstehenden ergibt sich:

Verhalten sich in &hnlichen Dreieckem bzw. Vielecken ent-
sprechende Seiten wie 1:k, so stehen auch simtliche anderen in
solchen Figuren moglichen entsprechenden Linien, wie Héhen,
Mittellinien, Seitenhalbierende, Winkelhalbierende, Diagonalen,
Halbmesser der einbeschriebenen und numschriebenen Kreise usw,
in demselben Verhiiltnis.

i'bungen.

190. TransversalmaBstab. In Ziffer 183, Seite 183 wurde erklirt,
daB man unter dem Verhiltnisse zweier Strecken den Quotienten
ihrer MaBzahlen versteht. Bei abzumessenden Strecken sind dies
deren Lingenzahlen. Aus dem Vorangegangenen ist des weiteren
ersichtlich, da man mit den Verhiltnissen von Strecken wie mit
Zahlenverhiltnissen rechnet. Weiter wurde in Ziffer 189, ¢ Seite 197
hervorgehoben, da man das Verhéltnis zweier entsprechenden Seiten
shnlicher Vielecke als MaBstab bezeichnet.

Dasselbe gilt fiir technische Zeichnungen. Auch hier nennt
man das Verhiltnis entsprechender Seiten &hnlicher Figuren den
MaBstab der Zeichnung.

Wird nach einer in natiirlicher Gr68e — MaBstab 1:1 — aus-
gefiihrten Zeichnung eine andere in kleinerem Mafistabe — 1:5 —
hergestellt, so sagt man, die letztere sei in verjiingtem MaBstabe
entworfen. Wird umgekehrt nach einem kleineren Bilde ein groferes
entworfen, dann hat man in vergréBerten Mallstabe gezeichnet.

) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 189, Ziffer 131.
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In jedem Falle miissen die Léngen der Originalzeichnung nach
dem gewihlten MaBstabe (Seitenverhiltnis) umgerechnet werden. In der
Praxis kommt der verjiingte MaBstab vorwiegend zur Anwendung.

Sind nun sehr viele Linien nach demselben MaBstabe aufzutragen,
wie das beim technischen Zeichnen durchweg der Fall ist, so kann
man sich die zeitraubenden Umrechnungen der einzelnen Langen
(Strecken) ersparen, indem man sich den verjiingten MaBstab selbst
anfertigt. Aus Abb. 321 ist Herstellung und Einteilung eines solchen
Mafstabes ohne weiteres ersichtlich.

7:50

O T O A | o
5 U T N O L& £

‘I“\\

Abb. 321.

Der vorliegende MaBstab ist im Verhiltnis 1:50 entworfen und
stellt in der Hauptteilung einzelne Meter dar. In Zentimetern be-
rechnet wird demnach fiir diesen MaBstab die Linge von

100 cm

1
I1m=—:100 cm = — == 2 cm.

50 50

Um den MaBstab aufzuzeichnen, trage man auf einer Geraden AE
gleiche Lingen

AB=BC=CD=....=2cm
ab. Teilt man weiter die erste Linge AB in 10 gleiche Teile, so
. . 1
stellt jeder ~TexlpunktT6Meter, also Dezimeter, dar.

Die Héhe AF des MaBstabes ist beliebig groB. Auch diese teile
man in 10 gleiche Teile und ziehe durch die Teilpunkte Parallelen
zu AE. Teilt man jetzt noch die obere Teilstrecke FH in 10 gleiche
Teile und verbindet man die Teilpunkte mit denjenigen der unteren
Teilstrecke AB durch gerade Linien — Transversalen — in der
in Abb. 321 angegebenen Weise, so ist der MaBstab gebrauchsfertig.

In dem Dreieck BHG sind alsdann nach dem SchluBsatze von
Ziffer 185, Seite 187 die einzelnen Abschnitte der wagerechten Paral-
lelen, der Reihe nach

1 2 3
—I—OGH, l_dGH’ EGH ..... usw.,
sie stellen also im vorliegenden Falle Zehntel von L Meter, mithin

10
Zentimeter dar.
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Die in dem MafBstabe stark ausgezogene Linie gibt demnach eine
Lénge von
2m 5dm 4 cm=254m an.

Der MaBstab in Abb. 321 ist fiir eine 50fache Verjingung ge-
zeichnet. Dieselbe wire eine 500fache, wenn die Liangen AB, BC;
CDh..... je 10 m und eine 5000fache, wenn die genannten Lingen
je 100 m darstellten.

Der Leser iibe sich im Anfertigen derartiger Maflstibe und im
Abgreifen von MaBlen auf denselben!

C. Ahnlichkeit der Dreiecke.

191. Parallelsatz. Zieht man in dem Dreieck ABC, Abb. 322,
eine Parallele DE zur Seite BC, so ist nach fritherem:

AC= JE, OB =D und JA = JA.

FerneristnachGleichungI, Seite 197:

AB:AD = AC:AE — BC:DE. -

Die Dreiecke ABC und ADE haben
demnach gleiche Winkel und. propor-
tionale Seiten, sind mithin #hnlich;
folglich: £ Y]
NABC~ NADE.
Hieraus folgt:

Die Parallele zu einer Dreieck-
seite schneidet ein dem ganzen Drei-
eck #hnliches ab.

Es ist durchaus gleichgiiltig, zu
welcher der drei Seiten die Parallele
gezogen wird.

192. Konstruktion iihnlicher Dreiecke. a) Um ein Dreieck zu
zeichnen, welches einem gegebenen Dreieck ABC ahnlich ist, kann
man den Parallelsatz, Ziffer 191 anwenden. Man teile irgendeine
Dreieckseite in eine beliebige Anzahl (gleicher) Teile und ziehe durch
die Teilpunkte Parallelen zu einer der beiden anderen Seiten; alsdann
sind samtliche Teildreiecke einander #hnlich. (Abb. 323.)

Zeichnet man ein Teildreieck, hier AADE = A\ A;D:E;, neben
das gegebene Dreiecck ABC heraus?), so bleibt naturgemal die Ahn-
lichkeit bestehen, und es ist

/NAIDE, ~ AABC.

Man wird demnach ganz allgemein so verfahren, daf man irgend-
einen der Winkel des zu zeichnenden, dhnlichen Dreiecks, hier <f A; = <Y A
macht und auf dessen Schenkeln Strecken auftrigt, welche durch irgend-
eine der Parallelen, die zu der dem Winkel A gegeniiberliegenden

tn

Abb. 322.

1) Vgl. S. 48, Ziffer 61, Aufgabe 1 bis 3.
g
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Seite BC gezogen wurden, auf den Seiten AB und AC abgeschnitten
werden.

b) Bei Besprechung der Kongruenzsitze!) wurde die Aufgabe ge-
stellt, ein Dreieck zu zeichnen, von welchem die drei Seiten a, b und ¢
gegeben sind.

Ay

S

Es sei hier die Aufgabe gestellt, ein Dreieck zu zeichnen, von
welchem die drei Seiten
a=5 b=6,c=17
gegeben sind.
Da Angaben iiber die Lingeneinheit: m, dm, cm ..., in welcher
die Seiten aufzutragen sind, fehlen, so lassen sich eine ganze Reihe
von Dreiecken zeichnen, deren Seiten

5+—6-—+~7m, dm, em....

lang sind. Diese Dreiecke werden sich dann wohl in jhren Seiten-
langen unterscheiden, in ihrer Gestalt werden sie jedoch iiberein-
stimmen; im besonderen werden entsprechende Winkel gleich sein.

Hitte man z. B. in Abb. 323 die Seite AC = 1 dm gemacht und
in 10 gleiche Teile von je 1 cm Lénge geteilt, so konnte man die
zur Konstruktion des Dreiecks A;DiE; erforderlichen Seitenlingen
dem Dreieck ABC in cm entnehmen. Bei einer Teilung in 100 gleiche
Teile zu je 1 mm, wiirde man entsprechend diese Seitenlingen in
mm herausmessen. ‘

Der MaBstab, in welchem diese Dreiecke gezeichnet werden, ist
mithin ohne jeden Einflu ayuf deren Gestalt; es kommt hierbei nur
auf das Zahlenverhiltnis der Seiten

a:b:e=5:6:7

an. Demnach sind diese Dreiecke nur als Verkleinerungen bzw. Ver-
groferungen des einen oder anderen anzusehen; nach Ziffer 189d,
Seite 199 sind jedoch Dreiecke, die sich nur durch den MaBstab
unterscheiden, ahnlich. Hieraus folgt:

) Vgl. S. 48, Ziffer 61, Aufgabe 1 bis 3.
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o) Die Gestalt eines Dreiecks ist durch das Verhiltnis
seiner Seiten bestimmt.

B) Zwei Dreiecke, welche in dem Verhiltnis der drei Seiten
iibereinstimmen, sind ahnlich.

In dem letzten Satze ist bereits eine der Bedingungen enthalten,
unter denen Dreiecke #hnlich sind. Weitere Bedingungen der Ahn-
lichkeit sind in den folgenden Ahnlichkeitssitzen angegeben. Die-
selben sollen, unter Anlehnung an die Kongruenzsitze, in Form von
Aufgaben behandelt werden.

193. Ahnlichkeitssitze.

Aufgabe 1. Es ist ein Dreieck zu zeichnen aus zwei Seiten
b=26, c=7 und dem von diesen Seiten eingeschlossenen
Winkel « = 60°. (Abb. 323.)

Die Konstruktion ist wie die in Ziffer 61, Aufgabe 1 angegebene
durchzufiihren. Entsprechend den Erklirungen in Ziffer 192 sind
aber auch hier, je nach der fiir die Seiten b und ¢ angenommenen
MagBeinheit, eine ganze Reihe von Dreiecken méglich, die vollkommen
gleiche Gestalt haben. Hieraus folgt:

Die Gestalt eines Dreiecks ist durch das Verhidltnis zweier
Seiten und dem von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel
bestimmt.

Hieraus ergibt sich

Erster Ahnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind ihnlich, wenn
sie in dem Verhiiltnisse zweier Seiten und dem von diesen Seiten
eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen.

Sind aber zwei Dreiecke #hnlich, so stimmen sie nach Friiherem
auch in den anderen Seitenverhiltnissen und in den anderen Winkeln

iiberein. -
Beweisen liBt sich dieser Ahnlichkeitssatz wie folgt:

In Abb. 323 ist der Winkel ¢ den Dreiecken ABC und A; D, E;
gemeinsam, also <JA — ZJA,. Macht man im Dreieck ABC

AD = A;D; und AE= A E;
und verbindet man D mit E, so ist
NADE = NA D E,y
nach dem ersten Kongruenzsatze Nun verbilt sich
AB:A;D; = AC: A R
In diese Gleichung die Werte fiir A;D; und A;E; eingesetzt, folgt
AB:AD =AC:AE.

Die letzte Proportion ist aber nur richtig, wenn DE parallel BC ist,
mithin muB nach dem Parallelsatze, Ziffer 191

NABC~ AADE
sein. Da aber, wie oben nachgewiesen,
ANADE = NADLE;
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ist, so muB auch das Dreieck A; D, E; #hnlich dem Dreieck ABC sein.
Mithin:
ANABC ~ NA; D E,.

Aufgabe 2. Es ist ein Dreieck zu zeichnen aus einer
Seite a == 5 und den beiden an dieser Seite liegenden Winkeln
g =60° und y == 75° (Abb. 323.)

Die Konstruktion ist wie die in Ziffer 61, Aufgabe 2 angegebene
durchzufiilhren. Da man auch hier fiir a eine beliehige MaBeinheit
annehmen kann, so sind ebenfalls beliebig viele Dreiecke moglich,
welche vollkommen gleiche Gestalt haben. Hieraus folgt:

DieGestalt eines Dreiecks ist durch zwei Winkel bestimmt.
Hieraus ergibt sich

Zweiter Ahnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind ihnlich,
wenn sie in zwei Winkeln iibereinstimmen.

Stimmen aber zwei Dreiecke in zwei Winkeln iiberein, so stimmen
sie nach dem SchluBsatze von Ziffer 54b, Seite 43 auch im dritten
Winkel iiberein. Die Proportionalitit der anderen Seiten folgt un-
mittelbar aus der Gleichheit entsprechender Winkel.

Aufgabe 3. Es ist ein Dreieck zu zeichnen aus den drei
Seiten a =5, b==6 und ¢—= 7.

Die Konstruktion ist bereits in Ziffer 192b, Seite 204 besprochen;
desgleichen sind dort die notwendigen Folgerungen hervorgehoben.
Es ergab sich:

Die Gestalt eines Dreiecks ist durch das Verhaltnis der
drei Seiten bestimmt. Mithin

Dritter Ahnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind #hnlich, wenn
sie in dem Verhiiltnis der drei Seiten iibereinstimmen.

Sind aber in zwei Dreiecken entsprechende Seiten proportional,
so sind auch entsprechende Winkel einander gleich.

Wie es mehr als drei Kongruenzsitze gibt, so gibt es auch
weitere Ahnlichkeitssatze. Genannt seien die folgenden:

Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie in dem Verh&ltnis
zweier Seiten und in dem der gréBeren dieser Seiten gegen-
iiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

Zwei rechtwinklige Dreiecke sind ahnlich, wenn die Hy-
potenuse und eine Kathete des einen Dreiecks sich verhalten

wie die Hypotenuse und die entsprechende Kathete des
anderen.

194. Hohensatz. Abbildung 324 stellt zwei shnliche Dreiecke
ABC und A1 B; C, dar, in welche die Hohen h und h; zu den Seiten
BC und B, C: eingetragen sind. Durch diese Héhen werden die ge-
nannten Dreiecke in je zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt, in denen

2 C = AC als entsprechende Winkel
und JADC:=_JA;D;C: als rechte Winkel
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sind. Mithin ist nach dem 2. Ahnlichkeitssatze

AADC~ AA:D:C,, woraus
AC:AC=hh ... .. )
folgt. Aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke ABC und A;B;:C,

folgt weiter:
AC:AC=BC:BC. . ..o L L ID

Da in den Proportionen I) und II) die linken Seiten gleich sind,
so ergibt sich ohne weiteres:

BC:B,Gi=h:h;, d h. ... .......108)

A

B 3 N
Abb. 324.

In #hnlichen Dreiecken verhalten sich entsprechende Seiten
wie die zugehiérigen Hohen.
Vertauscht man in Proportion I) die Seiten, so folgt:

h:h;l = ACIA101, d. h.

In #hnlichen Dreiecken verhalten sich entsprechende
Hoéhen wie die zugeh&rigen Seiten.

In gleicher Weise lieBe sich der Beweis fithren, da8 in #hnlichen
Dreiecken alle homolog gezogenen Linien, wie Mittellinien, Seiten-
halbierende, Winkelhalbierende, Halbmesser der einbeschriebenen und
umschriebenen Kreise usw. im Verhiltnis entsprechender Seiten
stehen’). AuBerdem geht aus dem Vorstehenden hervor:

Alle rechtwinkligen Dreiecke sind #hnlich.

Zeichnet man in ein beliebiges Dreieck ABC zwei Hohen ein
(Abb. 325), daB also AD | BC und CE | AB ist, so sind die recht-
winkligen Dreiecke BEC “und ADB dhnlich. Aus dieser Ahnlichkeit

folgt:
BC:CE = AB:AD.

Vertauscht man in dieser Proportion die Innenglieder, so erhilt
man:
BC:AB=CE:AD, d. h.

1) Vgl. Ziffer 189, S. 201 Schlufisatz.
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In ein und demselben Dreieck verhalten sich zwei Seiten
umgekehrt wie die zugehdrigen Hoéhen.

195. Mittellinien — Schwerlinien. Halbiert man in Abb. 326
die Dreieckseite AB, so da AD == DB ist, und zieht man durch D

Abb. 325. Abb. 326.

eine Parallele zu BC, so wird durch diese die Seite AC ebenfalls
halbiert, so da3 AE — EC istl). Da auf diese Weise

AD = %AB und AE :%AC
wird, so muB8 nach Seite 191, Ziffer 187, 2) auch
1
DE — > BC

werden, aus welcher Gleichung sich die Proportion
BC:DE —=2:1
bilden 1a8t2). Zieht man nun die Seitenhalbierenden BE und CD, so
ist nach dem zweiten Ahnlichkeitssatze
ABCS ~ ANEDS,

so dafl sich verhilt:

SC:SD = BC:DE == 2:1 und ebenso

SB:SE == BC:DE = 2:1, d. h.

Die Seitenhalbierende eines Dreiecks wird durch eine
zweite stets im Verhaltnis 2:1 geteilt, und zwar so, daB der
nach der Spitze zu liegende Teil der gréBere ist.

Zeichnet man noch die dritte Seitenhalbierende oder Mittellinie
AF ein, so wird auch diese die erste im Verhaltnis 2:1 teilen, d. h.
sie wird ebenfalls durch den Punkt S gehen. Hieraus folgt:

Die Mittellinien eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte,
und zwar so, da8 die von diesem Punkte ausgehenden Abschnitte
einer jeden sich wie 2:1 verhalten.

) Vgl. S. 186, Ziffer 185 und 8. 73, Ziffer 83c, B.
%) ,, W.u. St, Arithm. u. Algebra S. 190, Ziffer 131.
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Der gréBere Abschnitt ist daher 3, der Kkleinere L der ganzen
Mittellinie.- 3 3

Die Physik lehrt, daB3 der Schnittpunkt S in Abb. 326 der drei
Mittellinien (Seitenhalbierenden) eines Dreiecks zugleich dessen Schwer-
punkt ist. Jede durch einen Schwerpunkt gehende Linie nennt man
aber Schwerlinie. Man sagt daher:

Die drei Schwerlinien eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkte, der von jeder Ecke doppelt so weit entfernt
ist, als von der Mitte der gegeniiberliegenden Seite.

Nach dem vorstehenden lafit sich mithin folgende Proportion
bilden:

SA:SF = SB:SE=8C:8SD=2:1....... 104)

196. Proportionale Strecken am rechtwinkligen Dreieck. Mitt-
lere Proportionale. Eine Strecke AB wird auf eine Gerade xy pro-
jiziert, indem man vom Anfangs- und >
Endpunkte derselben Senkrechten auf
die Gerade fallt. (Abb.327.) Das Stiick \»
A;B; zwischen den FuBpunkten der
Senkrechten nennt man die Projektion
der Strecke AB auf die Gerade xy?).

Liegt der Endpunkt B der Strecke = . ¥

bereits anf der Geraden xy, so ist nur
eine Senkrechte AA; erforderlich und Abb. 327.

Abb. 328. Abb. 329.

ist alsdann A;B die Projektion von AB auf xy. (Abb. 328). So
ist im rechtwinkligen Dreieck ABC (Abb. 329) CD die Projektion
der Kathete AC, und BD die Projektion der Kathete AB auf die
Hypotenuse BC.

Die Strecken CD und BD nennt man auch Hypotenusenab-
schnitte.

Fillt man. in dem rechtwinkligen Dreieck ABC (Abb. 329) die
Hohe AD auf die Hypotenuse, so ist

/\ADC~BAC?

) Vgl. W. u. St.,, Trigonometrie 1919, S. 74, Ziffer 36.
%) Hiermit ist wiederholt darauf hingewiesen, dafl rechtwinklige Dreiecke
dhnlich sind. Vgl 8.206, Ziffer 194.

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 14



210 Planimetrie.

nach dem 2. Ahnlichkeitssatze, denn es ist: <J C = < C und <X ADC
= ZJ BAC = R. Aus dieser Ahnlichkeit folgt:

CD:AC=AC:BC ............ 105)
d. h. AC ist mittlere Proportinale zwischen CD und BC.
Aus demselben Grunde ist
A BDA ~ /A BAC. Mithin:
BD:AB=AB:BC ............106)
d. h. AB ist mittlere Proportionale zwischen BD und BC.

Aus Gleichung 105) und 106) folgt:

Jede Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist mittlere Pro-
portionale zwischen ihrer Projektion auf die Hypotenuse und der
ganzen Hypotenuse.

Weiter ergibt sich aus Abb. 329:

ACDA~ N\ BDA,
ebenfalls nach dem 2. Ahnlichkeitssatze, denn es ist
Z CDA = BDA =R und JACD = JBAD

als Komplementwinkel’). Mithin verhilt sich:
CD:AD — AD:BD .. ..........100)

d. b. AD ist mittlere Proportionale zwischen CD und BD.

Aus dieser Proportion folgt:

Die Hohe auf die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist
mittlere Proportionale zwischen den Projektionen der beiden Ka-
theten, bzw. zwischen den Hypotenusenabschnitten.

Aus Gleichung 105) er-
A — hilt man:
AC*= B(C-CD.

Diese Gleichung 148t sich
deuten wie folgt:

Die linke Seite ist der
Flicheninhalt eines Qua-

.5 drates, dessen Seite AC, die
! rechte Seite derjenige eines

AR ! Rechtecks, dessen Grundlinie
somfiiiinond . BC und dessen Hohe CD
Abb. 330. ist. (Abb. 330.) Hieraus er-

gibt sich der

Kathetensatz: Das Quadrat iiber einer Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse
und der Projektion der Kathete auf die Hypothenuse.

1) Vgl. S. 17, Ziffer 34.
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Aus Gleichung 106) ergibt sich:
AB? =BC-BD.

Der Leser entwerfe die dieser Gleichung entsprechende Figur selbst!
Aus Gleichung 107) folgt:

AD? = BD.CD.
Deutet man die Seiten dieser Gleichung im gleichen Sinne, wie
an Gleichung 105) gezeigt, so ergibt sich entsprechend Abb. 331 der

Hohensatz: Das Quadrat iiber
der Hohe eines rechtwinkligen Drei-
ecks ist gleich dem Rechteck aus
den beiden Hypotenusenabschnitten.

Die aus den Gleichungen 105) und
107) abgeleiteten Satze konnen nun
zur Konstruktion der mittleren
Proportionalen benutzt werden. :

197. Konstruktion der mittleren A
Proportionalen. Die Konstruktion
kann sowohl nach dem XKatheten-
satze als auch nach dem Hdhen-
satze ausgefiirrt werden. In jedem Falle ist zu beachten, da alle
Winkel im Halbkreise rechte Winkel sind?).

Fiir beide Fille sind zwei Strecken a und b gegeben, zu welchen
die mittlere Proportio-
nale x zu konstruieren ist,
so daf sich verhilt

a:x = x:b, da3 also
x? = a-b wird.

a) Konstruktion nach
dem Kathetensatze. (Abb.
332.) Die groflere der gege-
benen Strecken & mufl ent- e
sprechend Abb. 330 Grund- r &
linie” des Rechtecks, also Hy-
potenuse, die kleinere b mufl Abb. 332.
Hohe des Rechtecks, also
Projektion der gesuchten Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks werden.

Man mache in Abb. 332 BC = a, trage von C aus CD = b ab
und beschreibe iiber a einen Halbkreis. Errichtet man in D eine
Senkrechte bis zum Schnittpunkte A mit dem Halbkreise, so ist

=0

Abb. 331.

AN S -

AC=x
die gesuchte mittlere Proportionale und
x*=a-b,
oder in eine Proportion aufgeldst:
a:x = x:h.

1) Vgl S. 146, Ziffer 157.
14*
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b) Konstruktion nach dem Hohensatze. (Abb. 333.) Die ge-
gebenen Strecken a und b miissen entsprechend Abb. 331 Seiten des
Rechtecks, also zu Abschnitten der Hypotenuse, die mittlere Propor-
tionale x mufB3 Seite des Quadrates, also Hohe eines rechtwinkligen
Dreiecks werden.

Man trage a und b auf einer Geraden aneinander, so daB BC =
a -+ b wird, und beschreibe iiber BC einen Halbkreis. Errichtet man

in D eine Senkrechte bis zum

i Schnittpunkte A mit dem Halb-
& S kreise, so ist
' . AD = x
x i \ die gesuchte mittlere Propor-
_ tionale und
C‘* 4 i LA x2 = g, - b,
ek a > oder in eine Proportion auf-
' gelost:
- a:x = x:b.
Abb. 333. Der Leser iiberzeuge sich

unter Zugrundelegung einer be-
liebigen Liangeneinheit durch Nachmessen in Abb. 332 und 333 von der
Richtigkeit und zeichne zur Ubung diese Figuren auf.

Aus dieser Konstruktion folgt unmittelbar:

Errichtet man in einem beliebigen Punkte eines Kreis-
durchmessers eine Senkrechte bis zum Schnittpunkte mit
der Kreislinie, so ist diese mittlere Proportionale zwischen
den Abschnitten des Durchmessers.

Ubungen.

1. In einem rechtwinkligen Dreieck werden durch die Hohe auf
die Hypotenuse Strecken von 32 mm und 68 mm Linge abgeschnitten.
Das Dreieck ist zu zeichnen und sind die Hohe sowie die Katheten
zu berechnen.

2. Es ist ein Halbkreis von 56 mm Halbmesser zu zeichnen. Der
Durchmesser ist in 8 gleiche Teile zu teilen und sind in den Teil-
punkten Senkrechten bis zum Schnitt mit der Kreislinie zu errichten.
Wie lang werden die einzelnen Senkrechten?

3. Ein rechtwinkliges Dreieck besitzt eine Hypotenuse von 120 mm
Linge; ein Hypotenusenabschnitt’ ist 35 mm lang. Wie groB sind die
Katheten und die Hohe?

4. In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten 40 mm und
75 mm lang. Wie groB sind die Hohe und die Hypotenusenabschnitte?

5. Ein rechtwinkliges Dreieck besitzt eine Hypothenuse von 100 mm
und eine Héhe von 40 mm Linge. Wie groB sind die Katheten?

6. Es ist die mittlere Proportionale zu konstruieren zwischen: m

und n; m und 2-m; 3-m und 5-m; m und %;m—f—nundm——n.
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198, Stetige Teilung. Goldener Schnitt. Eine Strecke BC stetig
teilen heifit, einen Punkt D auf derselben angeben, der so gewahlt
ist, daB sich nach Abb. 334 die ganze Strecke BC zum gréBeren Ab-
schnitt BD, wie dieser zum kleineren Abschnitt CD verhilt, so daB
sich die folgenden Proportionen
ergeben:

BC:BD = BD:CD, oder
a:x = x:(@ — X).

N
0 R
Co Yy A
e—ag-xr—e —ap =3 3 :
Abb. 334. Abb. 335.

Man sagt dann auch: Die Strecke BC ist nach dem ,Goldenen
Schnitt® geteilt.
In Abb. 335 ist ein rechtwinkliges Dreieck dargestellt, dessen kleine

1 .
Kathete AC = ?BC, also gleich der Hilfte der grofen Kathete ist.

Bezeichnet man BC mit a, so ist AC — %- Trigt man nun %

von A aus auf der Hypotenuse AB ab, so bleibt als Rest das Stiick
x iibrig, welches von B auf BC abgetragen, den Punkt D ergibt, so
daB8 BD = x wird. Nun ist- nach dem Pythagoras?)

AB? = BC? 4 AC?,
oder mit den in Abb. 335 eingetragenen Bezeichnungen

(x -+ %): a% - (%)2 d. i.?)

a 2 a 2
x*+ax +(?) =a* (?) . Mithin:
x4+ ax=a%oder...............]
x?=a’—a-x.
Schreibt man auf der rechten Seite a heraus, so folgt:
x? =a- (@ — x).
Aus dieser Produktengleichung 1afit sich aber folgende Proportion
bilden3):
a:X=X8—X).............108)

Die Strecke BC in Abb. 335 ist mithin im Punkte D stetig
oder nach dem Goldenen Schnitt geteilt.

1) Vgl 8. 121, Ziffer 134.

%), W. u St, Arithm. u. Algebra S, 29, Ziffer 35; 1.

3) ’ ” 3 ” 3 ” ” ”” 14 191) » 131‘
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Zur Berechnung von x addiere man auf beiden Seiten der vorstehen-
den Gleichung I): x*+ ax —a® den Wert

a\? af .
(~2—) = Das ergibt

: 1)2: e ¥
x%2 + ax -+ ( 5 a® |- 1
oder, da nun die linke Seite zum vollstandigen Quadrat geworden ist?):
a\® 4.a® a® b5.af a?
(x '{_?)—T 21 0y

Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so folgt?):

2 4
a — a
—_ —_—— 3
x=- V5 5 d. i.3)
x:—;— VB 1)t o e 1)
Folglich: x :% (2,236 — 1) — % 1,236, oder
x = 0,618-a.

Dasist aber zugleich die Linge der Seite des einem Kreise
vom Halbmesser a einbeschriebenen regelmiigen 10-Ecks.

Bezeichnet man die Seite des regelmiBigen einbeschriebenen
10-Ecks mit s und den Halbmesser des umschriebenen Kreises mit R,
so wird entsprechend Gleichung II):

szg (V35— 1) = 0,618-R.9

Die Seite des regelmiBigen 10-Ecks ist der groBere
Abschnitt des stetig geteilten Halbmessers des dem 10-Eck
umschriebenen Kreises.

Das regelmaBige 5-Eck laBt sich alsdann leicht zeichnen, indem
man die Ecken des regelmiBigen 10-Ecks derart miteinander ver-
bindet, da man immer eine derselben iiberspringt.

Die Konstruktion
der ,stetigen Teilung“ einer Strecke ist aus Abb. 335 klar ersichtlich.

Man zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Kathete gleich
der Liinge der gegebenen, stetig zu teilenden Strecke und dessen an-

4.2
) Vgl. W. u. St, Arithm. u. Algebra S. 177, Ziffer 123. Beachte az=="""1
D 0 e . N " ,s 80, » 17 u 8. 90, Ziffer 84b.

8) 114 ”» tH) 3 2 2 » 2 36: 2 43; A’ 8.
9 » S.167 u. 168, Tabelle II u. III iiber regelmiBige Vielecke.
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dere Kathete halb so lang ist; alsdann trage man vom Schnittpunkte
der Hypotenuse mit der kleineren Kathete diese auf die Hypotenuse
ab. Trigt man weiter das bleibende Reststiick x auf die gréBere
Kathete, also auf die stetig zu teilende Strecke ab, so ist der sich
auf diese Weise ergebende Schnittpunkt der Punkt, in welchem die
gegebene Strecke stetig geteilt wird?).

199. Umfange ahmlicher Dreiecke. Bei Besprechung der Verhilt-
nisse-nach Abb. 314 u. 315 wurde auf Seite 197 in Gleichungl) folgende
Proportion aufgestellt:

AB:AD =AC:AE=BC:DE.
Unter sinngemifer Anwendung auf Abb. 324, Seite 207 erhilt man
AB:A B, =AC:AC, =BC:B,C,.
Aus dieser laufenden Proportion 148t sich die folgende ableiten®):
(AB+ AC+ BO):(A,B,+AC, + B,C))=AB:AB,.
Nun ist aber das erste Glied derselben
= dem Umfange?) des Dreiecks ABC=1U
und das zweite Glied
= dem Umfange des Dreiecks A;B,C, = TU,.
Mithin kann man schreiben:
U:U,=AB:AB,.
Zieht man auch die anderen Seitenverhéltnisse in Betracht, so folgt:
U:U,=AB:A,B,—AC:A,C,=BC:B(, ....109)

In Worten:

Die Umfiinge zweier ihnlichen Dreiecke verhalten sich wie zwei
entsprechende (homologe) Seiten.

Dieser Satz liBt sich nach Fritherem dahin erweitern®):

Die Umfinge #hnlicher Dreiecke verhalten sich wie
irgendwelche in denselben homolog gezogenen Linien.

200. Flicheninhalte #hnlicher Dreiecke. In den shnlichen Df'ei-
ecken ABC und A,B,C, (Abb. 336) sind entsprechende Grundlinien

1) Der goldene Schnitt ist eine in Kunst und Gewerbe, namentlich in der
Architektur hiufig benutzte Teilung; Grundrissen von Kirchen, offentlichen
Bauwerken usw. gibt man gern Verhiltnisse nach dem Goldenen Schnitt. Auch
bei allgemeinen Gebrauchsgegenstinden, z. B. Bildern, Briefkuverts, Visitenka:rten
usw. findet man dieses Verhilinis angewendet. Die Gegenstiinde erscheinen
dadurch dem Auge besonders gefillig.

%) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra 8. 196, Ziffer 137.

) , 8.90, Ziffer 101.

‘) 2 9y 2011 ”» 189d und 8. 206, Ziffer 194.
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mit g und g, und die zugehérigen Hohen mit h und h, bezeichnet.
Nun ist der Flicheninhalt?) des Dreiecks ABC

Fe—\'g.
g &b
und derjenige des Dreiecks A/B,C,
1
T, = 9 "8 h,.

7
SN

Abb.

336.

Dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so erhilt man:

1
—.g.h
F_2f"  gh g h
F, ;_ -g,+h, g-h, g h
Nun verhiilt sich nach Ziffer 194, Seite 206: izhﬂ-
Setzt man den Gleichwert von L3 in die 1etzté Gleiéhung ein, so er-
gibt sich: b,
F
—=£. i, oder
F, & &
F gt
o o= 110
F, &} )
Auf gleiche Weise erhilt man:
F h*
S .. 111)
F, B
In Worten:

Die Flicheninhalte zweier #hnlichen Dreiecke verhalten sich
wie die Quadrate zweier entsprechenden Seiten oder Hohen.

Auch dieser Satz 14t sich erweitern wie folgt:

1) Vgl. 8. 100, Ziffer 114s.
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Die Flicheninhalte #hnlicher Dreiecke verhalten sich
wie die Quadrate irgendwelcher in denselben homolog ge-
zogenen Linien.

ﬁbungen.

1. Der Schatten eines Baumes ist 4,8 m lang. Ein parallel zum
Baumstamm gestellter Stab von 1,56 m Linge wirft zu gleicher Zeit
einen Schatten von 0,8 m Linge. Welche Hohe besitzt der Baum?)

2. Auf welche Weise 148t sich mit Hilfe eines wagerecht liegenden
Spiegels die Hohe eines Gegenstandes bestimmen?

3. Von einem dreieckigen Fabrikgrundstiick ABC, das bei C
rechtwinklig ist, dessen Seite AC=95m und dessen Hypotenuse
AB =130 m lang ist, soll in einer Entfernung = 70 m von A auf
AC gemessen durch eine Parallele zu BC ein dreieckiges Stiick ab-
geteilt werden. Wie groB ist der Flicheninhalt des ganzen Grund-
stiickes, der abgetrennten dreieckigen Fliche, des Reststiickes, und
wie groB sind die Liingenabschnitte auf AB?%)

4. Von dem rechtwinkligen Dreieck ABC nach Abb. 329 sind
gegeben die Hypatenuse B C = 5 m sowie deren Abschnitte CD = 1,8 m
und BD =32 m. Wie gro8 werden die Katheten und die Hypo-
tenusenhche??)

5. Eine Fliche von der Form eines gleichschenkligen Dreiecks
ABC, dessen Grundlinie AB = 126 m und dessen Schenkel = 210 m
lang sind, soll durch die Hohe zur Grundlinie und eine im Abstande
von 60 m zur Grundlinie gezogene Parallele in vier Teilflichen zer-
legt werden. Welche Abmessungen, und welchen Flicheninhalt er-
hilt jede Teilfliche?®)

6. Ein Grundstiick besitzt die Form eines Rechtecks, dessen
Grundlinie 80 m und dessen Hohe 50 m lang ist. Durch dasselbe
soll ein Fahrweg so gelegt werden, daB dieser in 8 m Breite neben
der Diagonalen liuft. Welchen Flicheninhalt beansprucht dieser
Fahrweg?®)

7. Von einem Kreisabschnitt ist die Sehnenlédnge 2 -s = 1,5 m und
die Héhe h — 15 cm gegeben. Wie groB3 ist der Halbmesser des zu-
gehorigen Kreises?3)

8. Im Anschlu an Aufgabe 7) sind h = 20 cm und r= 5,8 m
gegeben. Wie groB wird die Sehnenlinge 2 - s?

Wie grof wird ferner die Hohe h, wenn r =152 m und 2 -8
= 4,2 m gegeben sind?

1) Bezeichnet man mit a die Linge des Baumschattens, mit b die Stab-
lange, mit ¢ die Schattenlinge des Stabes und mit x die Héhe des Baumes,
so verhilt sich:

a.b
o

x:a==Db:c. Mithin; x = Skizze !

?) Der Leser mache sich eine Skizze!
%) Die Berechnung ist nach Ziffer 134, Seite 121 oder Ziffer 197, Seite 212

2
(SchluBsatz) durchzufithren. Beachte zur Kontrolle: r = Q—SH +%. Skizze !
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9. Die Mittellinien zweier Kanalleitungen bilden einen Winkel
von 60°; sie sind durch einen Kreisbogen von 30 m Halbmesser
miteinander zu verbinden. Wie weit ist der Schnittpunkt der Mittel-
linien vom Kreismittelpunkte, und wie weit sind die Beriihrungs-
punkte von Kreis und Mittellinien voneinander entfernt??)

10. Der rechteckige Querschnitt eines Holzbalkens- groSter Trag-
fahigkeit wird gefunden, indem man den Durchmesser des Baum-
stammes in 3 gleiche Teile teilt, in den Teilpunkten nach entgegen-
gesetzten Richtungen Sepkrechten errichtet und die Punkte, in denen
diese den Umfang des Stammes schneiden, mit den Endpunkten des
Durchmessers verbindet. Welches ist das Lingenverhiltnis der Recht-
eckseiten, also der Balkenabmessungen? Skizze!

D. Ahnlichkeit der Vier- und Vielecke.

201. Bedingungen der Ahnlichkeit. Bereits in Ziffer 189 ¢) wurde
gezeigt, wie man ein Vieleck von einer Ecke aus durch Diagonalen
und Parallelen zu den Vieleckseiten in #hnliche Dreiecke zerlegen
kann. Von welcher Ecke aus diese Zerlegung vorgenommen wird, ist
gleichgiiltig. Hieraus folgt:

Ahnliche Vielecke werden durch homologe (gleichliegende)
Diagonalen in gleich viele, gleichliegende und &hnliche
Dreiecke geteilt.

FafBt man #hnliche Vierecke bereits als Vielecke auf, so findet
der vorstehende Satz sinngemifie Anwendung. Fiir Parallelogramme
und verwandte Figuren®) gelten alsdamn, unter Beriicksichtigung von
Ziffer 74, Seite 67) und des ersten Ahnlichkeitssatzes im besonderen,
folgende Sitze:

Zwei Parallelogramme sind #hnlich, wenn sie iiberein-
stimmen in dem Verhiltnisse zweier anstoBenden Seiten
und dem von diesen eingeschlossenen Winkel.

Zwei Rechtecke sind dhnlich, wenn sie iibereinstimmen
in dem Verh#ltnisse zweier anstoBenden Seiten.

Zwei Rhomben sind dhnlich, wenn sie in einem Winkel
iibereinstimmen.

Zwei bzw. alle Quadrate sind ahnlieh.

Zerlegt man regelmiBige Vielecke von ihrem Mittelpunkte aus
in Teildreiecke, so sind diese kongruent?). Aus dieser Kongrueng
und den Ahnlichkeitssitzen folgt ohne weiteres:

Zwei regelmiifige Vielecke von gleicher Seitenzahl sind
dhnlich.

Weiter ergibt sich aus den Proportionen, die man aus den Ver-
hiltnissen der Vieleckseiten und der Diagonalen als Seiten der Teil-
dreiecke bilden kann:

1) Der Leser mache sich eine Skizze!
%) Vgl. S. 69, Ziffer 77, 78 und 79. 3) Vgl S. 1569, Ziffer 168.
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In ahnlichen Vielecken verhalten sich homologe Seiten
wie homologe Diagonalen, und umgekehrt.

Wendet man das auf Seite 215, Ziffer 199 iiber die Umfiéinge
ahnlicher Dreiecke Gesagte sinngemidf auf dhnliche Vielecke an,
so folgt:

Die Umféinge zweier dhnlichen Vielecke verhalten sich
wie zwei homologe Seiten oder zwei homologe Diagonalen.

Dieser Satz i8¢ sich, auf regelmifBige Vielecke bezogen, erweitern
wie folgt:

Die Umfange zweier regelmiifigen Vielecke von gleicher
Seitenzahl verhalten sich wie die Halbmesser der ein- oder
umbeschriebenen Kreise.

Der Beweis folgt ohne weiteres aus der Kongruenz der Bestimmungs-
dreiecke und aus den Ahnlichkeitssitzen.

Faft man Kreise als Vielecke mit unendlich groBer Seitenzahl
auf, wie das auf Seite 170, Ziffer 178 erklirt wurde, so finden die
vorstehenden Sitze fiir Vielecke sinngemifle Anwendung:

Die Umfinge zweier Kreise verhalten sich wie ihre Halb-
messer.

Beriicksichtigt man das in Ziffer 200, Seite 215, iiber den Flichen-
inhalt dahnlicher Dreiecke Gesagte, so ergibt sich fiir 4hnliche
Vielecke folgendes:

Die Flacheninhalte #hnlicher Vielecke verhalten sich
wie die Quadrate iiber irgendwelchen homolog gelegenen
Seiten. '

Auf regelmaBige Vielecke ausgedehnt, erhilt man:

Die Fliacheninhalte regelmiiSizer Vielecke von gleicher
Seitenzahl verhalten sich wie die Quadrate iiber den Halb-
messern der ein- oder umbeschriebenen Kreise.

Fiir Kreise gilt entsprechend:

Die Flicheninhalte von Kreisen verhalten sich wie die
Quadrate iiber ihren Halbmessern.

E. Proportionalitit am Kreise.

202. Sich sehneidende Sehnen. Sehnensatz. Zeichnet man in
einen Kreis zwei Sehnen AB und CD ein, die sich im Punkte E
schoeiden, und verbindet man A mit D und B mit C, so ist ent-
sprechend Abb.-337:

A = AC als Unmfangswinkel?) iiber Bogen BD,
4B 4]) ” Y] »” ”» C

Folglich:
ANAED ~ ABEC

) Vgl 8. 145, Ziffer 166.
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nach dem zweiten Ahnlichkeitssatze. Mithin verhilt sich:
AE:DE — CE:BE.

Bildet man die Produkte der #uBleren und inneren Glieder, so
ergibt sich:

AE-BE=CE-DE .. ....... .. 112)

Hieraus folgt der

Sehnensatz: Schneiden sich zwei Sehnen, so ist das Produkt
aus den Abschnitten der einen gleich dem Produkt aus den Ab-
schnitten der anderen.

Wird hierbei eine Sehne durch die andere halbiert, so
ist jeder Abschnitt der einen mittlere Proportionale zwi-
schen den Abschnitten der anderen.

Deutet man Gleichung 112) in gleicher Weise, wie das bei Glei-
chung 105 und 107) gezeigt wurde, so ist die linke Seite der Flichen-
inhalt eines Rechtecks mit den Seiten AE und BE und die rechte
Seite derjenige eines Rechtecks mit den Seiten CE und DE. Aus
den Abschnitten ein und derselben Sehne liBt sich also ein Recht-
eck zeichnen, wie das in Abb. 338 dargestellt ist. Hieraus folgt:

Abb. 337. Abb. 338.

Schneiden sich zwei Sehnen, so sind die mechtecke aus
den Abschnitten jeder Sehne gleich.

Da man nun durch den Punkt E in Abb. 337 beliebig viele Sehnen
legen kann, so 148t sich der Sehnensatz erweitern wie folgt:

Zieht man durch irgendeinen Punkt im Innern eines
Kreises beliebig viele Sehnen, so hat fiir jede Sehne das
Produkt ihrer Abschnitte denselben Wert.

203. Sekantensatz, In Abb. 339 sind vom Punkte A aus zwei
Sekanten’) AB und AC an den Kreis gezogen, welche denselben in

1) Vgl. 8. 135, Ziffer 142.
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B und D sowie in C und E schneiden. Verbindet man B mit E
und C mit D, so ist

ADCE == S EBD als Unmfangswinkel iiber Bogen DE,
ZBAC = I BAC sich selbst gleich. Folglich:
ANABE ~ A ACD
nach dem zweiten Ahnlichkeitssatze. Mithin verhilt sich:
AB:AE = AC:AD.
Bildet man aus dieser Pro-
portion die Produktengleichung,
so ergibt sich:

AB-AD=AC-AE . 113)

Hierans folgt der

Sekantensatz: Schneiden
sich zwei Sekanten auBerhalb
eines Kreises, so ist das Pro-
dukt aus der einen ganzen
Sekante und ihrem &#ufBleren
Abschnitte gleich dem Produkt
aus der anderen ganzen Se-
kante und ihrem HuBeren Ab- Abb. 339,
schnitte.

Gibt man der Gleichung 113)
dieselbe Deutung wie der Glei-
chung 112), so stellt jede Seite
derselben ebenfalls den Flachen-
inhalt eines Rechtecks dar, dessen
Grundlinie die ganze Sekante
und dessen Hohe der zugehdrige
dubere Sekantenabschnitt ist. Die
Konstruktion dieser Rechtecke
ist in Abb. 340 dargestellt. Hie-
raus folgt: ;

Schneiden sich zwei Se- 5
kanten, so sind die Recht- '
ecke aus jeder ganzen Se-
kante und ihrem #&uBeren Abb. 340.

Abschnitte einander gleich.

Da sich nun durch den Punkt A beliebig viele Sekanten ziehen
lassen, so erfihrt der Sekantensatz, shnlich wie der Sehnensatz,
folgende Erweiterung:

Zieht man durch irgendeinen Punkt auBerhalb eines
Kreises beliebig viele Sekanten, so hat fir jede Sekante
das Produkt aus der ganzen Sekante und dem zugehorigen,
duBeren Abschnitte denselben Wert.

204, Tangentensatz. Legt man, wie in Abb. 341 dargestellt, von
dem Punkte A der Sekante AC die Tangente AB an einen Kreis
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und verbindet man den Berithrungspunkt B mit den Schnittpunkten
C und D der Sekante mit dem Kreise, so ist

ZJABD = JACB als Sehnen-Tangentenwinkel?),
ABAD = JBAC sich selbst gleich. Folglich:
ANABD ~ NACB
nach dem zweitenn Ahnlichkeitssatze. Mithin verhilt sich:
AD:AB= AB:AC.

Bildet man aus dieser Propor-
tion die Produktengleichung, so.
ergibt sich:

AB2=AC-AD .. 114

Hieraus folgt der
Tangentensatz: Schneiden
sich an einem Kreise eine Tan-
gente und eine Sekante, so ist
das Quadrat der Tangente gleich
dem Produkt aus der ganzen
Sekante und ihrem #uferem Ab-
Abb. 341. schnitte.
Mit anderen Worten:
o Die Tangente ist mitt-
== lere Proportionale (geo-
metrisches Mittel) zwi-
schen der ganzen Sekante
und ihrem &uBeren Ab-
. B . 7 schnitte.

/ In Gleichung 114) ist aber,
fritheren Auslegungen entspre-
chend, die linke Seite der
Flacheninhalt des Quadrates

iiber der Tangente, die rechte
—”  Seite derjenige eines Recht-
g ecks, dessen Grundlinie die
ganze Sekante und dessen
Hohe der zugehdrige, duBere
Sekantenabschnitt ist. Die
Konstruktion beider Flichen
ist in Abb. 342 dargestelit.

i Hieraus folgt:

Abb. 342. Schneiden sich eine

Tangente und eine Se-

kante, so ist das Quadrat iber der Tangente gleich dem

Rechtecke aus der ganzen Sekante und ihrem #duBeren Ab-
schnitte.

1) Vgl S. 146, Ziffer 158.
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Durch den Punkt A lassen sich jedoch nur eine Tangente, aber
beliebig viele Sekanten legen. Man kann daher auch sagen:

Die Tangente ist mittlere Proportionale zwischen jeder
vom Endpunkte der Tangente an den Kreis gezogenen Se-
kante und deren #uBeren Abschnitte.

Ferner 148t sich noch folgender Satz, entsprechend den vorstehend
wiederholt gemachten Angaben, leicht nachweisen:

Schneiden sich eine Tangente und eine Sekante, und ist
der in den Kreis fallende Abschnitt der Sekante gleich der
Tangente, so ist die Sekante stetig geteilt.

Ubungen.

1. Welche gréBtmogliche Sehweite besitzt ein Beobachter von
einem erhshten Punkte der Erde aus!?

In Abb. 343 sei der Standort des Beobachters auf dem Punkte A,
welcher sich um die Hohe h iiber die Erdoberfiiche erhebt. Alsdann
ist dessen Seh- oder- Gesichtsweite = AS = s.

Bezeichnet man den Erdhalbmesser mit r, so
erhilt man entsprechend Gleichung 114):

AS* — AC-AB. ¢ 18\

N\ln ist AS:S, AC:2.r+h und 5 \\ i

AB =h. Diese Werte in die letzte Glei- / N

chung eingesetzt, ergibt:
s2=(2.r -+ h)-h. Mithin: .'
s=V@-r+b)-h.

2. Der Montblanc erhebt sich 4810m iiber "\ |
den Meeresspiegel. Wie groB ist die Sehweite —
von der Spitze desselben, wenn der Erdhalb-
messer zu rund 6370 km angenommen wird )? Abb. 343.

Losung: s = 247,6 km.

3. Das Licht eines Leuchtturmes befindet sich 75 m iiber dem
Meeresspiegel. . Bis zu welcher Entfernung konnen Seefahrer das Licht
sehen? (r—= 6370 km.)

4. Ein Seefahrer erblickt das Blinkfeuer eines Leuchtturmes auf

eine Entfernung von 15 km. Wie hoch befindet sich die Lichtquelle
iiber dem Meeresspiegel?

205. Satz des Ptolemiius. In den Kreis Abb. 344 ist ein Sehnen-
viereck?) ABCD mit seinen Diagonalen eingezeichnet. Macht man
DAE = JBAC, so schneidet der freie Schenkel des ersteren die
Diagonale BD im Punkte E. Alsdann ist:

ADAE = ABAC nach Konstruktion und
AACB = JADE als Umfangswinkel iiber Bogen AB.

1) Samtliche MaBe in km!
%) Vgl S. 153, Ziffer 163.
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Mithin: AABC ~ A\AED
nach dem zweiten Ahnlichkeitssatze. Folglich verhalt sich:
DE:AD =BC:AC.
Aus der Produktengleichung folgt?):

AD-BC
DE=—Fe— - - .. 1)

Ebenfalls nach dem zweiten Ahnlich-
keitssatze ist

A\AEB~ AADC. Mithin:
BE:AB=CD:AC, oder

AB-CD
Abb. 344. BE=—/— -1
Addiert man Gleichung I) und II), so erhilt man:
__AD-BC |, AB-CD -
DE + BE = AT -+ 0 , d.i.2)
gp — 2D BCHAB-OD - p ) tich):
AC
AC-BD=AD-BC-+AB-CD ....... 115)

Hieraus folgt der

Ptolemiische Satz: In jedem Sehnenviereck ist das Produkt
aus den Diagomnalen gleich der Summe der Produkte aus je zwei
Gegenseiten.

Oder in der wiederholt gezeigten Deutung:

In jedem Sehnenviereck ist das Rechteck aus den bei-
den Diagonalen gleich der Summe der Rechtecke aus den
Gegenseiten.

Der Leser entwerfe die Figur mit den Rechtecken und stelle
auBerdem entsprechend Gleichung 115) die Gleichungen fiir das einbe-
schriebene Rechteck, Quadrat und gleichschenklige Trapez4) auf.

F. Proportionalitit der Flicheninhalte ebener Figuren.

206. Allgemeines. Ist eine Fliche das n-fache einer anderen,
so nennt man die zweite Fliche die Einheit der ersteren und n
das MaB der ersten Fliche fiir die zweite. Als Flicheneinheit nimmt
man ein Quadrat an, dessen Seite gleich der Léngeneinheit ist®).

1) Vgl. W, u. St., Arithm. u. Algebra S. 192, Ziffer 133; 1.

2) 2 3 9 9 ’ ” 2 2 53; ” 53.

3 ”» 9 2 3 » 2 132, ” 1081.

8 ,, S.71, Ziffer 82b. 5) Vgl. S.81, , 91 bis 95.
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Verhalten sich die Mafle zweier Flichen F; und F. fiir irgendeine
Einheit wie die Zahlen m und n, so sagt man, die Fliche F; verhilt
sich zur Fliche F2 wie m zu n. Und verhalten sich zwei andere
Flichen F; und Fi ebenfalls wie m zu n, so sagt man, die Flichen
T; und Fe verhalten sich wie

die Flichen F; und. Fs und A B
bringt das durch die Pro- f
portion
F1:F2:F3:F4. /‘ iy
zum Ausdruck. L]
y |

Verhalten sich zwei Fli-
chen F; und F; wie m zu n
und verhalten sich auch zwei - [
Linjen a und b wie m zu n, ' “
so sagt man, die Flachen ver-

i3]

i

o
L1

]

halten sich wie die Linien b / 4,
und schreibt: Abb. 345.
Fi:F. = a:b.

207. Rechtecke. In Abb. 345 sind zwei Rechtecke gezeichnet,
deren Grundlinien CD wund C;D, gleich, deren Hchen jedoch ver-
schieden sind.

Es wiren nun zwei Fille zu untersuchen, je nachdem die Hohen
AD und A; D; kommensurabel oder inkommensurabel sind. Hier soll
nur der erste Fall erldutert werden?).

Sind AD und A;D: kommensurabel, so haben sie einen aliquoten
Teil?) y gemeinsam, welcher in AD = mmal und in A;D; = nmal
enthalten sein soll, so daB

AD = m-y und
A;Dy =n-y ist.
Dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so folgt:
AD m-y
ADy n-y
oder in Form einer Proportion, und da sich y heraushebt:
AD:AADis=m:n . .......... .. I)

Trigt man den aliquoten Teil y auf den Hohen AD und A; Dy
der beiden Rechtecke ab und zieht man durch die Teilpunkte Par-
allelen zu den Grundlinien, so wird das Rechteck ABCD in m und
das Rechteck A;B;CiD; in n Teilrechtecke abed zerlegt, so dafi®)

[ JABCD =m:.[__Jabcd und
A1B101D1 = n-| _ abed

1) Vgl 8. 184, Ziffer 184. ?) Vgl 8. 180, Ziffer 181
), 82 » 92, FuBnote.

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 2. 2. Aufl. 15
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wird. Dividiert man auch hier die erste Gleichung durch die zweite,
so folgt entsprechend:
[ JABCD:[ JABiCiDi=m:in....... 1I)

Aus Gleichung I) und II), deren rechte Seiten gleich sind, erhalt

man alsdann:
[ ABCD:DA1B101D1 == AD1A1D1 ..... 116)

Hieraus folgt:
Zwei Rechtecke von gleichen Grundlinien verhalten sich wie
die zugehorigen Hohen; und umgekehrt:
Zwei Rechtecke von glei-
F Vi £ ¢ chen Hohen verhalten sich wie
i T / die zugehirigen Grundlinien.

Der zweite Satz folgt un-
mittelbar aus dem ersten, da
% / jede Seite als Grundlinie be-
trachtet werden kann, wodurch
/ die anstoBende zur zugehorigen
Hohe wird. Ganz allgemein kann

man daher sagen:
j £ Rechtecke, welche eine
) G >"  Seite gleich haben, verhalten
sich wie die ungleichen Seiten.

._\:_h
~

7, ' 208. Parallelogramme. a)Be-

trachtet man die beiden Parallelo-

¢ gramme ABCD und A;B;CyD:

Ay £, in Abb. 346, deren Grundlinien

Abb. 346. AB und A, B, gleich, deren Héhen

h und h; jedoch verschieden sind,

so entstehen. durch Einzeichnen von Senkrechten aus den Endpunkten

der Grundlinien die Rechtecke ABEF und A;B1E;:F,, welche mnach

Seite 86, Ziffer 96 den zugehérigen Parallelogrammen inhaltsgleich
sind, daB also

/7 ABCD = [ | ABEF und
L7 ABCiDy = | | ABEF ist.
Da sich nun nach Ziffer 207, Seite 225
| JABEF:| |AiB:E;F; =h:h

verhilt, so miissen die flichengleichen Parallelogramme in demselben
Verhiltnis stehen, d. h. es muB8 sich auch

gABCD:UAlBlClDI—_-h:hI ...... 117)

verhalten. Hieraus folgt:

Parallelogramme von gleichen Grundlinien verhalten sich wie
die zugehorigen Hohen; und umgekehrt:

Parallelogramme von gleichen Hohen verhalten sich wie die
zugehorigen Grundlinien.



Proportionalitit der Flicheninhalte ebener Figuren. 227

Der letzte Satz wird in entsprechender Weise bewiesen wie der
vorhergehende.

b) Die Parallelogramme I und I in Abb. 347 besitzen verschiedene
Grundlinien g und g: sowie verschiedene Héhen h; und h,. Par-
allelogramm III hat gleiche Grund-
linie g1 mit I und gleiche Héhe he
mit II. Alsdann verhdlt sich nach
den unter a) entwickelten Sitzen:

f‘:’.‘
/7 1:/~7 1 = hy:hy und
L7 /7 1 = g1:ge. .-_/___,__;_ﬁ__-.\-:
Multipliziert man die zweite Propor- - .
tion mit der ersten, so erhilt man?): o—— P
IL-T:10-TI — gy - hy: g he. ‘\\ p -.
Da sich auf der linken Seite N\ 1%
dieser Gleichung der Faktor III \___J y ,
heraushebt, so ergibt sich: — 7 =i
gI:gII:gl'}lligz'hz 118) _\———-—‘——-—--'\
Hieraus folgt: o \
Parallelogramme verhalten sich 2y B \
wie die Produkte aus ihren Grund- \
linien und den zugehirigen Hiohen. 0
¢) In den Parallelogrammen e =
ABCD =1 und A:B:GiD, =11 Abb. 347.

(Abb. 348) ist
JBAD — B AD, bzw. o = ZJo1,

Héhen und Grundlinien sind jedoch verschieden. Legt man die
Parallelogramme I und II so aufeinander, daB sich die gleichen

B 0 ¢
/ 7 r}lll
/
f
_.l"l a DI 2 Z__ ___..f_l__ &
/ / / M ' /
/ / /
’f_ 7 ‘-’_ 7 -""l{ o 3 aZ
[ a X, ..-"I 2% 2 i / ."I
/.. T | oy 4 a SN

Abb. 348.

Winkel o und «; decken, so haben sie das schraffierte Parallelogramm
ABFD, = Il gemeinsam, und es verhilt sich

/71: /Ul =h:hi,

) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S.198, Ziffer 138; 1.
15%*
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da sie gleiche Grundlinien haben. Nun sind die beiden Dreiecke
AED und A; E;D; als rechtwinklige Dreiecke #hnlich, mithin?):

AD:A1D1 == h:hl;

Aus den letzten beiden Gleichungen, deren rechte Seiten gleich
sind, folgt:
7L/ Ml —=AD:A/Dy ..........1]

Die Parallelogramme II und III haben gleiche H6hen, mithin
verhilt sich
LM /TN =AB:ABy.......... 1I)

Multipliziert man die Proportionen II und I miteinander, so er-
gibt sich:
IOI-I:1I-1T = AB-AD: A1 B, - A D,
oder, da sich links der Faktor III heraushebt:
I:$TTl = AB-AD : A;B; - A;D;. Mithin:
7 ABCD: yav4 A1B101D1 — AB-AD: A1B: - A1D1 - 119)

Hieraus folgt:

Parallelogramme, welche in einem Winkel iibereinstimmen,
verhalten sich wie die Prodnkte der diesen Winkel einschliefien-
den Seiten.

Deutet man die rechte Seite von Gleichung 119) in wiederholt
angegebener Weise, so entsprechen die beiden Produkte aus den
homologen Parallelogrammseiten den Flicheninhalten von Rechtecken,
und man kann auch sagen:

Parallelogramme, welche in einem Winkel iiberein-
stimmen, verhalten sich wie die Rechtecke iiber den diesen
Winkel einschlie8enden Seiten.

209. Allgemeine Dreiecke. Die vorstehend fiir Parallelogramme
entwickelten Sitze finden unmittelbare Anwendung auf Dreiecke, da
man einmal jedes Dreieck zu einem Parallelogramm vervollstindigen
kann und das andere Mal jedes Dreieck die Hilfte eines Parallelo-
gramms ist2). Man kann daher sagen:

a) Dreiecke von gleichen Grundlinien verhalten sich wie die
zugehirigen Hoéhen.

Dreiecke von gleichen Hohen verhalten sich wie die zuge-
horigen Grundlinien.

b) Dreiecke verhalten sich wie die Produkte aus dem Grund-
linien und den zugehérigen Hohen.

¢) Dreiecke, welche in einem Winkel iibereinstimmen, ver-
halten sich wie die Produkte der diesen Winkel einschlieSenden
Seiten.

210. Ahnliche Dreiecke. Uber das Verhiltnis der Flicheninhalte
#hnlicher Dreiecke ist das Erforderliche bereits auf Seite 215,
Ziffer 200 gesagt. Hier sei wiederholt:

) Vgl. 8. 206, Ziffer 194. ?) Vgl. 8. 67, Ziffer 4.
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Ahnliche Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate entspre-
chender Seiten oder entsprechender Hiéhen.

-211; Anliche Vielecke. Hier ist das bereits auf Seite 218, Ziffer 201
iiber das Verhiltnis der Fldcheninhalte dhnlicher Vielecke Gesagte zu
beriicksichtigen. Es sei wiederholt:

Ahnliche Vielecke verhalten sich wie die Quadrate entspre-
chender Seiten oder entsprechender Diagonalen.

212. RegelmiiBige Vielecke. Auch hier sei auf Seite 218, Ziffer 201
verwiesen:

Regelmiiige Vielecke von gleicher Seitenzahl verhalten sich

wie die Quadrate der Halbmesser der ein- oder umbeschriebenen
Kreise.

213, Kreise. Unter Bezugnahme auf Seite 218, Ziffer 201 sei hier
wiederholt:

Kreisfliichen verhalten sich wie die Quadrate der zugehidrigen
Halbmesser.

In bezug auf Kreise sollen hier noch folgende Sitze Erwihnung
finden:

214. Verhiiltnis entsprechender Kreisteile zueinander.

a) Die Mittelpunktswinkel eines Kreises verhalten sich
wie die zugehdrigen Bogen; und umgekehrt.

Aus diesem Grunde kénnen die Mittelpunktswinkel durch die zu-
gehorigen Bogen gemessen werden, und diese durch jene.

b) Jeder Bogen verhialt sich zu seinem Mittelpunkts-
winkel wie der Kreisumfang zu 4R.

¢) Jeder Sektor verhalt sich zur ganzen Kreisfliche wie
der zugehiérige Mittelpunktswinkel zu 4R.

d) Die Sektoren ein und desselben Kreises verhalten sich
wie die zugehdrigen Mittelpunktswinkel oder Bogen.

e) Die Bogen gleicher Mittelpunktswinkel verschiedener
Kreise verhalten sich wie die Umfiange oder Halbmesser
dieser Kreise.

Die Bogen ungleicher Mittelpunktswinkel verschiedener
Kreise verhalten sich wie die Produkte aus den Radien und
Mittelpunktswinkeln.

fy Kreisausschnitte, deren Mittelpunktswinkel gleich
sind, verhalten sich wie die Quadrate der zugehdrigen Halb-
messer; Kreisausschnitte, deren Mittelpunktswinkel ungleich
sind, verhalten sich wie die Produkte aus den Quadraten
der Halbmesser und der Mittelpunktswinkel




Quadratwurzeln vielgebrauchter Zahlenwerte.

n VYo n 12
0,01 0100 [05=1,........ 0,707
0,02 0,141 06 =3/......... 0,775
0,03 0173 | 066 =2/, . . .. ... 0,816
0,04 0,200 7. . .. ... .. 0,837
0,05 0224 |075=12,. . .... 0,866
0,06 0,245 0,8=14, .. ... .. 0,894
0,07 0,265 09 . . ... .... 0,949
0,08 . 0283 e . ... ... 0,408
0,09 0300 |5 . . ... ... .. 0,913
0l. . ... 0316 |1, . . ... .. ... 0,354
0,2 =1/ 0,447 20. . ... 1,4142
0,25 = 1/, 0,500 30. . . ... 1,73205
03 . 0,548 50. . ... ... 2,2361
0,33 =1/, 0,577 6,0. . ... . ... 2,4495
04 = 2, 0,632
Griechisches Alphabet.
== & == Alpha, = v = Ny,
= (3 = Beta, = = { = Xij,
== 7 = (amma, O = ¢ == Omikron,
4 — 0 = Delta, I = 7z = Pj,
== ¢ == KEpsilon, P -= ¢ = Rho,
= [ == Zeta, I == ¢ -= Sigma,
H = n = Fta, T -= ¢ = Tan,
O —= 9 = Theta, Y = v = Ypsilon,
I = ¢ = Iota, @ = ¢ = Phi,
K == » — Kappa, = y == Chi,
A = A = Lamda, WP —= 1) = Psi,
M = pu = My, £ = @ == Omega.
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