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Vorwort.

Herr Freundlich hat es im nachfolgenden Aufsatze unter-
nommen, die gedanklichen und empirischen Quellen, aus
denen die allgemeine Relativititstheorie stammt, vor einem
weiteren Leserkreise zu beleuchten. Ich habe bei der Lek-
tiire den Eindruck gewonnen, daB es dem Verfasser gelungen
ist, die Grundgedanken der Theorie jedem zuginglich zu
machen, dem die Denkmethoden der exakten Naturwissen-
schaft einigermaBen geldufig sind. Die Beziehungen des
Problems zur Mathematik, Erkenntnistheorie, Physik und
Astronomie sind fesselnd dargelegt, und insbesondere die
tiefen Gedanken des seiner Zeit so weit voraneilenden Mathe-
matikers Riemann eingehend gewiirdigt. Herr Freundlich
ist nicht nur als Kenner der in Betracht kommendenWissens-
gebiete ein berufener Darsteller des Gegenstandes; er ist
auch der erste unter den Fachgenossen gewesen, der sich
um die Priifung der Theorie eifrig bemiiht hat. Mége sein
Schriftchen vielen Freude machen!

A. Einstein.
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Einleitung.

Ende des Jahres 1915 hat A. Einstein eine Theorie der
Gravitation auf Grund eines allgemeinen Prinzips der Re-
lativitit aller Bewegungen zum Abschlufl gebracht. Sein
Ziel war dabei nicht, ein anschauliches Bild fiir das Wirken
einer Anziehungskraft zwischen den Korpern zu schaffen,
sondern vielmehr eine Mechanik der Relativbewegungen der
Korper gegeneinander unter dem EinfluBl von Tragheit und
Schwere. Der Weg zu diesem weit gesteckten Ziel fiihrt
allerdings iiber manches Opfer an althergebrachten Anschau-
ungen, dafiir aber zu einem Standpunkt, der seit langem
vielen, die sichmit den Grundlagen der theoretischen
Physik befaBt haben, als #uBerstes Ziel vorgeschwebt hat.
Die Art der erforderlichen Opfer ist aber dazu angetan, Zu-
trauen zu dieser Theorie zu erwecken, denn das seit Jahr-
hunderten erfolglose Bemiihen, die Lehre von der Gravita-
tion befriedigend in die Naturwissenschaften einzuordnen,
muBte zu der Erkenntnis fithren, daB3 dies nicht ohne Zu-
gestidndnisse an manche festwurzelnde Anschauung mdoglich
sein wiirde. In der Tat geht Einstesn bis auf die Grund-
pfeiler der Mechanik zuriick, um dort seine Theorie zu ver-
ankern, und begniigt sich nicht mit einer lediglich formalen
Umformung des Newtonschen Gesetzes, um den Anschluf3
an neuere Anschauungen zu gewinnen.

Freundlich, Gravitationstheorie. 2. Aufl. I
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Um zum Verstidndnis der Einsteinschen Ideen vorzu-
dringen, muf3 man die prinzipiellen Gesichtspunkte, die ihn
geleitet haben, mit dem Standpunkt der klassischen Me-
chanik denselben Fragen gegeniiber vergleichen. Man er-
kennt dann, wie von dem ,,speziellen” Relativititsprinzip?)
eine logische Entwicklung zu der neuen allgemeinen Fassung
und zugleich zu einer Theorie der Gravitation hinfiihrt.



I.

Die spezielle Relativititstheorie als Vorstufe zu der
allgemeinen Relativitidtstheorie.

Im folgenden werden die Ergebnisse des speziellen Re-
lativitdtsprinzips des ofteren benutzt werden. Ich schicke
deswegen, um nicht spiter den Gang der Darstellung unter-
Dbrechen zu miissen, einen Abschnitt iiber die Bedeutung
des speziellen Relativitdtsprinzips als Vorstufe zum allge-
meinen voraus. Die prinzipiellen Schwierigkeiten der klas-
sischen Mechanik sollen in einem spiteren Abschnitt geson-
dert behandelt werden; sie werden deshalb hier nur so weit
besprochen, wie es unbedingt erforderlich ist.

Die ganze Umwilzung, deren Zeugen wir sind, ist durch
Schwierigkeiten eingeleitet worden, auf die man bei der Ent-
wicklung der Elektrodynamik stieB. Von diesen ausgehend
kann man daher am besten verfolgen, wie eine Reihe von
neuen Erkenntnissen, zu denen uns die Elektrodynamik
verhalf, uns schlieBlich zu einer ganz neuen Stellungnahme
den Grundlagen der Mechanik gegeniiber fithren muBte. Die
meisten Einwinde gegen die neue Entwicklung sind freilich
gerade deswegen erhoben worden, weil eine Disziplin, die
man in Fragen der Mechanik nicht fiir stimmberechtigt
erachtete, einen so tiefgehenden EinfluB auf deren Grund-
lagen beanspruchte. Geht man jedoch diesen Einwidnden

¥
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nach, so erkennt man, daB3 sie dem Wunsche entspringen,
die Mechanik zu einer rein mathematischen Disziplin dhnlich
der Geometrie zu gestalten, unerachtet der Tatsache, dafl
ihre Grundlagen rein physikalische Hypothesen enthalten;
allerdings hatte man bisher diese Hypothesen nicht als solche
erkannt.

Die Entwicklung der Elektrodynamik verlief im wesent-
lichen unbeeinfluBt durch die Ergebnisse der Mechanik und
selbst ohne EinfluB auf diese, solange ihre Fragestellungen
sich auf die elektrodynamischen Erscheinungen ruhender
Korper beschrinkten. Erst als in den Maxwellschen Glei-
chungen eine . Grundlage fiir diese geschaffen war, konnte
man daran denken, die elektrodynamischen Erscheinungen
bewegter Medien zu studieren. Hierbei erhoben sich sofort
zahlreiche schwerwiegende Fragen. Alle optischen Vor-
ginge — nach der Maxwellschen Theorie gehoren ja auch
diese zu den elektrodynamischen — spielen sich entweder
zwischen Korpern ab, die relativ zueinander in Bewegung
sind, wie in der Astrophysik, oder auf der Erde, die mit
fast 30 km Geschwindigkeit in der Sekunde um die Sonne
kreist und mit dieser zusammen eine translatorische Bewe-
gung von ungefihr dem gleichen Betrage durch das Fixstern-
system ausfithrt. DemgemiB muBte vor allem der EinfluB
der Bewegung einer Lichtquelle auf die Ausbreitungsge-
schwindigkeit des von ihr ausgehenden Lichtes ermittelt
werden. Man suchte alsoeine Theorie solcher Erscheinungen, in
denen elektrodynamische und mechanische Wirkungen vereint
auftreten. Die seit langem sorgfiltig ausgebaute Mechanik
hatte die Probe zu bestehen, ob sie zur richtigen Beschrei-
bung solcher Vorginge die Werkzeuge zu liefern imstande war.

Neben diesen optischen Problemen lehrte aber auch die
Entdeckung der Elektronen neue Tatsachen kennen, in
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denen sich elektrodynamische und mechanische Erschei-
nungen vereint abspielen. In den Kathodenstrahlen und
an den Radiumpriparaten verfolgen wir dic Bewegungs-
vorgdnge der Elementarteilchen der Elektrizitat frei von
der Wirkung der Massenanziehung. Wir haben hier gewisser-
mabBen ein Gegenstiick zu den fundamentalen Beobachtungen,
auf denen sich die Mechanik aufbaut, nidmlich zu den Be-
wegungsvorgingen der Gestirne: diese verlaufen unbeein-
fluBt von allen sonstigen physikalischen Wirkungen einzig
und allein unier dem Einflusse dev Massenanzichung. Auch
hier wurde die klassische Mechanik einer Belastungsprobe
unterworfen. :

Den ersten und n#chstliegenden Versuch zur Beschrei-
bung dieser Erscheinungen machte Heinrich Hertz. Er er-
weiterte die Maxwellschen Gleichungen durch Zusatzglieder,
die den EinfluB der Bewegung elektrischer Ladungen wieder-
geben sollten und forderte auch fiir die erweiterten Glei-
chungen die Geltung des Galilei-Newtonschen Relativitits-
prinzips. Dieses Prinzip behauptet, daBl zwei gleich{6rmig
und geradlinig gegeneinander bewegte Systeme als mecha-
nisch gleichwertig zu gelten haben, und kleidet seine Forde-
rung in ein System von Koordinatentransformationen, bei
denen die Gleichungen der Mechanik unverindert bleiben
sollen. Fiir zwei in Richtung der x-Achse mit der Geschwin-
digkeit v gleichformig und geradlinig gegeneinander be-
wegte Systeme lauten diese Transformationen bekanntlich:

4

¥=x—0t, ¥=vy, =2z =14

Die Erfahrung hat gelehrt, daB8 dieser Ansatz von H. Hertz
nicht im Einklang mit den Beobachtungen steht. Das Stu-
dium der elektrodynamischen Vorginge bei bewegten Kor-
pern fithrte vielmehr schlieBlich auf ein System von Grund-
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gleichungen, das gegeniiber den sogenannten Lorentz-Einstein-
schen Transformationen

¢ = Vakuum-Lichtgeschwindigkeit

invariant bleibt. Daraus folgt: Das Relativititsprinzip der
Mechanik gilt jedenfalls nicht in der Fassung der Galiles-
Newtonschen Transformationen fiir die Elektrodynamik. Fiir
uns gibt es aber nur folgende Alternative : Entweder dasGalilei-
Newtonsche Relativitdtsprinzip beansprucht unbedingte Giil-
tigkeit fiir die Mechanik, dann muBl es moglich sein, durch
optische Experimente auf der Erde die Bewegung derselben
festzustellen — wogegen alle bisherigen Versuche sprechen —
oder aber — und darauf weisen insbesondere die Experimente
von Michelson und Morley unzweideutig hin — es ist in
keiner Weise moglich, auf der Erde deren translatorische Bewe-
gung nachzuweisen. Dann miissen zwei geradlinig und gleich-
formig gegeneinander bewegte Systeme durch andere Trans-
formationen aufeinander bezogen werden als durch die
Galilei-Newtonschen der klassischen Mechanik, nimlich
durch die Lorentz-Einstetnschen Transformationen. Der
mechanische Inhalt des Relativititsprinzips der klassischen
Mechanik erfihrt hierdurch kesne Anderung; denn nach wie
vor sollen gleichférmig geradlinig gegeneinander bewegte
Systeme als gleichwertig zur Beschreibung der Naturvor-
gédnge gelten. Verschieden ist nur die das Relativititsprin-
zip repréasentierende Gruppe von mathematischen Transfor-
mationen solcher Systeme ineinander.
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Bei dieser Sachlage dréngt sich die Frage auf: Was fiir
physikalische Annahmen stecken in den Transformationen
des Galilei-Newtonschen Relativititsprinzips und inwiefern
stehen sie mit der Erfahrung im Widerspruch, so daB man
gezwungen sein kann, sie aufzugeben?

Die Galilei-Newfonschen Transformationen enthalten die
(bisher als solche nicht erkannte) Hypothese, daBl es keine
endliche Geschwindigkeit gibt, die den Charakter einer uni-
versellen Naturkonstante besitzen kann. Man nahm also
bisher stillschweigend folgendes an: Mif3it in einem System S
ein Beobachter die Geschwindigkeit v fiir die Ausbreitung
einer bestimmten Wirkung, so mi3t ein Beobachter in einem
zweiten System S’, das sich relativ zu S bewegt, in seinem
System eine andere Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir dieselbe
Wirkung; und zwar gilt dies fiir jede endliche Geschwindig-
keit v. Diese Annahme findet sich nun aber fiir die Vakuum-
lichtgeschwindigkeit nach den bisherigen Erfahrungen nicht
bestétigt. Vielmehr spielt sie allem Anschein nach tatsich-
lich in der Natur die Rolle einer universellen Konstante;
jeder Beobachter miflt unabhédngig von seinem Bewegungs-
zustande fiir die Lichtgeschwindigkeit den gleichen Betrag.

Beriicksichtigt man diese Erfalirungstatsache und verkniipft
man sie mit der Forderung, daB gleichférmiggeradliniggegen-
einander bewegte Systeme fiir die Beschreibung aller Natur-
vorgé’mgé gleichwertig sein sollen, so erhilt man das von
Einstern postulierte ,,spezielle” Relativititsprinzip, repri-
sentiert durch die Gruppe der Lorentz-Einsteinschen Trans-
formationen *). Es hat zu der {iberraschenden Erkenntnis

*) In dem Abschnitte 3b Seite 25 wird der innere Zu-
sammenhang der Galilei-Newtonschen mit den Lorentz-Ein-
steinschen Transformationen noch einmal niher beleuchtet
werden.
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gefﬁhrt, daB zwischen den Zeitmessungen und den Koordi-
natenmessungen im Raum prinzipiell kein Unterschied be-
steht; so daB vom mathematischen Standpunkt gesehen,
die Zeitmessung als vierte Koordinatenmessung neben die
drei Dimensionen des Raumes tritt.

In der Neugestaltung der Transformationen erschopft
sich jedoch keineswegs die ganze Einwirkung des speziellen
Relativititsprinzips auf die klassische Mechanik. Fast noch
einschneidender ist der durch das Relativitédtsprinzip her-
vorgerufene Wandel im Massenbegriff. Die Erfahrungs-
tatsachen, die dafiir maBgebend wurden, sind die Bewe-
gungserscheinungen der Elektronen. — Obwohl man ge-
zwungen ist, anzunehmen, daB diese keine materiellen Tra-
ger haben, sondern daB sie frei bewegliche Energieteilchen
sind, so offenbaren sie dennoch bei Bewegungsdnderungen
alle Eigenschaften bewegter trager Materie. Allerdings ver-
hilt sich ihre Trigheit nicht wie diejenige der Materie, ndm-
lich nicht wie eine dem Elektron zukommende absolute Gréfe,
sondern nur wie eine relativ zu dem jeweiligen Bezugssystem
definierte. In dem anfinglich daraus abstrahierten Begriff
der (scheinbaren) elekiromagnetischen Masse der Elektronen
lehrte aber die spezielle Relativitdtstheorie nur einen Sonder-
fall der jeglicher Enevgie zukommenden Tvigheit zu erkennen.
Auch ein von masselosen spiegelnden Winden eingeschlos
sener Hohlraum, der von Strahlung (Hohlraumstrahlung)
erfiillt ist, wird auf Grund der Maxwellschen Theorie, wenn
in Bewegung gesetzt, die Eigenschaften einer tragen Masse
offenbaren, und zwar wegen der Tréigheit der von den Win-
den eingeschlossenen Strahlungsenergie. Dafl sich mefbare
Abweichungen von den durch die klassische Mechanik ge-
forderten GesetzmiBigkeiten erst in diesen Tréigheitserschei-
nungen duBern, rithrt in erster Linie daher, daf3 erst bei den



— 9 —

Elektronenbewegungen Geschwindigkeiten auftreten, die
von der Lichtgeschwindigkeit nicht sehr verschieden sind.
Alle Gesetze der Mechanik sind jedoch bisher nur an Bewe-
gungsvorgingen erprobt worden, im Vergleich mit denen die
Lichtgeschwindigkeit praktisch die Rolle der unendlich
groBen Geschwindigkeit spielen konnte. Die Lorentz-
Einsteinschen Transformationen zeigen jedoch, daB sich
erst in der Nihe der Lichtgeschwindigkeit die Bewegungs-
vorginge ganz und gar anders abspielen als nach den Gesetzen
der Kklassischen Mechanik.

Die Erkenntnis der Relativitdt der Trigheit der Energie
schuf fiir die Mechanik ganz neue Voraussetzungen. Die
klassische Mechanik faBt die trige Masse eines Korpers als
eine ihm zukommende absolute, unzerstérbare GroBe auf.
Die speziclle Relativititstheorie sagt zwar iber die trige
Masse der Materie noch nichts aus, aber jegliche Materie
enthilt einen, wahrscheinlich enorm groBen, Betrag an la-
tenter Energie. Thre Trigheit setzt sich also jedenfalls aus
zwei Komponenten zusammen : der Trigheit der Materie und
der Trigheit dieser Energiemenge. Diese letzte ist eine
relative GréBe, folglich ist auch die von uns beobachtete und
gemessene Summe beider keine absolute GréBe. Moglicher-
weise beruht tiberhaupt alle Tragheit der Materie nur auf
der Trigheit der in ihr latenten Energie; dann gilt alles, was
wir jetzt von der Relativitit der Trigheit der Energie wis-
sen, restlos fiir die Tragheit der Materie.

Die klassische Mechanik baut sich jedoch auf dem ab-
soluten Massenbegriff auf. Mit der Erkenntnis der Rela-
tivitdt der Trigheit wurde eine Einordnung dieser neuen Er-
scheinungen in die Mechanik ein unbedingtes Erfordernis.
Die spezielle Relativitdistheorie, tn threr Beschrinkung auf
Systeme, die durch die Loventz- Einsteinschen Transforma-



lonen aufeinander bezogen werden (die also geradlinig gleich-
formig gegeneinander bewegt sind), verfiigt aber nicht diber
die Mittel, wm diese Arbeit vollauf befriedigend zu leisten.
Die Berechtigung zu dieser Behauptung wird man an fol-
gendem Beispiele begreifen: Eine der fundamentalen Er-
fahrungstatsachen der Mechanik ist z. B. die Gleichheit der
tragen und der schweren Masse der Kérper. Unter der Vor-
aussetzung ihres Bestehens messen wir die Masse eines Kor-
pers durch Messung seines Gewichtes. Das Gewicht eines
Korpers ist jedoch nur in bezug auf ein Gravitationsfeld de-
finiert, in unserem Falle in bezug auf das der Erde. Die
trige Masse des Korpers wird aber als Attribut der Materie
ohne Bezugnahme auf physikalische Zustinde auferhalb des
Korpers eingefithrt. Wie kommt dann aber die rétselhafte
Ubereinstimmung in den Betrigen fiir die trige und die
schwere Masse der Korper zustande? Diese Frage kann
auch die spezielle Relativititstheorie nicht beantworten;
hierzu bedarf es einer Theorie der Schwereerscheinungen,
einer Gravitationstheorie. Noch mehr: In ihr bleibt nicht
einmal die Erfahrungstatsache der Gleichheit von triger
und schwerer Masse, die zu den sichersten Erfahrungstat-
sachen der ganzen Naturwissenschaft gehort, gewahrt. Denn
dic spezielle Relativititstheorie liefert zwar eine Trigheit,
aber keine Schwere der Energie. Infolgedessen gewinnt ein
Kérper durch Energieaufnahme zwar an triger, jedoch nicht
an schwerer Masse, und das Prinzip der Gleichheit von trager
und schwerer Masse wird verletzt. Darum kann die spezielle
Relativititstheorie auch nur als eine Vorstufe zu einer all-
gemeineren aufgefaBt werden, die uns eine befriedigende
Stellungnahme gegeniiber allen diesen verschiedenen Erfah-
rungstatsachen ermdglicht.

Hier setzen Einsteins Untersuchungen zu einer allgemei-
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nen Relativititstheorie ein. Er hat erkannt, dal durch eine
Ausdehnung des Relativititsprinzips auf beschleunigte Be-
wegungen und durch die Einfithrung der Gravitations-
erscheinungen in die Grundprinzipien der Mechanik eine
neue Grundlegung der Mechanik méglich wird, bei der sich
alle prinzipiellen Schwierigkeiten, die sich bis dahin erhoben
hatten, 16sen. Seine Theorie stellt zwar eine konsequente
Weiterfithrung der in der speziellen Relativititstheorie ge-
wonnenen Erkenntnisse dar. Sie wurzelt aber so tief in
den erkenntnistheoretischen Grundlagen aller Naturbeschrei-
bung, daB ein Verstindnis der neuen Theorie nur moglich
ist, wenn ihre Stellungnahme gegeniiber diesen Grundlagen
klar erfaBt wird. Darum beginne ich die Darstellung mit
zwei allgemeinen Forderungen, denen jedes Naturgesetz ge-
niigen sollte, die jedoch beide von der klassischen Me-
chanik keineswegs erfiillt worden sind, wihrend ihre strenge
Erfiillung der neuen Theorie das besondere Geprige verleiht.

2.

Zwei Forderungen prinzipieller Natur bei der ma-
thematischen Formulierung der Naturgesetze.

Newton hatte das einfache und fruchtbare Gesetz auf-
gestellt, daB zwei Korper, auch wenn sie, wie z. B. die Ge-
stirne, nicht sichtbar miteinander verbunden sind, aufein-
ander einwirken und ecinander mit einer.Kraft anziehemn,
die proportional ihren Massen und umgekehrt proportional
dem Quadrat ihres gegenseitigen Abstandes ist. Aber
Huygens und Leibniz lehnten dieses Gesetz ab, weil es einer
Grundforderung, die man an jedes physikalische Gesetz
stellen miisse, nicht entspriche: der Forderung der Kon-



tinuitdt (Stetigkeit der Kraftiibertragung, Nahewirkung).
Wie sollten zwei Korper aufeinander wirken ohne ein die
Wirkung iibertragendes Medium? In der Tat war das Be-
diirfnis nach einer befriedigenden Antwort auf diese Frage
'so groB, daB man, um ihm zu geniigen, schlieBlich die Exi-
stenz eines das ganze Universum erfiillenden und alles
durchdringenden Stoﬁes, des Weltithers, annahm, obwohl
dieser Stoff zu ewiger Unsichtbarkeit und Unfiihlbarkeit,
also zur Unbeobachtbarkeit, verdammt schien, und man
ihm auch sonst allerlei einander widersprechende Eigen-
schaften zuschreiben muBte. Mit der Zeit erhob man aber
im Gegensatz zu solchen Annahmen immer entschiedener
die Forderung, daf8 bei der Formulievung der Naturgesetze
nur solche Dinge miteinander zu verkniipfen seien, die tat-
sdchlich der Beobachtung unierliegen, eine Forderung, die
unzweifelhaft der gleichen Quelle des Erkenntnistriebes ent-
springt wie diejenige der Stetigkeit, und die dem Kausali-
titsprinzip erst den wahren Charakter eines Gesetzes fiir
die Erfahrungswelt verleiht,

In der Verkntipfung und konsequenten Erfiillung dieser
zwei Forderungen liegt, glaube ich, ein Kernpubkt der
Einstetnschen Forschungsart; sie verleiht seinen Ergebnis-
sen die tief greifende Bedeutung fiir die Gestaltung des
physikalischen Weltbildes. In dieser Hinsicht werden seine
Bestrebungen auch wohl bei den Naturforschern nirgends
auf prinzipiellen Widerspruch stoBen, denn beide Forde-
rungen: die der Kontinuitdt und die der kausalen Verkniip-
fung von lediglich beobachtbaren Dingen in den Natur-
gesetzen, sind naturgemdfl; es koénnte hochstens bezweifelt
werden, ob es zweckmifig ist, auf solche fruchtbare Hilfs-
vorstellungen wie die ,,Fernkrifte’ zu verzichten.

Das Prinzip der Kontinuitit verlangt, daB sich alle Na-



turgesetze als Differentialgesetze formulieren lassen. Man
muB also allen Naturgesetzen eine solche Fassung geben
koénnen, daB sie den physikalischen Zustand an irgendeinem
Orte durch denjenigen der unmittelbaren Nachbarschaft
vollstindig bestimmen. Infolgedessen diirfen in ihnen nicht
die Abstinde endlich entfernter Punkte, sondern nur solche
unendlich nah benachbarter Punkte auftreten. Das oben
angegebene Newfonsche Attraktionsgesetz verstofSt als Fern-
wirkungsgesetz gegen diese erste Forderung.

Die zweite Forderung, die der strengeren Fassung der
Kausalitdt in den Naturgesetzen, enthdlt das Prinzip der
Relativitit aller Bewegungen als einen speziellen Fall. Sie
bedeutet eine Anwendung desselben auf die Grundanschau-
ungen der Mechanik. In der Tat beobachien wir nur die Be-
wegungen von Korpern relativ zueinander, die klassische Me-
chanik arbeitet jedoch seit Newfon mit dem Begriff der absolu-
ten Bewegung eines Korpers. Erst Eimsiein ist es gelungen,
sie von solchen unnatiirlichen Vorstellungen ganz zu befreien.

Die unbedingte Durchfiihrung des Prinzips der Kon-
tinuitdt und des Prinzips der Relativitit in seiner allgemein-
sten Fassung greift tief in die Frage der mathematischen
Formulierung der Naturgesetze ein. Deshalb ist es erforder-
lich,. eine Betrachtung prinzipieller Natur iiber diese Frage
hier anzustellen.

3.
Zur Erfiillung der beiden Forderungen.

Die mathematische Einkleidung eines Naturgesetzes ge-
schieht durch die Aufstellung einer Formel. Sie umfaBt und
ersetzt durch eine Gleichung das Ergebnis simtlicher Mes-
sungen, die den Ablauf eines Vorganges zahlenmiBig-wieder-



geben wiirden. Solche Formeln wenden wir nicht nur dann
an, wenn wir die Mittel in der Hand haben, das Er-
gebnis der Rechnungen durch tatsichliche Messungen zu
kontrollieren, sondern auch dann, wenn die Messungen gar
nicht ausfiithrbar sind, sondern nur ausfihrbar gedacht wer-
den. So z. B., wenn man von dem Abstande des Mondes
von der Erde spricht und ihn in Metern ausdriickt, wie
wenn es wirklich méglich wire, ihn durch fortgesetztes An-
legen eines MetermaBes auszumessen.

Mit diesem Hilfsmittel der Analysis haben wir den Be-
reich exakter Forschung weit {iber den uns tatsichlich zu-
ginglichen MeBbereich ausgedehnt, und zwar sowohl nach
der Grenze des UnmeBbar-GroB3en wie auch der des Unmef-
bar-Kleinen hin. Wir haben uns damit zugleich eine sym-
bolische Darstellung geschaffen, die (frei von zufélligen und
ausgesprochen anthropomorphen Fesseln)dieVorginge inihrer
Abhingigkeit von den verschiedenartigen Messungen, wie
z. B. den Raum- und den Zeitmessungen, wiedergibt. Die
Schaffung mathematischer Ausdriicke, die man als Symbole
fiir hestimmte physikalische, der Messung unterliegende
GroBen, wie z. B. Linge eines Stabes, Volumen eines Wiirfels
usw., einsetzen kann, —um dann der Analysis gleichsam alle
Verantwortung fir die Folgerungen zu iiberlassen —, ist
nun ein Grundproblem der theoretischen Physik und steht
in engster Bezichung zu den beiden Forderungen, von denen
wir zu Anfang sprachen. Um das einzusehen, mufl man
auf die Grundlagen der Geometrie zuriickgehen und sie von
den Gesichtspunkten aus analysieren, wie das Helmholtz in
verschiedenen Aufsidtzen getan hat und Riemann in seiner
Habilitationsschrift (1854) ,,Uber die Hypothesen, welche
der Geometrie zugrunde liegen*‘. Riemann weist fast pro-
phetisch auf die Wege hin, die Einstein jétzt beschritten hat.



a) Das Linienelement in der dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit der Raumpunkte in der mit beiden Forderungen
vertrdglichen Fassung.

Jeder Punkt im Raume ist durch drei Zahlen x,, %,, %,
die wir z. B. als die MaBzahlen eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems auffassen kénnen, eindeutig unter allen iibrigen
Punkten ausgezeichnet und dadurch auffindbar; indem wir
diese drei Zahlen kontinuierlich verindern, kénnen wir jeden
einzelnen Raumpunkt eindeutig festlegen. Das System der
Raumpunkte stellt, wie Riemann es ausdriickt, eine ,,mehr-
fach ausgedehnte Grofe’’ (Mannigfaltigkeit) dar, zwischen
deren einzelnen Elementen (Punkten) ein kontinuierlicher
Ubergang méglich ist. Wir kennen noch andere kontinuier-
. liche Mannigfaltigkeiten, z. B. das System der Farben, das
System der Tone u. a. m. Thnen allen ist gemein, daB die
Festlegung eines Elementes innerhalb der gesamten Mannig-
faltigkeit (eines bestimmien Punktes, einer bestimmten Farbe,
eines bestimmien Tones) eine charakteristische Zahl von
GroBenbestimmungen erfordert; diese’ Zahl nennt man dic
Dimension der betreffenden Mannigfaltigkeit. Sie betrigt
fir den Raum ,,drei”, fiir die Fliche ,,zwei”, fiir die Linie
,,eins’“. Das System der Farben ist z. B. eine kontinuierliche
Mannigfaltigkeit der Dimension ,,drei”, entsprechend der
Dreizahl der ,,Grundfarben‘ Rot, Griin, Violett, durch deren
Zusammenmischung jede Farbe herstellbar ist.

Mit der Annahme der Stetigkeit des Ubergangesvon einem
Element zu einem anderen innerhalb einer Mannigfaltigkeit
und mit der Festlegung ihrer Dimension ist aber noch nichts
ausgesagt tiber die Moglichkeit, abgegrenzte Teile dieser Man-
nigfaltigkeit miteinander zu vergleichen, z. B. iiber die Mog-
lichkeit, zwei einzelne Téne miteinander zu vergleichen, oder
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die Méglichkeit, zwei einzelne Farben miteinander zu ver-
gleichen; d. h. es ist noch nichts iiber die MaBverhaltnisse
der Mannigfaltigkeit ausgesagt, etwa iiber die Art der MaB-
stibe, mit denen man innerhalb der Mannigfaltigkeit Mes-
sungen vornehmen kann. Vielmehr muB3 uns hierfiir erst die
Erfahrung Tatsachen kennen lehren, damit wir fiir die uns
jeweilig beschéftigende Mannigfaltigkeit (Raumpunkte, Far-
ben, Téne), die unter den verschiedenartigen physikalischen
Zustinden giltigen MaBgesetze aufstellen kénnen; diese
MaBgesetze werden je nachdem, welche Erfahrungstatsachen
wir dazu heranziehen, verschieden ausfallen kénnen?).

Fiir die Mannigfaltigkeit der Raumpunkte hat uns die
Erfahrung die Tatsache kennen gelehrt, daB endliche starre
Punktsysteme im Raume frei bewegt werden kénnen ohne
ihre Form und ihre Dimensionen zu verdndern; und der aus
dieser Tatsache abgeleitete Begriff der ,,Kongruenz ist das
befruchtende Moment fiir eine MaBbestimmung geworden?3).
Sie stellt uns vor die Aufgabe, aus den Zahlen x,, x,, x; und
Y1, Va, V5, welche zwei bestimmte Punkte im Raum bezeich-
nen, einen mathematischen Ausdruck zu bilden, der als MaB3
fiir ihren gegenseitigen starren Abstand angesehen und als
solcher in die Formeln fiir die Naturgesetze eingefiihrt wer-
den kann.

Die Gleichungen fiir die Naturgesetze, die — um die For-
derungen der ,,Kontinuitit’’ zu erfiillen — Differentialgesetze
sein miissen, enthalten nur die Abstinde ds unendlich nah
benachbarter Punkte, sogenannte Linienelemente. Wir miis-
sen darum fragen, ob unsere beiden Forderungen auf den
analytischen Ausdruck fiir das Lintenelement ds von EinfluB3
sind, und, falls ja, welcher Ausdruck mit beiden vertréglich
ist. Riemann verlangt von einem Linienelement vorerst nur,
daBes seiner Linge nach unabhingig von Ort und Richtung



mit jedem anderen verglichen werden kann. Dies ist ein
charakteristisches Merkmal der MaBverhiltnisse im Raum;
in der Mannigfaltigkeit der Tone und in der Mannigfaltigkeit
der Farben existiert z. B. dieses Merkmal nicht (s. Anmer-
kung 2). Riemann formuliert diese Bedingung mit den Wor-
ten, ,,daB die Linien unabhingig von der Lage eine Linge
besitzen und jede Linie durch eine andere meBbar sein soll*.
Alsdann findet er: Bezeichnen %, %,, %; bzw. x; + dx,
Xy -+ d%,, %3 + dx, zwei unendlich nahe Raumpunkte, und die
kontinuierlich verinderlichen Zahlen x;, %,, %, irgendwelche
Koordinaten (nicht etwa speziell geradlinige), so hat die Qua-
dratwurzel aus einer stindig positiven, ganzen, homogenen
Funktion zweiten Grades der Differentiale dx,, dx,, dx, alle
Eigenschaften4), die das Linienelement aufweisen muB. Man
wird also in dem Ausdruck:

ds = Vgndx® + gudrda, + ... + gdas?
in welchem die Koeffizienten 8, stetige Funktionen der drei
Verdnderlichen #;, #%,, %, sind, einen Ausdruck fiir das
Linienelement im Punkte %, x,, %; besitzen.

Dariiber, was fiir Koordinaten die drei Verinderlichen
%y, %, %3 sein sollen, ob rechtwinklige, Cartesische, Polar-
koordinaten oder krummlinige (Gawusssche) Koordinaten
(s. S. 41), also iiber die Art der Ausmessung des Raumes,
ist in diesem Ausdruck gar keine Voraussetzung getroffen.
Fordert man jedoch speziell, daf3 jeder Punkt durch recht-
winklige Cartesische Koordinaten x, y, z festgelegt werden
kann, so nimmt das Linienelement in diesen speziellen Ver-
inderlichen die Gestalt

ds=7pda*+dyr - dz?

an. Dieser Ausdruck ist bisher stets fiir die Linge des
Linienelementes in alle physikalischen Gesetze eingefiihrt

Freundlich, Gravitationstheorie. 2. Aufl. 2
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worden, da er fiir alle Raummessungen die Anwendung der
euklidischen Geometrie zuldft. Diese besondere Annahme
iiber die Art der Ausmessung des Raumes enthdlt aber, wie
Helmholtz eingehend diskutiert hat, die Hypothese, daB
endliche starre Punktsysteme, also endliche starre Abstinde,
im Raume frei beweglich sind und mit anderen (kongruenten)
Punktsystemen zur Deckung gebracht werden kénnen. Im
Hinblick auf die Forderung der Kontinuitit erscheint diese
Hypothese insofern inkonsequent, als sie implizite Aussagen
iiber endliche Abstidnde in reine Differentialgesetze, in denen
nur Linienelemenie auftreten, einfithrt; aber sie widerspricht
ihr nicht.

Anders stellt sich die Forderung der Relativitit aller
Bewegungen zu der Moglichkeit, dem Linienelement die
spezielle euklidische Gestalt zu erteilen*).

Nach dem Prinzip der Relativitit aller Bewegungen miissen
alle Systeme, die durch Relativbewegungen der KoOrper gegen-
etnander zustande kommen, als vollig gleichberechtigt gelten
konmen. Die Naturgesetze miissen also beim Ubergange von
einem solchen System zu einem anderen ihre Gestalt be-
wahren ; d. h. die diesen Ubergang bewerkstelligenden Trans-
formationen der Verinderlichen %;, %,, %, in andere diirfen
den analytischen Ausdruck fiir das betrachtete Naturgesetz
nicht verindern.

*) Strenggenommen miiBte ich hier schon vorwegnehmen,
daB die obigen Uberlegungen in durchsichtiger Weise verall-
gemeinert eigentlich auch fiir die vierdimensionale Rawm-Zeit-
Mannigfaltigkeit gelten, in der sich ja in Wahrheit alle Vor-
ginge abspielen, und die Transformationen sich auf die vier
Veranderlichen derselben beziehen. Bei diesen allgemein ge-
haltenen Uberlegungen hat jedoch die Vernachldssigung der
vierten Dimension nichts zu besagen. Eine Begriindung dieses
Umstandes folgt Abschnitt 3b.
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Da wir vorerst mit allen mdglichen Relativbewegungen
der Korper gegeneinander rechnen miissen, so verlangt das
allgemeine Prinzip der Relativitit, dafB die Naturgesetze,
und damit auch das in ihnen auftretende Linienelement,
bei beliebiger Transformation der Verdnderlichen ihre Gestalt
bewahren. Dieser Forderung wird nun in der Tat das Linien-
element

ds =V8’11d9¢12 + gredaday + ... 4 gasdag?
gerecht, in dem iiber die Art der Ausmessung des Raumes,
d. h. dariiber, was fiir Koordinaten die Veridnderlichen x,,
%y, %y bedeuten sollen, keinerlei beschrinkender Vorbehalt
gemacht ist. Das euklidische Linienelement
ds=7da +dy2 +dz
bewahrt seine Gestalt dagegen #nur bei den Transformationen
der speziellen Relativitdtstheorie (s. Anmerkung 1), die sich
auf gleichformig geradlinig bewegte Systeme beschrinkt. Die
Erfahrung lehrt uns jedoch tdglich, daB sich die Korper
infolge threr Gravitationswirkung stindig beschleunigt gegen-
einander bewegen. Infolgedessen ist die Forderung der Re-
lativitdt aller Bewegungen mit den Voraussetzungen der
euklidischen MafBbestimmung in den Differentialgesetzen der
Physik nicht zu vereinen.
Die Wah! des Ausdruckes:

3
ds? = Zgw,dxﬂdx,,
1

fiir das Linienelement in den Naturgesetzen ist trotz seiner
groBen Allgemeinheit dennoch als eine Hypothese aufzu-
fassen, wie schon Riemann hervorhebt. Denn auch andere
Funktionen der Differentiale dx,, dx,, dx,, z. B. die vierte
Wurzel aus einem homogenen Differentialausdruck vierter
Ordnung derselben, konnten ein MaB fiir die Linge des

2%




Linienelementes abgeben®). Aber es liegt zur Zeit kein Anlaf3
vor, den einfachsten allgemeinen Ausdruck fiir das Linien-
element, ndmlich denjenigen zweiter Ordnung, zu verlassen
und kompliziertere Funktionen heranzuziehen. Im Rahmen
der beiden Forderungen, welche wir den Beschreibungen der
Naturvorginge auferlegen, erfiillt derselbe alle Anforderun-
gen. Immerhin darf man nie vergessen, daB3 in der Wahl
des analytischen Ausdruckes fiir das Linienelement stets
Hypothetisches enthalten ist, und daB es Pflicht des Physi-
kers ist, dieser Tatsache jederzeit vorurteilslos bewuBt zu
sein. Riemann beschlieBt darum auch seine Schrift mit fol-
genden, jetzt besonders bedeutsam wirkenden, Sitzen:

,,Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der
Geometrie im Unendlichkleinen hingt zusammen mit der
Frage nach dem inneren Grunde der MafBverhiltnisse des -
Raumes. Bei dieser Frage, welche wohl noch zur Lehre
vom Raume gerechnet werden darf, kommt dic obige Be-
merkung zur Anwendung, daB bei einer diskreten®) Mannig-
faltigkeit das Prinzip der MaBverhdltnisse schon in dem
Begriffe dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer ste-
tigen aber anderswoher hinzukommen muB. Es muB also
entweder das dem Raume zugrunde liegende Wirkliche eine
diskrete Mannigfaltigkeit bilden oder der Grund der MaB-
verhiltnisse auBerhalb, in darauf wirkenden bindenden
Kriften, gesucht werden.

Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden
werden, indem man von der bisherigen durch die Erfahrung
bewdhrten Auffassung der Erscheinungen, wozu Newton
den Grund gelegt, ausgeht und diese, durch Tatsachen, die
sich aus ihr nicht erkliren lassen, getrieben, allmihlich um
arbeitet; solche Untersuchungen, welche, wie die hier ge-
fiihrte, von allgemeinen Begriffen ausgehen, kénnen nur



dazu dienen, daB diese Arbeit nicht durch Beschrinktheit
der Begriffe gehindert und der Fortschritt im Erkennen des
Zusammenhanges der Dinge nicht durch iiberlieferte Vor-
urteile gehemmt wird.

Es fiihrt dies hiniiber in das Gebiet einer anderen Wissen-
schaft: in das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur
der heutigen Veranlassung nicht zu betreten erlaubt.*

Also: Nach Riemanns Auffassung werden diese Fragen
entschieden, wenn man von der Newfonschen Auffassung
der Erscheinungen ausgeht und sie durch Tatsachen, die
sich bisher aus ihr nicht erkliren lassen, getrieben, allm#h-
lich umarbeitet. Das ist es, was Enstein getan hat. Die
,,bindenden Krifte*, auf die Riemann hinweist, werden wir
in der Tat in der Einsteinschen Theorie wiederfinden. Wie
wir im fiinften Abschnitte sehen werden, fuBt nimlich die
Einsteinsche Theorie der Gravitation in der Auffassung, daB3
die Gravitationskrifte die ,bindenden Krifte, also den
,inneren Grund der MaBverhiltnisse‘‘, im Raume darstellen.

b) Das Linienelement in der vierdimensionalen Mannig-
faltigkeit der Raum -Zeit-Punkte in der mit beiden For-
derungen vertridglichen Fassung.

Die MaBverhiltnisse, die wir bei der Formulierung der
Naturgesetze zugrunde legen sollen, hitte man gleich mit
Riicksicht auf die vierdimensionale Mannigfaltigkeit der
Raum-Zeit-Punkte behandeln kénnen, da nach der ,,speziel-
len Relativitdtstheorie die Zeitmessung genau so in die
Naturgesetze eingeht wie die Raummessung. Ich méchte
trotzdem die Zeitmessung gesondert behandeln, ecinmal, weil
gerade dieses Ergebnis der Relativitdtstheorie bei den An-
hingern der klassischen Mechanik den groBten Widerstand
gefunden hat, dann aber, weil auch die klassische Mechanik



Festsetzungen wegen der Zeitmessung treffen muB, aber nie
vollige Einigkeit erzielt hat.

Dem Trigheitsgesetz von Galile;: Ein duBeren Einflis
sen nicht unterworfener Korper bewegt sich mit gleichfor-
miger Geschwindigkeit auf einer geraden Bahn: fehlen zwei
wesentliche Bestimmungsstiicke, nimlich die Beziehung der
Bewegung auf ein bestimmtes Koordinatensystem und ein
bestimmtes ZeitmaB; ohne ZeitmaB kann man nicht von
einer gleichformigen Geschwindigkeit sprechen.

Nach einem Vorschlage von C. Neumann hat man das
Trigheitsgesetz selbst zur Definition eines ZeitmaBes heran-
gezogen, und zwar in der Formulierung?): ,,Zwei materielle
Punkte, von denen jeder sich selbst iiberlassen ist, bewegen
sich in solcher Weise fort, daB gleichen Wegabschnitten des
einen immer gleiche Wegabschnitte des anderen korrespon-
dieren.” Auf Grund dieses Prinzips, in welches die Zeitmes-
sung nicht explizite eingeht, kénnen wir ,,gleiche Zeitinter-
valle als solche definieren, innerhalb welcher ein sich selbst
iiberlassener Punkt gleiche Wegabschnitte zurticklegt®.

Diesen Standpunkt haben auch in spateren Untersuchun-
gen iiber das Trigheitsgesetz z. B. L. Lange und H. Seeliger
eingenommen. Auch Maxwell hat (in ,,Substanz und Be-
wegung*‘) diese Definition gewihlt. Dagegen hat besonders
H. Streintz8) (im AnschluB an Poisson und d’Alembert) die
Loslésung der Zeitmessung vom Trigheitsgesetz gefordert,
da ihre begrifflichen Voraussetzungen eine tiefere und all-
gemeinere Grundlage als das Tréigheitsprinzip hidtten. Nach
seiner Ansicht kann jeder physikalische Vorgang, den man
unter identischen Bedingungen wirklich wiederholen kann,
zur Festsetzung einer Einheit der Zeitmessung dienen, da
jeder ddeniische Vorgang gleiche Dauer beanspruchen muf;
anderenfalls wire {iberhaupt eine gesetzmiBige Beschreibung



der Naturvorginge ausgeschlossen. In der Tat beruht auf
diesem Prinzip die Uhr. Dieses Prinzip fiihrt einen Beob-
achter wensgsiens fiir seinen Beobachtungsort zu einer Zeit-
messung; die Zuriickfithrung der Zeitmessung auf das Trig-
heitsgesetz dagegen fithrt zwar zu einer einwandfreien De-
finition gleicher Zeitlingen, aber die Messung gleicher Weg-
abschnitte, die ein gleichférmig bewegter Kérper zuriick-
legt, und damit die Festlegung einer Zeiteinheit ist physika-
lisch fiir irgendeinen Beobachtungsort nur dann méglich,
wenn der Beobachter und der Kérper dauernd, z. B. durch
Lichtsignale, verbunden sind. Man kann jedoch nicht ohne
weiteres voraussetzen, daB3 zwei Beobachter, die relativ zu-
einander in gleichférmiger Translation begriffen sind, die
also nach dem Trigheitsgesetz gleichwertig sind, in bezug
auf denselben bewegten Korper auf diese Weise zu iden-
tischen Zeitmessungen gelangen werden. — Der Possonsche
Gedanke fithrt also an einem gegebenen Beobachtungsoric
selbst zu einer befriedigenden Zeitmessung, gewissermallen
zur Konstruktion einer Uhr, beriihrt aber die Zeitbeziehung
verschiedener Beobachtungsorte aufernander gar nicht; der
Neumannsche dagegen fithrt unmittelbar auf diejenigen
Fragen, die seit der Aufstellung des Relativititsprinzips
durch Einstein im Mittelpunkte der Diskussion stehen.
Bei dem Streben, die klassische Mechanik auf eine még-
lichst kleine Zahl von widerspruchsfreien Prinzipien zuriick-
zufithren, nahm man zu Idealkonstruktionen und Gedanken-
experimenten seine Zuflucht. Man kam dabei gar nicht auf
die Vermutung, daBl die Verwendung eines Lichtsignals als
Verbindung zwischen dem sich bewegenden Kérper und dem
Beobachter, in der Praxis zur Feststellung der Gleichzeitig-
keit notwendig, das Endresultat, d. h. also die Zeitmessung
in verschiedenen Systemen beeinflussen wiirde. Gerade diese



Vermutung ist aber nach Einsfein unabweisbar, weil dem
Begriffe der Gleichzeitigkeit, auf dem jede Zeitmessung beruht,
keine absolute Bedeutung zukommt?). Infolgedessen sind
die in der klassischen Mechanik iiber die Zeitmessung ge-
troffenen Vereinbarungen nicht hinreichend. -

Daf3 erst nach so vielen Jahren eine so fundamen-
tale Revision der fiir die Zeitmessung gemachten An-
nahmen no6tig wurde, erklirt sich daraus, daB sogar
die in der Astronomie auftretenden Geschwindigkeiten im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit so klein sind, daB sich
zwischen den Beobachtungen und der Theorie keine auffal-
lenden MiBhelligkeiten einstellen konnten. Infolgedessen
traten die Schwichen der Theorie, insbesondere in der Bezie-
hung verschiedener Systeme aufeinander, nicht zutage. Ins-
besondere wurde man nicht gewahr, daB die Transformations-
gleichungen des Galilei-Newtonschen Relativititsprinzips,
welche die Koordinatenbeziehung gleichformig gegenein-
ander bewegter, also mechanisch gleichwertiger, Systeme
zum Ausdruck bringen, und in denen allen speziell die Zeit-
messungen als vollig unabhingig voneinander angenommen
werden, Hypothesen enthalten. Erst durch die Relativitits-
theorie von Einstetn sind dieselben aufgedeckt worden. Man
wird das aus folgendem noch deutlicher ersehen.

Prinzipiell hitte schon lange vor den Erdrterungen der
elektrodynamischen Erscheinungen die Frage aufgeworfen
werden kénnen: Wie sind die Messungen in zwei Koordi-
natensystemen %, ¥, z, fund &’, y', 2/, ', die sich relativ zu-
einander gleichférmig bewegen, im allgemeinen aufeinander
zu beziehen; d. h. wie driicken sich die x, ¥, z, ¢ durch die
%, 9, 2, ¥ und die relative Geschwindigkeit ¢ der beiden
Systeme aus? — eine Frage, auf welche der Newmannsche
Vorschlag fiir die Zeitmessung unmittelbar hinweist. Man



wire aus ganz allgemeinen Erwédgungen, die gewissen Grund-
anschauungen iiber Bewegungen entspringen, zu Transfor-
mationsgleichungen viel allgemeinerer Art gelangt, als es
die des Galilei-Newtonschen Relativitdtsprinzips sind, in
welchen stets ¢ = ¢ gesetzt wird!®). In diesen allgemeinen
Transformationsgleichungen hétte nun eine GréBe besondere
Beachtung beansprucht. Breitet sich irgendeine Wirkung
in einem System mit der Geschwindigkeit v aus, so breitet
sie sich in einem relativ zum ersten bewegten zweiten System
im allgemeinen mit einer von v verschiedenen Geschwindig-
keit v’ == v aus. Nach Frank und Rothe gibt es aber immer
eine ausgezeichnete Geschwindigkeit, die in jedem System
unabhingig von dessen Bewegung ihren Wert beibehilt.
Man hatte bisher stillschweigend angenommen, dal nur die
unendlich groBe Geschwindigkeit diese ausgezeichnete Eigen-
schaft hat. In diesem Fall degenerieren nimlich die allge-
meinen Transformationsgleichungen in die Galiler-Newton-
schen (siche Anmerkung 1). Hitte man aber die Frage
offen gelassen, ob es etwa unter den bekannten Bewe-
gungen eine endliche Geschwindigkeit gibt, die diese aus-
gezeichnete Eigenschaft offenbart, dann wire man sich des
Hypothetischen dieser Annahme wenigstens bewuf3t geblie-
ben und hitte das Ergebnis des Michelsonschen Versuches,
dafl die Lichtgeschwindigkeit diese ausgezeichnete Eigen-
schaft in der Tat offenbart, mit den von Einstein daraus ge-
zogenen Folgerungen fiir die Zeitmessung nicht als einen
willkiirlichen Eingriff in die Mechanik empfunden.

Die universelle Bedeuwtung der Lichigeschwindigkeit muf
als Tatsache hingenommen werden. Sie zeigt, wie eng die
Mechanik mit den {ibrigen Zweigen der Physik verflochten
ist. Allerdings harmoniert sie nicht mit den Bestrebungen
derjenigen,. die die Mechanik zu einer rein mathematischen
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Disziplin wie die Geometrie entwickeln méchten. Gleichviel:
Die bisherigen Annahmen iiber die der Mechanik zugrunde
zu legende Zeiteinheit sind nicht gleichzeitig mit den Trans-
formationsgleichungen des Galilei-Newtonschen Relativitiits-
prinzips und der Tatsache der Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit vereinbar. Vielmehr miissen die Gesichtspunkte
geltend gemacht werden, die von Lorentz und Einstein ent-
wickelt worden sind und die Relativitdt der Zeitmessungen
beriicksichtigen.

Die Einzelheiten, die aus der Relativitit des Zeitbegriffes
folgen, sind in den letzten Jahren so viel besprochen worden,
daB sich nur oft Gesagtes wiederholen liee. Wesentlich ist die
Frkenntnis, daB die Zeitmessung in die Naturgesetze ganz
gleichwertig eingeht, wie die Raummessung in einer Koordi-
natenrichtung. Raum und Zeit stellen also eine einhertliche
Mannigfaltigkeit der Dimension ,,vier'' mit esnheitlichen Map-
verhiltnissen dar'). Infolgedessen hat man konsequenter-
weise die Uberlegungen des vorangehenden Abschnittes iiber
die MaBverhiltnisse einer Mannigfaltigkeit auf die vier-
dimensionale Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit anzuwenden, und
hat im Hinblick auf die zwei prinzipiellen Forderungen: der
Kontinuitit und der Relativitit: indem man die Zeitmes-
sung als vierte Dimension einbezieht, fiir das Linienelement
den Ausdruck anzusetzen:

ds? =g, dx;% + g1p Aoy dxy oo goa A% dag + gy d 5,2

in welchem die g, (4,7 = 1, 2, 3, 4) Funktionen der Verén-
derlichen #%;, %,, %5, %, sind.

Zu dieser viel allgemeineren Stellungnahme gegeniiber
den Fragen der Mafgesetze in den physikalischen Formeln
hat uns bisher nur das Bediirfnis geleitet, von Anfang an
in die Formulierung der Naturgesetze nicht mehr Voraus-



setzungen einzufiihren, als mit den beiden Forderungen ver-
triglich sind, und Gesichtspunkten Anerkennung zu ver-
schaffen, zu welchen die spezielle Relativititstheorie hin-
gefithrt hat. Zusammenfassend kénnen wir sagen: Die An-
nahme enklidischer MaBverhdltnisse ist zwar mit der Forde-
rung der Kontinuitit vereinbar; ihre besonderen Vorausset-
zungen erscheinen aber als beschrankende Hypothesen, wel-
che nicht gemacht zu werden brauchten. Aber die zweite
Forderung: Zuriickfithrung aller Bewegungen auf Relativ-
bewegungen, zwingt uns dazu, die euklidische MaBbestim-
mung aufzugeben (S.19 unten). Eine Schilderung der in
der Mechanik noch bestehenden Schwierigkeiten wird die
Notwendigkeit dieses Schrittes verstdndlich machen.

4.
Die prinzipiellen Schwierigkeiten der klassischen
Mechanik.

Die Grundlagen der klassischen Mechanik lassen sich
in engem Rahmen nicht erschopfend darstellen. Ich kann
fiir den hier vorliegenden Zweck nur die Schattenseiten
der Theorie deutlich hervortreten lassen, ohne ihren bis-
*herigen Erfolgen gerecht werden zu konnen. Alle Bedenken
gegen die klassische Mechanik beginnen schon bei der For-
mulierung des Gesetzes, das Newfon an ihre Spitze stellt, der
Formulierung des Trigheitsgesetzes.

Wie schon S. 22 betont wurde, 148t die Aussage, daf ein
sich selbst iiberlassener Punkt sich mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit auf einer geraden Linie bewegt, die Beziehung
auf ein bestimmtes Koordinatensystem vermissen. Hier
erhebt-sich eine uniiberbriickbare Schwierigkeit: die Natur
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liefert uns tatsédchlich kein Koordinatensystem, in bezug auf
welches eine geradlinig gleichférmige Bewegung méglich wire.
Denn sobald wir ein Koordinatensystem mit irgendeinem
Kérper, z. B. mit der Erde, der Sonne usw., verbinden —
und das verleiht ihm erst eine physikalische Bedeutung —, so
ist die Voraussetzung des Trigheitsgesetzes (die Freiheit von
duBeren Einfliissen) wegen der Gravitationswirkung der Kér-
per aufeinander nicht mehr erfiillt. Man muB demgemiB der
Bewegung eines Korpers entweder eine Bedeutung an sich zu-
sprechen, d. h. Bewegungen relativ zum ,,absoluten‘ Raum
zulassen, oder zu Gedankenexperimenten greifen, indem man,
wie C. Neumann, einen hypothetischen Kérper Alpha ein-
fithrt und relativ zu diesem ein Achsensystem festlegt, in
bezug auf welches dann das Trigheitsgesetz gelten soll (Iner-
tialsystem)1?). Die Alternative, vor die man so gestellt wird,
ist hochst unbefriedigend: Die Einfiithrung des absoluten
Raumes gibt zu den oft diskutierten begrifflichen Schwierig-
keiten AnlaB und hat nur insofern ihre Berechtigung, als sie
uns ermdglicht, die Newtonsche Mechanik beizubehalten.
Und die Einfiihrung des Bezugssystems Alpha trigt zwar
der Relativitit der Bewegungen so weit Rechnung, daB alle
relativ zu einem Alphasystem gleichférmig bewegten wei-
teren Systeme von Anfang an als gleichwertig eingefiithrf wer-
den; wir kdnnen aber bestimmt behaupten, daB es ein sicht-
bares Alphasystem gar nicht gibt und daB man auch nie
zu einer endgiiltigen Festlegung eines solchen gelangen wird.
(Man wird hochstens durch immer weiter gefithrte Beriick-
sichtigung der Einfliisse der Fixsterne auf das Sonnensystem
und aufeinander immer niher an ein Koordinatensystem
kommen, das fiir das Sonnensystem die Rolle eines solchen
Inertialsystems mit gendigender Genauigkeit spielen kann.)
Infolgedessen gibt der Urheber dieser Auffassung, C. Newu-



mann, selbst zu, daB sie stets ,, Unbefriedigendes’ und ,,Rit-
selhaftes” behalten werde und die so begriindete Mechanik
eigentlich eine recht wunderliche Theorie darstelle.
Darum erscheint es durchaus natiirlich, wenn E. Mach'?)
den Vorschlag macht, das Trigheitsgesetz so zu formulieren,
daB unmittelbar die Beziehung auf den Fixsternhimmel
zutage tritt. ,,Statt zu sagen, die Richtung und Geschwin-
digkeit einer Masse x im Raume bleibt konstant, kann man
auch den Ausdruck gebrauchen, die mittlere Beschleunigung

der Masse v gegen die Massen m, m/, m’/, ... in den Ent-
dz Zwmr

f v, ... ist glei Il oder — ——— =

ernungen 7, ¢, ¥/, ist gleich Nu - oder E Sm o}

Letzterer Ausdruck ist dem ersten dquivalent, sobald man
nur hinreichend viele und hinreichend weite und groBe
Massen in Betracht zieht ... Befriedigen kann aber auch
diese Formulierung nicht. Abgesehen von einer gewissen
Bestimmtheit fehlt ihr auch der Charakter desNahewirkungs-
gesetzes, so daB ihre Erhebung zum Grundgesetz (statt des
Trégheitsgesetzes) nicht in Frage kommt.

Die innere Ursache dieser Schwierighetten st sicherlich
wn dem ungeniigenden Anschiuf der Grundprinzipien an die
Beobachtung zu finden. In Wahrheit beobachten wir nur
die Bewegung von Korpern relativ zueinander, und diese
ist miemals absolut geradlinig und gleichférmig. Die reine
Trigheitsbewegung st also eine durch Abstraktion aus etnem
Gedankenexperiment gewonnene Vorstellung — eine Fiktion.

So fruchtbar und unerldBlich das Gedankenexperiment
auch oft sein mag, so droht doch jederzeit die Gefahr, daB
zu weit getriebene Abstraktion den naturwissenschaftlichen
Inhalt der ihm zugrunde liegenden Begriffe verfliichtigt.
Und so ist es hier. Wenn es fiir unsere Anschauung keinen
Sinn hat, von der ,,Bewegung eines Kérpers im Raum zu



sprechen, solange nur es Xorper vorhanden ist, hat es dann
einen Sinn, dem Korper auch noch Attribute, wie trige Masse,
zuzusprechen, die nur unserer Beobachtung von wmehreren
Korpern entstammen, die sich relativ zueinander bewegen?
Wenn nicht, so kann dem Begriffe ,,trige Masse eines Kor-
pers‘ auch nur eine relative Bedeutung zugesprochen werden.
— Solche Zweifel verstirkte die spezielle Relativititstheorie,
als sie zu dem Ergebnis gelangte, daB die Trigheit nichts der
Materie Eigentiimliches sei, sondern dafl auch die Energie
Tragheit besitze. Bei ihr kann aber von einem Betrage
der tridgen Masse schlechthin, wie man es bisher bei der
Materie tat, nicht gesprochen werden. Da nimlich die Dichte
der Energie!4), der ihre Trigheit proportional ist, der GréBe
nach von dem gewihlten Bezugssystem abhingt, so kann
auch nur von einem Werte derselben relativ zu dem betref-
fenden Bezugssystem gesprochen werden. Zugleich machte
sich die Auffassung geltend, daB die gesamte Trigheit der
Korper auf deren Energieinhalt, welcher gréBtenteils latent
ist, zuriickzufiihren sei.

Diese Ergebnisse der Relativititstheorie brachten unsere
ganze Auffassung von der Trigheit der Materie ins Wanken,
denn sie raubten dem Satze von der Gleichheit der trigen
und der schweren Masse der Korper seine strenge Giiltigkeit.
Jetzt sollte ein Korper je nach seinem Energieinhalte eine
andere frige Masse haben, ohne daB sich seine schwere Masse
verandert hatte. Seit jeher hatte man aber seine Masse aus
seinem Gewicht ermittelt, ohne daB sich Unstimmigkeiten
offenbart hittenis).

Eine solche fundamentale Schwievigkeit kommte zutage
treten, weil der Saiz von der Gleichheit der trigen und der
schweren Masse mit den Grundprinzipien dev Mechanik nichi
eng verflochten worden war und den Schwereerscheinungen



nicht die gleiche Bedeutung wie den Trigheitserscheinungen
in den Grundlagen der Newtonschen Mechanik zuerteilt wird,
wie es der Evfahrung nach sein miifte. Die Gravitation als
Fernwirkungskraft wird vielmehr nur als Spezialkraft fiir
einen beschrinkten Bereich von Erscheinungen eingefiihrt,
und der iiberraschenden Tatsache der immer und iiberall
geltenden Gleichheit von trdger und schwerer Masse wird
nicht weiter nachgeforscht. Daher muf man an die Stelle
des Trigheiisgesetzes ein Grumdgesetz stellen, welches die
Trigheitserschetningen und die Gravitationserscheinungen
umfaBt. Dies kann dwrch eine komsequente Durchifiihrung
des Prinzips der Relativitit aller Bewegungen geschehen,
wie Einstesn erkannt hat. Diesen Umstand wihlt Einstein
daher zum Ausgangspunkt seiner Ansdtze.

Man kann den Satz von der Gleichheit der trigen und der
schweren Masse, in dem sich der enge Zusammenhang der
Trigheitserscheinungen und der Gravitationserscheinungen
widerspiegelt, noch von einer anderen Seite beleuchten und
dadurch seine enge Bezichung (s. S. 10) 2u dem allgeméinen
Relativititsprinzip aufdecken.

So sehr zwar Newton die Vorstellung des ,,absoluten
Raumes’ widerstrebte, glaubte er doch in dem Auftreten
der Zentrifugalkrifte eine wesentliche Stiitze fiir die Exi-
stenz des absoluten Raumes zu sehen. Rotiert ein Kérper,
so treten auf ihm Zentrifugalkrifte auf. Ihr Auftreten auf
dem Korper gestattet, auch ohne Gegenwart anderer sicht-
barer Korper seine Rotation nachzuweisen. Selbst wenn die
Erde stindig von einer undurchsichtigen Wolkendecke ein-
geschlossen wire, wiirde man ihre tégliche Drehung doch
durch den Foucaultschen Pendelversuch feststellen kénnen.
Aus dieser Besonderheit der Rotationen schloB Newton auf
die Existenz absoluter Bewegungen. Rein kinematisch be-



trachtet, unterscheidet sich aber die Rotation der Erde in
keiner Weise von der Translation; wir beobachien auch hier
nur Relativbewegungen von Korpern und kénnten uns eben-
sogut vorstellen, dafl alle Korper des Weltalls um die Erde
rotierten. In der Tat hat E. Mach nicht nur die kinematische,
sondern auch die dynamische Gleichwertigkeit beider Vor-
gidnge behauptet; man mufl dann aber annehmen, daB
die auf der Ewrdoberfliche beobachteten Zentrifugalkrifte
in gleichem Betrage und Verlauf auch durch die Gravi-
tationswirkung der Gesamtheit aller Korper ausgelost
werden wiirden, wenn diese um die ruhende Erde ro-
tierten ).

Die Berechtigung zu einer solchen Auffassung, die zu-
néchst nur der kinematischen Anschauung entspringt, gibt
uns im wesentlichen die Erfahrungstatsache der Gleichheit
der trigen und der schweren Masse der Korper. Nach der
bisherigen Auffassung werden ja die Zentrifugalkrifte durch
die Trigheit des rotierenden Kérpers hervorgerufen (oder
vielmehr durch die Trigheit seiner einzelnen Massenpunkte,
die dauernd ihrer Trigheit zu folgen suchen und daher in
der Tangente an die ihnen aufgezwungenen Kreisbahnen
davonfliegen mochten). Das Zentrifugalfeld ist also ein
Trigheitsteld??). DaB wir es ebenso gut als ein Schwerefeld
auffassen konnen — und das tun wir, sobald wir die Rela-
tivitit der Rotationen auch in dynamischer Hinsicht dehaup-
ten, (weil wir dann annehmen miissen, daB3 die Gesamtheit
der den ruhenden Kérper umkreisenden Massen durch ihre
Gravitationswirkung auf ihn die sogenannten Zentrifugal-
krifte auslosen) —, das ist in der Gleichheit der trigen und
der schweren Masse der Korper begriindet, welche Edtvds
mit auBerordentlicher Genauigkeit gerade unter Benutzung
der Zentrifugalkridfte der rotierenden Irde sichergestellt



hat18). Man erkennt aus diesen Betrachtungen, wie ein all-
gemeines Prinzip der Relativitit aller Bewegungen zugleich
wu einer Theorie dev Gravitationsfelder hinfiihvt.

Nach alledem kann man sich dem Eindruck nicht mehr
verschlieBen, daB3 ein Aufbau der Mechanik auf ganz neuer
Basis ein unbedingtes Erfordernis ist. Eine befriedigende
Formulierung des Tragheitsgesetzes ohne Beriicksichtigung
der Relativitiit aller Bewegungen ist nicht zu erhoffen, und
demgemiB auch nicht die Befreiung der Mechanik von dem
unerquicklichen Begriff der absoluten Bewegung; dann aber
hat die Erkenntnis von der Trigheit der Energie und damit
der Relativitit der Trigheit Tatsachen kennen gelehrt, welche
sich- {iberhaupt nicht in das bestehende System einfiigen
und eine Revision der Grundlagen der Mechanik fordern.
Die Forderungen, welche wir von vornherein (s. S. 12) stellen
miissen, sind: ,,Beseitigung der Fernwirkungen und aller der
Beobachtung unzuginglichen GroBen aus den Grundgeset-
zen; d. h. Aufstellung einer Differentialgleichung, welche
die Bewegung eines Korpers unter dem Einflul der Trag-
heit und der Schwere umfaBt und die Relativitidt aller Be-
wegungen zum Ausdruck bringt. Diese Forderungen erfiillt die
Einsteinsche Gravitationstheorie und allgemeine Relati-
vitdtstheorie vollkommen. Das Opfer, welches wir dabei
bringen miissen, ist die allerdings fest eingewurzelte Hypo-
these, daB sich alle physikalischen Vorginge in dem mit
euklidischer Geometrie ,,ausgestatteten” Raume abspielen.
Denn die Forderung der allgemeinen Relativitit, die sich
jetzt auch auf beschleunigte Bewegungen bezieht und die
véllige Unabhingigkeit der Grundgesetze von dem gewshlten
Bezugssystem verlangt, 148t sich nicht mit der Einfiihrung
eines euklidischen Linienelementes in die Gesetze in Einklang
bringen, da dasselbe nicht bei beliebiger Anderung des Be-

Freundlich, Gravitationstheorie. 2. Aufl, 3



zugssystems seine Gestalt bewahrt. An seine Stelle hat des-
wegen das allgemeine Linienelement

4
dst—= ng dx,dx,
1

zu treten. Wihrend also (s. S. 27) die Forderung der Kon-
tinuitdt es nur rafsam erscheinen lieB, nicht die beschrin-
kenden Voraussetzungen der euklidischen MaBbestimmung
einzufiihren, 148t uns das Prinzip der allgemeinen Relativi-
tdt keine Wahl mehr. '

Die Betonung dieses Prinzips wie {iberhaupt der For-
derung, daB nur beobachtbare GréBen in den Naturgesetzen
vorkommen sollen, entspringt nicht etwa nur einem formalen
Bediirfnis, sondern (s. S. 12) dem Bestreben, dem Kausali-
tétsprinzip wirklich die Bedeutung eines fiir die Erfahrungs-
welt gliltigen Gesetzes zu verleihen. Man muB unbedingt
vermeiden, in die Naturgesetze neben beobachtbaren GréBen
noch solche einzufithren, die fiktiver Natur sind, wie z. B.
der ,,Raum’ der Newtonschen Mechanik. Sonst sagt das
Kausalitdtsprinzip nichts wirklich iber Ursachen und Wir-
kungen der reinen Erfahrung aus, was doch das Ziel jeder
Naturbeschreibung sein muB8. Die Forderung der Relativitat
aller Bewegungen ist aus diesem erkenninistheoretischen Be-
diirfnis heraus zu bewerten19).

5.
a) Das Grundgesetz der Bewegung und das Aquivalenzprinzip
der neuen Theorie.

Nach den bisherigen Darlegungen muB das Trigheits-
gesetz der Mechanik durch ein ganz anderes ersetzt werden,
nidmlich durch ein Differentialgesetz, das erstens die Bewe-



gung eines Massenpunktes unter dem EinfluB von Trigheit
und Schwere beschreibt, und das zweitens, auf was fiir ein
Koordinatensystem man es auch bezieht, stets dieselbe Ge-
stalt behilt, so daB kein Bezugssystem vor einem anderen
den Vorzug hat. (Die erste Bedingung entspringt der Not-
wendigkeit, bei der neuen Grundlegung der Mechanik den
Schwereerscheinungen die gleiche Bedeutung wie den Trig-
heitserscheinungen zuzuerteilen — das Gesetz mufB3 daher
auch Glieder enthalten, die den Gravitationszustand des
Feldes von Punkt zu Punkt kennzeichnen; die zweite Be-
dingung entspringt dem Postulate der allgemeinen Rela-
tivitdt der Bewegungen.)

Ein solches Gesetz steckt in der Bewegungsgleichung
cines einzelnen, #uBeren Einfliissen nicht unterworfenen
Punktes der speziellen Relativitdtstheorie in der Fassung:

5{fds} =6{fV— dat —dyr —dz2 + c2dt2}=o.

Nach dieser Gleichung ist die Bahn des Punktes die , kiir-
zeste** oder ,,geradeste’* Linie?%) — also ,,die gerade Linie,
wenn das Linienelement ds das euklidische ist. Erhebt man
das Prinzip der geradesten Bahn, der die wahre Bewegung
folgen soll, in dieser Fassung zum allgemeinen Differential-
gesetz fur die Bewegung auch im Gravitationsfelde unter
Beriicksichtigung des Prinzips der Relativitidt aller Bewe-
gungen, so muB} das neue Grundgesetz lauten:

0 {fd s} =4 {f]/gndxlz_—{— gredxday 4. .. —|—g44dx42}= 0. (1)
Denn nur diese Gestalt des Linienelementes bleibt bei be-
liebigen Transformationen der #, ..., unverdndert (in-
variant). Die zehn Koeffizienten g,,, die im allgemeinen
Funktionen. der Verdnderlichen ¥, . . .x, sein werden, miissen
zu dem Gravitationsfelde, in dem die Bewegung vor sich geht,
in eine solche Beziehung gesetzt werden konnen, daB sie

3*



durch das Feld bestimmt sind, und die durch die Gleichung(x)
beschricbene Bewegung mit der beobachieten tibereinstimmt.
Dies ist in der Tat méglich. (Die g, sind die Gravitations-
potentiale der neuen Theorie, d. h. sie fibernehmen die Rolle,
welche in der Newtonschen Theorie das eine Gravitations-
potential spielt, ohne daB sie aber die speziellen Eigenschaf-
ten hitten, die nach unserer Kenntnis ein Potential sonst
besitzt.)

Entsprechend den MalBverhiltnissen einer auf das Linien-
element

4
s = Sg.,dxdz,
1

gegriindeten Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, die jetzt der Me-
chanik wegen der Relativitdt aller Bewegungen zugrunde
gelegt wird, miissen auch die iibrigen physikalischen Gesetze
so formuliert werden, daB sie von der zufilligen Wahl der
Verinderlichen unabhingig sind. Bevor wir jedoch hierauf
eingehen, sollen die charakteristischen Merkmale der durch
die Gleichung (1) gekennzeichneten Gravitationstheorie ein-
gehender betrachtet werden.

Die Forderung der neuen Theorie, daf die Gesetze der
Mechanik nur Aussagen iiber Relativbewegungen der Korper
enthalten sollen, und daB im besonderen die Bewegung eines
Korpers unter der Wirkung der Anziehung durch die iibrigen
Korper durch die Formel

L/ 4
b {f‘/Zgl,“.d %, dx,,} =0
1

beschrieben werde, erfiillt Esnstesn durch eine physikalische
Hypothese iiber das Wesen der Gravitationserscheinungen,
die er die Aquivalenzhypothese bzw. das Aquivalenzprinzip®)
nennt. Dasselbe behauptet folgendes: Line efwaige Ver-
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dnderung, die ein Beobachier im Ablauf eines Vorganges
als Wirkung eines Gravitationsfeldes wahrnimmi, wiirde er
genau so wahvnehmen, wenn das Gravitationsfeld nicht vor-
handen wdre, ev — der Beobachter — aber sein Bezugssystent
in die fily die Schwere an seinem Beobachiungsorte charak-
teristische Beschleunigung versetzte. Unterwirft man nim-
lich die Verdnderlichen x, y, 2 ¢ in der Bewegungs-
gleichung fiir den geradlinig gleichférmig (also unbeeinflufit
von der Gravitation) bewegten Massenpunkt
o{fds} =o{[y—ds®—dyt —d2+ Ed} =0

irgendeiner Transformation, entsprechend der Uberfiihrung
dieser x, y, z, ¢ in die Koordinaten #, . . . %, eines irgendwie
zum Ausgangssystem der x, vy, 2, ¢ beschleunigten Bezugs-
systems, so treten in dem transformierten Ausdruck fiir ds
im allgemeinen Koeffizienten glw. auf, welche Funktionen
der neuen Verdnderlichen #, ... %, sind, so daB} die trans-
formierte Gleichung lautet:

6{_/]/g11dx12—}—g12dx1dx2—}— ..... F gud 2 = o.
Man wird nun (im Hinblick auf den erweiterten Geltungs-
bereich dieser Gleichung) die durch die Beschleunigungs-
transformation ®) erzeugfen Funktionen g,, ebensogut als der
Wirkung eines Gravitationsfeldes entsprungen auffassen kén-
nen, das sein Dasein eben in den entsprechenden Beschleuni-
gungen kundtite. Die Gravitationsprobleme gehen so in die all-
gemeine Bewegungsiehre einev Relativititstheorie aller Bewegun-
gen auf.

Die Betonung der Aquivalenz von Gravitations- und
Beschleunigungsvorgingen erhebt die fundamentale Tat-
sache, daB alle Kérper im Gravitationsfelde der Erde gleich
beschleunigt fallen, zu einer grundlegenden Voraussetzung
ciner Theorie der Gravitationserscheinungen. Diese Tat-




sache hatte, obwohl sie zu den sichersten unserer Erfahrung
zdhlt, in den Grundlagen der Mechanik bisher iiberhaupt
keinen Platz gefunden. Vielmehr riickte mit dem Galiles-
schen Trigheitsgesetz ein niemals beobachteter Vorgang
(die gleichférmige geradlinige Bewegung eines Kérpers, der
keinen duBeren Kriften unterliegt) an die erste Stelle unter
den Grundgesetzen der Mechanik. Und es wurde die wun-
derliche Auffassung geschaffen, als wenn die Trigheits-
erscheinungen und die Schwereerscheinungen, die wahrschein-
lich nicht minder eng miteinander verkniipft sind als -die
elektrischen und die magnetischen, nichts miteinander zu
tun hitten. Die Erscheinung der Trigheit wird von der
klassischen Mechanik als Grundeigenschaft der Materie an
die- Spitze gestellt, die Schwerkraft dagegen gleichsam nur
als eine der vielen moglichen Krifte der Natur durch das
Newtonsche Gesetz eingefithrt. Die erstaunliche Tatsache
der Gleichheit der trdgen und der schweren Masse der Kor-
per erscheint in ihr nur als zufillig.

Das Einsteinsche Aquivalenzprinzip weist dieser Tat-
sache den Platz an, der ihr in der Theorie der Bewegungs-
erscheinungen gebithrt. Das neue Bewegungsgesetz (1) soll
die Relativbewegungen der Korper gegeneinander unter dem
EinfluB jhrer Trigheit und Schwere beschreiben. Die Trig-
heits- und die Gravitationserscheinungen werden durch
das eine Prinzip der Bewegung in der geoditischen Linie
((5f ds = 0) zusammengeschweilt. Da das Bogenelement

4
ds = VZngx”dx,,
1

bei beliebiger Transformation der Verdnderlichen seine Ge-
stalt bewahrt, so sind alle Bezugssysteme gleichberechtigt,
d. h. keines ist vor einem anderen ausgezeichnet.




Der wichtigste Teil der Aufgabe, vor die sich Einstein
gestellt sah, war die Aufstellung der Differentialgleichungen
fir die g,,, die Gravitationspotentiale der neuen Theorie.
Mit Hilfe dieser Differentialgleichungen galt es die g, aus
der Verteilung der das Gravitationsfeld erregenden GréBen
eindeutig zu berechnen; und die mit diesen 8ur auf Grund
der Gleichung (1) beschriebene Bewegung (z. B. die
Planetenbewegung) mufite, wenn die Theorie zutreffen sollte,
mit der beobachteten iibereinstimmen.

Einstern macht sich bei der Aufstellung der Differential-
gleichungen fiir die Gravitationspotentiale g,, die aus der
Newtonschen Theorie gewonnenen Erfahrungen zunutze,
denen zufolge in der Posssonschen Gleichung A ¢ = — 47+
fiir das Newtonsche Gravitationspotential der felderregendé
Faktor (in der Posssonschen Gleichung die Massendichte o)
einem Differentialausdruck zweiter Ordnung des Potentials
proportional gesetzt wird. Hiermit ist der Weg zu
den Differentialgleichungen fiir die g,, so gut wie vor-
geschrieben, wenn die neuen Differentialgleichungen eine
der Poissonschen Gleichung #hnliche Gestalt annehmen
sollen.

Entsprechend unserer vertieften Auffassung von der Be-
ziehung der Trigheit und der Schwere zueinander und von
der Beziehung der Trigheit zu dem Energieinhalte der Kor-
per treten als felderregende GréBen statt der Massendichte o
der Poissonschen Gleichung die zehn Komponenten der-
jenigen GroBe auf, die fiir den energetischen Zustand an jeder
Stelle des Feldes maBgebend ist, und die schon in der
speziellen Relativitdtstheorie als der ,,Spannungs-Energie-
Tensor* eingefithrt wird.

Was die Differentialausdriicke zweiter Ordnung in den
g,» betrifft, die dem A ¢ der Poissonschen Gleichung ent-
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sprechen sollen, so hat Riemann folgendes gezeigt: Fiir die
MaBverhiltnisse einer auf das Linienelement

4
ds? = ‘Zijg,“,dx,bdx,,

gegriindeten Mannigfaltigkeit ist ein von der zufilligen Wahl
der Veridnderlichen %, ..., unabhingiger Differentialaus-
druck vierter Ordnung (der Riemann-Christoffelsche Tensor)
mafBgebend, aus welchem alle weiteren, von der zufilligen
Wahl der Verdnderlichen #, ... x, unabhingigen und nur
die g,, und ihre Ableitungen enthaltenden Differentialaus-
driicke (durch algebraische und differentielle Operationen)
entwickelt werden konnen. Dieser Differentialausdruck fithrt
eindeutig auf zehn Differentialausdriicke zweiter Ordnung in
den g,,. Und diese zehn Differentialausdriicke setzt nun
Einstetn den zehn Komponenten des Spannungs-Energie-
Tensors als felderregenden Gréfen proportional, um die ge-
suchten Differentialgleichungen zu bekommen; als Propor-
tionalitdtsfaktor setzt er die Gravitationskonstante ein. Diese
Differentialgleichungen fiir die g,,, zusammen mit dem oben
angegebenen Bewegungzprinzip stellen die Grundgesetze der
neuen Theorie dar. Sie fithren in der Tat in erster Ordnung
auf diejenigen Bewegungsformen, welche uns von der Newfon-
schen Theorie her bekannt sind?¥). Dariiber hinausgehend lie-
fern sie aber auch ohne weitere Zusatzhypothese die einzige
in der Planetentheorie aus dem Newtonschen Gesetze nicht
erklirbare Erscheinung, ndmlich das Restglied in der Peri-
helbewegung des Merkur.

Da sich die Formeln der neuen Theorie auf eine Raum-
Zeit-Mannigfaltigkeit griinden, deren Linienelement die all-
gemeine Gestalt

- -
ds = l/Z'glw dx,dx,
T



hat, so miissen (s. S. 36) zum AbschluB der allgemeinen Re-
lativitdtstheorie auch alle iibrigen physikalischen Gesetze
den neuen MaBverhiltnissen entsprechend eine von der
zufilligen Wahl der vier Veridnderlichen x;...x, unab-
héngige Gestalt erhalten.

Fiir die Losung dieser Aufgabe hat die Mathematik in
dem absoluten Differentialkalkiil schon die Vorarbeit ge-
leistet; Einstesn hat sie (in seiner Abhandlung ,,Uber die
formalen. Grundlagen der allgemeinen Relativitdtstheorie®,
Sitz.-Ber. d. Kgl. PreuB. Akad. d. Wiss. XLI, 1916, S. 1080)
fiir seine besonderen Zwecke ausgebaut. Gauf hat den ab-
soluten Differentialkalkiil geschaffen, um in der Flichen-
theorie solche Eigenschaften einer Fliche zu studieren, welche
von der Lage der Fliche im Raum und von unelastischen
Verbiegungen derselben (Verbiegungen ohne Zerrung) nicht
beriihrt werden, so daB sich der Wert des Linienelementes
an keiner Stelle der Fliche #ndert. Da solche Eigenschaften
nur von den #nneren MaBverhiltnissen der Fliche abhingen,
vermeidet man in der Flichentheorie die Beziehung auf das
iibliche Koordinatensystem, d. h. die Beziehung auf Punkte,
die nicht in der Fliche selber liegen. Man legt vielmehr jeden
Punkt der Flache in der Weise fest, daB man dieselbe mit
zwei beliebigen Kurvenscharen netzartig itberdeckt, in wel-
chen jede Kurve durch einen Parameter charakterisiert ist;
jeder Punkt der Fliche ist dann durch die zwei Parameter
der beiden Kurven, die durch ihn hindurchgehen, eindeutig
bestimmt. Bei dieser Auffassung der Flichen sind z. B. ein
Zylindermantel und eine Ebene nicht als verschiedenartige
Gebilde zu betrachten, denn beide kénnen ohne Dehnung
aufeinander abgewickelt werden, und auf beiden gilt dem-
gemiB die gleiche Planimetrie — ein Kriterium dafiir, daB
die inneren MafBverhiltnisse auf diesen beiden Mannig-
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faltigkeiten die gleichen sind®). Auf die nidmliche Auffas-
sung, aber jetzt nicht der zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit der Fldchen, sondern der wvierdimenstonalen Raum-
Zeit - Mannigfaltigkeit, griindet sich die allgemeine Re-
lativitdtstheorie. Da die vier Raum - Zeit- Veridnder-
lichen =%, .. . x,; jeder physikalischen Bedeutung bar,
nur als vier Parameter aufzufassen sind, wird man
naturgemiB eine Darstellung fiir die Naturgesetze wih-
len, welche von der zufilligen Wahl der %, . . . %, un-
abhingige Differentialgesetze liefert. Das leistet der ab-
solute Differentialkalkiil.

Als Ergebnis der vorangehenden Absidtze, deren ganze
Tragweite man freilich nur bei einem eindringenden Stu-
dium der erforderlichen mathematischen Entwicklungen
erkennt, 14Bt sich zusammenfassend folgendes sagen:

Der absolute Differentialkalkiil einer auf das allgemeine
Linienelement

4
ds? = Zg,uv d X dx‘u

gegriindeten Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit erméglicht es uns,
fiir jedes Gesetz der speziellen Relativititstheorie eine ent-
sprechende allgemeinere Gestalt zu gewinnen, die von der
zufélligen Wahl der vier Verdnderlichen unabhéngig ist. Fiir
die zehn Funktionen g,,, die Gravitationspotentiale der
neuen Theorie, ergeben sich ohne jede Zusatzhypothese zehn
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die eine der Pors-
sonschen Gleichung fiir das Newfonsche Gravitationspoten-
tial entsprechende Gestalt besitzen.

Sie gestatten in einem gegebenen Gravitationsfelde, also
wenn Massen- und Energieverteilung gegeben sind, die g,,
eindeutig zu berechnen. Die Bewegung eines jeden Korpers



in dem vorliegenden Gravitationsfelde verlduft dann nach
der Gleichung:

4
o{fds} =o0. ds®= D'g, dx, dx,
1

Diese auf den allgemeinsten Voraussetzungen aufgebaute
Theorie fithrt in erster Ordnung auf die Newfonschen Be-
wegungsgesetze zuriick. Da, wo sich Abweichungen von der
bisherigen Theorie offenbaren, liegen die Moglichkeiten zur
experimentellen Priifung der neuen Theorie vor. Bevor wir
uns dieser Frage zuwenden, wollen wir zuriickschauen und
uns dariiber klar werden, zu welcher Stellungnahme uns die
allgemeine Relativitidtstheorie gegeniiber den verschiedenen
prinzipiellen Fragen, die im Laufe dieser Abhandlung beriihrt
worden sind, zwingt.

b) Riickblick.

1. Die Begriffe ,,trige’ und ,,schwere’ Masse haben nicht
mehr die absolute Bedeutung wie in der Newtonschen Me-
chanik. Die ,,Masse** der Ko6rper hingt vielmehr ausschlies3-
lich von der Anwesenheit und der relativen Lage der iibrigen
Korper des Weltalls ab. Thr Betrag ist darum immer nur
in bezug auf das System definiert, auf welches man auch
ihre Bewegung bezieht. Die Gleichheit von triger und
schwerer Masse wird als streng giiltiges Prinzip an die Spitze
der Theorie gestellt. Die Aquivalenzhypothese erginzt dabei
die Folgerung der speziellen Relativitidtstheorie, daB jede
Energie Trigheit besitzt, indem sie jeder Energie auch eine
entsprechende Schwere zuspricht. Dadurch wird es moéglich,
auch die Rotationen zwanglos als Relativbewegungen auf-
zufassen. Das Zentrifugalfeld auf einem rotierenden Korper
kann als Gravitationsfeld gedeutet werden, erzeugt durch
die Drehung aller Massen des Weltalls um den betreffenden
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nicht rotierenden Korper. Die Mechanik wird so zu einer
ganz allgemeinen Theorie der Relativbewegungen der Kor-
per. — Da unsere Aussagen nur an Beobachtungen von
Relativbewegungen ankniipfen, so erfiillt die neue Mechanik
die Forderung, daB in den Naturgesetzen nur beobachtbare
Dinge kausal verkniipft werden diirfen. Sie erfiillt auch die
Forderung der Kontinuitidt, da die neuen Grundgesetze der
Mechanik Differentialgesetze sind, die nur das Linienelement
ds und keine endlichen Kérperabstinde enthalten.

2. Das Prinzip der Konstanz der Vakuumlichtgeschwin-
digkeit, das in der speziellen Relativitétstheorie besondere
Bedeutung hatte, verliert in der allgemeinen Relativitits-
theorie seine allgemeine Giiltigkeit. Es behilt seine Giiltig-
keit nur in Gebieten mit konstanten Gravitationspotentialen,
wie wir solche in endlicher Ausdehnung in der Wirklichkeit
niemals beobachten konnen. Das Gravitationsfeld auf der
Erdoberfliche ist allerdings soweit konstant, daB die Licht-
geschwindigkeit im Rahmen der Genauigkeit unserer Mes-
sungen aus Michelsons Versuchen als eine universelle Kon-
stante herauskommen muBte. In einem Gravitationsfelde
von wechselnder.Stirke ist jedoch die Lichtgeschwindigkeit
nicht konstant; die geoditischen Linien, in denen sich das
Licht ausbreitet, werden also im allgemeinen gekriimmt
sein. Der Nachweis der Kriimmung eines an der Sonne vor-
beigehenden Lichtstrahles ist eine der wichtigsten Priifungs-
moglichkeiten der neuen Theorie.

3. Am stirksten hat die allgemeine Relativititstheorie
unsere Auffassung von Raum und Zeit umgewandelt*).

*) Diese Seite des Problems findet man besonders klar
und ausfiihrlich in dem Buche von Moritz Schlick ,,Raum und
Zeit in der gegenwirtigen Physik‘ (Verlag von Julius Springer)
dargestellt.



Nach Riemann bestimmt der Ausdruck fiir das Linien-
celement hier:

4
ds? = Zgw, dx.dx,

die MaBverhiltnisse der kontinuierlichen Raum - Zeit-
Mannigfaltigkeit, und nach E¢nstesn haben die Koeffizienten
g,.» des Linienelementes ds in der allgemeinen Relativitdts-
theorie die Bedeutung von Gravitationspotentialen. Grofien,
welche bisher rein geometrische Bedeutung gehabt haben,
werden dadurch zum ersten Male physikalisch belebt.
‘DaB dabei der Gravitation die fundamentale, die MaB-
gesetze in Raum und Zeit beherrschende Rolle zufillt,
erscheint durchaus natiirlich. Ist doch kein physikalischer
Vorgang von ihrer Mitwirkung frei, da sie tiberall herrscht,
wo Materie und Energie im Spiele sind. Sie ist iiberdies
nach unserer bisherigen Kenntnis die einzige Kraft, die sich
ganz und gar unabhingig von der physikalischen und
chemischen Beschaffenheit der Korper #uBert. Sie hat
also zweifellos eine einzigartige Bedeutung fiir das physi-
kalische Weltbild.

Nach der Einstesnschen Theorie ist also die Gravitation
,»der innere Grund der MaBverhiltnisse von Raum und Zeit*
in Riemanns Sinne (s. den S. 20 zitierten SchluBabsatz der
Riemannschen Arbeit ,,Uber die Hypothesen, welche der
Geometrie zugrunde liegen‘’). Halten wir fest an der An-
schauung des stetigen Zusammenhangs der Raum-Zeit-
Mannigfaltigkeit, so sind deren MaBverhiltnisse nicht
schon in ihrer Definition als einer stetigen Mannigfaltigkeit
der Dimension ,,vier’* enthalten. Wir miissen diese viel-
mehr erst aus der Erfahrung gewinnen. Und es ist, nach
Riemann, Aufgabe der Physik, den inneren Grund dieser
MaBverhiltnisse eventuell in ,,darauf wirkenden bindenden
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Kriften zu suchen. Fiir dieses wohl zuerst von Riemann
so klar hingestellte Problem hat Einsfein in seiner Gravi-
tationstheorie eine Losung gefunden. Zugleich gibt er eine
Antwort auf die Frage nach der wahren Geometrie des physi-
kalischen Raumes, die seit einem Jahrhundert nicht mehr
verstummt ist, — allerdings eine Antwort ganz anderer Art,
als man'erwartet hatte.

Die Alternative: euklidische oder nichteuklidische Geo-
metrie wird nicht zugunsten einer der beiden entschieden,
vielmehr wird der Raum als ein physikalisches Ding mit
gegebenen geometrischen Eigenschaften aus den physi-
kalischen Gesetzen {iberhaupt ausgeschieden, wie der Ather
durch die Lorentz-Einsteinsche spezielle Relativitdtstheorie
aus den Gesetzen der Elektrodynamik ausgeschieden wurde.
Auch dies ist ein Schritt weiter im Sinne der Forderung, daB3
nur Beobachtbares in den Naturgesetzen Platz finden soll. Die
MaBverhiltnisse der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, in der
sich alle physikalischen Vorginge abspielen, haben nach
Einsteins Auffassung ihren inneren Grund in den Gravi-
tationszustinden. Bei der stindigen Bewegung der Kérper
gegeneinander wechseln diese Gravitationszustdnde stidndig,
und darum kann man auch nicht von einer unverinderlich
vorgegebenen MaBgeometrie — gleichviel ob euklidischen
oder nichteuklidischen — sprechen. Da die Naturgesetze
in der allgemeinen Relativititstheorie ihre Gestalt unab-
hingig von der zufilligen Wahl der vier Veridnderlichen
% - ..%, bewahren, haben diese auch keine selbstidndige
physikalische Bedeutung. Daher werden z. B. x;, %,, %3
nicht im allgemeinen drei rdumliche Abstdnde bezeichnen,
die man mit einem Meterstabe ausmessen konnte, und z,
dann einen durch eine Uhr ermittelbaren Zeitpunkt. Die
vier Veridnderlichen haben nur den Charakter von vier



Zahlen, Parametern, und gestatten nicht ohne weiteres eine
gegenstdndliche Deutung. Raum und Zeit haben fiir die
Beschreibung der Naturvorginge also nicht die Bedeutung
von realen physikalischen Dingen.

4. Zum Unterschiede von der Newfonschen Theorie baut
sich die aus der allgemeinen Relativititstheorie folgende
Gravitationstheorie nicht auf ein Elementargesetz der Gra-
vitationskraft auf, sondern auf ein Elementargesetz der Be-
wegung eines Korpers im Gravitationsfelde. 'Infolgedessen
spielen diejenigen Ausdriicke, welche in der neuen Theorie
als die Gravitationskrifte zu deuten wiren, nur eine unter-
geordnete Rolle beim Aufbau der Theorie (wie tiberhaupt
der Kraftbegriff in der Mechanik nur als ein Hilfsbegriff
zu verstehen ist, wenn man die liickenlose ,,Beschreibung‘ der
Bewegungsvorginge als die Aufgabe der Mechanik betrachtet).

Die Einsteinsche Theorie versucht auch nicht das Wesen
der Gravitation zu erklidren; sie sucht nicht nach einem
mechanischen Modell, das die Gravitationswirkung zweier
Massen aufeinander versinnbildlicht. Das ist das Bestreben
der verschiedenen AtherstoBtheorien gewesen unter aus-
giebiger Verwendung hypothetischer und nie beobachteter
GréBen, wie der Atheratome. Es ist héchst zweifelhaft, ob
solche Bestrebungen je zu einer befriedigenden Gravitations-
theorie fithren wiirden. Denn die Schwierigkeiten der
Newtonschen Mechanik liegen nicht lediglich darin, daB sie
das Gravitationsgesetz als ein Fernwirkungsgesetz formuliert.
Viel wesentlicher ist, daB3 die enge Beziehung zwischen den
Tragheits- und den Schwereerscheinungen iiberhaupt nicht
zur Geltung kommt, obwohl schon Newton die Tatsache der
Gleichheit von schwerer und triger Masse kannte, und daf§
.die Newtonsche Mechanik keine Theorie der Relativbewe-
gungen der Kérper darstellt, obwohl wir nur Relativbewe-



gungen der Korper gegeneinander beobachten. Eine Um-
gestaltung des Newtonschen Gesetzes der Gravitationskraft,
um die Massenanziehung plausibel zu machen, wiirde uns
darum noch nicht zu einer befriedigenden Theorie der Be-
wegungserscheinungen verholfen haben?).

Was die Newtonsche Theorie auszeichnet, ist die auller-
ordentliche Einfachheit ihrer mathematischen Formulierung.
Darum wird auch die klassische Mechanik, die sich auf
Newtons Ansitze aufbaut, als ausgezeichnete mathematische
Theorie zur rechnerischen Verfolgung der beobachteten Be-
wegungsvorginge ihre Bedeutung niemals einbiilen.

Die Einsteinsche Theorie andererseits geniigt hinsichtlich
der Einheitlichkeit ihrer begrifflichen Grundlagen allen An-
forderungen an eine naturwissenschaftliche Theorie. DaB sie
(mit dem Verlassen der euklidischen MaBbestimmung) die ge-
ldufige Darstellung in Cartesischen Koordinaten verldBt, wird
man nicht stérend empfinden, sobald sich die von ihr heran-
gezogenen Hilfsmittel der Analysis allgemeinen Eingang ver-
schafft haben werden. Ob die neue Theorie die praktische
Aufgabe der Bahnbestimmung eines Himmelskdrpers wesent-
lich erleichtern oder gar strenge 16sen wird, kann man heute
allerdings noch nicht sagen.

Vorerst ist es die Aufgabe der Astronomie, die Theorie
an denjenigen Erscheinungen experimentell zu priifen, bei
denen sich meBbareAbweichungen von derklassischen ergeben.

6.
DiePriifung der neuen Theorie durch die Erfahrung.

Bisher liegen drei Moglichkeiten zur experimentellen
Priifung der Einsteinschen Gravitationstheorie vor; alle
drei sind nur durch die Mitarbeit der Astronomie zu verwirk-



lichen. Die eine von ihnen — sie entspringt einer Abweichung
der durch das Eimsteinsche Gesetz verlangten Bewegung
eines Massenpunktes im Gravitationsfelde von der durch
das Newfonsche verlangten — hat schon fiir die neue Theorie
entschieden ; die Entscheidung der beiden anderen, die durch
die Verkniipfung elektromagnetischer Vorginge mit der Gra-
vitation entstehen, ist nicht so bald zu erwarten.

Da die Sonne alle anderen Korper im Sonnensystem an
Masse weit iiberragt, so ist die Bewegung eines jeden Plane-
ten vor allem durch das Gravitationsfeld der Sonne bedingt.
Unter seiner Wirkung beschreibt der Planet nach der New-
tonschen Theorie eine Keplersche Ellipse, deren groBe Achse,
die den sonnennichsten (Perihel) und den sonnenfernsten
(Aphel) Punkt der Bahn verbindet, relativ zum Fixstern-
system ruht. Uber diese Keplersche Bewegung eines
Planeten lagern sich nun die mehr oder minder groflen,
aber die Form der Ellipse nicht wesentlich #ndernden
Einfliisse (Storungen) der iibrigen Planeten; diese Ein-
fliisse erzeugen teils nur periodische Schwankungen der
Elemente der Ausgangsellipse (groBie Achse, Exzentrizitét
usw.), teils eine stetige Zu- oder Abnahme derselben. Unter.
die letzte Art von ,,Stérungen’ gehort auch die bei allen
Planeten beobachtete langsame Drehung ihrer groBen Achsen,
und damit im Laufe der Zeit auch ihrer Perihele, relativ zum
Fixsternsystem. Bei allen grofleren Planeten stimmen die
beobachteten Perihelbewegungen (bis auf kleine, noch nicht
sichergestellte Abweichungen, z. B. beim Mars) mit den aus
der Storungsrechnung folgenden iiberein; dagegen liefern
die Rechnungen beim Merkur einen um 43" pro Jahrhundert
zu kleinen Wert. Zur Erklirung dieser Differenz sind die
mannigfachsten Hypothesen ersonnen worden; sie sind aber

Freundlich, Gravitationstheorie. 2. Aufl. 4
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alle unbefriedigend. Sie miissen ihre Zuflucht zu noch un-
bekannten Massen im Sonnensystem nehmen, und da alle
Nachforschungen nach Massen, die groB genug wiren, um
die Merkuranomalie zu erkldren, vergeblich gewesen sind,
miissen sie iiber die Verteilung dieser hypothetischen Massen
Annahmen machen, die ihre Unsichtbarkeit erkliren sollen.
Allen diesen Hilfshypothesen fehlt demgemiB jede innere
Wahrscheinlichkeit.

Nach der Esnsteinschen Theorie bewegt sich ein Planet,
z. B. im Merkurabstand von der Sonne, unter der Wirkung
der Sonnenanziehung auf der ,,geradesten Bahn'' nach der
Gleichung

6{[ds} = 5{fl/gudx12+gmdx,dx2+ -»--+g44dx42}=o,

Die g,,, konnen aus den fiir sie gegebenen Differentialglei-
chungen abgeleitet werden unter Beriicksichtigung der be-
sonderen Bedingungen, die durch die vorausgesetzie alleinige
Anwesenheit dey Sonne und des als Massenpunkt gedachten
Planeten entstehen. Einsteins Ansatz fithrt in erster Nihe-
rung auch auf die Keplersche Ellipse als Bahnkurve; in
der zweiten Ndherung zeigt sich aber, daBl der Radiusvek-
tor von der Sonne nach dem Planeten zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Perihel- und Apheldurchgingen einen
Winkel iiberstreicht, der ungefihr um o,05"” gréBer als
180° ist, so daB pro Umlauf die groBe Achse der Bahn
— Verbindungslinie zwischen Perihel und Aphel — sich
ungefdhr um o,1”” im Sinne der Bahnbewegung gedreht
hat, in hundert Jahren also — der Merkur vollendet
einen Umlauf in etwa 88 Tagen — um 43”. Die neue
Theorie erkldrt also in der Tat schon aus der Wirkung der
Sonnengravitation den bisher unerklirten Betrag von 437
pro Jahrhundert in der Perihelbewegung des Merkur. (Die
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Stérungsbetrige der ibrigen Planeten wiirden sich {bri-
gens von der durch die Newfonsche Theorie gelieferten nur
ganz unwesentlich unterscheiden.) Als einzige willkiirliche
Konstante geht dabei in diese: Rechnungen nur die Gravi-
tationskonstante ein, welche in den Differentialgleichungen
fir die Gravitationspotentiale g,,, wie schon (s. S. 40) er-
wihnt, als Proportionalitidtsfaktor figuriert. Diese Leistung
der neuen Theorie kann kaum hoch genug angeschlagen
werden. :

DaB zwar beim Merkur, dem sonnennichsten Planeten,
eine meBbare Abweichung von der Newfonschen Theorie
vorhanden ist, nicht aber bei den der Sonne ferneren Plane-
ten, beruht tibrigens darauf, daB3 diese Abweichung mit wach-
sendem Abstande des Planeten von der Sonne stark abnimmt,
so daB er schon im Erdabstande unmerklich wire, Bei der
Venus ist ungliicklicherweise die Exzentrizitit der Bahn so
gering, dafl die Bahn von einem Kreise kaum abweicht und
die Lage des Perihels daher nur sehr unsicher zu bestim-
men ist. —

Von den beiden iibrigen Priifungsméglichkeiten der Theo-
rie entspringt die eine dem Einflu3 der Gravitation auf den
zeitlichen Ablauf eines Vorganges. Wie ein solcher Ein-
fluB entstehen kann, lehrt das folgende Beispiel: Nach
der neuen Theorie kann ein Beobachter nicht ohne
weiteres unterscheiden, ob eine von ihm wahrgenommene
Verdnderung im Ablauf eines Vorganges von einem Gravi-
tationsfelde herrithrt oder von einer entsprechenden Be-
schleunigung seines Beobachtungsortes (Bezugssystems).
Nehmen wir nun ein unverdnderliches Gravitationsfeld an,
gekennzeichnet durch parallele Kraftlinien in Richtung der
negativen z-Achse und durch einen konstanten Wert der
Beschleunigung y, mit der alle Kérper in ihm beschleunigt

4*



fallen, also gekennzeichnet durch Bedingungen, wie sie an-
gendhert auf der Erdoberfliche bestehen. Irgendein Vor-
gang wird nach der Etnsteinschen Theorie in diesem Felde
ebenso verlaufen; wie er verliuft in bezug auf ein in Rich-
tung der positiven z-Achse um den Betrag y beschleunigtes
Koordinatensystem. Geht nun ein Lichtstrahl der Schwin-
gungsdauer »; vom Orte A, der zur Zeit des Abganges des
Strahles relativ zu dem betreffenden IKoordinatensystem
ruhen moge, in Richtung der z-Achse nach einem im Ab-
stande % befindlichen Orte B, so wird ein Beobachter in B
infolge seiner eigenen Beschleunigung y bei der Ankunft des

Strahles die Geschwindigkeit y « % erlangt haben (¢ ist die

Lichtgeschwindigkeit). Nach dem normalen Dopplerprinzip
wird er daher dem Lichtstrahl statt der Schwingungsdauer »,
die Schwingungsdauer », = », (I + y%) in erster Nihe-
rung zusprechen. Wenn wir denselbeanVorgang in das dqui-
valente Gravitationsfeld verpflanzen, so nimmt dieses Re-
sultat folgenden Ausdruck an: Die Schwingungsdauer v,
eines Lichtstrahles in einem Orte B, der sich von dem Orte A
durch den Betrag @ desGravitationspotentials unterscheidet,
steht auf Grund des Aquivalenzprinzips der Einsteinschen
Gravitationstheorie zu der dort beobachteten Schwingungs-
dauer in der Beziehung

D
1’2=V1(I+§>.

Dieser spezielle Tall zeigt, wie die Abhingigkeit des zeit-
lichen Ablaufes eines Vorganges von dem Gravitations-
zustande zu verstehen ist.

Nun kann man jedes (eine Spektrallinie emittierende)
schwingende Gebilde als Uk auffassen, deren Gang also nach



den soeben gemachten Auseinandersetzungen von dem Wert
des Gravitationspotentials an ihrem Standort abhingt. Diese
selbe ,,Uhr” wird je nach dem Gravitationspotential an
einer anderen Stelle des Feldes eine andere Schwingungs-
dauer, d. h. einen anderen Gang, haben. Infolgedessen wird
eine bestimmte Spektrallinie des von der Sonne kommenden
Lichtes, z. B. eine Eisenlinie, im Spektroskop gegen die ent-
sprechende Eisenlinie einer szdischen Lichtquelle verschoben
erscheinen miissen; das Gravitationspotential an der Ober-
fliche der Sonne hat ja, ihrer groBeren Masse entsprechend,
einen anderen Wert als dasjenige an der Erdoberfliche, und
eine bestimmte Schwingungsdauer (Farbe) ist ja im Spektrum
durch eine bestimmte Stelle (Fraunhofersche Linie) charak-
terisiert. Dieser Effekt, welcher fiir eine Wellenlinge
7 = 400 yyu ungefdhr 0,008 A betrigt, hat jedoch bisher nicht
mit Sicherheit festgestellt werden kénnen. Auch bei den
Fixsternen liegen verschiedene Angriffspunkte fiir die Be-
handlung dieser Frage vor und auch Anzeichen fiir das Vor-
handensein eines solchen Gravitationseffektes. Seine Sicher-
stellung ist eine wichtige Aufgabe der Stellarastronomie. —

Die dritte, besonders wichtige Folgerung dev Einsteinschen
Theorie ist die Abhingigkeit der Lichigeschwindigkeit vom
Gravitationspotential und die sich (auf Grund des Huygens-
schen Prinzips) dadurch ergebende Kriémmung eines Licht-
strahls beim Durchgang durch ein Gravitationsfeld. Dic
Theorie ergibt also fiir einen dicht an der Sonne vorbei-
gehenden Lichtstrahl, der z. B. von einem Fixstern her-
kommt, eine gekriimmie Bahn. Infolge der Kriimmung muf}
der Stern gegen seinen wahren Ort am Himmel um cinen
Betrag verriickt erscheinen, der am Sonnenrand den Wert
von 1,7 erreicht und proportional dem Abstand vom
Sonnenmittelpunkte abnimmt. Da aber die Aufnahme eines



an der Sonne vorbeigehenden, von einem Fixstern herkom-
menden Lichtstrahls nur dann mdéglich ist, wenn das alles
iiberstrahlende Licht der Sonne am Eintritt in unsere At-
mosphére gehindert wird, so kommen nur die seltenen Mo-
mente einer totalen Finsternis fiir diese Beobachtung und
die Losung der Aufgabe in Betracht. Es ist aber zu hoffen,
daB bei der steigenden Genauigkeit der astronomischen
MeBmethoden auch noch andere Angriffspunkte sich fiir
ihre Losung werden finden lassen.

Die experimentelle Begriindung der Einsteinschen Gravi-
tationstheorie ist also noch nicht weit gediechen. Wenn die
Theorie aber trotzdem schon heute den Anspruch auf all-
gemeine Beachtung erheben kann, so hat das in der un-
gewohnlichen Einheit und Folgerichtigkeit ihrer Grund-
lagen seinen berechtigten Grund. Sie 16st in Wahrheit mit
einem Schlage alle Rétsel, welche die Bewegung der Koérper
seit Newtons Zeit bei der iblichen Auffassung iiber die Be-
deutung von Raum und Zeit fiir die Beschreibung der Natur-
vorgdnge aufgegeben hatte.



Anhang.

Anmerkung 1 (S. 2). Unter dem ,,speziellen’’ Relativitits-
prinzip soll folgendes Postulat verstanden werden: Fiir die Be-
schreibung der physikalischen Vorginge sind stets Bezugs-
systeme, die gleichférmig geradlinig gegeneinander bewegt sind,
gleichberechtigt. Das bedeutet: nehmen die physikalischen Ge-
setze in bezug auf irgendein Koordinatensystem eine besonders
einfache Gestalt an, so bewahren sie dieselbe beim Ubergang
zu irgendeinem anderen Koordinatensystem, das gegen das erste
gleichférmig geradlinig bewegt ist.

Die Galilei-Newtonsche Mechanik stellt die gleiche For-
derung fiir die Bewegungsgesetze. Das Galilei-Newfonsche
Relativitdtsprinzip unterscheidet sich also nach seinem me-
chanischen Inhalt nicht von dem speziellen Relativitatsprinzip
von Lorentz-Einstein. Dieses dehnt aber seinen Geltungsbereich
auch auf die elektrodynamischen Gesetze aus, unter Beriick-
sichtigung der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.
Beide unterscheiden sich infolgedessen durch die Transforma-
tionsgleichungen, welche gleich{ormig geradlinig gegeneinander
bewegte Koordinatensysteme, also gleichberechtigte Systeme,
aufeinander beziehen. Bewegt sich ein System #', ', &', ¢
gleichférmig parallel der x-Achse des Systems #, ¥, 2z, ¢ mit
der Geschwindigkeit v, so lauten die Transformationsglei-
chungen nach dem Galilei-Newtonschen Relativitdtsprinzip der
Mechanik: '

¥ =x—vt, Y=y, =z V=t

dagegen nach dem ,,speziellen’ Relativitdtsprinzip:

v
t-——z—x
, . ¥—Ut , ¢

I A I i
1——3 I—5




(¢ = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). Diese sogenannten
,»Loventz'-Transformationen der speziellen Relativitidtstheorie
degenerieren in diejenigen der Galilei-Newtonschen Theorie,
wenn man in ihnen v/c = o setzt, d. h. die Lichtgeschwindig-
keit als unendlich groB mneben der Geschwindigkeit v der
Systeme relativ zueinander auffaBt. Auf die Bedeutung
dieses Umstandes gehe ich im Abschnitt 3 b, S. 25, noch ein-
mal ein.

Im iibrigen sind die Gesichtspunkte, welche zum Aufgeben
des Galilei-Newtonschen Relativititsprinzips zugunsten des
»speziellen Relativitdtsprinzips von Einstein-Lorentz gefiihrt
haben, in den letzten Jahren vielfach eingehend diskutiert
worden.

Literatur: 4. Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Me-
dien, Annalen der Physik 4. Folge, Bd. 17, S. 891.

M. Laue, Das Relativititsprinzip, Sammlung , Die Wissen-
schaft’* Bd. 38, Braunschweig 1913.

J. Petzoldt, Die Relativititstheorie der Physik, Zeitschrift
fiir positivistische Philosophie, 2. Jahrgang, Nr. 1.

Anmerkung 2z (S. 16). DaB fiir jedes Punktepaar im Raum
ein und dieselbe GroBenbeziehung existiert, ndmlich der gegen-
seitige Abstand, und daB mit Hilfe dieser Beziehung jedes Punkt-
paar mit jedem andern verglichen werden kann, das ist das
charakteristische Merkmal, das den Raum von den iibrigen uns
bekannten Lontinuierlichen Mannigfaltigkeiten auszeichnet.
Den gegenseitigen Abstand zweier Punkte auf dem FuBboden
und den gegenseitigen Abstand zweier senkrecht iibereinander
liegender Punkte an der Wand des Zimmers messen wir mit den-
selben MaBstdben aus, den wir nach Belieben in jede Richtung
legen konnen. Wir konnen deswegen den gegenseitigen Ab-
stand des Punktpaares auf dem FuBboden mit dem gegen-
seitigen Abstand jedes anderen Punktpaares an der Wand
,,vergleichen®.

In dem System der Téne liegen im Gegensatz hierzu dic
Verhdltnisse ganz anders. Das System der Tone stellt eine
Mannigfaltigkeit der Dimension 2 dar, wenn man jeden Ton
durch seine Hohe und seine Stdrke in der Gesamtheit festlegt.
Es ist jedoch nicht moglich, zu vergleichen: den ,,Abstand
sveier Téne gleicher Hohe aber verschiedener Sidvke (Analogon



zu den zwei Punkten auf dem FuBboden) mit dem ,,Abstand‘
zweier Tone verschiedenev Hohe aber gleicher Stdrke (Analogon
zu den zwei-Punkten an der Wand). Die MaBverhaltnisse sind
also in dieser Mannigfaltigkeit durchaus anders.

Auch im System der Farben haben die MaBverhéltnisse ihre
Besonderheit. Die Dimension der Mannigfaltigkeit der Farben
ist die gleiche wie die des Raumes, da jede Farbe aus den drec
,,Grundfarben‘ durch Mischung hergestellt werden kann. Zwi-
schen zwei beliebigen Farben besteht aber keine Beziehung,
die dem Abstande zweier Raumpunkte entspriche. Erst wenn
man aus beiden Farben durch Mischung eine dritte ableitet,
so gelangt man zu einer Gleichung zwischen diesen drei Farben
dhnlich derjenigen, welche drei auf einer geraden Linie lie-
gende Raumpunkte verkniipft.

Diese Beispiele, die den Aufsitzen von Helmholtz entlehnt
sind, zeigen, daB die MaBverhiltnisse einer kontinuierlichen
Mannigfaltigkeit nicht schon mit ihrer Definition als einer ko#n-
tinuierlichen Mannigfaltigkeit und mit der Festlegung ihrer Di-
mension gegeben sind. Eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit
ist im allgemeinen verschiedener MaBverhédltnisse fahig. Erst
die Erfahrung erméglicht, die fiir jede Mannigfaltigkeit giiltigen
MaBgesetze abzuleiten. Die Erfahrung, daB3 dieDimensionen der
Korper von ihrer speziellen Lage und Bewegung unabhingig
sind, fithrte auf die Gesetze der euklidischen Geometrie; in ihr
ist die Kongruenz fiir die Vergleichung verschiedener Raumteile
ausschlaggebend. Diese Fragen hat Helmholtz in verschiedenen
Abhandlungen erschépfend behandelt.

Literatur: Helmholtz, Uber die tatsichlichen Grundlagen
der Geometrie, Wiss. Abh. 2, S. 610.

Helmholtz, Uber die Tatsachen, welche der Geometrie zu-
grunde liegen, Wiss. Abh. 2, S. 618.

Helmholiz, Uber den Ursprung und die Bedeutung der
geometrischen Axiome, Vortrdge und Reden 2 Bd., S. 1.

Anmerkung 3 (S. 16). Die Forderung der freien Beweglich-
keit endlicher starrer Korper 148t sich am anschaulichsten im
Gebiete des Zweidimensionalen erldutern. Denken wir uns auf
ciner I{ugel und einer Ebene je ein Dreieck gezeichnet, auf erste-
rem durch Bogen groBter Kreise begrenzt, auf der Ebene durch
gerade Linien, so kann man diese Dreiecke lings beider Ober-
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flichen nach Belieben verschieben und kann sie mit anderen
zur Deckung bringen, ohne daB sich dabei die Lingen der Seiten
und die Winkel verdnderten. Dies ist, wie Gauf nachgewiesen
hat, moglich, weil die Krimmung an jeder Stelle der Kugel
(bzw. Ebene) den gleichen Betrag hat wie an jeder anderen
Stelle. Und doch ist die Geometrie auf der Kugel eine andere
wie die auf der Ebene, weil diese beiden Gebilde nicht ohne
Zerrung aufeinander abwickelbar sind (s. Anm. 24). Auf beiden
lassen sich aber die planimetrischen Gebilde frei bewegen,
und es gelten infolgedessen auf ihnen Kongruenzsitze. Be-
stimmte man dahingegen auf irgendeiner eiférmigen Fliche ein
Dreieck durch die drei kiirzesten Verbindungslinien dreier
Punkte auf ihr, so kime zutage, daB an verschiedenen Stellen
dieser Oberfliche sich Dreiecke mit gleichen Seitenlingen
zwar konstruieren lassen, dieselben schlieBen jedoch andere
Winkel als die entsprechenden Seiten des Ausgangsdreiecks
ein, und infolgedessen wiren sich solche Dreiecke mit gleichen
Seitenldngen nicht kongruent. Auf einer eiférmigen Fliche
sind also die Figuren nicht ohne Dimensionsidnderung verschieb-
bar, und man gelangt bei dem Studium der geometrischen Ver-
héltnisse auf ihr nicht zu Xongruenzsitzen der bekannten
Art. Ganz analoge Betrachtungen lassen sich im Drei- und
Vierdimensionalen anstellen, aber natiivlich wnicht sinnlich vey-
anschaulichen. Verlangen wir, daB im Raum die Korper ohne
Dimensionsénderungen frei beweglich sein sollen, so muf3 die
»Kriimmung'‘ des Raumes an jeder Stelle die gleiche sein. Der
Begriff der Kriimmung einer mehr als zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit 148t sich dabei mathematisch streng formu-
lieren; die Bezeichnung deutet nur auf ihre analoge Bedeutung,
wie sie dem Begriffe der Kriimmung einer Fliche zukommt,
hin. Auch im Dreidimensionalen lassen sich verschiedene Fille
unterscheiden, wie die der Kugel oder Ebene im Zweidimen-
sionalen. Der Kugel entspricht ein nichteuklidischer Raum
konstanter positiver Krimmung, der Ebene der euklidische
Raum der Kriimmung Null. In beiden Riumen lassen sich
die Korper ohne Dimensionsinderung frei bewegen; aber der
euklidische Raum ist zugleich unendlich ausgedehnt, wihrend
der ,,sphérische’” Raum zwar unbegrenzt, wie die Oberfliche
der Kugel, aber nicht unendlich ausgedehnt ist. Man -findet



diese Fragen in dem bekannten Aufsatz von Helmholtz ,, Uber
den Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome*
(Vortrdge und Reden Bd. 2, S. 1) auBerordentlich schén und
ausfiihrlich dargestellt.

Anmerkung 4 (S. 17). Die Eigenschaften, die der analytische
Ausdruck fiir die Linge des Linienelementes haben muB, lassen
sich folgendermaBen erkennen :

Auf irgendeiner kontinuierlichen Mannigfaltigkeit, z. B.
einer Fliche, mogen die Zahlen #;, #, irgendeinen Punkt be-
zeichnen. Dann ist mit diesem Punkte zugleich eine gewisse
,,Umgebung’* des Punktes gegeben, die lauter Punkte der
Flache enthilt. — D. Hilbert hat in seinen ,,Grundlagen der
Geometrie" (S. 177) den Begriff einer mehrfach ausgedehnten
GroéBe (Mannigfaltigkeit) auf mengentheoretischer Grundlage
streng definiert. In dieser Definition gibt der Begriff der ,,Um-
gebung’ eines Punktes der Riemannschen Forderung des
kontinuierlichen Zusammmenhangs zwischen den Elementen der
Mannigfaltigkeit eine strenge Fassung. — Man kann nun von
dem Punkte x;, #, ausgehend in seine Umgebung stetig hinein-
wandern und an jeder Stelle, z. B. an einem Orte x; 4 dxy,
%3 -+ d#,, nach der ,,Entfernung” dieses Punktes vom Aus-
gangspunkt fragen. Die Funktion, welche diese Entfernung
mift, wird von den Werten #,, #,, dv,, dv, abhingen und wird
an jedem Zwischenpunkt des Weges, der uns von x,, ¥, nach
dem Punkte #, + dxq, #, + dx, gefiithrt hat, gewisse, sich stetig
dndernde, und zwar, wie wir voraussetzen kénnen, stetig wach-
sende Werte durchlaufen. Im Punkte #,, #, selbst wird sie den
Wert Null annehmen, fiir jeden sonstigen Punkt der Umgebung
positiv sein miissen. Ferner wird man erwarten, daB, wenn
fiir irgendeinen Zwischenpunkt, er sei durch die Zahlen #, 4+ d &,,
#;+d &, gekennzeichnet, d §; =1/, dx,, d &, =1/, dx, ist, in die-
sem Punkte die gesuchte, die Entfernung messende Funktion,
einen Betrag annimmt, der die Hélfte des Betrages im Punkte
%y + d#,, %, + d#, ist. Unter diesen Annahmen wird die ge-
suchte Funktion homogen und vom 1. Grade in den dx sein;
{hr Wert wird namlich dann mit demjenigen Faktor multipli-
ziert erscheinen, um welchen man die dx eventuell vergroBert.
Ferner soll sie, wenn alle d» = o sind, selbst verschwinden,
und wenn alle dv ihr Vorzeichen dndern, ihren, stets positiven,
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Wert nicht d&ndern. Man sieht ohne weiteres ein, daB die
Funktion

ds = Vé’ud"/'l2 + gdrda, + gnda,?
allen diesen Anforderungen gerecht wird; sie ist aber keines-
wegs die einzige Funktion dieser Art.

Anmerkung 5 (S.20). Der Ausdruck vierter Ordnung fiir
das Linienelement wiirde aber z. B. keine geometrische Inter-
pretation der Formeln gestatten, wie das bei dem Ausdrucke

ds?=g;dx?+ gpdy,da, 1+ ... gz dxg®
moglich ist, den man als allgemeinen Fall des pythagoreischen
Lehrsatzes auffassen kann.

Anmerkung 6 (S. 20). Unter einer ,,diskreten’* Mannigfal-
tigkeit versteht man eine solche, bei welcher zwischen den ein-
zelnen Elementen kein kontinuierlicher Ubergang moglich ist,
sondern jedes Element gewissermaflen ein selbstdndiges Indi-
viduum darstellt. Eine solche Mannigfaltigkeit stellt z. B. die
Menge aller ganzen Zahlen dar, oder auch die Menge aller
Planeten im Sonnensystem u. a. m.; fiberhaupt, die abzihl-
baren Mengen der Mengenlehre sind solche diskreten Mannig-
faltigkeiten. Das ,,Messen‘‘ in einer diskreten Mannigfaltigkeit
geschieht einfach durch das ,,Zdhlen' und stellt uns keine
besonderen Probleme, da alle Mannigfaltigkeiten dieser Art
diesem gleichen MeBprinzip unterliegen. Wenn Riemann
dann fortfdhrt: ,,Es muf3 also entweder das dem Raum zu-
grunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bil-
den, oder der Grund der MaBverhiltnisse auBerhalb in darauf
wirkenden bindenden Kriften gesucht werden’, so will er da-
mit nur eine Méglichkeit andeuten, die uns allerdings zur Zeit
noch fernliegt, prinzipiell aber immer offen gelassen werden
muB. Gerade in den letzten Jahren ist fiir eine andere Mannig-
faltigkeit, die in der Physik eine groBe Rolle spielt, namlich
fiir die ,,Energie* ein dhnlicher Wechsel in der Auffassung tat-
sachlich geschehen und man wird an diesem Beispiele den
Sinn obiger Andeutung am leichtesten verstehen.

Bis vor wenigen Jahren faBte man die Energie, die ein
Koérper durch Strahlung abgibt, als eine kontinuierlich ver-
dnderliche GréBe auf und versuchte darum ihren jeweiligen
Betrag durch eine stetig verdnderliche Zahlenfolge zu messen.



6T —

Die Untersuchungen von M. Planck haben jedoch zu der An-
schauung gefithrt, daB diese Energie quanfenhaft emittiert
wird und deshalb das ,,Messen’’ ihres Betrages auf ein ,,Zah-
len’ der Quanten hinauslduft. Das der Strahlungsenergie hier-
nach zugrunde liegende Wirkliche wire also eine diskrete, nicht
eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit. Setzen wir nun den
Fall, daB die Auffassung immer fester FuB8 faBite, einerseits,
daB alle Abmessungen im Raum sich nur auf Abstinde von
Atheratomen bezdgen, andererseits die Abstinde einzelner
Atheratome voneinander nur bestimmter Werte fihig seien,
so wiirde man alle Abstinde im Raum durch ,,Z&hlen’* dieser
Werte erhalten und den Raum als eine diskrete Mannigfaltig-
keit aufzufassen haben. ‘

Anmerkung 7 (S. 22). C. Neumann, Uber die Prinzipien der
Galilei-Newtonschen Theorie, Leipzig 1870, S. 18.

Anmerkung 8 (S. 22). H. Streintz, Die physikalischen Grund-
lagen der Mechanik, Leipzig 1883.

Anmerkung 9 (S.24). A. Einstein, Annalen der Physik,
4. Folge, Bd. 17, S. 891.

Anmerkung 10 (S. 25). Ph. Frank und H. Rothe, Ann. d.
Phys., 4. Folge, Bd. 34, S. 825.

Die Voraussetzungen fiir die allgemeinen Transformations-
gleichungen, durch welche zwei Systeme S und §’, die sich
gleichformig geradlinig mit der Geschwindigkeit ¢ gegeneinander
bewegen, aufeinander bezogen werden, lauten:

1. Die Transformationsgleichungen bilden eine lineare
homogene Gruppe mit dem variablen Parameter g. D. h. also:
Die Aufeinanderfolge zweier Transformationsgleichungen, von
denen die eine das System S auf S’ bezieht und die zweite S’
auf S” — S soll gegen S’ die konstante Geschwindigkeit g,
S’ gegen S’ die konstante Geschwindigkeit ¢’ haben — fithrt
wieder zu einer Transformationsgleichung der gleichen Gestalt,
wie sie die Ausgangsgleichungen haben; der in der neuen Glei-
chung auftretende Parameter ¢’/ hingt in bestimmter Weise
von ¢’ und g ab.

2. Die Kontraktionen der Lingen hingen nur von dem
Betrage des Parameters ¢ ab. — Man muf natiirlich von An-
fang an mit der Moglichkeit rechnen, daB die Linge eines
Stabes vom ruhenden System aus gemessen anders ausfillt,
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als wie im bewegten System gemessen. Die Bedingung 2 ver-
langt nun, daB, wenn sich Kontraktionen (d. h. Anderungen der
Lingen bei diesen verschiedenen Bestimmungsweisen) offen-
baren, diese dem Betrage nach nur von der Grofe der Ge-
schwindigkeit beider Systeme zueinander und nicht von der
Richtung ihrer Bewegung im Raum abhingen sollen. Diese
Forderung erteilt also dem Raum die Eigenschaft der Isotropie
und entspricht ungefidhr derjenigen Forderung des Abschnittes
3 a, daB jedes Linienelement unabhingig von Ort und Richtung
mit jedem anderen der Linge nach verglichen werden kann.

Wesentlich ist, daB in beiden Voraussetzungen 1. und 2. die
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit #nicht verlangt wird. Viel-
mehr ist die awusgezeichnete Eigenschaft einer bestimmten
Geschwindigkeit, in aflen durch solche Transformationen aus-
einander hervorgehenden Systemen, ihren Wert beizubehalten,
eine strenge Folgerung dieser beiden allgemeinen Forderungen,
und das Ergebnis des Michelsonschen Versuches nur die Fest-
legung des Betrages dieser ausgezeichneten Geschwindigkeit,
welcher natiirlich nur durch die Erfahrung gewonnen werden
konnte. )

Anmerkung 11 (S. 26). Minkowski hat diese Folgerung des
speziellen Relativitdtsprinzips als erster mit besonderem Nach-
druck hervorgehoben. '

Anmerkung 12 (S. 28). Die Bezeichnung ,,Inertialsystem‘
war urspriinglich nicht mit dem System verkniipft, das Neu-
mann mit dem hypothetischen Ko6rper Alpha verband. Man
versteht aber jetzt allgemein unter einem Inertialsystem ein
geradliniges Koordinatensystem, in bezug auf welches ein nur
seiner Trégheit unterworfener Massenpunkt sich geradlinig
gleichférmig bewegt. Wiahrend C. Neumann den Korper Alpha
als ein durchaus hypothetisches Gebilde zur Formulierung des
Trigheitsgesetzes erfand, glaubten nachfolgende Untersuchun-
gen, speziell solche von L. Lange, daB auf Grund strenger kine-
matischer Uberlegungen ein Koordinatensystem abgeleitet
werden konne, das die Eigenschaften eines solchen Inertial-
systems besitze. Wie aber C. Neumann und J. Petzoldt gezeigt
haben, enthielten diese Entwicklungen fehlerhafte Vorausset-
zungen und geben dem Trigheitsgesetz keine besser fundierte
Grundlage als der von Newmann eingefithrte Korper Alpha.



Ein solches Inertialsystem legen iibrigens diejenigen geraden
Linien fest, welche drei unendlich weit voneinander entfernte
Massenpunkte verbinden, die sich gegenseitig also nicht beein-
flussen und auch sonst keinen Kriften unterliegen. Man er-
sieht aus dieser Definition, warum in der Natur ein Inertial-
system nicht zu finden sein wird und warum infolgedessen
das Tragheitsgesetz naturwissenschaftlich befriedigend nie wird
formuliert werden koénnen.

Literatur: C. Neumann, Uber die Prinzipien der Galilei-
Newtonschen Theorie. Leipzig 1870.

L. Lange, Ber. der Kgl. Sichs. Ges. d. Wiss. math.-phil.
Klasse 1885.

L. Lange, Die Geschichte der Entwickelung des Bewegungs-
begriffes, Leipzig 1886.

. H. Seeligey, Ber. der Bayr. Akad. 1906, Heft 1.
C. Neumann, Bericht der Kgl. Sichs. Ges. d. Wiss. math.
phys. Klasse 1910, Bd. 62, S.69 und 383.

J. Petzoldt, Ann. der Naturphilosophie, Bd. 7.

Anmerkung 13 (S. 29). E. Mach, Die Mechanik in ihrer Ent-
wicklung. 4. Aufl,, S. 244.

Anmerkung 14 (S. 30). Die neuen Gesichtspunkte iiber das
Wesen der Trigheit entstammen dem Studium der elektro-
magnetischen Strahlungsvorginge. Die spezielle Relativitits-
theorie hat sie dann durch den Satz von der Trigheit der Energie
dem ganzen Gebdude der theoretischen Physik organisch ein-
gegliedert. Die Dynamik der Hohlraumstrahlung, d. h. die
Dynamik eines von masselosen Winden begrenzten und mit
elektromagnetischer Strahlung erfiillten Raumes lehrte, daB
ein solches System jeder Bewegungsinderung einen Wider-
stand entgegensetzt, wie ein bewegter schwerer Kérper. Das
Studium der Elektronen (freier elektrischer Ladungen) in frei
beweglichem Zustande, z. B. in einer Kathodenréhre, lehrte
desgleichen, daB diese kleinsten Teilchen sich wie trige Korper
verhalten, ihre Trégheit jedoch nicht durch Materie bedingt
wird, an welche ihre Ladung gebunden wire, sondern durch
die elektromagnetischen Feldwirkungen, denen das bewegte
Elektron unterliegt. Daraus entstand der Begriff der schein-
baren (elektromagnetischen) Masse eines Elektrons. Die spe-
zielle Relativitidtstheorie fithrte schlieBlich zu der Erkennt-



nis, daB aller Energie die Eigenschaft der Trigheit zuzu-
sprechen sei. '

Ein jeder Korper enthdlt. Energie (z. B. in seinem Inneren
einen bestimmten Betrag in Form von Warmestrahlung). Die
Tragheit, die er offenbart, ist also zum Teil auf das Konto
dieses Energieinhaltes zu setzen. Da dieser Anteil nach der
speziellen Relativitdtstheorie eine relative, d. h. von der Wahl
des Bezugssystems abhingige Grofle darstellt, so kommt auch
dem Gesamtbetrag der trigen Masse dieses Korpers kein ab-
soluter, sondern nur ein relativer Wert zu. Nun verteilt sich
dieser Energieinhalt an strahlender Wirme bei jedem Korper
iiber sein ganzes Volumen, man wird also von dem Energie-
inhalte der Volumeinheit sprechen koénnen und daraus den
Begriff der Emnervgiedichte ableiten. Diese Dichte der Energie
ist dann auch eine dem Betrage nach vom Bezugssystem ab-
hingige Groéfe.

Literatur: M. Planck, Ann. der Phys., 4. Folge, Bd. 26.

M. Abraham, LElektromagnetische Energie der Strahlung,
2. Aufl. 1908.

Anmerkung 15 (S. 30). Die Bestimmung der trigen Masse
eines Korpers durch- die Messung seines Gewichtes ist nur auf
Grund der Erfahrungstatsache moglich, daf alle Korper in
dem Gravitationsfelde an der Oberfliche der Erde mit gleicher
Beschleunigung fallen. Nennt man p und p’ die Drucke zweier
Korper auf die gleiche Unterlage (Gewicht), g die, Beschleuni-
gung im Schwerefeld der Erde am betreffenden Beobachtungs-
orte, so ist

P =m-gDynen bzw. P’ =m'.g Dynen,
wobei m und s’ die zwei Proportionalititsfaktoren sind, die
man die Massen der betreffenden zwei Koérper nennt. Da in
beiden Gleichungen derselbe Wert g eingeht, so ist
' 74)/ m/
P

und man kann demgeméaf die Massen der Korper an demselben
Ort durch ihre Gewichie messen.

Obwohl schon Newfon gezeigt hatte, dal alle Korper an
demselben Erdorte gleichbeschleunigt fallen (wenn man die
Wirkung des Luftwiderstandes auf die Korper eliminiert), so



hat doch diese hochst merkwiirdige Tatsache in den Grund-
lagen der Mechanik keinen Platz gefunden. Erst dds ,,Aqui-
valenzprinzip‘‘ von Eiustein (s. Abschnitt 4, 'S. 37) rdumt ihr
die Stellung ein, die ihr unzweifelhaft zukommt.

Anmerkung 16 (S. 32). B.und J. Friedldnder haben aus
denselben Uberlegungen heraus ein Experiment vorgeschlagen,
um die Relativitdt der Rotationsbewegungen, mithin die Um-
kehrbarkeit der Zentrifugalerscheinungen darzutun. (,,Abso-
lute und relative Bewegung.’” Berlin, Leonhard Simion 18g6.)
Wegen der Kleinheit des Effektes ist dasselbe zwar zur Zeit
nicht durchfithrbar, es ist aber durchaus geeignet, den physi-
kalischen Inhalt dieser Forderung dem Verstindnis ndher zu
bringen.

,,Das empfindlichste aller Instrumente ist bekanntlich die
Drehwage. Die groBten rotierenden Massen, mit denen wir
experimentieren kénnen, sind aber wohl die groSen Schwung-
rider in Walzwerken und anderen gro8en Fabriken. Die Zen-
trifugalkrifte duBern sich bekanntlich in einem von der Ro-
tationsachse zu entfernen strebenden Drucke. Stellen wir also
eine Drehwage in nicht zu groBer Entfernung von einem groBen
Schwungrade auf, so daB der Aufhidngungspunkt des dreh-
baren Teils der Drehwage (der Nadel) genau oder anndhernd
in der Verlingerung der Achse des Schwungrades liegt, so miiBte
sich die Nadel, wenn sie nicht von vornherein der Ebene des
‘Schwungrades parallel war, sich dieser Lage zu nidhern streben
und einen entsprechenden Ausschlag geben. Auf jeden, nicht
in der Umdrehungsachse liegenden Massenteil wirkt nédmlich
die Zentrifugalkraft in dem Sinne, daB sie ihn von der ‘Achse
zu entfernen strebt, Man -sieht sofort, daB eine méglichst
weitgehende Entfernung erreicht wird, wenn die Nadel parallel
steht. :

Der von B. und j. Friedlinder vorgeschlagene Versuch stellt
nur eine Variante desjenigen Versuches dar, welcher Newton
zu seiner ‘Auffassung iiber den absoluten Charakter der Ro-
tation gefiithrt hat. Newfon hingte ein zylindrisches mit Wasser
gefiilltes GefiBl an einem Faden auf, drehte es so lange um die
durch den Faden definierte Achse herum, bis der Faden ganz
steif war. Wenn dann GefiB und Fliissigkeit sich véllig in
Ruhe befanden, lieB er den Faden sich wieder abldsen, wobei

Freundlich, Gravitationstheorie. 2. Aufl. 5
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GefiB und Flissigkeit in schnelle Rotation geraten, und beob-
achtete dabei folgendes: Unmittelbar nach dem Loslassen
nahm nur das GefiBl an der Rotation’ teil, da die Reibung des
Wassers an den Wianden desselben nicht hinreicht, um der
Fliissigkeit sofort die Rotation zu tibermitteln. Solange das
der Fall war, blieb die Oberfliche des Wassers eine horizontale
Ebene. Je mehr aber das Wasser von den rotierenden Wianden
mitgerissen wurde, um so deutlicher traten die Zentrifugal-
krafte in Erscheinung und trieben das Wasser an den Winden
hoch, so daB schlieBlich seine Oberfliche die Form eines Ro-
tationsparaboloids annahm. Aus dieser Wahrnehmung schloB
Newton, "daBl die Relativvotation der GefiBwinde gegen das
Wasser in demselben keine Krifte auslost. Erst wenn das
Wasser selbst an der Rotation teilnimmt, machen sich die
Zentrifugalkrifte bemerkbar. Daraus schlo8 er auf den ab-
soluten Charakter der Rotationen.

Dieser Versuch ist in spédterer Zeit vielfach diskutiert wor-
den, und schon E. Mack hat gegen die Folgerung Newfons
den Einwand erhoben, da man nicht ohne weiteres behaupten
konne, daB die Relativrotation der GefiBwinde gegen das
Wasser iiberhaupt ohne EinfluB auf dasselbe sei. Es sei sehr
gut denkbar, daB, wenn die Masse des Gefdfles gro genug
ware, also z. B. seine Wandstirke viele Kilometer stark, da8
dann bei einem rotierenden GefiB die Oberfliche des ruhenden
Wassers nicht eben bliebe. Dieser Einwand steht mit der Auf-
fassung der allgemeinen Relativititstheorie durchaus im Ein-
klang. Nach dieser kénnen die Zentrifugalkrifte auch als die
Gravitationskrifte aufgefaBt werden, die die Gesamtheit der um
das Wasser rotierenden Massen auf dasselbe ausiiben. Die Gra-
vitationswirkung der GefiBwinde auf die eingeschlossene Fliis-
sigkeit ist natiirlich verschwindend gering gegeniiber der aller
Massen des Weltalls. Erst wenn das Wasser gegeniiber diesen
sich in Rotation befindet, sind merkliche Zentrifugalkrifte.zu
erwarten. Der Versuch der Briider B. und J. Friedldnder sollte
nun den von Newfon angestellten Versuch verfeinern, indem an
die Stelle des Wassers eine empfindliche Drehwage gesetzt
wurde, die- schon minimalen Kriften nachgibt, und an die
Stelle des GefiBes die Masse eines gewaltigen Schwungrades
trat. Aber auch diese Anordnung kann zu keinem positiven



Ergebnis fithren, da auch das gréBtméogliche Schwungrad, das
zur Zeit Verwendung finden koénnte, doch nur eine verschwin-
dend kleine Masse gegeniiber den Massen des Weltalls darstellt.

Anmerkung 17 (S. 32). Von Kraftfeldern spricht man dann,
wenn die betreffende Kraft von Ort zu Ort stetig verdanderlich
ist und an jedem Ort durch den Wert einer Funktion des Ortes
gegeben wird. Die Zentrifugalkrédfte im Innern und an der Ober-
fliche eines rotierenden Ko6rpers haben eine solche feldmiBige
Verteilung iiber das ganze Volumen des Korpers, und es steht
nichts im Wege, dieses Feld auch iiber die Oberfliche des Koér~
pers hinaus fortgesetzt zu denken, z. B. iiber die Oberfliche
der Erde hinaus in ihre Atmosphidre. Man wird also kurz von-
dem Zentrifugalfeld der Erde sprechen; und da die Zentrifugal-
krafte nach den bisherigen Anschauungen nur durch die Tvdg-
heit der Korper bedingt sind und nicht durch ihre Schwere, so
ist dieses Feld ein Tvdgheitsfeld im Gegensatz zum Schwerefeld,
unter dessen Einflu alle Korper, die nicht unterstiitzt oder
aufgehidngt sind, auf der Erde fallen.

Auf der Erde iiberlagern sich demgemifl die Wirkungen
mehrerer Kraftfelder: die Wirkung des Schwerefeldes, das von
der Gravitation der Massenteilchen der Erde aufeinander her-
rithrt und das zum Erdzentrum hingerichtet ist; die Wirkung
desZentrifugalfeldes, welches nach Einstein auch als ein Schwere-
feld aufgefaBBt werden kann, und dessen Kraftwirkung parallel
der Ebene der Breitenkreise nach auBlen gerichtet ist; schlieB-
lich die Wirkung des Schwerefeldes der verschiedenen Himmels-
koérper, in erster Linie der Sonne und des Mondes.

Anmerkung 18 (S. 33). Edfvds hat das Resultat seiner Mes-
sungen in den ,,Mathematischen und Naturwissenschaftlichen
Berichten aus Ungarn‘* Bd. VIII, S. 64, 1891 verdffentlicht.

Wihrend die fritheren Untersuchungen iiber die Anziehung
der Erde auf verschiedene Substanzen von Newfon und Bessel
(Astr. Nachr. 10, S. 97, und Abhandlungen von Bessel Bd. 111,
S. 217) sich auf Pendelbeobachtungen griinden, hat Edtvds mit
empfindlichen ‘Torsionswagen gearbeitet.

Die Kraft, infolge welcher alle Koérper fallen, setzt sich aus
zwei Komponenten .zusammen: aus der Anziehungskraft der
Eyde, welche (bis auf Abweichungen, die vorerst vernachlis-
sigt werden konnen) nach dem Erdmittelpunkt gerichtet ist,

5*
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und der Zentrifugalkraft, welche parallel den Breitenkreisen
nach auBen gerichtet ist. Wire die Anziehungskraft der Erde
auf zwei Korper gleicher Masse, aber aus verschiedenem Stoff
verschieden, so miiBte die Resultante aus Anziehungs- und
Zentrifugalkraft fiir dieselben verschiedene Richtungen haben.
Egtvds schreibt sodann : ,,Durch Rechnung finden wir, daB, wenn
die Anziehung der Erde auf zwei Korper von gleicher Masse,
jedochr von verschiedener Substanz um ein Tausendstel ver-
schieden wire, die Richtungen der Schwere der beiden Korper
miteinander einen Winkel von 0,356 Sek., das ist ungefdhr eine
Drittelsekunde, bilden wiirden; und wenn die Differenz in der
Anziehungskraft ein Zwanzigmillionstel betriige, mii3te dieser
Winkel 356/,, Mill. Sek. haben, das ist etwas mehr als eine
Sechzigtausendstel-Sekunde‘‘; und weiterhin:

,,Ich befestige in meinen Torsionswagen an den Enden
eines Wagebalkens von 25—j50 cm Lidnge, welcher an einem
dinnen Platindraht hing, einzelne Korper von ungefihr 30 g
Gewicht. Nachdem der Balken senkrecht auf den Meridian
gestellt wurde, bestimmte ich genau seine Lage mittels eines
sich mit ihm bewegenden und eines an dem Kasten des In-
strumentes befestigten Spiegels. Dann drehte ich das Instru-
ment samt Kasten um 180° so zwar, daf3 der Korper, der
sich frither am Ostlichen Ende des Balkens befand, jetzt an
das westliche Ende kam, und nun bestimmte ich von neuem
die Lage des Balkens zum Instrument. Wenn die Schweren
der an den beiden Seiten angebrachten Kérper verschieden
gerichtet wiren, so miiBte eine Torsion des Aufhingedrahtes
erfolgen. Das zeigte sich aber nicht, wenn mit der auf der einen
Seite konstant angebrachten Messingkugel auf der anderen
Seite Glas, Korkholz oder Antimonkristalle befestigt waren;
und doch miiBte eine Abweichung von /g4 Sekunde in
der Richtung der Schwerkraft eine Torsion von einer Minute,
welche genau beobachtbar ist, hervorrufen.*

Eétvos erreicht also eine Genauigkeit, wie sie ungefdhr beim
Waigen erreicht wird, und das war sein Ziel, denn die Methode,
durch Wigen die Masse der Korper zu bestimmen, beruht ja
auf dem Grundsatze, daB die Anziehung der Erde auf ver-
schiedene Korper nur von deren Masse und nicht von ihrer sub-
stanziellen Beschaffenheit abhingt. Dieser Grundsatz muBte also



mit einem gleichen Grade von Genauigkeit bewiesen sein, wie
sie bei Wagungen erreicht wird. Wenn iberhaupt ein solcher
Unterschied in der Schwere verschiedener Korper gleicher
Masse, aber verschiedener Substanz vorhanden sein sollte, so
ist derselbe, nach Edtvds, fiir Messing, Glas, Antimonit, Kork-
holz kleiner als ein Zwanzigmillionstel, fiir Luft und Messing
kleiner als ein Hunderttausendstel.

Anmerkung 19 (S. 34). S.a. 4. Einstein, Grundlagen der allge-
meinen Relativitdtstheorie, Ann. d. Phys. 4. Folge, Bd. 49, S. 769.

Anmerkung 20 (S. 35). Die Gleichung 6 {f ds} = o besagt,
daB die Variation der Wegldnge zwischen zwei gentigend nahen
Punkten der Bahn fiir die wirklich eingeschlagene Bahn ver-
schwindet; d. h. unter allen moglichen Bahnen zwischen zwei
solchen Punkten wihlt die wahre Bewegung die kiirzeste aus.
Bleibt man vorerst auf dem Boden der alten Mechanik, so
wird folgendes Beispiel den Sinn dieses Grundsatzes klarlegen:
Bei der Bewegung eines Massenpunktes, der im Raum frei
beweglich ist, ist die gerade Linie immer die kiirzeste Ver-
bindungslinie zweier Raumpunkte, und der Massenpunkt wird
sich auf dieser geraden Linie von dem einen Punkt zu dem
anderen hinbewegen, wenn nicht sonstige stérende Einfliisse
vorliegen (Trigheitsgesetz). Tst der Massenpunkt gezwungen,
auf irgendeiner krummen Fliche sich zu bewegen, so wird
er lings einer geoditischen Linie dieser Fliche von einem
Punkte zu einem anderen schreiten, da die geoditischen
Linien die kiirzesten Verbindungslinien der Punkte auf der
Fliache darstellen. — In der Einsteinschen Theorie gilt nun ein
ganz entsprechendes, nur viel allgemeineres Prinzip. Unter
dem EinfluB von Tvdgheit und Schwere schreitet jeder Massen-
punkt lings der geoditischen Linien der Raum-Zeit-Mannig-
faltigkeit hin. DaB diese Linien im allgemeinen keine geraden
Linien sind, beruht darauf, daB das Gravitationsfeld den
Massenpunkt gewissermafBlen einem Zwang unterwirft, so etwa
wie die krumme Fliche die Bewegungsfreiheit des Massen-
punktes einschrinkte. Ein ganz entsprechendes Prinzip hatte
schon Heinrich Heriz in seiner Mechanik zum Grundprinzip
fiir alle Bewegungen erhoben.

Anmerkung 21 (S. 36). S. 4. Einstein, Ann. d. Phys. 4. Folge,
Bd. 35, S. 898.



Anmerkung 22 (S. 37). Der Ausdruck ,,Beschleunigungs-.
transformation‘’ soll besagen, daf die der Betrachtung zugrunde
liegende Transformation der Verdnderlichen #, y, 2z, ¢ in ein
System von Verinderlichen x;, #,, #3, #; als die Beziehung
zweier Bezugssysteme aufeinander aufgefaBt werden kann, die
sich relativ zueinander in beschleunigier Bewegung befinden.
Die Art des Bewegungszustandes zweier Bezugssysteme zu-
einander findet in der analytischen Gestalt der Transformations-
gleichungen ihrer Koordinaten ihren Ausdruck.

Anmerkung 23 (S. 40). Im folgenden sollen 1. die Grund-
gleichungen der neuen Theorie explicite hingeschrieben und
2. der Ubergang zu den Newfonschen Grundgleichungen der
Mechanik vollzogen werden.

4
Aus der Variationsgleichung 6 / ds =0, wods® = Zg,”, ax, dx,
1

isf, gehen durch Ausfithrung der Variation die vier totalen
Differentialgleichungen hervor:

d?xs Ie dx. da N
(1) adst T Z v ds ds (0—1,2,3,4>-

Das sind die Bewegungsgleichungen eines mateviellen Punhkies
im Gravitationsfelde dev g,,,.
Hierin bedeutet das Symbol I den Ausdruck

ny

I 6a—'6g,ua 6g1a 65’/&1’)

6%# S Xa

Das Symbol g°* bedeutet die Unterdeterminante zu g,, aus der

‘Determinante {g“' 'g“}, dividiert durch diese Determinante.
41+ - 544
Die 10 Differentialgleichungen fiir die ,,Gravitationspoten-

tiale* 8uer Jauten:
ar; 1 ;
I A L

Die GroBen 7,, und T sind Ausdriicke, die mit den Xompo-
nenten des Spannungs-Energie-Tensors (der in der neuen
Theorie an die Stelle der Massendichte als felderregende Grée
tritt), in einfacher Beziehung stehen. 2 ist im wesentlichen
gleich der Gravitationskonstante der Newionschen Theorie.



Die Diffeventialgleichungen (1) wund (2) sind die Grund-
gleichungen der weuen Theovie. Eine ausfithrliche Ableitung
derselben findet man in der Broschiire von A. Einstein, ,,Die
Grundlage der allgemeinen Relativitidtstheorie. J. A. Barth,
Leipzig 1916.

2. Um von diesen Gleichungen aus den AnschluB3 an die
Newtonsche Theorie zu gewinnen, muB man verschiedene
vereinfachende Voraussetzungen machen. Wir wollen erstens
voraussetzen, daB die g,, finr um GroBen, die klein gegen 1
sind, von den Werten abweichen, die durch das Schema:

811 812 813 B1a —I OO ©o o©
821 822 B3 Baa | __ oO—I o o
831 832 833 £34 o o—I o
811 812 843 Saa/. o o o —i—IJ

gegeben sind. Diese Werte fiir die g, charakterisieren den Fall
der speziellen Relativititstheorie, also den Fall des gravitations-
freien Zustandes. Auch wollen wir annehmen, da im Unend-
lichfernen die g, in die obigen Werte iibergehen; d. h. da8 die
Materie sich nicht bis ins Unendliche ausdehnt.

Zweitens wollen wir annehmen, daB die Geschwindigkeiten
der Materie klein gegen die Lichtgeschwindigkeit seien und als
unendlich kleine Grofen erster Ordnung aufgefaBt werden
kénnen. Dann sind die GréBen

dy, dx, duay
ds’ ds’ ds

dx,
ds
Ordnung gleich 1. Aus der Definitionsgleichung des I Z,. er-
kennt man dann, daB diese GroBen unendlich klein erster
Ordnung sind. Wenn man GréSen zweiter Ordnung vernach-
lassigt und schlieBlich annimmt, daB bei den kleinen Geschwin-
digkeiten der Materie die Anderungen des Gravitationsfeldes
nach der Zeit klein sind, d. h. daB8 die Ableitungen der g.» nach
der Zeit neben denjenigen nach den riumlichen Koordinaten
vernachléssigt werden kénnen, so nimmt das Gleichungs-
.system (1) die Gestalt an:

unendlich klein erster Ordnung und bis auf GroBen zweiter

{1a)




Dies wire schon die Bewegungsgleichung eines Massen-
punktes nach der Newtonschen Mechanik, wenn é— g4 das ge-

wohnliche Gravitationspotential darstellte. Wir miissen also
noch sehen, was unter den hier gewdhlten vereinfachenden Vor-
aussetzungen aus der Differentialgleichung fiir g,, in der neuen
Theorie wird.

Der felderregende Spannungs-Energie-Tensor schrumpft bei
unseren ganz speziellen Annahmen auf die Massendichte o zu-
sammen :

T'=Ty=o-

In den Differentialgleichungen (2) ist das zweite Glied auf
der linken Seite das Produkt zweier Gré8en, die nach den obigen
Uberlegungen als unendlich klein erster Ordnung zu betrachten
sind. Das zweite Glied kénnen wir also, als unendlich klein
zweiter Ordnung, auBer acht lassen. Das erste Glied dagegen
liefert, wenn man, wie oben, die nach der Zeit differenzierten
Glieder wegldfit, also das Gravitationsfeld als ,,stationédr’ auf-
falt, fir u=» =4

1 (6% guy 8% gy 08\ _ I
“?(axlz TS T Tx;?) =—Z4deu.

Also degeneriert die Differentialgleichung fiir g,, in die Poisson-
sche Gleichung:
(2a) Agy=x-0

In erster Ndherung, d. h. also wenn man die Lichtgeschwin-
digkeit als die unendlich groBe Geschwindigkeit auffaft, was
ja, wie im Abschnitt 3b ausfiihrlich erldutert wurde, ein charak-
teristisches Merkmal der klassischen Theorie ist, und wenn man
gewisse einfache Annahmen iiber das Verhalten der g,, im
Unendlichfernen macht und- die zeitlichen Anderungen des
Gravitationsfeldes vernachlissigt, werden aus den, auf Grund
ganz allgemeiner Ansdtze gewonnen, Differentialgleichungen
der Einsteinschen Theorie die bekannten Gleichungen der
Newtonschen Mechanik.

Anmerkung 24 (S. 42). Die TFlichentheorie, d. h. das
Studium der Geometrie auf einer Fliche, fithrt unmittel-
bar zu der Erkenntnis, daB die fir irgendeine Fldche ge-
wonnenen Sitze auch fir jede andere Fliche gelten, die



man aus der ersten durch Verbiegung ohne Zerrung er-
erzeugen kann. Kann man namlich zwei Flichen Punkt
fiir Punkt so aufeinander beziehen, daB 4z entsprechen-
den Punkten die Linienelemente gleich sind, so sind auch ent-
sprechende endliche Bogen, Winkel, Figureninhalte usw. gleich.
Man gelangt also auf beiden Flichen zu den nimlichen plani-
metrischen Sitzen. Man nennt solche Flichen aufeinander ab-
wickelbar. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die Abwickelbarkeit ist, daB der Ausdruck fiir das Linienelement
der einen Fliche
ds?=gyd#%+ g1.d ¥ d % + g d #°

in denjenigen der anderen

Ads’?=g';da" 2+ gpda/ day) + ¢pday?
transformiert werden kann. Nach einem Satze von Gauf ist
dazu notwendig, daB beide Flichen gleiches Kriimmungsmaf
haben. Ist es zugleich lings der ganzen Fliche konstant, wié
z. B. auf einem Zylindermantel oder auf einer Ebene, so ist aller
Anforderungen fiir die Abwickelbarkeit der Flichen geniigt.
Andernfalls liefern besondere Gleichungen dariiber AufschluB,
ob die Fliachen oder Stiicke derselben aufeinander abgewickelt
werden kénnen. Die zahlreichen Teilaufgaben, die sich bei
diesen Fragen ergeben, sind in jedem Buche iiber Differential-
geometvie (Bianchi-Lukat) eingehend besprochen. Diese Dis-
ziplin, die bisher nur mathematisches Interesse beanspruchte,
gewinnt nun auch weitgehende Bedeutung fiir die Naturwissen-
schaften.

Anmerkung 25 (S. 48). Man darf sich auch nicht der Tau-
schung hingeben, das Newfonsche Grundgesetz der Gravitation
irgendwie als eine Ervkldrung der Gravitation aufzufassen. Der
Begriff der Anziehungskraft ist unserem Muskelgefiihl entlehnt
und hat darum, auf leblose Materie iibertragen, keinen Sinn.
C. Neumann, der viel Mithe darauf verwandt hat, die Newfon-
sche Mechanik auf eine solide Basis zu stellen, hat selbst diesen
Punkt in drastischer Weise zu Beginn seiner, im friiheren oft
angefithrten Schrift durch eine Erzihlung glossiert, die die
Schwichen der bisherigen Auffassung krafB3 beleuchtet.

,,Nehmen wir an, ein Nordpolfahrer erzidhlte uns von jenem
ratselhaften Meer. Es wire ihm gegliickt, in dasselbe einzu-



dringen und es habe sich ihm dort ein merkwiirdiges Schauspiel
dargeboten. Mitten im Meere habe er zwei schwimmende Eis-
berge erblickt, ziemlich. weit voneinander entfernt, einen gré-
Beren und einen kleineren. Aus dem Inneren des groBen Berges
sei eine Stimme ertdnt, welche in befehlendem Tone gerufen
habe: ,,Zehn FuB ndher!” und sofort habe der kleine Eisberg
dem Befehle Folge geleistet und sei zehn Full ndher an den
groBen herangeriickt. Und wiederum habe der gréBere kom-
mandiert: ,,Sechs Fuf3 ndher! Sofort habe der andere den
Befehl wieder ausgefithrt. Und so wire Befehl auf Befehl er-
schallt und der kleine Eisberg in fortwdhrender Bewegung ge-
wesen, eifrig bemiiht, jeden Befehl augenblicklich auf das
genaueste auszufithren.

Sicherlich wiirden wir einen solchen Bericht in das Reich
der Fabel verweisen. Doch spotten wir nicht zu frith! Die Vor-
stellungen, die uns hier sonderbar erscheinen, es sind dieselben,
welche dem vollendetsten Teil der Naturwissenschaften zu-
grunde liegen, es sind dieselben, denen der berithmteste unter
den Naturforschern den Ruhm seines Namens verdankt.

Denn im Weltraum erschallen fortwdhrend solche Befehle,
ausgehend von den einzelnen Himmelskérpern von Sonne, Pla-
neten, Monden und Kometen. Jeder einzelne Weltkorper lauscht
auf die Befehle, welche die ibrigen Ko6rper ihm zurufen, fort-
wihrend bemiiht, diese Befehle aufs piinktlichste auszufithren.
In geradliniger Bahn wiirde unsere Erde durch den Weltraum
dahinstiirzen, wenn sie nicht gelenkt und geleitet wiirde durch
den von Augenblick zu Augenblick von der Sonne her erténen-
den Kommandoruf, dem die Befehle der iibrigen Weltkorper
weniger vernehmlich sich beimischen.

Allerdings werden diese Befehle ebenso schweigend gege-
ben, wie sie schweigend vollzogen werden. Auch hat Newfon
dieses wechselseitige Spiel von Befehl und Folgeleistung mit
einem anderen Namen bezeichnet. Er spricht kurzweg von
der gegenseitigen Anziehungskraft, welche zwischen den Welt-
korpern stattfindet. Die Sache aber ist dieselbe. Denn diese
gegenseitige Einwirkung besteht darin, daB der eine Korper
Befehle erteilt, und der andere dieselben befolgt.”

Druck der Spamerschen Buchdruckerei in Leipzig.
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