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Vorwort zur ersten Auflage.

Die vorliegende Arbeit, welche in zwei Lieferungen erschienen
ist, von denen die erste, bis § 40 reichend, Ende Februar und die
zweite Ende September 1889 abgeschlossen wurde, war — in be-
schrinkterem Umfange und mit Hinweglassung dessen, was sonst
anderwirts zusammengestellt zu finden ist — urspriinglich nur fiir
die Zuhorer meines Vortrags iiber Elastizititslehre bestimmt, mit
dem Ziele, ihnen die erfabrungsmiifiigen Grundlagen der technischen
Elastizitats- und Festigkeitslehre zu bieten, ohne hierzu die fiir die
Vorlesung verfiighare Zeit (3 Stunden im Sommersemester), welche
mit Riicksicht auf die Behandlung der schwierigen Aufgaben dieses
Gebiets an und fir sich knapp bemessen erscheint, in Anspruch
nehmen zu miissen. Wiederholten Anregungen schlieBlich Folge
leistend, ibergebe ich dieselbe mit den hierdurch bedingten Er-
weiterungen der Offentlichkeit.

Sie geht davon aus, daf es in erster Linie auf die Er-
kenntnis des tatsdchlichen Verhaltens der Materialien
ankommft.

In GemiBheit dieses Standpunktes war zunéichst der unan-
schauliche Begriff des FElastizititsmoduls fallen zu lassen. Selbst
wenn man von der verbreiteten und angesichts des wirklichen Ver-
haltens der Stoffe hochst bedenklichen Begriffsbestimmung absieht,
nach der unter Elastizitédtsmodul diejenige Kraft zu verstehen ist,
welche ein Prisma vom Querschnitte 1 um seine eigene Linge aus-
dehnen wiirde, falls dies ohne Uberschreitung der Elasti-
zititsgrenze moglich wire, so erweist sich der Umstand, da8
der als Mal der Elastizitat fiir die Betrachtungen und Rechnungen
geschaffene Elastizitdtsmodul umgekehrt proportional der Elasti-
zitdt ist, als auflerordentlich storend. Dureh FEinfihrung des
Dehnungskoeffizienten (§ 2), dessen Grofe in geradem Ver-
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héltnisse zur Forminderung steht, liBt sich dieser Ubelstand auf
einfache Weise beseitigen. Demgemi8 sind simtliche Rechnungen
und Erorterungen mittels des Dehnungskoeffizienten durchgefiihrt.
Die Gewinnung von MaBen fir den Dehnungsrest und fir die
Federung, d. i. die eigentliche Elastizitit zum Unterschied von
dem Mafle fiir die Gesamtdehnung, ist damit ohne weiteres
gesichert.

An die Stelle des der Anschauung unzuginglichen Schub-
elastizititsmoduls tritt der Schubkoeffizient (§ 29), dessen Be-
deutung unmittelbar aus dem Vorgange der Schiebung folgt.

Sodann war der mit der Léngsdehnung (Zusammendriickung)
verkniipften Querzusammenziehung (Querdehnung) (§ 1)
und deren EinfluB (§7, §9, Ziff. 1, § 14, §20, Ziff. 2, S.82
u. s. w.) mehr Beachtung zu schenken, als dies sonst zu geschehen
pllegt; zumal in weiten Kreisen z. Z. noch die Auffassung besteht,
daf die Proportionalitdt zwischen Dehnungen und Span-
nungen innerhalb gewisser Spannungsgrenzen allgemein giiltig
sei, gleichgiltig, ob aufler der Zug- oder Druckkraft, welche in
Richtung der Stabachse wirkt, auch noch Krifte senkrecht zu
letzterer tétig sind oder nicht.

Ferner mufiten aus der mweist ganz unbeachtet gelassenen
Tatsache, daf die eben erwshnte Proportionalitiat tiberhaupt
nicht fiir alle der Technik wichtigen Materialien vorhan-
den ist, die notigen Folgerungen gezogen werden. Dies trifft
beispielsweise zu fiir das dem Maschinenbau unentbehrliche und
daselbst so vielfach verwendete Gufeisen, bei dem die Dehnungen
rascher wachsen als die Spannungen; fir das als Kraftiber-
tragungsmittel so wichtige Leder, bei welchem das Umgekehrte
stattfindet u. s. f. (insbesondere § 2, § 20, Ziff. 4, S. 85 u. £, § 22,
Ziff. 2, § 26, S. 113, Fubbemerkung 1, § 35 und § 36, § 40, § 41,
§ 66, S. 324 u. f.,, § 58, S. 344, Fullbemerkung, u. s. w.).

Was Einzelbeiten anlangt, so glaubte ich Wert legen zu
sollen auf die Klarstellung von Begriffen wie Festigkeit (§ 3),
Proportionalitdts- und Elastizitatsgrenze (§2, §4), Knick-
belastung (§ 23), Zerknickungskoeffizient (§ 26), zulissige
Anstrengung (§ 48, Ziff. 1), Einspannung (§ 53) u. s. w. sowie
auf die Beseitigung von eingebiirgerten Irrtimern. Wie oft wird
beispielsweise die Berechnung auf Schub vorgeschrieben, wo Biegung
mafgebend ist (§ 40, § 52); wie allgemein ist bei Ermittlung des
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Dehnungskoeffizienten (Elastizititsmoduls) aus Biegungsversuchen
der Einfluf der Schubkraft vernachlissigt worden (§ 22, Ziff. 1,
§ 52, Ziff. 2b); wie verbreitet ist die Auffassung der unbedingten
Giltigkeit der Gleichung der einfachen Zug- und Druckfestigkeit,
nach welcher es nur auf die Griéfe des Querschnittes ankommt
(§9, §13, § 14); wie selten wird erkannt, daf die Druckfestigkeit
bei Materialien wie weichem Stahl u.s. w., die Flief- oder Quetsch-
grenze ist (§ 11, Schluf; § 27, Ziff. 1, S. 122 w. s. f.).

Die bedeutende Abh#ngigkeit der Biegungsfestigkeit
des GufBeisens von der Querschnittsform war so weit fest-
zustellen, daB sie rechnungsmifig beriicksichtigt werden kann
(§ 20, § 22, Ziff. 2).

Das immer dringender gewordene Bediirfnis, die Anstren-
gung auf Drehung beanspruchter Koérper von nichtkreis-
formigem Querschnitt mit mehr Sicherheit feststellen zu konnen,
als dies bisher moglich war, verlangte eine eingehende Behandlung
der hierher gehorigen Aufgaben (§ 32 bis § 36, § 43, § 47, § 49,
§ 50, § b2, Fubbemerkung S. 281 und 282). Dabei ergab sich die
Notwendigkeit, Forminderungen ins Auge zu fassen, die bisher
bei Beurteilung der Materialanstrengung ganz unbeachtet gelassen
worden waren (§ 34, Ziff. 3).

Dem Umstande, daB die zuldssige Schubspannung zur zu-
lissigen Normalspannung ziemlich héufig nicht in dem Verhiltnisse
steht, wie dies die Elastizitiitslehre ermittelte (Gleichung 101, 102
[§ 31, Gleichung 5 und 6]), habe ich — wie bereits in meinen
Maschinenelementen 1880 getan (S. 11, S. 205 u. f daselbst) —
durch Einfiihrung des Anstrengungsverhaltnisses Rechnung
getragen (o, in § 48, Ziff. 2, auch 8, in § 45, Ziff. 1).

Die AuBerachtlassung der schon wurspriinglich vorhan-
denen Krimmung der Mittellinie bei auf Biegung bean-
spruchten Korpern erschien nicht mehr in dem Mafle zulissig,
wie dies bisher bei Berechnung von Kettenhaken und dergleichen
ziemlich allgemein iiblich war. Wenn auch die Endergebnisse der
mit Riicksicht hierauf in § 54 angestellten Erdrterungen nichts
Neues bieten, so diirfte doch der hierbei eingeschlagene Weg zur
Gewinnung eines besseren Einblicks in die Anstrengungsverhéltnisse,
sowie dazu beitragen, dafl mancher, welcher bisher die urspriing-
liche Kriimmung nicht beriicksichtigte, sie mindestens schétzungs-
weise bei Wahl der zuldssigen Anstrengung in Betracht zieht.
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In § 60 war die Anstrengung der elliptischen Platte zu
bestimmen; auferdem waren bisher nicht beachtete Einfliisse fest-
zustellen. Weitergehende Ermittlungen muften namentlich bei
den grofilen Schwierigkeiten, welche hierauf beziiglichen Versuchen
begegnen, zunichst unterbleiben.

Gern hitte ich Versuche der in § 56 behandelten Art in
groBerem Umfange sowie auch solche zu § 57 durchgefiihrt. Da
mir aber weder fiir meine Lehrtitigkeit noch fiir meine Versuchs-
arbeiten ein Assistent zur Verfiigung steht, und der eigenen Arbeits-
kraft durch die Natur eine Grenze gezogen ist, auch die tibrigen
Mittel sehr knapp bemessen sind, so mufte wenigstens vorerst Be-
schrinkung geiibt werden. Dieselbe Bemerkung hat auch Geltung
fiir andere Abschnitte, insbesondere fiir § 61.

Im ganzen habe ich mich namentlich im Hinblick auf die
Bediirfnisse der mitten in der Ausfihrung stehenden Ingenieure
bestrebt, die einzelnen Entwicklungen so viel als tunlich
fir sich allein verstindlich durchzufiithren und den hierzu
erforderlichen mathematischen Apparat unter Heran-
ziehung von Versuchen nach Moglichkeit zu beschrinken.
Daf} sich auf diesem Wege Aufgaben, welche sonst trotz ihrer
grofen Wichtigkeit gar nicht oder nur ganz ausnahmsweise be-
handelt zu werden pflegen, recht klar und dazu fruchtbringender,
als es bisher geschehen ist, erortern lassen, davon diirften beispiels-
weise die §§ 33, 34 und 43, S. 220 u. f.,, sowie § 52, Ziff. 2,
Zeugnis ablegen. Die Tatsache, dal die vor vier Jahrzehnten
von de Saint Venant gegebene Losung der Torsionsaufgabe —
ungeachtet ihrer wissenschaftlichen Strenge — nur ganz vereinzelt
Eingang in die technische Literatur gefunden hat, diirfte vorzugs-
weise in dem Mangel an verhiltnismaBiger Einfachheit der zur
Losung fithrenden Rechnungen begriindet sein.

Um den Umfang des Buches innerhalb einer gewissen Grenze
zu halten, wurde die zweite Lieferung etwas weniger umfassend
gestaltet, als urspriinglich geplant war, wodurch iibrigens die An-
schauung iiber die wirklichen Vorginge, tiber das tatsichliche
Verhalten des Materials eine Beeintrichtigung nicht erfihrt. Es
erschien dies um so mehr zuldssig, als seit Abschluf der ersten
Lieferung das v. Tetmajersche Werk: ,Die angewandte Elasti-
zitits- und Festigkeitslehre“ mit einer Fiille von Beobach-
tungsmaterial zur Ausgabe gelangt ist (siehe auch des Verfassers
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Besprechung dieses Buches in der Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1889, S. 452—455 und S. 473—479) und iberdies
die wertvollen Arbeiten von Mehrtens vorliegen. Beispiele und
Erfahrungszahlen glaubte ich ohnehin als naturgemdf in meine
Maschinenelemente gehorig dahin verweisen zu sollen.

Moge auch diese Arbeit, welche nicht mehr als ein Schritt in
neuer Richtung sein soll, zur Forderung der Technik und damit
der Industrie beitragen, indem sie die Bedeutung der Erkenntnis
des tatsichlichen Verhaltens der Materialien klarlegt, und indem
aus ihr erhellt,

da8 es nicht geniigt, von dem Satze der Proportionalitit
zwischen Dehnungen und Spannungen allein ausgehend, das ganze
Gebsude der Elastizitit und Festigkeit auf mathematischer Grund-
lage aufzubauen,

da8 es vielmehr fir den Konstrukteur — namentlich wenn
er in voller Erkenntnis der wirklichen Verhiltnisse die Abmes-
sungen festsetzen und sich nicht in dem Geleise hergebrachter
Formen halten will — notwendig erscheint, immer und immer
wieder die Voraussetzungen der einzelnen Gleichungen, welche er
beniitzt, im Spiegel der Erfahrungen, soweit solche vorliegen, sich
zu vergegenwirtigen, und die auf dem Wege der Uberlegung,
der mathematischen Ableitung gewonnenen Beziehungen hinsichtlich
des Grades ihrer Genauigkeit zu beurteilen, soweit dies bei dem
jeweiligen Stande unserer Erkenntnisse tiberhaupt moglich ist,

und daB da, wo die letzteren und die Uberlegung — Auf-
suchung und Ausbildung neuer Methoden eingeschlossen — nicht
ausreichen, in erster Linie durch den Versuch Fragestellung an
die Natur zu erfolgen hat.

Stuttgart, den 30. September 1889.
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Die dritte Auflage ist, abgesehen von einer Anzahl rechneri-
scher Erginzungen, vorzugsweise durch Aufnahme von Versuchs-
ergebnissen und den hierzu gehorigen Darlegungen in Zahl, Wort
und Bild erginzt worden. Ich halte es fir zweckmibig, den
Leser geistig teilnehmen zu lassen an den wesentlichen Einzel-
heiten des Versuchs und ihn auf diese Weise zu befihigen, sich
nach Méglichkeit ein eigenes, auf die tatsichlichen
Verhiltnisse gegrindetes Urteil zu bilden. Dem jungen
Fachgenossen kommt dabei von Anfang an zum BewubBtsein, daf
es sich nicht um ein Gebiet handelt, das zu einem grofien Teil
bereits abgeschlossen ist, wie man vielfach anzunehmen pflegt,
sondern daB er sich auf einem Gebiet befindet, welches selbst
hinsichtlich der Feststellung seiner erfahrungsmifiigen Grundlagen
noch in lebhafter Entwicklung begriffen ist.

In dieser Richtung weiterzuschreiten, dazu veranlaBte nicht
bloB der leitende Grundgedanke des ganzen Buches (vergl. Vorwort
zur ersten Auflage) sondern auch der Umstand, daB in mathe-
matischer Hinsicht ausfithrliche und vorziigliche Werke vorliegen:
die Arbeiten von Grashof, Keck, Miller-Breslau, Ritter,
Weyrauch, Winkler u. a.

Eine vorurteilsfreie Uberpriifung des’ Standes der Elastizitits-
und Festigkeitslehre zeigt, daf die physikalische Seite gegeniiber
der mathematischen Behandlung in gewissen Richtungen recht er-
heblich zurtickgeblieben war. Damit héngt es dann auch teil-
weise zusammen, daB mancher der an und fiir sich richtigen, aber
nicht auf ausreichend sicherer physikalischer Grundlage ruhenden
mathematischen Entwicklungen der Vorwurf des Zuweitgehens oder
gar der Unbrauchbarkeit gemacht werden konnte. Andererseits lief
man bei der mathematischen Bearbeitung Aufgaben von grofier



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten — ab-
gesehen von der Umarbeitung des Abschnittes iiber die platten-
formigen Korper — in der Hauptsache durch Erginzungen, ent-
sprechend einer Vermehrung des Textes um 56 Seiten. Beschrén-
kung in dieser Hinsicht zu iiben, erschien schon deshalb angezeigt,
um dem Buche ‘das Eindringen in weitere Kreise zu sichern, wozu
gehort, daB der Preis desselben eine gewisse Grenze nicht tiber-
schreitet. Hierin lag auch der Grund, der veranlafte, davon ab-
zusehen, die urspriingliche Idee, eine Anzahl von Aufgaben nebst
Losungen aufzunehmen, zur Ausfihrung zu bringen.

Die Grundgedanken, welche bei Abfassung der ersten Auflage
mafgebend waren, sind die leitenden geblieben, weshalb ich in
dieser Beziehung nichts hinzuzufigen habe. Daf die Ersetzung
des Elastizitdtsmoduls durch den Dehnungskoeffizienten nicht ohne
Bemingelung abgehen wiirde, war vorauszusehen. Demgegeniiber
kann ich nur auf die Arbeit selbst, insbhesondere auf die Fuf-
bemerkung zu § 2, verweisen, welche durch Ubernahme einer
bereits in der zweiten Auflage meiner Maschinenelemente gegebenen
Darlegung erginzt worden ist. Im Laufe der Zeit wird sich von
selbst entscheiden, ob die Begriffe ,Elastizititsmodul“ und ,Schub-
elastizitdtsmodul® das Feld behaupten, oder ob die Begriffe
»Dehnungskoeffizient* und ,Schubkoeffizient® an deren Stelle
treten werden.

Im ganzen hat sich die Arbeit einer so wohlwollenden Auf-
nahme seitens der Fachgenossen zu erfreuen gehabt, daf ich nicht
umhin kann, fiir die auflerordentliche Forderung, welche hierin
liegt, zu danken. Die Arbeitskraft des einzelnen ist eine be-
grenzte und das Arbeitsfeld des Maschineningenieurwesens ein so
ausgedehntes, daB der einzelne selbst nur einen kleinen Beitrag
durch das in seinen Arbeiten enthaltene Neue zu leisten vermag,
infolgedessen dieses der entschiedenen Forderung durch die Fach-
genossen bedarf, soll der Fortschritt ein allgemeiner und damit
ein erheblicher werden.

Stuttgart, den 1. Juni 1894.
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praktischer Bedeutung so gut wie unbeachtet, oder man sah bei
ihrer Einkleidung in das mathematische Gewand von Wesentlichem
ab, lieB wohl auch im Laufe der Rechnung mehr oder minder
weitgehende Vernachldssigungen eintreten, ohne dann die Ergeb-
nisse durch den Versuch einer Priifung und nétigenfalls einer
Berichtigung zu unterziehen.

Auf diesem Boden gedieh der Satz von dem Widerspruch
zwischen Wissenschaft und Praxis. Man iibersah dabei allerdings,
daf eine Wissenschaft, die im Widerspruch steht mit der Wirk-
lichkeit, d. h. mit dem, was tatséichlich ist, oder deren Folgerungen
zu solchen Widerspriichen fiihren, nicht den Anspruch machen
kann, wirklich Wissenschaft zu sein, mindestens nicht in Beziehung
auf diejenigen Punkte, welche der Wirklichkeit zuwiderlaufen. Wo
ein Gegensatz zwischen Wissenschaft und Praxis in die Erscheinung
tritt, da zeigt eine scharfe Untersuchung meist sehr bald, daf ent-
weder die Annahmen, die Grundlagen, von denen die wissenschaft-
liche Betrachtung ausgegangen ist, fehlerhaft waren, oder dal die
Schluifolgerungen mit Mingeln behaftet sind.

Ich habe es mir von vornherein, d. h. mit Eintritt in die Lehr-
titigkeit im Jahre 1878, zur Aufgabe gestellt, mein bescheidenes
Teil dazu beizutragen, daB soleche Gegensiitze verschwinden?).
Wissenschaft und ausfihrende Technik miissen naturgemif Hand
in Hand gehen. Wo dieser Zustand nicht besteht, da muf von
beiden Seiten mit Eifer und Ausdauer daran gearbeitet werden,
ihn herbeizufiihren. Wer in dieser Richtung kriftig strebt, wird
sehr bald zu der Erkenntnis gelangen, dal den Ingenieurwissen-
schaften in erster Linie eine Sicherung und Erweiterung ihrer er-
fahrungsmifigen Grundlagen, d. h. eine besondere Pflege ihrer
physikalischen und chemischen Seite, nottut. Die Mathematik
wird hierbei nicht nur ein sehr oft auberordentlich wertvolles
Hilfsmittel sein, sondern sie wird hiufig das Werkzeug bilden,
ohne dessen Vorhandensein eine tiefere Krkenntnis tiberhaupt
unerreichbar bliebe. (

Die ausfiithrende Technik ist nach meinen Erfahrungen immer
dankbar, wenn ihr die Wissenschaft Hilfe leistet; sie labt sich
nicht — wie wohl zuweilen gemeint wird — durch das Schlag-

1) Vergl. z. B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S. 1361
und 1362; 1895, S. 1215 und 1216; 1896, S. 268 und 269; 1899, S. 1571.
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wort von dem Widerspruch zwischen Theorie und Praxis abhalten,
die wissenschaftlichen Darlegungen zu studieren und zu ver-
werten, vorausgesetzt, daf diese die Anforderung der Klarheit
und geniigender Einfachheit befriedigen. Sie weifl ihr Interesse,
welches die volle Beachtung der Wissenschaft verlangt, wohl wahr-
zunehmen. Aber sehr empfindlich ist sie, wenn ihr von wissen-
schaftlicher Seite Darlegungen geboten werden, durch deren Be-
folgung Schaden entsteht. Bei der unmittelbaren und oft recht
weitgehenden Verantwortlichkeit, welche die ausfiilhrende Technik
zu tragen hat, erscheint dies durchaus begreiflich. Jeder Versto8,
den der Ingenieur gegen die Wirklichkeit begeht, pflegt bei der
Ausfihrung seines Werkes als Fehler an das Tageslicht zu treten
und in irgend einer Form Strafe nach sich zu ziehen. In der
hieraus folgenden Notwendigkeit, moglichst zuverlissig zu arbeiten,
liegt auch einer der Griinde, weshalb schon seit lingerer Zeit die
Technik und ihre wissenschaftlichen Vertreter nicht blof manche
in das Gebiet der Physik und Chemie gehorige Zahl genauer fest-
gestellt haben, als dies von der Physik beziehungsweise der Chemie
selbst geschehen ist, sondern dafl sie auch manches bisher iiber-
haupt nicht Erkannte aufgefunden sowie manchen ins Dunkle ge-
hillten Vorgang aufgeklirt und ganz wesentlich zur Entwicklung
und Forderung dieser Wissenschaften an sich beigetragen haben.
Ein weiterer Grund dafiir, daf die Technik der Wissenschaft an
sich hiufiger vorauseilt, als man anzunehmen pflegt, ist dadurch
gegeben, dall ihr Aufgaben entgegengebracht werden, die sie
losen muB — moglichst vollkommen, namentlich auch in wirt-
schaftlicher Beziehung —, ohne sich auf wissenschaftlich Erkanntes
stiitzen zu konnen. Die deutsche Industrie und die technischen
Staatsbetriebe Deutschlands besitzen eine vergleichsweise grofe
Anzahl von Ingenieuren, die in einer Weise streng wissenschaftlich
arbeiten, wie vielfach selbst von Vertretern der Wissenschaft nicht
vermutet wird.

Inwieweit es mir mit der Bearbeitung der dritten Auflage
gelungen ist, zur Klarstellung schwebender oder aufgeworfener
Fragen (vergl. z. B. den Inhalt von § 4 und § 5, ferner S. 116 u. f,
S.192 uw. f, S.211 u. £, S. 470 u. f, u. s. w.), zur Vertiefung un-
serer KErkenntnisse auf dem Gebiet der Elastizitdt und Festigkeit
beizutragen, mufl ich dem wohlwollenden Urteil der Fachgenossen
zur Entscheidung anheimstellen. Gern hitte ich noch Weiteres auf-
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genommen, aber die starke Inanspruchnahme durch die unmittelbare
Berufstitigkeit, zu welcher sich z. Z. noch die Errichtung eines
Laboratoriums fiir Maschineningenieure gesellt hat, im Zusammen-
hange damit, dal das Buch schon seit lingerer Zeit vergriffen ist,
nétigten zur Beschrankung.

Stuttgart, Anfang Januar 1898.

Vorwort zur vierten Auflage.

Die vierte Auflage wurde, abgesehen von einer groBeren
Anzahl von Ergénzungen in allen bisher vorhandenen Abschnitten
des Buches (vergl. z. B. § 13, Ziff. 3, § 22, Ziff. 4 u. s. w.), durch
Aufnahme eines neuen (achten) Abschnittes: ,Allgemeine Be-
ziehungen iiber Spannungen und Form#nderungen im Innern eines
elastischen Korpers“ erweitert. Hierzu veranlafte in erster Linie
der Umstand, daB ich seit Erscheinen der dritten Auflage infolge
des wachsenden Umfanges der mir sonst obliegenden Verpflich-
tungen u. a. auch die Vorlesung iiber Elastizititslehre abgegeben
habe. In diesem Vortrag, der im Jahre 1878 an unserem Poly-
technikum mit besonderer Ricksichtnahme auf die dem Maschinen-
konstrukteur sich bietenden Aufgaben zur Einfiihrung gelangte,
habe ich in den 21 Jahren, wihrend deren ich ihn gehalten, auch
das gegeben, was der genannte Abschnitt bietet. Die Aufnahme
in das Buch ist bisher unterblieben, weil, wie schon in dem Vor-
wort zur ersten Auflage ausgesprochen, dasselbe urspriinglich nur
fir die Zuhorer dieses Vortrages bestimmt war,

Ich weif recht wohl, daf die Anzahl derjenigen Studierenden
und Ingenieure, welche sich mit den allgemeinen Betrachtungen
iiber den Spannungs- sowie Forminderungszustand und insbesondere
den aus ihnen sich ergebenden Gleichungen zu beschiftigen pflegen,
verhiltnismaBig gering ist, und ich bin der Uberzeugung, daf
dies auch voraussichtlich so bleiben wird, ohne daf hierin ein
schwerwiegender Nachteil fiir die Technik erblickt werden kann.
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Es setzt dies allerdings voraus, dal sich eine, wenn auch kleine,
Minderzahl erfolgreich mit Bearbeitung des hier zur Erorterung
stehenden Gebictes befaBt. Der grofen Mehrzalil der mitten in
der Ausfihrung stehenden Ingenieure, welche auf den Gebieten
des wirtschaftlichen Lebens leitend oder auch noch schopferisch
titig sein missen, liegen andere Aufgaben ob'), und bei der Be-
grenztheit der Arbeitskraft des einzelnen einerseits und angesichts
der ungeheuren Ausdehnung des Ingenieurwesens andererseits wird
die Arbeitsteilung zur Notwendigkeit.

Diese Verhiltnisse haben mich jedoch niemals abgehalten, mit
meinen Zuhérern die Betrachtungen durchzunehmen, welche zu
den allgemeinen Gleichungen der Elastizitiitslehre fiihren. Der
zukiinftige Ingenieur muf — auch wenn er keine Neigung hat, an
der Entwicklung der wissenschaftlichen Grundlagen des Ingenieur-
wesens mitzuarbeiten —, die allgemeinen Grundlagen der Gebiete,
die er studiert, ausreichend kennen. Im vorliegenden Sonderfalle
heiBt dies, daf ihm die allgemeinen Gleichungen. der Elastizitits-
lehre, wenn sie ihm in der Literatur entgegentreten, nicht fremd
sein diirfen. Er soll — wenn auch nur in beschrinktem Sinne —
ein Urteil dariiber haben, wie sicher oder unsicher die Grund-
lagen sind, auf denen sich derartige Rechnungen aufbauen, und
ob aus der einen oder anderen solcher Rechnungen ein brauch-
bares Ergebnis fir das Ingenieurwesen zu erwarten steht. Ks ist
fir den ausfihrenden Ingenieur nicht selten auBerordentlich wichtig,
ein Urteil, wenn auch nur einigermaflen, dariiber zu haben, was
man iiberhaupt nicht oder doch nicht sicher weif,, gegebenenfalls
nicht sicher ermitteln kann.

AuBerdem kommt in Betracht, daf eine strenge Behandlung
verschiedener, fir die ausfihrende Technik wichtiger Aufgaben
von den allgemeinen Gleichungen der Elastizitiitslehre auszugehen
oder doch auf sie zuriickzugreifen hat, wenn auch nur, um zu
prifen, ob die gemachten Annahmen mit ihnen in Widerspruch
stehen oder nicht. Es sei hier erinnert an die Aufgaben der
Drehungselastizitit, deren strenge Losung allerdings bisher nur fiir
wenige der in Betracht kommenden Querschnitte ausreichend ge-
lungen ist, sowie an die Aufgaben, bei denen Normal- und Schub-

1) Vergl. z B. das Vorwort zur achten Auflage der Maschinenelemente des
Verfassers.
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spannungen in den Querschnitten stabformiger Korper gleichzeitig
auftreten, .an die Aufgaben, welche plattenférmige Kérper und
Gefafle vielfach bieten, u. s. w.

Wenn auch manche Entwicklungen in dem bisherigen Inhalt
des Buches (Abschnitt 1 bis 7) auf die Ergebnisse des neuen
achten Abschnittes hitten gestiitzt werden kénnen, so habe ich
dies doch absichtlich unterlassen, weil ich es fiir den Ingenieur
als wertvoll erachte, jede Untersuchung fiir sich so weit selbst-
stindig durchzufiihren, als es die Verhiltnisse gestatten und als im
Einzelfalle zweckmifBig erscheint, und zweitens, weil ich der
Uberzeugung bin, daB die Elastizitit und Festigkeit am erfolg-
reichsten zunichst in der Weise studiert wird, daf man von den
einfachen Fillen ausgeht und unter Benutzung der hierbei ge-
wonnenen Ergebnisse zu zusammengesetzteren fortschreitet. Ich
halte dieses Vorgehen auch dann fiir richtig, wenn der Studierende
iiber gute Kenntnisse auf dem Gebiete der hoheren Mathematik
verfiigt. Die Auffassung, dal der wissenschaftliche Gang bei der
Behandlung der Elastizitits- und Festigkeitslehre auch- fiir den
Ingenieur vom Allgemeinen zum Besonderen zu fithren habe, ver-
mag ich nicht zu teilen. Derjenige Studierende, welcher beim
erstmaligen Studium des Gebietes zunichst die seinem Verstindnis
niher liegenden Sonderfille mit den verschiedenen Abweichungen
von den Voraussetzungen, welche die Elastizitdtslehre bei ihren
allgemeinen Entwicklungen notwendigerweise machen muB, griind-
lich studiert hat und sodann fortschreitend schlieflich bis zur
Klarheit iiber die allgemeinen Beziehungen der Elastizititslehre
gelangt ist, wird bei demselben Zeitaufwand in der Regel einen
weiter- und tiefergehenden Einblick gewonnen haben als derjenige,
welcher den umgekehrten Weg eingeschlagen hat. Insbesondere
wird dies zutage treten, wenn es sich um die Verwendung der
Kenntnisse auf dem Gebiete des Ingenieurwesens handelt, also um
das Konnen gegeniiber den tausendfiltigen Aufgaben, die das
Leben fortgesetzt bietet.

Stuttgart, Anfang September 1901.
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Die neue Auflage hat verschiedene Erginzungen erfahren,
s0 z. B. im ersten Abschnitt durch die Klarstellung, daf im all-
gemeinen eine untere und eine obere Streckgrenze zu unterscheiden
ist, und daB diese Spannung in erheblichem Mafe von der Quer-
schnittsform beeinflult wird (§ 2, § 4), ferner durch die Aufnahme
von Versuchsergebnissen iiber die Anderung der Festigkeits-
eigenschaften von Metallen bei hoheren Temperaturen (§ 10) u. s. w.
Allerdings konnten die Erg#nzungen nicht in dem Umfange statt-
finden, wie ich es selbst gewiinscht hatte. Das Buch war schon
seit einiger Zeit vergriffen und ich sonst recht stark in Anspruch
genommen; infolgedessen mufite Beschrinkung geiibt werden.

Im iibrigen darf ich wohl auf das zu den fritheren Auflagen
Gesagte verweisen; die daselbst niedergelegten Gesichtspunkte
sind auch jetzt wieder fiir mich leitend gewesen.

Die wohlwollende Aufnahme, welche das Buch gefunden hat,
im Zusammenhange mit dem Umstande, da8 ein groBer Teil dessen,
was ich in den friitheren Auflagen dargelegt habe, bereits All-
gemeingut geworden ist oder doch anregend und klarstellend
gewirkt hat, laBt mich hoffen, da auch die neue Auflage zur
Forderung der Erkenntnis des tatsdchlichen Verhaltens der Mate-
rialien beitragen wird.

Meinem fritheren Assistenten, Herrn Ingenieur Braun, habe
ich fiir die Unterstiitzung bei der Arbeit (vergl z. B. S. 498)
bestens zu danken.

Stuttgart, den 15. Miarz 1905.
C. Bach.
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Erster Abschnitt.

Die einfachen Falle der Beanspruchung gerader stabformiger
Korper durch Normalspannungen (Dehnungen).

Einleitung.

§ 1. Forminderung. Spannung.

Der gerade stabformige Korper, Fig. 1, welchen wir uns als
Kreiszylinder vorstellen wollen, besitze die Linge { und den Durch-

messer d, also den Querschnitt /= g d®  Der- .

selbe werde jetzt — Fig. 2 — von zwei ziehen- .,
den Kriften PP ergrifien, welche gleichmafig ;
tiber die beiden Endquerschnitte verteilt angreifen, ; %
und deren Richtung mit der Stabachse zusammen- \:{
fillt. Thre GroBe liege unterhalb der Grenze, bei | T T
welcher eine Aufhebung des Zusammenhanges des *- !
Stabes, ein Zerreifen des letzteren, eintreten E-J
wiirde; sie halten sich demnach an dem Stabe §

das Gleichgewicht. Fig. 1. Fig. 2.

Unter der Einwirkung dieser Krifte

a) vergrobert sich die Léinge des Stabes von ! auf [,
d.h.um [, — 1l =1
und
b) vermindert sich der Durchmesser des Stabes von d auf
dy, d.h. um d—d; = 0.

Es finden also gleichzeitig zwei Forménderungen statt:
eine Ausdehnung in Richtung der Stabachse und eine Zu-
sammenziehung (Kontraktion) senkrecht zu derselben. Die

letztere erweist sich tibrigens weit kleiner als die erstere (vergl. § 7).
Bach, Elastizitit. 5. Aufl. 1



2 Einleitung.

Wirken die beiden Krifte PP nicht ziehend, wie in Fig. 2
angenommen, sondern driickend auf den als kurz vorausgesetzten
Korper, wie in Fig. 3 dargestellt ist, so besteht die eintretende
Forméinderung

a) in einer Verkiirzung der Linge des Zylinders von ! auf

L, also um A =1—1{,
und
b) in einer Vergroferung des Durchmessers des Zylin-
ders von d auf d,, also um 0 = d, —d.
Es findet somit gleichzeitig eine Zusammen-
g drickung in Richtung der Zylinderachse und eine

-+ Ausdehnung senkrecht zu derselben, eine Quer-
4, ‘Lﬁ dehnung, statt.
! Der Vergleich dieser bei der Druckwirkung auf-
-t tretenden Erscheinungen mit den bei der Zugwirkung
s sich einstellenden zeigt, dall die Umkehrung der Kraft-
Fig. 3.

richtung auch die Forminderungen umkehrt. Wird die
Richtung der ziehenden Kraft als positiv, diejenige der
driickenden Kraft als negativ bezeichnet, so hat zur Folge

— P eine positive Ausdehnung in Richtung der Stabachse und

- negative - senkrecht zur -
— P eine negative Ausdehnung in Richtung der Stabachse und
- positive - senkrecht zur -

Wir denken uns in dem Stabe, an welchem sich die Krifte P P
das Gleichgewicht halten, einen Querschnitt. Die auf beiden Seiten
desselben liegenden Stabteile werden infolge des Vorhandenseins
dieser dulleren Krifte mit gewissen, iiber den Querschnitt ver-
teilten Kréften aufeinander einwirken. Diese inneren Krifte,
bezogen auf die Flacheneinheit, heifen Spannungen, und zwar
Zugspannungen, Spannungen im engeren Sinne, positive
Spannungen, wenn die #uBeren Krifte ziehend wirken (Fig. 2),
oder Druckspannungen, Pressungen, negative Spannungen,
wenn die duBeren Krifte driickend titig sind (Fig. 3).

Insoweit zum Ausdruck gebracht werden soll, daf diese inneren
Krifte senkrecht zum Querschnitt, d. h. senkrecht zu den Flichen-
elementen, in denen sie wirken, gerichtet sind, werden sie als
Normalspannungen bezeichnet.

Unter den Voraussetzungen gleichmiibiger Verteilung der
Krifte P P iiber die beiden Endquerschnitte des Stabes und
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durchaus gleichartiger Beschaffenheit des Stabmaterials wird auch
die Spannung fiir die einzelnen Teile des in Betracht gezogenen
Stabquerschnittes, d. h. fiir die einzelnen Flichenelemente desselben,
gleich grofl sein. Bezeichnen wir dieselbe mit ¢, so erscheint sie
bestimmt durch die Gleichung

P
=— . . . . . . . .1
o 7 )

Streng genommen miite hierin f denjenigen Querschnitt be-
deuten, welchen der Stab tatsichlich besitzt, wihrend er durch P
belastet ist. Wie wir oben (S.1 und 2) bei b) sahen, #indert sich
unter Einwirkung der #uBeren Krifte nicht blof die L#nge, son-
dern auch der Durchmesser des Korpers und damit auch der Quer-
schnitt. Unter Umstinden kann diese Querschnittséinderung, welche
abhingt von der verhiltnismafigen Grofe der Belastung und der
Art des Materials, von Bedeutung werden. Aus diesem Grunde
ist es notwendig festzuhalten, dab die Gleichung 1 die Spannung o
bezogen auf den urspriinglichen Stabquerschnitt liefert,

sofern, wie oben angenommen, / den Querschnitt des unbelasteten
Stabes bezeichnet.

§ 2. Dehnung. Dehnungskoeffizient. Proportionalititsgrenze.
Flieigrenze.

Die absolute Grofe 4 der Lingeninderung (vergl. § 1, a) hingt
ab von der urspriinglichen Liinge I des Stabes. Um sich fiir Zwecke
der Rechnung von dieser Abhiingigkeit zu befreien, pflegt man die
auf die Léngeneinheit bezogene Léngeninderung

ez%l)

anzugeben. Diese verhiltnismiaBige (spezifische) Lingen-
inderung ¢ wird dann kurz mit Dehnung bezeichnet, und zwar
als positive oder negative, je nachdem es sich um Verlingerung
(durch eine Zugkraft) oder um Verkirzung (durch eine Druck-
kraft) handelt.

Die Bestimmung der Dehnung durch die Gleichung 1 setzt
fiir den Fall, daf die urspriingliche Léinge ! nicht eine sehr kleine

Grofe ist, voraus: es sel die Dehnung an allen Stellen der
Strecke I gleich grof.

1*
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Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen der Dehnung & und
der zugehorigen Spannung ¢ (vergl. § 1) pflegt angenommen zu
werden, dall innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Proportionalitit
zwischen ihnen bestehe, cntsprechend der Gleichung

s=ac, . . . . . . . . 2
worin

& L1
e )

LS
L P
eine innerhalb der erwihnten Belastungsgrenzen konstante Kr-
fahrungszahl bedeutet, nédmlich diejenige Zahl, welche angibt,
um welche Strecke ein Stab von der Linge 1 bei einer
Belastung gleich der Krafteinheit (Kilogramm) auf die
Fliacheneinheit (Quadratzentimeter) seine Linge dndert,
oder kurz: die Anderung der Lingeneinheit, d. h. die
Dehnung, fir das Kilogramm Spannung. Diese Erfahrungs-
zahl sei demgemif als Dehnungskoeffizient bezeichnet.

Diese Begriffsbestimmung liefert die Dehnung unmittelbar als
Produkt aus Spannung und Dehnungskoeffizient, und die Anderung
der Linge des Stabes, welche urspriinglich [ betrug,

l=oaocl!)

1) Dieser Ausdruck entspricht ganz demjenigen, welcher sich fir die Aus-
dehnung eines Stabes durch die Wirme oder auch fir die Zusammenziehung in-
folge Abkithlung ergibt, wie folgende Betrachtung deutlich zeigt.

Ein Stab von der Linge /, und der Temperatur ¢, wird auf die Temperatur ¢,
gebracht. Hierbei dehnt sich derselbe aus um

% (te_' ta) lu’

sofern «, den Lingenausdehnungskoeffizienten durch die Wérme, d. h. die Zu-
pahme der Lingeneinheit fir 1° Erwirmung bedeutet.

Ein Stab, welcher anfangs so belastet ist, dal in seinen Querschnitten die
Spannung o, herrscht, besitzt in diesem Zustande die Lénge /,. Durch Ver-
mehrang der Belastung steigt die Spannung auf ¢, Hierbei dehnt sich der
Stab aus um

« (ae— 64) L

worin « den oben erdrterten Dehnungskoeffizienten bedeutet.
Wie ersichtlich, tritt einfach an die Stelle des Temperaturunterschiedes £, — ¢,
der Spannungsunterschied 6, — o, und an die Stelle des Lingenausdehnungs-
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sowie die Spannung als den Quotienten: Dehnung durch Dehnungs-
koeffizient, d. i
&

c=— . . . . . . . .49

o

Der reziproke Wert von o wird als Elastizititsmodul be-
zeichnet. Uber die diesem Begriff gegebene Deutung vergleiche
das in der Fulbemerkung S. 4 u. f. Gesagte.

koeffizienten durch die Warme der Dehnungskoeffizient. Beide Erfahrungszahlen
sind hierbei allerdings als unverdnderlich vorausgesetzt, wenigstens innerhalb
dieser Temperatur- beziehungsweise Spannungsunterschiede.

Es ist bis zum Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches in der tech-
nischen Literatur ganz allgemein iblich gewesen, nicht mit dem Dehnungs-

- . . L1
koeffizienten ¢, sondern mit dem reziproken Werte desselben, d. h. mit =,
N o

zu rechnen und fir diesen den Begriff des Elastizititsmoduls einzufithren.
Derselbe ist dann erklirt worden als diejenige Kraft, welche ein Prisma vom
Querschnitt 1 um seine eigene Linge ausdehnen wirde, falls dies ohne Uber-
schreitung der Elastizititsgrenze moglich wire. (So z. B. Weisbach, Lehr-
buch der Ingenieur- und Maschinenmechanik, 1. Band, 5. Auflage, S. 386, u. a.;
Reuleaux sagt in der vierten Auflage seines Konstrukteurs, S.1: ,Elastizitits-
modul ist diejenige Spannung, bei welcher ein prismatischer, in
seiner Lingenrichtung beanspruchter Korper um seine ganze Linge
ausgedehnt oder zusammengepreft wird [eine solche Forméinderung als
mglich vorausgesetzt].“) Dies liefert fiir das schmiedbare Eisen rund 2000000 kg.
Man hat sich also diese Kraft von zwei Millionen Kilogramm auf ein schmied-
eisernes Prisma von 1 qem Querschnitt wirkend vorzustellen. In Wirklichkeit
wiirde bel etwa 1500 kg schon die Proportionalititsgrenze, innerhalb welcher
iiberhaupt die Gleichungen 2 bis 4 fiir schmiedbares Eisen als giiltig angenommen
werden diirfen, wberschritten und voraussichtlich bei 4000 kg der Stab bereits
zerrissen sein! Wie man sich die Zusammendriickung eines Korpers um seine ganze
Linge vorstellen soll, darf unerdrtert bleiben.

Verfasser ist der Ansicht, da8 eine solche, mit dem tatsichlichen Ver-
halten des Materials nicht im Einklang stehende Begriffsbestimmung héchst be-
denklich erscheint und jedenfalls nicht ohne den dringendsten Zwang oder ohne
durchschlagende Niitzlichkeitsgriinde als zuldssig bezeichnet werden kann. Seines
Erachtens muB der Grundbegriff der ganzen Elastizitits- und Festigkeitslehre,
d. i. nach dem bisherigen Standpunkt dieses Teiles der Mechanik die Erfahrungs-
zahl, welche Dehnung und Spannung verbindet, so erklirt werden, wie es dem
tatsichlichen Verhalten des Materials entspricht, damit dieser Grund-
begriff und mit ihm die Hauptgesetze dieses Verhaltens in Fleisch und Blut iber-
gehen. Das ist fir den mitten in der Ausfithrung stehenden, zu raschen Ent-
schliissen veranlaften Techniker eine Notwendiglkeit. Die Bedeutung von e als
Zunahme der Lingeneinheit fir das Kilogramm Spannung ist eine so einfache
und natiirliche, daB, wenn nicht die Macht der Gewohnheit in Betracht kime,
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Die Spannung, bis zu welcher hin die Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen als vorhanden vorausgesetzt wird, fithrt
den Namen Proportionalititsgrenze. Je nachdem es sich hier-
bei um Zug- oder Druckspannungen handelt, kommt die Propor-
tionalitsitsgrenze gegeniiber Zug bezw. Druck in Betracht. o pflegt
innerhall’ dieser beiden Spannungsgrenzen als gleichbleibend, also
unabhingig von der Grofe und dem Vorzeichen von ¢ voraus-
gesetzt zu werden. Inwieweit diese Voraussetzung zutreffend ist,
dariiber gibt das in § 4 enthaltene Versuchsmaterial Auskunft.
Bemerkt sei jedoch schon hier, daf es nur eine Minderzahl von
Stoffen ist, fiir welche innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Pro-
portionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen besteht, und
daB demzufolge die grofie Mehrzahl der Kérper auch keine Pro-
portionalititsgrenzen besitzt.

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes iiber das Gesetz,
nach dem sich Dehnungen und Spannungen #ndern, greifen wir
zur bildlichen Darstellung.

es nicht erklirlich erscheinen wiirde, dafl der unanschauliche Begriff des
Elastizititsmoduls — dieses bleibt er, auch wenn andere Erklirungen als die
oben besprochene aufgestellt werden — nicht schon lingst von der technischen
Literatur iber Bord geworfen ist.

Der Umstand, daB es an einzelnen Stellen fir Rechnungszwecke be-

quemer erscheint, an Stelle von @ mit — zu rechnen, wobei Gbrigens wieder
(11
die Macht der Gewohnheit, und zwar ganz erheblich, einwirkt, berechtigt noch
. 1 . .. N
lange nicht dazu, = zum Grundbegriff der Elastizitits- und Festigkeitslehre zu
o«

machen, deren Aufgabe doch schlieBlich darin besteht, das wirkliche Verhalten
des Materials gegeniiber der Einwirkung #uflerer Krifte klarzulegen, und nicht
bloB der Rechnung, sondern namentlich auch der Anschanung még-
lichst zugénglich zu machen. :

Weiter kommt in Betracht, daB die Zahl, welche Dehnungen und Span-
nungen verbindet, naturgemif ein Maf fir die Forminderung des Materials
zu bilden hat, und zwar derart, daB sie, je nachgiebiger ein Stoff ist, um so

. . e . 1
groBer sein muB. Nun ist aber der Elastizititsmodul, d. h. —, umgekehrt
«

proportional der GroBe der Lingendnderung, so dafl einem Material, welches
eine grofere Dehnung ergibt, dessen Nachgiebigkeit also bedeutender ist, ein
kleinerer Elastizititsmodul entspricht, und umgekehrt. Dies erweist sich oft recht
unbequem, namentlich fiir den, der sich mit dem Material selbst zu be-
schiftigen hat. Der Dehnungskoeffizient ¢ dagegen steht in geradem Verhilt-
nisse zur Forminderung, ist also tatsichlich ein direktes Maf derselben.
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Auf der Abszissenachse OX, welche senkrecht angenommen sein
soll, werden die Belastungen P aufgetragen, auf der wagrechten
Ordinatenachse O Y die durch diese Belastungen veranlafiten Aus-
dehnungen 4. Um diejenigen Verhaltnisse,

welche hier zunichst klargestellt werden % /23 . s
sollen, recht deutlich hervortreten zu -~ ="
lassen, werde ein Korper aus zihem &~~~ 5

Schmiedeisen (FluBeisen) zugrunde gelegt % i

und der Mafstab fiir die Ausdehnungen .
verhéltnismiabig sehr grof gewihlt. Wir i E |
erhalten die in Fig. 1 dargestellte Schau- bt ';

linie 0 QABC. Tir den beliebigen Lo
Punkt Q ist 0Q, = Q,Q die Belastung? © & % % Y
und 0Q, = Q,Q die zugehsrige Verlinge- Fig. 1.

rung 4.

Wie ersichtlich, verlduft die Linie bis zum Punkte 4 als
Gerade, entsprechend dem Umstande, da von der Belastung
P =0 bis P = 0A4, Proportionalitit zwischen Belastungen (Span-
nungen) und Verldngerungen (Dehnungen) besteht. Bei hoherer
Belastung (iiber P = 04, hinaus) beginnt die Verldngerung rascher
zu wachsen: die Schaulinie 16st sich tangential von der Geraden
O Q A nach der Ordinatenachse OY hin. Von B an verlduft sie
(auf eine lingere Strecke) fast parallel zu dieser, wie zunichst
angenommen werden moge, entsprechend einem aufierordentlich
starken Wachstum der Verlingerungen bei sehr geringer Steigerung
der Belastung: der Stab streckt sich. Der Eintritt des Streckens
zeigt sich beispielsweise bei den Materialprifungsmaschinen mit
Waghebel durch Fallen desselben, bei den Maschinen mit Messung
der Belastung mittelst Quecksilbersiiule (Amsler-Laffon) durch
Sinken der letzteren u. s. w. Der Stab streckt sich unter einer
Belastung, die hiufig kleiner zu sein pflegt als diejenige, bei welcher
das Strecken begann. Verfolgt man den Verlauf des Linienzuges
in solchen Fillen niher, so zeigt sich z. B. fiir zahes Flufeisen
ein ziemlich plstzlicher Abfall bei B und darauffolgendes langsames
Ansteigen, etwa wie in Fig. 1 durch die gestrichelte Linie BDE
angedeutet ist. Hiufig wird wiederholter Abfall und darauffolgendes
Ansteigen, d. h. mehrfaches Auf- und Niederschwanken im Verlauf
der Dehnungslinie wihrend der Streckperiode beobachtet.

Die Linie der Verlingerungen weist hiernach zwei ausgezeich-
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nete Stellen 4 und B auf. Bei 4 geht die Proportionalitit zwischen
Belastungen und Verlingerungen zu Ende: die der Belastung

P = 0A, = 4, A entsprechende Spannung ¢ = ? ist demnach

die Proportionalititsgrenze. In B beginnt der Stab sich verhiltnis-
mébig sehr stark zu strecken, gewissermaBen zu flieBen: die
Spannung, welche der zum Punkte B gehorigen Belastung
P = OB, = B, B entspricht, wird deshalb als Streck- oder Flie8-
grenze bezeichnet.

Streckt sich der Stab unter einer Belastung, die erheblich
kleiner ist, als diejenige, bei welcher das Strecken begann, wie in
Fig. 1 durch die Linie BD E angedeutet wird, so kann eine obere
und eine untere Streckgrenze unterschieden werden derart,
daB die obere Streckgrenze aufgefaBt wird als diejenige Spannung,
bei welcher das Strecken beginnt, und die untere Streckgrenze
als der kleinste Wert der Spannung, auf den die Belastung wéhrend
des Streckens sinkt, oder als die kleinste Spannung, unter welcher
das Strecken noch vor sich geht.

Handelt es sich um Druckbelastung, so tritt an die Stelle des
Streckens des Korpers ein Zusammenquetschen desselben. Man
spricht dann von Fliel- oder Quetschgrenze und versteht
darunter diejenige Druckspannung, bei welcher das Material ver-
haltnismafig rasch nachgibt, ohne da Zerstérung eintritt.

Wie bereits erwidhnt, besitzen nicht alle Stoffe Proportionalitits-
grenzen. Dasselbe ist auch hinsichtlich der Streck- und Quetsch-
oder Fliefigrenze zu bemerken.

Die Flieigrenze und die Proportionalitétsgrenze werden nicht

selten als nahe beieinander liegend ermittelt, so z. B. bei weichem
Stahl.

§ 8. Bruchbelastung. Zugfestigkeit. Querschnittsverminderung.
Bruchdehnung. Arbeitsvermigen.

Wird die Belastung des Stabes, die wir uns im folgenden
zunichst nur als Zug vorstellen, fortgesetzt gesteigert, so findet
schlieBlich eine Trennung desselben, ein Zerreifen (Zer-
brechen), statt.

Denken wir uns den in § 2 erwihnten Schmiedeisenstab in
eine Materialpriiffungsmaschine eingespannt, welche die Linie der
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Verldngerungen selbsttitiz aufzeichnet derart, daf die Belastungen
die senkrechten Abszissen bilden, wihrend die Verlingerungen 1
die zugehorigen wagrechten Ordinaten liefern, und sodann die Be-
lastung allmihlich bis zum Zerreiflen gesteigert, so erhalten wir
die Schaulinic OBCEF") in Fig. 1. Hierbei sind die Verlingerungen
im Verhiltnis viel kleiner als in Fig. 1, § 2 gewihlt. Infolge
dieses kleinen Mafstabes fiir die Werte von 4 lost sich die Deh-
nungskurve erst spiter von der Achse OX (Achse der Belastungen).

x &

“

LX)

5 9

Fig. 1.

Sie pflegt alsdann eine Strecke nahezu Wagreeht verlaufend an-
genommen zu werden®?) und steigt hierauf langsam an bis zum
Punkte E. Von der Verlingerung 1 = O E,, welche die der

1y Zuverlissiger als durch eine solche mechanische Vorrichtung, die Selbst-
zeichner genannt wird, lifit sich die Dehnungslinie dadurch festlegen, dafl fir
verschiedene Belastungen die zugehdrigen Verlingerungen bestimmt und damit
die -erforderlichen Punkte fir die Kurve erlangt werden. Nach Uberschreitung
der Streckgrenze verfihrt man dabei zweckmilig derart, dafl} jeweils die Be-
lastung abgelesen wird, bei welcher eine angenommene Verlingerung eintritt.
Nach einiger Ubung 138t sich auf diese Weise die Dehnungslinie bis in die Nihe
des Bruches mit ausreichender Genauigkeit feststellen. Eine gewisse Unsicherheit
pflegt nur an den in Fig. 1 durch Strichelung hervorgehobenen Stellen, d.i. auf
der Strecke B C (vergl. § 2, Fig. 1) und in der Néhe des Bruches zu bestehen.
Doch laBt sich der Verlauf an der zuerst bezeichneten Stelle mit ausreichender
Grenauigkeit feststellen, wenn man den Selbstzeichner verwendet und fiir die in der
Mitte des Stabes gelegene MeBstrecke desselben das soeben angegebene Verfahren
benutzt. Die Dehnungslinien Fig. 13 und 14 in § 4 sind auf diese Weise gewonnen.

?) Auf die in § 2 angedeuteten Abweichungen, die zur Unterscheidung einer
oberen und unteren Streckgrenze veranlassen, wird spiter eingegangen werden,
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Messung unterworfene Stabstrecke unmittelbar bei der Belastung
P = E,E ergibt, wird angenommen, daf sie sich gleichmifig iiber
die ganze Linge dieser Strecke verteilt.

Nachdem diese Verlingerung OE, eingetreten ist, beginnt der
Stab an einer Stelle sich einzuschniiren, also hier seinen Querschnitt
stairker zu vermindern, Fig. 2 (vergl. auch
= S Fig. 8 auf Tafel I und Fig. 19 auf Taf. IV).

Fig. 2. Die Belastung P, welche von jetzt an zu

weiterer Verlingerung erforderlich ist, nimmt

ab, bis sich schlieflich der Stab bei 4 = O F, trennt'). Die Be-
lastung im Augenblicke des Zerreiflens ist F, F' << E, E. -

Die grofite zur Aufhebung des Zusammenhanges des Stabes
erforderlich gewesene Kraft 5, E = P,,, wird als Bruchbelastung
bezeichnet®). Die Spannung, welche dieser zum Zerreiflen nétigen
Belastung entspricht, heibt Zugfestigkeit. Dieselbe ist hiernach
unter der Voraussetzung gleichmébiger Lastverteilung iiber den
Querschnitt

Bruchbelastung

& = Stabquerschnitt

Hierbei erhebt sich die schon bei Gleichung 1, § 1 beriihrte
Frage, mit welchem Querschnitt die Bruchbelastung zu teilen ist:
Soll der urspringliche Querschnitt des Stabes, oder soll derjenige
Querschnitt gewihlt werden, den der Stab in dem Augenblicke
besaB, in welchem die Bruchbelastung wirkte? Streng genommen
wire der letztere Querschnitt in die Rechnung einzufiihren, da
der Quotient durch gleichzeitig vorhandene Groflen gebildet
werden sollte. Dieser Querschnitt ist jedoch schwer zu ermitteln.
Tatséchlich benutzt man den ersteren Querschnitt als Nenner
und erhilt in

1) Es ist noch nachzuweisen, ob der Groftwert der Belastung des Stabes
genau mit dem Beginn der Einschniirung zusammenfillt. Fir die Notwendig-
keit eines solchen Nachweises spricht die Beobachtung, daf zuweilen bei zihem
Material, wie z. B. weichem Stahl, Bronze, die Erscheinung mehr oder minder
groBer Einschniirung an mehreren Stellen des Stabes nacheinander auftritt; es
bilden sich gewissermaflen Knoten, bis schlieflich der Bruch an der zuletzt und
am stirksten eingeschniirten Stelle erfolgt.

) Liegt Veranlassung vor, diese Belastung von derjenigen im Aungenblicke
des Bruches, d. h. yon P =T, F zu unterscheiden, so muB das ausdriicklich her-
vorgehoben werden. In der Regel wird nur P, = FE,E angefihrt und als
Bruchbelastung bezeichnet.
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1

die Zugfestigkeit, bezogen auf den urspringlichen Stab-
querschnitt!). Da hiernach f zu groB eingefiihrt wird, so er-
scheint die durch Gleichung 1 bestimmte Zugfestigkeit zu klein,
was im Sinne des Zweckes der anzustellenden Festigkeitsrechnungen
zu liegen pflegt. Bei manchen Stoffen kann der Betrag dieses Zu-
klein bedeutend sein, bei anderen verschwindet er.

Die iibliche Materialpriifungsmaschine mit Waghebel beispiels-
welise 148t den Eintritt der hochsten Belastung dadurch erkennen,
dab nach Uberschreitung derselben der Waghebel zu sinken be-
ginnt, je nach dem Material mehr oder minder rasch.

Der grofiere Teil der Konstruktionsstoffe liefert Schaulinien,
welche Wachstum der Spannungen bis zum Zerreiflen aufweisen.
Dann fallen die Punkte £ und F' (Fig. 1) zusammen. Vergl. hier-
iber z. B. § 4, Fig. 8, 18, 19, 20, und 212).

Wird der Querschnitt des Stabes an der Bruchstelle (an der
Stelle der Einschniirung, Fig. 2) mit f, bezeichnet, so findet sich in

w=1oof—}£’i )

die Verminderung des Querschnittes an der Bruchstelle in
Hundertteilen des urspriinglichen Querschnittes, die Bruchzu-
sammenziehung oder Bruchkontraktion oder kurz die Zusammen-
ziehung, Einschnirung oder Kontraktion genannt. XKlarer und
schirfer erscheint die Bezeichnung Querschnittsverminderung

) Der Ermittlung der Zugfestigkeit den Wert P, == E, E und den Quer-
schoitt, welchen der Stab an der eingeschniirten (kontrahierten) Stelle (Fig. 2)
besitzt, zugrunde zu legen, mull als unzulissig bezeichnet werden, wenn Bruch-
belastung und Bruchquerschnitt nicht gleichzeitig, sondern nacheinander vor-
handen sind.

%) Die scharfe Beachtung des Vorstehenden sowie der spiteren Erorte-
rungen tber Festigkeit 1iBt deutlich erkennen, daB die durch den Versuch be-
stimmten Zugfestigkeiten abhéingen miissen von den Umstinden, unter denen der
Versuch durchgefihrt wurde, und von den Voraussetzungen, welche bei der
Ermittlung gemacht worden sind. Dasselbe gilt anch fiir die spiiter zu er-
orternde Druckfestigkeit. Es gibt keine tatsfichlich bestimmte Zug-
oder Druckfestigkeit, welche als vollstindig losgeldst von diesen
Umstinden und Voraussetzungen angesehen werden darf.
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des zerrissenen Stabes, da f, an dem =zerrissenen Stabe ge-
messen wird.

Bezeichnet [, die Linge, welche das urspriinglich / lange Stab-
stiick nach dem Zerreifen besitzt, wobei man sich vorstellt, der
Bruch erfolge in der Mitte von /'), so wird in

l, —

{

¢ = 100 3)
die Verlingerung der der Messung unterworfenen Stabstrecke in
Hundertteilen der urspriinglichen L#nge, die Dehnung des zer-
rissenen Stabes, die Bruchdehnung oder auch kurz die
Dehnung erhalten?).

Die mechanische Arbeit, welche das Zerreien des urspriing-
lich ¢ langen Stabes, dessen Verlingerungen der Dehnungslinie
OBCEF zugrunde liegen, fordert, wird dargestellt durch die Grofe
der Fliche OBCEFF,. Die mechanische Arbeit bis zum Eintritt der
groBten Belastung gemiB der Zugfestigkeit wird durch die Fliche
OBCEE, gemessen. Nach Aufnahme dieser Arbeit ist die der Zug-
festigkeit entsprechende Widerstandsfihigkeit des Stabes erschopft;
denn nach Uberschreitung des Punktes E sinkt die Widerstands-
fihigkeit, der Stab schniirt sich ein, und die mechanische Arbeit,
wie sie durch die Fliche EFF,E, bestimmt erscheint, wird in der
Hauptsache auf die ¢rtliche Form#nderung an der Einschniirungs-
stelle verwendet, also vorzugsweise nur von demjenigen Material
verbraucht, welches an der sich zusammenziehenden Stelle vor-
handen ist®). Die mechanische Arbeit, welche die Dehnung des
zylindrischen Stabes bis zum Eintritt der Bruchbelastung Ppa, fiir die
Kubikeinheit der urspringlichen Stabmasse fordert, wird als Arbeits-
vermogen des Materials bezeichnet. Seine Grofe ergibt sich zu

__ Fliche OBCEE,
— j-l -

1y Uber das Vorgehen, wenn dieses nicht der Fall ist, vergl. FuBbemerkung
S. 107.

%) Da [, nach dem Zerreilen des Stabes gemessen wird, so enthilt es nur
die bleibende Verlingerung in sich, wird also kleiner sein miissen als die Ver-
lingerung, welche die Dehnungslinie Fig. 1, giiltig fur die gesamten Verlinge-
rungen, liefert.

3) Von dem Ausnahmefall, daB sich der Stab an mehreren Stellen nach-
einander einschniirt, darf abgesehen werden.

A

4)
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Kilogrammeter fir das Kubikzentimeter Material, sofern die Be-
lastungen P in kg, die Verlingerungen A in m aufgetragen, der
Querschnitt f/ in gem und die Stablinge ! in cm eingefiihrt
werden.

Angaben von Zahlenwerten fir Zugfestigkeit, Querschnitts-
verminderung, Bruchdehnung, Arbeitsvermogen u. s. w., welche
die fir den Konstrukteur vorzugsweise in Betracht kommenden
Materialien liefern, finden sich in des Verfassers Maschinenelementen
im ersten Abschnitt unter ,E. Koeffizienten der Elastizitit und
Festigkeit® (9. Aufl., S. 43 bis 111).

§ 4. Lé#ngeninderungen verschiedener Stoffe.
Gesamte, bleibende und federnde Lingeninderungen.
Elastizititsgrenze.

1. Versuche mit Gupeisen.

GuBeisenkorper I.
(Druck.)

Wir nehmen einen aus zihem, grauem Guleisen, wie es zu
Maschinenteilen Verwendung findet, hergestellten sowie abgedrehten
Zylinder und unterwerfen ihn in einer senkrechten Priifungs-
maschine der Druckprobe.

Die vorher stattgehabte Messung ergibt:

Durchmesser des Zylinders . . . . . . . d= 8,00 cm
Querschnitt - - S f= % 82 = 50,27 qem
Linge - - . . 62,15 em

Linge der mittleren Strecke, fiir welche die
Zusammendriickung bestimmt werden soll,
d.i. die Meflinge . . . . . . . . . I = 50,00 cm?)

Der mneue, noch keiner Belastung wunterworfen gewesene
Zylinder wird abwechselnd in Zeitriumen von 1,5 Minuten zu-

) Die Meflinge ist mindestens um einen Betrag etwa gleich d kleiner
zu wahlen als die Stablinge, um die UnregelmiBigkeiten auszuscheiden, welche
in der Niahe der Druckflichen auftreten (vergl. § 13, § 14).



14 Einleitung.

nachst mit der Kraft P = 10000 kg belastet und bis auf P =0
entlastet'). Hierbei ergeben sich aus den Beobachtungen die nach-
stehend zusammengestellten Zahlen.

Temperatur unversinderlich 16,3° C.

Belastung in kg Lange der Zusammendriickungen in /44, cm
p | Stabstrecke in gesamte | bleibende sich wieder
P 6= verlierende
‘ ! em A A L=
1 \ 2 3 4 | 5 6
0 0 l — — —
13,86
10000 198,9 l— 1900 13,86 - o
o o 0,15 ’ ’
1200
' 13,94 |
10000 | 1989 | 1—<2 | 13,94 - .
0 0 | 108 | ~
1200
\ , 14,00
10000 198,9 l— 1200 14,00 oo o0
0 0 ;1,00 ’ >
1200
14,03
10000 | 1989 | 1— -0 | 1403 . .
0 0 [ 1,04 ’ ’
1200
10000 | 1989 | 1— 114;83 14,03
Lot 1,04 | 12,99
0 0 — 2
1200

) Eine vollstindige Entlastung des in der Priifungsmaschine senkrecht
stehenden Zylinders ist, streng genommen, nicht mdglich, da er durch das eigene
Gewicht sowie durch das in Betracht kommende Gewicht der MeBvorrichtung
belastet wird. Diese Belastung betrigt im vorliegenden Falle fir den mittleren,
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Wie hieraus ersichtlich, erfihrt der Zylinder durch die erst-
malige Belastung mit P = 10000 kg auf die Erstreckung von
13,86
1200
hieran sich schlieffenden Entlastung zeigt sich noch eine Verkiirzung

um 4’ == - fé?)?) em. Der Zylinder hat also infolge der einmaligen

50 em eine Zusammendriickung von 4 = cm. Nach der

Belastung eine bleibende Zusammendriickung um diesen Betrag
erlitten. Die sich wieder verlierende, d. h. federnde Zu-
13,86 —0,75 13,11

1200 1200 "
Die erste Wiederholung des Belastungswechsels mit P =

sammendriickung betrigt hiernach

10000 kg ergibt die gesamte Zusammendriickung zu 112}?(? em, die

bleibende zu To00 O und die federnde zu — 1900 =
13,05

1200 °™ Hiernach ist gewachsen:

die gesamte Zusammendriickung um

1200 1200 ™
_ 0,89—0,75 _ 0,14
- bleibende - T 1200 1200

dagegen hat abgenommen:
13,11 —13,06 0,06

die federnde Zusammendriickung um 1200 = 900 ™

Die fernere Wiederholung des Wechsels zwischen Belastung
mit P == 10000 kg und Entlastung fiithrt schlieflich zu dem Er-
gebnis, daf sich nach viermaliger Belastung und Entlastung die
gesamten, bleibenden und federnden Zusammendriickungen nicht

mehr oder — mit Riicksicht auf den Genauigkeitsgrad unserer
Messungen — doch nur noch unerheblich indern. Ihre Endwerte
betragen

1= 14,03 . 1,04 . 12,99

= 1200 ™ 4= 900 ™ AT A =500 ™

d. h. in der halben Hohe liegenden Querschnitt rund 17 kg, entsprechend
—%’;7— = 0,34 kg/qem. Sie wurde hier vernachlissigt; bei spiteren Versuchen
b

wird sie Beriicksichtigung erfahren.
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Wir unterwerfen jetzt den Zylinder einem Belastungswechsel
zwischen P = 20000 kg, entsprechend

P 20000
G = 7 = 57,2*7‘ = 397,9 kb/qcm

und P = 0 mit dem Erfolg, daB der erste Wechsel

3042 o 3,06 Ly 2136
= 1200 ™ = 1200 1200 °©

ergibt, und dafl der elfte Wechsel zu den Endwerten

31,20 L 395 L 212
= 1200 ™ = 1200 ™ 1200 ©

fiihrt. Die Temperatur im Versuchsraum steigt wihrend des
12 maligen Belastungswechsels von 16,3 auf 16,4° C., also um !/;,° C.
Der Belastungswechsel zwischen P = 30000 kg, entsprechend

__ 30000
~ 50,27

= 596,8 kg/qem

und P = O liefert zu Anfang die Zahlen

48 66c Y 6,18 = 42,48
1200 = 1200 © 1200 ©

A=

nach zwolfmaliger Wiederholung, welche noch immer eine geringe
Neigung zum Wachsen der gesamten Zusammendriickungen er-
kennen 148t, die Werte

_ 4950 749 Ly 4201
1200 © = 1200 ™ T 71200 °©

Temperatur bleibt wihrend des ganzen Versuchs unverinderlich
16,4° C.

Aus dem Vorstehenden erkennen wir folgendes.

Es sind dreierlei Lingenéinderungen zu unterscheiden: die
gesamte, die bleibende und die federnde Lingenéinderung.

Werden fir den untersuchten GuBeisenzylinder die Endwerte
ins Auge gefaft, so betrigt die bleibende Léngeninderung
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~1

bei 6 = 198,9 kg/qem 1,04 100 = 7,49, der Gesamtlingensinderung

14,03
3,95
- — - it Al —12.7 - - -
= 397,9 51.20100=127
. 1,49 . o _
o — 596,8 Togol00=151
Qlehoe der Busammendaiichungen 0

+-198,9

ngen

-—-=13979

£

e

¢

3]

©

<«

<

3

=

s

apm =t 596,8

20l 3 ATe < e — = —mm e = i

Kom o e e & = s5a 5y ~ 0000700 i

Fig. 1.

Je groBer die Belastung des Stabes, um so bedeutender fillt
die bleibende Lingeninderung aus; sie beginnt bei dem unter-
suchten GuBeisen schon fiir sehr kleine Belastungen.

Die federnden Lingeniinderungen bleiben um so mehr hinter
den gesamten zuriick, je stirker der Korper belastet wird. Wir
sehen, dab die Anderungen, welche die Zylinderlinge infolge der
Belastung erfahren hat, um so vollstédndiger verschwinden, je weniger
grofl sie waren. .

Jedem Korper wohnt die Eigenschaft inne, unter der Ein-
wirkung #duberer Krifte eine Anderung seiner Gestalt zu erfahren

Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 2
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und mit dem Awufhoren dieser Einwirkung die erlittene Form-
inderung mehr oder minder vollstindig wieder zu verlieren. In-
soweit er die erlittene Form#nderung wieder verliert, d. h. zuriick-
federt, wird er als elastisch bezeichnet. Ist die Riickkehr in die
urspriingliche Form eine vollstindige, so spricht man von ,voll-
kommen elastisch“. Bei den vorstehend besprochenen Versuchen
ist die federnde Lingeninderung diejenige, welche hiernach als
die elastische gelten kann.

Stellen wir die fir den untersuchten GuBeisenzylinder ge-
wonnenen Ergebnisse in Fig. 1, S. 17, bildlich dar derart, daf zu
den Belastungen oder Spannungen als senkrechten Abszissen (nach
abwirts gehend, da es sich um Druckspannungen handelt,) die je-
weils erhaltenen Endwerte der Zusammendriickungen als wagrechte
Ordinaten aufgetragen werden, so erhalten wir den strichpunk-
tierten (—--—-—) Linienzug als Linie der gesamten Zu-
sammendriickungen, den gestrichelten (— — — —) als Linie
der bleibenden und den ausgezogenen als Linie der federnden
Zusammendrickungen. Deutlich erhellt aus dieser Darstellung,
daB die Zusammendriickungen, sowohl die gesamten als auch die
federnden — jedenfalls innerhalb der Spannungsgrenze, bis zu
welcher sich die Untersuchung erstreckt hat — stirker wachsen
als die Belastungen, daf also bei dem untersuchten Gufleisen
Proportionalitiit zwischen beiden nicht besteht. Ebenso scharf zeigt
dies die folgende Zusammenstellung, welche in den Spalten 3, 5
und 7 die Unterschiede der Zusammendriickungen fiir das Fort-
schreiten der Belastung um je 10000 kg angibt.

Zusammendriickungen auf 50 cm in !/j50, cm
Belastungsstufe T
gesamte bleibende federnde
kg/qem _
Unter- Unter- Unter-
~ schied schied schied
1 2 3 4 5 6 7
0 0 0 0
14,03 1,04 12,99
0 und 198,9 | 14,03 1,04 12,99
17,17 2,91 14,26
0 - 397,9| 31,20 3,95 21,25
18,30 3,54 14,16
0 - 596,8| 49,50 7,49 42,01
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Berechnet man den durch Gleichung 3, § 2 bestimmten
Dehnungskoeffizienten « unter Zugrundelegung der federnden
Zusammendriickungen?!) fir die 3 Belastungsstufen in der
iiblichen Weise, so findet sich:

fiir die Belastungsstufe 0 und 10000 kg

12,99 1 I | .
1200.50 10000:50,27 918800

o ==

fir die Belastungsstufe 10000 und 20000 kg

" 27,256 — 12,99 1 — 1 2)
T 1200.50 (20000 — 10000):50,27 ~ 837000 ”
fiir die Belastungsstufe 20000 und 30000 kg
" 42,01 — 27,25 1 1

— |
1200.50 (30000 — 20000) : 50,27 808600

1) Sofern im spiteren nicht ausdricklich etwas anderes bemerkt wird,
sollen der Bestimmung des Zusammenhanges zwischen Dehnungen und Spannungen
immer die federnden (elastischen) Dehnungen zugrunde gelegt werden.

In Sonderfillen kann Veranlassung vorliegen, neben dem so bestimmten
Dehnungskoeffizienten auch noch denjenigen fiir die gesamten Dehnungen oder
die Dehnungsreste zu verwenden; dann wird allerdings eine Unterscheidung not-
wendig: etwa Dehnungskoeffizient der Federungen, Dehnungskoeffizient der ge-
samten Dehnungen und Dehnungskoeffizient der Dehnungsreste oder der bleibenden
Dehnungen.

?) Wie ersichtlich, kommt dieses Verfahren darauf hinaus, daf die Kurve
der Dehnungen OP, P, P;, Fig.2, durch gerade Strecken ersetzt wird, welche
Sehnen derselben bilden. Beispielsweise ist fir die Stufe der Spannungen o,
und 6,, denen die Dehnungen & und & entsprechen,

&g — &

o« = .
G, — 6

Der so ermittelte Dehnungskoeffizient « ist dann gleich der Tangente des
Winkels, unter welchem die betreffende Sehne gegen die g-Achse geneigt erscheint.
Je kleiner man die Strecken, d. h. je niedriger man die Hohe der betreffenden

Spannungsstufe wiahlt, um so genauer erhiilt man e« fir diese Strecke. Im

Grenzfall wird « = de. .

do
Mit weit weniger Anniherung an die Wirklichkeit wird « in Fallen starker
Abweichung von der Proportionalitit zwischen ¢ und ¢ fiir die hoheren Spannungs-
2*
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d. i. ausgesprochen wachsend mit hoher liegender Spannungsstufe,
d. h. mit zunehmender Spannung.

Hiernach ist festzustellen, daf durch Gleichung 2, § 2, d. h.
durch ¢ = @0, worin e als Konstante gilt, der Zusammenhang
zwischen den Dehnungen & und den Spannungen o fir das unter-
suchte Material nicht zum Ausdruck gebracht wird.

Legt man das allgemeinere Gesetz (vergl. S. 81 u. f.)

e=ac™ . . . . . . . . 1
zugrunde und wihlt man fir das gepriifte Gueisen

1
*= 320000 @ " = 1,0685,

setzt also

1 1,0685

& -

stufen bestimmt, wenn man jeweils auf die Anfangsbelastung (hier 0) zuriickgeht.
Dies wiare beispielsweise fiir die dritte Belastungsstufe

& 42,01 1 1

o = — ==

o 1200-50 596,8 ~ 852400’

&
1 l —
| 1 | ///
| 1 ! 7/,
| t <
1 ! e/
H I iy
I | /!//
t | /
S 7 ——— g,
%
} = // 34‘
| 7
| [
A 17 7
A
| V
i /1
1 7 a
___________ $)
' e ‘
! //// -
} ////
Y <
I/
i /
_____________________ 6
3
5 °
Fig. 2

entsprechend der Tangente des Neigungswinkels des Fahrstrahls OP; gegen die
o-Achse. Die so bestimmten Werte des Dehnungskoeffizienten geben dann kein
richtiges Bild iber die Veranderlichkeit von e.
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so zeigt folgende Zusammenstellung:

Spannungsstufe Federung auf 50 em in Y3509 cm
in kg/gem beobachtet berecéxll.eg nach

0 und 198,9 12,99 12,99

0 - 38919 217,25 27,25

0 - 5968 42,01 42,03

eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen dem, was beobachtet
wurde, und dem, was die Rechnung liefert.

Die Linie der bleibenden Zusammendriickungen in Fig. 1
lost sich schon bei kleinen Spannungen von der senkrechten Ab-
szissenachse, um sich nach der Achse der Zusammendriickungen
zu kriimmen, Das vorliegende Gubeisen, in dem Zustande, in
welchem es sich befindet, erweist sich demnach selbst fiir diese
kleinen Spannungen nicht als vollkommen elastisch.

Die Linie der bleibenden Zusammendriickungen kann insofern
von praktischer Wichtigkeit erscheinen, als sie Auskunft dariber
gibt, welche bleibende Zusammendriickung bei einer bestimmten
Inanspruchnahme des Kérpers zu erwarten ist. Zu diesem Zwecke
lieBe sich in ganz gleicher Weise, wie dies oben fiir die federn-
den Zusammendriickungen durch Gleichung 2 geschehen ist, eine
Beziehung zwischen Spannung und bleibender Zusammendriickung
feststellen.

In der Regel muB von den Konstruktionen gefordert werden,
daB bleibende Forminderungen so gut wie nicht auftreten oder
wenigstens eine gewisse Grenze nicht iiberschreiten. Dement-
sprechend kann man in der Linie der bleibenden Zusammen-
driickungen (vergl. Fig. 1) einen Punkt, den wir Z nennen wollen,
annehmen, bis zu welchem hin die bleibenden Zusammendrickungen
als verschwindend oder doch geniigend klein erscheinen; man er-
halt dadurch in dem zugehérigen Hohenabstand einen Spannungs-
grenzwert, unterhalb dessen die bleibenden Zusammendriickungen
vernachlissighar erscheinen. Diese Spannung kann in Uberein-
stimmung mit bisheriger Auffassung als Elastizitatsgrenze
bezeichnet werden.
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Wie klar ersichtlich, ist der Punkt Z nicht durch die Natur
des Materials allein bestimmt. Diese setzt nur seinen geometri-
schen Ort — die Linie der bleibenden Zusammendriickungen —
fest; seine Lage auf dieser Linie erscheint, sofern die bleibenden
Zusammendriickungen nicht verschwindend klein sind, zu einem
bedeutenden Teile von dem personlichen Ermessen desjenigen
abhingig, der iiber die hochstens noch fiir zuldssig erachtete Grole
der bleibenden Zusammendriickung zu entscheiden hat. Daf
hierbei auch der besondere Zweck des Gegenstandes, um den
es sich handelt, sowie die gewihlte Meflinge der Probestibe
und der Genauigkeitsgrad der verwendeten Mefinstrumente Ein-
fluf nehmend auftreten konnen, ist selbstverstindlich?).

Ganz das gleiche, was hier zunichst hinsichtlich Zusammen-
driickungen gesagt worden ist, gilt auch in bezug auf Aus-
dehnungen, weshalb in den folgenden Bemerkungen ganz allgemein
von Dehnungen (positive und negative) gesprochen werden soll.

Die Vermengung der Elastizititsgrenze mit der Pro-
portionalititsgrenze, indem man ausspricht: die Elastizitits-
grenze ist diejenige Spannung, bis zu welcher die Dehnungen
nach dem Entlasten' vollstindig oder doch nahezu ganz wieder
verschwinden, d. h. sich also das Material vollkommen oder doch
nahezu vollkommen elastisch verhilt, und ferner, daB innerhalb
der Elastizitatsgrenze Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen bestehe, erscheint hiernach mindestens im allgemeinen
unzuléssig. Sie lauft selbst in den meisten derjenigen Fille, in
welchen Proportionalitdt zwischen Dehnungen und Spannungen be-
steht, darauf hinaus, daf durch das mehr oder minder willkiir-
liche Festlegen des oben genannten Punktes Z auf der Linie der
bleibenden Dehnungen oder Dehnungsreste gleichzeitiz der
Linie der Federungen oder auch der Gesamtdehnungen, falls man
diese zur Grundlage nehmen will, vorgeschrieben wird, auf welche
Strecke sie mit einer Geraden zusammenzufallen hat, oder daf
dem Punkte Z der Dehnungsrest-Linie dieselbe Abszisse auf-
gezwungen wird, welche der Endpunkt der geraden Strecke in
der Kurve der Federungen bezw. der Gesamtdehnungen besitzt.

1 In neuerer Zeit bezeichnen einzelne Werke, wie z B. die Firma Fried.
Krupp als Elastizititsgrenze diejenige Spannung, bei welcher die bleibende Deh-
nung den Betrag von 0,089, der MeBlinge des Probestabes erreicht.
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GuBeisenkirper IL.
(Druck.)
Material: graues, zihes Roheisen, wie es zu Maschinenteilen

Verwendung findet, in Form eines Hohlzylinders, der innen sorg-
filtig ausgebohrt und auBen abgedreht ist.

AuBerer Durchmesser. . . . . . . . . . 2050em
Innerer Durchmesser . . . . . . . . . . 1854 -
Mittlere Wandstirke . . . . . . . . . . 0,98 -
Querschnitt . . . . . . —}(20,5?—18,542)=60,1 qem
Liénge . . . . . . . . . . . . . . . 100,00 cm
MeBlinge . . . . . . . . . . . . . . 1500 -

Der Zylinder, welcher bereits vorher mehrfach Druckversuchen
bis reichlich 1000 kg/qem Belastung unterworfen worden war, wurde
in einer senkrechten Priifungsmaschine der Druckprobe unterzogen.
Die Belastung und Entlastung wurde dabei — ganz wie beim
GuBleisenkorper I — jeweils so oft wiederholt, bis die gesamten,
bleibenden und federnden Zusammendriickungen sich nicht mehr
dnderten. Die Endergebnisse der 6 Versuchsreihen sind im fol-
genden zusammengestellt.

Spannungsstufe Zusammendriickungen auf 75 cm Linge in /g ecm
kg/qem gesamte bleibende federnde

0 und 166 7,72 0,12 7,60

0 - 333 16,07 0,19 15,88

0 - 499 24,79 0,19 24,60

0 - 666 33,65 0,23 33,42

0 - 832 42,61 0,27 42,34

0 - 998 51,67 0,36 51,31

Hiernach betragen die Unterschiede der federnden Zusammen-
driickungen
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fir den Spannungsunterschied

zeigen also — ganz in Ubereinstimmung

Einleitung.

166 -
333 -
499 -
666 -
832 -

eisenkdrper I Gefundenen — namentlich
stirkere Zunahme als die Spannungen.
Die bleibenden Zusammendriickungen sind hier weit kleiner,
was eine Folge davon ist, daB der Zylinder bereits vorher mehr-
fach stark belastet worden war.
Werden zur Priifung der Brauchbarkeit der durch Gleichung 1
ausgesprochenen GesetzmiBigkeit die mittelst der Methode der
kleinsten Quadrate bestimmten Werte

[V

1

1381700 ’

in die Rechnung eingefithrt, wird also

gesetzt, so findet sich die folgende Zusammenstellung:

333 -
499 -
666 -
832 -
998 -

0 und 166 kg/qem 7,60

8,28
8,72
8,82
8,92
8,91

mit dem fir den GuB-

zu Anfang ausgeprigt

m = 1,0663

1,0663

1381700 °

3)

Spannung Federung auf 75 em in /g, cm
o beobachtet berecl(lﬁfa% nach Unterschied
166 kg/qem 7,60 7,59 — 0,01 d.s. 0,189
333 - 15,88 15,94 +0,06 - 0,38-
499 - 24,60 24,54 —0,06 - 024-
666 - 33,42 33,38 — 004 - 0,12-
832 - 42,34 42,32 —0,02 - 0,05-
998 - 51,31 51,38 + 0,07 - 0,14-
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Die Ubereinstimmung der Werte in der zweiten und dritten
Spalte muB ebenfalls als eine sehr gute bezeichnet werden.

In Fig. 3 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange
zu den Spannungen als senkrechten Abszissen die Federungen als

Aohoe der DBusammendriichungen

=166

————————————— 383

/‘ ————————————————— 499

e e 1666
-1 1.1

g

<

/ %

e B G 5
~& 36075 0,001142 -5—998

£

o
———————————————————————————————————————— 1200

Fig. 3

wagrechte Ordinaten aufgetragen und so die durch Kreuze hervor-
gehobenen Punkte erhalten worden. Die ausgezogene Kurve ist
die durch Gleichung 3 bestimmte Linie. Wie ersichtlich, treffen
die durch Beobachtung erhaltenen Punkte fast ganz genau auf
diese Linie,

GuBeisenkirper I1IL.

Material, wie unter I und II bezeichnet, durch Bearbeitung am
prismatischen, der Messung unterworfenen Teile von der GuB-
haut befreit.

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 6,99.7,00 = 48,9 qem
Linge - - - - 545 cm
MeBldnge . . . . . . . . . . . . . . . . 500 -
Gewicht. . . . . . . . . . . . . . . . . 2055 kg
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Belastung und Entlastung wurden — ganz wie im Fall I
und IT — so oft gewechselt, bis die gesamten, bleibenden und
federnden Dehnungen sich nicht mehr #nderten.

Der vorher noch nicht belastet gewesene Korper wurde zu-
nichst in einer senkrechten Maschine auf

Zug

beansprucht und dabei jeweils vollstindig von der Zugkraft der
Maschine entlastet, so daf sein Querschnitt in der Mitte nur noch
belastet war durch das halbe Eigengewicht und durch die in Be-
tracht kommenden Teile der Melvorrichtung.

Diese Belastung des mittleren Querschnittes durch das Eigen-
gewicht und durch den Anteil des Gewichts der MeBvorrichtung
betrug rund 21 kg, entsprechend

21
48,9

= 0,43 kg/qem.

1. Versuchsreihe.

Temperatur nahezu unverdnderlich 19,2° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnungen auf 50 cm in /g cm

gesamte kg/qem gesamte bleibende | federnde

21 und 1000 | 0,43 und 20,45| 0575 | 0,00 0,575
21 - 5000 | 0,43 - 102,25| 3405 | 0,105 | 3,30

21 - 10000 | 0,43 - 20450 | 7,55 0,565 | 6,985
21 - 15000 | 0,43 - 306,75| 12,406 | 1,385 | 11,02
21 - 20000 | 0,43 - 409,0 | 18,255 | 2,82 | 15435

Der Versuch wird wiederholt.
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2. Versuchsreihe.

Temperatur nahezu unverinderlich 19,1° C.

7 Belastlmgsstufe in kg Ausdehnungen auf 50 ecm in /g cm
gesamte kg/gem gesamte bleibende federnde

21 und 500 | 0,43 und 1022| 0,245 | 0,00 0,245
21 - 1000 | 0,43 - 2045| 0,59 0,00 0,59
21 - 5000 | 043 - 102,25| 3,37 0,01 3,36
21 - 10000 | 0,43 - 204,5 7,105 | 0,02 7,085
21 - 15000 | 0,43 - 306,75 11,14 0,035 11,105
21 - 20000 | 0,43 - 409,0 | 15465 | 0,10 | 15365

Hiernach ergibt die zweite Versuchsreihe eine ganz be-
deutende Herabminderung der bleibenden Dehnungen, eine Folge
des Umstandes, daB der Korper bereits einmal den Belastungen
ausgesetzt gewesen ist. Ungefihr den Betriigen entsprechend, um
welche die bleibenden Dehnungen zuriickgegangen sind, erscheinen
die gesamten Dehnungen kleiner. Die federnden Dehnungen
haben sich nur wenig geindert, wie folgende Zusammenstellung
erkennen laft:

1. Versuch 0,575 3,30 6,985 11,02 15,435

2. Versuch 0,59 3,36 7,085 11,105 15,365
Unterschied -+ 0,015 -+ 0,06 --0,100 —-0,085 — 0,070
in % 26 1,8 1,4 0,8 0,45.

Bis auf das letzte Zahlenpaar zeigt sich eine kleine Zunahme
der Federung. Bei Beurteilung dieser Ausnahme muf im Auge
behalten werden, daB das Material bei dem zweiten Versuch
bereits allen Belastungen bis 20000 kg (409 kg/qem) vorher unter-
worfen gewesen war, infolgedessen, wie schon bemerkt, seine Neigung
zu bleibenden Formiinderungen vermindert worden ist. Sein Zu-
stand erscheint deshalb nicht mehr als der gleiche wie bei der
ersten Versuchsreihe. Erwartet darf werden, dab der Unterschied
in den Federungen verhiltnismifig um so kleiner ausfillt, je
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mehr sich die Beanspruchung der Endbelastung nihert, die bereits
vorher wirksam gewesen war. Das zeigen aber auch die Zahlen,
welche den Unterschied in Hundertteilen angeben.

Ferner darf bei Beurteilung des Unterschiedes nicht iiber-
sehen werden, dall die Beobachtung nur bis zur Feststellung der
Zahlen der zweiten Dezimalreihe reicht, daf also nur bis 0,01 ab-
gelesen werden kann, und da die hierbei auftretenden Unsicher-
heiten, sofern noch der Grad der Genauigkeit, mit welcher die
belastende Kraft bestimmt werden kann, Beriicksichtigung findet,
bei kleinen Belastungen 1°/, recht erheblich iiberschreiten konnen.

Werden fiir die Koeffizienten ¢ und m der Gleichung 1 solche
Werte eingefiihrt, dab

. 1 1,083
¢ = 1333000 ° )
und sodann die aus Gleichung 4 berechneten Lingeninderungen
mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Dehnungen der
beiden Versuchsreihen in Vergleich gestellt, so ergibt sich:

Spannangsstufe in kg/qem Versuchsmittelwert " liilif cgllllez Unterschied
0,43 und 10,22 0,245 f 0,269 + 0,024
043 - 2045 0,58 0,580 0,000
043 - 102,25 3,33 3,351 + 0,027
043 - 2045 7,035 \ 7,122 ~+ 0,087
043 - 306,75 11,06 11,054 — 0,006
0,43 - 409,0 15,40 15,007 — 0,303

Die Ubereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerten
und den berechneten Grofen befriedigt hier, namentlich bei der
untersten und der obersten Belastungsstufe, nicht ganz.

Der Korper wird hierauf in einer senkrechten Priifungs-
maschine auf

Druck

beansprucht und darauf jeweils ganz vom Druck der Maschine
entlastet, so daB als Belastung des mittleren Querschnittes sein
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halbes Eigengewicht und das Gewicht des oberen Teiles der Me8-
vorrichtung verbleibt, zusammen 24 kg, entsprechend

24 0,49 k
agg = O g/qem.

Die Ergebnisse, welche die zunichst durchgefiihrten zwei Ver-
suchsreihen lieferten, sind im folgenden zusammengestellt.

3. Versuchsreihe. 4. Versuchsreihe.
Temperatur nahezu un- | Temperatur nahezu un-

Belastungsstufe in kg verinderlich 19,3 C. | veriinderlich 19,20 C.
Zusammendriickungen | Zusammendriickungen

auf BO cm in g cm auf 50 em in Ygop cm

| ) | o © 2 2

gesamte kg/qem g g £ § g &

| o | =2 2 | 2| 3
24u. 3024(0,49u. 61,84 — — | — | 2,05 ] 0,00/ 2,05
24u. 5024[0,491.102,74| 8,75 | 0,285 | 3,465| 3,45|0,00| 3,45
241.10024|0,491.204,99 | 811 |1,095| 7,015( 7,02/0,00| 7,02
24u.15024 049 u.307,24 | 12,75 | 2,02 10,78 | 10,75(0,00| 10,15
24u.20024 0,49 1. 409,49 | 17,555 3,005 |14,55 | 14,48 | 0,00 | 14,48
241025024 |0,49u.511,74 22,335 4,01 18,325 | 18,34 0,09 18,25

Die 3. Versuchsreihe zeigt sehr bedeutende bleibende Zu-
sammendriickungen, was zu erwarten stand, nachdem der Korper
vorher Zugbelastungen ausgesetzt worden war. Wihrend der
darauf folgenden Belastungen der 4. Versuchsreihe wurden bleibende
Zusammendriickungen nur noch bei der hochsten Belastung beob-
achtet. Die federnden Zusammendriickungen stimmen gut iiberein,
wie die folgende Zusammenstellung erkennen lift.

3. Versuchsreihe 3,465 7,015 10,73 14,55 18,325
4. - 3,45 7,02 10,75 14,48 18,25

Unterschied — 0,015 -+ 0,015 + 0,02 — 0,07 — 0,075
in 9 04 0,2 0,2 0,5 0,4
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Werden fiir die Zahlen « und m der Gleichung 1 die Werte

1
0 =-—————— und m=1,03H
1043000 ’
eingefiihrt, also
e= L s )
1043 000
~<--———-—--»-a—‘--e-‘g—";’%%-o,ooom.s ~~~~~~~~~~~~~~~ .
40,0 bom et D —
e
Sll Wy/

© / hi3y?
iEL o

30675 |- W

; 4
§ e e
] .

208,58 [~ === ==
!
g i /7
i
S ‘l ./'/

108,255} d
3_5
v
&

—~ Ochoc der Dusammendaiichungen 2043, Ochoo der Dohmungen +&

02,74

204,99

i ~_18,325

50050 = 0,0006408 =~ =~~~ -=====-==~ >

gesetzt und sodann die hiermit berechneten Zusammendriickungen
mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Zusammen-

driickungen der beiden Versuchsreihen in Vergleich gebracht, so
findet sich:
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Spannungsstufe in kg/qem | Versuchsmittelwert iﬁ;cgﬁf}g Unterschied
0,49 und 61,84 2,05 2,04 — 0,01
049 - 102,74 3,46 3.46 0,00
0,49 - 204,99 7,02 7,09 + 0,07
0,49 - 307,24 10,74 10,18 + 0,04
0,49 - 409,49 14515 | 14,52 + 0,005
049 - 511,74 18,288 18,297 0,009

Die Ubereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerten und
den berechneten Gréfen muf als eine gute bezeichnet werden.

In Fig. 4, S. 30 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vor-
gange fiir den ersten Zug- und fiir den ersten Druckversuch (Ver-
suchsreihe 1 und 3) die Linienziige der gesamten, bleibenden und
federnden Dehnungen eingetragen: Zugspannungen nach oben,
positive Dehnungen nach rechts und Druckspannungen nach unten,
negative Dehnungen nach links. Fig. b gibt die gleiche Dar-
stellung fir den zweiten Zug- und fiir den zweiten Druckversuch
‘(Versuchsreihe 2 und 4).

Fassen wir den ausgezogenen Linienzug von Fig. 4 ins Auge,
so zeigt sich, daf die Linie der Federungen auf der Zugseite zu
Anfang, d. h. in der Nihe des Koordinatenanfangs, also fiir kleinere
Spannungen, etwas steiler verlduft als auf der Druckseite. Fiir
gréfere Spannungen kehrt sich das Verhdltnis um. Zu dem
gleichen Ergebnis fiihrt eine scharfe Betrachtung von Fig. 5.

Das gleiche lehren auch die Gleichungen

_ 1 1083 e oo
¢ = "1333000 ° giiltig fiir Zugbelastung 4)
und
&= B " - Druckbelastung  5)
1043000 ’
Aus ihnen folgt, daf die Federung fiir die Spannung 1 betrigt
. 1
gegeniiber Zug 1338000
iber Druck —— +
gegenubm Druck 1043000

also im letzten Falle erheblkich mehr als im ersten.
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Fiir Spannungen grofler als 1 wird der groflere Exponent
1,083 auf rasches Wachstum der durch Zugkrifte veranlaften
Federungen hinwirken. Aus

1 1,083 1 1,035
—_ 0 _ —
1 338 000 1043 000
15,365
e — = — E=pater
509,0 f————————~~— £00-50
A
+
306,76 —————
2045k - —m - — ~—_—»,/
102,95 ————-
2045)
~-£ 10,22 +£
61,84
——————— 102,74
(oo == 1204 99
—————————————————————— 307,24
——————————————————————————— 409,49
/ b
1
—————————————————— 51,74
e ‘%’250- =0,0006083 ~— — —— =~ -
Fig. 5

ergibt sich die Spannung
o= 179,4 kg/qem,

nach deren Uberschreitung die Federungen gegeniiber Zugkriften
grofer werden als diejenigen gegeniiber Druckbelastungen.
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Die gemachte Feststellung, betreffend den anfiinglich steileren
Verlauf der Linie der Federungen gegeniiber Zugkriiften, wider-
spricht dem, was man bisher angenommen hatte. Sie widerspricht
auch den Werten der Koeffizienten « und m, welche Verfasser frither
fiir einen der Zugprobe unterworfenen Guleisenstab in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 250, Gl. 9, sowie
in der 6. Auflage seiner Maschinenelemente, S. 687, verdffentlicht
hat. Eine dahin gehende Untersuchung hat dazu gefiihrt, daf hin-
sichtlich dieses Gufeisenstabes sich ein Irrtum eingeschlichen hat,
so daf dieser Widerspruch entfillt. Es muf zunichst dahingestellt
bleiben, ob die bezeichnete Feststellung allgemeine Giiltigkeit fiir
GuBeisen besitzt oder nur fir den untersuchten Korper gilt!).
Durch spitere Versuche hat Verfasser Anhalt dafiir, daB in der
Mehrzahl der Fille bei GuBeisen ein anfinglich steilerer Verlauf
der Zug-Dehnungslinie nicht vorhanden ist, daf vielmehr fiir
kleine Spannungen die Zug-Dehnungslinie fast genau so verlauft
wie die Druck-Dehnungslinie. Die sich ergebenden Abweichungen
dirften — jedenfalls zu einem Teile — auf den schon frither vom
Verfasser festgestellten Umstand zuriickzufiihren sein, daf das
gegenseitige Verhialtnis zwischen Zug- und Druckelasti-
zitdt bei GubBeisen stark beeinfluft wird davon, ob und
in welechem Mafe der untersuchte Korper vorher belastet
worden war. In dieser Hinsicht seien noch die folgenden Ver-
suchsergebnisse mitgeteilt.

Der zu den Versuchsreihen 1 bis 4 verwendete

Gulleisenkorper IIL

wurde einem Druck von P = 90000 kg, d. i. 1841 kg/qem,
15 Minuten lang ausgesetzt und sodann den aus folgender Zu-
sammenstellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen. Da

1) Um iiber diesen Punkt sowie fiber einige andere Verhiltnisse Klarheit
zu schaffen, hat Verfasser Herrn Dr. ing. Otto Berner, damals Assistenten der
Materialprifangsanstalt an der Techn. Hochschule Stuttgart, Anregung gegeben,
Elastizitatsversuche mit GuBeisen und FluBeisen derart durchzufithren, daf ein
und derselbe Kérper der Zug- und Druckprobe unterworfen wird, wie
in § 8 niher angegeben ist. Die Ergebnisse dieser Versuche sind in der 1903
erschienenen Schrift von Berner: ,Untersuchungen itber den Einfluf) der Art und
des Wechsels der Belastung auf die elastischen und bleibenden Formé#nderungen®
verdffentlicht worden. Hinsichtlich der KlarsteHlungen, welche die Schrift bringt,
mufl auf diese verwiesen werden.

Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 3
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bei der Hohe der Belastung die Skala des Instrumentes fiir eine
MeBlinge des Korpers von 50 em nicht mehr ausreichte, so wurde
eine kiirzere Mellinge und zwar /=15 em — in der Mitte der
fritheren liegend — gewshlt.

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,2° C.

Belastungsstufe in ko Zusammend.riickungen auf 15 ¢cm
© S in Ygo cm

gesamte 1 kg/qem gesamte bleibende | federnde

24 und 5024 | 0,49 und 102,74 6,96 0,00 0,96
24 - 10024 | 0,49 - 204,99 2,00 0,00 2,00
94 - 20024 | 049 - 40949 | 415 0,00 | 415
24 - 30024 049 - 613,99 6,375 0,04 6,335
24 - 40024 | 049 - 81849 | 861 0,065 | 8545
24 - 50024 | 049 - 1022,99 | 1092 0,10 | 10,82
24 - 60024 | 0,49 - 122748 13,265 0,14 13,125
24 - 170024 | 049 - 143198 | 15,66 021 | 15,45

Werden fiir die Koeffizienten ¢ und m der Gleichung 1 solche
Werte eingefiihrt, dab

- 1 1,052
¢ = 1577000 ¢ S )
und werden sodann die hieraus berechneten Zusammendriickungen

mit den beobachteten verglichen, so ergibt sich die folgende Zu-
sammenstellung:

Spannungsstufe in kg/qem Versuchswert iiﬁfcélft(; Unterschied
0,49 und 102,74 0,960 0,963 + 0,003
049 - 20499 | 2,00 1,995 — 0,005
049 - 409,49 4,15 4,137 — 0,013
049 - 613,99 6,335 6,336 + 0,001
049 - 81849 8,545 8,575 + 0,030
049 - 1022,99 10,82 10,814 — 0,006
0,49 - 1227,48 13,125 13,136 -+ 0,011
049 - 1431,98 15,45 15,449 — 0,001
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Auch hier ist die Ubereinstimmung der beobachteten und der
auf Grund der Gleichung 6 berechneten Zusammendriickungen eine
sehr gute.

Gleichung 5 verglichen mit Gleichung 6 lehrt, dal durch vor-
1 1
1043000 ** 1217000
vermindert, m dagegen von 1,035 auf 1,052 vergrofert wird. Hier-
durch wird die Federung gegeniiber Druck (Gleichung 5 und 6)

der Federung gegeniiber Zug (Gleichung 4) genshert.

hergegangene starke Druckbelastung e von

Gufeisenkorper 1V,

Material von dem gleichen GuB, wie Korper III bearbeitet.

Querschnitt des mittleren prismatischen
Teiles . . . . . . . . . . . 699.700 =489 qem
Gewiecht . . . . . . . . . . . . . . . . 2981 kg

Zug.

Nach vorhergegangener Belastung mit 40000 kg entsprechend
818 kg/qem, was bei GuBeisen fiir Zug als Uberlastung bezeichnet
werden mubB, wurde der Kérper den aus folgender Zusammen-
stellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen.

Temperatur schwankt zwischen 19,5 und 19,6° C.

Belastangsstufe in kg Federnde Ausdelhnungen auf 50 em in
fe00 C2
gesamte kg/qem beobachtet E;:;]eld&?t,z Unterschied

21 und 500 {0,43 und 10,22 0,33 0,326 — 0,004
21 - 1000|043 - 20,45 0,695 0,711 -+ 0,016
21 - 2000 (0,43 - 40,90 1,63 1,536 -+ 0,006
21 - 3000 043 - 61,35 2,41 2,405 — 0,005
21 - 4000 (0,43 - 81,80 3,295 3,304 -+ 0,009
21 - 5000 0,43 - 102,25 4,185 4,226 -+ 0,041
21 - 10000 |0,43 - 204,50 8,96 9,072 -+ 0,112
21 - 20000 0,43 - 409,00| 19,49 19,457 — 0,033




36 Einleitung.

Die Ubereinstimmung der beobachteten Federungen mit den

auf Grund der Gleichung
_ 1 11
¢ = 1150000 ° )

berechneten mub als eine befriedigende bezeichnet werden.

Der Vergleich der Zahlenwerte in Gleichung 7 mit denjenigen
in Gleichung 4 zeigt, dal sich fiir den vorher iiberlasteten Kérper
sowohl « als auch m gréfler ergeben haben.

Drueck.

Nach vorhergegangener Belastung durch 90000 kg, ent-
sprechend 1841 kg/qem.

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,2° C.

Federnde Zusammendrickungen anf

Belastungsstufe in kg 15 cm in Y4y om
600

gesamte kg/qem beobachtet ;’:gﬁc%ﬁ?% Unterschied

24 und 5024 049 und 102,74 1,012 | 1,024 | + 0,012

24 - 10024 |049 - 20499| 27122 | 2115 | — 0,007
24 - 20024 |049 - 409,49| 4,445 | 4,373 | —0,072
24 - 30024 |0,49 - 61399 6,80 6,687 | —0,113
24 - 40024 |049 - 81849 9,11 9,039 | — 0,071
24 - 50024 |0,49 - 1022,99| 11,47 | 11,420 | — 0,050
24 - 60024 |049 - 1227,48| 13,845 | 13,824 | — 0,021

24 - 70024 (0,49 - 1431,98| 16,245 16,247 | + 0,002

Eine Priifung der dritten und vierten Spalte zeigt auch hier,
daf die aus

1 1,048
g8
1124000 ° )

& ==

berechneten Werte befriedigend mit den beobachteten iiberein-
stimmen.

Der Vergleich von Gleichung 7 _mit Gleichung 8 bestitigt so-
dann die oben gemachte Feststellung, dah die Linie der Federungen
auf der Zugseite in der Nihe des Koordinatenanfanges etwas steiler
verlauft als auf der Druckseite.
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Doch ist der Unterschied hier weit geringer als im Falle des
GuBeisenkérpers 11T (s. Gl. 4 und 5). Es steht dies damit in
Ubereinstimmung, daf auch bei letzterem durch vorherige starke
Belastung der Unterschied vermindert wurde (s. GL. 5 und 6).

Zusammenstellung der fir die besprochenen 4 Gufieisen-
korper erhaltenen Elastizititsgleichungen:

Fiir Zug,
wenn vorher nicht belastet
1 08
(Korper IIT) § = 1333000 ° 3

wenn vorher stark belastet

1 1,1
oy . 7 J— ’
(Korper 1V) ¢ = 1750000 ° B )
Fiir Druck, »
wenn vorher nicht belastet
N . 1 10685 .
(Korper I) ¢ = 1350000 ° )

wenn vorher noch nicht durch Druck belastet

(Korper III) g = —rr 1 A )

wenn vorher stark durch Druck belastet

, _ 1 1,052

(Kérper III) &= 17517000 ° N )
o . 1 1,048

(Kérper 1V) ¢ = 194000 124000 o S )]

Wie bereits oben bemerkt, muf es zunéichst noch dahingestellt
bleiben, inwieweit die Ermittlungen, betr. das Verhiltnis zwischen
Zug- und Druckelastizitit, allgemeine Giiltigkeit haben, oder ob sie
nur fiir die untersuchten GuBeisenkorper Geltung besitzen.

Bei Beurteilung der fiir ¢« und m der Gleichung 1 gewon-
nenen Zahlenwerte ist iberdies im Auge zu behalten, daB sie
sich unter der Voraussetzung ergeben, das Material sei auf der
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MeBliange ! von gleicher Beschaffenheit und gleich dicht, es seien
also bei prismatischer Form des Versuchskorpers vom Querschnitt f
sowohl die Spannung o= § als auch die Dehnung ¢ = % an allen
Stellen der Strecke ! gleich grof. Dall diese Voraussetzung,
namentlich bei gegossenen Kérpern von groerem Querschnitt,
welche Hohlstellen im Inneren besitzen konnen und auch hinsicht-
lich der Dichte Verinderlichkeit zu zeigen pflegen derart, daf
dieselbe von auBen nach innen abnimmt, im allgemeinen nicht —
jedenfalls nicht streng — erfiillt sein wird, liegt bei der Natur
soleher Gufstiicke auf der Hand.

Im allgemeinen ist festzuhalten, daf der Dehnungskoeffizient
auch mit der Beschaffenheit des Gufleisens ganz erheblich schwankt,
und zwar viel stirker als bei dem schmiedbaren Eisen und Stahl.
In neuerer Zeit durchgefiihrte Versuche mit Guleisen von hoher
Festigkeit (hochwertiges Gufeisen), ferner mit Gufieisen, welches
fiir HartguB bestimmt, und mit solchem, welches durch ganze oder
teilweise Abschreckung in Hartguf iibergefiihrt worden war, ge-
wihren einen lehrreichen Einblick nach dieser Richtung hin. So
fand sich beispielsweise fiir das hochwertige GuBeisen (durch-
schnittliche Zugfestigkeit bis rund 2400 kg/qem, durchschnittliche
Biegungsfestigkeit unbearbeiteter Quadratstibe bis rund 4400 kg/qem)
bei der Zugprobe der Dehnungskoeffizient der Federung

Spannungsstufe Dehnungskoeffizient
160,1 und 480,3 kg/qem 1—@1,‘0‘00—
480,3 - 800, - ngoﬁ
800,65 - 1120,7 W;gb‘o‘
1120,7 - 1440,9 - @?1'166
14409 - 1761,1 - ?512“(5

Das zu Hartguf bestimmte Gufleisen zeigt kleinere Werte,
wihrend das GubBeisen, wie es fiir gewdhnlich zu gutem Maschinen-
gub Verwendung findet, erheblich groflere Werte und besonders
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zahes GuBeisen noch grofere Werte besitzt. Fig. 6, welche die
Linienztige der gesamten Dehnungen, und Fig. 7, welche diejenigen
der federnden Dehnungen, je in !/ em fiir 15 ecm MefBlinge giiltig,
enthilt, lassen dies deutlich an der mehr oder minder groBen
Steilheit des Verlaufs erkennen.

T gedt

floe dez S

T U

~1

!
o

5733
480,31
471,17
382,21+

23[5,
491,)1
1601

Achoe der gesamnten Definungen

Fig. 6.

Der Hartgull ergab bei der Zugprobe weit kleinere und
weniger verinderliche Dehnungskoeffizienten, z. B.

Spannungsstufe Dehnungskoeffizient
13,3 und 1383,0 kg/qem :1871{060’
1330 - 266,1 - Tﬁzl'm
266,1 - 5322 - “‘ﬁf)%ow
1

032,2 - 798,3 - m
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Hiernach hat das Abschrecken des GuBleisens einen sehr
groflen Einflub auf die Grofe des Dehnungskoeffizienten?).

30,70

8005
764,

0

573,

4803
W

382,

23}5

191,
1604

Qchoe der federnden Dehmungen
Fig. 7.

1) Fir schmiedbaren Stahl dagegen sind bis jetzt nur unerhebliche Unter-
schiede des Dehnungskoeffizienten festgestellt worden, wenn er im gehiirteten und
ungehérteten Zustand untersucht wird. Stribeck ermittelte fiir GuBstahl, wie er
von den deutschen Waffen- und Munitionsfabriken in Berlin zu Stahlkugeln fiir

Lager verwendet wird, durch Druckversuche mit 48 mm hohen Zylindern (MeB-
linge 32 mm):

1 . .
1. ¢= 5197000’ Zylinder ungehértet,

1 .o ...
| Jpp— 598000’ - in Ol gehartet.
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Hinsichtlich weiterer Einzelheiten, namentlich tiber die Elasti-
zititsverhéltnisse der nur einseitic abgeschreckten Stibe, muf auf
des Verfassers Arbeiten in der Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1899, S. 857 u. f. (Hartguf) und 1900, S. 409 u. f.
(hochwertiges GuBeisen) verwiesen werden?).

Fiir die Dehnungslinie bis zum Bruch ergibt sich bei Guf-
eisen, wie es fiir gewshnlich zu gutem Maschinengull verwendet
wird, die Kurve O G in Fig. 82). Fir andere Guleisensorten
ergeben sich Linien von dem gleichen Verlaufe. Das
Arbeitsvermdgen (§ 3) wird demnach bei GuBeisen I
durch eine Fliche von der Gestalt O G G, gemessen. }
Thre GroBe — etwa 0,08 kgm/cem fiir das in den Fig. 6
und T als gewohnliches Gufeisen bezeichnete Material
und etwa 0,14 kgm/cem fiir das daselbst genannte hoch-
wertige Guleisen — betrigt nur einen sehr kleinen
Bruchteil von der Fliche, welche z. B. das Arbeits- O
vermogen des FluBeisens (Fig. 10) liefert (Fig. 10 und 8  Fig. 8.
sind in demselben Mafstab gezeichnet).

Querschnittsverminderung und Bruchdehnung sind selbst bei

zihem Gufleisen so gering, dafl fiir gewdhnlich eine Bestimmung
unterbleibt.

@

2. Versuche mit Flupeisen.
Rundstab L.
Wir unterwerfen den aus zihem Flufeisen hergestellten Stab
in einer liegenden Priifungsmaschine der Zugprobe.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,007 em

Querschnitt - - - - 3,16 qem
MeBlinge . . . . . . . . . . . . .1500cm.
- _ 1 S e
3. «= 5109000 ° Zylinder in Wasser gehirtet.

Dagegen ergab sich die Proportionalititsgrenze, welche im Falle Ziff. 1
zwischen 5500 und 6000 kg/qem lag, im Falle Ziff. 3 bei etwa 9000 kg/gem. In
ihnlichem Mafe zeigte sich die Elastizitdtsgrenze nach oben verschoben (Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, S. 73 u. f.).

1) Diese Arbeiten finden sich auch in Heft 1 der vom Vereine deutscher
Ingenieure herausgegebenen Mitteilungen fiber Forschungsarbeiten auf
dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin 1901.

%) In dieser Darstellung ist genau bestimmt die Hohe G5 G und der Verlauf
der Linie O @, soweit sie ausgezogen ist. Vor Eintritt des Bruches missen die
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Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Stab
wird zundichst mit P = 1000 kg und sodann abwechselnd mit
P = 3000 kg belastet und bis auf P = 1000 kg entlastet'). Hieran
schlieBt sich der Belastungswechsel P = 1000 und 5000 kg sowie
P = 1000 und 6000 kg. In jedem Falle wurden Belastung und
Entlastung so lange gewechselt, bis sich die gesamten, die blei-
benden und die federnden Verlingerungen nicht mehr #nderten.
Dazu ist auch hier schon zu Anfang mehrmaliger Belastungs-
wechsel erforderlich.

Die Ablesungen der Dehnungen erfolgen in Zwischenrdumen
von 3 Minuten.

Temperatur schwankt zwischen 17,6 und 17,8° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in Y5499 €m

gesamte ‘ kg/qem gesamte | bleibende | federnde

1000 und 3000 kg‘ 316,5 und 9494 | 461 | 017 | 444
1000 - 5000 - | 3165 - 15823 | 921 | 022 | 899
1000 - 6000 - | 3165 - 18987 | 11.90 | 063 | 1127

Wie ersichtlich, wachsen die federnden Dehnungen etwas
rascher als die Spannungen, denn es betriigt

fir die erste Stufe von 2000 kg die Federung 4,44
- - zwelte - - 2000 - - - 899 —444 = 4,55
- - dritte - - 1000 - - - 11,27 — 8,99 = 2,28.

Instrumente zum Messen der Verlingerungen abgenommen werden, damit sie
durch den Bruch nicht beschidigt werden; infolgedessen kann die Bestimmung
der Verlingerungen in der Nihe des Bruches nicht mehr genau erfolgen, was
durch Strichelung in Fig. 8 angedeutet ist.

1) Wenn ein Stab in liegender Maschine der Priifung unterworfen wird,
und man entlastet ihn vollstindig, d.h. bis die in der Einspannvorrichtung ge-
haltenen Stabképfe sich zu lésen beginnen, so liegt die Gefahr vor, daB die
Anzeigen der MeBeinrichtung (hier Spiegelapparat, vergl. Fig. 4, § 8, S. 105, 110
u. f.) ungenau werden. Das 148t sich dadurch vermeiden, dafl man mit der Ent-
lastung nicht bis Null zuriickgeht, sondern einen erheblichen Betrag dariiber
bleibt. Hierfir wurde im vorliegenden Falle P = 1000 kg gewihlt, entsprechend
¢ = %0— = 316,5 kg/qem.

Beim Entlasten ist die Vorsicht zu gebrauchen, daf man jeweils etwas
unter die Anfangsbelastung, d. i. hier 1000 kg, zuriickgeht und alsdann vorwarts-
schreitend auf dieselbe einstellt.
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In Fig. 9 sind die Ausdehnungen nach
dem in Fig. 1 u. f. gegebenen Vorgange ein-
getragen, und zwar von ¢ = 316, kg/qem *
an gerechnet (vergl. Fufbemerkung S. 42).

Unter der Belastung von 6850 kg sinkt
der Waghebel der Maschine auf seine Unter-
lage; beim Nachspannen verschwindet die
Skala in den beiden Spiegeln der Me8-
vorrichtung: die Fliefi- oder Streck- '
grenze (§ 2) ist erreicht. Sie liegt dem-  swsf———f
gemil bel

_____ e=827 _ 0 soorsiz»t

~000-15.

—. 6850 :
o= 316 — 2168 kg/qem?).

Nach dieser Feststellung wird der Stab %
entlastet und hierauf der Versuch, wie vor-
her durchgefiihrt, wiederholt. Dabei er-

+E

gibt sich ’ Fig. 9.

fiir den Belastungswechsel 1000/3000 1000/5000 1000/6000 kg
die Federung. . . . . 4,50 9,01 11,28
somit Unterschied . . . 451 2,217

also die Federung nur wenig wachsend mit der Spannung.

Mit der Federung 4,50 fiir die erste Belastungsstufe der zweiten
Versuchsreihe findet sich der durch Gleichung 3, § 2 bestimmte
Dehnungskoeffizient zu

4,5 1

o = =

1000. 15 (949,4 — 316,5) =~ 2109700 °

Bei erneuter Steigerung der Belastung iiber 6000 kg hinaus ist
die Streckgrenze — durch Sinken des Waghebels auf seine Unter-
lage — jetzt bei P = 6500 kg zu beobachten, entsprechend

;6500
~ 3,16

= 2057 kg/qem.

1) Auf die Ermittlung auch der unteren Streckgremze (vergl. § 2) wird
S. 49 und 50 eingegangen werden.
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Nachdem durch Nachspannen eine Verlingerung der Meb-
strecke /=15 cm um 0,14 em erfolgt ist, beginnt der Waghebel
wieder zu steigen und einzuspielen, hierdurch anzeigend, daf die
inneren Krifte, mit welchen der Stab der Verlingerung widersteht,
die Grobe von 2057 kg/qem wieder erreicht haben und zu iiber-
schreiten anfangen. Bei Fortsetzung des Nachspannens steigt die
Belastung stetig, bis sie mit Pue = 11840 kg ihren Grobtwert

Belastungen

den

1
:
H
H
N
o
I
=
©
T
©
i
1
1

|
i

46mm Yerlangerung amfL=150mm l Achae der Yekingerungen.,
Fig. 10.

erreicht (vergl. § 3, Fig. 1). Alsdann sinkt der Waghebel — nach-
dem er vorher einige Zeit hindurch eingespielt hatte —, der Stab
beginnt sich einzuschniiren (vergl. § 3), und schlieflich erfolgt der
Bruch an der stark eingeschniirten Stelle unter rund P = 8700 kg?)
Belastung, entsprechend ¢ = —2—7198— = 2753 kg/qem.

’

In Fig. 10 ist der Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen,
wie sie sich fiir den untersuchten FluBeisenstab bei dem zweiten
Versuch ergab, unter Zugrundelegung der MeBlinge von urspriing-
lich 15 em, eingetragen. Derselbe ist nicht unabhingig von der
Geschwindigkeit, mit welcher die Belastung gesteigert, d. h. von
der Raschheit, mit welcher der Stab gedehnt wird.

1 Eine genaue Feststellung dieser Belastung begegnet Schwierigkeiten.
(Vergl. FuBbemerkung 1 S. 9.)
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Die Zugfestigkeit betragt

11 840
K, = 316 3747 kg /qem.
Die Messung des mittleren Durchmessers des Bruchquerschnittes
g— 1,237 = 1,19 qem (vergl. § 3);
somit ist nach Gleichung 2, § 3 die Querschnittsverminderung

3,16 — 1,19
3,16

liefert 1,23 ecm, entsprechend f, =

r = 100 = 62,3 %.

Nach dem Bruche zeigt das mittlere, urspriinglich 20 em lange
Stabstiick 25,48 em Linge; infolgedessen ergibt sich nach Glei-
chung 3, § 3 die Bruchdehnung zu

25,48 — 20,0

¢ = 100555

= 2749,

Das nach Mafigabe der Gleichung 4, § 3 bestimmte Arbeits-
vermogen betrigt 4 = 6,76 kgm/cem.

Rundstab IL.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,495 em
Querschnitt - - - - 4,89 qem
MebBlinge . . 10,00 cm.

Der Stab, welcher aus ausgegliihtem Material besteht und
vorher noch keiner Priifung unterworfen ist, wird in derselben
Weise wie Rundstab I gepriift und liefert folgende Ergebnisse:

Versuchsreihe 1.
Temperatur schwankt zwischen 17,0 und 17,2° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in !/jg00 cm

gesamte kg/qem gesamte bleibende federnde

1000 und 3000kg | 204,5und 613,5 2,99 0,05 2,94
1000 - 5000 - |2045 - 10225| 598 0,11 5,81
1000 - 7000 - (2045 - 14315 8,95 0,16 8,79
1000 - 9000 - (2045 - 18405| 11,92 0,21 11,71
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Die Wiederholung des Versuchs liefert:

Versuchsreihe 2.

Temperatur schwankt zwischen 17,2 und 17,4° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in */;490 cm

gesamte kg/qem gesamte ‘ bleibende .| federnde
1000 und 3000kg | 204,5und 6135| 2,93 0,00 2,93
1000 - 5000 - |204,5 - 10225| 5,89 0,02 5,87
1000 - 7000 - |204,5 - 14315| 8,85 0,06 8,79
1000 - 9000 - | 2045 - 18405 11,80 0,09 \ 11,71

Hiernach betragen die gesamten Ausdehnungen:

1. Versuchsreihe 2,99 5,98 8,95 11,92
Unterschied 2,99 2,99 2,97 2,97

2. Versuchsreihe 2,93 5,89 8,85 11,80
Unterschied 2,93 2,96 2,96 2,95

Die federnden Ausdehnungen:

1. Versuchsreihe 2,94 5,87 8,79 11,711
Unterschied 2,94 2,93 2,92 2,92

2. Versuchsreihe 2,93 5,87 8,79 11,71
Unterschied 2,93 2,94 2,92 2,92

Mit Riicksicht auf den Grad der Genauigkeit, mit welcher bei
den Priifungsmaschinen die Einstellung auf eine bestimmte Be-
lastung erfolgen, und mit welcher sodann die Dehnung selbst er-
mittelt werden kann, sowie in Anbetracht des Einflusses der nicht
ganz fernzuhaltenden kleinen Temperaturinderungen') — hier um

1) Bei dem verwendeten MeBinstrnment, dessen in Betracht kommende
Teile wegen der geringen Querschnittsabmessungen den Temperaturinderungen
rascher folgen als der verhiltnismaBig dicke Versuchsstab (vergl. Fig. 4, S. 105),
sufert sich der EinfluB der kleinen Temperaturzunahme in einer solchen Weise,
daB eine kleine Abnahme der beobachteten Dehnungen zu erwarten steht. Tat-

sichlich zeigt sich auch eine solche Abnahme. Vergl. auch das in § 8, S. 113
Gesagte.
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0,2° C. — wihrend einer Versuchsreibe, darf die Unverédnderlich-
9000
4,89
vorhanden angesehen werden. Fig. 11, welche mit den bei der ersten
Versuchsreihe gewonnenen Ausdehnungen hergestellt wurde, be-
statigt dies.

Mit der Federung 2,93 folgt nach Glei- oo £ T g 0nomsor-t

400015

chang 3, § 2: i A ;

o
-
. 2,93 . 1

" 1000.15 (613,56 —204,5) ~ 2094000

keit der Federungen bis ¢ = = 1840,5 kg/qem als wirklich

[24

A431,5

Die bleibenden Dehnungen ergeben sich
fiir die zweite Versuchsreihe weit geringer
als bei der ersten, was zu erwarten war.

Bei Steigerung der Belastung tiber ***
P = 9000 kg hinaus zeigt sich plotzliches
Sinken des Waghebels der Maschine bei
P = 10500 kg; die obere Streckgrenze wurde

. . 6135
somit bei

10 500
189 — 2147 kg /qem
2045
erreicht.
Um die Kraft festzustellen, welcher der e
sich streckende Stab unmittelbar nach Sinken Fig. 11.

des Waghebels das Gleichgewicht hilt, wird

die Wage stetig entlastet, bis wieder Einspielen stattfindet!). Dies
tritt ein bei P = 9900, d.i. fir ¢ = i?gg
lingerer Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Widerstands-
fahigkeit des Stabes zu steigen, wie dies Fig. 12, welche auch den Be-
lastungsabfall von 10500 kg auf 9900 kg zeigt, erkennen laft. Nach

= 2025 kg/qem. Bei

Erreichung der Belastung von 11000 kg, d. 1. %%%0— = 2249 kg/qem,
,8¢
fallt der Waghebel zum zweiten Male plotzlich, und zwar auf
P = 9800 kg, entsprechend isgg = 2004 kg/qem. Bei dem nun
Y

1) Im TFalle der Fig. 10 geschah diese Feststellung nicht.
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folgenden Nachspannen steigt die Belastung ziemlich rasch, wie
Fig. 12 deutlich angibt.

Prae tritt bei 17050 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit
K, = —1%’(%(‘)— = 3487 kg/qem.

Die Belastung hilt sich ziemlich lange auf dieser Hohe, wie
ebenfalls aus Fig. 12 zu ersehen ist. Die letzte Belastung, welche

Y

2249 1.

2147 g
Py 3
H ! N
b N
1 ' [N
1 «©
h N
Il )
1 U

0 >
«N
=3
K
!

o 00

RS

wund 51mm Velingerung aunfyf =150mm

-

Fig. 12.

unmittelbar vor dem Bruche und nach weitgehender Einschnii-
rung des Bruchquerschnittes beobachtet werden konnte, betrigt
P = 13500 kg, d. i. 2761 kg/qem.

Da f, = ZZ— 1,54 = 1,86 qem, so liefert Gleichung 2, § 3 die
Querschnittsverminderung

_ 489 —1,86
Y =100 g7

= 629,
und wegen /, = 323,7 bei 250 mm urspriinglicher Linge findet
sich nach Gleichung 3, § 3 die Bruchdehnung

323,7 — 250

¢ = 100 250

= 29,5 9.
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Rundstab IIIL.
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,60 cm
Querschnitt - - - - 5,31 qem
MeBlénge . . . . . . . . . . . . .2600cm.

Der Stab, welcher aus ausgegliihtem Material besteht, wird
der Priifung insbesondere behufs Ermittelung der oberen und
unteren Streckgrenze (§ 2) unterworfen; weiter sollen festgestellt
werden: Zugfestigkeit, Bruchdehnung und Querschnittsverminderung.

|
|
I
1
— |
T ,_
| i
T Y
| ‘I =
T \
- |
|
o . |
|
I 694w @MWMMMZ.ZOOW. |
Fig. 18.

Zu dem bezeichneten Zweck werde ein Selbstzeichner ver-
wendet, d.h. eine Vorrichtung angeordnet, welche die Dehnungs-
linie selbsttitig aufzeichnet!).

1) Die Einrichtung ist derart, dafl der in senkrechter Richtung sich be-
wegende Schreibstift von dem Laufgewicht der Wage, dessen Stellung die GroBe
der Belastung bestimmt, betatigt wird, wihrend die um eine senkrechte Achse
sich drehende Papiertrommel ihre Bewegung von dem fortschreitenden Ein-
spannkopf der Priifungsmaschine erhilt. Es werden also nicht bloB — wie zu
wiinschen ist — die Dehnungen des mittleren zylindrischen Teiles des Versuchs-
stabes auf die Papiertrommel iibertragen, sondern auch die iibrigen Form-
inderungen, die sich unter der jeweiligen Belastung einstellen, insoweit sie die Lage
des unteren Einspannkopfes der stehenden Maschine beeinflussen. Die Darstellung

Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 4
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Der Versuch liefert die in Fig. 13 dargestellte Dehnungslinie
mit den eingetragenen Spannungen. Die Dehnungen sind zuriick-
gefiihrt auf die in der Mitte des Stabes gelegene Meflstrecke von
urspriinglich 20 em Lénge (vergl. Fulbemerkung 1, S. 9).

Wir erkennen: Beginn des Streckens bei 2465 kg/qem Be-
lastung, sofortiges Fallen der letzteren auf 1895 kg/qem, Fort-
setzung des Streckens unter dieser Belastung, spiiter geringes Auf-
steigen und folgendes Schwanken der Belastung, bis sich schlief-
lich wieder stetiges und ausgepréigtes Wachstum der letzteren ein-
stellt, das bis zur Uberwindung der Zugfestigkeit von 3578 kg/qem
andauert.

Somit ergibt sich

die obere Streckgrenze zu . . . ¢, = 2465 kg/qem
- untere - - . . . 0 =180 -
- Zugfestigkeit - . . . K. =3518 -

Die Querschnittsverminderung und die Bruchdehnung werden
auf dem bereits fiir Rundstab I und II angegebenen Weg er-
mittelt zu

Y= T1,0% ¢ = 31,9 %,.

der Dehnungen ist somit keine reine und auf die MeBlinge des Stabes be-
schrinkte, ganz abgesehen von den etwaigen Unvollkommenheiten der Uber-
tragung der Bewegung von dem Einspannkopf auf die Papiertrommel.

In bezug auf die Darstellung der Belastungen ist zu beachten, daf das
Laofgewicht, von dem aus der Schreibstift seine Bewegung erhilt, jeweils von
Hand so eingestellt werden muf, daf die Wage einspielt. Bei rasch vor sich
gehender Anderung der Kraft, die eben durch Verstellung des Laufgewichts ge-
messen werden soll, kann die Einstellung des letzteren mit einiger Schwierig-
keit verkniipft sein. Aus diesem Grunde werdeu in solchen Fillen Ungenauig-
keiten hinsichtlich der Darstellung der Belastungsinderungen nicht zu ver-
meiden sein. Bei vorhandener Ubung und bei sorgfaltigem Verfahren desjenigen,
der den Versuch durchzufiihren hat, pflegen diese Ungenauigkeiten éibrigens nicht
bedeutend zu sein.

Ist hiernach die Darstellung des Verlaufs der Dehnungslinie wihrend der
Streckperiode durch den Selbstzeichner nicht vollstindig genau, so gewihrt sie
doch ein anschauliches Bild von dem eigenartigen Verhalten des Materials unter
den Verhiltnissen, bei denen die Streckung vor sich geht.

Die Zuriickfihrung auf die MeBlinge des Stabes, also die Ausscheidung
der auflerhalb dieser Strecke auftretenden Formanderungen, erfolgt nach MaBgabe
des in der Fullbemerkung 1 S.9 angegebenen Verfahrens.
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Rundstab IV,

Abmessungen und Untersuchung des Stabes IV genau wie
bei Rundstab III; beide sind derselben Stange FluBeisen ent-

nomimen.

Der Versuch liefert die Groben:
o, = 2407 kg/qem,
o, = 2075 -7 lT
K, = 3667 - i
|
y = 69,77, o
g = 338 - o &
T
und die Dehnungslinie Fig. 14, deren Vergleich % }
mit Fig. 13 erkennen laBt, dal sich das Material [
aus. einer und derselben Staf]ge inn«?rhalb ('iler Lo
Periode des Streckens oder Flieflens nicht gleich Fig. 14.
verhilt. Die Unterschiede sind oft noch weit er-
heblicher.

3. Versuche mit Flupstahl.

Rundstab,
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,00 cm
Querschnitt - - - 3,14 gem
Meblinge . 15,00 em.

Der Stab wird in einer liegenden Priifungsmaschine der Zug-
probe unterworfen, jeweils unter Wechsel zwischen Belastung und
Entlastung, so oft, bis sich die gesamten, bleibenden und federnden

Dehnungen nicht mehr #ndern.
Die Ablesungen der Lingensnderungen erfolgen in Zeitriumen

von 3 Minuten.

4*
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Temperatur schwankt zwischen 16,4 und 16,5° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in /g0, cm

gesamte kg/qem gesamte bleibende federnde
Unter- i Unter-
schied schied
4,47 4,47
1000und 3000 | 318,5und 955,4 | 4,47| "o | 000 | 447 /' -
1000 - 50008185 - 15924 9,19i 4’5 L] 025 | 894 4’ 19
1000 - 7000|3185 - 2229,3| 13,73 | 4’76 0,30 | 13,43 4’ 49
1000 - 9000 3185 - 2866,2| 18,49 4’79 0,67 | 17,92 4’ 48
1000 - 11000 318,65 - 3503,2| 23,28 4’60 0,88 | 22,40 4’ 48
1000 - 13000|318,5 - 4140,1| 27,38 2’31 1,00 | 26,88 2’2 A
1000 - 140003185 - 44586 | 30,19 3’55 1,07 | 29,12
1000 - 15000|3818,5 - 4777,1| 83,74 | "

Nachdem P = 15000 kg eingestellt ist, sinkt der Waghebel
plotzlich, so dab die Streckgrenze bei

15000
3,14

= 4777 kg/qem
erreicht ist.

Bei Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Belastung
wieder zu steigen und erlangt mit Ppe = 22720 kg ihren GroBt-
wert; alsdann sinkt der Waghebel, der Stab beginnt sich ein-
zuschniiren, und schlieflich erfolgt der Bruch.

Wie die letzte Spalte der Zusammenstellung der Ausdehnung
zeigt, wachsen die Federungen bis P = 14000 kg unter Beriick-
sichtigung des tatséichlich erreichbaren Genauigkeitsgrades recht
befriedigend in gleichem Verhltnis wie die Spannungen?). Fig. 15,
welche nach dem Vorgange von Fig. 1 u. f. die Schaulinien der
gesamten, bleibenden und federnden Dehnungen enthilt, zeigt den
geradlinigen Verlauf der Federungen. Wir haben demgemifl Pro-
portionalitit jedenfalls bis zur Spannung

14000

o= RV ~ 4459 kg/qem.

') Die gesamten Ausdehnungen tun dies weniger.
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Da auf der folgenden Belastungsstufe P = 15000 kg die Er-
scheinung des Fliefens eintrat, so ist anzunehmen, daf die Pro-

portionalitit sich nur unerheb-
lich tiber P = 14000 kg hin-
aus erstreckt haben wird, wes-
halb die Proportionalitéits-
grenze als nur wenig ober-
halb 4459 kg/qem liegend an-
genommen werden kann').
Der Dehnungskoef-
fizient berechnet sich mit
4,48 cm Federung auf 15 em
1000 °
bei 2000 kg Belastungsunter-
schied nach Gleichung 3, § 2 zu
4,48 .3,14

o —= =

1000 . 15 . 2000

1
~72133000 °

Die Streckgrenze ist bei

15 000

anzunehmen.
Die Zugfestigkeit be-
tragt
22 720
KE="g51a
= ~ 7236 kg/qem.

Die durch Gleichung 2, § 3
bestimmte Querschnittsvermin-
derung ergibt sich, da

f = 1; 1,512 = 1,79 qem,

b
4458 67— ———— L
S
+

140,14

35032+

2866,2

.....

15924

955,

3185

+e

Fig. 15.

1y Scharf tritt hier die Unzulissigkeit hervor, die Begriffe der Proportio-
nalitits- und Elastizititsgrenze (vergl. S. 21 und 22) miteinander zu vermengen.
Die erstere liegt hier nahe bei 4459 kg, wihrend die letztere, aufgefalit als die-
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zZu . 3,14—179 .,
Y= 100—;3,14 = 439,

und die Bruchdehnung nach Gleichung 3, § 3 mit /, = 238 auf

200 mm urspriingliche Linge zu

238 —200
200

Uber die Ergebnisse der Untersuchung von Stahlguf hat
Verfasser in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898,
S. 694 u. f. berichtet.

¢ = 100 =199,

4, Versuche mit Kupfer.
Rundstab L.

Material: weiches Kupfer.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . 2,502 em
Querschnitt - - - - % 2,6022 = 4,92 qem
MeBlange . 10,00 em.

Die Priifung erfolgte zunichst ganz wie unter Ziff. 3 bemerkt,
und wurde sodann wiederholt. Die KErgebnisse sind im folgenden

zusammengestellt.

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe

Belastungsstufe in kg

Temperatur

16,8 bis 17,10 C.

Temperatar
17,4 bis 17,5° C.

Ausdehnung auf

10 em in /g cm

Ausdehnung auf
10 em in Y400 Cm

2 s RN I 3 2.

gesamte kg/qem ;:« ,;%R EJT g.-: gk ET
S |2 (2= |2 (&

750 und 1500 | 152,4 und 304,9| 1,41 | 0,11 (1,30 | 1,32 | 0,00 1,32
750 - 2250|1524 - 457,3]3,18| 0,53 2,65 | 2,68/ 0,00 2,68
750 - 3000|1524 - 609,8|5,38| 1,83 | 4,05 | 4,11 | 0,04 | 4,07
750 - 3750|1524 - 762,2|8,05| 2,52 5,63 | 5,68 0,15 5,53

jenige Spannung, bis zu welcher die bleibenden Forméinderungen Null oder doch
verschwindend klein sind, weit tiefer liegt (vergl. die Werte in der Spalte der
bleibenden Ausdehnungen).
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In Fig. 16 sind die Schaulinien, welche sich hiernach fir die
gesamten, die bleibenden und die federnden Dehnungen aus der
1. Versuchsreihe ergeben, dargestellt.

Wie ersichtlich, stellen sich bei der ersten Versuchsreihe blei-
bende Dehnungen auflerordentlich frith und iiberhaupt von be-

Fig. 16.

deutender Grofe ein. Bei der zweiten Versuchsreihe dagegen
treten die bleibenden Dehnungen ganz in den Hintergrund, eine
Folge davon, dal der Stab schou einmal den Belastungswechseln
ausgesetzt gewesen ist.

Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen besteht
nicht; denn es betragen die Unterschiede
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der gesamten Aus- der federnden Aus-
dehnungen dehnungen
bei der 1. Versuchsreihe 1,41 1,77 2,20 2,67 1,30 1,35 1,40 1,48
- - 2 - 1,32 1,36 1,43 1,57 1,32 1,36 1,39 1,46,

d. h. ausgeprigt wachsend mit den Spannungen.

Wird den Federungen die durch Gleichung 1 ausgesprochene
Gesetzmibigkeit zugrunde gelegt, und werden dabei die Koeffi-
zienten o und m so gewihlt, dal fir die erste Versuchsreihe

1 1,098
195000 © - - 9

8 frmemng
und fir die zweite Versuchsreihe
. 1 1,074
8—_—-—18650006 . ()]

so zeigt folgende Zusammenstellung:

Federungen auf 10 em in /g9 cm
Spia;n?:;%ls:;ufe 1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe
beobachtet ;); (ﬁ?c}éﬁfg beobachtet nggiecélﬁe{()
1524 und 3049 | 1,30 1,30 132 | 1,32
1524 - 4578 | 2,65 2,66 2,68 2,69
1524 - 6098 | 4,05 4,07 4,01 4,09
1524 - 7622 | 558 5,52 5,53 5,52

eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und
Rechnung.

Der Unterschied in den Zahlenwerten der Koeffizienten &
und m der Gleichungen 9 und 10 laBt den Einflub der vorher-
gegangenen Belastung auf die Federung deutlich erkennen.

Uber die Anzahl der Spannungswechsel, welche jeweils er-
forderlich waren, um festzustellen, daB sich die gesamten, die
bleibenden und die federnden Dehnungen nicht mehr #ndern, gibt
die folgende Zusammenstellung Auskunft. Ebenso dariiber, wie
sich die Ausdehnungen bei dem erstmaligen Wechsel (Anfangs-
werte) von denjenigen bei dem letzten Wechsel (Endwerte) unter-
scheiden.
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1. Versuchsreihe

Spannungsstufe | Zahl der

Anfangswerte Endwerte
in kg/qem Span-
nUHgS'
wechsel A | A = A YU 1 A— A
]52,4/304,9 2 1,41 “ 0,11 1,30 141 ‘ 0,11 1,30
152,4/4573 | 5 | 8,10 | 047 | 2,68 | 3,18 | 0,53 | 2,65
152,4/6098 | 7 | 518 | 1,16 | 3,97 | 5,38 | 1,33 | 4,05
152,4/762,2 | 7 | 1,60 | 2,15 | 5,45 | 8,06 | 2,52 | 5,53
i
2. Versuchsreihe
152,4/304,9 2 1,32 0,00 1,32 1,32 0,00 1,32
152,4/4573 | 2 | 268 | 0,00 | 2,68 | 2,68 | 0,00 | 2,68
152,4/609,8 4 4,13 ‘ 0,03 410 | 4,11 0,04 4,07
152,4/7622 | 4 | 560 1 0,07 | 53 | 5,68 | 0,15 | 5,53

232 ﬁg/qcm»

00

. g=E

s52mm Yefdngerung auf £ =40i0»m/m;

Fig. 17.

Die weitere Untersuchung des Stabes fiihrte zur Erlangung
der Dehnungslinie Fig. 17 sowie zur Feststellung:

der Zugfestigkeit
10980

Kz =5 “*m = 2232 kg/qcm,

der Querschnittsverminderung

4,92 — 1,89

Y =100—""1g

= 61,69,
da

Sy = % 1,55 = 1,89 qem,
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und der Bruchdehnung auf 200 mm

292,2 — 200
200

Die unmittelbar vor dem Bruch beobachtete Belastung betrug
rund 8200 kg, entsprechend
__ 8200

— i — 3 o |
o= 4,92 1667 kg/qem.

¢ = 100 = 46,1°),.

Eine Streckgrenze in dem Sinne, wie in § 2 erklirt, und wie
wir sie bei Flufleisen und bei FluBstahl kennen lernten, besitzt
hiernach das Kupfer nicht.

Das Arbeitsvermégen gemib Gl 4, §3, ergibt sich zu
A = 1,11 kgm/cem.

Rundstab II.

Material: weiches Kupfer, jedoch von anderer Herkunft als
Stab I, bereits einmal bis o == 964,4 kg/qem beansprucht gewesen.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 1,99 em
Querschnitt - - - - 3,11 qem
MeBlinge . . . . . . . . . . . . .10,00 cm.

Die Untersuchung fiihrt ganz wie beim Rundstab I zu dem
Ergebnis, daf die federnden Ausdehnungen rascher wachsen als
die Spannungen, entsprechend

1 1,093

2084 000

&= 11)

Nachdem fiir den Rundstab I ausfiihrliche Besprechung statt-
gefunden hat, wird es geniigen, die folgende Zusammenstellung
anzufiihren.

Spannungsstufe Federnde Ausdehnung in Vg cm
kg/qem beobachtet bere(éxf eltlnach
160,75 und 21,5 1,40 1,40
160,75 - 482,95 2,89 2,87
160,75 - 643,0 4,39 4,39
160,75 - 803,75 5,95 5,94
160,15 - 9646 753 7,63
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Die Ubereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde,
und dem, was Gleichung 11 liefert, mufl als eine sehr gute be-
zeichnet werden.

5. Versuche mit Bronze.
Rundstab I.

Material: gegossene Bronze, vorher noch nicht belastet.
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,20 cm

Querschnitt - - - - 3,80 gem
MeBlange . . . . . . . . . . . . .15,00cm.

Die Priifung wurde in der gleichen Weise, wie unter Ziff. 3
angegeben, durchgefiihrt mit den aus folgender Zusammenstellung -
ersichtlichen Zahlenergebnissen.

Temperatur schwankt zwischen 15,4 und 15,6° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in Y490 em
gesamte 5 kg/qem gesamte ] bleibende federnde

l
50 und 1500 | 197,4 und 394,7 331 | 0,07 3,24
50 - 2230 [1974 - 5921| 6,61 0,09 6,52
750 - 3000 1974 - 7895 10,33 0,48 9,85

Hiernach wachsen die Federungen rascher als die Belastungen.
Wird
. 1 108

gesetzt, so ergeben sich die Federungen

nach Gleichung12 . . . . . . 3,24 6,3 9,85
gegeniiber den beobachteten Werten 3,24 6,52 9,85,

also in guter Ubereinstimmung.
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Die Wiederholung des Versuchs liefert:

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in /400 cm
gesamte kg/qgem gesamte bleibende federnde

750 und 1500 |197,4und 394,7| 3,30 0,01 3,29
750 - 2250 1974 - 592,1| 6,60 0,01 6,59
750 - 3000 1974 - 7895| 9,89 0,03 9,86

Somit betragen die Unterschiede

in den gesamten Ausdehnungen 3,30 3,30 3,29
- - federnden - 3,29 3,30 3,27

d. i. in Beriicksichtigung aller Verhaltnisse nahezu so gut wie Un-
‘verinderlichkeit. Hiernach zeigt der Bronzestab, fir welchen die
erste Versuchsreihe die Gleichung 12 lieferte, im Falle vorher-
gegangener Belastung Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen. Mit der Federung 3,29 fiir das Material in dem Zu-
stande, in welchem es sich wihrend der zweiten Versuchsreihe
befindet, bestimmt sich der Dehnungskoeffizient nach Gleichung 3,

§ 2 zu
3,29 1

~ 15000.197,4 900000 °

o

Wird die Belastung weiter gesteigert, so stellt sich schlieflich
der Bruch bei 7500 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit
7500

K= 330

= 1974 kg/qem.

Die Querschnittsverminderung nach Gleichung 2, § 3 ergibt
sich, da
f,= % 2,082 = 3,40 qem,
zu
3,80 — 3,40

v = 100 550

— 10,59,

und die Bruchdehnung auf 20 em nach Gleichung 3, § 3, zu

212,0 — 200

¢ =100 =555

= 69,
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Uber den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen gibt
Fig. 18 Auskunft.

1974 hg fgem

G=

9mm Vezfangenng
auf (=150mm

Fig. 18.

Wie ersichtlich, besitzt die untersuchte Bronze gleich dem
untersuchten Kupfer keine Streckgrenze.

Rundstab II.

Material ganz wie bei Stab L

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . 1,99 em
Quersehnitt - - - - . 3,11 gqem
MeBlinge 15,00 em.

Priifung wie Stab I, jedoch ohne Wiederholung des Versuchs.

Belastungsstufe in kg Ausdehnungen auf 15 cm in /g9 cm
gesamte kg/qem gesamte } bleibende | federnde

750 und 1500 | 241,2 und 482,3| 3,98 0,02 3,96
750 - 2250 |2412 - 1235| 899 0,93 8,06
750 - 3000 |2412 - 964,6| 17,81 563 | 12,18

Hiernach wachsen die Dehnungen, ganz wie in Versuchs-
reihe 1 des Stabes I, rascher als die Spannungen.
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Ferner ergibt sich

6500
—_— — 9
K. 511 090 kg/qem,
3,11 — 21912
_ 4% 311281
w = 100 511 = 100 ST =179,
. 216,2—200 0
g = 100" T8 — 81,

Eine grofie Zahl von weiteren Untersuchungen des Verfassers
tiber Bronze sowohl bei gewthnlicher Temperatur als auch bei
hoheren Temperaturen finden sich verdffentlicht in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 354, 1900, S. 1745 u. f.,

1901, 8. 1477 w. £.1).

6. Versuche mit Messing.
Rundstab (MessingguB).

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . 2,20 em
Querschnitt . - - - - . 3,80 qem.

Priifung genau wie bei Bronzestab I (Ziff. 5).

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe
Temperatur15,4—15,6°|Temperatur14,8—15,1°

Belastungsstufe in kg
‘ Ausdehnung auf 15 em | Ausdehnung auf 15em

i 1 in 1

in Y1400 cm in Y400 cm

D [

D D
2 ] = 2 E =
g ) g g 5} =
gesamte kg/qem & 2 5 & = 2
° ) g < 2 3 =
g | B 3 g | 2 g
~ bl =3 ]

5001.1000| 181,6 u. 263,2 | 2,57 | 0,21 | 2,36 | 2,44 | 0,00 | 2,44

5001w.1500| 181,6 u. 394,7 | 5,34 | 0,54 | 4,80 | 4,91 | 0,00 | 4,91

5001.2000| 131,6 w. 526,3 | 8,61 | 1,24 | 7,37 | 7,39 | 0,02 | 7,37
|

1) Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-

wesens, Berlin 1901, Heft 1, 1902, Heft 4.
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Wie ersichtlich, wachsen bei der ersten Versuchsreihe (Stab
war vorher noch nicht belastet gewesen) die Dehnungen rascher
als die Spannungen, denn es betragen die Unterschiede

der gesamten Dehnungen der federnden Dehnungen

251 277 327 2,36 244 237

Den Federungen der ersten Versuchsreihe entspricht die
Gleichung

_ 1T e
¢ = 517000 ° T £
Sie liefert die Federungen 2,36 4,82 7,36
wihrend die Beobachtung ergab 2,36 4,80 1,37

_—

167 fq /qem

6=

19emm Verldngeuimg auf {=150mm

Fig. 19.

Die zweite Versuchsreihe (der Stab war vorher durch die Be-
lastungen der ersten Versuchsreihe in Anspruch genommen gewesen)
liefert die Unterschiede

der gesamten Dehnungen der federnden Dehnungen

244 247 248 244 247 246

also nahezu Unveréinderlichkeit. Diese Ergebnisse stehen in Uber-
einstimmung mit dem, was fiir Bronze festzustellen war.

Der Dehnungskoeffizient fiir das Material in dem Zustand, in
welchem sich dasselbe wihrend der Durchfiihrung der zweiten Ver-
suchsreihe befand, ergibt sich bei Zugrundelegung der Federung
von 2,46 nach Gleichung 3, § 2 zu

2,46 1

o = _

15000.131,6 802000 °
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Die weitere Fortsetzung der Belastungen bis zum Bruche ergibt
fir den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen Fig. 19 und

6350
K, = 380 1671 kg/qem,
3,80 — - 2,002
. 47 . 3,80 — 3,14 0
w = 100 580 = 100 ——“3,80 = 17,4%,
¢ = 100M = 139,

200

Eine Streckgrenze ist nicht vorhanden.

7. Versuche mit Leder.

Fiir einen frither schon vielfach belasteten Riemen von 6,44 qem

Querschnitt ergaben Zugversuche folgendes. Einstellung erfolgte
von 3 zu 3 Minuten.

Spannungsstufe in kg/qem Federnde Dehnung in mm
3,88 und 11,65 5,5
388 - 194 10,0
3,88 - 212 14,0

Hiernach nehmen die Dehnungen mit wachsender Spannung ab.
Unter Zugrundelegung einer urspriinglichen MeBlinge des
Riemens von 780,7 mm entsprechen diese Ergebnisse der Beziehung

2 O 3]

worin die Zahlenwerte abgerundet worden sind.
Gleichung 14 liefert fiir die Ausdehnungen

5,6 mm gegen 5,5 mm beobachtet
10,1 - - 10,0 - -
14,1 - - 140 - -

Diese Ubereinstimmung ist mit Riicksicht auf die vorge-
nommene Abrundung der Zahlenwerte in Gleichung 14 sowie in
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Anbetracht des bedeutenden Einflusses, den die Zeit auf die Form-
dnderungen des Leders duflert, und auf den an anderer Stelle ein-
gegangen werden soll, recht befriedigend.

275,

ungen®

[N
=1

LY /7Y

)
:%o Aekwe der Defmungen

Fig. 20.

In Fig. 20 ist die Linie der gesamten Dehnungen fiir einen
anderen, vorher stark gespannt gewesenen Riemen dargestellt; sie
kehrt der Achse der Belastungen ihre hohle Seite zu, kriimmt sich
demnach entgegengesetzt, wie die Linie der Dehnungen bei Guf-
eisen, Kupfer, Bronze, Messing u. s. w.').

£

H

3

<
3
&
£

o]

ol Achae dez Vorlimgermgen

Fig. 21.

B

Fig. 21 zeigt die Linie der gesamten Verlingerungen fiir einen
neuen Riemen von wurspriinglich 49,6 mm Breite und 6,5 mm
mittlerer Stirke, entsprechend f = 4,96.0,656 = 3,224 qem, auf

1) Kautschuk verhilt sich gegeniiber Zughbelastung umgekehrt wie Leder
(vergl. S. 181 FufBlbemerkung); die Dehnungen wachsen weit stirker als die
Spannungen.

Bach, Elastizitat. 5. Aufl 5
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500 mm urspriinglichér Linge. Die Belastungen wurden anfangs je
um 25 kg gesteigert, spiter je um 50 kg. Nach 35 Minuten erfolgte
der Bruch unter 760 kg Belastung, wobei unmittelbar vorher die
Léange der Meflstrecke des gesamten Riemens zu 602,2 mm gemessen
worden war. Unmittelbar nach dem Zerreiflen zeigte die MeB-
strecke, durch Aneinanderstofen der Bruchflichen hergestellt,
520 mm, 40 Stunden spdter 516,8 mm, 10 Tage darauf 515,6 mm
und 23 Tage spiter 515 mm Linge.

Bei Beurteilung der Spannungen darf die weitgehende Ver-
minderung des Querschnittes mit steigender Belastung nicht aufier
acht gelassen werden. So betrigt beispielsweise bei P = 400 kg
die Breite 47,5 mm und die Stirke 6,0 mm, also f=4,75.0,60
= 2,85 qem gegen urspriinglich 3,224 qem. Mit dem urspriing-
lichen Quersehnitt ergibt sich somit die Spannung

400

0T 3924

= 124 kg/qem,

dagegen mit dem Querschnitt, der tatsiichlich unter der Belastung
P = 400 kg vorhanden war,

400
o= 285 140 kg/qem.

Bei P = 600 kg war f = 4,66 .0,59 = 2,75 qem
P=1700 - - f=459.059=2,70 -

Da das Reiflen des Riemens unerwartet bei P = 760 kg ein-
trat, so war f = 2,70 qem der letzte der bestimmten Querschnitte
des gespannten Riemens.

Je nachdem nun dieser Wert /= 2,70 qem oder der urspriing-
liche Querschnitt f = 3,224 qem zur Ermittlung der Zugfestigkeit
in Rechnung gestellt wird, ergibt sich diese zu

760
270 281 kg/qem,
bezw.
760
—3,27 == 236 kg/qcm.

Uber die Elastizitit des Leders an den verschiedenen
Stellen einer und derselben Haut berichtet Verfasser in der
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Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 1446 und
1447 oder auch in den ,Mitteilungen tiber Forschungsarbeiten“
Heft 5.

Ahnlich wie Lederriemen verhalten sich Hanfseile u. dergl.t).

8. Versuche mit Korpern aus reinem Zement,

Zementmdortel, Beton.

Die zahlreichen, vom Verfasser mit solchen Kérpern durch-
gefithrten Druckversuche, hinsichtlich welcher auf die friitheren
Veroffentlichungen verwiesen werden mufi?), ergeben ausnahmslos,
dab die Zusammendriickungen rascher wachsen als die Spannungen.

Die erlangten Versuchsergebnisse liefern innerhalb der fiir die
ausfithrende Technik in Betracht kommenden Spannungsgrenzen
beispielsweise die aus dem Folgenden ersichtlichen Beziehungen,
in denen die Zahlenwerte abgerundet sind.

Koérper aus reinem Zement.

& = ‘2—5—010—(%* "% 15)
Korper aus Zementmortel.
1 Zement, 1!/, Donausand: & = ”zﬁe;lT)W ot 16)9)
-3 e s o 1T
1 - 4y, - e— ma"” T

1) Siehe hieritber die Ergebnisse der vom Verfasser durchgefithrten Ver-
suche in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887, S.221 u.f,
S. 241 u.f., S.891 und 892, oder auch ,Abhandlungen und Berichte“ 1897,
S.5 uwf, S.59 uf

2) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S.489 u. f., 1896,
S. 1381 u. f., 1897, S. 248 u. f.; oder ,Abhandlungen und Berichte* 1897,
S.230 u. f, S.268 u.f, S.289 u.f.

8) Es ist von Interesse zu beachten, wie ausgeprigt sich der EinfluB des
Sandzusatzes auf die GroBe der Exponenten m und die GroBe von « #uBert.
Darin liegt diberhaupt ein Vorteil der Beziehung 1, daB ihre beiden

5#
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Korper aus Beton.

1 Zement, 2!/, Donausand, 5 Donaukies:

_ 1 1,145
= 7208000 19)
1 Zement, 2!/, Eggingersand, 5 Kalksteinschotter:
. 1 1,157 c
* = 457000 ° 20)
1 Zement, 5 Donausand, 6 Donaukies:
_ 1 1,187
= 280000 ° 21)
1 Zement, 3 Donausand, 6 Kalksteinschotter:
. ‘,_];_‘ 1,161
~ 380000 ° 22)
1 Zement, 5 Donausand, 10 Donaukies:
. 1 e 9
€ = 517600 e e 28
1 Zement, 5 Eggingersand, 10 Kalksteinschotter:
_ 1 1,207 9
& == 367000 o . . . . . . -J4>

Koeffizienten « und m sehr empfindlich sind gegeniiber Verschieden-
‘heiten in der Zusammensetzung des Materials (GuBeisen, Kupfer,
Bronze, Messing, Zementmértel, Beton, Granitu.s. w.) sowie gegen-
iiber den Verschiedenheiten des Zustandes, in welchem es sich
jeweils in dem untersuchten Kérper befindet (z B. ob vorher ausgegliiht,
ob kalt bearbeitet, oder vorher belastet u. s. w.). Es erscheint wahrscheinlich,
dal durch genaue Feststellungen in dieser Richtung in manche Materialien Ein-
blicke erlangt werden kénnen, die bisher auf physikalischem Wege sich nicht
gewinnen liefen.
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9. Versuche mit Granit.
Die vom Verfasser durchgefiihrten Versuche liefern

bei Zug Dehnungslinien, wie z. B. in Fig. 22 dargestellt
- Druck - - - - - - 23 -

Hiernach kehrt die Linie der gesamten und der federnden
Zusammendriickungen (Fig. 23) der Achse der Spannungen zunichst
ihre erhabene Seite und spéter ihre hohle Seite zu, d. h. zu Anfang

16,60

r—— 5-4200'50 =:0,00027 —_————— »E
H I
20 F—— e e T e e e —
© / Pte
+ / =
/ T
/ .
/ o
4,00 F——frm e — — T
/ 7
/ s
/ gt
/ o
/ -
00— .
o
o
| Z
3501 7
I 4
) +€
Fig. 22.

wachsen die Zusammendrickungen rascher als die Spannungen
und spiter langsamer. Die Linienziige besitzen demnach Wende-
punkte; diese liegen oberhalb der fiir die ausfilhrende Technik in
Betracht kommenden Spannungsgrenze, die gegeniiber Druck bei
etwa 40 kg/qem angenommen werden darf. Innerhalb dieser
Grenzen fand sich, wenn die Zahlen abgerundet werden:

. Sl . _ 1 1,132 =

fiir Granitkorper I (Druck) ¢ = 950000 © . 2b)

- - 1 SR — S— T
340000

- ST (Zug) e — —i L 2T)
235 000
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Mit welcher Genauigkeit diese Beziehungen die beobachteten
Federungen wiedergeben, dariiber gibt die in der Fufibemerkung
angefiihrte Stelle Auskunft, auf die auch hinsichtlich der weiteren
Einzelheiten verwiesen werden darf').

297

446

59,4

i oo 12,03

500-50 = 0,000804-=-===-=-mmmcome s mm oo >

Fig. 23.

Ubrigens ergeben sich nach Versuchen des Verfassers selbst
fiir Granit aus einem und demselben Bruch die Federungen recht
verschieden?).

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 241 u. f. oder auch
des Verfassers ,Abhandlungen und Berichte“ 1897, S. 281 u. f. )

?) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, S. 1445 u. f. oder auch
»Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten®, Heft 17, S. 78 und 79.
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10. Versuche mit Marmor.

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 9,115.9,13 = 83,2 qem

Linge - - - - 54 em
MeBlinge . . . . . . . . . . . . . . . . b0em
Gesamtlinge des Korpers . . . . . . . . . . T45cm
Gewicht des Korpers. . . . . . . . . . . . 17,715kg.

Der Korper wird zunéichst in einer stehenden Priifungsmaschine
auf Druck beansprucht und dabei jeweils vollstindig von der
Druckkraft der Maschine entlastet, so dab als Belastung des
mittleren Querschnitts sein halbes Eigengewicht und das Gewicht
des oberen Teiles der Mefvorrichtung verbleiben, zusammen

o

rund 18 kg, entsprechend g—lgbg = 0,22 kg/qem.
)

Hieran schliefit sich Beanspruchung auf Zug in einer zweiten
stehenden Maschine, ganz wie dies bei dem GuBeisenkorper III
(S. 25 u. f.) beschrieben worden ist. Die Belastung des mittleren
Querschnitts durch das halbe Eigengewicht und durch den Anteil
des Gewichts der Mefivorrichtung betréigt hierbei rund 15 kg, d. i.

15
89— 0,19 kg/qem.

Der Zugversuch wird wiederholt.
Darauf folgt abermals Druckbelastung u. s. w., wie dies aus
den folgenden Zusammenstellungen der Versuchsergebnisse erhellt.

1. Versuchsreihe.
Druck.

Der Korper war vorher mit rund 6000 kg Dbelastet, ent-
sprechend 72,1 kg/qem.

Temperatur 20,0 bis 20,1° C.

Belastungsstufen in kg o Zusammendriickungen in Y/go ¢m auf 50 cm
gesamte J‘ kg/qem gesamte < bleibende | federnde
18 und 2018 } 022 und 2425 | 410 | 02 | 385
18 - 4018 | 022 - 4829 | 7265 | 0315 6,95
18 - 6018 | 0,22 - 72,33 | 10,035 ] 0,33 9,705
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Die Unterschiede der Federungen sind

3,85

3,10

sie nehmen also ausgeprigt ab mit wachsender Spannung.

2,765,
Der

Marmor verhilt sich hiernach umgekehrt wie z. B. das Gufeisen.

2. Yersuchsreihe.

Zug.
Der Korper wurde kurze Zeit mit rund 2000 kg belastet,
entsprechend 24 kg/qem.

Temperatur 20,0° C.

Belastungsstufen in kg Dehnungen in Vg cm auf 50 ecm
gesamte ‘ kg/qem gesamte ’ bleibende federnde
15 und 300 | 0,19 und 3,61 0,82 0,085 0,735
5 - 600 0,19 - 721 1,935 0,115 1,820
15 - 900 | 0,19 - 10,82 3,365 0,18 3,185
15 1200 0,19 - 14,42 4,96 0,215 - 4,745
|
Eine Wiederholung des Versuchs — 3. Versuchsreihe — ergab
nahezu die gleichen federnden Dehnungen.
Die Unterschiede der Federungen
0,735 1,085 1,365 1,560

zeigen deutlich Zunahme der Dehnungen mit wachsender Spannung.

4. Versuchsreihe.

Druck.
Temperatur 20,0 bis 20,1° C.

Belastungsstufen in kg Zusammendriickungen in /g cm auf 50 cm
gesamte kg/qem gesamte 1 bleibende ‘ federnde
18 und 2018 | 0,22 und 24,25 1,17 | 3,295 4,475
18 - 4018 | 022 - 4829 | 11,63 3,795 7,835
18 - 6018|022 - 172,33 | 1454 & 4,125 10,415
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Die groflen bleibenden Zusammendriickungen sind die Folge
des Vorhergehens von Zugbelastung. Auch die federnden Zu-
sammendriickungen zeigen groBere Werte als Versuchsreihe 1.
Doch hat sich daran, dal sie langsamer als die Spannungen
wachsen, nichts gesndert. Denn es betragen die Unterschiede

4475 3,360  2,580.

Dieselben unterscheiden sich hier noch bedeutender von ein-
ander als bei der Versuchsreihe 1.

5. Yersuchsreihe.
Druck.
Temperatur 20,1° C.

Belastungsstufen in kg Zﬁsammendrﬁckungen in Ygoo cm auf 50 cm
gesamte I kg/gqem ‘ gesamte 1 bleibende federnde
18 und 2018 } 022 und 2425 | 4185 | 0,025 416
18 - 4018|022 - 4829 | 754 | 0,05 7,49
18 - 6018 l 0,22 - 12,33 10,30 1 0,09 10,21

Die bleibenden Zusammendriickungen ergeben sich jetzt klein;
die federnden haben sich ebenfalls etwas versindert, sie sind aber
noch etwas grofler als bei der 1. Versuchsreihe. Von Interesse
ist zu beachten, dal sich die Federung der obersten Stufe der-
jenigen genshert hat, welche bei der 1. Versuchsreihe erhalten
wurde; dort waren die Unterschiede

3,85 3,10 2,155,
hier betragen sie

416 3,33 2,72.

Eine Wiederholung des Versuchs — 6. Versuchsreihe — ergab
die gleichen federnden Zusammendriickungen.

In Fig. 24 sind die federnden Dehnungen der 2. Versuchs-
reihe (Zug) und die federnden Zusammendriickungen der 5. Ver-
suchsreihe in der mehrfach erérterten Weise eingetragen und die
so erhaltenen Punkte verbunden. Der so erlangte Linienzug hat
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die Eigentiimlichkeit, daf er der Achse der Spannungen auf der
Zugseite seine erhabene, dagegen auf der Druckseite seine hohle

G o HTHS .
12007 :ﬁOEEE_:iW_Ti%. —
900 | e m e — —
600} -——
) s00F—
~& Aehae der Busammendviichungen Aehae der Defmungen +€
———————————— 2018
e — L3018
10,21 5
=25 = (0003403 [
.. _gooso 7T ] 5018

Seite zukehrt. Fir o¢=0 darf nach dem Verlauf der
Kurvenzweige mit Anngherung eine gemeinschaftliche Tangente

angenommen werden.

beiden
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Werte des Dehnungskoeffizienten «,

unter Zugrundelegung der Federungen berechnet fiir die einzelnen
Belastungsstufen. (Vergl. S. 19, insbesondere auch die Fub-
bemerkung daselbst.)

Druck.
5. (6)
S tuf 4. Ver-
p.a; nmngssIe 1. Versuchsreihe cr. Versuchs-
in kg/qem suchsreihe reihe
3,85 1 1 1 1

022 und 2425 | 450,50 24,95 022 — 187200 161100 | 173500

24,25 - 4829 6722(: 53685 48,29—1—24,2522321600; 2141606 2161600
48,29 - 72,33 _2,7230—.— 56695 72,33_1—48,29=2611800 9‘791500 ?2_651100
Zug.

Spizmll{ugjgsstufe } 2. (3.) Versuchsreihe
/qem |
0,19 und 3,61 1 6357?20 3,61i0,19 :1391600
361 - T2 1 o080 7,21i3,61 — 250
a1 - 1082 00 50 10,821—7,21 - 550
joge - 1agp | AT =318 1 1

600.50 14,42 — 10,82 69200
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11. Versuche mit Sandstein.

Die vom Verfasser durchgefithrten Versuche ergaben fiir Sand-
stein im urspriinglichen Zustande ausnahmslos, daf die Dehnungen
weit rascher wachsen als die Spannungen. Da grundsitzlich Neues
hierbei nicht auftritt, so darf auf die dahingehenden Versffent-
lichungen des Verfassers verwiesen werden: Zeitschrift des Vereines

deutscher Ingenieure 1899, S. 1402; 1900, S. 1169 u. f.1).

§ 5. Gesetz der Lingeniinderungen. Vollkommenheit und Grife
der Elastizitiit. Gesetz der elastischen Dehnung. Einfluff der Zeit.
Elastische Nachwirkung.

1. Gesetz der Lingendnderungen.

Wie wir in § 4 sahen, sind bei einem in Richtung seiner
Achse durch Zug oder Druck beanspruchten Korper dreierlei
Anderungen der Linge desselben zu unterscheiden:

1. die gesamte Lingeninderung 4,
2. - bleibende - i,
3. - federnde - L—N=2x.

Ein Blick auf Fig. 1, § 4, in welcher die Linien der ge-
samten (— -— - —), der bleibenden (— — — —) und der federn-
den Lingeninderungen (—) eingetragen sind, lehrt, daf zur Fest-
stellung des Zusammenhanges zwischen diesen drei Arten von Lingen-
inderungen und den zugehdrigen Spannungen im allgemeinen drei
Funktionen erforderlich sind:

r=j (G)y ' =/ (o), V=f (o)

Die erste Funktion bestimmt die Linie der gesamten, die
zweite diejenige der bleibenden und die dritte diejenige der
federnden Lingeninderungen.

1) Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-
wesens 1901, Heft 1 und aus neuester Zeit 1904, Heft 20.
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Frither pflegte man nur die erste dieser Funktionen zu be-
stimmen und sie zur Grundlage der Elastizitits- und Festigkeits-
lehre zu machen. Dal dies unter Umstinden zu recht groben
Fehlern fithren mulite, liegt auf der Hand. Deshalb ging Ver-
fasser dazu tber, ' und damit auch 4" = 1 — 4" in der Weise zu
bestimmen, wie dies in § 4 mehrfach besprochen worden ist (vergl.
z. B. daselbst Ziff. 1, Gufleisenkérper I): man wechselt fiir jede
Spannungsstufe Belastung und Entlastung so oft, bis die gesamten,
bleibenden und federnden Dehnungen sich nicht mehr #indern, und
erhilt so fir die betreffende Spannungsstufe in 1" die Federung,
d. h. die eigentliche elastische Dehnung, welche der Kérper unter
den Verhaltnissen, unter denen die Untersuchung stattfindet, auf-
weist!). Es erscheint deshalb richtiger, die Funktion f; (¢) als das

1) Die Bestimmung von Mafzahlen fir die Federung, d. h. fur die Elasti-
zitdt, welche bei mehr oder minder rasch aufeinanderfolgenden Spannungsinde-
rungen vorhanden ist, wurde vom Verfasser bereits in den Jahren 1885 und 1886
aufgenommen. Seines Wissens waren dies die ersten derartigen Versuche. Als
Material wurden zuniichst diejenigen Stoffe gewihlt, fir welche das Bedirfnis
nach dem bezeichneten Elastizititskoeffizienten am dringendsten war: Lederriemen,
Hanf- und Drahtseile. Uber einen Teil dieser Versuche ist in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1887, S. 221 bis 225, S. 241 bis 245, S. 891
und 892, (oder auch ,Abhandlungen und Berichte® 1897, 8.5 u. f., S. 59 und 60)
berichtet. Daselbst findet sich u. a. angegeben, dall in manchen Fillen die
Federung nicht viel mehr als die Halfte der gesamten Dehnung betrigt, iibrigens
in hohem Mafle eine Funktion der Spannung ist (mit Zunahme der letzteren ab-
nimmt) und daB sie auch von der Zeit abhingt. Bis dahin war ganz allgemein
mit einem konstanten Dehnungskoeffizienten oder Rlastizititsmodul gerechnet
worden. Die genannten Versuche wiesen beispielsweise nach, dal der Dehnungs-

koeffizient der Federung, d. i. die Federung der Lingeneinheit fir das Kilogramm
Spannung, betrug:

fiir einen neuen Lederriemen

—15156 bei der Spannungsstufe ¢; = 7,5 und ¢, = 18,75 kg/qem
ﬁ - ; 6, = 18,75 und 6, — 30,0 -
fir einen gebrauchten Lederriemen
ﬁ bei der Spannungsstufe ¢ = 7,2 und ¢, = 21,6 kg/qem
_3_61_0.0_ - ; 6, =216 - ¢ —2360 -
1

o o - 6=30 - =504 -
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Elastizititsgesetz anzusehen und sie zur Grundlage der Elastizitiits-
lehre zu nehmen.

Die zweite Funktion f; (6), welche die Linie der bleibenden
Léngensinderungen oder kurz der Dehnungsreste bestimmt, kann
zur Beurteilung des Materials an sich oder auch des Zustandes
herangezogen werden, in dem sich das letztere in dem untersuchten
Korper befindet. Insofern die Linie der Dehnungsreste Auskunft

Dabei erfolgten die Wechsel in der Belastung durchschnittlich wéhrend der
Zeit von 1,5 Minuten, welche zur Vornahme der Messungen erforderlich wurde.
Leder, das vorher nicht gestreckt war (Ledertreibriemen werden vor der
Verwendung kriftig gestreckt), lieferte unter Umstinden fir die gesamte, d. h.
bleibende und federnde, Dehnung Werte, welche den Dehnungskoeffizienten von

rund 1 ergaben.

100

Spater hat Martens das gleiche Verfahren aufgenommen (vergl. Mitteilungen
aus den konigl. technischen Versuchsanstalten 1888, 1I, S. 2, sowie 1904, S. 202).

Einige Zeit darauf hat sich auch Hartig auf den Standpunkt des Verfassers
gestellt und ist dafir eingetreten, daf die federnde Dehnung bestimmt werde.
Doch muBl dem von Hartig im Zivilingenieur 1898, S. 126 Bemerkten gegeniiber
hervorgehoben werden, daB es im allgemeinen nicht ausreichend ist, der Be-
stimmung des Elastizitatsgesetzes nur einen einmaligen Spannungswechsel unmittel-
bar vorhergehen zu lassen. Fir manche Materialien, z. B. Stahl, von grofer
Festigkeit ist es innerhalb der Belastungsgrenzen, fir welche der Dehnungs-
koeffizient bestimmt zu werden pflegt, meist iberhaupt nicht nétig, diesen vor-
bereitenden Spannungswechsel auszufithren; fiir Materialien dagegen wie Gufleisen
{vergl. z. B. § 4, Ziffer 1), zihes (ausgegliihtes) FluBeisen, Kupfer, Bronze, Messing,
Beton u. s. w., also ganz abgesehen von Stoffen wie Leder u. dergl., erweist sich
der einmalige Wechsel meist als durchaus ungeniigend.

Das Verfahren, die — fiir die Untersuchungen oft recht unerwiinschten und
Zeitaufwand verursachenden — bleibenden Dehnungen dadurch zu beseitigen,
daB man den Versuchskérper von vornherein weit iiber die Spannung hinaus
belastet, mit welcher das Material spiter im Gebrauchsstiick beansprucht wird,
d. h. daf man ihn vorher iberlastet, liuft — je nach der Hohe der vorherigen
Belastung — unter Umstéinden auf eine MiBlhandlung des Materials hinaus.
Jedenfalls wird dasselbe hierdurch oft in einen Zustand versetzt, der von dem
mehr oder weniger verschieden ist, in welchem sich das normal behandelte
Material in den eigentlichen Gebrauchsstiicken befindet, wihrend doch die Unter-
suchung des Materiales zu dem Zwecke zu erfolgen pflegt, sein Verhalten in den
Gebrauchsstiicken méglichst richtig beurteilen zu kénnen. Ziemlich hiufig er-
widert das iiberlastet gewesene Material diese Behandlung durch elastische Nach-.
wirkung (§ 5, Ziff. 4), indem es sich dem urspriinglichen Zustand wieder nihert,
also den verliBt, fiir welchen die ermittelten Zahlen gelten.

Die Zahlenwerte in den Gleichungen 4 bis 8, S.387, lassen deutlich den
Einfluf} der vorhergegangenen Belastungen bei Gufeisen erkennen, noch empfind-
licher pflegen Steine, insbesondere aber Leder zu sein. Man erhilt fiir solche



§5. Vollkommenheit und Grofie der Elastizitit. 79

dariiber erteilt, welche bleibende Dehnung bel einer gewissen
Belastung des Korpers zu erwarten steht, kann sie iiberdies noch
weitere Bedeutung erlangen, worauf bereits S. 21 hingewiesen
worden ist!).

2. Maf3 der Vollkommenheit und der Grifie der Elastizitiit.

Wie bereits S. 17 bemerkt, wohnt jedem Korper die Eigen-
schaft inne, unter der Einwirkung #uBerer Kriifte eine Anderung
der Gestalt zu erfahren und mit dem Aufhéren dieser Einwirkung
die erlittene Forménderung mehr oder minder vollstindig wieder
zu verlieren. Insoweit er die erlittene Forminderung wieder ver-
liert, d. h. insoweit sein Material zurtickfedert, wird er als elastisch
bezeichnet. Ist die Riickkehr in die urspriingliche Form eine voll-
stindige, so spricht man von ,vollkommen elastisch®.

Hieraus erhellt, dafl der Grad der Vollkommenheit der
Elastizitat eines Korpers oder kurz der Elastizititsgrad des-
selben zum Ausdruck gebracht werden kann durch den Quotienten:

__ federnde Dehnung
" gesamte Dehnung ’

wenn nur die Léngeninderung eines auf Zug oder Druck bean-
spruchten Korpers ins Auge gefaft wird. Hiernach wiirde bei-

Stoffe nach vorhergegangenen starken Belastungen Federungen, die sich aufler-
ordentlich stark von denjenigen unterscheiden kénnen, die das gleiche Material
im urspriinglichen Zustande lieferte.

Vergl. auch FuBbemerkung 3, S. 67, sowie diejenige S. 89.

Der gemachte Einwand gegen das Verfahren entfillt nattrlich in den
Fillen, in welchen das Material auch in den Gebrauchsstiicken vorher iiberlastet
wird, was z. B. zu dem Zwecke geschehen kann, bleibende Forminderungen spiter
von ihnen fernzuhalten.

1) Die Erkenntnis der Gesetze der bleibenden Form#nderungen bildet vor-
wiegend eine Aufgabe der mechanischen Technologie. Erst in neuerer Zeit ist
derselben die ihr gebithrende Wertschiitzung zuteil geworden (Tresca, dem
wohl die ersten Erkenntnisse hinsichtlich des FlieBens fester Korper zu verdanken
sind, Kick: Gesetz der proportionalen Widerstinde und seine Anwendungen 1885,
sowie die spiteren Verdffentlichungen Kicks, Rejté: die innere Reibung der
festen Kérper, 1897, sowie die spiteren Arbeiten dieses Forschers (s. ,Bau-
materialienkunde“ 1900 u. folgende Jahrginge), Ludwik (Technische Blitter 1903
und 1904) u. s. w.).
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spielsweise der in § 4 unter Ziff. 1 besprochene Gufeisenkorper IIT
auf der mit P = 20000 kg schliefenden Belastungsstufe folgende
Elastizititsgrade aufweisen:

bei der ersten Versuchsreihe

15,435 _
18255 — 0845
bei der zweiten
15,365
16,465 999,
beil der dritten
18,325
22335 ~ 0,826,
bei der vierten
18,256 _
188 — ~ 0,995.

Der in § 4 unter Ziff. 4 behandelte Kupferrundstab weist auf
der obersten Belastungsstufe einen Elastizititsgrad auf

bel der ersten Versuchsreihe von

553 ,

805 — 0,681,
bei der zweiten

553

5,68 = ~0,974.

Je niedriger die Spannung liegt, mit welcher die Belastungs-
stufe abschlieft, umsomehr pflegt unter sonst gleichen Verhiltnissen
sich p der Einheit zu nihern. Die Spannung, bis zu welcher hin
w =1 ist oder sich doch nur sehr wenig von 1 unterscheidet, kann
nach Mafgabe des S.21 und 22 Gesagten als Elastizititsgrenze
bezeichnet werden.

Dieses MaB der Vollkommenheit der Elastizitit eines
Korpers ist zu unterscheiden von dem MaB der GroBe der
Elastizitit, als welches die Federung der Lingeneinheit fir das
Kilogramm Spannung oder allgemein fiir das Kilogramm Spannungs-
unterschied angesehen werden kann. So wird beispielsweise von
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dem unter § 4, Ziff. 7, zuerst besprochenen Riemen sowie von den
beiden in der FuBbemerkung S. 77 amgefiihrten Riemen zu sagen
sein, dal die GroBe ihrer Elastizitit oder kurz ihre Elastizitit
mit wachsender Spannung abnimmt. Damit wird eben ausge-
sprochen, daf die Federung, d.i. die Grofle der Elastizitat fiir
das Kilogramm Spannung (Spannungsunterschied) um so kleiner aus-
fallt, je hoher die Spannungsstufe (vergl. S. 19, Fullbemerkung 2)
liegt, d. h. in der Sprache des gewchnlichen Lebens, je stirker
der Riemen angespannt ist. In gleicher Weise wird man von
einem Gufeisenkorper (vergl. z. B. § 4, Ziff. 1, GuBeisenkdorper 1T,
S. 28 u. f.), einem Kupferstab (vergl. z. B. § 4, Ziff. 4, Rundstab I
und II, S. 54 u.f), einem Betonkérper u. s. w. sagen, dal die
Groge seiner Elastizitit, kurz seine Elastizitdt mit wachsender
Spannung zunimmt. Bei Besprechung der Elastizitit von Kérpern
aus Zementmortel mit verschiedenem Sandzusatz, wie solche in
§ 4, Ziff. 8 angefiibrt sind, wird man festzustellen haben, daf die
Elastizitit mit (iiber 1!/, Teile hinaus) wachsendem Sandzusatz
unter sonst gleichen Verhiltnissen zunimmt, daf beispielsweise
Zementmortel mit 3 Teilen Sandzusatz mehr Elastizitit zeigt als
solcher mit 1,5 Teilen Sand. Ebenso wird man beispielsweise
den Kautschuk als sehr elastisch, Bausteine als weniger elastisch
bezeichnen. Von der Grofe der Elastizitit eines Korpers zu
sprechen, liegt im praktischen Leben vielfach Bediirfnis vor, wie
bereits angedeutet worden ist und wie sich auch ergibt, wenn man
der Falle gedenkt, in denen der Ingenieur bei der Auswahl von
Material darauf bedacht sein mufl, dafl es ausreichende Elastizitat
besitzt.

3. Allgemeineres Gesetz der elastischen Dehnung.

Wie bereits in § 2 bemerkt, pflegt hinsichtlich des Zusammen-
hanges zwischen der Dehnung &, die stillschweigend als vollkommen
elastisch vorausgesetzt wird, und der zugehérigen Spannung ¢ an-
genommen zu werden, dal innerhalb eines gewissen Spannungs-
gebietes, das nach oben durch die positive Spannung ¢’ und nach
unten durch die negative Spannung ¢” begrenzt werden méoge, Pro-
portionalitéit zwischen & und ¢ bestehe entsprechend der Gleichung

g=ac . . . . . . 282

Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 6



82 Einleitung.

Hierin wird dann e als eine innerhalb dieser beiden Grenz-
spannungen ¢ (Proportionalititsgrenze gegeniiber Zug) und ¢” (Pro-
portionalititsgrenze gegeniiber Druck) gleichbleibende, somit von
der GroBe und dem Vorzeichen von ¢ oder ¢ unabhingige Er-
fahrungszahl angesehen.

Diese angenommene Gesetzmifigkeit zwischen ¢ und o, be-
kannt unter dem Namen :,Hookesches Gesetz“, wurde bis vor
kurzer Zeit noch in weiten Kreisen als allgemein giiltig angesehen?).
Das in § 4 niedergelegte Erfahrungsmaterial, welches noch be-
deutend hitte vermehrt werden konnen, wire nicht Nétigung vor-
handen, Beschrinkung zu tiben, beweist deutlich, daB fir die
Mehrzahl der Stoffe Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen nicht besteht, und daf somit das Hookesche Gesetz
in der Tat nur fiir eine Minderzahl von Baustoffen des Ingenieur-
wesens, zu denen allerdings die hervorrragend wichtigen Materialien:
Schmiedeisen und Stahl gehdren, als zutreffend angenommen
werden kann; aber im allgemeinen auch nur mit Anniherung.
Denn selbst bei Schmiedeisen und Stahl fiihrt eine scharfe Priifung
nicht selten zu dem Ergebnis, daf die Dehnungslinie von ¢ = 0
an eine Kurve, wenn auch eine sehr flache, ist.

1) Dafl dies selbst in den Kreisen der Physiker bis vor kurzem der Fall
gewesen zu sein scheint, erhellt aus einer Arbeit von Thompson in Wiedemanns
Annalen der Physik und Chemie 1891, 8. 555 u. f.: ,Uber das Gesetz der
elastischen Dehnung®. Er sagt daselbst: ,Meines Wissens hat bis jetzt jeder
fir selbstverstindlich gehalten, dal das alte Gesetz giltig sei, und es ist nie
versucht worden, dasselbe einer Kritik za unterziehen.“ Dall dies nicht ganz
zutreffend, daB vielmehr bereits im Jahre 1891 die Erkenntnis in der Tat erheb-
lich weiter vorgeschritten war, ergibt sich aus den Darlegungen des Verfassers
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S.248 u. f. oder in
»Abhandlungen und Berichte® 1897, S. 289 u. f.

In dem hervorragenden Handbuch der Physik, welches von Winkelmann
unter Mitwirkung einer gréBeren Anzahl von Physikern herausgegeben wird, heiflt
es im ersten Band (1891), S.218: ,Dieses Gesetz ist schon von Hooke, und
zwar in der Form ,Ut tensio, sic vis‘ ausgesprochen worden, in die heutige
Redeweise tbersetzt, lautet es: Zwischen Zwang und Verinderung, zwischen
Verdnderung und elastischer Kraft besteht Proportionalitit. Schon aus dem
Umstande, da man es hier meist mit kleinen Verinderungen zu tun hat, konnte
man nach dem Prinzipe, daB kleine Wirkungen sich einfach addieren, auf jene
Proportionalitit schlieBen, und die Erfahrung bestitigt sie durch-
aus, vielleicht mit Ausnahme einiger in elastischer Hinsicht anormaler Stoffe
(z. B. Kautschuk).«
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Bei dieser Sachlage erscheint es begreiflich, da das Bediirfnis
sich einstellte, den Dehnungskoeffizienten e (oder seinen reziproken
Wert, den Elastizititsmodul E) als Funktion der Spannung ¢ zu
kennen, oder auch eine Beziehung zwischen ¢ und ¢ aufzusuchen,
welche die Versuchsergebnisse befriedigt?).

W. Schiile ermittelte auf Grund des ithm vom Verfasser 1896
zur Verfiigung gestellten Versuchsmateridls, gewonnen in den Jahren
1885 bis 1896, daB die Gleichung

s=ac™. . . . . . 1 (4

gute Ubereinstimmung ergab. Seine Arbeit beschriinkte sich
dabei auf Gufeisen, Granit, Korper aus Zement, Zementmortel

1) Bis dahin stellte Verfasser die Verianderlichkeit von ¢ dadurch fest und
tut dies zum Teil aunch heute noch, daB er die elastischen Lingeninderungen fiir
verschiedene Belastungsstufen ermittelt und dafiir @ berechnet.

Wenn sich auf dem Wege der Beobachtung ergeben hat,

a) daf fir die aufeinander folgenden Spannungswechsel mit gemeinschaftlicher
Anfangsspannung:

o; und ¢, die Dehnung ¢,
6y - 063 - - €25

6 - 6 - - &

betriigt, so liefert die Rechnung

& & — & &3 — &
, g = ——— g = —————
Gy — 0,

“= 03— G’ 0, — a3’
oder

b) daf fiir die aufeinander folgenden Spannungswechsel mit steigender Anfangs-
spannung:

oy und ¢, die Dehnung &,

6y - 03 - - (&2)s
O3 - 0y - - (e3)
betriigt, so findet sich
é (&) (23)
@ = —, Q= —"""H7, Oy =— ——.
Oy — 0y 03 — 03 04 — O3

Als Beispiele des Verfahrens nach a) konnen angesehen werden: die Er-
mittlung von e fiir den GuBeisenkorper I, § 4, Ziff. 1, S.19, den Marmorkérper
§ 4, Ziff. 10, S. 75 u. s. w.; als Beispiele des Verfahrens nach b) die Bestimmung
von ¢« fir die beiden in der Fulbemerkung S. 77 erwihnten Riemen.

Daf} beide Verfahren — je nach dem Material — fiir die gleiche Belastungs-
stufe zu verschiedenen Werten des Dehnungskoeffizienten fithren kénnen, ist unter
Ziff. 4, FuBbemerkung 1 S. 89 hervorgehoben.

6*
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und Beton gemif den Gleichungen 2, 9, 10, 14 bis 16, 18 bis 26
in des Verfassers ,Abhandlungen und Berichte“, S. 291 u. f., und
gemil dem zugehdrigen Versuchsmaterial.

Die Priffung des Verfassers fiihrte zu dem IXrgebnis, daf —
wenigstens fir die durch das vorliegende Versuchsmaterial ge-
deckten Gebiete — Gleichung 1, § 4, die gesuchte GesetzméaBigkeit
innerhalb der fiir die ausfiithrende Technik in Betracht kommenden
Spannungsgebiete befriedigend zum Ausdruck bringt!). Ein groBer
Teil der in § 4 aufgenommenen Versuchsergebnisse lag damals
noch nicht vor. Um so lehrreicher ist es, festzustellen, dal, wie
die Bemerkungen in § 4 zu den Gleichungen 2 bis 27 zeigen,

1) Verfasser glaubt auch hier hervorheben zu sollen, was er bereits an
anderer Stelle (,Abhandlungen und Berichte“ 1897, S. 294) bemerkt hat, nimlich,
dafl das Zutreffen der Beziehung ¢ = « ¢™ nach Malgabe des von ihm Gesagten
ausdriicklich beschrinkt erscheint: zuniichst auf das Gebiet, welches durch das
vorgelegte Versuchsmaterial gedeckt wird, und sodann auf solche Verhiltnisse,
welche Spannungen liefern, die innerhalb der fiir die ausiibende Technik in Be-
tracht kommenden Grenzen liegen. Die Notwendigkeit der zweiten Beschrankung
erhellt schon ohne weiteres — ganz abgesehen von anderem — aus dem Vor-
handensein von Wendepunkten in den Linienziigen fir Granit (vergl. Fig. 23,
§ 4, oder auch ,Abhandlungen und Berichte“ 1897, S.283 u.f.: Fig. 2, 3, 4
und 5). Inwieweit die erste Beschrinkung Bereéhtigung hat, wird durch weitere
Versuche, namentlich auch mit anderen Stoffen, festzustellen sein. Bei der groBen
Masse von Materialien und der Verschiedenheit ihrer Eigenschaften erscheint es
wahrscheinlich, daB das elastische Verhalten aller Materialien durch eine ein-
fache mathematische Funktion {iberhaupt nicht genau zum Ausdruck gebracht
werden kann.

Wie aus den Arbeiten des Verfassers, betr. die Elastizitit der Materialien,
Lervorgeht, handelt es sich fir ihn in erster Linie nicht um Auffindung eines
neuen Gesetzes, sondern vielmehr darum, durch den Versuch das tatsichliche
Verhalten der Stoffe festzustellen und dazu beizutragen, dal die Beziehung
¢ = «a, welche nur fir eine Minderheit von Stoffen innerhalb gewisser Grenzen
zutreffend erscheint, nicht mehr als allgemein giiltiges Gesetz angesehen (vergl.
in dieser Hinsicht auch Fufbemerkung S. 82) und ohne weiteres zur Grund-
lage der gesamten Elastizitiits- und Festigkeitslehre gemacht wird. Die An-
forderungen, welche die Technik an den Ingenieur stellt, gestatten dies — wenig-
stens in verschiedenen Fillen der Anwendung — heute nicht mehr. Sollte sich
das tatsichliche elastische Verhalten aller Materialien durch irgend eine andere
Funktion zwischen & und ¢ ausreichend genau zum Ausdruck bringen lassen,
welche noch dazu den Vorteil bote, fir die Entwicklungen, betreffend die Er-
mittlung der Anstrengung von auf Biegung oder Drehung beanspruchten Koérpern,
bequemer zu sein als e = «¢™, so wirden seines Erachtens Wissenschaft und
ausiitbende Technik die Aufstellung einer solchen Funktion willkommen heiBen.
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auch die spéteren Untersuchungen von GuBeisen, Kupfer, Bronze,
Messing u. s. w. die Brauchbarkeit der Gleichung 1, § 4, bestitigen®).
Nur eine einzige Ausnahme hat sich bisher dem Verfasser bei
seinen Versuchen ergeben, auf die spiter nidher eingegangen
werden soll.

Fiir m = 1 geht Gleichung 1, § 4, in Gleichung 2, § 2, tiber.
Das Hookesche Gesetz bildet somit einen Sonderfall der
durch Gleichung 1, § 4, bestimmten Gesetzméfigkeit. Die
Abweichung des Exponenten m von der Einheit bringt
die Verdnderlichkeit der Dehnungen zum Ausdruck. Fir
m > 1 wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen, fiir
m << 1 langsamer. Je gréber die Abweichung des Exponenten m
von der IKinheit ist, um so mehr wolbt sich die Dehnungskurve
Gleichung 1, § 4, gegen die s-Achse, also dieser ihre hohle Seite
zukehrend, wenn m = 1, und hohl gegen die o-Achse, wenn m << 1.

‘Der Koeffizient ¢ hat die Bedeutung der Dehnung
fir die Spannung 1.

Aus Gleichung 1, § 4, folgt

ds

J— m-—1
= maodaog ,

do

d. 1. die Tangente des Winkels, unter welchem die durch Gleichung 1,
§ 4, bestimmte Dehnungskurve gegen die o- Achse geneigt ist.
Fir m>1, was z. B. fiir Gubeisen der Fall, und ¢=10
ergibt sich
de

do
d. h. die Dehnungskurve hat im Koordinatenanfang die ¢-Achse
zur Tangente, gleichgiiltic wie grob e« und m, sofern nur m > 1.
Fir m <1, was z. B. bei Leder zutrifft, findet sich mit 6=10

de «

do - Maiw T %%
d. h. die &-Achse ist Tangente im Koordinatenanfang, ebenfalls
unabhingig von den Sonderwerten von e« und m.

1) Vergl. auch die Darlegungen Schiilles in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1898, S. 855 u. f. sowie die FuBbemerkung Ziff. 8, S. 87.
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Wir wiirden also beispielsweise fiir Guleisen erhalten, daf
die Dehnungskurve in senkrechter Richtung durch den Koordinaten-
anfang geht'), und fir Leder, daf diese Kurve in wagerechter
Richtung den Koordinatenanfang verlassend emporsteigt.

Gerade mit Riicksicht auf diese Eigenschaft der Kurve Glei-
chung 1, § 4, scheint es angezeigt, die Dehnung auch fiir verh#ltnis-
miPig kleine Spannungen zu ermitteln. Das ist z. B. geschehen
fir den Gufeisenkorper III, indem die unterste Spannungsstufe
bei Versuchsreihe 1 mit ¢ = 20,45 kg/qem, bei Versuchsreihe 2
mit ¢ = 10,22 kg/qem abschlieBend angenommen wurde. Fig. 5, § 4,
laBt erkennen, daB die beobachteten kleinen Dehnungen in der
Tat auf starke Nsherung an die ¢-Achse hindeuten; der Grad
der Genauigkeit, mit welchem die Lingeninderungen bei so kleinen
Spannungen festgestellt werden konnen, ist jedoch nicht sehr weit-
gehend, weshalb dieser Ermittlung eine durchschlagende Bedeutung
nicht zuerkannt werden kann. Versuche mit GuBeisen aus neuester
Zeit lassen es fraglich erscheinen, ob die ¢-Achse im Koordinaten-
anfang tatséichlich Tangente an der Dehnungslinie ist.

Wie S. 84 hervorgehoben, steht die Gleichung 1, § 4, in guter
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der vom Verfasser bisher in
grofer Anzahl durchgefithrten Elastizitiitsversuche bis auf eine

1) Fir den ersten Augenblick konnte diese Folgerung wohl befremden,
namentlich wenn man sich an die Darstellungen mit iibertrieben groBem MaBstabe
fiur die Dehnungen hilt. Wenn beispielsweise fiir Schmiedeisen die Linie ¢ = «o

. 1 . - . )
mit « = 5000 000 als Gerade dargestellt wird, welche gegen die s-Achse unter

einem Winkel geneigt ist, dessen Tangente gleich 0,5, so entspricht dies einer

Vergroflerung der Dehnungen auf das 1000000 fache. In Verbindung mit einer
. . . .o d .

so gezeichneten Geraden ist es allerdings schwer, sich TZ =0 fir 6 =0 vor-

zustellen. Anders liegt die Sache, wenn man den MaBstab nicht iibertreibt, sich

also die Gerade unter einem solchen Winkel gegen die o-Achse gezogen denkt,

1 .-

daf} dessen Tangente = 5000 000 ist.
Uberdies wendet sich die Kurve nach Verlassen des Koordinatenanfangs
auBerordentlich rasch; denn wihrend fiir ¢ = 0 Z;— == 0, ergibt sich fir das Guf-

. . ) . a .o de 1 5
eisen IIT nach Gleichung 4, § 4, fir ¢ =1 kg/qem bereits o = 1338000 d. i.

erheblich mehr, als der Neigung der Geraden entspricht, die gemil ¢ = « o fiir
Schmiedeisen gelten wiirde.
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Ausnahme, und diese bildet der in § 4 unter Ziff. 10 behandelte
Marmorkorper?). Fig. 24, § 4, zeigt, dal hier die Dehnungslinie der
o-Achse auf der Zugseite ihre erhabene und auf der Druckseite
ihre hohle Seite zukehrt. Demgemi miilite der Exponent m in der
Gleichung 1, § 4, fiir die Zugseite grofer als 1 und fiir die Druck-
seite kleiner als 1 sein, d. h. nach dem Obigen: auf der Zugseite
wire die o-Achse im Koordinatenanfang Tangente der Dehnungs-
linie, auf der Druckseite miifte dies die s-Achse sein. Da ein
solcher Verlauf der Dehnungskurve aus dem Gebiete der Zug-
spannungen in das Gebiet der Druckspannungen nicht angenommen
werden kann, — wie ersichtlich, ist der Verlauf der beiden Linien-
ziige in Fig. 24 vielmehr derart, daf im Koordinatenanfang eine
gemeinschaftliche Tangente zu erwarten ist — so mufl geschlossen
werden, dab fir den untersuchten Marmor die Gleichung 1, § 4,
nicht als zutreffend erscheint.

Verfasser muB es unter Bezugnahme auf das S. 84 Fub-
bemerkung Gesagte zunichst dahingestellt sein lassen, ob sich
im Laufe der Zeit noch andere Ausnahmen zu der einen bis jetzt
ermittelten gesellen werden?); ebenso, ob es iberhaupt gelingen
wird, eine geniigend einfache Funktion®) ausfindig zu machen,
welche das elastische Verhalten aller Materialien genau zum Aus-
druck bringt?).

1) Eine zweite Ausnahme findet sich FuBbemerkung Ziff. 2.

?) Nach den Mitteilungen, welche Winkler im Zivilingenieur 1878, S. 81
u. f. iitber die Ergebnisse seiner Versuche mit Kautschuk macht, wiirde sich dieses
Material dhnlich wie Marmor verhalten: auf der Zugseite wachsen die Dehnungen
weit rascher als die Spannungen, auf der Druckseite dagegen nehmen die Zu-
sammendriickungen langsamer zu als die Pressungen.

3) Die Zeitschrift fir Mathematik und Physik (begriindet von Schlomilch)
bringt im SchluBheft des Jahrganges 1897 eine Arbeit von R. Mehmke ,Zum
Gesetz der elastischen Dehnungen“, welche u. a. eine zeitgemifle Zusammen-
stellung der bis jetzt vorgeschlagenen Formeln zur Darstellung der Abhingig-
keit zwischen Dehnungen und Spabnungen enthélt. Aus derselben geht hervor,
dall das Potenzgesetz & = e« om bereits im Jahre 1729 von Bulffinger fir die
Zugelastizitit in Vorschlag gebracht worden war, und dal es 1822 auch
Hodgkinson aufgenommen hatte. Das Ergebnis der bis jetzt vorliegenden
rechnerischen Untersuchungen von Mehmke besteht darin, dal — soweit diese
reichen — das Potenzgesetz die Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen
im ganzen genauer zum Ausdruck bringt als das parabolische Gesetz ¢ = a 6 4 b¢?

4) Hieraus geht deutlich hervor, daB Gleichung 1, § 4, in den Augen des
Verfassers nichts weiter ist als eine GosetzmiBigkeit, durch welche sich die bis
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4. Einfluf3 der Zeit. Elastische Nachwirkung.

Wie in § 4 hervorgehoben, wohnt jedem Korper — allerdings
in verschiedenem Grade — die Eigenschaft inne, unter der Ein-
wirkung &uBerer Krifte eine Anderung der Gestalt zu erfahren
und mit dem Aufhéren dieser Einwirkung die erlittene Form-
inderung mehr oder weniger vollstindig wieder zu verlieren. Eine
klar zutage liegende Folge dieser Eigenschaft ist es, daf der
Korper bei plotzlicher Einwirkung der Krifte oder bei plstzlicher
Entlastung in Schwingungen versetzt wird. Aus diesem Zustande
geht er, indem die Schwingungen kleiner und kleiner werden, nach
mehr oder minder langer Zeit in den Ruhezustand iiber.

Aber auch dann, wenn die Inanspruchnahme oder die Ent-
lastung des Korpers allmahlich erfolgt, wenn also derartige
Schwingungen nicht beobachtet werden, erweist sich die Form-
inderung im allgemeinen nicht unabhéingig von der Zeit. Die durch
eine bestimmte Belastung erzeugbare Forméinderung bedarf zu ihrer
Ausbildung einer gewissen, zuweilen kurzen, unter Umstéinden aber
auch sehr langen Zeit. Beispielsweise wird ein Stab aus hartem
Werkzeugstahl schon unmittelbar nach allmihlich erfolgter Be-
lastung die tiberhaupt durch diese erreichbare Dehnung aufweisen,
wihrend ein belasteter Lederriemen nach Monaten, ja selbst nach
Jahren noch Lingenzunahmen, wenn auch immer kleiner werdende,
zeigt. In Fillen letzterer Art filhrt die Zeit asymptotisch zum End-
zustand.

Ganz das Entsprechende gilt hinsichtlich der Entlastung: der
allmahlich entlastete Stab nihert sich dem urspriinglichen Zustande
— je nach der Art des Materials — mit verschiedener Geschwin-
digkeit, um so langsamer, je grofer die erlittene Forminderung
war, und je linger sie angedauert hatte.

Diese Erscheinung der allmihlichen Ausbildung und der
allméhlichen Riickbildung der Forménderungen wird elastische
Nachwirkung genannt. Sie beeintrichtigt namentlich dadurch,

dahin tiber den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen vorliegenden
Versuchsergebnisse innerhalb gewisser Grenzen, mit Ausnahme von Marmor und
Kautschuk, befriedigend zum Ausdruck bringen lassen. S. dagegen Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 25 sowie S.1512; 1908, 8. 1014, Dinglers
polyt. Journal 1902, Bd. 317, S. 149 u. f.
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dab sie das Verhalten des untersuchten Kérpers unter einer neuen
Belastung von den Belastungen oder Entlastungen abhéngig macht,
denen er vorher unterworfen war, die Genauigkeit der Beob-
achtungen bei Versuchen zur Bestimmung der Forminderungen
mehr oder minder. Insbesondere bei wechselnden Belastungen kann
dieselbe zu eigentiimlichen Abweichungen fiihren, entsprechend
einem gleichzeitigen, beiderseits mit verinderlicher Geschwindigkeit
erfolgenden Verlaufe entgegengesetzter Anderungen, oder kurz ent-
sprechend einem Ubereinanderlagern von Nachwirkungen?).
Dieser Einfluf der Zeit auf die Forminderungen wie auch
auf die Festigkeit?) des Stoffes macht es notwendig, dal im all-

1) Hiermit hingt es auch zusammen, daB die Federung (§ 4) bel manchen
Korpern verschieden erhalten wird, je nachdem man die Untersuchung, wie
in der FuBbemerkung S.83 unter a) oder unter b) angegeben ist, durchfithrt.
Besonders stark tritt dieser Unterschied bei Riemen auf. Beispielsweise fand
sich fiir einen Ledertreibriemen, der in der Weise geprift wurde, daB fir jede
Belastungsstufe mit Belastung und Entlastung so oft gewechselt wurde, bis sich
die gesamten, die bleibenden und die federnden Dehnungen nicht mehr finderten:

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe

Belastungsstufe | federnde Ausdehnung | Belastungsstufe ‘fedemde Ausdehnung

50 und 150 kg 6,0 mm 50 und 150 kg | 5,5 mm
150 - 250 - 36 - 50 - 250 - 10,0 -
950 - 350 - 27 - 50 - 850 - | 140 -

Wir erkennen folgendes:

Fir die gleiche Belastungsstufe 50 und 150 kg liefert die erste Versuchs-
reihe eine um 6 — 5,5 = 0,5 mm groBere Federung als die zweite Versuchsreihe.

Fir die Belastungsstufe 150 und 250 kg liefert die erste Versachsreihe
unmittelbar 8,6 mm Federung, withrend die Ermittlung aus der zweiten Versuchs-
reihe durch Bildung des Unterschiedes 10,0 —5,5 zu 4,5 mm fithrt, also mehr ergibt.

Fiar die dritte Belastungsstufe 250 und 850 kg liefert die erste Versuchs-
reihe unmittelbar 2,7 mm Federung, wihrend die zweite Versuchsreihe zu
14,0 — 10,0 = 4 mm fihrt.

Die Summe der Federungen der ersten Versuchsreihe ergibt 6,0 + 8,6 +- 2,7
= 12,3 mm gegen 14,0 mm bei der zweiten Versuchsreihe.

Auch bei der Untersuchung von anderen Stoffen fand sich ein, wenn auch
meist weit kleinerer Unterschied, z. B. bei Steinen. Selbst GuBeisen ist nicht frei
hiervon. Da ein Eingehen an dieser Stelle zu weit fithren wirde, so mul} sich
Verfasser hier auf diese Feststellung beschriinken.

?) Beispielsweise werden Stibe aus Schmiedeisen, Lederriemen u. s. w., sehr
rasch zerrissen, einen groferen Wert fir die durch Gleichung 1, § 3, bestimmte
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gemeinen den Ergebnissen von Versuchen auf diesem Gebiete die
erforderlichen Angaben iiber die Zeit beigefiigt werden.

Aus dem Vorstehenden folgt ferner, daf die im § 4 erdrterten
Lingeninderungen sowie die aus ihnen ableitbaren Malzahlen der
Gesamtdehnung, des Dehnungsrestes und der Federung, d. h. die
Dehnungskoeffizienten, streng genommen, Funktionen der Zeit sein
miissen. Praktische Bedeutung erlangt diese Abhingigkeit von
der Zeit jedoch erst fiir solche Stoffe, bei denen die elastische
Nachwirkung von FErheblichkeit ist (vergl. § 10 unter Hanfseile
sowie Fulbemerkung S. 77). Von hervorragender praktischer
Bedeutung wird der Einflul der Zeit auf die Aus- und Rick-
bildung der Forminderung, z. B. beim Riemenbetrieb, und
damit auf die Grofe der ibertragharen mechanischen Arbeit bei
groferen Geschwindigkeiten, wie in des Verfassers Maschinen-
elementen, 9. Auflage (1903), 8. 362 und 363, S. 383 bis 385
dargelegt ist.

Bei Leder, das fiir das Maschineningenieurwesen eine grofie

Bedeutung hat, pflegt die elastische Nachwirkung so stark zu sein,
dal sich die Frage aufdringt, ob es iiberhaupt berechtigt ist, die
elastischen Dehnungen in zwei Teile zu zerlegen, von denen der
eine als plotzlich oder doch sehr rasch eintretend und wieder ver-
schwindend angesehen, der andere als nachwirkend, d. b. als all-
méhlich mit abnehmender Geschwindigkeit verlaufend aufgefalt
wird. Daf hierin — streng genommen — eine Willkiirlichkeit
liegt, bedarf keiner Erorterung.
Festigkeit liefern, als wenn das Zerreifien langsam erfolgt. Dagegen pflegen im
letzteren Falle Debnung und Querzusammenziehung groBer auszufallen; die zur
Ausbildung der Forménderungen gelassene Zeit ist eben bedeutender. (Vergl.
auch § 10.)

Siehe auch die Angaben tber das Kiirzerwerden der beiden Bruchstiicke
eines zerrissenen Riemens mit der Zeit auf S. 66, oben.
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I. Zug.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden #ufleren
Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren

Richtungslinie in die Stabachse fillt, und welche diese zu ver-
lingern strebt.

§ 6. Gleichungen der Zugelastizitit und Zugfestigkeit.
1. Es bedeute fiir den prismatischen Stab

die ziehende Kraft,

die Grobe des urspriinglichen Stabquerschnittes,

die urspriingliche Linge des Stabes,

die Verlingerung, welche der Stab durch die Einwirkung der
Kraft P erfihrt,

s = _;»“ die Dehnung (§ 2),

o~ Ny

o« den Dehnungskoeffizienten (§ 2),

¢ die Spannung, welche durch die Belastung P hervorgerufen
wird, und die mit der Dehnung & verkniipft ist, bezogen auf
den urspriinglichen Querschnitt (§ 1),

k, die zulissige Anstrengung des Materials gegeniiber Zug-
beanspruchung.

Dann ist nach Gleichung 1, § 1,

P=df . . . . . . . .1
P<tbky. . . . . . . . 2

Unmittelbar aus dem Begriff des Dehnungskoeffizienten folgt
l——'alo‘zalg— R )

2. Diese zunschst nur fiir prismatische Stibe entwickelten
Beziehungen werden dann auch auf gerade stabférmige Korper
von veriinderlichem Querschnitte iibertragen.
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Es bezeichne, Fig. 1,

die Kraft, welche den Korper auf Zug in Anspruch nimmt,
die GroBe des beliebigen, um « von der einen Stirnfliche
abstehenden Querschnittes,

Jo den kleinsten Stabquerschnitt,

[ die Linge des Stabes vor der Dehnung,

. die Zunahme der Stablinge infolge der Einwirkung der Kraft P,
die Dehnung im Querschnitt f,

Sy

P . .
¢ = —— die Spannung im Querschnitt f,

S

o den Dehnungskoeflizienten,
k, die zulissige Anstrengung des Materials gegeniiber Zug-
beanspruchung.

Die Dehnung & ist hier von Querschnitt zu Querschnitt als
verinderlich aufzufassen, weshalb in bezug auf die GroBen / und
4 der Bestimmungsgleichung 1, § 2, die Vorschrift
getroffen werden muf, daf die Stablinge unendlich
klein, also im vorliegenden Falle dz ist. Wird die
Lingeninderung, welche dz erfihrt, mit # dz be-
bezeichnet, so folgt

A dx
de

&E —

Dann gelten aubier der Gleichung 1) die folgenden Beziehungen:

P<hefy, . - o « « . . . &

14 13
l=58dﬂ}=P5a£ )
J

0 0

Ist « unverdnderlich, was bei Spannungen innerhalb der Pro-
portionalitiitsgrenze zutrifft, falls dem in Frage stehenden Material
eine solche tiberhaupt eigentiimlich (§ 2), so darf « vor das Integral-
zeichen gesetzt werden.

Die Voraussetzungen, welche den vorstehenden Beziehungen 1
bis 5 zugrunde liegen, sind in manchen Féllen der Verwendung
sehr unvollkommen erfiillt. Mit Riicksicht auf diesen Umstand
seien sie kurz zusammengestellt.
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1. Die #uBleren Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur eine

in die Stabachse fallende Zugkraft.

Auf die Mantelfliche des Stabes wirken Krifte nicht.

Der Einflub des Eigengewichtes des Stabes kommt nicht in

Betracht.

4. Die Dehnungen und die Spannungen sind in allen Punkten
eines beliebigen Stabquerschnittes gleich grof und senkrecht
zu letzterem gerichtet. (Gleichmifige Verteilang der Zug-
kraft iiber den Querschnitt?).)

5. Die Form des Querschnittes ist gleichgiiltig.

v 1o

1) Diese Voraussetzung ist in der Mehrzahl der Fille weit unvollkommener
erfillt, als man anzunehmen pflegt. So ist z. B. — streng genommen — iberall
da, wo die #uBere Kraft in den Stab eintritt, gleichmiBige Verteilung der Span-
nungen fiber den ganzen Querschnitt nicht vorhanden, allerdings wird dabel der
Grad der UngleichmiBigkeit sehr verschieden sein knnen.

|
|

P—
C —

Fig. 2. Fig. 3.

Bei den Schrauben, Fig. 2 und 3, tritt die Kraft durch den Kopf in den
Schaft {iber; in dem Querschnitt des Schaftes da, wo dieser an den Kopf an-
schlieBt, werden die nach dem Umfange zu gelegenen Fasern mehr zur Uber-
tragung herangezogen werden als die nach der Achse zu gelegenen. Bei Schraube
Fig. 8 wird diese Ungleichmifigkeit noch bedeutender sein missen als bei
Schraube Fig. 2, weil bei der ersteren zunichst nur ein Teil des Umfanges zum
Eintritt der Kraft herangezogen wird.

Bei der Kraftibertragung durch Keil oder Splint, Fig. 4, legt sich der Keil
roder Splint gegen die angenzihert rechteckige Fliche bcef. Die Beanspruchung
der beiden Kreisabschnitte ¢ f und ¢de im Querschnitt a2 mull dabei eine
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Soll das eigene Gewicht G des Korpers beriicksichtigt

werden, so ergibt sich fir den obersten Querschnitt von der
Grofle /; in Fig. 1

P+G

P+ G
i ’ g ’

Ji
Von dem Querschnitte f/ (im Abstande #) bis zu dem um dz

davon entfernten Querschnitt #ndert sich die Gesamtzugkraft /o

um y fdz, sofern y das spezifische Gewicht des Stabmaterials be-
deutet. Hieraus folgt

iy

d(fo)=rfda.

Wird nun verlangt, die Stabquerschnitte derartig nach oben
zunehmen zu lassen, daB o fiir alle Querschnitte den gleichen
Wert %, hat, so ergibt sich

k. df =y fda,
und hieraus

Inf= ka -+ C.

Fir £ = 0 mub sein f= P:k, d. h.

p

ungleichméfige sein, derart, dafl die Spannungen in den dem Keilloche, d. h. & 7
und ce am nichsten gelegenen Flichenelementen gréfler ausfallen als in den
nach dem Umfange, d. h. nach ¢ und d hin gelegenen Elementen.

Weitere Beispiele ungleichmiBiger Spannungsverteilung finden sich in des
Verfassers Maschinenelementen, z. B. S. 132, Fig. 98; S. 168, Fig. 149 (9. Auflage).

Mit Ricksicht auf diese Sachlage ist es bei Zugversuchen eine der Haupt-
aufgaben, die Form der Probestibe so zu wahlen, daB die Zugkraft moglichst
gleichmaflig iiber die Querschnitte des der Messung unterworfenen mittleren
Stiickes verteilt wird (vergl. § 8).

Vergleiche auch den ZEinfluff der Hinderung der Querzusammenziehung
§ 9, Ziff. 1.

Bei Stiben mit verinderlichem Querschnitt, Fig. 1, konnen die Span-
nungen in den simtlichen Elementen eines Querschnittes nicht die gleiche
Richtung haben. Die Spamnung im Schwerpunkte des Querschnittes wird aller-
dings in die Stabachse fallen, also senkrecht zu dem letzteren stehen, dagegen
werden beispielsweise die Spannungen in den auf der Umfangslinie des Quer-
schnittes liegenden Flichenelementen die Richtung der Mantellinie des Stabes
besitzen, somit geneigt gegen die Stabachse sein miissen.
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Hiermit wird schlieflich in

P
P

f= 6)

z
das Gesetz erhalten, nach dem der gezogene Stab als Korper
gleichen Widerstandes zu formen wére.

3. Beispiel der Zugelastizitit mit Riicksicht auf den Einflufs
der Temperatur.

Der Draht einer elektrischen Leitung zum Zwecke der Arbeits-
iibertragung wird von Stangen getragen, welche je um 27 von
einander abstehen. Die Aufhéingepunkte 4 und B, Fig. b, liegen
in gleicher Hoéhe.

Fig. 5.

Mit welcher Pfeilhdhe Z mufl der Draht bei der Sommer-
temperatur ¢ ausgelegt werden, damit im Winter bei der niedrigsten
Temperatur ¢, die Spannung ¢, nicht iiberschritten wird?

Es sei

H die Kraft, mit welcher der Draht im Scheitel O und

S - - - - - - - beliebigen Punkte P,
bestimmt durch die Koordinaten # und y, gespannt ist,

h die Pfeilhshe CO, d. i. der Hohenabstand zwischen dem
Scheitel O und der durch die Aufhiéngepunkte 4 und B
bestimmten Wagrechten,

g = fy das Gewicht der Lingeneinheit des Drahtes vom Quer-
schnitt / und dem spez. Gewicht p.

Unter der Voraussetzung, daf der Draht vollkommen biegsam
sel und nach einem so flachen Bogen durchhinge, daf das Gewicht

des Drahtstiickes von der Linge OP mit Annsherung gleich dem
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Produkte aus ¢ und der Horizontalprojektion des Drahtes, d. h.
gleich g« gesetzt werden darf, folgt unter Beachtung von Fig. 6

VR
Ssing=¢q¢.0P=n~gqux

Secos ¢ = H.
Somit
Z dy
€y =" = 4
wie auch

0

da die Integrationskonstante wegen y == 0 bei # = 0 zu Null wird.
Die Drahtkurve ist hiernach mit der Anniherung, welche der

Rechnung zukommt, eine Parabel, fiir welche

2 2
h=%oderﬂ=glh B -}
sowie
qa® £2
y 2ql2_ﬁ(l )

Die Linge OB = s ergibt sich aus

szjﬁigg@=ﬁﬂlpgp“mﬁp+4yﬂm

l
2
S PR PR TR 1L
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Mit der Temperatur der Luft wird sich die Linge des Drahtes
andern, damit auch nach Gleichung 9 die Pfeilhthe des Bogens und

mit dieser nach Gleichung 8 die Spannung ¢ = ﬂ des Drahtes.

Je mehr die Temperatur sinkt, um so hoher steigt die Bean-
spruchung des Materials. Die letztere werde, da es sich um einen
flachen Bogen handelt, mit Annsherung als gleich grof in allen

Punkten des Drahtes aufgefaft, und zwar gleich il gesetzt.

Nehmen wir an, dall die Groflen H, %, s und ¢, welche bei
der Temperatur ¢ gelten, bei der niedrigsten Temperatur ¢, die
Werte H,, k, s, und o, besitzen. Steigt die Temperatur von ¢,
auf ¢, so vermindert sich infolge der Verlingerung des Drahtes
aus AnlaB der Ausdehnung des Drahtes durch die Wirme die
Spannung von ¢, auf ¢. Diese Verminderung der Spannung wirkt
gleichzeitig zuriick auf die elastische Dehnung. Der Zusammen-
hang zwischen den einzelnen Groflen laft sich leicht feststellen,
wenn man zunichst die Lingeninderung infolge der Spannungs-
anderung und sodann diejenige infolge der Temperaturinderung
in Betracht zieht. Das gibt, sofern a«, den Wirmeausdehnungs-
koeffizienten bedeutet,

§ =8, [1 + e (6— 6] [1 -+ aw t— )]
= ~ g [1 4+ a (6 — 6) + e (t—1)]").

1) Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man sich ein Stiick spannungs-
losen Draht von der Linge 1 denkt. Wird dasselbe der Spannung ¢ und sodann
der Spannung ¢, unterworfen, so steigt seine Linge auf 1 4 e ¢ bezw. 1+ « .
Demnach gilt bei Unverénderlichkeit der Temperatur

14«o l4+e«o
e oder § = § ————
1+ «o, 1+ «o,

8 —_—
P
und bei Steigerung der Temperatur von ?, auf ¢, wobei die Léngeneinheit um
@, (¢ — 1) zunimmt

l14+eac

Gy— G
§ = 8§
1+ eao

[1+(tw(i——i0>] = § l—am

A+ ea,F—)]

5="\"50[1—“(00_6)][1+“w(t"‘to)]a

was sich, wie wir oben sahen, fast unmittelbar anschreiben laBt.
Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 7
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Unter Beachtung von Gleichung 9 folgt hiermit

2
s=l(_1 —i—-%%) 1+ & (60— ) + aw (t — 1))
2 ke

und unter Beachtung von Gleichung 8, nach welcher

k— ql2 _fylﬂ—_‘ )/Z2
"T9H, T 2fa 20’

2 2
h = ;ZG oder ¢ == ;lh,
ergibt sich
1 20 12 '
8=NZ[1+'6 }’0,2 +a(’g7“—0'0 —“‘aw(t'—to)]
0
2 A
_Z(1+§P)
3 1 202 3
3 Y pl A — 2 4 1
& 2Z[6 pr o (E— 1) ozo'o]h 4ayl. 109

Hieraus laft sich die gesuchte Pfeilhthe berechnen.

Soll der im Winter zuweilen eintretende Fall berticksichtigt
werden, daB der Draht noch durch auf ihm hingenden Schnee
belastet wird, so laft sich dies leicht dadurch bewerkstelligen,
daB y oder ¢ = fy entsprechend hoher in die Rechnung ein-
gefiihrt wird.

Will man die — unter den gewshnlichen Verhiltnissen iibrigens
auberordentlich geringe — Biegungsbeanspruchung, welche der
Draht infolge der Durchbiegung erfihrt, feststellen, so kann das
am einfachsten in der Weise geschehen, daf man den Kriimmungs-

1) Grashof hat diese Aufgabe in seiner 1878 erschienenen Theorie der
Elastizitst und Festigkeit S.46 und 47 behandelt, dabei jedoch den Einfluf} der
Spannungsénderung auf die Drahtlinge aufler acht gelassen und kommt infolge-
dessen fiir & zu einer quadratischen Gleichung. Hierauf machte zuerst Wehage

im Zivilingenieur 1879, S. 619 u. f. aufmerksam und gab daselbst die vollkommene
Losung.
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halbmesser ¢ fir den Scheitel der Parabel, deren Gleichung nach
Beziehung 7

ist, als Halbparameter zu

11)

ermittelt und sodann unter Beachtung von Gleichung 8, § 16, und

Gleichung 11, § 16, die Biegungsanstrengung fiir den 2 e dicken
Draht zu

—g9e _ref v e
Gb—-ocH—-aH_aH:f 12)
bestimmt, also unabhingig von der Spannweite.
Fiir
y = 0,008, o= W(l)()OO_’ H:f=1000 kg/qem, ¢ = 0,2 cm

ergibt sich beispielsweise
0,008 0,2

% = 1 1000
2200 000

= 3,5 kg/qem.

§ 7. Maf der Zusammenziehung. Kriifte senkrecht zur
Stabachse. Gehinderte Zusammenziehung.

Wie wir in § 1, b sahen, findet mit der Ausdehnung des nur
in der Richtung der Achse gezogenen Stabes Fig. 2, § 1, gleich-
zeitig eine Zusammenziehung senkrecht zur Achse statt. Betriigt
die durch Gleichung 1, § 2, bestimmte Dehnung &, so werden die
nach jeder zur Achse senkrechten Richtung eintretenden Zusammen-
ziehungen, bezogen auf die Lingeneinheit, d. s. die verhiltnis-

mifigen Zusammenziehungen (im Falle § 1, b gleich % , als gleich

groB betrachtet und durch

fgg=— . . . . . . . .1
7
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gemessen. Die Grofe m pflegt als eine zwischen 3 und 4 liegende
Konstante aufgefallt zu werden, so daf hiernach die verhiltnis-
mibige Zusammenziehung !/, bis !; der Dehnung betrigt.

Der in Fig. 1 dargestellte Wiirfel, bestehend aus Material,
welches in jedem Punkte nach allen Richtungen hin gleich be-
schaffen, also isotrop ist und Proportionalititsgrenze (§ 2) besitzt,
werde innerhalb der letzteren zunichst nur in Richtung der o-Achse
auf Zug (durch P, P;) in Anspruch genommen. Die in dieser

Fig. 1.

Richtung eintretende Dehnung sei durch & und die hiermit ver-

kniipfte Spannung durch o, = —80"1 bezeichnet. Nach MaBgabe des
Erorterten betréigt dann:
in Richtung der y-Achse

die verhiltnisméfige Zusammenziehung e_x, die Spannung 0,
m

in Richtung der z-Achse

die verhiltnisméfige Zusammenziehung —8—"0—, die Spannung O.
m

Wird der Wiirfel nur in Richtung der y-Achse (von P,, P,)
gezogen, und werden die hierdurch in dieser Richtung veranlafite

. . E:

Dehnung und Spannung &, beziehungsweise ¢, = —~ genannt, so
o

findet sich:

in Richtung der z-Achse

die verhiltnisméBige Zusammenziehung %, die Spannung 0,
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in Richtung der z-Achse
die verhiltnismiBige Zusammenziehung %/),_ , die Spannung O.
Wird schlieflich der Wiirfel nur in Richtung der z-Achse auf

Zug in Anspruch genommen (durch P,, P,) und die hiermit in
dieser Richtung verkniipfte Dehnung durch &, die Spannung durch

&, -
o, = — gemessen, so miifite betragen:
«

in Richtung der z-Achse

die verhiltnismiBige Zusammenziehung %, die Spannung O,

in Richtung der y-Achse

die verbsltnismafige Zusammenziehung —, die Spannung O.
m

Wirken die Kriifte P, P, P, P,, P, P, gleichzeitig, so betrigt
die resultierende Dehnung

. . &+ &
in Richtung der «-Achse & = & — ———-
m
&t &
- - - - - ——1 _— [
Yy & &y m y - 2)
&z -+ Gy
- - - o
m
woraus unter Beriicksichtigung, daB
§o = O 0z & = a0y & =uwa0c, . . 3

1) Besitzt das Material keine Proportionalititsgrenze, so wird der Dehnungs-
koeffizient « nicht konstant, sondern eine Funktion von ¢ oder ¢ sein. Es wiirde
dann heiflen miissen etwa:

£, = € 0y &, == (30, &, = @30,

Hierin wirden je nach der Verschiedenheit der Spannungen ¢,6,0, die
Dehnungskoeffizienten ; «y @3 verschieden groBe Werte aufweisen, d. h. & a;e;
wiirden Funktionen von ¢ oder & sein.
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folgt
Gy —+ 0% & oy —+ o,
el=a(o‘x——”———) oder — = g, — 21—
m o m
0.+ o & 0. + o
sg=a(ay———‘—i)oder =g 2Ly
m o m
Oz —+ 0 & 0z + 0
ssza(gz—wz ”)oder—3= y— ———
m m

Die Beziehungen 4 lehren, dal die Proportionalitit,
welche bei dem ausschlieflich in der Richtung seiner
Achse gezogenen Stabe nach Mafigabe der Gleichungen 2,
§ 2, und 3 dieses Paragraphen zwischen Dehnungen und
Spannungen — unter der Voraussetzung, dal e konstant —
vorhanden ist, zu bestehen aufhért, sobald auch Krifte
senkrecht zur Stabachse den Korper ergreifen. Die
resultierende Dehnung wird durch solehe Krifte, wenn
sie ziehend wirken, vermindert; sind Druckkrifte senk-
recht zur Stabachse titig, so wird die resultierende Deh-
nung vergrofert.

In Anbetracht, daB derartige Krifte eine mehr oder minder
grofe Hinderung der Zusammenziehung zur Folge haben, er-
kennen wir, dafl Erschwerung oder teilweise Hinderung
der Zusammenziehung (Kontraktion) des Stabes (senk-
recht zu dessen Achse) die Dehnung (in Richtung der
Achse) verringert und damit bei solechen Materialien,
welche im Falle des Zerreilens eine erhebliche Quer-
zusammenziehung erfahren, auch die Festigkeit erhoht,
wie Versuche nachweisen') (§ 9, Ziff. 1).

) Hinsichtlich der ersten dahingehenden Darlegung des Verfassers, welche
sich auf die Ergebnisse der von Kirkaldy vor rund 40 Jahren angestellten Ver-
suche stiitzt, iiber die § 9, Ziff. 1 berichtet ist, s. Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1880, S. 285 u. f. Trotzdem findet man bis in die neuere Zeit Ver-
suche, welche den Einflul der Erschwerung der Zusammenziehung vollstindig
auler acht lassen. So z. B. pflegte man — wie Verfasser bereits in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 478 darzulegen veranlaBt war
— zur Feststellung des Wertes der Lochungen von Blechen in der Weise vor-
zugehen, dafl man die Zugfestigkeit von ungelochten Blechstreifen @, Fig. 2, in
Vergleich stellte mit.derjenigen von gebohrten und gelochten Blechstreifen &, ¢, d.
Hierbei ergibt sich, sofern eine Verletzung des Materials nicht stattgefunden hat,
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§ 8. Zugproben.

Den Zugproben werden die Metalle, auf welche sich das Nach-
stehende zunichst nur bezieht, in Form von Rundstiben (Fig. 1)
oder in Form von Flachstiben (Fig. 2 und 3) unterworfen.

Fig. 1.

Die Form der Probestibe mul so gewihlt werden, und die
zum Einspannen in die Priifungsmaschine benutzten Vor-
richtungen miissen so beschaffen sein, daf die Zugkraft mog-
lichst gleichférmig iiber die Querschnitte des der Messung unter-
worfenen mittleren Stiickes des Probekorpers, d. i. der MeBlinge,
verteilt wird.

Der letzteren Bedingung 148t sich bei Rundstiiben durch die
Kugellagerung (Fig. 1), bei Flachstiben durch Befestigung mittels
Loch und Bolzen (Fig. 3) oder durch Einlegen der mit gefristen

dall die Zugfestigkeit von b, ¢ und d grofler ist als diejenige von @, was nach
MaBgabe des Erorterten naturgemif erwartet werden muB. Die Ergebnisse der
mit Stiben ¢ angestellten Zugversuche, wobei die mit der Lingsdehnung ver-

o £ © 2

Fig. 2.

kniipfte Querzusammenziehung sich ungehindert ausbilden kann, kénnen eben
nicht ohne weiteres in Vergleich gestellt werden mit den Ergebnissen, welche
Zugversuche mit den Stében &, ¢, d lefern, da hier die Querzusammenziehung
eine mehr oder minder stark gehinderte ist.
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Nuten versehenen Enden in Gebifkeile (Fig. 2) entsprechen. Die
Herstellung der Flachstibe fordert jedoch unter allen Umstinden
besondere Sorgfalt, wenn der aufgestellten Bedingung geniigt
sein soll.

In bezug auf die Gestalt des Probestabes sucht man die auf-
gestellte Bedingung dadurch zu erfiillen, da$ man das prismatische

-~ I [ —_—
1
. N\ LU

Fig. 2.

Fig. 3.

Mittelstiick des Stabes etwas linger macht als die MeBlinge, und
daB man die Querschnitte des Stabes von dem Mittelstiick nach
den Einspannstellen hin zunehmen l48t, wie dies Fig. 4 fir den
Rundstab deutlich erkennen la8t. (Vergl. auch Fufbemerkung
S. 93 und 94.)

Eine zutreffende Vergleichung der Ergebnisse mehrerer Ver-
suche setzt voraus, daB diese unter den gleichen Verhiltnissen
durchgefiihrt worden sind. Wie aus dem in §9 und § 10 Er-
orterten hervorgeht, gehort hierzu, da8 die Stibe gleiche oder
wenigstens geometrisch dhnliche Querschnitte besitzen und im all-
gemeinen gleich lange Zeit den Versuchen unterworfen werden.
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Die der Messung unterzogene Strecke /, die Meflinge, pflegt
— insoweit es sich um die Ermittlung der durch Gleichung 3, § 3,
bestimmten Bruchdehnung handelt — zu 200 mm angenommen und

e
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das mittlere Stiick um wenigstens 20 mm linger, d. h. /420 mm
prismatiseh gehalten zu werden.

Wird fir den Rundstab von 20 mm Durchmesser — wie in
Deutschland, Osterreich, Schweiz u.s. w. iblich — [ = 200 mm
zugrunde gelegt, dann fordert die in § 9, Ziff. 3 (8. 142) aus-
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gesprochene Bedingung fiir einen Rundstab von d mm Durchmesser
als MeBlinge

d
=20055 =104 . . . . . D)

und fiir einen Flachstab von f qmm Querschnitt die Meflinge

|=200——2—=113VyF . . . . 2

‘/— 207

Bei der grofien Masse der Zugproben pflegt nur festgestellt
zu werden:

a) die Bruchbelastung Pua, (§ 3) und damit die Zugfestigkeit
K. (§ 3),

b) der Querschnitt f, an der Bruchstelle (an der Stelle der Ein-
schniirung, Fig. 2, § 3, sofern eine solche eintritt),

¢) die Lange {,, welche das urspriinglich ! lange Stabstiick nach
dem Zerreifien besitzt.

Die Beobachtung nach a liefert durch Gleichung 1, § 3, die
Zugfestigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stabquerschnitt.

Die Ermittlung nach b ergibt durch Gleichung 2, § 3, die
Querschnittsverminderung des zerrissenen Stabes.

Die Feststellung nach c¢ liefert durch Gleichung 3, § 3, die
Bruchdehnung.

Wie wir in § 3 sahen, dehnt sich zunichst die ganze Stab-
strecke mehr oder minder gleichm#fig bis zum Eintritt der Bruch-
belastung, dann folgt die Einschniirung des Stabes — falls eine
solche iiberhaupt eintritt —, die mit einer verhiltnismafig groBen
Ausdehnung an dieser besonderen Stelle verkniipft ist. s setzt
sich hiernach die durch Gleichung 3, § 3, gemessene Dehnung im
allgemeinen zusammen: aus der Dehnung der ganzen Strecke bis
zum Eintritt der Bruchbelastung und aus der Dehnung an der
Einschniirungsstelle, vermindert um die Verkiirzung, welche aus
AnlaB der mit dem ZerreiBen erfolgten Entlastung des Stabes ein-
tritt. Wird zuniichst angenommen, der Bruch erfolge in der Mitte
der Strecke I, so ergibt Gleichung 3, § 3, bei vorhandener Ein-
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schnirung einen um so gréferen Wert fiir ¢, je kleiner /ist'). Im
allgemeinen gehort hiernach zur Angabe von ¢ auch die der GroBe
von I. Geht der Bruch auferhalb der Mitte vor sich — was in

der Regel der Fall —, so wird ¢ um so kleiner ausfallen, je mehr
die Bruchstelle an das Ende von [ riickt?).

1) Wie oben bemerkt, pflegt man in Deutschland, der Schweiz, Osterreich,
u. s. w. [ nach MaBigabe der Gleichung 1 bezw. 2 zu wihlen. In Frankreich ist
es iiblich geworden, / kleiner zu nehmen, nimlich /= 7,285 d, bezw. ! = 82Vf;
infolgedessen ergeben sich im allgemeinen grofere Werte fir die Bruchdehnung
des gleichen Materials, somit liefert ein und dasselbe Material, in Deutschland
mit { =10 d und in Frankreich mit [ = 7,235 d gepriift, an letzterer Stelle eine
groBere Bruchdehnung, erscheint also hier, wenn ¢ als Maf} der Zihigkeit angesehen
wird, ziher. Es mufl dies im Auge behalten werden, wenn man die Angaben
iber die Bruchdehnung (Zahigkeit) des Materials aus den verschiedenen Lindern
vergleichen will. In Nordamerika wird vielfach die Meflinge noch kleiner ge-
wihlt als in Frankreich.

%) Mit Riicksicht auf diesen Ubelstand und sonstige Unsicherheiten hat man
in bezug auf die Messung [, folgende Vorschriften vereinbart:

Die Dehnung ist auf zwel entgegengesetzten Seiten des Rundstabes so zu
messen, daB beiderseits auf jedem der Bruchstiicke von dem Ende der MeBlinge
bis zur Bruchstelle gemessen, und aus den zwei Summen der zusammengehdrigen
Stiicke das Mittel genommen wird.

Erfolgt der Bruch auBerhalb des mittleren Drittels der MeBlinge, so ist der
Versuch auszuschlieflen oder das folgende Verfahren anzuwenden.

Die MeBlange 7 ist von 10 zu 10 mm einzuteilen, Fig. 5 (s. die unterhalb
stehenden Zahlen).

ASM32 1410987 65% 32 1|0 123

I

UAITRINTHISIHIBBU 1998 T 6 5| % 534

%

Fig. 5.

Es erfolge der Bruch im Querschnitt 4. Von der Bruchstelle ausgehend,
werden zunichst die Teilstriche nach links und rechts hin neu bezeichnet, so,
wie iiber der Figur eingeschrieben ist. Sodann wird links die Linge zwischen
den Teilstrichen 1 bis 10 gemessen und zu ihr 60461 addiert; hierauf rechts
die Entfernung der Teilstriche 0 3 bestimmt und zu ihr die von links zu ent-
nehmende Strecke 8 bis 10 hinzugefigt. Die Summe der so erhaltenen beiden
Grofen ergibt /. Hiernach ist

1, = [Linge zwischen den Teilstrichen 1 bis 10 (links vom Bruch) 4 (40 + 61))
—+ [Lange zwischen den Teilstrichen O bis 3 (rechts vom Bruch) +
Liange zwischen den Teilstrichen 8 bis 10 (links vom Bruch)].
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Ein solches Mal kann, streng genommen, nicht als richtiges
bezeichnet werden. Trotzdem ist es heute noch iiblich, die Dehnung

Wirde im vorliegenden Falle die Linge / nicht 200 mm, sondern 100 mm
betragen, so wiirde sein

I, = [Linge zwischen den Teilstrichen 1 bis 5 (links vom Bruch) 4~ (30 + 51)]
~+ [Linge zwischen den Teilstrichen O bis 8 (rechts vom Bruch) +
Liange zwischen den Teilstrichen 8 bis 5 (links vom Bruch)].

Auf diese Weise hat man unter der Voraussetzung, daf die Lingeninde-
rungen zu beiden Seiten des Bruches einen symmetrischen Verlauf haben, den
Stab nahezu so ausgemessen, als wenn der Bruch in der Mitte erfolgt wiire.

Im Falle sich der Stab an mehr als einer Stelle besonders stark zusammen-
gezogen hat (vergl. die Fufbemerkung Ziff. 1, S. 10), so verliert allerdings das
angegebene Verfahren an Wert.

Die Einteilung der Strecke ! wie auch die Bestimmung von /, nach dem
Bruche sind immer auf zwei entgegengesetzten Seiten des Stabes vorzunehmen.

Bei Flachstiben wird empfohlen, die Dehnung sowohl auf beiden Schmal-
seiten als auch auf einer Breitseite zu messen und das Mittel aus den beiden
ersteren Messungen sowie das Ergebnis der letzteren getrennt anzugeben.

(Vergl. hiermit das S. 142 unter f) Gesagte.)

Um die Veriinderlichkeit der Dehnung, @berhaupt die Forminderung zu
zeigen, welche ein der Zugprobe unterworfener Flachstab aufweist, wurde die in
Fig. 6 (Taf. I) wiedergegebene Zusammenstellung gefertigt. Auf zwei nach Fig. 2
hergestellten Flachstiben aus Flufstahl von genau 60 mm Breite und 12 mm
Stirke waren durch Lings- und Querlinien im Abstande von 10 mm Quadrate
von 10 mm Seitenlinge gezeichnet worden. Alsdann wurde der eine Stab der
Zugprobe unterworfen. Derselbe erfuhr hierbei die aus Fig. 6 deutlich ersicht-
liche Forminderung. Der Rif erfolgte an einer Stelle, welche durch eine der
eingerissenen Querlinien etwas verletzt worden war. Man erkennt an dem Klaffen
in der Mitte der Bruchstelle, dafl die Widerstandsfihigkeit des Stabes zuerst in
der Mitte tiberwunden wurde und daB sich von hier aus der Bruch nach den
Kanten hin fortsetzt. (Vergl. S. 140, sowie Fig. 20 bis 22, Taf. IV.)

Es betrug
die Bruchbelastung P~ . . . . . . . . .. ... .. 37460 kg,
der urspringliche Querschnitt f/ . . . . . . . . 6.12 —= 1,2 gem,
der Bruchquerschnitt f, . . . . . . . . . . 4,82.0,94 = 4,53 qem,
die Dehnung auf 100 mm . . . . . . . . . . .. .. 27,5 mm.
Demnach
4
die Zogfestigkeit K, . . . . . . . .. . 377; 0 _ 5203 kg/qem,
die Querschnittsverminderung v . . 100 ~7’2—7———§4’ﬁ— =879,
b
die Dehnung ¢ (auf 10058 . . . . 1002200 =100 o750

100
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in dieser Weise zu messen und die erhaltene Grofle bei der
Beurteilung der Giite des Materials zugrunde zu legen!). Rich-
tiger wiirde es sein, wie auch von Hartig vorgeschlagen wurde,
diejenige Dehnung zu bestimmen, welche im Augenblicke des
Auftretens des grobten Zugwiderstandes oder unmittelbar vor Be-
ginn der Einschniirung vorhanden ist. Es wire dies die Grofie OF,
in Fig. 1, § 3. Da es mit den iblichen Prifungsmaschinen schwer
hilt oder wenigstens umstéindlich ist, die Dehnung in dem be-
zeichneten Augenblick genau festzustellen, so fehlt zuniichst noch
die Aussicht, daB diese Grofie als Maf der Dehnung allgemein
angenommen werden wird. Fille, wie sie nicht selten zu ver-
zeichnen sind, dal der gezogene Stab sich an einer Stelle einschniirt,
hierauf eine noch weiter wachsende Belastung vertréigt, dann an einer
zweiten Stelle eine Einschniirung erfahrt und in dieser bei sinkender
Belastung zerreift, wiirden verlangen, dab das Dehnungsmaf un-
mittelbar vor Beginn der ersten Einschniirung genommen wird.

Fig. T (Taf. I) zeigt einen Schweilleisen- und Fig. 8 einen FluBeisen-Rund-
stab nach dem Zerreilen. Die Verschiedenheit der Oberfliche der Stibe kenn-
zeichnet die beiden Materialien.

Fig. 9 und 10 (Taf. II) geben zwel Stibe von Aluminiumbronze wieder,
welche beide nach Angabe 909/, Kupfer enthalten sollen.

Fig. 11 (Taf. II) 140t einen Bronzestab (gegossen) und Fig. 12 einen Messing-
stab (gegossen) erkennen.

Die Prifung dieser Stibe hat ergeben:

Stab Fig. 9 Stab Fig. 10  Stab Fig. 11 Stab Fig. 12
Durchmesser . 1,50 cm 1,50 ¢cm 1,99 cm 1,97 em
Querschnitt . . 1,77 qem 1,77 qem 3,11 gem 3,05 qem
Zugfestigkeit . 3983 kg/qem 3232 kg/qem 2090 kg/qem 1472 kg/qem
Brochdehnung 649,auf100mm 50°%,auf100mm 8,1%,2uf200mm 11,5%,auf200mm
Querschnitts-
verminderung — — ,1% 15,79/,

) Die Beschaffenheit des Materials wird im allgemeinen beurteilt nach den
fir K, ¢ und y erhaltenen Werten. Dem Arbeitsvermogen (§ 8) ist ein be-
sonderes Gewicht namentlich in den Fillen einzuriumen, in welchen es sich um
Widerstandsfihigkeit gegenitber dynamischen Wirkungen (lebendigen Kriften)
oder gegeniiber den Einwirkungen von Spannungen handelt, welche durch stark
wechselnde Belastungen oder durch grofie Temperaturunterschiede veranlaft werden.

Da fiir ein bestimmtes gleichartiges Material das Arbeitsvermogen mit An-
niherung proportional dem Produkt aus Zugfestigkeit und Bruchdehnung gesetzt
werden darf, so kann auch dieses Produkt an Stelle des Arbeitsvermégens als
ein Mafl der Materialgiite angesehen werden. (Vergl. des Verfassers Maschinen-
elemente, 9. Aufl. (1903), S. 81 u. f.)
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Uber die Abhingigkeit der Dehnung ¢ von den Abmessungen,
insbesondere vom Durchmesser bei gleichen Werten von [ u.s. w.
s. §9.

Bei umfassenden Versuchen tritt zu den oben unter a bis ¢
angegebenen Ermittlungen') noch die Bestimmung

d) der Lé#ngensnderungen (§ 4 und §5) und aus ihnen zu-
treffendenfalls,

e) des Dehnungskoeffizienten (§ 2, § 4, Ziff. 1, FuBbemerkung,
S.19, §5, Ziff. 3, Fulbemerkung S.83) und der Propor-
tionalititsgrenze oder der Koeffizienten ¢ und m der Glei-
chung 1, § 4 (§ 5, Ziff. 3),

f) der FlieB- oder Streckgrenzen (§ 2),

g) der Elastizititsgrenze (§ 4, Ziff. 1, S. 21 und 22) und der
Dehnungsreste (§ 4, Ziff. 1, S. 22, § 5, Ziff. 1),

h) der Dehnungslinie bis zum Bruch (§ 3, Fig. 1) und des
Arbeitsvermogens (§ 3).

Zur erschopfenden Klarstellung gehoren im allgemeinen ferner
die chemische und die mikrographische Untersuchung des Materials,
sowie die Priifung des Verhaltens gegeniiber Biegung, insbesondere
gegeniiber Schlagwirkungen.

Einrichtungen zum Messen der Ldingendnderungen
bei Zug und Druck.

Zur Bestimmung der Léingeninderungen hat Bauschinger
den aus Fig. 4, S. 105, ersichtlichen Apparat ausfithren lassen, der
zu den besten gehort, welche fiir den Zweck benutzt werden
kénnen. Derselbe setzt Einspannung des Verstchsstabes in
liegender Maschine voraus.

Der zu untersuchende Stab wird an den Enden 4 und B der
Strecke AB, fiir welche die Lingeninderungen bestimmt werden
sollen, durch die Reilnadel mit zwei leichten Querrissen versehen.
In die Ebene des einen Querrisses, etwa bei 4, legen sich pressend
die Stahlschneiden der beiden schraubstockartig verbundenen Backen

') Zu der Ermittlung unter a (Zugfestigkeit) kann auch die Beurteilung
des Bruchgefiiges hinzugefiigt werden. In dieser Hinsicht darf u. a. auf die
Arbeit von Rudeloff: ,Beitrag zum Studium des Bruchaussehens zerrissener Stibe®
in der ,Baumaterialienkunde“ Heft 6/7, IV. Jahrgang, S. 85 u.f. verwiesen werden.
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CC, die damit am Versuchsstabe festgeklemmt werden. Diese
Backen bilden die Triger zweier rechts und links vom Versuchs-
stab befindlichen senkrechten Achsen, auf denen unten kleine Rollen
(aus Hartgummi) vom Halbmesser » sitzen, wihrend sie oben stell-
bare Spiegel tragen, wie dies in der Abbildung angedeutet
ist. An die kleinen Rollen legen sich Stahlstibchen DE, deren
Schneiden durch Krifte GG, ausgeiibt mittels Stellschrauben, in
den Querri des anderen Endes B der Meflinge gedriickt werden.
Damit nun bei einer Anderung der MeBlinge ! die beiden kleinen
Rollen von den Stahlbléttern D E mitgenommen werden, sind diese
auf dem Riicken da, wo sie die Hartgummirollen berithren, mit
feinem Schmirgelpapier belegt. Einer stetig erfolgten Lingen-
snderung 4 des Stabes wird unter diesen Umstinden eine Drehung
der Rollen und damit auch der Spiegel um den Winkel & ent-.
sprechen, derart, dafl 1 = a1 ist. Mit den Fernrchren F'F' sieht
man durch die Spiegel auf den im Abstande L aufgesteliten Maf-
stab HJJH. Waren die Spiegel bei Beginn des Versuchs so ein-
gestellt, dal man mit dem Fernrohr die Stelle J des Malstabes
sah, so wird bei einer Drehung des Spiegels um o der Beobachter
mit dem Fernrohr durch den Spiegel die Stelle H des Mafstabes
sehen, welche dadurch bestimmt ist, daf

JH=0a=Ltg2ea.
Damit ergibt sich

_l____ ro
a Ltg2«
r o

woraus fiir kleine Werte von &, wenn mit Anndherung

o 1

tg2a 2
gesetzt wird,
r

b=ag7

4)

Somit erscheint der Apparat als ein Fiihlhebel, dessen kleiner
Arm gleich dem Halbmesser » der Rolle und dessen grofier Arm
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gleich der doppelten Entfernung des Maflstabes von dem Spiegel
ist. Fir » = 3,500 mm und L = 3500 mm ergibt sich somit die
Ubersetzung 3,500 : 2. 3500 wie 1:2000. Bei Einteilung der Skala
des MaBstabes derart, dal die Teilstriche um 4 mm voneinander
entfernt sind, hat demnach der Teilstrichabstand auf dem Maf-
stabe den Wert von —5(1)—0 mm fiir die Lingenénderung, und da im
Gesichtsfelde des Fernrohres !/, Teilstrichabstand noch mit aus-
reichender Sicherheit geschitzt werden kann, so geht in diesem Fall

die Messung auf L mm, d.i. bei I =150 mm gleich

1
5000 750 000

der Meblange.

Um zu beurteilen, mit welcher Anniherung die Gleichung 4
zutreffend ist, sei folgende Zusammenstellung angefiigt:

«= 1° 20 30 40 50

A 0,4998 0,4992 0,4982 0,4967 0,4949
tg2a

0,5-%%—:0,0002 0,0008 0,0018 0,0033 0,0051

Fehler in °, = 0,04 0,16 0,36 0,66 1,02.

Will man den Fehler bei Rechnung mit Gleichung 4 nach
Moglichkeit gering erhalten, so muB der Spiegel bei Beginn des
Versuchs ungefihr so eingestellt werden, daB der groBte in Betracht
zu ziehende Wert von « etwa zur einen Hailfte links von J und
zur andern rechts von J zu liegen kommt. Dann bleibt, da der
Gesamtdrehungswinkel der Rolle und des Spiegels kleiner als 4°
zu sein pflegt, der Fehler kleiner als 0,16°,. Durch Benutzung
von Fehlertabellen 148t sich der nach Gleichung 4 ermittelte
Wert iiberaus leicht berichtigen, in der Regel ist dies jedoch
nicht notigt).

Wie aus dem Vorstehenden erhellt, geschieht die Messung
der Verlingerung doppelt: auf zwei Seiten des Versuchskorpers.
Das arithmetische Mittel wird als die Verlingerung des Stabes

) Die Gleichung 4 wirde genau richtige Werte ergeben, wenn der Maf-
stab HJJH nicht gerade, sondern nach einem Kreisbogen gekrimmt wire.
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angesehen. Die Messung auf nur einer Seite wiirde in den meisten
Fillen zu Irrtimern filhren: einmal weil sich die Mantelober-
fliche — deren Dehnung doch allein durch den Apparat ge-
messen wird — nicht an allen Stellen um gleich viel dehnt,
zweitens weil das Versuchsstick mit dem aufgeklemmten MeB-
instrument einschlieflich des letzteren nicht selten kleine Be-
wegungen erfihrt.

Fir genauere Elastizititsbeobachtungen ist es ganz wesent-
lich, daf Temperaturinderungen wihrend eines Versuches mog-
lichst vollstindig vermieden werden!), namentlich deshalb, weil
die diinnen Stahlstibchen D E viel rascher die neue Temperatur
annehmen als der Versuchsstab, und der so entstehende Unter-
schied in dem Wirmezustand das Ergebnis des Versuchs — selbst
wenn der Stab aus dem gleichen Material bestiinde wie die Stahl-
stibchen DE — erheblich beeintrichtigen kann. Man muf sich
eben immer vergegenwirtigen, daB bei dem Wirmeausdehnungs-

. 1 .
koeffizienten von rund 80000 und dem Dehnungskoeffizienten
1 . ) . e
von rund 5000000 die Verlingerung durch 1°C. Temperatur:

zunahme gleich derjenigen ist, die durch 25 kg/qem Spannung herbei-
gefithrt wird. Selbst !/,,° C. Temperaturunterschied entspricht noch
2,5 kg/qem Spannungsunterschied.

Die Sicherheit der Messung hiingt natiirlich davon ab, daf die
Reibung die Rolle mitnimmt. Da nun bei Beschleunigung von
Massen durch Mitnahme mittels Reibung unbedingt ein Gleiten
eintreten muf, wenn die Reibungskraft kleiner ist als das Produkt
aus Masse und Beschleunigung, so mufl bei genauen Elastizitits-
messungen, namentlich wenn es sich um eine genaue Bestim-
mung der bleibenden Dehnungen handelt, mit grofiter Sorgfalt

1) Diesem Punkte wird, nach den Erfahrungen des Verfassers, selbst heute
noch viel zu wenig Beachtung zuteil. Dabei reicht es nicht aus, daB man die
Temperatur im Versuchsraum wihrend einer Untersuchung moglichst unverinder-
lich erhalt. Eine Berithrung mit der Hand, ein Anhauchen, ein Luftzug u.s. w.
duflern ihren die Genavigkeit der Messung herabsetzenden EinfluB. Im Falle
einer solchen Stérung des Wirmezustandes ist es angezeigt, zu warten, bis der
Apparat in Hinsicht auf seinen Wirmezustand zu ausreichender Ruhe gelangt ist.
Dies gilt namentlich auch unmittelbar nach dem Ansetzen des Spiegelapparates,
weil hierbei Erwirmungen durch die Berithrung mit den Héinden einzutreten
pflegen, die erst durch Abkithlung wieder verschwinden miissen.

Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 8
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auf ganz allm#hliche Steigerung der Belastung oder Verlingerung
geachtet werden!?).

Der Bauschingersche Spiegelapparat kann auch zur Er-
mittlung der Zusammendriickung von Koérpern benutzt werden,
doch zieht Verfasser vor, hier eine andere, fiir stehende Priifungs-
maschinen geeignete Einrichtung zu verwenden. Die Abbildungen
Fig. 13 bis 15 zeigen dieselbe, wie sie zur Bestimmung der
Elastizitdt von Korpern aus Zement, Zementmortel, Beton, Sand-
stein u.s. w. in den Abmessungen: rund 250 mm Durchmesser?)
und 1000 mm Héhe?) seit rund 12 Jahren benutzt worden ist und
heute noch Verwendung findet.

Die Versuchskérper sind durch Hobeln mit genau parallelen
Stirnflichen (Druckflichen) zu versehen, so dafl bei der vorhandenen
Kugellagerung der Druckplatten der Maschine (vergl. Fig. 13) eine
gleichméfige Druckverteilung, soweit sie iiberhaupt zu erreichen
ist, erwartet werden darf.

Die MeBvorrichtung, vergleiche Fig. 13 und 14, besteht aus
dem oberen Ring A.A4 und dem unteren Ring BB, welche je durch 4
im rechten Winkel zueinander stehende Schrauben am Versuchs-
korper festgestellt werden, und zwar um ! (bei Betonkérpern
u. dergl. in der Regel gleich 750 mm) iibereinander.

Fig. 14 und 15 zeigen die eigentliche Mefvorrichtung. Er-
folgt eine Zusammendrickung des Versuchskorpers, so wird der
obere Endpunkt der Stange C, die ihre Lénge beibehilt, gegen-

1) Auch dieser Punkt, auf dessen Bedeutung man erst dann zu treffen
pllegt, wenn zum Zwecke der Ermittlung der elastischen Léngenéinderungen die
bleibenden Dehnungen genau festgestellt werden sollen, ist viel zu wenig beachtet,
was den Verfasser veranlafit, ihn hier besonders hervorzuheben. Erst durch volle
Beachtung desselben werden Instromente, welche die Dehnung oder Zusammen-
driickung der Versuchskérper unter Zuhilfenahme der Reibung als Ubertragungs-
mittel messen, zu Versuchen mit fortgesetztem Wechsel von Belastung und Ent-
lastung verwendbar.

2) Verwendet man zu Elastizitdtsversuchen mit Betonkorpern Prismen von
Querschnitten bis etwa 12 ecm Seite und 15 cm MeBlinge, wie dies bis zur Auf-
nahme der Untersuchung der Elastizitit des Beton durch den Verfasser geschehen

war, so kénnen die Versuche bei der Ungleichartigkeit des Materials — man
denke an die einzelnen Schotterstiicke (Steine, Ziegelbrocken, Kiesel bis Apfel-
groBe) — wenigstens im allgemeinen nicht zu Ergebnissen fithren, die mit aus-

reichender Genauigkeit auf die praktischen Anwendungen, d. h. auf auszufiihrende
Betonbauten, Gbertragen werden dirfen.
8*
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Fig. 14.
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tiber dem Ringe AA und dem daran befestigten MeBinstrument
um den Betrag der Verkiirzung nach oben riicken; dadurch dreht
sich der Hebel DEF um seine bei E gelegene Achse und nimmt
durch das auf dem segmentartigen Ende F befestigte diinne
Metallbindchen das Rollchen G mit, auf dessen Achse der an
einer Bogenskala entlang laufende Zeiger sitzt. Dieser trigt am
Ende nicht eine Spitze, sondern ist hier flach gehalten und mit
einem radialen, deutlich sichtbaren Strich versehen. Die Uber-
setzungsverhiltnisse sind bei dem einen Instrument des Verfassers

Fig. 15.

(ausgefithrt von C. Klebe in Miinchen) so gewihlt, daf 1 mm
Zusammendriickung des Versuchskérpers 300 mm Weg auf der
Bogenskala entsprechen. Da nun hier !/, mm mnoch abgelesen
werden kann, so erfolgt die Messung der Zusammendriickung der
urspriinglich /== 750 mm langen Strecke bis auf [ mm, d. i.
1 1
3000.750 2250000
driickung gemessen wird.
Bei einem zweiten Instrument (ausgefiihrt von Ludw. Tes-
dorpf in Stuttgart) entspricht !/, mm Zusammendriickung des unter-
suchten Kérpers einem Skalenweg von 300 mm, das ist 600 mal mehr.
Da nun auf der Skala noch !/,, mm abgelesen werden kann, so

der Strecke, auf welcher die Zusammen-
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erfolgt die Messung der Zusammendriickung der urspriinglich /

langen Strecke auf %1()6 mm, d.i. bei /=500 mm, fir welche

MeBlinge das Instrument meist benutzt wird, auf von .

1
3 000 000

Fiir | = 750 mm wiirde sich ergeben.

1
4500000

Neu ist in der Hauptsache an dem ersten Instrumente die
Mitnahme des Rollchens G durch ein diinnes Metallbindchen, und
an dem zweiten iiberdies die Anordnung von Kugelzapfen an den
Enden der Stange C, die zum Zwecke tunlichster Fernhaltung
des Einflusses von Temperaturinderung aus Holz besteht (vergl.
das S. 113 hinsichtlich des Einflusses der Temperaturinderungen
Gesagte, insbesondere auch Fulbemerkung daselbst). Die iibliche
von Durand-Claye angewendete!) Ubertragung erfolgt in der
Weise, daB das Rollchen G verzahnt ist, ebenso das segment-
artice Ende F' des Hebels DEF. Gegen die Verwendung eines
Zahngetriebes sprach zunichst die Absicht, den Koérper abwechselnd
zu belasten und zu entlasten. Der geringste tote Glang wiirde
sich hierbei storend erweisen miissen, falls die Beriihrung der Zahn-
flanken nicht durch Federkraft gesichert wird. Ferner sprach da-
gegen die Erwigung, daB beim Zahngetriebe das tatsichliche Uber-
setzungsverhéltnis von der Zahnform abhingt, und dafl bei der Klein-
heit der Zahnabmessungen, wie sie gewihlt werden miissen, nicht
darauf gerechnet werden darf, dafl die Zahnform so scharf ausgefiihrt
wird, um das Ubersetzungsverhiltnis genau gleich zu erhalten. Diese
Griinde hatten den Verfasser schon frither bei anderer Gelegenheit
veranlaBt, ein diinnes Metallband zur Ubertragung zu wihlen?).

Die Beriihrung der senkrechten Stange ¢ mit dem von ihr
bewegten Hebel wird durch eine Feder gesichert.

Solcher MeBinstrumente werden auch hier immer zwei, und
zwar so verwendet, daB sie einander gegeniiberliegen. Auf diese
Weise geschieht die Messung der Verkiirzung jeweils auf zwei

1) Vergl. FuBlbemerkung S. 121.

%) Vergl. dessen Vorrichtung zur Messung der Durchbiegung von Platten in
der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1042, Fig. 9 und 10,
oder auch die Schrift: ,Versuche iiber die Widerstandsfihigkeit ebener Platten¢,
Berlin, S.4, Fig. 9 und 10, oder ,Abhandlungen und Berichte® 1897, 8. 112,
Fig. 90 und 91.
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einander gegeniiberliegenden Seiten. Als Zusammendrickung gilt
das arithmetische Mittel aus beiden Verkiirzungen?).

Fig. 16.

1) Uher die Berechtigung der iiblichen Dehnungsmessungen auf dem Mantel
des Korpers vergl. A. Menzel, Untersuchungen tber das bei der Bestimmung
der Druckelastizitit iibliche Verfahren, die Dehnungen auf der Mantelfliche des
Versuchskérpers zu messen, 1902,
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Verfasser beniitzt diese MeBvorrichtung auch zur Ermittlung
der Zugelastizitit. Wie ersichtlich, besteht der einzige Unterschied

Fig. 17.

lediglich darin, dafi, wihrend bei Druckbelastung der Zeiger auf
der Bogenskala von unten nach oben -sich bewegt, er bei Zug-
belastung von oben nach unten schwingt. Dadurch l4Bt es sich
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in bequemer Weise ermoglichen, daf ein und derselbe Koérper
der Zug- und der Druckprobe unterworfen und dabei die
Dehnung, bezw. die Zusammendriickung, mit denselben In-
strumenten genau auf die gleiche Erstreckung gemessen
werden kann. Will man vom Zug- zum Druckversuch oder von
diesem zum Zugversuch iibergehen, so bedarf es jeweils nur der
Versetzung des Korpers mit den angeschraubten Instrumenten aus
der Zug- in die Druckmaschine bezw. aus der letzteren in die
erstere. Fig. 16 zeigt den Korper (Marmor) mit dem zweiten der
Instrumente in der Zug- und Fig. 17 in der Druckmaschine?).
Neben dem Bauschingerschen Spiegelapparat steht und
diesem fiir senkrechte Priifungsmaschinen vorzuziehen ist der Spiegel-
apparat von A. Martens, hinsichtlich dessen auf A. Martens,
Materialienkunde, S. 477 u. f. verwiesen werden darf.

1) Die Befestigung des obern und untern Rahmens ist in der Darstellung
(fir die photographische Aufnahme) mit nur drei Schrauben gegeben. Im all-
gemeinen ist die Befestigung mit 4 Schrauben vorzuziehen, wobei dann am obern
und untern Rahmen die links und rechts von der mittleren Stellschraube vor-
handenen Locher fir die Stellschrauben zu benutzen sind.

L s A

Fig. 18.

Nach Wissen des Verfassers war Durand-Claye der erste, welcher in der
Weise, wie es oben besprochen ist, die Zusammendriickung von Koérpern be-
stimmte; allerdings ist das Verfahren noch ein wenig genaues. Fig. 18 gibt das
Durand-Clayesche Instrument wieder (Annales des ponts et chaussées, 1888,
XV, Taf. 12, Fig. 9, Text XVI, 8. 193 u. f.).

Bei der Einseitigkeit der Messung werden sich hdufig recht erhebliche
Ungenaunigkeiten eingestellt haben. Zum Teil lassen sich dieselben unmittelbar
ans den von Durand-Claye verdffentlichten Zabhlen erkennen. Die senkrechte
Stange des Instruments, auf deren unverinderlicher Linge die Messung beruht,
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§ 9. Einfluf der Form des Stabes.

Die Aufstellungen in § 6 enthalten nur die GroBe f des
Stabquerschnittes; die Form desselben wire hiernach voll-
stindig gleichgiiltiz. Tatsichlich ist sie es jedoch nicht, wenn auch
ihr Einfluf nicht bedeutend erscheint. Dal die Querschnittsform
nicht gleichgiiltig ist, erhellt, abgesehen von Versuchsergebnissen,
schon aus folgender Erwigung.

Den Entwicklungen der tiblichen Gleichungen fiir die Zug-
elastizitit und Zugfestigkeit, wie sie in § 6 und § 8 aufgefiihrt sind,
liegt zundichst die Voraussetzung zugrunde, dafl die Dehnungen
und Spannungen in allen Punkten des Stabquerschnittes gleich
grof sind, dab sich alle Fasern, aus denen der Stab bestehend
gedacht werden kann, ganz gleich verhalten und nicht gegenseitig
anfeinander einwirken. Ks #ndert an jenen Gleichungen nichts,
ob eine Kraft P — gleichmifig verteilt — getragen wird von
einem Stab, dessen Querschnitt 10 qem betriigt, oder von
1000 Stiben von je 1 qmm Querschnitt. In dem einen Fall ist
J =10 qem, in dem anderen /= 1000.0,01 = 10 gqem, d. h. in
beiden Fillen gleich. In Wirklichkeit aber — immer gleichmifige
Verteilung der Last und gleiches Material vorausgesetzt — werden
sich die 1000 Metallfdden von je 1 qmm Querschnitt unabhingig
voneinander (senkrecht zur Achse) zusammenziehen konnen; sie
werden, wenn sie sich vorher gerade beriihrten, die Bertihrung
infolge der mit der Dehnung (Belastung) verkniipften Zusammen-
ziehung aufgeben. Die einzelnen Fasern des Stabes von 10 qem
Querschnitt jedoch besitzen eine solche Unabhiingigkeit nicht; sie
wirken senkrecht zur Achse aufeinander ein. Das Ergebnis dieser
Einwirkung aber muf ein verschiedenes sein, je nach der Form
des Querschnittes, es wird ein anderes sein bei einem kreisférmigen
als bei einem langgestreckt rechteckigen oder einem I-férmigen,
es wird ein anderes sein bei einem diinnwandigen Hohlzylinder
als bei einem Vollzylinder u.s. w. Dal aber die bezeichnete seit-
liche Einwirkung Dehnung und Festigkeit beeinflult, ergibt sich
aus den Betrachtungen, welche in § T angestellt wurden.

war aus Metall und deshalb sehr empfindlich gegen Temperaturanderungen. (Vergl.
S. 118, inshesondere auch FuBbemerkung daselbst.) Ubertragung der Bewegung
erfolgte durch verzahnten Sektor und Zahnrad. Ubersetzungsverhaltnis 1:100.
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Derselbe Gedankengang fiihrt zu dem Ergebnis, dal auch
die verhaltnismifige Grofle der Abmessungen bei einer und der-
selben Querschnittsform — streng genommen — nicht ganz gleich-
giiltig sein wird.

Versuchsergebnisse.

1. Einflufy der Stabform, welche der Querschwitisverminderung
(Zusammenziehung) hinderlich 1ist.

Kirkaldy stellte vor rund 45 Jahren Zerreibversuche mit
Rundeisenstiben nach Fig. 1, 2 und 3 an. Die Stibe Fig. 2 sind
entstanden aus Zylindern Fig. 1 je durch Eindrehen einer schmalen
Nute auf den Durchmesser d, die Stibe Fig. 3 aus solchen Fig. 1
durch Abdrehen auf den Durchmesser d.

Fig. 1. Fig. 2. - Fig. 8.

Die Ergebnisse dieser Versuche sind in folgender Tabelle
zusammengestellt.

Zugfestigkeit | Querschnitts-

Material Form des Stabes K, (GL1, §3)| verminderung

in kg/qem |y (GL 2, §3)
Low Moor. Fig. 1, D =254 cm 4560 51,009/,
Walzeisen, - 2, d=1,8d - 6420 8,03 -
hirteste Sorte - 3, d=185 - 4920 49,23 -
Govan. Fig. 1, D = 2,64 em 5025 40,71 %/,
Geschmiedetes - 2, d=1,18 - 6910 13,77 -
Walzeisen - 3, d=118 - 5020 36,02 -
a Fig.1, D =259 em | 4040 47,389,
W ‘lmfn‘ -2 d=180 - 4950 21,27 -
alzewsen - 3, d=1,80 - 4360 46,91 -
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Sie zeigen die fiir den ersten Augenblick schlagende Eigen-
tiimlichkeit, daf die Festigkeit, d. h. Bruchbelastung dividiert
durch den kleinsten Querschnitt, bei den nach Fig. 2 eingedrehten
Staben weit grofler ist als bei den nicht eingedrehten. Versuche,
welche in Woolwich mit Stahlstangen (von 1%/, engl. Stirke und
mit einer den Durchmesser guf 3[," vermindernden Ausrundung
versehen) angestellt worden sind sowie Versuche von Vickers
u. a. bestiitigen das von Kirkaldy Gefundene.

Die FErklarung ergibt sich unmittelbar aus dem in § 7 Ge-
sagten. Unter Einwirkung der Belastung dehnen sich die Fasern,
welche durch den kleinsten Quersehnitt 64, Fig. 2, gehen; gleich-
zeitig tritt eine Zusammenziehung senkrecht hierzu ein. Das bei
aa aa an den kleinsten Querschnitt sich anschliefende Material
setzt dieser Zusammenziehung Widerstand entgegen, d. h. bt in
senkrechter Richtung zur Achse des Stabes Zugspannungen auf die
durch den kleinsten Querschnitt gehenden und gespannten Lings-
fasern aus, welche Zugspannungen, wie die Gleichungen 4 in § 7
lehren, eine Verminderung der L#ngsdehnung zur Folge haben.

Demnach greift das bei aa aa an den Querschnitt —475 d? anschliefende

Material, indem es der Ausbildung der Zusammenziehung sowie
der Dehnung hinderlich in den Weg tritt, gewissermafen unter-
stiitzend gegeniiber dem kleinsten Querschnitt ein und erhoht
dessen Festigkeit. Dal die Zusammenziehung gehindert wurde,
dariiber geben die Werte fiir ¥ deutlich Auskunft.

Hierans folgt im allgemeinen fiir die genannten Materialien:
Erschwerung oder teilweise Hinderung der Zusammen-
ziehung senkrecht zur Stabachse (Querschnittsverminde-
rung) verringert die Dehnung in Richtung der letzteren
und erhsht die Zugfestigkeit.

Zur Untersuchung des Einflusses der Linge der Eindrehung
sowie der Ausrundung der letzteren hat Verfasser folgende Versuche
mit Rundstiben nach Fig. 4 bis 7, je aus dem gleichen Material
von bemerkenswerter Gleichartigkeit hergestellt, ausgefiihrt.
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FluBeisen Schweileisen
Zug- Quer- Zug- Quer-
Stabform festigkeit | schnitts- Dehx;fung festigkeit | schnitts Dehnlfmg
K,(GL 1,| vermin- & K,(GL 1,| vermin- o
§3) in | derung y 100mm ¢ §3) in | derungy 100mm ¢
(GL.3,§3) (GL.3,§3)

kg/qem |(Gl.2,§3) kg/qem |(GL2,§3)

4239 66 %/ ' 339, | 3664 | 34°, | 289,
Fig. 4 4242 66 - 36 - 3674 | 27 - 24 -
4281 65 - 33 - 3676 28 - 26 -

Durchsehnitt| 4954 | 66°, | 349, | 3670 | 30°, | 269,

4428 629/, — 31738 139, —

Fig. 5 4380 65 - — 31701 12 - —
4447 63 - — 3622 10 - —

Durchsehnitt| 4418 | 639, — 36817 129, e
5082 559/, — 4154 259, _—

Fig. 6 4935 55 - — 4029 21 - —
5031 54 - — 3925 24 - —

Durchschnitt | 5016 | 559, — 4036 | 23°), —
Fig. 1 5894 509, — 4474 149, —

Die eingedrehten FluBeisenstiibe rissen siimtlich in der Mitte
der Eindrehung oder in der Nihe derselben; gleich verhielten sich
die Schweileisenstiibe nach Fig. 6 und 7. Die SchweiBeisenstibe
nach Fig. 5 dagegen rissen nach Angabe der Fig. 8 am Ende der
Eindrehung unter Bildung eines grofleren Spaltes, wie in der Ab-
bildung angedeutet ist. Dadurch erkliart sich die vergleichsweise
geringe Querschnittsverminderung. Die scharfe Eindrehung fiihrt
also hier beim Schweileisen zum Brueh, bei dem zihen Flufieisen
dagegen nicht. Der nachteilige Einflub, welchen die Ungleich-
formigkeit der Spannungsverteilung in dem Bruchquerschnitt des
Schweilleisenstabes duern muf (vergl. FuBbemerkung, S. 93 und 94),
wird fast ganz aufgehoben durch den Einfluf der Hinderung der
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Querzusammenziehung; denn die Festigkeit ist im Falle der Stab-
form Fig. 4 nahezu die gleiche wie im Falle der Stabform Fig. 5.
Bei dem FluBeisen iiberwiegt in dem Querschnitte der scharfen
Eindrehung der Einflub der gehinderten Querzusammenziehung,
eine Folge der groflen Zahigkeit des Materials. Die Fig. 5a, bb,

ARY —— = = —— = =240 - a0 200}
Fig. 4
5
: ; : ! e _|e Ja_%
— PR Y-S AU - — et — e I — — |l —_—
pa Pt st b-fel g A
85~ “15 . 40
Fig. b Fig. 6 Fig. 7

6a und 6b auf Taf III geben die photographischen Bilder der
Probestibe nach dem Zerreiflen, und zwar

Fig. ba einen FluBeisenstab  nach Fig. 5,

- bb - Schweifeisenstab - - b,
- 6a - FluBeisenstab - - 6,
- 6b -  Schweilleisenstab - - 6.

Die in vorstehender Zusammenstellung enthaltenen Ergebnisse
zeigen, dall bei einer Eindrehungslinge von 25 mm der EinfluB
der gehinderten Querzusammenziehung noch nicht erheblich ist,
daB er dagegen mit Abnahme dieser Linge rasch wichst. Im
iibrigen bestitigen sie das oben hinsichtlich dieses Einflusses Aus-
gesprochene vollstidndig.

Der letztere ist auch der Grund, weshalb die der Messung
unterworfene Strecke der Probestdbe — Fig. 1 bis 3 in § 8 —
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kiirzer gewihlt werden muB als der prismatische Teil derselben.
Man hat sich eben zu sichern, daf ein solcher Einfluf innerhalb
der der Beobachtung unterworfenen Strecke nicht mehr Geltung
erlangen kann.

Zur Feststellung des Einflusses solcher Eindrehungen auf die
Festigkeit von Stiben aus nicht zihem Material hat Verfasser
Versuche mit grauem GubBeisen angestellt, und zwar unter
Zugrundelegung

a) der Stabform Fig. 4, jedoch Durchmesser des mittleren
zylindrischen Teils 2 cm,

b) der Stabform Fig. 5, jedoch Durchmesser der Eindrehung
2 em bei 2,9 ecm Stabstirke,

c) der Stabform Fig. 7, jedoch Durchmesser der Eindrehung
2 em bei 2,9 em Stabstirke.

Die Ergebnisse mit den 10 Stidben, hergestellt bei demselben
Gull aus dem gleichen Material, sind dem Folgenden zu entnehmen.

Stabform a b ¢
(Fig. 4) (Fig. 5) (Fig. 1)
15567 1446 1508
Zugfestigkeit| 1597 1583 1350
1417
1521 1439 1449
Durchschnitt 1545 1471 1436

Der Bruch erfolgte bei den Stiben a (Fig. 4) innerhalb des
zylindrischen Teiles, bei den Stiben b (Fig. 5) am Ende der Ein-
drehung, d. h. da, wo der 20 mm starke Zylinder aus dem 29 mm
dicken heraustritt, und bei den Stiben ¢ (Fig. T) in der Mitte
der Eindrehung.

Wie ersichtlich, ist die durchschnittliche Festigkeit der Stébe
mit Eindrehung etwas geringer als diejenige der glatten Stibe, Fig. 4.
Der EinfluB, welchen die Ungleichformigkeit der Spannungsver-
teilung iber den Bruchquerschnitt duBert, tiberwiegt den hier nicht
bedeutenden Einflu der gehinderten Querzusammenziehung. Ein
erheblicher Unterschied der durchschnittlichen Festigkeiten fir die
Stabform b (Fig. 5) und ¢ (Fig. 7) ist nicht vorhanden.
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Zusammenfassung.
Bei Stiben mit Eindrehungen, wie erortert, wird die Zug-
festigkeit, d. h.
Bruchbelastung
kleinster Querschnitt

beeinfluBit

1. von der Ungleichférmigkeit der Verteilung der Spannungen
iiber den Querschnitt in dem Sinne, daBl die Festigkeit
Verminderung erfihrt (vergl. auch § 6, S. 93 und 94, Fuf-
bemerkung),

2. von der Hinderung der Querzusammenziehung in dem Sinne,
daf die Festigkeit erhoht wird.

Bei zihem Material, wie es als Flufeisen, Schweifieisen u. s. w.
gegeben sein kann, tiberwiegt der Einfluf Ziff. 2 namentlich dann,
wenn die Eindrehung sehr kurz ist (Fig. 2, Fig. 7); die Zugfestig-
keit ist dann bedeutend grofler als diejenige prismatischer Stibe
(Fig. 4).

Bei Material, welches eine merkbare Querschnittsverminde-
rung im Bruchquerschnitt nicht zeigt, wie z. B. graues Roh-
eisen, scheint der Einflup Ziff. 1 das Ubergewicht zu erlangen;
die durchschnittliche Festigkeit ergibt sich etwas kleiner als bei
prismatischer Form, doch ist der Unterschied sehr gering.

Hinsichtlich dieses verschiedenen Verhaltens beider Arten von
Material kommt auch in Betracht, daB bei zihen Stoffen die am
stirksten angestrengten Fasern — ohne zu reifen — nachgeben,
wodurch die weniger stark beanspruchten mehr zur Ubertragung
herangezogen werden.

Hieraus folgt, daf in bezug auf die Zugfestigkeit von Korpern
mit Eindrehungen oder Einkerbungen nicht allgemein gesagt
werden kann: sie ist grofer oder kleiner als diejenige von pris-
matischen Koérpern aus dem gleichen Material. Es erscheint un-
statthaft, das fiir ein zidhes Material gewonnene Ergebnis ohne
weiteres auf ein weniger zihes oder ein sprodes zu iibertragen
und umgekehrt?).

1) In neuerer Zeit trifft man in der technischen Tagesliteratur auf die
Begriffe ,scheinbare“ und ,wahre“ Zugfestigkeit. Da es sich hierbei
einerseits um Fragen handelt, die nicht blo in grundsitzlicher Hinsicht von
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2. Einflup3 der Linge und des Durchmessers.

In bezug hierauf sowie hinsichtlich des Einflusses der Quer-
schnittsform hat der Chefingenieur Barba in. Creusot umfassende
Versuche anstellen lassen, die in der Hauptsache von Coureau
und Biguet durchgefiihrt wurden (Barba, Mémoires et compte
rendu des travaux de la Société des Ingénieurs Civils 1880,
S. 682—714). Die wesentlichen Ergebnisse finden sich im folgenden
unter A und B sowie in Ziff. 3 unter A, B und C wiedergegeben.

Bedeutung sind, sondern demen auch eine recht erhebliche Bedeutung fiir die
ausfiihrende Technik innewohnt, und da andererseits die ganze Unterscheidung
durch den Einfluf der Stabform auf die Zugfestigkeit begriindet wird, so darf
der Gegenstand an dieser Steile nicht wohl unerértert bleiben.

Die beiden Begriffe haben ihren Ausgang genommen
von einem Aufsatze, den der Vorstand des mech.-technischen
Laboratoriums an der techn. Hochschule Miinchen, Prof. Dr.
Foppl, in der Tonindustrie-Zeitung 1896, S. 145 und 146
unter dem Titel: ,Scheinbare und wahre Zugfestig-
keit des Zements® verdffentlicht hat. Foppl war damals
der Meinung, daB der oben erdrterte Einflub der Stabform
bisher unbemerkt geblieben sei. (Vergl. dagegen FuBbemerkung
S. 102 u. f. sowie S.122 u.f) Unter ,wahrer® Zugfestigkeit
wird die Festigkeit ausreichend langer Prismen verstanden,
wihrend mit ,scheinbarer® diejenige von eingekerbten Kor-
pern, wie ein solcher in Fig. 9, dargestellt erscheint, gemeint
ist. Diese Abbildung gibt die iibliche Form (,Achterform®)
der Zementprobekérper wieder, wie sie zum Zwecke der ver-
gleichenden Priifung des Zementes benutzt wird. Um die
Ungleichformigkeit der Lastverteilung tiber den Querschnitt zu zeigen, liel Foppl
Kautschukkérper von der Form Fig. 9 herstellen und mit feinen Strichen senk-
recht zur Zugrichtung versehen. Unter Einwirkung der Zugkraft gehen diese
Striche mit Ausnahme desjenigen, welcher im mittleren Querschnitt mit der
Symmetrieachse zusammenfillt, in Kurven idber derart, dall diese dem mittleren
Strich die erhabene Seite zukehren, entsprechend einer starken Zunahme der
Dehnung nach auBen. Zum Zwecke ziffernmiiBiger Bestimmung der Ungleich-
formigkeit der Dehnung iber den Querschnitt lief Foppl an zwei Kautschuk-
korpern in der Mitte je zwel um ungefihr 1 mm voneinander abstehende feine
Querstriche und sodann noch 7 Striche in Richtung der Achse mit Tusche ziehen:
den einen zusammenfallend mit der Stabachse, die ibrigen links und rechts
im Abstande von 4, 8 und 11,5 mm. Far diese urspriinglich 1 mm langen Fasern
wurden nun die Dehnungen des belasteten Korpers ermittelt, und zwar

im Abstande O 4 8 11,5 mm von der Achse
zu 24 34 53 100,
Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 9
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Unter D, Ziff. 3 sind die aus neuerer Zeit stammenden Er-
gebnisse der von Bauschinger in bezug auf den Einfluf der Ge-
stalt der Probestibe durchgefiihrten Zugversuche zusammengestellt
(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der
k. technischen Hochschule in Miinchen, 1892, Heft XXI).

In Einzelheiten weichen die Ergebnisse der Barbaschen
Versuche von denjenigen der Bauschingerschen Untersuchungen

wenn die Dehnung im Abstande 11,5 mm gleich 100 gesetzt wird. Foppl be-
merkt hierzu: ,Das Verhiltnis zwischen der Dehnung am Rande zum Mittel-
wert aller Dehnungen stellt sich hiernach auf etwa 2,1. Fir einen ersten an-
geniherten Versuch wird man hiernach annehmen diirfen, dafl auch die wahre
Zugfestigkelt des Zementes etwas Giber doppelt so groB wie die scheinbare
(in dem vorher angegebenen Sinne dieses Wbrtes) zu schitzen ist.“ Hiernach
wiirde also die Zugfestigkeit prismatischer Stibe von Zement reichlich das
Doppelie vou derjenigen betragen, welche fir gewdhnlich durch die Proben er-
mittelt wird. In der Tat bemerkt auch Foppl: ,Sobald ein Ingenieur, der
die Berechnung einer aus Zement hergestellten Konstruktion aus-
zufithren hat, den Wert der Zugfestigkeit des Zements ndtig hat
(z. B. bei der Berechnung von Betonbricken, Futtermauern w s. w.),
darf man ihm nicht die scheinbare Zugfestigkeit angeben, da er
sonst die Festigkeit des Materials unterschétzen wirde, sondern
die erheblich hohere wahre Zugfestigkeit, auf die es bei diesen
Anwendungen allein ankommt. Es hat daher immerhin ein erheb-
liches Interesse fiir den Fabrikanten, auch die wahre Zugfestigkeit
seines Fabrikats zu kennen.®

Durch den ersten dieser zwei Sitze wird dem Ergebnisse des Versuchs mit
den Kautschukkérpern und den daran gekniipften Folgerungen eine schwer-
wiegende Rickwirkung auf die zulissige Zuginanspruchnahme des Zements,
gegeniiber welcher Beanspruchungsart die grofte Vorsicht an und fir sich
angezeigt erscheint, eingerfiumt. Dieser Umstand, in Verbindung mit der Tat-
sache, daB seit jemer Zeit bereits in mehreren Aufsiitzen die wirkliche Zug-
festigkeit des Zementmortels als bedeutend groBer aufgefafft wird wie diejenige,
welche die iibliche Priifung des Zements liefert, notigt darzulegen, dal} es far
die ausfilhrende Technik nicht zuldssig ist, derart erhohte Zugfestigkeiten fir
Zementmortel in Rechnung zu stellen.

Zunichst folgt schon aus dem oben vorgefithrten Versuchsmaterial, wonach
z. B. FluBeisen im Falle kurzer Eindrehung eine weit hohere Zugfestigkeit liefert,
wihrend GuBeisen eine kleine Verminderung zeigt, dal ein ziffernméfiger Schlufl
von der Dehnung eines Kautschukkorpers auf die Zugfestigkeit eines be-
liebigen Materials — ohne Eingehen auf die Eigenart desselben — wie er oben
angefiihrt worden ist, als unzulissig bezeichnet werden muf.

Er muB aber auch noch aus einem anderen Grund zu Ergebnissen fithren,
welche unrichtig sind.

Der Schluf setzt voraus, daB die Spannungen proportional den Dehnungen
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etwas ab. Es diirfte dies vorzugsweise davon herrithren, dafl die
von Materialungleichheiten veranlaBten Abweichungen h#ufig be-

sind. Das trifft nun fiir Kautschuk durchaus nicht zu. Nach Versuchen von
Winkler (Zivilingenieur 1878, S. 81 u. f.) ergibt sich fiir Kautschuk

£g — &
o & « =

Gy — Gy
0 0

1
0,5 0,046 1%9
1,0 0,121 617
15 0,207 518
2,0 0,316 416
3.0 0,548 4,3
4,0 0,859 3,2
5,0 1,309 2,2
6,0 1,794 21

Hiernach wiichst der Delinungskoeffizient @ von der ersten Spannungstufe

bis zur letzten von

1;,9 bis auf ——QTT, d.i. etwa um das 5fache. Bei einer
solchen Veranderlichkeit des Verh#ltnisses zwischen Dehnungen
und Spannungen erscheint es nicht mehr zuldssig, einen ziffern-
méfigen Schlubl zu ziehen, der Proportionalitit zwischen Deh-
nungen und Spannungen voraussetzt. Gerade der Umstand, daB
bei Kautschuk die Dehnungen viel rascher wachsen als die Span-
nungen, hat zur Folge, dal die Ungleichféormigkeit der Spannungs-
verteilung bedeutend geringer ist, als sie nach MaBgabe des oben
Bemerkten ermittelt wurde. Bereits aus diesem Grunde allein miiite man
zu einer sehr starken Uberschitzuug der Zugfestigkeit des Zementes, dessen
Dehnungskoeffizient weit weniger veriinderlich ist als derjenige des Kautschuks,
gelangen, wenn man dieselbe gemaf den Darlegungen Foppls 2,1 mal so grof
nehmen wiirde, als sie sich bei den iblichen Zementproben ergibt.

Die ganze Frage schien dem Verfasser fir das Ingenieurwesen wichtig
genug, um Versuche auszufihren, durch welche die Zugfestigkeit von geniigend
langen prismatischen Stiben aus Zementmértel, d. h. also dessen ,wahre“ Zug-
festigkeit, unmittelbar festgestellt wird. Demgemi wurden Kérper in groBerer
Zahl von einer Form, #hnlich der in Fig. 16, § 8 dargestellten, sowie von der
Form Fig. 9 angefertigt, und zwar in einer groBen Zementfabrik mit der dem

9%
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deutend groBer sind als die Unterschiede, welche die Verschieden-
heit der Gestalt bedingt.

Zwecke entsprechenden Sorgfalt. Die Durchschnittsergebnisse sind in der folgenden
Zusammenstellung enthalten. Weshalb auch Druckversuche in dieselbe aufgenommen
worden sind, wird aus dem Spiteren hervorgehen.

Zusammensetzung der Versuchskérper: 1 Zement, 3 Sand
Alter - - 28 Tage.

99/, Wasser, Mischung |9'/,%, Wasser, Mischung des
des Mortels mit der Moértels mit der Kugel-
Hand mischtrommel

Spez. Gewicht | Zugfestigkeit | Spez. Gawicht | Zugfestigkeit

Zugkdrper
a) Achterform, Fig. 9,
Querschnitt: 5 qem 2,33 36,8 kg/qem 2,36 | 38,5 kg/qem
b) Prismatische Form,

Fig. 16, § 8, Quer-

schnitt: 50 qem 2,22 17,35 - 2,29 25,1 -
Druckkérper Spez. Gewicht |Druckfestigkeit| Spez. Gewicht | Druckfestigkeit
a) Wiarfel von 50 gem
Querschnitt 2,28 285 kg/qem 2,32 292 kg/qem

b) Zylinder von rund
25 em Durchmesser
(rund 480 gem Quer-
schnitt) und rund
25 ¢cm Hohe 2,23 165 - 2,25 208 -

Die spezifischen Gewichte wurden durch Wigen in der Luft und im Wasser
bestimmt.

Diese Ergebnisse zeigen, daB die Zugfestigkeit der prismatischen
Stibe Fig. 16, § 8 (ohne Einkerbung) bedeutend kleiner ist als die-
jenige der Korper mit der Achterform Fig. 9. Es stehen sich die Zahlen
86,8 und 17,35 bezw. 38,5 und 25,1 kg/qem gegeniber.

Dieser Unterschied ist nun allerdings nicht auf Rechnung der Stabform zu
setzen, sondern er erscheint als eine Folge davon, dafl Zementkérper von 50 qem
Querschnitt eben nicht so dicht und nicht so vollkommen gemischt ausfallen
als solche von 5 gem Querschnitt, die tberdies diesen Querschnitt nur an einer
einzigen Stelle besitzen. Dall Zementkorper von groBerem Querschnitt unter
sonst gleichen Verhilinissen in der Tat eine geringere Widerstandsfahigkeit auf-
weisen als solche mit kleinerem Querschnitt, das zeigen die Ergebnisse der in die
Zusammenstellung aufgenommenen Druckversuche. Obgleich fiir kreiszylindrische
Versuchskorper, deren Hohe gleich dem Durchmesser ist, nach 8. 162 und 163
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A. Die Versuchsstibe haben verschiedene Durchmesser d,
ebenso sind die der Messung unterworfenen Stabstrecken /
verschieden lang, und zwar derart, daf 7:d konstant.

Die Versuchsstiibe wurden aus gleich starken Stangen heraus-
gearbeitet.

Gleiche Dauer der einzelnen Versuche wurde mit Sorgfalt
erstrebt.

Die angegebenen Werte sind je die Durchschnittszahlen aus
einer Versuchsreihe.

sowie 5. 165 eine etwas groflere Druckfestigkeit zu erwarten steht als fiir Wiirfel,
ergaben hier die Zylinder mit 480 gem Querschnitt eine bedeutend kleinere Druck-
festigkeit als die Wirfel mit 50 qem Querschnitt; es stehen sich die Zahlen 165
und 285, bezw. 203 und 292 gegeniiber. Wenn sich .nun der EinfluB des
groBeren Querschnittes bei Druckversuchen so ausgeprigt zeigt, so darf er bei
Zugversuchen in noch hoherem MaBe erwartet werden, wie die oben angegebenen
Zahlen auch nachweisen; denn gegeniiber Zugheanspruchung werden sich natur-
gemil geringere Dichte und Unvollkommenheit der Mischung des Zementmdortels
der Regel nach einflufreicher erweisen miissen als gegeniiber Druckbeanspruchung.
Recht deutlich zeigt sich der Einfluf der groBeren Vollkommenheit des Mischens
des Mortels bei Vergleich des spez. Gewichts und der Zugfestigkeit der Zug-
korper mit groferem Querschnitt: 2,22 bezw. 17,35 und 2,29 bezw. 25,1. Dabei
kann nicht verkannt werden, dall die Herstellung der Probekérper in der Zement-
fabrik mit einer Sorgfalt erfolgte, welche von derjenigen, mit welcher auf der
Baustelle gearbeitet zu werden pflegt, kaum erreicht werden diirfte.

Fassen wir das Vorstehende zusammen, so muB ausgesprochen werden,
dafl es fir die ausfihrende Technik — wenigstens bis auf weiteres —
nicht nur nicht ritlich erscheint, mit hoheren Zugfestigkeitszahlen
zu rechnen, als sie bei den iiblichen Zugversuchen mit Zement-
mortel erhalten werden, sondern daB es vielmehr angezeigt ist,
weit niedrigere zu wéhlen.

Es empfiehlt sich auBerdem, im Auge zu hehalten, daB die tbliche Zug-
probe mit Zementkorpern in erster Linie eine vergleichende Giiteprobe des
Zementes sein, nicht aber Zugfestigkeitszahlen liefern soll, welche ohne weiteres
auf die Ausfihrungen iibertragen werden kénnen. In bezug auf die Beschaffung
von Erfahrungsmaterial fiir die letzteren glaubt Verfasser angesichts des Irrtums,
der hier bloBzulegen war, betonen zu sollen, was er bereits frither an anderer
Stelle (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S. 417, S, 489, Ful-
bemerkung) hervorgehoben hat: die Versuche sind in der Regel unter
solchen Verhéltnissen anzustellen, wie sie bel den wichtigeren tech-
nischen Anwendungen vorzuliegen pflegen, so daB die ermittelten
Erfahrungszahlen auf diese mit ausreichender Sicherheit iiber-
tragen werden kénnen.

Versuche mit Kautschukkorpern konnen auBerordentlich lehrreich sein: in
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Rundstiibe aus FluBeisen.

E % Durch- Stahb- Ver- Festig-" Quer.schnittsi Yer- Dehnung
5 E messer strecke | hilt- | keit vernnnde;?j% liﬁff-- {,—1
22| ! wis | K, | p=100"—""1 ] p=100—;
g E cm cm i:d kg/qcml % cm %
1 0,690 5,0 4220 69,3 1,64 32,8
2 1,035 .5 4200 69,0 2,49 33,2
3 1,380 10,0 4210 69,7 3,30 33,0
4 1,725 12,5 7.94 4170 68,6 4,18 33,5
5 | 2,010 | 15,0 714160 69,2 5,08 33,6
6 2,415 17,5 4090 69,7 5,80 | 33,2
i 2,760 20,0 4000 68,8 6,60 33,0
8 3,105 225 | 3960 69,5 7,65 34,0
Durchschnitt 4130 69,2 33,3

erster Linie, um die Art der Forminderungen zu zeigen, die unter gewisser
Belastung bei gegebener Korperform eintritt, wie z B. im Falle der Zugbelastung
beim Koérper Fig. 9, um dem Auge erkennen zu lassen, dafl die Dehnung von
innen nach aufen zunimmt. Wird jedoch ein ziffernmaBiger Schluf auf die
GroBe der Spannungen beabsichtigt, so mufl die starke Verinderlichkeit des
Verhiltnisses zwischen Dehnungen und Spannungen bei Kautschuk in Rechnung
gezogen werden. Bei Ubertragung auf andere Materialien ist sodann iberdies
deren Eigenart im Vergleich zu Kautschuk zu beriicksichtigen. Dazu gesellen
sich die Einflisse, wie sie im vorliegenden Falle zu berticksichtigen waren: die-
jenigen der Dichte, der Querschnittsgrofe, der Herstellung w. s. w.

Soll die Zuldssigkeit der Hoherwertung der Zugfestigkeit des Zementes fiir
auszufiihrende Bauten nachgewiesen werden, so mufl dies durch Versuche mit
Korpern und unter Verhdltnissen geschehen, welche denjenigen der tatsichlichen
Ausfihrung geniigend entsprechen.

SchlieBlich sei noch erwahnt, dal bereits Durand-Claye 8 Jahre frither
in den Annales des ponts et chaussées, 1888, II, S. 173 bis 211, zemlich ein-
gehend — allerdings auch nicht einwandfrei — mit dem zur Erérterung stehenden
Verhalten von Zement- und Steinkérpern sich beschiftigt hat. Daselbst finden
sich auch (Taf.12) die erwihnten Forméinderungslinien, welche sich auf den
Kautschukkorpern zeigten, mit denen Durand-Claye gleichfalls gearbeitet hatte.
Ein weiterer Aunfsatz von demselben Verfasser findet sich in der gleichen Zeitschrift
1895, S. 604 u. f. Durand-Claye gelangte dabei zu dem Ergebnis, dafl die wahre
Zugfestigkeit des Zementes um 509, grofler sei als diejenige der Achterform,
withrend Féppl auf ein Mehr von 1109/, kam, wie oben angegeben wurde.

Im dbrigen ist gegeniiber dem Begriff ,wahre Zugfestigkeit® ganz
allgemein das in der FuBbemerkung 2, S. 11 Hervorgehobene festzuhalten.
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o)
)
7)
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Rundstiibe aus Flufstahl.
E ’i:_“z bm‘ch— | Stab- Ver- |Festig- Quers cgnitts- V lyelj— Dehn“n?:w
§% messer strecke h'zl}b k?it vermin L??Eli 331%2— «p:lOO»lh—
g Y d ! nis | K, | »==100 7 l,—1 l
é E) cm cm i lid kg/qem % \ cm %
1] 0690 | 50 6480 365 1,00 200
2 | 1,085 15 6490 380 |141| 188
3 1,380 10,0 6390 37,4 1,82 18,2
4| 17125 125 ||, ,,6330 384 227|181
5| 2010 | 150 (%6350 81,8 2,70 18,0
6 2,415 17,5 6200 35,8 3,117 18,1
7 | 2,760 | 20,0 6320/ 344 390 195
8 | 3,105 22,5 ‘ nicht ermittelt
Durchschnitt 16360, 361 | | 186

eine, wenn auch nicht bedeutende Abnahme der Festigkeit
mit wachsendem Durchmesser,
Unabhiingigkeit der Querschnittsverminderung ¢ vom Durch-
messer,
Unabhiingigkeit der Dehnung ¢ vom Durchmesser d und der
Lange [, sofern das Verhiltnis /: d das gleiche bleibt.

B. Die Versuchsstibe besitzen verschiedene Durchmesser,
dagegen sind die der Messung zugrunde gelegten Stab-
strecken gleich lang.

T orlin o _i‘ o
Nummer Durch- Stabj Festigkeit Verlinge Dehnulpc /
< g b emer-
des messer strecke K rung — 100 — B
Versuchs d L : h—t | P / kungen
cm cm kg/qem cm %
- |
1 2,0 10,0 3700 3,15 37,5 Flub-
2 1,0 10,0 3690 3,05 30,5 cisen
3 05 | 10,0 | 3760 | 2,50 25,0 s
1 2,0 10,0 5930 2,59 25,9 Flub-
2 1,0 10,0 5940 2,10 21,0 tahl
3 05 | 10,0 | 6000 | 1,70 17,0 sta
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Diese Versuchsergebnisse lehren, dall die Dehnung ¢ bei
gleicher Grofe der Stabstrecke, welche der Bestimmung zugrunde
gelegt wird, in ziemlichem Mafe abhingt von dem Durchmesser d,
und zwar derart, daB sie wichst mit zunehmendem Durchmesser.

Nach dem Ergebnis A, y entfillt diese Abhingigkeit bei
gleichem Verhltnis 7:d.

Hieraus folgt, daf bei Forderung einer bestimmten
Dehnung ¢ fiir eine bestimmte Stablinge ¢ ein gewisser
Durchmesser d vorgeschrieben sein muf. Sind die Durch-
messer verschieden, so haben sich die MeBlingen zu ver-
halten wie diese.

3. Einfluf3 der Querschwittsform.
A. Die Versuchsstibe haben verschiedene Querschnitts-
form, jedoch gleich grofle Querschnittsfliche,

Aus einer und derselben Stange Flufeisen von 40 mm Quadrat-
seite wurden hergestellt:

3 Rundstibe von 26 mm Durchmesser,
3 Flachstibe - 40 - Breite und 13 mm Stirke,
3 ausgefriste Stibe mit Querschnitt nach Fig. 10.

T 7 T
ol T o197
| |
| #
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||
o~ -+
T3
|
Lo
|
Lo
I T
F]g. 10. Fig' 11.

Die mittlere prismatische Linge betrug 290 mm, die MeBlinge
260 mm, entsprechend der Gleichung 2 in § 8.
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Die Stibe wurden der Stange so entnommen, dal zunéchst
ein Rundstab, sodann ein Flachstab, hierauf ein Stab mit Quer-
schnitt nach Fig. 10, alsdann wieder ein Rundstab u.s. f. auf-
einander folgten.
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Fig. 15 Fig. 16 Fig. 17

Dic Ergebnisse der Untersuchung, welcher das Material in
ausgegliihtem Zustande unterworfen wurde, sind in den folgenden
Zusammenstellungen und den Schaulinien: § 4, Fig. 13 und 14
sowie Fig. 11 bis 17 dieses Paragraphen niedergelegt.

Fig. 19 (Stab J)), Fig. 20 (Jy), Fig. 21 und 22 (J,) Taf. IV,
geben die photographischen Bilder der zerrissenen Stibe; ins-
besondere laft Fig. 19 die Giite des Materials erkennen.
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Susckgrenas | (28| Bt | Quor
Querschnittsform obere [untere keit |dehnung verminde-| Schaunlinie
g, | o, Kz P rung
kg/gem } kg/gem| kg/gem % 0/ 0
Rundstab J, 2407 2075 | 3667 | 33,8 | 69,7 |Fig. 14, §4
- 2465|1895 3578 | 81,9 | 71,0 | - 18,84
- 2134 1972| 3525 | 80,0 | 702 | - 11,89
Durchschnitt |233511931 1 3590 | 31,9 70,3
Flachstab J, 22551988 3507 | 30,4 62,6 |Fig.12,8§9
J, 2009 1940| 3474 | 805 | 63,7 | - 18,89
- Jg 2291 2004] 3484 | 26,3 61,4 - 14,89
Durchschnitt | 2185 1977 3488 | 29,1 62,6
Stab nach Fig. 10./,[1893 1870 3333 | 35,3 | 62,7 |Fie.15,89
- - S A 192211886 3320 | 30,4 59,5 - 16,89
- - - - J,1194111880] 3353 | 26,6 61,0 - 17,89
Durchschnitt {1219 1879 3335 | 30,8 61,1

Die Durchschnittswerte der Zusammenstellungen, welche in
Fig. 18 zeichnerisch dargestellt sind, lassen beim Vorwirtsschreiten
von den Rundstiben zu den Rechteckstiben und von diesen zu

den Stiben mit dem Querschnitt Fig. 10 deutlich erkennen:

20 1o

4. Abnahme der Zugfestigkeit X,.

bedeutendes Sinken der oberen Streckgrenze o,,
weit geringeres Sinken der unteren Streckgrenze o,
erhebliche Verminderung des Unterschiedes ¢, — o,

Hiernach erweist sich die Streckgrenze, namentlich
der Wert o,, abhiingig von der Querschnittsform; sie liegt
am hochsten fiir die Rundstibe, dann folgen die Flach-
stabe und hierauf die Stdbe mit dem Querschnitt Fig. 10.
Diese Abhingigkeit besteht auch hinsichtlich der Zug-
festigkeit, wenn auch in geringerem Malfe.

Nach der S.

122 u. f.

angestellten Erwigung
solcher Einflub der Querschnittsform zu erwarten.

steht ein

Die Fasern,

welche bei dem Zugversuch das Bestreben haben, sich senkrecht
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zu ihrer Achse zusammenzuziehen, sind hierin bei dem kreis-
formigen Querschnitt mehr gehindert als im Durchschnitt bei dem
rechteckigen und bei diesem mehr als bei dem Querschnitt Fig. 10.

5 ,f’v.} / qent,

Von Interesse ist es, den Einflub der Querschnittsform auf
den Verlauf der Dehnungslinie wihrend der Periode des Streckens
des Materials in den Fig. 13 und 14, § 4, und den vorstehenden
Fig. 11 bis 17 zu verfolgen.
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Lehrreich ist ferner die Verfolgung des Vorganges beim Zer-
reifen der Stibe mit dem Querschnitt Fig. 10: zunichst reibt der
Steg in der Mitte, dann erweitert sich der RiB nach den Flanschen
hin, diese beginnen in der Mitte zu reiflen, und zuletzt erfolgt der
Bruch an den Flanschenecken; die beiden photographischen Bilder,
Fig. 21 und 22, Taf. IV, deuten auf diese Aufeinanderfolge hin.

B. Aus Versuchen mit 1 em starken Flachstiben

ergab sich

bei der Breite von 1 2 3 4 5 6 7 8cm
die Dehnung auf 10 em zu 31,0 34,0 35,0 37,2 39,0 40,8 38,5 34,5,
d. h. am grofbten bei dem Querschnittsverhdltnis 1:6.

Die Festigkeit betrug durchschnittlich 3870 kg/qem.

C. Die Flachstidbe haben verschiedene Breite.

) Dehnung
Nummer | Stérke Breite ‘ Ver- | Festigkeit L—1 | Bemer
des a b | haltnis | K, p=100-""_" eme
i z ! kungen
Versuchs I bra 2
¢ cm l \ kg/ qem 0/',0
1 1,015 | 2,000 © 1,98 | 4270 295 Plub-
2 | 0995 5985 602 | 4130 35,0 oo
3 1,017 | 9,980 9,81 ‘ 4020 40,0
1 1,310 | 2,000 1,53 2400 51,
2 | 1,308 | 5980 | 4,57 | 2380 552 | Kupfer
3 1,313 | 9,990 7,61 | 2315 59,0 |
|

Nach diesen Versuchen nimmt die Festigkeit mit der Breite
etwas ab (vergl. auch A).

Hierbei ist nicht aufer acht zu lassen, daf dieser Einfluf
moglicherweise von der Einspannung herrihren kann, und daf
es tberhaupt nicht leicht ist, bei verhdltnismifig breiten Stiben
eine gleichmaBige Verteilung der Zugkraft tiber den Querschnitt
zu sichern.

Wir schlieBen aus den im vorstehenden niedergelegten Ver-
suchsergebnissen, daBl Ergebnisse von Zugversuchen, streng



C. Bach, Elastizitat. 5. Aufl. Taf. IV.

Fig. 19, Fig. 20, Fig. 21, Fig. 22,
§9.
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genommen, nur dann unmittelbar verglichen werden
koénnen, wenn die Versuchsstibe, sofern sie nicht die-
selben Abmessungen besitzen, wenigstens geometrisch
dhnlich sind.

Mef- Querschnitts-

i ) . Querschnitt
ange  abmessung
Gelten fir 2 Rundstabe
die GroBen . . . L&  dide  fi= “Z‘ 42, fr=-"dp
und fiir 2 Flachstibe die
Grofen . . . . Ll  abyaby, fFi=ab, jfo=ayb,,

so findet sich als Bedingung der Vergleichbarkeit der ermittelten
Dehnungen fir Rundstibe

LN L=
L:l,=4d, :d, :}/—4—0112 :]/—Z—df = Vs Vs,
und fir Flachstdbe mit Anndherung
liily = Va,b, Va,by = V}'; VE

Der Satz, welcher soeben hinsichtlich der Vergleichbarkeit
der Ergebnisse von Zugversuchen festzustellen war, gilt mit der
in § 10 ausgesprochenen Erginzung dahingehend, daf auch die
Geschwindigkeiten, mit welchen die Versuche durchzufiihren sind,
ausreichend iibereinstimmen miissen, gleichfalls fir alle anderen
Beanspruchungsarten.

D. Versuche mit Rund- und Flachstiben aus Fluf-
und Schweifleisen.

Bauschinger gelangte hinsichtlich des Einflusses der Form
der Probestibe zu folgenden Ergebnissen.

a) Der Dehnungskoeffizient (a, Gleichung 3, § 2), wie er
durch die iiblichen Messungen an der Oberfliche der Stibe
erhalten wird, ist bei Rundstidben etwas kleiner als bei Flach-
stiben aus dem gleichen Material; bei dicken Flachstiben
etwas kleiner als bei diinnen und iiberhaupt bei groferen
Querschnittsabmessungen ein wenig geringer als bei kleineren
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b)

e)

d)

<)

f)

1. Zug.

D

Querschnitten. Alle diese Unterschiede sind jedoch nur ge-
ring und werden durch zufillige, von Materialungleichheiten
herrithrende Abweichungen weit iibertroffen.

Die Zugfestigkeit (K., Gleichung 1, § 3) erscheint von der
Querschnittsform nicht beeinflufit.

Die Querschnittsverminderung (¢, Gleichung 2, § 3) ist
bei Flachstiben von der Form und GroBe des Querschnittes
unabhiingig. Stirkere Rundstibe geben etwas kleinere Werte
fiir dieselbe als schwichere aus dem gleichen Material, doch
ist der Unterschied nicht bedeutend.

Die Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3), gemessen fiir eine be-
stimmte urspriingliche Linge, ist von der Querschnittsform,
von dem Verhiltnis der Breite zur Dicke bei Flachstiben,
also davon, ob der Querschnitt idberhaupt kreisrund oder
rechteckig 1ist, nicht abhingig; aber sie wichst mit der
GroBe f des Querschnittes derart, daf

¢ —a+blVy

gesetzt werden kann, worin die Koeffizienten o und & wesent-
lich von der Beschaffenheit des Materials abhingen.

Vergleichbare Ergebnisse fir die Dehnung (¢, Gleichung 3,
§ 3) werden erhalten, wenn man die MeBlinge der Probe-
stibe proportional der Quadratwurzel aus dem Querschnitt
withlt. Unter Zugrundelegung eines Normal-Rundstabes von
20 mm Stirke und 200 mm MeBlinge ergibt sich die pro-
portionale Linge eines Probestabes vom Querschnitt /' gleich

/7 _
200 LS _ 11,3V Millimeter,
‘/ —g . 20

sofern f in qmm eingesetzt wird.

Das in der FuBbemerkung 2 S. 107 zuerst angegebene Ver-
fahren zur Messung der Dehnung erscheint gentigend genau,
solange die Bruchstelle noch wenigstens ein Viertel der
Meflinge von den Enden der letzteren abliegt. Dabei sind
Rundstibe auf zwei entgegengesetzten Seiten, Flachstibe auf
einer Breitseite zu messen.
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Querschnittsverminderung (v, Gleichung 2, § 3) und
Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3) stehen in keinem Zusammen-
hang.

Proportionalitits- und Streckgrenze kénnen auch dann,
wenn die Probestibe sorgfiltigst ausgegliht worden sind, in
einem und demselben Eisenstiick oder in Stiicken der nim-
lichen Erzeugungsfolge in so hohem Grade verschieden sein,
dalf dagegen alle anderen Einflisse, diejenigen der Form
und der Grofe des Querschnittes, falls sie iberhaupt vor-
handen sind, verschwinden.

Wird die Proportionalitiitsgrenze von zerrissenen Stiben
gleichen Materials bestimmt, so ergibt sie sich nahezu gleich
hoch gehoben, wie hoch oder niedrig sie auch urspriinglich
gelegen war. Dieses interessante Ergebnis lassen die folgen-
den, fiir 3 Paar Flachstiibe giiltigen Zahlen deutlich erkennen.

Urspriinglich Nach dem ZerreiBen
Bezeichnung i
des Dehnungs- P%’onportio— Streck- Dehaungs- PFoﬂportio-
Probestabes koeffizient nalitiitsgrenze grenze Yooffizient nalitatsgrenze
kg /qem ‘ kg/qem kg/gem
IV 1 1 2350 ’ 2460 1 2700
* 12230000 | 2280 000
' 1 1
1 1
- ¢ — e ()
0%c V510000 %40 | 2190 |95s0000 289
ek ] . 8 [ _—1 —
07a 5160000 1290 2080 5130000 ‘ 2850
1 - 1
1 1
s 9 9 -
164 2150 000 1290 2230 2210000 2910
|
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§ 10. Versuchsergebnisse iiber den Einfluff der Zeit
auf Festigkeit, Dehnung und Querschnittsverminderung.
Einflufl der Temperatur.

1. Einflupp der Zeit.

Von neueren Untersuchungen, welche den schon lingst be-
kannten, auch in § b, Ziff. 4 bereits erdrterten Einflub der Zeit-
dauer des Versuchs nachweisen, seien die folgenden angefiihrt.

Versuchsreihen mit Rundstédben von 1,6 em Stéarke
aus Flufleisen.

Dauer des Versuchs Festigkeit K, Dehnung, gemessen auf 10 cm
2,5 Minuten 3935 kg/qem 329,
5 - 3720 34 -

(Barba, Mémoires et compte rendu des travaux de la Société des
Ingénieurs Civils, 1880, S. 710.)

Feinkorneisen.
Dauer des Versuchs Festigkeit A, Dehnung ¢ Festigkeit X, Dehnung ¢

Rasch zerrissen 4990 kgjqem 22 °f, 4340 kg/gem 23,3,
Langsam zerrissen 4493 25,2 - 3770 28,8 -

Gewohnliches Puddeleisen.

Dauer des Versuchs Festigkeit K,  Dehnung ¢

Rasch zerrissen 3720 kg/qem 30,4 %
Langsam zerrissen 3516 35,23 -

Harter Wolframstahl.

Daner des Versuchs Festigkeit K, Festigkeit K, Festigkeit K,
Rasch zerrissen 14350 kg/qem 13270 kg/qgem 11359 kg/qem
Langsam zerrissen 12300 11339 10230

Dehnung 1 bis 1,5 %,.
(Goedicke, Ost. Zeitschrift fir Berg- u. Hiittenwesen 1883, S.578.)
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Hiernach ergeben rascher durchgefiihrte Versuche eine
grofere Festigkeit sowie eine kleinere Dehnung und
(nach Versuchen des Verfassers) in der Regel auch eine
kleinere Querschnittsverminderung. Dadurch erklirt es sich,
dafl die Priifung eines und desselben Materials, welche an der
einen Stelle sehr rasch durchgefiihrt worden ist, daselbst un-
geniigende Dehnung und Querschnittsverminderung ergibt, an einer
zweiten Stelle, langsamer vorgenommen, die bedungene Dehnung
und Querschnittsverminderung aufweist.

Leder.
. Dauer des Versuchs Festigkeit X,
1 Stunde 26 Minuten 301 kg/qem
166 Tage 200 -

(George Leloutre, Les transmissions par courroies, cordes et cables
métalliques, Paris 1884, oder des Verfassers Bericht hieriiber in
der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1884, 8. 871.
Daselbst finden sich auch Mitteilungen tiber das asymptotische
Wachstom der Verlingerung mit der Dauer der Belastung sowie
itber das dementsprechende Verhalten bei Entlastung.)

Versuche des Verfassers tiber den Einflub der Zeit auf die
Festigkeit des Leders bestitigen das von Leloutre Gefundene.
Vergleiche auch den dritten, in § 4, Ziff. 7, besprochenen Riemen.

Hanfseile.

Die urspriinglich 750 mm lange, der Beobachtung unterworfene
Strecke eines D55 mm starken Seiles aus badischem Schleifhanf,
welches nach und nach bis zu D00 kg belastet worden ist, zeigt,
nachdem diese Belastung 10 Minuten gewirkt hat, die Linge
788,4 mm. Das Seil bleibt lingere Zeit hindurch derselben An-
strengung ausgesetzt.

Es betrigt  nach 10 Minuten 1 1 26 50 82 120 Std.
die Seillinge 88,4 189,7 791,8 793,2 794,56 795,8 T796,5mm
entsprechend einer
weiteren Verldnge-

rung um 0 13 34 48 61 14 81 -

Hierauf wurde das Seil bis auf 100 kg entlastet.
Bach, Elastizitat. 5. Aufl, 10
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Es betriigt unmittelbar nach der Entlastung nach 84 Stunden
die Seillinge 791,9 mm 790,8 mm
entsprechend einer

Verkiirzung um 46 - 51 -

(Des Verfassers Versuche iiber die Elastizitit von Treibriemen und
Treibseilen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1887, S. 221.u.{)

Hieraus folgt, daB die Gesamtdehnung, der Dehnungsrest wie
auch die Federung Funktionen der Zeit sind.

In sehr anschaulicher Weise lift sich der Einflul der Ge-
schwindigkeit, mit welcher das ZerreiBen erfolgt, zeigen durch
Verwendung von selbstzeichnenden Festigkeitsmessern mit Feder-
belastung.

(Hugo Fischer, Dinglers polyt. Journal 1884, Bd. 251, 8.337 u.{.)

Nach MaBgabe des im Vorstehenden enthaltenen Materials
wird behufs Erlangung vergleichbarer Versuchsergebnisse davon
auszugehen sein, daf auch die Geschwindigkeit bei der Durch-
fihrung der Versuche entsprechend gewesen sein muf (vergl.
§ 9, Ziff. 3). Dabei ist, wie bereits in § b, Ziff. 4, hinsicht-
lich des Einflusses der Zeit hemerkt wurde, die Art des Stoffes
im Auge zu behalten. Beispielsweise wird ein Stab aus hartem
Stahl auferordentlich rasch zerrissen werden miissen, soll ein Ein-
flul der Zeit auf das Ergebnis hervortreten. Dagegen wird sich
dieser bei einem Lederriemen auch noch im Falle lingerer Ver-
suchsdauer feststellen lassen.

Die unmittelbare Vergleichbarkeit der Priifungsergebnisse setzt
somit voraus: entweder es ist jeweils die Versuchsdauer so lang,
da der Einfluf der Zeit ein unmerklicher, oder es muf die
Geschwindigkeit, mit welcher die Dehnung erfolgt, wenigstens
angenihert die gleiche Grofe besitzen.

Von Bauschinger ausgefiihrte Versuche tber den Einflu
der Zeit bei Zugproben mit verschiedenen Metallen haben nach
dessen Mitteilung zu dém Ergebnisse gefiihrt, daf bei FluB- und
Schweifieisen, bei Kupfer, bei Messingblech und bei Bronzeguf
ein Einfluf der Zeit oder der Geschwindigkeit, mit welcher die
Dehnung vorgenommen wird, nicht oder kaum merklich ist inner-
halb der Grenzen, in denen diese Versuche durchgefiihrt
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worden sind. Bei Messingguf ist er sebhr gering und wird, wenn
iiberhaupt vorhanden, leicht durch zufillige Ungleichmafigkeiten
des Materials verdeckt; ebenso bei ZinkguB und Gufeisen. Bei
Zinkblech dagegen ist er im Verlaufe der Dehnungslinie (vergl.
§3, Fig. 1, 8.9, §8, S.106) sowohl als auch bei der Bruch-
belastung (E, E, Fig. 1, § 3) deutlich erkennbar, nicht aber an
der Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3) und Querschnittsverminderung
(y, Gleichung 2, § 3). Bei Blei (Guf- und Walzblei) ist der
Einfluf der Zeit unsicher gegeniiber dem Verlaufe des Arbeits-
diagrammes, unverkennbar an der Bruchbelastung und kaum be-
merkbar an der Bruchdehnung. Am grofiten erwies sich der in
Rede stehende Einflu bei gegossenem Zinn. (Mitteilungen aus
dem mechanisch-technischen Laboratorium der k. technischen Hoch-
schule in Minchen, 1891, Heft XX.)

Die Dauer dieser Bauschingerschen Versuche z. B. mit den
4 FluBeisenstiben betrug nach Uberschreiten der Streckgrenze
und unter Abrechnung der Ruhepausen (von 30 Min., 17 Min.,
22 St. 32 Min., 22 Min.) 26, 41, 46 und 77 Minuten, d. s. Zeit-
rdume, von denen der kleinste noch bedeutend grofler erscheint
als derjenige, innerhalb dessen sich bei FluBeisen der Einfluf der
Dauer des Versuchs durch die Priifungsergebnisse tiberhaupt deutlich
dubert; sie liegen somit auBerhalb des Gebietes, welches fiir die obigen
Darlegungen wie auch fiir diejenigen des § b, Ziff. 4, in Betracht
kommt. Bei Beachtung dieses Umstandes kldrt sich der Wider-
spruch auf, welcher zwischen den Ergebnissen der Bauschinger-
schen Versuche und dem oben Angefiihrten zu bestehen scheint.

2. Einfluy der Temperatur.

Die Angaben, welche iber die Elastizitits- und Festigkeits-
eigenschaften der Materialien gemacht werden, gelten, sofern
nichts anderes bemerkt ist, fir die gewshnliche Temperatur, d. i.
bei etwa 20° C. Zur Klarstellung, daB sich diese Eigenschaften
bei hoheren Temperaturen wesentlich #ndern, seien die folgenden
Versuche des Verfassers angefiihrt?).

1) Uber die Versuche anderer finden sich Angaben in des Verfassers Ma-
schinenelementen, 9. Aufl,, S.77 u.f. Hinsichtlich der Abhéngigkeit des Dehnungs-
koeffizienten von der Temperatur s. u. a. Martens, Mitteilungen u. s. w. 1890, Heft 4;
Paul A. Thomas, Annalen der Physik, vierte Folge, Bd. 1, 1900, S. 232 u. f.

10*
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a) Versuchsreihen mit Rundstiben aus demselben
FluBeisenblech.

Bei jeder Temperatur wurden 4 Stibe gepriift; die angegebenen
Grofen sind Durchschnittswerte.

Versuchs- | Streckgrenze Quer- Be-
tempe- Z'u & . Bruch- schn‘ltts- lastungs- | Schau-
festigkeit | dehnung |verminde- .
ratur obere | untere rung dauer linie
°C. |kg/qem|kg/qem| kg/qem % %, Minuten
20 | 2649 | 2176 | 3561 | 284 | 693 | 27 | Fig.1
200 2391 | 2105 | 5140 18,9 55,1 22 - 2
300 1373 | — 4352 34,8 63,1 29 - 3
400 — — 3200 38,2 64,6 20 - 4

l
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Fig. 1. Fig. 2.

Eine Betrachtung der Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigt, daf
der Vorgang des Streckens oder Fliefens (§ 2) mit steigender
Temperatur immer mehr an Ausdehnung verliert und bei 400° C.
tiberhaupt nicht mehr vorhanden ist.
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Die Zahlen der Zusammenstellung lassen erkennen

1. zunisichst starkes Wachsen der Zugfestigkeit von 3561 kg /qem
(bei 20° C.) auf 5140 kg/qem (bei 200° C.), sodann Wiederab-
nahme derselben,

300°@..

-~ 4380 - -~

*—“——~4ﬁW£&MWm———~————

2. zunichst starke Abnahme der Bruchdehnung von 28,4 auf
18,9 %)y, alsdann Wiederzunahme derselben,

8. Anderung der Querschnittsverminderung in demselben Sinn
wie die Bruchdehnung.
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Die Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigen durch ihren Verlauf
sowie in der Grofe der umschlossenen Fliche die Anderungen
der Festigkeit, der Bruchdehnung und des Arbeitsvermogens (§ 3)
deutlich?).

b) Versuchsreihen mit Rundstiben aus dem gleichen
Stahlguf.

Bei jeder Temperatur wurden 4 Stibe gepriift. Die an-
gegebenen Gréfen sind Durchschnittswerte.

Versuchs- Zug- Bruch- Querschnitts-
temperatur festigkeit dehnung verminderung
°C. kg/qem % %

20 4285 95,5 50,4
200 4502 7,7 15,9
300 4788 12,0 15,8
400 3984 15,3 24,1
500 2691 33,3 44,6
550 2071 39,5 49,2

Die Ergebnisse lassen eine sehr bedeutende Abnahme
der Bruchdehnung des Materials (Zahigkeit) bei rund
200° C. erkennen, und zwar auf weniger als ein Drittel?).

In Fig. 5 bis T sind die Linienziige der Zugfestigkeiten, der
Bruchdehnungen und der Querschnittsverminderungen dargestellt.

1) Uber die Einzelheiten dieser Untersuchung sowie iiber die Ergebnisse
der Prifung von weiteren 14 FluBeisenblechen ist berichtet in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1904, S. 1300 u. f.

?) Die Ergebnisse der unter Ziff. 1 besprochenen Versuche mit FluBeisen-
blech sowie die angefithrten Versuche mit Stahlguff fihren u. a. zu der Schluf-
folgerung: fiir Dampfkessel, Dampfgefiie u. s. w., welche Gegenstinde im
Betriebe hohere Temperaturen annehmen, und von denen man natirlich verlangt,
daB sie in diesem Zustande volle Widerstandsfihigkeit besitzen, miissen die
Festigkeitseigenschaften der Baustoffe bei diesen hoheren Temperaturen beachtet
werden. Das Material lediglich nach den Festigkeitseigenschaften bei gewdhn-
licher Temperatur zu beurteilen, was jetzt noch geschieht, erscheint nicht richtig.
Jedenfalls mufl im Falle der Verwendung von FluBleisen und StahlguB zu Dampf-
kesseln u. s. w. die Zahigkeit des Materials bei héherer Temperatur und nicht
diejenige bei gewohnlicher Temperatur als maBgebend angesehen werden.
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y 2, .
Querachnilloverniaderiingen.
get

et

Echoe

Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903,
S. 1762 u. f., 1904, S. 385 u. f.

¢) Versuchsreihen mit Rundstiben aus derselben Bronze.

Die Bronze, deren Analyse die Zusammensetzung: 91,35 Kupfer,
5,45 Zinn, 2,87 Zink, 0,28 Blei, 0,025 Eisen ergab, lieferte unter
der iiblichen Belastungsdauer im Durchschnitt

bei 200 1000 2000 3000  400°  500° C.

.. [2395 2424 2245 1368 625 441 kg/qem

Zugfestighelt | 17 101 094 057 026 018

[363 3854 347 11,5 0 0
Bruchdebnung) “" 098 096 032 0 0
Querschnitts- { 52,1 474 482 16,2 0 0
verminderung 1 0,91 0,93 0,31 0 0
Die Verhsltniszahlen bringen die Veridnderlichkeit deutlich zum

Ausdruck.
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In Fig. 8 und 9 sind die Linienziige der Zugfestigkeiten und
Bruchdehnungen dargestellt.

Nach Uberschreiten der Temperatur von 200° C. beginnt die
Zugfestigkeit ausgeprigt abzunehmen, die Bruchdehnung (das
ibliche Mall der Zahigkeit) auBlerordentlich stark abzufallen

| | |
Achoe ] v |emperatineenn. ] | |

400 200 300 %00 500 570°0.
Tig. 8.

Ochoe do Dbuafestigheilon.

der  DBruncldebhnumnge.

|
|
|
|
|
|
|
|
|

l
|
|

Qcbooe

~
Qeboe |der Semugderativren.|

20 100 200 300 %00 500°0.
Fig. 9.

Lehrreich ist das Aussehen der Oberfliche der Stibe:
Fig.10, Taf.V zeigt den gedrehten Stab vor dem Versuch,
-1, - - - - - - nach - - bei 20° C.
12, - - - - - - - - - - 100° C.
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Fig. 13, Taf.V zeigt den gedrehten Stab nach dem Versuch bei 200° C.
- 14, - - - - - - - - - - 300°C.
- 15, - - - - - - - - - - 400°C.

Fig. 14 1alt deutlich die Querrissigkeit erkennen, Fig. 15 zeigt
keine Forménderung mehr, wohl aber die Sprodigkeit des Materials.

Das bei gewohnlicher Temperatur auberordentlich
zahe Material hat mit steigender Temperatur seine ganze
Zihigkeit verloren,

Weiteres hieriiber s. Zeitsehrift des Vereines deutscher In-
genieure 1900, S. 1745 w. f,, 1901, S. 1477 u. f.

d) Versuchsreihen mit hochwertigem GuBeisen.

Die Ergebnisse lieferten die in Fig. 8 gestrichelt eingetragene
Kurve.

Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901,
S. 168 u. f.

Mit Kupfer und Duranametall hat Stribeck eingehende
Versuche ausgefiihrt und dabei auch den groBen Einfluf der Be-
lastungsdauer bei hoherer Temperatur festgestellt. Niheres hieriiber
s. Zeitsehrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, S. 559 u. f.,
bezw. 1904, S. 897 u. f.

II. Druck.

Die auf den geraden stabférmigen Kérper wirkenden #duleren
Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren
Richtungslinie in die Stabachse fillt und welche diese zu ver-
kiirzen strebt. Die Querschnittsabmessungen werden als so be-
deutend vorausgesetzt, dal der Fall der Knickung (§ 23) nicht
vorliegt.

§ 11. Forminderung. Druckfestigkeit.

Wie wir in § 1 und § 2 sahen, erfihrt der Stab unter Ein-
wirkung der Druckkraft gleichzeitig eine Zusammendriickung
in Richtung der Achse und eine VergroBerung der Querschnitte,



C. Bach, Elastizitat. 5. Aufl Taf. V.

200 bei 20°  bei 1000  bei 200 © bei 300 0 bei 4000 C.
urspriinglich  zerrissen  zerrissen zerrissen zerrissen zerrissen
Fig. 10, Fig. 11, Fig. 12,  Fig. 13, Fig. 14, Fig. 15,

§ 10.
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eine Querausdehnung. Die Umkehrung der Spannungsrichtung
hat auch eine Umkehrung der Forménderungen zur Folge.

Dementsprechend werden fiir den auf Druck in Anspruch ge-
nommenen Kérper die zur Beurteilung notigen Beziehungen sich
durch Umkehrung der im Bisherigen fiir Zugbeanspruchung auf-
gestellten Gleichungen gewinnen lassen, in welcher Beziehung auf
§ 12 zu verwelsen ist.

Wir erhalten so — indem wir zum Teil frither Bemerktes
wiederholen — die Grofen:

negative Dehnung, d. i. die auf die Einheit der urspriing-
lichen Lénge [ bezogene Verkiirzung,

Dehnungskoeffizient gegeniiber Druck, d. i. die Verkiirzung
eines Stabes von der wurspriinglichen Linge 1 bei der
Belastung von 1 Kilogramm auf die Flidcheneinheit,
oder kurz: die Verkiirzung der Lingeneinheit fiir das
Kilogramm Pressung,
und fiir den Fall, daff diese Zahl bis zu einer gewissen
Pressung konstant ist, in der letzteren die

Proportionalitidtsgrenze gegeniiber Druck,

Elastizititsgrenze gegeniiber Druck, d. i. diejenige Druck-
spannung, bis zu welcher hin das Material sich als voll-
kommen oder doch als nahezu vollkommen elastisch
erweist,

FlieB- oder Quetschgrenze, d. i. diejenige Druckspannung,
bei welcher das Material verhéltnism#fig rasch nach-
gibt, ohne daf Zerstérung eintritt.

Hinsichtlich dieser Grofien gelten sinngem#f dieselben Be-
merkungen, welche in § 2 iiber sie fiir den Fall gemacht worden
sind, daB es sich um Belastung durch eine Zugkraft handelt.

Wird die Belastung des in eine Priifungsmaschine gespannten
Prisma fortgesetzt gesteigert, so tritt schlieBlich der Augenblick
ein, in welchem der Widerstand des gedriickten Korpers aufhort,
der Belastung das Gleichgewicht zu halten; der Widerstand er-
scheint iberwunden: das Prisma wird zerdrickt, d.h. mehr oder
minder vollstindig zertrimmert, wie z. B. harte Gesteine, oder es
wird zerquetscht, d. h. sein Material weicht nach der Seite aus, fliefit
seitlich ab, wie z. B. Blei. Streng genommen wird in beiden Féllen
der Widerstand dadurch iberwunden, dab das Material nach der
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Seite ausweicht: im ersteren Falle erfolgt diese Ausweichung nach
vorhergegangener oder gleichzeitiger Zertriimmerung, im letzteren da-
gegen behilt der weiche, bildsame Stoff seinen Zusammenhang bei.

Beobachten wir einen dem Zerdriicken ausgesetzten Sandstein-
wiirfel, so sieht man bei normalem Verlaufe an den Mantelflichen
Platten sich ablosen, welche in der Mitte stirker sind als nach
den in die Druckflichen verlaufenden Réndern hin. Im Innern
dagegen bilden sich zwei pyramidale Bruchstiicke aus, wie dies
Fig. 1 (Taf. VI) deutlich erkennen ld8t; die Platten, welche sich
seitlich losten, sind hierbei weggenommen. Man erkennt, wie das
Material von den beiden Stirnflichen aus je in pyramidaler Form
in das Innere gedriickt worden ist. (Vergl. anch § 13, Ziff. 2,
a, D.) Werden die Druckplatten der Priifungsmaschine einander
noch weiter genihert, so pflegt sich der Zusammenhang der beiden
Pyramiden durch Abschiebung zu losen.

Ein dem Zerdriicken ausgesetzter Bleizylinder baucht sich zu-
ndchst aus, wie Fig. 2 (Taf. VI) zeigt, und geht schlieflich bei
fortgesetzter Niherung der Druckplatten in eine immer diinner
werdende Scheibe iiber. Urspringlich besa der wiedergegebene
Zylinder einen Durchmesser und eine Héhe von je 80 mm; sein
Mantel war durch 7 Parallelkreise in Abstinden von je 10 mm und
%850 = 10,05 mm
in 200 Quadrate eingeteilt. Fig. 2 stellt den Zylinder dar, nach-
dem er auf 64 mm, d.i. 0,8 seiner urspriinglichen Hohe, zusammen-
gedriickt ist. Wie ersichtlich, haben sich die Héhen der beiden
End- oder Stirnschichten am stirksten vermindert: von 10 mm auf
6,5 mm, d. h. um 35°%, gegen 20°/, durchschnittliche Verringerung,
entsprechend einer Bewegung des Materials in das Innere des
Korpers, von wo aus der Stoff nach dem Umfange zu ausweicht.
Diese Einwirtsbewegung des Materials in der Richtung des Druckes
ist offenbar in der Mitte der Druckfliche am stirksten und nimmt
nach aufBlen ab, infolgedessen erscheint auch die Druckverteilung
iiber den Querschnitt — jedenfalls wihrend des Fliefens — nicht
mehr als gleichmifig, sondern derart ungleichférmig, daf die
Pressung von innen nach auflen abnimmt?).

durch 25 senkrechte Gerade in Abstinden von je

') Es hiingt dies zusammen mit dem Einflusse der Reibung zwischen Druck-
platte der Versuchsmaschine und Stirnfliche des gepriiften Kérpers (vergl. § 14).
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Fig. 1, § 11.

Fig.2, § 11.
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Fig. 3 und 4 (Taf. VII) geben einen Bleiwiirfel wieder, welcher
urspriinglich 80 mm Seitenliinge besaB, und dessen 6 Begrenzungs-
ebenen je in 64 gleiche Quadrate eingeteilt worden waren. Fig. 3
zeigt den Aufrif des auf 64 mm zusammengedriickten Korpers und
148t deutlich die Figuren erkennen, in welche die kleinen Quadrate
iibergegangen sind, sowie den Umstand, daf auch hier die beiden
Stirnschichten am meisten zusammengeprelit wurden, oder richtiger,
da deren Material zum Teil in das Innere gedriickt worden ist.
Der Grundrif (Fig: 4), die Hslfte des Wiirfels darstellend, gibt
die eigentiimliche Wolbung wieder, welche die urspriinglich ebenen
vier Seitenfliichen bei der Zusammendriickung angenommen haben.

Die 3 in Fig. 5 (Taf. VII) dargestellten Bruchstiicke gehsren
Gubeisenzylindern von verschiedener Hohe an. Auch hier ist zu-
nichst eine Ausbauchung zu beobachten, welche schlieblich in
Zerstorung tibergeht. Die hoheren Zylinder (40 mm bei 19,9 mm
Durchmesser) schieben sich ab, die niederen (19,8 mm Hohe bei
19,8 mm Durchmesser) erfahren die aus der Figur ersichtliche
eigenartige Zertriimmerung. (Vergl. § 13, Ziff. 1 a.)

Zihes Flufeisen in gentigend kurzen Stiicken verhdlt sich
dhnlich wie Blei. Die Versuchszylinder nehmen fafartige Gestalt
an, ohne daf eine Zerstorung eintritt.

Fig. 6 und T (Taf. VIII) stellen zwei verschiedene Seitenflichen
eines Bronzewiirfels dar, welcher, bevor er der Druckprobe unter-
worfen wurde, durch Hobeln mit ebenen Flichen versehen worden
war. Die Gestaltung, welche die Seitenflichen unter Einwirkung
des Druckes gegen die Stirnflichen angenommen haben, ist eine
eigenartige, die inneren Strukturverhéltnisse nach auflen iiber-
tragende und deshalb auBerordentlich lehrreich. Der Umstand, daB
die vom Hobelstahl herriihrenden, urspriinglich genau wagrechten,
also parallel zu den Stirnflichen laufenden Striche noch deutlich
zu sehen sind, 1a8t die Forminderungen noch deutlicher hervor-
treten, als es sonst der Fall sein wiirde.

Die Belastung, bei welcher der Widerstand des gedriickten
Korpers iiberwunden wird, dieser also der Zertriimmerung verfillt

Die oben erwihnte Druckverteilung zeigt sich auch bel dem Schmiermaterial,
welches sich zwischen Zapfen und Lagerschale befindet (vergl. FuBbemerkung
S. 160).
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oder in dem geschilderten Sinne nach der Seite abflieft, heiBt
Bruchbelastung. Die Pressung, welche dieser Belastung, die
mit P, bezeichnet werden mag, entspricht, wird Druckfestig-
keit genannt. Dieselbe ist hiernach

__ Bruchbelastung
~ Stabquerschnitt

In der Regel pflegt man als Nenner den urspriinglichen Quer-
schnitt / des Stabes in die Rechnung einzufiihren und erhélt dann in

Pmam '
K= —" 1
F )

die Druckfestigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stab-
querschnitt (vergl. das in § 3 iiber die Zugfestigkeit Bemerkte).

Korper aus Materialien, welche unter Einwirkung der Druck-
belastung nach der Seite ausweichen, ohne daB hierbei eine Zer-
storung eintritt, vergrofern ihren Querschnitt; infolgedessen wichst
die zu weiterer Zusammendriickung erforderliche Kraft. In solchen
Fallen ist es selbstverstindlich unzulissig, die am Ende einer
weitgetriebenen Zusammendriickung beobachtete Kraft Ppra. durch
den urspriinglichen Querschnitt zu dividieren und in diesem Quo-
tienten ein Ma der Widerstandsfihigkeit des Materials erblicken
zu wollen.

Diese erscheint gegeniiber den Zwecken der Konstruktion er-
schopft, sobald das AbflieBen nach der Seite beginnt; die Druck-
festigkeit ist dann die Flie8- oder Quetschgrenze.

§ 12. Gleichungen der Druckelastizitiit und Druckfestigkeit.

1. Es bedeuten fiir den prismatischen Stab
P die auf Druck wirkende Kraft,
f die GroBe des urspriinglichen Stabquerschnitts,
I die Linge des Stabes vor Einwirkung der Kraft,
. die Verkiirzung, welche der Stab durch P erfihrt,

— = —%— die negative Dehnung, d.i. die verhaltnismifige Zu-

sammendriickung oder Verkiirzung,
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Fig. b, § 11.

Fig. 3, § 11 (AufriB).
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Fig. 6, § 11.

Fig. 7, § 11.
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e den Dehnungskoeffizienten gegeniiber Druckbeanspruchung,
d. i. die Verkirzung der Lingeneinheit fiir das Kilogramm
Spannung,

— ¢ die Spannung, welche mit der Dehnung — & verkniipft ist,
also durch P hervorgerufen wird,

k die zuldssige Anstrengung des Materials gegeniiber Druck-

beanspruchung.
Dann gilt
P=—of. . . . . . . .1
P=ky . . . . . . . .2
P
A= —alo=wal—. . . . . . 3
ki )

2. Fir einen gedriickten Stab mit verinderlichem Quer-
schnitt, entsprechend der Fig. 1 in § 6, jedoch mit auf Verkiirzung
hinwirkender Kraft P, gelangt man bei Benutzung der daselbst
eingefiihrten Groflen f; und & zu den Beziehungen

P=<kfy . . . . . . . .4

4

dx

=P \a— .
J
0

5)

Die Voraussetzungen, welche diesen Gleichungen zugrunde
liegen, sind:
1. Die #ulleren Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur eine
in die Stabachse fallende Druckkraft.
2. Auf die Stirnflichen des Stabes wirken nur senkrecht gegen
dieselben gerichtete Kriifte.
Auf die Mantelfliche des Stabes wirken Krifte nicht.
4. Der Einfluf des Eigengewichtes des Korpers kommt nicht
in Betracht.
5. Die Abmessungen des Querschnittes sind so bedeutend, daf
der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt.
6. Die Dehnungen und Spannungen sind in allen Punkten des
beliebigen Querschnittes gleich grof. (Gleichmiflige Ver-
teilung der Druckkraft iber den Querschnitt.)

@
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7. Die Form des Querschnittes ist gleichgiiltig.
8. Sofern nur die Voraussetzung 5 erfiillt wird, ist die Linge
oder Hohe des Stabes ohne Einfluf.

§ 13. Druckversuche.
Einflaff der Gestalt des Korpers auf die Druckfestigkeit.

Der Probekérper muf so in die Priifungsmaschine eingespannt
werden, dafl die Druckkraft sich moglichst gleichmiflig tiber den
Querschnitt verteilt. Zur Erfillung dieser Bedingung wird die
eine der beiden Druckplatten der Einspannvorrichtung moglichst
leicht beweglich angeordnet (Kugellagerung, vergl. § 8, Fig. 13);
aulerdem werden die Probekorper je mit zwei moglichst genau
parallelen, ebenen Druckflichen (durch Hobeln — erforderlichen-
falls 1nit Diamantstahl — oder durch Abdrehen auf der Planscheibe)
versehen. Das zuweilen noch gebrauchte Verfahren, die Befriedi-
gung der letzteren Forderung dadurch zu umgehen, dafl zwischen
Druckplatte und Probekdrper nachgiebige Scheiben, wie z. B. Blei-
platten, gelegt werden, erscheint unzulissig. Dieses bildsame, unter
der hohen Pressung wie dicke Fliissigkeit sich verhaltende Material
wird bei Probekérpern aus einigermaBen festen und dichten Stoffen
wie Eisen, Basalt u. dergl. herausgequetscht, also nicht nur nichts
niitzen, sondern vielmehr zu einer ungleichmifigen Verteilung des
Druckes iber die Stirnfliche Veranlassung geben!), bei Probe-
korpern aus pordsen oder Vertiefungen besitzenden Steinen u. dergl.
itberdies in die Poren sowie Vertiefungen eindringen und auf
Sprengung hinwirken, also zu dem reinen Vorgange des Zer-
driickens andere Wirkungen hinzufiigen.

Die in § 11 besprochenen Erscheinungen beim Zerdriicken
der Korper treten in der geschilderten Reinheit nur dann auf,

') Vergleiche in dieser Hinsicht die Ergebnisse der Versuche von Tower,
betreffend die Verteilung des Zapfendrucks bej geschmierten Traglagern wber
die Linge des Zapfens. Die Pressung nimmt von der Mitte des Zapfens nach
den Stirnflichen hin ab, zuerst langsam und spiter ziemlich rasch. (8. des Ver-
fassers Maschinenelemente im vierten Abschnitt unter ,2. Tragzapfen®, 2. (1892)
bis 8. (1901) Auflage, in letzterer S. 404 u.f.)

Vergleiche ferner im Zentralblatt der Bauverwaltung 1899, S. 590 und 591;
sowie 1900, S. 402 und 403 die Darlegungen in der Frage der Verwendung
weicher Korper oder von Schmiermaterial zwischen Druckplatte und Versuchskorper.
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wenn die Probewtirfel mit ihren parallelen, ebenen Stirnflichen
gleichm#fig und unmittelbar an den Druckplatten anliegen.

Die in den §§ 11 und 12 enthaltenen Gleichungen lassen die
Gestalt des Korpers gleichgiiltig erscheinen, sofern nur nicht der
Fall der Knickung (§ 23) vorliegt. Tatstichlich entspricht dies
jedoch nicht der Wirklichkeit: die Querschnittsform ist nicht ganz
gleichgiiltig, ganz besonders aber beeinflufit die Hohe des Korpers
dessen Druckfestigkeit, wobei die in § 14 erorterte Hinderung
der Querdehnung an den Stirnflichen einflufnehmend auftritt. In

dieser Beziehung geben die nachstehenden Versuchsergebnisse deut-
lich Auskunft.

1. Die Belastung trifft die ganze Stirnfliche des Probekérpers.

a) Versuche des Verfassers mit GuBeisen
(vorziiglicher Beschaffenheit).

Zylinder aus einem und demselben Gufleisen-Rundstab, der
bei 2,00 em Durchmesser (bearbeitet) eine Zugfestigkeit von
1860 kg/qem ergeben hatte.

Die Zahlen sind das Mittel aus je 3 Versuchen.

s Durch- Qu“er- Dfuckfestigkeit
Ve::?;:] * Hohe messer schnitt nach Gl 1, §11
o em qcm kg/qem
1 4,00 1,99 | 3,11 7232
2 198 | 198 | 308 1500
3 1,00 1,99 3,11 8579

Die Druckfestigkeit wichst hiernach mit abnehmen-
der Hohe der Versuchskorper.

Sie betrigt fir den Fall, da8 die Hohe des Zylinders gleich
dem Durchmesser desselben ist, das

7500
TS‘% = ~ 4 fache
der Zugfestigkeit').

1) Bei dem hochwertigen GuBeisen, welches S. 251 mit B, bezeichnet ist,
fand sich fir Kreiszylinder von 2 em Durchmesser und 2 cm Hohe
Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 11
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Bei den Versuchsreihen 1 und 2 erhaltene Bruchstiicke sind
in Fig. b (Tafel VII) dargestellt.

Prismen von kreisformigem und von quadratischem
Querschnitt aus einem und demselben Gufeisen-Rundstab, dessen
Zugfestigkeit zu 2082 kg/qem ermittelt worden war.

Quer- Durch- | Quadrat- Hoh (Quer- Druckfestigkeit
schnitts- | messer seite 9% | chnitt | nach Gl 1,811
form cm cm cm qem kg/qem
o | 1,0 | — 170 2,21 7771
0 — | 1,70 | 1,70 | 2,89 7509

Die Druckfestigkeit ergibt sich demnach fir den
kreisformigen Querschnitt etwas grofer als fiir den
quadratischen.

b) Versuche von Bauschinger mit Sandstein.

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium
der konigl. polytechmschen Schule in Miinchen. 6. Heft.
Miinchen 1876.)

Bauschinger stellte auf Grund der Ergebnisse seiner eigenen
Versuche (s. unten) und derjenigen anderer fiir die Druckfestig-

keit die Gleichung
/
K= (.+ﬂvqu.. S

4

auf, giiltig fiir Prismen, bei denen

h = ba, sofern o> =f, d.i. a = Vf.

1. Druckfestigkeit = (8710 - 8714 +- 8762) : 3 = 8728 kg/qcm
= 8728 : 2535 = 3,44 - Zugfestigkeit.

2. Druckfestigkeit = (8133 + 8101 + 8048) : 3 = 8094 kg/qem
= 8094 : 2334 = 3,46 - Zugfestigkeit.

3. Druckfestigkeit = (8032 -+ 8127 + 8035) : 3 = 8081 kg/qem
= 8081 : 2261 = 8,57 - Zugfestigkeit.
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Hierin bedeutet

f den Querschnitt des Prisma in qem,
« den Umfang dieses Querschnittes in em,

" h die Héhe des Prisma in em,

K die Bruchbelastung in kg/qem,

163

o und B Konstante, welche von der Art des Materials abhiingen.

Bauschinger hilt ibrigens die einfachere Gleichung

ke fers )17
4

2)

fir ausreichend; nur wenn die Ergebnisse der Versuche von
Rondelet und Vieat einbezogen werden sollen, erscheint es
nodtig, auf Gleichung 1 zurtickzugreifen.

A. Prismen von rechteckigem Querschnitt, hergestellt aus

einer und derselben Platte von sehr feinem graublauen

Schweizer Sandstein.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

Quer- | Druckfestigkeit K in kg/qem
No. Seite a Seite 6 | Hohe £ schnitt
ab beobachtet berechnet
em cm e gem Gl 1, § 11 |nach Gl.3,§13
1 2 3 4 5 6 7
1 995 | 98> | 96 | 98,01 680 666
2 |100 | 985 | 97 | 9850 685 663
3 60 | 58 | 57 | 3510 670 670
4 52 | 52 | 505 | 27,04 690 666
5 4,8 41 1,1 22,56 1950 1805
6 50 | 46 | 11 | 2300 | 1910 1818
7 44 | 97 | 1,1 | 42,68 | 2140 2273

Die Versuche No. 1 bis 4 sind angestellt mit Prismen, deren
Querschnitt als quadratisch angesehen werden darf, und deren Hohe

angenithert gleich der Seite des Quadrates ist.

Die Werte der
11*
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Spalte 6 fiir diese 4 Versuche lassen erkennen, da Wiirfel von
verschiedener Grofle, jedoch aus gleichem Material her-
gestellt, die gleiche Druckfestigkeit besitzen.

Die Versuche No. 5 und 6 beziehen sich auf Prismen mit an-
genihert quadratischem Querschnitt und einer Hohe, welche weit
kleiner ist als die Querschnittsabmessungen. Die Zahlen in der
Spalte 6 lehren, dafl die Druckfestigkeit unter sonst gleichen
Verhéltnissen mit abnehmender Hohe wachst.

Das Ergebnis des Versuches No. 7, verglichen mit den Er-
gebnissen, welche fiir No. 5 und 6 erlangt wurden, zeigt, da die
Druckfestigkeit unter ibrigens gleichen Verhiltnissen
mit wachsender Grundfliche zunimmt.

Aus 18 derartigen Versuchen (Tab. ITI, S. 10 der Mitteilungen),
wobei die Hohe % die Linge der Seiten nicht tiberschreitet, be-
rechnen sich die Grofien ¢ und g der Gleichung 1 zu &« = 310
und 8 == 346, so dall diese iibergeht in

V7

4

K= (310 -+ 346 —I%) 3)

Die Ubereinstimmung der hieraus ermittelten und in Spalte T
eingetragenen Werte mit den beobachteten (Spalte 6) ist eine
recht gute.

B. Prismen wie unter A.

Druckrichtung parallel zum Lager.

Quer- | Druckfestigkeit X in kg/qem
No. Seite @ | Seite b6 | Hohe o | schnitt
ab beobachtet berechnet
em em em qem GL 1, § 11 |nachGl.4,§13
1 2 3 N 6 7
1 100 | 99 | 295 | 99 444 371
2 | 100 | 98 | 97 | 98 602 588
3 66 | 65 | 475 | 429 676 684
4 48 | 46 | 14 | 2208 | 1540 1337
5 47 | 100 | 1,4 | 47,00 | 1850 1767
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Aus 17 derartigen Versuchen (Tab. II, S. 9 der Mitteilungen),
wobei die Hohe A die Querschnittsabmessungen bedeutend iiber-
schreitet, ergibt sich e = 262 und g = 320, also

] /T
K=(262+320Vl)]/1'1«. L
h u

4

C. Prismen von kreisférmigem und von rechteckigem
Querschnitt, hergestellt aus feinkdérnigem gelben Bunt-
sandstein (Heilbronn).

Druckrichtung parallel zum Lager.

Querschnitt 7Druckfestigkeit in kg/qem

Xo. sc?:i?trt-s- 11131:::}; Se;te Seblte H‘;Lhe %[12, beob- berechnet
form bezw. ab achtet GL 5 GL 7

em cm cm ’ em qgem GL1,811| bezw. 6 '

1| 2 3] 4] 5] s 7 8 9 10
1 O — 19,2519,18 36,3 | 84,91 381 317 3817
2 O 19,2 — — 136,25 66,47 451 418 407
3 O — 19,05619,17 /1245 82,99 | 440 436 444
4| O 922 — | — 1220 66,76 | 463 | 473 | 473
5 O — 19,201 9,22 2,73| 84,82 790 154 155
6 O 1915, — — | 2,90| 65,75 806 133 729

Aus 18 solchen Versuchen (Tab. V, S. 11 der Mitteilungen)
wird unter Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur
Bestimmung der Werte « und § in Gleichung 1 erhalten

fiir die rechteckigen Prismen:

K=(347+121Kh]i)]/%. .. . . B

4

fir die Kreiszylinder:

K=(369+1151%)1/1%7. .8
4
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fiir samtliche Prismen:

K=(858+118Q)]/1/Z. R
hIY =
)

Im ganzen erweist sich hiernach der Einfluf der Querschnitts-
form auf die Festigkeit kurzer Prismen — im Gegensatz zu dem-
jenigen der Hohe — als nicht bedeutend.

¢) Versuche des Verfassers mit Blei.

Zylinder aus einem und demselben Gubbleikorper durch
Drehen hergestellt.

Belastung in kg/qcm, bei
. Durch- Quer- . welcher das Material
No. Hohe messer schnitt ‘bp o ausweicht
Gewicht | noch nicht cie
. d. h. seitlich
¢m em gem ausweicht abflieft
1 705 | 3525 | 9,76 | 11,37 46 51
2 | 347 | 353 | 9,19 | 11,36 59 69
3 101 | 348 | 951 | 11,35 | 105 126

Hiernach steigt bei nahezu gleichem Durchmesser von rund
3,5 cm die Belastung, welche das Blei ertréigt, ohne nach der Seite
auszuweichen, von 46 kg/qem auf 105 kg/qem, wenn die Héhe
des Zylinders von 7,05 em auf 1,01 em vermindert wird.

Gubblei in Wiirfeln von rund 8 em Seitenlinge ertrug Be-
lastungen von 50 kg/qem; mit 72 kg/qem belastet, wich dasselbe
fortgesetzt, wenn auch sehr langsam, aus.

Gufiblei in Form von Scheiben, deren Durchmesser 16 cm
und deren Stirke 1,5 ecm, vertrug eine Belastung von 100 kg/qem;
bei 150 kg/qem wich das Material sehr langsam nach der Seite aus.

Weichwalzblei in Form von Scheiben verhielt sich nicht
wesentlich anders als GuBblei.

Aus den angefithrten Zahlen erhellt deutlich die Zunahme
der Druckfestigkeit bei Abnahme der Hohe der Blei-
korper.

(S. auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1885,
S. 629 u. f)
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2. Die Belastung trifft unmittelbar nur einen Teil der Quer-
schnittsfliiche des Probekirpers.

a) Versuche von Bauschinger.
Mitteilungen u. s. w., 6. Heft, 1876, S. 13 u. f.

D. Wiirfel mit einer durch Abschrigung der Kantén
L verkleinerten Stirnfliache.

Material, wie oben unter A bezeichnet.

Hilll]
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Fig. 1.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

Wiirfelquerschnitt Ab- Stirnfliche Drui%kflfgs‘;igi{gt K

5 schra- Be- bezogen auf
g Hohe g".ﬂg lastung den den
2t @ b ab :;g‘z at | batY r sttt | sohait
rundet ab a' 6!
cm cm cm qem cm | em | gem kg P:ab | P:d' b

11 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
119,8 [10,1 | 9,9 100,0:1:1$8,0 7,9 163,251000| 510 | 80T
219,71 98199 97,02:1/7,9 |8,0 63245000 460 | T12
319,71 9,95 9,9 | 98,5 3:1 8,05 8,05 64,8 45500 460 | 702
419,8510,0 | 9,75 91,5/ 1:216,2 16,0 137,2/34500, 350 | 927
5(9,90110,1 110,05/101,5/ 2: 2| 6,3 | 6,25 39,4 35000 | 345 | 888
619,8010,1 | 9,8 | 99,0 3:2|6,2 |6,0 |37,232000 325 | 860
709,80 9,9 10,0 99,0’4;2 5,9 6,1 |36,031500| 320 875
8/9,7510,0 | 9,8 | 98,0 1:3|4,4 |4,2 |18,5/23000| 235 | 1243
919,750 9,95/ 9,9 | 985 2:3|4,2 4,2 |17,6/20500| 210 | 1165
10{9,75/10,05/10,0 |100,5 3:3 |4,4 |4,2 [18,523000| 230 | 1243
1119,85/10,10 9,75 985 5:3|4,25 4,1 |17,419700| 200 | 1132
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Der Bruch erfolgte immer in der Weise, daB von der kleinen
Druckfliche aus eine Pyramide in das Innere des Probestiickes
hineingetrieben und das umliegende Material auseinander gesprengt
wurde.

Bei den Versuchen 1 bis 3 war die Stirnfliche von durch-
schnittlich 98,5 qem (Spalte 5) vermindert auf im Mittel 63,7 qem
(Spalte 9); die Festigkeit, welche bei Wiirfelgestalt z. B. nach dem
unter 1, b, A, 2 angegebenen Versuch 685 kg (Spalte 6 daselbst)
betrigt, sinkt beispielsweise bei Versuch 3 auf 460 kg, sofern sie
auf den Querschnitt a b bezogen wird, und steigt auf 702 bei
Beziehung auf den Querschnitt o'd. Hiernach wiirde sich die
Druckfestigkeit eines solchen Korpers (Fig. 1) zu grofl ergeben,
wenn man, von der an Wirfeln ermittelten Festigkeit ausgehend,
die Fliche ¢ b der Rechnung zugrunde legt, und zu klein, wenn
die Fliche '8 in die Rechnung eingefiihrt wird. = Dieses voraus-
zusehende Ergebnis tritt um so schirfer hervor, je kleiner die

e

P
]
1
f
T y(—-——I_'ﬂ. —
4

;/’

Fig. 2.

Stahlprisma (von 39 mm Héhe) nur auf einer Seite.

Stirnfliche a'd. Fiir Versuch No. 11 erscheint die aus Versuchen
mit Wiirfeln gewonnene Druckfestigkeit von 685 kg einerseits
vermindert auf 200 kg, andererseits vergréfert auf 1132 kg, je
nachdem die Bruchbelastung durch a b oder a'd’ dividiert wird.

Der EinfluB des Abschrigungsverhiltnisses (Spalte 6) laft
sich zwar deutlich erkennen, wie ein Vergleich der Versuche
1 bis 3, 4 bis 7, 8 bis 11 je unter sich lehrt, ist jedoch nicht
sehr bedeutend.

E. Wiirfel aus dem unter A genannten Material.

Der Druck wird durch Stahlprismen, deren Achsen mit den-
jenigen der Wiirfel zusammenfallen, und deren Kanten den Wiirfel-
kanten parallel laufen, nur auf einen Teil der Stirnfliche tibertragen.
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. Winrfelquerschnitt Stahlprisma | Bruch- Druckfestigkeit
Hohe bel. S —
belastung
No- | | e 22 P | Piab| P:2?
3 a b ab z z ta 2
cm cm i cm | gem | cm qem kg kg/qem | kg/qem
1 el s a5 6| 1 | 8 9 | 10
1 | 965|100 | 99 | 99,0| 39 | 1521 | 16000 | 162 | 1052
2 9,70 9,85 9,9 | 97,5| 5,7 | 32,49 | 30000 | 308 | 923
3 19,70/10,0 | 9,85| 985 7,8 | 60,84 | 47000 | 477 | 772

Der Bruch erfolgte auch hier wieder in der Weise, daf von
der Stirnfliche des Stahlprisma aus eine Pyramide in das Innere
des Prisma getrieben und das umliegende Material auseinander

gesprengt wurde.

4
L_T_J

Fig. 3.

Stahlprismen auf beiden Stirnflichen.

. ‘Wirfelquerschnitt Stahlprisma Bruch- | Druckfestigkeit
Hohe ! e =
. belastung
No. h a b ab z 2% P Piab | P:2*
cm cm cm | gem | cm qem kg kg/qem | kg/qem
1|2 8| ¢ ] 5 | 6 T | 8 9 | 10
1 |97 99 100990 57 | 3249 | 16000 | 162 | 492

2 1965|965 99955 1,8 60,84 | 36000 377 | 592

|
Wie ersichtlich, ist die Bruchbelastung weit kleiner, wenn der
Druck auf beide Stirnflichen durch die Stahlprismen wirkt.
Diese Ergebnisse sind in folgender Beziehung noch besonders
bemerkenswert. Wird nach Gleichung 3

V‘.?) Vi

K = 310 + 346

h u

4
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fiir ein quadratisches Prisma berechnet, dessen Querschnitt gleich
dem der Stahlprismen und dessen Hohe gleich der Wiirfelhsohe ist,
d. h., da dann Vf =2z und « = 4z,

K = 310 + 346 g

so ergibt sich

fir Versuch 1 K= 310+ 346 5,1

9%
7

- = 513,
T

- - 2 K = 310 +4- 346 9,75

= H8T.

Diese Werte unterscheiden sich von den beobachteten Grofien
492 bezw. 592 nur um wenig. Hiernach hitte also das Material,
welches dasjenige Prisma umschlieft, das im Innern des gepriiften
Wiirfels erhalten wird, wenn man sich die Seitenflichen der auf-
gesetzten Stahlprismen fortgesetzt denkt, keinen merkbaren Ein-
fluf auf die Druckfestigkeit. Dieses auffallende Ergebnis, welches
Bauschinger auch durch Versuche mit Granit angenihert bestitigt

1\

pe—— b=y
¥
!
!
T
)
|
[ 2
%

Fig. 4.

tand, dirfte sich durch die verhiltnismibig geringe Zugfestigkeit
des Materials erkliren lassen. Mit demselben steht in Uberein-
stimmung, dal unter D die Zunahme des Wertes # in dem Ab-
schrigungsverhiltnis «:y (Spalte 6) bei gleichbleibender GroBe
von y nur einen untergeordneten Einfluf besitzt. Bei den Ver-
suchen No. 8 bis 11 daselbst wichst # von ungefihr 1 bis 5 em;
die Druckfestigkeit #ndert sich hierbei nur unbedeutend.

F. Wird die eine Stirnfliche des Wiirfels (hier die untere)
vollstindig, dagegen die andere nur iber eine kleinere, im all-
gemeinen einseitig gelegene Fliche, welche in Fig. 4 durch Strich-
lage hervorgehoben ist, belastet, so gilt nach Bauschinger — zu-
ndchst immer nur fir Sandstein —
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K=

Hierin bedeutet:

3
&me.‘ e

a b/

K die Druckfestigkeit bei Belastung des Wiirfels in der schraf-
fierten Fliche, bezogen auf die Flicheneinheit der letzteren,

K, die Druckfestigkeit fiir den Fall, daf die Belastung tiber
die ganze Stirnfliche gleichmiiflig verteilt ist.

b) Versuche des Verfassers.

Material:

Buntsandstein.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

¥ ]
l e — L0l — >‘/6
g
| .
¥
Fig. 5.

Stahlprisma nur auf einer Seite.

(Versuchsreihe, je 3 bis 5 Korper) 1
Seite a durchschnittlich 6,46

- b - 6,03
Hohe % - 6,00
Breite z des Prisma 6,03
Bruchbelastung auf 1 gem

des Querschnittes a & 653
Bruchbelastung auf 1 qem

des Querschnittes 62z 653

2 3 4 5 6
10,04 10,01 10,02 9,99 9,96 em
9,99 10,01 10,03 9,95 10,02 -
989 985 982 984 9,84 -
25 20 15 10 05

232 188 156 120 102 kg

926 943 1044 1193 2050 -

Fig. 6, Taf. II, zeigt Steine der Versuchsreihen 2 bis 6. Wie
ersichtlich, erfolgte der Bruch in der Weise, daf von der Stirn-
fliche der Stahlplatte aus ein keilfsrmiger Koérper in das Innere
des Versuchswiirfels getrieben und so das umliegende Material aus-

einander gesprengt wurde.
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3. Die Belastung trifft einen Kdirper mit gewdilbler Oberfliiche
(Kugel, Zylinder).

Die hier vorliegende allgemeine Aufgabe: Ermittlung der
Beanspruchung und der Forminderung zweier beliebig gestalteter
Korper, welche gegeneinander gedriickt werden und sich dabei
nur in einem sehr kleinen Teile ihrer gewdlbten Oberflichen
berithren, ist trotz ibrer grofen Schwierigkeit einer strengen
Lésung zuginglich, wie zuerst Hertz (1881) gezeigt hat!). Aus-
gehend von den Voraussetzungen:

1. die Stoffe beider Kérper sind in allen Punkten nach allen
Richtungen hin gleich beschaffen (isotrop),

2. zwischen Dehnungen und Spannungen besteht Proportionalitit,
der Dehnungskoeffizient « besitzt gegeniiber Druck denselben
Wert wie gegeniiber Zug,

3. die GroBe der Druckflichen, in denen sich die Kérper unter
Einwirkung der Belastung infolge ihrer Elastizitit bertihren,
ist sehr klein gegeniiber den Oberflichen der Korper,

4. in den Druckflichen wirken nur Krifte, welche senkrecht
zu diesen gerichtet sind (Hertz denkt sich vollkommen
glatte, also reibungsfreie Oberfléichen),

und den allgemeinen Gleichungen der Elastizitéitslehre (vergl. Ab-
schnitt VIII) gelangt Hertz zu den im nachstehenden zusammen-
gestellten Ergebnissen.

a) Zwei Kugeln

werden mit der Kraft P gegeneinander gedriickt. Es seien

r, 7y die Halbmesser der beiden Kugeln,

a; a, die Dehnungskoeffizienten der Stoffe, aus denen die Kugeln
bestehen,

my; my die Zahlen, durch welche das Verhilinis der Liangsdehnung
zur Querzusammenziehung bei diesen Stoffen gemessen
wird (§ 7, § 14).

Y H. Hertz, Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 155 u. f. oder auch Verhand-
lungen des Vereins zar Beférderung des GewerbfleiBles in Preufen 1882, S. 449 u. f.

Eine Erginzung der Hertzschen Arbeit liefert M. T. Huber in den Annalen
der Physik, Bd. 14, 1904. S. 153 u. f.
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Dann betriigt:

die Strecke y, um welche sich die beiden Kugeloberflichen unter
der Belastung P einander nihern (Summe der Zusammen-
driickungen an beiden Oberflichen — S. 183 bei Hertz —
strenggenommen nicht die Anderung von r—r,),

e e e

der Halbmesser ¢ der Druckfliche

3
1 1
3 al(l—m)—i—% 1——m2)

== ZP ! 1 1 2 , 10)

_.*._*_,,7

71 79

die grobte Pressung omee in der Mitte der Druckfliche
P

‘Gmm=1757{a~2, e e e e e 11)

d. 1. 1,5 mal so groB als bei gleichmiifiiger Verteilung des Druckes P
iber die Bertihrungsfliche.
Mit

My == Mg = M o =0y =

geht Gleichung 11 nach Einfilhrung von a aus Gleichung 10 iiber in

3 2
s P (i+~j—)
Omax == -y i Tal o e 11&)
Vi3
(43

und fir m = %’—‘)

s————
P {1 112 '
Onax == 0,388 ]/'7 (*“f“‘_) e e llb)
o \ 7 7y
1) Es empfiehlt sich, festzuhalten, daf selbst erhebliche Abweichungen hin-
sichtlich der Grobe von m (vergl. § 7) einen bedeutenden Einfluff auf das Ergeb-
nis nicht &ufern; dies gilt auch fiir die folgenden Gleichungen.
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Mit

_w

3

m; == my und o =0, =«

folgt aus den Gleichungen 9 und 10

’ 11
y=1,23]/132a2(—+~—) ... . 9a)
74 7y

3
a=1,11 1—1%'5—1— .. . . . 10a)
P

b) Kugel und ebene Platte.

Mit », = r und », = oo folgt aus Gleichung 11a

SRS AR
max ; 2 a2(1_i)2,’.27
m2

somit

2
P=%n3a2 (1——7”17 wamr?

und nach Einfihrung des Kugeldurchmessers d = 2 r

P=*kd,. . . . . . . . 12

wenn

3 2
/c=”—a2(1~——1—) 6 .. . . . . 13

¢) Zwei Zylinder,

parallel liegend und von der Linge !, werden so stark gegen-
einander gepreBt, dall auf die Lingeneinheit die Kraft P:! ent-
fillt, gleichmifige Verteilung der Belastung P iiber die Liinge [
vorausgesetzt. Es seien

r, 7y die Halbmesser der beiden Zylinder,

e; o, die Dehnungskoeffizienten,

m, m, die bereits unter a bezeichneten Zahlenwerte.
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Die Breite 6 der durch die Belastung erzeugten Beriithrungs-
fliche betrigt

1 1
/P al(l—m)+a2(1“wzg)
b=4]ﬁ 11 1 2L, . 14)
_+_
Ty

die grobte Pressung in der Mitte der Beriibrungsfliche

4 : \
omm——-;ﬂ,. .. . . . . 1B
. 4 .o . .
d. i —;mal so grof als bei gleichmifiger Druckverteilung.
Fiir gleiches Material, d. h. fir
m, = my=m o=, =«
wird
1
] —
2p “ ( mg)
b_an 11 ... . 14a)
T

Die Bestimmung der Strecke, um welche sich die beiden
Zylinderoberflichen einander nihern, unterlift Hertz, indem er
bemerkt, daB sie nicht allein abhingig von den Vorgingen an
der Druckstelle ist, sondern wesentlich bedingt wird durch die
Form des ganzen Korpers (a. a. O. S. 187).

d) Zylinder und ebene Platte.

Mit », = r und 7, = co ergibt sich aus Gleichung 14a
b =4]/-2—a (1 —--—1—;)—{)—7" ... 14b)
7T m?] 1

und damit aus Gleichung 15

s
e

27toc( =
me
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Nach Einfihrung des Zylinderdurchmessers d = 2 »

=£kld, . . . . . . . 16)
sofern
1 3
k= rmea 1-——'7;1‘? (. e e e e 17)

Die Gleichungen 10 und 11, 14 und 15 werden zurzeit viel-
fach, namentlich im Bauingenieurwesen, als solche angesehen, welche
die unmittelbare Ermittlung der zulidssigen Belastung P ermog-
lichen, indem man fiir ¢ sowie m die den betreffenden Materialien
eigentiimlichen Werte und fiir om. die grobte, noch fiir zulissig
erachtete Spannung gegeniiber Druck einsetzt?).

Nun liegen aus neuester Zeit ausgedehnte und griindliche
Versuche von Stribeck mit Stahlkugeln vor?), durch welche u. a.
nachgewiesen wird, dal bei vorziiglicher Ausfiihrung der Kugeln
und ihrer Laufflichen (beiderseits gehiirteter Stahl) die zulissige
Belastung fiir ebene Laufflichen noch zu P == 50d? gewdhlt
werden darf, sofern an der Druckstelle nur rollende Reibung auf-

tritt. Nach Mafgabe der Gleichungen 12 und 13 entspricht diese
Belastung mit

1
2120000 ’

o =

welchen Wert Stribeck fiir das Stahlmaterial der Kugel bestimmte,
und mit

ek
3
zufolge
— n?%!;S 1 2)2 3
P0="g 1200007 'O Omes

1) Vergl. z. B. Zeitschrift des Hannoverschen Ingenieur- und Architekten-
vereins 1894, S. 181 u. f.

) Stribeck, Mitteilungen aus der Zentralstelle fir wissenschaftlich-
technische Untersuchungen, Heft 1, Mai 1900, oder auch Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure; 1901, S. 73 u.f. sowie Schwinning, am gleichen Ort,

S. 832 u. f., ferner Stribeck, Glasers Annalen fiir Gewerbe und Bauwesen, 1901,
Bd. 49, No. 577.
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einer Druckspannung von
Onax =— 37 4:50 kg/q(}m,

Diese Zahl geht weit tiber das hinaus, was man bisher als
zuldssige Anstrengung angesehen hat, selbst wenn berticksichtigt
wird, da8 im vorliegenden Falle nicht die gréfite Pressung, sondern
die betreffende Hauptdehnung als mafigebend anzusehen ist (§ 48,
§ 67 und § 68).

Stribeck bestimmte durch unmittelbare Druckversuche die
Proportionalititsgrenze fiir den in Wasser gehirteten Stahl zu
rund 9000 kg/qem (die Elastizititsgrenze lag noch ein wenig
tiefer). Dieser Wert wire unter Beriicksichtigung, dal im mitt-
leren Element der Beriihrungsfliche zwischen Kugel und Platte
drei Hauptspannungen

Onax . 078 Onax 078 Omaz

vorhanden sind, infolgedessen die Hauptdehnung senkrecht zur
10

Oberfliche nach Gleichung 1, § 67 mit m = 3~

o (1 — 2. 0,8 . 0,3) . Opaz == 0,52 @ Onac 5

also nur das 0,52 fache der Zusammendrickung betrigt, welche
die Pressung Oua. fir sich allein erzeugen wiirde, auf

9000

zu erhohen. Diese Grofe fiihrt (Gleichungen 12 und 13) zu

78 1

k=& 2120000°

(1 —0,39). (17 300)* = ~ 5,

somit

P=5d,

gegentiber P = 50 d?, durch unmittelbaren Versuch ermittelt, d. h.
wird in der Hertzschen Gleichung 11 in Verbindung mit 10 fir

die groBte Druckspannung diejenige Zahl eingefiihrt, welche der
Bach, Elastizitat. 5. Aufl 12
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Zusammendriickung an der Proportionalititsgrenze, die hier noch
oberhalb der Elastizititsgrenze liegend festgestellt worden ist, ent-
spricht und die noch eine hohere Anstrengung liefert, als man
nach bisheriger Auffassung fiir zuldssig erachtet, so ergibt sich
die zulissige Belastung P der Kugeln zu einem Zehntel der-
jenigen, die durch unmittelbaren Versuch noch als zu-
lassig festgestellt worden ist.

Daraus folgt, daf die Hertzschen Gleichungen nicht in
der eingangs bezeichneten Weise zur Bestimmung der
zuldssigen Belastung P benutzt werden konnen, d. h. daf
der Wert £ der Gleichung 12 nicht aus Gleichung 13 be-
rechnet, sondern daB diese Belastung nur durch unmittel-
bare Versuche bestimmt werden kann. Daf diese Versuche
unter solchen Verhiltnissen anzustellen sind, die denjenigen ent-
sprechen, unter welchen die Kugeln in den betreffenden Kon-
struktionen sich befinden, ist selbstverstindlich.

Sodann ist in bezug auf die Verwendung der Hertzschen
Gleichungen noch folgender Punkt im Auge zu behalten.

Werden gehiirtete Stahlkugeln unter steigender Belastung
gegeneinander gepreft, so ftritt zunichst ein die Druckfliche um-
gebender Kreissprung ein, zuweilen unter Belastungen, welchen
noch weniger als ein Zehntel der Belastung entspricht, bei welcher
die Kugel auseinanderbricht’). Meridianrisse treten erst spiter auf.

Das Entstehen der Umfangsrisse ist die Folge von Zug-
spannungen, welche sich nach dem Umfange der Druckfliche hin
einstellen. In der Tat pflegen auch in Kugellagern stark tiber-
lastete Kugeln durch Absplittern kleiner Teilchen unbrauchbar zu
werden, nicht aber durch Bruch.

Fir die bezeichnete Zugbeanspruchung, durch welche die
gehirtete Stahlkugel zuerst der Unbrauchbarkeit zugefiihrt wird,
gibt Hertz eine (Gleichung nicht; er hat die Rechnung nur fiir

) Fir gute Kugeln bis etwa 1!/,"” engl. (31,8 mm) Durchmesser ist
P =550d? bis 700 d? als Belastung zu fordern, bei welcher der Umfangssprung
eintritt. Grenzzahlen: 7/"" (22,2 mm)-Kugeln brechen erst bei P = 88000 bis
40000 kg, entsprechend P = rund 8000 d?, wihrend der erste Sprung bereits
bei 2700 kg, also bei 550 d? eintrat. 11/," (81,8 mm)-Kugeln, deren Bruch-
belastung nur P = 3500 d* = rund 35000 kg war, zeigten die hohe Sprung-
belastung von 1000 d? = 10000 kg. (S. die in der FuBbemerkung 2, S. 176
angegebenen Quellen.)
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das am stirksten gedriickte Flichenelement durchgefihrt. Er
sagt, nachdem er iber das Verhalten plastischer Korper gesprochen
hat (S. 167): ,Schwieriger ist es, die Erscheinung in sproden
Koérpern wie hartem Stahl, Glas, Krystallen zu bestimmen, in
welchen eine Uberschreitung der Elastizititsgrenze nur als Ent-
stehung eines Risses oder Sprunges, also nur unter dem Einflusse
von Zugkriften auftritt. Von dem oben betrachteten Elemente,
als von einem allseitiy komprimierten, kann ein solcher Sprung
nicht ausgehen, und es ist bei unserer heutigen Kenntnis von der
Festigkeit sproder Korper iiberhaupt nicht moglich, genau das-
jenige Element zu bestimmen, in welchem die Bedingungen fiir
das Zustandekommen eines Sprunges bei wachsendem Druck zuerst
auftreten. Indessen zeigt eine eingehendere Diskussion soviel, daB
in Korpern, welche in ihrem elastischen Verhalten dem Glase
oder hartem Stahle &#hnlich sind, bei weitem die stirksten Zug-
krifte in der Oberfliche, und zwar am Rande der Druckfliche
auftreten').”

1) Wenn nun Hertz zur Bestimmung der Hirte eines Materials den Vor-
schlag macht, aus ihm zwei Korper herzustellen und ihre Oberflichen dabei so
zu wiahlen, daB die beim Aufeinanderpressen sich bildende Druckfliche kreis-
formig ausfillt, sodann (S.193) bestimmt: ,Die Hirte eines Korpers wird ge-
messen durch den Normaldruck auf die Flicheneinheit, welcher im Mittel-
punkte einer kreisformigen Druckfliche herrschen muf, damit in einem Punkte
der Korper die Spannungen eben die Elastizitétsgrenze erreichen®, und dann
spiter bemerkt (S. 195): ,im Glase und allen ahnlichen Kérpern besteht die erste
Uberschreitung der Elastizititsgrenze in einem kreisformigen Sprunge, der in der
Oberfliche am Rande der Druckellipse entsteht“, ohne festzustellen, in welchem
Punkte des Korpers die Elastizititsgrenze iberschritten wird — der mittlere
Punkt der Druckfliche ist es eben nicht — und von welchen GroBen die Span-
nung in diesem Punkte beeinfluit wird, sowie welche Beziehungen zwischen
diesen GroBen bestehen, so tritt hier mindestens eine Liicke zutage; man gelangt
damit auf ein Gebiet, das jedenfalls noch der Klarstellung bedarf. Ob diese zur
Aufklirung der Tatsache, dall Versuche mit verschieden gekriimmten Kérpern
aus gleichem Material keine tbereinstimmenden Pressungen fir die Elastizitats-
grenze und somit keine iibereinstimmenden Werte fir die Hérte des gleichen
Materials ergaben, beitragen wird, mag zuniichst dahingestellt bleiben.

Hinsichtlich der Versuche, die Hirte auf dem von Hertz vorgeschlagenen
Wege zu bestimmen, sei insbesondere auf die Arbeiten von Awuerbach in
‘Wiedemanns Annalen verwiesen.

In bezug auf die Harteprifung von Kugeln s. die in der FuBbemerkung 2,
S. 176 angegebenen Verdffentlichungen. Stribeck sagh hieriiber: ,Werden
2 Kugeln aus gleichem Material mit der Kraft P gegeneinander gedriickt, so

12*
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Vorbehaltlich der Priifung durch Versuche wird man gut tun,
anzunehmen, daf die Zugspannung, welche am Rande der Druck-
flache sich einstellt, namentlich bei Materialien mit geringer Zug-
festigkeit, die zuldssige Druckbelastung beeinflussen, d. h. diese
herabdriicken kann.

Versuche, welche Verfasser mit Quadern aus Granit!) und
Sandstein?) zu Briickengelenken (Quader mit zylindrischer Fliche
auf ebenem Quader) durchgefiihrt hat, lehren, daB die Zerstorung
der Granit- bezw. Sandsteinkérper nicht durch die in der Mitte der
Berithrungsfliiche sich einstellende, von Hertz bestimmte grofte
Druckspannung
4 P
bl

Gmaa; -

worin & durch Gleichung 14b bestimmt ist, sondern durch auf-
tretende Zugspannungen herbeigefiihrt wird. Die photographischen
Abbildungen Fig. 3 und 4, bezw. Fig. 4 und 9 in den Versffent-
lichungen, welche die beiden FuBbemerkungen angeben, lassen
das deutlich erkennen.

Wie sich aus dem Vorstehenden ergibt, ist die entwerfende
und ausfiithrende Technik gendtigt, die Koeffizienten £
der Gleichungen 12 und 16, welche von ihr schon seit

bildet sich eine kreisformige Druckfliche aus, deren Halbmesser ¢ mm betrigt.
Lifit man die Belastung von Null an stetig wachsen, so nimmt die Druckfliche
3
zunichst nach MaBgabe von J/P?¢ (vergl. Gleichung 10) ,und die durchschnitt-
]) 3‘ u
liche Pressung ¢ = g entsprechend VP zu. Aber schon nach Uberschreitung

der Proportionalititsgrenze #ndert sich die Abhiingigkeit von P in dem Sinne,
daB die Druckfliche rascher und demgemif die Pressung langsamer zunimmt,
und zwar solange, bis sich schlieBlich die Druckfliche im gleichen Verhaltnis
wie die Kraft andert, und demzufolge die Pressung konstant bleibt. Diese kon-
stante Pressung, die sich auch durch eine Steigerung der Belastung bis zum
Eintritt des Bruches nicht mehr vergréfern laBt, wird die Druckhirte oder
kurz die Harte der Kugeln (Widerstand gegen Eindringen) genannt. Sie ergibt
sich fir gute Kugeln aus gehiirtetem GuBstahl zwischen 780 und 850 kg/qmm.
Von kleinen Kugeln wird man die gréBere Hirte, von 2" (50,8 mm)-Kugeln noch
etwa 780 erwarten diirfen. Bei Kugeln, die nach innen zu weicher werden,
nimmt die Pressung, nachdem sie ihren groBten Betrag erreicht hat, sogar
wieder ab®,

') Mitteilungen tber Forschungsarbeiten, Heft 17.

?) Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, Heft 20.
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langer Zeit auf Grund von gewissen Annahmen ent-
wickelt worden waren, nach wie vor durch unmittelbare
Versuche festzustellen.

Mit Riicksicht hierauf und in Anbetracht, daf den alteren
Betrachtungen, die zu den Gleichungen 12 und 16 fiihrten, schon
wegen ihrer Einfachheit eine gewisse Bedeutung zuerkannt werden
mub, sei im nachstehenden der Fall, daB Kugeln gegeneinander
geprelt werden, Fig. 7, in der #lteren Weise behandelt.

Infolge der Zusammendriickbarkeit des Materials beriihren
sich die Kugeln unter der Einwirkung der Belastung in einer
kleinen Kreisfliche gem#f der in tibertriebenem Male gegebenen

Fig. 7.

Darstellung Fig. 8, wobei wir die mittlere der drei Kugeln,

welche gleichen Durchmesser besitzen, ins Auge fassen wollen.
Fir den beliebigen Punkt C der urspriinglichen Kreislinie

MCA sei die Zusammendriickung in Richtung der Belastung

=1 (1 — cos ¢) — r (1 — eos ¢) = r (cos ¢ — cos @),
woraus bei Beachtung, daf
cos ¢ = V1 — sin? 7

und ¢ sowie ¢, sehr kleine Winkel sind, also

— 2
cosgo=~l/1——(p2=m1——%

2
cOoSs ¢y =N1—~%°—,
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folgt
2 __ .2
v=rfF
Unter der Voraussetzung, daB sich diese Zusammendriickung
gleichmaBig durch die Kugel hindurch fortpflanzt, finde sich die
verhdltnismébige Zusammendrickung in C
. ﬁ L (POZ__ (p‘Z
== 2 7
welcher die Normalspannung

Po° — ¢°

o= 2 e

entsprechen wiirde, falls die bezeichnete Voraussetzung erfiillt
wire, und Krifte senkrecht zur Richtung von « nicht einwirkten.
Letzteres erkennt man sofort als unzutreffend, da die Faser,
welche im Punkt C in Richtung der Belastung gedacht werden
kann, durch das sie umschlieBende Material bei der Zusammen-
driickung gehindert ist, sich quer zu dehnen. Dieser seitliche
Zusammenhang mit dem Material wird auch eine gleichméBige
Fortpflanzung der Zusammendriickung der Faser durch die Kugel
hindurch hindern. Infolge dieser Umstéinde muf der Ausdruck
fir ¢ mit einem aus Versuchen zu bestimmenden Berichtigungs-
koeffizienten ¥ multipliziert werden, der ganz allgemein den Ab-
weichungen Rechnung zu tragen hat, welche zwischen der Wirk-
lichkeit und den gemachten Voraussetzungen bestehen. Aller
‘Wahrscheinlichkeit nach ist i mit ¢ vertinderlich, wohl auch sonst
noch von den Umstinden beeinflufft. Nichtsdestoweniger wurde
der Koeffizient i, um die Rechnung iiberhaupt und einfach durch-
filhren zu konnen, als Konstante angenommen und ihre mittlere
GroBe bis zur Ermittlung durch Versuche auf etwa 3 geschitzt.
Damit ergibt sich

2 2

Den groften Wert erlangt o fir ¢ = 0, d.i. in der Mitte,

2

Onazx = w ép%
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Der Gleichgewichtszustand bedingt

o

%o
P= §6'2ﬂr¢.rd(p = wnﬂg(‘ﬁoz—‘ﬁ?)(ﬁdfﬁz g @dt 1%
0 0

o 4
0

woraus mit
P
%:1/7;5—%% S 19)
P="qc r*=-"—acl,d. . . . 20)
Y 4y
P=kd, . . . . . . . 21)
sofern
o T 2
k 4wad,,m, e e .22

Gleichung 21 stimmt mit Gleichung 12 vollstindig iiberein.
In shnlicher Weise liBt sich auch die Entwicklung fiir den
Zylinder durchfithren. Sie fiihrt zu

P==kld, . . . . . . . 23

wenn [ die Linge des Zylinders ist und P die Gesamtbelastung
fir den Zylinder bedeutet, also ganz zum gleichen Ergebnis, wie
oben in Gleichung 16 ausgesprochen. Fir den Wert &k der
Gleichung 23 ergibt sich der Ausdruck

3
k=0,941/31”ﬂ 2
L4

Dabei ist jedoch die GroBe von % ebensowenig aus Gleichung 22
bezw. 24 zu berechnen, wie dies aus Gleichung 13 oder 17 zu
geschehen hat, % ist vielmehr durch Versuche unmittelbar zu be-
stimmen, wie S. 178, 180 und 181 angegeben wurde.

Dab die GesetzmiBigkeit, wie sie in den Gleichungen 22
bezw. 24 fiir £ zum Ausdruck gelangt, nicht beanspruchen kann,
genau zu sein, folgt aus dem Gange der Rechnung.

Eine Bezichung fiir die grofte am Rande der Druckfliche
auftretende Zugbeanspruchung liefert die Anniherungsrechnung
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ebensowenig wie die Hertzschen Entwicklungen; doch laft, wie
schon oben angedeutet, Fig. 9 deutlich erkennen, daB infolge der
starken Abbiegung, welche die Korperelemente am Rande der
Druckfliche (bei A) erfahren, bedeutende Zugspannungen auf-
treten werden, die bei sproden Materialien zu dem beobachteten
Kreissprung (8. 178) fithren konnen.

§ 14. Hinderung der Querdehnung.

Wie wir in § 11 sahen, wird der Widerstand, welchen ein
auf Druck in Anspruch genommener Kérper leistet, schlieflich
dadurch iiberwunden, daB das Material nach der Seite hin aus-
weicht. Daraus folgt, dal der Widerstand an sich uniiberwindbar
erscheint, wenn das Material gehindert wird, nach der Seite aus-
zuweichen, d. h. wenn gentigend grofe Druckkrifte auf die Mantel-
flichen wirken.

Dieser Satz gilt nicht bloB fiir feste, sondern auch fiir fliissige
Korper. Denken wir uns beispielsweise einen geniigend festen
Hohlzylinder, zum Teil gefiillt mit Wasser, auf dem ein gegen
die Zylinderwandung vollkommen abdichtender Kolben ruht. Wie
stark wir auch — innerhalb der Widerstandsfihigkeit des Hohl-
zylinders — den Kolben belasten, das nach allen Seiten hin am
Entweichen gehinderte Wasser triagt die Belastung, weist also trotz
seiner tropfbar fliissigen Natur unter diesen Umstéinden eine grofe
Widerstandsfahigkeit gegen Druck auf.

Die Erscheinung ist eine #hnliche wie die in § 7 erdrterte.
Dort handelt es sich um den Einfluf gehinderter Zusammenziehung,
hier um denjenigen der Hinderung der Querdehnung, welche die
Druckkraft zur Folge haben wiirde, wenn Kréfte auf die Mantel-
fliche senkrecht zur Achse nicht titig wiren. Die in § T ent-
haltenen Gleichungen gelten in sinngemifler Weise auch hier.
Insbesondere folgt daraus, daf die Beziehung

oder s=uo«ao

_S
0= ?

o

welche bei dem nur in Richtung der Achse gedriickten Stab
zwischen der Spannung — o (Pressung) und der Dehnung — ¢
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(Kiirzung) sowie dem Dehnungskoeffizienten o gegeniiber Druck-
beanspruchung besteht, nicht mehr giiltig ist, sobald auch Kréfte
senkrecht zur Stabachse angreifen'). Solche Kriifte wirken bei den
Versuchsksrpern in der Regel auf die Stirnflichen; sie riithren hier
her von der Reibung, welche bei der Pressung zwischen Druck-
platte der Priifungsmaschine und Stirnfliche des Probekorpers
durch das Bestreben des letzteren, sich quer auszudehnen, wach-
gerufen wird. Infolge dieser Reibung, welche die volle Reinheit
der FErscheinung der Druckelastizitit und Druckfestigkeit mehr
oder weniger beeintrichtigen muf?), betriigt die Querdehnung in
der Mitte des Probekérpers mehr als an den Stirnflichen, wie die
Fig. 2, Taf. VI, 3 und 4, Taf. VII, deutlich erkennen lassen; ferner
muf infolge der an den Stirnflichen vorhandenen Hinderung der
Querdehnung die Druckfestigkeit niederer Korper sich grofler er-
geben als diejenige hoherer Korper, bei denen der Einfluff dieser
Hinderung um so mehr zuriicktritt, je grofer die Hohe ist.

Ist ¢ die durch eine Druckkraft in Richtung der Stabachse
veranlafte Zusammendrickung fiir die Linge 1, so wird die hier-
mit verkniipfte Querdehnung &, nach allen zur Achse senkrechten

") Damit hiingt es dann auch zusammen, daf die zulissige Druckanstrengung
im Talle gehinderter Querdehnung gréBer genommen werden darf. Die in Fig. 1
auf Druck beanspruchte Bleischeibe vom Durchmesser d = 35 mm und der

Fig. 1. Fig. 2.

Hoéhe » = 10 mm wiirde nach den Versuchen § 13, Ziff. 1¢, eine Belastung von
125 kg/qem nicht mehr vertragen. Dieselbe Bleischeibe, nach Fig. 2 vertieft
eingelegt, so daB das Blei nach der Seite nicht ausweichen kann, vertrigt die
doppelte Belastung und mehr.

?) Da die Kérper, welche Druckversuchen unterworfen werden, verhiltnis-
maBig kurz zu sein pflegen, so wird die Bestimmung der Querdehnung durch
unmittelbare Messung derselben fiir die verschiedenen Querschnitte leicht zu ver-
schiedenen Werten fihren kénnen. Man wird deshalb bei Dehnungsmessungen
die MeBlinge ausreichend kleiner als die Stablinge, somit diese entsprechend
groll wihlen miissen.
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Richtungen als gleich grof angesehen und, bezogen auf die Langen-
einheit, gemessen durch

P O

Fiir ein und dasselbe Material pflegt man die Grofe m in
Gleichung 1, § 7, und 1, § 14, als gleich zu betrachten, also das
Verhiltnis der Dehnung (in Richtung der Stabachse) zur Zusammen-
ziehung (senkrecht zur Achse) bei Zugbeanspruchung gleich zu
setzen dem Verhiltnis der verhédltnismifigen Zusammendriickung
zur Querdehnung bei Druckbeanspruchung.

(Vergl. § 1.)

§ 15. Theorien der Druckfestigkeit.

Uber den Vorgang des Zerdriickens sind zwei Haupt-
anschauungen geltend gemacht worden.

Die dltere, von Coulomb herriihrende, denkt
sich nach Maligabe der Fig. 1 das Zerdriicken
durch Abschieben erfolgend und dabei die Druck-

4 kraft P in zwel Seitenkrifte
S Psin @, wirkend in der Gleitungsebene,

P cos @, senkrecht dazu,
Fig. 1. zerlegt. Wird der Widerstand gegen Gleiten fiir
das Quadratzentimeter mit K (Schubfestigkeit)
bezeichnet, so findet sich, sofern / den Querschnitt des Prisma
bedeutet:

Psine = K, S -

COS &
P 2
7T e

Das Gleiten wird die kleinste Kraft P erfordern, wenn sin 2 o
am grofiten ausfillt, d. i., wenn « = 45°; womit nach Einfihrung
der Druckfestigkeit

P
K =
o J
sich ergibt
K=2K,,
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d. h. die Druckfestigkeit miilite gleich dem Doppelten der Schub-
festigkeit sein.

Diese Theorie wurde spiter durch Hereinziehung der von
P cos o veranlaften Reibung ergiinzt.

Die zweite Anschauung fafit die Querdehnung ins Auge (§11)
und nimmt an, daB das Zerdriicken stattfinde, wenn dieselbe so
gro geworden wie die Lingsdehnung beim Zerreiflen im Falle
von Zugbeanspruchung. Mit der Genauigkeit, mit welcher die
Langsdehnung drei- bis viermal so groB angenommen werden darf
wie die Querdehnung, findet sich auf diesem Wege die Druck-
festigkeit gleich dem Drei- bis Vierfachen der Zugfestigkeit, was
beispielsweise fiir das Gufleisen § 13, Ziff. 1a, mit Anniherung
zutreffen wiirde.

Beide Lehren haben dureh Druckversuche nicht die erforder-
liche Bestitigung erfahren.

Eine befriedigende Theorie der Druckfestigkeit wiirde diese
jedenfalls als Funktion der Hohe geben miissen (§ 13) und, wenn
sie vollkommen sein soll, auch den Fall der Knickung (§ 23) ein-
zuschlieflen haben.

INE. Biegung.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden Krifte
treffen dessen Achse rechtwinklig und geben fiir jeden Querschnitt
ein Kriftepaar, dessen Ebene senkrecht auf demselben steht.

§ 16. Gleichungen der Biegungsanstrengung und der elastischen
Linie unter der Voraussetzung, daf die Ebene des Kriftepaares
den Querschnitt in einer der beiden Hauptachsen schneidet.

Bei der Entwicklung dieser Beziehungen pflegt man von der
durch Fig. 1 dargestellten Sachlage aus in folgender Weise vor-
zugehen.

Der bei A als eingespannt vorausgesetzte Balken A B ist am
freien Ende B durch die Kraft P belastet, hinsichtlich welcher
angenommen wird, dal sie in die Ebene und Richtung der einen
Hauptachse des Stabquerschnittes falle. (Uber das Kennzeichen
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beiden Hauptachsen eines Querschnittes vergl. § 21, Ziff. 1.)

Die Kraft P ergibt dann fiir den beliebigen, um « von 4 abstehenden
Querschnitt CC ein Kriftepaar, dessen Moment P (I — &) ist, und
dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet, sowie eine in
die Querschnittsebene fallende Kraft P. Die letztere wird als nicht
vorhanden angesehen und damit die oben als Voraussetzung der

Fig. 1.

einfachen Biegung hingestellte Bedingung, dal sich die dufleren
Krifte fiir jeden Querschnitt durch ein Kriftepaar ersetzen lassen,
dessen Ebene den letzteren rechtwinklig schneidet, erfiillt.

M,

b

61

€y

o

Es bezeichne mit Bezugnahme auf die Fig. 1 bis b:

das Moment des biegenden Kriftepaares hinsichtlich des in
Betracht gezogenen Querschnittes,

den Abstand eines Fldchenstreifens df = z d g im letzteren
von derjenigen Hauptachse, welche senkrecht zur Ebene des
Kraftepaares steht, d. i. hier 00 (Fig. 5),

= [9?df = [n?2dq das Trigheitsmoment des Quer-
schnittes hinsichtlich dieser Hauptachse,

den grofiten positiven Wert von ¢ (Abstand der am stéirksten
gezogenen oder gespannten Faser),

den grofiten negativen Wert von g (Abstand der am stirksten
gedriickten Faser),

= ¢, = e,, sofern der Querschnitt so beschaffen ist, daB
beide Abstinde gleich grof sind,

die durch M, im Abstand #, d. h. im Flichenstreifen df = zdyg
hervorgerufene Spannung,

bezw. k& die zulissige Anstrengung des Materials auf Zug
bezw. Druck,

und y die Koordinaten des beliebigen Punktes O der elasti-
schen Linie, d. h. der Kurve, in welche die urspriinglich
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gerade Stabachse bei der Biegung iibergeht, bezogen auf das
aus Fig. 2 ersichtliche Koordinatensystem,

¢ den Kriimmungshalbmesser der elastischen Linie in dem be-
liebigen Punkte O,

a den Dehnungskoeffizienten, d. i. die Anderung der Liingen-
einheit fiir das Kilogramm Spannung.

Unter der Einwirkung der Kraft P biegt sich der Stab, wie
Fig. 2 erkennen lafif. Infolgedessen werden zwei ulsprunghoh
parallele Querschnitte C C und C, C;, Fig. 1, welche um dz = 00,
voneinander abstehen, diesen Parallelismus verloren haben und
einen gewissen Winkel C M C; = d¢, Fig. 2 und 3, miteinander

Yy
R
@\ G,/é
by
\de
wdgof
| [/ V)
L 9
? [y )
/
Vare
Fig. 2. Fig. 3.

einschliefen. Dall sie eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben,
wird vorausgesetzt. Die oberhalb einer gewissen Faserschicht,
welche sich in G H, Fig. 2 und 3, darstellt, liegenden Fasern
haben sich gedehnt, die unterhalb gelegenen verkiirzt. In der
bezeichneten Faserschicht ist die Dehnung gleich Null, weshalb
sie ,neutrale Schicht® genannt wird.

Fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt C G C findet sich
die verhaltnisméifige Dehnung & im Abstand v von der Geraden, die
sich in G projiziert, aus der Erwigung, daf bei EHP, E| CGPC
die Strecke PP, = CE = GH = dx infolge der Biegung iiber-
gegangen ist in PPy, also

PP/ — PP, p P/ vdeg
E= Y = e == e . . 1)
PP, GH dw
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Die hiermit verkniipfte Spannung ¢ ergibt sich unmittelbar
aus dem Begriff des Dehnungskoeffizienten « nach Gleichung 2,
§ 2, zu

& v dy
sofern Krifte senkrecht zur Stabachse auf die Faserschicht nicht
einwirken (vergl. § 7 und § 14).

Die so ‘im Innern des Stabes durch das Moment M, wach-
gerufenen Kriifte miissen sich mit diesem im Gleichgewicht be-
finden. Dazu gehort, daB die algebrai-
sche Summe dieser inneren Krifte in
Richtung der Stabachse gleich Null, und
dab sie ein Moment liefern, welches gleich
und entgegengesetzt M, ist.

Die erste Forderung gibt, wenn der
im Abstande » von der neutralen Schicht
liegende Flichenstreifen mit df bezeich-
net wird,

Jodf =10, . . . 3)
Fig. 5. .
genommen iiber den ganzen Querschnitt.

Mit Riicksicht auf Gleichung 2 sowie in Anbetracht, daB der
Quotient % fir simtliche Streifen eines und desselben Quer-

schnittes den gleichen Wert besitzt, findet sich aus Gleichung 3

j—t—v(bfzﬁ. I §)

Unter der Voraussetzung, dal der Dehnungskoeffizient o fiir
alle Punkte des Querschnittes gleich grof, also unabhingig von der
GroBe und dem Vorzeichen der Spannung ¢ oder der Dehnung e
ist, folgt

Svdf =90, . . . . . . . b

d. h. die Gerade, in welcher die Dehnungen und die Spannungen
den Wert Null besitzen, die sogenannte ,neutrale Achse“ oder
»Nullachse“, geht durch den Schwerpunkt des Querschnittes und
ist, da die Ebene der #ufleren Krifte den letzteren in der einen
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Hauptachse schneidet, die andere Hauptachse Esselben. Somit
ist unter Beachtung auf Fig. 4 und 5, worin OO die Nullachse
bedeutet, zu setzen

v = 1.
Die zweite Bedingung liefert
Jodf . q =M, . . . . . . . 6)

und nach Mafgabe der Gleichung 2 unter der beziiglich e un-
mittelbar vorher ausgesprochenen Voraussetzung

_1M5
T e de 4
woraus mit
Srdf =0, . . . . . . .0
d.i. das Triagheitsmoment des Querschnittes in bezug auf 0O,
O dg
My =—— 8)
oder
d(p o Mb
doe @’
womit Gleichung 2 iibergeht in
o, 9
Hiernach sind die Spannungen propor-
tional dem Abstande der Flichenelemente ;7’7
von der Nullachse, wie in Fig. 6 dargestellt ist. :@—-
Damit ergibt sich die groébte Zugspannung Pu
o, fir den grobten positiven Wert von 4, d.i. nach A
Fig. b fir g = -+ ¢, zu Fig. 6.
Mb
o) = _é')— €1, e e e e 10)

die grofite Druckspannung o, fiir den grofiten negativen Wert
von 7, d. 1. fir 9 = — e, zu

G=——y, . . . . . . 11)
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so daB
M, M,
k=5 k=g
oder 12)
Mbékzg Mbélce.

Ist ¢ der Abstand des Punktes M, in welchem sich die
Durchschnittslinie der beiden Querschnitte (Fig. 3 und 4) projiziert
von dem Punkte O, Fig. 4, also der Krimmungshalbmesser der
jetzt gekriimmten Stabachse, d. h. der elastischen Linie im Punkte O,
so findet sich

dz = g dy
_ = _ O
T dy T M
oder
1 M,

Der reziproke Wert des Kriimmungshalbmessers, d. h. die
Krimmung, ist hiernach proportional dem Dehnungskoeffizienten e,

dem biegenden Moment M, und umgekehrt proportional dem Trig-
heitsmoment ©.

Mit der Anniherung, mit welcher der allgemein giiltige

Ausdruck
dy\®

+ 4y
da?

ersetzt werden darf durch

1 d?y

=+
0 dz? ' 14)
dy\* et o .

was wegen 1 - 1 = 1 zulissig erscheint fiir Durchbiegungen

des Stabes, die klein sind im Verhiltnis zur Stablinge, findet sich
O dy

a da?

M,==— 15)
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§ 17. Tragheitsmomente,

Die in § 16 entwickelten Hauptgleichungen setzen im Falle
ihrer Benutzung die Kenntnis des betreffenden Trigheitsmomentes

[z -
U
f l' __1_4_&*
¥ -z
¥
%O +-
3 i
| 3
¥ __ 1
i |
a : i 6

Fig. 1.

voraus. Hinsichtlich der Berechnung desselben sei folgendes
bemerkt.
Ist

©® das Trigheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die
Schwerpunktsachse O O, Fig. 1, also @ = [’ df = [o*z dy,

©, das Trigheitsmoment desselben Querschnittes in bezug auf
die Achse Q Q, welche im Abstande ¢ zu OO parallel lsuft,
demnach @, = [ (g + )’ df,

J die Grofle des Querschnittes,

so ergibt sich
O = [(n+afdf = [rdf +2a [ydf+a[df
und unter Beachtung, dab

Jr'df =06 Jndf=0 Jaf=r
0, =0+af . . . . . . .1

Von diesem Hilfssatz, der ausspricht, daB das Tragheits-
moment in bezug auf die Achse Q Q gleich ist dem Trag-
heitsmoment hinsichtlich der zu Q Q parallelen Schwer-
punktsachse O O, vermehrt um das Produkt aus Quer-
schnittsfliche und Quadrat des Abstandes der beiden
Achsen, 148t sich oft mit Vorteil Gebrauch machen.

Bach, Elastizitit. 5. Aufl. 13
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1. Rechteck, Fig. 2.

Das Trigheitsmoment in bezug auf die Seite A B betrigt

h
@1=§w2bdm=%bh3,
0

folglich in bezug auf die um 1

B davon abstehende Schwerpunkts-
achse 00
1 [R\? 1
— 2= P3| — B3
0 =0, f 3bh (2)5h 12bh. . 2)

und

© 9% _1lup :

e—ﬁ.—6bh......3)

2

2. Dreieck, Fig. 3.
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Fir die umﬁ—?}— b davon abstehende Schwerpunktsachse OO

— e (2
O=obh (3h)

1

_ 1,0
Ghh=ggbk. . . 9

3. Kreis, Fig. 4.

Fig. 4.

Fiir die Schwerpunktsachse O O wegen g =rsing, z=2rcos ¢

T

-+ r
© =S ’]2Zd”] = 4:7'45‘2sin2(p00s2(pdg7 f— %,.4

—_— 0
T :
@——64(1........5)
o _6_ 7. 1.
6_1—32d—10d. . . 6
2

Wir denken uns die Ellipse in Verbindung gebracht mit dem

sie umschlieBenden Kreis vom Radius ¢ und beide Querschnitte
13*



196 III. Biegung.

in unendlich schmale Streifen senkrecht zur Achse OO geschnitten.
Das Trigheitsmoment eines jeden Kreisstreifens verhilt sich nach
Gleichung 2 zu demjenigen des Ellipsenstreifens wie

Folglich ergibt sich das auf O O bezogene Trigheitsmoment der
Ellipse nach Gleichung 5 zu

L 0P o,
@—64(2a) (a)—4ab. .. .. D

5. Zusammengesetzte Querschnitte.

a) Rechnerische Bestimmung, Fig. 6.

S Y e—

Fig. 6.

Der Querschnitt kann zusammengesetzt gedacht werden aus

dem liegenden Rechteck 14.2 = 28 gem,
- Dreieck % 1.1=05 -
- stehenden Rechteck 1.(12,06 —2—1)=9,05 -
- liegenden Rechteck 28.1=28 -

Die Lage der Schwerpunktsachse O O bestimmt sich aus

2&3+q5@+%++a%4&+wm@m+g&awm—qm

2
28+ 0,6 + 9,05 + 2,8

F/ =

=299 ecr
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und das Trigheitsmoment in bezug auf diese Achse nach Mab-
gabe der Gleichungen 2, 4 und 1 zu

0= 1—12- 14,0.2,0°+ 14.2 (2,99 — 1)
w1 vty 109 —233p
36" 2 T\ :

+ 112— 1.9,05% 1. 9,05 (6,025 — 2,99y

+ 1i2 2.8.154+2,8.1 (11,55 — 2,99)* = 500,7 cm*.

b) Zeichnerische Bestimmung, Fig. 7 bis 9.

Bei zusammengesetzten, insbesondere unregelmifig begrenzten
Querschnitten pflegt das folgende, von Mohr angegebene zeich-
nerische Verfahren rascher zum Ziele zu fiihren als der Weg der
Rechnung.

Die Querschnittsfliche von der Gréfle f (im Falle des ge-
wihblten Beispieles Querschnitt einer Eisenbahnschiene) wird parallel
zur Achse, in bezug auf welche das Trigheitsmoment gesucht
werden soll, in eine Anzahl Streifen zerlegt; hierauf trigt man die
Querschnitte f; /3 /5. . . . fio dieser Streifen als Strecken f) =6i,
=12 fi=23.... Jio =910 auf einer zur genannten Achse
parallelen Geraden auf (Fig. 8) und stellt sich diese Flidchen als
Schwerkrifte vor, welche in den Schwerpunkten der Streifen an-
greifen; konstruiert mit dem symmetrisch zu 0 10 gelegenen und

von dieser Linie um 7 abstehenden Punkt O als Pol Krifte- und

2

Seilpolygon, Fig. 8, bezw. Fig. 9. In dem Schnittpunkt C (Fig. 9)
der #uflersten Polygonseiten 1 ¢ und 10 C wird alsdann — wie
ohne weiteres aus der Natur des Seilpolygons folgt — ein Punkt
der gesuchten Schwerlinie CD erhalten, wihrend die von dem
Seilpolygon 123 . ... 10 und den beiden Polygonseiten 1 C und
10 C eingeschlossene Fliche F, (in Fig. 9 durch Strichlage, von
links nach rechts ansteigend, bezeichnet) mit f multipliziert das
Tragheitsmoment beziiglich der Schwerachse CD liefert.



198 ITI. Biegung.

Beweis:

Auf den Knotenpunkt 1 des Seilpolygons, welchen wir uns
herausgeschnitten denken, wirken in der Richtung C'1 die Kraft
Sy, in der Richtung 12 die Kraft S, und senkrecht abwirts die
Schwerkraft ;. Dieselben ergeben in bezug auf den Durchschnitts-
punkt A der Geraden C'1 mit der beliebigen, zur Richtung der

—
e — — 1+ a—~1®
L ; 19
Fig. 7. — |2 3'.,%*__.[54 819 4|°. |
4——/;1;4_.] i i, 'I T g } Al i
—oC, —| -1 t«} ;1 | M Iy
| ll‘ [ iy |
PR TV /D O e =t |
_‘1)1 | S—Jrlro%: ][_J‘rl I ;i
L] l I L v O Fig. 8.
SRR R o ¥
v vl |: IR . I |
[T |
AN |
%:I_:: 3] ]15 - I I
3 ' // » |
o I

F

N

7
/
©

Streifen und der Schwerpunktsachse CD parallel laufenden Achse
AB,, die Momentengleichung

fl &£ = H. ABI’
sofern S, in der eigenen Richtungslinie nach B; verlegt und hier

in seine Vertikalkomponente und in seine wagrechte Seitenkraft

-
A=y

zerlegt wird.
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Durch Multiplikation mit #, findet sich

op =2 HAPU o[ Fliche 41 B, — 7. Fluche 41 B,.
s

2
In ganz gleicher Weise folgt fiir den Knotenpunkt 2
Jawg? = f. Fliche B, 2 B,,
fiir die folgenden Knotenpunkte
Jaszs = f.Fliache B, 3 By,

Foal, = f. Fliche B, 10 By,.

Nun ist das Trigheitsmoment ®, des ganzen Querschnitts in
bezug auf die Achse AB,, — streng genommen allerdings nur
unter Voraussetzung unendlich schmaler Streifen —

O, =fial+faad + fsad + . ...+ Lo
= f.(Fliche 41 B, -+ Flache B,2 B, + Fliache B,3 B, ...
+ Flache B, 10 By)
=j.Fliche 41510 CB,

und in Hinsicht auf die Schwerpunktsachse CD nach Gleichung 1
O = @1 — f a/2.
Unter Beachtung, dal Fliche 4B, C = a® (wegen A ACB,
= 909), wird
©® = f. (Fliche 41510 CB,, — Fliiche ACB,)
=jf.Fliche 1510 C = /. F,,

wie das Mohrsche Verfahren voraussetat.
Fir die Achse EE| CD ist, wie nach MaBgabe des Erorterten
ohne weiteres klar, das Trigheitsmoment

S (Fp,+ Fliache CEG),

d. h. gleich dem Produkt aus Stabquerschnitt und der Summe der
beiden in Fig. 9 durch Strichlage hervorgehobenen Flichen.
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III. Biegung.

6. Zusammenstellung.

o o GroBe d
Querschnittsform Trigheitsmoment Schwerpunkts- Qu;:sc?miftses
® abstand
f
) T d 7T
Fig. 10. - d = ——d?
g. 10 64 d e 9 4 d
Fig. 11. Tt — ) ¢ — a (@2 — a)
64 0 2 4 °’
Fig. 12. ELEPEYA e=a nab
4
Fig. 13 é T B —adh — b—ab
g 13 8 5 (@ as® by) e=a 7 (a b — ag by)
|
Fig. 14. . 6}
%2 53 0540 | e = 0,866 | L0 5 — 2,687
Wb o 16 2
. §_'
Fig. 15. “@:' ; 0,54 bt e =20 2,6 b2
1 s __h
1 h
E(blzﬁ—bobf) ¢= 5 bh— by hy

. Fig. 18. Fig. 191).

1) Vergl. die Darlegungen S. 220 u. f.
Biegungsversuche des Verfassers mit guBeisernen Balken, deren Quer-
schnitte nach Fig. 19 gewihlt waren, weisen nach, daB die Widerstandsfihigkeit
unter somst gleichen Umstinden um so mehr hinter derjenigen zuriickbleib,
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5 e ) ’ Grofle des
Querschnittsform Trigheitsmoment Schwerpunlts- Querschnittes
® abstand P
1 s : L P
ﬁ[h s+ (b—3s)s%) ¢= 5 s+ (b—s)s
. — h
= —
L, 3 1
3% b Ak 2 . 5 bh
b . _b—l—?bl h
I e 2 2 |97 b+5, 3
Fig. 22. % 7 1 8 dbl, b, o bbb,
LD |36 b+ b, | 200,k 2
" b6, 03
s 8 e, = 0,212 d 7T
Fig. 23. %ﬁi it AL
g. 23 s 0,0069 4 e, — 0,288 d 3

Uber die beiden Haupttrigheitsmomente eines Querschnittes vergl.
§ 21, Ziffer 1.

§ 18. Fiille bestimmter Belastungen.

1. Der Stab (vergl. Fig. 1, § 16, Fig. 2, § 16) ist an dem einen Ende
eingespannt, am freien Ende wmit P belastet. Auflerdem trigt
derselbe eine gleichmdfig iiber seine Liinge 1 verteilte Belastung

Q=pl.
Fiir den beliebigen Querschnitt CC, welcher um « von der
Einspannstelle absteht, ergibt sich

(I— ) .

M,=P(l—a)+p-—g

welche nach den Gleichungen 12, § 16, erwartet wird, je grofer die Flanschen-
oder Rippenbreite 4 im Verhiltnis zur Stegstirke b—b, ist. Ts entspricht dies
ganz den Ergebnissen der Drehungsversuche mit Stiben, die Querschnitte nach
Fig. 18 und 19 besallen, woriiber in § 35 berichtet wird.

V30

f e
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Den groften Wert erlangt M, fir # = 0, némlich

2
max (M,) =Pl+% _—:(P—l—%) L.

Demnach findet nach den Gleichungen 12, § 16, die stirkste An-
strengung im Querschnitt der Einspannungsstelle 4 statt.

Zur Feststellung der elastischen Linie ergibt sich mit Glei-
chung 15, § 16,

o dy

(l— )
2

und fiir Materialien, fiir welche der Dehnungskoeffizient « kon-
stant ist — Gleichung 15, § 16, gilt zun#chst auch nur fiir solche —
sowie unter der Voraussetzung der Unverinderlichkeit des Trig-
heitsmomentes @

0 q

2 3
=P (zx~f—)+£(12x—zwe+—‘f¢ +C,
a dzx 3

2 2

sofern die Integrationskonstante C genannt wird. Dieselbe bestimmt
sich aus folgender Erwigung. Mit der Bezeichnung der Ein-
spannung verkniipft man den Begriff, daB an der Einspannstelle
die elastische Linie (in Fig. 2, § 16, AGHB) von der urspriinglich
geraden Stabachse (4X) beriihrt wird?), d. h.

fiir x=0istﬁ/—=0.
dx

Damit folgt € =0, so daB

dy _ e |nf,_ @ P [a__ 2
dx—@[P(l 2)+2(z lo+g|la . 1)

Hieraus 148t sich fiir jeden beliebigen Punkt der elastischen
Linie der Winkel berechnen, welchen die Tangente an letzterer
in dem betreffenden Punkt mit der urspriinglich geraden Stab-

1) Uber die Zulissigkeit dieser nur ausnahmsweise tatsichlich ganz erfillten
Voraussetzung vergl. § 53. {u13
7
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achse einschlieBt. Beispielsweise findet sich fiir das freie Ende B,
Fig. 2, § 16, dieser Winkel § mit 2 =1 zu

tgﬂ=:§%WP—Féal2

und angenshert, da es sich nur um sehr kleine Werte von g8 zu
handeln pflegt,

(P—}——g—)l“’. .. ‘. .2

o

=20
Aus Gleichung 1 folgt unter Beachtung, daf
fir 2 =0 auch y = 0,

die Gleichung der elastischen Linie

P20 B i POUA P I O P | D
y_®[2(l 3)—’:—4(l 31.2:—{—6 z. . 3)
Die Durchbiegung %' des freien Endes betriigt, da hierfiir
z=1,
e (P pl e (P Q)
y~@(3+8)l—@(3+81..4)

2. Der Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig.1. Er ist belastet
durch die gleichmdpig iiber thn verteilte Last Q = p (a + b) = pl
und durch die im Punkte C angreifende Kraft P.

Die Auflagerdriicke der Stiitzen A4 und B sind

_pbt_ 0 _po_ @
A=PT+5, B=Py+5-
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Fir den um # vom Auflager A abstehenden Querschnitt ist
das biegende Moment

2 b 2
Mb=M—p—"§—=(P7+ g)x-—— P

Dasselbe erlangt innerhalb der Strecke 4 C = a einen groBten
Wert fiir

b, Q

P !
sofern
a>é.

Der gesuchte Querschnitt konnte hiernach nur in der groberen der
beiden Strecken @ und & liegen, und zwar zwischen der Balken-
mitte und dem Angriffspunkt C der Kraft P, vorausgesetzt, daf

£b<a-——l oder £< 2a—1 —a—b
Q 2 T o 26 20
b Q
pa>P7+?,

d. h. daB die iiber die Strecke a gleichmibig verteilte Last grofer
ist als der Auflagerdruck in A.
Fir den Fall, daf
P -~ a—5b
Q= 206"

liegt der durch die Biegung am stirksten beanspruchte Querschnitt
im Angrifispunkte C der Kraft P.
Demnach ergibt sieh,

a—b
wenn —— >

g= 25 d. i. fiir den Querschnitt C

et = [ b+ L am 2 = (b Q) 2L



§ 18. TFille bestimmter Belastungen. 205

wenn
p a—2b . o _ P l
6<—§*b—“, d.l. fur x—ab+?
—plo (P, ) _» (P 2%
max (M,) = (P ] —+ 2) (Q b+ 2)__2_(—§b+?)
b Q\* 1
Fir Q = 0 wird
max(Mb)=P%.a
und wenn
a:b:%’
max(lﬂb)=% N )
Fir P =0 wird
2
max(]l[b)-:—%«l: pSZ O )

Zur Bestimmung der elastischen Linie innerhalb der Strecke
A C ergibt sich nach Gleichung 15, § 16,

0 dy P
T dw APy

und unter der Voraussetzung der Unverinderlichkeit von & und @)
(vergl. Ziff. 1)

Ody _ 1 ,, 1

w dr — g Ar e+,

® 1 1
——u—y—_—%—Aw?'—éz—lpx“—f—Clx—]—Cg.

1) Ist der Querschnitt des Stabes stetig oder sprungweise verinder-
lich, so kénnen zur Ermittlang der Durchbiegung und der Neigung der elasti-
schen Linie verschiedene Wege eingeschlagen werden. Die Grundlage fiir rein
rechnerisches Verfahren findet sich z. B. in der Arbeit von Weyrauch: ,Die
Gleichung der elastischen Linie willkiirlich belasteter Stibe“ unter I ,Homogene
Stabe mit sprungweise verinderlichem Querschnitt® (Zeitschrift fir Mathemaiik
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Wegen
y =0 fir « =0 wird G = 0.

Fiir die Strecke B C findet sich entsprechend

o d'y, @’

o« dop T PUTP G
_gﬂ_ j— L 2 1 3 '

e dv, 2Bx1—€px1+6,

@ ]- 13 "
—?%:FBwla-—ﬂpx{‘—i—C xl—i—C,

C" = 0.

.Die Senkung im Punkte ¢ muB fiir beide Strecken gleich
erhalten werden, d. h.
1

pat+Cia =%Bb3——~21p64+()'b.

1 , 1
64 T
Ferner mufl der Neigungswinkel der elastischen Linie im Punkte C

der Strecke AC gleich dem negativen Wert des Neigungswinkels
der elastischen Linie im Punkte C der Strecke BC sein, d. h.

_1_ 2 l 3 | 1 1 3 '
5 Aa —gPa —+ G, —-——5352—}—?796 —C.

und Physik 1874, 8.392 u. f.). Land (Zentralblatt der Bauverwaltung 1886,
S. 249: ,Die Durchbiegung voller Triger mit verinderlichem Querschnitt*) und
spiter unabhingig von ihm Ensslin (Dinglers polyt. Journal 1901, S. 841 u. f.:
,Die Durchbiegung ungleich starker Wellen“; ferner: ,Mehrfach gelagerte Kurbel-
wellen mit einfacher und doppelter Kropfung. Ihre Forminderung und An-
strengung®. Stuttgart 1902) gehen von dem Mohrschen Satz aus, dafl die
elastische Linie des urspriinglich geraden Stabes als Seilkurve aufgefaflt werden
kann, wihrend Klo8 (,Analytisch-graphisches Verfahren zur Bestimmung der
Durchbiegung zwei- und dreifach gestiitzter Triger“. Berlin 1902) Einfachheit der
Losung durch Verbindung von rechnerischem und zeichnerischem Verfahren auf
etwas anderem Wege anstrebt. In nicht wenigen Fillen fihrt schitzungsweiser
Ersatz des Stabes mit verinderlichem Querschnitt durch einen prismatischen
zu geniigend genauer Ermittlung der Durchbiegung und der Neigung der elasti-
schen Linie.

Uber das Bediirfnis, die Durchbiegung von Wellen oder auch die Winkel
zu bestimmen, unter denen die elastische Linie der Welle in den Lagern gegen
den Horizont geneigt ist, vergl. des Verfassers Maschinenelemente, 4. Abschnitt
unter ,B. Achsen und Wellen® (1892, S. 817 u. f., S. 324 u. f,, 1903, S. 487 w. f.,
S. 494 . f.).
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Nach Beseitigung von C; und C' mittelst der beiden letzten
Gleichungen findet sich

fiir die Strecke AC
(1 dy) =—;—Aw2——é~pw3
—(ﬁlm——y) —A.z——é—pw

[, ab(a+20b) . QP «
b= (P 6/ 2] 6
fiir die Strecke B C

da 1 1
(182 Jl) == §Bw{"—gpmf'

&1

9)

© 1 1
?(‘82'271"‘?/1) = ngf—ﬂp zt

P

B =

0b(2a—+b) QB e
61 24)“

Die Durchbiegung ' im Angriffspunkte C der Kraft P ergibt
sich zu

. I+ ab a?b? «o :
y = (P+ g5 ¢ 30 @ 10)
Fir den Fall, daf
a:b:—zl—,
folgt
2 Ve I
[ 5 o l3
und sofern Q =0
a P
=166 - 13)
3
= P 14)



208 III. Biegung.

3. Der Stab ist beiderseits wagrecht eingespannt, Fig. 2, und
belastet durch die gleichmdifig diber ihn verteilte Last Q = pl,
sowie durch die in der Miite C angreifende Kraft P.

Wie bereits unter Ziff. 1 erortert, wird mit der Bezeichnung
der Einspannung der Begriff verkniipft, da8 die elastische Linie

an der Kinspannstelle die urspriinglich gerade Stabachse zur Tan-
gente hat. Die vorausgesetzte Einspannung in 4 und B bedingt
hiernach, daB die gerade Stabachse AB die elastische Linie ACB
in 4 und B beriihrt. Inwieweit sich dies tatsiichlich erreichen
1aBt, dariiber wird in § 53 das Nétige erortert werden. Bemerkt
sei jedoch schon hier, daB nur in sehr seltenen Fillen von wirk-
licher Einspannung in dem bezeichneten Sinne gesprochen werden
kann.

Bei der Symmetrie der Belastung gentigt es, nur die Hilfte AC
des Stabes in Betracht zu ziehen.

An der Einspannstelle 4 wirken auf den Balken

ein Kriftepaar vom Momente M,

- Auflagerdruck 4= £ -+ —9— .
2 2
Fir den beliebigen, um 2 von der Einspannstelle A abstehen-
den Querschnitt ist das biegende Moment
2

: p &
M,= M,+Aa—L7.

Hiermit liefert die Gleichung 15, § 16,

m‘)

=MA+A.Z’~_%—,

0 dy

o dat
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woraus unter Voraussetzung, daf o und © unverinderlich sind,

O dy _ 1 p_p
o« do = Marg AP =6

Die Integrationskonstante ist wegen der angenommenen Be-
festigungsweise der Stabenden, d. h. wegen

dy __ ir o —
E =0 fiir @ = O,
ebenfalls gleich Null.

Die unbekannte GroBe des Momentes M, ergibt sich durch
die Erwigung, dab fir

_ 2 Ay _
$_7 dw__o
sein mufl, aus der Gleichung
oy L (e ey "
O“AIA?+?(?+2)4 P48
zu
S
MA——(8+12) .. . . . 1B

also links drehend, wie nach der Form der elastischen Linie
erwartet werden mubte. ‘
Hiermit das biegende Moment im Abstande # von A

o Pi Qi P R\ p&
Mb——(T+12)+(—2+‘2)x 5
) . . l
Fir die Stabmitte & = 5 folgt
__P1 QI
My="gr - o .. 16)

d. i. absolut genommen —SZZ weniger als das Moment M, an der

Einspannstelle.
Bach, Elastizitat. 5. Aufl 14
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Da M, fir die Mitte C positiv ist, so muB das Moment fir
einen Querschnitt zwischen 4 und C Null sein, entsprechend einem
Wendepunkt der elastischen Linie. (In Gleichung 13, § 16, wird
o = oo fir M, =0.)

Fir den Fall, daf Q = 0, ergibt sich das Moment

im Punkte 4 zu — —l—)g—l,
., Pl
o O +g

- Abstande z = % (Wendepunkt) 0.

Fiir den Fall, dal P = 0, wird das Moment

. ﬂ _ P ?
im Punkte A4 T2 T T 19
) QL _  pP
- ¢ 24 = T o4
- Abstande x = 0,2113 ! (Wendepunkt) 0.

Die Gleichung der elastischen Linie wird erhalten durch
nochmalige Integration des fiir den ersten Differentialquotienten
erlangten Ausdruckes unter Beachtung, daB fir 2 =0 auchy =0

e, -1 PR PR L
ay—~21WAa,—+—6Ax—~24.
Hieraus findet sich die grofte Durchbiegung y' fiir 2 = 51 zu
,_ Q)e &
y—(P+2@192.....17)

§ 19. Korper von gleichem Widerstande.

Korper dieser Art sind so geformt, dal die Belastung in
simtlichen Querschnitten eines und desselben Korpers die gleiche
GroBtspannung hervorruft. Unter Bezugnahme auf die Be-
ziehungen 12, § 16, heifit dies, daf fiir simtliche Querschnitte
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. M, . . M,
T e T P T e
€y [2)

konstant ist. Daraus folgt, dab die Querschnitte mit A, sich der-
art andern miissen, dall der Quotient

M, : —Q, bezw. M, : ©
e e
fiir alle Querschnitte gleich bleibt.
Hiermit fihrt Gleichung 13, § 16, zu
1 M, . ]‘[b_L_ ks
e Yo T Y0 o %

€

woraus ersichtlich, daf im Falle eines konstanten Abstandes e,
und bei Unverinderlichkeit von « die elastische Linie zum Kreise

wird.

1. Der einerseits eingespannte, andererseits freie Kirper mit rechit-
eckigem Querschnitt von konstanter Breite b ist am freien Ende
durch P belastet, Fig. 1.

e ——f—-n

Fig. 1.

1 T} 1
M,=P(l—a), O=i3b8 o= e2=~;—, =g
Folglich
k., = ~£~1(Z;v)— = konstant,
= bz
6

14*
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woraus mit | — &z = a,

6r 6P
2 = s (l—a) = e 1,

d. i. die Gleichung einer Parabel. Demnach ist in Fig. 1 die Be-
grenzung K BD nach einer Parabel zu gestalten, fir welche BA
die Hauptachse, B der Scheitel und E (D) ein zweiter Punkt ist,
dessen Lage bestimmt erscheint durch

—— — h 1./6P!
AE—AD—?—g 5D

Die Durchbiegung y' am freien Ende ergibt sich unter Zu-
grundelegung des Koordinatensystems zy (vergl. Fig. 2, § 16)
nach Gleichung 12 und 15, § 16, unter Beachtung des S. 211
oben Bemerkten aus

dy ek aks ak, _ 2ekV1
da? e z 1./6P ; RVIi—az
p) 2| %o z
6PV 24 P[? 16 P I3
i VU= af e — =,

sofern e als unveriinderlich betrachtet und im Auge behalten wird,
daf fiir

z =0 %%:0 y =0,
zZu
. 8PP
Yy =~ 1

Fir den gleichbelasteten, jedoch prismatischen Stab ergab
Gleichung 4, § 18,

., e PP 4App

1, 3 e
12

Y

d. i. genau die Hilfte des Wertes von Gleichung 1.
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Nach Malgabe der vorstehenden Rechnung wiirde der Quer-
schnitt im Angriffspunkte der Kraft P gleich Null sein. Dieses
natiirlich unzuldssige Ergebnis ist die Folge der Vernachlissigung
der Schubkraft.

Unter ,Biegung und Schub® wird in § 52 das zur Feststellung
der Querschnittsabmessungen gegen das Ende des Stabes hin Er-
forderliche bemerkt werden.

2. Der Stab wie unter 1, jedoch von konstanter Hoéhe h, Fig. 2.

¢ Y A
. '
s ¥

a ; ‘f %
- — — — ]

Fir den um @, vom freien Ende B abstehenden Querschnitt
ergibt sich

1 . (0 1
szPdfl, @=“1‘2*}b32, €1=€g:?b, —a=—6—hgz,
by, = Day = konstant,

l]ﬂz
6
6 P
§= g

d. h. die Begrenzungslinien BC und BD sind Gerade, deren Lage
durch

b _ 3Pl

AC=4D=45 =75

bestimmt wird.
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Die elastische Linie ist nach Mafgabe der Gleichung
1 ks ks

Ei—1') 3 =2

0 e h

infolge der konstanten Hohe des Stabes ein Kreis vom Halbmesser
s ]2’
T 2ak
Die Durchbiegung y' am freien Ende B wird daher

,_ 2 B 8PE 2
PR T

d.i 1,5mal so gro, wie die Durchbiegung (nach Gleichung 4,
§ 18) unter sonst gleichen Verhiltnissen bei konstanter Breite
sein wiirde.

Vergl. Schlubbemerkung zu Ziff. 1.

3. Der Stab liegt beiderseits auy Stiitzen, Fig.3, und ist durch
die im Punkte C angreifende Kraft P belastet.

——— e = /e _____
sk iy

[

Ho-——a ———te——f ——

a
o

Fig. 3.

Der Teil AC verhilt sich wie ein bei ' eingespannter und

bei 4 durch P% belasteter Stab, der Teil BC wie ein bei ¢

eingespannter und bei B mit P % belasteter Balken (Fall wie

bei Ziff. 1 und 2).
Ist der Querschnitt kreisformig, so findet sich fiir den be-
liebigen, um &« von A abstehenden Querschnitt der Strecke AC

— b T e a3
Mb———P——l—w, 61—329.
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Damit wird

P _{b_ &
by = —- = konstant,
LI
32"
32Pb

23—
z

z,

k.l

d. 1. die Gleichung einer kubischen Parabel, fiir welche AC die
Hauptachse, A der Scheitel ist, und deren Ordinate im Querschnitt
bei C durch die Gleichung

°/32 Pab
d= tk,l
bestimmt wird.

Da sich fiir die Strecke BC ein ganz entsprechendes Ergeb-
nis findet, so besteht der gesuchte Korper AB aus zwei nach
kubischen Parabeln, welche sich im Querschnitt bei C schneiden,
geformten Umdrehungskorpern.

Vergl. Schlufbemerkung zu Ziff. 1.

§ 20. Die bei der Entwicklung der Gleichungen in § 16 gemachten
Voraussetzungen und ihre Zulissigkeit.
Der durch Biegung in Anspruch genommene Stab auf Grund
des Gesetzes ¢ = a o™,

Die Voraussetzungen, welche in § 16 zur Bestimmung der
Biegungsansirengung, Gleichung 12, fithrten, sind:

1. Die auf den geraden stabformigen Kérper wirkenden dubBeren
Krifte ergeben fir jeden Querschnitt nur ein Kriftepaar,
dessen Ebene den Querschnitt in einer der beiden Haupt-
achsen senkrecht schneidet.

2. Die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden
kann, wirken nicht aufeinander ein, sind also unabhingig
voneinander.

3. Die urspriinglich ebenen Querschnitte des Stabes bleiben
eben.
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4. Der Dehnungskoeffizient ist fiir alle Fasern gleich groB, also

auch unabhingig von der Griofe und dem Vorzeichen der
Dehnungen oder Spannungen.

Fig. 1.

a

i
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!
!
|
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. 000 | od
Fig. 2. ooo | od
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000 00
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Fig. 3.

NP

Diese Annahmen treten am deutlich-
sten vor das Auge, wenn wir uns einen
Korper so ausgefilhrt und beansprucht
denken, dafl sie erfiillt sind. Zu dem
Zwecke stellen wir uns vor, der Stab
bestehe aus einzelnen, voneinander un-
abhingigen, urspriinglich gleichlangen
Fasern, etwa wie die Fig. 1 und 2 (Durch-
schnitt) erkennen lassen. Mit dem einen
Ende seien dieselben im Boden AB be-
festigt, mit dem anderen an der Platte CD.
Die letztere, welche wir uns gewichtslos

denken wollen, werde in der Mittelebene

von einem Kriftepaar PP, dessen Mo-
ment M, = Pa ist, ergriffen. Sie dreht
sich infolgedessen um eine Achse EE.
Die links von dieser gelegenen Fasern
werden gedehnt, die rechts davon befind-
lichen erfahren eine Verkiirzung. Von den
gedriickten Fasern werde vorausgesetat,
dafl sie sich nach der Seite hin nicht aus-
biegen. Die Auffassung der Fasern als
vollkommen gleicher Spiralfedern, etwa
wie in Fig. 3 gezeichnet, wird diese Vor-
stellung erleichtern.

‘Wie ohne weiteres ersichtlich, sind
bei dieser Sachlage die Verlingerungen
bezw. Verkiirzungen der Fasern propor-
tional dem Abstande von der Achse EE.

Bedeutet 1 die Lingensnderung, welche
die wurspriinglich / langen und im Ab-

stande 5 von der Achse EE gelegenen Fasern erfahren haben,

so 1st
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die verhiltnism#iBige Lingeninderung, d.h. die Dehnung im Ab-
stande 7. Wird diese Grofle im Abstande 1 mit ¢ bezeichnet, so
findet sich

’

&= & 1.

Hiermit ist eine Spannung

verkniipft, welcher bei dem Querschnitt f, der im Abstande 4 ge-
legenen Fasern eine Kraft

O fy =

’

&

1/o

o
entspricht.
Die Gesamtheit dieser inneren Kréfte muf sich mit den dufleren
Kriften im Gleichgewicht befinden. Infolgedessen mufl sein:

die algebraische Summe dieser inneren Krifte in Richtung
der Stabachse gleich Null, d. h.

’

&

o 70 =0,

Sofy =23

und ferner die Summe der Momente dieser inneren Krifte
gleich dem Moment des Kriiftepaares P a = M, d. h.

‘ Aus der ersten Bedingungsgleichung folgt bei Unverinderlich-
keit von «

Sfong =0,

d. h. die Nullachse EE geht durch den Schwerpunkt sémtlicher
Faserquerschnitte, bildet also die zweite Hauptachse des Gesamt-
querschnittes. ,

Die zweite Bedingungsgleichung fiihrt unter der soeben
genannten Voraussetzung, « betreffend, und bei Beachtung, daB
S =0, zu
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Betriigt der Abstand 4 der am stirksten gezogenen Fasern e,
der am stirksten gedriickten — e,, so erfahren diese Fasern die
Spannungen

&g &
0= —e bezw. o= ——¢,
o 24

woraus folgt

P o, s Oy
a é 111 &y
und hiermit
0]
M, = o, — M, = —g—
é €3

Bei Beriicksichtigung, daB

o, <<k, — 0y <L k,
folgt
M=, M= 12
€ 23
oder
M, M,
]ﬂzr—\éﬁeu k= @ €3,

d.s. die in § 16 entwickelten Gleichungen 12.

Wir bemerken — wie hervorgehoben sei —, daB bei der vor-
ausgesetzten Sachlage die Stabachse gerade bleibt, daf also das
Kriftepaar PP mit dem Momente Pa eine Krimmung derselben
nicht veranlaBt.

An die Stelle der Kriimmungsachse, welche sich im Kriimmungs-
mittelpunkt projiziert, tritt hier der Durchschnitt der Ebenen CD
und 4BY).

1) Der Winkel 1, den beide Ebenen miteinander einschlieBen, a8t sich
durch folgende Erwigung leicht feststellen.

M
Es betrigt die Spannung im Abstande 1 von der Nullachse —@—b— und die

Debnung dieser Faser &' =« —@i, somit die Léngeninderung der urspriinglich
[ langen Faser im Abstande 1 von der Nullachse

M,

b
(S

4
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Weiter bemerken wir, dal hier die Ebene CD aufhort, senk-
recht zur Faserrichtung und zur Stabachse zu stehen.

Die Beziehung 1, § 16, welche fiir den gebogenen Stab, Fig. 2,
§ 16, unter der Voraussetzung abgeleitet worden war, dafll die
Querschnitte senkrecht zur gekriimmten Mittellinie stehen, gilt eben
auch dann, wenn die Achse gerade bleibt, Fig. 1, nur miissen dann
die einzelnen Querschnitte sich gegen die Achse derart neigen,
daf ihre Ebenen sich simtlich in derselben Geraden schneiden,
welche den Durchschnitt der Ebenen AB und CD bildet.

Die Tangente des Neigungswinkels eines beliebigen, zwischen
AB und CD gelegenen Querschnittes ist proportional dem Abstand
des Schwerpunktes desselben tiber AB. ¢ hat dann hierbei aller-
dings nicht mehr die Bedeutung des Krimmungshalbmessers,
sondern bezeichnet den Abstand der Schwerachse EE von der
Durchschnittslinie der Ebenen AB und CD. Eine Ersetzung von

1 &Py . .
s durch == dmz ist dann natiirlich unzulissig.

1. Was nun zunichst die Voraussetzung unter 1 betrifft,
daB die auf den Stab wirkenden #ulleren Krafte fiir

8 8
p—a R A S, A )

8 g

Fig. 4.

jeden Querschnitt nur ein Kraftepaar liefern, so ist fest-
zustellen, daf dieselbe nicht erfiillt zu sein pflegt. Die Erzeugung
des biegenden Momentes erfordert Kréfte, welche nur ganz aus-
nahmsweise, etwa wie im Falle der Fig. 1, wobei die Stabachse
gerade bleibt, oder im Falle der Fig. 4 fiir den mittleren Teil
AB, der dann wegen M, = konstant nach einem Kreise gekriimmt
ist, nicht mehr als ein Kriftepaar ergeben. In der Regel ist immer

d, i, aber auch gleich das MaB des Drehungswinkels der einen Ebene gegen die
andere, also

o,

(]

Y=«

/2 )
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eine Schubkraft vorhanden (vergl. Einleitung zu § 16), deren Ein-

flub allerdings in vielen Fiallen in den Hintergrund tritt.
Hinsichtlich der Félle, in denen die Schubkraft Bedeutung

erlangt, muBl auf ,Biegung und Schub® in § 52 verwiesen werden.

2. Was sodann die unter 2 genannte Voraussetzung an-
belangt, daB die Fasern eine gegenseitige Wirkung auf-
einander nicht ausiiben, so erkennt man-sofort, daB dieselbe
fir einen aus dem Ganzen bestehenden Stab nicht erfillt ist. Wie
wir in § 1 bezw. § 7 und 11 sahen, ist verbunden: mit der Dehnung
in Richtung der Stabachse eine Zusammenzichung senkrecht zu der-
selben, also eine Verminderung des Faserquerschnittes, und mit
der Verkiirzung eine Querdehnung, demnach eine Vergroferung
des Faserquerschnittes. Diese Forminderungen senkrecht zur Stab-
achse sind um so bedeutender, jé mehr die Dehnungen (positive
wie negative) in Richtung der Fasern betragen. Da nun hier
diese Lingsdehnungen mit dem Abstande von der Nullachse in
absoluter Hinsicht zunehmen, so werden die von der letzteren
weiter abstehenden Fasern sich quer auch mehr zusammenziehen
bezw. mehr dehnen wollen als die unmittelbar benachbarten und
nach der Nullachse hin gelegenen. Infolgedessen werden diese
der angestrebten Querzusammenziehung bezw. Querdehnung zu
einem Teile hinderlich sein. Dieser gegenseitige Einfluf der
Fasern senkrecht zu ihrer Richtung muB nach dem Friheren (§ 7

bezw. 14) die Beziehung o = %, also im Falle der Unversinder-

lichkeit von e die Proportionalitit zwischen Dehnungen und Span-
nungen beeintrichtigen und die Festigkeit etwas erhchen (§ 9,
Ziff. 1, bezw. § 14).

AuBerdem werden aber auch die fest miteinander verbundenen
Fasern noch dadurch aufeinander einwirken miissen, daB sich die
weiter von der Nullachse abstehenden mehr ausdehnen bezw. ver-
kirzen und deshalb gegeniber den unmittelbar benachbarten,
dieser Achse niher gelegenen, ein Bestreben zu gleiten haben.

In bezug auf den gegenseitigen EinfluB der Fasern werden
sich verschiedene Querschnittsformen verschieden verhalten (vergl.
auch § 9). Vergleicen wir beispielsweise den rechteckigen Quer-
schnitt (Fig. 5) mit dem |—|-formigen Fig. 6, so erkennt man
sofort, daf die auf der Linie @ @ liegenden Fasern des ersteren von
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ihren benachbarten inneren Fasern mehr beeinflubt werden miissen
als die in gleichem Abstand liegenden Fasern BCCB des anderen
Querschnittes. Diese sind eben zum groBten Teile nach innen frei.
Wird z. B. aus einem und demselben Material ein Stab vom
Querschnitt Fig. 5 und ein solcher vom Querschnitt Fig. 6 her-

gestellt, alsdann fiir beide auf Grund der
Gleichung ut
6 .

die bei der Bruchbelastung eintretende grobite |
Faserspannung o, ermittelt, so muf sich fiir e ,
den ersteren Stab ein etwas groBerer Wert, Fie. &
d. h. eine etwas grofere Biegungsfestigkeit,
ergeben als fiir den letzteren.

Aus dem Erorterten folgt weiter beispielsweise fiir die breit-
basige Eisenbahnschiene, Fig. 7, daf die im Kopfe des Quer-
schnittes zusammengedringte Masse der Dehnung (positiven wie

negativen) einen verhiltnismifig (im Vergleich zu dem, was bei
den Entwicklungen im § 16 vorausgesetzt wird) groBeren Wider-

Q77277

Fig. 7. Fig. 8.

stand entgegensetzt als das Material in dem breiten, wenig hohen
Fufl, und daB infolgedessen die tatsichliche Nullachse ober-
halb der horizontalen Schwerpunktsachse des Querschnittes gelegen
sein muB. Wird der letztere so bestimmt, daf diese Achse in
halber Hohe liegt, so kann hiernach der Querschnitt nicht als ganz
zweckmifig bezeichnet werden, namentlich dann nicht, wenn der
FuB sehr breit ist. In solchem Falle muB die wagrechte Haupt-
achse des Querschnittes entsprechend tiefer als in halber Hohe
sich befinden. Hierdurch erklirt sich auch eine verhaltnismibig
grobere Widerstandsfahigkeit starkkopfiger Stahlschienen u. s. w.
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sowohl gegeniiber gewchnlicher Biegungsbeanspruchung als auch
gegeniiber Schlagproben. 5

Je mehr sich die Querschnittsfliche in zwei schmale, der Null-
achse parallele Streifen zusammendringt, Fig. 8, um so geringer
wird der gegenseitige Einfluf der Fasern aufeinander, um so zu-
treffender erscheinen unter sonst gleichen Verhiltnissen die Be-
ziehungen, welche auf Grund der Voraussetzung Ziff. 2 entwickelt
wurden, vorausgesetzt daf nicht ein anderer Umstand in Betracht
kommt, der sofort erdrtert werden wird.

Ohne den Querzusammenhang der Fasern miiften diejenigen
von ihnen, welche gedriickt werden, in der Mitte nach der Seite
ausweichen (Fall der Knickung, vergl. §23). In der Tat kann
diese Neigung der gedriickten Fasern, nach der Seite auszuweichen,
bei verhiltnismiBig groBer Linge des auf Biegung beanspruchten
Stabes und bei entsprechender Querschnittsform des letzteren, wie
z. B. Fig. 8, dessen Widerstandsfahigkeit erheblich vermindern.

Der Querzusammenhang der Fasern kann infolge des ¢rtlichen
Angriffs der Krifte, welche das biegende Moment liefern, noch
einen weiteren, zundchst die Form des Querschnittes und sodann
auch die Widerstandsfahigkeit des Stabes dndernden Einfluf dubern,

Fig. 9. Fig. 10.

insbesondere wenn der Stabquerschnitt in bezug auf die Kraftebene
unsymmetrisch ist. Ein Blick auf Fig. 9 und 10 4Bt deutlich er-
kennen, daf die in eine der beiden Hauptachsen des Querschnittes
fallende Kraft auf eine Anderung der Form des letzteren hinwirkt
derart, dafl der Steg sich wolbt, infolgedessen die Widerstandsfihig-
keit des Stabes vermindert wird.

Uberblicken wir das hinsichtlich des gegenseitigen Einflusses
der Fasern Gefundene, so erkennen wir, daf im allgemeinen die
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Anstrengungen %, bezw. k, wie sie sich nach den Gleichungen 12,
§ 16, ergeben, nicht mehr den Charakter der reinen Zug- bezw.
Druckbeanspruchung besitzen, und dal es deshalb im allgemeinen
als richtig erscheint, bei Ermittlung der Abmessungen eines auf
Biegung in Anspruch genommenen Stabes als zulidssige Anstrengung
des Materials Werte einzufiihren, welche aus Biegungsversuchen
gewonnen wurden. Inwieweit es zutreffend ist, wenn an Stelle
dieser Biegungsanstrengung die aus Zugversuchen abgeleitete
Grobe k. gesetzt wird, muB — streng genommen — durch Ver-
gleichung der Ergebnisse von Zug- und von Biegungsversuchen
fiir jedes Material und die einzelnen Querschnittsformen festgestellt
werden. Hierbei ist im Auge zu behalten, daff es sich empfiehlt,
die Versuche in der Regel unter solchen Verhiltnissen anzustellen,
wie sie beil den technischen Anwendungen vorliegen, auf welche
die ermittelten Zahlen tibertragen werden sollen. Der Beschreitung
dieses Weges konnen sich allerdings in manchen Fillen sehr er-
hebliche Schwierigkeiten entgegenstellen.

Bei zusammengesetzten Korpern wie G@ittertrigern u. s. w.,
welche so konstruiert sind, dal die einzelnen Teile fast nur Zug
und Druck erfahren, ist naturgemi#fi mit %, und £ (falls nicht
Knickung in Betracht kommt) zu rechnen.

3. Was die oben unter 3 aufgefihrte Voraussetzung an-
langt, daB die Querschnitte eben bleiben, so ist festzustellen,
dafl auch sie nicht genau zutrifft; die Schubkraft, welche mit dem
biegenden Moment unvermeidlich verkntipft zu sein pflegt, wirkt
auf Krimmung der urspriinglich ebenen Querschnitte hin (vergl.
»,Bilegung und Schub“ in § 52). Doch scheint, soweit das bis heute
vorliegende Material ein Urteil gestattet, die Annahme des Eben-
bleibens der Querschnitte bei ausschlieflich oder wenigstens in
entschieden vorwiegender Weise auf Biegung beanspruchten Stiben,
welche aus einem Material bestehen, fiir welches die Voraussetzung
Ziff. 4 erfullt ist, zuliissig zu sein.

Fiir einen Stab aus weichem Bessemerstahl von 140 mm Hohe
und 55 mm Breite und 1200 mm Linge, welcher sich bei einer
Auflagerentfernung von 1000 mm um 241,5 mm durchgebogen
hatte, ohne zu brechen, stellte Bauschinger fest, daf bei dieser
ganz bedeutenden Durchbiegung die urspriinglich ebenen Quer-
schnitte eben sowie senkrecht zur elastischen Linie geblieben waren,
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und die Linge der friher geraden, 1000 mm langen elastischen
Linie sich nicht ge#ndert hatte.

Versuche des Verfassers mit allerdings weniger hohen Stiben
aus Schmiedeisen fiihrten zu dem gleichen Ergebnis.

Wie es sich mit dem Ebenbleiben der Querschnitte bel
Materialien verhilt, welche Proportionalitit zwischen Dehnungen
und Spannungen iiberhaupt nicht aufweisen, muB zunichst noch
dahingestellt bleiben. Immerhin scheint nach dem, was bis heute
geschlossen werden kann, auch hier die Annahme des Eben-
bleibens wenigstens mit Annisherung zulissig zu sein (vergl. Fuf-
bemerkung 2, S. 245 und 246).

4. Die Voraussetzung 4, daf der Dehnungskoeffizient «
konstant ist, also gleich fiir Zug und fiir Druck, sowie
unabhingig von der GroBe der Spannungen oder Deh-
nungen, erscheint nach Mafigabe der in § 4 niedergelegten Ver-
suchsergebnisse und der hierauf beziiglichen Darlegungen in § 5
nur fiir manche Materialien, beispielsweise fir Schmiedeisen und
Stahl, zulissig. Bei Gubeisen z. B. ist sie dagegen nicht zutreffend;
hier wachsen die Debnungen rascher als die Spannungen. Das-
selbe ist der Fall bei Kupfer; auch bei Legierungen desselben
wie Bronze, Messing u.s. w. wird rascheres Wachstum der Deh-
nungen beobachtet. Gleich verhilt sich Sandstein, Granit, Zement-
mértel, Beton u. s. w.

Nach Mafigabe des Gesagten werden fiir einen auf Biegung
beanspruchten Stab aus Gufleisen unter der Annahme, daf die
Querschnitte eben bleiben, zwar die Dehnungen proportional mit
dem Abstande 5 von der Nullachse wachsen, nicht aber die
Spannungen; letztere miissen vielmehr langsamer zunehmen, ent-
sprechend dem Umstande, dab « in ¢ =¢:e mit wachsender
Dehnung (Spannung) zunimmt (vergl. z. B. S.19). Fig. 11 ver-
anschaulicht dies unter Voraussetzung starker Beanspruchung des
Stabes. Fiir die beliebig um # von der in X sich projizierenden
Nullachse!) abstehende Faserschicht sei PP, die Dehnung und PP,
die Spannung; dann ist fir GuBeisen der geometrische Ort aller

) DaB diese hier nicht mehr durch den Schwerpunkt des Querschnittes
geht, folgt unmittelbar aus dem, was S. 190 und S. 217 in bezug auf die Gleichung
f vdf=0 bezw. Xf,n =0 gesagt ist. Dieselben werden nur erhalten unter
der Voraussetzung, dal der Dehnungskoeffizient « konstant ist.
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Punkte P, eine gegen die Achse der 5 gekrimmte, in D, X P,Z,
sich projizierende Fliche, wenn auch die Punkte P; auf der durch
die Nullachse gehenden Ebene D, X Z, liegen. Bei Proportionalitit
zwischen ¢ und o, d. h. auf Grund der -gewdhnlichen Biegungs-
gleichung
o
Afb = 67,
wiirde sich die Spannungsverteilung nach Mafigabe der gestrichelt
eingetragenen Geraden D OZ gestalten. Wie ersichtlich, weicht

die Spannungsverteilung, wie sie sich unter Beriicksichtigung der
Verinderlichkeit der Dehnungen mit den Spannungen ergibt, be-
deutend ab von derjenigen, welche unter der iiblichen Voraus-
setzung der Unverinderlichkeit von e gewonnen wird. Die Ab-
weichung ist — unter der Voraussetzung groberer Beanspruchung —
hinsichtlich der Lage der Nullachse derart, daB das Ma-
terial auf der Seite der gréBeren Dehnung, der groferen
Nachgiebigkeit (der geringeren Festigkeit) zur Uber-
tragung des Momentes einen groferen Querschnitt bietet
als auf der anderen Seite, und in bezug auf die Zunahme
der Spannungen zeigt sich, daf das nach der Nullachse
hin gelegene Material besser ausgenutzt wird, indem die
Spannungskurve der senkrechten Abszissenachse ihre
hohle Seite zukehrt, also die Spannungen nicht mit der
Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 15
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ersten Potenz von 7 zunehmen, sondern langsamer
wachsen. Beides hat zur Folge, dal die Widerstands-
fahigkeit eines solchen Balkens gegeniiber Biegung
grofer sein muB, als es die iibliche Biegungsgleichung
erwarten laBt. Infolgedessen liefern die Gleichungen 10 und 12,
§ 16, die Zugspannungen grofer, als sie tatséchlich sind. Ein und
dasselbe Gufleisen muf deshalb bei Biegungsversuchen eine hohere
Festigkeit ergeben als bei Zugversuchen, wenn dieselbe auf Grund
der Gleichung 10, § 16, berechnet wird.

Aus dem Erorterten folgt dann weiter, dab Stibe mit Quer-
schnitten, bei denen sich das Material nach der Nullachse hin
zusammendringt, widerstandsfahiger sein miissen, als nach Glei-
chung 12, § 16, zu schlieBen ist. Beispielsweise wird ein Stab mit
kreisformigem Querschnitt eine groBere Bruchbelastung, bestimmt
nach Gleichung 10, § 16, liefern miissen als ein Stab mit quadra-
tischem Querschnitt, dieser wird dagegen eine grofere Biegungs-
festigkeit aufzuweisen haben als der | -formige Querschnitt u. s. w.").

Will man den Einfluf der Verinderlichkeit der Elastizitit
mit der Spannung schérfer verfolgen, so hat das unter Zugrunde-
legung der Gesetzmiligkeit zu geschehen, welche zwischen s und ¢

besteht. Im nachfolgenden soll das in Kiirze ausgefiithrt und dem-
gemif

der durch B‘iegung in Anspruch genommene Stab
auf Grund des Gtesetzes

s = ad?
rechnerischer Betrachtung unterworfen werden.

1) Hiermit stehen die Ergebnisse der vom Verfasser in den Jahren 1885 u. f.
durchgefithrten Biegungsversuche mit GuBeisen in voller Ubereinstimmung.
Siehe Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 u.f, S. 221 u. f,
S. 1089 u. f., oder auch ,Abhandlungen und Berichte“ 1897, S. 60 u. f., sowie
§ 22, Ziff. 2 dieses Buches.

%) Wie Verfasser bei Veréffentlichung betreffend das Potenzgesetz ¢ = « ™
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u. f. am Schlusse
ausgesprochen, erscheint durch dasselbe eine Grundlage gewonnen, um an Ent-
wicklungen heranzutreten, welche sich die Aufgabe zu stellen haben, die An-
strengung von solchen auf Biegung oder Drehung beanspruchten Kérpern zu
ermitteln, fiir deren Material Proportionalitit zwischen Dehnungen und Span-
nungen nicht besteht. Verfasser hoffte, durch diese Hervorhebung noch be-
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a) Allgemeine Gleichungen.

Wir gehen von der zu Anfang des § 16 dargestellten Sach-
lage aus.

Der einerseits eingespannte und am freien Ende mit P be-
lastete prismatische Stab biegt sich unter Einwirkung dieser Kraft.
Hierdurch werden zwei urspriinglich parallele, um doz = O O, von-
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Fig. 12. Fig. 18.

einander abstehende Quersehnitte CC und GGy, Fig. 1, § 16, sowie
Fig. 12 und 13, sich unter einem gewissen Winkel CM (', gegen-

sonders zu dahingehenden Arbeiten anzuregen. In der Tat erwies sich diese
Erwartung als berechtigt, denn bereits im Juni 1897 wurde ihm von Ingenieur
Ensslin eine Arbeit vorgelegt, welche sich mit der Biegungsaufgabe auf Grund
des Gesetzes ¢ = « ¢™ und insbesondere mit der Untersuchung des auf Biegung
beansprachten guBeisernen Balkens mit rechteckigem Querschnitt beschiftigte,
und in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure, Nummer vom 14. August
1897, S. 941 u. f. behandelt Latowski die gleiche Aufgabe unter Anwendung
der allgemeinen Sitze auf Granithalken. Beide Arbeiten gelangen in der Haupt-
sache zu den gleichen Ergebnissen. Eine weitere Darlegung von Latowski
s. Zeitschrift des GOsterr. Ingenieur- und Architektenvereins 1898, S. 56, und am
gleichen Ort, S. 249, den Aufsatz von W. Carling.

Vergl. auch die Arbeit von L. Geusen in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1898, S. 463 u. f., sowie S.516; ferner die Arbeit von
Fr.Engesser am gleichen Ort, S. 903 u. f.: , Widerstandsmomente und Kernfiguren
bei beliebigem Forménderungs- und Spannungsgesetz®.

15%
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einander neigen. Dafl sie eben bleiben, werde vorausgesetzt; mit
welcher Berechtigung, ergibt sich aus dem am Schlusse von Ziff. 3,
S. 224 Bemerkten.

Die oberhalb einer gewissen Linie, welche mit zx bezeichnet
sein moge, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb
liegenden zusammengedriickt. Demgemaf sind im Querschnitt ober-
halb z# Zugspannungen o und unterhalb z2 Druckspannungen o,
wachgerufen worden, fiir welche im allgemeinen die Beziehungen
gelten

£ = o, 0" )
2

£ = ey 6T

Wird der Abstand des Punktes M, in welchem sich die
Durchschnittslinie der beiden Querschnitte projiziert, von der
Linie ##, in welcher die Spannungen gleich Null sind, und die
deshalb ,Nullachse“ genannt werden soll, mit ¢ bezeichnet, so
ergibt sich fiir den Querschnitt COC die verhiltnismifige Dehnung
im Abstande 4 von zz zu
_PR—PP, _ PP _ . _

PP, PP, 0 0

&

Infolge dessen findet sich fiir die beliebige um 7 von der
Nullachse 2z abstehende Faserschicht

auf der Zugseite

1
&= o, 0, = T oder @, = (——ﬂ ) ml,
0 0
auf der Druckseite )
1
m 7 /R
&£ = 0,05 = —— oder 0‘=(—~—)
2he [ d 0y 0

und fir die #ullersten, um e, bezw. ¢, von der Nullachse ab-
stehenden Fasern, sofern deren Dehnungen mit & bezw. & und
deren Spannungen mit ¢; bezw. o, bezeichnet werden,
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) 4)
RS
€y Mg
0‘7 —_
050
woraus durch Division
0,2 o) &
o™ oy 6
1
o ey \m
1 2
o= \—— o™ . . . . . . D
0y &

Das Gleichgewicht zwischen dem #uleren biegenden Moment
M, — von dem EinfluB der Schubkraft P werde abgesehen —
und den inneren, durch dasselbe wachgerufenen Kriften verlangt,
sofern der im Abstande g liegende und in Fig. 12 durch Strich-
lage hervorgehobene Flichenstreifen mit df bezeichnet wird,

€1 f2

gdzdf—jo‘ddf=0. N )
0 0
und

Mb:jazdf.wf%df.q. Ce )
] 0

Aus Gleichung 6 folgt unter Beachtung der Gleichung 3

€ 1 2 1
=\ ™M g — g
0 _f(ale) 4 5(%9) i
0 0 .
& 1 e

1\ (o Ly (o
= [ e[ (s
0 [}

und mit Riicksicht auf die Gleichung 4 sowie Gleichung 5
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0= (711 ,’77711 df ? /)]1713 df
617"1 o e, M2 0
p 4 1 o 1 % ny o2 1
1 T 3 1 2 e .
: f s “(:7 7) s \mar )
— 2 1 1%
elml 0 0

Diese Gleichung bestimmt durch den Abstand e, die Lage der
Nullachse. Sie zeigt, dal dieselbe hier abhingt von der Grife
der Spannung oy, also von der GroBe des biegenden Momentes.
Da nun dieses fiir die verschiedenen Querschnitte des Stabes ver-
schieden ist, so muB bei gleichbleibender Belastung der-
selben die Nullachse ihre Liage von Querschnitt zu Quer-
schnitt andern. Wird die Belastung des Balkens eine
andere, d.h. dndert sich die belastende Kraft P, so ver-
schiebt sich auch die Nullachse in den auf Biegung
beanspruchten Querschnitten.

Bei Voraussetzung von Proportionalitit zwischen Dehnungen
und Spannungen (§ 16) war die Lage der Nullachse unabhingig
von der Spannung; sie fiel mit der einen Hauptachse zusammen;
sie #nderte sich deshalb nicht von Querschnitt zu Querschnitt und
auch nicht mit der Belastung, wie dies hier der Fall ist.

Infolge der Abhingigkeit der Lage der Nullachse, d. h. der
Grofe e, von dem biegenden Moment, mufl Gleichung 7 zur Be-
stimmung herangezogen werden. Dieselbe ergibt unter Bertick-
sichtigung der Gleichungen 3 und 4

1 ¢ 1 e

1\m 1+t 1 \ms (14
m R i s
0 0

« 0 Gy 0

€1 1 € 1
0, 14— _ O 14—
o firdae s [y

e my @ e my o

und nach Ersetzung von ¢, durch den Wert Gleichung 5



§20. Der gebogene Stab anf Grand des Gesetzes ¢ = ¢ om, 231

Fir den Fall der Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen, d. h. fiir

o=@, =ca und m = my=1

geht Gleichung 9 tiber in

ey ey

=3 foa o)

d. i. die bekannte Biegungsgleichung, da der Klammerausdruck
das Trégheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die Haupt-
achse OO bedeutet.

b) Rechteckiger Querschnitt.

Fiir einen rechteckigen Querschnitt von der Breite & und der
Hohe & = ¢; + ¢, gehen die Gleichungen 8 und 9 unter Beachtung,
daBl df = b dq, tiber in

& 1 &

) 1 — m 1
o = @ my (L
0=—1 (’7 " dy —(—‘—) 0" (ﬂ’”” do,

e (4
™ o 0
1

a my+1 o my mg -+ 1
(71_1 bSﬂ my d,’]_’_ (ﬂ _1_) 261m2b 7] mg d,’i'
M0

oy &

M, =

e

Fir die Integralwerte wird erhalten

e €2
1 my 41 1 mg =+ 1
77;1: d,’] — G T e 1777'1 7772 dn = T e, 27"2
my -1 ! My =+ 1 !
0 0
€1 my 41 2my+1 e? mg 41 2mg + 1
m dp = L e, ™ my Ay = _ M e, ™M
K "= om+1% )T = Qm,+17 '

] 0
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Damit folgt aus der ersten der beiden Gleichungen

my 41

1 mg
0. — (2 ) my—mg | My (77&2 —+ 1) my — Mg i my; — My 10)
' oy my (m; + 1) 2] C i

oder
1
b __ Iﬂ lmwa (ml —+ 1) " m1*—mz]m2+1
o my (my + 1) ! )

€q (7}

Aus der zweiten Gleichung wird

1

m o e, | ™2 m My My }
M =0qblc—"—e2+ |+ 2| —2—¢ ™ g
b ! l?ml—i—l ! oy e Qmy 1" 2J

und nach Beseitigung von ¢, mittels der Gleichung 10

1 ( ) me mg 1 J
My M, —+ D)} —m, €y | mp—my 1
M 2(& . [m_m___ b(_l_)A .
b o, ™ my (my —+1) e | 2m, +1
my + 1 egl .

Tl ) @t 1) e 12)

Sind fiir ein bestimmtes Material die Werte «; ¢y m; und m,
bekannt, so liefert Gleichung 11 mit einem bestimmten Wert von ¢,
das Verhiltnis % = ¢, womit die Lage der Nullachse bestimmt

2
erscheint; denn es ist

A l=¢+1
€y
e +e _h
€ =¢tl= &
h ¢

e = und e =1

l1+¢
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Durch Einfiihrung von ¢; und e, in Gleichung 12 erhilt man
den Wert des Biegungsmomentes, welches in dem betrachteten
Querschnitt die Zugspannung ¢; im Abstande e; hervorruft.

Mit dem angenommenen Werte von o; (gleich der zulissigen
Zuganstrengung) ergibt Gleichung 5 die groBte Druckspannung os.

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes hinsichtlich der
Spannungsverteilung iiber den Querschnitt ist auf die Gleichungen
3 und 4 zuriickzugehen, nach denen

L 1

7\ m N\ m

0, =0y |— 6,= 0 |—| .
1(“31) ’ ¢ 2(6’2

Fig. 11, S. 225, gibt ein solches Schaubild fiir Materialien, z. B.
GuBeisen (vergl.das auf S.224 bis 226 zu dieser Abbildung Bemerkte).

Wie oben erkannt wurde, hingt die Lage der Nullachse in
dem prismatischen Stab, Fig. 2, § 16, von der Gréfe des biegen-
den Momentes fiir den betreffenden Querschnitt ab!). Denkt man
sich den Stab stark belastet, so zeigt sich bei niherer Verfolgung,
daB ein um so groBerer Teil des Querschnittes an der Uber-
tragung der Zugspannungen, gegeniiber welchen das Gulleisen,
der Sandstein, der Granit u.s. w. weniger widerstandsfshig sind,
teilnimmt, je grofer das biegende Moment ist: Die Nullachse
riickt aus der Mitte des Querschnittes nach der Druckseite hin,
wie in Fig. 11 angenommen ist?). Je nach den Zahlenwerten,

!y Rine kritische Besprechung tiber ,die bis jetzt vorliegenden Ver-
suche zur unmittelbaren Bestimmung der Lage der neutralen Achse
im gebogenen Stab aus Stein und GuBeisen“ von E. Roser findet sich
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 205 u.f.,, und dazn
gehorig die hieran sich schlieBende Auseinandersetzang am gleichen Ort, S.371
und 872. Aus neuester Zeit ist die Arbeit von O. Honigsberg: ,Uber die un-
mittelbare Beobachtung der Spannungsverteilung und Sichtbarmachung der neu-
tralen Schichte an beanspruchten Kérpern® (Zeitschrift des osterr. Ingenieur- und
Architekten-Vereines 1904, No. 11) hervorzuheben.

?) Die Strecke, um welche die Nullachse in dem am stirksten beanspruchten
Querschnitt selbst bei hoher Belastung des Stabes aus der Mitte gelegen ist, er-
gibt sich fiir Stoffe wie Guleisen und Sandstein u.s. w. nicht sehr grof. Sie
betrigt — soweit das Versuchsmaterial des Verfassers reicht — gegen den Bruch
hin noch keine 109/, der Hohe des rechteckigen Querschnittes.

Tndem man z. B, fir ein und dasselbe GuBeisen durch Zugversuche den
Zusammenhang zwischen Dehnungen und Zugspannungen sowie die Zugfestigkeit,
durch Druckversuche die Beziehung zwischen Zusammendriickungen und Druck-
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welche die Grofen o m; a3 m, der Beziehungen 2 besitzen, kann
die Nullachse zu Anfang, d. h. fir kleinere Beanspruchung nach
der Zugseite hin aus der Mitte gelegen sein und erst mit Steigerung
der auf Biegung wirkenden Last durch die Mitte nach der Druck-
seite hin sich bewegen.

Die auf S. 225 erérterte Abweichung der Spannungsverteilung
fallt demnach um so groBer aus, je stirker die Beanspruchung

0]
wird. Die gewdshnliche Biegungsgleichung M, = o~ wird des-

halb um so weniger zutreffende Ergebnisse liefern, je mehr sich
die Anstrengung derjenigen beim Bruche nihert.

5. Zusammenfassung.

Bedeutet

k, die im allgemeinen aus Biegungsversuchen abgeleitete zu-
lissige Anstrengung des Materials,

¢ den Abstand der am stirksten angestrengten Faser des auf
Biegung in Anspruch genommenen Stabes,

so wird nach Mafigabe des unter 2 und 4 Erkannten an Stelle
der Beziehungen 12, § 16, zu setzen sein

13)

spannungen, durch Biegungsversuche die zu den einzelnen Belastungen gehérigen
Durchbiegungen und schlieBlich die Bruchbelastung feststellt, erhilt man das zu
einer Prifung nétige Versuchsmaterial. Durch die Zug- und Druckversuche
sind o, m; ey my der Gleichung 2 und damit auch die Durchbiegungen bestimmt,
welche bei dem Biegungsstab fiir gewisse Belastungen erwartet werden diirfen.
Da nun diese Durchbiegungen beim Biegungsversuch unmittelbar gemessen worden
sind, so ist eine Vergleichung, d. h. eine Priifung gegeben. Eine zweite Prifung
ermdglicht der Umstand, dal aus den Zugversuchen die Zugfestigkeit und bei
den Biegungsversuchen die Bruchbelastung ermittelt worden ist. Das setzt aller-
dings voraus, daB die Werte «; m ap m, fiir geniigend hoch gesteigerte Belastungen,
d. h. daB insbesondere «, m, noch fir Zugkrifte hestimmt worden sind, die nahe
an diejenige Belastung heranreichen, welche das Zerreifen herbeifiihrt.

Der Natur der Sache nach sind der vorstehend angedeuteten Untersuchung
die gesamten Dehnungen, Zusammendriickungen und Durchbiegungén zugrunde
zu legen.

Statt des Potenzgesetzes kann eine andere Funktion zugrunde gelegt
werden, welche den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen aus-



§ 20. Der gebogene Stab auf Grund des Gesetzes ¢ = « om, 235

&

Hierin ist k, — streng genommen fiir alle Materialien —
abhingig von der Querschnittsform. Von groferer Be-
deutung wird diese Abhingigkeit — wie das vorliegende Versuchs-
material schliefen 148t — jedoch erst bei solchen Materialien, fiir
welche der Dehnungskoeffizient e versinderlich ist (GuBeisen); bei
Materialien mit konstantem & (Schmiedeisen, Stahl) tritt sie zuriick.

Die Feststellung der elastischen Linie auf Grund der Glei-
chung 15, § 16, liefert fir den Fall, daB « konstant ist, befriedi-
gende Ergebnisse. Trifft jedoch diese Voraussetzung nicht zu,
so kann bei starker Beanspruchung des Materials der Unterschied
zwischen Rechnung und tatséichlichem FErgebnis erheblich aus-
fallen?).

Streng genommen, wiren fir Stibe aus Materialien mit ver-
anderlichen Dehnungskoeffizienten die in §§ 16, 18 und 19 ge-
gebenen Entwicklungen unter Beachtung der zwischen ¢ und ¢
bestehenden Gesetzmifigkeit (Gl. 1, § 4, S. 20) durchzufiihren,
wie es beispielsweise oben fiir Gufieisen geschehen ist. Die Riick-
sicht auf die erforderliche Einfachheit unserer technischen Rech-
nungen hilt jedoech im allgemeinen zurzeit noch davon ab, in
dieser Weise vorzugehen; nur in denjenigen Féllen, in welchen
die Anforderungen der Technik das bisherige Verfahren nicht mehr
gestatten, wird die strengere Rechnung anzulegen sein. Hinsicht-
lich des vom Verfasser vor rund 19 Jahren ecingeschlagenen An-
niherungsweges, der Verinderlichkeit von « bei Gufeisen Rech-
nung zu tragen, sei auf § 22, Ziff. 2, verwiesen.

reichend genau zum Ausdruck bringt und die Durchfibrung der Rechnungen
ermdglicht.
S. 254 u.f. ist die zweite Priffung ohne Zuhilfenahme einer Funktion auf
graphischem Wege durchgefiihrt.
1) Nach Gleichung 14, § 18,
« PI?

[
Y=o

kommt es beziiglich der Durchbiegung ' eines in der Mitte mit P belasteten
Stabes nur aunf das Trigheitsmoment © des Querschnittes an; infolgedessen es
z. B. gleichgiiltig erscheint, ob bei einem Querschnitte wie Fig. 6, § 17, die breite
oder die schmale Flansche als die gezogene auftritt, wenn nur P und / die gleichen
Werte besitzen. Tatsichlich erweist sich bei guleisernen Trigern wegen der
Veranderlichkeit von « die Durchbiegung im letzteren Falle entschieden groBer
als im ersteren. (Vergl. des Verfassers Arbeit ,Die Biegungslehre und das Gub-
eisen® in der Zeitschrift des Vereines dentscher Ingenieure 1888, S. 224, oder
auch ,Abhandlungen und Berichte® 1897, S. 72 und 73.)
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§ 21. Biegungsanstrengung und Durchbiegung unter der Voraus-
setzung, da die Ebene des Kriiftepaares keine der beiden Haupt-
achsen des Querschnittes in sich enthiilt.

1. Hauptachsen eines Querschwittes. Haupttrigheitsmomente.

In der durch Fig. 1 dargestellten Fliche sei O ein beliebiger
Punkt, OX und OY ein rechtwinkliges, sonst jedoch beliebig
gelegenes Achsenkreuz; die Koordinaten des mit dem Flichen-
punkte P zusammenfallenden Flichenelementes df seien z und y.
Dann ist das Triagheitsmoment der Fliche

in bezug auf die X-Achse O, = [?df,
- - - - Y- - 0,= fadf

Fig. 1.

und hinsichtlich der unter dem Winkel ¢ gegen die X-Achse ge-
neigten Geraden OO, von welcher P, demnach auch df, um
Z =y cos ¢ — « sin ¢ absteht,

O = [22df = [(ycosg—asing)?df

O = O,cos’p+Oysin®9p —2 Zsingecosg, . . 1)
sofern
Z = faydf . . . . . . .2

Auf der Achse OO werde nun von O aus die Strecke O Q

1 .
=9 = ]/ ) aufgetragen und den Koordinaten des so erhaltenen
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Punktes Q in bezug auf OX und OY die Bezeichnung & und g
erteilt, so daf

E=rcosg 7 = 7 8in ¢.
Aus Gleichung 1 folgt dann mit Riicksicht darauf, dab

1

2

6 —
7

1= 06,rcos’p+ @, r*sin’ ¢ — 2 Z 1?sin ¢ cos ¢,
1=0,84+0,—2Z%&.

Diese Beziehung zwischen den Verinderlichen & und 7 ist die
Gleichung einer Ellipse. Hiernach findet sich der geometrische
Ort aller derjenigen Punkte (), welche erhalten werden, wenn auf
jeder durch O moglichen Geraden die Wurzel aus dem reziproken
Werte des fiir diese Gerade sich ergebenden Trigheitsmomentes
aufgetragen wird, als Ellipse, mit O als Mittelpunkt, d.i. die so-
genannte Trigheitsellipse. Nun sind in einer Ellipse zwei
senkrecht aufeinander stehende Achsen vorhanden — die grofie
und die kleine Achse —, fiir welche das Glied mit dem Produkt
der beiden Koordinaten versehwindet. Dies tritt ein, wenn Z = O.
Werden demnach diese beiden Achsen zu Achsen der # und der y
gewihlt, so wird der Ausdruck Gleichung 2 zu Null.

Ferner ist bekannt, daB die grofle Halbachse der Ellipse der
grobte und die kleine Halbachse der kleinste der moglichen Werte
von r ist. Diese beiden ausgezeichneten Richtungen werden als
die beiden Hauptachsen der Fliche fiir den Punkt O bezeichnet.
Sie sind nach MaBgabe des Vorstehenden gekennzeichnet durch

Z=[fzydf=0
und

@, = Max.,, ©, = Min. oder O, = Min,, ®, = Max.

Dieser kleinste und dieser grofte Wert unter den Trigheits-
momenten, welche sich fir alle Geraden ergeben, die durch den
Punkt O in der Ebene der Fliche gezogen werden konnen, heiflen
die beiden Haupttriagheitsmomente der Fliche fiir den Punkt O
derselben.
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Werden die beiden Haupttrigheitsmomente mit ®; und @, be-
zeichnet, so findet sich das Trégheitsmoment @ fiir eine beliebige
durch O gehende Gerade, welche mit der Achse des Haupttrigheits-
momentes @; den Winkel ¢ einschliefit, nach Gleichung 1 zu

O =0, cos’p+Oysin’gp . . . . . 3)
Besitzen ©®; und 6, gleiche Grofle, so folgt
@ = @1 - @-27

d. h. die Trigheitsmomente fiir alle durch O moglichen Geraden
sind einander gleich. Die Trigheitsellipse geht dann in einen
Kreis iiber.

Das Vorstehende gilt fiir einen beliebigen Punkt der Fliche.
Dementsprechend hat eine Fliche unendlich viele Hauptachsen und
Haupttrigheitsmomente. Wird von den Hauptachsen oder den
Haupttriigheitsmomenten eines Querschnittes kurzhin gesprochen,
so sind hierunter die entsprechenden Grofien fiir den Schwerpunkt
des letzteren verstanden.

2. Biegungsanstrengung.

Wir wihlen die beiden Hauptachsen des Querschnittes Fig. 2
zu Achsen der y und 2. O, gelte als das Triagheitsmoment in
bezug auf die Hauptachse OY und @, als dasjenige hinsichtlich

der Hauptachse OZ. Ferner sei Wfb die Paarachse des biegen-
den Kriftepaares vom Momente M,, d. h. diejenige Gerade, welche
in O senkrecht zur Paarebene steht, mit ihrer Grobe O M, das
Moment M, darstellt und derart eingetragen wird, daf, von M,
nach O hin gesehen, das Moment M, rechts drehend erscheint. Die
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zur Kriimmungsachse, welche um ¢ von O absteht, parallele Null-
achse besitze die Lage NN, schliefe also mit OY den Winkel ¢
ein, wihrend OM, um B gegen OY geneigt ist.

Nach Gleichung 2, § 16, ist die Spannung ¢ in dem Flichen-
element df, dessen Lage durch y und z bestimmt ist,

s lu _ 1 seosg—ysing
T e e 0

0

Je die Summe der Momente, welche diese Spannung fiir alle
Flichenelemente in bezug auf dle y- und die z-Achse ergibt, mub
sich im Gleichgewicht befinden mit den Komponenten des Kriifte-
paares M,, d.i. mit

M, cos 8 bezw. MM, sinf.

Folglich
M,cos= fodf.z = % zcosqa—g—ysm(p z df,
M, sin § — —fddf.y=—§% zcosq?'g‘ysm(l’ y df.

Unter Voraussetzung der Unverdnderlichkeit des Dehnungs-
koeffizienten « und unter Beachtung, daf OY und OZ die Haupt-
achsen des Querschnittes sind, fiir welche die GroBe Z (Gleichung 2)
verschwindet, ergibt sich

1 cos ¢ M
1_/[ = — ot
M, cos wo @, cos ¢ oder o 01 cos g,
. 1 . sin ¢ M,
M, sin § = o O,singp oder —— =« o, sin B,
und hieraus
o,
tg(p—@ﬁ!tgﬁ,. Y|

___,aM]/cosﬂ sm2 o 5)
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2 in2
o= Ly T
1

oder

1 zeosg-—ysing z cos B y sin 8 -
—_— — I, . ‘
4 a 0 M, 6, 0, )

Die Gleichung 6 geht in die Gleichung 9, § 16, iiber, wenn
g =0,
d. h. wenn die Paarachse mit einer der beiden Hauptachsen zu-

sammenfillt, oder wenn

01:'@2:@7

d. h. wenn die Haupttrigheitsmomente und damit alle Trigheits-
momente gleich sind, was beispielsweise zutrifft fiir den Kreis, das
gleichseitige Dreieck, das Quadrat, iiberhaupt fir alle regelmifigen
Vielecke, fiir den kreuzfsrmigen Querschnitt bei gleichen Ab-
messungen der Rippen u. s. f.

Fir den besonderen Fall des Rechteckes, Fig. 3, folgt wegen

— Lo — 1
@lhﬁbh @2——— 1267?/

aus Gleichung 4
h

tgy = (b )2tgﬂ-

Die grofite Spannung 6. wird auftreten im Punkte E, fiir
welchen ¢ = 0,04, y = — 055
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6 M, [cosp sin B8
Gmacc i b }1/ ( ]l‘ + b )

und mit Ricksicht auf § 20, Ziff. 5,

v

6 M, (cosﬂ+sinﬁ). 8)

bh h b

3. Durchbiegung.

Die Durchbiegung eines Stabes, dessen Belastungsebene die
Querschnitte nicht in einer der beiden Hauptachsen schneidet,
pflegt nur insofern praktisches Interesse zu haben, als unter Um-
stinden der Stab gehindert sein kann, sich in der Richtung zu
bewegen, in welcher er sich durchbiegen will, wodurch Zusatzkrifte
wachgerufen werden. Denken wir uns beispielsweise einen / langen
Stab von dem in Fig. 4 gezeichneten Querschnitt an einem Ende

eingespannt und am anderen Ende mit P belastet, so ergibt sich
fiir die senkrechte Belastungsebene OP die horizontale Paarachse
OM, = M, = Pl. Unter der Voraussetzung, daB der winkelfsrmige
Quersehnitt gleiche Schenkel besitzt, werden die beiden Haupt-
achsen OY und OZ unter 45° gegen den Horizont geneigt sein.
Bezeichnet nun @, das Trigheitsmoment in bezug auf die eine
Hauptachse OY und ®, dasjenige hinsichtlich der zweiten Haupt-
achse OZ, so folgt die Lage der Nullachse NN nach Gleichung 4
unter Beachtung, daB § = 45° Da die Kriimmungsachse parallel
zu NN lauft, so ergibt sich die Durchbiegungsrichtung in der zu
NN senkrechten Geraden OB. Hiermit wird sich das eine Ende
Bach, Elastizitit. 5. Aufl. 16
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des Stabes unter Einwirkung der vertikalen Belastung P in der
Richtung OB durchbiegen.

Wenn nun zwei solche Stibe miteinander verbunden sind,
wie z. B. Fig. b erkennen laft, so wird diese Durchbiegung in-
folge der Verbindung mehr oder minder vollsténdig gehindert, d. h.
auf die beiden Stibe wirkt noch je eine horizontale, nach innen
gerichtete Kraft H, welche unter Umstéinden, namentlich dann, wenn

oQ
8 2

Fig. 5.

sie nicht durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht — und
damit auch auf Verdrehung hinwirkt —, die Anstrengung des
Materials wesentlich beeinflussen kann.

Unter der Annahme, dal die Abweichung der Triger in
horizontaler Richtung durch ihre Verbindung vollstindig gehindert
wird, wiirde sich H aus der Erwigung ergeben, daf die Durch-
biegungsrichtung mit OP zusammenfallen muf. Damit dies ein-
tritt, miibte £ YON = ¢ = 4b° sein, also nach Gleichung 4

(0}
0 — 1
tg 45° = Qﬁtgﬁ,

O,
tg g = o,

Die hierdurch bestimmte Lage der Paarachse OC lieferte in
der zu ihr Senkrechten OD die Richtung der Belastung (fiir verti-
kale Durchbiegung) und damit in PD die gesuchte Horizontal-
kraft H.
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§ 22. Biegungsversuche.
1. Biegungsversuche im allgemeinen.

Biegungsversuche werden in der Regel nach Mafigabe der
Fig. 1, § 18, angestellt, und zwar derart, daB die Belastung P in
der Mitte des Stabes angreift. Mit der Genauigkeit, mit welcher
das Eigengewicht desselben vernachlissigt werden darf, ergibt
sich alsdann fiir den mittleren Querschnitt die Durchbiegung ¥’
der Mittellinie des Stabes nach Gleichung 14, § 18, zu

,_*aipl?’
Y =48 o

und die Spannung ¢; der um ¢ von der Nullachse abstehenden

und am stirksten gespannten Fasern nach Gleichung 7, § 18, und
Gleichung 10, § 16, zun

Pl
=46

unter den Voraussetzungen, welche zu diesen beiden Gleichungen
fiihrten: Ebenbleiben der Querschnitte und Unabhingigkeit des
Dehnungskoeffizienten o« von der Grobe und dem Vorzeichen der
Spannungen oder Dehnungen.

Durch Beobachtung der zu einer gewissen Belastung P ge-
horigen Durchbiegung y' labt sich fiir einen bestimmten Stab der
Dehnungskoeffizient

r

Oy

oder auch dessen reziproker Wert (Elastizitéitsmodul)
1_ & P
« 4860 y'

innerhalb des Spannungsgebietes, fiir welches e als unveréinderlich
angesehen werden kann, ermitteln.
Es ist bis vor nicht zu langer Zeit allgemein iiblich gewesen,

o bezw. % in dieser Weise zu bestimmen, gleichgiiltig, wie grof

16*
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die Hohe des Stabes im Verhiltnis zur Entfernung der Auflage
war. Ist sie verhiltnismafig bedeutend, so verliert die Glei-
chung 14, § 18, an Genauigkeit, da die Durchbiegung des Stabes
nicht blof von dem biegenden Moment, sondern auch von der
Schubkraft abhéingt. Die Vernachlissigung des Einflusses der

Schubkraft liefert e zu grof und 1 zu klein. Wie Verfasser in
[24

der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 222 u. {,,
erstmals nachgewiesen hat, betrigt der hierdurch begangene Fehler

in Fillen stattgehabter Ermittlung des Wertes % iiber 30%,.

Diese AuBerachtlassung der Schubkraft vorzugsweise ist es
gewesen, welche zu dem Irrtum Veranlassung gegeben hat, daf

der Elastizititsmodul, d. i -37 fiir Biegung entschieden geringer sei

als fir Zug und Druck?!). Die Erwigung des in § 20 unter 2
Erorterten fithrt tbrigens ohne weiteres zu der Erkenntnis, dal
genaue Biegungsversuche und strenge Rechnung « eher ein wenig

kleiner, also % eher etwas grofler als Zug- und Druckversuche
liefern miissen.

Unter Umstéinden kann der nach Gleichung 14, § 18, er-
mittelte Wert von ¢ noch durch einen anderen Einfluf ungenau
geworden sein. Infolge der Durchbiegung gleitet die Stab-
oberfliche auf den Auflagern; hierdurch werden Reibungskrifte
wachgerufen, welche auf die Gréfe des biegenden Momentes
je mnach den Verhiltnissen mehr oder minder ab#indernd ein-
wirken. (Vergl. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888,
S. 224 u. f)

Im vierten Abschnitt unter ,Biegung und Schub® (§ 52) sowie
unter ,Zug, Druck, Biegung® (§ 46, Ziff. 1) wird auf den Einfluf
der Schubkraft bezw. der zuletzt erwihnten Reibung niher ein-
zugehen sein.

Die Beobachtung der Belastung P.., bei welcher der Bruch
des durchgebogenen Stabes erfolgt, fiihrt mittelst der Gleichung

) Hiernach ist auch die &ltere Angabe zu beurteilen, daB der Elastizitits-

- modul fir Biegung um etwa ein Zehntel geringer als fiir Zug und Druck zu
wihlen sei.
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Pmawl
Kb:————z(a—el.

zur Biegungsfestigkeit K,, bezogen auf den urspriinglichen
Stabquerschnitt.

In Hinsicht auf diese Bestimmung der Biegungsfestig-
keit sei nachstehendes zur Klarstellung hervorgehoben, wobei
zéhes und nicht zihes Material unterschieden werden soll.

a) Zihes Material, wie z. B. Flufleisen.

Der der Biegungsprobe unterworfene Korper, den wir uns der
Einfachheit der Betrachtung wegen als Prisma mit rechteckigem
Querschnitt vorstellen wollen, sei so belastet, daf die Spannung
in der #ullersten Faser gerade der Proportionalititsgrenze ent-
spricht. Dann erfolgt die Spannungsverteilung im Querschnitt
nach MaBgabe der Fig. 1. Steigern wir die Belastung derart, daf
in den #uBersten Fasern die Streck- bezw. Quetschgrenze iiber-
schritten wird, so geben die auBen gelegenen Fasern verhiltnis-
miBig rasech nach'). Die nach innen gelegenen Fasern werden
dagegen verhiltnisméBig stark zur Ubertragung des biegenden
Momentes herangezogen: die Spannungsverteilung gestaltet sich
etwa, wie in Fig. 2 dargestellt, gleiche Verhaltnisse fiir Zug und
Druck vorausgesetzt?). Sie weicht weit ab von denjenigen 1in
Fig. 1, welche bei Entwicklung der oben angegebenen Gleichung

1y Vergl. die Dehnungslinien § 4, Fig. 10, 12, 13 u. s. w. (S. 44 bezw. 48 u. f.).
Dieses Nachgeben erfolgt allerdings nicht ganz so rasch, als diese Linien schlieBen
lassen, da die nach auBen liegenden Fasern durch die benachbarten inneren, noch
nicht iiber die Streck- und Quetschgrenze linaus beanspruchten Fasern im Fliefen
eine gewisse Hinderung und damit eine gewisse Erhohung der Widerstandsfihigkeit
erfahren. Biegungsversuche mit Stdben, deren Material bei Zugversuchen
Dehnungslinien wie in Fig. 10 oder 12 liefert, also sehr deutlich die FlieBgrenze
hervortreten liBt, ergeben keine derart ausgeprigte Streck- oder Quetschgrenze;
es wird eben zunichst nur in der Mitte des Stabes und hier wieder nur in der
AuBersten Faserschicht die dieser Grenze entsprechende Spannung eintreten.

) Es ist von Interesse zu beachten, daB, wie Versuche Bauschingers
und des Verfassers nachweisen, die Querschnitte von Stiben aus zihem Stahl
oder Schmiedeisen (FluB- oder SchweiBmaterial) selbst bei sehr weit getriebener
Durchbiegung eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben. Wenigstens lit sich
dies mit groBer Anniherung aussprechen. Dieses Verhalten — bei einer Span-
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fir K, vorausgesetzt wurde. Durch weitere Erhohung der Be-
lastung wird diese Abweichung noch gesteigert werden. In dem
Mafie, wie die Durchbiegung fortschreitet, also die gezogenen
Fasern gedehnt, die gedriickten verkiirzt werden, beginnt auch
noch die Querzusammenziehung der ersteren und die Querdehnung
der letzteren eine Anderung der Querschnittsform des Stabes im

Fig. 1. Fig. 2.

mittleren Teil herbeizufiihren derart, daB sie trapezformig wird:
auf der Zugseite nimmt die Breite ab, auf der Druckseite wichst
sie. Ein Bruch tritt meist tberhaupt nicht ein, nur eine grofie
Durchbiegung. Dabei erlangt die Belastung eine Hohe, welche
bei der Beurteilung mittelst der Gleichung

Pmaml
B="%¢6 ¢

zu Biegungsfestigkeiten fiihrt, die nach den vorstehenden Dar-
legungen — der Versuch lehrt das gleiche — mehr oder minder
weit iiber die Zugfestigkeit des gleichen Materials hinausgehen
miissen.

Streng genommen, liuft dieses Verfahren darauf hinaus, daf
nian die Dehnungslinie bis zum Eintritt der grobten Belastung

nungsverteilung, wie in Fig. 2 dargestellt — 148t vermuten, daf auch bei Mate-
rialien, bei welchen Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen
tberhaupt nicht besteht, Ebenbleiben der Querschnitte mit Anniherung wird
vorausgesetzt werden diirfen, insoweit es sich um den EinfluB eines biegenden
Momentes handelt.
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als Gerade ansieht, also beispielsweise im Falle der Fig. 1, § 3,
auf 8.9 (giltig fiir Flufleisen) die Kurve O BCE als gerade Linie
auffaft.

b) Material, wie z. B. Gulleisen, Granit, Sandstein
und dergl.

Biegungsversuche mit Kérpern aus solchen Stoffen fithren zum
Bruch, infolgedessen hier die Beobachtung einer tatsichlichen
Bruchbelastung moglich ist. Auch zeigen die Dehnungslinien dieser
Materialien einen gleichmiBigeren, stetigeren Verlauf (§ 4, Fig. 8)
als zihe Materialien wie FluBeisen (§ 4, Fig. 10, 12, 13 u. s. w.), bei
denen an der Fliefigrenze eine Stetigkeitsunterbrechung auftritt.
Die Form#nderung, welche der Stab bis zum Bruch erleidet, ist
eine weit geringere.

Infolge dieser Umstidnde gestatten die Ergebnisse von Biegungs-
Bruchversuchen mit Korpern aus solchen Materialien — trotz der
Verdnderlichkeit von ¢ — in der einen oder anderen Hinsicht
meist eher einen — wenn auch beschriinkten — Schluff auf die
Widerstandsfihigkeit eines Korpers innerhalb der iiblichen An-
strengung als die Ergebnisse von Biegungs-Bruchversuchen mit
zihen Korpern. (Vergl. die Spannungsverteilung § 20, Fig. 11,
mit derjenigen in Fig. 2, hier.) Immerhin miissen solche Schliisse
auch hier mit groBer Vorsicht und mit Riicksicht auf die wesent-
lichen Einflul nehmenden Verhiltnisse gezogen werden (vergl.
S. 234, oben); es sei denn, dal man die Verdnderlichkeit von «
in der Rechnung oder zeichnerischen Ermittlung beriicksichtigt
(vergl. Fullbemerkung 2, S. 233 bis 23b). :

2. Abhdingigkeit der Biegungsfesiigkeit des Gupeisens
von der Querschnitisform.

Nach § 20, Ziff. 4, muf GuBeisen infolge der Verinderlich-
keit des Dehnungskoeffizienten gegeniiber den Konstruktions-
materialien, welche innerhalb gewisser Spannungsgrenzen konstante
Dehnungskoeffizienten besitzen, ein abweichendes Verhalten bei
Biegungsversuchen zeigen; namentlich muf trotz der vergleichs-
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weise geringen Formé#nderungen, welche Gufeisen erfihrt, die
Biegungsfestigkeit K,, berechnet auf Grund der Gleichung 10,
§ 16,

wesentlich grofler sich ergeben als die Zugfestigkeit und in be-
deutendem MaBle abhingig sein von der Querschnittsform.

In diese Verhiltnisse gewshren die vom Verfasser angestellten
Versuche Einblick. Ausfiihrlich ist hieriiber berichtet in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 bis 199,
S. 221 bis 226, S. 1089 bis 1094; 1889, S. 137 bis 145.

Die im folgenden je unter einer Bezeichnung aufgefiihrten
Versuchskorper sind aus dem gleichem Material bei einem und
demselben Gusse hergestellt worden.

GuBeisen A.

Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.

Zugversuche zur Ermittelung der Zugfestigkeit.
1445 +- 1355 + 1409 + 1377

Zugfestigkeit = 1 = 1396 kg/qem
Zugfestigkeit = 1369 4 13303 ~+ 1355 = 1342 -

K. = 1369 kg/qem.
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47 Biegungsversuche zur Bestimmung der Biegungsfestigkeit.

Biegungsfestigkeit _
Praz | 64/e
‘ B v 5V 2’
No. Querschnitts- bezw. Bemerkungen
form in Teilen —
absolut “der i e
in kgfgem Zugfestigkeit 31 %
1 2 3 4 5 6
1 1979 1,45 1,43
2 2081 1,52 1,49
. Ij]s zerreift
3 2076 1,52 1,49 | Slensche di<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>