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Erster Abschnitt. 

Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 

§ 1. 

Begriff der Variation. 

In der Differentialrechnung führt man, um das Verhalten 
einer gegebenen Funktion fex) zu untersuchen, an Stelle der Diffe
renz fex + d x) - fex), in der d x einen beliebigen Zuwachs der 
Unabhängigen x bedeutet, einen abgekürzten Ausdruck derselben, 
df(x) = t'(x)dx, ein, dessen Verhalten für das Verhalten der 
Differenz in gewissem Sinne maßgebend ist, und der vor jener 
den Vorzug einfacher Rechenregeln voraus hat, nach denen ein 
Algorithmus, eben die Differentialrechnung ausgebildet werden 
kann. In der Variationsrechnung sieht man den Wert einer ver
änderlichen Größe nicht als bestimmt an durch den Wert einer 
Unabhängigen, von der jene wie fCx) von x abhängt, sondern als 
abhängig von veränderlichen Abhängigkeitsverhältnissen; für den 
Zuwachs, den eine Änderung dieser Verhältnisse hervorruft, wird 
ein dem Differential verwandter abgekürzter Ausdruck ein
geführt, die Variation, die ebenfalls einfachen Rechenregeln unter
worfen ist und zur Ausbildung eines Algorithmus, der Variations
rechnung, Veranlassung gibt. 

Sei z. B. ein ebener Bogen 12 gegeben, auf dem der Punkt 0 
veränderlich ist, so daß zwischen seinen Koordinaten x, y ein 
bestimmtes Abhängigkeitsverhältnis besteht. Ersetzt man den 
Bogen 12 durch einen benachbarten I' 2', auf dem der Punkt 0' 
läuft, so wird beim Übergang von 0 zu 0' das Abhängigkeitsver
hältnis zwischen x lind y geändert, und man kann fragen: wie 
ändert sich beim Übergang von der Kurve 12 zur Kurve I' 2' die 
Krümmung und Richtung im Punkte 0, die Länge des Bogens 10 
und des ganzen Bogens 12. Sollen alle diese Fragen bestimmt 
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2 Begriff und Grundregeln. § 1 

sein, so ist nicht nur der Bogen 12 als Ganzes durch l' 2' zu 
ersetzen, sondern eine Regel zu geben, nach der jedem Punkte 0 
ein bestimmter Punkt 0' entspricht. Das kann z. B. so geschehen, 
daß der Bogen 12, wenn 

y = ((x) 
seine Gleichung, Xl und X 2 die Abszissen seiner EndpunKte sind, 
auf der x-Strecke Xl'" x 2 durch die Kurve 

y = fex) + 8 (x) 
ersetzt, und dem Punkte 0 oder (x, y) der Punkt 0' mit den 
Koordinaten (x, y) zugeordnet wird. Dann ist z. B. 

~ ~ = ~; + 0' (x) 

der neue Wert, in den d y/d x beim übergang von 0 zu 0' über
geht, und die Bogenlänge i2 erhält, wenn sie in l' 2' übergeführt 
wird, den Zuwachs 

Aus der Form dieses Ausdrucks könnte man in jedem be
sonderen Falle durch besondere Betrachtungen Schlüsse ziehen, 
z. B. darüber, ob eine Zunahme oder Abnahme der Länge eintritt. 
Um zu bequemer und allgemeiner Rechnung zu gelangen, be
trachten wir kleine Änderungen des Zu~ammenhangs zwischen x 
und y, die von einem Parameter abhängen,· und setzen etwa 
o (x) = 13 1/1 (x), wobei der Parameter 13 von x unabhängig ist und, 
wenn er klein wird, die ganze Änderung klein macht; setzen wir 
13 = 0, so kommen wir auf die ursprüngliche Kurve 12 zurück. 
Unter diesen Annahmen werden die an der Kurve l' 2' gebildeten 
Größen Funktionen von 13, und für den Zuwachs, z. B. der Ordi
nate y beim übergang zu y, bildet man nach dem Verfahren der 
Differentialrechnung als abgekürzten Ausdruck das Differential 

oCf}-y) .ds = 1/I(x)ds 
os ' 

das wir (j y nennen wollen. Allgemein kann man bei irgend 
einer Größe V, die beim übergang von 0 zu 0' ih U übergeht, 
zur Untersuchung ihres Verhaltens das Differential 

o(U- V)d _ 0 Ud 
os 13 - Oe 13 
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mit dem Werte E=Obenutzen; dieses nennen wir eine Variation 
der Größe U und setzen 

o(U- V) I"=o 
~U=~- dEo 

Dabei kann auch allgemeiner als bisher () (x) = 1jJ (x, E) gesetzt 
werden, wobei 1jJ (x, 0) = 0 sei; man hat dann 

(1) o(y-y) = o1jJ(x,!l ~ = o1jJ(x, E) I.,=OdE 
OE OE' Y OE ' 

ferner 
d y = d y + 0 1jJ (x, E) ~ {d Y _ d Y} = o~ 1jJ (x, E) 
dx dx OX' OE dx dx OE ox ' 

also nach Definition des Zeichens ~ 

(2) ~(dY) = 021jJix, E)!.,=odE. 
dx Ocox I 

Nun ist allgemein, wenn x und c voneinander unabhängig sind, 

021jJ (x, E) = ~ (0 t/J (x, c)) 
ocox dx dE ' 

und in dieser Gleichung kann c = 0 gesetzt werden; die Glei
chungen (1) und (2) geben also 

(3) ~(dY) = d~y. 
dx dx 

Dabei ist zu bemerken, daß x beim übergang von 0 zu 0' un
geändert bleibt; daraus folgt 

o (x - x) _ 0 ~ _ 0 
OE -, uX_ . 

Das Variationszeichen ist hier also mit dem der Ableitung 
nach einer unvariierten Größe vertausch bar. 

Wir wollen ferner annehmen, daß die Punkte 1 und I' sowie 
2 und 2' dieselbe Abszisse haben, also 

Xl = .xl , X2 = x2, (j Xl = (j x2 = O. 

Dann · sind die in der gewöhnlichen Weise abgegrenzten Inhalte 
der Kurven 12 und I' 2' 

X2 X2 

Jydx, Jydx; 
also folgt 
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oder Mch (1) 
X2 X2 

3 J Y d X = f 3 Y d x. 

Dabei kann y hier wie in der Formel (3) durch irgend eine 
Größe U, deren Wert durch den Gesamtverlauf der Kurve 12 
bestimmt wird, ersetzt werden; geht sie In U über, wenn der 
Bogen I' 2' zugrunde gelegt wird, BO ist 

~ ~ ~ 

0°13 [ f Ud x - f Ud x] 1 e = 0 d 13 = 3 f Ud x, 

d E' 0 (d U _ d U) 1 e = 0 = 3 dU. 
OE dx dx dx' 

anderseits ist nach Definition 

(4) 3U=--- dE o(U- U) le=o 
OE ' 

und die Ableitungen nach x und 13 sind vertauschbar, da x von 13 

nicht abhängt; also folgt 

(5) 

Das Zeichen 3 ist also mit dem Zeichen der Integration 
und der Ableitung nach einer unvariierten Veränder
lichen vertauschbar. 

Allgemeiner sei die Variation als ein an einer bestimmten 
Stelle gebildetes Differential nach Parametern EH 132, ••• definiert, 
die Formel (4) also ersetzt durch die allgemeinere: 

o(U- U) le1 =e2 ="'=0 
3U=2:-~OEa ,0=1,2, ... ; 

a 

dann zerfallen in den Formeln (5) die rechte wie die linke Seite 
in Summanden,' deren jeder sich auf eine der Größen Ea bezieht; 
entsprechende Summanden rechts· und links sind gleich, die 
Gleichungen (5) bleiben also bei Bestand. Sind ferner U, V; ... 
beliebig viele durch den Verlauf der' Kurve 12 bestimmte Größen 
und (J) eine der Variation nicht unterworfene Funktion, so ist 

(6) 
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denn setzt man 

dE ~+dE2~+'" = 15' 
1 0 cl 0 c2 ' 

so ist nach Definition 

i5tlJ(U, V, ... ) = 15' [tlJ(U, .V; ... )-tlJ(U, V, .. ·)JI"·=o, 
15' u 1",1 =0 = 15 U, 15' "Vle'l =0 = 15 V, . . . , 

anderseits lehrt die Differentialrechnung 

- - otlJ - otlJ -
15' tlJ (U, V, ".) = 0 U 15' U + 0 V 15' V + 

setzt man hier allgemein c. = 0, so folgt die Gleichung (6). 
Sei z. B. 

F(U) = VI + Ui, U = ~~ = y', 

dann findet man nach den Formeln (6) und (5) 
--, y' i5 y' y' d i5 y 

i5 VI + y 2 = l7 1+ y'2 = Vi + y'2 d x ' 

und weiter findet man nach (5) die Variation der Bogenlänge 
X2 x2 

i5 f y' 1 + y'2 d x = \. y' d i5 Y d x 
. VI + y'2 dx 

'"1 ""1 

und mittels einer Teilintegration 

( 7) 

q q 

i5 f V 1 + y'2 d x = y' i5 Y \"'2 - J i5 y ~ ( y' ) d x, . VI + y'2 <tj d x V 1 + y'2 
'"1 '"1 

5 

wohl gemerkt, unter der Annahme 15 Xl = i5 x 2 = 0, d. h. daß die 
verglichenen Bögen dieselben Endabszissen haben. Die Glei
chung (7) gibt, wenn wir i5 y als kleine den übergang vom 
Bogen 12 zum Nachbarbogen kennzeichnende Größe ansehen, eine 
annähernde, aber gut bezeichnende Darstellung für den Zuwachs 
der Bogenlänge in ähnlicher Weise, wie man die Differenz zweier 
benachbarter Funktionswerte durch das Differential annähernd 
kennzeichnet. 

In allgemeinster Weise kann das Variationszeichen i5 mit 
seinen Rechenregeln wie folgt eingeführt werden. Im Gebiet 
beliebig vieler Veränderlicher x, y, ... sei eine Mannigfaltigkeit lJJ1 
dadurch gegeben, daß x, y, .. , Funktionen von Unabhängigen 
t, u, v, ... sind; letztere sind auf ein bestimmtes Gebiet % be-
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schränkt. Die Mannigfaltigkeit ~J1 sei eingebettet in eine Schar 
von Mannigfaltigkeiten 1JJ1, die von unabhängigen Parametern 
E1I E2, •• • abhängen und alle demselben Gebiet % entsprechen; sie 
gehen in lJJ1 über, wenn man EI = E2 = ... = 0 setzt. Ein Teil 
der Mannigfaltigkeit 1JJ1, der sich einerseits auf eine Stelle, ander
seits auf die ganze Mannigfaltigkeit zurückführen kann, sei 1JJ10 

und entspreche einem Teil %0 des Gebietes %, womit dann auf 
jeder Mannigfaltigkeit lJJ1 ein entsprechender Teil 1JJ10 definiert 
ist. Sei dann V eine Größe, die einen bestimmten Wert erhält, 
sobald %0 und IJ)c gegeben sind; V sei der entsprechende Wert 
mit %0 und lJJ1 gebildet, der offenbar von den Größen E1I E2, • •• 

abhängt. Dann setzen wir 

8 V = (~ ~)o d EI + (~ ~)o d I>t. + ... , 
wobei die Fußmarke 0 bedeute, daß EI = E2 = ... = 0 gesetzt 
wird. 

Aus dieser Definition folgt zunächst die Gleichung (6) auf 
Grund der dort durchgeführten Erwägung, also die Formel 

o (fJ 0 (fJ 
(A) 8flJ(U, V, ... ) = oV 8U + oV 8V + ... , 
in der die Funktion (fJ von EI! E2, .,. nicht abhängt; die Größen 
V, V, ... können jede mit einem entsprechenden besonderen Ge
biet %0 gebildet sein. 

Sodann sei %0 von den Parametern t', u', ... abhängigj ist 
%0 eine einzelne Stelle des Gebiets %, so kann auch t' = t, 
u' = u, ... angenommen werden. Die Parameter t', u', ... seien 
ebenfalls wie immer %0' für alle Mannigfaltigkeiten lJJ1 gleich 
gewählt, also von den Parametern E unabhängig. Wenn dann 

d V = '0 U d t' + 0 U du' + ... 
ot' ou' 

gesetzt wird, so ist aus der- Differentialrechnung, da die Ab
leitung d mit dem Zeichen 

Jr, d 0 d 0 
u = EI -c - + E2 - + ... o EI 0 E2 

vertauscht werden kann, ersichtlich 

d8' U = 8'd Vj 

also folgt, wenn man EI = E2 = ... = 0 setzt, 

(B) d 8 U = 8 d U, 
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wobei sich das Differentialzeichen d, wir wiederholen es, auf un
variierte Unabhängige bezieht. 

Endlich werde U über das Gebiet ~' nach t', tt', ... integriert; 
dann gibt die Regel für die Vertauschung von Differentialen mit 
dem Zeichen der bestimmten Integration 
(0) 8fUdtau···=f8Udtdu ... , 

OL' OL' 

und auch hier ist das Integrationsgebiet unvariiert. 
Auf den Formeln (A), (B), (0) beruht der Algorithmus der 

Variationsrechnung, der im Grunde in dem der Differential- und 
Integralrechnung enthalten ist. Aber es ist ein Unterschied in 
der Anwendung zu beach~en. In der Differentialrechnung ist das 
Differential, das man sucht, durch die gestellte Aufgabe bestimmt. 
In der Variationsrechnung handelt es sich zunächst darum, Va
riationen gewissen Forderungen gemäß zu konstruieren; die Funk
tionen der Parameter c, die in unseren Definitionen auftreten, 
sind meist in weitem Umfange willkürlich, und man sucht die 
Variation zusammengesetzter Ausdrücke auf die Variation ein
facher zurückzuführen. 

Der Hauptzweck der Variationsrechnung besteht in der 
Lösung von Aufgaben des Extrems, des Größten und Kleinsten 
von Größen, die so wie U definiert sind, z. B. der Bogenlänge, 
wenn man die kürzeste Linie sucht. Man bettet dann die ge
suchte, gefunden gedachte Kurve oder Mannigfaltigkeit in eine 
Schar von Parametern c abhängender Nachbarkurven oder Nachbar
mannigfaltigkeiten ein, auf die die Variationsrechnung an
gewandt werden kann, und erhält dann als notwendige Be
dingung des Extrems, daß die Variation 8 U = 0 zu setzen ist; 
sie ist ja ein Differential nach den Größen c, das an der Stelle 
Cl = C2 = ... = 0 notwendig verschwindet, wenn hier ein Extrem 
der Größe D gegenüber den Größen D erreicht werden soll. 
Wenn aber die Extremsaufgaben in der Differentialrechnung nur 
die nächstliegenden Beispiele für die Anwendung bieten, haben 
sie in der Variationsrechnung beherrschende Wichtigkeit, so 
daß das klassische Werk von Euler über Variationsrechnung, 
in dem der Algorithmus allerdings noch nicht vorkommt, aber 
die Aufgaben behandelt werden, die noch heute den Hauptgegen
stand der Variationsrechnung bilden, den Titel trägt: Methode, die 
Kurven mit Extremseigenschaften zu finden, Methodus inveniendi 
lineas curvas maximi minimive proprietatibus gaudentes, 1744. 
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§ 2. 

Einfachste besondere Variationen. 

Wir beginnen mit der Variation von durch ebene Kurven 
bestimmten Größen. Eine ebene Kurve ~ stellen wir meist in 
der Form 

(1) x = qJ(t), Y = t/J(t) 
dar, wobei x und y rechtwinklige Koordinaten sind. Punkte auf 
ihnen bezeichnen wir im allgemeinen durch Ziffern 0, 1, ... , und 
die zugehörigen Werte von Koordinaten und Parametern tragen 
die betreffende Ziffer als Fußmarke, so daß z. B. der Bogen ° 1 
die Endpunkte (xo, Yo) und (XI! Y1) hat, die den Parametel'werten 
to und t1 entsprechen. Auch in Substitutions- und Integralzeichen 
benutzen wir die Ziffern, so daß z. B. 

11 1 

qJ (t) I ~ = qJ (tl) - qJ (to), f qJ (t) d t = f X d t 
to 0 

gesetzt wird; numerische Werte der Integrationsgrenzen kommen 
in der allgemeinen Theorie nicht VOl 

Stetige Funktionen von einer oder mehreren Unabhängigen 
wie qJ (t), 1/J (t), nennen wir an einer Stelle regulä r, wenn sie in 
einer gewissen Umgebung derselben stetige erste Ableitungen 
besitzen; den Bogen 01 auf der Kurve ~ oder (1) nennen wir 
regulär, wenn qJ (t) und 1/J (t) auf der Strecke to ••• t1 regulär 
sind und die Ableitungen qJ' (t) und 1/J' (t) auf. ihr nicht zugleich 
verschwinden, so daß immer 

qJ' (t)2 + 1/J' (t)2 > O. 

1. Die Kurve ~ betten wir nun in eine zur Bildung von 
Variationen geeiguete Schar von Kurven ein, indem wir 

x = qJ (t) + 8 (t, E), Y = 1/J (t) + A (t, E) 

setzen, wobei 8 (t, 0) = A (t, 0) = 0 ist und die Funktionen fJ 
und A regulär sind, wenn t die Strecke to ••• t1 durchläuft und I E I 
unter einer gewissen Schranke liegt. 

Z. B. wird man in vielen Fällen 

fJ(t,E)=EfJ(t), A(t,c) = d(t) 

setzen können; ist dabei 
8 (to) = fJ (t1) = A (tu) :- A (t1) = 0, 
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so haben die variierten Kurven mit II die festen Endpunkte 0 
und 1 gemein, und es ist 

~ t = 0, ~ x = 0 (t) d c, ö' y = J.. (t) d c, 

~ Xo = ö' Xl = ~ Yo = ~ YI = O. 

Ableitungen nach t bezeichnen wir stets durch Akzente; auf 
einer Strecke, auf der x' =1= 0, setzen wir p = Y'/X' und finden 
nach der Formel (A) des § 1 sofort 

. _ (yl) _ X' ~ y' - y' ~ x' 
(2) ~ P - ö' I - I , 

X X 2 

nach (8) 
dö'y 

~y' - --' - dt ' 

die Formel (2) kann man schreiben 

(3) 

indem man x als Unabhängige durch Auflösung der Gleichung 

x - q; (t) = 0 
nach t als Funktion von x einführt. Wir benutzen hier wie noch 
häufig den Satz von der Existenz der impliziten Funktionen: 

Ist die Funktion E (x, y, fJ, ••• ) in der Umgebung der Stelle 
x = xo, y = Yo, ... regulär, und ist an dieser Stelle 

. 'OE 
F = 0, -'Ox * 0, F",(xo, Yo, ... ) * 0, F(xo, Yo, ... ) = 0, 

so gibt es eine an der Stelle y = Yo, fJ = Z'o, ••• reguläre Funktion 
q; (y, z, ... ), die für alle hinreichend kleinen Werte von 1 y - Yo !, 
1 Z - fJo I, ... die Gleichung 

E(q;, y, fJ, ... ) = ° 
erfüllt; alle Wertsysteme x, y, ... , die den Wert F (x, y, ... ) = 0 
liefern, und. in denen I x - XO I, 1 y - Yo I, '" eine gewisse Schranke 
nicht übersteigen, erfüllen dann die Gleichung 

x = q; (y, fJ, .. • ). 

Hier wie auch fernerhin bezeichnen wir Teüableitungen nach 
dem Muster der Gleichung 

'0 E (x, y, fJ, ... ) _ F ( ) 
'0 x -'" x, y, fJ •••• 

Wenn die Funktionen Fa (Xl' x2, ... Xn+k), a = 1, 2, ... fI, 

an der Stelle Xl = x~, ... x" + k = x~ + k regulär si ud und ver-



10 Begriff und Grundregeln. § 2 

schwinden; wenn ferner an dieser Stelle die Funktionaldeter
minante 

'0 (F1, F 2, ••• F,,) 
Ö (Xl) X 2, ••• x,,) 

von Null verschieden ist, so gibt es n an der Stelle Xn + 1 = x~ + 1, 

••• XnH = X~+k reguläre Funktionen 'Pa (Xn +1l ••• Xn+k), die in 
einer gewissen Umgebung dieser Stelle die Gleichungen 

Fa ('P1' 'P2 • ••• 'Pn, X n + 1, ••• Xn + k) = 0 

erfüllen; alle Wertsysteme, für die die Gleich ungen 

Fa (Xl' X 2, ••• Xn+k) = 0 

bestehen und die Größen IXb-Xgj, b = 1, 2, ... , n +k gesetzt, 
unter gewissen Schranken liegen, erfüllen dann auch die 
Gleichungen 

X a = 'Pa (Xn + 1, ••• Xn+k). 

Haben wir hiernach X an Stelle von t als Unabhängige ein
geführt, so können der Gleichung (3) entsprechend, wenn auch p 
in t regulär ist und 

dp pi 
dx = x' = q 

gesetzt wird, die Gleichungen 

~ l_ d8 p 8 _d8p d8x 
p - dt' q - dx -q dx 

angesetzt werden usf. 

II. Von besonderer Wichtigkeit ist die Variation von Inte
gralen der Form 

~ 1 

J01 = S F(x, y, X', y')dt = J F(x, y, X', y')dt, 
10 0 

in denen die Funktion F an allen auf dem Bogen ~ vorkommenden 
Stellen x, y, x', y' regulär ist; Beispiele dafür bieten das Längen
und das Inhaltsintegral 

J V d Xi + d y2 = j V X '2 + y' 2 d t, j Y d x = j y x' d t. 

Diese beiden haben eine Eigenschaft, die bei den meisten wich
tigen Integralen J vorausgesetzt werden muß: sie sind von der 
Wahl des Parameters tunabhängig. 
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Um einzusehen, wann dies allgemein zutrifft, gehen wir da
von aus, daß, wenn 't' eine neue Integrationsveränderliche ist, aus 
der Gleichung 

t T 

f F(x, y, x', y')dt = f F(x, y, ~:' ~~)d't' 
to "0 

durch Ableitung folgt 

dabei ist 

öder, wenn 

gesetzt wird, 

F ( ") _ F( d x d Y) d't' . x, y, x, y - x, y, d't"d't' dt' 

(4) aF(x, y, x', y/) = F(x, y, OGx', ay'). 

Wenn die Größen t und 't' zugleich wachsen, ist a positiv; wir 
wollen uns auf diesen Fall beschräuken und nennen die Funktion F, 
wenn die Gleichung (4) gilt, positiv homogen in den Unab
hängigen x' und y'. Ein Fall, in welchem OG nicht negativ sein 
darf, liegt z. B. vor, wenn wir mit positiver Quadratwurzel 

F (x, y, x', y') = V X'2 + y'2 

setzen; bei negativen a hätte man die Gleichung 

F(x, y, ax', ay') = -aF(x, y, x', y'). 

Wenn F (x, y, x', y') nur positiv homogen vorausgesetzt wird, 
liegt die Anschauung zugrunde, daß F durch die Richtung (x', y'), 
d. h. die Richtung der Tangente der Kurve ~ im Sinne wach
sender t bestimmt ist, und zwar bis auf einen positiven Faktor. 
Man schließt aus der Gleichung (4) auch bei Beschränkung auf 
positive Werte a durch Ableitung nach a, x' und y' 

(5) 

F (x, y, x', y') = x' Fx' + y' F y., 
Fx'(x, y, x',.y') = Fx'(x, y, ax', ay'), 
Fy'(x, y, x', y') = E~i(X, y, ax', ay'). 

Die Ableitungen Ex' = '0 Fjo x' und E~. = '0 Fjo y' sind also 
positiv homogen von der Stufe Null, E selbst von der ersten Stufe 
bezüglich der Unabhängigen x', y/. 
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Differenziert man die Gleichungen (5) nach a, indem man die 
ersten Ableitungen von F als regulär, d. h. die zweiten Ableitungen 
als stetig voraussetzt, und setzt dann a = + 1, so ergibt sich 

o = x' Fx'x' + y' Fx'y" 
0= x'Fy'x' + y'PY'Y'; 

es gibt also eine Größe F I = F I (x, y, x', y'), die die Gleichungen 

(6) F _ Fx'x! __ F X'I[ _ FY'IJ' 
1 - ~ - x' y' - X'2 

erfüllt und in den betrachteten Wertsystemen (x, y, x', y') stetig 
ist, da x' und y' nicht zugleich verschwinden. Sie ist regulär, 
wenn auch die dritten Ableitungen von F stetig sind. 

Ebenso ergibt sieb, wenn man in den Gleichungen (5) nach 
x und y ableitet, daß F xx' Fxy" FlJx" F yy' positiv homogene 
Funktionen erster Stufe von x' und y' sind, die Gleichungen wie 

(7) F x = x' F x ,,' + y' F xlJ' USW. 

erfüllen. 
Der Fall der vollen Homogeneität, d. h. daß in der Gleichung (4) 

auch negative Werte von a zulässig sind, tritt bei rationalen 
Funktionen ein, z. B. beim Inhaltsintegral, bei dem F = y x' zu 
setzen ist. 

Im Falle positiver Homogeneität kann man setzen 
4 1 

J OI = S F(x, y, x', y')dt = S F(x, y, dx, dy), 
~ 0 

wobei nun dx und dy die in der Integrationsrichtung gebildeten 
Differentiale nach einem beliebigen, von 0 nach 1 hin wachsenden 
Parameter bedeuten; das Integral erhält so eine von der Wahl 
des Parameters unabhängige, invariante Gestalt. 

IU. Beim Rechnen in Sonderfällen ist es bisweilen zweck
mäßig, dem Integral J eine nicht homogene Form zu geben, in der 
x als Integrationsveränderliche erscheint. 

Setzt man bei der Annahme x' > 0 etwa 
I 

F(x, y, 1, p) = {(x, y, p), p = Y" dx = x' dt, 
x 

so ist nach (4) 
F(x, y, x', y')dt = {(x, y, p)dx, 

F(x, y, x', y') = {(x, y, p)x'. 
Differenziert man nach x' und y', so folgt 

(6) F x' = { - ]I {p,FIJ' = {p; 
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ferner ist offenbar, soweit x in der Integrationsrichtung wächst, 

(7) S F (x, y, x', y') dt = J {(x, y, p) dx. 

WO x' < ° ist, setzt mau 
F(x, y, -1, -p) = l(x, y, p), dx = x' dt 

uud findet dann 
F(x, y, x', V') = -x' {(x, y, p) 

f Fdt = - rr(x, y, p)dx, 

wobei in der Richtung abnehmender x integriert wird. Im Falle 
der vollen Homogeneität ist f = - {; im Falle des Längen
integrals hat man F (x, y, - x', - y') = F (x, y, x', V'), also {= {, 
und die nicht homogene Form des Integranden ist verschieden, je 
nach dem Vorzeichen der Größe dx oder x'. 

IV. Die zunächst wichtige Aufgabe besteht in der Variation 
des Integrals 

1 

J 01 = f F(x, y, x', y')dt, 
o 

in dem F in x' und y' positiv homogen erster Stufe und mit 
den ersten und zweiten Ableitungen nach allen vier Unabhängigen 
längs des regulären Bogens Q; regulär sei; auf diesem seien auch 
x' und y' regulär, x" und y" also stetig. Läßt man den Para
meter tunvariiert, setzt also ~ t = 0, so geben die Formeln (A), 
(B), (0) sofort 

1 

~JOI = f(Fx~X + Fy~Y + Fx'~x' + Fy,~y')dt, 
o 

und da nach eben jenen Formeln ~X' = d~x/dt, ~y' = d~y/dt 
zu setzen ist, kann man schreiben 

1 

~JOI = J (Fx~X + Fy~y + F x' d;t + F y' d;t) dt. 
o 

Da nun bei den geltenden Voraussetzungen die Größe 

8) d Fx' F' F I F ' + F " + F 1/ ( -ar- = x' = x'xX + x!yy x'x'X x'y'y 

gebildet werden kann und in t stetig ist, so gibt eine Teilintegration 
1 

(9) ~Jol=Fx,~X+Fy,8y l : + J{(Fx_d!tx')~x 
o 

+ (Fy - d::"')~Y}dt. 
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Wir setzen und finden nach (8) 

P = E~ - E;, = (Exy' - E yx') y' + y' EI (X' y" - X" y'), 
oder, wenn 

T= Exy,-Eyx' + EI (X'y"-x"y') 
gesetzt wird, 
(10) P = Ex-E;, = y'T; 
ebenso ergibt sich 
(11) Q = E y - E~, = - x' I; 

Gleichung (9) wird und die 

(12) 
1 

IJJol= Ex,IJx + Ey,IJyl~ + j (PIJx + Q8y)dt 
o 

1 

= Ex,IJx + E y,8yll + fT(y'8x-x'8y)dt; 
o • 

o 

die Gleichungen (10) und (11) geben die Identität 
(13) x' P + y' Q = O. 

Als Beispiel betrachten wir das Bogenintegral 

J = j Yx'2 +·y'2dt, E = yx/2 + y'2, 

=8' 
mit stets positiver Quadratwurzel gebildet, und finden 

x' 
Ex' = --, 

YX'2 + y'2 
y' 

E y,=----, 
yx'2 + y'2 

x'IJx + y'IJYII fl {(X')' (Y')/} 
8JOl = yx'2 + y'2 0 - dt 8x s' + 8y S' ' 

o 

(X')' (Y')' P=-S" Q=-S'. 
Nun ist offenbar 

§ 2 

, - x' y' 1 x' y" - x" y' 1 d y' 
Ex'y' = .! E l = T, T = I = 'dtarctg /; yx'2 + y/~ 8 3 8 3 8 X 

also ist T - I/I? die Krümmung mit positivem oder negativem 
Vorzeichen, je nachdem in einem Kurvenpunkte die Richtung 
na:ch dem Krümmungsmittelpunkt gegen die RichtuIj.g wachsender 
t um 900 im positiven oder negativen Sinne gedreht ist; positiv 
ist der Drehsinn, in welchem die positive x-Achse um 900 gedreht 
In die positive y-Achse übergeht. Die Formel (12) gibt jetzt 

1 

IJJOl = x' 8x ~ y'IJYll + fdt(yIIJx-x'IJy). 
8 0 I? 

o 
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Man variiere z. B. mit festen Endpunkten, so daß ij x und i5 y 
an den Stellen 0 und 1 verschwinden; die Formel 

1 

rat 
i5J01 = J Q(y'i5x-x'i5y) 

o 

zeigt dann, daß die Variation der Länge immer positiv ist, wenn 
(J längs des Bogens ~ positiv und der Vektor (x', y') gegen den 
Variationsvektor (i5 x, i5 y) oder ij überall im positiven Sinne um 
weniger als 1800 gedreht ist. Zeigt der Vektor i5 immer nach 
einer Seite der Kurve ~ und ist kein Wendepunkt vorhanden, so 
hat die Variation der Bogenlänge ein festes Vorzeichen, und zwar 
das positive, wenn der Vektor ij nach der konvexen Seite weist, 
entgegen der Richtung nach dem Krümmungsmittelpunkte hin. 

Ist ~ eine Gerade, so sind x'/s' und y'js' Festwerte, und man 
erhält, wenn t die Richtung wachsender t bedeutet, 

i5 J01 = , = Vi5x2 + i5y2 cos(t,ij) , x' i5 x + y' i5 Y 11 
1
1 

s 10 0 

womit eine Formel für die infinitesimale Längenänderung einer 
geraden Strecke erhalten ist. 

V. Eine Verallgemeinerung liegt nahe. Hat man im Gebiet 
beliebig vieler Veränderlicher x, y, z, ... eine einfache Mannig
faltigkeit ~, auf der t der unabhängige Parameter, x, y, ... sowie 
x', y', ... aber reguläre Funktionen von t sind, und ist F(x, y, 
z, ... x', y', z', ... ) eine mit den ersten Ableitungen reguläre Funk
tion in den auf der Mannigfaltigkeit ~ erreichten Wertsystemen 
x, y, ... , x', y', ... , so findet man auf Grund der Formeln (A), 
(B), (0), indem man t UDvariiert läßt, 

1 1 

i5 f P(x, y, z, ... x', y', z', ... ) = f (p",i5X + P"" d:t + .. -)dt 
o 0 

1 

= P""i5x + "' I ~ + f dt {Pi5x + Qi5y + Ri5z + ... ), 
o 

wobei gesetzt ist 

P = Px-F;" Q = Py-p~" R = Pz-P~" ... 

Ist nun weiter Ppositiv homogen erster Stufe in x', y', z', 
also bei positiven Werten von ~ 

P (x, y, z, ... , ~x', ~y', ~z', •.. ) = uP (x, y, ... x', y', z', ... ), 

... , 
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so gibt die Ableitung nach u 
F = x' F xl + y' F y' + z' F z' + ''', 

und die Ableitung dieser Gleichung nach t gibt 
F' = x"F",,+ ... + x'F;, + "', 

= x'F", + ... +x"F~(+ "', 

§ 2 

wobei den hingeschriebenen gleichgeformte Glieder 
beizufügen sind; man findet also die Identität 

III y, Z, ••• 

oder 
x'(Fa:-F~,) + y'(Fy-F~,) + ... = 0 

Px' + Q y' + Rz' + ... = o. 
Die Gleichungen (8) und die Rechnungen mit T sind auf den Fall 
der Kurve ~ in der xy-Ebene beschränkt. 

VI. Führen wir die nicht homogene Form des Integrals J ein, 
so ergibt sich nach (6) 

P _ x'f' - d (f - p fp) _ x' (t _ d (f - p fp)) 
- '" dt - '" dx ' 

Q = x' (fv- ~f;). p = - Qp, 

~ 4 
IJ Jo 1 = IJ J f (x, y, p) d x = IJ f fex, y, p) x' d t, 

x. to 
1 

= (f-ptp)IJx + (pIJyl: + f (fy-~f;) (CJy-pIJx)dx. 
o 

Hier erscheint ein Integral nach .T, und x wird variiert; bei der 
Bildung der Variation ist aber, um sicher zu gehen, immer erst x 
und y durch die unvariierte Größe t ausgedrückt zu denken. 

Haben wir allgemeiner ein Integral 

J F(x, Yll Y2' •.. , x', Y~, ... )dt 

zu variieren, so setzen wir, um nicht homogen zu rechnen, 

Pa = Y~, F = fex, Yll ... Pl' P2' ... ) x', x 
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VII. Unter diese Formeln fällt im besonderen der Fall, daß 
der Integrand F Parameter enthält, die von t unabhängig, aber 
verfügbar sind; ist z. B. Y2 = a ein solcher und Yl = Y, so ist 
längs der Mannigfaltigkeit ~ überall Y2 = 0 zu setzen und auch 
längs der variierten Kurven Y; = 0, dY2/dt = 0 zu setzen. So 
findet man z. B. 

1 

8 S F(x, Y, x', y', a)dt = F",,8x + F y,8y I~ 
o 

der Summand 

1 

+ S dt{Fa 8a + P8x +Q8y}; 
o 

1 

8afdtO F 
oa 

o 

tritt zu dem früheren Ausdruck der Variation hinzu. 

§ 3. 

Bildung von Variationen geforderter Art. 

I. Es kann sein, daß die zu variierende Mannigfaltigkeit ~ 
schon einer Schar von solchen von vornherein eingebettet ist, und 
es ist dann unter Umständen von Belang zu wissen, ob der 
übergang von ~ . zu den N achbarmannigfaltigkeiten als Variation 
im Sinne des § 1 aufzufassen und der Algorithmus des Zeichens 8 
anzuwenden ist. 

Sei durch Gleichungen wie 

x = ~ (7:, a, b, ... ), ii = 1/ (7:, a, b, ... ) ... 

eine Kurvenschar definiert; auf jeder von diesen Kurven werde 
einer 't-Strecke 'to ... 't1 entsprechend ein Bogen ~' abgegrenzt, so 
daß 'to und 't1 Funktionen der Parameter a, b, ... sind, etwa 

'to = rp (a, b, ... ), 't1 = 'IjJ (a, b, ... ). 

Eine besondere Kurve sei 

x = Ht, ao, bo, .•• ), y = 1/ (t, ao, bo, ..• ) 

und an der Stelle a = ao, b = bo, •.. . sei 't = t, 'to = tOl 't1 = t1 ; 

der auf dieser Kurve abgegrenzte Bogen sei der zu variierende 
und heiße ~. Alle eingeführten Funktionen seien an den zu 
betrachtenden Stellen regulär. 

Knes er, Variationsrechnung. 2. Aufl. 2 
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Setzen wir dann allgemein die Gleichung 
I: ~t, t, 1 

'to - f 0' to. 1 = 0 
'tl-tu tll 1 

§ 3 

an, so wird zwischen t und dem auf irgend einem Bogen ~' wal
tenden Parameter 't eine solche Beziehung hergestellt, daß, wenn 
t = to oder t = t1 ist, entsprechend 't = 'to und 't = 't1 wird; 
die Bögen ~ und ~' sind umkehrhar eindeutig aufeinander be
zogen; man hat etwa 

't = 't (t, a, b, ... ). 
Man kann daher schreiben 

H't, a, b, ... ) = ~ (t, a, b, ... ), 'f} ('t, a, b, ... ) = H (t, a, b, ... ), ... 

x = ~ (t, a, " .), y = H (t, a, ... ), •.. 

und wenn man a - ao = EI' b - bo = E2, '" setzt, kann man das 
Variationszeichen 8 nach § 1 definieren und erhält 

0- le=o 
8x = 2:o~ dEa = ~a (t, ao, ... )da + ~b (t, ao, ... )db + ''', 

a 

'Gy /e=o 
8y = 2:~dEa = Ha(t, ao, ... )da + Hb(t, ao, ... )db + ... , 

v E.t 
a 

usf. Dabei ist 

da nun offenbar 

o~ _ oHI:, a, ... ) _ I: ~ + I: . f. 
ö a - 0 a - \>.- 0 a \>a US ., 

8't = 7:a(t, ao, bo, ... )da + 'tb(t, ao, bo, ... )db + ... , 
8'to = f/Ja(ao, bo, ... )da + f/Jb(ao, bo, ... )db + ... , 
87:1 = 'l/Ja(ao, bo, ... )da + 'l/Jb(aO' bo, ... )db + .. . 

zu setzen ist, hat man 

8x = ~.-87: + ~ada + ~bdb + ... [t=.-, a=ao, .. · 
und im besonderen 

8xo = ~ .. 87:o + ~ada + ... [t=lo,a=ao, ... 
nebst entsprechenden Gleichungen für y und tp 

Hiermit ist klar, daß die Bögen ~' vollkommen als Variationen 
des Bogens ~ im Sinne des § 1 aufgefaßt werden können. Das 
nach a, b, .,. genommene Differential einer von dem Bogen ~ 
bestimmten Größe an der Stelle a = ao, b = bo, ••• kann also als 
Variation betrachtet und nach den Regeln der §§ 1 und 2 berechnet 



§3 Begriff und Grundregeln. 19 

werden; im besonderen gilt dies, indem wir uns auf die xy-Ebene 
beschränken, von dem Differential eines Integrals der Form 

J"l (- - dx dy) 
J = F x, y, d7: dr: dr:; 

"0 

ist JO sein Wert auf dem Bogen ~, so hat man an der Stelle 
a = ao, b = bo, ... die Formel 

-da + -db + ... = ~Jo = F""öx + Fy'~y 'OJ 'OJ 1
1 

'0 a 'Ob 0 

1 

+ J (P~x + Qöy)dt, 
o 

wobei in den Ausdrücken für ~ xo, ~ Xl! ••• immer 

o 0 I a=oo, b=bo, .•. 
~ = da-+db- + .... 

(ja 'Ob I 

und z. B. X O = g (p, a, b, ... ) gesetzt wird. 
Natürlich bleibt diese Rechnung gültig, wenn es sich um 

einfache Mannigfaltigkeiten in einem mehr als zweistufigen Gebiet 
z. B. im Raume handelt, wobei die Gleichungen 

X = Ht, a, ... ), y = 'YJ (t, a, ... ), z = nt, a, ... ) 

vorlägen. 
Ir. Wir haben schon gelegentlich bemerkt, daß es leicht ist, 

einen ebenen Kurvenbogen ~ so zu variieren, daß die End
punkte 0 und 1 festbleibenj man braucht nur, wenn x = rp (t), 
Y = 1/;(t) die Gleichungen des Bogens ~ sind, 

x = x + Cl 81 (t) + c2 {J2 (t) + "', Ti = Y + Cl Al (t) + c2 1..2 (f) + ... 
zu setzen, und die Annahmen 

(j\1 (to) = (ja (tl) = Äa (to) = ),., (tl) = 0 

einzuführen; die Mehrzahl der Parameter kann dazu dienen, 
weitere Bedingungen zu erfüllen. 

Aber es kommt auch vor, daß man bei den Nachbarkurven 
etwa den Anfangspunkt 0 festhalten, den Endpunkt 2 auf einer 
gegebenen Kurve ~ laufen lassen will; seien etwa 

x2=f(r:), Y2=g(7:) 

die Gleichungen der Kurve ~ und sei etwa 

Xl = f (7:1), Yl = 9 (7:}). 
2$ 
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Dann wählen WIr beliebige reguläre Funktionen (j (t) und A (t) 
so, daß 

istj wir setzen ferner 

x = x + (j (t) [f ('I:) - f ('1:1)], 

Y = X + A (t) [g ('I:) - g ('1:1)] 

und nehmen 'I: - '1:1 als Größe E der allgemeinen Theorie des § 1. 
Offenbar ist 

x (tl) = f ('1:), y(tJ) = g ('1:), x(to) = <p (to), y(to) = 1/1 (to), 

d. h. die Nachbarkurve geht von 0 zur Kurve R, und man hat 
die Gleichungen 

OX I"="1 
8x=d'l:'o'l: =O(t)f'(rJ)dc, 

8y = d'l:·~~r="1= A(t)g'('l:1 )dE, 

8x1 = f'(rl)dE, 8Y1 = g'('l:I)dE, f'('l:1)8Yl-g'('l:1)8x1 = o. 
Gilt also längs der Kurve ~ die Differentialbeziehung 

Adx + Bdy = 0, Af' ('1:1 ) + Bg' ('1:1 ) = 0, 
so folgt auch A 8 Xl + B 8Y1 = 0. 

In derselben Weise kann man Variationen herstellen, bei 
denen eine, zwei oder drei beliebige Gleichungen 

®a (x2, Y2, x3, Ys) = 0, a = 1, 2, 3 

zwischen den Koordinaten der Endpunkte des Nachbarbogens 23 
vorgeschrieben sind. Man denkt die diesen Gleichungen unter
worfenen Größen durch Unabhängige 6, r, ... ausgedrückt, deren 
Anzahl drei, zwei, eins sein kann und die verschwinden, wenn der 
Punkt 2 in 0 und 3 in 1 übergeht, etwa in der Form 

X2 = f2 (6, 'C, ••• ), • Y2 = g2 (6, '1:, ••• ), xa = fS (6, '1:, ••• ), 

Ys = g3(6, '1:, ••• ), 

und setzt mit je zwei der eingeführten Funktionen 0 und A 

x = x + (jo (t) lf2 (6, '1:, ••• ) - xo} + 01 (t){P (6, '1:, ... ) - xtl, 
y = Y + AO (t) (g2 (6, '1:, ••• ) - Yo} + Al (t) {ga (6, '1:, ••• ) - Ytl, 

dann sind 6, '1:, ••• die Größen E, und man findet 
8x= 0° (t)df2(6, '1:, ... ) + 01(t)df3(6, '1:, ... ) 1<1= .... ·=0 

und im besonderen 
8 Xo = df2 1<l= .. = .. ·=0, 8 Xl = d f3 (6, ... ) 1<l= .. ·=Oj 
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ebenso ergibt sich 

8yo = dg2 1"='''=0, 8Yl = dga 1.,=···=0, 
woraus nach Definition der Funktionen f, g folgt 

(1) 0 @a 8 x + 0 @a 8 + 0 @a 8 x + 0 @a 8 = 0 
oX2 0 0Y2 Yo OXa 1 OYa Yl 

bei den Werten X 2 = xo, Y2 = Yo, Xs = Xl' Ya = Yl. 

Nach Definition -der Funktionen fi, g2, fa, gs sind die Diffe
rentiale d f2, ... die allgemeinsten, die für 8 xo, . .. gesetzt, die 
Gleichungen (1) erfüllen; die hergestellten Variationen 8 xo, ... 
erfüllen also die Gleichungen (1) ebenfalls in der allgemeinsten Weise. 

III. Endlich sei die reguläre Kurve ~, die, wenn f an den 
betrachteten Stellen regulär ist, auf der Fläche 
(2) fex, Y, .e') = 0 
liegt, so zu variieren, daß auch die Nachbarkurven dieser Fläche 
angehören; die Gleichungen der Kurve ~ seien X = f (t), Y = g (t), 
.e' = f) (t). Man fordert dann die Gleichung 

fCx, y, z) = 0 

und setzt mit willkürlichen regulären Funktionen () (t) und A (t) 

X=X+E()(t), y=y+d(t), i=.e'+oo(t,E); 
dann kann ro (t, E) aus der Definitionsgleichung 

(3) f(x + E f1 (t), A + d (t), z + (0) = 0 
bestimmt werden, wenn an der betrachteten Stelle 

(4) of =1= 0 
o.e' 

ist; . das lehrt der Satz über die Existenz der impliziten Funk
tionen, wie er in § 2 ausgesprochen wurde, da die Ableitung der 
linken Seite der Gleichung (3) nach ro an der Stelle E = 00 = 0 
offenbar 0 f jo.e' ist; 00 ergibt sich als reguläre Funktion von E und t, 
da die linke Seite der Gleichung (3) regulär in t, E und 00 ist. 
Die hiermit definierten Variationen 

8x = B(t) dE, 8y = ,t (t)dE, 8.e' - oo,,(t, O)dE 

erfüllen offenbar, wie die Differentiation der Gleichung (3) nach E 

zeigt, die Gleichung 

of of 0 f 
(5) ox 8x +oy 8y + 0.e'8.e'=0. 

Ist die Ungleichung (4) nicht längs der ganzen Kurve, die 
man variieren will, erfüllt, so zerlegt man diese in solche Teile, 
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daß längs jedes einzelnen von ihnen eine der Größen 0 flo x, 
o flo y, '0 fl'O e von N uU verschieden bleibt. Ist diese Teilung mög
lich, so variiere man jeden der Teile in der angegebenen Weise, 
indem man z durch x oder y ersetzt, und die Endwerte der 
Variationen eines Teiles als Anfangswerle für den folgenden 
nimmt. Ist (x, y, z) dieser Anfangspunkt und sind p, q, r drei 
Größen, die die Gleichung 

'Of+ 'Of+r'Of=O 
P'Ox qoy 'Oz 

an dieser Stelle erfüllen, so kann man z. B. bei der Annahme (4) 

5 x = pd E, . 5 Y = q d E 

setzen und erhält dann nach obigem Verfahren von selbst 

O1,,(t, 0) = r, 5z = rdE, 

womit die Möglichkeit des angedeuteten übergangs von einem 
Teil zum anderen gesichert ist. 

Jetzt kann man mit dem Zeichen 5 an den aneinander ge
bundenen Größen ebenso operieren wie bei freien Größen, und es 
gilt dabei immer die Gleichung (5). Hat man z. B. die Bogen
Jänge einer auf der Fläche (2) gelegenen Kurve zu variieren, 

so bildet man, s' = VX'2 + y'2 + Z'2 gesetzt, 
1 1 

5 f VX'2 + y'2 + Z'2 dt = JX'5X' + Y'!,y' + z'5z' dt 

o 0 

1 

_ , -, 5x + , 5y + , 5z. dt _ x'5x+ y'5y + z'5Z/ 1 j·[(X')' (Y')' (Z')'] 
sos S S 

o 

oder, wenn man t als Bogenlänge, s' = 1 nimmt, 
1 1 

5 J d s = x' 5 x + y' 5 y + z' 5 Z I ~ - f (x" 5 x + y" 5 y + 11" d z) d t. 
o 0 

Die hier erschienenen dreigliedrigen Ausdrücke haben geometrische 
Bedeutung, weil sie gegenüber einer Koordinatenwandlung in
variant bleiben; vor dem Integralzeichen stehen die Projektionen 
des Vektors 5 oder (5x, 5y, 5z) auf die Tangente, gebildet in den 
Endpunkten; unter dem Integralzeichen steht das innere Pro
dukt des Vektors 5 und des Krümmungsradius der betrachteten 
Kurve, vom Kurvenpunkt nach dem Krümmungsmittelpunkt hin 
gezogen. 
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§ 4. 

Invariante Bildungen. 

I. In der in § 2, IV. für die Variation eines längs des 
Bogens ~ genommenen Integrals erhaltenen Formel 

1 

(1) 8 J01 = F.,8x + F!I,8 y i~ + f T(y'8x - x'8y) dt, 
o 

T = F.,y' - F!lx' + F1 (x' y" - x" y') 
haben die bei den unter dem Integralzeichen erscheinenden Größen 
bemerkenswerte Eigenschaften bei einer Transformation der 
Größen x, y, t. 

Setzt man 
w = y'8x - x'8y, 

so ist die Größe 
wdt = dyf5x-dx8y 

zunächst bei Einführung eines neuen Parameters an Stelle von · t 
wie die Differentiale d x und d y invariant. Sie ist außerdem bei 
einer Koordinatentransformation invariant als äußeres Produkt 
der infinitesimalen Vektoren (d x, .d y) und (8 x, 8 y) oder als 
Flächeninhalt des von diesen bestimmten Parallelogramms mit 
einem geometrisch deutbaren Vorzeichen. Nimmt man t als Bogen
länge und nennt t auch die Richtung wachsender t, N diejenige 
Normalrichtung, die gegen t im negativen Drehsinne um 900 ge
dreht ist, also zu t liegt wie die x-Achse zur y-Achse, so ist 

x' = cos(xt), y' = cos(yt), y'= cos(xN), -x' = cos(yN), 
also ist 

w = 8xcos(xN) + 8ycos(yN) 
die Komponente des Vektors f5 oder (f5 x, f5 y) nach der Richtung 
N, oder, wenn man will, der Normalabstand der Kurve ~ von 
einer unendlich nahen Nachbarkurve. Der Parallelogramminhalt 
w d t = d Y 8 x - d x 8 Y ist positiv oder negativ, je nachdem von 
den Vektoren (dx, dy) und (8x, 8y) der erste gegen den zweiten 
im positiven oder negativen Sinne um weniger als 1800 gedreht 
erscheint. 

Aber die Größe w ist noch in allgemeinerem Sinne invariant. 
Führen wir für x und y durch Gleichungen 

x = f(u, v), y = g(u,v) 
neue Veränderliche ein, so werde 

F(x,y,x',y') = q)(u,v,u',v')j 
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man erhält dann die Gleichungen 
o x' 0 y' 0 x' 0 y' 

t'Pu' = F x' ou' + F". ox" t'Pv' = F x' ov' + F y' ov" 

oder, da offenbar 

(2) x'=xuu'+x"v', y'=y"u'+y"v', öx=xuöu+x"öv, 
öy = y"öu + y"öv, 

o~ o~ o~ o~ 
ou' = x"' ov' = x"' ou' = Yu, ov' = 'Y" 

zu setzen ist, 

(3) 
Nun ist offenbar der Formel (1) zufolge, indem man F durch t'P 
ersetzt, 

(4) 

wobei 

1 

öJOl = ö jt'P(u,v,u',v')dt = cflu'öu + t'P",övl~ 
o 
1 

+ JT!Il(v'öu-u'öv)dt, 
o 

T!Il = t'P"v,-t'P"'U' + t'P1(u'v"-u"v'), t'P1V'1 = t'Pu'«' 

gesetzt ist, und die Gleichungen (2) ergeben 

I x"öu + x"öv xuu' + x"v'l ) 
(5) w = ~ + ~ '+' = (x"Yv-x"'Y,, W = LI.w 

Yu u u y" u V 'Yu u 'Y" v 
mit den Zeichen 

w = v'öu-u'öv, LI = xu'Yv-x,,'Yu; 
somit folgt 

1 1 

f T!Ilwdt = f T!Il ; dt; 
o 0 

die Gleichungen (1), (3) und (4) ergeben aber 
1 1 1 

f Twdt -f T!Ilwdt = J T!Il ; dt. 
o 0 0 

Läßt man jetzt die Stelle 1 auf der Kurve ~ laufen, so ergibt 
sich, indem man nach der oberen Grenze des Integrals differenziert, 

w 
(6) Tw = T!Il' LI' T = T!Il.LI-l. 

Nach einer in der Algebra üblichen Bezeichnung werden wir 
T als Invariante vom Gewicht - 1, die Verbindung Fz'öx 
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+ Fv,l1y nach (3) als absolute Invariante, w nach (5) als 
Invariante vom Gewicht Eins bezeichnen. Endlich ergeben die 
oben angegebenen Ausdrücke von tP"" tPv" ox'jou' usf. 

tP", = F"" x,. + F v' y", 
tP",,,, = Fx'''''J!;. + 2 Fx'v' x"Yu + E~,y'Y~ 

= PI (y' X" -x' yu)2 = F I [(y"u' + Yvv')xu - (X"u' + XvV')y,,]2 
= F I v' i! (x" Yv - Xv y.,)2 = F I v' 2 L12. 

Setzen wir also der Definition 
F _ E~, x' __ FX'II' _ Fv'v' 

1 - y'2 - X' y' - X'2 

entsprechend wie oben 
tP _ tP"'u' __ tPu'v: tPv' v' 

1 - V'2 - u'v' - 1.12' 
so folgt 

E~ = WI LI-2 j 

FI ist Invariante vom Gewicht - 2. 
II. Eine wichtige geometrische Anwendung der Formel (6) 

ergibt sich, wenn J wieder die Bogenlänge einer auf der Fläche 
z = f(x,y) liegenden Kurve ~ bedeutet. Setzt man p = fx, q = fy, 
dz = pdx + qdy, so ist das Bogenelement 

ds = Vdx2 + dy2 + (pdx + qdy)2, 
also das Längenintegral 

J = jFo (x, y, x',y') dt = J YX'2 (1 + p2) + 2pqx' y' + (1 + q2) y'2dt; 

wenn wir den Absatz I anwenden, ersetzen wir F durch Fo, 
um den Buchstaben F der üblichen Bezeichnung gemäß ander
weitig verwenden zu können. Anderseits seien auf der betrach
teten Fläche x, y, z Funktionen der Unabhängigen u und Vj dann 
wird dx = xudu + xvdv usf. 

ds = tP(u, V, u', v')dt = YEdu2 + 2Fdudv+ Gdv2, 
wobei 
E=x~+y~+z~, F=x"xv+Y"yv+zuzv, G=x~+y;+z~ 
gesetzt ist. Man findet dann sofort 

Eu' +Fv' 
tP", = 1/ ' yEU'2 + 2Fu'v' + Gv'2 

-(EG-F2)U'V' 
tP"'v' = VEU'2 + 2 Fu v' + Gv'23 , 

tP - E G -:- F2 tP - 1/ Eu' 2 + 2 F u' v' + G v' 2 
1 - tP3 ' - Y , 
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und weiter 

(7) 

T = ~(Fu'+ Gv')_~(EU' + FV') 
~ ou t1J OV t1J 

+ EG-F2( ,,, "') 
~-3- uv -U v. 

Um nun die Formel · (5) benutzen zu können, erinnern wir 
an die geometrische Bedeutung, die jetzt die Größe Li = Xu Yv - Xv y" 
hat. Ist nämlich N eine Normalenrichtung der Fläche, so gibt 
jeder Fortgang auf der Fläche die Gleichung 

cos(xN)dx+cos(yN)dy+cos(zN)dz = 0, 

in der d X = Xu d u + Xv d v usf. mit willkürlichen du, d v gesetzt 
werden kann. Setzt man du = ° oder dv = 0, so erhält man 
zwei Gleichungen, aus denen sich bei passender Wahl der N or
malenrichtung N ergibt 

(8) cos(zN) = X"Yv- X'uYu 
VEG - F2' 

, 12 I 1
2 I ' I EG-F2 = IYu z" + .X'uzu + xuY"i · 

,YvZv XvZv ] X'vYv: 

Die Normale N liegt zu den Richtungen, die auf der Fläche durch 
die Beziehungen du> 0, d v = ° und du = 0, d v> ° bes~immt 
werden, wie die z-Achse zu den Achsen X und y. Die Formel (6) 
kann also geschrieben werden 

(9) T~ = TFoYEG - F 2 cos(zN). 

Jetzt geht der unter (6) angegebene Ausdruck T ~ in TFo über, 
wenn man u, v, E, F, G durch x, y, 1 + pS, pq, 1 + q2 ersetztj 
wir bilden ihn, indem wir den Koordinatenanfangspunkt in den 
betrachteten Punkt der Fläche z = fex, y), die z-Achse in die 
Richtung N legen. Dann ist, da im allgemeinen die Formeln 

gelten, p = q = 0, und auch die Größen Eu, E.n F,,, F v, Gu, 
Gv verschwinden sämtlich mit p und qj die Größen t1J und 
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EG - F2 gehen III Yx'2 + y'2 und 1 über; die Gleichung (7) 
gibt also einfach 

x'y"-x"y' 
TFo = 3 

YX'2 + y'2 
Nehmen wir jetzt als Unabhängige t die Bogenlänge der Kurve~, 
so daß 

X'2 + y'2 + (px' + qy')'J = 1 
wird, so folgt 

TFo = x'y"-x"y'. 

Das ist aber allgemein nichts anderes als die Krümmung der 
Projektion der betrachteten Kurve ~ auf die xy-Ebene, in unserem 
Falle also auf die Tangentialebene der Fläche im betrachteten 
Punkte; diese nennt man die geodätische Krümmung der 
Kurve und bezeichnet sie durch I / Qg. Sie ist positiv oder negativ, 
je nachdem die Richtung vom betrachteten Punkte nach dem 
Krümmungsmittelpunkte der bezeichneten Projektion hin zur 
Richtung wachsender t und zur z-Achse oder der Richtung N 
ebenso oder entgegengesetzt liegt wie die Achsen der Koordinaten 
y, x, z in dieser Folge. Da nun cos (z.N) = + 1 ist, ergibt die 
Formel (9) 

(10) 

1 
YEG-F2 - = T,p, 

Qg 

_1 = 1 {~(FU'+ GV')_~(EU'+F'V') 
Qg YEG-F2 oU t1! ov t1! 

EG-F2 } + t1!5 (u' v" - u" v') . 

Damit ist ein bei beliebigen krummlinigen Koordinaten u, v 
gültiger Ausdruck der geodätischen Krümmung gefunden, aus dem 
zugleich der Lehrsatz von Minding ersichtlich wird, daß die 
geodätische Krümmung eine Biegungsinvariante ist, d. h. nur von 
den Größen E, F, G und ihren Ableitungen abhängt. 

IH. Die Formel (5) ergibt nach (8) 

wdt = myEG-F2 cos(zN)dt, w = y'8x-x'8y, 

ro = v' 8 U - u' 8 v. 

Dabei ist die Kurve Sl' auf der Fläche z = f(x,y) variiert gedacht 
und damit auch ihre Projektion auf die x y-Ebene, die wir als 
Kurve @; in Nr. I nehmen können. Faßt man das in Nr. I er-
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wähnte unendlich kleine Parallelogramm, dessen Inhalt w dt ist, 
als Projektion einer Figur auf der Fläche auf, so ist der Inhalt 
letzterer Figur, mit cos (z N) vervielfacht, der Inhalt der Projektion; 
die Gleichung (4) zeigt also, daß w y E G - F'J d t der Inhalt des 
Parallelogramms ist, das von ds, dem Bogenelement der Kurve st', 
und dem Vektor (8 x, 8 y, 8 z) bestimmt wird, der von einem Punkte 
der Kurve st' zu dem entsprechenden variierten Punkte hinführt. 

Diese Infinitesimalbetrachtung dient nur zur Erläuteruug, 
wenn wir die Variation des Inhalts eines auf der Fläche z = f (x, y) 
liegenden Flächeustücks betrachten. Dieser Inhalt, der von der 
geschlossenen Kurve st' begrenzt werde, wird durch das Doppel
integral 

definiert, 
J = ffVEG-F'Jdudv 

das wir, wenn eine Gleichung 

'OL =YEG-F2. 
ou 

gilt, mittels der Gaußsehen Integraltransformation in ein Integral 
längs der Kurve st' verwandeln können: 

J = H~: dudv = fLdV, 
.ft 

ebenso ergibt sich, wenn eine Funktion M der Gleichung 

oM = YEG-F'J 
OV 

gemäß bestimmt wird, 

also 

J = Hoo~ dudv = - fMdU, 
.« 

J= jJYEG-F2dudv = M(Lv'-Mu')dt. 
(0 

Setzen wir jetzt 2<1> = Lv' -Mu', so ergibt sich <1>1 = 0, 
oM oL 

2T~ = OV + ou = 2yEG-F2, 

also nach 1., wenn wir ein Stück der Kurve st' variieren, dessen 
Endpunkte festbleiben, 

(11) 8J = JTepwdt = JYEG-F2wdt, 

und hiermit ist die Variation des Flächeninhalts mit Rücksicht 
auf die oben gegebene Deutung des Integrationselements 1m 
letzten Integral in anschaulich deutbare Form gebracht. 
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IV. Variiert man einen ebenen Bogen ~ und stellt das System 
der Nachbarkurven her, so kann man in mannigfaltiger Weise 
andere Variationen bilden, die zu denselben Nachbarkurven führen. 

Seien wieder ° und 1 die Endpunkte des regulären Bogens ~, 
der durch Gleichungen x = rp (t), Y = 1/! (t) dargestellt werde; die 
Nachbarkurven seien durch die Gleichungen 

x = x + O(t, e) = rp(t) + O(t, e) = rp(t) 

Y = Y + let, c) = 1/1 (t) + l (t, e) = 1/1 (t) 
gegeben; dabei sei 

O(t, 0) = l(t,O) = 0. 
Dann setzt man 

x = ;Pet + ~), y = i)J(t + ~), 
(12) ~ = ~(t, c), ~ (t, 0) = 0, ~(to, c) = ~(t1' e) = 0. 

Die Größe t + ~ durchläuft bei diesen Festsetzungen mit t zugleich 

die Strecke to ••• t1 j der Ort der Punkte (x, y) fällt also mit dem 

der Punkte (x, 0, der allgemeinen Nachbarkurve, zusammen. Man 
findet nun offenbar 

o(x-x) I 
~- = rp (t + 't)'ts(t, e) + Ot(t + 1:, e)~s(t, e) + Os(t + 1:, e)j 

bezeichnet man die dem tJbergang vom Punkte (x, y) zu (x, Y) ent
sprechende Variation durch ~\, so ergibt sich hiernach 

o(x_X)ls=o I . 

81 X = de Oe = [rp (t)1:.,(t,O) + Os(t, O)Jdc; 

es ist ja Ot(t, 0) = o. Ebenso erhält man eine Gleichung für 81 Yj 
man kann schreiben 

(13) 81 x = x'.,;.,(t, O)de + 8x, 81 y = y'~s(t, O)d c + 8y 

und erhält hieraus beiläufig 

y' 81x-x' 81 y = y' 8x-x' 8y = W; 

die Größe w ist auch beim Ersatz von 8 durch 81 invariant. Die 
Variationsvektoren (8 x, 8 y) oder 8 und (~1 x, 81 y) oder 81 haben 
also dieselbe Komponente nach der Normalen der Kurve ~, 

was geometrisch ersichtlich ist. In Fig. 1 ist Oldie Normale, 
die Strecke 01 = w, 03 und 04 sind die Vektoren 81 und 8, 
06 = 8x, 64 = 8y,07 = 01X, 73 = 81 y. Natürlich ist 01 nur 
in der Grenze die gemeinsame Komponente von 8 und 811 wenn 
d e unendlich abnimmt. 
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Die letzten Gleichungen (12) geben beiläufig 

~B(to, 0) = ~B(tll 0) = 0, 

8 Xo = 81 xo, 8 Yo = 81 Yo, 8 Xl = ~1 Xll 8 Yl = ~1 Y1; 

§ 4 

die Nachbarbögen haben bei beiden Variationen auch dieselben 
Endpunkte und die Endwerte der Variationen sind dieselben. 

Die Funktion ~ (t, Ei) ist noch weithin willkürlich. Man kann 
z. B. die Gleichung 

(14) X'~lX + Y'~IY = 0 

fordern; das gibt nach (13) 

(X'2+y'2)~B(t,0)+x'8B(t,0)+y'lB(t,0) = 0, 

und man kann etwa setzen 

~(t Ei) = _Ei. X'8B(t,0) + y'ls(t,O). 
, X'2 + y'2 

Allerdings sind die Gleichungen ~ (to, c) = ~(to, Ei) = 0 nur dann 
erfüllt, wenn schon die Gleichungen 

x' 8 X + y' 8 Y I 0,1 = 0 

gelten, d~r ursprüngliche Variationsvektor 8 also in den End
punkten normal zur Kurve ~ gerichtet ist, oder wenn die End
punkte festbleiben. In letzterem Falle kann also eine beliebige 
Variation durch eine solche, bei der die Gleichung (14) gilt, ersetzt 
werden. 

Eine Variation in der xy-Ebene, bei der immer die Gleichung 

x' ~ x + y' ~ Y = 0 

gilt, heißt eine Normalvariation. Die Definition 

y'~x-x'8y = w 
gibt bei ihr 

-X'tu 
8y = X'2 + y'2' 

also wenn t die Bogenlänge bedeutet 

8x = y'w = wcos(xN), ~y = -x'w = wcos(yN)j 

der Vektor ~ ist in Fig. 1 dann 01. Bleiben die Endpunkte fest, 
so kann w bis auf den Faktor d Ei als eine beliebige für t = to 
und t = tl verschwindende Funktion von t und Ei mit dem 
Faktor d Ei angenommen werden, z. B. w = dEi. (iJ (t), wenn 
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W (to) = w (td = 0; die Kurvenschar, innerhalb dereI;l man variiert, 
wird durch die Gleichungen 

- y' E w(t) 
X - X = x' 2 + y'2' 

gegeben. 
Die Formel 

~JOI = Fx'~x + F y,15y I~ 
1 1 

+ JTwdt = JTwdt 
o 0 

gibt z. B., wenn J die Bogen
länge ist, also 

1 

- -X'EW(t) 
y-y=~+-'-2 

X Y 

Fig.1. 

4 

F = VX'2+ y'2 

gesetzt wird, ------~-L--~----------------x 
1 1 

f X' y" - x" y' fW 
(J J Ol = V 3 W d t = - d s, 

X'2 + y'2 Q 
o 0 

wobei d s das Bogenelement, 1/9 die Krümmung bedeutet. 
Eine Normalvariation auf einer Fläche, die wir uns wie in 

Nr.II dargestellt denken, wäre eine solche, bei der der Variations
vektor (J oder (iJ x, (J y, (J z) auf der Richtung der variierten Kurve 
senkrecht steht; das gibt die Bedingung 

(Ju (Eu' + Fv') + Civ(Fu' + Gv') = 0, 
die erfüllt ist, wenn 

(Ju = Ä(Fu'+ Gv'), (Jv = -Ä(Eu'+Fv') 

gesetzt werden kann; in diesem Falle ergibt sich, wenn dt als 
Bogenelement = d s genommen wird, 

v' Ci u - u' (J v = Ä = w. 

Nennen wir v die Länge des Variationsvektors mit dem Vorzeichen 
der Größe w, so ist 

v 2 = (Jx 2 + ~y2 + (JZ2 = E(Ju2 + 2F(Ju(Jv + G(Jv2, 

also nach den vorhergehenden Gleichungen 

V S = w2 (E G - F2), 

und die Formel 
1 1 

(J S lJJdt = lJJu,(Ju+lJJv,(Jvl~+ J Tepwdt 
o 0 
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gibt nach (10) für die Variation der Bogenlänge bei festen End
punkten den Ausdruck 

1 1 

(15) f fvds 
d'arcOl = d' wdt = Tu· 

o 0 

Iu den jetzigen Bezeichnungen gibt die Formel (11) für die 
Variation des Flächeninhalts 

(16) d'J = f vds, 

womit beide Variationen invariant, also anschaulich dargestellt 
sind. 

Die geometrische Bedeutung des Vorzeichens der Größen m 

und vergibt sich aus der leicht zu bestätigenden Gleichung 

cos (x N) cos (y N) cos (z N) 
dx dy dz = - mdt; 
d'x d'y d'z 

v ist negativ, wenn die Normale N nach Nr. II (8) definiert, die 
Richtung wachsender t und die Richtung des Variationsvektors 
entgegengesetzt liegen wie die Achsen x, y, z. 

V. Man kann durch andere Besonderung der Funktion 1: be
wirken, daß immer die Gleichung d'l x = ° gilt, also nach (13) 

X'1:,,(t,O) + 8e (t, 0) = ° 
ist; auf einer Strecke, wo x' nicht verschwindet, kann man etwa 

1:(t,c) = _!!2e,(t, 0) 
a, 

setzen; die Endbedingungen (12) sind erfüllt, wenn d' Xo = d' Xl = ° 
ist. Nennen wir die so bestimmte Variation (}l etwa d'o, so ist 
offenbar nach (13) 

d'oY = d'y - pd'x, d'ox = 0, 

die Variation d'o heißt eine abgestumpfte. In Fig. 1 ist 64 = d'y, 
65 = pd'x, 01 = d'oY, und die Strecken 01 und 54 sind gleich 
bis auf Größen von der Ordnung der Größe d c~. Da die all
gemeine Gleichung 

1 

(17) d'JOl = (f-pfp)d'x + fpd'Y!: + f(fy-~~)(d'Y-Pd'X)dX 
o 
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gilt, kann man im· Falle 0 Xo = 0 Xl = 0 schreiben 
1 1 

(18) 0 Jfex,y,p)dX = fpooY!: + J(fy-~;)ooYdX, 
o 0 

eine Formel, mit der man häufig die Variationsrechnung beginnt, 
indem man zunächst abgestumpfte Variationen betrachtet. Im 
Falle beliebiger Endvariationen kann man die Formel (18) auch 
schreiben 

1 1 

(19) iJ ffex,y,p)dX = fox l: + fl'iJOy l: + f(fy- ~~) iJoydx, 
o 0 

und die naheliegende Verallgemeinerung ist, Pa = dYa/dx gesetzt, 
1 

f 1
1 'Of 

iJ f(X'YHY2,···P1,P2,···)dx = fiJx + 2:d iJo Y" 
o a Pa 

o 

(20) 

1 

f {o f d '0 f} + 2: -- - - -- iJoYa dx. 
'OYa dx OPa 

o I' 
Die geometrische Bedeutung der Variationen 00 Y ist wieder 

leicht ersichtlich: ooY ist der Abstand zweier Nachbarkurven in 
der Richtung der y-Achse, 54 in Fig. l. 

Selbständig kann man die Formel (19) aus der Formel (18) 
ableiten, indem man nur die abgestumpfte Variation iJoY mittels 
eines Parameters c einführt und das Integral 

"1 

J = J fCi,y,p)dx 

als Funktion von E und den Integrationsgrenzen Xo und Xl be
trachtet. Man hat dann die Gleichungen 

- 'OJ oJ oJ 
dJ = -;;;:-dxo + --;, - dX1 + --;,-dc, 

u X o u 'X1 u E 

und wenn man c = 0 setzt, 

• oJ 1
8 =0 

ooJ = 3"i dli, oJ 18=0 1
0 

'Oxo = - f(x,y,p) , 

OJ j8=O \1 oXl = fex,y,p) , 

also, wenn man iJ X a für d X a schreibt, 

oJ = dJ [8=0 = fex, y, p)ox [~+ 00J, 
Kneser t Variationsrechnung. 2. Auß. 3 
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was die Formel (19) bedeutet. Ebenso ergibt sich, unabhängig 
von allgemeinen Variationen, nur mittels abgestumpfter die all
gemeine Formel (20). 

übrigens kann man auch bei einer beliebigen Variation für 
die Operation 30 Regeln ableiten, indem man allgemein definiert 

dU 
80 U = 3U- dx 8x; 

man findet dann offenbar 

80(dU) = ~_(~)'3X _ U' 8x' 
dx X' X' X' X'2 

_ au' 1 (UI~X)' _ d30 U 
-7- X' -----x' - ([X, 

so daß die Operationen 80 und djd X vertauschbar sind. Setzt man 
IX 

dU 
dx = V, U = U(x) = f Vdx, 80 U(xo) = 0, 

"0 

so folgt hieraus 
IX '" 

80JVdx = J30 Vdx; 

also ist 80 .auch mit der Integration nach x, deren Grenzen 
80 X = 80 X o = 0 geben, vertauschbar. 



Zweiter Abschnitt. 

Die einfachste Extremsaufgabe der Variations
rechnung. 

§ 5. 

Hilfssätze aus der Differentialreohnung. 

Werde das Extrem einer Funktion von mehreren Veränder
lichen gesucht, zwischen denen Bedingungsgleichungen bestehen. 
Genauer suchen wir notwendige Bedingungen dafür, daß eine 
Funktion F(E1, 132, ••• Sm) an der Stelle Cl = E2 = ... = Em = 0 
oder 13 = 0, wo sie regulär sei, ein Extrem besitze. Sind die 
Größen 13 zunächst frei veränderlich, so setze man E2 = Cs = ... 
= 13m = 0; ist dann 

(OF) =t= 0, ° Cl 0 

wobei die Fußmarke 0 das System 13 = 0 bedeute, so wird 
F (13 11 0, ... 0) bei beliebig kleinen Werten von 1311 also in beliebiger 
Nähe der Stelle 13 = 0 sowohl größer wie kleiner als 

F(O, 0, ... 0) = F o, 

womit das Extrem an der Stelle 13 = 0 ausgeschlossen ist. Not
wendige Bedingungen des betrachteten freien Extrems sind also 
die Gleichungen 

Jetzt sei m > n und seien die Größen 13 den Bedingungs
gleichungen 

(1) 
3'" 
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unterworfen, deren linke Seiten ebenfalls an der Stelle E = ° 
regulär seien; wir setzen 

Die Gleichungen (1) seien nun nach irgend n der in ihnen vor
kommenden Größen E auflösbar, z. B. nach den Ea, die dann als 
Ji'unktionen von En + 1, '" Ern erscheinen: 

(2) Eu = 'Pa (En + 1, ••• Ern). 

Nach den Sätzen der Differentialrechnung (§ 2, I) über die 
Existenz impliziter Funktionen ist das sicher, wenn die Deter
minante laab I nicht verschwindet: 

l
all'" a1n 

Detlaa bl = : =1= 0. 
an1'" ann 

Alsdann gibt es an der Stelle E = 0 reguläre Funktionen 'Pa, die 
für Ea gesetzt die Gleichungen (1) erfüllen, und jedes diese 
Gleichungen erfüllende Wertsystem E, in welchem alle IE11, IC21, ••• Icrnl 
unter einer gewissen Schranke liegen, erfüllt auch die Gleichungen (2). 
Aus letzterem Umstande folgt, daß die Größe 

F( 'P1""!Pm Cn + 1,.·· cm) 
als Funktion der Größen c" + 1, ••• crn an der Stelle c = 0 ein 
Extrem haben muß, so daß nach dem, was vorher über freie 
Extreme festgestellt wurde, die Gleichungen 

"",(oF ~~) + (~) = 0, k = 1,2, ..• !n-n 
~ Ö 'P'I (7 EH + k 0 (} Cn + k 0 a 

gelten, oder 

(3) 2: ca (-::.(7 !P,I '/ + c" + k = O. 
a v C" + k 0 

Differenziert man ferner die Gleichungen (1), in denen Ca = !Pa 

gesetzt wird, nach Cn + k, so ergibt sich 

:E(}G6~~+~~=o, k=1,2, ... m-n, 
(7 'Pa 0 C" + k (7 CH + k a 

also an der Stelle C = 0 

(4) 
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Die Gleichungen (3) und (4) ergeben als notwendige Be
dingung des in Rede stehenden Extrems das Verschwinden ge
wisser Determinanten: 

(5) 
I Cl ... C" C .. + k 

DetlCa Cn+k I = ~ll'" ~l" a1,.n +k = O. 
abaab,tl+k I : : : 

anl ... a .... a", .. +k 

Ordnet man nach den Größen der letzten Spalte, so sieht man, 
daß Größen A, Ba existieren, die von k unabhängig sind und die 
Gleichungen 

ACn+k+ :::SBaaa,n+k = 0, k = l, ... m-n 
a 

geben; dabei ist 
A = DetJaabl =1= O. 

Die Größen A, Ba hängen, was für uns besonders wichtig sein 
wird, nur von den Größen Ca und aa b ab, nicht aber von 
Cn + k, aa, n + k· 

§ 6. 

Das einfachste Extrem in der Variationsrechnung. 

Sei die Aufgabe vorgelegt, die gegebenen Punkte 0 und 1 
in der Ebene durch eine solche Kurve (§; zu verbinden, daß das 
Integral 

I I 

JOI - S E(x, y, x', y')dt = f {(x, y, p)dx 
o 0 

em Größtes oder Kleinstes werde; z. B. wenn F = yx'l + y''J 
gesetzt wird, soll die kürzeste Linie 0 1 gefunden werden. Damit 
das Integral J einen sicheren Sinn habe, nehmen wir an, die 
gesuchte, jetzt gefunden gedachte Kurve (§; sei regulär, x und y 
seien Funktionen von t auf der Strecke to •.• tl ; dabei sei immer 
to < tu d. h. wir wählen den Parameter so, daß er in der Inte
grationsrichtung wächst; der Vektor (x', y') geht dann in der 
Richtung wachsender Werte von t. Die Funktion F sei, wie im 
ersten Abschnitt meistens, positiv homogen bezüglich der Unab
hängigen x', y'; dann gilt dasselbe von Ex, und F!I; sei ferner 
F regulär in den auf der Kurve (§; vorkommenden Wertsystemen 
x, y, x',y'. 
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Wir variieren nun die Kurve ~ mit festen Endpunkten, 
so daß 

x = x + 0 (t, 8), Y = y + A. (t, 8) 

gesetzt wird mit den Bedingungen 

o (t, 0) = A. (t, 0) = (J (to• 8) = ;.. (to, 8) = o. 
Das Integral J01 geht dabei über in ein Integral 

1 

T JF(- - da; dY)dt 
<J OI = x, y, dt' dt ' 

o 

eine an der Stelle 8 = 0 reguläre Funktion von 8, die für 8 = 0 
den Wert J01 annimmt, also an der Stelle 8 = 0 ein Extrem 
haben soll. Das gibt nach § 5 die Gleichung 

o:loll e =o = 0, 
08 

oder auch in der Bezeichnung des ersten Abschnittes 

dabei ist 

d 0 (.7;;1 - J01 ) !e=0 _ ~ T - 0 
8 0 E - U <JO! - , 

8xo = 8x1 = 8yo = 8y! = o. 
Nun ist nach § 2, IV 

I 

8J01 =fTwdt, w=y'8x-x'8y, T=Fa;y,-Fya;' 
o + F I (x' y" - x" y'), 

wobei aber schon vorausgesetzt ist, daß ~ nicht nur regulär, 
sondern auch stetig gekrümmt sei, d. h. daß x" und y" existieren 
und stetig sind. Dies wollen wir auch für die gesuchte, gefunden 
gedachte Kurve ~ voraussetzen; dann finden wir die Gleichung 

tl 

JTwdt=O 
to 

als notwendige Bedingung des gesuchten Extrems. 
Hier kann nun wals eine mit d 8 multiplizierte beliebige auf 

der Strecke to ••• t1 reguläre Funktion, etwa w = ffJ (t) d 8, gelten, 
für die ffJ (to) = <p (tJ = 0 ist; man kann ja 

- 8 ffJ (t) y' - - 8 ffJ (t) x' 
x-x = X'2+y'2' y-y = X'2+y'2 
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setzen und findet dann 

8 - rp(t)y'ds 8 _ - rp(t)x'ds 
x - x' 2 + y' 2 ' Y - x' 2 + y' 2 ' 

y' 8 x-x'8y = rp(t)d s=w 

und weiß jetzt, daß die Gleichung 
11 

(1) f Trp (t) dt = 0 
10 

bei jeder Wahl von rp (t) nach den soeben gestellten Forderungen 
gelten muß. 

Hier ergibt sich der Haupthilfssatz der Variationsrechnung~ 
aus der Gleichung (1) folgt 

T=O, 
wenn T eine auf der Strecke to ••• t1 gegebene stetige 
Funktion von t bedeutet, und rp (t) als stetige Funktion 
auf derselben Strecke beliebig gewählt werden darf. 

In der Tat, wäre z. B. T > 0 an der Stelle t = t2, wobei 
to < t2 < t11 so gilt dasselbe für eine Strecke 

t2 - u < t :s;; t2 + u, 

in der u hinreichend ~lein positiv und natürlich so gewählt 
wird, daß 

to < t2 -u, t1 > (2+ U• 

Setzen wir nun rp (t) = 0 auf den Strecken to ." t2 - u und 
t 2 + U '" t1, und ferner auf der Strecke t2 - u ... t2 + CG etwa 

rp(t) = (t-(t2-U))k(f2+u-t)\ k> 2, 

so ist rp (t) auf der ganzen Strecke to '" t1 mit den Ableitungen 
bis zur Ordnung k - 1 stetig, genügt also, wenn k > 2, den 
oben an rp (t) gestellten Anforderungen sowie derjenigen, daß die 
bei der Variation auftretenden Nachbarkurven stetig gekrümmt 
seien, und man findet 

t1 12+ a 

J Trp (t)dt = J (t - 12 + u)k(t2 + U-t)k Tdt, 
10 t2- a 

also, da T und rp (t) zwischen den Werten t2 - u und t2 + u positiv 
sind, 

t1 

J T rp (t) d t > 0, 
10 

entgegen der vorausgesetzten Gleichung (1). Ebenso findet man 
einen Widerspruch gegen diese Gleichung, wenn T zwischen to 
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und t l irgendwo negativ ist. Somit folgt für die ganze Strecke 
to ••• tl die Gleichung 

T=ü, 
womit der Haupthilfssatz bewiesen ist. 

Soll also eine reguläre, stetig gekrümmte Kurve ü 1 ein 
Extrem des Integrals J OI liefern, so muß längs ihrer die Gleichung 

T=ü 

bestehen; man nennt sie dann Extremale des Integrals J. Da 
ferner 

T '-P-F _dFx ' T' Q E dFII• Y - - x dt' - x = = y-----a:t' 

so gelten längs einer Extremale die Eulerschen Differential
gleichungen 

F dFx ' D dFy ' 0 
x - ([t = 0, :E Y - -----;rt ;::: 

die offenbar beide wesentlich dasselbe aussagen. In nichthomo
gener Schreibweise, F = fex, y, p)x' gesetzt, folgt hieraus 

(2) f - d (f - p fp) - ü f _ d fp - ° 
a; dx -, y dx - , 

was eine in zwei Formen geschriebene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zwischen x und y bedeutet. 

Nimmt man t als Bogenlänge s und nennt & den Winkel, 
um den man eine Halbgerade aus der positiven x-Achse heraus 
drehen muß, um SIe in die Richtung des Vektors (x', y') zu 
bringen, so ist 

d.ft dx d 
x'y"-x"y' = dS' cis = cos&, d~ = sin&, 

und die Gleichung 

ergibt 
d.ft _ Fa;y. - Pllx' _ • 
dS - - F

I 
- f!J(x, y, &), 

für x, y, & als Funktion von s hat man also drei simultane ge
wöhnliche Differentialgleichungen. 

11. Die Verallgemeinerung dieser Betrachtung liegt nahe. 
Hat man die Variation eines Integrals 

I 

JOt = S F(x, y, z, ... , x', y', z', ... )dt 
o 
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auf die Form 
1 

dJOI = Adx+Bdy+ ··· I ~+Jdt(Pdx+ Qdy+Rdz+ ... ) 
o 

gebracht, und soll d J OI bei festen Eudpunkten, übrigens aber 
freier Variation der Größen x, y, ... , verschwinden, so setzt man 
zunächst d y = d z = ... = 0 und findet die Gleichung 

1 

d J o 1 = S Pd x d t = o. 
o 

Da nun d x = f{J (t) d E gesetzt werden kann mit den Be~ingungen 
f{J (to) = f{J (tl) = 0, so gibt der Haupthilfssatz, falls P längs der 
gesuchten einfachen Mannigfaltigkeit stetig ist, die Gleichung 

P=O, 

der sich durch entsprechende Erwägung die Gleichungen 
Q=R= ... =ü 

anreihen. Dabei ist es unerheblich, ob man schon weiß, daß 
P = F., - F~, ist usf., was sich übrigens nach § 2, V. be
weisen läßt. 

111. Die beim Beweis des Haupthilfssatzes benutzte Funktion 
f{J (t) hat kein einheitliches analytisches Bildungsgesetz i es ist 
aber einigermaßen bedeutsam, den Beweis mittels einer einheit
lichen analytischen Funktion zu führen, wodurch eine gewisse 
Verschärfung des Satzes erreicht wird. 

Sei F (t) auf der Strecke to < t ::;;; t1 stetig und to < s < tl i 
dann gilt die Formel 

(3) 

t, 

cl:l~oof cF(t)e-C2 (t-B)2dt = F(s)VTl. 
to 

In der Tat findet man, indem man c (t - s) = u setzt, 
~ c~-~ 

(4) f cF(t)e-C2 (t-S)2dt = f e-«2 F(S + ~)dU. 
to c (10-0) 

Ist nun E beliebig klein positiv gegeben, so kann man 9 so groß 
positiv wählen, daß, wenn U1 > g, 'U 2 < - g, immer die Un
gleichungen 

'" S e-«2 du< E, 
g 
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gelten. Dann ist in der Gleichung 
+g + 00 

( 5) J e- u2 du = J e-,,2 du + 1} = Y n + TJ 
_g -<tJ 

immer I TJ I < 2 c. Ist g so bestimmt, so wähle man c positiv so 
groß, daß c (tl - s) > g, c (to - s) < - gj diese Ungleichungen 
bleiben bei Bestand, wenn man c nachträglich vergrößert. Jetzt 
kann man nach (4) und (5) schreiben 

~ +g 

f cF(t)e- C2 (t-s)2dt = J[F(S+~)-F(s)Je-U2du 
~ -g 

-g c(11- 8) 

+ F (s) (y n + TJ) + f F (s + ~) e- u2 du + f F (s +~) e-,,2 d U; 

c (10-8) g 

ist auf der Strecke to ••• t1 immer I F (t) I < M, so sind die letzten 
beiden Glieder zusammen absolut nicht größer als 2 M c, ebenso das 
Glied F (s).TJ. In dem ersten Gliede kann man durch Ver
größerung von c wegen der Stetigkeit der Funktion F bewirken, 
daß für alle u zwischen - g und + g die Ungleichung 

giltj dann ist das erste Glied absolut kleiner als 

+g 
E J e- u2 du < Eyn. 
-g 

Somit ergibt sich schließlich 

11 

Je F (t) e- c2 (t-s)2dt = y n F (s) + Q, 

wobei 
to 

IQI < c (yn + 4M). 

Durch Vergrößerung von c kann also I Q I beliebig klein gemacht 
werdenj die Gleichung (3) ist bewiesen. 

Gilt nun, a = 1, 2, ... k gesetzt, die Gleichung 

t1 

(6) J Tq>(t)dt = 0 
to 
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auch nur für jede analytische auf der Strecke to ••• t l reguläre 
Funktion <p (t), bei der <p(a) (to) = <p(n) (tl) = 0 ist, so kann man 

{("t - t ) (t - t)}k <pet) = 0 I ce- c2 (t-S)2 = <pet, s), 
(s-to) (tl-s) 

F (t) = T {(t - 10) (tl - t)}k 
(s - tO)(t1 - s) 

setzen und findet dann, da offenbar F(s) = T(s) ist, 
t1 

(7) c li! 00 f T<p (t) d t = y-; T (s ), 
to 

also nach (6), wenn diese Gleichung gilt, T(s) = 0, womit der 
Haupthilfssatz von neuem in dem Sinne bewiesen ist, daß die 
Voraussetzung nur für analytische Funktionen <p (t) der bezeich
neten Art erfüllt zu sein braucht. 

IV. Von der Gleichung (7) wollen wir eine Anwendung 
machen, die später von Nutzen sein wird. Die Funktionen 
T(t), Tl (t), . . . Tm(t) seien auf der Strecke to ••• tI stetig; setzen 
wir in den Bezeichnungen des § 5 

~ ~ 

Cm = f T (t) Om (t) d t, all m = f Ta (t) Om (t) d t, 
~ ~ 

a, 1i = 1, 2, ... n, m = 1, 2, ... m, m> 11, 

wobei 011\ willkürliche auf der Strecke to ••• tl stetige Funktionen 
bedeuten, die an den Stellen t = to und t = tl verschwinden, so 
werde vorausgesetzt, daß, sobald bei irgend einer Wahl der 
willkürlichen Funktionen Om 

(8) Det laabl =f:: 0 
ist, eine der Gleichungen 

(9) et = 0, = 1, '" m - n D j
Cn Cn+k j k 
ab" ab,n+k 

gelte, deren linke Seiten Determinanten (n + l)ter Ordnung sind, 
die aus der m (n + l)-gliedrigen Matrix 

j Cm I 
aa 111 

entspringen. 
Jetzt werde in der Bezeichnung der Nr. II 

0111 (t) = <p (t, sm) 



44 Einfachste Extreme. § 7 

gesetzt, wobei immer to < Sm < t1 sei. Man findet dann nach II 
unmittelbar 

lim aom = fit T~ (Sm), lim Cm = yn- T(Sm); 
c=+co c=+co 

wenn es also möglich ist, die Stellen Sb so zu wählen, daß 

Det ! T.l (Sb) ! =1= 0, 0 = 1, 2, ... n, 

so ist die Voraussetzung (8) bei hinreichend großen Werten von 
C erfüllt, und die Gleichung (9) ergibt 

T(Sl) ... T(sn) T(SnH) 

Tl (SI) ... Tl (Sn) Tl (Sn+k) = 0, k = 1, 2, ... m _ n, 

Tn(Sl) •.. T,,(sn) T,. (Sn H) 

oder es besteht bei willkürlichen Werten von S eine Gleichung 

A T(s) + B l Tl (s) + ... + B n Tn (s) = ° 
mit von s unabhängigen Werten A, Ba; dabei ist 

A = Det ! Ta (Sb) ! =1= 0. 

§ 7. 

Beispiele zu den Eulersohen Differentialgleichungen. 

Den Ergebnissen von § 6, I. gemäß wollen wir die Aufgabe, 
das Integral 

1 

J01 = J F(x, y, x', y')dt 
o 

zum Extrem zu machen, immer kurz durch die Gleichungen 

~ f F (x, y, x', y')dt = 0, ~ f f(x,y,p)dx = ° 
andeuten. Wir suchen in den folgenden Beispielen zunächst 
immer das Extrem bei gegebenen Endpunkten ° und l. 

Dann hat auch jeder Teilbogen des gesuchten Bogens, für 
sich betrachtet, die gesuchte Extremseigenschaft, wenn sie für den 
ganzen Bogen vorhanden ist; man kann also immer unter ° 1 
einen Teil des gesuchten Bogens verstehen. 

I. Die kürzeste Linie in der Ebene zu finden: 

~ f V x' 2 + y' 2 dt = 0, ~ f VI + pi d x = 0, F = V X'2 + y'2 . 
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Da F von x und Y frei ist, 
gleichungen integrierbar, 

sind beide Eulersche Differential-

dFxl _ dFy• _ 0 
dt - dt - , 

x' 
F xl = = const., 

VX'2+y'2 

F y' =.1 y' = const. 
y X'2 + y'2 

Die Größe y' jx' = p ist 
Man findet ferner 

konstant; die Extremalen sind Gerade. 

F _ - F y' x' _ 1 T x' y" - x" y' 1 
1 - x'y' - Yx'2+y'2 3 ' = VX'2+y'2S = Q; 

also die Krümmung der Extremalen verschwindet. 

H. Die kürzeste Linie auf einer gegebenen Fläche zu finden, 
auf der 

d8 = VEdu2+ 2Fdudv + Gdv2, 

8 J = 8 J d 8 = 8 J cI> (u, V, u', v') d t 

gesetzt wird; x, y, z sind rechtwinklige Koordinaten. Nach 
§ 4, H. ist 

Tq, = ~YEG-F2; 
(/g 

die Gleichung T q, = 0 ergibt also 
1 

- =0; 
(/g 

die Extremalen, die man geodätische Linien nennt, haben die" 
geodätische Krümmung o. Ihre Projektion auf die Tangential
ebene der Fläche in einem allgemeinen Punkte hat in diesem 
einen Wendepunkt. 

In rechtwinkligen Koordinaten setzt man, indem man nach 
§ 3, III. auf der Fläche variiert, 

J = J yx'2 + y'2 + zl2dt, 8' = V X'2 + y'2 + z'S, 
1 

X'8X+y'8Y+Z'8zI1 j f (X')' (Y')' (z,),} 8J01 = , - dt\8x -, +8y ----, +8z -, , 
8 0 8 8 8 

o 

oder wenn man t als Bogenlänge und die Endpunkte fest nimmt, 
1 

(1) 8 Jo 1 = - J d t (X" 8 x + y" 8y + z" 8 z). 
o 
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Nun sei feX, y, s) = 0 die Gleichung der Fläche; dann ist bei 
beliebiger Wahl von A = A (t) 

1 

fdt.(AlJ:~X+Afy~y+Af.~z)dt = 0, 
o 

also nach (1) 
1 

(2) ~JOl = -Jdt{(XIl_Af",)~x+(Y"-Afv)~y+(SI/-Af.)~z}. 
o 

Jetzt wählen wir A so, daß längs der gesuchten, gefunden 
gedachten Kurve 

(3) S"-Af. = 0 

ist, soweit f. von Null verschieden ist; wir beschränken uns, 
gemäß der Vorbemerkung zu Anfang dieses Paragraphen, auf 
einen Bogen 01, auf dem f. =f= 0, und sehen auf ihm die 
Gleichung f (x, y, . z) = 0 als nach z aufgelöst an, so daß jetzt 
eine Extremsaufgabe im Gebiet der Größen x, y vorliegt. Wir 
finden dann nach (2) und (3) 

1 

li J Ol = S dt {(x"-). fx)li x + (y" -). fy) liy} = O. 
o 

Nach § 6, II ergibt sich hieraus 

(4) x" - ). fx = y" - ). fy = 0, 

also 
X II. y'" Z" - +' • +' • f • • - IX'ly' •• 

Nun sind bei jeder Raumkurve x", y", z" die Komponenten des 
V ektors, der längs der Hauptnormale eines allgemeinen Punktes 
von diesem zum Krümmungsmittelpunkt führt; die Hauptnormale 
fällt also mit der Flächennormale zusammen. 

Die Gleichungen (3) und (4) haben zusammengenommen eine 
symmetrische Form, sind aber in verschiedener Weise begründet; 
hier liegt das einfachste Beispiel der Multiplikatorenmethode von 
Lagrange vor. 

III. Die kleinste Drehßäche, deren Meridian zwei gegebene 
Punkte verbindet. 

Der Inhalt der Drehßäche ist, wenn als Achse die x-Achse 
genommen wird, 

2nfYds; 
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also fordert man 

~ f y d s = 0, ~ f y V X'2 -+- y'2 d t = 0, 

F = Y V x'· + y'2, F I = Y , l' X'2 + y'2 S 

s' = V X'2 + y'2 , 

yx' 
Fa;' = , l' X'2 + y'i 
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x' x' y" - x" y' 
T= F.,y.-Fyx,+FI(x'y"-x"y') = -,+y. 's ' s s 

und die Gleichung T = ° gibt 

1L_dx_o ds 
(! d s - , (! = y dx; 

der Krümmungsradius ist gleich der bis zur x-Achse gezogenen 
Normale. Nimmt man t = x, so wird die Gleichung der Ex
tremalen 

(5) s'sT = -S'2 + yy" = -1-y'2 + yy" = 0, 

also differenziert 
11 1 

-y'y" + yy/ll = 0, ~ = const. = -; 
y a2 

a ist ein reell positiver Festwert, da y y" nach (5) positiv ist; als 
allgemeine Lösung ergibt sich also mit den Festwerten A und b 

x-b 
y = Aa:ol ~-; 

a 

die Gleichung (5) ergibt, x - b gesetzt, 

-1 +A/a2 = 0, 

also, wenn die Kurve in der Halbebene y > ° liegt, A = a, 
x-b 

y = aa:oj ~-' 
. a ' 

das ist die Gleichung einer Kettenlinie mit der x-Achse als 
Grundlinie. Da x in F nicht vorkommt, kann man auch von 
der Gleichung 

yx' 
F.,. = V = const . 

• 'C'2 + y'2 

ausgehen und findet dasselbe Ergebnis wie vorher; aus dieser 
Gleichung geht auch hervor, daß, von unerheblichen Sonderfällen 
abgesehen, x' längs der ganzen Extremale von Null verschieden 
sein muß. 

IV. Das Euler-J aco bische Prinzip der kleinsten Wirkung 
bei ebener Bewegung eines Punktes. 
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Die Extremsforderung lautet 

8 S vds - 0, 

wobei d S2 = d x 9 + d y2 und, wenn U das Potential der wirkenden 
Kräfte, m die Masse ist, die Geschwindigkeit v durch die Gleichung 
der lebendigen Kraft 

(6) mt = U+h, v = V2 (Um+h) 

als Funktion von x und y erklärt wird; h ist eine Konstante, 
Ua; und Uy sind die Komponenten der wirkenden Kraft nach den 
Bezugsachsen x und y. Man hat also zu setzen 

dy dx x'y"-x'" F = v 1/ X'2 + y'2 T = v - - v -' + v ----y = ° 
f , a; d s Y d S S'3 ' 

oder 
m v2 __ U d y + U. d x. 

Q - a; ds Y ds 

Hier steht rechts die Komponente der Kraft nach der Normale 
der Bahn kurve, die die Krümmung der Bahn bestimmt; für die 
tangentiale Kraftkomponente gibt, die Gleichung (6) 

dx dy dv dv 
Ua;-d + UY -d =mv-d = m-d ' s. , s . S '/: 

wenn die Zeit 't' durch die Gleichung d '/:' = d s/v als Hilfsgröße 
eingeführt wird. Die Bewegungsgleichungen in rechtwinkligen 
Koordinaten sind die Eulerschen Gleichungen: 

vx' , d ( dX) 
F:x: = v",s', Fx' = 7' vxs - dt V([S = 0, 

oder 

d (' dx) v ds v ds = VVa;; 

führt man d't' ein und benutzt den Wert von V2, so folgt 

d2 x 
m d'/:~ = Ua;, 

und ebenso 

Hat man im besonderen 

80 findet man 
U + h - f (x) + 9 (y), 

d x d2 X , d x d Y d2 Y , d y 
m d'/: d,/:2 = f (x) d,/:' m d'/: d,/:2 = 9 (y) d't" 



§7 Einfachste Extreme. 49 

also integriert, wenn Cl und C2 Festwerte sind, 

m (~~y = {(x) + Cu m (~~y = 9 (y) + C2 , 

d-r dx dy 
ym - y{(x)+-~ = Vg(y)+ c2 ; 

die Gleichung der lebendigen Kraft gibt Cl + C2 = 0, und die 
Gleichung 

J. dx f d 
V{(x)+c I = Vg(y)Y-c I 

besteht also für die Extremalen der Aufgabe 

o J V {(x) + 9 (y) V d x2 + d y2 = O. 

Deutet man x und y als krummlinige Koordinaten auf einer Fläche, 
deren Bogenelement 

d s = V {(x) + 9 (y) V d x2 + dy2 

ist und die man als Liouvillesche Flächen bezeichn~t, so 
sieht man, daß auf diesen die geodätischen Linien durch Quadra
turen dargestellt werden können. 

V. Eine Kurve von gegebener Länge zu ziehen, welche von 
einem gegebenen Punkte 0 ausgeht, auf einer festen, durch diesen 
gehenden Geraden endigt, ohne daß die Lage des Endpunktes 
vorgeschrieben wäre, und welche mit der Geraden einen möglichst 
großen Flächenraum einschließt. 

Wir verwandeln die Aufgabe durch ein Verfahren, das man 
den Eulerschen Kunstgriff nennt. Es seien für den Augenblick 
u, y rechtwinklige Koordinaten, x sei die von 0 aus gemessene 
Länge der gesuchten Kurve, y = 0 die feste Gerade, l die vor
geschriebene Bogenlänge. Sind x, y rechtwinklige Koordinaten 
in einer zweiten Ebene, so entspricht einem stetig gekrümmten 
Bogen m in der ersten Ebene ein ebensolcher m' in der zweiten 
Ebene. Letzterer ist so zu wählen, daß das Integral 

J= f ydu 

ein Extrem wird. Nun ist offenbar 

(7) 

man kann also setzen 

J=JyVl-p2 dx. 
Kneser, Variationsrechnung. 2. Auf!. 4 
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Von m' sind in der zweiten Ebene die Endpunkte gegeben; denn 
dem Punkte ° entspricht das Wertsystem x = 0, y = 0, dem 
Endpunkte des Bogens m das System x = 1, Y = 0; in der zweiten 
Ebene hat man also eine Extremumsaufgabe der bisher betrach
teten Art zu lösen. 

Der Integrand von J in der neuen Form ist nun von x frei; 
man hat also das erste Integral 

F x' = f - p fp = const., 
und, da 

f = YY I - p2, F = y Y X'2 _ y'2, 

ergibt sich, unter a, b, c fortan Festwerte verstanden, 

yx' _ y _ 
---~-a. 

YX/2 - y'2 YI _ p2 

Hieraus schließt man leicht 

ady . x + b dx= , y=asm--; 
Va2_y2 a 

d. h. in der zweiten Ebene sind die Extremalen Sinuslinien. 
Weiter ergibt die Gleichung (7) 

x+b u-c = + acos--, 
a 

y2 + (U-C)2 = a2. 

In der ersten Ebene erhält man somit als Kurven m, welche 
möglicherweise das gesuchte Extremum liefern, die" Halbkreise, 
deren Mittelpunkte auf der festen Geraden y = ° liegen. 

VI. Einen Drehkörper von gegebener Oberfläche und größt
möglichem Rauminhalt zu konstruieren, dessen Oberfläche der 
Drehachse genau zweimal begegnet. 

Sind u, y rechtwinklige Koordinaten in der Meridianebene, 
y = ° die Rotationsachse, so hat man auf dieser die Punkte 01 
so zu bestimmen, daß das Integral 

1 

f yYdy2 + du2 

o 

einen vorgeschriebenen Wert co hat, und 
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em Extrem wird. Wir wenden wieder den Eulerschen Kunstgriff 
an und setzen 

x = f y VI + (~~y du, 

° 
indem bis zu einem veränderlichen Punkte des Bogens 0 1 inte
griert wird; dann hat man 

dx2 = y9 (du2 + dy2), du = V -dy2 + (d;Y, 

J = f y2 1/ 1 _ p2 d x P = d y . r y2 ' dx 

(8) 

Deutet man wieder x und y als rechtwinklige Koordinaten in 
einer zweiten Ebene, so entsprechen den Punkten 0 und 1 der 
ersten die Punkte 

x = y = 0, x = w, y = 0, 

welche gegeben sind. In der zweiten Ebene ist also zwischen 
gegebenen Punkten die Kurve zu finden, welche das transformierte 
Integral J zu einem Extrem macht. Die Quadratwurzel im 
Integral J hat das Vorzeichen von du, kann also nicht überall 
negativ sein, wenn in der xu-Ebene U 1 > uo, was wir annehmen. 
Da der Integrand von x frei ist, findet man sofort die Integral
gleichung 

yVl-p2y2 + y8p2 = a = y , 
Vl-p2y2 VI - y2p2 

dx 
a2 

-*d (~) 
Vl-(~Y' 

Die Extremalen in der zweiten Ebene sind also gewisse, leicht 
zu kennzeichnende Ellipsen. Für diejenigen, welche durch den 
Punkt x = y = 0 gehen, erhält man b2 = 1. Da nun offenbar 

_ 2(b- X) dx = _ 2ydy 
a2 a2 a2 

4* 



52 Einfachste Extreme. § 7 

und y im Punkte x = y = 0 mit x wächst, so folgt b = + l. 
Nach (8) hat man ferner 

y2 dy2 

( 
y)2 = y2 (du2 + d yi), 

1- -
a 

Diese Gleichung stellt einen Kreis dar, dessen Zentrum auf der 
Drehachse liegt. Der gesuchte Körper kann daher, wenn er 
überhaupt existiert, und sein Meridian stetig gekrümmt ist, 
nur die Kugel sein. 

VII. Das Hamiltonsche Prinzip faßt die Gleichungen der 
Mechanik in der Forderung zusammen, die Variation eines ge
wissen Integrals bei festen Endwerten der auftretenden räumlich 
definierten Größen und der Zeit solle verschwinden. In seiner all
gemeinsten Fassung sagt es folgendes aus. Wird die Lage 
eines Massensystems bestimmt durch die Werte der n Größen 
qa (a = 1, 2, ... n), ist t die Zeit und wird 

. dqa 
qa = dt 

gesetzt; sind endlich 0 und 1 Anfangs- und Endlagedes Systems, 
so soll bei geeigneter Wahl der Funktion H, des kinetischen 
Potentials, die Gleichung 

1 

(9) iJ J H(qa, (ja) dt = 0 

° gelten; dabei sei 
iJ qa 1°,1 = 0, iJ t 1°,1 = O. 

Für gewöhnlich sagt man, die Zeit t solle überhaupt nicht 
variiert werden, so daß sie als unvariierter Parameter gelten 
könnte. Man erhält dieselben Ergebnisse und eine bessere Ein
sicht in gewisse Zusammenhänge, wenn man auch die Zeit variiert, 
und einen anderen unvariierten Parameter T: einführt; es sei 

d qa '!!!... - t" q~ 
(J;i = qa, dT: - , qa = 7' 

(10) 
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dann lautet jetzt das Prinzip 
1 

(11) (j j F(qa, t, q~, t')dr: = 0 
o 

und F ist in den Größen q~, t' homogen von erster Stufe. Die 
Gleichung (9) gibt die Variationsaufgabe (11) in nicht homo
gener Form; man kann die Größen qa, t mit den am Ende des 
§ 2 behandelten Ya, x identisch setzen und die dortigen Formeln 
anwenden. 

Die Eulerschen Gleichungen der Aufgabe (11) sind offenbar 

(12) '0 F _ ~ '0 F = 0 F t _ d Ft, = O. 
'Oqa dr: 'Oq~' dr: 

Nun ist F = t' B, t' d r: = d t; die ersten dieser Gleichungen sind 
also auch 

(1"3) 

sie sind die Bewegungsgleichungen in der zweiten Form von 
Lagrange. Die letzte Gleichung (12) hat eine besondere Stellung; 
nach (10) ist offenbar 

-Ft, = 2:qa~~ -H = E, F t = t' 'O'O~. 
a qa 

Die Größe E heißt die Energie des Systems und die letzte Glei
chung (12) lautet jetzt 

'OB dE 
~+dt=O. 

Ist H von t frei, so folgt E = const. j das System ist kon
servativ. Immer aber ist die Energiegleichung die der Größe t 
entsprechende Eulersche Gleichung der Variationsaufgabe, die 
das Hamiltonsche Prinzip stellt, wie erst Helmholtz bemerkt hat. 

Aus der nach § 2, V. geltenden Identität 

~ , ('0 F _ ~ '0 F) + t' (F. _ d F t,) = 0 
~ qa 'Oqa dr: 'Oq; t dr: 

ersieht man, daß die Energiegleichung aus den Bewegungsglei
chungen (13) erhalten wird, indem man diese mit qa vervielfacht 
und addiert. 

Der zunächst gewöhnlich behandelte Fall des Hamiltonschen 
Prinzips ist der, daß man 

B= T+ U 
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setzt, wobei T, die lebendige Kraft, eine quadratische Form der 
Größen qn ist und U, das Potential, alleiu von den Größen qa 
abhängt; dann gilt die Gleichung 

'OT 
2:qn~ = 2T 

n q" 

und die Energie wird E = T - U, d. h. die Summe der kine
tischen und potentiellen Energie; sie ist in einem konservativen 
System festwertig. 

VIII. Setzt mau das bisher betrachtete dynamische System 
unter die Wirkung eines beliebigen äußeren Kraftfeldes, das beim 
übergang von qn zu qa + d qa die Arbeit 

IX = ::8 Qadqa 
a 

leistet, so lautet das verallgemeinerte Hamil tonsche Wirkungs-
prinzip 

t1 

(14) ~ J H d t + ~ = 0, 
to 

wobei ~ die Summe der Arbeiten bedeutet, die in der Zeit
strecke to ••• t1 bei den jeweiligen Verschiebungen ~ gebildet wird. 
Der Begriff der Arbeit setzt voraus, daß die Zeit festgehalten, 
die Größe IX in einem bestimmten Zeitpunkt gebildet wird; bei 
der Variation ~, die sich auch auf die Zeit erstreckt, hat man 
also die bei ungeänderter Zeit erfolgenden Variationen, die ab
gestumpften nach § 4, IV. zu nehmen; die der allgemeinen Variation ~ 
entsprechende virtuelle Arbeit ist also 

IX= ::8 Qa~oqa = ::8 Qa(~qa -qa~t), 
n " 

also 
t1 t1 

~ = J IX d t = J d t ::8 Q 0 (~ qa - q a 8 t). 
to to a 

Variiert mftn nun so, daß die Größen 8 qa, 8 t in der Anfangs
und Endlage, d. h. für t = to und t = tu verschwinden, so findet 
man nach VII. aus der Gleichung (14) 

h J dt{8t(% -::8 Qa !ja) + ::8 (~a + Qa) 8 qa} = 0, 
~ a a 

wobei 
'OH d oH 

~a = 0 qa - d t 0 !ja ' 
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gesetzt istj aus der Freiheit der Variationen 8 qa, 8 t ergeben sich 
nach dem Haupthilfssatze die allgemeineren Bewegungsgleichungen 

d (aR) aH dE aH "'V . 
dt aqa = aqa + Qa, dt = - at + ~ Qaqa' 

Die letzte Gleichung ist die Energiegleichung; sie liefert, wenn 
H von t frei ist, die Rechtfertigung dafür, daß E als Energie 
bezeichnet wird, da ihr Differential 

dE = :s Qadq" 
a 

die in dem Zeitelement d t geleistete Arbeit des äußeren Kraft
feldes Qa ist. 

Diese Betrachtung umfaßt auch die Grundlagen der rela
tivistischen Dynamik im Sinne der besonderen Relativitätslehre. 
Man nimmt hier bei der Bewegung eines Punktes mit der Ruh.
masse m und den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z, wenn die 
Lichtgeschwindigkeit = 1 gesetzt wird, nach Planck als Wirkungs
integral das Integral der Eigenzeit 

- S m V1- v2 dt, v2 = i;2 + y2 + Z2j 

ist Xdx + Y dy + Zdz die Arbeit der äußeren Kraft bei einer 
nur räumlichen Verschiebung des Punktes, so hat man als all
gemeineres Wirkungsprinzip anzusetzen 

t1 11 

0= - 8 Sm V1-v 2 dt + S dt IX(~x-i;8t) 
to 10 

+ Y(8y - Y 8t) + Z(8z - z8t}, 

woraus sich nach den obigen Formeln, indem noch T = i; X 
+ Y Y + i Z gesetzt wird, die Bewegungsgleichungen ergeben: 

~ ( mi; ) _ X ~ (~L) - Y, ~ (~~) - Z 
d t VI - v2 - 'd t VI=- v 2 - d t V I - v 2 - , 

~( m )-T. 
dt VI-vi - . 

Die ersten drei Gleichungen sind die Impulsgleichungen, die letzte 
ist die Energiegleichung. Die Größe T ist die Leistung oder der 
Effekt der Kraft (X, Y, Z) bei der wirklichen Bewegungj sie wird 
mit den Kraftkomponenten zu dem Kraftleistungstensor zusammen
gefaßt, dessen Komponenten den Zeitableitungen des Impulstensors 

dx dy dz dt 
m d6 , m dd , m d6 , m d6 
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gleich sind, wobei 
du = dt yl=- Vi 

das bei der Lorentztransformation invariante Element der Eigen
zeit bedeutet. 

Das Arbeitselement bei beliebiger raumzeitlicher Variation ~ 
hat die Form 

x ~ x + Y ~ Y + Z ~ z - T ~ t, 
wie in der gewöhnlichen Mechanik. 

§ 8. 

Extreme bei veränderliohen Endpunkten. 

Ein Extrem mit veränderlichen Endpunkten wird gefordert, 
wenn unter allen Kurven 0 1, deren Endkoordinaten einer Anzahl 
von Gleichungen 

(1) Ga (xo, Yo, Xl' YI) = 0 
unterworfen sind, diejenige gesucht wird, die den größten oder 
kleinsten Wert des Integrals 

I 

J 01 = J F(x, Y, X', y')dt 
o 

ergibt. Ist die Anzahl der Gleichungen (1) vier, so kommt man 
auf den Fall gegebener Endwerte Xo, ••• YI zurück; jetzt möge 
diese Anzahl kleiner sein; z. B. sei der Anfangspunkt 0 an die 
Kurve 
(2) 

gebunden, Xl und YI gegeben; oder es seien zwei Gleichungen 

(3) f (xo, Yo) = 0, g (XI! YI) = ° 
gegeben, man hat dann die gesuchte Kurve von einem nicht vor
geschriebenen Punkte der Kurve (2) nach einem gegebenen Punkte 
oder irgendwie von der ersten der Kurven (3) zur zweiten hin 
zu ziehen. 

Zunächst muß im allgemeinsten Falle (1) die gesuchte Kurve 
auch gegenüber den Nachbarkurven mit denselben Endpunkten 
das Extrem der Größe J Ol liefern; denn hält man die Endkoor
dinaten in einem die Gleichungen (1) erfüllenden Wertsystem 
fest, so bleiben diese Gleichungen erfüllt. Die gesuchte Kurve 01 
muß also nach § 6 ein Stück einer Extremale sein, wenn wir sie 
wieder als stetig und stetig gekrümmt annehmen und aufsuchen. 
Aber die Gleichungen (1) geben für die Lage dieses Bogens nähere 
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Bestimmungen. Nach § 3, Ir. kann man den gesuchten und ge
funden gedachten Bogen 01, den wir wieder ~ nennen, so variieren, 
d. h. in eine Schar von Nachbarkurven einbetten, daß auch die 
Endpunkte dieser letzteren die Gleichungen (1) auf die all
gemeinste Weise erfüllen; man kann bezüglich dieser Kurvenschar 
das Zeichen 8 nach seinen Regeln anwenden und findet wie immer 

1 

8J01 = F",,8x + Fy,dy ! ~ + f(P8x + Q8y)dt, 

° wobei 8 Xo l' •.• 8 Y1 die Gleichungen 

(4) oG'18x + oG'18 + oGa8x + oGu8 = 0 
oxo 0 oYo Yo aXl 1 0Yl Yl 

in allgemeinster Weise erfüllen. Nun muß der Bogen 01 Stück 
einer Extremale, also P = Q = 0 sein; somit folgt als Extrems
bedingung 

8J01 = F x,8x + Fy,8y!~ = 0 
bei den Bedingungen (4). 

Liegt der Sonderfall einer einzigen Gleichung (1) mit festen 
Werten von Xl und Yl vor, so findet man 

(5) F",,8x + F y,8y!0 = 0 

bei der Bedingung 

!l8x+!ldy!0=O' ox oy , 

hat das Integral J die nicht homogene Form 

J = J (x, Y, p)dx, 

so lautet die Gleichung (5) 

«( - p fp) {J X + fp (J Y !O = O. 

Die hierdurch bestimmte besondere Beziehung der Kurve f(x,y) = 0 
zu der sie im Punkte (xo, Yo) schneidenden Extremale, bezeichnen 
wir mit dem Worte transversal: die Kurve wird von der Ex
tremale transversal geschnitten, und ist Transversale der 
Extremalen. Es handelt sich hier offenbar nur um eine Be
ziehung der Vektoren (x', y') und ({Jx, (Jy), die zur Extremale und 
Transversale im Punkte 0 tangential liegen. Die oben erhaltene 
notwendige Bedingung des Extrems kann für den vorliegenden 
Sonderfall folgendermaßen ausgesprochen werden. Soll das 
Integral J zum Extrem gemacht werden durch eine 
Kurve ~, die von einer gegebenen Kurve st' nach einem 
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gegebenen Punkte hingeht, so muß die Kurve ~ Extremale 
sein und in ihrem Anfangspunkte die Kurve ~ transversal 
schneiden. 

Ebenso leicht findet man, daß das Extrem des Integrals J, 
wenn es von einer Kurve, die zwei gegebene Kurven verbindet, 
geliefert werden soll, als notwendig fordert, daß die gesuchte 
Kurve Extremale sei und die beiden gegebenen Kurven transversal 
schneide: hat man die Bedingungen (3), so findet man 

(6) (jJol=Fx,(jx+FII,(jyl~=O 

bei den in allgemeinster Weise erfüllten Bedingungen 

(7) 
of of og og 

;;;-- (jxo + ;;;-- (jyo = 0, -,;,- (jx1 + ~ (jYl = 0. 
() Xo () Yo () Xl () Yl 

Diese sind im besonderen erfüllt, wenn entweder (j Xo = (j Yo = ° 
oder (j Xl = (j Yl = ° gesetzt wird; also ergeben sich aus der 
Gleichung (6) die besonderen 

F rr! (j X + F II, (j Y r = 0, Fa;; (j z + F II, (j Y 11 = 0, 

die erste mit der ersten, die zweite mit der zweiten der Glei
chungen (7) verbunden; die transversale Lage muß bei jeder der 
Kurven f = 0, 9 = 0, also im Anfangs- und Endpunkt des Ex
tremalenbogens 01 gefordert werden. 

I. Bei den in § 7 behandelten Beispielen 

(j J yx'2 + Y" dt = 0, (j J Y yx'2 + Y" dt = ° 
oder allgemeiner bei der Aufgabe 

(j S !P (x, y) yx----;,,-+-Y-,--'2 dt = ° 
ist die Transversalitätsbeziehung 

(x, ) x' (j X + y' (j y = 0, 
!P Y yx'2 + y" 

ist also immer erfüllt, wenn 

x' (j x + y' (j Y =-= 0, 

d. h. wenn Extremale und Transversale aufeinander senkrecht 
stehen; die Transversalitätsbeziehung bleibt bestehen, wenn man 
die Richtungen (x', y') und ((j x, (j y) vertauscht. Das ist aber bei 
anderen Beispielen nicht der Fall. 

Bei den geodätischen Linien auf einer beliebigen Fläche, 
also der Aufgabe 

(j J tPdt = (j f yEu'2 + 2 Fu'v' + Gv'2dt = 0, 
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ist die Transversalitätsgleichung 

Wu,~u + Wv,~v = 0, ~u(Eu' + Fv') + ~v(Fu' + Gv') = 0; 

nach den in § 4, U. angegebenen Ausdrücken der Größen E, F, G 
kann man hierfür schreiben 

(8) dx~x + dy~y + dz~z = 0, 

wobei dx = x"du + xvdv, ~x = xu~u + xv~v, ... gesetzt ist. 
Die Gleichung (8) besagt offenbar, daß die Richtungen d und ~ 
aufeinander senkrecht stehen. Auch hier gehen also die Rich
tungen der Extremale und Transversale symmetrisch in die Trans
versalitätsgleichung ein. 

U. Die Drehßäche kleinsten Widerstandes zu finden. Gesucht 
wird der Drehkörper, der mit festliegender Drehachse und fester 
Geschwindigkeit v in einer Flüssigkeit fortschreitend in der Rich
tung der Achse den kleinsten Widerstand erfährt, wenn jedes 
Oberßächenelement einen Normalwiderstand erleidet, der der Größe 
des Elements und einer gewissen Funktion IP (u) der absolut ge
nommenen normalen Geschwindigkeitskomponente u proportional ist. 

Ist die x-Achse die Drehachse, d s ein Element des Meridians 
der gesuchten Fläche, so ist 2 ny d s der Inhalt einer von zwei 
benachbarten Breitenkreisen bedeckten Zone derselben. Eine 
Normale des Meridians in der xy-Ebene sei N; dann ist 

dy dx 
cos(xN) = ds' cos(yN) = - ds' 

also u = v dyjds, und der Normalwiderstand auf einer Zone gibt 
nach der x-Achse die Komponente 

2nydsIP(u)cos(xlV) = 2nydYIP(vdyjds). 
Man setzt nun nach Newton IP (u) = u 2, nach neueren Annahmen 
von Lössl und Duchemin 

IP(U} = u, 
u 

IP (u) = 1 + u2 ' 

und findet die Aufgabe 

~ f ydyIP (v:n = o. 
Nach Newton erhält man 

~fYdy3 = 0 
ds2 

oder, wenn man d y - pd x einführt, 

~fyp3dX = 0 
1 + p2 
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und in jedem Falle eine Aufgabe der Form 

(9) 0 f y1jJ (p)dx = O. 

Die erste der Eulerschen Gleichungen in der nicht homogenen 
Form § 6 (2) gibt, f = y1jJ(p) gesetzt, 

a 
f - p fp = const. = a, y = 1jJ (p) _ p 1jJ' (p) = () (p); 

hieraus folgt, indem man p = t als Parameter ni'inmt, 

p ~; = ()'(p), x = J 0' ~p) dp. 

Im N ewtonschen Falle ergibt sich so mit den Festwerten 
a und b 

a(1+p2)2 a( 3 1 
Y = ~T-' x = b+"2 4pi + p9+ lgp). 

Der Ausdruck für x zeigt, daß p im Endlichen längs eines regu
lären Extremalenbogens weder verschwindet noch unendlich wird. 
Läßt man p alle positiven Werte durchlaufen, so erhält man 
eine Kurve, die, wie die Gleichungen 

d x _ a (1 + pi) (p2 - 3) d y _ a 11 + p2)(p2 - 3) 
d P 2 pa 'd p - 2 p~ --

zeigen, an der Stelle p = 1"3 einen Rückkehrpunkt besitzt, sonst 
überall y als reguläre Funktion von x definiert. Da ferner aus 
der letzten Gleichung leicht gefunden wird 

d'J. y 2p5 
d x2 = a(1 + p2) (p2 - 3).' 

so kehrt die Kurve, wenn a> 0 und damit y positiv ist, der 
x-Achse die hohle oder erhabene Seite zu, je nachdem p< YS oder 

p> YS ist. 
Als Bedingung der transversalen Lage findet man für die 

allgemeine Aufgabe (9) 

[1jJ (p) - p 1jJ(p)] 0 x + 1jJ' (p)o y = 0, 

im N ewtonschen Falle 
-2pOX+(p2+ 3)oy = 0; 

wenn p = tg cp, 0 Y = tg ro . 0 x gesetzt wird, also cp und ro die 
hohlen Winkel der nach wachsenden gezogenen Tangenten der 
Extremale und der Transversale mit der x-Achse bedeuten, folgt 

t ro = 2 tg <p sin 2 cp 
g 3 + tg2 cp 2 + cos2 cp 
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Die Transversalitätsbeziehung ist also in den Richtungen der 
beiden bezeichneten Tangenten keineswegs symmetrisch. Da aber 
cp nur von w abhängt, ist klar, daß eine Gerade von allen zu 
ihr transversal liegenden Extremalen unter demselben Winkel 
geschnitten wird. 

§ 9. 

Die Brachistochrone. 

1. Hat man nach § 3, Ir. zu einem Bogen 01 Nachbarkurven 
und Variationen mit veränderlichen Endpunkten hergestellt, so 
können diese benutzt werden, um das gegen das bisher be
trachtete etwas allgemeinere Integral 

I 

J o' l = f P(x,y,x',y',xo,xllYo'Yl)dt 

° 
zu variieren, d. h. sein Differential nach den dort eingeführten 
Größen Cl' c2' • • • an der Stelle C = 0 zu bilden. Die End 
koordinaten xo,'" Yl sind ja als reguläre Funktionen der c ge
geben; man kann also d xo, ., . d Yl bilden und, wenn in obigem 
Integral die Funktion F an allen in Betracht kommenden 
Systemen ihrer Unabhängigen regulär ist, findet man 

I 

dJOl = J dFdt, dF = Fa/ix + Fx,dx' + Fxodxo + FX1 dXl +"', 
o 

wobei in den weggelassenen Gliedern nur x durch Y ersetzt ist. 
Man findet nun in gewohnter Weise 

1 

d J Ol = Fx·dx + Fy,dy I~ + f dtlPdx + Qdy 
o 

+ F xo dxo + FX1 dXl + .. . } 
oder, da d xo, ... d Yl nach § 3, II. von t unabhängige Differentiale 
werden, 

1 1 

8J01 = Ex.dX+ ... [ + Jdt(Pdx+ Q8Y)+dXoJ~~ dt 
o 0 

1 

+8xl fOF dt+··· 
• ox\ 
o 

Soll J Ol durch die gesuchte, gefunden gedachte Kurve zum Extrem 
gemacht werden, so variiert man auch hier zunächst mit festen 
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Endpunkten, findet P = Q = 0, d. h. daß die Kurve Extremale 
sein muß, und erhält dann bei allgemeiner zulässiger Variation 

1 1 

1
1 fOF fOF 8J01 =F",,8x+Fy,8y o+8xo oxodt+8yo oyodt 

o 0 

1 1 

+8xlf~F dt+8Ylf~F dt; 
OXl UYl 

o 0 

dieser Ausdruck = 0 gesetzt bei allen zulässigen Variationen 
8 xo, ... 8 Yl, gibt weitere notwendige Bedingungen des gesuchten 
Extrems. 

Sei z. B. im besonderen 

F = (/) (x - xo, x', y'), 

dann ist für die Extremalen 

(1) F x = - F xo, Fa; - F~, = 0, F y' = const., F y' I~ = 0, 
und der Ausdruck 

1 

8 J Ol = Fa;,8x +Fy,8y I ~ + 8xo J F"odt 
o 

kann nach den Gleichungen (1) geschrieben werden 
1 

8 JOl = F",8 x + F y,8y I~- 8 Xo JFx dt 
o 

= F x,8x + F y ,8y !~- 8xoF x' I~ 

= Fx' 1\8 Xl - 8 xo) + Fi;' 1
1 (8 Yl - 8 Yo)· 

Kann man nun bei den vorgelegten Endbedingungen so 
variieren, daß ein beliebiger der Punkte 0 und 1 festbleibt, z. B. 
wenn die Punkte 0 und 1 beziehentlich an die Kurven.Q'o und.Q'l 
gebunden sind, so findet man 

Fa;' 8 x + F y,8yll = 0, F x,l l 8xo + F yll l 8yo = 0, 

d. h. die Fortgangsrichtungen der Kurven .Q'o und .Q'l III den 
Punkten 0 und 1 sind parallel. 

Ir. Wir wenden diese allgemeinen Betrachtungen an auf die 
Aufgabe der Brachistochrone, eine Kurve 01 zu finden, auf 
welcher ein schwerer Punkt gleitend in der kürzesten Zeit von 
o nach 1 gelangt. 

Sei die x-Achse die Richtung der Schwere, g ihre Konstante; 
dann wird die Geschwindigkeit v eines schweren Punktes von 



§9 Einfachste Extreme. 63 

der Masse 1, der im Punkte 0 mit der Geschwindigkeit Vo beginnt, 
durch die Gleichung 

(2) 

bestimmt. Da nun die Zeit, in der eine Kurve durchlaufen wird, 
sich durch das Integral 

ausdrückt, so sieht man, daß die Aufgabe 

gestellt ist, wobei 

8f ds = 0 yx IX 

v 2 
IX = xo-_o • 

2g 

Man findet für eine Kurve, auf der x - IX =1= 0, der Integrand 
also in ihren Elementen regulär bleibt, die Eulersche Gleichung 

y' -- p F", = const. = c, y = CYX-IX = Y . 
X'2+ y'2 1 + p~ 

Die Größe I c Y x - IX I ist also nicht größer als 1; setzt man dem
gemäß 

1 
2 0 2 (x - IX) = 1 - cos u, a = 2 c2' 

so folgt 

p = 1/_2 x _( IX )' d y = a (1 - cos u) du, r a- X-IX 

x = (X - a(l-cosu), y = b + a(u- sinu), b = const.; 
die Extremalen sind Zykloiden, deren Spitze im Punkte x = IX, 

y. = b liegt; dieser liegt, da IX< xo, höher als der Punkt 0 und 
gehört dem Bogen 01 nicht an, so daß auf diesem keine Singu-

larität des Integranden d s/y x - IX auftritt. Die Transversalitäts
beziehung besteht offenbar im senkrechten Schnitt. 

Eine besondere Betrachtung erfordert der eigentlich nächst
liegende Fall Vo = O. Da in diesem die Aufgabe 

1 

8f ds = 0 yx - Xo 

° gestellt ist, wird der Integrand an der Stelle 0 singulär, 80 daß die 
allgemeine Theorie nicht anwendbar ist. Sei dann 2 irgend ein 
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Punkt der gesuchten, gefunden gedachten Kurve; in ihm herrscht 
nach (2) die Geschwindigkeit 

Vi = V-=-2 -=-(x-2--XO--:-)-g, 

und die Kurve 21 liefert notwendig gegenüber anderen Kurven 
mit denselben Endpunkten auch ein Extrem des Integrals J211 da 
J Ol = J02 + J2l ist und eine Abänderung des Bogens 21 auch 
als eine solche des Bogens 0 1 gelten kann, bei der die Strecke 02 
festbleibt. Längs des Stückes 21 ist also, da v2 > 0 ist, nach 
der vorhergehenden Betrachtung die gesuchte Kurve eine Zykloide, 
deren Spitze auf der Höhe 

Vi x = x2 -- = Xo 2g 

liegt. Da man nun den Punkt 2 auf der gesuchten, gefunden 
gedachten Kurve beliebig nahe an 0 heranrücken kann, muß der 
Bogen 01 ganz einer Zykloide angehören, deren Spitze der 
Punkt 0 ist: 

x- (x2 - ;~) = x-xo = a(l- cosu), 

y = yo+a(u-sinu). 

Soll nun die Brachistochrone für den übergang von eIller 
Kurve ~o bis zu einer Kurve ~l gefunden werden, wobei die 
Anfangsgeschwindigkeit V o gegeben sei, so bietet das Integral 

1 

J- J ds 
yx - X o + vi/2g 

o 

genau den unter Nr. I betrachteten Fall dar; wir schließen aus 
den dortigen Sätzen, daß die Tangenten der Kurven ~o und 
~l in den Punkten 0 und 1 parallel sein müssen; halten wir 0 
fest und lassen nur den Punkt 1 auf der Kurve ~l beweglich, 
so folgt, daß der Extremalenbogen 01 in 1 die Kurve ~l unter 
rechtem Winkel schneidet; das sind die Ergebnisse von Lagrange. 

Aber der Fall Vo = 0 muß wieder besonders betrachtet 
we.rden wegen der Singularität des Integranden d s/V x - Xo an 
der Stelle O. Jedenfalls ist auch jetzt Olein Zykloidenbogen 
mit der Spitze 0, der die Kurve ~l unter rechtem Winkel 
schneidet; man hat daher die Gleichungen 

(3) x1-XO = a(1-cosu1), YI-YO = a(ul-sinul). 
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Die geforderte Extremseigenschaft dieses Bogens kann nun so 
ausgenutzt werden, daß man a, Ull Xll YI sich ändern läßt und 
die entsprechende Gleichung dJOI = 0 bildet. Beziehen sich die 
Differentiale d Xl und d Yl auf den Fortgang längs der Kurve ~l' 
so ist dabei wegen der Transversalitätsbeziehung im Punkte 1 

x; dX1 + Y·l dYl = 0, 

, 2 .Ul u l '-2 ·2 UI 
Xl = aS1ll 2 cos ~' YI - asm 2' 

(4) 

Man findet ferner 

ds = 2asin ~ du, \"x-xo =V2asin ~, 

fl ds _JUI ,-
JOI = -~ =\,,2a du = U I V2uj 

. yx - Xo 
o 0 

die Gleichung, die das Extrem fordert, ist also 

(5) 

Endlich ergeben die Gleichungen (3), wenn d Xo und d Yo auf den 
Fortgang längs der Kurve ~o bezogen werden, 

d YI - dyo = d a(u} - sinul ) + 2 asin! ~I dul , 

dx1-dxo = da(1-cosu})+2asin ~lCOS~ldul. 

Vervielfacht man die erste dieser Gleichungen mit tg t Ul und 
addiert sie zur zweiten, so folgt nach (4) und (5) 

was zusammen mit der Gleichung (5) ergibt 

dYo:dxo = dYl:dx ll 

d. h. die Tangenten der Kurven ~o und R\ in den Endpunkten 
o und 1 sind auch jetzt parallel. 

Kn e s er, Variationsrechnung. 2. Aufl. 5 
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§ 10. 

Allgemeine Transversalität. 

1. Die Aufgabe der Drehfläche kleinsten Widerstandes (§ 8, H.) 
wird in belangreicher Weise abgeändert, wenn man nicht den 
Widerstand einer Zone der Drehfläche betrachtet, sondern den 
Drehkörper durch eine zur Fortschreitrichtung senkrechte Ebene, 
eine kreisförmige Stirn fläche abschließt und verlangt, daß der 
Gesamtwiderstand der Stirnfläche und einer angrenzenden Zone 
zusammengenommen ein Minimum werde. 

Sei wieder 01 der gesuchte Meridianbogen, 2 der Koordinaten
anfangspunkt, der Punkt 1 (Fig. 2) gegeben, der Punkt 0 auf der 

Fig.2. 

1 

o 

y-Achse gesucht, und man sucht das Wider
standsintegral J20 + JOI zum Extrem zu 
machen; 

f yp3 f ydy 
J = 1 + p2 d x = 1 + l/p2 . 

Auf der Strecke 0 2 hat man x' = 0, 
p = 00 zu setzen, also 

t y? 
2 X J 20 = J y d Y = ~, 

° und bei Verschiebung des Punktes 0 ergibt sich 
(j J 20 = Yo (j Yo' 

Die Strecke 0 1 muß Bogen einer Extremale sein, da das 
Extrem jedenfalls auch gegenüber solchen Verschiebungen gesucht 
wird, bei denen die Punkte 0 und 1 fest bleiben. Man wird daher 
in der gewöhnlichen Bezeichnung setzen dürfen 

(jJOI = F",,(jx+Fy,(jy l~; 
als notwendige Bedingung des gesuchten Extrems der Größe 
J2 ° + Jo I ergibt sich 

und, da offen bar 
(j Xl = (j YI = (j Xo = 0 

ist, bleibt nur übrig 
_ 1 + 3/p2 0_ 

yfJy Y(l + l/p2)2(jYI - 0, 
oder auch einfach 

(1 + p2) - p4 - 3p2 = 0, pi - 1 = 0, P = + 1. 
Das heißt, die Extremale setzt sich an die Stirnfläche unter einem 
Winkel von 45°. 
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H. Die durchgeführte Betrachtung ist Sonderfall der folgenden 
allgemeineren. Sei das Extrem einer Größe · 

1 

z = {(a, b, ... ) + J F(x,y,x',y')dt 
o . 

gesucht, wobei a, b, ... irgendwelche Parameter sind, von denen 
die Lage des Punktes 0 abhängt, so daß 

8 0 Xo d . 0 Xo d b 
Xo = 0 a a + 0 b + .. " 

8 oYod oYo db Yo = aa a+~ + ... 
zu setzen ist; in der unter I. behandelten Aufgabe hätte man z. B. 
a = Yo, (Ca, b, ... ) = t Yo2 zu nehmen. Die gesuchte Kurve 01 
muß, wie in jenem Beispiele, Extremale sein, so daß 

8J01 = F",,8x + F y,8y I ~ 
ist und als Extremsbedingung der Größe z . folgt, wenn der 
Punkt 1 fest gegeben ist, 

8z = 8{-F",,8x-Fy,8yIO = o. 
Läßt man den Punkt 1 in die Lage 0 rücken, so wird J 01 = 0; 
es ist also 8 Zo = 8 ( zu setzen und man findet als Extrems
bedingung an der Stelle 0 
(1) -8z+Fx'8x+Fy,8y = O. 

Man kann diese Formel mit Rücksicht auf spätere Ver
allgemeinerungen, indem man 

.Q = A[-z'+F(x,y,x',y')] 
setzt, auch schreiben 

.Q.,8 z + .Q,,8 x + .Qy,8 Y = 0; 

ist (Ca, b, ... ) = 0, so kommt man auf die gewöhnliche Trans
versalität des § 8 zurück, indem an der Stelle 0 immer 8 z = 0 
zu setzen ist. 

Die Eigenart dieser Aufgaben wird deutlich, wenn wir in 
der Größe 

1 

Z = (Ca, b, ... ) + J Fdt 
o 

den Punkt 1 als veränderlich ansehen; in bezug auf die .Änderung 
von t gilt die Gleichung 

-z' + F(x, y, x', y') = 0 
oder, invariant bezüglich des Parameters t geschrieben, 
(2) -dz+F(x,y,dx,dy) = O. 

5* 
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Nehmen wir z als dritte Koordinate im Raume, so ist der Punkt 
(x, y, z) an Raumkurven gebunden, die der Mongeschen Differen
tialgleichung (2) unterworfen sind. Die Extremsaufgabe bei ge
gebener Stelle 1 fordert dann, von der gegebenen Mannigfaltig
keit der Wertsysteme (xo, Yo, zo) aus, die wir IJJC nennen, auf einer 
Raumkurve, die die Mongesche Gleichung erfüllt, einen auf der 
Geraden x = xu Y = Yl gelegenen Punkt mit größter oder 
kleinster z-Koordinate zu erreichen. Hier ordnet sich die ge
wöhnliche Extremsaufgabe bei festen Punkten 0, 1 in der 
Weise ein, daß die Mannigfaltigkeit IJJC sich · in den einen festen 
Punkt (xo, Yo, 0) zurückbildet. 

Im Falle der Stirnfläche bei der Drehfläche kleinsten Wider-
standes sucht man z. B. im Raum eine Kurve, die von der 
Parabel 

x=O, 

als Mannigfaltigkeit IJJC ausgeht, die Gleichung 

dz = ydy 

1 + (~;y 
erfüllt und . auf der Geraden x = Xl' Y = Yl den kleinsten Wert 
von zerzielt. 

Die Gleichung (1) kann nun als verallgemeinerte Trans
versalitätsbedingung gelten, unter der die gesuchte Raumkurve 
von der Mannigfaltigkeit IJJC ausstrahlt; ist diese in einer Ebene 
z = const. gelegen, so ist ~ z = 0, und man kommt auf die ge
wöhnliche Transversalität zurück. 

111. Eine weitere Aufgabe, bei der die allgemeinere Trans
versalität zur Geltung kommt, ist folgende Abänderung der Auf
gabe der kürzesten Linie. Durch den Punkt 2 geht eine Kurve sr; 
auf dieser soll der Punkt ° so gewählt werden, daß, wenn 1 
ein gegebener Punkt ist, die Linie 2 01, in der 2 ° der Linie ~ 
angehört, möglichst kurz ist. Natürlich muß Oleine gerade 
Strecke sein. Setzt man 

J = jVdx2 + dy~ 
und nennt JO die Bogenlänge der Kurve ~, so ist 

z = Jgo +J01 

zum Minimum zu machen. Ist 3 ein allgemeiner Punkt der 
Geraden 01, und setzen wir x = xs, y = Ys, so ist 

- d z + d Jo 3 = 0, - d z + V d x 2 + d y2 = ° 
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die Mongesche Gleichung; die ihr unterworfenen Raumkurven 
haben die Eigentümlichkeit, gegen die z-Ebene unter 450 geneigt 
zu sein; die Extremalen werden Gerade im Raum, die ebenfalls 
diese Neigung haben. 9:n ist die Raumkurve, die vom Punkte 2 
aus immer unter 450 gegen die xy-Ebene geneigt so verläuft, 
daß ~ ihre Projektion ist, also auf dem der z-Achse parallelen 
Zylinder durch~. Von dieser soll eine Gerade, ebenfalls in der 
angegebenen Neigung, nach einem, wenn die z-Achse nach oben 
geht, möglichst tief auf der Geraden x = Xl' Y = Yl gelegenen 
Punkte hingezogen werden. 

Die allgemeinere. Transversalitätsbedingung für den Punkt 0 
lautet 

(3) _ (j z + x' (j x + y' (j y = O. 
VX'~ + y' 2 

Auf m ist nun, wenn (j einen infinitesimalen Fortgang bedeutet, 

(j z = V(j x 2 + (j y2 = (j J2"0; die Gleichung (3) gibt damit 

x' (j x + y' (j Y 
1= 

yx'2 + y'2 V(j.l2+ (jy~ 
Die Vektoren (x', y') und «(jx, (jy) haben also gleiche Richtung; 
die Gerade 01 muß, wenn sie das gesuchte Extrem des Weges 021 
liefern soU, die Kurve ~ tangential verlassen. 

übrigens findet man ebenso bei der allgemeinen Aufgabe 

(jJ = (j J Fdt = 0, 

daß die allgemeine Transversalitätsbedingung 

( 4) - (j z + F x' (j x + F y' (j y = 0, 

die Berührung zwischen der Kurve ~ und der von ihr aus
gehenden Extremale bedeutet, wenn in der oben gebrauchten 
Bezeichnung 

z = J~o + J Ol 

gesetzt wird. Man findet dann 

(jz = F~I(jx+FJI(jy, 

und die Gleichung (4) ist jedenfalls erfüllt, wenn 

. F1. = Ex" F~. = E y., 

d. h. wenn der Vektor (x', y') auf der Extremale derselbe ist wie 
auf der Kurve ~. 



Dritter Abschnitt. 

Hinreichende Bedingungen des einfachsten 
freien Extrems. 

§11. 

Erster Einbettungssatz. 

Sei in dem (n + 1 )-stufigen Raum der Größen xll X 2, ••• X n + I 
eine Schar von einfachen Mannigfaltigkeiten sm durch die Glei
chungen 

X a = gn (t, all a2, ••• an), a = 1, 2, ... n + 1 

und die Ungleichungen 
(1) I ab - ag I < c, to - Cl < t < tl + CH b = 1, 2 ... n 

bestimmt; unter den letzteren Annahmen seien ga reguläre Funk
tionen ihrer Unabhängigen; C und Cl se.ien beliebig kleine positive 
Festwertej die Strecke to'" tl heiße T. Es sei ferner bei den 
Annahmen (1) immer 

(2) () (gll ... gn+l) *" 0 
() (t, all ... an) . 

Die besondere Mannigfaltigkeit, die durch die Beziehungen 
to < t < tll ab = ag 

bestimmt wird, heiße smo. Sie schneide sich selbst nicht, auch 
wenn man sie auf die ganze Strecke to - Cl'" tl + Cl ausdehnt; 
d. h. auf dieser Strecke sollen die Gleichungen 

ga (t', af, ... a~) = ga (t", af, ... a~) 

nur .dann zusammen bestehen, wenn t' = t". Die allgemeine Stelle 
der Mannigfaltigkeit smo nen1).en wir 

~'1 = ga (t, af, ... a~) 
und behaupten jetzt: wählt man den positiven Festwert y 
hinreichend klein, so wird das Gebiet 
(3) I Xa - ~n I < y, to <: t < tl 

von den Mannigfaltigkeiten sm genau einfach bedeckt. 
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1. Wir zeigen zunächst, daß das Gebiet (3) vou den Mannig
faltigkeiten 1))1 überhaupt ausnahmslos bedeckt wird. 

Der Satz von der Existenz der impliziten Funktionen (§ 2, I.) 
lehrt auf Grund der Voraussetzung (2), daß auf 1))(0. zu jeder Stelle 
6a = ~a (t, ar, ... a~) eine solche positive Größe 2 E gefunden 
werden kann, daß die Gleichungen 

(4) xa=~(t,all ... an) 
bei der Annahme 
(5) 

nach den Größen t, ab aufgelöst werden können. Man kann dann 
eine Größe 8 so bestimmen, daß bei der Annahme 

o < Ito-tl < 8, ~a(to, ar, ... a~) =!g 
die Ungleichungen 

I!g -!a I< E 

gelten; dann folgt aus der Ungleichung 

(6) I X a -!g I< E 

immer auch die Ungleichung (5), und die Gleichungen (4) sind 
nach t, ab auch unter der Annahme (6) auflösbar, wenn !g irgend 
eine der t-Strecke t - 8 ... t + 8 angehörige Stelle von 1))(0 bedeutet. 
Die Größe E hat für diese ganze Strecke dieselbe Bedeutung wie 
vorher 2 6 für die einzelne Stelle !a. 

Nehmen wir also z. B. t = to, so folgt: Von der Anfangs
stelle (to, an aus kann auf 1))(0 eine solche Strecke to ••• t' ab
gegrenzt werden, daß eine bestimmte Größe E gewählt werden 
kann, dill folgendes leistet: ist !g irgend eine Stelle der abgegrenzten 
Strecke, so sind die Gleichungen X a = ~a (t, all ••• an) nach t, ab 

auflösbar, sobald I xa - J;g I < E. 

Sei nun t" die obere Grenze der Werte t', für die in dieser 
Weise eine Größe 6 gefunden werden kann. Dann kann in der 
obigen Betrachtung für !a die Stelle 

!a = ~Il (t", ar, ... a~) 
genommen und die Größen 6' und 8' so bestimmt werden, daß 
die Gleichungen Xa = ~a (t, a l , ••• an) nach t, a l , ••• an auflösbar 
sind bei den Annahmen 

I XI1 - Xa I< E' !a = ~a (f, ar, ... a~), I t - t"l < 8'. 

Wie klein nun auch 8' ist, fordert doch der Begriff der oberen 
Grenze, daß es Stellen t' gibt, die in die Strecke t" - 8' ... t" 
hineinfallen; die Größen t' kommen ja ihrer oberen Grenze beliebig 
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nahe. Ist dann EO die kleinere der Größen E und E', so ist für 
die ganze Strecke to ••• t" + (5', oder wenn t" =tn für die ganze 
StreckeT die Aufli::isbarkeit der Gleichungen X a = ga gesichert, 
sobald );" irgend eine SteUe dieser Strecke ist und 

(7) I X a -1:" I < EO 

genommen wird. Das wäre aber, wenn t" < tl , ein Widerspruch 
gegen die Definition des Wertes t"; ein solcher ist im Innern der 
Strecke T unmöglich. Wäre t" = tl , so ergäbe sich die Auf
lösbarkeit der Gleichungen x" = g" bei der Annahme (7) für die 
ganze Mannigfaltigkeit 1))10. Dies ist hiermit als der einzig mög
liche Fall erwiesen: es gibt eine Größe 1', derart, daß die Glei
chungen Xa = ga auflösbar sind, sobald 

IX,,-b., I < 1', 
wobei ba eine beliebige Stelle der Mannigfaltigkeit 9Jlo bedeutet. 
Das durch diese Ungleichungen bestimmte Gebiet nennen wir [1']. 

11. Ein zweiter Hilfssatz, den wir beweisen wollen, besagt, 
daß die Mannigfaltigkeit 1))10, sobald die Differenzen I ab - a81 
unter einer gewissen Schranke liegen, von keiner Mannigfaltigkeit 
1)]1 mehr geschnitten wird. Anderenfalls gäbe es unzählige Wert
systeme t', ab, in denen t' der Strecke to - Cl ••• t1 + Cl angehört 
und Werte t" der Strecke T, derart, daß nicht alle Differenzen 
ab - a8 verschwänden und die Beziehungen 

(8) ga (t', a;, ... a~) = g" (t", ar, ... a~), lim ab = ag 
bestünden; die Werte t' hätten einen Häufungspunkt auf der 
Strecke to - Cl ••• t l + Cl' etwa to, und man könnte aus der Reihe 
der die GleichlJngen (8) erfüllenden Systeme t', a[, unendlich viele 
herausgreifen, die lim t' = to ergäben. Dann wäre wegen der 
Stetigkeit der Funktionen ga 

lim ga (t', ai, ... a~) = g'l (to, ar, ... a~), 
also nach (8) auch 

(9) lim g'l (t", ar, ... a~) = g'l (tO, ar, ... a~). 

Nun haben auch die der Strecke Tangehörigen Werte t", 
da ihrer unendlich viele sind, auf der Strecke T einen Häufungs
punkt t l ; man kann daher aus der Reihe der Werte t", für die 
die Gleichung (8) gilt, derart unendlich viele aussuchen, daß 

lim ga (t", ar, ... a~) = g'l (tl, ar, ... ag) 

wird. Aus der nach (9) folgenden Gleichung 

g" (tO, ar, ... a~) = g'l (tl, af, ... a~) 
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ergibt sich aber tO = t 1 auf Grund der bisher noch nicht be
nutzten Voraussetzung, die Mannigfaltigkeit mo, auch über die 
Strecke to - Cl ••• to + Cl ausgedehnt, schneide sich selbst nicht. 
Es gibt also auf der Streeke T einen Wert to, derart, daß bei 
beliebig kleinen Werten der Differenzen 

1 t' -to I, 1 ab-ag I; 1 t" -tO I, 
und von Null verschiedenem Wert von mindestens emer der 
Differenzen ai, - ag die Gleichungen 

ga (t', a;', ... a~) = g" (t", ar, ... a~) 
bestehen. 

UI. Das ist aber unmöglich wegen der Voraussetzung (2). 
Auf die Gleichungen (8) kann nämlich, da g" reguläre Funk
tionen ihrer Unabhängigen sind, der Mittelwertsatz der Differential
rechnung angewandt werdenj setzt man 

I: aga I: ag" 
"" ° = 'c5t' "a b = 17 ab ' 

so ist 

o = ga (t", ar, ... a~) - g" (t', a;', ... a~) 

= (t" - t') ga ° (t'", ai', ... a~) + ::2 (ag - ab) ga b (tlll, a~, ... a~), 
b 

wobei gesetzt ist 

t"' = Ot" + (1- O)t', a;" = Oab + (1- O)a;', 
und 8 einen positiven echten Bruch bedeutet. Diese Werte liegen 
bei den geltenden Voraussetzungen beliebig nahe den Werten tO, agj 
die Determinante der (n + 1)2 Größen 

gao (tl/', a~, ... a~), g" b (t"', a~, ... a~) 
hat einerseits den Gleichungen (8) zu folge, da die Differenzen 
t" - t', ab' - ai, nicht aUe verschwinden, den Wert N uU j sie unter
scheidet sich anderseits beliebig wenig von der Determinante 
der Größen 

gao(tO, ar, ... a~), ;ab(tO, ar, ... a~), 
d. h. der Funktionaldeterminante 

3(gll'" ;»+1) 
3 (t, all ••• an) 

an der Stelle t = tO, ab = ag. Diese ist aber nach (2) von Null 
verschiedenj wir stoßen auf einen Widerspruch. 

Damit ist die Behanptung des Absatzes II, unser zweiter 
Hilfssatz bewiesen, von dessen Unrichtigkeit wir versuchsweise 
ausgingen. 
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IV. Jetzt können wir beweisen, daß die Gebiete [r] bei hin
reichend kleinen Werten von r von den Mannigfaltigkeiten W1 
nur einfach bedeckt werden. Entgegengesetztenfalls gäbe es im 
Gebiet [r] bei beliebig kleinem r eine Stelle X,,, für die 

:Va = ;a (t', a~, ... a~) = ;" (t", u~, ... a~) 
wäre, und die Differenzen t'.- t", a(,' - ab nicht alle verschwänden. 
Greifen wir irgend wie unendlich viele Stellen :Va heraus, bei denen 
die sie umfassenden Gebiete [r] beliebig klein werden, so müssen 
sie einen Häufungspunkt auf W1 haben; denn in der Nähe eines 
nicht auf W1 liegenden Häufungspunktes bleiben die Stellen :Va, wie 
der Häufungspunkt selbst, außerhalb aller Gebiete [r], in denen 
r hinreichend klein ist. Nennen wir, wenn die Stelle ~a die 
Mannigfaltigkeit ~mo durchläuft, das Minimum der stetigen Funktion 
~ (ra - 6a)~ den kleinsten Abstand des Punktes X a von W10, so ist 
dieser stetig, erreicht also auf jeder abgeschlossenen Punkt
menge, z. B. der Menge aller Häufungspunkte der Stellen X:" ein 
Minimum ft; dieses ist also von Null verschieden, wenn keiner 
der Häufungspunkte auf W10 liegt. Dann können aber im Gebiet 
U ft] nur endlich viele Stellen xa liegen, entgegen der Voraus
setzung. Die Häufungspunkte der Stellen ?Ca müssen also der 
Mannigfaltigkeit W10 beliebig nahe kommen, und mindestens einer 
von ihnen auf W10 liegen. 

Sei nun x~ die auf W10 liegende Häufungs~telle der Stellen x,,; 
man nähere sich ihr mit einer unendlichen Reihe von Stellen x,,; 
die zugehörigen (2 n + 2) - gliedrigen Wertsysteme (t', t", ab, an 
haben dann auch mindestens eine Häufungsstelle (1:',1:", (Xl" IXb'); 
man kann dann aus jener Reihe der Stellen xa eine ebenfalls 
unendliche so herausgreifen, daß in ihr 

lim t' = 7:', lim t" = 7:", lim a~ = (Xb, lim a(,' = (Xb' 

ist. Beim unendlichen Fortgang in jener Reihe kommt man aber 
auf alle Fälle der Stelle xg beliebig nahe; also folgt 

lim;a (t', ai, ... a~) = ~a (7:', c.:i, ... a~) = x~ 
1· I: (t"" ") - I: (t" I ") _ ° Im\,n ,al' .... an - Sn '(Xl'''' (Xn - X". 

Nun kann man xg = ~ (tO, ap, ... a~) 
setzen; daraus folgt nach II. 

(Xl, = ab' = a&; 
anderenfalls würde W10 geschnitten von Mannigfaltigkeiten W1, m 
denen ab - ag beliebig kleine Größen sind. 
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Jetzt also sehen wir: in jeder Nähe des Wertsystems tO, ag 
gibt es Paare von Systemen t', a;' und t", ab, die die Gleichungen 
(10) ~\\ (t', a~, ... a~) = ~a (t", a~, ... a~) 

liefern, ohne daß alle Differenzen t' - t", ab - ab verschwinden. 
Von hier aus kommen wir wieder nach der im Absatz III 

gebrauchten Methode zum Widerspruch. Für die Gleichungen (10) 
schreiben wir 

(t' - t") ~a ° (t"', at, ... a~') + ::::8 ~a b (t"', at, ... a;;') (al, - a(,') = 0; 
b 

t'" = Ot' + (l-(J)t", ab' = (Ja;' + (l-(J)ab' 

Da nicht alle Größen t' - t", ab - ab verschwinden, so verschwindet 
die Determinante der Größen 

I: (t"'''' "') I: (t'" ", ''') Sa ° ,al, ... an, Sa b ,al,· .. an ; 

die Größen t''', ab' liegen aber wie t', ab und tl/, ab beliebig nahe 
bei tO, ag, und die Determinante der Größen 

~ao(to, a~, ... a~), ~ab(to, a~, ... a~) 
ist von Null verschieden nach Voraussetzung (2). 

Die Annahme, bei beliebig kleinen Werten r enthalte das 
'Gebiet [rJ Stellen Xa, ist also unhaltbar. Bei hinreichend kleinen 
Werten von r wird das Gebiet [rJ von den Mannigfaltigkeiten ~J1 
genau einfach bedeckt. 

§ 12. 

Grundzüge der Weierstraßschen Theorie. 

Bei der Aufgabe 
(1) ö S F(x, y, x', y') dt = 0 

sei ~ ein sich selbst nicht schneidender regulärer Extremalen
bogen, der in eine Schar ebensolcher Bögen eingebettet werden 
kann. Diese seien durch die Gleichungen 

(2) x = ~(t, a), y = 'I}(t, a) 

auf der Strecke to - Cl < t < t l + Cl dargestellt; Cl sei positiv, 
~ und 'YJ regulär. Der Bogen ~ habe die Gleichungen 

x = ~ (t, ao), y = 1'} (t, ao) 

und erstrecke sich über die Strecke to < t < tI ; die Kurvenschar 
werde durch die Ungleichung 

(3) la - ao I < a, a > 0 
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begrenzt. Wir nehmen ferner an, bei hinreichend kleinen Werten 
von OG und Cl sei 

Li (t, a) = ;t1/a -;a 1/1 =1= 0; 
das ist offenbar der Fall, wenn auf' der Strecke to '" tl die be-
sondere Ungleichung 

Li (t, ao) =1= 0 
gilt. Erinnern wir noch daran, daß zufolge der voraus
gesetzten Regularität der Bögen (2) unter den Annahmen (3) 
und to - Cl < t < tl + Cl die Ungleichung 

;l + 1/r > 0 
gilt. Die Endpunkte des Bogens ~, also die Punkte [; (to, ao), 1/ (to, ao)] 
und [; (tl' ao), 1/ (tl' Go)] nennen wir 0 und 1. 

Im besonderen mögen die Kurven (2) alle durch einen be
stimmten Punkt 2 der Kurve x = Ht, ao), y = 1/ (t, ao) oder ~ 
hindurchgehen, wobei t2 < to, also bei hinreichend kleinen Werten 
von Cl nach t2 < to - Cl sein wird. Die Größe t2 wird auf den 

Kurven (2) verschieden 
Fig.3. 

und eine reguläre Funk-
~ tion von a sein. Von den 
~ Gleichungen 

2 ....c:::---:O~---Ir'---..... l~--- 4 t 
"" x 2 - ~ (t2, a) = 0, 

Y2 - fI (t2 , a) = 0 
kann mindestens eine nach t2 als reguläre Funktion von a auf
lösen, da ;t und fit nicht zugleich verschwinden; dann kann man 
nach a differenzieren, und erhält 

) dt2 
;t(t2, a da + ;a(t2, a) = 0, 

rl t2 
fit (t2, a) da + fla(t2, a) = 0, 

(4) 

und schließt hieraus 
Li (t2, a) = O. 

Die Gesamtheit der Kurven (2) nennen wir dann ein Fe I d 
von Extremalen; sie bedecken nach § 11 genau einfach ein Gebiet 

I x - Ht, Go) I < r, I Y -fI (t, Go) I < r, 
wo to < t :::;;; t l und y ein hinreichend kleiner positiver Festwert 
ist; dieses Gebiet ist nach § II durch [r] zu bezeichnen. 

In diesem sei .\l irgend eine zusammenhängende Kurve mit 
den Endpunkten 0 und 1, die aus einer endlichen Anzahl regu
lärer Stücke besteht. Sie werde vom Punkte 3 durchlaufen. 
Dieser bestimmt dann in jeder. seiner Lagen eine durch ihn hin
durchgehende Extremale des Feldes. In Fig. 3 sind die Extremalen 
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als Gerade gezeichnet, wie auch später geschehen soll; die Figur 
stellt die W eierstraß sehe Konstruktion dar. 

Hier ist nun J 23 , worin der Strich wie fortan immer die 
Integration längs einer Extremale bedeute, eine reguläre Funktion 
von x und y. Denn aus den Gleichungen 

x=~(ts,a), Y='Y)(tg,a) 

kann man, da L1 (ta, a) =1= 0 ist, ts und a als in der Umgebung 
jeder bestimmten Stelle 3 reguläre Funktionen von x und y be
stimmen nach dem Satz von der Existenz der impliziten Funk
tionen; da nun t2 in a regulär ist, so ist 

13 

(5) J2a = J F(g, 1), ~i,YJt)dt 
t2 

in a und tg, also auch in x und y regulär. 
Um das vollständige Differential dieser Größe in übersicht

liche Form zu bringen, kann nach § 3, 1. das Variationszeichen 
benutzt werden; wir setzen 

Ö = dx~+ dy~ ox oy 
und finden dann nach der Grundformel (§ 2, IV.) 

oder 
8J;s = F a ,8x + F y,8y !8 

(6) 

Man kann diese Formel aber auch durch Rechnung aus der 
Gleichung (5) ableiten; diese gibt offenbar, wenn t = ta gesetzt wird, 

oJ28 F(t I: ) 
~ = s, 1), ~t, 1)t , 

_ t 

oJ2S _ J oFa, ~ - dt2 F[t (t) (t)] o a - 0 a das 2' a , .. , 'Y)i 2 a . 
t2 

Verwandelt man in der letzten Gleichung das Integral wie bei 
der gewöhnlichen Umformung von 8 J, indem man 8 durch % a 
ersetzt, so fällt das Integralzeichen weg, und man findet 

ofs = F", (~, .. . Ha + F II, (~, • •• ha It 
va ~ 

dt2 'li2 - d a [~tF", (~, ... ) + 'Y)t E 11' (~, ••• )] • 
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Hier failen nach (4) die für t = t2 gebildeten Glieder weg, und 
man erhält durch Zusammenstellung der letzten Gleichungen 

d~s = O~~dt + O~Scla = Fx,(gtdt + ga da ) 

+ Fy'('YJt dt + 'YJa da), 
d. h. die Gleichung (6). 

Jetzt seien längs der im Gebiet [rJ von ° nach 1 hinlaufenden 
Kurve \?, die aus einer endUchen Anzahl regulärer Stücke besteht, 
x und y Funktionen des Parameters l', 3 sei der laufende Punkt 
auf der Kurve, durch den wir, und das ist die Weierstraß sehe 
Konstruktion, eine Feldextremale legen, auf die wir das Inte
gral J';.s beziehen. Längs der Kurve \? integriert, erhält man 

.. 
J, f F ( d x d Y) d d Jo s _ F (x d x ~_'!L) 

os = x, y, dl" dl' · l', dl' - , y, dl" d.,; , 
"0 

und die Gleichung (6) ergibt 

dJ2S F( ,,)dx F( ,,)dy 
(J;C = ., x, y, x, y dl' + 11' x, y, x, Y dl" 

wobei x' = ~t, y' = 1]t die auf die Extremale 23 im Punkte 3 
bezogenen Größen sind. Die letzten Gleichungen ergeben für 
die Weierstraßsche Größe 

W(l') = Jos -:t;,s 
unmittelbar, indem wir x .. für d x /dl' setzen usf., 

(7) d ~l'(l') = F(x, y, x .. , y .. ) -x .. F.,,(x,y, x',y') - y .. Fy'(x,y,xl,y'); 

die rechte Seite dieser Gleichung heiße &, oder ausführlich 
&, (x, y, x', y', x .. , y .. ). Sie kann an endlich vielen Stellen, da 
nämlich, wo zwei reguläre Stücke der Kurve \? zusammenstoßen, 
bestimmte endliche Sprünge machen, bleibt also in der gewöhn
lichen Weise integrierbar, so daß das Integral die stetige Funk
tion W(l') ist. 

Ist nUE l' = ~o, so liegt der Punkt 3 in der Lage 0, so daß 
Jos = 0, J 28 = J20 wird; somit folgt 

W(l'o) = -~o; 
wird l' = l't gesetzt, so ist die Extremale 23 wiederum diejenige, 
deren Teil der Bogen a: ist, und wir finden 

W(l'l) = JOt -l2l 
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oder, da bei der festgesetzten Lage der Stellen 2, 0, 1 Immer 

J 21 = J 20 + J 01 

zu setzen ist, 
W (~l) = J01 - J 01 - J 20• 

Mit dem obigen Wert von W (~o) ergibt sich hieraus 

oder nach (7) 
"I 

JOl-~l = f & (x, y, x', y', ~:' ~;)d~. 
"0 

Jetzt erinnern wir uns des ursprünglichen Sinnes der Extrems
aufgabe (1). Ist die Differenz J o 1 - Jo 1 immer positiv, so wird 
Jo 1 durch den Extremalenbogen Olein Minimum gegenüber 
allen stückweise regulären Kurven B, die ebenfalls die Endpunkte 
o und 1 haben und einem gewissen, den Bogen 01 umfassenden 
Gebiet [rJ angehören; ist jene Differenz immer negativ, so liegt 
ein Maximum des Integrals Jo 1 vor. Ist es also möglich, das 
Integral 

als immer positiv oder immer negativ nachzuweisen, so ist ge
zeigt, daß das gesuchte Extrem in der Tat vom Bogen ~ in ge
wissem Sinne geliefert wird. 

Wir können hiernach schon jetzt zwei zusammen hinreichende 
Bedingungen des Extrems aussprechen. 

A. J aco bische Bedingung. Der sich selbst nicht schnei
dende reguläre Extremalenbogen 01 sei eingebettet in eine Schar 
von Extremalen, die alle durch einen festen Punkt 2 gehen, der 
auf der Verlängerung des Extremalenbogens 01 über einen seiner 
Endpunkte hinausliegt. Werden die Extremalen durch die Glei
chungen x = ~ (t, a), y = 1] (t, a) dargestellt, und ist a = ao auf 
der Extremale 01, so sei 

Li (t, ao) = ~t (t, ao) 1]a (t, ao) - ~a (t, ao) 1]t (t, an) 

auf dem Bogen 01 von N uU verschieden. 
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B. Weierstraßsche Bedingung. Für die zum Vergleich 
herangezogenen Kurven sei immer 

"1 J ~ dl' 
"0 

von Null verschieden und festen Vorzeichens. 
Die J aco bische Bedingung kann in folgender Weise ab

geändert werden. Verschwindet die Größe L/(t, ao) auf der Ex
tremale, der der Bogen 01 angehört in der Richtung 201 zuerst 
wieder im Punkte 4, so heißen 2 und 4 konjugierte Punkte; 
in dieser Bezeichnung ist die J aco bische Bedingung jedenfalls 
dann erfüllt, wenn der Bogen 01 auf der Extremale, der er an
gehört, zwischen zwei konjugierten Punkten liegt. 

II. Für die Kurve 2 können, ohne die erhaltenen Ergebnisse 
zu gefährden, allgemeinere Stetigkeitseigenschaften zugelassen 
werden als bisher. Es genügt z. B. anzunehmen, daß die vorderen 
Ableitungen 

1. <p (l' + E) - g.> (l') I ( ) 
1m = x .. = <p l', E > 0, 

8=0 E 

lim tjJ (l' + E) - tjJ (l') = y .. = tjJ' (l') 
E 

endlich bestimmt und integrierbar sind und auch bei Ecken die 
Eigenschaft 
(8) !im <p' (-,; + E) = <p' (l'), E > ° 

8=0 

aufweisen. Damit sind unzählige, auch unendlich gehäufte Ecken 
der Kurve 2 keineswegs ausgeschlossen; da nach wachsenden 
Werten von l' integriert wird, sind diese Größen bei der Bildung 
des Integrals J längs der Kurve 2 zu nehmen. 

Ist dann F(x, y, x .. , Y .. ) an den längs der Kurve 2 erreichten 
Stellen im Gebiet der vier Unabhängigen regulär, und setzt man 

F(x, y, x.., y.:) = F(<p, tjJ, <p', tjJ'):-- cp(l'), 

so ist auf der Strecke l'o ... l'l immer 

(9) cp ('C,) - cp (l'5) = [}~] (x, - xs) + [Fy] (y, - Y5) 

+ [F",.] (x .. ), - (X .. )5) + [Fy.] (YT)' - (YT)5)' 
wobei in den eckig eingeklammerten Funktionszeichen ein Unab
hängigensystem von der Form 

o <p (l',) + (1 - 0) <p (l'5), 0 tjJ ('C4 ) + (1 - 0) tjJ (l'5)' 

o <p' (l',) + (1 - 6) <p' (-';5)' 0 tjJ' ('C,) + (1 - 0) tjJ' (l'5)' 0 < 0 < 1 
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zu nehmen ist. Hieraus ersieht man, daß auch IP (t:) integrierbar 
ist, sobald F(x, y, xT, y .• ), als Funktion des Vektors (xn YT) 
betrachtet, auch regulär bleibt für alle Richtungen dieses Vektors, 
die in den hohlen Winkel zwischen zwei auf der Kurve 2 erreichteri 
Lagen des Vektors (xT, YT) hineinführen. Denn die Integrierbarkeit 
bedeutet, daß die Gesamtlänge der Strecken, in denen die 
Schwankung einer der Größen XT und YT einen festen Wert über
schreitet, beliebig herabgedrückt werden kann; da nun IP (t:) nur 
mit einer der Größen XT und YT unstetig wird, zeigt die Formel (9) 
die Integrierbarkeit der Größe IP (t:) wie auch die Gleichung 

(10) lim IP (t: + s) = IP (t:), s> O. 
8=0 

Man kann daher das Integral 
.. 

lJf(t:) = f F (x, Y, XT, YT) d 7:, 

"0 

bilden, wobei M nach (10), wenn s> 0 und lim E = 0 wird, dem 
Werte IP (t:) zustrebt, so daß sich die gewöhnliche Gleichung 

d:t:(t:) = 1P(t:) 

ergibt. 
Erwähnen wir noch, daß die von q/ (7:) und t/J' (t:) geforderten 

Eigenschaften jedenfalls vorliegen, wenn diese Funktionen von 
beschränkter Schwankung sind, d. h. als Summen je zweier mono
toner Funktionen darstellbar, wobei an Unstetigkeitsstellen immer 
x .. = q/ (7: + 0) usf. zu nehmen ist. Die allgemeinen Funktionen 
nennen wir Funktionen wie q/ (7:). 

Ist ferner G (x, y) eine reguläre Funktion von x und Y, so 
wird wie gewöhnlich die Gleichung 

-G(x, y)+ G(x+h, y+k) = hG",(x, y)+kGy(x, y) 
bestehen, wobei 

x = x+Oh, Y = y+8k 
ist und 8 einen positiven echten Bruch bedeutet. Setzt man dann 

x + h = <p (t: + 81), y + k = t/J (7: + 81), x = <p (7:), Y = t/J (t:), 
G(x, y)- G(xo, Yo) = ®(t:), 

so folgt 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl.. 6 
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also, wenn 01 > 0 und lim 01 = 0 wird, die gewöhnliche Gleichung 

@'(t") = G",. cp' (1:) + Gy .1/1' (1:), 

wobei ~' (1:) die von cp' (1:) und 1/1' (1:) geforderten Eigenschaften be
sitzt und die vordere Ableitung bedeutet. 

Setzt man daher .. 
A(1:) = J[Gx l/l'(1:} + Gy 1/1' (1:)]dt, 

TO 

so folgt mit vorderen Ableitungen A' (1:) = @'(1:). 
Um hieraus die Gleichung A (1:) = @ (1:) zu erschließen, muß 

man davon ausgehen, daß die Funktion l(1:) ein Festwert ist, auch 
wenn nur ihre vordere Ableitung auf der Dtrecke 1:0 . .. 1:1 überall 
verschwindet. Das folgt daraus, daß die Funktion f(1:) + (t (1: -1:0), 
wenn (t ein positiver Festwert ist, eine positive vordere Ableitung 
hat, also mit 1: wächst; ebenso nimmt (1:) - (t (1: - 1:0) bei wachsen
den Werten von 1: ab, so daß die Ungleichungen 

f(r:) + (t (r: - 1:0) > l(1:o) > N1:) - (t (1: - 1:0)' 
(t (1: - 1"0) > (1:0) - «1:) > - (t (1: -1:0) 

folgen, also, wenn man (t beliebig klein nimmt, (1:) = f(1:o). Dies 
angewandt auf die Differenz A (1:) - @ (1:), ergibt sich 

.. 
G (x, y) - G (xo, Yo) = Je Ga; cp' (1:) + Gy 1/1' (1:)] d T. 

"0 

Ferner ist a nach NI". I in x und y regulär auf dem Gebiet [rJ; 
die Größe d a j d 1: hat also die von cp' (1:) geforderten Eigen
schaften, und wenn sie auf einer 1:-Strecke verschwinden sollte, 
wäre a = const. 

Nimmt man endlich für die soeben betrachtete Funktion 
G (x, y) die nach I in x und y reguläre Größe :1;3' so folgt wie 
früher 

( 11) d J 23 _ D d x + F. d!f. 
d1: - .L'x' d1: 11' d7: 

Mit der Gleichung (10) zusammen ergibt sich jetzt 

d (Jos - ~s) _ . J2 

d7: - \9 

F ( d x d Y) d x F. ( ") d Y F ( ") = x, y, d 1: d 7: - d 7: x' x, y, x , y - d 7: y' x, y, x, Y • 
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und die rechte Seite ist integrierbar. Da nun oben qr(t'~ = J oa 
gesetzt werden darf, so kann man wie gewöhnlich integrieren: 

.. 
Jd[;a dt' = Jos; 

"0 

da ferner d ~a/d t' nach (11) eine Größe wie <p' (t') ist, hat man 
ebenso 

zu setzen, womit sich die W eierstraß sche Formel 
"1 

wl:~ = S ~dt' 
"0 

ergibt. Die im Abschnitt I entwickelte Theorie erstreckt sich 
also auch auf Kurven.\l, längs deren die Koordinaten als 
Funktionen eines Parameters t' Ableitungen von den oben für 
<p' (t') geforderten Eigenschaften besitzen. 

§ 13. 

Umformung der Weierstraß schen Bedingung. 

1. Um die Weierstraßsche Bedingung unmittelbar an
wendbar zu machen, untersuchen wir die Größe <ß näher. In ihr 
und F lassen wir die stets wiederkehrenden Unabhängigen x, y 
weg und beginnen mit der Identität 

F (x', y') - x' Fr<' (x', y') - y' F y • (x', y') = O. 

Aus ihr folgt 

{9 = F(x", y .. )-F(x', y')-(x .. -x')F",,(x', y') 

- (y" - y') F y' (x', y'). 
Die Größe <ß ist also der Rest in der Tay lorschen Entwicklung 
der Größe F (x .. , y .. ) nach den Differenzen x .. - x' und y" - y'; 
nach der allgemeinen Restformel, die für Funktionen zweier Un
abhängiger beim Abbruch nach den linearen Gliedern gilt, kann 
man schreiben 

(1) <ß = t 1 (x" - X')2 F";,,,,,(u, v) + 2 (x .. - x') (y .. - V') F""y,(u, v) 

+ (y .. - y')2 F y.y' (u, v)}, 
wobei die Mittelwerte u, v durch die Gleichungen 

(2) u = (l-O)x'+Ox.., v = (l-O)y'+Oy .. 
6· 
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mit der Bestimmuug 0 < () < 1 erklärt sind. Nun ist allgemein 

Fa;'''' = y/2F1(x/, y/), Fa;.y. = -x/y/ F1(x/, y/), 

Fy' y' = x/2 F 1 (x/, Y/)j 

der Ausdruck (1) gibt also, da 

Ix,,-x/ Uj2 = j Xr;X/ '2 
I Y~ - y/ V Yr; y/ I 

gesetzt werden kann, 

(3) ~ = i F l (u, v) (Xr;Y/ - y"X/)2 = ~ (x, y, x', y/, x.., y,,). 

Die Größe <'9 hat also, wenn sie nicht verschwindet, das Vor
zeichen der Größe F I (u, v). 

Der Vektor (u, v) kann gena uer geometrisch gekennzeichnet 
werden. Der Punkt (u, v) liegt den Gleichungen (2) zufolge auf 
der endlichen geraden Strecke zwischen den Punkten (x', y/) und 
(xr;, y,,)j läßt man also die drei Vektoren (x/, y/), (xn y,,) und 
(u, v) von irgend einem Punkte ausgehen, so liegt der letzte 
innerhalb des hohlen Winkels zwischen den beiden ersteren, falls 
diese nicht zusammenfallen. Hat also die Größe F B gebildet für 
eine in diesen hohlen Winkel hineinweisende Richtung, ein festes 
Vorzeichen, so ist dieses auch das Vorzeichen der Größe ~. 

Setzen wir ferner wie früher 

F(x, y, x', y') = x/ fex, y, p), F(x, y, x"' y,,) = xd(x, y, p), 

so folgt an einer Stelle, wo x/ =1= 0 ist, 

j<'9 = o.xd(X' y, p) - (f(x, y, p) - p f~ (x, y, p)) x" 

(4) _ - fp(x, y, P)X~'Jh 
= x" {fex, y, p) - fex, y, p) - (p - p) fp (x, y, p)} 
= {(p - p)2 x" fpp (x, y, pO), -

wobei pO einen Mittelwert zwischen p und p bedeutet. 

Il. Die Formeln (3) und (4) wie auch schon der ursprüng
liche Ausdruck der Größe <'9 zeigen, daß diese jedenfalls dann 
verschwindet, wenn die Vektoren (x/, y/) und (x"' y,,) dieselbe, 
nicht entgegengesetzte Richtung haben. Wir nennen dies das 
ordentliche Verschwinden der Größe ~; jedes andere Ver
schwinden heiße au ß er 0 r den t li c h. In ersterem Falle ist 
xr:Y/ - y"x/ = 0 und x/ hat das Vorzeichen mit x" gemein. Ist 
letzteres nicht der Fall, die Vektoren (x/, y/) und (x"' y,,) also 
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entgegengesetzt gerichtet, so braucht ~ nicht zu verschwinden, 
da Gleichungen WIe 

F x' (x, y, x', y') = F x' (x, y, - x', - y'), 
F y' (x, y, x', y') = F y' (x, y, - x', - y') 

keineswegs erfüllt zu sein brauchen; F, F x ' und F y • setzen 
wir ja im allgemeinen nur als positiv homogen voraus. 

Will man nun die Weierstraßsche Bedingung erfüllen, 
also dem Integral 
~) J&dc 

ein festes Vorzeichen sichern, so liegt es am nächsten, voraus
zusetzen, daß die Größe ~ für die zugelassenen Kurven.2 ihr 
Vorzeichen nicht wechselt. Weiter muß dann noch der Fall aus
geschlossen werden, daß ~ längs der ganzen Kurve .2 verschwinde. 
Dies kann jedenfalls nicht so geschehen, daß & überall ordentlich 
verschwindet; in diesem Falle wäre ja auf der Strecke t'o ••• Cl 

überall 
I , (t dt t da) 

Xf: y - X Yf: = st d C + Sa d C nt 

"( dt da) - 'YJt d C + 'YJa d t' ~t 

da 
= -(~t'YJa-~a'YJt) dc = 0, 

also, wenn die J aco bische Bedingung erfüllt ist, d. h. 

ist, 
d(t, a) =1= ° 

da 
dc = 0. 

Dann wäre a von c unabhängig, und da a = ao ist für y; = Co, 

lägen alle Punkte der Kurve .2 auf der Extremale a = ao; die 
Kurve 2 fiele mit dem Bogen ~ zusammen. Dies gilt auch für 
den allgemeineren Fall § 12, II, da, wie dort bemerkt, d a /d c eine 
Funktion wie gJ' (c) ist. 

Das Integral (5) kann hiernach, wenn ein Zeichenwechsel der 
Größe ~ ausgeschlossen ist, nur dann vielleicht verschwinden, 
wenn außerordentliches Verschwinden der Größe ~ zugelassen 
wird. Ist dies ausgeschlossen, so ist jenes Integral sicher von 
Null verschieden, die Weierstraßsche Bedingung erfüllt. Man 
kann ihr also folgende engere, aber für die Anwendung beq"ueme 
Form geben. 
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B'. Weierstraßsche Bedingung. Die Größe ~ wechselt 
bei den zum Vergleich zugelassenen Kurven .\.l ihr Vorzeichen 
nicht und verschwindet auf ihnen nur in ordentlicher Weise. 

Diese Bedingung reicht mit der Jacobischen, § 12 (A), zu
sammen hin, das Extrem gegenüber den zugelassenen Kurven .\.l 
zu sichern. Da nun eine Gleichung des § 12 lautete 

1 

JOI-JOI = f ~d1:, 
o 

so geben positive Werte der Größe (J ein Minimum, negative ein 
Maximum .des Integrals Jal. Die Formel (3) zeigt ferner, daß ~ 
das Vorzeichen mit einem gewissen Werte von F I gemein hat. 
Hat diese Größe ein festes Vorzeichen für alle Richtungen, die 
in einem Punkte des Gebiets [rJ hineinweisen in den hohlen 
Winkel zwischen den in diesem Punkte wachsenden Werten von 1: 

und t entsprechenden Richtungen der zugelassenen Kurve .\.l und 
der Feldextremale, so hat die Größe ~ eben dies Vorzeichen. 

Setzt man z. B. 

F(x, y, x', y') = fex, y) V X'2 + y'2, 

und ist die Funktion fex, y) an den betrachteten Stellen positiv, 
so hat man 

~= VX;+Y;{1- x'Xt:+y'Yt: }.f(X, y) 
V X'2+y'2 V xi + y; 

= V x; + y; (1 - cos ro) fex, y), 

wobei ro den hohlen Winkel der beiden Vektoren (x', y') und 
(x..,Yt:) bedeutet, so daß cos ro = 1 nur werden kann, wenn 
ro = 0, jene Vektoren also dieselbe, nicht entgegengesetzte Rich
tung haben. Die Größe (J kann hier also überhaupt nur ordent
lich verschwindenj den Kurven .\.l braucht außer den Stetigkeits
eigenschaften keine Beschränkung auferlegt zu werden. Um das 
Extrem zu sichern, reicht die J aco bische Bedingung aus. 

IH. Das Gebiet [r] nennen wir eine weitere Nach bar
schaft des Bogens 01j wird dieser vom Punkte Ü:, ~) durchlaufen, 
so ist [rJ der Inbegriff der Punkte, für welche 

(6) IX-bi< r, iY-91< rj 
in einer solchen Nachbarschaft sollte bisher immer die Kurve .\.l 
verlaufen. Jetzt führen wir den Begriff einer eng e ren 
Nachbarschaft ein und sagen, .\.l verlaufe in einer solchen, 
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wenn zu jedem dieser Kurve angehörigen Punkte (x, y) ein 
Punkt (6'~) des Bogens 01 existiert, der mit jenem die Un
gleichungen (6) erfüllt und in der Beziehung steht, daß die nach 
wachsenden t und -r: gerichteten Tangenten der Kurven 2 und 01 
einen Winkel, der kleiner als die positive Konstante 1'1 ist, 
bilden; wir sagen dann, die Kurve 2 liege in einer engeren 
Nachba.rschaft [1', 1'1]. Ist nun die Differenz J 01 -:101 von 
festem Vorzeichen bei allen in einem gewissen Gebiet [1'] ver
laufenden Kurven 2, so sagen wir, der Bogen 01 liefere ein 
starkes Extrem des Integrals J; gilt dies nur für alle Kurven~, 
die einer gewissen engeren Nachbarschaft [1', 1'1] angehören, so 
sagen wir, liege ein schwaches Extrem vor. 

Im Punkte (x, y) bildet, wenn wir uns auf eine engere 
Nachbarschaft beschränken, die durch ihn gehende Extremale 
des Feldes mit der Tangente des Bogens 01 im zugehörigen 
Punkte (6' ~) einen Winkel, der unter einer beliebig vorge
schriebenen Schranke bleibt, sobald 1'1 hinreichend klein gewählt 
wird; dies folgt aus der Stetigkeit der Größen ~t, 1]t im Gebiet [1'] 
und daraus, daß in ihm die Größe ~l + 1]; nicht verschwindet, 

woraus auch die Stetigkeit der Größen ~t/V ~t2 + 1]{ und 'Y/t!V ~t2 + 'Y/{ 
folgt. Die auf den Punkt (x, y) bezüglichen Vektoren (x.., Y-r) 
und (~h 'Y/t) sind, dann also beliebig wenig gegeneinander geneigt, 
sobald auch 1'1 hinreichend klein genommen wird. In den hohlen 
Winkel dieser Vektoren geht der Vektor (u, v) hinein, der nach 
Nr. I in der Formel 

~ (x, y, x', y', x.., Y-r) = (x-rY' - x' Y-r)2 F 1 (x, y, u, v) 

auftritt; die Größe ~ in der Theorie des § 12 wird also nur für 
solche Vektorenpaare (x', y') und (x .. , Y .. ) gebildet, die in der 
Richtung beliebig wenig voneinander abweichen; sie kann nur 
in ordentlicher Weise verschwinden, wenn die Größe F I längs 
der Extremale 01 von Null verschieden ist; denn dann gilt das
selbe bei hinreichend kleinen Werten l' und 1'1 von F I (x, y, u, v). 
Liegt also die Vergleichskurve ~ in einer hinreichend 8l1gen 
engeren Nachbarschaft des Extremalenbogens 01, und ist F I auf 
diesem von Null verschieden, so verschwindet ~ nur in ordent
licher Weise; nach II ist dann also das schwache Extrem des 
Integrals J gesichert. Die von F1geforderte Eigenschaft nennen 
wir die Legendresche Bedingung; sie genügt, wie man sieht, 
mit der J aco bischen zusammen, um das schwache Extrem zu 
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sichern, auch wenn die Größe <S im übrigen außerordentlich 
verschwinden kann. 

Erinnert man sich des in Nr. I gegebenen Ausdrucks (4) so
WIe der allgemeinen Beziehung 

1 
F I = XiS {pp, 

wenn F = x' {(x, y, p) gesetzt wird, so kann für den Fall, daß 
längfl des Bogens 01 als Unabhä~gige überall x genommen 
werden kann, die Legendresehe Bedingung des Minimums in 
der Form {pp> 0, die des Maximums in der Form {pp < ° 
geschrieben werden und genügt, mit der J aeo bischen Bedingung 
für das schwache Extrem bei festen Endpunkten in der Aufgabe 

~ j {(x, y, p)dx = 0. 

§ 14. 

Anwendungen. 

In allen Anwendungen der Theorie auf Beispiele ist die 
Untersuchung, ob die J aco bische Bedingung erfüllt ist, oder die 
Bestimmung der Paare konjugierter Punkte, gegebenenfalls der 
Nachweis, daß keine solchen vorliegen, das Wichtigste und der 
fesselnde analytische Teil der Aufgabe. 

Konjugiert nannten wir die Punkte 2 und 4, wenn durch 
ersteren alle Kurven x = ; (t, a), y = YJ (t, a) hindurchgehen und 
die Größe L1 (t, a) = ;t!'Ja - ;a 1/t auf der Kurve a = ao fort
gehend im Punkte 4 zuerst wieder verschwindet. Wenn nun die 
Gesamtheit der den Bogen 24 umgebenden Extremalen durch 
die Gleichungen 

x = !(t, b, c), y = ~(t, b, c) 

dargestellt werden kann, so erhält man die Ausdrücke; und '1'], 

indem man bund c passend gewählten Funktionen eines · Para
meters a gleichsetztj dann ist 

{ ;t d t + ;a d a = !t d t + 6b d b + 60 d c, 
(1) 

'1']tdt+'1']ada = ~tdt+~bdb+~cdc. 
Ferner sind 

x2 = ; (t2' a), Y2 = '1'] (t2, a) 

Festwerlej man hat also die Gleichungen 

(2) ;tdt+;ada [2 = 0, '1'],dt + '1']ada [2 = 0. 
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Ferner erhält man die Gleichung LI (t" ao) = 0, wenn man die 
Gleichungen 

(3) 6tdt + 6a da l4 = 0, 1]tdt + 1]ada l4 = ° 
mit a ---:- ao ansetzt und dann d t und da eliminiert. Den Iden
titäten (1) zufolge erhält man also die Bedingung dafür, daß 
die Punkte 2 und 4 konjugiert sind, indem man aus den Glei
chungen 

(4) j6tdt+6bdb+!'CdC i2 = 0, 

6t d t + 6b d b + 6C d C 14 = 0, 

~tdt+~bdb+~cdcI2 = 0, 

~tdt + ~bdb + ~cdcl~ = ° 
die Differentiale d t2, d t4, d b, d c eliminiert. Man findet so die 
Gleichung 

6t (t2, b, c) ° 6b (t2, b, c) 6C (t2 , b, c) 

~t (t2, b, c) ° ~b (t2, b, c) ~c (t2, b, c) 

° 6t (t., b, c) 1)b (t4, b, c) ~c (t4 , b, c) 
=0, 

° ~t (t4, b, c) ~b (t4, b, c) ~c (t., b, c) 

und t4 muß die von t2 aus nach oben zuerst kommende 
Wurzel sein. 

Setzt man 

0(6' 1) 0 (6' 1) 
() (t, b) = {)l (t, b, c), 0 (t,C) = {)2 (t, b, c), 

so kann die erhaltene Gleichung auch geschrieben werden 

(5) I {)l (t2, b, c) {)1 (t41 b, C) ! 
I {)2 (t2, b, c) O2 (t., b, c) = 0. 

I. Bei der Aufgabe der kürzesten Linie 

8 J V X'2 + y'2dt = ° 
sind die durch den Punkt x = y = ° gehenden Geraden etwa 
durch die Gleichungen 

x = 6 = t, Y = 1] = at 

dargestellt; a = 0 gebe die zu untersuchende Extremale, die 
x-Achse. Man findet 

0(6,1/) 
d(t, a) = o(t, a) = t, 
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also von Null verschieden, sobald t > o. Es gibt also keine 
konjugierten Punkte, und jedes Stück der positiven x-Achse gibt 
ein starkes Minimum der Länge, da 

(J = V xi + Y .. 2 {I _ x' x .. + y' y.. \ 
V X'2 + y'2 V x; + y; J 

nach § 13, II positiv ist und nur ordentlich verschwindet. Die 
Legendresche Bedingung des Minimums ist erfüllt: 

1 
F 1 = > O. V X'2 + y'2 3 

Die gerade Strecke ist also die kürzeste und gibt ein starkes 
Minimum der Länge gegenüber allen Kurven ~ mit denselben 
Endpunkten, die einer weiteren Nachbarschaft der Strecke an
gehören. 

Ir. Die Aufgabe 
8Synds = 0 

umfaßt für n = 1 die Aufgabe der kleinsten Drehfläche, für 
n = i das Eulersche Prinzip der kleinsten Wirkung für 'den 
freien Fall, für n = - i die Aufgabe der Brachistochrone. Die 
konjugierten Punkte können hier immer durch eine geometrische 
Konstruktion gefunden werden. 

Da 

gibt die eine Eulersche Gleichung F x' = const., also etwa, wenn 
e em Festwert ist, 

yn dx = eil, y2n = e2n + e2n (d y)2; 
Ydx2+dy2 dx 

setzt man y = e y, x = e X, so folgt 

(6) ( d' 2 

y2n = 1 + di)' 
Ist Y = rp (x) eine Lösung dieser Gleichung, so ist rp (x + c) 
mit einem Festwert behaftete, und c = - b/e gesetzt, ist 

(7) (X-b) y=erp -e-

eine 

eine mit zwei Festwerten behaftete Gleichung von Extremalen. 
Im Falle n = 1 findet man nach (6) , 

d2 -

~=-YI' 
dx2 ' 
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eine Lösung der Gleichung (6) ist also ~of (x + c)j für die Extre
malen findet man damit 

x-b 
y = c~of - c- ; 

sie sind Kettenlinien mit der x-Achse als Basis. 
Für die durch den Punkt (xo, Yo) gehenden Extremalen (7) 

findet man 

Yo = c cp Co c ~), 
also, wenn wir x - b = cu,' X o - b = c Uo setzen, 

(8) ac (cp (uo) - U o cp' (uo)) + d b. cp' (uo) = O. 

Jetzt ergibt sich mit dem für den konjugierten Punkt nach (4) 
geltenden Ansatz 

dy = 0, dx = 0 

eine Gleichung derselben Form wie (8), 

dc(cp(u)-ucp'(u») + dbcp'(u) = 0; 

also als Bedingungsgleichung der konjugierten Punkte 

(9) cp (u) _ u - .P.Juo) _ u . 
cp'(u) - cp'(uo) 0' 

die Punkte selbst sind 

Xo = b+cuo, Yo = ccp(uo); x = b+cu, y = ccp(u). 

Nun ist die Gleichung der Tangente der Extremale (7) mit 
X und Y als laufenden Koordinaten im Punkte mit · dem Para-
meterwert u 

IX-x Y-y ! 
c ccp'(u)[ = 0; 

ihr Schnittpunkt mit der Abszissenachse Y = 0 hat also die 
Abszisse 

c cp (u) 
X = -cu-b + 9l(u) , 

und, wenn wir u durch Uo ersetzen, erhalten wir die Abszisse 

c cp (uo) 
X o = -cuo-h+ --- . 

cp' (uo) 

Ist die Gleichung (9), die die Paare konjugierter Punkte kenn
zeichnet, erfüllt, so ist X = Xo; die Tangenten konjugierter 
Punkte schneiden sich auf der x-Achse. Das ist die Lindelöf
sehe Konstruktion konjugierter Punkte. 
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Im Falle n = i, also beim Prinzip der kleinsten Wirkung 
im Falle der Schwere, deren Richtung die y-Achse gibt, findet 
man nach (6) 

als Lösung kann 

ld- dy 
2" x=2Vy-l; 

-

~=VY-l, «P(U)=(~Y+l 
genommen werden; die Extremalen ~ind 

y = c [( x 2 c bY + 1], 
also Parabeln, deren Leitlinie die x-Achse ist, deren Achsen der 
y-Achse parallel laufen. Die mechanische Grundlage ist die Glei
chung der lebendigen Kraft in der Form 

mv 51 

-2- = gy, 

und das Prinzip lautet: 
~ f vds = O. 

Die x-Achse ist die Gerade, auf der bei der festgesetzten Kon
stanten der lebendigen Kraft v = 0 wird. Zwei auf ihr sich 
schneidende Tangenten der Wurfparabel berühren diese in kon
jugierten Punkten. Da nun der Brennpunkt der Pol der Leit
linie ist, sieht man, daß die Verbindungslinie zweier konjugierter 
Punkte durch den Brennpunkt der Parabel geht und die Tan
genten in konjugierten Punkten sich rechtwinklig schneiden. 

Die Größe ~ kann nach I bei diesen Aufgaben im Gebiet 
x > 0 nur ordentlich verschwinden; ein zwischen zwei kon
jugierten Punkten liegender Bogen der Extremale liefert ein 
starkes Extrem. 

III: Die Aufgabe, die Kugel als Drehfläche von größtem 
Rauminhalt bei gegebener Oberfläche nachzuweisen, führt nach 
§ 9, VI auf die Extremalen der Aufgabe 

~ f y Vl- p2y2 dx = 0, 

die durch den Punkt 0 (x = y = 0) gehen; SIe werden durch 
die Gleichung 

(10) ::=2X-y2, (X a2a2r+(~Y=1 
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dargestellt. Ob sie das gesuchte Extrem wirklich liefern, ist hier 
nicht durch unmittelbare Anwendung der Theorie des § 12 zu 
entscheiden, da der Integrand an Stellen, wo 1 - p2 y2 = 0 ist, 
singulär wird. Man kann aber den Grundgedanken der Theorie 
anwenden, nachdem man die in Betracht kommenden Ausdrücke 
durch Rückgang auf die ursprünglichen Veränderlichen y, u 
regularisiert hat. 

In der uy-Ebene ziehen wir eine Kurve 2 vom Punkte 
y = u = 0 oder 0 aus durch das Gebiet y> 0, bis SIe zum 
ersten Mal wieder die Achse u = 0 erreicht; sei dabei 

I~v (~:)' + (~~)' d. = w. 
"0 

Ihr entspricht in der xy-Ebene eine Kurve 131 vermöge der 
Gleichungen 

.. 
x = Jy V(~:y + (~;r d~, y = y 

mit positiver Quadratwurzel; es ist also 

(11) f.. I d y I fT d Y y2 x> Y - d.,;> y - d.,;> - . - I d.,; - d.,; - 2 
"0 

Die Kurve 21 liegt also im ersten Quadranten (x> 0, y> 0) und 
auf der hohlen Seite, im Innern der Parabel 2 x = y2. Dieses 
Innere wird von den Ellipsen (10) genau einfach bedeckt, da 
sich aus der Gleichung (10), wenn y2< 2 x, ein einziger positiver 
Wert von a2 ergibt; sei a> o. 

Geht die Kurve 2 von 0 aus eine Strecke weit geradlinig 
parallel zur y-Achse, so daß hier dUld.,; = 0 ist, so gilt in der 
Beziehung (11) eine Strecke weit das Gleichheitszeichen; die 
Kurve 21 geht in der xy-Ebene eine Strecke weit längs der 
Parabel 2 x = y2. Ist aber du/d.,; eine Strecke weit positiv ge
wesen, so gilt in (11) nur das Ungleichheitszeichen; 21 verläuft 
dann ständig im Innern der Parabel, so daß durch den auf ihr 
laufenden Punkt 3 jeweils eine bestimmte Ellipse (10) geht. 
Setzen wir dann 

J= jyV1-y2p2dx, F= yVX'2_y2y'2 
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und bedenken, daß längs der Extremale (10) offenbar 

Y1-y2pi = + yla 

ist, die Wurzel also, wenn y> 0, das Vorzeichen nicht wechselt, 
und, da sie nach § 7, VI nicht überall negativ sein kann, immer 
positiv ist, so folgt 

llJ 

Jos= -dx = ---- J y2 Xi x8 

a a 3a2' 
o 

und man bestätigt nach (10) leicht, indem man den Punkt 3 
unabhängig läßt, 

FIlJ' = a, F y, = -ay2p, dJ03 = F""dx+Fy,dy. 

Anderseits ist, längs der Kurve .21 integriert, 
.. 

J. - J 1/1 2 -'- 2 d X d 
03 - Y r - Y P dT: T:, 

_ dx dy 
P dT: = dT:' 

also, indem man F x' und F y• ausrechnet, 

d(Jos-Jos) = <9 = _ {1- y2 pp _1/1_ 2 i}dX. 
d T: Y Y 1 _ y2 p2 Y Y P cl 1: 

Die Quadratwurzel im Nenner ist, wie gesagt, positiv. Weiter 
liegt für jede in Betracht kommende Richtung die Größe 

dy dy 
y p = Y d X = Y d y2 + d u2 

zwischen den Grenzen + 1; dasselbe gilt von 

also ist 

_ d y 1 I(d Y)2 (d U)2 
yp = dT:: r dT: + dT: ' 

l-y2pp > 0. 

Da ferner d x/d T: > 0, abgesehen vom Anfangs- und End.punkt 

der Kurve .21! so ist & negativ, wenD VI - y2 p2 negativ zu 
nehmen ist; man hat ja 

1/ dx du 
y 1 - y2 p2 cl T: = y2 d T: 

zu setzen, so daß das Vorzeichen nicht willkürlich, sondern durch 
die Kurve .2 bestimmt ist. Ist aber 

Y1_y2 p 2 > 0, 
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so folgt aus der allgemeinen mit positiven Wurzeln gebildeten 
Ungleichung 

in der I IX I < 1, I ß I SI ist, daß {9 nie positiv ist und nur ver
schwindet, wenn p = p ist. Da nun, abgesehen von den End
punkten dx/d-r: stets positiv ist und längs der Extremale in der 
Richtung vom Punkte ° her wächst, so fallen die Richtungen 
(x', y') und (dx d-r:, dy /d-r:), wenn p = Ti ist, zusammen; die 
Größe {9 verschwindet auf der Kurve ~l nur in ordentlicher 
Weise. 

Das kann wieder nicht überall längs der ganzen Kurve ~l 

geschehen; die Gleichung 

y = V2X - (~y 
gäbe ja 

dy_-2xda dx dy dx 
d-r: - a3 y d-r: + P d-r:' d-r: = P d-r:' 

also, da x positiv bleibt, sobald ~l die Parabel y2 = 2 x ver
lassen hat, da/d-r: = 0. Das bedeutet wie in der allgemeinen 
Theorie das völlige Zusammenfallen der Kurve ~l mit einer Ex
tremale; in jedem anderen Falle verschwindet <S nicht überall 
und ist im übrigen nur negativ; also folgt, wenn man iängs der 
ganzen Kurve ~l integriert, d. h. bis zum Endpunkte x = 0), 

!I = 0, den wir 4 nennen, 
"4 

J cß d -r: < 0, Jo 4 - J 04 < 0. 

Das längs der Extremale genommene Integral Jo 4 ist damit als 
Maximum erwiesen; die Kugel hat größeren Rauminhalt 
als eine Drehfläche von gleichem Flächeninhalt, die der 
Drehachse nicht mehr als zweimal begegnet. 

Die Meridiane der zum Vergleich herangezogenen Flächen 
brauchen nur die in § l2, II. von ~ geforderten Stetigkeitseigen
schalten zu besitzen. 

§ 15. 

Extreme bei Veränderlichkeit eines Endpunktes. 

Sei wie in § 9 die Aufgabe gestellt, auf einer gegebenen 
regulären Kurve ~ den Punkt 1 so zu bestimmen, daß die von 
ihm nach dem gegebenen Punkte 2 gezogene Kurve (i das Inte-
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gral J12 zum Extrem macht (Fig.4). Gewisse notwendige Be
dingungen, die die Kurve ~ erfüllen muß, kennen wir: ~ muß 
eine Extremale sein, die im Punkte 1 die Kurve ~ transversal 
schneidet. Wir entwickeln jetzt hinreichende Bedingungen dafür, 
daß das gesuchte Extrem wirklich vorliegt, daß also, wenn 0 ein 

Fig.4. allgemeiner Punkt der Kurve ~ ist und 
2 längs einer Kurve ~ oder 02 integriert wird, 

die Differenz Jo 2 - ~ 2 ein festes Vorzeichen 
aufweist und nicht verschwindet. 

Zu diesem Zweck konstruieren wir eine 
Schar von Extremalen, die von der Kurve ~ 
transversal ausstrahlen, und nennen sie 
wieder ein Feld. Ist längs der Kurve ~ 
etwa 

X o = HO), yo = g(O), 
so genügt es, die Gleichung 

(1) F ( ") d Xo . F. ( ") d yo ° x' xo, yo, x, y d7f + 11' xo, Yo, x, y d 0 = 

mit der Unbekannten y'/x'.;::: p anzusetzen; ist im Punkt 1 auf 
der Kurve ~ z. B. x' =/=. 0, so kann man 

F = fex, y,p)x', F." = {-p{p, F y, = {p 
ansetzen und findet als Ableitung der linken Seite der 
Gleichung (1) nach p 

oOp (Fx ' ~~o + Fy' ~~o)= (_ p ~~o + ~~o){pP' 
Jetzt nehmen wir an, daß die Kurven ~ und ~ im Punkte 1 
nicht in Berührung stehen; dann ist die Klammer in der letzten 
Gleichung rechts von Null verschieden, also auch die ganze 
rechte Seite, sobald {pp =/=. 0, oder auch sobald die Größe F 1 

längs der Kurve ~ nicht verschwindet, was wir annehm~n wollen. 
Man kann dann die Gleichung (1) in der Umgebung des auf ~ 
bezüglichen Wertsystems (xo, Yo, x~, y~) und, wenn 10 - 01 I klein 
genug ist, nach p auflösen, und in jedem Punkte ° eine Extremale 
konstruieren, für die y~: x~ = p ist. Längs dieser sei 

x = ~(t, a), y = 'Y}(t, a); 

man könnte a = 00 = 0 setzen, 
dem Bogen ~ die Gleichungen 

x = ~(t, ao), 
gelten. 

und es sei ao = 01 , so daß auf 
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Nun sei, und das ist wieder die J aco bische Bedingung, 

LI (t, ao) = ~t 1]a - ~a llt la = ao 

von Null verschieden längs des Bogens 1 2, wie dies im Punkte 1 
sicher ist, da die Kurven (3; und ~ sich nicht berühren sollen. 
Dann ist auch 

L1(t, a) =1= 0 

längs der Kurven des Feldes, sobald dieses hinreichend ein
geschränkt wird, und für eine t-Strecke, die die auf (3; bezügliche 
Strecke t1 t!j nach oben und unten um ein gewisses Stück über
ragt. Damit sind die Bedingungen erfüllt, aus denen nach den 
Einbettungssätzen des § 11 geschlossen werden kann, daß eine 
gewisse weitere Umgebung des Bogens 12 von den Feldkurven 
genau einfach bedeckt wird; sie werde wie früher durch [r] be
zeichnet. Ihr gehört eine gewisse Umgebung des Punktes 1 auf 
der Kurve ~ an, und wir ziehen die Kurve ~ immer nur inner
halb des Gebiets [r], so daß sie in einem Punkte 0' der be
zeichneten Umgebung von ~ ausgeht. 

Jetzt ist leicht zu übersehen, daß die Theorie des § 12 sich 
mit leichter Abänderung wiederholen läßt. Sei x = q; (-r), 
y = 1/J(-r) längs des Bogens 0'2 der Kurve R Durch jeden ihrer 
Punkte, den Punkt 3 z. B., geht, da wir uns im Gebiet Er] be
finden, eine einzige Feldextremale, die im Punkte 0 von ~ aus
strahle. Setzen wir dann 

und ist das längs der Feldextremale erstreckte Integral 
13 

Jo3 = J F(~, 1], ~t, 1]t)dt; 

setzen wir ferner 
10 

so ist offenbar 

(2) li Jo, 3 = F (x, y, ~:' ~ ;) d -r 13, 

liJos = F""lix + Fy,liyl~' 

An den Stellen 0 gilt aber die Transversalitätsbeziehung 

F""lix + Fy,li y = 0; 
Kneser, Varia.tionsrechnung. 2. Auti. 7 
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also folgt 
(j~3 = F x,8x + F y,8yls. 

Dies gibt, mit der Gleichung (2) verbunden, 

8 (JOIS - Jas) = d{ F( x, y, ~:' ~;) - ~: Fx'(x, y, x' y') 

- ~; Fr/(x, y, x', yl)], 

oder in der früheren Bezeichnung 

d(Jo's - :los) . <ß ( 
d. = x, y, 

I , dx dY)'IS 

x, y, d.' d-r: I · 

§ 15 

Läßt man nun -r:s von 't"o bis -r:2 laufen, so ist der Anfangswert 
der Größe Jo's - :los, da beide Summanden verschwinden, Null; 
der Endwert ist offenbar JO'2 - Jl.2l d. h. die Größe, deren Ver
halten das Extrem erweist, wenn es vorliegt. Man findet also 

2 

JO'2-~2 = J<ß(x, Y, x',y', ~:' ~;)d-r:. 
0' 

Das Extrem. gegenüber der zugelassenen Kurven .\3, die noch 
irgendwie beschränkt werden können und vielleicht müssen, ist 
gesichert, wenn diese Größe ein festes Vorzeichen hat und nie 
verschwindet, es sei denn, daß .\3 und ~ zusammenfallen. Hier 
greift nun in vollem Umfang die Erörterung des § 12 statt: zu
nächst kann <ß nicht längs der Kurve .\3 überall ordentlich ver
schwinden; das gäbe ja, da 

d x dt da dy dt da 
a--:r = ~t d. + ~a d-r:' d-r: = 1'/t d-r: + 1}a d-r: 

gesetzt werden kann, 

also 

x', y' 
d x dy 
d't"' d-r: 

=0, 
~t,r;t 
da da 

~a dli,l'Ja d-r: 

da = d-r: .d(t, a) = 0, 

da 
d. = 0, 

Da nun der End wert von a an der Stelle -r: = -r:2 offenbar ao ist, 
so müßte ständig a - ao sein und .\3 mit ~ zusammenfallen. 
Es genügt also, um das Extrem zu sichern, die Kurven 53 so zu 
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beschränken, daß die Größe <S auf ihnen nur ordentlich ver
schwindet und das Zeichen nicht wechselt; dann hat das Integral 

S <S d7: 

em festes Vorzeichen bei den zugrunde gelegten Kurven Bund 
das Extrem ist gesichert. Hinreichend für das Extrem, wenn der 
Anfangspunkt auf einer Kurve ~ verfügbar, der Endpunkt gegeben 
ist, sind also wieder zwei Bedingungen. 

A. Jacobische Bedingung. Der untersuchte Extremalen
bogen ist einzubetten in eine Schar von solchen, die alle von 
der Kurve ~ transversal ausstrahlen, und, wenn sie durch die 
Gleichungen 

x = g(t,a), y = fj(t,a) 

dargestellt werden, wobei a = ao die untersuchte Extremale 
längs dieser die Ungleichung 

ergeben. 
Li (t, ao) = gt rJa - ga fjt lao =1= 0 

sei, 

E. Weierstraßsche Bedi ngung. Die zum Vergleich 
herangezogenen Kurven müssen bewirken, daß an ihnen die 
Größe <S nur in ordentlicher Weise verschwindet und das Vor
zeichen nicht wechselt. Hinsichtlich der Beziehungen zwischen der 
Weierstraßschen und der Legendreschen Bedingung gilt 
dasselbe wie in § 13; ebenso betreffs der starken und schwachen 
Extreme. 

Kommen wir, auf der Kurve ~ in der Richtung 12 fort
gehend, an der Stelle 4 oder t = t4 zum ersten Male zu der 
Gleichung 

Li (t4, ao) = 0, 

so heißt 4 der extremale Brennpunkt der Kurve ~, der auf 
der Extremalen 1 2 nach der einen Seite hin liegt, und folgende 
Formulierung ist möglich. 

A'. J aco bische Bedingung. Der zur Kurve ~ transversal 
liegende Extremalenbogen, der untersucht wird, enthalte den 
extremalen Brennpunkt der Kurve ~ nicht. 

II. Die ganze Betrachtung bleibt ohne wesentliche Ab
änderung gültig, wenn es sich um das Extrem einer Größe 

fJ = fJo + J02 

handelt, und die gesuchte Kurve 02 von der Kurve ~ ausgehen und 
im Punkte 2 endigen soll; fJo muß irgendwie mit der Lage des 
Anfangspunktes auf ~ gegeben sein. Nach § 10 hat man 1m 

7" 
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Punkte ° als notwendige Bedingung des Extrems die allgemeinere 
Transversalitätsbedingung 

(3) -Özo + F""d'x + Fy,(~Y 10 = 0, 
und natürlich muß 02 ein Extremalenbogen sein. Jetzt ist nach 
der allgemeinen Variationsformel 

OZ = d'zo + d'J02 = özo + (F."d'x + Fy'd'y) I:, 
also nach (3) 
(4) d'z = F""d'x+ F y,d'yI2. 

Indem man in der Gleichung (3) den Punkt 0 veränderlich 
nimmt, kann man diese Gleichung nach p auflösen; dann erhält 
man in jedem Punkte der Kurve ~ eine Anfangsrichtung einer 
Extremale, die in allgemeiner Transversalitätsbeziehung zu der 
Kurve ~ steht. Die linke Seite der Gleichung (3) nach p 
differenziert, gibt nämlich 

~(F""y,(} x + FY'II'd'y) = F I (x'd'y - y'd'x), x . 

also etwas von Null Verschiedenes, wenn F I , wie wir immer an
nehmen, in den Elementen der untersuchten Extremale von Null 
verschieden ist, und die Extremale sich mit ~ im Punkte 0 nicht 
berührt; in letzterem Falle, der in § 10 erwähnt ist und zunächst 
ausgeschlossen bleibe, ist die Richtung der ausstrahlenden Ex
tremale unmittelbar gegeben. Die so konstruierten Extremalen 
bilden dann wieder ein Feld; bei der dreistufigen Auffassung 
der Aufgabe, die wir in § 10 entwickelt haben, strahlen sie 
von einer Raumkurve transversal aus im allgemeineren Sinne 
des Wortes. 

Die besondere Lage des Punktes 0, die zu der untersuchten 
Extremale gehört, sei 1; dann ist der Bogen 1 2 wieder in ein 
Feld eingebettet, dessen Kurven durch Gleichungen wie 

x = Ht, a), y = r;(t, a) 

dargestellt werden. Erfüllen diese die J aco bische Bedingung 

~tr;a-~ar;t =1= ° 
längs des Bogens 12, so wird eine Umgebung des Bogens 12 
einfach von den Feldkurven bedeckt. Die Vergleichskurve 2 gehe 
von einer Stelle 0' aus und ende in 2; wird sie vom Punkte 3 
durchlaufen, dessen Lage vom Parameter -r: abhängt, so findet man, 
J längs 2 integriert, 

d 
d-r: (zo' + Jo's) = F(x, y, x .. , Y .. ) 
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und, indem 8 = dr:. d/dr: gesetzt wird, nach (4), indem man J 
auf die Feldextremale 03 bezieht, 

d - dx dy 
dr: (zo + Jos) = F"" dr: + F y' dr: ' 

also 

d~ (zo' + Jo'a - Zo - Jos) = lß(x,y,X',y', ::' ~;} 
Von jetzt ab bleibt alles wie früher: mit der Jacobischen 

Bedingung zusammen reicht die Weierstraß sche hin, um das 
Extrem der Größe z zu sichern; letztere sagt wie früher, daß 
auf den zum Vergleich herangezogenen Kurven 2 die Größe & 
nicht außerordentlich verschwinden darf. 

IH. Bedeutet die allgemeinere Transversalität die Berührung 
zwischen der Kurve Sf und der ausstrahlenden Extremale, so wird 
im Berührungspunkte 

gt'Y}a-~a'Y}t = 0 
werden; es wird keine Umgebung [rJ des Bogens 12 von den 
Feldkurven eindeutig bedeckt, sondern nur eine solche des Bogens l' 2, 
wenn l' auf 12 beliebig nahe bei 1 liegt. Solange die Kurve .2 
in dieser Umgebung verläuft, bleibt die hisherige Betrachtung 
gültig, insbesondere die Konstruktion des zu jedem Punkte 3 ge
hörigen Extremalenbogens 0;1. Läßt sich nun eine Umgebung 
des Punktes langeben, . in welcher die Kurve Sf ein Gebiet ab
grenzt, das von den Feldextrernalen genau doppelt bedeckt wird, 
so wird beim Fortgang des Punktes 3 auf der Kurve 2 nach 
der Lage 1 hin die Kurve 03 nicht aufhören, eindeutig bestimmt 
zu sein, und die bisherigen Schlüsse bleiben wieder ungeänderl. 

Die doppelte Bedeckung einer Seite eines regulären, hin
reichend kleinen Stückes der Kurve Sf durch eine Schar diese 
berührender ebenfalls regulärer Kurven ist eine allgemeine in
finitesimalgeometrische Tatsache, die sich leicht erweisen läßt. 

Sei y in der. Umgebung der Stelle 1 auf der Kurve Sf 
eine reguläre Funktion von x, etwa y = f(x), und werde die 
Kurve Sf im Punkte (x, y) berührt von der Kurve Y = (fl (X, x); 
setzt man 

o (fl ~X, x) ._ (fl (X ) oX - 1 ,x, o (fl (X, x) _ (fl (X ) ox - 2 ,x, 
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so ist allgemein 

(5) y = (I)(x, x), y' = f' (x) = (1)1 (x, x). 

Wir untersuchen nun den Schnitt der Kurve Y = (I) (X, Xl) mit 
der benachbarten Kurve Y = (I) (X, x) und finden für X, Yals 
Koordinaten des Schnittpunktes, die von x abhängen, 

(6) - Y + (I) (X, Xl) = 0, - Y + (I) (X, x) = 0. 

Ein solcher Schnittpunkt ist, wenn I x - Xl I < 8 und 8 klein 
genug ist, vorhanden. Differenziert man nämlich die erste Glei
chung (5) und berücksichtigt die zweite, so folgt 

(7) y' = (1)1 (x,x) + (1)2 (x, x), y' = (1)1 (x, X), (1)2 (x, X) = 0; 

die zweite Gleichung (5) gibt ferner 

y" = (l)Il (x, x) + (1)12 (x, x). 

Wäre nun (1)12 (x, x) = 0, so folgte y" = (1)11 (x, x)j die Kurven 
y = f(x) und Y = (I) (X, x) hätten eine Berührung zweiter Ord
nung. Schließen wir dies aus, so folgt für die Umgebung der 
Stelle 1 

0 12 (x, x) =1= 0. 

Sei etwa (1)12 (Xl' Xl) > 0; dann ist in einer Umgebung der Stelle 1, 
auf die wir uns beschränken, immer (1)12 (x, x) > 0. 

Jetzt vergleichen wir die Kurve Y = (I) (X, x) mit der 
Kurve ~, die wir in der Form 

y = f(X) 

darstellen; dann ist, indem X festgehalten wird, Y = Y für x = Xi 
im übrigen ist 

(3 Y 02 Y . 
OX = (1)2 (X, x), ox2 = 0 22 (X, x), 

und da aus der letzten Gleichung (7) folgt 

(1)21 (x, x) + (l)22(X, x) = 0, 

80 ist 0 22 (x, x) in einer gewissen Umgebung der Stelle 1 negativ, 
etwa im Gebiet I x - Xl I < 8, und wegen der Stetigkeit gilt dies 
bei hinreichender Beschränkung der Größe 8 und wenn auch X 
jenem Gebiet angehört, auch von 0 22 (X, x). Da nun nach (7) 

(~ Y) = (1)2 (X, X) = 0 
uX "'=x 

ist, so folgt, daß 
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je nachdem x ~ Xj mithin ist auch die Größe Y - y, die für 
x = X verschwindet, negativ sowohl wenn x > X ist, als auch 
wenn x < X istj sie hat, wenn x das Gebiet I x - Xl I < c durch
läuft, das Maximum Null an der Stelle x = X. Die Ordinaten
linie, deren Abszisse den Festwert X hat., wird also auf dem Ge
biet y < Y von den Kurven Y = «:p(X,x), die den Werten x > X 
und x < X entsprechen, je eine Strecke weit einfach, also im 
ganzen doppelt bedeckt. Da nun der Wert · von 02 Yjo x2, wenn 
I x - Xl I < c und I X - Xl I < c ist., unter einer negativen festen 
Schranke liegt, so kann die Ausdehnung der doppelt bedeckten 
Strecke auf den betrachteten Ordinatenlinien überall gleich ge
nommen werdenj an die Kurve ~ grenzt also nach der Seite ab
nehmender y hin ein Gebiet, das von den Kurven Y = «:P (X, x) 
doppelt bedeckt ist und, solange I x - XI I sei, auch nicht mehr
fach. Im Falle «:Pu (Xl' Xl) < 0 liegt das Gebiet nach der Seite 
wachsender y hin. 

§ 16. 

Beispiele zum veränderlichen Anfangspunkt. 

Zur Bestimmung des extremalen Brennpunktes in Einzel
fällen dient die Bemerkung, daß die Gleichung LI (t, a) = 0 durch 
Elimination der Differentiale aus den Gleichungen 

(1) dx = ~tdt + ~ada = 0, dy = y/tdt + 'Y}ada = 0 

entsteht. Sind die Extremalen des Feldes durch Gleichungen 

X = !: (t, CIl C2, ••• Ck), y = 1) (t, Cl' C2,··· Ck) 

definiert, wobei zwischen den Festwerten C etwa k - 1 Gleichungen 

(2) 
l,k 0 fü 

{., (cIl C2, ••. Ck) = 0, 2: ~ d Cb = 0, a = 1, 2, '" k - 1, 
b u Cb 

bestehen, so sind die Gleichungen (1) gleichwertig mit den 
Differentialgleichungen (2), vermehrt um die Gleichungen 

1,k ~ 1,k 0 
!:t dt + 2::~ dCb = 0, 1)t d t+ 2:~dCb = 0, 

b u Cb buCh 

aus denen dann die k + 1 Differentiale dt, dCb eliminiert werden; 
die erhaltene Gleichung ergibt für t, also den Wert, der dem 
Brennpunkte zugehört, dieselbe Bestimmung wie die Gleichung 
LI(t,a} = O. 
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1. Sei wieder die Aufgabe 

8Syn ds=0 
gegeben; Sf sei die Kurve 

Yo = f(xo); 
die Extremalen sind durch die Gleichungen 

(3) y = c tp (t), x = b + ct 
darzustellen; man muß ferner die Gleichungen 

(4) f(xo} = c tp (to), X o = b + cto 

§ 16 

ansetzen, und die Transversalitätsbedingung an der Kurve Sfgibt, 
da dyjdx = tp' (t) ist, 

(5) 1 + f'(xo) tp' (to) = o. 
Die Festwerte Cb sind hier xo, to, b, c, zwischen denen die 
Gleichungen (4), (5) bestehen; die Gleichungen (3) ergeben, 
indem man d x = d y = 0 setzt, 

ctp'(t}dt+tp(t)dc = 0, db+cdt+tdc = 0 

-oder, d t eliminiert, 

(6) (tp(t)-ttp'(t»)dc - tp'(t)db = o. 
Die Gleichungen (4) ergeben 

(7) 
- f'(xo}dxo + ctp'(to}dto + tp(to}dc = 0, 
- d Xo + d b + cd to + to d c = 0, 

also to eliminiert, 

(8) (tpl (to) - f'(xo}) dxo + (tp(to) - to tpl{fO») dc - tp'(to}db = O. 

Endlich folgt nach (5), indem man dto 
Gleichungen (7) entnimmt 

(f(xo)t'(to) + f"(xo) tpl(tO}) dxo 

_f'(xO) tp"(to}(todc-db) = 0. 
c 

(9) 

aus einer der 

Die Determinante der Faktoren von d xo, d c, d b in den 
Gleichungen (6), (8), (9) gibt, gleich Null gesetzt, eine Gleichung 
der Form 

A (tp (t) - t tp' (t)) + B tp' (t) = 0, 

wobei die Größen A und B linear in der Krümmung der Kurve Sf 
sind, d. h. in der Größe 
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sind mit Koeffizienten, die nur vonto, f(xo), f' (xo), also von der 
Richtung der Tangente der Kurve ~ abhängen. Für to und x() 
sind die Werte zu nehmen, die diese Größen auf der untersuchten 
Kurve ~ oder im Punkte 1 haben. Hält man die Tangente der 
Kurve ~ in diesem Punkte fest und verfügt über ihre Krümmung, 
so kann die Größe AlB einen gegebenen Wert erhalten. Durch 
solche Verfügung kann man also erreichen, daß auf der Ex
tremale ~ ein gegebener Punkt 2 der extremale Brennpunkt der 
Kurve st' wird. Liegt der Punkt 3 auf der Extremale ~ zwischen 
1 und 2, so liefert der Bogen 1 3 das geforderte Extrem, und 
zwar bei vorliegender Aufgabe ein starkes. 

II. Im Falle n = 0, d. h. bei der Aufgabe der kürzesten 
Linie, ist alles explizite durchzuführen. Die Extremalen der 
Aufgabe 

d J d s = d J V 1 + p2 d x = 0 

sind die Geraden y = ax + b; auf der Kurve Yo = f(xo} senk
recht stehen sie, wenn 

l+af'(xo) = 0, y-f(xo) = a(x-xo). 

Differenziert man nach a und xo, indem man d x = d y = ° 
setzt, so folgt 

f'(xo)da + afl/(xo)dxo = 0 
-f'(xo}dxo = (x-xo)da-adxo· 

Hieraus folgt für den Brennpunkt 
(f'(xo) - a) f' (xo) 1 + f' (xoP 

x - X o = a f" (xo) = - f' (xo) f" (xo) , 

1 + f' (xo}2 
y-yo = a(x-xo) = f'~' 

d. h. (x, y) ist der Kriimmungsmittelpunkt der Kurve~. Die 
Normale dieser Kurve im Punkte 1, bis zum Punkte 2 verlängert, 
gibt also im Sinne des starken Extrems die kürzeste Verbindung 
des Punktes 2 mit der Kurve ~, wenn der Krümmungsmittel
punkt der Kurve ~ im Punkte 1 der Strecke 12 nicht angehört. 

Ur. Ein Beispiel zu dem Falle der allgemeineren Trans
versalität, also zu § 15, II., bietet die in § 10 behandelte Aufgabe 
der zweckmäßigsten Geschoßspitze. Hier kann nach § 10 

y~ 
z = 2 + J02 

gesetzt werden, und die allgemeinere Transversalität bedeutet, 
daß die Extremalen unter 45 0 gegen die Stirnfläche, die Kurve ~ 
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geneigt sind. Allgemein können die Extremalen mit c nnd b als 
Festwerten in de.r Form 

1 (3 1 ) x = b + 2 c .4 t' + t2 + 19 t , 
c (1 + t2)2 

Y = - -2t-s-

dargestellt werden, wobei t = p wird. In den Punkten (0, Yo) 
soll also p = 1 = t werden; das gibt 

7 
Yo = 2 c, b + 8 c = 0, 

also 

x = Yo (-l~ + ! (4~4 + ~2 + 19t)), 

_Yo (1 + t2)2. 
Y - 2ts ' 

die rechten Seiten dieser Gleichungen sind ~ (t, a) und 1/ (t, a), 
indem man einfach a = Yo setzt. Dann findet man aber 

( 3 2 1)( llt 1(1 1 )) LI(t,a)=yo -t5 -I2-T -16-4 4t4+I2-tlgt . 

Nun gehört der Bogen 02 zu derjenigen Hälfte der Extremale, 
auf der p < va ist; dem Sinne der Aufgabe gemäß muß der 
Bogen 02 im Sinne abnehmender t gezogen werden; dann ist auf 
ihm immer t < 1, also 19 t < O. Die Größe LI (t, a.) besteht 
dann aus zwei entschieden negativen Faktoren und verschwindet 
nicht; die J aco bische Bedingung ist beliebig weit hin erfüllt. Da 
die Größe cß außerordentlich verschwinden kann, ist nur ein 
schwaches Extrem bei der vorliegenden Aufgabe gesichert, dieses 
aber für einen beliebig weit ausgedehnten Extremalenbogen. 

§ 17. 

Der zweite Einbettungssatz. 

In den Beispielen übersieht man meist ohne Schwierigkeit, 
daß man irgend einen beliebig ausgedehnten Bogen einer Ex
tremale in ein Feld einbetten kann; doch ist ein allgemeiner Beweis 
dafür, daß dies immer geschehen kann, erwünscht. Ein solcher kann 
aus den bekannten Sätzen über die Existenz von Lösungen von 
Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen abgeleitet werden. 

Sei durch die Gleichungen 

Xa = 6a(t), a = 1, ... n, 
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auf der t-Strecke to ••• t l , die wir T nennen, eine einfache Mannig
faltigkeit von Stellen im n-stufigen Raum der Größen X a definiert, 
die ·die Gleichungen 

(1) dd~" = {., (Xl' X 2, ••• X n ) 

erfüllt und m heiße; die Funktionen {., seien in allen Stellen 
~a = Xa regulär, so daß positive Größen A. und e derart gefunden 
werden können, daß 

lofa(XI ,X2, ••• Xn) \ A. l.f( )1 A o Xv <, 1., Xll X2' ..• Xn < , 
sobald die Ungleichungen 

IXa-!:a 1 < 8 

gelten, in denen ~a irgend eine Stelle der Mannigfaltigkeit mist. 
Alsdann gibt es nur von A. und 8 abhängige positive Größen ~ 
und S von der Beschaffenheit, daß, wenn to irgend eine Stelle 
der Strecke T ist und ~g die zugehörigen Werte ~a, auf der Strecke 

(2) ! t - to 1 < ~, 
soweit sie der Strecke T angehört, die Größen Xa auf eine einzige 
Weise als reguläre, die Gleichungen (1) erfüllende Funktionen 
von t bestimmt werden können, die für t = to die Werte xg an
nehmen, die den Ungleichungen 

I x~ -b.~ I< b 
gemäß beliebig gewählt sind. In diesem Gebiet sind. die Größen x., 
auch stetige Funktionen der Anfangswerte xg. 

Nun kann man offenbar die Strecke T mit endlich vielen 
Strecken (2) bedecken, die teilweise aufeinander übergreifen; die 
entsprechenden Werte von to seien tf, t~, ... tZ, die wir als Mittel
werte der Strecken (2) bezeichnen, die zugehörigen W erte ~g seien 
~g\ !:g2, .•• Wir können dann diese Strecken weiter so wählen, 
daß immer 

1 tg + 1 - tg 1 < ~. 

Jetzt bilden wir irgend ein Lösungssystem 
chungen (1), das auf der Strecke 

It-tfl<o 

X(l) der Glei~ 
.1 

definiert ist durch die Anfangswerte und die beigefügten Be· 
ziehungen 
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Wir zeigen, daß dasselbe. über die ganze Strecke T hin als regu
läres Funktionensystem fortgesetzt werden kann, wenn ~1 hin
reichend klein gewählt wird. 

Dann erfüllt nämlich, wegen der Stetigkeit der Lösungen in 
den Anfangswerten xgt, das Wertsystem x~I)(tn, das im Falle 
xg1 = b~1 in ~g2 übergeht, die Beziehung 

I X~I) (t~) - b~2 1 < ~2' ~2 < 6, 
wobei 62 mit ~1 beliebig klein gemacht werden kann. Man kann 
daher auf der Strecke I t - tg I < 8 ein Lösungssystem X~2) durch 
die für t = tg geltenden Anfangswerte 

X 02 = X(l) (tO) = X(2) (tO) a ,t 2 a 2 

definieren. Wo die Strecken I t - tf I < 8 und I t - tg I < 8 über
einandergreifen, sind die Lösungen ~,1) und X~2) identisch wegen 
der eindeutigen Bestimmtheit der Lösungen der Gleichungen (1) 
durch ihre Anfangswerte. 

So fortfahrend, können wir 62 durch passende Wahl von 61 
beliebig herabdrücken, also bewirken, daß die Größen 

I X~2)(t~) - b~3 1 < 63 < 6 
werden, wobei ss durch Verkleinerung von S2' also mittelbar durch 
Verkleinerung von 61 der Null beliebig genähert werden kann. 
Wir können daher auf der Strecke I t - tg I < 8 ein Lösungs
system X~3) durch die Gleichungen 

X~3) (tn = X~2) (t3) 

definieren, das mit X~2) überall dort übereinstimmt, wo die Ge
biete I t - t8 1 < 8 und I t - tg I < 8 aufeinander übergreifen. Hier
mit ist für den von den Strecken 

I t - t10 ! < 8, I t - i~ I < 6, I t - t30 I < 8 

bedeckten Teil des Gebiets T ein eindeutig bestimmtes Lösungs
system x" hergestellt. Auf diese Weise kann man fortfahren, 
indem bei jedem Schritte vielleicht die Größe 61 verkleinert werden 
muß. Da aber die Anzahl der Schritte endlich, = k ist, so erhält 
man schließlich einen solchen Wert 61' daß bei der Annahme 

I xg 1 --.,. ~gl I < 61 
jedes durch die Festsetzung 

X a (in = X~1 

bestimmte Lösungssystem X~I) über die ganze Strecke T regulär 
fortgesetzt werden kann. 
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Will man das erhaltene Ergebnis auf die Extremalen der 
bisher betrachteten Variationsaufgabe anwenden, so schreibt man 
ihre Gleichung etwa in der Weierstraßschen Form 

(3) F.,y' - F llx' + F l (x' y" - x" y') = 0 
und nimmt für t die Bogenlänge; das gibt die Gleichungen 

X'2+ y'2 = 1, x'x" + y'y" = 0; 

letztere ergibt mit der Gleichung (3) für x" und y" Ausdrücke 
mit dem Nenner 

F l (X'2 + y'2) = F l , 

also reguläre Funktionen von x, y, x', y', etwa 

fix' I'h( , ') dy' 1p'( " dt = 'V x, y, X y, dt = x, y, x y), 

und diesen Gleichungen fügt man die weiteren 
dx , dy , 
a:t=x, dt=y 

hinzu, so daß vier Gleichungen von der Form (1) entstehen, die 
die oben geforderten Eigenschaften besitzen, indem man x, y, x', y' 
für Xl' X2, xs, x, nimmt. 

Man schließt also aus dem obigen allgemeinen Einbettungs
ergebnis, daß jeder beliebig ausgedehnte Extremalenbogen, in 
dessen Elementen F(x, y, x', y') regulär und F l von Null ver
schieden ist, in eine Schar von Extremalenbögen derselben Be
schaffenheit eingebettet werden kann. Aus dieser Schar wird ein 
Feld ausgesondert, wenn man z. B. für t = to die Anfangswerte 
x = Xo und y = Yo festhält; oder wenn die Kurve ~ durch den 
Anfangspunkt des betrachteten Extremalenbogens geht und vorn 
Punkte 0 durchlaufen wird, wobei Yo = g; (xo) sei, setzt man, um 
(y'jx')O zu bestimmen, die Gleichung 

F." + F II, g;' (xo) 10 = 0, { - p {p + {p g;' (xo) 1
0 = 0 

an, deren linke Seite x' und y' nur in der Verbindung p = y'jx' 
enthält und nach p differenziert 

(flJ' (xo) - p) {pp 
ergibt, also eine von Null verschiedene Größe, sobald ~ und die 
Extremale sich nicht berühren; F l und damit {pp ist ja von Null 
verschieden. Die Anfangswerte von x' und y' wählt man dann 
der Gleichung p = y'jx' gemäß. Dieselbe Betrachtung gilt bei 
der Annahme allgemeinerer Transversalität 

- 8 zo + F x' 8 x + F II, 8 Y 1° = 0, ~ Yo - flJ' (xo) 8 Xo = 0, 
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da hier die Auflösung nach p ebenfalls gelingt. Sollen die Feld
extremalen, wie am Ende des § 10, die Kurve ~ berühren, so ist 
der Anfangswert von y'/x' von vornherein gegeben und gleich dein 
Werte von dy/dx längs der Kurve ~. 

Damit ist gezeigt, daß der betrachtete Extremalenbogen in 
seiner ganzen Ausdehnung einem Felde von jeder der betrachteten 
Arten eingebettet werden kann; die Aufstellung und Diskussion 
der Ja c 0 bischen Bedingung ist für die ganze Ausdehnung des 
Bogens möglich. 

§ 18. 

Die Ja c 0 bi sehe lineare Differentialgleichung. 

Die konjugierten. Punkte erscheinen auch als Nullstellen 
der Integrale einer gewissen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. Seien wiederum 

x = g(t,a), y = 1}(t,a) 
die Gleichungen einer einstufigen Schar von regulären Extremalen
bögen, auf denen überall E l von Null verschieden sei. Dann 
kann man an einer SteUe, an der ~t =1= 0 ist, die Gleichung 
x - g(t, a) = 0 nach t auflösen, diese Größe als Funktion von x 
und a und damit auch y = 1}(t, a) = 1/1 (x, a) als Funktion von x 
und a bestimmen. Dabei ist dann 

ot 
~t oa + ~a = 0, 

oy _ ot + _ &(t,a) _ ~ar/t-gt1}a o a - 1}t 0 a 1}a - - - g-t - - ~t • 

Da nun y = 1/1 (x, a) eine Extremalenschar darstellt, so erfüllt 
die Größe 1/1, für y gesetzt, die Eulersche Gleichung 

d{p 
{y-a:;; = 0, 

in der wieder die Bezeichnung x' {(x, y,p) = F(x, y, x', y') gilt, und 
hieraus folgt, indem man nach a differenziert und o 1/1/0 a = rp (x) 
setzt, für rp (x) eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
in der !p" (x) den Faktor {pp = x'3Fl hat, der also von Null 
verschieden ist, während die Faktoren von rp' (x) und q; (x) regu
läre Funktionen von x sind. Man kann die Gleichung also auf 
die Form 

(1) rp" + L !p' + M q; = ° 
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bringen, in der L und M reguläre Funktionen von x sind. Diese 
Gleichung wird auch als Variationsgleichung der Eulerschen 
bezeichnet. 

Schreibt man % a = 00' so kann man mit dem Zeichen 00 
wie in § 3 operieren und erhält, indem man die Zeichen 00 und 
djd x vertauscht, 

.\' .f.' _ dOofp - .\' (t· _ d fp) - 0 UOl y dx - Uo ~ dx - , 

fyyi5oY-fypOOP-d~(fpyOoY+fppOop) = O. 

Setzt man hier pex) und p'(X) für ooY und ooP = dooyjdx, so 
erhält man die Gleichung (1), die in eine lineare Differential
gleichung für Li (t, a) übergeführt werden kann. 

Diese Umformung wird übersichtlicher, wenn wir die Größe 

T = Fxyl - Fyxl + EI (x' y" ~ x" y') 

variieren; längs der Extremale, von der wir ausgehen, ist T = 0; 
Nun wird nach § 4, V. die abgestumpfte Variation 00 allgemein 
durch die Gleichung 

du 
oou = ou- dx OX 

definiert; man hat also 
y' w 

ooY = oy - ,ox = ---" 
x x 

diJoY -x'w' + wx" 
ooP = -d - = , , x X S 

(2) 

und da nach §:2 die Gleichung 

Q = -x'T = x'(fy-~~), T =-(fY- ~~) 
gilt, so folgt 

oT= ooT+~~ox = 0oT= -oo(f1/- ~~); 
längs. der Extremale verschwindet ja natürlich d Tjdx. Weiter 
ergibt sich, indem man die Operation 00 durchführt und 
fp p = F I x' 3 einsetzt, 

.\'T o.f.' dOofp .f." dfpy.\' 
-u = OIY-----a;x = lyYöoy-----;:rx- uoy 

1 d [F ( " ")J - x' dt I -x W + wx . 
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Beim Differenzieren im letzten Gliede fällt w' weg; somit bleibt 
nach (2) eine Identität 

(3) 8 T - F _ d(F1w') 
- 2 W dt' 

in der F 2 von den Variationen frei und allein durch die auf die 
betrachtete Extremale bezüglichen Größen x, y, x', y" x", y" be
stimmt ist. Wir werden diese Größe später allgemein bestimmen; 
auch hier könnte man sie in den Größen f, {yy, typ, (pp aus
drücken. 

Setzt man nun wieder 8 = da.oloa, und geht von der Ex
tremale x = Ht, a), y = 'f} (t, a) aus, so wird 

w = da('f}t~a-;t'f}a) = y'8x-x'8y = - d(t,a)da, 

und gilt natürlich die Gleichung 8 T = 0; die Größe d(t,a) 
erfüllt also die lineare Differentialgleichung 

F 2w - d(~ltWI) = 0, 

deren Form sich noch in folgender Weise abändern läßt. 
Sei t die Bogenlänge, 0 der Richtungswinkel der nach 

wachsenden Werten von t gezogenen Tangente, also 

x' = ;t = cos 0, y' = 'f}t = sin 0, x" = - sin 0 .0', 
(4) 

y" = cosO.O', x'y"-x"y' = 0'. 

Dann gehen wir nach § 3 von der Eulerschen Gleichung in der 
Form 

F I-F' x' 
x'y" -x"y' = xy F y = 1lf(x,y, x', y') 

- 1 

aus und setzen "IJf (x, y, cos 0, sin 0) = (p (x, y, 0); offenbar folgt 

0' = (P(x,y,O) = ~, 
Q 

wobei Q den Krümmungsradius der -Extremale mit gewissem Vor
zeichen bedeutet, und fJ kann als Funktion von t und a betrachtet 
werden; sei (P (x, y, 0) = .Q (t, a). In dieser Auffassung finden 
wir nach (4) 

;ta = -:- sin 0 .Oa, 'f}ta = COS 0 . (Ja, 

(5) d(t,a) = cosO.1]a-sinO.;a, 

Llt = - (cosO.;a + sinO .1]a) 0' +C080. 'f}at- sinO. ;ah 
also nach (5) 

Llt = - (;acosO + 'f}asinO).Q(t,a) + Oa· 
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Weiter differenzierend erhält man 

Ot = .!~, 

,Qt = "lJfxx' + "lJfyY' + "lJfx'x" + "lJfy.y" = Wxx' + Wyy' + WeO' 

= 1Jfxx' + "o/yy' + eVII'x' - 1V",.y') 0', 

Rat = ,Qa = Wx · ~a + Wy.1/a + We • Oa, 

Lltt = - (~aCOsO + '1asinO)(wxcosO + CPysinO + CPeO') 

+ (~asinO -1/aCoSO)&'2 + Wx.~a + Wy.1/a + We.Oa 

oder, wenn man die Ausdrücke von Ll und Llt benutzt, um ~a, 1/a, 
Oa wegzuschaffen, 

Lltt = - W2 Ll + Wx (~a sin 20 - 1/a sin 0 cos 0) 
+ Wy (- ~a sin 0 cos () + 1/a cosS 0) 

+ We[ - (~a COS 0 + 1/asin 0)0' + (ja] 
= (- W2 - CPx sin 0 + Wy cos 0) Ll + CPe Ll!, 

womit die Jacobische lineare Differentialgleichung in neuer 
Form erscheint; t ist, wir wiederholen es, die Bogenlänge auf der 
Extremale. Ist v die gegen die Richtung wachsender t auf einer 
Extremale um 900 im positiven Sinne gedrehte Normale und 
zugleich die in dieser Richtung längs der Normalen gemessene 
Länge, so kann man 

setzen; es ist ja 

dw . oW oW 
- = -smO- + cosO 
dv oxoy 

dx . 
dv = - smO, dy = cosO. 

dv ' 

die J aco bische Gleichung kann also geschrieben werden 

Lltt = (_W2 + ~~) Ll + WeLlt. 

Gehen nun die Extremalen x = ~ (t, a), y = 1/ (t, a) durch 
einen festen Punkt t = to, a = uo, und verschwindet Ll (t, a) zum 
ersten Male wieder für t = tll wobei t1 > to sei, so entsprechen 
den Werten to und t1 auf der Extremale a = ao konjugierte 
Punkte; man findet also den zu t = to konjugierten Punkt in 
der Richtung d t > 0, indem man die auf fo nach oben hin 
folgende Nullstelle desjenigen Integrals der J aco bischen Gleichung 
sucht, das an der Stelle t = 10 verschwindet. Das stimmt zu der 
leicht ersichtlichen geometrischen Bedeutung der Größe 

Ll d a = ~a da· dd .x + 1/ a da· dd y , v . v 
K n e s e r , Variationsrechnung. 2. Auti. A 
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die offenbar als Projektion der Strecke (;ada,'I']ada) auf die 
Richtung v angesehen werden kann, oder anch als Normalabstand 
der beiden zu a und a + da gehörigen Kurven der Extremalen
schar. 

11. Als Anwendung. betrachten wir die dynamische Stabilität 
bei der Bewegung eines Punktes von der Masse Eins unter 
Wirkung einer vom Potential U herrrührenden Kraft. Die 
Gleichung der lebendigen Kraft gibt für die Geschwindigkeit v 
bei festem h 

Vi 
"2 = U + h, v =V2(U + h) = q;(x,y) 

und das Euler-J aco bische Prinzip der kleinsten Wirkung lautet 

8 j vds = 8 j q;(x,y) VX'2 + y'2dt = o. 
Offenbar findet man, wenn für d t das Bogenelement d s gesetzt 
wird, 

~1Jf( , ,)_Fxy.-Fyx·_-Y'q;x+x'q;y_ 1 dq; 
x, y, x, Y - F - - - d-

-1 fJJ fJJ v 

_ rl'o( 0) _ - q;",sinO + fJJycosO 
- Y!' x, y, - , 

fJJ 

fPe = -q;",cosA-q;ysinO =-~ ddfJJ , 
fJJ fJJ S 

dfP d (1 d fJJ) 1 [d2fJJ ('d q;)iJ 
d v = d v q; d v = q;2 q; d v2 - dV ' 

also 

_ fP2 + dfP = _ ~ (d fJJ)2 + ~ (d2fJJ). 
dv fJJ2 dv q; dv i 

Nun ist U + h = ~ q;2, also weiter 

dU d q; d2 U (d fJJ)2 d2q; 
dv = fJJ dv' dv2 = itv + q; dvi ' 

1 d2 U _(1 dq;)2 1 d2 q; 
q;2 dvs - q; dV + q; dV2' 

fP2 dfP _ 3 (d fJJ)2 1 d2 U - + dv -- fJJ2 dv + cp2 dv2 ' 

und da längs der Extremale 

lId q; 
(6) - = fP(x, Y, 0) = - d-

Q q; v 
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zu setzen ist, findet man schließlich 

(7) d2 L1 ~dvdLl (~_~dSU)L1_0 
dsi + v ds ds + Q2 v2 dvi -. 

Sei z. B. U = rn, r = v'x2 + y2, n < 0 und betrachtet man 
die Extremale r = const., d. h. die Kreisbahn des bewegten 
Punktes unter der Wirkung einer Zentralkraft, die zu r n - 1 

proportional ist. Aus der Gleichung 
Vi tp2 
-=rn+h=-2 2 

folgt, daß v auf dieser Bahn fest, also dv/dt = 0 ist. Man 
hat ferner 

~-+~ dv - - dr' 
dSU 
dv2 = n(n -1)rn- 2 ; 

I Q I = r ist der Radius der Kreisbahn, und die Eulersche 
Gleichung (6) gibt 

also folgt 

v2 dU 
Q = dv = + nrn-I, v~ = -nrn; 

3 1 d2 U 3 n (n - 1) rn - 2 _ n + 2 . 
(12- v2 dv2 = r 2 - -nrn ~, 

die Gleichung (7) wird 

d2 LI + n + 2 LI = O. 
ds2 r 2 

Eine z. B. an der Stelle s = 0 verschwindende Lösung dieser 
Gleichung ist 

. tln + 2s 
SlD Y • 

r ' 
da nun LI nach I. dem Normalabstande zweier benachbarter 
Extremalen proportional ist, so gibt die Gleichung 

. Vn+2s_0 _ knr 
SlD- , s-~, k=1,2,3, ... 

r yn+ 2 

die Punkte, in denen die Kreisbahn von benachbarten Bahnkurven, 
die zu derselben Konstanten der lebendigen Kraft gehören, ge
schnitten wird. Konjugiert zum Punkte s = 0 ist der Punkt 

nr 
s=~; 

yn+2 
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zu diesem konjugiert der Punkt 
2:1tr 

usf. S=~== yn+ 2 
Ist n + 2 < 0, so treten keine konjugierten Punkte auf. 

§ 19. 

Hüllen und Notwendigkeit der Jacobischen Bedingung. 

I. Wenn auf den betrachteten Strecken der Extremalen 
x = Ht,a), y = 1/(t,a) die Größe F 1 von Null verschieden ist, 
sind die in § 18 eingeführten Größen tJ! und dtJ!jdv reguläre 
Funktionen von t; die Lösung der J aco bischen Differential
gleichung verschwindet dann also nicht mit ihrer Ableitung zu
gleich; wo A(t,a) = ° ist, da ist At(t,a) =1= 0. 

Mögen nun die betrachteten Extremalen von einer Kurve ~ 
(Fig. 5) transversal ausstrahlen, wobei die Kurve auch in einen 

Fig.5. 

o 

3 

Punkt entarten kann, und sei auf 
der Kurve a = ao etwa t == t6 der 
erste mit wachsenden Werten t von 
~ aus erreichte Wert, für den 

(1) A(t,;,ao) = 0, At(t6,a~) =1= 0; 

o sei also 6 der extremale Brenn
punkt der Kurve ~, oder konjugiert 
zum Punkte ° auf der Extremale 
~(a = ao). Dann kann die Glei
chung 
(2) A(t, a) = ° 
nach (1) in der Umgebung der 
Stelle t = t6, (l= ao nach t auf-

gelöst werden; setzt man die so definierte nach § 2, I. reguläre 
Funktion von a für t in den Ausdrücken x = ~ (t, a), y = 1/ (t, a), 
so ergibt sich 

dx _ I: ~+ I: _ ~aAt-~tAa 
da - 5t da 5a - At ' 

dy _ dt + _ 'Y/aAt - 'Y/tAa. 
da - 'Y/t da 1/a - At . , 

x, y seien die Koordinaten des Punktes 3, der für a = ao in die 
Lage 6 fällt. Wegen der Gleichung (2) findet man sofort 

dx dy _ . 
(3) 1/t da -~tda - 0, 
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wenn die Größen xa = d x/d a und Ya = d y;d a nicht zugleich 
verschwinden, beschreibt der Punkt 3 eine reguläre Kurve ~, die 
von den Extremalen x = ~, y = 1] berührt wird; sie ist die Hülle 
der Extremalenschar. 

Ist zunächst für alle kleinen Werte von I a - (10 I immer 
X a = Ya = 0, so entartet die Kurve ~ in einen Punkt; auf allen 
Extremalen ist derselbe feste Punkt 6 Brennpunkt oder kon
jugierter Punkt. Faßt man nun die Extremalenbögen 03 als 
Variationen voneinander auf, d. h. setzt man 

d 
D=da' da 

und bedenkt, daß im Punkte ° die Transversalitätsbedingung 
erfüllt ist, so ist nach der oft gebrauchten Formel § 2 (12) 

i5J03 = F",.i5x+Fy ,i5YI3; 

wäre aber der Punkt 3 fest, so folgte 

i5 x = i5 Y = 0, 15 J 03 = 0, Jo 3 = const. 

Geht also eine Schar regulärer Extremalenbögen durch 
zwei feste Punkte ° und 6, so hat das längs ihrer ge
bildete Integral J06 auf allen denselben Wert. 

11. Nehmen wir weiter an, daß die Größen Xa und Ya an der 
Stelle 6 nicht zugleich verschwinden; dasselbe gilt von ~t und 
1}t nach Voraussetzung. Ist daher z. B. ~t"* 0, so muß auch der 
Gleichung (3) zufolge Xa =1= 0, also ~tXa;;e: 0 sein, und zwar gilt zu 
beiden Seiten des Wertes a = ao entweder das obere oder das 
untere Zeichen. Sei zunächst ~tXa>O; dann haben die Vektoren 
(x', y') und (xa, Ya) dieselbe, nicht entgegengesetzte Richtung; 
also folgt 

(4) 

Fx'(x, y, xa, Ya) = F",.(x, y, ~t, 1}t), 

Fy• (x, y, xa, Ya) = F y• (x, y, ~t, I'jt), 
F(x, y, Xa, Ya) = xaFx'(x, y, Xa, Ya) + Ya Fy.(x, Y, Xa, Ya) 

= Xa Fx'(x, y, ~h 1]t) + YaFy.(X, y, ~h 1]t}. 

Auf der Hälfte der Hülle ~, die durch die Ungleichung a< ao 
gekennzeichnet wird, ist nun die Richtung wachsender a die 
Richtung von 3 nach 6 hin; in dem längs der Kurve ~ gebildeten 
Integral 

6 

J S6 = J F(x, y, x', y')dt 
3 
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ist also für (x', y') der wachsenden Werten von a entsprechende 
Vektor (xa, Ya) zu nehmen, und man erhält, wenn a = a3 ist, 

und nach (4) 

(5) 

ao 

J a6 = j F(x, y, Xa, Ya)da, 
a 

wobei genauer F x' = F x' (;, 'YJ, ;t, 'YJt) usf. zu setzen ist. 
Wenn dagegen a > ao genommen ist, entspricht die Richtung 

von 6 nach 3 hin zunehmenden Werten von aj in dem Integral 
3 

J 63 = J F(x, y, x',y')dt 
6 

ist also, wenn man t = a nehmen will, für (x', y') die Richtung 
zunehmender a zu nehmen, also 

a 

J 63 = J F(x,y,xa,Ya)da, 

und nach (4) 

(6) d~8 = xaFx,(x,y,;t,'YJt) + Ya Fy'(x,y,;t, 'YJt). 

Die Gleichungen (5) und (6) vertauschen sich in der Weise, 
daß die erste für a > ao, die zweite für a < ao gilt, wenn wir 
jetzt ;t Xa < 0 annehmen für a ~ ao. Dann ist der Vektor (;t, 'YJt) 
gleichgerichtet mit dem Vektor (- xa, - Ya)j daraus folgt 

FXI(X, y, ;t, 1)t) = Fx'(x, y, -xa, -Ya), 

F II• (x, y, ;1, 'YJt) = F y' (x, y, - xa, - Ya), 

also wegen der Homogenität 

F(x, y, -xa, -Ya) = -xaF"" -YaFy" 

Jetzt werde, um das Integral J68 im Falle a<oo zu bilden, die 
Integrationsveränderliche a = - 7: gesetzt, so daß 7: in der 
Richtung 63 wächst; dann ist 

.. a 

J63 = fF(x, y,~: ~;)d7: =-J F(x, y, -xa, -Ya)da, 
~ % 
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also nach (7) 

d;[;,3 = _ F(x, y, - Xa, - Ya) = xaFx' + Ya F y" 

d. h. hier gilt die Gleichung (6). Ebenso findet man jetzt 1m 
Falle a> ao 

°0 

JS6 = - J F(x, Y, -Xa, - Ya)da 
a 

d. h. die Gleichung (5). 
Zusammenfassend können wir sagen: in jedem Falle, wo nicht 

X a und Ya im Punkte 6 beide verschwinden, gibt es eine durch 
den Punkt 6 abgegrenzte Hälfte der Kurve ~, die wir @l nennen, 
und auf der eine der Beziehungen 

;tXa(a - ao) < 0, fltYa(a - q) < 0 

gilt und ferner die Gleichung 

dJs6 F F I: da = - Xa x' (;, fI, ;1, fit) - Ya y' (;, fI, 51, fit). 

Auf der anderen Hälfte gilt die Gleichung 

dJ63 F I: I: Ti' da = Xa x'(s, fI, ~t,rlt) + Ya.L· y·(;, fI, ;t1'/t). 

ur. Jetzt gilt, da die Extremalen von ~ transversal aus
strahlen, die Gleichung 

l5J03 = F,,,.l5x+Fy·l511 13 ; 

liegt eine allgemeinere Transversalität vor, so handelt es sich um 
das Extrem einer Größe 

und man findet 

l5z = özo+F",.l5x+FYlöyl~; 
die allgemeinere Transversalität aber gibt 

- öZo + F",.l5x + Fy.l5y 10 = 0, 
also 
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Ohne Gebrauch des Variationszeichen finden wir, indem wir a 
als Unabhängige einführen, von der auch die Grenzen to und 
t = ts abhängen, 

_ t 

dJos d JF I: (["(J: = da (~, rJ, Sh 'Yjt)dt 

' 0 

dt ,'0 dto = F(~, 'Yj, ~t, 'Yjt) da - Fa, 1], ~t, 'Yjt) da 

t 

+ J (Fx~a + F y 1]a + Fx·~ta +Fy''Yjta)dt 
to 

oder, indem man die gewöhnliche Teilintegration vollzieht, 

dJ03 F I: dt F '1

0 dto F I: v 1'3 - 1- = < (s, .. ) d- - (~, .. ) d- + x' Sa + r y' 'Yja , 
(i a a a ,0 

da das übrigbleibende Integral wegen der Eulerschen Gleichungen 
wegfällt. Benutzen wir die Homogeneität des Ausdrucks F, so folgt 

d~s = Fx' (~a + ~t :!) + F y' (rJa + 'Yjt 1!) I:' 
d~ dzo (dx d y) 0 (' dx ,dY)i 3 

dlt = da - F x' da + F y ' da 1 + Fx' du + F y ' da I' 

Hier verschwinden die auf den Punkt 0 bezüglichen Glieder 
in folge der Transversalität, sei sie allgemeiner oder besonderer 
Art; es bleibt also 

dz _ ( d x d Y) 1
3 

da - Fx' da + FY'da I ' 
und im gewöhnlichen Falle Zo = 0 folgt 

dJ03 _ F dx +F dy. 
da - x' da y da 

Diese Formel, zusammengestellt mit der Gleichung (5), gibt 
für den Fall, daß der Punkt 3 auf ~1 liegt, 

d(J03 + J a6 ) - 0 J- J da -, os + 36 = const., 

wobei JS6 längs des Bogens ~I genommen ist. Läßt man den 
Punkt 3 in die Lage 6 rücken, so wird JS6 = 0, J03 = J06 ; 

also folgt 

(7) JOB + J36 = :lo6' 
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die verallgemeinerte Evoluteneigen schaft unserer .Hülle; 1m 
allgemeineren Falle hat man die Gleichung 

zo+JOS+JS 6 = zoo+J06 , 
wobei Zoo sich auf die Extremale ~ oder a = ao bezieht.. Ist 
J die Bogenlänge, so ist ~ die gewöhnliche Evolute der Kurve ~. 

Jetzt kann die Kurve 036, welche aus dem Extremalen
bogen 03 und dem der Kurve ~ angehörigen Stücke 36 besteht, 
als der engeren Nachbarschaft des Bogens 06 angehörig aufgefaßt 
werden; denn sobald der Abstand 36 hinreichend klein geworden 
ist, sind die Tangenten des Bogens 36 von der des Punktes 6, 
und die Tangenten der Extremale 03, welche stetig in den 
Bogen 06 übergeht, von den Tangenten des letzteren beliebig 
we~ig verschieden. Der Bogen 036 gehört also zu denjenigen 
Kurven 2, mit denen man den Bogen 06 vergleichen müßte, wenn 
dieser das Integral J auch nur zu einem schwachen Extrem 
machen sollte im Vergleich zu anderen die Kurve ~ und den 
Punkt 6 verbindenden Linien. Dann müßte die Differenz 

J0 6-JOS'" = :la6-(:laa + Ja6 ) 
ein festes Vorzeichen haben, ohne zu verschwinden, während sie 
nach (7) den Wert Null hat. Der Extremalenbogen 06 liefert 
also sicher kein Extrem F' 6 19 .. 
des Integrals J, auch kein 
schwaches; das Extrem hört 
vielmehr in der durch die 
Gleichung (7) näher be
zeichneten Weise im Punkte 
6 auf. Hiermit ist, die 
Existenz des Feldes voraus
gesetzt, folgendes Ergebni;:; 
bewiesen. 

Wird die reguläre 
Kurve ~ von der Extre
male ~ im Punkte 0 trans
versal geschnitten und letz
tere vom Punkte 5 durch
laufen, so hört der Bogen 0 5 
auf, ein schwaches Extrem des Integrals J unter den vom Punkte 5 
zur Kurve ~ gehenden Linien zu liefern, sobald der Punkt 5 in 
den Brennpunkt der Kurve ~ hereinrückt. Dasselbe gilt, wenn die 
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Kurve ~ .sich in einen Punkt 0 zusammenzieht, bezüglich des 
Extrems unter den die festen Punkte 0 und 5 verbindenden 
Kurven, sobald der Punkt 5 in den zu 0 konjugierten Punkt 
übergeht. 

Eine Ausnahme findet nur statt, wenn die stets vorhandene 
Hülle der Kurven des Feldes im Brennpunkte einen Rückkehr
punkt von besonderer Art besitzt; das ist der Fall, da die Größen 
dx/d a und dy/da beide das Vorzeichen im Punkte 6 wechseln. 
Dann kann es sein, daß (Fig. 6) kein Gebiet ~1 existiert. In 
diesem Falle lehrt unsere Betrachtung, daß in beliebiger Nähe 
des von zwei konjugierten Punkten begrenzten Extremalenstückes 
andere solche liegen, welche mit jenem den Anfangspunkt gemein 
haben und so beschaffen sind, daß sie sicher kein Extremum 
mehr liefern. In Fig. 6 z. B. hat man offenbar 

J;s =;ro6 + Jss' 

§ 20. 

Anwendungen. 

I. Wir betrachten zunächst wieder den Meridian der Dreh
fläche kleinsten Widerstandes, 

~ [ypSdx = 0 
J 1 + p2 . 

Eine .Ähnlichkeitstransformation, deren Grundpunkt auf der 
x-Achse liegt und die Abszisse X o hat, wird durch die Gleichungen 

y=ay, x-xo=a(x-xo), x=ax-(rx-l)xo 
definiert. Hat man also durch die Gleichungen 

a (1 + p2)2 a ( 3 1 ) 
Y = 2 pS ,x = b + 2 4 p' + p2 + Ig p 

eine Extremale dargestellt, so beschreibt der Punkt (x, y) eben
falls eine Extremale. Eine beliebige Tangente einer solchen hat, 
wenn X, Y laufende Koordinaten sind, die Gleichung 

y -y = p(X-x), 
schneidet also die x-Achse in einem Punkte T, dessen Abszisse 

X=x- y 
p 

ist. Da nun hiernach 
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und die Werte p = 0, p = + 00 für X die entsprechenden - 00, 

+ 00 ergeben, so dureftläuft der Punkt T, wenn a und damit y 
positiv ist, die x-Achse gen au einmal im positiven Sinne, wenn 
p wachsend alle positiven Werte, der Berührungspunkt der be
trachteten Tangente also (§ 8, II) die ganze Kurve durchläuft. 

Fig.7. 

Q; 

8~------~~------------------------+X 

Jetzt sei (Fig. 7) eine Gerade ~ unter dem spitzen Winkel 1jJ 

gegen die + x - Achse geneigt; dann wird sie von einer Ex
tremalen ~ im Punkte 0 transversal geschnitten, wenn in diesem 
die Gleichung 

2p P 
tg 1jJ = 3 + p2 = 1 + HI + p2) 

besteht, welche offenbar 

(1) tg 1jJ < p 

ergibt. Zu einem gegebenen Werte von tg 1jJ gehören zwei reelle 
Werte von p, deren Produkt 3 ist, sobald die Ungleichung 

tg 1jJ < ;3' 1jJ < 30° 

besteht; einer jener Werte, den wir zur Konstruktion von ~ be
nutzen, ist daher kleiner als V3 und gehört zu einem Punkte 
desjenigen Zweiges der Extremale, dessen Stücke ein Minimum 
des Widerstandes (§ 18) ergeben. Ist ferner 7 der Schnittpunkt 
der Tangente der Rxtremale im Punkte 0 mit der x-Achse, 8 der 
Schnittpunkt dieser mit der Geraden ~, so liegt nach (1) der 
Punkt 7 rechts von 8, d. h. nach der positiven Seite hin. Durch
läuft daher ein Punkt die konstruierte Extremale ~ von 0 aus 
in der Richtung wachsender x, also abnehmender p, so bewegt 
sich der Punkt T von der Lage 7 aus nach - 00 hin, erreicht 
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also inzwischen die Lage 8j der Berührungspunkt der durch 8 
gehenden Tangente der Kurve @; sei 6. 

Den Punkt 8 mache man nun zum Zentrum einer Schar von 
Ähnlichkeitstransformationenj dieselben führen die Kurve @; in 
eine Schar von Extremalen über, welche die Gerade st transversal 
schneiden und die Tangente 68 berühren. Letztere vertritt also 
die Hülle ~ der allgemeinen Theorie, 6 ist der Brennpunkt der 
Geraden st auf der Kurve @;, und ~1 ist die Strecke 68. Ist 
2 irgend ein Punkt dieser Strecke, und schneidet die in ihm be
rührende Extremale der konstruierten Schar die Gerade st im 
Punkte 1, so gilt für das Widerstandsintegral die Gleichung 

~2 + J 26 = :To6' 
wobei ~6 längs der Geraden 68 gebildet wird. Läßt man daher 
den Punkt 5 längs der Kurve @; laufen, so gibt der Bogen 05 
ein schwaches Minimum des Widerstandes, verglichen mit den 
vom Punkte 5 nach der Geraden st gezogenen Kurven, so lange 
der Punkt 5 dem Bogen. 06 angehört; rückt er in die Lage 6 
hinein, so zeigt die 0 biga Gleichung, in welcher Weise schon für 
den Bogen 06 die Minimumseigenschaft verlorengeht. 

Die hier angewandte Methode zur Konstruktion und Be
grenzung eines Feldes kann auf jede Aufgabe übertragen werden, 
bei welcher die Extremalen einer Schar durch eine bekannte 
kontinuierliche Gruppe von Transformationen ineinander über
gehen. Wo die Bahn kurven der Transformation die Extremalen 
der Schar berühren, liegen die Singularitäten des Feldes. 

H. Auf der Drehßäche 

z = (er), x == rcos cp, y = rsin cp 

seI die kürzeste, d. h. geodätische Linie zu bestimmen: 

~ f ds = ~ J F(r, cp, r', q/)dt = 0, 

Fdt = l'drS [l + f'(r)2] + r2d cp2. 

Man findet sofort die Clairautsche Formel 

(2) 
dFrp' r 2 d cp -zn- = const. = a, ----a:s- = a, 

(3) ( dr)2 r 2 (r 2 - a2) 

d cp = a2[1 + {'(r)2]' 

Die Fläche habe ungefähr die Gestalt des Drehparaboloids, dessen 
Drehachse die z-Achse ist; (r) und (' (r) seien auf der Strecke 
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r = 0··· + 00 stetig und regulär, ('(0) = (0) = O. Dann zeigt 
die Gleichung (3), daß r als Funktion von rp nirgends singulär 
wird; ist a > 0, so umwindet die geodätische Linie die Fläche 
nach (2) ständig im Sinne wachsender rp. Dabei kann r wachsen 
oder abnehmen; rechnen wir die Quadratwurzel stets positiv, so ist 

a VI + (' (r)2 (4) drp=+- ~ dr, drp>O, dr~O. r fl- a 

Um reelle Veränderliche zu behalten, muß r > a sein; ist irgend
wo a < r, r = r11 rp = rpl, drld rp < 0, so hat das Integral 

"1 

j. !!..J /1 + f" (r)2dr = *_ 
r V r2 - a 2 rp rpl 

a 

emen endlichen positiven Wert, d. h. rp wächst von rp bis rp* 
und dabei geht r von r1 bis a herab; die Kurve erreicht den 
Wendekreis r = a, in welchem d r jd rp = 0 wird; dabei ist nach (3) 

d2 r (1 + f'(r)2] (4r3 - 2 a2 r) - 2 f' (r)("(r)(r2- a2) 

d rp2 [1 + (' (r)2]2 

r = a gesetzt, positiv; drld rp wechselt also an der Stelle r = a, 
rp = rp* das Vorzeichen. Ebenso erreicht man den Kreis r = a im 
Sinne abnehmender rp fortschreitend, wenn an der Stelle r = r l1 
rp = rpl die Ungleichung d rld rp > 0 bestünde. Ein Zeichen
wechsel der Größe drldrp ist nur, wenn r = a wird, möglich; 
die geodätische Linie erreicht also in ihrem Wendekreis r = a 
genau einmal mit dem Werte rp = rp*; wenn rp < rp*, nimmt r 
mit wachsenden Werten von rp ab; wenn rp > rp*, nimmt r zu. 
Entsprechend beiden Fällen gilt in der Gleichung (4) das untere 
und das obere Vorzeichen; sind (ro, rpo) und (r, rp) zwei durch 
den Berührungspunkt mit dem Wendekreise getrennte Punkte 
der Kurve und ist rpo < rp*, rp > rp*, so folgt 

_ * = _ fr
Oa l/l + f'(r)2 dr 

rpo rp r r2 _ a2 ' 
a 

,. 
rp - rp* = + f!!.- 1 / 1 + (' <!.'t d r, 

r V r2~ a2 

a 

,. ~ 

(5) - =f!!...1/~+f'(r)2dr+f!!.-1/1+f"(r)2dr. 
rp rpo r V r2 - a2 r V r 2 - a2 

a a 
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Jetzt denken wir den Punkt (ro, rpo) oder 0 fest, den Fest
wert a beweglich; dann können die letzte Gleichung und die 
Gleichung 

r-t 
als Sonderfall der allgemeinen Gleichungen i = g (t, a), y = 'fl (t, a) 
bei der Annahme y = rp, x = r angesehen werden; man erhält 

'Orp 
(6) LI (t, a) = Fci = 1/J (r, a) + 1/J (ro, a), 

wo bei gesetzt ist 
r r/a 

1/J(r a) = ~f~ 1/1 + f'(r)2 dr = -~f~ 1/1 + ('(au)2 du. 
, '0 a r r r 2 - a2 0 a u r u2 - 1 

a 1 

Die Differentiation kann trotz der Singularität u = 1 in der 
gewöhnlichen Weise unter dem Integralzeichen durchgeführt 
werden, etwa indem man u = (S;oj v setzt, womit die Singularität 
verschwindet; man findet 

r 

V1 +f'(r)2 f f'(r)("(r)dr 1/J r a - - ----
(, ) - r2 - a2 + y(r2 - a2) [1 + (' (r)2] , 

a 

(7) '01/J(r,~ _ rVl + ('(r)2 > 0 .1.( + 0 ) __ 
- ./ ' 'f' a ,a __ 00. or yr2 _ a23 

Die Größe tP (+ 00, a) = A ist, wenn f' (+ 00) endlich bestimmt 
oder unendlich ist, endlich oder positiv unendlich; ist sie 

F · 8 positiv endlich, so wird der Ver-Ig .. 
lauf der Größe tP (r, a) als Funk-

I---.r=.a\-+=----,--7"'''---- l' 

tion von r auf der Strecke r > a 
durch Fig. 8 dargestellt, und es 
gibt einen bestimmten Wert 
r = A, für den 1/J (A, a) = - A 
ist. Ist dann ro < A, so ist 

-.,1 f---t--F 
1/J (ro, a) < - A; 

da allgemein 1/J (ro, a) < A, so 
folgt für r > a allgemein 

1/J(r, a)+1/J(ro, a) < O. 

Ist dagegen r ° > A, so ist 
1/J (ro, a) > - A, 

und da 1/J (r, a) von - 00 bis + A beständig wächst, 80 gibt es 
einen bestimmten Wert r, für den die Gleichung 

1/J (ro, a) + 1/J (r, a) = 0 
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besteht; dasselbe gilt für den l!'all A = + 00, in welchem A = a 
gesetzt werden kanu, für jeden Wert ro > a. 

Diese Gleichung gibt nun nach (6) die Bedingung dafür, daß 
(r, cp) und (ro, CPo) konjugierte Punkte sind; im Gebiet ro > A 
hat also für den Fall A > 0 jeder Punkt unserer Kurve einen 
konjugierten, der von ihm durch den Berührungspunkt mit dem 
Wendekreise r = a getrennt ist. Im Falle A = + 00 hat jeder 
Punkt einen konjugierten von der eben bezeichneten Lage. In 
diesen Fällen existiert auch eine Hülle ~ im Sinne des § 19; 
denn die Gleichung 

1jJ (ro, a) + 1jJ (r, a) = 0 

kann der Beziehung (7) zufolge nach r aufgelöst werden; setzt 
man demgemäß r als Funktion von a in die Gleichung (5) ein, 
so erhält man rund cp, d. h. die Koordinaten eines Punktes der 
Hülle ~ als Funktionen von u. 

Die hiermit gegebene Methode, konjugierte Punkte und Hüllen 
festzustellen, die Kobersche Methode, ist in vielen Fällen an
wendbar, in denen die Extremalen dnrch Quadraturen darstellbar 
sind, insbesondere bei Fragen der dynamischen Stabilität, wenn 
die Bahnkurven durch einen Sonderfall des Prinzips der kleinsten 
Wirkung festgelegt werden. 

Ist die oben betrachtete Fläche ein Paraboloid, etwa z = r2, 

so findet man leicht A = + 00; jede geodätische Linie des Para
boloids, abgesehen von den Meridianen, berührt einen Wendekreis, 
und wird durch den Berührungspunkt in zwei solche Hälften 
zerlegt, daß zu jedem Punkt der einen Hälfte ein konjugierter 
auf der anderen Hälfte vorhanden ist. 

III. Wir deuten noch eine weitere allgemeine Methode an, 
die Existenz konjugierter Punkte nachzuweisen. 

Bei der Aufgabe 
ö J f(y, p)dx = 0 

findet man aus der Eulerschen Gleichung 

(8) f - P fp = a = const. 
Man denke sich aus dieser Gleichung y = Y (p, a) ausgerechnet; 
dann wird offen bar 

d _dy -f YPd - X x - -, x - - p - (p, a) 
p p 

zu setzen sein j aus der Gleichung 

(9) Yp = pXp 
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folgt dann 

(10) 

Nun sei 
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Xo = X(Po, a), Yo = Y(Po, a) 

der feste Punkt 0, durch den die Extremalen der betrachteten 
Schar hindurchgehen; man findet dann offenbar 

0= Xp(Po, a)~~O + Xa(po a), 0 = Yp(Po, a)~~O + Ya(po, a), 

also nach (9), indem man die erste dieser Gleichungen mit -Po 
vervielfacht zur zweiten addiert, 

(11) 

Jetzt betrachten wir in der Größe 

AO = 0 (X, Y) = X (y _ YE X ) 
ö (p, a) p a X p a , 

für die nach (9) auch 

(12) AO = Xp(Ya-pXa) = Yp(:a-Xa) 

geschrieben werden kann, den zweiten Faktor; er gibt nach (10) 
die Gleichung 

~ (Ya _ X ) _ Yap _ X _ Ya __ .!~ 
o P P a - P ap p2 - p2 ' 

also nach (11) 

(13) l'a X - fP - Y a d --a---P· 
P p 2 

Po 

Die Gleichung (8) gibt aber, Y für y gesetzt und nach a differenziert, 

(fy-pf'lP) Ya = 1; 

dabei kann die Eulersche Gleichung im vorliegenden Falle lD 

der Form 
dp 

fy-pfpy- tpp dx = 0 

geschrieben werden; somit folgt 

} ' -r dp 
alPPdx=1 
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und nach (13) und (12) 
P x 

Ya _ x -J -dp --f~ 
p a - ps +" d p - p2 {pp' 

{PPdx "'0 
Po 

x 

f dx 
Llo = - Yp p2 (pp' 

Ersetzt man nun p durch eine beliebige Unabhängige t, in der 

x = X = ~ (t, a), y = Y = 'Yj (t, a) 
zu setzen ist, so ist 

also 

Ll _ o(~, 'Yj) _ o(X, Y) dp 
- 0 (t, a) - 0 (p, a) d t ' 

t 

dp f x'Bdt 
Ll(t, a) = LlO dt = - 'Yjt~ 

Y (PP 
10 

oder, wenn wir wieder 

F = x'{(y, p), Fy'Y' = x'2FI 

setzen, woraus {pp = x's F I folgt, 
t t 

f dt 'f dt Ll (t, a) = - 'Yjt ~F = - Y '2F' 
'Yjt 1 Y 1 

to to 

Diese Formel gewinnt aber erst Bedeutung, wenn man 
t-Strecken betrachtet, auf denen y' = 0, das Integral unendlich 
wird. Der Integrand hat ein festes Vorzeichen, da wir ein solches 
für die Größe F I auf den betrachteten ExtremalenbÖgen immer 
fordern. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Unendlichkeitsstellen 
bewegt sich also der Wert des Integrals in dem Ausdruck LI (t, a) 
einsinnig, geht also von - 00 bis + 00 oder umgekehrt, und muß 
dabei den Wert Null durchschreiten, womit dann eine Nullstelle 
der Größe Ll (t, a), der gewünschte konjugierte Punkt, gefunden ist. 

§21. 

Zweite Variation; Notwendigkeit der Jacobischen Bedingung. 

Das Zeichen ~ bedeutet das vollständige Differential nach 
den unabhängigen Parametern EI E2, ••• , die in den Differenzen 
x - x und y - y erscheinen, wenn die Punkte (x, y) und (x, y), be-

Kneser, Variationsrechnung. 2. Anti. 9 
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stimmt durch die gemeinsame Unabhängige t, Kurven durchlaufen, 
deren zweite in die erste übergeht, wenn EI = E2 = ... = 0 ge
setzt wird, ·was wir durch den Zeiger 1° andeuten; ist «1J irgend 
eine durch die erste Kurve und analog auch durch die zweite 
Kurve bestimmte Größe, so ist 

8«1J = dE1 -+dE2- +'" . 0«1J 0«1J 10 
o EI 0 Es 

Hiernach ist klar, was man sinngemäß unter der zweiten Variation 
82 «1J verstehen muß: 

82 «1J = 8(8«1J) ~ dEI8[~: n + dE28[~: n + .", 
o «1J io 02 «1J 10 02 «1J 1° 8 - 11 = - 2 dEI + -- d E2 + ... o EI 0 EI 0 EI 0 Es 

82 «1J = d El ~2 ~ 1° + d E~ ~ ~ 1° + 2 dEI d E2 -;, 0
2

; 1° + ... UEI UE2 uE l uF2 
Die Größen 

82X=02X /odEi+ ... 82y=02y /odEi+ .•. 
oEi ' oEi 

verschwinden, wenn die Parameter E in den Differenzen x - x, 
y - y nur linear auftreten, was bei den bisher betrachteten Kurven
scharen häufig angenommen werden kann. 

Allgemein ist die zweite Variation von «1J das vollständige 
zweite Differential der Größe «1J, genommen au der Stelle EI = e2 

~ ... = O. Ist sie eine positiv oder negativ definite quadratische 
Form der Unabhängigen d E, so ist «1J innerhalb der betrachteten 
Kurvenschar auf der ersten Kurve EI = Es ••• = 0 ein Minimum 
oder Maximum; daraus folgt aber nicht, daß diese Kurve ein 
starkes oder schwaches Extrem der Größe «1J gegenüber allen 
Kurven einer engeren oder weiteren Nachbarschaft im Sinne des 
§ 14 liefert. Kann man die Kurve EI = Es = .. , = 0 in zwei 
verschiedene Scharen ein betten, in denen 02 cP verschiedenes Vor
zeichen gewinnt, so ist sicher kein Extrem der Größe «1J im Sinne 
der Variationsrechnung vorhanden. In dieser Weise benutzen wir 
die Theorie der zweiten Variation, um die Notwendigkeit der 
J aco bischen Bedingung des Extrems nachzuweisen. 

1. Zu diesem Zweck untersuchen wir die zweite Variation 
der Größe 

I 

J OI = J F(x, y, x', y') dt, 
u 
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also die erste Variation der Größe 
1 

f5JOl = F""f5x + F y,f5y I ~ + J(Pf5x+ Qf5y)dt 
o 

oder, indem wir die Integrationsgrenzen und das Substitutions
zeichen an den aus dem Integral heraustretenden Gliedern, die 
sich immer wiederholen, weglassen, und die Beziehungen 

P=F",-F~, = y'T, Q=Fy-F~,=-x'T, w = y'f5x-x'f5y 

benutzen, der Größe 

d. h. 
f5J = F""f5x+ F'I'f5y + J Twdt, 

(1) f5(f5J) = f52J= F""f52 X + F y,f52y + f5F""f5x +f5Fy,f5y+o J Twdt; 
offenbar wird 

f5 J Twdt = J (Tf5w + wf5 T)dt 

zu setzen sein. Nehmen wir an, daß die zugrunde gelegte Kurve 01 
Extremale sei, längs ihrer also T = 0, so folgt 

(2) f5 S Twdt = J f5 T. wdt. 

Für die vom Integralzeichen freien Glieder erhält man mit 
Berücksichtigung der Gleichungen 

F x''''' = y'2]?l' F""y' = - x'y' F lI F y''''' = x'2Fl 

und der mit der Eulerschen Gleichung T = ° gleichwertigen 
Beziehung 

(3) F",y' + x'y" F l = F yx' + y' x" F l 

die folgende Umformung: 

f5F""f5 x + f5Fy'oy = F x""f5x2 + (Fy,,' + F xy,)f5xf5y + F"y,f5y2 

+ F l (y'2f5 xf5x' - x' y' f5 xoy' - x' y' f5 yf5 x' + x'2f5 yf5 y') 

= F",x,f5 x2 + (E~x' + F",y,)f5xf5y + F yy,f5y2 

+ ~ (y' f5x - x' f5 y) (y' f5x' - x' oy'). 
Nun ist 

w = y'ox-x'oy, w' = y'f5x'-x'f5y'+y"f5x-:x"oy; 

das letzte mit F l behaftete Glied kann also geschrieben werden: 

F l W W' - F l (y' f5 x - x' f5 y) (y" f5 x - x" 0 y). 

Setzen wir also mit Berücksichtigung der Gleichung (3) 

L = F",,,,,-F~y'y", JJf= F",y' + x'y"Fl = Fyx,+x"y'FH 

N = Fyy,-F] x' x", 
9* 
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so ergibt sich 

(4) 5Fa;,5x + 5Fy,5y = L5x2 + 2 Mi5x5y + N5y2 + FIww'. 

Um nun auch die Größe (2) umzuformen, erinnern wir an 
die in § 18 abgeleitete Identität 

(5) 5 T - F _ d(FIw') 
- 2 W dt' 

in der noch F 2 explizite zu bestimmen ist. Die Gleichung gilt 
für jede Variation, wobei F 2 immer dieselbe Größe bleibt; man 
kann also z. B. eine Normalvariation durch die Gleichungen 

Y= -x 
, 

~ x = X w, Ö y = Y w, X =./ y' , 
y X'2 + y'2 V X'2 + y'2 

bestimmen und unter weinen Festwert verstehen; dann ist 

y' ö x - x' ~ y = w = w V X'2 + y'2, 

~ T = F2 W V X'2 + y'2 - w ddt ( F I :t V X'2 + y12)

Anderseits ist allgemein, da T = ° ist, 

~ p = Ö (y' T) = y' 5 T, 
ö Q = ~ ( - x' T) = - x' 5 T, 

(6) ~ T = y' ~ p - x' 5 Q = X ~ P + Y ~ Q. 
X'2 + y'2 V X'2 + y'2 

Dabei ist 

~p = öF _ d~F." = (F _ dF.,x.) ~ + (F _ dFx'").i' x dt xx dt x xy dt uY 

ö Q =(Fy.,- d:;y')~x + (F",,- d:~,,)~y 

-:t (Fy•x' ~ x' + F".",~y') + (Fyx' - Fxy')~ x'; 

hier ist ~ x' = X' w, ~ y' = Y' w zu setzen, und da die Gleichung 
X X' + Y Y' = 1 gilt, findet man 

FX'xl ~ x' + Fx'y' ~ y' ~ F I (y'2 X' - x' y' Y') w = 0, 
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und ebenso verschwindet der entsprechende Ausdruck in 8 Q. 
Man erhält also nach (6) 

X8P + Y8 Q = (l) {(F",,,,- d:;X') Xl! +2 (Fx !! _ d:;", 
_ dFyx,.) XY + (F _ dFII,,') Y2} 

dt YY dt 

= V X'2 + y'2 8 T = (l) {F2 (X'2+y'2)_ YxI2 +yl21t (.E'tddt V X'2+yl2)}, 

F - 1 ~ (F ~ 1/ X'2 + yl2) 
2 - Y X'2 + y'2 d t t d t r 

+ (X'2 ~ y'2)2 {( F",,,, - d :t) y'2 

-2X'yl(F _dF",y,_dFY"")+xl2(F _dFyy,)}. 
"'y dt dt YY dt 

Mit diesem Wert geben die Formeln (1), (2), (4) und (5) 

82 J = F"" 152 X + F y' 82 Y + L 8 x2 + 2 M 8 x 6 Y + ]V 15 y2 

F ' r (F d (Ft W I
)) d + t W W + J W 2 W - d t t, 

oder nach einer Teilintegration 

82 J = F,,;, 82 X + Fy' 82 Y + L 8 x 2 + 2 M 8 x 8 y + N 8 y2 

+ f (F2 W2 + Pt w'2) d t, 
im besonderen, wenn die Variationeu an den Endpunkten 0 und 
1 verschwinden, und wieder genau geschrieben wird 

t t 

(7) 82 J o t = f (Ft W'2 + F2 u(2)dt = J W (F2 W - d (~~ W'))dt. 
o 0 

II. Jetzt seien wieder auf der betrachteten Extremale 0 
und 6 konjugierte Punkte, x = ~ (t, a), 'IJ = 'IJ (t, a) seien die 
Gleichungen der Schar der durch den Punkt 0 gehenden Extre
malen. Dann hat nach § 18 die Differentialgleichung 

F _ d (Ft w') - 0 
2 W dt-

die Lösung LI (t, ao), die an den Stellen 0 und 6 verschwindet; 
dabei ist nach § 18 
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so daß LI (t, ao) an der Stelle 6 das Vorzeichen wechselt. Der 
Bogen 0 2 reiche über den Punkt 6 hinaus, und auf ihm sei, wie 
immer, F I =1= 0, ~ und 1J regulär; außer 6 sei auf diesem Bogen 
kein zum Punkte 0 konjugierter, also keine Nullstelle der Größe 
LI (t, ao) vorhanden. 

Ist dann E ein hinreichend kleiner Festwert, so hat die 
Gleichung 

(8) (F ) d (FI w') - 0 
2- E w- dt -

nach dem zweiten Einbettungssatze (§ 17) ein an der Stelle 0 
verschwindendes und auf der Strecke 02 reguläres Integral 
w = W; man braucht diese Gleichung nur durch die Gleichungen 

dE dw I 

dt = 0, Tt = w 

zu einem simultanen System der in § 17 betrachteten Form zu 
ergänzen und dann C als Anfangswert einer der Unbekannten 
anzusehen, um die Existenz des Integrals W nach § 17 sicher
zustellen. Dasselbe hat, weil von dem zum Werte C = 0 ge
hörigen Integral w = Li (t, ao) beliebig wenig abweichend, auf 
der Strecke 02 eine einzige von 0 verschiedene Nullstelle 7, die, 
wenn lim C = 0 wird, mit 6 zusammenfällt. Bildet man nun die 
Normalvariation 

15 X W d Cl 

X = V X'2 + y'2' 

so ergibt die Formel (7), da 

y' 15 x - x' 15 Y = w d C] 

zu setzen ist, und w Lösung der Gleichung (8) ist, 
7 7 

.\'2J. -J (F d(FIwl»)dt d 2-d 2 J 2dt u 07 - W 2 - d t . C) - Cl' E W • 

o 0 

Setzt man noch auf der Strecke 7 2 die Gleichungen 

i5x=i5y=O 

an, so hat man, da der Punkt 7 bei hinreichend kleinem Wert 
von C dem Bogen 0 2 angehört, 

7 

15 2 Jo 2 = {j2 Jo 7 = d E? • C j WS d t. 
o 
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Diese Größe hat offenbar das Vorzeichen mit C gemein; durch 
die Gleichungen 

_ Cl Xw - cl Y w 
x-x = yx'2+y'2' y-y = Y~'2+y'2 

wird also der Bogen 02 einer Schar von Nachbarkurven ein
gebettet, die je nach der Wahl von c eine positive oder negative 
zweite Variation ergeben, 80 daß das Integral Jo 2 auf der be
trachteten Extremale gebildet, das eine Mal ein Maximum, das 
andere Mal ein Minimum gegenüber den Nachbarkurven bildet. 
Das in der Aufgabe 8 J = 0 gesuchte Extrem wird also von dem 
Bogen 02 sicher nicht geliefert. Damit ist die J acobische Be
dingung in bestimmtem Sinne als notwendig nachgewiesen: um 
das Integral J durch einen im Punkte 0 beginnenden 
Extremalenbogen 02 zum Extrem zn machen, darf man 
nicht mit dem Punkte 2 über den zum Punkte 0 konju
gierten Punkt 6 hinausgehen. 

Das Ergebnis des § 19, daß schon der Bogen 06 kein Extrem 
liefert, geht weiter, schließt aber einen Ausnahmefall aus. 

IH. Aus der abgeleiteten Form der zweiten Variation fJ2 J 
kann geschlossen werden, daß dieselbe bei festen Endpunkten 
ein festes Vorzeichen hat, wenn die Integrationsstrecke 2 3 zwischen 
zwei konjugierten Punkten, etwa 0 und 6, in der bisherigen Be
zeichnung enthalten ist. Zu diesem Zweck gehen wir von der 
in 1. erhaltenen Formel 

3 

fJ2 J 2S = J (F2 w2 + F I W'2) dt 
2 

aus und addieren zu ihr die Gleichung 
3 S 

o = J d (~~2) d t = U W 2 [: = J (u' u 2 + 2 u w w') d t; 
2 2 

es ergibt sich 
3 

82 J 23 = J dt {FI W'2 + 2u ww' + (F2 + u')w2 ), 

2 

und in diesem Ausdruck hat der Integrand das Vorzeichen der 
Größe FI! wenn man u als reguläre Funktion auf der Strecke 
t 2 '" ts so bestimmen kann, daß die Gleichung 

(9) (F2 + u')F1 - u2 = 0 



136 Hinreichende Bedingungen. § 21 

gilt; dann ist einfach 
3 

(10) r ( UW)2 82 J 2S = J F 1 W' + F
1 

dt. 
2 

Die Gleichung (9) kann aber, wie jede Gleichung von der Form 

u' = LU2+M, 
auf eine lineare Differentialgleichung zurückgeführt werden; 
setzt man 

so ergibt sich 

1 Vi 

U = - L v' 
L' 

V" - L v' + L Mv = O. 

In unserem Falle ist 
1 

L = F I ' N= -F2 

zu setzen, und man findet 

,,+F{ F 2 0 (F ')' -0 0 V F
I 

V - F
l 

V =, I V - L' 2 V = , 

also die Gleichung, deren Lösung nach § 18 die Größe Li (t, ao) 
ist, die auf" der Strecke 23 bei den geltenden Annahmen nicht 
verschwindet. Da nun auch F I auf den betrachteten Extremalen
stücken stets als von Null verschieden vorausgesetzt wird, so ist 
die Größe 

1 Lit (t, ao) 
u=- ---

F l Li (t, ao) 

auf der Strecke 23 regulär und die Darstellung (10) ist gesichert. 
IV. Die durchgeführten Entwicklungen gestalten sich äußer

lich etwas einfacher, wenn man die nichthomogene Form des 
Integranden in J und abgestumpfte Variationen 80 benutzt. 
Bleiben die Endpunkte von vornherein fest, so ist, wie schon 
benutzt wurde, 

82J = 8 f Twdt= f 8 Twdt = f 80 Twdt, 

F=x'f(x, y, p), w=-x' 80Y, T=fy-~r:, ~:O=80:x' 

82 J = f 80Y ( 80fu - d~ofp) dx = - 80fp 

+ J(8ofy80Y+80fp80P)dx = J(A80y2+2B80Y80P+C80P2)dX, 
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wobei immer zwischen denselben Grenzen integriert wird und 

A = {yy, B = typ, C = (pp 

137 

gesetzt ist. Eine nochmalige Teilintegration, bei der die aus dem 
Integralzeichen heraustretenden Glieder verschwinden, ergibt 

~2J= f{(A-~!)~Oy2+ C80P2}dX, 

entsprechend der Formel (7). Addiert man die Gleichung 

f d (U;;y2) dx = f (~: 8o y2 + 2u8oy8op )dx = 0, 

so folgt 

C{ dlJ d } 82J= J (A- dx + d:)8oy2+2u8oy8oP+ C8op2 dx. 

Der Integrand ist ein vollständiges Quadrat, wenn die Gleichun g 

C (A _ d B + dU) = U2 
dx dx 

angesetzt wird. Setzt man weiter 

so folgt 

(11) 

C dv 
u=--;Vdx' 

~(C~V) + (d~ -A)v = 0. 
dx dx dx 

Nimmt man anderseits an, y = cP (x, a) sei eine Lösung der 
Eulerschen Gleichung 

(y- ~~ = 0, 

so folgt, indem man nach a differenziert und die Ableitung nach a 
mit der Ableitung d/d x vertauscht, 

A +B _ d(Bcpa+ Ccpax) - ° cpa CPax dx - , 

oder 

( A _ dB)m _ d(Ccpax) - ° 
dx -ra dx -, 

d. h. eine Lösung der Gleichung (11) ist v = 0 cp/'O a. Auf einer 
Strecke, auf der diese Größe nicht verschwindet, kann man die 
zweite Variation auf eine Form bringen, in der sie offenbar das 
Vorzeichen mit der Größe C = {pp gemein hat. 
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§ 22. 

Der Transversalensatz und die Normalkoordinaten 
in einem Felde. 

1. Seien wieder 

(1) x = Ht, a), y = 'I](t, a) 

§ 22 

die Gleichungen der Extremalen eines Feldes, die also von einem 
festen Punkte 0 ausgehen, oder von einer Kurve ~, deren all
gemeiner Punkt ° sei, transversal im engeren oder weiteren 
Sinne ausstrahlen, so daß die Gleichung 

(2) -8zo+(F.,,8x+Fy,8y)IO = 0 

gilt, in der Zo eine Ortsfunktion auf der Kurve ~ oder auch 
identisch Zo = 0 sein kann. Es sei möglich, Zo ebenso wie to 
als reguläre Funktion von a auszudrücken, indem man etwa für a 
einen Parameter nimmt, der die Lage des Punktes ° auf der 
Kurve ~ bestimmt. Dann kann man, unter 1 den allgemeinen 
Punkt (t, a) verstehend, 

z=ZO+JOl=~(t,a) 
iletzen. Deuten wir jetzt x, y, z als rechtwinklige Raumkoordi
naten und geht die z-Achse lotrecht nach oben, so geben die 
Gleichungen 

(3) x = ~ (t, a), y = 'I] (t, a), z = ~ (t, a) 

bei festem Wert von a eine Raumkurve, die wir nach § 10, II. als 
räumliche Extremale bezeichnen können; sie strahlt von der 
Raumkurve ~' aus, deren Gleichungen 

x = ~(to, a), y = 'I] (to, a), z = Zo 

bei veränderlichem Wert von a sind, und deren lotrechte Rro
jektion die Kurve- ~ ist; dabei gilt die Gleichung (2), in der 8 
den Fortgang auf der Kurve ~' bedeutet, x' und y' sich auf die 
Extremalen (1) beziehen. Natürlich kann ~' mit Sf zusammen
fallen oder in einen Punkt entarten. Die Gesamtheit der räum
lichen Extremalen (3) bildet eine Fläche 0:, die wir ein r ä u m
liches Feld nennen wollen. Entsprechend der Umgebung jedes 
Wertsystems (t, a), in welchem Li (t, a) =1= 0, erhalten wir, da t 
und a hier als reguläre Funktionen von x und y darstellbar 
sind, ein .Flächenstück, auf welchem z eine reguläre Funktion 
von x und y ist; an einer Stelle, an der Li (t, a) = 0 ist, läuft 
eine Hülle der ebenen Feldextremalen, deren eine Seite nach 
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§ 15, Ur. von den Extremalen doppelt bedeckt wird; die Hülle ist 
also Projektion einer singulären Linie der Fläche t}, von der zwei 
Flächenstücke nach einer Seite hin ausgehen,· also einer Rück
kehrkante; ein Rückkehrpunkt der Hülle bleibe als Ausnahmefall 
beiseite. 

Die schon in den §§ 14 und 15 benutzte Haupteigenschaft 
der Größe z besteht nun in der Gleichung 

(4) - (j z + Ex' (j x + E y' (j y = 0, 
in der 

o 0 
(j=dtot+da oa 

gesetzt werden kann; (j bedeutet also einen beliebigen Fortgang 
auf der Fläche t}. Diese Gleichung folgt unmittelbar aus der 
Formel 

(j.J;J1 = Ex' (j x + E y' (j yl~ 
und der Gleichung (2); sie kann auch, wie in § 14, durch un
mittelbare Differentiation des Ausdrucks 

t 

:Fo 1 = J E (~, r], ~h r]t) d t 

ohne den Algorithmus des Zeichens (j erhalten werden. Man 
kann die Gleichung (4) auch so aussprechen, daß beim Fortgang 
längs der Fläche t} überall die allgemeinere Transversalitäts
bedingung erfüllt ist. 

Schneiden wir nun die Fläche t} mit einer wagerechten 
Ebene z = const. = Z1' so erhalten wir eine Schnittkurve, die 
mit ihrer Projektion auf die x y-Ebene, die wir ~ nennen, kon
gruent ist, und längs deren (j z = 0, also auch 
(5) Ex,(jx+EII,(jy=ü 

ist, also die engere Transversalitätsbedingung erfüllt ist. Diese 
hier selbstverständlich erscheinende Bemerkung ergibt einen 
inhaltreichen Satz, den 'fransversalensatz, wenn wir wieder 
in die x y-Ebene zurückgehen. 

Längs der Kurve ~ ist z = Z1' d. h. wenn WIr sie als Ort 
der Punkte 1 ansehen, hat die Größe 

z = Zo + :Fo1' 
gebildet längs der Extremalen des Feldes, überall denselben 
Wert; man ist vom Punkte ° auf jeder dieser Kurven bis zu 
dem Punkte 1 gegangen, in welchem die Größe z den festen 
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Wert Z1 hat, und der Ort der so erhaltenen Punkte 1 ist die 
Kurve q3, die nach (5) von den Feldextremalen transversal 
geschnitten wird. Dabei macht es nichts aus, ob die Extre
male 0 1 zwischen 0 und 1 einmal eine Hülle, die entsprechende 
räumliche Extremale eine Rückkehrkante der Fläche Ö be
rührt hat. 

Sei im besonderen fJo = 0; dann hat man folgenden Satz. 
Strahlen eine Schar von Extremalen in den Punkten 0 von einer 
Kurve ~ transversal aus, und bestimmt man auf jeder von ihnen 
den Punkt 1 so, daß das längs ihrer gebildete Integral Jo 1 einen 
und denselben festen Wert erhält, so wird auch der Ort der 
Punkte 1 von den Extremalen transversal geschnitten. Die 
Kurve ~ kann in einen Punkt 0 entarten, von dem dann die 
Extremalen ausgehen. 

Man erkennt hier die Verallgemeinerung des bekannten 
Satzes von Gauß, daß eine Schar gleichlanger geodätischer 
Bögen, die auf der ihre Anfangspunkte enthaltenden Linie senk
recht stehen, auch den Ort ihrer Endpunkte unter rechtem 
Winkel schneiden; bei geodätischen Linien fällt ja die transver
sale Lage mit der senkrechten zusammen. 

H. Aber die Willkür, die in der Wahl der Funktion Zo bleibt, 
führt auch im Bereich der geodätischen Linien über den Gauß
schen Lehrsatz hinaus. 

Sei z. B. J wieder das Bogenintegral einer auf einer ge
gebenen Fläche f liegenden Kurve und fJo die Länge der Kurve ~ 
von einem festen Punkte 2 ab gemessen; die allgemeinere Trans
versalität bedeutet dann nach § 10, III., daß die Feldextremalen die 
Kurve ~ berühren. Dann ist fJo + Ja 1 die Länge des auf der 
Fläche f gespannten unausdehnbaren Fadens, der von der Kurve ~ 
abgewickelt wird. Unser allgemeiner Transversalensatz ergibt 
dann, daß der Ort der Endpunkte des Fadens von diesem überall 
unter rechtem Winkel geschnitten wird, wie in der Ebene. 

Andere Anwendungen bietet die ·geometrische Optik. Die 
Lichtstrahlen in der Ebene, die optisch ungleichartig, aber isotrop 
sei, gestalten sich, dem Fermatschen Prinzip gemäß, nach der 
Forderung 

~fvds=O, ds=Vdx2+dy~, 
wenn v = v (x, y) den reziproken Wert der Lichtgeschwindigkeit 
bedeutet; das Integral 

J = f vds 
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ist dann die verbrauchte Zeit. Die Kurve ~ trenne nun die 
Gebiete 9 und @, in denen die Lichtgeschwindigkeiten I /v und 
I/V seien. Im Gebiet @ mögen Lichtstrahlen von einem Punkte 
oder senkrecht von einer Kurve ~2 ausgehen, deren Punkte 2 
seien, also transversal bezüglich des Integrals 

~ = JVdsj 

sie mögen auf die Kurve ~ im Punkte 0 auffallen und bis zum 
Punkte 1 weitergehenj dann verlangt das Fermatsche Prinzip 

o 1 

(6) ~fVds+~fvds=Oj 
2 0 

die verbrauchte Zeit ist 
o 1 

~ + J = J V d s + J v d s. 
2 0 

In den Gebieten @ und 9 sind die Lichtstrahlen Extremalen der 
Integrale ~ und Jj der Punkt 0 ist nicht. vorg~schriebenj also 
gibt die Gleichung (6) 

V +v = O. 
x' (j x + y' (j y I 0 x' (j x + y' (j Y 11 

V X'2 + y'2 2 V X'2 + y'2 10 

Ist der Punkt 1 vorgeschrieben, 80 folgt auf Grund der voraus
gesetzten Transversalität an der Kurve '~2 

(7) vX'(jx±Y'(jy!O_vX'(jX+Y'(jYIO = Oj 
V x/2 + y'2 V X'2 + y'2 

dabei beziehen sich x', y' im ersten Summanden auf den Strahl 
im Gebiet @, im zweiten Summanden auf den Strahl im Gebiet g. 
Sind T und t die Richtungen derselben nach wachsenden Werten 
des Parameters t, also von 2 nach 0 hin und von 0 nach 1 hin, 
so folgt, da ~ x, (j y sich auf die Trennungslinie ~ beziehen, deren 
Richtung (j sei, 

(8) Vocos(T~) = vo cos (t(j), 

also das gewöhnliche Brechungsgesetz. 
Setzen wir nun 

o 

Zo = J Vds, 
2 

so bedeutet die Gleichung (6) offenbar 

(jzo = Fx,~x+Fy,(jy l o, 
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wobei x', y' der Richtung t zugehöreu. Hier liegt also, dem 
Brechungsgesetz gemäß, für den Strahl im Gebiet 9 die all
gemeinere Transversalität vor, und der Transversalitätssatz zeigt 
für das von der Kurve ~2 ausgehende Strahlen system, daß der 
Ort der nach fester Zeit 

Zo + J;; 1 = ~2 0 + J;; 1 

erreichten Punkte, die Welle, die Lichtstrahlen senkrecht 
schneidet; diese gingen von einer Kurve senkrecht aus und 
werden gebrochen. 

Man übersieht leicht, daß die Gleichungen (7) und (8) auch 
im Falle v = V die Reflexion darstellen, wie sie sich aus dem 
Fermatschen Prinzip ergibt. Daraus erhält man dann durch 
mehrfache Anwendung der obigen Betrachtung den Satz, daß 
Lichtstrahlen, die senkrecht von einer Kurve oder von einem 
Punkte ausstrahlen, nach beliebig vielen Brechungen und Re
flexionen in isotropen Mitteln die Wellenfront senkrecht schneiden. 

Die Bedingung, senkrecht von einer Kurve auszustrahlen, die 
auch in der Ebene weggelassen werden kann, muß hinzugefügt 
werden, um den Satz auf den Raum übertragbar zu gestalten. 

Gehen die Extremalen schließlich alle durch einen festen 
Punkt 1, so schließt man nach der für einen Sonderfall in § 19, I. 
gebrauchten Methode, daß die Größe Zo + :101 auf ihnen allen 
denselben Wert erhält. Gehen Lichtstrahlen z. B. von emem 
festen Punkte aus und vereinigen sich wieder in einem festen 
Punkte, so ist die zugehörige Zeit, in der sie von dem ersten 
zum zweiten festen Punkte gelangen, bei allen dieselbe. 

111. Betrachten wir jetzt die Feldextremalen 

(9) x = ;(t, a), y = 1}(t, a) 

auf solchen Strecken, auf denen F (;, 'T), ;/, 'T}t} =1= 0, und zwar positiv 
bleibt und L1 (t, a) =1= ° ist. Auf der Extremale a = ao oder ~ 
sei 23 ein Bogen, der diese Forderung erfüllt; dabei sei t2 < tso 
Entartet die Ausgangskurve nicht in einen Punkt und wird sie 
nicht von den Feldextremalen berührt, so kann der Punkt 2 nach 
§ 15 auch auf der Kurve ~ selbst liegen. Nach dem ersten Ein
bettungssatze (§ li) kann dann der Bogen 23 mit einem Gebiet ® 
umgeben werden, dessen Punkte den Wertsystemen t, a eindeutig 
umkehrbar entsprechen. Da ferner, wenn 1 der allgemeine Punkt 
auf den Feldextremalen ist und 

(10) u=zo+JOll v=a 
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gesetzt wird, 

~; = F(g, 1], gt, 1]t) 11 

von Null verschieden ist, so kann man die erste Gleichung (10) 
im Gebiet @ nach t auflösen, und dann mittels der Gleichungen (9) 
die Größen x und y als Funktionen von u und v darstellen, und 
zwar im Gebiet ® mit eindeutig umkehrbarer Beziehung der 
Systeme (x, y) und (u, v), da t und u bei festem Wert von a 
oder v . einander eindeutig umkehrbar entsprechen. Die Größen u, v 
heißen die Normalkoordinaten des Feldes. Durch Einsatz der 
in u, v ausgedrückten Werte x, y erhalte man 

(11) F(x, y, x', y') = G (u, v, u', v'); 

dann ist längs einer Feldextremale v' = 0 und Zo von v allein 
abhängig, also, wenn die Punkte 4, und 1 auf derselben Kurve 
v _ const. dem Gebiet @ angehören, und t4 < t1 ist, 

4 1 

U = Zo + J F(x, y, x', y')dt + J F(x, y, x', y')dt, 
o 4 

und wenn man im letzten Integral die Gleichung (11) benutzt 
und 1~ für tals Integrationsveränderliche einführt, 

4 1 

U = zo+ J Fdt + JG(u,v, u', O)dt 
o 4 

4 1 

= Zo + f Fdt + J G(u, v, 1, O)du. 
o 4 

Differenziert man nach u, so folgt 

1 = G(u, v, 1,0), 

oder auch, wenn bei der Annahme u' > 0 allgemein · G (u, v, u', v') 
= u' g(u, v, s), s = dv/du gesetzt wird, 

(12) 1 = g(u, v, 0). 

Da ferner nach dem Transversalensatze die Extremalen v = const. 
die Kurven u = const. transversal im engeren Sinne schneiden 
und der maßgebende Ausdruck F",,(Jx + Fy,(Jy nach § 3 eine 
Itivariante ist, also 

F",,(Jx + Fy,(Jy = Gu,(Ju + G v' (J v, 

so muß die Gleichung 

Gu,(~u+ Gv,(Jv = (g-sg.)i!Ju+g.(Jv = 0 
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durch die Annahme s = 0, 8 u = 0 erfüllt werden, und es ergibt sich 

(13) g.(u, v, 0) = o. 
Ist z. B. J das Bogenintegral auf einer Fläche, auf der x 

und y krummlinige Gaußsche Koordinaten sind, also 

F(x,y,x',y')dt = Vedx2+~fdxdy+gdy2, 
mit e, f, g als Funktionen von x und y, so ist auch 

wobei eo, fo, go nur von u und v abhängen; man hätte 

g(u, v, s) = yeo + 2fos + gos2 

zu setzen und die Gleichungen (12), (13) ergäben 

eo = I, fo = 0, 

G(u, v, u', v')dt = Vdu 2 + godv2• 

Man erhält so die Gaußsche Form des Bogenelements bei der 
Voraussetzung, daß v = const. geodätische Linien, u = const. ihre 
rechtwinkligen Trajektorien, also Transversalen nach unserer Be
zeichnung sind. 

IV. Verbindet man die Gleichungen (12) und (13), so folgt, 
daß die Taylorsche Entwicklung der Größe g(u, v, s) nach 
Potenzen von s die folgende Gestalt hat: 

(14) 
Si 

g(u, v, s) = 1 + 2 9.8('U, v, Os); 

dabei ist 0< 0 < 1, und die Formel gilt, wenn s eine den Wert 
s = 0 enthaltende Strecke ~ durchläuft,. auf der die Größen 
g(u, v, s), g.(u, v, s), gu(u, v, s) stetig sind. 

Sind nun die Punkte 23 außer durch den Extremalenbogen 2 3 
durch eine dem Gebiet @ angehörige Kurve 2 verbunden, längs 
deren x und y und damit u und v Funktionen eines Parameters "t 
sind, und in deren von 2 nach 3 hin gerichteten Bogenelementen 
lmmer 

G(u, v, du, dv) = g(u, v, s)du 
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gesetzt werden kann, die zugehörigen Werte von s aber der 
Strecke @3 angehören, so folgt 

(15) 

T3 - J S2 du = J 2S + 2gss(u, v, Os) dr: d7:, 

die Differenz J23 -:123 hat also ein festes Vorzeichen, wenn dies 
von der Gr,öße gss(u, v, Os) gilt, und das Extrem des Integrals J 
ist beim' Vergleich der Extremale mit den Kurven ~ auf eine 
neue Weise nachgewiesen. 

Um das Vorzeichen der Größe gss zu bestimmen, gehen wir 
davon aus, daß 

gsa(u, v, s) = G (u v u' v') 
U'8 I , , , 

zu setzen ist, wobei GI aus G ebenso gebildet ist wie EI 
aus F, d. h. 

G"'ul(u, v, u', v') = V'2 GI (u, v, u', v'); 
die Größen F l und Gl stehen aber nach § 3 III dem Zu
sammenhang 

G = F (0 (x, Y))2. 
I I o(U, v) , 

die Größen GI und F I haben also dasselbe Vorzeichen, wenn die 
Wertepaare (u', v') und (x', y') geometrisch dieselbe Richtung 
darstellen, d. h. wenn 

x' = x" u' + xvv', y' = Yuu' + Yvv' 
ist. Das Element du> 0, dv = Osdu stellt nun eine Richtung 
dar, die in den hohlen Winkel zwischen den Richtungen du> 0, 
dv = ° und du> 0, dv = sdu hineinweist; diese Richtungen 
sind diejenigen der Feldextremale nach wachsenden t genommen, 
und der Kurve ~ in der Richtung 23 genommen. Ist also für 
alle diese Richtungen F 1 stets positiv oder stets negativ, so gilt 
dasselbe von gas (u, V, 0 s) und damit nach (15) von J28 - J 2S, 

womit das Extrem unter der J aco bischen und Legendreschen 
Bedingung nachgewiesen ist. 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 10 
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Die bisherige Betrachtung muß ergänzt werden, wenn auf der 
Kurve .2 Punkte vorkommen sollten, in denen du = 0 ist, d. h. 
die Transversale u = const. berührt wird. Schreibt man die 
maßgebende Größe in der Form 

(16) J 23 -J23 = r[G(u, v, ~;, ~:)- ~;]dt:, 
so sieht man, daß der Integrand überall positiv ist, wo du/dt: 
verschwindet oder nega.tiv ist. Sobald d u /d t: wieder positiv ist, 
kann man nach (14) 

( du dV) du S2 du 
G u,v, d-r:' dt: - dt: = 2 g·.(u, v, Os) dt: 

setzen; hat also GI in den betrachteten Bogenelementen das 
positive Vorzeichen, so ist der Integrand in der Gleichung (16) 
durchweg positiv, das Minimum ist gesichert. Ein starkes Maximum 
könnte auf diese Weise nicht nachgewiesen werden, ist ja auch 
bei durchweg positivem Integranden unmöglich, da man durch 
vergrößerte Länge der Kurve .2 immer das Integral J 2 s ver
mehren könnte. 

§ 23. 

Die Jacobi-Hamiltonsche Methode. 

1. Beim Fortgang auf der Fläche @), dem dreistufig räum
lichen Felde, besteht nach § 22, I. überall die Gleichung 

(1) -~z + Fx'~x + Ey,(Jy = 0, 

wobei die Größen x', y' sich auf die durch den betreffenden 
Punkt gehende Feldextremale beziehen. Schreibt man also die 
Gleichung der Fläche in der Form z = (x, y) und setzt wieder 
p = o(/ox, q = o!/oy, so gilt allgemein die Gleichung 

-dz+pdx+qdy = 0; 

da nun ~ in der Gleichung (1) und d dasselbe bedeuten, folgt 

(2) p = F x" . q = F v" 

und auf den rechten Seiten dieser Gleichungen erscheinen die 
Größen x', y' nur in der Verbindung y'/x' =~. Kann man diese 
Größe eliminieren, so ergibt sich für die Fläche e; eine partielle 
Differentialgleichung 

(3) (J) (x, y, p, q) = O. 
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Die Elimination ist möglich, wenn wir wie bisher annehmen, in 
den Elementen der Feldextremalen sei F l =1= 0; denn offenbar ist 

oll 1 
oy' - x" 

F . . - oFy • ~ -~ oFy ' _ '2F 
y y - 0 II 0 y' - x' 0 II - Xl' 

'OF. __ v - x'sF' oll - 11 

ist also x' =1= 0, so kann man II aus der zweiten Gleichung (2) 
bestimmen und in die erste einsetzen; ist y' =1= 0, so kann man 
ebenso x'jy' neben x und y als Unabhängige in F x' und F y• be
trachten und aus der ersten Gleichung (2) bestimmen. 

Werde bei diesen Eliminatiouen gefunden: 

~ 1 ~ 
II = ---, = ö(x, y, q), h = ---, = ®(x, y,p), 

x ~ y 

dann erscheint die Gleichung (3) in der Form 

(4) Ö(x, y, q)®(x, y, p) = 1. 

Sei nun U irgend eine Lösung der Gleichung 

(5) tP(x, y, Ux , Uv) = 0, 

die in einem gewissen Gebiet der xy-Ebene regulär ist; wenn 
auf den dies Gebiet durchsetzenden Feldkurven keine der Größen 
x' = gt, y' = 1']t verschwindet, kann man die gewöhnliche 
Differentialgleichung 

(6) 
dy 
dx == ö(x,y,Uy ) 

ansetzen; aus ihr folgt nach der Definition der Funktion Ö 
(7) Uy = E y. (x, y, x', y'), 

wobei x', y' irgend zwei Größen sind, deren Verhältnis y'/x' den 
in der Gleichung (6) auftretenden Wert d y jd x hat. Da ferner 
die Gleichungen (4) und (3) dasselbe bedeuten, so folgt aus der 
Gleichung (5) 

also nach (6) 

(8) 

tr (x, y, Uy) ® (x, y, Ux) = 1, 

dx 
dy = ®(x, y, Ux), 

und nach der Art, wie das Funktionszeichen ® eingeführt ist, 
folgt hieraus 

(9) Ux = Ex'(x, y, x', y') 
mit derselben Bedeutung der Größen x', y' wie in der Gleichung (7). 

10* 
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Die gleichwertigen gewöhnlichen Differentialgleichungen (6) 
und (8) haben nun eine Schar von Lösungen 

(10) qJ (x, y, a) = 0, 

in denen a die Integrationskonstante bedeutet, und die ein ge
wisses Gebiet g der xy-Ebene einfach bedecken, so daß a = 1fJ (x, y) 
als reguläre Ortsfunktion aufgefaßt werden kann. Sei ferner t 
die Bogenlänge auf einer der Kurven (10), die wir ~ nennen 
wollen, gemessen von einer beliebigen regulären Kurve ab, die 
jede Kurve ~ einmal in dem Gebiet g durchschneidet, dann ist 
x' = dxldt und y' = dy/dt gesetzt, 

X'2+y'2 = 1, 

und auch die Größen x', y' sind im Gebiet g reguläre Funktionen 
von x und y. Dasselbe gilt dann von den Größen F"" und F II" 
und die Gleichungen (7) und (9) lehren bei dieser Auffassung 

'OF",. 'OFy• 
'aii - 'Ox' 

dabei kann man setzen 

'OF",. ox' 'Oy' ax = Fx:x.+Fa;'",.~+F"'·II'~' 
(11) 

'OF",. 'OFy ' ox' oy' 
~ = Tx- = F",y' + F y .",. ifX + Fy.y'~' 

Berücksichtigt man nun die aus der Homogeneität der Funktion F 
folgenden Gleichungen 

x'F""x.+y'F",.y. = 0, x'P",.y. + y'Fy'y' = 0, 

F x = x' F x",' + y' F xy" 
vervielfacht die Gleichungen (U) mit x· und y' und addiert, 
80 folgt 

, oFx.+ ' 'OPa;' _ dEx' _ F . 
X 'Ox Y oy - dt - x, 

auf dieselbe Weise ergibt sich aus den entsprechenden Ausdrücken 
für 'OFy,j'Ox und 'OFy'/'OY die Gleichung 

dFy~ _ F 
dt - 11' 

Die Kurven ~, die durch Integration einer Differentialgleichung 
erster Ordnung erhalten wurden, sind also Extremalen des 
Integrals 

J = j F(x, y, x', y')dt, 
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und da die Gleichungen 

Fx,(Jx + Fy,(Jy = 0, Ö'U = ° 
dasselbe bedeuten, sind die Kurven U = const. die Transversalen 
der Kurvenschar ~. 

Durchschneidet man die Kurven .~ mit einer Kurve .2, die 
jeder von ihnen nur einmal begegnet, und zwar in einem Punkte 0, 
der t = to, V = Vo ergibt, so daß to eine eindeutige Funktion 
von a ist, so gilt auf der Kurve .2 die Gleichung 

(12) (JUo = E:,(Jx+F",(Jx lo, 

und. da auf jeder Kurve ~ offenbar 

~d~ = Uxx' + UyY' = x'Fa;' + y'F", = F(x, y, x', y') 

ist, so folgt 
t 

V = Uo + J F(x, y, x', y')dt = Uo + Jot" 
to 

Die Gleichung (12) kann dann als allgemeinere Transversalitäts
bedingung bezüglich der Größe V aufgefaßt werden, und die 
Fläche e = U(x, y) ist eine Fläche @3 im Sinne des § 22, ein 
räumliches Feld von Extremalen des Integrals J. Unter diesen 
Begriff fällt also jede Fläche, die die Differentialgleichung 

o (x, y,p, q) = 0, 
die Ja c 0 b i - H ami I ton s c h e D i ff e ren t i al g 1 ei c h u n g der 
Variationsaufgabe (J J = 0, erfüllt. 

11. Enthält die Größe U einen willkürlichen :Festwert c, der 
in ihr aber nicht so auftrete, daß 0 Ulo c konstant ist, so kann 
man ohne Integration eine zweistufige Schar von Extremalen, 
also eine in gewissen Gebieten allgemeine Lösung der Eulerschen 
Differentialgleichung herstellen. 

In den Gleichungen 

(13) Va; = Fa;', V" = F y' 

kann nämlich, wenn ihre rechten Seiten als Funktionen von x, y 
und lJ = y'/x' angesehen werden, für lJ der Ausdruck (6) ein
gesetzt und jetzt x, y als frei veränderlich angesehen werden, 
wobei 'lJ von c abhängen wird; man erhält dann, indem man 
nach c differenziert, 

G2 U 
OXGC 

02U GFy ' GlJ 
öYGC - ~ac' 
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und die Gleichungen 

F _ GFx' GlJ _ 1 GFx' 

x',,' - ~oy' - x'~' 

F _ oF", olJ _ 1 oF", 
b',,' - ~ GY' - x' ~ 

ergeben 
OiU _ x'F, olJ. 

GYGe - ,,11 'Oe' 

wenn man die aus der Homogeneität der Funktion E folgende 
Gleichung 

x' Ex'''' + y' F",,,, = 0 

berücksichtigt und die letzten Gleichungen mit x' und y' verviel
facht und addiert, so folgt 

x' 02 U + I 02 U _ ° '0 U _ b 
GXGe y oyoe - , oe - , 

wobei beinen Festwert bedeutet. Diese Gleichung gilt also für 
die Kurven, auf die sich in den Gleichungen (13) die Größen x', y' 
beziehen, die Kurven R. Diese Schar ist jetzt von e abhängig; 
eine zweifach unendliche Schar von Extremalen ist also 
durch die Gleichung GU/oe = b dargestellt, sobald man 
eine mit dem Festwert e behaftete Lösung der Jacobi
Hamiltonschen Gleichung gefunden hat, bei der GU/oe 
von x und y nicht unabhängig ist. 

III. Als Beispiel betrachten wir wie in § 7, IV. das Prinzip 
der kleinsten Wirkung für die ebene Bewegung eines Punktes 
unter Wirkung einer Kraft, deren x-Komponente nnr von x, deren 
y-Komponente nur von y abhängt, deren Potential also die Form 
f(x) + f(y) hat, oder, was dasselbe bedeutet, die geodätische Linie 
auf den Liouvilleschen Flächen: 

8 f Vt(x) + f(y) VX'2 + y'2dt = 0, 

x' 
F x' -: Vf(x) + fey) -;== = UX , 

VX'2 + y'2 

F y, = Vf(x) + f(y) y' -u· 
- '" VX'2 + y' 2 

die Elimination von y'/X' ergibt 

U; + u~ = fex) + Hy). 
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Man findet eme mit dem Festwerte c behaftete Lösung, indem 
man setzt 

Ui = fex) + e, D~ = Hy)-e, 

u= SVf(x) +edx+ SVfey)- edy; 

für die Extremalen findet man nach 11. 

2 oU =f f'(x)dx -f f'(y)dy = const. = b 
oe Vf(x) + e Vf(y) - c ' 

übereinstimmend mit § 7, IV. 

§ 24. 

Vera:tllgemeinerung und kanonisohe Differentialgleichungen. 

1. Die Verallgemeinerung der J a c 0 b i - Harn i I ton schen 
Methode liegt nahe und möge für Aufgaben in n + 1 Veränder
lichen angedeutet werden. Gestellt sei die Aufgabe 

~ f F (x, y, $, ... x', y', $', .. . )dt = 0, 

in der F in den Ableitungen positiv homogen von erster Stufe, 
also F",., Fyl, F,., ... nur von den Verhältnissen p = y'jx', q = i/x', ... 
abhängig sein mögen, und n die Anzahl der Größen y, z, ... sei. 
Man eliminiere dann p, q, ... aus den Gleichungen 

oV 
(1) F"" = - = Vx , F y' = V y , F., = V" ... Ga; 

und erhalte eine Gleichung 
lP(x, y, z, ... V"" Vy, V., . .. ) = 0. 

Ist V irgend eine Lösung derselben, so berechne man p, q, .. , aus 
den letzten n Gleichungen (1), womit dann die erste durch diese 
Werte von selbst erfüllt ist; man erhalte 

dy dz 
p = d x = f(x, y, z, ... ), q = d x = g (x, y, z, ... ), ... 

und denke dies System gewöhnlicher Differentialgleichungen durch 
eine n-fach unendliche Schar von Kurven, d. h. von einfachen 
Mannigfaltigkeiten im Gebiet der Größen x, y, $, ••• 

(2) 'Pi (x, y, z, ... a l , a2 , ... ) =0, ... , 'P .. (x, y, z, '" au a2 , ... ) = ° 
mit den Festwerten a l , a2 , ••• integriert. Sei t auf jeder dieser 
Kurven die Bogenlänge, gerechnet von einer sie je einmal treffen
den stetigen n-stufigen Mannigfaltigkeit aus, d. h. sei X'2 + y'2 
+ ... = 1; dann sind in einem gewissen Gebiet x', y', z', 
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reguläre Funktionen von x, y, z, ... und in dieser Auffassung findet 
man den Gleichungen (1) zufolge 

oFx' oF!!, aFx' oF., oEy ' oF., 
ay = o~-, ~ - ax' az- = Ty' 

also 

x' oF"" + y' oF"" + z' 'OFx' + ... = dE'x' 
OX oy OZ dt 

= x' oE"" + y' 'OFy' + z' oF •. + ... 
ox . ox OX 

(3) 

Anderseits ist offenbar in derselben Auffassung 

oE"" ox' oy' 'Oz' 
~ = F""",+Ex'x'13X+ Fx'y'13X + F x"'1fX+ "', 

oFy' 1 0.1' oy' oß' 
-C>- = F"'II' + Ey'x' ~ + F y.y' -,,- + EII"'~ + ''', 
vX· vX ox vX 

(4) 

o F., 0 x' 0 y' '0 z' 
-- = F",., + F •. ",,- + F z•y , - + Ei.' -, - + "', ... 
'Ox OX 'Ox OX 

und wegen der Homogeneität der Funktion F gilt die Gleichung 

F x = x' F x ",' + y'Fxy' + z'F.,.. +"'; 
vervielfacht man also die Gleichungen (4) mit x', y', z' ... und 
addiert, so ergibt sich nach (3) 

und ebenso natürlich 

F _ dFz, 
'" - dt ' 

E - dFy' F _ dE., 
11 - dt' • - dt ' 

Die Kurven (2), auf die sich die Größen x', y', z' ... beziehen, sind 
also Extremalen des Integrals 

(5) JFdt. 

Eine 2 n-fach unendliche Schar von solchen findet man, wenn 
V mit n Festwerten Cl' ••• c" behaftet ist; aus den Gleichungen 

02V 'OF"" 'O.p 'OF", oq 
oxoca = o.p oCa +lfq- 'OC'l + ''', a = 1,2, ..• n 

und ähnlichen Gleichungen ergibt sich leicht 

02V . '02V '02V 
x'--+y'--+z'--+··· = 0; 

'Ox'Oca oy'Oca OZ'OC'l 
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auf den Kurven (2) ist also 

:t(~:) = 0, ~~ = ba = const., a = 1,2, ... n, 

womit ersichtlich wird, daß durch eine mit n Festwerten behaftete 
Lösung der Jacobi-Hamiltonschen Gleichung die Extremalen 
des Integrals (5) in gewisser Weise ohne Integration dargestellt 
werden können. 

11. Denkt man sich allgemein aus den Gleichungen 

'Y} = F y" ~ = Es·, ... 

die Größen t,J, q, ... durch x, y, ... 'Y}, ~, ... ausgedrückt und in die 
Größe Fa;' eingesetzt, so erhalte man 

F x' = - H(x, y, z, ... , 'Y}, ~, ... ). 

Nun besteht die Gleichung 

F = x'F~,+y'FII'+"" 

also wenn man, was angeht, 

(6) 

setzt, 

F = x' fex, y, z, ... , 1J, q, ... ), Eil' = fv = Yj, 

F., = fq =~, ... 

(7) F x' = f -1Jfv - qfq - ... = - B(x, y, ... 'Y},~, ... ). 

In dieser Umformung kann man x', y', ... sowie 1J = y'/x', 
q = z' Ix', ... als frei veränderlich betrachten, und man kann die 
letzte Gleichung in dieser Auffassung differenzieren; so ergibt sich 

fx dx + fydy + ... + frdp + fqdq + ... 
-1Jd'Y} - qd~ -. "-'Y}d1J-~dq - .,. 

=-Hxdx-Bydy - ... -Bnd'Y} -Bl;d~- ... , 

also, da links die Glieder mit d t,J, d q, ... sich heben, und die 
Größen x, y, ... 'Y}, ~, ..• als unabhängig gelten könneD, 

(8) frl! = - Ha;, fy = - B y, .,. 1J = B n, q = BI;, ..• 

Jetzt lauten die Eulerschen Gleichungen der Aufgabe 

wie folgt: 
i5 f F d t = 0, i5 J f d x = ° 

df' f - q 
• - ([X, 
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benutzt man also die Gleichungen (6), (7), (8), um H, 1'j, ~, ... ein
zuführen, und wiederholt die zweite Hälfte der Gleichungen (8), 
so ergibt sich 

d1'j 'OH d~ 'OH 
dx - 'Oy' dx = -di' 

(9) 
dy _ 'OB dz 'OH 
dx - 01'j' dx - "Ff' .'., 

d. h. man ersetzt die Eulerschen Gleichungen durch ein kano
nisches Gleichungssystem, in welchem die Größen t), ~, •.. an 
Stelle der Größen ~, q, ... eingeführt sind. 

Dies Ergebnis läßt sich aber auch erreichen, ohne daß, wie 
bisher, eine der Veränderlichen wie x bevorzugt wird. Aus den 
Gleichungen 

(10) ~ = Fx"'1 = F II" ••• 

ergibt sich zunächst die Identität 

(11) ~ x' + 1'j y' + ... = F, 
also 

~ d x' + x' d ~ + 1'j d y' + y' d 1'j + ... 
= Fx dx + Fydy + .. . + F""dx' + FII,dy' + ... , 

oder auch nach (10) 

(12) x'd~+y'd1'j+··· -Fxdx-F"dy- ... = 0 .. 

Anderseits ergebe sich aus den n + 1 Gleichungen (10) durch 
Elimination der n Größen y'/x', i /x', ... die Gleichung 

dann folgt 
<P(x, y, ... ~, 1'j, ... ) = 0; 

<P~d~+<P'1dy+ ..• +<Pxdx+<Pydy+ ... = 0, 

und da in dieser Gleichung wie der Gleichung (12) die Größen 
x, y, ... und außerdem n der n + 1 Größen ~, 1'j, ... willkürlich 
genommen werden können, kann man z. B. alle Differentiale = 0 
setzen, bis auf d x und d;, und erhält dann 

x' d; -F",dx = 0, <P~d g + tPxdx = 0, 
also 

x': tP~ = - Fa;: tPx ; 

ersetzt man dx durch d y, so ergibt sich ebenso 

x':<P~ = -F,,:<Py = y':tP1) usf. 

Nun bleiben die Gleichungen (10), (11) erfüllt, wenn man 
alle Größen x', y', ... mit einem und demselben Faktor verviel-
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facht; ein besonderes System dieser Größen erfüllt also die 
Gleichungen 

(13) x' = (JJg, y' = (JJf}' ... 
und dann ist auch 
(14) 

Jetzt gehen wir wieder auf die frühere Bedentung der Größen 
x', y', ... g, 1] zurück und erinnern daran, daß die Eulerschen 
Gleichungen der Aufgabe 

in der Form 
8SFdt=O 

dx ,. F dg 0 
Ift=x, X-([{=, 

geschrieben werden können; auch in ihnen können die Größen 
x', y', ... mit einem beliebigen Faktor vervielfacht werden, indem 
man für t eine andere Unabhängige einführt; da die Gleichungen 
(10), (11) nach wie vor erfüllt sind, kann man für jeden Wert von 
t die Größen x', y' ..• mit den durch die Gleichungen (13), (14) 
gekennzeichneten zusammenfallen lassen, und erhält so die Euler
schen Gleichungen in der kanonischen Form 

dx 01P dy iJ(JJ 
([{ - aI' dT = aTi' ... 
d~ o(JJ d1] o(JJ 
1ft - -"FX' fIT - - 0 y' " . 

IH. Die der nichthomogenen Form der Variationsaufgabe 
entsprechenden kanonischen Gleichungen können der Gleichung (7) 
zufolge als Folgen der Forderung 

dy 
IJ = dx' 

aufgefaßt werden; man erhält sie auch in der Tat durch An
wendung des gewöhnlichen Verfahrens, indem man x unvariiert läßt: 

8'fdx= '{1J811+q8b+···+11d8Y+bd8z+ ... 
J J dx dx 

- Hy 8 y - H. 0 s - ••. - Hf} 811 - H~ 8 b - .• -} d x 

= 11 <l y + b <l z + ... + j{(tJ - Hf}) 8'1} + (q - H~) 8 z + ... 

-(~~ + Hy)8Y - (~~ + H.)o z- .. -}dx; 
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setzt man die Faktoren der Variationen nnter dem Integralzeichen 
= 0, so erhält man die kanonischen Gleichungen 

dy d1] 
p= da: = H'fJ' da: = -Hy , ••• 

Jetzt übersieht man leicht, unter welchen Bedingungen man 
die Größen y, s, ... , 1], b, ... dnrch neue Veränderliche y, Z, ... , 
1]; r,- ... derart ausdrücken kann, daß die kanonischen Gleichungen 
auch in den neuen Veränderliche ihre kanonische Gestalt be
halten; diese Größen sind dann neue kanonische Veränderliche. 
Sei 

H (y, s, ... , 1], b, ... ) = H Ci. z, ... , n, f, ... ), 
dann brauchen nur die Variationsaufgaben 

8f(1]d Y + b dS + ... -H\da:=O 
da: da: ) , 

8f (n dy + I dz + ... - H) da: = 0 
da: da: 

(15) 

dieselben Extremalen zu ergeben. Erstere Aufgabe hat aber die 
Extremalen mit der Aufgabe 

(16) J( dy ds diJf) 8 1]-+6-+ .. ·-H-- dx=O 
da: dx dx 

gemein, worin qr = qr (x, y, s, ... , 1], 6, ... ) eine beliebige Funk
tion ist; denn das letzte Glied gibt zur Variation des zwischen 
den Stellen 0 und 1 erstreckten Integrals nur den Beitrag 

1 

8 f~: dx =8qrl:, 
o 

der verschwindet, wenn man die Variationen 8 y, ... , 81], ... an 
den Enden 0, 1 verschwinden läßt; das darf man aber nach § 3 
bei der Ableitung der Eulerschen Gleichungen, so daß diese ihre 
Form durch das hinzugefügte Glied d qr/d a: nicht ändern. Es 
genügt also, daß die Aufgabe (16) mit der zweiten Aufgabe (15) 
dieselben Extremalen ergibt, was jedenfalls sicher ist, wenn 

1] d Y + 6 d z + ... _ R _ d qr (y, ... 1], ... ) 
da: da: dx 

= TJ dy + f d z + ... _ H 
da: da: ' 

also, da H = R gesetzt wurde, wenn 

1]dY+bdz+ ... -dip' = ndY+fdz+ ... 
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Besteht diese Gleichung, so nennt man den übergang von 
den ursprünglichen zu den neuen Veränderlichen eine Be
rührungstransforma tion, und es ist bewiesen, daß kanonische 
Gleichungen durch eine Berührungstransformation wieder 
In kanonische Gleichungen übergehen. 

§ 25. 

Allgemeine Integration der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung. 

Als Jacobi-Hamiltonsche Differentialgleichung einer Vari
ationsaufgabe läßt sich jede partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung auffassen, und die Entwicklungen der §§ 23 und 24 
stehen in engster Beziehung zu der Integrationsmethode von 
Cauchy. 

Sei eine beliebige solche Gleichung, die die Unbekannte z 
nicht enthält, in zwei Unabhängigen 

OZ oz 
(1) IP(x, y,p, q) = 0, p = ox'. q = ox; 

ihre Lösung wird, wenn x, y, z rechtwinklige Raumkoordinaten 
sind, durch eine Fläche 0: dargestellt, deren Tangentialebene die 
Gleichung 

(2) ;-z =p(~-x)+q(fj-Y) 
hat. Durch irgend einen festen Punkt (x, y, z) geht eine Schar 
möglicher Tangentialebenen von Flächen 0:, die Ebenen (2), in 
denen die Größen p, q durch die Gleichung (1) verbunden sind. 
Diese Ebenen umhüllen einen Kegel (%). Zwei benachbarte von 
ihnen schneiden sich in einer Geraden @, auf der außer der 
Gleichung (2) noch die Gleichung 

° = (~ - x) d P + (1) - y) d q 
gilt; in dieser sind, da x, y, z festgehalten werden, die Differentiale 
durch die Formel 

IPpdp + IPg dq = 0, dp:dq = IPq : - IPp 

verbunden. 
Seien nun x', y', e' rechtwinklige Koordinaten in einem System, 

dessen Achsen den bisher gebrauchten gleichgerichtet, dessen 
Anfangspunkt aber der Punkt (x, y, z) ist; dann gelten auf der 
Geraden @ die Gleichungen 

(3) 
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Aus ihnen und der Gleichung (1) kann man p und q im allge
meinen eliminieren, und erhält dann eine Gleichung 

(4) "IJf(x, y, x', y', Zl) = 0, 

die in den gestrichenen Größen linear homogen gemacht werden 
kann, da in den Gleichungen (3) nur die Verhältnisse dieser 
Größen auftreten. Die Elimination würde nicht gelingen, wenn 
f!Jp und f!Jq von p und q unabhängig, die Gleichung (1) also linear 
wäre; diesen Fall schließen wir aus. Löst man die Gleichung (4) 
nach z' auf, so ergebe sich 

:;' =F(x, y, x', y'), 
wobei l!' wiederum in x', y' homogen und von erster Stufe sein 
müßte; das ist dann die Gleichung des Kegels mit der Spitze 
(x, y, z), auf dem die Geraden es liegen. Seine Tangentialebene 
im gestrichenen System hat, wenn ~', 1'/', ~' laufende Koordinaten 
sind, die Gleichung 

da nun offenbar 

~' = ~ - z, G' = ~ - x, 1'/' = ~ - y 

zu setzen ist, hat diese Ebene im ursprünglichen Koordinaten
system die Gleichung 

~-z = F",,(g-x)+Fy'('1-y), 

die mit der Gleichung (2) zusammenfällt; somit ergibt sich 

(5) p = F x" q = Fyl. 

Jede Fläche 0: berührt nun, wenn (x, y, z) einer ihrer Punkte 
ist, den zugehörigen Kegel (%); in der gemeinsamen Berührungs
ebene liegt eine bestimmte Erzeugende des Kegels. Geht man 
in ihrer Richtung auf der Fläche 0: fort, so erhält man eine Kurve, 
die man als Charakteristik bezeichnet; die Fläche 0: wird so 
mit Charakteristiken bedeckt. Sei d t das Bogenelement einer 
von ihnen; dann können die Größen dx/dt, dy/dt, dz/dt als 
Funktionen von x und y angesehen werden, und der Punkt 
(x + dx/dt, Y + dy/dt, z + dz/dt) liegt auf der Tangente der 
Charakteristik, also einer Tangente der Fläche 0:, die zugleich Er
zeugende des Kegels (%) ist, der zu dem jeweils betrachte.ten 
Punkte der Fläche gehört. Man darf also in den obigen Ent
wicklungen 

I dx I dy I dz 
x = dt' y = dt' z = dt 
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setzen und findet dann den Gleichungen (5) zufQlge 

oFx' _ oE",. 
~-ax' 

weiter geben, wie in § 23, die Gleichungen 

oFx' FOx' F oy' 
ifX = Fx'x + x'x' ~ + x'v'ox' 

oFx' 0 F y' F ox' F oy' 
~ = l5"X = !I'x+Fy'x'~+ Y'ylax' 

indem man mit x' und y' vervielfacht und addiert 

I oFx ' + I o Ex' _ dF"" _ F. 
x OX y oy - dt - x, 

und ebenso findet man 
dFy ' _ F 
dt - Y' 

159 

Die Projektionen der Charakteristiken auf die x y-Ebene sind also 
Extremalen des Integrals 

J= JFdt, 
und da längs ihrer die Gleichung 

z' = F(x, y, x', y'), z = J 

gilt, so sind die Charakteristiken selbst räumliche Extremalen des 
Integrals J. 

Ziehen wir ferner auf der Fläche u: eine Kurve.2, die die 
Charakteristiken in den Punkten 0 durchschneidet, und ist auf 
diesen 1 ein allgemeiner Punkt, auf den wir x, y, z beziehen, so 
ist allgemein 

1 

Z = Zo + J F d t = Zo + :lo 11 
o 

wobei der Querstrich wieder die Integration längs der Extremale 
bedeutet; im Punkte 0 aber gilt, wenn ~ den Fortgang auf der 
Kurve 2 bedeutet, die Gleichung 

also nach (5) 
~ $0 = p~x + q~yIO, 

- ~ Zo + F,,/ 1
0 ~ Xo + Fy' 1

0 ~ Yo = 0, 

d. h. eine allgemeine Transversalitätsbeziehung, der gemäß die 
ebenen Extremalen von der Projektion der Kurve 2 auf die 
x y-Ebene ausstrahlen. Die Gesamtheit der Charakteristiken, d. h. 
die Fläche ty, bildet also genau eine Fläche e; im Sinne des § 22, I. 
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ein räumliches Feld des Integrals J. Ein solches Feld ist also 
jede Fläche, die die gegebene partielle Differential
gleichung erfüllt. 

Haben wir hier die Charakteristiken zuerst geometrisch de
finiert, so lassen sich jetzt auch ihre bekannten analytischen Eigen
schaften besonders leicht ableiten. Die Gleichungen (3) ergeben 
zunächst unmittelbar 

x' y' z' 
(6) lPp - lPq = P lPp + q lPq 

Bedeutet weiter iS den Fortgang auf der Fläche Ö, so ergeben die 
Gleichungen 

(7) z' = px' + qy', z' = F(x, y, x', y') 
die Folgerungen 

iS z' = p iS x' + q iS y' + x' iS p + y' iS q, 
iS z' = I!~, iS x' + Eil' iS y' + Fa; iS x + F II iS y, 

also, da p = Pa;' und q = F~. ist, 
(8) Fa;iSx+FlliSy-x'iSp-y'iSq = 0. 

Anderseits ergibt die Gleichung lP = 0, die die Fläche Ö erfüllt, 

(9) lPa; d x + lPy d Y + 11'1' d P + IPq Ci q = 0, 
und die ersten Gleichungen (6) führen, wenn man x' = A lPp , 

y' = A lPq setzt, von den Gleichungen (8), (9) zu der :Folgerung 

Fa;iS x + FlliS y = - A (lPa;iS x + lPyö'y), 
und da iS x und iS y unabhängige Differentiale sind, folgt hieraus 

x' y' -Fa; -F 
(10) - = - = -- = __ ----.JL . 

lPp lPq lPa; lP lI 

Die Eulerschen Gleichungen können aber in der Form 
dp dq ([{ = Fa;, d t = F y 

geschrieben werden; mittels ihrer erhält man aus der Beziehung (10) 
und der ersten Gleichung (7) die gewöhnlichen Gleichungen der 
Charakteristiken: 

dx dy dz dp dq 
lPl' =lPq = P lPp + q lPq = - lPa; - - lPlI • 



Dritter Abschnitt. 

Gebundene Extreme. 

§ 26. 

Die allgemeine isoperimetrische Aufgabe. 

I. Die isoperimetrische Aufgabe im engeren Sinne verlangt, 
zwei gegebene Punkte 0, 1 durch eine solche Kurve von gegebener 
Länge zu verbinden, daß das längs ihrer gebildete Integral 

J 01 = f F(x, y, x', y')dt 

einen extremen Wert gegenüber allen gleichlangen Bögen 0 1 hat. 
Ein solches Extrem nennen wir ein gebundenes, die bisher be
trachteten sind demgegenüber freie Extreme. Die nächstliegende 
Verallgemeinerung besteht darin, daß man das Extrem des Inte
grals Jo 1 sucht, wenn der Wert eines anderen Integrals, 

1 

K01 = f G(x, y, x', y')dt, 
o 

erstreckt längs derselben Kurve 01 und aller, mit denen wir sie 
vergleichen, denselben Wert hat. Auch das bezeichnen wir als 
isoperimetrische Aufgabe. 

Sei nun auf der gesuchten, gefunden gedachten Kurve ~, 

deren Endpunkte 0 und 1 seien, die Strecke 23 so gewählt, daß 
auf ihr die Größe x' nicht verschwindet, also 

F(x, y, x', y') = x' fex, y, p), G (x, y, x', y') = x' g (x, y, p), 
dy 

p = dx 

gesetzt werden kann; die Integrale, längs dieser Kurve gebildet, 

bezeichnen wir durch J und K. Dann hat der Bogen 23 offenbar 
dieselbe Bxtremseigenschaft wie der ganze Bogen 01; denn ver
bindet man die Punkte 2 und 3 mit irgend einer solchen Kurve 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aut!. 11 
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243, daß KH S = K 2 S ist, so hat das Integral K o 2 + K H S + KSll 

den gegebenen Wert K o I' und das Vorzeicheu der Differenz 

Jo 24 S 1 - :fo 1 = :fo 2 + J 2 4 S + J; 1 - ;fo 1 ist dasselbe wie das der 
ihr gleichen J 24S -J;.S; ist erstere z. B. imme~ positiv, so gilt 

dasselbe von Jus - J;s, womit die Extremseigenschaft des 
Bogeus 23 ersichtlich wird. Wir erhalten demnach notwendige 
Eigenschaften des Bogens 23, wenu wir annehmen, das Integral 

3 

J2S = J fex, y, p)dx 
2 

habe einen Extremwert verglichen mit allen Kurven 243, für die 

ist. 
K 24S = K 2S 

Jetzt sei die Kurve 243 durch die Gleichung 

y = y+ cI 81 (x)+ c2 82 (x) 

definiert, wobei 811 82 reguläre Funktionen, Cl und C2 Festwerte 
sind und die Gleichungen 

81 (x2) = 81 (xs) = 82 (X2) = 82 (xa) = ° 
gelten. Dann werden die Integrale 

.3 

Jus = f fex, y, p)dx = <1> (Cl' C2), 
2 

s 

K 248 = J g(x, y,p)dx = ~(C1' C2) 
2 

gesetzt werden können; dabei sind die Funktionen <1> und ~ in 
der Nähe der Stelle Cl = C2 = ° regulär, wenn die Funktionen f 
und g, wie wir annehmen wollen, in den Elementen des Bogens 23 
regulär sind. Setzen wir nun Cl = C2 = 0, so geht die Kurve 243 
in den ursprünglichen Bogen 23 über; also muß <1> (0, 0) em 
Extremwert der Funktion <1> (CIl C2) sein bei der Bedingung 

(1) ~(CI C2) = K 2S = ~(O, 0), 

in der rechts eine von Cl und C2 unabhängige Größe steht. Kann 
man aus dieser Gleichung C2 als reguläre Funktion von Cl aus
rechnen, so ergibt sich, diesen Wert in <1> eingesetzt, die gewöhn
liche Extremsbedingung der Differentialrechnung 
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wobei die Fußmarke 0 fortan die Stelle Cl = C2 = 0 bedeute; 
aus der Gleichung (1) folgt 

(0 W) + (0 W) (d C2) _ o. o Cl 0 0 C2 0 d cl 0- , 

vervielfacht man die letzten Gleichungen mit (0 W/o C2)0 und 
(0 (1)/0 C2)O, so ergibt sich 

(2) 

Um diese Gleichung in handliche Form zu bringen, benutzen 
wir die Variationsrechnung. Indem wir zunächst Cl und C2 als 
Unabhängige betrachten, haben wir nach den früheren Defini
tionen (§ 2) 

(j Y = ()l (x) d Cl + {}2 (x) d c2, (j X = 0, (j Y 1 2,8 = 0, 

(jJ2S = (~~)o dCI +(~:)O dC2, 

und die gewöhnliche Variationsformel gibt anderseits 
3 

(j J2 8 = f (fY - ~ r: ) (j y d x; 
2 

daraus folgt für Cl = C2 = 0 
3 3 

(3) (~:)o J(fy- ~r:){}I(x)dx, G:)o f(fy-~~)82(X)dx, 
2 2 

und ebenso natürlich 
3 3 

(4) G :)0 J (gy - dj; ){}I (x) dx, (~ ~)o f (gy- ~S;) {}2Cx)dx. 
2 2 

Wenn nun die Kurve ~, wie wir annehmen wollen, nicht 
Extremale des Integrals K im Sinne der früher benutzten Be
griffe ist, so verschwindet die Größe 

dgp 
gy- dx 

nicht längs des Bogens 23, und man kann die Funktion {}2 (x) so 
wählen, daß die Größe 

11* 
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von Null verschieden ist; damit ist dann als möglich erwiesen, die 
Gleichung 1p"(Cll 05 2) = 0 nach 05 2 aufzulösen, wie es oben voraus
gesetzt wurde. Setzt man noch 

3 

J(fy- ~~)02(x)dx = -B, 
2 

so gibt die Gleichung (2) mit Berücksichtigung der Werte (3) 
und (4) 

3 

0= J {A(fY - ~~) + B(gy - ~~ )}01 (x)dx. 
2 

Diese Gleichung muß also, wenn die Kurve ~ das gesuchte 
Extrem liefern soll, notwendig bei willkürlicher Wahl der stetigen 
Funktion 01 Cx) bestehen; der Haupthilfssatz der Variations
rechnung (§ 6) gibt also, wenn die Kurve ~ stetig gekrümmt 
vorausgesetzt wird, 

A (fY - ~~) + B(gy - ~~p) = 0 

oder auch, da A * 0 ist, 

(5) f' - d fp + 1 ( _ d gp) = 0 
Y d x gy d x ' 

wobei 1 einen Festwert, die isoperimetrische Konstante be
deutet. Diese Gleichung, die Eulerllche Gleichung der isoperi
metrischen Aufgabe, ist mit der Funktion h = f + J...g genau so 
gebildet, wie die Eulersche Gleichung der Aufgabe 

8 S fex, y, p) d x = 0 

mit der Funktion f. Wir drücken die isoperimetrische Aufgabe 
durch die Gleichungen 

8 S f d x = 0, 8 J g d x = 0 

aus; die Extremalen sind dann dieselben wie die der Aufgabe 

8 S (f+ J...g)dx = O. 

Mit den homogenen Funktionen Fund G geschrieben ist nun 

F _ dFy' _ ,(1' _ d fp ) F _ dF:r;~ __ ,(1' _ dip) 
Y dt - x /y dx' :r; dt - Y /Y dx' 
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und analoge Gleichungen gelten für G und gj setzt man also 

H (x, y, x', y') = F (x, y, x', y') + ;. G (x, y, x', y'), 

so gibt die Gleichung (5) die beiden Eulerschen Gleichungen 

dH" dHy' 
(6) H x - -d = 0, H Y--d = O. 

t t 

Dies alles gilt zunächst nur für eine Strecke der Kurve @:, 

auf der x' =1= 0 ist; genau dieselben Ergebnisse liefert aber eine 
Strecke, auf der y' =1= 0 ist; greifen zwei solche Strecken -über
einander, so verschwindet in dem gemeinsamen Teil die Größe 
Gy - d Gy'/dt nicht überall; die Gleichung 

F _ d F y • +;. (G _ d Gy,) - 0 
y dt 11 dt -

kann also nicht für zwei verschiedene Werte von ;. gelten; dieser 
Wert ist auf den übereinandergreifenden Bögen derselbe. Da 
man nun die ganze Kurve @: in endlich viele Bögen zerlegen 
kann, auf denen entweder x' oder y' nicht verschwindet, so sind 
die Gleichungen (6) mit einem festen Wert von;' für die ganze 
Kurve @: erwiesen. 

Man erhält dies Ergebnis mit einem Schlage für die ganze 
Kurve @:, wenn man von den Variationsformeln 

1 1 

öJOl = f TFwdt, öKol = J TGwdt 
o 0 

ausgeht, in denen 

w = y'öx-x'~y, TF = F",y,-Fyx'+ F1 (x'y"-x"y') 
gesetzt 1st und T G entsteht, indem man F in TF durch Gersetzt. 
Man bettet den Bogen 01 in eine Schar von Nachbarbögen ein, 
die durch die Gleichungen 

_ OJ y' _ - OJ x' 
(7) x - x = X'2 + y'2 ' Y - Y = X'2 + y'2 

definiert sindj dabei sei 

OJ = Cl 61 (t) + c2 62 (t), 61 (to) = 62 (to) = 61 (tl) = 62 (tl) = 0, 

offenbar ist dann nach (7) 
y' 

ö x = (61 (t) d Cl + 62 (t) d C2) X'i + y'2' 

-x' 
Ö y = (61 (t) d Cl + 62 (t) d C2) '2 + '2' 

X Y 
(8) w = 61 (t) d Cl + 62 (t) d c2' 
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Setzt man nun wieder 
1 

f F(x, Ti, ~~, :D dt = ~(Cl' C2)' 

o 

sO ist nach der immer geltenden Definition der Variation 
I 

(~:)o dCI + (~:)odC2 = ~JOl = J TFwdt, 
o 
1 

(~~)o d cl + (~ :)od C2 = ~KOI = J TGwdt, 
o 

und die Gleichung (8) ergibt 
1 1 

G:)o = f TFOI(t)dt, (~:)o = f TF 02 (t)dt, 
o 0 

1 1 

(~:)o =f TG01 (t)dt, (~:)o = f T G 02 (t)dt. 
o 0 

Auch jetzt gilt wie früher die Gleichung 

(9) 

und die Größe 

§ 26 

wird bei passender Wahl von O2 (t) von Null verschieden, sobald 
T G nicht durchweg längs der Kurve ~ verschwindet, d. h. wenn 
diese nicht Extl'emale des Integrals K ist; die Gleichung (9) 
ergibt wie oben die isoperimetrische Regel 

TF+Ä.TG=O, 

oder in verständlicher Bezeichnung 

TH = 0, H:Z;II,-HII:z;I+~(Xly/l-x"y') = 0; 

das ist eine notwendige Folge der Forderung 

~ S H d t = 0, ~ J + Ä. ~ K = O. 
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Der Fall l = 0 würde besagen, daß ~ zugleich Extremale 
des Integrals J im Sinne der Aufgabe ~ J = 0 wäre; dies 
ausgeschlossen könnte man die Extremale der isoperimetrischen 
Aufgabe auch durch die Gleichung 

1 
~K+T~J= 0 

kennzeichnen, die man auch erhalten würde, wenn das Extrem 
des Integrals Ko 1 bei gegebenem Wert des Integrals Jo 1 gesucht 
würde. In diesem Sinne kann man in der isoperimetrischen 
Aufgabe die Rollen der Integrale J und K vertauschen, ohne 
daß die Extremalen sich ändern. 

H. Das erste Beispiel gibt die isoperimetrische Aufgabe im 
~ngsten Sinne des Wortes, die Aufgabe der Königin Dido: die 
Kurve 01 zu finden, die bei gegebener Länge mit einer gegebenen 
Kurve 01 zusammen, z. B. mit der Sehne 01 den größten Flächen
inhalt des Segments umschließt. Durchläuft ein Punkt den 
Bogen 0 1, so überstreicht seine Verbindungslinie mit dem Koor
dinatenanfangspunkt die mit einem Vorzeichen behaftete Fläche 

1 

J Ol = ~ f (xy'_yx')dt; 
o 

diese unterscheidet sich von dem positiv oder negativ genommenen 
Segment um die Fläche des Dreiecks 201, wenn 2 der Koordi
natenursprung ist, d. h. um eine von der Wahl des Bogens 0 1 
unabhängige Größe; man erhält also ein Extrem des Segments, 
indem man das Extrem des Integrals Jo 1 sucht. Da nun 

K = J V X'2 -+ y'2 d t 

zu setzen ist, findet man 
1 

H = 2 (x y' - y x') + )., V X'i + y'2, 

)., (x' y" - x" y') 
TH = 1 + . = O. V X'i + y'23 

Hier steht neben )., die Krümmung der gesuchten Kurve, 
positiv oder negativ, je nachdem die Richtung zum Krümmungs
mittelpunkt hin gegen die Richtung wachsender Werte von t um 
900 im positiven oder negativen Sinne gedreht ist; entsprechend 
heiden Fällen ;muß )., negativ oder positiv sein. Die Extremale 
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ist also ein Kreis vom Radius 1 l I, der mit wachsenden Werten 
von t im positiven oder negativen Sinne umlaufen wird, je nach
dem l negativ oder positiv ist. 

Natürlich kann man auch ausrechnen 

H",-H~, = y'-l = 0, ( X' )' 

yx'2 + y'2 

Hy-H;, = -x'-l = 0 ( y' )' 
V X'2+ y''!J. 

und findet durch Integration, wenn a, b Festwerte sind, 
ly' lx' 

(10) x - a = - ./ ' Y - b = , 
y X'2 + y''!J. V X'2 + y'2 

(x - a)2 + (y - b)2 = )..2. 

In den Gleichungen (10) stehen rechts neben l die Richtungs
kosinus derjenigen , Normalrichtung, die gegen die Tangential
richtung d t > 0 um 90° im positiven Sinne gedreht ist, woraus 
wiederum die angegebene Bedeutung des Vorzeichens der Größe l 
ersichtlich wird. 

Die zweite sehr bekannte isoperimetrische Aufgabe ist die 
Bestimmung der Kettenlinie: die schwer gedachte homogene 
Linie gegebener Länge zwischen gegebenen Endpunkten zu finden, 
deren Schwerpunkt möglichst tief liegt. Ist die y-Achse lotrecht 
nach oben gerichtet, so ist 

JYds:Jds 

die Höhe des Schwerpunktes; da das Integral im Nenner emen 
gegebenen Wert haben soll, wird ein gebundenes Extrem des 
Zählers gesucht: 

~ J y d s = 0, ~ f d s = 0; 

also findet man die Extremalen aus der Forderung 

~ f (y + l) d s = 0, 

die nach § 7, UI. mit Festwerten a, b ergibt 
x-b y+ l = a~ol--· 

a 

womit der Name der Kettenlinie gerechtfertigt wird. 
Drittens suchen wir die Kurve kürzesten Umrings oder die 

Lösung der isoperimetrischen Aufgabe auf beliebig gegebener 
Fläche. Sei auf dieser 

ds 2 = Edu2 +2Pdudv+ Gdv2 
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das Bogenelementi indem wir den Buchstaben F, G ihre bis
herige Bedeutung nehmen und sie durch ty, ® ersetzen, suchen 
wir das Extrem des Integrals 

J = f ty (u, v, u', Vi) d t = f ( D Vi - V u') d t 

bei gegebenem Wert von 

K = f ® (tt, V, u', Vi) = f Y EU'2 + 2Fu' v' + Gv'2dti 

dabei seien 

(11) 

D, V irgend zwei solche Funktionen von u und v, · daß 

oU = oV = ~ YEG-F2. 
oU ov 2 

Dann gibt die Gauß sehe Integraltransformation für das 
längs einer geschlossenen Linie erstreckte Integral J den Wert 

J = J J d u d v (~~ + ~:) = f J V E G - F2 du d v, 

erstreckt über das Innere der geschlossenen Linie, so daß die 
ausgesprochene Aufgabe des gebundenen Extrems in der Tat die 
isoperimetrische im engeren Sinne des Wortes ist. 

Nun gibt die isoperimetrische Regel 

Tfj + lT® = 0, 

und nach § 4, II. ist 

T® = VEG-F2 
Qg 

, 

wobei Qg den Radius der geodätischen Krümmung bedeutet; 
nach (11) ist offenbar 

somit folgt 
Trs = VEG-F2; 

1 
-+A = 0, 
Qg 

d. h. die Kurven kürzesten Umrings sind die Kurven konstanter 
geodätischer Krümmung. 

III. Man übersieht leicht, daß die unter I. aufgestellte iso
perimetrische Regel auch auf Extreme übertragen werden kann, 
die durch mehrere isoperimetrische Bedingungen gebunden sind. 
Sei z. B. 

1 

J Ol = JF(x, y, x', y')dt 
o 
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zum Extrem zu machen bei vorgegebenen Werten der beiden 
Integrale 

1 1 

K Ol = J G(x, y, x', y')dt, K~l = J GO (x, y, x', y')dtj 
o 0 

dann variiert man wieder den Gleichungen (7) gemäß und setzt 
dabei 

(l) = Cl (J1 (t) + c2 (J2 (t) + ca fJa (t), (Ja (to) = (Ja (tl) = 0, a = 1, 2, 3. 

Man erhält zunächst 
1 

f (-- d:i d y) 
F x, y, dt' dt d t = f]) (Cl' c2' Es), 

o 
1 

f G(X, y, ~;, ~~)dt = W(Ct. c2 Es), 
o 
1 

fG (- - d X d Y)' d t <}J ( ) o x, y, dt' TI = 0 cl' c2' Cs 
o 

und hat eine Bedingung dafür aufzustellen, daß bei den Be
dingungen 

(12) W(CH c2' Es) = W(O, 0, 0), qrO(Cl1 c2' cs) = WO (0, 0,0) 

die Größe f]) (CH c2' ES) für die gesuchte, gefunden gedachte 
Kurve ~, d. h. an der 8telle Ca = ° ein Extrem habe. 

Dabei ist davon auszugehen, daß jetzt 

. w = fh (t) d Cl + (J2 (t) d c2 + (Js (t) d cs 

zu setzen ist und demnach, wenn die Fußmarke ° wieder das 
Wertsystem Cl = C2 = CS = ° bedeutet, die Gleichungen 

1 

(~:)o = f TF(Ja(t)dt, 

(13) 
o 

gelten. Wäre nun bei willkürlicher Wahl der Funktionen (J (t) 
eine Funktionaldeterminante 
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so würde das nach I. bedeuten, daß die Kurve ~ Extremale der 
isoperimetrischen Aufgabe 

~ S Gd t = 0, ~ S Go d t = 0 

wäre; schließen wir dies aus, so können aus den Gleichungen (12) 
z. B. C2 und Cs als Funktionen von Cl berechnet und in den Aus
druck ([J (Cl' c2, ca) eingesetzt werden, und die Extremsbedingung 
lautet dann 

(0 $) + (0 ([J) (d C2) + (0 ([J) (d ca) _ 0 o Cl 0 0 C2 0 d Cl 0 0 Ca d Cl 0 - • 

Aus den Gleichungen (12) erhält man aber Gleichungen der
selben Form, in denen ([J durch 'lJf und 'lJf0 ersetzt ist; das gibt 

oder auch 

(14) 

wobei 

( 0 «([J, 'lJf, 'lJfO») _ 0 
O(Cl' C2, ca) ° - , 

A (0 ([J) + B (0 'lJf) + C (0 'lJfO) = 0, 
o Cl 0 ° Cl 0 0 Cl 0 

A _ (0 ('lJf, 'PO») 
- 0(C2' ca) 0 

bei der eingeführten Voraussetzung von Null verschieden ist. Die 
Größen A, B, C sind . ferner als Determinanten des Systems 

(0 ([J) (0 'lJf) (0 'lJfO) 

o C2 0 0 C2 0 0 E2 0 

(0 ([J) (0 'lJf) (0 'lJfO) 

o Ca 0 0 Es 0 Ö E3 0 

von 01 (t) unabhängig; letztere Funktion bleibt willkürlich, und 
wir haben nach (13) und (14) die Gleichung 

1 

S (ATF+ B TG + CTGo) 81 (t)dt = 0, 

° also nach dem Haupthilfssatz 

ATF+BTG+CTGo=O 
oder, wenn 

B/A = A, C/A = ).,0 
gesetzt wird, 

TF + ATG + AO TGo = 0, TF+;'G +;'OGO = 0, 
d. h. die Folge der Forderung 

~ S (F + A G + AO GO) d t = 0 
im Sinne des freien Extrems. 
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Die zu diesem Ergebnis führende Betrachtung ist ein Sonder
fall der allgemeinen in § 5 durchgeführten. Man setze dort 

n = 2, m= 3, k = 1, 
und für 

F(E1, E2 , Es), Gt(EH E2 , Es), G2 (Eil E2 , Es) 

die Größen 
W(EIl E2 , Es), ~(Ell E2 , Es), ~O(EI' E2 , Es), 

ferner 

all = (~~)o' a12 = (~:)o' aiS = (~Bo' 
(O~O) (O~) o~o 

U21 = 081 0' U2 2= OE2 0' a 2S = (08 2 )0' 

Cl = G:)o' C2 = (~:)o' Cs = (~:)o' 
dabei ist all a22 - a12 an =1= o. Es gibt also von al s, a2 s, Cs 
unabhängige Größen A, B H B 2, derart, daß A =1= 0 und 

A Cs + BI Ut S + B 2 an = 0 

ist. Das gilt bei jeder Wahl der Funktion 8s (t), von der nur 
alS, a28' Cs abhängen, A, BH B 2 unabhängig sind. d. h. 

I 

f (ATF + BI TG + B 2 TGo)Os(t)dt = 0, 
o 

woraus wieder nach dem Haupthilfssatz (§ 6) das obige Er
gebnis folgt. 

IV. Als Beispiel betrachten wir die elastische Linie: eine 
Kurve gegebener Länge soll zwei Punkte, in gegebenen Rich
tungen von ihnen ausgehend, verbinden und das Integral 

J =JdS 
r 2 

zum Extrem machen, wobei d S das Bogenelement, r den Krümmungs
radius bedeutet. Sei längs der gesuchten Kurve 

dx dy. 8 
d s = cos fJ, d s = sm , 

dann ist 
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sind 0 und 1 Anfangs- und Endpunkt, l die vorgeschriebene 
Länge, 80 ist 

und vorgeschriebeu sind die Gleichungen 
Z I 

(15) xl-xo=Jcos8ds, YI-Y(J=JsinfJds. 
o 0 

Sieht man s, 8 als Koordinaten in einer neuen Ebene an, 
so sucht man in dieser zwischen den Punkten (0, ( 0) und (l, ( 1 ) 

die Kurve, die das Integral JOt bei den bei den isoperimetrischen 
Forderungen (15) zum Extrem macht. Man setzt also an 

Z I Z 

8 f (~~y ds +),8 f cosOds + ).08 f sin8ds = 0 
o 0 0 

und findet, 8' = d 8/d s gesetzt, 

(16) - ). sin 8 + ).0 cos 8 - 2 O" = 0, 

oder mit neuen Festwerten a, ß, r 
(j'2 

8" = a sin (8 - ß), 2 = a cos ((j - ß) + r· 
Das ist, wenn man s als Zeit deutet, die Gleichung des mathe
matischen Pendels, durch die die Größencos () und sin 8 als 
elliptische Funktionen von s definiert werden; die elastische 
Kurve wird dann durch die Gleichungen 

s • 

(17) x = Xo + J cos () d s, Y = Yo + J sin 8 d s 
o 0 

dargestellt. Schreibt man die Gleichung (16) in der Form 

- ).sin()ds + ).ocos()ds = 2d8', 

so folgt nach (17) mit c als Festwert 

2 
-).y+).°x+c = 28' =-; r 

die Krümmung ist dem Abstand von einer festen Geraden 
proportional. 
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§ 27. 

Hinreichende Bedingungen des gebundenen Extrems. 

Sei 1 2 ein regulärer Bogen einer Extremale ~, auf ihr der 
Punkt 0 beliebig nahe bei dem Punkt 1 außerhalb der Strecke 12 
gelegen, so daß die Punkte 0 1 2 in dieser Anordnung aufein
anderfolgen; der Parameter t wachse von 0 nach 1 hin. 

Durch den Punkt 0 gehe ein zweifach unendliches Büschel 
von Extremalen, die mit Festwerten a, b durch die Gleichungen 

(1) x = Ht, a, b), y = 'Y}(t, a, b) 

dargestellt werden; a = ao, b = bo gebe die Kurve~. Längs 
irgend einer dieser Extremalen laufe der veränderliche Punkt 3 
und werde das Integral 

t 

Kos = S G(g, 'Y}, gt, 'Y}t)dt = W (t, a, b) 
to 

gebildet, das offenbar ebenso wie g,'1 eine reguläre Funktion 
von t, a, b längs des Extremalenbogens 012 und seiner Nachbar
bögen ist; die untere Grenze to dürfen wir ja als reguläre, die 
Gleichungen 

Xo = g(to, a, b), Yo = 'Y} (to, a, b) 

erfüllende Funktion von a und b betrachten. Es werde ferner 
angenommen, die Funktionaldeterminante 

o(g, 'Y}, w) gt 'Y}t Wt 
o(t, a, b) = ga 'Y}a Wa = A(t, a, b) 

gb 'Y}b Wb 
sei auf der Strecke to < t :S t2 von Null verschieden, was wir 
als J acobische Bedingung bezeichnen. Dann kann längs der 
Raumkurve 

x = g (t, ao, bo), y = 'Y} (t, ao, bo), ß = W (t, ao, bo) 

das von den Punkten t = t1 und t = t2, die wir I' und 2' 
nennen, begrenzte Stück, dessen Projektion der Extremalen
bogen 12 ist, nach dem ersten Einbettungssatze (§ 10) in em 
Gebi,et & eingeschlossen werden, das von den Raumkurven 

x = g(t, a, b), y = 'Y}(t, a, b), ß = w(t, a, b) 
gen au einfach erfüllt wird. 

In der x y-Ebene seien nun die Punkte 1 und 2 durch eine 
solche Kurve 2 verbunden (Fig. 9), daß das längs ihrer gebildete 
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Integral K 12 denselben Wert hat wie das längs der Kurve ~ 
gebildete K 12• Sei 3 ein allgemeiner Punkt der Kurve ~ und 
werde in ihm immer Fig.9. 

z = K is +KOI 

als dritte Koordinate auf
getragen, Kis gebildet 
längs der Kurve ~; dann 

~ O~~--1~----~[~--~~2-------4 

erscheint ~ als Projektion einer Raumkurve ~', die 
und 2' verbindet; denn im Punkte 2 hätte man 

z = Ku + Ko 1 = Ko 1 + K 12 

die Punkte I' 

zu nehmen, was die z-Ordinate des Punktes 2' ist. Die Kurve ~ 
sei so beschaffen, daß die Kurve ~' ganz dem Gebiet ® angehört, 
eine Voraussetzung, deren Sinn wir später erläutern wollen. 

Jedenfalls ist es möglich, durch den Punkt 3 in jeder seiner 
Lagen eine solche Extremale der Schar (1) zu legen, daß die 
Gleichung 

(2) Kos = K 01 + K13 = m (t, a, b) 

gilt; die mittlere Größe ist ja die z-Koordinate des Punktes der 
Kurve ~', dessen Projektion 3 ist, und durch jeden Punkt der 
Kurve ~' geht, weil sie im Gebiet ® verläuft, eine bestimmte 
Extremale der Schar (1), die wir zu Raumkurven durch die 
Gleichung z = m umgebildet haben. Es ist möglich, wie wir 
sagen wollen, die Weierstraßsche Konstruktion auszuführen; 
dabei sind die zu jedem Punkte 3 gehörigen Werte t, a, b regu
läre Funktionen der Koordinaten x, y, z des Punktes 3; infolge
dessen ist auch die Größe 

t 

.fos = J F(g, 1], gt, 1]t) dt 
to 

eine reguläre Funktion der unabhängig gedachten x, y, z. 
Jetzt untersuchen wir die Größe 

W(r) =.fol + J;.s-Ios, 
die überstrichenen Integrale längs der Feldextremalen, das un
gestrichene längs der Kurve ~ gebildet, auf welcher 1;' der Para
meter sei, der die Lage des Punktes 3 bestimmt. Dann ist 

W(rl) = 0, W(t:2) = J;J1 +J;.2-.fo2 = J I2 -J/.2; 
ein beständiges Vorzeichen der Größe W (t:2) besagt also, daß das 
gesuchte gebundene Extrem des Integrals J gegenüber den be
trachteten Kurven ~ vom ExtremalenbogeIi 12 geliefert wird. 
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Um dieses Vorzeichen zu erkennen, bilden wir 

( ) dW dJ13 dJos F( ) dYas 
3 d-r: =~-~= x,y,x..,y .. -~; 

die Ableitung dJos/d-r: bilden wir mittels der Variationsrechnung, 
indem wir 

d 
3=dr: d r: 

setzen, und finden 
3 

3.To8 = F.~,3x+Fy,3y l~ + j(P3x+ Q3y)dt, 
o 

P = F.,-F;", Q = Fy-F~" 
wobei die auf die Stelle 0 bezüglichen Glieder außerhalb des 
Integralzeichens wegfallen. Ebenso ist 

3 

3Kos = G.,,3x+ Gy,3y i3 + j (R3x+ S3y)dt; 
o 

dabei sind 
P + J.. R = 0, Q + J.. S = 0 

die Gleichungen der konstruierten Extremale 03. Somit folgt 

~:fo8+J..3K08 = H",lJx + Hy,lJy/s, H= F+lG, 

oder bei der Bedeutung des Zeichens · lJ 

d Jo S + J.. d Kos = H", d x + H , d Y . 
d-r: d-r: d-r: Y d-r: 

Die Weierstraßsche Konstruktion oder die Gleichung (2) gibt aber 

dKos dK13 G ( 
~ = d~ = x, y, x .. , y .. )i 

somit folgt 

dJ:s = - J.. G(x, y, x .. , y .. ) + H."x .. + H,/y .. 

und der Gleichung (3) zufolge 

dd: = H(x, y, x .. , y .. )-x .. !I.,,(x, y, x', y')-y .. Hy'(x, y, x', y'), 

wobei natürlich x' = ~t, y' = 1Jt gesetzt wird. Die rechte Seite 
der letzten Gleichung ist die für die Funktion H gebildete Größe 

iß(x, y, x', y', x.., y .. ), 

und es ergibt sich somit 
"2 

W(-r:2) = J 12 -J12 = jißd-r:. 
"1 
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Damit ist, wie im Falle des freien Extrems, rlie Entscheidung 
über das Extrem auf die Untersuchung des Vorzeichetls oder 
möglichen Verschwindens der Größe {9 zurückgeführt. 

Man übersieht leicht, welche Eigenschaften in dieser Rechnung 
von de.r Kurve 2 gefordert werden. Besteht sie aus einer end
lichen Anzahl regulärer Stücke, so ist alles gesichert. Aber man 
kann sie wie in § 12, II. allgemeiner nehmen; es ist nur nötig, daß 
längs ihrer x und y stetige Funktionen eines Parameters 11 sind, 
die integrierbare, z. B. mit beschränkter Schwankung behaftete 
Ableitungen x.., y", der dort näher bezeichneten Beschaffenheit be
sitzen. Ist f{! (x, y) eine reguläre Funktion von x und y, so 
müssen nur, wenn 3, 4 irgend zwei Punkte der Kurve 2 sind, die 
Gleichungen 

d f{!(x, y) 
d11 = f{!x· x", + f{!". y.., 

"'4 

f{! (xs, Ys) - f{! (x., Y.) = J (f{!x' x", + f{!y . y .. ) d 11 
"'a 

angewandt werden können. 

Die früher (§ 13) abgeleiteten Eigenschaften der Größe cß 
können angewandt werden; um eine bestimmte Unterlage zu 
schaffen, werden wir annehmen, auf der Kurve ~ verschwinde die 
Größe H 1 = Hx'x'/Y'~ nicht. Ist dann außerordentliches Ver
schwinden der Größe (9 entweder überhaupt oder durch besondere 
Wahl der Kurven 2 ausgeschlossen, so kann die Größe cß das 
Vorzeichen nicht wechseln und nur ordentlich verschwinden. Das 
Extrem oder das beständige Vorzeichen der Größe W (112) könnte 
nur gefährdet werden, wenn die Größe cß längs der Kurve 2 
überall ordentlich verschwände, d. h. wenn überall 

d~ dYJ 
(4) x .. = d11 = mGt, y", = d11 = rwr/h m> 0 

wäre. Nun gibt die Gleichung 

w(t, a, b) = Kos= K Ol + K lS 

offenbar 
dw 
([i = G (x, y, x.., y",), 

also nach (4) 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Auß. 12 
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und man hätte die drei Gleichungen 
dt da db 

~t dr: + ~a elr: + ~b dr: = m~t, 

elt da db 
1Jt el r: + 1Ja d r: + 1Jb a1: = m 1Jt, 

dt da db 
rot d r: + roa d r: + roh d r: = m rot, 

aus denen sich, da der J aco bischen Bedingung zufolge die 
Determinante L1 (t, a, b) von Null verschieden ist, notwendig 

da _ db _ dt _ 0 
dr: - dr: - dr: - m -

ergeben würde. Da nun ao und bo die Anfangswerte von a und b 
für r: = r:1 sind, würde allgemein folgen a = an, b = boj die 
Kurve ,2 wäre mit ~ identisch. Abgesehen von diesem trivialen 
Fall hat also die Größe W (r:2) = J12 - J; 2' ohne zu verschwinden, 
das Vorzeichen der Größe ß)j das gebundene Extrem ist ge
sichert, und zwar das Minimum oder Maximum, je nachdem 
die Größen & und Bi in der Nähe der Stelle x' = x..., y' = y'r 
positiv oder negatIv sind. 

11. Erörtern wir nun noch den Inhalt der eingeführten Voraus
setzungen. Als hinreichende Bedingungen des Extrems haben 
wir zunächst die der Aufgabe gemäß abgeänderte Ja c 0 bische 
Bedingung, und, ganz wie bei den Aufgaben des freien Extrems, 
die Forderung, daß die Größe ß) längs der zum Vergleich heran
gezogenen Kurve ,2 festes Vorzeiche!1 behalte; wir wissen nach 
§ 13, wie diese Forderung erfüllt werden kann. Aber es kommt 
noch ein Neues hinzuj die Kurve ,2' muß im Gebiet® liegen 
oder jedenfalls muß die Weierstraßsche Konstruktion längs 
der Kurve ,2 überall ausführbar sein. Verläuft die Kurve ,2 zu
nächst, wie es beim freien Extrem verlangt wurde, in einer weiteren 
Nachbarschaft der Kurve ~ oder des Bogens 12, und liegt jedes
mal der Punkt 3 einem Punkte 5 des Bogens 1 2 nahe, so kann 
es doch sehr wohl sein, daß der Wert KiB von KH erheblich 
abweicht; dann wird vielleicht die Kurve ,2' mit der z-Koordinate 
von ~' erheblich abweichen und das Gebiet ® verlassen. Um 
dies mit Sicherheit zu verhindern, muß in der allgemeinen Theorie 
etwa der Integralwert K 15 auf der Kurve ~ aufgetragen gedacht 
werden und die Kurve Q; dann stetig in ,2 übergeführt werden, 
wobei die aufgetragenen Werte an ihren Punkten haften bleiben 
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oder nur wenig verändert werden. Sei K das Längenintegral; 
dann stellen wir uns ~ als unausdehnbaren Faden vor, der in 
die Lage 2 übergeführt wird, wobei dann zugleich die isoperi
metrische Bedingung erfüllt bleibt; hierdurch ist natürlich die 
Gesamtheit der Vergleichskurven 2 eingeschränkt; bleibt die 
Kurve 2 dabei in hinreichend enger Nachbarschaft des Bogens ~, 
so bleibt 2' im Gebiet ®. Oder man nehme von vornherein die 
Kurve 2 in einer nach § 18 engeren Nachbarschaft des Bogens ~; 
dann werden von selbst die Größen K 15 und K 13 beliebig wenig 
verschieden ausfallen bei hinreichend enger Fassung der Nach
barschaft. Das schwache Extrem ist also auf alle Fälle gesichert, 
wenn die J aco bische und die auf <ß bezügliche Bedingung er
füllt sind. 

§ 28. 

Beispiele des gebundenen Extrems. 

I. In wichtigen Sonderbeispielen kann man die Möglichkeit 
der W eiers traßschen Konstruktion allgemein nachweisen, z. B. 
bei der isoperimetrischen Aufgabe im engeren Sinne des Wortes 
(§ 26, II.), deren Extremalen Kreise sind; K ist das Bogenintegral. 
Sei 0 der Koordinatenanfangspunkt, 12 irgend ein Kreisbogen, der 

Fig.10. 

+y 

rt 

~ ______ -+~ _________ +x 

\~r-~4---------~r---------+X 

~~~ ________ -,~ ___________ +X 

einem durch 0 gehenden Kreise angehört (Fig. 10), dessen Mittel
punkt m die Koordinaten a, b habe. Dann kann man setzen 

(1) x=a+ccosO, y=b+csinO, c2 =a2 +b2, 

und 0 ist der Winkel, den der Radius von der zur + x-Achse 
parallelen Lage mx ausgehend im positiven Drehsinn6 beschreiben 
muß, um seinen Endpunkt in den jeweils betrachteten Punkt 4 

12* 
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des Kreises zu briugen. Ist ferner rp der Winkel, um den die 
x-Achse gedreht werden muß, um in die Richtung Om zu kommen, 
so ist 

a = ccosrp, b = csinrp 

und der Radius mO ist demnach um rp + 11: gegen mx im posi
tiven Sinne gedreht. Setzt man daher 

t = 11: + rp - 8, (J = 11: + rp - t, 
so ist rt der im negativen Sinne vom Punkte 0 ab gemessene 
Kreisbogen 04 und man hat nach (1) zu setzen 

(2) 
Kos = ro = ct, ~(t, a, b) = a-acost-bsint, 
rJ (t, a, b) = b - b cos t + a sin t. 

Seien nun die Punkte 1 und 2 durch irgend eine Kurve 2 ver
bunden, deren Länge dieselbe ist wie die des Kreisbogens 12; 
ist 3 ein beliebiger Punkt der Kurve 2, so ist die Länge 
l = K 01 + K 1s auf alle Fälle größer als der geradlinige Ab
stand 03; es ist also ausnahmslos möglich, zwei Kreisbögen 03 
zu konstruieren, deren Länge l ist. Wir nehmen von diesen den
jenigen, der von 0 nach 3 hin durchlaufen denselben Umlaufssinn 
ergibt, wie 012 auf dem Kreisbogen, dessen Extremseigenschaft 
wir untersuchen wollen. Die ausgewählten Kreisbögen 03 gehen 
stetig ineinander über, wenn der Punkt 3 die Kurve 2 durch
läuft; dabei sind offenbar a, b, c und die Bogenlänge ct, also 
auch t reguläre Funktionen der Koordinaten des Punktes 3; die 
Weierstraßsche Konstruktion ist vollkommen durchgeführt. 

Jetzt findet man aus den Werten (2) unmittelbar 

I-cost sint atlc 
d(t,a,b)= -sint I-cost btlc 

a sin t - b cos t a cos t + b sin t c 

dabei sind die beiden unsere Aufgabe beherrschenden Integrale 

J = H (xy' - yx') dt, K = f yx'2 + y'2dt 

gegenüber einer Drehung des Koordinatensystems invariant, ebenso 
das System der Kreise durch einen Punkt, sowie die Größe ro = rt; 
g, rJ sowie a, b transformieren sich wie die Koordinaten eines 
Punktes, etwa in go, rJ 0 und aO, bO, und man findet danach 

d = a(g, 'Yj, ro) = a(g, rJ, ro) a(go,rJ°' ro) a(t, aO, bO). 
a(t, a, b) o (go, f}0, ro) o(t, aO, bO) o(t, a, b) 
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Nun ist aber bei einer Drehung des Koordinatensystems 

o(~, 'I'}, ro) = o(g, 'I'}) = 1, o(t, ao, bO) = o (aO, bo) = 1; 
o(gO, 'l'}0, ro) o(~O, 'l'}0) o(t, a, b) o(a, b) 

daraus folgt, daß auch 
Li _ 0 (go, 1]0, ro) 

- 0 (t, ao, bo) 

invariant ist. Man darf also, indem man .Li für eine bestimmte 
Extremale bildet, das Koordinatensystem so legen, daß b = 0, 
a = c wird und findet dann 

1 - cos t sin t t 
Li(t, a, b) = -sint l-cost 0 = r(2-2cost-tsint) 

c sin t c cos t c 

.t(.t t t) = CS1ll 2 s1ll2 - 2cos"2 . 

Diese Größe ist, wenn 0 < t < 2:11:, von Null verschieden; der 
Kreisbogen 12 bietet also in der Tat das gebundene Extrem des 
Inhaltsintegrals dar. 

Die Extremale wurde bei wachsenden Werten von t im nega
tiven Sinne durchlaufen; nach § 26, 11. ist also Ä > 0 zu nehmen. 
Das Integral J gibt den negativen Flächeninhalt. Die Größe <ß 
hat dasselbe Vorzeichen wie 

Ä 
H1 = ; 

VX/2 + y'23 

für den negativen Inhalt sind also die hinreichenden Bedingungen 
des Minimums, für den positiven Inhalt die des Maximums erfüllt. 

1I. Ebenso kann man auch bei der Aufgabe der Kettenlinie 

iS S y d s = 0, iS S d s = 0 

die Weierstraßsche Konstruktion immer durchführen. Das 
beruht darauf, daß stets zwischen zwei Punkten eine Kette von 
gegebener Länge aufgehängt werden kann, sobald diese Länge 
größer ist als der Abstand der beiden Punkte. Sind diese (xo, Yo) 
und (x3, Ys), so hat man für die sie verbindende Extremale die 
Gleichungen 

xo-b x -b 
Yo + Ä = a~oi --. -, Y3 +). = a~oi _3 __ , 

a a 

und wenn 1 die gegebene Länge ist, 

1 (~.:tg - b ~. Xo - b) 
-a 'Om-a--'Om-a- . 
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Aus diesen Gleichungen folgt 

( xa - Xo) 12 - (Ys - Yo)2 = 2 n2 - 1 + ~ol --a-

= 4a2Gin2xa-xo 
2a 

oder, X a - Xo = 2 a a gesetzt, 

(3) 12 - (Ya - Yo)9 1 . -= -- Gtn2 a. 
(xa - xo)2 a2 

§ 28 

Die linke Seite dieser Gleichung ist größer als 1, da die Un-
gleichung 

12 > (xs - .1"0)2 + (Ys - YO)2 
gilt, und die Funktion Gina/a wächst mit positiv wachsenden 
Werten von a von 1 ins Unendliche; die Gleichung (3) hat also 
gen au eine positive Wurzel a, aus der sich der Wert a = (xa - xo)/2 a 
ergibt. 

Liegen also die Punkte 012 in dieser Folge auf einer Ketten
linie, und sind die Punkte 1 2 durch eine Linie ~ verbunden, 
auf der der Punkt 3 läuft, so ist K o 1 + K I a immer größßr als 
der gerade Abstand 03; es gibt also stets eine nach unten kon
vexe Kettenlinie 03, deren Länge K Ol + K IS ist, worin die Weier
straßsche Konstruktion besteht. Weiter kann man setzen 

( t - b to - b) x = ~(t, a, b) = t, Y = 1/ (t, a, b) = Yo + a ~ol-a- - ~ol-a- , 

Ci) = a Gin -- - Gin _0__ . ( t-b t-b) 
a a' 

nimmt man noch au = t - b, a Uo = to - b, so findet man 

LI (l b) __ 'I ~ol u -.~ol tto -Cu Ginu - u~ Ginuo),Ginu ~ Ginuo 'I~ 
,a, - I Gin 1.1 - Ginuo -(u~Ol 1.1 - Uo ~ol 1.10) , ~ol u - ~ol Uo ' 

und wenn man u allein sich ändern läßt, 

~~ = Gin (1.1 -1(0) - (u - uo) ~of(u - uo), 

o2L1 . 
- , - 2 = - (u-uo)Gm(u-uo)· 
ou 

Die zweite Ableitung ist also immer negativ, ebenso, wenn u> uo, 

auch die erste Ableitung und die Größe LI selbst, die also nicht 
verschwindet. Die J aco bische Bedingung des Extrems ist immer 
erfüllt; ein beliebig langes Stück der Kettenlinie gibt die tiefst
mögliche Lage des Schwerpunkts bei gegebener Länge. 
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IH. Der erste von 0 aus aus der Extremale ~ im Sinne 
wachsender t erreichte Punkt 6, in welchem L1 (f, a, b) = 0 wird, 
heißt der mit 0 konjugierte Punkt; die Jacobische Bedingung 
verlangt, daß der betrachtete Extremalenbogen 12 zwischen zwei 
konjugierten Punkten 0 und 6 verbleibe. Die Auffindung der 
konjugierten Punkte ist im allgemeinen eine von besonderer Natur 
der gestellten Aufgabe abhängige Sonderaufgabe; doch läßt sich 
für gewisse Arten von Aufgaben eine allgemeine Methode, von 
C. Lindemann herrührend, angeben, die häufig die Diskussion 
möglich macht. 

In den Integranden Fund G fehle die Größe x, so daß 
man nichthomogen 

J = j f(y, p)dr, K = J g(y, p)dx 
ansetzen kann. Die eine der Eulerschen Gleichungen gibt 

h-php = const. = a, h = f + );g, 
woraus man ableite 

daraus folgt 
y = f1J (a, A, /1); 

dy dp ff1Jp d P 
d- = p = f1Jp - , - , x = -- = "iJf(a, A, p). x (X p 

Für die durch den Punkt 0 hindurchgehenden Extremalen findet man 
(4) Yo = f1J (a, A, Po), x - X o = "iJf(a, A, p) - "iJf(a, A, Po) 
und, indem wir p = t als Unabhängige nehmen, 

fp dx fP 
w= g(y,p)dpd p = g(f1J,p)1P"p dp; 

Po Po 

a, A sind die Festwerte a, b der allgemeinen Theorie. Benutzt 
man nun die Gleichungen 

dx 
(5) wp = 9 (y, p) d p = 9 (y, p) ~p, 'l'}P = P ~p, 

so findet man, 9 (y, V) = 9 gesetzt, 
~p 'l'}p wp 0 'l'}p 0 
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(6) 

(7) 

Gebundene Extreme. 

Aus den Gleichungen (5) ergibt sich aber 

1Jap-pgap = 0, roap = ggap+gy'l]agp, 

~(ro _g'l]a) = g'l]a 
op a p p2 

~(ro;.-g'l];') = g1J;.. 
op p p2 

Ferner folgt aus den Gleichungen 

Xo = g (Po, a, l), Yo = 1'/ (Po, a, l), 
da Xo und Yo festgehalten werden, 

ga 1° + gp 1° ~!o = 0, 1

0 '°0 Po 
'l]a +'I]p! (Ja = 0, 

P P 

ro = ~ fg g d p = f o~!l gp) d p _ 9 g 1° 0 Po 
a 0 a P oa P oa' 

Po Po 

ro 1° = -gg loopo = _g'l]ploOPO = g'l]alo 
a pi oa p oa p' 

(roa _ g;a) 1° = 0, (~a _ ;a) 1° = 0, 

§ 28 

nebst ähnlichen Gleichungen, in denen nur a durch l ersetzt ist. 
Jetzt ergeben die Gleichungen (6), (7) 

Po Po 
p P 

ro -9'1]'!:=f!l'l]adp ro;.-g'l]).=f!l'l];.dP 
a p2 p2' P p2 

Po Po 

und die Gleichung h - p hp = a, in der man Y = 'I] (a, l, p) ge
setzt denkt, ergibt, indem man nach a und l differenziert, 

(hy-phpy)1'/a = 1, (hll-phllp)'I]).+g-pgp = 0, 

'1];. =-Tja(g-pgp); 

da ferner die Eulersche Gleichung in den Formen 
dhp dp 

hll - dx = 0, hy - phplI-hpp dx = ° 
geschrieben werden kann, erhält man 

1 1 dx 
'l]a = hy - phpy - hpp dp 
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und für Li schließlich 
p p J ;a d p, fCg - ;sgp) 1]a d p, 

Li (p, a, .:t) = - P gp p~ p~ 

r g1]a dp r g(g - p gp)1]a dp 
J p2 ' J 1'2 ' 

Po Po 

'" '" f dx 
p2 hpp ' 

fg -pgp d x 
p2 hpp , 

= -1]p 0'0 "'0 
a; x 

f gdx 
pShpp ' 

fg(g-pgp)dX 
p 2 hpp 

"'0 "'0 

Schreibt man für die hier auftretende Determinante 

und bezeichnet durch Striche die Ableitungen nach irgend einer 
Unabhängigen, von der auch p abhängt, so ist 

A'D' = B'C' 
und man findet 

Li' - (D _ BC)' _ D' + B(JA' _ BO' + CB' 
0- A - A2 A 

B'C' BCA' BC'+CB' 
= "A'+A2- - A 

AsB' C' + B C A'S - AB A' C' - A CA'B' 
A2A' 

_ (AB'-BA')(AC'-CA') 
A2A' 

was die Diskussion des in Li enthaltenen Faktors Li(). erleichtert. 
Da nun offenbar die Integrale Bund C identisch werden, so
bald gp = 0, also g Funktion von y allein ist, so erscheint die 
noch brauchbarere Formel 

(8) 
, (AB'- BA')2 

Lio = A2A' . 
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Führt man für p eine Unabhängige u In die Integrale 
A, B, C, D ein, so ist offenbar 

A(u) = 17 (~, 1], co) = A. d p = _ A 1] A . 
17 (u, a, ),) d u U 0 

Jetzt ist der günstigste Fall der, daß .do an kenntlichen Stellen 
unendlich wird und der Gleichung (8) gemäß mit angebbarem 
Vorzeichen der Ableitung von - 00 bis + 00 geht, also auch 
verschwindet, womit dann ein konjugierter Punkt nachgewiesen ist. 

IV. Dieses Verfahren, konjugierte Punkte zu bestimmen, läßt 
sich völlig durchführen bei der Aufgabe der kleinsten Drehfiäche 
von gegebener Fläche des Meridians: 

iJ J y d s = 0, iJ J Y d x = 0, h = Y V 1 + 1]2 + ), y, 9 = y. 

Man findet für die Extremalen 

und setzt 

y= ),2 a 1 (sinu-),), ),y+a= ),2 a 1(),sinu-1), 

d _ acosudu 
y - ),2 -1 ' 

V),2 1 cosu p= , 
1 -), sin u 

dp = VI2=! (), - sinu)du 
(1 - ), sin U)2 ' 

a 
x = (),i _ 1)3/2 (- U - ),cosu) + const. 

Wir betrachten die Schar, die durch die Gleichungen 

x = H u, a, ),) = X o + (),2 ~ l )3/2 ( - U - ), cos u) [ , 

Yo = ),2 a 1 (sin Uo - ),), 

y = ),2 a 1 (sin u -),) = 1](u, a, ),), 
sinu- ), 

1]a = ),2-1 
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definiert wird nnd an der Stelle u = U o durch den gegebenen 
Punkt (xo, Yo) geht. Die drei maßgebenden Integrale sind 

p u 

JA d - ~ -=~1_f(SinU-Jl)2 du - A 
p p - (Jl2 - Il12 CI)S2~~ -, 

Po 1,(0 

P u 

f - a f (sin u - Jl)3 
Bpdp = (Jl2 -lY/2 cos2 u du = B = 0, 

Po uD 
P u 

f 1 - - a2 f (sin u - Jl)4 _ 
Opdp - (Jl2 _ 1)"/2 cos 2u du - D, 

Po UJ 

A(<<) - - acosu. A A 
- Jl2 -1 O· 

Dabei ist A« negativ, die Formel (8) gibt also für dAoidu ein 
festes Vorzeichen. 

Wenn nun tx = (n + ~):n: und n eine ganze Zahl ist, so ent
wickeln sich die Integranden der Integrale A, B = 0, D in 
der Form 

lo 
(u _ tx)2 + ~(u -tx), (u :\~)2 + ~(u-tx), 

(u no tx)2 + ~(u -tx), 

und ~ bedeutet verschiedene Potenzreihen; dabei ist lo 'no = m02, 

die Größen A, B, D sind also ebenfalls meromorphe Funktionen 
von u und entwickeln sich in der Form 

-lo - mo - no 
u_ä+~(u-tx), U-tx +~(u-tx), U_tx+~(u-tx); 

die Verbindung AD - B 2 erhält die Form 

AAo = tp(tx) + ~ (u -tx), 
U-tx 

wobei tp(tx) ein, wie man leicht übersieht, von Null verschiedener 
Festwert ist. Daraus sieht man, daß A(<<), wie zu erwarten ist, 
regulär bleibt an der Stelle tx, die Größe AAo aber einfach un
endlich wir!l, also, wenn u den Wert tx reell durchschreitet, von 
+ 00 zu - 00 oder umgekehrt umspringt. Da nun dLio/du festes 
Vorzeichen besitzt, so geht die Größe A 0 auf der Strecke zwischen 
zwei aufeinanderfolgen den ~tellen tx von - 00 bis + 00 oder 
umgekehrt, erreicht also auch den Wert Null, so daß dann 
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A(u) = 0 wird und ein konjugierter Punkt, erscheint, in unserem 
Falle zwischen u = t n und u = f n, wenn Uo im ersten 
Quadranten liegt. 

§ :J9. 

Notwendigkeit der Jacobischen Bedingung; Hüllen. 

Wir betrachten jetzt die in § 27 benutzte Extremalenschar 
in der Umgebung eines zum gemeinsamen Ausgangspunkt konju
gierten Punktes, fassen die Untersuchung aber gleich möglichst 
allgemein. 

I. Sei die Extremalenschar 

(1) x = ~(t, a, b), y = 'I'](t, a, b) 
mit einer auf ihnen aufgetragenen Größe 
(2) z=ro(t,a,b) 

gegeben, so daß wir auch von einer zweifach unendlichen Raum
kurvenschar sprechen können. 

Verschwinde die Funktionaldeterminante 

oa,'Y},ro)=A(t a b) c (t, a, b) , , 

an der Stelle t = te, a = ao, b = bo und sei dabei 
At (t6 , ao, bo) =1= o. 

Dann kann man t als an der Stell~ a = ao, b = bo reguläre 
Funktion von a und b durch die Gleichung 
(3) A(t, a, b) = 0 

bestimmen. 
Wir suchen nun· eine Hülle der Raumkurven, die durch die 

beiden Gleichungen (1), (2) definiert werden, oder eine Hülle 
ebener Kurven (1), die von jeder der Eingehüllten in einem der 
Gleichung (3) unterworfenen Punkte berührt werden. Längs einer 
solchen müßten, um zunächst die Berührung zu sichern, wenn 1: 

der unabhängige Parameter ist, die Gleichungen 
dx dy 
d1: = m ~t, d1: = m'l']t, 

(4) ( dt ) da db 
o = ~t d1: - m + ~a dr: + ~b d1: ' 

( dt ) da db o = 'l']t d1: - m + ?'Ja d1: + 'l']b d1: 
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bestehen. Wenn aber im Berührungspunkt die Gleichung (3) gilt, 
und die Determinanten des Schemas 

~t ~a ~b 
'/'jt '/'ja '/'jb 

nicht sämtlich für t = t6, a = ao, b = bo verschwinden, was wir 
annehmen wollen, so folgt aus den Gleichungen (4) 

( dt ) da db dz 
(5) O=Wt d.,;-m +wad.,;+Wbd-,;' d.,; =mWt 

und sichert mit den Gleichungen (4) zusammen die Berührung 
einer Raumkurve mit den dreidimensionalen Extremalen (1), (2). 

Man kann für die Gleichungen (4), (5) auch schreiben 

~ada+~bdb _ '/'jada+'/'jbdb _ wada+wbdb. 

~ * Wt' 
(6) 

denkt man sich hier für t den Wert· aus der Gleichung (3) ein
gesetzt, so erhält man eine Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen a und b; die eine der beiden unter (6) zusammen
gefaßten Aussagen folgt, wie vorher schon bemerkt, aus der 
anderen auf Grund der Gleichung (3) und der eingeführten Voraus
setzungen. Die Gleichung (6) gibt db /da oder da/db als an der 
Stelle a = ao, b = bo reguläre Funktion von a und b, kann also 
so integriert werden, daß eine der Größen a, b reguläre Funktion 
der anderen, z. B. b Funktion von a wird; die Gleichung (3) gibt 
dann auch für t eine reguläre Funktion, und die mit diesen 
Werten von t, a, b gebildeten Gleichungen 

x = ~ (t, a, b), y = '/'j (t, a, b), z = W (t, a, b) 
definieren die gesuchte Hülle ~, deren Existenz unter den 
geltenden Voraussetzungen bewiesen ist. 

Wäre im Punkte 6 längs der Kurt;e ~ 

dx dy 
d.,; = d.,; = 0, 

so würde aus den Gleichungen (4), da ~t und '/'jt nicht zugleich 
verschwinden, m = 0, also nach (5) auch 

dz _ ° 
d.,; -

folgen; die Kurve ~ hätte an der Stelle 6 einen Rückkehrpunkt, 
könnte auch in den Punkt 6 zusammenschrumpfen. Von diesem 
Falle abgesehen, wechseltm im Punkt 6 das Vorzeichen nicht, 
und kann den Gleichungen (4) zufolge positiv gemacht werden, 
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indem man nötigenfalls den Parameter 'I: durch - 'I: ersetzt. Die 
Richtung wachsender 'I: längs der Kurve ~ stimmt dann in jedem 
Punkte mit der Richtung wachsender t auf der in diesem Punkte 
berührenden Extremale x = g, Y = 'I] überein. 

Ir. Bisher ist davon, daß unsere Kurven Extremalen sein 
sollen, noch kein Gebrauch gemacht. Jetzt folgen mit Rücksicht 
auf die Beziehungen 

x .. = mgt, Y", = m'l]t, m> 0 
die Gleichungen 

(7) 

Fx'(x, Y, gt, '1],) = Fx'(x, y, x.., y .. ), 
Fy'(x, y, gt, 'l]t) = Fy'(x, y, x .. , Y .. ), 
G~,(x, y, gh 'l]t) = GXI(X, y, x.., y .. ), 

G~,(x, y, $e, '1]1) = Gyl(X, y, x.., y .. ). 
Nun sei auf der Extremale x = g, y = 'I] etwa 7 der Be

rührungspunkt mit ~j eine Größe u = U7 sei so definiert, daß 
bei Verschiebung des Punktes 7 die Gleichung 

(8) ö'u+Hz = ö'u+Hw = Hx'ö' x + Hy,ö'y I7 
giltj ,1,. ist natürlich derjenige Wert der isoperimetrischen Kon
stanten, der zu der im Punkte 7 berührenden Extremale gehört, 
und man kann 

ö' = d'l: ~ 
d'l: 

setzen. Eine solche Größe u ist z. B. :1'07' wenn die betrachteten 
Extremalen alle, wie in § 27, von dem festen Punkte 0 aus
strahlen. Für ö' w findet man aber, da für w die Gleichung 
Wt = G (x, y, gt, 'l)t) gilt, nach (7) die Formel 

dw 
ö'w = d'l: dr: = mWtd'l: = mG(x, y, gt, 'l]t)d'l: 

(9) = (/(x, y, mgt, m'l)t)d'l: = G(x, y, x .. , y .. )d'l: 

= {Gx'(x, y, gt, 'l)t)x .. + GI/'(x, y, gt, 'l)t)Y .. ) d'l:j 
in der Gleichung (8) heben sich also die mit ,1,. vervielfachten 
Glieder und es bleibt nach (9) 

du 
di = Fx,.x .. +Fy'·Y .. = F(x,y,x .. y .. ), 

oder, wenn das Integral JS7 von einem festen Punkt 8 der Kurve ~ 
aus längs dieser gebildet wird und 'l:s < '1:7 ist, 

du dJS 7 1
7 J 

d- = -d- ' u = 87 + const. 
'I: 'I: 
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Die Beziehung (9) gibt ebenso für 10 = co, indem K längs 
der Kurve ~ gebildet wird, 

dz G dKs7 
-d = (x, y, x .. , Yr:) = - d - , 

. ~ ~ 
10 1

7 = [(S 7 + const. 

Läßt man den Punkt 7 in die Lage 8 rücken, so wird 
JS7 = K S7 = 0; also folgen bei der festgesetzten Lagenbeziehung 
~S < ~7 die Gleichungen 

ul~ = U7 -'US = J S71 

10 I ~ = 107 - lOs = K s 7' 

Hierin spricht sich aus, was man die doppelte Evoluten
eigenschaft der Projektion der Kurve ~ auf die xy-Ebene nennt; 
sind 7 und 8 zugleich die Projektionen der bisher so bezeichneten 
Punkte auf . die x y - Ebene und gehen die Extremalen von dem 
festen Punkte 0 aus, so daß 

tt7 = J07 , Zi = K07 

gesetzt werden kann, so hat man die Gleichungen 

J 07 = Jos + JS7 , [(07 = Kos + KS7 ' 

Hiermit wird zugleich das Aufhören der Extremseigenschaft 
ersichtlich: auf jeder ebenen Extremale der betrachteten Schar 
sind 0 und 7 konjugierte Punkte; ein von zwei solchen begrenzter 
Bogen bietet die isoperimetrische Extremseigenschaft nicht mehr 
dar, da die Extremale 08 mit dem Hüllen bogen 87 eine Ver
bindung 07 herstellt, die für beide Integrale Kund J denselben 
Wert ergibt, wie der Extremalenbogen 07. Die Jacobische 
Bedingung ist also in bestimmtem Sinne notwendig. 

Bemerken wir noch, daß bei der Betrachtung dieses Para
graphen die Beschaffenheit der Größen ;, 1], co benutzt, aber nicht 
verlangt wird, daß LI(t, a, b) auf der Integrationsstrecke überall 
von Null verschieden sei; das ist nur in einer Umgehung der 
Stelle 6 nötig. Hat man mehrere Nullpunkte dieser Größe, so 
ergibt sich in der Umgebung jedes von ihnen eine Hülle. 

§ 30. 

Verallgemeinerungen, veränderliche Grenzen. 

1. Die allgemeinste Form der Größen u und z oder co, auf 
die die Sätze des § 2fl angewandt werden können, findet man in 
folgender Weise. Sei 3 ein allgemeiner Punkt auf der Extremale 
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x = ~, y . = I'J, und ° (xo, Yo) auf jeder von ihnen ein besonderer 
Punkt. Letzterer kann erstens überhaupt fest, zweitens an eine 
Kurve gebunden, drittens in einem ebenen Gebiet frei wählbar 
sein; er ist dann an eine Mannigfaltigkeit IJR von der Stufe 0, 
1 oder 2 gebunden. Wir setzen nun 

U = Uo + JOg' Z = Zo + Kog, 

wobei uo, Zo beliebige Funktionen der Lage des Punktes (xo, yo) 

sind, und die Integrale J und K, wie immer, längs der Extremalen 
x = ~, y = '1 gebildet werden. Dann ist allgemein, indem 8 den 
Fortgang von einem Bogen 03 zu einem benachbarten bezeichnet, 

8 u = 8 Uo + 8:fo s, 
g 

= öUo + $",.8x + F y,8y l ~ + J dt(P8x + Q8y), 
o 

g 

= 8zo + Gx,8x + Gy .8y l~ + J dt(R8x + S8y), 
o 

also, wenn A die zu der betrachteten Kurve 03 gehörige iso
perimetrische Konstante ist, so daß P + AR = Q + A S = ° ist, 

8u+l8z = 8uo+H'zo+Hx.ox+Hy.8yl~. 
Soll nun die in § 29, 11. geforderte Gleichung (8) gelten, so 

muß die Gleichung 

(1) -(8uo + Azo}+Hx,8 x +Hy.8y IO = ° 
bestehen, d. h. eine verallgemeinerte Transversalitätsbedingung, 
an der Mannigfaltigkeit IJJt Ist diese ein fester Punkt, so ist die 
Bedingung von selbst erfüllt. Ist I))C eine Kurve, und Uo = Zo = 0, 
so hat man die Transversalitätsbedingung 

(2) Hx.8x+ Hy.8y = ° 
entsprechend dem Falle, daß eine von der Kurve IJR, und zwar 
von einem nicht gegebenen Punkte ° derselben, nach einem ge
gebenen Punkte 1 hin eine Kurve 0] gezogen werden soll, die 
das gebundene Extrem darbietet, gegenüber den Nachbarkurven, 
die ebenfalls von der Kurve IJR nach dem Punkte 1 hingezogen 
werden; das Extrem ist dadurch gebunden, daß die Größe 

z = Zo + K Ol 

einen vorgeschriebenen Wert hat. Ist Uo = 0, Zo =1= 0, so hat 
man die allgemeinere Transversalität 

(3) - Hzo + Hx,8x + H y,8ylo = 0, 
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die zwischen den Bedingungen (1) und (2) in der Mitte steht; 
sie tritt auf, wenn nicht K OH sondern $0 + K OIl das Integral 
längs der Vergleichskurve genommen, einen vorgeschriebenen 
Wert haben soll. 

Für alle diese Fälle ist die in H. durchgeführte Entwicklung 
gültig, weil sie gleich für den allgemeinsten Fall gilt; in allen 
drei Fällen bilden die Extrema.1en x = g, Y =1'j, wie wir sagen 
wollen, ein Feld, und zwar ein Kegelfeld, keilförmiges oder 
Feld mit Bodenfläche, je nachdem lJ)1 von der Stufe 0, 1, 2 
ist. Die entsprechenden Transversalitätsbedingungen sind die 
Gleichungen (1), (2), (3). 

H. Daß für die allgememste Extremsaufgabe mit einem auf 
der Mannigfaltigkeit lJ)1 veränderlichen Anfangspunkt die Trans
versalitätsbedingung 

- ~uo - A~ Zo + HXI~X + Hy'~Y = ° 
auch notwendig ist, kann leicht in ähnlicher Weise wie bei den 
Aufgaben des freien Extrems gezeigt werden. 

Zunächst ist klar, daß die gesuchten Kurven überhaupt 
Extremalen sein müssen. Denn ist 1 2 die gesuchte Kurve, . so 
daß 1 eine besondere Lage des Punktes ° ist,so fordert das 
gesuchte Extrem als Sonderfall die Eigenschaft, daß bei fester 
Lage des Punktes ° in der Lage 1 das Integral J12 ein Extrem 
sein muß bei festgehaltenem Wert von K 12 ; die Werte U o und Zo 

sind ja bei dieser Voraussetzung feRt. Hieraus folgt nach § 27, 
daß die gesuchte Kurve Extremale sein muß. Dies festgestellt, 
kann man die Kurve 02 so variieren, daß der Anfangspunkt 1 
sich in eine allgemeine der Mannigfaltigkeit ~l angehörige 
Nachbarlage ° verschiebt, und daß dabei die allgemeinere iso
perimetrische Bedingung, Zo + K 02 habe den vorgeschriebenen Wert 
$1 + K 12, erfüllt ist. Man braucht zu diesem Zweck nur die ge
suchte, gefunden gedachte Extremalenstrecke 1 2 zu variieren 
gemäß den Formeln 

x - x = (xo - Xl) 01 (t) + (Yo - YI) O2 (t) + c (ja (t), 

y - Y = (Yo - YI)AI (t) + (Yo - Yl)A2 (t) + c Aset), 
81 (tl) = 1, (jl (t2) = 0, 02(tl ) = 0, 

fMt2) = 0, 8s (tl) = Os (t2) = 0, 

Al (tl) = 0, Al (t2) = 0, . A2 (tl) = 1, 

A2 (t2) = 0, As (tl) := Ä3 (t2) = 0. 
Knc ser, Variationsreohnung. 2. Aufl. 13 
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Die Differenzen Xo - Xl und Yo - Y1 sind, wenn sm eine Kurve 
ist, längs deren 1: der unabhängige Parameter ist, Funktionen 
von T, die für 1: = 1:1 verschwinden; man kann daher setzen 

d 0 ' '< = '<1> e=O 

d = d1: d1: +dc oc I . 

Ist der Punkt XO, Yo frei beweglich, so kann man etwa 6 = Xo - Xl' 
T = Yo - Y1 setzen und schreiben 

o 0 0 :O"=,<=e=o 
8=ddod+d1:0T+dcoc l . 

Jetzt nimmt man für c eine solche Funktion von 1: oder von 6 

und 1:, daß die isoperimetrische Bedingung 
2 2 

Zo + K01 = Zo + f G (x, y, ~~, ~Ddt = Zl + f G(X, y, X', y')dt 
o 1 

erfüllt ist. Dies kann erreicht werden, wenn die Ableitung der 
mittleren Größe nach c an der Stelle 'r;" = 0 oder 6 = 1: = 0 
von Null verschieden ist. Diese Ableitung ist aber 

2 

S (ROa(t) + SJ..a(t))dt, 
o 

also jedenfalls bei passender Wahl von Os (t) und J..8 (t) von Null 
verschieden, wenn nicht etwa längs der gesuchten, gefunden 
gedachten Kurve 1 2 überall R = S = 0, d. h. diese Kurve 
Extremale des Integrals K im Sinne des freien Extrems ist. 
Diese Möglichkeit haben wir immer aus der allgemeinen Theorie 
ausgeschlossen; von ihr abgesehen, ist es also möglich, c in der 
gewünschten Weise zu bestimmen, d. h. so zu variieren, daß die 
isoperimetrische Bedingung der Aufgabe von den der Variation zu
grunde liegenden Nachbarkurven erfüllt wird. Ist dies geschehen, 
so findet man als notwendige Bedingung des Extrems 

2 

(4) du = 8uo+F""dx+FII,8y l~+ f(p8x+ Q8y)dt = 0; 

dabei gibt die erfüllte isoperimetrische Bedingung 
2 

(5) 8$ = 880 + G""dx + Gy,8y I ~ + S (R8x + Sdy)dt = O. 
1 

Nun wissen wir schon, daß die gesuchte Kurve Extremale sem 
muß, so daß die Gleichungen 

P+J..R=Q+J..S=O 
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gelten; an der Stelle 2 verschwinden die Variationen; somit 
ergeben die Gleichungen (4), (5) 

0= 8u + UJz = [8uo + Hzo - (H,Ax + Hy,8y)] 11, 

und das ist wieder die allgemeinste Transversalitätsbedingung, von 
der wir in Nr. I gesprochen haben. Dieselbe ist also in der Tat 
uotwendige Bedingung des ges].lchten gebundenen Extrems bei 
allgemeinster Fassung der Aufgabe: die gesuchte Kurve geht von 
der Mannigfaltigkeit Wl nach einem gegebenen Punkte hin. 

IH. Endlich ist leicht zu übersehen, daß die in § 27 aufgestellten 
hinreichenden Bedingungen des Extrems auch für die jetzt vor
liegenden abgeänderten Aufgaben ihre Bedeutung behalten. Die 
Weierstraßsche Kqnstruktion besteht auch hier darin, daß 
durch jeden Punkt der V ergleichskurve ~, die von der Mannig
faltigkeit Wl, dem Orte der Punkte 0, deren einer 1 ist, nach dem 
gegebenen Punkte 2 hingeht und die isoperimetrische Bedingung 
erfüllt, eine Feldextremale von einer bestimmten Eigenschaft ge
legt werden kann, deren Festwerte a, b, sowie der zum betrach
teten Punkte 3 gehörige Wert t reguläre Funktionen von xs, Y3 
sind. Die verlangte Eigenschaft besteht, wenn 3 der allgemeine 
Punkt der Kurve ~, und 0' ihr Anfangspunkt auf der Mannig
faltigkeit Wl ist (Fig. 4, S. 96), in der Gleichung 

(6) zo' + KO' 3 = zo + Ko 3' 

wobei fortan das ungestrichene Integral längs der Kurve ~, das 
gestrichene längs der Feldextremale genommen wird. Setzen 
wir dann 

so ist 
W(t"o) = 0, W(t"2) = JO'2 -:102 + Uo' - U1 ; 

letztere Größe entscheidet durch ihr Vorzeichen über das V 01'

liegen des gesuchten Extrems. Die Gleichung 

dW F( d (:10 3 + uo) 
(7) ---a::r = x, y, x .. , Y .. ) - ·--'--;d-t"-'-'-

bleibt offenbar gültig; an Stelle der ähnlichen Formeln des § 27 
treten die Gleichungen 

3 

8(uo + Jos) = 8uo + (F",,8x + F y,8y) I ~ + j (P8 x + Q8y)dt, 
o 

3 

8 (zo + K oa) = 8zo + (G",,8x + Gy,8y) I~ + J (R8x + S8y)dt; 
o 

13* 
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addiert man die letzte, mit). vervielfacht, zur vorletzten, so fallen 
die Integrale und die auf den Punkt 0 bezüglichen Glieder wegen 
der Transversalitäts bedingung 

-(8uo + )'8zo) + Hx.8x + Hy.8y = 0 
weg, und man findet 

(8) d(uo + JO}) +). ~_~~+ Ko~ = Hx ' dx + Hy. dy. 
dr: dr: cl r: dr: 

Die Weierstraßsche Konstruktion gibt aber nach (6) 

d(zo + K oa ) _ d(zQ,+Ko's) _ G(- ). -- -a;-- - --d-r:--- - x, y, x.-, y.- , 

somit folgt nach (8) und (7) 

d(uo+Joa) 'G( ) H H ---a:1:-- = - "- x, y, x.-, y" + x"X'- + y.yr, 

dW 
-(j"i' = H(x, y, x.-, y.-) - Hx'x. - Hy.y.- = ~, 

WIe 1D der früheren Theorie. Jetzt bleibt alles wie dort; das 
Extremist gesichert unter den dort angegebenen Bedingungen: 
Jacobische Bedingung, Vorzeichen der Größe ~, Möglichkeit der 
Weierstraßschen Konstruktion. 

§ 31. 

Beispiele des gebundenen Extrems und seiner Grenzen. 

Die Ja c 0 bische Bedingung hört zuerst auf, erfüllt zu sein, 
1D dem ersten Punkte, für den 

.d (t, ao, bo) = 0 

ist, d. h. dem ersten, den man von der Mannigfaltigkeit 1))1 aus 
im Sinne wachsender t fortgehend erreicht. In seiner Umgebung 
findet sich nach § 29 im allgemeinen eine Hülle der Feldextre
malen, die von ihm ausgeht. Wir nennen ihn den extremalen 
Brennpunkt der Mannigfaltigkeit ~)(, wenn diese mindestens 
von erster Stufe ist; ist 1))1 ein fester Punkt, so ist dieser Punkt 
der konjugierte nach § 29. Die J acobische Bedingung lautet 
dann dahin, daß der Extremalenbogen vor dem extremalen Brenn
punkte sein Ende haben muß. wenn das Extrem gesichert sein soll. 

I. Bei der isoperimetrischen Aufgabe im engeren Sinne des 
Wortes 
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ist nach § 28, I. für die Schar der durch emen festen Punkt 0 
gehenden Extremalen 

( b) . t (. t t t) Li t, a, = C sm 2 sm 2 - 2 cos 2 ; 

für den konjugierten Punkt ist zunächst t = 2 n zu setzen, d. h. 
er fällt mit dem Punkte 0 zusammen; in ihm entartet die Hülle, 
und die doppelte Evoluteneigenschaft spricht sich dahin aus, daß 
jeder dieser Kreise einer einfachen Schar von Kreisen desselben 
Radius angehört, die, einmal umlaufen, denselben Wert des Inhalts 
wie der Bogenlänge liefern. Hier tritt der in der allgemeinen 
Theorie ausgeschlossene Fall ein, daß die Determinanten der 
Matrix 

gt ga gb 
1'/t 1'/a 1'/b 

identisch verschwinden; die Differentialgleichung zwischen a und b 
ist die Identität 0 = O. 

Belangreicher ist der zweite konjugierte Punkt, in welchem 
der zweite Faktor der Größe Li verschwindet, also t = 2 ex und ex 
der Winkel ist, für den ex = tg IX, also ungefähr a = 2560. Hier 
kann nach der Schlußbemerkung des § 29 eine Hülle erwartet 
werden, obwohl der Bogen von t = 0 bis t = 2 ex nicht mehr 
überall die J aco bische Bedingung erfüllt. Die Differential
gleichung zwischen a und b wird nach den Formeln von § 28, 1. 

ga d a + gb d b COa d a + COb d b 
gt COt 

(1 - cos 2 ex) d a - sin 2 ex d b _ a d a + b d b 
a sin 2 ex - b cos 2 ex a' + b2 

_ sin2exda+(1-cos2ex)db. 
b sin 2 ex + a cos 2 a ' 

im Falle b = 0, a > 0 hat man 

( 1 -: cos 2 ex _ 1) d a = d b ex _ 1 = d b 
sm 2 ex 'd a' 

d. h. die Richtung des Ortes der Mittelpunkte (a, b) bildet mit 
dem von 0 aus gezogenen Radiusvektor einen festen Winkel, der 
Ort ist eine logarithmische Spirale. Eine ebensolche Kurve 
beschreibt auch der konjugierte Punkt selbst: für ihn ist 

x = a-acos2ex-bsin2ex = 2sinex!asincx-bcosex), 

y = b-bcos2ex+asin2ex = 2sincx{acosex+bsinex), 
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also wenn 
a = C cos gJ, b = C sin gJ, C = Co em<p, Co = const., m = const. 

gesetzt werden kann, 

x = 2 Co sin IX. em'l' sin (IX - gJ), y = 2 Co sin IX. em<p cos (IX - gJ), 

Fig. 11. was offenbar wieder eine logarithmische 
Spirale ergibt. 

Die doppelte Evoluteneigenschaft 
(Fig. 11) spricht sich in folgender Weise 
aus. Wird die Hülle in den Punkten 1 

s' und I' von den Kreislinien 0 2 1 3 0 und 
02' I' 3' 0 berührt und bedeuten arc und 
area Bogen und die vom Radiusvektor aus 
dem Punkte 0 überstrichene Fläche, so ist 

arc 0 2 1 30 2 1 - arc 0 2' l' 3' 0 2' l' = arc 1 1', 

area 02 1 302 1 - area 02' I' 3' 0 2' I' = area 1 I', 

wobei rechts 11' auf die Spirale zu beziehen ist. Das ist natür
lich durch Rechnung leicht zu bestätigen. 

II. Wir betrachten weiter die isoperimetrische Aufgabe in 
zwei besonderen Fassungen mit veränderlichem Endpunkt; Sei 
1 ein gegebener, 0 ein gesuchter Punkt der gegebenen Kurve Sf, und 
sei die Kurve 01 oder Q: so zu ziehen, daß der von Sf und 01 
begrenzte Inhalt ein Maximum wird bei gegebener Länge a) der 
beiden Bögen 0 1 auf den Kurven Sf und Q: zusammengenommen, 
b) des Q:-Bogens 01 für sich allein. 

In beiden Fällen sucht man das Extrem der Größe 
o 1 

U = ~ J (xdy-y d x)sr + ~ J (xdy-ydX)(J, 
1 0 

wobei die Fuß marken Rund Q: die Kurve bezeichnen, längs 
deren man integriert; das zweite Integral ist 

1 

Jo 1 = ~ f (x y' - y x') d t 
o 

in der Bezeichnung der allgemeinen Theorie, das erste ist Uo' 

d. h. der Wert von u, wenn der Endpunkt der Kurve Q: in den 
Anfangspunkt 0 rückt. Dabei ist gegeben im Falle a) die Größe 

o 1 

z = J ( V d 3ft + d y2)sr + J V X'2 + y'S d t = $0 + Ko 11 

1 0 
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im Falle b) nur KOI" Auf der Kurve st sei 1: ein in der Rich
tung 1 ° wachsender Parameter, also 

TO TO 

Uo = ~ J (x y" - y x,,) d 7:, Zo = f V-X,,;;-2 +--'--y--=-; d 7:; 
1:1 1:'1 

variieren wir den Punkt 0, indem wir den zugehörigen Wert 
1: = 1:0 um d 1: vermehren, so folgt 

(1) ~uo = ~ (xy,,-yxT )!Od1:, ~zo = Vx;+vi lod1:, 

und die allgemeine Transversalitätsbedingung im Falle a) wird 

-~uo-).~zo+H,,-.~x+Hy'~Y ! O = 0, 

1 
H ="2 (xy' - yx') +). V X'2 + y'2, ~ X = x"d1:, ~y = yT d1:, 

oder nach (1), alles auf den Punkt ° bezogen, 

1 (Y AX') --2 (xy,,-yx,,) - A Vxi+ Y: + --2 + -=== x" V X'2 + y'2 

oder einfach 

( X AY') + -- + - y" = 0, 
2 V X'2 + y'2 

, +' 1 = _ X x.. y Y.. _ 
V xi + y: V X'2 + y'2 

Im Punkte ° fallen also die Richtungen wachsender t und 
1: zusammen; der gesuchte Kreisbogen berührt die Kurve st 
und geht in der Richtung 1 ° längs der Kurve st vom Punkte ° 
weiter. 

Im Falle b) hat man in den obigen Formeln nur ~ Zo = 0, 
also 

- ~ Uo + Hx ' ~ x + HI/' 0 Y = ° 
zu setzen und findet daraus 

x' x" + y' y" = 0; 

der Kreisbogen ~ geht im Punkte ° normal von der Kurve st aus. 
Jetzt werde ein Koordinatensystem X, y mit dem Anfangs-. 

punkt ° eingeführt und die x-Achse habe die Richtung wachsen
der 1: längs der Kurve st; die Achsenpaare x, Y und x, y seien 
gleich orientiert, und 6 sei der Winkel, um den die x-Achse im 
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positiven Sinne gegen die x- t\chse gedreht ist, also wenn für t 

die Bogenlänge genommen wird, 

x .. = COS 6, y .. = sin 6. 

Dann ist 

x = Xo + X cos 6 - Tl sin 6, y = Yo + X sin 6 + Y cos 6. 

Für die vom Punkte 0 ausgehenden Extremalen kann man nun 

(! = Y x2 + y2 = a sin t 

setzen, wobei t der absolut genommene Winkel ist, um den sich 
der Radiusvektor 03 gegen die Anfangsrichtung d t > 0 im 
Punkte 0 gedreht hat, wenn der Punkt 3 in der Richtung 
wachsender t fortgeht; dabei ist im Falle a) 

x=(!cost, ±y=(!sint, 
im Falle b) dagegen 

wobei ea = + 1. 
genauer verfolgen, 

x = e1 (! sin t, y = e2 (! cos t, 
Man erhält also in letzterem Falle, den WIr 

x = ~ (t, a, b) = Xo + a e1 sin 2 t cos 6 - a e2 sin t cos t sin 6, 

(2) Y = 'IJ (t, a, b) = Yo + a e1 sin2 t sin 6 + a e2 sin t cos t cos 6, 

z = w (t, a, b) = a t, 

wobei b = 1;' gesetzt ist, und d 6/ d 1;' = 6.. die Krümmung der 
Kurve ~ bedeutet. 

Die Determinante LI (t, a, b) setzt sich jetzt aus folgenden 
neun Gliedern zusammen: 

Ableitungen nach t: 

2 a e1 sin t cos t cos 6 - a e2 (cos 2 t - sin2 t) sin 6, 

2 a e1 sin t cos t sin 6 + Cl e2 (cos2 t - sin2 t) cos 6, a; 

Ableitungen nach a: 

e1 sin 2 t cos 6 - e2 sin t C08 t sin 6, e1 sin2 t sin 6 + e2 sin t cos't cos 6, tj 

Ableitungen nach b oder 1;': 

xo .. - a e1 sin2 t sin 6.6 .. - a e2 sin t cos t cos 6.6 .. , 

Yo .. + a e1 sin 2 t cos 6 . 6 .. - a e2 si 1I t cos t sin 6 . 6 .. , O. 

Wegen der wie in § 28, I. leicht zu ersehenden Invarianz der 
Gleichung LI = 0 gegenüber einer Transformation der Koordi
naten x, y kann man nun annehmen, im Punkte 0 sei <1 = 0, 
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also x"o = 1, Y"o = 0; dann wird die Determinante der an
gegebenen neun Größen einfach 

ael sin 2 t, 
Li (t, a, b) = el sin2 t, 

1 - a e2 sin t cos t . 6Tl 

a e2 cos 2 t, a I 
e2 sin t cos t, t ! 
a el sin2 t. 0Tl 0 

= a ;2 (2 t cos 2 t - sin 2 t) + a2 6" sin t ( - t cos t + sin t). 

Nun ist 0" der reziproke Wert des Krümmungsradius der 
Kurve ~ im Punkte 0 mit positivem oder negativem Vorzeichen, 
je nachdem die Richtung nach dem Krümmungsmittelpunkte hin 
gegen die Richtung wachsender ,; im positiven oder negativen 
Drehsinn um 900 gedreht ist, oder je nachdem die y-Kool'dinate 
des Krümmungsmittelpunktes positiv oder negativ ist, und die 
Gleichung y = e2 V x 2 + fj2 sin t zeigt, daß e2 positiv oder negativ 
ist, je nachdem die Extremale in der Richtung d t > 0 verfolgt, 
von 0 nach der Richtung + y oder - y fortgeht. Die Größe e2 (fr 

ist also positiv oder negativ, je nachdem die bezeichnete Fort
gangsrichtung der Extremale nach der konkaven oder konvexen 
Seite der Kurve R hinführt. Entsprechend diesen Fällen hat 
man also zur Bestimmung des extremalen Brennpunktes die 
Gleichung 

2 t cos 2 t - sin 2 t + 2;' sin t ( - t cos t + sin t) = 0 

mit dem oberen oder unteren Vorzeichen; R ist der Krü~mungs
radius der Kurve ~ im Punkte 0, und a der Durchmesser des 
betrachteten Kreises, endlich 2 t der Zentriwinkel des Bogens 
von 0 bis zum Brennpunkt hin. 

Im Falle R = 00, d. h. wenn die Kurve R in der Umgebung 
der Stelle 0 geradlinig läuft, bleibt die Gleichung 

2 t COB 2 t - sin 2 t = 0, 

die wieder als kleinste positive Wurzel 2 t = ß = 2560 ergibt. 
Hier kann eine Hülle mit doppelter Evoluteneigenschaft leicht 
hergestellt werden. Die Gleichungen (1) werden nämlich, da man 
Yo = 0, 6 = 0 setzen kann, mit geändertem Sinn des Buch
stabens b und den Werten Cl = 1, e2 = - 1 

(3) .~~ = b-~aCos2t) fJ = - ~ asin2t, (l) = at. 
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Die Differentialgleichung 

~a d a + ~b d b 1}a d a + 1}b d b 
~t 1}t 

mit t = ~ ß ist leicht zu integrieren und gibt für da jd b den 

festen Wert 2 cos ß. 
Eine solche Beziehung zwischen a und b sondert aus der 

.zweifach unendlichen Schar von Kreisen (3) eine einfach unendliche 
von solchen aus, welche zwei feste Gerade berühren; ist u der 
hohle Winkel derselben, so ist 

. u u 3n 
sm 2 = - cos ß = cos (ß - n), 2 = 2 - ß = 14°. 

An dieser Schar kann das Aufhören des Extrems mit elementaren 
Mitteln zur Anschauung gebracht (Fig. 12) werden. Sind näm-

Fig. 12. 

lieh 1, 3 zwei auf demselben Schenkel des Winkels u liegende 
Punkte nnd 3 dem Scheitel näher gelegen als 1, sind ferner 
00' 0 die Schnittpunkte der durch 1, 3 gehenden Kreise der 
Schar mit der Halbierungslinie des Winkels u, und haben die 
Bögen 1 00, 30 den Zentriwinkel ß, so sind der Bogen 1 00 und 
die zusammengesetzte Linie 130 von gleicher Länge; wenn von 
1 auf die Halbierungslinie des Winkels u das Lot 1 4 gefällt 
wird, so sind die horizontal schraffierte Figur 1 00 4 1 und die ver
tikal schraffierte 1 3 0 4 1 von gleicher Fläche, so daß der Bogen 
100 sicher kein Extrem der Fläche bei vorgeschriebener Bogen
länge liefert. Die Kurve ~ ist natürlich die gebrochene Linie 
00 04 1, die Hülle die Gerade 1 3. . 

IH. Bildeten die betrachteten Extremalen nach § 30, I. keil
förmige Felder, so wollen wir noch kurz eine Aufgabe behandeln, 
bei der ein Feld mit Bodenfläche auftritt. 
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Sei die Kurve 0 1 von gegebener Länge zu finden, die in 
einem nicht vorgeschriebenen Punkte 0 beginnt, im gegebenen 
Punkt 1 endigt und das Integral 

1 

J= Jyx'dt 

° zum Extrem macht, d. h. den von der Ordinate emes Kurven-
punktes bestrichenen Flächeninhalt. Da keine Summanden U o 

und Zo vorkommen, lautet die Transversalitätsbedingung einfach 

( AX') A ' Hx ' iJ x + Hy' iJ y = 0, y + V iJ x + 1/ .... YH 
. iJ Y = O. 

X'2 + y'2 f X'2 + y'2 
Da die Variationen iJ x und iJ y im Punkte 0 beliebig sind, so 
folgt für diesen Punkt 

H x' = H y• = 0, y' = 0, y + A = 0, 

d. h. im Punkte 0 hat die Extremale, die ja ein Kreis vom 
Radius I AI ist, eine zur x-Achse parallele Tangente, nnd der 
Mittelpunkt des Kreises liegt auf der x-Achse. Man kann daher 
die Feldextremalen durch die Gleichungen 

x = Xo + Yo sin t, y = Yo cos t 
ersetzen und die von 0 beginnende Bogenlänge ist dann ()J = Yo t. 
Offenbar kann man a = xo, b = Yo setzen und findet dann 

1 sin t b cos t 
o (g, f/, ()J) b . b ( . ) 
'0 (t a 0) = 0 cos t - sm t = cos t + t sm t . 

, , 0 t b 

Der extremale Brennpunkt liegt also an der Stelle t = r, wenn 
r = - cotr ist, was etwa r = 1600 ergibt. Hat der Bogen 01 
einen Zentriwinkel< 1600, so ist das gesuchte Extrem gesichert. 

Die Differentialgleichung 

~ada + ~bdb=~da + 1'J~db 
~t fit 

gibt für da: d b ein festes durch rausdrückbares Verhältnis; man 
erhält eine Hülle, die immer von der Eingehüllten im Brennpunkt 
berührt wird, wenn der Punkt 0 eine gewisse Gerade durchläuft, 
nämlich diejenige, deren Gleichung 

Xo cos r + Yo = const. = C 

ist; die Gleichung der Hülle ist dann 

x sin r + y cos r = G. 
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§ 32. 

Die isoperimetrisohe Eigensohaft des Vollkreises 
und der Vollkugel. 

§ 32 

Die altbekannten Eigenschaften des vollen Kreises, bei ge
gebenem Umfang die größte Fläche, nnd der Vollkugel, bei 
gegebener Oberfläche den größten Rauminhalt darzubieten, können 
unseren Betrachtungen in folgender Weise eingeordnet werden. 

I. Sei eine beliebige aus endlich vielen regulären Stücken 
bestehende geschlossene Kurve .\l von der Länge 1 gegeben; sie 
zerfalle durch die Punkte 0 und 1 in zwei . Stücke von der 

Länge ~ 1, die wir .\l1 'und .\l2 nennen; der Abstand 01 sei a. 

Wir konstruieren auf den beidenSeiten der Geraden Oldie 

Kreisbögen st'1 und st'g von der Länge ~ 1; der ~I enthaltende 

Kreis werde in der Richtung 0 RI 1, d. h. den Bogen st'1 von 0 
nach 1 hin durchlaufend positiv umkreist; dann wird der st'g 
enthaltende Kreis in der Richtung 0 st'2 1 negativ umkreist. Faßt 
man diese Kreise als Extremalen der Aufgabe 

8 J ~ (xdy-ydx) = 0, 8 J Vdx2+dy2 = 0 

auf, wobei das zweite Integral die isoperimetrische Bedingung 
liefert, so ist nach § 26, H. im ersten Falle A < e, 1m zweiten 
A> 0, und da 

1 
H = 2 (xy'-yx') + A V X'2+ y'2, 

A 
HI = ,c~· ~== 

V X'2 + y'2S 
zu setzen ist, so ist für st'1 die Bedingung des Maximums, für st'2 
die des Minimums erfüllt; also folgt nach § 28, I. 

J(Ost'll) > J(O.\lll), J(0st'21) < J(O.\lgl), 
oder auch 

also 
J(l st'20) > J (1.\l2 0), 

J(Ost'll)+J(lst'gO) > J(0.\l11)+J(1.\l20). 

Die rechte Seite dieser Ungleichung geht nun in ihr Entgegen
gesetztes über, wenn man .\l1 und .\lg vertauscht; sie wird also 
positiv, wenn man nötigenfalls .\l1 und .\!g vertauscht. Alsda.nn 
stellt sie den positiv genommenen Inhalt der Kurve .\l dar,d. h. 
das Integral J(.\l) in solchem Sinne erstreckt, daß es positiv 
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oder allenfalls verschwindend ausfällt. Die linke Seite ist von 
selbst positiv, da der Weg 0 S~\ 1 ~2 0 eine positive Umkreisung 
der aus zwei Segmenten bestehenden, von ~l und ~2 begrenzten 
Fläche ~ bedeutet. 

Jetzt bleibt nur zu zeigen, daß eine Kreislinie von der 
Länge 1 größeren Inhalt als die Fläche ~ hat. Sei (1, der gemein
same Zentriwinkel der Bögen ~l und ~2' also deren Radius 1;2(1,; 
dann ist der Inhalt jedes der Segmente 

~ ~ = ~ (_1_)2 _ (_1_)2 sin ~ cos ~ = ~ (1, - sin ~. 
2 22(1, 2(1, 2 2 8 (1,2 

Die Ableitung des zweiten Bruches rechts ist aber 

1 (1,2 cos (1, - 2 (1, sin (1, 

(1,4 

2 (1, • (1, (1, 
- (1,'J cos2 - + 4 (1, SlD - COS -

2 2 2 

= :8 cos -~ (sin ~ - ~ cos ~), 
verschwindet also auf der Strecke 0 < (1, < 2:n: nur an der 
Stelle (1, =:n:, an der der zweite Faktor positiv ist, so daß die 
ganze Größe von positiven zu negativen Werten bei wachsenden 
Werten von (1, übergeht; ~ hat also an der Stelle (1, = :n: ein 
Maximum. Dann schließen sich aber beide Bögen ~l und ~2 

zu einem vollen Kreise zusammen und der Kreis von der Länge 1 
hat einen Inhalt 

:n:12 > ~ > J(021 1)+J(122 0), 

d. h. größer als der positive Inhalt der Kurve 2. 

11. Die Oberfläche eines sonst beliebigen Körpers werde von 
jeder Ebene x = const. in einer geschlossenen Kurve geschnitten, 
die aus einer endlichen Anzahl regulärer Stücke besteht. Sei s 
die Bogenlänge auf dieser Kurve, U (x) die Länge ihres Umfangs, 
Q (x) ihr Flächeninhalt. Dann kann man setzen 

U(x) 

Q (x) = ~ J(y ~ - z OY)a8 
2 08 08 ' 

o 

indem man Y und z in den Punkten der Oberfläche als Funktionen 
von x und 8 ansieht, die nach 8 periodisch mit der Periode U (x) 
sind. Der Sinn des Wachsens der Größe s sei so gewählt, daß 
das Integral Q(x) positiv herauskommt, sei also der positive Um-
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laufssinn der yz-Ebene. Führt man die Veränderliche (j = sjU(x) 
ein, 80 erhält man 

1 

Q(x) = ~ r(yOZ _zOY)d6 2J 06 06 ' 
o 

1 

Q' ( ) = ! r (.0 y 0 z _ 0 z 0 Y) d 6 
x 2J ox06 ox06 

(1) 
o 
1 

1 r ( 02 Z o2y ) + 2 J Y 0 6 0 X - Z 0 x ~ 6 d 6. 
o 

Nun ist 

02Z 02y 0 (OZ OY) (oyoe OYOZ) 
Y060X- z O«SOX=06 yox-zox - 060X-o X 06 ' 

und da Y und z nach 6 die Periode 1 haben, ist offenbar 
1 

f d6 006 (Y ~: -z ~~) = (y ~: - z ~~) I : = 0, 
o 

also bleibt 
1 1 

~ r dlS ( ~-z~) _ ~ r(OY oz _ oi OY)d6 
2 J Y 060X 060X - 2 J OX06 ox06 ' 

o 0 

und die Formel (1) gibt 
1 U(x) 

(2) Q'(x) = ro(y, z) d6 = rAds A _ o(y, z). 
Jo(y, 6) J ' -o(x,s) 
o 0 

Sei weiter 
B _ 0 (z, x) __ 0 z C _ 0 (x, y) _ 0 Y 

- o (x, s) - os' - o (x, s) - os' 

also Bi + Cll = 1; dann ist das Element der Oberfläche 

d~= VA2+B2+ 02 dxds = Vl+A2dxds, 
also die Oberfläche selbst, wenn der Körper sich von x = Xo bis 
x = Xl erstreckt, 

XI U(x) 

(3) S = J d x J V 1 + A 2 d s. 
"0 0 

Die Größen 
A A 

V A 2 + B2 + 0 2 =y 1 + A 2 ' 
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sind nach bekannten Formeln die Richtungskosinus einer be
stimmten Normale der Oberfläche, die wir n nennen; ist A von s 
unabhängig, so gilt dasselbe von cos (nx), wie es z.B. bei Dreh
flächen mit der x-Achse als Figurachse eintritt. In diesem Falle 
gibt die Formel (2) 

U(X,'-) _ _ 

(4) Q'(x) = AU(.x), JVl +A2 ds = VU(.X)2+ Q'(x)~. 

Setzt man nun allgemein 
• 8 8 

(5) t=JAds, JVl+A~ds=hlds2+dt2, 
o 0 0 

und bestimmt den Winkel w auf der Strecke 0 ... n durch die 
Gleichung 

cos w = .1 ' V S2 + t 2 Y d S2 + d t 2 

sds + tdt 

so findet man 
• 

(6) d {J V d S2 + d t2 - Y S2 + t2} = (1- cos w) Y d S2 + d t2• 

o 

Diese Größe ist positiv und verschwindet nur für w = 0, kann 
also, über die Strecke s = ° ... U(x) integriert, nur dann Null 
ergeben, wenn überall w = 0, cos w = 1, also s d t - t d s = ° 
oder t = es ist, wobei c einen Festwert bedeutet; dann gibt die 
erste Gleichung (5) den schon erwähnten Fall A = c. Tritt er 
nicht ein, so gibt die Gleichung (6), indem man s = U (x) setzt, 

U(x,c-) _ _ 

j V 1 + A 2 d s - Y U (X)2 + Q' (X)2 > 0; 
o 

hieraus folgt nach (3) 
Xl U(x) Xl -:-:-----:------:------",.-;-;--:-

(7) S = j dx J V 1 + A.2 ds > J V U (X)2 + Q' (X)2 dx, 
q 0 ~ 

und das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn auf der 
x-Strecke Xo .•• Xl überall A von s unabhängig ist, so daß dann 
die Gleichungen (4) gelten , würden. 

Jetzt konstruiere man über der Strecke Xo .,. Xl mit der 
x-Achse als Figurachse einen Drehkörper, dessen zu X gehöriger 
Querschnitt ein Kreis vom Inhalt Q (x), also vom Radius 

und vom Umfang 
V Q (x)/n 

Udx) = 2 VnQ(x) 
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ist. Dieser Drehkörper hat denselben Rauminhalt WIe der ge
gebene Körper, nämlich 

"'1 

j Q(x)d x ; 
"'0 

die Oberfläche ist aber nach (3) und (4) gegeben durch die 
Formel 

Xl 

(8) 81 = J YUd X)2 + Q' (X)2 d x. 

Nach der in 1. bewiesenen isoperimetrischen Eigenschaft 
des Kreises ist nun Ul (x) < U(x), und das Gleichheitszeichen 
gilt nur, wenn auch am ursprünglichen Körper zu der Abszisse x 
sich ein kreisförmiger Querschnitt ergibt; ist dies nicht überall 
der Fall, so ergeben also die Gleichungen (7) und (8) die 
Folgerung 

8> 81" 
Zu dem gegebenen Körper haben wir also einen inhalts

gleichen Drehkörper von kleinerer Oberfläche konstruiert. Unter 
den Drehkörpern hat aber nach § 14, IH. die Kugel bei gegebenem 
Inhalt die kleinste Oberfläche; mithin hat auch der gegebene 
Körper größere Oberfläche als die inhaltsgleiche Kugel. Ver
größert man letztere so, daß ihre Oberfläche der des gegebenen 
Körpers gleich wird, so wächst ihr Rauminhalt; der gegebene 
Körper hat also kleineren Inhalt als die an Oberflächeninhalt 
gleiche Kugel. 

§ 33. 

Die Jaoobi-Hamiltonsohe Methode bei der 
isoperimetrisohen Aufgabe. 

Sei bei der isoperimetrischen Aufgabe 

~J=~JFdt=O, ~K=~JGdt=O 

irgend ein Feld gegeben, d. h. zweifach unendlich viele Extremalen 

(1) x = Ht, a, b), y = 'YJ (t, a, b), z = met, a, b) 

gegeben, auf denen wir eine Größe J nach der Gleichung 

(2) u = f) (t, a, b) 

aufgetragen denken, so daß wir auch von vierstufigen Extremalen 
im Raume der Größen x, y, z, u sprechen können. Das bedeutet 
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also, daß die Größen ~, 'I] die Eulerschen Differentialgleichungen 
erfüllen, daß die Gleichungen 

(3) rot = G (~, '1], ~t, '1]1), {Je = F (~, 'Y}, ~I, '1]1) 

gelten, und daß auf einer null-, ein- oder zweistufigen Mannig
faltigkeit~, dem Orte der Punkte 0 oder (xo, Yo, ZO, uo), deren 
jeder einer der Extremalen (1), (2) angehört, die Transversalitäts
bedingung 

(4) -(}uo-1(}zo+(H",d~X+H".(}y) i o = 0 

gilt, wobei 1 die isoperimetrische Konstante derjenigen Extremale 
ist, auf der der jeweils betrachtete Punkt 0 liegt. 

Ist nun 1 ein allgemeiner Punkt einer solchen, so ist 
nach (3) 

(5) u l = Uo + J~l! ZI = Zo + KoI ; 

geht man daher auf der Extremale (1), (2) im Punkte 1 fort, so 
findet man zunächst nach (3) unmittelbar 

(6) - Ut - 1zt + Hx ' ~t + HY''Y}t = 0, 
wobei immer x' = ~t, y' = 'l]t zu setzen ist. Setzt man ferner 

(}' = da 'i/Ja + db oOb' 

80 geben die Gleichungen (5) 
I 

~' U = ihto + Fx.(~' x + F y' 8' Y I ~ + f d t (P 8' x + Q 8' y), 
o 
I 

(}' Z = (}' Zo + G ",' 8' x + Gy. (}' Y I ~ + S d t (R (}' x + s (}. y), 
o 

und weiter, da 

ist, die Folgerung 
(}' U + 1 (}' Z = (}' Uo + 18' Zo + (H",. (}' x + Hy' (}' y) i ~; 

nach (6) folgt hieraus, wenn man jetzt 

(} = (}' + dt ~ ot 
setzt, 

8 U + 18 Z = d' Uo + 18 Zo + (H""ß x + E". 8 y) I ~, 
und da sich der Gleichung (4) zufolge rechts die auf die Stelle 0 
bezüglichen Glieder heben, gilt für den Fortgang von der all
gemeinen Stelle 1 aus die Gleichung 

-d'u- 1d' z + Hx'(} x + Hy,d'y = 0; 
Kneser, Va.riationsrechnung. ' 2. Aufl. 14 
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das Zeichen 8 bedeutet hier den allgemeinsten infinitesimalen 
Fortgang auf der dreifachen Mannigfaltigkeit (1), (2) im Raume 
der vier Größen x, y, z, u. Durch sie wird also u = V(x, y, z) 
in der Weise bestimmt, daß die Gleichungen 

(7) V", = H x" Vy = H y" V. = - A. 

bestehen, deren rechte Seiten x' und y' nur in der Verbindung 
p = y'/x' enthalten. Eliminiert man p und A., so erhält man die 
J aco bi..:Hamil tonsche Differentialgleichung 

iV(Vx , Vy, V., x, y) = 0. 

Sei umgekehrt V irgend eine Lösung dieser Gleichung; dann 
kann man aus zweien der Gleichungen (7) die Größen p und A. 
als Funktionen von x, y, z bestimmen, und die dritte Gleichung 
ist dann erfüllt. Setzt man nun 

fP (x, y, z, x, y', s') = - A. z' + H ( x, y, x', y'), 
80 daß die Gleichungen (7) die Form 

W ~=~, ~=~, ~=~ 
annehmen, so lehren die Schlüsse von § 24, J. ohne jede Änderung, 
daß mit den erwähnten Werten von p und A. die Gleichungen 

(9) f1>", - f1>~. = 0, f1>y - f1>;" = 0, f1>. - fP~. = 0 

gelten, d. h. die Gleichungen 
Hz-H;'" = 0, Hy-E~. = 0, A.' = 0; 

jede Lösung V definiert also eine Schar von Extremalen im 
xyz-Raume, die von jeder Fläche V = const. transversal aus
strahlen: geben doch die Gleichungen (7), indem man 8 V = 0 
setzt, 

oder 
fP",,8 x + fPy' 8 y + fP., ~ z = 0, 

Hx' ~ x + Eil' ~ Y - A. ~ z = o. 
Das wichtigste für die Anwendungen ist aber wieder, daß, 

wenn V zwei Festwerte IX, ß enthält, die durch die Gleichungen (9) 
definierte Extremalenschar die Gleichungen 

oV oV ° IX = lXo, ° ß = ßo 

erfüllt, deren rechte Seiten wiederum Festwerte sind. In der 
Tat findet man aus der ersten der Gleichungen (8), indem man 
fPz. durch p allein ausgedrückt denkt, 

(10) v: _ofP:z;'op+ocPz.OA. V _ofPlI,op+ofPy·OA.. 
xa - op (JIX OA. oa' ya - op OIX OA. CIX' 
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p und ,t sind dabei die durch zwei der Gleichungen (8) definierten 
Werte, die natürlich ebenso wie V im allgemeinen von (X, und ß 
abhängen. Nun ist offenbar 

die Gleichungen (10) geben also 

OWy' _ G " 
o,t - 11' 

x' V"a + y' Vya = (x' Gx' + y' Gy.) ~ ~, 
und da ferner 

OA 
V za = - 001: 

zu setzen ist, folgt schließlich 

I V + I V + I V - 0 A ( • + ,I (--' + . G' ) - 0 ,J; xa y ya Z za - 001: - Z J', T x ' Y y' - , 

V.,., = (x'o, 

wie behauptet, und ebenso ergibt sich 

Vxß = ßo· 
Diese Gleichungen definieren eine vierfache Schar dreistufiger 
Extremalen. Die ebenen Extremalen hängen, wie die Eulerschen 
Gleichungen zeigen, von zwei Integrationskonstanten und von ). 
.ab; Zo kommt noch als vierte Konstante hinzu. 

Eine Lösung V der zuletzt betrachteten Art heißt eine voll
ständige Lösung der Jacobi-Hamiltonschen Gleichung. Ihre 
Herstellung wird erleichtert durch den Ansatz 

V = (X,Z+ W(x, y, ß); 

man findet dann ,t = - (x', 

W", = Hx" Wy = Hy., 

wobei rechts ,t durch - (X, zu ersetzen ist. Die übrigbleibende 
Differentialgleichung für W ist also zugleich die Jacobi-Hamil
tonsche, die bei der Aufgabe 

/j f (F + ,t G) d t = 0 

nach der früheren Theorie (§ 23) auftritt. 
Bei der Aufgabe der Kettenlinie z. B.: 

/j f y d s = 0, /j f d s = 0 

14* 
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hat man 
fJ) = - ),z' + (y +),) VX'2 + y'2 

zu setzen und findet die Gleichungen 

Vz = ~ )', V", = (y + ),) x', V. - (y + ),) y' . 
VX'2+y'2 y - Vx'2+y'2' 

bei der Annahme V = az + W(x, y) ergibt sich 

), = -a, W~ + W: = (y-a)2. 

Diese Gleichung wird erfüllt, wenn 

W", = ß, Wy = V(y - a)2- ß2, 

also jedenfalls, wenn 

W = ß x + J V (y - a)2 - ß2 d y 

angenommen wird. Die Gleichung der Extremalen ist dann 

oW J ßdy 
o ß = ßo, x - V (y _ a)2 _ ß2 = ßo, 

oV J (y-a)dy - = z + . = z + V (y - a)2 - ß2 = ao. a a V (y - a)i - ß2 

Setzt man also 
y-a . 
--ß = ~o1 t, 

so ergibt sich eine bekannte Formelgruppe: 

x-ßo = ßt, 

.x-ßo 
y-a = ß~o1 -ß' 

ß IC'::' x-ßo 
z - ao = otn ----ß~' 

in der z die Bogenlänge der Kettenlinie bedeutet. 

§ 33 



Fünfter Abschnitt. 

Das Extrem der Integrale, welche höhere 
Ableitungen der Unbekannten enthalten. 

§ 34. 

Invariante Form des Integrals. 

Es sei m ein reguläres Stück einer ebenen Kurve, !längs 
dessen x und y als stetige Funktionen eines Parameters t dar
stellbar, und ihre Ableitungen bis zur n ten Ordnung einschließ
lich ebenfalls stetige Funktionen von t sind. Die Funktion 

F(x, x', x", ... x(nl, y, y', y", •.. y(n) 

sei für jedes durch ein Element des Bogens m definierte Wert
system ihrer Argumente regulär, und von den Größen x', y' sei 
an jeder Stelle des Bogens mindestens eine von Null verschieden. 
Wir betrachten nur solche Integrale 

J= f Fdt, 

deren Wert durch die Kurve m allein bestimmt ist, nicht aber 
von der speziellen Natur des Zusammenhanges zwischeu x, y 
und t abhängt. Sind dann x und y längs des Bogens m Funk
tionen des Parameters 0, welche dieselben Eigenschaften haben 
wie die vorher eingeführten des Parameters t, und sind 0 und 1 
irgend zwei Punkte des Bogens JE, so muß die Gleichung 

t I f1 ( d x dn Y) J Ol = J Fex, x, ..• y(n)dt = J F x, dO' ... dOn dO 
o 0 

bestehen. Die Werte der Veränderlichen t und 0 werden durch 
die Punkte der Kurve einander zugeordnet, so daß z. B. 0 als 
Funktion von t angesehen werden kann; läßt man die obere Grenze 
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des Integrals sich ändern und differenziert nach dem zu ihr 
gehörigen Werte von t, so ergibt sich 

F( I . (tI») _ F( dx ... dtly) df) 
x, x, '" y - x, d fJ ' d 6" d t ' 

oder 

(1) F(x, ~~, ... ~nt~)dt = F(x, ~~, '" ~"f):) dfJ. 

Im besonderen kann an einer Stelle, für welche x' nicht ver
schwindet, 0 = x gesetzt, d. h. y als Funktion von x betrachtet 
werden, deren Ableitungen bis zur n ten Ordnung als ganze Funk
tionen von x, x', ... x(n), y, y', ... y(n), dividiert durch Potenzen 
von x', darstellbar, also stetige Funktionen von x sind. Da nun 

dx d2 x d"x 
d f) = 1, d fJ2 = ... = d fJn = 0, 

so hat man der Gleichung (1) zufolge 

I ( dy dn y) F(x, x, ... y(n»)dt = F x, 1,0, ... 0, y, dx' ... dxn dx, 

oder in neuer Bezeichnung 

F(x, x', ... y(n»)dt = f(x, y, ~~, ... ~:~) dx, J -= S fdx. 

Sei nun im besonderen 'z: Funktion von t, E ein Festwert und 

f) = t+H, .1: = gJ(O), y = 1/J(O) 

gesetzt, so daß die Gleichung (1) die folgende Form annimmt: 

(2) F[gJ(t+cr), ... 1/J(n)(t+H)](l+E~;) 

= F[IP (t + H), dgJ (~t H), ... dllgJ~t~ H)]-

Diese Gleichung wollen wir nach E ableiten und dann e = ° 
setzen. Man kann diese Rechnung beiderseits mit dem Variations-

zeichen 8 = (! ) durchführen, das aber rechts und links ver-
{je 8=0 

schiedene Bedeutung von 8 x' und 8 y' fordert, weil links auch t 
variiert werden muß. Rechts hat man etwa 

ii; = gJ (t + H), Ti = 1/J (t + H), 

8x = 'z:gJ/(t)de, 8y = 'z:lJ/(t)de 
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zu setzen und findet als das gesuchte mit dem Wert E = 0 ge
bildete Differential 

0, n { '0 F '0 F } 0, n { 0 F 0 F } ~ -_ - d x(a) + -- Ci y(Il) = d E ~ -- (x' ";)(11) + _ _ (y' ,,;)(,1) • 
~ Cl X(o) 0 yC'I) ~ 0 XCII) 0 y('l) , 

\1 \1 

links hätte man 
d t = ,,; d E, d x = x' d t, d y = y' d t 

und, da jetzt das Zeichen d mit dem der Ableitung nach t nicht 
zu vertauschen ist, 

~ I _ d d x I d d t _ II d t 
uX-dT-xa:r- x 

und ebenso 
dXC,I-1) = xCo)dt, oyCa-1) = yCa)of, 

also 
0, n { ~ F 0 F } d F d B' = ~ _0_ X('l + 1) + - -y(" + 1) d t = - . -,; d E 
~ oxCa) oyCa) dt 
" zu setzen, und offen bar ist 

d (1 + H') = -,;' d E; 
das für E = 0 gebildete Differential der linken Seite der Glei
chung (2) ist also 

dE(,,;dJ+F,,;I) == (F-,;)'dE, 

und wir haben die Gleichung 

(F,,;)' = ~{OF (X',,;)C'I)+ oF (ylo)(a)} 
~ 0 XC'I) 0 yCa) , 

o 

oder mit unbestimmtem Integralzeichen 

f ~n{OF oF F,,; = d t ~ - (x' ,,;)C,,) + - (y' ,,;)CO)} • 
~ 0 X(Il) 0 y('l) 

,1 

(3) 

Die rechte Seite dieser Gleichung verwandeln wir mittels der 
Identität 

J VUC'I) dt = VU,(O-1) - v' U(a-2) + V"U(O-S) - •.• 

+ (_l)0-lVCII - 1)U + (-l)af vC'I)udt, 

deren Richtigkeit, wenn u und v beliebige Funktionen von t sind, 
offenbar wird, wenn man beide Seiten nach t differenziert. Setzt 
man im besonderen 

'OF I 

v = 0 xc<') , u = x,,;, 
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so ergibt sich 

f 'OF oF d c F 
'0 x(o) (x' -r)(a) d t = 0 xC',) (x ' -r)(" - 1) - d t 0 xC',) (x' -r)(Q - 2) + . .. 

+ (- 1)0 f :;" (0'0;)) x' -rdt. 

Dabei muß natürlich jede der neu auftretenden Ableitungen 
nach t existieren und integrierbar sein ; um dies zu bewirken, 
soweit es nötig ist, führen wir die neue Annahme ein, daß die 
Ableitungen von x und y bis zur 2 n ten Ordnung einschließlich 
endlich und stetig seien. 

Alsdann kann man die erhaltene Formel für a = 1, 2, . .. n 
bilden; addiert man, so erscheint rechts die Größe (x' t')(b) mit 
dem Faktor 

oF d oF d2 'OF 
OX(b+1) - dt o x(b+ 2) + dt2 OX(b+ 3l - • • • ; 

setzt man daher allgemein 
O,n-m da oF O, n-m da oF 

Pm = .2: (- 1)" dto ox(m+,,)' Qm = .2: (- 1)0 dia oy(m+Q)' 
a 0 

oF 'OF 
Po = P, Qo = . Q, P .. = ox(n)' Qn = oy(n)' 

oF dPm+ 1 oF dQm +1 
Pm = 'Ox(rn) - ---a:r--' Qm = oy(m) - dt ' 

(4) 

so nimmt die Gleichung (3) folgende Form an: 

(5) 0 = J (Px' + Qy') -rdt 
1, n 

+:s (P,,(x'-r)(a-l) + Qo(X't')(" -1)} -Ft'. 

" 
Alle außerhalb des Integralzeichens stehenden Glieder können 

nun in ein lineares Aggregat der Größen -r, -r', .•• -r(n-I) ver
wandelt weraen, dessen Koeffizienten von -r unabhängig sind. Es 
sei z. B. t'(1<) die höchste Ableitung von -r, deren Faktor nicht 
identisch verschwindet; dann hat das Aggregat die Form 

T = M-r(k) + N-r(1<-1) + "., 
seine Ableitung nach t ist 

T' = JJl-r(1< + 1) + (M' + N)-r(k) + ... , 
und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von -r, 
deren Ordnung kleiner als k ist. Die Gleichung (5) ergibt daher, 
differenziert, 
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Da nun die Größen -r, -r', .•• -ren) an irgend einer Stelle des 
Bogens ~ willkürliche Werte erhalten können, so ist die letzte 
Gleichung nur dadurch möglich, daß der Koeffizient jeder in ihr 
vorkommenden Ableitung für sich verschwindet. Speziell würde 
sich, da -r(1' + 1) sicher nur in einem Gliede vorkommt, ergeben 

M=O, 
was der Voraussetzung widerspricht. Das Aggregat T muß also 
identisch venchwinden, d. h. man hat die Identitäten 

J, n 

(6) F-r =:2 (P~(x'1;')e"-1) + Q,,(y'1;')Ca-1»), 
" 

(7) Px' + Qy' = O. 
Vergleicht man in der Gleichung (6) beiderseits die Faktoren von 
t'e~), so ergibt sich für b > 1 

~+l,n 

:2 (Pa Xe,,-b-1) + Q,lyC,,-b-1)l(%-'--1) = O. 
a 

Setzt man 1;' in der Gleichung (6) konstant, so folgt 
l,n 

(8) F = :2 (P" Xe,,) + Qayen»i 
,I 

vergleicht man beiderseits die Faktoren von 1;'en -1), so ergibt sich 
für n > 1 die Identität 

(9) P ' + Q I 0 I 0 l!' , 0 F 
n x nY = , x 0 xen) + y 0 ye n) = O. 

Differenziert man diese Gleichung nach xe,,) und yen), so er
hält man die Gleichungen 

02F 02]7 
x' 0 x(n) 0 x(») + y' i)xen) 0 yen) = 0, 

x'~- I~_-O' o yen) axen) + y 0 yen) 0 yen) - , 

da nun x' und y' längs jeder betrachteten Kurve nicht zugleich 
verschwinden, gibt es eine endliche, in den Größen x, ... Xe"), 

y, ... yen) stetige Größe ]71' derart, daß 
02 ]7 02 ]7 oi]7 

-~--- - y'2F "F - --- - x'S]7. OX(n) OXen) - l' o Xe,,) o yen) = -x y l' oyen)o yen) - 1, 

ist im besonderen. t = x, x' = 1, also 

( dy dny) 
F = f x, y, d x' '" d x" , 

so ist 
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§ 35. 

Das Extrem der betrachteten Integrale. 

1. Bildet man das im Sinne des § 34 invariante Integral 

J = J F(x, x', ... xCn), y, y' ... yCn) dt 

längs einer Kurve ~, die in eine Schar von einem Parameter C 

abhängiger Kurven eingebettet ist und für den Wert c = 0 er
halten wird, und ist J das längs einer Schar kurve gebildete 
Integral J, wobei auch die Endwerte von x, ... xCn-lJ, y, ... yCn-l) 
von c abhängen, während die t-Strecke ungeändert bleibt, so sei 
wiederum 

0(:1 -J) 1
8 =0 {jJ= --~ dc 

Oc 
oder auch, wenn die Kurvenschar von mehreren Parametern 
Cl' c2' .,. abhängt, 

o (J - J) 181 =82 = ..• =0 

{j J = 2.:: Cl d Ca 
(l E Il 

Dann findet man wie im ersten Abschnitt 

und es ist ebenfalls, wie früher, 

dCa) {j X 
(jxCn) - - 

- dt'l ' 
(j yCn) = d'l tJ Y . 

d ta 

Die Teilintegration, die in § 34 von der Gleichung (3) zur Glei
chung (5) führte, ergibt, indem man x'.,; und y'.,; durch (j x und 
tJ y ersetzt, und die Integrationsgrenzen 0 und 1 andeutet, 

t,n 1 

tJJol =~(Pa{jXC'I-I)+ Q'I{jyC'I-I)) I ~ + J dt(P{j x + Q{jy). 
o 

Jetzt sei die Aufgabe gestellt, die Punkte 0 und 1 durch 
eine Kurve ~ zu verbinden, die ein Extrem des Integrals Jo 1 er
gibt gegenüber anderen Kurven 01, die in den Endpunkten mit 
~ eine Berührung (n - 1)ter Ordnung aufweist. Eine solche 
liegt im Punkte 0 z. B. vor, wenn auf der Kurve ~ und der zum 
Vergleich herangezogenen die Größen xo, x~, ... Xb"l, YOl y~, ... yr:) 
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dieselben Werte haben; denn aus ihnen lassen sich, wenn z. B. 
x~ =1= 0 ist, die Größen 

dy y' d2 y x'y"-x"y' ... dn - 1y 
d x = x" d x 2 = x's d xn - 1 

zusammensetzen, so daß sie auf beiden Kurven dieselben Werte 
erhalten, womit die Berührung (n - 1) ter Ordnung gesichert ist. 
Setzt man also z. B. mit Funktionen rp, ljJ, deren n te Ableitungen 
noch stetig sind, 

x = x + E (t - to)>> (tl - t)n rp (t), 
Y = y + E(t - tO)n(t1 - t)nljJ(t), 

so beschreibt der Punkt (x, y), wenn t von to bis t1 läuft, eine 
der Kurven, denen gegenüber die Kurve ~ das Extrem des Inte
grals J liefern soll, und offenbar ist 

<')'xo = 8x~ = '" = 8x~n-1) = iJyo = iJy~ = ... = iJy~n-1) = 0, 
1 

iJJ = J (P8x + Q8y)dtj 
o 

die Extremseigenschaft fordert 8 J = O. Sei 1m besonderen 
ljJ (t) = Oj dann muß 

1 J P(t-to)n(t1-t)nrp(t)dt = 0 
o 

sein, woraus nach dem Haupthilfssatze P = 0 folgt; ebenso mit 
Q arbeitend erhält man das System der Eulerschen Gleichungen 

P= Q = 0, 

die der Identität § 34, (7) zufolge miteinander wesentlich zu
sammenfallen. Kurven in der xy-Ebene, die diese Gleichungen 
erfüllen, heißen Extremalen. Kann man x= t setzen und nimmt 
man Fdt = fdx, so ergibt sich die ursprüngliche Eulersche 
Gleichung 

wobei 

zu setzen ist. 

I dy 
Y =-d ' x 

d2 y 
Y"- - ' ... - dx2 ' 

Aus der Form der Ausdrücke P und Q ist ersichtlich, daß 
die Gleichungen 
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(0 + b)mal integriert werden können, wenn die Größen x, x', 
'" x(a-Il, y, y', ... y(b-I) in der Funktion F nicht vorkommen; 
fehlen z. B. x und y, so hat man den letzten Relationen § 34, (4) 
znfolge die Integrale 
(1) PI = const., QI = const. 
Setzt man im besonderen 
(2) x = t, Fdt = (x, y, y', ... y(n»dx, 

und kommt x in dem Ausdruck (nicht explizite vor, so hat man 
zunächst das erste der Integrale (1). Die Gleichung (8) des § 34 
geht aber bei der Annahme (2), da 

oF oF o x" = 0 xl/, = ... = 0, 

in die besondere Form 
1," 

( = PI + :s Q" y(") 

" über; 

das bezeichnete Integral kann daher geschrieben werden 
1, n 

(3) ( - :s Q" y(O) = const. 
,\ 

und findet sich in dieser Form schon bei Euler. 
Erstes Beispiel. Die Lage eines Systems aufeinander 

wirkender Massen sei durch einen Parameter y bestimmt, x sei 
die Zeit, Y eine Funktion von x und - Y dy die von gegebenen 
äußeren Kräften bei einer Verschiebung des Systems geleistete 
Arbeit. Dann hat das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip 
nach HeImholtz folgende Form: 

8f(H+YY)dx = 0; 

dabei ist H, das kinetische Potential, eine gegebene Funktion 
von y und den Ableitungen dieser Größe nach der Zeit, und 
enthalte x nicht explizite. Im gewöhnlichen Falle der älteren 
Dynamik ist H die Differenz der potentiellen und kinetischen 
Energie des Systems. Sieht man x und y als Funktionen eines 
Parameters t an, so hat man 

(H+Yy)dx = Fdt, F= (H+ Yy)x', 

(4) 0 F = d Y y x' = -~ (Y y) - Y IJ'. oX dx dt . 
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Nach den allgemeinen Gleichungen § 34, (4), (8) ist ferner 

I,n oF dP 
PIX' = F- :2Q.,y(") + " ', P = oxl- dt\ 

" 

und die weggelassenen Glieder enthalten nur die zweite und 
höhere Ableitungen von x als Faktor; setzt man daher 

(5) x = t, x' = 1, x" = x'" = ... = 0, 

so folgt 
I, n 

(6) PI = B + Y y - :s Q" y(al, 
" 

und für die Extremalen erhält man 

Q= y+oH_dQ!=o p=oF _dPl =0. 
oy dx ' öx dx 

Letztere Gleichung kann nach (4), (6) geschrieben werden 

(7) 
d d ( I,n ) 

y d; + dx B-~ Q"y(u) = 0, 

dabei ist der Annahme (5) gemäß für a > ° 
d"y oB d oH 

'!/") = dx'l' Q" = duy - dx da+ly + ... 
13 dx" 13 dxa+'j 

Die Gleichung (7) zeigt, daß man die Größe 
l,n 

~ = B - :2 QaY(") 
a 

als Energie des Systems anzusehen hat; denn man hat für jedes 
Zeitelement 

d~ = -Ydy, 

d. h. d ~ ist der von außen her geleisteten Arbeit gleich. Das 
Energieprinzip ergibt sich also als Folge des Hamilto·nschen 
Prinzips. Sind äußere Kräfte nicht vorhanden, so folgt 

~ = const.j 

das Energieprinzip erscheint dann als Sonderfall der Eulerschen 
Integralgleichung (3). 

Diese Entwicklung kann sofort auf den Fall übertragen 
werden, daß das Massensystem von mehreren Parametern y, Z, ••• 

abhängt, indem man den hingeschriebenen Glieder beifügt, in 
denen Y' durch z, .. , ersetzt istj kommen auch von ihnen im 
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kinetischen Potential keine höheren als die n ten Ableitungen nach 
der Zeit vor, so erhält man für die Energie den Ausdruck 

I, " 

~ = H -::;8 (Q"y(") + Roz(o) + ... ), 
" wobei 

R _ oB d oH d 2 oB 
o - duZ - d x ---aa+ 1 z + d x 2 d" + 2 Z 

0- 0-- 0--
dxo dX,'+1 dxo+2 

und analoge Größen für die übrigen Parameter einzuführen sind. 
Zweites Beispiel. Eine ebene Kurve 01 zu finden, die mit 

ihrer Evolute und ihren in den Punkten 0 und 1 gezogenen Nor
malen einen möglichst kleinen Flächenraum einschließt. 

Ist r der Krümmungsradius, d s das Bogenelement, so ist die 
definierte Fläche die Summe aller unendlich schmalen Dreiecke 
vom Inhalt ~ rds. Da nun 

3 
(x' 2 + y'2)2 

+r -' ds = t1X'2 + y'2dt, - - x'y"-x"y" f 

so handelt es sich darum, das Integral 

J= j(X'2+ y'2)2 dt 
x'y" -x"y' 

zum Extrem zu machen. Der Integrand ist von x und y frei, es 
bestehen daher die Integralgleichungen (1) oder 

PI = a, Ql = b. 
Die Identität (8) oder 

F = P1{J;' + QlY' + P 2x" + Q2Y" 
führt ferner, da 

p _ oE _ Y'(X'2+y'2)2 oE -X'(x'2+y'2)2 
2 - ox" - (x'y" -x" y')2' Q2 = oy" = (x'y" _ x"y')2 ' 

zu dem Ergebnis 

F = ax' + by'-F, 2F = ax' + by'. 

Setzt man x = t, y' = p, so kann man für diese Gleichung 
schreiben 

2(1 + p2)2 = (a + bp) ~~, dx = 2~1 ~b;)i dp, 

und hieraus folgt 
d - d _(a+bp)pdp 

y - p x - 2 (1 + p2)i . 
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Aus d X und d y kann leicht eine rational integrierbare lineare 
Verbindung mit festwertigen Koeffizienten gebildet werden; da 
nämlich, wenn ", ß, Y Festwerte sind, die Identität 

d("+ßP+YP2) = ß+2(Y-OG)p_ßp2 d 
1 + p2 (1 + p2)2 P 

besteht, so ist der Ausdruck 

') (bd _ d ) _ ab + (h i - a2)p _~~p2 d 
~ x a· y - (1 + p 2)2 p, 

der in den vorigen übergeht, wenn 

b2 

ß = ab, Y = 2' 

gesetzt wird, rational integrierbar, und man erhält 

4, (bdx-ady) = d [Ca + bP)2] = d[Cad_x + bd yJ:]. 
1 + p 2 d x2 + d y2 

Nun stellen die Gleichungen 

ya2 +b2 g = bx-ay, ya2+b2 t] = ax+by 

eine Transformation rechtwinkliger Koordinaten dar, so daß 

dX2+dy' = dg2+d1)2; 

die obige Gleichung kann daher geschrieben werden 

4 ya2 +(J2 d g = d [(ai + b2
) dt]2] 

dg 2 +dt]lI ' 

woraus durch Integration folgt 

~ + C = t Y--;;;;-+f;2 d g2d~2 d t]2' 

dt] 1/ g+c 
dg = r ~Va2+b2_(c+ g). 

Hieraus ergibt sich nach § l2, daß die gesuchten Kurven, d. h. 
die Extremalen, Zykloiden sind. Wenn in den Endpunkten die 
Tangenten nicht vorgeschrieben sind, so muß bei den erlaubten 
Variationen der Ausdruck 

PI 8 x + QI Ö Y + Pli 8 x' + Q2 8 y' I ~ 
verschwinden; sind nun die Punkte 0 und 1 gegeben, also 

Ö Xo = Ö Yo = Ö Xl = 8 YI = 0, 
so muß die Gleichung 

P2 8 x' + Q2 8 y' I ~ = 0 
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bei beliebigen Variationen d x', d y' bestehen, da über diese frei 
verfügt werden kann. Somit folgt 

y' (x' II + y' 2)2/°. 1_ 0 - X' (Xii + y' 2)2 /°. 1_ O. 
x' y" - x" y' -, X' y" '- x" y' -, 

die Punkte 0 und 1 müssen daher Rückkehrpunkte der Zykloide sein. 

~ 36. 

Integrabilitä tsbedingungen. 

Betrachten wir y als Funktion von x und setzen demgemäß 
x = t, so erfüllen die Extremalen die Gleichung 

o ( d o{ dn o( 
(1) Q (f) = 0 y - da: () y' + ... + (- l)n ci xn () yen) = 0, 

welche für n = 0 eine endliche Gleichung, im allgemeinen aber 
eine Differentialgleichung 2 n ter Ordnung darstellt. Die Größe 
y(2n) kommt offenbar nur im letzten Gliede vor, und zwar mit 
dem Faktor 

Oll! ( 1)n . 
- 0 yen) 0 yen)' 

die Ordnung der Differentialgleichung erniedrigt sich also dann 
und nur dann, wenn die Funktion ( von yen) in linearer Weise 
abhängt, so daß man setzen kann 
(x, y, y', '" yen»~ = g (x, y, ... y(nl-l») + y<n) h (x, y, ... yen-I»~. 

In diesem Falle ist das Integral J nach Euler durch ein anderes 
zu ersetzen, dessen Integrand von yen) frei ist; setzt man nämlich 
die Gleichung 

(2) f (dx = G(x, y, ... y(n-l»+ J H(x, y, ... y<no'l» dx 

an oder, was dasselbe bedeutet, 
gdx + hdy(n-l) = Hdx 

+ { () G + 0 G ,OG " () G (n-l)} d 
() x 0 y y + 0 y' y + ... + 0 y<n - 2) Y X 

+ 0 G dy(n-l) 
oy(n-l) , 

so braucht man nur, was mittels einer Quadratur möglich ist, 
G als Funktion der Unabhängigen x, y, ... y(n-l) so zu be-
stimmen, daß 

() G h( (n-I» o yen -1) = x, y, ... y , 
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und außerdem 
oG 0, .. -2 ö G 

H=g(x Y ... y("I-l) _ _ _ ~ _ _ y('l+l) 
... " 0 x ~ 0 y('l) 

" 
zu setzenj dann besteht die Gleichung (2) und liefert die au
gegebene Transformation des Integrals J. Geht man zum be
stimmten Integral über, so ergibt sich 

1 

J Ol = G(x, y, ... y(n-l» I ~ + J H(x, y, ... y(n-l» dXj 
o 

bei vorgeschriebeuen Werten der Größen y, y', ... y(n-l) an den 
Stellen 0 und 1 sind daher die Integrale 

J, J H (x, y, ... y(n-l» d x 

gleichzeitig Extreme. 
Schreibt man ferner die Gleichung (2) in der Form 

f'=H+~: 
und betrachtet Q als ein durch die Gleichung (1) definiertes 
Operationszeichen, so ergibt sich 

Q(t) = Q (~~) + Q(H). 

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet identisch; 
denn setzt man 

llJ _ d G _ 0 G ;' ~~ 1 0 G (a+ 1) 
- dx - ox ,L.J oy(a) y , 

,I 

so ist offenbar für b = 1, 2, ... n - 1 

also 

01lJ oG d oG - ----+- - -'Oy(b) - oy(b-l) dx oy(b)' 

db '0 llJ db '0 G dH loG 
d xb 0 y(b) - d xb 0 y(b-l) + dxb+ l oy(b)' 

Setzt man hier für b nacheinander die angegebenen Werte und 
addiert die erhaltenen Gleichungen, indem man sie mit dem 
Faktor (- 1)b versieht, zu den Identitäten 

o llJ d '0 G du 0 llJ dn 0 G 
ay = dx 'Oy' (-1)" dxn oy(n) = (-1)n dxn oy(n-l) , 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 15 
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die aus der Definition von flJ folgen, so heben sich rechts alle 
Glieder paarweise weg, und man erhält das Resultat 

(3) Q(flJ) = Q (~;) = 0,: Q(f) - Q(H). 

Der Ausdruck Q (f) enthält daher, da H von y(n) frei ist, auch 
y(2n-l) nicht, wenn in ihm y(2n) nicht vorkommt. Im allgemeinen 
wird y(2n-2) in dem Ausdruck Q (H) auftretenj ist es nicht der 
Fall, so kann die soeben für { durchgeführte Schlußreihe auf den 
Ausdruck H angewandt werden, und man erhält 

j Rdx = GI (x, y, ... y(n-2» + j Hdx, y, ... y(n-2» dx, 

Q(f) = Q(R) = Q(BI )· 

Die Größe Q (f) enthält dann keine höhere als die (2 n - 4)te 
Ableitung von Yj ist sie auch von dieser frei, so kann man das
selbe Verfahren fortsetzen. Die höchste in dem Ausdruck Q (I) 
vorkommende Ableitung von y ist daher stets von gerader Ord
nung, etwa y(2m)j dann hat man 

1,n-m-l 

(4) J = G (x, y, '" y(n-l» + 2:: GII (x, y, ... y(n-Il-I» 

+ J Rn -m-t{x, y, ... y(m» d x, 

Q(f) = Q(R) = ... = Q(Rn - m - I ), 

und die Ausdrücke G, B, Gll lft, " ... Gn - m - l , B n - m - l können 
mit Hilfe von n - m Quadraturen hergestellt werden. 

In dem besonderen Falle m = ° hätte man 

Q(f) = Q(Bn - l ) = O~~-l j 

wenn daher die Größe Q (f) identisch verschwindet, so ist B n - 1 

von y frei, und die Gleichung (4) ergibt 
1,11-1 

(5) J = G (x, y, ... y(n-l») + 2.: GII (x, y, ... y(n-O-l» 

+ j Hn - l (x) dXj 

{(x, y, ... y(n» ist daher der vollständige Differentialquotient der 
rechten Seite nach x. Damit ist bewiesen, daß die Identität 

(6) Q (f) = ° 
die Integrabilitätsbedingung darstelltj wenn sie vorausgesetzt 
wird, ist die Funktion {unbeschränkt integrabel, und ihr Integral 
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ist in der Gleichung (5) explizite dargestellt. Die Aufgabe, das 
Integral J bei vorgeschriebenen Werten der Größen y, y', .. . yen-I) 
an den Endpunkten zu einem Extrem zu machen, verliert offenbar 
ihren Sinn, weil J durch diese Werte schon bestimmt ist. 

Daß die Gleichung (6) auch eine notwendige Bedingung der 
Integrabilität der Funktion f ist, lehren die Schlüsse, welche zu 
der Gleichung (3) führten. 

§ 37. 

Hinreichende Bedingungen des Extrems. 

Führt man als Parameter t die Bogenlänge ein, so gilt die 
Gleichung 

X'2 + y'2 = l. 

Differenziert man dieselbe (rn - 1) mal nach t, so ergibt sich 

(1) x' x(m) + y' y(m) + ... = 0 

und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von 
niedrigerer als der rnten Ordnung. Ist daher z. B. x' von Null 
verschieden, so sind die Größen x", x''', .. , x(m) durch die Größen 
y', y", ... y(m) rational ausdrückbar, und das Umgekehrte gilt, 
wenn y' nicht verschwindet. Man setze ferner 

t t 

m = (x' y" - x" y') d t = Y - Y d t = arctg JL . J. JX'II x'" ' It 
X'2+y'2 x' 0' 

o 0 

dann ist 
m' = x' y" - x" y' 

die Krümmung der Kurve positiv oder negativ genommen, je 
nachdem der Krümmungsradius zur Richtung wachsender t ebenso 
oder entgegengesetzt liegt, wie die + y-Achse zur + x-Achse; 
m ist daher der Winkel, den die Richtung wachsender t beschreibt, 
positiv oder negativ genommen, je nachdem diese Richtung im 
positiven oder negativen Sinne sich dreht, und man hat, wenn 
x~ = cos a, y~ = sin a gesetzt wird, die Gleichungen 

x' = cos(m+ a), y'=sin(m+"). 

Weiter ergibt die Gleichung für m', wenn man differenziert, 

(2) m(m-l) = _ y' x(m) + x' y(m) + .. " 
und die weggelassenen Glieder sind von derselben Beschaffenheit 
wie in der Gleichung (1). Bestimmt man aus dieser und der 

15* 
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Gleichung (2) die Größen x(m), y(m), so ist die Determinante der 
Koeffizienten + 1; durch die Größen w, w', .. • w(m-I) sind daher 
die Größen x', x", ... x(m), y', y", ... y(m) in eindeutiger Weise 
bestimmt. Haben die ersteren Größen für zwei von demselben 
Punkte ausgehende Bogenelemente dieselben Werte, so haben die 
Elemente eine Berührung rn tel' oder eine Oskulation (m - 1) tel' 
Ordnung; man nennt daher die Größe w(a), d. h. den (a - l)ten 
Differentialquotienten der Krümmung nach der Bogenlänge, eine 
Oskulationsinvariante ater Ordnung. Dieselbe Eigenschaft, 
durch Übereinstimmung die Berührung bis zu einer gewissen 
Ordnung zu sichern, haben im besonderen Falle, daß x' längs 
eines Bogens nicht verschwindet, auch z. B. die Größen 

dy d"y . 
(3) dx' dx2' ... , 

stimmen sie bis zur m ten Ableitung überein, so hat man eine 
Oskulation (m - l)ter Ordnung. 

Die Eulersche Differentialgleichung in y ist nun im all
gemeinen von der Ordnung 2 n; durch die Forderung, eine ge
gebene Extremale ~ im Punkte 0 in der (n - l)ten Ordnung zu 
berühren, werden von den Größen (3) genau n -1 festgelegt; von 
den 2 n - 1 Integrationskonstanten, die in einer durch den festen 
Punkt 0 gehenden Extremale verfügbar sind, bleiben also n übrig, 
etwa a, b, ... k. 

Die Kurve ~ erscheint so als Mitglied einer Schar 

(4) x = ~ (t, a, b, ... k), y = '1'/ (t, a, b, ... k) 

und die Größen 

'0 o~o on-I~O 10 0'1'/1 0 011-1'1'/ 1° 
~ I ' ot !' ... otn-I I , fJ l , TI' ... otn:..:T 

sind, wenn t die vom Punkte 0 gemessene Bogenlänge ist, durch 
die festgelegten n - 1 Oskulationsinvarianten bestimmt, also von 
a, b, ... k unabhängig, so daß die Gleichungen 

(5) ;a r = ;~ 1
0 = ... = ;~n-l) r = 'l'/a 1

0 
... 'I'/~'-I) 1 = 0 

gelten und gültig bleiben, wenn man a durch irgend eine der 
Größen b, c, ... k ersetzt. 

Es seien nun 0, 1, 2 drei in der Richtung wachsender t auf
einanderfolgende Punkte der Kurve~, 3 ein veränderlicher, dem 
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Argument t zugehöriger Punkt einer beliebigen Kurve (4), längs 
deren das Integral :los gebildet werde; dann ist offenbar 

- 1
8 

? ;{;3 = F(~, ~', .. , 1](n» 

oder nach § 34, (8) 

a~ 3 = ~ (Po ~(o) + Q~ 1](0» 1
3

; 

ferner erhält man 
._. 3 

'OJos = r dt(~ FI:. + ~F 1:.' + ... + aF )')(n») 
'Oa J "(lx 5a ax' 5a 'Oy<fI) 'I a ' 

o 

wobei unter den Funktionszeichen P, Q, F die Werte (4) ein
zusetzen sind. Integriert man in der letzten Gleichung partiell 
nach der Methode des § 34, so ergibt sich 

~;':8 = ~ (Pa ~~O-l) + Qo t]~O-I» I: + f (P ~a + Q 1]a) d t, 
o 0 

also mit Rücksicht auf die Gleichungen der Extremalen und die 
Formeln (5) 

(6) 'OJ03 = ~(P 1:.(,,-1)+ Q . (0-1» 13 oa ~l o5 a at'/a ' 
o 

wobei natürlich a durch b, c, ." k ersetzt werden kann. 
Sind die Größen t, a, b, ... k reguläre Funktionen einer Ver

änderlichen '1:', so folgt aus den letzten Gleichungen 

(7) dJ()_~ = ~{p (~(a)dt +~(,t_i)da + ... ) 
d 'I:' ~ a d'l:' a d 'I:' 

" 

+ Q~(t](a)~+ 1](0-1) d a + ... )} = ~ (p ~~~~ + Q d y(,t-l») 1
13• 

dt' a dt' ~ 0 d'l:' 0 dt' 
,t 

Jetzt seien die Punkte 1 und 2 durch eine Kurve ~ ver
bunden, welche folgen:de Eigenschaften hat und der Kurve ~ im 
Sinne folgender Bestimmung benachbart ist. Die n - 1 ersten 
Oskulationsinvarianten w, w', ... W(fa-2) stimmen in den Punkten 1 
und 2 mit denen der Kurve ~ überein und w(n-l) sei längs der 
Kurve ~ eine Funktion cp' (t') im Sinne des § 12, II. Deuten wir 
x, y, w, w', '" w(n-2) als Koordinaten in einem (n + l)-stufigen 
Raume lR, in welchem dann jeder der Kurven ~ und ~ eine ein
fache Mannigfaltigkeit ~' und ~, entspricht, so liege ~' ganz in 
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einer Umgebung [8] der Kurve ~'nach der Bezeichnung des § 11; 
über E werde gleich genauer verfügt. Wenn dann die Deter
minante 

LI ~ 0 (~, r;, w, w/, ... w(n-2») 
- 0 (t, a, b, ... k) 

längs der Kurve ~ zwischen den Punkten 1 und 2 überall von 
N uU verschieden ist, so sagen wir, die Ja co bische Bedingung 
sei erfüllt. 

Man kann dann nach dem ersten Einbettungssatze des § 11 
die Größe 8 so wählenl daß das Gebiet [E] genau einfach bedeckt 
wird von den Mannigfaltigkeiten, die im Raume !R den Extremalen 

(8) x = get, a, b, ... k), y = r; (t, a, b, ... k) 

ebenso entsprechen, wie ~/ und 53' den Kurven ~ und 53. Liegt 
die Kurve 53/ in diesem Gebiet [E], so kann man immer eine der 
Schar (8) angehörige Extremale 03 konstruieren, welche mit der 
Kurve 53 in einer Berührung (n - 1) ter Ordnung steht. Dann 
sei t: der vom Punkte 1 ab gerechnete Bogen der Kurve 53; nach 
dem Obigen hat man die Gleichungen 

/ dx " d2x dn-IX 
x =d.,;' x = d.,;2' 

X(n-l) - __ 

(9) 
-d.,;n-l' 

y' _dy " d2y dn-1y 
- d.,;' Y =d.,;2' 

y(n-I) = 
d .,;n-l' 

so daß sich für a = 1, 2, 3, ... n - 1 ergibt: 

d x(a-l) 

d-c 

Nun sind, da LI nicht verschwindet, die Größen t, a, b, ... k regu
läre Funktionen von x, y, w, ••• w(n-2) in der Umgebung der dem 
Bogen 1 2 . und der Kurve ~ zugehörigen Wertsysteme, mithin 
auch ihre Ableitungen nach .,; Funktionen cp' (.,;) im Sinne des 
§ 12, 11.; die Formel (7) kann also angewandt werden und ergibt 
mit Rücksicht auf die letzten Gleichungen (9) 

dlo s _l~l(p x(a) + Q y('l») + P dx(n-l) + Q dy(n-l)! 
d.,; - ~ a a n d.,; n d.,; , 

o 
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Setzt man daher 

F = F(x, x', ... y(n»), F = F(x, ~:' ... ~:~), 
dn ' 

P - x(n) q - y(n) p- --~ - , - , - d1:n ' 

und benutzt die Identität (8) des § 34, so folgt 

d Jo s = F + '0 F (;v.. _ ) + 0 F (- _ ). 
d1: öp V! P oq q q 

Anderseits erhält man für das längs der Kurve 2 gebildete Inte
gral J 

dJIS _ F· 
d1: - , 

somit folgt: 

(10) d(~s-/~a) = F-F- oF (p_p)_ oF (q_q) = &,. 
d't op oq 

Nun geht die Extremale 03 in ~ über, wenn diese im Punkte 3 mit 
der Kurve 2 eine Oskulation (n - 2)ter Ordnung hat, also z. B., 
wenn der Punkt 3 die Lagen 1 und 2 annimmt; Anfangs- und 
Endwert der Größe J1S - Yos sind daher folgende: 

- 1'"1 _ -
J,.s-Jos i - -J01 

J 1 's - :fo 3/,"2 = J 12 - :fo 1 - :t;. 2 = fo 2' 

Daraus folgt, daß die Differenz 

J1S -:1;,s [,"2 = J 1 2 -:1;.2 
'"I 

dasselbe Vorzeichen wie die Größe &, hat, wenn diese für alle 
zum Vergleich herangezogenen Kurven 2 ein festes Vorzeichen 
besitzt, ohne jemals in der ganzen Länge einer solchen Kurve zu 
verschwinden. Dann liefert die Kurve ~ ein Maximum oder 
Minimum des Integrals J gegenüber allen Kurven 2, je nachdem 
<ß negativ oder positiv ist. Daß übrigens das Vorzeichen der 
Größe & fest ist, folgt jedenfalls, wenn F I als von Null ver~ 

schieden vorausgesetzt' ist. Man kann nämlich offenbar ent
wickeln 

F = F + 0 F (p _ p) + 0 F (q ~ q) + .!. (02 F) (p _ p)2 
op oq 20pi m 



232 Höhere Ableitungen. § 37 

wobei das angeheftete m bedeutet, daß für p und q ein gewisses 
System von Werten 

Pm = P + 0 (p - p), qm = q + fj (q - q) 
zu nehmen ist, in welchen 0 zwischen 0 und + 1 liegt. Da 
nun aber 

02 F _ , 2 F 02 F , 'F, 02 F - x' 2 F o pS - Y l' ~(3 q = - x Y l' (3 q2 - 1 , 

so ergibt die Gleichung (10) 
ß) = 1/2 (F1)m {y' (p - p) - x' (q - q)l2. 

Es bleibt noch nachzuweisen, daß eine Extremale wenigstens 
stückweise stets mit einem Felde umgeben werden kann. Ist 
z. B. x~ von Null verschieden, so kann man für a, b, ... k die für 
x = t gebildeten Größen 

dny 10 dYl+1yj'o d2n-1y,0 
Y(n) ----I y(n+l) - -- Yl (2n-1) - I 

o -- dX"I' 0 - dxn+1 ,' 0 - dx2n-1! 

einführen; die Größe Li ist dann in der Nähe der Stelle 0 von 
Null verschieden, wenn dies für die Determinante 

o (y, y', ... y(n-l» 
-:=:-;----;::-:-=-o (Ybn), y~n+l), ... y~n 1» 

gilt. Daß diese aber nicht identisch verschwindet, sieht man aus 
den Taylorschen Entwicklungen 

0,00 (x _ x)" 
Y _ ~y(,1) 0 

-..::::.. 0 I' a a. 
0,00 (x-x)" 

y(b) = ::s y(b+ ,1) 0 
,,0 al' 

welche zeigen, daß in ihr die niedrigste Potenz des Arguments 
x - Xo folgenden Koeffizienten hat: 

1 1 1 
n! (n + I)! ... (2n -I)! 

1 1 1 
(n . 1)! n! (2 n - 2)! 

1 1 1 
11 -21 n! 

Daß diese Größe nicht verschwindet, ist leicht zu zeigen und 
folgt indirekt daraus, daß es möglich ist, eine ganze rationale 
Funktion (2n-l)ten Grades so zu bestimmen, daß sie nebst 
ihren Ableitungen bis zur (n -l)ten Ordnung an zwei Stellen 
gegebene Werte annimmt. 
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Damit ist gezeigt, daß ein hinreichend kleines Stück einer 
Extremale, auf welchem F 1 von Null verschieden ist, immer ein 
Extrem der definierten Art liefert. 

§ 38. 

Besondere invariante Darstellung. 

Im Falle n = 2 bringen wir nach Radon die Variation ~J 
auf eine für die Anwendungen nützliche Form, indem wir statt 
der Ableitungen nach t die gegenüber Koordinatenverwandlungen 
invarianten Größen einführen, die Richtung und Krümmung 
kennzeichnen. 

Das gegenüber der Parametertransformation invariante 
Integral J kann, indem man t = x nimmt, in die Form 

J= J~(x,y,i~, ~2~)dx 
gebracht werden. Setzt man nun 

dy dO 1/- - (d y)2 
f) = arct~ d x ' x = d s' d s = r 1 + d x d x, 

also 

:2~ = [1 + (:~)]x, dy 
dx = tgO, 

so kann man offenbar schreiben 

J = Sö(x, y, fJ, x)ds, 

oder, da das Integral gegenüber der Parametertransformation 
invariant ist, bei allgemeinster Wahl des Parameters t 

J = Jö(x,y,O,x)VX'2+Y'2 dt = Jös'dt. 

Nun bedeute der Punkt die Ableitung nach s, also, wenn 

s' = V x' 2 + y' 2 gesetzt wird, 
. x' 

x = 8" 
y' . 
----, = y usf., 
s 

und sei mit der früheren Bedeutung des Zeichens w 
w 

ro = :i:l5y-y15x =- - j, ro = :i:15x+yl5y; 
s 

dann ist 

(1) x2+y2=1, 15x=-roy+rox, ~Y=(j)x+roy, 
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und weiter 

(2) 

8 x' (~)' '" '+ _ .. + ~ . -, = ux =-wy-wy wx wx, 
s 

8y' 
-, =(8y)'= WX+WX+wy+a3y, 
s 

s'8s'=x'8x'+y'8y', 8~' =x(8x)'+y(8y)', 
s 

also, da xx + yy = 0 ist, 

(3) 

8s' :.. (' " ') -, = w-w xy-xy. 
s 

Offenbar ist nun 

(j - y - arctg---;-, 
x 

(j' xy-xy ..... , = x = x<J+fJ' = xy-xy, 

also endlich 

(4) 
8 s' :.. 7 = w-wx. 

Aus der Definition 
d ' 8 = arctg d y = arctg '!f, 

x x 
folgt ferner 

,~, , ~ , 
(5) 88 = x u y - y u X = . (8 )' _ '(8 )' 

x" + y'2 X Y Y x, 

also nach (1) und (2) 

(6) 88=ro+wx. 
Endlich ist 

(j' 
x = 8" 

also nach (4) 

88' 8' 8s' . 8s' 
8x = -, -,-, = (88) -X-" s s s s 

(7) 8x = (80)'-x(6J-wx). 

§ 38 

Die Formeln (3), (4), (6), (7) führen nun zu der gesuchten 
Darstellung der Variation 

(8) 8 J fJs'dt = J 8fJds + J fJ8/ ds 

= f (fJ,,8x + fJy 8y + fJe 88 + fJ,,8x)ds + ffJ(1fi -wx)ds. 

Achten wir hier in den Variationen auf die mit w behafteten 
Glieder, so erhalten wir 

8 x = x w + . , " 8 y = y w + ' , " 88 = x w + ' '. = iJ w + .. " 
8x = (wx)' -xa3 + ... = xw + "'j 
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die mit w behafteten Glieder unter dem Integralzeichen auf der 
rechten Seite der Gleichung (8) sind also einfach 

w(ö",x+öIIY+öeO+ö"x)+ö03 = (öw)", 
und die Formel (8) gibt 

~ Jö ds = ö w + J ds {[-YÖ",+,iÖy-"m-"ö,,)]co+ae w + ö"li·l, 

oder nach zwei Teilintegrationen, die wund m unter dem Integral
zeichen zum Wegfall bringen, 

~ J ö d s = ö w + Ö" W + me - ö~) co + j % co d s, 
wobei 

gesetzt ist. Nimmt man für w, co, w die Werte aus den 
Gleichungen (1), (2), (5), so ergibt sich 

(10) ~jöds = ~~x+a~y+ö,,~O+ J%cods, 
wobei 

~ = im - "ö,,) - yme - ö~), 

a = y(ö - "ö,,) + ,i(öe - ö~) 
gesetzt ist, und offenbar qie Identität 

(11) Ö = ~ x + a y + Ö" Ö = ~ cos 0 + a sin 0 + "ö" 
sich ergibt. 

Schreibt man ferner die Gleichung (10) in der Form 

~jöds =Jds{%(x~y-y~,,)+~~x+Ö~y+~(H 
+ a~y + (ly,,~On 

und variiert jetzt so, daß ~ x und ~ y willkürliche Festwerte sind, 
so erhält man, da ~ x, 0 y, 00, 0" verschwinden, 

o jöds =J (ö",ox + öyoy)ds J {(%x + $)ox 

+ ( - % y + Ö) 0 y} d s, 

und da diese Gleichung bei beliebigen Integrationsstrecken gilt, 
folgen die Identitäten 

x% = %cosO = öx-~!, 
(12) . da 

-y% = -%S1ll0 = Öy- ds ' 

die natürlich auch· -durch Rechnung zu bestätigen sind. 
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Geht man auf die früheren Formeln 

J = Sös'dt = SFdt, 

aJ= P1 ax+ Qlay+P2ax'+ Q2 a y'+ S(pax+ Qay)dt 

zurück, so findet man durch Betrachtung besonderer Variationen 
und mittels des Haupthilfssatzes leicht 

PI = \ß, Ql = 0, P2 aX' + Q2 8 y' = ö,,80, P = - %y', 

Q = 5tx', 

was sich auch rechnerisch bestätigen läßt. Die Identität (11) ist 
wesentlich die Gleichung § 34, (8). 

11. Der unter (10) für % gegebene Ausdruck zeigt, da % = 0 
die Eulersche Gleichung ist, daß die Extremalen der Aufgabe 

f . (X'Y" - X"y') 
8 f(x)ds = 0, 8.\ f Y;'2+Y'2 3 YX' 2+y'2dt = 0 

durch Quadraturen bestimmt werden können. 
Man erhält für diesen Fall 

d2 f' (x) 
% =-xrf-xf'(x)]+ ds 2 = 0, 

also wenn man 

f'(x) = u, x[f-xf'(x)] = rp(u) 

setzt, wobei rp (u) nach einer Elimination bekannt ist, 

d2 u f [J ]-1 ds 2 = rp(u), S = du rp(u)du , 

womit dann auch x und weiter die Größen 

o = S xds, x = S cosOds, Y = S sinOds 

durch Quadraturen und Auflösung von Gleichungen bestimmt sind. 
In Beispielen kann es zweckmäßiger sein, die nach (12) 

folgenden Gleichungen 

(13) 
d\ß dO 
TB = ds- = 0 

zu benutzen. Sei z. B. 

J = S (x' y" - x" y'y!ad t = S x1lad s 

zum Extrem zu machen; es ist die Affinlänge, eine gegenüber den 
inhaltstreuen affinen Transformationen der Ebene invariante Größe. 
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Man findet aus den Gleichungen (13), unter ao, bo, a, A Fest
werte verstanden, 

~ cos8 .1f}13 + sin 8· :s (! %-213) = ao, 
2 . 0 1 I d (1 _2' ) b ~r sm . % 13 - cos d· d s. 3 % /3 = 0, 

2 (d 8)'13 3%'13 = aocosO+hosin8, ds = Acos(8-a). 

Bei einer gewissen Lage des Koordinatensystems kann 

(14) dx = cos(8-a)ds, dy = sin(8-a)ds 

gesetzt werden; man findet also 

d x _ d (fJ - a) d - _ _ d cos (0- a) 
- A3COS~«(j - a)' Y - A3COS3(8 - a) 

(15) x-al = 13 tg(8 - a), Y - b1 = 2-~3 COS2(~ _ a) 

1 + A6(x - a1)2 = 2A3(Y - b]). 

Die Extremalen sind Parabeln, deren Achsen der y-Achse parallel 
laufen; diese Richtung ist aber beliebig, da a ein willkürlicher 
Integrationsfestwert ist: Sie sind die allgemeinsten Parabeln der 
Ebene, die ja durch vier Festwerte bestimmt sind. 

Die ursprünglichen Koordinaten x, y, bei denen d x = cos 8 d s, 
dy = sin8ds ist, erhalten wir nach (14) durch die Trans
formationsformeln 

x = xcosa - ysina, y = xsin a + ycosa; 

soll daher eine Extremale von dem Element (xo, Yo, ( 0) aus
gehen, d. h. vom Punkte (xo, yo) mit dem Richtungswinkel 00 , so 
geben die Gleichungen (15) mit neuer Bezeichnung 

b 
x-xo = 2 {2[tg(O-a)-tg(fJo-a)]cosa 

(16) - [tgl(8 - a) - tg2(8o - a)Jsinaj, 

y-yo=~ 12[tg(O-a)-tg(Oo-a)]sina 

+ [tg2 (8 - a) - tg 2 (Oo - a)]}, 
oder kurz 

x = ~ (t, a, b), y = 1J (t, a, b), 8 = t. 
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Eine leichte Rechnung ergibt 

LI(t,a,b) = 0(;,11,8) = '0(;, 11) 
'O(t, a, b) 'O(a, b) 
b = 4' {tg(t - a) - tg(to - a)}S. 

Sei nun, wenn die Extremale und das Anfangselement vorliegt, 
durch Drehung des Bezugssystems to = a = 0 gemacht; dann 
zeigen die Gleichungen (16), daß die Parabel vom Punkte 0 aus 
ins Unendliche durchlaufen wird, wenn t, von to = 0 ausgehend, 
bis zu dem Werte t = t n; wächst. Auf dieser Strecke bleibt 
dann auch LI von Null verschieden; die J acobische Bedingung 
(§ 37) bleibt beliebig weithin erfüllt; die Parabel gibt, von irgend 
einem ihrer Punkte ab beliebig weit verfolgt, stets ein Extrem 
der Affinlänge. 

IH. Lassen wir Extremalen entweder von einem festen An
fangs element (uo,Yo, 00 ) oder von einer einfachen oder zweifachen 
Mannigfaltigkeit lJJ1 im Gebiet der Größen (xo, Yo, 00) so aus
strahlen, daß längs ihrer die Transversalitätsbedingung 

~~x+O~y+ tr,,~8 = 0 
erfüllt ist, so gilt für das längs ihrer genommene Integral :t die 
Formel 

(17) ~Jos = ~~x+O~y+tr,,~8 1 ~ = ~~x+O~y+tr,,~8 I s. 
Geht der Endpunkt 3 dabei längs einer Kurve 2, auf der 1: die 
Bogenlänge, 0' der Anfangspunkt auf der Mannigfaltigkeit lJJ1 sei, 
so ist 

dJo's = tr(x, y, 0, ~~)d1:, 
und die Formel (17) gibt, wenn die Extremale und die Kurve 2 
sich im Pnnkte 3 berühren, 

d Jo s ( d fJ) d x ( d 8) d y 
~ = ~ x, y 8, d s (1-:; + 0 x, y, 8, d s d 1: 

( d8) dO + tr" x, y, 8, d s d 1: ; 

also folgt in der Bezeichnung des § 37 

dJo,s - d;fos = cßd1: = [tr(x, y, 8, 0 • .) - ~x .. - Oy .. - tr"O .. ]d1: 
oder, da i; = x .. , y = y .. ist, der Identität (11) zufolge 

& = tr(x, y, 8, 8 .. ) - tr(x, y, 8, u) - tr,,(8 .. - u) 
= t tr",,(x, y, 8, um)(8 .. - U)2, 
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wobei "m zwischen OT und" liegt, und hieraus ergibt sich, wie 
früher, in § 12 z. B., wenn der Punkt 3 auf 2 in die Endlage 2 
und gleichzeitig auf lJJ1 der Punkt 0 in die Lage 1 rückt, wenn 
ferner' 2 und die Extremale 1 2 sich im Punkte 2 berühren, 

2 

.10, 2 - J12 = J <ß d 't', 
0' 

woraus man nach § 37, die J aco bische Bedingung erfüllt gedacht, 
die Extremseigenschaft des Extremalen bogens 12 erschließt. 

Im Falle des H. Absatzes ist u: = ,,11a, also 

2 
U:"" = - 9 ,,-~Ia, <ß < O. 

Integriert man also längs einer Parabel in solcher Richtung, daß 
die Affinlänge positiv ausfällt, so hat diese Größe ein schwaches 
Maximum. 

IV. Die von lJJ1 transversal ausstrahlenden Extremalen bilden 
Felder von verschiedenem Typus. Ist lJJ1 ein festes Linienelement 
(xo, Yo, ( 0), so haben wir ein konisches oder Kegelfeld, dessen 
zweifach unendlich viele Extremalen einander im Punkte (xo, Yo) 
berühren. Diese Felder benutzt man zum Nachweis des Extrems, 
wenn die Aufgabe gestellt ist, zwei gegebene Linienelemente 
(xo, Yo, ( 0) und (x2, Y2, ( 2 ) durch eine Kurve der gesuchten Extrems
eigenschaft zu verbinden. 

Ist lJJ1 eine einfache Mannigfaltigkeit, z. B. xo, Yo gegeben 
und 00 beliebig, so haben wir ein Keilfeld, und dieses dient der 
Aufgabe, das Element (X2' Y2, ( 2) mit dem Punkte (xo, Yo), ohne in 
diesem eine Richtung vorzuschreiben, zu verbinden, so daß diese 
Kurve das Extrem des Integrals J liefert. Ist auf lJJ1 der Punkt 
(xo, Yo) nicht fest, sondern läuft er auf einer Kurve ~, so ist die 
entsprechende Aufgabe die; von einem nicht vorgeschriebenen 
Punkte der Kurve ~ die gesuchte Kurve nach dem Element 
(x2 , Y2' ( 2 ) zuziehen, wobei in jedem Punkte der Kurve ~ eine 
Ausgangsrichtung vorgeschrieben ist. 

Wenn endlich lJJ1 im x Y fl-Raume eine Fläche bedeutet, so 
ist in einem Gebiet der x y-Ebene für jeden Punkt (xo, Yo) eine 
Ausgangsrichtung 00 vorgeschrieben; die gesuchte Kurve soll von 
einem nicht vorgeschriebenen Punkte (xo, Yo) mit der zugehörigen 
Ausgangsrichtung ausgehend nach dem Element (x2, Y2, (J2) hin
gezogen werden und dabei das Extrem der Größe J liefern. Die 
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bezeichnete Fläche im x y 8-Raume heißt die Bodeufläche des 
Feldes; man spricht von einem Bodenfelde. 

Die Weierstraßsche Konstruktion, d. h. die Konst:r:uktion 
der durch jeden auf ~er Kurve B liegenden Punkt 3 gehenden 
Extremale 30 hat zur Voraussetzung, daß die Raumkurve B', die 
erhalten wird, wenn man in jedem Punkte der Kurve B den zu
gehörigen Richtungswinkel 8 als dritte Koordinate aufträgt, im 
Innern des von den Feldextremalen eindeutig bedeckten Gebiets 
im xy8-Raume verlaufe. Im Falle des Kegelfeldes genügt es 
hierfür, die Kurve B von einem zwischen 1 und 2 liegenden 
Punkte ]' der Extremale 1 2 berührend ausgehen zu lassen und 
das Extremalenstück 11' der Kurve B zuzurechnen. Dann wird 
unter der Jacobischen Bedingung der Schlußbetrachtung des § 37 
zufolge und nach dem ersten Einbettungssatze eine Umgebung des 
räumlichen Bogens, der dem Bogen 1'2 entspricht, wenn man 
den Richtungswinkel als dritte Koordinate aufträgt, eindeutig von 
den Feldextremalen im x y 8-Raume bedeckt und so ein voller 
Nachweis für die Extremseigenschaft des Bogens 1'2 möglich 
gemacht. 

Verschwindet die in der J aco bischen Bedingung auftretende 
Determinante, also im Falle n = 2 die Größe 

A (t b) 0 (G, rj, 0) 
il ,a, = 0 (t, a, b) , 

von ~Jl aus auf einer Feldextremale nach wachsenden t fort
schreitend zum erstenmal an der Stelle 4, so kann man, wie bei 
der isoperimetrischen Aufgabe, im allgemeinen aus den zweifach 
unendlich vielen Feldextremalen einfach unendlich viele aus
sondern, die im x y O-Raume eine Hülle mit Evoluteneigenschaft 
haben. Hat man eine solche Hülle, auf der 5 ein fester Punkt 
und die Richtung 4 5 mit der Richtung wachsender t im Punkte 4 
übereinstimmt, so hat man, längs der Hülle integrierend, 

dJ4,5 = - u: (x, y, 0, x) ds 

und längs der Extremale 

dJo, = ~dx+o.dy+U:"d81'· 
Nun gilt aber die Identität 

u:=~dx+o.dy+u: dO 
ds ds " ds' 
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also die Gleichung 

dJ~, + dJH = 0, 

woraus die Evoluteneigenschaft folgt. 

241 

V. Endlich deuten wir noch die Jacobi-Hamiltonsche 
Methode für die invariante Form des Integrals an. Man setze 

(18) 

und eliminiere die Größen x und x; dann erhält man die 
J aco bi-Hamiltonsche Gleichung in der Form 

I]J (V"" Vy, Va, X, y) = 0. 

Ist nun V irgend eine Lösung dieser Gleichung, so kann man an 
jeder Stelle (x, y, 0) die Werte x, x so bestimmen, daß die 
Gleichungen (18) gelten; damit sind dann auch die Verhältnisse 
d 81d x und d 0ld y als Funktionen von x, y, 0 bestimmt, so daß 
man Gleichungen 

(19) 
dx dy 
d 8 = f (x, y, (J), d 0 = 9 (x, y, 0) 

und entsprechend im x y (J- Raum zweifach unendlich viele Kurven 
erhält, die die Flächen V = const. so durchschneiden, daß die 
Gleichung 

gilt, wenn 

gesetzt wird; also transversal. Es zeigt sich, daß diese Kurven 
wirklich Extremalen des Integrals J sind. 

Sehen wir x und" und damit auch \ß, 0., U: .. als Funktionen 
von x, y, 0 an, so zeigen die Gleichungen (18) 

o \ß 0 0. 0 \ß 0 U:" 0 0. 0 U:" 
Öy = 0 x' ~ - (} x' (} 8 = oy. 

Hieraus folgt 

Kneeer, Variationsrechnung. 2. Aufl. 16 
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Nun ist aber 

(20) 

oö" ox 
OX- = ö"",+ Ö"" ox' 

und die Gleichung 
ö = ~ x + 0 y + x Ö" 

gibt nebst den Ausdrücken von ~ und 0 

(21) Ö", = ~xx+OxY+XÖ""" ~"x+O"y = -XÖ"", 
~;.x+O"y = O. 

Vervielfacht man also die Gleichungen (20) mit x, y, x, so folgt 

d~ 
([8- = ö",· 

Ebenso erhält man natürlich 
dO ö"-a:s = Oj 

d. h. die durch die Differentialgleichungen (19) definierten Kurven 
sind Extremalen des Integrals J. 

Längs dieser Kuryen ist, wenn V einen willkürlichen Fest
wert e enthält, 

oV 
oe = const.j 

denn differenziert man längs einer Extremale, so ergibt sich 

(22) 

d oV V' V. . V. 
ds ac = xc x + ycY+ seX 

_ 0 ~ . + cO. + 0 ö" 
- ö e X 0 e Y 0 e x. 

Die Größe e kommt aber in ~, 0, Ö" nur vor, sofern sie lD x 
und " steckt; es ist also 

o~ t:x 0% 00 OX oi! ac = ~"ifC + ~ ... oe' oe = 0" dC + o.;.'dC' 

o Ö" (\ x 
oe = Ö"" ifC 

zu setzen, und jetzt lehren die letzten Gleichungen (21), daß die 
rechte Seite der Gleichupg (22) verschwindetj also in der Tat ist 
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o via C festwertig. Enthält die Größe V zwei Festwerte Cl und c2, 

so stellen die Gleichungen 

o V 0 V 
- = bl = const., ~ = b2 = const., o Cl U C2 

wenn links keine der Größen Cl und C2 weggefallen ist, eine vier
fach unendliche Schar vo~ Extremalen dar, also in gewissem 
Sinne alle. 

VI. Als Beispiel diene die Aufgabe 

(j J ,,-lds = 0, 

also die schon behandelte der Kurve, die mit ihrer Evolute und 
den Endnormalen die kleinste Fläche einschließt. Man findet 
sofort 

Va: = q3 = 2,,-1 cos 8 + 2,,-3 X sin 8, 
Vy = 0 = 2,,-1 sin 8 - 2,,-3 je cos (J, 
Va = ~,,= _ ,,-2 

und hieraus die J acobi-Hamiltonsche Gleichung 

Va: cos 0 + Vy sin 0 = 2 V - Va. 
Setzt man, unter a, b Festwerte verstanden, 

V = a x + b y - ((8), 
so wird jene Gleichung erfüllt bei der Annahme 

a cos 8 + b sin f) = 2 V f' (H), 

oder, indem man a = 2 vC; COS c2 , b = 2 V~: sin c2 setzt, 

( '(f) - 2(8-) (8) _ 2(H-c2)+sin2«()-c2). 
- Cl COS C2 , - Cl 4 

Man erhält dann 

o V = xcoscs + ysinc2 _ 2 (fJ-c2) + sin2(fJ-c2) = b
ll 

o Cl V Cl 4 

oV ,/-. -2-cos2(O-c2) o c
2 
= 2 f Cl ( - X sm C2 + Y COS C2) - Cl 2 = b2 ; 

mit neuen Festwerten IX, ß, y, der Bezeichnung 2 (0 - c2) - 11: = W 

und dem Koordinatensystem 

x cos C2 + Y sin Ci = X, - x sin C2 + Y COS C2 = Y, 
ergibt sich weiter 

x -IX = y(u - sinu), y-ß = y(l- cosu); 

die Extremalen sind Zykloiden. 
16'" 
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Das einfachste Kegelfeld erhält man, indem man xo, Yo fest~ 
legt und 0 beliebig läßt; die Transversalitätsgleichung ist dann 

rr,,80 = 0, ,,-2 = 0, ,,= 00. 

Die Krümmung " wird aber nur in den Spitzen unendlich; das 
Feld wird gebildet von den Zykloiden, deren Spitze der Punkt 
(xo, Yo) ist. Ist also die Aufgabe gestellt, von diesem Punkte in 
nicht vorgeschriebener Richtung ausgehend die Kurve nach einem 
gegebenen Linienelement (xu Yl1 01) hinzuziehen, die das gesuchte 
Extrem liefert, so ist die Lösung eine Zykloide mit einer Spitze 
im Punkte (xo, Yo), wie schon in § 35 gefunden wurde. 

§ 39. 

Gebundene Extreme. 

Eine verallgemeinerte isoperimetrische Aufgabe liegt vor, 
wenn das Extrem des Integrals J gesucht wird, während der 
Wert eines anderen von derselben Form 

K = J G(x, x', '" x(n>, y, y', ... y(n»)dt 

vorgeschrieben ist; dabei habe G dieselben Eigenschaften, welche 
für F vorausgesetzt wurden und die Identität § 34 (3) hervor~ 

riefen. Insbesondere seien die Größen Gu R = Ro, Ru ... R .. , 
S = So, Su ... Sn ebenso aus der Funktion G gebildet, wie 
F 1 , Po, ... Qn aus F, so daß die Identitäten 

1, n 

G = 2: (Ra x(a) + Say(a»), 
a 

bestehen. Das gesuchte Extrem kann, wenn dieselben Stetig~ 

keitseigenschaften der gesuchten Kurve wie in § 34 und 35 verlangt 
werden, nur geliE'fert werden durch Stücke der Extremalen des 
Integrals J + ).. K, wobei ).. eine Konstante bedeutet, also durch 
Kurven, welche den Gleichungen 

P + ).. B = 0, Q + ).. S = 0 

genügen und bei willkürlichE'n Werten von ).. im allgemeinen 
von 2 n + 1 Konstanten abhängen. Dies lehrt die Argumentation 
des § 26 mit einer sehr leichten Modifikation; ein anderer auf 
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allgemeineren Prinzipien bernhender Beweis wird in § 42 ent
halten sein. 

Um hinreichende BediIlgnngen des Extrems abznleiten, nehmen 
wir an, durch den Punkt 0 gehe eine (n + 1) fache Schar von 
Extremalen, welche durch die Gleichungen 

x = Ht, a, b, ... k, l), Y = 1j(t, a, b, ... k, l) 

dargestellt werden, 1 und 2 seien wie in § 34 zwei Punkte einer 
bestimmten dieser Extremalen, welche durch (;); bezeichnet werde, 
und 2 eine Kurve 1 2, welche dem der Kurve (;); angehörigen 
Bogen 12 in derselben Weise wie in § 37 benachbart ist, und 
außerdem die Gleichung 

(1) K 12 = Ku 

ergibt, wobei links über 2, rechts über (;); integriert wird. Ist 03 
eine Extremale der Schar, längs deren die Integrale -:toa, KOi 

gebildet sind, ist ferner 3 ein Punkt der Kurve 2, und sind a, b, 
." k, l Funktionen der Größe 't', welche dieselbe Bedeutung habe 
wie m § 37, so hat man an Stelle der Gleichung § 37, (6) 

(2) 

und analog 

(3) 

3 

+ fdt(H dx + Sd Y). 
d't' d't' 

o 

Wir bestimmen nun die Extremale 03 durch die Forderung, 
daß sie nicht nur zur Kurve 2 dieselbe geometrische Beziehung 
haben soll wie in § 37, sondern außerdem der Größe Koa + Ku, 
deren letzter Summand sich auf 2 bezieht, einen konstanten Wert 
geben soll. Das ist möglich, wenn längs der Kurve (;);, abgesehen 
vom Punkte 0, die Funktionaldeterminante 

"'" (I: I ",(11 - 2) K ) d O _ u s, 1j, ro, ro, ..• "' ___ ----'_~~ 
- 0 (t, a, b, '" k, l) 

von Null verschieden ist. Dann kann man nämlich die Größen 
~, 'TJ, w, '" ro(n - 2>, K o 4' welche zu irgend einer zwischen 1 und 2 
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liegenden Stelle 4 der Kurve ~ gehören, durch Abänderung der 
Argumente t, a, ... k, A. um beliebig gegebene Beträge wachsen 
lassen, solange diese gewisse Grenzen nicht überschreiten; z, B. 
kann man, wenn der Punkt 3 auf der Kurve 53 dem Punkte ~ 
benachbart ist, die Größen g, '" ro(n - 2) in die entsprechenden, 
auf der Kurve 53 zum Punkte 3 gehörigen, K H aber in den 
benachbarten Wert Ko 3 = K o 1 + K 1 s übergehen lassen, in 
welchem sich der erste Summand auf ~, der zweite auf 53 be
zieht. Alsdann ist ~ nach (1) Anfangs- und Endlage der 
Extremale 0 3, und es ist 

(4) d(Kos +Ks2 } _ dKo8 _ G(X dx ... dnY) IS _ 0 
d1: - d1: ' d1:' d1:", I - . 

Multipliziert man diesen Ausdruck mit A. und addiert ihn zu 
dem analogen, mit J gebildeten, so ergibt sich den Gleichungen 
(2), (3) zufolge, indem die Bezeichnungen des § 37 gelten, 

d(Jos +J32) = F+A.G+ o(F+).G)(p_p) 
d1: op 

+ 0 (F + A. G) (ij _ q)_ F _ A. G = _('90. 
oq 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist der nach § 37 definierte 
Ausdruck - ('9, gebildet für die Funktion F + A. G an Stelle von F; 
hat derselbe ein festes Vorzeichen, so gilt dasselbe von der 
Differenz J 12 - ~ 2' Ist ferner F 1 + A. GI längs der Kurve ~ 
von Null verschieden und sind p - p und q - q hinreichend klein, 
so verschwindet ('90 nach § 37 nur dann längs der ganzen Kurve 53, 
wenn außer den Gleichungen § 37 (9) noch folgende gelten 

d"y __ y(n" 
d7:n - , 

dann hat man für a = 1, 2, , .. n - 1 

dt da d). 
ro(" - 1) _ + ro(" - 1) _ + ... + ro(" - 1) _ = ro(a - 1) 

t d1: a d1: ). d1: t 

nebst zwei weiteren Gleichungen, die entstehen, wenn man in 
der letzten ro(" - 1) durch ~ und 1] ersetzt. Ferner ist nach (4) 

dKos 
---'Ti-

d K s 2 G ( , (n) (n» _ 0 Ko s -d--:r - = X,X,.,.X ,y, ... y -at' 
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Diese Gleichung gibt, wenn man sie in der Form 

o Ko 3 d t + 0 K o s d a + _ 0 K03 iit- dt: ~ dt: ... ---.~ . 
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schreibt, zusammen mit den n + 1 vorhergehenden n + 2 lineare 
homogene Gleichungen für die Größen 

dt da db d)' 
(r~-l, -dt:' (fi' ... d-,;' 

deren Determinante .d0, also von Null verschieden ist. Diese 
Größen verschwinden also, d. h. ~ und 2 fallen zusammen, wenn 
450 überall verschwindet. 

Hinreichende Bedingungen dafür, daß der Bogen 12 ein 
gewisses Extrem liefere, bestehen also darin, daß .d0 von Null 
verschieden und 45° von festem Vorzeichen sei; erstere Größe 
kann auch hier mit einem beliebigen Parameter t gebildet werden. 

Als Beispiel nehmeu wir nochmals (§ 26) die Aufgabe vor, 
die Gleichgewichtsfigur einer ebenen elastischen Feder bei ge
gebenen Endpunkten und Endtangenten zu bestimmen, wenn die 
potentielle Energie, auf die Einheit der Bogenlänge bezogen, durch 
das Quadrat der Krümmung gemessen wird. 

Die gegebene Länge der Feder ist 

K - J Yx'2 + y'2dt, 

die Energie, wenn Q den Krümmungsradius bedeutet, 

J= JVX'2+ y'2 dt . 
(12 ' 

dabei ist 
(X'2 + y'2)3 ,--( 1 ) 

(12 = ( ,,, " ·')2' F + ). G = yx 2 + y'2 -2 +).. . xy-xy !! 

Da x und y in den Integranden nicht vorkommen, hat man für 
die Extremalen des Integrals J + ). K nach § 35, (1) die beiden 
ersten Integrale 

PI + ). BI = a, QI + ). 81 = b; 
da ferner 

o (F + ). G) - 2 y' (x' y" - x" y') 
P2 + ). R2 = -~,- = (X'lI + y'2)5/2 -- , 

o (F + ). G) 2 x' (x' y" - x" y') 
Q2 + ).. 82 = 0 y".- = (X'2 + y'2)5!2 ' 
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so ergibt die Identität (7) oder 

F+ A G = (PI + A R I) x' + (QI + A SI)Y' + (P2 + A R 2) x" 
+ (Q2 + A S2)Y" 

mit Berücksichtigung des Ausdruckes für (J2 die Gleichung 

(~ + l) VX'2 + y'2 = ax' + by' + 2VX'2+Y'2 
(J2 (J2 ' 

A _ ax' + b y' _ ~ 
yx'2+ y'2 - Q2' 

§39 

oder, wenn (X und ro + (X die Richtungswinkel im Punkte 0 und 
im allgemeinen sind, und d s das Bogenelement ist, 

(5) 1 (d W)2 l-acos(w+(X)-bsin(ro+(X) = Q2 = dS ' 

(6) ds = dw 
VA - a cos (ro + (X) - b sin (w + (X) 

Da nun 

x = S C08 (w + (X) d s, y = J sin (w + (X) d s, 

so ergibt sich 
w+" 

x = X o + f cosw d w 

VA - a cos ro - b sin w' 
Cl 

w+" 

Y = Yo . +f sinrodw 

l' A - a cos w - b si n w 

" 
Diese Gleichungen stellen eine Schar von Extremalen dar, welche 
vom Punkte 0 mit derselben Richtung ausgehen, also, wenn man 
A, a, b veränderlich läßt, eine Schar von der in der allgemeinen 
Theorie verlangten Beschaffenheit. Als Parameter t erscheint die 
Größe w selbst; man hat daher 

LfO _ ,0 (r, y, ro, Kog) _ Ö (x, y, Kog) 
- ~ro,a,b-;-l) - - ~a, b, A)- ' 

und aus der Formel (6) ergibt sich 

w +a 

KOR = = s. - f dro 
, VA - a cos ro - b sin ro 

Cl 
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Die Berechnung von .d0 bietet offenbar keine Schwierigkeit dar; 
setzt man 

V,t - a cos w - b sin w = ljJ, 

Q+a 

C =f sin2 w d w 
ljJ3 ' 

so ist 

w+a w+a 

M = J' ~~~ w ~_Ii! N = f sin w d w 
ljJ3' ljJs ' 

a a 

A B M 
-S.d0 = B C N 

M N A+C 
A B M 

a 

B C N +(A+ 0) (AC-B2). 
M N 0 

Die Größe &)0 ist positiv, da 

(32(F+,tG) ()2(F+,tG) 2X'2 
- (3 q2 -_ . - --a-y" (3 y" = (X'2 + y' 2)% 

positiv ist; es ist also ein Minimum der potentiellen Energie und 
damit stabiles Gleichgewicht vorhanden, wenn die Gleichung 
L/O = 0 längs der Feder nur die Wurzel t = 0 besitzt, 



Sechster Abschnitt. 

Die allgemeinste Aufgabe der Variationsrechnung 
mit einer Unabhängigen. 

§ 40. 

Die Lösungen von Differentialgleichungssystemen als 
Funktionen der Integrationskonstanten. 

I. Für gewisse Aufgaben der Variationsrechnung ist es wichtig, 
daß die Größen x,,, wenn sie durch Differentialgleichungen 

(1) ~l~" = {., (t, X H x 2, ••• :rn ), a = 1, 2, ... n, 

und die Anfangswerte 

(2) 

bestimmt sind, ebenso wie die Ableitungen dxo/dt als Funktionen 
von t und den Anfangswerten X a 0 nicht nur stetig, sondern auch 
unter den nächstliegenden Voraussetzungen regulär sind. Die 
Stetigkeit folgt leicht aus den bekannten Beweisen für die Existenz 
der Lösungen; die Existenz stetiger Ableitungen nach den Anfangs
werten Xa 0 bedarf eines Beweises, der nicht ganz einfach ausfällt. 
Dabei wollen wir annehmen, daß die Funktionen (., in dem in 
Betracht kommenden Wertgebiet der Unabhängigen stetige Ab
leitungen nicht bloß erster, sondern auch zweiter Ordnung be
sitzen; wir setzen 

b, c = 1, 2, ... n. 

Die durch die Gleichungen (1) und (2) definierten Funktionen x. 
nennen wir 

x" (t) = X,,; 
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werden in der Gleichung (2) die Größen X I1 0 durch andere Werte 
x,:o ersetzt, so ergebe sich 

x I1 (t) = X~. 
Im besonderen sei 

.'Cf 0 = X IO + t', xJ 0 = X2 0, X~ 0 = XnO, 

so daß nur der Anfangswert X IO geändert wird. Setzen wir dann 

(3) gl1 (t) = X~ t' X~1, 
so ist 

gl (to) = 1, g2 (to) = ~3 (to) = ... = g" (to) = 0, 

und das für X I1 wie für XI~ geltende Gleichungssystem (1) gibt 

dga fa (t, Xj, ... X!) - faCt, Xl' ... Xn) -at -- - --- r: - - -

_ f1 (t, Xl + t' gl' '" X" + t' gn) - faCt, Xl! ... Xn) 
t' 

Setzen wir daher weiter bei beliebigen Werten ~ 

(4) DQ,_ Xl t~~ll'" X n±1: ~nl- fl1 (t, Xl!'" X n ) - P (t 1: ~ ~ ) 
'f - n"u···", 

so folgen die Differentialgleichungen 

(5) d};_ = F.1 (t, 1:, gl' g2' ... gn). 

Unser Ziel ist nun, zu beweisen, daß die Größen ga bei beliebigen 
innerhalb eines gewissen Gebiets gelegenen Wertsystemen t, Xa B 

sich, wenn lim 1: = 0 wird, bestimmten endlichen Grenzen an
nähern. Die Definitionen (3) zeigen dann, daß die Größen X. 
nicht nur stetige, sondern auch nach xlO und ebenso dann nach 
XaO differenzierbare Funktionen der Größen t, XaO sind; die Ab
leitungen der Größen X a nach Xb 0 erweisen sich dann ebenfalls 
leicht als stetig. Zu diesem Zweck kommt es darauf an, die 
Gleichungen (5) an der Stelle 1: = 0 zu untersuchen und zu 
zeigen, daß ihre rechten Seiten in allen ihren Unabhängigen, auch 
wenn 1: = 0 wird, regulär sind. 

H. Untersuchen wir also die Funktionen P I1 und ihre ersten 
Ableitungen auch für die Stelle 1: = 0, indem wir uns, unter 
IX, ß, r positive Festwerte verstanden, auf ein Gebiet 

(6) I t - to i < IX, 11:1 < ß, I ~'1 I < r 
beschränken, in welchem die Ausdrücke 

fIt (t, Xl + t' ~1l ... ), fll (t, Xl' ... ) 
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in t, -r, ;a regulär bleiben. Dann hat der Ausdruck F" (t, -r, ;11 ... ), 

nach (4) die Form 

ep (-r) - ep (0) 
F~(t, -r, ;11"') = , cp(-r) = (a(t, -r, Xl +1:;1""); -r 

also folgt 
l,n 

limFa(t, -r, ;1' ... ) = ep'(O) = ::2 {ab(t, Xl'''' X"Hb; 
~=O b 

solange -r * 0 ist, bleibt Fa (t, -r, ;11 ... ; .. ) in allen Unabhängigen 
stetig; setzt man also 

1, n· 

(7) Fa(t, 0, ;1'''' ~n) = ep'(O) =::2 {,'I.(t, XI'''' XnHl', 
b 

so ist F" in dem Gebiet (6) als eine auch für 1: = 0 stetige 
Funktion definiert. 

Was ferner die Ableitung nach irgend einer Größe ~b, z. B. ;1 
anbelangt, so ist offenbar, solange -r * 0 ist, 

~ra = ("dt, Xl + -r~I' ... X n + -r~n)' 
Diese Größe hat, wenn lim -r = 0 wird, einen Grenzwert 

{"I (t, Xl' ... X,,), und dieser ist die an der Stelle -r = 0 ge
nommene Ableitung 0 Fa/o ~l' wie die Gleichung (7) zeigt. Die 
Ableitung 0 Fa/o ~l existiert also überall und ist auch für -r = 0 
stetig, ebenso natürlich allgemein () F a/O ~b' 

Das entsprechende gilt von der Ableitung 

(}(}~a = ~ {("o(t, Xl + -r;u ... ) - (.,o(t, XI! ... ) 

l,n dX} + ~ [{'I b (t, Xl + 1: ~11 ... ) - {.ll, (t, Xu ... )] d / j 

sie ist endlich und stetig, solange -r * 0, und ihr Grenzwert ist 

oF l,n I.n dX 
lim ,:>t" =::2{,'Ob(t, X1I"')~b+::2{.'be(t, Xll"')~c dtl'. 
-r==O U b 1',( 

Das ist aber nach (7) genau die Ableitung 

oFa(t, 0, ~l' ... ) !.Sr (X )foo ~r (X )foo dXe 
ot-- = ..:::::.. ,lOt' t, 11'" ~l' +..:::::.. "be t, 1"" ~bdt' 

b b, e 

so daß auch die Ableitung oFa/ot als überall, auch für T = 0 
existierend und stetig erkannt ist. 
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Endlich ist, 1: =f=. 0 vorausgesetzt, 

oFa l"n 
-0;,- = - :8fab(f,Xl +1:~!l "');1> 

u1: 1: I' 

I 
-1:2If,\(t,XI+1:~I' · .. )-fcr(t, Xl' ... )); 

die Taylorsche Entwicklung nach 1: gibt aber 
1, n 

(., (t, XI + 1:~11 ... ) = (.,(t, X" ... ) + 1::8 fab(t, X l1 •• ')~b 
b 

1: i l,n 

+ -1 2:8fabC(t, Xl + dJ~I1'" X" + 1:0~nHb~', 
• b, C 

wobei 0 < (J < I j ebenso folgt 
1,n 1, n 

:8fadt, Xl + 1:~1' ''')~b = :8 (.\b (t, Xl' .. ·Hb 
b b 

I, n 

+ 1: :8 [(.\ b,(t, Xl + 0°1:~11'" X n + 0°1:~nHb~e], 
b, , 
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wobei 0 < 00 < 1 j daraus folgt, wenn man die vorkommenden 
Doppelsummen gleicher Gestalt einfach als ~ (0) und ~ «(Je) 
unterscheidet, 

also 

(8) 
. '0 Fa I 1 1, n 

11m -0- = 2:8(0) = 2 :8fabt(t, Xl' ... Xn)~b~" 
.. =0 1: b,t b,e 

Anderseits findet man offenbar, indem man wiederum die 
Maclaurinsche Reihe nach 1: ansetzt, und die Gleichung (7) 
berücksichtigt, 

falt, Xl+1:~l' ···)-fa(f,Xl , ••• ) _:.sI' (t X )~ 
- ~/ab, 1"" "'I> 1: b 

1: I,n _ _ 

+ 2 :8fabe(t, Xl + 01:~1' ... XII + 01:~"Hb~', 
b, t 

l,n 

Fa(t, 0, ~l' ••• ) = :8fab (t, Xl' .. ·Hb, 
. b 

wobei 0 < 7i < 1 j hieraus folgt 

Fa (t, 1:, ~l! ... ) - F~ (t, 0, ~11 ... ) - ~ ~ f, (t X + 0- ~ ) ~ ~ 
- " ~ abt , 1 1:1>1"" I>b." , · 

'" ~ L', c 
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Dieser Ausdruck strebt, wenn lim't' = 0 wird, einer bestimmten 
endlichen Grenze zu, und zwar dem Werte (8); damit ist die 
Existenz der Ableitung 'OF%'t' an der Stelle 't' = 0 bewiesen 
und zugleich die Beziehung 

d. h. die Stetigkeit dieser Ableitung an der Stelle 't' = o. 
Jetzt ist vollständig gezeigt, daß alle Teilableitungen der 

Funktionen F" (t, 't', ~1l ••• ~n) im ganzen Gebiet (6) mit Einschluß 
der Stellen, für die 't' = 0 ist, existieren und stetig sind. 

III. Um nun den in Absatz I angekündigten Beweis durch
zuführen, gehen wir davon aus, daß das Gleichungssystem 

d't' _ 0 
dt -

genau die Eigenschafteu besitzt, die wir beim Beweis der Existenz 
Ihrer Lösungen am besten gebrauchen können und beim zweiteu 
Einbettungssatze gebraucht haben: ihre rechten Seiten sind in 
einem gewissen Gebiet (6), d. h. 

regulär und es gibt daher ein Integralsystem ;g, das die Anfaugs
bedingungen 

t = to, H = 1, ;g = ... = ;~ = 0, 't' = 0 

erfüllt. Nimmt man statt des Anfangswertes 't' = 0 einen hin
reichend kleinen von Null verschiedenen 't', so sind die Lösungen Ea 
stetige Funktionen von 't', die, wenn lim't' = 0 wird, in die 
Werte E.~ übergeben. Jene Lösungen ;ü kennen wir aber schon 
nach (3); die Werte 

streben also, wenn lim't' = 0 wird, gegen bestimmte Grenz
werte E~) (t); die Ableitungen '0 XO/'Ox1 0 existieren also und sind 
stetige Funktionen von t in einem Gebiet I t - to I < oe. 

Was von (; X% Xl 0 bewie~en ist, gilt natürlich auch von 
jeder Ableitung '0 X o /0 Xb o. 
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Will man diese Ableitungen endlich auch als stetig in den 
Größen XbO erkennen, so ist davon auszugehen, daß in einem 
Gleichungssystem 

d X,I -I' ( b) dt = 1,1 t,X1,X2, ••• X n, a, ,C, ••. , 

dessen rechte Seiten von Festwerten a, b, c, ... in stetiger Weise 
abhängen, die Differenzierbarkeit nach diesen Größen nicht voraus
gesetzt zu werden braucht, um die Stetigkeit der Integrale nach 
a, b, c, ... zu erkennen. Für den Existenzbeweis der Lösungen 
kommt nur in Betracht, daß die Größen {'li (3 {alo t, (3 {"la Xl' stetig 
sind und in einem gewissen Gebiet der Größen t, X a unter einer 
Schranke A liegen; die Integrale X,I lassen sich durch Reihen 
darstellen, die in einer von A abhängigen t-Strecke gleichmäßig 
konvergieren, und zwar besser als eine allein von A abhängige 
Reihe. Ändert man daher die Festwerte a, b, c, ... so wenig, daß 
die Größe A ihre Bedeutung behält, so bleiben die für Xa er
haltenen Reihen gleichmäßig konvergent, geben also in a, b, c, ... 
stetige Summen. 

Diese Bemerkung wenden wir auf die Funktionen Fa (t, 1:', ~11 

~2' ••• ~n) an, die bezüglich der Größen Xa 0 ebenso wie die Lö
sungen X" stetig sind, wenngleich zunächst noch ihre Differenzier
barkeit zweifelhaft bleibt. Die Differentialgleichungen 

~~a = Fa (t, 1:', ~l' ~2' ... ~n) 
definieren also ihre Lösungen auch als stetige Funktionen der 
Größen x" 0, und diese Lösungen sind ja bei gewissen Anfangs
werten und für 1:' = 0 die Größen '0 Xa/o Xb o. 

IV. Man schließt aus dem erhaltenen Ergebnis unmittelbar, 
daß, wenn die rechten Seiten des Systems 

(9) d:/ = f.1 (t, xl! X 2, ••• X'" Eil E2, ••• ) 

mit ihren Ableitungen auch in den Parametern E regulär sind, 
die durch Anfangsbedingungt'n 

Xa (fo) = X"o 

gekennzeichneten Lösungen, in denen X,IO von den E unabhängige 
Größen sind, reguläre Funktionen der Größen t und E sind, wobei 
t ei.ne beliebige Strecke durchläuft, auf der jene Lösungen regulär 
und die zugehörigen Wertsysteme dem Regularitätsgebiet der 
Funktionen {. angehören. Man braucht nur, um dies Ergebnis 
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auf den erhaltenen Sätzen zu erhalten, das Gleichungsystem (9) 
in der Form 

dX'1 +' dE 1 dE2 dT = 1'11 dt = 0, dt = 0, ... 

zu schreiben; E1, ••• sind dann die Anfangswerte der gleichbezeich
neten Unbekannten dieses· Systems, die natürlich ihren Anfangs
werten immer gleichbleiben. 

§ 41. 

Die Mayerschen Aufgaben. 

I. In den früheren Abschnitten suchten wir ausnahmslos das 
Extrem von bestimmten Integralen, deren Integrand von einem 
oder mehreren unbekannten Funktionsverhältnissen abhing. Die 
entsprechende Aufgabe hat aber auch Bedeutung, wenn wir das 
Extrem einer Größe suchen, die durch eine oder mehrere Differential
gleichungen bestimmt wird, deren Gestalt von unbekannten 
Funktionsv:erhältnissen bedingt wird; diese Verhältnisse suchen 
wir so zu bestimmen, daß ein extremer Wert jener Größe an 
einer bestimmten Stelle herauskommt. 

Die einfachste der früheren Aufgaben setzte etwa 

dz = F(x, y, dx, dy) 

und suchte das E.xtrem der Größe z, indem für y eine passend 
gewählte Funktion von x gesetzt wurde. Jetzt seien die Größen 
x, y, z durch eine Gleichung 

(1) dz ,= F(x, y, z, dx, dy) 

verbunden, in der F wie früher eine positiv-homogene Funktion 
der Differentiale dx, dy sei; mit beliebiger Wahl des unabhängigen 
Parameters t kann man dann 

(2) z' = F (x, y, z, x', y') 

schreiben, und die Aufgabe ist, x und y als Funktionen von t so 
zu bestimmen, daß der durch diese Gleichung und eine passende 
Anfangsbedingung bestimmte Wert von z an einer gegebenen 
Stelle ein Extrem wird. Seien z. B. in der xy-Ebene die Punkte ° und 1 durch eine solche Kurve ~ zu verbinden, daß die durch 
die Gleichungen (1), (2) bestimmte Größe z, die im Punkt~ 0, 
d. h. für x = xo, den Wert Zo besitzt, an der Stelle 1 einen 
möglichst großen oder möglichst kleinen Wert Z1 annehme; dann 
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liegt die einfachste Art der Aufgaben vor, die man als Mayersche 
bezeichnet, die aber schon von Euler erfolgreich behandelt sind. 

Diese Aufgaben können auf Grund des § 40 der Variations
rechnung, dem· Algorithmus des Zeichens 8 zugänglich gemacht 
werden. Man bette wie früher die gesuchte, gefunden gedachte 
Kurve 01 in eine Schar von Nachbarkurven ein, die vom Punkte 
.i, y durchlaufen werden; dabei sei c ein Festwert, (j und (jo 
willkürliche Funktionen, und 

x - .-r=cfJ(t), y -Y= c (jO(t), (j(to) = (j(tl ) = (jO(to) = 00 (tl) = O. 

Weiter sei z durch die Gleichung 

(3) d Z F(- - - d x d Y) dt = x, y, Z, dt' dt ' 
10 

Z 1= Zo 

definiert; nach § 40, IV. ist, wenn die Funktion F mit ihren ersten 
Ableitungen nach E, t und c stetig, F auf den in Betracht kommen
den Gebieten regulär ist, z eine reguläre Funktion von c, so daß 
nach der bisherigen Bedeutung des Zeichens (J die Größe 

gebildet werden kann, und in t regulär ist, da dies von fJ (t) und (jo (t) 
vorausgesetzt wird; die aufF bezügliche Regularitätsvoraussetzung 
ist jedenfalls erfüllt, wenn F (x, y, Z, x', y') in den der Kurve a: 
zugehörigen Systemen (x, y, z, x', y') mit ihren Ableitungen regulär 
ist und ebenso die Funktionen 0 (t) und (}O (t). 

Die Gleichung (3) ergibt nun mittels des Zeichens ö 

82' _ d:/ = F",8x+F"8y+F.8z+F,,,.8x'+1<~'8y'. 

Diese Gleichung vervielfacht man nach Lagrange mit einem 
zweckmäßig zu wählenden Multiplikator A. und integriert teil
weise; man erhält 

)., 8 Zl = (A. 8 z)' - ).,' 8 Z = A. (F", 8 x + Fy 8 y + F. 8 Z 

+ F",.8x' + F'1'8 y') 

und, da nach (3) 8 $0 = 0, da ferner offenbar 

8 Xo = 8 Xl = 8 Yo = 8 YI = ° 
Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 17 
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zu setzen ist, 
1 

). 8 Z 11 = J I). (F x 8 x + . , , + F 1/' Ö y') + ).' Ö Z) d t 

° 1 

= )'(Fx.öx+FI/.öy)l~ + J l[)'Fx-()'Fx.)'JöX 

° + [). FI/- (). E'y')'] ~ Y + (A F. + ).') ö z) d t, 
1 

== J d tl [). Fx - (). Fx.)'] ö x + (). F y - (). F y')') ö y 

o + ()'.l<~ + ).') ö z). 

Jetzt wähle man ). so, daß die Gleichung 

).' + Fz ). = 0 
besteht, wodurch 

(4) 

t 

- S F.dt ). = Ce to 

bis auf den festwertigen Faktor C bestimmt wird; man erhält so 
schließlich 

1 

). ö Z 11 = J dt j[). Fx - (). Fx')'] ö x + [). F y - (). Fy')'] ö y). 

° 
Soll nun der Wert ZI ein Extrem sein, so muß er es im 

besonderen gegenüber den Werten ZI sein; diese sind Funktionen 
von E, die. also für E = 0 ein Extrem ZI haben; somit folgt als 
notwendige Bedingung des gesuchten Extrems 

1 

o Z 1
1 

~ = 0, ~ Z 11 = 0, 
li E I 

J dt l[). F x - (). F",y] ö x + [). F y - (). F~,)'] ~ Yt = o. 
° 

Nun ist 
öx = O(t)dE, öy= (jO(t)dc; 

bei der Willkürlichkeit der Funktionen (} und (Jo ergibt also der 
Haupthilfssatz (~ 6) unmittelbar die Gleichungen 

(5) ).Fx-().F.,,), = 0, )'Fy-()'FIJ')' = 0, 

die mit der Dl'finition (4) zugleich die gesuchten Kurven, die 
Extremalen bestimmen. 

Die älteste Aufgabe dieser Art, ist die von Euler behandelte 
der Kurve größter Eudgeschwindigkeit eines schweren Punktes 
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mit Rücksicht auf den Luftwiderstand. Ist die x-Achse die 
Richtung der Schwere, 9 die Schwerkraftkonstante, die Masse des 
Punktes die Einheit, z seine lebendige Kraft, l (e) der Luft
widerstand, so gibt die Gleichung der lebendigen Kraft in 
differentieller Form 

dz = gdx-f(z)Vdx2+dY2, z' =gx'-f(Z)yx'2+y'2; 

eine Kurve ° 1 wird gesucht, auf der der Massenpunkt von der 
Lage 0 aus fallend die Endlage 1 mit größtmöglicher End
geschwindigkeit erreicht. Die Gleichungen (5) geben, unter a, b 
Festwerte verstanden, da F., und F y verschwinden, 

(6) 
x' y' 

),g -), f(z) = a, A f(z) = b. 
Yx'2 + y'2 . YX'2 + y'2 

Durch Division ergibt sich, p = y' jx' gesetzt, 

gYl+p2 1 a 
p fW - p- - b' P = q; (z), 

wobei q; (z) als bekannt angesehen werden kann; anderseits ist 

~.i = 9 - fez) VI + p2 = 9 - t (z) VI + !p (Z)2; 

also folgt 

f ~dz=~ 
x = g-7(~)VI + q;(zi f q;(z)dz y-

- 9 - f(z) VI + q; (Z)2' 

und für A geben die Gleichungen (6), indem man fez) eliminiert, 

A=;(a+!). 

Setzt man die Aufgabe (2) in der etwas allgemeineren Form 

o = tP (x, y, z, x', y', e') 

an, wobei tP in den gestrichenen Größen positiv homogen von 
erster Stufe sei, so ergibt die Variationsrechnung 

A (tP.,o x + tPyoy + tP.o z + tPx,ox' + tPy,o y' + tP., 0 z') = 0, 

[A (tP"" 0 x + tPy' 0 Y + tP., 0 z)J' + [A ([J., - (A tPXI)'J 0 x 

+ [A tPlI - (A tPy')'] 0 y + [A tPz - (A tP.,),] 0 z = O. 

Da nun sachgemäß 

o X o = 0 Yo = 0 $0 = d Xl = 0 Yl = 0 
17* 
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zu setzen ist, folgt durch Integration von 0 bis 1 
1 

).W,, 8Z I1 + f dt(P8x+ Q8y+ R8z) = 0, 
o 

§ 41 

P = ). Wx - (). W""),, Q = ). Wy - (). wy,y, R = ). Wz - (). W.,y. 
Jetzt bestimme man ). durch die lineare Differentialgleichung 
R = 0; dann bleibt 

1 

).W., 8z I1 =- f(P8x+Q8y)dt, 
o 

und bei der Willkürlichkeit der Variationen 8 x und ~ '!J ergibt 
der Haupthilfssatz P = Q = o. 

Dabei gilt stillschweigend die Voraussetzung, daß W.' längE 
der gesuchten, gefunden gedachten Kurve nicht verschwinde; nur 
bei dieser Annahme erhält man für z eine Differentialgleichung. 
die die Anwendung der Sätze des § 40 gestattet, die nämlich für z· 

einen in x, y, z, x', y' regulären Wert ergibt. 
Berücksichtigt man noch die Gleichung 

x' wX' + y' wy' + Zl w., = W = 0 
und die nach § 2 bei willkürlicher Wahl von x, y, z als Funk
tionen von t geltende Gleichung 

x' (W", - W~,) + y' (Wy - W~) + Z' (w. - w~,) = 0, 

so ergibt sich 
(7) x' P + y' Q + Z' R = 0, 

wobei x,y, z, x', y', z' nur durch die Gleichung W = 0 ge
bunden sind. 

II. Derselbe Rechenmechanismus läßt sich anwenden, wenr 
das Extrem einer Größe u gesucht wird, die mit einer anderer 
Größe z zusammen durch ein System von zwei Differential
gleichungen bestimmt wird, die von einem unbekannten, derr 
gesuchten Abhängigkeitsverhältnis zwischen anderen Größen ab
hängen. Sei z. B. t = x, y' = d Yld x = p usf. gesetzt, und se 

(8) u' = fex, y, p, z, u), Zl = 9 (x, y, p, z, u); 

die Abhängigkeit zwischen y und x sei gesucht, fund 9 gegeben. 
In der xy-Ebene liege die gesuchte Kurve 01, die wir in ge
wohnter Weise variieren, etwa so, daß 

(9) x = x, y = y + E 0 (x) + EO 00 (x), 
o (xo) = o (x j ) = ()O(ro) = ()O(xI) = 0; 
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Uo und Zo seien gegeben, U1 zum Extrem zu machen. Die Auf
gabe kann in zwei wesentlich verschiedenen Bedeutungen end
gültig formuliert werden, je nachdem Z1 nicht gegeben oder 
gegeben ist. Als Beispiel des ersten Falles kann z. B. die 
Aufgabe 

u = ff(X,Y,~~, Z)dX, Z = IV1 + (~~Yd;J' 
gelten, in der das Extrem eines Integrals gesucht wird, dessen 
Integrand auch Funktion der Bogenlänge ist. Der zweite Fall 
tritt ein, wenn bei eben dieser Aufgabe die Bogenlänge 0 1 vor
geschrieben ist; wir haben dann eine Aufgabe isoperimetrischer Art. 

Im ersten Falle kann in der Variation (9) einfach EO = 0 
bleiben und die Grundgleichungen (8) geben 

A 0 u' = (A 0 U)' - ).' 0 U = ). (fy 0 y + fp 0 p + fz 0 Z + f" 0 u), 

ft 0 z' = (ft 0 Z)' - ft' (} Z = ft (g" 0 y + gp (} p + g. (} z + g" 0 u), 
also von Xo bis Xl integriert, alle Variationen an der Stelle 0 
und 0 y an der Stelle 1 verschwindend gedacht, 

"'1 

). 0 U 11 = j d X [). f y 0 y + ). t~ (} P + A fz 0 Z + (A' + ). fu) 0 u], 

Xl 

11 (J Z 11 = J d X [ft gy (} Y + ft gp 0 P + ft g. 0 z + (ft' + ft gu) 0 u] 

oder nach weiterer Teilintegration, bei der die aus den Integral
zeichen heraustretenden Größen verschwinden, 

Xl 

AOU [1 = J dx ([At~ - (A t~)']oy + ).f.(J z + (A' +). fu)ou}, 
(10) 

Xl 

ft 0 Z 1
1 = J dx 1 [ftgy - (ft,qp)'J oy + ftg. O Z + (ft' + g,,)o u}. 

Wir bestimmen nun'), und 11 durch die Gleichungen 

(11) ).'+).fu+ft'+ftgu = 0, ).fz+ftg. = 0, ftl 1 = ° 
und finden, 

).f + ftg = F(x, y,p, z, u) 

gesetzt, indem wir die Gleichungen (10) addieren, 
"'1 

(12) A(}U!1 = f dX(Fy - dd~)OY' 
"'0 
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Jetzt ist ~ y, der Beziehung (9) gemäß, willkürlich; der Haupt
hilfssatz führt also von der Extremsbedingung 

~Ull = 0 
I 

zu der Folgerung 

(13) F. _ ~Fp - 0 
11 dx - , 

die mit den Gleichungen (8) und (11) zur Bestimmung von 
y, z, u, A, p. als Funktionen von x führt. 

Wesentlich anders ist im zweiten Falle zu verfahren, wenn Zl 

gegeben ist; dann muß die allgemeine Variationsform 

beibehalten werden, und die Gleichung Zl = const. gibt eine 
Beziehung 

Eine solche Beziehung kann nach § 40 angesetzt werden, da ja 
die auf eine Nachbarkurve bezüglichen Größen u und z durch 
das Gleichungssystem 

d;-d: = fex, y, p, z, u), 
di ___ _ 
dx = g(x, y,p, z, u) 

definiert werden, die bei den nötigen Regularitätsannahmen be
züglich der Größen fund 9 die Werte Ul und ZI als reguläre 
Funktionen von Ei und EiO an der Stelle E = EiO = 0 ergeben. 

Jetzt sei AO, P.0 ein zweites Lösungssystem der Differential
gleichungen (11); der Bedingung p.ll = 0 entspreche die Fest
setzung 

Sei ferner 
AO f + Ilo 9 = FO; 

dann geben die Gleichungen (10), (12) 

""1 

Ao~u l i = f dX(FJ - ddF;)~y 
"0 
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oder ausführlicher mit der Gleichung (12) zusammen 
q q 

), 6tt 1
1 = d c JdX (Fy - ~l-;) 8 (x) + d EoJax( Fy - dd~P) eO(x)dx, 

q q 

A0 6u[I = dcJdX(F~- ddr:) ° (x) + dcofdX(F;- d::f)OO(X)dX. 
"'0 "0 

Nennen wir bei festgebaltener Funktion OO(x) die Faktoren von d cO 

etwa - bund a, setzen ferner 

a),+b),o=I, ap,+bp,°=li, aF+bFo=i:f+fig=-= G, 
so ergibt sich 

Von der Funktion 0 (x) sind a und b, also Gunabhängig; ° (x) 
ist willkürlich; also gibt die Extremsbedingung 

nach dem Haupthilfssatz 

Gy - dd~ = 0, 

6U[1 = ° 

eine Gleichung, die merkwürdigerweise genau die Form (13) zeigt. 
Diese Gleichung wäre inhaltlos, wenn sich bei jeder Wahl 

der Funktion 00 (x) immer a = b = ° ergäbe; dann wäre aber 
nach dem Haupthilfssatz 

dF d T;'O 

F P FO _ _ L'_p' - ° 
Y - cl x- = 0, Y d x - , 

womit sich wieder dasselbe Ergebnis wie früher fände, sogar in 
vielfacher Form und ohne eine besondere Nebenerscheinung des 
Extrems auszudrücken. 

§ 42. 

Die allgemeinste Mayersche Aufgabe. 

Alle in § 41 sowie überhaupt bisher behandelten Aufgaben 
sind Sonderfälle der folgenden sehr allgemeinen. Es seien 
Yo, Yl' ... Yn unbekannte Funktionen eines Parameters t auf der 
Strecke to ••• tu die den r + 1 Gleichungen 

(1) qJ'l(YO' Yl' "'Yn, y~, y~, ... y~) = 0, a = 0,1, ... r 
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unterworfen sind. Diese unbekannten Funktionen sollen so be
stimmt werden, daß der Wert von Yo für t = t 1 ein Extrem wird. 
Die Funktionen ffJ~ seien in den Größen y' positiv homogen von 
erster Stufe. Um sicheren Boden zu gewinnen, setztln wir ferner 
voraus, die Größeny seien reguläre, auch mit stetigen zweiten 
Ableitungen versehene Funktionen von t; durchläuft letztere Größe 
die Strecke von to bis t1, so seien durch jene Funktionen stets 
solche Wertsysteme 
(2) Yo, .,. Vn, y~, ... y~ 
definiert, für welche sämtliche Funktionen ffJ,\ regulär sind; 
die Gesamtheit dieser Wertsysteme heiße~. Setzt man sodann 

(3 ffJ,\ 
ffJab = (3 Yb ' 

a = 0, 1, ... r, 0 = 0, 1, ... n, 
so sei die Determinante 

(3) ~ + - -' . - - (3 (ffJo, ffJu • "~l 
':::;" __ lPooffJll· · ·ffJrr- ":>(y' y' y') 

u 0, 1, .. • r 

für die bezeichneten Wertsysteme (2) von Null verschieden, die 
Gleichungen (1) also nach y~, Y~, ... Y~ auflösbar. Alle Werte 
!Jo, Yu ... Yn seien an der Stelle t = to gegeben; an der Stelle 
t = t1 seien Yl' Y2' ." Y., Yr H, ... Yn gegeben, dagegen die Größen 
Y'+I, Y8+2,'" Yr nicht vorgeschrieben, wobei allgemein die Be
ziehung 

O<ssr<n 
gilt, und im Falle r = s alle Unbekannten außer Yo auch fÜl' 

t = t1 gegeben sind. 
Allgemein bezeichne jeder der Zeiger G, b, c, ..• fortan eIlle 

bestimmte Zahlenreihe, und zwar sei 

G, e = 0, 1, .. , r, 
b = 0,1, ... n, 
c = s + 1, s + 2, ... Y, 

b = r + 1, r + 2, ... n, 
g, f = 0, 1, ... s. 

Um nun zu untersuchen, ob ein Funktionensystem von der 
angegebenen Beschaffenheit ein Extrem des Wertes von Yo für 
t = t1 ergibt, ersetzen wir dasselbe durch das System fit> ~ 1/(, + .Li Vb, 
für welches In dem ganzen Intervall von to bis t) die Gleichungen 

(4) ffJ,\ (Yb + Li YI', !/l' + Li yi.) - 0, 
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an den GrenzQJl aber die Gleichungen 

I~ 14 j4 1
4 

'1
4 (5) Llyr, = 0, LlYb = 0, LlYl i = 0, LlY2 = ... =Lly. = 0 

bestehen. Sind dann die Größen LI Yb als Funktionen von t gegeben, 
so sind die Größen LI Yo, LI Yl' ... LI Yr durch ein System von r + 1 
Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt, und zwar völlig, 
da ihre Werte für t = to gegeben sind; aus den letzten Rela
tionen (5) sieht man, daß, sobald s von Null verschieden ist, die 
Größen LlYb nicht völlig willkürliche Funktionen von t sein 
können, da jene Gleichungen im allgemeinen nicht zu erwarten 
sind. Da die Determinante (3) von Null verschieden ist, kann 
man die Gleichungen (4) nach LI Y:, auflösen. 

Im besonderen werde nun gesetzt 
0, m 

LI Yb = ::g Cm Ub m; 
m 

dabei seien Cm Festwerte, Ub m reelle, zwischen to und t1 reguläre 
Funktionen von t, welche für t = to und t = t1 verschwinden. 
Dann sind nach § 40 die Größen LI Y" in den Größen Cm regulär 
und man kann mit dem gewöhnlichen Begriff der Variation 

, 0,111 '0 LI Yb ;e = 0 

(j Yb = ::g ~ d CIlI I 
m 1lt , 

setzen, wobei nicht ausgeschlossen ist, daß zwischen den Größen c'" 
nachträglich eine Abhängigkeit festgesetzt wird zu dem Zweck, 
die Gleichungen 

itl 111 It1 
LI !11 ! = LI Y2 ! = ... = LI y. = 0, 

\ i 

d. h. die letzten s Gleichungen (5) zu erfüllen, was wir vorläufig 
als noch nicht· geschehen annehmen; im übrigen geben die ersten 
beiden Gleichungen (5) natürlich 

{j Yb It1 = O. , 

Mittels der bekannten Rechenregeln des Zeichens (j ergeben 
die Gleichungen (4) 

0, n 

::g (CP" b {j Yb + Ipn b (j Y;') = 0, 
[, 

also, wenn man mit irgend welchen Faktoren 1-'-" vervielfacht und 
addiert, 

O, r 0, n 

::g I-'- ::g (cp" I' {j Yb + q5" b (j y;,) = 0 
\1 b 
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oder, nach der für das Zeichen i5 geltenden Operationsregel, 

0, n 0, r [ d (tL,\ fP,\ b)] d 0, n 0, r _ 
(6) 0 = :g i5 Yb:g tL,\ rp,\ b - --a-t - + d t:g i5 Yb :g tL,\ rp,\ I"~ 

b ~1 LI .1 

Bestimmen wir nun die Multiplikatoren so, daß 

~ [ d (tL,\ fPa e)] - 0 - 0 1 ..::::.. tLarp"e- ~-d-t- - , e - , , ... r, 
Q 

(7) 

so sind hiermit r + 1 lineare homogene Differentialgleichungen 
angesetzt, in welchen die Determinante der Koeffizienten der 
Größen tL~ den Wert 

:g + fPo ° fPll ... fPr r 
hat, also nicht verschwindet. Man kann daher r + 1 Integral
systeme 

(8) /-,,'0' tLal, .. . tL'lr 

bestimmen, in denen der zweite Zeiger die Systeme, der erste die 
Glieder innerhalb eines Systems unterscheidet, und annehmen, 
daß die Determinante 

D (tL) = :g + tLoo tLll ... tLrI·l t1 

von Null verschieden ist. Daß die Größen tL in dem ganzen 
Intervall von to bis t1 stetige Funktionen von t sind, folgt daraus, 
daß die Gleichungen (7) für die Größen tL:, lineare Formen der 
Argumente tLa ergeben, deren Koeffizienten in dem bezeichneten 
Intervall regulär sind. Die Gleichung (6) ergibt jetzt 

"+l,n O,r [ d( -- )J d O, n O,r 

o = :g i5 Yo:g tl" e rp" 0 - tL"ae t' b + d t. :g i5 Yl' :g tLH fP" b, 
t'I 11 LI I) 

e = 0, 1, ... r 

also auch, indem man von to bis t1 integriert, 
/1 

O,n O,r [/0 f r+l,n O,r [ d( - )] 
:g i5 Yb :g tL" , <p" b \· = d t:S i5 Yb:g tLH rp" b - tLä t a b 

b 0 11 b,' _ 
to 

oder, da die Größen i5 Yb für t= to verschwinden, 

(9) 
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Setzen wir, um hier die keiner Beschränkung unterworfenen 
Variationen 8YS+l' 8YS+2, '" 8Yr aus den s + 1 ersten Gleichungen 
wegzuschaffen, 

(10) 
O.r _ 111 :8 f.l.1 9 !P ,1' = 0, 
" 

c = s + 1, ... r, 9 = 0, 1, '" S, 

so kann dieser Forderung durch passende Wahl der Größen (8) 
stets genügt werden, ohne daß die Determinante D (f.l) ver
schwindet, und die ersten s + 1 Gleichnngen (9) ergeben, da die 
Größen 8 Yt für t = t1 verschwinden, 

11 
0,.. 0, r 111 J r + 1, n 0, r [d ( -) ] 

(11) 48Yi:2f.l"g'Paf = dt:88Yt:8 f.l'd1Btf/J,'D -f.l,lg!P"D , 
t I' I '['I \' • 

10 

9 = 0, 1, ... s. 
Die Determinante der (s + 1)2 Größen 

(12) 
0, r 111 :s f.l'l ß 'P" f 

\' i 

ist von Null verschieden. Denn zunächst gilt dies von der 
Determinante der (r + 1)2 Größen, 

(13) 
O,r 1I 
~ f.l<1f CPa i 1, e, i = 0, 1, ... r, 

" 
deren Wert offenbar 

:8 + f.lo 0 f.lll ..• f.ln :8 + 'Po 0 -rpll .,. fPr r Itl 
ist. In dem System (13) verschwinden nun nach (10) die Glieder, 
in welchen e eine der Zahlen 0, 1, ... s, und i eine der Zahlen 
s + 1, s + 2, · ... r ist, also, wenn der Zeiger e für jede einzelne 
Zeile fest bleibt, alle Glieder, welche den ersten s + 1 Zeilen 
und den letzten r - s Spalten angehören. Die Determinante ist 
also das Produkt der beiden Determinanten, welche aus den in 
den ersten s + 1 Zeilen und Spalten und den in den letzten 
r - s Zeilen und Spalten stehenden Gliedern gebildet sind. 
Erstere ist aber die Determinante der Größen (12); sie kann 
also nicht den Wert Null haben. Aus den Gleichungen (11) 
lassen sich daher die s + 1 Größen 8 Yf in folgender Form be
rechnen: 
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wenn man allgemein setzt 

so ergibt sich 

r,8 

V.,f = ~Cfn/-'ail' a = 0, ... r, 
9 

Vor. vIf, ". V"f 

§ 42 

ein System von Lösungen der Gleichungen (7), da dies von jedem 
der Systeme 

/-'0 S' /-'1 ß' ." /-'r ß 

gilt; vervielfacht man ferner die Gleichungen (10) mit cis und 
summiert über g, so ergibt sich 

0,8 0, r 1t1 

~CfS ~/-'asipl1c l = 0 
g a I 

oder 

~ qJI1C ~ Cfil/-'11Q ,'tl = ~ Vaf ipac It1 = O. 
\1 0 II 

Da nun fund g dasselbe Ziffern system bedeuten, so bleiben die 
Gleichungen (10) erhalten, wenn man /-' durch V ersetzt. Der 
Vollständigkeit halber setzen wir noch 

V.le = /-'aCl VI1D = /-'110, C = s+ 1, '" r, b = r+ 1, ... tt, 

dann sind die (r + 1)1 Größen Va, linear durch die /-,,,, mittels 
des Koeffizientensystems 

Coo COI'" Co. 0 o ... 
C10 Cll ",ClB 0 0." 

CSo Cs l'" CSB 0 0." 
o o o 1 '0 ... 
00 ... 001 ... 

ausgedrückt, dessen Determinante den Wert 

~ ±COOcll .•• Css 

hat, also bei der Entstehungsweise der Größen C von Null ver
schieden ist. Es ist daher auch die Determinante 
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von Null verschieden, und die Größen. v haben alle für die 
Größen ft vorausgesetzten Eigenschaften. 

Die vorgelegte Extremsaufgabe verlangt nun, daß ~ Yo ver
schwinde, wenn alle Größen LI y für t = to, und alle mit Aus
nahme von Llyo, LlY8+1, LlYS+2, ... LlYr für t = t1 verschwinden. 
Bei der oben definierten Abänderung LI verschwinden für t = t1 

die Größen LI Yb ebenso wie Ub 111 von selbst; es bleiben also nur 
die Gleichungen 

(15) LlY1r1 = LlY2 i
l1 = ... = Lly. \t1 = 0, 

unter deren Voraussetzung LI Yo ein Extrem an der Stelle 

haben, ~ Yo verschwinden soll. Nun ist nach Definition 
1"= 0 

d LI Y6 I = ~ Yb • 
I 

Sieht man daher die Größen U als fest, die Größen E als ver
fügbar an, so lehren die Sätze des § 5, daß aus den Gleichungen 

(16) ~ Yl i
tl = ~ Y2 rl = .. . = ~ y. rl = 0, 

wenn man sie als lineare Relationen zwischen den Größen d E 

ansieht, die Gleichung 

(17) ~Yo 1'1 = 0 

folgen muß. Um die Gleichungen (15) erfüllen zu können, ver
fügen wir über die bisher unbestimmte Anzahl der Größen E so, 
daß sie die Anzahl jener Gleichungen übersteigt und setzen 

m =8, 
so daß 

0,8 

~ Yb = :g d Eß • Ub ß· 
g 

Dabei ist zu beachten, daß der gewöhnliche Satz über das ge
bundene Extrem einer Funktion von mehreren Unabhängigen nur 
dann anzuwenden ist, wenn aus den 8 Gleichungen (15) eine der 
Größen E als reguläre Funktion der s übrigen auszurechnen ist, 
d. h. wenn von den Determinanten 8 ter Ordnung aus der Matrix 

{18) o LI Ylll I'" = 0 _ 0 ~ Ylll 1 2 0 1 __ ~ --~ m = , , ... 8, g = , , ... 8, o Eß ; - 0 dER' 
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mindestens eine nicht verschwindet. Wir machen diese Voraus
setzung zunächst und kommen auf ihre Bedeutung zurück. Setzen 
wir ferner 

so ergeben die Formeln (14) 

0, s 

= :8 dEs· Wf(uß), f = 0,1, ... S; 
9 

bei der angegebenen Beziehung zwischen den Gleichungen (16), 
(17) folgt daher 

Wo (u 1) ••• Wo (u.) 

W 1 (u1 ) ••• W1 (u.) 
=0; 

die letzten s Zeilen dieser Determinante bilden die Matrix (18). 

Die Funktionen U sind nun keinen anderen Beschränkungen 
unterworfen, als stetig zu sein, stetige erste Ableitungen zu haben, 
und für t = to und t = t1 zu verschwinden; sind daher C von 
den Funktionen u~o unabhängige Größen, so hat man 

0, R 

:8 Cf Wf ('/.10) = ° 
t 

oder nach der Definition der Ausdrücke W 
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oder endlich, wenn man 

setzt, 
t, f '+1," O,r [ d(A - )] 

dt ~ UbO ~ A" !Pab - ---ir" b = 0. 
to 

Läßt man alle Größen HbO bis auf eine identisch verschwinden, 
so ergeben sich hieraus durch den Haupthilfssatz des § 6 die 
Gleichungen 

( 19) 

da wir voraussetzen, daß die Größen y, y', y" längs der be
trachteten Mannigfaltigkeit ~ stetige Funktionen von t sind. So
dann sind die Größen A" in derselben Weise aus den Größen v'I( 
zusammengesetzt, wie diese aus den Größen lL" f; die oben 
durchgeführte Argumentation lehrt daher, daß die Größen Ä" 
Lösungen des Systems (7) sind, welche den Gleichungen 

O,r _ I't 
(20) ~ A" !P,1C I = 0, C = S + 1, S + 2, ... r 

" 
genügen; fügt man jenes System zu den erwiesenen Gleichungen (19), 
so sieht man, daß die r + 1 Größen A" den n + 1 Gleichungen 

(21) ~[, d(AI,qJ"b)}_ ° f.. - ° 1 .::;p /1." !P,'b - -at- - , lJ - .' , ... n 

genügen. Das Zusammen bestehen der letzten beiden Gleichungs
systeme bildet also für eine Mannigfaltigkeit m von den an
gegebenen Stetigkeitseigenschaften eine notwendige Bedingung 
des gesuchten Extrems. 

Die Größen Cf sind offenbar die Determinanten ster Ordnung 
aus der Matrix (18); sollten sie alle verschwinden, so wären die 
Gleichungen (21) zunächst inhaltlos, da A" = ° wäre. Gibt es 
bei dieser Annahme eine verschwindende Determinante k ter Ord
nung, die eine nicht verschwindende Unterdeterminante (k - 1 )ter 
Ordnung besitzt, so erhält man eine Gleichung 

l,k 

:s B ll Wall (Ug) = 0, 
II 

In der die Größen B ll von ug nicht abhängen und nicht alle ver
schwinden. Das gibt aber wieder eine Gleichung der Form (21), 
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in der die Größen Ä." nicht sämtlich identisch verschwinden; dabei 
ist von der Extremforderung noch gar kein Gebrauch gemacht. 
Die Gleichungen (21) gelten also immer, bilden nur in dem letzt
erwähnten Ausnahmefall für das Extrem keine besondere Eigen
schaft. 

Setzt man 

80 ist offenbar 
.Q=o 

und werden die erhaltenen Gleichungen 

(22) .Qc 1
11 = 0, ~ .Q - dd.Qb = 0, C = S + I, ... t·. 

UYb .t 

Die letzten dieser Gleichungen sind voneinander abhängig j 
denn da die Funktionen q>a und damit auch .Q in bezug auf die 
Argumente Y;' homogen sind, so hat man aus denselben Gründen 
wie in § 41, I. bei der Annahme .Q = 0 und beliebigen Werten 
von Ä. a die Gleichung 

"" ,(O.Q _ d.Qb) = 0 ..:p Yb 0Yb dt . 

Endlich sei noch darauf hingewiesen, daß die ganze Schluß
kette bis zu den Gleichungen (20), (21) nirgends benutzt, daß q>a b 

und q1a b Ableitungen einer Funktion q>., sind; maßgebend sind 
nur die Gleichungen 

1,n 

(23) :;;g (q>., b ~ Yb + Ipa b ~ y[,) = 0, 
Il 

die ihren Sinn behalten, wenn man von einer beliebigen Mannigfaltig
keit Q; im Gebiet der Größen Yb ausgeht, und diese in eine Schar 
von Nachbarmannigfaltigkeiten einbettet, die von Parametern IE 

abhängen, womit die Variationen bestimmt sind. Man darf daher 
die Gleichungen (20), (21) auch dann anwenden, wenn die Auf
gabe ~ Yo = 0 durch vielleicht nicht integrierbare Bedingungs
gleichungen von der Form (23) gebunden wird. Solche Aufgaben 
kommen in der Mechanik vor. 

Sind die Größen Yb,)"a als Funktionen von t so bestimmt, daß 
die Bedingungsgleichungen q>a = 0 und die Gleichungen (22) 
erfüllt sind, so nennen wir die einfache Mannigfaltigkeit der den 
verschiedenen Werten von t entsprechenden Wertsysteme Yb, Äa 

eine Extremale. 
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§ 43. 

Beispiele. 

L Ein wichtiger, in den früheren Abschnitten allein be
handelter Sonderfall ist der, daß eine der Gleichungen CPn = 0 
die Form 

CPo = Y(,-tP(Yll Y2, ••. , y{, ... y~) = 0 

hat, und Yo in den übrigen nicht vorkommt; die erste der Glei
chungen § 42 (21) lautet dann einfach 

d Ao _ 0 
dt - . 

Man kann daher, indem man 

Al = Zu ~2 = 12 , ~r = lr 
Ao AO AO 

setzt, die Differentialgleichungen des Problems aus der Formel 

~ S (tP + 11 CPl + 12 CP2 + ... + 1r CPr) d t = 0 

erhalten. Wäre Ao = 0, so hätte man eine Mannigfaltigkeit im 
Gebiet der Größen Y1, Y2, '" y", für welche die Bedingungen des 
Extrems einer der Größen 

111 It t \It 
Y1 i ' Y2 I' . . . Y" 

bei gegebenen Werten der übrigen erfüllt sind. Dieser Fall ist 
als Ausnahme zu betrachten. 

II. Das Prinzip der kleinsten Aktion in seiner weiteren, von 
Lagrange gegebenen Form sagt folgendes aus. Die Lage eines 
Massensystems sei durch die Parameter y, $, ••• bestimmt, x sei 
die Zeit, T die lebendige Kraft, Y ~ Y + Z ~ $ + ... die Arbeit der 
wirkenden Kräfte beim Übergang von der Lage (y, $, ••• ) zu der 
benachbarten (y + ~ y, z + ~ z, " .). Vergleicht man dann die 
natürliche Bewegung des Systems im Gebiet der Variablen y, $, ••• 

mit einer benachbarten, nur mathematisch konstruierten, welche 
dieselbe Anfangs- und Endlage wie jene hat und so beschaffen 
ist, daß beim übergang von der einen zur anderen Bewegung 
die Gleichung 
(1) ~T= Y~y+Z~z+ .. · 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl.. 18 
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besteht, so ist das Zeitintegral der lebendigen Kraft bei der 
natürlichen Bewegung ein Minimum: 

8 f Tdx = O. 

Die Größe x kann hier nicht als unabhängige Variable genommen 
werden, da ihr Wert für die Endlage des Systems nicht vor
geschrieben ist; man muß also aUe Größen x, y, z, ... als Funk
tionen eines Parameters t ansehen, der bei allen verglichenen 
Bewegungen dieselben Anfangs- und Endwerte to, t1 hat. Dann 
ist die Anzahl der Unbekannten um zwei größer als die der 
Parameter y, z, ... ; die Anzahl der gegebenen Gleichungen ist 
zwei, da man neben der Beziehung (1) die Definitionsgleichung 
der Aktion u, 

du dx 
di = Tat, 

zu berücksichtigen hat; es ist daher 

r = 1, S = o. 
Nach der allgemeinen Regel hat man die mit 1 vervielfachte 
Gleichung (1) nach t zu integrieren, und zu der Gleichung 

zu addieren: 

"'1 

S !oT(x'+1)+Tox'+1(YiSy+Z8z+···)ldt= 0; 
"0 

die übliche partielle Integration ergibt mit Berücksichtigung der 
Gleichungen 

ito '110 !to itl It1 

8x I =iSy =8z l = ... = 8Y I =8z i =···=0 

ein Ergebnis von der Form 
tl 

iS x { T + (1 + x') ~ ;} Itl + f d t {g iS x + 1] 8 y + ~ 0 z + ... } = 0, 

to 

und man hat dann die Gleichungen 

g=1]=~="'=O 
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anzusetzen. Beschränken wir uns auf den gewöhnlichen Fall, daß 

T eine quadratische Form der Größen ~~, ~:' ... sei, deren 

Koeffizienten nur von y, Z', ••• abhängen, etwa 

( d Y dz ) 
T=w dx' dx' ... , 

so hat man offenbar 

(2) 
T __ w (y', z', ... ) 

- X'2 ' 

also 
oT 2T 
ox'= -7· 

Man erhält daher als die der Größe x entsprechende Glei
chung § 42 (20) 

(3) 2 A. +x' = O. I
t1 

Ferner hat man die Differentialgleichung 

oder 

~ = - ~ ~ - ddt { (A. + x') ~ ;,} = 0, 

T 
T - 2 (A. + x') ,. = const.j 

x 

die Gleichung (3) ergibt daher allgemein 

(4) 2 A. +x' = O. 

Sodann ergibt die angedeutete Teilintegration 

1J = -A.Y+(A.+x')~~ - :t {(A.+x')~;}j 
da nun der Gleichung (2) zufolge, wenn 

gesetzt wird, die Gleichung 

dy _p 
dx-

,aT 'OT 
x By' = öp 

18* 
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gilt, so ergibt sich mit Berücksichtigung der Gleichung (4) 

f/ = -1 Y-1 'OT _~ (~'OT) 
'Oy dt 2 'Op 

= _ 1 { Y + 0 T + ~ ~ (~-'!)1 
'Oy 21dt 'Op f 

=_1{y+'OT_~'OT}. 
'Oy dx 'Op 

§ 43 

Analoge Form haben die Ausdrücke ~, ... , und man erhält die 
Lagrangeschen Gleichungen 

'OT d 'OT 
(5) Y+~=dx'Op"" 

Sind die Parameter y, $, ••. nicht völlig frei verfügbar, 
sondern Bedingungsgleichungen 

Yl ~ Y + Zl ~ $ + ... = 0, Y2 ~ Y + Z2 ~ Z + .,. = 0, ... 

unterworfen, deren linke Seiten nicht notwendig Variationen end
licher Ausdrücke zu sein brauchen, so braucht man diese Glei
chungen nur zu differenzieren, um auf eine Aufgabe der bisher 
betrachteten Art zu kommen; man erhält 

Y1 ~ y' + Zl ~ z' + ... + Yi ~ y + ... = 0, 
Y2 d y' + Z2 ~ z' + ... + Y~ ~ y + Z; d $ + ... = 0, ... 

und dieses System ist dem vorigen äquivalent, da die Variationen 
d y, d z, .•• für t = to verschwinden. Man hat dann die obigen 
Werte von f/, ~, ••• nur um die Summanden 

1 Y{ _ d (11 Y l ) + 12 Yli _ d (12 Y 2) + ... 
1 dt dt 

= - 1{ Y1 - 12 Y2 - .. . 

11 Z{ _ d (11 Zl) + 12 Z2 _ d (12 Z2) + ... 
dt dt 

= - 1~ Zl - 1i Z2 - ... 
zu vermehren; die Gleichungen (5) werden daher 

Y + '0 T _ 1i Yl _ 1~ Y 2 _ ••• = ~ ('0 T) 
'Oy 1 1 dx 'Op 

usf. 
Als Anwendung betrachten wir eine Kugel vom Radius a, 

welche, ohne zu gleiten, auf der y z-Ebene des Koordinatensystems 
rollt, und diese im Punkte (y, z) berührt; 0, cp, t/J seien die 
Eulerschen Winkel, welche die Lage dreier in der Kugel festen, 
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aufeinander senkrechten Richtungen gegen das Koordinatensystem 
bestimmen. Ist dann M die Masse der Kugel und m ihr Trägheits
moment bezüglich eines Durchmessers, so ist 

2 T = M {(~~y + (~:y} 

+ m {(~!Y+ sin20(~:)i+ (~~ - cosO ~:)l 
und es gelten bei einer Rollbewegung die geometrisch 
sichtlichen Bedingungsgleichungen 

(6) 
8 Y = - a sin cp sin () 81/J + a cos cp 8 0, 
8 z = a cos cp sin () 81/J + a sin cp 8 0, 

leicht er-

deren Multiplikatoren Al' A2 seien. Die Arbeit der wirkenden 
Kräfte sei 

Y 8 Y + Z 8 z + q, 8 cp + 1p 81/J + @8()j 

dann ergibt die obige Regel, wenn man 

AP. = A;, 

setzt, die Bewegungsgleichungen 

M d2y = Y+II d a;i r' 

AV = A2 

d2 z r; 

M dt 2 = Z+v, 

( d2 0 . 0 d cp d 1/J) . + @ m d x 2 - sm d x d x = -11 a cos cp - v a sm cp H , 

m :x (~: - cos (j : :) = 11 a sin cp sin () - v a cos cp sin () + 1Jf, 

d (d cp d 1/J) _ . m d x d x - cos 0 d x - q" 

hierzu kommen die Gleichungen (6), in welchen man das Zeichen 
eS durch dld x ersetzen kann. 

IH. Es sei eine Funktion von zwei Integralen der früher 
immer betrachteten Form 

u = f F (x, y, x', y') d t, v = f G (x, y, x', y') d t, 

etwa w = f(u, v) zum Extrem zu machen, bei gegebenen Anfal1gs
und Endwerten von x und y. Schreibt man die Defil1itions
gleichungen in der Form 

w' = fuu' + f1Jv', u'-F(x, y, x', y') =- 0, 

v'- G(x, y, x', y') = 0, 
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und setzt 
.Q. = A (w' - fu u' - fv v') + ft [E (x, y, x', y') - tt'] 

+ v [() (x, y, x', y') - Vi], 
so ergibt sich 

.Q.w - .Q.:V, = - A' = 0, 

§ 44 

.Q.v -.Q.~, = A(fuvu'+ft'vv')-Af~-v' = -v' = 0; 

Ä, v und ähnlich ft sind Festwerte. Die auf x und y bezüglichen 
Gleichungen werden 

.Q.x - .Q.~, = ft (Ex - F~,) +- v (Gx - G~,) = 0, 

ft (Fy - F y') + v(Gy - G~.) = 0. 

Man erhält also als Lösungen der gegebenen Aufgabe die 
Extremalen der einfacheren 

6 S (Ä F +- /L G) d t = 0, 

ein auch bei Euler begegnendes Ergebnis. 

§ 44. 

Felder und Jacobi-Hamiltonsches Verfahren bei der 
Mayerschen Aufgabe. 

I. Sei wieder die allgemeine 1\1 a y e r sche Aufgabe durch die 
Gleichungen 

(1) <pa (Yo, Yll ... Yn, y~, y~, ... y~) = 0, a = 0, 1, ... r 

gegeben, deren linke Seiten in den Ableitungen Yb = d Yb/d t 
positiv homogen von erster Stufe seien; man setze 

O,r (3.Q. O,r (3 o.Q. O,r 0 
(2) .Q. =:8 Än <Pa, -::. Y =:8 Ä" ';, <Pya , ',;, y' =:8 Aa ':> ~" = .Qb' 

a U b " U bUb " U Yb 
b = 0,1, ... n, 

und nenne Extremale jede einfache Mannigfaltigkeit im Gebiet 
der Größen Yb, für die neben den Gleichungen (1) bei passender 
Wahl der Multiplikatoren Ä als Funktionen von t die Gleichungen 

(3) o.Q. _ d.Q.b = 0 
0Yb dt 

gelten. 
Eine (n-l)-fache Schar von Extremalen werde mit den zu

gehörigen Multiplikatoren dargestellt durch die Gleichungen 

Yb = Ob (t, au a2, '" an-l), Än = bl' (t, a l , a2, ... an-l), 
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in denen längs der einzelnen Extremale t allein veränderlich, aB 

a2 , ••• festwertig sind. Denkt man diese Werte sowie Yb = 0 (Mo t 
in die Gleichungen (1) eingesetzt und differenziert nach einer der 
Größen a, so ergibt sich 

~ 0 cp,\ aOIJ +-~ 0 CPQ ~~ _ 0 
b 0 Yb 0 a l' 0 Yl' 0 t 0 a -

oder nach (2) auch 

(4) O,n 0 S~ 0 Ob O,n 02 Ob ::;s ;;;:- ~ +- ::;s .Qb ~t 'C> = O. 
bUYb Ua l' VrJa 

Setzt man daher 

8' = dal } +- cla2 '/ +- ... +-dan-l~' 
val va2 Uan-l 

80 ist dieses Zeichen mit dem der Ableitung nach t, also mit 
d = d t. % t vertauschbar, und die den verschiedenen Para
metern a entsprechenden Gleichungen (4) ergeben, indem man 
8b du-rch Yb ersetzt, 

O,no.Q " O,n 08'Yb ::;s ~~, 8 Yb +- :s .Qb ~t = 0 
b v Vb b () 

oder auch 
O,n (G.Q d .Qb) d 0,» 

~ oY~ - df 8'Yb +- dt ~ .Qb 8'Yb = 0, 

woraus mit Rücksicht auf die Gleichungen (3) folgt 
cl 0, n 

(5) dt:S.Q(,8'Yb=O. 
b 

Weiter besteht wegen der Homogeneität der Größen CPa und .Q 
die Identität 

(6) 

also um so mehr 

(7) 

Setzt man daher 

8 = d t :t +- 8', 8 Yb = Yb d t +- 8' Vb' 

und addiert die Gleichungen (5) und (7), so folgt 
d O,n 

cl t ~ .Qb 8 Yb = 0, 
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und da d den Fortgang längs einer Extremale der Schar be
deutet, kann man dies Ergebnis so aussprechen, daß die Größe 

längs jeder Extremale festwertig ist; im besonderen verschwindet 
sie längs einer ganzen Extremale, wenn dies an einer Stelle statt
findet. 

Man definiere nun durch die Gleichungen 

(8) 

eine (n - 1) - fache Schar von Stellen auf den betrachteten Extre
malen. Dann zeigt die Gleichung (5), daß die Gleichung 

0." :s ab ij' Yb = 0, 
b 

wenn sie unter der Annahme (8) gilt, für alle in Betracht kommen
den Werte der Veränderlichen a und t gilt. Addiert man Zu ihr 
die Gleichung (6), mit d t vervielfacht, so erhält man, d t unab
hängig von den Parametern a gedacht, die Gleichung 

(9) 

allgemein, d. h. für unabhängige Werte t, all ... an-I' 

Man kann dies Ergebnis auch so aussprechen, daß in der 
Voraussetzung nur die Gleichung (9) vorkommt, die man zunächst 
für die Mannigfaltigkeit (8) annehme; da die Gleichung (6) all
gemein ergibt 

so folgt 

Wenn also für das Gebiet (8), auf dem 

o 
ij = d~-+ 8' ot 

gesetzt wird, die Gleichung (9) gilt, so folgt für je eine Stelle 
jeder Extremale der Schar 
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also die Beziehung, aus der wir oben die Gleichung (9) für un
abhängige t, ~, ... Cl"_l abgeleitet haben. Das heißt, gilt die 
Gleichung (9) auf dem Gebiet t = 'r (al' a2, ... al- n), so gilt sie 
allgemein für unabhängige t, a l , ••• an-I; wir nennen dann die 
Gesamtheit der Extremalen 

Yb = Ob (t, al ; a2, '" an-I) 

ein Feld. Für diesen Begriff ist es wesentlich, daß die Anzahl 
der Parameter a gerade n - 1 ist, wovon aber in der bisherigen 
Schlußkette kein Gebrauch gemacht wurde. 

Als Beispiel können wir die einfachste Aufgabe des freien 
Extrems 

S' - V x' 2 + y' 2 = 0, 8 z = 0 

nehmen und als Mayer sehe Aufgabe auffassen, wobei 

(") _ 1 (' tl I 2 + 12) (7.Q _ 1 d A. _ 0 1 - t 
~" - A 15 - r x y, (7 z' - A, dt - , A -' cons . 

zu setzen ist. Die das Feld kennzeichnende Gleichung ist 

(10) 
x' y' 

8z--8x--liy = o· 
15' Z' , 

die Extremalen im x y z-Raume sind Gerade, die unter 450 gegen 
die xy-Ebene geneigt sind. Die Gleichung (10) besagt, daß die 
Richtung 0 senkrecht steht auf einer Richtung n, für die 

also, da 

ist, 

x' y' 
cos(nx):cos(ny):cos(nz) = ,:,:-1, z 15 

+1 
cos (ns) = V2 . 

Längs einer Extremalen ist also das Flächenelement, in das 
die möglichen Richtungen 8 hineinführen, von fester Richtung 
und Lage: die Extremalen eines Feldes bilden eine abwickelbare 
Fläche; die Regelfläche, die das Feld bildet, hat längs jeder Er
zeugenden eine feste Tangentialebene. 

n. Aus den n + 1 Gleichungen 

(11) Yb = Ob (t, all (12' ... an-I), b = 0, 1, ... n, 
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die ein Feld darstellen, kann man die n Größen t, a l , ." an-l 

eliminiert denken nnd erhalte so eine Gleichnng 

<P (Yo, Yll ..• Yn) = o. 
Wenn also ~ wieder den Fortgang längs der durch die Glei
chungen (11) definierten n-fachen Mannigfaltigkeit bedeutet, 
so folgt 

(12) 

Nehmen wir nun in den Begriff des Feldes die Bestimmung 
auf, daß durch die Gleichungen (11) eine n-fache Mannigfaltigkeit 
im Gebiet der Größen Yb definiert werde, so sind n der Größen 
~ Yb als unabhängig zu betrachten. Verbindet man also die 
Gleichung (12) mit der das Feld kennzeichnenden 

O,n ::s .Q,b ~ Yl> = 0, 
b 

so folgt, daß die Koeffizienten der Größen ~ Yb in beiden propor
tional sein müssen: 

(13) 

In den Verhältnissen auf der rechten Seite kommen nun die 
Ableitungen Yb nur in ihren n Verhältnissen, ebenso die r + 1 
Multiplikatoren An nur in ihren r Verhältnissen vor; diese n + r 
Verhältnisse kann man aus n + r + 1 Gleichungen eliminiert denken, 
der Proportion (13), die n Gleichungen vertritt, und den r + 1 
Gleichungen fPa = 0, in denen ebenfalls die Ableitungen y;' nur 
in ihren Verhältnissen auftreten. Als Ergebnis der Elimination 
erhält man eine partielle Differentialgleichung mit der Un
bekannten <P, in der diese selbst nicht vorkommt und ihre Ab
leitungen 0 <pro Yb nur in ihren Verhältnissen, also etwa eine 
Gleichung 

wobei 
o<p o<p 

'!/Je = - 0 Ye : 0 Yo' c = 1, 2, •.• n 

gesetzt ist, die Jacobi-Hamiltonsche Differentialgleichung. 
Hiermit ist gezeigt, daß jedes Feld im Sinne unserer Defini

tion, als Mannigfaltigkeit im Gebiet der n + 1 Größen Yb aufgefaßt, 
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erhalten werden kann, indem man eine Lösung der Ja c 0 b i
Hamiltonschen Differentialgleichung einem Festwerte gleichsetzt. 

Sei umgekehrt tP (Yo, Yu ... Yn) irgend eine Lösung der 
Jacobi-Hamiltonschen Gleichung. Dann bestimme man wieder 
an irgend einer Stelle der Mannigfaltigkeit 

(14) cP (Yo, Yll '" Yn) = C = const. 

aus den n + r + 1 Gleichungen 
'OtP 'O!Z> otP 

(15) fJJa = 0, 'OYO:OY1: •• , :OYn = .Q,0:.Q,1: ••• : .Q,n 

mit Ausschluß einer von ihnen n + r Größen, nämlich die n Ver
hältnisse der Größen Yb und die r Verhältnisse der Größen Ao ; 

bei der Bedeutung der J aco bi-Hamil ton sehen Gleichung, die 
die Größe tP erfüllt, gilt dann auch die letzte der Gleichungen (15) 
und die Beziehung (14) spielt zunächst keine Rolle; Yo, '" Yn 
können als Unabhängige betrachtet werden. Jeder Stelle im 
Gebiet dieser n + 1 Größen ist durch das mehrfache Verhältnis 

Y~: Y~: ... : Y~ = d Yo : d Yl: ... : dYn 

eine Richtung zugeordnet, und durch jede Stelle geht demnach, 
d. h. vermöge der Integration eines simultanen Systems von n 
gewöhnlichen Differentialgleichungen zwischen den n + 1 Größen y, 
eine einfache Mannigfaltigkeit, für die die Gleichungen (15) bei 
passender Wahl der Größen 10 gelten. Diese ist, wie wir zeigen 
wollen, Extremale der Mayerschen Aufgabe fJJa = 0. 

In der Tat kann man nach (15) setzen 
'OtP 0,.- OfJJo 
'0 Yb = ft.Q,b = =? ft 10 0 y;' ; 

mit der Bezeichnung 
0, ,. 

ft 1" = 1~, .Q,o = ::8 1~ fJJ," 
a 

ergeben sich dann die Gleichungen 

(16) 
'O.Q,8 o.Q,~ 
oy; - 3y-~' 

in denen wegen der Homogeneität der .Funktionen fJJa nur die 
Verhältnisse der y;' vorkommen; wegen eben dieser Eigenschaft 
gelten die Gleichungen 

(17) 
'0 Sl.o 0, n 02.Q,0 • 
-;;;- = :s 0 . '0 Yh u y, b Yb Yc 
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Nun werde der in den Größen y' waltende Parameter t etwa 
als Wert einer Funktion des Ortes t (Yo, Yt, ... '/In) aufgefaßt; dann 
sind auch die Größen Yb = d Yb/d t Funktionen des Ortes und 
der Verhältnisse Yb: y;, also schlechthin Funktionen der Größen 
Yo, .•• Yn, die man nach diesen differenzieren kann; man kann 
daher folgende Gleichungen mit Berücksichtigung der Be
ziehungen (16) ansetzen: 

o ,Q,o 0 02 ,Q,o 01 ,Q,o '0 y~ 02 ,Q,0 0 yi 
oYo = oYo oYo + oYo oYo oYo + oYo oyi 0Yo + ... 
~ ,Q,oo _ 0,Q,10 = 02 ,Q,0 + 0 2 ,Q,0 0 Yo + 0 2 ,Q,0 0 yi + ... 
o Yt - 0 Yo 0 y~ 0 yo 0 yi 0 yE! 0 Yo 0 yi 0 yi 0 Yo 

o ,Q,1 0 02 ,Q,O 02 ,Q,o 0 Yo 02 ,Q,O 0 Y{ 
13 Yl = 0 yi 0 Yt + 0 Y;' 0 Yo 0 Yl + 0 y;' 0 y{ 0 Yl + ... 

O,Q, 0 0,Q,20 02 ,Q,0 02 ,Q,0 0 Yo 02 ,Q,0 13 Y{ 
o y: = 0 Yt = 0 Y2 0 Yl + 0 Y2 0 Yn 0 Yl + 0 Y2 0 yi 0 Yl + .. . 

usf. Hieraus folgt, indem man von der ersten Gleichung (17) 
ausgeht, 

oao O,n o2aO, o,noaoo, daoo 
oYo = ~ oy;' oYoYb = ~ 0Yb Yb =(Jt- ; 

denn auf der rechten Seite verschwinden die Glieder mit dem 
Faktor 13 Yb/O Yo wegen der zweiten Gleichung (17). Ebenso findet 
man allgemein 

13,Q,o _ d,Q,g _ d (0 ,Q,O) 
o Yb - a:r- - d t '0 yi, . 

Da nun ,Q,O ein Ausdruck von der Form des vorher betrachteten 
,Q, ist, nur mit vielleicht anderen Multipfikatoren gebildet, so ist 
gezeigt, daß die konstruierten einfachen Mannigfaltigkeiten Extre
malen der ursprünglichen Variationsaufgabe 

Ö Yo = 0, Cf,) = ° 
sind. 

Sie erfüllen im besonderen die Gleichungen 
0,11 

,Q,o = 0, ::g,Q,C yi, = 0, 
b 

also nach (16) auch 
0, n (7 W 
~ OYb yr, = 0, 

dw 
Tt= 0; 
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längs jeder von ihnen ist also t1J (Yu, Yu ••• Yn) = const. = Cj die 
hierdurch definierte n-stufige Mannigfaltigkeit ist also von 00 n-1 

Extremalen bedeckt und diese bilden ein Feld, da beim Fortgang 
längs der von ihnen erfüllten Mannigfaltigkeit die nach (16) 
gleichwertigen Beziehungen 

0,» (3 q; 0, .. 

:::8 a 8 Yb = 0, :::8.Q8 8 Yb = ° 
b Yb b 

gelten, deren letztere nach Nr. I das Feld kennzeichnet. 
Also kurz: Ist t1J (Yo, Yu .•. Yn) eine Lösung der Ja c 0 b i

Hamiltonschen Gleichung, so kann im Gebiet der n+ 1 Größen 
Yo, Y1' .•. Yn jeder n-stufige Raum t1J = const. als Extremalenfeld 
dargestellt werden. 

Projiziert man das Feld auf den n-stufigen Raum der Größen 
Y1' ... Yn, so werden in diesem die Projektionen der Räume 
Yo = const. von den n - stufigen Extremalen im engeren Sinne 
transversal geschnitten, d. h. so, daß die Gleichung 

gilt, wenn 8 Yo = ° ist. Das entspricht dann dem Umstand, daß 
im zweiten Abschnitt, wenn D eine Lösung der Jacobi-Hamilton
sehen Gleichung war, die Linien D = const. von den Extremalen 
eines Feldes transversal geschnitten wurden. 

IH. Die Jacobi-Hamiltonsche Gleichung wurde oben in 
der Form 

F(yo, Yll .•. '!In, Z1' Z2' ••• Zn) = 0, 
(18) '0 t1J (3 t1J 

Zr = - (3 Y~ : 0 Yo' .p = 1, 2, ... n 

geschrieben, so daß n + 1 die Anzahl der Unabhängigen ist. Man 
kann diese um Eins vermindern, indem man durch die zusammen
bestehenden Gleichungen 

(19) f!J(yo, Yll . . . Yn)-c = 0, Yo = t/J(Yll Y2, ... Yn, c) 

ein Funktionszeichen tjJ erklärt; offenbar ist 
(3t/J 

(20) - = zr, 
(3YI' 

und die Gleichung (18) wird 

(21 ) ( '0 t/J 
F tjJ, Yll Y2' ... Yn, '0 Yt' ... ~)=o. 

(3Yn 
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Von ihr sei 1/1 irgend eine mit einem Festwert c behaftete 
Lösung; wenn dann das Funktionszeichen tP durch das Zusammen
bestehen der Gleichungen (19) erklärt wird, so gelten wieder die 
Gleichungen (20), und tP ist eine Lösung der Gleichung (18). Die 
Ja c 0 b i - H a mi lt 0 n sche Gleichung kann also durch die Forde
rung ersetzt werden, eine Lösung der Gleichung (21) zu finden, 
die einen willkürlichen Festwert enthält. 

In dem besonderen Falle, daß Yo in den Ausdrücken 'Pa nicht 
vorkommt, kommt 1/1 selbst in der Gleichung (21) nicht vor, so 
daß, wenn 1/1 eine Lösung ist, sofort 1/1 - c eine mit einem Fest
wert behaftete Lösung ist, also tP = Yo - 1/1 gesetzt werden kann. 
Das ist der F'all der Lagrangeschen Aufgabe nac4 § 43, bei der 
man etwa setzt 

'Po = - y~ + f(Yll Y2' ... Yn, Y~, Y;, ... y~), 
'PI' = 'PV(Yll '" Yn, y{, ... y~), p = 1,2, ... r, 

~~ = 0, .Qo = - Ao, A~ = 0, Ao = 1, 

.Q = - y~ + f + Al 'PI + ... + Ar 'Pr = - y~ + F, 
otP=_1 otP 01/1 otP 01/1 
oYo 'OYI = OYI' ... OYn = OYn' 

und die in 1/1 geschriebene Jacobi-Hamiltonsche Gleichung 
entsteht durch Elimination von Al' Ag, ... An Y2/Y~' Y~/Y{, ... Y~!Y~, 
also von n + r - 1 Größen aus den n + r Gleichungen 

01/1 oF 
-:.- = ;;::;--;, 'PI = 0, 'P2 = 0, ... 'Pr = 0, e = 1, 2, ... n. 
vYe V Ye 

Unter diese Vorschrift fallen die Jacobi-Hamiltonschen Ver
fahren der früheren Abschnitte. 

Im allgemeinen ist beim übergang von tP zu 1/1 die Ver
änderliche Yo bevorzugt. Genau die entsprechenden Betrachtungen 
lassen sich für jede der Größen Yll Y2, ... Yn anstellen, so daß 
man im allgemeinen n verschiedene Gestalten der J aco bi
Hamil ton schen Methode erhält. 

IV. Als Beispiel betrachten wir die kürzeste Linie im Raume; 
man fordert 

8 j V X'2 + y'2 + z' i d t = 8 U = ° j 
als Mayersche Aufgabe ausgesprochen, ergibt diese Forderung 

.Q = A(u' - VX'2 + y'2+ Z'2), n = 3, r = 0; 
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längs der Extremalen findet man, indem man u = Yo, x = Yll 
Y = Y2' Z = '!Ja setzt, 

).' = 0, e-u~)' = c J,)' = C:,')' = 0. 

Man kann ). = 1 setzen, und wenn man die Extremalen aus 
dem vierstufigen x Y zu -Raum auf den gewöhnlichen x y z - Raum 
projiziert, erhält man Gerade mit aufgetragener Länge, indem die 
vierte Koordinate gewissermaßen durch eine angeschriebene Zahl 
ersetzt wird. Die J aco bi-Hamilton sche Gleichung ergibt sich 
aus der Proportion 

oWoWoWoW x'y'z' 
-' - '-'- - -1'-,-'-° u . ° x . ° y • ° z - . u' . u' . tt" 

also 

(0 W)2 = (OW)i + (OW)2 + (~W)2 
ÖU OX oy öz' 

und, wenn W = - u + tjJ (x, y, z) gesetzt wird, 

(22) 
otjJ ~ otjJ ~ otjJ· ~ 

ax = u" ° y = u" 1fZ = u" 
Die auf den dreistufigen x y z - Raum projizierten Geraden eines 
Feldes werden also von den Flächen tjJ = const. oder u = const. 
senkrecht geschnitten. 

Trägt man auf den Normalen einer F'läche tjJ = const. die 
Längen, gemessen von einer anderen solchen Fläche, als u-Koordi
naten auf, so erhält man eine Schar von dreistufigen Gebieten 
im x y z u - Raum, die die kennzeichnende Gleichung des Feldes 
erfüllen: die Gleichungen (22) geben 

x' y' 18' 
~ U = tjJ", ö' x + tjJlI ö' Y + tjJz ö' z = -, ö' x + -, ö' y + -, ö' z u u u 

oder auch 
$"l,u'ö'u + .Q,."ö' X + .Q,II'ö' Y + .Q,ZIö' Z = 0. 

V. Um einzusehen, daß jede partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung als Jacobi-Hamiltonsche Gleichnng einer 
Mayerschen Aufgabe aufgefaßt werden kann, machen wir der 
Gleichung (18) entsprechend den Ansatz 

(23) 
Podyo +Pl dYl + ... + p"dYn = 0, 

F(yo, Yl, ... Yn, Po, Pu ... Pn) = 0, 
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und F sei bezüglich der Größen P homogen von erster Stufe. 
Wir setzen dann OF/OPb = Pb und betrachten im (n + l)-stufigen 
Raume der Größen Yo,' YI' ••• Yn den Kegel~, dessen Spitze ein 
allgemeiner Punkt (Yo,." Yn) ist, und dessen Erzeugende durch 
die Gleichungen 

~o - Yo ~l - YI ~n - y .. 
(24) Po- = PI = ... = P .. 

mit ~ als laufenden Koordinaten definiert werden. Die zweite 
Gleichung (23) ergibt nun, wenn YOI ••• y" festgehalten werden, 

Podpo + P1dpl + ... + P .. dp .. = 0, 
und da wegen der Homogeneität der Funktion F auch die 
Gleichung 

PoPo + PIPI + ... +PnPn = F= 0 

gilt, folgt in demselben Sinne, d. h. d Yb = 0 gesetzt, 

(25) PodPo+PtdPI+ .•. +PndPn = o. 
Aus den Gleichungen (24) folgt hiernach 

(26) Po (~o - Yo) + PI (~l - YI) + ... + P .. (~n - Yn) = Oj 

diese Gleichung stellt einen n-stufigen Raum Rn im Gebiet der 
n + 1 Größen YfJ dar, der also die Mannigfaltigkeit (24), eine Ge
rade, eine Erzeugende des Kegels~, wie wir sagen können, ent
hält. Aber der allgemeine Raum Rn enthält auch die der Ge
raden (24) benachbarten Erzeugenden des Kegels ~j denn ist 
eine solche 

~-~ ~-~ ~-~ 
--='"-=---:-----7''=_ = ... = ~'---:-----:;-=_ 

Po + d Po - PI + d PI P n + d Pn ' 
so ergibt die Gleichung (25) wiederum das Ergebnis (26). 

Durch die Gleichungen (24) werden nun etwa 00' verschiedene 
Erzeugende des Kegels ~ definiert, wobei die Zahl s verschieden 
ausfallen kann; die Wertmannigfaltigkeit der Verhältnisse Po: PI 
: ... : Pn braucht ja keineswegs immer n zu sein. An Punkten 
enthält die Kegelfläche dann 00· + \ wird also durch n + 1 - (s + 1) 
= n - s Gleichungen zwischen den Koordinaten dargestellt, die 
in die Form 

lPe (Yo, Yt j ••• Yn, ~o - Yo, ... ~,,- Yn) = 0, e = 0, 1, ..• n - s - 1 
gebracht werden können, wobei die Funktionen lPc in den Größen 
~b - Yb homogen von erster Stufe sind; denn mit dem Punkte ~b 
liegt der Punkt ~fJ auf der Kegelfläche R, wenn die Proportion 

~o - Yo : th - YI: ... = ijo - Yo : ijl - YI,: ... 
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gilt. Jede einzelne Gleichung rpe = 0 stellt dann eine Kegel
fläche mit oon-1 Erzeugenden dar; die allen diesen Kegeln ge
meinsamen Erzeugenden sind also diejenigen des Kegels~. Be
nachbarte Erzeugende des letzteren sind auch benachbarte 
Erzeugende jedes Kegels rpe = 0, und für diese gilt die Gleichung 
des Tangentialraumes n ter Stufe 

( ) 0 rpc ( ) 0 rpe ( ) () rpe 
~o - Yo () ~o + ~1 - Yl 0 ~l + ... + ~n - Y· 0 ~n = 0 

oder auch, wenn wir 

~b - Y6 = yi" fi!c = rp, (Yo, ... y., Y~, ... y~) 
setzen, 

(?7) ( ) () rp, ( ) 0 rp, ( ) 0 rp, 0 
'" ~o -Yo oYo + ~l -Yl oy; + ... + ~n -Yn oY~ = . 

Diese sämtlichen n - s ebenen Räume nter Stufe gehen also 
durch die einer bestimmten Erzeugenden des Kegels ~ benach
barten hindurch, ebenso wie dies für den Raum (26) schon 
feststeht. 

Nun liegen 00· Gerade auf dem Kegel stj unter den einer 
bestimmten von ihnen benachbarten können also s + 1 linear 
unabhängige ausgesucht werden, und durch diese gehen im (n+ 1)
stufigen Raume von den oon durch die Spitze des Kegels gehen
den n -stufigen ebenen Räumen 00" -(8 + 1), die ihrerseits durch 
n - s linear unabhängige von ihnen linear dargestellt werden 
können, z. B. durch die Räume (27), wenn wir sie linear un
abhängig annehmen. Im besonderen gilt dies von dem Raume (26), 
der ja die einer bestimmten Erzeugenden des Kegels ~ benach
barten enthältj man kann also solche Faktoren Ac einführen, daß 
bei unabhängigen ~ die folgende Gleichung besteht: 

0,.. 0,n-1-1 O,n 0 Pe 
~Pb (~b - Yb) = ~ A, ~ (~b -Yb)p; 
beb Yb 

aus dieser folgt offenbar 
0, n-8--1 0 rpc 

Pb = ~ Ac oy' . 
c • b 

Wenn wir nun noch n - s = r + 1 und den Gleichungen (23) 
entsprechend 

0«1> 
Pb = 0 Yb' 0 = 0, 1, ... n 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 19 
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setzen, so haben wir genau dieselbe Funktion tP eingeführt, die 
bei der Mayerschen Aufgabe 

P., (Yo, Yll .,. Yn, y~, y~, ... y~) = 0, a = 0, 1, ... r 

als Unbekannte der Jacobi-Hamiltonschen Gleichung erscheint: 
man setzte ja 

o tP O,r 0 Pa 
o Y =::s J.a 0 y' 

b " b 

und eliminierte mit Hilfe der vorhergehenden Gleichungen die 
Größen J. und y'. 

Hiermit ist auch ein bestimmtes Verfahren gegeben, um die 
gegebene partielle Differentialgleichung als J aco bi-Hamil tonsche 
darzustellen: die zugehörige Mayersche Aufgabe findet man durch 
den Eliminationsprozeß, der zu den Gleichungen Pe = ° führt. 
Nach der Anzahl dieser Gleichungen zerfallen die partiellen 
Differentialgleichungen in wohlabgegrenzte Klassen. 

§ 45. 

Hinreichende Bedingungen des Extrems und Brennpunkte. 

Bei der Mayerschen Extremsaufgabe vergleicht man ein 
Stück ~ einer Extremale mit einer anderen einfachen Mannig
faltigkeit 2 im Gebiet der n + 1 Größen Yb, längs deren diese 
Größen die Werte Yb haben und Funktionen einer Unabhängigen 1: 

sein mögen,die die l' + 1 Gleichungen 

Pa( Yo, Y ll ... Y", dd~o, dd:<'" dd~n) = 0, a = 0,1, ... r 

erfüllen. Es handelt sich darum, zu zeigen, daß, wenn man Yo 
und Yo in dem Endpunkt des Extremalenstücks ~ und dem der 
Mannigfaltigkeit 2 betrachtet, die Differenz Yo - Yo bei allen in 
gewisser Weise zu kennzeichnenden Mannigfaltigkeiten 2 ein 
festes Vorzeichen besitzt, womit dann der durch die Extremale ~ 
gegebene Wert Yo als Extrem erscheinen würde. 

Die Extremale ~ sei in ein Feld eingebettet, auf das sich 
die Zeichen Yb und Yb beziehen mögen; in ihm sei wieder mit 
Festwerten a 

Yb = (h (t, a l , a2, ... an-I), b = 0, 1, ... n. 

Die W eierstraß sche Konstruktion besteht hier darin, daß, 
wenn möglich, zu jedem auf 2 erreichten Wertsystem Yb eme 
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Extremale des Feldes und eine ihr angehörige Stelle gesuoht 
wird, für welche die n Gleichungen 

Yc = Yo c = 1, 2, ..• n 

gelten, so daß Yc und Yo als n + 1 Funktionen von -r erscheinen 
und die n Gleichungen 

(1) 

hinzugefügt werden können, während Yo - Yo im allgemeinen von 
Null verschieden bleibt. Da nun das Wertsystem Yb (b = 0, 1, ... n) 
dem Felde angehört, so bewirkt die Änderung von -r einen Fort
gang längs des Feldes, und in der für diesen Fortgang kenll
zeichnenden Gleichung 

0, n 

:d8 .Q,t, () Y6 = 0, 
l' 

in der die Größen .Q,6 natürlich mit den auf das Feld bezüglichen 
Werten Y6 und Y;' zu bilden sind, kann man () Yb = d Yb/ d -r . d-r 
setzen, also 

O,n dYb 
:d8 .Q,b-d·- = O. 

b -r 

Benutzt man die n Gleichungen (1), so folgt hieraus 

(2) ~ ~~(, dd~l' +.Q,o (~~o - dd~o) = O. 

Da ferner schon aus Homogeneitätsgründen die Gleichung 
O,n 

:d8 .Qb Yt, = 0 
b 

besteht, kann man den Ausdruck 

0, n d Yb 0, " ( d Yb .) 
:d8.Q,b _ ... = :d8.Q,b - - Yb 

b d-r b d-r 

auffassen als den In begriff der linearen Glieder in der Ta y 1 0 r
sehen Entwicklung der Größe 

.Q, (Y, ~ ~) = .Q, (Y, ~:) - .Q (y, y'), 

wobei natürlich jeder Buchstabe y, Y die mit den n + 1 Zeigern 
0, 1, ... n versehenen ihm gleichen vertreten soll; man entwickelt 

19* 
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nach den Differenzen dd :6 - y{,. Hieraus folgt, daß die Größe 

( d Y) O,n d Y 6 ( d Y) 
~. y,' d't' - =? ~b d:r = ~ y, y', d 't' 

als Restglied jener Entwicklung und quadratische Form der 
Größen y' - d Y/d't' dargestellt werden kann, wodurch es möglich 
wird, das Vorzeichen dieser Größe zu diskutieren. 

Jetzt ergibt die Gleichung (2) 

(3) ~o d(Yo;;; Yo) = ~ -~(Y' ~:) + ~ (Y, ~!'), 
da das zuletzt hinzugefügte Glied verschwindet. Da ferner die 
Größen Yb bis auf Yo mit den gleichbezifferten Y übereinstimmen, 
so kann man setzen 

~(y, ~~)-~(Y' ~~) = -(Yo-Yo)lJf, 

und die Größe 1Jf ist endlich, solange die Differenz (Yo - Yo) eine 
gewisse Schranke nicht übersteigt. Beschränkt man daher den 
Extremalenbogen ~ durch die Annahme, ~o verschwinde nicht 
auf ihm, so kann man die Gleichung (3) in der Form 

d { !'FO-1ilT} {ge!'FfJo1
il1: 

d 't' (Yo - Yo) e ° = ~o 

schreiben. Diese Gleichung gibt Aufschluß über das Vorzeichen 
der Größe Yo - Yo am Ende der Mannigfaltigkeit ~, wenn ~ längs 
ihrer ein festes Vorzeichen hat und nicht überall verschwindet, 
wenn ferner Yo - Yo am Anfangspunkt von ~ verschwindet oder 
das Vorzeichen des Produktes ~o (9 hat und absolut genommen 
längs der Mannigfaltigkeit ~ unter einer gewissen Schranke bleibt. 
Die Gleichung zeigt, daß dann das Vorzeichen der Größen Yo - Yo 
und ~o ~ auch am Endpunkt von ~ dasselbe ist. Damit ist das 
Extrem nachgewiesen. 

Die Aufgabe des zweiten Abschnitts würde in unseren jetzigen 
Bezeichnungen lauten: 

Yo = f F(Yl! Y2' y;, y2)dt, PI = -Yo + F; 

man kann ).. = 1 nehmen und findet dann ~o = - 1. Die 
Differenz Yo - Yo ergibt sich als positiv, wenn - ~ positiv ist, 
d. h. dem Maximum entspricht ein negativer Wert ~, ganz wie 
früher. 
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11. Die durchgeführte Schlußreihe beruht auf der Möglichkeit 
der W eier s traß sehen Konstruktion, und diese kann mittels des 
ersten Einbettungssatzes (§ 11) als möglich nachgewiesen werden, 
wenn eine Bedingung erfüllt ist, die wir sachgemäß als die 
J acobische Bedingung bezeichnen können. 

Man setze 
A A ( 0 (81 , 82 , ••• 8n ) 

ilO = ilO t, au a2, '" an-I) = (; (t ) , al ,a2 ,···an-l 

und nehme an, auf der Extremale (I sei 

a l = a]o, a2 = a2o, '" an-l = a~-l' 

Wenn dann, und das ist die J aco bische Bedingung, die Größe 
d o (t, a1o, ••• a~'_l) längs der betrachteten einstufigen Mannig
faltigkeit (I von Null verschieden ist, so kann die Mannigfaltig
keit W, die durch die Gleichungen 

Ye = 8e (t, a jO, a~, ... a~_l)' c = 1, 2, ... n 
im Gebiet der Größen Yl, Y2' ... Yn definiert wird und als eme 
Projektion von (I angesehen werden kann, nach dem ersten Ein
bettungssatze mit einem solchen Gebiet @ umgeben werden, daß 
jede Stelle desselben auf genau einer der Mannigfaltigkeiten 
Ye = Be (t, a l , ••• an-I) liegt, daß also die dieser Gleichung ent
sprechenden Werte t, a l , •.• an -1 eindeutige Funktionen des Ortes 
im Gebiet der Größen YI' ... Yn sind, und regulär, da diese Eigen
schaft nach Voraussetzung den Funktionen ()e zukommt. Gebe 
nun die Mannigfaltigkeit .\l, das wollen wir annehmen, nur Wert
systeme Yl , ••. Yn , die im Innern des Gebiets ® liegen; dann 
erscheinen die durch die Gleichungen Ye = (1e (t, al , ... an -1) de
finierten Werte t, al , ••• an -1 als reguläre Funktionen von 't', so
weit Yc diese Eigenschaft haben, und die Weierstraßsche Kon
struktion mit ihren Folgen ist gesichert. 

Mittels dieser Grundgedanken kann jedes Feld benutzt werden, 
um bei einer bestimmten Art von Extremsaufgaben hinreichende 
Bedingungen des Extrems aufzustellen. Die Aufgabe, um die es 
sich bei einem gegebenen Felde handeln kann, ist in folgender 
Weise zu formulieren. Werde auf dem Felde etwa durch eine 
Gleichung to = T(al , ai' ..• a" -1) eine (n - l)-stufige Mannig
faltigkeit von Stellen 

Yb = 8b (to, al , a2 , ... an-I), 

die wir m nennen, herausgehoben, der die Anfangsstelle 0 des 
Bogens (I angehöre; dann sucht man das Extrem der Größe Yo 
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an der SteUe y, = y~l), das von irgend einer Mannigfaltigkeit Q 
geliefert wird, die an dem Gebiet IJR beginnt, und unter Um
ständen noch gewissen Beschränkungen unterworfen wird. Damit 
ist im Sinne des § 42 die Annahme r = s gemacht; Größen y" 
deren Endwerte verfügbar bleiben, kommen nicht vor. 

111. Neben der Determinante Llo betrachten wir die ähnlich 
gebildeten 

LI _ 0 (00 , &ll ... 06 - 1 , &6+1' ... On) 
b- '::let )' u ,~, a2 , '" an-l 

die zu jener in einfachen Beziehungen stehen. Aus der das Feld 
kennzeichnenden Gleichung 

O,n :s .Q,b ~ Yb = 0 
r 

folgen nämlich, wenn für ~ eines der Operationszeichen 

000 
dt ot ' da1oa1 ' ... dan-l oan -l 

genommen wird, die Gleichungen 
l,n oOe 000 :s .Q" TI = - .Q,o TI' , 
~ 0 00, __ 0 '000 1 2 1 ..:::::.. ~~, - ~~o ,e = , , ... n - . 

, 0 a, oae 

Addiert man daher in der Determinante 
001 

.Q,1 ~' 

oOg 
2t' 

o(}" OOn OOn 
1ST' 0 a1 ' 0 an-l 

zur ersten Zeile die zweite mit .Q,2 vervielfacht, die dritte mit .Q,s 

vervielfacht usf., so ergibt sich 

.Q,1 LJo = -.Q,o LJ1 ; 

ähnlich würde man allgemein erhalten 

( 4 ) .Q,6 LJ 0 = (- l)b .Q,o LJ b. 

Führen wir daher für die Mannigfaltigkeit ~ die neue Voraus
setzung ein, daß auf ihr alle Größen .Q,6 von Null verschieden 
sind, so verschwinden die sämtlichen Determinanten Llb nur gleich-
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zeitig. Beginnt ~ auf der Mannigfaltigkeit m, so nennen wir den 
ersten von m ausgehend erreichten Punkt, in welchem db = 0 
ist, einen Brennpunkt der Mannigfaltigkeit m. 

Wenn in ihm t = t1 ist und die Ungleichung 

0.,10 (t, a?, ... a~-I) 1\=1= 0 
ot I 

gilt, kann man in der Umgebung des Wertsystems a1 = a1o, ... 
an-l = a~-l die Größe t so als Funktion t(a1, a 2, ". an-I) be
stimmen, daß immer 

(5) do(t, all ••• an-I) = ° 
ist. Dann wird durch die Gleichungen 

Yb = Ob (t, all a2, ." an-I), 1i = 0, 1, ..• n 

eine (n-l)-stufige Mannigfaltigkeit von Brennpunkten im Gebiet 
der n + 1 Größen Yb definiert, aus denen wir eine einfache 
Mannigfaltigkeit ~ aussondern wollen. 

In einem jener 00 .. - 1 Brennpunkte längs der Extremale, auf 
der er liegt, fortgehend, ist t um d t zu vermehren, a1, a2 , ••• an-l 

ungeändert ZU lassen; längs irgend einer Mannigfaltigkeit ~ fort
gehend sind t und all a2' ... On-l zugleich um Differentiale zu 
vermehren, und zwar t um das der Gleichung (5) gemäß bestimmte 
Differential d t. Jetzt suchen wir zu erreichen, daß ~ in jedem 
Punkte von der zugehörigen Extremale, auf der dieser Punkt 
Brennpunkt ist; berührt werde; das gibt die Proportion 

( ) 001 •• 08n - 1 - dO· ·dO 6 ~ ..... ~ - 1· •••• tl-I, 

wobei gesetzt ist 

o Ob 0 Ob C Ob d d fh = -;;\t d t + ;;;- d a1 + ... + ~- an -1 , 
U ua1 u a'n-l 

( Odo odo d ) 0.:10 dt = - - - da1+ ... +- - On - l :-. o a1 0 a"-1 0 t 

Diese Proportion bedeutet offenbar, indem man t = t nach 
(5) eingesetzt denkt, n - 2 homogene lineare Gleichungen zwischen 
den Differentialen d a1 , d a2 , ••• dan -1, die, wenn man durch 
irgend ein d ae dividiert, n - 2 gewöhnliche Differentialgleichungen 
ergeben, durch die die Größen a1 , ••• a'n -1 als Funktionen einer 
von ihnen bei gegebenen Anfangswerten bestimmt werden; als 
Anfangswertsystem nehmen wir a1 = a?, ... an -1 = a~ -1. Damit 
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ist eine Mannigfaltigkeit ~ festgelegt, die den Brennpunkt der 
Mannigfaltigkeit ~ enthält. 

Die Proportion (6) läßt nun zwei Erweiterungen zu. 
Schreiben wir nämlich die Gleichungen (6) in der Form 

'OOc dt 00. dt+ 00. d 00. d 
p. 1ft = 1ft 0 al a1 + ... + '0 an -1 a" - 1, 

e = 1, 2, ... n -1, 

so ergibt die Gleichung Llo = 0, daß man auch e = n setzen 
darf; das so erhaltene, in deu Größen (1 - /k) d t, d al , ... dan -1 

homogene System von n Gleichungen hat ja gerade die Deter
minante Llo• Weiter gilt jetzt nach (4) auch die Gleichung 
Lln = 0; man kanu also auch e = ° setzen, da das mit den 
Werten e = 0, 1, ... n - 1 erhaltene Gleichungssystem mit den 
Unbekannten (1- /k) d t, d a1, ... dan -1 die Determinante.LI" hat. 
Damit ist gezeigt, daß man die Proportion (6) zu der inhalt-
reicheren 

(7) ~~o: 'O'O~l : ... : 0'c~n = dOo : dOl : ... :dO Il 

ergänzen kann, und so zeigt sie, daß die im Gebiet der Größen 
Yo, .. , Yn liegende Mannigfaltigkeit ~ in jedem Punkte von der 
Feldextremale, deren Brennpunkt er ist, berührt wird; ~ ist eine 
Hülle einer gewissen Schar von einfach unendlich vielen Feld
extremalen, zu denen ~ gehört. 

Sei nun Yo, Y1 , ... Y" irgend eine Stelle der Mannigfaltigkeit 
~, 'I:' längs dieser ein unabhängiger Parameter; dann gehört diese 
Stelle auch einer Feldextremalen an, so daß man, indem man 
auf diese wie immer die Größen Yb, Yb bezieht, Yb = Yb setzen 
kann, und die Proportion (7) ergibt 

" ,d Yo d Y1 d Y" 
Yo: Y1 : ... : Yc = ([i": d'l:' : ... 7t--:r' 

Die Größen Y, d Y/d'l:' erfüllen also die Gleichungen 

/Pa (Yo, Y1, ... Ym dd~o, dd~r, ... dirn) = 0, 

wenn noch angenommen wird, daß der Parameter 'I:' in derselben 
Richtung wächst wie längs der berührenden Feldextremale der 
Parameter t, d. h. es sei immer 

, dYb > 0 
Yb' d'l:' = , 

was nötigenfalls bewirkt wird, indem man 'I:' durch - 'I:' ersetzt. 
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Jetzt ist leicht ersichtlich zu machen, wie das bei der 
Mayerschen Aufgabe fPa = ° geforderte Extrem der Größe Yo 
bei vorgegebenen Endwerten aller Größen Yl' ... Yn an der Mannig
faltigkeit ~ aufhört. Seien auf dieser 1 und 2 zwei Brennpunkte 
auf Extremalen, die in den Stellen 01 und o~ von 9J1 ausgehen 
und sei 1'1 < 1'2' Verfolgt man das Extremalenstück 01 1 und das 
~-Stück 1 2, so hat man in ihm nach dem, was über den Sinn 
wachsender l' festgesetzt wurde, eine reguläre einstufige Mannig
faltigkeit, längs deren die Größe Yo, die von dem der Stelle 01 

entsprechenden Anfangswertsystem ausgehend an der Stelle 2 
erhalten wird, den Wert Yo (1' = 1'2) annimmt. Genau denselben 
Wert erhält man aber an der Stelle 2, wenn man mit der 
Stelle O2 beginnend längs der Extremale 02 2 fortschreitet; die 
definierten Wege 01 1 2 und O2 2 geben also denselben Wert 
von Yo, so daß die Extremale 02 2 jedenfalls kein Extrem liefert, 
wenn man sie mit den an der Stelle 2 endigenden, auf 9J1 be
ginnenden Mannigfaltigkeiten erster Stufe vergleicht. 

Ist die Mannigfaltigkeit ~Jl ein fester Punkt im Raume der 
n + 1 Größen Y6, so hört an einem Brennpunkt das Extrem der 
folgenden in gewissem Sinne einfachsten Mayerschen Aufgabe 
auf: Die gegebene Stelle (YoO, y~, ... y~) mit einer Stelle (Yl, yl, ... y~) 
gemäß den Gleichungen 'Pa = ° zu verbinden, so daß yl, ... y~ 
gegeben, Yl ein Extrem sei. Die in § 42 eingeführten Zahlen r 
und s sind ja gleich. 

IV. Um überhaupt die Mannigfaltigkeit der möglichen Felder 
zu übersehen, stellen wir die Anzahl der in der allgemeinsten 
Extremale verfügbaren Festwerte fest. 

Erinnern wir uns zuuächst der Identität 

O, n '(Oa dca) 
~ Yb '0 Yb - dt '0 Y;' = 0, b = 0, 1, ... n, 

so kann von den n + 1 Gleichungen 

va d 'Oa _ ° 
'OY6 - dt oy;' -

eine, etwa die zum Werte b = n gehörige weggelassen werden, 
wenn y~ =1= ° ist. Bei dieser Annahme kann auch Yn = X = t 
als Unabhängige eingeführt werden, so daß allgemein 

y; = ~~c, c = 0, 1, ... n - 1 
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gesetzt wird, und man hat die n + r + 1 Gleichungen 
o,Q d O,Q 

gJa = 0, '0 y, - d x '0 y; = 0, a = 0, 1, ... r. 

Ersetzt man die ersten r + 1 Gleichungen durch die all-
gemeineren 

d gJa _ ° 
dx - , 

so hat man n + r + 1 Gleichungen, aus denen sich die ebenso 
vielen Größen y~, A~ als Funktionen von x, y" y;, Aa ergeben; 
J/, und A ergeben sich also durch Integration als Funktionen von x 
und 2 n + r + 1 Integrationskonstanten, etwa den· 2 n + r + 1 An
fangswerten der Größen y" y;, AI'. Die r + 1 Gleichungen gJa = ° 
führen aber die Anzahl jener Festwerte auf 2 n zurück; da ferner 
die Multiplikatoren A., immer mit einem willkürlichen Festwert 
vervielfacht werden können, ohne daß die Werte der y, sich 
ändern, so sind für die Extremale als einfache Mannigfaltigkeit 
im Gebiet der Größen Y6 oder x, y, nur 2 n - 1 Festwerte wesent
lich, etwa die Anfangswerte der n Größen y, und der n - 1 Größen 
}"ol Ar. Ad An ... Ar-1j)'r, y~ + 1, ••• y~ -1. Letztere nennen wir die 
zweite Gruppe der Festwerte. 

Um nun ein Feld auszusondern, müssen n - 1 unabhängige 
Parameter übrig bleiben. Die hiernach vorhandenen Möglich
keiten teilen wir in der Weise ein, daß die für den Wert x = Xo 
geltenden Anfangswerte der n Größen y, entweder alle fest bleiben, 
{lder an eine Mannigfaltigkeit von kten Stufe gebunden werden, 
wobei k = 1, 2, ... n - 1 sein kann. Von den Festwerten der 
zweiten Gruppe sind noch n - 1 - k frei, die übrigen durch die 
Forderung festgelegt, daß die herzustellende Schar von 00"-1 

Extremalen ein Feld bilden soll. Hierfür genügt die das Feld 
kennzeichnende Gleichung 

0, n-l 

{8) ,Qn 8x +:8 ,Q,8yc = 0, , 
wobei 

0, n-l 

,Qn = - :8 ,QcY; , 
gesetzt werden kann und die Anderung 8 sich auf die frei
bleibenden Festwerte bezieht. Außerdem aber ist noch nötig, 
daß, wenn aH ••• an -1 die freibleibenden Festwerte sind, und 
:schließlich 

Yn = X = t, y, = O,(t, a, a2, ••• an-I) 
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gesetzt wird, die Determinante 
A _ 0 (YI' Y2' ... y .. -1, Yn) _ 0 (Oll 02' ... On -1) 

LJO - -~~----- -
Ö(t, a l , •.• an -2, an-I) o (all a2, ... an-I) 

nicht identisch verschwinde; nur wenn diese Unabhängigkeits
bedingung, wie wir sie nennen wollen, erfüllt ist, kann die obige 
Theorie des Feldes entwickelt werden. 

Seien nun zunächst die auf den Anfangswert x = Xo bezüg
lichen Anfangswerte der n Größen Yo, YI, .•. Yn -1 festgelegt; be
zieht man dann sachgemäß das Zeichen 0 auf die Änderung der 
übrigen n.,- 1 Integrationskonstanten, so ist an der Stelle x = Xo 

offenbar ox = 0Yo = OYI = ... = OY"-I = 0; 
die Gleichung (8) ist erfüllt, die durch eine feste Anfangsstelle 
im Gebiet der n + 1 Größen Xl' Yc bilden, die Unabhängigkeits
bedingung als erfüllt vorausgesetzt, ein Feld. 

Seien allgemeiner die Anfangswerte Y6 als Funktionen von k 
Parametern tI , t2 , ••• Ik auf einer Mannigfaltigkeit lJJl gegeben; von 
den Integrationskonstanten der zweiten Gruppe sollen womöglich 
n - 1 - k verfügbar bleiben. Dalln hat man auf der Ausgangs
mannigfaltigkeit ~JC zu setzen 

1,k 

o Y6 = :;g ab, d t" b = 0, 1, ... n, 
e 

wobei a6e Funktionen der Parameter t I , t2, ••• tk sind; die Gleichung 
(8), die das Feld kennzeichnet, ist also erfüllt, wenn auf lJJl die 
k Gleichungen 

0, n 

:;g aue.Qu = 0, e = 1, 2, '" k 
l' 

gelten. Hierdurch werden k Integrationskonstante der zweiten 
Gruppe als Funktionen der n-1-k übrigen, die wir ik + I , •• tn - I 

nennen wollen, und der Größen tu t2, ••• t k festgelegt, und die 
kennzeichnende Gleichung (8) gilt für das (n - l)-stufige Gebiet 
der Größen tu t2, ... tn_I' so daß die entsprechenden Extremalen 
ein Feld bilden, sobald die Unabhängigkeitsbedingung erfüllt ist. 

Hiermit sind, entsprechend den Werten k = 1, 2, ... n - 1 
und dem vorher besonders betrachteten Falle fester Anfangswerte 
aller Größen Yc, im ganzen n besondere Arten von .Feldern ge
kennzeichnet. Bei der einfachsten Aufgabe des freien Extrems, 
wie sie im zweiten und dritten Abschnitt behandelt wurde, und 
die als Mayersche Aufgabe etwa durch die Gleichung 

!Po = - fJ' + F(x, y, x', y') = 0 
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ausgesprochen wird, hat man r = 0, n = 2; an Feldern gibt es 
nach § 15, H. die konischen, in denen ein fester Ausgangspunkt 
(xo, Yo, zo) vorliegt, und, da k nur = 1 sein kann, die keilförmigen, 
bei denen Extremalen von einer Kurve im x y z-Raum transversal 
ausstrahlen. Bei der einfachsten isoperimetrischen Aufgabe 
ist etwa 

Po = -z' + F (x, y, x', y') = 0, 

P1 = - t~' + G (x, y, x', y') = 0 

zu setzen, also n = 3, r = 1; man hat außer den Kegelfeldern 
den Möglichkeiten k = 1, 2 entsprechend die keilförmigen und 
die Felder mit Bodenfläche. 

V. Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe kürzester 
Affinlänge 

8 J = 8 J V(x' y" - x" y')3 d t = 0, 

die ganz zweckmäßig als Mayersche Aufgabe gefaßt werden 
kann: 

3 3 

-J' + VX'2+y'2 vOi = 0, y'-x'tg() = 0, 
8 3 _ 

a, = Ao ( - J' + V X'2 + y' 2 V ()') + A (y' - x' tg ()) = 0; 

In der allgemeinen Theorie ist 

Yo = J, Y1 = x, Y2 = y, Y3 = (j 
zu setzen. 

Die auf J bezügliche Eulersche Gleichung gibt Ao = 0, also 
etwa Ao = 1; übrigens gelten die Gleichungen 

(9) 
1 3 , 

("") - ("") - b ("") - 1/' 2 + ' 2 (8')- ! """,' - a, ""ur - , ""6' - 11 f x Y 3 , 

wobei a, b Festwerte sind; setzt man 
3 3 __ 

2 a = V.<1-1 COSOll, 
3 3 __ 

2 b = VA -1 sin Oll, 8 = t, 

so erhält man für die Extremalen 

_ 1 { sinOil 116 

x-xo--2 A 2tg(8-0II)cosOil- 2(0 )f l ' cos - Oll 160 

(10) y-Yo = ~ A{2tg(0-0II)sinOil + COS~(;~OII)} I:o' 
~ '8 

0=0, J-Jo = Astg(O-a) ! ' 
ieo 
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woraus beiläufig die Parabel als Projektion auf die x y-Ebene 
ersichtlich wird. Die Transversalitätsbedingung wird nach (9), 
wenn 8 Jo = 0 gesetzt wird, 

(11) ~. ~ 1 A 80 cosaux+smauY+-2 _.(~) = O. cos2 a - a 
Wir konstruieren ein Feld, in welchem lJJl eine zweistufige 

Mannigfaltigkeit, k = 2 ist, und setzen 

(12) 

Dem entspricht folgende Extremsaufgabe: es wird die ebene Kurve 
gesucht, die von einem nicht vorgeschriebenen Kreise einer kon
zentrischen Schar berührend ausgeht, und in einem gegebenen 
Punkte mit gegebener Richtung endet: Yll Y2' Ys haben vor
geschriebene Endwerte; Yo = J soll Extrem werden. 

Drückt man aus den Gleichungen (12) die Größen 8 x, 8 y, 
80 durch d t1 und d t2 aus, setzt sie in die Gleichung (11) und 
setzt sodann die Faktoren von d t1 und d t2 beide = 0, so 
ergibt sich: 

die Parabeln des Feldes berühren die Kreise in ihren Scheitel
punkten, die Parabelachsen also liegen radial. 

Man erhält jetzt nach (10) Gleichungen von der Form 

x . ; (0, 00, t2), Y = 'I'} (0, 00, t2), 

00 = t1 - {1t und t2 sind die n - 1 = 2 Parameter des Feldes. 
Die Gleichung d o = 0 der allgemeinen Theorie ist also, da 0 = t, 

0(;, 'I'}, 0) _ 0 0 (;, 1}) - o. 
0(0,00, t2) - , 0 (00, t2) - , 

das gibt ausgerechnet 

3 - 4 sin! (0 - ( 0) = 0, 0 - 00 = r = 680 32'. 

Der Parabelbogen, der als Lösung der gestellten Extremsaufgabe 
erscheint, gibt also nur so lange ein übrigens schwaches Extrem, 
als die Tangente sich nicht um mehr als 680 32' gedreht hat. 

Das Aufhören des Extrems kann auch völlig ersichtlich 
gemacht werden. Eine diesem Zwecke dienende Hülle von .Feld
parabeln findet man durch den Ansatz 

o = I ;12 d t2 + ;eo d 00 1} d t2 + rJeo d 00 I 
;e 1}0 
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mit dem Werte (J = (Jo + rj das gibt 

dt2_d8.tgr(2sin2r-3)_t d8 
t2 - 0 1 - 2 sin sr - g,.". 0, 

,." = 77°48'. 

Da nun t2 und t1 = (Jo + ~ 1t die Polarkoordinaten des Berührungs
punktes, also Scheitels der Feldextremale sind, so beschreibt dieser 
eine logarithmische Spirale. Setzt man ferner auch in den 
Gleichungen (10) für (J den Wert 00 + r, so findet man, daß auch 
die Brennpunkte oder Berührungspunkte mit der Hülle auf einer 
logarithmischen Spirale liegen; das ist also auch die Gestalt der 
Hülle. Die Mittelpunkte beider Spiralen fallen zusammen. 

VI. Daß die Unabhängigkeitsbedingung erfüllt ist, beweisen 
wir noch in einem etwas verwickelteren Falle, woraus man die 
Notwendigkeit eines solchen Beweises ersehen wird. Bei der 
gegenwärtigen Lage der Theorie muß in jedem Einzelfalle die 
Unabhängigkeitsbedingung als erfüllt nachgewiesen werden, was, 
wenn man die Aufgabe einigermaßen beherrscht, meist leicht ist. 

Es sei das Extrem des Integrals 

w = Jf(x, y, y', v, v')dx 

bei der Bedingungsgleichung 

(13) v' = g(x, y, y', v) 

und gegebenen Anfangs- und Endwerten der Größen x, y, v zu 
finden; l sei der eine Multiplikator, der andere kann = 1 gesetzt 
werden, so daß 

.Q, = w'-f+).(v'-g); 

dann kann man, indem die Fußmarke ° sich stets auf die Anfangs
stelle x = Xo bezieht, die Größen Yo, vo, y~, lo als Festwerte der 
Extremalen, y~, lo als die der zweiten Gruppe ansehen und hat 
demnach 

Lf = '0 (Yo, vo, y, v) = 'O(y, v) 
o (Yo, vo, y'o, ).0) '0 (y~, ).0) 

zu untersuchen. Bestimmt man nun die Größe,." durch die 
Gleichung 

,."'+,.,, ~~ = 0, 

und setzt 
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so folgt offenbar, indem man die Gleichung (13) nach }..o diffe
renziert, 

(14) 

d( OV) d( OYOY) {Og d( Og)}OY 
d x f' 0 }..O = d x f' 0 y' 0 Ao + f' 0 Y - d x f' 0 y' 0 A~ 

d( 090Y) oy = dx f' oy' OAo + G o}..o' 

und · diese Gleichung bleibt gültig, wenn Ao durch y~ ersetzt wird. 
Bezeichnen wir nun allgemein durch [x - XO]k den Rest einer nach 
Potenzen von x - Xo fort,schreitenden T ay 1 orschen Entwicklung, 
die bis zur Potenz (x - xo)k-l hingeschrieben ist, so ist 

(15) Y = Yo+y~(x-xo)+[X-XO]2 

und für x = Xo, da hier auch v für Y gesetzt werden kann, 

~ - ~~ - 'EJL - 'EJL - Ü· 
()lo - 0 yo - 0 Ao - 0 y~ - , 

integriert man daher die Gleichung (14) nach x, so folgt 

und hieraus 

., 
ov og oy f oY 

,u o}..o = f' oy' o}..o + G o}..o dx, 
"'0 ., 

f' ~ ~ = f' ~ g, ;~ + f G ~ ~ d x, 
vYo vy vYo vYo 

"'0 

'" x 

OYj' oy OYf'OY 
f' L1 = 0 y~ G 0 }..O d x - 0 Ao G 0 y~ d x. 

Xo Xo 

Substituiert man in dieser Gleichung der Entwicklung (15) gemäß 

oy ! oy 
OAo =L(x-xo) +[x-XO]Z+l' oy~ =x-xo+[X-XO]2, 

und setzt 
G = M(x-xo)m+[x-Xo]mtl' 

wobei L und M nicht verschwinden, so ist 1 > 2 und man erhält 
x 

/L L1 = (x - Xo + ... ) j {LM(x - xo)!+ m + ... } dx 
"'0 

x 

- [L(x -xo)1 + ... Jf {M(x _xo)m+l + ... } dx 
Xo 

= LM(x-xo)z+m+2( __ l- __ 1_\ +[x-xo]Z+m+S' 
. l+m+l m+2} 
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Da nun die Differenz 
1 1 l-l 

l + m + 1 - m + 2 - (m + 2) (l + m + 1) 

von Null verschieden ist, so kann LI nur dann identisch ver
schwinden, wenn eine der Gleichungen 

oy = 0, G = 0 
0).0 

längs der betrachteten Extremale für alle Werte von x besteht. 
Die zweite Gleichung gibt den Fall, der in der allgemeinen 
Theorie immer ausgeschlossen wurde: die betrachteten Kurven 
wären schon Extremalen der einfacheren Aufgabe 

-Vi +g(x, y, y', v) = o. 



Siebenter Abschnitt. 

Das Extrem von vielfachen Integralen. 

§ 46. 

In variante Doppelintegrale. 

1. Eine Oberfläche ~ sei dadurch definiert, daß die recht
winkligen Koordinaten x, y, z Funktionen zweier Parameter u, v 
gleichgesetzt werden; die Ableitungen nach letzteren seien in der 
gewöhnlichen Weise durch Fußmarken bezeichnet, so daß 

OX OX c2x 
o U = x"' 0 v = Xv, 0 u2 = X uu ••• 

Wir betrachten dann solche über die Fläche ~ hin gebildete 
Doppelintegrale 

J = H q, (x, x"' xv, X uu , X UV ' XVII, ••• ) dudv, 
<5 

in denen unter dem Funktionszeichen q, auch alle Größen vor
kommen können, die aus den hingeschriebenen entstehen, indem 
man x durch y, z ersetzt; das Integral sei durch die Fläche ~ 
allein bestimmt, nicht aber VOll der besonderen Natur des Zusammen
hanges zwischen x, y, z einerseits und u, v anderseits; erhält man 
die Fläche ~ auch, indem man x, y, z als Funktionen der Para
meter p, q darstellt, so sei 

J = H q, (x, xp , xq, Xpp, xpq, Xqg, ••• ) dp dq, 
<5 

wobei, wie die Bezeichnung andeutet, über das der Fläche ~ ent
sprechende Gebiet in den Veränderlichen p, q integriert wird. 
Sieht man letztere als Funktionen von u und v an, deren Funk
tionaldeterminante positiv sei, so ergibt die letzte Gleichung 

f f 0 (p, q) . 
J = JJ q, (x, Xp , Xq, Xpp, Xpq, Xqq, ••• ) 0 (u, v) dudv, 

ri5 
Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 20 
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hieraus folgt, indem man die Fläche ~ durch einen beliebig 
kleinen Teil ersetzt, die Identität 

<P(x, X U, Xv, X""' Xuv, XV", ••• ) 

(1) () (p, q) 
= <P (x, xp , xq, xpp, xpq, Xqq, ... ) () Cu, v)' 

Wenn die Funktion <P so beschaffen ist, daß diese Relation für 
jede beliebige Fläche G besteht, können aus ihr eine Reihe 
nützlicher Identitäten abgeleitet werden. 

Es sei im besonderen durch die Gleichungen 

x = {(p, q), y = g(p, q), z = h(p, q), 

deren rechte Seiten mit allen nachher vorkommenden Ableitungen 
in einem gewissen Gebiet reguläre Funktionen sind, ein Flächen
stück ~o definiert, desseu Elemente nur solche Wertsysteme 

ergeben, in welchen die Funktion<P regulär ist. Dasselbe Flächen
stück wird dann auch durch die Gleichungen 

x = {( u + (I, v + 0'), y = 9 (u + Q, v + 0'), z = h (u + (I, v + 6) 

dargestellt, in welchen (I, 0' reguläre Funktionen von u, v bedeuten, 
welche wir als klein ansehen wollen; sie seien etwa mit einem 
festwertigen Faktor E behaftet, der beliebig klein gemacht werden 
kann; [E]2 bedeute immer den Rest in einer nach Potenzen von E 
fortschreitenden Reihe, der nach dem linearen Gliede übrig bleibt. 
Die Wertsysteme p, q und u, v, welche demselben Punkte von ~o 
zugehören, sind dann durch die Gleichungen 

p = u + (I, q = v + 6 

verbunden, und die Funktionaldeterminante 

() (p, q) 1 1 + (I.. Ou I [ 

(}(u, v) = (Iv 1 + 0" = 1 + Q,,+ov+ E]2 

ist positiv. Setzt man ferner 

~ = (I {p (u, v) + 6 {q (u, v), 

YJ = (lgp(u, v) + O'gq(u, v), t = (lhp(u, v) + O'hq(u, v), 

so hat man die Taylorschen Entwicklungen 

x -:- (Cu, v) + g + [E]2' 
Y = g(u, v) + 'YJ + [E]2' Z = h(tt, v) + t + [E]2; 
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aus diesen folgen unmittelbar, indem man nach u und v differen
ziert, die Gleichungen 

x,,-fp(u, v) = ~,,+[C]2' xv-fq(u, v) = ~,,+[t]2' 
xu .. - fpp (u, v) = ~u" + [t]9' 

x .. v -f~q (u, v) = ~u" + [C]2' x"" - fqq (u, v) = ~1I" + [t]2' 

nebst ähnlichen, in denen x, ~, f durch y, ,/,], 9 oder $, ~, h er
setzt ist, und die vorausgesetzte Identität (1) ergibt 

w[f(p, q), fp(p, q) ... ] (1 + Qu + 6v + [t]2) 
= W (x, x"' ... ) 

(2) = tP[f(u+Q, V+6), of(u+oQ~ 'V+G), .. -] 

= tP[f(u, v)+~+[t]2' fp(u, v)+~,,+[C]2' ... ]. 

Der letzte dieser Ausdrücke kann geschrieben werden 

tP + tPx~ + tPy '/'] + tP.~ + tP", .. ~u + wYIJ,1/,. + tPz3 .. + tP",v~" 
t Wy,,'fJv + <b.,,~v + [C]2' 

wobei die Größen unter den Funktionszeichen tP seien 

x = f(u, v), y = g(u, v), - $ = heu, v), 
x" - fp (u, v), Xv = fq (u, v), x"" = fpp (u, v), ... 

(3) 

Anderseits kann man entwickeln 
otP oW 

w[f(P, q), fp(p, q), ... ] = w+Q ~ + Ga;; +[1:]2, 

wobei rechts ebenfalls unter dem Zeichen tP die Größen (3) ein
zusetzen sind. Läßt man daher in der Gleichung (2) die Glieder 
[C]9 weg, so ergibt sich 

tPx ; + w",,;,, + tP""Jv + tP"'u .. ~uu + tP"'uv';uv + tP"'vv~vv + ... 
-tP( +)+ otP+ otP_o(QtP)+0(6tP), 
- Qu 6v Q 0 u 6 0 v - Ö u 0 v ' 

rechts sind wieder den hingeschriebenen die Glieder beizufügen, 
die aus ihnen entstehen, indem man x, ~ durch y, 1/ oder $, ~ 
ersetzt. Die linke Seite dieser Gleichung transformieren wir 
mittels der Identitäten 

W ~ _ 0 (~tP",.) _ ~ 0 tPxu 

"'u u- OU ou,' 

tP ~ = ° (tPxuu ~u) _ ~ (~ ° tPx .. u ) + ~ 02 $",,, u 
"'IJ,U UU oU ou OU, ou2 

20* 
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und der dieser analogen und setzen 

oIP", oIP", oSIP", 02IP.r 02IP .. 
P = IP",- OU" - Ov v + 'Ou:" + ouo~v + av2vv

; 

Q und R entstehen aus P, indem man x durch y und durch z 
ersetzt. Dann erhalten wir mit Rücksicht auf die Form der 
Größen ~, 1], .•• eine Gleichung 

P~ + Q1]+R~ = ~o (A(> + Bo + 0(>" + Dcs" + E(>IJ + Fcsv) 
(4) uU 

+ oOV- (A' Q + B'cs + 0' Q" + D'o" + E'Qv + F'ov), 

wobei die Größen A, A', B, B', ... von Q und 0 unabhängig sind. 
Nun sind (>, 0, abgesehen von dem in ihnen enthaltenen Faktor E, 

willkürliche Funktionen; also können in der erhaltenen Gleichung 
die Faktoren der Größen Q, 0, Q", 0 .. , Qv, ov, QUut Q .. Vl ••• bei der
seits gleichgesetzt werden, von denen links nur Q und 0 vor
kommen. Rechts müssen also zunächst die Faktoren der nach 
ausgeführter Differentiation erscheinenden zweiten Ableitungen 
von Q und 0 verschwinden; das gibt 

o = D = E' = F' = 0, E + 0' == F + D' = 0, 

und die rechte Seite wird 

~ (A(> + Bo + EQv + Fo.) + ! (A' (>+ B'o -EQ,,-Po,,). 
QU uV 

Hier sind die Faktoren von Qm QVl 0", (1) 

A-Ev = A'+Eu = B'-Fv = B'+F" = 0; 

daraus folgt 
A,,+A~ = B,,+ B~ = 0; 

mithin verschwinden rechts die Faktoren von Q und cs; die linke 
Seite verschwindet also bei willkürlichen Werten von (> und 0; 
das gibt 

(5) Px .. + Qy" + Rz .. = 0, PXv + Qyv + Rzv = O. 

Enthält die Funktion IP nur erste Ableitungen x", x , ... , so läßt 
sich die Formel (4) in einfacher Form vollständig hinschreiben; 
man hat nur die Formeln 

'0 (~IP", ) '0 IP", IP I: _ " I: .. 
"',,5 u - ou -5~' 



§ 46 Vielfache Integrale. 309 

und die ähnlichen anzuwenden und findet für die Gleichung (4) 

o 
Pg + Qfj + R~ = Q U Ü,cp - gcp",u -I'} cpYu - ~cp6,.) 

o +-;;;- (dcp-gcp", -fjcplI -~cp.), uv v v v 

und wenn man rechts die Faktoren von (lu, (lv, du, 6 v gleich Null 
setzt, erhält man die Gleichungen 

(6) 
cp = X u CP"'u + Yu cpYu + Zu CPz" = XII CP",v + Yv cpYv + Zv CPzv' 

° = X u CP"'v + Yu cpllv + Zu CPzv = XII CP"'u + Yv cpYu + Zv CP'u' 

In diesem Falle läßt sich auch die Form der Funktion cp 
vollständig und übersichtlich angeben; setzt man 

cp (x, 1, 0, y, 0, 1, z, p, q) = f(x, y, .<I, p, q), 
und führt das besondere Unabhängigensystem 

OZ OZ u-x v-y 1)-Z - q-z---, -, - u - ox' - v - oy 

ein, wobei die Annahme 

gelte, so ist 

o (x, y) > 0 
o (u, v) 

H cp (x, x,,, xv, ... ) du d v = H f (x, y, c, p, q) d X d y 

JJ 0 (x, y) 
= fex, y, z, p, q) 0 (u, v) du dv, 

-Zu+PXu+qy .. = -zv+pxv+qyv = 0, 
also, wenn man 

X _ 0 (Y~ Y _ 0 (x, z) z _ 0 (x, y) 
- 0 (u, v) , - - 0 (u, v)' - 0 (u, v) 

setzt, 

JJ cp(x, xu , xv, ... ) dudv = H f(x, y, z, -~ ,- ~) Zdudv, 

und da diese Gleichung für beliebig kleine Teile der Fläche @) 

gebildet werden kann, folgt schließlich 

(7) cp(x,xll,XV " .. )= Zf (x,y,z, - ~, - ~) = ty(x, y, z, X, Y, Z), 

wobei ty, da Z > ° sein soll, in den Größen X, Y, Z positiv 
homogen von erster Stufe ist. 

H. Diese wichtigen Formeln sind nach zwei Seiten hin zu 
verallgemeinern. Zunächst ist offenbar gleichgültig, ob neben x 
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noch zwei Größen y und Z oder deren mehr erscheinen. Man 
könnte die Formeln auch ableiten, wenn es sich um ein Doppel
integral in einem mehr als dreistufigen Raume handelte, also um 
ein Integral 

J J du dv IP (x, y, z, w, x"' ... w", wv , W"u, ••• ). 

In der Formel (7) sind dann für X, Y, Z die Determinanten der 
Matrices 

(8) 
1

' \ Xu y" Zu '\'\, 
I Xv y. Zu 

\\ 
Xu Yu, U'" !! 
Xv Yv w. I: 

zu nehmen; an Stelle von P und q treten dann die Größen 0 z/i) x, 
o z/G y, 13 wlo X, 0 w/G y im Falle des vierstufigen x y z w-Raumes. 

Eine besondere Betrachtung ist aber nötig, um von den beiden 
Unabhängigen u, v zu einem System von nunabhängigen U 1 , •• , U n 

überzugehen, wobei ein n-faches Integral 

H··· f du1.••• dUn IP (x, ~:a' Gt~:: Ub' y, ::0' .. -) 
vorliege, in dem die Buchstaben G, b alle Zahlen der Reihe 1, ... n 
bezeichnen können, x, y, ... aber Größen in beliebiger Anzabl 
> n sind. 

Führt man hier die neuen Unabhängigen 

Pa = Ua + (la, G = 1, 2, ... n 

ein, und sind (l., Funktionen wie oben (l und 6, so ist auch hier 

o (Pu ... Pn) = I +:2 G(la + [8]2 
o (Ul! ... un ) ., GUn 

ZU setzen, und die Größen P, Q, ... sind gebildet nach der Formel 

_ ~ 01P"'0 ~ 021P",., b. 
P-lPx-~--+~ , 

., 0 U., .1, b 0 U., 0 U (. 

dabei ist Xa = ox/ou,,, X au = o2xlou~ OUb gesetzt und in der 
zweiten Summe sind alle gleichen oder ungleichen Paare G, b je 
einmal anzusetzen; Q, B, ... entstehen, indem man x durch y, 
z, '" ersetzt; man setzt ferner 

1." GX 1,n GY 
g = ~ "u (l." rz = ~ '.>U (l." ... 

~ u ~ n U a 

und erhält der Gleichung (4) entsprechend die Formel 

(9) Pg+Qrz+"'=~ GOU (·.Aab(lb+.Aabc~!b), 
~lt l1, C \1 C 
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in der rechts alle Summationsbuchstaben die Reihe 1, 2, ... n 
bedeuten, und die Größen A von den Funktionen Q nicht ab
hängen. 

Nun sind Q ebenso wie ihre ersten und zweiten Ableitungen 
willkürliche Größen; auf der rechten Seite der Gleichung (9) 
müssen zunächst alle Ableitungen wie 02 Qb!OU'l 0 Uc wegfallen. 

Diese Größe kommt, wenn a =1= c, zweimal vor; 02 Qb/OUI OU2 

z. B., wenn a = 1, C = 2, und wenn a = 2, C = 1 ist. Dagegen 
kommt 02 Qr,jO ~t~ nur einmal vor, wenn a = 1, C = 1 ist. Die 
Koeffizienten sind also Al b 2 + A 2 b I und Al bl; diese müssen ver
schwinden, und so ergeben sich die allgemeinen Gleichungen 

(10) Ä aba = 0, Anbc+AcD'l = O. 
Ferner hat die Größe 0 (h/O U c, die links auch nicht vorkommt, 

rechts den Faktor 

daraus folgt 
(11). ::;g oAq +::;g 02Aalc = 0 

C 0 U c u, c Ö U,l 0 U c ' 

wobei in der zweiten Summe a und C unabhängig voneinander die 
Reihe 1, 2, ... n durchlaufen. In ihr kommt z. B. das Differential
zeichen 02/0US OU4 zweimal vor, wenn a = 3, C = 4 ist und wenn 
a = 4, C = 3 ist; die zugehörigen Glieder sind 

(}2 As I 4 + 02 Aus. 
oUs oU4 oUs dU4 ' 

ihre Summe ist = 0 nach der zweiten Formel (10), und ebenso 
verschwinden Glieder wie 

02 Aula _ 0 
ou~ - . 

Die Formel (11) gibt also 

und ebenso hat man 

(12) 

::;g oAn = 0 
C oUc 

die allgemeinere Gleichung 

::;g oAc~ = O. 
c OUt 

Diese Größen sind aber in der Gleichung (9) rechts die Faktoren 
von Qb; diese Größen, die links auch vorkommen, fallen also rechts 
weg, mithin auch links, und man erhält die Gleichung 

p~ + Ql] + ... = 0 
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bei willkürlichen Funktionen (l, also nach der Definition der 
Größen g, 'Y/, .,. 

(13) P ~X + Q ~y + ... = 0, a = 1, 2, ... n. 
u tt" u tt" . 

Sollten sich also bei einer Aufgabe die Gleichungen 
P = Q = ... = ° ergeben, deren Anzahl k ist, so sind in Wahr
heit im allgemeinen n von ihnen Folgen der k - n übrigen. 

Treten keine zweiten Ableitungen der Größen x, y, .,. auf, 
so gilt die Formel (7) mit der Maßgabe, daß für X, Y, Z, die 
mit wechselndem Vorzeichen genommenen Determinanten einer 
Matrix genommen werden, die aus der ersten Matrix (8) entsteht, 
indem man die Zahl der Zeilen auf n vermehrt, für u, v einfach 
1tu u2, ... U n nimmt, und jeder der Größen x, y, '" eine Spalte 
entsprechen läßt. 

§ 47. 

Variationen und Extreme von Doppelintegralen. 

1. Längs eines Flächenstückes Ib, das von der Kurve ~ um
randet wird, seien die Koordinaten x, y, z nebst allen vor
kommenden Ableitungen reguläre Funktionen von tt und v; durch 
Ib bezeichnen wir auch das entsprechende Gebiet in einer uv-Ebene, 
durch ~ dessen Randlinie. Dann kann auf das Integral 

J = SS w(x, x .. , Xv, y, y .. , Yv, $, Zu, zv)dudv 
® 

der Begriff der Variation nach § 1 unmittelbar angewandt werden, 
indem man die Fläche Ib in eine von einem oder mehreren Para
metern C abhängige Schar von NachbarBächen einordnet. Sei 
etwa, wenn x, y, $ auf die Fläche Ib bezogen werden, 

X=X+Cl()1(U,V)+C202(U,V)+ ... , 

Y=y+c1A1(U,V)+C2 A2(U,V)+ "', 
Z = Z+Clf'l(U, V)+C2f'2(U, v)+ ... , 

wobei die Funktionen 8, A, f' im U v-Gebiet Ib mit den nötigen 
Regularitätseigenschaften definiert seien. Dann ist der Ort des 
Punktes (x, fj, z) eine der Fläche Ib benachbarte, die in jene 
übergeht, wenn Cl = C2 = ... = ° gesetzt wird, und nach der 
allgemeinen Definition 
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findet man, wenn 

gesetzt wird, 

Vielfache Integrale. 

J = H «P(x, xu , Xv, .•• )dudv 
<5 

8 J = J J 8 «P du d v, 
<5 

313 

= f f {«P.,8x + «Pxu C08UX + «P"'v 0:: + ... } dudv, 
<5 

wobei, wie immer, die weggelassenen Glieder aus den hingeschrie
benen entstehen, indem man x durch y und z ersetzt. Die Formeln 

08x 0(<<P"'u 8x) o«P"'u 
«P - = .---- - -.,--- 8 x 

:Zu ou oU ()U 

und ähnliche ergeben 

(1) 0 J = ff {o x (<<p _ 0 «Px" _ 0 «P"v) + ... + 0 U + (7 V} du d '/J 
x ou 0'17 OU 0'17 

<5 

mit der Bezeichnung 

U = «Px"ox + «Py"oy + «p.,ßz, V = «P"'v8x + «Pyvoy + «Pzv 8z. 

Jetzt gibt die Gaußsche Integraltransformation in der uv-Ebene 
die heiden allgemeinen Gleichungen 

JJ~~ dudv = J Udv, 
® ~ 

JJ~: dudv = - f Vdu, 
E: ~ 

wobei rechts längs der Randlinie Q; im positiven Sinne integriert 
wird; ist t ein in diesem Sinne bei einmaligem Umlauf von 0 
his to wachsender Parameter, so ist genauer 

In diesem Sinne werde stets die Integration längs der Kurve Q; 
verstanden; der entsprechende Umlaufssinn der Kurve Q; im 
:ry z-Raume werde ehenfalls als positiver Umlaufssinn bezeichnet 



314 Vielfaohe Integrale. § 47 

und stets als Integrationsrichtung genommen. Dann erhält man 
für ~ J der Formel (I) zufolge den Ausdruck 

(lJ= j<Udv- Vdu) + fj(P(Jx+ Q(ly+R(Jz)dudv 
~ 6 

mit den Zeichen P, Q, R des vorigen Paragraphen. Benutzt man 
nun die Gleichungen 

X = y"ZV - Yvzu, y = z"XV -ZvX .. , Z = X"Yv - xvy .. , 

tlJ(x , x .. , x v, •.. ) = tHx, y, z, X, Y, Z), 

so findet man 

(2 tlJ",,, = :!Iv'fJz-zv'fJy, tlJy" = zv'fJx- xv'fJz, tlJ." = x v'fJY-Yv'fJx, 
) tlJxv = z,,'fJY-Yu'fJz, tlJ"v = x .. 'fJz-zu'fJx, tlJ;tJ = y,,'fJx -xu'fJy, 

I (Jx (Jy (Jz (lx (jy (jz I 
V = Xv Yv Zv , V = - XI< - y .. - Zu I' 

I trx try 'fJz U:X 'fJy 'fJz 

(jx (Jy (jz 

Udv- Udu = dx dy de 
'fJx try trz 

und endlich, immer mit dem festgesetzten Sinn der Integration 
über die Randlinie ~, 

(jx (jy (je . 

(3) (JJ = f dx dy dz + fJ (PÖ'x + Q(jy + R~z)dudv. 
(1 trx try trz .~ 

H. Die hergestellte Form der Variation (jJ dient vor allem 
dazu, eine Extremsaufgabe zu lösen. Sei die Fläche G gesucht, 
die im Vergleich zu allen benachbarten gewisser Art, z. B. denen, 
die ebenfalls die Randlinie ~ haben, dem Integral J einen extremen 
Wert gibt. Dann muß dies im besonderen innerhalb jeder Schar 
von Nachbarßächen gelten, in die wir die Fläche G eingebettet 
haben; innerhalb dieser Schar ist aber J eine Funktion der Para
meter E, die an der Stelle E = 0 den gewünschten Extremwert 
annimmt. Nach der gewöhnlichen Regel der Differentialrechnung 
ist also (j J = 0 zu setzen, und hieraus sind wie in den früheren 
Abschnitten Folgerungen zu ziehen. 

Zu diesem Zwecke muß der Haupthilfssatz (§ 6) auf Doppel
integrale ausgedehnt werden, was leicht ist. Sei M eine bestimmte 
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stetige Funktion des Ortes auf der Fläche e und so beschaffen, 
daß immer die Gleichung 

ff Mrp(u, v)dudv = 0, 
E 

sobald rp eine beliebige, am Rande ~ verschwindende Funktion 
ist, die mit ihren Ableitungen bis zu irgend einer Ordnung k 
hinauf auf der Fläche e, d. h. im uv-Gebiet e stetig ist. Dann 
ist überall auf diesem Gebiet M = O. Denn wäre z. B. M positiv 
an einer Stelle im Innern des Gebiets e, also auch für ein Gebiet 

'Ho < ~t < Uu Vo < v S VI! 

so setze man in diesem Gebiet 

rp (u, v) = (u:""-' UO)k+1 (u1 - U)k+ 1 (v - VO)k+ 1 (V1 - v)k+l, 

außerhalb desselben im Gebiet e überall rp (u, v) = O. Dann 
erfüllt diese Größe die gestellten Forderungen und das Integral 

Ul V1 H M rp (u, v) du d v = J du J M rp (tt, v) d v 
E ~ ~ 

ist sicher positiv, entgegen der Voraussetzung. Im Innern des 
Gebiets e ist also notwendig M = 0, und wegen der voraus
gesetzten Stetigkeit dann auch auf dem Rande ~. 

Sei ferner auch N auf der Fläche e stetig und verschwinde 
nicht überall, rpl und rp2 seien beliebige Funktionen wie rp (u, v). 
Wenn dann immer die Gleichung 

H Mrpl(U, V)dtldv H Nrpl(U, v)dudv 
6 6 - 0 H Mrp2(U, v)dudv H Nrp2(U, v)dudv -
661 

gilt, folgt wie in § 26 die Gleichung M + J,.N = 0 mit festem 
J,. auf der ganzen Fläche ei man braucht nur !P2 so zu wählen, daß 

A = H N rp2(U, v) dudv =1= 0 
6 

ist und findet dann eine Gleichung 

H (AM + B N) rpl (u, v)du dv = 0, 

In der B WIe A von der Wahl der Funktion rpl unabhängig, 
und zwar 

B = - H Mrp2(1t, v)dudv 
e 
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ist, und dann gibt die soeben durchgeführte Abänderung des 
Haupthilfssatzes 

AM+BN= 0, M+1N= 0, 1 = B/A, 
wie behauptet war. 

III. Die auf Doppelintegrale bezüglichen Extremsaufgaben 
lassen sich jetzt ganz wie früher die auf einfache Integrale be
züglichen behandeln. Soll J ein Extrem werden, so muß i5 J = 0 
sein; bleibt die Randlinie fest, so verschwinden auf ihr i5 x, i5 y, i5 z 
und gilt die Gleichung 

(4) i5J = H (Pi5x + Qi5y + Ri5 z) dudv = O. 
<S 

Nun setze man z. B. 
x-x = EO(U, v), y-y = z-z = 0, 

wobei () (tt, v) am Rande <r verschwinde; dann ist 

i5x=O(U,V)dE, i5y=i5z=O 

und die Gleichung (4) gibt 

J f PO (tt, v)dudv = O. 
es 

Die gesuchte, gefunden gedachte Fläche Ei gebe auch für die 
zweiten Ableitungen von x, y, z nach u und v stetige Werte; dann 
ist P stetig und der erweiterte Haupthilfssatz gibt P = 0. Ebenso 
findet man offenbar 

(5) P= Q = R = 0, 

was aber nach den Identitäten (6) des § 46 nur eine Gleichung 
bedeutet. Diese ist eine partielle Differentialgleichung für z als 
Funktion von x und y, wenn man 

u = x, v = y, p = z", q = zv, 
(JJ (x, 1, 0, y, 0, 1, z, p, q) = f (x, y, z, p, q) 

setzt, 
o f _ ~ ('0 f) _ ~ (C f) _ 0 
oz ox 'Op oy oq - . 

Damit sind die Eulerschen Gleichungen für das DoppelintegralJ 
gefunden; Extremale ist eine Fläche, die sie erfüllt. 

Ist die Randlinie in gewissem Umfang frei wählbar, z. B. nur 
auf einer gegebenen Fläche an zu wählen, so muß zunächst das 
Extrem des Integrals J auch gegenüber Nachbarkurven mit der
selben Randlinie vorliegen, die Eulerschen Gleichungen (5) also 
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erfüllt sein; bei beliebigen Verschiebungen des Randes ~ ergibt 
sich nach (3) und wegen der geforderten Extremseigenschaft 

f 8x 8y 8z I 
(6) oJ= dx dy dz 1=0. 

<> ÖX ÖY ÖZ 

Hier sind 8 x, 8 y, 8 z Variationen, die bei einer Verschiebung der 
Kurve ~ auf der Fläche Wl auftreten; sind auf dieser a und ß 
die Unabhängigen, so hat man 

8x = xa8a+xpoß, 8y = Yaoa+yp8ß, 8z = za 8a+zp8ß 

zu setzen und die Gleichung (6) hat die Form 

f (A 8 a + Boß) d t = 0, 
<> 

wobei t wie früher ein längs der Kurve ~ maßgebender Para
meter ist. Jetzt ergibt bei der Willkürlichkeit der Variationen 
8 a und 8 ß der ursprüngliche Haupthilfssatz der Variations
rechnung 

A - B = 0, 

also auch A 0 a + B 8 ß = 0, d. h. 

8x 8y oz 
dx dy dz = 0. 

ö~ lh ÖZ 

Diese Gleichung nennen wir die Transversalitäts
bedingung; sie gibt eine Beziehung zwischen der auf der FlächeWl 
möglichen allgemeinen Verschiebung 8, der Richtung der Kurve ~, 
die von der Differentialen d abhängt, und den Größen X, Y, Z 
die, wie die Formeln 

~X+~Y+~Z=~X+~Y+~Z=O 

zeigen, den Richtungskosinus der Fläche ~ proportional sind. 
Ist also die Randlinie des gesuchten Flächenstücks ~ auf der 
Fläche Wl frei wählbar, so besteht eine notwendige Extrems
bedingung darin, daß die Extremale die Fläche illl transversal 
schneidet. 

IV. Endlich ist die formale Behandlung der isoperimetrischen 
Aufgaben vom vierten Abschnitt hierher insofern zu übertragen, 
als die isoperimetrische Regel ihre Bedeutung im wesentlichen 
behält. 
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Werde das Extrem des Integrals 

J = f f tP(x, xu, X v, ••• )dudv 
Ei 

gesucht bei gegebenem Werte des Integrals 

K = J f "t]J'(x, X.., Xv, ... )dudv 
E 

und fester Handlinie~. Man setze etwa 

§'47 

X-X= cl 01 (u,v)+ c202(U, 1':), y-y = z-z = 0; 

in der gewohnten Bezeichnung seien die mit x an SteUe von x 
gebildeten Integrale J und K 

Dann ist 
J = {(cu C2), K = g(cu C2)' 

ijJ = (:~)/Cl + (:~)odC2 = J J P8xdudv 
Ei 

= fS P({}ldc1+fl2dc2)dudv, 

wobei die Fußmarke 0 das Wertsystem Cl = E2 = 0 bedeutet, 
also 

(:()o= J J P{}l(U, v)dudv, (; ~)o = f J P{}2(U, v)du dv. 
Ei Ei 

Gehen ferner P, Q, R in ~, 0, m über, wenn cP durch 1Jf ersetzt 
wird, so folgt ebenso 

(: ~)o = f f ~ 01 (u, v)dudv, (:~)o = f f ~02(U, v)dudv. 
Ei Ei 

Nun soU {(O,O) ein Extremwert von (Cl' Ei) sein bei der 
Bedingung 9 (C1l C2) = const.; also gibt die Differentialrechnung 

(: ~)o (: ~)o 
(:~\ G~)o 

=0, 
H P01dudv 
Ei 

I fJ~OldUdV 

fjP02 dudv 
Ei 

H~02dudv 
Ei 

=0. 

Wenn ~ nicht etwa auf der Fläche S verschwindet, diese also 
nicht Extremale des Integrals K ist, folgt hieraus nach Absatz Il 

P + ).. ~ = 0, }.. = const. 
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und die Identitäten (6) des § 46 geben dann sofort 

Q + Ä\"J = 0, R + .UR = 0, 

319 

womit die isoperimetrische Regel auf Doppelintegrale über
tragen ist. 

§ 48. 

Beispiele. 

1. Die Aufgabe der kleinsten Fläche bei gegebener Rand
linie verlangt, mit positiver Quadratwurzel 

~ jj y E G - Fi du d v = 0 
e 

zu machen, wenn V E d u 2 + 2 Pd u d v + () d v2 das Bogenelement 
der gesuchten Fläche G ist, also 

E=~+~+~ P=~~+~~+~~ 
G = x~ + Y~ + z~. 

Mit den bisherigen Bezeichnungen 

X=~~-~~ y=~~-~~ Z=~~-~~ 
findet man 

EG-F2 = X2+ Y2 + Z2, 

kann also in obigem Doppelintegral 

setzen. 

(1) 

<P(x, x"' Xv, ..• ) = ~(X, Y, Z) = yXi + Y2 + Z2 

Die Formeln § 47 (2) ergeben dann 

<Pa;u = - ZU ÖY + Yv ÖZ = - Zv rJ + Yu~, 
<PIZV = Z" Öy- Yu~z = Zu rJ -Y,,~; 

dabei sind 
X 

~ = öx = yX2 + Y2 + Z2' rJ = Öy, ~ = ÖZ 

offenbar die Richtungskosinus einer Normale der Fläche G. 
Da <PIZ = 0 ist, so geben die Gleichungen (1) 

(} <PIZ 0 <Pa; 
P =- ou" - ~ = (rJzv-~Yv),,-(rJz,,-~y,,)v = 0 

alB erste Eulersche Gleichung der Aufgabe. Man kann sie, 
indem man au,sdifferenziert und umstellt, auch in der Form 

rJu Zu - rJ u Z'" - (~ .. Yv - ~v Yu) = 0 
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schreiben oder 
p = 0 (11, Z) _ 0 (~, y) = 0 

(:) (U, 'V) 0 (U, v) , 

woraus ihre Invarianz gegenüber einer Transformation der Para
meter u, v ersichtlich wird. 

In dieser Gleichung ist x bevorzugt; werden ebenso y und z 
bevorzugt, so erhält man die weiteren Eulerschen Gleichungen 

Q = o(~.x) _ o(~,A = 0 
o (u, v) 0 (u, v) , 

R - 0 (g, y) _ a (fJ, x) - 0 
- a(u, v) a(u, v) - . 

Vervielfacht man diese Gleichungen mit g, 11, ~ und addiert, so 
ergibt sich 

( 2) P ~ + Q 11 + R ~ = g" '1/" ~" + x" y.. Z" = o. 
Xv Yv Z ;v '1/v ~v 

Diese Gleichung behält ihre Form nicht nur bei einer Para
metertransformation, bei der die Größen g, '1/, ~ ungeändert bleiben, 
sondern auch bei einer Koordinatentransformation. Die Größen 
jeder Zeile der beiden Determinanten dritter Ordnung trans
formieren sich wie die Koordinaten eines Punktes; die Deter
minante bleibt also bei einer Koordinatentransformation, die die 
Orientierung der Achsen nicht ändert, ungeändert. 

Jetzt nehmen wir zunächst u = x, v = y, und setzen 

az 
ox =p, 

az 
a y = q, 

ap 
ox = r, 

ap 0 q 
oy = ox = s, 

aq 
oy = t, 

dann wird mit positiver Quadratwurzel 

-p 
g = V1+p9+q2' 

-1' 

g" = Y 1 + p2 + q2 + .. " ~,,= ... 

~v = ... 

und die weggelassenen Glieder haben solche Form, daß sie ver
schwinden, wenn p = q = 0 gesetzt wird. Offenbar ist ferner 

Xu = 1, Yu = 0, Zu = p, Xv = 0, y., = 1, Zv = q. 
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Legen wir daher den Koordinatenanfangspunkt in einen Punkt 
der Fläche, die x y-Ebene in seine Tangentialebene, so wird 
p = q = 0, und die Gleichung (2) nimmt folgende Gestalt an: 

o 
-r 

o 

o 
-s 

1 

1 0 

o + 1 
o -s 

o 1 

o 0 = 0, - (r + t) = O. 
-t 0 

Nun wird die Fläche e in der Umgebung des Koordinaten
anfangspunktes bis auf Glieder höherer Ordnung in x und y 
durch die Gleichung 

1 
z = 2 (r x2 + 2 s x Y + t y2) 

dargestellt; rund t sind also die Krümmungen der Schnitte 
z = 1/2 r x2 und z = 1/2 t y2, positiv oder negativ, je nachdem der 
betreffende Krümmungsmittelpunkt auf der positiven oder nega
tiven Hälfte der z~Achse liegt. Dabei kann das Koordinaten
system um die z-Achse beliebig gedreht werden, ohne seine bisher 
benutzten Eigenschaften einzubüßen; die Summe der Krümmungen 
zweier aufeinander senkrechter Normalschnitte der Fläche eist 
immer Null, im besonderen auch bei den Hauptschnitten: Sind 
Q und Q' die Hauptkrümmungsradien mit ihrem Vorzeichen, 
so ist 

1 1 -+,= O. 
Q Q 

Die Extremalen sind Minimalfiächen, ihre mittlere Krümmung 
verschwindet. 

Der Ausdruck P ~ + ... werde einmal wie bisher, dann mit 
einem anderen Parametersystem gebildet und das Parameter
system jeweils als Fuß marke beigefügt; dann folgt aus der 
Gleichung (2) unmittelbar, da ~, 'I'}, b von der WahI der Para
meter unabhängige Größen sind, 

also, wenn im besonderen ü = X, V = Y gesetzt wird, 

Kneaer, Variationsrechnung. 2. Aufl. 21 
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oder, 

(3) 

Vielfache Integrale. 

da eine gewisse Normalenrichtung die Gleichung 

yEG-F2 cos(zN) = o (x, y) 
o(u, v) 

liefert, 

(p ~ + Qn + R ~) cos (z N) = (P ~ + Q rJ + B ~)uv • 
• / xy YEG-F2 

§ 48 

Nehmen wir nun links das oben eingeführte x y z-System, so wird 
in dem betrachteten, also einem beliebigen Punkte 

cos(z N) = 1, (P ~ + Q'1 + R ~)xy = - (~ + ;,) i 
also folgt die allgemeine Formel 

( VEG-F2(~ + ;,) = -(P~ + QrJ + R~) .. " 

~ rJ ~ I ~ rJ 
~u rJu ~v 1/tJ 

~ 
~v 

Xv y" 
~ul + 
z" X u y" z" 

wobei () und (/ positiv zu nehmen sind, wenn die betreffenden 
Krümmungsmittelpunkte nach der durch die Gleichung (3) defi
nierten Richtung N hin liegen. 

Die Transversalitätsbedingung lautet 
8x 8y dei 

dx dy dz = 0; 

~ 1/ ~ 
d. h. wird die kleinste Fläche gesucht, deren Rand auf einer ge
gebenen Fläche m verlaufen soll, so müssen die Richtung 8, d. h. 
eine beliebige zur Fläche m tangentiale Richtung, die Richtung 
der Randlinie und die Normale der Extremale in einer Ebene 
liegen i die Minimalfläche steht auf der Fläche m senkrecht. 

H. Die Gestalt eines Tropfens wird nach Gauß durch die 
Lösung folgender Extremsaufgabe bestimmt. Die potentielle 
Energie bestehe aus dem von der Schwerkraft herrührenden Teil 
und einem der Oberfläche proportionalen, VOll den Kapillarkräften 
herrührenden Teil i ist die Oberfläche teils frei, teils durch eine 
Wand bestimmt, so hat man die entsprechenden Oberflächenteile 
mit verschiedenen Proportionalitätsfaktoren in Ansatz zu bringen. 
Die Gleichgewichtsfigur eines Tropfens von unzusammendrück
barer Flüssigkeit wird bestimmt durch die Forderung, die poten
tielle Energie bei gegebenem Rauminhalt zum Extrem zu machen. 
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Sei d 8 das Element der freien Oberfläche, d So das Element 
der an die Wand grenzenden Oberfläche, d 7: das Raumelement, 
die z-Achse die Richtung der Schwere, ..1, B, C Festwerte, dann 
wird das Extrem der Größe 

bei gegebenem Werte des Integrals 

gesucht. 
K = j d7: 

Die Gesamtoberfiäche bestehe aus den Teilen 8 und · 80, 

deren Elemente d 8 und d 8 0 sind, und über die mit diesen 
Elementen immer integriert wird; ein Integral mit dem Element dT: 
bezieht sich stets auf den ganzen Raum der Flüssigkeit. 

Dann kann man zunächst die in J und K vorkommenden 
Raumintegrale mittels der Gauß sehen Integraltransformation in 
Oberßächenintegrale verwandeln. Sind N und No die äußeren 
Normalen der Flüssigkeit auf den Flächen 8 und 80, so findet 
man nach der allgemeinen Formel 

f ~ ~ d 7: = j rp cos (z N) d 8, 

indem immer die Fußmarke 0 bei den Elementen der Wand an
gebracht wird, die Gleichungen 

f zd7: = f~ cos(zN)d8+ JZJ cos(zNo)d8o, 

j d 7: = j X cos (x N) d 8 + J Xo cos (x No) d 80 

und, indem man in der letzten Formel x durch y und zersetzt, 

3 jd7: = jd8[xcos(xN)+ ycos(ljN) +zcos(z N)] 

+ J d 80 [xo cos (x No) + Yo cos (y No) +zo cos (z No)]. 

Man wahle nun auf den Oberflächen 8 und 80 die Para
metersysteme u, v und uo, Vo so, daß immer mit positiver Wurzel 
die Werte 

Z 
cos(zN) = , yX2+ Y2+ Z2 

z. cos (z N.) = elO 

o y X~ + yo~ + Zi 
gelten; natürlich ist, wie immer, 

X - 0 (y, z) X o = 0 (Yo,-.:.i2 usf. 
-(j(u,v)' o(uo,vo) 

21 * 
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gesetzt; es sollen also immer die Richtungen v = 0, du> 0, 
u = 0, d v > ° und N wie die Achsen x, y, z orientiert sein und 
entsprechend auf der Oberfläche So. Dann entspricht dem posi
tiven Umlauf um einen Punkt (u, v) der uv-Ebene ein Umlauf 
auf der Fläche S, der um die Normale N positiv herumgeht, und 
Entsprechendes gilt für die Oberfläche So. Stoßen nun, wie wir 
annehmen wollen, beide Flächenteile in einer geschlossenen 
Linie ~ zusammen, so umkreist diese, entsprechend dem positiven 
Umlauf ihres Bildes in der uv-Ebene durchlaufen, die Normalen N 
im positiven Sinne, und Entsprechendes gilt wieder für die 
Fläche So und die Normalen No. Nun geht irgend ein Umlauf der 
Linie ~ positiv um die Normalen N und zugleich negativ um die 
Normalen No herum oder umgekehrt; die beiden, den positiven 
Umlaufssinnen in der uv-Ebene und deruo vo-Ebene entsprechenden 
Umläufe der Linie ~ sind also entgegengesetzt, so daß man auf 
ihr zwar 

x = Xo, Y = Yo, z = zo 

zu setzen hat, in den Variationsformeln des § 48 aber 

(5) dx =-dxo. dy =-dyo, dz = -dzo, 

da in diesen die Differentiale d x usf. immer der positiven Um
kreisung der jeweils betrachteten Fläche entsprechen. 

Nach diesen Vorbereitungen ist die Aufgabe mittels der 
Formeln des § 48 leicht zu lösen, wenn wir noch 

d S = yX2 + Y2 + Zadudv = VEG-FS dudv, 

dSo = YXo~+ Y02+Zotduodvo = YEoGo-F:duodvo 

setzen; es ergibt sich dann 

J = A j jVX2+ Y2+Z2 dudv+B j jvxo~+ y~+Zo2duodvo 
8 ~ 

+ 0 J J z; Zdudv + 0 J J zl Zoduodvo, 
8 80 

K = ! J J (xX + yY +zZ)dudv 
s 

+ ! f f (xo 14 + Yo Yo + zoZo)duodvo. 
80 
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Bilden wir nnn aus den Integralen 

(6) A J J Y X2 + Y2 + Z2 d u d v + C J J ~ Z du d v, 

J f! (xX+yY +zZ)dudv 

nach § 48 die Größen P, Q, R, die für das zweite Integral durch 
~, 0., lR bezeichnet werden mögen, und die, wenn überall die 
Fußmarke 0 erscheint und A durch B ersetzt wird, in Po, ~o, ... 
übergehen mögen, so ergibt sich nach § 47 (3) unmittelbar 

J 1 (}x (}y 8z 

(}J = A yX2+ r~+zl dx dy dz 
l> X Y Z 

J 1 () Xo () Yo () Zo 

+ B Y Xl + Y~ + z~ d Xo d Yo d Zo 
{s. Xo Yo Zo 

+ Jj(P(}x+ Q(}y+R(}z)dudv 
s 

+ S S (Po () Xo + Qo (} Yo + Ro(}yo)d Uo dvo, 
80 

J 8x (}y 

(}K=! dxX dy 
y 

i) Z J 8 Xo () Yo () Zo , 1 
dz + 3 dxo dyo dzo 
z Xo Yo Zo 

(. ~ 

+ H(~(}x+0.(}y+lR8z)dudV 
8 

+ S S (~o () Xo + 0.0 8 Yo + !Ho () zo) d Uo d vo· 
80 

Hier geben die Gleichnngen (5) eine Vereinfachnng; variieren 
wir die Randlinie ~, so sind () x, () y, () z dieselben Größen wie 
() xo, 8 Yo, () Zo; in () J heben sich also die mit C behafteten Glieder 
und in () K die ersten beiden Determinanten. 

Jetzt halten wir zunächst So und ~ fest; auch bei den dann 
noch möglichen Änderungen der Fläche S, die K ungeändert 
lassen, muß J einen. Extremwert haben. Damit haben wir eine 
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isoperimetrische Aufgabe wie in § 47, IH.; es ergeben sich also 
für die Extremalen mit einem Festwert l die Gleichungen 

P+l~ = Q+ H} = R+ Ht = o. 
Ist nun 8 eine diese Gleichungen erfüllende Extremale, so geben 
die allgemeinen Formeln für 8 J und 8 K mit Berücksichtigung 
der Gleichungen (4) 

1 8x öy 8z 8.] + HK = AJ dx dy dz 
~ yxs + YS+Z2 X Y Z 

BJ 1 8x 8y dr: 
- V xg + yg + zg d x d y d Z 

t\ X Y Z 000 
+ j J [(Po + l ~0)8xo + (Qo + lo.o)8yo + (Ro + l!Jto) 8 so] d~to dvo· 

So 

Jetzt variieren wir die Punkte (xo, Yo, so) sachgemäß so, daß 
sie auf der Fläche 80 fortschreiten; ebenso kann die Kurve ~ nur 
auf einer über den benetzten Teil erweiterten Fläche 80, der 
festen Wand, fortschreiten. Wir haben also etwa 

.i' oxo .i' oXo .i' 
U Xo = ~ u Uo + ~ u vo 

UUo u Vo 

usf. zu setzen, und jetzt geben die Identitäten (6) des § 46 

P (} X o + Q () Yo + R (7 So = 0 
o 0 U o 0 (7 U o 0 0 U o 

usf.; also folgt 

(Po + l ~o) 8 Xo + (Qo + l 0.0) 8 Yo + (Ro + .1. !Ro) 8 So = o. 
Ferner gilt längs der Kurve ~ die Gleichung 

(7) X o 8 x + Yo 8 Y + Zo 8 s = o. 
Das gesuchte Extrem fordert ferner, daß bei allen zulässigen 
Variationen 8 J = 0 sei, während der isoperimetrischen Bedin
gung zufolge auch 8K = 0 sein muß; der obige Ausdruck für 
/j J + .1.8 K gibt also für alle zulässigen, d. h. die Gleichung (7) 
erfüllenden Variationen der Randlinie die Forderung 

(8) 

BJ 1 - Vx~ + Yi + Zi 
(\ 

8x 8y 8z 

dx dy az 
X y Z 
8x 8y 8z 
dx dy dz = O. 

Xo Yo Zo 
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Ist die Gleichung (7) erfüllt, so sind die Variationen längs 
der Randlinie im übrigen willkürlich. 

Es muß zwar dafür gesorgt sein, daß das Raumintegral K 
seinen Wert behält; das kann aber immer geschehen, indem man 
einer beliebigen die Randlinie in willkürlicher Weise auf der 
Fläche So verschiebenden Variation eine andere beifügt, die die 
Randlinie ungeändert läßt; bei der so erhaltenen Gesamtvariation 
sind dann d x, d y, ö z auf der Randlinie dieselben Größen wIe 
vorher. 

Schreibt man nun die Gleichung (8) in der Form 

J (ld x + md y + nd z) = 0 
~ 

und addiert zu ihr die mit einem zu bestimmenden Faktor A ver
vielfachte und über ~ integrierte Gleichung (7), so erhält man 

J W + A X o) d x + (m + A Y o) d y + (n + A Zo) d z} = o. 
(> 

Jetzt werde A auf einer Strecke, auf der Zo nicht verschwindet, 
80 gewählt, daß 

n+AZo = 0; 

dann sind, da nur die Gleichung (7) zu erfüllen ist, ö x und d y 
unabhängige Variationen und der Haupthilfssatz ergibt 

l + A Xo = 0, m + A Yo = 0, 
oder, indem man die Werte 7, m, n aus der Gleichung (8) ent
nimmt, 

A(Zdy-Ydz) _ B(ZodY-Yodz) _ -A X 
YX2 + Y2+Z2 YX~ + Yo2 + Zi - 0' 

A(X_dz-Zdx) _ B(Xodz-Zodx) _ -A Y. 
YX2 + Y2 + Z2 YX~ + yg + Zi - 0' 

A(Ydx-Xdy) _ ~(!odx-Xody) = -AZo. 
V X~ + Y2 + 2 2 V X o2 + Y02 + Zl 

Vervielfacht man diese Gleichungen mit Zo d Y - Y o d z, 
X o d z - Zo i1 x, Y o d x - X o d y, wendet den Multiplikationssatz 
der Matrices an auf die Matrixprodukte 

11 
X Y Z 11 11 Xo Y o Zo 111 

dx dy dz . dx dy dz I' 11 
Xo Y o Zo 1:1

2 

dx dy dz I 

und benutzt die Gleichungen 

X d x + Y d Y + Z d z = Xo d x + Yo d y + Zo d z = 0, 
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so ergibt sich 
A (X X o + y Yo + z Zo) (d x2 + d y2 + d Z2) 

VX2+Y2+ Z2 
=---=~----,= 

- B YXo" + y~ + Zo2(dx2 + dy2 +dzS) = 0 
oder einfach 

Acos(NNo)-B = 0, 

natürlich längs der Linie~. An der Trennungslinie schneiden 
sich also die freie Flüssigkeitsoberfläche und die Wand unter 
festem Winkel. 

Endlich sind noch die Größen P, Q, B, q3, G, !R für die Inte
grale (f» unmittelbar nach den Formeln (4) und (1) zu berechnen; 
man findet, da 

ist, 

P g + Q 1] + B ~ = [ - .A. ( ~ + :,) + 0 oe] Y Xi + Y2 + Z2, 

q3 g + G 1] + !R ~ = YX2 + Y2 + Z2, 
und für die Extremalen gilt hiernach die Gleichung 

-A(~ + ;,)+ Oz+;' = 0; 

die mittlere Krümmung ändert sich proportional der lotrechten 
Erhebung. 

Setzt man übrigens C = 0, so erhält man die Lösung der 
isoperimetrischen Aufgabe, eine Oberfläche bei gegebenem Raum
inhalt extrem zu machen; die gesuchten Flächen müssen fest
wertige mittlere Krümmung besitzen. 

~ 49. 

Hinreichende Bedingungen des Extrems und Transversalen. 

LEin Extremalenstück G sei das dem Werte a = ao ent
sprechende einer Schar von Stücken G', die durch, Gleichungen 

(1) x = ~(u, v, a), y = ~(tI, v, a), z = ö(u, v, a) 
dargestellt sind mit der Bedingung 

(2) (3 (~, ~, ö) =1= 0 
c(u, v, a) 

für alle Wertsysteme u, v, a, die den betrachteten Stücken ent
sprechen. Es sei möglich, das Stück G mit einem Raumgebiet ® 
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zu umgeben, durch dessen Punkte je ein Mitglied der Schar (1) 
hindurchgeht; bei den nötigen Regularitätseigenschaften der Funk
tionen !, ~, b sind dann die zu jedem Punkte (x, y, z) gehörigen 
Werte u, v, a, die die Beziehungen (1) ergeben, im Gebiet ® 
reguläre Funktionen von x, y, z. Die Extremalenstücke (1) bildfm, 
wie wir sagen wollen, ein Feld, das, solange die Ungleichung (2) 
gilt, regulär bleibt, was wir für das Gebiet ® annehmen. 

Wir beschreiben nun um einen beliebigen Punkt der Fläche (5 

eine Kugel, die im Gebiet ® liegt und von jeder Fläche (5' in 
einer geschlossenen Linie 53' durchsetzt wird; das von dieser um
randete Stück der Fläche (5' heiße ~'. Für zwei äußerste Werte 
von a, etwa °1 und as, wird die Kugel von den zugehörigen 
Flächen (5' berührt, und ~' schrumpft in einen Punkt ein. Dann 
ist das Integral 

J.({' = JJ f]J (x, x .. , xv, ... ) dudv = HtHx, y, z, X, Y, Z)du 
.(t' '«:' 

eine Funktion von a" und indem wir IJ = da. % a setzen, geben 
die allgemeinen Formeln des § 47, da es sich um Extremalen 
handelt, 

(3) 
IJ x, IJ y, IJ z 

lJ J!t, = f dx, dy, dz 
2' iJx, ~y, ~z 

Integriert man diesen mit dem Faktor da behafteten Differential
ausdruck nach a von al bis a2 , so erhält man 

(4) 

Nun ist 
IJydz-IJzdy = dScos(xN), 

wenn d S das Flächenelement der Kugel, N ihre Normale be
deutet, und die entsprechenden Gleichungen gelten mit bevor
zugter Stellung der Buchstaben y und z; die Gleichungen (3) 
und (4) können also geschrieben werden 

lJ JIt , = j, d S[lhcos (x N) + thcos (y N) + özcos (z N)], 

0= f d S [öxcos (x N) + thcos (y N) + özcos (z N)], 
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das letzte Integral erstreckt über die Oberfläche der Kugel. Aus 
dieser Gleichung folgt aber mittels der Gauß schen Integral
transformation, unter d-r: das Raumelement verstanden, 

(5) 

Wäre nun im Mittelpunkt unserer Kugel, also in einem beliebigen 
Punkte der Fläche ~ z. B. 

otyx + ot'h + otyz > 0 
OX oy 0$ , 

so gälte dieselbe Gleichung bei den obwaltenden Stetigkeits
eigenschaften, und da u, v, a reguläre Funktionen von x, ~/, $ sind, 
auch für das ganze Innere der Kugel, sobald deren Radius hin
reichend klein genommen wäre; die Gleichung (5) wäre unmöglich. 
Aus diesem Widerspruch folgt für jeden Punkt der Fläche ~ 

(6) otyx + otyy +- otyz = 0 
ox oy oß ' 

und da jedes der Flächenstücke ~' die maßgebenden Eigen
schaften mit @5 gemein hat und mit einem entsprechenden, viel
leicht engeren Gebiet @ umgeben werden kann, so gilt die 
erhaltene Gleichung für jeden Punkt eines Stückes ~', also im 
ganzen Gebiet @, und die Gleichung 

(7) S d 8[tyx cos(x N) + tyyCOS (y N) + tyz cos (z N)] = 0 

gilt, integriert über irgend eine geschlossene Fläche im Innern 
des Gebiets @, deren äußere Normale N sei; sind auf ihr etwa 
uo, VO die unabhängigen Parameter, so kann man auch schreiben 

OX oy oz 
ouo ouo ouo 

(8) H duO dvo OX oy oß = 0, 
o Vo Ö VO ova 
tyx tyy tyz 

S S dUOdvO(Xotyx + Y°tyy+ Z°tyz) = 0; 

die dritte Zeile der Determinante enthält Funktionen des Ortes, 
die durch das Feld allein bestimmt sind, und die Größen 
Xo, ... sind ebenso an der geschlossenen Oberfläche gebildet wie 
X, ... an der Extremale des Feldes. 
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Betrachten wir im Gebiet @ im besonderen die Kurven, die 
durch die Differentialgleichungen 

(~ dx dy dz 
öx = t'h = trz 

definiert sind; sie heißen die Transversalen des Feldes. Auf 
einer von solchen Kurven gebildeten Fläche ist offenbar immer 

also 
cos(xN)dx+cos(yN)dy+cos(zN)dz = 0, 

öx cos (x N) + ÖyCOS (y N) + özcos (z N) = O. 

Ziehen wir daher durch die Punkte des Randes eines beliebigen, 
dem Stück @5 angehörigen Teilstückes @5o die Transversalen, und 
schneiden diese auf einem Stücke IS' den Rand eines Teilgebiets @5~ 
aus, und wenden wir die Formel (7) auf das von @5o, ISo und 
der Transversalenröhre begrenzte Raumgebiet an, so folgt 

(10) J dS[öxcos(xN) + ... ] + f dS[öxcos(xN) + ... ] = O. 
eo eo' 

Nun sei etwa auf @5o 

cos(xN) = E~, cos(yN) = E1], c08(zN) = E~ 
mit der Bezeichnung 

E = + 1, ~ = X/V X2 + Y2 + Z2, ... ; 

dann geht, indem man ISo stetig in 6 0 überführt, die äußere 
Normale N des betrachteten Raumgebiets in die innere Normale 
an der Fläche ISo über; also folgt für diese 

cos (x N) = -E~, cos(yN) = -E1}, cos(zN) = -E~; 

da ferner 

dS = du dVyXi + Y2+ Z2, Xöx+ Y ÖY + Zöz = 15, 
so gibt die Gleichung (10) schließlich 

Jö dudv - födudv = 0, 
Eo ~o' 

oder 
J~Q = fJ iPdudv= H iPdudv = J~o" 

Eo eo' 

Das heißt: eine Transversalenröhre schneidet auf den Feldextre
malen Stücke aus, die denselben Wert von J ergeben. Das ist 
offenbar das Analogon des Transversalensatzes des § 16; der Satz 
rührt von Rad on her. 
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Hat man z. B. 

~ = VX2 + Y2 + Z9, J = S d S, 

so daß die Extremalen Minimalflächen sind, so drücken die 
Gleichungen (9) aus, daß 

dx:dy:dz = X:Y:Z 

ist; die Transversalen stehen auf den Extremalen senkrecht. In 
einer Schar von Minimalflächenstücken werden also durch Röhren, 
die aus orthogonalen Trajektorien gebildet sind, im allgemeinen 
gleich große Flächenstücke ausgeschnitten. 

11. Zerlegen wir die Integrationsoberfläche in der Gleichung (7) 
in zwei Teile 6 1 und €:i2 durch eine Kurve lR, der ein bestimmter 
Umlaufssinn beigelegt wird, so geht dieser positiv herum um die 
Normalen N der einen Hälfte, negativ um die der anderen Hälfte. 
Verstehen wir also unter N immer die Normale, die von lR bei 
dem festgesetzten Umlaufssinn positiv umkreist wird, so kann die 
Gleichung (7) in der Form 

f d Smxcos(xN) + ... ] = J d Smxcos (xN) + ... ] 
~1 E2 

geschrieben werden, oder auch, wenn Xo, Yo, ZO auf die Inte
grationsoberfläche bezogen werden, 

S (XO~x + yo~y+ ZO~z) dudv 
El 

= J (XO~x+ YOih+ ZO~y)dudv, 
e'2 

worin sich der Hil bertsche Unabhängigkeitssatz ausspricht: der 
Wert des Integrals ist bei beliebigen Integrationsflächen mit der
selben Randlinie derselbe. 

Im besonderen nehmen wir für 6 1 das von der Randlinie ~ 
umschlossene Extremalenstück 6, für 6 2 eine im Gebiet & ver
laufende Fläche :r mit derselben Randlinie ~. Dann ist nach 
dem Unabhängigkeitssatz, da an der Fläche 6 offenbar Xo = X, 
yo = y, ZO = Z zu setzen ist, 

H (Xo~x+ YO~y+ ZO~z)dudv 
jt 



§ 49 Vielfache Integrale. 

anderseits ist offenbar 

J'l; = SS ty (x, y, z, Xo, Yo, ZO) du d v j 
Ir 

also folgt, wenn der letzte Integrand ty0 geschrieben wird, 

JIr-J® = H(tyo-xotyx- Y°tyy-Z°tyz)dudv, 
~ 

oder, wenn 

333 

~ = ~(x,y,z, X, Y, Z, Xo, yo, ZO) = tyo_ X0tyx- YOtyy_ Z0tyz 

gesetzt wird, 
JIr-J® = H &,dudv. 

'it 

Hat diese Differenz ein festes Vorzeichen, ohne je zu ver-
schwinden, solange die Flächen @? und % nicht völlig zusammen
fallen, so ist das gewünschte Extrem des Integrals J für das 
Flächenstück @? nachgewiesen. Wir haben also auch hier zwei 
zusammen hinreichende Bedingungen des Extrems: die J aco bische 
Bedingung, nach der das Flächenstück @? in ein Feld ohne Sin
gularitäten eingebettet sein muß, und die Weierstraßsche, das 
feste Vorzeichen des Integrals 

J J ~ (x, y, z, X, y, Z, Xo, yo, ZO) du dv 

erstreckt über die Fläche, auf die sich die Größen Xo, yo, Zo 
beziehen, während X, Y, Z mit der durch den Punkt (x, y, z) 
gehenden Feldextremale gebildet sind; das Integral darf auch 
nicht verschwinden. 

Die Stetigkeitseigenschaften der Fläche :r, die zu verlangen 
sind, müssen nur so weit reichen, daß dieselbe mit @? zusammen 
einen einteiligen oder mehrteiligen Raum begrenzt, auf den die 
Gaußsche Integraltransformation angewandt werden kann; dann 
sind die durchgeführten Betrachtungen hinreichend begründet. 

IH. Um die Weierstraßsche Bedingung handlich zu machen, 
gehen wir aus von den Gleichungen 

ty = X tyx + ytyy + Ztyz, 
~ = tyo - ty - (XO - X)tyx- (yo - Y)tyy- (ZO- Z) tyz, 

nach denen f9 als Restglied in der Taylorschen Entwicklung 
der Größe tyo nach Potenzen von Xo - X, ... erscheint; man 
kann daher setzen . 

2 ~ = tylx(XO - X)2 + ty~y(Yo - y)s + tykz(ZO - Z)s 
+ 2 ty~z(Yo- Y) (ZO-Z) + 2tyh(ZO - Z)(XO - X) 

+2tyly(XO-X)(Yo- Y), 
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wobei der Zeiger 1 bedeutet, daß für die allgemeinen Unabhängigen 
X, Y, Z die besonderen Werte 

8 Xo + (1- 8) X, 0 yo + (1- ß) Y, 0 ZO + (1- 0) Z 

zu setzen sind, in denen 0 ein positiver echter Bruch ist. Maß
gebend für das Vorzeichen der Größe iß ist also dasjenige der 
quadratischen Form 

tyxx IXS + tyyy ß2 + tyZZ,,2 + 2 tyyz ß 'Y + 2 tyzx r IX + 2 tyx ylX ß, 

die sich wegen der Gleichungen 

Xtyxx + YtyXy+ Ztyxz = ° 
usf. auf eine Form von zwei Unabhängigen zurückführen läßt. 
Hat sie ein festes Vorzeichen, so gilt dasselbe mit demselben 
Vorzeichen von iß. 

Diese Größe verschwindet aber offenbar, wenn 

(11) Xo = !l- X, yo = !l- Y, ZO = !l- Z, !l- > 0, 

das nennen wir wieder das ordentliche Verschwinden. Ein 
solches Ereignis kann nicht auf der ganzen Fläche % eintreten, 
wenn diese überhaupt von @3 verschieden ist. Sind nämlich uo, vo 
die Unabhängigen auf der Fläche %, so sind die den Gleichungen 

x (uo, vo) = ;t;(u, v, v), y(uo, vo) = ~(u, v, a), 

z(uo, vo) = 5(u, v, a) 

entsprechenden Werte u, v, a Funktionen von uo, Vo und man 
hätte in diesem Sinne 

d x = ;1; .. d u + ;t;v d v + ;t;" d a 

usf. Vervielfacht man mit diesen Größen die Gleichungen (11), 
so ergibt sich 

oder 
!l- 0 (;t;. ~,5) da = 0, 

o (u, v, a) 

also, da die hier auftretende Funktionaldeterminante der J aco bi
schen Bedingung zufolge von Null verschieden ist und dasselbe 
von !l- gilt, da = 0. Auf der ganzen Fläche % wäre a' festwertig, 
also v = ao, da dieser Wert am Rande auftritt; % fiele mit @3 

zusammen. Die Größe iß kann somit, abgesehen von diesem be
langlosen Falle nicht auf der ganzen Fläche % in ordentlicher 
Weise verschwinden. 



§ 49 Vielfache Integrale. 335 

Weiß man also, daß die Größe r;, auf der Fläche sr nur viel
leicht in ordentlicher Weise verschwindet und festes Vorzeichen 
besitzt, so ist mit Hilfe der J aco b ischen Bedingung das Extrem 
gesichert: das Integral 

Jt-Je = S S (9dudv 
~ 

hat ein festes Vorzeichen, ohne zu verschwinden. Je nachdem (9 

positiv oder negativ ist, liegt ein Minimum oder Maximum vor. 

IV. Nehmen wir als Beispiel wieder die Minimalflächen, so 
ist mit positiver Wurzel 

wobei 

ty = VX2 + Y2 + Z2, 

<ß = yxoxo + yo yo + ZoZo _ XXo + yyo + ZZo 
YX2 + Y2+ Z2 

= yxoxo+ yo yo + ZoZo {l-cos(N N0)), 

cos (x No) = Xo I yxo XO + yo yo + zo zo usf. 

gesetzt ist. Die Größe (9 ist also niemals negativ und ver
schwindet nur, wenn cos (N N°) = + 1, d. h. überhaupt nur in 
ordentlicher Welse. Das Extrem ist somit hier schon durch die 
J aco bische Bedingung allein gesichert. 

Felder von Minimalflächenstücken sind leicht herzustellen, 
da es vielerlei Transformationsgruppen gibt, die Minimalflächen 
in Minimalflächen überführen. Wenn z. B. von irgend einem 
solchen Flächenstück keine Tangente durch den Punkt 0 geht, 
kann man es einer stetigen Reihe von .Ähnlichkeitstransforma
tionen mit 0 als .Ähnlichkeits zentrum unterwerfen und erhält da
durch ein singularitätenfreies Feld; ein Minimalflächenstück der 
bezeichneten Art bietet also in der Tat ein Extrem der Fläche dar. 
Dasselbe gilt, wenn ein Minimalflächenstück keine einer bestimmten 
Richtung t parallele Tangente darbietet; man erhält ein Feld, 
das die J aco bische Bedingung erfüllt, durch Parallelverschiebung 
in der Richtung t. .Ähnliche Ergebnisse lassen sich im Anschluß 
an die Drehungen und Spiraltransformationen aufstellen. 
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§ 50. 

Theorie der zweiten Variation. 

I. Es sei 
ea r, = er, a (a, b = 1, 2, 3) 

irgend ein symmetrisches Größensystemj bestehen dann die 
Gleichungen 

(1) 
ea 1 a + ea 2 b + ea 3 c = 0, 

eu Cl: + ea 2 ß + ea 3 'Y = 0, (0 = 1, 2, 3) 
setzt man 

b'Y - c ß = X, cu - a y = Y, aß - b u = Z, 

und ist mindestens eine dieser Größen von Null verschieden, 
so folgt 

ea 1 : ea 2 : ea s = X: Y: Z, 
oder auch 

eIl: eu : eu = Xi: X Y: X Z, eu : e22 : C23 = Y X : Y2: Y Z, 

CU :CS2 : CS3 = Z X: Z Y: Z2j 

es gibt daher eine solche endliche Größe m, daß die folgenden 
Gleichungen bestehen: 

Cl 1 = 'In X2, el j = 'In X Y, Cl S = m X Z, Cu = 'In Y2, 
e2S = 'In Y Z, ess = 'lnZi • 

Von dieser allgemeinen Bemerkung machen wir Gebrauch 
bei den Gleichungen, welche aus den Gleichungen (6) des § 46 
durch Differentiation nach xu, Yu, ... Zu folgen. Wir setzen zur 
Abkürzung 

X u = a, Y .. = b, Zu = c, x" = U, Ytl = ß, ZV = y. 

Differenzieren wir die erwähnten Gleichungen nach a und u, 80 

erhalten wir die acht Gleichungen 

(2) 

0= a(l)aa+ b(l)ba+ c(l)CQl 

(l)a = a (l)aa + b (l)ba + c (l)ca, 

o = u (l)a a + ß (l)b a + 'Y (l)c a, 

o = u (l)aa + ß (l)ba + y lPca + (l)a, 

(l)a = u (l)aa + ß lP(1a + 'Y (l)"a, 

o = u (l)aa + ß lPpa + y lP"a, 

0= a(l)aa+ blPpa + c(l)"a+(l)", 

o = a lPaa + b lPpa + c (l)"a. 
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Diesen reihen sich 16 andere an, welche entstehen, wenn man 
die zweiten Fußmarken a und IX gleichzeitig durch bund ß oder 
durch c und r ersetzt und dieselben Verwandlungen in den vor
kommenden ersten Ableitungen macht. Letztere sind leicht zu 
eliminieren; man erhält offenbar die Gleichungen 

a (([Jau + ([Jaa) + b «([Jbu + ([Jßa) + C (lPea + ([Jya) = 0, 

IX (IDau + ([Jaa) + ß (IDba + ([Jßa) + r (([Jeu + ([Jya) = 0, 

aus denen wieder vier ähnliche durch die oben angegebenen 
Substitutionen entstehen. Die so erhaltenen sechs Gleichungen 
bilden ein System der Form (1), wenn man den Größen ellli 

folgende Werte gibt: 

2 ([Jaa , ([Jba + IDßa, ([Jea +, ([Jya, 

([Jaß + ([Jab, 2 ([Jbß' ([Jeß + ([J"b, 

([Jay + ([Ja e, IDby + IDß e, 2 IDe,,; 

es folgt daher nach der obigen allgemeinen Bemerkung, daß ellle 
gewisse Größe ([J? 2 folgenden Gleichungen genügt: 

<Pa" = ([J?2 X2, ([Jba + ([Jßa = 2 ([J?2 X Y, ([Jea + ([Jya = 2([Jf2XZ, 

([Jaß + ([Jab = 2 ([J?2 YX, ([Jbß = ([J?2 Y2, IDe'ß + ID"b = 2([J?2 Y Z, 

([Ja" + ([Ja e = 2 IDf 2 Z X, IDh" + IDeß = 2 (Pr 2 Z Y, ([Je" = IDf2 Z2. 

Die von ersten Ableitungen der Funktion ([J freien der 
Gleichungen (2) und der aus ihnen abgeleiteten, 12 an der Zahl, 
zerfallen ebenso in zwei Systeme von der Form (1), in welchen 
die Größen eil li durch eines der folgenden beiden Größensysteme 
ersetzt sind: 

([Ja a, IDa b, IDa e, 

([Jb a, ([Jb b, ([Jb e, 

IDea , ([Jeb' IDee; 

IDau , ([Juß' IDa", 

([Jßa, ([Jßß' tPß", 

([Jya, tP"ß' IDn ; 

es gibt daher solche Größen IDfl' IDg2, daß folgende Gleichungen 
bestehen: 

tPaa = ID?lX2, tPab = ([J?lXY, ([Jae=([J?lXZ, ([Jbb = ([Jf1 Y2, 

([Jbe = ID?l YZ, IDee = ([Jf1 Z 2 j 

(,f)aa = ID82 X2, IDßß = ([J82 Y2, ([J"" = ([J82 Z2, ([Jßy = tP82 Y Z, 

tPya = ([J82Z X, tPa,iI = tP82 X Y. 
Kneser, VariatioDsrechnung. 2. Aufl. 22 
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Aus eInIgeu von diesen und den obigen analogen Gleichungen 
kann offenbar mit der Bezeichnung 

X2 + Y2 + Z2 = H~, WII = wf 1 B'J, epI2 = W~ 2 H2, 

W22 = epg2 B2 

geschlossen werden 

(3) wll = epaa+Wbb+Wee, ep22 = waa+cfJpp+w"", 

wl2 = waa + WbP + we". 

Beispiel. Setzt man, wie in der Aufgabe der kleinsten 
Fläche, 

so erhält man aus den Definitionen der Größen X, Y, Z un
mittelbar 

OS W _ W _ y2 + z~ _ (y" Z - Z" Y)2 
o x~ - CI a - ep Ws' 

02 W _ cfJ _ - Yu y" - Zu Zv + (y" Z - Z Y) (yu Z - ZU Y) 
OX"OX" - aa - W WS' 

OSW _ W _ y~ + S~ _ (y"Z - Zu Y)2. 
o X~ - a a - W ws 

In jedem dieser Ausdrücke verschiebe man gleichzeitig die Buch
staben x, y, Z und X, Y, Z zyklisch; dann erhält man Wb b, We e, 
WbP, We", Wpp , W"", und die Gleichungen (3) ergeben 

G -F W - W -
11 - yEG-Fs' 12 - yEG-F2' 

cfJ _ E 
22 - VEG-F2 

Die Größen WIll W12 ' cfJ22 hängen offenbar von der Wahl 
des Unabhängigensystems u, v ab, haben aber gewisse von diesem 
unabhängige Eigenschaften. Wenn insbesondere die Form 

1/1 = wll h2 + 2 wl2 h k + w22 k2 

definit ist, so gilt, wie wir zeigen wollen, dasselbe von der ent
sprechend gebildeten Form 1/Jo, zu welcher man von einem anderen 
System unabhängiger Veränderlicher r, s gelangt. Die Form 1/J 
ist nämlich dann und nur dann definite, wenn dies von der Form 

(J = IPaa h2 + 2 Wau h k + Waa k2 = X2'I/J/B2 
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gilt; setzt man nun 

OX oy 
or = l, or = m, 

oz --n or - , 
OX _ J.. oy OZ 
OS - , os = /L. ~ = v, 

so hat man 
I = au,. + oevn J.. = au. + oev. 

sowie zwei ähnliche Gleichungen, die aber a und oe nicht ent
halten, und es gilt zufolge der für die Funktion 0 eingeführten 
Voraussetzung die Identität 

o (r, s) 
0(x, a, oe, y, b, p, z, c, r) = o (x, l, J.., y, m, /L, z, n, v) o(u, vj 

oder kürzer geschrieben 
o = (1)0. (I. 

Hieraus folgt, da (fIo die Größen a und oe nur in den Argumenten 1, A. 
enthält: 

(fIa = ( (fIP ~ ~ + (fiX : ~) (I = ~ «(fIP Ur + (1)~ u,), 

(fIaa = (I(0fzu~+2(1)P .. uru.+(fIX .. un, 

(fIaa = (I «(fI~zUrV,. + (fIP .. [u,.v, + UsV,.] + 01 .. usv.), 

0 aa = (I (0Pz v: + 2 (fit .. v,. v. + (1)1 .. v~). 

Die Form (j ist also mit der Form 

(! (0Pt hl + 2 0 z .. ho ko + (fI1 .. kt) = (! (jo 

identisch, wenn man setzt 

ho = urh + v,.k, ko = u.h + v.k, 

und die Formen (j und 80 sind stets zugleich definite. Von letz
terer unterscheidet sich aber die Form 1jJ0 nur um einen positiven 
Faktor, womit die ausgesprochene Behauptung erwiesen ist. Die 
Vorzeichen von 1jJ und 1jJ0 sind identisch oder verschieden, je 
nachdem die Funktionaldeterminante (I positiv oder negativ ist. 

11. Der Begriff der zweiten Variation ist hier wie bei den 
einfachen Integralen durch die Gleichung 

8(8M) = 82 M 

unmittelbar gegeben, da die Operation 8 durch die Gleichung 

8 = dEI - + d Es- + ... o 0 1 81=82 = ... =0 

o EI 0 E2 

22* 
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definiert war. Wir wollen annehmen, die Variationen 8 x, 8 y, 8 z 
seien in den Größen Cl' c2' ••• linear; dann ist offenbar 

8(d'x) = 8 (8xu) = ... = 0, 
und da 

8J= U8IPdudV 

gesetzt wurde, folgt 

82 J = 8 H 81P du d v = 8 (8 J); 

da ferner nach § 47 geschrieben werden kann 

8 J = S (U d v - V du) + fS du d v (P 8 x + Q 8 y + R (j z), 
~ 5 

das Zeichen 8 aber mit dem der vorkommenden Integrationen 
vertauschbar ist, so folgt 

82 J= j(8Udv-d'Vdu)+ jfdudv(d'Pd'x+8Qd'y+8R8z). 
~ 5 

Verschwinden die Größen 8 x, 8 y, d' z längs der Randlillie~, so 
gilt dasselbe von 8 U und 8 V, da jedes Glied dieser Ausdrücke 
eine jener drei Variationen als Faktor enthält, und es bleibt 

d'2J = H dudv (8 P8 x + d'Qd Y + d'R8z). 
5 

Diesen Ausdruck gestalten wir um unter der Voraussetzung 

(4) 8 x = ~ co, (j y = 11 co, d' z = ~ co; ~ = XI H, ... 

eine solche Variation heiße nach Analogie des in § 4, IV. eingeführten 
Begriffs eine Normal varia tion. Bei einer solchen schneidet die 
Verbindungslinie der Punkte (x, y, z) und (x + d' x, y + d' y, z + d' z) 
die Fläche @) senkrecht, und der Abstand der beiden Punkte ist 
+ co, je nachdem die Richtung vom ersten zum zweiten mit der 
Normale N, deren Richtungskosinus ~, 11, ~ sind, übereinstimmt. 
oder ihr entgegengesetzt ist. Wenn dann d' x, d' y, d' z an der 
Randlinie verschwinden, so gilt dasselbe von co. Bei der Be-
zeichnung 

hat man dann 

d''JJ = fS .s~codudv. 
t5 
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Der Ausdruck ~ ist, wie man leicht übersieht, in bezug auf 
die Größe m und ihre Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
linear homogen. 

Um ihn übersichtlich zu gestalten, differenzieren wir die 
Gleichungen (4), wodurch wir erhalten 

8a = m"s+ms", 8b = mu1]+m1]u, 8c = mub+mbu, 
8~=mvs+msv, 8ß=mv1]+m1]v, 8r=mvb+mbv' 

Sodann werde eine abgekürzte Bezeichnung für dreigliedrige 
lineare Ausdrücke eingeführt, deren Argumente 8 x, 8 y, 8 z oder 
~, 1], b oder die Ableitungen eines dieser Größen systeme nach u 
oder v sindj als Koeffizienten treten hauptsächlich zweite Ab
leitungen von iP auf. Wir bezeichnen ein solches Trinom durch 
sein eingeklammertes erstes Glied und setzen fest, daß in allen 
Koeffizienten eines Trinoms die erste Fußmarke von iP stets die
selbe sein soll, die zweite aber die Werte x, y, s oder a, b, 'c oder 
01, ß, r durchläuft. So ist z. B. 

[waa 8x] = waa8x+iPap8y+iPa,,8z, 

[iPpaS,,] . iPpa~u + WPb 1]u + W/lcbu' 
In derselben Weise können wir auch solche Trinome darstellen, 
deren Koeffizienten aus den bisher betrachteten durch Differen
tiation nach u oder v entstehen, z. B. 

[0 waa ~] = 0 waa S + 0 wa(J + 0 wu ,,- ~. 
(:)u (:)u (:)u 1] OU 

Offenbar kann die zweite Fußmarke von iP innerhalb der Klammer 
stets nur a oder x oder 01 sein, während die erste jede der neun 
In iP auftretenden Größen bezeichnen kann. 

In dieser Bezeichnung gilt, da 

p _ iP (:) iPa (:) iPa 
- ",- ou -~' 

die Gleichung 

8P= [w",,,,8x] + [w",a8a] + [iP",a 80l] 

- oOu {[Wa", 8 x] + [iPaa 8 a] + [iPaa 8 ~]} 

-(:)~ I[Wa",8x]+[iPaa8a]+[Waa8~]}j 
hiera.us erhält man die Größen 8 Q und 8 R, indem man in den 
ersten Fußmarken die Buchstaben x, a, ~ gleichzeitig durch y, b, ß 
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oder s, c, r ersetzt, alles andere aber ungeändert läßt. Wir fassen 
nun zunä.chst die Glieder ins Auge, welche die Trinome 

o 
(5) [tPza 8a]-ou [Wa.o;8x] 

ergeben. Offenbar ist 

o~ [Wax 8 x]= [0 :J= 8 x] + [wax 8 a]; 

lassen wir daher Glieder weg, welche nach der Substitution (4) 
den Faktor (i) enthalten, so liefern die Aggregate (5) und die 
ihnen analogen in 8 Q und 8 R zu der Summe .Q den Beitrag 

~ {[tP.,a 8a]-[wax 8aJ} +1] {[wlla 8a)-[Wbo: 8a]} 
+: {[tPu 8 a] - [We", 8 a]} 

oder, indem man abermals Glieder mit dem Faktor (i) abscheidet, 

(i) .. {~([wxa~] - [Wa",~]) + 1] ([wlla~] - [Whz~]) 

+ :([wza~]-[We",~]»), 
und dieser Ausdruck verschwindet, da z. B. ~2 und ~ 1] mit den 
Faktoren 

tPxa - wa"', W"'b - wall + tPya - Whz 
behaftet sind, deren Wert Null ist. Die Glieder (5) und ebenso 
die Glieder 

o 
[tPaa8~] - 0.)Wax 8 x] 

geben also mit den ihnen analogen in 8 Q und 8 R für .Q einen 
Beitrag, der (i) enthält, vervielfacht mit einer von (i) unabhängigen 
Größe. Dasselbe gilt von den Gliedern [w...,8x], [wys 8x], 
[w.., «l x]; man kann daher setzen 

.Q - (i) ( ••• ) = -~ {oou ([waa 8a] + [waa8~]) 

+ oov ([Waa 8 a] + [waa 8 ~ ])} 

-1] {oOu ([Wba 8 a] + [Wba 8~]) 

+ oOv ([Wpa 8 a] + [Wpa 8 ~ D} 
-: {oOu ([Wea 8 a] + [fPea «l~]) 

+ oov ([W"a 8 a] + [W"a 8 IX])}. 
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Benutzt man die Gleichungen (4), so wird der Faktor von - ~ 

Die Definition der Größe W11 nach I. ergibt aber 

[Waa ~u] = W11 (~2 ~u + ~ 1] 1]u + H ~u) = 0; 

[Waa~] = Wl1 (S3 + S1]2 + Bi) = tPl1~i 

ebenso erhält man 

[(fJaa~,,] = 0, [Waa~] = Wu~i 
der Faktor von - S ist also 

° o u IW11 W" ~ + W [Waa ~v] + Wv [Waa s]l 

° + oV {W22 WV S + w[WaaS,,] + Wu[Waa~]}. 
Weiter gilt nach Absatz I. die Identität 

[Waa~] + [Waa S] = 2 W12 Si 

der Ausdruck (5) kann daher wie folgt geschrieben werden: 

HWll W"" + 2 W12 W UV + W22 wvv) 

{ [ 13] 0 (tP11 S)} 
+ W" WauS.] + oy [WaaS + --au-

+Wv{[WaaSuJ + oOu[tPaaSJ + O(~2:~)} +w( .. . ). 

Eine weitere Verkürzung ergibt die Identität 

[WaaSvJ + [tP(la~v] = 2Waa Sv + (Waß + Wab) ''Iv + (Way + WacHv 

= 2W12W~V+~1]1]v+H~,,) = 0, 

und die analoge 
[WaaS,,] + [Waa~u] = 0i 

der Faktor von - ~,w" wird daher einfach 
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und in dem ganzen Aggregat .Q, erscheint w" mit dem Faktor 

_g O(<litl~) _ 0(<li11 1'}) _~ 0(<li11 ;) 

ou r; ou ou 

__ 0 <li1l _ fo <liaa ~2 + 0 <liPb 2 + 0 <li"c;2 
- ou l ov ov r; ov 

+ 0 (<liab + <lipa) I: + 0 (<liac + <lira) 1:,. + 0 (<Ppc + <lirb) ,.}. 
(; V '" 1'} ov 5 ~ 0 V 1'} ':J 

Diese Größe kann nach der Definition der Größen <litI' <li12 ge
schrieben werden 

_ 0 <lil1 _ [0 (<li12 ~9) ~2 + 2 0 (~12 ~ 1'}) ~ r; + ... ] 
OU OV 0 V 

= _ 0 <li11 _ 0 ~12 (~2 + r. 2 + ;2)2 o 1~ OV I 

- 2 <li12 (~2 + 1'}2 + ~2) (~ ~v + 1'} 1/. + ~ ;v) 

o <Pll 0 <li12 
=-Tu---~' 

Analog ergibt sich als Faktor von W v der Ausdruck 
() <li21 0 <li22 

-Ttt~- (1)-' 

und man erhält schließlich 

.Q = w ( ... ) _ w (0 <lilI + 0 <li12) _ W v (0 <li12 + 0,<li22') 
" 0 t, OV 0 U 0 v 

( 6) - <PlI WUti - 2 <li12 W uv - <li 2 2 W v v 

o 0 
= <lio W - Ö U (<li11 W u + <li12 Wv) - av (<Pu ro" + <Pu wv). 

Der explizite Ausdruck für <lio ist aus der durchgeführten Rech
nung leicht zu entnehmen; man erhält ihn, indem man, bevor 
die Differentiation nach u und v ausgeführt wird, 8 x, 8 y, Ö z, 
8 a, 8 b, 8 c, 8 IX, 8 {J, 8 l' durch ~, 1/, ;, g", 1'}", ;", ~v, 1'}v, ;v ersetzt, 
aus dem ursprünglichen Ausdruck 

.Q, = ~ (8 <li _ ~ 8 <lia _ () 8 <lia) + '11 (8<li _ 08 <lib _ '0 8 <liß) 
., 0 u Ö v ., y '0 u Ö v 

+; (8 <p. _ '0 8<lic _ 08 <lir). 
'Ou 'Ov 
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IU. Beispiel. Um «Po bei der Aufgabe der Minimalfläche 
zu berechnen, beachten wir zunächst, daß die Identität 

.'X,,~ + Y,,'Y} + z,,~ = 0 
bei der vorliegenden Normalvariation ergibt 

x" 8 ~ + y" 8 'Y} + z" ~ + ~ (~ co" + co ~ .. ) + ... = 0 
oder 

x .. 8 ~ + y .. 8 lj + Z" 8 ~ = - co,,; 
ebenso erhält man die Gleichung 

Xv 8 ~ + yv 8 'Y} + Zu 8 ~ = - COv• 
Hieraus und aus der Identität 

~8~+7]8'Y}+~8~=O 

folgt, daß die Größen 8~, 8 lj, 8 ~ und ihre Ableitungen nach 
'u, v in keinem Gliede den Faktor co enthalten, sondern in den 
Ableitungen dieser Größe homogen linear sind. Der Koeffizient 
von co in dem Ausdruck s!, ist daher derselbe wie in dem er
weiterten 

(7) s!, + P 8 ~ + Q 81] + R 8 ~ = 8 (P E + Q'Y} + R ~). 

Nun hat man nach § 48, 1. bei der vorausgesetzten Form von «P 
die Identität 

~ 'Y} ~ 

P ~ + Q'Y} + R ~ = X u y" Zu 

~v 'Y}v ~v ~u f/.. ~u 
die rechte Seite der Gleichung (7) setzt sich daher aus sechs 
Determinanten zusammen, welche aus den hingeschriebenen ent
stehen, indem man jeweils den Gliedern einer Horizontalreihe das 
Zeichen 8 vorsetzt. Von diesen Determinanten liefern aber bei 
der angegebenen Beschaffenheit der Variationen 8~, 8 ~'" 8 ~v, ..• 

nur die folgenden beiden Glieder mit dem Faktor m: 

~ 'Y} ~ ~ 'Y} ~ 
8xu 8yu 8 Zu 8 Xv öYv 8zv 

~v 'Y}11 ~v ~u 'Y}" bu 
~ ~ 
co~" + ~ co" ..• - co ~v + ~ C01J 

~v ~u 

~ 'Y} b 
= 2co ~" 'Y}u ~ .. 

~~, 'Y}v ~v 



346 Vielfache Integrale. § 50 

und man erhält schließlich 

flJo = 2:lJ+~"1 .. 'v, 
.Q = 2ro.E+1: fi' _~(Gro .. -Frov) 

_s"1 ..... v ou YEG _ F2 

_~ (-Frou+Erov). 

oU VEG - F2 

Die Fläche, für welche die Größe .Q gebildet ist, sei, was 
bisher nicht vorausgesetzt wurde, speziell eine Extremale, d. h. eine 
Minimalßäche. Auf einer solchen können die Veränderlichen u, v 
so gewählt werden, daß 

~ + "1 i . 
F= 0, E = G, l-~ =u+v~, 

2u 2v 
~ = 1 +U2+V2 ' "1 = 1 +U2+V2' 

u2 + v2 -1 
~ = 1 +u2 +vi ; 

es folgt dies leicht aus dem Verschwinden der mittleren Krümmung. 
In diesen Veränderlichen nimmt der Ausdruck .Q folgende be
sondere Form an: 

.Q _ - 8 ro 02 ro 02 ro 
- (1 + u2 + V 2)2-0U2 - Ov2 • 

Wenn also im Innem eines Minimalßächenstücks eine geschlossene 
Linie ro = 0 liegt, und ro der Gleichung 

02 ro 02ro 8 ro 
ou2 + ovi + (1 + u2 + V2)2 = 0 

genügt, so wird das Minimalflächenstück im allgemeinen kein 
Minimum der Oberßäche mehr liefern. 

IV. Aus den Formeln (5) und (6) 

(j2J = Jf .Qrodu dv = ff ro {flJo ro - 0: (flJl1 ro" + flJuro v) 

<5 es 

- o?Jv (flJ21 ro" + flJu ro v) } du d v 

ergibt sich, da ro am Rande verschwindet, durch Gaußsche 
Integraltransformation, angewandt auf die letzten Glieder, 

(7) 8sJ= U(flJOroS+flJllro~+2flJ12rouroV+flJ2iro;)dUdv. 

Diese Größe ist nun ihrer ursprünglichen Definition nach, da J 
ein invariantes Integral ist,. von der Wahl der Parameter un~ 
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abhängig. Sind daher p, q neue Parameter und 0 0, 0~ 1, ••• die 
ihnen entsprechend gebildeten Größen wie 0 0 , 0 111 ... , so er
gibt sich 

(8) Il~J = H (00 WS + 0~1 w; + 2 0{2 wpwq + 0 22 W~) dp dq. 
6 

Anderseits folgt nach (7), indem man 

w" = WpP .. + Wq q .. , WIJ = wppv + Wq qlJ 
einsetzt, 

(9) Il'iJ= ~(00W2+AW; + 2BWpWq+Ow~)~~;: ;~ dpdq, 

wobei 
A = 01lP~+2012P .. pv+022P~, 
B = 0 11 pu q" + 0 12 (Pu qlJ + pv qu) + 0 u PIJ qv, 
o = 0 11 q~ + 2 0 12 qu qv + 0 22 q~. 

Setzt man nun in den Ausdrücken (8) und (9) unter dem Integral
zeichen die Faktoren entsprechender Glieder W2, w;, Wp Wq, w~ 
gleich, so ergibt sich 

0' - 0 o(u, v) 
o - 0 0 (p, q)' 

«1>' - A o(u, v) 
11 - o(p, q)' 

0' _ BO(u, v) 
12 - ° (p, q)' 

0' - Oo(u, v). 
22 - o(p, q) 

Diese Formeln werden zwar bei der Willkürlichkeit der 
Größe W durch die Identität der Größen (8) und (9) zunächst 
nur wahrscheinlich gemacht; man bestätigt sie aber nachträglich 
leicht aus den Definitionsgleichungen (3), die wir oben in Absatz I 
zugrunde gelegt haben. 

Die Ausdrücke für A, B, 0 ergeben jetzt offenbar 

Li-2(Odp2-2Bdpdq+Adq2) = 0adull-2012dudv+022dv2, 

wie ersichtlich wird, wenn rechts die Ausdrücke 

d qvdp-Pvdq d q",dp+p"dq 
U= Li ' v= Li ' 

eingesetzt werden; somit folgt 

Li-I {0~2dp2 - 2 0{2dp dq + «1>{1 dqll} 

Li = o(p, q) 
o(u, v) 

= 0 22 du2 - 2 0 12 dudv + 0 11 dv2. 

In dem besonders belangreichen Falle, daß die Form 

'IJI(h, k) = 01lh2+2012hk+022k2 
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definite ist, lehrt die Flächentheorie, daß man eine reelle Trans
formation der Veränderlichen u, v in p, q von der Art finden 
kann, daß 

<P{2 = 0, <P{1 = <P22 
wird; man braucht nur die Form 

<P2l1 du2 - 2 <P12 dudv + <P11 d u 2 

als Quadrat des Bogenelements einer Fläche anzusehen und auf 
dieser isotherme Koordinaten p, q einzuführen. 

Denken wir uns demgemäß schon in den Formeln (6) und (7) 
die Veränderlichen u, v so gewählt, daß 

<P12 = 0, <PlI = <P22 = ]jf2 
wird, so ergibt sich 

d2 J = H .Qwdudv = H w {<Po w- o (:uwu) - 0 (~vW")}dUdV 

Nun ist 

6 6 

= fJ [<Po w2 + M2(wf. + w~)] du dv, 
e; 

[(]jf W)"J2 = M' w,~ + 2 M M;. w Wu + M~ W'l 

= M2 w~ + (M M u w') .. - w2 (M M u )" + M~ w2 

= M'w~+(MMuw2)u-w2MMut" 
und hierin kann u durch versetzt werden; setzt man also M w 
= w, so wird 

<Po w2 + M2 (w~ + w~) = w~ + w; + [!~ + M u u ~ M"" 1 w' 

+ (M Mu ( 2)" + (M Mv ( 2)v' 
Das über @5 erstreckte Integral der letzten beiden Glieder ver
schwindet, da w auf dem Rande verschwindet; also bleibt ein 
Ausdruck von der Form 

d2 J = jf (p Wll + w~ + w~) dudv, 
€5 

und auch w verschwindet auf dem Rande, so daß man setzen kann 

fJ w! dudv = - Jf w wuu du dv, 
6 e; 

f f w~ du d v = - r f w Wv v du d v, 
~ '6 

d"J = 0; po;-~- ~ w du dt" ff ( 02 - 0' -) 
o ul 0 Vi 

5 
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§ 51. 

Zweite Variation und Extrem. 

I. Wir vergleichen nochmals das über die Fläche Ei erstreckte 
Integral 

J = jj qJ(x, X", ... ) dudv ., 
mit demjenigen, das eine auf dasselbe uv-Gebiet bezogene Nachbar
fläche ergibt, also 

und setzen 
JO = JjIP(XO, x~, ... )dudv 

aLlx 
XO = X + LI x, x~ = X" + LI x" = X" + ~ usf. 

Da die Funktion qJ für jedes auf der Fläche Ei erreichte 
Wertsystem x, y, ... Zv regulär ist,kann man die Größe 

qJ (x + LI x, ... Zv + LI Z11) 

in eine Ta y 1 0 r sehe Reihe entwickeln, in welcher die Glieder, 
die in den Größen LI von erstem und zweitem Grade sind, aus
geschrieben, die Glieder höheren Grades aber mittels der 
Lagrangeschen Restformel zu einem Ausdruck 

Q (LI x, LI x"' ... LI zv) 

zusammengefaßt werden, der eine kubische Form der neun Größen Li 
ist. Die Koeffizienten derselben sind gewisse Ableitungen von tP, 
gebildet für ein Wertsystem 

X + () LI X, .•. , X" + () Li x"' ... , Zl) + () Li Z11' 

in welchem () zwischen den· Grenzen 0 und 1 liegt; da nun die 
Ableitungen der Funktion qJ auf der Fläche Ei endlich und stetig 
sind, so liegen die Koeffizienten der Form Q dem absoluten Be
trage nach unter einer positiven Grenze, die von der Wahl des 
betrachteten Flächenelements unabhängig ist. Dasselbe gilt von 
den Koeffizienten der kubischen Form der Argumente ro, rou , rov , 

in welche Q bei der besonderen Annahme 

(1) LI X = ro~, LI y = ro1], LI e = m ~ 

übergeht. Da nun die Größen 

ro rou m"rov 

m2 + ro! + roZ' roS + ro~ + ro~' 
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wenn ro, roll' ro o nicht zugleich verschwinden, dem Intervall von 
- 1 bis + 1 angehören, so kann man die Größe 

~ 

ro2+ w;+ro~ 

auch als lineare Form der Größen w, W II , rou auffassen, deren 
Koeffizienten zwischen endlichen, von ro unabhängigen Grenzen 
liegen. Der absolute Wert dieses Ausdrucks wird also bei der 
Annahme 

(2) 

mit Eo unendlich klein. 
Jetzt sei cp (w, w .. , wv) eine quadratische Form, welche auf 

der ganzen Fläche e; endliche und stetige Koeffizienten hat und 
definite ist; dann besteht für beliebige Werte w, w .. , wv , welche 
nicht alle verschwinden, die Ungleichung 

I cp (ro, ro .. , wo) I > 
ro2 + ro~+ ro: r, 

in welcher rechts eine von u, V, ro unabhängige positive Größe 
steht. Hieraus folgt, daß die Größe 

cp (ro, ro .. , rov ) + (J 

w2 + w~ + ro; 

bei der Annahme (2) das Vorzeichen der Form cp hat, sobald Eo 
hinreichend klein angenommen wird. Der Zähler dieses Ausdrucks 
hat daher, auch wenn die Größen ro, ro .. , w" zugleich verschwinden 
dürfen, niemals ein anderes Vorzeichen als die Form cp. 

Diese allgemeine Betrachtung benutzen wir zur Bestimmung 
des Vorzeichens der Größe L1 J = JO - J bei der Annahme (1). 

Setzen wir jetzt 

x-x = Ero~, y-y = EW1/, Z-Z = Ero{;, 

und ist :r das mit x usf. gebildete Integral J, so ist 

(3) ~x = dE.w~, ~y = dE.w1/, ~z = dE.Wb, 

und man erhält die Taylorschen Glieder ersten und zweiten 
Grades in der Entwicklung von JO - J, indem man in den auf E 

bezüglichen, an der Stelle E = 0 gebildeten Differentialen 

dJ = ~J, d2 J = ~2J 

einfach d E = 1 setzt, was durch die Fußmarke 1 angedeutet 
werde.. Die erste Variation verschwindet, wenn e; eine Extremale 
ist und die Größen LI oder ro am Rande verschwinden. 
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Somit erhält man 

oder, da 

Jo- J = LlJ = H du,dv{H~2(1)1 + ('} 
@5 

Ji J = H J2 (1) d u d v 

bei der Annahme (3) nach § 50 umgeformt werden kann, 

(Ö 2 J)1 = U ,Qoodudv = ~ dudv {(1)OOO2 + 1/J(oo .. , OOv )}, 

wobei gesetzt ist 

und 
1/J (h, k) = (1)11 h2 + 2 (1)12 h k + (1)22 k2 j 

2 LI J = U du dv {(1)0 00 2 + 1/J (00 .. , OOv) + 2 ('}. 
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Da ferner bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der Größe 00 

die Gleichung 

H dUdv[O(~:2) + O(~:I)] = 0 
@5 

gilt, wenn " und ß beliebige, auf der Fläche @) stetige, mit 
stetigen ersten Ableitungen versehene Funktionen von u und v 
sind, so erhält man, indem man die letzten beiden Gleichungen 
addiert, 

( 4 ) ( J 2 J)1 = Li du d v f) (00, OOu , OOv), 2 LI J = (ö 2 J)1 + 2 ~ (> du d v 

mit der Bezeichnung 

fJ (h, k, 1) = «(1)0 + "u + ßv) h2 + 2 "hk + 2 ß h l + 1/J (k, l). 

Gelingt es daher, die Funktionen " und ß so zu bestimmen, daß 
die Form {) auf der ganzen Fläche @) definite ist, so hat LI J ein 
festes Vorzeichen j damit ist ein Kriterium für das Eintreten des 
Extrems abgeleitet, das wir nach Brunacci benennen wollen. 
Dasselbe ist auch bei isoperimetrischen Aufgaben anzuwenden; 
denn verschwindet die mit LI J ähnlich gebildete Größe LI 11, so ist 

LlJ = LI(J + )"K), ö(J + )"K} = 0, 

und die Formeln bleiben gültig, wenn man rechts (1) durch 
(1) + )" 1]1 ersetzt. 

Das Extrem, welches durch ein festes Vorzeichen der 
Größe LI J unter den eingeführten Voraussetzungen gesichert ist, 
hat einen besonderen Charakter und ist dem schwachen Extrem 
der § 17 verwandt. Man vergleicht die Fläche @) mit allen, welche 
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durch eine hinreichend kleine Normalverschiebung, also durch 
Verschiebung jedes Punktes in normaler Richtung aus ihr ent
stehen; dabei bleiben nicht nur die Größe der Verschiebung, 
sondern auch die absoluten Werte ihrer Ableitungen naeh u und v 
unter einer gewissen Grenze. Letztere Größen brauchen übrigens 
nur solche Eigenschaften zu haben, daß die über die Fläche (5 

erstreckten Integrale ganzer rationaler Funktionen von w, w .. , w" 
einen Sinn behalten und nach den gewöhnlichen Regeln der 
Integralrechnung, insbesondere durch Teilintegration, umgestaltet 
werden können. Das hiermit definierte Extrem reicht für viele 
Anwendungen, insbesondere die mechanischen, aus; übrigens 
dürfte unschwer zu zeigen sein, daß durch eine Normalvariation 
der betrachteten Art jede Fläche entsteht, welche hinsichtlich 
ihrer Punkte und Tangentialebenen von (5 hinreichend wenig 
abweicht. 

Um nun die Brunaccische Bedingung für die Anwendung 
geeignet zu machen, gehen wir davon aus, daß die Form 1/1 (k, 1) 
offenbar, wenn die Bedingung erfüll bar sein soll, definite sein muß; 
dann ist 

«Pll «P22 - «P;2 > 0 
und die Form 8 (h, k, 1) ist ebenfalls definite, wenn ihre Deter
minante das Vorzeichen der Form 1/1 hat. Um dies zu erreichen, 
kann die Gleichung 

(<<Pll «P22 - «P~2)(<<PO + IX .. + ßv) - «PJl ß2 + 2 «Pl2 01. ß - «P22 01.2 

= yC«Pll «P22 -«Pt2) 

angesetzt werden, in welcher reinen Festwert bedeutet, dessen 
Vorzeichen mit dem der Form 1/1 übereinstimmt; denn die linke 
Seite ist die Determinante der Form 8. Setzt man hier 

so ergibt sich 

o 
IX= w' 

~ 

ß=w' 

(<<Pll «Pu - «P;2) [«Po w2 + W (0 .. + ~v)] 
+ 0 [- (<<Pll «P22 - «Pl2) W" +«P12 ~ - «P22 <1] 

+ ~ [- (<<Pll «P22 - «Pl2) W" - «PlI ~ + «P12 0] 
= YW 2 (<<Pll «P22 -«Pr2); 

diese Gleichung wird erfüllt, wenn 

o = - «PlI to .. - «Pa W", ~ = - «Pu w .. - «P22 10", 

«Po W + 0" +~" = y w, 
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oder auch, wenn wein Integral der Gleichung 
o 

(tPo - r)w - ou (tPu W u + tP12 wv) 

(5) o 
- OV (tP21 Wu + tP22 W,,) = 0 
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ist, und 6, "C durch die vorausgehenden Gleichungen definit werden. 
Gelingt es also, ein auf der ganzen Fläche ~ nicht verschwinden
des, mit seinen ersten Ableitungen stetiges Integral der Gleichung (5) 
zu finden, so wird bei der obigen Bestimmung der Funktionen 
a, ß die Form () (h, k, l) definit positiv, und die Brunaccische 
Bedingung des obeu definierten Extrems ist erfüllt. 

Eine nähere Diskussion ist überflüssig, wenn tPo auf der 
ganzen Fläche es das Vorzeichen der Form 1/1 hat; dann ist die 
Form tPo h2 + tjJ (k, l) schon definit, so daß einfach a = ß = 0 
gesetzt werden kann. Nimmt die Größe tPo auch Werte von 
anderem Vorzeichen an, so ist die Beziehung der Gleichung (4) 
zur Gleichung .Q, = 0 zu beachten, in welche sie übergeht, in
dem man r = 0, W = (l) setzt. Hat die Gleichung .Q, = 0 ein 
auf der :Fläche ~ nirgends verschwindendes Integral w, so findet 
man leicht 

w2 ()(h, k, l) = tjJ(wk-wuh, wl-w"k); 
die Größe (82 J)l hat also der Gleichung (4) zufolge das Vorzeichen 
der Form 1/1 und verschwindet nur, wenn auf der ganzen Fläche ~ 

w (l)" - Wu (l) = W (l)" - W" (l) = 0, 
d. h. wund (l) sich nur um einen festwertigen Faktor unterscheiden. 
Das ist, da (l) am Rande verschwindet, nur möglich, wenn überall 
(1) = o. 

V. In gewissen Fällen kann man aus der Existenz eines auf 
der Fläche ~ nicht verschwindenden Integrals der Gleichung 
.Q, = 0 auf ein ebensolches der Gleichung (5) schließen, z. B. 
wenn bei angemessener Wahl der Parameter u, v nach § 50, IV. 

02 (l) 02 (l) 

.Q, = - P (l) - - - - tb (k l) = k2 + l2 ou2 ov2" , 

gesetzt wird, und p auf der Fläche ~ regulär und positiv ist; 
dies. trifft nach § 50 bei den Minimalflächen zu. Alsdann kann 
man annehmen, daß auch die Größe p - r auf der Fläche ~ 
positiv ist und folgenden Satz von Sc h war z anwenden. In 
dem der Fläche ~ entsprechenden Gebiet U sei die Größe p 
regulär und positiv; cp sei eine im Gebiet U mit ihren ersten 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Auft. 23 
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Ableitungen stetige, am Rande desselben, aber nicht liberaH im 
Innern verschwindende Funktion von u und v. Setzt man dann 

Jo = HplP2 dudv, J 1 = H dudv(IP~+ IP~), 
u u 

so hat der Quotient J o : J 1 ein bestimmtes endliches Maximum c. 
Wenn c ein echter Bruch ist, existiert ein stetiges, mit stetigen 
ersten Ableitungen versehenes Integral der Gleichung 

02 ro OS ro 
o u2 + 0 v2 + P ro = 0, 

welches auf dem Gebiet U überall von Null verschieden ist. 
Aus diesem Satze folgt zunächst, wenn P = + 1 gesetzt wird, 

daß das Verhältnis 

fJ 1P 2 du dv: H (IP~ + IP~) dudv 
u u 

ein bestimmtes, endliches Maximum m hat, bei jeder Wahl der 
Funktion IP also in der Form p. m geschrieben werden kann, 
wenn p. der Ungleichung 

0<p.<1 

genügt. Setzt man sodann p = - Wo und p = - Wo + r, und 
bezeichnet die zugehörigen Werte von Jo und G durch die Fuß
marken 0 und r, so ist offenbar, da J 1 von p nicht abhängt, 

J. J. 
(6) J;= J

1
o+ r p.m, 

also wenn r > 0 

Hieraus folgt 

(7) lim Gy = Co; 
y=o 

denn wäre das nicht der Fall, so gäbe es eine solche positive 
Konstante rO, daß, wie klein auch r 1 gewählt werden möge, immer 
Werte r vorhanden sind, für welche die Ungleichungen 

(8) Gy - Co > rO, r < r 1 

bestehen. Für diejenige Funktion IP, welche dem Verhältnis 
Joy: ~ seinen größten Wert cy gibt, wäre dann aber der Be
ziehung (6) zufolge 

Joo J..- = Gy - r po m, Gy - r p. m < Co, Gy - Co < r po m, 
1 
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was, da r1 beliebig klein sein kann, der ersten Ungleichung (8) 
widerspricht; ein analoger Widerspruch würde sich für r < ° 
ableiten lassen, indem man Co und Cy vertauscht. Die Beziehung (7) 
ist somit bewiesen; ist Co ein echter Bruch, so gilt dasselbe bei 
hinreichend kleinen Werten r von Cy , und die Gleichung (5) hat 
ein in dem Gebiet U oder auf der Fläche (5 nicht verschwinden
des Integral. 

Bei den Minimalßächen ist nun, wenn ro = E g; gesetzt wird, 
(j2J = (J1 -Joo)E2j 

diese Größe könnte, wenn Co > 1, negativ werden oder ver
schwinden, ohne daß ro identisch verschwände. Das ist nach dem 
Obigen unmöglich, (j2 J vielmehr positiv, wenn die Gleichung 
.Q, = ° ein auf der Fläche (5 nicht verschwindendes Integral 
besitzt, also im besonderen, wenn die Fläche (5 mit einem Felde 
umgeben werden kann. Bei letzterer Voraussetzung ist daher Co 

und damit auch cy ein echter Bruch, das Minimum des Flächen
inhalts im definierten Sinne also gesichert. 

§ 52. 

Formale Entwicklungen. 

L Sind wie stets in diesem Abschnitt x, y, XI Funktionen der 
unvariierten Unabhängigen u, v auf einer Fläche (5, die variiert 
wird, so gelten mit der Bezeichnung 

OXi OXi 
P = ox' q = oy 

die Gleichungen 

und geben 

(1) 

z .. = pXu + qyu, Xlv = pXv + qyv, 
durch Variation 

(j Zu = P (j x .. + q (j Yu + Xu (j p + y .. (j q, 

(j Xlv = P (j Xv + q (j Yv + Xv (j P + Yv (j q. 
In einem Gebiet, in welchem die Größe 

D _ o (x, y) 
- o(u,v) 

nicht verschwindet, kann man auch u und v als Funktionen von 
x und y ansehen, und die Teilableitungen '11"" uy, v"" vy bilden, 
die die Gleichungen 

Xu u", + x~ v", = 1, Yu u", + Yv v", = 0, 
Y .. uy + Yv vy = 1 

23* 
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erfüllen. Vervielfacht man also die Gleichungen (1) mit u." v." so 
ergibt sich 

08z OU 08z OV 08z 
u., 8 Zu + v., 8 Zv = 0 u 0 x + a:v 0 x = 0 x 

= (08X OU + 08x OV_) + (0 8y OU + 08y OV) + d 
p OU OX OV OX q OU ox OV OX P 

oder 

(2) 

und ebenso, wenn man die Gleichungen (1) mit u", VII vervielfacht, 

(3) 8q = 08z _p08x _q08y. 
oy oy oy 

Weiter kann man offenbar setzen 

OOX 08x 08x 
8 Xu = 0 U = 0 x Xu + 0 y Yu, 

o _ 08x _ 08x + 08x . 
Xv - lfV - ox Xv ----ayYv, 

hieraus folgt 
OOX oox 

y"oxu-Yu ox" = (xuy"-x,,Yu) ox = D ax' 
und ebenso, von 8 Yu und 8 Yv ausgehend 

. ooy o8y 
xuoYv- xv 8yu = (xuYv-xvYu)a:y = D----ay' 

Nun ist die Summe der linken Seiten der letzten beiden Glei-
chungen 

somit folgt" 

(4) 8 D = D (08 x + 08 Y) . 
OX oY 

Geht man im Falle D > 0 von der Formel 

Jj fex, y, z, p, q) dxdy = H fDdudv 

aus und setzt demgemäß das Integrationselement 

dx dy = Ddu dv, 

so kann man für die Gleichung (4) auch schreiben 

(5) ( 08X 08y) 
8(dxdy) = dxdy OX +a:y . 
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H. Die erhaltenen Formeln kann man benutzen, um die 
Variation des Integrals 

J = H fex, y, z, p, q)dxdy = H «1> (x, x"' Xv, ... )dudv 

so auszudrücken, daß nur die Veränderlichen X, y vorkommen 
und nur nach ihnen differenziert wird; das kann unter Umständen 
ebenso zweckmäßig sein, wie wir bei einfachen Integralen auch 
die nichthomogene Form des Integrals benutzten. Offenbar kann 
man in dem Sinne, wie wir immer variieren, setzen 

8 H fdxdy = 8 H fDdudv = H 8fDdudv+ H f8Ddudv, 

also nach (4) und (5) 

8 H fdxdy = H 8fdxdy + H f8(dx dy) 
(6) 

= H 8fdxdy + H f (008; + 008:) dxdy. 

Setzt man hier noch 

8 f = fx 8 X + fy 8 y + f. 8 z + fp 8 p + fq 8 q 

und benutzt die Formeln (2) und (3), so erscheint die Variation 
8 J in nichthomogener Form, ohne sichtbare Spur der Unab
hängigen u, v. 

IH. Am einfachsten gestaltet sich die Rechnung, wenn wir, 
ähnlich wie in § 4, V. abgestumpfte Variationen nach der De-
finition 

oU oU 
~o U = 8 U - ;;,- 8 X - ~ 8 y, 

uX uy 
im besonderen 
(7) 

einführen. Das Zeichen Öo ist mit denen der Teilableitungen %x 
und %y vertauschbar; denn man findet, r = 0 p/o x usf. gesetzt, 

o80 z o8z o8x o8y 
lfX = ifX - p ox - q OX -r8x-s8y 

und nach (2) 

oz 
80 ox = 80 p = 8p- r8x-s8y 

o8z 08x i)öy 
= ox - p ox - q OX -r8x-s8y, 
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also wirklich 
080 z _ 8 oz - 8 
ox - °ox - op· 

In der zu den Gleichungen (2) und (3) führenden Schlußreihe 
kann aber z eine beliebige Funktion von X nnd y bedeuten, z. B. 
die mittelbar oder unmittelbar von x und y abhängige Größe Vi 
also folgt ebenso 

080 U _ 8 '0 V. 
OX - 0 ox 

Die geometrisch-anschauliche Bedeutung der Variation 80 ist 
an der Formel (7) leicht zu übersehen. Die Komponente des 
Variationsvektors (8x, 8y, 8z) nach einer Normale der Fläche @), 

des Ortes der Pnnkte (x, y, z), ist 

-p8x -q8y+i5z 
v= 

VI + p2 + q2 

und da I/VI + p2 + q2 der Richtungskosinus dieser Normale nach 

der z-Achse ist, so ist v VI + pi + q2 die Strecke parallel der 
e-Achse, deren Projektion auf die Normale v ist. Daraus wird 
klar, daß 

80 z = - p 8 x - q 8 Y + 8 z = v VI + p2 + q2 

der parallel der z-Achse gemessene Abstand der beiden Flächen 
ist, die Orte der Punkte (x, y, z) und (x + 8 x, Y + 8 y, z + 8 z) 
sind, der ursprünglichen @) und der variierten. Damit stimmen 
die Gleichungen 

(8) 

überein, die sich aus der Definition des Zeichens 80 ergeben: 80 

bedeutet den Fortgang parallel der z-Achse. 
Mit Benutzung des Zeichens 80 gibt nun die Gleichung (6) 

8 JJ fdxdy = JJ 80 fdxdy + JJ (8 x ~~ + i) y ~ ~)dXdY 
(9) + jJ f(008xX + 008:) dxdy 

= H 80 fdxdy+ H(O(':X) + O(~~Y»)dXdYi 
die Größen 0 f /0 x nnd 0 f /0 y sind hier natürlich in dem Sinne 
gebildet, daß z, p, q als Funktionen von x nnd y betrachtet werden. 
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Weiter ist offenbar nach (8) 

~of = f.~o z + fp ~oP + fq ~o q = f. ~o z + fp o:~z + fq 0 :0 z 
(10) y 

= (fz _? fp _ 0 fq) ~ z + '0 Cf!' ~o z) + '0 Cfg ~o z). 
ÖX 'Oy 0 OX oy 

Nun gibt aber die Gaußsche Integraltransformat~on 

(11) f.f (~~ + ~~) dx dy = J (Udy- V dx), 
6 ~ 

wobei rechts über die Randlinie ~ in einem bestimmten Sinne 
integriert wird; den Ausdruck '0 Ulo x + '0 Vlo y nennt man die 
Divergenz des Vektors U, V; das Doppelintegral einer Divergenz 
ist also der Gleichung (11) gemäß einem Linienintegral gleich. 

Hiernach ergeben die Gleichungen (9) und (10) 

~ HfdXdy = H(fz-~~-~~q)(~Z-p~x-q~Y)dXdY 

+ f{(f~x+fp~oz)dY-(f~Y+fq~oz)dx}, 
~oz = ~z-p~x-q~y; 

damit ist die Variation des Doppelintegrals in nichthomogener 
Form, allein in den Unabhängigen x, y ohne eine Spur der un
variierten Größen u, v ausgedrückt, die nur im Hintergrund als 
unentbehrliche Beweismittel bleiben; beruht doch die Definition 
aller Variationen ~ auf einem System unvariierter Unabhängiger u, v. 

IV. Diese Betrachtungen lassen sich unschwer auf Räume 
beliebig vieler Stufen übertragen. Bezeichne das Zeichen über 
dem Integralzeichen seine Vielfachheit; dann handle es sich um 
das über ein Gebiet @5 der Größen Xl' ••• X"' zerstreckte n-fache 
Integral 

(n) 

J = J f(xI! x2, ••• X"' Z, Pl, P2' ... Pn) dxl • dx2, .,. dxn, 
€) 

sind Ul , U2, ... Un unvariierte Unabhängige bei Variation der 
n-stufigen Mannigfaltigkeit @), so kann man setzen 

(n) 

J = J f Ddul! du2 , ••• dUn, 
€) 
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wobei 

Vielfa.che Integra.le. 

D _ o(xll X2, .,. X n ) 

- 0 (Ull U 2, ••• un ) 

und positiv sei; offenbar findet man 

(12) 

(13) 

(n) (n) 

IJJ=SlJfDduu .. , dun + SfIJDdull .•. dum 

(} IJ Xl (} IJ Xl 0 IJ Xl 

6u~-' (}u2 ' (}Un 

IJ D = 0 X2 (} X 2 (} X 2 

o U l ' 0 U 2 ' (} u" 

(}X,. 

Oul ' 

ÖX,. 

o u2 ' 

OX" 
(}U" 

+ ... , 

§ 52 

wobei n - 1 ähnlich gebildete Determinanten hinzuzufügen sind, 
in denen in der zweiten, dritten Zeile usf. die Zeichen (} xa/(} Ub 

durch (} IJ xalo U6 ersetzt sind. 
Nun ist offenbar, indem bei der Annahme D> 0 auch die 

Größen U a als Funktionen der Unabhängigen X6 aufgefaßt werden 
können, 

o IJ Xl _ 0 IJ Xl 0 Xl + 0 IJ Xl 0 X2 + . 
OUa - ~~ OUa ~x;- OUa ... , 

die erste Determinante des Ausdrucks IJ D kann also in n Deter
minanten zerlegt werden, die die Faktoren (3 IJ xl/o X a enthalten; 
diese sind vervielfacht mit den Determinanten 

OXa oXa oXa 
oul ' o u2 ' oUn 

oX2 (}x2 (}X2 

o !"l' o u2' (}u" 

von denen die dem Werte a = 1 entsprechende D ist, die übrigen 
aber verschwinden; das erste Glied des obigen Ausdrucks IJ D ist 
also einfach 

D(} IJXl. 

oxl ' 

nimmt man die entsprechend gebildeten Glieder alle zusammen, 
so gibt die Formel (13) 

IJ D = D (0 IJ Xl + 0 IJ X2 + ... + 0 IJ Xn); 
(}Xl OX2 (}X" 
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wenn man will, kann man diese Formel als Ausdruck für die 
Variation des Elements der n-fachen Integration auffassen: 

d Xl ... d X .. = D d U 1 ... du,,, 

8(dx1 ... dx .. ) = dX1 dx2 ... dXn(008~1+ ... + ~8x:n). 
Die Gleichung (12) kann jetzt offenbar geschrieben werden 

(n) 

(n) 

8J = f 8fdx1dx2'" dx" 
€O 

Jf(08X1 08X2 08X")d d d + (} Xl + OX2 + ... + OX" XI X2 .. • X .. j 

5 

führen wir noch die abgestumpfte Variation nach der Gleichung 

1," 0 U 
(14) 80 U = 8 U -:2 ;::;-- 8 X il 

u uXIl 

eiIi, so ergibt sich 
(n) (n) f ' f l,n 0 (f 8 xa) 

(15) 8J= öofdxl dx2 .. • dxn + ~ öXa dx1 dx2 ... dxn ; 

5 5 

das ist die Variationsformel von Ostrogradsky. 
Um mit ihr rechnen zu können, muß noch gezeigt werden, 

daß die Zeichen %xil und 80 vertausch bar sind, und das gelingt 
durch ganz ähnliche Betrachtungen, wie sie zu den Gleichungen (2) 
und (3) geführt haben, indem man neben den Größen 0 xa/o Ub 

auch 0 ua/o Xb einführt. Man erhält so zunächst 

08 z I,n 08 Xb 

8 Pa = 0 Xil - ~ Pb 0 Xil ' 

_ (}8z (O!lXIi OPa ). 
80 Pa - o XII - =? Pli OXIl + ÖXIi !lXii , 

nun ist aber 
OPa o Pli -=-, o Xli oXIl 

also folgt aus der vorletzten Gleichung 

!loPa = 50 OZ = o8z -:2 o (Pli 5 Xli) = 05oz. 
oXIl oXa b oXa oXIl 
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Ersetzt man hier z durch die beliebige von XI> X2, ••• X n ab
hängige Größe U, so bleibt alles ungeändert und man erhält für 
die unter (14) erklärte Variation die Formel 

000 U = 00 0 U . 
OX(l o XII 

Hieraus folgt, da offenbar 

00 XII = ° 
zu setzen ist, 

die Formel (15) ergibt also 

(16) 

Das Gebiet 6, als Bereich der Veränderlichen Xl! ••. X n oder 
auch U 1, ••• U n aufgefaßt, werde nun von einem Randgebiet 91 
begrenzt, auf dem VI' ••• Vn-l Unabhängige seien; bezeichnet 
man die den Differentialsystemen 

d VI > 0, d V2 = d v8 = ... = d V n -1 = 0, 

d~1 = 0, d.v2 > 0, d~3 = ... = dVn-l = 0, . . . 
dVl = dV2 •••• = dV~_2 = 0, dVn-l> ° 

entsprechenden Zuwüchse der Größe U n durch d1 Un, d2 Un, ••• 

dn- 1 Un, und nennt dn U n den Zuwachs beim Fortgang von dem 
betrachteten Punkte des Gebiets 91 in das Innere des Gebiets 6 
hinein, so sei immer 

d1.Ut, d2 u1, 

d;un , dlU", 
>0. 
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Wir definieren ferner 
(»-1) (»-1) 

fMdX2 .. , dXn = fM O~(X2' ... X .. » dv1dv2 ... dVn -l' 
Vu ..• Vn-I 

m m 
~-O 0-0 

J Md d d J. M 0 (Xl' XS' ... X») d d d 
Xl XS '" X n = C> ( .- --- )- VI V 2 ••• V n- 1 

U VI' V 2, ••• V n - 1 
m m 

usf., so daß links immer die Reihenfolge der Differentiale wesent
lich ist. 

Mit diesen Festsetzungen und Bezeichnungen lautet nun die 
Gauß sehe Integraltransformation in den Gebieten 6 und 9t 
wie folgt: 

(»-1) 

=f(Uldx2dxs ." dx»- V2dx1dxS'" dxn + .. · 
m 

+(_I)n-I Undx1dx2'" dX tI -l)' 

Den Integranden des n - fachen Integrals nennt man die Di
vergenz eines Vektors (~, U2 , ... Un)j ihr Integral über 6 kann 
in ein Integral über 9t verwandelt werden. Verschwinden die 
Größen Va sämtlich auf dem Gebiet 9t, so hat das n - fache Inte
gral den Wert Null. 

Angewandt auf die Formel (16) ergibt die Gauß sehe Integral
transformation 

(n) 

J( l,n () ~ ) 
3J= f.-~ 0:: 3ozdx1dx2'" dXn 

@5 

(n-l) 

l,n f + ~ (f3 Xa + fPa 30 z) (-1)a- 1 dx1 ... dXa-I dXlHl'" dxn ; 

m 
wählt man die Variationen so, daß 8 X a und 80 z auf dem Rand
gebiet 9t verschwinden, so bleibt nur der erste Summand dieses 
Ausdrucks, und eine Extremsforderung 8 J = 0 gibt bei der 
Willkürlichkeit von 80 z auf Grund einer leichten übertragung 
des Haupthilfssatzes die Differentialgleichung 

1, n 0 .f 
f.-:;g~= o. 

Cl OXa 
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§ 53. 

Erha.ltungssätze. 

1. Wenn die Grundgleichungen der Mechanik aus einem 
Prinzip der kleinsten Wirkung von der Form 

8 j H(qa, qa) d t = 0, a = 1, 2, ... 

abgeleitet werden, in welchem q die Parameter des bewegten 
Systems sind, und t die Zeit bedeutet, so erscheint die Gleichung 
der Energie in der Form 

ddt{~ qa~~ - H} = 0; 

die integrierte Gleichung 

~qa ~l! -H = const. 
a uqa 

ergibt die Erhaltung der Energie, die nur gilt, weil die Zeit t in 
H nicht explizite vorkommt. Die Energiegleichung würde eine 
inhaltlose Identität werden, wenn H in den Größen q homogen 
von erster Stufe wäre, oder wenn das Wirkungsintegral bei be
liebiger Transformation der Unabhängigen t invariant bliebe. 

Fragen, die in einem gewissen Entwicklungsstadium der Re
lativitätslehre auftauchten, lassen es erwünscht erscheinen, die 
obigen Bemerkungen auf Doppel- oder mehrfache Integrale, deren 
Variation verschwindend gesetzt wird, zu übertragen. 

Wir betrachten z. B. ein Doppelintegral im Raume der n + 2 
Größen x, t, Yl' Y2' ..• Yn, setzen allgemein 

, 0 Ya . 0 Ya 
Ya = ox' Ya = at' 

und fordern, indem der Buchstabe Y immer die Gesamtheit der 
Größen Ya bedeutet, 

8 H f(Yll ... Yn, y~, ... y~, Yll ... Yn) dxdt = 0 

oder kürzer 
(1) 8 H f(Y, y', y) dx dt = 0; 

die Euler schen Gleichungen sind offenbar 

of 0 of 0 of 
o Ya - ox oy~ - at 0 Ya = 0, a = 1, ... n. 

Aus ihnen können gewisse, der Energiegleichung entsprechende 
Verbindungen abgeleitet werden. 
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Zu diesen Zwecken denken wir alle n + 2 Größen x, t, Ya 
durch zwei unvariierte Unabhängige u, v ausgedrückt und setzen 

D - 0 (x, t) x _ 0 x f 
-o(u,v)' n- ou' US.; 

dann ist die Variationsaufgabe (1) 

~ Jf f Ddudv = 0 

und die den Größen x und t entsprechenden Eulerschen Glei
chungen sind, da x und t in f nicht explizite vorkommen, 

~ ~f D) + ~ 0 (f D) _ 0 
ou ox" ov oxv - , 

~ 0 (rD ) + ~ 0 (f D) = O. 
o u 0 t" 0 11 0 tv ' 

dabei sind in der Größe f D die Unabhängigen Y, y", Yv, x"' Xv, 
t", tv eingeführt und durch sie y' und y ausgedrückt zu denken. 
In dieser Auffassung gelten die Gleichungen 

Yu = y' x" + fJ tu, Yv = y' Xv + Y tv 

und weiter, indem man nach X u und Xv ableitet, 

, oy' oy 'Oy' oy o = y + ~ Xu + --::. - tu, 0 = ~xv + ~ tv, 
v X u v X u v X u v x .. 

'Oy' 'Oy , oy' 'Oy o = ~ x" + ~ tu, 0 = Y + ;;;-- Xv +;;;-- tv• 
VXv VXv VXv VXv 

Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich 

D 0 y' + ' tOD 0 y , 0 ~ yv=, ~-yxv= 
VXu vX" 

oder verallgemeinerungsfähig geschrieben 

(2) D ~ y' + y' M (x,,) = 0, D -::.0 Y + Y M (tu) = 0, 
v x" v x" 

wobei wir unter M (x,,) die zu Xu gehörige Adjunkte in der Deter
minante D usf. verstehen, so daß 

D = xuM(xu) + t"M(t,,), 0 = xvM(x,,) + tvM(t,,) usf. 

Jetzt bilden wir die Ausdrücke 

o(fDl_ fM ( )+~D:ti~+~Dof ~ 
ö x" - x" 0 y' '0 x" '0 Y 0 x ' 

o Cf D) = fM (x ) + E D 0 f 0 y' + ~ D 0 ( 0 y 
o Xv 11 0 y' 0 Xv O'!l 0 Xv' 
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also nach (2) 

(3) 

'0 (f D) _ ( , '0 f) , '0 f 
-r- - M (xu ) f-:Ey ~ - M(tu)1Jy '5"' 

(j x u vy uy 

'0 r::) = M(Xv)(f-~Y' ~;) - M (tv) ~y' ~~. 
Da nun offenbar 

o M (xu) + 0 M (x,,) _ t _ t _ 0 o u 0 v - vu uv - , 

(4) 
'OM(t,.) + 'OM(tv} _ _ 0 

ou ov - X,.v-Xv,. - , 

§ 53 

Ddu = M(x,.)dx+M(t,.}dt, Ddv = M(xv)dx+ M(fv} dt, 

so ergeben die Gleichungen (3) 

~ '0 (fD) +~ ?;(fD) = -M(x)~ (-f+~ '~) 
o u 0 X u '0 v 0 Xv u 0 U Y 0 y' 

-M(tu} 'O'Ou :Ey' :: -M (xv)o'Ov (- f + ~y' : ;) -M(tv} 'O'Ov~Y' ~ ~ 

= -D{o'Ox(-f+~Y' :;)+'O'Ot~Y'~~}' 
und man erhält die der Veränderlichen x entsprechende Eulersche 
Gleichung in der Form 

(5) '0 ( f+ ~ ,'0 f) + '0 ~ ,'0 f - o. 
'Ox - Y oy' at Y'Oy-' 

ebenso entspricht der Größe t die Gleichung 

(6) oOx~y :; + oOt (- f+~y ~r) = o. 

Diese beiden Gleichungen, in denen eine Divergenz gleich 
Null gesetzt wird, sind die dem betrachteten Integral zugehörigen 
Erhaltungssätze, die dem Satze von der Erhaltung der Energie 
entsprechen. Sie werden in einem Falle inhaltlose Identitäten, 
dann nämlich, wenn das Integral 

J = H f(y, y', y} dx dt 

gegenüber einer beliebigen Transformation der Unabhängigen X, t 
invariant ist, diese also dem Integral dieselbe Eigenschaft geben, 
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wie die unvariierten Unabhängigen u, v in § 46. Dann gelten 
den dortigen Gleichungen (6) gemäß die Identitäten 

-f+2y' :; = 0, -f+2Y~~ = 0, 

2 '~-E·H-o Y Gy - Y GY' -

und die Gleichungen (5), (6) werden offenbar inhaltlos. Diese 
Beschaffenheit des Integrals J wird in der Relativitätslehre ge
fordert, wenn x, t die Unabhängigen in einer auf zwei Stufen 
beschränkten Raumzeitwelt sind, die dem Wirkungsprinzip 8 J = ° 
unterworfen ist; hier sind also Erhaltungssätze im Sinne der ge
wöhnlichen Mechanik nicht zu erwarten. 

It Die durchgeführten Betrachtungen bleiben mit leichter 
Abänderung gültig, wenn statt der zwei Unabhängigen x, t deren 
beliebig viele, etwa XII X 2 , ••• X r zu grunde liegen, also wenn eine 
Variationsaufgabe 

(r) 

(7) ° f f(Ya, Ya'6)dx1 dX2 •.• dXr = ° 
vorliegt, in der 0, b = 1, 2, ... rund 

'OYa 
Ya'6 = 'OX'6 

gesetzt ist. Für u und v sind dann runvariierte Größen "1' 
U2 , ••• Ur einzuführen; die Funktionaldeterminante D wird 

D O(Xll x 2 , ••• :.er) D t = = e X'6C! '0 (Ull U 2 , •• , Ur) 

indem X'6 c = 0 X'6/o Uc und c = 1, 2, ... r gesetzt wird. 
Die Gleichungen (2) werden 

D ~Ya'6 +M(x'6c)Ya'6 = 0, 
UXlic 

wobei M (Xli c) = 0 Dj'O Xli c die Adjunkte von X'6 c in der Deter
minante D ist. Den Gleichungen (4) entspricht die Jacobische, 
für beliebige Funktionaldeterminanten gültige Gleichung 

1," 0 
::2~M(XliC) = 0; 

c uUc 

den Eulerschen Gleichungen (5) und (6) entsprechend ergibt sich 

(8) 
1,r '0 ( c 1, n 0 f) 
~ OXli - fOb + ~ Yac OYttli = 0, C = 1, 2, •.• r, 



368 Vielfache Integrale. § 53 

wobei ~~ Null oder Eins bedeutet, je nach dem bund c ver
schieden oder gleich sind. Hiermit haben wir als Folge der 
Eulerschen Gleichungen r Gleichungen erhalten, in denen eine 
Divergenz gleich Null gesetzt wird. 

Rechnet man die linke Seite der letzten Gleichung aus, so 
ergibt sich die Identität 

l,r 0 ( . C l,n o! ) 
(9) ~ 0 Xli - f ~li + ~ Yac 0 Yali 

of 0 of 
= - oXc + ~OXli ~ Yac OYali 

= -~llYac-~~ 'OYali+~OYac ~ 
a 'OYa a,b 'OYali oXc a,b 'OXli 0Yali 

"" 0 of +~Yac~-'.:\ -
a,b vXliVYali 

= -~Yac {:~ - ~ Ö~li O°!aJ; 
es ist ja oYafJ/oxc = o Yaclo Xli' 

Man kann diese Identität auch daraus ableiten, daß die 
linken Seiten der Gleichungen (8), mit D vervielfacht, die Größen 

l,r '0 '0 (f D) 
~ (JUli 'OXcli 

sind, die = 0 gesetzt, die auf Xc bezügliche Eulersche Gleichung 
der Variationsaufgabe 

(r) 

~ f f(ya. Yali) Ddu1 ••• dUr = 0 

liefern, die mit der Aufgabe (7) wesentlich identisch ist. Das 
letzte Integral behält seine Form, wenn man für Ul , '" Ur ander~ 
unabhängige Parameter einführt. Die Beziehungen (9) ergeben 
sich so als Sonderfälle der Identitäten § 46 (13), indem man 
schließlich Uli = Xli setzt, so daß D = 1 wird. 

Inhaltlos werden die Gleichungen (8), wenn das Integral 
(r) 

f f(Ytt, YafJ) dXl •• : dXr 

bezüglich der Unabhängigen X invariant ist im Sinne des § 46 
oder, was dasselbe besagt, im Sinne der Relativitätslehre ko-



§ 53 Vielfache Integrale. 369 

variant ist. Dann geben die dortigen Gleichungen (6), sinngemäß 
verallgemeinert, die Identitäten 

1," 0 f 
- fllg +:2 Yae a--y = 0; 

a ali 

die Erhaltungssätze (8) werden reine Identitäten bei willkürlicher 
Wahl der Funktionen Ya' 

III. Um endlich auch den Fall zu umfassen, in welchem 
zweite Ableitungen im Integranden vorkommen, knüpfen wir am 
besten an die Formel (9) des § 46 an, aus der wir aber nur die 
Definition der Größen A ali entnehmen wollen, ohne daß die Formel 
zunächst gilt. 

Die dort verschwindende Größe 

L = w",~ +:2 w"'a ~a +:2 w"'ab~ab + ... -:2 0 ~~(Ja\ 
a a,b a a 

o ~ '. Q2~ 
~a = QUa' ~ab = ~ua QUli' 

in der die weggelassenen Glieder aus den hingeschriebenen ent
stehen, indem man x, ~ durch y, 'YJ usf. ersetzt, kann zur Definition 
der Größen A ab auch ohne die Voraussetzungen des § 46 benutzt 
werden, indem man einfach ansetzt 

L = p~ + QfJ + ... - :2 CA Q .(Aab (Jb + A abc ~Qbl, 
a, lJ, e u U a u Ur ' 

was auf Grund der Formeln 

W I: _ Q(W"'a~) _ I: OW"'a 
Xa~a - OUa ~ QUa' 

offen bar möglich ist bei willkürlicher Wahl der Funktionen Qa. 

Nun sieht man aber aus dem ersten Ausdruck von L, daß eine 
beliebig herausgegriffene Größe Qe vorkommt mit dem Faktor 

W 0 x + ~ W 02 X ~ W OS x + ... _ o!» - O. 
x oUe ~ "'ltouaoue + ti: "'llbouaOUliOUe oUe - , 

also kommt Qe auch in dem zweiten Ausdruck für L nicht vor, 
und das gibt die Gleichung 

p 0 x + Q 0 Y + ... = :2 0 A a e • 
o Ue QUe a 0 Ua 

Kneser, Variationsrechnung. 2. Auft. 24 
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Damit ist gezeigt, daß die links stehenden Verbindnngen von 
P, Q, ... , also der linken Seiten der Eulerschen Differential
gleichungen, als Divergenzen dargestellt werden können. 

Aus den Eulerschen Gleichungen der Variationsaufgabe 
(n) 

8 S <P(x, XeH Xab, . " y, Yo., Yab ... ) dUI dU2 '" dUn = 0, 

d. h. den Gleichungen 
P=O, Q=O, 

folgen also die Erhaltungssätze 
1,n oAae 

(10) :2 --.::.- = 0, C = 1, 2, ... n. 
a u U a 

Diese werden aber inhaltlos, wenn das Integral 
(n) 

S <Pdu, ... dUn 

gegenüber einer Verwandlung der Unabhängigen U invariant ist, 
wie es in § 46 vorausgesetzt wurde; denn dann sind nach § 46 (12) 
die Gleichungen (10) reine Identitäten bei beliebiger Wahl der 
Funktionen x, y, ... 

Die hier wieder benutzten Zeichen U ll '" u" entsprechen den 
Xl' ••• X n des Absatzes II., die Zeichen X, y, ... <P den dortigen y, f 
Im Falle n = 2 und wenn in der Bezeichnung des Absatzes I. 
die Aufgabe 

8 SS (y, y', y, y", y', y) dx dt = 0 

vorliegt, sind die Erhaltungsgleichungen 

(f 'I' "1' "1' ,ofy,,)' -y IY'-Y Iy"-Y lil' +Y ox 

[ . (ol'y" ot'",,)]· + -y'fy-y'fy'+Y' O/~ +3T = 0, 

wobei jedes mit y behaftete Glied so viel Glieder mit Ya bedeutet, 
wie Größen Ya vorhanden sind, und eine ähnlich gebaute 
Gleichung mit Vertauschung von x und t, sowie von Punkt und 
Strich. Die Ausrechnung gibt für die linke Seite der hin
geschri~benen Gleichung 

,(1' _ a fy· _ '0 fiL + 02 f I!'.'.. + 02 fy, + 0 fii) = 0 
Y 1 " 0 X 0 t 0 x2 0 X 0 t 0 t2 ' 

was eine Summe über alle Yd bedeutet, also wirklich die erwartete 
Verbindung der linken Seiten der Eulerschen Gleichungen. 



Achter Abschnitt. 

Unstetige Aufgaben und Lösungen. 

§ 54. 

Freie Extreme an gebrochenen Linien. 

1. Die Entwicklungen der ersten Abschnitte geben nicht 
immer eine Lösung der ursprünglichen Extremsaufgabe, zwischen 
zwei gegebenen Punkten eine Kurve zu ziehen, welche ein freies 
oder gebundenes Extrem des Integrals J liefert. Es wurde nur 
gezeigt, daß die gesuchte Kurve, wenn sie gewisse Stetigkeits
eigenschaften haben soll, nichts anderes sein kann, als ein regu
läres Stück einer Extremalej sodann wurden Bedingungen des 
Extrems abgeleitet unter der Voraussetzung, daß die beiden ge
gebenen Endpunkte der gesuchten Kurve schon durch einen von 
Singularitäten freien Bogen einer Extremale verbunden seien. Ist 
diese Voraussetzung nicht erfüllt, was schon bei einfachen Auf
gaben vorkommt, so kann das gesuchte Extrem von einer Kurve 
mit den vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften nicht geliefert 
werden, und so kommt man zu der Frage, ob nicht eine mit 
Singularitäten, z. B. Ecken behaftete Kurve die vorgelegte Auf
gabe löst. Gelingt es, diese Frage zu beantworten, indem man 
bestimmte Gattungen von Singularitäten zuläßt, so hat man zwar 
auch noch keine unfehlbare Methode zur Bestimmung des ge
suchten Extrems, aber der Kreis der Fälle, in denen die Aufgabe 
gelöst werden kann, erweitert sich. 

Im besonderen fragen wir, wann das Integral 

J= f Fdt 

zu einem Extrem gemacht wird durch eine Kurve, welche aus 
einer endlichen Anzahl in Ecken zusammenstoßender Stücke 
besteht, deren jedes die früher für die ganze Kurve geforderten 
Eigenschaften besitzt; d. h. längs jedes Stückes seien x und y 
stetige, mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehene 

24* 



372 Unstetige Aufgaben und Lösungen. 

Funktionen eines Parameters t. Für jedes einzelne dieser Stücke 
bleiben die Betrachtungen des zweiten Abschnitts gültig, da man 
die Ecken ungeändert lassen und die Variation auf das Innere 
der Stücke beschränken kann; jedes von ihnen muß daher ein 
Bogen einer Extremalesein. Auf den in der Ecke 1 zusammen-

F ' 13 stoßenden Bögen seien die Punkte 0 und 2 Ig. . 

3 1 

A 
o 2 

so nahe der Ecke angenommen, daß die 
Bögen 0 1 und 1 2 kein Paar konjugierter 
Punkte enthalten (Fig. 13). Dann können 
die Punkte 0 und 2 mit jedem von 1 hin
reichend wenig entfernten Punkte 3 durch 
Extremalen 0 3 und 32 verbunden werden, 

und diese können nach § 2 als Variation der Bögen 0 1 und 1 2 
betrachtet werden. Die gebrochene Linie 012 als Teil der ge
suchten Kurve kann daher, indem die Variationsformeln des § 2 
für jeden der Teile 0 1 und 02 gültig bleiben, durch 0 3 2 ersetzt 
werden. So ergeben sich die Formeln 

8 JOI = F;'-8x+ Ffj8y 1\ 
8 ~ 2 = - F:' 8 x - F:' 8 Y 1\ 

wobei das oben angeheftete Zeichen - oder + entscheidet, ob die 
bezeichnete Größe für den Bogen 01 oder den Bogen 12 gebildet 
ist. Die letzten Gleichungen ergeben hiernach 

iS:fo 12 = (F;'- - F,t) 8 x + (Ffj - F:') 8 Y 11• 

Dieses Differential muß verschwinden, wenn die Kurve, 
welcher der Linienzug 01 2 angehört, ein Extrem des Integrals J 
ergeben soll. Ist daher der Eckpunkt 3 in der Nähe der Lage 1 
frei verfügbar, die Größen 8 Xl' 8 Yl also voneinander unabhängig, 
so müssen (§ 7) die Koeffizienten der linearen Glieder ver
schwinden, und man erhält den Satz von Erdmann 

(1) F;; = F"J, Ffj = F:'. 
Wenn dagegen der Eckpunkt von vornherein an die Kurve 

(2) h (Xl' Yl) = 0 
gebunden ist, so daß die Gleichung 

o = hx (Xli Yl) 8 Xl + h" (XII Yl) 8 Yl 
besteht, so ergibt sich als Bedingung des Extrems 

I F;; - F:' Ffj - F:'I_ 0 
h",(xl , Yl) hy(xl , Yl) - , 
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d. h. daß bei einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes 1 
auf der Kurve (2) die Gleichung 

(3) F;; Ö Xl + F;; Ö Yl = F;, Ö Xl + Ft. 3 Yl 

gilt. 
Bezeichnet man die Strecke 1 3 durch ~ s, und nimmt an, 

daß t auf jeder der Extremalen 0 1 und 1 2 den Bogen bedeute, 
der immer in der Richtung von 0 über 1 nach 2 hin wachse, so 
kann man drei Winkel 6, 0+, 0_ einführen, welche folgende 
Gleichungen erfüllen: 

(J Xl = Ö S cos 6, Ö Yl = ~ s sin 6, 

X'- = cos 0_, Y'- = sin 0_, X't = cos 0+, Y+ = sin 0+. 

Man definiere ferner die Größen u, v durch die Gleichungen 

(4) ~Xl = x+u+x'-v, ÖYl = y+u+Y'-Vj 

dann ergibt sich leicht 

ös sin (6-0_) 
u= .(00)' sm +- _ 

und diese Größen sind den Loten proportional, welche vom 
Punkte 3 auf die Extremalen 01 und 1 2 gefällt werden können. 
Dabei ergeben die Gleichungen (4) 

(F;;; - Ft.) Ö Xl + (F;; - Ft.) Ö Yl 

= U (x+ F;;; + Y+ F;; - P+) - V (x'- F:' + Y'- FJ; - F-) 

= -ußi(xl , Yll x'-,Y'-, x'-t, Y+) + vt9(xl , Yll x,+, Y+, x'-, Y'-), 

oder in kurzer Bezeichnung 

=-ut9-+vt9+ 

und dieser Ausdruck muß nach dem Obigen bei jeder erlaubten 
Verschiebung des Eckpunktes verschwinden. Sind Ö Xl' Ö Yl und 
damit u, v willkürliche Größen, so folgt 

ßi- = ßi+ = o. 
11. Erstes Beispiel. Das Prinzip der kleinsten Wirkung 

in der Euler-Jacobischen Form bei der Zentralbewegung eines 
freien Punktes in der Ebene. Die Abstoßung sei z. B. der Ent
fernung proportionalj setzt man 

r = VX9 + y2, 
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so ist das Potential c r2 und das bezeichnete Prinzip sagt aus, 
daß die Bahnkurven das Integral 

j V c r 2 + h Y d Xi + d y2 

zum Minimum machen, wobei h die Konstante der lebendigen 
Kraft bedeutet. Nimmt man im besonderen h = 0 an, so sind unter 
den hierdurch definierten Bahnkurven die vom Kraftzentrum aus
gehenden Radien enthalten, längs deren der bewegte Punkt sich 
dem Zentrum asymptotisch annähern kann, und man hat zu 
setzen 

F = (x 2 + y2) yx'2 + y'2. 

Die Gleichungen (1) ergeben, wenn r von Null verschieden ist, 

X~ x+ y'- y+ 
Yx~ + y~ = yx~ + y'f YX:= + y:= - yx:F + Y'F' 

d. h. die Richtungen +, - fallen zusammen. Eine Ecke kann 
also nur im Kraftzentrum (r = 0) auftreten. Für irgend zwei 
von ihm ausgehende Radien sind die Gleichungen (1) erfüllt. Da 
nun die Radien die einzigen Bahnkurven sind, welche bei der 
Voraussetzung h = 0 durch das Kraftzentrum gehen, so kann 
eine gebrochene Linie nur dann ein Extrem liefern, wenn sie aus 
zwei im Zentrum zusammenstoßenden geraden Stücken besteht. 

Ähnliche Betrachtungen kann man anstellen, wenn die Kraft 
einer beliebigen Potenz der Entfernung proportional ist; man 
hat dann das Integral 

j (x2 + y2)n YdXS + dy2 

zu einem Minimum zu machen. 

Zweites Beispiel. Die kürzeste Linie auf der Fläche, deren 
Bogenelement durch die Formel 

d s' = E d x2 + 2 E d x d y + Gd y2 

gegeben wird, kann nirgends eine frei verfügbare Ecke aufweisen, 
solange E G - F2 von Null verschieden ist. Denn die Glei
chungen (1) würden erfordern 

E(dX) + F(d Y) = E(dX) + F (d Y) , ds _ ds _ ds + ds + 

F(dX) + G(d Y) = F(dX) + G (d Y) , ds _ ds _ ds + ds + 
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woraus bei der angegebenen Voraussetzung folgen würde 

(dX) _(dX) _ (dY) _(dY) _ 0 ds _ ds + - ds _ ds + - . 

Wohl aber kann eine Ecke auftreten, wenn verlangt wird, die 
Punkte 0 und 2 durch die kürzeste Linie zu verbinden, welche 
mit einer gegebenen Kurve einen nicht vorgeschriebenen Punkt 1 
gemein hat. Bezeichnet D den Zuwachs in bestimmter Richtung 
längs dieser Kurve, D s das Bogenelement, so muß die Größe 

der Gleichung (3) zufolge ihren Wert behalten, wenn man die 
Fußmarke - durch + ersetzt. Sind -, + die dem Fortgang 01 2 
entsprechenden Richtungen der geodätischen Kurven 01, 12, so 
ist jene Größe Ds cos(Ds, -); man erhält somit 

cos(Ds, -) = cos(Ds, +), 
wobei die hohlen Winkel gemeint sind. Die Richtungen -, + der 
geodätischen Linien liegen also symmetrisch zur Richtung der 
gegebenen Kurve, die bei den Bögen 01, 12 also auf derselben 
Seite dieser Kurve und bilden gleiche spitze Winkel mit ihr. 

III. Eine anschauliche Bedingung für das Auftreten von 
Extremen an gebrochenen Linien läßt sich nach Caratheodory 
angeben, wenn man die Kurve 

(5) F(x, y, x', y') = 1 

betrachtet, indem man x, y fest läßt und x', y' als laufende 
rechtwinklige Koordinaten auf der Kurve ansieht. Diese Kurve 
heißt die Indikatrix oder Eichlinie der Variationsaufgabe 

8 f F(x, y, x', y') dt = o. 
Eine Tangente derselben wird durch die Gleichung 

(~-x')F"" + ('I'} -y')Fy, = 0 

mit ~ und 'I'} als laufenden Koordinaten dargestellt; oder auch 
nach (5) 

(6) ~ F"" + 'I'} l!'y' = 1. 

Sind nun bei den Richtungen x~, y~ und x+' y+ die Erd
mannschen Bedingungen 

F;; = E~, F;, = Ft 
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erfüllt, und schneiden die in diesen Richtungen vom Koordinaten
ursprung aus gezogenen Geraden die Kurve (5) in den Punkten 
(x~, Yü) und (x;, yD, wobei 

x~ = (Xo x'--, Yo = (Xo y'-, xi = (Xl x+, yi = (Xl Y+, 
(Xo> 0, (Xl> ° 

gesetzt werden kann, so sind die Tangenten der Eichlinie in 
diesen Punkten 

; F;' + r; F;; = 1, ; Yl; + r; F~ = 1, 

also identisch; die Eichlinie hat eine Doppeltangente, deren Be
rührungspunkte vom Koordinatenursprung in den Richtungen -, 
+ liegen. 

Führt man in die Gleichung (5) Polarkoordinaten durch die 
Gleichungen 

x' = Q cosO, y' = Q sin 0 

ein, so ergibt sich wegen der Homogeneität 

1 
Q-- F (x, y, cos 0, sin 0) 

Will man also eine Variationsaufgabe herstellen, bei der die oben 
besprochene Erscheinung auftritt, so sei 

(7) Q = rp (x, y. cos 0, sin 0) 

die in Polarkoordinaten geschriebene Gleichung einer Kurve mit 
Doppeltangente, die dem Punkte (x, y) zugeordnet ist, rp positiv 
homogen in cos 0 und sin O. Dann setze man einfach 

(
X' F x, y, ... , 

yx'2 + y'2 
y' ) 

yx' 2 + y'2 

= [rp (x, y, V x' s ~ y' 2' V x' 2 ~ y' 2) r I 
oder auch 

F(x, y, x', y') = YX'2+y'2[<p(X, y, YX'2~Y'2' YX'2~Y'2)rl, 
und die gewünschte Aufgabe ist hergestellt: ihre Eichlinie ist 
die Kurve (7). 

IV. Die Eichlinie gibt auch eine geometrische Deutung der 
Größe cß. Sei (xi, y;) ein beliebiger Punkt der Eichlinie; sein 
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Abstand von der Tangente des Punktes (x', y') ist der Gleichung (6) 
zufolge 

x~ FIX' + yi Fy, -1 _ x{ F"" + y; Fy, - F(x, y, Xl, y{) 
YF:;' + F;, YF;, + F;, 

- ßi (x. y, x', y', Xl, yD 

VF;, + F,} 

oder auch, wenn x; = OG x{, Yr = OG yi, OG > 0 gesetzt wird, 

- & (x, y, x', y', Xr, Yr) 

OGVF;, + Fy~ 
Wenn daher die Tangente der Eichlinie im Punkte (x', y') 

der Kurve außerhalb ihres Berührungspunktes nicht wieder be
gegnet, behält ßi stets das Vorzeichen bei und verschwindet nur 
ordentlich; die durch den Punkt (x, y) oder P gehende Extre
male, auf die sich x' und y' beziehen, bietet also eine Strecke 
weit ein starkes Extrem dar; sie ist stark, wie wir sagen wollen; 
im entgegengesetzten Falle sprechen wir von einer schwachen 
Extremale. Hat also die Eichlinie, wie wir jetzt annehmen wollen, 
eine einzige in A und B berührende Doppeltangente und ist 0 
der Koordinatenursprung, so gehen schwache Extremalen vom 
Punkte P (x, y) nur in den Richtungen aus, die von 0 in den 
hohlen Winkel A 0 B hineingehen; in den erhabenen Winkel A 0 B 
gehen die Richtungen der starken Extremalen hinein. Im Punkte P 
ändert also eine durch ihn gehende Extremale die Eigenschaft 
des starken oder schwachen, oder sie bleibt beiderseits stark. 

§ 55. 

Gebundene Extreme an gebrochenen Linien. 

1. Es sei, wie im vierten Abschnitt, das Integral 

J - f Fdt 

bei vorgeschriebenem Wert des Integrals 

K = f Gdt 

zu einem Extrem zu machen. Längs einer durch den Punkt 1 
gehenden Extremale ([ sei in der Umgebung desselben y als 
reguläre Funktion von x darstellbar und die Größe 

Fy,y, +;., GY'!l = x'2H1 
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von Null verschieden; dann ist nach § 40 die Gesamtheit aller 
Extremalen in der Umgebung des Punktes 1 und der Kurve ~ 
in der Form 

Y = ~(x, a, b, ,1.) 

darstellbar und die Funktion ~ ist in der Umgebung des durch 
die Kurve ~ definierten Wertsystems (xu ao, bO, ,1.0) regulär. 
Speziell betrachten wir alle Extremalen, welche durch 1 und 
noch einen der Kurve ~ angehörigen Punkt 0 gehen, so daß die 
Gleichungen 

(1) Yt = ~(XI' a, b, ,1.), Yo = ~(xo, a, b, A) 

die Größen a und b als Funktionen von A definieren, sobald die 
Determinante 

"1]1"( Y bo ,1.0) _ I ~a (Xl' aO, bO, ,1.0), ~b (Xl' aO, bO, ,1.0) 
Xo, Xl' a" -I ~a(xo, aO, bO, AO), cI>b(Xo, aO, bO, ),0) 

von Null verschieden ist. Da man nun offenbar setzen kann 

~ (x, a, .b, A) = YI + a + b (x - Xl) + [x - XI]S, 

womit die erste Gleichung (1) auf a = 0 führt, so folgt 
~a(x, a, b, A) = 1 + [X-XI ]2, 

~b (x, a, b, ),) = X - Xl + [X - XI ]2; 

jene Determinante erhält also die Form 

o I 

Xo - Xl + [xo - XI]2 I 

und ist von Null verschieden, sobald die Größe I Xl - Xo I hin
reichend klein ist. Alsdann geben die Gleichungen (1) 

da db o = ~a (xH a, b, ),) dA + ~b (xtl a, b, A) d A. + ~). (xtl a, b, ),), 

da db o = ~a (xo, a, b, ),) d)' + ~b(Xo, a, b, A) d)' + ~).(xo, a, b, ),), 

außerdem hat man offenbar KOl als eine Funktion von), an
zusehen, für welche die Gleichung 

dKol _ oKOI da+ oKOI db oKOI 
~-ifadA ~d),+--ar 
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besteht, wenn die Teilableitungen in der Voraussetzung gebildet 
sind, daß Xo und Xl' nicht aber Yo und Yl festgehalten werden. 
Hieraus folgt 

oder 

0= 

Wa(Xo, a, b, ).), 
wa (xu a, b, ).), 

oKOl 

oa 

Wb (xo, a, b, ).), 
Wb (XH a, b, ).), 

oKOl 

~ 

W;.(XO' a, b, ).) 
«P;'(Xl> a, b, ).) 

oKOl _ dKol 
--u- tJ:r 

LI( ) _ o [W(xo, a, b, ).), w(xu a, b, ).), KOl] 

Xo, Xl - 0 (a, b, ).) 

- dKOl b - ~.1p'(Xo, Xl' a, ,).). 

Diese Größe verschwindet, wenn 0 und 1 kongugierte Punkte 
sind; sie ist nach § 45, VI. von Null verschieden, sobald der Ab
stand der Punkte 0 und 1 hinreichend klein ist, und 
(2) a = aO, b = bO, ). = ).0 

gesetzt wird. In der dort behandelten Aufgabe ist die isoperi
metrische als Sonderfall enthalten; auszuschließen ist nur der 
immer ausgeschlossene Ausnahmefall, daß die petrachteten Extre
malen schon Extremalen des Integrals K im Sinne des freien 
Extrems wären. Da nun die Größe 1p' endlich ist, so folgt 

(3) 
dK. ja=ao, b=bO, ;'=;'0 o ~ ~_O_l 

Z d)' 
Anderseits ist offenbar 
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die für jede Extremale geltende Gleichung 

-f d fp 1 ( d gp) _ 
I y - d x + I\. gll - d x - 0 

ergibt somit 

(4) 

und da wir A als von Null verschieden voraussetzen, ist auch die 
linke Seite dieser Gleichung von Null verschieden bei der An
nahme (2). 

Diese ganze Betrachtung werde für eine zweite Extremale ~l' 
auf welcher die Pnnkte 2 und 3 liegen, wiederholt; den zu dieser 
gehörigen Wert von A bezeichnen wir durch A~, setzen der Sym
metrie halber in den bisherigen Formeln A_ für A, und bezeichnen 
überhaupt durch die angehefteten Zeichen -, +, daß sich eine 
Größe auf die Kurve ~ oder ~1 beziehen soll; man erhält dann 
die Gleichungen 

;]23 (A+) = ~3 (A~) + (A+ - A~) (~73) _ 0 + [A+ - A~ ]2' 
+ J.+_J.+ 

K23(A+)=K23(A~)+(At--A~)(dd~23) _ 0 + [A+-)..~]2· 
1\.+ J.+-J.+ 

Jetzt werde angenommen, die Kurven ~ und ~l seien Teile 
eines irgendwie zusammengesetzten Linienzuges, welcher, ohne die 
gewöhnlich geforderten Stetigkeitseigenschaften zu haben, das 
Integral J bei vorgeschriebenem Werte von K zum Extrem macht. 
Dann variiere man so, daß man die Bögen 2 3 und 0 1 der 
Kurven ~l und ~ durch andere Extremalenbögen mit denselben 
Endpunkten ersetzt, für welche die bisherigen Bezeichnungen 
gelten mögen. Da das Integral K längs der variierten Linie 
denselben Wert haben soll, wie längs der ursprünglichen, so 
hat man 

K Ol (L) + K2S (A+) = KOl (A~) + K 23 (A~) = const. 
Bei den durch diese Gleichung gebundenen Werten A+, L soll 
die Größe 
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ein Extrem an der Stelle )._ = ).<!..., ).+ = ).~ erreichen; daraus 
folgt nach § 2 

dJOl dJ;s 
dL 

, d ).; 
0= 

dEol dE2S 

dL 
, 

d ).+ 

für L = ).~, A+ = ).?r. Hieraus folgt weiter nach (3) und (4), und 
den entsprechenden auf die Kurve 2 3 bezüglichen Beziehungen 

0= dEol dEn I )..<!... ).'t I ).0 =).0 
d L d)'+ 1 1 ' - +. 

Diese Gleichung drückt den einfachsten Fall des von Mayer 
aufgestellten Gesetzes von der Erhaltung der isoperimetrischen 
Konstante aus, welche nach dem erhaltenen Ergebnis für ~ und ~l 
denselben Wert ha't. 

Beispiel. Zwischen den Punkten 0 und 2 eine Linie ge
gebener Länge zu ziehen, welche durch den gegebenen Punkt 1 
geht und mit der geraden Strecke 0 2 eine größtmögliche Fläche 
umschließt. 

Hat die gesuchte Kurve zwischen 0 und 1, sowie zwischen 
1 und 2 keine Unstetigkeit, so müssen die Bögen 01 und 12 
Extremalen, also Kreise sein, auf Grund der Erwägungen, die in 
§ 54 das eutsprechende Resultat ergaben. Nach dem et'haltenen 
Satze besteht die gesuchte Linie notwendig aus zwei Kreisbögen 
o 1, 1 2 von gleichem Radius. Läßt man diesen variieren, so sieht 
man leicht, daß die Gesamtlänge der beiden Bögen innerhalb 
gewisser Grenzen jeden Wert annehmen kann. 

II. Die Extremalen ~ und ~1 mögen jetzt den Punkt 1 gemein 
haben; die Pnnkte 0 und 2 seien so nahe bei dem Punkte 1 ge
legen, daß die durch sie gehenden Extremalen jeden Teil eines der 
Bögen 01 und 12, der die Punkte 0 und 2 nicht enthält, 
als reguläres Feld umgeben; das ist nach § 45, VI. möglich, 
wenn BI längs der Bögen 01 und 12 nicht verschwindet (Fig.13). 
Stellt man die heiden Felder durch die Gleichungen 

x = ;_ (L, a_, L), y = 1/- (L, a_, L), 

x = ;+ (t+, a+, b+), y = 1/+ (t+, a+, b+) 

dar, so kann jeder von 1 hinreichend wenig verschiedene Punkt 
3 mit 0 und 2 durch Extremalen der Felder verbunden werden. 
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Sieht man den Punkt 3 als in der Nähe der Lage 1 veränderlich 
an, so erhält man 

(5) 

+ (~a Ga' + "1a Gy·}_ls 

nebst emer analogen Formel, in welcher a durch b ersetzt ist; 
wenn daher dem übergang vom Punkte 1 zu 3 und vom Bogen 
o 1 zu 0 3 die Zuwüchse 0 L, 0 a_, 0 b_ entsprechen, so ist 

o Ko 1 = G; 0 x + G;; 0 Y 11 + A_o a_ + B_o L, 

wobei gesetzt ist 

(6) ox = (~aoa + ~bob + ~tot)_, oy = ("1aoa+ "1bob + "1t llt)-, 
1 

~L = S[~a(G",- G~,) + "1a (GII - G~,}]_dL 
o 

und B_ aus A_ entsteht, indem man a durch b ersetzt. Analog 
ergibt sich 

o Ku = - G",. 0 x - Gy' 0 y + A+ 0 a+ + B+ 0 b+, - + + 11 

wobei die Größen 0 t+, 0 a+, 0 b+, A+, ... für die Extremale 1 2 
die entsprechende Bedeutung haben wie 0 L, ... für 0 1, so daß 

(7) OX = (gaoa+gbob+~tot)+, oy= ("1aoa+"1bob+"1tot)+. 

Soll nun J bei gegebenem Werte von K ein Extrem werden, 
so ist die aus den Extremalenbögen 03, 32 bestehende ge
brochene Linie eine erlaubte Variation der gebrochenen Linie 
012, wenn man die acht Größen 0 x, 0 y, 0 a+, 0 b+, ot+ so be-
stimmt, daß die Gleichung - - -

o K 01 + 0 K 12 = 0 

besteht, oder 

(8) 
o = (G; - Gt)ox + (G;; - Gt-) oy 1

1 

+ A_oa_ + B_oL + A+ oa+ + B+ ob+. 

Diese Gleichung in Verbindung mit den unter (6) und (7) an
geführten kann dazu dienen, fünf der acht Größen 0 durch die 
drei übrigen auszudrücken. Nimmt man für letztere z. B. 0 x, 
o y, 0 a+, 80 ist die Determinante der in den Größen 0 L, 0 a_, 
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(j L, (j t+, (j b+ linearen Glieder auf den rechten Seiten der be-
zeichneten fünf Gleichungen 

0 A_ B_ 0 B+ 

~I ~;; ~b 0 0 0 A_ B~ 

(9) 1]t 1]a 1]b 0 0 - ~t ~;; ~b (a (~, 1])] 
a(t, b) +. 

0 0 0 ~t ~t 1]1 1]a 1Jb 

0 0 0 1]t 1]t 

Addiert man in der ersten Determinante rechts die zweite und 
dritte Horizontalreihe, mit G; und G;; multipliziert, zur ersten, 
und bedenkt, daß die Ableitungen von ~ und 1] sich wie in den 
Gleichungen (6) auf den Punkt 1 beziehen, so zeigen die Glei
chungen (5), daß die Determinante den Wert 

a{Ko l' ~-, 1]-) 
a(L, a_, L) 

hat, d. h. der auf das Feld des Bogens 01 bezüglichen Größe LI_ 
gleich, also von Null verschieden ist. Da ferner auch der 
Bogen 12 mit einem Felde umgeben ist, für welches die Größe 

o(~+, 1]+, K21) 

o (t+, a+, b+) 

nicht verschwindet, so sind nach § 35 die Größen 

[0 (~, 1])] [0 (~, f/)] 
o(t,a) +' a(t,b) + 

nicht beide gleich Null; entweder also ist auch der zweite Faktor 
auf der rechten Seite der Gleichung (9) von Null verschieden, 
oder man erreicht dies, indem man a+ und b+ vertauscht. Man 
kann also stets fünf der Größen (j durch die drei übrigen, unter 
welchen (j x und (j y vorkommen, linear ausdrücken. 

Ersetzt man nun in den Ausdrücken A, B das Funktions
zeichen G durch F, so erhalte man W,~; die Gleichung der 
Extremalen liefert dann 

L A_ + W_ = L B_ + ~_ = A.+ A+ + W+ 
(10) = A.+ B+ + ~+ = 0, 

und nach Absatz I hat man für Ir und Irt 

A.+ = A._. 
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Dem in der Gleichung (8) entwickelten Ausdruck ~ Ko I + ~ K I 2 

entsprechend, erhält man ferner 

~~l +~~t = (F; -F;;) ~x + (F;; -F:') ~y 1
1 

+ ~L~a_ + ~_~L+ m:+~a+ + ~+~b+; 
vervielfacht man daher die Gleichung (8) mit 1 und addiert sie 
zu der letzten, so ergibt sich, da H = F + 1 G, nach (10) 

(11) ~.lol+~J;2 = (H;-H;;)~x+(H;;-H~)~y\1. 

Diese Größe muß, wenn das verlangte Extrem vorliegt, bei den 
Bedingungen (6), (7), (8) verschwinden für den Punkt 1. Je 
nachdem also der Punkt 1 frei beweglich oder an die Kurve 

hex, y) = 0 
gebunden ist, erhält man die Beziehungen 

H; - H;; = H;; - H~ = 0 
oder 

I H;-H~ h", 

Es gelten daher für einen Eckpunkt genau dieselben Beschrän
kungen wie nach § 54 im Falle des freien Extrems, wenn man F 
durch F + 1 Gersetzt. 

Beis pi e1. Bei der isoperimetrischen Aufgabe im engeren 
Sinne des Wortes setzt man 

H= yx' + 1 yx'2 + y'2, 
lx' ly' 

H",,=y+ , HII'= j 
Vx'~ + y'2 yx'2 + y'~ 

das Verschwinden der Größe (11) ergibt also 

(12) l(X'~x+y'~Y) = l('X'~x+y'~Y) . 
VX'2 + y'2 _ VX'2+y'2 + 

Da nun 1 von Null verschieden ist, so würde für eine frei ver
fügbare Ecke folgen 

( X' ) ( x' ) ( y' ) ( y' 
Yx'2+y'j _= yx"+y" +' Yx'2+y'2 _= YX'2+y I 2)+' 

d. h. die Richtungen der Extremalen 01 und 1 2 würden im 
Punkte 1 übereinstimmen, eine Unstetigkeit also nicht eintreten. 
Ist dagegen der Punkt 1 an eine Kurve ~ gebunden, deren Bogen
element und Richtung D s sei, und bezeichnen wir im Punkte 1 
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durch -, + die Richtungen der Extremalen 0 1 und 1 2 im 
Sinne 012, 80 ergibt die Gleichung (12) für die hohlen Winkel 

cos (D s, -) = cos (D s, +). 
Die Bögen 0 1 und 1 2 liegen daher wie in § 54, II. auf der
selben Seite der Kurve Sf und bilden mit deren Tangente gleiche, 
nach verschiedenen Seiten geöffnete spitze Winkel, d. h. sie liegen 
wie der einfallende und reflektierte Lichtstrahl. 

Soll z. B. vom gegebenen Punkte 5 aU8 nach e.nem nicht 
vorgeschriebenen Punkte 1 der Kurve Sf und wieder zum Punkte 5 
zurück eine geschlossene Linie von gegebener Länge gezogen 
werden, die eine möglichst große Fläche umfaßt, so muß sie aus 
zwei Kreisbögen von gleichem Radius bestehen, welche mit der 
Kurve ~ im angegebenen Sinne gleiche Winkel bilden. 

§ 56. 

Unstetige Aufgaben. 

Bisher wurde die gewöhnliche Form der Aufgabe des freien 
oder gebundenen Extrems beibehalten und nach Lösungen gefragt, 
die Unstetigkeiten aufwiesen. Es kann aber auch eine Unstetig
keit in der Aufgabe liegen, die von vornherein auf unstetige 
Lösungen hinweist. Solche Aufgaben haben wir bei Gelegenheit 
der Einführung des Begriffs der allgemeineren Transve'rsalität 
(§ 15, II., § 30, 1) zu behandeln gelernt, so daß hier nur noch 
ein systematischer überblick nachzuholen bleibt. 

1. Sei z. B. F (x, y, x', y') unstetig in der besonderen Weise, 
daß die Ebene durch eine Kurve Sf in die Gebiete g und ® zer
legt wird, für die die verschiedenen Funktionen iY (x, y, x', y') 
und F(x, y, x', y') maßgebend sind, so daß, wenn 0 ein Punkt 
des Gebiets g, 2 ein Punkt des Gebiets ® ist und 1 'der Kurve Sf 
angehört, das Extrem der Integralsumme 

1 2 

JiYex, y, x', y')dt+ fF(x, y, x', y')dt 
o 1 

gesucht wird zwischen den Punkten 0 und 2; daß die gesuchte 
Kurve im Punkte 1 gebrochen ist, wird man von vornherein er
warten. Ein Sonderfall dieser Aufgabe ist in § 22, 11. behandelt; 
durch die dortigen Betrachtungen findet man ohne weiteres für 
den Punkt 1, wenn 8 den Fortgang auf der Kurve Sf bedeutet, 

(iYz' - F",.) 8 x + (iYy' - Fy.) 8 y = 0, 
KneBer, Variationsrechnl:ng. 2. Aufi. 25 
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also wieder etwas Ähnliches wie die Erd man n sche Ecken
bedingung. 

H. Eine andere Art gewissermaßen unstetiger Aufgaben ver
langt, das Extrem eines Integrals der üblichen Form zu finden, 
wenn man teils längs einer gegebenen Kurve, etwa der Schranke 
eines Gebiets, teils längs einer gesuchten Kurve integriert. Auch 
diese Aufgaben sind schon im Anschluß an die allgemeinere 
Transversalität behandelt, z. B. als Stirnflächenaufgaben, wenn 
der kleinste Widerstand gesucht wurde (§ 10, 11., IU.). Ist Zo 
der Anfangswert des zum Extrem zu machenden Integrals im 
Punkte 0 auf der Schranke, so hat man für die an dieser Stelle 
die Schranke verlassende Extremale die Transversalitätsbedingung 

(1) -0$0 + Fa;' ox + F"oy = 0, 

wobei 0 auf die Schranke, x', y' auf die Extremale zu beziehen 
sind. Bei den Aufgaben, die wir jetzt ins Auge fassen, ist $0 das 
längs der Schranke genommene Integral 

also 
fFdt, 

o Zo = F (x, y, 0 x, 0 y) 

und die Bedingung (1) wird, wenn 1: ein Parameter längs der 
Schranke und demgemäß 

gesetzt wird, 
o x = X-r d 1:, 0 Y = Y-r d 1: 

-'F(x, y, Xn Y-r) + X-rFa;' + Y-rFy' = 0 
oder 

~ (x, y, x', y', Xn Y-r) = O. 

Hieraus erschließt man verschiedenes, je nach der Beschaffenheit 
der Größe @. Verschwindet sie nur ordentlich, so folgt, daß 
Schranke und Extremale sich berühren; kann sie auch in außer
ordentlicher Weise verschwinden, so können (§ 10, U.) auch andere 
geometrische Beziehungen zwischen der Schranke und der Extre
male zustande kommen. 

Die Schar der in dieser Beziehung zur Schranke stehenden 
Extremalen bildet ein Feld, auf das die Weierstraßsche Theorie 
(§ 15, 11.) anwendbar ist; haben die Extremalen eine Hülle" so 
muß man, um das gesuchte Extrem zu sichern, den Endpunkt 
der Extremale zwischen den Berührungspunkten mit Schranke 
und Hülle verbleiben lassen. 
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111. Ist bei der Schrankenaufgabe eine isoperimetrische Be-
dingung 

$0 + j G(x, y, x', y') dt = const. 

gegeben, und die Größe 

Uo + j F(x, y, x', y') dt 

zum Extrem zu machen, wobei $0 und U o die längs der Schranke 
genommenen Integrale 

jGdt, jFdt 

sind, so hat man in den Zeichen des § 27, wenn ° den Fortgang 
auf der Schranke und die Variation längs der Extremale bedeutet, 
die Bedingungsgleichung 

(2) - 0$0 + Gx'ox + Gy'oy+ f dt(Rox + Boy) = 0 

und das Extrem fordert 

(3) -ouo + Fx'ox + Fy.oy + f dt(Pox + Qoy) = 0; 
dabei ist 

0$0 = G(x, y, ox, oy), DUo = F(x, y, ox, oy). 
Längs der Extremalen bestehen nun die Gleichungen 

P+AR=O, Q+AB=O; 

also folgt, indem man die mit A vervielfachte Gleichung (2) zur 
Gleichung (3) addiert, 

H(x, y, 0 x, D y) - Hx' (x, y, x', y') 0 x - Hy. (x, y, x', y') 0 y = 0, 

H=F+J..,G, 
oder auch 

{J (x, y, x', y', ° x, oy) = 0 

mit der für die Funktion H gebildeten Größe ~. 
Die hieraus zu ziehenden Schlüsse sind dieselben WIe lD 

Absatz 11; weiter kommt man aber durch den Satz von der Er
haltung der isoperimetrischen Konstanten (§ 55, 1.), wenn mehrere 
Extremalenstücke an eine Schranke stoßen. 

Bei der isoperimetrischen Aufgabe im engeren Sinne kann 
die Größe ~ nach § 28, I. nur in ordentlicher Weise verschwinden; 
soll daher z. B. innerhalb eines ebenen Polygons eine geschlossene 
Linie von gegebener Länge und größtmöglichem Inhalt gezogen 
werden, und hat eine Kreislinie von der vorgeschriebenen Länge 
innerhalb des Polygons nicht Platz, so kann die gesuchte Linie 
nur aus Teilen der Polygonseiten und diese berührenden Kreis
bögen von gleichem Radius bestehen. 

25* 
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Bei der Kurve kürzesten Umrings auf einer beliebigen Fläche 
(§ 26, 11.) verschwindet die Größe ß5, solange V E G - F2 von Null 
verschieden bleibt, nur in ordentlicher Weise. Gilt dies für ein 
Gebiet, welches von regulären Kurvenstücken begrenzt ist, und 
soll innerhalb desselben eine geschlossene Linie gegebenen In
haltes und kleinstmöglicher Länge gezogen werden, so kann die
selbe nur aus Teilen der umschränkenden Kurvenstücke und 
Bögen festwertiger geodätischer Krümmung bestehen, welch letztere 
alle dieselbe Größe der geodätischen Krümmung aufweisen, und 
die Schranke, wo sie mit ihr zusammentreffen, berühren. Dieser 
Satz ist von Steiner aufgestellt worden. 



Anmerkungen. 

Das umfangreiche berichtende Schrifttum, an das viele Mathe
matiker in den letzten Jahrzehnten ihre Kräfte gewandt haben, 
bietet wenigstens den Nutzen, daß rein geschichtliche Zitate über
flüssig geworden sind. So sei denn verwiesen auf die der Varia
tionsrechnung gewidmeten Aufsätze in der Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften von Kneser (1904), Hahn und 
Zermelo (1904) und besonders auf die sehr vollständige Dar
stellung von Lecat in der französischen Ausgabe der Enzyklo
pädie (Il, 6, Leipzig 1916). Sehr nützlich sind ferner die biblio
graphischen Werke: 

Lecat, Bibliographie du calcul des variations 1850-1913. 
Gent und Paris 1913. 

Leca t, Bibliographie du calcul des variations depuis les 
origines jusqu'a 1850. Gent und Paris 1916. Mit Ergänzungen 
zu dem vorigen Werk. 

Wir berichten E:rgänzend über die bisher behandelten Bei
spiele und Anwendungen der im vorliegenden Werk entwickelten 
Theorien, und führen vorweg die wichtigeren systematischen Dar
stellungen der Variationsrechnung auf. 

Euler, Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive 
proprietate gaudentes. Genf und Lausanne 1744. 

Lindelöf, Le<jons 
Moigno. Paris 186l. 
Helsingfors. 

de calcul des variations. Mitarbeiter 
Gedruckt auf Kosten der Universität 

Sabinin, Kurs variacronnago iscislenija. Moskau 1893. 

Bolza, Lectures on the calculus of variations. Chicago 1904. 

Hancock, Lectures on the calculus of variations. Cincin-
nati 1904. 

Bolza, Vorlesungen über Variationsrechnung. Leipzig 1909. 
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Hadamard, Les:ons sur le ealeul des variations. Paris 1910. 
Tonelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni. 2 Bde. 

Bologna 1923, 1924. 
Die erste Auflage des vorliegenden Lehrbuchs erschien im 

Jahre 1900. 

1. Zu §§ 14 und 16. 

Konjugierte Punkte, Brennpunkte und Hüllen in Einzel

aufgaben des freien Extrems. 

(1) J aco bi, Dynamik, 6. Vorl., Werke Suppl.-Bd., S.46. 
(2) Jacobi, Nachlaß, über die Enveloppe der geodätischen 

Linien eines Rotationsellipsoids. Werke Bd.7, S.72. 
(3) Lindelöf, Calcul des variations, S. 212. Paris 186l. 
(4) v. Braunmühl, Über geodätische Linien auf Rotations

flachen und jene Einhüllenden derselben, welche von allen durch 
einen Punkt gehenden kürzesten Linien gebildet werden. Diss. 
München 1878. 

(5) v. Braunmühl, über Enveloppen geodätischer Linien. 
Mathem. Ann. Bd. 14, 1879. 

(6) v. Braunmühl, Geodätische Linien auf dreiaehsigen 
Flächen zweiter Ordnung. Mathem. Ann. Bd.20, 1882. 

(7) K 0 b er, Konj ugierte kinetische Brenn punkte. Diss. Bres
lau 1910. 

(8) Koschmieder, Anwendung der elliptischen Funktionen 
auf die Bestimmung konjugierter Punkte bei Problemen der Varia
tionsrechnung. Diss. Breslau 1913. 

(9) Fleischmann, Die geodätischen Linien auf Hotations
flächen. Diss. Breslau 1915. 

(10) C. Lindemann, Konjugierte Punkte bei Widerstands
aufgaben der Variationsrechnung. Diss. Breslau 1917. 

(Il) Kober, Beiträge zur Behandlung spezieller Variatiolls
probleme; Untersuchung konjugierter kinetischer Brennpunkte. 
Crelles Journ. Bd. 140. 

(12) Koschmieder, Konjugierte Punkte und Enveloppen bei 
speziellen Variationsproblemen. Crelles Journ. Bd. 147. 

(13) Koschmieder, über die Brachistochrone in der spe
ziellen Relativitätstheorie. Jahresbel'. d. deutsch. Mathem.-Verein. 
Bd. 33, 1924. 
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Nachdem J aco bi gleich bei der Bildung des Begriffs der 
konjugierten Punkte das schöne auf die Planetenbewegung be
zügliche Ergebnis (1) erhalten hatte, gab sehr viel später Lindelöf 
mit der nach ihm benannten Konstruktion (3) das nächste schöne 
Beispiel. 

Die geodätischen Linien auf Flächen zweiter Ordnung, mit 
denen sich auch Jacobi, wie der Nachlaß (2) zeigt, hinsichtlich der 
konjugierten Punkte beschäftigt hatte, wurden in dieser Richtung 
von v. Braunmühl eingehend bearbeitet, (4), (5), (6), einmal mit 
Benutzung hyperelliptischer Funktionen. Allgemeine und in vielen 
Einzelfällen durchgeführte Untersuchung der konjugierten Punkte 
geodätischer Linien auf sehr allgemeinen Drehflächen gibt Fl eis c h
mann (9); hier werden auch in vielen Fällen Hüllen bestimmt, 
bei denen der schon von Jacobi und v. Braunmühl bemerkte 
vierspitzige Typus eine Rolle spielt. 

Im mathematischen Seminar der Universität Breslau, dem 
auch die Dissertation von Fleischmann entstammt, sind im 
Laufe der letzten zwanzig Jahre Aufgaben der Variationsrechnung 
aufgesucht und bearbeitet, bei denen die Bestimmung konjugierter 
Punkte und extremaler Brennpunkte gelingt, und möglichst auch 
Hüllen der einfachsten Felder hergestellt werden können. Die 
Ergebnisse liegen teilweise handschriftlich in Prüfungsarbeiten 
vor, die im wissenschaftlichen Prüfungsamt aufbewahrt werden; 
in letzterem Falle sind im folgenden nur die Namen der Ver
fasser genannt. Sehr viele dieser Aufgaben schließen sich an 
das Eu 1 e r - J a c 0 bische Prinzip der kleinsten Wirkung an 
(§ 7, IV.). 

Dieses Prinzip kann in folgender Weise allgemein aus
gesprochen und bewiesen werden. In § 7, VII. ist hervorgehoben, 
daß im Hamiltonschen Prinzip 

(J) ~ j (T + U) d t = 0 

die Zeit t zugleich mit den Parametern q variiert. werden darf; 
wobei aber ~ qa und ~ t an den Enden der Integrationsstrecke 
verschwinden. 

Läßt man letztere Voraussetzung an der oberen Grenze für 
~ t fallen, so ergibt sich nach § 7, VII. mit F in der dortigen 
Bedeutung 

~ f (T + U) dt = ( T + U - ~ (ja : ~) ~ t = F t• ~ t, 
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da das in dieser Variation erscheinende Integral den Lagrange
sehen Gleichungen zufolge verschwindet. 

Wenn also 

(2) 

eine quadratische Form ist, folgt 

(3) JfeT+U)dt=-(T-U)Jt. 

Nun gilt bei der wirklichen Bewegung die Gleichung der 
lebendigen Kraft 

(4) T= U+h, T+ U= 2T-h, 
also nach (2) 

dt = rp (dqu dq2' ... ) t -fd 1frp(1, dq2ld ql' dqa/dqIl·'·). 
U + h ,- ql r U + h 

Die hiermit gegebenen Werte von dt und Jt denken wir in die 
Gleichung (3) eingesetzt, nehmen sodann die Größen d qcr. beliebig, 
nur an den Enden verschwindend, und erhalten so nach (1) und (3) 

8fC2T-h)dt=-h8t, 8fTdt-o, 8J(U+h)dt=O, 

oder nach (2) und (4) 

8JVU +h Vrp(dql' dq2' ... ) = O. 

Diese Gleichung, aus der die Zeit verschwundeu ist, gibt. das 
Euler-Jacobische Prinzip der kleinsten Wirkung. 

Hat man z. B. die Bewegung eines Punktes auf einer Fläche 
unter der Wirkung einer Kraft, deren Potential U ist, zu unter
suchen, und ist d (} das Bogenelement auf der Fläche, so gibt 
dieses Prinzip 

(5) 

,In der Ebene sei fortan immer d (} = d Sj ferner x, y, r, () recht
winklige und Polarkoordinatenj die oben bezeichneten Aufgaben 
lassen sich dann kurz und übersichtlich bezeichnen. 

Sei noch vorweg erwähnt, daß eine Aufgabe (5), wenn nach 
konjugierten Punkten gefragt wird, als Frage nach der dyna
mischen Stabilität nach Thomson-Tait (Natural philosophy, 
2. Auß., S. 346) und Frank (Monatsh. f. Mathem. u. Phys. Bd.20, 
S. 172) aufgefaßt werden kannj sind konjugierte Punkte vorhanden, 
ist die Bahn in gewissem Sinne stabil, sonst unstabil (siehe auch 
§ 18, Ir.). 
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A. Aufgaben der Form 

~ SV U + h d s = O. 

1. U = 1jr, Planetenbewegung, Jacobi (1); Koschmieder 
(12) bestimmt Brennpunkte einer Geraden und Hülle. 

2. U = y2, Lösung in elementaren Funktionen, Hülle be
stimmbar, Koschmieder (8). 

U = y', U = y6, U = l /r', Lösung in elliptischen Funk-
tionen. Koschmieder (8). 

3. U = + r2, U = + r", Kobersche Methode. Kober (7). 
4. U = y-2, Kober (11). 
5. U = y-\ Glatzel. 
6. U = + r- 3, Lösung in elliptischen Funktionen. Merget. 
B. Sonstige Aufgaben über dynamische Stabilität. 
1. Maße auf drehbarem Stabe gleitend, Lösung in elliptischen 

Funktionen, Koschmieder (8). 
2. Sphärisches Pendel. Pietsch. 
3. Ein Punkt auf der Erdoberfläche, die Kraft dem Quadrat 

des Abstandes von der Erdachse umgekehrt proportional, nord
wärts gerichtet. Darboux, Note XV in Despeyrous, Cours de 
mecanique H. Die Extremalen sphärische Kegelschnitte; die 
konjugierten Punkte sehr ähnlich wie nach J aco bi, A.1. zu be
stimmen; sie liegen mit einem Brennpunkt auf einem Großkreise. 
Krause. 

4. Die relativistische Keplerellipse nach So m me rf e 1 d, 
Atombau und Spektrallinien. Hippe. 

5. Anziehung eines Punktes nach zwei festen Zentren, 
N ewtonsches Kraftgesetz. Przewisinski. 

C. Verschiedene Aufgaben. 
1. Kurve kleinsten Trägheitsmoments 

~ f x 2ßs = O. 

Lösung in elliptischen Funktionen; Brennpunkt der Geraden. 
Hülle. Hansen. 

2. Brachistochrone, Kraft nach festem. Zentrum gerichtet, 
dem Abstand proportional. Nicolaus t. 

3. Gewöhnliche Brachistochrone mit zugelassenen Unstetig
keiten. Brennpunkte verschiedener Kurven. Krahl. 

4. Fläche kleinsten Widerstandes bei verschiedenen Wider
standsgesetzen. Lindemann (10), Kap. 1. 
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5. Relativistische Brachistochrone. Lösung mittels elliptischer 
Funktionen. Koschmieder (13). 

6. Aufgaben 

~ J (p2_ y2") dx = 0, p = dy/dx, ~ J (yl + l) ds = 0, 

erstere für n = 1 elementar, n = 2 mit elliptischen Funktionen. 
Aufgaben der dynamischen Stabilität, in denen ds durch YdxL dy2 
ersetzt wird. Koschmieder (9), (13). 

H. 
Konjugierte Punkte, Brennpunkte und Hüllen bei iso

perimetrischen Aufgaben, §§ 28, 31. 

(14) Howe, Die Rotationsflächen, welche bei vorgeschriebener 
Flächengröße ein möglichst großes oder kleines Volumen enthalten. 
Diss. Berlin 1887. 

(15) Hormann, Untersuchung über die Grenzen, zwischen 
denen die Unduloide und Nodoide, die von zwei festen Parallel
kreisen begrenzt sind, bei gegebenem Volumen ein Minimum der 
Oberfläche besitzen. Diss. Göttingen 1887. 

(16) Kneser, Beiträge zur Theorie und Anwendung der 
Variationsrechnung II. Mathem. Ann. Bd. 56. 

(17) Kneser, Konjugierte Punkte beim isoperimetrischen 
Problem. Jahresber. d. Schles. Ges. f. vaterländ. Kultur Bd.84, 
1906. 

(18) Born, Untersuchungen über die Stabilität der elastischen 
Linie in Ebene und Raum. Diss. Göttingen 1906. 

(19) G. W e y 1, Hinreichende Bedingungen des Extremums 
bei einer neuen Art von isoperimetrischen Problemen. Crelles 
Journ. Bd. 152. 

(20) Funk, über die Stabilität der eingespannten Elastika. 
Jahresber. d. deutsch. Mathem.-Verein. Bd.33, 1925 . 

. Die Auffindung fruchtbarer Beispiele ist hier schwieriger und 
seltener gelungen, als beim freien Extrem. Folgende der bisher 
erzielten Ergebnisse seien hervorgehoben. 

1. Die engere isoperimetrische Aufgabe 

~ f Y d x = 0, ~ J d s = ° 
mit Berücksichtigung veränderlicher Grenzen. Kneser (16), (17). 
Angewandt wird der Eulersche Kunstgriff (§ 7, V.), der sich im 
Grunde als Behandlung besonderer Felder im Sinne der isoperi
metrischen Aufgabe auffassen läßt. 
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2. Eine nichteuklidische Bogenlänge ist gegeben: 

8 J ydx = 0, 8 JV1-p2dx = 0, p = dy/dx. 

Hüllen und doppelte Evoluteneigenschaft, elementare Funktionen. 
Koschmieder (8). 

3. 8 J p2 d x = 0, 8 J y2 d x = 0. 

Elliptische Funktionen, Hüllen; Lindemannsche Methode (§ 28, 
111.). Koschmieder (8). 

4. 8 J y2 d x = 0, 8 S y d s = 0. 

Älteste, von Weierstraß angeregte Bestimmung konjugierter 
Punkte; elliptische Integrale. Die maßgebende Determinante er
scheint in der Form der Lindemannschen Methode. Howe (14); 
ähnlich gleichzeitig bei Hormann (15). 

5. Die Brachistochrone bei gegebener Länge, 

8 f:: = 0, 8 J d s = 0. 

Lindemann sche Methode. Nicolaust. 
6. Linie größten Trägheitsmoments bei gegebener Länge oder 

größter Drehkörper bei gegebener Länge des Meridians: 

8 J y2 d x = 0, 8 S d s = 0. 

Elliptische Funktionen, Hüllen. Koschmieder (8), (12). 

7. 8 S p2 d x = 0, 8 S y6 d x = 0. 

Einfache Anwendung elliptischer Funktionen, Hüllen. Ko
schmieder (12). 

8. Ebene Linie kleinsten Widerstands bei gegebenem Inhalt 
und verschiedenen Widerstandsgesetzen: 

8 S f(p)dx = 0, 8 f ydx = 0, p = dy/dx, 

besonders einfach, wenn f(p) = p2 gesetzt wird. Lindemann (10). 
Der extremale Brennpunkt einer Geraden. Schalla. 

Diese Art von Aufgaben stammen aus Euler, Scientia navalis. 
9. Ebene Linie kleinsten Widerstands bei gegebenem Inhalt 

ihrer Drehfläche: 
8 J f (p) d x = 0, 8 S y d s = 0. 

Lindemann (10). 
10. Die engere isoperimetrische Aufgabe 

8 S ydx = 0, 8 S ds = 0, 
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mit besonderer Berücksichtigung der Felder mit Bodenfläche und 
der entsprechenden besonderen Extremsaufgaben (§ 31, IH.). 
G. Weyl (19). 

Ähnliche Untersuchungen mit durchgehender Anwendung der 
J aco bi-Ramilton sehen Methode bei Otto. 

11. Die elastische Linie bei verschiedenen Endbedingungen 
(§ 26, IV.); Versuche der Diskussion mittels elliptischer Integrale 
bei Born (18); ein bestimmtes Ergebnis bei Funk (20). 

12. Stabilität der Kettenlinie auf dem Paraboloid in besonderen 
Fällen. Halfar. 

IH. Zu § 38 und § 45, V. 

Konjugierte Punkte bei Integralen, die höhere Ableitungen 
enthalten und Mayersohen Aufgaben. 

(13) Radon, Über das Minimum des Integrals 

J5(x, y, 0, ,,)ds. 

Sitzungsber. d. Wiener Akad., Mathem.-naturw. Klasse, Bd.119, 
Ha, 1910. 

(14) Blaschke, über affine Geometrie. Ber. d. Sächs. Ges. 
Mathem.-Phys. Bd. 58, 1916. 

(15) Verbeek, Ober die Kurven kürzester Affinlänge. Diss.
Auszug. Breslau 1924. 

1. Die Aufgaben ° f "n ds = 0 
geben nach Radon (13) konjugierte Punkte, deren Verbindungs
linie auf der Verbindungslinie der entsprechenden Krümmungs
mittelpunkte senkrecht steht. 

2. Die Elllersche Aufgabe 

0J"ds=O 

(§ 35, zweites Beispiel) wird von Böttgert in einem Dissertations
entwurf 1916 zur Aufstellung und Untersuchung von Feldern der 
verschiedenen Typen benutzt. Felder von Extremalen mit festem 
Anfangselement und Felder, deren Kurven von einer gegebenen 
einfachen Kurve unter gegebenem Winkel ausstrahlen, geben vor 
der Singularität keinen Brennpunkt, wohl aber Felder, die im 
x y O-Raum von einer Bodenfläche ausstrahlen, z. B. wenn diese 
eine Wendelfläche ist. Die ebenen Extremslen berühren jede 
einen Kreis einer konzentrischen Schar; die Basen aller Zykloiden 



Anmerkungen. 397 

gehen durch den Mittelpunkt der Schar; die Berührungspunkte 
sind Scheitel der Zykloiden. Eine logarithmische Spirale tritt 
als Hülle mit mehrfacher Evoluteneigenschaft auf. 

3. Die Kurve kürzester Affinlänge 

Ö S ,,113 d s = 0, 

die übrigens auch schon bei Euler begegnet, wird in ähnlicher 
Weise von Böttgert behandelt; die Ergebnisse in § 45, V. rühren 
von ihm her. Dieselbe Aufgabe behandelt Ver beek (15) als 
Mayersche Aufgabe; es werden Felder verschiedener Typen 
untersucht, die auch Hüllen ergeben. Eine der entsprechenden 
Extremsaufgaben ist folgende: Von einem gegebenen Punkte soll, 
in vorgeschriebener Richtung ausgehend, an eine Parabel eine 
Kurve herangezogen werden, die die Parabel in der Richtung 
ihrer Achse trifft und ein Minimum affiner Länge besitzt. Die 
gesuchte Kurve schneidet die Parabel in affinnormaler Richtung. 
Eine weitere Aufgabe: Von einem gegebenen Punkte in vor
geschriebener Richtung ausgehend eine Kurve zu ziehen, die ein 
beliebiges Individuum einer einfach unendlichen Kurvenschar be
rührt und ein Minimum der Affinlänge liefert. 

4. Die isoperimetrische Aufgabe 

Ö S ,,113 d s = 0, ö J Y d x = 0; 

die Extremalen sind die allgemeinsten Kegelschnitte der xy-Ebene. 
Konjugierte Punkte treten im einfachsten Falle nicht auf. 
Verb eek (15). 
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Study, Prof. Dr. E., Einleitun~ in die Theorie der Inva
rianteu linearer Transformationen auf" Grund der 
Vektorenrechnun~. 1. Teil. 268 S. 8°. (DieWissenscl/(/(t, 
Bd. 71.) J(, 8,50, geb. J(, 10,-

Weber, Prof. Dr. Heinrich, Lehrbuch der AI~ebra. Kleine Aus
gabe in einem Bande. X, 528 S. gr. 8°. 2. unveränderter Abdruck . 

• /6 14,50, geb. JI., 17,
Wertheim, Prof. Gustav, Anfangsgründe der Zahlenlehre. 

Mit den Bildnissen von Fermat, Lagrange, Euler und Gauß. XIII, 
427 S. gr. 8°. J(, 9,-



Sammlung Vieweg 
Tagesfragen aus den Gebieten der 
Naturwissenschaften und der Technik 

Neuere und neueste Hefte: 

Heft52. Or.-Ing. Max MoeIIer: Da& Ozon. Eine physikalisch-chemische Einzel-
darstellung. Mit 32 Textfiguren. M. 6,-. 

Heft53. Dr. V. Gei I e n: Mathematik und Baukunst al& Grundlagen abendländischer 
I<ultur. - Wiedergeburt der Mathematik IIU& dem Gei&te I<ant&. M. 3,-. 

Heft 54. Dr. H. He i n ric h Fra n c k: Die Verwertung von synthetischen Fett&äure
estern al& I<un&t&pei&efette in wirt&chaftlicher. physiologi&cher und 
technischer Beziehung. Mit 3 I\bbildungen. M. 3,25. 

Heft55. Or. 1\ I fred We gen e r: Die Entstehung der Mondkrater. Mit 91\bbildungen 
im Text und auf 3 Tafeln. M. 2,25. 

Heft56. N. B 0 h r: Drei Auf&ätze Ober Spektren und Atombau. 2. l\ufIage. Mit 
13 I\bbildungen. M. 5,-. 

Heft67. Or. Ha n sei 0 0 s: Der Mechani&mu& tlefvulkani&cher Vorginge. Mit 
24 Zeichnungen und einer Karte. M. 4,-. 

Heft58. Or. Wa It her Ger la c h: Die experImentellen Grundlagen der Quanten-
theorie. Mit 43 I\bbildungen. M. 6.-. 

Heft59. E. Stud y: Denken und Dar&tellung. Logik und Werte. Dingliches und 
Men&chliches In Mathematik und Naturwl&&en&chaften. M.2,-. 

Heft60. Or. techno Mi I a n Vi d m a r: Theorie der I<rei&elpumpe. Mit 39 I\bb. M. 4,75. 

Heft61. Reg.-Rat Or. W. Meissner: Entfernung&- und Höhenmessung in der Luft-
fahrt. Mit 66 I\bbildungen. M. 4,-. 

Heft62. Dr. Kar I Sie bel: Die Elektrizität in Metallen. M. 3,50. 

Heft63. Dr.-Ing. M. 00 Ich: Die rationelle Verwertung der niederwertlgen Braun-
kohlen. Mit 7 I\bbildunuen. M. 3,-. 

Heft64. Or./\. Goetz: Physik und Technik de& Hochvakuums. Mit 69 flbb. M.5,-. 
Heft65. E. S t u d y: Mathematik und PhysIk. Eine erkenntnistheoretische Untersuchung. 

M.I,50. 
Heft66.0r. Walter SchaIIreuter: Ober Schwingung&erschelnungen in Ent-

ladung&röhren. Mit 14l1bbildungen. M. 1,50. 

Heft67. Dr. E be rh a rd Buch wa 1 d: Das I<orrespondenzprinzlp. Mit 28flbb. M.5,50. 

Heft68. Or. Iwan 0 ö ry: Die SchOtte/erscheinungen e/ektri&cher Lokomotiven mit 
I<urbe/antrieb. Mit 12l1bbildungen. M. 1,50. 

Heft69. Dr.-lng. Frit~ Emde: Slnu&relief und TangensrelIef In der Elektrotechnik. 
Mit 18 Bildem. M. 4,50. 

Heft70. Laurenz Bock: Die I<onstitution der Ultramarine. Mit 3l1bbild. M.2,4O. 

Heft7l. Or. E. V. flngerer: Techni&che I<un&tgriffe bei phy&ikali&chen Unter-
&uchungen. Mit 11 I\bbildungen. M. 4,-. 

Heft72. Dr. Fritz Giese: Das au8erpersön/lche Unbewu8te. Theoretische Be· 
merkungen zum intuitIven Denken. M.3,50. 

Heft73. Dr.-Ing. Kafl Becker: Die Röntgen&trahfen als Hllf&mittel fOr die 
cheml&che For&chung. Mit 60 IIbbildungen. M.5,50. 

Heft 74. Dr. W. H. C re u tz f eid t: I<orro&ion&for&chung vom Standpunkte der Metall-
kunde. M.2,-. 

Heft75. Or.-Ing. Karl Becker und Fritz Ebert-Berlin-Steglitz: Metallröntgenröhren 
(Wirkung&wei&e, Anlage, Betrieb). Mit 34l1bbildungen. M.3,60. 

Heft76. Geh. Bergrat Or. Stavenh a gen- Berlin : Wauer&toff. Mit 39flbbild. M.5,-. 
Heft77. Dr. Hans fliterth um-Berlin-Halensee: Wolfram, Fortschritte In der Her-

&tellung und Anwendung in den letzten Jahren. M;4,50. 

Friedr. Vieweg & Sohn Akt. - Ges., Braunschweig 
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