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Erster Abschnitt.

Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung.

§ L.
Begriff der Variation.

In der Differentialrechnung fiihrt man, um das Verhalten
einer gegebenen Funktion f(z) zu untersuchen, an Stelle der Diffe-
renz f(x + dx)—f(x), in der dz einen beliebigen Zuwachs der
Unabhiingigen z bedeutet, einen abgekiirzten Ausdruck derselben,
df(x) = f'(x)d x, ein, dessen Verhalten fiir das Verhalten der
Differenz in gewissem Sinne mafligebend ist, und der vor jener
den Vorzug einfacher Rechenregeln voraus hat, nach denen ein
Algorithmus, eben die Differentialrechnung ausgebildet werden
kann. In der Variationsrechnung sieht man den Wert einer ver-
dnderlichen” Grofle nicht als bestimmt an durch den Wert einer
Unabhingigen, von der jene wie f(x) von x abhingt, sondern als
abhiingig von veréinderlichen Abh#ngigkeitsverhiltnissen; fiir den
Zuwachs, den eine Anderung dieser Verhiltnisse hervorruft, wird
ein dem Differential verwandter abgekiirzter Ausdruck ein-
gefiihrt, die Variation, die ebenfalls einfachen Rechenregeln unter-
worfen ist und zur Ausbildung eines Algorithmus, der Variations-
rechnung, Veranlassung gibt.

Sei z. B. ein ebener Bogen 12 gegeben, auf dem der Punkt 0
verinderlich ist, so daB zwischen seinen Koordinaten z, y ein
bestimmtes Abhingigkeitsverhéltnis besteht. Ersetzt man den
Bogen 12 durch einen benachbarten 1’2, auf dem der Punkt 0/
lduft, so wird beim Ubergang von 0 zu 0’ das Abhangigkeitsver-
hiltnis zwischen # und y gedndert, und man kann fragen: wie
dndert sich beim Ubergang von der Kurve 12 zur Kurve 1’2’ die
Kriimmung und Richtung im Punkte 0, die Lénge des Bogens 10
und des ganzen Bogens 12. Sollen alle diese Fragen bestimmt

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufi. 1



2 Begriff und Grundregeln. ; §1

sein, so ist nicht nur der Bogen 12 als Ganzes durch 1’2’ zu
ersetzen, sondern eine Regel zu geben, nach der jedem Punkte 0
ein bestimmter Punkt 0’ entspricht. Das kann z B. so geschehen,
dal der Bogen 12, wenn

y="r()
seine -Gleichung, x; und z, die Abszissen seiner Endpunkte sind,
auf der z-Strecke z,...z, durch die Kurve

y=r1@+0=
ersetzt, und dem Punkte 0 oder (z, y) der Punkt 0/ mit den
Koordinaten (z, y¥) zugeordnet wird. Dann ist z. B.

ay __dy | o
dr — dz + 60’ (2)
der neiie Wert, in den dy/dz beim Ubergang von 0 zu 0’ iiber-
geht, und die Bogenlinge 12 erhilt, wenn sie in 1’2’ iibergefiihrt
wird, den Zuwachs

G T Ay (e 1) Ay

[oe G - oy o

oL £

Aus der Form dieses Ausdrucks konnte man in jedem be-
sonderen Falle durch besondere Betrachtungen Schliisse ziehen,
z. B. dariiber, ob eine Zunahme oder Abnahme der Linge eintritt.
Um zu bequemer und allgemeiner Rechnung zu gelangen, be-
trachten wir kleine Anderungen des Zusammenhangs zwischen z
und y, die von einem Parameter abhingen, und setzen etwa
0 () = e (x), wobei der Parameter ¢ von z unabhéngig ist und,
wenn er klein wird, die ganze Anderung klein macht; setzen wir
¢ = 0, so kommen wir auf die urspriingliche Kurve 12 zuriick.
Unter diesen Annahmen werden die an der Kurve 1’2’ gebildeten
Grofen Funktionen von & und fiir den Zuwachs, z. B. der Ordi-
nate y beim Ubergang zu 7, bildet man nach dem Verfahren der
Differentialrechnung als abgekiirzten Ausdruck das Differential
Y=Y g —
—E—E—-ds = ¢ (z)de,

das wir 0y nennen wollen. Allgemein kann man bei irgend
einer GrioBe U, die beim Ubergang von 0 zu 0’ in U iibergeht,
zur Untersuchung ihres Verhaltens das Differential

o (U— U)d aU
0¢



§1 Begriff und Grundregeln. 3

mit dem Werte &8 =— 0 benutzen; dieses nennen wir eine Variation
der Grofe U und setzen

0T = 2=
E

Dabei kann auch allgemeiner als blsher 0(x) = ¥ (x, &) gesetzt
werden, wobei ¥ (z, 0) = 0 sei; man hat dann

oW—y _ov(x &) _ 0¥ (= ¢
M °o¢ o0& ' Oy = 0s
ferner

e=0

b

dy_dy, 0v@9 2 (di_dy)_ e
dx ox ' oeldx dzlT od&ox ’
also nach Deﬁnmon des Zeichens d

dy . : e=0
® (3e) = "seoa 4°

|

Nun ist allgemein, wenn z und & voneinander unabhingig sind,
Y (w, &) <Bw(x, s))
deox  dzx ds ’
und in dieser Gleichung kann & — 0 gesetzt werden; die Glei-
chungen (1) und (2) geben also

dy doy.
®) 6<%>— dx

Dabei ist zu bemerken, daB z beim Ubergang von 0 zu 0' un-
geiindert bleibt; daraus folgt
0@—ax)
0¢
Das Variationszeichen ist hier also mit dem der Ableitung
nach einer unvariierten Grofle vertauschbar.
Wir wollen ferner annehmen, dall die Punkte 1 und 1’ sowie
2 und 2' dieselbe Abszisse haben, also
By =2y, Zy= Xy Ox,=0xy — 0.

=0, 0z =0.

Dann sind die in der gewohnlichen Weise abgegrenzten Inhalte
der Kurven 12 und 1'2’

fyin, oz

1

also folgt

Lo

xg X2
a _ le=0 S
6Sydx_—_d£.%j(y—y)dx‘ _—_dej—a—a

R @y @y

1*



4 Begriff und Grundregeln. §1

oder nach (1)

Dabei kann y hier wie in der Formel (3) durch irgend eine
GroBe U, deren Wert durch den Gesamtverlauf der Kurve 12
bestimmt wird, ersetzt werden; geht sie in U iiber, wenn der
Bogen 1’2’ zugrunde gelegt wird, so ist

@9 5
E% U de—j de] =

L2
"de — aj Udaz,

Xy xq oy
o ,aU0 dU\|e=0 al
tos (=) =0
anderseits ist nach Definition
4) sy = 2U=U)e=r
- ¢ ’

und die Ableitungen nach 2 und ¢ sind vertauschbar, da « von ¢
nicht abhéngt; also folgt
’ ~ dU _dsU
(5) ajde_jade, 0o =00,
x Xy

Das Zeichen d ist also mit dem Zeichen der Integration
und der Ableitung nach einer unvariierten Verdnder-
lichen vertauschbar.

Allgemeiner sei die Variation als ein an einer bestimmten
Stelle gebildetes Differential nach Parametern &,, &, ... definiert,

die Formel (4) also ersetzt durch die allgemeinere:

o(U—-10)
oU = g e 0¢&,
dann zerfallen in den Formeln (5) die rechte wie die linke Seite
in Summanden, deren jeder sich auf eine der Grofen &, bezieht;
entsprechende Summanden rechts und links sind gleich, die
Gleichungen (5) bleiben also bei Bestand. Sind ferner U, 7, ...
beliebig viele durch den Verlauf der Kurve 12 bestimmte GriBen
und @ eine der Variation nicht unterworfene Funktion, so ist

& =8 =...=0

,ya=12 ...

(6) dd(U, V,..) = aU+ 6V+
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denn setzt man

0 0 Y
d5158—1+d528—;2+ e =0,

so ist nach Definition
S, V,..)=0[@,7V,..)—@U,7V,..)]*="%
yTU|=0=280, 0V|a=0=0V,.;
anderseits lehrt die Differentialrechnung
' 7TV — 2‘1—) 'y @ 'V .
doU, V,..)= aU& U+ 676 V4 -y
setzt man hier allgemein &, — 0, so folgt die Gleichung (6).
Sei z. B.
FU)y=1YV1+ Us U—@-——u’
d - 1 - dx g
dann findet man nach den Formeln (6) und (5)
syixyi= Y0¥ _ v ddy
ity {1+y2 de
und weiter findet man nach (5) die Variation der Bogenlinge

; y dody

J‘}/l +yrdz = ‘Vl i Az dz
@y

und mittels einer Teilintegration '

Lo

xg T2
T 7% Yoy |= d Y \q

(7 6.[V1+y2dx 1/1—1—?/“ ]—J.Syd—i<m>dx,

a1
wohl gemerkt, unter der Annahme 02, = d, = 0, d. h. daf die
verglichenen Bogen dieselben Endabszissen haben. Die Glei-
chung (7) gibt, wenn wir 0y als kleine den Ubergang vom
Bogen 12 zum Nachbarbogen kennzeichnende Gréle ansehen, eine
annihernde, aber gut bezeichnende Darstellung fiir den Zuwachs
der Bogenlinge in dhnlicher Weise, wie man die Differenz zweier
benachbarter Funktionswerte durch das Differential annéhernd
kennzeichnet.

In allgemeinster Weise kann das Variationszeichen d mit
seinen Rechenregeln wie folgt eingefiilhrt werden. - Im Gebiet
beliebig vieler Verdnderlicher z, y, ... sei eine Mannigfaltigkeit IN
dadurch gegeben, daf =z, y, ... Funktionen von Unabhéingigen
t, u, v, ... sind; letztere sind auf ein bestimmtes Gebiet T be-

oy
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schrinkt. Die Mannigfaltigkeit It sei eingebettet in eine Schar
von Mannigfaltigkeiten IR, die von unabhiingigen Parametern
&, &, ... abhéingen und alle demselben Gebiet ¥ entsprechen; sie
gehen in It iiber, wenn man &, — &, = ... == 0 setzt. Ein Teil
der Mannigfaltigkeit M, der sich einerseits auf eine Stelle, ander-
seits auf die ganze Mannigfaltigkeit zuriickfiithren kann, sei M,
und entspreche einem Teil ¥, des Gebietes ¥, womit dann auf
jeder Mannigfaltigkeit 9% ein entsprechender Teil %, definiert
ist. Sei dann U eine GriBe, die einen bestimmten Wert erhilt,
sobald ¥, und M gegeben sind; U sei der entsprechende Wert
mit T, und M gebildet, der offenbar von den Grofen &, &, ...
abhéngt. Dann setzen wir

07 =50 ae+ (50 aat -
wobei die Fullmarke O bedeute, dafi & — &, — --- = 0 gesetazt
wird.
Aus dieser Definition folgt zundchst die Gleichung (6) auf
Grund der dort durchgefiihrten Erwéi,gung, also die Formel

(A) dB(T, V,..) = ggj 6U+6V6V+

in der die Funktion @ von ¢, &, ... nicht abhéngt; die Grofen
U, V,... kbnnen jede mit einem entsprechenden besonderen Ge-
biet ¥, gebildet sein.

Sodann sei ¥, von den Parametern ¢, «/, ... abhingig; ist
¥, eine einzelne Stelle des Gebiets ¥, so kann auch ¢ =¢,
w' = u, ... angenommen werden. Die Parameter ¢/, «', ... seien
ebenfalls wie immer ¥,, fiir alle Mannigfaltigkeiten I gleich

gewihlt, also von den Parametern ¢ unabhingig. Wenn dann
oU ,, oU
alU= 7 at + T —du + -
gesetzt wird, so ist aus der- Differentialrechnung, da die Ab-
leitung d mit dem Zeichen

=d Sy + deg — -+ ---
5 &y
vertauscht werden kann, ers1chthch
dd'U= ddU;
also folgt, wenn man & — ¢, = ... = 0 setat,
(B) ddU=14904dU,
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wobei sich das Differentialzeichen d, wir wiederholen es, auf un-
variierte Unabhiingige bezieht.

Endlich werde U iiber das Gebiet ¥’ nach ¢, «/, ... integriert;
dann gibt die Regel fiir die Vertauschung von Differentialen mit
dem Zeichen der bestimmten Integration

(©) 6fUdtdu-..=jaUdtdu...,
g 3!

und auch hier ist das Integrationsgebiet unvariiert.

Auf den Formeln (A), (B), (C) beruht der Algorithmus der
Variationsrechnung, der im Grunde in dem der Differential- und
Integralrechnung enthalten ist. Aber es ist ein Unterschied in
der Anwendung zu beachten. In der Differentialrechnung ist das
Differential, das man sucht, durch die gestellte Aufgabe bestimmt.
In der Variationsrechnung handelt es sich zunichst darum, Va-
riationen gewissen Forderungen gemif zu konstruieren; die Funk-
tionen der Parameter & die in unseren Definitionen auftreten,
sind meist in weitem Umfange willkiirlich, und man sucht die
Variation zusammengesetzter Ausdriicke auf die Variation ein-
facher zurtickzufiihren.

Der Hauptzweck der Variationsrechnung besteht in der
Losung von Aufgaben des Extrems, des GriSten und Kleinsten
von Grofen, die so wie U definiert sind, z. B. der Bogenlinge,
wenn man die kiirzeste Linie sucht. Man bettet dann die ge-
suchte, gefunden gedachte Kurve oder Mannigfaltigkeit in eine
Schar von Parametern ¢ abhingender Nachbarkurven oder Nachbar-
mannigfaltigkeiten ein, auf die die Variationsrechnung an-
gewandt werden kann, und erhilt dann als notwendige Be-
dingung des Extrems, dal die Variation 0 U= 0 zu setzen ist;
sie ist ja ein Differential nach den GroBen & das an der Stelle
& = & == --- == 0 notwendig verschwindet, wenn hier ein Extrem
der Grolle U gegeniiber den GroBen U erreicht werden soll.
Wenn aber die Extremsaufgaben in der Differentialrechnung nur
die niichstliegenden Beispiele fiir die Anwendung bieten, haben
sie in der Variationsrechnung beherrschende Wichtigkeit, so
dafl das klassische Werk von Euler iiber Variationsrechnung,
in dem der Algorithmus allerdings noch nicht vorkommt, aber
die Aufgaben behandelt werden, die noch heute den Hauptgegen-
stand der Variationsrechnung bilden, den Titel trigt: Methode, die
Kurven mit Extremseigenschaften zu finden, Methodus inveniendi
lineas curvas maximi minimive proprietatibus gaudentes, 1744.
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§ 2.
Einfachste besondere Variationen.

Wir beginnen mit der Variation von durch ebene Kurven
bestimmten Grofen. Eine ebene Kurve € stellen wir meist in
der Form

(1) r=9), y=1v(
dar, wobei x und y rechtwinklige Koordinaten sind. Punkte auf
ihnen bezeichnen wir im allgemeinen durch Ziffern 0, 1, ..., und

die zugehorigen Werte von Koordinaten und Parametern tragen
die betreffende Ziffer als Fullmarke, so dafl z. B. der Bogen 01
die Endpunkte (z,, 4,) und (,, y,) hat, die den Parameterwerten
t, und ¢, entsprechen. Auch in Substitutions- und Integralzeichen
benutzen wir die Ziffern, so daf z. B.

i 1

eOi=9t)—ot), [et)dt=[zdt

to 0
gesetzt wird; numerische Werte der Integrationsgrenzen kommen
in der allgemeinen Theorie nicht vor

Stetige Funktionen von einer oder mehreren Unabhéingigen

wie @ (¢), ¥ (f), nennen wir an einer Stelle regulir, wenn sie in
einer gewissen Umgebung derselben stetige erste Ableitungen
besitzen; den Bogen 01 auf der Kurve € oder (1) nennen wir
regulir, wenn ¢ (f) und @ (¢) auf der Strecke ¢, ... %, regulir
sind und die Ableitungen ¢'(¢!) und ®'(¢) auf. ihr nicht zugleich
verschwinden, so dafl immer

P+ ¢ (1) > 0.
I. Die Kurve € betten wir nun in eine zur Bildung von
Variationen geeignete Schar von Kurven ein, indem wir

c=9@O)+00e), y=v@)+ide)

setzen, wobei 6 (f, 0) = 4 (f, 0) = 0 ist und die Funktionen 6
und 4 regulir sind, wenn # die Strecke ¢, ... ¢, durchlduft und |¢|
unter einer gewissen Schranke liegt.

Z. B. wird man in vielen Fillen

O, &) ==¢c0(), A &) = el(t)
setzen konnen; ist dabei
@) = 0() = A(,) = A(t;)) = 0,
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go haben die variierten Kurven mit € die festen Endpunkte 0
und 1 gemein, und es ist
0t=0, dx=~0()ds, 0y =4i(t)dg,
0xy =02, = 0y, =0y, = 0.
Ableitungen nach ¢ bezeichnen wir stets durch Akzente; auf

einer Strecke, auf der z' 7= 0, setzen wir p = y'/z’ und finden
nach der Formel (A) des § 1 sofort

p—o (L) =20y —yoa
(2) dp =29 <x> = o )
nach (B)
, _dix , __doy,
00’ =gy» O ="gp;
die Formel (2) kann man schreiben
. ddy ddx
(3) op = dz P dz
indem man z als Unabhiingige durch Auflésung der Gleichung
z—@lt) =0

nach ¢ als Funktion von z einfiihrt. Wir benutzen hier wie noch
hiufig den Satz von der Existenz der impliziten Funktionen:

Ist die Funktion F'(z, y, 2, ...) in der Umgebung der Stelle
X = %y, Y = Y, ... reguldr, und ist an dieser Stelle

or
F =0, rY) F+ 0, Fo(®o Yor--) F 0, F(zoy Yoy -.) = 0,

so gibt es eine an der Stelle y = yo, 2 = 2, ... regulare Funktion
@(y, 2, ...), die fir alle hinreichend kleinen Werte von |y — y,!,
|e — &), ... die Gleichung

F(p,9y,2,...) =0
erfiillt; alle Wertsysteme z, y, ..., die den Wert F{z, y,...) = 0
liefern, und in denen |z — z,|, |y — ¥/, ... eine gewisse Schranke
nicht iibersteigen, erfiillen dann die Gleichung
=@y 2...)
Hier wie auch fernerhin bezeichnen wir Teilableitungen nach
dem Muster der Gleichung '
ol (%, 4y #...)
oz
Wenn die Funktionen F, (y, y ... Tuzr)y, a =1, 2,... 1,
an der Stelle z, = a2, ... Z, 41 = 24 +s regulir sind und ver-

=F, (z,9,2...)
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schwinden; wenn ferner an dieser Stelle die Funktionaldeter-
minante

o, Fy ... F,)

0(Zyy gy .- Xy)

von Null verschieden ist, so gibt es #» an der Stelle z, 41 = x5 1,
oo Xnyx = Xh 45 regulire Funktionen ¢, (%n41, ... Zoyz), die in
einer gewissen Umgebung dieser Stelle die Gleichungen
Fa(‘ply Pay eve Py Ty --- xn+k) =0
erfiillen; alle Wertsysteme, fiir die die Gleichungen
Fo(xy, gy oo p4) = 0
bestehen und die Grofen |x,— 28|, b =1, 2, ..., n -k gesetzt,

unter gewissen Schranken liegen, erfiilllen dann auch die
Gleichungen

Ze = Qoa(Zut1y oo Tuti)

Haben wir hiernach z an Stelle von ¢ als Unabhingige ein-
gefiihrt, so konnen der Gleichung (3) entsprechend, wenn auch p
in ¢ reguldr ist und

ap _p _
dz @ 1
gesetzt wird, die Gleichungen
., __ddp __ddp dozx
=" =" g

angesetzt werden usf.
I. Von besonderer Wichtigkeit ist die Variation von Inte-
gralen der Form

4 1
Jor = [F (@, y, @, y)dt = [ F(z,y, @, y) dt,
ty 0

in denen die Funktion 7 an allen auf dem Bogen € vorkommenden
Stellen z, y, «', y' reguldr ist; Beispiele dafiir bieten das Léngen-
und das Inhaltsintegral

dex2+dy2 = j'Vx’H—y’ﬁdt, j‘ydx :ij'dt.

Diese beiden haben eine Eigenschaft, die bei den meisten wich-
tigen Integralen J vorausgesetzt werden muf}: sie sind von der
Wahl des Parameters ¢ unabhingig.
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Um einzusehen, wann dies allgemein zutrifft, gehen wir da-
von aus, daBl, wenn 7 eine neue Integrationsveriinderliche ist, aus
der Gleichung

11 T

, dx dy:
J.F(xa y, o'y y)dit :jF(xv Y dz’ E%)dt
ty Ty

durch Ableitung folgt

., dxz dy\dr
F(xa Y, 7, ?/) = F(xa Y, %’%)W’
dabei ist
dwdv _
dr dt
oder, wenn
dr 1
dt o
gesetzt wird,
(4) OCF(.’/U, Y, x'7 ?/') — F(Z’ Yy “x'a “.1/)'

Wenn die GroBen ¢ und = zugleich wachsen, ist o positiv; wir
wollen uns auf diesen Fall beschriinken und nennen die Funktion I,
wenn die Gleichung (4) gilt, positiv homogen in den Unab-
hingigen #’ und ¢. Ein Fall, in welchem « nicht negativ sein
darf, liegt z. B. vor, wenn wir mit positiver Quadratwurzel

F(z, y, o' y) = ‘/xlﬁ + ¥
setzen; bei negativen o h#tte man die Gleichﬁng
F(x,y, a2, ay) = —aF(z, vy, 2, y)

Wenn F(x, y, 2, y') nur positiv homogen vorausgesetzt wird,
liegt die Anschauung zugrunde, dafl F' durch die Richtung (', '),
d. h. die Richtung der Tangente der Kurve € im Sinne wach-
sender ¢ bestimmt ist, und zwar bis auf einen positiven Faktor.
Man schlieft aus der Gleichung (4) auch bei Beschrinkung auf
positive Werte o durch Ableitung nach «, 2’ und y'

.F(:C, Y ' ?/) =o' Fy + ?/'Fy'i
(5) Fo(z, y, 2'y) = Fu(z, y, oz, ay),

Ey(a, y, 2,y) = Ey(@, y, a2, ay).
Die Ableitungen F, — 9Fj/ox' und F, = 0F/oy sind also
positiv homogen von der Stufe Null, F' selbst von der ersten Stufe
beziiglich der Unabhéngigen «, ¥
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Differenziert man die Gleichungen (5) nach «, indem man die
ersten Ableitungen von F als regulér, d. h. die zweiten Ableitungen
als stetig voraussetzt, und setzt dann « = 4 1, so ergibt sich

0 =o' Fouy + Y Fary,
0="2'Fyu + y Fyy;
es gibt also eine Griofe Iy — F| (=, y, < o), die die Gleichungen
Fow Fx’u' ___Fy’y’

(6) Fl = ?/’2 _ xlyl = T2

erfiillt und in den betrachteten Wertsystemen (z, y, ', ') stetig
ist, da 2’ und ¢’ nicht zugleich verschwinden. Sie ist regulir,
wenn auch die dritten Ableitungen von F stetig sind.

Ebenso ergibt sich, wenn man in den Gleichungen (5) nach
z und y ableitet, dal F,, F,y, Fy., Fy,, positiv homogene
Funktionen erster Stufe von 2’ und ¢ sind, die Gleichungen wie
) Fo =0 Fow + y Fyy usw.
erfiillen.

Der Fall der vollen Homogeneitit, d. h. daf in der Gleichung (4)
auch negative Werte von o zulissig sind, tritt bei rationalen
Funktionen ein, z. B. beim Inhaltsintegral, bei dem F = yz' zu
setzen ist.

Im Falle positiver Homogeneitit kann man setzen

ty 1
In = | F(z,y, o, y)dt = | F(x, 9, d=, dy),
ty 0

wobei nun dz und dy die in der Integrationsrichtung gebildeten
Differentiale nach einem beliebigen, von 0 nach 1 hin wachsenden
Parameter bedeuten; das Integral erhilt so eine von der Wahl
des Parameters unabhingige, invariante Gestalt.

III. Beim Rechnen in Sonderfillen ist es bisweilen zweck-
mi#fig, dem Integral J eine nicht homogene Form zu geben, in der
z als Integrationsverinderliche erscheint.

Setzt man bei der Annahme 2’/ > 0 etwa

!
FayLp)=[@ynp) p=25%, de=ddt
so ist nach (4)
F(z,y, o y)dt = f(z, y, p)dz,
F(.’L‘, Y, @' y) = f(xa Y, p) &
Differenziert man nach z' und ¢/, so folgt
(6) Fx’:f_l’fp~ Fy = f,;
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ferner ist offenbar, soweit x# in der Integrationsrichtung wichst,
(M ~[F(a&, y, ', y)dt = jf(x, ¥, p) dx.
Wo 2! <C 0 ist, setzt man
F(xa Yy —1, —p) = /T(xa Y P), dx = x'dt
und findet dann

F(@, 9, o, y) = —a[ (@ y,p)
[Fat = —[f (@, y pds,
wobei in der Richtung abnehmender z integriert wird. Im Falle
der vollen Homogeneitit ist f — — f; im Falle des Léngen-

integrals hat man F (2,9, — &', —y) = F (z,y, 2, y), also f =T,
und die nicht homogene Form des Integranden ist verschieden, je
nach dem Vorzeichen der Grife dx oder z'.

IV. Die zunsichst wichtige Aufgabe besteht in der Variation
des Integrals

1
gy, = J'F(x, y, o'y y') dt,
0

in dem F in #' und y' positiv homogen erster Stufe und mit
den ersten und zweiten Ableitungen nach allen vier Unabhéngigen
lings des reguliren Bogens € regulir sei; auf diesem seien auch
@' und ¢ regulir, ” und y” also stetig. L&bt man den Para-
meter ¢ unvariiert, setzt also 8¢ — 0, so geben die Formeln (A),
(B), (C) sofort

1
8Jy, = [(Fodz + Fydy + Foda' + Fypoy)di,
0

und da nach eben jenen Formeln 02’ = ddwx/di, dy = ddy/di
zu setzen ist, kann man schreiben
1

ddzx ad
8o, Zj (Fﬁx + Fyoy + Fo —p- + Fy Tt”) dt.

0
Da nun bei den geltenden Voraussetzungen die Grofe

ar, , , ,
(8) -—dT:Fxrz ol -{—leyy'—{—Fx:xrx”—{—Fx;y,y'

gebildet werden kann und in ¢ stetig ist, so gibt eine Teilintegration

1
©) SJ“:-.leﬁx-{-Ey,o‘y%l +j{(Fx—d£“'>6x
0 S

0

+<F,, — dﬁ”')&y}dt.
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Wir setzen und finden nach (8)
P=F,—Fy= (Fay — Fyx’) y+yF (x'y" — 2"y,

oder, wenn
T — Fzy"" - + F (xl /" x”y’)
gesetzt wird,

(10) P=F,—F,=yT,
ebenso ergibt sich
(11) Q=F,—Fy = — 21T,

und die Gleichung (9) wird
1

(12) 0Jy, = Fuda + Fydy|, + j(Pax + Qoy)dt
0

1
= Fpdw + Fydy| + [Ty oz —a'dy)dt;
0

die Gleichungen (10) und (11) geben die Identitét
(18) P4y Q=0
Als Beispiel betrachten wir das Bogenintegral
T (Ve v T e
= s’
mit stets positiver Quadratwurzel gebildet, und finden
xl yl

R
0y = 20T T YOy 0 Jdt{m( >+ u<y'>'}

Fy =

Yo'z 4+ g

AN I\!

o) =)
Nun ist offenbar

! 0!

Vx 2 |y s s 9
also ist 7= 1/¢ die Kriimmung mit positivem oder negativem
Vorzeichen, je nachdem in einem Kurvenpunkte die Richtung
nach dem Kriimmungsmittelpunkt gegen die Richtung wachsender
? um 90° im positiven oder negativen Sinne gedreht ist; positiv
ist der Drehsinn, in welchem die positive z-Achse um 90° gedreht
in die positive y-Achse iibergeht. Die Formel (12) gibt jetzt

1
Z0x "oyl dat ,
8y = TRETERY 4 [0z —way)
0
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Man variiere z. B. mit festen Endpunkten, so da dz und dy
an den Stellen 0 und 1 verschwinden; die Formel

1
0Jy; = j%(g’&x——x’&y)

zeigt dann, daf die Variation der Linge immer positiv ist, wenn
o lings des Bogens € positiv und der Vektor (z', y') gegen den
Variationsvektor (0, 0y) oder § iiberall im positiven Sinne um
weniger als 1800 gedreht ist. Zeigt der Vektor 0 immer nach
einer Seite der Kurve € und ist kein Wendepunkt vorhanden, so
hat die Variation der Bogenlinge ein festes Vorzeichen, und zwar
das positive, wenn der Vektor 0 nach der konvexen Seite weist,
entgegen der Richtung nach dem Kriimmungsmittelpunkte hin.

Ist € eine Gerade, so sind z'/s’ und y'/s' Festwerte, und man
erhilt, wenn ¢ die Richtung wachsender ¢ bedeutet,

' ' l1
0y, = ZOT Yy

p = Va2 + dyrcos(t,0) 1,
0

i0
womit eine Formel fiir die infinitesimale Liéngenéinderung einer
geraden Strecke erhalten ist.

V. Eine Verallgemeinerung liegt nahe. Hat man im Gebiet
beliebig vieler Verdnderlicher z, 4, #,... eine einfache Mannig-
faltigkeit €, auf der ¢ der unabhéngige Parameter, z, y, ... sowie
2,y ... aber regulire Funktionen von ¢ sind, und ist F(z, y,
2, ... 2y, 2, ...) eine mit den ersten Ableitungen regulire Funk-
tion in den auf der Mannigfaltigkeit € erreichten Wertsystemen
Zy Yy oeey 'y Yy ..., s0 findet man auf Grund der Formeln (A),
(B), (C), indem man ¢ unvariiert 1aft,

1 1

6le(x, Yy 2y o Ty, 2y ) = J’(anx—}—Fzr %@—}—-u)dt
0

0
1

= Fodz + |, + [at{Péz + Qdy + Rz + -},
0
wobei gesetzt ist

P—=F,—Fy Q=F,—~Fy, R=F,—Fy ..

Ist nun weiter I’ positiv homogen erster Stufe in z, ¢/, ¢/, ...
also bei positiven Werten von o

Fz,y, 2 ..., 02, a9y, ..) =uF(z,y,... 2,9, &, ...),
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so gibt die Ableitung nach o
F=aFy+yFy+dF+ -
und die Ableitung dieser Gleichung nach ¢ gibt
F=2"Fpy+ ---+2Fp +--,
=ao'F, + - +2"Fy+ .-,
wobei den hingeschriebenen gleichgeformte Glieder in y, 2, ...
beizufiigen sind; man findet also die Identitdt
& (Fe— Fi) + of (Fy— Fyp) + - =

Po' 4 Qy + B 4o =

Die Gleichungen (8) und die Rechnungen mit 7 sind auf den Fall
der Kurve € in der zy-Ebene beschrinkt.

VI. Fiihren wir die nicht homogene Form des Integrals J ein,

so ergibt sich nach (6)

Q—x( N

oder

o0y, = 6_[f(x, y, p)dz = ajf(x, y, p)a' dt,

= (f—pf)dz+ fpay[ j(fy f‘”) Oy—poz)da.

Hier erscheint ein Integral nach z, und z wird variiert; bei der
Bildung der Variation ist aber, um sicher zu gehen, immer erst z
und y durch die unvariierte Grofle ¢ ausgedriickt zu denken.
Haben wir allgemeiner ein Integral
[ @ vy o @y 93, )
zu variieren, so setzen wir, um nicht homogen zu rechnen,
Ya

?7 F = f(xa Y1y <« P1s P ...).’L",

Db =
und ﬁnden

0
= = fyy Fe=f—nfa—tifm—
[1

1
a_ff(x, Yis Yay -+« P15 Pay -:-)dx = {f6x + Zﬁ’u (ay‘t—pnax) lo

+j‘dx§“:(fya fp“)(&yl .82
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VII. Unter diese Formeln fillt im besonderen der Fall, daBl
der Integrand F' Parameter enthélt, die von ¢ unabh#ngig, aber
verfiigbar sind; ist z. B. y, = a ein solcher und y, = y, so ist
lings der Mannigfaltigkeit € iiberall y, — O zu setzen und auch
lings der variierten Kurven g, = 0, dy,/dt = 0 zu setzen. So
findet man z B.

1
O F(z,y, oy, a)dt = Fuda + Fy 0y K
0

+ fdt{Faﬁa + Poz +Q0yl;

der Summand
1

o

0
tritt zu dem friiheren Ausdruck der Variation hinzu.

§ 3.
Bildung von Variationen geforderter Art.

I. Es kann sein, daB die zu variierende Mannigfaltigkeit €
schon einer Schar von solchen von vornherein eingebettet ist, und
es ist dann unter Umstinden von Belang zu wissen, ob der
Ubergang von € zu den Nachbarmannigfaltigkeiten als Variation
im Sinne des § 1 aufzufassen und der Algorithmus des Zeichens &
anzuwenden ist.

Sei durch Gleichungen wie

z2=£E(@ab, .., y=1n(ab..)...
eine Kurvenschar definiert; auf jeder von diesen Kurven werde
einer z-Strecke 7, ... 7, entsprechend ein Bogen @' abgegrenzt, so
daB 7z, und 7; Funktionen der Parameter a, b, ... sind, etwa

% =¢(@bd..), 7=1v(b,..)

Eine besondere Kurve sei

x=E(t ao, by -.), ¥y = (1 ao, by, ...)
und an der Stelle a = a, b = bo, ... 86 T =1, 7o = to, T, = Uy}
der auf dieser Kurve abgegrenzte Bogen sei der zu variierende
und heifie €. Alle eingefiihrten Funktionen seien an den zu

betrachtenden Stellen regulir.
Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 2
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Setzen wir dann allgemein die Gleichung

t—1t, t, 1
170 _— {0) to. 1 — 0
Ti—ty f, 1

an, 8o wird zwischen ¢ und dem auf irgend einem Bogen €’ wal-
tenden Parameter r eine solche Beziehung hergestellt, da8, wenn
t =1, oder ¢ = ¢, ist, entsprechend 7 = v, und © = v, wird;
die Bogen € und €' sind umkehrbar eindeutig aufeinander be-
zogen; man hat etwa
t=1(ab..)

Man kann daher schreiben
E(r,a,b,..)=2(a,0,...), 9@, a,b..)=H({Eabd..),..

zr=2Z(a..), y=HG¢a...) ...
und wenn man ¢ —a, = &, O — by = &, ... setzt, kann man das
Variationszeichen 0 nach § 1 definieren und erhilt

65_5 e=0 _ _
6x:za—£—d8a :;a(t,ao,...)da+;b(t,ao,...)db—}—-~-,
Qa
— e=0
o0y = g—fdea = H.(l, ap, --.)da +Ho (&, agy ...} db + .-+,
it
Qa
usf. Dabei ist
0z _ 08, a,...)
T ek e

da nun offenbar
07 = 74 (8, ag, by, ... )da + (¢, gy by, ...} db + --
07 = @Qa(ao by ...)da + @ (aq, by, ...)db + -,
07, = Pa(ag boy ...)da + Py (ay, by, ...)db + -+
zu setzen ist, hat man

0z = £.07 + Euda + &db + - [t=% e=a .

und im besonderen

Oy = E07 + Euda -+ [t=l0 o=ror..
nebst entsprechenden Gleichungen fiir ¥ und ¢,.

Hiermit ist klar, daf§ die Bogen @’ vollkommen als Variationen
des Bogens € im Sinne des § 1 aufgefafit werden konnén. Das
nach @, b, ... genommene Differential einer von dem Bogen €
bestimmten Grofe an der Stelle a == ag, b = b, ... kann also als
Variation betrachtet und nach den Regeln der §§ 1 und 2 berechnet
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werden; im besonderen gilt dies, indem wir uns auf die zy-Ebene
beschrinken, von dem Differential eines Integrals der Form

T

1 — —
- — —dxdy\ ,
J_jF<x, hgs d7> dz;

ist J¢ gein Wert auf dem Bogen €, so hat man an der Stelle
@ = ag, b = by, ... die Formel

°oJ oJ
a—ada +a—bdb + = 0J0 = Fxraﬁ-}' Fy,(‘iy

0
+ [ Poe+ Qayar,

0
wobei in den Ausdriicken fiir 0z, &8z, ... immer
0 0 a=ag, b=bg, ...
0 = dab_a_}_dbb—b—}_m;
und z. B. z; = £ (g, a, b, ...) gesetzt wird.

Natiirlich bleibt diese Rechnung giiltig, wenn es sich um
einfache Mannigfaltigkeiten in einem mehr als zweistufigen Gebiet
z. B. im Raume handelt, wobei die Gleichungen

z=Et0a ..., y=na...), 2=5a,...)
vorlagen.

II. Wir haben schon gelegentlich bemerkt, daB es leicht ist,
einen ebenen Kurvenbogen € so zu variieren, daf die End-
punkte 0 und 1 festbleiben; man braucht nur, wenn & = g (),
y = ¢ (¢) die Gleichungen des Bogens € sind,

z=x4 &0, () + &)+ y=y+ah)+ai@)+---
zu setzen, und die Annahmen

O.(to) = 0.(4) = A {ty) = 4. (t,) = O
einzufiihren; die Mehrzahl der Parameter kann dazu dienen,
weitere Bedingungen zu erfiillen.

"Aber es kommt auch vor, dafl man bei den Nachbarkurven
etwa den Anfangspunkt O festhalten, den Endpunkt 2 auf einer
gegebenen Kurve & laufen lassen will; seien etwa

zy = §(v), Ya = ¢(7)
die Gleichungen der Kurve £ und sei etwa
= §(n), ¥ =g (%)
2#
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Dann wihlen wir beliebige regulire Funktionen 6(f) und 4(f)
80, daB
Aty) = 0(t) =0, 0(t)=A(t) =1

ist; wir setzen ferner

52: x+ 6@ [f(x)—F(=))

y==z+ 1) [g(x) —g ()]
und nehmen 7 —7; als Grofe & der allgemeinen Theorie des § 1.
Offenbar ist

z(t) =@, yt) =g() z(t) = @ (to)y Y (ts) = ¥ (to),
d. h. die Nachbarkurve geht von 0 zur Kurve &, und man hat
die Gleichungen

ow|TTn

axzdr-a—t =0@) (v, dsg
a_}rztl

oy =dvgll  =i0gm)ds

0z, = f(r,)de, 0y, =g (m)de, F())0y, —g'(z)0x, = 0.
Gilt also lings der Kurve £ die Differentialbeziehung
Adz + Bdy =0, Af(v)+ B¢ (m1) = 0,
so folgt auch 40z, 4 Bdy, = 0.

In derselben Weise kann man Variationen herstellen, bei
denen eine, zwei oder drei beliebige Gleichungen

B (@3 Yoy sy y5) = 0, ¢ =1,2,3
zwischen den Koordinaten der Endpunkte des Nachbarbogens 23
vorgeschrieben sind. Man denkt die diesen Gleichungen unter-
worfenen Groflen durch Unabhiingige o, , ... ausgedriickt, deren
Anzahl drei, zwei, eins sein kann und die verschwinden, wenn der
Punkt 2 in 0 und 3 in 1 iibergeht, etwa in der Form
Zy = f2(6, Ty o)y .f'/ﬂ - 92(‘5, T, ), %y = fg(ﬁa T )s
Y3 = g3(6, T, ...),
und setzt mit je zwei der eingefiihrten Funktionen § und 2
T =z + 6° (t) ”2 (6, Ty .. ) “"xo} + o1 (t) {f3(67 2 ) —'7"1}1
y= ) + }'o(t) {92(6, T, )—‘yo} + ll(t) {93(6a Ty )_y1}7
dann sind 6, 7, ... die Groflen & und man findet
dx=0°(t)df2 (o, 7,...) + 01 (t)df3 (g, 7, ...)|o=7"=0
und im besonderen
0z, = dfpe=="=0 dx, = dfs(s,...)[°="=0
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ebenso ergibt sich
0y, = dg2[°="=", 0y, = dgd[°="=",
woraus nach Definition der Funktionen f{, g folgt

M G2 owy+ G20y, + 5200w 4+ G0
bei den Werten x, = 2y, 42 = Yoy &5 = 21, Y3 = Y.

Nach Definition -der Funktionen {2, g2, {8 g¢® sind die Diffe-
rentiale df, ... die allgemeinsten, die fiir dx,,... gesetzt, die
Gleichungen (1) erfiillen; die hergestellten Variationen d,,...
erfiillen also die Gleichungen (1) ebenfalls in der allgemeinsten Weise.

III. Endlich sei die regulire Kurve €, die, wenn { an den
betrachteten Stellen reguldr ist, auf der Flache
(2) f(x, Y, 2) =0
liegt, so zu variieren, daf auch die Nachbarkurven dieser Fliche
angehiren; die Gleichungen der Kurve € seien x — f(¢), y = g¢(?),
2 = h(¢). Man fordert dann die Gleichung

{9, 2) =0
und setzt mit willkiirlichen reguldren Funktionen 6 (f) und 4 (f)
T=a4e0l), y=y+eilh =2+l e);
dann kann (¢, &) aus der Definitionsgleichung

Yy =20

3) flx+e0@), A+ed(), 24+ 0)=0
bestimmt werden, wenn an der betrachteten Stelle
) o %0

ist; -das lehrt der Satz iiber die Existenz der impliziten Funk-
tionen, wie er in § 2 ausgesprochen wurde, da die Ableitung der
linken Seite der Gleichung (3) nach @ an der Stelle ¢ = @ —= 0
offenbar 8f/02 ist; w ergibt sich als reguldre Funktion von & und ¢,
da die linke Seite der Gleichung (3) reguldr in ¢, ¢ und o ist.
Die hiermit definierten Variationen

dx = 6(t)de, 0y = A(f)de, 0z = w.(l, 0)de
erfiillen offenbar, wie die Differentiation der Gleichung (3) nach &
zeigt, die Gleichung

(5) gzc?w—i-af&y—}-af&z_o

Ist die Ungleichung (4) nicht lings der ganzen Kurve, die
man variieren will, erfiillt, so zerlegt man diese in solche Teile,
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daf lings jedes einzelnen von ihnen eine der GréBen 9 f/o,
of/oy, ©f/oe von Null verschieden bleibt. Ist diese Teilung mog-
lich, so variiere man jeden der Teile in der angegebenen Weise,
indem man ¢ durch 2 oder y ersetzt, und die Endwerte der
Variationen eines Teiles als Anfangswerte fiir den folgenden
nimmt. Ist (x, y, 2) dieser Anfangspunkt und sind p, ¢, » drei
Grofen, die die Gleichung

of

of . of _
Doyt agn T e =0

an dieser Stelle erfiillen, so kann man z. B. bei der Annahme (4)
0z = pde, 0y = qds

setzen und erh#lt dann nach obigem Verfahren von selbst
0.(t,0) =1r, 0z=rde,

womit die Moglichkeit des angedeuteten Ubergangs von einem

Teil zum anderen gesichert ist.

Jetzt kann man mit dem Zeichen 0 an den aneinander ge-
bundenen Grofien ebenso operieren wie bei freien Grofien, und es

gilt dabei immer die Gleichung (5). Hat man z B. die Bogen-
linge einer auf der Fliche (2) gelegenen Kurve zu variieren,

so bildet man, s’ = V&' + y'2 2 gesetat,

1 1
- 'S ot ) W)

S!

0

’6x+?/'86?/+363" j[( )6x+ >6y+( )I ]0”

oder, wenn man ¢ als Bogenlinge, s’ = 1 nimmt,
1 1

0 _[ds =a'0z +yoy + z’azr;—j(x”@x + y" 0y + £"dz)dt.
0 0

Die hier erschienenen dreigliedrigen Ausdriicke haben geometrische
Bedeutung, weil sie gegeniiber einer Koordinatenwandlung in-
variant bleiben; vor dem Integralzeichen stehen die Projektionen
des Vektors d oder (0, 0y, 02) auf die Tangente, gebildet in den
Endpunkten; unter dem Integralzeichen steht das innere Pro-
dukt des Vektors 0 und des Kriimmungsradius der betrachteten
Kurve, vom Kurvenpunkt nach dem Kriimmungsmittelpunkt hin
gezogen.
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§ 4.

Invariante Bildungen.

I In der in §2, IV. fiir die Variation eines lings des
Bogens ¢ genommenen Integrals erhaltenen Formel

1
) 0Jy = Fpda + Fyoy|i + [ T(yda—a'dy)dt,
0

IT=F,y— LI+ Fi(zy' —2"y)
haben die beiden unter dem Integralzeichen erscheinenden Grifien
bemerkenswerte FEigenschaften bei einer Transformation der
Grofen z, ¥, t.
Setzt man
w=y' dx—2ady,
so ist die Grofe '
wdt = dydx —dzxdy
zunéchst bei Einfiilhrung eines neuen Parameters an Stelle von ¢
wie die Differentiale dz und dy invariant. Sie ist auBerdem bei
einer Koordinatentransformation invariant als &duleres Produkt
der infinitesimalen Vektoren (dz, dy) und (dz, 0y) oder als
Flicheninhalt des von diesen bestimmten Parallelogramms mit
einem geometrisch deutbaren Vorzeichen. Nimmt man ¢ als Bogen-
ldnge und nennt ¢ auch die Richtung wachsender ¢, N diejenige
Normalrichtung, die gegen ¢ im negativen Drehsinne um 90° ge-
dreht ist, also zu ¢ liegt wie die xz-Achse zur y-Achse, so ist
' = cos(zt), y = cos(yt), y — cos(wN), —a' = cos(yXN),
also ist
w = dxcos(xN) 4 dycos(yN)
die Komponente des Vektors ¢ oder (0 z, dy) nach der Richtung
N, oder, wenn man will, der Normalabstand der Kurve € von
einer unendlich nahen Nachbarkurve. Der Parallelogramminhalt
wdt = dydx —dzdy ist positiv oder negativ, je nachdem von
den Vektoren (dz, dy) und (0, dy) der erste gegen den zweiten
im positiven oder negativen Sinne um weniger als 1800 gedreht
erscheint.
Aber die Grofie w ist noch in allgemeinerem Sinne invariant.
Fihren wir fir  und y durch Gleichungen
z=fuv), y=g(uo)
neue Veridnderliche ein, so werde
F(z,y,2,y) = @ (w,0,w,0');
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man erhilt dann die Gleichungen

0
Dy = z'a r‘l‘ yayn Dy = 4:c’§7+Fy’

oder, da offenbar
(2) =z, + 2,0, ¥ =yt +y,0, 02 = 2,0u + 2,00,
0y = yu0u +y,00,
LA TN VA VI
a ul 3 a ’ v a u u a,v v
zu setzen ist,
3) Dyou+ Pydv = Fydz+ Fydy.
Nun ist offenbar der Formel (1) zufolge, indem man F durch &
ersetzt,

avl,

1
0y, =20 J'di(u, v, v)dt = D, 0u + divfﬁv\:
@ :
+ _[T¢(v’6u—u’ﬁv)dt,
0

wobei

T@ =D,y — (pvu’ + Qj (u' " ’M:”’U'), @11)" = Dy
gesetzt ist, und die Gleichungen (2) ergeben
2, 0u + 2,00 x 0 + 2,0’
Yulu 49,00 yuu' + y,v'
mit den Zeichen

B) w=

= (Tul — TyYu)® = 4.0

0 = v’6u—u’6v, A = Ty Yy — TyYu)
somit folgt

1 1
JT,pcodt — jn% dt;
0 0
die Gleichungen (1), (3) und (4) ergeben aber
1 1 1
Idet =JT¢mdt — {Tq;%dt.
0 0

0
Laft man jetzt die Stelle 1 auf der Kurve € laufen, so ergibt
sich, indem man nach der oberen Grenze des Integrals differenziert,

(6) TWZTQS'%, T— TQ.A_I.

Nach einer in der Algebra iiblichen Bezeichnung werden wir
T als Invariante vom Gewicht — 1, die Verbindung F,dz
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+ Fy0y nach (3) als absolute Invariante, w nach (5) als
Invariante vom Gewicht Eins bezeichnen. Endlich ergeben die
oben angegebenen Ausdriicke von @, @, , 02'/ou’ usf.
b, — va Ly + Fy' Yuy
qju’u': a:’a:’x?t‘l_QFz’y’xuyu+1j‘y'y’.7/13
= -Fl (!/' Ly — x’yu)2 = Fl [(?/u u' + yvvl) Ly — (xu o + 2y v')yu]2
= F\v'" @y Yo — 2y yu)? = Fio'2.42
Setzen wir also der Definition

F=lzr o _Lw  Tyy
Y 2 xYy x'2
entsprechend wie oben
o, — Pww _ _ Duv _ Doy
v'e u'v' v'e
so folgt
F, = @, 472

F, ist Invariante vom Gewicht — 2.

Il. Eine wichtige geometrische Anwendung der Formel (6)
ergibt sich, wenn J wieder die Bogenléinge einer auf der Fldche
2 = f(x,y) liegenden Kurve & bedeutet. Setzt man p =1, g =",
de = pdx -+ qdy, so ist das Bogenelement

ds = Yda2+ dy2 4+ (pdx + qdy)?,
also das Léngenintegral
T = [Fo(my,ay)dt=[Va>(1+ p) + 2pa@’y + (1 + ¢) 2 dt;
wenn wir den Absatz I anwenden, ersetzen wir F durch I,
um den Buchstaben F der iiblichen Bezeichnung gem&f ander-
weitig verwenden zu konnen. Anderseits seien auf der betrach-
teten Fliche z, ¥, # Funktionen der Unabhéingigen » und v; dann
wird do = z,du + z,dv ust.
ds = @ (u, v, w, v)dt = YEduz + 2 Fdudv+ Gd?,
wobei
E=uazityi+a, F=a0+yyotao, G=ai+y +2
gesetzt ist. Man findet dann sofort
Eu + Fv
v VEwW? +2Fu'v + Go'?
—(EG—FHu'v'
VEW2+ 2 Fu o' + Go'?’

D

@ur v =

EG—Fs
o, =27

, @ =VEuWs+2Fuv + Gv'2
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und weiter
T ___i(Fu’—l— Gv’)__a_ Euw + Fvo'
= 2w D 8v< D >
(™ EG—Fs
B Taa (W' v —u' '),

Um nun die Formel (5) benutzen zu konnen, erinnern wir
an die geometrische Bedeutung, die jetzt die Grofie 4 = z, y, — Zy ¥
hat. Ist ndmlich N eine Normalenrichtung der Fliche, so gibt
jeder Fortgang auf der Fliche die Gleichung

cos (z N)dz + cos(y N)dy + cos (¢ N)dz = 0,

in der do = 2, du + z,dv usf. mit willkiirlichen du, dv gesetzt
werden kann. Setzt man du — 0 oder dv = 0, so erhdlt man
zwei Gleichungen, aus denen sich bei passender Wahl der Nor-
malenrichtung N ergibt

8 cos (s N) = Zu¥o = %olu
®) (62 = T el
EG— I = Yofuy Db (Tubt
’?/vzv 'xvzv -Tvyv‘

Die Normale N liegt zu den Richtungen, die auf der Fliche durch
die Beziehungen du >0, dv = 0 und du = 0, dv> 0 bestimmt
werden, wie die z-Achse zu den Achsen z und y. Die Formel (6)
kann also geschrieben werden

9) Ts = T EG — F2cos (2 N).

Jetzt geht der unter (6) angegebene Ausdruck 7'y in Tpo iiber,
wenn man %, v, E, F, G durch 2, y, 1 4+ 93, pq, 1+ ¢* ersetzt;
wir bilden ihn, indem wir den Koordinatenanfangspunkt in den
betrachteten Punkt der Fliche 2z = f(z,y), die 2-Achse in die
Richtung N legen. Dann ist, da im allgemeinen die Formeln

£ N) =

gelten, p = ¢ = 0, und auch die GroSen E,, E,, F,, F,, G,,
G, verschwinden simtlich mit p und ¢; die Groflen @ und
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EG —F? gehen in Yz'24%'2 und 1 iber; die Gleichung (7)
gibt also einfach

Il 10

Tpo="Y —%2Y,

Va's + g
Nehmen wir jetzt als Unabhingige ¢ die Bogenlidnge der Kurve &,
so dall

@y 4 (' +qyP =1

wird, so folgt

1o

Tpo=2'y"— 2"y

Das ist aber allgemein nichts anderes als die Kriimmung der
Projektion der betrachteten Kurve & auf die zy-Ebene, in unserem
Falle also auf die Tangentialebene der Fliche im betrachteten
Punkte; diese nennt man die geoddtische Kriimmung der
Kurve und bezeichnet sie durch 1/g,. Sie ist positiv oder negativ,
je nachdem die Richtung vom betrachteten Punkte nach dem
Kriimmungsmittelpunkte der bezeichneten Projektion hin zur
Richtung wachsender ¢ und zur z-Achse oder der Richtung N
ebenso oder entgegengesetzt liegt wie die Achsen der Koordinaten
¥, %, 2z in dieser Folge. Da nun cos(¢N) =+ 1 ist, ergibt die
Formel (9)

VEG—F L — T,

Qy
1 1 i(Fu’+Gv’>_E E1L+Fv’>
9, VEG — F? {au (] ov D

(10) EG— I

+ &5 (M' o — ’U')} .
Damit ist ein bei beliebigen krummlinigen Koordinaten u, v
giiltiger Ausdruck der geoditischen Krimmung gefunden, aus dem
zugleich der Lehrsatz von Minding ersichtlich wird, daf die
geoditische Kriimmung eine Biegungsinvariante ist, d. h. nur von
den GroBen FE, F, G und ihren Ableitungen abhingt.

III. Die Formel (5) ergibt nach (8)
wdt = oY EG — F2cos(2N)dt, w =y dx—2a'dy,
o=1v0u—udv :

Dabei ist die Kurve & auf der Fliche # = f(z,y) variiert gedacht
und damit auch ihre Projektion auf die xy-Ebene, die wir als
Kurve € in Nr. I nehmen konnen. Faft man das in Nr. I er-
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wahnte unendlich kleine Parallelogramm, dessen Inhalt wdi ist,
als Projektion einer Figur auf der Fliche auf, so ist der Inhalt
letzterer Figur, mit cos (2 N) vervielfacht, der Inhalt der Projektion;
die Gleichung (4) zeigt also, daB w}EG — Fdt der Inhalt des
Parallelogramms ist, das von ds, dem Bogenelement der Kurve &,
und dem Vektor (0, dy, 0 2) bestimmt wird, der von einem Punkte
der Kurve & zu dem entsprechenden variierten Punkte hinfiihrt.
Diese Infinitesimalbetrachtung dient nur zur Erlduterung,
wenn wir die Variation des Inhalts eines auf der Fliche 2 = ' (z,y)
liegenden Fléicheunstiicks betrachten. Dieser Inhalt, der von der
geschlossenen Kurve ® begrenzt werde, wird durch das Doppel-
integral
J = J'J'VEG—-Fﬂdudv

definiert, das wir, wenn eine Gleichung

oL

T =VEG—F2.
gilt, mittels der GauBschen Integraltransformation in ein Integral
lings der Kurve & verwandeln konnen:

J — HZ_L dudy — JLdv,
8

ebenso ergibt sich, wenn eine Funktion M der Gleichung
oM -
gemial bestimmt wird,

J — ”aal[ dudp — —IMdu,
8

also
J = HVEG_-Fsdudv = H{(Lv' — Mw)dt.
(1

Setzen wir jetzt 2 = Lv' — M/, so ergibt sich @, — 0,
2%:%‘[4-5—2 = 2/EG— T,

also nach I, wenn wir ein Stiick der Kurve § variieren, dessen

Endpunkte festbleiben,

(11) 0J = [To0dt = jVEG Frodt,

und hiermit ist die Variation des Flicheninhalts mit Riicksicht

auf die oben gegebene Deutung des Integrationselements im
letzten Integral in anschaulich deutbare Form gebracht.
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IV. Variiert man einen ebenen Bogen € und stellt das System
der Nachbarkurven her, so kann man in mannigfaltiger Weise
andere Variationen bilden, die zu denselben Nachbarkurven fiihren.

Seien wieder 0 und 1 die Endpunkte des reguldren Bogens G,
der durch Gleichungen x = g (f), ¥y = v (f) dargestellt werde; die
Nachbarkurven seien durch die Gleichungen

=+ 0t &) = o)+ 6(t, &) = E(t)

Y=yt ate) = b(t) + Al ) = B()
gegeben; dabei sei

6(,0) = A({,0) = 0.
Dann setzt man
z=gt+7), y=2v@¢+)

(12) r=1(¢), ©({0) =0, T(,e) =1z, =0.
Die GréBe t -+ = durchliuft bei diesen Festsetzungen mit ¢ zugleich
die Strecke t,...t,; der Ort der Punkte (z,y) fallt also mit dem
der Punkte (z,y), der allgemeinen Nachbarkurve, zusammen. Man
findet nun offenbar

oz —
@) — (¢t el + 00t + 197 (l0) + et 7,0);

bezeichnet man die dem Ubergang vom Punkte (z,y) zu (x,y) ent-

sprechende Variation durch d;, so ergibt sich hiernach

byo = a6 28— (g0 (05 (6,0) 4 0., 0)1 s

es ist ja 6,(t,0) = 0. Ebenso erhilt man eine Gleichung fiir d,y;
man kann schreiben

(13) 0,2 = #'t.(t,0)de + 0z, 0,y = y'7-(t,0)d e + 0y
und erhilt hieraus beildufig

yo,x—a'dy =y dx—a'dy = w;
die GroBe w ist auch beim Ersatz von 0 durch 0, invariant. Die
Variationsvektoren (dz,8y) oder & und (9, x,0,y) oder 0, haben
also dieselbe Komponente nach der Normalen der Kurve €,
was geometrisch ersichtlich ist. In Fig. 1 ist O1 die Normale,
die Strecke 01 = w, 08 und 04 sind die Vektoren d, und 9,
06 = 0z, 64 — dy, 07T = 8,2, 78 = d,y. Natiirlich ist 01 nur
in der Grenze die gemeinsame Komponente von d und 4, wenn
de unendlich abnimmt.
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Die letzten Gleichungen (12) geben beildufig
7o (e 0) = 7:(4,,0) = 0,

also

0wy = 81y, Oy = 0,9p, Oy = 0,2, Oy, = 0, v
die Nachbarbogen haben bei beiden Variationen auch dieselben
Endpunkte und die Endwerte der Variationen sind dieselben.

Die Funktion 7 (f,¢) ist noch weithin willkiirlich. Man kann
z. B. die Gleichung
(14) 20 x+y0y=0
fordern; das gibt nach (13)

(@' 4 y' ) 7e (8 0) + 2'0: (¢, 0) 4 y' (£, 0) = 0,
und man kann etwa setzen
@' 0:(4,0) + ¥ A (£, 0)
‘U(t,E):——S- x12+ylg
Allerdings sind die Gleichungen z(fy,¢) = 7(f,, &) = O nur dann
erfiillt, wenn schon die Gleichungen

20x+y'0y|ot =0

gelten, der urspriingliche Variationsvektor  also in den End-
punkten normal zur Kurve € gerichtet ist, oder wenn die End-
punkte festbleiben. In letzterem Falle kann also eine beliebige
Variation durch eine solche, bei der die Gleichung (14) gilt, ersetzt
werden.

Eine Variation in der zy-Ebene, bel der immer die Gleichung

20z +y'd0y =0

gilt, heifit eine Normalvariation. Die Definition

Yoxr—a'dy = w
gibt bei ihr
_ Yw _ —a'w
'—xl2+yl21 6y - xl2+yl2’
also wenn ¢ die Bogenlinge bedeutet
0z = y'w = wcos(zN), 0y = —2'w = wecos(yN);

der Vektor 0 ist in Fig. 1 dann O1. Bleiben die Endpunkte fest,
80 kann w bis auf den Faktor de¢ als eine beliebige fiir ¢ = ¢,
und ¢ =1¢, verschwindende Funktion von ¢ und & mit dem
Faktor d&¢ angenommen werden, z B. w = de. @ (f), wenn
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@ (f,) = @ (¢;) = 0; die Kurvenschar, innerhalb deren man variiert,
wird durch die Gleichungen

= Yeot) - _ —Zeo(l)
z x—xlg_i_ylgﬂ Yy—y= $’2+§'2
gegeben. Fig. 1.
Die Formel s
3J, = Fudz+ F, oy 1
or — SLaf Y 2
} ] 10 : 5/
+ ijdt — J'det
0 0
gibt z. B., wenn J die Bogen- O e
ldnge ist, also
F =24y
gesetzt wird,

1

1

ol pall gl

8y = |2 wat = |2 s,
Ya'e 4y 0

0

wobei ds das Bogenelement, 1,0 die Kriimmung bedeutet.

Eine Normalvariation auf einer Fliche, die wir uns wie in
Nr.II dargestellt denken, wére eine solche, bei der der Variations-
vektor O oder (0, 8y, d2) auf der Richtung der variierten Kurve
senkrecht steht; das gibt die Bedingung

Su(Ew + Fv'y+ 0v(Fu + Gv') = 0,
die erfiillt ist, wenn

ou = AL'w + Gv'), dv = —Ai(FEu + Fv')
gesetzt werden kann; in diesem Falle ergibt sich, wenn dt als
Bogenelement — ds genommen wird,

vViu—uwdv =1 = .
Nennen wir v die Linge des Variationsvektors mit dem Vorzeichen
der Grofle w, so ist
v2 =022+ 0yt 4022 = Edur + 2F0udv+ G2,
also nach den vorhergehenden Gleichungen

8 = 02(E G — F2), — LA
v w?( ), @ VEG—F2

und die Formel

1 1
BJ'@Ddt = @wau-l—(l'v,&v’;—l—jﬂpmdt
0 0
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gibt nach (10) fiir die Variation der Bogenlinge bei festen End-
punkten den Ausdruck

1

1
(15) 6arcOl=6J®dt:j‘7%lf.
g

0 0

In den jetzigen Bezeichnungen gibt die Formel (11) fiir die
Variation des Flicheninhalts

(16) 8J = [vds,

womit beide Variationen invariant, also anschaulich dargestellt
sind.

Die geometrische Bedeutung des Vorzeichens der Grofen @
und v ergibt sich aus der leicht zu bestitigenden Gleichung

| cos(z N) cos(y N)cos(¢N)
dx dy dz = —wdt;
ox oy 0z

v ist negativ, wenn die Normale N nach Nr.II (8) definiert, die
Richtung wachsender ¢ und die Richtung des Variationsvektors
entgegengesetzt liegen wie die Achsen z, y, 2.

V. Man kann durch andere Besonderung der Funktion z be-
wirken, daf immer die Gleichung 0,2 — 0 gilt, also nach (13)

Z't:(t,0) + 6:(,0) = 0
ist; auf einer Strecke, wo 2’ nicht verschwindet, kann man etwa

£0,(t, 0)
£0:(,9)

’U(t,é‘) _ — 2

setzen; die Endbedingungen (12) sind erfiillt, wenn dzy = 62, = 0
ist. Nennen wir die so bestimmte Variation d, etwa J,, so ist
offenbar nach (13)

0oy = 0y —pdz, dyx =0,

die Variation 0, heifit eine abgestumpfte. In Fig. 1 ist 64 = dy,
65 = pdx, 01 = d,y, und die Strecken 01 und 54 sind gleich
bis auf Grofen von der Ordnung der Grofle ds2. Da die all-

gemeine Gleichung
1

a1 87 = (F—pfade+ 8y + [(f,— g7 @y —ponaz
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gilt, kann man im-Falle dz, = dx, = 0 schreiben

J(fy dfp Oy da,

eine Formel, mit der man hiufig die Vanatlonsrechnung beginnt,
indem man zunichst abgestumpfte Variationen betrachtet. Im
Falle beliebiger Endvariationen kann man die Formel (18) auch
schreiben

(18) 6jf<x,y,p)dx = fodoy|

(19) 6ff(x,y,p)dx=fax:+fp60y§:+f(f L) soyas,

und die naheliegende Verallgemeinerung ist, p, = dy./dx gesetzt,

1 af
L9 ;
0+§a:apa oY

1
(20) ajf(x’ylaym"'phpm"')dx =fox
0

Die geometrische Bedeutung der Variationen 0,y ist wieder
leicht ersichtlich: d,y ist der Abstand zweier Nachbarkurven in
der Richtung der y-Achse, 54 in Fig. 1.

Selbstindig kann man die Formel (19) aus der Formel (18)
ableiten, indem man nur die abgestumpfte Variation 0oy mittels
eines Parameters & einfithrt und das Integral

als Funktion von & und den Integrationsgrenzen x, und x, be-
trachtet. Man hat dann die Gleichungen

F bJ
dJ: axo 0+ d +
und wenn man & — 0 setzt,
. 87 e=0 ajs:
60,]-:% dE, 5&;— :—f(xay!
od |
Ern _-f(x ?/ap))

also, wenn man dz, fiir dz, schreibt,
0T = dJ =" = f(@, 4, PO+ 0,7,

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 3
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was die Formel (19) bedeutet. Ebenso ergibt sich, unabhingig
von allgemeinen Variationen, nur mittels abgestumpfter die all-
gemeine Formel (20).
Ubrigens kann man auch bei einer beliebigen Variation fiir
die Operation d, Regeln ableiten, indem man allgemein definiert
0, U = BU—%B:L';

man findet dann offenbar

aU ou U\oxz U
i) =2 — (&) %~ &

) x
. dU’_L(U’(Sx ' do, U
o '\ o ) — dz’
so daf die Operationen 8, und d/d x vertauschbar sind. Setzt man
g_g: V, U=U@z)= dex, 8 Ulwy) = O,

o
so folgt hieraus
aodex = jao Vdz;
o o
also ist d, auch mit der Integration nach z, deren Grenzen
0px = 0,2, =— O geben, vertauschbar.




Zweiter Abschnitt.

Die einfachste Extremsaufgabe der Variations-
rechnung.

§ 5.

Hilfssiitze aus der Differentialrechnung.

Werde das Extrem einer Funktion von mehreren Veridnder-
lichen gesucht, zwischen denen Bedingungsgleichungen bestehen.
Genauer suchen wir notwendige Bedingungen dafiir, daf eine

Funktion F(e,,éy,...¢,) an der Stelle & — ¢, —=--- = ¢, = 0
oder ¢ = 0, wo sie reguldr sei, ein Extrem besitze. Sind die
Grofen & zunéchst frei veréinderlich, so setze man &y — &5 — -

= &, = 0; ist dann

681> F0

wobei die FuBmarke 0 das System &=— 0 bedeute, so wird
F(ey, 0,...0) bei beliebig kleinen Werten von &, also in beliebiger
Niahe der Stelle ¢ = 0 sowohl grofer wie kleiner als

F(0,0,...0) = F
womit das Extrem an der Stelle ¢ = 0 ausgeschlossen ist. Not-

wendige Bedingungen des betrachteten freien Extrems sind also
die Gleichungen

GO = () == (25) =0

Jetzt sei m>n und seien die GroBen ¢ den Bedingungs-
gleichungen

(1) Go(ery €9 eem) =0, a=1,2,...m
3*
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unterworfen, deren linke Seiten ebenfalls an der Stelle s =— 0
regulir seien; wir setzen

aGa> —y <aGa) —a
881 0—— als _——652 0— Agy *°°

<3_E> — ¢ (E — e
06/, = G, 882>o == Cgy ..

Die Gleichungen (1) seien nun nach irgend % der in ihnen vor-
kommenden Griofen & auflosbar, z. B. nach den &, die dann als
Funktionen von &, ;1,...&, erscheinen:

2) &0 = QPo(En 41 eer Em)-
Nach den Sitzen der Differentialrechnung (§ 2, I) iiber die

Existenz impliziter Funktionen ist das sicher, wenn die Deter-
minante |a.;| nicht verschwindet:

a4,

A1n
F* 0.

ApteesBpn

Det[as| =

Alsdann gibt es an der Stelle ¢ = 0 regulire Funktionen ¢,, die
fiir &, gesetzt die Gleichungen (1) erfiillen, und jedes diese
Gleichungen erfiillende Wertsystem ¢, in welchem alle |&], |&y|, ... |&m|
unter einer gewissen Schranke liegen, erfiillt auch die Gleichungen (2).
Aus letzterem Umstande folgt, daB die Grofe

F(@gyeee Pny Eng1yeee Em)
als Funktion der GroBen &, ... &, an der Stelle ¢ = 0 ein
Extrem haben muff, so dal nach dem, was vorher iiber freie
Extreme festgestellt wurde, die Gleichungen

oF 0 @, oF . .
Z<0% 35n+k> +<68n+k>0_0’ k=1,2 ..m—n

gelten, oder

(3) Z%( aq)a \+C,;+k=0.

aen-l-k/o

Differenziert man ferner die Gleichungen (1), in denen & = ¢,
gesetzt wird, nach &, so ergibt sich

=12, ...m—n,

EG[, 8(P“ BG[, .
E =0, k
0@y G&nyx asn-{—k

also an der Stelle e = 0

acpa>
4 — " = 0.
4) ga[’“(a&wk o+ab, +k
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Die Gleichungen (3) und (4) ergeben als notwendige Be-
dingung des in Rede stehenden Extrems das Verschwinden ge-
wisser Determinanten:

Cieee Cp Cpix

(5) Det

Urpg 000 Ay Agyn +k

= 0.

Cs Cn+k {

Apa Ap,n+k

Ay Uy an,n+kt

Ordnet man nach den Grofien der letzten Spalte, so sieht man,
daB Grofen A, B, existieren, die von k unabhéngig sind und die
Gleichungen

Aciri+ 2 Batgusr =0, k=1,...m—n
a

geben; dabei ist
A = Det|ays| = 0.

Die GroBen A, B, hingen, was fiir uns besonders wichtig sein
wird, nur von den GroBen ¢, und a,, ab, nicht aber von
Cn+ky Gan+k

§ 6.

Das einfachste Extrem in der Variationsrechnung.

Sei die Aufgabe vorgelegt, die gegebenen Punkte 0 und 1
in der Ebene durch eine solche Kurve € zu verbindenm, dal} das
Integral

1 1
Joo = [F(@ g, &, y)dt = [f (@ y, p)de
0 0

ein GroBtes oder Kleinstes werde; z. B. wenn F = Vx"-{-y’ﬂ
gesetzt wird, soll die kiirzeste Linie 01 gefunden werden. Damit
das Integral J einen sicheren Sinn habe, nehmen wir an, die
gesuchte, jetzt gefunden gedachte Kurve € sei regulir, z und y
seien Funktionen von ¢ auf der Strecke ¢, ... #;; dabei sei immer
ty < t,, d. h. wir wihlen den Parameter so, dall er in der Inte-
grationsrichtung wichst; der Vektor (', y) geht dann in der
Richtung wachsender Werte von f. Die Funktion F sei, wie im
ersten Abschnitt meistens, positiv homogen beziiglich der Unab-
hingigen ', ¢/; dann gilt dasselbe von F, und Fy; sei ferner
F regulir in den auf der Kurve € vorkommenden Wertsystemen

z, Y, 9.
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Wir variieren nun die Kurve € mit festen Endpunkten,
so daB
z=xz+0¢) y=y+Ai( e
gesetzt wird mit den Bedingungen
0(t 0) = 4(t, 0) = 6(f, &) = A(to, &) = 0.

Das Integral J,, geht dabei iiber in ein Integral

1

- - _dz dy
Jolsz(xa y,yﬁ, d—?:>dta
0

eine an der Stelle ¢ — 0 regulidre Funktion von ¢, die fiir ¢ = 0
den Wert J,, annimmt, also an der Stelle ¢ = 0 ein Extrem
haben soll. Das gibt nach § 5 die Gleichung

0Ju,
0¢&

oder auch in der Bezeichnung des ersten Abschnittes

d(sa(i’l— 01_)
o¢

e="0

=0,

e=0

= 0J,; =0,

dabei ist
0z, = 0z, = 0y, = 0y, = 0.

Nun ist nach § 2, IV
1

6J(,1=J'det, w=ydx—a'dy, T=F,y—F,.
0

+ B @'y —2"y),
wobei aber schon vorausgesetzt ist, daf € nicht nur regulir,
sondern auch stetig gekriimmt sei, d. h. daB #” und " existieren
und stetig sind. Dies wollen wir auch fiir die gesuchte, gefunden
gedachte Kurve € voraussetzen; dann finden wir die Gleichung

by
ijdt:O
to

als notwendige Bedingung des gesuchten Extrems. .

Hier kann nun w als eine mit d ¢ multiplizierte beliebige auf
der Strecke ¢, ... #, regulire Funktion, etwa w — ¢ (f)d ¢, gelten,
fir die ¢ (f) = @ ({;) = 0 ist; man kann ja

__ep)y - —:p(t)a'
PTESdyn VYT gy
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setzen und findet dann

o)y de o —o@Bade
Wa -_ x12+yl2 L)
und weill jetzt, dall die Gleichung

dx = Yyor—2dy—=op({t)de=w

(1) leqJ(t)dt =0
to

bei jeder Wahl von ¢ (f) nach den soeben gestellten Forderungen
gelten muf.

Hier ergibt sich der Haupthilfssatz der Variationsrechnung;
aus der Gleichung (1) folgt

T=0o,

wenn 7T eine auf der Strecke #,...¢ gegebene stetige
Funktion von ¢ bedeutet, und ¢ (!) als stetige Funktion
auf derselben Strecke beliebig gewdhlt werden darf.

In der Tat, wire z. B. 7> 0 an der Stelle ¢ = ¢,, wobei
t, < ty << t;, 8o gilt dasselbe fiir eine Strecke

th—o <t < ty+ o,
in der « hinreichend klein positiv und natiirlich so gewihlt
wird, dafl
th <<tg—o, & >1t+o
Setzen wir nun ¢ (f) = 0 auf den Strecken ?,...%; — o und
ty+ o ... t;, und ferner auf der Strecke f,—o ... 1, + o etwa
) =(F—(ta—)f (ta+a—t)f k> 2
so ist @ (f) auf der ganzen Strecke f, ... #, mit den Ableitungen
bis zur Ordnung kb — 1 stetig, geniigt also, wenn %k > 2, den
oben an ¢ (f) gestellten Anforderungen sowie derjenigen, dall die
bei der Variation auftretenden Nachbarkurven stetig gekriimmt
seien, und man findet
tat+a
qu)(t)dt —j(t—f2+u)k(t2+a—t)k1’dt
tg—a

also, da T und ¢ (t) zwischen den Werten #, — o und ¢, 4 o positiv
sind,

qu;(t)dt>0

entgegen der vorausgesetzten Gleichung (1). Ebenso findet man
einen Widerspruch gegen diese Gleichung, wenn T zwischen {,
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und ¢, irgendwo negativ ist. Somit folgt fiir die ganze Strecke
t ...t die Gleichung
T =0,
womit der Haupthilfssatz bewiesen ist.
Soll also eine regulire, stetig gekriimmte Kurve 01 ein
Extrem des Integrals J;, liefern, so muf} lings ihrer die Gleichung

T=0

bestehen; man nennt sie dann Extremale des Integrals J. Da
ferner

dFy drIy

dt di

go gelten lings einer Extremale die Eulerschen Differential-
gleichungen

Ty =P=F,— —To =Q = F,—

dF, dFy _

dt dt — 0

die offenbar beide wesentlich dasselbe aussagen. In nichthomo-
gener Schreibweise, F' = f(x, y, p) 2’ gesetzt, folgt hieraus

F,— =0, F,—

df —pf) _ dfy _
(2) fw_—d‘;_‘—o’ fy_%——oa
wag eine in zwei Formen geschriebene Differentialgleichung zweiter
Ordnung zwischen z und y bedeutet.

Nimmt man # als Bogenldnge s und nennt & den Winkel,
um den man eine Halbgerade aus der positiven z-Achse heraus
drehen muB, um sie in die Richtung des Vektors (2/, 4) zu
bringen, so ist

a4 dx dy .
Uy R hull g, bt/ —
z'y 'y = ds’ ds cos 9, ds sin 9,
und die Gleichung
I'=0
ergibt
d¥ _ Fpp—Fyo .
T =T = 0@y, )

fir z, y, & als Funktion von s hat man also drei simultane ge-
wohnliche Differentialgleichungen.

Il. Die Verallgemeinerung dieser Betrachtung liegt nahe.
Hat man die Variation eines Integrals

1
Jy, :IF(x, Yy 8y oeey Xy 2y ) dE
0



§6 Einfachste Extreme. 41

auf die Form
1

0Jy, = Adz+ By + |l + [di(Pdz+ Qdy+ Réz+ ---)

0
gebracht, und soll 0.J;; bei festen Endpunkten, iibrigens aber
freier Variation der Groflen z, y, ..., verschwinden, so setzt man
zuniichst 0y = 02 = --- = 0 und findet die Gleichung

1
6J(,1=jpaxdt=o.
0

Da nun 82 = @ (f)d ¢ gesetzt werden kann mit den Bedingungen
@ (t) = @ (t,) = 0, so gibt der Haupthilfssatz, falls P lings der
gesuchten einfachen Mannigfaltigkeit stetig ist, die Gleichung

P =0,
der sich durch entsprechende Erwigung die Gleichungen
Q=R=...=0

anreihen. Dabei ist es unerheblich, ob man schon weill, daB
P = F,— F, ist usf, was sich diibrigens nach §2, V. be-
weisen 1aft.

IIL. Die beim Beweis des Haupthilfssatzes benutzte Funktion
¢ (t) hat kein einheitliches analytisches Bildungsgesetz; es ist
aber einigermaflen bedeutsam, den Beweis mittels einer einheit-
lichen analytischen Funktion zu fithren, wodurch eine gewisse
Verschirfung des Satzes erreicht wird.

Sei F'(f) auf der Strecke t, << t << ¢, stetig und ¢, <s <t;3
dann gilt die Formel

; t

3) lim jCF(t)e—cz(t—s)zdt = F(s)Y=.

= + oc
to
In der Tat findet man, indem man c¢(t —s) — u setzt,

t c(f—s)

1
4) ch(t)e—cz(f‘s)zdt =je—“2F<s+%>du.
to c(to—9) ‘
Ist nun & beliebig klein positiv gegeben, so kann man g so grof3
positiv wihlen, da8, wenn u, =g, u, < —g, immer die Un-
gleichungen

%y

j.e—“zdu < &, f—eg—“zdu <&

g ug
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gelten. Dann ist in der Gleichung
+9 t o

(5) je—“zduzje—“zdu+n:Vn+n
-g -0

immer || < 2& Ist g so bestimmt, so wihle man ¢ positiv so
groB, dal ¢ (t,—s) > g, ¢(ty—s) << —g; diese Ungleichungen
bleiben bei Bestand, wenn man ¢ nachtriglich vergroBert. Jetzt
kann man nach (4) und (5) schreiben
ty t9g
'f cF (f)e—c¢—2 gt — J [F <s + %) — F(s)] e du
% -9
-9 ¢(ty—8)
FEOWm+ 0+ [ F(s+5) e dut [F(s+ ) emtau
¢lty—9) g
ist auf der Strecke 4, ... t, immer | F ()| << M, so sind die letzten
beiden Glieder zusammen absolut nicht groBer als 2 M ¢, ebenso das
Glied F (s).n. In dem ersten Gliede kann man durch Ver-
groferung von ¢ wegen der Stetigkeit der Funktion F bewirken,
daf fiir alle v zwischen —g und + g die Ungleichung

’F(s—{-%)—F(s) <

gilt; dann ist das erste Glied absolut kleiner als

+9 _
sje—“zdu < eYm.
—g

Somit ergibt sich schlieflich

# .
[eF@t)eee—9%at =Yz F(s) + o,
to

wobei : -
o] <e(fm+4M).
Durch Vergrolerung von ¢ kaon also |o| beliebig klein gemacht
werden; die Gleichung (3) ist bewiesen.
Gilt nun, a =1, 2, ... k gesetzt, die Gleichung

(6) fqu;(t)dt =0

to
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auch nur fiir jede analytische auf der Strecke %, ... ¢, regulire
Funktion ¢ (t), bei der ¢® (t,) = ¢® ({,) = 0 ist, so kann man

PO ={( T = e

t— 1) (t— ¥
Fy=1{=p
@ (s —to) (ty — 3)}
setzen und findet dann, da offenbar F'(s) = T'(s) ist,
12}
0 Jm [To@at=yn 1),
to

also nach (6), wenn diese Gleichung gilt, T'(s) = 0, womit der
Haupthilfssatz von neuem in dem Sinne bewiesen ist, dafi die
Voraussetzung nur fiir analytische Funktionen ¢ (f) der bezeich-
neten Art erfiillt zu sein braucht.

IV. Von der Gleichung (7) wollen wir eine Anwendung
machen, die spiter von Nutzen sein wird. Die Funktionen
T@), T, (), ... T (t) seien auf der Strecke {, ... ?; stetig; setzen
wir in den Bezeichnungen des § 5

15 151
Cm :jT(t)Hm(t)dt, Gam :jTa(t)am(t)dt’
ty to

ab=12...m m=1 2,...m m>n,

wobei 8, willkiirliche auf der Strecke ¢, ... t; stetige Funktionen
bedeuten, die an den Stellen ¢ = ¢, und ¢ = ¢, verschwinden, so
werde vorausgesetzt, daB, sobald bei irgend einer Wahl der
willkiirlichen Funktionen 6,

(8) Det jaq5] £ O
ist, eine der Gleichungen
Calntk
9 t =0, k=1...m—n
) Aba A, n+ ! '

golte, deren linke Seiten Determinanten (n - 1)*r Ordnung sind,
die aus der m(n + 1)-gliedrigen Matrix

Cm

ad nm
entspringen.
Jetzt werde in der Bezeichnung der Nr.II

O () = LA sm)
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gesetzt, wobei immer t, < s, < ¢, sei. Man findet dann nach II
unmittelbar

lim @y = V& To(sw), lm ¢y = Vo T(su);
c=+w®

c=+®
wenn es also moglich ist, die Stellen s, so zu wihlen, da8
Det|T,(ss)| £ 0, b=1,2,...n,
so ist die Voraussetzung (8) bei hinreichend groflen Werten von
¢ erfiillt, und die Gleichung (9) ergibt
T(sy) ooe T(80) T(Sutx)

T1(31)---Tl(3n)T1(3”+") =0, k=12 ...m—n

To(51) oo T0u(Sn) Tu(Sn+x)
oder es besteht bei willkiirlichen Werten von s eine Gleichung
AT+ B Ti(s)+ -+ +BuTu(s) =0
mit von s unabhéngigen Werten 4, B,; dabei ist
= Det | T, (ss)| &= O.

§7.
Beispiele zu den Eulerschen Differentialgleichungen.
Den Ergebnissen von § 6, I. gemid wollen wir die Aufgabe,

das Integral
1
Jor = [ F (2, 9, @, y)dt
0

zum Extrem zu machen, immer kurz durch die Gleichungen
O[F (@ y o y)dt =0, 8[f(zypde=0

andeuten. Wir suchen in den folgenden Beispielen zunschst
immer das Extrem bei gegebenen Endpunkten 0 und 1.

Dann hat auch jeder Teilbogen des gesuchten Bogens, fiir
sich betrachtet, die gesuchte Extremseigenschaft, wenn sie fiir den
ganzen Bogen vorhanden ist; man kann also immer unter 01
einen Teil des gesuchten Bogens verstehen.

I Die kiirzeste Linie in der Ebene zu finden:

§{Vartyrdt =0, §[Y1+pds =0 F=ya24y>
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Da F von z und y frei ist, sind beide Eulersche Differential-
gleichungen integrierbar,

'
dF, _ dr, —0, F,— __r = const.,
di dt Ya'2 4 y'2
yl
i t‘
y ErE cons

Die Grofie y'/x' = p ist konstant; die Extremalen sind Gerade.
Man findet ferner

—_ Fyfir 1 x/ yﬂ _— xll yl 1
—; = =, T—="2_"+* — -3
xy Vx12+y123 Vx/2+yf23 0

also die Kriimmung der Extremalen verschwindet.

1=

IL. Die kiirzeste Linie auf einer gegebenen Fliche zu finden,
auf der

ds =VYEdu*+ 2F dudv + Gd,
8J = ajds = ajtp(u,v,u',v')dt

gesetzt wird; x, y, # sind rechtwinklige Koordinaten. Nach
§ 4, 1L ist

T, — L yEG—F>
Qg

die Gleichung 7' =— 0 ergibt also

l = 0;
Qg
die Extremalen, die man geodatische Linien nennt, haben die
geoditische Kriimmung 0. Thre Projektion auf die Tangential-
ebene der Fliche in einem allgemeinen Punkte hat in diesem
einen Wendepunkt.
In rechtwinkligen Koordinaten setzt man, indem man nach

§ 3, III. auf der Fliche variiert,
J=[Yar+yr+ i, & =Var+y2 44,

' farfas(Z)ron () +os(5) )
0

oder wenn man ¢ als Bogenlinge und die Endpunkte fest nimmt,

8J,, — x 6a:+yjy+_z dz

(1) 6J01:_jdt(x"6x+y"ay+z_"az).

0
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Nun sei f(z, 9, ¢) = 0 die Gleichung der Fliche; dann ist bei
beliebiger Wahl von 4 — 2 (¢)

1
fat.afoataf,0y+af.00dt =0,
0

also nach (1)
1

(2) 0Joy = —[dt{@ —Af) 0+ —if) 8y + (' —Afy)d2).
0

Jetzt wihlen wir 4 so, dafl lings der gesuchten, gefunden
gedachten Kurve

(3) &' —Af, =0

ist, soweit f, von Null verschieden ist; wir beschrinken uns,
gemill der Vorbemerkung zu Anfang dieses Paragraphen, auf
einen Bogen 01, auf dem f, =0, und sehen auf ihm die
Gleichung f (%, y, 2) = 0 als nach # aufgeldst an, so daff jetzt
eine Extremsaufgabe im Gebiet der GroBen z, y vorliegt. Wir
finden dann nach (2) und (3)

8y = [dt{@' —Af)0z + (" —1[,)0y) = 0.

Nach § 6, IT ergibt sich hieraus
(4) a' —Afe =y —Afy =0,

also

2"y @ = foifyifs
Nun sind bei jeder Raumkurve 2”, y”, 2" die Komponenten des
Vektors, der lings der Hauptnormale eines allgemeinen Punktes
von diesem zum Kriimmungsmittelpunkt fiihrt; die Hauptnormale
fallt also mit der Flachennormale zusammen.

Die Gleichungen (3) und (4) haben zusammengenommen eine
symmetrische Form, sind aber in verschiedener Weise begriindet;
hier liegt das einfachste Beispiel der Multiplikatorenmethode von
Lagrange vor.

III. Die kleinste Drehfliche, deren Meridian zwei gegebene
Punkte verbindet.
Der Inhalt der Drehfliiche ist, wenn als Achse die z-Achse
genommen wird,
2njyd$
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also fordert man

ﬁjyds:o, 6Jyvx/2+ylzdt___0, Slz‘/xlg_l_y!z’

Y ey — y __ y
'P—y‘/x2+y2) Fl“‘vwsa Fx’—vm)
' , xl xl II_xU '
T'=Fy—Fyw+ F@'y —x”y)=—g+y-——y 73 Z,
und die Gleichung 7'= 0 gibt
y _da _ _ g %s.
e T ds T 0T Yy

der Kriimmungsradius ist gleich der bis zur z-Achse gezogenen
Normale. Nimmt man ¢ = x, so wird die Gleichung der Ex-
tremalen
(5) Bl = —s"t+yy' = —1—y2+yy' =0,
also differenziert
"
a0 "o y; — —_— l'

vYy'+yy" =0 ” = const. = —4;
a ist ein reell positiver Festwert, da yy” nach (5) positiv ist; als
allgemeine Losung ergibt sich also mit den Festwerten A und b

y = AGoj 20

a

die Gleichung (5) ergibt, x = b gesetzt,
— 1+ A/a? =0,
also, wenn die Kurve in der Halbebene y > 0 liegt, 4 — a,

y = a(inix;b;

das ist die Gleichung einer Kettenlinie mit der z-Achse als
Grundlinie. Da z in F nicht vorkommt, kann man auch von
der Gleichung
/
F, = Y% — const.
Va's + g
ausgehen und findet dasselbe Ergebnis wie vorher; aus dieser
Gleichung geht auch hervor, daB, von unerheblichen Sonderfillen

abgesehen, ' lings der ganzen Extremale von Null verschieden
sein mulf.

IV. Das Euler-Jacobische Prinzip der kleinsten Wirkung
bei ebener Bewegung eines Punktes.
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Die Extremsforderung lautet
) j.v ds =0,
wobei d s2 = d x2 4+ d y? und, wenn U das Potential der wirkenden
Krifte, m die Masse ist, die Geschwindigkeit v durch die Gleichung
der lebendigen Kraft
6 mot _ _ 1/2(U+h)
(6) 5 = Ut h, v o

als Funktion von x# und y erklirt wird; % ist eine Konstante,
U, und U, sind die Komponenten der wirkenden Kraft nach den
Bezugsachsen # und y. Man hat also zu setzen

dy dx x’y”—x"y’
F=vya?+y, T:vw%—vy%—i—v s = 0,

oder

m v?
o Us ds o U” d s
Hier steht rechts die Komponente der Kraft nach der Normale
der Bahnkurve, die die Kriimmung der Bahn bestimmt; fiir die
tangentiale Kraftkomponente gibt die Gleichung (6)
N L. L

cas TUds =m0 s = "
wenn die Zeit v durch die Gleichung dr = ds/v als HilfsgroBe
eingefiihrt wird. Die Bewegungsgleichungen in rechtwinkligen
Koordinaten sind die Eulerschen Gleichungen'

e BT (4
F, = v,¢, Fz__s,, V8 —di )

i:vd—x)——vv'
vds( ds/) — %

fiihrt man dz ein und benutzt den Wert von ¢2, so folgt
dix

oder

" g = Ve
und ebenso
d2y
m d—‘L"_ p— UV'

Hat man im besonderen
Uth=f@)+9@y)
8o findet man

dedix _ ,  dx dydy
Mmaede =@ g Mg =957
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also integriert, wenn ¢; und ¢, Festwerte sind,

dx\? dy\?
m(Ge) =f@+e m(G) =s@+e
dv _ __dz __ dy
Vm  Vi@+a Vow+e
die Gleichung der lebendigen Kraft gibt ¢, 4+ ¢, = 0, und die
Gleichung

J’ L j 4y
Vi) + e Vo) —o
besteht also fiir die Extremalen der Aufgabe

8 (Vi@ +9w) Vo2 +dy = 0.

Deutet man z und y als krummlinige Koordinaten auf einer Fliche,
deren Bogenelement

ds=Vf@)+9@) Vda>+dy
ist und die man als Liouvillesche Flachen bezeichnet, so

siecht man, daB auf diesen die geoditischen Linien durch Quadra-
turen dargestellt werden konnen.

V. Eine Kurve von gegebener Linge zu ziehen, welche von
einem gegebenen Punkte 0 ausgeht, auf einer festen, durch diesen
gehenden Geraden endigt, ohne dal die Lage des Endpunktes
vorgeschrieben wiire, und welche mit der Geraden einen mdoglichst
grofen Flichenraum einschlief3t.

Wir verwandeln die Aufgabe durch ein Verfahren, das man
den Eulerschen Kunstgriff nennt. Es seien fiir den Augenblick
u, y rechtwinklige Koordinaten, z sei die von O aus gemessene
Linge der gesuchten Kurve, y = 0 die feste Gerade, ! die vor-
geschriebene Bogenlinge. Sind w, y rechtwinklige Koordinaten
in einer zweiten Ebene, so entspricht einem stetig gekriimmten
Bogen B in der ersten Ebene ein ebensolcher %' in der zweiten
Ebene. Letzterer ist so zu wihlen, daf das Integral

J = f ydu
ein Extrem wird. Nun ist offenbar
du\?__ dy\?
(7 E})——l— ﬁ) = 1—p%

man kann also setzen
J = IyVl—jﬂdx.

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 4
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Von %' sind in der zweiten Ebene die Endpunkte gegeben; denn
dem Punkte 0 entspricht das Wertsystem z —= 0, y = 0, dem
Endpunkte des Bogens B das System « — 1, y = 0; in der zweiten
Ebene hat man also eine Extremumsaufgabe der bisher betrach-
teten Art zu losen.

Der Integrand von J in der neuen Form ist nun von z frei;
man hat also das erste Integral

Fy = f—pf, = const,,
f=yYl—p% F=yyfa"—y"
ergibt sich, unter a, b, ¢ fortan Festwerte verstanden,
vy Y,
=y fi—p
Hieraus schliet man leicht

und, da

ady
Va2 —_ y2
d. h. in der zweiten Ebene sind die Extremalen Sinuslinien.
Woiter ergibt die Gleichung (7)

(gg)gzsin2x+b, M—C:iacosx+b,

a a

z+0b

dxr — , ¥ = asin PR

y2 + (u—ep = an
In der ersten Ebene erhdlt man somit als Kurven B, welche
moglicherweise das gesuchte Extremum liefern, die’ Halbkreise,
deren Mittelpunkte auf der festen Geraden y = 0 liegen.

VL. Einen Drehkéorper von gegebener Oberfliche und groBt-
moglichem Rauminhalt zu konstruieren, dessen Oberfliche der
Drehachse genau zweimal begegnet.

Sind %, y rechtwinklige Koordinaten in der Meridianebene,
y = 0 die Rotationsachse, so hat man auf dieser die Punkte 01
80 zu bestimmen, dafi das Integral

1

[yVdy + dwe

0

einen vorgeschriebenen Wert o hat, und

1
J = [yrdu

0
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ein Extrem wird. Wir wenden wieder den Eulerschen Kunstgriff

an und setzen
r = jy‘/l + <g—g>zdu,
0

indem bis zu einem verénderlichen Punkte des Bogens 01 inte-
griert wird; dann hat man

Qo = yp @ + age), du=J/—ap+(57),

. 1 __dy
J = J‘?Iz ‘/?}5 —prdz, p= da

Deutet man wieder # und y als rechtwinklige Koordinaten in
einer zweiten Ebene, so entsprechen den Punkten O und 1 der
ersten die Punkte

(8)

r=y=0 z=w, y=0,

welche gegeben sind. In der zweiten Ebene ist also zwischen
gegebenen Punkten die Kurve zu finden, welche das transformierte
Integral J zu einem Extrem macht. Die Quadratwurzel im
Integral J hat das Vorzeichenm von du, kann also nicht iiberall
negativ sein, wenn in der zu-Ebene u, > u, was wir annehmen.
Da der Integrand von z frei ist, findet man sofort die Integral-
gleichung

T e Y3 p? Y
1 —p2y2 — _ g = —
yv p y + Vl _p2y2 Vl _ y2p2’

Die Extremalen in der zweiten Ebene sind also gewisse, leicht
zu kennzeichnende Ellipsen. Fiir diejenigen, welche durch den
Punkt # = y = 0 gehen, erhdlt man 42 = 1. Da nun offenbar

z\ dz 2ydy
—2<b—$> e = T e
4*
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und y im Punkte x = y = 0 mit = wichst, so folgt & — 4 1.
Nach (8) hat man ferner

2dy2
y yy = y*(du? + dyp), T =
=@ V=@
a
=Y
Ji-(y=i+e

Diese Gleichung stellt einen Kreis dar, dessen Zentrum auf der
Drehachse liegt. Der gesuchte Korper kann daher, wenn er
iiberhaupt existiert, und sein Meridian stetig gekriimmt ist,
nur die Kugel sein.

VII. Das Hamiltonsche Prinzip fafit die Gleichungen der
Mechanik in der Forderung zusammen, die Variation eines ge-
wissen Integrals bei festen Endwerten der auftretenden riumlich
definierten Griofen und der Zeit solle verschwinden. In seiner all-
gemeinsten Fassung sagt es folgendes aus. Wird die Lage
eines Massensystems bestimmt durch die Werte der » GroGen
g, (@ =1, 2,...n), ist ¢ die Zeit und wird

Y
da = F¢
gesetzt; sind endlich 0 und 1 Anfangs- und Endlage des Systems,

80 soll bei geeigneter Wahl der Funktion H, des kinetischen
Potentials, die Gleichung

9) 8 jl H(qy do)dt = 0

gelten; dabei sei
0g,[»* =0, 0t|*1=0.

Fiir gewGhnlich sagt man, die Zeit ¢ solle iiberhaupt nicht
variiert werden, so dafl sie als unvariierter Parameter gelten
konnte, Man erhilt dieselben Ergebnisse und eine bessere Ein-
sicht in gewisse Zusammenhinge, wenn man auch die Zeit variiert,
und einen anderen unvariierten Parameter ¢ einfiihrt; es sei

d , dt .. f
7(,1;:%1 a?:ta Qa=%1

(10) H (qa’ e E(Qaa ] Qua t’)’
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dann lautet jetzt das Prinzip
1

1) ajF(qa, t, g t)dz =0
0

und F ist in den GroBen g, #' homogen von erster Stufe. Die

Gleichung (9) gibt die Variationsaufgabe (11) in nicht homo-

gener Form; man kann die Grofen ¢, ¢ mit den am Ende des

§ 2 behandelten y,, « identisch setzen und die dortigen Formeln
anwenden.

Die Eulerschen Gleichungen der Aufgabe (11) sind offenbar

oF d oF dIy

(12) a—qa'—b??aqg_o’ =g,

Nun ist ¥ = ' H, t'dv — dt; die ersten dieser Gleichungen sind

also auch
| oH 4 8H
9 00, qiod,

sie sind die Bewegungsgleichungen in der zweiten Form von
Lagrange. Die letzte Gleichung (12) hat eine besondere Stellung;
nach (10) ist offenbar

——Fy:zqa———ﬂ E Ft’—t’

= 0.

oH
ot

Die GroBe E heilt die Energie des Systems und die letzte Glei-
chung (12) lautet jetzt
dE
W+
Ist H von ¢ frei, so folgt E — const.; das System ist kon-
servativ. Immer aber ist die Energiegleichung die der Grdfie ¢
entsprechende Eulersche Gleichung der Variationsaufgabe, die
das Hamiltonsche Prinzip stellt, wie erst Helmholtz bemerkt hat.
Aus der nach § 2, V. geltenden Identitét
(0F d oF , adFy\
Ea:q“<9q dr@qa)+t<F‘ r)_o
ersieht man, daf die Energiegleichung aus den Bewegungsglei-
chungen (13) erhalten wird, indem man diese mit ¢, vervielfacht
und addiert.
Der zuniichst gewohnlich behandelte Fall des Hamiltonschen
Prinzips ist der, dal man

H=T4+ U

= 0.
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setzt, wobei 7, die lebendige Kraft, eine quadratische Form der
Grolen ¢, ist und U, das Potential, allein von den Gréfien g,
abhéingt; dann gilt die Gleichung

. oT
Zaqa 5. =27
und die Energie wird £ = T — U, d. h. die Summe der kine-
tischen und potentiellen Energie; sie ist in einem konservativen
System festwertig.
VIIL Setzt man das bisher betrachtete dynamische System

unter die Wirkung eines beliebigen dufleren Kraftfeldes, das beim
Ubergang von q, zu g, + dg. die Arbeit

“:$Qad%

leistet, so lautet das verallgemeinerte Hamiltonsche Wirkungs-
prinzip

t
(14) adetJraI:o,
to

wobei U die Summe der Arbeiten bedeutet, die in der Zeit-
strecke £,...%, bei den jeweiligen Verschiebungen 0 gebildet wird.
Der Begriff der Arbeit setzt voraus, dafl die Zeit festgehalten,
die GroBe oo in einem bestimmten Zeitpunkt gebildet wird; bei
der Variation 0, die sich auch auf die Zeit erstreckt, hat man
also die bei ungeénderter Zeit erfolgenden Variationen, die ab-
gestumpften nach § 4,1V.zu nehmen; die der allgememen Variation 6
entsprechende virtuelle Arbeit ist also

o= g @00 = Z Qa(aqa“qaﬁt)’

also
4

A = jadt *IthQa(aqa—qaat)

0

Variiert man nun so, daﬁ die Grofen 0 ¢,, 0¢ in der Anfangs—
und Endlage, d. h. fiir ¢ = ¢, und ¢ = ¢,, verschwinden, so findet
man nach VI aus der Gleichung (14)

fator@ —SQui) + P+ Qoa) =0,
wobei ¥

Po =

=

|

8t+dt’

D

=

d oH dE . 0H
q'—a‘ima 3= —$Qaéa;_ﬂ
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gesetzt ist; aus der Freiheit der Variationen dq,, 0¢ ergeben sich
nach dem Haupthilfssatze die allgemeineren Bewegungsgleichungen
oH oH dE oH ,
%@> +Qm W——W—F;dep

Die letzte Gleichung ist die Energiegleichung; sie liefert, wenn
H von t frei ist, die Rechtfertigung dafiir, dal E als Energie
bezeichnet wird, da ihr Differential

dE = 2 Qad%

die in dem Zeitelement dt geleistete Arbeit des #ulleren Kraft-
feldes @), ist.

Diese Betrachtung umfalt auch die Grundlagen der rela-
tivistischen Dynamik im Sinne der besonderen Relativititslehre,
Man nimmt hier bei der Bewegung eines Punktes mit der Ruh-
masse m und den rechtwinkligen Koordinaten z, y, 2, wenn die
Lichtgeschwindigkeit =— 1 gesetzt wird, nach Planck als Wirkungs-
integral das Integral der Eigenzeit

—[myr—odt, v =ar 4 g2+ &
ist Xdo 4+ Ydy 4+ Zdz die Arbeit der dulleren Kraft bei einer
nur rdumlichen Verschiebung des Punktes, so hat man als all-
gemeineres Wirkungsprinzip anzusetzen

ty 31
0=—2d my1—v2dt + [dt{X (2 —20dt)
2] to
+ Y@Oy—y0t) + Z(0z— 20t}
woraus sich nach den obigen Formeln, indem noch 7' = # X
4+ g Y + £Z gesetzt wird, die Bewegungsgleichungen ergeben:

El% (%): ’ dt(\/l———vﬂ): Y %(ﬁ%):z,

it (i) =

Die ersten drei Gleichungen sind die Impulsgleichungen, die letzte
ist die Energiegleichung. Die Grofie T' ist die Leistung oder der
Effekt der Kraft (X, Y, Z) bei der wirklichen Bewegung; sie wird
mit den Kraftkomponenten zu dem Kraftleistungstensor zusammen-
gefalt, dessen Komponenten den Zeitableitungen des Impulstensors

@ (L«/ mdz dt
"ie Mde de* "ds
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gleich sind, wobei
de = dt ‘/1———?
das bei der Lorentztransformation invariante Element der Eigen-
zeit bedeutet.
Das Arbeitselement bei beliebiger raumzeitlicher Variation &
hat die Form
Xox+ Yoy -+ Zdz— Tot,

wie in der gewGhnlichen Mechanik.

§ 8.
Extreme bei veréinderlichen Endpunkten.

Ein Extrem mit veriinderlichen Endpunkten wird gefordert,
wenn unter allen Kurven 01, deren Endkoordinaten einer Anzahl
von Gleichungen
(1) Go (@0 Yoo Ty Y1) = 0
unterworfen sind, diejenige gesucht wird, die den grofiten oder
kleinsten Wert des Integrals

1
Jor = [ F(a, 9, ', y) dt
0

ergibt. Ist die Anzahl der Gleichungen (1) vier, so kommt man
auf den Fall gegebener Endwerte xz,, ...y, zuriick; jetzt moge
diese Anzahl kleiner sein; z. B. sei der Anfangspunkt 0 an die
Kurve

(2 (%0 %0) = 0
gebunden, z; und y, gegeben; oder es seien zwei Gleichungen
(3) f(2oy ¥0) =0, g(21, %) =0

gegeben, man hat dann die gesuchte Kurve von einem nicht vor-
geschriebenen Punkte der Kurve (2) nach einem.gegebenen Punkte
oder irgendwie von der ersten der Kurven (3) zur zweiten hin
zu ziehen.

Zunichst muf im allgemeinsten Falle (1) die gesuchte Kurve
auch gegeniiber den Nachbarkurven mit denselben Endpunkten
das Extrem der Grofe J,, liefern; denn hélt man die Endkoor-
dinaten in einem die Gleichungen (1) erfiillenden Wertsystem
fest, so bleiben diese Gleichungen erfiillt. Die gesuchte Kurve 01
mub also nach § 6 ein Stiick einer Extremale sein, wenn wir sie
wieder als stetig und stetig gekriimmt annehmen und aufsuchen.
Aber die Gleichungen (1) geben fiir die Lage dieses Bogens nithere
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Bestimmungen. Nach § 8, II. kann man den gesuchten und ge-
funden gedachten Bogen 01, den wir wieder € nennen, so variieren,
d. h. in eine Schar von Nachbarkurven einbetten, dal auch die
Endpunkte dieser letzteren die Gleichungen (1) auf die all-
gemeinste Weise erfiillen; man kann beziiglich dieser Kurvenschar
das Zeichen 0 nach seinen Regeln anwenden und findet wie immer

1
0Jo; = Fuda + Fydy|) + J‘(Pax + Qdy)dt,
0

wobel dx,, ... Oy, die Gleichungen
0 Gy 0 Gx 0 G, oG
l 6 3 ZXa -
in aligemeinster Welse erfiillen. Nun mul der Bogen 01 Stiick
einer Extremale, also P = ¢ =— 0 sein; somit folgt als Extrems-
bedingung

8Jy, = Fadu + Fydy[, =0
bei den Bedingungen (4).
Liegt der Sonderfall einer einzigen Gleichung (1) mit festen
Werten von z, und y, vor, so findet man
(5) Fodz + Fyoy =0
bei der Bedingung
af 6 z —}— 8f 0 y

hat das Integral J die nicht homogene Form

J = J.f(xa Y, p) dx,
so lautet die Gleichung (5)
(f—pf)da + f0y[ =0o.

Die hierdurch bestimmte besondere Beziehung der Kurve f(z,y) =0
zu der sie im Punkte (z,, y,) schneidenden Extremale, bezeichnen
wir mit dem Worte transversal: die Kurve wird von der Ex-
tremale transversal geschnitten, und ist Transversale der
Extremalen. Es handelt sich hier offenbar nur um eine Be-
ziehung der Vektoren (', y') und (02, dy), die zur Extremale und
Transversale im Punkte 0 tangential liegen. Die oben erhaltene
notwendige Bedingung des Extrems kann fiir den vorliegenden
Sonderfall folgendermafen ausgesprochen werden. Soll das
Integral J zum Extrem gemacht werden durch eine
Kurve €, die von einer gegebenen Kurve & nach einem
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gegebenen Punkte hingeht, so muB die Kurve € Extremale
gsein und in ihrem Anfangspunkte die Kurve § transversal
schneiden.

Ebenso leicht findet man, dal das Extrem des Integrals J,
wenn es von einer Kurve, die zwei gegebene Kurven verbindet,
geliefert werden soll, als notwendig fordert, daf die gesuchte
Kurve Extremale sei und die beiden gegebenen Kurven transversal
schneide: hat man die Bedingungen (3), so findet man

(6) 0Jy, = Fpdz + Fydy|, =0
bei den in allgemeinster Weise erfiillten Bedingungen

of of 5y, — 29 29 5, —
(7) axo axo_}—ayo 6:’/0——(), axl 6x1+ ayl ayl'—()'

Diese sind im besonderen erfiillt, wenn entweder 2, = 0y, = 0
oder 0z, = 0y, = 0 gesetzt wird; also ergeben sich aus der
Gleichung (6) die besonderen
Fodz + Fydoyl' =0, Foade+ F,,Sy’lz 0,
die erste mit der ersten, die zweite mit der zweiten der Glei-
chungen (7) verbunden; die transversale Lage mufl bei jeder der
Kurven f = 0, g = 0, also im Anfangs- und Endpunkt des Ex-
tremalenbogens 01 gefordert werden.
I. Bei den in § 7 behandelten Beispielen

8 [Yor +yrdi =0, d[yYa +yrdi =0
oder allgemeiner bei der Aufgabe
6_[4;0(56, y) Vo2 + o2 dt = 0
ist die Transversalititsbeziehung
7oz + ¥y _
Vo' g

@ (, y)

ist also immer erfiillt, wenn
z'0x —|— y’(?y o= 0,

d. h. wenn Extremale und Transversale aufeinander senkrecht
stehen; die Transversalititsbeziehung bleibt bestehen, wenn man
die Richtungen (z', ¥') und (0, 0y) vertauscht. Das ist aber bei
anderen Beispielen nicht der Fall.

Bei den geoddtischen Linien auf einer beliebigen Fliche,
also der Aufgabe

aquou = ajVEu'z ¥ 2Fwv + Gordt = 0,
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ist die Transversalitidtsgleichung

D,0u + Pydv =0, Ou(Es + Fv')+4 0v(Fu' + Gv')=0;
nach den in § 4, II. angegebenen Ausdriicken der Grofen E, F, G
kann man hierfiir schreiben

(©) dxdx + dydy + dzdz = 0,

wobei dx = z,du + z,dv, 02 = x,0u + z,00, ... gesetzt ist.
Die Gleichung (8) besagt offenbar, dafl die Richtungen d und ¢
aufeinander senkrecht stehen. Auch hier gehen also die Rich-
tungen der Extremale und Transversale symmetrisch in die Trans-
versalititsgleichung ein.

II. Die Drehfliche kleinsten Widerstandes zu finden. Gesucht
wird der Drehkérper, der mit festliegender Drehachse und fester
Geschwindigkeit v in einer Fliissigkeit fortschreitend in der Rich-
tung der Achse den kleinsten Widerstand erfahrt, wenn jedes
Oberflichenelement einen Normalwiderstand erleidet, der der Grobe
‘des Elements und einer gewissen Funktion ¢(u) der absolut ge-
nommenen normalen Geschwindigkeitskomponente # proportional ist.

Ist die z-Achse die Drehachse, ds ein Element des Meridians
der gesuchten Fliche, so ist 2xyds der Inhalt einer von zwei
benachbarten Breitenkreisen bedeckten Zone derselben. Eine
Normale des Meridians in der zy-Ebene sei N; dann ist

cos(xN) = %g, cos(yN) = — Z—f,
also v — vdy/ds, und der Normalwiderstand auf einer Zone gibt
nach der z-Achse die Komponente
2nydseu)cos(zN) =2nydygp(vdy/ds).
Man setzt nun nach Newton ¢(#) = 42 nach neueren Annahmen

von Lossl und Duchemin
u

) =w oW =
und findet die Aufgabe

dy\ _
Bjydyq)(v%) = 0.

Nach Newton erhdlt man

ydy
0% =0

oder, wenn man dy — pda einfiihrt,
ypidz
6.[ Ty R

u2’
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und in jedem Falle eine Aufgabe der Form

9) d[yv(p)dz =o.

Die erste der Eulerschen Gleichungen in der nicht homogenen
Form § 6 (2) gibt, f = y ¢ (p) gesetzt,

f—pfy =const. =a, y= m = 6(p);

hieraus folgt, indem man p = ¢ als Parameter nimmt,

dz _ )
Pap =0 o= dep-
Im Newtonschen Falle ergibt sich so mit den Festwerten
a und b
—od4py
gps 0 T=0+g (4p*+ +1gp).
Der Ausdruck fiir # zeigt, daB p im Endlichen lings eines regu-
liren Extremalenbogens weder verschwindet noch unendlich wird.
LaBt man p alle positiven Werte durchlaufen, so erhilt man
eine Kurve, die, wie die Gleichungen

de _ a(l+p)(p*—3) dy __ a(l+p?)(p*—3)
dp — 2 p3 Y dp T 2 pt

zeigen, an der Stelle p = Y3 einen Riickkehrpunkt besitzt, sonst
iiberall y als regulidre Funktion von z definiert. Da ferner aus
der letzten Gleichung leicht gefunden wird

dy 2 ps

da* ™ a(l+4p? (p*—3)’
so kehrt die Kurve, wenn ¢ >0 und damit y positiv ist, der
z-Achse die hohle oder erhabene Seite zu, je nachdem p<C¥3 oder
p>V3 ist.

Als Bedingung der transversalen Lage findet man fiir die

allgemeine Aufgabe (9)

[¥(p) —p¥(p)]dz + ¢'(p)dy = 0,
im Newtonschen Falle
—2pdz+(p2+ 3)dy = 0;
wenn p = tgo, 0y — tgw.dx gesetzt wird, also ¢ und w die
hohlen Winkel der nach wachsenden gezogenen Tangenten der
Extremale und der Transversale mit der 2-Achse bedeuten, folgt

_ 2tge  sin2¢
tgw_3+tg’¢"2+cosﬁq)
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Die Transversalititsbeziehung ist also in den Richtungen der
beiden bezeichneten Tangenten keineswegs symmetrisch. Da aber
@ nur von @ abhiingt, ist klar, daf eine Gerade von allen zu
ihr transversal liegenden Extremalen unter demselben Winkel
geschnitten wird.

§9.
Die Brachistochrone.

I. Hat man nach § 3, IL. zu einem Bogen 01 Nachbarkurven
und Variationen mit verinderlichen Endpunkten hergestellt, so
konnen diese benutzt werden, um das gegen das bisher be-

trachtete etwas allgemeinere Integral
1

Ior = [ F(@y, @, 2y @1 Yoy 9) At
0
zu variieren, d. h. sein Differential nach den dort eingefiihrten
GroBen &, &,... an der Stelle ¢ = 0 zu bilden. Die End
koordinaten zy, ...y, sind ja als reguldre Funktionen. der & ge-
geben; man kann also %, ...0y, bilden und, wenn in obigem
Integral die Funktion F an allen in Betracht kommenden

Systemen ihrer Unabhingigen reguldr ist, findet man
1

3y = jath, OF = Foox+ Fu0a' + Foday+ Fodm, + -,

0
wobei in den weggelassenen Gliedern nur z durch y ersetzt ist.
Man findet nun in gewohnter Weise

1
3 Jyy = Fpdz+ E 0y + [dt(Poz 4 Qoy
0

+ Fp0xy + Fp o, + - -}
oder, da 0z, ...0y; nach § 3, Il. von ¢ unabhéngige Differentiale
werden,
1 1
or
+ \dt(Pdx + Qoy)+ dx, 87dt
0
0

0

‘1

0= Fuda ...
0

1
or
+6x1[%; dt+"‘

0
Soll J,, durch die gesuchte, gefunden gedachte Kurve zum Extrem
gemacht werden, so variiert man auch hier zundchst mit festen
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Endpunkten, findet P = @ = 0, d. h. daf die Kurve Extremale
sein mufl, und erhilt dann bei allgemeiner zuldssiger Variation

8Jy, = Fooz+ F, 6(1/‘ +axojaE dt 48y J%fjdt
0
0
+6x1jaF dt+6y1jath,
0y
dieser Ausdruck — 0 gesetzt bei allen zuléissigen Variationen

0z, ...09,, gibt weitere notwendige Bedingungen des gesuchten
Extrems.
Sei z. B. im besonderen

F = (x — Ty, xla y’)y
dann ist fiir die Extremalen
1 Fp=-—F,, F,—F;=0, Fy = const, Fy ; =0,
und der Ausdruck

1
8Jyy = Fpda+ Fydy| + axojF,odt
0
kann nach den Gleichungen (1) geschrieben werden
1
0Jyy = Fodw+ Fydy | —0a (F.dt
0

= Fpdz+ Fydy|,— 0z, Fa |,

(@@ —0m) + Fy [ (09, — 8 30)-

Kann man nun bei den vorgelegten Endbedingungen so
variieren, dal} ein beliebiger der Punkte 0 und 1 festbleibt, z. B.
wenn die Punkte 0 und 1 beziehentlich an die Kurven §, und &,
gebunden sind, so findet man

Fodx+ Fydylt =0, Fy|'dz,+ F,|'0y, = 0,
d. h. die Fortgangsrichtungen der Kurven Qo und &, in den
Punkten 0 und 1 sind parallel.

et &

Il. Wir wenden diese allgemeinen Betrachtungen an auf die
Aufgabe der Brachistochrone, eine Kurve 01 zu finden, auf
welcher ein schwerer Punkt gleitend in der kiirzesten Zeit von
0 nach 1 gelangt.

Sei die z-Achse die Richtung der Schwere, g ihre Konstante;
dann wird die Geschwindigkeit v eines schweren Punktes von
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der Masse 1, der im Punkte 0 mit der Geschwindigkeit v, beginnt,
durch die Gleichung

@) = o)y + %

bestimmt. Da nun die Zeit, in der eine Kurve durchlaufen wird,
sich durch das Integral
J—j@

v
ausdriickt, so sieht man, daf die Aufgabe

ds
0 =0
JVx——oc

gestellt ist, wobei

Man findet fiir eine Kurve, auf der z — o 5= 0, der Integrand
also in ihren Elementen reguldr bleibt, die Eulersche Gleichung
S =P .
Va2 4y V14 p?

Die Grofle |0Vx—oc| ist also nicht grofer als 1; setzt man dem-
gemil

’

Fy = const. = ¢, =cYr—u

2¢2(r—o) =1—cosu, a= %,
so folgt

z—a
2a—(z—a)’

Z2=o=a(l—cosu), y—=>b+a(u—sinu), b = const,;
die Extremalen sind Zykloiden, deren Spitze im Punkte 2 = a,
y. = b liegt; dieser liegt, da o <Tx, hdher als der Punkt 0 und
gehort dem Bogen 01 nicht an, so dafl auf diesem keine Singu-

p = dy = a(l — cosu)du,

laritit des Integranden ds/Yx — o auftritt. Die Transversalitiits-
beziehung besteht offenbar im senkrechten Schnitt.

Eine besondere Betrachtung erfordert der eigentlich nichst-
liegende Fall v, = 0. Da in diesem die Aufgabe

1
ds

0 |-—— =0
Vo — a4

gestellt ist, wird der Integrand an der Stelle 0 singulédr, so daf die
allgemeine Theorie nicht anwendbar ist. Sei dann 2 irgend ein
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Punkt der gesuchten, gefunden gedachten Kurve; in ihm herrscht
nach (2) die Geschwindigkeit
vy = V2 (2, — 0)9,

und die Kurve 21 liefert notwendig gegeniiber anderen Kurven
mit denselben Endpunkten auch ein Extrem des Integrals oJ,;, da
Jor = Jos + J5, 18t und eine Abdnderung des Bogens 21 auch
als eine solche des Bogens 01 gelten kann, bei der die Strecke 02
festbleibt. Lidngs des Stiickes 21 ist also, da v,> 0 ist, nach
der vorhergehenden Betrachtung die gesuchte Kurve eine Zykloide,
deren Spitze auf der Hoéhe

liegt. Da man nun den Punkt 2 auf der gesuchten, gefunden
gedachten Kurve beliebig nahe an 0 heranriicken kann, mufi der
Bogen 01 ganz einer Zykloide angehoren, deren Spitze der
Punkt 0 ist:

2
x——(xz——;—“’g> = & —x, = a(l —cosu),

Y = Yo + a(u —sinu).
Soll nun die Brachistochrone fiir den Ubergang von einer
Kurve &, bis zu einer Kurve & gefunden werden, wobei die
Anfangsgeschwindigkeit v, gegeben sei, so bietet das Integral

1
J— J _ds
Ve —a+07/29
0

genau den unter Nr. I betrachteten Fall dar; wir schliefien aus
den dortigen Sitzen, dafl die Tangenten der Kurven &, und
®, in den Punkten O und 1 parallel sein miissen; halten wir 0
fest und lassen nur den Punkt 1 auf der Kurve & beweglich,
so folgt, daB der Extremalenbogen 01 in 1 die Kurve &, unter
rechtem Winkel schneidet; das sind die Ergebnisse von Lagrange.

Aber der Fall v, = 0 mull wieder besonders betrachtet

werden wegen der Singularitit des Integranden ds/Yz — x, an
der Stelle 0. Jedenfalls ist auch jetzt 01 ein Zykloidenbogen
mit der Spitze 0, der die Kurve &, unter rechtem Winkel
schneidet; man hat daher die Gleichungen

3) Z, — %y = a(l —cosu,), Y —Y, = a(u, — sinu,).
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Die geforderte Extremseigenschaft dieses Bogens kann nun so
ausgenutzt werden, dall man a, u,, #;, %, sich &ndern 1i6t und
die entsprechende Gleichung dJ,, = 0 bildet. Beziehen sich die
Differentiale dz, und dy, auf den Fortgang lings der Kurve &,
80 ist dabei wegen der Transversalititsbeziehung im Punkte 1

zydx, +y,dy, = 0,

z, = 2asm%cos o Y= QaSmJS,
%,
(4) d; + tg 9 dy, = 0.

Man findet ferner

ds = 2asin — du, Vo — xo_V2asmg

Uy

1
Jy1 = [ — :Vﬂjdu = U Vﬁ,

JVz —
0

die Gleichung, die das Extrem fordert, ist also
5) ddy =0, 2adu,+u da=0.
Endlich ergeben die Gleichungen (3), wenn dx, und dy, auf den

Fortgang lings der Kurve &, bezogen werden,

dy, —dy, = da(ul—sinul)—}—Qasinﬂ%l d
dz, —dx, = da(l—cosul)-}—2as1n§cos~du1

Vervielfacht man die erste dieser Gleichungen mit tglw, und
addiert sie zur zweiten, so folgt nach (4) und (5)

—dyo——tg% dx, = 2atg%—1du1+ tg%l-ulda

—da. 2s1n®icos—tg +2da. sm‘*‘2 = 0,

2 2
was zusammen mit der Gleichung (5) ergibt
dy,:dxry = dyy:day,

d. h. die Tangenten der Kurven &, und &, in den Endpunkten
0 und 1 sind auch jetzt parallel.

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 5
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§ 10.

Allgemeine Transversalitéit.

L. Die Aufgabe der Drehfldche kleinsten Widerstandes (§ 8, II.)
wird in belangreicher Weise abgeindert, wenn man nicht den
Widerstand einer Zone der Drehfliche betrachtet, sondern den
Drehkorper durch eine zur Fortschreitrichtung senkrechte Ebene,
eine kreisférmige Stirnfliche abschlieft und verlangt, dal der
Gesamtwiderstand der Stirnfliche und einer angrenzenden Zone
zusammengenommen ein Minimum werde.

Sei wieder 01 der gesuchte Meridianbogen, 2 der Koordinaten-
anfangspunkt, der Punkt 1 (Fig. 2) gegeben, der Punkt 0 auf der

Fig. 2. y-Achse gesucht, und man sucht das Wider-
X standsintegral ,, + J,; zum Extrem zu

/ machen; 7
_ [ yp® [ _vdy
0 J_J1+p2dx_jl+l/p2

Auf der Strecke 02 hat man 2z’ = 0,
p = oo zu setzen, also
Yo

2 P~ X o — d ———?/7g
20 — Y ?/—2a

0
und bei Verschiebung des Punktes 0 ergibt sich
0y = Y00 Yo

Die Strecke 01 mufl Bogen einer Extremale sein, da das
Extrem jedenfalls auch gegeniiber solchen Verschiebungen gesucht
wird, bei denen die Punkte 0 und 1 fest bleiben. Man wird daher
in der gewGhnlichen Bezeichnung setzen diirfen

0y, = Fpdx+ Ty }3,
als notwendige Bedingung des gesuchten Extrems der Grofie
Joo + Jy, ergibt sich
0y + 9y, = 0,
und, da offenbar
0z, =0y, =02, =0
ist, bleibt nur iibrig
14 3/p? 0 —
ysy—ymﬁayt" =0,
oder auch einfach
(1+I’2)—P4—3P2 =0, pP—1=0, p= + 1

Das heifit, die Extremale setzt sich an die Stirnfliche unter einem
Winkel von 45°.
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II. Die durchgefiihrte Betrachtung ist Sonderfall der folgenden
allgemeineren. Sei das Extrem einer Grofe

1
z2=f(a,b,...) +jF(x,y,x’,y’)dt
0

gesucht, wobei @, b,... irgendwelche Parameter sind, von denen
die Lage des Punktes O abhingt, so dal

dzy = ax°d +ax0 db+ -

6yo_~ay0d +ay0db+“

zu setzen ist; in der unter L beha,ndelten Aufgabe hitte man z. B.
a =14, f(ab,..) =13yl zu nehmen. Die gesuchte Kurve 01
muB, wie in jenem Beispiele, Extremale sein, so daf
0Jy, = Fudx+ Fy,ay1;
ist und als Extremsbedingung der Gréfle z folgt, wenn der
Punkt 1 fest gegeben ist,
02 =0f—Fadx—Fpdy|* =
LaBt man den Punkt 1 in die Lage O riicken, so wird Jy; = 0;
es ist also 02z, = 0f zu setzen und man findet als Extrems-
bedingung an der Stelle 0
(1) —0z4+ Fpdz+ Fpdy = 0.
Man kann diese Formel mit Riicksicht auf spétere Ver-
allgemeinerungen, indem man
Q= i[— + F(a0a,y)]
setzt, auch schreiben
.Sl,rﬁz + SZAIS.'I: + :Q;ylé\y — 0,
ist f(a,b,...) = 0, so kommt man auf die gewdhnliche Trans-
versalitit des § 8 zuriick, indem an der Stelle 0 immer d2z = 0
zu setzen ist.

Die Eigenart dieser Aufgaben wird deutlich, wenn wir in
der GroBe

= f(a,b,...)-[—j}th

den Punkt 1 als verdinderlich ansehen; in bezug auf die Anderung
von t gilt die Gleichung
—&d+ F(z,y,2,y) = 0
oder, invariant beziiglich des Parameters ¢ geschrieben,
2 —dz+ F(z,y,dz,dy) = 0.
%
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Nehmen wir #z als dritte Koordinate im Raume, so ist der Punkt
(%, ¥, ) an Raumkurven gebunden, die der Mongeschen Differen-
tialgleichung (2) unterworfen sind. Die Extremsaufgabe bei ge-
gebener Stelle 1 fordert dann, von der gegebenen Mannigfaltig-
keit der Wertsysteme (zo, 4, 2,) aus, die wir R nennen, auf einer
Raumkurve, die die Mongesche Gleichung erfiillt, einen auf der
Geraden # = @, y — y, gelegenen Punkt mit groBter oder
kleinster 2z-Koordinate zu erreichen. Hier ordnet sich die ge-
wohnliche Extremsaufgabe bei festen Punkten 0, 1 in der
Weise ein, dafl die Mannigfaltigkeit M sich in den einen festen
Punkt (2, 4o, 0) zuriickbildet.

Im Falle der Stirnfliche bei der Drehfliche kleinsten Wider-
standes sucht man z. B. im Raum eine Kurve, die von der

Parabel 2
=0, z="
=0, 5
als Mannigfaltigkeit I ausgeht, die Gleichung
dz — yiy__
()
+ dy

erfiillt und -auf der Geraden z — z,, y = v, den kleinsten Wert
von z erzielt.

Die Gleichung (1) kann nun als verallgemeinerte Trans-
versalititsbedingung gelten, unter der die gesuchte Raumkurve
von der Mannigfaltigkeit MM ausstrahlt; ist diese in einer Ebene
# = const. gelegen, so ist 02 = 0, und man kommt auf die ge-
wohnliche Transversalitit zuriick.

IIl. Eine weitere Aufgabe, bei der die allgemeinere Trans-
versalitit zur Geltung kommt, ist folgende Abénderung der Aui-
gabe der kiirzesten Linie. Durch den Punkt 2 geht eine Kurve &
auf dieser soll der Punkt 0 so gewihlt werden, daB, wenn 1
ein gegebener Punkt ist, die Linie 201, in der 20 der Linie &
angehort, moglichst kurz ist. Natiirlich mul 01 eine gerade
Strecke sein. Setzt man

J = dexH— dys
und nennt J° die Bogenlinge der Kurve &, so ist
2 =dJ3+ Jo,
zum Minimum zu machen. Ist 3 ein allgemeiner Punkt der
Geraden 01, und setzen wir = x5, ¥ = ¥,, 50 ist

—dz+ddyy; =0, —dz+Vda2+dy2 = 0
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die Mongesche Gleichung; die ihr unterworfenen Raumkurven
haben die Eigentiimlichkeit, gegen die 2-Ebene unter 45° geneigt
zu sein; die Extremalen werden Gerade im Raum, die ebenfalls
diese Neigung haben. 9% ist die Raumkurve, die vom Punkte 2
aus immer unter 45° gegen die xy-Ebene geneigt so verlduft,
daBl & ihre Projektion ist, also auf dem der z-Achse parallelen
Zylinder durch & Von dieser soll eine Gerade, ebenfalls in der
angegebenen Neigung, nach einem, wenn die z-Achse nach oben
geht, moglichst tief auf der Geraden # — =,, ¥y = y, gelegenen
Punkte hingezogen werden.

Die allgemeinere Transversalititsbedingung fiir den Punkt 0
lautet
(3) —d0z + 2021y 0y

‘/x'a + 2

Auf M ist nun, wenn 0 einen infinitesimalen Fortgang bedeutet,
8z = Vou2+ dy2 = 8J3,; die Gleichung (3) gibt damit
. z0x+y oy
o Yo'z 4y You2+ 02
Die Vektoren (z',y) und (0, dy) haben also gleiche Richtung;
die Gerade 01 mul, wenn sie das gesuchte Extrem des Weges 021
liefern soll, die Kurve § tangential verlassen.

Ubrigens findet man ebenso bei der allgemeinen Aufgabe

0J =8| Fdt =0,
daB die allgemeine Transversalitdtsbedingung
4) —dzs+ Fydx+ Fydy = 0,
die Beriihrung zwischen der Kurve & und der von ibhr aus-

gehenden Extremale bedeutet, wenn in der oben gebrauchten
Bezeichnung

1

z = dJj+ J01
gesetzt wird. Man findet dann
0z = Fadx+ Fydy,
und die Gleichung (4) ist jedenfalls erfiillt, wenn
Fp = F,, Fyo, = Fy:,
d. h. wenn der Vektor («', %) auf der Extremale derselbe ist wie
auf der Kurve R.




Dritter Abschnitt.

Hinreichende Bedingungen des einfachsten
freien Extrems,

§11.
Erster Einbettungssatz.

Sei in dem (n -+ 1)-stufigen Raum der Grofen x;, Zy, ... Zu+1
eine Schar von einfachen Mannigfaltigkeiten It durch die Glei-
chungen

o =& ay agy oo ay)y, a=1,2,...041
und die Ungleichungen
1) Jag—af|<e th—e<t<t+e b=12..n
bestimmt; unter den letzteren Annahmen seien £, regulire Funk-
tionen ihrer Unabhiingigen; ¢ und ¢, seien beliebig kleine positive
Festwerte; die Strecke ¢,...t, heife 7. Es sei ferner bei den
Annahmen (1) immer

0(6sy -+ nt1)

) 0t o ) T

Die besondere Mannigfaltigkeit, die durch die Beziehungen

h 1 1y a;,:a;‘,"
bestimmt wird, heile IM°. Sie schneide sich selbst nicht, auch
wenn man sie auf die ganze Strecke ¢, —¢;...1, + ¢, ausdehnt;
d. h. auf dieser Strecke sollen die Gleichungen

E(, aly ... a0) = E (1 a, ... a})

nur dann zusammen bestehen, wenn ¢ = #". Die allgemeine Stelle
der Mannigfaltigkeit M° nennen wir

L = ga(ta al) ... a?,)
und behaupten jetzt: wihlt man den positiven Festwert p
hinreichend klein, so wird das Gebiet
(3) [T —L|<py, L=ttt
von den Mannigfaltigkeiten I genau einfach bedeckt.
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I. Wir zeigen zunichst, dall das Gebiet (3) von den Mannig-
faltigkeiten 9 tiberhaupt ausnahmslos bedeckt wird.

Der Satz von der Existenz der impliziten Funktionen (§ 2, L)
lebrt auf Grund der Voraussetzung (2), daB auf Mo zu jeder Stelle
To = &, (t, af, ... al) eine solche positive Grole 2& gefunden
werden kann, dafi die Gleichungen

(4) Ty =E@, ayy o On)
bei der Annahme
(5) |2, — 1| << 268

nach den Groflen ¢, a, aufgelost werden konnen. Man kann dann
eine Grofle 0 so bestimmen, dafl bei der Annahme

0 < [to—t| <9, E(toad,...al) =12
die Ungleichungen

0= <
gelten; dann folgt aus der Ungleichung
(6) [z —w[< e

immer auch die Ungleichung (5), und die Gleichungen (4) sind
nach ¢, a; auch unter der Annahme (6) auflosbar, wenn yJ irgend
eine der ¢-Strecke t — 0 ...t 4 0 angehorige Stelle von IN° bedeutet.
Die GroBe & hat fiir diese ganze Strecke dieselbe Bedeutung wie
vorher 2¢ fiir die einzelne Stelle g,.

Nehmen wir also z B. t = £, so folgt: Von der Anfangs-
stelle (¢, af) aus kann auf IR° eine solche Strecke ¢,...t' ab-
gegrenzt werden, dall eine bestimmte Gréfe & gewihlt werden
kann, die folgendes leistet: ist ¢? irgend eine Stelle der abgegrenzten
Strecke, so sind die Gleichungen z, = &, (¢, a4, ... a,) nach %, a;
auflosbar, sobald |&,—1f| << e

Sei nun ¢’ die obere Grenze der Werte ¢/, fiir die in dieser
Weise eine GroBe & gefunden werden kann. Dann kann in der
obigen Betrachtung fiir r, die Stelle

.= & (t”, a?, vee (lg)
genommen und die Grofen & und 0’ so bestimmt werden, daf
die Gleichungen z, = £,(f, @y, ... an) nach £, ay, ...a, auflosbar
sind bei den Annahmen
\xn"‘ia' < ¢ ga = £, (% ai, --~a1%)a H—‘t”! < 9.

. Wie klein nun auch ¢’ ist, fordert doch der Begriff der oberen
Grenze, daB es Stellen ¢ gibt, die in die Strecke t'—d'...¢"
hineinfallen; die Groflen #' kommen ja ihrer oberen Grenze beliebig
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nahe. Ist dann &0 die kleinere der Groflen & und &, so ist fiir
die ganze Strecke {¢,...t" + 0', oder wenn ¢’ = {,, fiir die ganze
Strecke 7' die Auflosbarkeit der Gleichungen z, =— £, gesichert,
sobald p, irgend eine Stelle dieser Strecke ist und

(7) |xa_ga]<5°

genommen wird. Das wire aber, wenn ¢’ < {;, ein Widerspruch
gegen die Definition des Wertes ¢”; ein solcher ist im Innern der
Strecke 7' unmoglich. Waire ¢’ = ¢,, so ergibe sich die Auf-
losbarkeit der Gleichungen z, = £, bei der Annahme (7) fiir die
ganze Mannigfaltigkeit M° Dies ist hiermit als der einzig mog-
liche Fall erwiesen: es gibt eine Grofe p, derart, daf die Glei-
chungen z, — §, auflosbar sind, sobald

La—2a < ?s
wobei r, eine beliebige Stelle der Mannigfaltigkeit M bedeutet.
Das durch diese Ungleichungen bestimmte Gebiet nennen wir [y].

II. Ein zweiter Hilfssatz, den wir beweisen wollen, besagt,
daf die Mannigfaltigkeit IR°, sobald die Differenzen |a,— af|
unter einer gewissen Schranke liegen, von keiner Mannigfaltigkeit
M mehr geschnitten wird. Anderenfalls géibe es unzihlige Wert-
systeme t', a;, in denen ¢’ der Strecke ¢, —c¢,...t; + ¢; angehort
und Werte ¢ der Strecke 7, derart, daf nicht alle Differenzen
ay, — af verschwinden und die Beziehungen
® E(yay...an) = & (1", af, ... al), limaj = af
bestiinden; die Werte ¢ hiitten einen H#ufungspunkt auf der
Strecke t, — ¢, ...t + ¢;, etwa t°, und man konnte aus der Reihe
der die Gleichungen (8) erfiillenden Systeme ¢, a; unendlich viele
herausgreifen, die lim# — ¢* ergiiben. Dann wire wegen der
Stetigkeit der Funktionen £,

lim &, (¢, ai, ... an) = £, af, ... ap),
also nach (8) auch
(9) lim £, (¢, af, ... af) = £ (&, af, ...ad).

Nun haben auch die der Strecke 7' angehorigen Werte ¢,
da ihrer unendlich viele sind, auf der Strecke 7' einen Héufungs-
punkt ¢; man kann daher aus der Reihe der Werte ¢”, fiir die
die Gleichung (8) gilt, derart unendlich viele aussuchen, daB

lim &, (t", af, ...a8) = &, (¢, af, ...ad)
wird. Aus der nach (9) folgenden Gleichung

a (0, af, ---ag) = &, (&, a?, ... a;)c)
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ergibt sich aber 1° = #1 auf Grund der bisher noch nicht be-
nutzten Voraussetzung, die Mannigfaltigkeit M9, auch iiber die
Strecke t, —e¢; ...ty -+ ¢; ausgedehnt, schneide sich selbst nicht.
Es gibt also auf der Strecke T einen Wert {9 derart, dall bei
beliebig kleinen Werten der Differenzen
v—p, (g—ab], |¢'—0),

und von Null verschiedenem Wert von mindestens einer der
Differenzen a; — af die Gleichungen

() aly ...an) = E.(t", af, ... a})
bestehen.

III. Das ist aber unmdglich wegen der Voraussetzung (2).
Auf die Gleichungen (8) kann ndmlich, da §, reguldre Funk-
tionen ihrer Unabhingigen sind, der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung angewandt werden; setzt man

g\loz?aétﬂ’ gab:g%:a
so ist
0=E&(@" al,...a0) — &t ai, ...a})
= (" — 1) Eao (", afy ..ay) + Eb(a{,’ — a}) Eao (8 0ty ... aly),
wobei gesetzt ist
= 08" (1—0)t, ay = Oai + (1 —0) di
und 6 einen positiven echten Bruch bedeutet. Diese Werte liegen
bei den geltenden Voraussetzungen beliebig nahe den Werten 9, af;
die Determinante der (» 4 1)2 Groflen
a0 (twa ayy v.n ay), s (t,”a ayy ... a;;)
hat einerseits den Gleichungen (8) zufolge, da die Differenzen
t" —1¢', ay — ap nicht alle verschwinden, den Wert Null; sie unter-
scheidet sich anderseits beliebig wenig von der Determinante
der GroBen
gﬂO (tO, (l?, LR (12), gﬂb (tO’ a?a LR 0/,9,),

d. h. der Funktionaldeterminante

0(fn,---Entr)

o(t, ay, ... an)
an der Stelle { = 19, a, = af. Diese ist aber nach (2) von Null
verschieden; wir stoen auf einen Widerspruch.

Damit ist die Behauptung des Absatzes II, unser zweiter

Hilfssatz bewiesen, von dessen Unrichtigkeit wir versuchsweise
ausgingen.
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IV. Jetzt kionnen wir beweisen, dal die Gebiete [y] bei hin-
reichend kleinen Werten von y von den Mannigfaltigkeiten I
nur einfach bedeckt werden. Entgegengesetztenfalls giibe es im
Gebiet [p] bei beliebig kleinem p eine Stelle Z,, fiir die

Zo = E (t'y any oo an) = &, (8", af, ... ap

wére, und die Differenzen ¢ —t", ay — a, nicht alle verschwinden.
Greifen wir irgendwie unendlich viele Stellen z, heraus, bei denen
die sie umfassenden Gebiete [p] beliebig klein werden, so miissen
sie einen Hiufungspunkt auf M haben; denn in der Ndhe eines
nicht auf N liegenden Haufungspunktes bleiben die Stellen z,, wie
der Hiufungspunkt selbst, auflerhalb aller Gebiete [y], in denen
y hinreichend klein ist. Nennen wir, wenn die Stelle g, die
Mannigfaltigkeit M° durchléduft, das Minimum der stetigen Funktion
> (ra—1,)? den kleinsten Abstand des Punktes z, von IMN°, so ist
dieser stetig, erreicht also auf jeder abgeschlossenen Punkt-
menge, z. B. der Menge aller Hiufungspunkte der Stellen Z,, ein
Minimum g; dieses ist also von Null verschieden, wenn keiner
der Hiufungspunkte auf 9k, liegt. Dann koénnen aber im Gebiet
[2u] nur endlich viele Stellen 7, liegen, entgegen der Voraus-
setzung. Die Haufungspunkte der Stellen Z, miissen also der
Mannigfaltigkeit MO beliebig nahe kommen, und mindestens einer
von ihnen auf Mo liegen.

Sei nun z{ die auf MO liegende Haufungsstelle der Stellen z,;
man nihere sich ibr mit einer unendlichen Reihe von Stellen Z,;
die zugehdrigen (2n + 2)-gliedrigen Wertsysteme (¢, t", ai, af
haben dann auch mindestens eine Haufungsstelle (¢, 7", af, of);
man kann dann aus jener Reihe der Stellen z, eine ebenfalls
unendliche so herausgreifen, daf in ihr

lim¢ =+, lim¢" =+", lima, = o, limaj = o
igt. Beim unendlichen Fortgang in jener Reihe kommt man aber
auf alle Fille der Stelle x7 beliebig nahe; also folgt
lim &, (t, ayy ... ay) = & (7)) o, ... o) = a0
lim &, (2", af, .. ay) = & (", w1y ... 06) = 8.

Nun kann man
z) = E(° aly ... ad)

setzen; daraus folgt nach IL

oy = ay = af;
anderenfalls wiirde IM° geschnitten von Mannigfaltigkeiten 9N, in
denen a, — af beliebig kleine Grofien sind.
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Jetzt also sehen wir: in jeder Nihe des Wertsystems %, af
gibt es Paare von Systemen ¢, ai und ¢", ag, die die Gleichungen
(10) E Wy ay...oan) =& @y ai,...an
liefern, ohne dafl alle Differenzen ¢ —¢", aj — aj verschwinden.

Von hier aus kommen wir wieder nach der im Absatz IIL
gebrauchten Methode zum Widerspruch. Fiir die Gleichungen (10)
schreiben wir

¢ =) oo (@ o'y ai) + 3 kar () o' ) (04— af) = 03
" =014+ QQ—60)t", a’ = 0a, + (1 —0)ay.
Da nicht alle Groien ¢ — ¢, ay — aj verschwinden, so verschwindet
die Determinante der GréBen
gaO (tma a/ll”a LR a,r;, ] gab (tma ai,’) e a;,);
die GroBen t", ay’ liegen aber wie ¢, a; und ¢, a; beliebig nahe
bei 1% af, und die Determinante der GroBen -
gao(toa ai)a L] a'(r)b)') gab (tO, a{), oo ag)

ist von Null verschieden nach Voraussetzung (2).

Die Annahme, bei beliebig kleinen Werten ¢ enthalte das
‘Gebiet [y] Stellen z,, ist also unhaltbar. Bei hinreichend kleinen

Werten von y wird das Gebiet [y] von den Mannigfaltigkeiten M
genau einfach bedeckt.

§12.

Grundziige der Weierstraf3schen Theorie.
Bei der Aufgabe :

(1) 5JF(JC, Y, &y y)ydt =
sei € ein sich selbst nicht schneidender regulirer Extremalen-
bogen, der in eine Schar ebensolcher Bogen eingebettet werden
kann. Diese seien durch die Gleichungen
(2) r = g(t’ a)’ y= ’Y(t, a)
auf der Strecke t,—c¢, < t < t; + ¢, dargestellt; ¢, sei positiv,
& und » reguldr. Der Bogen € habe die Gleichungen

z=E§ a), y—= n(tv ao)
und erstrecke sich iiber die Strecke t, < ¢ < #,; die Kurvenschar
werde durch die Ungleichung

(3) la—a,| <o o>0
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begrenzt. Wir nehmen ferner an, bei hinreichend kleinen Werten

von o und ¢, sei

A4, a) = &ma—Eane F 0;
das ist offenbar der Fall, wenn auf der Strecke #,...t, die be-
sondere Ungleichung At ag) &= 0

gilt. FErinnern wir noch daran, daB zufolge der voraus-
gesetzten Regularitit der Bogen (2) unter den Annahmen (3)
und t,—¢ < t < ¢, + ¢, die Ungleichung

£ +ni >0
gilt. Die Endpunkte des Bogens €, also die Punkte [£ (¢, @), % (o, @)]
und [£ (¢, @), 1 (%1, ao)] nennen wir 0 und 1.

Im besonderen mogen die Kurven (2) alle durch einen be-
stimmten Punkt 2 der Kurve x = £(¢, ao), ¥y = 5 (f, a,) oder €
hindurchgehen, wobei ¢, < t,, also bei hinreichend kleinen Werten
von ¢; nach ¢, << to—c1 sein wird. Die Grofle ¢, wird auf den
Kurven (2) verschieden
und eine regulire Funk-

3 ' tion von @ sein. Von den
. /\ . Gleichungen
0 ¢ 1 2y — £ (ty @) = 0,
y2_n(t2a a):()
kann mindestens eine nach #, als reguldre Funktion von a auf-

16sen, da & und #; nicht zugleich verschwinden; dann kann man
nach a differenzieren, und erhilt

Bt @) 52 4 bl ) = 0,

Fig. 8.

(4)
Nt (tas “) d % 4 g (b a) =0,
und schliefit hieraus
Aty a) = 0.

Die Gesamtheit der Kurven (2) nennen wir dann ein Feld
von Extremalen; sie bedecken nach § 11 genau einfach ein Gebiet
|2 —§(t a0)| < [y—n( @) <
wo t, <t < t, und p ein hinreichend kleiner positiver Festwert

ist; dieses Gebiet ist nach § 11 durch [y] zu bezeichnen.

In diesem sei & irgend eine zusammenhingende Kurve mit
den Endpunkten O und 1, die aus einer endlichen Anzahl regu-
lirer Stiicke besteht. Sie werde vom Punkte 3 durchlaufen.
Dieser bestimmt dann in jeder.seiner Lagen eine durch ibn hin-
durchgehende Extremale des Feldes. In Fig. 3 sind die Extremalen
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als Gerade gezeichnet, wie auch spiter geschehen soll; die Figur
stellt die Weierstralsche Konstruktion dar.

Hier ist nun J,,, worin der Strich wie fortan immer die
Integration lings einer Extremale bedeute, eine reguldre Funktion
von z und y. Denn aus den Gleichungen

z=~§(ty a), y=n(s a)
kann man, da (4, a) 9= 0 ist, £ und a als in der Umgebung
jeder bestimmten Stelle 3 regulire Funktionen von z und y be-

stimmen nach dem Satz von der Existenz der impliziten Funk-
tionen; da nun ¢, in a regul'aLr ist, so ist

(5) ‘];!8 "“J F(ga m gia Ut)dt
t2
in @ und ¢ also auch in z und y regulir.
Um das vollstindige Differential dieser Gréfe in iibersicht-
liche Form zu bringen, kann nach § 3, I. das Variationszeichen
benutzt werden; wir setzen

. ) 0

und finden dann nach der Gruundformel (§ 2, IV.)
8Jyy = Fuda 4+ Fydyl’

oder

(6) dj“:Fw,dx—l—Fy'dy.

Man kann diese Formel aber auch durch Rechnung aus der
Gleichung (5) ableiten; diese gibt offenbar, wenn { — ¢; gesetzt wird,

J,
%;E = F(&a B 5t1 nt)a

T (0F(..) di
aéfa _ ja g&a_)_a%p[g(tg, a), ... g (taa)]-

123
Verwandelt man in der letzten Gleichung das Integral wie bei
der gewohnlichen Umformung von 0, indem man & durch 9/0a
ersetzt, so fillt das Integralzeichen weg, und man findet

Tas ‘
aaa - Fx'(&a . ')ga +Fy'(§7 "')nat

2

— G Fa )+ ey )
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Hier fallen nach (4) die fiir £ — ¢, gebildeten Glieder weg, und
man erhdlt durch Zusammenstellung der letzten Gleichungen

4 aé’;ma — Fo(5dt + L da)

+ Fy (nedt + nada),

dj”:

Jos
ot O T
d. h. die Gleichung (6).
Jetzt seien lings der im Gebiet [¥] von 0 nach 1 hinlaufenden
Kurve &, die aus einer endlichen Anzahl regulirer Stiicke besteht,
z und y Funktionen des Parameters 7, 3 sei der laufende Punkt
auf der Kurve, durch den wir, und das ist die Weierstraflsche
Konstruktion, eine Feldextremale legen, auf die wir das Inte-
gral J,; beziehen. Léngs der Kurve L integriert, erhilt man

. dz dy\ ,  ddy, dz dy
JOS-—J.F<xa %%a%)d"a dz ._F<.Z‘, y’d_tad’; )

K2}

und die Gleichung (6) ergibt
d s

dv

wobei &' = &, y' = n; die auf die Extremale 23 im Punkte 3
bezogenen Gréfien sind. Die letzten Gleichungen ergeben fiir
die Weierstrafische Grife

W) = Jys— '_fz 3
unmittelbar, indem wir z, fiir dz/dv setzen usf,

e

dz dy
—_ roay P NI
—Fw (x7 y’xay)dt +Fy’(x7 yvxay)dt’

=F (2,9, e, Yr) — ;L (@, 92,y —y: Fy (2,9, 2, y/);

die rechte Seite dieser Gleichung heile & oder ausfiihrlich
&y, &, ¥, T, y:). Sie kann an endlich vielen Stellen, da
némlich, wo zwei regulire Stiicke der Kurve £ zusammenstoBen,
bestimmte endliche Spriinge machen, bleibt also in der gewohn-
lichen Weise integrierbar, so dal das Integral die stetige Funk-
tion W (7) ist.

Ist nun v = 7,, 80 liegt der Punkt 3 in der Lage 0, so daB
Jos = 0, Jy3 = J,, wird; somit folgt

W(z) = — Jy05

wird 7 = 7, gesetzt, so ist die Extremale 23 wiederum diejenige,
deren Teil der Bogen € ist, und wir finden

W(r) = Jo, —=721
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oder, da bei der festgesetzten Lage der Stellen 2, 0, 1 immer

ju - jzo + jol
zu setzen ist, _ _
W) = Joy — Jo1 — Js0

Mit dem obigen Wert von W (z,) ergibt sich hieraus

7
aw . =
W) — W) = j m‘d" = Jy1 —Jos

%o
oder nach (7)
_ dz dy
JOI_JOI == j‘ (9’(56, Y, ', y’a az’ a‘i) dr.
To

Jetzt erinnern wir uns des urspriinglichen Sinnes der Extrems-
aufgabe (1). Ist die Differenz J,, —J,, immer positiv, so wird
Jy; durch den Extremalenbogen 01 ein Minimum gegeniiber
allen stiickweise reguliren Kurven £, die ebenfalls die Endpunkte
0 und 1 haben und einem gewissen, den Bogen 01 umfassenden
Gebiet [p] angehoren; ist jene Differenz immer negativ, so liegt
ein Maximum des Integrals J;, vor. Ist es also moglich, das
Integral

jﬁ& dz
To

als immer positiv oder immer negativ nachzuweisen, so ist ge-
zeigt, dall das gesuchte Extrem in der Tat vom Bogen € in ge-
wissem Sinne geliefert wird.

Wir konnen hiernach schon jetzt zwei zusammen hinreichende
Bedingungen des Extrems aussprechen.

A. Jacobische Bedingung. Der sich selbst nicht schnei-
dende regulire Extrémalenbogen 01 sei eingebettet in eine Schar
von Extremalen, die alle durch einen festen Punkt 2 gehen, der
auf der Verlingerung des Extremalenbogens 01 iiber einen seiner
Endpunkte hinausliegt. Werden die Extremalen durch die Glei-
chungen z = £(4, a), y = n (¢, a) dargestellt, und ist a = a, auf
der Extremale 01, so sei

A(t’ aO) = gt (tv do) Na (ta ao) - ga (ta ao) Mt (ta “v) )

auf dem Bogen 01 von Null verschieden.
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B. Weierstralische Bedingung. Fir die zum Vergleich
herangezogenen Kurven sei immer

f@d'z

von Null verschieden und festen Vorzeichens,

Die Jacobische Bedingung kann in folgender Weise ab-
geiindert werden. Verschwindet die Grofle 4(t, a,) auf der Ex-
tremale, der der Bogen 01 angehdrt in der Richtung 201 zuerst
wieder im Punkte 4, so heifen 2 und 4 konjugierte Punkte;
in dieser Bezeichnung ist die Jacobische Bedingung jedenfalls
dann erfiillt, wenn der Bogen 01 auf der Extremale, der er an-
gehort, zwischen zwei konjugierten Punkten liegt.

II. Fir die Kurve ¢ konnen, ohne die erhaltenen Ergebnisse
zu gefihrden, allgemeinere Stetigkeitseigenschaften zugelassen
werden als bisher. Es geniigt z. B. anzunehmen, dafi die vorderen
Ableitungen

ll'iltq)(t—}_ez_q)(t):wr:qf(t), £>0,

lim "’(“LEZ_W(” =y = ¥ (v)

endlich bestimmt und integrierbar sind und auch bei Ecken die
Eigenschaft

(8) lim ¢’ (v 4-¢) == ¢'(x), £>0

aufweisen. Damit sind unzéhlige, auch unendlich gehiufte Ecken
der Kurve & keineswegs ausgeschlossen; da nach wachsenden
Werten von v integriert wird, sind diese GroBen bei der Bildung
des Integrals J lings der Kurve € zu nehmen.

Ist dann F'(z, y, Z, ¥:) an den lings der Kurve  erreichten
Stellen im Gebiet der vier Unabhéngigen regulir, und setzt man
F(z, y, v, yr) = F(9, ¥, ¢/, ¥') = D (v),

so ist auf der Strecke 7, ... r; immer
) D (z,) — @ (v) = [Fo] (% — @) + [Fy] (v — 95)
+ [Fw] ((x,)4 — (xf)ﬁ) + [Fyl ((%)4 - (yr)5)a
wobei in den eckig eingeklammerten Funktionszeichen ein Unab-
héngigensystem von der Form
0 @)+ (1 =09 (), 0¢)+(1—0)v (),
09" (r) + (1 —06) ¢’ (vs), 09" )+ (1 —0)v' (r;), 0T <1
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zu nehmen ist. Hieraus ersieht man, daf auch @ (z) integrierbar
ist, sobald F'(x, y, % ¥:), als Funktion des Vektors (z; ¥
betrachtet, auch reguldr bleibt fiir alle Richtungen dieses Vektors,
die in den hohlen Winkel zwischen zwei auf der Kurve £ erreichten
Lagen des Vektors (2, y,) hineinfithren. Denn die Integrierbarkeit
bedeutet, daB die Gesamtlinge der Strecken, in denen die
Schwankung einer der Groflen z, und y, einen festen Wert iiber-
schreitet, beliebig herabgedriickt werden kann; da nun @ (r) nur
mit einer der Grofien z, und y, unstetig wird, zeigt die Formel (9)
die Integrierbarkeit der GréBe @ (r) wie auch die Gleichung

(10) liindi(t +&) =D(r), ¢>0.

Man kann daher das Integral

T T+ &
¥ (7) =jp(x, Y, e, Yo) AT, j@(r)dr — Me
%0 T

bilden, wobei M nach (10), wenn & > 0 und lim& = 0 wird, dem
Werte @ (z) zustrebt, so daB sich die gewdhnliche Gleichung

. grr(t) = @()
ergibt.

Erwéhnen wir noch, daf die von ¢’ () und 9’ (z) geforderten
Eigenschaften jedenfalls vorliegen, wenn diese Funktionen von
beschrinkter Schwankung sind, d. h. als Summen je zweier mono-
toner Funktionen darstellbar, wobei an Unstetigkeitsstellen immer
Z; = @' (z +0) usf. zu nehmen ist. Die allgemeinen Funktionen
nennen wir Funktionen wie ¢’ (7).

Ist ferner G (x, y) eine regulire Funktion von 2 und y, so
wird wie gewdhnlich die Gleichung

—G@ )+ G@+h y+ k) =hG(Z Yy +k Gy y)
bestehen, wobei

z=uz+0h y=y-+0k
ist und 6 einen positiven echten Bruch bedeutet. Setzt man dann
x+h:(p(7+01)7 y+k=¢(r+01)a x=§0(‘6),y=¢(t),
G (@ y) — G (%o, o) = O (v),

@ __@ . 1) — Y Y
CH=00 _ 9Ll =90 ¢ g )

so folgt

0,

y LA =v0 g, g 5,

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 6
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also, wenn 0, >0 und lim §, = 0 wird, die gewohnliche Gleichung
O'(r) = Gz.9'(z) + Gy. ¢’ (v),
wobei @' (z) die von ¢’ (z) und ¢’ () geforderten Eigenschaften be-

gitzt und die vordere Ableitung bedeutet.

Setzt man daher
T

A@) = [[Go ¥ (3) + Gy ¥ (D)) dt,
T
so folgt mit vorderen Ableitungen A'(z) = @’(x).

Um hieraus die Gleichung 4 (r) = @ (r) zu erschliefen, mufl
man davon ausgehen, dafl die Funktion f(z) ein Festwert ist, auch
wenn nur ihre vordere Ableitung auf der Strecke 7, ... 7, iiberall
verschwindet. Das folgt daraus, dafi die Funktion f'(z) 4 o (z — ),
wenn o ein positiver Festwert ist, eine positive vordere Ableitung
hat, also mit z wichst; ebenso nimmt f(z) — & (v — 7,) bei wachsen-
den Werten von 7 ab, so dal die Ungleichungen

[(@) + ot —10) > f(m) > f(7) — (v — ),

w(t—10) > f(r0) —[(z) > —a(zr — =)
folgen, also, wenn man « beliebig klein nimmt, f(z) = f(z,). Dies
angewandt auf die Differenz 4 (z) — @ (v), ergibt sich

G (@, y) — G (20, Yo) = [[G= 9’ (®) + Gy ¥/ ()] d .

Ferner ist a nach Nr.I in « und y regulir auf dem Gebiet [y];
die Grofle da/dr hat also die von ¢'(z) geforderten Eigen-
schaften, und wenn sie auf einer v-Strecke verschwinden sollte,
wire a — const.

Nimmt man endlich fiir die soeben betrachtete Funktion
G (v, y) die nach I in # und y regulire GroBe J,5 so folgt wie
frither

(11) dJ_gs_ dz F dy

dv = =g v gy

Mit der Gleichung (10) zusammen ergibt sich jetzt

d(Jos_J—zsz_ 6
dr o

dx d dx , on d .,
:F<xa ?/,E;%) —‘%Fx’(xw Y, x, y)_j%Fy’(xa ¥ x YY),
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und die rechte Seite ist integrierbar. Da nun oben ¥ () = J,;

gesetzt werden darf, so kann man wie gewdhnlich integrieren:
T

jd"”dr:«m;

dr
To
da ferner dJ,;/dv nach (11) eine Grofe wie ¢'(r) ist, hat man

ebenso
T

Al g0 _ 7"
j dv dr_J23[fo

%o

zu setzen, womit sich die Weierstrall sche Formel

w

T

T b

% _J.é)d‘t
To

ergibt. Die im Abschnitt I entwickelte Theorie erstreckt sich
also auch auf Kurven £, lings deren die Koordinaten als
Funktionen eines Parameters z Ableitungen von den oben fiir
@' (r) geforderten Eigenschaften besitzen.

§ 13.
Umformung der Weierstralt schen Bedingung.

I. Um die Weierstraflsche Bedingung unmittelbar an-
wendbar zu machen, untersuchen wir die Grofle & naher. In ihr
und ¥ lassen wir die stets wiederkehrenden Unabhéngigen z, y
weg und beginnen mit der Identitdt

F(,y) — o Fo s ) — o Fy @, y) = 0.
Aus ihr folgt
& = F (v, yr) — F (&, ) — (we—2) Fo (&, ¥')
— We— ) Fy (@, ).
Die Griofle & ist also der Rest in der Taylorschen Entwicklung
der Grofle F'(x; y;) nach den Differenzen 2, —2’' und y, —¥';
nach der allgemeinen Restformel, die fiir Funktionen zweier Un-

abhingiger beim Abbruch nach den linearen Gliedern gilt, kann
man schreiben

(1) 8=11(w— &) Farur (, 0) + 2 (2 — ) (s — ') Fory (1, )
+ e — Y P Fyy (u, v)},
wobei die Mittelwerte #, v durch die Gleichungen
(2) u=(1—=02"+0, v=_>010—0)y+0y.
6%
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mit der Bestimmung 0 <C § <1 erkldrt sind. Nun ist allgemein
Fow=y*F (2, y), Foy=—2y F (),

Fyy = 2" Fi (a, y);

der Ausdruck (1) gibt also, da
Ze— & uj?
Yr—Y v

X o |2
/
Y= Y

gesetzt werden kann,

(B) 8= 3Fi () @y —y ) = 8z y, 2 Y, #r, Yo)-

Die GroBle & hat also, wenn sie nicht verschwindet, das Vor-
zeichen der Grolle I (u, v).

Der Vektor (u, v) kann genauer geometrisch gekennzeichnet
werden. Der Punkt (u, v) liegt den Gleichungen (2) zufolge auf
der endlichen geraden Strecke zwischen den Punkten («/, ¥') und
(%n y-); 146t man also die drei Vektoren («', ¥'), (2 y;) und
(4, v) von irgend einem Punkte ausgehen, so liegt der letzte
innerhalb des hohlen Winkels zwischen den beiden ersteren, falls
diese nicht zusammenfallen. Hat also die Grofie F,, gebildet fiir

eine in diesen hohlen Winkel hineinweisende Richtung, ein festes
Vorzeichen, so ist dieses auch das Vorzeichen der Grifie 8.

Setzen wir ferner wie friiher
F(zyy, 2, 4) = 2' [ (2, 4, p)y F (2, ¥y X0, Y2) = 21 (@, ¥, P)s

so folgt an einer Stelle, wo z' 5= 0 ist,

E&=rtaf(x 9 p)— (f(x1 Y, 0) —Pfo(® Y p))xf
— o (2, ¥, D) %= . )
= @[ (@ 4 D) — 1 (@ 4, p) — (P — D) [» (% 9, Ii)}
= (P — D)2 [ (2, Y P,

(4)

wobei p° einen Mittelwert zwischen p und p bedeutet.

IL. Die Formeln (3) und (4) wie auch schon der urspriing-
liche Ausdruck der Grolle & zeigen, dafl diese jedenfalls dann
verschwindet, wenn die Vektoren (z/, ¥') und (x., y.) dieselbe,
nicht enfgegengesetzte Richtung haben. Wir nennen dies das
ordentliche Verschwinden der Grofle &; jedes andere Ver-
schwinden heile aullerordentlich. In ersterem Falle ist
Z:Y — Y2 = 0 und 2’ hat das Vorzeichen mit z, gemein. Ist
letzteres nicht der Fall, die Vektoren («', y") und (2. y.) also
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entgegengesetzt gerichtet, so braucht & nicht zu verschwinden,
da Gleichungen wie

For (%, 9y @', ?/) = Fy (xa Y — ', —?/'),

Fy ('7/'7 Y, & y) = Fy’ () 4, — ' — yl)
keineswegs erfiillt zu sein brauchen; F, Fy und F, setzen
wir ja im allgemeinen nur als positiv homogen voraus.

Will man nun die Weierstrafsche Bedingung erfiillen,

also dem Integral
(5) [8dr
ein festes Vorzeichen sichern, so liegt es am nichsten, voraus-
zusetzen, daf die Grofle & fiir die zugelassenen Kurven £ ihr
Vorzeichen nicht wechselt. Weiter mufl dann noch der Fall aus-
geschlossen werden, daf & lings der ganzen Kurve € verschwinde.
Dies kann jedenfalls nicht so geschehen, dafl & iiberall ordentlich
verschwindet; in diesem Falle wire ja auf der Strecke 7, ...t
iiberall

at da
Ty — & Yo = <§t dz + & ﬂ) Mt
v dt da
—(nt%‘l“na%)&
da
— _(gtna_ga"h) E‘; — O,
also, wenn die Jacobische Bedingung erfiillt ist, d. h.

A, a)F 0
ist,
da
a*—r‘ == 0.

Dann wire a von ¢ unabhingig, und da a = a, ist fir © = 7,
ligen alle Punkte der Kurve ¢ auf der Extremale a = a,; die
Kurve @ fiele mit dem Bogen € zusammen. Dies gilt auch fiir
den allgemeineren Fall § 12, II, da, wie dort bemerkt, d a/dv eine
Funktion wie ¢’ (z) ist.

Das Integral (5) kann hiernach, wenn ein Zeichenwechsel der
GroBe & ausgeschlossen ist, nur dann vielleicht verschwinden,
wenn auBerordentliches Verschwinden der Grofle & zugelassen
wird. Ist dies ausgeschlossen, so ist jenes Integral sicher von
Null verschieden, die Weierstrafsche Bedingung erfiillt. Man
kann ihr also folgende engere, aber fiir die Anwendung bequeme
Form geben.



86 Hinreichende Bedingungen. §13

B. Weierstrafische Bedingung. Die Grofile & wechselt
bei den zum Vergleich zugelassenen Kurven & ihr Vorzeichen
nicht und verschwindet auf ihnen nur in ordentlicher Weise.

Diese Bedingung reicht mit der Jacobischen, § 12 (A), zu-
sammen hin, das Extrem gegeniiber den zugelassenen Kurven £
zu sichern. Da nun eine Gleichung des § 12 lautete

OI_J J‘I d’E,
0

so geben positive Werte der Grofle & ein Minimum, negative ein
Maximum .des Integrals J,,. Die Formel (3) zeigt ferner, daff &
das Vorzeichen mit einem gewissen Werte von F, gemein hat.
Hat diese Grofe ein festes Vorzeichen fiir alle Richtungen, die
in einem Punkte des Gebiets [p] hineinweisen in den hohlen
Winkel zwischen den in diesem Punkte wachsenden Werten von =
und ¢ entsprechenden Richtungen der zugelassenen Kurve £ und
der Feldextremale, so hat die Grofe & eben dies Vorzeichen.
Setzt man z. B.

F(z, y, o, ?/) - f(xa ?/) Y22 4 VA
und ist die Funktion f(z, y) an den betrachteten Stellen positiv,
80 hat man
/ ]
E=Va2+ypll1— Tt Y Y } (z, ¥)
Vi by { V' +y Var + 2 !
= Vai +y2 (1 —coso) f (2, ),
wobei @ den hohlen Winkel der beiden Vektoren (2, ') und
(#w y;) bedeutet, so da cos® =— 1 nur werden kann, wenn
o = 0, jene Vektoren also dieselbe, nicht entgegengesetzte Rich-
tung haben. Die Griofie & kann hier also iiberhaupt nur ordent-
lich verschwinden; den Kurven £ braucht aufler den Stetigkeits-
eigenschaften keine Beschrinkung auferlegt zu werden. Um das
Extrem zu sichern, reicht die Jacobische Bedingung aus.

III. Das Gebiet [y] nennen wir eine weitere Nachbar-
schaft des Bogens 01; wird dieser vom Punkte (x, 1)) durchlaufen,
so ist [y] der Inbegriff der Punkte, fiir welche

(6) lz—z|<<7p ly—9<v;
in einer solchen Nachbarschaft sollte bisher immer die Kurve £

verlaufen.  Jetzt filhren wir den DBegriff einer engeren
Nachbarschaft ein und sagen, € verlaufe in einer solchen,
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wenn zu jedem dieser Kurve angehorigen Punkte (z, y) ein
Punkt (z, y) des Bogens 01 existiert, der mit jenem die Un-
gleichungen (6) erfiillt und in der Beziehung steht, dafl die nach
wachsenden ¢ und z gerichteten Tangenten der Kurven £ und 01
einen Winkel, der kieiner als die positive Konstante p, ist,
bilden; wir sagen dann, die Kurve ¥ liege in einer engeren
Nachbarschaft [y, ,] Ist nun die Differenz J,, — J,, von
festem Vorzeichen bei allen in einem gewissen Gebiet [p] ver-
laufenden Kurven £, so sagen wir, der Bogen 01 liefere ein
starkes Extrem des Integrals J; gilt dies nur fiir alle Kurven &,
die einer gewissen engeren Nachbarschaft [y, ;] angehdren, so
sagen wir, liege ein schwaches Extrem vor.

Im Punkte (z,y) bildet, wenn wir uns auf eine engere
Nachbarschaft beschrinken, die durch ihn gehende Extremale
des Feldes mit der Tangente des Bogens 01 im zugehérigen
Punkte (z, §) einen Winkel, der unter einer beliebig vorge-
schriebenen Schranke bleibt, sobald p, hinreichend klein gewihlt
wird; dies folgt aus der Stetigkeit der GroBen &, n; im Gebiet [y]
und daraus, daf in ihm die GroBe £ + %7 nicht verschwindet,

woraus auch die Stetigkeit der Grofen £/Y &2 + 5¢ und n/VEE +ni
folgt. Die auf den Punkt (z,y) beziiglichen Vektoren (2 y.)
und (&, n¢) sind dann also beliebig wenig gegeneinander geneigt,
sobald auch y, hinreichend klein genommen wird. In den hohlen
Winkel dieser Vektoren geht der Vektor (u, v) hinein, der nach
Nr. I in der Formel

By Y, &' Yy Try Yo) = (@Y — 2" Y2)? Fy (2, Yy u, )

auftritt; die GroBe & in der Theorie des § 12 wird also nur fiir
solche Vektorenpaare (z', ') und (a;, y,) gebildet, die in der
Richtung beliebig wenig voneinander abweichen; sie kann nur
in ordentlicher Weise verschwinden, wenn die Grifie F, léngs
der Extremale 01 von Null verschieden ist; denn dann gilt das-
selbe bei hinreichend kleinen Werten ¢ und p; von F, (2, y, u, v).
Liegt also die Vergleichskurve £ in einer hinreichend engen
engeren Nachbarschaft des Extremalenbogens 01, und ist F; auf
diesem von Null verschieden, so verschwindet & nur in ordent-
licher Weise; nach II ist dann also das schwache Extrem des
Integrals J gesichert. Die von F; geforderte Eigenschaft nennen
wir die Legendresche Bedingung; sie geniigt, wie man sieht,
mit der Jacobischen zusammen, um das schwache Extrem zu
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sichern, auch wenn die Gréfe & im iibrigen auBerordentlich
verschwinden kann.

Erinnert man sich des in Nr. I gegebenen Ausdrucks (4) so-
wie der allgemeinen Beziehung

1
Flzﬁfma

wenn F' = 2'f(x, y, p) gesetzt wird, so kann fiir den Fall, daB
lings des Bogens 01 als Unabhingige iiberall x genommen
werden kann, die Legendresche Bedingung des Minimums in
der Form f,, > 0, die des Maximums in der Form f,, < 0
geschrieben werden und geniigt, mit der Jacobischen Bedingung
fiir das schwache Extrem bei festen Endpunkten in der Aufgabe

6'ff(x, ¥y, p)dxr = 0.

§ 14.

Anwendungen.

In allen Anwendungen der Theorie auf Beispiele ist die
Untersuchung, ob die Jacobische Bedingung erfiillt ist, oder die
Bestimmung der Paare konjugierter Punkte, gegebenenfalls der
Nachweis, dafl keine solchen vorliegen, das Wichtigste und der
fesselnde analytische Teil der Aufgabe.

Konjugiert nannten wir die Punkte 2 und 4, wenn durch
ersteren alle Kurven » = £ (%, a), y = 7 (¢, @) hindurchgehen und
die GroBe 4 (f, a) = &4, — &m: auf der Kurve a = a, fort-
gehend im Punkte 4 zuerst wieder verschwindet. Wenn nun die
Gesamtheit der den Bogen 24 umgebenden Extremalen durch
die Gleichungen

€r = x(t1 bc) y¥y=9(¢b c)
dargestellt werden kann, so erhéilt man die Ausdriicke £ und 7,
indem man b und ¢ passend gewihlten Funktionen eines Para-
meters a gleichsetzt; dann ist

) {Etdt+§ada=xtdt+zbdb—|—xadc,

Ndt+n.da =9 dt+9,db+y.de.
Ferner sind

Ty = £(ly @), Yo = n(ly a)
Festwerte; man hat also die Gleichungen

() §idt4§.dal2 =0, ndt+n,dal2 = 0.
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Ferner erhédlt man die Gleichung A (¢,, a;) = 0, wenn man die
Gleichungen

(3) Gdt + &, dalt =0, mdt4+n.dat=20

mit @ = a, ansetzt und dann d¢ und da eliminiert. Den Iden-
titaten (1) zufolge erhdlt man also die Bedingung dafiir, dafl
die Punkte 2 und 4 konjugiert sind, indem man aus den Glei-
chungen

ndt+ndb+4r.delr =0,
tdt+udbtr.det =0,

t)tdt + % ab + t)cdci2 =0,

edt+19,db + yodet = 0

die Differentiale dt,, dt,, db, dc eliminiert. Man findet so die
Gleichung

| z: (¢, 0, ©) 0 L (g b, ) Lo(ta, by €)|
Yl by0) O Dulta by 0) Bella by 0)|
0 ety b, 0) Boltn b, ¢) Ye(tw b, ¢)|
’ 0 17 (tu ba C) I)b (t41 ba C) I)c (tiv ba C)
und ¢, mufl die von ¢ aus nach oben zuerst kommende

Wurzel sein.
Setzt man

(4)

0,

oLy _ o,y __ —
o) — 0. (t b, c), o = 0, (t, b, c),

80 kann die erhaltene Gleichung auch geschrieben werden

(5) ‘61 (tar by €) 0, (s b, €)| —
|02 (t27 bv 0) 02 (tu ba C)

I. Bei der Aufgabe der kiirzesten Linie
651/x'2+ yrdt =0

sind die durch den Punkt z = y — 0 gehenden Geraden etwa
durch die Gleichungen

r=E¢=1t y=n=at
dargestellt; ¢ = 0 gebe die zu untersuchende Extremale, die

z-Achse. Man findet

__ & m) _
A(t’ )"—a(t,;}j—‘ )
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also von Null verschieden, sobald { > 0. Es gibt also keine
konjugierten Punkte, und jedes Stiick der positiven x-Achse gibt
ein starkes Minimum der Linge, da
Vel FEtyye |

&=V +W{ Va +y2 Var+ 2
nach § 13, I positiv ist und nur ordentlich verschwindet. Die
Legendresche Bedingung des Minimums ist erfiillt:

1
h =Yg

Die gerade Strecke ist also die kiirzeste und gibt ein starkes
Minimum der Lénge gegeniiber allen Kurven { mit denselben
Eudpunkten, die einer weiteren Nachbarschaft der Strecke an-
gehoren.

II. Die Aufgabe

SJ‘yﬂds =0
umfaft fir » — 1 die Aufgabe der kleinsten Drehfliche, fiir
n = § das Eulersche Prinzip der kleinsten Wirkung fiir “den
freien Fall, fir n = — 3 die Aufgabe der Brachistochrone. Die
konjugierten Punkte konnen hier immer durch eine geometrische
Konstruktion gefunden werden.
Da
F=yya*+yn,

gibt die eine Eulersche Gleichung F,, — const., also etwa, wenn
¢ ein Festwert ist,

yn [ E— C”, y‘zn — 62n+62” <%>2,

setzt man y = ¢¥, x = ¢Z, so folgt
_ dy\?
(6) =1+ (72)"

Ist ¥ = ¢ (%) eine Losung dieser Gleichung, so ist ¢ (z + ¢) eine
mit einem Festwert behaftete, und ¢ = — b/c gesetat, ist

(7) y=c9(*7)

c

eine mit zwei Festwerten behaftete Gleichung von Extremalen.
Im Falle » = 1 findet man nach (6)

<zl

?

ay
dz?
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eine Losung der Gleichung (6) ist also Gof (z +c¢); fiir die Extre-
malen findet man damit

y = o6oj =0,
sie sind Kettenlinien mit der z-Achse als Basis.
Fir die durch den Punkt (x, y,) gehenden Extremalen (7)

findet man
— b
Yo —=CQ@ < )

also, wenn wir # — b = cu, 2, — b = cu, setzen,

(8) d e (@ (o) — ty @' (o)) + d b. ¢’ (o) = 0.
Jetzt ergibt sich mit dem fiir den konjugierten Punkt nach (4)
geltenden Ansatz
dy=10, de =20
eine Gleichung derselben Form wie (8),
de(p(w)—ug' () +dbg' () = 0;
also als Bedingungsgleichung der konjugierten Punkte
P (u) @ (o)

9 = — % =
@ 7" 9w
die Punkte selbst sind

Zo="b+cuy Yo=1c@(t); ="0b+cu, y=cou).

Nun ist die Gleichung der Tangente der Extremale (7) mit

X und Y als laufenden Koordinaten im Punkte mit dem Para-
meterwert «

— Uy

X—z Y—y[

¢ cg'(w)

ihr Schnittpunkt mit der Abszissenachse ¥ =— 0 hat also die
Abszisse

=O;

X=—cu—b4+%2 ()
)
und, wenn wir % durch u, ersetzen, erhalten wir die Abszisse
X — b cQ (uo)
° )

Ist die Gleichung (9), die die Paare konjugierter Punkte kenn-
zeichnet, erfiillt, so ist X = X,; die Tangenten konjugierter
Punkte schneiden sich auf der xz-Achse. Das ist die Lindelof-
sche Konstruktion konjugierter Punkte.
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Im Falle n = , also beim Prinzip der kleinsten Wirkung

im Falle der Schwere, deren Richtung die y-Achse gibt, findet
man nach (6)

als Losung kann
z

LT = ()

genommen werden; die Extremalen sind

v=[C) 1]

also Parabeln, deren Leitlinie die z-Achse ist, deren Achsen der
y-Achse parallel laufen. Die mechanische Grundlage ist die Glei-
chung der lebendigen Kraft in der Form

mv?

5 = 9Y%
und das Prinzip lautet:

0 j vds = 0.

Die z-Achse ist die Gerade, auf der bei der festgesetzten Kon-
stanten der lebendigen Kraft v — 0 wird. Zwei auf ihr sich
schneidende Tangenten der Wurfparabel beriihren diese in kon-
jugierten Punkten. Da nun der Brennpunkt der Pol der Leit-
linie ist, sieht man, dal die Verbindungslinie zweier konjugierter
Punkte durch den Brennpunkt der Parabel geht und die Tan-
genten in konjugierten Punkten sich rechtwinklig schneiden.

Die GroBe & kann nach I bei diesen Aufgaben im Gebiet
2 > 0 nur ordentlich verschwinden; ein zwischen zwei kon-
jugierten Punkten liegender Bogen der Extremale liefert ein
starkes Extrem.

III, Die Aufgabe, die Kugel als Drehfliche von grofitem
Rauminhalt bei gegebener Oberfliche nachzuweisen, fiihrt nach
§ 9, VI auf die Extremalen der Aufgabe

dfyVi—pryrda = o,

die durch den Punkt 0(x = y = 0) gehen; sie werden durch
die Gleichung

(10) g =2z —y? (x—— ‘f)g_l_ (ﬁ)z —1

a? a
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dargestellt. Ob sie das gesuchte Extrem wirklich liefern, ist hier
nicht durch unmittelbare Anwendung der Theorie des § 12 zu
entscheiden, da der Integrand an Stellen, wo 1 — p2y?2 — 0 ist,
singuldr wird. Man kann aber den Grundgedanken der Theorie
anwenden, nachdem man die in Betracht kommenden Ausdriicke
durch Riickgang auf die urspriinglichen Veriinderlichen y, u
regularisiert hat.

In der uy-Ebene ziehen wir eine Kurve £ vom Punkte
y=u =0 oder 0 aus durch das Gebiet y >0, bis sie zum
ersten Mal wieder die Achse u = 0 erreicht; sei dabei

71

[ G (=

Ihr entspricht in der zy-Ebene eine Kurve ¥, vermige der

Gleichungen
z = ‘ V dz, y=1y

mit positiver Quadratwurzel; es ist also

( dy y?
d'5>g d‘vdtg 5'

(11) ngr d—y—

Die Kurve &, liegt also im ersten Quadranten (x>0, y > 0) und
auf der hohlen Seite, im Innern der Parabel 2x — y2 Dieses
Innere wird von den Ellipsen (10) genau einfach bedeckt, da
sich aus der Gleichung (10), wenn y2 <2z, ein einziger positiver
Wert von a? ergibt; sei a > 0.

Geht die Kurve € von 0 aus eine Strecke weit geradlinig
parallel zur y-Achse, so daB hier du/dz = 0 ist, so gilt in der
Beziehung (11) eine Strecke weit das Gleichheitszeichen; die
Kurve &, geht in der zy-Ebene eine Strecke weit lings der
Parabel 22 = y2 Ist aber du/dv eine Strecke weit positiv ge-
wesen, so gilt in (11) nur das Ungleichheitszeichen; £, verlduft
dann stéindig im Innern der Parabel, so daB durch den auf ihr
laufenden Punkt 3 jeweils eine bestimmte Ellipse (10) geht.
Setzen wir dann

T = [yVT—ypds, F=yVi*—yy"
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und bedenken, dafl lings der Extremale (10) offenbar

V1—ypd =+ y/a
ist, die Wurzel also, wenn y >0, das Vorzeichen nicht wechselt,
und, da sie nach § 7, VI nicht iiberall negativ sein kann, immer
positiv ist, so folgt

x

T (Vags=2_ 2
J°3“jadx~ « 3a?
0

und man bestdtigt nach (10) leicht, indem man den Punkt 3
unabhangig 140t,

Fo=ua, Fy=—ayp, dJy; = Fydx+ Fydy.

Anderseits ist, lings der Kurve &, integriert,

- d fdx dzx dy
J03—'ervl_y2})2d'_rdta Pdt dt"

also, indem man ¥, und F, ausrechnet,
d(Jos—Jos) _ l—ypp i da
T“é__y{‘/l_yzpz— y ﬂ} dr’
Die Quadratwurzel im Nenner ist, wie gesagt, positiv. Weiter

liegt fiir jede in Betracht kommende Richtung die Grofle

d d
yp =y g2 = 4

Vdy + dus
zwischen den Grenzen + 1; dasselbe gilt von

— Ay 1/(dy\? du\2
W—az?-l/(a;) + ()
l—y*pp = 0.

Da ferner dx/dv>>0, abgesehen vom Anfangs- und Endpunkt

der Kurve £,, so ist & negativ, wenn }1— y2p? negativ zu
nehmen ist; man hat ja

also ist

=g 22 _ e
Vi—vp Prn=Y dr

zu setzen, so daB das Vorzeichen nicht willkiirlich, sondern durch
die Kurve € bestimmt ist. Ist aber

Vl —y2p2 g 0;
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so folgt aus der allgemeinen mit positiven Wurzeln gebildeten
Ungleichung l—up> T —a VTR,
in der |a|<1, |B|X1 ist, dall & nie positiv ist und nur ver-
schwindet, wenn p = p ist. Da nun, abgesehen von den End-
punkten dz/dr stets positiv ist und ldngs der Extremale in der
Ricbhtung vom Punkte O her wichst, so fallen die Richtungen
(«, ) und (dzdv, dy/dt), wenn p — p ist, zusammen; die
Grofie & verschwindet auf der Kurve &, nur in ordentlicher
Weise.

Das kann wieder nicht iiberall lings der ganzen Kurve £,
geschehen; die Gleichung

1= ()

dy —2zda dx dy dz

dv _ ay dt+ dv dv -~ Paw
also, da x positiv bleibt, sobald & die Parabel y2 = 2z ver-
lassen hat, da/dv = 0. Das bedeutet wie in der allgemeinen
Theorie das vollige Zusammenfallen der Kurve £, mit einer Ex-
tremale; in jedem anderen Falle verschwindet & nicht iiberall
und ist im iibrigen nur negativ; also folgt, wenn man lings der
ganzen Kurve £, integriert, d.h. bis zum Endpunkte r = o,
y == 0, den wir 4 nennen,

gibe ja

[8dr <0, Jo,—Js<0.

Das lings der Extremale genommene Integral J,, ist damit als
Maximum erwiesen; die Kugel hat gréferen Rauminhalt
als eine Drehfliche von gleichem Flicheninhalt, die der
Drehachse nicht mehr als zweimal begegnet.

Die Meridiane der zum Vergleich herangezogenen Flichen
brauchen nur die in § 12, IL. von ¥ geforderten Stetigkeitseigen-
schaften zu besitzen.

§ 15.

Extreme bei Verinderlichkeit eines Endpunktes.

Sei wie in §9 die Aufgabe gestellt, auf einer gegebenen
reguliren Kurve § den Punkt 1 so zu bestimmen, dafl die von
ibm nach dem gegebenen Punkte 2 gezogene Kurve € das Inte-
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gral J;, zum Extrem macht (Fig.4). Gewisse notwendige Be-
dingungen, die die Kurve € erfilllen mull, kennen wir: € mul
eine Extremale sein, die im Punkte 1 die Kurve & transversal
schneidet. Wir entwickeln jetzt hinreichende Bedingungen dafiir,
daB das gesuchte Extrem wirklich vorliegt, daB also, wenn O ein

Fig. 4. allgemeiner Punkt der Kurve & ist und
lings einer Kurve ¥ oder 02 integriert wird,
die Differenz J, , — J; , ein festes Vorzeichen
aufweist und nicht verschwindet.

Zu diesem Zweck konstruieren wir eine
Schar von Extremalen, die von der Kurve &
transversal ausstrahlen, und nennen sie
wieder ein Feld. Ist lings der Kurve &

etwa
Ty = §(0), Yo = g(0),

80 geniigt es, die Gleichung
(1) Fx'(xoa Yor @' ?/I) dﬁ +F (xm Yor T J) yo =0

mit der Unbekannten y'/z' — p anzusetzen; ist im Punkt 1 auf
der Kurve § z B. 2’ == 0, so kann man

F=f(90,%1’)x'a Fz'—f pﬁn Fy’:fp
ansetzen und findet als Ableitung der linken Seite der
Gleichung (1) nach p

o (B G+ B ) = (= p 2+ 2V
Jetzt nehmen wir an, daBl die Kurven & und € im Punkte 1
nicht in Beriihrung stehen; dann ist die Klammer in der letzten
Gleichung rechts von Null verschieden, also auch die ganze
rechte Seite, sobald f,, = 0, oder auch sobald die Grofe F)
lings der Kurve € nicht verschwindet, was wir annehmé&n wollen.
Man kann dann die Gleickung (1) in der Umgebung des auf €
beztiglichen Wertsystems (z,, ¥, 5, ¥;) und, wenn |6 — 6| klein
genug ist, nach p auflésen, und in jedem Punkte O eine Extremale
konstruieren, fiir die yg:20 = p ist. Léngs dieser sei

z=2§ta), y=mn(a);

man konnte a = 6, — 6 setzen, und es sei a, = 6, so dall auf
dem Bogen € die Gleichungen

" x=§ay), y=n(,a,)
gelten.
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Nun sei, und das ist wieder die Jacobische Bedingung,
A(, ao) = &na—Ea m]":%

von Null verschieden lings des Bogens 12, wie dies im Punkte 1
sicher ist, da die Kurven @ und & sich nicht beriihren sollen.

Dann ist auch
A, a) 0

lings der Kurven des Feldes, sobald dieses hinreichend ein-
geschrinkt wird, und fiir eine #-Strecke, die die auf € beziigliche
Strecke t;f, nach oben und unten um ein gewisses Stiick iiber-
ragt. Damit sind die Bedingungen erfiillt, aus denen nach den
Einbettungssidtzen des § 11 geschlossen’ werden kann, dal eine
gewisse weitere Umgebung des Bogens 12 von den Feldkurven
genau einfach bedeckt wird; sie werde wie frither durch [y] be-
zeichnet. Thr gehort eine gewisse Umgebung des Punktes 1 auf
der Kurve & an, und wir ziehen die Kurve € immer nur inner-
halb des Gebiets [y], so dafl sie in einem Punkte 0’ der be-
zeichneten Umgebung von & ausgeht.

Jetzt ist leicht zu iibersehen, dafl die Theorie des § 12 sich
mit leichter Abdnderung wiederholen lifit. Sei x = ¢(r),
y = ¥(v) lings des Bogens 0’2 der Kurve L. Durch jeden ihrer
Punkte, den Punkt 3 z. B., geht, da wir uns im Gebiet [p] be-
finden, eine einzige Feldextremale, die im Punkte 0 von & aus-
strahle. Setzen wir dann

73
i dz d
Jog = JF<'”9 Y E’i_c“y E'L‘l>dt’
To
und ist das lings der Feldextremale erstreckte Integral
t3
Jos = [ F(& n, & n)dt;
t,
setzen wir ferner ’

d T—=13
O = df d—; 3
so ist offenbar
. dx dy 8
@) 3 Jys = F<x el d_r)dz :

80Jys = Fudz 4+ Fy 8yt

An den Stellen 0 gilt aber die Transversalititsbeziehung
Fydz+ Fydy = 0;

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 7
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also folgt _
0oy = Fuda 4+ Fydyp.

Dies gibt, mit der Gleichung (2) verbunden,

dzx dy) dx

8 (Juvs — Jog) = dv[F(x, 1o 7~ Ful@, 9 2! y)

d
—d_z F!I’ (= 9y, 2, y’)]a
oder in der friiheren Bezeichnung

d(JO’S'—"‘TOS) —_— P dx dy>’3
W_—é)(xa Y xaya%a% 1‘
LaBt man nun v, _von 7, bis 7, laufen, so ist der Anfangswert
der Grobe Joz— Jy5 da beide Summanden verschwinden, Null;
der Endwert ist offenbar Jys—¢/,,, d. h. die Griofie, deren Ver-
halten das Extrem erweist, wenn es vorliegt. Man findet also

2
= , , dzxz d
Jorg — Jyy = j@(m, b @Yy g a—%)dt
OI

Das Extrem. gegeniiber der zugelassenen Kurven £, die noch
irgendwie beschrinkt werden kénnen und vielleicht miissen, ist
gesichert, wenn diese Grofle ein festes Vorzeichen hat und nie
verschwindet, es sei denn, daBl & und € zusammenfallen. Hier
greift nun in vollem Umfang die Erdrterung des § 12 statt: zu-
nichst kann & nicht lings der Kurve & iiberall ordentlich ver-
schwinden; das gibe ja, da

de _ _dt . da dy _  dt da
de =gy thagy gp =gy T gy

gesetzt werden kann,

Yy & e da
dx dy =0, gda @ :%A(t,a):o,
dz’ dr sdz’ 1 gz
also
da
i =%

Da nun der Endwert von @ an der Stelle T = 7, offenbar «, ist,
go miiite stindig @ — a, sein und ¥ mit € zusammenfallen.
Es geniigt also, um das Extrem zu sichern, die Kurven € so zu
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beschriinken, dafi die Gréfie & auf ihnen nur ordentlich ver-
schwindet und das Zeichen nicht wechselt; dann hat das Integral

f@dt

ein festes Vorzeichen bei den zugrunde gelegten Kurven ¢ und
das Extrem ist gesichert. Hinreichend fiir das Extrem, wenn der
Anfangspunkt auf einer Kurve § verfiigbar, der Endpunkt gegeben
ist, sind also wieder zwei Bedingungen.

A. Jacobische Bedingung. Der untersuchte Extremalen-
bogen ist einzubetten in eine Schar von solchen, die alle von
der Kurve & transversal ausstrahlen, und, wenn sie durch die
Gleichungen

v =§{ta) y=na)
dargestellt werden, wobei ¢ — a, die untersuchte Extremale sej,
laings dieser die Ungleichung
Aty ag) = &Ma— Eame | F 0
ergeben.

B. Weierstrafische Bedingung. Die zum Vergleich
herangezogenen Kurven miissen bewirken, dal an ihnen die
Grofle & nur in ordentlicher Weise verschwindet und das Vor-
zeichen nicht wechselt. Hinsichtlich der Beziehungen zwischen der
WeierstraBschen und der Legendreschen Bedingung gilt
dasselbe wie in § 13; ebenso betreffs der starken und schwachen
Extreme. .

Kommen wir, auf der Kurve € in der Richtung 12 fort-
gehend, an der Stelle 4 oder ¢ — ¢, zum ersten Male zu der
Gleichung

A (tya,) = 0,
80 heiit 4 der extremale Brennpunkt der Kurve & der auf
der Extremalen 12 nach der einen Seite hin liegt, und folgende
Formulierung ist moglich.

A'. Jacobische Bedingung. Der zur Kurve & transversal
liegende Extremalenbogen, der untersucht wird, enthalte den
extremalen Brennpunkt der Kurve & nicht.

II. Die ganze Betrachtung bleibt ohne wesentliche Ab-
dnderung giiltig, wenn es sich um das Extrem einer Grofe

2= 2y + Jos
handelt, und die gesuchte Kurve 02 von der Kurve & ausgehen und
im Punkte 2 endigen soll; z, mull irgendwie mit der Lage des
Anfangspunktes auf £ gegeben sein. Nach § 10 hat man im
7%
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Punkte 0 als notwendige Bedingung des Extrems die allgemeinere
Transversalititsbedingung
(3) — 028, + Fudz+ Fyoylo = 0,
und natiirlich mufl 02 ein Extremalenbogen sein. Jetzt ist nach
der allgemeinen Variationsformel
02 =02+ 0Jyy = 02,4+ (Fpdx+ Fp0y)

also nach (3)
4) 0z = Fy0x+ F,oy2

Indem man in der Gleichung (3) den Punkt 0 veriinderlich
nimmt, kann man diese Gleichung nach p auflésen; dann erhilt
man in jedem Punkte der Kurve § eine Anfangsrichtung einer
Extremale, die in allgemeiner Transversalititsbeziehung zu der
Kurve & steht. Die linke Seite der Gleichung (3) nach p
differenziert, gibt nimlich

1
?(wa&xA- Fyydy) = F,(2'0y —y'dx),

2
0?

also etwas von Null Verschiedenes, wenn F), wie wir immer an-
nehmen, in den Elementen der untersuchten Extremale von Null
verschieden ist, und die Extremale sich mit & im Punkte 0 nicht
beriibrt; in letzterem Falle, der in § 10 erwdhnt ist und zunichst
ausgeschlossen bleibe, ist die Richtung der ausstrahlenden Ex-
tremale unmittelbar gegeben. Die so konstruierten Extremalen
bilden dann wieder ein Feld; bei der dreistufigen Auffassung
der Aufgabe, die wir in § 10 entwickelt haben, strahlen sie
von einer Raumkurve transversal aus im allgemeineren Sinne
des Wortes.

Die besondere Lage des Punktes 0, die zu der untersuchten
Extremale gehort, sei 1; dann ist der Bogen 12 wieder in ein
Feld eingebettet, dessen Kurven durch Gleichungen wie

r = g(tv a), y=n(a)
dargestellt werden. Krfiillen diese die Jacobische Bedingung
& Na—E&ame = O

lings des Bogens 12, so wird eine Umgebung des Bogens 12
einfach von den Feldkurven bedeckt. Die Vergleichskurve ¢ gehe
von einer Stelle 0’ aus und ende in 2; wird sie vom Punkte 3
durchlaufen, dessen Lage vom Parameter v abhiingt, so findet man,
J lings & integriert,

d
%(30’ + Jys) = F(x, Yy Try Yr)
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und, indem 8 = dv.d/dv gesetzt wird, nach (4), indem man J
auf die Feldextremale 03 bezieht,
d - d d
T (o Jos) = Fu 2 + Fy 3,
also
d - dx d
E;(zo' + Jus— 2 — Jos) = 6(% %2y, ﬁa a*g .

Von jetzt ab bleibt alles wie frither: mit der Jacobischen
Bedingung zusammen reicht die Weierstrafsche hin, um das
Extrem der GroBe z zu sichern; letztere sagt wie frither, dal
auf den zum Vergleich herangezogenen Kurven & die Grofe &
nicht auBerordentlich verschwinden darf.

III. Bedeutet die allgemeinere Transversalitit die Beriihrung
zwischen der Kurve & und der ausstrahlenden Extremale, so wird
im Beriihrungspunkte

EMa—Eame = 0
werden; es wird keine Umgebung [y] des Bogens 12 von den
Feldkurven eindeutig bedeckt, sondern nur eine solche des Bogens 1’2,
wenn 1’ auf 12 beliebig nahe bei 1 liegt. Solange die Kurve £
in dieser Umgebung verlduft, bleibt die bisherige Betrachtung
giiltig, insbesondere die Konstruktion des zu jedem Punkte 3 ge-
hérigen Extremalenbogens 03. LaBt sich nun eine Umgebung
des Punktes 1 angeben, in welcher die Kurve & ein Gebiet ab-
grenzt, das von den Feldextremalen genau doppelt bedeckt wird,
so wird beim Fortgang des Punktes 3 auf der Kurve £ nach
der Lage 1 hin die Kurve 03 nicht aufhren, eindeutig bestimmt
zu sein, und die bisherigen Schliisse bleiben wieder ungeéindert.

Die doppelte Bedeckung einer Seite eines reguliren, hin-
reichend kleinen Stiickes der Kurve & durch eine Schar diese
beriithrender ebenfalls regulirer Kurven ist eine allgemeine in-
finitesimalgeometrische Tatsache, die sich leicht erweisen lilt,

Sei y in der.Umgebung der Stelle 1 auf der Kurve &
eine regulire Funktion von z, etwa y = f(x), und werde die
Kurve 8 im Punkte (z, y) beriihrt von der Kurve ¥ = @ (X, z);
setzt man

00 (X, x)
ez Qz(X, x),

090 (X,
02D = (X, o),

o2 — @, ust,
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so ist allgemein

(5) Yy =@, 2), ¥ =[f(x) = D, (z, z)

Wir untersuchen nun den Schnitt der Kurve ¥ = & (X, #,) mit
der benachbarten Kurve ¥ — @ (X, ») und finden fiir X, Y als
Koordinaten des Schnittpunktes, die von x abhingen,

(6) — Y+ o(X, 2,) = 0, — Y+ o(X, 2) = 0.

Ein solcher Schnittpunkt ist, wenn |2 — ;| < & und & klein
genug ist, vorhanden. Differenziert man nimlich die erste Glei-
chung (5) und beriicksichtigt die zweite, so folgt
(M ¥y = Pi(m2) + Py(x, 2), § = D, (x,7), Py(x,x) = 0;
die zweite Gleichung (5) gibt ferner

y' = @,y (%, 2) + Dy (x, x).
Wire nun @, (2, ) = 0, so folgte y’' = @, (#, x); die Kurven
¥y ={f(z) und ¥ = @ (X, z) hiitten eine Beriihrung zweiter Ord-
nung. Schliefien wir dies aus, so folgt fiir die Umgebung der

Stelle 1
D@y, (2, ) F 0.
Sei etwa @, , (2;, #,) > 0; dann ist in einer Umgebung der Stelle 1,
auf die wir uns beschrinken, immer @, (z, ) > 0.
Jetzt vergleichen wir die Kurve Y = @ (X, x) mit der
Kurve &, die wir in der Form
¥y =1(X)
darstellen; dann ist, indem X festgehalten wird, ¥ = ¥ fiir » = X;
im iibrigen ist
oY Y
FY @, (X, ), Era
und da aus der letzten Gleichung (7) folgt
Qﬂl(x’ x) + @22((1;, x) = 0,

80 18t Dy, (, ) in einer gewissen Umgebung der Stelle 1 negati,
etwa im Gebiet |z — 2, | <T & und wegen der Stetigkeit gilt dies
bei hinreichender Beschrinkung der Grife ¢ und wenn auch X
jenem Gebiet angehort, auch von @,,(X, z). Da nun nach (7)
Y
(52).= X D) =0

X

= @,, (X, x),

ist, so folgt, dall
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je nachdem z = X; mithin ist auch die Grofle Y —7, die fiir
2 = X verschwindet, negativ sowohl wenn z > X ist, als auch
wenn x < X ist; sie hat, wenn « das Gebiet |2 — &, | < & durch-
lduft, das Maximum Null an der Stelle  =— X. Die Ordinaten-
linie, deren Abszisse den Festwert X hat, wird also auf dem Ge-
biet y < ¥ von den Kurven ¥ — @ (X, x), die den Werten z > X
und z < X entsprechen, je eine Strecke weit einfach, also im
ganzen doppelt bedeckt. Da nun der Wert von 92 Y/0x2, wenn
|z —az | <&und [ X — o, | < & ist, unter einer negativen festen
Schranke liegt, so kann die Ausdebnung der doppelt bedeckten
Strecke auf den betrachteten Ordinatenlinien iiberall gleich ge-
nommen werden; an die Kurve & grenzt also nach der Seite ab-
nehmender y hin ein Gebiet, das von den Kurven ¥ = @ (X, z)
doppelt bedeckt ist und, solange |z — x,| sei, auch nicht mehr-
fach. Im Falle @, ,(z,, z,) < O liegt das Gebiet nach der Seite
wachsender y hin.

§ 16.
Beispiele zum verinderlichen Anfangspunkt.

Zur Bestimmung des extremalen Brennpunktes in Einzel-
fallen dient die Bemerkung, dafl die Gleichung 4(f,a) — 0 durch
Elimination der Differentiale aus den Gleichungen

1) do = &dt + E,da =0, dy=ndt+nda=20
‘entsteht. Sind die Extremalen des Feldes durch Gleichungen
xr = g(tacl’ Cor e Ch)y Y = t)(tﬁchcm"'ck)

definiert, wobei zwischen den Festwerten ¢ etwa k — 1 Gleichungen

1,k

~7
(2) fﬂ(clacm"-ck): 0, E: a]::,d% =0a0a=12...k—1,
b

bestehen, so sind die Gleichungen (1) gleichwertig mit den
Differentialgleichungen (2), vermehrt um die Gleichungen

1L,k L,k

) a el o
gtdt—l—Z%dCb:O, I)tdt-*—z—g‘%dcb:o,

b b

aus denen dann die & -+ 1 Differentiale df, dc, eliminiert werden;
die erhaltene Gleichung ergibt fiir ¢, also den Wert, der dem
Brennpunkte zugehort, dieselbe Bestimmung wie die Gleichung
A(t,a) = 0.
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I. Sei wieder die Aufgabe

dfyrds =0
gegeben; & sei die Kurve

Yo = [ (20);
die Extremalen sind durch die Gleichungen
(3) y=cop), z=>b+ct
darzustellen; man mufl ferner die Gleichungen
4) f(@) = cop(b), x = b+ ¢t

ansetzen, und die Transversalititsbedingung an der Kurve & gibt,
da dy/dz = o' (t) ist,
(5) 1+ (o) ¢’ (t) = 0.
Die Festwerte ¢; sind hier x,, ¢, b, ¢, zwischen denen die
Gleichungen (4), (5) bestehen; die Gleichungen (3) ergeben,
indem man dz = dy = 0 setazt,

cg't)dt+ot)de =0, db+cdt+tdec =0
oder, d¢ eliminiert,

(6) (p)—to'(t))dec— ¢’ (t)db = 0.
Die Gleichungen (4) ergeben
(1) — £/ @) dwy + e o' (l) dty + @ (to)de = 0,

also ¢, eliminiert,

(®) (' (to) — 1 (@o)) Ao + (P (o) — to ' (ts)) de — 9 (tr)d b = O.
Endlich folgt nach (5), indem man d¢, aus einer der

Gleichungen (7) entnimmt

(fﬁo_)c‘l)‘(@ + 1" (o) ‘P'(to)) dz,

— TO " () (todc —db) = 0.

Die ' Determinante der Faktoren von dw, de¢, db in den
Gleichungen (6), (8), (9) gibt, gleich Null gesetat, eine Gleichung
der Form
A(p)—te' (1) +Bg'(t) = 0,
wobei die Grofen 4 und B linear in der Kriimmung der Kurve &
sind, d. h. in der GréBe
1" (o)
[T 4 f(@o)2]*?
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sind mit Koeffizienten, die nur von t,, f(z,), ' (x,), also von der
Richtung der Tangente der Kurve & abhingen. Fiir ¢, und z,
sind die Werte zu nehmen, die diese Grofen auf der untersuchten
Kurve € oder im Punkte 1 haben. Hilt man die Tangente der
Kurve § in diesem Punkte fest und verfiigt iiber ihre Kriimmung,
80 kann die GroBe A/B einen gegebenen Wert erhalten. Durch
solche Verfiigung kann man also erreichen, dafl auf der Ex-
tremale @ ein gegebener Punkt 2 der extremale Brennpunkt der
Kurve & wird. Liegt der Punkt 3 auf der Extremale € zwischen
1 und 2, so liefert der Bogen 13 das geforderte Extrem, und
zwar bei vorliegender Aufgabe ein starkes.

II. Im Falle » = 0, d. h. bei der Aufgabe der kiirzesten
Linie, ist alles explizite durchzufiihren. Die Extremalen der

Aufgabe
6st:6j1/1—{—p2dx::0

sind die Geraden y = az + b; auf der Kurve y, = f(x,) senk-
recht stehen sie, wenn

Lt+af' (%) =0, y—{[(x) = a(@— ).
Differenziert man nach ¢ und z, indem man dz = dy = 0
setzt, so folgt

f'(zy)da + af” () dx, = 0
— () dxy, = (. — mp)da — a dz,.

Hieraus folgt fiir den Brennpunkt
(f'@) —a)f' () 1+ [ ()2

af” (xO) o f/ (xo) f” (x0)7
14 ' (=)*

(@) '

d. h. (, y) ist der Kriimmungsmittelpunkt der Kurve & Die
Normale dieser Kurve im Punkte 1, bis zum Punkte 2 verléangert,
gibt also im Sinne des starken Extrems die kiirzeste Verbindung
des Punktes 2 mit der Kurve & wenn der Kriimmungsmittel-
punkt der Kurve & im Punkte 1 der Strecke 12 nicht angehdort.

III. Ein Beispiel zu dem Falle der allgemeineren Trans-
versalitit, also zu § 15, IL, bietet die in § 10 behandelte Aufgabe
der zweckmiBigsten Geschofspitze. Hier kann nach § 10

56"‘—'.%'0 el

Y—Yo = a(x —x) =

2
Z———%‘f‘Joz

gesetzt werden, und die allgemeinere Transversalitit bedeutet,
daB die Extremalen unter 45° gegen die Stirnfliche, die Kurve &
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geneigt sind. Allgemein konnen die Extremalen mit ¢ und & als
Festwerten in der Form
1 3 1

_c(1 4 t2)2

-2k
dargestellt werden, wobei ¢t = p wird. In den Punkten (0, ¥,)
soll also p = 1 = ¢ werden; das gibt

y0:2c,b+—87—c:0,
also
7 1 /3 1
x:-?/o(—fg‘l—z(m—%—ﬁ—l—lgt)),
— Y% (1 + )7

y - 2 t3 ?
die rechten Seiten dieser Gleichungen sind £ (¢, a) und 75 (t, a),
indem man einfach a = y, setzt. Dann findet man aber

3 2 1 11¢ 1,1 1

A(t, @) = o (_t_s_ﬁ "T) <_W_Z ot EE—tlgt».

Nun gehort der Bogen 02 zu derjenigen Hilfte der Extremale,
auf der p < V3 ist; dem Sinne der Aufgabe gemdB muf der
Bogen 02 im Sinne abnehmender ¢ gezogen werden; dann ist auf
ihm immer ¢ <1, also lg¢t << 0. Die GroBe A (f, a) besteht
dann aus zwei entschieden negativen Faktoren und verschwindet
nicht; die Jacobische Bedingung ist beliebig weit hin erfiillt. Da
die GréBe & auBerordentlich verschwinden kann, ist nur ein
schwaches Extrem bei der vorliegenden Aufgabe gesichert, dieses
aber fiir einen beliebig weit ausgedehnten Extremalenbogen.

§17.
Der zweite Einbettungssatz.

In den Beispielen iibersicht man meist ohne Schwierigkeit,
dall man irgend einen beliebig ausgedehnten Bogen einer Ex-
tremale in ein Feld einbetten kann; doch ist ein allgemeiner Beweis
dafiir, daf8 dies immer geschehen kann, erwiinscht. Ein solcher kann
aus den bekannten Sitzen iiber die Existenz von Losungen von
Systemen gewshnlicher Differentialgleichungen abgeleitet werden.

Sei durch die Gleichungen

Za =1Lt a=1,...n
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auf der {-Strecke t,...t,, die wir 7 nennen, eine einfache Mannig-
faltigkeit von Stellen im #n-stufigen Raum der Groflen z, definiert,
die ‘die Gleichungen

d xz,
(1) dt = fa (@1, Zgy .. Tn)

erfiilllt und M heiBe; die Funktionen f, seien in allen Stellen
L. = %, reguldr, so dall positive Grofen 4 und & derart gefunden
werden konnen, daB
Ofa(@yy Zgy oo )
axb
sobald die Ungleichungen
| Za—La | <&
gelten, in denen g, irgend eine Stelle der Mannigfaltigkeit It ist.
Alsdann gibt es nur von A und & abhingige positive Groflen
und ¢ von der Beschaffenheit, dafl, wenn ?° irgend eine Stelle
der Strecke 7 ist und z? die zugehorigen Werte g,, auf der Strecke

2 [t —t0] <9,
soweit sie der Strecke T' angehort, die Gréfen z, auf eine einzige
Weise als regulire, die Gleichungen (1) erfiillende Funktionen
von t bestimmt werden kénnen, die fiir ¢ = t° die Werte 2] an-
nehmen, die den Ungleichungen

|l — 2| << §
gemiB beliebig gewihlt sind. In diesem Gebiet sind die GroBen z,
auch stetige Funktionen der Anfangswerte x.

Nun kann man offenbar die Strecke 7' mit endlich vielen
Strecken (2) bedecken, die teilweise aufeinander iibergreifen; die
entsprechenden Werte von #° seien ¢, 3, ... {%, die wir als Mittel-
werte der Strecken (2) bezeichnen, die zugehorigen Werte 17 seien
2%, 192, ... Wir kionnen dann diese Strecken weiter so wéhlen,
dal immer

< 4, |fn($1, Loy xn)l < 4,

81— 15| < 0.
Jetzt bilden wir irgend ein Losungssystem xﬁ“ der Glei-
chungen (1), das auf der Strecke
[t—1t| << o
definiert ist durch die Anfangswerte und die beigefiigten Be-
ziehungen

W =a [P <& &<&
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Wir zeigen, dall dasselbe.iiber die ganze Strecke T' hin als regu-
lares Funktionensystem fortgesetzt werden kann, wenn § hin-
reichend klein gewdhlt wird.

Dann erfiillt ndmlich, wegen der Stetigkeit der Losungen in
den Anfangswerten 23!, das Wertsystem z®(#3), das im Falle
23! = 3" in z? ibergeht, die Beziehung

| o () —10?| << 8o G <&,
wobei §; mit &, beliebig klein gemacht werden kann. Man kann
daher auf der Strecke |t —13| < 0 ein Losungssystem z® durch
die fiir { = ¢} geltenden Anfangswerte
2t = 2 (1) = o0 ()

definieren. Wo die Strecken [t —#|<C 0 und |t —#)| << § iiber-
einandergreifen, sind die Losungen 2 und #® identisch wegen
der eindeutigen Bestimmtheit der Losungen der Gleichungen (1)
durch ihre Anfangswerte.

So fortfahrend, konnen wir §, durch passende Wahl von §
beliebig herabdriicken, also bewirken, daf die Grofien

|2P () — 23 | << & << ¢
werden, wobei §; durch Verkleinerung von §,, also mittelbar durch
Verkleinerung von §; der Null beliebig genihert werden kann.
Wir konnen daher auf der Strecke |¢{—1§| << 0 ein Losungs-
system 2® durch die Gleichungen
x® (88) = @ (83)
definieren, das mit z® iiberall dort iibereinstimmt, wo die Ge-
biete |t — 9| <0 und |¢ — ¥ | < d aufeinander iibergreifen. Hier-
mit ist fiir den von den Strecken
t—t <8, [t—t|<T9, |[t—1t|<<é
bedeckten Teil des Gebiets 7' ein eindeutig bestimmtes Losungs-
system xz, hergestellt. Auf diese Weise kann man fortfahren,
indem bei jedem Schritte vielleicht die GroBe ¢, verkleinert werden
mull. Da aber die Anzahl der Schritte endlich, = % ist, so erhilt
man schliefflich einen solchen Wert £, dall bei der Annahme
(o = < &
jedes durch die Festsetzung
Z, (1) = a3*

bestimmte Losungssystem #® iiber die ganze Strecke T regulir
fortgesetzt werden kann.
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Will man das erhaltene Ergebnis auf die Extremalen der
bisher betrachteten Variationsaufgabe anwenden, so schreibt man
ihre Gleichung etwa in der WeierstrafBschen Form
3) Fop—Fyo + Fi( @'y —2"y)=0
und nimmt fiir £ die Bogenldnge; das gibt die Gleichungen

x!2+ yl2 — ], x!xll + yly” —_— 0;
letztere ergibt mit der Gleichung (3) fiir #” und %" Ausdriicke
mit dem Nenner
Fvl(x’2 + .7/2) - Fla
also reguldre Funktionen vou z, 4, #, ¥/, etwa
/! !
%5% = (p(xv Y, x Z'/), % - q"(x’ Y x' ?/'),

und diesen Gleichungen fiigt man die weiteren

dz , ay '

W = x, W == y
hinzu, so daf} vier Gleichungen von der Form (1) entstehen, die
die oben geforderten Eigenschaften besitzen, indem man =z, y, ', ¥’
fiir z,, zg, xg x, nimmt.

Man schliefit also aus dem obigen allgemeinen Einbettungs-
ergebnis, dall jeder beliebig ausgedehnte Extremalenbogen, in
dessen Elementen F'(z, y, ', y) regulir und F; von Null ver-
schieden ist, in eine Schar von Extremalenbdgen derselben Be-
schaffenheit eingebettet werden kann. Aus dieser Schar wird ein
Feld ausgesondert, wenn man z B. fiir { = ¢, die Anfangswerte
x = x, und y = y, festhilt; oder wenn die Kurve & durch den
Anfangspunkt des betrachteten Extremalenbogens geht und vom
Punkte 0 durchlaufen wird, wobei y, = ¢ (z,) sei, setzt man, um
(¥'/2"), zu bestimmen, die Gleichung

Fy + Fy @' (2,) }0: 0, f—ofr+ r9'(20) ’0 =0
an, deren linke Seite 2’ und #' nur in der Verbindung p — ¢'/a'
enthilt und nach p differenziert
(‘Pl (o) ‘—P) for

ergibt, also eine von Null verschiedene Grife, sobald & und die
Extremale sich nicht berithren; F, und damit f,, ist ja von Null
verschieden. Die Anfangswerte von 2’ und % wihlt man dann
der Gleichung p = #'/z' gemdB. Dieselbe Betrachtung gilt bei
der Annahme allgemeinerer Transversalitit

— 02 + Fpdz + Fy,(‘)‘y’oz 0, 0y,— @' (%) 0y = 0,
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da hier die Auflosung nach p ebenfalls gelingt. Sollen die Feld-
extremalen, wie am Ende des § 10, die Kurve & beriihren, so ist
der Anfangswert von ¢'/z’ von vornherein gegeben und gleich dem
Werte von dy/dz lings der Kurve &.

Damit ist gezeigt, dal der betrachiete Extremalenbogen in
seiner ganzen Ausdehnung einem Ielde von jeder der betrachteten
Arten eingebettet werden kann; die Aufstellung und Diskussion
der Jacobischen Bedingung ist fiir die ganze Ausdehnung des
Bogens moglich.

§ 18.
Die Jacobische lineare Differentialgleichung.

Die konjugierten - Punkte erscheinen auch als Nullstellen
der Integrale einer gewissen linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Seien wiederum

x=E(ta), y= 7 (t, )
die Gleichungen einer einstufigen Schar von reguliren Extremalen-
bogen, auf denen iiberall /', von Null verschieden sei. Dann
kann man an einer Stelle, an der £ =0 ist, die Gleichung
z —E(t,a) = 0 nach ¢ auflosen, diese Grofe als Funktion von z
und ¢ und damit auch y = 5 (¢, ) = ¥ (=, a) als Funktion von #
und ¢ bestimmen. Dabei ist dann

gt +ga:O

8?/ 8t __d(tn,a)__gant_gtna

ba = MaatT Ty T g
Da nun y = 9 (x,a) eine Extremalenschar darstellt, so erfiillt
die Grofe v, fiir y gesetzt, die Eulersche Gleichung

s =

in der wieder die Bezeichnung #'f (z,y,p) = F(x,y,«,y) gilt, und
hieraus folgt, indem man nach o differenziert und 0v/0a = ¢ (x)
setzt, fiir @ (z) eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung,
in der ¢"(x) den Faktor f,, = #'3F; hat, der also von Null
verschieden ist, withrend die Faktoren von ¢’(z) und ¢ (z) regu-
lire Funktionen von 2 sind. Man kann die Gleichung also auf
die Form

® 9"+ Lo'+ My =0
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bringen, in der L und M regulidre Funktionen von » sind. Diese
Gleichung wird auch als Variationsgleichung der Eulerschen
bezeichnet.

Schreibt man 9/0a = §,, so kann man mit dem Zeichen J,
wie in § 3 operieren und erhilt, indem man die Zeichen d, und
d/dx vertauscht,

fyyaoy—fypaop—d—é(fpyao?/‘*‘ for0op) = 0.

Setzt man hier ¢ (z) und ¢'(z) fir 0,y und 0,p = dd,y/dw, so
erhilt man die Gleichung (1), die in eine lineare Differential-
gleichung fiir 4(t,a) iibergefiihrt werden kann.

Diese Umformung wird iibersichtlicher, wenn wir die Grofle

T'=F.py—Fyow+ Fi(z'y" —2"y)
variieren; lings der Extremale, von der wir ausgehen, ist 7' = 0.

Nun wird nach § 4, V. die abgestumpfte Variation 0, allgemein
durch die Gleichung

du
Ot — 6u—% 0z

definiert; man hat also

!
aoy - 6y—l'6x - —%7
(2) 5 déo"’/ — 2w + wa"
O_p — dw xls b}
und da nach § 2 die Gleichung
Q——-‘—xT—x<fy dfp (fy dfp)
gilt, so folgt
8T = &, T+ ax_a T— —3 (u dfp),

lings. der Extremale verschwmdet ja natiirlich d T/dx. Weiter
ergibt sich, indem man die Operation J, durchfiihrt und
fop = F1 '3 einsetzt,

d
— frupy— o

— 0T = 0,fy— dx Oy

1
~= a%t [F, (— 2w + wa")].
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Beim Differenzieren im letzten Gliede fillt w' weg; somit bleibt
nach (2) eine Identitét

d(Fw)
o dt
in der F, von den Variationen frei und allein durch die auf die
betrachtete Extremale beziiglichen GroSen z, 4, «/, ¥/, 2", y" be-
stimmt ist. Wir werden diese GroBe spiter allgemein bestimmen;
auch hier konnte man sie in den GroBen f,f,, fyp fop aus-
driicken.

Setzt man nun wieder 0 = da.0/0a, und geht von der Ex-
tremale » = £(t,a), y = n(t,a) aus, so wird
w=daMba—En) = y' 02— 20y = — d(t,a)da,

und gilt natiirlich die Gleichung 07 == 0; die GroBe A(¢,a)
erfiillt also die lineare Differentialgleichung

(3) 0T = sz

d(Fyw)
Fgw—ﬁdi— =0,

deren Form sich noch in folgender Weise abiindern 14ft.
Sei ¢ die Bogenlinge, 6§ der Richtungswinkel der nach

wachsenden Werten von ¢ gezogenen Tangente, also
%' = & = cosfl, y' = n; = sinf, «" = —sinf.@,
y’/ P COSO . 6/, xlyll - x”y’ _— 0!.

4)

Dann gehen wir nach § 38 von der Eulerschen Gleichung in der
Form

Fwy"“Fyx'_ .
B ¥(2,y, s y)

aus und setzen ¥ (x,y,cos 6, sinf) = D(x,y,0); offenbar folgt

0 = @ (,1,0) =§,

wl yll —_— ml! yl —

wobei ¢ den Kriimmungsradius der -Extremale mit gewissem Vor-
zeichen bedeutet, und # kann als Funktion von ¢ und @ betrachtet
werden; sei @(x,y,0) = X(t,a). In dieser Auffassung finden
wir nach (4)

Eio = —sinB.0, M = cosf.4h,,
) A(t,a) = cosf.n, —sinf. &,
Ay = — (c0s0.&, + sinf.7,) 0 + cosl.n,;—sinG . £y,

also nach (5)
Ay = — (E,c080 + 1, 8in 0) (£, a) + 6,
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Weiter differenzierend erhélt man
0; = &,
Q= T, + Wy + o' + Pyy' = By + Dyyf + Dol
o' 4 qry?/ + (?p'y,x’ - 7F-¢"./) o',
Aot = Qo = Dy §u + Dy.Na+ Do b
Ay = — (£,c080 + nasinf) (D co86 + Dysinl 4 Do 6')
4 (Easinf — naco80)6'2 + Dy & + Dy .1g + Do .0,
oder, wenn man die Ausdriicke von 4 und 4, benutzt, um £, %4,
0. wegzuschaffen,
Ay = — D24 + D, (€,8in20 — n,s8inf cos )
+ D, (— Eqsinfl cosfl + nqc0826)
+ D[ — (£acos O 4 1as5in 6) ' + 6]
= (— P* — D, sinf + Dycosl) J 4- Py A,
womit die Jacobische lineare Differentialgleichung in neuer
Form erscheint; ¢ ist, wir wiederholen es, die Bogenlinge auf der
Extremale. Ist v die gegen die Richtung wachsender ¢ auf einer
Extremale um 90° im positiven Sinne gedrehte Normale und

zugleich die in dieser Richtung lings der Normalen gemessene
Linge, so kann man

I

dd . 0D (k]

qv = S50 el
setzen; es ist ja p

lx . dy .

v — —sin}), W-cosﬁ,

die Jacobische Gleichung kann also geschrieben werden
- <—q52 + 5\ g + Do ..

Gehen nun die Extremalen z = £(t,a), y = n(t,a) durch
einen festen Punkt ¢ = f,, @ = «,, und verschwindet 4 (¢,a) zum
ersten Male wieder fiir ¢ = ¢,, wobei ¢, >1{, sei, so entsprechen
den Werten f, und ¢, auf der Extremale a = a, konjugierte
Punkte; man findet also den zu ¢ = {, konjugierten Punkt in
der Richtung d¢>0, indem man die auf ¢ nach oben hin
folgende Nullstelle desjenigen Integrals der Jacobischen Gleichung
sucht, das an der Stelle { = {, verschwindet. Das stimmt zu der
leicht ersichtlichen geometrischen Bedeutung der Grofle
Adda = §da- d —{—nada dy

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 8
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die offenbar als Projektion der Strecke (£,da,n,da) aut die
Richtung v angesehen werden kann, oder auch als Normalabstand
der beiden zu a und a + da gehorigen Kurven der Extremalen-

schar.
II. Als Anwendung -betrachten wir die dynamische Stabilitit

bei der Bewegung eines Punktes von der Masse Eins unter
Wirkung einer vom Potential U herrrithrenden Kraft. Die
Gleichung der lebendigen Kraft gibt fiir die Geschwindigkeit v
bei festem £

03 S s

5 = U+h, v=V2(U+ h) = op(z,9)

und das Euler-Jacobische Prinzip der kleinsten Wirkung lautet

§fvds =8 [ @@y Vo +y2dt =0

Offenbar findet man, wenn fiir d¢ das Bogenelement ds gesetzt
wird,

ar von Yoy —Fyw  —yYo.+dp,  1ldo
Y(zy 2y) = —F, - @ _Eﬂ
— B(a,y,0) = — @z8inf + q)ycosﬂ,
P
; —%cosﬂ—q)ysinﬂ 1 d(;o
¢0= — T3
@ g ds
ch d (l dy [ a2 (
dv — dv @ dv) @l dve ]
also
dod do L /d2p
— ot Gy == g(ay) +$<W>'

Nun ist U4 h = %—q)z, also weiter
alu d(p d2U_<dq>2 d2e

dv = v dw av kar 7y
1 d2U <1 do\* 1 dg
@2 dn — \g dv) @ dn’
. dp\2 1 U
_@Jr%‘—_?ﬁ R
und da lings der Extremale
I _ldg
(6) F—Q)(xayaa)—‘p dv
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zu setzen ist, findet man schliefllich

d2d4 1 dvdd 3 1dU
M To e @ a5t (g an) 4 =0
Sei z.B. U= " r =1+ y?, n<0 und betrachtet man
die kExtremale r — const, d. h. die Kreisbahn des bewegten
Punktes unter der Wirkung einer Zentralkraft, die zu !
proportional ist. Aus der Gleichung
- _ 9
g ==
folgt, daB v auf dieser Bahn fest, also dv/dt — 0 ist. Man
hat ferner
4_, 4 @b
dv ™ —dr dov?
|o| = r ist der Radius der Kreisbahn, und die Eulersche
Gleichung (6) gibt

=n(n—1)rm—2

v _dU_ +urr—1, 08 = —nrey
0 dv
also folgt
3 1a3U0 _ 3 wa(m—1)r—* n42
2 wvrdv2 12 — o
die Gleichung (7) wird
2

Eine z B. an der Stelle s — 0 verschwindende Losung dieser
Gleichung ist

sin 7‘/"4_ 28;
r

da nun 4 nach I. dem Normalabstande zweier benachbarter
Extremalen proportional ist, so gibt die Gleichung
sin Y E28 g g _FaAr
r Vn 42
die Punkte, in denen die Kreisbahn von benachbarten Bahnkurven,
die zu derselben Konstanten der lebendigen Kraft gehoren, ge-
schuitten wird. Konjugiert zum Punkte s = 0 ist der Punkt

E=1,23,...

Tr

Yn+2

8%
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zu diesem konjugiert der Punkt

2@y

- yn+2
Ist » + 2 <0, so treten keine konjugierten Punkte auf.

usf.

§ 19.
Hiillen und Notwendigkeit der Jacobischen Bedingung.

I. Wenn auf den betrachteten Strecken der Extremalen
z = §(ta), y = n(t,a) die Grofe F; von Null verschieden ist,
gind die in § 18 eingefithrten Groffen @ und d®/dv reguldre
Funktionen von ¢; die Losung der Jacobischen Differential-
gleichung verschwindet dann also nicht mit ihrer Ableitung zu-
gleich; wo 4(t,a) = 0 ist, da ist 4,(t,a) 3= 0.

Mogen nun die betrachteten Extremalen von einer Kurve £
(Fig. 5) transversal ausstrahlen, wobei die Kurve auch in einen

Fig. 5. Punkt entarten kann, und sei auf

der Kurve a = q, etwa t — ¢; der
erste mit wachsenden Werten ¢ von
& aus erreichte Wert, fiir den
(1) d(Esa0) = 0, Ai(tgya) 3= 0;
gei also 6 der extremale Brenn-
punkt der Kurve &, oder konjugiert
zum Punkte 0 auf der Extremale
€(e = ay). Dann kann die Glei-
chung
©) A, a) =0
nach (1) in der Umgebung der
Stelle ¢ = ¢;,, « = a, nach ¢ auf-
gelost werden; setzt man die so definierte nach § 2, I. regulire
Funktion von a fiir ¢ in den Ausdriicken = = £(t,a), ¥y = 5 (i, a),
8o ergibt sich

de §adt gt
% gtdd—!—ga —_ At

dy —_ 'yladt ntda.
78 =gt = "I,

z, y seien die Koordinaten des Punktes 3, der fiir a = q, in die
Lage 6 fillt. Wegen der Gleichung (2) findet man sofort

(3) 'ﬂt%“—gt%"" 5



§19 Hinreichende Bedingungen. 117

wenn die Grofen z, = dz/da und y, = dy/da nicht zugleich
verschwinden, beschreibt der Punkt 3 eine regulire Kurve €, die
von den Extremalen z = £, y = 5 beriihrt wird; sie ist die Hiille
der Extremalenschar.

Ist zundchst fiir alle kleinen Werte von |a—a,| immer
Zq = Yo = 0, 80 entartet die Kurve € in einen Punkt; auf allen
Extremalen ist derselbe feste Punkt 6 Brennpunkt oder kon-
jugierter Punkt. FaBt man nun die Extremalenbogen 03 als
Variationen voneinander auf, d. h. setzt man

d
0 = dad—a
und bedenkt, dall im Punkte 0 die Transversalitdtshedingung
erfiillt ist, so ist nach der oft gebrauchten Formel § 2 (12)
0Jo3 = Fpda+ Fpoyls
wire aber der Punkt 3 fest, so folgte
0z =0y =0, 0Jy;3 =0, J,; = const.
Geht also eine Schar regulérer Extremalenbégen durch
zwei feste Punkte 0 und 6, so hat das lidngs ihrer ge-
bildete Integral J,; auf allen denselben Wert.

II. Nehmen wir weiter an, daB die Grofen », und ¥, an der
Stelle 6 nicht zugleich verschwinden; dasselbe gilt von £ und
n¢ nach Voraussetzung. Ist daher z. B. & == 0, so muf auch der
Gleichung (3) zufolge =z, 5= 0, also &z, =0 sein, und zwar gilt zu
beiden Seiten des Wertes ¢ — a, entweder das obere oder das
untere Zeichen. Sei zunichst &x,>0; dann haben die Vektoren
(«,y') und (x,y.) dieselbe, nicht entgegengesetzte Richtung;
also folgt

Fo(2, Y, %ay Ya) = Fu (2, Y, & Me),s
Fy' (a0, Yy @y ya) — Fy’ (wa Y, &, ﬂt)a
F(x, Y, Zay ?/a) = %, I (% Yy oy Ya) + Ya Fy’ (x, Y,y Xy ?/a)
= o For (2, Y, &6, Me) + Y Ly (2, 9, &s Me)-
Auf der Hilfte der Hiille €, die durch die Ungleichung a <Ca,
gekennzeichnet wird, ist nun die Richtung wachsender a die

Richtung von 3 nach 6 hin; in dem lings der Kurve € gebildeten
Integral

(4)

6
Jyg = jf’(x, Y, 7/", yl)dt

3
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ist also fiir (2, ¥") der wachsenden Werten von a entsprechende
Vektor (2., ¥.) zu nehmen, und man erhélt, wenn ¢ = a, ist,

a9
e73’36 = .‘.F(w) Y, Zay ya)da,

ddys __
da = F(a:, Yy Lay ?/a)

und nach (4)
ad,
(5) d 26 = —x, Fo—y, Fy,

wobel genauer I, = F. (& n, &, n:) usf. zu setzen ist.
Wenn dagegen a > a, genommen ist, entspricht die Richtung
von 6 nach 3 hin zunehmenden Werten von ¢; in dem Integral
3

Jos = | F(a,9, o,y dt
6

ist also, wenn man { =— @ nehmen will, fiir («/,4’) die Richtung
zunehmender ¢ zu nehmen, also

a

'783 == IF(xayaxayya)da,

ag

defes __
da F(wvy’xmf‘/a)
und nach (4)

a J, )
(6) d;3 = (Ea,Fxr (x, Y, -’Et, 'rlt) + Ya I’yr(x, Y, gh "C)

Die Gleichungen (5) und (6) vertauschen sich in der Weise,
dafl die erste fiir @ > aq, die zweite fiir a <a, gilt, wenn wir
jetzt &2, <0 annehmen fiir a =a, Dann ist der Vektor (&, n:)
gleichgerichtet mit dem Vektor (—=,, — y.); daraus folgt

Fo(z, 9, &, 1) = Fo (2,9, — %0y —Ya),
Fy (2 y, & me) = Fy (2,9 — %oy —Ya)s
also wegen der Homogenitit

F(x; Yy, — Zg _ya) = “_xalﬂw’ — yaFy’-
Jetzt werde, um das Integral J;; im Falle a <T«, zu bilden; die
Integrationsverdnderliche a = — v gesetzt, so dal z in der

Richtung 63 wichst; dann ist

a

[ dsd
oz = JF(xv y,ﬁ%)dr :_‘“‘F(-’”aya — Zay —Ya) A @

ag
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also nach (7)

dJgs
da

d. h. hier gilt die Gleichung (6). Ebenso findet man jetzt im
Falle a>a,

= — F(a, Yy — By — Yo) = @, For 4 Yo Fy,

a0
J;’:G = _jF(x’ Yy — Lay _ya)da

ddse
da

d. h. die Gleichung (5).

Zusammenfassend konnen wir sagen: in jedem Falle, wo nicht
x, und y, im Punkte 6 beide verschwinden, gibt es eine durch
den Punkt 6 abgegrenzte Hilfte der Kurve €, die wir €, nennen,
und auf der eine der Beziehungen

Eiwa(a — a0)<<O0, MeYala—a)<<O
gilt und ferner die Gleichung

— F(xv Yy — Zay — Y ) = _xan’—yaFy’a

d.
d;ﬁ = — 2y Fp (ga Ny gt, nt) — Ya Fy’ (‘fa ny gfa 7’1t)-
Auf der anderen Hilfte gilt die Gleichung

da = Yoo n & n) 4 gy (€, Eno).

III. Jetzt gilt, da die Extremalen von & transversal aus-
strahlen, die Gleichung

0Jys = Foda+ Fyd, 3

liegt eine allgemeinere Transversalitit vor, so handelt es sich um
das Extrem einer Grofe

&= % + Joa,
und man findet

02 = 02y + Fudw+ Fdyl;

3
o?

die allgemeinere Transversalitit aber gibt

— 0z + Fpou + Fydylo = 0,
also

02 = Fyox+ F,oyp.
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Ohne Gebrauch des Variationszeichen finden wir, indem wir a
als Unabhdngige einfiihren, von der auch die Grenzen ¢, und
t = ¢; abhéngen,

. i
dd, d
daos - j&jF(gv /B & n:)dt

to

d 0 by
— F(g, N,y g,, ’m) TZ - F(ga 7 gta ’71)[ gia

t
+ J‘(Fzga + Fy"?a + Fpéia +Fy"7ta)dt
to
oder, indem man die gewGhnliche Teilintegration vollzieht,

ddys 4 dt,
da —T(E,--)d( — F(,.. )’

da das iibrigbleibende Integral wegen der Eulerschen Glelchungen
wegfillt. Benutzen wir die Homogeneitit des Ausdrucks F, so folgt

+Fx’§a+l'y’7]a

dfog__ ., di
da — a/<§a+gtd )+F ('Ya‘}"?tda
d_e__dzo

F ay\ 3
a” da ( “da +Fy >‘+<F“ da y% |
Hier verschwinden die auf den Punkt 0 beziiglichen Glieder

infolge der Transversalitit, sei sie allgemeiner oder besonderer
Art; es bleibt also

dz dzx dy\ 3
%—<F@I%+Fyid4&>"
und im gewdshnlichen Falle 2z, = 0 folgt

dCTos_ ; x )
do = T aatH gy

Diese Formel, zusammengestellt mit der Gleichung (5), gibt
fir den Fall, daB der Punkt 3 auf €, liegt,

d(Jos + J3s)
da
wobei Jy, lings des Bogens €, genommen ist. LBt man den
Punkt 3 in die Lage 6 riicken. so wird J;3 = 0, Jy; = Jo;
also folgt

(7) '74)3+=,36=']_r>6a

=0, Jyg+ Jys = const,
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die verallgemeinerte Evoluteneigenschaft unserer Hiille; im
allgemeineren Falle hat man die Gleichung

2o+ Jog+ Jis = 200+ Joss

wobei z,, sich auf die Extremale € oder a = a, bezieht. Ist
J die Bogenlinge, so ist € die gewohnliche Evolute der Kurve &.

Jetzt kann die Kurve 036, welche aus dem Extremalen-
bogen 03 und dem der Kurve € angehorigen Stiicke 36 besteht,
als der engeren Nachbarschaft des Bogens 06 angehorig aufgefalit
werden; denn sobald der Abstand 36 hinreichend klein geworden
ist, sind die Tangenten des Bogens 36 von der des Punktes 6,
und die Tangenten der Extremale 03, welche stetig in den
Bogen 06 iibergeht, von den Tangenten des letzteren beliebig
wefig verschieden. Der Bogen 036 gehdrt also zu denjenigen
Kurven & mit denen man den Bogen 06 vergleichen miilite, wenn
dieser das Integral J auch nur zu einem schwachen Extrem
machen sollte im Vergleich zu anderen die Kurve & und den
Punkt 6 verbindenden Linien. Dann miifite die Differenz

jos"‘Jom; — jos_(<fos + Jae)

ein festes Vorzeichen haben, ohne zu verschwinden, wihrend sie
nach (7) den Wert Null hat. Der Extremalenbogen 06 liefert
also sicher kein Extrem Fig. 6.
des Integrals J, auch kein
schwaches; das Extrem hort
vielmehr in der durch die
Gleichung (7) niher be-
zeichneten Weise im Punkte
6 auf. Hiermit ist, die
Existenz des Feldes voraus-
gesetzt, folgendes Ergebnis
bewiesen. t
Wird die reguldre
Kurve & von der Extre-
male € im Punkte 0 trans-
versal geschnitten und letz-
tere vom Punkte 5 durch-
laufen, so hort der Bogen 05
auf, ein schwaches Extrem des Integrals J unter den vom Punkte 5
zur Kurve & gehenden Linien zu liefern, sobald der Punkt 5 in
den Brennpunkt der Kurve & hereinriickt. Dasselbe gilt, wenn die

[
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Kurve & sich in einen Punkt 0 zusammenzieht, beziiglich des
Extrems unter den die festen Punkte 0 und 5 verbindenden
Kurven, sobald der Punkt 5 in den zu O konjugierten Punkt
iibergeht.

Eine Ausnahme findet nur statt, wenn die stets vorhandene
Hiille der Kurven des Feldes im Brennpunkte einen Riickkehr-
punkt von besonderer Art besitzt; das ist der Fall, da die GréBen
dz/da und dy/da beide das Vorzeichen im Punkte 6 wechseln.
Dann kann es sein, dal (Fig. 6) kein Gebiet €, existiert. In
diesem Falle lehrt unsere Betrachtung, daf in beliebiger Nihe
des von zwei konjugierten Punkten begrenzten Extremalenstiickes
andere solche liegen, welche mit jenem den Anfangspunkt gemein
baben und so beschaffen sind, dal sie sicher kein Extremum
mehr liefern. In Fig. 6 z. B. hat man offenbar

jls :—‘joe + Jos

§ 20.
Anwendungen.

I Wir betrachten zundichst wieder den Meridian der Dreh-
fliche kleinsten Widerstandes,
yp? dx
=0
Eine Ahnlichkeitstransformation, deren Grundpunkt auf der
x-Achse liegt und die Abszisse z, hat, wird durch die Gleichungen
Y=oy, T—x,=0a@—=z) r=oazr—(@@—1)z,

definiert. Hat man also durch die Gleichungen
_a(l4p2)e . a/ 3 1
v="0p s =ty (gt et len)
eine Extremale dargestellt, so beschreibt der Punkt (Z, y) eben-
falls eine Extremale. Eine beliebige Tangente einer solchen hat,
wenn X, Y laufende Koordinaten sind, die Gleichung
Y—y=pX—2),
schneidet also die z-Achse in einem Punkte 7, dessen Abszisse
X=z-Y
P

ist. Da nun hiernach
axX_y

dp — p’
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und die Werte p — 0, p = + oo fiir X die entsprechenden — oo,
+ oo ergeben, so durchlduft der Punkt 7, wenn a und damit y
positiv ist, die z-Achse genau einmal im positiven Sinne, wenn
p wachsend alle positiven Werte, der Beriihrungspunkt der be-
trachteten Tangente also (§ 8§, II) die ganze Kurve durchlduft.

Fig. 7.

Jetzt sei (Fig. 7) eine Gerade & unter dem spitzen Winkel ¢
gegen die -+ x-Achse geneigt; dann wird sie von einer Ex-
tremalen € im Punkte O transversal geschnitten, wenn in diesem
die Gleichung

2p P
t fomed frmny
A RS TR R (D)
besteht, welche offenbar
(1) tgy <p

ergibt. Zu einem gegebenen Werte von tgy gehoren zwei reelle
Werte von p, deren Produkt 3 ist, sobald die Ungleichung

1

- 0
V3 P < 30
besteht; einer jener Werte, den wir zur Konstruktion von € be-
nutzen, ist daher kleiner als Y3 und gehort zu einem Punkte
desjenigen Zweiges der Extremale, dessen Stiicke ein Minimum
des Widerstandes (§ 18) ergeben. Ist ferner 7 der Schnittpunkt
der Tangente der Extremale im Punkte 0 mit der z-Achse, 8 der
Schnittpunkt dieser mit der Geraden &, so liegt nach (1) der
Punkt 7 rechts von 8, d. h. nach der positiven Seite hin. Durch-
lauft daher ein Punkt die konstruierte Extremale € von 0 aus
in der Richtung wachsender z, also abnehmender p, so bewegt
sich der Punkt I von der Lage 7 aus nach — oo hin, erreicht

tg v <
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also inzwischen die Lage 8; der Beriihrungspunkt der durch 8
gehenden Tangente der Kurve € sei 6.

Den Punkt 8 mache man nun zum Zentrum einer Schar von
Ahnlichkeitstransformationen; dieselben fiihren die Kurve € in
eine Schar von Extremalen iiber, welche die Gerade & transversal
schneiden und die Tangente 68 beriihren. Letztere vertritt also
die Hiille & der allgemeinen Theorie, 6 ist der Brennpunkt der
Geraden & auf der Kurve €, und €, ist die Strecke 68. Ist
2 irgend ein Punkt dieser Strecke, und schneidet die in ihm be-
riithrende Extremale der konstruierten Schar die Gerade & im
Punkte 1, so gilt fiir das Widerstandsintegral die Gleichung

Jis + Jas = Jos,

wobel J,, lings der Geraden 68 gebildet wird. L&f6t man daher
den Punkt 5 lings der Kurve € laufen, so gibt der Bogen 05
ein schwaches Minimum des Widerstandes, verglichen mit den
vom Punkte 5 nach der Geraden & gezogenen Kurven, so lange
der Punkt 5 dem Bogen 06 angehért; riickt er in die Lage 6
hinein, so zeigt die obige Gleichung, in welcher Weise schon fiir
den Bogen 06 die Minimumseigenschaft verlorengeht.

Die hier angewandte Methode zur Konstruktion und Be-
grenzung eines Feldes kann auf jede Aufgabe iibertragen werden,
bei welcher die Extremalen einer Schar durch eine bekannte
kontinuierliche Gruppe von Transformationen ineinander iiber-
gehen. Wo die Bahnkurven der Transformation die Extremalen
der Schar beriihren, liegen die Singularititen des Feldes.

II. Auf der Drehfliche
2 =1[f(r), w=rcosp, y=rsing
sei die kiirzeste, d. h. geoditische Linie zu bestimmen:
B.fds = 6j'F(r, @, ', ¢'ydt = 0,

Fdt =Vdr[l + f'(r)?] + r2d g2
Man findet sofort die Clairautsche Formel

qu;l _ . Tzd(p _
(2) ‘—d‘t* — const. — a, ds — a,
(3) ﬂ>2 . lQ (/r2 P a?)

do/ — a[1+f"(r)]

Die Fliche habe ungefihr die Gestalt des Drehparaboloids, dessen
Drehachse die z-Achse ist; f(r) und f’(r) seien auf der Strecke
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y == 0..- + oo stetig und reguldr, f'(0) = f(0) = 0. Dann zeigt
die Gleichung (3), dafl r als Funktion von ¢ nirgends singulir
wird; ist ¢ > 0, so umwindet die geoditische Linie die Fliche
nach (2) stindig im Sinne wachsender ¢. Dabei kann r wachsen
oder abnehmen; rechnen wir die Quadratwurzel stets positiv, so ist

() p—=+2 ‘/1+f'(”)2dr, dg>0, dr=

Um reelle Verdnderliche zu behalten, mull » = a sein; ist irgend-
wo a <1 r=r, @ =@, dr/dep < 0, so hat das Integral

Cay [T Py,
jﬂ/ dr = ¢* — ¢,

r2 — g2

einen endlichen positiven Wert, d. h. ¢ wichst von ¢ bis ¢*
und dabei geht r von 7; bis @ herab; die Kurve erreicht den
Wendekreis r — @, in welchem dr/d ¢ = 0 wird; dabei ist nach (3)

d3r {147 (r)?](4r3 —2a2r)—2f (r)f" (r)(r* — a2)

do? (147" (r)?]?
r = a gesetzt, positiv; dr/d ¢ wechselt also an der Stelle r = aq,
¢ — ¢@* das Vorzeichen. Ebenso erreicht man den Kreis »r = a im
Sinne abnehmender ¢ fortschreitend, wenn an der Stelle r — »,,
¢ — ¢, die Ungleichung dr/de > 0 bestiinde. Ein Zeichen-
wechsel der Grofle dr/de ist nur, wenn r — a wird, moglich;
die geodétische Linie erreicht also in ihrem Wendekreis r — o
genau einmal mit dem Werte ¢ — ¢*; wenn ¢ < ¢* nimmt »
mit wachsenden Werten von ¢ ab; wenn ¢ >> ¢* nimmt # zu.
Entsprechend beiden Fillen gilt in der Gleichung (4) das untere
und das obere Vorzeichen; sind (7, ¢,) und (r, ¢) zwei durch
den Berithrungspunkt mit dem Wendekreise getrennte Punkte
der Kurve und ist g, < ¢* ¢ > ¢* so folgt

) [ —
a1/l "(r)2
¢0—¢*:—j‘7‘/~;2%(a[2—)d’r,

r2 — g2

N
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Jetzt denken wir den Punkt (r,, ¢,) oder O fest, den Fest-
wert o beweglich; dann konnen die letzte Gleichung und die

Gleichung ;=i

als Sonderfall der allgemeinen Gleichungen z = £ (t,a), y = 5 ({,a)
bei der Annahme y — ¢, # — r angesehen werden; man erhilt

(6) A4 (1, a):aa—z:¢'(7', @)+ ¥ (ro, @),
wobei gesetzt ist
r rla —_—
_ 0 (aqitl)r,, 0 (aq/l+ [ (aup
w(r,a)—ﬁjl7l/ 2 a2 d’"—a—a.‘.g‘/ wt— 1 du.
a 1

Die Differentiation kann trotz der Singularitit # = 1 in der
gewohnlichen Weise unter dem Integralzeichen durchgefiihrt
werden, etwa indem man u = Gojv setzt, womit die Singularitit
verschwindet; man findet

_ TET0r [ PO mdr
w0 =— L [ IR0

>01 1!’(“—}*0’“):‘-—00-

(7) oY (r, a) — rYL+f(r)?
or Yr2 — a2
Die Grofe o (+ oo, @) = 4 ist, wenn f’(4 oo) endlich bestimmt
oder unendlich ist, endlich oder positiv unendlich; ist sie
Fig. 8. positiv endlich, so wird der Ver-
lauf der GroBe ¥ (r, a) als Funk-
/ tion von r auf der Strecke r = a
+d4 durch Fig. 8 dargestellt, und es
/ gibt einen bestimmten Wert
. r =4, fir den ¥ (4, a) = — 4
ist. Ist dann r, <7 4, so ist
1l"(roa a) < — 4
da allgemein o (ry, a) < 4, so
folgt fiir » > a allgemein
Y (r, a) + ¢ (ry, a) < 0.
Ist dagegen r, > 4, so ist
1/)(’/‘0, a) > - Aa
und da ¥ (r, a) von — oo bis -+ 4 bestindig wichst, so gibt es
einen bestimmten Wert #, fiir den die Gleichung

Y(rg, a)+w(r,a)=0

-4
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besteht; dasselbe gilt fiir den Fall 4 = + oo, in welchem 4 = «
gesetzt werden kann, fiir jeden Wert r, > a.

Diese Gleichung gibt nun nach (6) die Bedingung dafiir, daB
(r, ) und (r,, @,) konjugierte Punkte sind; im Gebiet ro > 4
hat also fiir den Fall 4 > 0 jeder Punkt unserer Kurve einen
konjugierten, der von ihm durch den Beriibrungspunkt mit dem
Wendekreise »r = a getrennt ist. Im Falle 4 — + oo hat jeder
Punkt einen konjugierten von der eben bezeichneten Lage. In
diesen Fillen existiert auch eine Hille € im Sinne des §19;
denn die Gleichung

(o, @)+ ¥ (r, @) = 0
kann der Beziehung (7) zufolge nach r aufgelost werden; setzt
man demgemil r als Funktion von & in die Gleichung (5) ein,
so erhilt man » und ¢, d. h. die Koordinaten eines Punktes der
Hille € als Funktionen von u.

Die hiermit gegebene Methode, konjugierte Punkte und Hiillen
festzustellen, die Kobersche Methode, ist in vielen Fillen an-
wendbar, in denen die Extremalen durch Quadraturen darstellbar
sind, insbesondere bei Fragen der dynamischen Stabilitit, wenn
die Bahnkurven durch einen Sonderfall des Prinzips der kleinsten
Wirkung festgelegt werden.

Ist die oben betrachtete Fliche ein Paraboloid, etwa 2 — 72,
so findet man leicht 4 = + oco; jede geoditische Linie des Para-
boloids, abgesehen von den Meridianen, beriihrt einen Wendekreis,
und wird durch den Beriihrungspunkt in zwei solche Hilften
zerlegt, daB zu jedem Punkt der einen Hilfte ein konjugierter
auf der anderen Hilfte vorhanden ist.

IIT. Wir deuten noch eine weitere allgemeine Methode an,
die Existenz konjugierter Punkte nachzuweisen.

Bei der Aufgabe

3 [fly pdz=0
findet man aus der Eulerschen Gleichung
8) f—pfy = a = const.
Man denke sich aus dieser Gleichung y = Y (p, a) ausgerechnet;
dann wird offenbar

dy j‘Y
dz = —=, = | “2dp = X(p, a
z=-0 0 » W (p, @)

zu setzen sein; aus der Gleichung
(9) Y,=pX,
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folgt dann
(10) Yoo —pX,s = 0.
Nun sei
Ly = X(po, “)a Yo = Y(pm a)

der feste Punkt 0, durch den die Extremalen der betrachteten
Schar hindurchgehen; man findet dann offenbar

[4 °
0= Xp(py @) 32 + Xa(po @)y, 0= Y, (b0, 0) 220 + Ya(p0, )

also nach (9), indem man die erste dieser Gleichungen mit — p,
vervielfacht zur zweiten addiert,

(11) Y,—pX,

’—o.

Jetzt betrachten wir in der GroBe

L_ (X Y)
&= o(p,a)

fiir die nach (9) auch
(12) 40 = X, (Y, —pX,) = Yp(%_ X)

.Y,
Xl’(Ia”_—X;Xa>a

geschrieben werden kann, den zweiten Faktor; er gibt nach (10)
die Gleichung

o (Y, _ Y. Y, 7Y,
G e e i
also nach (11)
P
Y —Y
13 = —X, = = dp.
(13) » J -

Do

Die Gleichung (8) gibt aber, Y fiir 4 gesetzt und nach a differenziert,

(fy—plyp) Yo = 1;

dabei kann die Eulersche Gleichung im vorliegenden Falle in
der Form

d
fo—opfy—Top di; =0
geschrieben werden; somit folgt

, d
}afppﬁg =1
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und nach (13) und (12)

Yo x _ f—d» -‘j da
b ¢ f P*fop’
Do

d
Pﬁfppd—g £
: dx
AOZ—YJ .
) D% fop

g

Ersetzt man nun p durch eine beliebige Unabhéngige ¢, in der
e=X=2£&(ta) y=Y=n(a)
zu setzen ist, so ist

_o@n __oX Y)dp dp _
A_b(t,a)_ o(p, a) dt’ YPW—""

also
t

dp 2'3dt
At = aGi ==
to

oder, wenn wir wieder
F = x'f(?/a ) Fy’y' = o2 F,

setzen, woraus fp, — #'3F, folgt,

|2 14
at dt
a0 =—ufip ==
£ £
Diese Formel gewinnt aber erst Bedeutung, wenn man
t-Strecken betrachtet, auf denen y' — 0, das Integral unendlich
wird. Der Integrand hat ein festes Vorzeichen, da wir ein solches
fiir die GroBe F, auf den betrachteten Extremalenbdgen immer
fordern. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Unendlichkeitsstellen
bewegt sich also der Wert des Integrals in dem Ausdruck 4 (¢, a)
einsinnig, geht also von — oo bis + oo oder umgekehrt, und mufl
dabei den Wert Null durchschreiten, womit dann eine Nullstelle
der Groe A (, a), der gewiinschte konjugierte Punkt, gefunden ist.

§2l.

Zweite Variation; Notwendigkeit der Jacobischen Bedingung.

Das Zeichen 0 bedeutet das vollstindige Differential nach
den unabhingigen Parametern &, &, ..., die in den Differenzen
Z — » und % — y erscheinen, wenn die Punkte (z, y) und (7, ), be-

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 9



1380 Hinreichende Bedingungen. § 21

stimmt durch die gemeinsame Unabhéngige ¢, Kurven durchlaufen,
deren zweite in die erste iibergeht, wenn & — g, = ..- = 0 ge-
setzt wird, was wir durch den Zeiger |° andeuten; ist @ irgend
eine durch die erste Kurve und analog auch durch die zweite
Kurve bestimmte Grofe, so ist
0

0D — dela +de 2g?+ ! .
Hiernach ist klar, was man sinngemi8 unter der zweiten Variation
02 verstehen mub:

320 — 0 (3 D) = d ;0 [a®1]+d a[ J+
oD 02 02 |0
Ve | = ver| “at 5505 as2 det
20 02D |°
g2 s
02® — dé} e +de3 8 —-— —|—2d£1dega o7 +
Die Grofien
_azzo . _82_?70 .
52():_ 8_812 d81 +"', 62y —_— 6812 d£1 +"'

verschwinden, wenn die Parameter ¢ in den Differenzen z — 2,
y — y nur linear auftreten, was bei den bisher betrachteten Kurven-
scharen hiufig angenommen werden kann.

Allgemein ist die zweite Variation von @ das vollstéindige
zweite Differential der Griofie @, genommen an der Stelle & = &,
— ... = 0. Ist sie eine positiv oder negativ definite quadratische
Form der Unabhiingigen dé¢, so ist @ innerhalb der betrachteten
Kurvenschar auf der ersten Kurve & = &, --- = 0 ein Minimum
oder Maximum; daraus folgt aber nicht, daB diese Kurve ein
starkes oder schwaches Extrem der Grofe @ gegeniiber allen
Kurven einer engeren oder weiteren Nachbarschaft im Sinne des
§ 14 liefert. Kann man die Kurve & = & =-.- = 0 in zwel
verschiedene Scharen einbetten, in denen 02@ verschiedenes Yor-
zeichen gewinnt, so ist sicher kein Extrem der Grofle @ im Sinne
der Variationsrechnung vorhanden. In dieser Weise benutzen wir
die Theorie der zweiten Variation, um die Notwendigkeit der
Jacobischen Bedingung des Extrems nachzuweisen.

I. Zu diesem Zweck untersuchen wir die zweite Variation
der Grofie

1
JOI - _‘.F(x’ Yy x’a y’)dt7
0
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also die erste Variation der Grofie

1
0y, = Fuda+ Fyoy |+ j(Pax + Qdy)dt
0

oder, indem wir die Integrationsgrenzen und das Substitutions-
zeichen an den aus dem Integral heraustretenden Gliedern, die
sich immer wiederholen, weglassen, und die Beziehungen

P=F,—Fy=yT Q=F,—Fy=—aT w=yde—a0y
benutzen, der Grofe

80J = Fodz + F’yv6y+j'det,
d. h. v
(D) o0(0J)y=202 =Fyd2z+ Fy'62y+6Fx,6x+6Fyv6y+6j'det;
offenbar wird

3 Twdt = [ (Tow +wd T)dt

zu setzen sein. Nehmen wir an, daf die zugrunde gelegte Kurve 01
Extremale sei, lings ihrer also I' = 0, so folgt

(2) 8 Twdt = [ T.wdt.
Fiir die vom Integralzeichen freien Glieder erhilt man mit
Beriicksichtigung der Gleichungen
Fx'a;’ :y’g_l;‘l, Fx’y':_fﬂ’y’Fn Fy’$’=w’2Fl

und der mit der Eulerschen Gleichung 7' =— 0 gleichwertigen
Beziehung

(3) Foy+ay"Fy, = Fyo+ya"F,
die folgende Umformung:

O0F 00 +0F, 0y = Fopda?+ (Fyw + Foy)dzdy + Fyyoyr
+ By (yrdwda’ —a'y dwdy — oy 0yda’ + 220 ydy)
= Foyda?+ (Fyow + Fay)O0ady + Fyy 0y
+ B (y 0z —a'dy)(y' 02" — ' 0y).

Nun ist

w=ydzx—ady, w=ryds—ady+y dc—"2u"dy;
das letzte mit F, behaftete Glied kann also geschrieben werden:
Flww —F (y0z—a'0y)(y' 0z —a'"dy).
Setzen wir also mit Beriicksichtigung der Gleichung (3)
L=Fuu—TFyy, M=TFoy+ay'F,=Fyuta'yF,
N=F,,—F«ua",

9*
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80 ergibt sich
(4) 0F, 004+ 0F, 0y = Loax*+2Mozdy+ Noy2+ Fiuww'.
Um nun auch die GroBe (2) umzuformen, erinnern wir an
die in § 18 abgeleitete Identitit
d(Fyw')
at ’

(5) 0T = Fyw—

in der noch F, explizite zu bestimmen ist. Die Gleichung gilt
fir jede Variation, wobei F, immer dieselbe Grifle bleibt; man
kann also z. B. eine Normalvariation durch die Gleichungen

6 :XCO, 6 == Yﬁ), X:—_—?é__, Y:——_._L
’ ! =T P

bestimmen und unter o einen Festwert verstehen; dann ist

y’&x——m’&y —_— W = m‘/m,
] d d
0T =Foyfa*+y'—o E(an‘ti%y“)'
Anderseits ist allgemein, da 7' = 0 ist,

OP=0yT)=yodT,
0Q=0(—2T)= —490T,

yoP—z0@Q X0PH+Y0Q
x'? +y'2 = me + yfz

(6) 0T =

Dabei ist

B A0F, AF,. aF,,
0P =0 F,— S5 = (Fue— dt>6x+<FW— dt)ay

d ! ' !
— (Foud3 4 Fay8y) + (Foy — F,.) 0,

— dF,y 7 dFyy
6Q—<Fyz—“ ai >6"”+<ﬁyy— dt >6?/

d ’ !
—W(waaw + Fyydy)+ (Fyo — Fay)d s

hier i1st 04’ = X', 0y’ = Y’ zu setzen, und da die Gleichung
XX +YY =1 gilt, findet man

Fowda' + Fuydy = F,(y* X' — o'y T)o = 0,
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und ebenso verschwindet der entsprechende Ausdruck in ¢ ¢.
Man erhdlt also nach (6)

XOP+ Yo Q— m{(F,, dF”’>Xe+2( dfl?;'f
AF,. iF,,
— i )XY+(Fyy _—'>Y2}

= Va2 +y20 T = m{F2(x'2—}—y’2)—}/x’2+y'2dt< ldt‘/w’ﬂ-{-y’ﬂ)},

_ 1 d d =
Fz—-—“f—x,2+—y,gm<F1%V$2+?/2
dF,.\ ,
+(x!2+y'2)2{<Fz_ dt >y2
dF, A Fyu dF,
oM @ Ly yz yy
2”<F” it >+ H(Fov— )}
Mit diesem Wert geben die Formeln (1), (2), (4) und (5)
02 = Fy0x+ Fpo2y+ Loa2+2Mox0y+ Ny

+F,ww'+.\‘w<F2w—d(1;1tw’)>dt,

oder nach einer Teilintegration
02 = Fpp02x+ Fp02y +Loa24+2Moxdy+ NIy
+ j(F2 w? + F,w'?)dt,

im besonderen, wenn die Variationen an den Endpunkten O und
1 verschwinden, und wieder genau geschrieben wird

(1) 02dy, = j(F1 w2+ Fu2)dt =,f“’ <F2w d(gtw)>

0 0

II. Jetzt seien wieder auf der betrachteten Extremale 0
und 6 konjugierte Punkte, z = & (%, a), # = % ({, @) seien die
Gleichungen der Schar der durch den Punkt 0 gehenden Extre-
malen. Dann hat nach § 18 die Differentialgleichung

Fyw— d (l; lt% )
die Losung 4(f, a,), die an den Stellen 0 und 6 verschwindet;
dabei ist nach § 18

=0

A1 (ter @0) F 0,
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so daB 4(t, a,) an der Stelle 6 das Vorzeichen wechselt. Der
Bogen 02 reiche iiber den Punkt 6 hinaus, und auf ihm sei, wie
immer, F; 5= 0, £ und n regulir; auller 6 sei auf diesem Bogen
kein zum Punkte O konjugierter, also keine Nullstelle der Grofie
A (&, ay) vorhanden.

Ist dann & ein hinreichend kleiner Festwert, so hat die
Gleichung
®) (Fy— 60— L)

t

nach dem zweiten Einbettungssatze (§17) ein an der Stelle 0
verschwindendes und auf der Strecke 02 reguldres Integral
w == @; man braucht diese Gleichung nur durch die Gleichungen

de_O dw
at— ' dt

zu einem simultanen System der in § 17 betrachteten Form zu
erginzen und dann & als Anfangswert einer der Unbekannten
anzusehen, um die Existenz des Integrals @ nach § 17 sicher-
zustellen. Dasselbe hat, weil von dem zum Werte ¢ = 0 ge-
horigen Integral w — A (¢, a,) beliebig wenig abweichend, auf
der Strecke 02 eine einzige von O verschiedene Nullstelle 7, die,
wenn lim & — 0 wird, mit 6 zusammenfillt.. Bildet man nun die
Normalvariation

=0

!

b\x=ggdel 5 Ywde,

T FIEaT
so ergibt die Formel (7), da

Yyoz—a2'dy—=wde

zu setzen ist, und @ Losung der Gleichung (8) ist,
7
81, -j (7, _-‘Z_@_"’_)) dt.ds = def.ajwﬁdt.
0

Setzt man noch auf der Strecke 72 die Gleichungen
dx =290 Y = 0

an, 80 hat man, da der Punkt 7 bei hinreichend kleinem Wert
von ¢ dem Bogen 02 angehort,

7
82y, = 02, = d.sf.ejwadt.
1]
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Diese GroBe hat offenbar das Vorzeichen mit & gemein; durch

die Gleichungen

_ . 5Xe _ Yo

R =T
wird also der Bogen 02 einer Schar von Nachbarkurven ein-
gebettet, die je nach der Wahl von & eine positive oder negative
zweite Variation ergeben, so dal das Integral J,, auf der be-
trachteten Extremale gebildet, das eine Mal ein Maximum, das
andere Mal ein Minimum gegeniitber den Nachbarkurven bildet.
Das in der Aufgabe 0 J = 0 gesuchte Extrem wird also von dem
Bogen 02 sicher nicht geliefert. Damit ist die Jacobische Be-
dingung in bestimmtem Sinne als notwendig nachgewiesen: um
das Integral J durch einen im Punkte 0 beginnenden
Extremalenbogen 02 zum Extrem zu machen, darf man
nicht mit dem Punkte 2 iiber den zum Punkte 0 konju-
gierten Punkt 6 hinausgehen.

Das Ergebnis des § 19, dafl schon der Bogen 06 kein Extrem
liefert, geht weiter, schlieft aber einen Ausnahmefall aus.

III. Aus der abgeleiteten Form der zweiten Variation d2J
kann geschlossen werden, dafl dieselbe bei festen Endpunkten
ein festes Vorzeichen hat, wenn die Integrationsstrecke 2 8 zwischen
zwel konjugierten Punkten, etwa 0 und 6, in der bisherigen Be-
zeichnung enthalten ist. Zu diesem Zweck gehen wir von der
in L erhaltenen Formel

3
02y, :j(szﬁ-}-Flw'ﬁ)dt
2

aus und addieren zu ihr die Gleichung
3 3
3
0= jd(gtuﬂ)dt = uw? :j(u’w2 +2uww)dt;
2

2 2

es ergibt sich
3
02y, :jdt{Flw'2+2uww'+(F2+uf)w2},
2

und in diesem Ausdruck hat der Integrand das Vorzeichen der
Grofle F,, wenn man « als reguldre Funktion auf der Strecke
t, ... t; 80 bestimmen kann, daf die Gleichung

9 Fy+u)Fy—u2 =0
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gilt; dann ist einfach
3

(10) T, = jFl <w n %ji’)%zt.
3 1

Die Gleichung (9) kann aber, wie jede Gleichung von der Form

w = Lu2+4+ M, ‘
auf eine lineare Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden;
setzt man

1 ¢ ——j‘Ludt
U —= — 5 — v =2~¢ 3

8o ergibt sich /
— % v+ LMv=0.

In unserem Falle ist
L= Fil N = —F,
zu setzen, und man findet
7}"'{‘F‘1 v‘%v =0, (F1v) —Fy0o=0,

also die Gle1chung, deren Lésung nach § 18 die GriBe A (¢, a,)
ist, die auf der Strecke 23 bei den geltenden Annahmen nicht
verschwmdet Da nun auch F, auf den betrachteten Extremalen-

stiicken stets als von Null verschieden vorausgesetzt wird, so ist

die Grobe

w— — 1 (¢, a,)
T 4, a)

auf der Strecke 23 regulir und die Darstellung (10) ist gesichert.
IV. Die durchgefiihrten Entwicklungen gestalten sich dufer-
lich etwas einfacher, wenn man die nichthomogene Form des
Integranden in J wund abgestumpfte Variationen &, benutzt.
Bleiben die Endpunkte von vornherein fest, so ist, wie schon

benutzt wurde,
02 = qudt,:jadet :jao Twdt,

, d dd d
F=4df(y p), w=—a0y, T:fy—rg E;o—:aod—x’

52J_foy(af,, daf”) z=—0f,

+ [ @ofy 00+ 80, 0p)dx = j (43,4 + 2BOyy0,p+ Cdyp?) d,
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wobei immer zwischen denselben Grenzen integriert wird und
A="Tfy B="fpw C=fo

gesetzt ist. Eine nochmalige Teilintegration, bei der die aus dem
Integralzeichen heraustretenden Glieder verschwinden, ergibt

50 — [{(A— ‘%)6”/2—{— oaopz}dx,
entsprechend der Formel (7). Addiert man die Gleichung
J(@;y_ﬂ') dz = j(g—z 0o 2 + 2%60y60p>dx =0,
so folgt
62 — j{(A—%ng ‘fl_';) B0yt + 2udoy d0p + 0601)2}61:1:.

Der Integrand ist ein vollstindiges Quadrat, wenn die Gleichung
dB  du
(4=t ) =

angesetzt wird, Setzt man weiter

" — _gdv
- vdz’
so folgt
d dv aB

Nimmt man anderseits an, y — @ (#, a) sei eine LoOsung der
Eulerschen Gleichung

fy—d*&zo

dx ’

so folgt, indem man nach a differenziert und die Ableitung nach a
mit der Ableitung d/dz vertauscht,

d(B(pa+ O‘Pax) — 0

Ags+ Bpas— dx ’
oder
dB d(Cpas)
<A“7zz)%“ iz =0

d. h. eine Losung der Gleichung (11) ist v = 0 @/0 a. Auf einer
Strecke, auf der diese Grofie nicht verschwindet, kann man die
zweite Variation auf eine Form bringen, in der sie offenbar das
Vorzeichen mit der Grofle C = f,,; gemein hat.
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§ 22.

Der Transversalensatz und die Normalkoordinaten
in einem Felde.

I. Seien wieder
1) v =E&(t a)y y=n( a)
die Gleichungen der Extremalen eines Feldes, die also von einem
festen Punkte 0 ausgehen, oder von einer Kurve £, deren all-
gemeiner Punkt O sei, transversal im engeren oder weiteren
Sinne ausstrahlen, so daf die Gleichung
(2) —630+(Fmr3x+Fy,6y)\° =0
gilt, in der #, eine Ortsfunktion auf der Kurve & oder auch
identisch #, =— 0 sein kann. Es sei moglich, 2, ebenso wie ,
als reguldre Funktion von a auszudriicken, indem man etwa fiir a
einen Parameter nimmt, der die Lage des Punktes 0 auf der
Kurve & bestimmt. Dann kann man, unter 1 den allgemeinen
Punkt (¢, a) verstehend,

z2 =2+ Jo; = §(t, a)

sotzen. Deuten wir jetzt =, y, 2 als rechtwinklige Raumkoordi-
naten und geht die z-Achse lotrecht nach oben, so geben die
Gleichungen
(3) ng(ta a), Yy = a)a Z:g(t, (];)
bei festem Wert von a eine Raumkurve, die wir nach § 10, IL als
riumliche Extremale bezeichnen kénnen; sie strahlt von der
Raumkurve & aus, deren Gleichungen

‘”:g(to, 0/), ?/'—‘—""l(to» a’)) s = &
bei verdnderlichem Wert von a sind, und deren lotrechte Rro-
jektion die Kurve & ist; dabei gilt die Gleichung (2), in der 0
den Fortgang auf der Kurve & bedeutet, «' und ¢ sich auf die
Extremalen (1) beziehen. Natiirlich kann & mit & zusammen-
fallen oder in einen Punkt entarten. Die Gesamtheit der rium-
lichen Extremalen (3) bildet eine Fliche %, die wir ein rium-
liches Feld nennen wollen. Entsprechend der Umgebung jedes
Wertsystems (t, @), in welchem A (¢, @) 5= 0, erhalten wir, da ¢
und @ hier als regulire Funktionen von # und y darstellbar
sind, ein Klichenstiick, auf welchem z eine regulire Funktion
von z und y ist; an einer Stelle, an der A(t, a) = 0 ist, lauft
eine Hiille der ebenen Feldextremalen, deren eine Seite nach
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§ 15, IIL. von den Extremalen doppelt bedeckt wird; die Hiille ist
also Projektion einer singularen Linie der Fliache §¥, von der zwei
Flachenstiicke nach einer Seite hin ausgehen, also einer Riick-
kehrkante; ein Riickkehrpunkt der Hiille bleibe als Ausnahmefall
beiseite.

Die schon in den §§ 14 und 15 benutzte Haupteigenschaft
der GroBe z besteht nun in der Gleichung

“4) —0s+4+ Fyd2+ F,0y =0,
in der
0 0

gesetzt werden kann; 0 bedeutet also einen beliebigen Fortgang
auf der Fldche §. Diese Gleichung folgt unmittelbar aus der
Formel
0y, = Fydz+ F, 0y
und der Gleichung (2); sie kann auch, wie in § 14, durch un-
mittelbare Differentiation des Ausdrucks
t
J01 = [F(gi Ny gt’ ’Y]t)dt
to
ohne den Algorithmus des Zeichens d erhalten werden. Man
kann die Gleichung (4) auch so aussprechen, daf beim Fortgang
lings der Fliche & iiberall die allgemeinere Transversalitits-
bedingung erfiillt ist.

Schneiden wir nun die Flache § mit einer wagerechten
Ebene 2z = const. = #;, so erhalten wir eine Schuittkurve, die
mit ihrer Projektion auf die zy-Ebene, die wir ¥ nennen, kon-
gruent ist, und ldngs deren d2 — 0, also auch
(5) Fpdo+ Fydy=0
ist, also die engere Transversalititsbedingung erfiillt ist. Diese
hier selbstverstindlich erscheinende Bemerkung ergibt einen
inhaltreichen Satz, den Transversalensatz, wenn wir wieder
in die z y-Ebene zuriickgehen.

Léngs der Kurve B ist 2 — #,, d. h. wenn wir sie als Ort
der Punkte 1 ansehen, hat die Grife

2=+ J~01a
gebildet lings der Extremalen des Feldes, iiberall denselben

Wert; man ist vom Punkte O auf jeder dieser Kurven bis zu
dem Punkte 1 gegangen, in welchem die Grifle 2z den festen



140 Hinreichende Bedingungen. § 22

Wert 2, hat, und der Ort der so erhaltenen Punkte 1 ist die
Kurve 3, die nach (5) von den Feldextremalen transversal
geschnitten wird. Dabei macht es nichts aus, ob die Extre-
male 01 zwischen 0 und 1 einmal eine Hiille, die entsprechende
riumliche Extremale eine Riickkehrkante der Fliache §F be-
riithrt hat.

Sei im besonderen z, — 0; dann hat man folgenden Satz.
Strahlen eine Schar von Extremalen in den Punkten O von einer
Kurve & transversal aus, und bestimmt man auf jeder von ihnen
den Punkt 1 so, daB das lings ihrer gebildete Integral J,, einen
und denselben festen Wert erhilt, so wird auch der Ort der
Punkte 1 von den Extremalen transversal geschnitten. Die
Kurve & kann in einen Punkt O entarten, von dem dann die
Extremalen ausgehen.

Man erkennt hier die Verallgemeinerung des bekannten
Satzes von Gaull, dafl eine Schar gleichlanger geoditischer
Bogen, die auf der ihre Anfangspunkte enthaltenden Linie senk-
recht stehen, auch den Ort ihrer Endpunkte unter rechtem
Winkel schneiden; bei geoddtischen Linien fillt ja die transver-
sale Lage mit der senkrechten zusammen.

II. Aber die Willkiir, die in der Wahl der Funktion z, bleibt,
fiihrt auch im Bereich der geodétischen Linien iiber den Gauli-
schen Lehrsatz hinaus.

Sei z. B. J wieder das Bogenintegral einer auf einer ge-
gebenen Flidche { liegenden Kurve und 2z, die Linge der Kurve &
von einem festen Punkte 2 ab gemessen; die allgemeinere Trans-
versalitit bedeutet dann nach § 10, 111, daB die Feldextremalen die
Kurve & beriihren. Dann ist 2,4 J,, die Linge des auf der
Fliche f gespannten unausdehnbaren Fadens, der von der Kurve &
abgewickelt wird. Unser allgemeiner Transversalensatz ergibt
dann, daB der Ort der Endpunkte des Fadens von diesem iiberall
unter rechtem Winkel geschnitten wird, wie in der Ebene.

Andere Anwendungen bietet die geometrische Optik. Die
Lichtstrahlen in der Ebene, die optisch ungleichartig, aber isotrop
sei, gestalten sich, dem Fermatschen Prinzip gemiB, nach der
Forderung

Ej'vds =0, ds=1Vda+ de,
wenn v = v (x, y) den reziproken Wert der Lichtgeschwindigkeit
bedeutet; das Integral
J=[vds
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ist dann die verbrauchte Zeit. Die Kurve & trenne nun die
Gebiete ¢ und @, in denen die Lichtgeschwindigkeiten 1/v und
1/V seien. Im Gebiet & mogen Lichtstrahlen von einem Punkte
oder senkrecht von einer Kurve &, ausgehen, deren Punkte 2
seien, also transversal beziiglich des Integrals

J=|Vds;

sie mogen auf die Kurve & im Punkte 0 auffallen und bis zum
Punkte 1 weitergehen; dann verlangt das Fermatsche Prinzip

0 1
(6) §[Vds+ofvds=0;
2 0
die verbrauchte Zeit ist
0 1
3+J=5Vds+jods.
2 1]

In den Gebieten @ und g sind die Lichtstrahlen Extremalen der
Integrale § und J; der Punkt O ist nicht vorgeschrieben; also
gibt die Gleichung (6)

e 0z +ydy° |

Var+y? o Yo tyo

Ist der Punkt 1 vorgeschrieben, so folgt auf Grund der voraus-
gesetzten Transversalitit an der Kurve &,

@ S0z Ly 3yl wontydy
Vg | ety

dabei beziehen sich #', ¥ im ersten Summanden auf den Strahl
im Gebiet ®, im zweiten Summanden auf den Strahl im Gebiet g.
Sind 7 und ¢ die Richtungen derselben nach wachsenden Werten
des Parameters ¢, also von 2 nach O hin und von O nach 1 hin,
so folgt, da 0w, 0y sich auf die Trennungslinie & beziehen, deren
Richtung 0 sei,
®) Vo cos (T0) = v, cos (t9),
also das gewdhnliche Brechungsgesetz.

Setzen wir nun

°, Foztydyr

= 0.
0

0

)

0
2, :des,

2

so bedeutet die Gleichung (6) offenbar
02y = F,0z+ Fypoylo,
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wobei «', 4/ der Richtung ¢ zugehoren. Hier liegt also, dem
Brechungsgesetz gemif, fiir den Strahl im Gebiet g die all-
gemeinere Transversalitit vor, und der Transversalititssatz zeigt
fir das von der Kurve &; ausgehende Strahlensystem, dafl der
Ort der nach fester Zeit

2o +Jo1 = Jno+ Jou

erreichten Punkte, die Welle, die Lichtstrahlen senkrecht
schneidet; diese gingen von einer Kurve senkrecht aus und
werden gebrochen.

Man iibersieht leicht, dafi die Gleichungen (7) und (8) auch
im Falle v = ¥V die Reflexion darstellen, wie sie sich aus dem
Fermatschen Prinzip ergibt. Daraus erhilt man dann durch
mehrfache Anwendung der obigen Betrachtung den Satz, dafl
Lichtstrahlen, die senkrecht von einer Kurve oder von einem
Punkte ausstrahlen, nach beliebig vielen Brechungen und Re-
flexionen in isotropen Mitteln die Wellenfront senkrecht schneiden.

Die Bedingung, senkrecht von einer Kurve auszustrahlen, die
auch in der Ebene weggelassen werden kann, mufl hinzugefiigt
werden, um den Satz auf den Raum iibertragbar zu gestalten.

Gehen die Extremalen schlieflich alle durch einen festen
Punkt 1, so schlieBt man nach der fiir einen Sonderfall in § 19, L
gebrauchten Methode, daf die GrioBe z,+ J,, auf ihnen allen
denselben Wert erhdlt. Gehen Lichtstrahlen z. B. von einem
festen Punkte aus und vereinigen sich wieder in einem festen
Punkte, so ist die zugehorige Zeit, in der sie von dem ersten
zum zweiten festen Punkte gelangen, bei allen dieselbe.

III. Betrachten wir jetzt die Feldextremalen

(9) z = (¢ a), y =, a)

auf solchen Strecken, auf denen F'(£, 7, &, 7;) 5= 0, und zwar positiv
bleibt und A(f,a) = 0 ist. Auf der Extremale a — a, oder €
sei 23 ein Bogen, der diese Forderung erfiillt; dabei sei t, <.
Entartet die Ausgangskurve nicht in einen Punkt und wird sie
nicht von den Feldextremalen beriihrt, so kann der Punkt 2 nach
§ 15 auch auf der Kurve & selbst liegen. Nach dem ersten Ein-
bettungssatze (§ 11) kann dann der Bogen 23 mit einem Gebiet &
umgeben werden, dessen Punkte den Wertsystemen ¢, a eindeutig
umkehrbar entsprechen. Da ferner, wenn 1 der allgemeine Punkt
auf den Feldextremalen ist und

(10) u=2+dJdo, v=ua
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gesetzt wird,
ou

Y F (&, & mo) |t
von Null verschieden ist, so kann man die erste Gleichung (10)
im Gebiet & nach ¢t auflosen, und dann mittels der Gleichungen (9)
die Grofen x und y als Funktionen von % und v darstellen, und
zwar im Gebiet & mit eindeutig umkehrbarer Beziehung der
Systeme (x,%) und (u,v), da { und u bei festem Wert von a
oder v einander eindeutig umkehrbar entsprechen. Die Griofien u, v
heifen die Normalkoordinaten des Feldes. Durch Einsatz der
in u, v ausgedriickten Werte z, y erhalte man
(11) F(z,y, o', y) = G (u, v, w', v);
dann ist lings einer Feldextremale v — 0 und 2, von v allein
abhiingig, also, wenn die Punkte 4 und 1 auf derselben Kurve
v == const. dem Gebiet & angehdren, und ¢, <t, ist,

4 1
U = &, + jF(m, Y, @ y')dt—l—jF(x, y, ', y')di,
0 "

und wenn man im letzten Integral die Gleichung (11) benutzt
und % fiir ¢ als Integrationsverfinderliche einfiihrt,

4 1
w = zo—i—det-}— jG(u,v, u', 0)dt

0 4
4 1

= zO+Jth+JG(u, v, 1, 0)d u.
[} 4

Differenziert man nach u, so folgt

1 = G 1,0),
oder auch, wenn bei der Annahme «' >0 allgemein G (u, v, v, v')
= ' g(u,v,s), s = dv/du gesetzt wird,
(12) 1 = g(u, v, 0).
Da ferner nach dem Transversalensatze die Extremalen v — const.
die Kurven u — const. transversal im engeren Sinne schneiden

und der maBgebende Ausdruck F,d0z 4+ Fydy nach §38 eine
Invariante ist, also

Fodz+ Fydy = Guou+ Gyou,
so mul} die Gleichung
Guwdu+ Gydv = (g —5gs)0u+gs0v =0
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durch die Annahme s = 0, 0 u = 0 erfiillt werden, und es ergibt sich

(13) 94(t,0,0) = 0.

Ist z. B. J das Bogenintegral auf einer Fliche, auf der z
und y krummlinige GauBsche Koordinaten sind, also

Fa,y,a,y)dt = Yedw2+ 2fdady+ gdye,

mit e, f, g als Funktionen von z und y, so ist auch

G (uy v, w, v')dt = Ve,duz + 2§, dudv + g, do?,

wobeil e, f,, g, nur von % und v abbingen; man hitte

g0 9) = Ve, + 2fos + 6o5°
zu setzen und die Gleichungen (12), (13) ergiben
=1, f, =0,
G{u, v, w,v')dt = VﬁWgooﬁ;2

Man erhilt so die GauBsche Form des Bogenelements bei der
Voraussetzung, dal v — const. geoditische Linien, u — const. ihre
rechtwinkligen Trajektorien, also Transversalen nach unserer Be-
zeichnung sind.

IV. Verbindet man die Gleichungen (12) und (13), so folgt,
dall die Taylorsche Entwicklung der GroBe g(u, v, s) nach
Potenzen von s die folgende Gestalt hat:

(14) g u, v, §) = 1—{—%933(“, v, 05);

dabei ist 0 << # <1, und die Formel gilt, wenn s eine den Wert
s — 0 enthaltende Strecke & durchliduft, auf der die Grofien
g (%, v, 8), gs{u, v, S), gss(u, v, ) stetig sind.

Sind nun die Punkte 23 auller durch den Extremalenbogen 23
durch eine dem Gebiet @ angehorige Kurve € verbunden, lings
deren z und y und damit « und v Funktionen eines Parameters v
sind, und in deren von 2 nach 3 hin gerichteten Bogenelementen
immer

G (u, v, du, dv) = g(u, v, s)du
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gesetzt werden kann, die zugehorigen Werte von s aber der
Strecke © angehoren, so folgt
T3 d
u
Jyy = {g(u, v, s)a—rdt

Ty

T3 T3
du §2 du
(15) :"A%d't—*—jggss(u, v, Bs)d——rd’f
Ty T2

73
- s2 du
= Jys + jigs,(u, v, ) ar dr,
T2
die Differenz J,; — J,; hat also ein festes Vorzeichen, wenn dies
von der GroBe g,s(u, v, 0s) gilt, und das Extrem des Integrals J
ist beim Vergleich der Extremale mit den Kurven £ auf eine
neue Weise nachgewiesen.
Um das Vorzeichen der Grole g,, zu bestimmen, gehen wir
davon aus, daf3
g““%f %) — @, (u, v, o, v)
zu setzen ist, wobei G, aus G ebenso gebildet ist wie F,
aus F, d. h.
Guw Uy v, Wy 0) = 0'2 Gy (4, v, W, V');
die Groflen F, und G, stehen aber nach §3 in dem Zu-

sammenhang
— 0% y) 2
G=F (5t
die GroBen (; und F; haben also dasselbe Vorzeichen, wenn die
Wertepaare (', v') und («', y') geometrisch dieselbe Richtung
darstellen, d. h. wenn

o =z, + a0, Y = yutt + Yot
ist. Das Element du >0, dv = 0sdu stellt nun eine Richtung
dar, die in den hohlen Winkel zwischen den Richtungen du > 0,
dv =0 und du >0, dv = sdu hineinweist; diese Richtungen
sind diejenigen der Feldextremale nach wachsenden ¢ genommen,
und der Kurve € in der Richtung 23 genommen. Ist also fiir
alle diese Richtungen F stets positiv oder stets negativ, so gilt
dasselbe von ¢, (u, v, 6s) und damit nach (15) von Jy3— Jys
womit das Extrem unter der Jacobischen und Legendreschen

Bedingung nachgewiesen ist.
Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 10
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Die bisherige Betrachtung mufl ergéinzt werden, wenn auf der
Kurve { Punkte vorkommen sollten, in denen du = 0 ist, d. h.
die Transversale u — const. berithrt wird. Schreibt man die
maBgebende Grofe in der Form

73
- ) du dv du
(16) J23—£3—JlG(u, v, 3}“’ (,Ti)—d_‘t:]d";’
T2
so sieht man, daB der Integrand iiberall positiv ist, wo du/dz
verschwindet oder negativ ist. Sobald du/dv wieder positiv ist,
kann man nach (14)

du dv da s2 du
G(“a v, —d—‘l.:’ %) _E; - ’2—,933(/“/, v, HS) E?

setzen; hat also (f; in den betrachteten Bogenelementen das
positive Vorzeichen, so ist der Integrand in der Gleichung (16)
durchweg positiv, das Minimum ist gesichert. Ein starkes Maximum
konnte auf diese Weise nicht nachgewiesen werden, ist ja auch
bei durchweg positivem Integranden unmoglich, da man durch
vergroBerte Linge der Kurve £ immer das Integral J,; ver-
mehren konnte.

§ 23.
Die Jacobi-Hamiltonsche Methode.

I. Beim Fortgang auf der Fliche ©, dem dreistufig rium-
lichen Felde, besteht nach § 22, I. iiberall die Gleichung
(1) — 02+ Fpdx+ F,0y =0,
wobel die Grofen ',y sich auf die durch den betreffenden
Punkt gehende Feldextremale beziehen. Schreibt man also die
Gleichung der Fliache in der Form 2z — f{(r, y) und setzt wieder
p = 0f/ox, ¢ = 0f/0y, so gilt allgemein die Gleichung

—de+pdzs+qdy = 0;

da nun 6 in der Gleichung (1) und d dasselbe bedeuten, folgt
(2) _p-_—:Fz’,'q:Fv"
und auf den rechten Seiten dieser Gleichungen erscheinen die
GroBen &/, 4’ nur in der Verbindung ¢/’ — p. Kann man diese
Grofe eliminieren, so ergibt sich fiir die Fliche & eine partielle
Differentialgleichung

(3) D(x 9 P9 =0
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Die Elimination ist méglich, wenn wir wie bisher annehmen, in
den Elementen der Feldextremalen sei F, == 0; denn offenbar ist
op 1
oy =@
Fyy = %;! 2—;’ :% 891;!,’ = '3 I, 98;2;)‘1 kAT
ist also 2’ == 0, so kann man p aus der zweiten Gleichung (2)
bestimmen und in die erste einsetzen; ist y' 9= 0, so kann man
ebenso z'/y’ neben z und y als Unabhiingige in F,» und F, be-
trachten und aus der ersten Gleichung (2) bestimmen.
Werde bei diesen Eliminationen gefunden:

p ——-;yc—:: @ v, 9), %=§: © (@ y, p),
dann erscheint die Gleichung (3) in der Form
(4) F@y Q8@ yp) =1
Sei nun U irgend eine Losung der Gleichung
(5) D (z, y, U, Uy) = 0,

die in einem gewissen Gebiet der zy-Ebene regulir ist; wenn
auf den dies Gebiet durchsetzenden Feldkurven keine der GroBen
o' =&, 4y = n: verschwindet, kann man die gewdhnliche

Differentialgleichung

(6) 9 — §(o9, Ui

ansetzen; aus ihr folgt nach der Definition der Funktion §
(7 U, = Fy (@, y, % Y
wobei #, 4/ irgend zwei Grofen sind, deren Verhiltnis y'/o' den
in der Gleichung (6) auftretenden Wert dy/d« hat. Da ferner
die Gleichungen (4) und (3) dasselbe bedeuten, so folgt aus der
Gleichung (5)

T @y, U) 6 (@9, Us) = 1,
also nach (6)

dx

(8) @ - 6(395 Yy Uac)a

und nach der Art, wie das Funktionszeichen @ eingefiihrt ist,

folgt hieraus

9) » Up = Fo(z, 92 y)

mit derselben Bedeutung der Grofien ', 4 wie in der Gleichung (7).
10*
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Die gleichwertigen gewdhnlichen Differentialgleichungen (6)

und (8) haben nun eine Schar von Losungen
(10) @ (2,9, a) =0,
in denen a die Integrationskonstante bedeutet, und die ein ge-
wisses Gebiet g der zy-Ebene einfach bedecken, so dal a — v (z, )
als regulire Ortsfunktion aufgefafit werden kann. Sei ferner ¢
die Bogenlinge auf einer der Kurven (10), die wir & nennen
wollen, gemessen von einer beliebigen reguliren Kurve ab, die
jede Kurve & einmal in dem Gebiet ¢ durchschneidet, dann ist
¥ = dz/dt und y' = dy/dt gesetzt,

a2 4yt =1,
und auch die Griflen «/, ¢’ sind im Gebiet g regulire Funktionen
von # und y. Dasselbe gilt dann von den Grofen F, und Fy,
und die Gleichungen (7) und (9) lehren bei dieser Auffassung

0F, _oF,

oy ~ oz’

dabei kann man setzen

anl 8.19' 0 !
aa; —_— Fxxl—'—lex!*é—w-—‘—Fm/yra—z,

() oF, oF, oa' oy
oy — ex — Levt Tve gt Feye g

Beriicksichtigt man nun die aus der Homogeneitit der Funktion F
folgenden Gleichungen
FFpw+y Fyy =0, o/ Foy+yFyy, =0,
Fx - x’Fxx’ + ?/me’a
vervielfacht die Gleichungen (11) mit ' und % wund addiert,
so folgt
oF, oF, dF,

o0 TV %y = az = 1%
auf dieselbe Weise ergibt sich aus den entsprechenden Ausdriicken
fir 0F,/0z und oF, /0y die Gleichung

ar,

dt
Die Kurven &, die durch Integration einer Differentialgleichung
erster Ordnung erhalten wurden, sind also Extremalen des
Integrals

xl

= F,

J = j F(z,y, «,y)dt,
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und da die Gleichungen

Fudz+ Fpdy =0, U=0
dasselbe bedeuten, sind die Kurven U — const. die Transversalen
der Kurvenschar &.

Durchschneidet man die Kurven & mit einer Kurve &, die
jeder von ihnen nur einmal begegnet, und zwar in einem Punkte 0,
der t = t,, U= U, ergibt, so dal ¢, eine eindeutige Funktion
von q ist, so gilt auf der Kurve £ die Gleichung

(12) 0U, = Fyda+ Fyduxlo,
und. da auf jeder Kurve & offenbar
au
dt
ist, so folgt t
U="T0,+ jF(x, Yy @y ) dt = Uy + Jy,.
t

=U,d +Uyy = ' Fo+yly = F(z,y,2,y)

Die Gleichung (12) kann dann als allgemeinere Transversalitéits-
bedingung beziiglich der Grofle U aufgefallt werden, und die
Fliche ¢ = U(w, y) ist eine Fliche © im Sinne des § 22, ein
rdumliches Feld von Extremalen des Integrals J. Unter diesen
Begriff fillt also jede Fldche, die die Differentialgleichung
D (2, Y, p, Q) =0,

die Jacobi-Hamiltonsche Differentialgleichung der
Variationsaufgabe 8J = 0, erfiillt.

II. Enthidlt die Grofe U einen willkiirlichen Festwert ¢, der
in ihr aber nicht so auftrete, dal o U/oc¢ konstant ist, so kann
man ohne Integration eine zweistufige Schar von Extremalen,
also eine in gewissen Gebieten allgemeine Losung der Eulerschen
Differentialgleichung herstellen.

In den Gleichungen

(13) Ua; = Fzr, Uy = Fyr
kann n#imlich, wenn ihre rechten Seiten als Funktionen von z, %
und p = y'/«’ angesehen werden, fiir p der Ausdruck (6) ein-
gesetzt und jetzt =,y als frei veréinderlich angesehen werden,
wobei ‘p von ¢ abhingen wird; man erhdlt dann, indem man
nach ¢ differenziert,

02U  oF,0)p 02U __oF, op

oxoc  @p oc’ ©dyec  op oc’
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und die Gleichungen
oy obp 10Fy

By =50 oy =¥ o
F,, —fvov _10Fy
vy — ap ayl“'wl ap
-ergeben
oU . op U op,
daoc — " T Ge Byae — T Ive 5o

wenn man die aus der Homogeneitit der Funktion F' folgende
Gleichung

o Fuy+y Fyy =0
beriicksichtigt und die letzten Gleichungen mit #' und y' verviel-
facht und addiert, so folgt

g U ,bU oU
8wac+ dyoc o oc

wobei b einen Festwert bedeutet. Diese Gleichung gilt also fiir
die Kurven, auf die sich in den Gleichungen (13) die GroBen ', '
beziehen, die Kurven & Diese Schar ist jetzt von ¢ abhingig;
eine zweifach unendliche Schar von Extremalen ist also
durch die Gleichung 9U/d¢ = b dargestellt, sobald man
eine mit dem Festwert ¢ behaftete Losung der Jacobi-
Hamiltonschen Gleichung gefunden hat, bei der 9U/oc
von # und y nicht unabhingig ist.

— b,

III. Als Beispiel betrachten wir wie in § 7, IV. das Prinzip
der kleinsten Wirkung fiir die ebene Bewegung eines Punktes
unter Wirkung einer Kraft, deren z-Komponente nur von x, deren
y-Komponente nur von y abhingt, deren Potential also die Form
f(«) + §(y) hat, oder, was dasselbe bedeutet, die geoditische Linie
auf den Liouvilleschen Flichen:

3 V@ + 1) Vo +y'2dt =0,
Fo = V{(@)+ () =T,

V /2+ g
Fy =Vf» +1)

die Elimination von y'/z’ ergibt

Ue + U0y = f(@) + 1)

= Uy;

V'2+ E
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Man findet eine mit dem Festwerte ¢ behaftete Losung, indem

man setzt
U2 =f@)+e, Uy=1i@—o
U= [{f@) + cda+ [{i@) — cdy;
fiir die Extremalen findet man nach IL
g 0U _ [ [(®)ds _J ' (dy
oc  )Vf@+c  JVfly)—c

iibereinstimmend mit § 7, 1V.

= const. = b’

§ 24.

Verallgemeinerung und kanonische Differentialgleichungen.

I. Die Verallgemeinerung der Jacobi-Hamiltonschen
Methode liegt nahe und moge fiir Aufgaben in n-+ 1 Veréinder-
lichen angedeutet werden. Gestellt sei die Aufgabe

BIF(w, Yy & ... 2y, 4, .. )dt =0,

in der ¥ in den Ableitungen positiv homogen von erster Stufe,
also F, Fy, Fy, ... nur von den Verhdltnissen p =y'/o', q = ¢'/a/, ...

abhéngig sein mogen, und # die Anzahl der Grolen y, #, ... sei.
Man eliminiere dann P, q,... aus den Gleichungen
§)) Fx'::%I;:Vz, Fyp=V,, F,=7V,..

und erhalte eine Gleichung
D@,y 8. Ve, Vi, Viy ..) = 0.

Ist V irgend eine Losung derselben, so berechne man p,q,... aus
den letzten n Gleichungen (1), womit dann die erste durch diese
Werte von selbst erfiillt ist; man erhalte

h= % = f(xv Y2 .), §= % =9®94...), .
und denke dies System gewdhnlicher Differentialgleichungen durch
eine n-fach unendliche Schar von Kurven, d. h. von einfachen
Mannigfaltigkeiten im Gebiet der GroBen z,y, 2, ...

Q) o,y 2...apa,..) =0, ..., Qu(@, Y, 2,...0;,089,...) = 0
mit den Festwerten a,, ay, ... integriert. Sei ¢ auf jeder dieser
Kurven die Bogenlidnge, gerechnet von einer sie je einmal treffen-
den stetigen n-stufigen Mannigfaltigkeit aus, d. h. sei 2’24 y'2
4+ .-+ =1; dann sind in einem gewissen Gebiet «', ¥, #, ..
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reguléire Funktionen von 2, 4, #, ... und in dieser Auffassung findet
man den Gleichungen (1) zufolge

0F, oF, #F, 0F, oF, @Fy
oy = oz’ 0z  ox’ 9z ~ 0oy’

also
o0F . an, , ’()Fx, dF,
z' + v + & o=
(3) 0% dt
— an' ’ 6F' r
= 1y 2y p ey
Anderseits ist offenbar in derselben Auffassung
o0F ., - ox' 8_?/, 'V
aw - x'x+Fx!xr8—x+Fx1yv7+Fz!’ra——*—...,
oF, o'
(4) axy e zy +ﬁyxla +Fyy o +Fyz' +’
oFy ¥4
aw —_Fa:z"*'.F,xl +Fz +F32’7+“', cos

und wegen der Homogeneitit der Funktion F' gilt die Gleichung
F,=2'F,p+ y’me, 2 P SRR

vervielfacht man also die Gleichungen (4) mit ', #, ¢/ ... und
addiert, so ergibt sich nach (3)

aAF,
Fo="gp>
und ebenso natiirlich
__ary, ar,
Fy_.——dt, F, = T

Die Kurven (2), auf die sich die GroBen 2/, ¥/, 2’ ... beziehen, sind
also Extremalen des Integrals

(5) det.

Eine 2 n-fach unendliche Schar von solchen findet man, wenn
V mit » Festwerten ¢, ... ¢, behaftet ist; aus den Gleichungen

#V _ oF, op  oF. 2q B
dwde, — op o tona=12..n

0q 0¢
und #hnlichen Gleichungen ergibt sich leicht
AR A ) 4
" 5w00 T Gyoe, T ¢ vede,

+- =03
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auf den Kurven (2) ist also

d oV oV
mj(8_&)_0, a—c“__b“__const., a=12,...m,

womit ersichtlich wird, daf durch eine mit » Festwerten behaftete
Losung der Jacobi-Hamiltonschen Gleichung die Extremalen
des Integrals (5) in gewisser Weise ohne Integration dargestellt
werden konnen.

II. Denkt man sich allgemein aus den Gleichungen

n="Fy t=F,,..

die GroBen P, g, ... durch z,4y,...7,§,... ausgedriickt und in die
Groe F eingesetzt, so erhalte man

Fo=—H(z, 9,2 ..m & ...
Nun besteht die Gleichung
F=dF,+yFy+--,
also wenn man, was angeht,

F:x‘f(xayaza"',-paqa'")a -Fy':ft\:na

(6) Fy=f==¢..
setzt,
(7 Fo=f—pfi—afo— = —H@y ...n,5...).

In dieser Umformung kann man 2, ¢, ... sowie p = y'/as
q = &'/, ... als frei verdnderlich betrachten, und man kann die
letzte Gleichung in dieser Auffassung differenzieren; so ergibt sich

fodz+fydy +---+frdp 4+ fodg 4 -
—pdnp—aqdf—---—ndp—Lfdq—---
=—H,de—H,dy —-- - — Hydn— Hed§ —- -,
also, da links die Glieder mit d), dqg, ... sich heben, und die
GroBen «, 9, ...7, £, ... als unabhingig gelten konnen,
(8) fo=—H, f,=—H,.. p=H, q=H, ...
Jetzt lauten die Eulerschen Gleichungen der Aufgabe

d[Fdt =0, 8[fde=0
wie folgt:
dfy

fy: dx’ fB: dz’ e)
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benutzt man also die Gleichungen (6), (7), (8), um H, 7, ¢, ... ein-
zufiihren, und wiederholt die zweite H&lfte der Gleichungen (8),
go ergibt sich

dn _ oH d§f  oH

do ™ "5y do oz’
)

dy 0oH dz oH

doe =3y’ dw 0
d. h. man ersetzt die Eulerschen Gleichungen durch ein kano-
nisches Gleichungssystem, in welchem die Grofen %, £ ... an
Stelle der Grofien p, g, ... eingefithrt sind.
Dies Ergebnis 146t sich aber auch erreichen, ohne daB, wie
bisher, eine der Verdnderlichen wie x» bevorzugt wird. Aus den
Gleichungen

(10) E=Fy, n=F,,
ergibt sich zun#chst die Identitit

(11) £ 4y 4 =T,
also

fda'+ d'dE+ndy +ydy+----
== Fmdx—}—Fydy-}— —|—F,,rdx'+Fy:dy’+---,
oder auch nach (10)
(12) vdé+ydy+-- —Fode—Fydy— --- = 0..
Anderseits ergebe sich aus den n 4 1 Gleichungen (10) durch
Elimination der » GroBen ¢'/2', #//«/, ... die Gleichung

Dz Yy ... &1, ..) = 05
dann folgt

q)gdg—l—(p,ldy-}— o -}—‘Dxdw-l—cb,,dy—}- ] 0,
und da in dieser Gleichung wie der Gleichung (12) die Grofen
%, ¥, ... und auflerdem # der # -4 1 GroBen & 7, ... willkiirlich

genommen werden konnen, kann man z. B. alle Differentiale — 0
setzen, bis auf dz und d§, und erhilt dann

2dE—Fpde =0, Bedf{+ Poda = 0,

also
Qs = — F,: D,;
ersetzt man dx durch dy, so ergibt sich ebenso
P = —F,: D, = y: D, usf.

Nun bleiben die Gleichungen (10), (11) erfiillt, wenn man
alle Grofen &/, ¢, ... mit einem und demselben Faktor verviel-
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facht; ein besonderes System dieser Grofien erfiilllt also die
Gleichungen

(13) o=@y Y = D, ...
und dann ist auch
(14) —Fo=®, —F, =0, ...

Jetzt gehen wir wieder auf die frithere Bedeutung der Gréfen
oy 4y ... & 1 zuriick und erinnern daran, dafl die Eulerschen
Gleichungen der Aufgabe

dfFat=o0
in der Form
de . ag dy dn
W—x, x—m‘—-o, W— Fy——d—{__o,

geschrieben werden konnen; auch in ihnen konnen die Grofien
#, 9, ... mit einem beliebigen Faktor vervielfacht werden, indem
man fiir £ eine andere Unabhingige einfiihrt; da die Gleichungen
(10), (11) nach wie vor erfiillt sind, kann man fiir jeden Wert von
t die Grofen ', y' ... mit den durch die Gleichungen (13), (14)
gekennzeichneten zusammenfallen lassen, und erhilt so die Euler-
schen Gleichungen in der kanonischen Form
dez 09D dy _0o®
it —8E  dt —oq
d¢  o® dy_  0®
A= "% dt — oy
III. Die der nichthomogenen Form der Variationsaufgabe
entsprechenden kanonischen Gleichungen konnen der Gleichung (7)
zufolge als Folgen der Forderung
8[fde =@y +tat -~ —Hyda=0, p="57
aufgefalit werden; man erhdlt sie auch in der Tat durch An-
wendung des gewohnlichen Verfahrens, indem man # unvariiert 146t:

offdz = [{pontadtt - 4n2 g0
—H,0y—H0s— - —H,0n— H;0¢—---}da
=ndy+E0et 4 {0 —H)dn+ (g —H)de+---
_.<Z_Z+Hy>6y— d§+H>6z— Nda;
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setzt man die Faktoren der Variationen unter dem Integralzeichen
= 0, so erhélt man die kanonischen Gleichungen
dy dn
p_dx Hn,%:—ﬂy,..

Jetzt iibersieht man leicht, unter welchen Bedingungen man
die GroBen 4, 2, ..., 1, §, ... durch neue Veriinderliche v, 2, ...,
n, & ... derart ausdriicken kann, daB die kanonischen Gleichungen
auch in den neuen Verinderliche ihre kanonische Gestalt be-
halten; diese Gr6Ben sind dann neue kanonische Verianderliche.
Sei

H{y, oy cc0m 8 ..) = H{y, 9000 & .00,
dann brauchen nur die Variationsaufgaben

d d
aj MG+ —H)ds =0,

—dy  pde _— -
aj‘<¢1ﬂ+ £9% 1 ...—H)dx —0
dieselben Extremalen zu ergeben. Erstere Aufgabe hat aber die
Extremalen mit der Aufga,bé

ay
a8 o[(nglHegi 4 —H=0T)aa
gemein, worin ¥ = ¥ (x, 4, %, ..., N, §, ...) eine beliebige Funk-
tion ist; denn das letzte Glied gibt zur Variation des zwischen
den Stellen 0 und 1 erstreckten Integrals nur den Beitrag

iw
a'fd
0

(15)

der verschwindet, wenn man die Variationen 0y, ..., 0%, ... an
den Enden 0, 1 verschwinden 148t; das darf man aber nach § 3
bei der Ableitung der Eulerschen Gleichungen, so dal diese ihre
Form durch das hinzugefiigte Glied d ¥/dz nicht dndern. Es
geniigt also, dafl die Aufgabe (16) mit der zweiten Aufgabe (15)
dieselben Extremalen ergibt, was jedenfalls sicher ist, wenn

ady dz a¥(y,...n...)
R P —

—dy  dz o
%-I-@ﬂ"l— .- —H,
also, da H = H gesetzt wurde, wenn
ndy+tdet o —dW =ydy+Edz+ -
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Besteht diese Gleichung, so nennt man den Ubergang von
den urspriinglichen zu den neuen Veréinderlichen eine Be-
rithrungstransformation, und es ist bewiesen, dafl kanonische
Gleichungendurch eineBeriihrungstransformationwieder
in kanonische Gleichungen iibergehen.

§ 25.

Allgemeine Integration der partiellen Differentialgleichung
erster Ordnung.

Als Jacobi-Hamiltonsche Differentialgleichung einer Vari-
ationsaufgabe 1iB8t sich jede partielle Differentialgleichung erster
Ordnung auffassen, und die Entwicklungen der §§23 und 24
stehen in engster Beziehung zu der Integrationsmethode von
Cauchy.

Sei eine beliebige solche Gleichung, die die Unbekannte z
nicht enthilt, in zwei Unabhéngigen

0z 0z
(1) ‘17(90,%10,@)—0, p—a_w’-q——ﬂa
ihre Losung wird, wenn z, y, z rechtwinklige Raumkoordinaten
gind, durch eine Fliche § dargestellt, deren Tangentialebene die
Gleichung

(2) f—e=pE—o)+a(n—y) :
hat. Durch irgend einen festen Punkt (x, y, #) geht eine Schar
moglicher Tangentialebenen von Flichen %, die Ebenen (2), in
denen die Grofien p, ¢ durch die Gleichung (1) verbunden sind.
Diese Ebenen umbhiillen einen Kegel (). Zwei benachbarte von
ihnen schneiden sich in einer Geraden @, auf der auller der
Gleichung (2) noch die Gleichung

0= ((—a)dp+(n—y)dyg
gilt; in dieser sind, da z, y, # festgehalten werden, die Differentiale
durch die Formel
Dydp+ Pydqg =0, dp:dq = Dg:— D,
verbunden.
Seien nun #/, ¥/, ¢ rechtwinklige Koordinaten in einem System,
dessen Achsen den bisher gebrauchten gleichgerichtet, dessen

Anfangspunkt aber der Punkt (z, y, 2) ist; dann gelten auf der
Geraden & die Gleichungen

3) d=pa+qy, Da — Dpy = 0.
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Aus ihnen und der Gleichung (1) kann man p und ¢ im allge-
meinen eliminieren, und erhélt dann eine Gleichung
(4) 2'p.('/"% v, &y o, &) =0,
die in den gestrichenen Grofen linear homogen gemacht werden
kann, da in den Gleichungen (3) nur die Verhiltnisse dieser
Grofen auftreten. Die Elimination wiirde nicht gelingen, wenn
@, und @, von p und q unabhiingig, die Gleichung (1) also linear
wire; diesen Fall schliefen wir aus. Lost man die Gleichung (4)
nach &' auf, so ergebe sich

7= F(mv Y, o Y
wobei F' wiederum in ', ¥ homogen und von erster Stufe sein
miibte; das ist dann die Gleichung des Kegels mit der Spitze
(z, 9, #), auf dem die Geraden & liegen. Seine Tangentialebene
im gestrichenen System hat, wenn &, %/, ¢ laufende Koordinaten

sind, die Gleichung
§ =Fo&'+ Fyr';

da nun offenbar
! =¢—o ¢ =ft—2 1= §—y
zu setzen ist, hat diese Ebene im urspriinglichen Koordinaten-
system die Gleichung
§—e=Lu(§—a)+ Fy(1—y)
die mit der Gleichung (2) zusammenfillt; somit ergibt sich
%) p=F,, q=F,.

Jede Fliche § beriihrt nun, wenn (= v, z) einer ihrer Punkte
ist, den zugehorigen Kegel (2); in der gemeinsamen Beriihrungs-
ebene liegt eine bestimmte Erzeugende des Kegels. Geht man
in ihrer Richtung auf der Fliche  fort, so erhilt man eine Kurve,
die man als Charakteristik bezeichnet; die Fliche § wird so
mit Charakteristiken bedeckt. Sei d¢ das Bogenelement einer
von ihnen; dann kénnen die GroBen da/df, dy/dt, dz/dt als
Funktionen von z und y angesehen werden, und der Punkt
(z+da/dl, y+dy/dt, 24 de/dt) liegt auf der Tangente der
Charakteristik, also einer Tangente der Fliche §, die zugleich Kr-
zeugende des Kegels (T) ist, der zu dem jeweils betrachteten
Punkte der Fliche gehort. Man darf also in den obigen Ent-

wicklungen
,__dy o — dz
Y=ae P ar

' =92
o = o
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setzen und findet dann den Gleichungen (5) zufclge
8F, 0oF,
oy oz’

weiter geben, wie in § 23, die Gleichungen

oF,
oz fm x’x+Fa:'m' +Fx’ a
ale aFV a
oy = oz y’m+wa +Fy'y’ y’
indem man mit 2’ und y vervielfacht und addiert
,oFy | JoFy  dF.
o0 TV 5y = at — =
und ebenso findet man
dF, 7
ar

Die Projektionen der Charakteristiken auf die zy-Ebene sind also
Extremalen des Integrals
J = j Fdt,
und da lings ihrer die Gleichung
d=Fy «,y), ¢=J
gilt, so sind die Charakteristiken selbst riumliche Extremalen des
Integrals J.

Ziehen wir ferner auf der Fliche § eine Kurve &, die die
Charakteristiken in den Punkten 0 durchschneidet, und ist auf
diesen 1 ein allgemeiner Punkt, auf den wir «, y, # beziehen, so
ist allgemein

1
Zzzo‘l*det:Zo"}'jon
0

wobei der Querstrich wieder die Integration lings der Extremale
bedeutet; im Punkte O aber gilt, wenn 0 den Fortgang auf der
Kurve € bedeutet, die Gleichung

0z = pdaz+qodyl
also nach (5)

—320+Fm'{05xo+Fy'106?/0 =0,
d. h. eine allgemeine Transversalititsbeziehung, der gemil die
ebenen Extremalen von der Projektion der Kurve £ auf die

x y-Ebene ausstrahlen. Die Gesamtheit der Charakteristiken, d. h.
die Fliche §, bildet also genau eine Fliche © im Sinne des § 22, L.
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ein rdumliches Feld des Integrals J. Ein solches Feld ist also
jede Fliche, die die gegebene partielle Differential-
gleichung erfiillt.

Haben wir hier die Charakteristiken zuerst geometrisch de-
finiert, so lassen sich jetzt auch ihre bekannten analytischen Eigen-
schaften besonders leicht ableiten. Die Gleichungen (3) ergeben

zunichst unmittelbar
’ !

z Y 4

) D D pD+q9,
Bedeutet weiter 0 den Fortgang auf der Fliche §, so ergeben die
Gleichungen
(7) d=pd+qy, & =F(yoy)
die Folgerungen

04 =pda'+qdy +a'0ptydy,

0 = Fpda'+ Fypdy + F,0x 4 Fydy,
also, da p = F, und ¢ = F,, ist,

©) Fooo+ Fydy—ao'0p—y'dqg=0.
Anderseits ergibt die Gleichung @ = 0, die die Fliche ¥ erfiillt,
(9) D0z + D, 0y+ Ppop+ D,0q = 0,

und die ersten Gleichungen (6) fiihren, wenn man &' — 4@,
Y = A D, setzt, von den Gleichungen (8), (9) zu der Folgerung

F, 0o+ Fyoy = — A4(P, 0z + D,0y),
und da 02 und 0y unabhiingige Differentiale sind, folgt hieraus
o _ Y _=F_ —F,
(10) o o O O

Die Eulerschen Gleichungen konnen aber in der Form
dp dq
at = ey dt =Ty
geschrieben werden; mittels ihrer erhélt man aus der Beziehung (10)
und der ersten Gleichung (7) die gewohnlichen Gleichungen der
Charakteristiken:

de _dy dz dp dq

G, O, pP+4P 0. D,




Dritter Abschnitt.

Gebundene Extreme.

§ 26.

Die allgemeine isoperimetrische Aufgabe.

L. Die isoperimetrische Aufgabe im engeren Sinne verlangt,
zwei gegebene Punkte 0, 1 durch eine solche Kurve von gegebener
Linge zu verbinden, daf das ldngs ihrer gebildete Integral

Jor = [ F(a, 9, @, o) dt
einen extremen Wert gegeniiber allen gleichlangen Bogen 01 hat.
Ein solches Extrem nemnen wir ein gebundenes, die bisher be-
trachteten sind demgegeniiber freie Extreme. Die nichstliegende

Verallgemeinerung besteht darin, dafl man das Extrem des Inte-
grals J;; sucht, wenn der Wert eines anderen Integrals,

1
KOI - j G(xa Y, xla y’)dti
0

erstreckt lings derselben Kurve 01 und aller, mit denen wir sie
vergleichen, denselben Wert hat. Auch das bezeichnen wir als
isoperimetrische Aufgabe.

Sei nun auf der gesuchten, gefunden gedachten Kurve €,
deren Endpunkte O und 1 seien, die Strecke 23 so gewihlt, daB
auf ihr die GroBe 2’ nicht verschwindet, also

F,y, o, y) =2 f(z, 9, p), Gy «,9y) = ' g (%, Y, Ph
_ 4y
P=dqs
gesetzt werden kann; die Integrale, lings dieser Kurve gebildet,
‘bezeichnen wir durch J und K. Dann hat der Bogen 23 offenbar
dieselbe Extremseigenschaft wie der ganze Bogen 01; denn ver-

bindet man die Punkte 2 und 3 mit irgend einer solchen Kurve
Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 11
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243, daB K,,, = K,, ist, so hat das Integral K,, 4+ K,,; + K;,,
den gegebenen Wert K,,, und das Vorzeichen der Differenz
Joais1 — o1 = Jog + Jaus+ Jg1 —J,, ist dasselbe wie das der
ihr gleichen J;,5 — J;4; ist erstere z. B. immer positiv, so gilt
dasselbe von J,,; — J,;, womit die Extremseigenschaft des
Bogens 23 ersichtlich wird. Wir erhalten demnach notwendige
Eigenschaften des Bogens 23, wenn wir annehmen, das Integral

3
Jos = ([ (@ 9, p)da
2

habe einen Extremwert verglichen mit allen Kurven 24 38, fiir die
. Ky s = Ky,
ist.
Jetzt sei die Kurve 243 durch die Gleichung
y=y+ & 0, (%) + &30, (z)
definiert, wobei 6,, 6, regulire Funktionen, ¢ und &, Festwerte
sind und die Gleichungen
b (z3) = 0, (25) = 0y (%3) = Oy (25) = 0

gelten. Dann werden die Integrale

3
Jres = [ (@ 4 P)dz = D (&, &),
2

3
Ky 3 = _fg(x, s p)de = ¥(e, &)
2

gesetzt werden konnen; dabei sind die Funktionen @ und & in
der Nihe der Stelle & — &, — 0 regulir, wenn die Funktionen f
und g, wie wir annehmen wollen, in den Elementen des Bogens 23
regulir sind. Setzen wir nun &, — &, = 0, so geht die Kurve 243
in den urspriinglichen Bogen 23 iiber; also muf @ (0, 0) ein
Extremwert der Funktion @ (e, ¢,) sein bei der Bedingung

(1) T &) = K, = (0, 0),

in der rechts eine von & und &, unabhiingige GroBe steht. Kann
man aus dieser Gleichung &, als regulire Funktion von &, aus-
rechnen, so ergibt sich, diesen Wert in @ eingesetzt, die gewohn-
liche Extremsbedingung der Differentialrechnung

ddo __ (0D @ @ L
<Eg>o_<a—%>o+<afa>o <d51>0—0’
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wobei die FuBmarke 0 fortan die Stelle & = &, = 0 bedeute;
aus der Gleichung (1) folgt

AW\ | (0F deg> o
381)0+ <E>o <‘%I o 0
vervielfacht man die letzten Gleichungen mit (0 %¥/0¢,), und
(0 D/o&y),, 80 ergibt sich
0o 000

@ (65, 36, ~ o5, )y = "
Um diese Gleichung in handliche Form zu bringen, benutzen
wir die Variationsrechnung, Indem wir zunichst & und &, als
Unabhéngige betrachten, haben wir nach den fritheren Defini-
tionen (§ 2)

Sy =6, (5)de,+ by (@) des, Oz =0, dy[s =0,

2= (Go) 10+ (52, 7%

und die gewohnliche Variationsformel gibt anderseits

0, = j(fy df" 0y dz;

daraus folgt fiir &, = ¢, =0

0 COf (=4 000n ()= (420

und ebenso natiirlich

@ @)= [~ ) (1)~ f(%*%%") s

Wenn nun die Kurve G, wie wir annehmen wollen, nicht
Extremale des Integrals K im Sinne der frither benutzten Be-
griffe ist, so verschwindet die Grofe

dg
Gy — d:
nicht lings des Bogens 23, und man kann die Funktion 6,(z) so
wihlen, daf die Grole

(2_’;‘30 — f(gy — %) 0,@)ds = 4

11*
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von Null verschieden ist; damit ist dann als moglich erwiesen, die
Gleichung ¥'(¢,, &) = 0 nach &, aufzulosen, wie es oben voraus-
gesetzt wurde. Setzt man noch

3
. d
(=)o@ 22 = B,
2
so gibt die Gleichung (2) mit Beriicksichtigung der Werte (3)

und (4)
oD azp‘gsl:szzo

J’{ <f,, df,, ( dyp }Ol(x)dx

Diese Gleichung mufl also, wenn die Kurve € das gesuchte
Extrem liefern soll, notwendig bei willkiirlicher Wahl der stetigen
Funktion 6, (x) bestehen; der Haupthilfssatz der Variations-
rechnung (§ 6) gibt also, wenn die Kurve € stetig gekriimmt
vorausgesetzt wird,

A(h—a2) Bl —r) =
oder auch, da 4 == 0 ist,
© f— S+ 1 (0 —92) =0,

wobei 4 einen Festwert, die isoperimetrische Konstante be-
deutet. Diese Gleichung, die Eulergche Gleichung der isoperi-
metrischen Aufgabe, ist mit der Funktion h = f+ 1g genau so
gebildet, wie die Eulersche Gleichung der Aufgabe

o[ (@ 9 p)dz =0

mit der Funktion f. Wir driicken die isoperimetrische Aufgabe
durch die Gleichungen

d[fde =0, 8[gdz=0
aus; die Extremalen sind dann dieselben wie die der Aufgabe
8f(r+1g)de=0.

Mit den homogenen Funktionen F' und G geschrieben ist nun

Fy_d—dEty—,_ (fy dfp) Fx—d—d%—— (fy df,,)
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und analoge Gleichungen gelten fiir G und g; setzt man also
H(z, y, «', y) = F(z, 9, &, ¥) 4+ 4 Gz, v «'s ¥),
5o gibt die Gleichung (5) die beiden Eulerschen Gleichungen

dH, _ d Hy
=0 B =0

Dies alles gilt zun#chst nur fiir eine Strecke der Kurve G,
auf der 2’ == 0 ist; genau dieselben Ergebnisse liefert aber eine
Strecke, auf der %' == O ist; greifen zwei solche Strecken -iber-

einander, so verschwindet in dem gemeinsamen Teil die GroSe
G,—d Gy/dt nicht iiberall; die Gleichung

adFy, d Gy

Fy— T —}—l( v g >_.—_-0
kann also nicht fiir zwei verschiedene Werte von 4 gelten; dieser
Wert ist auf den iibereinandergreifenden Bogen derselbe. Da
man nun die ganze Kurve € in endlich viele Bogen zerlegen
kann, auf denen entweder x' oder %' nicht verschwindet, so sind
die Gleichungen (6) mit einem festen Wert von 4 fiir die ganze
Kurve € erwiesen.

Man erhilt dies Ergebnis mit einem Schlage fiir die ganze
Kurve €, wenn man von den Variationsformeln

(6) H, —

1 1
8dy, = Trwdt, 0K, = [Tewadt
1] 1]

ausgeht, in denen

w=y0x—a'0y, Ip—=F,y—Fyo+ F @y —z"y)
gesetzt 18t und 7'g entsteht, indem man ¥ in 7% durch G ersetzt.
Man bettet den Bogen 01 in eine Schar von Nachbarbbgen ein,
die durch die Gleichungen

oy _ —ax

iy — Y oy = YT
(7) z r = xlg + ?/2’ y y - x/g + ?/2
definiert sind; dabei sei
@ =& 0, () + &0, (), 0, () = 0,(f) = 0, () = 6,(t)) = 0,
offenbar ist dann nach (7)

da = (6, ()de& + 0, () dey) 's+y'2’

0y = (Gl(t)d51+62(t)d52) /2+y2a
8 w=0,()de + 0, ()d e,
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Setzt man nun wieder

__dz d
jF 50 G g7 ) 4= @ (e ),
0

1
dz dy
.[G<x, Y, ai’ dt) dt = ?P'(gl, Sk)v
0
s0 ist nach der immer geltenden Definition der Variation

g—g’) 1+< )deg__BJM__J'TFwdt

Bel> 6, +< )d62 — 0K, = jTGwdt,
und die Gleichung (8) ergibt ’

1 1
oD oD
<a‘g>0 - ijﬁl(t)dt, (6_82>0_jTF02(t)dt,
0

0

0& /o 0&3/0

1 1
(?i' —_—JTgﬂl(t)dt, aﬁf): Tq 6, (t) dt.
0

o

Auch jetzt gilt wie friiher die Gleichung

) 0= (2227 0207

08 08 0& 08
und die Grofe
1
j%mmw
0

wird bei passender Wahl von 6, (f) von Null verschieden, sobald
T4 nicht durchweg lings der Kurve € verschwindet, d.h. wenn
diese nicht Extremale des Integrals K ist; die Gleichung (9)
ergibt wie oben die isoperimetrische Regel

Tp4+4Te =0,
oder in verstindlicher Bezeichnung
Ty =0, Hpy—Hyo+ H (z'y"—a"y)=0;
das ist eine notwendige Folge der Forderung

adet =0, 0J+ 40K =0.
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Der Fall 4 = 0 wiirde besagen, daB € zugleich Extremale
des Integrals J im Sinne der Aufgabe 0J — 0 wire; dies
ausgeschlossen konnte man die Extremale der isoperimetrischen
Aufgabe auch durch die Gleichung

aK—{-%SJ: 0

kennzeichnen, die man auch erhalten wiirde, wenn das Extrem
des Integrals K,, bei gegebenem Wert des Integrals J,, gesucht
wiirde. In diesem Sinne kann man in der isoperimetrischen
Aufgabe die Rollen der Integrale J und K vertauschen, ohne
daB die Extremalen sich dndern.

IIL. Das erste Beispiel gibt die isoperimetrische Aufgabe im
engsten Sinne des Wortes, die Aufgabe der Konigin Dido: die
Kurve 01 zu finden, die bei gegebener Linge mit einer gegebenen
Kurve 01 zusammen, z. B. mit der Sehne 01 den groften Flachen-
inhalt des Segments umschlieft. Durchliuft ein Punkt den
Bogen 01, so iiberstreicht seine Verbindungslinie mit dem Koor-
dinatenanfangspunkt die mit einem Vorzeichen behaftete Fliche

1 1
Ty = -gj(xy'——yac’)dt;
0
diese unterscheidet sich von dem positiv oder negativ genommenen
Segment um die Fliche des Dreiecks 201, wenn 2 der Koordi-
natenursprung ist, d. h. um eine von der Wahl des Bogens 01
unabhiingige Grofe; man erhdlt also ein Extrem des Segments,
indem man das Extrem des Integrals J;, sucht. Da nun

K—_zj Va4 y2dt

zu setzen ist, findet man
1 ! r U ! }t . Hz'z’
H:i(mywyx)—}-).\/x’-}-y?, levx,—n_l_—y_,ﬁs—‘ g2’

Ly —"y)
ST T2 J) —,
Var+y??

Hier steht neben A die Kriimmung der gesuchten Kurve,
positiv oder negativ, je nachdem die Richtung zum Kriimmungs-
mittelpunkt hin gegen die Richtung wachsender Werte von ¢ um
90° im positiven oder negativen Sinne gedreht ist; entsprechend
beiden Fillen muB A negativ oder positiv sein. Die Extremale

Ty =14+
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ist also ein Kreis vom Radius |1], der mit wachsenden Werten
von ¢ im positiven oder negativen Sinne umlaufen wird, je nach-
dem 1 negativ oder positiv ist.

Natiirlich kann man auch ausrechnen

H,—H, = y'_x(_’”____) =0,

/ !
.m—H;=_4u4< y >=0

und findet durch Integration, wenn a, b Festwerte sind,
/! !

O R VA

@24y

(@—aP+(@y—0bp =i

In den Gleichungen (10) stehen rechts neben 4 die Richtungs-
kosinus derjenigen. Normalrichtung, die gegen die Tangential-
richtung d¢{ > 0 um 90° im positiven Sinne gedreht ist, woraus
wiederum die angegebene Bedeutung des Vorzeichens der Grofe A
ersichtlich wird.

Die zweite sehr bekannte isoperimetrische Aufgabe ist die
Bestimmung der Kettenlinie: die schwer gedachte homogene
Linie gegebener Linge zwischen gegebenen Endpunkten zu finden,
deren Schwerpunkt moglichst tief liegt. Ist die y-Achse lotrecht
nach oben gerichtet, so ist

.f yds: j ds
die Hohe des Schwerpunktes; da das Integral im Nenner einen
gegebenen Wert haben soll, wird ein gebundenes Extrem des
Zihlers gesucht:
6J'yds =0, 6st= 0;

also findet man die Extremalen aus der Forderung

3 fy+nds =0,
die nach § 7, IIL. mit Festwerten a, b ergibt

Y+ 4 = a o) z ; b

womit der Name der Kettenlinie gerechtfertigt wird.

Drittens suchen wir die Kurve kiirzesten Umrings oder die
Losung der isoperimetrischen Aufgabe auf beliebig gegebener
Fliache. Sei auf dieser

ds2 = FEdquw+2Fdudv+ Gdv?
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das Bogenelement; indem wir den Buchstaben F, G ihre bis-
herige Bedeutung nehmen und sie durch §, & ersetzen, suchen
wir das Extrem des Integrals

J = [§(w 0, w, v)dt = [(Uv —7vwydt
bei gegebenem Wert von

K _—:I@(u, v W, v') = IVEu'LI-ZFu’v'—i— G dt;

dabei seien U,V irgend zwei solche Funktionen von « und v, daB

oU oV _ 1 o5
(11) %_ﬂﬁgwaa—ﬂ.

Dann gibt die GauBsche Integraltransformation fiir das
lings einer geschlossenen Linie erstreckte Integral J den Wert

J:jjdudv(%—g+aal:> :jJVEG_F2dQLdU,

erstreckt iiber das Innere der geschlossenen Linie, so dafl die
ausgesprochene Aufgabe des gebundenen Extrems in der Tat die
isoperimetrische im engeren Sinne des Wortes ist.

Nun gibt die isoperimetrische Regel

Iy + AT =0,
und nach § 4, IL ist
7, — VEG—T*
Qg

wobei g, den Radius der geoditischen Kriimmung bedeutet;
nach (11) ist offenbar

)

Ty =VEG —F?
somit folgt
1
— 4+ A=0
% + ;
d. h. die Kurven kiirzesten Umrings sind die Kurven konstanter
geodatischer Kriimmung.

III. Man iibersieht leicht, daB die unter I aufgestellte iso-
perimetrische Regel auch auf Extreme iibertragen werden kann,
die durch mehrere isoperimetrische Bedingungen gebunden sind.
Sei z. B.

1
Jo1 = j.F(x, y, oy yH)dt

0
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zum Extrem zu machen bei vorgegebenen Werten der beiden
Integrale

1

1
Ky =[Gy o, y)dt, Ky =[G (s 9 o, y)dE
0

0

dann variiert man wieder den Gleichungen (7) gemif und setzt
dabei

© = & 0, (t)+ &0, () + & 65 (£), 0.(f) =0.(t,) =0, a=1,2,3.
Man erhilt zunichst

1
[ dx diy
F(z, Y, a4t d?t/>dt—d)(81a Eoy 53))

__di dy
¢(27, 35 1)t = Tl e &),

nf= - Az dYy
J (10<I, % at’ d‘lt/)dt = W(ey &y &)
0

und hat eine Bedingung dafiir aufzustellen, daB bei den Be-
dingungen
(12) W(el, Egy 83) = QPI(O’ 0, 0)7 wo (517 €9y 88) = Yo (0’ 0, O)
die Grole @ (e, &, &) fiir die gesuchte, gefunden gedachte
Kurve €, d. h. an der Stelle ¢, = 0 ein Extrem habe.

Dabei ist davon auszugehen, dal jetzt

.w == ﬂl(t)del+02(t)d82+03(t)d83

zu setzen ist und demnach, wenn die FuBmarke 0 wieder das
Wertsystem & = ¢, = & = 0 bedeutet, die Gleichungen

1
0D
(52),=[oon

0

1 1
oW, pwoy
<—3E)O_JTG 6. (6) dt, (65 )O_JTgooa(t)dt
0 0

aQ

(13)

gelten. Wire nun bei willkiirlicher Wahl der Funktionen 6 (¢)
eine Funktionaldeterminante

(a(qr, TN

0(e0, &) Jo
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so wiirde das nach L. bedeuten, daB die Kurve @& Extremale der
isoperimetrischen Aufgabe

dfGat=o0, §fGoat=0
ware; schlieBen wir dies aus, so konnen aus den Gleichungen (12)
z. B. &, und &, als Funktionen von & berechnet und in den Aus-

druck @ (s, &, &) eingesetzt werden, und die Extremsbedingung
lautet dann

(£ G264 ().~

Aus den Gleichungen (12) erhdlt man aber Gleichungen der-
selben Form, in denen @ durch ¥ und ¥° ersetzt ist; das gibt

<a (@, % P)N _
6(51, Egy 83) 0 -7
oder auch
oD or o Po

(14) 4(5e), + B(Ga )t (e ), ="
wobel (

0 qr’ 2[10)

A=~ 1
< 8(82’ 83) >0

bei der eingefiihrten Voraussetzung von Null verschieden ist. Die
GroBen A, B, C sind ferner als Determinanten des Systems

(e (Fe) (55)
882 0 682 0 682 0

0y (@) (o)
0¢3/0 353)0 o0& /o

von 0, (f) unabhingig; letztere Funktion bleibt willkiirlich, und
wir haben nach (13) und (14) die Gleichung
1

j(ATF+ BTa+ CTe)b, H)dt = 0,
0

also nach dem Haupthilfssatz
ATp + BTg +CTg =0

B/A =4 C/A=1°

oder, wenn

gesetzt wird,
Tr+ATe4+ 2 Tg =0, Trira+me =0,
d. h. die Folge der Forderung
aj(F+w+mGo)dt =0

im Sinne des freien Extrems.



172 Gebundene Extreme. § 26

Die zu diesem Ergebnis fiihrende Betrachtung ist ein Sonder-
fall der allgemeinen in § 5 durchgefiihrten. Man setze dort

n=2 m=3, k=1,
und fiir

F(En &y &)y, Gy (& &, Es)a G, (En &y, &3)
die Grofien
qj(fn &y &3), lp(fla &gy &)y PO(ey, &, &),

=)y w=G) w=()

41 = 06 )0 19 — 085 /0" 13 = Eo’
_<aqfo _ W _(odn

1 = 73"§>0’ a“_(asz)o’ %3——(%%,

__ (0@ __[o@ _<aqs
Cl—<a—el>o’ c*‘”(ﬁ)& = 6_8;“)0’

dabei ist a@,, @y, — a;4 a5, F= 0. Es gibt also von a4, ay;, ¢
unabhéngige Groflen 4, B), B,, derart, dal 4 == 0 und

Acs+ Byays+ Byagg =0

ferner

ist. Das gilt bei jeder Wahl der Funktion 0s(f), von der nur
4,3, Gg3, C3 abhingen, A, B,, B, unabhingig sind, d. h.

1

[(ATp+ B, To + By Ton) b (t) dt = 0,

0
woraus wieder nach dem Haupthilfssatz (§ 6) das obige Er-
gebnis folgt.

IV. Als Beispiel betrachten wir die elastische Linie: eine
Kurve gegebener Linge soll zwei Punkte, in gegebenen Rich-
tungen von ihnen ausgehend, verbinden und das Integral

ds
zum Extrem machen, wobei d s das Bogenelement, » den Kriimmungs-
radius bedeutet. Sei lings der gesuchten Kurve

dz dy .
Ts = cos f), qs — sin 0,

dann ist
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gind 0 und 1 Anfangs- und Endpunkt, ! die vorgeschriebene

Lénge, so ist
1
" /d0\?
Jox =j a’;) as,

0
und vorgeschrieben sind die Gleichungen
1 1
(15) a;l——xozjcos()ds, yl—y(,:jsinflds.
0 0

Sieht man s, § als Koordinaten in einer neuen Ebene an,
so sucht man in dieser zwischen den Punkten (0, 6,) und (I, 6,)
die Kurve, die das Integral J;, bei den beiden isoperimetrischen
Forderungen (15) zum Extrem macht. Man setzt also an

[ i 1

a6\ .
aj(d_s) ds+lﬁjcosf)ds+l°6 sinfds = 0
0 1) 0

und findet, ' = d 0/ds gesetzt,

(16) — Asinf + A0cosfl — 26" = 0,

oder mit neuen Festwerten o, 3, y

0" = osin (§ — B), i; = acos(d —B)+ 7.

Das ist, wenn man s als Zeit deutet, die Gleichung des mathe-
matischen Pendels, durch die die GréBen cos § und sinf als
elliptische Funktionen von s definiert werden; die elastische
Kurve wird dann durch die Gleichungen

{mn x:xo—!‘—jcosﬁds, y:yo—i—jsiné)ds
0 0

dargestellt. Schreibt man die Gleichung (16) in der Form
— Aginfds 4+ Avcosfds = 2d6,
so folgt nach (17) mit ¢ als Festwert
—Ay+ Azt e=260 = %;

die Kriimmung ist dem Abstand von einer festen Geraden
proportional.
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§ 27.
Hinreichende Bedingungen des gebundenen Extrems.

Sei 12 ein reguldrer Bogen einer Extremale €, auf ihr der
Punkt 0 beliebig nahe bei dem Punkt 1 auBlerhalb der Strecke 12
gelegen, so dall die Punkte 012 in dieser Anordnung aufein-
anderfolgen; der Parameter ¢ wachse von O nach 1 hin.

Durch den Punkt O gehe ein zweifach unendliches Biischel
von Extremalen, die mit Festwerten a, b6 durch die Gleichungen

¢)) z=£E& a,b), y=n(, a,b)

dargestellt werden; ¢ — ay, b — b, gebe die Kurve €. Lings
irgend einer dieser Extremalen laufe der veréinderliche Punkt 3
und werde das Integral

t
Kw :IG(& N, gta ’?e)dt == OJ(t, Ay b)
)

gebildet, das offenbar ebenso wie £ # eine reguldre Funktion
von i, a, b langs des Extremalenbogens 012 und seiner Nachbar-
bogen ist; die untere Grenze ¢, diirfen wir ja als regulire, die
Gleichungen

Ly = ‘g(toa a, b), Yo — 7 (t07 a, b)
erfilllende Funktion von @ und & betrachten. Es werde ferner
angenommen, die Funktionaldeterminante

§t Ny Gt

o n @) | _

o a0, b) — Eanewrg| = A(t, a, b)
Eb Ny Gp

sei auf der Strecke t, <t < f, von Null verschieden, was wir
als Jacobische Bedingung bezeichnen. Dann kann lings der
Raumkurve

r = g(ta Ao, bo)a Yy=n (t, Aoy bo)a F=0 (t'l oy bo)
das von den Punkten ¢ =14¢ und {=+¢, die wir 1’ und 2
nennen, begrenzte Stiick, dessen Projektion der Extremalen-

bogen 12 ist, nach dem ersten Einbettungssatze (§ 10) in ein
Gebiet @ eingeschlossen werden, das von den Raumkurven

c=Etab), y=190abd), ¢=oab)
genau einfach erfiillt wird.
In der xy-Ebene seien nun die Punkte 1 und 2 durch eine
solche Kurve € verbunden (Fig. 9), dab das lings ihrer gebildete
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Integral K,, denselben Wert hat wie das lings der Kurve €
gebildete K;,. Sei 3 ein allgemeiner Punkt der Kurve £ und

werde in ihm immer Fig. 9.

2= K3+ Kot 3 £
als dritte Koordinate auf- /\ .
getragen, K,; gebildet 0 1 c 2 b

lings der Kurve %; dann
erscheint € als Projektion einer Raumkurve &', die die Punkte 1’
und 2’ verbindet; denn im Punkte 2 hitte man
2 = K, + Ko, = K, + Ky

zu nehmen, was die z-Ordinate des Punktes 2' ist. Die Kurve €
sei so beschaffen, daB die Kurve ' ganz dem Gebiet & angehort,
eine Voraussetzung, deren Sinn wir spiter erliutern wollen.

Jedenfalls ist es moglich, durch den Punkt 3 in jeder seiner
Lagen eine solche Extremale der Schar (1) zu legen, daf die
Gleichung
(2) Kys = K, + K; = co(t, a, b)
gilt; die mittlere GroBe ist ja die z-Koordinate des Punktes der
Kurve ¥, dessen Projektion 3 ist, und durch jeden Punkt der
Kurve &' geht, weil sie im Gebiet @ verlduft, eine bestimmte
Extremale der Schar (1), die wir zu Raumkurven durch die
Gleichung # = o umgebildet haben. Es ist moglich, wie wir
sagen wollen, die WeierstrafBische Konstruktion auszufiihren;
dabei sind die zu jedem Punkte 3 gehorigen Werte ¢, a, b regu-
lire Funktionen der Koordinaten z, y, # des Punktes 3; infolge-
dessen ist auch die Grofe

i
Jos = [ F (& n, & me) dt
to

eine regulire Funktion der unabhingig gedachten z, y, 2.
Jetzt untersuchen wir die Grofe
W(z) = Jo1 + 15— Joa

die iiberstrichenen Integrale lings der Feldextremalen, das un-
gestrichene lings der Kurve & gebildet, auf welcher 7 der Para-
meter sei, der die Lage des Punktes 3 bestimmt. Dann ist

W) =10, W(r) =4do+J1s—Jog = Jio— 193
ein bestéindiges Vorzeichen der Grofle W (z,) besagt also, dali das
gesuchte gebundene Extrem des Integrals J gegeniiber den be-
trachteten Kurven £ vom Extremalenbogen 12 geliefert wird.
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Um dieses Vorzeichen zu erkennen, bilden wir
AW _ddy, ddys ddys,
(3) TZTL'—_ dz - dz '—F(x’ Yy Ty f'/r)_‘ dz

die Ableitung dJ,;/dv bilden wir mittels der Variationsrechnung,
indem wir

6:dr~d~

dr
setzen, und finden

3
0Jys = Fubda+ Fydyf, + j(Paer Qdy)dt,
0

P=F,—Fy Q=F,—F,,
wobei die auf die Stelle 0 beziiglichen Glieder aufBerhalb des
Integralzeichens wegfallen. Ebenso ist

3
8 Koy = Gudz+ Gydy['+ [ (ROz + Sdy)dt;
dabei sind '
P+AR=0, Q+i8S=0
die Gleichungen der konstruierten Extremale 03. Somit folgt
0Jos + 10 Koy = Hyda+ Hy 8y, H=F+16,
oder bei der Bedeutung des Zeichens-d

ddys d K, — dz dy
dr A dz _Hz'd_z—*-Hy'ﬂ'
Die WeierstraBsche Konstruktion oder die Gleichung (2) gibt aber
dK,, dK,, .
dz — dt - G(xa Y, Xy y‘r))
somit folgt
Wos _ 6 Hyo, 1 H,
dz (xa Yy, Loy yr) + Hypxe 4 Hyy,
und der Gleichung (3) zufolge

dW ’ ! !
dr = H(x, Yy Zxy ?/r)‘—xrf[z'(xa Y, T, y’)—yTH!I'(x7 RARD

wobei natiirlich 2’ = &, y' = #; gesetzt wird. Die rechte Seite

der letzten Gleichung ist die fiir die Funktion H gebildete Grolie
E(x, y, @', ¥, n, Yo),

und es ergibt sich somit

W(ey) = Jyy— iy = j@dt.
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Damit ist, wie im Falle des freien Extrems, die Entscheidung
iiber das Extrem auf die Untersuchung des Vorzeichehs oder
moglichen Verschwindens der Gréfe & zuriickgefiihrt.

Man iibersieht leicht, welche Eigenschaften in dieser Rechnung
von der Kurve € gefordert werden. Besteht sie aus einer end-
lichen Anzahl regulirer Stiicke, so ist alles gesichert. Aber man
kann sie wie in § 12, IL allgemeiner nehmen; es ist nur nétig, dall
lings ihrer z und y stetige Funktionen eines Parameters z sind,
die integrierbare, z. B. mit beschréinkter Schwankung behaftete
Ableitungen x,, y. der dort niher bezeichneten Beschaffenheit be-
sitzen. Ist ¢ (z, y) eine regulire Funktion von z und y, so
miissen nur, wenn 3, 4 irgend zwei Punkte der Kurve £ sind, die
Gleichungen

d o,
“QT(,J—:L/) = Q. Zr+ Py Yn

7
@ (T Ys) — @ (Zu ¥4) = j (P2 T+ @y . Yz)dT

3
angewandt werden konnen.

Die friither (§13) abgeleiteten Eigenschaften der Grifie &
koénnen angewandt werden; um eine bestimmte Unterlage zu
schaffen, werden wir annehmen, auf der Kurve € verschwinde die
GroBe H, = H./y* nicht. Ist dann auflerordentliches Ver-
schwinden der Grofe & entweder iiberhaupt oder durch besondere
Wahl der Kurven £ ausgeschlossen, so kann die Grofe & das
Vorzeichen nicht wechseln und nur ordentlich verschwinden. Das
Extrem oder das bestindige Vorzeichen der Grofie W (r,) konnte
nur gefihrdet werden, wenn die Grofe & lings der Kurve 2
iiberall ordentlich verschwiinde, d. h. wenn iiberall

d d
(4) xr———d—f:mst, yr=d—;7=mm, m >0

ware. Nun gibt die Gleichung

ot a, b) = Koy = Ko, + Ki3
offenbar
d o
-dv‘b' =G (x, Yy Xoy yr)7
also nach (4)
d
d—‘: = mG(, 9 £ M) = Moy,

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 12



178 Gebundene Extreme. § 27
und man hitte die drei Gleichungen
dt da db
gtﬁ + ga% + gbm‘ _— "ngh

dt da ab
nt% + na% + 715671; = My

dt da db
wta?—}— ‘“"d_z+“’ba“5 = M @y,
aus denen sich, da der Jacobischen Bedingung zufolge die
Determinante A (¢, @, b) von Null verschieden ist, notwendig

da _db _dt_
dv —d¢ dvr "7

ergeben wiirde. Da nun @, und b, die Anfangswerte von a und b
fiir v = 7, sind, wiirde allgemein folgen @ — a,, b = b,; die
Kurve £ wire mit € identisch. Abgesehen von diesem trivialen
Fall hat also die GroBe W (z,) = J;, — ¢, 4, Ohne zu verschwinden,
das Vorzeichen der Grole &; das gebundene Extrem ist ge-
sichert, und zwar das Minimum oder Maximum, je nachdem
die Groflen & und H; in der Nihe der Stelle ' = z,, 9 — ¥,
positiv oder negafiv sind.

1. Erértern wir nun noch den Inhalt der eingefiihrten Voraus-
setzungen. Als hinreichende Bedingungen des Extrems haben
wir zundchst die der Aufgabe gemil abgelinderte Jacobische
Bedingung, und, ganz wie bei den Aufgaben des freien Extrems,
die Forderung, daBl die Gréfe & lings der zum Vergleich heran-
gezogenen Kurve & festes Vorzeichen behalte; wir wissen nach
§ 13, wie diese Forderung erfiillt werden kann. Aber es kommt
noch ein Neues hinzu; die Kurve ¥ mull im Gebiet © liegen
oder jedenfalls mufl die Weierstrafische Konstruktion lings
der Kurve ¥ iiberall ausfithrbar sein. Verlduft die Kurve & zu-
nichst, wie es beim freien Extrem verlangt wurde, in einer weiteren
Nachbarschaft der Kurve € oder des Bogens 12, und liegt jedes-
mal der Punkt 3 einem Punkte 5 des Bogens 12 nahe, so kann
es doch sehr wohl sein, daB der Wert K,, von K, erheblich
abweicht; dann wird vielleicht die Kurve €' mit der z-Koordinate
von @' erheblich abweichen und das Gebiet & verlassen. Um
dies mit Sicherheit zu verhindern, muf} in der allgemeinen Theorie
etwa der Integralwert K,, auf der Kurve € aufgetragen gedacht
werden und die Kurve € dann stetig in & iibergefiihrt werden,
wobei die aufgetragenen Werte an ihren Punkten haften bleiben
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oder nur wenig verindert werden. Sei K das Léangenintegral;
dann stellen wir uns € als unausdehnbaren Faden vor, der in
die Lage ¥ iibergefiihrt wird, wobei dann zugleich die isoperi-
metrische Bedingung erfiillt bleibt; hierdurch ist natiirlich die
Gesamtheit der Vergleichskurven £ eingeschrinkt; bleibt die
Kurve & dabei in hinreichend enger Nachbarschaft des Bogens G,
so bleibt & im Gebiet . Oder man nehme von vornherein die
Kurve € in einer nach § 18 engeren Nachbarschaft des Bogens €;
dann werden von selbst die GroBen K,; und K,, beliebig wenig
verschieden ausfallen bei hinreichend enger Fassung der Nach-
barschaft. Das schwache Extrem ist also auf alle Fille gesichert,
wenn dié Jacobische und die auf & beziigliche Bedingung er-
fiillt sind.

§ 28.

Beispiele des gebundenen Extrems.

L In wichtigen Sonderbeispielen kann man die Moglichkeit
der Weierstraf3schen Konstruktion allgemein nachweisen, z. B.
bei der isoperimetrischen Aufgabe im engeren Sinne des Wortes
(§ 26,1L.), deren Extremalen Kreise sind; K ist das Bogenintegral.
Sei 0 der Koordinatenanfangspunkt, 12 irgend ein Kreisbogen, der

Fig. 10.

rt

einem durch O gehenden Kreise angehort (Fig. 10), dessen Mittel-
punkt m die Koordinaten a, &6 habe. Dann kann man setzen

(D x=a+ccosl, y==>0+csinf, c2=—a2+ b2

und 6 ist der Winkel, den der Radius von der zur -+ z-Achse

parallelen Lage mz ausgehend im positiven Drehsinne beschreiben

mufl, um seinen Endpunkt in den jeweils betrachteten Punkt 4
12%*



180 Gebundene Extreme. §28

des Kreises zu bringen. Ist ferner ¢ der Winkel, um den die
z-Achse gedreht werden muB, um in die Richtung Om zu kommen,
80 ist

a=—ccosp, b=csing

und der Radius m0 ist demnach um ¢ 4 = gegen mz im posi-
tiven Sinne gedreht. Setzt man daher

t=nt+op—0, 6 =n+qg—t,

so ist r{ der im negativen Sinne vom Punkte 0 ab gemessene
Kreisbogen 04 und man hat nach (1) zu setzen

@) Kyy =0 =ct, &£ a b)=a—acost—bsint,
n(t a, b)) = b—bcost+ asint.

Seien nun die Punkte 1 und 2 durch irgend eine Kurve & ver-
bunden, deren Linge dieselbe ist wie die des Kreishogens 12;
ist 3 ein beliebiger Punkt der Kurve £, so ist die Linge
l = K,,+ K,; auf alle Fille groBer als der geradlinige Ab-
stand 03; es ist also ausnahmslos mdglich, zwei Kreisbogen 03
zu konstruieren, deren Linge ! ist. Wir nehmen von diesen den-
Jenigen, der von O nach 3 hin durchlaufen denselben Umlaufssinn
ergibt, wie 012 auf dem Kreisbogen, dessen Extremseigenschaft
wir untersuchen wollen. Die ausgewdhlten Kreishogen 03 gehen
stetig ineinander iiber, wenn der Punkt 3 die Kurve € durch-
lguft; dabei sind offenbar a, b, ¢ und die Bogenlédnge c?, also
auch ¢ reguldre Funktionen der Koordinaten des Punktes 3; die
WeierstraBsche Konstruktion ist vollkommen durchgefiihrt.

Jetzt findet man aus den Werten (2) unmittelbar

1 —cost sint atle
A(t, a,b) = | —sint 1 —cost bit/c|;
asint — bcost acost +bsint ¢

dabei sind die beiden unsere Aufgabe beherrschenden Integrale
J=13[(ey —ya)dt, K= [{a"+y2dt

gegeniiber einer Drehung des Koordinatensystems invariant, ebenso
das System der Kreise durch einen Punkt, sowie die Grofe o = rt;
& n sowie a, b transformieren sich wie die Koordinaten eines
Punktes, etwa in £9, %° und a9, 69, und man findet danach

g =06 o) 20 0) 08y, ) 0(, a% bY)
ot a, b)) T (& 1 @) O(F, a% 6%) 8(4 a, b)
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Nun ist aber bei einer Drehung des Koordinatensystems
06 @) _ oM _, (e D) _ 8@ b) _ .
oy n% @) 0@, n) 7 o(abd)  9(ab) 7

daraus folgt, dal auch

A = a(goa no (D)
o (t, a°, b°)
invariant ist. Man darf also, indem man A fiir eine bestimmte
Extremale bildet, das Koordinatensystem so legen, dafi 6 = 0,
a = ¢ wird und findet dann

1 —cost sint ¢
Ad(t, a,b) = | —sint 1—cost 0| = r(2—2cost—tsint)
csint ccost ¢
_—_csini<sini—-—t—cosi>-
2 2 2 2

Diese Grife ist, wenn 0 < ¢ < 2=, von Null verschieden; der
Kreisbogen 12 bietet also in der Tat das gebundene Extrem des
Inhaltsintegrals dar.

Die Extremale wurde bei wachsenden Werten von ¢{ im nega-
tiven Sinne durchlaufen; nach § 26, IL. ist also 4 > 0 zu nehmen.
Das Integral J gibt den negativen Flicheninhalt. Die Grole &
hat dasselbe Vorzeichen wie X
i
fiir den negativen Inhalt sind also die hinreichenden Bedingungen
des Minimums, fiir den positiven Inhalt die des Maximums erfiillt.

II. Ebenso kann man auch bei der Aufgabe der Kettenlinie

ajyds=o, 6jds:o
die Weierstrasche Konstruktion immer durchfiithren. Das
beruht darauf, daB stets zwischen zwei Punkten eine Kette von
gegebener Linge aufgehdngt werden kann, sobald diese Lange
grofer ist als der Abstand der beiden Punkte. Sind diese (2o,o)
und (s, ys), 8o hat man fiir die sie verbindende Extremale die
Gleichungen

1

yo—}—l:a@Di?—q—‘—:—é, yg—}—l:a@l)i%.—é,
und wenn I die gegebene Linge ist,

] — a<@m ”3“b—@in“°_b>-
a a
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Aus diesen Gleichungen folgt
I — (g — o = 20t (— 1 4- 6o 25)

a
— 442Cin2 ‘Tir)__xo
oder, x; — x, = 2a o gesetat,
P—(—y)» 1 o0,

Die linke Seite dieser Gleichung ist groBer als 1, da die Un-
gleichung

B> (@5 — 20)2 + (95 — 10)?
gilt, und die Funktion Sinw/a wichst mit positiv wachsenden
Werten von « von 1 ins Unendliche; die Gleichung (3) hat also
genau eine positive Wurzel o, aus der sich der Wert a = (z; — x,)/2«
ergibt. .

Liegen also die Punkte 012 in dieser Iolge auf einer Ketten-
linie, und sind die Punkte 12 durch eine Linie £ verbunden,
auf der der Punkt 3 lduft, so ist K,, + K,, immer groBer als
der gerade Abstand 03; es gibt also stets eine nach unten kon-
vexe Kettenlinie 038, deren Linge K,, + K,, ist, worin die Weier-
strafische Konstruktion besteht. Weiter kann man setzen

—b o=
x=g(t,a,b)~_—t,y:n(t,a,b):yo+a<@ost o >

m:a(@int—b @int°a_b>;

a

nimmt man noch au = t —b, au, = t,—b, so findet man

| Gofu —Gofu, — (u Sinu — u, Sinuy), Sinu — Siny
Sinu — Sinuo — (wBofu — to Eojuy), Cofu — Eofu,

und wenn man « allein sich #ndern 1a8t,

A (ta,b)=

2—21 = &in (u — o) — (u — %) €of (u — u,),
024 .
T (u — u,) Sin (u — uy).

Die zweite Ableitung ist also immer negativ, ebenso, wenn u > u,,
auch die erste Ableitung und die GroBe A selbst, die also nicht
verschwindet. Die Jacobische Bedingung des Extrems ist immer
erfiillt; ein beliebig langes Stiick der Kettenlinie gibt die tiefst-
mogliche Lage des Schwerpunkts bei gegebener Linge.
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III. Der erste von 0 aus aus der Extremale € im Sinne
wachsender ¢ erreichte Punkt 6, in welchem A (t, a, b)) = 0 wird,
heifit der mit 0 konjugierte Punkt; die Jacobische Bedingung
verlangt, dafl der betrachtete Extremalenbogen 12 zwischen zwei
konjugierten Punkten 0 und 6 verbleibe. Die Auffindung der
konjugierten Punkte ist im allgemeinen eine von besonderer Natur
der gestellten Aufgabe abhingige Sonderaufgabe; doch 186t sich
fiir gewisse Arten von Aufgaben eine allgemeine Methode, von
C. Lindemann herrithrend, angeben, die” hdaufig die Diskussion
moglich macht.

In den Integranden F und G fehle die Grofe z, so dal
man nichthomogen

‘ J=[f@ndr, K=/[g(yp)ds
ansetzen kann. Die eine der Eulerschen Gleichungen gibt

h—phy, = const. = a, h=7f+1g,
woraus man ableite
y = D(a, 4 p);
daraus folgt
% =P = @pffg, T = ji‘iﬁg@ = ¥ (a, 4, p).
Fiir die durch den Punkt 0 hindurchgehenden Extremalen findet man
(4‘) Yo = @(a,, Ay Do)y T— Ty = q‘l(aa A, P)‘— qf(a’ Ay Po)
und, indem wir p = ¢ als Unabhéngige nehmen,
p

»
dz
@ =jg(y,p)@dp zjg@a p) Fpdp;
Do Do
a, 4 sind die Festwerte a, b der allgemeinen Theorie. Benutzt
man nun die Gleichungen

dx
®) @ =9 D) g, =9GP b=k
so findet man, g (y, p) = g gesetzt,
Ep My 0p 0 p 0 l
! Na 9Ya
4 = ga a Wg — {§a— — a WOyg———
| i | & p 7 n
Ha 9N
1] ! -— = W0, — <2
{5 Ni @y l‘éz P Na A P

= —pé
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Aus den Gleichungen (8) ergibt sich aber
ap—Pbap =0, @zp = g&ap+ JyMabps

Na O _gm> 97
(6) <§“ ) pz’ ap<w“ Pp - pz
und ebenso
0 _’7_1)__@ i( __Q&l>_g_’7‘.
™ 61)(* p) T p e\t p )T

Ferner folgt aus den Gleichungen

Ty = g(pm a, }')1 Yo =19 (pOa Ay l);
da z, und y, festgehalten werden,

0p 0 09
a +§p{-l’—°=o, mal 4y o =,
[) r pa 98,) 0P,
wa—a—a 9&pdp = ‘W_dl’—!]gp oa’
Po Po
o _ °0Po _9M[°0P0 _ g7al°
Wg - gp p 80/ — p k)

(o 1p)'-
b

nebst dhnlichen Gleichungen, in denen nur @ durch 1 ersetzt ist.
Jetzt ergeben die Gleichungen (6), (7)

b » d
Mo __ % _ M __ [ madp

g“"E—Jp“dp’ ’ p_J P
Po Py
/4

9% __ {YNa gm _ [gmdp

“’“‘}ﬁ‘*fpe dpy o=t = [ IR0
Po Po

und die Gleichung b — ph, = @, in der man y = % (a, 4, p) ge-
setzt denkt, ergibt, indem man nach a und A differenziert,

(by—php)ne =1, (hy—phyp)m+9—pgo = 0,

M = —"a(g — P Yp);
da ferner die Eulersche Gleichung in den Formen
dh, d
h _W—O hy — phyy— ppdp—o
geschrieben werden kann, erhilt man

IS

—__ 1 _1dz
e = Ty —phyy Ty dp
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und fiir 4 schlieBlich

»
Ya g j(g—pyp)_ngd
p p’ pg p’

bo

»
Ihag, jgﬁ(g—ﬁyp)mdp,

2

4 (p, a, ) = —pip

LS

s — ?t__.,a

Po

j da J‘g—pgp da,

2 gy P2hyyp
— = 'ﬂp a‘om a:o .
gdaz jy(g—pgp)d
, x
J P hyp P2 hyyp

Schreibt man fiir die hier auftretende Determinante
A A B
A4 B

und bezeichnet durch Striche die Ableitungen nach irgend einer
Unabhingigen, von der auch p abhingt, so ist

AD = BC
und man findet
BCA’ BC 4 CB’
R — / —
v=(0—=2F) =0+ A
__B'C  BCA' BC4OFB
=t T A
AEB’C’—|-BCA’2—ABA’C’ ACA'B
A2 A’
__(AB'—BA')(AC—-CA4A)
- A2 A’ ’

was die Diskussion des in 4 enthaltenen Faktors ., erleichtert.
Da nun offenbar die Integrale B und C identisch werden, so-
bald g, = 0, also g Funktion von y allein ist, so erscheint die
noch brauchbarere Formel

(AB'— BA'y?

(8) 4y = A2 A4’
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Fiihrt man fiir p eine Unabhingige v in die Integrale
A, B, C, D ein, so ist offenbar

oo dp _
W) — 2\ b )
4 o a ) — 2 gu =AM

Jetzt ist der giinstigste Fall der, daB 4, an kenntlichen Stellen
unendlich wird und der Gleichung (8) gemif mit angebbarem
Vorzeichen der Ableitung von — oo bis + oo geht, also auch
verschwindet, womit dann ein konjugierter Punkt nachgewiesen ist.

IV. Dieses Verfahren, konjugierte Punkte za bestimmen, 148t
sich vollig durchfithren bei der Aufgabe der kleinsten Drehfliche
von gegebener Fliche des Meridians:

Bjyds = 0, 6j'ydx: 0, h=yVl+p+2iy,g=u.
Man findet fiir die Extremalen

2

h—ph Ay + ——— = — a = const,
Y V1+
o YE—CGytar [ Gytady
by a7 Vy2—(y + ap’

und setzt

a . a .
Yy = ﬁ:—l(smu—l), Ay+a= F_——l(Ls1nu- 1),

acosudu a .
dy = TR dr — E—1 l)az(lsmu— 1)du,
TE T (1 e
p-—v lcosu’ dp = V4 1(4 'smu)du,
1 —Asinu (1 — Asinu)
z = a4 (—u — Acosu) + coust.

(A2 — 1)%
Wir betrachten die Schar, die durch die Gleichungen

2= E,a,h) =z, - " )ai,z(—u—-llcosu)‘ ,

(12 — 1 Uy
a .
Yo =331 (8in uy — 4),

a . sinu— 4
y:m(smu—l):n(u,a,l), na:?.-_—*l—
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definiert wird und an der Stelle # — u, durch den gegebenen
Punkt (z,, %,) geht. Die drei maligebenden Integrale sind

»
‘ — 1 (sinw — 4)? _
) Apdp = (A2 —1)% j cns2 1t du = 4,
Po
P u
" . —ua (sinw—4) . o,
J dep -_— (72__ 1)5/2j. COSQM du — _B — 3
Po Uo
10 u

¥ —a? ((sinu—A)

Colp = ="y J = 1,
bo

@ cosu
A(u) lﬂ:r‘AOA.

Dabei ist A, negativ, die Formel (8) gibt also fiir d4%du ein
festes Vorzeichen.

Wenn nun « = (n+ })7 und » eine ganze Zahl ist, so ent-
wickeln sich die Integranden der Integrale 4, B = (, D in
der Form

(u%"u)?ww—a),( ot B—a)

T =),

und P bedeutet verschiedene Potenzreihen; dabei ist lyny = mg,
die GroBen A4, B, D sind also ebenfalls meromorphe Funktionen
von % und entwickel_n sich in der Form

die Verbindung A D — B2 erhélt die Form
Ad, = "’() 4+ P (u — o),

wobei ¢ (x) ein, wie man le1cht ubermeht, von Null verschiedener
Festwert ist. Daraus sieht man, dal 4®, wie zu erwarten ist,
regulir bleibt an der Stelle «, die Grofle A4, aber einfach un-
endlich wird, also, wenn » den Wert « reell durchschreitet, von
+ oo zu — oo oder umgekehrt umspringt. Da nun d 4,/du festes
Vorzeichen besitzt, so geht die Grofe 4, auf der Strecke zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Stellen « von — oo bis - co oder
umgekehrt, erreicht also auch den Wert Null, so dal dann
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4% — 0 wird und ein konjugierter Punkt, erscheint, in unserem
Falle zwischen # =— ;7 und u = 3=, wenn u, im ersten
Quadranten liegt.

§ 29.
Notwendigkeit der Jacobischen Bedingung; Hiillen.

Wir betrachten jetzt die in § 27 benutzte Extremalenschar
in der Umgebung eines zum gemeinsamen Ausgangspunkt konju-
gierten Punktes, fassen die Untersuchung aber gleich moglichst
allgemein.

1. Sei die Extremalenschar

(1) x=£Eab), y=n(ab)
mit einer auf ihnen aufgetragenen Grofe
03] 2= w(a,b)

gegeben, so dafl wir auch von einer zweifach unendlichen Raum-
kurvenschar sprechen konnen.
Verschwinde die Funktionaldeterminante

0§, m, @)
etap — 2ol

an der Stelle t = t5, @ = ay, b — b, und sei dabei

Ay (ts, ao, bo) I 0.
Dann kann man ¢ als an der Stelle a = ay, b — b, regulire
Funktion von @ und & durch die Gleichung
(3) At a,b) = 0
bestimmen.

Wir suchen nun eine Hiille der Raumkurven, die durch die
beiden Gleichungen (1), (2) definiert werden, oder eine Hiille
ebener Kurven (1), die von jeder der Eingehiillten in einem der
Gleichung (3) unterworfenen Punkte beriihrt werden. Léngs einer
solchen miifiten, um zunichst die Berithrung zu sichern, wenn z
der unabhingige Parameter ist, die Gleichungen

dx dy
% —_ m§t1 El"; = M,

d
) 0=&(G —m)+hge+ b5,

dt da ab
0= ’1t<a;— m>-|— Nag, + Mg,
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bestehen. Wenn aber im Beriihrungspunkt die Gleichung (3) gilt,
und die Determinanten des Schemas

gt ga gb

Nt Ma Mo
nicht simtlich fiir £ = ¢;,, a = a,, b = b, verschwinden, was wir
annehmen wollen, so folgt aus den Gleichungen (4)

(5) 0:“”<g_t,_m>+w“gg+mbg%’ %‘%:mmt

und sichert mit den Gleichungen (4) zusammen die Beriihrung

einer Raumkurve mit den dreidimensionalen Extremalen (1), (2).
Man kann fiir die Gleichungen (4), (5) auch schreiben

tdat-Edb  nadat+nmdbd  w,da+ e,db
t Nt (o
denkt man sich hier fiir £ den Wert aus der Gleichung (3) ein-
gesetzt, so erhilt man eine Differentialgleichung erster Ordnung
zwischen @ und b; die eine der beiden unter (6) zusammen-
gefaBten Aussagen folgt, wie vorher schon bemerkt, aus der
anderen auf Grund der Gleichung (8) und der eingefiihrten Voraus-
setzungen. Die Gleichung (6) gibt db/da oder da/db als an der
Stelle @ = ay, b = b, regulidre Funktion von ¢ und b, kann also
so integriert werden, dal eine der Grofien a, b reguldre Funktion
der anderen, z. B. b Funktion von a wird; die Gleichung (3) gibt
dann auch fiir ¢ eine regulire Funktion, und die mit diesen
Werten von ¢, a, b gebildeten Gleichungen
x=E( ab), y=n(ab), &= w( a,b)
definieren die gesuchte Hiille @, deren Existenz unter den
geltenden Voraussetzungen bewiesen ist.
Wire im Punkte 6 lings der Kurve €

dr __dy

dv ~ dv
so wiirde aus den Gleichungen (4), da & und 7; nicht zugleich
verschwinden, m = 0, also nach (5) auch

dz

dc —

folgen; die Kurve € hitte an der Stelle 6 einen Riickkehrpunkt,
kénnte auch in den Punkt 6 zusammenschrumpfen. Von diesem
Falle abgesehen, wechselt m im Punkt 6 das Vorzeichen nicht,
und kann den Gleichungen (4) zufolge positiv gemacht werden,

=0,
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indem man notigenfalls den Parameter ¢ durch — v ersetzt. Die
Richtung wachsender v lings der Kurve € stimmt dann in jedem
Punkte mit der Richtung wachsender ¢ auf der in diesem Punkte
berithrenden Extremale # — &, y — % iiberein.

II. Bisher ist davon, daB unsere Kurven Extremalen sein
sollen, noch kein Gebrauch gemacht. Jetzt folgen mit Riicksicht
auf die Beziehungen

Lo =M, Ye=mn, m>0
die Gleichungen

Fo (@, Y, &6 m) = For (, Y, Toy Yo),
) Fy (@, 9, & mt) = Fy (@, Y, To, Yo),

G (2, Y, & M) = Gu (2, Y, Tr, Yo),

Gy (@, ¥, En ) = Gy (2, Yy Tr, Yo)-

Nun sei auf der Extremale # —= £, y — % etwa 7 der Be-
rithrungspunkt mit €; eine Groe v — u, sei so definiert, daB
bei Verschiebung des Punktes 7 die Gleichung
(8) du++ 40z =0u+Ado = Hy0x+ Hy0y|
gilt; 4 ist natiirlich derjenige Wert der isoperimetrischen Kon-
stanten, der zu der im Punkte 7 berithrenden Extremale gehort,

und man kann
d

dz

setzen. Eine solche GroBe w ist z. B. J,;, wenn die betrachteten
Extremalen alle, wie in § 27, von dem festen Punkte 0 aus-
strahlen. Fiir 0w findet man aber, da fiir @ die Gleichung
w; = G(x, 9, &, n¢) gilt, nach (7) die Formel

0o = %? dt = moydtr = mG(x, 9, &, q)de
9) = Gz, y, mE, m n)dr = G (2,4, 2z, Ys)dT.
- {er(x, Y, gtv ﬂt)xr‘f- Gy’ (I: Y, gta nt) yr} dr;
in der Gleichung (8) heben sich also die mit i vervielfachten
Glieder und es bleibt nach (9)

0 =dr

du
dt
oder, wenn das Integral Jy; von einem festen Punkt 8 der Kurve &
aus ldngs dieser gebildet wird und =y <7, ist,
du __ ddg,
dr = dt’

ou = F,0x+ Fy oy, = Fo.x.+ Fy.y. = F (2,9, 2:92),

7
= Jg; + const.
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Die Beziehung (9) gibt ebenso fiir # = ®, indem K ldngs
der Kurve € gebildet wird,

dz dK, 7
dr — G (@, Yy Tr, Y) = _dT:la 2| = Kg; + const.

Laft man den Punkt 7 in die Lage 8 riicken, so wird
Jg; = Kg; = 0; also folgen bei der festgesetzten Lagenbeziehung
7y < 1; die Gleichungen

wlp =

g = U Ug = Jors

zf; = & — 2y = Kg;.
Hierin spricht sich aus, was man die doppelte Evoluten-
eigenschaft der Projektion der Kurve € auf die z y-Ebene nennt;
sind 7 und 8 zugleich die Projektionen der bisher so bezeichneten
Punkte auf. die xzy-Ebene und gehen die Extremalen von dem
festen Punkte O aus, so dafl
u; = Jyg, & = Koy

gesetzt werden kann, so hat man die Gleichungen

jov = jos + Jors 1?07 == I?os + Ks.

Hiermit wird zugleich das Aufhdren der Extremseigenschaft
ersichtlich: auf jeder ebenen Extremale der betrachteten Schar
gind 0 und 7 konjugierte Punkte; ein von zwei solchen begrenzter
Bogen bietet die isoperimetrische Extremseigenschaft nicht mehr
dar, da die Extremale 08 mit dem Hiillenbogen 87 eine Ver-
bindung 0.7 herstellt, die fiir beide Integrale K und J denselben
Wert ergibt, wie der Extremalenbogen 07. Die Jacobische
Bedingung ist also in bestimmtem Sinne notwendig.

Bemerken wir noch, daf bei der Betrachtung dieses Para-
graphen die Beschaffenheit der Grolen &, 5, @ benutzt, aber nicht
verlangt wird, dal 4(f, a, b) auf der Integrationsstrecke fiberall
von Null verschieden sei; das ist nur in einer Umgebung der
Stelle 6 notig. Hat man mehrere Nullpunkte dieser Grifie, so
ergibt sich in der Umgebung jedes von ihnen eine Hiille.

§ 30.

Verallgemeinerungen, verinderliche Grenzen.

1. Die allgemeinste Form der Groflen # und 2z oder m, auf
die die Sitze des § 29 angewandt werden konnen, findet man in
folgender Weise. Sei 3 ein allgemeiner Punkt auf der Extremale
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r=§ y=n, und O (x,, ¢,) auf jeder von ihnen ein besonderer
Punkt. Letzterer kann erstens itberhaupt fest, zweitens an eine
Kurve gebunden, drittens in einem ebenen Gebiet frei wihlbar
sein; er ist dann an eine Mannigfaltigkeit It von der Stufe 0,
1 oder 2 gebunden. Wir setzen nun
=ty o5 & = 2, + Kys,

wobei u,, £, beliebige Funktionen der Lage des Punktes (z,, y,)
sind, und die Integrale J und K, wie immer, léings der Extremalen
x = &, y = n gebildet werden. Dann ist allgemein, indem § den
Fortgang von einem Bogen 03 zu einem benachbarten bezeichnet,

du = dug+ 0Jgg
= éuo‘f‘Em'ax‘*‘Fy’a?/{g +fdt(P6x+ @9y),
62:520+6K03, '
=02+ G0z + Gy dy|; +fdt(Rax+ Sdy),
0

also, wenn A die zu der betrachteten Kurve 03 gehorige iso-
perimetrische Konstante ist, so dal P4+ AR — @ 4+ 1.8 = 0 ist,
Ou+ 408 = Oug -+ 202, + Hydz + H,,,ay|§.

Soll nun die in § 29, II. geforderte Gleichung (8) gelten, so
mufl die Gleichung
) — 0wy + A2)) + Hodx + Hy0ylo =0
bestehen, d. h. eine verallgemeinerte Transversalititsbedingung,
an der Mannigfaltigkeit . Ist diese ein fester Punkt, so ist die
Bedingung von selbst erfiillt. Ist M eine Kurve, und #, = 2, = 0,
so hat man die Transversalititsbedingung
(2) H,0xz+ Hydy =0
entsprechend dem Falle, dal eine von der Kurve I}, und zwar
von einem nicht gegebenen Punkte 0 derselben, nach einem ge-
gebenen Punkte 1 hin eine Kurve 01 gezogen werden soll, die
das gebundene Extrem darbietet, gegeniiber den Nachbarkurven,
die ebenfalls von der Kurve I nach dem Punkte 1 hingezogen
werden; das Extrem ist dadurch gebunden, dafl die GroGe

# = 2, + Ky,

einen vorgeschriebenen Wert hat. Ist u, =0, 2z, 3£ 0, so hat
man die allgemeinere Transversalitit
3) — A0z, + Hydz + Hydylo = 0,



§ 80 Gebundene Extreme. 198

die zwischen den Bedingungen (1) und (2) in der Mitte steht;
gie tritt auf, wenn nicht K,, sondern z,-+ K,;, das Integral
lings der Vergleichskurve genommen, einen vorgeschriebenen
Wert haben soll.

Fiir alle diese Fille ist die in II. durchgefiihrte Entwicklung
giiltig, weil sie gleich fiir den allgemeinsten Fall gilt; in allen
drei Fallen bilden die Extremalen z = & y = %, wie wir sagen
wollen, ein Feld, und zwar ein Kegelfeld, keilférmiges oder
Feld mit Bodenfliche, je nachdem 9 von der Stufe 0, 1, 2
ist. Die entsprechenden Transversalititsbedingungen sind die
Gleichungen (1), (2), (3).

Il. DaB fiir die allgemeinste Extremsaufgabe mit einem auf
der Mannigfaltigkeit M verinderlichen Anfangspunkt die Trans-
versalititsbedingung

—O0ug—Ad2,+ Hyox+ Hydy =0

auch notwendig ist, kann leicht in #hnlicher Weise wie bei den
Aufgaben des freien Extrems gezeigt werden.

Zun#chst ist klar, daB die gesuchten Kurven iiberhaupt
Extremalen sein miissen. Denn ist 12 die gesuchte Kurve,. so
daB 1 eine besondere Lage des Punktes O ist, so fordert das
gesuchte Extrem als Sonderfall die Eigenschaft, daB bei fester
Lage des Punktes 0 in der Lage 1 das Integral J;, ein Extrem
sein mub bei festgehaltenem Wert von K,; die Werte u, und 2,
sind ja bei dieser Voraussetzung fest. Hieraus folgt nach § 27,
daB die gesuchte Kurve Extremale sein muB. Dies festgestellt,
kann man die Kurve 02 so variieren, daf der Anfangspunkt 1
sich in eine allgemeine der Mannigfaltigkeit M angehorige
Nachbarlage O verschiebt, und dafl dabei die allgemeinere iso-
perimetrische Bedingung, 2, + K, habe den vorgeschriebenen Wert
2, + K, ,, erfiillt ist. Man braucht zu diesem Zweck nur die ge-
suchte, gefunden gedachte Extremalenstrecke 12 zu variieren
gemil den Formeln

T —a= (2 —2) 0. () + Yo —y:) () + & bs(t),
9= = Yo —y) b () + (W —y) 2 () + £ 25 (1),
b, () =1, 6:(t) =0, fy(t) = 0,

'92(t2) =0, 03() = 0; (t) =0,

M) =0, 4L(t) =0, i) =1,

A(ty) =0, A () = 4 (t) = 0.

Kneger, Variationsrechnung. 2. Aufl, 18
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Die Differenzen z, — 2, und y, —y, sind, wenn M eine Kurve
ist, lings deren © der unabhingige Parameter ist, Funktionen
von 7, die fiir v = 7, verschwinden; man kann daher setzen

0
(X
Ist der Punkt ,, y, frei beweglich, so kann man etwa ¢ = 2, — x;,
T = y, — ¢, setzen und schreiben

T=7, £=0

6——d1:—+ds

a o=T1=£=0

?
0 =do g +dvy —I—de ‘

Jetzt nimmt man fiir ¢ eine solche Funktion von 7 oder von 6
und 7, dafl die isoperimetrische Bedingung

2 2
_dz d ,
2+ Koy = 2, +J’G< 2 at’ dy)dt_zl jG(x,y,x, y)dt
0 1
erfiillt ist. Dies kann erreicht werden, wenn die Ableitung der
mittleren GroBe nach ¢ an der Stelle t =10 oder 6 =7 =20
von Null verschieden ist. Diese Ableitung ist aber

[ (ROs () + S4s(8)) dt,

also jedenfalls bei passender Wahl von 63 (f) und A4(f) von Null
verschieden, wenn nicht etwa lings der gesuchten, gefunden
gedachten Kurve 12 iiberall R = S8 = 0, d. h. diese Kurve
Extremale des Integrals K im Sinne des freien Extrems ist.
Diese Moglichkeit haben wir immer aus der allgemeinen Theorie
ausgeschlossen; von ihr abgesehen, ist es also mdglich, & in der
gewiinschten Weise zu bestimmen, d. h. so zu variieren, dafl die
isoperimetrische Bedingung der Aufgabe von den der Variation zu-
grunde liegenden Nachbarkurven erfiillt wird. Ist dies geschehen,
so findet man als notwendige Bedingung des Extrems

(4) Ou=du,+ Fpdz+ Fydy[; + j(Paer Qoy)dt = 0;
1

dabei gibt die erfiillte isoperimetrische Bedingung
2

(5) 82 =104 + Gudz+ Gydyli+ [(ROz+ Sdy)dt = 0.
1

Nun wissen wir schon, daB die gesuchte Kurve Extremale sein
mub, so dafl die Gleichungen
P+AR=Q+185=0
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gelten; an der Stelle 2 verschwinden die Variationen; somit
ergeben die Gleichungen (4), (5)

0=0u+ 2102 = [0u,+ Ad2, — (Hua 0z + Hy0y)],
und das ist wieder die allgemeinste Transversalititsbedingung, von
der wir in Nr. I gesprochen haben. Dieselbe ist also in der Tat
notwendige Bedingung des gesuchten gebundenen Extrems bei
allgemeinster Fassung der Aufgabe: die gesuchte- Kurve geht von
der Mannigfaltigkeit % nach einem gegebenen Punkte hin.

IIIL. Endlich ist leicht zu iibersehen, daf die in § 27 aufgesteliten
hinreichenden Bedingungen des Extrems auch fiir die jetzt vor-
liegenden abgeéinderten Aufgaben ihre Bedeutung behalten. Die
WeierstrafBsche Konstruktion besteht auch hier darin, daf
durch jeden Punkt der Vergleichskurve £, die von der Mannig-
faltigkeit 9, dem Orte der Punkte 0, deren einer 1 ist, nach dem
gegebenen Punkte 2 hingeht und die isoperimetrische Bedingung
erfiillt, eine Feldextremale von einer bestimmten Eigenschaft ge-
legt werden kann, deren Festwerte a, b, sowie der zum betrach-
teten Punkte 3 gehorige Wert ¢ reguldre Funktionen von zs ¥,
sind. Die verlangte Eigenschaft besteht, wenn 3 der allgemeine
Punkt der Kurve €, und 0’ ihr Anfangspunkt auf der Mannig-
faltigkeit M ist (Fig. 4, S. 96), in der Gleichung
(6) sy + Kys = 2, + Ky,
wobei fortan das ungestrichene Integral lings der Kurve ¢, das
gestrichene lings der Feldextremale genommen wird. Setzen
wir dann

. W () = Joys — Jos + to — %y,
80 18t _
W(ty) =0, W) = Joa— Jog + thy — ty;
letztere GroBe entscheidet durch ihr Vorzeichen iiber das Vor-
liegen des gesuchten Extrems. Die Gleichung
Q) % = F (2, Y, @, r) — Mﬁ%ﬂ)
bleibt offenbar giiltig; an Stelle der dhnlichen Formeln des § 27

treten die Gleichungen
3

8ty + Jos) = Oty + (Fudz+ Fydy) s + [ (POz+ Qdy)dt,

0
3

8 (20 + Kos) = 02y + (Gwda + Gy dy) s + [ (ROz + Sdy)dt;
0

18*
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addiert man die letzte, mit A vervielfacht, zur vorletzten, so fallen
die Integrale und die auf den Punkt 0 beziiglichen Glieder wegen
der Transversalitdtsbedingung
—(0uy + 402,) + Hydx + Hydy = 0
weg, und man findet
d (g + o3 d(2o+ Kos) dx dy
®) - dr ')+l ( dt )_Hx'd_—*—ﬂy"oi?

T

Die Weierstralische Konstruktion gibt aber nach (6)

d (2, + I?os) . d(zo + -@}
dr - dt
somit folgt nach (8) und (7)

= G (@ ¥, ¥ Yo);

ﬁuﬂ;t’“{gi)’ = — AG (%, Y, ¥y Y2) + Ho 2c + Hy yr,

qg = H(xa Y, T yr) — Hyz, — v Yo — 8,
wie in der fritheren Theorie. Jetzt bleibt alles wie dort; das
Extrem ist gesichert unter den dort angegebenen Bedingungen:
Jacobische Bedingung, Vorzeichen der Grofile 8, Moglichkeit der

WeierstraBBschen Konstruktion.

§ 31.
Beispiele des gebundenen Extrems und seiner Grenzen.

Die Jacobische Bedingung hort zuerst auf, erfillt zu sein,

in dem ersten Punkte, fiir den
A (¢ ag, by =0

ist, d. h. dem- ersten, den man von der Mannigfaltigkeit M aus
im Sinne wachsender ¢ fortgehend erreicht. In seiner Umgebung
findet sich nach § 29 im allgemeinen eine Hiille der Feldextre-
malen, die von ihm ausgeht. Wir nennen ihn den extremalen
Brennpunkt der Mannigfaltigkeit 9, wenn diese mindestens
von erster Stufe ist; ist M ein fester Punkt, so ist dieser Punkt
der konjugierte nach § 29. Die Jacobische Bedingung lautet
dann dahin, daB der Extremalenbogen vor dem extremalen Brenn-
punkte sein Ende haben mufl, wenn das Extrem gesichert sein soll.

L. Bei der isoperimetrischen Aufgabe im engeren Sinne des
Wortes

ﬁj(;ry’—yx’)dt =0, SJ‘VxW—{—y’?dt =0



§ 31 Gebundene Extreme. 197

ist nach § 28, L. fiir die Schar der durch einen festen Punkt 0
gehenden Extremalen

4 (¢, a, b) = csin % (sin % -——;— cos %),
fiir den konjugierten Punkt ist zunfichst { = 2= zu setzen, d. h.
er fillt mit dem Punkte 0 zusammen; in ihm entartet die Hiille,
und die doppelte Evoluteneigenschaft spricht sich dahin aus, daf
jeder dieser Kreise einer einfachen Schar von Kreisen desselben
Radius angehort, die, einmal umlaufen, denselben Wert des Inhalts
wie der Bogenlinge liefern. Hier tritt der in der allgemeinen
Theorie ausgeschlossene Fall ein, daf die Determinanten der
Matrix
gt ga gb

Nt Na Mo

identisch verschwinden; die Differentialgleichung zwischen ¢ und b
ist die Identitdt 0 = 0.

Belangreicher ist der zweite konjugierte Punkt, in welchem
der zweite Faktor der Grofie 4 verschwindet, also { = 2« und o
der Winkel ist, fiir den o« = tg«, also ungefihr « — 256°. Hier
kann nach der SchluBbemerkung des § 29 eine Hiille erwartet
werden, obwohl der Bogen von ¢ = 0 bis { = 2« nicht mehr
iiberall die Jacobische Bedingung erfiillt. Die Differential-
gleichung zwischen a und & wird nach den Formeln von §28, L

toda—+Edb  wo,da-t wydb

& ¢
(1 —cos20)da —sin20db _ada- bdb
asin2o0—bcos2o I

sin2oda+ (1 —cos20)db,
bsin2e« 4+ acos2a ?

im Falle 5 = 0, @ > 0 hat man

<}_—- cos 2 o0
sin 2 o0

ab

(Td’

d. h. die Richtung des Ortes der Mittelpunkte (a, b) bildet mit
dem von 0 aus gezogenen Radiusvektor einen festen Winkel, der
Ort ist eine logarithmische Spirale. Eine ebensolche Kurve
beschreibt auch der konjugierte Punkt selbst: fiir ihn ist

—1>da=db, 0—1=

x = a—acos20—0bsin20 = 2sinw« {asinu —bcos w},
y=>b—bcos20+ asin2« = 2sin o« {acos o + bsina},
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also wenn
a=ccosp, b—=csing, ¢=c¢,em"®?, ¢, = const., m =— const.
gesetzt werden kann,
Z = 2¢ysino.em¥sin (@ — @), y = 2¢,sinw.e"? cos (o — @),
Fig. 11. was offenbar wieder -eine logarithmische
Spirale ergibt.

Die doppelte Evoluteneigenschaft
(Fig. 11) spricht sich in folgender Weise
aus. Wird die Hiille in den Punkten 1
und 1’ vyon den Kreislinien 021380 und
02'1'8'0 beriithrt und bedeuten arc und
area Bogen und die vom Radiusvektor aus
dem Punkte 0 iiberstrichene Fliche, so ist

arc 0213021 —arc 02'1'3'02'l' = arc 11/,
area0213021 —area02'1'3'02'1' —= area 11/,
wobei rechts 11’ auf die Spirale zu beziehen ist. Das ist natiir-
lich durch Rechnung leicht zu bestitigen.

II. Wir betrachten weiter die isoperimetrische Aufgabe in
zwel besonderen Fassungen mit verdinderlichem Endpunkt: Sei
1 ein gegebener, O ein gesuchter Punkt der gegebenen Kurve &, und
sei die Kurve 01 oder © so zu ziehen, dafl der von & und 01
begrenzte Inhalt ein Maximum wird bei gegebener Linge a) der
beiden Bogen 01 auf den Kurven ® und € zusammengenommen,
b) des G-Bogens 01 fiir sich allein.

In beiden Fallen sucht man das Extrem der GrifSe

0 1
u=g[@iy—yisg+ 3 [@iy—yazy,
1 0
wobei die Fubmarken ® und € die Kurve bezeichnen, lings
deren man integriert; das zweite Integral ist

1
Jor =5 [y —ya)as
0
in der Bezeichnung der allgemeinen Theorie, das erste ist u,,
d. h. der Wert von u, wenn der Endpunkt der Kurve € in den
Anfangspunkt O riickt. Dabei ist gegeben im Falle a) die GroBe

0 1
e =[(Vdo+dy)e+ (Vo +yrdt = 2 + K,,,
1 0
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im Falle b) nur K,,. Auf der Kurve & sei v ein in der Rich-
tung 10 wachsender Parameter, also

Ty %o
Uy = %j(wyr~yxr)dva Z ZH"’“WM“
7 T

variieren wir den Punkt 0, indem wir den zugehdrigen Wert
T = 1, um dz vermehren, so folgt

1) Ou =5 (w—yalrdy, da=Valtyildr,

und die allgemeine Transversalititsbedingung im Falle a) wird
—O0uy—Ad0z2,+ Hydz+ Hydy|®° = 0,

H= -;—(xy’ —y2)+AYar +y?, Ox=az.dv, Oy =y.dr,

oder nach (1), alles auf den Punkt 0 bezogen,

1 vz — AVt (Y ad >
2(gm, Y Zg) le,—{—Zh*f—( §+W Zr

oder einfach
1 — - _iﬁ’,ftﬂif. ..
Va2t y2 Yo +y»
Im Punkte 0 fallen also die Richtungen wachsender { und
r zusammen; der gesuchte Kreisbogen berithrt die Kurve &
und geht in der Richtung 10 lings der Kurve & vom Punkte 0
weiter.
Im Falle b) hat man in den obigen Formeln nur 2, = 0,

also

—3uo+HI,6x—|—H16y = 0
zu setzen und findet daraus
' e+ Y Yo = 0;
der Kreishogen © geht im Punkte 0 normal von der Kurve & aus.
Jetzt werde ein Koordinatensystem Z, y mit dem Anfangs-.
punkt O eingefiihrt und die Z-Achse habe die Richtung wachsen-

der = lings der Kurve &; die Achsenpaare z, y und %,y seien
gleich orientiert, und ¢ sei der Winkel, um den die Z-Achse im
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positiven Sinne gegen die z-Achse gedreht ist, also wenn fiir =
die Bogenlinge genommen wird,
Zy = €COS G, Y, = sind.

Dann ist

& = %o+ Z €086 —y8inG, Yy — y, -+ ¥sin 6 + § cos @.
Fiir die vom Punkte 0 ausgehenden Extremalen kann man nun

o = V24 j? = asint
setzen, wobei ¢ der absolut genommene Winkel ist, um den sich
der Radiusvektor 03 gegen die Anfangsrichtung d¢ > 0 im
Punkte O gedreht hat, wenn der Punkt 83 in der Richtung
wachsender ¢ fortgeht; dabei ist im Falle a)
Z = pcost, +y = gsint,
im Falle b) dagegen
T = e, @8int, y — e, 0cost,

wobei ¢, =— +1. Man erhalt also in letzterem Falle, den wir
genauer verfolgen,

x=£§E( a,b) = x, + ae sin2tcos6 — ae,sint costsin o,
(2) y=n(, a,b) = y, + ae sin?t sin 6 + a e,sint cos ¢ cos 6,

t=o0(ab)=at,
wobei b = 7 gesetzt ist, und d6/dv = 6, die Krimmung der
Kurve & bedeutet.

Die Determinante A (t, a, b) setzt sich jetzt aus folgenden
neun Gliedern zusammen:

Ableitungen nach ¢:

2ae sintcostcos 6 — ae,(costt — sin?t)sin g,
2ae 8intcostsine + u e,y (cos?t — sin?t) cos 6, a;

Ableitungen nach a:
€,8in%¢cos 6 — ¢y sintcost8in 6, e, sin?f sin 6 + ¢, sintcost cos o, &

Ableitungen nach & oder 7:

Zoz — @ e, 8in?tsin 6.6, — a e, 8int cos £ cos 6. 6,
Yor + @€ sin?tcos 6.6, — aeysintcostsing.c,, 0.
Wegen der wie in § 28, I. leicht zu ersehenden Invarianz der

Gleichung 4 = 0 gegeniiber einer Transformation der Koordi-
naten z, y kann man nun annehmen, im Punkte 0 sei 6 = 0,
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also ;o = 1, 4o = 0; dann wird die Determinante der an-
gegebenen neun Grofen einfach

a e sin 2, aeyco82t, a
4 (t, a, by = | e, 8in?, e;8intcost, |
i1—aeysintcost.o,, ae; sin?t.oy, O]

= ‘15_% (2tco8 2t — sin 2£) + a2 6, sint (— t cost 4 sint).

Nun ist 6, der reziproke Wert des Kriimmungsradius der
Kurve § im Punkte 0 mit positivem oder negativem Vorzeichen,
je nachdem die Richtung nach dem Kriimmungsmittelpunkte hin
gegen die Richtung wachsender z im positiven oder negativen
Drehsinn um 90° gedreht ist, oder je nachdem die y-Koordinate
des Kriimmungsmittelpunktes positiv oder negativ ist, und die
Gleichung § = e, Y2 + y2sint zeigt, dal e, positiv oder negativ
ist, je nachdem die Extremale in der Richtung d¢{ >> 0 verfolgt,
von 0 nach der Richtung + % oder — 7 fortgeht. Die GroGe e, 6,
ist also positiv oder negativ, je nachdem die bezeichnete Fort-
gangsrichtung der Extremale nach der konkaven oder konvexen
Seite der Kurve & hinfiilhrt. Entsprechend diesen Fillen hat
man also zur Bestimmung des extremalen Brennpunktes die
Gleichung

2tcos2t—sin2tjjglg sint(—¢cost 4 sint) = 0

mit dem oberen oder unteren Vorzeichen; R ist der Kriimmungs-
radius der Kurve & im Punkte 0, und ¢ der Durchmesser des
betrachteten Kreises, endlich 2¢{ der Zentriwinkel des Bogens
von O bis zum Brennpunkt hin.

Im Falle R = oo, d. h. wenn die Kurve & in der Umgebung

der Stelle 0 geradlinig lauft, bleibt die Gleichung
2tcos 2t —sgin 2t = O,

die wieder als kleinste positive Wurzel 2¢ — f = 256° ergibt.

Hier kann eine Hiille mit doppelter Evoluteneigenschaft leicht

hergestellt werden. Die Gleichungen (1) werden némlich, da man

Yo =0, ¢ = 0 setzen kann, mit ge#indertem Sinn des Buch-

stabens & und den Werten ¢, = 1, ¢ = — 1

(3) §1:b——-%a0032t, n:——%asin%, o = at.
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Die Differentialgleichung

Eoda+Edb __ Nada+mpdbd
& o Nt

mit t:% B ist leicht zu integrieren und gibt fiir da/db den

festen Wert 2 cos g.

Eine solche Beziehung zwischen a und & sondert aus der
zweifach unendlichen Schar von Kreisen (8) eine einfach unendliche
von solchen aus, welche zwei feste Gerade beriihren; ist o der
hohle Winkel derselben, so ist

.0 o 3x
e —_— —_ —_ = —— — e 0,
sin 3 = cos § = cos(f — =), 5 3 =14

An dieser Schar kann das Aufhoren des Extrems mit elementaren
Mitteln zur Anschauung gebracht (Fig.12) werden. Sind ném-

Fig. 12,

lich 1, 3 zwei auf demselben Schenkel des Winkels o liegende
Punkte und 3 dem Scheitel ndher gelegen als 1, sind ferner
0y, 0 die Schnittpunkte der durch 1, 3 gehenden Kreise der
Schar mit der Halbierungslinie des Winkels &, und haben die
Bogen 10,, 30 den Zentriwinkel f, so sind der Bogen 10, und
die zusammengesetzte Linie 130 von gleicher Linge; wenn von
1 auf die Halbierungslinie des Winkels o das Lot 14 gefallt
wird, so sind die horizontal schraffierte Figur 10,41 und die ver-
tikal schraffierte 13041 von gleicher Fliche, so daB der Bogen
10, sicher kein Extrem der Fliche bei vorgeschriebener Bogen-
linge liefert. Die Kurve £ ist natiirlich die gebrochene Linie
0,041, die Hiille die Gerade 1 3. '

IIl. Bildeten die betrachteten Extremalen nach § 30,1 keil-
formige Felder, so wollen wir noch kurz eine Aufgabe behandeln,
bei der ein Feld mit Bodenfliche auftritt.
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Sei die Kurve 01 von gegebener Linge zu finden, die in
einem nicht vorgeschriebenen Punkte 0 beginnt, im gegebenen
Punkt 1 endigt und das Integral

J:jl'yx'dt
0

zum Extrem macht, d. h. den von der Ordinate eines Kurven-
punktes bestrichenen Flidcheninhalt. Da keine Summanden wu,
und &, vorkommen, lautet die Transversalititsbedingung einfach
’ — &' ;{yf——* e
H,0x+ Hyd0y = 0, <y+Vx'2—|—y’2>ax+l/x’2+y’26y =0.
Da die Variationen ¢z und 6y im Punkte 0 beliebig sind, so
folgt fiir diesen Punkt
H.=H,=0, y =0, y+41=0,
d. h. im Punkte 0 hat die Extremale, die ja ein Kreis vom
Radius |A| ist, eine zur x-Achse parallele Tangente, und der
Mittelpunkt des Kreises liegt auf der x-Achse. Man kann daher
die Feldextremalen durch die Gleichungen

T = Zy + Yo8int, y — y,cosl

!

ersetzen und die von 0 beginnende Bogenlidnge ist dann & = y,t.
Offenbar kann man @ = z,, b = ¥y, setzen und findet dann
1 sint bcost]
M) =10 cost —bsint| = b(cost+ tsint).

ot a, b)
Gat) 10, 5
Der extremale Brennpunkt liegt -also an der Stelle { = p, wenn
p = —coty ist, was etwa y — 160° ergibt. Hat der Bogen 01

einen Zentriwinkel < 160°, so ist das gesuchte Extrem gesichert.
Die Differentialgleichung
fuda+&db  nida+ mdb
& a Nt
gibt fiir da:d b ein festes durch y ausdriickbares Verhiltnis; man
erhélt eine Hiille, die immer von der Eingehiillten im Brennpunkt
berithrt wird, wenn der Punkt 0 eine gewisse Gerade durchliuft,
niamlich diejenige, deren Gleichung

%, €08y + Y, — const. = C
ist; die Gleichung der Hiille ist dann
xsiny 4 ycosy = C.
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§ 32.
Die isoperimetrische Eigenschaft des Vollkreises
und der Vollkugel.

Die altbekannten Eigenschaften des vollen Kreises, bei ge-
gebenem Umfang die grofite Fliche, und der Vollkugel, bei
gegebener Oberfliche den grofiten Rauminhalt darzubieten, kénnen
unseren Betrachtungen in folgender Weise eingeordnet werden.

1. Sei eine beliebige aus endlich vielen regulidren Stiicken
bestehende geschlossene Kurve £ von der Lénge ! gegeben; sie
zerfalle durch die Punkte 0 und 1 in zwei. Stiicke von der

Lénge —;—l, die wir & und &, nennen; der Abstand 01 sei a.
Wir konstruieren auf den beiden Seiten der Geraden 01 die

%—l; der &, enthaltende
Kreis werde in der Richtung 0,1, d. h. den Bogen &, von 0
nach 1 hin durchlaufend positiv umkreist; dann wird der &,
enthaltende Kreis in der Richtung 0®,1 negativ umkreist. Falit
man diese Kreise als Extremalen der Aufgabe

aj%(xdy—ydx) =0, 6Ide2+dy2 —0

auf, wobei das zweite Integral die isoperimetrische Bedingung
liefert, so ist nach § 26, II. im ersten Falle 4 < 0, im zweiten
A > 0, und da

Kreishogen &, und &, von der Linge

H= %(M’—ym’) WA, B=

P
zu setzen ist, so ist fiir & die Bedingung des Maximums, fiir &,
die des Minimums erfiillt; also folgt nach § 28, I

JOR1) > JOG 1), JOK1) <01,

oder auch

J(18,0) > J(18,0),

J(OR, 1)+ J(18,0) > J(0L 1)+ J(18,0).

Die rechte Seite dieser Ungleichung geht nun in ihr Entgegen-
gesetztes itber, wenn man ¥, und ¥, vertauscht; sie wird also
positiv, wenn man notigenfalls & und ¥, vertauscht. Alsdann
stellt sie den positiv genommenen Inhalt der Kurve € dar, d. h.
das Integral J(8) in solchem Sinne erstreckt, daf es positiv

also
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oder allenfalls verschwindend ausfillt. Die linke Seite ist von
selbst positiv, da der Weg OR, 18,0 eine positive Umkreisung
der aus zwei Segmenten bestehenden, von &, und &, begrenzten
Flache © bedeutet.

Jetzt bleibt nur zu zeigen, dall eine Kreislinie von der
Liange [ groferen Inhalt als die Fliche © hat. Sei & der gemein-
same Zentriwinkel der Bogen &, und ®,, also deren Radius I/2¢;
dann ist der Inhalt jedes der Segmente

1@—2 Lz_ iﬂsi ﬁcosﬁ——gu—:ﬁin“
2° 7739 2u> <2¢x> R T N B R

Die Ableitung des zweiten Bruches rechts ist aber

3‘~COSM
2 2

o2 ot ot

o .
. — 202c082 — 4+ 4 o0 8In
1 02Co8 00— 2 008N o 2 +

— 4 cos % <sin ® % os ﬁ)
o3 2 2 2 2
verschwindet also auf der Strecke 0 < oo < 2z« nur an der
Stelle &« = &, an der der zweite Faktor positiv ist, so daf die
ganze Grofle von positiven zu negativen Werten bei wachsenden
Werten von o iibergeht; © hat also an der Stelle « = = ein
Maximum. Dann schlieflen sich aber beide Bogen &, und &,

zu einem vollen Kreise zusammen und der Kreis von der Léinge 1
hat einen Inhalt

xl2 > > JO0Y1)+J(1%0),
d. h. groBer als der positive Inhalt der Kurve &

II. Die Oberfliche eines sonst beliebigen Korpers werde von
jeder Ebene z — const. in einer geschlossenen Kurve geschnitten,
die aus einer endlichen Anzahl regulirer Stiicke besteht. Sei s
die Bogenlinge auf dieser Kurve, U(z) die Lénge ihres Umfangs,
Q () ihr Flicheninhalt. Dann kann man setzen

U(x)

0w =y [(v5E—25Y)as,

0
indem man y und 2z in den Punkten der Oberfliche als Funktionen
von x und s ansieht, die nach s periodisch mit der Periode U(z)
sind. Der Sinn des Wachsens der Grofle s sei so gewdhlt, daB
das Integral Q(z) positiv herauskommt, sei also der positive Um-



206 Gebundene Extreme. § 32

laufssinn der y z-Ebene. Fiihrt man die Verinderliche 6 = s/ U (z)
ein, 80 erhilt man

1 ; 0z 0
@(w)=5j(y%—za—2)da,
0

1
() — 0yoz 020y
V)= J(dxaﬁ axaa>d6
)

) 1

1 0%z 0%y
+§j<yaaax 5283) 1O
0

Nun ist

0z 0%y __91(9_2 8y> Qﬂ?i_a_ya_z>
Yo6oz “s60z o6 \Yoz 5z (

060x 0x060
und da y und 2 nach ¢ die Periode 1 haben, ist offenbar

1
0 (08 00\ _ (02 _O0u\['_
Idﬁ (de Z%c)—( o 8x>’0 0,
0
also bleibt
1 1
1 0%z 02y — 0yo0z 020y
Efd“(yoaax‘zaaax> 2[(0753“%5%)0’6’
0 0

und die Formel (1) gibt

U@)

@  e@= ja(y’z)dﬁ_jAds, 4=0W2

8(?/1 6) a(x’ S)
Sei weiter
_0@&x 0z 0@y oy
T o(ws)  @s’ T o(zs)  0s

also B2 4 (? = 1; dann ist das Element der Oberfliche

=VA2+ B+ Cedads = Y1+ A2dzds,

also die Oberfliche selbst, wenn der Korper sich von x — 2, bis

x = x, erstreckt,
U(x)

(8) jdxjv1+Asds

Die Groflen
A _ A B C

VA+B+ 0 Yi+42 y1+42 Y1t a4
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sind nach bekannten Formeln die Richtungskosinus einer be-
stimmten Normale der Oberfliche, die wir » nennen; ist 4 von s
unabhiingig, so gilt dasselbe von cos(nx), wie es z B. bei Dreh-
flichen mit der z-Achse als Figurachse eintritt. In diesem Falle
gibt die Formel (2) .

(x

@) Q@=AU@, [Vi4+42ds=VU(@y+ ¢ @r

0
Setzt man nun allgemein

(®) t:fAds, fV1+A2ds=dess+dﬁ,
0 0 0

und bestimmt den Winkel @ auf der Strecke 0...x durch die
Gleichung
sds+tdt
COS 00 — —

Vst ydst +at

so findet man

(6) d{desz+dts—Vss+t2} =(l—cosw) Yds24diz

Diese Grofle ist positiv und verschwindet nur fiir @ — 0, kann

also, iiber die Strecke s — 0 ... U(x) integriert, nur dann Null

ergeben, wenn iiberall @ = 0, cosw = 1, also sdf—tds =10

oder t = cs ist, wobei ¢ einen Festwert bedeutet; dann gibt die

erste Gleichung (5) den schon erwdhnten Fall 4 = ¢. Tritt er

nicht ein, so gibt die Gleichung (6), indem man s = U(x) setat,
U(x)

fVi+a2ds —YU(p+ ¢ (2 > 0;

hieraus folgt nach (3)
: x U(x)

) S=[dz Y1+ a1ds gfIVU(xP—}— Q (xpdz,

und das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn auf der
z-Strecke z, ... x, iiberall 4 von s unabhingig ist, so dal dann
die Gleichungen (4) gelten- wiirden.

Jetzt konstruiere man iiber der Strecke z, ... z; mit der
x-Achse als Figurachse einen Drehkorper, dessen zu z gehériger
Querschnitt ein Kreis vom Inhalt @ (2), also vom Radius

V@ (@)=
Uy(x) =2V Q)

und vom Umfang
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ist. Dieser Drehkorper hat denselben Rauminhalt wie der ge-

gebene Korper, ndmlich
Zy
JQ)dw;

die Oberfliche ist aber nach (3) und (4) gegeben durch die

Formel
Ty

(8) S, = W U, (2)2 + ¢ (2)? da.

o

Nach der in I. bewiesenen isoperimetrischen Eigenschaft
des Kreises ist nun U, (z) < U(x), und das Gleichheitszeichen
gilt nur, wenn auch am urspriinglichen Korper zu der Abszisse 2
sich ein kreisformiger Querschnitt ergibt; ist dies mnicht iiberall
der Fall, so ergeben also die Gleichungen (7) und (8) die
Folgerung

S> S

Zu dem gegebenen Korper haben wir also einen inhalts-
gleichen Drehkorper von kleinerer Oberfliche konstruiert. Unter
den Drehkorpern hat aber nach § 14, III. die Kugel bei gegebenem
Inhalt die kleinste Oberfliche; mithin hat auch der gegebene
Korper groflere Oberfliche als die inhaltsgleiche Kugel. Ver-
grobert man letztere so, daB ihre Oberfliche der des gegebenen
Korpers gleich wird, so wichst ihr Rauminhalt; der gegebene
Koérper hat also kleineren Inhalt als die an Oberflicheninhalt
gleiche Kugel.

§ 33.
Die Jacobi-Hamiltonsche Methode bei der
isoperimetrischen Aufgabe.
Sei bei der isoperimetrischen Aufgabe
8 J = adetzo, 61{:6de¢—_—0

irgend ein Feld gegeben, d. h. zweifach unendlich viele Extremalen
1) r=£E¢a b))y, y=n{0a,d), z=w(ab)
gegeben, auf denen wir eine Grofe J nach der Gleichung
2 v = 0, a, b)

aufgetragen denken, so dall wir auch von vierstufigen Extremalen
im Raume der Gréflen z, y, 2, 4 sprechen konnen. Das bedeutet



§ 33 Gebundene Extreme. 209

also, dafl die GroBen £, n die Eulerschen Differentialgleichungen
erfiillen, dal die Gleichungen
(3) 0 = G(Ea m gh nt)a b = F(ga M, gla 171)
gelten, und daB auf einer null-, ein- oder zweistufigen Mannig-
faltigkeit M, dem Orte der Punkte O oder (z,, ¥y, 20, %,), deren
jeder einer der Extremalen (1), (2) angehort, die Transversalitits-
bedingung
4) —O0uy—A02,+ (Hy0z+ Hydy) o =
gilt, wobei 4 die isoperimetrische Konstante derjenigen Extremale
ist, auf der der jeweils betrachtete Punkt 0 liegt.

Ist nun 1 ein allgemeiner Punkt einer solchen, so ist
nach (3)
©) Uy = U+ Jon, & =2 + Kyy;
geht man daher auf der Extremale (1), (2) im Punkte 1 fort, so
findet man zundchst nach (3) unmittelbar
(6) —’M/t—lzt-}—Hm:gt—}—Hy,nt:O,

wobel immer z' = &, ¥’ = n; zu setzen ist. Setzt man ferner
0 0
{— —_ —
) —da8a+db6b’
8o geben die Gleichungen (5)
1
du=0u+ Fudzt+ F, 8yl + [dt(P8 z+ Q0'y),
0

1
e =02+ Gudz+ Gyd'y|i+ [dt(RO 2+ S0'y),
und weiter, da ’
P+AR=@Q+485=0
ist, die Folgerung
Nu+4 10z =0wu,+ 482 + (He0'z+ Hyd'y)lg;
nach (6) folgt hieraus, wenn man jetzt
0

0 =0 +dt 2t

setzt,
Su+ 402 = 0u,+ A0z, + (Hyd0z+ Hydy)|g,
und da sich der Gleichung (4) zufolge rechts die auf die Stelle 0
beziiglichen Glieder heben, gilt fiir den Fortgang von der all-
gemeinen Stelle 1 aus die Gleichung
—O0u—Adez 4+ Hydzx+ H 0y = 0

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 14
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das Zeichen 0 bedeutet hier den allgemeinsten infinitesimalen
Fortgang auf der dreifachen Mannigfaltigkeit (1), (2) im Raume
der vier GroGen x, y, 2, u. Durch sie wird also u = V(x, y, 2)
in der Weise bestimmt, dal die Gleichungen
M Ve=H,, Vy=H, V,=—14
besteben, deren rechte Seiten 2’ und »' nur in der Verbindung
p = ¢'/2' enthalten. Eliminiert man p und A, so erhilt man die
Jacobi-Hamiltonsche Differentialgleichung

TV Vyy Voy 2, ) = 0.

Sei umgekehrt ¥ irgend eine Lisung dieser Gleichung; dann
kann man aus zweien der Gleichungen (7) die GroBen p und A
als Funktionen von z, y, # bestimmen, und die dritte Gleichung
ist dann erfiillt. Setzt man nun

Dz, 2,2, y,8) = — 4+ H(@x, y, «', ¥),
so daB die Gleichungen (7) die Form
©) Ve =@, V, = D, V,= @,

annehmen, so lehren die Schliisse von § 24, I. ohne jede Anderung,
dal mit den erwihnten Werten von p und 1 die Gleichungen
9) D, — Dy — 0, Oy— Dy =0, O,— D, = 0
gelten, d. h. die Gleichungen
H,—Hy =0, H—H,=0 »=0;

jede Losung ¥ definiert also eine Schar von Extremalen im
zyz-Raume, die von jeder Fliche V = const. transversal aus-
strahlen: geben doch die Gleichungen (7), indem man 6 ¥V = 0
setzt,

D0+ DPy0y+ Dy0e =0,
oder

Hydx+ Hydy— 202z =0.

Das wichtigste fiir die Anwendungen ist aber wieder, daB,

wenn V zwei Festwerte «, # enthilt, die durch die Gleichungen (9)
definierte Extremalenschar die Gleichungen

oV _ oV __

e 0oy E—B =B,
erfiillt, deren rechte Seiten wiederum Festwerte sind. In der
Tat findet man aus der ersten der Gleichungen (8), indem man
@, durch p allein ausgedriickt denkt,
0D, 0p 0D, 04 __0Dyop , 0D, 04
op ow ' 04 oo’ YT Op dm ' 04 oo

(10) Vye =



§ 33 Gebundene Extreme, 211

p und 4 sind dabei die durch zwei der Gleichungen (8) definierten
Werte, die natiirlich ebenso wie ¥V im allgemeinen von « und B
abhéingen. Nun ist offenbar

o, 0P 08 _ 100y o 20, 0p _ 120,
oy = op ayr—xl ap’ vy — op ay/““xi ap’
0 (-Da:’ ) 0 Dy h]
(Dzvyr = Hzryl, q)yryr = Hyry', W = G’;r, a—xy' = ()'y';
die Gleichungen (10) geben also
A Vet ¥ Ve = (@ G 1/ G) 00,
und da ferner
oA
Vza — _‘"87
zu setzen ist, folgt schliefilich
2 Vz“ + yl Vya + & Via = %i (_ 4 + z' (}x’ + yl G!I’) = Oa
Vi = o,

wie behauptet, und ebenso ergibt sich

Vxﬁ = ﬁO'
Diese Gleichungen definieren eine vierfache Schar dreistufiger
Extremalen. Die ebenen Extremalen hingen, wie die Eulerschen
Gleichungen zeigen, von zwei Integrationskonstanten und von 2
ab; 2, kommt noch als vierte Konstante hinzu.

Eine Losung 7 der zuletzt betrachteten Art heilit eine voll-
stindige Losung der Jacobi-Hamiltonschen Gleichung. Ihre
Herstellung wird erleichtert durch den Ansatz

V=wz+ W(x7 Y, ﬂ)y
man findet dann 1 = — ¢,
Wx = Hmr, Wy == Hy',
wobei rechts 4 durch — « zu ersetzen ist. Die iibrigbleibende
Differentialgleichung fiir W ist also zugleich die Jacobi-Hamil-
tonsche, die bei der Aufgabe

aj(Fer)dt—_—o

nach der fritheren Theorie (§ 23) auftritt.
Bei der Aufgabe der Kettenlinie z. B.:

ajyds=o, ajds=o
14 *
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hat man
b = —*AZ’+(y+l)Vx'2+y’2
zu setzen und findet die Gleichungen
Vo i 7= WEDT @AY
Va* +y2 Vo't 4y
bei der Annahme V = a2z 4 W(z, y) ergibt sich
A= —a, W24+W;=({y—o)e
Diese Gleichung wird erfiillt, wenn
W, = B Wy - ‘/(y"‘“)2"ﬁ27
also jedenfalls, wenn
W=pz+|[Vly—ap—pdy

angenommen wird. Die Gleichung der Extremalen ist dann

oW _ _ j __Bdy
aﬁ—"ﬁoﬁ x Vm—‘ﬁm
oV _ (y—wdy e
W_Z+V“Vm‘”z+‘/(y_—a)2_ﬁ2_“o
Setzt man also
y—o .
I8 — Gojt,
B °l
80 ergibt sich eine bekannte Formelgruppe:
z— o = B¢,
L ﬁo
y—o = pGoj” 3
2 —oy, = BSin = ﬁﬂ"

in der z die Bogenlinge der Kettenlinie bedeutet.




Fiinfter Abschnitt.

Das Extrem der Integrale, welche hoéhere
Ableitungen der Unbekannten enthalten.

§ 34.
Invariante Form des Integrals.

Es sei B ein reguliires Stiick einer ebenen Kurve, {langs
dessen = und y als stetige Funktionen eines Parameters ¢ dar-
stellbar, und ihre Ableitungen bis zur nten Ordnung einschlief3-
lich ebenfalls stetige Funktionen von ¢ sind. Die Funktion

Fx, o, 2", ... ™, 9, 4, 4’ ... y™)

sei fiir jedes durch ein Element des Bogens B definierte Wert-
system ihrer Argumente reguldr, und von den Grofen z, y' sei
an jeder Stelle des Bogens mindestens eine von Null verschieden.
Wir betrachten nur solche Integrale

J.—:det,

deren Wert durch die Kurve B allein bestimmt ist, nicht aber
von der speziellen Natur des Zusammenhanges zwischeu z, ¥
und ¢ abhingt. Sind dann z und y lings des Bogens B Funk-
tionen des Parameters 6, welche dieselben Eigenschaften haben
wie die vorher eingefithrten des Parameters ¢, und sind O und 1
irgend zwei Punkte des Bogens B, so mull die Gleichung

1 1
' dm d”
Jo1 :j-F(x,x, ...y(n))dt :jF(m, a6’ d_O—?'/'>d0

0 0
bestehen. Die Werte der Verfinderlichen ¢ und § werden durch
die Punkte der Kurve einander zugeordmet, so daf z B. 6 als
Funktion von ¢ angesehen werden kann; 146t man die obere Grenze
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des Integrals sich dndern und differenziert nach dem zu ihr
gehorigen Werte von #, so ergibt sich

dx dry\ do
! (n)) — e z7
Fx, 2, ... y™) F<x’d(}’ q6n) dt’

oder
dx ary
) F( at"' dtn)dt F< 40 d6

Im besonderen kann an einer Stelle, fiir welche ' nicht ver-

schwindet, § — 2 gesetzt, d. h. y als Funktion von z betrachtet

werden, deren Ableitungen bis zur nten Ordnung als ganze Funk-

tionen von z, 2/, ... 2™, y, ¢, ... y®, dividiert durch Potenzen

von z/, darstellbar, also stetige Funktionen von z sind. Da nun
dx dzx arz

WZI’ W:-n:dﬁd:o,

so hat man der Gleichung (1) zufolge

dy dry
' (n) —_ ..
Fzx,2,... 9 )dt_F<x, L0...0, 9 Y g dx")dx’

oder in neuer Bezeichnung

' T 4y
F@, o, ... ym)dt — f(x, p 5L dxn)dx, J = | fda.

Sei nun im besonderen z Funktion von ¢, ¢ ein Festwert und

§=t+er, 2=9(0), y=v(0)
gesetzt, so daB die Gleichung (1) die folgende Form annimmt:

@ Flp@ten, w0t en)(1+e5])
= Flp@+en, 22D, Colden),

Diese Gleichung wollen wir nach & ableiten und dann ¢ = 0
setzen:. Man kann diese Rechnung beiderseits mit dem Variations-

zeichen 0 — <%> durchfithren, das aber rechts und links ver-
e=0

schiedene Bedeutung von 0’ und 0y fordert, weil links auch ¢
variiert werden muBl. Rechts hat man etwa
F=g(t+er), J=w(t+en)
0x = to'(t)de, 0y = v/ (f)de
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zu setzen und findet als das gesuchte mit dem Wert ¢ —= 0 ge-
bildete Differential

0, n
~[oF oI
E {m 0 x@ + _aW é‘y(ﬂ)} de E { x(ﬂ)( )(ﬂ + (y )(\\)}

a

links hitte man

0t =tde, 0x = 2/01, 0y = y'dt
und, da jetzt das Zeichen 0 mit dem der Ableitung nach ¢ nicht
zu vertauschen ist,

, __ddx ,dot
und ebenso
0z —1 = zWdt, dyt—1 = ylWat,

also

0xW® dt
zu setzen, und offenbar ist
0(1+¢e7) =17ds;
das fiir ¢ = 0 gebildete Differential der linken Seite der Glei-
chung (2) ist also

0,n ,
0F = Z{ oF e+ 4 a@F y(“’rl)}(‘)‘t = g-td&
Q

d5<1: ‘r—|—F‘E> = (F'z) de,

und wir haben die Gleichung

' oI or
(Fr)y = Z{O @ (z'7)® + oy® (y r)(a)},

oder mit unbestimmtem Integralzeichen

(3) Fz -—jdtz{a 5 (@ )@ +8 oW )(n)}

Die rechte Seite dieser Gleichung verwandeln wir mittels der
Identitét
jvu(ﬂ)dt = pul =D —p'yl—2 L p’yl—3 ...
4 (— 1o =D (— 1) [ udt,

deren Richtigkeit, wenn # und » beliebige Funktionen von # sind,
offenbar wird, wenn man beide Seiten nach ¢ differenziert. Setzt
man im besonderen

oF

— —
= g =%
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so ergibt sich

aF ’ aF , d EF ,
J’ax_‘(ﬂ) @O dt = Ma)(x )1 — 7i m(x T)a—2 4 ...

as /oF\
+ (— l)nJ‘d._ta<—~a x(“)> z'zdt.

Dabei mufl natiirlich jede der neu auftretenden Ableitungen
nach ¢ existieren und integrierbar sein; um dies zu bewirken,
soweit es notig ist, filhren wir die neue Annahme ein, daf die
Ableitungen von z und y bis zur 2nten Ordnung einschlieBlich
endlich und stetig seien.

Alsdann kann man die erhaltene Formel fiir a =1, 2, ... »
bilden; addiert man, so erscheint rechts die Grofe (z'7)® mit

dem Faktor
or d oF a oF .
30+ Al 5a0FD T qB a6y
setzt man daher allgemein
0, n—m oon—m
’ Jav oF ’ e oF
Po=2 D' gg gamre = 2 (V'G5 guaees
a a
o F oI
. Po:P’ QOZ'Q1 Pn:m7 anmjv
“ _oF APy o 0F _ dQuis
T o am dt ’ " oyl dt '
8o nimmt die Gleichung (8) folgende Form an:
(5) 0 = j(Px' + Qy)rdt

+ SHP.@ 90— + Q@ 00—} — F.

Alle auBlerhalb des Integralzeichens stehenden Glieder konnen
nun in ein lineares Aggregat der Groflen 7, 7/, ... (=1 ver-
wandelt werden, dessen Koeffizienten von 7 unabhingig sind. Es
sei z. B. ™ die hdchste Ableitung von 7, deren Faktor nicht
identisch verschwindet; dann hat das Aggregat die Form

T — Mz® + Ngk—1) 4y
seine Ableitung nach ¢ ist
T = Mvt+9) 4 (M'+ N)z® + ...,
und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von z,
deren Ordnung kleiner als % ist. Die Gleichung (5) ergibt daher,
differenziert,

0= (Px’+ Qy')z+Mr(k+1) 4 ...
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Da nun die Grofen z, 7/, ... ¢ an irgend einer Stelle des

Bogens B willkiirliche Werte erhalten konnen, so ist die letate

Gleichung nur dadurch moglich, daB der Koeffizient jeder in ihr

vorkommenden Ableitung fiir sich verschwindet. Speziell wiirde

sich, da ©®+1 gicher nur in einem Gliede vorkommt, ergeben
M = 0,

was der Voraussetzung widerspricht. Das Aggregat 7' mufl also

identisch verschwinden, d. h. man hat die Identitdten

1,n

(6) Fr =3 (Py(@ 0= + Q)=

a
(7 Pz + @y = 0.
Vergleicht man in der Gleichung (6) beiderseits die Faktoren von
t®), so ergibt sich fiir b > 1
F+1,n

GE{Pax(a—b—l) 4+ Quyl—t=D}(3=1) = 0.
Setzt man 7 in der Gleichung (6) konstant, so folgt
1,n -
(8) F = 3 (P2 + Quy);

vergleicht man beiderseits die Faktoren von z(»—1, so ergibt sich
fir » > 1 die ldentitét
, OF , 0F

C) Pad’+ @y =0, 7 HY gym = O

Differenziert man diese Gleichung nach z® und y®), so er-
hilt man die Gleichungen

Y . eF
Y aamaam TY gy = O
L oF o F

o y™ 0 2™ + y'ayw Sy 03
da nun 2’ und y' lings jeder betrachteten Kurve nicht zugleich
verschwinden, gibt es eine endliche, in den Groflen z, ... 2",
¥y ... y™ stetige Grofe F,, derart, daB

ot r s 0F ' er

aaaam = VT gmayw = ~TV Ty Gueam = @t

ist im besonderen ¢t = z, ' = 1, also
d an
F = f(xa Ys d_‘lx/a #{,)a
s0 ist
2
F, orf

— o(drydamy’



218 Hohere Ableitungen. § 35

§ 35.
Das Extrem der betrachteten Integrale.

I. Bildet man das im Sinne des § 34 invariante Integral
J = J.F(x1 x” x(")a Y, ?/ y("))dt

langs einer Kurve €, die in eine Schar von einem Parameter &
abhdngiger Kurven eingebettet ist und fiir den Wert ¢ = 0 er-
halten wird, und ist J das lings einer Scharkurve gebildete
Integral J, wobei auch die Endwerte von z, ... 2 =%, y,... y»—1
von & abhingen, wihrend die {-Strecke ungedndert bleibt, so sei
wiederum .
7 &=
0J = &Q d
os

oder auch, wenn die Kurvenschar von mehreren Parametern
&, &, ... abhingt,

o(J—J)
0 = > e e

81:{;‘2:...:0

Dann findet man wie im ersten Abschnitt

S oF
aJ:jath—fdtZ(a a0 D7+ o D),
und es ist ebenfalls, wie friiher,

d@) & x 6?/(0) N dn 6y

(@) — — .
0 2t a2 di

Die Teilintegration, die in § 34 von der Gleichung (3) zur Glei-
chung (5) fiihrte, ergibt, indem man 2t und y'z durch 0z und
0y ersetzt, und die Integrationsgrenzen 0 und 1 andeutet,

1,n 1
0y, = (Pudat =04 Q0yc =) | + [dt(Pdz + Qdy).
a 0

Jetzt sei die Aufgabe gestellt, die Punkte 0 und 1 durch
eine Kurve € zu verbinden, die ein Extrem des Integrals J,, er-
gibt gegeniiber anderen Kurven 01, die in den Endpunkten mit
€ eine Beriihrung (»n — 1)ter Ordnung aufweist. Eine solche
liegt im Punkte 0 z. B. vor, wenn auf der Kurve € und der zum
Vergleich herangezogenen die Grofien zy, i, ... 2", Yo, ¥, ... Y™
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dieselben Werte haben; denn aus ihnen lassen sich, wenn z. B.
x, 3 0 ist, die Grofen
dy _a'y'—az"y  dly

dy _y  dy
dx 2’ da '3 ’ dagr—1

zusammensetzen, so dab sie auf beiden Kurven dieselben Werte
erhalten, womit die Beriihrung (» — 1)ter Ordnung gesichert ist.
Setzt man also z. B. mit Funktionen ¢, ¥, deren nte Ableitungen
noch stetig sind,

g =ux+elt—1){t—)oe),
y=y+el—t)t—15)"v@),
so beschreibt der Punkt (z, ), wenn ¢ von ¢, bis ¢, liuft, eine

der Kurven, denen gegeniiber die Kurve €& das Extrem des Inte-
grals J liefern soll, und offenbar ist

Oy = 0z, = --- = ax%"“l) = 0y, = 0y, :u-:ﬁy(o”“l) = 0,
1

0J = j(Paer Qoy)dt;
0

die Extremseigenschaft fordert 0J — 0. Sei im besonderen
¥ (t) = 0; dann mufl

ij(t_to)n (t,—trg(t)dt =0

sein, woraus nach dem Haupthilfssatze P = 0 folgt; ebenso mit
@ arbeitend erhilt man das System der Eulerschen Gleichungen

P=¢Q =0,

die der Identitdat § 34, (7) zufolge miteinander wesentlich zu-
sammenfallen. Kurven in der xy-Ebene, die diese Gleichungen
erfiillen, heiflen Extremalen. Kann man z — ¢ setzen und nimmt
man Fdi = fdx, so ergibt sich die urspriingliche Eulersche
Gleichung

of d ef dz of .

oy ~ds %y + Tosy — = 0,
wobel J -

' 'Y "o Y
Yy = dz’ Yy = dz?’
zu setzen ist.
Aus der Form der Ausdriicke P und @ ist ersichtlich, dafl

die Gleichungen
= Q=0
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(a + b)mal integriert werden kénnen, wenn die Grofien z, z/,
e 2@y Lo y©®=1 in der Funktion F' nicht vorkommen;
fehlen z. B.  und y, so hat man den letzten Relationen § 34, (4)
zufolge die Integrale

€)) P, = const., @, = const.
Setzt man im besonderen
) x=1t Fdt=/Ff(z 99, ... y"Ndx,

und kommt z in dem Ausdruck f nicht explizite vor, so hat man
zunichst das erste der Integrale (1). Die Gleichung (8) des § 34
geht aber bei der Annahme (2), da
oF _oF
ox" — 04" T

in die besondere Form

..:O’

1,n
f=P +3 Qo

iiber; dabei ist

_8f 4 of & of .
U =Gy " Tz aye 0 T da gy
das bezeichnete Integral kann daher geschrieben werden
1, n
(3) f— > .y = const.
[

und findet sich in dieser Form schon bei Euler.

Erstes Beispiel. Die Lage eines Systems aufeinander
wirkender Massen sei durch einen Parameter y bestimmt, z sei
die Zeit, ¥ eine Funktion von z und — Ydy die von gegebenen
duBeren Kriften bei einer Verschiebung des Systems geleistete
Arbeit. Dann hat das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip
nach Helmholtz folgende Form:

5j(H+ Yy)da = 0;

dabei ist H, das kinetische Potential, eine gegebene Funktion
von ¥y und den Ableitungen dieser Grofie nach der Zeit, und
enthalte x nicht explizite. Im gewchnlichen Falle der #lteren
Dynamik ist H die Differenz der potentiellen und kinetischen
Energie des Systems. Sieht man x und y als Funktionen eines
Parameters ¢ an, so hat man

(H+Yy)dx = Fdt, F = (H+ Yy)o,
o _dY

y__ 4d ,
(4) 2z —dz J% —87(Yy)_Y!/'
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Nach den allgemeinen Gleichungen § 34, (4), (8) ist ferner

o or dP
,: — () oee ——*___—1
Pl = P S0 4y P = =

und die weggelassenen Glieder enthalten nur die zweite und
hohere Ableitungen von x als Faktor; setzt man daher

(5) =t =1 2'=2"=...=0,
so folgt
1,n
(6) P, = H4Yy— 2> Quy",
a
und fiir die Extremalen erhilt man
. °oH d@, _oF 4P __
C=Yt5y, ~ a0 = P ae =
Letztere Gleichung kann nach (4), (6) geschrieben werden
d d Q
() Yt (-2 )=,

dabei ist der Annahme (5) gemif fiir a > 0

dvy oH d oH

() —= o) _—— = s
Y= C= gy Tan atiy T
dxt dxai-f

Die Gleichung (7) zeigt, da man die Grofe

I,n
€= H— Quy®
a

als Energie des Systems anzusehen hat; denn man hat fiir jedes
Zeitelement

[/

d€ = — Ydy,

d. h. d€ ist der von auBlen her geleisteten Arbeit gleich. Das
Energieprinzip ergibt sich also als Folge des Hamiltonschen
Prinzips. Sind #uBere Kriifte nicht vorhanden, so folgt

& = const,;

das Energieprinzip erscheint dann als Sonderfall der Eulerschen
Integralgleichung (3).

Diese Entwicklung kann sofort auf den Fall iibertragen
werden, daB das Massensystem von mehreren Parametern g, 2, ...
abhingt, indem man den hingeschriebenen Glieder beifiigt, in
denen y durch z, ... ersetzt ist; kommen auch von ihnen im
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kinetischen Potential keine hoheren als die nten Ableitungen nach
der Zeit vor, so erhélt man fir die Energie den Ausdruck

1, n
€ = H— > (Q.y® 4 R 2@ 4 ...),

wobetl
__oH d oH d> oH
V=@ Tz dtie T do dvis
adxa dxi+1 dxate
und analoge Grofen fiir die iibrigen Parameter einzufiihren sind.

Zweites Beispiel. EKine ebene Kurve 01 zu finden, die mit
ibrer Evolute und ihren in den Punkten O und 1 gezogenen Nor-
malen einen moglichst kleinen Flichenraum einschlieft.

Ist r der Krimmungsradius, ds das Bogenelement, so ist die
definierte Fliche die Summe aller unendlich schmalen Dreiecke
vom Inhalt }rds. Da nun

R

3
z’2 LAY [
ir=§wf+_’%, ds = Ya'* + ydt,

so handelt es sich darum, das Integral
_ [
- z! ?/” — yl
zum Extrem zu machen. Der Integrand ist von z und y frei, es
bestehen daher die Integralgleichungen (1) oder

P =a, @ =0t

Die Identitit (8) oder
F =P+ Qy' + Pya" + Qpy"
fiithrt ferner, da
_oF g (@4 ye _oF  —a'(x24y'2)p

Yo T @y—ayyr ATy T @y sy

zu dem Ergebnis
F=ad+by—F 2F—=axz +by.

Setzt man 2 =1, y = p, so kann man fiir diese Gleichung
schreiben

d b
204+p = (e +bp) g2, do = gFcap,
und hieraus folgt
(a+bp)pdp

W=rde =Ty
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Aus dz und dy kann leicht eine rational integrierbare lineare
Verbindung mit festwertigen Koeffizienten gebildet werden; da
nédmlich, wenn &, 3, y Festwerte sind, die Identitit

<w+ﬂp+7102> —Bt2h—cp—ppt
1 + pﬂ (1 +p2)2
besteht, so ist der Ausdruck

S(bde—ady) = WL T —)p—abp

EE
der in den vorigen iibergeht, wenn

b2 as

B = ab, 7251 “:g

gesetzt wird, rational integrierbar, und man erhalt
__gle+bpp) __ L r(edz+ bd_y)f]
4Gdo—ady) = d[“17F |=a| et
Nun stellen die Gleichungen
Va2 + b3& =ba—ay, Yar+b2n = ax+ by
eine Transformation rechtwinkliger Koordinaten dar, so daf
dz? 4 dip = d§ + dn?;
die obige Gleichung kann daher geschrieben werden
st iag = a0
dyw e = aa )

woraus durch Integration folgt

. L dip
Ee = e g g

dy _ V E+ec

ds Yar k6t — (e + &)

Hieraus ergibt sich nach § 12, da die gesuchten Kurven, d. h.
die Extremalen, Zykloiden sind. Wenn in den Endpunkten die
Tangenten nicht vorgeschrieben sind, so mufl bei den erlaubten
Variationen der Ausdruck

Pox+ @oy+ Pyoa' + any'l(l)
verschwinden; sind nun die Punkte 0 und 1 gegeben, also
02y = 0y, =0z, =0y, =0,
so mul} die Gleichung
Pz + Qzay":) =
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bei beliebigen Variationen dx’, §4' bestehen, da iiber diese frei
verfiigt werden kann. Somit folgt
Y@IHy P = @y

=V, I T b= 0;

z yu — 2 yl 'y — z" yl i
die Punkte 0 und 1 miissen daher Riickkehrpunkte der Zykloide sein.

§ 36.

Integrabilititsbedingungen.

Betrachten wir y als Funktion von # und setzen demgemiB

x =1, so erfiillen die Extremalen die Gleichung
of d of . ar of

(1) Q(f)z“a?—-aza—?‘/‘/-l—""*‘(_l) dxna_y(,,g—(),
welche fiir » — 0 eine endliche Gleichung, im allgemeinen aber
eine Differentialgleichung 2nter Ordnung darstellt. Die Grofe
y@™® kommt offenbar nur im letzten Gliede vor, und zwar mit
dem Faktor

of .

('— 1)” 0 y(”) a _7/(”)’
die Ordnung der Differentialgleichung erniedrigt sich also dann
und nur dann, wenn die Funktion f von y®™ in linearer Weise
abhingt, so dal man setzen kann

[@ 9y, y) =9 @Y .. ¥ )+ y®h (2, 9, ... y»~ ).

In diesem Falle ist das Integral J nach Euler durch ein anderes
zu ersetzen, dessen Integrand von y™ frei ist; setzt man nimlich
die Gleichung

(2) "'fdx = G (2, 4 ... y*— 1))+jH(x, Yy ooy dzx
an oder, was dasselbe bedeutet,
gdr+hdy»—Y = Hdx
oG oG , oG , 0G  w-y
+{87+Wy + oy ? + - +Wy" }dx
0G
+ o0 4V

8o braucht man nur, was mittels einer Quadratur mdoglich ist,
G als Funktion der Unabhingigen z, y, ... y®=2 so zu be-
stimmen, da@

0G

W = h((E, Yy ... Yyr—D),
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und aufBerdem

H= g, vy, .. yoY)— Z 8y(“) y(a+l)

zu setzen; dann besteht die Gleichung (2) und liefert die an-
gegebene Transformation des Integrals J. Geht man zum be-
stimmten Integral iiber, so ergibt sich

1
Jor = Gz, 9, ... y("—l))ﬁ)—}—jﬂ(x, Yy ..o YD) d 25
0

bei vorgeschriebenen Werten der Grdlen y, ¥, ... y®—? an den
Stellen 0 und 1 sind daher die Integrale

jH(x, Yy oo YO V)dx
gleichzeitig Extreme.
Schreibt man ferner die Gleichung (2) in der Form

da
f=H+3,

und betrachtet ¢ als ein durch die Gleichung (1) definiertes
Operationszeichen, so ergibt sich

0 = @ (43)+ eun.

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet identisch;
denn setzt man

dG oG "3 a8
_ = = — = yla+1)
= = e T2 gyw MY

a

so ist offenbar fir b =1, 2, ... n —1

0P oG d oG
ay(b) ay(b—1)+ dz oy®’

also
¢ od a oG ar+r G

daz® 9y® — dab oy®-D | dabti py®’
Setzt man hier fiir b nacheinander die angegebenen Werte und
addiert die erhaltenen Gleichungen, indem man sie mit dem
Faktor (—1)* versieht, zu den Identititen

00 __d oG (— 1) ar atp_(__) dn _0G
o0y ~ dxz oy’ dxn o ym™ dan dy—D’

Kneser, Variationsrechnung. 2. Aufl. 15
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die aus der Definition von @ folgen, so heben sich rechts alle
Glieder paarweise weg, und man erhilt das Resultat

) 0@ =e(4) =0 e(n=em.

Der Ausdruck @(f) enthdlt daher, da H von y™ frei ist, auch
y@#—D nicht, wenn in ihm y®@" nicht vorkommt. Im allgemeinen
wird y@7—? in dem Ausdruck @ (H) auftreten; ist es nicht der
Fall, so kann die soeben fiir f durchgefithrte Schlufireihe auf den
Ausdruck H angewandt werden, und man erhilt
[Hiz =G @y, ... y»=2) + [H(z, y, ... y»—) d o,
() = QH) = ¢H)

Die GroBe ¢ (f) enthdlt dann keine hohere als die (2#n — 4)te
Ableitung von y; ist sie auch von dieser frei, so kann man das-
selbe Verfahren fortsetzen. Die hochste in dem Ausdruck @ (f)
vorkommende Ableitung von y ist daher stets von gerader Ord-
nung, etwa y@™; dann hat man

Ln—m—1

(4) =G,y ... y» )+ Z G (%, y, ... yr—2—D)
a

+5H”“m—1 @, ¥ - y™) d z,

Q)= QH)=" = QHu—m—1),
und die Ausdriicke &, H, Gy, H,, ... Gy—p—_1, H,_,,_, konnen
mit Hilfe von #» — m Quadraturen hergestellt werden.
In dem besonderen Falle m — 0 hitte man

. __ oH,
Q) = Q) = 2=
wenn daher die Griofle Q(f) identisch verschwindet, so ist H,_,
von y frei, und die Gleichung (4) ergibt

1,n—1

(5) J= Gy, ... yr—0) 4 z Gy, ... yn—a—1)
a

+ [ Haoi (@) da;

f(@ 4, ... y®) ist daher der vollstindige Differentialquotient der
rechten Seite nach x. Damit ist bewiesen, dafl die Identitit

(6) Q) =0
die Integrabilititsbedingung darstellt; wenn sie vorausgesetzt .
wird, ist die Funktion f unbeschrinkt integrabel, und ihr Integral
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ist in der Gleichung (5) explizite dargestellt. Die Aufgabe, das
Integral J bei vorgeschriebenen Werten der Grolien ¥, ¢/, ... y®—?
an den Endpunkten zu einem Extrem zu machen, verliert offenbar
ihren Sinn, weil J durch diese Werte schon bestimmt ist.

Dafi die Gleichung (6) auch eine notwendige Bedingung der
Integrabilitit der Funktion f ist, lehren die Schliisse, welche zu
der Gleichung (3) fiihrten.

§ 37.

Hinreichende Bedingungen des Extrems.

Fiihrt man als Parameter ¢ die Bogenlinge ein, so gilt die
Gleichung

24y =1
Differenziert man dieselbe (m — 1)mal nach #, so ergibt sich
(]_) x’x(m)+y’y(m)+... — 0

und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von
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