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Монография посвящена аналитической теории многомерных цепных дробей.
Изучены свойства и установлены признаки сходимости числовых и некоторых
типов функциональных ветвящихся цепных дробей. Перенесены на многомерный
случай основные классические признаки сходимости непрерывных дробей —
критерий Зейделя, признак Ворпитского, теорема Слешинского-Прингсгейма,
признак Ван Флека, параболические теоремы и др. Рассмотрены многомерные
аналоги положительно определенных дробей, ./-дробей, g-дробей, С-дробей и др.
Исследованы области сходимости и области устойчивости.

Для научных сотрудников, аспирантов и студентов старших курсов,
специализирующихся в области теории функций, вычислительной математики и
математической физики.



ПРЕДИСЛОВИЕ

В последнее время интерес к цепным (непрерывным) дробям значитель-
но возрос, о чем свидетельствуют многочисленные международные кон-
ференции, посвященные непрерывным дробям или тесно связанным с ними
аппроксимациям Паде, а также выход нескольких монографий по
данной тематике [56, 73, 75, 77, 81, 90 и др.].

Пожалуй, наиболее близким к цепным дробям является раздел тео-
рии приближения функций, где рассматриваются рациональные прибли-
жения со свободными полюсами. Здесь получены интересные результаты
о связи структурных свойств функций со скоростью стремления к ну-
лю наилучших рациональных приближений [23, 26 и др.], установлены
скорости сходимости аппроксимаций Паде (см., например, [24, 25, 46,
53]), исследованы рациональные и наилучшие рациональные приближе-
ния некоторых функций или классов функций [21,31,51,54,63, 72 и др.].
Подробный библиографический обзор по аппроксимациям Паде изложен
в [74]. Однако тесной взаимосвязи между цепными дробями и рацио-
нальными приближениями в настоящее время еще не установлено.

Говоря о непрерывных дробях, мы сравниваем их с такими сред-
ствами представления аналитических функций, как ряды или бесконеч-
ные произведения. Если степенной ряд, представляющий аналитическую
функцию, сходится в круге, радиус которого определяется расстоянием
до ближайшего полюса, и расходится вне этого круга, то разложения
основных элементарных функций в цепные дроби, как правило, сходят-
ся во всей комплексной плоскости за исключением полюсов функции.
Однако общих теорем в этом плане еще не установлено. Непрерывные
дроби представляют не только теоретический интерес, но и являются
хорошим аппаратом вычислительной математики, обладающим свойством
малого накопления погрешности в процессе вычислений. Разработаны
эффективные алгоритмы для подсчета коэффициентов цепных дробей
и их подходящих дробей.

В теории непрерывных дробей существуют два направления: теоре-
тико-числовое и аналитическое. Первое направление занимается изу-
чением регулярных цепных дробей, которые образуются при разло-
жении действительных чисел по алгоритму Евклида. Здесь, главным
образом, изучается степень приближения с помощью л-й аппрокснманты,
рассматриваются приложения цепных дробей для решения диофантовых
уравнений. Большой раздел представляет метрическая теория непрерыв-
ных дробей.

Второе направление занимается изучением таких вопросов, как раз-
ложения функций в цепные дроби, установление оценок погрешности
приближения с помощью п-х аппроксимант, исследование свойств функ-
ций, представимых соответствующими типами непрерывных дробей, уста-
новление признаков сходимости и вычислительной устойчивости. Кроме
того, здесь рассматриваются различные применения цепных дробей п
анализе для аналитического продолжения функций, при исследовании
устойчивости полиномов, для установления связей с проблемой момен-
тов, с ортогональными полиномами и т. д.

Подробный исторический обзор, посвященный цепным дробям, изло-
жен в работе [81], где отмечается большой вклад русских математикоп
П. Л. Чебышева [68, 69], А. А. Маркова [40] в создание аналитической
теории непрерывных дробей.
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В теоретико-числовом направлении для целей теории чисел были
построены многомерные обобщения непрерывных дробей. Если цепные
дроби применялись при решении линейных диофантовых уравнений с
двумя переменными или уравнений Пеля, то усложнение диофантовых
уравнений или рассмотрение систем диофантовых уравнений естественно
приводило к более общим, чем цепные дроби, конструкциям. Одним из
наиболее удачных обобщений является алгоритм Якоби—Перрона [79,
86], который можно применить также и в анализе для приближения
вектор-функций одного переменного (см., например, [48]).

Используя интерпретацию цепной дроби в виде графа и рассматри-
вая более общие графы типа дерева, В. Я. Скоробогатько дал опреде-
ление многомерного аналога непрерывной дроби, который в первой пу-
бликации получил название ветвящейся цепной дроби (ВЦД). Некоторые
частные случаи ветвящихся цепных дробей встречались и ранее: на-
пример, в работе [88] периодическая ВЦД возникла как композиция
многомерных отображений Жуковского.

Фундаментальное значение в теории цепных дробей имеют рекур-
рентные формулы для числителей и знаменателей подходящих дробей.
Поэтому вполне естественно, что первые шаги в теории ВЦД были
направлены на поиски аналогичных формул для ветвящихся цепных
дробей. Разные варианты таких формул были установлены в [19]. Одна-
ко из-за своей громоздкости они оказались малоэффективными при иссле-
довании сходимости ВЦД, хотя несколько первых признаков сходимости
были установлены имгнно таким путем (см., например, теорему 3.1).
Вопрос сходимости долгое время оставался открытым. В то же время
велись разработки по применению аппарата ВЦД в теории чисел — для
представления алгебраических иррациональностей высших степеней [19,
49], для решения диофантовых уравнений [39], в теории вероятностей —
для изображения выходных вероятностей дискретного марковского про-
цесса [19], в вычислительной математике — для решения систем линей-
ных алгебраических уравнений [44], для разработки нелинейных числен-
ных методов решения дифференциальных уравнений и их систем [20,
38, 50 и др.], в анализе — для приближения функций многих перемен-
ных [19, 27, 34, 56], для решения проблемы моментоз [18], в технике —
для синтеза многополюсников [28, 76], для построения математической
модели транзисторов [30]. Многие из этих результатов изложены в мо-
нографиях [19, 56], а также статьях, опубликованных в журнале
«Вестник Львовского политехнического института» (см., например, № 141,
150, 169, 173, 182).

Данная монография посвящена аналитической теории ветвящихся
цепных дробей. Главное внимание уделяется вопросам обоснования аппа-
рата ВЦД, исследованию сходимости числовых и некоторых типов функ-
циональных ветвящихся цепных дробей. В начале каждой главы при-
ведена аннотация изложенного в ней материала. Поэтому на характерис-
тике содержания останавливаться не будем. Во введении и при ссыл-
ках на введение применяется одинарная нумерация.

Основные результаты, изложенные в монографии, докладывались на
различных семинарах и конференциях, многие из них публикуются здесь
впервые. Пользуясь случаем, автор выражает искреннюю благодарность
всем участникам семинаров, принявших активное участие в обсуждении
результатов работы, что, конечно, способствовало улучшению изложения
материала. Особенно хотелось бы отметить ценные замечания и поже-
лания, высказанные С. М. Никольским, Л. Д. Кудрявцевым, В. К. Дзя-
дыком, А. И. Степанцом, А. И. Янушаускасом, А. А. Гольдбергом.
Автор выражает также глубокую благодарность В. Я. Скоробогатько за
постоянное внимание к работе и Н. С. Боднар за помощь при подготов-
ке рукописи к печати.



ВВЕДЕНИЕ

Ветвящиеся цепные дроби являются многомерными обобще-
ниями цепных или, как их еще называют, непрерывных
дробей. Литературы на русском языке, посвященной цепным
дробям, очень мало, более того, это книги старого издания,
представляющие в настоящее время библиографическую
редкость. Имеющийся здесь пробел должен восполнить го-
товящийся в издательстве «Мир» перевод на русский язык
монографии известных специалистов в этой области Уильяма
В. Джоунса и В. Дж. Трона [81]. Мы приведем некоторые
сведения из теории цепных дробей, далеко не претендующие
на полноту или систематичность, но в какой-то степени не-
обходимые для удобства читателя.

Непрерывную дробь определим с помощью композиций
дробно-линейных отображений

(k=l, 2, . . . ) , (1)

где ai, bj (i = 1, 2, . . . , / = 0, 1, 2, ...) —комплексные
числа; z — комплексная переменная, причем а,{ф§ (i=l,
2, . . . ) . Пусть

T 0 ( z ) = t 0 ( z ) , T k { z ) = T k . l { t k ( z ) ) ( k = l , % . . . ) . ( 2 )

Цепной дробью называется предел последовательности Tk (0)
при k-yoo, т. е. выражение вида

Для удобной и экономной записи (3) будем в дальнейшем
применять сокращенные обозначения, предложенные Род-
жерсом

° 0 + ьх + ь, + . . . + ьк +••• • (4)

Существуют, но, к сожалению, многочисленные, обозначения
цепных дробей (3), сходные с обозначениями, применяемыми



для рядов, например:

Мы же, следуя монографии В. Я. Скоробогатька [56], для
записи дроби (3) будем применять обозначение

Конечные непрерывные дроби

= bo+blT7 = bo+ (n = l, 2, ...) (6)

называются n-ми подходящими дробями или n-ми аппрокси-
мантами цепной дроби (5).

При изучении цепных дробей, как правило, ограничение
агф0 (i = 1, 2, . . .) снимается. В этом случае может воз-
никнуть неопределенность: /„ = 0/0. Тогда будем говорить,
что fn не имеет смысла.

Цепная дробь сходится, если все ее подходящие дроби
имеют смысл или лишь конечное число подходящих дробей
не имеет смысла и существует конечный предел последова-
тельности /„ при п -у оо.

Каждую п-ю аппроксиманту можно представить в виде
отношения

f —
1п-

причем для вычисления Ап и Вп— п-го числителя и знаме-
нателя справедливы рекуррентные формулы [65, 67]

A a = b n A n . 1 + a n A n _ v B n = b n B n _ l + a n B n _ i ( n = 1,2, . . . ) ( 8 )
при начальных условиях

А» = Ь0, Л . 1 = 1 , Во=1, 5_ 1 = 0. (9)

Данная монография посвящена аналитической теории вет-
вящихся цепных дробей. Поэтому во введении приведем не-
которые результаты этого направления в теории непрерывных
дробей.

Цепные дроби, у которых все соответствующие аппрок-
симанты совпадают, называются эквивалентными. Произволь-



ную дробь, эквивалентную (5), можно записать в виде [87]

где р(. — некоторые отличные от нуля комплексные числа,
р о = 1. Если обозначить Сп, Dn — n-й числитель и n-й зна-
менатель дроби (10), то справедливы соотношения [67]

Cn = P i p 2 - - - p n 4 , Z)n = P l p 2 . - . p n S n ( л = 1, 2, . . . ) • (И)

Для цепных дробей с положительными членами справед-
ЛИЕО свойство вилки, выраженное системой неравенств

/:2А</:2Н-2</2/+1</2/-Ь (12)

где k, j — произвольные натуральные числа. Вопрос сходи-
мости таких дробей полностью решается следующим критерием.

Теорема 1 (Зейдель [92]). Непрерывная дробь

элементами которой являются действительные положи-
тельные числа, сходится тогда и только тогда, когда
расходится ряд

2 V (14)

К числу наиболее употребительных классических призна-
ков сходимости цепных дробей относятся, кроме критерия
Зейделя, необходимый признак сходимости Коха [82], до-
статочные признаки сходимости Ворпитского [101], Слешин-
ского — Прингсгейма [58, 89], теорема Ван Флека [97] и па-
раболические теоремы [81]. Кроме перечисленных сущест-
вует огромное множество других признаков сходимости (см.,
например, [81, 87, 100], а также [66, 78, 96] и др.). Соб-
ственно, большая часть всех работ по цепным дробям
посвящена вопросу их сходимости.

Следуя [81], дадим определение области элементов, об-
ласти значений и области сходимости цепной дроби (5), где,
не ограничивая общности, положим Ьо = 0. Последователь-
ности непустых множеств {Qk} и {Vt}, таких что 0 фпка
с (С X (С- 0 = К , с : ( С ( * = 1, 2, . . . , i = 0, 1, 2, . . . ) на-
зываются последовательностями областей элементов и облас-
тей значений цепной дроби (С — расширенная комплексная
плоскость)



если

Y^Vn-i Для <ая, bn)dQn (л = 1, 2, . . . ) (16)

и
tn(Vn)s= Vn_x для <а„, bn)<:Qn (п = 1, 2, . . .). (17)

Многие из существующих признаков сходимости цепных
дробей с комплексными элементами являются признаками
типа областей сходимости. Последовательность областей эле-
ментов {Qn} (n—l, 2, ...) называется последовательностью
областей сходимости дроби (15), если условия <.ап,Ьп)£пп

( я = 1 , 2, ...) обеспечивают сходимость этой дроби. Чаще
других рассматриваются случаи: Qn = Q(n = 1, 2, ...) (прос-
тая область сходимости), Q2A_i = Qlt U2k = Q2 (k—l,
2, ...) (спаренные области сходимости). В частности, ответ
на вопрос о наибольшей круговой области сходимости
с центром в начале координат дает следующая теорема.

Теорема 2 (Ворпитский [101]). Если для цепной дроби

, ( l8)

где ck (?) — комплексные функции, заданные в области
О с Ц , выполняются условия

\ск(г)\<\ (k = 2, 3, . . . ) , (19)

то
а) дробь (18) равномерно сходится в D;
б) областью значений является круг

(20)

в) константа 1/i в (19) и область (20) являются наи-
лучшими, т. е. константу нельзя увеличить, а область
уменьшить.

Следующая теорема в литературе именуется теоремой
Прингсгейма [89], хотя была установлена Слешинским [58]
на 10 лет раньше. Аналогичная теорема была установлена
также А. А. Марковым [40] для действительных элементов.

Теорема 3 (Слешинский — Прингсгейм [58, 89]). Цепная
дробь (5) с комплексными элементами сходится, если

\Ьп\>\а„\+1 ( п = 1 , 2, . . . ) . (21)

Для п-х аппроксимант справедливо неравенство

| / „ | < 1 ( « = 1 , 2 , . . . ) . (22)



Теорема 4 (Ван Флек [97]). Пусть для элементов цеп-
ной дроби (13) выполняются условия

Ь,фО, | a r g & , | < 4 | - — e (/ = 0 , 1 , 2 , . . . ) , (23)

где е — произвольное как угодно малое действительное чис-

ло (о<е<

Тогда
а) п-я аппроксиманта fn дроби (13) удовлетворяет ус-

ловию

/ п # 0 , | a r g / J < ^ - - e (/ = 0, 1, 2, ...);

б) существуют конечные пределы четных и нечетных
аппроксимант;

в) для сходимости цепной дроби (13) необходимо и до-
статочно, чтобы расходился ряд

JjM- (24)

Подробный обзор по одному из очень важных направле-
ний в исследовании сходимости цепных дробей, так называе-
мым параболическим теоремам, изложен в монографии [81].
Мы сформулируем первый, полученный в этом направлении
результат.

Теорема 5 (Скотт — Уолл [91]). Множество точек S c J ,
симметричное относительно действительной оси, является
областью сходимости цепной дроби

1 + D - ^ Г (25)
А=2 ' /

тогда и только тогда, когда S — ограниченное множество,
принадлежащее параболической области

P = {z£C:\z\ — Rez< 1/2}. (26)

Более того, если ak£P (k = 2, 3, . . .) , то дробь (25) сходится
тогда и только тогда, когда

а) существует индекс р, такой что ар = 0;
б) все арф0 и ряд (24) расходится, где

bi= 1, ар+1 = ( f c A + i ) " 1 ( / » = 1, 2, 3 , . . . ) . ( 2 7 )

Теорема 6 (Кох [82]). Если ряд (24) сходится, то цеп-
ная дробь (13) с комплексными элементами расходится,



более того,

lim A2k = Fn, lim A2k+1 = Fu (28)
*-••» *-•»

lim 5,,* = Go, lim fi2t+1 = Gt

и выполняется соотношение

?А-РЛ=1- (29)
Теорема 7 [100]. Периодическая цепная дробь

а а а

I + 1 + — + ...
сходится для каждого а£(£, за исключением точек а =
= 1/4 — с, где с — произвольное действительное положи-
тельное число.

При доказательстве сходимости цепных дробей сущест-
венно используются два фактора: во-первых, наличие рекур-
рентных соотношений (8), во-вторых, то, что совокупность
дробно-линейных отображений образует группу. Заметим, что
ни первое, ни второе не имеет места для ветвящихся цеп-
ных дробей.

Одним из методов доказательства сходимости цепных
дробей является метод, основанный на применении фунда-
ментальных неравенств. Так, были (см., например, [100])
доказаны теоремы 2, 5 и многие другие. Будем говорить,
что непрерывная дробь (25) удовлетворяет фундаментальным
неравенствам, если существуют такие действительные числа
гр > 0, что для элементов дроби ар выполняются неравен-
ства

г р \ а р + а р + 1 + \ \ > г р Г р _ 2 \ а р \ + \ а р , 1 \ ( р = 1 , 2 , . . . ) , ( 3 0 )

где а1 = г0 = г_! = 0.
Теорема 8 [100]. Если для цепной дроби (25) выполня-

ются фундаментальные неравенства, то все п-е знамена-
тели Впф0 и справедлива оценка

п-1

\fn-tm\<- S ГгГ%...Гк. (31)

Существуют две интерпретации фундаментальных нера-
венств.

I и н т е р п р е т а ц и я : если для дроби (25) выполняются
фундаментальные неравенства и ряд

ею

2 ГгГг . . . Г к

сходится, то цепная дробь (25) сходится.
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II и н т е р п р е т а ц и я : если для дроби (25) выполняются
фундаментальные неравенства (30), где первые два неравен-
ства строгие, то существуют пределы четных и нечетных
подходящих дробей.

П р и м е р 1. При выполнении условий теоремы Ворпит-
ского цепная дробь (25) удовлетворяет фунда!ментальным
неравенствам (30), где гр = р(р + 2)"1, при выполнении ус-
ловий параболической теоремы гр = 1.

Рассмотрим некоторые типы функциональных цепных
дробей.

Непрерывная дробь

1=2
D -Z£±.)\ (32)

где а{, bc — комплексные числа, zt — комплексные перемен-
ные, называется положительно определенной, если неотрица-
тельно определены действительные квадратические формы

£ hll-2 Ёа*5*5*+1>О(л=1, 2, ...), (33)
fc=l k=\

где $k = lmbk, ak = lmak, lk(k=l, 2, . . . ) — п р о и з в о л ь н ы е
действительные числа.

Теорема 9 (Уолл—Венцель [100]). Цепная дробь (32)
положительно определена тогда и только тогда, когда
выполняются условия:

а) pft > 0 ( Ы , 2, . . .);
б) существуют действительные числа g.: 0 <: g{ < 1

(i = l, 2, ...) такие, что а\ = PftPft+l(l — gk-i)gk (k = \,
2, ...)•

Теорема 10 [100]. Если цепная дробь (32) положитель-
но определена, тогда п-е знаменатели Вп(г)ф0 (п = 1,
2, ...) в области 1тг,->0 (г = 1, 2, ...)•

Цепная дробь (32) называется /-дробью, если все г,- = £
(i = \, 2, ...), где £ — комплексная переменная. Подробный
обзор, посвященный положительно определенным дробям
и /-дробям, изложен в монографии [100]. Большое внимание
изучению действительных /-дробей уделяли П. Л. Чебышев
[68, 69] и А. А. Марков [40].

Непрерывная дробь вида

~ g > g T ' (34)
где 0 <• gA « I, z£(£, называется ^-дробью.
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Теорема 11 [100]. Цепная дробь (34) равномерно схо-
дится на каждом компакте области

0 = {г^:гФ-\, |arg(z + 1 ) | < п}.

Нам будут необходимы некоторые сведения о цепных
последовательностях, более подробно изложенные в моно-
графии [100].

Последовательность действительных неотрицательных чи-
сел {ak} называется цепной, если существуют такие дейст-
вительные числа

0<gn < 1 (л = 0, 1, 2, . . .), что ak = (l —gk.i)gk

(k=\, 2, . . .).

Числа gn(n = 0, 1, ...) называются параметрами цепной по-
следовательности. Параметры определяются неоднозначно.
Однако для каждой цепной последовательности {ak} всегда
существуют так называемые минимальные параметры тп (п — 0,
1, 2, ...) и максимальные параметры Мп (п = 0, 1, 2, ...)

т а к и е , ч т о ak = (\—mk-i)mk> а А = ( 1 — ^ k - \ ) ^ k {k—\,

2, ...) и mn^.gn<. Mn (n = 0, 1, 2, ...) для всех других
значений параметров данной цепной последовательности. Ми-
нимальные и максимальные параметры определяются одно-
значно по формулам

п (0, если тп = 1 . , „
1ар+1(1—/Пр)"1, если тр<\ КИ h

(35)

(^ = 0 , 1 , . . . ) . (36)
** * * *

Если {ak} — цепная последовательность, у которой аА

(&=1, 2, ...), то т р = Мр (р = 0, 1, 2, ...) тогда и только
тогда, когда расходится ряд

Lj I 1 1 - /п,- •
4=1 1=1

Последовательность {а|} является цепной тогда и только
тогда, когда для всех действительных значений |,- (i = 1, 2, ...)
неотрицательно определены квадратические формы

£ Б5 — 2 ' S «pgpgwi > 0 (л = 2, 3, . . .).
Р—1 P=I

Если {а|} — цепная последовательность и Р| <; а^ (fe = 1, 2,
...), то {р̂ } — цепная последовательность.
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Регулярной С-дробью называется дробь вида

1 + D -S4L , (37)

где акф0 (k = 1. 2, ...) — комплексные числа, z£(£.
S-дробью называется дробь (37), где а А > 0 . Очевидно,

что g-дробь является частным случаем S-дроби.
Наиболее характерными и употребительными признаками

сходимости С-дробей являются теорема Ван Флека о пре-
дельно периодических цепных дробях, когда существует
\\mak при &~>оо, и кардиоидная теорема [81].

Для S-дробей характерной является следующая теорема.
Теорема 12 (Стилтьес [60]). Для цепной дроби (37), где

ak>0 (k= I, 2, ...), z£(£, справедливы следующие утверж-
дения:

а) четные и нечетные подходящие дроби (37) равно-
мерно сходятся на каждом компакте области

к функции, голоморфной в G;
б) цепная дробь (37) сходится к голоморфной функции

в G тогда и только тогда, когда расходится ряд (14),
гдг b( (t = l, 2, ...) определяются согласно (27);

в) если цепная дробь (37) сходится в какой-либо точке
области G, то она сходится в каждой точке области G.

Кроме перечисленных существуют и другие типы функ-
циональных цепных дробей, например 7-дроби [81], дроби,
у которых разлагаются функции класса Герглотца [64, 100]
и др.



Глава 1

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА
ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

Существуют два подхода к определению ветвящихся цепных
дробей. Хронологично первым был подход, который предло-
жил В. Я. Скоробогатько [56, 57]. Он основан на примене-
нии геометрических понятий типа графов. Второй подход,
предложенный П. И. Боднарчуком [19], использует композиции
многомерных дробно-линейных отображений.

Мы дадим определение ветвящихся цепных дробей с TV
ветками ветвления (N£ f̂ j), следуя второму подходу. В § 1
рассмотрен также алгоритм разложения натурального числа
k по степеням N с отличными от нуля коэффициентами,
который используется для определения одного важного для
дальнейшего изложения типа фигурных подходящих дробей.

В § 2 обоснованы формулы для числителей и знаменате-
лей подходящих дробей в виде определителей, которые будут
существенно использоваться в гл. 4 для определения и изу-
чения свойств многомерных положительно определенных
дробей. Поэтому возникла необходимость в их строгом обо-
сновании. Ранее аналогичные соотношения были предложены
В. И. Шмойловым [32], правда, без указания формул для
общих членов определителей.

В § 3 установлена формула разности двух не обязательно
соседних подходящих дробей (3.3), которая существенно
используется при исследовании сходимости ветвящихся цеп-
ных дробей. Первый вариант формулы типа (3.3) предложил
И. Я. Олексив [15]. Дальнейшее ее усовершенствование было
осуществлено Д. И. Боднаром и Н. А. Недашковским.

Четвертый параграф посвящен эквивалентным преобразо-
ваниям ветвящихся цепных дробей. П. И. Боднарчук [19,
с. 55—56] доказал, что ВЦД (4.2) эквивалентна (1.9). Од-
нако, как показывает пример, произвольное эквивалентное
преобразование дроби (1.9) нельзя записать в виде (4.2).
Установлены необходимые и достаточные условия, чтобы
в виде (4.2) можно было записать произвольное эквивалентное
преобразование ВЦД (1.9).
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В § 5 изложены результаты, посвященные областям эле-
ментов и областям значений для ветвящихся цепных дробей.
Теоремы 1.12—1.14, 1.20, 1.21 были установлены Е. А. Бол-
таровичем. В соответствующих разработках оказалась при-
менимой методика исследования аналогичных вопросов
в теории цепных дробей [80, 81].

§ 1. Определение ветвящейся цепной дробп.
Подходящие дроби

Если t l t i2 ik — некоторый набор индексов (ip = 1, N,
р= 1, k), то с целью сокращения записи в дальнейшем бу-
дем применять мультииндекс

1(к) = 1г12...{к. (1.1)

Пусть b0, bi(k), ai(k) (k = 1, 2, . . . , i,. = 1, N) — комплекс-
ные числа, zt(k) (k = 1, 2, . . . , ik = 1, N) — комплексные
переменные, причем ацк)Ф0 (k = 1, 2, . . . , ik = 1, N) и
пусть

to (Zi, z2 zN) = b0 + Zl + z2 -\ +zN, (1.2)

U(k) {Zi(k)U zHk)2, • • •
1 (jfe= 1, 2 ik= 1, TV)

е с т ь н е к о т о р а я с о в о к у п н о с т ь TV-мерных д р о б н о - л и н е й н ы х
о т о б р а ж е н и й . О б о з н а ч и м гад в е к т о р из (£р (p = Nr, г£Щ
в и д а

г ( о = ( , , г . ) (1 3V
ЗД) V i(J5:)ll...l' *ЦШ"Л2' • •• ' '•i(k)NN---N>' V 1 - " /

в частности,
rt'") •—-7 7
А, * " 1 1 . 1 , * " 'I — 12*

где компоненты вектора (1.3) гцкщГ) Us = 1, N, s — 1, г)
естественным образом упорядочены, т. е. гцкщГ) —3 гад т ( г ) )

если п(г)—^т(г) и « ( г ) - ^ т ( г ) , если п1<.т1 или сущест-
вует такой индекс s (I < s < r ) , что пр = тр (р=\, s) и
n s +i</n s +i-

Пусть

ад» = </СЙ(41)) (h = n v , fe = l, 2, .. .)• ( 1 . 4 )

Определим w[(k) согласно (1.3). Тогда по аналогии с (2)
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рассмотрим композиции Af-мерных дробно-линейных отобра-
жений

0 Тк_^^) ( 6 = 1 , 2, ...) (1.5)

и последовательность {Тк(0)}, где 0 берется из соответст-
вующего пространства. Вычислим явные выражения для
Tk(0) (k = 0, 1, 2, . . . ) • Имеем

г<)), . . . .
Поэтому

Д а л е е

Поэтому

N

(0))) = » + 2

и т. д., используя обозначения (1.1), имеем
N

. (1.6)

°'(2)
1. = 1

Считаем, что Tk(0) имеет смысл, если в процессе сворачи-
вания дроби (1.6) у нас не возникнет неопределенность 0/0,

Мы предполагаем, что 1/0 = оо, 1/Оо = 0 и - ^ - + 4 ? - + - •• +

+ -£- = -д- , если л > 1 . Если существует такой набор ин-

дексов r'j, i2 ik, что Ьцк) = 0, то, для того чтобы
дробь (1.16) имела смысл, необходимо, чтобы

О (1=1, N, }
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Ветвящиеся цепной дробью с N ветками ветвления назы-
вается выражение

N

£(1) / л *•»»

Л , (1.7)
а((2)

bi(2) + N

'•" • • • + 2 ч
' f t - 1

которое по аналогии с (4) и (5) компактно запишем в виде
N N N

или в виде

к + Ь 5 ] ^ . (1.9)
4=1 Г^, i(4)

Замечание 1.1. Определяя ВЦД с TV ветками ветвления,
как композицию TV-мерных дробно-линейных отображений (1.2),
мы естественно предполагали, так же как это делается в од-
номерном случае [81], что все

а т ф 0 ( i k = I , N , k = \ , 2 , . . . ) . (1.10)
Впредь, рассматривая ВЦД (1.7), будем допускать и вырож-
денные случаи, когда ограничения (1.10) снимаются.

Бесконечную ВЦД (1.7) следует понимать как предел
выражений (1.6) при &->оо. Поэтому предполагаем, что,
начиная с некоторого номера k0, все последующие Tk(0)
имеют смысл.

Элементы дроби (1.7) at(k) называются &-ми частными
числителями, Ьцк) — k-ми частными знаменателями, Ьо —
свободным членом; отношения ац^/Ьц® называются &-ми
частными звеньями. Совокупность всех к-х звеньев образует
k-й этаж ветвящейся цепной дроби (1.7). Конечные ВЦД
вида (1.6)

D У.
ft=l

Di(k)
1, 2,

называются л-ми подходящими дробями или л-ми аппрокси-
мантами дроби (1.9). _

I 5м!тат*т I '^nviS ?8»'*ягяя I



Пусть {ik} — фиксированный набор индексов (k=\, 2,
..., ik = \, N). Обычная цепная дробь

/с=1 ьт ь[(1) + ьт -\ ь ьт -\—
называется (i 1 ( i2 ik, . . .)-веткой ветвящейся цепной
дроби (1.9). Под длиной конечной ветки, т. е. конечной
цепной дроби, подразумеваем количество ее этажей.

Характерной особенностью л-й подходящей дроби (1-11)
ВЦД (1.9) является то, что все ее ветки имеют п этажей.
Подходящие дроби можно конструировать и так, чтобы ее
различные ветки имели не обязательно одинаковую длину.
Такие аппроксиманты называются фигурными подходящими
дробями ВЦД (1.9). Фигурные аппроксиманты можно кон-
струировать по-разному. В некоторых задачах они возни-
кают вполне естественно [1, 34].

П р и м е р 1.1. Предположим, что каждая новая фигур-
ная подходящая дробь образуется добавлением последующего
звена в естественной записи ВЦД (1.7), т. е.

bH\)

i,=l " 1 X ! , = 2

Легко проверить, что в этом случае k-я фигурная аппро-
ксиманта fk — это s-я обычная подходящая дробь, в которой
все s-e частные звенья, следующие за a^S)/br{s), заменены
на 0/1, где индексы rlt r2, .. . , rs определяются из разло-
жения числа k по степеням N с отличными от нуля коэф-
фициентами

Действительно, рассмотрим множество IN наборов индексов
i(p), где ip = 1, N, р = 1, 2 и упорядочим его следую-
щим образом:

i(q), если p<Lq,
\}{р), если i1<]\, (1.13)
\}{р), если существует г(1 <г<.р), что

Пронумеруем элементы множества IN с учетом введенного
выше порядка и вычислим, какой номер получит элемент
r(s). Количество элементов /(/?), где p<s будет N + N* +
+ • • • + Л^5"1. Множество элементов j(s), предшествующих

16



r(s), разделим на группы: I группа —это r(s) = r(s—l)/s,г Д е Л < г „ Н группа — э т о r(s) = r(s — 2)js_Jlt где },_1<
< r s- i> /s произвольное и т. д. s-я группа — это }(s), где
ji<.rlt а все остальные ]р произвольные. Количество эле-
ментов в каждой группе будет соответственно (rs — 1),
A^(r s_!—1), . . . , A^ s " 1 (r 1 —1). Следовательно, элемент
с индексом г (s) получит номер

k = N + N* + • • • + Nr~i + { r s - ~ l ) + N ( r s _ : - 1 ) + • • • +
+ tf'-i ( r : - 1) + 1 = r.N^ + r2N

s~* + • • • + rs.

Мы приходим к разложению (1.12).
Таким образом,

), если

J M b
= 1

Us)

(1.14)

, W / 10/1, если i(s)$-r(s),

число s, индексы rlt г2 r s определяются по алгоритму
(1.12), а порядок на множестве индексов — согласно (1.13).

Докажем, что коэффициенты гг, г2, . . . , rs разложения
числа k по алгоритму (1.12) находятся однозначно. Дока-
зываем от противного. Пусть число k имеет два представ-
ления

+ •• + /
P=\, s),

(1 = 1, s').

Предположим, что s>s', тогда, исходя из первого пред-
ставления, получим оценку k > JVS-1 + N s~ a + • • • + 1, а из
второго — оценку k < yVs' + yVs'-1 -\- •• • -\- N. Мы приходим
к противоречию Ns~l + Ns~? + ••• +1 <.№' + Ns'~l ^ f-
+ VV с условием s > s ' . Следовательно, s = s'. He ограни-
чивая общности, считаем, что г1>г'1. Тогда, повторяя ана-
логичные соображения, получим k > r^5'1 -f- Ns~2 -f yVs"3 +
+ • • • + 1, k < r'fl*-1 + N*-1 + Ns~* -\ h N, что проти-
воречит условию rl>r'1.

Так как для произвольного натурального числа k суще-
ствует элемент r(s) множества IN, имеющий порядковый
номер k или, как было показано ранее,— порядковый номер
rj-ZV5"1 -f- r2N

s~2 + • • • + rs, то отсюда следует, что k =
— г ^ 5 " 1 + r2N

s~2 + • • • + r

s- Э 7 0 Доказывает существование
разложения (1.12) для произвольного &£ЭД.
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П р и м е р 1.2. Определим k-ю фигурную подходящую
дробь Fk ветвящейся цепной дроби (1.9) как конечную ВЦД,
содержащую все те элементы ацр), ЬцР), сумма индексов ко-
торых ij + i% + • • • + h < k, т. е.

^ ) (1-15)
P

„ / a'(p) ) _ { a<(P)/b<(p)> е с л и h + i2 -\ h ip < k,
Ук \ bi(p) I \0/1, если i1 + i 2 + . . . + f p > k .

Дроби fk и Fk имеют смысл, если в процессе их свора-
чивания не возникнет неопределенность 0/0.

§ 2. Формулы для числителей и знаменателей
подходящих дробей

Так как подходящие дроби (1.11) и (1.14) ветвящейся цеп-
ной дроби (1.9) связаны соотношением

/*=?/, (2-1)
где

l = N + N2 + --- +№, (2.2)

то с целью избежания громоздких формулировок под k-й
подходящей дробью ВЦД (1.9) в данном параграфе будем
понимать фигурную подходящую дробь ~fk.

Сначала опишем алгоритм сворачивания дроби (1.14).

Впредь запись у = -т будет обозначать равенство двух дро-
бей и выполнение условия а = с, Ь = d. Тождество

п п п

ьа п
ь " + 2 °i П **

а- -з- k=\ '=1 k=\.k+i in оч

— __ ^г.б)

запишем в сокращенном виде

Процесс сворачивания дроби (1.14) производится по следу-
ющему рекуррентному алгоритму;

/*=#". (2-5)
Ok
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где

bkm)

( i m = 1, Л/, m = s — 2 , s — 3 , . . . , 1),

' 0 / 1 , если / ( 5 — l)$-r(s— I),

L T77>
' , - ' ( s ) (2-8)

, если i(s—1) — ^ r ( s — 1).

aHs-l) __

Индексы rlt r 2 , . . . , rs определяются из разложения числа
k по алгоритму (1.12).

Фактически алгоритм (2.5)—(2.8) вычисления подходящей
дроби (1.14) эквивалентен тому, что мы выполняем посте-
пенное сворачивание дроби (1.14) снизу—вверх таким обра-
зом, что никакое из отношений а'цт)/Ь!{т) или ацв)/Ь1($) при
этом не заменяем ему соответственно равным отношением
pa'nm)/(pbj(m)) или pa,(S)/(pfr«s)), где р Ф 0, 1, т = 1, s — 1,
ik=l, N, k= 1, m, i(s)—$r(s). Если же при вычислении
ВЦД (1.14) по алгоритму (2.5)—(2.8) вместо а'цт) и й/(от)

(или aas) и Ьт) взять ра'цт) и pb'l{m) (или po i ( s ) и pbiU)) при
одном допустимом наборе индексов, а все остальные эле-
менты оставить без изменения, то окончательно получим

Числитель отношения (2.6) Ak называетсяk-м числителем,
знаменатель Bk — k-u знаменателем фигурной подходящей
дроби (1.14). Ak является полиномом от переменив^ Ьо, ацр),
ЬцР), а Вк — полиномом от переменных ащ, Ьцр), за исклю-
чением ащ (гх = 1, vV), где i(p)—$r{s). k-й числитель Ак

и k-n знаменатель Bk подходящей дроби (1.11) соответственно
равны ЛА = Л ;, Bk = Bt, где / определяется согласно (2.2).
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Установим формулы для вычисления числителей и зна-
менателей подходящих дробей ВЦД (1.9). Предварительно
рассмотрим аналогичный вопрос для цепной дроби

Ьо + Ь ^ . (2.9)

Утверждение 1.1 [100]. п-е числители и п-е знаменатели
непрерывной дроби (2.9) вычисляются по формулам

А — А ( 0 ) В — А ( 1 ) (п — 1 2 (2.10)

где Д^1 (k = 0, 1; л = 1 , 2, . . . ) — трехдиагональные опре-
делители, составленные из элементов дроби (2.9):

(2.11)

по

ьк—1
0

0
0

ak+l

V i
—i

0
0

0
ak+2

ьк+г

0
0

ak+3

0
0
0

0
0

. •

a a

• •

—1
0

0
0
0

b _i п
— 1 b

Д о к а з а т е л ь с т в о . Раскрывая определитель
последнему столбцу, получим рекуррентное соотношение

А?» = &„Д»1 + аа№, (k = 0, 1, л = 3, 4, . . . ) . (2.12)

Если положить

Д<°> = 60, Д!°> = 1, ^ " = 1, Д«» = 0, (2.13)

то, как легко проверить, соотношения (2.12) будут выпол-
няться и при k — 0, 1, п — \, 2. Сравнивая формулы (2.12)
и начальные значения (2.13) с (8) и (9), соответственно убеж-
даемся в справедливости (2.10). Я

Установим для ветвящейся цепной дроби (1.9) формулы
типа (2.10). Здесь возникают некоторые трудности в связи
с отсутствием для ВЦД рекуррентных соотношений вида (8).

Рассмотрим матрицы

С1

'ki+1

i = 0 , \ , k = \, 2 , . . . ) ,

(2.14)

элементы которых связаны с компонентами ВЦД (1.14) сле-
дующим образом. Если р — произвольное натуральное число,
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такое что 1 < р <: k и индексы ]\, /2 /„
из разложения числа р по алгоритму (1.12)

определяются

(1 < / „ < : # , п = 1, т),
(2.15)

то
(2.16)

1. если /> = 1,

С00 = 6 0- % = «<

= pN + ; m + 1 , i m + 1 = 1,

( " 7 = 1 ,

(2.17)

(2.18)

= — 1 ( < ? = 1, сяр
= — 1 , если р= 1,

q = pN + im+1, im=l,N, (2.19)

с р ? = 0 во всех остальных случаях.
Пример 1.3. В качестве иллюстрации рассмотрим слу-

чай N = 2, k = 7. Тогда по алгоритму (1.12) находим k =
= 1 • 22 + 1 • 2 + 1. Следовательно, с„ = 6 П 1 и

— 1
— 1

0
0
0
0
0

« 1

к
0

% J
—1

0
0
0

« 2

0

Ъг
0
0

J
—1

0

0
«11

0

*11

0
0

0
—1

0
«12

0
0

*12

0
0
0

0
0

«21

0
0

ьл0
0

0
0

«22

0
0
0

к,
0

0
0
0

«и
0
0
0

ь„
Отметим некоторые конструктивные особенности матриц

Сд, непосредственно следующие из определения.
Свойство 1. Каждый <?-й столбец матрицы Ck

Q (q = 1, &)
среди всех элементов, расположенных выше главной диаго-
нали, содержит самое большее один отличный от нуля эле-
мент cpq, который определяется согласно (2.18), если р = О,
или согласно (2.17), если р > I, где р находится из разло-
жения

q = pN + lm+1, l<im+1<N. (2.20)

Таким образом, определяя р из (2.20), имеем

crq = 0, если 0 <: г<р, p<r<q. (2.21)

Действительно, из условия г<.р следует, что г + 1 <: р
и Nr + N < vVp. Поэтому <? = pN + iOT+1 •> Nr -\-N -\- in+1 >
>Nr -\- N и согласно определению матрицы Cg элемент
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сГд=О. Аналогично, если p<.r<.q, то p<r—1 и pN <
<*rN — N. Поэтому q = pN + im+1 *crN — N + in+1 < rN +
+ 1 и так как q>r, то согласно определению матрицы
(2.14) сГ9=0.

Свойство 2. Каждый q-й столбец матрицы С*, содержа-
щий на главной диагонали частные знаменатели последних
тупиковых звеньев £-й подходящей дроби (1.14), имеет ниже
главной диагонали все элементы, равные нулю. Если

k = riN'-i + rtN'-> + • • • + г,

разложение числа k по алгоритму (1.12), то, исходя из опре-
деления k-й фигурной подходящей дроби (1.14), заметим, что
частные знаменатели последних тупиковых звеньев будут
иметь согласно (1.13), (1.14) порядковые номера q, удовле-
творяющие оценке

Г1№-* + г 2 # 5 - 3 + • • • + г , . ! < q < riN'-* + r2N
s~* +••• +rs.

(2.22)

Тогда crq = 0, если ^ < г < & , q удовлетворяет неравенствам
(2.22). Действительно, учитывая ограничения на q, получим

q > r i N s - > + r2N
s~* +••• + /-,_! + 1.

Поэтому

Nq + im > г И / 5 ' 1 +r,N'-* +••• +rs.1N + in + N>k, (2.23)

где 1 <: im <: V̂. Так как согласно (2.19) crq = — 1 , если
q < r *g.k, г = Nq -\- im, 1 <: im < N, и crq = 0 в противном
случае, где q<r<.k, то в силу (2.23) имеем сг„ = 0 для
всех q<.r ^ k.

Теорема 1.1. &-е числители Ak и k-e знаменатели В
k-й фигурной подходящей дроби (1.14) ветвящейся цепной
дроби (1.9) вычисляются по формулам

i4» = detCj, 5 f t = detCj (jfe = 1, 2, . . .), (2.24)

где С* (i = 0, 1) — матрицы вида (2.14).
Доказательство теоремы проведем методом математической

индукции по k.
При k = 1, 2 имеем

-di. = Л л . _£l =
b0

= ftQftift2 a2fti

fto
- 1
— 1

i
ftt
0
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Предположим, что An = detC» и Вп — detC" д л я л < & .
Докажем справедливость соответствующих формул для п =
= k+ 1. Разложим число k по алгоритму (1.12)

k = rxA/s-i + г2Л/5-2 + . . . + r s ( 1 < г р < : Л / , р = 1 , s),

Тогда

а) k + 1 = г ^ " 1 + r2A/s~2 + • • • + rs + 1, если rs<N;

б) k + \ = riN
s~i + r,N'-* +••• + r m . 1 ^ ' - n + 1 + (rm + О X

X ^ s - " ' + ^ s - " ' - 1 + A s - m - 2 -) + 1 , если существует tn (tn=

l.s—1), такое, что rp = N, (p = m+ 1, s), rm<N;

в) ft + 1 = Ns + Л ^ Ч f- vV + 1, если rp = N{p = T,~s).

Пусть cft+1 А + 1 т^0, Доказательство во всех трех случаях
проводится аналогично. Для определенности рассмотрим слу-
чай а).

Введем обозначение

-T
/о
(Z.

Заметим, что согласно'предположению bns_l)r + 1 = ck+b k+i ¥=0.
Рассмотрим ветвящуюся цепную дробь (1.14), у которой
ftr(s-i) заменено на ft*(S-i>, а все остальные элементы остав-
лены без изменения, и обозначим через Л* и б* ее k-й чис-
литель и знаменатель соответственно.

Аппроксиманту fk+1 можно записать в виде (1.14), если
вместо дроби

взять ей равное отношение

аг( s—l)/br(s—l)rsH

Это сразу следует из алгоритма (2.5)—(2.8) сворачивания
ВЦД (1.14) и замечания после формулы (2.8). Поэтому

А м = ЬФ_1)Г$+1А1, Bk+1 = ftr(s_IKs+I6*. (2.26>
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.4+1Определитель detC* запишем в виде

b0-

0 .

0 '.

0 .

0 .'
0 .

. . 0

.• ."OKLB a,

. . 0 b

'. '. —1
. . —1

0

6
V(.-2),

0
0

. . . о о
i . . . 0 0

• • • ar\S) Qr(S — l)r +

- i . . . о o s

h П

. . . 0 *V(s-l)rs-

(2.27)

Из свойств 1, 2 матрицы CJ+1 следует, что последний стол-
бец содержит самое большее два отличных от нуля элемента
ari*-i)rs+i и 6 r ( s _i K s + I . Это же самое относится и к послед-
ней строке. Вынесем из последнего столбца отличный от
нуля множитель br(s_i)r + 1 . Если к столбцу, содержащему
элемент Ьг{$_ц, добавить последний столбец, предварительно
разделенный на 6r(s_i)rs+i, то согласно предположению ин-
дукции получим fy.(S_i),.s+i/4*, что равно Ak+1 в силу (2.26).

Если же bns-\)r +i = 0, то, сворачивая дробь

rs+l

по алгоритму (2.5)—(2.8), получим

0
0 • ar(s-l)rs+l П br(s-l)i

ar(s—l)r +1 I I br(s—l)j 1 • ar(s^l)r 4
s / - I s / • - •

Предположим, что
rs

ап$-1)г$+1 Ц br(s-i)i Ф 0. (2.28)

Пусть m = k — r s . Рассмотрим /n-ю фигурную подходящую
дробь ВЦД (1.9) в смысле определения (1.14), в_которой
звено ar(s_i)/6r(s—к заменено на 0/1, и обозначим Ст и Dm
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ее т-е числители и знаменатели соответственно. Тогда
согласно замечанию после формулы (2.8) имеем

'7; (2.29)

Дн-i — аги-\)г +i П Ьг(3-щбт.
5

Строка определителя (2.27), содержащая Ьг(5_ц, имеет справа
от этого элемента все нули, за исключением, возможно,
последних rs + 1 элементов aA(s_i)i, аЛ($_1)2, . . . , ar(s—ivs+b
Каждый из последних rs + 1 столбцов согласно свойствам
матрицы C*+I имеет самое большее два отличных от нуля
элемента.

Для т-го числителя Сп согласно предположению индук-
ции справедлива формула Cm = detC", где вместо aA(S-i)
и br(s-\) взято 0 и 1 соответственно. Раскрывая определитель
detC^1 по столбцу, содержащему 6r(s_i) = l, убеждаемся
в том, что он равен в случае, когда &r(s-i)r +i = 0, опреде-
лителю (2.27), деленному на выражение (2.28), если опре-
делитель (2.27) предварительно раскрыть по последнему
столбцу, последней строке и оставшимся последним rt

столбцам.
Учитывая (2.29), получим Ak+1 = detC*+ I.
Если

то, как легко заметить ВЦД fk+1 не имеет смысла, т. е.
Ak+1 = 0, Bk+1=Q. В этом случае из (2.27) следует, что

detC^1"1 тоже равен нулю.
Если k -f- 1 определяется по алгоритму б) или в), то до-

казательство проводится совершенно аналогично, даже немного
проще. Ц

Утверждение 1.2. Ветвящаяся дробь fk (1.11) имеет
смысл тогда и только тогда, когда

где l = N +N'-\ \-N".
Утверждение 1.3. Ветвящаяся цепная дробь/к (1.14) имеет

смысл тогда и только тогда, когда
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§ 3. Формула разности двух подходящих дробей.
Свойство вилки

Установим формулу разности двух подходящих дробей
fn — fm> которая в дальнейшем будет существенно использо-
ваться при изучении сходимости ВЦД.

Введем рекуррентно сокращенные обозначения

У ffiL, (3.1)

где s = 1, 2, . . . , р = 1, s — 1, ik = 1, vV, & = 1, s.
Пусть « > m , тогда, учитывая (3.1), на первом шаге по-

лучим
N N

/,=1 (,=1

1 , - 1

Аналогично для произвольного г<.т устанавливается соот-
ношение

N
aHr+l) ,Ып) Ы

& (QH+D—Q
Ur) V,(D - Л

Последовательно применяя соотношение (3.2) и учитывая,
что

N

ЧЦт) — ЧИт) = J . -ZTrf ,

после (т + 1)-го шага окончательно получим

N m + i

П йНг)
m—• ( 3-3 )

' « • ' П <ЭД> П Q

Л = 1 Л = 1

При выводе формулы (3.3) естественно предполагается, что

все Q $ , чь 0 (г, = TTJV, г = ~s, s = п, т).
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Утверждение 1.4. Пусть элементами ВЦД (1.9) явля-
ются положительные действительные числа. Тогда справед-
ливо свойство вилки, выраженное системой неравенств

/2*< /24+2 < /2/+! < /2/-1, (3.4)

где k, I — произвольные натуральные числа.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как все ацп > 0 , Q $ > > 0

(jr = l, N, r = 1, s, s = n, m), то, положив в формуле (3.3)
n = 2k + 2, tn = 2k или n = 2/ + 1, m = 2j— 1, убеждаемся
в том, что четные подходящие дроби монотонно возрастают,
нечетные монотонно убывают. Если в (3.3) положить п =
= 2/ + 1, т = 2k или п = 2k, т = 2/+ 1 в зависимости от
того 2/ + 1 >2& или 2/ + 1 <Z2k, то убеждаемся в том, что
fo > /г* для произвольных натуральных / и k. Щ

% 4. Эквивалентные преобразования ветвящихся
цепных дробей

Преобразование ВЦД, не изменяющее величин подходящих
дробей, называется эквивалентным. Ветвящиеся цепные дроби,
у которых все соответствующие аппроксимации совпадают,
называются эквивалентными.

Напомним, что произвольное эквивалентное преобразова-
ние цепной дроби (5) можно записать в виде [87]

где р0 = 1, pk Ф 0 (k = 1, 2, . ..) — произвольные комплекс-
ные числа.

Легко проверить, что ВЦД

( 4 . 2 )

где р(.(0) = 1, P((ft)¥=0 (ift = 1, N, k = 1, 2, . ..) — произволь-
ные комплексныэ числа, эквивалентна ветвящейся цепной
дроби (1.9). Если обозначить п-е подходящие дроби (1.9)
и (4.2) через / „ и f'n соответственно, то выполняются тож-
дества

fn-f'n ( я - 0 , 1, 2, . . . ) . (4.3)

Но не всякое эквивалентное преобразование ВЦД (1.9) можно
записать в виде (4.2), если требовать только выполнения
тождеств (4.3).
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В качестве контрпримера достаточно рассмотреть цепную
дробь

£. А а

Т + Т + Т + ...'
где а Ф 0. Если каждое а расписать в виде суммы а =>

1 2 1 3

= -j a + -g- а или а = j а + -т^а, получим две эквивалент-

ные ветвящиеся цепные дроби с двумя ветками ветвления

1 3
-га -г а
4 , 4 3

Ни одну из этих дробей нельзя преобразовать в другую,
используя эквивалентные преобразования (4.2). Действительно,
в этом случае должны выполняться, например, противоречи-
вые равенства

1 а = Т а Р Р (
И ли (

1 = 1 . P l , I 1 = 1 - f>x»

где р . ( 0 ) = 1, афО.
Вместе с ВЦД (1.9) рассмотрим произвольную ей экви-

валентную ветвящуюся цепную дробь

(4.4)
ft=i ^ ь-т

и обозначим /*, /* ее k-e подходящие дроби, определяемые
по (1.11) и (1.14) соответственно. Из определения эквива-
лентности следует, что должно выполняться равенство

Но этого еще не достаточно, чтобы дробь (4.4) приняла вид

(4.2) при некоторых значениях p{(k) (ik= I, N, k= I, 2,.. .).
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Утверждение 1.5. Произвольное эквивалентное преобра-
зование ВЦД (1.9) можно записать в виде (4.2) тогда и только
тогда, когда у данной и ей эквивалентной дроби совпадают
все фигурные подходящие дроби вида (1.14), т. е.

1к=Тк (* = 0, 1, 2, ...)• (4.5)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что произвольную

дробь, эквивалентную ВЦД (1.9), можно представить в виде
(4.2). Тогда, последовательно сокращая k-ю фигурную под-
ходящую дробь ~fk ВЦД (4.2) на отличные от нуля числа
Pw (P=U~s< t (^) —^г (s), s, rv r2, . . . , rs определяются
согласно (1.12)) легко убеждаемся в справедливости (4.5).

Докажем обратное, т. е. что существуют отличные от
нуля числа рМ), такие, что

a = V P *? = *Р
где ik = 1, N, k — 1, 2, . . . , Р,.(0) = 1- Действительно, из

равенства ]1 = ]* следует, что a1/b1 = a*/b* или a*/ai =

= b*/b1 = р х . Если а* = О и Ь* Ф О, то необходимо ал = О

и Ь1ф0. Тогда рх = b\lb1 ф 0. Если а* = 0, Ь* = 0, то р х —

произвольное, отличное от нуля число. Если же Ь* = 0,

а*фО, то P l = a > 1 ^ = 0 . Поэтому а* -• alPlpm, b* = blPl,
г д е Р>(0)= '> P i ^ O - ^ 3 равенства /2 = / * и уже доказанного
следует, что а* = р2р. ( 0 )а2, Ь* = 62р2, где р ^ О и т . д. Та-
ким образом, формулы (4.6) при k = 1 справедливы.

Предполагая, что соотношения (4.6) верны при &<:/jv

докажем их справедливость при k = n-\-\. Пусть m = N -f-
+ vV2 + • • • + vV", / (m) = 11 . . . 1. Рассмотрим фигурную под-

m

ходящую дробь fm+1 и перепишем ее компоненты с учетом
(4.6), где k <: п. Выполняя постепенное сокращение сверху —
вниз на отличные от нуля числа р(. (р=\, п, ip = I, vV)
и используя равенство (4.5) при k = m-\-l, получим

b 4-

откуда
a/(m+l) al\m+\
ЬЦт+\) Ь*(т

aHm+\) . , a'i

)'РЦП) a*(m + l)

+1) P/(m)a/(m+l)

Чт+1)'РЦт) '
bHm+l)

6/(m+l)
bHm+[)
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Поэтому

aHm+l) = a/(m+l)P/im)P/(m+l)' "Цт+l) =

где РПп+1)Ф®. Учитывая равенство ]т+2 = 1^+2 и уже дока-
занные соотношения для а* о т + 1 ) и b*{m+l) аналогичным обра-
зом устанавливаются формулы

а1(т)2 = a[{m)2Pt{m)P[{m)2' " Цт)2 = Р [{т)2° 1(т)2

и т. д. Легко завершаем доказательство теоремы, убедив-
шись в справедливости (4.6), где k = m + 1. Щ

Учитывая замечание после формулы (2.8), несложно до-
казать справедливость соотношений вида (11) для ветвящихся
цепных дробей. Пусть Л*, б* — k-й числитель и k-й знаме-
натель дроби /*. Тогда справедливы формулы

Л * = р(')р(2) . . . р ( ч Л А , В* = рОр'2» • • • р>8>5А (k = 1, 2, . . . ) ,

где

произведения берутся по всевозможным допустимым наборам
индексов, s, г1 ( г2, . . . , rs определяются согласно (1.12),
Ak, Bk — согласно (2.6). В частности, из (2.2) следует, что

А^ = р(1>р(2) • • • p ( *M f t , В% = p<Dp(2) . . . p(*)R {k = 1, 2, . . . ) ,

где р ( р ) = г~"Ц
Если в (4.2) числа p,(ft) подобрать специальным образом,

то дробь (1.9) можно привести к более простому виду, не
изменяя величин ее аппроксимант.

Так, если все ацк) ¥=0 {ik = 1, N, k = 1, 2, . . . ) , то, под-
ставляя в (4.2) р , последовательно найденные из системы
уравнений

{ik=\,N,k=\,2 р, ( 0 ) = 1), (4.7)

получим ВЦД, эквивалентную (1.9), все частные числители
которой равны единице [19]. Решение системы уравнений
(4.7) запишется в виде

Р'<*> = Д = 1. 2, • . .)• (4-8)



Следовательно, если все ацк)ф0, то, подставив в (4.2) p ( ( k ) i

вычисленные по формулам (4.8), получим В Ц Д , эквивалент-
ную (1.9)

N

L (4.9)
йИк)

где

dm = Ьт П (fl«P))(-1)* f'"1 dk = П~й k = 1, 2, . . . ) . (4.10)

Если же все Ь1шф0 (ik = 1, N, k = 1, 2, . . .), то, подстав-
ляя в (4.2)

Р а д = ( 6 , ш ) ~ 1 ( i k = \ , N, k = l , 2, . . . ) , ( 4 . 1 1 )

преобразуем (1.9) к эквивалентной ВЦД с частными знамена-
телями, равными единице [19],

b +D }j -у 2 -. (4-12)

где

§ 5. Последовательности областей элементов
и областей значений

Рассмотрим последовательности непустых множеств
и {Уцк)\ {k = 0, 1, 2, . . . , t0 = 0 L /fc = I7W, * > 1), где
все 0 :£ У а д s (С и 0 = ^ й а д = (С X D> С — расширенная
комплексная плоскость.

Последовательность {&цк)} называется последовательностью
областей элементов, {Уцк)} — последовательностью областей
значений, соответствующих {иди}, для ВЦД

(5.1)

если

(5.2)
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д л я ( а т , Ь ц к ) ) £ & ц к ) {k = 0, 1, 2 , . . . , j o = O, l k = \ , N ,

a f ( 5 . 3 )
ЬЦк)

для произвольных ( ) ^+) (« « {
1, 2, . . . , l0 = 0, j A = 1, TV, fe > 1). Условие (5.3) с учетом
обозначений (1.2), (1.3) в дальнейшем будем записывать
в виде

Если {Уод) — последовательность областей значений, соот-
ветствующих последовательности областей элементов {йод),
и если для каждой последовательности {Уод) областей зна-
чений, соответствующих {й^)), имеем

Vm s V'm (k = 0, 1,2, . . . , t0 = 0, lk = 1, N, k > 1),

то {Уцк)} называется наилучшей последовательностью обла-
стей значений.

Аналогично {£2ад>) называется наилучшей последователь-
ностью областей элементов, соответствующей последователь-
ности областей значений {1Лхы]. если для произвольной по-
следовательности областей элементов {йод), соответствующих
{ V ) , выполняются условия

(А = 0, 1, 2, 10 = 0, ik = l, N, k > 1).

Теорема 1.2. Пусть {^ць)} — некоторая последователь-
ность областей элементов и {Уцу} — некоторая последова-
тельность соответствующих областей значений. Тогда

1) для произвольного т > k

= 0, 1 , 2 , . . . , го = 0, ik= 1, N, k > 1),

(5.4)

если (ацр), Ьцр))£пцр) (fe < рщт, ia = 0, ip = 1, N, p =
= k, т) и Qco?) определяются согласно (3.1), причем Qfd) = b0;

2) последовательность

= k,m,iP = \, N\ (5.5)

(k = 0, 1, 2, . . . , i0 = 0, ik = 1, N, k > 1, m >-k — произ-
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вольное) является последовательностью наилучших обла-
стей значений, соответствующих {£2ад>).

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. При m = k согласно (3.1)
Q^ } <= bl(k) и (5.4) совпадает с (5.2). Для доказательства
(5.4) используем метод математической индукции по р =
= m — k. Пусть attf/Qffr) € Уцг) для произвольных наборов
индексов, таких, что s — г < р. Тогда ацП)1<2\1Ъ)€УцП), где
индексы произвольные и / — п = р+\. Действительно, со-
гласно (3.1) имеем

Л'
a i(n+l)

•Цп+1)

Остается учесть предположение индукции и свойство (5.3)
областей значений.

2. То, что последовательность {№*(*>} является последо-
вательностью областей значений, сразу следует из (5.3)
и (3.1). Если {Уць)} — произвольная последовательность об-
ластей значений, соответствующих ( Q ^ ) , то из (5.4) следует,
что

Wm с= Vm.

Поэтому {№,-(,(,)) — наилучшая последовательность областей
значений. •

Обозначим К множество

К = {V:V *=([,, V—замкнутое множество, dV —
окружность либо прямая).

Теорема 1.3. Пусть {Q/(A)} —последовательность областей
элементов, (У,^))— соответствующая последовательность
областей значений и введены обозначения

(n = 0, 1, 2, . . . ) ,

где Тп определяются по рекуррентной формуле (1.5),

= а0 (b0 + V1 + V, + •••+ VN)~\

% \, N,k = \, n)

определяются согласно (1.2), Vf^ вводятся аналогично (1.3).
Тогда

1) Kn+1<=Kn<=V0 (л = 1 , 2 , . . . ) ; (5.6)

2) пусть Уцк) £ К (k = 0, 1, 2, ... , /в = 0, ik = 1, N,
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k > 1), причем для каждого набора индексов llt t2, . . . , l^i
выполняется одно из условий:

а) все Vt(k) {ik= 1, N)—замкнутые круги,
б) если существует ik, что Уцк) — внешность круга,

то все остальные Vt(k-\)i (/ = !> N, j^ik) обязательно
замкнутые круги, причем

N

где гт — радиусы кругов в соответствующих областях
в) Уем ('л = It N) либо круг, либо полуплоскость, при-

чем угол наклона всех полуплоскостей к действительной оси
один и тот же.

Если при некотором п0 множество Кп„ является замкну-
тым кругом, то все Кп{п > /г0) — замкнутые круги.

Пусть Rn и Сп обозначают радиус и центр круга Кп,
тогда существуют пределы

lim Rn = R, lira Cn = С.
Л->оо Л->оо

Доказательство. 1. Используя обозначения (1.3)
и (1.5), имеем

где /гУ
(л+1)—вектор вида (1.3) с фиксированным последним

индексом k, т. е.

Для каждой компоненты вектора

в силу (5.3) выполняется условие
аЦп+1) s у

ЬЦп+1) + Vl(n+l)l + VHn+l)2 + ' ' ' + Vl{n+l)N

откуда следует (5.6).
2. Выполнение условий а), б), в) гарантирует то, что

Кп£К. Из (5.6) следует, что Rn монотонно убывает для
п > п0. Из неравенства

следует, что существует МтСп при л->сю.
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Следующая теорема указывает, как построить {Q,-.*)) по
заданной последовательности {V^)}, когда все Ущ— круги.

Теорема 1.4. Пусть {Уцк)\— последовательность кругов

| Тт 1 < рт (5.7)

(fe = 0 , 1 , 2 , . . . , i o = 0 , i t = l, N, k > l )
и

&Hk) = {<aw, Ьц/i)): | a(Ck) (bm + Год) —
— Г , д а (| Ь т + T*w |2 — p * ; , ) ! + | am | p * k ) <: p(-№) (| bm +

+ r ? ( , ) l 2 - P ^ , ) ( f e = 0 ' Ь ••• > 'о = о, i 4 = TTiT, k>\),
(5.8)

W N

где Y*{k) = S r>(*+i)> P*<*> = £ P«*+D-

Тогда {Уцщ} является последовательностью областей
значений, соответствующих последовательности областей
элементов (Q,-<*)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Все пцщ Ф 0 , так как в силу вто-
рого неравенства в (5.7) неравенство (5.8) выполняется при
ацк) = 0. Из (5.8) следует, что необходимо | Ьцц + Г*А, | >
> рГ(А). Если ат Ф 0, то

l6W + r wl>P*V . (5.9)

Область Зод = Ьщ + S ^<(*+i). где рассматривается ариф-
' 1

метическая сумма множеств У,(1(:+1), является кругом с центром
в точке Ьць) + Г**) и радиусом р**). Условие (5.9) гаранти-
рует то, что 0 $ Sm, если ат Ф 0.

Следовательно, множество 1/5,(*) является кругом. Если
Ун® = arg {bm + Г*д.,), то точки

= &«*) + Тцк) — р/(А> exp

являются концами диаметра круга Бцк) и поэтому в силу
конфорнссти дробнс-линейного отображения, точки \/Сць),
1/с1цк) являются концами диаметра круга 1/S,-(A).

Рассмотрим круг a/(A)/S/(A) и обозначим рцк) и q^k) его
радиус и центр соответственно. Учитывая значения для Сцк)
и йцк), имеем

I а I о * ' ~ " * '
I аЦк) I УЦк)
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Д л я выполнения условий (5.3) необходимо, чтобы

| Гц/г) — qnk) | + Рцк> <• PHk).

После несложных вычислений отсюда получаем (5.8). щ
Теорема 1.5. Пусть {Уцк)}—последовательность полу-

плоскостей

Уцк) = [w • Re (w exp (—tyk)) > — рцк)}, Put) > °
(k = 0, 1, 2, . . . , fo = O, lt = 1, N, k > 1) (5.10)

u

Й«« = l<fl/(«. fc<*)>: I a'(*> I — R e( f lf(« e x P (—*
<: 2 p ( ( w [Re (&,-(ft) exp (—i

= 0, 1, . . . , io = O, ik = \, N,k> 1), (5.11)
N

где p*m= S P«A+U. — л < % < : л (fe = 0, 1, 2, . . . ) .

Тогда \Уцк)\ является последовательностью областей
значений, соответствующих последовательности областей
элементов \£1цк)].

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условия

Re{b l wexp(— iq k + l)) > р ^ й (k = 0, 1, . . . ,

'о = О, ik= \, N, k> 1) (5.12)

являются необходимыми для того, чтобы область (5.11) име-
ла смысл. Если справедливо (5.12), то неравенства (5.11)
выполняются, когда ацк) = 0 и поэтому £1цк)ф0.

Пусть

Re (Ьт exp (— i%+[)) = p*(k). (5.13)
Тогда

</(*> Л ) = {^: Re (а» ехр I {%+1 — arg а,-ш)) > 0]. (5.14)

При выполнении равенства (5.13) область (5.11) будет не-
пустым множеством лишь в том случае, если arg ац^ = % -f-
+ 1|зА+1. Выполнение последнего равенства с учетом (5.14)
гарантирует включен-ие (5.3). Так как O ^ V ^ + D , то отсюда
следует справедливость (5.2).

Пусть

Re {Ьцк) ехр (—/%+,)) > р?№.

Легко посчитать, что в этом случае

''(в (^84») = ( ^ € С : I а» — ft(« | < р/оц},



где

р. = К
'Ш 2 [Re (Ьт exp ( -
ct(k) = Рад exp {i (arg am —

Тогда условие (5.3) будет выполняться, если ^
и для расстояния от точки ci(k) до границы области m

справедливо неравенство min (| сад — vi(k)\, vi(k) £ дУцк)) > p«w.
Подставляя значение для сщ в (5.10), получим

—Re [ai(k) exp (—i (% + Уш)) <

< Pi(k) [Re (bm exp (—ti|JA+i)) — p ? w ] .

Это неравенство следует из (5.11). Обозначим di(k) точку из
dVnk)> Д л я которой

I di(k) — ci(k)\ = min (| cm —• vi(k) |, vm б dVi(k)).

Несложно проверить, что

dm = exp (i%)[—pm + i Im (cm exp {~i
и

I «̂(A; — cm | = p w cos (arg at{k) — Mpk+l —

Неравенство |d;(ft> — c ^ | > p^) эквивалентно (5.11).
Области элементов для ВЦД

обозначим Ецк)г т. е. предположим, что

а«*>€£«»ЕС(* = 0. 1, 2, . . . , г0 = 0, г, = lTT, ft > 1).
Аналогично через Gi(l(,) будем обозначать области элемен-

тов ВЦД

) ( 5 Л 6 »

Приведем некоторые следствия теорем 1.4 и 1.5.
Следствие 1.1. Множества

±} (* = 0, 1, 2, ... ,
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E t w = \ w : \ w \ < ± ] (*=. 0, 1, 2, ... ,

являются соответствующими областями значений и областя-
ми элементов ВЦД (5.15).

Следствие 1.2. Множества

{до:|до|= {до:|до|< -^-J,

(к = 0, I, 2, ... , Со = 0, ik = T 7 W , ft > 1)

являются соответствующими областями значений и областями
элементов ВЦД (5.1).

Следствие 1.3. Множества

(k = 0, 1, 2, . . . , io = O, 4 = 1 , Л ^ , ft> 1)

являются соответствующими областями значений и областя-
ми элементов для ВЦД (5.16).

Следствие 1.4. Множества

Уцк) = V (а) = [а>: Re (а> ехр (—ia) > — ^q cos а ] ,

£ад = £ (а) = | до: | w | — Re (до ехр (—2га)) < „тт c o s 2 a f

(k = 0, I, 2, . . . , t o = O , ik = TTN, ft>l),

где — -^ < a < -5-, являются соответствующими областями

значений и областями элементов ВЦД (5.15).

Множество Е (а) является параболической областью, ог-

раниченной параболой, проходящей через точку —т^

с осью вдоль луча argay = 2a и фокусом в точке — ^ х

X cos2 а ехр'((2ос).
Рассмотрим вопрос о наилучших областях элементов.
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Теорема 1.6. Пусть {Уцк)}— заданная последователь-
ность областей из (С, удовлетворяющая условию: если

— !€ S У«*+п. то оо£У, ш и если сю £ £ V W

, где рассматривается арифметическая сумма
областей.

Пусть

S , У, ( 4 + 1 ) \{-1, oo}}nV<tt)f (5.17)
I

где k = 0, I, 2, . . . , г0 = 0, f4 = \, N, k> 1, (—1, сю} —
множество, состоящее из двух точек —1 ы сю.

Если все £*£) ф 0, то
1) последовательность \Уцк)} является последователь-

ностью областей значений, соответствующих последова-
тельности областей элементов {Вцк)} для ВЦД (5.15);

2) {E*(k)} — наилучшая последовательность областей
элементов, соответствующая последовательности областей
значений {Vi{k)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие Е%к)Ф & является необ-
ходимым для областей элементов. Из определения Ецк) сле-
дует, что £*£)<Е;Уцк). Таким образом, условие (5.2) выпол-
няется.

ПуСТЬ пцк)^Е*цк), ацк)т/=0, ТО ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО W^V[(k)

существует Uw^Vi^), что ацк) = uw(\ + &>)• Следовательно,
для произвольных wnk+i)£Vnk+\) таких, что

N

W= 2 1

=

имеем
ат _̂ . aHk> uw (1 + w)
j Г —i

С учетом условий теоремы получим ^ ( Й ( И ( « ) 5 ^ ( А ) - Таким
образом, пункт 1) доказан.

Докажем пункт 2). Пусть {£/(*>} — произвольная после-
довательность областей элементов, соответствующих областям
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значений {Уцк)}. Тогда согласно (5.2) имеем Е'цк) с=У а д . Из
{5.3) следует, что для произвольного ацм^Е'цк) и произволь-
ных V

1 + I!

Следовательно, ^ з д Е ^ * * ) Д л я всех наборов индексов, щ
Теорема 1.7. Пусть {Уцк)} — заданная последователь-

ность областей из (£, удовлетворяющая условию, если
N

0 0 € S V<<ft+i)> /no

= G W — да: w € y^)F 1 ; 2 v«*+» - {°°}) л
* = 0, 1, 2 /0 = 0, tk = T7~N, k> 1). (5.18)

все G*(k) Ф 0 , то
1) последовательность {Уцю} является последователь-

ностью областей значений, соответствующих последова-
тельности областей элементов {С*ш} для ВЦД (5.16);

2) {G*(k)} — наилучшая последовательность областей
элементов, соответствующих последовательности областей
значений {Уцк)}.

Доказательство проводится аналогично доказательству
предыдущей теоремы. Действительно, из определения (5.18)
следует, что б * ( й с 1/1'ад, поэтому \1Ьцк)^Уцк) и, таким об-
разом, выполняется (5.2).

Пусть bt(k)£G*(k), тогда для произвольного w £ Уцк)

существует uw£ Уцк), что bm = {\/uw) — w.
Следовательно, для произвольных wt(k+i) £ V ^ + D , таких,

что

w= £ wnk+i) ф сю,

имеем

Поэтому tm (Vfy) E Vm.
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Пусть {Gi(k)} — произвольная последовательность областей
элементов, соответствующих последовательности областей
значений {1Лш}- Тогда согласно (5.2) имеем G/<A) cz I/Vl{k).
Из (5.3) следует, что для произвольного bnk)£Gt[k) и произ-
вольных а^(*+1) € Vnk+i)

ы

bun + 2J Wi<k+D € рг^; •

Следовательно, G ^ M ^ G ^ M . В
Следствие 1.5. Для того чтобы последовательность { д }

удовлетворяющая условиям теорем 1.6 или 1.7 была после-
довательностью областей значений, соответствующих после-
довательности областей элементов {Ецк)} для ВЦД (5.15) или
{G,-(W} для ВЦД (5.16), необходимо и достаточно, чтобы все
£*« Ф 0 или все Gt(k) Ф 0 соответственно, где E*w, G«k)

определяются в терминах {Уцк)} согласно (5.17) или (5.18).



Глава 2

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ СХОДИМОСТИ
ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

Проблема сходимости цепных или ветвящихся цепных дро-
бей заключается в том, чтобы на основании информации
о коэффициентах дроби сделать вывод о ее сходимости или
расходимости. Используя особые свойства сходимости голо-
морфных функций [22], эту задачу можно несколько уп-
ростить. Если, например, подходящие дроби являются го-
ломорфными функциями в области D, то для доказательства
равномерной сходимости дроби внутри D достаточно дока-
зать равномерную ограниченность внутри этой области и ис-
следовать сходимость на некотором подмножестве D.
У Стилтьеса [60] в качестве подмножества рассматривается
круг, у Витали [99] — бесконечное множество точек, имею-
щее предельную точку внутри области D. Дальнейшим раз-
витием вопросов сходимости голоморфных функций является
введение Монтелем так называемого нормального семейства
аналитических функций [42].

Методика исследования сходимости последовательности
голоморфных функций одного переменного в принципе пере-
носится и на функции многих переменных. Трудности, кото-
рые здесь возникают, в основном связаны с теоремой един-
ственности. Монтель [42] исследовал нормальные семейства
аналитических функций двух переменных.

В работах А. А. Гончара и Е. А. Рахманова (см., на-
пример, [53]) эти результаты получили дальнейшее развитие.
Из сходимости по емкости внутри области делается заклю-
чение о равномерной сходимости последовательности голоморф-
ных или мероморфных функций внутри области. А. А. Гончар в
работе [24] установил принципиальный результат: из голоморф-
ности диагональных аппроксимаций Паде внутри области, удов-
летворяющей некоторым дополнительным ограничениям, сле-
дует их равномерная сходимость внутри этой области. Эти
соображения переносятся и на некоторые типы функциональ-
ных цепных дробей, например на дроби Чебышева, присоеди-
ненные цепные дроби. Однако в общем случае аналогичное
утверждение для цепных дробей неверно: из голоморфности
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еще не следует сходимость. В качестве контрпримера доста-
точно взять S-дробь

где bk>0 ( f e = l , 2, . . . ) , z принадлежит произвольному
во

компакту области G = {z£C: гфО, | a r g z | < n ) и ряд 2 Ьк

сходится. Тогда для этой дроби существуют конечные пре-
делы четных и нечетных подходящих дробей.

Следовательно, общие методы исследования сходимости
последовательности голоморфных функций упрощают, но не
снимают проблему сходимости цепных или ветвящихся цеп-
ных дробей. Поэтому задача исследования сходимости, по
крайней мере локальной, цепных дробей или их многомер-
ных обобщений с учетом структурных особенностей этого
аппарата является актуальной. Кроме того, условия голоморф-
ности подходящих дробей тоже желательно формулировать
на языке этементов цепных или ветвящихся цепных дробей.

При исследовании сходимости непрерывных дробей суще-
ственно используются линейные рекуррентные соотношения
для числителей и знаменателей подходящих дробей и тот
факт, что дробно-линейные отображения, лежащие в основе
построения дроби, образуют группу, если в качестве груп-
повой операции рассматривать композицию отображений.

Для ВЦД рекуррентные соотношения, аналогичные (8),
несправедливы. Совокупность многомерных дробно-линейных
отображений тоже не образует группы. Таким образом, раз-
работка общих методов исследования сходимости ВЦД явля-
ется актуальной задачей.

В работе С. Б. Стечкина и П. Л. Ульянова [59] изло-
жены результаты, посвященные сходимости рядов, где по
поведению подпоследовательности частных сумм на некотором
подмножестве Е делается заключение о поведении на этом
подмножестве или на всем Е всех частных сумм. Эти иссле-
дования представляют для нас большой интерес, так как
условия сходимости или расходимости ветвящихся цепных
дробей, как правило, формулируются на языке расходимости
или сходимости рядов, составленных определенным образом
из элементов дроби.

В § 1 определены различные виды сходимости ВЦД, до-
казаны две теоремы о взаимосвязи безусловной и фигурной
сходимости с обычной сходимостью для ВЦД с положитель-
ными членами.

В §2 дано определение и рассмотрены примеры макси-
мантной и мажорантной ВЦД, дано определение аналога
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фундаментальных неравенств. Эти методы будут применять-
ся при исследовании сходимости ветвящихся цепных дробей
с комплексными компонентами.

При исследовании сходимости ВЦД с положительными
элементами используются некоторые специальные неравенства,
доказательству которых посвящен § З.Эти неравенства представ-
ляют также самостоятельный интерес. В работах Р. И. Ми-
хальчука для них установлены континуальные аналоги.

В §4, используя схему доказательства теоремы Монтеля,
изложенную в первом издании учебника Б. В. Шабата [70,
71], приведено доказательство многомерного аналога этой
теоремы.

§ 1. Различные виды сходимости ВЦД

Рассмотрим ВЦД с числовыми комплексными элементами

N

Впредь будем всегда предполагать, говоря о различных ви-
дах сходимости ветвящихся цепных дробей, что все их под-
ходящие дроби имеют смысл или лишь конечное число под-
ходящих дробей не имеет смысла.

Говорят, что ВЦД (1.1) сходится, если существует и ко-
нечен предел последовательности ее подходящих дробей
(1.11) гл. 1. Величину этого предела будем называть значе-
нием бесконечной дроби (1.1). Ветвящаяся цепная дробь
(1.1) расходится, если бесконечное число ее подходящих
дробей не имеет смысла или не существует единого конеч-
ного предела последовательности {fk}, или V\mfk= oo при
&->оо. Из свойства вилки (3.4) гл. 1 следует предложение.

Предложение 2.1 [57]. ВЦД (1.1) с. действительными по-
ложительными компонентами сходится тогда и только тогда,
когда

lim (/2ft+i — /2л=) = 0-

Иногда удобно рассматривать более общее понятие схо-
димости ВЦД, которое, следуя О. Перрону [87], назовем
сходимостью в широком смысле. Будем говорить, что ВЦД
(1.1) сходится в широком смысле, если существует предел
последовательности (1.11) гл. 1 при га->оо (возможно, рав-
ный бесконечности)
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Ветвящиеся цепные дроби вида

N

- Ь- -4- Г) X 1 _£Ш

( m = l , 2, . . . , i m = l , A r ) называются m-ми остатками
ВЦД (1.1).

Ветвящаяся цепная дробь (1.1) называется безусловно
сходящейся, если сама дробь (1.1) сходится и все ее т-е
остатки (1.2) сходятся (т=\, 2, . . . , im=\,N). Если
ВЦД (1.1) сходится, а некоторые ее остатки расходятся, то
она называется условно сходящейся.

Теорема 2.1 [5]. Для ВЦД (1.1), у которой элемента-
ми являются действительные положительные числа, без-
условная сходимость эквивалентна обычной сходимости.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимо только доказать, что
из сходимости ВЦД (1.1) следует сходимость всех ее т - х
остатков (1.2), где т= 1, 2, . . . , ik = 1, N, k = 1, т.

Рассмотрим ветвящуюся цепную дробь

(1.3)

и обозначим ее п-е аппроксиманты /{"'. Из свойства вилки
(3.4) гл. 1 для ВЦД (1.3) следует, что существуют конечные
пределы

= -г Д1)

и выполняются неравенства

G«,,</ ?

f ( i ) ( 4 = 1 , N). (1.4)

Так как ВЦД (1.1) сходится, то

Следовательно, в силу (1.4) для произвольного ix (t x =^
= 1, N) FUD = вщ), что эквивалентно сходимости ВЦД
(1.3). Аналогично доказывается сходимость ВЦД (1.2) для
произвольного натурального т и произвольного набора ин-
дексов ilt ij im.
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Будем говорить, что ВЦД (1.1) сходится абсолютно,
если сходится ряд

2 I / H - I - / * ! , (1.5)

составленный из ее подходящих дробей (1.11) гл. 1.
Пусть {Ф*}— некоторым образом упорядоченная после-

довательность произвольных фигурных подходящих дробей
ВЦД (1.1). Возможно, Ok = Jk или ®k = Fk (см. (1.14),
(1.15), гл. 1), но не обязательно. Обозначим mk и Mk ми-
нимальную и максимальную длины ветвей подходящей дроби
Фк. Предлагается, что mk-y<x> при &-»-оо.

Будем говорить, что ВЦД (1.1) сходится фигурно, если
все Фд, (k = 1, 2, . . . ) имеют смысл или лишь конечное чис-
ло Фк не имеет смысла, минимальная длина mk веток k-u
фигурной подходящей дроби стремится к бесконечности при
&-»-оо, существует и конечен предел последовательности
Фк при &->• оо.

Остановимся вкратце на взаимосвязи фигурной и обыч-
ной сходимости для ветвящихся цепных дробей с положи-
тельными членами.

Теорема 2.2 [3]. Если ВЦД (1.1) с положительными
действительными компонентами сходится, то она сходит-
ся фигурно и к тому же пределу.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим конечную ВЦД

-м-2 £§*
г д е Ь ' т = bi{k) ( k ^ . 2 p ) и Ьц2р+1) > Ь ц 2 р + 1 ) ( i k = \ , N ,
= 1,2/7+1).

Для ВЦД (1.6) по аналогии с (3.1) гл. 1 введем сокра-
щенные обозначения ® ш + 1 ) . Методом математической индук-
ции легко проверить, что

Поэтому / 2 p +i</2p+i- Из свойства вилки (3.4) гл. 1 следу-
ет, что /2р <: /ip+i.

Для произвольного сколь угодно большого номера k су-
ществует такой номер р, зависящий от k, что для всех п >
> k справедлива оценка

/ 8 Р < / П < / 8 Р + 1 . (1-7)
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Число р выбираем из условия

1р + 1 <: m i n ( m n : n > k) < 2р + 2.

Так как т „ - > о о при га->оо, то и р-^-оо при га-»-оо.
Оценка (1.7) следует из предыдущих рассуждений, если

ввести соответствующие переобозначения таким образом,
чтобы /„ = /2р+ь Поэтому из обычной сходимости в силу
предложения 2.1 вытекает, что ВЦД (1.1) сходится фигур-
но и к тому же пределу. Щ

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно. В каче-
стве контрпримера достаточно взять ВЦД с положительны-
ми действительными членами, фигурные подходящие дроби
которой совпадают с четными или нечетными подходящими
дробями. Пределы четных или нечетных подходящих дробей
всегда существуют, сама же дробь может сходиться или
расходиться.

Замечание 2.1. Е с л и Фк = fk {k=\, 2, . . . ) , где ~fk-n
фигурная подходящая дробь определяется согласно (1.14)
гл. 1, то в силу теоремы 2.2 и соотношений (2.1) гл. 1
сходимость ВЦД (1.1) с положительными членами эквива-
лентна обычной сходимости.

Пусть bo(z), am{z), bm{z) (ik = TTN, k= 1, 2, . . . ) —
некоторый набор комплексных функций, определенных в об-
ласти D сг (С", г = (г1 ; г2, . . . , г„). Рассмотрим функциональ-
ную ВЦД

и обозначим fk(г) ее k-ю аппроксиманту, Ak(z), Bk(z) — k-и
числитель и знаменатель соответственно.

Будем говорить, что ВЦД (1.8) равномерно сходится на
множестве EaD, если начиная с некоторого номера п0

всюду на Е Вк(г)Ф0 (k > щ) и для произвольного е > 0
существует такой номер гах > п0, что для всех п, т^.пх

и произвольного z£E выполняется неравенство

Если все сказанное выше справедливо для произвольного
множества Е т D, то говорят, что ВЦД (1.8) равномерно
сходится внутри области D. Здесь символ Е е D означа-
ет, что Е a D, где Е — замыкание Е.
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§ 2. Метод мажорант. Аналог метода
фундаментальных неравенств

Для того чтобы убедиться в естественности приведенных
ниже определений, изложенных в работе [10], вспомним, что
мажорантным рядом для функционального ряда

£ /*(*), (2.1)

где fk(z) (k = 1, 2, . . .) — комплексные функции комплек-
сного переменного г, заданные в некоторой области D, на-
зывается числовой ряд

во

£ а*. (2.2)

где аА > 0 (А = 1, 2, . . .), такие, что

| / * ( г ) | < а * ( * = 1 . 2, . . . ) • (2.3)

Если обозначить S n к sn л-е частные суммы рядов (2.1) и
(2.2), то условие (2.3) можно переписать следующим об-
разом:

\Sk-Sk_l\<\sk-sk-l\(k=U 2, . . . ) • (2.4)

Определение (2.4) естественно обобщается и на ветвящиеся
цепные дроби, если под Sk и sk подразумевать k-e подходя-
щие дроби данной и мажорантной ВЦД соответственно.

Ветвящаяся цепная дробь

*. + Ь 2 > (2.5)

с числовыми комплексными элементами называется максн-
мантой (минимантой) ВЦД (1.1) или (1.8), если для произ-
вольного неотрицательного целого числа k справедливо со-
отношение

1/*| < 1**1 (|/*1> 1**1) (2.6)
или

I/* (z)l <: 1**1 (1Ы*)1>1**1), (2-7)
где Л ^ ! ^ ^ , не обязательно равное Л ,̂ и fk, /*(?), gk — k-e
аппроксиманты ВЦД (1.1), (1.8) и (2.5) соответственно.

П р и м е р 2.1. Несложно проверить, что максимантами
ВЦД
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с действительными положительными элементами являются
цепные дроби, т. е. Nt= I, вида

b N N N N ( 2 9
& + ( 2 9 )

или
N N N N

* . + o + F . + o + E
а минимантами — цепные дроби вида

, N N N N

( 2 Л 0 )

(2.11)

или

b +N N N N

где iV— число веток ветвления ВЦД (2.8) и
ак = min (bm : ip = 1, N, p = ГГ*), P* = max {bm : ip = 1, 7V,
/3 = 1, k) — соответственно минимальный и максимальный
элементы ВЦД (2.8) на k-м этаже, минимум и максимум
берутся по всевозможным наборам индексов ily i2, . . . , ik,
каждый из которых независимо пробегает значения от 1 до iV.

Из сходимости максиманты ВЦД (1.1) или (1.8) еще не
следует сходимость данной дроби.

Ветвящаяся цепная дробь (2.5) с комплексными числовы-
ми элементами называется мажорантой (минорантой) ВЦД
(1.1) или (1.8), если существуют такое неотрицательное чи-
сло пп и положительная константа М, что для всех целых
п, т > п0 справедливо соотношение

\fn-fm\<M\gn~gm\(\fn-fm\>M\gn~gm\) (2.13)

или
\fn(z)-fm(z)\<M\gn-gm\(\fn(z)~

-fm(z)\>M\gn-gm\), (2.14)

где Afx£^, не обязательно совпадающее с N, и fn, /„(г),
gn — n-e подходящие дроби ВЦД (1.1), (1.8) и (2.5) соот-
ветственно.

Очевидны следующие утверждения.
Предложение 2.2. Если, мажоранта (2.5) ВЦД (1.8) схо-

дится, то сама дробь (1.8) равномерно сходится в области D.
Предложение 2.3. Если мажоранта (2.5) ВЦД (1.8) схо-

дится абсолютно, то сама дробь (1.8) сходится абсолютно
и равномерно.
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П р и м е р 2.2. Покажем, что мажорантой ВЦД (1.1)
с комплексными компонентами, удовлетворяющими условиям

» N \ a H k ) \ + \ ( i k = T7W, k = \ , 2 , . . . ) , ( 2 . 1 5 )

является ВЦД
N

Действительно, если для ВЦД (2.16) по аналогии с (3.1)
гл. 1 ввести рекуррентно сокращенные обозначения

N

l^g±li (2.17)

(s = 1, 2, . . . , р = 1, s — 1, iA = 1, TV, k = 1, s), то мето-
дом математической индукции легко проверить, что

s—l, . . . , 1, t * = l , N).

Действительно, при й = s имеем

(2.18)

N j

Предполагая, что неравенство (2.18) справедливо при га =
= k + 1, докажем его справедливость при га = k. Имеем

N

№1 =
N

S \_fm
N

Следовательно, Q^j ^ 0, Q£-(l> > 0. Поэтому для разностей
двух подходящих дробей ВЦД (1.1) и (2.16) fn — fm, gn —
— gm, где га > т, можно воспользоваться формулой (3.3)
гл. 1. Имеем

\fn-U
ПК

П |л(л)
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m-f-1

П(-

-.'"_ =
m+I m

=. П Q®> П «Й8
= — (ft,— gm)-

Второй метод, который мы будем использовать при иссле-
довании сходимости ВЦД, хотя и тесно примыкающий к ме-
тоду мажорант, все же в идейном отношении ближе к извест-
ному в теории цепных дробей методу фундаментальных не-
равенств (см. (30)). Его достоинством является то, что он дает
возможность оценивать скорость сходимости ветвящихся цеп-
ных дробей.

Будем говорить, что для ВЦД (1.8) выполняются фунда-
ментальные неравенства, если

Q$>=*0 (k = ~s, ik = T7~N, s = l , 2, ...) (2.19)

и существуют положительные константы pk (k= I, 2, ...)
такие, что

N

(2.20)

N

I

I a«d) (z)
С

ar(A+i) (Z)

)(s)

<:p

< P l ( s = l , 2 , ...),

(2.21)

( t * = 1, N, k= 1, s, s = 1, 2, . . . ) .
Предложение 2.4 [37]. Пусть для ВЦД (1.8) выполня-

ются фундаментальные неравенства (2.19)—(2.21).
Тогда (1.8) равномерно сходится в области D, если,

ОС

J~] pk = 0, более того,

т+\
Р*. (2.22)

где /(г) — значение бесконечной ВЦД (1.8), /т(г) — ее т-я
аппроксиманта.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая обозначения (3.1) гл. 1,
условия (2.21) запишутся в виде

N

Так как все

0(s) 0 (s)
У«А) Чнк+

0, то для разности двух подходящих
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дробей /„ —/ m ВЦД (1.8) (ra>m) воспользуемся формулой
(3.3) гл. 1. Записав произведения, стоящие в знаменателях
формулы (3.3) гл. 1 в виде

г

Q«l> П (Q'Jfc) Qa2k+i)) П (Q'(2 - D

если т = 2г, или в виде
г г—1

Qiu?) П (Qiaft-i) Qi(2«) П (Qt?2k)Qmk+i)),
ftl A l

если т = 2r— 1, после несложных выкладок с учетом (2.23)
и (2.20) имеем

откуда предельным переходом при га-»-сю получим (2.22).

§ 3. Неравенства типа средних гармонических

Пусть R+ — множество га упорядоченных действительных поло-
жительных чисел, т. е.

R + = { x : x = ( x 1 , х % , . . . , х п ) , * , > 0 , i = l , га).

Введем на R+ покомпонентно арифметические операции
х + у.Лх, где *.£/?+.

Средним гармоническим га действительных положительных

чисел xlt х3, . . . , х„ или элемента x£R+ называется число

*сР = п (xf1 + х^1 + • - • + хп1)-1.
Теорема 2.3 [6]. Пусть к, y£R+, тогда справедливо не-

равенство

*сР + r/ср <г (х + y)cv,

которое можно записать в эквивалентной форме

(JS*-1)-1 + [tvtr1 <(S (xi + г/.-)-1)"1- (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используем метод математической
индукции. При п = 1 неравенство (3.1) очевидно, при га = 2
оно проверяется непосредственно с помощью элементарных
вычислений.
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Введя обозначения *„_1 = х„-\ + х„ , уп_х = у~±.х -\- у*
и используя предположение индукции, получим

; i 1

<{£{* +уд-1 Г-

Последнее неравенство следует из (3.1), где га = 2 и вместо
*i> Х2> Уъ Уг положено хп—\, х„, уп—\, Уп соответственно.

Последовательно применяя (3.1), приходим к основному
неравенству [6].

Теорема 2.4 (основное неравенство). Пусть *</> = (х\/,
Х2/, • • • , хп/) (/ = 1, к)— некоторая совокупность элемен-
тов Щ.. Тогда

k k

в эквивалентной форме

i 1 ( (
Утверждение 2.1. Пусть *£/?+; тогда имеет место раз-

ложение единицы

Теорема 2.5. Пусть х, б£/?+. Тогда справедливо нера-
венство

п п

- . . - . р

Д о к а з а т е л ь с т в о . В основном неравенстве (3.2) за-
меним k на п, п на п + 1 и введем обозначение

Х{ . . . Т —, е—\

'•— \}, ] = 1, П), X„+1, / = О/

Используя неравенство (3.2) и разложение единицы (3.3),
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получим
п п п п+1 _ л+1 t п

Следствие 2.1 [15]. Пусть л; £/?" и б—неотрицательное
действительное число; тогда

(3.5)

Рассмотрим теперь вопрос об установлении оценки сверху
для выражений

f = l

где б, у — действительные неотрицательные числа; х, y£R+-
Трудности, которые здесь возникают, хорошо прослеживаются
уже для п = 2.

Теорема 2.6. Справедливо неравенство

б)-1(2 + 7)'1}. (3-7)

где б > 0, у > 0, х > 0, г/ >> 0 — произвольные действитель-
ные числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно,

шах{(1 + б ) - 1 ( 1 + 7 Г 1 . 2(2 + б)-1(2 + 7Г1) =
_ f (1 + б ) " 1 ( 1 + 7 ) " 1 - если б 7 < 2 ,
= 12 (2 + б)"1 (2 + у)"1, если бу > 2.

При выполнении условия by > 2 неравенство (3.7) с помощью
элементарных вычислений легко приводится к виду

б) х
X (1 + у) + (* + х-1 - 2) [2 (1 + у) + (1 + б) (бу — 2)1 +

+ (г/ + гГ1-2>[2(1 +6)+(1 + Y ) ( 6 Y - 2 ) ] >0.
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Если же by <; 2, то (3.7) преобразуется к очевидному нера-
венству

Неравенства типа (3,7) будут применяться в следующей
главе для получения оценки разности между подходящими
дробями ветвящихся цепных дробей с действительными поло-
жительными элементами. Они рассчитаны на многократное
применение. Вид параметров б, у очень громоздкий, и уста-
новление неравенств 6у > 2 или 8у <: 2 для наших целей
не представляется возможным. Поэтому двузначность правой
части (3.7) для нас совершенно не приемлема. Следовательно,
необходимо углубить правую часть (3.7), не усложняя очень
ее вида, с целью добиться единого аналитического выраже-
ния. Так как

(б + I)"1 (У + 1 Г1 = (б + у + 1 + б?)"*,

2 (2 + б)"* (2 + у)"1 = (б+ 7 + 2 + 1

то, полагая 67 = 2, 6 + у = b и обозначая обратную величину
к левой части (3.7) w, неравенство (3.7) запишем в виде

Ь + 1 + г, если 0 <: 2 <: 2,

b + 2 + ^ z , е с л и 2 < : 2 . ( 3 ' 8 )

Если в плоскости (z, w) начертить область (3.8), то исходя
из геометрических соображений ясно, что наиболее простой
областью, имеющей единое аналитическое выражение и со-
держащей (3.8), является угловая область

w>b + l +у2, 2 >0. (3.9)

Тогда неравенство (3.7) запишется в виде

+6 + y +|б7р. (3.10)

Можно установить и более точное неравенство, чем (3.10),
если ограничивать w снизу гиперболой Г, проходящей через
точку (0, Ь + 1) в плоскости (2, w) и имеющей в качестве

асимптоты прямую w = Ь + 2 + ^-г. Тогда получим нера-

венство
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б + х)~Ц1 +у + уГ1 +{1+б + х-1)-Ц1 + у

" 1(б + у + YT 62У2 + 28У +

которое имеет сложный вид, не пригодный для многократ-
ного применения.

Теорема 2.7. Для произвольных неотрицательных действи-
тельных чисел Ь, у и элементов х, у £ R\ справедливо нера-
венство

Д о к а з а т е л ь с т в о . В основном неравенстве (3.2) за-
меним k на п, п на 4 и введем обозначения

a)"1

Используя неравенство (3.2) и разложение единицы (3.3),
получим

-= S (S XTJV < [(S .̂z)"1 + (S */Г + (S
/ 1 1 / 1 / 1 /

с учетом

Знак < в неравенстве (3.11) следует заменить знаком стро-
гого неравенства < , если л>-1.

Повторяя доказательство теоремы 2.7, получим более
общее неравенство, которое будет применяться при установ-
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лении признака сходимости ВЦД с положительными компо-
нентами, эквивалентного достаточности критерия Зейделя.

Следствие 2.2. Для произвольных неотрицательных дей-
ствительных чисел б, у, \i и элементов х, y£R+ справед-
ливо неравенство

. (3-12)

Теорема 2.8. Пусть б, у, ц. — произвольные действитель-
ные неотрицательные числа и х, у £ /?!}_, такие, что выпол-
няется одно из условий:

а) хг <: х2 <•••<: хп и ух > у2 > • • • > г/„
или

б) A;X > x 2 > • • • > А;„ Ы У1 *£• У2 <• • • • < Уп-
Тогда справедливо неравенство

< (I + б + У + n

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что неравенство (3.13)
является усилением неравенства (3.13) при введении дополни-
тельных ограничений на параметры.

Для определенности предположим, что выполняется усло-
вие а). Покажем, что в этом случае имеет место неравенство

где ас = 1/хс, Ь{ = 1/ус. Из условия а) теоремы следует, что
существует такой номер г (1 < г < л), что

—S а,>0 (£ = ГГ7),
' : ' (3.15)

— X ^ < 0 {k = r + 1, п).

Неравенство (3.14) запишем в эквивалентной форме
г п п п

£ ^*(£ at — nak).
r+l f=l
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Так как
п п

= £ (S at — «a»),

то из условия bt <; Ь2 <•••<: Ьп немедленно следует (3.14).
Повторяя доказательство предыдущей теоремы с учетом нера-
венства (3.14), легко убеждаемся в справедливости неравен-
ства (3.13). • •

Замечание 2.2. Как видно из доказательства теоремы 2.8,
условие монотонности последовательности be в предположе-
нии, что последовательность at монотонно убывает, можно
заменить более слабым условием, а именно

max {be: / = 1, r) ^. min (bt: i = r + 1, n),

где г определяется таким образом, чтобы выполнялось нера-
венство (3.15).

Из приведенного доказательства заключаем, что если по-
следовательности щ, Ь{ одновременно монотонно возрастают
или убывают, то неравенство (3.14) следует заменить на про-
тивоположное.

Теорема 2.9 [8]. Пусть б — неотрицательное действи-
тельное число, х£$+. Тогда справедливо неравенство

>(б+1)"1. (3.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала непосредственной провер-
кой убеждаемся в справедливости неравенства

Ах + ̂ У + (l + б + Ay + f) >

\ (3.17)

где б > 0 , Лз=-0, д ; > 0 , Г / > 0 — произвольные действитель-
ные числа. После несложных вычислений (3.17) приводится
к виду

Неравенство (3.16) докажем методом математической индук-
ции. При п=\ это неравенство очевидно, при л = 2 оно
следует из неравенства (3.17), где А = 0. Вводя обозначения

xZ!\ = x^L\ .-f- х^1, т. е. xn-i = *"~гДГ" , используя неравен-
ХП-Х "Т" ХП
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ство (3.17), где А = х, + х2 ' + • • • + хп12, х = *„_,, у
= хп, и предположение индукции, получим

п п л—2 л—2

,. X n i

n—2 n—2

§ 4. Многомерный аналог теоремы Монтеля

Пусть D — некоторая область в (£". Будем говорить, что
множество К компактно принадлежит области D (К <̂  D),
если / ( с Д где К — замыкание К. Рассмотрим последова-
тельность F = {fm(z), z£D, m=\, 2, . . .) голоморфных
функций в D. Последовательность F называется равномерно
ограниченной внутри D, если для произвольного множества К,
компактно принадлежащего D, существует константа М =
= М(К), такая что

\fm(z)\<M

для всех г £ К и всех fm £ F.
Семейство функций F называется равностепенно непре-

рывным внутри D, если для произвольного действительного
е > О и произвольного множества К е D найдется такое б =
= б(е, К)>0, что

для всех г', г", таких что \z'—г"|<6, z', z"£K и всех
fm£F, где

Семейство функций F называется компактным в D, если
из последовательности функций этого семейства можно выде-
лить подпоследовательность {fm.}, равномерно сходящуюся
на произвольном множестве К <̂  D.

В случае п = 1 справедливы следующие классические
результаты, установленные соответственно в 1894, 1903,
1907 гг.
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Теорема 2.10 (Стилтьес [95]). Пусть F = {fm{z), z£D*
т= 1,2,...} — семейство голоморфных функций в области D
и ряд

равномерно сходится для всех г, принадлежащих замкну-
тому кругу /Сое D.

Если последовательность частных сумм ряда (4.1) рав-
номерно ограничена внутри D, то ряд (4.1) равномерно
сходится на каждом множестве К <s D к функции, голо-
морфной в D.

Теорема 2.11 (Витали [99]). Если последовательность F
функций, голоморфных в области D, компактна и сходится
на некотором множестве Д с Д имеющем, по крайней мере,
одну предельную точку, принадлежащую D, то эта после-
довательность равномерно сходится на каждом множестве
KczD.

Теорема 2.12 (Монтель [41]). Для того чтобы множе-
ство функций F, голоморфных в области D, было компакт-
ным, необходимо и достаточно, чтобы оно было равномер-
но ограниченным внутри D.

В настоящее время широко применяется следующая ин-
терпретация этих теорем (см. [81]).

Теорема 2.13 (Стилтьес—Витали). Пусть F = {fm(z),
z£D, m = l , 2, ...} — семейство голоморфных функций
в области Da (£, таких, что !т{г)ф a, fm(z)^b для всех
z£D, т = 1, 2, . .. , где а и Ь — комплексные числа (а ф Ь).

Пусть A cz D — бесконечное множество точек, имеющих
по крайней мере одну предельную точку, принадлежащую D.

Если последовательность F сходится к конечному зна-
чению для всех г£Д, то она равномерно сходится на каж-
дом компакте области D к голоморфной функции в D.

Рассмотрим вопрос о многомерном аналоге теоремы о ком-
пактности семейства голоморфных функций. При этом будем
использовать методику доказательства теоремы Монтеля,
предложенную в первом издании работы [70].

Теорема 2.14. Если семейство функций F = {fm{z), z£D,
т— 1, 2, ...}, голоморфных в Dcz([)", равномерно ограни-
чено внутри D, то и семейство функций

равномерно ограничено внутри D.



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть f/ — произвольный поликруг
такой, что U m D

U={z:\zt — at\<n, » = 1, я}.

Тогда построим поликруг

— al\<Ri, i = 1, п),

такой, что У е О и Rt>n (i = 1, п).
Согласно интегральной формуле Коши [71] для произволь-

ных г £ V и fm £ F имеем

Г r

где Г — остов поликруга V. Пусть z£U. Так как
<M{V), то

M(V)f\

дг{ (2л)« (Rc - п) f ] (Rk - гk)

Следовательно, доказана равномерная ограниченность Ft
в поликругах. Пусть К <s D. Покроем К поликругами. Из
этого покрытия выделим конечное подпокрытие {t/v}t=i- Пусть

М{ {К) = max {Mi ( t/,) : v = 1, s).

Тогда для всех z£K и произвольной fm£F имеем

Mt(К) (i = l, n).

Теорема 2.15. Если семейство функций F голоморфных
в D cz (£" равномерно ограничено внутри D, /по оно также
и равностепенно непрерывно внутри D.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /Се D. Обозначим через 2р
расстояние между замкнутыми множествами К и dD, т. е.

а через
= U {z:\z-zo\<p).

Очевидно, Д (Р) е D. Из теоремы 2.14 следует, что сущест-
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вует константа М, что для всех z£/C(p) и произвольной

, Пусть z', z"— произвольные точки из К, такие, что \z' —
— г " | < р . Соединим их отрезком прямой. Если z£[z', г"],
то, очевидно, г£К(9). Так как

[г', г"] 1=1

ТО

IJ
[г', г"] 1=1

Согласно неравенству Буняковского — Шварца

Таким образом,

\fm{z")-fm{z')\<MVn\z"-z'\.

7= > Р}> т о отсюда следует равностепенная

М У п I
непрерывность. •

Теорема 2.16. Если семейство функций F, голоморфных
в О с (£\ равномерно ограничено внутри D, то оно ком-
пактно в D.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала, что если после-
довательность fm (г) сходится в каждой точке некоторого мно-
жества Е cz D, всюду плотного в D, то она равномерно схо-
дится на каждом K<^D. Фиксируем е > 0 и множество
К<^ D. Используя равностепенную непрерывность семейства
F, выберем разбиение D на гиперкубы с гранями, параллель-
ными координатным плоскостям и настолько мелкими, чтобы
для произвольных z', z"£K, z', z"£qp, где qp — один из про-
нумерованных гиперкубов, выполнялись условия

Множество К покроем конечным числом гиперкубов qp(p =
— 1, s). Так как Е всюду плотно в D, то в каждом qp
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найдется точка z(P>££\ Так как fk (z) сходится на Е, то су-
ществует такое число N, что

для всех г, п > N и каждого zltr>£E (р = 1, s). Пусть z —
произвольная точка из К. Существует точка z<P)£E, которая
лежит в том же гиперкубе, что и г. Тогда для всех г, п > N
имеем

| /, (г) - fn (г) | < | U (г) - fr (z<">) | + | fr (г<*>) - /„

Отсюда следует, что последовательность fm (г) равномерно
сходится на К.

Теперь докажем, что из произвольной последовательности
fm£F можно выделить подпоследовательность, которая схо-
дится в каждой точке множества Е с D, всюду плотного
в D. В качестве Е выберем множество точек z = (zlt z2

zn) £D,zk = xk + iyk {k = 1, n), таких, что xk, yk — рацио-
нальные числа. Пусть Е = {wt}?. Очевидно, Е счетно и всю-
ду плотно в D. Числовая последовательность fm{w^) огра-

ничена, так как wx с: D. Из нее выделим сходящуюся под*
последовательность

Числовая последовательность fk\ (w2) ограничена. Из нее
выделим сходящуюся подпоследовательность /и(г) =fnk\{z)-
Последовательность fki{z) сходится по крайней мере в точ-
ках w1 и w2 и т. д. Построим последовательность функций
f t n ( z ) ( k , n = l , 2 , . . . ) .

Диагональная последовательность

/и(г), fn(z), . . • , /ял(г), ...

сходится в каждой точке wk£E, так как по построению все
члены этой последовательности, начиная с fc-ro, сходятся
в точке wk. Ш

Замечание 2.3. В обычной формулировке, как известно,
одно из важных свойств голоморфных функций — теорема
единственности не переносится на многомерный случай.
Например, функция f(z) = zn обращается в нуль в (2л — 2)-
мерном множестве {г£ j)" :zn = 0}, но не равна нулю тож-
дественно.

Однако верно такое утверждение [71].
Пусть /(г) — голоморфная функция в области D с: (С",

го££>. Тогда /(z) = 0 для всех z£D, если Д г ) = 0 в неко-
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торой 2я-мерной окрестности точки z0 или / (г) s 0 в неко-
торой n-мерной действительной окрестности точки z0, т. е.
на множестве [г \х + iy^Dc: (Qn, \х — * 0 | < г , у ~ у0), или
/(г) —0 в некоторой мнимой окрестности точки г0, т. е. на
множестве {г; х -f iу £ D с : £", х = х0, \ у — г/ 0 |<г) .

Теорема 2.17. /7г/сть F = {/m(z), г £ Д т = 1, 2, ...} —
последовательность голоморфных функций в области D с:
с:(£п, равномерно ограниченных внутри D.

Если fm(z) сходится в каждой точке множества Ac:D,
являющегося 2т-мерной окрестностью, т-мерной действи-
тельной или т-мерной комплексной окрестностью точки
го££>, то [т (г) сходится равномерно на произвольном мно-
жестве К ^ D к голоморфной функции в D.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предыдущей теоремы следует,
что из последовательности fm (г) можно выделить подпосле-
довательность fmk{z), равномерно сходящуюся на произволь-
ном множестве К <̂  D. Согласно многомерному аналогу
теоремы Вейерштрасса [71] /(г) = lim/_. (г) является голо-

морфной функцией в D. Для произвольной точки г £ А в силу
условий теоремы имеем

Пусть S — произвольное множество, такое, что S <s D и
S :о К (J А. Введем обозначение

Если мы докажем, что 6 = 0, то сможем заключить, что
fm (г) равномерно сходится к / (г) на S. Пусть Pi <. р2 < • • • —
последовательность индексов, таких, что

б = limfip .

Из последовательности {fP[ (z)} выделим подпоследователь-
ность, равномерно сходящуюся на каждом К' ^ Д в част-
ности и на 5, к аналитической функции в D. Пусть /*(г)—
предел этой последовательности. Так как /*(г) = /(г) для
произвольного г£Л, то f*{z) = f{z) для произвольного z£D
в силу теоремы единственности для голоморфных функций
многих переменных [71].

Таким образом, 6 = 0, так как

Шп6„ = 6 = s u p ( | / * ( z ) - / ( z ) | ,



Глава 3

ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ
С ПОСТОЯННЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

С учетом методов, изложенных во второй главе, здесь оудут
установлены признаки сходимости ВЦД, элементами которых
есть действительные или комплексные числа и которые
являются в основном дальнейшим развитием аналогичных
результатов, изложенных в [56].

Первые признаки сходимости ВЦД приведены в моногра-
фии [19], где установлено несколько достаточных признаков
сходимости ВЦД с положительными элементами общего вида,
ранее изложенных в [55], доказана сходимость периодической
ВЦД с положительными членами, исследована сходимость
ВЦД специальной конструкции, являющейся разложением
логарифмической производной решения одной краевой задачи
для обыкновенного дифференциального уравнения второго
порядка (см. также [52]). Первые признаки сходимости ВЦД
общего вида формулировались очень громоздко. Они свиде-
тельствуют о сложности самого объекта исследований. В
качестве примера рассмотрим ВЦД с положительными ком-
понентами вида

k + 2 r
Пусть (см. (2.4) гл. 1)

= О, * =

Рассмотрим ( л + 1 ) - ю аппроксиманту ВЦД (1.1) и упорядо-
чим согласно (1.13) гл. 1 ее частично свернутые звенья

(1.2)
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Пусть г — произвольное целое число 0 < г « Nn и jk {k =
= Т77) — произвольный набор натуральных чисел, таких, что
1 < Д < / 2 < • • • < / / • < Л^л. е с л и г > I. Рассмотрим фигур-
ную подходящую дробь В Ц Д (1.1), совпадающую с ее л-ой
аппроксимантой, у которой п-е звенья 1/^(л> заменены на
а'цп)/bi(n) соответственно ( / * = 1,W, k=\,n) и звенья, имею-
щие в (1.2) порядковые номера Д, /2, . . . , ]г, заменены

на 0/1. Обозначим через /4„(,- ; .- ) и Вп\; ; ; ее
Mih ' ' ' In \hh ' " hi

п-е числители и знаменатели.
Теорема 3.1 [55]. ВЦД (1.1) сходится, если

П b ' ^ > l + wn S
в - (иа °.. i) П с«»> («= 1.2. • • •),

("(л) /(л) 1(п)

где произведения берутся по всевозможным наборам индек-
сов г\, г2 in, суммирование производится по всевоз-
можным 0 < г < Л^л « /1; /2, . . . , /г, с«„> = а'цп), если i(n)
в (1.2) имеет один из порядковых номеров /1( /2, . . . , }г и
Ct(n) = bi(n) в противном случае, Вп — n-й знаменатель дро-
би (1.1).

При исследовании сходимости ВЦД возникли большие
трудности, в связи с отсутствием для них линейных рекур-
рентных соотношений типа (8). Все поиски в это время
были направлены на установление таких формул. Разные их
варианты были предложены В. Я. Скоробогатько [57],
И. Ф. Клюйником, И. П. Пустомельниковым (см. [19],
с. 51—55). Однако из-за большой громоздкости их приме-
нение для исследования сходимости ВЦД оказалось затруд-
нительным. Автор в работе [1] показал, что отношение двух
линейно независимых решений линейных рекуррентных урав-
нений

Уп = а.пУп-1 + Ьпуп~2 + впуп-э (1.3)

является ветвящейся цепной дробью с двумя ветками вет-
вления специального вида. Следовательно, для подсчета
числителей и знаменателей подходящих дробей общего вида
ветвящихся цепных дробей формулы типа (1.3) несправед-
ливы.

Обозначим а* и Р* минимальный и максимальный k-fi
частный знаменатель ВЦД (1.1), т. е.

ak = min (bm : ip = 1, N, р = 1, k), pA = max (bt(k): ip =

= TjV, Р = П ) , (1.4)

где экстремумы берутся по всевозможным наборам индексов

68



ilt l2, . . . , ik, каждый из которых независимо пробегает
значения от 1 до N.

Новый подход при исследовании сходимости ВЦД, исполь-
зующий формулу типа (3.3) гл. 1, предложен в работе
Д. И. Боднара и И. Я. Олексива [15], в которой было
установлено, что ВЦД (1.1) сходится, если ряд

расходится, где а* определяются согласно (1.4).
В работе [8] было установлено, что ВЦД (1.1) расходится,

если сходится ряд

где р\ определяются согласно (1.4).
Возникла задача: будет ли условие

k=\

достаточным для сходимости ВЦД (1.1)?
В настоящее время эта задача еще не решена и все те

признаки, которые приведены в § 1, являются отдельными
этапами ее решения. В частности, для цепных дробей уста-
новлена теорема, эквивалентная критерию Зейделя.

В § 2 рассмотрены признаки сходимости ветвящихся
цепных дробей с неотрицательными элементами. Заметим,
что теорема Зейделя для таких цепных дробей уже не спра-
ведлива.

В § 3 исследована сходимость ветвящихся цепных дробей
с комплексными числовыми элементами. Установлены мно-
гомерные аналоги теорем Ван Флека [97, 98], Ворпитского
[101], Прингсгейма [89], Слешинского — Прингсгейма [58, 89],
Коха [82], параболической теоремы [81] и др.

В § 4 дано определение областей сходимости для ВЦД.
Исследован вопрос об окрестностях и поликруговых окрест-
ностях сходимости для ВЦД. Рассмотрен контрпример, по-
строенный Е. А. Болтаровичем, указывающий на то, что,
казалось бы, в естественной формулировке признак сходи-
мости Лейтона — Уолла [83] о спаренных областях сходи-
мости не переносится на ВЦД. В § 5 рассмотрены области
устойчивости ВЦД.
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§ 1. Признаки сходимости ВЦД
с положительными членами

На языке сходимости или расходимости рядов, составленных
определенным образом из элементов (1.4), сформулируем
признаки расходимости или сходимости ВЦД (1.1).

Необходимые признаки сходимости

Теорема 3.2 [8]. ВЦД (1.1) с положительными членами
расходится, если ряд

сходится, где р* определяются согласно (1.4).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формул (3.3) и (3.1) гл. Сле-

дует, что

f2m+\ — Нт =
N т тп

2т+1

где

s=2m + k — 2[ | J {k = 2,2m + 1). (1.6)

Пусть s определяется согласно (1.6) и

Mk = max {bm-\)Qm : iB = T7N, p = T7^), k = 2, 2m + 1.

При оценке снизу выражений

воспользуемся неравенством (3.16) гл. 2. Последовательно
применяя это неравенство, получим

— /а» > С fj (1 + Aift)"1, (1.7)
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где С — положительная константа, такая, что

N

(QHD
V //"><2т+1)ч-1

2J (QHD )

В частности, как следует из свойства вилки, в качестве С
можно взять вторую подходящую дробь ВЦД (1.1) без сво-
бодного члена.

Легко проверить, что максимантой (см. (2.10) гл. 2) для
ВЦД ($%) является цепная дробь

R _i_ _L
Pk + o" + p ^ 2 '

Так как
2m+l

то из сходимости

J - ^ J .
^ 0 + "

2m+l

< 2J P
A=2

ряда (1 .5)

4- a = pA + f

(p^ + p A + 2 + .
следует, что

lim £ Л1А<оо.
m-+-<» A=2

Поэтому в силу неравенства
2m+l 2m+1

П (1+МА)<ехр( £ Mk)
ft=»2 A=2

и оценки (1.7) заключаем, что ВЦД (1.1) расходится. Ц
Теорема 3.3. ВЦД (1.1) с положительными членами

расходится, если

2m+l

Л «L «L JL £

г<3е Л̂  — число eemo/с ветвления дроби (1.1), ак и р* опре-
деляются согласно (1.4), s — согласно (1.6).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Повторяя доказательство преды-
дущей теоремы, более точно вычислим максиманту для ВЦД
Qli%, где s определяется согласно (1.6). Имеем

N
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N

/V

Остается только заметить, что предел (1.8) всегда суще-
ствует, так как с учетом свойства вилки (3.4) гл. 1 все
члены, стоящие под знаком суммирования в (1.8), с ростом
т монотонно возрастают. Ц

Достаточные признаки сходимости

Теорема 3.4 [9]. ВЦД (1.1) с действительными положи-
тельными элементами сходится, если

где N — число веток дроби (1.1), ak, pA определяются со-
гласно (1.4), s — согласно (1.6).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Повторяя начало доказательства
теоремы 3.3, получим

-, , ,1т +1

где s определяется согласно (1.6) и

mk = min (b^^QJg : ip = Т7л\ р = О ) , k = 2,2m + 1.

При оценке сверху выражений

воспользуемся неравенством (3.5) гл. 2. Последовательно
применяя это неравенство, получим

2т+1

П л/
Л/ -f mk'

k=2

где С — положительная константа, такая, что С> _
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В частности, как следует из свойства вилки, в качестве С
можно взять первую подходящую дробь ВЦД (1.1) без сво-
бодного члена.

Вычислим миниманту ВЦД Q[fk) (s определяется согласно
(1.6))

N N

' s = 1

Р* aA+l Pfe+2 a s

Если ввести обозначение

гА_, (s) = аА_, (а* + о— + ^- Н + J ) . (1Л0)

то для разности двух подходящих дробей ВЦД (1.1) получим
оценку

2р+1

,Л 1Л. ( i . i i )

Рассмотрим два возможных случая:
а) существует бесконечное количество членов последо-

вательности rA_i (s), ограниченных снизу некоторым числом г;
б) lim Tk-\ (s) = 0.

S-+- <» А-*- то

В случае а) имеем

f f ^ r ( N Y ( m )

/2m+l — /2m < <-> \/v"-f'r] '
где /(/n)-v oo при m-+oo. Следовательно, ВЦД (1.1) схо-
дится.

В случае б) последовательность Гк-\ (s) ограничена сверху
некоторым числом R, так что

Л' , rk-\ (*) , Tk-\ (s)
Л/ + Я

Таким образом,

/гт+1 — /гт < С ехр | — ^ - — = V /"fe (s)}.
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Из условия (1.9) следует сходимость ВЦД (1.1). Как и при
доказательстве теоремы 3.3, заметим, что предел (1.9) всегда
существует.

Теорема 3.5 [9]. ВЦД (1.1) с положительными компо-
нентами сходится, если расходятся ряды

2«*. (1-12)
1

4=2

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие (1.12) в силу критерия
Зейделя (теорема 1) является достаточным для того, чтобы
члены ряда (1.13) имели смысл. Покажем, что расходимость
ряда (1.13) эквивалентна выполнению условия (1.9). Для
этого введем сокращенные обозначения

) ( * 2 3 ) ( ! • 1 4 )4-Н
Пусть выполняется условие (1.9). Так как с учетом обоз-
начений (1.10)

2m+I

£ r*_i(
4=2

2m+l
,V /V

+

S I N N N

2m+l
2 a*-i (a* + aA+2 + • • • + as),
A2

то ряд (1.12) расходится и поэтому члены ряда (1.13) имеют
смысл. Из свойства вилки следует, что Tk—\ (s) < Tk^\ (k =
= 2,2/n—1) и, следовательно, ряд (1.13) расходится.

Наоборот, из расходимости ряда (1.13) следует, что для
произвольного индекса s0 и положительной константы М
существует такой номер п0, что

2 '*-i > м.

Из сходимости цепных дробей г*„1 (Л = s0, n0) следует, что
для произвольного е>»0 существует номер s, такой, что

/•*_i — /-*-i ( s ) < e {k = s j ^ ) .
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Таким образом,

2 £ £
>/W —e(n0 —s0) > g-,

если е необходимо взять достаточно малым. Поэтому вы-
полняется условие (1.9). Щ

Рассмотрим непрерывную дробь

*. + ££. (1-15)
где bk(k= 1,2, ...) — действительные положительные числа.
Применяя для дроби (1.15) теоремы 3.3 и 3.4, получим
критерий сходимости, эквивалентный критерию Зейделя.

Следствие 3.1 [11]. Цепная дробь (1.15) с положитель-
ными членами сходится тогда и только тогда, когда

2m+l

Urn V ^ А + г - — , 1) = оо, (1.16)

где s определяется согласно (1.6).
Учитывая критерий Зейделя и следствие 3.1, получим

утверждение.
Следствие 3.2. Расходимость ряда

4 = 1

с действительными положительными членами эквивалентна
выполнению условия (1.16).

Теорема 3.6 [6]. ВЦД (1.1) о положительными членами
сходится, если расходится ряд

ои

2^ akSk—i> (I• 17)

где <Xk определяются согласно (1.4) и

Sk=ak+N-1ak-2+N-*ak^i+ • • • +ЛМ<*-«>Юа*_![(*_1)/2]. (1 • 18)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая формулу разности двух

подходящих дробей (3.3) гл. 1 для ВЦД (1.1), имеем

~" 12т == У, ( I I V/(*i I I w ( * ) ) • у 1 ' ' " /
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Предполагая, что везде в дальнейшем tlt t2i • . • , hm+i —
произвольный фиксированный набор индексов (ik ~ I, N, k =
= l , 2 m + 1), введем сокращенные обозначения

= QL, Ьт = Ь,к, (1.20)

т=1 ' " * " " * ' ' x _ i т

N N

Q7T = rlb. (1-22)

Используя метод математической индукции, докажем, что
2S+1

произведения |~j Qik ( l < : s < : m ) являются полиномами от

переменных |,- (k — 1, 2s + 1) и параметра Qf2s+i в и Д а

2s+l

полиномы от соответствующих переменных, удовлетворяющих
рекуррентным соотношениям

J
( s = l , m )

при начальных условиях

Л , = 0 , Л о = 1. (1.25)

Действительно, при s = l , учитывая (3.1) гл. 1, получим
N

х=1

t = l

Предполагая, что соотношения (1.24), (1.25) выполняются
для произвольного s < : n , покажем их справедливость при

76



s = я + 1 • Имеем
2n+3 2n+l

Jfc— 1 ft 1

X Q'2,,+2^

Ь 2 п + 2 ) P'/

= l

Аналогично можно доказать, что
2S+2

П Q'ik = Phs+fiks+2 + &2S+2 ( S = Um—\), ( 1.26)
* 2

гДе Pi2s+1= Pi2

••• > ^ :

2 s+2) — полиномы от соответствующих переменных, удов-
летворяющие рекуррентным соотношениям

2s

2 / ^ - . + % ) (5 = 17^=^1) ( 1 > 2 7 )

при начальных условиях

Pit = 1, /?,, = 0. (1.28)

Пусть / ^ и г^ это те же Pik и Rik, для которых в ре-
куррентных соотношениях (1.24) и (1.27) вместо каждого
hs взято соответственно a s (5 = 1, 2m + 1), где

a s = min {bm: /„ = 1, Л\ я = 1, s).

Имеем

= ( a 2 s _ i a 2 s + tt^) pl2s_2 + a2sr , й _ , , (1.29)

& 2 s + i {<*2s-iPi2s_2 + ri2s_x), s=l,m, rit = Q, pio= 1

и

| Pi2s+i = ( a 2 S + i a 2 s + li2s+x) Pi2s_x + a 2 s + i r ,- 2 s , (1.30)

*2s/?<2s-l + r '2s) ' S= I, m — l, Pit = \, rit= 0.

Тогда, учитывая формулу (3.1) гл. 1, имеем

2m+i

П Q,4>
2m
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и, следовательно,

/2m+l — hm

' 2 m + l = 1

Если распишем £f2m+1, используя обозначения (1.21), и к по-
следней сумме применим неравенство (3.5) гл. 2, то получим

N

— km < S N (Qi, ) - 1 (^2m-ia2'" +
'<•'* ' 2 m = !

или, раскрыв скобки,
N

/2m < S /V (Qt\)-1

rt^ + Nrhmrhm_^. (1.31)

Выражение, стоящее в правой части неравенства (3.31), обо-
значим Ф 2 т . С целью избежания громоздких записей форма-
лизуем алгоритм получения оценки сверху для разности двух
соседних подходящих дробей / 2 m + i — / 2 m . В Ф 2 т выделим
последнюю сумму по i^m. Используя рекуррентные формулы
(1.29), (1.30), запишем выражение для pi2m и ri2m и приме-
ним к выделенной сумме неравенство (3.12) гл. 2, предвари-
тельно расписав значение для переменных ^ 2 т и \i2m соглас-
но обозначениям (1.21) и (1.22). Выражение, в которое
преобразуется Ф 2 т , при этом обозначим Ф 2 т —ь Формально
переход от Фг т к Фгт—i заключается в следующем: отбрасы-
ваем суммирование по последнему индексу 12т, выражения
АЬ2т + Bl'i2m + C^2m^2m + D> с т °ящие в знаменателях Ф 2 т <

заменяем выражениями А + В + С+ N~lD, т. е. подставляем
\i2m = £/2m =-. 1, а свободный член в N раз уменьшаем.

Далее повторяем эту же процедуру и при переходе от
Фгт—1 до Фгт—г и т. д., от Ф 2 до Фх включительно. Окон-
чательно получим оценку

J2m+\—fim < СР'1 ( a ^ j , . . . . a2m+l), (1-32)
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где С — константа; P(alt а 2, . . . , а2т+\) — полином от пере-
менных а ь а 2 , . .. , otem+ь Установить явное выражение для
Р (а 1 ( а2, . . . , агт+i) трудно. Поэтому ограничимся более
грубой оценкой, оставляя в Р(аг, а 2 , . . . , a 2 m +i) только
члены не выше второй степени относительно переменных
av а 2 , . . . , aim+\.

Проследим, как будут изменяться слагаемые в правой
части неравенства (1.31) при переходе от Ф 2 т к Ф т с учетом
описанного выше алгоритма и в предположении, что все
слагаемые, являющиеся полиномами выше второй степени
относительно переменных а 1 ( а 2 , . . . , а 2 т + ь отбрасываются.
Для этого достаточно получить формулы, в которые преоб-
разуются при переходе от Фк к Ф*^1 выражения

где /, n — произвольные натуральные числа, не превосходя-
щие 2т + 1. Пусть

tk, если k четное, (|/А, если k четное,1 k

%lk, если k нечетное, * | ^ f t , если k нечетное.
Тогда при переходе от Фк к Ф*_1 выражение

^P-nPik_xPik = ^i^nptk_x [(akak-\ + r\ik) pik__2

преобразуется к виду

а выражение

к виду

Выражения

Ptk-2+

соответственно преобразуются к виду
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Теперь нетрудно посчитать, совершив 2т — 1 переход от
Фг™ к Ф 2 т - 1 , от Ф 2 т - 1 к Ф 2 т - 2 и т. д., от Ф 2 до Ф х с уче-
том начальных значений для ptk и г^, что выражение

преобразуется к виду

а выражение

l2m
rhm + N<X2m-lpi2m_2lt2m

к виду

a 2 m + i (/V"^^ + /V-2 +

+ a 2 m _! (a 2 m _ 2 + Л̂

и, наконец, последнее слагаемое

преобразуется к виду

где Sk (k— I,2m—1) определяются согласно (1.18).
Следовательно, окончательно получим оценку

2т+1 2т+\

( 2 ))
f,=l '' /=2 /=2

где С — произвольная константа, такая, что

2 N(Qix)-1<C

(в частности, из свойства вилки следует, что в качестве С
можно взять первую подходящую дробь ВЦД (1.1) без сво-
бодного члена, умноженную на Л'). •

Замечание 3.1. Теорема 3.6 является многомерным ана-
логом достаточности критерия Зейделя. Действительно, при
N = 1 частные суммы ряда (1.17), как легко посчитать, пре-
образуются к виду

2т mm

2m+l m+1 m

2 aA-t = ( 2 «24-0 (2 «2*)
* 2 1 1

80



и поэтому расходимость ряда (1.17) эквивалентна в случае
/V = 1 расходимости ряда (1.12).

Следствие 3.3. ВЦД (1.1) с положительными членами
сходится, если существует такое целое неотрицательное
число л, что ряд

£ akak+.2n-i (1.33)

расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из теоремы 3.6, если пред-

варительно члены ряда (1.17) перегруппировать по степе-
ням N. В

Установим интегральный признак сходимости ветвящейся
цепной дроби (1.1) с положительными элементами. Для этого
предварительно дадим определение континуального аналога
ВЦД — интегральной цепной дроби [56,62].

Пусть 60€(С> ar(tr), br(С) (г = 1, 2, ...) — непрерывные
комплексные функции в г-мерном гиперкубе Кг = [a, by,
tr = (t1,ti, . . . , (r)- Бесконечную интегральную цепную
дробь определим как предел выражений

(1.34)

; bcak(t")dtk

+f
при &->-оо. Для записи бесконечной интегральной цепной
дроби будем использовать обозначение

Дробь (1.35) сходится, если существует и конечен предел
последовательности ее подходящих дробей (1.34) при &->-оо.

В работе [41] установлен необходимый признак сходимости
интегральной цепной дроби

) l L 3 6 )
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с положительными элементами Ьо > 0, br(tr) > 0 (г = 1, 2, . . .),
аналогичный теореме 3.2 для ВЦД.

Теорема 3.7. Если ряд

£ max(br(t'):t'£Kr) (1.37)

сходится, то интегральная цепная дробь (1.36) с положи-
тельными компонентами расходится.

Теорема 3.8 [II] (Интегральный признак сходимости).
Пусть Кг = [0, Ny — r-мерный гиперкуб и br(tr), f = (tv

t2, . . . tr) (r = 1, 2, . . .) — положительные непрерывные функ-
ции в Кг, такие, что

br(ir) = bi(r) ( i r = l,N, r =1,2, . . . )
и

Ш m a x {br ( П : f 6 КГ) m a x (b7l (tr) :tr£Kr)<oo. ( 1 . 3 8 )
/•-•во

Тогда ВЦД

^ с-3 9)

с положительными элементами сходится, если интеграль-
ная цепная дробь (1.36) сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия (1.38) следует, что су-
ществует костанта М > 0, для которой выполняются нера-
венства

m a x (br(tr) : t r £ K r ) « M m m ( b r ( t r ) : t r £ Kr) ( r = 1 , 2 , . . . ) .

Если аг, рл определяются согласно (1.4), то, очевидно,

max (br ((r): f 6 Кг) > Ро min (br (tr) i V g /G) < a,

и, следовательно,

f,r^Mar ( r = 1,2,. . .).

Пусть интегральная цепная дробь (1.36) сходится. В силу
теоремы 3.7 ряд (1.37) расходится. Поэтому ряд (1.12) рас-
ходится. Так как f>r > ar, то и ряд (1.5) расходится. Схо-
димость ВЦД (1.39) следует из теоремы 3.9.

Необходимые и достаточные признаки сходимости

Теорема 3.9 [11]. Если для ВЦД (1.1) с действитель-
ными положительными компонентами существует коне-
танта М > 0, такая, что

(Л = 1 , 2 , . . . ) , ( 1 . 4 0 )
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где ак и f>k определяются согласно (1.4), то эта дробь
дится тогда и только тогда, когда расходится ряд схо-

hi ( 1 > 4 1 )
Д о к а з а т е л ь с т в о . Расходимость ряда (1.41) является

необходимым условием сходимости ВЦД (1.1) в силу теоре-
мы 3.2. Остается доказать достаточность. Из неравенства
(1.40) следует, что для произвольных натуральных чисел п
и i (« > i)

, , . . . — ) , (1-42)
P21+1 + a2(+2 + P21+3 + • + a /

где в последнем равенстве используются эквивалентные пре-

образования (4.1) гл. 1 и p 2 A + i = М, р2/н-2 = М " 1 (ft = i, n — 1),
Р 2 « = 1 .

Цепная дробь

°o +

 O l + P2 + a3 + P4 + • • •

в силу условий теоремы и критерия Зейделя сходится. Учи-
тывая следствие 3.1, имеем

^ N N N \ ,

L 4 1 ° о (1.43)

Из неравенств (1.40) и (1.42) следует, что выражение, стоя-
щее под знаком предела (1.43), оценивается сверху выраже-
нием

2т+\
АЛ Х^ I , N N N

где s определяется согласно (1.6). Поэтому из условия (1.43)
следуют условия (1.9) и в силу теоремы 3.4 сходимость
ВЦД (1.1).
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Теорема 3.10 [9]. Если для ВЦД (1.1) с положительными
действительными элементами существует константа
М > 0 такая, что

(* = 1,2, . . . ) , (1.44)

где ak и f>k определяются согласно (1.4), то ВЦД (1.1)
сходится тогда и только тогда, когда ряд (1.41) расходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость следует из теоремы
3.2. Доказательство достаточности основано на применении
теоремы 3.28 (см. § 5). Рассмотрим последовательности

р ~ + •••' ( М 6 )

имеющие смысл в силу условий теоремы и критерия Зейделя
сходимости цепных дробей.

Возможны два случая: lim tk = а > 0, lim tk = 0. В пер-

вом случае последовательность {ik} ограничена снизу. Учи-
тывая условие (1.44), заключаем, что расходимость ряда (1.41)
эквивалентна расходимости ряда (1.12). Из ограниченности
снизу последовательности {tk} и расходимости последнего ряда
следует выполнение условия (1.13). Поэтому в силу теоремы
3.5 ВЦД (1.1) сходится.

Покажем методом от противного, что второй случай в усло-
виях теоремы не имеет места. Пусть lim / { = 0 и {/*„} —

подпоследовательность, стремящаяся к нулю. Поэтому для про-
извольного как угодно малого действительного числа е > 0
существует номер п0, что для всех п > п0 имеем tkn <: е.
Так как

'*„ = <**+ т ^ - - т 0 l i m Г**-н = ° ° -
' kn+l п-~

Следовательно, для произвольного как угодно большого дейст-
вительного числа К. > е существует номер п1г что Tkn+l •> К
для всех п > пг. Пусть п2 = max(n0, пг) и кПг = s, тогда для
всех п > п2 имеем

I Tkn+i — lkn\>K — o,
в частности,

|7VM-M>K-e. (1.47)
Обозначим через /s (2p), Ts+\ (2p) — 2р-е аппроксиманты цеп-
ных дробей (1.45) и (1.46) соответственно. В силу сходи-
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мости (1.45) и (1.46) для уже выбранного е существует такое р,
что

t, — tt(2p)<B, Ts+l-Ts+l(2p)<E.

Таким образом,

|Ts+l -tt\< Ts+l - Ts+l (2p) + ts-ts (2p) + |Ts+l (2p)-
-ts(2p)\^2E + \Ts+l(2p)-ts(2p)\.

Учитывая утверждение теоремы 3.28, где N = l , a s , Лг~1ра_|_1,
a s + 2 , Л ^ ' ^ + з , . . . , a s + 2 p — точные, а |SS + | , A/~1ccs_|_2, Ps+3.
A^~1as+4, . . . . Ps+2P+i—соответственно приближенные значе-
ния частных знаменателей цепной дроби, имеем

\Ts+l(2p)-ts(2p)\<ts(2p) max

1 + Ps+2m—I

.. . . x s + 2 * "s+2m
l<m<p

С учетом (1.47) приходим к противоречивому неравенству

К — e « r | r s + 1 — t,\<B(M + 3).

§ 2. Признаки сходимости ВЦД
с неотрицательными элементами

Установим признаки сходимости ВЦД общего вида

с неотрицательными компонентами ац$ > 0, Ьцк) > 0 (tA=»
= 1, JV, Й = 1, 2, . . .). Заметим, что для цепных дробей (1.15)
с неотрицательными членами критерий Зейделя уже не
справедлив. Так, цепная дробь

1 1 1 1 1

с произвольными b2k > 0 (k = 1, 2, . . .) расходится.
Теорема 3.11. Пусть компонентами ВЦД (2.1) являются

неотрицательные действительные числа biik) > 0, ат > О
(t = 1, N, k = 1, 2, . . .), удовлетворяющие условиям:
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а) существует номер k0, такой, что для каждого набора
индексов iv i2 ik (ip = 1, N, p = 1, k, k > k0), при кото-
ром bt(k) = О, справедливо неравенство bi(k-\,j > 0 ( / = 1, Л\

l¥>tk)'>
б) расходится ряд

2 к, (2.2)
где

6 i ^ i ) (2.3)

Тогда б£(Д (2.1) сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из расходимости ряда (2.2) следует,

что существует подпоследовательность {&,}, такая, что б/;/. Ф 0
( / = 1, 2,. . .). В дальнейшем, предполагая индекс / фиксиро-
ванным, будем использовать обозначение п = &,-. Поэтому
при каждом фиксированном j все ЬцП) Ф Q, bi(n+u Ф 0 (ik =
= T73V, Л = 1, п + 1). Так как а,-ш ^ 0 (tA = TT̂ V, Л = 1,
2 , . . . ) , то, используя эквивалентные преобразования (4.2)
гл. 1, ВЦД (2.1) приведем к виду (4.9) гл. 1, где di(k) опре-
деляются согласно (4.10) гл. 1.

Подходящие дроби Д ВЦД (4.9) гл. 1 имеют смысл и
принимают конечные значения, если s ^ kt ^ ko. Действитель-
но, при п = kt все йцп) > 0. Формально вводя для ВЦД (4.9)
гл. 1 обозначения типа (3.1) гл. 1, а именно:

N

Z =dlla+ V -jl-, (2.4)

где (ik=l, N, k= 1, n) и используя метод математической
индукции, убеждаемся в том, что все Qi"« отличны от нуля
и принимают конечные значения, т. е. Q\"l) £ (0, оо). Следова-
тельно,

N

Так как все d;(n) > 0, йцп+[) > 0, то, учитывая условие а), яв-
ляющееся необходимым для того, чтобы подходящие дроби
fs(s > k-y) имели смысл, получим

Qli?n) б (0, оо) (ip = T7/V, р = 17л", n = klt s > л).
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Учитывая, что

N N N N

<i=l (,-1 /„ !-=l tn=l '(П)

и повторяя предыдущие рассуждения, приведенные для под-
ходящей дроби /„, заключаем, что /s£(0, оо), если s > kx.

Вместе с ВЦД (4.9) гл. 1 рассмотрим ВЦД

k=i *-> ai(k) + e

где е > 0 — произвольное действительное число и обозначим
ее s-ю подходящую дробь в смысле (1.11) гл. 1 через / s(e).
Так как элементами ВЦД (2.5) являются действительные
положительные числа, то для этой дроби справедливо свой-
ство вилки (3.4) гл. 1

hk (е) < /гн-2 (е) < / 2 /+! (е) < /2/-i (е) (*, /б И)-

Поскольку существуют конечные пределы lim fk (e) = fk, то

для подходящих дробей ВЦД (4.9) гл. 1 справедливо свойство
вилки

hk <3 /ги-2 < /2/+i < /2/-1 (*, /6 И)- (2.6)

Отсюда следует, что для доказательства сходимости ВЦД
(4.9) гл. 1 достаточно доказать, что fkj+\—fk/~*~^ пРи /*->•
->-оо. Учитывая (3.3) гл. 1, ранее принятое обозначение п =
kj и то, что Q(

(fk) > 0 ( t p = ГГЛГ, р = I T * , k = 1, s, s = л,
л + 1), имеем

( - ' ) "

Запишем произведения, стоящие в знаменателях (2.7) в виде

т т

I 1 (<У«-(2А—1)
4=1

)

если л = 2/л, или в виде

т-\-\

П
А - 1 4 = 1
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если п = 2т+1. Учитывая обозначения (2.4), для s = n,
я + 1 и произвольного набора индексов ilt i2, . . . , ir+i
(г + 1 <• s) имеем

ip = \,N, p= l,r +

Из (4.10) гл. 1 следует, что

Таким образом,
N n+l N .

где
f/г + 1, если п -\-k нечетное,_ (

s ~~ \л, если л + й четное.

Последовательно применяя неравенство (3.5) гл. 2, как
и при доказательстве теоремы 3.4, получим оценку

п

|/„+1 - / „ ! < С ПлгТб1'

откуда с учетом расходимости ряда (2.2) заключаем, что
ВЦД (2.1) сходится.

Теперь рассмотрим общий случай, когда некоторые а,-(и = 0.
Теорема 3.12. Пусть компонентами ВЦД (2.1) являются

неотрицательные действительные числа Ьцк) > 0, ацк) > 0
(ik = 1, N, k = 1, 2, . . .), удовлетворяющие условиям:

а) ат + 6,(в чь 0 (ik = TJJ, k = 1, 2, . . .);
б) если существует такой набор индексов it, i2, . . . i

(ip = 1, N, p = 1, k, k >2), что Ьцк) = 0, /no предполагается,
что все остальные Ьзд-о/ ^=0 (/ = 1, N, j Ф ik);

в) Ьц{]>0 ( i 1 = U V ) .
Тогда ВЦД (2.1) сходится, если выполняется одно из

двух условий: либо существует такой номер k, что все
= 0 (ip = 1, N, р = 1, k), либо расходится ряд
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где &k определяются согласно (2.3), причем те наборы ин-
дексов, при которых ацк+[) = 0 при минимизации (2.3) не
учитываются.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко проверить, учитывая условия
а)—в) теоремы, что все дроби (3.1) гл. 1 Q$a имеют смысл
и ОЙа £ [O ôoJ (lk = TTF, k = 1, 2 , . . . , т > *) . Так как 6,(1) >
> 0(1*! = 1, /V), то <2*(п(: (0, оо]. Поэтому /п-е аппроксиманты
fm (т = 1, 2, . . .) ВЦД (2.1) имеют смысл и принимают конеч-
ные значения.

Рассмотрим ВЦД

где е — произвольное действительное положительное число,
и обозначим ее s-ю аппроксиманту в смысле (1.11) гл. 1
через /s (e). Как и в предыдущей теореме, предельным пере-
ходом по е, стремящемся к нулю, для ВЦД (2.1) устанавли-
ваем свойство вилки (2.6).

Если при некотором наборе индексов ацш = 0 , то согласно
условиям теоремы Ьцк) ^ 0 и поэтому Qc?k)Z(O, -f°°](s > k).
Следовательно, ац^/Q1^ = 0 (s > k) и s-ю подходящую дробь
ВЦД (2.1) можно записать в виде

nHk— 1)

fs=b0+ D V ^ , (2.9)
' 1

где 0 < л/(А_1) <: Л/', a f ( a ^= 0, причем предполагается, что если
верхний индекс суммирования больше нижнего, то сумма
равна нулю. Числа п«А_и не зависят от s.

Если при некотором т все ацт) = 0(ip = 1, М, р = 1, /п),
то для произвольного s >> m fs = fm—\ и сходимость ВЦД
(2.1) очевидна.

Пусть при каждом k = 1, 2, . . . существует набор индек-
сов iv i2> . . . , ik, что n,-(H > 1. Тогда обозначения (2.3) име-
ют смысл, так как набор индексов, по которым происхо-
дит минимизация, является непустым множеством, s-ю аппро-
ксиманту ВЦД (2.1) запишем в виде

s

fs = b0+ D V ^-, (2.10)

где d;№ определяется согласно (4.10) гл. 1. Из расходимости
ряда (2.2) следует, что существует подпоследовательность
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, такая, что 8k. # О ( / = 1 , 2 , . . . ) . Пусть т = k,\ Тогда
di(m) > °. dt(m+i)>0 {ik = 1. Л«А-1), Л = 1, т + 1). Поэтому
QHI) > ^, г д е s = /п, /п + 1 и рассматриваются допустимые
наборы индексов ilt i2,. . . , /А. Тогда

"((0) "((1) Щт)

f ; _ V V V Т
/m+l /m — у 2j ' ' ' JLJ

П Q^° П
l

Повторяя доказательство предыдущей теоремы с учетом
неравенства (3.5) гл. 2 и неравенства

где n<iNt Xi>0, б :> 0, получим оценку
т

N

откуда с учетом расходимости ряда (2.2) следует сходимость
ВЦД (2.1).

§ 3. Признаки сходимости ВЦД
с комплексными компонентами

Рассмотрим теорему, которая переносит достаточные признаки
сходимости ВЦД

N

b~k ( 3 -0

с положительными элементами Ьцк) > 0 (k = 1, 2, . . . , ik =
= \,N) на тот случай, когда все частные знаменатели (3.1)
являются комплексными числами, принадлежащими области

Ge= {Z6(C:z^0, |argz|<f-e}, (3.2)

где е — произвольное как угодно малое положительное дей-

ствительное число 0 < е < у . Она является многомерным
аналогом теоремы Ван Флека (теорема 4).

Теорема 3.13. Пусть все частные знаменатели ВЦД (3.1)
принадлежат области (3.2). Тогда
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7) каждая т-я аппроксиманта fm ( m = I , 2 , . . . ) ВЦД
(3.1) принадлежит области (3.2);

2) существуют конечные пределы четных /2„ и нечетных
/2„+1 подходящих дробей при п ->оо;

3) ВЦД (3.1) сходится, если при введении обозначений

ak = m i n ( | b m | : ip = l,N, p = TT~fe),

P* = m a x ( | bHk) \:ip= \,N, p=\,k)

выполняется одно из условий:
а) расходится ряд

где Sk определяется согласно (1.18);
2m+l

,. V4 / , N N N
Jim \ ttj_i a ( + ; — л — —i=oo,

s = 2m + k — 2[k/2];
в) интегральная цепная дробь

N

( з- з )

сходится, где br{f), tr = (tlt t2, ..., tr) (r = 1,2, ...) —не-
прерывные положительные функции в гиперкубе К.г = [0, N]r,
такие, что

Ьг(П = \ЬНп\ (tr=l,N, r =1,2,...)

и

Шп max(br (tr): f £ Kr) max (b7l (tr): f £ Kr) < oo. (3.4)

Доказательство. Если ^ ( m )gG e, ю, очевидно, 1/Ьцт)£
N

i ^ )6G E и т. д.
m l

Следовательно, пункт 1) выполняется при произвольном

e<J.
Рассмотрим ВЦД

N

Sw?1 (3'5)
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где

Пусть
| R e z | < l +е(л—26)- 1 . (3.6)

Тогда

|arg Ьт (г) | = \усш Re 2 1 < (-5 — е) f 1 + я е

Следовательно, bnk){z)£.Gb, где б = -|-, если г принадле-
жит области (3.6). Поэтому в силу пункта 1) заключаем,
что все /п-е подходящие дроби ВЦД (3.3) / m ( z ) ( m = 1, 2,...)
являются голоморфными функциями г.

Рассмотрим область

Для z£D и последовательности голоморфных функций {/т(г)}
выполняются условия теоремы Стилтьеса—Витали (см. тео-
рему 2.13), где, например, а = — 1 , Ь — —2.

Пусть z £ Д и Д = {w: Re w = 0, | Im ш | < 1}. Тогда ВЦД
(3.5) запишется в виде

N

*£̂ г~* (3-7)

где &дй = | &дА ) |ехр(—7,- ( й^т г)>0- Из свойства вилки (3.4)
гл. 1 следует, что для ВЦД (3.7) всегда существуют пре-
делы четных и .нечетных подходящих дробей. Поэтому в силу
теоремы Стилтьеса—Витали существуют пределы / 2 т ( 0
и /2m+i(l)> T- е- выполняется пункт 2) теоремы.

Докажем пункт 3) в предположении, что выполняется усло-
вие а).

Пусть г£Д фиксировано и

dk = min ( Ь 1 ш :iD=l,N, p = 1, k), $k = max (bm: iP =

= 1777, p = T7k).

Так как dk > exp (—я/2) ak, fik « exp (я/2) pft, то
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и в силу теоремы 3.6 и условия а) ВЦД (3.5) сходится для
каждого z£A. Из теоремы Стилтьеса—Витали следует, что
ВЦД (3.5) сходится на каждом компакте области D, в част-
ности в точке 2 = 1 , что равносильно сходимости ВЦД (3.1).

Пункт б) доказывается аналогичным образом с учетом
теорем 3.4, Стилтьеса—Витали и неравенства

2m+l

V̂  / Л—
L " ^ I 0 6 * + PH-I + ^ + р,+з + ... +i=2

2m+l л
N

_л

N N N N\
P*+i + P*+2+B*+3+ '•• + a , /

к—*

Из сходимости интегральной цепной дроби (3.3) следует
в силу теоремы 3.7, что расходится ряд (1.37). Условие (3.4)
эквивалентно тому, что существует константа / И > 0 , такая,
что

max (Ь, (Г) :Г£К')<М min (6 r (Г): Г б /С')-

Так как

л

max (6, (Г) : Г £ Я') > р, 5> е~ Т Р „ min (6Г ( Г ) : Г
л

то р г < Мепаг. Из расходимости ряда (1.37) следует расхо-
димость ряда

/•=1

Учитывая теоремы 3.9 и Стилтьеса—Витали, завершаем
доказательство теоремы. В

Следующая теорема является многомерным аналогом тео-
ремы Ворпитского (теорема 2).

Теорема 3.14 [4, 7]. Если для ВЦД

93



где cc.k) — комплексные числа, выполняются условия
J

\cm\*sa = N-4(l-t), 0<t<j(ik=l,N, * = l , 2 , . . . ) ,

то (3.9)

/) ВЦД (3.8) сходится;
2) справедливы оценки скорости сходимости

, (1 - 2/) /"' (1 - fT [(1 - <)"-"> - /"-"•]
I / л / m l * [(1 /)" + 1 tn+1\ [(1 / ) m + 1 — tm+1l '

или

если 0<:t<j, (3.10)

' если / = т , (3.11)

где п>т и fk — й-я подходящая дробь ВЦД (3.8);
3) значения дроби (3.8) и всех ее подходящих дробей

принадлежат области

|г — ( l _ ^ ) - i | < / ( l _ / « ) - i ; (3.12)

4) предельные константа а= 1/(4 JV) и соотвествующая
область значений являются наилучшими, т. е. константу
нельзя увеличить, а область уменьшить.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что при выполнении
условия (3.9) мажорантой ВЦД (3.8) является периодическая
непрерывная дробь

1 / ( 1 - 0 /(1 — 0 п ,ov
1 - i - i . (6А6>

Обозначим Рт, Qm, gm соответственно /n-й числитель, /п-й
знаменатель и т-ю аппроксиманту дроби (3.13). Используя
метод математической индукции с учетом рекуррентных фор-
мул (8), легко доказать, что

Qm = (1 — 0 т + ^ (1 — О™"1 + /»(1 — О™"* Н
И™ (т=\, 2, . . .). (3.14)

Pm = Qm_l ( m = 1, 2 , . . . ) . (3.15)

Из (3.14) следует, что Qm > 0 для 0 < t < -̂  . Поэтому под-
ходящие дроби (3.13) являются положительными числами,
т. е. gm>0 (т= 1, 2, . . .).

Если для ВЦД (3.8) ввести обозначения, аналогичные
(3.1) гл. 1, и в предположении, что все Qul) Ф 0 (s = т—1,
п — 1), применить методику, приводящую ГПри установлении
формулы разности двух подходящих дробей п-го и т-го но-
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рядков (пу>т), то, как легко проверить, в нашем случае
получим

т

L~L= У -z k-=h > (3-16)

где

= m - l ) n - l ) . (3.17)

Используя метод математической индукции, докажем, что
при выполнении условий теоремы для произвольного набора
индексов 1\, i2, . . . , ik и произвольного натурального s > k

| Q$H | > Л5_, (* < s, s = 1, 2, . . . ) ,

где hm — /л-я аппроксиманта цепной дроби

1 *i\-t) t(\-t) / ( ! - / )
1 j —

(3.18)

Фиксируем s. Проводим индукцию по k. При ^ = s имеем

= 1 = Ao.

При k = s— 1 получим

Пусть неравенство (3.18) выполняется при
жем его справедливость при k = n. Имеем

= n + \. Дока-

№l = 1
1

так как hk = g^_{ > 0 {k = 0, 1, 2, . . .).
Запишем формулу типа (3.16) для непрерывной дроби (3.13)

tm(\ — t)m

en Sm т т—\
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Учитывая неравенство (3.18), получим

\fn-L\<
П

4 - т-\

П \0(п-]) > П l>Q'.m-l)\

t™(l-tr
т-\

Так как периодическая цепная дробь (3.13), где 0 < t < -к ,

сходится (см. теорему 7), то заключаем, что ВЦД (3.8) также
сходится и справедлива оценка

\fn-U\< m ( J / • (3-20)

П К-k-l П hm-k-\

Учитывая, что hk = g^ ~ Qk+i/Qk, получим

, • t"(l-trQn-m-l / О О П
I /n — / m | < 7f7) ' \6-z4

ЧпЧт

При ^ = 1/2 имеем Qp = 2~p(p+ 1) и оценка (3.21) преоб-
разуется в (3.11). При 0 < ^ < 1 / 2 в (3.14) сделаем замену
t = х'1, тогда

хр(х-2)

где А : > 2 . Возвращаясь к переменной t, получим

Qp = [(\ — t)p+i—tp+l]{l — 2t)-K (3.22)

Подставляя (3.22) в неравенство (3.21), получим оценку раз-
ности двух подходящих дробей, совпадающую с (3.10). Оценки
(3.10) и (3.11) точные. Они достигаются для ВЦД (3.8),
у которой о т = —N-4 ( 1 — 0 (k = 1, 2, . . . » ik = TTN).

Справедливо неравенство

_
[(1 — / ) n + 1 — /n+l] [(1 _/)m+l_/m+l] <• И ^ »

0<^<l/2, (3.23)
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которое легко устанавливается, если ввести замену и =
= *(1 — О " 1 и учесть, что 0 < г / < 1 . Действительно, в этом
случае (3.23) сводится к очевидному неравенству

( 1 — ^ ) ( 1 — г / " — т ) < ( 1 — г / т + | ) ( 1 — У п + 1 ) , п~>т, 0 < г / < ; 1 .

Из (3.23) следует более прозрачная, но и более грубая оценка

\fn— fm\ < ( 1 — t)-m-4^. (3.24)

Докажем пункт 3). т-ю аппроксиманту ВЦД (3.8) запи-
шем в виде

N

*, = !

Из (3.18) и (3.9) следует, что
N

_ К,-<1)
\W\

Обозначим g значение бесконечной цепной дроби (3.13).
Последовательность {gm} монотонно возрастает. Действи-
тельно, так как Q m > 0 ( m = l , 2, . . .), то, учитывая (8),
имеем

Следовательно, \w\ « ^(1 — t)g. Так как g = [1 — ^(1 — O ^
то, учитывая, что при / = 0 g = l , решая квадратное урав-
нение относительно g, получим g = (1 — ^ ) ~ 1 . Поэтому

откуда после несложных вычислений следует (3.12).
Докажем п. 4). То, что константа C X = 1 / ( 4 J V ) является

наилучшей, следует уз условия, что ВЦД (3.8), где Сцщ =
= — с ( t A = l , N, k = 1, 2, . . .) и C > 1 / ( 4 J V ) , согласно тео-
реме 7 расходится.

о

Область |г — 4/3|<-»- является наилучшей, таккакзна-
чение ВЦД (3.8), у которой сцц = с (i t = 1, N)ci(k)=—1/(4JV)
(tp = 1, N, p = TTkt k > 2), равно (1 + 2M:)-1. Если | с\ <
< 1/(4JV), TO наилучшей областью значений данной ВЦД

о
является область 12 — 4/31 < тг . щ
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Замечание 3.2. Пусть выполняются условия теоремы 3.14.

Из оценок (3.11), если t = j , или (3.24), если 0 < f < l / 2 ,

следует сходимость ряда

—J I / л+1 In Г

Следовательно, если для ВЦД (3.8) с комплексными част-
ными числителями выполняются условия (3.9), то она абсо-
лютно сходится.

Теорема 3.15. Пусть для ВЦД
N

£ ^ , (3.25)
1 <i

где Ьо, сцк) ( k = I, 2, . . . . ik=* 1, Л') — комплексные числа,
выполняются условия

\сцк)\ < N~1Sm О — eiik-») (k=U 2 . • •• . ik = \7~N, / 0 = 0 ) ,
(3.26)

gm£\R,o<gm<i gm = go = o (k=i, 2,...,ik = Tjf)
(3.27)

или
ft («6 0?, 0<g / ( W < 1, gm = g0 = 0 (k = 1, 2, . . .

. . . , / * = П О - (3.28)

Тогда ВЦД (3.25) абсолютно сходится и ее областью
значения является круг: \г — bn | <: 1.

Доказательство. Покажем, что мажорантой ВЦД
(3.25) является ВЦД

N

"'it=ll, (3.29)

Для ВЦД (3.29) введем сокращенные рекуррентные обозна-
чения, аналогичные (3.1) гл. 1

)
i(s)

= l ,
Q < S '

где (s = 1, 2, . . . , p = 1, s — 1, lk = 1, N, k = 1, s). Мето-
дом математической индукции докажем справедливость нера-
венств

I Q$)| > Ш) ( s = l , 2 k = 1, s, ik = 1, iV) (3.31)
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) (s=l,2,...tk=l,s,lk= 1, N). (3.32)

если выполняются ограничения (3.27);

(s = 1, 2 k = 171, 4 = TTtf), (3.33)

если выполняются ограничения (3.28).
При k = s неравенства (3.31) — (3.33) очевидны. При

k = s — 1 имеем

Заменяя g.
(s)
 единицей, получим (3.32) или (3.33), где 6 =

= s - l .
Пусть неравенства (3.31) — (3.33) выполняются при k =

= ^ _|_ 1 ^ s. Докажем их справедливость при k — р. Имеем

Учитывая, что в силу оценок (3.32), (3.33) Q;(

s

p+i, Ф 0, и за-
меняя g/(H_,, на Q«P+D. получим (3.32), (3.33) при k = p.

Следовательно, все $\)фО, Q%>0. Воспользовавшись
формулой (3.3) гл. 1 для разностей подходящих дробей ВЦД
(3.25) и (3.29) fn — fm и gn — gm, где п>т, получим

7
П

* Н (-1) т + 1

<(-ir+i 2J — m+1

3 3 \§п ёт)'
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Таким образом,

\fn — fm\^£m — in, n^>m. (3.34)

Последовательность gn монотонно убывает и в силу нера-
венств (3.32), (3.33) ограничена снизу

Поэтому предел g=\'imgn существует и конечен.

Абсолютная сходимость (3.25) следует из неравенства
(3.34). Учитывая (3.32) или (3.33) и условия (3.26), имеем

< 3 ' 3 5 )

Поэтому область значений ВЦД (3.25) принадлежит кругу
\г — Ьо | < 1. Покажем, что она совпадает с этим кругом.
Пусть с — произвольное комплексное число, такое что | с | <С 1.
Тогда первая аппроксиманта fl ВЦД (3.25), у которой с[(1) =

= N~1c (1г = 1, /V), а все остальные с„Л) — произвольные ком-
плексные числа, удовлетворяющие условиям (3.26), прини-
мает значение Ьо + с. Если же | с | = - ; 1 , то ВЦД (3.25),
у которой c^^Nyic (i^TTW), cl{k) = -ll(4N)(t,=

= 1, N, s— 1, k, k > 2) удовлетворяет ограничениям (3.26),

где g.{[) = -g | с | ~ Y , g.(/t;) = - (гА = 1, JV, й > 2) и при-

нимает значение £>0 + с. •
В качестве следствий теоремы 3.15 получим два признака

сходимости, которые можно интерпретировать как многомер-
ные обобщения теоремы Слешинского—Прингсгейма (тео-
рема 3).

Теорема 3.16. [43]. Ветвящаяся цепная дробь

( 3 - 3 6 )

с комплексными числовыми элементами, удовлетворяющими
условиям

I * « * ) I > I а т \ + N ( t k = - . l , N, k = l , 2, . . . ) , ( 3 . 3 7 )

100



абсолютно сходится и ее областью значений является круг

\z — bo\^N. (3.38)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия (3.37) следует, что
Ьцк)ф0 (4 = 1, N, k = 1, 2, . . .). Используя эквивалентные
преобразования (4.2) гл. 1 приведем ВЦД (3.36) к виду (3.25),
где

Пусть

Тогда 0 « ? ё , ( Л ) < 1 и в силу (3.37)

N)

если k > 2 или | ci{{) | < g.(1) = NN-1g.{[)(\ — gm), где g.{0) =
= g0 ..-=(). Поэтому ВЦД (3.36) абсолютно сходится и ее
область значений содержится в круге (3.38). В такой фор-
мулировке теорема 3.16 была установлена Н. А. Недашков-
ским [43].

Докажем большее, а именно, что область значений дроби
(3.36) совпадает с (3.38). Пусть с — произвольное комплекс-
ное число, такое что \c\<.N, тогда первая аппроксиманта
/х ВЦД (3.36), у которой aw=--Nc(N~\c\)-i, Ьщ> =

= N\c\(N—\cI)"1 + N (i\ = 1, N) am, bm (ip = Щ Р =

— 1, k, k > 2) — произвольные комплексные числа, удовлет-
воряющие условиям (3.37), принимает значение Ьо + с.
Если же c = Neiff ( — я < Ф < я), то рассмотрим ВЦД, удов-
летворяющую соотношениям (3.37),

N

С] ехр (г»

(3.39)

£2
где ck > 0 (k = 1, 2, . . .). Она эквивалентна цепной дроби

Л j8iC g a ( ' — gi) ga( l — 82) / O i m
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у которой gk = ck (ck -f- Л^)"1 и значение которой согласно
[100] равно

Так как

то ВЦД (3.39) принимает значение b0 -f о, если ряд

£ N~k П ct расходится. •

Теорема 3.17. ВЦД (3.36) с комплексными числовыми
элементами, удовлетворяющими условиям

\biw\>\ankl\N+l ( 4 = 1, N, k=\, 2, . . .), (3.42)

абсолютно сходится и ее областью значений является круг

|г — & 0 | < 1 . (3.43)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Повторив начало доказательства
теоремы 3.16 и взяв

убедимся в то/, что 0 < g , ( W < 1 и

= £о = °- а т а к ж е

Поэтому согласно теореме 3.15 ВЦД (3.36) абсолютно схо-
дится и в силу (3.35) ее область значений содержится в круге
(3.43). Докажем, что она совпадает с этим кругом.

Если с — произвольное комплексное число,такое, что | с |
то первая подходящая дробь /х ВЦД (3.36), у которой

K I

ank)* bi(k) {ip= I, N, p= 1, k, k > 2) — произвольные комп-
лексные числа, удовлетворяющие условиям (3.42), принимает

102



«)- Рассмот-

<*=!

(3.44)

где Сд,>0 (6 = 1, 2, . . .). Она эквивалентна цепной дроби
(3.40), у которой gk= Nck(Nck + I)" 1 . Значение ВЦД (3.44)
равно (3,41).
Так как

k=l i=»l 1 = 1

то ВЦД (3.44) принимает значение Ьо-\-о, если ряд

£ ЛД П с, расходится. •

Ниже мы приведем некоторые следствия теорем 3.15—3.17.

Следствие 3.4 [45]. ВЦД (3.36) абсолютно сходится, если
существуют такие действительные числа рс .~>N (ik=- I, N,

k= 1, 2, . . .), что выполняются неравенства

•N
(3.45)

4k)
bHk—\)bi(k)

— N
= I, N, р= 1, к, А>2) . (3.46)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вместе с ВЦД (3.36) рассмотрим
ей эквивалентную ВЦД

Ь.+ D У а

0 * 1 ^
(3.47)

где рт= 1, р< ( А )чь0 ( t t = I, N, k=* I, 2, . . .). Если поло-
жить Рцк)=рцк)/Ьт (tt=l, N, А = 1 , 2, . . . ) и к дроби
(3.47) применить признак абсолютной сходимости, изложен-
ный в теореме 3.16, убеждаемся в том, что условия (3.37)
в этом случае эквивалентны условиям (3.45) и (3.46). щ

Следствие 3.5. ВЦД (3.36) абсолютно сходится, если су-
ществуют такие действительные числа qt >\ {ik= I, iV,
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k=\, 2, . . .), что выполняются неравенства

а,,,, — 1

ни
— 1

'HD
= 1, N), (3.48)

-, ^ д. V.B -.. ., „ , р = TTk, k > 2). (3.49)
bt(k—\)bi(k) "Чк—и^ИЧ

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в (3.47) положить р,( =
= Ч1Ш/Ьцк) {ik = 1, N, k = 1, 2, . . .), то условия (3.42) тео-
ремы 3.17, записанные для ВЦД (3.47), эквивалентной дроби
(3.36), преобразуются к виду (3.48), (3.49). •

Замечание 3.3. Следствия 3.4 и 3.5 легко устанавлива-
ются непосредственно из теоремы 3.15, если ВЦД (3.36)
с помощью эквивалентных преобразований привести к виду
(3.25) и положить

соответственно (ik= I, N, k= I, 2, . . .). Если же в след-
ствиях 3.4, 3.5 положить

Р'Ш = П=^~ • qm = г ~ ^ (/* =• Т Л М = 1. 2, .. •).

то получим условие, эквивалентное (3.26) с ограничениями
(3.28) относительно gt{kj. Следовательно, теоремы 3.15—3.17
в некотором смысле эквивалентны.

Следствие 3.6 [10]. ВЦД

Ьо+ »

с числовыми комплексными элементами Ъц$ (ik= 1, Л;, k =
= 1,2, . . .) абсолютно сходится, если

о £ 1 , + ( М х % ) - » < Л Г » ( * = 1, 2, . . . ) , (3.51)

где N—число веток Еетвления ВЦД (3.50) и

аА = min ( | Ьцъ \ х ip = 1, -V, р = 1, k). (3.52)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство (3.51) следует из ус-
ловий (3.48), (3.49), если положить

? « 2 * _ 1 ) =.ЯЦЩ = a 2 k ' а Щ = 1 ( ' * = 1 . N., k = l , 2 , . . . ) . g .
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Следствие 3.7. ВЦД (3.50) с числовыми комплексными
элементами Ьцк) (4 = 1, N, k = 1, 2, . . . ) абсолютно сходится,
если

a- 1 + (^o 2 f t + 1 )-»<^-» (k = 0, 1, 2, . . . ) , (3.53)

где ak определяются согласно (3.52), а0 — ах.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенства (3.53) следуют из

(3.48) и (3.49), если положить

(/* = TT̂ V, 6 = 1 , 2 , . . .)•

Рассмотрим ВЦД

( 3 - 5 4 >

где Сцк) (ik = 1. N, k = 1, 2, . . .) — комплексные числа, удов-
летворяющие условиям (3.26) и ограничениям (3.27) или
(3.28) относительно g.(ky Так как согласно теореме 3.15
значение дроби, обратной к (3.54), может быть равно нулю,
то без дополнительных ограничений можно лишь говорить
о сходимости в широком смысле ВЦД (3.54).

Теорема 3.18. ВЦД (3.54) с числовыми комплексными

элементами cl{k) (ik=l, N, k=\, 2, . . .) абсолютно схо-

дится, если справедливы условия (3.26), где

= g0 < : 1, 0 < gHJl*s 1 ( 4 = TT^V. k = l , 2 , . . . ) и л и 0 <:•

<giik)<.l (i,,= l,N, k=l, 2, . . .) и областью значений

этой дроби является круг

| г - ^ 1 ( 2 - Ы " 1 1 < ( 1 - ^ ) ^ 1 ( 2 - ^ Г 1 . (3.55)

Доказательство. Аналогично, как и при доказатель-
стве теоремы 3.15, легко устанавливается, что мажорантой
ВЦД (3.54) является ВЦД

-'('-а^'Ч1. (3.56)

Если бесконечную ВЦД (3.56) или ее п-ю аппроксиманту
записать в виде

N

г =..(!_(\-go)wy\, w=
- 1 0—gf(l))gf(2)

1 — ••.
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то в силу утверждения теоремы 3.15 | ш | « 1 и поэтому
1 — — < 1—g0, откуда с помощью элементарных вычис-

лений получаем (3.55). Абсолютная сходимость ВЦД (3.54)
следует из того, что аппроксиманты ВЦД (3.56) образуют
монотонно возрастающую и ограниченную сверху последова-
тельность. •

Рассмотрим числовую последовательность {ak}, где ak =
= N m a x ( | cl(k)\: ip = 1, N, p=l, k), ct{k) — э л е м е н т ы В Ц Д
(3.54). Предположим, что {ak} — цепная последовательность
и тп (п = 0, 1,2, . . .) — ее минимальные параметры (см. (35)).
Рассмотрим цепную дробь

т
Т — Т — i — i • ^ - 5 7 )

Теорема 3.19. Пусть элементами ВЦД (3.54) являются
комплексные числа c.(k) (ift = 1, N', k = 1, 2, . . .), такие,
что последовательность

ak=Nmax(\ci{k)\:ip= I, N, p= \,k) (k= I, 2, . . .) (3.58)

является цепной последовательностью с минимальными
параметрами тр (р = 0, 1, 2, . . .), удовлетворяющими
условиям

0 < т р < 1 (р= 1, 2, . . .). (3.59)

Тогда ВЦД (3.54) абсолютно сходится, если схо-
дится ряд

Значение бесконечной ВЦД (3.54) и всех ее подходящих
дробей принадлежит области

| г _ Г ( 2 Г —1)-Ч<Г(Г—1)(2Т—I)" 1 , (3.61)

где Т — сумма ряда (3.60).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что мажорантой ВЦД

(3.54) является цепная дробь (3.57). Если для дроби (3.57)
ввести рекуррентно сокращенные обозначения, аналогичные
обозначениям (3.1) гл. 1

. . . . р=0, s—\),
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то методом математической индукции по аналогии с доказа-
тельством неравенств (3.31), (3.32), легко проверяется, что

I Q«i)I > Qls) (k = 6Г7, /0 = 0, ip = TTN, р = Т71), (3.62)
Qis)>mk (k=0, s). (3.63)

Следовательно, Q ^ ^ O , Q* s ) >0 (k = 0, s). Если обозна-
чить k-e аппроксиманты ВЦД (3.54) и цепной дроби (3.57)
через fk, pk и учесть формулу разности двух подходящих
дробей (3.16), то для п>т получим оценку

\fn-fm\<Pn-Pm- (3-64)

Абсолютная сходимость ВЦД (3.54) следует из того, что
последовательность {рп} монотонно возрастает и ограничена
сверху.

Пусть Ак и Bk — k-и числитель и знаменатель дроби

т1 (1 —т2)т3 (1 — ms) nij ,o сеч

1 i i • ^ - о с > >

Используя рекуррентные соотношения (8), методом матема-
тической индукции легко проверим, что (см. [100])

Bk = (l—m1)(l—mt) ... (1—/п*) + / п г ( 1 — / п , ) . . .
. . . (\—mk) + m1m2(l —ms) . . . (1 — тк)-\ +m1m2...mk,

Ak = Bk — (I — / n O U — m . ) . . . (\—mk).

Поэтому

0=1

Так как в силу оценок (3.62)
N

I o<s> _ 1 | < V | с ' ( 1 ) | < ЛЬ. - 6а
I Vo — l I < Z j | Q(S) I

 <
 Q(S) ~ 5S '

то, записав бесконечную ВЦД (3.54) или ее аппроксиманту
в виде

N

г = (I -\- w)'1, где w =

1,-1

имеем | w | < 1 — Т" 1 или | г"1 — 1 | < 1 — Т'1, откуда с по-
мощью элементарных вычислений получаем оценку (3.61). •
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Теорема 3.20. Пусть для ВЦД (3.54), где ст (h —
— 1, N, k=\, 2, . ..) — комплексные числа, выполняются
условия

(k=l,2, ... , ik=i7N, io = O), (3.66)
8и» е к. о < g.ik) < l, gm^j0 = о

( 6 = 1 , 2 ik=\7~N). (3.67)

Тогда ВЦД (3.54) сходится, если существует такое
натуральное число п и набор индексов ilt i2, . . . , in

(ik = 1, Л̂ , k=TTn), что gi(n) = 0 или

Ncm*-gm{\-gt(n_J. (3.68)

Д о к а з а т е л ь с т в о . ВЦД

Qi(p) = 1 + D У ст

(р = 0, 1, 2, . . . , /0 = 0, tp=\, N, р>\) (3.69)

согласно теореме 3.15 сходятся и принимают значения, при
надлежащие кругу |г — 1 | < 1 — g l { p ) . Элементы сцн запи-
шем в виде

где |^(*) |<;1 в силу условия (3.66).
Если ВЦД (3.54) расходится, то необходимо

<?. = 1 + £ ^ У " = 0 - (3-70)

Так как \хц{)\ < 1 и согласно (3.32) |Q,-(i,| > gl(U, то равен-
ство (3.70) равносильно тому, что

(3.71)

Из условия \QHD- 1 |< 1— giiU и (3.71) следует, что

<2«n = £«n. ^(O = - l (ii=T71V). (3.72)

Поскольку
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то, учитывая (3.72), имеем

1 = 0 ,
у л ^
JLJ О,

откуда, повторяя те же рассуждения, получим Qi(2) = gi(2),

: = 1,2) и т. д.
)
Расходимость дроби (3.54) эквивалентна выполнению

условий
&<*> = 8цк), XW = - 1 (3.73)

при всех возможных наборах индексов. Поэтому выполнение
условия (3.68) гарантирует сходимость ВЦД (3.54). Так как
ф ( * ) # 0 (А = 0, 1, 2, . . . , io = O, ik=Ti~N, k>l), то
условия (3.73) не будут выполняться, если при некотором
наборе индексов ilt i2, . . . , in gi(n) = 0. •

Теорема 3.21. ВЦД (3.54) с комплексными частными
числителями сцщ (ik = 1, Л', k = 1, 2, . . .) абсолютно схо-
дится, если для произвольного натурального п и произ-
вольного набора индексов i u i2 in выполняются
условия

S \cm\<N~l ('•* = ! . N, k= 1, n, л = 1 , 2, . . . ) . (3.74)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что существуют такие

действительные числа 0 < g.(k) < 1 (ik = 1, N, k = 1, 2, ...),

ft*» = So = 0, что

^^"^(l-g^,,). (3.75)

Действительно, так как \сщ)\<.^~1, то можно положить

N\ci(i)\ = g,-,,.. Тогда 0 < : Р . , , , < 1 0 I = 1 , N). Пусть

r̂ (ik =2 lt N, k= I, n) уже найдены. Учитывая (3.74),

имеем
п п

п

?• (1 — s - _ ) —
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= (l-ft(2,Ml-ft.(3,)- S

<• (l - ft;<3i) - JE ft(*, ( ! - ft(*-o)

••• < О — г / ( л _ „ ) ( 1 — ft(n))<(i -

Поэтому существует такое действительное число 0
1, что Л П | ( 1 )

Если некоторые сад равны нулю, то, значит, g((n) = ОЕсли некоторые сад равны нулю, то, значит, g((n)

и сходимость ВЦД (3.54) следует из теоремы 3.20. П
все сцк) ¥= 0 (ik = 1, iV, й = 1, 2, . . .)• Тогда, положив

усть

= 1 - sup ( S Af | сад I: tP = ГПУ, p > A + 1) (3.76)

= 0, 1, 2, . . . , i'o = O, lk= 1, V̂, ft > 1), имеем

1 — gfik-ц) ftj(*, = (SUP S ^ |C(№, |) (1 — SUP S
P=k p=zk-\-\

> (Л^ I Сад I + SUP S iV I Ci(P) |) ( 1 — SUp XI Л ' К д р ) ! ) »
oo oo

N\cnk)\ +sup Ц JV|C,(PJI(1 — sup £ N\Ci{p)\) > N\cm\.
k+\ k

Учитывая (3.76), получим 0 <; gm = g0 < 1, 0<gm<l

(ik = J-fj, k=J,2,...). Поэтому |Сод|</У- г(1 —g o )X
guk__l))gm(k = 2, 3, . . .

. . . , lp*=TTW, р = \~ГЦ- Если g n > 0 , то ВЦД (3.54)
сходится согласно теореме 3,18. Если же g0 = 0, то сходи-
мость ВЦД (3.54) следует из теоремы 3.20.

В заключение отметим, что теоремы 3.15—3.21 являются
многомерными аналогами признаков сходимости цепных
дробей, в частности теорема 3.15, следствия 3.4, 3.5 —
обобщение признаков сходимости Перрона [87], теорем
3.16, 3.17 — признаков сходимости Слешинского — Прингс-
гейма [58, 89|, теорема 3.19 — многомерный аналог приз-
нака Ван Флека [98], теорема 3.20 — признака Уолла —
Пейдона [85], теорема 3.21—обобщение признака сходи-
мости Коха [82].

Следующие две теоремы являются многомерными ана-
логами параболической теоремы. Подробный обзор по этому
вопросу изложен в [81].
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Теорема 3.22. Пусть элементы ВЦД (3.54) сц^ (/* =
= 1, N, k=\, 2, . . .) принадлежат области

Рг = {г£(С Mzl - R e z < (2^)-»(1 —е)}, (3.77)

где е — /са/с угодно малое действительное число (0 < е < 1),
N — число веток ветвления ВЦД (3.54).

Тогда
1) существуют конечные пределы четных /г„ и нечет-

ных /2n+i подходящих дробей;
2) ВЦД (3.54) сходится, если выполняется одно из

двух условий: либо существует такой номер k, что все
= 0 (ip = 1, N, р<= 1, k) либо расходится ряд

2 8k, (3.78)

где 8k = min(1 /| с,щ\ '-iP = 1, N, p=\, k), причем те на-
боры индексов, при которых сцк) = 0 при минимизации
не рассматриваются;

3) область значений ВЦД (3.54) принадлежит кругу

\г— Н < 1 . (3.79)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что границей области Ре

является парабола с фокусом в начале координат с осью

вдоль луча argz = 0 и с вершиной в точке -щ- .

Каждый отличный от нуля элемент сц^ ВЦД (3.54)
представим в виде

сщ = \cm\exp(iam),

где — я < 1 а , ( * ) < я и i = У—1. В области

^a = {ze(C; | I m z | < 6 , | R e z l < l +8}, (3.80)

где 8 — произвольное действительное число, такое, что

( 1 + б) 2 ехр(яб)<(1—е)" 1 , (3.81)

рассмотрим функции

Г 0 , если сцк) = 0,
°т W ~ \ | Ощ I ехр (1атг), если ст ф 0

(t'k= I, N, k= I, 2, . . .). Покажем, что сщ(г)^Р0, когда
z£Qa, где Ро определяется согласно (3.77), если положить
е = 0. Если ai{k) = 0, то, очевидно, Сцк){г)^Р0. Пусть
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Ф 0 и 2 = х + и/- Тогда, опуская индексы с целью
сокращения записей, получим

| с (г) | — Re с (г) = | с \ е~а^ (1 — cos ах).

Так как | с | ( 1 — cos а) <; -^- , то \с(г)\ — Re с (г) «

,2/V 1 - cos a •

Исследуем на экстремум выражение

. sin2 -f- ax
... . 1 — cos ax 2

M (a, x) = -: = : ,
v ' ' 1 — cos a . , 1 '

где — n < a < n , a ^ O , | * | « : 1 + 6 . Достаточно ограни-
читься случаем 0 < a < J t , 0 < л : < ; 1 + б . Если 0 < a <
< я ( 1 + б)"1, то функция \/М (а, х) по аргументу х моно-
тонно возрастает и поэтому

sin -i а (1 + б)
а, х) < j = М (а),

sin тг а

М((х) — монотонно убывающая функция по а, так как

^ - c o s ~-
2 2

cos ^ - c o s ~ - a ( l + 6 )
2 2

s i n 2 f
6) tg | - —

еели 0 < а < я ( 1 + б)"1. Следовательно,

sup (M (a): 0 < a < я (1 + б)"1) =

sin | a (1 + 6)
= lim — = 1 + 6 .

a-° sin-ia

Если же я (1 + б)"1 <: a <: я, 0 <; х < 1 + б, то

sin -g- cur/sin j a <: sin"1

 2 п + 5) < ' + б>

так как sin -^ л: > л:, где 0 <; х <; 1.

Таким образом, выбирая б согласно (3.81), имеем

\c(z)\ — Rec(z)<(2Ny1.
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Рассмотрим ВЦД

(3.82)

Учитывая следствие 1.4, где а = 0, убеждаемся в том, что
область значений ВЦД

N

(г){\ 4- 5 У С-Ш!-1)~1

принадлежит полуплоскости

Rez> — (2N)~\
откуда следует, что областью значений ВЦД, обратной
к (3.82), является полуплоскость

2

Поэтому значения подходящих дробей ВЦД (3.82) принад-
лежат области

Обозначим fn(z) — п-ю аппроксиманту ВЦД (3.82). Очевидно,
/„(z) (л = 1, 2, .. .) — голоморфные функции в области Q&-
Для этой последовательности выполняются условия теоре-
мы 2.13, где, например, а = — 1, Ь = — 2.

Пусть zgA и Д = {ге(С: Rez = 0, 11тг | < б } . Тогда
ВЦД (3.82) запишется в виде

l + Ь £ ^ Г , (3.83)
к-х / А - 1

где
0 , если сцк) = О,

I ст | ехр (—ату), если ст Ф 0.

Для установления сходимости ВЦД
N „

5 (3-84)

обратной к (3.83), воспользуемся теоремой 3.12. Условия
а) — в) этой теоремы выполняются очевидным образом.

Если существует такой номер k, что все Сцк) = 0 ('Р =
= 1, N, р = 1, k), то все сцк) = 0 (ip = 1, N, р = 1, к),
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поэтому ВЦД (3.83) сходится и принимает отличное от нуля
значение. Поэтому ВЦД (3.82) сходится.

Так как

Ьк = min (сед: ip = 1, N, р=\, к) > 8k ехр (— лб),

то в силу условия (3.78) ряд

расходится и в ВЦД (3.83) сходится.
Из теоремы Стилтьеса—Витали следует, что ВЦД (3.82)

сходится на каждом компакте области (3.80), в частности
в точке г= 1, что равносильно сходимости ВЦД (3.54). Из
свойства вилки (2.6) следует, что всегда существуют конеч-
ные пределы четных и нечетных подходящих дробей ВЦД
(3.83). Как и раньше, применяя теорему 2.13, легко убеж-
даемся в справедливости пункта 1). М

Следующая теорема является обобщением только что
доказанной на случай повернутой параболической области.

Теорема 3.23. Пусть элементы ВЦД (3.54) Сцк)(к =
= 1, N, k=\, 2, . . .) принадлежат области

P*,v = {z£V- | z | -Re(zexp(—2?0><
(1—e)cos2v}. (3.85)

где — < Y < ~о~ > е — как угодно малое действительное

положительное число (О < е < 1), JV — ч«с̂ го веток ветвления
дроби (3.54). Тогда

1) существуют конечные пределы четных и нечетных
подходящих дробей ВЦД (3.54):

2) ВЦД (3.54) сходится, если выполняется одно из
двух условий либо существует такой номер k, что все
ст = О (ip = 1, N, р = 1, k), либо ряд (3.78) расходится;

3) область значений ВЦД (3.54) принадлежит кругу
1 / 1 \~г

< о- 1 — -у cosy) .
Z~J \ l ~ 2~C0S V e x P(~ 'V) ^ 2 \ ' — 2

' (3.86)
Д о к а з а т е л ь с т в о . ВЦД (3.54) запишем в виде

N

т. е. положим Oi(k) = ац$ ( t * = I, N, k= I, 2, . . . ) .
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С учетом того, что | г а | — Re(z2) = 2(Imz) 2 , область
(3.85) в терминах w, где г = да2, преобразуется к виду

—iy))\ < ± j / ^ c o s v ) . (3.88)

Каждый элемент ащ,) ВЦД (3.87), принадлежащий облас-
ти (3.88), представим в виде а т = Ьцк) exp (iy) + t <&<*>, где

bi{k), di{k)£\R и | d ( ( * ) | < : \ j / l-^. Ф и к с и р у е м у:\у\<-^ .

Пусть б — действительное положительное число ( 0 < б < 1 )

такое, что | v ± 6 | < - ? • В области

|<1 +6,

— V —6<argz<6, если v>0,

— 6<argz< —v+б, если v<0,|

определим функции

ai{k) (z) = zbm exp (iy) + idak) (ik = l^N, k = 1, 2, . . .).

Очевидно, aHk)(z)£Ge, v . , где v* = v + arg 2 и | V * | < - ^ .

Учитывая следствие 1.4, убеждаемся в том, что область
значений ВЦД

t

'*='
принадлежит полуплоскости

Отсюда следует, что область значений ВЦД, обратной
к (3.87), принадлежит области

1
W = {w£(£,: Re (да exp (—iy*)) > 1 — -к COSY*}-

Поэтому значения подходящих дробей ВЦД (3.87), как
легко подсчитать, принадлежат кругу

г — -к- 1 — -кCOSY* ехр(— iy*)\ < -~ (1 -H-COSY*

(3.90)

Обозначим /п(г) — п-е аппроксиманты ВЦД (3.87). Для
последовательности {fn(z)} голоморфных функций в области
Sa выполняются условия теоремы Стилтьеса — Витали, где,
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например, а = — 1, 6 = —2 и A = {Z£Set argz = — 7}.
Если г£Д, то а2цк)(г)^Ре, где Ре определяется согласно
(3.77). Расходимость ряда (3.78) эквивалентна для каждого
г£Л расходимости ряда

Так как г = 1 — компакт области S(,, то сходимость ВЦД
(3.54) следует из теоремы 2.13.

§ 4. Области сходимости ВЦД

Последовательность областей элементов {Q((*)} (k = 0, 1,2, ...
... , i0 = 0 \k = 1, ;V, 6 > 1) (см. § 5 гл. 1) называется по-
следовательностью областей сходимости ВЦД

N

если условие (ат, Ьт)£пт (k = 0, 1, 2, . . . , i0 = 0, tfc =
= 1, ;V, /г > 1) обеспечивает сходимость ВЦД (4.1) Анало-
гично определим последовательность областей сходимости
{£/№>} для ВЦД вида (3.54) или последовательность облас-
тей сходимости {бед} для ВЦД вида

Можно, естественно, рассматривать и дроби, обратные к (4.1),
(3.54) или (4.2).

Если £2цк) = & (или Ецк) = Е, или G , w = G) при всех
возможных наборах индексов, то назовем Q (или Е, или G)
простой областью сходимости. Если же Q,(2*) = Я 2, £2,<2*-о =
= Qx (или £";(2ft) = E2, El{2k-i) = Elt или Gn2k) = G2, G,-(2ft-i) =
= Gx) при всех возможных наборах индексов, то назовем
области Qlt fi2 (или Еи Е2, или Glt G2) спаренными облас-
тями сходимости.

Например, в силу теоремы 3.13 простой областью схо-
димости ВЦД (4.2) является произвольный компакт К
области

{£(£:z^O, | a r g z | < J -
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Простой областью сходимости ВЦД (3.54) является круг

что следует из теоремы 3.14.
Круг

Я = { г е ( С : | г - а | < г }

называется окрестностью сходимости точки а£(£, если К—•
простая область сходимости _ВЦД (3.54) или (4.2). Из тео-
ремы 7 следует, что если а £ D, где

то ВЦД (3.54), где все сцк) = а, расходится. Поэтому для
ВЦД (3.54) есть смысл рассматривать окрестности сходимо-
сти только точек a£D, где D определяется согласно (4.3).

Теорема 3.24. Если а— комплексное число, такое, что

|arga|<n и \а\>±-, (4.4)

то область

( ^ 1/^ (4.5)

является окрестностью сходимости ВЦД (3.54).
Если х е

то круг

ш
является окрестностью сходимости ВЦД (3.54).

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме, предложен-
ной в работе [81], и основано на свойствах парабол и ут-
верждению теоремы 3.23. Если а = 0, то утверждение тео-
ремы следует из многомерного аналога признака сходимости
Ворпитского (теорема 3.14). Если же а Ф 0, то, взяв у =

= -н- arga, построим параболическую область РОу вида (3.85),

где е = 0. Остается отыскать радиус круга, касающегося
границы дРоу, с центром в точке а, используя методику,
рассмотренную в [81]. Утверждение теоремы 3.23 гаранти-
рует сходимость в каждом компакте К области РЕу. Поэтому
учитывая произвольность е, возьмем несколько меньшими
радиусы полученных кругов. •
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В дальнейшем нам понадобится теорема о поликруговой
окрестности сходимости. Поликруг

KN = {г € (С* i z = (z l t 2 2 1 _ ^ . , г*),

1г; — а Н < г;, i = 1, N)

назовем поликруговой окрестностью сходимости ВЦД (3.54)
или (4.2), если условие

aik I < Tik или | b m — cnk I < Tik

(k= 1, 2, . . . , /* = U V ) (4.8)

гарантирует сходимость ВЦД (3.54) или (4.2).
Из многомерного аналога признака сходимости Ван Флека

(теорема 3.13) следует такая теорема.

Т е о р е м а 3 . 2 5 . Если а = (аг, а2, ••• > UN)£([,N такие,
что

R e a , > 0 (k= l,N), (4.9)

то область
N: \zi — a,\<r,<Reat, t = l,N} (4.10)

является поликруговой окрестностью сходимости ВЦД
(4.2).

Из теоремы 3.23 следует теорема.
Теорема 3.26. Пусть а = (а1, а2, . . . , а^)—некоторая

точка из £N такая, что существует угол

что область

cos2v} (4.11)

содержит точки a,,(k = 1, N).
Тогда множество

EN = { г е С " : \ь — а{\< r(<mm(\at — w\:w^dP^)} (4.12)

является поликруговой окрестностью сходимости ВЦД
(3.54).

Одним из первых результатов, касающихся спаренных
областей сходимости для непрерывных дробей, является сле-
дующая теорема Лейтона — Уолла [83].

°° i tТеорема 3.27. Цепная дробь D -г с комплексными чис-

ловыми элементами сходится, если

I O 2 t , l | < - J - , | O 2 * l > f ( * = 1 , 2 , . . . ) .
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В естественной формулировке, а именно

I a,(2/(_|) I < t, \ац2к)\>М ( 6 = 1 , 2, ... ik=l,N), (4.13)

где e > 0 , A f > 0 — некоторые действительные положитель-
ные числа, эта теорема не переносится на ВЦД вида (3.25).
Для произвольных как угодно малого е и как угодно боль-
шего М можно построить пример расходящейся ветвящейся
цепной дроби вида (3.25), элементы которой удовлетворяют
условиям (4.13). Ниже приведем пример такой дроби, по-
строенный Е. А. Болтаровичем.

П р и м е р 3.1. ВЦД с двумя ветками ветвления

'•Г, (4Л4)

е , ,

ГДе С1 = Сцщ\ = F, С2= Сц2к)2 = — J , Сц2к-Щ = М> сЦ2кП2 =

= С 1 2 = 1 — М, Cn2k)22 = C22 = —±-—M{ik=l,N, k=l,
2, . . .), расходится. Действительно, легко подсчитать, что
все четные аппроксиманты ВЦД (4.14) равны оо. Тем не
менее элементы удовлетворяют условию (4.13), где вместо М
необходимо взять min{M, \M —• 1 |).

§ 5. Области устойчивости ВЦД

Одним из важных свойств непрерывных дробей и их много-
мерных обобщений является свойство вычислительной устой-
чивости. Наряду с многочисленными публикациями, посвя-
щенными сходимости, имеется сравнительно немного работ,
где излагаются результаты по данному вопросу (см., напри-
мер, [19, 29, 56, 81], а также [2, 43, 45, 47] и др.).

Рассмотрим конечные ВЦД

^^У (5.1)

) 1 , (5.2)

для которых область Q c J ) x (С является областью элемен-
тов, т. е.

{к = 0, 1, 2, . . . , /0 = 0, fk = U~N, k > 1). (5.3)
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Пусть компоненты ВИД (5.1) и (5.2) связаны соотноше-
ниями

я«« = (1 + «/<*)) а1Ш, Ьт = (1 + Р«*)) *'(*) (5-4)
или

(5-5)

где (k = О, 1, 2 j o = 0, ik = 1, N, k> 1). Дробь (5.2)
будем интерпретировать как приближенную или возмущенную
относительно ВЦД (5.1). Числа осад, Рад или осад, Рад
называются относительными погрешностями, а числа

абсолютными погрешностями элементов аад и Ьцк) соответ-
ственно. Мы, естественно, предполагаем, что в соотноше-
ниях^.4) все а!шф0 и Ьцк)ф0, а в соотношенияк (5.5)
все ацк) Ф О и Ьцк) Ф 0.

Пусть

Д/ = / - / , /=.. ( 1 + 6 ) / , / = ( 1 + 6 ) / (5.7)

с естественными ограничениями / Ф 0 или / Ф 0, где это
необходимо.

Пусть

А = max (| Аат |, | ДЬ,-Ш | :

:А = 0 , л , j o - 0 , ip=\,N, / » - l , ft),

V = max (| a « a 11 р , ш ) , | a m |, ) j j , w :

ft = 0, Л, i0 = 0, t p = Т7Ж ;D = ITT).
Область элементов Q называется областью абсолютной (от-
носительной) устойчивости ВЦД (5.1), если существует
действительная положительная константа С, зависящая от Q
и не зависящая от п, что

| Д / | < С Д ( | 6 | < C Y ) . (5.9)

Теорема 3.28 [5[. Область G = ( 0 , + оо) является об-
ластью относительной устойчивости ВЦД

N

(Ьо+ D V. ^~)'\ (5.10)
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причем

|6|<max(|p f (2«|, j _
io = O, ip = TTN, p= 1, k) (5.Ц)

и J3r(2s+i) = 0, если п= 2s.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала отметим некоторые из-

вестные свойства относительных погрешностей. Для удобства
их формулировки обозначим относительную погрешность
числа а через б(а) или Ь(а), т. е. б(а) = а или 6(а) = а
(см. (5.4), (5.5)). Справедливы соотношения

т а х

a,) |<max( |6( f l , ) | : i="I7n) , (5.12)

б ( а ) = - б ( а ) ( 1 + б(а))"1, б (а) = — б(а)(1 + б (а))"1,

(5.13)

(5.14)

где предполагается, что а > 0 , Ь > 0 , a f > 0 , a > 0 ,
а,->0 (» = Т7~л).

Действительно,

I » ( ( S а/) 1 = 1 ^ {at — a , ) \ ( t a/)'1 <
n

)

Аналогично проверяется второе неравенство в (5.12). Далее

ft, . а - а а-а(1+б(а)) - б (о)
^ ' 2 а (1 + б (а)) - 1 + б (а) '

§ f a ) — — 1а1ь) + (alb) _ —ab + аЬ _
U / alb ьа ~

=^±^ + ^ЫЬ_=Ца) ащ:
ba ba a v '

= б(а) + (1 +&(а))Ь{Ь),

121



в частности,

(1) (1) (5.15)

Относительную погрешность при вычислении ВЦД Q$,
^ . (3.1) гл. 1) обозначим 6 а д . Тогда последовательно
применяя соотношения (5.12), (5.13), (5.15), получим

|6| = |6,(о,| <:гаах(|Р0|, |6 f ( i ,|)<

< max(| po|, |p,-d,|, | бдг, I <:

max (fpo|, |p,(i,|, lp,(2, |

max(|Р/(2Й |, |P/(2^+1)|:fe = 0, [n/2], i0 = 0,

lp = l,N, p=\, k).

Теорема 3.29. Область

является областью абсолютной устойчивости ВЦД
N

/=М + ЬУпМ'\ (5.17)

причем
С<Лф —t)-2(l—2ty1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя рекуррентные обозначе-
ния типа (3.1) гл. 1 для ВЦД (5.1), (5.2) и предполагая,
что все 0}"1} Ф О, Q/"], Ф 0 (k = 0,"n, i0 = 0, lk = 1, JV, ft =
= 1, л), установим формулы для абсолютной погрешности
А/. На первом шаге имеем

' ' ' Q[n) Q[n) Q[n)

_
Ь ( п )

Vo

_
°

Последовательно применяя рекуррентное соотношение
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с учетом того, что

CltwQiln) — dH

окончательно получим

о ( п ) 5
о

< ? о д а ° а о д & о

о ( п ) 5 ( п )
5

о о

T
+ У У т ; — • (5.18)

IIMIIlJ ЛШШЛ Г~1 lQ(p) Q(") )

В частности, для ВЦД (5.17) эта формула примет вид

т—\

m = l

Применяя оценку (3.18) для Qj"^ и Qj"l), учитывая условие
(5.16) и соотношение hk = Qk+1/Qk, имеем

- А

П Н

m = i

m = l
(5-20)

Используя легко проверяемое неравенство (1 — / ) * Q p < Q p + i

и углубляя последнюю оценку, получим | А/| <; JV (1 — t)~2 X
Х ( 1 — 2/)-!А.

Если же ( — Y . то, подставляя в (5.20) Qp = 2~р(р + 1),

получим оценку |А/| < (4/3)Nn(n+ l ) ( n + 5 ) ( n + 2)~2 А. Я
Формула типа (5.18) сначала была установлена Т. Н. Одно-

воловой [47] для интегральных цепных дробей. Первый вариант
такого типа формулы был предложен в работе [2]. Более
подробно этот вопрос рассмотрен в [56].



Глава 4

НЕКОТОРЫЕ ТИПЫ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ
ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

В данной главе введены различные типы функциональных
ветвящихся цепных дробей, рассмотрены их свойства и уста-
новлены признаки сходимости. Методика исследования число-
вых ВЦД переносится и на функциональные ВЦД.

В § 1 установлены признаки равномерной сходимости
функциональных ВЦД общего вида, в частности получено
усиление действительного аналога параболической теоремы,
ранее установленного в работе |37] (см. условие (1.8)).

С учетом формул для числителей и знаменателей подхо-
дящих дробей в виде определителей во втором параграфе
дано определение и рассмотрены свойства положительно опре-
деленных ВЦД. Здесь удалось перенести на многомерный
случай многие результаты, установленные в монографии
Уолла [100], в частности введены многомерные /-дроби, изу-
чены свойства и установлены признаки сходимости ограни-
ченных и действительных многомерных /-дробей.

В продолжение исследований числовых ВЦД (см. теоремы
3.15—3.21) в § 3 дано определение и установлены признаки
сходимости многомерных ^-дробей.

В § 4 рассмотрены многомерные регулярные С-дроби и
S-дроби, установлен принцип соответствия и доказаны неко-
торые признаки сходимости.

Одним из возможных способов разложения функций,
заданных кратными степенными рядами, в ветвящиеся цепные
дроби является построение так называемых соответствующих
ВЦД. Такие дроби были установлены X. И. Кучминской [34],
Марфи и О. Донохоэ [84]. Несколько другая структура со-
ответствующих ВЦД была предложена В. Семашко [93, 94].
В § 5 рассмотрены признаки сходимости соответствующих
ветвящихся цепных дробей.

§ 1. Признаки равномерной сходимости
функциональных ВЦД

Предметом наших обсуждений будут ВЦД вида

"" ' *=1 f - t x °Hk)
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или вида

«.«(»*>+ £ 2 С Й ) • < 1 2 >
где ат (г), Ьзд (г) ( 6 = 0 , 1,2 ?0 = 0, /* = 1JV, k> 1) _
некоторый набор комплексных функций, определенных в об-
ласти D c £ " , z = (zuz2, . . . , г„). Обозначим /*(г), Л* (г),
В* (г) — &-ю аппроксиманту, &-й числитель или &-й знамена-
тель ВЦД (1.1) или (1.2).

Методика исследования сходимости числовых ВЦД в прин-
ципе переносится и на общие функциональные ветвящиеся
цепные дроби. Установим лишь некоторые достаточные при-
знаки равномерной сходимости ВЦД (1.1) или (1.2), исполь-
зуя определение равномерной сходимости, данное в конце
§ 1 гл. 2.

Теорема 4.1. Пусть компонентами ВЦД (1.1) являются
неотрицательные действительные функции аць.) (z), bt{/l) (г)
(tA = 1, N, k = 1, 2, . . .), заданные в области D a \Rn и удов-
летворяющие условиям;

а) существует такая положительная константа Ь, что
для всех z£D b!(n (z) > b>0 | j x = 1, N |;

б) ат (г) + Ьт (г) Ф 0 <ip = TTN, Р = Т 7 * . k = 2, 3, . . .

в) ест существует точка zo£D и набор индексов 1и

'а- • • • >{k (h = U~N, P=~k, k > 2), что Ь1ш(г0) = 0, то
предполагается, что все остальные bi{k_U!(z0) Ф 0 (/ = 1, N,
} Ф ik)-

Тогда ВЦД (1.1) равномерно сходится в области D, если
выполняется одно из двух условий: либо существует такой
номер k, что все щш (г) = 0 (ip = 1, k, p =\, k, г £ D), либо
расходится ряд

J,6*' (L3)

где

б , = i n f ( " " ' ; ' н ^ " : i P = \ , N , P = \ , k + \ , z Z D

причем те наборы индексов и те значения переменной г,
при которых ac(k+n(z) — 0 при минимизации не рассматрива-
ются.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий а)—в) следует, что k-e
подходящие дроби fk(z) имеют смысл, т. е. не вырождаются
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в отношение 0/0, если их вычислять по алгоритму (2.6)—•
(2.8) гл. 1.

Следуя схеме доказательства теоремы 3.12, приходим
к оценке

Поэтому, учитывая свойство вилки

< /2/+i (г) < /2/_i (г),

где k,} — произвольные натуральные числа, заключаем, что
ВЦД (1.1) равномерно сходится в области D, если ряд (1.3)
расходится. Ш

Следующая теорема была установлена в работе [37] в пред-
положении, что 0 < t < 1/2.

Теорема 4.2. Пусть элементами ВЦД (1.1) являются
действительные функции, заданные в некоторой области
D c K " « удовлетворяющие условиям:

а) существует неотрицательная константа М^О, что
для всех z£D

; Л* ( / ! = ! , ЛО; (1.4)

б) Ь т (г) Ф О (k = 1, 2, . . . , /А = Г Т Ж г £ D); (1 .5)
в) существует неотрицательная константа t (0 < t <

1 / 2 ) , такая, что для всех z£D

d l ( k + l ) ( z ) + i r t ( l — t ) > 0 ( Л = 1 , 2 , . . . , f A = 1 , Л ^ ) . ( 1 . 6 )

Тогда ВЦД (1.1) равномерно сходится в области D, если
выполняется одно из двух условий: либо существует такой
номер k, что все ащ (г) = О (1Р= 1, N, р = 1, k, z£ D), либо
расходится ряд

оо

2 fi*» если 0 < / < 7 « . (1.7)
£=1

либо
т—1

Нт V -%ь=°°, если t= 1/2, (1.8)

в * = Ы ( | ^ Г ( * + 1 ) ( г ) | ; / р = 1 , Л ^ , ^ = 1 . Л + 1, z g D )
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причем те наборы индексов и те значения переменной г, при
которых ацк+ц (г) = 0, при минимизации не рассматрива-
ются.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что при выполнении ус-
ловий теоремы для ВЦД (1.1) выполняются фундаменталь-
ные неравенства (2.19)—(2,21) гл. 2. Сначала убедимся в
что

Qw/Ьцк) (z) > h s - k > 0 ( i k = l , N , k = 1, s , s = 1 , 2 , . . . ) ,

(1.9)

где /im — т-я аппроксиманта цепной дроби

/ ( l - / ) / ( l - / ) / ( l - O1
— 1 — 1 — 1 —

Используем метод математической индукции по k(k = s, s —
— 1 1) при каждом фиксированном s. Неравенство (1.9)
при k = s очевидно. Пусть оно выполняется для всех п,
таких, что k + 1 < п < s; тогда при п = k имеем

;=1 +

Оценим сверху выражение

N

' s — k—l

Я
«MI и«аа

так как hs — монотонно убывающая последовательность и
H m / i s = / i = (l — I) (см. доказательство теоремы 3.14), Сле-
довательно, рх = MN 1{\ — t). Остальные pk{k = 2, 3, . . ,)
ищем в виде p/(+i = L (L + К)'1- Тогда неравенство (2.21).
гл. 2 эквивалентно неравенству

N N

fl«(*+D (1.10)
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Выражение, стоящее слева, оценим сверху, стоящее справа —
снизу. Сравнивая полученные выражения, найдем формулу
для L.

В случае, когда все а.цк+\) (z) Ф О, имеем

'*+!

aHk+D

WOH-U

N
bWo

«(г) I

Qffi

1 +

(2)1

(2)

о т к у д а

или

^s-A-l

Z. =- Л^ (Л—А-1 — 2 / ( 1 — О ) " 1 - (1.11)

Если же некоторые a^+o (г) = 0, то. так как все Q\fk\fk+l)

f 0,
заменяем выражения ai(k+l)(z)/Q{fk+l), где a!(k+l) (г) = 0, ну-
лями и, перегруппировывая оставшиеся отношения, получим
(1.10), где вместо JV необходимо взять Nt <: N. Если Nt = 0,
то суммы в (1.10) исчезают и это неравенство остается спра-
ведливым при L = 0, В общем случае в качестве L доста-
точно взять выражение (1.11).

Если при некотором k и произвольном z£D все а о д ( г ) =
= 0 (1р = ТГп, p = TTN), ТО так как Q $ , Ф 0 (s = £, A +
+ 1, . . . ), имеем /s (г) = /ft_i (г) (s = fe, fe + 1, • • .) и схо-
димость ВЦД (1.1) в этом случае очевидна.
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Пусть 0 « / < 1 / 2 . Тогда, учитывая, что ftm —монотонно
убывающая последовательность и lim/im = (l — t), B качестве

L достаточно взять число

L = N(l—t)-1(l—2t)-\ (1.12)

Равномерная сходимость ВЦД (1.1) в этом случае следует
из предложения 2.4 и оценки

если учесть, что L определяется согласно (1.12) и ряд (1.7)
расходится.

Пусть « = 1/2. Учитывая (3.14), (3.15) гл. 3 и то, что
hk = Qk+i/Qk, выражение (1.11) для L преобразуем к виду

Если т = 2л, то, повторяя доказательство предложения 2,4,
получим

[т/21
|—I 2Л' (т —

[т/2]

если же m = 2г — 1, получим

\Ш-
[т/2] [(т+1)/2]

W(2k)
2N(n~2k-\)

(1.15)

Условие (1.8) эквивалентно выполнению, по крайней мере,
одного из двух условий:

[т/2]

1 1 1 7 1

т-> со

ИЛИ

9 5534 129



Пусть для определенности справедливо соотношение (1.16).
Тогда, взяв т~ 2л, из оценки (1.14) в силу произвольности
л сможем заключить, что ВЦД (1.1) равномерно сходится
в области D. Действительно, если sun — произвольные на-
туральные числа, такие, что n>s^m, то

Теорема 4.3. ВЦД_(1.2), где ат(г), Ь1ш(г) (Л = 0 ,1 ,
2, . . . , /0 = 0, 1к = 1, N, k > 1) — комплексные функции, за-
данные в области D а £п, равномерно и абсолютно сходится
в области D, если

а) Ьт(г)Ф0 ( Л = 0 , 1,2 t o = 0, tk = YJT, k> U

б) существуют действительные константы М > 0 и 0 <:
^ t ^ 1/2, что

: = 1, 2, . . . ,ik=l,N, bm(z)= bo(z),

во (г)

Доказательство следует из оценок (3.10), (3.11) гл. 3, если
предварительно ВЦД (1.2) привести к виду (3.8) гл. 3, ис-
пользуя эквивалентные преобразования (4.2), (4.11) гл. 1.

§ 2. Положительно определенные ВЦД.
Многомерные /-дроби

Рассмотрим ВЦД вида

—а,-

bHk) + zHk)
(2.1)

где Ьй, bi(k), ai(k) (ik= 1, N, k=\, 2, . . . ) — фиксированные
комплексные числа z m (ik= 1, N, k= 1,2, . . . ) — вообще
говоря, независимые комплексные переменные. Пусть z = (z 0,
zv z2 zN, zn гцк), • • .) обозначает бесконечномерный
вектор, An(z), Bn(z), fn{z) — л-й числитель, л-й знаменатель,
л-ю аппроксиманту ВЦД (2.1) соответственно.

Рассмотрим симметричные матрицы
Си Cit и-1 . . . Cik

ci+l, t Cl+i, i+i . .
Cik =

. .. Сь

t = 0, 1 , * = 1 , 2, . . . ) , (2.2)
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т. е. матрицы, удовлетворяющие условию cpq = cqp(p, q =
= i, k), элементы которых связаны с компонентами ВЦД (2.1)
следующим образом:

гцт) (р = 171:), (2.3)

cOtt = —aSl, coq = —aHP)(m+i (Р = Г Т , Q = Np + im+l < k,

1 <: Clt im+i <: N), (2.4)

где индексы /1 ? /2, . . . /m определяются из разложения числа
р по алгоритму (1.12) гл. 1

p = /jA""-1 + j2N
m~2 + ••• + / m ( l < / „ < : # , л = 1, m), (2.5)

cDQ = 0 во всех остальных случаях, когда q>p. (2.6)

Лемма 4.1. п-е знаменатели Bn(z) и п-е числители Ап(г)
ВЦД (2.1) вычисляются по формулам

Вп (г) = det Cos, An(z) = deiCls, (2.7)

где C{S (t = 0, 1) — симметричные матрицы вида (2.2), эле-
менты которых определяются согласно формулам (2.3)—
(2.6) и

s= ( № + ' — l)(N— I ) " 1 . (2.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 1.1 следует, что

Bn(z) = deiCs

0, Ап (г) = det Cs

u

где s определяется согласно (2.8), а в матрицах (2.14) гл. 1
вместо каждого аНт), Ь1т положено —aj(m) и ЬНт) + гНт)

соответственно. Элементы матриц С* (t = 0,1) обозначим cDQ.
Покажем, что

det Cos = det Со. (2.9)

Пусть Cpq — произвольный фиксированный элемент матрицы
Cos (0 <: p<q <: s). Если q Ф Np + tm+l ни при каком im+l

(1 <: im+i <: N), то ( согласно определению матриц COs и Со
имеем СрЧ — cqp = cpg = 6qp — 0. Пусть сряф0 — частный чис-
литель последнего тупикового л-го звена/„(г). В этом случае
Nq + im+i>s для произвольного t m + 2 (1 < tm+2 < ^V). Умно-
жив q-ft столбец и разделив g-ю строку матрицы COs на
—СрЯ, получим матрицу Dos, для элементов которой йц спра-
ведливы соотношения d{j = ct,- при всех наборах индексов,
кроме dPq= c'pq, dqp = c'qp и detC O s = detD O s . Если cpq Ф 0 и
Nq + im+2 <: s при каждом im+2 (1 <: im+2 < N), то рассмот-
рим числовую последовательность

l"l = Nq + tm+2, Г2 = Nr1 + 'm+3, • . . , Tk = Nrk—\ + i'm+A, . . .,

(2.10)
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где lp — произвольный фиксированный набор индексов 1 <з
< ip <: N, р ]> т + 2. Так как (лр} — монотонно возрастаю-
щая последовательность, то выберем индекс k таким образом,
чтобы rk<.s< ГА+I при всех iv=l,N, v = m + 2, k-\-\.

Разделим q-ю строку и умножим q-я столбец, а также
разделим все rv строки и умножим все rv столбцы ( v = I, k,
iv= 1, N) матрицы Cos на —c r q . При этом получим матрицу
Dos, определитель которой равен det COs и элементы которой
di] совпадают с соответствующими элементами матрицы CCs:
dt] =• сц, за исключением dpq = c'pq, dqp = c'qp.

Если же при некотором puq -- Np+ t m + 1 (1 < t m + 1 <: Л̂ )
cpq = cqp = 0, то, положив в Cos вместо cpq и cqp некоторое
число х Ф 0, получим матрицу COs(x), определитель которой
непрерывно зависит от У. Поэтому

det C C s - lira det COs (x). (2.11)

Для Cos(x) повторяя предыдущую процедуру, получаем мат-
рицу Dos(x), у которой dij — сц для всех i,j кроме dpq =
= — х 2 , dqp = — 1 . Устремляя * - > 0 , получим dpq = c'pq, dqp =
= cqp. Если соответствующую процедуру проделать для каж-
дого элемента cpq (0 <: p<.q*c s) матрицы COs, то легко
убеждаемся в справедливости (2.9). в

В качестве иллюстрации запишем det COk (N = 2, п = 2,
Л - 7 )

b -f- z
—«i

— « 2

0
0
0
0

—«1

b1+z1

0

—«11

—«12

0
0

— « 2

0
b2+z2

0
0

— «21

—а„о

0
—«и

0
bn+zu

0
0
0

0
—«12

0

i 0
b12+zl2

0
0

0
0

—«21

0
0

b21+z21

0

0
0

—a
0
0
0

П у с т ь X = ( x o , x l t ... , x N х ц п ) , ... ,xNNN)~BeK-

п

тор из (£s, элементы которого упорядочены согласно (1.13)
гл. 1, a s = (Л^"+1 — \){N — I ) " 1 . Рассмотрим систему линей-
ных алгебраических уравнений

C0sX = 0. (2.12)

Каждое р-е уравнение системы (2.12) умножим на хцт), где
индексы / 1 ? / 2 ]т определяются из разложения числа р
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по алгоритму (2.5), xl(m) = x0, если /?=() . Просуммировав
все уравнения, получим

п N п N

2 2 (bt(k) +2цк))\Хцк)\
г— У, 2 ««"(А) X

b=0llt i ik=\ k=l t,, i lk=\

X (*/(*)*«*-!)—&(« • *«*_») = 0, (2.13)

где хц0) =. x0. Положим

P,(A) = Im 6,(W, ym = Im z,(A) (Л = 0, 1, 2 /0 = 0, ik =

= T 7 ^ , * > 1 ) , (2.14)
ацк) = Im a,-(ft) (jA = 1, N, k =. 1, 2, . . . ) .

Предположим, что при условиях

= 0, 1,2 t o = O, t* = I, N,

( 2 Л 5 )

выполняется неравенство

n N

2 2
A=0/,, f tk=\

X {хцк)Хцк-\) +

2 — 2
-D) > 0.

N

2 X

(2.16)

Лемма 4.2. Ярм выполнении условий (2.15) неравенство
(2.16) эквивалентно неотрицательной определенности дей-
ствительной квадратической формы

2 2
h t

- 2 2 (2.17)

где \щ = Eo> Si(fe) — произвольные действительные числа.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполняется (2,16) для произ-

вольных комплексных чисел Хцк), что удовлетворяют соотно-
шениям (2,15). В частности, неравенство (2,16) выполняется
и тогда, когда хцк)~\цк). Подставив в неравенстве (2,16)
вместо хцк) действительные числа £*<*> {l0 = 0,ik= 1, N, k =
=s 1, п) и перейдя к пределу в обеих частях неравенства при
*/«*>-» 0 ('о = °> '* = 1, W, £ = 1, л), получим (2.17).
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Пусть выполняется условие (2.17) и пусть

+ WHk) ( J 'o=O> 'ft = 1>^> ^ = 1.л). Тогда левую часть не-
равенства (2.16) можно записать в виде

откуда в силу условий (2.15) следует справедливость (2.16). Ш
Ветвящаяся цепная дробь (2.1) называется положительно

определенной, если для всех натуральных л и действительных

£«« (& = 0, 1, 2, . . . , J0 = 0, iu = 1, N, k ̂  1) неотрицательно
определены квадратические формы (2.17) .

Теорема 4.4 [11]. Если ВЦД (2.1) положительно опреде-
лена, тогда все Вп(г)ф0 в областях 1 т г ^ ; > - 0 ( j o = 0,

ik= 0, ik = 1, N, k = 1, п).

Д о к а з а т е л ь с т в о . В лемме 4.1 было установлено, что
Вп (г) —• det Cos. Определитель det CQS Ф 0, если система (2.12)
имеет только нулевое решение. Равенство (2.13) является след-
ствием системы уравнений (2.12). Если мы покажем, что (2.13)
вусловиях теоремы выполняется тогда я толькотогда, когда все

хт = 0 ('"о = 0. '* — 1. N, k — 1, л), тогда, очевидно, что
система алгебраических уравнений (2.12) имеет только триви-
альное решение. Если выполняется (2.17), то в силу леммы
4.2 выполняется (2.16) при каждом натуральном п. Следо-
вательно, равенство (2.13) может выполняться тогда и только
тогда, когда

t
, « ik=\

Теорема 4.5[11]. ВЦД (2.1) является положительно опре-
деленной, если выполняются условия

а) $т>0 (к = 0,1,2, . . . , ; 0 = 0, ik=\,N,

(2.18)

б) существуют такие действитгльныг числа 0 <: gnk) <: 1

= 1, 2, . . . , t* = ГГЛГ), ЧТО

= Л ^ ^ (2-19)

г д е i k = l , N, k = l , 2 io = Q, g o = 0, a i ( A ) , p,-№) опре-
деляются согласно (2.14).
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполняются условия (2.18)
и (2.19). Тогда (2.17) запишется в виде

. . 2 .
« 1 . »«.•••. » „ = 1

где «+» берем тогда, когда а а д < 0, и «—», когда a,-(w > 0. g
Замечание 4.1. Условие (2.18) является также и необхо-

димым для того, чтобы ВЦД (2.1) была положительно опре-
деленной. Действительно, если в (2.17) положить £д т ) Ф 0,
а все остальные £/<« = 0, то неравенство (2.17) преобразуется
к виду §цт)1\т) > 0, откуда следует (2.18).

Если же при некотором наборе индексов $цк) = 0, то для
выполнения условия (2.17) необходимо, чтобы аак) = 0 и
аЛА+1) = 0 (ik+i = 1, N). Действительно, если в (2.17) поло-
жить \ т Ф 0, \nb-x) Ф 0, а все остальные £;<„,) = 0, то полу-
чим §цк-\)1\к_Х) —2amli(k)li(k-i) > 0. Отсюда в силу произ-
вольности 5<(*—i)» ?<(*) следует, что необходимо а/(Ч = 0. Ана-
логично проверяется, что ад А + 1 ) = 0 (J'A+I = 1, Л )̂.

Конечно, можно сформулировать необходимые и достаточ-
ные условия положительной определенности ВЦД (2.1), исполь-
зуя критерий Сильвестра неотрицательной определенности
квадратических форм. Однако эти условия будут очень гро-
моздки.

Заметим также, что в случае Л̂  = 1 условия (2.18), (2.19)
являются необходимыми и достаточными.

Теорема 4.6. Если при некотором натуральном п ква-
дратическая форма (2.17) неотрицательно определена, то
квадратическая форма

Ф'(Б)= t 2 Ы 1 г

т -
0 ' 1 ( )

N

— 2 2 2 а««Ь<*&<»-1» (2-20)

где |а'цк)\ < |ацк) \ (k = 1, п, ik= I, N) также является не-
отрицательно определенной.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем произвольный набор
действительных чисел | а д (k = 0, п, io = O, ik = l,N, k —
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== 1, п). В пространстве [R s, где s определяется согласно (2.8),
рассмотрим дискретное множество точек

й = (Л •' Л = (Ло> Л к Л 2 Лд,- • • • » Л'(«. • • • . Л л/л/...л/}>

Лад = ± Ык)'
Пусть

т т ( Ф ( л ) : л € Я ) = ф(г1*)» Л*€й- (2.21)

Методом от противного покажем, что для произвольного на-

бора индексов i v t2 ip (tp = 1, N, p= \,n)

а«йЛ«Р)Л?<Р-1) > 0. (2.22)

Пусть при некотором наборе индексов Д, /2, . . . , j p имеем

Определим вектор T ] ' £ Q следующим образом:

Л}<Р>/„+1.../, = л7(Р)'Р+1...', (г = Р + 1>п> 1г = T7N),

Л/(Р) = Л7(Р)> в с е остальные л/оа = —Лад-
Легко подсчитать, что тогда

ф (г)') == Ф (т)*) + 4a/(p,Ti*{p)Ti*(p_i),

что противоречит минимальности формы Ф(т)*).
Рассмотрим квадратическую форму

п D

() 2

- 2 2 2 I ««и I &(*&<*-»• (2.23)

Нетрудно проверить, что

min {Ф (Л): Л € Щ = min (Ф (TJ) : т) € Q) = Ф (ц), f\ g Q.

Если, например, при некотором наборе индексов а/(р) < 0, то

алр)Т)7о»л7<р-1> = I а/(р) I Л * ( Р ) ( — Л Л Р - D ) -

Далее, изменяя знаки в т]*(й по алгоритму, предложенному
выше, а именно: заменяя г\*ш на T]JW, убеждаемся в том, что
форма (2.23) принимает то же значение. Аналогичную про-
цедуру делаем с каждым ацщ < 0. Введем по аналогии с (2.23)
квадратическую форму Ф' (I), где Ф' (£) определяется согласно
(2.20). Пусть
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I
Так как

и

Лад = ±
то

ЛадЛ«*-1) =

при всевозможных наборах индексов. Следовательно,

Ф' (Б) > min (CFTn): т) € Q) = Ф' (TJ) > Ф (л) >
> т т ( Ф ( т ) ) , т)€Й). •

Замечание 4.2. Условие (2.19) теоремы 4.5 можем теперь
заменить условием

af(k) « ^ - ^ й - ц Р а д (1 - gnk-D) gw, (2.24)

где gm = 0, 0 <: gm <: 1 (k = 1, 2 ik=l, N).
Рассмотрим некоторые примеры положительно определен-

ных ВЦД.
П р и м е р 4.1. Рассмотрим ВЦД

(2.25)

с комплексными частными числителями. Используя эквива-
лентные преобразования (4.2) гл. 1, приведем ее к виду

Пусть al(k) = с? ( й .Таккак | г 2 | — Re(22) = 2(1тг) 2 , то усло-
вие (2.24) в нашем случае запишется так:

| ат | — Re ат <: 2N'1 (1 — g-^-o) gw-

Если положить gi(k) = 1/2(^ = 1, 2, ... , ik = 1, N), то при-
ходим к параболической области: \г\ — Re г <: (2ЛГ)~1.

П р и м е р 4.2. Пусть частные числители ВЦД (2.25)
являются действительными отрицательными числами. Тогда,
если положить в (2.26) ацк) = (гс^))2, то условие (2.19)
в нашем случае запишется в виде ат = — JV"1 (1 —gt(k~u)x
X gi(k). Мы приходим к ветвящимся цепным дробям, рас-
сматриваемым в конце гл. 3.
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Лемма 4.3. Пусть
N

3

(p = O,l,2,...,to = O,ip=l,N,p>.l) — некоторая сово-
купность многомерных дробно-линейных отображений
и пусть

у0 = Im 20 > 0, yi(k) = Im zl(k) > О, $w = Im bi{k) >. О,

для ацщ = Im ацц выполняется условие (2.24), где О <: g^ <: 1,
кроме того,

lmw1(p+l) > $i(P+i)gi(P+i)Uk= I, N, k = 1, p + 1). (2.28)

Тогда

Im < > hp)g«P) + Ум- ( 2 - 2 9 )

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть все у!(р) > 0 ( p = l , 2, . . .
. . . , lp = 1, JV) И пусть М = iV"1 (1 — g,-(p,) p , ^ + N^yHp).
Тогда, учитывая условия леммы, имеем

Поэтому
.•-2

I 4 P + U '
2М

или

1
(2.30)

а1

Рассмотрим образ (2.30) при отображении w = г"1, получим

Поэтому

I m tiip) = p,-( J.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при г/,-(Р) -> 0,
получим

I m
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Следовательно,

Im ti(p) = p,-(p) + ^

Легко проверить, что образом полуплоскости Im ш > г/0 +
Р 0 >-0 при отображении /_1(ш) = ш"1 является круг

2 (Уо + Pogo) 2 (</о +
(2.31)

Обозначим Кр образ области

Im^(р+1, > Р^р+ц^ф+о (Л = 1, р + I, ik =

при отображении

' .=1

(2.32)

Л'
2

at(P+l)

где ш ( р + 1 ) определяется согласно (1.3) гл. 1.
При выполнении условий леммы 4.3, учитывая (2.29),

имеем

* _ ! = # „ = / ( ! = / ( , = ••• (2-3 3)
Так как Тр{оо) = fp(z), то / р(z)€/СР(р = 0, 1, 2 ).

Теорема 4.7. £сл« для 6 Д Д (2./J выполняются условия
(2.24), где

0, goPo + # o > ° > ^ м > 0 ( * = 1, 2, i k = Т7~п~),
(2.34)

/по ее р-е аппроксиманты fp(z) удовлетворяют соотношениям

I m / p ( z ) < 0 | / Р (2) |<(г/ 0 + р 0 Ы " 1 ( Р = 1 , 2 , . . . ) . (2.35)

Теорема 4.8. Если для ВЦД (2.1) выполняется условие
(2.24), где

g{(pfii<p)>0(p = 0, 1,2 /„ = 0, tp=VN, Р > 1). (2.36)
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то р-е знаменатели Вр(г)(р = 1 , 2 , . . . ) ВЦД (2.1) отличны
от нуля в области

lmzm > 0 {k = О, 1, 2, . . . , io = О, lk = 1717, * > 1). (2.37)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что при выполнении ус-
ловий (2.36), а также в предположении, что

t S E ? w * 0 (л = 1 , 2 , . . . ) (2.38)

квадратические формы (2.17) Ф ( £ ) > 0 . Пусть

(akk))2 = $i(k-\)f>i(k) (I — gi(k-\)) gC(k)

Рассмотрим квадратическую форму (2.17), где вместо каждого
взято аи®, и запишем ее в виде

±

л/

±

'..'. '„->

Отсюда, учитывая (2.36) и (2.38), имеем Ф ' ( £ ) > 0 , так как,
если \tut) — первая отличная от нуля компонента вектора
1=*{1оЛг> ••• >INN...N)£R\ где s определяется согласно

п

(2.8), то выражение

)1'2 ]* > 0.
Повторяя конец доказательства теоремы 4.6, имеем

где Я, т], Ф, т) определены при доказательстве теоремы 4.6.
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Остается доказать, что в предположениях (2.37) справед-
ливо неравенство (2.16). Если
xHk) — «ад + ivi(k) (k = О, 1, 2 i0 = 0, ik=l,N, k>l),

то левая часть (2.16) запишется в виде

Ф ( « ) + Ф ( и ) + £ £ ут\х*\.
*t—U * 1 , ( j , . . . ( &£— 1

Это выражение больше нуля, так как Ф ( « ) > 0 или Ф ( и ) > О
н все слагаемые неотрицательны.

По аналогии с цепными дробями (см. (32)) ВЦД вида

£ . 2 ss3%-f- (2-39)£.
где t = (£1( l2, ... , ZN)(-(£N, So — независимая комплексная
переменная или функция от £ (£0 = f(t,x, 1г, . . . , ^ ) ) , назо-
вем многомерной /-дробью. Если существует такая действи-
тельная положительная константа М > 0, что

F=, |й/(р) |< ^ - v = (2-40)

( * = 1,2 ik= l,N, /7 = 0, 1,2, . . . , i o = O , г р = l.^V,
/? > 1), то дробь (2.39) назовем ограниченной, а минималь-
ное число /И, при котором справедливо (2.40), определим
как границу многомерной ограниченной ./-дроби.

Теорема 4.9. ВЦД (2.39) ограничена тогда и только
тогда, когда существует действительное число # > 0 , что

произвольных комплексных чисел «од, и,-№) и произволь-
ного натурального п.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость.К левой части
(2.41) применим неравенство Буняковского—Шварца. С учетом
(2.40) получим

( ,«Г(£ z
k=0lt lk k
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« " f t = l * = 0 «",,..., / A = l

2 .KV,!)1"^. 2
l 1

Мы приходим к (2.41), где Я <: 3/И (1 + j )
Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть выполняется неравенство

(2.41). Если здесь положить «/(р, = u/(jD) = О при всех воз-
можных наборах индексов, за исключением ilt i2, . . . , ik, то
получим | bi(k) I <: Я. Положив и,-(р) = 0, за исключением ицк),
и U/(P) = 0, за исключением Vuk—\), получим | а.цк) \ <: Я . По-
этому справедливо (2.40), где /И = (1 + 2 ] / Л г ) Я . •

Минимальное число Я, при котором справедливо (2.41),
назовем нормой ограниченной многомерной У-дроби (2.39).
Норма не обязательно совпадает с границей. Рассмотрим ВЦД

(2.39), у которой все а а д = у , Ьт = 0. Тогда получим, что

Я =1, Al-L±f
Теорема 4.10 [11]. Многомерная ограниченная J-дробь

(2.39) с границей М равномерно сходится в области | £ , | >
> М (г = 0777).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя эквивалентные преобра-
зования, дробь (2.39) приведем к виду

где d0 (2) = (fto + ? 0 Г , d m (г) =

= 1,2 i A = 1 , ^ , i o = O ) .
В силу условий теоремы

I «(*) "Г «А I ^ 1+2JA/V 1+2//V

Следовательно,

Утверждение теоремы следует из теоремы 4 . 3 , где / = - = • . •
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Пусть | = (|0, llt . . . , |лг, . . . , l m , . .. , INN_N) £ \RS

s определяется согласно (2.8) и
n N

II в II — f У У %i W*

Пусть 0 <: в < 2л. Определим

-Y0(Q)= inf \t £ 1 т ( Ь а д ^ ) ^ ( 4 ) -

- 2 2 2 1171(^,^)^,^-1)}. (2.42)
1 ' '

Теорема 4.11. Многомерная ограниченная J-дробь (2.39)
равномерно сходится на произвольном замкнутом ограни'
ценном множестве из {Cw+1, расстояние которого до вы-
пуклого множества

К0 = {г:г = (г0, гг zN)£ £N+\ zk = xk + iyk,

Уо(в), 0 « в < 2 л , k =~OTN}
(2.43)

положительно.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а = е1в. Рассмотрим ВЦД

(2.44)

эквивалентную ВЦД (2.39), где %t = aZj (i = 0, iV). Нормы
у ВЦД (2.39) и (2.44) одинаковы. Положим

а«« (в) = Im (аат), §т (в) = Im (abm).

Тогда из того, что ВЦД (2.39) является многомерной огра-
ниченной У-дробью, следует, что существует константа Y(B),
для которой

п N

2 2 (Р«« (©) + У (0)) $ш -
k=Oti,t, lk=\

п N

— 2 2 2 <*Цк) (в) %т li(k-X) > 0,
k=\ h, 1„ ..., lk=\

где п=1, 2, . . ., %{ш — произвольные действительные чи-
сла. Соотношение (2.45) следует из неравенства (2.41), за-
писанного для ВЦД (2.44), где uw = vm = l m (£ = 0, 1,
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2, . . . , t 0 = 0, lk= 1, N', k > 1) и того, что |г | > — 1 т г .
Если вместо У(0) взять — Я , то вместо (2.45) следует
взять противоположное неравенство. Поэтому | Y (0)| < Я,
О <:• в < 2я, где Я — норма многомерной У-дроби (2.39). Со-
отношение (2.45) будет выполняться, если вместо Y (0)
взять Yo(@), где Y0(Q) определяется согласно (2.42). Оче-
видно, | Yo (0)| <: Я.

Сделаем замену переменных

\k = iY (0) + r\k (k = 0, iV). (2.46)

Из (2.45) следует, что ВЦД (2.44) является положительно
определенной ветвящейся цепной дробью относительно пере-
менных r\k. Из теоремы 4.7 следует, что, если б > 0 и Im r\k>
> б (k = О, N) (вполне достаточно, чтобы Imri0 >• б, 1тт]г >
> 0 (i = 1, iV)), то для т-х аппроксимант ВЦД (2.44), со-
впадающих с m-ми аппроксимантами ВЦД (2.39), справедливо
соотношение

гб" 1. (2.47)

Условие Im r\k > б (k = 0, N) эквивалентно условию Im %k >
> К ( 0 ) + б или xAsin0 + ^ c o s e > К(в) + б, если t,k =
= хА + iyk, 0 <: 0 < 2л.

Определим множество

) е С Л / + 1 г. = xk + tyt,

J//ecos0<: К (в), О < 0 < 2 л , Л = 0, ./V}. (2.48)

Легко проверить, что К—выпуклое множество. Нули всех
знаменателей Вп (О ВЦД (2.39) принадлежат множеству К-
Подходящие ВЦД (2.39) равномерно ограничены на произ-
вольном замкнутом ограниченном множестве, расстояние ко-
торого до К положительно. Если в (2.48) вместо Y (0)
взять Yo (0), то получим множество Ко. Согласно теореме
4.10 ВЦД (2.39) сходится в области \t{\>M (i = 0, N).
В силу (2.47) fm{t) (т = 1, 2, . . .) являются голоморфными
функциями на произвольном замкнутом ограниченном мно-
жестве, расстояние которого до Ко положительно. Утвер-
ждение теоремы 4.11 следует из теоремы 2.17. •

Следствие 4.1. Многомерная ограниченная У-дробь с нор-
мой Я равномерно сходится на произвольном компакте об-
ласти \Z.i\>N (i='07N).

Замечание^ 4^3. Пусть элементы b0, bm, ац# (k=l,
2, . . . , ik = 1, N) ограниченной многомерней У-дроби (2.39)
являются действительными числами. Так как в этом случае
Рад ( 0 ) = Ьт sin в, а,ш = ат sin в, то Yo (0) = Yo (я) = 0.
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Учитывая ограничение (2.43), имеем yk<0 (k = 0, N), если
в = 0 , и ук > О (k = 0,N), если в = л. Следовательно,
ук = О (k = О, N) и Ко— выпуклое множество точек т]
для которых

Imr)*=0, \Rer\i\^H (i = 67~/V). (2.49)

Многомерная У-дробь (2.39) называется действительной,
если коэффициенты Ьо, Ь,ш, ат (k=l, 2, . . ., 4 = 1 ,N)
являются действительными числами. Действительная, много-
мерная ./-дробь всегда положительно определена. Вместе с ВЦД
(2.39) рассмотрим эквивалентную ей ветвящуюся цепную дробь

которая является тоже положительно определенной. Поэтому
в силу теоремы 4.4 л-е знаменатели подходящих дробей
ВЦД (2.39) Вп($ф0 в области ImL->0 (i = 0, N) или
в области I m t / < 0 (i = 0, N).

Из замечания 4.3 и теоремы 4.11 следует такая теорема.
Теорема 4.12. Действительная ограниченная многомер-

ная J-дробь (2.39) с нормой Н равномерно сходится в каж-
дой ограниченной замкнутой области из (£,N+l, расстояние
которой до области (2.49) положительно.

Исследуем сходимость действительной многомерной J-
дроби

(2.51)

Теорема 4.13. Действительная ограниченная многомер-
ная J-дробь (2.51) имеет норму Н <. 1, если

Х))8т, (2.52)

где 0 <: gm < 1 {k = 0, 1,2 i0 = 0, ik = 1, N, k > 1),
g7(0) = go = 0- r n

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если выполняются условия (2.5^),
то, учитывая замечание 4.2, имеем

N п N

£ £ fi(k) — 2 £ £ [ ат | &оц Sftft—i) > 0

(2.53)
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для произвольного натурального п = 1, 2, . . . и произволь-
ных действительных чисел £«*)• Отсюда следует, что

п N п N

2 Ц S I а«« 11 Iw luk-D I < S S £?(*)•
*=1 f,, i,, ... . tk—\ t-»0 ftf ft, . . . , tk=\

Поэтому
n N n N

2 | S S I a'(« I £«*) £«*-D I < S S I I«A) I
t—1 ;, , i,, ... , ^ = 1 <=0 / , , i ! t ... .- lk=\

(2.54)
для произвольных комплексных чисел \tm- Подставляя в
(2.54) li(k) = um+ ivnk) и предполагая, что || и \\ = 1, | | и | | =
= 1, получим

п N

I S £ I am \(um yf(A_i, + U«A_I, у а д ) | <; 1
А—1 ' и ' л ••• « »/.=!

(2.55)
или

n iV

I S S I О.1Ш \{um Vtik_n + Uuk^l) Vtik)) I <
k=\ it, t,,..., ik=\

< d s «w l/2(i: s ofw)"2,
A=Of,, ... Л А = 1 A=0i, lk=\

где Uf(A)> ff(A) — произвольные действительные числа. В част-
ности, можно взять все «ад>-0, иод>-0 (k == 0, 1, . . . ,
»0 = 0, i , = T ^ V , Л > 1).

Таким образом,

л iV

S S | О«*) |(|«АА)| I Vt(k-l) | + | Uib-ц I I %,*, I ) < || « || || t> ||,

откуда следует (2.41), где Ьт --- 0, u,-№, и,-ш (£ = 0, 1,
2, . . . , i o = 0, iA = I, N, k> 1)—произвольные комплекс-
ные ч-исла и Я = 1. ц

Теорема 4.14. ВДД ("2.5^, г<3е а / ( й (k = 0, 1, 2, . . . ,
/0 = 0, ik=- I, N, k > 1) — действительные числа, удовле-
творяющие неравенствам (2.52), БбС^"1"1» равномерно схо-
дится на каждом компакте, расстояние которого до об-
ласти

\т ъ, = 0, | Re U | < 1 (» = О, N) (2.56)
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§ 3. Многомерные g-дроби

Рассмотрим В Ц Д вида
N

bo+ D

или вида

где Ь0€(С» giM (* = 0, 1, 2 i0 =-• 0, ik = 1, JV, k > 1)—
действительные константы, такие, что

О < # ш < 1 (* = 0, 1, 2 i 0 = 0, »* = Т ~ ^ , * > 1),
(3.3)

fe= 1, 2, . . . , ik= I, iV)—вообще говоря, независимые
комплексные переменные, в частности функции многих пе-
ременных.

Пусть г = ( г 1 ( г2, . . . , ZN)£&N. Дроби вида (3.1) или
(3.2), у которых вместо каждого гт положено Zik соответ-
ственно, по аналогии с одномерным случаем (ом. (34)) бу-
дем называть многомерными ^-дробями.

Из теоремы 3.15 следует теорема.
Теорема 4.15. Пусть для ВЦД (ЗА) выполняются ус-

ловия

go = 0, 0 « ё т < 1 (k = 1, 2 lk=l,N) (3.4)

или

< 1 (»*= 1 , ^ , * = 1, 2, . . . ) . (3.5)

Тогда ВЦД (3.1) абсолютно и равномерно сходится,
если

# - 1 {lk=l, N, k=l, 2, . . . ) . (3.6)

Из теоремы 3.20 следует теорема.
Теорема 4.16. Пусть для ВЦД (3.2) выполняются ус-

ловия (3.4) и (3.6).
Тогда ветвящаяся цепная дробь (3.2) сходится, если

существует такое натуральное число п и набор индексе*
i'i, i2,...,in {ik= I, N, k = T~n), что gm — 0 или

Из теоремы 3.18 следует теорема.
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Теорема 4.17. ВЦД (3.2) абсолютно и равномерно схо-
дится, если выполняются условия (3.6) и

0 < g0 <: 1, 0 <: gm < 1 или 0 < gi(k) < 1

(k=l, 2 ik = TTN). (3.7)

Однако для указанного типа ВЦД можно установить
и более общие утверждения.

Теорема 4.18. ВЦД (3.1), для которой выполняются
условия (3.4) или (3.5), абсолютно сходится, если для про-
извольного набора индексов iv i2, . . . , tA i (ip —• 1, N,
p=\, k—\)

S j Z f w I ^ l ( * = 1, 2, 3, . . . ) . (3.8)

ВЦД (3.1) сходится абсолютно и равномерно, если, кроме
того,

П ~^~i=0> (3-9)
где

m k = m i n (gnk) : i p = I, N, p = 1, k). (3.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя схему, предложенную
при доказательстве теоремы 3.15, легко проверить, что ВЦД

5 V - W - g W W ( 3 л 1 )
—1 ^"» 1

является мажорантой ВЦД (3.1). В частности, если ввести
обозначения

N

( s= 1. 2 /7 = s—l, s - 2 , . . . 1, / р = 1.JV), (3.12)

то по аналогии можно установить неравенства (3.31) — (3.33)
гл. 3 и убедиться в справедливости оценки (3.34) гл. 3,
где fk, gk—^-е подходящие дроби ВЦД (3.1) и (3.11) соот-
ветственно.
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Для п>т справедлива формула

N m + 1

2gn gm — / , m+l m

- • д%д*«
(3.13)

Так как gn — монотонно убывающая и ограниченная снизу
последовательность, то отсюда следует абсолютная сходи-
мость ВЦД (3.1). Если в (3.13) применить оценки (3.8) и
(3.32) или (3.33) гл. 3 и учесть, что

Silk)

то получим

*~1

где mk определяются согласно (3.10). •
Теорема 4.19. ВЦД (3.2) абсолютно сходится, если вы-

полняются условия (3.7) и (3.8), ВЦД (3.2) сходится аб-
солютно и равномерно, если, кроме того, выполняется
условие (3.9).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Исходя из оценок (3.32) — (3.34)
гл. 3, справедливых для ВЦД (3.1), где приняты обозначе-
ния (3.12), убеждаемся в том, что областью значений ВЦД
(3.1) является круг | г — Ь о | < : 1 — g0- Поэтому применима
методика доказательства теоремы 3.18, откуда следует пер-
вая часть теоремы. Вторая часть теоремы следует из оценки
типа (3.14;. Ш

Рассмотрим вопрос о возможности расширения области
сходимости ВЦД (3.2) путем использования теоремы 4.14.

Теорема 4.20. ВЦД
N

\+Ъ У ^ ' ^ ' М , (ЗЛ5)
£1 ' >

где ацк) — действительные числа, удовлетворяющие услови-
ям (2.52) равномерно сходится в каждой ограниченной
замкнутой области из (СЛГ+1, расстояние которой до об-
ласти

Imz, = 0, | R e z , | > l (t = О 0 (3.16)

положительно.
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Если в теореме 4.19 положим gi(k) = 1/2 (k = 1, 2, . . . ,
ik= 1, N), то получим обобщение теоремы 3.14.

Следствие 4.2. ВЦД (3.8) гл. 3, где сцк) — комплексные
числа, сходится, если

N

< I (k = 1, 2, . . . , ip = X7N, р -• 1, k— 1).
' * - >

(3.17)

§ 4. Многомерные регулярные С-дроби.
Многомерные S-дроби

Ветвящиеся цепные дроби вида

, = , - • ( 4 Л )

или вида

ll+jjE^) , (4.2)

где a,-,ft) ^ь О ( Л = 1, 2, . . . , tft = 1, V̂) — комплексные числа,
г = (zv z2, ... , zN)££N, называются многомерными регу-
лярными С-дробями. Если же ат > 0 (k= 1, 2, . . . , (\ =
= 1. -̂ V), г £([)", то дроби вида (4.1) или (4.2) будем назы-
вать многомерными 5-дробями.

Пусть L — формальный Л^-кратный степенной ряд

(4.3)

ВЦД (4.1) или (4.2) называется соответствующей степенно-
му ряду (4.3), если

N

/.* — L = 2 J Ь „ , Z,^ = 2 J Сцп)г(,гс} . . . г,-
п=*+1 ', . 'г. ... ' „ = 1

( А = 1 , 2, . . . ), (4.4)

т. е. каждая fc-я аппроксиманта ВЦД (4.1) или (4.2) fk

формально разлагается в степенной ряд вида (4.3), совпада-
ющий с рядом (4.3) по формам до степени k включительно.

Для определенности рассмотрим ВЦД (4.1).
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Теорема 4.21. Для многомерной регулярной С-дроби
(4.1) существует единственный формальный N-кратный
степенной ряд (4.3), для которого эта дробь будет соот-
ветствующей.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для ВЦД (4.1) определим, сле-
дуя (3.1) гл. 1, выражения Q^) (̂  = 1> п> h= 1, Л'", п =
= 1, 2, . . . ). Дроби l/Qi"l) формально разлагаются в N-
кратные степенные ряды вида (4.3). Пусть ряды

N

L = L + ZJ Ьп , Ln — 2J Cnn)zit

zli • • • zln (4-°)

являются формальными разложениями k-x аппроксимант
ВЦД (4.1). Учитывая (3.3) гл. 1, для r>m имеем

N m

 m + i

* = !
fr — fm- /_. — ^+Г

Следовательно, для произвольного г > m для коэффициен-
тов (4.5) справедливы соотношения

с/™) = сНп) = cam { i p = I, N, р = = 1 , п , / г = 1 , т).

Поэтому ряд (4.3) является соответствующим дроби (4.1).
Единственность следует из того, что коэффициенты с\ \п\
разложения k-R аппроксиманты fk ВЦД (4.1) в формальный
iV-кратный степенной ряд (4.5) определяются однозначно. Ш

Теорема 4.22. Пусть (4.1) — регулярная многомерная
С-дробь, такая, что

lim pft = 0, (4.6)

где

РА = m a x ( | а,-(А) | : ip = 1, N, р = 1, k). (4.7)

Тогда
а) для произвольного положительного числа М суще-

ствует номер п, зависящий от М, что ВЦД
N - 1

(l + D V °'(А) Zik У (4.8)
\ А=п ^-J 1 /

сходится равномерно к голоморфной функции в поликруге
| 2 , | < Л 4 (t = T7JV);
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б) ВЦД (4.1) сходится к функции f (г), являющейся
мероморфной или тождественно равной бесконечности.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для заданного М существует
номер п, что для всех k > п

\at(k) | <: (4MN)'1 (ip = 1, N, p = 1, k, k > n).

Пункт а) следует из теоремы 4.3. Для доказательства
пункта б) достаточно заметить, что М — произвольное и
функции, определенные в различных поликругах, являются
аналитическим продолжением друг друга. §g

Теорема 4.23. Пусть (4.1)—регулярная многомерная
С-дробь, такая, что комплексные числа атф0 (т = l,N)
являются соответственно единственными предельными
точками последовательностей {ацщт} (k~ 1,2, . . . , ik =
= 1, N), т. е.

limauk)m = am(m=l,N), (4.9)

и пусть
Ра, = А*,т X Ра,, X • • • X Ращ - (4.10)

декартовое произведение областей

Рат1=

(4.1 J)

где (т— 1, N), у — произвольное действительное число,
такое, что | у | < я / 2 .

Тогда
а) если К — произвольный компакт Рал, tno существует

область Q ^ c : ^ , такая, что

/(с^с^,, (4.12)

и номер п, зависящий от К, что ВЦД (4.8) равномерно
сходится на произвольном компакте Q& к функции,
голоморфной в QK;

б) ВЦД (4.1) сходится к функции f(z), мероморрной
в Ра1 или равной бесконечности.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если множество К несвязно, то
вложим его в связный компакт К'• Определим К' как мно-
жество точек отрезков, соединяющих точки К с началом
координат.

Обозначим Ur (г) открытый поликруг
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Покроем К' поликругами Ur(z), где rt возьмем настолько
малыми, чтобы все f/зг (г) с Раг Выделим конечное под-
покрытие

где z(s> £ К' (s = 1, р). Обозначим замыкание множеств
U2r (z(s>) (s = ГГр) через г7<!>.

Пусть

^ | ш т - а т г т | : ш т е а Р т , \zm — zj$ \ < 2гт),

где Р1 определяется согласно (4.11) гл. 3, m~l,N, s =
= 1, р. Возьмем номер п настолько большим, чтобы для
всех k > п—1 выполнялись неравенства

I at Ф) т-ат | < р < ? (2гт + | z% \ )"i (m = TjV).

Тогда при тех же значениях индексов

\ацк)тгт — a m z j < p £ \
Следовательно, £/<s> является поликруговой окрестностью

сходимости ВЦД (4.8). Элементы а,-(А+1)г^+1 ВЦД (4.8) при-
надлежат параболической области (4.11) гл. 3. Так как
область значений (4.8) в этом случае содержится в круге
(3.86) гл. 3, то утверждения а), б) следуют из теоремы
2.17. Ш

Теорема 4.24. Пусть (4.2)—многомерная S-дробь, так
что

a i { k ) > 0 ( i k = \ , N , * = - . 1 , 2 , . . . ) (4.13)

и G—некоторая область из £N, содержащая действи-
тельную N-мерную окрестность

Д = {ге{Сл /:1тг (.= 0, т < Rez,-< M, i= T7W},
(4.14)

где т, М — действительные положительные числа.
Если в области G все подходящие дроби (4.2) равно-

мерно ограничены, то
а) четные и нечетные аппроксиманты сходятся равно-

мерно на каждом компакте области G к голоморфной
функции в G:

б) S-дробь (4.2) сходится равномерно на каждом
компакте G к голоморфной функции в G, если расходится
ряд

min{-^—:tp=l,N,p=l,k). (4.15)
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Д о к а з а т е л ь с т в о следует из теоремы 2.17. Если
г£Д, то ВЦД (4.2) сходится согласно теореме 3.12. Я

Теорема 4.25. ВЦД

+ Б ""У'*- ') ' 1 , (4.16)
fci 1 /

где z(o=--zo= I, ai{k)>0 л I7"/V, £ = 1 , 2 , . . . ) , z=(zv
z2, . . . , zN)££N, равномерно сходится на каждом компакте
области

R e z ( . > 0 (i=l,N), (4.17)
если расходится ряд (4.15).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя эквивалентные преобра-
зования, ВЦД (4.16) приведем к виду

N

где Со = /, ltk = izy1. Дробь (4.18) является положительно

определенной многомерной /-дробью. Условие (2.35) тео-
ремы 4.7 гарантирует равномерную ограниченность ее под-
ходящих дробей. Для завершения доказательства достаточно
воспользоваться утверждением предыдущей теоремы.

§ 5. Двумерные соответствующие ВЦД

Напомним, что ВЦД называется соответствующей кратному
степенному ряду, если разложение ее n-й подходящей дроби
в степенной ряд совпадает с исходным рядом до всех чле-
нов степени п включительно. Мы укажем некоторые спе-
циальные конструкции ВЦД, соответствующих двойному
степенному ряду

1+ 2 аих'у!. (5.1)
И-/=1

Эти алгоритмы можно рассматривать как алгоритмы разло-
жения функций, заданных в виде кратных степенных рядов,
в ВЦД. В работах [34, 84] были установлены формулы для
вычисления компонент ВЦД, соответствующей ряду (5.1),
в виде отношения определителей, составленных из коэффи-
циентов (5.1) Эти дроби имеют вид

1+Ф.+ 5-П&,Ф,= Ь ^ + 5 С - ^ . (5.2)
t=i ^ + lvi p=j 1 р = 1 1
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Назовем /г-й аппроксимантой ВЦД (5.2) выражение

/„ = 1 + Фо + Д , + ф<„_ з д , (5.3)

где

ф « = д W l + D ^ (*-1,2,...) (5.4)
P=I ' P=I '

[/г/2] — целая часть /г/2, Ф/о> = 0, т. е. /г-я подходящая
дробь является фигурной подходящей дробью вида (1.15)
гл. 1. Она содержит все те элементы сц ВЦД (5.2), сумма
индексов которых i -\- j < п.

Другая модель ВЦД, соответствующей ряду (5.1), была
предложена в работе [93], а именно;

где
- У к . Р*У г-

Г(0 = Ь* j , Гoi = j ( , , , )

(5.6)

Определим п-ю аппроксиманту ВЦД (5.5) как конечную ВЦД,
содержащую все те элементы Ьц ВЦД (5.5), сумма индек-
сов которых / + / < / г , т. е.

f 1 Л- /7([л/2]) I П Ь{0* I П Ь°'У /К 7\

fn = l + F00 + Д { + Fun-i)/2i + £ { + F$r»m > ( 5 J )

где F(to, Ftf? — k-e подходящие дроби цепных дробей (5.6)
г » —• ь» j , tO{ = LJ ; , (t>.e)

P=I ' P=I i

причем F ^ = F$ = 0, если k <: t.
Ветвящаяся цепная дробь (5.2) или (5.5) сходится, если,

начиная с некоторого номера /го> 1, все ее подходящие
дроби (5.3) или (5.7) имеют смысл и существует конечный
предел последовательности аппроксимант.

По аналогии с (3.1) гл. 1 введем рекуррентно сокращен-
ные обозначения

(s-2i) . , m(s-2i) , ci+l 9 [ 1

(5.9)
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при начальных значениях

С учетом методики, изложенной в § 3 гл. 1, легко устанав-
ливается формула разности двух подходящих дробей /„ и
f2r(n>2r) для ВЦД (5.2) [12]

(—\у (ф'"-2'") — ф<2'— 2(">) (Xy)t T\ckk

П
1

(5.11)

где
_ {
— \

0, если п= 2г -\- 1,
1, если п>2г -\- 1,

и произведения, у которых верхний индекс меньше нижнего,
считаются равными единице. При установлении формулы
(5.11) естественно предполагается, что все Qi$) фО,

Аналогично для ВЦД (5.5) устанавливается формула
в предположении, что п>т

In—1т — Гоо — Г 00 +

(_

D.
m+1

Д''АО

m+1

Л
m+1

П
A l

, (5.12)

где Ffo и F$ определяются с помощью рекуррентных соот-
ношений (5.8), a Qko~k), Qok~k} — с помощью рекуррентных
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соотношений

n(s-k) _ , , F\l 2 JJ , °*+l, 0* n(0) _
VAO = 1 + ^ АО + л ( 5 _А-1) • VsO =

^A+1,0
(U П *: 1 <; 1 2 N

0, A+l

(£=0, s—1, s = 1,2, . . . ).
При доказательстве формулы (5.12) предполагается, что

все Q g f ^ O , <?&-*»# 0.
Рассмотрим признаки сходимости соответствующих ВЦД.
Теорема 4.26 [12, 13]. ВЦД (5,2) с действительными

числовыми коэффициентами Сц(1, у = 0, 1, 2, . . . , I + у > 1)
равномерно сходится в каждой ограниченной области из R2,
если

а) существует константа Р(0 < |3< 1/8), что

ct+i, а + р > 0, a, i+jy + Р > 0,
+ р > 0(f = 0, 1, 2 у =-- 1, 2, . .. ); (5.14)

б) коэффициенты c,-+i,f, c,-,,+i имеют не выше как
полиномиальный рост при i-^-oo, т. е. существует такое
натуральное число р, что lim i~p max (ct+i, (-; ^,,-+i) = 0;

в) для произвольного индекса t(/ = 0, 1,2, . . . )

"„(i) расходятся, где

1 |с п + < , < | > |c ( -, n + i |, | с п п | } , (5,15)

причем их частные суммы S пп (/) /гри каждом i cmpe-
п=2

мятся к бесконечности при k -> оо не медленнее, чем
(In &)1+е, г<Эе е > 0 — произвольное действительное как угодно
малое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся формулой (5.11),
Для этого сначала проведем некоторые оценки, чтобы убе-
диться в том, что все О^~2С>Ф0. Из условия (5.14) следует, что

1 — .
= |/ 1 — 4p=^0

l - ^ P
1—.

(/ = 0, 1, . . . . k= 1, 2, . . . ) . ( 5 . 1 6 )
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Используя эквивалентные преобразования с учетом (5.16),
дробь Qf~~2t) приведем к виду

где

= (1 + О}1"20) (l + [D ] C/ (*' У) ) ,

c/ (x, */) = W (1 + Фр,2'+2))-1 (1 + Ф</-2'У*

[l^ 1+1,1 + 2 [|]). (5.17)

Тогда в силу условия (5,14) и оценки (5.16) имеем
су(лг, у) > —р(1 — 4Р)"1. Так как а = р(1 — 4 p ) " J < 1/4, то

(5.18)

Доказательство проведем по схеме, изложенной в теореме
4.2, используя метод типа фундаментальных неравенств
(2.19) —(2.21) гл. 2.

Для оценки сверху выражений

воспользуемся формулой

2r—2t+l 2r—2/

1 1 С ' + / / ^ 11
fc! | Щ

2л—2i 2л—2г + | ~ 2л— 2/ 2л—2/
т-1 п(2л—2fl г-1 п(п—2Л Г"! nVr—-2t) T-I Ып~20

I 1 У 1 . / 1 1 QU 1 I 1 Q2, j И Q2. i
/=1 /=1 /=1 /=1

(5.19)
где введены рекуррентно сокращенные обозначения

Ws—20 i . ct+i, Iх n< s ^ 2 ' ) 1 I С'.'+1У IK ОПЧ

Qi,/-i = 1 + {s_2() , Qg./~i = 1 + ( s _ 2 0 (5.20)

при начальных значениях

1. 5-2( = V2, s - 2 ^ = 1 . S = 2 Г , П.
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Формула (5.19) устанавливается аналогично формуле (3.3)
гл. 1 в предположении, что все Qpf2{>ФО (р = 1, 2).

Пусть
1 1 1 / с О 1 ,

V(4-i ( = •; ; , V( ,•+/ = -. г- , V/; = —• ;— , ( 5 . 2 1 >

если xci+l< i ф 0, ycit i+i Ф 0, хусп фО (i = oTr, j = П7).

Тогда справедливы оценки
ci+i, ix

Q(S—21) /-^s—2i)
1, / — 1 ^ 1 , /

ae
( П. РГПИ

"* Л -

1 HPH

L

l /»

РТНПР

Q(S—2I)(
2, /—1

j(s-20
•^2, /

L

1 • * 1 /
(5.J

Действительно, первое из неравенств (5.22) эквивалентно
неравенству

, (5.23)1 + -'TI-'

которое следует из оценок
l l

I Q{--2« •
1 —- Р

Р

1 +
ct+l. Iх

Q}'7«)

> 1 — •
1 —•

Аналогично доказывается и второе неравенство в (5.22).
Следовательно, в условиях теоремы справедлива оценка

2Г-21+1и
/=2

2л—

П (5.24)
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Теперь убедимся, используя аналогичные соображения, что

с„ху L*

7/
(j = 2, 3, . . . , г), (5.25)(s-2/)0(s-2/+2)

где L* = 2(1 — 8p + 1/(1 _ 8 p ) ( l — 4 P ) " 1 , V / / определяются
согласно (5.21). Неравенство (5.25) следует из оценки (5.18)
и неравенства

если предварительно вынести за скобку множитель (1 -f
+ OfZii+2)) и воспользоваться оценкой (5.16), обозначениями
(5.17) с учетом того, что а = Р ( 1 — 4 Р ) " 1 и С/(х, у) > — а.

Поскольку ВЦД рассматривается в ограниченной области,
то существует действительное положительное число М,
такое, что | х \ « М, \ у \ < М. Пусть М{ =-- max ( | c{+it ,• |,
с/, ,•_!_! | ) . Тогда, учитывая (5.11), (5.24) и (5.25), приходим
к оценке

X

2Г-2/+1

/ = 2

2r—2H-1

/=2

+ 0 ^ - 4Р

/•+1

/=2

L*

(5.26)

Последнее слагаемое стремится к нулю при г->-оо, так как
л+1 г+1 л+1

/ = 2

и ряд

/ = 2

расходится.

Из условия б) теоремы следует, что М: <: К\ГР{1 = 0, г),
где /Ci — константа, не зависящая от i.
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Пусть K=min({L*- M)-\ (L • My1) и уг обозначает
последнее слагаемое в правой части неравенства (5.26). Тогда,
угрубляя оценку (5.26), получим

Г2Г+П

г L з J

—К ^ я/(£)) + ? ,<

V+iiv+M,..;

где К2, К3 — константы. Из последней оценки следует, что
\/п — Ы->-0 при r-v-oo. Я

Теорема 4.27 [16]. ВЦД

, Ф , = D

5 с .̂ (5.27)

где Ctj (x, у) — комплексные функции, заданные в области
D С (С2> равномерно сходится в области D, если сущест-
вует действительная положительная константа р (0 <
< Р < 1/8), что

\сц{х, г / ) | < р (£, у = 0, 1, 2, . . . , t + / > 1). (5.28)

Значение дроби (5.27) и всех ее аппроксимант принад-
лежит кругу

\z — (l—R*y1\<

-8р). (5.29)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим п-ю аппроксиманту ВЦД
(5.27) как величину, обратную к (5.3), где сделаны соответ-
ствующие переобозначения элементов. Используя методику
вывода формулы (3.3) гл. 1 для разности двух подходящих
дробей fn и h' (n>2r) ВЦД (5.27), получим

П

П
/!=0

/•+1

1

п
U 5-534

1 П Q(*"~
* = 0

0, если /г = 2г + 1,

1, если п>2г+ 1,
(5.30)
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где Ф'5""2 ' ', Qf"2l) (s •= 2т, п) определяются аналогично (5.4)
или (5.9) и (5.10) с соответствующими переобозначениями
элементов дроби. Определяя для В Ц Д (5.27) величины
Qk.l2l) ( £ = 1» 2, ...) аналогично (5.20) и используя формулу
типа (5.19) с учетом того, что в предположениях теоремы

I (̂s—2() I . Р Р Р \-\-V\ —А$ ,, , 9 .
\Qk,i I > ! — у _ Т — Г " 2 ( = ' ''

имеем

р" -0 (1 + УГ=ЩГф-{). (5.31)

Учитывая (5.18), (5.31), с помощью элементарных вычисле-
ний получим

(5.32)

где К — константа, не зависящая от г и п.
ВЦД (5.27) представим в виде

Так как

..... - 2 Р , . 2Р

1 —
1 — _

= 1 — 1 ( т Л _ 4р + УТ=Щ) = R,

то с помощью элементарных вычислений получим (5.29). •
Вопрос поточечной сходимости ВЦД (5.27) сводится к ис-

следованию сходимости числовых ВЦД

, Ф, = 5 а-Ц^ + Ъ ̂ f t ' , (5.зз)

где а;/ — комплексные числа.
Дадим определение аппроксимант дроби (5.33), используя

композиции дробно-линейных отображений, а также построим
четную и нечетную части ВЦД (5.33) и исследуем их схо-
димость. Рассмотрим дробно-линейные отображения

tt,(w) = (l+aiiw)-1, 1Ф]\ I, } = 0, 1, 2, . . . , (5.34)
Ui {х, у, г) = (1 + a,, t^\x + а*_1. # + ацг)'1, i = 1, 2,

(5.35)
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и композиции этих отображений

Tk-t, i = U+2, [tt+з, i • • • h—i. i (1 )>
Tl, k-l — tl. 1+2 tl, [+3 ... tt, *_,• ( 1 ),

(5.36)

Тогда, определяя /г-е аппроксиманты ВЦД (5.33) как дроби,
обратные к (5.3), где х= у= 1, сг,= ац (i, / = 0, 1 , 2 , . . . ,
i +1 > 1), получим

/ 2 п = 1 ц ( Т 2 п , 0 , Т о , 2 п , ^ 2 2 ( ^ 2 л — 1, 1> ' 1 , 2 п — l i • • • >

/П П(ГП +,,П_,, Г п _ , 1 П + ь /п+1.п+1 (0, 0, 0))...), (5.37)

/2п+1 = 1̂1 (^2п+1, 0, То, 2п+1 2̂2 (^2п, Ь Ti, 2п, • . • ,
tm(Tn+2.n-U 7\.-1.П+2, tn+l,n+l (1, 1, 0))...), (5.38)

где п= 1, 2, . . . , /1 = / ц ( 1 , 1,0). Впредь формулы типа
(5.36), симметричные относительно перестановки индексов,
будем записывать в виде

Т 4 _ , , , - (,+2, i • ti+ъ. i • • • fft-f. i (1). (5.36*)

Следуя Стилтьесу [60], построим четную и нечетную части
ВЦД (5.33).

Дробь

Dp Ft = P,7 + 5 J±^-' + D ^ ± - ' (5.39)

называется четной (нечетной) частью ВЦД (5.33), если для
ее п-х аппроксимант gn

(5.40)
;=о Ff~l> P=I P i + P , ; P=I P;, ;+p

справедливо равенство gn = f2n, ( л = 1 , 2, ...) (ffn = / г п + ь
(/г = 0, 1, 2, ...)), где fn — n-я подходящая дробь ВЦД
(5.33).

Для получения явных формул для коэффициентов ац, $ц
в формулах (5.36*) вместо композиций отображений /„• рас-
смотрим композиции отображений skp, где

А, 21 (W) = t2k-l, 2it2k, 2( (W) = j - j — ' ^ ~ + 1,
1 +a2k-l,2i+

a2k,2lw

Sr, 2,4-1 (till) = t2r. 2t+lt2r+l, 21+1 (W) =

г, 2t+l
a 2r+l.

1,

k = i + 2, n — I, r = i + 2, n — i + 1,
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Если теперь в (5.37) вместо Tkp взять

T2n—2i, 21 = ht+2, 2i S/+2. 21 ••• Sf i- i ,

Tln-2l-\. 2/+1 = ^21+3, 2f+l ' Si+2, 2^+1 " • • $ (1)

.IM j n _ 2 з

то для четной части ВЦД (5.33) получим формулы

Рк = 1, Р/+1, t= 1 + Ot + 2, i, a«/ = аи,

*« ™ —O-2k-i-2, iO.2k-i-\,
(5.42*)

t = 0,

+ 0.2k— I—I, I + a1k—l, I'

где t > 0, £ — t > 2.
Аналогично доказывается, что для нечетной части спра-

ведливы формулы

;ос = 1, ati = аи, Р» = 1 + at+i, i + Щ, t+u
:, j P (̂ = I -f- Й2А—Л f "f" ^ - 2 A + I — i , ; (5.43 )

, 2, ...).

Установим признак сходимости четной и нечетной части
ВЦД (5.33) типа второй интерпретации фундаментальных
неравенств (см. замечание после теоремы 8).

Будем говорить, что для ВЦД (5.33) справедливы фунда-
ментальные неравенства, если существуют такие действитель-
ные числа гц>0 (i, j = 0, 1, 2, . . .), 0 < v < 1/2, что

а) га| 1 + а1+и { + a,-, l>+1 \>2rtimax {У\аи\,

V max , \at>

б)
В) П+2, t\

г)

(5.44*)

t \ +

+
д)

,t\> / > 3 ;

| (1 — 2 V ) 2 , (t = 0, 1, 2, . . .) .

Теорема 4.28 [14]. Если для ВЦД (5.33) справедливы
фундаментальные неравенства (5.44*). то ее четная и
нечетная части абсолютно сходятся.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нечетная часть после эквивалент-
ных преобразований приводится к виду

D F,= D
ap+l-

-r (5.45)
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где

o o

аи = аи (1 + at< ,_i + а,_!( ^ ( l •+• а Ж ( , + al§ ж ) " 1 .
, i = — at+\, i al+2, t (1 + ai+h { + a(, c+i)"1 (1 + a(+2,,- +
, + э,,)-1, (5.46*)

+ , ,• = — a2P+c-i, tciip+t, i (1 + a2p+<-2, i + агр+f-i, f ) " 1 X
X (1 + а 2р+ г, i + U2P+1+X, tY1

( / 7 = 2 , 3, . . . , t = 0, 1, 2, . . . )

Введем обозначения

= 1 — max {| a{+u {\, | а,-, ж | ) [rti \ 1 + a(-+i,, + a{, {+l p" 1 ,
, i = 1 — | a2p+i+l 11 • [r2p+t, 11 1 + a2p-K, < + a2p+,-+i, с р " 1

(P= 1, 2, ... , i = 0 , 1, 2, . . . ) . (5.47*)

Из фундаментальных неравенств (5.44*) следует, что 0 <
< £ « < ! , О < & + , , , < ! ( / 7 = 1 , 2, ... , / = 0 ,1 ,2 , ...) и
что справедливы неравенства

I «ool < Y £oo- l a w ^ T ^ ' - 1 ' ' - 1 ^ (i= 1 > 2 > •••)'
i (5.48*)

(У = 1 , 2 , . . . , 1 = 0 , 1 , 2 , . . . , ^ = I, Л / = 1 , у > 2 ) .

Следовательно, существуют комплексные числа г,-/, такие, что
\г{-,\ < 1 (i, / = 0 , 1, 2, ...) и что

а = ~ ~ - - • г ( t — 1 2

i, ( = kj(\ —gt+i— i, ;)gV+/, (г(Ч-/, f (5.49*)

(У = 1 2 t — 0 1 2 k — — ki = 1 j > 2)

ВЦД (5.45) можно записать в виде

/ J_ г \-i

/ (г) - | goo^ool 1 + 4 ^o (г) + .Ь 4 ^ ' ' ' " ' " Й I , (5.50)

где

D \ Ор~\~1 1 , I' &p-\-[, I p-\-l, t I
I—I... —U-

Р = \ *

ь» j . (5.51)
P=I '
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— п-е аппроксима нты ВЦД
*

Обозначим через fn(z), F^fy — n-e аппроксима
(5.50) и (5.51) и введем рекуррентно обозначения

(5.52)

С учетом (5.52) легко устанавливается формула разности
двух подходящих дробей ВЦД (5.50) /„(г) и fr\z), где /г>г

/n(z)-/,(*) =

n
1

(5.53)

Рассмотрим ВЦД / ( — 1 ) , т. е. ВЦД (5.50), у которой
вместо каждого Zi,- взято — 1 , и покажем, что она является
мажорантой дроби (5.50). Учитывая свойства g-дробей [100]
и формулу типа (5.19), установленную для разности Fln~k) (z) —
— F{b~k) (z), легко убеждаемся в том, что F{"~k) (— 1) no n
при каждом фиксированном k монотонно убывает и

| Ft'1* (z) - F)rk) (z) | < Ft~k) ( - 1) - Ff-*> ( - 1). (5.54)

Используя метод математической индукции, проверим, что

IQM (г) | > Q{r° ( - 1) > у пи > 0, (5.55)

и

1+^'"° (-!)>№, (5.56)

откуда с учетом (5.49*) имеем

|Мг)-Мг)|<М-1)-М-1).
Дробь /п(—1) с помощью эквивалентных преобразований
приведем к виду

1 + 7 + •••+ 1 '
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Так как

то нечетная часть ВЦД (5.33) абсолютно сходится.
Введя обозначения

( \]~1, (5.57*)

1 gp+i>(= 1 —\a2p+i+i, i\[r2p+i-\,t\ 1 + a2p+t~i,t + a2p+i, c\]~

I (/7 = 2 , 3, . . . , i = 0, 1, 2, ...)

и повторяя приведенные выше выкладки, четную часть ВЦД
(5.33) запишем в виде

где

Ф,' = TT^Z '-? — +
1 ~4— L) *

1 . i

! , д t1 —Bl.p+t)et,p+i+i*t,
р = 1 1

и | z i / | < l , O < g , / < I (t, /==0,1,2 , . . . , 1Ф1), 0 < 7 < | .

Нетрудно установить, что мажорантой ВЦД (5.58) является
цепная дробь

1 = 1

которая абсолютно сходится согласно теореме 2 и замеча-
нию 3.20.

Наконец, сформулируем два признака сходимости ВЦД
вида (5.5), установленные в работе [94].

Теорема 4.29. Ветвящаяся цепная дробь

п 6 р + ; - ; р п ь ' - р + ' и п 1 9 ^= L) — j — , гoi= и j — (I = 0, \,г, . . . ) ,
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Ьц (i + / > 1) — комплексные числа, сходится, если

I bio I < g". I ^ + i , /1 < -g . V K , f I < f (p = 2, 3, ... ,

t = 0, 1,2, . . . , / = 1,2, . . . ) . (5.59*)

Теорема 4.30. Ветвящаяся цепная дробь

D ТТ-Г' ^ 0 = ~D TJ— ( '"= l ' 2 ' - ) • ( 5 ' 6 0 >

г5е Ьц (i = 1, 2, . . . , / — 0, 1, ... , i > /) — комплексные числа,
расходится, если:

а) цепные дроби F;o ( 1 = 1,2, ...) сходятся;
б) модули п-х аппроксимант непрерывных дробей Fm

равномерно по п ограничены, т. е. существуют положи-
тельные константы Ьи такие, что \ F^ | <: b{ (i = 1,2,...,
/ 2 = 1 , 2 , . . . ) ;

в) сходится ряд У] Ь(.

Теорема 4.29 является аналогом признака сходимости
Ворпитского, теорема 4.30 — первым необходимым признаком
сходимости ВЦД с комплексными компонентами.

Кроме перечисленных существуют и другие признаки
сходимости двумерных соответствующих ВЦД (см., напри-
мер, [36, 61]).
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